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Yorwort.

Fiir den vorliegenden zweiten Band meines Lehrbuches der tech-
nischen Mechanik, der eine Einfithrung in die technische Festigkeits-
lehre enthilt, sind dieselben Gesichtspunkte mafBigebend gewesen wie
fiir meine frither erschienenen Lehrbiicher. Unter Vermeidung alles
Entbehrlichen sollte das in sachlicher und methodischer Hinsicht Wich-
tigste aus dem groBlen Gebiet gebracht werden, und zwar in einer Form,
die besonders fiir die Studierenden unserer technischen Lehranstalten
brauchbar ist.

Obwohl der Inhalt des Buches vielfach bekannte Dinge betrifft,
glaube ich doch, daBl die Art der Darstellung von der Norm abweicht;
in sachlicher Hinsicht habe ich den Inhalt eigener Arbeiten aus den
letzten Jahren verwerten kénnen. Besonders hinweisen méchte ich nur
auf die einheitliche Behandlung der Frage der MaBstébe, die ich zum
erstenmal in meiner ,,Getriebelehre® (1932) in dieser Form verwendet
habe, und die sich bei allen zeichnerischen Verfahren (insbesondere
auch in der Nomographie) durchaus bewédhrt hat. Die modernen Néhe-
rungsmethoden, die immer mehr an Bedeutung gewinnen und in den
gebriauchlichen Lehrbiichern meist ganz auler Betracht bleiben, sind
wenigstens in den Grundgedanken und in den einfachsten Anwendungen
vorgefiihrt worden. Auch sonst wird der Kenner, so glaube ich, manche
Einzelheiten feststellen kénnen, die als neu gelten diirfen, wofiir ich als
Beispiel auf die verschiedenen Formen der Arbeitssatze im X1I. Kapitel
verweisen mochte.

Bei der Abfassung des Buches, die sich iiber eine ldngere Zeit
erstreckte, insbesondere bei der Durchrechnung der Beispiele und An-
fertigung der Zeichnungen, ist mir durch viele Kameraden und Fach-
kollegen, vor allem durch die fritheren und jetzigen Assistenten meines
Institutes wirksame Hilfe geleistet worden; ohne sie namentlich an-
zufithren, mochte ich ihnen allen auch an dieser Stelle meinen verbind-
lichsten Dank sagen. Nur Herrn Prof. Dr. Thum, Darmstadt, méchte
ich fiir die freundliche Uberlassung des schéren Schwingungsbruch-
bildes (31) meinen besonderen Dank sagen, ebenso auch der Verlags-
buchhandlung, die keine Miithe gescheut hat, auch diesem Buche die
hohe Vollkommenheit der Ausstattung zu geben, die die von ihr heraus-
gegebenen Werke seit vielen Jahren auszeichnet.

Die eigentliche Veranlassung fiir die Herausgabe bildete fiir mich
der aus den Kreisen meiner Hérer immer wieder geduflerte Wunsch,
auch fir die Festigkeitslehre einen handlichen Lehrbehelf in der Art
meiner anderen Lehrbiicher zu besitzen. Ich widme daher dieses Buch
den Studierenden unserer technischen Lehranstalten mit dem Wunsche,
es moge ihnen bei ihrem Studium ein brauchbarer Fiihrer sein und
ihnen fir ihre kiinftige Ingenieurtitigkeit eine tragsichere Grundlage
schaffen helfen.

Karlsruhe, im Februar 1936.
Th. Poschl.
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Einleitung.

1. Die Aufgabe der Festigkeitslehre besteht darin, die Grundlagen
fiir die Berechnung der Abmessungen der Bauwerke der Technik
— im weitesten Sinne genommen — mit Riicksicht auf Sicherheit
und Wirtschaftlichkeit zu schaffen; ihr Ziel liegt darin, diese Ab-
messungen mit. hinreichender Genauigkeit im voraus, d.h. vor der
eigentlichen Herstellung festzulegen (Dimensionierung). Die Abmessun-
gen bilden den Ausgangspunkt fiir die darauf folgende technische Ge-
staltung.

Die genannte Forderung, die auf die gréBtmdogliche Ausniitzung der
Werkstoffe hinauslduft, verlangt zu ihrer Erfilllung einerseits eine ge-
naue Kenntnis der Eigenschaften der in Betracht kommenden
Stoffe, andrerseits die Ausbildung von Begriffen, die zur Beschrei-
bung und Kennzeichnung dieser Eigenschaften dienen kénnen.

Die Gegenstinde der Untersuchung sind die Bau- und Werkstoffe der
Technik, wie Eisen und Stahl, Metalle, Holz, Gesteine, Beton u. dgl.,
deren Verhalten in geeigneter Weise erfafit und gekennzeichnet werden
muB — also feste Kérper im gewohnlichen Sinne des Wortes. Von
den Eigenschaften dieser Korper kommt es in der Festigkeitslehre vor
allem auf die an, bei geeigneter Anordnung und Formgebung #dulere
Krifte — ,,Lasten* — von entsprechender GréBe ,,aufnehmen® zu kénnen
und dabei verhiltnismiiBig kleine Forméinderungen zu erfahren.

Die Notwendigkeit einer genauen Kenntnis der Bau- und Werkstoffe
verbindet die Festigkeitslehre einerseits mit der Stoffkunde, die sich
mit den technischen Eigenschaften jener Stoffe befat, andrerseits mit
dem Materialpriifungswesen, das die Gesichtspunkte und Ver-
fahren zur experimentellen und messenden Untersuchung jener Eigen-
schaften entwickelt. Beide stellen heute selbst umfangreiche Lehr-
gebiete dar, die sich vielfach mit der Festigkeitslehre iiberschneiden; im
folgenden ist von ihnen nur so viel aufgenommen worden, wie zum
Verstiandnis der Festigkeitslehre selbst erforderlich ist. — Von den der
Festigkeitslehre eigentiimlichen Begriffen ist in erster Linie die Be-
anspruchung zu nennen; er bringt, in geeigneter Weise erklirt, das
MaBl der Ausniitzung der Stoffe zum Ausdruck. Wir kénnen daher
sagen, wenn auch diese vorliufige Aussage ihren eigentlichen Inhalt
erst durch die folgenden Entwicklungen finden wird:

Die Festigkeitslehre beschiaftigt sich mit der Bean-
spruchung der Stoffe und mit der Vorausberechnung der in
der Technik auszufiihrenden Konstruktionen und ihrer

Poschl, Mechanik II. 1



2 Einleitung.

Teile; sie griindet sich auf die Kenntnis der Eigenschaften der tech-
nischen Bau- und Werkstoffe.

2. Beziehungen zur Mechanik. Die theoretischen Ansitze der Festig-
keitslehre stiitzen sich auf die allgemeinen Gesetze der Mechanik,
deren Kenntnis hier vorausgesetzt wird. Vor allem sind es die Sitze iiber
die Zusammensetzung der Krafte in der Ebene und im Raume, der Pro-
jektions- und Momentensatz, die Gleichgewichtsbedingungen, das Prinzip
der virtuellen Arbeiten, das d’Alembertsche Prinzip und andere Sitze,
die einen von der Art des Mediums (starr, fest, flissig) unabhéngigen
Inhalt haben und jeweils den Ausgangspunkt bilden miissent.

Zu den aus der Mechanik der starren Korper bekannten Begriffen
kommen in der Festigkeitslehre eine Anzahl weiterer hinzu, die erst in
ihr Sinn und Bedeutung erhalten ; von diesen sind zwei besonders wichtig,
auf deren Ermittlung es in der Festigkeitslehre vor allem ankommt;
und zwar sind es die Begriffe Spannung und Formédnderung .(Ver-
zerrung), oder allgemeiner Spannungszustand und Verzerrungs-
zustand. Mit dem Spannungszustand hiéngt praktisch die ,,Bean-
spruchung an irgend einer Stelle eines durch &uBlere Krifte beein-
fluBten Korpers zusammen; und der Begriff der Forménderung fiihrt
z. B. zu Angaben iiber die mit der Beanspruchung verbundene ,,Durch-
senkung® eines Briickentrigers, die ,,Ldngeninderung* oder ,,Durch-
biegung* eines Maschinenteils usw.

Die Spannungen lassen sich nur in einer besonders einfachen Gruppe
von Aufgaben, die man als ,,statisch-bestimmt‘‘ bezeichnet, unabhéngig
von den Forminderungen bestimmen. Im allgemeinen ist dies nicht
der Fall; fir diese Aufgaben, die man ,,statisch-unbestimmt‘‘ nennt, ist
die Ermittlung der Spannungen nicht mehr unabhingig von den Form-
anderungen moglich. Die eigenartige Verkniipfung jener Begriffe kommt
erst bei diesen Aufgaben voll zur Geltung; zu ihnen gehoren auch die
,,zwei- und dreidimensionalen elastischen Systeme®, die nach den all-
gemeinen Ansitzen der mathematischen Elastizitdtstheorie behandelt
werden.

3. Technische Festigkeitslehre und mathematische Theorie der festen
Korper. Soll die Vorausberechnung, von der oben die Rede war, eine
praktische Bedeutung besitzen, so muf} sie hinreichend einfach und
so beschaffen sein, daBl sie gleichwohl die wesentlichen Merkmale des
Verhaltens der Stoffe wiedergibt. Der elementare Teil des Lehrgebiudes,
der unter dieser Beschrinkung zur Ausbildung gelangte, und der eine
vereinfachte, aber dennoch fiir viele Zwecke ausreichende Auffassungs-
weise ermoglicht, ist die technische Festigkeitslehre; von ihr
handelt das vorliegende Buch.

Daneben gibt es, ohne daf} iibrigens die Trennung eine vollkommen
scharfe wire, einen zweiten, mehr theoretischen Teil, der eine genauere
Analyse auf breiterer mathematischer Grundlage und unter Verwendung
von allgemeineren, insbesondere in der mathematischen Physik aus-
gebildeten Methoden enthilt. Auch diese allgemeine ,,Theorie der festen

1 Poschl, T.: Lehrbuch der Technischen Mechanik Bd. 1, 2. Auflage (ab-
gekiirzt zitiert als TM I). Berlin: Julius Springer 1930.



Uber die Einteilung der Festigkeitslehre. 3

Korper ist in vielen ihrer Zweige fir die Technik von groBier Be-
deutung, da oft exaktere Ergebnisse gefordert werden, als sie die elemen-
tare Theorie zu liefern vermag. Die Theorie der festen Korper umfafite
frither eigentlich nur die ,,mathematische Elastizitétstheorie®, die von
einer bestimmten Annahme iiber das Verhalten der Korper ausgeht
und unter dieser Annahme fiir viele, auch verwickeltere Fille exakte
Schliisse iiber die auftretenden Spannungen und Verformungen zu ziehen
gestattet.

Durch diese mathematische Elastizitatstheorie ist jedoch nur ein
Teil der bei den festen Koérpern beobachteten Erscheinungen erfaft,
namlich die als elastisch bezeichneten, wofiir spidter noch eine ge-
nauere Erklirung gegeben wird; die Eigenschaft der Elastizitat ist nur
bis zu bestimmten Belastungsgrenzen vorhanden, die bei gewissen Stoffen
sehr niedrig liegen. Bei anderen Stoffen und bei groBeren Belastungen
treten Erscheinungen von anderer Art auf, die auch andere Voraus-
setzungen, als die der Elastizitdtstheorie zugrunde liegenden, erforder-
lich machen; und zwar sind es die Erscheinungen der bleibenden oder
plastischen Formédnderungen, des FlieBens, der Verfestigung
und des Bruches, um die es sich hierbei handelt. Demgemil ist zur
Elastizitiatstheorie eine Theorie des FlieBens (Plastizititstheorie),
eine Theorie der Verfestigung und eine Theorie des Bruches
getreten; gerade in der letzten Zeit haben diese eine immer mehr zu-
nehmende Bedeutung erlangt. — Eine moderne Darstellung der Festig-
keitslehre muBl auch diese neueren Zweige in ihre Untersuchungen
einbeziehen.

Trotz weitgehender Entwicklung reichen aber die mathematischen
Methoden heute vielfach nicht mehr aus, um alle auftretenden Fragen
z. B. fir Kérper von verwickelterer Form zu beantworten. Aus diesem
Grunde sind daneben experimentelle Verfahren entwickelt worden,
von denen (fiir ebene Probleme) insbesondere die photoelastischen,
ferner neuestens die durch Rontgenstrahlen und die elektrischen
Verfahren?® u. a. zu nennen sind ; sie gehen alle darauf aus, die groBten

auftretenden Spannungen und Verzerrungen — die Spannungs- und
Dehnungsspitzen — durch Messung und Beobachtung zu be-
stimmen.

Der Anlage des Buches entsprechend werden nur die einfachsten Betrach-
tungen aus der eigentlichen Elastizitédtstheorie und eine elementare, rein beschrei-
bende Erklirung der Vorginge des FlieSens, der Verfestigung und des Bruches
gegeben; beziiglich weiterer Ausfithrungen aus der Elastizitatstheorie fiir die zahl-
reichen Sonderprobleme [genauere Theorie der Biegung und Verdrehung (Torsion)
von Stiben, die Berechnung von Scheiben, Platten, Turbinenschaufeln, Behéltern,
Kugeln, Walzen, die elastische Stabilitit usw., sowie aller Aufgaben, bei denen
die hier benutzten einfachen Ansitze nicht mehr ausreichen], der Plastizitatstheorie
u. dgl. muB auf die Sonderschriften iiber diese Gegenstinde verwiesen werden.

4. Uber die Einteilung der Festigkeitslehre. Trotz der groBen Mannig-
faltigkeit, in der uns die Bauwerke und Maschinen mit ihren vielgestaltigen
Formen und verschiedenartigen Belastungen entgegentreten, konnen

1 Von Nettmann, Tatuo Kobayasi, Sacerdote, Keinathu. Janowsky,
auf der Umkehrung des (. Wiedemann-Effektes beruhend, u. a.
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4 Einleitung.

doch beziiglich der Art, in der diese Belastungen auf die betrachteten
Korper einwirken, oder — wie man auch sagt — fir die ,,Beanspru-
chung der Korper durch duBere Krifte®“ gewisse ,,typische Grundfor-
men‘‘ herausgeschélt werden; aus ihnen lassen sich — wenigstens fiir die
elementare Betrachtungsweise — alle anderen zusammensetzen. Diese
»,Grundformen der Beanspruchung werden durch die Kennworte Zug
und Druck, Biegung, Schub und Verdrehung (Torsion) bezeichnet,
deren Bedeutung sich, wie vieles in der Mechanik, an die Ausdrucks-
weise des téglichen Lebens anschlieft; der genauere Inhalt, der diesen
‘Worten im folgenden gegeben wird, bedarf freilich noch besonderer
Erklarungen. In der Praxis ist die Zuriickfithrung auf diese Grundformen
oft nur durch Anwendung weitgehender Vereinfachungen méglich. Die
damit verbundene Unsicherheit mufl durch andere Faktoren ausge-
glichen werden, die aus den fortschreitenden Erkenntnissen und aus der
Entwicklung der Technik geschépft werden und im Einzelfalle durch
die besondere Erfahrung des Konstrukteurs bedingt sind.

Als ein besonderes Gebiet ist das der ,,elastischen Stabilitit zu be-
trachten, die sich mit den Erscheinungen der Knickung, Kippung,
Einbeulung, Faltung u. dgl. befafit. Diese Erscheinungen treten
— um gleich hier das wichtigste Merkmal hervorzuheben — nur an sol-
chen Korpern zutage, bei denen wenigstens eine Abmessung gegen die
iibrigen klein ist (Stibe, Platten, Schalen, Rohre usw.); der beson-
deren Fragestellung entsprechen besondere Methoden, die zu ihrer
Losung erforderlich sind.

Neben dieser Gruppe von Aufgaben, die der Elastostatik an-
gehoren, gibt es noch eine zweite, nicht weniger wichtige, die sich mit
den Beanspruchungen der in Bewegung befindlichen Korper (genauer
gesagt: der beschleunigt bewegten) befallt und insbesondere darauf
abzielt, die Spannungen und Forminderungen zu bestimmen, die
durch Tragheitskréafte entstehen. Sie umfaBt auch die Lehre von
den ,,elastischen Schwingungen® und wird Elastokinetik genannt.

5. Geschichtliche Anmerkung. Nur die wichtigsten Namen und
Daten seien hier genannt. Den Ausgangspunkt der mathematischen
Elastizitdtstheorie bildet das Hooke’sche Gesetz, 1676. Der ,,Span-
nungsbegriff“ und die ,,statischen Gleichungen® fiir das Kérperelement
gehen auf A. L. Cauchy (1789—1857) zuriick, die ,,elastischen Gleichun-
gen® fir isotrope Korper auf S. D. Poisson (1781—1840); grund-
legende Arbeiten stammen von L. Euler (1707—1783). Von &lteren
Forschern sind ferner hervorzuheben: in Deutschland G. Kirchhoff
(1838—1907), F. Neumann (1798—1895), A.Clebsch (1833—1872),
H. v. Helmholtz (1821—1894), A. Wéhler (1819—1914), F. Gras-
hof (1826—1893), C. v. Bach (1847—1931), J. Bauschinger (1834
bis 1893); in Osterreich L.v. Tetmajer (1850—1905); in Frankreich
H. Coulomb (1736—1806), L. Navier (1785—1836), B. E. P. Cla-
peyron (1799—1864), B.de Saint-Venant (1797—1886), J. Bous-
sinesq (1842—1929); in England Th. Young (1773—1829), G. Airy
{1801—1892), J. Cl. Maxwell (1831—1879), Lord Kelvin (1824 bis
1907); in Italien E. Betti (1823—1892), A. Castigliano (1847—1884).
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Fiir die Ausbildung der Methoden der Statik der Baukonstruktionen
sind insbesondere zu nennen: O.Mohr (1835—1918), H. Miiller-
Breslau (1851—1925), R. Land (zwischen 1860und 1900), F. Engesser
(1848—1931).

An diese schlieBen sich die Reihen der neueren Forscher an, denen
der heutige Stand der Theorie zu verdanken ist.

I. Der Spannungszustand.

6. AuBere und innere Krifte. Definition der Spannung. Um zu einer
Vorstellung des Begriffes der Spannung zu kommen, denke man sich
einen Korper (Abb. 1), der unter der Wirkung beliebiger duBerer Krifte
steht, durch irgend einen Schnitt s — s in zwei Teile 7 und 2 zerlegt ; zur
Herstellung des Gleichgewichtes jedes
Teiles werden iiber die Trennungsflichen
verteilte Krifte 4 % eingefiihrt, die so be-
schaffen sein miissen, daB sie zusammen
mit den duBeren Kriften B,, die auf
den betrachteten Teil wirken, im Gleich-
gewicht sind. Nach dem Satz von der
Gleichheit von Wirkung und Gegenwir-
kung ist die Summe der lings der Tren-
nungsflédche von Teil 7 auf 2 iibertrage-
nen Krifte entgegengesetzt gleich der
Summe der Krifte, die von Teil 2 auf 1
iibertragen werden. Auf ein Flichen- Abb. 1.
element AF dieser Trennungsfliche s —s
entfallt dann eine Kraft A%, die unter irgend einem Winkel gegen AF
geneigt sein kann und von der Stellung des Flichenelements AF ab-
hangt; die Kraft A wird daher als Vektor eingefiihrt.

Als Spannung p auf das Flichenelement AF wird der Grenzwert

. 4
b= lim 57 0

definiert. Die zu dem Flachenelement AF gehorige Spannung p ist
demnach selbst ein Vektor. Man kann sagen, die Spannung ist die Kraft
auf ein Flichenelement von der GroBe der Flicheneinheit, also etwa von
1 cm?, das dieselbe Stellung wie AF hat, unter der Annahme, daf} lings
dieses Flachenelements 1 cm? die iibertragene Kraft gleichférmig ver-
teilt ist.

Die Spannung hat die Dimension Kraft/Fliche, in Zeichen

|[p] = [KL]; 2

ihre Einheit im technischen MaBsystem ist 1 kg/cm? und wird oft als
»,1 at* bezeichnet und ,,eine neue Atmosphére‘‘ genannt. Manchmal wird
die Spannung auch in t/m? oder in kg/mm? angegeben.

Im Gegensatz zu den duBeren Kriften, d. s. die eingeprigten
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Krifte (Gewichte, Lasten, Federkrifte, Schneedruck, Winddruck u. dgl.)
und die Auflagerkrifte, werden die Spannungen auch als innere
Krafte bezeichnet; nach dem Gesagten konnen sie als die lings der
Grenzflichen jedes Raumteilchens iibertragenen Krifte angesehen
werden, die durch den physikalischen Zusammenhang des festen Korpers
bedingt sind und diesen herstellen. Durch die ,,Spannung® wird in der
Technik die an einem Flachenelemente auftretende ,,Beanspruchung*
bestimmt.

Statt den betrachteten Kérper durch einen Schnitt in zwei getrennte
Teile zu zerlegen, kann man auch einen beliebigen im Innern liegenden
Teil & (oder &' am Rande) des Kérpers (in ‘Abb. 1 schraffiert) be-
trachten und die Bedingungen fiir dessen Gleichgewicht untersuchen.
Aus #dhnlichen Erwigungen wie zuvor wird man zu der Vorstellung
gedréingt, daBl jeder solche Teil durch Kréifte im Gleichgewicht erhalten
wird, die ihren Sitz in den Begrenzungsflichen des Teilchens haben,
oder wie man sagt, in diesen Flidchen ,,angreifen*, also innere Krifte
sind. Der Gedanke, der zur Bestimmung der inneren Krifte — der
Spannungen — fiihrt, besteht nach dem Gesagten darin, daB man sie
fir den betrachteten Teil als 4uBere auffaBt und zugleich mit den
eingeprigten Kraften auf den Teil einwirken 148t; auf die so erhal-
tene Kraftegruppe hat man die aus der Statik der starren Kérper be-
kannten Gleichgewichtsbedingungen anzuwenden. Bevor dies wirklich
ausgefithrt werden kann, miissen noch einige andere Begriffe, die mit
dem Spannungsbegriff zusammenhéngen, erklirt werden.

7. Normal- und Schubspannungen. Die Spannung p, die dem
Flachenelemente A F durch die Gl. (1) zugeordnet ist, wird zweckmi Big
(Abb. 2) in zwei Komponenten zerlegt: in die Normalspannung ¢
vom Betrage ¢, in Richtung der Normalen (1) zu
AF gelegen, und in die Schubspannung oder
Tangentialspannung 7T vom Betrage 7, in
der Ebene von AF selbst wirkend. Die Normal-
spannung wird als Zugspannung bezeichnet,
wenn sie auf eine Ausdehnung der an AF

Abb. 2. grenzenden Teilchen hinarbeitet und die lings

AF benachbarten Korperelemente zu trennen

sucht; sie wird dann durch einen nach auBen gerichteten Vektor dar-

gestellt. Im Gegenfalle wird sie als Druckspannung bezeichnet.

Zugspannungen werden demnach als positiv, Druckspan-

nungen als negativ eingefithrt. Die Schubspannung T verlangt

zu ihrer Festlegung in der durch AF laufenden Ebene zwei Kom-

ponenten, die dann zusammen mit der Normalspannung ¢ die drei
Komponenten des Vektors p (im Raum!) darstellen.

Im iibrigen gilt fiir die Spannungen (wie fiir die Kréifte) das Gesetz
der Wechselwirkung ; d. h. die Spannung p, die auf 1 cm? der Oberfliche
des Korpers k wirkt, ist entgegengesetzt gleich der Spannung, die lings
derselben Fliche von % auf den umgebenden Korper iibertragen wird.

Den in 6 eingefithrten Spannungsbegriff kann man sich fiir den
Fall der einfachen Zugbeanspruchung nach Abb.3 in besonders ein-
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facher Weise klarmachen. Man denke sich einen zylindrischen Stab,

der den Zugkraften B, — % unterworfen ist, in der Querrichtung lings

s-s durchschnitten; wenn man eine gleichférmige Verteilung iiber

den Querschnitt annehmen kann, dann s

ist die GroBe der Normalspannung _p ? B

(Zugspannung) gegeben durch die Gl. = | f "
|o=PJF .| (3) .

Die auf die Flachenelemente des
Querschnittes wirkenden Zugspannun-
gen setzen sich fur jeden Teil des
Korpers zu einer Kraft zusammen, die
offenbar jedesmal mit der zugehérigen Belastung P im Gleichge-
wichte ist.

Dies ist iibrigens auch das einfachste Beispiel fiir eine ,,statisch-bestimmte‘
Aufgabe, da unter der Annahme einer gleichférmigen Verteilung, die hier schon
in einiger Entfernung von den Stabenden recht genau
zutrifft (eine Aussage, die in der Festigkeitslehre als a
das ,,Prinzip von Saint-Venant* bekannt ist), die i
GroBe der Spannung unmittelbar angegeben werden
kann, ohne daBl auf die Forminderung eingegangen
werden miifite.

Wenn man in dhnlicher Weise, wie dies hier fiir s
die Zugbeanspruchung geschehen ist, eine einfache Be-
anspruchung auf Schub angeben wollte, so kénnte man £
an die Belastung eines stabférmigen Korpers durch
zwei quer zu diesem wirkende Krifte £, — £ nach

~***
Y

Abb. 4 denken. Man kénnte zwar auch hier den Stab L

langs s-s zerschnitten annehmen und eine ,,mittlere

Schubspannung 7 so berechnen, daB sie, iiber den Quer- -

schnitt F gleichférmig verteilt, fiir jeden Teil mit dem -9

zugehérigen £, im Gleichgewicht wire, also die Gl.

ansetzen Abb. 4
T=Q/F. 4)

Der so gefundene Wert hitte jedoch lediglich die Bedeutung eines ,,Mittelwertes‘;
wie spéter naher erklirt wird, kann eine gleichméBige Verteilung der Schubspan-
nungen iiber den Querschnitt fiir eine derartige Belastung nicht eintreten.

8. Der lineare (einachsige) Spannungszustand. Um den Spannungs-
zustand in allen Ebenen s-s eines auf Zug beanspruchten Stabes
zu tberblicken, denken wir uns zunichst die in jedem schiefen Schnitt
s-s (Abb. 5a) wirkende Spannung p in ihre Normal- und Schub-
komponente ¢ und 7 zerlegt. Wir bezeichnen die Spannung im senk-
rechten Schnitt s-s' mit P/F = ¢, = ¢; und beachten, dafl in diesem
Falle die Spannung p auf die geneigte Schnittfléche dieselbe Richtung
haben mull wie ¢,. Da die schiefe Fliche s-s, auf die p wirkt, die
GroBe F/cos ¢ hat, so folgt aus der Gleichgewichtsbedingung fiir das
schraffierte Prisma in Richtung der Stabachse unmittelbar die GI.
o, F = pF/cos @, oder

P=0,C08¢. (5)

Die Zerlegung von p liefert dann unmittelbar die Normalspannung ¢
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und die Schubspannung 7. Um die Schubspannung hinsichtlich ihres
Vorzeichens eindeutig festzulegen, ist notig, auch in der Schnittebene
eine positive Richtung (oder wenn nétig deren zwei) anzunehmen.
Wir wihlen den Umlaufsinn, in dem ¢ gezdhlt wird, auch als posi-
tiven Umlaufsinn fiir das schraffierte Teilchen; und zwar wiahlen
wir als positiv den Gegensinn des Uhrzeigers. In Abb. 5a kommt demnach
die Schubspannung entgegengesetzt zu diesem positiven Sinn, also ne-
gativ heraus. Wir erhalten daher durch Zerlegung von p die beiden Gln.

0= pcosp= 0,c08’qp,

(6)

T=—psingp =--0,cospsing.

In allen Querschnitten (auBer fiir ¢ = 0 und fir ¢ = 7/2) treten da-
her Normal- und Schubspannungen auf. Aus den Gln. (6) folgt umge-
kehrt wieder

p= Vo + 2 =0c,cos¢. (7)
a i
(*ﬂ\
= (*0')
-3 T =0y a5 A v B
g J J 7
LY
~7ot)
Abb. 5a und b.

Um eine einfache zeichnerische Darstellung fiir die den verschiedenen
Schnittrichtungen zugehorigen Spannungen zu erhalten, die auch eine
Verallgemeinerung auf mehrachsige Spannungszustinde zulafBt, trigt
man in einem ¢-7-Achsensystem (Abb. 5b) die Werte von ¢ und 7, die zu
einem bestimmten ¢ gehéren, als Koordinaten eines ,,Bildpunktes® S
auf. Den moglichen Werten von ¢ entspricht dann als Ort der Punkte
8 ein Kreis, dessen Gl. man dadurch erhilt, dafl man ¢ aus den beiden
Gln. (6) eliminiert; hierzu fithrt man statt ¢ den doppelten Winkel 2 ¢
ein, schreibt also
1+ cos2¢
-3 ,
und findet durch Elimination von ¢

sin2 ¢

o =0, T=—0,—% > (6')

=5 ®

Diesen Kreis nennt man denMohrschen Spannungskreis (Abb. 5b)
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fiir den betrachteten einachsigen Spannungszustand. Die Spannungs-
werte g, 7, die fir alle Werte von ¢ — also fiir die simtlichen
Schnittebenen — iiberhaupt auftreten kénnen, sind durch
die Abszissen und Ordinaten des Punktes § auf dem Um-

fange des Spannungskreises gegeben.

Aus den Gln. (6') folgt weiter
T
Wenn in Abb. 5b der Punkt S die Koordinaten ¢, 7 hat, so ist <t S; M S
=2 ¢ und < 8,08 = ¢; aus der Lage des Punktes § auf dem Span-
nungskreis ist daher auch umgekehrt der Winkel @ der Schnittebene
zu entnehmen, in der die Spannung p mit den Komponenten ¢, 7 wirkt.
Um eine eindeutige Zuordnung der Schnittebenen zu den Punkten
des Spannungskreises zu erhalten, ist dabei nach folgender Regel zu
verfahren (die auch fiir die Abb. 7 und 8 Geltung hat). Im Lageplan
(Abb. 5a) wird der Winkel ¢ von der Ebene der gegebenen Span-
nung aus (hier ¢, auf die senkrechte Ebene wirkend) im Gegensinn
des Uhrzeigers positiv gezéhlt; Normalspannungen werden positiv
und als Zugspannungen bezeichnet, wenn sie nach der &ueren Nor-
malen des zugehorigen Flachenelementes wirken; und Schubspannungen
werden positiv gezahlt, wenn sie in dem Sinne wirken, der im Lageplan
“fiir @ festgesetzt wurde. Im Spannungskreis ist dagegen als positiver
Sinn der Uhrzeigersinn zu nehmen.

Im iibrigen ist zu beachten, daB es im Wesen der beim Mohrschen Kreis auf-
tretenden ,,Abbildung® liegt, die Schubspannungen nur ihrem Betrage nach
(d. h. immer positiv) aufzutragen; dann kénnte auch der Winkel 2 ¢ im selben
Sinne positiv gerechnet werden wie im Lageplan. Nur wenn man (was beim ein-
und zweiachsigen Spannungszustand noch méglich ist) auch das Vorzeichen der
Schubspannungen zur Darstellung bringen will, ist man zu Festsetzungen von der
angegebenen Art genétigt.

SchlieBlich erkennt man auch aus der Abb. 5b oder aus Gl. (6), daB
die gr6Bten Werte, die die Schubspannung 7 annehmen kann, die Gré83e
haben:

(10)

t{rﬁix: :{:0-/2:

und daBl deren Ebenen den Winkeln 2 ¢ = 4- /2, also ¢ = 4 x/4
entsprechen. Die gréfiten Schubspannungen treten daher in Ebenen
auf, die um - 7/4 gegen die Stabachse geneigt sind.

Einen Spannungszustand von der hier betrachteten Art, bei dem
die Spannungen iiber einén endlichen Querschnitt dieselben sind,
bezeichnen wir als homogen. Im allgemeinen &dndern sich die Span-
nungen von Ort zu Ort, sind also Funktionen des Ortes, und die ange-
stellte Betrachtung gilt dann nur firr einen kleinen Teil des Korpers,
fiir ein ,,Korperelement . Das gleiche trifft auch fiir die in den folgenden
Abschnitten zu besprechenden zwei- und dreidimensionalen Spannungs-
zustinde zu.

DaB die groBiten Schubspannungen unter 4 7/4 gegen die Kraftrichtung auf-
treten, macht sich dadurch bemerkbar, da8 gewisse Stoffe (Gesteine) beim Druck-
versuch Bruchflichen ergeben, die angenéhert unter -+ 7/4 gegen die Kraftrichtung
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geneigt sind. Der Bruch tritt dann dadurch ein, dafl das Material den lings dieser
Flachen auftretenden Schubkriften nicht standzuhalten vermag. Auch die manch-
mal beobachtete Abweichung der Neigung der tatsichlich auftretenden Bruch-
flachen gegen den Wert —+ /4 1af3t sich (nach Coulomb) durch Einfithrung einer
Reibungskraft lings der Bruchflichen theoretisch begriinden.

9. Der ebene (zweiachsige) Spannungszustand. Nach den bisherigen
Darlegungen kann von einer Spannung nur in Verbindung mit dem
zugehorigen Flichenelement gesprochen werden. Die Gesamtheit
der Spannungen auf alle Fliachenelemente, die durch einen
Punkt méglich sind, bezeichnet man als den Spannungszustand
in diesem Punkte. Zunichst erhebt sich die Frage, wieviele Be-
stimmungsstiicke vorgegeben werden miissen, um die Spannungen in
allen Flichenelementen durch einen Punkt zu ermitteln. Wir beant-
worten diese Frage vorerst fir den ebenen Spannungszustand,
der dadurch ausgezeichnet ist, daB3 alle
Spannungsvektoren in einer Ebene liegen;
wir machen diese zur Zeichenebene und be-
trachten nur die Spannungen auf jene
Flichenelemente, die auf der Zeichenebene

3

By ol o senkrecht stehen.
fgq }/ Ein solcher ebener Spannungszustand kann
5 gl Ty y (angenihert) als vorhanden angesehen werden in
/ y / diinnen Blechen oder Scheiben, die nur Kraften in
J/ & ihrer eigenen Ebene unterworfen sind, oder in be-
s/ "/ liebig ausgedehnten prismatischen oder zylindri-
Aty schen Korpern, in denen alle Spannungen in Rich-
Vf tung der Erzeugenden unveridnderlich sind, fir
alle Ebenen senkrecht zu der Erzeugenden mit-
Abb. 6. hin der gleiche zweiachsige Spannungszustand vor-

handen ist.

Fiir jeden beliebigen (auch dreiachsigen) Spannungszustand gilt der
folgende fundamentale Satz: In je zwei zueinander senkrechten
Ebenen sind die Komponenten der Schubspannungen, die
zur Schnittlinie dieser Ebenen senkrecht stehen, einander
gleich, und zwar sind beide entweder zur Kante hin oder
von dieser weg gerichtet.

Zum Beweise dieses Satzes dient der Momentensatz. Wir betrachten
ein Teilchen in Form eines rechtwinkeligen Quaders mit den Seiten
Az, Ay, Az (Abb.6), die nach den =z-, y-, z-Richtungen eines recht-
winkeligen Achsenkreuzes gerichtet sind. Jede Komponente der auf
die Seitenflichen dieses Quaders wirkenden Schubspannungen wird
passend durch zwei Zeiger bezeichnet, von denen der erste die Rich-
tung der Normalen des Flichenelementes, auf das sie wirkt, und der
zweite die Richtung der Schubspannung selbst angibt. Z. B. bedeutet
T, die Schubspannung in Richtung der y-Achse auf ein Flichenelement,
dessen Normale die -+ x-Richtung hat.

Die Schubspannungen auf gegeniiberliegende Flichen des Quaders
werden im allgemeinen voneinander verschieden sein; fiir die folgende
Betrachtung kann aber (wegen der Kleinheit des betrachteten Quaders)
von dieser Verschiedenheit zunidchst abgesehen werden, so daB wir
die in Abb. 6 dargestellte Anordnung erhalten.
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In diese Abbildung sind nur die Schubspannungen eingetragen, die
parallel zur z-y-Ebene liegen und um die z-Achse Drehmomente er-
geben; die Bedingung, dafl fiir Gleichgewicht die Summe der Momente
um jede Achse des Raumes, also auch fiir die z-Achse verschwinden
muB, liefert dann unmittelbar die Gl.

(11)

tydaedz-Ady=1,, Ay Az-Ax, also |T,,=1,,.

Da die betrachteten Ebenen in keiner Weise vor anderen ausgezeichnet
sind, ist hierdurch der oben ausgesprochene Satz bewiesen.

Dies vorausgesetzt denken wir uns den ebenen Spannungszustand
nach Abb.7a durch die drei SpannungsgréBen o,,0,, T,, = 7,, fir
zwei zueinander senkrechte Ebenen gekennzeichnet. Wir setzen diese

Abb. 7a und b.

Spannungsgréfen in die Form eines gegen die Diagonale symmetrischen

Schemas
<am ’ Tm ’!I)
Tﬂm 2 aﬂ

und bezeichnen die Gesamtheit dieser vier Grofen als ebenen Span-
nungstensor und die einzelnen Glieder als dessen Komponenten.

Wir konnen nun leicht zeigen, daB durch diese drei Grofien o,
Gy, Ty die Spannungen g, 7 fir jede andere, etwa unter dem Winkel ¢
gegen die y-Achse geneigte Ebene ausgedriickt werden kénnen. Hierbei
moge die in 8 getroffene Festsetzung iiber die Wahl des positiven Sinnes
fiir ¢ und fiir die Normal- und Schubspannungen gelten. Wir erhalten
dann das in Abb. 7a eingetragene Spannungsbild, wobei zu beachten ist,
daB die Schubspannung 7,, auf die ,,Fliche’“ C'4 negativ erscheint,
was auch bei der Darstellung des Spannungszustandes durch den Mohr-
schen Spannungskrels zur Geltung kommen wird.

Ahnlich wie frither (in Abb. 5a) betrachten wir das kleine Prisma
ABC, bei dem jetzt die GroBe der schrigen ,,Fliche A B = AF und da-

her BC = AF cos @, CA = AF sin @ ist, und setzen jetzt die Gleich-
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gewichtsbedingungen unmittelbar firr die Richtungen (-+ ¢) und (- 7}
an. Nach Streichung des Faktors AF erhilt man

6= o,cos?p 4 o,sin®p + 27,,singpcosg,

T = — (0, — 0,) sin @ cos @ 4 T,,(cos® p — sin? ¢), }
oder (durch Einfithrung des doppelten Winkels 2 ¢)

o= G”—zl—d” + G”’;G” cos2¢p + T,,sin2¢,
(12)
0y — 0y

T = — 5 sin2¢ 4 7,,cos2¢.

Durch Elimination von ¢ findet man die Gleichung des ,,Mohrschen
Spannungskreises“ in der Form

< am+ﬂ>2+12_<ﬂ_—2—w

2
o— "y = ) + 15, (13)

2

Die Werte, die o und 7 annehmen kénnen, sind demnach auch hier auf
die Punkte des Umfanges eines Kreises beschrinkt, dessen Lage in
Abb. 7b eingetragen ist.

10. Hauptspannungen. Wir fragen nunmehr, unter welchen Winkeln ¢
extreme (d.h. groBte und kleinste) Werte der Normalspannungen o
auftreten. Diese Winkel sind offenbar gegeben durch die Bedingung

do Oy — 0y .
dp = 2[—— 5 sin2¢ + Tx,,cos2(p} =0.
Bezeichnen wir einen Wert von ¢, der dieser Gl. gentigt, mit ¢,, so fin-
det man fiir diesen

692 g = (14)

27T,y
Oy — Gy’

2 @, tritt in der Abb.7b unmittelbar auf. Man erkennt weiter: wenn
@, dieser Gl. geniigt, dann geniigt ihr auch @, + 7/2, weil tg (2 @ -+ 7)
= tg 2 ¢, ist. Es gibt daher zwei zueinander senkrechte Ebenen, in
denen die Normalspannungen ihre extremen Werte annehmen. Aus den
Gln. (12) erkennt man gleichzeitig, daB fiir diese Ebenen 7 = 0 ist. Man
nennt sie die Hauptspannungsebenen und stellt somit fest, dafl sie
aufeinander senkrecht stehen und frei von Schubspannungen sind. Die
GréBen der Hauptspannungen g, 0, sind dann gegeben durch die
extremen o-Werte; sie sind aus Abb. 7b unmittelbar abzulesen in der
Form

(15)

o, o, Oy — 0y\2
G012~ —4 ”ﬂ:‘/( 5 ") +72,.

Man konnte die Hauptspannungen auch umgekehrt aus der Bedin-
gung ermitteln, daf die Spannungsvektoren auf den zugehérigen Ebe-
nen senkrecht stehen, fiir sie also 7 = 0 ist (siehe Beispiel 3).
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Die Hauptspannungen o¢,, 0, gehoren zu Spannungsebenen, deren Normalen
mit der z-Achse die Winkel ¢, bzw. ¢, + 7/2 einschlieBen. Um diese Zuordnung
eindeutig zu machen, hat man zu beachten, dal durch den Wert von tg2 g, nach
Gl. (14) der Winkel 2 ¢, noch nicht eindeutig festgelegt ist. Rechnet man aber aus
Gl. (14) sin 2¢, und cos 2¢,, so erhilt man

- 71@.” —— , cos 2 gy = (o= — 0'1/)/2
+ Viow — 0)?/4 + 2,

sin 2 @ = = - ——————
+ V(O'ac —0,)%4 + 1?0!/

und die Zuordnung hat dann so zu erfolgen, da3 der Spannung o, das positive und

der Spannung o, das negative Vorzeichen der Quadratwurzel in diesen Ausdriicken

zugehort. Bei positiven Werten von 7, und o, — o, liegt daher die Richtung von g,

im ersten, die von g, im zweiten Quadranten.

a z b &9

Abb. 8a und b.

Ebenso findet man jene Winkel ¢,, unter denen extreme Werte der
Schubspannungen auftreten, durch die Bedingung

(le2[_ pha— cos2<p—rm,sin2<p} =0,

do 2
also durch
tg2¢; = — ?;;j” (16)
Es ist daher tg 2 gotg 2 ¢, = — 1 und
20, =2, +7/2 oder {%:%in/ax.{ (17)

Es gibt also auch zwei Richtungen, in denen die extremen Werte (Tmax)
der Schubspannungen auftreten, und diese halbieren die Winkel zwi-
schen den Hauptspannungen. Die groBten Schubspannungen sind ein-
ander gleich und gleich dem Halbmesser des Spannungskreises; wie
man am einfachsten unmittelbar aus der Abb. 7b entnimmt, ist

Tmax = <5%“)2 2, . (18)

Wenn das Ebenenpaar, von dem man ausgeht, die Ebenen der Haupt-
spannungen o¢,,0, selbst sind, Abb. 8, so vereinfachen sich die Aus-
driicke fiir die Spannungen ¢, 7 in einer beliebigen Ebene. Man hat dann
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einfach in den Gln. (12) ¢, durch gy, ¢, durch o,, 7,, durch 0 zu ersetzen
und erhalt

2 2

o =07T% a0 cos2¢,
o — (19)
2

[of .
T= — 2sin 2¢.

Die Gl. des Spannungskreises nimmt in diesem Falle die einfachere
Form an

(0 _ ‘Zl_ff_"_2>2 4o <€’1_;ﬂ>2, (20)

2

Die groBiten Schubspannungen liegen in den Ebenen unter 4 /4 gegen
die Hauptspannungen und haben den Betrag?!

Tmax:!o'l._gz[-

(21)

Um bei gegebenen Hauptspannungen oy,0, den Spannungskreis
zu zeichnen, trage man nach Abb. 8b diese Hauptspannungen von O
aus auf der o-Achse auf und schlage durch ihre Endpunkte den Kreis
mit dem Mittelpunkt M auf der Achse. Fiir jeden Punkt 4 mit den
Koordinaten o, 7 ist dann <o, M S = 2 ¢, die doppelte Neigung der
zu den Spannungen ¢, 7 gehorigen Ebene gegen die Hauptspannungen.

Beziiglich des Zusammenhanges der Abb. 8b mit Abb. 7 beachte man, daB
fiir 7, = 0 unmittelbar 2 g, = 0 folgt. Dadurch ist auch Abb. 5b als Sonderfall

in diese Betrachtung eingereiht.
11. Anwendungen. Beispiel 1. Es sei 8 in Abb. 7b ein beliebiger Punkt
des Spannungskreises mit den Koordinaten o, 7, und S,, 8¢ jene Punkte dieses

Kreises, die den gegebenen Ebenen CB und CA zugehdren. Zeige, daf

X 8y M8 = 2¢ ist, d.i. das Doppelte der Neigung der Ebene 4B gegen die
y-Achse (oder ihrer Normalen gegen die z-Achse).

Zunichst erkennt man aus Gl. (14) und aus Abb. 7b, daB§ < 2¢, = < S, M S;,
also ist
T — Hor+o0,)tg2¢9 + Tey

Try
" und S S —
co—o, M VI IR T Hee—o) Frate2y

tg 2 @y =
Nach einigen leichten Umformungen erhédlt man mit diesen Ausdriicken

tg2 @ —tg2y
1+tg2gotg2y

Beispiel 2. Zeichne den Spannungskreis a) fiir reinen Zug oy, b) fiir reinen
Druck o, (negativ!), c) fiir reinen Schub z,, d) fiir hydrostatischen Druck p. Die
Losung ist in Abb. 9 gegeben. — Beachte die Zahlung des Winkels 2 ¢ in den ein-
zelnen Fillen gemiB den oben angegebenen Festsetzungen!

Beispiel 3. Zeige, daB die Hauptspannungen beim ebenen Spannungszustand
durch die Bedingung erhalten werden kénnen, da der Spannungsvektor auf dem
zugehorigen Flichenelement senkrecht steht, d. h. in die Richtung der Normalen
zu dem Flichenelement fallt.

Wir betrachten hierzu in Abb. 7a die Komponenten p,, p, der auf die Seiten-

=tg2¢, also 29 =2¢,— 2y =Sy MS.

1 Durch |a| wird der ,,Betrag® der GréBe a bezeichnet.
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fliche AF wirkenden Spannung  nach den - und y-Richtungen; aus den Be-
dingungen des Gleichgewichts fiir diese beiden Richtungen erhalt man die Gln.

Pp= 0, COS QY + T,,sing,
Py = TzyCO8 ¢ +0, sing.

Soll die Spannung p in die Richtung der Flichennormalen fallen, so muf sie mit
der z-Richtung den Winkel ¢ einschliefen; bezeichnen wir eine der Hauptspan-
nungen mit ¢, so miissen daher die Gln. bestehen

Pr==0C0S Q¢ = 0y cos¢+'t,,msintp} d (o‘,—a)cosw—kr,,_,sinq):O,}
oder .
Py=08in ¢ = 7,,C08¢ + 6, sin @ TyyCOS @ -+ (0, —0)sing =0.
Ty areiner Zug breiner Oruck T} ¢ reiner T4 Schub d 74 tydrostat.
¢ (+9) 5 \fﬁwj Spannungszu-
\ /S( stond
g s
M e\ S\ G M S =P
g 29 g |7 Jo 0 o] 0§ }p s
7 2 G—>=—07
5
5o
(eweigchsig) (dreizchsiy)
Abb. 9.

Da cosg und sing nicht beide gleichzeitig verschwinden koénnen, so liefert die
Elimination von ¢ unmittelbar die folgende Gl., die durch das Nullsetzen der
eterminante des letzten Gleichungssystems gewonnen wird,
6, —06, T i
L v =0%— (6,4 0,)0 + 6,0, — 72, =0. (22)

I Gy, — 0O
1 Tay> v
Lost man diese nach ¢ auf, so erhilt man wieder die in Gl. (15) gefundenen Werte.

(/4

I
T2y
Yyz|a
T

Beispiel 4. Zweite Form des Spannungskreises. Die Ausdriicke, die zur
Ermittlung der Gréen und der Lage der Hauptspannungen aus gegebenen Werten
VON 6, Gy, Ty dienen, insb. die Gln. (14) und (15), kénnen noch in anderer Weise
mittels eines Kreises dargestellt werden, die gleichfalls von O. Mohr herriihrt;
dieser Kreis wird jedoch oft als Landscher Kreis bezeichnet, wegen der vielfachen
sonstigen Anwendungen, die R. Land davon gemacht hat.

Abb. 10a und b.
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Man trage in Abb. 10a 04 = Gy AB = o,und AT = Txy (d. 1. die zu o, ge-
horige, hier positive Schubspannung) auf, verbinde T mit dem Mittelpunkt des
iiber OB als Durchmesser geschlagenen Kreises und O mit den Schnittpunkten
I, IT jener Linie mit dem Kreise. Dann ist 71 =o,, T II =o0y; und O 1, O I
stellen die Richtungen der beiden Hauptspannungen dar.

DaOM = (o, + 6,)/2, M A = (0, — 6,)/2, sofolgt unmittelbar aus der Abb. 10a

AT 7
t AMT=—:=$=t2 AO]I: H
g L TA - (0.—oy)2 82 Pos <K Po

ferner ist

MT =V¥ia>+ 4T =Y(o, - 0,)/4 + 12, daher IT =0, TII =0,.
Die Hauptspannungsebenen liegen senkrecht zu den Richtungen von o, und o,.

Wenn ¢, und o, verschiedene Vorzeichen haben, also wenn etwa ¢, eine Zug-
spannung und ¢, eine Druckspannung ist, so ist die Konstruktion gleichfalls ohne
weiteres anwendbar und nimmt die in Abb. 10b angegebene Form an. [Diese Er-
weiterung wurde von K. Klotter angegeben. Ing.-Arch. Bd. 4 (1933).]

12. Hauptspannungslinien und Schubspannungslinien. Wenn man in
jedem Punkte einer Ebene, die zu einem zweiachsigen Spannungszustand
in einem Kérper parallel ist, die Richtungen der Hauptspannungen
durch zwei kurze, aufeinander senkrecht stehende Striche eintrigt, so
erhilt man ein ,,Richtungsfeld*; in dieses kénnen dann Kurven so ein-
gebettet werden, daB sie in jedem ihrer Punkte ein ,,Linienelement‘‘ des
Richtungsfeldes berithren. Fiir das gegebene Spannungsfeld erhilt man
so die Hauptspannungslinien, oft auch Spannungstrajektorien
genannt, die ein Bild iiber die Richtungen der gro8ten und kleinsten
Spannungen iiber den ganzen betrachteten Bereich ergeben und eine
zweifache Schar orthogonaler Kurven darstellen.

Die Spannungstrajektorien stellen eine Verallgemeinerung zu den ,,Kraft-
linien* eines elektrischen oder magnetischen Feldes dar, deren Tangenten in jedem
Punkte die Richtung der elektrischen oder magnetischen Kraft angeben. Ein Un-
terschied liegt aber darin, daB bei den elektrischen und magnetischen Feldern durch
jeden Punkt nur eine Kurve geht, wihrend bei den ,,Spannungsfeldern® (ent-
sprechend dem Tensorcharakter des Spannungszustandes) durch jeden Punkt
zwei Hauptspannungglinien hindurchlaufen. — Bei Eisenbetonbalken wird oft ver-
langt, die Eisenstibe so einzulegen, daB sie dem Verlauf der Hauptspannungslinien
folgen.

Um die Gln. der Hauptspannungslinien zu erhalten, hat man o,,
0y, Tgy als bekannte Funktionen der Koordinaten z, y anzusehen und
die Gl. (14) zu beniitzen; man setzt dann tg ¢, = ¥’ und erhilt

2 tg @o _ 2y 27,
1—tg®p, 1—9y? o.—0,’
Diese Gl. gibt, nach 3/ aufgeldst, die ,,Differentialgleichung der Haupt-

spannungslinien‘ in der Form

tg 2 =

YT y —1=0. (23)

Sie ist in %’ quadratisch, und dies bedeutet gerade, dafl durch jeden
Punkt (z, y) zwei Kurven hindurchgehen; da iiberdies das konstante
Glied — 1 ist, stehen diese Kurven in jedem Punkte aufeinander
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senkrecht. Die endlichen Gleichungen der Hauptspannungslinien er-
hilt man durch Integration, und diese kann, wenn sie in strenger Form
nicht méglich ist, stets angendhert ausgefithrt werden.

Um auch die GréBen der Spannungen darzustellen, miiite man fir jede
Spannungslinie einen ,,Hauptspannungsplan® anlegen, indem man von einem festen
Punkt aus die Spannungen als Vektoren auftrigt und die Endpunkte jener Vek-
toren miteinander verbindet, die zu den Punkten dieser Spannungslinie gehdren;
zu jeder Spannungslinie gehort dann eine Linie im Spannungsplan.

AuBer den Hauptspannungslinien sind manchmal auch die Schub-
spannungslinien von Interesse; diese sind dadurch definiert, daB sie
in jedem ihrer Punkte den Richtungen der gréften Schubspannungen
folgen; sie bilden ebenfalls eine zweifach-unendliche Kurvenschar. Wie
frither schon gezeigt, halbieren die durch jeden Punkt gehenden Kurven
die Winkel der Hauptspannungen.

Da nach Gl (16) die Richtungen der Schubspannungslinien (mit
tg ¢, = y1) durch den Ausdruck gegeben sind

2 tg ¢y 2y Oy — Oy

tg2¢151—tg2¢151—y12: 27,

so lautet die ,,Differentialgleichung der Schubspannungslinien®

7 4Txy ’
W= 1=0. (24)

— 0oy

Beispiel 5. Hauptspannungslinien und Schubspannungslinien far
einen Balken auf zwei Stiitzen, der in der Mitte durch eine Einzel-
kraft P belastet ist. Wenn der Balken einen rechteckigen Querschnitt mit der
Hohe 2 A hat, so ist die Spannungsverteilung, wie spiter gezeigt werden wird,
gekennzeichnet durch die Gln.

o,=azxy, 0,=0, Tzvz_g"(hz’—?/z)'

(Darin bedeutet @ = P/2J und J das Trigheitsmoment des Balkenquerschnitts um
die Querachse durch den Schwerpunkt). Die Differentialgleichung der Hauptspan-
nungslinien lautet daher

__ 2y 27, -y
R Ty PR
oder '
2 -
y’2+h2—?;/2 y—1=0. (25)

Das Integral dieser Differentialgleichung ist nicht bekannt. In der Abb. 1la ist
das Ergebnis der angeniherten Integration dargestellt, wobei fiir die Ermittlung
der Richtungen der Hauptspannungen in jedem Punkte mit Vorteil der Mohrsche
Spannungskreis dienen kann.

Zur Erlauterung der Ausdriicke fiir o, und 7, sei folgendes bemerkt: Die Ver-
teilung der Schubspannungen ist fiir alle Querschnitte jeder Trigerhilfte die gleiche
(weil die Querkraft die gleiche ist) und wird durch eine Parabel dargestellt (64); die
Normalspannungen nehmen vom Auflager gegen die Mitte proportional mit  und
von der Mittelachse (Nullachse) gegen die waagrechten Réander proportional mit
4+ y zu. In der Mittelachse selbst sind die Normalspannungen null und nur Schub-
spannungen vorhanden; daher laufen [nach Gl. (25)] die Hauptspannungslinien

Pdschl, Mechanik II.
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dort unter -+ m/4 durch. Die waagrechten Rénder sind Hauptspannungslinien,
weil in ihnen die Schubspannungen verschwinden, der linke Rand ist aber keine

Hauptspannungslinie, weil in
B ihm Schubspannungen wirken.
=3 Die Ecken, in denen die Rén-
der senkrecht aneinander sto-
Ben, sind ,,singulire Punkte,
= in denen die Kigenschaft des
Senkrechtstehens der Haupt-
spannungslinien aufgehobenist.

3 7 Man beachte noch, daB die

Z
™ 2

Ny
o

B

i
|
*Ihi*l

S

obigen Gln. fir o, und 7.,
streng genommen nicht der
Stiitzung in den zwei Auf-
lagerpunkten 4 und B und
auch nicht einer Belastung

= : durch eine Einzelkraft P ent-
9 sprechen. Die Belastung und
B die Stiitzungen sind vielmehr
durch die Summen der Schub-
spannungen dargestellt, die im
I~ Mittelquerschnitt und an den
=  Endquerschnitten auftreten. In
einiger Entfernung von diesen
wird aber die Spannungsver-

Wy S~
W)

(oo

% teilung durch die obigen Gln.
zutreffend angegeben (Prinzip
von Saint-Venant).

= Die Differentialgleichung

der Schubspannungslinien

fir die hier betrachtete Be-
lastung lautet

2 __ .2
Abb. 11a und b. o Y __2 (h ¥1)
a Hauptspannungslinien, b Schubspannungslinien. Yy

y{—1=0. (26)

Diese Gl. 148t sich (durch die Substitution 2% = s, y® = ¢) auf die Clairautsche
bzw. Lagrangesche Form zuriickfiihren und vollstindig integrieren. Das Ergebnis
ist in Abb. 11b dargestellt. Die Kurven schneiden die in a) gegebenen in jedem
Punkte unter -+ 7/4. ) )

Wenn iibrigens die Belastung nicht eine Einzelkraft in der Mitte, sondern gleich-
férmig (g je Langeneinheit) iiber die Tragerlange verteilt ist, so haben die Haupt-
spannungslinien (und auch die Schubspannungslinien) genau dieselbe Form. Denn
es ist dann

4
o'x=a’x(l-—x)y, g,=0, va=";_(l—x)(h2_y2)’ (27)

worinj etzt ¢/ = ¢/2 J bedeutet. Die Differentialgleichungen fiir die beiden Kurven-
scharen bleiben also ungeéndert.

13. Der dreiachsige (riiumliche) Spannungszustand. In derselben
Weise wie zuvor ist leicht einzusehen, daBl zur Kennzeichnung des
raumlichen oder dreiachsigen Spannungszustandes sechs GroBen
angegeben werden miissen, und zwar die Normalspannungen und Schub-
spannungen auf drei zueinander senkrechte Ebenen. Die Normalspan-
nungen o,,0,,0, werden wieder nach auBlen positiv gerechnet; die
Schubspannung in jeder Ebene wird durch zwei Komponenten fest-
gelegt und (wie in 9) durch je zwei Zeiger bezeichnet. Fiir die drei
Ebenen wiirden sich demnach neun Gréfien ergeben; wegen der Gleich-
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heit der Schubspannungen in je zwei zueinander senkrechten Ebenen
sind je zwei von ihnen einander gleich, und zwar ist

Tye = Toys Too = Taz> Toy = Tyg- (28)

Als Xomponenten des rdumlichen Spannungstensors be-
zeichnen wir die sechs Spannungsgréfen des folgenden symmetrischen

Schemas
GZ Tx v T.’c 2
Tﬂ xz Gll T?I z .
T T o

\zx 2y z /

Durch diese sechs GroSen lassen sich nun die Komponenten der auf
eine beliebige Ebene wirkenden Spannung linear ausdriicken. Wir be-
trachten hierzu ein Raumelement in
Form eines Vierflachs (Tetraeder), des-
sen in O zusammenstoBende Kanten
aufeinander senkrecht stehen; die Span-
nungen, die auf dessen Seitenflichen
etwa in der z-Richtung einwirken, sind
in Abb. 12 eingetragen. Die nach auflen
gerichtete Normale n zur geneigten
Seitenflaiche AF sei durch die Rich-
tungskosinusse 4, u, v gegeben. In der
z-Richtung wirken nur die Normal-
spannung o, auf die Dreiecksfliche
OBC = 2AF und die Schubspannun-
gen 7T,, auf die Fliche OCA = uAF
und 7,, auf die Fliche O A B = vAF. Abb. 12.

Die Komponenten der Spannung p, die
auf die geneigte Seitenfliche AF wirkt, nach den Achsen seien mit
Pxs Py, P, bezeichnet.

Die Gleichgewichtsbedingung fiir die z-Richtung ergibt dann die
erste der folgenden Gln., zu der die beiden anderen auf dieselbe Weise
gefunden werden

pm:AO‘x +1u7yac+vrzw>
Py =ATpy+po, +77,, (29)
pz:)"[xz—}'luryz_,_vaz .

Die Gesamtspannung auf die Seitenfliche AF ist daher
p=Vri+ P+ i,
und die Normalspannung ¢ auf die Fliache AF ergibt sich durch Projek-

tion von p auf n oder durch die Summe der Projektionen von p,, p,, p.
auf n in der Form

c=mpcosQ=Ap,+up, +vp,

= Mo, + uto,+ o, +2uvt,, +2vAt,  +2Aut,,. (30)
A
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Ferner ist die GréBe der Schubspannung in der Fliche AF
T= ]/};2——02'. (31)

Beim dreiachsigen Spannungszustand gibt es i. a. drei Ebenen, die
dadurch ausgezeichnet sind, daf die Vektoren der in ihnen auftretenden
Spannungen auf den Ebenen senkrecht stehen. Man nennt diese Span-
nungen die Hauptspannungen und die zugehdrigen Ebenen die
Hauptspannungsebenen.

Beispiel 6. Berechne die Hauptspannungen oy, g5, 6; eines rdumlichen Span-
nungszustandes 6,, Gy, 055 Tyz» Tzas Toy aUs der Bedingung des Senkrechtstehens zu
den zugehorigen Flichenelementen (s. Beispiel 3).

Wenn ¢ eine der Hauptspannungen und 2, u, » die Richtungskosinusse der
Normalen der zugehérigen Ebene bedeuten, so hat man in den Gln. (29) p, = A0,
p, = 0, P, = vo zu setzen und erhilt die Gln.

Ao = Ao, —I—MTym+Vszl Moy —0) + BTy +vT,0=0
po =ATyy+po, +v7,,  oder Av,,+ pu(o,—0)+v7,=0 . (32)
va:ltmz'l‘:uryz_l_vaz J ;-Tmz_l_ﬂrvz_}_"’(az_a):oj
Die notwendige (und hinreichende) Bedingung dafiir, dal diese Gln. von null ver-
schiedene Losungen A, ui, v haben, ist das Verschwinden der Determinante
Or — 0, Tyg s Tox
Toy » Oy — 0, Tuy =0;
Taz > Tyz y O0p— o :
diese Gl. lautet ausgeschrieben
10, Tyz Tiz
63— (034 0,4 06,) 62+ (0,0, 0,05+ 0,0,— T3: — Tis — Tiy) 0 — ‘ Tyy Oy Ty =0
|Taz Tys O:

und gibt in ihren Wurzeln die drei Hauptspannungen oy, 6y, ;. Um die Rich-
tungen der Hauptspannungen zu ermitteln, setze man diese Werte nacheinander
in zwei der drei Gln. (32) ein, wodurch die Verhéltnisse der Richtungskosinusse
A: p: v gefunden sind. Die Richtungskosinusse selbst erhilt man dann durch Hin-
zunahme der Bedingung A2 + p2 -+ »2 = 1.

14. Bemerkung iiber die Mohrsche Darstellung des dreiachsigen Span-
nungszustandes. Ahnlich wie der zweiachsige (ebene) kann auch der drei-
achsige (rdumliche) Spannungszustand auf die Ebene ,abgebildet®
werden; diese auBerordentlich bemerkenswerte Darstellung, die eben-
falls O. Mohr zu verdanken ist, ist in Abb. 13 angegeben; es ist dabei
angenommen, daf der Spannungszustand von vornherein durch seine
drei Hauptspannungen o, 05, 03 gegeben ist.

In der Abbildung werden die Strecken 0.8; = 07,08, = 03,083 = 0,4
auf einer ¢-Achse aufgetragen und iiber die Punktpaare S;S,, 557,
8,8, Halbkreise geschlagen, deren Mittelpunkte M;, M,, M, auf der
o-Achse liegen. Dadurch entsteht ein Kreisbogendreieck, und durch
die Koordinaten ¢, 7 der Punkte im Innern und am Rande dieses Kreis-
bogendreiecks sind alle bei dem gegebenen Spannungszustand mog-
lichen Werte von ¢ und 7 erschopft.

Um die Werte von ¢, T zu erhalten, die einem Flichenelement an-
gehoren, dessen Normale mit den Achsen die Winkel o, #,y einschlief3t,
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trage man « bei §; und y bei S; auf, und zwar jeden Winkel von der
7-Achse aus. Die zweiten Schenkel der Winkel mégen den Kreis iiber

;S’TS% in den Punkten E und F schneiden; sodann schlage man den
Kreisbogen £ R mit dem Mittelpunkte M, und den Kreisbogen F R mit

T
£
-0
(=) \\\\\p “F
=0
44 y 3 A\
>y~ IS
¥
.~ ¥
O g5 A A g -
%
7
Abb. 13.

dem Mittelpunkte M ;. Die Koordinaten des Schnittpunktes R stellen dann
die Normalspannung ¢ und die Schubspannung 7 dar, die auf das be-
trachtete Flachenteilchen wirken (7 ohne Riicksicht auf das Vorzeichen!)
Die groBte auftretende Schubspannung ist vom Betrage | 0y — 04 |/2. Auf
den Beweis fiir diese Beziehungen kann hier nicht eingegangen werden.

15. Die Gleichgewichtsbedingungen fiir das Korperelement. Nach-
dem wir den Begriff des Spannungszustandes in einem Punkte oder
des Spannungstensors und seine Darstellung durch die Mohrschen
Kreise erliutert haben, gehen wir einen Schritt weiter in der Bestim-
mung des Spannungstensors selbst, indem wir uns die Aufgabe stellen,
die Verdnderung des Spannungszustandes von Punkt zu Punkt zu ver-
folgen. Wir gelangen auf diese Weise zur Aufstellung der statischen
Gleichungen fiir die Spannungen in Abhingigkeit vom Orte im In-
nern des Korpers, oder der Gleichgewichtsbedingungen. Um zu
diesen GlIn. zu gelangen, miissen wir beriicksichtigen, daBl der Spannungs-
tensor in allen Punkten i. a. verschieden sein wird; er wird dabei vor
allem abhidngen miissen von der an der Oberfliche oder am Rande des
Korpers wirkenden Belastung durch suBere Krifte; dieser Belastung
entspricht an der Oberfliche eine bestimmte Verteilung von ,,Rand-
spannungen‘’, die als bekannt angesehen werden. In diese gegebenen,
an der Oberfliche angreifenden Spannungen ist der Spannungstensor
iiber den ganzen Korper hinweg so einzupassen, daB im Innern an jeder
Stelle auBBer den Bedingungen des Gleichgewichts, wie bald noch deut-
licher hervortreten wird, die des ,,natiirlichen Zusammenhanges des
Korperganzen erfiillt sind. Dabei wird sich sofort ergeben, daB diese
Aufgabe durch Einfithrung der Spannungen allein i.a. nicht geldst
werden kann.

Die Bedingungen des Gleichgewichts findet man am einfachsten
durch Betrachtung eines im Innern des Korpers abgegrenzten Teiles
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in Form eines kleinen Quaders unter der Einwirkung der auf dessen
Seitenflichen wirkenden Spannungen und der gegebenenfalls vorhan-
denen Raumkrifte (wie der Gewichte, Trigheitskrifte usw.).

A. Fiir den ebenen (zweiachsigen) Spannungszustand sind an dem
Quader(4 x,4 y,Az)diein Abb.14 (fiir die z-Richtung) eingetragenen Span-
nungen einzufithren. Die Spannungen
sind als stetige, differenzierbare Funk-
tionen des Ortes anzusehen, deren Werte
auf benachbarten Flichen um die ersten
% *_Az Glieder der Taylorschen Entwicklung

¥

voneinander verschieden angenommen

Nl
>
by
N
N
/‘Q
7
N

N o werden kénnen. Wenn die Spannungen
L”L_j v - auf diein der linken Ecke O des Quaders
Az zusammentreffenden Flichenstiicke o,

Abb. 14. 0,5, Ty, s8ind, so ist die GrofBe der in der

z-Richtung auf die gegeniiberliegende
,-Fliche* 4 C wirkende Normalspannung ¢, + %‘% Az, und die GréBe der

in 'der ,,Fliche BC wirkenden Schubspannung 7, -+ 661 ;’A y. Bedeu-

ten endlich g die Dichte und X, ¥ die Komponenten der etwa vorhande-
nen Raumkrifte auf die Masseneinheit bezogen in den Richtungen der
gewihlten Achsen, so fithrt die Bedingung des Gleichgewichts aller in
der z-Richtung wirkenden Krifte auf die Gl.

( o, + “Ax)AyAz—~o‘ Ay Az

+ (e + 52 Ay) Aw Az —7,, Aw Az + @ X Az Ay Az =0

W Dadurch erhélt man die erste der beiden
b& folgenden Gln., die zweite, fiir die y-Rich-
<88 . - . :
@% tung, wird auf dieselbe Weise gewonnen:

X

\

Zar +9r,,+ X — 0,

z

61 90‘ (33)
28 + — —{— Y=0.

Dies sind zwei Gln. fiir die drei un-
bekannten Funktionen o, ¢, 7,,. Dar-
aus sieht man, dafl diese drei Funktionen

0 i. a. aus diesen statischen Gleichungen allein

Abb. 15. nicht bestimmt werden kénnen. Das ebene

Spannungsproblem ist einfach statisch-

unbestimmt. Wie schon hier bemerkt werden soll, miissen die

Forménderungen herangezogen werden, um diese Unbestimmtheit zu
beheben.
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Beispiel 7. Ebener achsensymmetrischer Spannungszustand eines
zylindrischen Korpers. Zur Aufstellung der statischen Gleichungen nimmt
man in diesem Falle das Flichenelement (Abb. 15) zweckmifBig von zwei kon-
zentrischen Kreisen mit den Halbmessern 7, 7 +- A7 und zwei Strahlen ¢, p + A
begrenzt an; die ,,H6he des Korperelements sei &.

Die Normalspannung in Richtung r wird als ,,Ra- \_ {4

dialspannung* o,, die in Richtung der Tangente als
,,Tangentialspannung® oder ,Ringspannung® o,
bezeichnet. Beide sind von ¢ unabhingig, Schub-
spannungen treten bei Achsensymmetrie in den
betrachteten Schnittrichtungen nicht auf. Die
Gleichgewichtsbedingung fiir die Richtung r lie-
fert unmittelbar auf Grund des in der Abb. an-
gegebenen Spannungsbildes die GI.

(ro‘,-}— i‘l—%‘ﬁm) hAg

—ro, hde — 2o'tArA—I-2‘£h =0,

also nach Ausfithrung der Kiirzungen

oder | %% _ %t —0r) (34)

d(ro,) _
—ar =0

Zur Bestimmung der beiden Normalspan-
nungen ¢, und o; haben wir nur eine Glei-
chung; wir wissen, dal das ebene Spannungs-
problem einfach statisch-unbestimmt ist.

Beispiel 8. Die statischen Gleichun-
gen i innatirlicher Darstellung®. Manch-
mal ist es vorteilhaft, die Gleichgewichtsbe-
dingungen auf die Hauptspannungslinien als
Koordinatenlinien zu beziehen. Ein kleines
Teilchen, dessen Seitenflichen nach diesen
orientiert sind, ist dann allein unter der Wir-
kung der Normalspannungen im Gleichgewichte.
Fiir den einachsigen Spannungszustand denken
wir uns (dhnlich wie in Beisp. 7) in Abb. 16 die
beiden Scharen der Hauptspannungslinien mit
den Bogenelementen 4s, und 4s, und den zu-
gehorigen Kriimmungshalbmessern g, und g,
angedeutet. Wendet man die Gl. (34) auf diese
Koordinatenlinien und die zugehorigen Kriimmungskreise an, so findet man un-
mittelbar die gesuchten Gln.

Abb. 17.

doy  0y—o0, doy, 07 —0y
= = » —_— 35
dsy Q2 03, €1 (35)

B. Fiir den rdumlichen Spannungszustand hat man auf den
in Abb. 17 dargestellten Quader in der z-Richtung die eingetragenen
Spannungskomponenten einzufithren und deren Verdnderlichkeit in den
gegeniiberliegenden Seitenflichen zu beriicksichtigen. Durch eine ganz
dhnliche Betrachtung wie in A. erhdlt man die erste der folgenden
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statischen Gln.,

auf dieselbe Weise gefunden werden:

Der Verzerrungszustand.

zu der die beiden anderen, fiir die y- und z-Richtung,

aTﬂm aTzac
0Tyy 80'1, 07T,y .
e O T oY =0, (36)
81“ do,

Im Raume haben wir also drei Gln. fir die sechs Komponenten
des Spannungstensors; das rdumliche Spannungsproblem ist daher
dreifach statisch-unbestimmt.

Bei den meisten Aufgaben der Festigkeitslehre sind die Raum-
krafte von sehr geringem Einflufl und daher zu vernachlassigen. Es er-
geben sich dann dieselben Gln. wie zuvor ohne die Griofen X, Y, Z.
Die betreffenden Gln. nennt man dann homogen.

II. Der Verzerrungszustand.

16. Dehnung und Gleitung. Der zweite grundlegende Begriff der
Elastizitatslehre ist der der Forménderung oder Verzerrung. Zur
Erklarung dieses Begriffes betrachten wir die Verformung, die ein
Teilchen von geeigneter Gestalt, das wir aus dem Innern des Korpers
herausgeschnitten denken, bei einer Belastung des Korpers erfahrt.
Entsprechend der Dualitidt: Normalspannungen und Schubspannungen
erhalten wir Verformungen, die einerseits in Lingenédnderungen,
andererseits in Winkelanderungen bestehen; jene bezeichnet man
als Dehnungen, diese als Gleitungen (oder Schiebungen). Ele-
mentar konnen diese Begriffe etwa in der folgenden Weise erkliart
werden:

a) Dehnung. Wir denken uns auf einem Zugstab (Abb. 18) in irgend
einer Entfernung [, zwei Marken angebracht; nach Aufbringen einer
Belastung sei die Entfernung zwischen den beiden Marken I, = I, + A
geworden. Dann bezeichnet man als Dehnung den Quotienten

g

7 77
U 5 | [ B, (37)

[ ly=lg+A—=
Abb. 18.

also das Verhiiltnis der Lingeninderung zur urspriinglichen Lénge.
Die Dehnung ist daher eine unbenannte Zahl.

b) Gleitung. Als reinen Schub bezeichnet man einen zwei-
achsigen Spannungszustand, bei dem auf zwei Paare zueinander senk-
rechter Ebenen nur Schubspannungen wirken; die zugehérigen Haupt-
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spannungen sind dann, wie wir wissen, durch ¢; = — ¢, = 7 gegeben.
Wir nehmen an, daB ein Teilchen von der Form eines Quaders (Abb. 19),
das einem reinen Schub wunterworfen ist, und von dem eine Seiten-
fliche festgehalten wird, nur Anderungen seiner rechten Winkel erfihrt,
und bezeichnen den Betrag der Anderung dieses rechten Winkels als
Gleitung oder Schiebungy; da fiir kleine y die Beziehung tgy ~ y
gilt, so folgt unmittelbar

6L, cup
; J
N / /
[oXs4 u / /
Y= =g (38) g i
4Ac b / /
ol Al
A
Abb. 19.

In diesen Erklirungen kommt schon die fiir die lineare Elastizitéts-
lehre grundlegende Annahme zum Ausdruck, daff Normalspannungen
nur mit Lingeninderungen, Schubspannungen nur mit Winkeldnde-
rungen verbunden sind.

17. Die Komponenten des Verzerrungstensors. Die in 16 gegebenen
Definitionen liefern fiir endliche Abmessungen der betrachteten
Kérper nur dann zutreffende Werte fiir die Dehnungen und Gleitungen,
.wenn diese gleichmiBig iiber die betrachteten Lingen und Flichen ver-
teilt sind. Ist dies nicht der Fall, so ist es — dhnlich dem bei der Er-
érterung des Spannungszustandes befolgten Vorgang — nétig, die Er-
klarung des Begriffes der Verzerrung an die Betrachtung eines Kkleinen
Quaders zu kniipfen, der die Seitenlingen Az, Ay, Az haben moge
und den man sich aus dem Innern des betrachteten Kdorpers heraus-
geschnitten zu denken hat, und sodann zu den Grenzen Az — 0,4y — 0,
Az —> 0 iiberzugehen. Die ganze Verformung dieses Quaders
kann als bekannt angesehen werden, wenn die Anderung
der drei Lingen seiner Kanten und der drei Winkel zwi-
schen je zweien der von einer Ecke auslaufenden Kanten
bei der Verformung gegeben sind. Die Langenanderungen der
Kanten, auf die urspriinglichen Lingen bezogen, nennt man die Deh-
nungen &,, &,, €, nach den Richtungen =, y, 2, die Anderungen der
urspriinglich rechten Winkel je zweier Kanten die Gleitungen (oder
Schiebungen) 9,,, V.4, ¥zy in den Ebenen yz,zx, xy. Fir den be-
trachteten Quader erhilt man so sechs GroBen, die man als die Kom-
ponenten des Verzerrungstensors bezeichnet, und die den Ver-
zerrungszustand in dem Punkte kennzeichnen, in den der Quader
durch den Grenziibergang Ax — 0, Ay — 0, 4z — 0 zusammengezogen
wurde. Da wir von ,,Verformungen® eines festen Korpers nur dann
sprechen, wenn relative Lagenianderungen seiner Teilchen gegeneinander
eintreten, so kann eine Verzerrung nur ,,bis auf eine starre Bewegung*
bestimmt sein.

Um zu den analytischen Ausdriicken fiir die Komponenten des
Verzerrungstensors zu gelangen, denken wir uns jedem Punkte O des
Kérpers den Punkt 0’ zugeordnet, in den O bei der Verschiebung iiber-
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geht; den Vektor OO’ = p bezeichnet man dann als Verschiebungs-
vektor oder kurz als die Verschiebung des Punktes O.

Wir zeigen zunichst, wie die sechs Verzerrungsgréfien durch die
drei Komponenten (u, v, w) der Verschiebung v des betrachteten
Punktes O und ihrer Ableitungen (also genauer gesagt: des ,,Verschie-
bungsfeldes“ in der Umgebung des Punktes O) ausgedriickt werden
konnen; diese Verschiebung v und ihre Komponenten u, », w nach den
Richtungen der Kanten des Quaders sind wieder als stetig-differenzier-
bare Funktionen des Ortes (z, ¥, z) des betrachteten Punktes anzusehen.

Bezeichnen wir die Kantenldingen des betrachteten Quaders wieder
mit Az, Ay, Az, so ist u die z-Komponente der Verschiebung des An-
fangspunktes der Kante Az, und daher ist die Verschiebung des End-

punktes in der Form anzusetzen
4 A
up=ur 2 u1=u—}—%1idx.
x

AlsDehnung in der z-Richtung,

&y, definiert man den Grenz-
wert des Verhdltnisses der Lan-
geninderung der Kante Az zu
ihrer urspriinglichen Léange fir
V1=Vf%~42‘ Az — 0, also die GroBe

i} @
14

Uy —u" du

70 4 Az—————A z & :Alaip?io dw ‘:@;l’ (39)
Abb. 20. und &hnliches gilt fir die y- und

z-Richtung.

Als Gleitung oder Schiebung y,, bezeichnet man die Ande-
rung der urspriinglich rechten Winkel zwischen den z-y-
Achsen. Betrachten wir etwa die in der z-y-Ebene liegende Seiten-
flaiche des Quaders, so kommt die Winkelinderung zwischen den
Kanten z und y dadurch zustande, daB die Seiten des Quaders bei
der Forminderung verschiedene Drehungen erfahren. Diese Dre-
hungen kann man auch durch die Verschiebungen ausdriicken, die die
Anfangs- und Endpunkte der Kanten Ax und Ay des Quaders in der
2- und y-Richtung erleiden. Als Gleitung y,, in der z-y-Ebene be-
zeichnen wir demnach die Gréfle (Abb. 20)

. T s U —u_ dv du
me*m1+a2 _Allmo Az —'_AI;;I:O A:I/ - 0z + ay! (40)
wobei ahnlich wie friither
dv ou
vl=v—l——axAx, u1=u+_yAy

gesetzt worden ist.
Auf diese Weise findet man die folgenden Werte fiir die ,,sechs
Komponenten des Verzerrungstensors“, der durch die ersten Ablei-
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tungen der drei Verschiebungen u, v, w nach den Koordinatenachsen
in folgender Weise dargestellt wird:

ou Jw dv
=g Y=y Ty
dv ou ow
81/:5—?/_: 7za::79'z‘+—a?: (41)
0w v du

&% Y=o tay

18. Anwendungen. Beispiel 9. Zeige, daB die Verzerrungsgréfien &, .. .
und y,,, . . . fiir eine kleine (,starre”) Bewegung des Korpers verschwinden.

Die allgemeinste starre Bewegung eines Korpers im Raume ist eine Schrauben-
bewegung; die Verschiebungen u, v, w eines Punktes (z, ¥, z) bei einer solchen
stellen sich in der Form dar!

u=a-t+qz—ry, v=b+rex—pz, w=c¢+py—qx, (42)

worin a, b, ¢ die Schiebungen (Translationen) nach den drei Achsen und p, g, r die
Drehungen (Rotationen) um die drei Achsen bedeuten. Die Ausrechnung der Ver-
zerrungsgroBen nach den Gln. (41) liefert unmittelbar deren Verschwinden. —
Umgekehrt sieht man, daB aus dem Verschwinden der VerzerrungsgroBen &, . . .
und 7,,, - . . das Verschwinden der Verschiebungen (u, v, w) ,,bis auf eine kleine
Bewegung“ folgt.

Beispiel 10. Zeige, daB bei der Verformung, die durch die Ortsfunktionen u, v, w
gegeben ist, eine Drehung (oder ,,Rotation oder ,,Wirbel*“) des Raumelementes
eintritt, deren z-Komponente gegeben ist durch

1 /0w ou
r=3 (5 —oy); 43)
shnlich lauten die beiden Komponenten der Drehung um die z- und y-Achse.
‘7
V4 i/ A4 ¥
7] 7 2 Vg
% d /7
R S
| | ayra, {4 < 7
Z [ y///
el
o T £
=
N . I ;\“2 4’ l a /\0,‘
g g 74 % J . él’ 2 f_ r
Abb. 21. Abb. 22.

Wie man aus Abb. 21 unmittelbar entnimmt, entspricht den Drehungen o,
und «, der urspriinglich nach x und y gerichteten Kanten des Quaders eine Dre-
hung des ganzen Quaders um den Betrag

a_l(QLM)_}_( _ _1(al_ﬂ>_¢
17 g T %) =gl “2)—5395 oy

Die Gleitung des Quaders y,, = a, -+ o, kann daher dargestellt werden durch die
Aufeinanderfolge der Drehung r = %(®; — o,) und der ,symmetrischen Glei-

1 Poschl: TM I Gln. (156) S. 121.
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tung® 1(«; -+ a,). Man kann auch sagen: Die Drehung r verschwindet, wenn
die Gleitung y., symmetrisch ist.

Beispiel 11. Dehnungen in Richtung der Diagonalen eines Quaders.
Die Seiten eines Quaders a, b mégen die Dehnungen ¢,, ¢, erfahren; berechne die
Dehnung ¢ in der Diagonalen d.

Es seien d und d’ in Abb. 22 die Langen der Diagonalen vor und nach der Form-
anderung, dann ist die Dehnung in Richtung von d’

1 N 260> | 280

s_w—d_va+wmﬁ+wa@?2_1NV 280 4 2560
=g = Jait b @0 at b
2 2
@& Il f £, €08 o + & 8in? o, (44)

FerrTate

wenn « den Winkel von d gegen die x-Achse bedeutet.

Beispiel 12. Dehnungen in Polarkoordinaten. Bei Aufgaben iiber Dreh-
korper ist es oft vorteilhaft, auch die Verzerrung nicht auf rechtwinklige,
sondern auf Polarkoordinaten zu beziehen. Wenn u, und u; die Komponenten der
Verschiebung nach Radius und Tangente sind, so ist die ,,Dehnung in Richtung
von 7 oder die ,,radiale Dehnung® durch den Ausdruck gegeben

Lou—u du -
& = lim " =—"; (45)
dr—o  Ar dr

und die ,,Dehnung senkrecht zu 7, die ,tangentiale* oder ,,Ringdehnung‘
_ 2a(r+u,)—27nr _u,

& = "VW*** = 7 . (4:6)

19. Unter Raumdehnung (kubischer Dilatation) @ versteht man das
Verhéltnis zwischen der beiirgend einer Verformung auf-
tretenden Anderung des Rauminhaltes und dem urspriing-
lichen Rauminhalt. Wir betrachten einen im Innern des Korpers
liegenden Quader, dessen Seiten vor der Forminderung die Langen A z,
Ay, Az haben und bei der Formé#nderung die Dehnungen ¢,, ¢,, €,
erfahren. Die Raumdehnung ist dann

1+e)Adz(1+¢6)Ay (1 F+¢,)dz— Az dy Az

_
0= AxAy Az ’

also bis auf GréBen zweiter Ordnung

0=c,+¢&,+¢. (47)

Die Raumdehnung ist die Summe der drei linearen Deh-
nungen (fiir den ebenen Verzerrungszustand der zwei linearen Deh-
nungen) fiir drei (zwei) zueinander senkrechte Richtungen.

.. Fiir eine reine Gleitung tritt geméB der in 16 und 17 gegebenen Erklarungen eine
Anderung des Rauminhaltes nicht ein, die Raumdehnung ist firr diese also gleich
null.

20. Die Vertriiglichkeitsbedingungen. Mittels der Gin. (41) sind die
sechs VerzerrungsgréBen (e, ..., yy,,...) durch die partiellen Ab-
leitungen der drei Verschiebungen (u, v, w) nach (z, y, z) ausgedriickt;
daraus folgt, daB jene sechs GréBen nicht voneinander unabhéngig sein
kénnen, sondern durch drei Bedingungen miteinander verbunden sein
miissen, wenn der Korper seinen inneren Zusammenhang behalten soll.
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Diese Bedingungen ergeben sich durch Elimination der Grofen (u, v, )
aus den Gln. (41).
Fiir eine ebene Verzerrung mit den Komponenten
ou dv v ou
=gy T gy e T oy Tay

erhilt man durch Elimination von « und v die folgende (einzige) Gl. als
,,Vertriglichkeitsbedingung**

oy T aw = dwoy” (48)

Drei GroBen ¢, ¢, V., bestimmen also nur dann einen ebenen Ver-
zerrungszustand, wenn zwischen ihnen diese Gleichung besteht. Diese
bezeichnet man auch als ,,Bedingungsgleichung fiir den inneren Zu-
sammenhang® des Korpers.

In ahnlicher Weise lassen sich drei voneinander unabhéngige Ver-
traglichkeitsbedingungen fir die rdumliche Verzerrung eines Korpers
angeben.

Fiir Fachwerke bestehen die Vertraglichkeitsbedingungen fiir die Forménde-
rungen darin, daf} die Stibe des Fachwerks auch nach ihren Lingeninderungen
durch die Belastung eine geschlossene Figur dhnlicher Art wie die urspriingliche
bilden miissen.

21. Ubergang zu den elastischen Gleichungen. Die statischen Glei-
chungen stellen fiir den ebenen Spannungszustand zwei Bedingungen
dar, dieden drei Komponenten des ebenen Spannungstensors, und fiir den
raumlichen Spannungszustand drei Bedingungen, die den sechs Kom-
ponenten des rdumlichen Spannungstensors auferlegt sind. Fiir sich
allein reichen die statischen Gleichungen daher weder im einen noch
im anderen Falle zur Bestimmung der Spannungsgréfen aus. Man
kann diese GroBen nur bestimmen, wenn man die Annahme der Starr-
heit der Korper aufgibt und in einer geeigneten Form die Beziehungen
einfithrt, die zwischen den Spannungen und den Formé#nderungen be-
stehen, und die das tatsichliche Verhalten der Stoffe unter den ge-
gebenen Lasten mit einer fir die praktischen Rechnungen hinreichenden
Genauigkeit wiedergeben. Der naheliegendste Ansatz fiir diese Bezie-
hungen ist der lineare, die durch ihn gewonnenen Gln. bezeichnet
man als das Hookesche Gesetz oder als die ,,elastischen Gleichungen®‘.
Durch ihre Einfiihrung kénnen sowohl die Spannungen als auch die
Forminderungen ermittelt werden. Um die Berechtigung eines der-
artigen Ansatzes im Hinblick auf das tatséchlich beobachtbare Ver-
halten der Stoffe zu beurteilen, ist es nétig, sich tiber dieses Verhalten
in seinen kennzeichnendsten Ziigen Klarheit zu verschaffen.

III. Das Verhalten der festen Korper bei Belastungen.

22. Vorbemerkung. Zum Gegenstande einer Theorie kénnen niemals
die in der Natur gegebenen Korper selbst, sondern nur gewisse Ideal-
korper gemacht werden, die einerseits die wesentlichen Ziige der
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,natirlichen festen Korper mit hinreichender Genauigkeit wieder-
geben, aber andrerseits einfach genug sind, damit man ihre Eigenschaf-
ten in mathematische Ansitze fassen kann. Das Ziel ist die Gewinnung
gewisser Stoffgesetze in Form von sog. Stoffgleichungen, von
denen die wichtigste das Hookesche Gesetz, d.i. die Gleichung fiir
den ideal-elastischen oder Hookeschen Kérper darstellt. Durch
entsprechende Gesetze kennzeichnet man den ideal-plastischen
Korper und im Bereiche der Fliissigkeiten die ideal-reibungsfreie
und die ideal-zahe Flussigkeit.

Um zur Aufstellung dieser Stoffgleichungen zu gelangen, ist zu-
nichst ein Uberblick iiber die auf diesem Gebiete vorliegenden Tat-
sachen und Beobachtungen erforderlich. Beziiglich aller Einzelheiten
muf} auf die Stoffkunde und Materialpriifung verwiesen werden.

23. Physikalische Kennzeichnung der Stoffe. Vom physikalischen
Standpunkt aus kann man die festen Korper, die als Bau- und Werk-
stoffe der Technik in Betracht kommen, in zwei Gruppen einteilen:
1. die Kristalle und kristallartigen Stoffe (worunter wir auch die
Werkstoffe mit Faserstruktur zédhlen wollen), und 2. die amorphen
Stoffe. Um zunéchst von diesen zu sprechen, so zeigen sie nach allen
Richtungen des Raumes ein vollig gleichartiges Verhalten. Diese Eigen-
schaft, die man auch als Isotropie bezeichnet, ist physikalisch in der
regellosen Anordnung der Atome oder Molekiile in diesen Stoffen be-
griindet. Beispiele von amorphen Stoffen sind: natiirliche und kiinst-
liche Glaser, Harze, Lacke u. dgl. Durchsichtige amorphe Korper
kénnen im ungespannten Zustand niemals doppeltbrechend sein; wird
ein solcher Korper jedoch gespannt, so erwirbt er die Eigenschaft der
Doppelbrechung und gerade diese kann dann zur Spannungsmessung
dienen, worauf die optischen Methoden der Spannungsmessung be-
ruhen. Die Probekorper stellt man meist aus Bakelit, Phenolit, Trolon
u. dgl. her. Weiter zeigt ein amorpher Korper nie eine ebene Spalt-
barkeit, sondern stets gekrimmte Bruchflichen. In manchen von Natur
aus amorphen Stoffen 148t sich durch dullere Einwirkung eine teilweise
Ordnung der Molekiile erzielen; so wird z. B. Kautschuk durch Strecken
stark anisotrop. Diese Zustinde bilden den Ubergang zu den kristall-
artigen Korpern, in denen alle Atome oder Molekiile nach strengen
Gesetzen geordnet sind.

Die meisten Stoffe, die in der Technik verwendet werden, gehéren
der ersten Gruppe an. Bei den Metallen handelt es sich aber fast
immer um Konglomerate aus vielen einzelnen kleinen Kristallen, also
eigentlich um anisotrope Stoffe. So sind Eisen und Stahl (infolge
der Erzeugung in einem Schmelzverfahren) Anhdufungen von kleinen,
regellos orientierten Kristallen mit unregelméfigen Begrenzungen, die
in den verschiedensten kristallographischen Richtungen verwachsen
sind und duBerlich den kristallinen Aufbau kaum mehr erkennen lassen;
man nennt sie oft auch Kristallite. Ahnlich verhalten sich die meisten
anderen Metalle. Zwischen den einzelnen kleinen Kristallkérnern der
meijsten technischen Werkstoffe scheiden sich beim Erstarren fein-
kornige Zwischenschichten aus kristallfremden Bestandteilen aus; diese
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Schichten vermdgen in vielen Fillen erhebliche Kohésionskrifte (mole-
kulare Anziehungskrifte) zu vermitteln und dem ganzen Stoffe schein-
bar eine merkliche Gleichartigkeit zu erteilen, verdienen daher in solchen
Fillen die Bezeichnung ,,Bindemittel“. In anderen Fillen sind sie je-
doch der bevorzugte Sitz von Lockerstellen des Gefiiges, in denen
dann meist die Brucherscheinungen ihren Ausgang nehmen.

Im ersten Fall erfolgt der Bruch quer durch die Einzelkristalle, die dabei zer-
brechen, im zweiten lings der Kristallitgrenzen. Ob der eine oder der andere Fall
vorliegt, hingt wahrscheinlich davon ab, inwieweit der Gitterbau der Kristallite
und der Zwischenschicht eine starke Kohision der beiderseitigen Grenzschichten
erméglicht.

Andere Werkstoffe enthalten nicht viele einzelne, durch Zwischen-
schichten voneinander getrennte Kristalle, sondern lange Xetten von
kristallihnlicher Beschaffenheit, zwischen denen wiederum Einlage-
rungen anderer Stoffe vorhanden sein kénnen; hierzu gehéren Holz,
Leder, Faserstoffe usw.

Die groflen Verschiedenheiten des Feinbaues der Festkorper sind
auch der Grund dafiir, daB8 es so auBerordentlich schwierig und bis
jetzt nicht gelungen ist, die mechanischen Eigenschaften dieser Stoffe
aus allgemeinen physikalischen Gesetzen — etwa aus dem atomaren
Aufbau und den Atomkraften der Bausteine — in einem MaBe zu er-
klaren, das auch die Forderungen der Technik ausreichend befriedigen
wiirde. Die in der Festigkeitslehre verwendeten Begriffe und GréBen wie
Elastizitdtsgrenze, Streckgrenze, Bruchfestigkeit, Héarte,
Einschniirung u. dgl. legt man heute ausschlieflich empirisch, d. h.
durch unmittelbare physikalische und technische Messungen und Beob-
achtungen fest.

Das wichtigste Ergebnis der folgenden Betrachtungen ist, da das
Verhalten der Korper keineswegs einheitlich und etwa durch eine einzige
bestimmte Aussage ausdriickbar ist. Bei der Belastung eines Korpers
durch zunehmende Kréfte hat man es vielmehr mit einer Aneinander-
reihung verschiedener Phasen zu tun, von denen jede besondere Eigen-
schaften besitzt, und deren Uberginge ineinander heute noch lange
nicht geklart sind. Eine Folge dieser Sachlage fiir die Theorie der festen
Korper ist es, daB jeder dieser Bereiche durch andere Aussagen be-
schrieben werden muf, die sich scheinbar ohne inneren Zusammenhang
aneinander schlieBen. Die folgende Ubersicht beschriankt sich auf eine
knappe Darstellung der wichtigsten aus Versuchen gewonnenen Er-
gebnisse.

24. Priifung der Festigkeitseigenschaften. Die bereits in 7 hervor-
gehobene Tatsache, da man in einem stabformigen Korper, der in
seiner Langsrichtung auf Zug beansprucht wird, schon ziemlich nahe
bei den Lastangriffsstellen mit grofler Annidherung einen homogenen
Spannungszustand bekommt, ist der Grund fiir die alle anderen Festig-
keitspriifungen tiberragende Bedeutung des Zugversuchs. Schon der
Druckversuch zeigt lange nicht diese Einfachheit, und andere Versuchs-
anordnungen — mogen sie fiir die Beantwortung von Sonderfragen
noch so wichtig und unentbehrlich sein (wie etwa Biege-, Torsions- und
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Scherversuche sowie auch alle dynamischen Priifverfahren) — stehen
an Einfachheit und Durchsichtigkeit weit hinter dem Zugversuch zu-
riick.

Abb. 23 zeigt schematisch eine neuere Ausfithrung einer Festig-
keitspriifmaschine von Mohr & Federhaff in Mannheim. Die
Maschine ist als ,,Universal-Priifmaschine gebaut, d.h. fir Zug-,
Druck-, Biege- und Scher-
versuche in gleichem MafGe
verwendbar. Der ,,Mechanis-
mus‘‘ aller derartigen Maschi-
nen besteht darin, dafl man
die Probekérper (Stab oder
Wiirfel) durch Strecken oder
Driicken zu Forméinderungen
(Verlingerungen, Verkiirzun-
gen, Durchbiegungen usw.)
zwingt, die ihrerseits die
Spannungen in den Probe-

kérpern hervorrufen.

In der Abbildung ist die
Maschine als ZerreiBmaschine
in Verwendung gedacht. Der
Probestab Z wird im oberen
Raum (I) durch BeiBkeile in
die Spannképfe K, K, ein-
gespannt, von denen der obere
K, in das (obere) Querstiick ¢
eingesetzt ist, der untere mit
einem Hebelsystem in Ver-
bindung steht, das zur Kraft-
messung dient. Das Quer-
i stiick @ ist mittels der Siu-
von der Pumpe len §, S mit einer kréftig
ausgebildeten Platte P,—dem

Abb. 23. ,,»Biegetisch — verbunden,

in die unten der Kolben K

eingelassen ist, unter den die Druckfliissigkeit eingepumpt wird. Das
zur Kraftmessung dienende Hebelsystem stiitzt sich auf die festen
Drehpunkte D,, D,, D, und ibertragt die Belastung des Probekorpers
auf das Pendel &V einer Neigungswaage, dessen Ausschlag an einer Rund-
skala abgelesen wird. Eine besondere Vorrichtung dient zur selbst-
tatigen Aufschreibung der Spannungs-Dehnungs-Linie im Bereich der
grofieren Forménderungen. Die kleinen Forméanderungen bis zur Pro-
portionalitits- oder Elastizitdtsgrenze werden durch besondere Deh-
nungsmesser bestimmt, die an dem Probestab selbst angesetzt wer-
den und die Lingeninderungen einer auf dem Probestab markierten
Vergleichslinge in geeigneter Ubersetzung anzeigen. Fiir den Druck-
versuch wird der Versuchskérper in den unteren Raum (II) gebracht,
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fiir Biegeversuche werden die balkenférmigen Korper auf die zwei
Stiitzen B,, B, aufgelegt und beim gleichen Arbeitsgang einer Druck-
oder Biegebelastung unterworfen.

25. Der Stahlstab beim Zugversuch. Elastizitit, Proportionalitit.
Wird ein Zugstab (bei normaler Temperatur) in einer Festigkeitspriif-
maschine einer zunehmenden Belastung unterworfen, so treten in zeit-
licher Aufeinanderfolge Erscheinungen und Zustinde auf, die wir nun
in beschreibender Form kennen lernen wollen. Sie entsprechen recht
verwickelten Vorgingen im Kleingefuge der Korper und kehren in
ahnlicher Weise mehr oder weniger ausgeprigt bei allen festen Korpern
wieder. Schon in dem
einfachsten Falle, der
langsam zuneh-
menden Belastung,
stellen diese Vorginge
vom Beginn der Be- B
lastung an bis zur Zer-
storung — dem Bruche
— keineswegs ein ein-
heitlich  ablaufendes

Geschehnis dar, und —~—Zrwek g b a— K e
der Sachverhalt wird

noch erheblich verwik-

kelter, wennauch Ent- J ”

lastungen und wieder- , .,7:;

holte Belastungswech- e

sel  hinzugenommen, o e 75 Abb. 24.

und auch die Abhéngig-

keit von der Zeit, in der die Belastungen und Entlastungen erfolgen,
in die Betrachtung einbezogen werden. Die Beschreibung all dieser
hiermit nur angedeuteten Vorginge wird Gelegenheit geben, eine Reihe
von Begriffen zu erklidren, die fiir die Beurteilung des Verhaltens der
Werkstoffe von grundlegender Bedeutung sind.

Das Ziel des Zugversuches ist die Erforschung des Zusammenhangs
zwischen Belastung und Forménderung. Da sich die Querschnitts-
flache mit der Belastung dndert, wird die Belastung meist auf die Ein-
heit des Querschnittes F, des unbelasteten Stabes bezogen, mithin
als ,,Belastung* die verinderliche Spannung ¢ = P/F, angesehen. Um
die ,,Forméanderung‘‘ anzugeben, wird auf der Mantelfliche des Priif-
stabes eine Versuchsldnge I, (Abb. 18) kenntlich gemacht, und zwar
durch Marken, die die Oberfliche des Stabes nicht verletzen diirfen;
als Forménderung nimmt man dann die auf die Einheit der MeBliange [,
bezogene ,,Dehnung ¢ = (I; — 1y)/l,.

Das Verhalten des Stoffes wird daher zweckmiBig im Zusammen-
hange mit einer Spannungs-Dehnungs-Linie (-¢-Linie) beschrie-
ben; diese hat fir einen Probestab aus Stahl die in der Abb. 24 ange-
gebene typische Gestalt. Bei beginnender Belastung sind die auftreten-
den Dehnungen zunéchst aulBerordentlich klein und bleiben auch klein

Poschl, Mechanik II. 3
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bis zu einem ziemlich betrichtlichen Wert der Belastung, so dal sie
mit freiem Auge kaum wahrgenommen werden kénnen. Von besonderer
Bedeutung ist, dal die ¢-¢-Linie in dieser ersten Phase merklich gerad-
linig ist; d.h. die Spannung ¢ wichst nahezu proportional mit der
Dehnung ¢ bis zu einem Werte, den man als Proportionalitéits-
grenze op bezeichnet. In diesem Bereiche zeigt das Material iiberdies
die Eigentiimlichkeit, daB@ die Formdnderungen fast vollstandig wieder
verschwinden, sobald die Belastung, die diese hervorgebracht hat,
wieder fortgenommen wird. Diese Eigenschaft wird als Elasti-
zitit bezeichnet, und man versteht darunter die Fahigkeit
der Riickbildung der Forméinderungen bei Fortnahme der
diese erzeugenden Belastung. Wir konnen auch sagen, dafl in
diesem Bereich ein umkehrbar eindeutiger Zusammenhang zwischen
Spannung ¢ und Dehnung ¢ besteht.

Die Proportionalitit zwischen Spannung und Dehnung in dem be-
schriebenen Bereich wird durch die firr die ganze ,,Elastizitdtstheorie®

grundlegende Beziehung
c=Ee| (49)

zum Ausdruck gebracht, in der dieses geradlinige oder lineare Verhalten
formelmaBig erfaBt ist, und die als das Hookesche Gesetz bezeichnet
wird. Ein Korper, der diese Bedingung erfiillt, wird als ideal-elasti-
scher oder als Hookescher Korper bezeichnet; auf ihn beziehen
sich die Aussagen der eigentlichen Elastizititstheorie. Die GroBe F
wird als Elastizititszahl oder Elastizitdtsmodul bezeichnet und
ist eine Stoffkonstante, die durch Versuche bestimmt und in allen Rech-
nungen als gegeben angesehen wird; sie ist von derselben Dimension
wie die Spannung ¢ und wird wie diese in kg/cm? ausgedriickt. Fiir den
Kehrwert 1/E = o ist (nach C.v. Bach) die Bezeichnung Dehnungs-
maB oder Dehnungszahl, auch Elastizitdtsmal in Gebrauch.

In Tabelle 1 sind fiir eine Anzahl von Stoffen, insb. fir einige Werk-
und Baustoffe der Technik die Werte von E aufgefithrt. (Die anderen
darin aufgenommenen GriBen werden spéter erklért.)

26. Querdehnung, Querzahl. Im Bereiche kleiner Forménderungen
ist auBer der durch GI. (49) ausgedriickten linearen Beziehung
zwischen 6 und & noch eine zweite Tatsache iiber die Verformung von
grundsitzlicher Bedeutung, die hier ebenfalls als Versuchsergebnis an-
gesehen wird und in folgender Form ausgesprochen werden kann: Mit
der Ausdehnung in der Léngsrichtung durch eine Zug-
beanspruchung ist gleichzeitig eine Kiirzung(oder Schrump-
fung) in der Querrichtung verbunden, die zu jener Léngs-
dehnung in einem festen, nur vom Stoff abhingigen Ver-
hialtnis steht. Ein Korper, der einer Zugkraft unterworfen ist, wird
nicht nur linger, sondern auch diinner (Abb.25). (Das Umgekehrte gilt
bei Belastung auf Druck.)

Wie bereits erklirt, sei & = (I; — l)/l, die Lingsdehnung. Wenn
dann d, eine Querabmessung vor der Formiinderung ist und d, nach
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dieser, so bezeichnet man als Querkiirzung (Querzusammenziehung,
Querkontraktion) ¢, das Verhiltnis

_dy—dy 8

&g dy dy’ (50)

und zwar ist bei Zug ¢ >0, g, <0, bei Druck ¢ <0, g, > 0.
Der oben ausgesprochene Satz fithrt daher zu folgender Aussage:

¢ | _ |Léngsdehnung

€| | Querkiirzung

=m= % = konst . (51)

Den Wert dieser Konstanten nennt man das Poissonsche Verhalt-
nis oder die Poissonsche Zahl. Ihr Kehrwert » = 1/m wird auch
kurz als Querzahl bezeichnet. In Tabelle 1

ist der Wert von » fiir einige Stoffe eingetragen. 1’3

Fiir die meisten Stoffe liegt m zwischen 3 und 4,
mithin v zwischen /s und /s, jedenfalls ist (wie

in 39 gezeigt wird) » < .

27. Streckgrenze, FlieBen, Verfestigung, Brueh.
Bei einem bestimmten Werte der Spannung, den
man als die (obere) Streckgrenze og (ag,) be-
zeichnet (Abb. 24) tritt ziemlich unvermittelt

1%

eine Anderung in dem anstelgenden Verlaufe
der o-¢-Linie ein; die Kurve macht eine scharfe
Krimmung und verlduft zunichst ein kurzes

5

Stiick in welligen Linien und im Mittel ziem- e
lich genau der e-Achse paralle]! — manchmal - i
auch etwas fallend —, zwischen og, und der —lm
unteren Streckgrenze og, Bei weiter zu- Abb. 25.

nehmender Belastung treten an Stahlstdaben sehr

erhebliche, und zwar bleibende, d. h. bei Fortnahme der Belastung
nicht mehr verschwindende Forminderungen auf; das Material wird
bildsam oder plastisch, ,es flieft*“; der Bereich, in dem dieses
FlieBen eintritt, wird als der bildsame, der plastisehe oder der
FlieBbereich bezeichnet.

Der Zustand, in dem sich das Material in diesem Bereiche befindet, begriindet
auch die Moglichkeit, durch Bearbeitung (die jedoch meist bei hoherer Tem-
peratur erfolgt), also durch Walzen, Strecken, Himmern, Schmieden,
Pressen, Ziehen, Biegen u. dgl. bestimmte Gebrauchsformen herzustellen;
von dieser Moglichkeit wird in groftem Umfange Gebrauch gemacht.

Das Ansteigen der g-¢-Linie oberhalb der Streckgrenze bedeutet, daf3
die Spannungen bei stark wachsenden Dehnungen noch weiter zuneh-
men, oder, wie man auch sagen kann, dafl zur weiteren Vergréferung
der Dehnung eine Zunahme der Spannung erforderlich ist; das Material
wird also bei wachsenden bleibenden Forminderungen fester und
vermag groBere Belastungen ,,aufzunehmen®, als der Streckgrenze ent-

1 Bei FluBlstahl betrigt die Lange dieses waagrechten Stiickes etwa das 10 bis
15fache der elastischen Verlangerung.
g%
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sprechen wiirden — allerdings, wie gesagt, meist nur unter sehr stark
zunehmenden und bleibenden Forminderungen. Dieser Umstand ist
fiir das Verhalten des Stahls als Baustoff — und aller anderen, sich
ghnlich verhaltenden Stoffe — bei Beanspruchungen oberhalb der
Streckgrenze von grofler praktischer Bedeutung. Man bezeichnet diese
Phase des Belastungsvorganges als Verfestigung und die geschilderte
Eigenschaft als Verfestigungsfdhigkeit.

Diese Verfestigung findet aber eine Grenze, die durch die folgende
Eigentiimlichkeit ausgezeichnet ist. Wahrend bisher der Stab seiner
ganzen Linge nach an der Forméinderung beteiligt war, tritt nun an
irgendeiner Stelle des Stabes eine deutlich sichtbare ortliche Ein-
schniirung ein, und zwar naturgemafl dort, wo ortliche Lockerstellen
des Gefiiges oder Einschliisse fremder Teilchen das FlieBen in besonders
starkem Maf} hervorrufen. Den Wert der Spannung, bei dem diese Ein-
schnilirung eintritt, und der den grofiten Wert
von ¢ darstellt, der (immer auf F, bezogen!)
iiberhaupt auftritt, nennt man die Zugfestig-
keit op.

In der Technik wird oft an Stelle von ,,Zugfestig-

keit® die Bezeichnung ,,Bruchspannung® verwendet.
Es ist aber zweifellos anschaulicher, mit Bruchspan- é\‘{ /|

[

(Fuleisen)

nung etwa die Spannung zu bezeichnen, die langs

der wirklichen Bruchfliche iiberwunden wird, damit &

sie sich auch auf das gleiche Versuchsstadium be- ]
zieht wie die Ausdriicke ,,Bruchdehnung* und ,,Bruch- 1 !
einschniirung®‘. ¢ L

Bei der weiteren Dehnung verldngern sich Oless 4
nun die Teile in der Umgebung der Einschnii- Abb. 26.

rungsstelle, die (auf ¥, bezogenen) Spannungen

nehmen wieder ab, und bei ¢, und ¢, wird der Stab in zwei Teile zer-
rissen, es tritt der Bruch ein. Der Bruch bedeutet physikalisch die
Uberwindung der Kohésion und das Ende der plastischen Verform-
barkeit des Stoffes.

Wird die Spannung nicht, wie dies gewShnlich geschieht und auch in Abb. 24
vorausgesetzt ist, auf den urspriinglichen Stabquerschnitt, sondern auf den (ver-
anderlichen!) Querschnitt an der Einschniirstelle bezogen, so steigt die o-¢-Linie
von dem Augenblick des Auftretens der Einschniirung bis zum Bruche noch etwas
an und zeigt die in Abb. 26 angegebene Gestalt. (Bei O nicht lotrecht!)

Fiir das Verhalten der Stoffe wird in der Stoffkunde auBler op
(manchmal auch og) die Angabe der beiden folgenden Zahlen als ty-
pische Kennwerte verlangt:

lL,—1,

)
F 0 F z

F,

0

0 =100 , die Bruchdehnung in vH der Anfangslinge, und

p = 100 , die Brucheinschniirung in vH des Querschnitts

zu Beginn der Belastung.

Der Stahl, der bei wachsender Belastung das geschilderte Verhalten
zeigt, insbesondere nach Uberschreiten der Streckgrenze zu flieen be-
ginnt und sich dann noch durch Verfestigung dem drohenden Bruche
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zur Wehr setzt, bildet das typische Beispiel eines zahen Materials. Die
Eigenschaften eines solchen sind demnach: zuerst fast vollkommene
Proportionalitdt zwischen Spannung und Dehnung, dabei fast voll-
kommene Elastizitit, dann ein ausgebildeter FlieBbereich mit erheb-
licher Verfestigung, schlieB8lich Bruch.

28. Physikalisches iiber Festigkeit und Bruch. Wie schon gesagt, be-
sitzen alle metallischen Baustoffe kristallinen Aufbau, d.h. sie sind
aus kleinen, oft auch mikroskopisch nicht unterscheidbaren Kristallen
zusammengesetzt, deren molekulare Beschaffenheit dieselbe ist wie
die eines einzelnen, geziichteten Kristalls aus dem gleichen Stoff. Die
Atome in einem solchen Kristall sind in Raumgittern angeordnet ; diese
Anordnung bedeutet, dafl alle Atome auf drei im allgemeinen schief-
winklig —in besonderen Féllen auch rechtwinklig — zueinander liegenden
Scharen von parallelen Ebenen (Gitterebenen, Netzebenen) regelmiBig
verteilt sind ; in jeder einzelnen Ebene liegen die Atome auf bestimmten
Scharen von Geraden (Gittergeraden).

Im Proportionalititsbereich, der dem geradlinigen Teil der ¢-&-Linie
entspricht, erleidet das Gitter eine homogene Verformung ohne wesent-
liche Gestaltsinderung, die das Gefiige des Stoffes nicht @ndert und
nach Aufhéren der Beanspruchung von selbst wieder verschwindet.
Bei der FlieBgrenze beginnend und bei den sich an diese an-
schlieBenden bleibenden Formédnderungen treten dagegen ortliche
Veranderungen des Kristallaufbaues ein. Es sind dabei mehrere ver-
schiedenartige Vorgénge denkbar und -— in wechselndem MaBle —
auch tatséichlich beobachtet worden, die das Gefiige merklich dndern
kénnen : 1. Anderungen in Form und GréBe von Einzelkristallen, 2. Form-
dnderungen der Zwischenschichten. Hierzu ist noch folgendes zu be-
merken: Zu 1: Eine bestimmte Schar der vorhin genannten Ebenen-
scharen enthilt die jeweils am dichtesten mit Atomen besetzten Gitter-
geraden, und in Richtung dieser Geraden (Gleitrichtung) sind die Teile
eines Kristalls im allgemeinen am leichtesten gegeneinander bleibend
verschieblich, wobei die erwihnten Ebenen (Gleitebenen) aufeinander
abgleiten. Bei der Belastung eines solchen ,,Kristalliten-Haufwerks*¢ wird
zunéchst in jedem einzelnen der unregelmiBig angeordneten Kristalle
die in der Gleitrichtung wirkende Belastungskomponente eine ent-
sprechende (also je nach der Lage zur Gleitrichtung mehr oder weniger
groBe) bleibende Verschiebung der Netzebenen hervorrufen. Wahrschein-
lich bilden sich oft gleichzeitig kleinere Einzelkristalle dadurch, daf
groBere zerrissen werden; vorher konnen auch noch Verbiegungen ein-
zelner Kristalle (also z. B. Verkriitmmungen vorher ebener Begrenzungs-
flachen u. 4.) eingetreten sein. — Zu 2: Mit diesen Anderungen an den
Kristallen selbst geht zwangsldufig eine Verformung der Zwischen-
schicht Hand in Hand.

Je reiner das Metall ist, desto geringer ist sein Widerstand gegen die
Gleitungen, desto groBer ist zugleich sein Gleitvermégen. Ein reines
Metall hat daher eine besonders niedrige Festigkeit und hohe Dehn-
barkeit.

Der Angriff geniigend groBer duBlerer Krifte verursacht meistens
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das Auftreten von Gleitflachen, die sehr nahe in Richtung der groften
Schubspannungen liegen und an der Oberfliche des Versuchskorpers
(nach Atzen und Polieren) sichtbar werden; sie sind als Hart mannsche
oder Liiderssche Linien bekannt.

Diese Vorgiinge bedeuten also Anderungen im inneren Bau des
Stoffes, die keineswegs unmittelbar zu seiner Zerstérung fithren; sie
haben vielmehr zunéchst gleichzeitig mit der bleibenden Verformung
eine Verfestigung des Materials im Gefolge; d. h. das Material kann
nach eingetretener Gleitung usw. zundchst Spannungen aufnehmen,
die hoher liegen als die Streckgrenze. Diese Tatsache wird bei Stahl
(und einigen Metallen) durch den von der Streckgrenze nach oben ver-
laufenden Zug der ¢-g-Linie zum Ausdruck gebracht.

Fiir eine anschauliche Beschreibung der Vorgénge, die wir hier allein
im Sinne haben, kann diese Verfestigung als eine gegenseitige Blockie-
rung oder Verhakung der (gegebenenfalls erst bei der Verformung
teilweise neuentstehenden) einzelnen Kristallite in den Gleitflichen ge-
deutet werden, die durch die scharfkantige Begrenzung der Kristallite
bedingt ist. Dabei ist auch die bei den Reibungsvorgéingen auftretende
Selbstsperrung sehr wesentlich. (Auch der wellige Verlauf der o-e-
Linie oberhalb der Streckgrenze kann als eine Reibungserscheinung
mit abwechselnder Freigabe und Wiederverhakung der Kristallite ge-
deutet werden; es tritt dabei eine teilweise Auflockerung des Gefiiges
ein, der sich aber die innere Reibung an den scharfen Kristallumrissen
widersetzt, so daBl nach Ablauf dieser Phase das Material hohere Be-
lastungen aufnehmen kann als zuvor.) Die Blockierung kann jedoch
auch nur bis zu einem gewissen Betrage, ndmlich bis Erreichung von
gewissen Grenzspannungen, die fir die Herstellung eines Gleichge-
wichtszustandes erforderlich sind, wirksam sein. Bei weiterer Steigerung
der Belastung kann die notwendige Kohésion nicht mehr aufgebracht
werden ; innerhalb der Einzelkristalle schreiten die Gleitflichenbildung,
das Verbiegen und Zerreiflen immer weiter fort; entsprechend bildet
sich eine stirkere Auflockerung der zwischen den Kristallen liegenden
Schichten aus, deren Kohisionswirkung fortgesetzt abnimmt; schlie3-
lich tritt der Bruch ein. Der Bruch selbst kann als die Folge der fort-
gesetzten Zermiirbung und Zerrittung des Gefiiges, und zwar vor-
zugsweise in den Gleitschichten des Werkstoffes, aufgefait werden.
Dies ist ein anderer Ausdruck dafiir, daB mit Eintritt der bleibenden
Forménderung das Gefiige des Werkstoffes merklich inhomogen wird.

29. Die Elastizititsgrenze. In 25 wurde gesagt, dafl sich zahe Stoffe
im Bereich kleiner Form#inderungen fast vollkommen elastisch ver-
halten. Tatsichlich mu man jedoch jede Forminderung Al als aus
zwei Teilen bestehend ansetzen,

Al = A1, + A1,

von denen der erste A1, als der elastische, der zweite A7, als der un-
elastische, bleibende oder plastische Teil bezeichnet wird. Das

Verhiltnis Al,
n=—7 (52)
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nennt man das MafB3 fir die Vollkommenheit der Elastizitiat;
es ist dies das Verhiltnis des elastischen Anteils zur gesamten Form-
anderung. Ein vollkommen elastischer Stoff wire durch #n =1 ge-
kennzeichnet.

Fir kleine Forménderungen ist der zweite Anteil A7, nahezu be-
deutungslos; den Wert der Spannung, bis zu der man A, praktisch
ganz vernachlassigen kann, bezeichnet man als Elastizitdtsgrenzeoy.
Diese Grenze ist aber keineswegs objektiv angebbar, sie hangt vielmehr
von der Genauigkeit der MeBverfahren ab und ist mehr oder weniger
willkiirlich festgesetzt. Die Elastizitatsgrenze oy wird als jene
Zahl definiert, unterhalb welcher das Verhdltnis 47,/41
kleiner als ein gewisser Zahlenwert ist, der in Tabelle 2 an-
gegeben ist.

Tabelle 2.
Festsetzung der Elastizitdtsgrenze in Abhédngigkeit von A7,/A41l.

Internationaler Materialpriifungskongrel 1906 . | 100 41,/4! = 0,001

Materialpriiffungsamt Berlin-Dahlem . . . . . . 100 41,/41 = 0,003
Andere praktische Festsetzungen . . . . . . . 100 A1,/41 = 0,02 bis 0,03
Nach Fr. Krupp wird far Stahl gesetzt . . . . | oz =05

Ahnlich wie fiir die Elastizititsgrenze wire auch fiir die Proportio-
nalititsgrenze eine einschrinkende Festsetzung erforderlich. In der
Praxis werden beide nur in besonderen Fiallen bestimmt und verlangt.
In ihrer technischen Bedeutung treten beide gegeniiber der Streck-
grenze, bei der in den meisten Fillen eine scharf erkennbare Anderung
in dem elastischen Verhalten der Stoffe eintritt, sehr in den Hintergrund.

30. Der Stahlstab beim Druckversuch. Der Druckversuch wird bei
Stahl und Eisen an kurzen Zylindern ausgefiihrt und ergibt als ¢-¢-Linie
den ebenfalls in Abb. 24 eingetragenen Verlauf. Der elastische Bereich
setzt sich nahezu geradlinig (und ohne Knick!) in den Bereich der
negativen ¢- und g-Werte fort, jedoch ist die Quetschgrenze o_g,
d. i. jene Spannung, bei der die bleibenden Zusammendrickungen
merklich zu werden beginnen, weit weniger scharf ausgeprigt als die
Streck- oder Fliegrenze o, und vollends ist ein Bruch im eigentlichen
Sinne, d. h. in Form einer vollstdndigen Trennung in zwei oder mehrere
Teile, fast nie zu erreichen. Kurze Probekérper werden immer flacher
und flacher zusammengedriickt, und der Bruchvorgang gibt sich nur
durch Risse zu erkennen, die in ungefihr radialer Richtung an dem
Probestiick entstehen. (Dieses Verhalten ist in der Abb. 24 durch Striche-
lung angedeutet.)

31. Verhalten anderer technisch wichtiger Stoffe. Einteilung. Der
Stahl, dessen Verhalten im vorhergehenden geschildert wurde, ist das
wichtigste Beispiel eines zihen Stoffes; dhnlich wie Stahl verhalten
sich auch — mit mehr oder weniger deutlicher Auspriagung der einzelnen
Phasen — einige andere technisch wichtige Metalle und Metallegierun-
gen wie Bronze oder Messing; bei den meisten dieser Stoffe fallen obere

1 Die ersten beiden Angaben sind viel zu klein, weil Dehnungen nur héchstens
bis auf 0,01 vH genau gemessen werden kénnen.
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und untere Streckgrenze zusammen. Die spréden Stoffe, insb. GuB-
eisen, Gesteine und die meisten anderen Bau- und Werkstoffe der Tech-
nik zeigen ein Verhalten, das von dem der zihen sehr verschieden ist.

In Abb. 27 sind die g-e-Linien fiir einige Stoffe zusammengestellt.
(Alle diese Angaben und Unterscheidungen haben nur fiir Zimmer-
temperatur Geltung.) (Die MaBstébe sind fiir a bis f verschieden!).

a) GuBeisen: Der elastische Bereich, in dem die ¢-e-Linie nahezu
geradlinig verlduft, erstreckt sich bis zu einer scharfen Grenze, an die
sich fast unmittelbar der Bruch anschlieBt (spréder Stoff). Kein FlieBen,
keine Verfestigung, keine Einschniirung.

b) Bronze: Unscharfe Streckgrenze, weiter FlieBbereich (ziher
Stoff).

¢) Marmor, d) Beton, e) Holz, f) Leder sind teilweise elastisch,
nur bei sehr kleinen Belastungen besteht Proportionalitit zwischen

afu&/&e/f +04 b Bronze ¢ Marmor d Beton e /lolz { Leder
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Spannung und Dehnung. FlieB- oder Streckgrenzen im eigentlichen Sinne
sind nicht vorhanden.

Andere Stoffe, wie Lehm, Ton, Teer, Asphalt zeigen nahezu gar
keine Elastizitdt, sondern behalten eine ihnen erteilte Forménderung
bei — manchmal nimmt diese auch noch zu —, ohne ein Streben
zur Riickbildung zu zeigen; man bezeichnet sie als bildsame Stoffe.
Bei anderen, wie Blei, ist ein elastischer Bereich zwar vorhanden, die
Elastizitidtsgrenze liegt aber sehr niedrig, so dafl diese Stoffe praktisch
als bildsam angesehen werden koénnen.

Auf Grund dieser Tatsachen kann man die festen Stoffe fiir eine
ungefihre Ubersicht in folgende drei Gruppen einteilen:

1. Zahe Stoffe: elastisch, Proportionalitdtsbereich vorhanden,
deutliche Streckgrenze, ausgedehnter FlieBbereich mit Verfestigung,
Bruch nach vorausgehender Einschniirung. Beispiele: Stahl, einige Me-
talle und Metallegierungen.

2. Sprode Stoffe: kein merklicher FlieBbereich, keine merkliche
Einschniirung. Beispiele: GufBeisen, Gesteine, Glas, Beton.

3. Bildsame Stoffe: geringe FElastizitdt, plastisches Verhalten.
Beispiele: Lehm, Ton, Teer, Blei, Asphalt.

(Organische Stoffe wie Holz und Leder lassen sich schwer in diesem
Schema unterbringen).

32. Hirte. Die Bedeutung dieses Begriffes fir die technische Festig-
keitslehre ist deshalb so erheblich, weil erfahrungsgemill die Angabe
der Hirte eines Stoffes einen Riickschlufl auf seine Festigkeit (Bruch-
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spannung) zu ziehen gestattet, und weil zur Bestimmung der Héirte
viel einfachere Mittel ausreichend sind als zur Ausfilhrung eines Zer-
reiBversuches. Ein solcher macht immer die Entnahme eines Probe-
stabes notwendig, wihrend die Hértebestimmung an jedem Werk-
stiick vorgenommen werden kann, das hierzu nur an einer ganz kleinen
Fliche poliert werden muB.

Unter Hérte versteht man i. a. den Widerstand, den
ein Korper dem Eindringen eines anderen entgegen-
setzt. Bei der technischen Hirteprifung wird der
Eindruck (als bleibende Forméinderung) gemessen, der
an dem Werkstiick durch Anpressen einer hochgehirte-
ten Stahlkugel entsteht. Das gebrduchlichste Verfahren
ist die Brinellsche Kugeldruckprobe: eine Kugel von
D = 10 mm (bzw. 5 oder 2,5 mm) Durchmesser wird
mit der Kraft P = 3000 kg (widhrend 30 sek) an das
Werkstiick angepreBt (Abb. 28) und der Durchmesser d der entstehen-
den kreisférmigen Beriihrungsfliche gemessen. Als Hartezahl (Brinell-
hiirte) bezeichnet man den Quotienten

Hy=P/%F. (53)

Fiir einige Stoffe ergeben sich auf diese Weise Hértezahlen, die zu
entnehmen sind aus der neben-

Tabelle 3. Hirtezahlen. stehenden Tabelle.
Stoff Hy (kg/mm?2) Mit der Hértezahl hingt er-
S —— _— fahrungsgemaf die Festigkeit
ulkantiper . . . . . . . _ 3 : .
Lagormetall (Weimetall) . | 20—pg  Pestimmter Stoffe in einfacher
Al (gewalzt) . . . . . . . 45 Weise zusammen, u.zw. fir
I S 60 Kohlenstoffstahl verschiedener
Bronze . . . . ... .. 60—250  Zusammensetzung nach der
GuBeisen. . . . . . . .. 130—300 _ .
Stahl . . . . . .. ... 150—300 gﬁrmel o Of’lﬁ dH B hund Fir
Stahl, gehdrtet . . . . . . bis 850 romnickelsta urc
op=0,34 Hg.

33. Wechselnde Belastung. Die in 25 fiir das Verhalten der ver-
schiedenen Korper gegebenen Aussagen stellen nur ein erstes schema-
tisches Bild fiir das in seiner Gesamtheit viel verwickeltere Verhalten
der Stoffe dar. Diese Aussagen miissen besonders dann erweitert werden,
wenn es sich um die Beriicksichtigung der Zeitabhéngigkeit, also
nicht um konstante oder langsam wachsende, sondern um verénder-
liche und rasch wechselnde Belastung handelt. Aus der iiberaus
groBen Zahl der auf diesem Gebiete gewonnenen Erfahrungen und Be-
obachtungen seien hier nur die allerwichtigsten angefithrt?.

a) Elastische Nachwirkung, Kriechen. Bei allen Belastungs-

1 Als kurze Darstellung der in Betracht kommenden Vorginge und Beobach-
tungen vom technischen Standpunkte aus sei vor allem auf das reichhaltige Biich-
lein von A.Thum und W.Buchmann: Dauerfestigkeit und Konstruktion,
Berlin: VDI-Verlag 1932, verwiesen.
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versuchen bemerkt man, daBl die Form#nderungen nicht augenblick-
lich ihren endgiiltigen Wert annehmen, sondern daf bis zur Erreichung
des Endwertes eine grofe, manchmal recht erhebliche Zeit verstreicht.
So geht z. B. die Formanderung auch im elastischen Bereich bei Fort-
nahme der Belastung nicht augenblicklich auf Null zuriick, sondern
erst nach einer gewissen Zeit (und auch dann, wie frither schon be-
schrieben, nicht vollig, wegen der stets vorhandenen
bleibenden Forménderung). Diese Verzogerung der Form-
dnderung gegen die Belastung bezeichnet man als ela-
stische Nachwirkung. Die Erscheinung, daB die
Formianderung bei Belastung und Entlastung erst nach
einer gewissen Zeit ihren Endwert erreicht, nennt man
auch Kriechen des Stoffes.

b) Erhohung der Elastizitdts- und Streck-
grenze, Bauschingereffekt. Belastet man Stédbe 02 0
iber die Elastizitdtsgrenze und entlastet sie, so findet e—
man fir den dieser Vorbelastung unterworfenen Werk- ~ Abb. 29.
stoff bei neuerlicher Belastung eine Erhéhung der
Elastizitdtsgrenze. Die Einschaltung einer Ruhepause nach der Ent-
lastung kann eine weitere Erhchung der Elastizitdtsgrenze zur Folge
haben. (In Ausnahmefillen auch eine Abnahme.) Eine neuerliche Be-
lastung im entgegengesetzten Sinn (also auf Druck, wenn vorher Zug
aufgebracht war, und umgekehrt) setzt die Elastizititsgrenze wieder
herab. Ahnliches gilt fiir die Streckgrenze. Die Gesamtheit dieser eng
miteinander zusammenhéngenden Erscheinungen wird -
als Bauschingereffekt bezeichnet. 4

¢) Elastische Hysteresis. Wenn ein Stab nach I
einer Belastung bis zu einem bestimmten Wert (omax)
wieder bis auf null entlastet wird, so wird beim o
Rickgang der Belastung nicht dieselbe ¢-¢-Linie
durchschritten; die neue o¢-e-Linie liegt vielmehr

o

S|

nach der Seite der groBeren ¢ verschoben, nimmt g £
also den aus Abb. 29 ersichtlichen Verlauf. Wird der (4

Stab neuerlich belastet und dies fortgesetzt, so ergibt

sich das in derselben Abbildung eingetragene Bild. \ Orar

— Dieses Zuriickbleiben der Dehnung hinter der Span- 4’
nung wird als elastische Hysteresis bezeichnet. Abb. 30.
Die Erscheinung wird noch deutlicher, wenn man
einen Belastungsverlauf zwischen + omax, — Omax, -+ o0max betrachtet; in
diesem Fall wird eine Belastungsschleife durchlaufen, wie sie in
Abb.30 dargestellt ist. Die Fliche dieser Schleife stellt die Arbeit
(Forminderungsarbeit) dar, die bei jedem solchen Umlauf zugefiihrt
werden muBl und durch innere (molekulare) Reibung in Warme um-
gesetzt wird. Diese Arbeit ist naturgemiB umso groBer, je mehr der
Umkehrpunkt omax im Gebiet der bleibenden Forméinderung liegt, je
mehr also die Belastung opmax die Fliefigrenze iiberschreitet.

d) Ermiidung, Dauerbruch. Alle in den vorhergehenden Ab-
schnitten gemachten Aussagen beziehen sich nur auf die sogenannte sta-
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tische Belastung des Werkstoffes; man versteht darunter eine ein-
malige, gleichbleibende oder langsam verdnderliche Belastung. Die da-
bei fiir den Eintritt des Bruches geltenden Werte der Spannung be-
zeichnet man als statische Festigkeit o3, den Bruchvorgang selbst
als Gewaltbruch. Diese Annahme entspricht aber nur in besonderen
Fillen dem wirklich vorliegenden Sachverhalt. Die Beanspruchung von
ungleichformig bewegten Maschinenteilen ist von wechselnder Be-
schaffenheit und fithrt zu ganz anderen Aussagen iiber die GréBen der
den Bruch herbeifiihrenden Spannungen. Die ersten grundlegenden Er-

Abb. 31.

kenntnisse iiber den EinfluBl wechselnder und wiederholter Belastungen
sind dem deutschen Eisenbahningenieur August Wohler zu verdanken,
der zeigte, daB bei wechselnder Belastung viel geringere Hochstwerte
erforderlich sind, um den Bruch herbeizufiihren.

Einen durch wiederholte, wechselnde Belastung herbeigefiihrten
Bruch bezeichnet man als Schwingungsbruch oder, da er nur bei
dauernd wiederholter Beanspruchung eintritt, als Dauerbruch®. Ein
solcher nimmt immer von irgend einer schwicheren Stelle des Quer-
schnittes seinen Ausgang und lifit an der Bruchfliche deutlich zwei
Bereiche erkennen (Abb. 31): einen — die ,,Dauerbruchzone — von
duBerst feinkérniger Beschaffenheit, &hnlich wie bei amorphen Stoffen.
Die Dauerbruchzone entsteht durch allméhliche Ausdehnung einer an-
fainglich schwicheren Stelle unter fortschreitender Auflockerung der

1 Manchmal wird die Bezeichnung Dauerbruch auch fir das Endergebnis einer
konstanten Beanspruchung verwendet: Dauerzugfestigkeit usw.
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,,Gleitflichen‘ der Kristalle; die dadurch bedingte Zermiirbung und
Zerriittung ist mit einer Ermidung des Stoffes verbunden und fiihrt
zu einer Herabsetzung der Festigkeit. Die Ermiidung wird also als eine
von anderen Erscheinungen (Flielen, Verfestigung, Einschniirung) unab-
hingige Zerrittung des Werkstoffes, und zwar vorwiegend in den Gleit-
schichten der Kristalle, angesehen. Der zweite Bereich — die ,,Rest-
bruchzone“ — zeigt eine Bruchfliche von normaler Beschaffenheit,
und der Bruch in diesem Restbereich ist von der Art eines Gewalt-
bruches, der einsetzt, sobald die Schwichung des Querschnittes durch
Auflockerung im ersten Bereich ein gewisses Mal} erreicht hat. Be-
merkenswert ist auch, dafl der Schwingungsbruch in der Regel ohne
merkliche Forménderung des Materials eintritt.

Unter ,,wechselnder Beanspruchung* versteht man, genauer ge-
sagt, eine solche, die zwischen zwei festen Werten in bestimmtem
Rythmus schwankt. Die (absolut)
groflere Spannung heilt dabei ¥
die ,,obere Grenzspannung‘‘ (Be- & [

zeichnung ¢, oder 7,), die (abso- §’ -

lut) kleinere die ,,untere Grenz- § — —_—
spannung® (Bezeichnung g, oder ~ %"

7,). Der arithmetische Mittelwert — ‘—F—F——F—F—F—F—F—F1—
zwischen oberer und unterer Lastwechseleab]

Grenzspannung wird ,,Mittel- Abb. 32.

spannung‘‘ (o,, oder 7,,) und die

halbe Differenz der Grenzwerte ,,Spannungsausschlag® (o, oder t,) ge-
nannt.

Das Ergebnis einer Prufung auf Schwingungsfestigkeit wird in Form
einer Wohlerkurve angegeben, in welcher der Spannungsausschlag
in Abhéngigkeit von der Zahl der Lastwechsel aufgetragen ist. Diese
Wohlerkurven zeigen in den allermeisten Féllen den in Abb. 32 an-
gegebenen typischen Verlauf. Man erkennt, daf sich die Kurve einem
endlichen, von null verschiedenen Endwert nidhert, der bei einigen
Millionen Lastwechseln fast immer erreicht wird. Aus diesem Grunde
werden an Stelle des ,,beliebig oft* in den obigen Aussagen praktisch
fur Stahl zehn Millionen Lastwechsel als die Wechselzahl an-
genommen, bei der dieser kleinste Endwert sicher erreicht ist. Man
spricht demgemaf3 auch von der Zehnmillionen-Grenze oder all-
gemein von der Grenzzahl. Bei Leichtmetallen muB man z. B. oft
bis 30-10% Lastwechsel gehen.

Die dieser Grenzzahl entsprechenden Werte der Schwingungsfestigkeit werden
auch als ,,Dauerfestigkeiten‘ bezeichnet. — Im Gegensatz hierzu werden alle jene
Werte der Festigkeit, die bei Lastwechselzahlen unterhalb der Grenzzahl ermittelt
werden, ,,Zeitfestigkeiten‘‘ genannt.

Die Ergebnisse der Dauerfestigkeitsversuche bei verschiedenen Mit-
telspannungen werden neuerdings in sog. ,,Dauerfestigkeitsschaubil-
dern® wiedergegeben, von denen ein typisches Beispiel in Abb. 33 ge-
zeigt ist. Uber der Mittelspannung als Abszisse werden jene oberen und
unteren Grenzspannungen als Ordinaten aufgetragen (in der Abb. mit
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0,,0, bezeichnet), die vom Werkstoff gerade noch ertragen werden,
ohne daf3 der Bruch eintritt, die also die asymptotischen Werte der
Wohlerkurve sind. Man erhélt demgemi8 einen Kurvenzug mit zwei
Asten, die von der unter 45° geneigten Geraden in der Ordinatenrich-
tung gleichweit entfernt sind; den Punkten dieser Geraden entspre-
chen die Mittelspannungen, die um die gleichen Spannungsausschliage
vermehrt oder vermindert werden. Das Schaubild der gemessenen
Werte wird dann noch dadurch abgeindert, daB es bei der Streckgrenze

durch das Geradenstiick 4B abgeschnitten wird, da diese in keinem
Falle uberschritten wer-

den soll. So entstehen /Agfnm’ )
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des Bildes stellen dagegen keine Idealisierung oder Willkiir dar, son-
dern entsprechen den MeBwerten, die in diesen Bereichen fast genau
linear ansteigen.

Der zum Mittelwert Null gehérige Spannungsausschlag wird auch
als ,,Wechselfestigkeit* oy (oder 7;), der zum Mittelwert g,/2 (oder 7,/2)
gehorige Spannungsausschlag als ,,Ursprungsfestigkeit” oy (oder 7y)
bezeichnet. Sie wurden frither meist allein angegeben.

Dauerfestigkeitsschaubilder der beschriebenen Art werden fiir jede
Beanspruchungsart (Zug-Druck, Biegung, Torsion) besonders auf-
genommen.

Als Anhaltspunkt fiir die Gré8e der Wechselfestigkeit oy diene
die Angabe, daB fiir C-Stihle und legierte Stihle fiir das Verhaltnis

ow __ Wechselfestigkeit

on = ﬁTlgTeS?TgkCT = 0,35 bis 0,7

zu setzen ist, wobei unter oy der Wert fiir groBe Wechselzahlen (10 Mil-
lionen) zu verstehen ist, und der Spielraum durch Formeinfliisse be-
dingt ist.
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Frither hat man fiir die Verhéltnisse
ow:0p:063=1:2:3
angenommen; heute weil man, dall diese Zahlen zu hoch gestaffelt sind.

e) Die Kavitationskorrosion (Zernagung) ist vermutlich dy-
namischen Ursprungs und tritt bei wiederholten, schlagartigen Be-
anspruchungen von bestimmten Betréigen auf. Durch Vorhandensein
von Fliissigkeiten wird die Erscheinung der Korrosion sehr begiinstigt.
Messungen (mit der Piézo- Quarzzelle) haben ergeben, dafl wiederholte
Druckst6B8e (kurzdauernde Belastungen) im Betrage von nicht mehr
als 200 bis 300 kg/em? geniigen, um die Zerstérung der widerstands-
fahigsten Metalle innerhalb kiirzester Zeit zu bewirken. Es stellt sich
als notwendig heraus, die bisherigen Theorien der Widerstandsfédhigkeit
der Metalle gegen Ermiidung in dem Sinne zu erginzen, dafl unter der
Einwirkung wiederholter Schlige, besonders merklich in Gegenwart
einer Fliissigkeit, die Ermiidungsgrenze sich wesentlich nach unten
verschiebt. Vorginge dieser Art sind vor allem fiir den Wasserturbinen-
bau von gréBter Bedeutung, wo sie in dem Unterdruckgebiet an den
Schaufelenden, vermutlich mitbedingt durch die Gaseinschliisse im
Metall, die gefiirchteten ,,Kavitationserscheinungen‘‘ hervorrufen.

In diesen Bemerkungen sind nur die wichtigsten Umsténde angefithrt — vor
allem im Hinblick auf die Art der Belastung —, die fiir das Verhalten der Stoffe
maBgebend sind. Auf andere Einflisse, die gleichfalls von Bedeutung sind, wie
Vorbehandlung, Oberflichenbéschaffenheit, Oberflichenbehandlung (Driicken!),
Form der Versuchskérper, Temperatur, Warmebehandlung u. dgl. soll hier nur
hingewiesen werden, um die duBerst verwickelte Frage nach dem Verhalten der
Stoffe und ihrer Festigkeit zu kennzeichnen.

34. Bruchhypothesen. In 8 wurde schon darauf hingewiesen, daf} die
bei Aufbringung einer bestimmten Belastung auftretenden Gleitflichen
sehr nahe mit den Richtungen der gréfiten Schubspannungen zusammen-
fallen. Es ist daher naheliegend, als maBigebend fiir das Auftreten die-
ser Gleitflichen, sowie auch des Gleitens innerhalb der Kristallkérner
selbst, das Erreichen eines bestimmten Wertes der Schubspannung an-
zusehen, die man als Grenzschubspannung bezeichnet. Da der Ein-
tritt des FlieBens bei zihen Stoffen auch als Beginn des Bruches gelten
kann — wobei sich freilich in diesen Fillen der Vorgang der Ver-
festigung dazwischenschaltet —, wird oft dieselbe GroBe auch als maB-
gebend fiir den Eintritt des Bruches angesehen, der dann als Scher-
bruch bezeichnet wird. Bei spréden Stoffen tritt der Bruch nahezu
unmittelbar am Ende des elastischen Bereiches ein. — Dies ist aber
nur eine der moglichen Annahmen, die getroffen werden kénnen und
auf ihre Richtigkeit gepriift worden sind. Unter den in Betracht kom-
menden Moglichkeiten sind — im Zusammenhang — die folgenden her-
vorzuheben:

a) Hypothese der groBten Normalspannung (Zug oder Druck),
(alteste Theorie),

b) Hypothese der groBten Schubspannung (Coulomb, Guest),

¢) Hypothese des elastischen Grenzzustandes (O.Mohr),

d) Hypothese der groBten Dehnung oder Gleitung (C.v. Bach),
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e) Hypothese der groBten Forménderungsarbeit (E. Beltrami),

f) Hypothese der groBten Gestaltinderungsarbeit (H.Hencky,
R.v.Mises, F. Schleicher).

Hierzu seien die folgenden Erlduterungen gegeben:

a) Die Annahme, daf} die gr6B8te auftretende Normalspan-
nung (Zug oder Druck) fir den Eintritt des Bruches mafBgebend sei,
ist die dlteste und liegt den meisten dlteren Festigkeitsberechnungen
zugrunde. Wenn sie allgemein richtig wére, miiBten die Bruchflichen
von Stdben stets senkrecht zur Stabachse liegen — der Bruch wiirde
dann als Trennbruch zu bezeichnen sein —, was jedoch bei zihen
Stoffen (Stahl) sicher nicht zutrifft. Ferner kénnten Stoffe, die nur
hydrostatischen Druckkriften ausgesetzt sind, diesen nach Uberschrei-
tung der Bruchspannung (die aus dem einachsigen Spannungszustand
abgeleitet wird) nicht widerstehen, was offenbar doch der Fall ist.
Diese Theorie kann daher nicht aufrecht erhalten werden.

b) Die Hypothese der gré68ten Schubspannung besagt, daB
das Auftreten eines gewissen Grenzwertes fiir die Schubspannung, also
das Erreichen einer bestimmten Grenzschubspannung, fir den
Eintritt des Bruches (als Folgeerscheinung des FlieBens) maBgebend
ist. Es wurde bereits hervorgehoben, daB diese Theorie eine groBe innere
Wahrscheinlichkeit fiir sich hat. Wenn die Hauptspannungen in irgend
einem Punkte oy, 0y, 05 sind, und wenn wie bisher immer ¢; > ¢, > 0,
vorausgesetzt wird, so ist die groBte Schubspannung (nach 14) vom
Betrage

Tmax = (07 — 03)/2,

die mittlere Normalspannung wire also ohne EinfluB auf den Eintritt des
Bruches. Diese Theorie steht in besserer Ubereinstimmung mit den Ver-
suchen, insbesondere jenen von Guest, und ist vor allem bei Stahl mit
ausgepragter Streckgrenze bestétigt gefunden worden. In anderen Fillen
hat sich jedoch ein Einflul der mittleren Hauptspannung o, gezeigt.

c) Die Theorie von O. Mohr stellt eine Verbindung der beiden vor-
genannten dar; bei ihr wird als mafigebend fiir den Eintritt des Bruches
nicht ein bestimmter Wert der Normalspannung oder der Schubspan-
nung, sondern das Erreichen einer bestimmten Grenzkurve betrachtet,
die in der Form

7= f(0)

fir jeden Werkstoff gegeben sein soll und etwa von der in Abb. 34a
gezeichneten Form angenommen werden kann. Wenn in einem Punkte
des Korpers der Spannungszustand so beschaffen ist, daB der zu-
gehorige Spannungskreis diese Grenzkurve erreicht, dann soll in diesem
Punkt der Bruch eintreten. Diese Grenzkurve stellt die Umbhiillende
sdamtlicher Spannungskreise dar, die den ,,Grenzzustinden des Gleich-
gewichtes* unterhalb des Bruches entsprechen. Wenn die Umhiillende
aus zwei Parallelen zur o-Achse im Abstand tmax besteht, so erhilt
man wieder die Theorie der maximalen Schubspannung (Abb. 34b);
ist die Umbhiillende eine Parallele zur t-Achse im Abstand opax, sO
erhilt man die Hypothese a).
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d) Die Hypothese der gréB8ten Dehnung oder Gleitung
geht von der Annahme aus, da3 die groBte auftretende Formanderung
fir den Eintritt des Bruches mafBgebend ist. Diese Theorie ist durch
die Beobachtungen nicht bestitigt worden; diese zeigen vielmehr,
daB die Widerstandsfahigkeit des Materials in einer Richtung durch
eine zu dieser senkrechte Spannung, mit der doch eine Dehnung in
der ersten Richtung verbunden ist, nicht veréndert wird, was nach
dieser Hypothese der Fall sein miifte. Trotzdem sind die praktischen
Berechnungsverfahren zum Teil heute noch darauf aufgebaut, weshalb
sie angefithrt werden mu@.

e) Die Hypothese der gréB8ten Forméinderungsarbeit
(Erklarung dieses Begriffes in 40) nimmt an, daBl die gréBte in einem
Raumteilchen aufgespeicherte Form#nderungsarbeit fiir das Eintreten

a b

__Grenzkurve 7}

)

f/mxj

(reier SMM/ ﬁ

Abb. 34a und b.

~Tmax
Sy

des Bruches bestimmend ist. Diese Theorie geht von der Tatsache aus,
daBl das Material im elastischen Bereich die Arbeit in umkehrbarer
Weise aufnimmt, und daB dies aufhért, sobald der Arbeitsbetrag einen
bestimmten Grenzwert erreicht hat. Auch diese Theorie ist von der
Erfahrung nicht bestatigt worden. Dagegen scheint

f) die Hypothese der gréB8ten Gestaltdnderungsarbeit
fir die moderne Auffassung des Bruchvorgangs besondere Bedeutung
zu besitzen!. Diese Theorie sucht dem Gedanken Rechnung zu tragen,
daB ein Spannungszustand von der Art des hydrostatischen (nach
dem in a) Gesagten) keinen EinfluB auf die Zerstérung des Materials
haben kann; in der Tat weil man, daB ein allseitiger Druck eine Zer-
stérung nicht hervorbringen kann. Es wird daher von dem gegebenen
auf die Hauptspannungen bezogenen Zustand g, 65, 6; ein homogener
Spannungszustand in Abrechnung gebracht, welcher der Normalspan-
nung ¢, = (0 + 05 + 03)/3 entspricht. Die dem restlichen Spannungs-
zustando; —o,,, 05 — 0, 05 — 0, Zugehorige Arbeit wird als Gestalt-
anderungsarbeit A? bezeichnet und hat (wie in 41 gezeigt wird) fol-
genden Wert

A©@ — ﬁ [(0y — 03)2 + (03— 61)2 + (0, — G,)%). (54)

1 Diese Hypothese wird den meisten neueren theoretischen Untersuchungen
zugrunde gelegt, die sich mit plastischen Forménderungen beschaftigen.

Poschl, Mechanik II. 4
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Fiir den Eintritt des FlieBens bzw. des Bruches soll dann die Bedingung
gelten A? > konst., wobei diese Konstante dem Werkstoff eigentiim-
lich ist. An jenem Punkte, an dem der mit den drei dort herrschen-
den Hauptspannungen oy, 6,, 65 gerechnete Ausdruck A? zuerst einen
bestimmten Grenzbetrag erreicht, soll der Bruch entstehen. Nach dieser
Theorie haben alle drei Normalspannungen Einflufl auf den Eintritt
des Bruches. Diese Theorie steht mit neueren Versuchen (von Lode,
Reull u.a.), die zu ihrer Prifung angestellt wurden, in befriedigender
Ubereinstimmung und ist heute fiir alle Stoffe (auBer fiir Stahl) mit
ausgepragter Streckgrenze als die wichtigste aller Bruchtheorien an-
zusehen. Das Verhalten der in Wirklichkeit vielkristallinen Stoffe (Stahl)
scheint nach neueren Versuchen zwischen der Mohrschen und der
Hypothese der groften Gestaltéinderungsarbeit zu liegen, allenfalls mit
EinschluB3 dieser beiden Theorien als Grenzféllen.

Der Umstand, daB die Priifung bei keiner dieser ,,Bruchhypothesen‘‘ geniigend
allgemeine Aussagen, die fiir die verschiedenen Stoffe giiltig sind, ergeben hat,
148t erkennen, dal der bei der Aufstellung dieser Hypothesen beschrittene Weg
wahrscheinlich eine zu enge Auffassung des Sachverhaltes darstellt. Wirkliche Fort-
schritte diirften nur durch ein genaueres Eingehen auf die Anderungen der Struktur
der verschiedenen Stoffe in den verschiedenen Phaseén der Belastung (FlieBen,
Verfestigung, zunehmende Auflockerung, Bruch) zu gewinnen sein.

35. Zulissige Spannungen; Sicherheit. Die aus diesen Theorien ge-
wonnenen Werte der ,,Festigkeiten‘ bilden die Grundlage fiir die Wahl
der ,,zuldssigen Spannungen‘’ (0, Tmy, usw.), auf denen die tech-
nischen Berechnungen, vor allem die Festlegung der Abmessungen —
die Dimensionierung — beruhen. Nach der ,,Hypothese der groBten
Spannung® wird als zuldssige Spannung in der Regel ein bestimmter
Bruchteil der betreffenden ,,Festigkeit” (oder der ,,Streckgrenze®) an-
genommen ('/s bis /10), den Kehrwert dieses Verhiltnisses bezeichnet
man als die Sicherheit (3-fache bis 10-fache Sicherheit). Die Fest-
setzung der zuldssigen Spannung ist eine praktische Frage von auBer-
ordentlicher Tragweite, fiir deren Beantwortung (aufler amtlichen Vor-
schriften) vor allem die Genauigkeit, mit der die Belastung gegeben
ist und die Beanspruchungen in jedem Einzelfall ermittelt werden
koénnen, und die Erfahrungen des Konstrukteurs entscheidend sind. —
Es sei hier nur noch ausdricklich auf den Unterschied hingewiesen,
der zwischen den objektiv (durch Messung) gefundenen Werten der
Streckgrenze, Festigkeit, usw., und den zuldssigen Spannungen, die in
weitem MaBe durch subjektive Momente (amtliche Vorschriften,
personliche Erfahrungen u. dgl.) bedingt sind, besteht. Uber die zulis-
sigen Spannungen enthalten die Ingenieurbiicher ausfiihrliche Angaben.
Die wichtigsten dieser Angaben iber die Wahl der zuldssigen Span-
nungen, soweit sie sich theoretisch begriinden lassen, werden in 88 ge-
geben.

IV. Die elastischen Gleichungen.

36. Das Hookesche Gesetz fiir Schub; Gleitzahl. Das Hookesche Ge-
setz in der Form, die wir bisher kennengelernt haben, bringt die Be-
ziehung zwischen der Normalspannung ¢ in einer Richtung und der da-
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mit verbundenen Dehnung ¢ (bzw. Kiirzung) zum Ausdruck. Dieser
Aussage tritt nun, sie ergéinzend, eine andere an die Seite, die einen
ebenfalls linearen Zusammenhang zwischen den Schubspannungen 7t bei
reinem Schub und der mit diesen verbundenen Gleitung y angibt. Es ge-
hort zum Wesen der ,,linearen‘ Elastizitatstheorie, daB sie die Beziehun-
gen zwischen den Normalspannungen und Dehnungen einerseits trennt
von denen zwischen den Schubspannungen und Gleitungen andrerseits.

Selbstverstandlich 146t sich die ganze Theorie allgemeiner und exakter begriin-

den als in der schrittweise vorgehenden und beschreibenden Art, die wir hier
verfolgen, die aber fir die erste Einfithrung besonders geeignet sein diirfte.

Das Hookesche Gesetz fiir Schub-

spannungen und Gleitungen schrei- Ry L A
ben wir in der Form 2 (
[r=ay] 55) © - |
o . /1\ <l
und wenden es fiir jedes rechteckig TN
begrenzte Teilchen an, an dessen — & \ -
Seitenflichen paarweise die Schub- o ‘é\r‘ \ -—
B —c /j:?L_._X,;_:L J
a 1” —=__ b 2 \ NV
z N\ /~
=4 B —’ ' R
7 N
!
o
v b

Abb. 35a bis c.

spannungen 7 wirken und die Gleitung y hervorbringen. Den Faktor ¢
bezeichnet man als Gleitzahl (auch Gleitmodul oder Schubmodul);
diese ist eine GroéBe von derselben Art wie E und wird wie diese in
kg/em? ausgedriickt (sieche Tabelle 1 in Kap. III). ;

Mit diesen Festsetzungen haben wir zur Kennzeichnung des elasti-
schen Verhaltens der Korper drei Konstante K, », G eingefiihrt. Dieser
Umstand koénnte zu dem SchluB verleiten, daB3 das Verhalten des ideal-
elastischen Kérpers, wie wir ihn hier der Betrachtung zugrunde legen,
von drei Konstanten abhingig sei. Dem ist jedoch nicht so, es 148t sich
vielmehr zeigen, daB zwischen diesen drei Konstanten eine identische
Beziehung besteht. Diese erhdlt man am einfachsten durch Betrachtung
eines ' besonderen Spannungs- und damit verkniipften Verzerrungs-
zustandes, der in Abb. 35a bis ¢ eingetragen ist. Man denke sich ein
Teilchen mit quadratischem Querschnitt senkrecht zu einem Seiten-
paar mit den Spannungen ¢ gezogen und senkrecht zum anderen Seiten-
paar mit den gleichen Spannungen — ¢ gedriickt. Dadurch wird das
Teilchen in der Richtung der Zugspannungen ¢ verlingert, in der
Richtung der Druckspannungen — ¢ verkiirzt und nimmt die in der
Abb. 35¢ gestrichelt eingetragene Form an. In 10 wurde gezeigt, daB die

4%
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groBten bei diesem Spannungszustand auftretenden Schubspannungen
unter den Winkeln 4- /4 gegen die Normalspannungen liegen und den
Betrag |7| = |o | haben. Die Forménderungen des urspriinglich qua-
dratischen Teilchens unter dem EinfluB der Spannungen o, — ¢ auf die
vier Seitenflichen und die des diagonal liegenden Teilchens unter dem
EinfluB der Schubspannungen 7 stimmen miteinander iiberein und
fithren zu folgenden Aussagen:
Die Dehnung in der Richtung ¢ ist nach dem Hookeschen Gesetz
_ A o voe 14w
ETTTETE T E
die Gleitung des diagonal liegenden Quadrates ergibt sich aus der
folgenden Beziehung, die unmittelbar aus der Abb. 35¢c abzulesen ist:

EANVARES 155 7. 1+y2 1441 . _ 27,
tg<4 + 2) =1—3i oder =2 = 1= 41 also ist y = 7
mithin erhélt mannach dem Hookeschen Gesetz fiir Schub, da | 7| = |a | ist,

2 _t o
A

Durch Verbindung der beiden Gleichungen fiir ¢ und y findet man die
gesuchte Beziehung zwischen E, » und @ in der Form

E

G=2(1+v)'

(56)

Das elastische Verhalten eines Hookeschen Koérpers (d.i.
nach 25 ein ideal-elastischer Korper mit linearem Elastizitatsgesetz) ist
durch zwei von den drei Konstanten E,

Y

tifg _ v, G gekennzeichnet.
I L7 37. Die allgemeine Form des Hookeschen
. " e Gesetzes oder die Spannungs-Dehnungs-
- | —t- . Gleichungen fiir den ideal-elastischen
,% :"? —*= Korper finden wir nun in folgender Weise:
. — Nach 26 sind fiir ein Teilchen in Form eines
s k” Quaders (Abb. 36) mit der Spannung ¢, in der
Abb. 36. x-Richtung eine Dehnung vom Betrage ¢,/E

lings x und Verkiirzungen vom Betrage »¢,/E
in den dazu senkrechten Richtungen verbunden. Setzt man diese Aus-
sage fur die drei Normalspannungen o,, ¢,, o,, die auf die Seiten-
flaichen des Teilchens wirken, an, so findet man fiir die Dehnungen in
den Achsenrichtungen die Ausdriicke

a
EewEE—d%zo'm~v(o‘,,+o‘z),

0 ~
EeyEEa—;—:GU——v(GZ—{—Gm), (57)

dw

E‘BZEEW

=0, —v(0, +0,).
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Zu diesen treten die drei Gleichungen fiir die Schubspannungen auf
je zwei Paare gegeniiberliegender Seitenfldchen

Gygz:G(dz + By) =Tyz>

070 = G (52 + 52) = Tuu (58)

07zu—G( + SZ) Tyy -

Diese sechs Gln. bilden die gesuchten Stoffgleichungen fiir den ideal-
elastischen Kérper oder die Grundgleichungen der linearen Elastizitéits-
theorie fiir einen Korper von drei Dimensionen.

Die Gln. (57) lauten nach o,,0,, 0, aufgelost

E
Um = m:Q‘V) [(1 —_ 'V) 81‘+ ’V(E,_,I + 82)]
E
:1+v[”+ 21} usw. ..., (59)

worin nach Gl (47) O = ¢, + ¢, + ¢, die Raumdehnung bedeutet.

Die wesentliche Bedeutung dieser ,,elastischen Gleichungen‘ liegt
darin, daB sie zusammen mit den statischen Gleichungen die Aufgabe
der Bestimmung des Spannungs- und Verzerrungszustandes losbar
machen; denn die Gleichgewichtsgleichungen geben zusammen mit
den elastischen 3 + 6 = 9 Gln., denen dieselbe Zahl von Unbekannten,
némlich 6 Spannungsgrofien und 3 Verschiebungen u, », w gegeniiber-
stehen. Man beachte hierbei, daB sich die sechs VerzerrungsgroBen
€z, - - +» Yy, durch diese drei Verschiebungen , v, w ausdriicken lassen.

38. Der ebene Spannungs- und Verzerrungszustand.

a) Nach 9 spricht man von einem ebenen Spannungszustand
dann, wenn die Spannungen, die auf die seitlichen Begrenzungsflichen
eines prismatischen Teilchens wirken, alle in einer Ebene liegen. Dieser
Fall ist bei den Scheiben verwirklicht, die nur Beanspruchungen in
ihrer Ebene erleiden. Man beachte aber, daB senkrecht zur Scheiben-
ebene Dehnungen oder Verkiirzungen auftreten konnen. Der ebene
Spannungszustand ist durch ¢, =171,, =7,, = 0 gekennzeichnet, so
daB man aus den allgemeinen elastischen Gln. (57) durch Einfithrung
dieser Bedingungen die folgenden erhélt

Ee¢y=0,—vo,, Ee =o0,—vo,, Ee=—v(o,+0,. (60)
Aus den beiden ersten findet man durch Auflésung
B B
Gm:ii‘;?(gz_}—vsy): O‘y:i—__vi(ey—l—vsx)’ (61)

und sodann folgt aus der dritten

— (e + &) (62)
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Hierzu tritt noch die Gleichung fiir die Schubspannung 7z,

ad
Tpy = G Vyy = G(ﬁl;" +

dv

5)

(63)

b) Wenn dagegen der Spannungszustand so beschaffen ist, dal in
einer Richtung keine Verzerrungen auftreten konnen, so spricht man

e B

—

ster

!
.
Abstand

7

Abb. 37.

folgt, die Gln.

von einem ebenen Verzerrungszustand.
Ein Beispiel hierfir ist in Abb. 37 angedeu-
tet. Ein elastischer Korper ist zwischen star-
ren Platten eingelegt, die einen unveridnder-
lichen Abstand voneinander haben und wird
durch Druckkrifte parallel zur Plattenrichtung
beansprucht; dann ist die Verzerrung senk-
recht zu den Platten verhindert. In diesem
Falle hat man in den allgemeinen Gleichun-
gen g, =y,, = y,, = 0 zu setzen und findet,
da aus der Bedingung ¢, =10

o,=v(0,+0,)

oder nach den Spannungen aufgeldst

(o]

o

@ = 1+ (1—2v)

Eey=(1+»[(1—9»o,—ro,l, (64)
Eeg,=(1+7»[—vo,+(1 —v)ay],}

N (R PP )

& e, + (1—9) 8], (65)

P uEN -2

v B

0,=v(0,+0,) = Arn =27 (e, + &) .

Fiir die Schubspannungen gelten dieselben Gleichungen wie zuvor.

Fir die Losung des ebenen Spannungsproblems stehen zwei
statische und drei
zur Bestimmung von fiinf Unbekannten, u. zw. der drei Spannungen
Gy, 0y, Ty, und der zwei Verschiebungen u, v dienen kénnen. Auch das
ebene elastische Problem wird durch Hinzunahme der elastischen
Gleichungen losbar.

elastische Gleichungen zur Verfigung, die

Die Gleichungen, die man so erhilt, sind partielle Differentialgleichungen fiir die
Spannungs- bzw. die Verschiebungskomponenten. Um sie zu l6sen, miissen entweder
fiir die Spannungen oder fiir die Verschiebungen (oder fiir beide in verschiedenen
Bereichen der Begrenzung) gewisse Randbedingungen vorgegeben sein, an die,
wie schon in 15 erwihnt, der Spannungs- und Verzerrungstensor so einzupassen
sind, daB die Bedingungen des Gleichgewichts und des materiellen Zusammenhangs
erfiillt sind. Die allgemeine Formulierung des so entstehenden Integrationsproblems
und die Verfahren zu dessen Loésung werden in der Elastizititstheorie gegeben.
Die Losung ist aber im allgemeinen mit grolen Schwierigkeiten verbunden und
nur in einfachen Fillen vollstindig ausfithrbar.
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39. Die Raumdehnung in Abhingigkeit von den Spannungen.

a) bei einfacher Zugbeanspruchung, etwa fiir einen in Richtung
einer Kante mit der Spannung ¢ auf Zug beanspruchten Wiirfel ist die
Dehnung in dieser Richtung ¢ = ¢/E und nach 26 die Kiirzung in den
Querrichtungen »&¢ = vg/E; daher ist die Raumdehnung (bis auf GréBen
zweiter Ordnung)

O=(1+e1l—rve)(l —ve)— 1~ (1—2v)e=(1—2v)0/E. (66)

Fir » = % wiirde man 29 =1, also ® = 0 erhalten; dies ist der Fall
der raumbestéindigen oder ,,vollkommenen‘* Fliissigkeit. Fiir die festen
Korper ist immer v < 3, also 2v < 1; dies bedeutet, daB eine Zug-
beanspruchung immer mit einer VergroBerung, eine Druckbeanspruchung
mit einer Verkleinerung des Rauminhaltes des Korpers verbunden ist.
— Bei einfachem Schub ist die Raumdehnung null.

b) Fir einen dreiachsigen Spannungszustand mit den Haupt-
spannungen ¢;,d,, 03 ist daher die Raumdehnung

O =(1 —2v)(0; + 05+ 0,)/E. (67)
Das Verhiltnis der Mittelspannung (0, + 6, + 63) /3 zur Raumdeh-

nung @ wird auch als Kompressionsmodul, %, bezeichnet; nach
Gl. (67) ist

_(oy+osta5)/3 E /
k=" T 3(1—2v)° (67)

40. Die Forminderungsarbeit. Wenn ein nicht-starrer Kérper irgend-
wie belastet wird, so dndert er seine Form, und zwar so, daB er unter
der Last nachgibt oder einsinkt; bei vollkommen elastischen Kérpern
verschwindet diese Forménderung wieder, sobald die Belastung entfernt
wird. Diese Arbeit der eingeprigten Kréifte nennt man die ,,Lastsen-
kungsarbeit® A,; sie findet ihren Gegenwert in dem Arbeits- oder
Energiebetrage, der von den inneren Spannungen geleistet wird, und
zwar dadurch, dafl die Flachen, auf die diese wirken, bei der Verformung
des Korpers auch gewisse Verschiebungen in Richtung der Spannungen
erleiden. Man sagt, daB3 die Arbeit der Lasten bei der Durchsenkung von
dem Korper ,aufgenommen und von diesem in innere potentielle
Energie ,,umgesetzt* wird. Fiir diese innere Energie A; ist in der Tech-
nik das Wort Forménderungsarbeit in Gebrauch, das auch hier
beibehalten werden moge.

Die auf die Raumeinheit bezogene Forménderungsarbeit bezeichnet
man auch als die ,,spezifische Formanderungsarbeit‘ oder als ,,Energie-
dichte‘“ A¥; wenn V den Rauminhalt des Korpers bedeutet, so ist
zu setzen

A= [Arav. (68)
(4%)

Die spezifische Formanderungsarbeit A¥ hat die Dimension [KL/L2]
und wird in kgm/m? oder in kgem/em? = kg/em? ausgedriickt; sie hat
also die Dimension einer Spannung.
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Bei gleichformiger (homogener) Verteilung der Arbeit iiber den
ganzen Rauminhalt ¥ des Korpers ist daher

A= AFV. (69)

Bei der Berechnung der ,,Forminderungsarbeit A, und der ,,Last-
senkungsarbeit® A, nimmt man an, daBl man von dem spannungsfreien
Zustand des Korpers ausgeht und die Belastung langsam bis zu ithrem
Endwert anwachsen 1i8t, so daB auch die entstehenden Forminde-
rungen langsam von null bis zu ihren Endwerten anwachsen. Man
kann diese Annahme auch so ausdriicken, dafl wéahrend des ganzen
Belastungsvorganges zwischen der momentanen Belastung und den
entstehenden elastischen Kréaften Gleichgewicht herrschen soll, ohne
daB irgendwelche Trigheitskrifte auftreten wiirden.

Man erkennt ohne weiteres, daB das plétzliche Aufbringen einer Last in ihrer
vollen GroéBe dieser Bedingung nicht entspricht und von dynamischen Vorgéngen,
insb. von St6B8en und Schwingungen begleitet sein wiirde, die mit statischen
Milfteln nicht zu erfassen sind und hier daher zunichst auBer Betracht bleiben
sollen.

Als Definitionsgleichung fiir die mechanische Arbeit, die von einer
Kraft P (1), die irgendwie von der Verschiebung A abhingen soll, bei
einer Verschiebung 0 bis A geleistet wird, gilt

A
A, (A) =6fP(/1)dl, (70)

wobei der Einfachheit halber die Integrationsverinderliche und die
obere Grenze mit demselben Buchstaben bezeichnet sind.

Fiir die ,,spezifische Forminderungsarbeit** Af, die von einem wiir-
felfésrmigen Teilchen von der Seitenlinge 1 cm bei der Belastung eines
Paares von gegeniiberliegenden Seitenflichen mit ¢ aufgenommen wird,
ergibt sich demnach, wenn der Wert von ¢ fiir jedes ¢ bekannt, also
die Funktion ¢ = o (&) als gegeben anzusehen ist, der Ausdruck

A¥ = fa(s)da. (71)
0

Unter der bezogenen oder spezifischen Forméanderungs-
arbeit versteht man daher jene Arbeit, die von der Raum-
einheit des Korpers durch die Spannungen beim allmah-
lichen Aufbringen der Belastung und bei der gleichzeitigen
Ausbildung der Forminderung von einem spannungslosen
Anfangszustand aus bis zu bestimmten Endwerten auf-
genommen wird.

Fiir den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung, der durch
das Hookesche Gesetz ¢ = E¢ ausgedriickt wird und auch allen fol-
genden Betrachtungen zugrunde gelegt ist, erhélt man fiir die spezifische
Form#nderungsarbeit eine der drei Formen
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In diesen Gleichungen bedeuten ¢ und ¢ die Endwerte der Spannung und
Dehnung bei der betrachteten Forménderung, wie auch ¢ in der oberen Grenze
des Integrals (71) diesen Endwert bedeutet.

Fiir die durch die Schubspannungen 7 bis zur Ausbildung der Glei-
tung y geleistete bezogene Formanderungsarbeit erhdlt man ganz ent-
sprechend

Y

Ar = Of 7(y)dy, (73)

und unter Annahme des Hookeschen Gesetzes T = Gy

(5]

1 1 1

Auf Grund dieser Definition kann man unmittelbar die Form-
anderungsarbeit anschreiben, die dem dreidimensionalen Spannungs-
zustand 6, . . .7, ,, ... entspricht. Es ist

1
A:e (0,¢) = 9 [o.8, + 0,6, + 0,8, + 7Ty, Vs + TiaVeu T+ Tacy’}’my] | (75)

Fiihrt man fiir die Verzerrungsgrofen ihre Werte gemiB den elastischen
Gleichungen ein, so erhilt man A} in den Spannungen ¢, T allein aus-
gedriickt

AF(0,7) = 5502 + 02 + 02 — 23(0,0, + 0,0, + 0,0,)]
(76)
g (Tt Eat )

oder in den Forménderungen ¢,y allein ausgedriickt

Afle) =G+ &+ + 125 0] + 5 GOh+ Vit vh)-| (D)

Durch die hinzugeschriebenen Argumente ist jedesmal angedeutet, in
welchen Verdinderlichen A} ausgedriickt ist.

Die Vereinfachungen fiir den zweidimensionalen Spannungs- und
Verzerrungszustand (o, = 0 oder g, = 0) lassen sich sofort hinschreiben.
— Ebenso sind die Ausdriicke sofort anzugeben, die man erhilt, wenn
an Stelle der allgemeinen Spannungs- und Verzerrungskomponenten
deren Hauptwerte g, 04, 03 bzW. &, &,, €5 eingefithrt werden.

Von den Ausdriicken fiir die Forménderungsarbeit werden in der
Festigkeitslehre die mannigfachsten Anwendungen gemacht. Als for-
male Folgerungen, die sich unmittelbar aus der Form der Gln. (76)
und (77) ergeben, merken wir zunéchst an

OA¥ (o, T 1 OAF(0,7) _ Tus
et = plo— v, o=, T““):?=7w USw.
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und ahnlich

IAY (s, y) ‘ v _E v .
e =26 et 125, 0] = 11, [t 125, 0] = o,

IAk (s,

—TVML) = Gyﬂz = Tyz>, USW.

« Wir erhalten damit die folgenden Sitze:

Die partielle Ableitung von A¥(s,7) nach einer
Spannungskomponente gibt die zugehérige Form-
dnderung, und die Ableitung von Aj(e,y) nach einer

5 Formdnderungskomponente die zugehorige Span-

nung.
%) Die eigentlichen Anwendungen der Sitze iiber die Form-
dnderungsarbeit sind im XI. Kapitel gegeben.

8

Abb. 38 Beispiel 13. Forménderungsarbeit in einem Zugstab von
der Lange / und dem Querschnitt F, der mit P belastet ist. Es ist
1 1 1 1 P2} 1 A2
A,=EO’EV—*2*F0'18=——2—-P]=E-—F=§EF T’
und daraus
J0A; Pl dA; A
P  EF ™’ o1 ~EF =P,

Beispiel 14. Forminderungsarbeit in einem durch sein Eigengewicht @
belasteten Stab (Abb. 38). Sei di die Verlingerung des Teilchens der urspriing-
lichen Lange d im Abstande  vom unteren Ende, dann ist seine Dehnung

dl o __sz__yx.

LT ETEF L

7 = Einheitsgewicht. Daher ist die gesamte Léngeninderung

Die bei verteiltem Eigengewicht gefundene Verlangerung 4 ist also halb so gro8
wie sie wire, wenn G als Einzellast am unteren Ende hingen wiirde. Ferner ist
Z 7
1 1 2 1 2P 1 Gel
0 0
Die Formanderungsarbeit A; betrigt daher nur den dritten Teil der Arbeit, die sich
durch eine Einzellast von der GroBe G am Ende ergeben wiirde.

41. Die Gestaltinderungsarbeit. Um auf diesen Begriff, der fiir die
Theorie des FlieBens (Plastizitétstheorie) und der Verfestigung von
Wichtigkeit ist, zu kommen, denke man sich die Hauptspannungen
01,05, 03 des gegebenen, auf seine Hauptachsen bezogenen Spannungs-
zustandes um eine gleichférmige Spannung vom Mittelwerte

Op = (01 + 05 + 03)[3 (78)

vermindert ; dann erhélt man einen neuen Spannungszustand?, der durch

A,

! Der nach Abzug von ¢,, zuriickbleibende Teil des Spannungstensors wird
als Deviator bezeichnet.
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die Hauptspannungen ¢, — 6,,, 63 — O, 03 — 0, gekennzeichnet ist,
und fiir den die Summe der Hauptspannungen Null ist; nach Gl. (67)
ist die zugehorige Raumdehnung null. Mit diesem Spannungszustand
ist keine Anderung des Rauminhaltes, sondern nur eine Anderung
der Gestalt verbunden. Der gegebene Spannungszustand wird also
zerlegt in einen Anteil mit den drei gleichen Hauptspannungen ¢,,, der
von einer Anderung des Rauminhaltes begleitet ist, und in einen zweiten
Anteil, der die Hauptspannungen o¢; — 0,,,05 — G, 05 — G, besitzt
und nur eine Anderung der Gestalt (ohne Anderung des Raum-
inhaltes) zur Folge hat. Die diesem entsprechende Arbeit bezeichnet
man als Gestaltinderungsarbeit A®. Thre GroBe berechnen wir
nach Gl. (76) und erhalten

A® = {0, — 0, + (0, —0,)* + (0,— 0,2

-2 V[(Gz - Gm) (03 - am) + (63_ am) (Gl - Gm) + (0'1— gm) (0‘2_" Gm)]} 5
oder nach Ausrechnung der Klammern und mit Benutzung der Gl. (56)
E=2(1+4 @G,

A = ﬁ[(02“03)2+ (03— 09)%+(0,—0,)?], (79)

A® verschwindet nur, wenn ¢; = ¢, = 05. Die halben Differenzen der
Hauptspannungen sind die ,,groBten‘ Schubspannungen, die in den Hal-
bierungsebenen der Hauptspannungen auftreten ; bezeichnet man diesemit

0y — 03 03 —0 01— 0y
T s ‘[2:_?-*_*—13 T3= )
2 2 2

so erhilt man A® in anderer Form ausgedriickt

T, =

AW = o= (11 + B+ 19, (80)

Den Ausdruck: fiir A kann man auch so erhalten, dafl man die Forminde-
rungsarbeit A, ermittelt, die der gleichférmigen Spannung ¢,, = (0, + 6, + 0,)/3
und der durch sie bewirkten Raumdehnung @ = & + &, +- &; entspricht; diese
mittlere, gleichférmige Spannung o, ist von der Art eines hydrostatischen Druckes.
Es ist nach GI. (72)

1 1 0y 40,40 1 — 2v

A1=_2‘0'm =?1+—32 Per+ 2+ &) = — 57— (614 02+ 0y)2.
Die Differenz A; — A, ist dann jene Arbeit, die nur zur Anderung der Gestalt
des Teilchens erforderlich ist, also A, Man findet

A = A, — A,

1 1-2 5
= 5o+ 03 +03 = 20(02 03+ 0301+ 010x)] — g (01 + 02 + 0

1
w[ci-l—aé + 03 — 0305 — 030, — 06, 0]
1 2
= m[(ﬂz — 03)% + (03 — 01)* + (01— 03)*],

wie zuvor.
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V. Zug und Druck.

42. Zusammenstellung. Fiir einen stabférmigen Korper vom Quer-
schnitt F und der Lénge /, der auf reinen Zug oder Druck P beansprucht
ist, gelten die Gleichungen:

a) Spannung: ¢ = P/F.

Durch diese Gleichung wird auch die praktische Aufgabe der Dimen-
sionierung eines auf Zug oder Druck beanspruchten Baugliedes ge-
lost. Wird als ,,zuléssige Spannung® ein bestimmter Wert o = o, fiir
Zug oder ¢ = 04, fir Druck vorgeschrieben, so ist die erforderliche
Querschnittsfliche durch die Gleichung gegeben

F=Plo,,, oder F = Pl0g,,. (81)
b) Formanderung:
A P Pl
e=T=%F=5r *=ur (82)
¢) Formédnderungsarbeit:

1 1 P2l 1 EF )

d) Warmespannungen: Der Gedanke, der zur Berechnung der
Wiérmespannungen dient, ist der folgende: Die bei einer Temperatur-
anderung auftretende Ausdehnung ist eine Anderung der Abmessungen
des Kérpers, ohne daB zunichst damit irgendwelche Spannungen ver-
bunden wiren. Wird diese Ausdehnung durch &dufBlere Kréfte riick-
gingig gemacht oder — was auf dasselbe herauskommt — von vorn-
herein verhindert, so ist sie nunmehr als elastische (allenfalls plastische)
Zusammendriickung mit Spannungen verbunden.

Wenn ein Stab von einer Anfangstemperatur ¢,°C auf eine End-

temperatur ¢ °C gebracht wird, so betrigt seine Dehnung

(84)

===

worin « die ,,lineare thermische Ausdehnungszahl‘‘ des Stoffes je 1 °C be-
deutet. Wird die Wirmeausdehnung durch Festhalten der Stabenden
verhindert, oder eine eingetretene Anderung riickgéingig gemacht, so
entstehen (im elastischen Gebiete) Warmespannungen vom Betrage

’o‘:Esonc(t—to).l (85)

Fiir Stahl ist (fiir 0 bis 100° C etwa) « = 0,0000115 je °C; dies ent-
spricht bei einer Temperaturzunahme von 100° C einer Verldngerung
von 1,15 mm auf 1 m Lange.

Die Forminderungsarbeit, die bei einer durch Warmespannungen
hervorgerufenen Verzerrung aufgenommen oder abgegeben wird, wird
ebenso berechnet wie bei elastischer. Es ist

AR — %—as — %Esz — —%Eocz (t — t)2. (86)
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Anmerkung. Die Annahme der gleichmifigen Verteilung der Spannungen
in einem auf Zug oder Druck beanspruchten stabférmigen Koérper kann als zu-
treffend angesehen werden, wenn der Korper keine scharferen Querschnittséinde-
rungen aufweist. Bei Kerben, Hohlkehlen, Schraubengingen, Querschnitts-
absitzen u. dgl. tritt eine wesentliche Erhéhung der Spannungen in der Nihe
dieser Stellen ein, die je nach der Form das 3 bis 6-fache und dariiber der ,,mitt-
leren* Spannung betragen kann. Ahnliche Erhohungen der Spannungen treten
naturgemif auch bei Biegung und Verdrehung ein. Eine rechnerische Verfolgung
dieser fiir Konstruktion und Betrieb in gleichem Mafle wichtigen Erscheinungen
liegt auBerhalb des Rahmens dieses Lehrbuches.

43. Elementare Beispiele. Statisch-bestimmte Aufgaben. Diese sind
durch die Eigenschaft ausgezeichnet, daf§ die Ermittlung der Spannun-
gen von der der Forménderungen vollstindig trenn-
bar ist. In den folgenden Aufgaben ist eine Uber- S
sicht iiber die einfachsten dabei auftretenden Frage-
stellungen und die Erklarung einiger neuer Begriffe
und Bezeichnungen gegeben.

Beispiel 15. Wie groB ist der erforderliche Durchmesser der
Zugstange (Stahl) eines Dachstuhls, die mit § = 12 t belastet
ist, wenn die zulissige Zugspannung o, = 1000 kg/cm? betragt ?
Wie grof} ist die Verlingerung bei einer Linge I = 5m?

Der erforderliche Querschnitt ist

F=nd2 _ 8 _ 12000
T 4 oa 1000
Die Verlingerung betrigt

81 12000 - 500
EF ~ 215-10°-12

Beispiel 16. Die beiden Auflagerquader (Abb. 39) einer Briicke, die zusammen
mit A = 180 t belastet sind, sollen quadratische Grundflichen erhalten, die zu-
lassige Druckspannung ist mit 644 = 60 kg/cm? vorgeschrieben. Wie gro8 ist die
Seitenlinge z auszufiihren? — Es ist
4 = 180000 = 3000 cm?, daraus 2x?=1500, x=39cm.
Oazml 60

Beispiel 17. Ein Eisenstab vom Querschnitt
F =1cm? und der Lénge ! = 40 cm wird durch Er-
hitzen um 1 mm ausgedehnt. Wie groB ist die Kraft,
die nétig ist, um diese Dehnung zu verhindern ?

Die Dehnung betrigt ¢ = 0,1/40 = 1/400, somit
die erforderliche Kraft zur Verhinderung der Dehnung

P=Fo=1-Ec=1-215-10°-1/400 = 5400 kg .

Beispiel 18. Diunner Kreisring, in radialer
Richtung gleichférmig mit ¢ (kg/m) belastet, Abb. 40.
— (5, Diinn*‘ bedeutet: frei von jeder Biegesteifheit.) —
Ist die Belastung radial nach auBlen gerichtet, so
treten im Ring Zugkrifte, bei nach innen gerich- Abb. 40.
teter Belastung Druckkrifte auf. Die ,,Ringspannun-
gen* findet man durch Division durch die Querschnittsfliche F des Ringes.

Um die Ringkraft P zu ermitteln, denke man sich den Ring durch eine waag-
rechte Ebene durch die Achse zerschnitten und die Gleichgewichtsbedingung fiir
die lotrechte Richtung angesetzt. Man findet

= 12cm?2, daraus d = 3,46 ~ 3,5cm.

A= =023 cm.

2F =22% =

.7? —_—
9P =)qrdpsing =qr[— cos ¢l =2qr, also P:qr‘. (87)
0 1
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Erfolgt die radiale Belastung durch die Fliehkrifte bei glelchformwer Drehung
mit der Drehgeschwindigkeit w um die Achse des Ringes, so ist (uF = pu’ = Linien-
dichte)

g=uFro*=prw?, also P=y rew?,
und die ,,Ringspannung® (mit rw = v)
= P|F = pr*w?= puv’ (88)
Bedeutet w die VergroBerung des Halbmessers bei der Belastung, so ist die
,»Ringdehnung**
VergréBerung des Umfanges 27 (r 4 w) — 2ar _ w

urspriingliche Linge o 2mr T

r =

)

und nach dem Hookeschen Gesetz ist

L5 4 _ar
&=—== EF’ also w_E'F' (89)

Beispiel 19. Diinne GefaBwiande. Nach den an-

@

g gegebenen Formeln kénnen auch die Wandstirken von
diinnen zylindrischen Gefiflen berechnet werden, die mit
einem konstanten Innendruck p belastet sind. ,,Diinn“ be-
deutet wie zuvor: frei von jeder Biegesteifheit. In der Ge-
falwand kénnen nur Normalspannungen auftreten, die iiber
die Querschnitte gleichférmig verteilt sind. Die Dicke sei k.

a) Kugel: Denkt man sich den dimnen Kugelmantel
nach Abb. 41 lings einer Durchmesserebene aufgeschnitten,
so gibt der Projektionssatz fiir die Richtung senkrecht zu dieser Ebene, wenn r
den mittleren Halbmesser bezeichnet, die GIl.

2nrho =r2np, daher |o‘=pr/2hl. (90)

Abb. 41.

b) Zylinder (ohne Beriicksichtigung der ,,Béden*), Linge I, mittlerer Halb-
messer r: Ein ebener Schnitt durch die Achse (Abb. 42a) liefert die ,,Tangential-
oder Ringspannung® o, aus der Gl

2lho;=2rlp, also |at=pf/h |; (91)
2/ ) T\
‘/ ”‘HHHH/ bhd

J4 AN EREN! |
r \1
i/ ]

IS

Abb. 42a und b.

ein Schnitt senkrecht zur Richtung der Erzeugenden (Abb.42b) gibt fiur die
,, Liangsspannung“ ¢, die GL

2rnho,=1r*mp, also Io'xzpr/2h|. (92)

Die Ringspannung ist doppelt so grof wie die Lédngsspannung.

Beispiel 20. Kérper gleicher Zug- oder Druckbeanspruchung.
Damit bezeichnet man einen durch sein eigenes Gewicht belasteten Kérper, fir
den die Zug- oder Druckspannungen in allen Querschnitten gleich grof sind. Vor-
ausgesetzt wird dabei immer gleichformige Verteilung der Spannungen iiber die
Querschnitte.

Wir nehmen an, dafl der Korper auller durch sein Eigengewicht noch durch
eine Last § am unteren Ende belastet ist, Abb. 43. Wenn F der Querschnitt in der
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Entfernung « vom unteren Ende ist, so mufl ' nach oben zu in einem solchen
MaBe zunehmen, dal das jeweils hinzutretende Eigengewicht gerade durch die hin-
zutretende VergréBerung von F getragen werden kann. Fiir ein Element von der
Hohe dz fiihrt dies unmittelbar auf die Gleichung

6dF =yFdx,

und daraus folgt durch Integration, wenn fir z =0,
F = Fy, = Pfo ist,
F=F eyx/G: }) 6y:v/a
0 . .

Nach diesem Gesetz muB (bei Zug) der Querschnitt von
unten nach oben zunehmen.

Beispiel 20a. Reilllinge. Dieser Begriff wird bei
Textilstoffen gebraucht. Es wird damit jene Lénge, Iz, be-
zeichnet, bei welcher der frei herabhingende Kérper bei
gleichbleibendem Querschnitt unter seinem Eigengewicht
abreiBt. Aus der Gl. Fog = y F I folgt Abb. 43.

ln=o0s/y. (92)

Z. B. ist fiir Hanf I = 35 km, fiir Baumwolle Iz = 22 bis 28 km.
Beispiel 21. Wackelige Stiitzung. Ein Kérper vom Gewichte G ist nach

Abb. 44 an dem Knotenpunkte C zweier gleich langer Stibe 4 C und BC befestigt,
die in einer geraden Linie liegen. Man ermittle die Senkung von C.

Dies ist ein Beispiel, bei dem es nicht geniigt, die Forménderungen (Ver-
langerungen) als kleine Gr68en schlechthin zu betrachten, genauer gesagt, nur ihre
ersten Potenzen beizubehalten und alle hoheren auBer Betracht zu lassen; es ist
vielmehr — wie sich bei der Rechnung sofort ergibt
— notwendig, in den Gleichungen auch die zweiten
Potenzen der ForminderungsgréBen beizubehalten.
Man erkennt iibrigens, daB es sich hier nicht um eine °
starre Stiitzung, sondern (wie man sagt) um eine
Stiitzung ,,mit unendlich kleiner Beweglichkeit‘ oder
eine ,,wackelige Stiitzung® handelt. Dieses Merkmal
ist jedem Knoten eines ebenen Fachwerks eigentiim-
lich, der mit anderen Knoten durch zwei in einer Abb. 44.

Geraden liegende Stiébe verbunden ist. Fachwerke,

bei denen dies mindestens fiir einen Knoten zutrifft, gehéren zu den Aus-
nahmefachwerken und erfordern fiir die Spannungsermittlung besondere Ver-
fahren.

Es sei pe die gesuchte Senkung des Punktes C, ¢ der Winkel der Stéibe in der
Gleichgewichtslage nach der Forménderung gegen die Waagrechte; der Zusammen-
hang von pe und ¢ ist durch die Gleichung gegeben

Po
7

tgp = Po | daraus P~

l s
Die Dehnung der Stébe ist
_A0_40 _yrtp—l

T do I 213’
die statische Gleichgewichtsbedingung fiir die lotrechte Richtung ergibt
q G Gl pE
= Tsing ~—2—Z}\—7__2—1)0_Fo'ﬁli’F.s—EF2—[2
Daraus folgt fir die gesuchte Senkung

3 7>GA
Po= lVﬁ :

Man beachte, daB die Beziehung zwischen p¢ und der Last G nicht mehr linear ist.
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Beispiel 22. Die elastische Seillinie. Die Gleichgewichtsform eines
schweren undehnbaren Seiles ist die ,,gemeine Kettenlinie* (Abb. 45). Thre Gl.
ist, wenn @ = H/q den ,,Parameter‘ bedeutet,

y=a@oi%, und ihre Lénge l=a@in§.

Wenn [, b und ¢ (das Gewicht je Lingeneinheit des Seiles) gegeben sind, so er-
hilt man @ durch Einfiihrung von b/a = » und Auflésung der GI.

o @inu_i‘
. 0’
vl I Wé‘% 0.1 p “

Vi /] diese Aufloésung erfolgt entweder
gs S zeichnerisch oder mit Hilfe von

Tafeln. Flache Seillinien kann
S 3 man angendhert durch Parabeln

’/3\ & ersetzen; man schreibt dann
_/ i l

2
i s |y 751 6muwl+_u_=*
ﬂ{ u 6 b

z xz und erhilt

S

Abb. 45. H b
bg V6(i—1b)"
Der Durchhang ist

f—'/ib(l-:l; d daraus folgt l—b(1+3’—2
=V ), un aus folg = 3b2)'

Wenn das Seil elastisch angenommen wird, so wird es durch die Seilkrifte
gedehnt, dadurch wird H verkleinert. Wir wollen fiir die Langendnderung und
die Abnahme von H bei kleinen Durchhéngen angeniherte Ausdriicke aufstellen.
Die Langeninderung dA eines Seilelements ds ist nach dem Hookeschen Gesetz,
wenn F den Querschnitt des Seils und § = H/cos ¢ die Seilkraft an irgendeiner
Stelle bedeutet,

di o N

_— — — H .<._1._
“ds B EF EF co

Nun ist fiir die gemeine Kettenlinie
—45_ 5 =a -2 -
tgtp—H__a, s=atgo, ds cos2<pd(p’ l=atga,
mithin

di H 1 ds aoH 1

dp EFcospdep EF cosg

daraus die gesamte Léngenidnderung

aH | do aH [sina T\
fdl_ﬁ cos® @ 215’1"[(30532 +lntg<2+?)J‘

Setzt man tgo = I/a ein und entwickelt nach Potenzen von «, so findet man, dal
bis auf Glieder 3. Ordnung die Gl. gilt

1
EF’

A=
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d. h. die gesamte Dehnung A kann fiir kleine Durchhinge so berechnet werden, als
ob das Seil seiner ganzen Lénge nach gleichférmig durch H gedehnt wiirde, wie
vorauszusehen war. Damit ergibt sich der Durchhang f* nach der Dehnung aus

3 3 HI 3 Hbl
2= —_ = — —_—— = f2 —_
=g b0+ =t =5 b1+ p =t =t 5 T,

und die Horizontalkraft fiir die gedehnte Kettenlinie

H’:qbVaH—zjﬁwﬂ{l—-ﬁsz[l—ﬁ%].

Der EinfluB von Temperaturinderungen kann in shnlicher Weise in Rechnung ge-
stellt werden.

44. Berechnung auf Schwingungsfestigkeit. Das in Abb. 33 gegebene
Schaubild fiir die Dauerfestigkeit eines Werkstoffes (dort fiir Stahl)
kann unmittelbar zur Dimensionierung wechselnd beanspruch-
ter Konstruktionsteile verwendet werden. Zur Erklirung des Vor-
ganges diene

Beispiel 23. Die Zugstange (Kreisquerschnitt) eines Pumpengestéinges wird
wechselnd auf Z = 5t Zug und D = 3t Druck beansprucht. Welchen Durch-
messer mufl die Stange erhalten, wenn dreifache Sicherheit vorgeschrieben ist?

Nach diesen Angaben ist die ,mittlere Kraft 1t und der ,,Kraftausschlag®
44t (4:1). Aus der Abb. 33 entnimmt man, daB der Werkstoff bei einer Mittel-
spannung o, = 4,4 kg/mm? einen Spannungsausschlag ¢, = 17,6 kg/mm? gerade
noch aushalten wiirde(4 : 1). Die zugehérige obere Grenzspannung ist 0, =22 kg/mm?2,
Der gesuchte Querschnitt ist daher

5000

F=3500=

6,8 cm?2.

Wiirde man nach der fiir statische Belastung geltendent Formel rechnen und die
Sicherheit auf die Streckgrenze beziehen, so wiirde man erhalten

5000
r— g, 2999 2
=3 3200 4,7 cm?2,

also einen viel kleineren Wert.

Fiir die Ausfithrung der Berechnung lege man durch O gerade Linien unter
Neigungswinkeln, deren Tangenten gleich sind den Verhiltnissen der Grenzwerte
der Lasten zu deren Mittelwert (in Abb. 33 gestrichelt angedeutet). Die Abszisse
der Schnittpunkte (bzw. die kleinere der beiden Abszissen) gibt die gesuchte Mittel-
spannung und die (dem Betrage nach) groflere Ordinate die gesuchte Grenzspan-
nung. Gema8 dieser Grenzspannung erfolgt die Dimensionierung des Querschnittes.

45. Verschiebungspline. In der Statik wird gezeigt, wie die Stab-
kriafte eines statisch-bestimmten Fachwerkes nach zeichnerischen oder
rechnerischen Methoden ermittelt werden kénnen. Unter dem Einfluf3
der Stabkrifte erfahren die Stébe Lingeninderungen, die sich in
ihrer Gesamtheit in bestimmten Verschiebungen der Knotenpunkte
auswirken. Um diese zu bestimmen, hat man zu beachten, daB das
Fachwerk auch nach den Lingeninderungen der Stibe ein zusammen-
hédngendes Ganzes bilden mufB; die Verschiebungen miissen daher so
erfolgen, dafl sie die ,,Bedingungen des inneren Zusammenhanges* er-
fullen: Jedes geschlossene Dreieck, Viereck usw. mu3 ein ebensolches
Polygon bleiben, auch diirfen die Auflagerbedingungen nicht verletzt
werden.

Poschl, Mechanik II, 5
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Fir statisch-bestimmte Fachwerke konnen diese Bedingungen (nach
V. Williot) durch Anlage eines Verschiebungsplanes erfiillt wer-
den, dessen Eigenschaften an Hand der einfachsten Beispiele erklirt
werden sollen — die Erweiterung auf beliebige Fachwerke der angege-
benen Art bietet dann keine Schwierigkeit.

Der einfachste Fall ist in Abb. 46 dargestellt: Ein mit ‘P belasteter
»Knoten“ € ist durch zwei Stabe I, 2 mit den Lingen [, I, mit zwei
festen Punkten A, B verbunden. Um die Verschiebung von C zu er-
halten, hatte man die Langenénde-
rungen 4,, A, der Stibe zu berech-
nen und mit den Seiten I; + 4,,
l, + A, ein neues Dreieck 4 BC' zu
zeichnen; dann wire CC’ die ge-
suchte Verschiebung. Wenn §; und
S, die Stabkrafte sind, so ist

2= Syl _ 8l
(O 2= E, B,
Abb. 462 und b. ¢ Wegen der Kleinheit der A ist es

nicht méglich, die 4 in demselben
MaBstab aufzutragen wie die I. Man wird daher fiir die 4 einen geeig-
neten groferen Mafistab wéihlen und kann die Kreisbogen, die: zur
Konstruktion von C’ erforderlich wiren, durch Stiicke ihrer Tangenten
ersetzen. Man trage in dem ,,Verschiebungsplan‘‘ (Abb. 46b) von einem
Punkte O die Strecken A;, A, in Richtung der Stibe 1, 2 auf (u. zw.
als Verlingerung, wenn diese auf
Zug, als Verkiirzung, wenn sie auf
Druck beansprucht sind) und ziehe
in den Endpunkten die Senkrech-
ten zu den Richtungen der Stébe;
durch den Schnittpunkt dieser Senk-
rechten ist dann ¢’ und durch die
Strecke Oc¢’ die Verschiebung von C

in dem gewihlten Mafistab gegeben.
Abb. 472 und b. Man beachte, daBl die

Strecken A; und 4, nicht etwa
geometrisch addiert werden dirfen, um die Verschiebung

Oc¢’ = v, des Punktes C zu erhalten.

In Abb. 47 ist ein Dreieck A BC mit den Seiten I, I,, I gegeben, das in
den Eckpunkten (Knoten, Gelenken) mit den Kréften B, , B,, B; belastet
ist. Um die Form des Dreiecks nach der Forminderung zu ermitteln,
denke man sich € und die Richtung eines Stabes I festgehalten, und die
Verlingerungen 4,,1,, 45 der Seiten berechnet. Zur Ermittlung der neuen
Lage €’ von C trage man im Verschiebungsplan Abb.47b 4,, A3in Rich-
tung von Stab I und 3 und vom Endpunkt von 4, die Strecke 4, in Rich-
tung des Stabes 2 auf ; der Schnitt ¢’ der Senkrechten zu A, und 4 in den

bez. Endpunkten liefert dann in O ¢’ die gesuchte Verschiebung b,.
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Da ein Dreiecksfachwerk aus Dreiecken aufgebaut werden kann,
so kann auch die Verschiebung jedes Knotens durch fortgesetzte An-
wendung der soeben angegebenen Konstruktion erhalten werden. Bei
Fachwerken mit zwei festen Auflagern wird man bei einem Auflager
beginnen, eine von diesem ausgehende Stabrichtung als fest annehmen
und nachtriglich durch eine Riickdrehung der ganzen Fachwerkfigur
um den entsprecheriden Winkel die Endlagen der Knoten und die end-
giiltigen Knotenverschiebungen ermitteln.

Das Verfahren der Verschiebungspline wird auch bei der Berech-
nung der Eigenschwingdauer eines mit einer Punktmasse besetzten
Fachwerks (116) mit Nutzen angewendet.

Man beachte, da8 die Ermittlung der Stabkrifte fiir jene Lage des Fachwerks
erfolgt, die den ungedehnten Staben entspncht wahrend Glelchgewmht doch
erst nach der Formanderung eintritt, die Stab-
krafte also strenge genommen erst nach Aus-
bildung der Forménderungen ermittelt werden
miifiten. Es 148t sich jedoch zeigen, daf die
dadurch entstehenden Fehler in praktischen
Fillen wegen der Kleinheit der Forménderun-
gen klein von héherer Ordnung und daher im
allgemeinen zu vernachlissigen sind. — Das
gleiche gilt grundsétzlich fiir alle Aufgaben
der Elastizitiatstheorie; die statischen Gleichun-
gen werden immer fiir die unverzerrte Lage
des Systems angesetzt, und mit den dadurch
sich ergebenden Werten der Krifte werden
erst die Formanderungen ermittelt.

Beispiel 24. Ein Gewicht & ist nach
Abb. 48 in C symmetrisch an zwei Stiben Abb. 482 und b.
oder Seilen aufgehingt; man ermittle die
Lage von C nach der Forminderung. Der Querschnitt der Stibe sei F, ihre
Lange I, die Elastizitatszahl E.

Aus dem Krifteplan oder der Gleichgewichtsbedingung fiir die Lotrechte folgt
die Kraft in jedem Stabe

S=G/2cosa.
Die Verlangerung jedes Stabes ist
S G1

A =FF T 2FFoosa’
Schligt man um A und B Kreisbégen mit den Halbmessern [ + 4, so gibt deren

Schnitt einen Punkt (”, der die Lage von C nach der Forméinderung darstellt,
und es ist
A G1

cosow 2EF cos®a

O.__

CC’: Vo =

Um den Verschiebungsplan zu erhalten, mache man Oc¢ || AC, Oc, || BC,
Oc = Oc¢; = A, und errichte in den Endpunkten ¢ und ¢, die Senkrechten zu den

Strecken Oc und Oc,; dann ist 0¢ = pe die gesuchte Senkung des Punktes C.

46. Statisch-unbestimmte Aufgaben. Methode der Forminderungen.
Bei den statisch-unbestimmten Aufgaben koénnen Spannungen und
Forminderungen nur gemeinsam unter gleichzeitiger Benutzung der
statischen und der elastischen Gleichungen ermittelt werden. Fiir die
Losung derartiger Aufgaben ist die ,,Methode der Form#nderungen‘

h*



68 Zug und Druck.

besonders geeignet, die auf einfachen geometrischen Uberlegungen be-
ruht und fast von selbst die Zuriickfithrung auf statisch-bestimmte Auf-
gaben liefert. Wenn die Unbestimmtheit von einer ,,iiberzédhligen Auf-
lagerbedingung* herriihrt, das Fachwerk also ,duBerlich” einfach
statisch-unbestimmt ist, dann denke man sich diese Bedingung ,,gel6st*
und die Formanderung ermittelt, die die gegebene Belastung (P) an dem
durch diese ,,Losung‘‘ statisch-bestimmt gewordenen System hervor-
bringt. Wir bezeichnen diese Forménderung mit pp,, wobei der erste
Zeiger P die Belastung, der zweite 4 den Punkt angibt, an dem die
Forménderung betrachtet wird. Sodann

a
H filhrt man an dem gelosten Auflager eine
a P b v B 8

4 Kraft 4 von solcher GréBe ein, die diese
® U N Forminderung wieder aufhebt. Die Bedin-
z gungtiirdie Gleichheit dieser Forménderungen
b 2 Ppa = Paa (93)
P8 =
-pgr liefert sodann unmittelbar eine Glt_a_ichung
4 fiir die unbekannte Auflagerkraft 4. Ahnlich
AbD.49a und b. hat man vorzugehen, wenn es sich um mehr-

fach statisch-unbestimmte Aufgaben handelt.

Beispiel 25. Ein Stab A B =1 ist in den Punkten 4 und B gelenkig ge-
lagert und in C in axialer Richtung mit § belastet; man ermittle die Verschiebung
von C (Abb. 49).

Man denke sich das Lager (Gelenk) B gelost und berechne die Verschiebung
ppp von B, die durch die in C angreifende Kraft B entsteht; bei gelostem Gelenk B
erfahrt nur der linke Teil ¢ eine Verlingerung, der rechte wird ohne Dehnung

nach rechts verschoben. Es ist daher

, ppz = Pa|EF.

Y A ] Nunmehr denke man sich diese Verschiebung durch
i die in B angreifende, unbekannte Auflagerkraft B
! riickgingig gemacht; dadurch wird die geometrische

e —] Y  Bedingung der Festhaltung des Punktes B nach-
Vi I triglich befriedigt. Es wird also gesetzt
l | PpB = PBB,» und da p33=Bl/EF,
P so erhilt man die Gleichung
Pa/EF = Bl/EF, und daraus B = Pall;
Abb. 50.

ebenso ist A = Pbfl. Die statische Gleichung
A + B = P ist erfiillt. Die Verschicbung von C unter der Wirkung von C und
mit Beriicksichtigung der Einspannungen ist

_ o Pa Ba_Pab
Po=Prz = P2 = JF T GF T EFL

Die Verteilung der Verschiebungen lings des Stabes ist in Abb. 49b eingetragen.

Beispiel 26. Ein Vollzylinder I aus Stahl (Abb. 50) und ein umgebender
Hohlzylinder 2 aus Kupfer von gleicher Linge ! werden zwischen zwei starren
Druckplatten mit der Kraft P = 40 t zusammengepreB8t. Gegeben sind die Durch-
messer d = 10 cm, D = 20 cm und die Elastizititszahlen E, = 2,15-10°¢ at fiir
Stahl und E, = 1,15-10¢ at fiir Kupfer. Welchen Teil X der Kraft P nimmt der
Stahlzylinder und welchen Y der umgebende Hohlzylinder auf und wie gro8 ist
die Zusammendriickung ?
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Die statische Gleichung lautet

P=X+Y7,
und die Zusammendriickung ¢ ist, wenn A die auftretende Verkiirzung bedeutet,
A X Y

CTT T B, EF,
Daraus folgt

P=fUBF+BFy) ud e==pp T o — 00110,
Schliellich erhilt man die gesuchten Anteile der Belastung
X=FEF,e=154¢%, Y==K, F,e=246t.
Voraussetzung fiir die Zuldssigkeit dieser Rech- N ‘
nung ist, daB zu Beginn der Zusammendriickung ), %?;

der Zylinder I und der Hohlzylinder 2 tatséchlich
genau die gleiche Héhe I haben.

Beispiel 27. Ein Gewicht P wird von drei
Stiben in symmetrischer Anordnung nach Abb. 51 55
getragen; die Querschnitte seien F,, F, und F,, die e
Elastizitatszahlen E,, E, und E,. Gegeben sind fer-
ner die Lange ! des mjttleren Stabes und die Win-
kel . Man ermittle die in den Stdben auftretenden

Krifte S,, 8,;, 8; und die Senkung p des Punktes C. %
Die statische Gleichung fiir die Lotrechte lautet
P=38;+28;cos . M
Die Del_.mungen ur}d die Stabkréfte im inneren und ) \‘%{z
in den dulleren Stdben sind in der Form anzusetzen Cff)
fiir Stab 1: P
& =pfl, Sy=E F,¢ =E F,p|l, Abb. 51.
fiir die Stabe 2:
2
6= Z:g:o%: P, 8=EFu=FEF, »7193[5?“
Setzt man diese Werte in die statische Gleichung ein, so findet man
P

P
= 3 N .
P=[E F,+2E, F,cos®«]p/l, und daraus i T, B, T, cod o’

Damit sind auch die Stabkrifte 8, und 8, bestimmt.

47. Statisch-unbestimmte Fachwerke. Prinzip der virtuellen Arbeiten.
In der Statik der starren Kérper wird gezeigt, wie die Stabkrifte fiir
ein statisch-bestimmtes Fachwerk durch rechnerische oder zeichne-
rische Verfahren ermittelt werden kénnen. Diese Verfahren beruhen
lediglich auf den Gleichgewichtsbedingungen von ebenen Kriftegrup-
pen. Schon dort tritt die Tatsache hervor, daB die geometrische
Bestimmtheit — die ,,Starrheit‘ des Fachwerks — mit der statischen
unmittelbar Hand in Hand geht. Besteht das Fachwerk dagegen aus
mehr Stiben, als zur geometrischen Bestimmtheit der Fachwerkfigur
erforderlich sind, so ist die Fachwerkfigur geometrisch-iiberbe-
stimmt und gleichzeitig (wie der eingebiirgerte Ausdruck lautet)
statisch-unbestimmt. Damit soll — wie auch bei den in 46 bespro-
chenen Aufgaben — nichts anderes ausgedriickt werden, als daB die
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statischen Gleichungen fiir sich allein nicht ausreichen, die Stabkrifte
zu bestimmen; es miissen die Forménderungen hinzugenommen werden,
die das Fachwerk erleidet.

Die Gesamtheit der Forménderungen, die die Stibe des Fachwerks
bei irgend einer Belastung erfahren, und die so beschaffen sind, daf das
Fachwerk seinen inneren Zusammenhang behilt, wollen wir ein ,,zu-
lassiges System von Forménderungen‘ nennen. Durch Verwertung die-
ses Begriffes in Verbindung mit dem Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen (virtuellen Arbeiten) ist es moglich, die Stabkrafte fiir statisch-
unbestimmte Fachwerke zu bestimmen (Verfahren von O.Mohr).
Das Prinzip besagt, daf fiir eine im Gleichgewicht befindliche Kréfte-
gruppe die Summe der Arbeiten, die von den gegebenen Kriften bei
einer ,,virtuellen“ Verschiebung geleistet werden, verschwinden muf3.
Die virtuellen Verschiebungen miissen so beschaffen sein, dal sie von
den gegebenen Kréften unabhéngig sind (also nicht etwa die elastischen
Verschiebungen sein diirfen, die das Kraftesystem selbst hervorbringt)
und so, daBl die Bedingungen des inneren Zusammenhanges nicht ver-
letzt werden, miissen also ein ,,zuléssiges System von Forménderungen*
bilden. — Fiir Fachwerke, deren Stibe nur auf Zug oder Druck bean-
sprucht werden, kommen dabei nur die in diesem Kapitel benutzten
Beziehungen zur Anwendung.

Ein Fachwerk mit s Staben und » Knoten ist i. a. statisch bestimmt,
wenn 8 = 27 — 3. Wenn ein Stab mehr vorhanden, also wenn

s=2n—3+1

ist, so bezeichnet man das Fachwerk als einfach statisch-unbe-
stimmt. Von diesen s Stidben des gegebenen Fachwerks wird ein ge-
eigneter Stab (k) als iiberzahlig bezeichnet und herausgenommen
gedacht, so daB das iibrigbleibende Fachwerk geometrisch-bestimmt
und daher auch statisch-bestimmt ist; man bezeichnet es dann als
ein zu dem gegebenen Fachwerk gehériges, statisch-bestimmtes
Hauptnetz. Wir denken uns dieses statisch-bestimmte Hauptnetz
durch die gegebenen Lasten beansprucht und fiir diese Lasten die Stab-
krafte durch Rechnung oder Zeichnung bestimmt. Die so erhaltenen
Stabkrifte seien fir den Stab ¢ mit 7', bezeichnet, fiir den heraus-
genommenen Stab (k) ist 7', = 0.

Nun denken wir uns alle Lasten entfernt und an den Endpunkten
des herausgenommenen, iberzihligen Stabes k zwei Kriafte von der
GroBe 4+ 1kg in dem Sinne angebracht, der einer Zugspannung in
dem Stabe k entsprechen wiirde; mit dieser Belastung von + 1 kg an
den Enden des Stabes £ kann man dann einen zweiten Krafteplan
zeichnen (oder die Stabkrifte ausrechnen) und erhilt Krafte in den
Staben, die mit u; bezeichnet seien (insb. ist u; = + 1)L In Wirklich-

1 In der Baustatik werden oft auch jene GréBen mit u, bezeichnet, die durch
u, = — 1 kg, also durch eine (im herausgenommenen Stabe wirkende) Druck-
kraft von der GroBSe 1 hervorgerufen werden. Man erhilt dann in Gl. (94) statt
des Zeichens — das Zeichen + und S; = T; — Xu;. Durch diese Einfithrung
ergibt sich die Warmespannung im herausgenommenen Stab, die bei Temperatur-
erhéhung eine Druckspannung ist, als positive GrofSe.
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keit ist nun in dem iiberzihligen Stabe k die Kraft nicht u, = 1 kg,
sondern etwa X-mal so groB (X ist eine reine Zahl); die Kraft in den
andern Stdben ist mithin Xwu,, da sich nur der Mafstab des Krifte-
plans andert. Dieses X gilt es zu bestimmen. Bei Vorhandensein der
Lasten und des iiberzihligen Stabes sind die Stabkréifte
S;=T;4+ Xu,, (insb. §; =0+ X),

und die durch diese bewirkten Lingeninderungen sind, wenn [;/E,; F; =1,
gesetzt wird,

Al =r;8; = r,(T; + Xu;), [insb. Al =r, 8 = (0 + X)].

Diese Langeninderungen, die noch von dem unbekannten X abhingen,
miissen ein ,,zulissiges System von Lingendnderungen‘ sein, d.i. ein

a \ b % c
2 2 2
& d
~ ¢
1 3 1 3 7 7 4 2 =
% g = 15'-?7j
R 7 2 7 ¥ Z

Abb. 52a bis d.

solches, das mit den Bedingungen des Zusammenhanges des Fachwerks
vertriglich ist.

Um X zu bestimmen, wenden wir auf das System der Stabkrifte
X u, und das davon unabhingige System der Verschiebungen Al;
das Prinzip der virtuellen Arbeiten an'; die Krifte Xu; (einschlieBlich
Xu, = + X) bilden eine Gleichgewichtsgruppe und A7; ein davon unab-
hingiges zulissiges System von Verschiebungen. Das Prinzip fiihrt da-
her auf die Gleichung

DXu Al =X ur,(T; + Xu) =0,
und daraus erhilt man (da X == 0)

Vermoge der Gleichungen S; = 7'; + Xu, sind damit auch die in allen
iibrigen Stiben wirkenden Stabkrifte gefunden.

Aus dem Vorstehenden ist unmittelbar klar, wie man vorzugehen
hat, wenn es sich nicht um ein einfach, sondern um ein mehrfach
statisch-unbestimmtes System handelt. Ein n-fach statisch-unbeéstimm-
tes System liegt dann vor, wenn erst durch Entfernen von n Stiben
ein in sich unbewegliches, statisch-bestimmtes Hauptnetz iibrig bleibt.

48, Anwendungen. Beispiel 28. Fachwerk aus 6 Stiben nach Abb. 52,
einfach statisch-unbestimmt, mit den Kriften P, P belastet.

1 Man koénnte auch die Stabkrifte §; und die Verschiebungen X u; r; nehmen.
Es miissen nur beide — die Stabkrifte und die Verschiebungen — von X ab-
hingen, aber voneinander unabhingig sein.
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Man denke sich den Stab 6 entfernt, die Belastung P, P aufgebracht und erhilt
Ts = P, alle andern T; = 0. Dann bringe man in Richtung des Stabes 6 zwei
Krifte ug = 4- 1 kg an und ermittle die dadurch erzeugten Stabkrifte w,. Fiir die
Ausrechnung nach GI. (94) lege man die folgende Tabelle an, in der man die aus-
zufithrenden Rechnungen eintrigt (es sei E; F; = konst. fiir alle Stibe):

Stab | 7, |u. (kg!) ‘ w? |r=l/BF,| wir T, wir, | 8i=T,+ Xus
1 0 |-1/¥2| % r 0 r/2 0,207 P
2 0 |—1/y 2| % r 0 /2 0,207 P
3 0 [—1/V2| % r 0 /2 0,207 P
4 o [-1/y2| % ro 0 7/2 0,207 P
5 Pl +1 |1 ry2 ry2p ry2 0,707 P
6(=k) 0 +1 | 1 rye 0 r)2 —0,293 P
Summe | rY2P |2r(1+)2)
Die Gl. (94) liefert dann
Xx=-2bnle V2P 0503P. (X ist eino reine Zahl!)
2uirs 27 (1+7V2) u,

Zufolge der Gleichung S; = T'; + Xu; sind dann alle Stabkrifte bestimmt.

Das Verfahren bleibt auch anwendbar fiir Fachwerke, die an sich
statisch bestimmt sind und erst durch die Lagerung statisch-unbestimmt

Abb. 53a bis f.

werden; man nennt solche Aufgaben duBerlich statisch-unbestimmt.
Eine hierher gehorige Aufgabe ist im folgenden Beispiel behandelt.
Beispiel 29. Fachwerk nach Abb. 53, in zwei Gelenken 4, B gelagert

und am rechten Knotenpunkt mit P = 2t belastet. Man ermittle die Stab-
krifte und die Auflagerkrifte.
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Die Fachwerkfigur selbst ist statisch-bestimmt, denn es ist s =9, n =6,
s = 2n — 3; die Aufgabe wird erst durch die zweifache Gelenklagerung einfach
statisch-unbestimmt.

Zuniichst machen wir die Lagerung des Fachwerks durch Wegnahme einer
,,Bedingung‘ zu einer statisch-bestimmten, indem wir etwa die Verschiebung
von A nach der Waagerechten freigeben. Fiir dieses Fachwerk (Abb. 53b) werden
durch Zeic hnung (oder Rechnung) die durch die Last P = 2t hervorgerufenen
Stabkrifte 7'; ermittelt. Nun denken wir uns zwischen 4 B einen ,,unendlich
steifen Stab® 10 eingesetzt (E,(F, = 00), der die unverdnderliche Entfernung
der beiden Punkte erzwingt, und an seinen Enden Zugkrifte u,y = -+ 1t wirkend;
die dadurch in den anderen Stiben hervorgerufenen Stabkrifte sind #;, und wenn X
die Stabkraft im Stab 10 ist, X u;. Die Stabkrifte sind daher tatséchlich
8; = T; + Xwu,; ein von diesen unabhiingiges, also ,,zulissiges” System von Ver-
schiebungen ist Al; = r; Xu;, daher gilt nach dem Prinzip der virtuellen Arbeiten
dieselbe Gleichung wie frither

28 Al =X u;ri (T + X u;) =0,

und daraus folgt)
Su;r: T _ 41,13
Sugr; 20,121

Die Ausfithrung ist in der folgenden Tabelle und in Abb. 53¢ bis e enthalten.
Wenn X ermittelt ist, so findet man nach Abb. 53f auch die tatsichlich auf-
tretenden Auflagerkrifte 4 und B.

X =- — 2,04.

Stab| T u; w} | r;=1U/EF; wgr: Ty ulry S;=T+Xu;
1 [+5,2 0 0 2:10-5 0 0 52t
2 |—5,65 0 0 2:10-% 0 0 —5,65
3 0 41,03 (1,06 1-10-5 0 1,06-10-5 —2,105
4 0 }—1,03]1,06 1-10-5 0 1,06-10-% 42,105
5 |+5,2 |+1,14(1,3 2-10-3 11,85-10-5 | 2,60-10-% 42,87
6 |—5,656]—1,98(3,92 2-10-3 22,85-10-5 | 7,84.10-5 —1,60
7 |—4,65|—0,8410,706 1-10-5 3,91:10-% | 0,706-10-5 —2,935
8 |—2,10|+0,9 |0,81 2-10-5 —3,78-10-% 1,62-10-5 —3,934
9 |—2.10|—1.62|2.62 2-10-5 6,80-10-5 | 5,24-10-3 +1.21

10 0 1 1 0 0 0
Summe | 4L,13-10-° | 20,126-10-5 | X = —2,04

49. Nietverbindungen werden praktisch durch Verwendung &hnlicher
Ansiitze berechnet, wie sie hier fiir Zug und Druck angegeben wurden.
Im ganzen wird der Durchmesser der Niete d nach dem Ansatz @ = F; 7,
berechnet und die Blechstirke s auf ,,Lochleibungsdruck nach der
Formel Q = F,0,,,;; dadurch soll erreicht werden, daB die Druck-
beanspruchung der Beriihrungsflichen zwischen den Nietschéften, und
dem Blech, in denen die Kraftiibertragung erfolgt, einen gewissen,
zulissigen Betrag nicht iiberschreitet. Doch muB man sich dariiber
klar sein, daB der bei den Nietverbindungen auftretende Spannungs-
und Verzerrungszustand ein auBerordentlich verwickelter ist, der durch
diese Ansitze nur in ganz grober Weise erfafit wird.

Bei praktischen Rechnungen wird fiir die ,,zuléssige Schubspannung**
fiir Nietverbindungen gesetzt

TZ’UJ = 0,8 . qul (95)
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und fiir den ,,zuldssigen Lochleibungsdruck*
Opour = 2,5+ Oy - (96)
Die Gl. (95) dient dann zur Ermittlung der Nietquerschnitte, die Gl. (96)

zur Festlegung der Blechstirke s. Sei 77 die Zahl der Niete, dann kann
die statische Gleichung in der Form geschrieben werden

a2 d?
Q= ﬁ%rzul: nﬁf'oﬂs'azul:*psaml:
worin die GroBe
2
7-08- "L =,

auch als ,,iquivalenter Nietquerschnitt* bezeichnet wird. Die Gl. (96)
wird in der folgenden Form verwen-

a1 PR " :
-1 [l = 3¢ det: Sei s die Blechstirke, so hat die
= -
T I e > F,
z . [/}1\ AN A —2
3 I - ey FE ,,,
< @ ,ﬂ(_ - A
| : T AR N> g vy
Abb. 54. Abb. 55.

auf Lochleibungsdruck beanspruchte Fliche fiir 7 Niete die GréBe nsd,
und daher gilt die Gleichung

Q= nSdUlzul: nsd'2:5'dzul=Flazuls

wobei F, die gesamte ,,dquivalente Lochleibungsfliche bedeutet.

Beispiel 30. Welche Zugkraft kann durch die in Abb. 54 gezeichnete Niet-
verbindung iibertragen werden, wenn der Durchmesser des Nietschaftes d = 2,0 cm
betrigt und o.; = 1200 at nicht iiberschritten werden soll? Wie grof ist dann
die erforderliche Blechbreite b und Blechdicke s?

Nach den obigen Gln. (95) und (96) ist zunichst

Toul — 0,8 c Oyl = 1000 at N Oloul = 2,5 cOgy = 3000 at .

Da bei dieser Nietverbindung zwei Querschnitte auf Schub beansprucht
werden, ist
Q=2nd*4 T = 6280 kg.
Soll der zulissige Lochleibungsdruck den Betrag o1 .. nicht iiberschreiten, so muf3
die Gleichung gelten

Q

do‘z,uz

Q =sdojq, daher s= =1,05cm .

Fiir den Blechquerschnitt gilt (nach Abzug des Nietquerschnitts)

Q= (b—d)som, also b=d+—Q—~80m.
SOz

Beispiel 31. Zwei Zugbinder von 6 cm Breite und 1,2 cm Dicke sollen nach
Abb. 55 so miteinander verbunden werden, daB durch die d = 1,7 cm starken
Niete eine Kraft von @ = 10 t iibertragen werden kann. Wieviele Niete () sind
erforderlich, wenn ¢,; = 1200 at vorgeschrieben ist, und wie grof3 ist die notwen-
dige Blechstirke s?
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Es gilt die Gleichung

7 d? 7 d?

Q@=n 1 Tl =1 1 -0,8-0,:, daraus =46~5.

1= 08 - 7 A4
Die Blechstirke s folgt aus der Gleichung

Q10
= ndota  5-1,7-3

Q=nsdoiu mit s = 0,4cm.

VI. Flichentriigheitsmomente.

Das ,,Trigheitsmoment tritt in der Biegungslehre als eine geometrisch defi-
nierte HilfsgroBe auf, die ihren Namen einer formalen Analogie mit dem in der
Dynamik verwendeten ,,Massentrigheitsmoment‘ (Drehmasse) zu verdanken hat.

50. Definitionen. Um zu dem Begriff des Tragheitsmomentes
(abgekiirzt TM) einer ebenen Flache Fin bezug auf eineAchsex
oder des achsialen Flachentridgheitsmomentes J, zugelangen,
denke man sich die gegebene Fliche F in beliebiger Weise in kleine Teil-
flachen f, zerlegt, jede solche Teilfliche mit dem Quadrat des Abstan-
des ¥, ihres Schwerpunktes von der Achse x multipliziert und die Summe
dieser Produkte gebildet; dann ist das TM in bezug auf die z-Achse
durch den Ausdruck gegeben

o= S fus2.| (97)

(Mit dem Zeichen S wird die Summe iiber alle Flichenelemente f,
bezeichnet, die zu F gehéren). Ebenso ist das TM in bezug auf die
y-Achse

|7, =S fuai | (98)

Diese Summe strebt bei beliebiger Verkleinerung der Teilchen einem
bestimmten Grenzwert zu, der den exakten Wert des TM darstellt.
Es ist plausibel, dal man durch eine endliche Unterteilung der gegebenen
Flache nur einen angendherten Wert fiir das TM erhélt; auch erkennt
man unmittelbar, dal es fiir eine angendherte Berechnung eines TM
mit Bezug auf die z-Achse in der Regel (aber nicht immer) vorteilhaft
ist, die gegebene Fliche in Streifen zu zerlegen, die der gegebenen Achse x
parallel laufen.

Das Zentrifugalmoment fiir das Achsenpaar x und y ist in ganz
ghnlichem Sinne durch die Gleichung definiert

‘me:anxnyn" (99)

Zum Unterschiede von den ,,statischen‘ oder ,,linearen‘ Momenten
werden die Tragheits- und Zentrifugalmomente als ,,quadratische
Momente‘‘ bezeichnet.

Unter dem polaren Tragheitsmoment in bezug auf einen
Punkt O versteht man den Ausdruck

[Jo=Sti=Ju+J,; (100)
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dabei ist die Beziehung 72 = 22 + %2 benutzt. Das polare TM fiir
einen Punkt O ist daher die Summe der axialen TMe fiir irgend
zwei zueinander senkrechte Achsen durch O.

Eine oft gebrauchte HilfsgréBe ist der Tragheitshalbmesser 4,
oder Tragheitsarm; er ist durch die Gleichung definiert

J,=Fi, dhduch |i,= JJ/F|. (101)

51. Allgemeine Sitze fiir die Berechnung von Triigheitsmomenten.
Fiir die praktische Berechnung der Trigheits- und Zentrifugalmomente
ist der Umstand von Bedeutung, daB diese GréBen fiir verschiedene
Achsen in der Ebene nicht voneinander unabhingig sind, sondern ge-
wisse Zusammenhinge aufweisen, die sehr zur Vereinfachung der Rech-
nung beitragen.

a) Parallele Achsen. Es sei a die gegebene Achse und z eine par-
allele Achse durch den Schwerpunkt 8 — kurz als Schwerachse

Y]
4

\ S
N~ “
Abb. 56. Abb. 57.

bezeichnet —, so ist (nach Abb. 56 unter Weglassung der Zeiger n)
¥ =y -+ bund Sfy =0, und daher

| Je=Siy*=Siy+boP=S{pp+0*Sf=J,+F5.| (102)

Durch das TM in bezug auf eine Achse a (oder z) sind die TMe in bezug
auf alle hierzu parallelen Achsen bestimmt. Unter allen parallelen
Achsen ergibt daher die durch den Schwerpunkt § gehende das
kleinste TM.

Ebenso gilt fiir die Zentrifugalmomente in bezug auf die parallelen
Achsenpaare z, y und a, b (Abb. 57), da

x’=x+¢l, ?/:y_l“b, Sfxzoi Sfy:O’
die Gleichung

Joy=Sia'y =Sf@+a)(y+b)=Sfuy +abSf=J,,+Fab.| (103)

Beispiel 32. Zeige, daB man durch die Zerlegung in beliebige Teilflichen
und Berechnung des TM durch Ersatz der Einzelflichen als ,.ideelle Punkt-
masgen in den Teilschwerpunkten fiir das TM immer einen Wert erhilt, der
kleiner ist als der wirkliche, nach der exakten Definition berechnete.

Dies folgt einfach aus Gl.(102). Fir die Niaherungsrechnung aus endlichen
Teilflichen wird das TM fiir jede Teilfliche in der Form Fb2 angesetzt und das
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stets positive Glied J, vernachlissigt. Fir das TM erhilt man daher durch dieses

Verfahren immer einen zu kleinen Wert.

b) Zueinander geneigte Achsen. Fiir die Achsenpaare x, y
und &,7 mit gemeinsamem Anfangspunkt O, deren gegenseitige Lage
durch < 20 & = ¢ gekennzeichnet istl, gelten folgende Beziehungen

zwischen den Koordinaten eines Punktes (Abb. 58):
nN=uxsing + ycosg.

E=uxzcosp — ysing,

Daher folgt auf Grund der angegebenen Definitionen

;anz = S/ (xsin g 4 y cos p)?

= J,cos?p + J,sin?p 4 2J,,singpcos g,

J, =S8 =Sf(xcosp — ysing)

= J, sin?@ + J,cos2p — 2J,,sinpcos ¢,
Jey=Sfén=Sf(xcosp — ysing) (xsingp 4 ycos ¢)

= (J, — J,)sinpcos ¢ + J,, (cos?p — sin?g) .

Durch Einfithrung des doppelten Winkels 2¢ er-
hilt man

) ny J:c_Jv 1
J: =J_2|- - 3 cos2¢ + J,,sin2¢,
g, =t e eesa g — g, sin2 g, L(105)
Jrg= _Zf;—'j’st(p—l—nyCOSQQD.

Fir viele Betrachtungen ist es zweckmiBig, J,, J,,
Jsy als ,,Komponenten* einer einzigen GréBe aufzufassen,
die man (m Analogle mit dem Spannungstensor) als ,,Trag-
heitstensor bezeichnet. Die letzten Gleichungen geben an,

~.

¥ 2

(104)

/

Abb. 58.

/
et
~.

~.

~

“5\

wie sich die Komponenten eines solchen Triigheitstensors ,,transformieren®,

wenn man von dem Achsensystem x,y zu &, 7 ibergeht.

Durch direkte Ausrechnung bestétigt man das Bestehen der Glei-

chungen

Jet+ I, =Jd,+ J,, JEJn_‘Tgrl:JmJy_

2
TY -

(106)

Fir jedes Paar zueinander senkrechter Achsen durch O haben diese
beiden Ausdriicke denselben Wert; man nennt sie die Invarianten

des Tragheitstensors J,,J,,J,,

52. Haupttrigheitsachsen und Haupttrigheitsmomente. Aus
Gln. (105) von 51 erkennt man unmittelbar, daB es fiir jeden Punkt O
ein Paar von Achsen 1, 2 mit den Trigheitsmomenten J,, J, gibt, fiir

den

1 Um Uberemst].mmung mit den fiir den ebenen Spannungszustand geltenden
Formeln herzustellen, ist fiir ¢ die aus der Abb. 58 ersichtliche Zshlung gewihlt
worden. In richtigerer Weise konnte dies, wie hier nur erwihnt sein mag, durch

Einfiihrung der Definition J,, = — S fzy fur das Zentrifugalmoment geschehen,

die aber nicht gebriuchlich ist.
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die das Zentrifugalmoment J;, =0 ist. Sind J,,J,,J,, bekannt,
so ist die Lage dieses Achsenpaares gegeben durch

2J“
th(Po J __J (107)

Diese beiden Achsen sind auch durch die Bedingung gekennzeichnet,
daf fiir sie die Tragheitsmomente, in Abhéngigkeit von ¢ betrachtet,
extreme Werte annehmen, denn die Bedingung

0J: 0dy

k3 I
fithrt zu derselben Gl. (107) fiir ¢,. Man erhilt immer zwei Werte fir
@o, die der obigen Gleichung geniigen und sich um 7/2 voneinander
unterscheiden. Diese Achsen nennt man die Haupttrigheitsachsen
und die zugehérigen Tragheitsmomente die Haupttrigheitsmo-
mente J;,J, Ihre Gréfen erhdlt man aus den Gleichungen fir die
Invarianten, die fiir die Haupttrigheitsmomente in folgender Form
geschrieben werden konnen

Tt Jy=Jd,+J,,  Jda=J,J, —J2,.

=0, oder =0

Man findet

J]Z—J+J:|:V —I—Jﬁ,, (108)

Die Haupttrigheitsachsen fir den Schwerpunkt § werden auch als
Hauptzentralachsen bezeichnet. — Oft versteht man aber unter
den Haupttrigheitsachsen und Haupttragheitsmomenten (ohne Zusatz)
die auf den Schwerpunkt bezogenen Grofen.

53. Trigheitskreise von Mohr und Land.
Zur Darstellung aller Werte, die die Trag-
heits- und Zentrifugalmomente (wie die Kom-
ponenten jedes beliebigen zweiachsigen Ten-
sors) fir alle Achsen und Achsenpaare durch
einen Punkt annehmen koénnen, dienen die
Trigheitskreise von Mohr und Land; beide
gehen davon aus, daB fiur ein gegebenes
Achsenpaar z, y die drei Groflen J,, J,, J,,
als bekannt angenommen werden.

a) Bei dem Triagheitskreis von Mohr
(Abb. 59) wird auf der x-Achse eines Achsen-
kreuzes von O aus J, und J,, von den Endpunkten nach oben und
unten J,, aufgetragen und iiber die so erhaltenen Punkte 4,, B,
ein Kreis geschlagen; der Mittelpunkt sei M. Dann ist cA Mz = 2 ¢,
und alle iiberhaupt méglichen Werte von J¢, J,, J¢, sind auf die Ab-
szissen und Ordinaten der Punkte des Kreisumfanges beschrankt. Be-
zeichnet man namlich mit

J—J
7"—V gu
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den Halbmesser des Kreises und betrachtet einen andern Punkt 4,
mit L AgMA; =2¢, so ist

A Jotdy | I

ot rcos (2@, —2¢) = 3 ! —7;J”cos2<p

04| =
+ J,ysin2 @ = Jg,

a4, — rsin (2 — 2 @) = — T ringg

+ Jpyco82¢9 =J¢,.

Die Strecken O1, R 011 stellen die Haupt-TMe J,, J, dar, deren GroBen
unmittelbar abgelesen werden kénnen mit

J, A J, J— .
T =Tl (IS 4,

Die Verbindungslinien des Spiegelpunktes Ay
von A, mit I und II geben die Richtungen
der Haupttragheitsachsen I und 2 an.

Sind die gegebenen Achsen z, y selbst die
Haupttragheltsachsen so hat man unmittel-
bar OI = J,, OII = J, aufzutragen und er-
hilt als Tragheitskreis den Kreis, den man
iiber I II als Durchmesser schlagen kann.

b) Der Tragheitskreis von Land (Abb. Abb. 60.

60) wird dadurch erhalten, daf man auf der

y-Achse OB = Iy BA = J, auftrigt und iber OA als Durchmesser
einen Kreis schligt; man tragt ferner von B aus die Strecke BT =J ou
senkrecht zu ¥ an und erhilt so den ,,Tragheitspunkt* 7', der folgende
Eigenschaften hat: Fir irgend ein Achsenkreuz £, 7 verbinde man deren
Schnittpunkte C,D mit dem Trigheitskreis miteinander und mache
TR 1 OD,dannist CM = MD =4 (J,+ J,), MB=1%(J,—J,)und
daher

OF =DM + MB-cos2¢ + BT -sin2g =" 571 4 T Tvoog9 g

+ stin2(p = Jg;
dhnlich folgt RD = J,,, und schlieBlich ist

TR = —ﬁ-sin2<p+B—f-cos2<p.= ——J”gi’sin%p FJ,co829=J,.

Da die Haupttrigheitsachsen durch J;, = 0 gekennzeichnet sind,
so erhilt man sie, indem man den Punkt 7' mit dem Mittelpunkte M
des Triigheitskreises verbindet und diese Linie mit dem Kreise in I, 11
zum Schnitt bringt; die Linien O und OII geben dann die Richtungen
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der Haupttrigheitsachsen an, und es ist

IT=J,, TII=J,. (109)

Beispiel 33. Zeige, daB 7 immer innerhalb des Trigheitskreises liegen
muBl oder héchstens auf diesem liegen kann; d. h. es ist stets

T3y < Jody.

Diese Ungleichung folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB der Wert der zweiten
Invariante positiv sein muBl, da die TM wesentlich positive Groflen sind; es ist
also

JodJy —J3,=J1J, = 0.

Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn J, = 0 oder J, = 0, d. h. wenn die Fliche
in eine Strecke iibergeht.

)

o) 54. Die Trigheitsellipse. Es seien z und y

¢/ in Abb. 61 die Haupttriigheitsachsen, dann
hat das TM fiir irgend eine unter ¢ gegen x
geneigte Achse £ den Wert

Je=Jyco8? p + Jysin2p.  (110)

"3 Trigt man auf der &-Achse eine Strecke OA
auf, die der Quadratwurzel aus J; umgekehrt
proportional ist, setzt also

04=-2
Ve’
so sind die Koordinaten von A4 gegeben
Abb. 61. durch
x=04-cosp =c =2, y=0_A-sin<p = CSi{l_(p.
7 Ve Ve

Durch Einsetzen in Gl. (110) erhalt man
Jia? 4 Jy 9P = 2. (111)

Daraus folgt der Satz: Der geometrische Ort der Endpunkte 4
ist eine Ellipse, die man als Trdgheitsellipse bezeichnet.
Fithrt man die Trigheitshalbmesser ¢, und ¢, ein durch die Gleichungen

. e
JIZF@%, J2_F1/2:
und setzt insbesondere
2 __ 22
¢ = Fifi3,

so nimmt die Gleichung fiir die Trégheitsellipse die einfachere Form an

e, (112)

2
g 4

Die Trigheitsellipse schneidet daher auf den Achsen I und 2 die Trég-
heitshalbmesser i, und ¢, ab. Die Trigheitsellipse zeigt im ganzen die
gleiche Gestalt wie die gegebene Fliche; nach der Richtung, wo diese
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weiter ausladet, zeigt auch die Tréigheitsellipse die groBere Erstreckung
und umgekehrt. Von der Tragheitsellipse wird bei der ,,schiefen Biegung*
Gebrauch gemacht.

55. Zeichnerische Verfahren zur Ermittlung von Tréigheitsmomenten.
Die exakte Ermittlung des Triagheitsmomentes ist fiir alle Flichen,
deren Rand als ein analytisches Kurvenstiick oder als eine Folge von
solchen angesehen werden kann, eine Aufgabe der Integralrechnung.
Fir Flichen mit zeichnerisch vorgegebenem Rand erwidhnen wir zur
angendherten Bestimmung der Trigheitsmomente zwei Verfahren.

a) Das Verfahren von Nehls ist
in Abb. 62 an dem Beispiel eines Schie-
nenprofils erldutert. Das gegebene Profil
wird parallel zur z-Achse, beziiglich wel-
cher das TM zu bestimmen ist, in Teil-
flachen dF = xd y zerschnitten, auBlerdem

wird in einer passenden Entfernung a zu z
eine Parallele gefiihrt. Sodann ziehe man
zu jedem Randpunkt Bdie Gerade BC||y,
und die Linie OCB’ bis B’, dann ist
A OAB' '~ /A CBB' und daher

AB =o' =ayla.
Das statische Moment der ganzen Fliche
in bezug auf xz ist also

Swzfydﬁ’zfxydy:afx’dy @
und wird durch die von B’ berandete
Flache dargestellt.

Die Wiederholung dieses Verfahrens durch Ziehen von B'D |y und
der Linie O.D B” liefert A OAB"’ ~ ADB’ B, also ist

AB" = 2" =2’ yla = x y2/a?,

und somit ist

J, =fy2dF=fy2wdy=a2fx”dy.

Das gesuchte TM J, wird also durch die GréBe der Fliche dargestellt,
die von B’ umrandet wird.

b) Das Verfahren von Mohr ergibt das TM eines Flichen-
stiickes durch die GroBe der Fliche eines vollstindigen Seilecks, das
auf folgende Weise erhalten wird: Es sei in Abb. 63a ein Schienenprofil
gegeben, und es sei dessen TM in bezug auf die Achse y zu bestimmen,
die durch die linke Randkante hindurchliuft. Durch parallel zur y-
Achse gefithrte Schnitte denke man sich die gegebene Fliche in ein-
fachere Flichenstiicke f;,f,, . . . f¢ (Rechtecke, Dreiecke, Trapeze u.dgl.)
zerlegt, deren Schwerpunkte 1, . .. 6 leicht angegeben werden kénnen.
Sodann setze man nach Wahl eines geeigneten MaBstabes die ,,Flichen*
f; in einem , Kréafteplan“ (b) zusammen und zeichne mit einem Pol P
ein Seileck 1. .. 6 (c); dann geben die Strecken, die von den Seilstrahlen

Poschl, Mechanik II. 6
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auf der Achse y abgeschnitten werden, die statischen Momente und die
Flichen zwischen den Seilstrahlen und der Achse y die Tréigheits-
momente der Teilflichen in bezug auf die Achse y an. Das gesuchte
Trigheitsmoment wird durch die GréBe der gesamten Fliche v, + v,
zwischen dem Seileck 7...6 und der Achse y dargestellt, wobei
yw, = Flache (1,2...6, p, 1), y, = Flache (o, p, g, 0).

Erforderlich ist noch die Angabe des Maflstabes, in dem diese
Fliche zu messen, mit dem also die Gré8e der Flache y; 4+ 9, zu mul-
tiplizieren ist, um das gesuchte TM zu ergeben. Wir denken uns hierzu

¥ zunichst einen Lin-
genmalstab I, ge-
wihlt, in dem das
gegebene Profil ge-
zeichnet ist. Jede
solche MafBstabgroBe
wird zweckméBig ge-
méafl der Gleichung

S|

eingefiihrt:
Darzustellende
Grofie = Mafistab x
t Darstellungsgrole.
?— Z. B. fiur die Lingen

- l; cm der Natur
" 1 cm der Zeichnung

x=1,X, wobei I

bedeutet und jede ,,Darstellungsgréfie (X) immer

in cm aus der Zeichnung abzulesen ist. Die Dar-

% stellungsgréBen sind im folgenden fast durchweg
%) mit den zu den darzustellenden Grofen (wie x)
gehorigen groBen Buchstaben (wie X) bezeichnet.
Sodann wihlen wir einen FlachenmaBstab [,
zur Auftragung der ,,Flichen* im ,Krifteplan® (b) und die Pol-

o

Abb. 63a bis c.

distanz H (in cm); I, hat die Bedeutung I; = li eri‘
Die von den Seileckstrahlen auf der Achse y abgeschnittenen Strek-
ken (in cm) seien aufeinanderfolgend mit S;, S, ... bezeichnet; dann

gilt wegen der Ahnlichkeit der in Abb. 63b und ¢ schraffierten Dreiecke
(z.B. fiirr das n-te Paar), wenn X, die Entfernung der Ecke » von der
y-Achse bedeutet,

F,:8,=H:X,, also F,X,=HS,.
Nun ist das statische Moment der Fliche f, in bezug auf die y-Achse
Sp="lp2n=LF, L, X, =L F, X, =HIlLS,=1.8,;

also ist der MaBstab fiir die auf der y-Achse abzugreifenden Darstellungs-
grofen der statischen Momente

l,=HI]I;
d.h. die Strecken 8, (in cm) auf der y-Achse geben, mit [, multipliziert,
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die statischen Momente in bezug auf diese Achse in cm?3. Das statische
Moment der ganzen Fliche beziiglich der y-Achse ist daher

s=10138,=18.
Die GréBe der Fliche (in cm?2) des nm-ten Dreiecks im Seileck be-
zeichnen wir mit @, dann ist
8, X,=20,.
Das TM der Fliche f, (wie bisher mit grofem Buchstaben bezeichnet) ist
Jp=fu22=fpn2, -2, =18,-1,X,=0,1,20,=2HE,D,=1;D,.

Daher ist die MaBstabgrofe I;, mit der die in cm? gemessene Fliche @,
zu multiplizieren ist, um das TM zu ergeben,

\1J=2Hlfl,,] (113)
4
und I; hat die Bedeutung 1-1100—22-. Das TM der ganzen Fliche mit Bezug

auf die y-Achse ist daher
7y = 3T, =1, 30, = 1, (p, + ). | (114)

Durch Multiplikation der Fliche v, 4+ v, in cm? mit der MaBstab-
groBe I ist daher das gesuchte TM gegeben.

Ferner ist das TM J, der Flidche in bezug auf die zu y parallele
Schwerpunktsachse s (nach dem Satz iiber TMe fiir parallele Achsen)

Jo=J,— fx2.
Nun ist, da FX,=HS,S8X, =2 yp,,
fai=LF X =HEL,SX,=2HR Ly, =1y,,

also folgt
Js = lJ Y.

Dieses Verfahren kann in sinngeméfer Ab-
anderung auch zur Ermittlung von Zentri-
fugalmomenten dienen.

56. Beispiele und Anwendungen. Fiir die
Anwendungen sind aufler den Werten fiir das
TM J, auch die des Widerstandsmomen-
tes W, von Wichtigkeit, das sich aus J,
durch Division durch den gréBten Abstand e
des Querschnittsrandes von der durch den
Schwerpunkt gehenden Achse x ergibt; in
Zeichen Abb. 64,

‘_W—m: Tfe. | (116)

at—- —a

In einigen der folgenden Aufgaben sind auch die Werte dieser GréBe mit
aufgenommen.
6*
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1. Rechteck. Seiten b, A (Abb. 64). Die Hauptachsen sind die
Mittellinien «, y, und es ist, da df = bdy,

hj2 b3
Jx=5fy2=fy2df=2bofy2dy=§,

also, wenn bh = F gesetzt wird,

bh*  Fh? Bh  Fbe F _
Jw:E:TQ—’ Jyzhﬁ:—I_Q_’ J0:Ja:+Jy:E(b2+k2) (117)
Das Widerstandsmoment W, ist, da e = h/2,

Iy b h?

We=1="5"

Das TM fiir die untere (oder obere) Rechteck-
seite als Achse ist

J,=J,+onl =t
Fir alle Profile, die sich als Summen oder Diffe-
Abb. 65. renzen von Rechteckflichen darstellen lassen, wer-

den diese Formeln angewendet.
2. Dreieck. Grundlinie b, Hohe % (Abb. 65). In dem Fliachenelement
xdy ist x = by/h und daher, wenn bh/2 = F

h h
b bh® F h?
J"l:f”yzdyZWIygd?/:T=7;
0 0

ferner ist das TM fiir die parallele Schwerachse %

z z 2m\2 bR
2 s Jx=J,h—F<—3—> = (118)
und fir die Grundlinie als Achse
>
7 h\2 bR
(4 = —
, > Ja—Jx—}—F(s)—m. (119)
Daszur z-Achse gehérige Widerstandsmoment ist
2
I b h?
) We= 213 24 °
Abb. 66. Beispielh34. Ermittle das TM des in Abb. 66 ge-

zeichneten Dreiecks A BC fiir die Achse a. Da AABC

= AADB—AADC, so erhilt man, wenn AD = u, fiir die Fliche des Drei-
ecks ABC

F=3ulp—2q
und daher ist das TM des Dreiecks A BC
Jo=ru@®—¢)=4F(P*+pe+9).
Berechne auch J.



Beispiele und Anwendungen. 85

3. Trapez. Parallelseiten b, b + b,;, Héhe h (Abb. 67). Durch Zer-
legung des Trapezes in ein Rechteck und ein Dreieck erhilt man

BN RSN,

Jo=75t = 12

Da der Abstand des Schwerpunktes S von der Grundlinie den
Wert hat

,_h3b+0
© T3 25x0,
so folgt
B3 602+ 6bby + b
. . 12:77 1 1
Jo=Jo—Fe? =g 25+ b,

Abb. 67. Abb. 68.

4. Kreis. Halbmesser R (Abb. 68). Man rechnet zuerst das polare
TM fir ein Ringelement df = 2 wrdr, und erhilt (mit ¥ = R2)

R 4
FR2
Jo=[rdf=2a[mir="7 18
0
und da Jy=J, + J, =2J,, so folgt
_Jo_ R'm_ Dim Rz D'm FR?
o=y =T = Yoo =g = (120

Das Widerstandsmoment ist

W Jo _Ba _FR i@
*— "R 2 ~ T2° I %

o . . ;AN\ #
Fiir einen Halbkreis (Abb. 69) findet man als TM | —
fiir die dem begrenzenden Durchmesser parallele Abb. 60
Schwerachse z, da ¢ =4 R/3 7, ’

B o FR 16R _ (7 8\ _ .
Jx_Ja—Feﬂ_T—FW_R4(§—§7-Z) ~ 0,11 Rt.

Beispiel 35. Wellblechquerschnitt, aus Kreisbogen- und Geradenstiicken
nach Abb. 70 zusammengesetzt; man findet fiir eine ,,Welle*

F:c(%b—l—QH)
und
nbH? 2H?
2 3

}, worin H =h — b/2.
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Das Widerstandsmoment ist
Ja

T (hF )2
Beispiel 36. Wellblech, Mittellinie aus Parabelbogen nach Abb. 71. Die
Parabelgleichung lautet
— (L _ 8z
y=rz " )

Wenn man die Fliche angendhert als Produkt aus der Lénge des Parabelbogens
und dessen ,,Dicke* ¢ rechnet, so findet man fiir die Fliche einer ,,Welle*

W

b/4

o 2 4
F=cfds==4cjVl—f—y’zdxmbo[l—l—i—a—}, wobei a=ﬂ;

0 6 40 b

Abb. 71.

ebenso erhilt man fiir das TM beziiglich der Achse x

b4
[ 8 o? a7 b
— 2 Je — 2y 72 2 oh2 =z —
I cfy ds 406fy Y14y dxmmch [1—}—14 168] i
Das Widerstandsmoment ist
J,
We= — 2.
(b + ¢)/2

Weitere Beispiele von Triagheits- und Widerstandsmomenten sind
in den Ingenieurtaschenbiichern: Hiitte, Dubbel, Forster usw. ent-
halten.

VIL. Biegung gerader Stibe.
A. Allgemeines.

57. Beziehung der Elastizitéitstheorie zur technischen Biegelehre.
Unter einem geraden Stab (Triger oder Balken) versteht man einen
prismatischen Kérper von beliebigem Querschnitt, dessen Linge grof
ist gegen die Querabmessungen; die Verbindungsgerade der Schwer-
punkte aller seiner Querschnitte bezeichnet man als seine Achse.
Biegung tritt ein, wenn ein solcher Stab durch Krifte quer zu seiner
Achse belastet wird. Im folgenden wird angenommen, dafl diese Krifte
alle in einer Ebene liegen, und diese wird als Lastebene bezeichnet;
ferner daB die auftretenden Forminderungen innerhalb der Proportio-
nalitétsgrenze liegen, also # eine Konstante ist.

Die Spannungen und Forménderungen in einem solchen auf Bie-
gung beanspruchten Stab lassen sich exakt, d.h. nach den strengeren
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Methoden der Elastizitdtstheorie nur in wenigen, besonders einfachen
Féllen bestimmen, zu denen als einfachster die Biegung durch Krifte-
paare (Momente) gehort, die an den Stirnflichen des Stabes iibertragen
werden; man spricht hier von reiner Biegung. Fir diesen Fall
liefert die Theorie eine lineare Verteilung der Normalspan-
nungen und Dehnungen tber jeden Querschnitt des Stabes, ein
Ergebnis, das man auch als den Satz vom Ebenbleiben der Quer-
schnitte bei der Biegung, oder einfach als Geradliniengesetz
bezeichnet. Schubspannungen in den Querschnitten treten bei reiner
Biegung nicht auf.

In der technischen Biegelehre handelt es sich aber immer um die
Biegung durch Momente und Querkréifte, deren exakte Be-
handlung erheblich verwickelter ist. Man geht praktisch so vor, daB

)

s 2 b
=« (Druck)
L 7 i | . s {m
P R~ P— Vialay ?
-~ p| T .(Z.”!}— ———— P
¥ T y

Abb. 72a und b.

fiir die Normalspannungen die lineare Verteilung als zutreffend an-
genommen wird, und daB der EinfluB} der Querkrifte auf die Spannungs-
verteilung und Forménderung durch eine besondere Betrachtung er-
mittelt und der fir ,,reine Biegung® gefundenen ,,iiberlagert wird.
Dieses Verfahren liefert in fast allen Fillen praktisch brauchbare Ergebnisse,
und meistens kann der EinfluBl der Querkrifte iiberhaupt vernachlissigt werden;
nur bei kurzen und dicken Stiaben und groBlen Querkriften kann deren Kin-
fluB von groBerer Bedeutung werden und erfordert dann besondere Betrachtun-
gen. Das gleiche gilt fiir Querschnitte mit stellenweise geringen Abmessungen
senkrecht zur Biegungsebene, wie z. B. fiir diinne Stege von Walzeisenprofilen.
Die gefundenen Ergebnisse dienen dann auch zur Lésung der hierher gehorigen,
statisch-unbestimmten Aufgaben, und zwar auch fiir Gebilde, die aus solchen
geraden Trigern zusammengesetzt sind, und zu denen als wichtigste die Rahmen

gehoéren. Auch fiir gekriimmte Stibe kommen dhnliche Uberlegungen zur An-
wendung (Kap. XTI).

58. Spannungsverteilung. Die gekriimmte Form, die ein urspriing-
lich gerader Stab bei Belastung durch quergerichtete Krifte annimmt,
kommt dadurch zustande, daB die Lingsfasern des Stabes verschie-
dene Verlingerungen erfahren. Bei Vernachlissigung der Querkrifte
kann durch eine lineare Verteilung der Lingsspannungen
allein das Gleichgewicht jedes Dbeliebig abgeschnittenen Trigerteiles
hergestellt werden. In der technischen Festigkeitslehre wird diese Aus-
sage als Grundannahme eingefiihrt.

Wenn g, z nach Abb. 72b die Koordinaten eines Punktes des Stab-
querschnittes sind, so wird demgemal} fir die Spannungsverteilung die
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Gleichung angesetzt
o,=a+by+cz, (121)

worin a, b, ¢ Konstanten sind; diese werden durch die Bedingung fest-
gelegt, daB fiir jedes Trigerstiick die itber den trennenden Querschnitt
verteilten Spannungen mit den auf dieses Trigerstiick wirkenden
duBeren Kriaften im Gleichgewichte sein miissen. Hierzu nehmen wir
an, daf} die ,,Lastebene®, in der alle Krafte wirken, durch die y-Achse
hindurchgeht; der Momentenvektor Mt der dufleren Krifte liegt daher
in der z-Achse. Nun bildet man etwa fiir den linken Trégerteil die
Summe der Kriafte nach der z-Achse, und die Summe der Momente
um die z-Achse und die y-Achse. Dadurch erhilt man die ,,statischen
Gleichungen® in der Form

Jo,df=0, [o,ydf=M, [o,zdf=0. (122)

Man beachte, daB die im Querschnitt wirkenden Schubspannungen zu diesen
drei Summen keinen Beitrag liefern wiirden, da sie nur Anteile an den Summen
der Krifte nach der y- und z-Achse und an der Summe der Momente um die
x-Achse ergeben konnten.

Gehen wir mit dem Ansatz der linearen Spannungsverteilung nach
Gl. (121) in diese Gln. (122) ein, und legen jetzt nachtriglich die y-
und z-Achsen des Querschnittes durch dessen Schwerpunkt S, dann
sind die iiber die Querschnittsflache erstreckten Integrale

[yaf=0, [zdf=o0;
aus der ersten der Gln. (122) folgt daher ¢ = 0. Die nach Einsetzen
von g, in die beiden anderen Gln. (122) auftretenden Integrale, ndmlich

[2af=d,, [pdi=J,, [yzdf=J,,  (123)
sind die Flachentrigheitsmomente und das Zentrifugalmoment der
Querschnittsfliche in bezug auf die y- und z-Achsen. Diese beiden
Gleichungen nehmen daher die Form an

bJ,+cd,, =M, bJ,,+cd,=0.
Aus ihnen erhdlt man durch Auflésung nach b und ¢
N /TR
R N A—
und findet damit fur die Spannungsverteilung iiber den Querschnitt
den Ausdruck

b: M, Cc = M

. Juy - szz
O'x-—ij (124)

Als Nullinie des Querschnitts wird jene bezeichnet, in der die
Spannungen ¢, verschwinden; ihre Gleichung ist gegeben durch

6,=0 oder J,y—J,,z2=0.

Die Nullinie ist daher eine Gerade durch den Schwerpunkt des Quer-
schnitts.
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Wenn die y- und z-Achsen die Haupttrigheitsachsen des Quer-
schnitts sind, und die Lastebene durch die y-Achse hindurchgeht, so
spricht man von ,,einfacher Biegung. Es ist J,,, = 0, und die GI. (124)
nimmt die einfachere Form an

o, =2, (125)

Durch diese Gleichung ist die Bezeichnung ,,Geradliniengesetz‘‘ fiir
die erhaltene Spannungsverteilung gerechtfertigt. Die Gleichung der
Nullinie ist jetzt y = 0, die Null-
linie fallt mit der z-Achse zusammen.
Die Gesamtheit dieser Spannun-
gen ist in Abb. 73 durch den keil-
foérmigen ,,Spannungskdrper dar-
gestellt: die in jedem Fliachenele-
mente in der Entfernung y von der
Nullachse auftretende Spannung ¢
ist durch die ,,Ho6he“ des Span-
nungskorpers gegeben. Durch diese
Spannungen wird das in dem be-
treffenden Querschnitt auftretende
Biegemoment ,,aufgenommen‘‘.

Beispiel 37. Ermittle die bei reiner Biegung auftretende Verformung eines
Rechteckquerschnittes. — In 26 wurde gezeigt, daB mit einer Zugbeanspruchung
eines Stabes eine Verkiirzung, mit einer Druckbeanspruchung eine VergréBerung
der Querabmessungen verbunden ist. Der Querschnitt eines auf Biegung bean-
spruchten Stabes wird daher auf der Zugseite schmiler und auf der Druckseite
breiter. Die durch die Spannung o,, in der Stabrichtung hervorgerufene Dehnung ist

=2t % _ M
* =9z E _EJ, 7V’
und diese ist nach dem Gesagten von Querkiirzungen begleitet vom Betrage

v dw v My
Syzw=8225—z‘=—’ll€z:—mw.

Rechnet man daraus die Verschiebungen u, v, w, so erhilt man fiir den Querschnitt
nach der Biegung die in Abb. 72b dargestellte Form; fiir die genauere Ermittlung
ist die Heranziehung der Elastizitdtstheorie erforderlich.

Beispiel 38. Spannungsverteilung bei nicht-Hookeschem Gesetz.
Wenn der Werkstoff nicht dem Hookeschen Gesetz gehorcht, sein Verhalten also
etwa durch die in Abb. 74a gezeichnete o-¢-Linie dargestellt ist und die Form-
anderungen die gekriimmten Gebiete erreichen, so ist die Spannungsverteilung
nicht mehr geradlinig. Um sie zu erhalten, mache man auch hier die (angenihert
sicher zuléssige) Annahme, da8 die Querschnitte nach der Biegung eben bleiben;
dadurch sind die Dehnungen in jeder Schicht gegeben. Trigt man zu jeder Schicht
die zugehérige Dehnung in der aus Abb. 74a ersichtlichen Weise auf, so erhilt
man eine Kurve; diese erfiillt aber — auf die urspriinglichen Achsen bezogen —
noch nicht die Bedingung, da die Langskraft verschwinden mufl. Man wird daher
eine neue y;-Achse so einzeichnen, daB die mit -+ und — bezeichneten Flichen der
o-y;-Linie einander gleich werden; wenn nétig, hat man die Konstruktion fiir den
neuen Anfangspunkt O; zu wiederholen.

Auf dieselbe Weise erhdlt man auch die Spannungsverteilung in einem auf
Biegung beanspruchten Stab mit idealisiertem, ,,elastisch-plastischem Form-
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anderungsgesetz‘ nach Abb. 74b. Die Verteilung der Normalspannungen in dem
auf Biegung beanspruchten Stab ist wieder durch die Bedingung zu ermitteln,
daf die Langskraft verschwindet, und liefert diein Abb. 74 b unten angegebene Linie.

59. Die Dimensionierung der geraden Triiger in der technischen
Biegelehre besteht in der Aufgabe, die Abmessungen des Trigerquer-
schnitts so zu bestimmen, daf} die g