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Vorwort. 
FUr den vorliegenden zweiten Band meines Lehrbuches der tech

nischen Mechanik, der eine Einfiihrung in die technische Festigkeits
lehre enthiilt, sind dieselben Gesichtspunkte maBgebend gewesen wie 
fiir meine friiher erschienenen Lehrbiicher. Unter Vermeidung alles 
Entbehrlichen sollte das in sachlicher und methodischer Hinsicht Wich
tigste aus dem groBen Gebiet gebracht werden, und zwar in einer Form, 
die besonders fiir die Studierenden unserer technischen Lehranstalten 
brauchbar ist. 

Obwohl der Inhalt des Buches vielfach bekannte Dinge betrifft, 
glaube ich doch, daB die Art der Darstellung von der Norm abweicht; 
in sachlicher Hinsicht habe ich den Inhalt eigener Arbeiten aus den 
letzten Jahren verwerten konnen. Besonders hinweisen mochte ich nur 
auf die einheitliche Behandlung der Frage der MaBstabe, die ich zum 
erstenmal in meiner "Getriebelehre" (1932) in dieser Form verwendet 
habe, und die sich bei allen zeichnerischen Verfahren (insbesondere 
auch in der Nomographie) durchaus bewahrt hat. Die modernen Nahe
rungsmethoden, die immer mehr an Bedeutung gewinnen und in den 
gebrauchlichen Lehrbiichern meist ganz auBer Betracht bleiben, sind 
wenigstens in den Grundgedanken und in den einfachsten Anwendungen 
vorgefiihrt worden. Auch sonst wird der Kenner, so glaube ich, manche 
Einzelheiten feststellen konnen, die als neu gelten diirfen, wofiir ich als 
Beispiel auf die verschiedenen Formen der Arbeitssatze im XI. Kapitel 
verweisen mochte. 

Bei der Abfassung des Buches, die sich iiber eine langere Zeit 
erstreckte, insbesondere bei der Durchrechnung der Beispiele und An
fertigung der Zeichnungen, ist mir durch viele Kameraden und Fach
kollegen, vor allem durch die friiheren und jetzigen Assistenten meines 
Institutes wirksame Hilfe geleistet worden; ohne sie namentlich an
zufiihren, mochte ich ihnen allen auch an dieser Stelle meinen verbind
lichsten Dank sagen. Nur Herrn Prof. Dr. Thum, Darmstadt, mochte 
ich fiir die freundliche Uberlassung des schonen Schwingungsbruch
bildes (31) meinen besonderen Dank sagen, ebenso auch der Verlags
buchhandlung, die keine Miihe gescheut hat, auch diesem Buche die 
hohe Vollkommenheit der Ausstattung zu geben, die die von ihr heraus
gegebenen Werke seit vielen Jahren auszeichnet. 

Die eigentliche Veranlassung fiir die Herausgabe bildete fiir mich 
der aus den Kreisen meiner Horer immer wieder geauBerte Wunsch, 
auch fiir die Festigkeitslehre einen handlichen Lehrbehelf in der Art 
meiner anderen Lehrbiicher zu besitzen. Ich widme daher dieses Buch 
den Studierenden unserer technischen Lehranstalten mit dem Wunsche, 
es moge ihnen bei ihrem Studium ein brauchbarer Fiihrer sein und 
ihnen fiir ihre kiinftige Ingenieurtatigkeit eine tragsichere Grundlage 
schaffen helfen. 

Karlsruhe, im Februar 1936. 

Th. Poschl. 
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Einleitung. 
1. Die Aufgabe der Festigkeitslehre besteht darin, die Grundlagen 

fiir die Berechnung der Abmessungen der Bauwerke der Technik 
- im weitesten Sinne genommen - mit Riicksicht auf Sicherheit 
und Wirtschaftlichkeit zu schaffen; ihr Zielliegt darin, diese Ab
messungen mit hinreichender Genauigkeit im voraus, d. h. vor der 
eigentlichen Herstellung festzulegen (Dimensionierung). Die Abmessun
gen biIden den Ausgangspunkt fiir die darauf folgende technische Ge
staltung. 

Die genannte Forderung, die auf die groBtmogliche Ausniitzung der 
Werkstoffe hinauslauft, verlangt zu ihrer Erfiillung einerseits eine ge
naue Kenntnis der Eigenschaften der in Betracht kommenden 
Stoffe, andrerseits die AusbiIdung von Begriffen, die zur Beschrei
bung und Kennzeichnung dieser Eigenschaften dienen konnen. 

Die Gegenstande der Untersuchung sind die Bau- und Werkstoffe der 
Technik, wie Eisen und Stahl, Metalle, Holz, Gesteine, Beton u. dgl., 
deren Verhalten in geeigneter Weise erfaBt und gekennzeichnet werden 
muB - also feste Korper im gewohnlichen Sinne des Wortes. Von 
den Eigenschaften dieser Korper kommt es in der Festigkeitslehre vor 
allem auf die an, bei geeigneter Anordnung und Formgebung auBere 
Krafte - "Lasten" - von entsprechender Gi-oBe "aufnehmen" zu konnen 
und dabei verhaltnismaBig kleine Formanderungen zu erfahren. 

Die Notwendigkeit einer genauen Kenntnis der Bau- und Werkstoffe 
verbindet die Festigkeitslehre einerseits mit der Stoffkunde, die sich 
mit den technischen Eigenschaften jener Stoffe befaBt, andrerseits mit 
dem Materialpriifungswesen, das die Gesichtspunkte und Ver
fahren zur experimentellen und messenden Untersuchung jener Eigen
schaften entwickelt. Beide stellen heute selbst umfangreiche Lehr
gebiete dar, die sich vielfach mit der Festigkeitslehre iiberschneiden; im 
folgenden ist von ihnen nur so viel aufgenommen worden, wie zum 
Verstandnis der Festigkeitslehre selbst erforderlich ist. - Von den der 
Festigkeitslehre eigentiimlichen Begriffen ist in erster Linie die Be
anspruchung zu nennen; er bringt, in geeigneter Weise erklart, das 
MaB der Ausniitzung der Stoffe zum Ausdruck. Wir konnen daher 
sagen, wenn auch diese vorlaufige Aussage ihren eigentlichen Inhalt 
erst durch die folgenden Entwicklungen finden wird: 

Die Festigkeitslehre beschaftigt sich mit der Bean
spruchung der Stoffe und mit der Vorausberechnung der in 
der Technik auszufiihrenden Konstruktionen und ihrer 

Poschl, Mechanik II. 1 



2 Einleitung. 

Teile; sie griindet sieh auf die Kenntnis der Eigensehaften der teeh
nisehen Bau- und Werkstoffe. 

2. Beziehungen zur Mechanik. Die theoretisehen Ansatze der Festig
keitslehre stiitzen sieh auf die allgemeinen Gesetze der Meehanik, 
deren Kenntnis hier vorausgesetzt wird. Vor allem sind es die Siitze iiber 
die Zusammensetzung der Krafte in der Ebene und im Raume, der Pro
jektions- und Momentensatz, die Gleiehgewiehtsbedingungen, das Prinzip 
der virtuellen Arbeiten, das d'Alembertsehe Prinzip und andere Satze, 
die einen von der Art des Mediums (starr, fest, fliissig) unabhangigen 
Inhalt haben und jeweils den Ausgangspunkt bilden miissen1. 

Zu den aus der Meehanik der starren Korper bekannten Begriffen 
kommen in der Festigkeitslehre eine Anzahl weiterer hinzu, die erst in 
ihr Sinn und Bedeutung erhalten; von diesen sind zwei besonders wiehtig, 
auf deren Ermittlung es in der Festigkeitslehre vor allem ankommt; 
und zwar sind es die Begriffe Spannung und Formanderung .(Vel'
zerrung), oder allgemeiner Spannungszustand und Verzerrungs
zustand. Mit dem Spannungszustand hangt praktiseh die "Bean
spruehung" an irgend einer Stelle eines dureh auBere Krafte beein
fluBten Korpers zusammen; und der Begriff der Formanderung fiihrt 
z. B. zu Angaben iiber die mit der Beanspruehung verbundene "Dureh
senkung" eines Briiekentragers, die "Langenanderung" oder "Dureh
biegung" eines Masehinenteils usw. 

Die Spannungen lassen sieh nur in einer besonders einfachen Gruppe 
von Aufgaben, die man als "statiseh-bestimmt" bezeiehnet, unabhangig 
von den Formanderungen bestimmen. 1m allgemeinen ist dies nieh t 
der Fall; fiir diese Aufgaben, die man "statisch-unbestimmt" nennt, ist 
die Ermittlung der Spannungen nieht mehr unabhangig von den Form
anderungen moglieh. Die eigenartige Verkniipfung jener Begriffe kommt 
erst bei dies en Aufgaben voll zur Geltung; zu ihnen gehoren aueh die 
"zwei- und dreidimensionalen elastisehen Systeme", die naeh den all
gemeinen Ansatzen der mathematisehen Elastizitatstheorie behandelt 
werden. 

3. Technische Festigkeitslehre und mathematische Theorie der festen 
Korper. SolI die Vorausberechnung, von der oben die Rede war, eine 
praktisehe Bedeutung besitzen, so muB sie hinreiehend einfaeh und 
so besehaffen sein, daB sie gleiehwohl die wesentliehen Merkmale des 
Verhaltens der Stoffe wiedergibt. Der elementare Teil des Lehrgebaudes, 
der unter dieser Besehrankung zur Ausbildung gelangte, und der eine 
vereinfaehte, aber dennoeh fiir viele Zweeke ausreiehende Auffassungs
weise ermoglicht, ist die teehnische Festigkeitslehre; von ihr 
handelt das vorliegende Bueh. 

Daneben gibt es, ohne daB iibrigens die Trennung eine vollkommen 
seharfe ware, einen zweiten, mehr theoretisehen Teil, der eine genauere 
Analyse auf breiterer mathematiseher Grundlage und unter Verwendung 
von allgemeineren, insbesondere in der mathematisehen Physik aus
gebildeten Methoden enthalt. Auch diese allgemeine "Theorie der festen 

1 Poschl, T.: Lehrbuch der Technischen Mechanik Bd. 1, 2. Auflage (ab
gekiirzt zitiert als TM I). Berlin: Julius Springer 1930. 



Uber die Einteilung der Festigkeitslehre. 3 

K6rper" ist in vielen ihrer Zweige fUr die Technik von groBer Be
deutung, da oft exaktere Ergebnisse gefordert werden, als sie die elemen
tare Theorie zu liefern vermag. Die Theorie der festen K6rper umfaBte 
fruher eigentlich nur die "mathematische Elastizitatstheorie" , die von 
einer bestimmten Annahme uber das VerhaIten der K6rper ausgeht 
und unter dieser Annahme fur viele, auch verwickeltere Fane exakte 
Schlusse uber die auftretenden Spannungen und Verformungen zu ziehen 
gestattet. 

Durch diese mathematische Elastizitatstheorie ist jedoch nur ein 
Teil der bei den festen K6rpern beobachteten Erscheinungen erfaBt, 
namlich die als elastisch bezeichneten, wofiir spater noch eine ge
nauere Erklarung gegeben wird; die Eigenschaft der Elastizitat ist nur 
bis zu bestimmten Belastungsgrenzen vorhanden, die bei gewissen Stoffen 
sehr niedrig liegen. Bei anderen Stoffen und bei gr6Beren Belastungen 
treten Erscheinungen von anderer Art auf, die auch andere Voraus
setzungen, als die der Elastizitatstheorie zugrunde liegenden, erforder
lich machen; und zwar sind es die Erscheinungen der bleibenden oder 
plastischen Formanderungen, des FlieBens, der Verfestigung 
und des Bruches, um die es sich hierbei handelt. DemgemaB ist zur 
Elastizitatstheorie eine Theorie des FlieBens (Plastizitatstheorie), 
eine Theorie der Verfestigung und eine Theorie des Bruches 
getreten; gerade in der letzten Zeit haben diese eine immer mehr zu
nehmende Bedeutung erIangt. - Eine moderne Darstellung der Festig
keitslehre muB auch diese neueren Zweige in ihre Untersuchungen 
einbeziehen. 

Trotz weitgehender Entwicklung reichen aber die mathematischen 
Methoden heute vielfach nicht mehr aus, um aIle auftretenden Fragen 
z. B. fur K6rper von verwickeIterer Form zu beantworten. Aus diesem 
Grunde sind daneben experimentelle Verfahren entwickelt worden, 
von denen (fur ebene Probleme) insbesondere die photoelastischen, 
ferner neuestens die durch R6ntgenstrahlen und die elektrischen 
Verfahren l u. a. zu nennen sind; sie gehen aIle darauf aus, die gr6Bten 
auftretenden Spannungen und Verzerrungen - die Spannungs- und 
Dehnungsspitzen - durch Messung und Beobachtung zu be
stimmen. 

Der Anlage des Buches entsprechend werden nur die einfachsten Betrach
tungen aus der eigentlichen Elastizitatstheorie und eine elementare, rein beschrei
bende Erklarung der V organge des FlieEens, der Verfestigung und des Bruches 
gegeben; beztiglich weiterer Ausftihrungen aus der Elastizitatstheorie fUr die zahl
reichen Sonderprobleme [genauere Theorie der Biegung und Verdrehung (Torsion) 
von Staben, die Berechnung von Scheiben, Platten, Turbinenschaufeln, Behaltern, 
Kugeln, Walzen, die elastische Stabilitat usw., sowie aller Aufgaben, bei denen 
die hier benutzten einfachen Ansatze nicht mehr ausreichen], der Plastizitatstheorie 
u. dgl. muE auf die Sonderschriften tiber diese Gegenstande verwiesen werden. 

4. Uber die Einteilung der Festigkeitslehre. Trotz der groBen Mannig
faItigkeit, in der uns die Bauwerkc und Maschinen mit ihren vielgestaltigen 
Formen und verschiedenartigen Belastungen entgegentreten, k6nnen 

1 Von Nettmann, Tatuo Ko bayasi, Sacerdote, Keinath u. J anowsky, 
auf der Umkehrung des G. Wiedemann-Effektes beruhend, u. a. 

1* 



4 Einleitung. 

doch bezuglich der Art, in der diese Belastungen auf die betrachteten 
Korper einwirken, oder - wie man auch sagt - fUr die "Beanspru
chung der Korper durch auBere Krafte" gewisse "typische Grundfor
men" herausgeschalt werden; aus ihnen lassen sich -wenigstens fur die 
elementare Betrachtungsweise - aIle anderen zusammensetzen. Diese 
"Grundformen der Beanspruchung" werden durch die Kennworte Zug 
und Druck, Biegung, Sch u b und Verdreh ung (Torsion) bezeichnet, 
deren Bedeutung sich, wie vieles in der Mechanik, an die Ausdrucks
weise des taglichen Lebens anschlieBt; der genauere Inhalt, der diesen 
Worten im folgenden gegeben wird, bedarf freilich noch besonderer 
Erklarungen. In der Praxis ist die Zuruckfuhrung auf diese Grundformen 
oft nur durch Anwendung weitgehender Vereinfachungen moglich. Die 
damit verbundene Unsicherheit muB durch andere Faktoren ausge
glichen werden, die aus den fortschreitenden Erkenntnissen und aus der 
Entwicklung der Technik geschopft werden und im Einzelfalle durch 
die besondere Erfahrung des Konstrukteurs bedingt sind. 

Als ein besonderes Gebiet ist das der "elastischen Stabilitat" zu be
trachten, die sich mit den Erscheinungen der Knickurig, Ki ppung, 
Einbeulung, Faltung u. dgl. befaBt. Diese Erscheinungen treten 
- um gleich hier das wichtigste Merkmal hervorzuheben - nur an sol
(Jhen Korpern zutage, bei denen wenigstens eine Abmessung gegen die 
ubrigen klein ist (Stabe, Platten, Schalen, Rohre usw.); der beson
deren Fragestellung entsprechen besondere Methoden, die zu ihrer 
Losung erforderlich sind. 

Neben dieser Gruppe von Aufgaben, die der Elastostatik an
gehoren, gibt es noch eine zweite, nicht weniger wichtige, die sich mit 
den Beanspruchungen der in Bewegung befindlichen Korper (genauer 
gesagt: der beschleunigt bewegten) befaBt und insbesondere darauf 
abzielt, die Spannungen und Formanderungen zu bestimmen, die 
durch Tragheitskrafte entstehen. Sie umfaBt auch die Lehre von 
den "elastischen Schwingungen" und wird Elastokinetik genannt. 

5. Geschichtliche Anmerkung. Nur die wichtigsten Namen und 
Daten seien hier genannt. Den Ausgangspunkt der mathematischen 
Elastizitatstheorie bildet das Hooke'sche Gesetz, 1676. Der "Span
nungsbegriff" und die "statischen Gleichungen" fUr das Korperelement 
gehen auf A. L. Ca uchy (1789-1857) zuruck, die "elastischen Gleichun
gen" fur isotrope Korper auf S. D. Poisson (1781-1840); grund
legende Arbeiten stammen von L. Euler (1707-1783). Von alteren 
:Forschern sind ferner hervorzuheben: in Deutschland G. Kirchhoff 
(1838-1907), F. Neumann (1798-1895), A. Clebsch (1833-1872), 
11. v. Helmholtz (1821-1894), A. Wohler (1819-1914), F. Gras
hof (1826-1893), C. v. Bach (1847-1931), J. Bauschinger (1834 
bis 1893); in Osterreich L.v.Tetmajer (1850-1905); in Frankreich 
H. Coulomb (1736-1806), L. Navier (1785-1836), B. E. P. Cla
peyron (1799-1864), B. de Saint-Venant (1797-1886), J. Bous
sinesq (1842-1929); in England Th. Young (1773-1829), G. Airy 
(1801-1892), J. Cl. Maxwell (1831-1879), Lord Kelvin (1824 bis 
1907); in Italien E. Betti (1823-1892), A. Castigliano (1847-1884). 
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FUr die Ausbildung der Methoden der Statik der Baukonstruktionen 
sind insbesondere zu nennen: O. Mohr (1835-1918), H. Miiller
Breslau (1851-1925), R. Land (zwischen 1860undI900), F. Engesser 
(1848-1931). 

An diese schlieBen sich die Reihen der neueren Forscher an, denen 
der heutige Stand der Theorie zu verdanken ist. 

I. Der Spannungszustand. 
6. Xufiere und innere Krafte. Definition der Spannung. Um zu einer 

VorsteHung des Begriffes der Spannung zu kommen, denke man sich 
einen Korper (Abb. I), der unter der Wirkung beliebiger auBerer Krafte 
steht, durch irgend einen Schnitt 8 - 8 in zwei Teile 1 und 2 zerlegt; zur 
HersteHung des Gleichgewichtes jedes 
Teiles werden iiber die Trennungsflachen 
verteilte Krafte Lf ~ eingefiihrt, die so be
schaffen sein miissen, daB sie zusammen 
mit den auBeren Kraften ~i' die auf 
den betrachteten Teil wirken, im Gleich
gewicht sind. Nach dem Satz von der 
Gleichheit von Wirkung und Gegenwir
kung ist die Summe der langs der Tren
nungsflache von Teil 1 auf 2 iibertrage
nen Krafte entgegengesetzt gleich der 
Summe der Krafte, die von Teil 2 auf 1 
iibertragen werden. Auf ein Flachen
element Lf F dieser Trennungsflache 8 - 8 

Abb.1. 

entfaHt dann eine Kraft LfI,13, die unter irgend einem Winkel gegen LfF 
geneigt sein kann und von der SteHung des Flachenelements LfF ab
hangt; die Kraft Lf~ wird daher als Vektor eingefiihrt. 

Ais Spannung \) auf das Flachenelement LfF wird der Grenzwert 

I \)= lim ~~ I 
AF-O 

(1) 

definiert. Die zu dem Flachenelement LfF gehorige Spannung \) ist 
demnach selbst ein Vektor. Man kann sagen, die Spannung ist die Kraft 
auf ein Flachenelement von der GroBe der Flacheneinheit, also etwa von 
I cm2 , das dieselbe SteHung wie LfF hat, unter der Annahme, daB langs 
dieses Flachenelements I cm2 die iibertragene Kraft gleichformig ver
teilt ist. 

Die Spannung hat die Dimension Kraft/Flache, in Zeichen 

(2) 

ihre Einheit im technischen MaBsystem ist I kg/cm2 und wird oft als 
"I at" bezeichnetund "eine neue Atmosphare" genannt. Manchmal wird 
die Spannung auch in t/m2 oder in kg/mm2 angegeben. 

1m Gegensatz zu den auBeren Kraften, d. s. die eingepragten 
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Krafte (Gewichte, Lasten, Federkrafte, Schneedruck, Winddruck u. dgl.) 
und die Auflagerkrafte, werden die Spannungen auch als inn ere 
Krafte bezeichnet; nach dem Gesagten k6nnen sie als die langs der 
Grenzflachen jedes Raumteilchens ubertragenen Krafte angesehen 
werden, die durch den physikalischen Zusammenhang des festen K6rpers 
bedingt sind und diesen herstellen. Durch die "Spannung" wird in der 
Technik die an einem Flachenelemente auftretende "Beanspruchung" 
bestimmt. 

Statt den betrachteten K6rper durch einen Schnitt in zwei getrennte 
Teile zu zerlegen, kann man auch einen beliebigen im Innern liegenden 
Teil Ie (oder k' am Rande) des K6rpers (in Abb. 1 schraffiert) be
trachten und die Bedingungen fur dessen Gleichgewicht untersuchen. 
Aus ahnlichen Erwagungen wie zuvor wird man zu der Vorstellung 
gedrangt, daB jeder solche Teil durch Krafte im Gleichgewicht erhalten 
wird, die ihren Sitz in den Begrenzungsflachen des Teilchens haben, 
oder wie man sagt, in diesen Flachen "angreifen", also innere Krafte 
sind. Der Gedanke, der zur Bestimmung der inneren Krafte - der 
Spannungen - fiihrt, besteht nach dem Gesagten darin, daB man sie 
fiir den betrachteten Teil als auBere auffaBt und zugleich mit den 
eingepragten Kraften auf den Teil einwirken laBt; auf die so erhal
tene Kraftegruppe hat man die aus der Statik der starren K6rper be
kannten Gleichgewichtsbedingungen anzuwenden. Bevor dies wirklich 
ausgefiihrt werden kann, mussen noch einige andere Begriffe, die mit 
dem Spannungsbegriff zusammenhangen, erklart werden. 

7. Normal- und Schubspannungen. Die Spannung tl, die dem 
Flachenelemente LlF durch die Gl. (1) zugeordnet ist, wird zweckmaBig 
(Abb.2) in zwei Komponenten zerlegt: in die Normalspannung ii 

vom Betrage G, in Richtung der Normalen (n) zu 
LlF gelegen, und in die Schubspannung oder 
Tangentialspannung T vom Betrage 7:, in 
der Ebene von LlF selbst wirkend. Die Normal
spannung wird als Zugspannung bezeichnet, 
wenn sie auf eine Ausdehnung der an LlF 

Abb. 2. grenzenden Teilchen hinarbeitet und die langs 
LI F benachbarten K6rperelemente zu trennen 

sucht; sie wird dann durch einen nach auBen gerichteten Vektor dar
gestellt. 1m Gegenfalle wird sie als Druckspannung bezeichnet. 
Zugspannungen werden demnach als positiv, Druckspan
nungen als negativ eingefuhrt. Die Schubspannung :r verlangt 
zu ihrer Festlegung in der durch LlF laufenden Ebene zwei Kom
ponenten, die dann zusammen mit der Normalspannung ii die drei 
Komponenten des Vektors tl (im Raum!) darstellen. 

1m ubrigen gilt fur die Spannungen (wie fiir die Krafte) das Gesetz 
der Wechselwirkung; d. h. die Spannung tl, die auf 1 cm2 der Oberflache 
des K6rpers k wirkt, ist entgegengesetzt gleich der Spannung, die langs 
derselben Flache von k auf den umgebenden K6rper ubertragen wird. 

Den in 6 eingefiihrten Spannungsbegriff kann man sich fiir den 
Fall der einfachen Zugbeanspruchung nach Abb. 3 in besonders ein-
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facher Weise klarmachen. Man denke sich einen zylindrischen Stab, 
der den Zugkraften \¥, -- $ unterworfen ist, in der Querrichtung langs 
s-s durchschnitten; wenn man eine gleichformige Verteilung iiber 
den Querschnitt annehmen kann, dann s 

ist die GroBe der Normalspannung ~ ii: 

(Zugspannung) gegeben durch die G1.! . 

1 a ~ P/F ·1 (3) .oU @=:L~ _~~ 
Die auf die Flachenelemente des ! g a ! 

Querschnittes wirkenden Zugspannun
gen setzen sich fiir jeden Tell des 
Korpers zu einer Kraft zusammen, die 
offenbar jedesmal mit der zugehorigen 
wichte ist. 

Abb.3. 

Belastung $ im Gleichge-

Dies ist ubrigens auch das einfachste Beispiel fur eine "statisch-bestimmte" 
Aufgabe, da unter der Annahme einer gleichformigen Verteilung, die hier schon 
in einiger Entfernung von den Stabenden recht genau 
zutrifft (eine Aussage, die in der Festigkeitslehre als 
das "Prinzip von Saint-Venant" bekannt ist), die 
GroBe der Spannung unmittelbar angegeben werden 
kann, ohne daB auf die Formanderung eingegangen 
werden muBte. 

Wenn man in ahnlicher Weise, wie dies hier fur 
die Zugbeanspruchung geschehen ist, eine einfache Be
anspruchung auf Schu b angeben wollte, so konnte man 
an die Belastung eines stabformigen Korpers durch 
zwei quer zu diesem wirkende Krafte 0, - 0 nach 
Abb. 4 denken. Man konnte zwar auch hier den Stab 
langs 8-8 zerschnitten annehmen und eine "mittlere" 
Schubspannung T so berechnen, daB sie, uber den Quer
schnitt F gleichformig verteilt, fur jeden Teil mit dem 
zugehorigen 0 im Gleichgewicht ware, also die G1. 
ansetzen 

T=QJF. (4) 

s 

~~ __ -+_~+-____ J 

-0. 

Abb.4. 

Der so gefundene Wert hatte jedoch lediglich die Bedeutung eines "Mittelwertes"; 
wie spater naher erklart wird, kann eine gleichmaBige Verteilung der Schubspan
nungen iiber den Querschnitt fur eine derartige Belastung nicht eintreten. 

8. Der lineare (einachsige) Spannungszustand. Urn den Spannungs
zustand in allen Ebenen s-s eines auf Zug beanspruchten Stabes 
zu iiberblicken, denken wir uns zunachst die in jedem schiefen Schnitt 
8-~ (Abb. 5a) wirkende Spannung l' in ihre Normal- und Schub
komponente iT und :r zerlegt. Wir bezeichnen die Spannung im senk
rechten Schnitt S-8' mit PIF = (J", = (Jl und beachten, daB in diesem 
FaIle die Spannung l' auf die geneigte Schnittflache dieselbe Richtung 
haben muB wie (J",. Da die schiefe Flache 8-8, auf die l' wirkt, die 
GroBe F Icos gJ hat, so folgt aus der Gleichgewichtsbedingung fiir das 
schraffierte Prisma in Richtung der Stabachse unmittelbar die G1. 
(J",F = pFlcos gJ, oder 

p = (J", cos gJ • (5) 

Die Zerlegung von l'liefert dann unmittelbar die Normalspannung (J 
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und die Schubspannung 7:. Um die Schubspannung hinsichtlich ihres 
Vorzeichens eindeutig festzulegen, ist notig, auch in der Schnittebene 
eine positive Richtung (oder wenn notig deren zwei) anzunehmen. 
Wir wlihlen den Umlaufsinn, in dem ffJ gezahlt wird, auch als posi. 
tiven Umlaufsinn fiir das schraffierte Teilchen; und zwar wahlen 
wirals positiv den Gegensinn des Uhrzeigers. In Abb. 5a kommtdemnach 
die Schubspannung entgegengesetzt zu diesem positiven Sinn, also ne
gativ heraus. Wir erhalten daher durch Zerlegung von .\:l die beiden Gin. 

CI = pcos ffJ = CI", cos2 ffJ, 

7: = - p sin ffJ = - CI", cos ffJ sin ffJ • 
(6) 

In allen Querschnitten (auBer fiir ffJ = 0 und fiir ffJ = 1/;/2) treten da
her Normal- und Schubspannungen auf. Aus den Gin. (6) folgt umge
kehrt wieder 

a 

-h) 

1;' b 

1;'fJ1/7Y=-?

hIo----- 03;=Of 
1----- fT-t---1J'1 J1 

To'" 
Abb. 5a und b. 

(7) 

Um eine einfache zeichnerische Darstellung fiir die den verschiedenen 
Schnittrichtungen zugehorigen Spannungen zu erhalten, die auch eine 
Verallgemeinerung auf mehrachsige Spannungszustande zulaBt, tragt 
man in einem CI-7:-Achsensystem (Abb. 5b) die Werte von CI und 7:, die zu 
einem bestimmten ffJ gehoren, als Koordinaten eines "Bildpunktes" 8 
auf. Den moglichen Werten von ffJ entspricht dann als Ort der Punkte 
8 ein Kreis, dessen G1. man dadurch erhalt, daB man ffJ aus den beiden 
Gin. (6) eliminiert; hierzu fiihrt man statt ffJ den doppelten Winkel 2 ffJ 
ein, schreibt also 

1+cos2cp 
CI = CI", 2 ' 

und findet durch Elimination von ffJ 

sin 2 cp 
7:=-Cl"'-2- (6') 

(8) 

Diesen Kreis nennt man derrMohrschen Spannungskreis (Abb. 5b) 
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fiir den betrachteten einachsigen Spannungszustand. Die Spannungs
werte (1, T, die fiir aIle Werte von qJ - also fiir die samtlichen 
Schnittebenen - iiberhaupt auftreten konnen, sind durch 
die Abszissen und Ordinaten des Punktes S auf dem Um
fange des Spannungskreises gegeben. 

Aus den GIn. (6') folgt weiter 
T 

tg 2 qJ = - /2 . (9) 
(J - (J~ 

Wenn in Abb. 5b der Punkt S die Koordinaten 0', T hat, so ist -9:: 81M 8 
= 2 qJ und -9:: 8108 = qJ; aus der Lage des Punktes S auf dem Span
nungskreis ist daher auch umgekehrt der Winkel qJ der Schnittebene 
zu entnehmen, in der die Spannung .\:J mit den Komponenten 0', T wirkt. 

Um eine eindeutige Zuordnung der Schnittebenen zu den Punkten 
des Spannungskreises zu erhalten, ist dabei nach folgender Regel zu 
verfahren (die auch fiir die Abb. 7 und 8 Geltung hat). 1m Lageplan 
(Abb. 5a) wird dei-Winkel qJ von der Ebene der gegebenen Span
nung aus (hier 0'"" auf die senkrechte Ebene wirkend) im Gegensinn 
des Uhrzeigers positiv gezahlt; Normalspannungen werden positiv 
und als Zugspannungen bezeichnet, wenn sie nach der auBeren Nor
malen des zugehorigen Flachenelementes wirken; und Schubspannungen 
werden positiv gezahlt, wenn sie in dem Sinne wirken, der im Lageplan 

"fiir qJ festgesetzt wurde. 1m Spannungskreis ist dagegen als positiver 
Sinn der Uhrzeigersinn zu nehmen. 

1m iibrigen ist zu beachten, daB es im Wesen der beirn Mohrschen Kreis auf
tretenden "Abbildung" liegt, die Schubspannungen nur ihrem Betrage nach 
(d. h. immer positiv) aufzutragen; dann konnte auch der Winkel 2 rp irn selben 
Sinne positiv gerechnet werden wie im Lageplan. Nur wenn man (was beim ein
und zweiachsigen Spannungszustand noch moglich ist) auch das Vorzeichen der 
Schubspannungen zur Darstellung bringen will, ist man zu Festsetzungen von der 
angegebenen Art genotigt. 

SchlieBlich erkennt man auch aus der Abb. 5b oder aus G1. (6), daB 
die groBten Werte, die die Schubspannung T annehmen kann, die GroBe 
haben: 

(10) 

und daB deren Ebenen den Winkeln 2 qJ = ± n/2, also qJ = ± n/4 
entsprechen. Die groBten Schubspannungen treten daher in Ebenen 
auf, die um ± n/4 gegen die Stabachse geneigt sind. 

Einen Spannungszustand von der hier betrachteten Art, bei dem 
die Spannungen iiber einen endlichen Querschnitt dieselben sind, 
bezeichnen wir als homogen. 1m allgemeinen andern sich die Span
nungen von Ort zu Ort, sind also Funktionen des Ortes, und die ange
stellte Betrachtung gilt dann nur fiir einen kleinen Teil des Korpers, 
fiir ein "Korperelement". Das gleiche trifft auch fiir die in den folgenden 
Abschnitten zu besprechenden zwei- und dreidimensionalen Spannungs
zustande zu. 

DaB die groBten Schubspannungen unter ± n/4 gegen die Kraftrichtung auf
treten, macht sich dadurch bemerkbar, daB gewisse Stoffe (Gesteine) beirn Druck
versuch Bruchflachen ergeben, die angenahert unter ± n/4 gegen die Kraftrichtung 
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geneigt sind. Der Bruch tritt dann dadurch ein, daB das Material den langs dieser 
Flachen auftretenden Schubkraften nicht standzuhalten vermag. Auch die manch· 
mal beobachtete Abweichung der Neigung der tatsachlich auftretenden Bruch
flachen gegen den Wert ± n/4laBt sich (nach Coulomb) durch Einfiihrung einer 
Reibungskraft langs der Bruchflachen theoretisch begriinden. 

9. Der ebene (zweiachsige) Spannungszustand. Nach den bisherigen 
Darlegungen kann von einer Spannung nur in Verbindung mit dem 
zugehorigen Flachenelement gesprochen werden. Die Gesamtheit 
der Spannungen auf aIle Flachenelemente, die durch einen 
Punkt moglich sind, bezeichnet man als den Spannungszustand 
in dies em Punkte. Zunachst erhebt sich die Frage, wieviele Be
stimmungsstucke vorgegeben werden mussen, um die Spannungen in 
allen Flachenelementen durch einen Punkt zu ermitteln. Wir beant
worten diese Frage vorerst fiir den ebenen Spannungszustand, 

der dadurch ausgezeichnet ist, daB aIle 
Spannungsvektoren in einer Ebene liegen; 
wir machen diese zur Zeichenebene und be
trachten nur die Spannungen auf jene 
Flachenelemente, die auf der Zeichenebene 
senkrecht stehen. 

Ein solcher ebener Spannungszustand kann 
(angenahert) als vorhanden angesehen werden in 
diinnen Blechen oder Scheiben, die nur Kraften in 
ihrer eigenen Ebene unterworfen sind, oder in be
liebig ausgedehnten prismatischen oder zylindri
schen Korpern, in denen aHe Spannungen in Rich
tung der Erzeugenden unveranderlich sind, fiir 
aHe Ebenen senkrecht zu der Erzeugenden mit-

Abb. 6. hin der gleiche zweiachsige Spannungszustand vor
handen ist. 

Fiir jeden beliebigen (auch dreiachsigen) Spannungszustand gilt der 
folgende fundamentale Satz: In je zwei zueinander senkrechten 
Ebenen sind die Komponenten der Schubspannungen, die 
zur Schnittlinie dieser Ebenen senkrecht stehen, einander 
gleich, und zwar sind beide entweder zur Kante hin oder 
von dieser weg gerichtet. 

Zum Beweise dieses Satzes dient der Momentensatz. Wir betrachten 
ein Teilchen in Form eines rechtwinkeligen Quaders mit den Seiten 
.1 x,.1 y,.1 z (Abb. 6), die nach den X-, y-, z-Richtungen eines recht
winkeligen Achsenkreuzes gerichtet sind. Jede Komponente der auf 
die Seitenflachen dieses Quaders wirkenden Schubspannungen wird 
passend durch zwei Zeiger bezeichnet, von denen der erste die Rich
tung der Normalen des Flachenelementes, auf das sie wirkt, und der 
zweite die Richtung der Schubspannung selbst angibt. Z. B. bedeutet 
T"'lI die Schubspannung in Richtung der y-Achse auf ein Flachenelement, 
dessen Normale die + x-Richtung hat .. 

Die Schubspannungen auf gegenuberliegende Flachen des Quaders 
werden im aIlgemeinen voneinander verschieden sein; fiir die folgende 
Betrachtung kann aber (wegen der Kleinheit des betrachteten Quaders) 
von dieser Verschiedenheit zunachst abgesehen werden, so daB wir 
die in Abb. 6 dargesteIlte Anordnung erhalten. 
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In diese Abbildung sind nur die Schubspannungen eingetragen, die 
parallel zur x-y-Ebene liegen und um die z-Achse Drehmomente er
geben; die Bedingung, daB fiir Gleichgewicht die Summe der Momente 
um jede Achse des Raumes, also auch fiir die z-Achse verschwinden 
muB, liefert dann unmittelbar die Gl. 

1""'IILlxLlz·LlY=1"II"'LlyLlz.Llx, also 11""'11=1"11"'./ (11) 

Da die betrachteten Ebenen in keiner Weise vor anderen ausgezeichnet 
sind, ist hierdurch der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Dies vorausgesetzt denken wir uns den e benen Spannungszustand 
nach Abb.7a durch die drei SpannungsgroBen a""all , 1""'11 =1"11'" fiir 
zwei zueinander senkrechte Ebenen gekennzeichnet. Wir setzen diese 

a 

Abb. 7 a und b. 

SpannungsgroBen in die Form eines gegen die Diagonale symmetrischen 
Schemas 

( a"" 7:"'11) 
7:11 ", , all 

und bezeichnen die Gesamtheit dieser vier GroBen als ebenen Span
nungstensor und die einzelnen Glieder als dessen Komponenten. 

Wir konnen nun leicht zeigen, daB durch diese drei GroBen a"" 
all' 7:",'11 die Spannungen a, 1" fiir jede andere, etwa unter dem Winkel p 
gegen die y-Achse geneigte Ebene ausgedriickt werden konnen. Hierbei 
moge die in 8 getroffene Festsetzung iiber die Wahl des positiven Sinnes 
fiir p und fiir die Normal- und Schubspannungen gelten. Wir erhalten 
dann das in Abb. 7 a eingetragene Spannungsbild, wobei zu beachten ist, 
daB die Schubspannung 7:'11'" auf die "Flache" OA negativ erscheint, 
was auch bei der Darstellung des Spannungszustandes durch den Mohr
schen Spannungskreis zur Geltung kommen wird . 

.!hnlich wie friiher (in Abb.5a) betrachten wir das kleine Prisma 
ABO, bei demjetzt die GroBe der schragen "Flache" AB = LlF und da
her BO = LlF cos p, OA = LlF sin p ist, und setzen jetzt die Gleich-
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gewichtsbedingungen unmittelbar fiir die Richtungen (+ a) und (+ <) 
an. Nach Streichung des Faktors LJF erhalt man 

a = am cos2 P + a ysin2 p + 2<mysinpcosp, } 

< = - (aa: - ay) sin P cos P + <my (cos2 P - sin2 p), 

oder (durch Einfiihrung des doppelten Winkels 2 p) 

a~ + a. + am - a. 2 + . 2 a = --2- --2- cos P <my sm P, 

<= a~ -a • . 2 + 2 - --2-sm P <my cos p. 
(12) 

Durch Elimination von P findet man die Gleichung des "Mohrschen 
Spannungskreises" in der Form 

1 
( - aa: + a.)2 I 2 = (aa; - ao )2 + 2 1 a 2 T < 2 <mil· (l3) 

Die Werte, die a und < annehmen konnen, sind demnach auch hier auf 
die Punkte des Umfanges eines Kreises beschrankt, dessen Lage in 
Abb. 7b eingetragen ist. 

10. Hauptspannungen. Wir fragen nunmehr, unter welchen Winkeln P 
extreme (d. h. groBte und kleinste) Werte der Normalspannungell a 
auftreten. Diese Winkel sind offenbar gegeben durch die Bedingung 

da 2 [ aa; - a. . 2 + 2 ] 0 dqJ = - -2- SIn p. <my cos P = . 

Bezeichnen wir einen Wert von P, der dieser G1. geniigt, mit Po' so fin
det man fiir diesen 

t 2 _ 2T.,.. ·1 g Po - a.,-a. ' (14) 

2 Po tritt in der Abb. 7b unmittelbar auf. Man erkennt weiter: wenn 
Po dieser G1. geniigt, dann geniigt ihr auch Po + n/2, well tg (2 Po + n) 
= tg 2 Po ist. Es gibt daher zwei zueinander senkrechte Ebenen, in 
denen die Normalspannungen ilire extremen Werte annehmen. Aus den 
Gin. (12) erkennt man gleichzeitig, daB fiir diese Ebenen 7: = 0 ist. Man 
nennt sie die Hauptspannungsebenen und stellt somit fest, daB sie 
aufeinander senkrecht stehen und frei von Schubspannungen sind. Die 
GroBen der Hauptspannungen al,a2 sind dann gegeben durch die 
extremen a-Werte; sie sind aus Abb. 7b unmittelbar abzulesen in der 
Form 

1 
=a.,+a"±1/(aa;-av)2+ 2 1 a1,2 2 r 2 7:my . (15) 

Man konnte die Hauptspannungen auch umgekehrt aus der Bedin
gung ermitteIn, daB die Spannungsvektoren auf den zugehOrigen Ebe
nen senkrecht stehen, fUr sie also < = 0 ist (siehe Beispiel 3). 
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Die Hauptspannungen aI' a2 gehoren zu Spannungsebenen, deren Normalen 
mit der x-Aohse die Winkel qJo bzw. qJo + n/2 einsohlieBen. Um diese Zuordnung 
-eindeutig zu maohen, hat man zu beaohten, daB duroh den Wert von tg2 qJo naoh 
Gl. (14) der Winkel 2 qJo nooh nioht eindeutig festgelegt ist. Reohnet man aber aus 
Gl. (14) sin 2qJo und oos 2qJo, so erhiilt man 

. ..y 2 (ax - a.)/2 
SIn 2 qJo = ---==c=c--::-~_~, oos qJo = -~~=.~=~ 

± f(ax -a.)2/4 + •. ~y ± f(a. -a.)2/4 + .~y 
und die Zuordnung hat dann so zu erfolgen, daB der Spannung a l das positive und 
der Spannung a2 das negative Vorzeiohen der Quadratwurzel in diesen Ausdruoken 
:zugehort. Bei positiven Werten von ••• unda. - ay liegt daher die Richtung vonal 

im ersten, die von (12 im zweiten Quadranten. 

a b 

Abb. Sa und b. 

Ebenso findet man jene Winkel CPI' unter denen extreme Werte der 
Schubspannungen auftreten, durch die Bedingung 

d. 2[ ax-a. 2 . 2 ] dqJ = ---2-- cos cP - Txll sm cP = 0, 

also durch 

I 2 ax-a. I tg CPI= -~- . (16) 

.Es ist daher tg 2 CPo tg 2 CPI = - I und 
~-------

2 CPI = 2 CPo ± n/2 oder I CPl = cpo ± n/4. I (17) 

Es gibt also auch zwei Richtungen, in denen die extremen Werte (Tmax) 
der Schubspannungen auftreten, und diese halbieren die Winkel zwi
schen den Hauptspannungen. Die gr6Bten Schubspannungen sind ein
.ander gleich und gleich dem Halbmesser des Spannungskreises; wie 
man am einfachsten unmittelbar aus der Abb. 7b entnimmt, ist 

I - ± 1 IM(ax - ay )2 2 I Tmax -- V \--2-- + TXY • (IS) 

\Venn das Ebenenpaar, von dem man ausgeht, die Ebenen der Haupt
:spannungen aI' a 2 selbst sind, Abb.8, so vereinfachen sich die Aus
.drucke fUr die Spannungen a, T in einer beliebigen Ebene. Man hat dann 
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einfach in den GIn. (12) ax durch aI' a y durch a 2 , TXY durch 0 zu erset.zen 
und erhiilt. 

(19) 
T= 

Die Gl. des Spannungskreises nimmt in diesem FaIle die einfachere 
Form an 

(20) 

Die groBten Schubspannungen liegen in den Ebenen unt.er ± ';7;/4 gegen 
die Hauptspannungen und haben den Betrag l 

_I a1 -a2; I ' I I Tmax - i ~-2~ i • (21) 

Um bei gegebenen Haupt.spannungen aI' a2 den Spannungskreis 
zu zeichnen, trage man nach Abb. Sb diese Hauptspannungen von 0 
aus auf der a-Achse auf und schlage durch ihre Endpunkte den Kreis 
mit dem Mittelpunkt. M auf der Achse. Fur jeden Punkt A mit den 
Koordinaten a, T ist. dann <faiM S = 2 rp, die doppelte Neigung del' 
zu den Spannungen a, T gehorigen Ebene gegen die Hauptspannungen. 

Beziiglich des Zusammenhanges der Abb. 8b mit Abb. 7 beachte man, daB 
fiir T x. = 0 unmittelbar 2 'Po = 0 folgt. Dadurch ist auch Abb. 5 b als Sonderfall 
in diese Betrachtung eingereiht. 

11. Anwendungen. Beispiel 1. Es sei 8 in Abb. 7b ein beliebiger Punkt 
des Spannungskreises mit den Koordinaten a, T, und 8 0 , 81f jene Punkte dieses 
Kreises, die den gegebenen Ebenen G B und G A zugehoren. Zeige, daB 
<r. 8 0 M 8 = 2'P ist, d. i. das Doppelte der Neigung der Ebene A B gegen die 
y-Achse (oder ihrer Normalen gegen die x-Achse). 

Zunachst erkennt man aus G1. (14) und aus Abb. 7b, daB <r. 2 'Po = -< 80 M 8 1 , 

also ist 

2Tx ', T tg 2 'Po = ~~-- und tg 2 lP = ... . .. - .----. . 
ax - a. a - (ax + a.)/2 

- t(ax + av) tg 2 'P + Txy 
---- ----~ 

~ach einigen leichten Umformungen erhalt man mit diesen Ausdriicken 

tg 2 'Po - tg 2 lP t{f 2 'P also 2 'P = 2 'Po - 2 lP = <r.: 8 0 frI 8 . 
1 + tg 2 'Po tg 2 lP = '" , 

Beispiel 2. Zeichne den Spannungskreis a) fiir reinen Zug aI' b) fiir reinen 
Druck a2 (negativ!), c) fiir reinen Schub To, d) fiir hydrostatischen Druck p. Die 
Losung ist in Abb. 9 gegeben. - Beachte die Zahlung des Winkels 2'P in den ein
zelnen Fallen gemaB den oben angegebenen Festsetzungen! 

Beispiel 3. Zeige, daB die Hauptspannungen beim ebenen Spannungszustand 
durch die Bedingung erhalten werden konnen, daB der Spannungsvektor auf dem 
zugehorigen Flachenelement senkrecht steht, d. h. in die Richtung der N'ormalen 
zu dem Flachenelement fiillt. 

WIT betrachten hierzu in Abb. 7 a die Komponenten Pre, PlI der auf die Seiten-

1 Durch I a I wird der "Betrag" der GroBe a bezeichnet. 
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flache L1F wirkenden Spannung 1:1 nach den x- und y-Richtungen; aus den Be
dingungen des GIeichgewichts fur diese beiden Richtungen erhalt man die GIn. 

pz = Uz cOS!p + Toz s~n !p , } 

Po = T.~ cos!p + U. Sln!p. 

SolI die Spannung 1:1 in die Richtung der Flachennormalen fallen, so muB sie mit 
der x-Richtung den Winkel 'P einschlieBen; bezeichnen wir eine der Hauptspan
nungen mit u, so mussen daher die GIn. bestehen 

pz = U cos 'P = Uz COS'P + T~z sin 'P } 
oder 

P. = u sin 'P = Tz. cos 'P + u. sin 'P 

T areiner ZUf! b reiner /JrucK 7: 

'!:) t+% 
creiner7: 

(u x - u) cos 'P + T.xs~n 'P = O,} 
Tx.COS'P + (u. - u) sm 'P = O. 

d 7: hyo'rosiot. 
Sponnun!!szu

slono' 

(J" 

o 
(zweillcilsig) (rlreillcilslg) 

Abb.9. 

Da cos'P und sin'P nicht beide gleichzeitig verschwinden konnen, so liefert die 
Elimination von 'P unmittelbar die folgende GI., die durch das Nullsetzen der 
Determinante des letzten Gleichungssystems gewomien wird, 

juz-u, T yz I 
I = u2 - (uz + u.) u + UzU. - T:;'g = o. 
jTxy , (Iy-a 

(22) 

Lost man diese nach u auf, so erhalt man wieder die in GI. (15) gefundenen Werte. 

a B b 

.;!~ 
~~ ~T~----~~~~~---------

\ \ 
Abb. lOa und b. 

Beispiel 4. Zweite Form des Spannungskreises. Die Ausdrucke, die zur 
Ermittlung der GroBen und der Lage der Hauptspannungen aus gegebenen Werten 
von uz , u., Ta:g dienen, insb. die GIn. (14) und (15), konnen noch in anderer Weise 
mitteIs eines Kreises dargestellt werden, die gIeichfalIs von O. Mohr herriihrt; 
dieser Kreis wird jedoch oft als Landscher Kreis bezeichnet, wegen der vielfachen 
sonstigen Anwendungen, die R. Land davon gemacht hat. 
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Man trage in Abb. lOa OA = O'z, AB = O'y und AT = .Zy (d. i. die zu O'a: ge
hOrige, hier positive Schubspannung) auf, verbinde T mit dem Mittelpunkt des 
liber 0 B als Durchmesser gesohlagenen Kreises und 0 mit den Sohnittpunkten 
I, II jener Linie mit dem Kreise. Dann ist T I = 0'1' T II = 0'2; und 0 I, 0 II 
stellen die Riohtungen der beiden Hauptspannungen dar. 

Da OM = (O'z + 0'.)/2, M A = (O'z - 0'.)/2, sofolgtunmittelbarausder Abb. lOa 

AMT AT ·xv AO 
tg 4:: = =- = ( )/2 = tg 2 ~o ,4:: II = ~o ; MA O'x-O'. 

ferner ist 

MT=VMA2+AT2=1'(O'z-0'.)2/4+.;'y, daher IT=O'u TII=0'2. 

Die Hauptspannungsebenen liegen senkreoht zu den Riohtungen von 0'1 und 0'2. 
Wenn O'x und 0'. versohiedene Vorzeiohen haben, also wenn etwa O'a: eine Zug

spannung und 0'. eine Druckspannung ist, so ist die Konstruktion gleichfalls ohne 
weiteres anwendbar und nimmt die in Abb. lOb angegebene Form an. [Diese Er
weiterung wurde von K. Klotter angegeben. Ing.-Arch. Ed. 4 (1933).] 

12. Hauptspannungslinien und Schubspannungslinien. Wenn man in 
jedem Punkte einer Ebene, die zu einem zweiachsigen Spannungszustand 
in einem Korper parallel ist, die Richtungen der Hauptspannungen 
durch zwei kurze, aufeinander senkrecht stehende Striche eintragt, so 
erhaIt man ein "Richtungsfeld"; in dieses konnen dann Kurven so ein
gebettet werden, daB sie in jedem ihrer Punkte ein "Linienelement" des 
Richtungsfeldes bertihren. Ftir das gegebene Spannungsfeld erhalt man 
so die Hauptspannungslinien, oft auch Spannungstrajektorien 
genannt, die ein Bild tiber die Richtungen der groBten und kleinsten 
Spannungen tiber den ganzen betrachteten Bereich ergeben und eine 
zweifache Schar orthogonaler Kurven darstellen. 

Die Spannungstrajektorien stellen eine Verallgemeinerung zu den "Kraft
linien" eines elektrischen oder magnetischen Feldes dar, deren Tangenten in jedem 
Punkte die Richtung der elektrischen oder magnetischen Kraft angeben. Ein Un
terschied liegt aber darin, daB bei den elektrischen und magnetischen Feldern durch 
jeden Punkt nur eine Kurve geht, wahrend bei den "Spannungsfeldern" (ent
sprechend dem Tensorcharakter des Spannungszustandes) durch jeden Punkt 
zwei Hauptspannungslinien hindurchlaufen. - Eei Eisenbetonbalken wird oft ver
langt, die Eisenstabe so einzulegen, daB sie dem Verlauf der Hauptspannungslinien 
folgen. 

Urn die GIn. der HauptspannungsIinien zu erhalten, hat man a"" 
ay , 7:XY als bekannte Funktionen der Koordinaten x, y anzusehen und 
die Gl. (14) zu bentitzen; man setzt dann tg CPo = y' und erhaIt 

2 - 2 tg ~o _ 2 y' 2.xv 
tg CPo = 1 t 2 = 1~ - g ~o -y O'z-O'. 

Diese Gl. gibt, nach y' aufgelost, die "Differentialgleichung der Haupt
spannungslinien" in der Form 

,------------------, 

1 y'2 + O'x - O'y y' - 1 = 0.1 ·z. (23) 

Sie ist in y' quadratisch, und dies bedeutet gerade, daB durch jeden 
Punkt (x, y) zwei Kurven hindurchgehen; da iiberdies das konstante 
Glied - 1 ist, stehen diese Kurven in jedem Punkte aufeinander 
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senkrecht. Die endlichen Gleichungen der Hauptspannungslinien er
halt man durch Integration, und diese kann, wenn sie in strenger Form 
nicht m6glich ist, stets angenahert ausgefillirt werden. 

Um auch die GriiBen der Spannungen darzustellen, miiBte man fiir jede 
Spannungslinie einen "Hauptspannungsplan" anlegen, indem man von einem festen 
Punkt aus die Spannungen als Vektoren auftragt und die Endpunkte jener Vek
toren miteinander verbindet, die zu den Punkten dieser Spannungslinie gehiiren; 
zu jeder Spannungslinie gehiirt dann eine Linie im Spannungsplan. 

AuJ3er den Hauptspannungslinien sind manchmal auch die Schub
spannungslinien von Interesse; diese sind dadurch definiert, daJ3 sie 
in jedem ihrer Punkte den Richtungen der gr6J3ten Schubspannungen 
folgen; sie bilden ebenfalls eine zweifach-unendliche Kurvenschar. Wie 
frillier schon gezeigt, halbieren die durch jeden Punkt gehenden Kurven 
die Winkel der Hauptspannungen. 

Da nach G1. (16) die Richtungen der Schubspannungslinien (mit 
tg CPl = Y ~) durch den Ausdruck gegeben sind 

t 2 = 2tgrpl = 3-.L __ a~-ay 
g CPl-I-tg2 rpl-l-yi2 - 2T~v' 

so lautet die "Differentialgleichung der Schubspannungslinien" 

I 12 4T~y 1 1 0 I j Yl -a~Yl- = . (24) 

Beispiel 5. Hauptspannungslinien und Schubspannungslinien fiir 
einen Balken auf zwei Stiitzen, der in der Mitte durch eine Einzel
kraft $ belastet ist. Wenn der Balken einen rechteckigen Querschnitt mit der 
Hiihe 2 h hat, so ist die Spannungsverteilung, wie spater gezeigt werden wird, 
gekennzeichnet durch die GIn. 

a~ = a x y , ay = 0 , 

(Darin bedeutet a = P/2J und J das Tragheitsmoment des Balkenquerschnitts um 
die Querachse durch den Schwerpunkt). Die Differentialgleichung der Hauptspan
nungslinien lautet daher 

oder 

t 2 =~_ 2T~v _h2_y2 
g rpo - 1 - y'2 - a~ - ay - x y , 

, 

(25) 

Das Integral dieser Differentialgleichung ist nicht bekannt. In der Abb.ll a ist 
das Ergebnis der angenaherten Integration dargestellt, wobei fiir die Ermittlung 
der Richtungen der Hauptspannungen in jedem Punkte mit Vorteil der Mohrsche 
Spannungskreis dienen kann. 

Zur Erlauterung der Ausdriicke fiir a~ und T~y sei folgendes bemerkt: Die Ver
teilung der Schubspannungen ist fiir aIle Querschnitte jeder Tragerhalfte die gleiche 
(weil die Querkraft die gleiche ist) und wird durch eine Parabel dargestellt (64); die 
Normalspannungen nehmen vom Auflager gegen die Mitte proportional mit x und 
von der Mittelachse (Nullachse) gegen die waagrechten Rander proportional mit 
± y zu. In der Mittelachse selbst sind die Normalspannungen null und nur Schub
spannungen vorhanden; daher laufen [nach GI. (25)] die Hauptspannungslinien 

Posch), Mechanik II. 2 
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dort unter ± 'JT,j4 durch. Die waagrechten Rander sind Hauptspannungslinien, 
weil in ihnen die Schubspannungen verschwinden, der linke Rand ist aber keine 

Hauptspannungslinie, weil in 
---------l\ll ihm Schubspannungen wirken. 

Die Ecken, in denen die Ran
der senkrecht aneinander sto
Ben, sind "singulare Punkte", 
in denen die Eigenschaft des 
Senkrechtstehens der Haupt
spannungslinien aufgehoben ist. 

Man beachte noch, daB die 
obigen GIn. fiir G~ und .~V 
streng genommen nicht der 
Stiitzung in den zwei Auf
lagerpunkten .A und B und 
auch nicht einer Belastung 
durch eine Einzelkraft $ ent
sprechen. Die Belastung und 
die Stiitzungen sind viebnehr 
durch die Summen der Schub
spannungen dargestellt, die im 
Mittelquerschnitt und an den 

"'! Endquerschnitten auftreten. In 

1 z einiger Entfernung von diesen 
wird aber die Spannungsver-

-::::::::::::::t~§~~3- :c teilung durch die obigen Gin. 
zutreffend angegeben (Prinzip 

Abb. 11 a und b. 
a Hauptspannungslinien, b Schubspannungslinien. 

von Saint-Venant). 
"'! Die Differentialgleichung 

der Schubspannungslinien 
fiir die hier betrachtete Be
lastung lautet 

Yi2 _ 2W - Yi)Yi_l=O. (26) 
XYI 

Diese Gl. laBt sich (durch die Substitution X2 = 8, y2 = t) auf die Clairautsche 
bzw. Lagrangesche Form zuriickfiihren und vollstandig integrieren. Das Ergebnis 
ist in Abb. 11 b dargestellt. Die Kurven schneiden die in a) gegebenen in jedem 
Punkte unter ± 'JT,j4. 

Wenn iibrigens die Belastung nicht eine Einzelkraft in der Mitte, sondern gleich
fOrmig (q je Langeneinheit) iiber die Triigerliinge verteilt ist, so haben die Haupt
spannungslinien (und auch die Schubspannungslinien) genau dieselbe Form. Denn 
es ist dann 

Gx=a'x(l-x)y, G. = 0, 
a' 

.~. = - (l - x) (h2 _ y2), 
2 

(27) 

worinj etzt a' = qj2 J bedeutet. Die Differentialgleichungen fiir die beiden Kurven
scharen bleiben also ungeandert. 

13. Der dreiachsige (raumliche) Spannungszustand. In derselben 
Weise wie zuvor ist leicht einzusehen, daB zur Kennzeichnung des 
raumlichen oder dreiachsigen Spannungszustandes sechs GroBen 
angegeben werden miissen, und zwar die Normalspannungen und Schub
spannungen auf drei zueinander senkrechte Ebenen. Die Normalspan
nungen (j{J),(jll,(jz werden wieder nach auBen positiv gerechnet; die 
Schubspannung in jeder Ebene wird durch zwei Komponenten fest
gelegt und (wie in 9) durch je zwei Zeiger bezeichnet. Fur die drei 
Ebenen wurden sich demnach neun GroBen ergeben; wegen der Gleich-
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heit der Schubspannungen in je zwei zueinander senkrechten Ebenen 
sind je zwei von ihnen einander gleich, und zwar ist 

(28) 

Als Komponenten des raumlichen Spannungstensors be
zeichnen wir die sechs SpannungsgroBen des folgenden symmetrischen 
Schemas 

Durch diese sechs GroBen lassen sich nun die Komponenten der auf 
eine beliebige Ebene wirkenden Spannung linear ausdriicken. Wir be
trachten hierzu ein Raumelement in 
Form eines Vierflachs (Tetraeder), des
sen in 0 zusammenstoBende Kanten 
aufeinander senkrecht stehen; die Span
nungen, die auf dessen Seitenflachen 
etwa in der x-Richtung einwirken, sind 
in Abb. 12 eingetragen. Die nach auBen 
gerichtete Normale n zur geneigten 
Seitenflache LlF sei durch die Rich
tungskosinusse A, p" v gegeben. In der 
x-Richtung wirken nur die Normal
spannung iim auf die Dreiecksflache 
o BO = ALlF und die Schubspannun
gen T,UIIJ auf die Flache OOA = p,LlF 
und 7:za: auf die Flache OAB = vLlF. Abb.12. 

Die Komponenten der Spannung V, die 
auf die geneigte Seitenflache LlF wirkt, nach den Achsen seien mit 
Pa:' Py, Ps bezeichnet. 

Die Gleichgewichtsbedingung fUr die x-Richtung ergibt dann die 
erste der folgenden GIn., zu der die beiden anderen auf dieselbe Weise 
gefunden werden 

Pa:=AO"a: +p,TYa:+VTza:, 

py = A Ta:y + p, 0"'11 + V TZy , 

pz = ATa:z + p,TyZ + VO"z . 

Die Gesamtspannung auf die Seitenflache LlF ist daher 

P= -Vp~+p;+p;, 

(29) 

und die Normalspannung 0" auf die Flache LlF ergibt sich durch Projek
tion von V auf n oder durch die Summe der Projektionen von Pa:, p.y, P z 
auf n in der Form 

0" = P cos P = A Pa: + p, py + v pz 

= A2 0"a: + p,2 0"1I + v2 0"z + 2 p'VT1/Z + 2 VATza: + 2 Ap,T a: 'II. (30) 
2* 
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Ferner ist die GroBe der Schubspannung in der Flache LlF 

7:= Vp2-a2. (31) 

Beim dreiachsigen Spannungszustand gibt es i. a. drei Ebenen, die 
dadurch ausgezeichnet sind, daB die Vektoren der in ihnen auftretenden 
Spannungen auf den Ebenen senkrecht stehen. Man nennt diese Span
nungen die Hauptspannungen und die zugehorigen Ebenen die 
Ha u ptspann ungse b enen. 

Beispiel 6. Berechne die Hauptspannungen aI' a2, a3 eines raumlichen Span
nungszustandes a"" av, a z, Ty<, Tzx , Txv aus der Bedingung des Senkrechtstehens zu 
den zugehorigen Flachenelementen (s. Beispiel 3). 

Wenn a eine der Hauptspannungen und J., fh, v die Richtungskosinusse der 
Normalen der zugehorigen Ebene bedeuten, so hat man in den GIn. (29) Px = J.a, 
Pv = fha, pz = va zu setzen und erhalt die GIn. 

J.a =J.ax +fhTvx+VTu 1 
fha = ATxv + fhav + V Tzu J oder 
l'a = J.T .. + fhT., + va, 

I.(ax - a) + IlTy .. -: VTzx = 01 
J.Txv+ fh(av ~ a) T VTzY : 0 J' 
AT., + fh Tv. T v (a, - a) - 0 

(32) 

Die notwendige (und hinreichende) Bedingung dafiir, daB diese GIn. von null ve1"
schiedene Losungen A, fl, v haben, ist das Verschwinden der Determinante 

ax-Cl, TyX , Tzx 

'ix'Y , (J,y-G, T Zy =0; 

diese G1. lautet ausgeschrieben 

lax TyXTZX 

a3 _ (ax+ a'y+az) a2+ (avaz+a,ax+ aXay- Tpz - TIx - T.iu) a- 'Txv au T z v = 0 
- I 

ITxz T yZ O'z 

und gibt in ihren Wurzeln die drei Hauptspannungen aI' a2 , a 3 • Urn die Rich
tungen der Hauptspannungen zu ermitteln, setze man diese Werte nacheinander 
in zwei der drei Gin. (32) ein, wodnrch die Verhaltnisse der Richtungskosinusse 
A: fh: v gefunden sind. Die Richtungskosinusse selbst erhalt man dann durch lIin
zunahme der Bedingung J.2 + !t2 -+- '1'2 = l. 

14. Bemerkung tiber die lUohrsche Darstellung des dreiachsigen Span
nungszustandes. A.hnlich wie der zweiachsige (ebene) kann auch der drei
achsige (raumliche) Spannungszustand auf die Ebene "abgebildet" 
werden; diese auBerordentlich bemerkenswerte Darstellung, die eben
falls O. Mohr zu verdanken ist, ist in Abb. 13 angegeben; es ist dabei 
angenommen, daB der Spannungszustand von vornherein durch seine 
drei Hauptspannungen aI' a2 , a3 gegeben ist. 

In der Abbildung werden die Strecken 081 = aI' 082 = a 2' 0 S 3 = a 3 

auf einer a-Achse aufgetragen und liber die Punktpaare 8 3 8 2 ,82 8 1 , 

8 3 8 1 Halbkreise geschlagen, deren Mittelpunkte lvII' M 2 , M3 auf der 
a-Achse liegen. Dadurch entsteht ein Kreisbogendreieck, und durch 
die Koordinaten a, 7: der Punkte im Innern und am Rande dieses Kreis
bogendreiecks sind aIle bei dem gegebenen Spannungszustand mog
lichen Werte von a und 7: erschopft. 

Um die Werte von a, 7: zu erhalten, die cinem Fliichenelement an
gehoren, dessen N ormale mit den Achsen die Win k e 1 r/,., fJ, y einschlieBt, 
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trage man IX bei 8 1 und y bei 8 3 auf, und zwar jeden Winkel von der 
!-Achse aus. Die zweiten Schenkel der Winkel mogen den Kreis uber 
8 1 8 3 in den Punkten E und F schneiden; sodann schlage man den 

Kreisbogen ER mit dem Mittelpunkte M1 und den Kreisbogen FR mit 

1---------0;----------1 

Abb.13. 

dem Mittelpunkte M 3' Die Koordinaten des Schnittpunktes R stellen dann 
die Normalspannung a und die Schubspannung r dar, die auf das be
trachtete Flachenteilchen wirken (r ohne Rucksicht auf das Vorzeichen!) 
Die groBte auftretende Schubspannung ist vom Betrage 1 a1 - a 31/2. Auf 
den Beweis fur diese Beziehungen kann hier nicht eingegangen werden. 

15. Die Gleichgewichtsbedingungen fUr das Korperelement. Nach
dem wir den Begriff des Spannungszustandes in einem Punkte oder 
des Spannungstensors und seine Darstellung durch die Mohrschen 
Kreise erlautert haben, gehen wir einen Schritt weiter in der Bestim
mung des Spannungstensors selbst, indem wir uns die Aufgabe stellen, 
die Veranderung des Spr.,nnungszustandes von Punkt zu Punkt zu ver
folgen. Wir gelangen auf diese Weise zur Aufstellung der statischen 
Gleichungen fur die Spannungen in Abhangigkeit vom Orte im In
nem des Korpers, oder der Gleichgewichtsbedingungen. Um zu 
diesen GIn. zu gelangen, mussen wir beriicksichtigen, daB der Spannungs
tensor in allen Punkten i. a. verschieden sein wird; er wird dabei vor 
allem abhangen miissen von der an der Oberflache oder am Rande des 
Korpers wirkenden Belastung durch auBere Krafte; dieser Belastung 
entspricht an der Oberflache eine bestimmte Verteilung von "Rand
spannungen", die als bekannt angesehen werden. In diese gegebenen, 
an der Oberflache angreifenden Spannungen ist der Spannungstensor 
uber den ganzen Korper hinweg so einzupassen, daB im Innern an jeder 
Stelle auBer den Bedingungendes Gleichgewichts, wie bald noch deut
licher hervortreten wird, die des "natiirlichen Zusammenhanges" des 
Korperganzen erfiillt sind. Dabei wird sich sofort ergeben, daB diese 
Aufgabe durch Einfiihrung der Spannungen allein i. a. nicht ge16st 
werden kann. 

Die Bedingungen des Gleichgewichts findet man am einfachsten 
durch Betrachtung eines im Innem des Korpers abgegrenzten Teiles 
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in Form eines kleinen Quaders unter der Einwirkung der auf dessen 
Seitenflachen wirkenden Spannungen und der gegebenenfalls vorhan
denen Raumkrafte (wie der Gewichte, Tragbeitskrafte usw.). 

A. Fiirden e benen (zweiachsigen) Spannungszustandsind an dem 
Quader(..1 x ,..1 y ,..1 z) dieinAbb.14 (fur die x-Richtung) eingetragenen Span

nungen einzufiihren. Die Spannungen 
sind als stetige, differenzierbare Funk
tionen des Ortes anzusehen, deren Werte 
auf benachbarten Flachen um die ersten 
GIieder der Taylorschen Entwicklung 
voneinander verschieden angenommen 
werden konnen. Wenn die Spannungen 

......".~~=>;~.,..,."'f-;---- auf die in der linken Ecke 0 des Quaders 
;c zusammentreffenden Flachenstucke (1m' 

Abb.14. (I'll' 7:m'll sind, so ist die GroBe der in der 
x-Richtung auf die gegenuberliegende 

"Flache" A 0 wirkende Normalspannung (1m + a;; A x, und die GroBe der 

in 'der "Flache" BO wirkenden Schubspannung 7:!IIIJ + a;;~ A y. Bedeu

ten endlich e die Dichte und X, Y die Komponenten der etwa vorhande
nen Raumkrafte auf die Masseneinheit bezogen in den Richtungen der 
gewahlten Achsen, so fiihrt die Bedingung des GIeichgewichts aller in 
der x-Richtung wirkenden Krafte auf die G1. 

((1m + ~: .. Ax) AyAz - (lmAyAz 

Dadurch erhalt man die erste der beiden 
folgenden GIn., die zweite, fur die y-Rich
tung, wird auf dieselbe Weise gewonnen: 

(33) 

Dies sind zwei Gin. fiir die drei un
bekannten Funktionen (1m' (I'll' 7:m'll' Dar
aus sieht man, daB diese drei Funktionen 
i. a. aus diesen statischen Gleichungen allein 

Abb.15. nicht bestimmt werden konnen. Dasebene 
Spannungsproblem ist einfach statisch

unbestimmt. Wie schon hier bemerkt werden soIl, miissen die 
Formanderungen herangezogen werden, um diese Unbestimmtheit zu 
beheben. 
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Beispiel 7. Ebener achsensymmetrischer Spannungszustand eines 
zylindrischen Korpers. Zur Aufstellung der stathchen GIeichungen nimmt 
man in diesem FaIle das Fhchenelement (Abb. 15) zweckmaJ3ig von zwei kon
zentrischen Kreisen mit den Halbmessern r, r + LI r und zwei Strahlen tp, tp + LI tp 
begrenzt an; die "Hohe" des Korperelements sei h. 
Die Normalspannung in Richtung r wird als "Ra
dialspannung" a" die in Richtung der Tangente als 
"Tangentialspannung" oder "Ringspannung" a/ 
bezeichnet. Beide sind von tp unabhangig, Schub
spannungen treten bei Achsensymmetrie in den 
betrachteten Schnittrichtungen nicht auf. Die 
Gleichgewichtsbedingung fur die Richtung r lie
fert unmittelbar auf Grund des in der Abb. an
gegebenen Spannungsbildes die Gl. 

tltp 
- rar hLltp - 2at tlr""2 h = 0, 

also nach Ausfiihrung der Kiirzungen 

d (drrar) _ a/ = 0, d fdar a/ - ar I o er Idr-=--r- . 

Zur Bestimmung der beiden Normalspan
nungen a. und a/ haben wir nur eine Glei
chung; wir wissen, daB das ebene Spannungs
problem einfach statisch-unbestimmt ist. 

Beispiel 8. Die statischen Gleichun
gen "in naturlicher Darstellung". Manch
mal ist es vorteilhaft, die Gleichgewichtsbe
dingungen auf die Hauptspannungslinien als 
Koordinatenlinien zu beziehen. Ein kleines 
Teilchen, dessen Seitenflachen nach diesen 
orientiert sind, ist dann allein unter der Wir
kung der N ormalspannungen imGleichgewichte. 
Fur den ein9.chsigen Spannungszustand denken 
wir uns (ahnlich wie in Beisp. 7) in Abb. 16 die 
beiden Scharen der Hauptspannungslinien mit 

i<a 
Abb.16. 

(34) 

den Bogenelementen LI 81 und tl82 und den zu
gehorigen Krummungshalbmessern 1:11 und !?2 Abb.17. 

angedeutet. Wendet man die Gl. (34) auf diese 
Koordinatenlinien und die zugehorigen Kriimmungskreise an, 
mittelbar die gesuchten Gin. 

so findet man un-

(35) 

B. FUr den raumlichen Spannungszustand hat man auf den 
in Abb. 17 dargestellten Quader in der x-Richtung die eingetragenen 
Spannungskomponenten einzufiihren und deren VeranderIichkeit in den 
gegeniiberliegenden Seitenflachen zu beriicksichtigen. Durch eine ganz 
ahnliche Betrachtung wie in A. erhalt man die erste der folgenden 
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statischen GIn., zu der die beiden anderen, fur die y- und z-Riehtung, 
auf dieselbe Weise gefunden werden: 

-----------------------, 
aa~ + aTv~ + aT.~ + X = 0 ax ay az e , 
aT~v + .aay + aT •• + y = 0 ax ay az e , (36) 

aTm..!. + aT •• + aa. + z = O. ax ay az e 

1m Raume haben wir also drei GIn. fUr die seehs Komponenten 
des Spannungstensors; das raumliehe Spannungsproblem ist daher 
dreifaeh statisch- unbestimmt. 

Bei den meisten Aufgaben der Festigkeitslehre sind die Raum
krafte von sehr geringem Einflu13 und daher zu vernaehlassigen. Es er
geben sieh dann dieselben GIn. wie zuvor ohne die Gro13en X, Y, z. 
Die betreffenden GIn. nennt man dann homogen. 

II. Der Verzerrungszustand. 
16. Dehnnng nnd Gleitnng. Der zweite grundlegende Begriff der 

Elastizitatslehre ist der der Formanderung oder Verzerrung. Zur 
Erklarung dieses Begriffes betraehten wir die Verformung, die ein 
Teilehen von geeigneter Gestalt, das wir aus dem Innern des Korpers 
herausgeschnitten denken, bei einer Belastung des Korpers erfahrt. 
Entspreehend der Dualitat: Normalspannungen und Sehubspannungen 
erhalten wir Verformungen, die einerseits in Langenanderungen, 
andererseits in Winkelanderungen bestehen; jene bezeichnet man 
als Dehnungen, diese als Gleitungen (oder Sehiebungen). Ele
mentar konnen diese Begriffe etwa in der folgenden Weise erklart 
werden: 

a) Dehnung. Wir denken uns auf einem Zugstab (Abb. 18) in irgend 
einer Entfernung lo zwei Marken angebracht; naeh Aufbringen einer 
Belastung sei die Entfernung zwischen den beiden Marken II = lo + A. 
geworden. Dann bezeichnet man als Dehnung den Quotienten 

l e=.~= A ,I 
10 10 (37) 

Abb.18. 

also das Verhaltnis der Langenanderung zur ursprungliehen Lange. 
Die Dehnung ist daher eine unbenannte Zahl. 

b) Gleitung. Als reinen Schub bezeiehnet man einen zwei
aehsigen Spannungszustand, bei dem auf zwei Paare zueinander senk
reehter Ebenen nur Sehubspannungen wirken; die zugehorigen Haupt-
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spannungen sind dann, wie wir wissen, durch G1 = - G 2 = T gegeben. 
Wir nehmen an, daB ein Teilchen von der Form eines Quaders (Abb. 19), 
das einem rein en Schub unterworfen ist, und von dem eine Seiten
Wiehe festgehalten wird, nur Anderungen seiner rechten Winkel erfahrt, 
lind bezeichnen den Betrag der Anderung dieses rechten Winkels als 
Gleitung oder Schiebungy; da fUr kleiney die Beziehung tgy R:::i Y 
gilt, so folgt unmittelbar 

8 -
(38) 

I I 
I I 

I 
119'-/ 7-1 , I 

I I , 
A/ 0' 

0: 
Abb.19. 

In diesen Erklarungen kommt schon die fUr die lineare Elastizitats
lehre grundlegende Annahme zum Ausdruck, daB Normalspannungen 
nur mit Langenanderungen, Schubspannungen nur mit Winkelande
rungen verbunden sind. 

17. Die Komponenten des Verzerrungstensors. Die in 16 gegebenen 
Definitionen liefern fur endliche Abmessungen der betrachteten 
Korper nur dann zutreffende Werte fur die Dehnungen und Gleitungen, 
.wenn diese gleichmaBig uber die betrachteten Langen und Flachen ver
teilt sind. 1st dies nicht der Fall, so ist es - ahnlich dem bei der Er
orterung des Spannungszustandes befolgten Vorgang - notig, die Er
klarung des Begriffes der Verzerrung an die Betrachtung eines kleinen 
Quaders zu knupfen, der die Seitenlangen LI x, LI y, LI z haben moge 
und den man sich aus dem Innern des betrachteten Korpers heraus
geschnitten zu denken hat, und sodann zu den Grenzen LI x ~ 0, LI y ~ 0, 
LI z ~ ° uberzugehen. Die ganze Verform ung dieses Quaders 
kann als bekannt angesehen werden, wenn die Anderung 
der drei Langen seiner Kanten und der drei Winkel zwi
schen j e zweien der von einer Ecke auslaufenden Kanten 
bei der Verformung gegeben sind. Die Langenanderungen der 
Kanten, auf die ursprunglichen Langen bezogen, nennt man die Deh
nungen e"" ey , ez nach den Richtungen x, y, z, die Anderungen der 
ursprunglich rechten Winkel je zweier Kanten die Gleitungen (oder 
Schiebungen) yyZ' Yzx, Y"'y in den Ebenen yz, zx, xy. Fur den be
trachteten Quader erhalt man so sechs GroBen, die man als die Kom
ponenten des Verzerrungstensors bezeichnet, und die den Ver
zerrungszustand in dem Punkte kennzeichnen, in den der Quader 
durch den Grenzubergang LI x ~ 0, LI y ~ 0, LI z ~ ° zusammengezogen 
wurde. Da wir von "Verformungen" eines festen K6rpers nur dann 
sprechen, wenn relative Lagenanderungen seiner Teilchen gegeneinander 
eintreten, so kann eine Verzerrung nur "bis auf eine starre Bewegung" 
bestimmt sein. 

Urn zu den analytischen Ausdrucken fur die Komponenten des 
Verzerrungstensors zu gelangen, denken wir uns jedem Punkte 0 des 
K6rpers den Punkt 0' zugeordnet, in den 0 bei der Verschiebung uber-
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geht; den Vektor OeY = b bezeichnet man dann als Verschiebungs
vektor oder kurz als die Verse hie bung des Punktes O. 

Wir zeigen zunaehst, wie die sechs VerzerrungsgroBen dureh die 
drei Komponenten (u, v, w) der Versehiebung b des betraehteten 
Punktes 0 und ihrer Ableitungen (also genauer gesagt: des "Verschie
bungsfeldes" in der Umgebung des Punktes 0) ausgedruekt werden 
konnen; diese Versehiebung b und ihre Komponenten u, v, w nach den 
Riehtungen der Kanten des Quaders sind wieder als stetig-differenzier
bare Funktionen des Ortes (x, y, z) des betraehteten Punktes anzusehen. 

Bezeichnen wir die Kantenlangen des betraehteten Quaders wieder 
mit Llx,Lly,Llz, so ist u die x-Komponente der Versehiebung des An
fangspunktes der Kante Ll x, und daher ist die Verschiebung des End

punktes in der Form anzusetzen 
C' .!/ au 

u1=u+a;Llx. 

-.--"'8--j--_+-I--__ ..,C AIsDehnung in der x-Richtung, 
8"" definiert man den Grenz
wert des Verhaltnisses der Lan-

I genanderung der Kante Ll x zu 
ihrer ursprunglichen Lange fur 

Y1=Y-f ;: Ax Ll x -0>- 0, also die GroBe 

(39) 

Abb. 20. und ahnliches gilt fur die y- und 
z-Richtung. 

Ais Gleitung oder Schiebung Y"'II bezeichnet man die Ande
rung der ursprunglich rechten Winkel zwischen den x-y
Achsen. Betrachten wir etwa die in der x-y-Ebene liegende Seiten
flache des Quaders, so kommt die Winkelanderung zwischen den 
Kanten x und y dadurch zustande, daB die Seiten des Quaders bei 
der Formanderung verschiedene Drehungen erfahren. Diese Dre
hungen kann man auch dureh die Verschiebungen ausdrueken, die die 
Anfangs- und Endpunkte der Kanten Ll x und Ll y des Quaders in der 
x- und y-Riehtung erleiden. Als Gleitung Y"'II in der x-y-Ebene be
zeichnen wir demnach die GroBe (Abb.20) 

• VI - V • UI - U av au 
Y"'II = 0(1 + 0(2 = hm-A- + hm --A- = a + a' (40) 

Ax->-O LJX Ay->-O LJ Y X Y 

wobei ahnlieh wie frUher 

av A 
VI = V + a; LJ X , 

gesetzt worden ist. 

au 
u1=u+-Lly ay 

Auf diese Weise findet man die folgenden Werte fUr die "sechs 
Komponenten des Verzerrungstensors " , der durch die ersten Ablei-
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tungen der drei Verschiebungen u, v, w nach den Koordinatenachsen 
III folgender Weise dargestellt wird: 

au 
10", = 7fi' 

av 
cy = ay' 

aw 
Cz = iii' 

aw av 
YYZ = ay + iii' 

au aw 
Yz", = Tz + 7fi' (41) 

av au 
y",y = 7fi + ay' 

18. Anwendungen. Beispiel 9. Zeige, daB die VerzerrungsgroBen liz, ••• 

und Yz., ... fiir eine kleine ("starre") Bewegung des Korpers verschwinden. 
Die allgemeinste starre Bewegung eines Korpers im Raume ist eine Schrauben

bewegung; die Verschiebungen u, v, w eines Punktes (x, y, z) bei einer solchen 
stellen sich in der Form darl 

u=a+qz-ry, v=b+rx-pz, w = c + p y - q x, (42) 
worin a, b, c die Schiebungen (Translationen) nach den drei Achsen und p, q, r die 
Drehungen (Rotationen) um die drei Achsen bedeuten. Die Ausrechnung der Ver
zerrungsgroBen nach den Gin. (41) liefert unmittelbar deren Verschwinden. -
Umgekehrt sieht man, daB aus dem Verschwinden der VerzerrungsgroBen sz, •.. 
und Yu,'" das Verschwinden der Verschiebungen (u, v, w) "bis auf eine kleine 
Bewegung" folgt. 

Beispiel 10. Zeige, daB bei der Verformung, die durch die Ortsfunktionen u, v, w 
gegeben ist, eine Drehung (oder "Rotation" oder "Wirbel") des Raumelementes 
eintritt, deren z.Komponente gegeben ist durch 

(43) 

ahnlich lauten die beiden Komponenten der Drehung um die x- und y-Achse. 
8' 

\ 

o 

C' 
r,f-/-=====::::i.c 

.r 

!I 
8' C' 

~+-----------~/ 
/ 

/ 
/C 

\. / /' 

~/// 
// 

/:::-1-
// 

//\ 
YOC 

Abb.22. 

x 

Wie man aus Abb. 21 unmittelbar entnimmt, entspricht den Drehungen OCl 

und OC2 der urspriinglich nach x und y gerichteten Kanten des Quaders eine Dre
hung des ganzen Quaders um den Betrag 

1 I I 1 (aV au) 
OC1 - "2 (ocl T OC2) = -2 (OC1 - OC2) ="2 ax - 8y = r. 

Die Gleitung des Quaders Yoo. = 0(1 + OC2 kann daher dargestellt werden durch die 
Aufeinanderfolge der Drehung r = Hoc! - oc2 ) und der "symmetrischen GIei-

I Poschl: TM I Gin. (156) S. 121. 
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tung" t(<X1 -L <x2 ). Man kann auch sagen: Die Drehung r verschwind~t, wenn 
die Gleitung )'xv symmetrisch ist. 

Beispieill. Dehnungen in Richtung der Diagonalen eines Quaders. 
Die Seiten eines Quaders a, b mogen die Dehnungen 01' 02 erfahren; berechne die 
Dehnung ° in der Diagonalen d. 

Es seien d und d' in Abb. 22 die Langen der Diagonalen vor und nach der Form
anderung, dann ist die Dehnung in Richtung von d' 

° =~' -d = (frj- 01,12 at: +jl +- 02)2 b~ _ 1 "'" V~~2~1~£ + 202 b2 _ 1 
d Va2 + 1)2 a2 + b2 a2 + b2 

a2 01 b2 02 _ 2 . 2 
FOJ (i2 + b2 + a2 -tb2 - 01 cos <X + 02 sm <X, (44) 

wenn <X den Winkel von d gegen die x-Achse bedeutet. 
Beispiel 12. Dehnungen in Polarkoordinaten. BeiAufgaben iiber Dreh

korper ist es oft vorteilhaft, auch die Verzerrung nicht auf rechtwinklige, 
sondern auf Polarkoordinaten zu beziehen. Wenn U r und Ut die Komponenten der 
Verschiebung nach Radius und Tangente sind, so ist die "Dehnung in Richtung 
von r" oder die "radiale Dehnung" durch den Ausdruck gegeben 

(45) 

und die "Dehnung senkrecht zu r", die "tangentiale" oder "Ringdehnung" 

2n(r+ur )-2nr U r °t = - 2 n r = -r- . (46) 

19. "Cnter Raumdehnung (kubischer Dilatation) e versteht man das 
Verhaltnis zwischen del' bei irgend einer Verformung auf
tretenden Anderung des Rauminhaltes und dem ursprung
lichen Rauminhalt. Wir betrachten einen im Innern des Korpers 
liegenden QuadeI', dessen Seiten VOl' del' Formanderung die Langen,1 x, 
,1 y, ,1z haben und bei del' Formanderung die Dehnungen B"" By, Bz 

erfahren. Die Raumdehnung ist dann 

e _ (1 + ox)Llx(l + o.)Lly(l + 0z)Llz - LlxLlyLlz 
- LlxLlyLlz ' 

also bis auf GroBen zweiter Ordnung 

I e = Bx +- By + Bz • I (47) 

Die Ranmdehnnng ist die Summe del' drei linearen Deh
nungen (fUr den ebenen Verzerrungszustand del' zwei linearen Deh
nungen) fur drei (zwei) zueinander senkrechte Richtungen. 
.. Fiir eine reine Gleitung tritt gemaB der in 16 und 17 gegebenen Erklarungen eine 
Anderung des Rauminhaltes nicht ein, die Raumdehnung ist fiir diese also gleich 
null. 

20. Die Vertdiglichkeitsbedingungen. Mittels del' GIn. (41) sind die 
sec h s VerzerrungsgroBen (B"" .•• , Y y z' ... ) durch die partiellen Ab
leitungen der drei Verschiebungen (u, v, w) nach (x, y, z) ausgedruckt; 
darans folgt, daB jene sechs GroBen nicht voneinander unabhangig sein 
konnen, sondern durch drei Bedingungen miteinander verbunden sein 
mussen, wenn der Korper seinen inneren Zusammenhang behalten solI. 
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Diese Bedingungen ergeben sich durch Elimination der Grol3en (tl, v, w) 
aus den GIn. (41). 

Fur eine ebene Verzerrung mit den Komponenten 

UU ov ov UU 
ero = ox' lOy = oy' YroY = ax + ay 

erhiiJt man durch Elimination von u und v die folgende (einzige) Gl. als 
"Vertraglichkeits bedingung" 

,--------------, 

I 02S" + 02Sy = o2yXy I 
oy2 ox" oxuy· 

(48) 

Drei Grol3en ex, loy, YXY bestimmen also nur dann einen ebenen Ver
zerrungszustand, wenn zwischen ihnen diese Gleichung besteht. Diese 
bezeichnet man auch als "Bedingungsgleichung fUr den inneren Zu
sammenhang" des Korpers. 

In ahnlicher Weise lassen sich drei voneinander unabhangige Ver
traglichkeitsbedingungen fur die raumliche Verzerrung eines Korpers 
angeben. 

Fiir Fachwerke bestehen die Vertraglichkeitsbedingungen fiir die Formande· 
rungen darin, daB die Stabe des Fachwerks auch nach ihren Langenanderungen 
durch die Belastung eine geschlossene Figur ahnlicher Art wie die urspriingliche 
bilden miissen. 

21. Ubergang zu den elastischen Gleichungen. Die statischen GIei
chungen stellen fUr den ebenen Spannungszustand zwei Bedingungen 
dar, die den dr e i Komponenten des ebenen Spannungstensors, und fur den 
raumlichen Spannungszustand drei Bedingungen, die den sechs Kom
ponenten des raumlichen Spannungstensors auferlegt sind. Fur sich 
allein reichen die statischen Gleichungen daher weder im einen noch 
im anderen FaIle zur Bestimmung der Spannungsgrol3en aus. Man 
kann diese Grol3en nur bestimmen, wenn man die Annahme der Starr
heit der Korper aufgibt und in einer geeigneten Form die Beziehungen 
einfiihrt, die zwischen den Spannungen und den Formanderungen be
stehen, und die das tatsachliche Verhalten der Stoffe unter den ge
gebenen Lasten mit einer fur die praktischen Rechnungen hinreichenden 
Genauigkeit wiedergeben. Der naheliegendste Ansatz fur diese Bezie
hungen ist der lineare, die durch ihn gewonnenen GIn. bezeichnet 
man als das Hookesche Gesetz oder als die "elastischen Gleichungen". 
Durch ihre EinfUhrung konnen sowohl die Spannungen als auch die 
Formanderungen ermittelt werden. Um die Berechtigung eines der
artigen Ansatzes im Hinblick auf das tatsachlich beobachtbare Ver
halten der Stoffe zu beurteilen, ist es notig, sich uber dieses Verhalten 
in seinen kennzeichnendsten Zugen Klarheit zu verschaffen. 

III. Das Verhalten der festen Korper bei Belastungell. 
22. Vorbemerkung. Zum Gegenstande einer Theorie konnen niemals 

die in der Natur gegebenen Korper selbst, sondern nur gewisse Ideal
korper gemacht werden, die einerseits die wesentlichen Zuge der 
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"natiirlichen" festen Korper mit hinreichender Genauigkeit wieder
geben, aber andrerseits einfach genug sind, damit man ihre Eigenschaf
ten in mathematische Ansatze fassen kann. Das Ziel ist die Gewinnung 
gewisser Stoffgesetze in Form von sog. Stoffgleichungen, von 
denen die wichtigste das Hookesche Gesetz, d. i. die Gleichung fiir 
den ideal-elastischen oder Hookeschen Korper darstellt. Durch 
entsprechende Gesetze kennzeichnet man den ideal-plastischen 
Korper und im Bereiche der Fliissigkeiten die ideal-reibungsfreie 
und die ideal-zahe Fliissigkeit. 

Um zur Aufstellung dieser Stoffgleichungen zu gelangen, ist zu
nachst ein Uberblick iiber die auf diesem Gebiete vorliegenden Tat
sachen und Beobachtungen erforderlich. Beziiglich aller Einzelheiten 
muB auf die Stoffkunde und Materialpriifung verwiesen werden. 

23. Physikalische Kennzeichnung der Stoffe. Vom physikalischen 
Standpunkt aus kann man die festen Korper, die als Bau- und Werk
stoffe der Technik in Betracht kommen, in zwei Gruppen einteilen: 
1. die Kristalle und kristallartigen Stoffe (worunter wir auch die 
Werkstoffe mit Faserstruktur zahlen wollen), und 2. die amorphen 
Stoffe. Um zunachst von diesen zu sprechen, so zeigen sie nach allen 
Richtungen des Raumes ein vollig gleichartiges Verhalten. Diese Eigen
schaft, die man auch als Isotropie bezeichnet, ist physikalisch in der 
regellosen Anordnung der Atome oder Molekiile in diesen Stoffen be
griindet. Beispiele von amorphen Stoffen sind: natiirliche und kiinst
liche Glaser, Harze, Lacke u. dgl. Durchsichtige amorphe Korper 
konnen im ungespannten Zustand niemals doppeltbrechend sein; wird 
ein solcher Korper jedoch gespannt, so erwirbt er die Eigenschaft der 
Doppelbrechung und gerade diese kann dann zur Spannungsmessung 
dienen, worauf die optischen Methoden der Spannungsmessung be
ruhen. Die Probekorper stellt man meist aus Bakelit, Phenolit, Trolon 
u. dgl. her. Weiter zeigt ein amorpher Korper nie eine ebene Spalt
barkeit, sondern stets gekriimmte Bruchflachen. In manchen von Natur 
aus amorphen Stoffen laBt sich durch auBere Einwirkung eine teilweise 
Ordnung der Molekiile erzielen; so wird z. B. Kautschuk dur.ch Strecken 
stark anisotrop. Diese Zustande bilden den "Obergang zu den kristall
artigen Korpern, in denen aIle Atome oder Molekiile nach strengen 
Gesetzen geordnet sind. 

Die meisten Stoffe, die in der Technik verwendet werden, gehoren 
der erst en Gruppe an. Bei den Metallen handelt· es sich aber fast 
immer um Konglomerate aus vielen einzelnen kleinen Kristallen, also 
eigentlich um anisotrope Stoffe. So sind Eisen und Stahl (infolge 
der Erzeugung in einem Schmelzverfahren) Anhaufungen von kleinen, 
regellos orientierten Kristallen mit unregelmaBigen Begrenzungen, die 
in den verschiedensten kristallographischen Richtungen verwachsen 
sind und auBerlich den kristallinen Aufbau kaum mehr erkennen lassen; 
man nennt sie oft auch Kristallite. Ahnlich verhalten sich die meisten 
anderen Metalle. Zwischen den einzelnen kleinen Kristallkornern der 
meisten technischen Werkstoffe scheiden sich beim Erstarren fein
kornige Zwischenschichten aus kristallfremden Bestandteilen aus; diese 
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Schichten vermogen in vielen Fallen erhebliche Kohasionskrafte (mole
kulare Anziehungskrafte) zu vermitteln und dem ganzen Stoffe schein
bar eine merkliche Gleichartigkeit zu erteilen, verdienen daher in solchen 
Fallen die Bezeichnung "Bindemittel". In anderen Fallen sind sie je
doch der bevorzugte Sitz von Lockerstellen des Gefiiges, in denen 
dann meist die Brucherscheinungen ihren Ausgang nehmen. 

1m ersten Fall erfolgt der Bruch quer durch die Einzelkristalle, die dabei zer
brechen, im zweiten langs der Kristallitgrenzen. Ob der eine oder der andere Fall 
vorliegt, hangt wahrscheinlich davon ab, inwieweit der Gitterbau der Kristallite 
und der Zwischenschicht eine starke Kohasion der beiderseitigen Grenzschichten 
ermoglicht. 

Andere Werkstoffe enthalten nicht viele einzelne, durch Zwischen
schichten voneinander getrennte Kristalle, sondern lange Ketten von 
kristallahnlicher Beschaffenheit, zwischen denen wiederum Einlage
rungen anderer Stoffe vorhanden sein konnen; hierzu gehoren Holz, 
Leder, Faserstoffe usw. 

Die groBen Verschiedenheiten des Feinbaues der Festkorper sind 
auch der Grund dafiir, daB es so auBerordentlich schwierig und bis 
jetzt nicht gelungen ist, die mechanischen Eigenschaften dieser Stoffe 
aus allgemeinen physikalischen Gesetzen - etwa aus dem atomaren 
Aufbau und den Atomkraften der Bausteine - in einem MaBe zu er
klaren, das auch die Forderungen der Technik ausreichend befriedigen 
wiirde. Die in der Festigkeitslehre verwendeten Begriffe und GroBen wie 
Elastizita tsgrenze, Streckgrenze, Bruchfestigkeit, Harte, 
Einschniirung u. dgl. legt man heute ausschlieBlich empirisch, d. h. 
durch unmittelbare physikalische und technische Messungen und Beob
achtungen fest. 

Das wichtigste Ergebnis der folgenden Betrachtungen ist, daB das 
Verhalten der Korper keineswegs einheitlich und etwa durch eine einzige 
bestimmte Aussage ausdriickbar ist. Bei der Belastung eines Korpers 
durch zunehmende Krafte hat man es vielmehr mit einer Aneinander
reihung verschiedener Phasen zu tun, von denen jede besondere Eigen
schaften besitzt, und deren tJbergange ineinander heute noch lange 
nicht geklart sind. Eine Folge dieser Sachlage fiir die Theorie der festen 
Korper ist es, daB jeder dieser Bereiche durch andere Aussagen be
schrieben werden muB, die sich scheinbar ohne inneren Zusammenhang 
aneinander schlieBen. Die folgende tTbersicht beschrankt sich auf eine 
knappe Darstellung der wichtigsten aus Versuchen gewonnenen Er
gebnisse. 

24. Prjifung der Festigkeitseigenschafi;en. Die bereits in 7 hervor
gehobene Tatsache, daB man in einem stabformigen Korper, der in 
seiner Langsrichtung auf Zug beansprucht wird, schon ziemlich nahe 
bei den Lastangriffsstellen mit groBer Annaherung einen homogenen 
Spannungszustand bekommt, ist der Grund fiir die aIle anderen Festig
keitspriifungen iiberragende Bedeutung des Zugversuchs. Schon der 
Druckversuch zeigt lange nicht diese Einfachheit. und andere Versuchs
anordnungen - mogen sie fiir die Beantwortung von Sonderfragen 
noch so wichtig und unentbehrlich sein (wie etwa Biege-, Torsions- und 
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Scherversuche sowie auch aIle dynamischen Priifverfahren) - stehen 
an Einfachheit und Durchsichtigkeit weit hinter dem Zugversuch zu
ruck. 

Abb.23 zeigt schematisch eine neuere Ausfiihrung einer Festig
keitsprufmaschine von Mohr & Federhaff in Mannheim. Die 
Maschine ist als "Universal-Prufmaschine" gebaut, d. h. fUr Zug-, 

Druck-, Biege- und Scher
versuche in gleichem MaBe 
verwendbar. Der "Mechanis
mus" aller derartigen Maschi
nen besteht darin, daB man 
die Probekorper (Stab oder 
Wiirfel) durch Strecken oder 
Drucken zu Formanderungen 

J' J' (Verlangerungen, Verkiirzun
gen, Durchbiegungen usw.) 
zwingt, die ihrerseits die 
Spannungen in den Probe
korpern hervorrufen. 

In der Abbildung ist die 
Maschine als ZerreiBmaschine 
in Verwendung gedacht. Der 
Probestab Z wird im oberen 
Raum (1) durch BeiBkeile in 
die SpannkOpfe K I , K2 ein
gespannt, von denen der obere 
KI in das (obere) Querstuck Q 
eingesetzt ist, der untere mit 
einem Hebelsystem in Ver
bindung steht, das zur Kraft
messung dient. Das Quer
stuck Q ist mittels der Sau
len S, S mit einer kraftig 
ausgebildetenPlatteP 2-dem 

Abb. 23. "Biegetisch" - verbunden, 
in die unten der Kolben K 

eingelassen ist, unter den die Druckflussigkeit eingepumpt wird. Das 
zur Kraftmessung dienende Hebelsystem stutzt sich auf die festen 
Drehpunkte D I , D 2 , Da und ubertragt die Belastung des Probekorpers 
auf das Pendel N einer Neigungswaage, dessen Ausschlag an einer Rund
skala abgelesen wird. Eine besondere Vorrichtung dient zur selbst
tatigen Aufschreibung der Spannungs-Dehnungs-Linie im Bereich der 
groBeren Formanderungen. Die kleinen Formanderungen bis zur Pro
portionalitats- oder Elastizitatsgrenze werden durch besondere Deh
nungsmesser bestimmt, die an dem Probestab selbst angesetzt wer
den und die Langenanderungen einer auf dem Probestab markierten 
Vergleichslange in geeigneter Dbersetzung anzeigen. Fur den Druck
versuch wird der Versuchskorper in den unteren Raum (II) gebracht, 
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fiir Biegeversuche werden die balkenfOrmigen Karper auf die zwei 
Stutzen B I , B2 aufgelegt und beim gleichen Arbeitsgang einer Druck
oder Biegebelastung. unterworfen. 

25. Der Stahlstab beim Zugversuch. Elastizitiit, Proportionalitiit. 
Wird ein Zugstab (bei normaler Temperatur) in einer Festigkeitspruf
maschine einer zunehmenden Belastung unterworfen, so treten in zeit
licher Aufeinanderfolge Erscheinungen und Zustande auf, die wir nun 
in beschreibender Form kennen lernen wollen. Sie entsprechen recht 
verwickelten Vorgangen im Kleingefuge der Karper und kehren in 
ahnlicher Weise mehr oder weniger ausgepragt bei allen festen Karpern 

(J'tun!) 
wieder. Schon in dem 
einfachsten FaIle, der 
langsam zuneh

menden Belastung, 
stellen diese V organge 
yom Beginn der Be
lastung an bis zur Zer
starung - dem Bruche 
- keineswegs ein ein
heitlich ablaufendes 

oa --------- -----------c=.;--.__--<>, -

Geschehnis dar, und -Druck 
der Sachverhalt wird 
noch erheblich verwik-
kelter, wennauchEnt
lastungen und wieder
holte Belastungswech
sel hinzugenommen, 
und auch dieAbhangig

,/ 
/ 

./. ------ u:.o 

I 
I 

----------------~-------

Abb.24. 

I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

keit von der Z e it, in der die Belastungen und Entlastungen erfolgen, 
in die Betrachtung einbezogen werden. Die Beschreibung all dieser 
hiermit nur angedeuteten Vorgange wird Gelegenheit geben, eine Reihe 
von Begriffen zu erklaren, die fur die Beurteilung des Verhaltens der 
Werkstoffe von grundlegender Bedeutung sind. 

Das Ziel des Zugversuches ist die Erforschung des Zusammenhangs 
zwischen Belastung und Formanderung. Da sich die Querschnitts
flache mit der Belastung andert, wird die Belastung meist auf die Ein
heit des Querschnittes Fo des unbelasteten Stabes bezogen, mithin 
als "Belastung" die veranderliche Spannung a = PIFo angesehen. Um 
die "Formanderung" anzugeben, wird auf der Mantelflache des Prm
stabes eine Versuchslange lo (Abb. 18) kenntlich gemacht, und zwar 
durch Marken, die die Oberflache des Stabes nicht verletzen durfen; 
als Formanderung nimmt man dann die auf die Einheit der MeBlange lo 
bezogene "Dehnung" 13 = (ll - lo)/lo· 

Das Verhalten des Stoffes wird daher zweckmaBig im Zusammen
hange mit einer Spannungs-Dehnungs-Linie (a-13-Linie) beschrie
ben; diese hat fiir einen Probestab aus Stahl die in der Abb. 24 ange
gebene typische Gestalt. Bei beginnender Belastung sind die auftreten
den Dehnungen zunachst auBerordentlich klein und bleiben atlch klein 

Poschl, Mechanik II. 3 
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bis zu einem ziemlich betrachtlichen Wert der Belastung, so daB sie 
mit freiem Auge kaum wahrgenommen werden konnen. Von besonderer 
Bedeutung ist, daB die a-c-Linie in dieser ersten Phase merklich gerad
linig ist; d. h. die Spannung a wachst nahezu proportional mit der 
Dehnung c bis zu einem Werte, den man als Proportionalitats
grenze ap bezeichnet. In diesem Bereiche zeigt das Material uberdies 
die Eigentumlichkeit, daB die Formanderungen fast vollstandig wieder 
verschwinden, sobald die Belastung, die diese hervorgebracht hat, 
wieder fortgenommen wird. Diese Eigenschaft wird als Elasti
zitat bezeichnet, und man versteht darunter die Fahigkeit 
der Ruckbildung der Formanderungen bei Fortnahme der 
diese erzeugenden Belastung. Wir 'konnen auch sagen, daB in 
diesem Bereich ein umkehrbar eindeutiger Zusammenhang zwischen 
Spannung a und Dehnung c besteht. 

Die Proportionalitat zwischen Spannung und Dehnung in dem be
schriebenen Bereich wird durch die fur die ganze "Elastizitatstheorie" 
grundlegende Beziehung 

(49) 

zum Ausdruck gebracht, in der dieses geradlinige oder lineare Verhalten 
formelmaBig erfaBt ist, und die als das Hookesche Gesetz bezeichnet 
wird. Ein Korper, der diese Bedingung erfiillt, wird als ideal-ela;sti
scher oder als Hookescher Korper bezeichnet; auf ihn beziehen 
sich die Aussagen der eigentlichen Elastizitatstheorie. Die GroBe E 
wird als Elastizitatszahl oder Elastizitatsmodul bezeichnet und 
ist eine Stoffkonstante, die durch Versuche bestimmt und in allen Rech
nungen als gegeben angesehen wird; sie ist von derselben Dimension 
wie die Spannung a und wird wie diese in kgjcm2 ausgedruckt. Fur den 
Kehrwert ljE = IX ist (nach C. v. Bach) die Bezeichnung Dehnungs
maB oder Dehnungszahl, auch ElastizitatsmaB in Gebrauch. 

In Tabelle 1 sind fur eine Anzahl von Stoffen, insb. fur einige Werk
und Baustoffe der Technik die Werte von E aufgefuhrt. (Die anderen 
darin aufgenommenen GroBen werden spater erklart.) 

26. Querdehnung, Querzahl. 1m Bereiche kleiner Formanderungen 
ist auBer der durch G1. (49) ausgedruckten linearen Beziehung 
zwischen a und enoch eine zweite Tatsache uber die Verformung von 
grundsatzlicher Bedeutung, die hier ebenfalls als Versuchsergebnis an
gesehen wird und in folgender Form ausgesprochen werden kann: Mit 
der Ausdehnung in der Langsrichtung durch eine Zug
beanspruchung ist gleichzeitig eine Kurzung(oder Schrump
fung) in der Querrichtung verbunden, die zu jener Langs
dehnung in einem festen, nur yom Stoff abhangigen Ver
haltnis steht. Ein Korper, der einer Zugkraft unterworfen ist, wird 
nicht nur langer, sondern auch dunner (Abb.25). (Das Umgekehrte gilt 
bei Belastung auf Druck.) 

Wie bereits erklart, sei c = (ll - lo)jlo die Langsdehnung. Wenn 
dann do eine Querabmessung vor der Formanderung ist und d1 nach 
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dieser, so bezeichnet man als Querkurzung (Querzusammenziehung, 
Querkontraktion) Bq das Verhaltnis 

(50) 

und zwar ist bei Zug B > 0, Bq < 0, bei Druck B <0, Bq > 0. 
Der oben ausgesprochene Satz fUhrt daher zu folgender Aussage: 

II ~ I = I Liings~~hnung I = m = ~- - konst ./ 
eo I Querkurzung v 

(51) 

Den Wert dieser Konstanten nennt man das Poissonsche Verhalt
nis oder die Poissonsche Zahl. Ihr Kehrwert v = 11m wird auch 
kurz als Querzahl bezeichnet. In Tabelle 1 
ist der Wert von v fUr einige Stoffe eingetragen. 
Fur die meisten Stoffe liegt m zwischen 3 und 4, 

27. Streckgrenze, FlieBen, Verfestigung, Bruch. 

mithin v zwischen l/S und 1/4, jedenfalls ist (wie i __ 
in 39 gezeigt wird) v < ~. 

Bei einem bestimmten Werte der Spannung, den -.+t--+--+--+-r 
man als die (0 bere) Streckgrenze as (aso ) be
zeichnet (Abb. 24), tritt ziemlich unvermittelt ...!' 
eine Anderung in dem ansteigenden Verlaufe 
der a-B-Linie ein; die Kurve macht eine schade 
Krummung und verlauft zunachst ein kurzes 
Stuck in welligen Linien und im Mittel ziem
lich genau der B-Achse parallel! - manchmal 
auch etwas fallend -, zwischen a So und der 
unteren Streckgrenze asu • Bei weiter zu
nehmender Belastung treten an Stahlstaben sehr 

-!Jl 

Abb.25. 

erhebliche, und zwar bleibende, d. h. bei Fortnahme der Belastung 
nicht mehr verschwindende Formanderungen auf; das Material wird 
bildsam oder plastisch, "es flieBt"; der Bereich, in dem dieses 
FlieBen eintritt, wird als der bildsame, der plastische oder der 
FlieBbereich bezeichnet. 

Der Zustand, in dem sich das Material in diesem Bereiche befindet, begriindet 
auch die Moglichkeit, durch Bearbeitung (die jedoch meist bei hOherer Tem
peratur erfolgt), also durch Walzen, Strecken, Hiimmern, Schmieden, 
Press en, Ziehen, Biegen u. dgl. bestimmte Gebrauchsformen herzustellen; 
von dieser Moglichkeit wird in groBtem Umfange Gebrauch gemacht. 

Das Ansteigen der a-B-Linie oberhalb der Streckgrenze bedeutet, daB 
die Spannungen bei stark wachsenden Dehnungen noch weiter zuneh
men, oder, wie man auch sagen kann, daB zur weiteren VergroBerung 
der Dehnung eine Zunahme der Spannung erforderlich ist; das Material 
wird also bei wachsenden bleibenden Formanderungen fester und 
vermag groBere Belastungen "aufzunehmen", als der Streckgrenze ent-

1 Bei FluBstahl betragt die Lange dieses waagrechten Stiickes etwa das 10 bis 
15fache der elastischen Verlangerung. 
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sprechen wiirden - allerdings, wie gesagt, meist nur unter sehr stark 
zunehmenden und bleibenden Formanderungen. Dieser Umstand ist 
fiir das Verhalten des Stahls als Baustoff - und aller anderen, sich 
ahnlich verhaltenden Stoffe - bei Beanspruchungen oberhalb der 
Streckgrenze von groBer praktischer Bedeutung. Man bezeichnet diese 
Phase des Belastungsvorganges als V e rf est i gun g und die geschilderte 
Eigenschaft als Verfestigungsfahigkeit. 

Diese Verfestigung findet aber eine Grenze, die durch die folgende 
Eigentiimlichkeit ausgezeichnet ist. Wahrend bisher der Stab seiner 
ganzen Lange nach an der Formanderung beteiligt war, tritt nun an 
irgendeiner Stelle des Stabes eine deutlich sichtbare ortliche Ein
schniirung ein, und zwar naturgemaB dort, wo ortliche Lockerstellen 
des Gefiiges oder Einschliisse fremder Teilchen das FlieBen in besonders 
starkem MaB hervorrufen. Den Wert der Spannung, bei dem diese Ein
schniirung eintritt, und der den groBten Wert 
von a darstellt, der (immer auf Fo bezogen!) 
iiberhaupt auf tritt, nennt man die Zugfestig
keit aBo 

In der Technik wird oft an Stelle von "Zugfestig
keit" die Bezeichnung "Bruchspannung" verwendet. 
Es ist aber zweifellos anschaulicher, mit Bruchspan
nung etwa die Spannung zu bezeichnen, die langs 
der wirklichen Bruchflache iiberwunden wird, damit 
sie sich auch auf das gleiche Versuchsstadium be
zieht wie die Ausdriicke "Bruchdehnung" und "Bruch
einschniirung" . 

Bei der weiteren Dehnung verlangern sich EZ 

nun die Teile in der Umgebung der Einschnii- Abb.26. 

rungsstelle, die (auf F 0 bezogenen) Spannungen 
nehmen wieder ab, und bei az und Cz wird der Stab in zwei Teile zer
rissen, es tritt der Bruch ein. Der Bruch bedeutet physikalisch die 
tlberwindung der Kohasion und das Ende der plastischen Verform
barkeit des Stoffes. 

Wird die Spannung nicht, wie dies gewohnlich geschieht und auch in Abb. 24 
vorausgesetzt ist, auf den urspriinglichen Stabquerschnitt, sondern auf den (ver
anderlichen!) Querschnitt an der Einschniirstelle bezogen, so steigt die G-s-Linie 
von dem Augenblick des Auftretens der Einschniirung bis zum Bruche noch etwas 
an und zeigt die in Abb.26 angegebene Gestalt. (Bei 0 nicht lotrecht!) 

Fiir das Verhalten der Stoffe wird in der Stoffkunde auBer aB 

(manchmal auch as) die Angabe der beiden folgenden Zahlen als ty
pische Kennwerte verlangt: 

115 = 100 1. ~ 10 , die Bruchdehnung in vH der Anfangslange, und 

l-rp = 100Fo -; F., die Brucheinschniirung in vH des Querschnitts 
o zu Beginn der Belastung. 

Der Stahl, der bei wachsender Belastung das geschilderte Verhalten 
zeigt, insbesondere nach tlberschreiten der Streckgrenze zu flieBen be
ginnt und sich dann noch durch Verfestigung dem drohenden Bruche 
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zur Wehr setzt, bildet das typische Beispiel eines zahen Materials. Die 
Eigenschaften eines solchen sind demnach: zuerst fast vollkommene 
Proportionalitat zwischen Spannung und Dehnung, dabei fast voll
kommene Elastizitat, dann ein ausgebildeter FlieBbereich mit erheb
licher Verfestigung, schlieBlich Bruch. 

28. Physikalisches fiber Festigkeit und Bruch. Wie schon gesagt, be
sitzen aIle metallischen Baustoffe kristallinen Aufbau, d. h. sie sind 
aus kleinen, oft auch mikroskopisch nicht unterscheidbaren Kristallen 
zusammengesetzt, deren molekulare Beschaffenheit dieselbe ist wie 
die eines einzelnen, geziichteten Kristalls aus dem gleichen Stoff. Die 
Atome in einem solchen Kristall sind in Raumgittern angeordnet; diese 
Anordnung bedeutet, daB aIle Atome auf drei im allgemeinen schief
winklig - in besonderen Fallen auch rechtwinklig - zueinander liegenden 
Scharen von parallelen Ebenen (Gitterebenen, Netzebenen) regelmaBig 
verteilt sind; in jeder einzelnen Ebene liegen die Atome auf bestimmten 
Scharen von Geraden (Gittergeraden). 

1m Proportionalitatsbereich, der dem geradlinigen Teil der a-e-Linie 
entspricht, erleidet das Gitter eine homogene Verformung ohne wesent
liche Gestaltsanderung, die das Gefiige des Stoffes nicht andert und 
nach Aufhoren der Beanspruchung von selbst wieder verschwindet. 
Bei der FlieBgrenze beginnend und bei den sich an diese an
schlieBenden bleibenden Formanderungen treten dagegen ortliche 
Veranderungen des Kristallaufbaues ein. Es sind dabei mehrere ver
schiedenartige Vorgange denkbar und - in wechselndem MaBe -
auch tatsachlich beobachtet worden, die das Gefiige merklich andern 
konnen: 1. Anderungen in Form und GroBe von Einzelkristallen, 2. Form
anderungen der Zwischenschichten. Hierzu ist noch folgendes zu be
merken: Zu I: Eine bestimmte Schar der vorhin genannten Ebenen
scharen enthalt die jeweils am dichtesten mit Atomen besetzten Gitter
geraden, und in Richtung dieser Geraden (Gleitrichtung) sind die Teile 
eines Kristalls im allgemeinen am leichtesten gegeneinander bleibend 
verschieblich, wobei die erwahnten Ebenen (Gleitebenen) aufeinander 
abgleiten. Bei der Belastung eines solchen "Kristalliten-Haufwerks" wird 
zunachst in jedem einzelnen der unregelmaBig angeordneten Kristalle 
die in der Gleitrichtung wirkende Belastungskomponente eine ent
sprechende (also je nach der Lage zur Gleitrichtung mehr oder weniger 
groBe) bleibende Verschiebung der Netzebenenhervorrufen. Wahrschein
lich bilden sich oft gleichzeitig kleinere Einzelkristalle dadurch, daB 
groBere zerrissen werden; vorher konnen auch noch Verbiegungen ein
zeIner Kristalle (also z. B. Verkriimmungen vorher ebener Begrenzungs
flachen u. a.) eingetreten sein. - Zu 2: Mit diesen Anderungen an den 
Kristallen selbst geht zwangslaufig eine Verformung der Zwischen
schicht Hand in Hand. 

Je reiner das Metall ist, desto geringer ist sein Widerstand gegen die 
Gleitungen, desto groBer ist zugleich sein Gleitvermogen. Ein reines 
Metall hat dither eine besonders niedrige Festigkeit und hohe Dehn
barkeit. 

Der Angriff geniigend groBer auBerer Krafte verursacht meistens 
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das Auftreten von GleitfHichen, die sehr nahe in Richtung der groBten 
Schubspannungen liegen und an der OberfHiche des Versuchskorpers 
(nach Atzen und Polieren) sichtbar werden; sie sind als Hartmannsche 
oder Liiderssche Linien bekannt. 

Diese Vorgange bedeuten also Anderungen im inneren Bau des 
Stoffes, die keineswegs unmittelbar zu seiner Zerstorung fiihren; sie 
haben vielmehr zunachst gleichzeitig mit der bleibenden Verformung 
eine Vedestigung des Materials im Gefolge; d. h. das Material kann 
nach eingetretener Gleitung usw. zunachst Spannungen aufnehmen, 
die hoher liegen als die Streckgrenze. Diese Tatsache wird bei Stahl 
(und einigen Metallen) durch den von der Streckgrenze nach oben ver
laufenden Zug der a-e-Linie zum Ausdruck gebracht. 

Fiir eine anschauliche Beschreibung der Vorgange, die wir hier allein 
im Sinne haben, kann diese Verfestigung als eine gegenseitige Blockie
rung oder Verhakung der (gegebenenfalls erst bei der Verformung 
teilweise neuentstehenden) einzelnen Kristallite in den Gleitflachen ge
deutet werden, die durch die scharfkantige Begrenzung der Kristallite 
bedingt ist. Dabei ist auch die bei den Reibungsvorgangen auftretende 
Selbstsperrung sehr wesentlich. (Auch der wellige Verlauf der a-e
Linie oberhalb der Streckgrenze kann als eine Reibungserscheinung 
mit abwechselnder Freigabe und Wiederverhakung der Kristallite ge
deutet werden; es tritt dabei eine teilweise Auflockerung des Gefiiges 
ein, der sich aber die innere Reibung an den scharfen Kristallumrissen 
widersetzt, so daB nach Ablauf dieser Phase das Material hohere Be
lastungen aufnehmen kann als zuvor.) Die Blockierung kann jedoch 
auch nur bis zu einem gewissen Betrage, namlich bis Erreichung von 
gewissen Grenzspannungen, die fiir die Herstellung eines Gleichge
wichtszustandes erforderlich sind, wirksam sein. Bei weiterer Steigerung 
der Belastung kann die notwendige Kohasion nicht mehr aufgebracht 
werden; innerhalb der Einzelkristalle schreiten die Gleitflachenbildung, 
das Verbiegen und ZerreiBen immer weiter fort; entsprechend bildet 
sich eine starkere Auflockerung der zwischen den Kristallen liegenden 
Schichten aus, deren Kohasionswirkung fortgesetzt abnimmt; schlieB
lich tritt der Bruch ein. Der Bruch selbst kann als die Folge der fort
gesetzten Zermiirbung und Zerriittung des Gefiiges, und zwar vor
zugsweise in den Gleitschichten des Werkstoffes, aufgefaBt werden. 
Dies ist ein anderer Ausdruck dafiir, daB mit Eintritt der bleibenden 
Formanderung das Gefiige des Werkstoffes merklich inhomogen wird. 

29. Die Elastizitiitsgrenze. In 25 wurde gesagt, daB sich zahe Stoffe 
im Bereich kleiner Formanderungen fast vollkommen elastisch ver
halten. Tatsachlich muB man jedoch jede Formanderung Lll als aus 
zwei Teilen bestehend ansetzen, 

Lll = Llle + Lllfl, 

von denen der erste Lll. alsder elastische, der zweite Lllfl als der un
elastische, bleibende oder plastische Teil bezeichnet wird. Das 
Verhiiltnis Lll. 

n = LIT (52) 
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nennt man das MaB fur die Vollkommenheit der Elastizitat; 
es ist dies das Verhaltnis des elastischen Anteils zur gesamten Form
anderung. Ein vollkommen elastischer Stoff ware durch 1] = 1 ge
kennzeichnet. 

Fur kleine Formanderungen ist der zweite Anteil LlZp nahezu be
deutungslos; den Wert der Spannung, bis zu der man LlZ p praktisch 
ganz vernachlassigen kann, bezeichnet man als Elastizi ta tsgrenze aE. 
Diese Grenze ist aber keineswegs objektiv angebbar, sie hangt vielmehr 
von der Genauigkeit der MeBverfahren ab und ist mehr oder weniger 
willkiirlich festgesetzt. Die Elastizitatsgrenze aE wird als jene 
Zahl definiert, unterhalb welcher das Verhaltnis LlZp/LiZ 
kleiner als ein gewisser Zahlenwert ist, der in Tabelle 2 an
gege ben ist. 

Tabelle 2. 
Festsetzung der Elastizitatsgrenze in Abhangigkeit von Lll~/LJl. 

Internationaler :M:aterialpriifungskongreB 19061 

:M:aterialpriifungsamt Berlin-Dahlem. . 
Andere praktische Festsetzungen . . . . . . 
Nach Fr. Krupp wird fiir Stahl gesetzt ... 

100 LJ l~/ LJ l = 0,001 
100 LJ l~/ LJ l = 0,003 
100 LJl~/LJl = 0,02 bis 0,03 
(JE = (Js 

Ahnlich wie fur die Elastizitatsgrenze ware auch fur die Proportio
nalitatsgrenze eine einschrankende Festsetzung erforderlich. In der 
Praxis werden beide nur in besonderen Fallen bestimmt und verlangt. 
In ihrer technischen Bedeutung treten beide gegenuber der Streck
grenze, bei der in den meisten Fallen eine scharf erkennbare Anderung 
in dem elastischen Verhalten der Stoffe eintritt, sehr in den Hintergrund. 

30. Der Stahlstab beim Druckversuch. Der Druckversuch wird bei 
Stahl und Eisen an kurzen Zylindern ausgefuhrt und ergibt als a-e-Linie 
den ebenfalls in Abb. 24 eingetragenen VerIauf. Der elastische Bereich 
setzt sich nahezu geradlinig (und ohne Knick!) in den Bereich der 
negativen a- und e-Werte fort, jedoch ist die Quetschgrenze a_s, 
d. i. jene Spannung, bei der die bleibenden Zusammendruckungen 
merklich zu werden beginnen, weit weniger scharf ausgepragt als die 
Streck- oder FlieBgrenze as, und vollends ist ein Bruch im eigentlichen 
Sinne, d. h. in Form einer vollstandigen Trennung in zwei oder mehrere 
Teile, fast nie zu erreichen. Kurze Probekorper werden immer flacher 
und flacher zusammengedruckt, und der Bruchvorgang gibt sich nur 
durch Risse zu erkennen, die in ungefahr radialer Richtung an dem 
Probestuck entstehen. (Dieses Verhalten ist in der Abb. 24 durch Striche
lung angedeutet.) 

31. Verhalten anderer technisch wichtiger Stoffe. Einteilung. Der 
Stahl, dessen· Verhalten im vorhergehenden geschildert wurde, ist das 
wichtigste Beispiel eines zahen Stoffes; ahnlich wie Stahl verhalten 
sich auch - mit mehr oder weniger deutlicher Auspragung der einzelnen 
Phasen - einige andere technisch wichtige Metalle und Metallegieruh
gen wie Bronze oder Messing; bei den meisten dieser Stoffe fallen obere 

1 Die ersten beiden Angaben sind viel zu klein, wei! Dehnungen nur hochstens 
bis auf 0,01 vH genau gemessen werden konnen. 
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und untere Streckgrenze zusammen. Die sproden Stoffe, insb. GuB
eisen, Gesteine und die meisten anderen Bau- und Werkstoffe der Tech
nik zeigen ein Verhalten, das von dem der zahen sehr verschieden ist. 

In Abb.27 sind die a-e-Linien fUr einige Stoffe zusammengestellt. 
(Alle diese Angaben und Unterscheidungen haben nur fUr Zimmer
temperatur Geltung.) (Die MaBstabe sind fUr a bis f verschieden I). 

a) GuBeisen: Der elastische Bereich, in dem die a-e-Linie nahezu 
geradlinig verlauft, erstreckt sich bis zu einer scharfen Grenze, an die 
sich fast unmittelbar der Bruch anschlieBt (sprOder Stoff). Kein FlieBen, 
keine Verfestigung, keine EinschnUrung. 

b) Bronze: Unscharfe Streckgrenze, weiter FlieBbereich (zaher 
Stoff). 

c) Marmor, d) Beton, e) Holz, f) Leder sind teilweise elastisch, 
nur bei sehr kleinen Belastungen besteht Proportionalitat zwischen 

NT b8ronze cl1ormor d Beton e lIolz f I.eder 

~ .. ~ ~ " 'Y" ~"1/~ 
A ~J 

-/: 

-fT 

Abb.27. 

Spannung und Dehnung. FlieB- oder Streckgrenzen im eigentlichen Sinnc 
sind nicht vorhanden. 

Andere Stoffe, wie Lehm, Ton, Teer, Asphalt zeigen nahezu gar 
keine Elastizitat, sondern behalten eine ihnen erteilte Formanderung 
bei - manchmal nimmt diese auch noch zu -, ohne ein Streben 
zur Riickbildung zu zeigen; man bezeichnet sie als bildsame Stoffe. 
Bei anderen, wie Blei, ist ein elastischer Bereich zwar vorhanden, die 
Elastizitatsgrenze liegt aber sehr niedrig, so daB diese Stoffe praktisch 
als bildsam angesehen werden konnen. 

Auf Grund dieser Tatsachen kann man die festen Stoffe fUr eine 
ungefahre nbersicht in folgende drei Gruppen einteilen: 

1. Zahe Stoffe: elastisch, Proportionalitatsbereich vorhanden, 
deutliche Streckgrenze, ausgedehnter FlieBbereich mit Verfestigung, 
Bruch nach vorausgehender Einschniirung. Beispiele: Stahl, einige Me
talle und Metallegierungen. 

2. Sprode Stoffe: kein merklicher FlieBbereich, keine merkliche 
Einschniirung. Beispiele: GuBeisen, Gesteine, Glas, Beton. 

3. Bildsame Stoffe: geringe Elastizitat, plastisches Verhalten. 
Beispiele: Lehm, Ton, Teer, Blei, Asphalt. 

(Organische Stoffe wie Holz und Leder lassen sich schwer in diesem 
Schema unterbringen). 

32. Harte. Die Bedeutung dieses Begriffes fUr die technische Festig
keitslehre ist deshalb so erheblich, weil erfahrungsgemaB die Angabe 
der Harte eines Stoffes einen RiickschluB auf seine Festigkeit (Bruch-
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spannung) zu ziehen gestattet, und well zur Bestimmung der Harte 
viel einfachere Mittel ausreichend sind als zur Ausfiihrung eines Zer
reiBversuches. Ein solcher macht immer die Entnahme eines Probe
stabes notwendig, wahrend die Hartebestimmung an jedem Werk
stuck vorgenommen werden kann, das hierzu nur an einer ganz kleinen 
Flache poIiert werden muB. 

Unter Harte versteht man i. a. den Widerstand, den 
ein Karper dem Eindringen eines anderen entgegen
setzt. Bei der technischen Harteprufung wird der 
Eindruck (als bleibende Formanderung) gemessen, der 
an dem Werkstuck durch Anpressen einer hochgeharte

~~~~~~ ten Stahlkugel entsteht. Das gebrauchIichste Verfahren 
~ ist die Brinellsche Kugeldruckprobe: eine Kugel von 

Abb.28. D = 10 mm (bzw. 5 oder 2,5 mm) Durchmesser wird 
mit der Kraft P = 3000 kg (wahrend 30 sek) an das 

Werkstuck angepreBt (Abb. 28) und der Durchmesser d der entstehen
den kreisfarmigen Beriihrungsflache gemessen. Als Hartezahl (Brinell
harte) bezeichnet man den Quotienten 

(53) 

FUr einige Stoffe ergeben sich auf diese Weise Hartezahlen, die zu 

Tabelle 3. Hartezahlen. 

Stoff 

Vulkanfiber . . . 
Lagermetall (WeiBmetall) 
AI (gewalzt) 
Ou ..... . 
Bronze ... . 
GuBeisen ... . 
Stahl .... . 
Stahl, gehitrtet . 

7-16 
20-28 

45 
60 

60-250 
130-300 
150-300 

bis 850 

entnehmen sind aus der neben
stehenden Tabelle. 

Mit der Hartezahl hangt er
fahrungsgemaB die Festigkeit 
bestimmter Stoffe in einfacher 
Weise Zllsammen, u. zw. fur 
Kohlenstoffstahl verschiedener 
Zusammensetzung nach der 
Formel (1B = 0,36 HB und fur 
Chromnickelstahl durch 

(1B = 0,34 H B • 

33. Weehselnde Belastung. Die in 25 fur das Verhalten der ver
schiedenen Karper gegebenen Aussagen stellen nur ein erstes schema
tisches Blld fiir das in seiner Gesamtheit viel verwickeltere Verhalten 
der Stoffe dar. Diese Aussagen muss en besonders dann erweitert werden, 
wenn es sich um die Berucksichtigung der Zeitabhangigkeit, also 
nicht um konstante oder langsam wachsende, sondern um verander
liche und rasch wechselnde Belastung handelt. Aus der uberaus 
groBen Zahl der auf diesem Gebiete gewonnenen Erfahrungen und Be
obachtungen seien hier nur die allerwichtigsten angefuhrtl. 

a) Elastische Nachwirkung, Kriechen. Bei allen Belastungs-

1 Als kurze Darstellung der in Betracht kommenden Vorgange und Beobach
tungen vom technischen Standpunkte aus sei vor aHem auf das reichhaltige Biich
lein von A. Thum und W. Buchmann: Dauerfestigkeit und Konstruktion, 
Berlin: VDI-Verlag 1932, verwiesen. 
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versuchen bemerkt man, daB die Formanderungen nicht augenblick
lich ihren endgiiltigen Wert annehmen, sondern daB bis zur Erreichung 
des Endwertes eine groBe, manchmal recht erhebliche Zeit verstreicht. 
So geht z. B. die Formanderung auch im elastischen Bereich bei Fort
nahme der Belastung nicht augenblicklich auf Null zuriick, sondern 
erst nach einer gewissen Zeit (und auch dann, wie friiher schon be
schrieben, nicht vollig, wegen der stets vorhandenen 
bleibenden Formanderung). Diese Verzogerung der Form
anderung gegen die Belastung bezeichnet man als ela
stische Nachwirkung. Die Erscheinung, daB die 
Formanderung bei Belastung und Entlastung erst nach 
einer gewissen Zeit ihren Endwert erreicht, nennt man 
auch Kriechen des Stoffes. 

b) Erhohung der Elastizitats- und Streck
grenze, Bauschingereffekt. Belastet man Stabe 0 

iiber die Elastizitatsgrenze und entlastet sie, so findet 
man fiir den dieser Vorbelastung unterworfenen Werk

go JO 
e-

Abb.29. 

stoff bei neuerlicher Belastung eine Erhohung der 
Elastizitatsgrenze. Die Einschaltung einer Ruhepause nach der Ent
lastung kann eine weitere Erhohung der Elastizitatsgrenze zur Folge 
haben. (In Ausnahmefallen auch eine Abnahme.) Eine neuerliche Be
lastung im entgegengesetzten Sinn (also auf Druck, wenn vorher Zug 
aufgebracht war, undumgekehrt) setzt die Elastizitatsgrenze wieder 
herab. Ahnliches gilt fiir die Streckgrenze. Die Gesamtheit dieser eng 
miteinander zusammenhangenden Erscheinungen wird 
als Bauschingereffekt bezeichnet. 

c) Elastische Hysteresis. Wenn ein Stab nach 
einer Belastung bis zu einem bestimmten Wert (Gmax) 
wieder bis auf null entlastet wird, so wird beim 
Riickgang der Belastung nicht dieselbe G-e-Linie 
durchschritten; die neue G-e-Linie liegt vielmehr 
nach der Seite der groBeren e verschoben, nimmt 
also den aus Abb. 29 ersichtlichen Verlauf. Wird der 
Stab neuerlich belastet und dies fortgesetzt, so ergibt 
sich das in derselben Abbildung eingetragene Bild. 
- Dieses Zuriickbleiben der Dehnung hinter der Span
nung wird als elastische Hysteresis bezeichnet. 
Die Erscheinung wird noch deutlicher, wenn man 

U 

+UITH/r ______ JI 

Abb.30. 

einen Belastungsverlauf zwischen + Gmax, - Gmax, + Gmax betrachtet; in 
diesem Fall wird eine Belastungsschleife durchlaufen, wie sie in 
Abb.30 dargestellt ist. Die Flache dieser Schieife stellt die Arbeit 
(Formanderungsarbeit) dar, die bei jedem solchen Umlauf zugefiihrt 
werden muB und durch innere (molekulare) Reibung in Warme um
gesetzt wird. Diese Arbeit ist naturgemaB umso groBer, je mehr der 
Umkehrpunkt Gmax im Gebiet der bleibenden Formanderung liegt, je 
mehr also die Belastung Gmax die FlieBgrenze iiberschreitet. 

d) Ermiidung, Dauerbruch. Aile in den vorhergehenden Ab
schnitten gemachten Aussagen beziehen sich nur auf die sogenannte sta-
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tische Belastung des Werkstoffes; man versteht darunter eine ein
malige, gleichbleibende oder langsam vedinderliche Belastung. Die da
bei fiir den Eintritt des Bruches geltenden Werte der Spannung be
zeichnet man als statische Festigkeit (fB' den Bruchvorgang selbst 
als Gewaltbruch. Diese Annahme entspricht aber nur in besonderen 
Fallen dem wirklich vorliegenden Sachverhalt. Die Beanspruchung von 
ungleichfOrmig bewegten Maschinenteilen ist von wechselnder Be
schaffenheit und fiihrt zu ganz anderen Aussagen iiber die Gri::iBen der 
den Bruch herbeifiihrenden Spannungen. Die ersten grundlegenden Er-

Abb. 31. 

kenntnisse iiber den EinfluB wechselnder und wiederholter Belastungen 
sind dem deutschen Eisenbahningenieur Aug u s t W i::i hIe r zu verdanken, 
der zeigte, daB bei wechselnder Belastung viel geringere Hi::ichstwerte 
erforderlich sind, um den Bruch herbeizufiihren. 

Einen durch wiederholte, wechselnde Belastung herbeigefiihrten 
Bruch bezeichnet man als Schwingungsbruch oder, da er nur bei 
dauernd wiederholter Beanspruchung eintritt, als Dauerbruch1 . Ein 
solcher nimmt immer von irgend einer schwacheren Stelle des Quer
schnittes seinen Ausgang und laBt an der Bruchflache deutlich zwei 
Bereiche erkennen (Abb. 31): einen - die "Dauerbruchzone" - von 
auBerst feinki::irniger Beschaffenheit, ahnlich wie bei amorphen Stoffen. 
Die Dauerbruchzone entsteht durch allmahliche Ausdehnung einer an
fanglich schwacheren Stelle unter fortschreitender Auflockerung der 

1 Manchmal wird die Bezeichnung Dauerbruch auch fiir das Endergebnis einer 
konstanten Beanspruchung verwendet: Dauerzugfestigkeit usw. 
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"Gleitflachen" der Kristalle; die dadurch bedingte Zermiirbung und 
Zerriittung ist mit einer Ermiidung des Stoffes verbunden und fiihrt 
zu einer Herabsetzung der Festigkeit. Die Ermiidung wird also als eine 
von anderen Erscheinungen (FlieBen, Verfestigung, Einschniirung) unab
hangige Zerriittung des Werkstoffes, und zwar vorwiegend in den Gleit
schichten der Kristalle, angesehen. Der zweite Bereich - die "Rest
bruchzone" - zeigt eine Bruchflache von normaler Beschaffenheit, 
und der Bruch in diesem Restbereich ist von der Art eines Gewalt
bruches, der einsetzt, sobald die Schwachung des Querschnittes durch 
Auflockerung im ersten Bereich ein gewisses MaB erreicht hat. Be
merkenswert ist auch, daB der Schwingungsbruch in der Regel ohne 
merkliche Formanderung des Materials eintritt. 

Dnter "wechselnder Beanspruchung" versteht man, genauer ge
sagt, eine solche, die zwischen zwei festen Werten in bestimmtem 
Rythmus schwankt. Die (absolut) 
groBere Spannung heiBt dahei 
die "obere Grenzspannung" (Be
zeichnung ao oder 1'0)' die (abso
lut) kleinere die "untere Grenz
spannung" (Bezeichnung au oder 
l' u)' Der arithmetische Mittelwert 
zwischen oberer und unterer 
Grenzspannung wird "Mittel
spannung" (am oder 'im) und die 

o 1 J J If. .; 6 7 8 9 10·10 
I.oslwechselzUh/ Z 
Abb.32. 

halbe Differenz der Grenzwerte "Spannungsausschlag" (a a oder l' a) ge
nannt. 

Das Ergebnis einer Priifung auf Schwingungsfestigkeit wird in Form 
einer Wohler kurve angegeben, in welcher der Spannungsausschlag 
in Abhangigkeit von der Zahl der Lastwechsel aufgetragen ist. Diese 
Wohlerkurven zeigen in den allermeisten Fallen den in Abb. 32 an
gegebenen typischen VerIauf. Man erkennt, daB sich die Kurve einem 
endlichen, von null verschiedenen Endwert nahert, der bei einigen 
Millionen Lastwechseln fast immer erreicht wird. Aus diesem Grunde 
werden an Stelle des "beliebig oft" in den obigen Aussagen praktisch 
fiir Stahl zehn Millionen Lastwechsel als die Wechselzahl an
genommen, bei der dieser kleinste Endwert sicher erreicht ist. Man 
spricht demgemaB auch von der Zehnmillionen- Grenze oder all
gemein von der Grenzzahl. Bei Leichtmetallen muB man z. B. oft 
bis 30.106 Lastwechsel gehen. 

Die dieser Grenzzahl entsprechenden Werte der Schwingungsfestigkeit werden 
auch als "Dauerfestigkeiten" bezeichnet. - 1m Gegensatz hierzu werden aIle jene 
Werte der Festigkeit, die bei Lastwechselzahlen unterhalb der Grenzzahl ermittelt 
werden, "Zeitfestigkeiten" genannt. 

Die Ergebnisse der Dauerfestigkeitsversuche bei verschiedenen Mit
telspannungen werden neuerdings in sog. "Dauerfestigkeitsschaubil
dern" wiedergegeben, von denen ein typisches Beispiel in Abb. 33 ge
zeigt ist. Uber der Mittelspannung als Abszisse werden jene oberen und 
unteren Grenzspannungen als Ordinaten aufgetragen (in der Abb. mit 



46 Das Verhalten der festen Korper bei Belastungen. 

ao, au bezeichnet), die yom Werkstoff gerade noch ertragen werden, 
ohne daB der Bruch eintritt, die also die asymptotischen Werte der 
Wohlerkurve sind. Man erhiilt demgemiiB einen Kurvenzug mit zwei 
Asten, die von der unter 45° geneigten Geraden in der Ordinatenrich
tung gleichweit entfernt sind; den Punkten dieser Geraden entspre
chen die Mittelspannungen, die um die gleichen SpannungsausschHige 
vermehrt oder vermindert werden. Das Schaubild der gemessenen 
Werte wird dann noch dadurch abgeandert, daB es bei der Streckgrenze 
durch das Geradenstuck AB abgeschnitten wird, da diese in keinem 
Falle uberschritten wer
den solI. So entstehen 
die beiden Geraden-
stucke DA und a B. Das
selbe wiederholt man auf 
der Seite der negativen 
Spanunngen mit der 
Quetschgrenze. Die Ge-
radenstucke O'D und D' a 
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Abb.33. 

des Bildes stellen dagegen keine Idealisierung oder Willkur dar, son
dern entsprechen den MeBwerten, die in diesen Bereichen fast genau 
linear ansteigen. 

Der zum Mittelwert Null gehorige Spannungsausschlag wird auch 
als "Wechselfestigkeit" aw (oder iW), der zum Mittelwert ao/2 (oder i o/2) 
gehorige Spannungsausschlag als "Ursprungsfestigkeit" au (oder iU) 

bezeichnet. Sie wurden fruher meist allein angegeben. 
Dauerfestigkeitsschaubilder der beschriebenen Art werden fUr jede 

Beanspruchungsart (Zug-Druck, Biegung, Torsion) besonders auf
genommen. 

Als Anhaltspunkt fur die GroBe derWechselfestigkeit aw diene 
die Angabe, daB fur C-Stahle und legierte Stahle fur das Verhaltnis 

Gw = Wechselfestigkeit = 0 35 bis 0 7 
GB Zugfestigkeit ' , 

zu setzen ist, wobei unter aw der Wert fUr groBe Wechselzahlen (10 Mil
lionen) zu verstehen ist, und der Spielraum durch Formeinflusse be
dingt ist. 



Bruchhypothesen. 47 

Friiher hat man fUr die VerhaItnisse 

aw : au : aB = I : 2: 3 

angenommen; heute weiB man, daB diese Zahlen zu hoch gestaffelt sind. 

e) Die Kavitationskorrosion (Zernagung) ist vermutlich dy
namischen Ursprungs und tritt bei wiederholten, schlagartigen Be
anspruchungen von bestimmten Betragen auf. Durch Vorhandensein 
von Flussigkeiten wird die Erscheinung der Korrosion sehr begunstigt. 
Messungen (mit der Piezo- Quarzzelle) haben ergeben, daB wiederholte 
DruckstDBe (kurzdauernde Belastungen) im Betrage von nicht mehr 
als 200 bis 300 kg/cm2 genugen, um die ZerstDrung der widerstands
fahigsten Metalle innerhalb kurzester Zeit zu bewirken. Es stellt sich 
als notwendig heraus, die bisherigen Theorien der Widerstandsfahigkeit 
der Metalle gegen Ermudung in dem Sinne zu erganzen, daB unter der 
Einwirkung wiederholter Schlage, besonders merklich in Gegenwart 
einer Flussigkeit, die Ermudungsgrenze sich wesentlich nach unten 
verschiebt. Vorgange dieser Art sind vor allem fur den Wasserturbinen
bau von graBter Bedeutung, wo sie in dem Unterdruckgebiet an den 
Schaufelenden, vermutlich mitbedingt durch die Gaseinschlusse im 
Metall, die gefiirchteten "Kavitationserscheinungen" hervorrufen. 

In diesen Bemerkungen sind nur die wichtigsten Umstande angefiihrt - vor 
allem im Hinblick auf die Art der Belastung -, die fiir das Verhalten der Stoffe 
maBgebend sind. Auf andere Einfliisse, die gleichfalls von Bedeutung sind, wie 
Vorbehandlung, Oberflachenbe.schaffenheit, Oberflachenbehandlung (Driicken!), 
Form der Versuchskiirper, Temperatur, Warmebehandlung u. dgl. solI hier nur 
hingewiesen werden, urn die auBerst verwickelte Frage nach dem Verhalten der 
Stoffe und ihrer Festigkeit zu kennzeichnen. 

34. Bruchhypothesen. In 8 wurde schon darauf hingewiesen, daB die 
bei Aufbringung einer bestimmten Belastung auftretenden Gleitflachen 
sehr nahe mit den Richtungen der graBten Schubspannungen zusammen
fallen. Es ist daher naheliegend, als maBgebend fur das Auftreten die
ser Gleitflachen, sowie auch des Gleitens innerhalb der Kristallkarner 
selbst, das Erreichen eines bestimmten Wertes der Schubspannung an
zusehen, die man als Grenzschubspannung bezeichnet. Da der Ein
tritt des FlieBens bei zahen Stoffen auch als Beginn des Bruches gelten 
kann - wobei sich freilich in diesen Fallen der Vorgang der Ver
festigung dazwischenschaltet -, wird oft dieselbe GraBe auch als maB
gebend fur den Eintritt des Bruches angesehen, der dann als Scher
bruch bezeichnet wird. Bei spraden Stoffen tritt der Bruch nahezu 
unmittelbar am Ende des elasti~chen Bereiches ein. - Dies ist aber 
nur eine der maglichen Annahmen, die getroffen werden kannen und 
auf ihre Richtigkeit gepruft worden sind. Unter den in Betracht kom
menden Maglichkeiten sind - im Zusammenhang - die folgenden her
vorzuheben: 

a) Hypothese der graBten Normalspannung (Zug oder Druck), 
(alteste Theorie), 

b) Hypothese der graBten Schubspannung (Coulomb, Guest), 
c) Hypothese des elastischen Grenzzustandes (0. Mohr), 
d) Hypothese der graBten Dehnung oder Gleitung (C. v. Bach), 
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e) Hypothese der groBten Formanderungsarbeit (E. Beltrami), 
f) Hypothese der groBten Gestaltanderungsarbeit (H. Hencky, 

R. v. Mises, F. Schleicher). 
Hierzu seien die folgenden Erlauterungen gegeben: 
a) Die Annahme, daB die groBte auftretende Normalspan

n ung (Zug oder Druck) fur den Eintritt des Bruches maBgebend sei, 
ist die alteste und liegt den meisten alteren Festigkeitsberechnungen 
zugrunde. Wenn sie allgemein richtig ware, muBten die Bruchflachen 
von Staben stets senkrecht zur Stabachse liegen - der Bruch wurde 
dann als Trenn bruch zu bezeichnen sein -, was jedoch bei zahen 
Stoffen (Stahl) sicher nich t zutrifft. Ferner konnten Stoffe, die nur 
hydrostatischen Druckkraften ausgesetzt sind, diesen nach Uberschrei
tung der Bruchspannung (die aus dem einachsigen Spannungszustand 
abgeleitet wird) nicht widerstehen, was offenbar doch der Fall ist. 
Diese Theorie kann daher nich t aufrecht erhalten werden. 

b) Die Hypothese der groBten Schubspannung besagt, daB 
das Auftreten eines gewissen Grenzwertes fur die Schubspannung, also 
das Erreichen einer bestimmten Grenzschubspannung, fur den 
Eintritt des Bruches (als Folgeerscheinung des FlieBens) maBgebend 
ist. Es wurde bereits hervorgehoben, daB diese Theorie eine groBe innere 
Wahrscheinlichkeit fUr sich hat. Wenn die Hauptspannungen in irgend 
einem Punkte (h, 0' 2' O'g sind, und wenn wie bisher immer 0'1 > 0'2 > 0' g 
vorausgesetzt wird, so ist die groBte Schubspannung (nach 14) yom 
Betrage 

Tmax = (0'1 - O'g)/2 , 

die mittlere Normalspannung ware also ohne EinfluB auf den Eintritt des 
Bruches. Diese Theorie steht in besserer Ubereinstimmung mit den Ver
suchen, insbesondere jenen von Guest, und ist vor aHem bei Stahl mit 
ausgepragter Streckgrenze bestatigt gefunden worden. In anderen Fallen 
hat sich jedoch ein EinfluB der mittleren Hauptspannung 0'2 gezeigt. 

c) Die Theorie von O. Mohr stellt eine Verbindung der beiden vor
genannten dar; bei ihr wird als maBgebend fUr den Eintritt des Bruches 
nicht ein bestimmter Wert der Normalspannung oder der Schubspan
nung, sondern das Erreichen einer bestimmten Grenzkurve betrachtet, 
die in der Form 

T='f(O') 

fur jeden Werkstoff gegeben sein soIl und etwa von der in Abb. 34a 
gezeichneten Form angenommen werden kann. Wenn in einem Punkte 
des Korpers der Spannungszustand so beschaffen ist, daB der zu
gehorige Spannungskreis diese Grenzkurve erreicht, dann soIl in dies em 
Punkt der Bruch eintreten. Diese Grenzkurve stellt die Umhullende 
samtlicher Spannungskreise dar, die den "Grenzzustanden des Gleich
gewichtes" unterhalb des Bruches entsprechen. Wenn die Umhiillende 
aus zwei Parallelen zur O'-Achse im Abstand Tmax besteht, so erhalt 
man wieder die Theorie der maximalen Schubspannung (Abb. 34b); 
ist die Umhullende eine Parallele zur T-Achse im Abstand O'max, so 
erhalt man die Hypothese a). 
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d) Die Hypothese der groBten Dehnung oder Gleitung 
geht von der A:tinahme aus, daB die groBte auftretende Formanderung 
fiir den Eintritt des Bruches maBgebend ist. Diese Theorie ist· durch 
die Beobachtungen nicht bestatigt worden; diese zeigen vielmehr, 
daB die Widerstandsfahigkeit des Materials in einer Richtung durch 
eine zu dieser senkrechte Spannung, mit der doch eine Dehnung in 
der ersten Richtung verbunden ist, nicht verandert wird, was nach 
dieser Hypothese der Fall sein miiBte. Trotzdem sind die praktischen 
Berechnungsverfahren zum Teil heute noch darauf aufgebaut, weshalb 
sie angefiihrt werden muB. 

e) Die Hypothese der groBten Formanderungsarbeit 
(Erklarung dieses Begriffes in 40) nimmt an, daB die groBte in einem 
Raumteilchen aufgespeicherte Formanderungsarbeit fiir das Eintreten 

a b 

Abb. 34a lind b. 

des Bruches bestimmend ist. Diese Theorie geht von der Tatsache aus, 
daB das Material im elastischen Bereich die Arbeit in umkehrbarer 
Weise aufnimmt, und daB dies aufhort, sobald der Arbeitsbetrag einen 
bestimmten Grenzwert erreicht hat. Auch diese Theorie ist von der 
Erfahrung nicht bestatigt worden. Dagegen scheint 

f) die Hypothese der groBten Gestaltanderungsarbeit 
fiir die moderne Auffassung des Bruchvorgangs besondere Bedeutung 
zu besitzen1. Diese Theorie sucht dem Gedanken Rechnung zu tragen, 
daB ein Spannungszustand von der Art des hydrostatischen (nach 
dem in a) Gesagten) keinen EinfluB auf die Zerstorung des Materials 
haben kann; in der Tat weiB man, daB ein allseitiger Druck eine Zer
storung nicht hervorbringen kann. Es wird daher von dem gegebenen 
auf die Hauptspannungen bezogenen Zustand 0"1,0"2,0"3 ein homogener 
Spannungszustand in Abrechnung gebracht, welcher der Normalspan
nung O"m = (0"1 +,0"2 + 0"3)/3 entspricht. Die dem restlichen Spannungs
zustandO"l - 0" m' 0"2 - 0" m' 0"3 - O"m zugehorige Arbeit wird als Gestal t
anderungsarbeit A(a) bezeichnet und hat (wie in 41 gezeigt wird) fol
genden Wert 

A (g) = 1: G [(0"2 - 0"3)2 + (0"3 - 0"1)2 + (0"1 - 0"2)2] • (54) 

1 Diese Hypothese wird den meisten neueren theoretischen Untersuchungen 
zugrunde gelegt, die sich mit plastischen Formanderungen beschaftigen. 

Poschl, Mechanik II. 4 
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Fiir den Eintritt des FlieBens bzw. des Bruches solI dann die Bedingung 
gelten Ala) > konst., wobei diese Konstante dem Werkstoff eigentiim
lich ist. An jenem Punkte, an dem der mit den drei dort herrschen
den Hauptspannungen 0'1,0'2' 0'3 gerechnete Ausdruck A(g) zuerst einen 
bestimmten Grenzbetrag erreicht, solI der Bruch entstehen. Nach dieser 
Theorie haben aIle drei Normalspannungen EinfluB auf den Eintritt 
des Bruches. Diese Theorie steht mit neueren Versuchen (von Lode, 
ReuB u. a.), die zu ihrer Priifung angestellt wurden, in befriedigender 
Vbereinstimmung und ist heute fiir aIle Stoffe (auBer fiir Stahl) mit 
ausgepragter Streckgrenze als die wichtigste aller Bruchtheorien an
zusehen. Das Verhalten der in Wirklichkeit vielkristallinen Stoffe (Stahl) 
scheint nach neueren Versuchen zwischen der Mohrschen und der 
Hypothese der gr6Bten Gestaltanderungsarbeit zu liegen, allenfalls mit 
EinschluB dieser beiden Theorien als Grenzfallen. 

Dar Umstand, daB die Priifung bei keiner dieser "Bruchhypothesen" geniigend 
allgemeine Aussagen, die fiir die verschiedenen Stoffe giiltig sind, ergeben hat, 
laBt erkennen, daB der bei der Aufstellung dieser Hypothesen beschrittene Weg 
wahrscheinlich eine zu enge Auffassung des Sachverhaltes !iarstellt. Wirkliche Fort
schritte dtirften nur durch ein genaueres Eingehen auf die Anderungen der Struktur 
,.der verschiedenen Stoffe in den verschiedenen Phasen der Belastung (FlieBen, 
Verfestigung, zunehmende Auflockerung, Bruch) zu gewinnen sein. 

35. Zuliissige Spannungen; Sicherheit. Die aus diesen Theorien ge
wonnenen Werte der "Festigkeiten" bilden die Grundlage fiir die Wahl 
der "zulassigen Spannungen" (O'ZUI' Tzu!> usw.) , auf denen die tech
nischen Berechnungen, vor allem die Festlegung der Abmessungen -
die Dimensionierung - beruhen. Nach der "Hypothese der gr6Bten 
Spannung" wird als zulassige Spannung in der Regel ein bestimmter 
Bruchteil der betreffenden "Festigkeit" (oder der "Streckgrenze") an
genommen Cis bis 1/10), den Kehrwert dieses Verhaltnisses bezeichnet 
man als die Sicherheit (3-fache bis lO-fache Sicherheit). Die Fest
setzung der zulassigen Spannung ist eine praktische Frage von auBer
ordentlicher Tragweite, fiir deren Beantwortung (auBer amtlichen Vor
schriften) vor allem die Genauigkeit, mit der die Belastung gegeben 
ist und die Beanspruchungen in jedem Einzelfall ermittelt werden 
k6nnen, und die Erfahrungen des Konstrukteurs entscheidend sind. -
Es sei hier nur noch ausdriicklich auf den Unterschied hingewiesen, 
der zwischen den objektiv (durch Messung) gefundenen Werten der 
Streckgrenze, Festigkeit, usw., und den zulassigen Spannungen, die in 
weitem MaBe durch subjektive Momente (amtliche Vorschriften, 
pers6nliche Erfahrungen u. dgl.) bedingt sind, besteht. "Ober die zulas
sigen Spannungen enthalten die Ingenieurbiicher ausfiihrliche Angaben. 
Die wichtigsten dieser Angaben iiber die Wahl der zuliissigen Span
nungen, soweit sie sich theoretisch begriinden lassen, werden in 88 ge
geben. 

IV. Die elastischen Gleichungen. 
36. Das Hookesche Gesetz fiir Schuh; Gleitzahl. Das Hookesche Ge

setz in der Form, die wir bisher kennengelernt haben, bringt die Be
ziehung zwischen der Normalspannung 0' in einer Richtung und der da-
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mit verbundenen Dehnung e (bzw. Kiirzung) zum Ausdruck. Dieser 
Aussage tritt nun, sie erganzend, eine andere an die Seite, die einen 
ebenfalls linearen Zusammenhang zwischen den Schubspannungen -r: bei 
reinem Schub und der mit diesen verbundenen Gleitung yangibt. Es ge
hort zum Wesen der "linearen" Elastizitatstheorie, daB sie die Beziehun
gen zwischen den Normalspannungen und Dehnungen einerseits trennt 
von denen zwischen den Schubspannungen und Gleitungen andrerseits. 

Selbstverstandlich liiBt sich die ganze Theorie allgemeiner und exakter begriin
den als in der schrittweise vorgehenden und beschreibenden Art, die wir hier 
verfolgen, die aber fiir die erste Einfiihrung besonders geeignet sein diirfte. 

Das Hookesche Gesetz fiir Schub
spannungen und Gleitungen schrei
ben wir in der Form 

(55) 

und wenden es fiir jedes rechteckig 
begrenzte Teilchen an, an dessen 
Seitenflachen paarweise die Schub-

a 

c 

-

Abb. 35a bis c. 

spannungen -r: wirken und die Gleitung y hervorbringen. Den Faktor G 
bezeichnet man als Gleitzahl (auch Gleitmodul oder Schubmodul); 
diese ist eine GroBe von derselben Art wie E und wird wie diese in 
kg/cm2 ausgedriickt (siehe Tabelle 1 in Kap. III). 

Mit diesen Festsetzungen haben wir zur Kennzeichnung des elasti
schen Verhaltens der Korper drei Konstante E, P, G eingefiihrt. Dieser 
Umstand konnte zu dem SchluB verleiten, daB das Verhalten des ideal
elastischen Korpers, wie wir ihn hier der Betrachtung zugrunde legen, 
von drei Konstanten abhangig sei. Dem ist jedoch nicht so, es laBt sich 
vielmehr zeigen, daB zwischen diesen drei Konstanten eine identische 
Beziehung besteht. Diese erhalt man am einfachsten durch Betrachtung 
eines besonderen Spannungs- und damit verkniipften Verzerrungs
zustandes, der in Abb. 35a bis c eingetragen ist. Man denke sich ein 
Teilchen mit quadratischem Querschnitt senkrecht zu einem Seiten
paar mit den Spannungen a gezogen und senkrecht zum anderen Seiten
paal' mit den gleichen Spannungen - a gedriickt. Dadurch wird das 
Teilchen in der Richtung der Zugspannungen a verlangert, in del' 
Richtung der Dl'uckspannungen - a verkiirzt und nimmt die in del' 
Abb. 35c gestrichelt eingetragene Form an. In 10 wurde gezeigt, daB die 

4* 
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groBten bei diesem Spannungszustand auftretenden Schubspannungen 
unt,er den Winkeln ± rn:J4 gegen die Normalspannungen liegen und den 
Betrag I T I = I u I haben. Die Formanderungen des urspriinglich qua
dratischen Teilchens unter dem EinfluB der Spannungen u, - u auf die 
vier Seitenflachen und die des diagonal liegenden Teilchens unter dem 
EinfluB der Schubspannungen T stimmen miteinander uberein und 
fiihren zu folgenden Aussagen: 

Die Dehnung in der Richtung u ist nach dem Hookeschen Gesetz 

o_~_~+VG _1+-,,-u' 
-l-E E-- E ' 

die Gleitung des diagonal liegenden Quadrates ergibt sich aus der 
folgenden Beziehung, die unmittelbar aus der Abb. 35c abzulesen ist: 

( n 1') _ tl+·p 1+1'/2 _1+AfI _2A. 
tg 4" + 2" - t I - t A ' oder I _ 1'/2 - I _ Afl ' also ist y - T' 

mithin erhiilt mannach dem Hookeschen Gesetzfur Schub, da I"t" I = lui ist, 
2). T G 

Y=T=(j=(j' 

Durch Verbindung der beiden Gleichungen fiir 0 und Y findet man die 
gesuchte Beziehung zwischen E, v und G in der Form 

IG=2(I~V).1 (56) 

Das elastische Verhalten eines Hookeschen Korpers (d. i. 
nach 26 ein ideal-elastischer Korper mit linearem Elastizitatsgesetz) ist 

tY durch zwei von den drei Konstanten E, 
v, G gekennzeichnet. 

37. Die allgemeine Form des Hookeschen 
Gesetzes oder die Spannungs -Dehnungs
Gleichungen fur den ideal-elastischen 
Korper finden wir nun in folgender Weise: 
Nach 26 sind fur ein Teilchen in Form eines 
Quaders (Abb. 36) mit der Spannung u., in der 

Abb.36. x-Richtung eine Dehnung vom Betrage u.,/E 
langs x und Verkurzungen vom Betrage vu.,/E 

in den dazu senkrechten Richtungen verbunden. Setzt man diese Aus
sage fur die drei Normalspannungen U." uy , u., die auf die Seiten
flachen des Teilchens wirken, an, so findet man fur die Dehnungen in 
den Achsenrichtungen die Ausdrucke 

ou 
Eo., = E ax = u., - 'V (uy + u.), 

ov 
Eoy=E oy =uy -'I'(u.+u.,), (57) 

ow 
Eo. = E Tz =, u. - 'V (U., + u'll). 
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Zu diesen treten die drei Gleichungen fUr die Schubspannungen auf 
je zwei Paare gegeniiberliegender Seitenflachen 

(58) 

Diese sechs Gin. bilden die gesuchten Stoffgleichungen fiir den ideal
elastischen Korper oder die Grundgleichungen der linearen Elastizitats
theorie fiir einen Korper von drei Dimensionen. 

Die GIn. (57) lauten nach (1"" (11/' (1z aufgelOst 
E 

(1", = (1 + '1')(1- 2'1') [(1 - v) e", + v (ell + ez)] 

E [ vB l 
=1+'1' e"'+1_2v . .: usw .... , (59) 

worin nach G1. (47) e = ere + e1/ + ez die Raumdehnung bedeutet. 
Die wesentliche Bedeutung dieser "elastischen Gleichungen" liegt 

darin, daB sie zusammen mit den statischen Gleichungen die Aufgabe 
der Bestimmung des Spannungs- und Verzerrungszustandes lOsbar 
machen; denn die GIeichgewichtsgleichungen geben zusammen mit 
den elastischen 3 + 6 = 9 Gin., denen dieselbe Zahl von Unbekannten, 
namlich 6 SpannungsgroBen und 3 Verschiebungen u, v, w gegeniiber
stehen. Man beachte hierbei, daB sich die sechs VerzerrungsgroBen 
ex, ..• , Y1/z durch diese drei Verschiebungen u, v, w ausdriicken lassen. 

38. Der ebene Spannungs- und Verzerrungszustand. 
a) Nach 9 spricht man von einem ebenen Spannungszustand 

dann, wenn die Spannungen, die auf die seitlichen Begrenzungsflachen 
eines prismatischen Teilchens wirken, aile in einer Ebene liegen. Dieser 
Fall ist bei den Scheiben verwirklicht, die nur Beanspruchungen in 
ihrer Ebene erleiden. Man beachte aber, daB senkrecht zur Scheibtm
ebene Dehnungen oder Verkiirzungen auftreten konnen. Der ebene 
Spannungszustand ist durch (1 z = 7:",. = 7:1/ z = 0 gekennzeichnet, so 
daB man aus den allgemeinen elastischen Gin. (57) durch Einfiihrung 
dieser Bedingungen die folgenden erhiHt 

(60) 

Aus den beiden ersten findet man durch Auflosung 

1(1", = 6 (ere + ve1/)' (111 = 6 (ell + v e",) , I (61) 

und sodann folgt aus der dritten 

(62) 
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Hierzu tritt noch die Gleichung fiir die Schubspannung T", y 

I . (au av) I 
T",y = 0"/"'11 == 0 ay + a; . (63) 

b) Wenn dagegen der Spannungszustand so beschaffen ist, daB in 
einer Richtung keine Verzerrungen auftreten konnen, so spricht man 

von einem ebenen Verzerrungszustand. 
Ein Beispiel hierfiir ist in Abb.37 angedeu
tet. Ein elastischer Korper ist zwischen star·· 

~ ~ ren Platten eingelegt, die einen unverander
J!I~ lichen Abstand voneinander haben und wird 

lz!:::=j0E.;;t:.::=t-J~7"'F" "" durch Druckkrafte parallel zur Plattenrichtung 
beansprucht; dann ist die Verzerrung senk
recht zu den Platten verhindert. In diesem 
FaIle hat man in den allgemeinen Gleichun
gen B z = "/,,, z = ,,/y z = 0 zu setzen und findet, 

Abb.37. da aus der Bedingung B z = 0 

folgt, die Gln. 

E 13m = (1 + v) [(1 - v) (1m - V(1y] , } 

E By = (1 + v) [ - V(1m + (1 - v) (1y], 
(64) 

oder nach den Spannungen aufgelost 

E \ (1m = (I + v) (I _ 2v) [(1 - v) 13m + V By], 

(11/ = (I + v)fl- 2v) [VB", + (1 - v) By], J 
vE 

(1z = V ((1", + (1y) = (I + v)(1 _ 2v) (13m + By). 

(65) 

Fur die Schubspannungen gelten dieselben Gleichungen wie zuvor. 
Fur die Losung des ebenen Spannungsproblems stehen zwei 

statische und drei elastische Gleichungen zur Verfugung, die 
zur Bestimmung von funf Unbekannten, u. zw. der drei Spannungen 
(1m' (1y, Tmy und der zwei Verschiebungen u, v dienen konnen. Auch das 
ebene elastische Problem wird durch Hinzunahme der elastischen 
Gleichungen lOsbar. 

Die Gleichungen, die man so erhaIt, sind partielle Differentialgleichungen fUr die 
Spannungs- bzw. die Verschiebungskomponenten. Um sie zu lOsen, miiBsen entweder 
fUr die Spannungen oder fiir die Verschiebungen (oder fiir beide in verschiedenen 
Bereichen der Begrenzung) gewisse Randbedingungen vorgegeben sein, an die, 
wie schon in 15 erwahnt, der Spannungs- und Verzerrungstensor so einzupassen 
sind, daB die Bedingungen des Gleichgewichts und des materiellen Zusammenhangs 
erfiillt sind. Die allgemeine Formulierung des so entstehenden Integrationsproblems 
und die Verfahren zu dessen Losung werden in der Elastizitatstheorie gegeben. 
Die Losung ist aber im allgemeinen mit groBen Schwierigkeiten verbunden und 
nur in einfachen Fallen vollstandig ausfiihrbar. 
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39. Die Raumdehnung in Abhingigkeit von den Spannungen. 
a) bei einfacher Zugbeanspruchung, etwa fiir einen in Richtung 

einer Kante mit der Spannung a auf Zug beanspruchten Wiirfel ist die 
Dehnung in dieser Richtung 8 = ajE und nach 26 die Kiirzung in den 
Querrichtungen '/18 = '/IaIE; daher ist die Raumdehnung (bis auf GroBen 
zweiter Ordnung) 

e = (1 + 8)(1- '/18)(1 - '/Ie) -1 ~ (1 - 2'/1) 8 = (1 - 2'/1)ajE. (66) 

Fiir '/I = ~ wiirde man 2'/1 = 1, also e = 0 erhalten; dies ist der Fall 
der raumbestandigen oder "vollkommenen" Fliissigkeit. Fiir die festen 
Korper ist immer '/I < l, also 2 '/I < 1; dies bedeutet, daB eine Zug
beanspruchung immer mit einer VergroBerung, eine Druckbeanspruchung 
mit einer Verkleinerung des Rauminhaltes des Korpers verbunden ist. 
- Bei einfachem Schub ist die Raumdehnung null. 

b) Fiir einen dreiachsigen Spannungszustand mit den Haupt
spannungen ai' a2 , a3 ist daher die Raumdehnung 

(67) 

Das Verhaltnis der Mittelspannung (a1 + a2 + (3)/3 zur Raumdeh
nung e wird auch als Kompressionsmodul, k, bezeichnet; nach 
G1. (67) ist 

k_(0'1+0'2+O'a)/3_ E 
- e - 3(1-2v)· (67') 

40. Die Formanderungsarbeit. Wenn ein nicht-starrer Korper irgend
wie belastet wird, so andert er seine Form, und zwar so, daB er unter 
der Last nachgibt oder einsinkt; bei vollkommen elastischen Korpern 
verschwindet diese Formanderung wieder, sobald die Belastung entfernt 
wird. Diese Arbeit der eingepragten Krafte nennt man die "Lastsen
kungsarbeit" Aa; sie findet ihren Gegenwert in dem Arbeits- oder 
Energiebetrage, der von den inneren Spannungen geleistet wird, und 
zwar dadurch, daB die Flachen, auf die diese wirken, bei der Verformung 
des Korpers auch gewisse Verschiebungen in Richtung der Spannungen 
erleiden. Man sagt, daB die Arbeit der Lasten bei der Durchsenkung von 
dem Korper "aufgenommen" und von diesem in innere potentielle 
Energie "umgesetzt" wird. Fiir diese innere Energie Ai ist in der Tech
nik das Wort Formanderungsarbeit in Gebrauch, das auch hier 
beibehalten werden moge. 

Die auf die Raumeinheit bezogene Formanderungsarbeit bezeichnet 
man auch als die "spezifische Formanderungsarbeit" oder als "Energie
dichte" At; wenn V den Rauminhalt des Korpers bedeutet, so ist 
zu setzen 

A£= f AtdV. (68) 
(V) 

Die spezifische Formanderungsarbeit .At hat die Dimension [KL/L3] 
und wird in kgmjm3 oder in kgcmjcm3 = kg/cm2 ausgedriickt; sie hat 
also die Dimension einer Spannung. 
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Bei gleichformiger (homogener) Verteilung del' Arbeit uber den 
ganzen Rauminhalt V des Korpers ist daher 

Ai = At v. (69) 

Bei del' Berechnung del' "Formanderungsarbeit" Ai und del' "Last
senkungsarbeit" Aa nimmt man an, daB man von dem spannungsfreien 
Zustand des Korpers ausgeht und die Belastung langsam bis zu ihrem 
Endwert anwachsen laBt, so daB auch die entstehenden Formande
rungen langsam von null bis zu ihren Endwerten anwachsen. Man 
kann diese Annahme auch so ausdrucken, daB wahrend des ganzen 
Belastungsvorganges zwischen del' momentanen Belastung und den 
entstehenden elastischen Kraften Gleichgewicht herrschen soIl, ohne 
daB irgendwelche Tragheitskrafte auftreten wiirden. 

Man erkennt ohne weiteres, daB das plotzliche Aufbringen einer Last in ihrer 
vollen GroBe dieser Bedingung nicht entspricht und von dynamischen Vorgangen, 
insb. von StoBen und Schwingungen begleitet sein wiirde, die mit statischen 
Mitteln nicht zu erfassen sind und hier daher zunachst auJ3er Betracht bleiben 
Bollen. 

Als Definitionsgleichung fUr die mechanische Arbeit, die von einer 
Kraft P (A), die irgendwie von del' Verschiebung A abhangen soIl, bei 
einer Verschiebung 0 bis A geleistet wird, gilt 

}. 

Aa(A) = J PtA) dA, (70) 
o 

wobei del' Einfachheit hal bel' die Integrationsveranderliche und die 
obere Grenze mit demselben Buchstaben bezeichnet sind. 

Fur die "spezifische Formanderungsarbeit" At, die von einem will
felformigen Teilchen von del' Seitenlange I em bei del' Belastung eines 
Paares von gegenuberliegenden Seitenflachen mit (J aufgenommen wird, 
ergibt sich demnach, wenn del' Wert von (J fUr jedes 8 bekannt, also 
die Funktion (J = (J (8) als gegeben anzusehen ist, del' Ausdruck 

8 

At = J (J (e) de. (71) 
o 

Untel' del' bezogenen odeI' spezifischen Formanderungs
arbeit versteht man daher jene Arbeit, die von del' Raum
einheit des Korpers durch die Spannungen beim allmah
lichen Aufbringen del' Belastung und bei del' gleichzeitigen 
Ausbildung del' Formanderung von einem spannungslosen 
Anfangszustand aus bis zu bestimmten Endwerten auf
genommen wird. 

FUr den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung, del' durch 
das Hookesche Gesetz (J = E e ausgedruckt wird und auch allen fol
genden Betrachtungen zugrunde gelegt ist, erhalt man fUr die spezifische 
Fol'manderungsarbeit eine del' drei Formen 

I A* - .!. E 2 _ .!. (]2 - .!. I 
i-2 8 -2E-2(J8. (72) 
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In diesen Gleichungen bedeuten fJ und 6 die Endwerte der Spannung und 
Dehnung bei der betrachteten Formanderung, wie auch E in der oberen Grenze 
des Integrals (71) diesen Endwert bedeutet. 

Fur die durch die Schubspannungen T bis zur Ausbildung der GIei
tung y geleistete bezogene Formanderungsarbeit erhalt man ganz ent
sprechend 

r 
At = J T(y)dy, (73) 

o 

und unter Annahme des Hookeschen Gesetzes T = G y 

1 
A* -- 1 G 2 _ 1 .2 _ 1 1 i-2 Y -2G-2 TY · (74) 

Auf Grund dieser Definition kann man unmittelbar die Form
anderungsarbeit anschreiben, die dem dreidimensionalen Spannungs
zustand aan ... Ty Z' ••• entspricht. Es ist 

1 At (a, c) = -} [a.,c", + ay Cy + az Cz + TyzyyZ + Tzxyzx + T.,u y",y] ·1 (75) 

Fiihrt man fur die VerzerrungsgroBen ihre Werte gemaB den elastischen 
Gleichungen ein, so erhalt man At in den Spannungen a, r allein aus
gedriickt 

At (a, T) = 2~ [a~ + a; + a; -- 2 v (ayaZ + aza., + a",ay)] 

1 (2 2 2 ) + "2 G Ty. + T.," + T",y 
(76) 

oder in den Formanderungen c, y allein ausgedruckt 

1 At(c,y) = G[c~ + c; + c; + ~e2J + -} G(y;.+ y;",+ y~Y)·1 (77) 

Durch die hinzugeschriebenen Argumente ist jedesmal angedeutet, in 
welchen Veranderlichen At ausgedruckt ist. 

Die Vereinfachungen fur den zweidimensionalen Spannungs- und 
Verzerrungszustand (a z = 0 oder c. = 0) lassen sich sofort hinschreiben. 
- Ebenso sind die Ausdrucke sofort anzugeben, die man erhalt, wenn 
an Stelle der allgemeinen Spannungs- und Verzerrungskomponenten 
deren Hauptwerte aI' a2, a3 bzw. Cl' C2' C3 eingefuhrt werden. 

Von den Ausdrucken fUr die Formanderungsarbeit werden in der 
Festigkeitslehre die mannigfachsten Anwendungen gemacht. Als for
male Folgerungen, die sich unmittelbar aus der Form der Gin. (76) 
und (77) ergeben, merken wir zunachst an 

a Af (fJ, .) .u a... = G = yy., usw. 
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und ahnlich 

[)A[(e, y) [ v D] E [ v ] .... ~. - = 2 G E + -- (;I = -- E + ~--- e = a 
[) ex '" I - 2 v I + v '" I - 2 v '" , 

[)A[(e, y) _ G -
[)y - Y'Yz - T yZ ' USW. 

(6') 

YO 

Wir erhalten damit die folgenden Satze: 
Die partielle Ableitung von At (a, T) nach einer 

Spannungskomponente gibt die zugehorige Form
anderung, und die Ableitung von At(E, Y) nach einer 

~ Formanderungskomponente die zugehorige Span
nung. 

Die eigentlichen Anwendungen der Satze iiber die Form
anderungsarbeit sind im XI. Kapitel gegeben. 

Abb.38. Beispiel 13. Formanderungsarbeit in einem Zugstab von 
der Lange lund dem Querschnitt F, der mit P belastet ist. Es ist 

I I I I P2l I Je2 
A=-aeV=--Fal6=-PJ =~-=-EF-
'2 2 2' 2 EF 2 l ' 

und daraus 

Beispiel 14. Formanderungsarbeit in einem durch sein Eigengewicht G 
belasteten Stab (Abb.38). Sei dJe die Verlangerung des Teilchens der ursprung
lichen Lange d x im Abstande x vom unteren Ende, dann ist seine Dehnung 

dJe a yFx yx 
e= dx=E= EF ='E; 

y = Einheitsgewicht. Daher· ist die gesamte Langenanderung 
I. 1 

Je =fdJe = LfxdX =E = _~.!!..i E 2E 2 EF' 
o 

Die bei verteiltem Eigengewicht gefundene Verlangerung Je ist also halb so groB 
wie sie ware, wenn Gals Einzellast am unteren Ende hangen wurde. Ferner ist 

1 1 

1 f 1 y2 f 1 y2 F 2l3 I G2l 
Ai = 2' E F e2 dx = 2' E F E2 x2 dx = 2' '3 E F = 6' E F . 

o 0 

Die Formanderungsarbeit Ai betragt daher nur den dritten Teil der Arbeit, die sich 
durch eine Einzellast von der GroBe G am Ende ergeben wurde. 

41. Die Gestaltanderungsarbeit. Urn auf diesen Begriff, der fiir die 
Theorie des FlieBens (Plastizitatstheorie) und der Verfestigung von 
Wichtigkeit ist, zu kommen, denke man sich die Hauptspannungen 
al , a 2' aa des gegebenen, auf seine Hauptachsen bezogenen Spannungs
zustandes urn eine gleichformige Spannung vom Mittelwerte 

am = (a l + a 2 + aa)/3 (78) 

vermindert; dann erhalt man einen neuen Spannungszustand1 , der durch 

1 Der nach Abzug von am zuruckbleibende Teil des Spannungstensors wird 
als Deviator bezeichnet. 
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die Hauptspannungen a1 - am' a 2 - am' as - am gekennzeichnet ist, 
und fiir den die Summe der Hauptspannungen Null ist; nach Gl. (67) 
ist die zugehorige Raumdehnung null. Mit diesem Spannungszustand 
ist keine Anderung des Rauminhaltes, sondern nur eine Anderung 
der Gestalt verbunden. Der gegebene Spannungszustand wird also 
zerlegt in einen Anteil mit den drei gleichen Hauptspannungen am> der 
von einer Anderung des Rauminhaltes begleitet ist, und in einen zweiten 
Anteil, der die Hauptspannungen a1 - am' a 2 - am' as - am besitzt 
und nur eine Anderung der Gestalt (ohne Anderung des Raum
inhaltes) zur Folge hat. Die diesem entsprechende Arbeit bezeichnet 
man als Gestaltanderungsarbeit N°). Ihre GroBe berechnen wir 
nach Gl. (76) und erhalten 

I 
A(II) = 2E {(a1-am)2+ (a2-am)2+ (aa-am)2 

- 2v[(a2 -am) (as -am) + (aa-am)(a1-am) + (a1-am)(a2-am)]}, 

oder nach Ausrechnung der Klammern und mit Benutzung der Gl. (56) 
E = 2 (1 + v) G, 

JAW) = dG [(a2- ( 3)2+ (aa- ( 1)2+(a1-- ( 2)2], I (79) 

A(II) verschwindet nur, wenn a1 = a2 = a3• Die halben Differenzen der 
Hauptspannungen sind die "groBten" Schubspannungen, die in den Hal
bierungsebenen der Hauptspannungen auftreten; bezeichnet man diese mit 

so erhalt man A (0) in anderer Form ausgedriickt 

I A(g) = ~(?:i + T§ + T~)·I (80) 

Den Ausdruck fur A (g) kann man auch so erhalten, daB man die Formande
rungsarbeit Al ermittelt, die der gleichformigen Spannung 11m = (111 + 112 + l1a)/3 
und der durch sie bewirkten Raumdehnung e = 01 + 02 + 0a entspricht; diese 
mittlere, gleichformige Spannung 11m ist von der Art eines hydrostatischen Druckes. 
Es ist nach Gl. (72) 

I I 111 + 112 + l1a 1 - 211 2 
Al = 2 11m e = 2 3 (°1 + °2 + sa) = -ffE (111 + 112 + l1a) • 

Die Differenz Ai - Al ist dann jene Arbeit, die nur zur Anderung der Gestalt 
des Teilchens erforderlich ist, also AIU). Man findet 

AIg) = Ai - Al 

1 [2 0 2 ( )] 1 - 2 11 ( +) ., =2E 111+112+ l1a- 2v 11211a + l1al11+ 111112 - -6E 111 +112 l1a-

I 
= 6 G [l1i + 11~ + 11~ - 112113 - 113 111 - 111 112] 

= 121G [(112 - (13)2 + (l1a - (11)2 + (111 - (12)2] , 

wie zuvor. 
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V. Zug und Druck. 
42. Zusammenstellung. Fiir einen stabfOrmigen Korper vom Quer

schnitt Fund der Lange 1, der auf reinen Zug oder Druck P beansprucht 
ist, gelten die Gleichungen: 

a) Spannung: a = PIF. 
Durch diese Gleichung wird auch die praktische Aufgabe der Dimen

sionierung eines auf Zug oder Druck beanspruchten Baugliedes ge
lost. Wird als "zulassige Spannung" ein bestimmter Wert a = a~z fiir 
Zug oder a = atl:ruZ fiir Druck vorgeschrieben, so ist die erforderliche 
Querschnittsflache durch die Gleichung gegeben 

F = Pla,...z, oder F = Platl:ruz' (81) 

b) Formanderung: 
A (J P 

e=y= E = EF' (82) 

c) Formanderungsarbeit: 

A=-.!..pA,=-.!..P2 l = 2.. EF A,2 
2 2 EF 2 1 . (83) 

d) Warmespannungen: Der Gedanke, der zur Berechnung der 
Warmespannungen dient, ist der folgende: Die bei einer Temperatur
anderung auftretende Ausdehnung ist eine Anderung der Abmessungen 
des Korpers, ohne daB zunachst damit irgendwelche Spannungen ver
bunden waren. Wird diese Ausdehnung durch auBere Krafte riick
gangig gemacht oder - was auf dasselbe herauskommt - von vorn
herein verhindert, so ist sie nunmehr als elastische (allenfalls plastische) 
Zusammendruckung mit Spannungen verbunden. 

Wenn ein Stab von einer Anfangstemperatur to °C auf eine End
temperatur t °C gebracht wird, so betragt seine Dehnung 

(84) 

worin (X die "lineare thermische Ausdehnungszahl" des Stoffes je 1°C be
deutet. Wird die Warmeausdehnung durch Festhalten der Stabenden 
verhindert, oder eine eingetretene Anderung ruckgangig gemacht, so 
entstehen (im elastischen Gebiete) Warmespannungen vom Betrage 

I a = E 6 = E (X (t - to) .1 (85) 

Fiir Stahl ist (fUr 0 bis lOOo C etwa) (X = 0,0000115 je °C; dies ent
spricht bei einer Temperaturzunahme von lOoo C einer Verlangerung 
von 1,15 mm auf 1 m Lange. 

Die Formanderungsarbeit, die bei einer durch Warmespannungen 
hervorgerufenen Verzerrung aufgenommen oder abgegeben wird, wird 
ebenso berechnet wie bei elastischer. Es ist 

1 N"I) = {- a e = {- E 62 = {- E (X2 (t - to)2 .1 (86) 
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Anmerkung. Die Annahme der gleiehmaBigen Verteilung der Spannungen 
in einem auf Zug oder Druck beanspruehten stabformigen Korper kann als zu
treffend angesehen werden, wenn der Korper keine scharferen Querschnittsande
rungen aufweist. Bei Kerben, Hohlkehlen, Schraubengangen, Querschnitts
absatzen u. dgl. tritt eine wesentliche Erhohung der Spannungen in der Nahe 
dieser Stellen ein, die je nach der Form das 3 bis 6-fache und dariiber der "mitt
leren" Spannung betragen kann. Ahnliche Erhohungen der Spannungen treten 
naturgemaB auch bei Biegung und Verdrehung ein. Eine reehnerisehe Verfolgung 
dieser fiir Konstruktion und Betrieb in gleichem MaBe wichtigen Erscheinungen 
liegt auBerhalb des Rahmens dieses Lehrbuehes. 

43. Elementare Beispiele. Statisch-bestimmte Aufgaben. Diese sind 
durch die Eigenschaft ausgezeichnet, daB die Ermittlung der Spannun
gen von del' der Formanderungen vollstandig trenn
bar ist. In den folgenden Aufgaben ist eine mer
sicht fiber die einfachsten dabei auftretenden Frage
stellungen und die Erklarung einiger neuer Begriffe 
und Bezeichnungen gegeben. 

Beispiel15. Wie groBist dererforderliche Durchmesserder 
Zugstange (Stahl) eines Dachstuhls, die mit S = 12 t belastet 
ist, wenn die zulassige Zugspannungawl = 1000 kg/em 2 betragt ? 
Wie groB ist die Verlangerung bei einer Lange l = 5 m? 

Der erforderliche Querschnitt ist 

." 
Abb.39. 

F = nd2 = 3_ =~~ooo = 12 cm2 , daraus d 346 35 4 azul 1000 =, ,.." em. 

Die Verlangerung betragt 

Sl 
A= EF = 

12000·500 
2,15.106 .12 = 0,23 em. 

Beispiel 16. Die beiden Auflagerquader (Abb. 39) einer Briicke, die zusammen 
mit A = 180 t belastet sind, sollen quadratische Grundflachen erhalten, die zu
lassige Druckspannung ist mit aazul = 60 kg/cm2 vorgeschrieben. Wie graB ist die 
Seitenlange x auszufiihren? - Es ist 

2F == 2X2 = a:'Ul = 18~gOO = 3000 cm2 , daraus x2 = 1500, x = 39 em. 

Beispiel 17. Ein Eisenstab vom Querschnitt 
F = 1 em 2 und der Lange l = 40 em wird durch Er
hitzen urn 1 mm ausgedehnt. Wie graB ist die Kraft, 
die notig ist, urn diese Dehnung zu verhindern? 

Die Dehnung betragt B = 0,1/40 = 1/400, somit 
die erforderliche Kraft zur Verhinderung del' Dehnung 

P = F a = 1· E B = 1.2,15.106 • 1/400 = 5400 kg. 

Beispiel 18. Diinner Kreisring, in radialer 
Richtung gleichformig mit q (kg/m) belastet, Abb. 40. 
- ("Dii.nn" bedeutet: frei von jeder Biegesteifheit.) -
1st die Belastung radial nach auBen gerichtet, so 
treten im Ring Zugkrafte, bei nach innen gerich- Abb. 40. 
teter Belastung Druekkrafte auf. Die "Ringspannun-
gen" findet man dureh Division durch die Querschnittsflache F des Ringes. 

Urn die Ringkraft P zu ermitteln, denke man sich den Ring durch eine waag
reehte Ebene durch die Achse zerschnitten und die Gleichgewichtsbedingung fiir 
die lotreehte Richtung angesetzt. Man findet 

~ 

2P=lqrdlPsinlP=qr[-cOSIP]~=2qr, also Ip=qrl. (87) 
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Erfolgt die radiale Belastung durch die Fliehkrafte bei gleichformiger Drehung 
mit der Drehgeschwindigkeit w um die Achse des Ringes, so ist (p,F = p,' = Linien
dichte) 

q = p, F r w2 = p,' r w2 , also P = p,' r2 w2 , 

und die "Ringspannung" (mit rw = v) 

a, = PjF = p,r2 w 2 = p,v2 • (88) 
Bedeutet w die VergroBerung des Halbmessers bei der Belastung, so ist die 

"Ringdehnung" 

VergroBerung des Umfanges 2 n (r + w) - 2n r w 
Ii, = urspriingliche Lange 2 n r r 

und nach dem Hookeschen Gesetz ist 

w a. q r 
Ii, = -; = E = EF' also (89) 

Beispiel 19. Diinne GefaBwande. Nach den an
gegebenen Formeln konnen auch die Wandstarken von 
diinnen zylindrischen GefaBen berechnet werden, die mit 
einem konstanten Innendruck p belastet sind. "Diinn" be
deutet wie zuvor: frei von jeder Biegesteifheit. In der Ge
faBwand konnen nur Normalspannungen auftreten, die iiber 
die Querschnitte gleichformig verteilt sind. Die Dicke sei h. Abb.41o a) Kugel: Denkt man sich den diinnen Kugelmantel 
nach Abb. 41 langs einer Durchmesserebene aufgeschnitten, 

so gibt der Projektionssatz fiir die Richtung senkrecht zu dieser Ebene, wenn r 
den mittleren Halbmesser bezeichnet, die GI. 

2nrha=r2 np, daher I a=prj2h I· (90) 

b) Zylinder (ohne Beriicksichtigung der "BOden"), Lange l, mittlerer Halb
messer r: Ein ebener Schnitt durch die Achse (Abb. 42a) liefert die "Tangential
oder Ringspannung" at aus der GI. 

2lhat = 2 rl p, also (91) 

~/1\ 
I \ 

---I-----t+-+ -t - f--
\ I • 

. I J 
~l9· 

Abb. 42 a und b. 

ein Schnitt senkrecht zur Richtung der Erzeugenden (Abb.42b) gibt fiir die 
"Langsspannung" a" die GI. 

(92) 

Die Ringspannung ist doppelt so groB wie die Langsspannung. 
Beispiel 20. Korper gleicher Zug- oder Druckbeanspruchung. 

Damit bezeichnet man einen durch sein eigenes Gewicht belasteten Korper, fiir 
den die Zug- oder Druckspannungen in allen Querschnitten gleich groB sind. Vore 
ausgesetzt wird dabei immer gleichformige Verteilung der Spannungen iiber die 
Querschnitte. 

Wir nehmen an, daB der Korper auBer durch sein Eigengewicht noch durch 
eine Last \13 am unteren Ende belastet ist, Abb. 43. WennF der Querschnitt in der 
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Entfernung x vom unteren Ende ist, so muB F nach oben zu in einem solchen 
MaBe zunehmen, daB das jeweils hinzutretende Eigengewicht gerade durch die hin
zutretende VergroBerung von F getragen werden kann. Fur ein Element von der 
Hohe dx fuhrt dies unmittelbar auf die Gleichung 

U dF = )' F dx, 2:~~~~~i¥ 
und daraus folgt durch Integration, "wenn fur x = 0, 
F = Fo = Plu ist, 

F -F yx/a _ P yx/u 
- 010 - IT e . 

Nach diesem Gesetz muB (bei Zug) der Querschnitt von 
unten nach ohen zunehmen. 

Beispiel 20a. ReiBlange. Dieser Begriff wird bei 
Textil3toffen gebraucht. Es wird damit jene Lange, lB' be
zeichnet, bei welcher der frei herabhangende Korper bei 
gleichbleibendem Querschnitt unter seinem Eigengewicht 
abreiBt. Aus der Gl. FUB =),F lB folgt 

,..--------; 

lIB = UBI)' ·1 
Z. B. ist fUr Hanf lB = 35 km, fiir Baumwolle lB = 22 bis 28 km. 

Abb.43. 

(92') 

Beispiel 21. Wackelige Stiitzung. Ein Korper vom Gewichte Gist nach 
Abb. 44 an dem Knotenpunkte 0 zweier gleich langer Stabe A 0 und BO befestigt, 
die in einer geraden Linie liegen. Man ermittle die Senkung von O. 

Dies ist ein Beispiel, bei dem es nicht geniigt, die Formanderungen (Ver
langerungen) als kleine GroBen schlechthin zu betrachten, genauer gesagt, nur ihre 
ersten Potenzen beizubehalten und aIle hoheren auBer Betracht zu lassen; es ist 
vielmehr - wie sich bei der Rechnung sofort ergibt 
- notwendig, in den Gleichungen auch die zweiten 
Potenzen der FormanderungsgroBen beizubehalten. 
Man erkennt iibrigens, daB es sich hier nicht um eine ' 
starre Stiitzung, sondern (wie man sagt) um eine 
Stiitzung "mit unendlich kleiner Beweglichkeit" oder 
eine "wackelige Stiitzung" handelt. Dieses Merkmal C (;lI 

ist jedem Knoten eines ebenen Fachwerks eigentiim-
lich, der mit anderen Knoten durch zwei in einer Abb. 44. 
Geraden liegende Stabe verbunden ist. Fachwerke, 
bei denen dies mindestens fiir einen Knoten zutrifft, gehoren zu den Aus
nahmefachwerken und erfordern fiir die Spannungsermittlung besondere Ver
fahren. 

Es sei Po die gesuchte Senkung des Punktes 0, q; der Winkel der Stabe in der 
Gleichgewichtslage nach der Formanderung gegen die Waagrechte; der Zusammen
hang von po und q; ist durch die Gleichung gegeben 

tg q; = ~o. , daraus rp,..; ~o . 

Die Dehnung der Stabe ist 

A 0' - A 0 112 + p~ - 1 p~ e = ----- = -.~-~---- ,..; -' 
A 0 1 2l2 ' 

die statische Gleichgewichtsbedingung ffir die lotrechte Richtung ergibt 

S = _G_ ,..; .!!... = !!!.. = F U = E Fe = E F p~ . 
2 sin q; 2 rp 2 Po 2 l2 

Daraus folgt fiir die gesuchte Senkung 
'-G 

po=lV EF· 

Man heachte, daB die Beziehung zwischen po und der Last G nicht mehr linear ist. 
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Beispiel 22. Die elastische Seillinie. Die Gleichgewichtsform eines 
schweren undehnbaren Seiles ist die "gemeine Kettenlinie" (Abb. 45). Ihre Gl. 
ist, wenn a = H jq den "Parameter" bedeutet, 

y = a~ol ~, und ihre Lange I = a 6in.!. 
a a 

Wenn 1, b und q (das Gewicht je Langeneinheit des Seiles) gegeben sind, so er
halt man a durch Einfiihrung von bja = u und Auflosung der Gl. 

Abb.45. 

6inu 
-u-=7); 

P 
94----T-~ diese Auflosung erfolgt entweder 

zeichnerisch oder mit Hilfe von 
Tafeln. Flache Seillinien kann 
man angenahert durch Parabeln 
ersetzen; man schreibt dann 

6in u ~ 1 ...L u 2 =.i 
u I 6 b 

und erhalt 

H l/-b-

b"q=Y6(1-b)' 
Der Durchhang ist 

f = V: b (1- ;;), und daraus folgt I =b (1 + : ,:). 

Wenn das Seil elastisch angenommen wird, so wird es durch die Seilkrafte 
gedehnt, dadurch wird H verkleinert. Wir wollen fiir die Langenanderung und 
die Abnahme von H bei kleinen Durchhangen angenaherte Ausdriicke aufstellen. 
Die Langenanderung d)" eines Seilelements d8 ist nach dem Hookeschen Gesetz, 
wenn F den Querschnitt des Seils und S = Hjcos rp die Seilkraft an irgendeiner 
Stelle bedeutet, 

d)" aSH 1 
e=d8= E= EF= EFcosrp' 

Nun ist fiir die gemeine Kettenlinie 

q8 8 
tgrp=7i=U:' 

mithin 
d)" 

8=atgrp, 

H 1 d8 

a 
d8 = --2- drp, 

cos rp 

aH 1 
drp = EF cosrp drp = EF cos3rp' 

daraus die gesamte Langenanderung 

at 

l=atgoc, 

f a Hf drp a H [Sin oc (:n; oc)] 
t. = d)" = EF cos3rp = 2EF cos2oc + In tg 4 + 2 . 

o 

Setzt man tgoc = Ija ein und entwickelt nach Potenzen von oc, so findet man, daB 
bis auf Glieder 3. Ordnung die Gl. gilt 

HI 
)..= EF' 
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d. h. die gesamte Dehnung A kann fiir kleine Durchhange so berechnet werden, als 
ob das Seil seiner ganzen Lange nach gleichformig dureh H gedehnt wiirde, wie 
vorauszusehen war. Damit ergibt sich der Durehhang f' nach der Dehnung aus 

1'2 = ~ b [(l + A) - b] = ~ b [l +!!.i - bJ = 12+ ~ H b~ 
2 2 EF 2 EF ' 

und die Horizontalkraft fiir die gedehnte Kettenlinie 

H' = q b V 6 (l + bA _ b) ~ H [ 1 - 2 (l ~ b)J = H [ 1 - 2 E F~: - b)] . 

Der EinfluB von Temperaturanderungen kann in ahnlicher Weise in Rechnung ge
stellt werden. 

44. Berechnung auf Schwingungsfestigkeit. Das in Abb. 33 gegebene 
Schaubild fUr die Dauerfestigkeit eines Werkstoffes (dort fUr Stahl) 
kann unmittelbar zur Dimensionierung wechselnd beanspruch
ter Konstruktionsteile verwendet werden. Zur Erklarung des Vor
ganges diene 

Beispiel 23. Die Zugstange (Kreisquerschnitt) eines Pumpengestanges wird 
wechselnd auf Z = 5 t Zug und D = 3 t Druck beansprucht. Welchen Durch· 
messer muB die Stange erhalten, wenn dreifache Sicherheit vorgeschrieben ist? 

Nach diesen Angaben ist die "mittlere Kraft" 1 t und der "Kraftausschlag" 
± 4 t (4: 1). Aus der Abb. 33 entnimmt man, daB der Werkstoff bei einer Mittel· 
spannung (Jm = 4,4 kgJmm 2 einen Spannungsausschlag (Ja = 17,6 kgJmm 2 gerade 
noch aushalten wiirde( 4: 1). Die zugehorige obere Grenzspannung ist (Jo=22 kgJmm2• 

Der gesuchte Querschnitt ist daher 

5000 2 
F = 3· 2200 = 6,8 em . 

Wiirde man nach der fiir statische Belastung geltenderl Formel rechnen und die 
Sicherheit auf die Streckgrenze beziehen, so wiirde man erhalten 

5000 
F'= 3· -- = 4 7 cm2 

3200 ' , 

also einen viel kleineren Wert. 
Fiir die Ausfiihrung der Berechnung lege man durch 0 gerade Linien unter 

Neigungswinkeln, deren Tangenten gleich sind den Verhaltnissen der Grenzwerte 
der Lasten zu deren Mittelwert (in Abb. 33 gestrichelt angedeutet). Die Abszisse 
der Schnittpunkte (bzw. die kleinere der beiden Abszissen) gibt die gesuchte Mittel· 
spannung und die (dem Betrage nach) groBere Ordinate die gesuchte Grenzspan. 
nung. GemaB dieser Grenzspannung erfolgt die Dimensionierung des Querschnittes. 

45. Verschiebungsplane. In der Statik wird gezeigt, wie die Stab
krafte eines statisch-bestimmten Fachwerkes nach zeichnerischen oder 
rechnerischen Methoden ermittelt werden konnen. Unter dem EinfluB 
der Stabkrafte erfahren die Stabe Langenanderungen, die sich in 
ihrer Gesamtheit in bestimmten Verschiebungen der Knotenpunkte 
auswirken. Urn diese zu bestimmen, hat man zu beachten, daB das 
Fachwerk auch nach den Langenanderungen der Stabe ein zusammen
hangendes Ganzes bilden muB; die Verschiebungen miissen daher so 
erfolgen, daB sie die "Bedingungen des inneren Zusammenhanges" er
fiillen: Jedes geschlossene Dreieck, Viereck usw. muB ein ebensolches 
Polygon bleiben, auch diirfen die Auflagerbedingungen nicht verletzt 
werden. 

Posch), Mechanik II. 5 
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Fiir statisch-bestimmte Fachwerke konnen diese Bedingungen (nach 
V. Williot) durch Anlage eines Verschiebungsplanes erfiillt wer
den, dessen Eigenschaften an Hand der einfachsten Beispiele erklart 
werden sollen - die Erweiterung auf beliebige Fachwerke der angege
benen Art bietet dann keine Schwierigkeit. 

Der einfachste Fall ist in Abb. 46 dargestellt: Ein mit ~ belasteter 
"Knoten" 0 ist durch zwei Stabe 1, 2 mit den Langen 11> 12 mit zwei 
festen Punkten A, B verbunden. Um die Verschiebung von 0 zu er

c 

a 

Abb. 463 und b. 
C' 

halten, hatte man die Langenande
rungen A1, A2 der Stabe zu berech
nen und mit den Seiten 11 + A1, 
12 + A2 ein neues Dreie~ ABO' zu 
zeichnen; dann ware 00' die ge
suchte Verschiebung. Wenn 8 1 und 
8 2 die Stabkrafte sind, so ist 

Wegen der Kleinheit der A ist es 
nicht moglich, die A in demselben 

MaBstab aufzutragen wie die 1. Man wird daher fiir die A einen geeig
neten groBeren MaBstab wahlen und kann die Kreisbogen, die' zur 
Konstruktion von 0' erforderlich waren, durch Stiicke ihrer Tangenten 
ersetzen. Man trage in dem "Verschiebungsplan" (Abb. 46b) von einem 
Punkte 0 die Strecken A1, A2 in Richtung der Stabe 1,2 auf (u. zw. 

a 

als Verlangerung, wenn diese auf 
Zug, als Verkiirzung, wenn sie auf 
Druck beansprucht sind) und ziehe 
in den Endpunktendie Senkrech
ten zu den Richtungen der Stabe; 
durch den Schnittpunkt dieser Senk
rechten iet dann c' und durch die 
Strecke Oc' die Verschiebung von 0 
in dem gewahlten MaBstab gegeben. 

Abb. 473 und b. Man beachte, daB die 
Strecken A1 und A2 nicht etwa 

geometrisch addiert werden diirfen, um die Verschiebung 
---+ 
Oc' = bo des Punktes 0 zu erhalten. 

In Abb. 47 ist ein DreieckABOmit den Seiten 11 ,12, 1agegeben, das in 
den Eckpunkten (Knoten, Gelenken) mit den Kraften ~1' ~ 2' ~a belastet 
ist. Um die Form des Dreiecks nach der Formanderung zu ermitteln, 
denke man sich 0 und die Richtung eines Stabes 1 festgehalten, und die 
Verlangerungen A1 , A2 , Aa der Seiten berechnet. Zur Ermittlung der neuen 
Lage 0' von 0 trage man im VerschiebungsplanAbb.47b A1 , Aain Rich
tung von Stab 1 und 3 und vom Endpunkt von A1 die Strecke A2 in Rich
tung des Stabes 2 auf; der Schnitt c' der Senkrechten zu A2 und Aa in den 
bez. Endpunkten liefert dann in 0 c' die gesuchte Verschiebung bo. 
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Da ein Dreiecksfachwerk aus Dreiecken aufgebaut werden kann, 
so kann auch die Verschiebung jedes Knotens durch fortgesetzte An
wendung der soeben angegebenen Konstruktion erhalten werden. Bei 
Fachwerken mit zwei fest en Auflagern wird man bei einem Auflager 
beginnen, eine von diesem ausgehende Stabrichtung als fest annehmen 
und nachtraglich durch eine Riickdrehung der ganzen Fachwerkfigur 
urn den entsprechenden Winkel die Endlagen der Knoten und die end
giiltigen Knotenverschiebungen ermitteln. 

Das Verfahren der Verschiebungsplane wird auch bei der Berech
nung der Eigenschwingdauer eines mit einer Punktmasse besetzten 
Fachwerks (116) mit Nutzen angewendet. 

Man beachte, daB die Ermittlung der Stabkriifte fUr jene Lage des Fachwerks 
erfoIgt, die den ungedehnten Staben entspricht, wahrend GIeichgewicht doch 
erst nach der Formanderung eintritt, die Stab- 0 
kriifte also strenge genommen erst nach Aus- ~ 
bildung der Formanderungen ermittelt werden 'B 
muBten. Es IaBt sich jedoch zeigen, daB die <flo 

dadurch entstehenden FehIer in praktilchen G 
Fallen wegen der Kleinheit der Formanderun-
gen klein von hoherer Ordnung und daher im b 
allgemeinen zu vernachlassigen sind. - Das ~ 
gleiche gilt grundsatzlich fur aIle Aufgaben 
der Elastizitatstheorie; die statischen GIeichun
gen werden immer fur die unverzerrte Lage 
des Systems angesetzt, und mit den dadurch 
sich ergebenden Werten der Kriifte werden 
erst die Formanderungen ermittelt. 

Beispiel 24. Ein Gewicht @ ist nach 
Abb. 48 in 0 symmetrisch an zwei Staben 
oder Seilen aufgehangt; man ermittle die 

Abb. 4Sa und b. 

Lage von 0 nach der Formanderung. Der Querschnitt der Stabe sei F, ihre 
Lange 1, die Elastizitiitszahl E. 

Aus dem Kriifteplan oder der GIeichgewichtsbedingung fur die Lotrechte foIgt 
die Kraft in jedem Stabe . 

S = G/2 cos rx. 

Die Verlangerung jedes Stabes ist 

11 S 1 G 1 
, = E F = 2 E F cos rx • 

SchIagt man um A und B Kreisbogen mit den HaIbmessern 1 + }., so gibt deren 
Schnitt einen Punkt 0', der die Lage von 0 nach der Formanderung darsteIlt, 
und es ist 

). G1 o c' == 00' = Vo = cos~ = 2 E F cos2 rx • 

Um den Verschie bungsplan zu erhalten, mache man OC II A 0, OC1 II BO, 
Oc = OC1 = 11., und errichte in den Endpunkten c und c1 die Senkrechten zu den 

Strecken Oc und Oc1 ; dann ist oJ = 00 die gesuchte Senkung des Punktes O. 

46. Statisch-unbestimmte Aufgaben. Methode der Formanderungen. 
Bei den statisch-unbestimmten Aufgaben kannen Spannungen und 
Formanderungen nur gemeinsam unter gleichzeitiger Benutzung der 
statischen und der elastischen Gleichungen ermittelt werden. Fiir die 
Lasung derartiger Aufgaben ist die "Methode der Formanderungen" 

5* 



68 Zug und Druck. 

besonders geeignet, die auf einfachen geometrischen Uberlegungen be
ruht und fast von selbst die Zuriickfiihrung auf statisch-bestimmte Auf
gaben liefert. Wenn die Unbestimmtheit von einer "iiberzahligen Auf
lagerbedingung" herriihrt, das Fachwerk also "auBerlich" einfach 
statisch-unbestimmt ist, dann denke man sich diese Bedingung "gelost" 
und die Formanderung ermittelt, die die gegebene Belastung (P) an dem 
durch diese "Losung" statisch-bestimmt gewordenen System hervor
bringt. Wir bezeichnen diese Formanderung mit PPA' wobei der erste 
Zeiger P die Belastung, der zweite A den Punkt angibt, an dem die 

a Formanderung betrachtet wird. Sodann 
fiihrt man an dem gelOsten Auflager eine 

AII'<-=a'---R+P ___ b_-.. x_i?IB~B' Kraft A von solcher GroBe ein, die diese 

b 

PPB Formanderung wieder aufhebt. Die Bedin
gungfiirdie Gleichheit dieser Formanderungen 

IpPA = PAA I (93) 
}PPB 

-...u'::!-".ll.Ll.UJJJ.u:o:t=-, -PBB' liefert sodann unmittelbar eine Gleichung 
fUr die unbekannte Auflagerkraft A. Ahnlich 
hat man vorzugehen, wenn es sich um mehr
fach statisch-unbestimmte Aufgaben handelt. 

Abb. 49a und b. 

Beispiel 25. Ein Stab AB = 1 ist in den Punkten A und B gelenkig ge
lagert und in 0 in axialer Richtung mit ~ belastet; man ermittle die Verschiebung 
von 0 (Abb.49). 

Man denke sich das Lager (Gelenk) B gelost und berechne die Verschiebung 
PPB von B, die durch die in 0 angreifende Kraft ~ entsteht; bei gelostem Gelenk B 
erfahrt nur der linke Teil a eine Verlangerung, der rechte wird ohne Dehnung 

nach rechts verschoben. Es ist daher 
p 

Abb.50. 

PPB =Pa/EF. 

Nunmehr denke man sich diese Verschiebung durch 
die in B angreifende, unbekannte Auflagerkraft B 
riickgangig gemacht; dadurch wird die geometrische 
Bedingung der Festhaltung des Punktes B nach
traglich befriedigt. Es wird also gesetzt 

PPB=PBB, undda PBB=BljEF, 

so erhalt man dIe Gleichung 

PajEF = Bl/EF, und daraus B = Pajl; 

ebenso ist A = Pbjl. Die statische Gleichung 
A + B = P ist erfiillt. Die Verschiebung von C unter der Wirkung von C und 
mit Beriicksichtigung der Einspannungen ist 

a Pa Ba Pab 
Po=PPB-TPBB=EF - EF= EFl' 

Die Verteilung der Verschiebungen langs des Stabes ist in Abb. 49 b eingetragen. 

Beispiel 26. Ein Vollzylinder 1 aus Stahl (Abb.50) und ein umgebender 
Hohlzylinder 2 aus Kupfer von gleicher Lange 1 werden zwischen zwei starren 
Druckplatten mit der Kraft P = 40 t zusammengepreBt. Gegeben sind die Durch
messer d = 10 em, D = 20 em und die Elastizitatszahlen El = 2,15.106 at fiir 
Stahl und E2 = 1,15.106 at fiir Kupfer. Welchen Teil X der Kraft P nimmt der 
Stahlzylinder und welchen Y der umgebende Hohlzylinder auf und wie groB ist 
die Zusammendriickung? 
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Die statisehe Gleichung lautet 

P=X+Y, 

und die Zusammendruekung 8 ist, wenn A die auftretende Verkiirzung bedeutet, 

A X Y 
8="-=E1 F1 = E2 F2 ' 

Daraus folgt 

A 
P = T (E1 F 1 + E2 F 2J und _ API -4 

8=T = E1F1 + E2F~ = 0,9 ·lO . 

SehlieBlieh erhalt man die gesuehten Anteile der Belastung 

X=E1F18=15,4t, Y=E2F28=24,6t. 

Voraussetzung fiir die ZuHissigkeit dieser Reeh
nung ist, daB zu Beginn der Zusammendruckung 
der Zylinder 1 und der Hohlzylinder 2 tatsachlieh 
genau die gleiehe Hiihe Z haben. 

Beispiel 27. Ein Gewieht P wird von drei 
Staben in symmetriseher Anordnung nach Abb.51 
getragen; die Quersehnitte seien F2, F1 und F 2 , die 
Elastizitatszahlen E 2 , E1 und E 2 • Gegeben sind fer
ner die Lange Z des m,ittleren Stabes und die Win
kel 0(. Man ermittle die in den Staben auftretenden 
Krafte 8 2 , 8 1 , 82 und die Senkung p des Punktes O. 

Die statische Gleiehung fUr die Lotreehte lautet 

P = 8 1 + 2 8 2 cos 0( • 

Die Dehnungen und die Stabkrafte im inneren und 
in den auBeren Staben sind in der Form anzusetzen 

fur Stab 1: 

81 = plZ, 
fUr die Stabe 2: 

p cos 0( P cos2 0( 

82 = -Z/eos oc = --Z- , 

\c-, 

P \~ 
C j, 

! 
Abb.51. 

Setzt man diese Werte in die statisehe Gleiehung ein, so findet man 

und daraus 
p P 
T= E1F1+2E2F2eos30(' 

Damit sind aueh die Stabkrafte 8 1 und 8 2 bestimmt. 

47. Statisch-unbestimmte Fachwerke. Prinzip der virtuellen Arbeiten. 
In der Statik der starren Korper wird gezeigt, wie die Stabkrafte fiir 
ein statisch-bestimmtes Fachwerk durch rechnerische oder zeichne
rische Verfahren ermittelt werden konnen. Diese Verfahren beruhen 
lediglich auf den Gleichgewichtsbedingungen von ebenen Kraftegrup
pen. Schon dort tritt die Tatsache hervor, daB die geometrische 
Bestimmtheit - die "Starrheit" des Fachwerks - mit der statischen 
unmittelbar Hand in Hand geht. Besteht das Fachwerk dagegen aus 
mehr Staben, als zur geometrischen Bestimmtheit der Fachwerkfigur 
erforderlich sind, so ist die Fachwerkfigur geometrisch-iiberbe
stimmt und gleichzeitig (wie der eingebiirgerte Ausdruck lautet) 
statisch-unbestimmt. Damit soll- wie auch bei den in 46 bespro
chenen Aufgaben - nichts anderes ausgedriickt werden, als daB die 
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statischen Gleichungen fiir sich allein nicht ausreichen, die Stabkrafte 
zu bestimmen; es miissen die Formanderungen hinzugenommen werden, 
die das Fachwerk erleidet. 

Die Gesamtheit der Formanderungen, die die Stabe des Fachwerks 
bei irgend einer Belastung erfahren, und die so beschaffen sind, daB das 
Fachwerk seinen inneren Zusammenhang behalt, wollen wir ein "zu
lassiges System von Formanderungen" nennen. Durch Verwertung die
ses Begriffes in Verbindung mit dem Prinzip der virtuellen Verschie
bungen (virtuellen Arbeiten) ist es moglich, die Stabkrafte fiir statisch
unbestimmte Fachwerke zu bestimmen (Verfahren .von O. Mohr). 
Das Prinzip besagt, daB fiir eine im Gleichgewicht befindliche Krafte
gruppe die Summe der Arbeiten, die von den gegebenen Kraften bei 
einer "virtuellen" Verschiebung geleistet werden, verschwinden muB. 
Die virtuellen Verschiebungen miissen so beschaffen sein, daB sie von 
den gegebenen Kraften unabhangig sind (also nicht etwa die elastischen 
Verschiebungen sein diirfen, die das Kraftesystem selbst hervorbringt) 
und so, daB die Bedingungen des inneren Zusammenhanges nicht ver
letzt werden, miissen also ein "zulassiges System von Formanderungen" 
bilden. - Fiir Fachwerke, deren Stabe nur auf Zug oder Druck bean
sprucht werden, kommen dabei nur die in diesem Kapitel benutzten 
Beziehungen zur Anwendung. 

Ein Fachwerk mit 8 Staben und n Knoten ist i. a. statisch bestimmt, 
wenn 8 = 2n - 3. Wenn ein Stab mehr vorhanden, also wenn 

8=2n-3+1 

ist, so bezeichnet man das Fachwerk als einfach statisch-unbe
stimmt. Von diesen 8 Staben des gegebenen Fachwerks wird ein ge
eigneter Stab (k) als iiberzahlig bezeichnet und herausgenommen 
gedacht, so daB das iibrigbleibende Fachwerk geometrisch-bestimmt 
und daher auch statisch-bestimmt ist; man bezeichnet es dann als 
ein zu dem gegebenen Fachwerk gehoriges, statisch- bestimmtes 
Hauptnetz. Wir denken uns dieses statisch-bestimmte Hauptnetz 
durch die gegebenen Lasten beansprucht und fiir diese Lasten die Stab
krafte durch Rechnung oder Zeichnung bestimmt. Die so erhaltenen 
St!tbkrafte seien fiir den Stab i mit Ti bezeichnet, fiir den heraus
genommenen Stab (k) ist Tk = O. 

Nun denken wir uns aIle Lasten entfernt und an den Endpunkten 
des herausgenommenen, iiberzahligen Stabes k zwei Krafte von der 
GroBe + 1 kg in dem Sinne angebracht, der einer Zugspannung in 
dem Stabe k entsprechen wiirde; mit dieser Belastung von + 1 kg an 
den Enden des Stabes k kann man dann einen zweiten Krafteplan 
zeichnen (oder die Stabkrafte ausrechnen) und erhalt Krafte in den 
Staben, die mit u i bezeichnet seien (insb. ist Uk = + 1)1. In Wirklich-

1 In der Baustatik werden oft auch jene GroBen mit Uj bezeichnet, die durch 
Uk = - 1 kg, also durch eine (im herausgenommenen Stabe wirkende) Druck
kraft von der GroBe 1 hervorgerufen werden. Man erhiilt dann in Gl. (94) statt 
des Zeichens - das Zeichen + und Sj = T; - XUj. Durch diese Einfiihrung 
ergibt sich die Warmespannung im herausgenommenen Stab, die bei Temperatur
erhohung eine Druckspannung ist, als p.ositive GroBe. 
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keit ist nun in dem uberzahligen Stabe k die Kraft nicht Uk = 1 kg, 
sondern etwa X-mal so groB (X ist eine reine Zahl); die Kraft in den 
andern Staben ist mithin X Ui' da sich nur der MaBstab des Krafte
plans andert. Dieses X gilt es zu bestimmen. Bei Vorhandensein der 
Lasten und des uberzahligen Stabes sind die Stabkrafte 

Si = Ti + X ui , (inr;b. Sk = 0 + X) , 

und die durch diese bewirkten Langenanderungen sind, wenn IdEiFi = ri 
gesetzt wird, 

Llli = riSi = ri(Ti + X ui), [insb. Lllk = rkSk = rk (0 + X)]. 

Diese Langenanderungen, die noch von dem unbekannten X abhangen, 
mussen ein "zulassiges System von Langenanderungen" sein, d. i. ein 

b 

d 

Abb. 52a bis d. 

solches, das mit den Bedingungen des Zusammenhanges des Fachwerks 
vertraglich ist. 

Um X zu bestimmen, wenden wir auf das Systemder Stabkrafte 
X u i und das davon unabhangige System der Verschiebungen Lll; 
das Prinzip der virtuellen Arbeiten anI; die Krafte X u i (einschlieBlich 
X Uk = + X) bilden eine Gleichgewichtsgruppe und Llli ein davon unab
hangiges zulassiges System von Verschiebungen. Das Prinzip fiihrt da
her auf die Gleichung 

.J) X uiLlli = X.J)uiri(Ti + Xui) = 0, 

und daraus erhalt man (da X 9= 0) 

I x = - 2: Ui :i T i .1 
2: U; r, 

(94) 

Vermoge der Gleichungen Si = Ti + XUi sind damit auch die in allen 
ubrigen Staben wirkenden Stabkrafte gefunden. 

Aus dem'Vorstehenden ist unmittelbar klar, wie man vorzugehen 
hat, wenn es sich nicht um ein einfach, sondern um ein mehrfach 
statisch-unbestimmtes System handelt. Ein n-fach statisch-unbestimm
tes System liegt dann vor, wenn erst durch Entfernen von n Stab en 
ein in sich unbewegliches, statisch-bestimmtes Hauptnetz ubrig bleibt. 

48. Anwendungen. Beispiel 28. Fachwerk aus 6 Staben nach Abb.52, 
einfach statisch-unbestimmt, mit den Kraften P, P belastet. 

1 Man kiinnte auch die Stabkrafte Si und die Verschiebungen X Ui r. nehmen, 
Es miissen nur beide - die Stabkrafte und die Verschiebungen - von X ab
hangen, aber voneinander unabhangig sein. 
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Man denke sich den Stab 6 entfernt, die Belastung P, P aufgebracht und erhiiJt 
T5 = P, aIle andern Ti = o. Dann bringe man in Richtung des Stabes 6 zwei 
Kriifte Us = + 1 kg an und ermittle die dadurch erzeugten Stabkriifte Ui. Fur die 
Ausrechnung nach Gl. (94) lege man die folgende Tabelle an, in der man die aus
zufiihrenden Rechnungen eintragt (es sei Ei Fi = konst. fur aIle Stabe): 

Stab Ti u.(kg!) u 2 , ri=l,JEiFi Ui ri Ti u; ri S;=Ti+XUi 

1 0 -1/12 Y. r 0 r/2 0,207 P 
2 0 -1/,(2- Y. r 0 r/2 0,207 P 
3 0 -1/(2 Y. r 0 r/2 0,207 P 
4 0 -IN"2 Y. r 0 r/2 0,207 P 
5 P 

- -
r12 +1 1 rp r}2P 0,707 P 

6 (==k) 0 

I +1 1 r12 0 rf"2 -0,293P 

Summe r12P 2r(I+¥2) 

Die Gl. (94) liefert dann 

X = - ~u; ri T; = _ r12 P . = _ 0,293 P. (X ist eine reine Zahl!) 
~u;ri 2r(I+Y2)us 

Zufolge der Gleichung Si = Ti + XUi sind dann aIle Stabkriifte bestimmt. 

Das Verfahren bleibt auch anwendbar fiir Fachwerke, die an sich 
statisch bestimmt sind und erst durch die Lagerung statisch-unbestimmt 

d T-Plon eu-P/un 

8' 

Abb. 53 a bis f. 

, 
I 

I 
1'1 1t 

/ lp pent 

f AfJf/o.;erkrtil1e 

werden; man nennt solche Aufgaben auBerlich statisch-unbestimmt. 
Eine hierher gehOrige Aufgabe ist im folgenden Beispiel behandelt. 

Beispiel 29. Fachwerk nach Abb. 53, in zwei Gelenken A, B gelagert 
und am rechten Knotenpunkt mit P = 2 t belastet. Man ermittle die Stab
krafte und die Auflagerkrafte. 
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Die Fachwerkfigur selbst ist statisch-bestimmt, denn es ist 8 = 9, n = 6, 
8 = 2n - 3; die Aufgabe wird erst durch die zweifache Gelenklagerung einfach 
statisch-unbestimmt. 

Zunachst machen wir die Lagerung des Fachwerks durch Wegnahme einer 
"Bedingung" zu einer statisch-bestimmten, indem wir etwa die Verschiebung 
von A nach der Waagerechten freigeben. Fiir dieses Fachwerk (Abb. 53b) werden 
durch Zeic hnung (oder Rechnung) die durch die Last P = 2 t hervorgerufenen 
Stabkrafte T; ermittelt. Nun denken wir uns zwischen AB einen "unendlich 
steifen Stab" 10 eingesetzt (EloFlO = 00), der die unveranderliche Entfernung 
der beiden Punkte erzwingt, und an seinen Enden Zugkrafte UlO = + 1 t wirkend; 
die dadurch in den anderen Stab en hervorgerufenen Stabkrafte sind Ui, und wenn X 
die Stabkraft im Stab 10 ist, X Ui' Die Stabkrafte sind daher tatsachlich 
S, = T, + XUi; ein von diesen unabhangiges, also "zulassiges" System von Ver
schiebungen ist Llli = r,Xu" daher gilt nach dem Prinzip der virtuellen Arbeiten 
dieselbe Gleichung wie friiher 

Z S; Lll; = XZ U. rj (T. + Xu.) = 0, 

und daraus folgt: 

X = _ Z U. ri T; = _ 41,13 = _ 2,04. 
Z u; ri 20,121 

Die Ausfiihrung ist in der folgenden Tabelle und in Abb. 53c bis e enthalten. 
Wenn X ermittelt ist, so findet man nach Abb. 53f auch die tatsachlich auf

tretenden Auflagerkrafte A und B. 

S tab Ti Ui U~ • r. = l;fEiFi Ui rj Ti u7 ri ISi=Ti+Xu; 

1 +5,2 0 0 2.10-0 0 0 5,2 t 
2 -5,65 0 0 2.10-5 0 0 -5,65 
3 0 +1,03 1,06 1'10-5 0 1,06'10-5 -2,105 
4 0 -1,03 1,06 1'10-5 0 1,06'10-5 +2,105 
5 +5,2 +1,14 1,3 2.10-0 11,85'10-5 2,60.10-5 +2,87 
6 -5,65 -1,98 3,92 2.10-5 22,85'10-0 7,84.10-5 -1,60 
7 -4,65 -0,84 0,706 1'10-5 3,91'10-5 0,706'10-5 -2,935 
8 -2,10 +0,9 0,81 2.10-5 -3,78'10-5 1,62'10-5 -3,934 
9 -2,10 -1,62 2,62 2.10-5 6,80'10-5 5,24'10-5 +1,21 

10 0 1 1 0 0 0 
Summe 1 41,13'10-0 120,126'10-5 X=-2,04 

49. Nietverbindungen werden praktisch durch Verwendung ahnlicher 
Ansatze berechnet, wie sie hier fUr Zug und Druck angegeben wurden. 
1m ganzen wird der Durchmesser der Niete d nach dem Ansatz Q = Fs " .... 1 

berechnet und die Blechstarke 8 auf "Lochleibungsdruck" nach der 
Formel Q = F I 0"1 zul; dadurch soU erreicht werden, daB die Druck
beanspruchung der BeruhrungsfHichen zwischen den Nietschaften, und 
dem Blech, in denen die Kraftubertragung erfolgt, einen gewissen, 
zulassigen Betrag nicht iiberschreitet. Doch muB man sich daruber 
klar sein, daB der bei den Nietverbindungen auftretende Spannungs
und Verzerrungszustand ein auBerordentlich verwickelter ist, der durch 
diese Ansatze nur in ganz grober Weise erfaBt wird. 

Bei praktischen Rechnungen wird fur die "zulassige Schubspannung" 
fur Nietverbindungen gesetzt 

.... d = 0,8· 0" .... 1 (95) 
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und fUr den "zulassigen Lochleibungsdruck" 

a lzul = 2,5· azul' (96) 

Die Gl. (95) dient dann zur Ermittlung der Nietquerschnitte, die Gl. (96) 
zur Festlegung der Blechstarke 8. Sei rJ die Zahl der Niete, dann kann 
die statische Gleichung in der Form geschrieben werden 

11, d2 11,d2 

Q = rJ 4 Tzul = rJ 4. 0,8. azul = Fs azul, 

worin die GroBe 
11,d2 

'l'l·0 8· -- =F ./ , 4 s 

auch als "aquivalenter Nietquerschnitt" bezeichnet wird. Die Gl. (96) 

-~ ~ ..-r-:c., 

14 

2 wird in der folgenden Form verwen-
r-: _-<,!rI" .,.l~-I--!-I-"""~ det: Sei 8 die Blechstarke, so hat die 

14i ( ~ t '-till m f 
Abb.54. Abb.55. 

auf Lochleibungsdruck beanspruchte Flache furrJ Niete die GroBe rJ8d, 
und daher gilt die Gleichung 

Q = rJ 8 d a lzul = rJ 8 d· 2,5· azul = F! azul' 

wobei Fl die gesamte "aquivalente Lochleibungsflache" bedeutet. 

Beispiel 30. Welche Zugkraft kann durch die in Abb. 54 gezeiehnete Niet
verbindung iibertragen werden, wenn der Durehmesser des Nietsehaftes d = 2,0 em 
betragt und azul = 1200 at nieht iibersehritten werden solI? Wie groB ist dann 
die erforderliehe Bleehbreite b und Bleehdieke 8? 

Naeh den obigen GIn. (95) und (96) ist zunaehst 

Tzul = 0,8 . azul = 1000 at, alml = 2,5 . azul = 3000 at . 

Da bei dieser Nietverbindung zwei Quersehnitte auf Sehub beansprueht 
werden, ist 

Q = 211, d2j4o· Tzul = 6280 kg. 

SolI der zulassige Loehleibungsdruek den Betrag al wI nieht iibersehreiten, so muB 
die GIeiehung gel ten 

Q Q = 8 dalzul , daher 8 = d-- = 1,05 em . 
(JZwl 

Fiir den Bleehquersehnitt gilt (naeh Abzug des Nietquersehnitts) 

Q = (b - d) 8 azul, also b = d + --.!I_ "" 8 em. 
8 azul 

Beispiel 31. Zwei Zugbander von 6 em Breite und 1,2 em Dicke sollen naeh 
Abb. 55 so miteinander verbunden werden, daB dureh die d = 1,7 em starken 
Niete eine Kraft von Q = 10 t iibertragen werden kann. Wieviele Niete (1]) sind 
erforderlieh, wenn azul = 1200 at vorgesehrieben ist, und wie groB ist die notwen
dige Bleehstarke 8? 
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Es gilt die Gleiehung 

:n; d2 :n;d2 

Q = 'TJ 4 'rna = 'TJ 4 00,8.G ... I,. daraus 
Q 

'TJ = 0,8 . Gna • :n; d2j4 = 4,6 ~ 5 . 

Die Bleehstarke 8 folgt aus der Gleiehung 

Q d mIOt Q 10 0 4 
= 'TJ 8 GI ... I 8 = -d- = 5 17 3 = , em. 'TJ Gina .,. 

VI. FHichentragheitsmomente. 
Das "Tragheitsmoment" tritt in der Biegungslehre als eine geometriseh defi· 

nierte HilfsgroBe auf, die ihren Namen einer formalen Analogie mit dem in der 
Dynamik verwendeten "Massentragheitsmoment" (Drehmasse) zu verdanken hat. 

50. Definitionen. Um zu dem Begriff des Triigheitsmomentes 
(abgekurzt TM) einer ebenen FliicheFin bezug auf eineAchse x 
oder des achsialen Fliichentriigheitsmomentes J., zugelangen, 
denke man sich die gegebene Fliiche F in beliebiger Weise in kleine Teil
fliichen I .. zerlegt, jede solche Teilfliiche mit dem Quadrat des Abstan· 
des y .. ihres Schwerpunktes von der Achse x multipliziert und die Summe 
dieser Produkte gebildet; dann ist das TM in bezug auf die x-Achse 
durch den Ausdruck gegeben 

(97) 

(Mit dem Zeichen 5 wird die Summe uber alle Fliichenelemente I .. 
bezeichnet, die zu F gehoren). Ebenso ist das TM in bezug auf die 
y.Achse 

(98) 

Diese Summe strebt bei beliebiger Verkleinerung der Teilchen einem 
bestimmten Grenzwert zu, der den exakten Wert des TM darstellt. 
Es ist plausibel, daB man durch eine endliche Unterteilungder gegebenen 
Fliiche nur einen angeniiherten Wert fur das TM erhiilt; auch erkennt 
man unmittelbar, daB es fiir eine angeniiherte Berechnung eines TM 
mit Bezug auf die x·Achse in der Regel (aber nicht immer) vorteilhaft 
ist, die gegebene Fliiche in Streifen zu zerlegen, die der gegebenen Achse x 
parallellaufen. 

Das Zentrifugalmoment fur das Achsenpaar x und y ist in ganz 
iihnlichem Sinne durch die Gleichung definiert 

(99) 

Zum Unterschiede von den "statischen" oder "linearen" Momenten 
werden die Triigheits· und Zentrifugalmomente als "quadratische 
Momente" bezeichneto 

Unter dem polaren Triigheitsmoment in bezug auf einen 
Punkt 0 versteht man den Ausdruck 

(100) 
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dabei ist die Beziehung r; = x; + V; benutzt. Das polare TM fUr 
einen Punkt 0 ist daher die Summe der axialen TMe fUr irgend 
zwei zueinander senkrechte Achsen durch O. 

Eine oft gebrauchte HilfsgraBe ist der Tragheitshalbmesser icc 
oder T rag he its arm; er ist d urch die Gleich ung definiert 

J x = F i; , d. h. durch I ix = iJJii' I· (101) 

51. Allgemeine Siitze fiir die Berechnung von Triigheitsmomenten. 
Fur die praktische Berechnung der Tragheits- und Zentrifugalmomente 
ist der Umstand von Bedeutung, daB diese GraBen fiir verschiedene 
Achsen in der Ebene nicht voneinander unabhangig sind, sondern ge
wisse Zusammenhange aufweisen, die sehr zur Vereinfachung der Rech
nung beitragen. 

a) Par allele Achsen. Es sei a die gegebene Achse und x eine par
allele Achse durch den Schwerpunkt S - kurz als Schwerachse 

b yt 

Abb.56. Abb.57. 

bezeichnet -, so ist (nach Abb.56 unter Weglassung der Zeiger n) 
V' = V + b und 5 tv = 0, und daher 

1 J a = 5 /V'2 = 5 t (V + b)2 = 5 t VZ + b2 S t = J x + F bZ .1 (102) 

Durch das TM in bezug auf eine Achse a (oder x) sind die TMe in bezug 
auf aIle hierzu parallelen Achsen bestimmt. Unter allen parallelen 
Achsen ergibt daher die durch den Schwerpunkt S gehende das 
kleinste TM. 

Ebenso gilt fur die Zentrifugalmomente in bezug auf die parallelen 
Achsenpaare x, V und a, b (Abb. 57), da 

x'=x+a, V'=V+b, Stx=O, StV=O, 

die Gleichung 

1 Jab = 5 t x' y' = 5 t (x + a) (V + b) = 5 t x V + a b 5 t = J x y + Fa b ·1 (103) 

Beispiel 32. Zeige, daB man durch die Zerlegung in beliebige Teilflachen 
und Berechnung des TM durch Ersatz der Einzelflachen als "ideelle Punkt
mass en" in den Teilschwerpunkten fiir das TM immer einen Wert erhalt, der 
kleiner ist als der wirkliche, nach der exakten Definition berechnete. 

Dies folgt einfach aus Gl. (102). Fiir die Naherungsrechnung aus endlichen 
Teilflachen wird das TM fiir jede Teilflache in der Form Fb 2 angesetzt und das 
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stets positive Glied J ~ vernachlassigt. Fiir das TM erhalt man daher durch dieses 
Verfahren immer einen zu kleinen Wert. 

b) Zueinander geneigte Achsen. FUr die Achsenpaare x, y 
und ~,'YJ mit gemeinsamem Anfangspunkt 0, deren gegenseitige Lage 
durch ~ xO ~ = cp gekennzeichnet istl, gelten folgende Beziehungen 
zwischen den Koordinaten eines Punktes (Abb. 58): 

~ = x cos cp - y sin cp , 'YJ = x sin cp + y cos cp . 

Daher folgt auf Grund der angegebenen Definitionen 

J E = St'YJ2 = St(xsincp + ycoscp)2 

= J",cos2 cp + J y sin2 cp + 2 J",y sin cp cos cp , 

J'1 = 5 U2 = 5 t (x cos cp - y sin cp) 

= J",sin2 cp + Jycos2cp - 2 J",ysin cpcos cp , 

J E'1 = 5 U 'YJ = 5 t (x cos cp - y sin cp) (x sin cp + y cos cp) 

= (J", - J y) sin cpcos cp + J",y(cos2cp - sin2 cp). 

Durch Einfuhrung des doppelten Winkels 2 cp er !J 
halt man 

J E = --2- + --2-COS cp ",ysm cp, 

?I 

i 
I 

i 

(104) 

J x + J y J~ - J. 2 + J . 2 1 

J J. + J y J. - J. 2 J' 2 ( ) 
i if 

/ ?/ 11 
'1 =--2----'-2-coS cp- ",ySln CP'j105 

J~- J • . 2 + J ') J E '1 = - --2- sm cp '" y cos ... cp . 

Fiir viele Betrachtungen ist es zweckmaBig, J., J y, 

i 
'-. / 

~ 
I 

Abb.58. 
J ~ y als "Komponenten" einer einzigen GroBe a ufzufassen, 
die man (in Analogie mit dem Spannungstensor) als "Trag
heitstensor" bezeichnet. Die letzten Gleichungen geben an, 
wie sich die Komponenten eines solchen Tragheitstensors 
wenn man von dem Achsensystem x, y zu g,1) iibergeht. 

"transformieren" , 

Durch direkte Ausrechnung bestatigt man das Bestehen der Glei
chungen 

(106) 

Fur jedes Paar zueinander senkrechter Achsen durch 0 haben diese 
beiden Ausdrucke denselben Wert; man nennt sie die Invarianten 
des Tragheitstensors J"" J Y' J",y. 

52. Haupttriigheitsachsen und Haupttragheitsmomente. Aus den 
GIn. (105) von 51 erkennt man unmittelbar, daB es fUr jeden Punkt 0 
ein Paar von Achsen 1, 2 mit den Tragheitsmomenten J 1 , J 2 gibt, fUr 

1 Urn Ubereinstimmung mit den fiir den ebenen Spannungszustand geltenden 
Formeln herzustellen, ist fiir rp die aus der Abb. 58 ersichtliche Zahlung gewahlt 
worden. In richtigerer Weise konnte dies, wie hier nur erwahnt sein mag, durch 
Einfiihrung der Definition J~. = - S fxy fiir das Zentrifugalmoment geschehen, 
die aber nicht gebrauchlich ist. 

or 
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die das Zentrifugalmoment J 12 = 0 ist. Sind J." J y, J.,y bekannt; 
so ist die Lage dieses Achsenpaares gegeben durch 

2 2Jm~ 
tg rpo = J - J . 

z ~ 

(107) 

Diese beiden Achsen sind auch durch die Bedingung gekennzeichnet, 
daB fur sie die Tragheitsmomente, in Abhangigkeit von rp betrachtet, 
extreme Werte annehmen, denn die Bedingung 

aJ; = 0 oder aJ,/ = 0 
arp' arp 

fiihrt zu derselben Gl. (107) fiir rpo' Man erhalt immer zwei Werte fur 
rpo' die der obigen Gleichung genugen und sich um 11:/2 voneinander 
unterscheiden. Diese Achsen nennt man die Haupttragheitsachsen 
und die zugehorigen Tragheitsmomente die Haupttragheitsmo
mente J 1 , J 2• Ihre GroBen erhalt man aus den Gleichungen fiir die 
Invarianten, die fur die Haupttragheitsmomente in folgender Form 
geschrieben werden konnen 

J 1 + J 2 = J., + J y, J 1 J 2 = J.,Jy - J;y. 
Man findet 

I J = J~ + J. ± l/(J~ - J o)2 + J2 I 
1,2 2 V 2 .,y' 

(108) 

Die Haupttragheitsachsen fur den Schwerpunkt S werden auch als 
Hauptzentralachsen bezeichnet. - Oft versteht man aber unter 
den Haupttragheitsachsen und Haupttragheitsmomenten (ohne Zusatz) 
die auf den Schwerpunkt bezogenen GroBen. 

53. Tragheitskreise von Mohr und Land. 
Zur Darstellung aller Werte, die die Trag
heits- und Zentrifugalmomente (wie die Kom
ponenten jedes beliebigen zweiachsigen Ten-

/3 sors) fiir alleAchsen und Achsenpaare durch 
/ einen Punkt annehmenkonnen, dienen die 

--!>~--7-r-4~¥,,"--Ji(f.=---=J!. Tragheitskreise von Mohr und Land; beide 
4/~ gehen davon aus, daB fiir ein gegebenes 

Achsenpaar X, y die drei GroBen J." J y, J.,y 
als bekannt angenommen werden. 

a) Bei dem Tragheitskreis von Mohr 
Abb.69. 

(Abb. 59) wird auf der x-Achse eines Achsen
kreuzes von 0 aus J., und J y' von den Endpunkten nach oben und 
unten J.,y aufgetragen und uber die so erhaltenen Punkte A o, Eo 
einKreis geschlagen;der Mittelpunkt sei M. Dann ist <J:AoMx = 2rpo' 
und aIle uberhaupt moglichen Werte von J E, J.1' J;7} sind auf die Ab
szissen und Ordinaten der Punkte des Kreisumfanges beschrankt. Be
zeichnet man namlich mit 
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den Halbmesser des Kreises und betrachtet einen andern Punkt Al 
mit -1: AoMAI = 2 cP, so ist 

j 0 A ' J. + J • .L (2 2) J~ + J y J x - J. 
1 = -2--' , r cos CPo - cp = --2- +--2- cos 2 cp 

+ J x'll sin 2 cp = J;, 
OB~ = J'Y} und 

r sin (2 CPo - 2 cp) = J x - J y • 2 
- --2-- sm cp 

+ JX'll cos 2 cp = J;'Y} . 

Die Strecken 01,011 stell en die Haupt-TMe J 1 , J 2 dar, deren GroBen 
unmittelbar abgelesen werden konnen mit 

J = J,:-t J. ± 11(Jx - Jy)2 + J2 
1,2 2 V \ 2 "'Y' 

Die Verbindungslinien des Spiegelpunktes At 
von Ao mit I und II geben die Richtungen 
der Haupttragheitsachsen 1 und 2 an. 

Sind die gegebenen Achsen x, y selbst die 
Haupttragheitsachsen, so hat man unmittel-
bar 01 = J I , 011 = J 2 aufzutragen und er
halt als Tragheitskreis den Kreis, den man 
iiber I II als Durchmesser schlagen kann. 

!I 

b) Der Tragheitskreis von Land (Abb. Abb.60. 

60) wird dadurch erhalten, daB man auf der 
- -

y-Achse OB = J"" BA = J y auftragt und iiber OA als Durchmesser 
einen Kreis schlagt; man tragt ferner von B aus die Strecke B T = J", y 

senkrecht zu y an und erhalt so den "Tragheitspunkt" T, der folgende 
Eigenschaften hat: Fiir irgend ein Achsenkreuz ~ ,1] verbinde man deren 
Schnittpunkte C,D mit dem Tragheitskreis miteinander und mache 

T R.l CD, dannist eM = MD = ~ (J", + J y), M B = ~ (J", - Jy)und 
daher 

- - - - J +J J-J 
CR =,DM + MB·cos2cp + BT·sin2cp = ~ + ~cos2cp 

+ J",ysin2cp = J;; 

ahnlich folgt RD = J'Y)' und schlieBlich ist 

T R = -MB·sin2cp + BT·cos2cp== - J x ~ J y sin2cp +J",ycos2cp =J;'Y}' 

Da die Haupttragheitsachsen durch J 12 = 0 gekennzeichnet sind, 
so erhalt man sie, indem man den Punkt T mit dem Mittelpunkte M 
des Tragheitskreises verbindet und diese Linie mit dem Kreise in I, II 
zum Schnitt bringt; die Linien 0 lund 0 I I geben dann die Richtungen 
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der Haupttragheitsachsen an, und es ist 

IIT=J1 , Tll=J2 ·1 (109) 

Beispiel 33. Zeige, daB Timmer innerhalb des Tragheitskreises Hegen 
rouB oder hochstens auf diesero Hegen kann; d. h. es ist stets 

J'!;,1J~J.,J". 

Diese Ungleichung folgt unmittelbar aUB der Tatsache, daB der Wert der zweiten 
Invariante positiv sein rouB, da die Tl\:I wesentHch positive GroBen sind; es ist 
also 

JzJ" - J~lI = J1J Z ~ O. 
Das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn J 1 = 0 oder J 2 = 0, d. h. wenn die Flache 

in eine Strecke iibergeht. 

Abb.61. 

'!,{.!() 54. Die TriigheitseJlipse •. Es seien x und y 
in Abb. 61 die Haupttragheitsachsen, dann 
hat das TM fiir irgend eine unter f/J gegen x 
geneigte Achse ~ den Wert 

J~ = J 1 cos2 f/J + J 2 sin2 f/J. (IlO) 

Tragt man auf der ~-Achse eine Strecke 0 A 
auf, die der Quadratwurzel aus J~ umgekehrt 
proportional ist, setzt also 

- 4) 

OA=-= 
fJe ' 

so sind die Koordinaten von A gegeben 
durch 

- cos qJ 
x = OA ·cosm = o--==-

- sinqJ 
y=OA.sinf/J=oPe· 

T fJe ' 
Durch Einsetzen in Gl. (IlO) erhalt man 

(Ill) 

Daraus folgt der Satz: Der geometrische Ort der Endpunkte A 
ist eine Ellipse, die man als Tragheitsellipse bezeichnet. 
Fiihrt man die Tragheitshalbmesser i1 und i2 ein durch die Gleichungen 

und setzt insbesondere 

so nimmt die Gleichung fiir die Tragheitsellipse die einfachere Form an 

(Il2) 

Die Tragheitsellipse schneidet daher auf den Achsen 1 und 2 die Trag
heitshalbmesser i2 und i1 abo Die Tragheitsellipse zeigt im ganzen die 
gleiche Gestalt wie die gegebene Flache; nach der Richtung, wo diese 
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weiter ausladet, zeigt auch die Tragheitsellipse die groBere Erstreckung 
und umgekehrt. Von der Tragheitsellipse wird bei der "schiefen Biegung" 
Gebrauch gemacht. 

55. Zeichnerische Verfahren zur Ermittlung VOn Tragheitsmomenten. 
Die exakte Ermittlung des Tragheitsmomentes ist fur aIle Flachen, 
deren Rand als ein analytisches Kurvenstuck oder als eine Folge von 
solchen angesehen werden kann, eine Aufgabe der Integralrechnung. 
Fur Flachen mit zeichnerisch vorgegebenem Rand erwahnen wir zur 
angenaherten Bestimmung der Tragheitsmomente zwei Verfahren. 

a) Das Verfahren von Nehls ist 
in Abb.62 an dem Beispiel eines Schie
nenprofils erlautert. Das gegebene Profil 
wird parallel zur x-Achse, bezuglich wel
cher das T:M: zu bestimmen ist, in Teil
flachen dF = xd y zerschnitten, auBerdem 
wird in einer passenden Entfernung a zu x 
eine Parallele gefiihrt. Sodann ziehe man 
zu jedem Randpunkt B die Gerade BOily, 
und die Linie OOB' bis B', dann ist 
/::;. OAB' "" /::;. OBB' und daher 

AB'=x'=xyja. 
Das statische :M:oment der ganzen Flache 
in bezug auf x ist also 

11 

jI---

Sa; = J ydF = J x yd y = a J x' dy a-.LJ-------"«:.....-----L-~r 

und wird durch die von B' berandete Abb.62. 

Flache dargestellt. 

Die Wiederholung dieses Verfahrens durch Ziehen von B'D II y und 
der Linie 0 DB" liefert /::;. OAB" '" /::;. D B' B", also ist 

AB" = x" = x' yja = x y2ja2, 

und somit ist 

Ja; = J y2dF = J y2 x dy = a2 J x" dy. 

Das gesuchte T:M: J", wird also durch die GroBe der Flache dargestellt, 
die von B" umrandet wird. 

b) Das Verfahren von Mohr ergibt das T:M: eines Flachen
stuckes durch die GroBe der Flache eines vollstandigen Seilecks, das 
auf folgende Weise erhalten wird: Es sei in Abb. 63a ein Schienenprofil 
gegeben, und es sei dessen TM in bezug auf die Achse y zu bestimmen, 
die durch die linke Randkante hindurchlauft. Durch parallel zur y_ 
Achse gefiihrte Schnitte denke man sich die gegebene Flache in ein
fachere Flachenstucke 11,/2, ... 16 (Rechtecke, Dreiecke, Trapeze u.dgl.) 
zerlegt, deren Schwerpunkte 1, ... 6 leicht angegeben werden konnen. 
Sodann setze man nach Wahl eines geeigneten :M:aBstabes die "Flachen" 
Ii. in einem "Krafteplan" (b) zusammen und zeichne mit einem Pol P 
ein Seileck 1 ... 6 (c); dann geben die Strecken, die von den Seilstrahlen 

Poschl, Mechanik II. 6 
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auf der Achse y abgeschnitten werden, die statischen Momente und die 
Flachen zwischen den Seilstrahlen und der Achse y die Tragheits
momente der Teilflach~n in bezug auf die Achse y an. Das gesuchte 
Tragheitsmoment wird durch die GroBe der gesamten Flache "PI + "P2 
zwischen dem Seileck 1 ... 6 und der Achse y dargestellt, wobei 
"PI = Flache (1,2 ... 6, p,l), "P2 = Flache (0, p, q, 0). 

Erforderlich ist noch die Angabe des MaBstabes, in dem diese 
Flache zu messen, mit dem also die GroBe der Flache "PI + "P2 zu mul
tiplizieren ist, urn das gesuchte TM zu ergeben. Wir denken uns hierzu 

!I u b zunachst einen Lan-
a genmaBstab 1! ge

wahlt, in dem das 
gegebene Profil ge
zeichnet ist. Jede 
solche MaBstabgraBe 
wird zweckmaBig ge
maB der Gleichung 
eingefiihrt : 

Darzustellende 
GroBe = MaBstab X 
Darstell ungsgraBe. 

Z. B. fUr die Langen 

wobei 1 = 11 em der Natur 
! 1 em der Zeiehnung 

bedeutet und jede "DarstellungsgraBe" (X) immer 
in cm aus der Zeichnung abzulesen ist. Die Dar
stellungsgraBen sind im folgenden fast durchweg 
mit den zu den darzustellenden GraBen (wie x) 
geharigen groBen Buchstaben (wie X) bezeichnet. 

Abb. 63 a bis c. 
Sodann wahlen wir einen FlachenmaBstab 1, 

zur Auftragung der "Flachen" im "Krafteplan" (b) und die Pol-

distanz H (in cm); 1, hat die Bedeutung 1, = l~ ::2. 
Die von den Seileckstrahlen auf der Achse y abgeschnittenen Strek

ken (in cm) seien aufeinanderfolgend mit 8 1 ,82 •.• bezeichnet; dann 
gilt wegen der Ahnlichkeit der in Abb. 63b und c schraffierten Dreiecke 
(z. B. fur das note Paar), wenn Xn die Entfernung der Ecke n von der 
y-Achse bedeutet, 

Fn:8n=H:Xn, also F nX".=H8n. 

Nun ist das statische Moment der Flache In in bezug auf die y-Achse 

sn = In Xn = 1, F n 1! Xn = 1! 1j F n Xn = H l! 1,8n = ls Sn; 

also ist der MaBstab fUr die auf der y-Achse abzugreifenden Darstellungs
graBen der statischen Momente 

ls = H 1! 1,; 

d. h. die Strecken 8 n (in cm) auf der y-Achse geben, mit ls multipliziert, 
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die statisehen Momente in bezug auf diese Aehsein em 3. Das statisehe 
Moment der ganzen Flaehe beziiglieh der y-Aehse ist daher 

8 = 1 • .2B .. = 1.B. 

Die GroBe der Flaehe (in em2) des n-ten Dreieeks im Seileck be
zeichnen wir mit ifJ .. , dann ist 

B .. X .. = 2 ifJ ... 

Das TM der Flache I .. (wie bisher mit groBem Buehstaben bezeichnet) ist 

J .. = I .. x; = I .. x .. . x .. = 1.B .. . It X .. = 1/1.2 ifJ .. = 2 Hln,ifJ .. = IJifJ ... 

Daher ist die MaBstabgroBe IJ' mit der die in cm2 gemessene Flache ifJ .. 
zu multipIizieren ist, um das TM zu ergeben, 

IIJ = 2 H IrIf,1 (ll3) 

und IJ hat die Bedeutung l: :::. Das TM der ganzen Flache mit Bezug 

auf die y-Achse ist daher 

IJ!I = .2J .. = IJ ZifJ .. = IJ("Pl + "P2).1 (ll4) 

Durch Multiplikation der Flache "PI + "P2 in em2 mit der MaBstab
groBe IJ ist daher das gesuchte TM gegeben. 

Ferner ist das TM J. der Flache in bezug auf die zu y parallele 
Schwerpunktsachse 8 (naeh dem Satz iiber TMe fiir parallele Achsen) 

J. = J!I-Ix:. 

Nun ist, da FX. = HB, BX. = 2"P2' 

Ix: = I,FlrX: = Hlrl,BX. = 2H lfl,"P2 = IJ"P2' 

also folgt 

Dieses Verfahren kann in sinngemaBer Ab
anderung auch zur Ermittlung von Zentri
fugalmomenten dienen. 

56. Beispiele und Anwendungen. Fiir die 
Anwendungen sind auBer den Werten fiir das 
TM J., auch die des Widerstandsmomen
tes W., von Wichtigkeit, das sieh aus J., 
durch Division durch den groBten Abstand e 
des Quersehnittsrandes von der durch den 
Schwerpunkt gehenden Achse x ergibt; in 
Zeichen 

Yf 

Abb.64. 

(ll5) 

ij-1JtiU 

---:c 

--I/, 

(ll6) 

In einigen der folgendenAufgaben sind auch die Werte dieser GroBe mit 
aufgenommen. 

6* 



84 Flachentragheitsmomente. 

1. Rechteck. S()iten b, h (Abb. 64). Die Hauptachsen sind die 
Mittellinien x, y, und es ist, da df = bdy, 

h/2 b h3 
J OJ = Sf y2 = J y2df = 2b J y2dy = 12' 

o 
also, wenn bh = F gesetzt wird, 

""l1"-j" ~~~ Das Widerstandsmoment W OJ ist, da e = h/2, 
.,., J m bh2 

WOJ= hJ2 = 6-' 

oOl Das TM fUr die untere (oder obere) Rechteck-J seite als Achse ist 
h2 bh3 

J a =JOJ -f- bh "4=To 
"~--'" 

Abb.65. 

FUr aIle Profile, die sich als Summen oder Diffe-
renzen von Rechteckflachen darstellen lassen, wer
den diese Formeln angewendet. 

2. Dreieck. Grundlinie b, Hohe h (Abb. 65). In dem Flachenelement 
xdy ist x = by/h und daher, wenn bh/2 = F, 

h h 

f b f bh3 F h2 

J a1 = xy2dY=h y3dY=T=T; 
o 0 

ferner ist das TM fUr die parallele Schwerachse x 

(lIS) 

und fur die Grundlinie als Achse 

(lI9) 

Daszur x-Achse gehorige Widerstandsmoment ist 

Abb.66. 

J m bh2 

W OJ = 2 hJ3 = 24 . 

Beispiel 34. Ermittle das TM des in Abb.66 ge
zeichneten Dreiecks ABO fur die Achse a. Da l:::.ABO 

= l:::.ADB- t-:.ADO, so erhalt man, wenn AD = u, fur die Flache des Drei
ecks ABO 

F = -!u (p - q) 

und daher ist das TM des Dreiecks ABO 

J a = -i. U (p3 - q3) = iF (p2 + p q + q2). 

Berechne auch J~. 
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3. Trapez. Parallelseiten b, b + b1 , Hohe h (Abb. 67). Durch Zer
legung des Trapezes in ein Rechteck und ein Dreieck erhiUt man 

J _ b h3 + b1 h3 _ (4 b + b1) h3 

a-T 12---12-· 

Da der Abstand des Schwerpunktes S von der Grundlinie den 
Wert hat 

so folgt 

11 

Abb.67. Abb.68. 

4. Kreis. Halbmesser R (Abb. 68)~ Man rechnet zuerst das polare 
TM fur ein Ringelement df = 2 nrdr, und erhiilt (mit F = R';) 

R R4 n F R2 
Jo=fr2d f=2nfr3dr=-= -, 

0 22 

und da J o = J x + J y = 2 J x , so folgt 

I - J o - R4 n _ D4 n 
Jro - 2 - 4 - 64 ' 

Das Widerstandsmoment ist 

W _ J x _ R3 n _ F R 
ro-T--2-- -"2. 

Fur einen Halbkreis (Abb. 69) findet man als TM 
fur die dem begrenzenden Durchmesser parallele 
Schwerachse x, da e' = 4R/3 n, 

Abb.69. 

J x = Ja - Fe'2 = F t - F 1:!2 = R4(~ - 98n) ~ 0,IlR4. 

(120) 

Beispiel 35. Well blechq uerschni tt, aus Kreisbogen. und Geradenstiicken 
nach Abb.70 zusammengesetzt; man findet fiir eine "Welle" 

und 

c [nb3 nbH2 2H3] 
J x = 4"" M + b2 H + -~--2~ + -3- , worin H = h - b12. 
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Das Widerstandsmoment ist 
W __ J~. __ 

• - (h + c)/2' 

Beispiel 36. Wellblech, Mittellinie aus Parabelbogen nach Abb.71. Die 
Parabelgleichung lautet 

( 1 8 X2) 
y=k 2-V . 

Wenn man die Flache angenahert als Produkt aus der Lange des Parabelbogens 
und dessen "Dicke" c rechnet, so findet man fiir die Flache einer "Welle" 

b/4 

F=cJdS=4cl"fl+Y'"dX,""bC[I+~2-~J, wobei a=\h; 

Abb.70. Abb.71. 

ebenso erhalt man fiir das TM beziiglich der Achse x 

b/4 

J. = c J y2 ds = 4 c ! y2 fi + y'2 dx '"" 185 C h2 [1 + ~: - l~~J ! . 
Das Widerstandsmoment ist 

W J • 
• = (h + c)/2' 

Weitere Beispiele von Tragheits- und Widerstandsmomenten sind 
in den Ingenieurtaschenbuchern: Hutte, Dubbel, Forster usw. ent
halten. 

VII. Biegung gerader Stabe. 
A. Allgemeines. 

57. Beziehung der Elastizitiitstheorie zur technischen Biegelehre. 
Unter einem geraden Stab (Trager oder Balken) versteht man einen 
prismatischen Korper von beliebigem Querschnitt, dessen Lange groB 
ist gegen die Querabmessungen; die Verbindungsgerade der Schwer
punkte aller seiner Querschnitte bezeichnet man als seine Achse. 
Biegung tritt ein, wenn ein solcher Stab durch Krafte quer zu seiner 
Achse bela stet wird. 1m folgenden wird angenommen, daB diese Krafte 
aIle in einer Ebene liegen, und diese wird als Lastebene bezeichnet; 
ferner daB die auftretenden Formanderungen innerhalb der Proportio
nalitatsgrenze liegen, also E eine Konstante ist. 

Die Spannungen und Formanderungen in einem solchen auf Bie
gung beanspruchten Stab lassen sich exakt, d. h. nach den strengeren 
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Methoden der Elastizitatstheorie nur in wenigen, besonders einfachen 
Fallen bestimmen, zu denen als einfachster die Biegung durch Krafte
paare (Momente) gehort, die an den Stirnflachen des Stabes iibertragen 
werden; man spricht hier von reiner Biegung. FUr diesen Fall 
liefert die Theorie eine lineare Verteil ung der N ormalspan
nungen und Dehnungen iiber jeden Querschnitt des Stabes, ein 
Ergebnis, das man auch als den Satz yom Ebenbleiben der Quer
schnitte bei der Biegung, oder einfach als Geradliniengesetz 
bezeichnet. Schubspannungen in den Querschnitten treten bei reiner 
Biegung nicht auf. 

In der technischen Biegelehre handelt es sich aber immer um die 
Biegung durch Momente und Querkrafte, deren exakte Be
handlung erheblich verwickelter ist. Man geht praktisch so vor, daB 

a p p 

(/Jruck) 
----"\ I 

J' -:===-_===____ D 
,.:r: 

~~~------~~--~~----~~ 
p 

Abb. 72 a uud b. 

fiir die Normalspannungen die lineare Verteilung als zutreffend an
genommen wird, und daB der EinfluB der Querkrafte auf die Spannungs
verteilung und Formanderung durch eine besondere Betrachtung er
mittelt und der fiir "reine Biegung" gefundenen "iiberlagert" wird. 

Dieses Verfahren liefert in fast allen Fallen praktisch brauchbare Ergebnisse, 
und meistens kann der EinfluB der Querkrafte iiberhaupt vernachlassigt werden; 
nur bei kurzen und dicken Staben und groBen Querkraften kann deren Ein
fluB von groBerer Bedeutung werden nnd erfordert dann besondere Betrachtun
gen. Das gleiche gilt fiir Querschnitte mit stellenweise geringen Abmessungen 
senkrecht zur Biegungsebene, wie z. B. fiir diinne Stege von Walzeisenprofilen. 

Die gefundenen Ergebnisse dienen dann auch zur LOsung der hierher gehorigen, 
statisch-unbestimmten Aufgaben, nnd zwar auch fiir Gebilde, die aus solchen 
geraden Tragern zusammengesetzt sind, und zu denen als wichtigste die Rahmen 
gehoren. Auch fiir gekriimmte Stabe kommen ahnliche Oberlegungen zur An
wendung (Kap. XII). 

58. Spannnngsverteilnng. Die gekriimmte Form, die ein urspriing
lich gerader Stab bei Belastung durch quergerichtete Krafte annimmt, 
kommt dadurch zustande, daB die Langsfasern des Stabes verschie
dene Verlangerungen erfahren. Bei Vernachlassigung der Querkrafte 
kann durch eine lineare Verteilung der Langsspannungen 
allein das Gleichgewicht jedes beliebig abgeschnittenen Tragerteiles 
hergestellt werden. In der technischen Festigkeitslehre wird diese Aus
sage als Grundannahme eingefiihrt. 

Wenn y, z nach Abb. 72b die Koordinaten eines Punktes des Stab
querschnittes sind, so wird demgemaB fiir die Spannungsverteilung die 
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Gleichung angesetzt 

(121) 

worin a, b, c Konstanten sind; diese werden durch die Bedingung fest
gelegt, daB fur jedes Tragerstuck die uber den trennenden Querschnitt 
verteilten Spannungen mit den auf dieses Tragerstuck wirkenden 
auBeren Kraften im Gleichgewichte sein mussen. Hierzu nehmen wir 
an, daB die "Lastebene", in der alle Krafte wirken, durch die y-Achse 
hindurchgeht; der Momentenvektor 9R der auBeren Krafte liegt daher 
in der z-Achse. Nun bildet man etwa fUr den linken Tragerteil die 
Summe der Krafte nach der x-Achse, und die Summe der Momente 
um die z-Achse und die y-Achse. Dadurch erhaIt man die "statischen 
Gleichungen" in der Form 

f (f3Jdf = 0, f (fa;ydf = M, f (fa;zdf = O. (122) 

Man beachte, daB die im Querschnitt wirkenden Schubspannungen zu diesen 
drei Summen keinen Beitrag liefern wiirden, da sie nur Anteile an den Summen 
der Krafte nach der y- und z·Achse und an der Summe der Momente um die 
x-Achse ergeben konnten. 

Gehen wir mit dem Ansatz der linearen Spannungsverteilung nach 
G1. (121) in diese GIn. (122) ein, und legen jetzt nachtraglich die y
und z-Achsen des Querschnittes durch dessen Schwerpunkt S, dann 
sind die uber die Querschnittsflache erstreckten Integrale 

fydf=O, f zdf = 0; 

aus der ersten der GIn. (122) folgt daher a = o. Die nach Einsetzen 
von (fa; in die beiden anderen GIn. (122) auftretenden Integrale, namlich 

f z2 df = J y , f y2 df = J., f yzdf = J'YO (123) 

sind die Flachentragheitsmomente und das Zentrifugalmoment der 
Querschnittsflache in bezug auf die y- und z-Achsen. Diese beiden 
Gleichungen nehmen daher die Form an 

bJz + cJyZ = M, bJyz + cJy = o. 
Aus ihnen erhaIt man durch Auflosung nach b und c 

b = J J J y J2 M, c = - J JJyz J2 M 
'Y Z - yz 11 Z - yz 

und findet damit fUr die Spannungsverteilung uber den Querschnitt 
den Ausdruck 

I = J g y - Jvz Z M I (fa; J J _ J2 . 
'U Z yz 

(124) 

Als Nullinie des Querschnitts wird jene bezeichnet, in der die 
Spannungen (fa; verschwinden; ihre Gleichung ist gegeben durch 

(fa; = 0 oder J y y - J y z Z = 0 . 

Die NuIIinie ist daher eine Gerade durch den Schwerpunkt des Quer
schnitts. 
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Wenn die y- und z-Achsen die Raupttragheitsachsen des Quer
schnitts sind, und die Lastebene durch die y-Achse hindurchgeht, so 
spricht man von "einfacher Biegung". Es ist J'Y Z = 0, und die Gl. (124) 
nimmt die einfachere Form an 

(125) 

Durch diese Gleichung ist die Bezeichnung "Geradliniengesetz" fUr 
die erhaltene Spannungsverteilung gerechtfertigt. Die Gleichung der 
Nullinie ist jetzt y = 0, die Null
linie fallt mit der z-Achse zusammen. 

Die Gesamtheit dieser Spannun
gen ist in Abb. 73 durch den keil
formigen "Spannungskorper" dar
gestellt: die in jedem Flachenele
mente in der Entfernung y von der 
Nullachse auftretende Spannung (f 
ist durch die "Rohe" des Span
nungskorpers gegeben. Durch diese 
Spannungen wird das in dem be
treffenden Querschnitt auftretende 
Biegemoment "aufgenommen". Abb.73. 

Beispiel 37. Ermittle die bei reiner Biegung auftretende Verformung eines 
Rechteckquerschnittes., - In 26 wurde gezeigt, daB mit einer Zugbeanspruchung 
eines Stabes eine Verkiirzung, mit einer Druckbeanspruchung eine VergriiBerung 
der Querabmessungen verbunden ist. Der Querschnitt eines auf Biegullg bean
spruchtell Stabes wird daher auf der Zugseite schmaler und auf der Druckseite 
breiter. Die durch die Spanllung u~ in der Stabrichtung hervorgerufene Dehnung ist 

au u~ M 
B.=-=-=--Y, ax E EJ. 

und diese ist nach dem Gesagten von Querkiirzungen begleitet yom Betrage 

av aw v211y 
Bv == ay = s. = 7fZ = - VB. = - E J •. 

Rechnet man daraus die Verschiebungen u, v, W, so erhalt man fiir den Querschnitt 
nach der Biegung die in Abb. 72b dargestellte Form; fiir die genauere Ermittlung 
ist die Heranziehung der Elastizitatstheorie erforderlich. 

Beispiel 38. Spannungsverteilung bei nicht-Hookeschem Gesetz. 
Wenn der Werkstoff nicht dem Hookeschen Gesetz gehorcht, sein Verhalten also 
etwa durch die in Abb. 74a gezeichnete u-s-Linie dargestellt ist und die Form
anderungen die gekriimmten Gebiete erreichen, so ist die Spannungsverteilung 
nicht mehr geradlinig. Um sie zu erhalten, mache man auch hier die (angenahert 
sicher zulassige) Annahme, daB die Querschnitte nach der Biegung eben bleiben; 
dadurch sind die Dehnungen in jeder Schicht gegeben. Tragt man zu jeder Schicht 
die zugehiirige Dehnung in der aus Abb. 74a ersichtlichen Weise auf, so erhalt 
man eine Kurve; diese erfiillt aber - auf die urspriinglichen Achsen bezogen -
noch nicht die Bedingung, daB die Langskraft verschwinden muB. Man wird daher 
eine neue Y1-Achse so einzeichnen, daB die mit + und - bezeichneten Flachen der 
u-Y1-Linie einander gleich werden; wenn notig, hat man die Konstruktion fiir den 
neuen Anfangspunkt 01 zu wiederholen. 

Auf dieselbe Weise erhalt man auch die Spannungsverteilung in einem auf 
Biegung beanspruchten Stab mit idealisiertem, "elastisch-plastischem Form-
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anderungsgesetz" nach Abb. 74b. Die Verteilung der Normalspannungen in dem 
auf Biegung beanspruchten Stab ist wieder durch die Bedingung zu ermitteln, 
daB die Langskraft verschwindet, und liefert die in Ab b. 74 b unten angegebene Linie. 

59. Die Dimensionierung der geraden Trager in der technischen 
Biegelehre besteht in der Aufgabe, die Abmessungen des Tragerquer
schnitts so zu bestimmen, daB die groBten in irgend einem Querschnitt 
auftretenden Spannungen gewisse Grenzwerte nicht uberschreiten, die 
man als zulassige Spannungen bezeichnet. Bei prismatischen 

a 

+U' 

b 
, , 

Abb. 74a und b. 

" 

Tragern tritt die groBte Spannung in jenem Querschnitte auf, in dem 
das Biegemoment einen groBten Wert annimmt, und zwar in jenen 
Punkten dieses Querschnittes, in den en die Entfernungen der Rand
fasern von der Nullinie am groBten werden. 

Bei einfacher Biegung (die Kraftebene geht durch die eine Haupt
achse, etwa y) treten die groBten Werte der Spannungen in jenen 
Fasern auf, fur welche die y selbst die groBten Werte annehmen. Sind 
diese e' fUr die Zugseite und err fur die Druckseite, dann sind die groB
ten Werte der Spannungen 

Me' M 
O'",max = ----y;- = W' (Zug), 

Me" M 
O'",min = - 7,- = - TV" (Druck), 

und es muB sein 

Die GroBen W' = Jz/e' und W" = Jz/e" werden als die Widerstands
momente des Querschnitts bezeichnet. 
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Fiir Eisen und Stahl kann 0' ... 1 = O'd ... 1 angenommen werden, und man 
erhiiJt als Bedingung fiir die Dimensionierung, daB der (deli Betrage 
nach) groBere der beiden Werte O'xmax und O'xmin hochstens gleich 0' ... 1 sein 
dar£. Fiir die groBere der beiden Spannungen ist dann der kleinere 
der beiden Werte W' und W" (oder der groBere von e', e") maBgebend, 
und dieser wird mit W (ohne Zeiger) bezeichnet. Man erhiHt dann ein
fach als Gleichung, nach der die Dimensionierung zu erfolgen hat: 

11001max= IM;xl ~O''''I.I (126) 

60. Formanderung. Die Differentialgleichnng der elastischen Linie. 
Wir setzen den Fall einfacher Biegung voraus, die Spannungsverteilung 
ist durch die Gl. (125) gegeben. Um die Durch
biegung zu erhalten, denke man sich (Abb. 75) 
aus dem Stab durch zwei benachbarte Quer
schnitte ein "Element" von der Lange 
EE' = ds herausgeschnitten. Eine Schicht in 
der Entfernung y von der Nullinie (y = 0) 
wird dann eine Verlangerung L1 ds, also eine 

LI ds 
Dehnung E", = dB erfahren. Wegen des Ge-

radliniengesetzes, das sich unmittelbar auf die 
Dehnungen iibertragt, sind die Querschnitte 
auch nach der Formanderung eben, und die 
vorher parallelen Querschnitte schneiden sich 
in einer durch K gehenden Geraden, die zur 
Bildebene senlqecht steht; Kist der "Kriim-

Abb.75. 

mungsmittelpunkt" und K E = e der "Kriimmungshalbmesser" der 
Mittellinie des Stabes nach der Biegung. Daher sind die in Abb.75 
schraffierten Dreiecke ahnlich und man erhalt 

LI ds (J., My y 
E", = dB = -:Ijf = E J. = e' also I ~ - E~.I· (127) 

Diese Gleichung nennt man die "natiirliche Gleichung der elastischen 
Linie" oder "der Biegelinie" des Stabes. 

Wir nehmen die Durchbiegungen als klein (also lie ~ y") an und 
setzen das Vorzeichen fiir die Kriimmung so fest, daB ein positives 
Moment eine negative Kriimmung hervorbringt (d. h. eine gegen die 
negative y-Achse hohle Form). Bezeichnet man jetzt mit y die Verschie
bung des Schwerpunktes E des Querschnittes in der y-Richtung - die 
"Durchsenkung" - so hat man zu setzen 

I d2y M I 
([Xi =- ET. ' (128) 

und dies ist die "Differentialgleichung der elastischen Linie fiir kleine 
V erformungen". 
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Bezeichnet man den Winkel zwischen zwei benachbarten Tangen
ten oder Normalen der Biegelinie - den "Kontingenzwinkel" - mit dcp 
und setzt fUr kleine Neigungen ds ~ dx, so erhalt man Ije ~ dcpjdx, 
und Gl. (127) nimmt die Form an 

1 ~_drp_~1 I.! - dx - EJ •. (129) 

Durch Integration tiber s von 0 bis s ergibt sich der gesamte, durch 
die Biegung entstehende "Drehwinkel" zweier urn s entfernter Quer
schnitte gegeneinander 

x 

J lr1 
cp - CPo = E J. d x ; (130) 

o 

dieser Drehwinkel ist daher durch das Integral iiber die M jE Jz-x-Linie 
von 0 bis x gegeben. 

Fiir die Berechnung der Durchbiegung ist M als eine bekannte 
Funktion von x anzusehen; durch Integration der Gl. (128) erhalt man 
die "endliche Gleichung der Biegelinie". Zur Bestimmung der Biege
spannungen und der Durchbiegung benotigt man daher die folgenden 
GroBen: 1. das Biegemoment in jedem Querschnitt, 2. die TMe bzw. 
Zentrifugalmomente der Querschnitte fiir die in Betracht kommenden 
Achsen. Die Biegemomente werden nach den aus der Statik bekannten 
rechnerischen und zeichnerischen Methoden bestimmt; bez. der TMe 
siehe VI. Kapitel. 

61. Bewegte Einzellasten. Bisher wurde stets die Lage der Lasten 
auf dem Trager als fest angenommen und unter diesel' Voraussetzung 
die groBte Beanspruchung, d. i. das groBte auftretende Biegemoment 
bestimmt. 1m Briickenbau und im Kranbau hat man es jedoch auch 
mit Lasten zu tun, die auf dem Trager verschoben werden, und hat dann 
jene SteIlung zu ermitteln, bei der das auftretende groBte Biegemoment 
einen Hochstwert annimmt (es handelt sich dabei also urn ein "Maximum 
der Maxima" oder urn ein "maximum maximorum"). Die wichtigsten 
FaIle, die hierher gehoren, sind der iiber eine Briicke fahrende Eisen
bahnzug und die iiber einen Laufkrantrager fahrende Laufkatze; die 
beiden FaIle sind noch insofern voneinander zu unterscheiden, als bei 
diesem stets die ganze Belastung auf dem Krantrager steht, wahrend 
bei jenem die Belastung von der einen Seite auf die Brticke aufgebracht 
wird und auf der anderen wieder verschwindet. Wir nehmen dabei 
stets an, daB die bewegte Belastung aus einer Gruppe von EinzeIlasten 
besteht, die voneinander unveranderliche Entfernungen haben, und daB 
nur die statische Wirkung in Betracht gezogen wird; es handelt sich 
also nich t urn bewegte Massen, die auch noch Tragheitskrafte ausiiben 
wiirden. 

Wir wissen, daB die Momentenlinie eines durch Einzelkrafte be
lasteten Tragers ein Polygon mit geraden Seiten ist, deren Ecken auf 
den Wirkungslinien der Einzelkrafte liegen. Der gesuchte Hochstwert 
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kann daher nur in einem Querschnitt liegen, durch den die Wirkungs
linie einer Einzelkraft hindurchgeht. 

Es wird im folgenden gezeigt werden, daB man die Verteilung der 
groBten Werte der Biegemomente als Momentenlinie einer "fiktiven" 
Belastung erhalt, die aus der gegebenen Belastung abgeleitet wird. Be
trag und Ort des GroBtwertes diesel' Momentenlinie lOsen die gestellte 
Aufgabe. 

Wir betrachten zunachst eine libel' den Trager bewegte Einzel
last PI (Abb. 76). Das Biegemoment 
an del' Laststelle ist 

M _ P x(l-::- x). 
1 - 1 1 ' (131) 

dieses kann auch aufgefaBt werden 
als Biegemoment einer gleichformi-

2(p.,rp,) rr=-
~~wwwwww~~~~~~W l 

(P=I1+Pg) 

Abb.76. Abb. 77 a und b. 

gen Streckenlast vom Betrage q = 2 PIll. Man erkennt unmittelbar, 
daB del' groBte Wert fUr x = ll2 auftritt und den Betrag Mmax = ql2/8 
= PIll4 hat. 

Hat man zwei Krafte PI' P 2 in der Entfernung a l voneinander 
(Abb. 77) und bezeichnet mit x die Entfernung del' Kraft PI vom lin
ken Auflager, so hat die Auflagerkraft A den Wert 

A=P l-x+ p l-X-al 
I 1 2 1 ' 

und das Biegemoment an del' Stelle x kann in der Form geschrieben 
werden 

M - A _ (P + P) x(l- x) P al - x- 1 2 1 - 2T X 

= (P + P ) x (1 - x) _ (P + P ) ~_ P2 
I 2 1 I 2 1 PI + P 2 X. (132) 

Del' erste Summand rechts bedeutet das Biegemoment einer gleich
formigen Streckenlast vom Betrage 2 (PI + P 2)ll an del' Stelle x; und 
del' zweite das Biegemoment einer Kraft ( PI + P 2) aI/l, die -- von unten 
nach oben - in einem Punkte C wirkt, der die Stlitzweite im Verhalt
nis PI: P 2 teilt, also von den Auflagern A und B die Abstande 
lPI/(PI + P 2 ) und lP 2/(PI + P 2) hat. Die Biegemomente fUr diese 
beiden Lastverteilungen sind in Abb. 77b eingetragen. Die Summe 
der Ordinaten gibt die strichpunktierte Kurve; der Betrag und del' Ort 
des groBten Wertes - Mmax -liefern die Losung der Aufgabe. 
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Dieser Vorgang liiBt sich, wie man sofort sieht, unmittelbar fUr n 
Lasten PI' P 2, ... P n in den Abstanden aI' a2 , .•• an-I voneinander 
verallgemeinern und liefert den gesuchten Hochstwert in folgender 
Weise (Abb. 78): Die Auflagerkraft A links ist 

1 - Xl 1 - Xl - al 1- Xl - al - a2 - ••• - a"_l A =PI- Z-+P2--Z- + ... +Pn----- -l-

und das Biegemoment M 1 unter der ersten Last PI 

( xdl- Xl) 
MI = A Xl = PI + P 2 + ... + Pn) ---z--

al al + a2 al +- a2 + ... + a"_l - P2 yXI - P 3 --1--- Xl - ••• - Pn - -------Z ---- Xl' 

Wir schreiben diese G1. in folgender Form, wobei PI + P 2 + ... 
+ Pro = .2 Pi = P gesetzt wird, 

M _ P Xl (Z - Xl) _ P al P2 + P~ + ... + P" 
1 - Z 1 P Xl 

a2 P3 + ... +p" a,,_l P" 
-P T ---p -- Xl -··· -P-Z-pxl • 

In ahnlicher Weise erhalten wir das Biegemoment M 2 unter der zweiten 
Kraft P 2' wenn X 2 ihre Entfernung von A ist, in der Form 

M -- A _ P - P X2 (l:- x2l. _ P al P2 + ... +P" 
2 - X2 1 al - Z Z P X2 

P a2 P3 +··· +P" a"_IP" Pal( PI ) - T---p---X2-'" -P-l-pX2+-Z-\.X2-pl ,usw., 

und erhalten 
ergibt sich 

damit den Satz: Das gesuchte Biegemoment M 
als Summe des Biegemomentes einer gleich

a 

b 

~----~--~~---L~~----~8 

~------l==----~W 
///1-

formigen Streckenlast 
q = 2 Pil und der Biege
momente der (n - 1) 
Einzelkrafte - PaIII, 
- Pa2ll , . . . - Pan_I/l, 
die in Punkten wirken, 
welche die ganze Stiitz
weite 1 in den Verhalt
nissen P I:P2 .· ':Pn tei-
1 en, also voneinander die 
Abstande lPI/P, lP2/P, ... , 
lPnlP haben. Man hat da
her nur fUr diese fiktiven 
Krafte ein SeiIeck zu zeich-

Abb. 78a und b. nen und die von diesem ein-
geschlosseneMomentenflache 

von der "Parabel" P X (l - x)/l abzuziehen, urn den gesuchten Ver
lauf der Biegemomente zu erhalten. Die groBte Ordinate der so ge
fundenen Differenzflache gibt nach Ort und GroBe das gesuchte groBte 
Biegemoment. Durch die Ersatzbelastung wird der Trager mit n Kraften 
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in n Felder eingeteilt ; aus den obigen Gleichungen fiir M l' M 2 .•• folgt, daB 
das im ersten, zweiten usw. Feld der Ersatzbelastung auftretende Biege
moment gilt, wenn PI' P 2' P 3 • • • im betreffenden Felde liegt. Tritt 
daher das groBte Biegemoment im i-ten Felde auf, so ist Pi an die Stelle 
dieses Maximums zu riicken. - Die Betrachtungen gelten nur so lange, 
bis die letzte Kraft P n das rechte Auflager erreicht h~t. 

Andere Verfahren zur Bestimmung des groBten auftretenden Biege
momentes werden in der Baustatik gegeben. 

62. Die Formanderungsarbeit dureh Biegemomente erhalt man durch 
Summation (Integration) der fiir die Raumeinheit geltenden Ausdriicke 
iiber den ganzen Korper. Um die Formanderungsarbeit zu berechnen, 
verwende man die fUr die Raumeinheit geltende Gleichung 

~I My 
A* - und setze darin (] = - . i-2E' J ' 

da kein Zweifel iiber die Bedeutung moglich, ist hier einfach J statt J. 
geschrieben. Dann erhalt man durch Integration iiber den ganzen Balken 

I I 

Ai= f f;~dxdf= !f f~~2dXdf. 
o (F) 0 (F) 

Fiihrt man die Integration iiber die Querschnittsflache F aus, beachtet, 
daB f y2 d f = Jist, und beriicksichtigt auch die Gleichung M = - E J y", 
so findet man fiir Ai die Ausdriicke 

(133) 

! 

Fiir die Ausrechnung ist es vorteilhaft, den Ausdruck ~ f M2 d x als 
o 

"statisches Moment" der Momentenflache M = M (x) in bezug auf die 
x-Achse zu deuten; dies fUhrt in vielen Fallen (Gerade, Parabel) zu er
heblichen Vereinfachungen. 

Beispiel 39. a) Frei aufliegender Trager, gleichformig mit q belastet; 
es ist M = iqx (l - x) und 

I 1/2 

1 f q2 f q2l5 
A'=2EJ M2 d x =4EJ x2(l-x)2 dx =240EJ· 

o 0 

b) Fur einen einseitig eingespannten, mit der Streckenlast q gleichformig 
belasteten Trager ist M = qx2J2 und 

A. = q2 l6 J 20 E J . 

B. Schiele Biegung. 
63. Spannungsverteilung. Wenn der Vektor m des Biegemomentes 

nicht mit einer Haupttragheitsachse des Querschnitts zusammenfallt, 
so spricht man von schiefer Biegung. Ein solcher Fall liegt z. B. 
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bei demlotrecht belasteten U-Trager auf einem geneigten Dach (Abb. 79) 
vor. Senkrecht zu we, und durch S gehend, steht die "Kraftebene"; 

in dieser sollen die Wirkungs
linien aller Krafte liegen. - Wir 

Abb.79. 

unterscheiden folgende Falle: 
a) Die Achsen y, z seien die 

Haupttragheitsachsen des Quer-
// schnittes (Abb. 80); dann laBt 

sich die "schiefe" Biegung un
mittelbar auf die "einfache" zu
ruckfUhren. Hierzu zerlege man 
we nach den Haupttragheits
achsen in zwei Komponenten 
Ml = M cosfJ und M2 = M sin fJ, 
berechne die von j edem dieser 
Momente erzeugten Spannungen 
und uberlagere diese. Da alle 
Spannungen N ormalspannungen 
sind und die Richtung der Trager-

achse haben, werden sie einfach addiert oder subtrahiert, je nachdem 
sie fUr ein Flachenteilchen den gleichen oder entgegengesetzten Pfeil 
haben; dies hangt davon ab, ob die Koordinaten y und z positive oder 
negative Werte haben. 

Abb. SOa nnd b. 

Fur die Spannung in einem Punkte f (y, z) des Querschnitts erhalt man 

_ M1y ~2Z _ McosfJy + 211sinfJz 
ax - J + J - J J. 

2 1 2 1 

Die Gleichung der Nullinie ist dann gegeben durch ax = 0, oder 

y cos fJ + z sin fJ _ 0 z J 1 fJ ----y;- ~ - , d.h. Ii = - J 2 ctg . 
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Wenn der Neigungswinkel der Nullinie gegen die y-Achse mit IX be
zeichnet wird, also tg IX = z/y ist, so erhalt man zwischen den Winkeln 
IX und fJ die Beziehung 

(134) 

Diese Gleichung besagt, daB die Spur der Kraftebene 8-8 und 
die zugehorige Nullinie n-n konjugierte Richtungen bezug
lich der Tragheitsellipse sind. 

Die Gleichung der Tragheitsellipse in bezug auf die y- und z·Achse 
lautet namlich (54) 

J 1 y2 + J 2 Z2 = konst. 

Denkt man sich in einem Punkte A (y, z) der Tragheitsellipse die Tan
gente an diese gezeichnet, so erhiilt man deren Neigung durch Ab
leitung der letzten Gleichung 

dz 
dy 

Setzt man daher dz/dy = tg fJ, z/y = tg IX, so folgt 

Die Tangenten in den Schnittpunkten der Spur der Kraftebene mit der 
Tragheitsellipse sind daher der Nullinie parallel und umgekehrt; d. h. 
die beiden Richtungen sind konjugiert zueinander. 

b) Die Beziehung zwischen der Spur der Kraftebene und der Null
linie kann bequemer mittels des Landschen Tragheitskreises dar
gestellt werden (Abb. SOb). Hierzu nehmen wir wieder an, daB die 
Achsen y, z die Hauptachsen sind, und zeichnen den Tragheitskreis 
fur eine der Achsen; dann liegen die drei Punkte K, N (Schnittpunkte 
der Spur 8-8 der Kraftebene und der Nullinie n-n mit dem Tragheits
kreis) und T auf einer Geraden. Denn es folgt nach dem Sinussatz aus den 
zwei Paaren ahnlicher Dreiecke (ein Paar ist in der Abb. SOb schraffiert) 

sin IX J 1 P sin fJ J 1 

cosfJ q J 2 ' cos IX P 

und daraus 

tglXtgfJ = -J1!J2. 
(Das negative Vorzeichen solI besagen, daB die beiden Richtungen 8-8 

und n-n auf verschiedenen Seiten der y-Achse liegen.) 
c) Wenn die gegebenen Achsen nicht die Hauptachsen sind, 

jedoch der Momentenvektor 9JI; etwa mit der z-Achse zusammenfallt, 
(Abb. SI), so laBt sich eine ahnliche Konstruktion anwenden. Nach 
Gl. (124) ist die Spannung in einem beliebigen Punkte f (y, z) des Quer-
schnitts • 

ax = ')1j -_J;~ z M. 
y z yz 

Poschl, Mechanik II. 7 
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Die Nullinie (ax = 0) ist daher durch die Gleichung gegeben 

J1/y-J1/ Z z=O; 

s 

n 

z 

n 

s 

1/ 
Abb.81. 

sie schlieBt also mit der y-Achse einen 
Winkel IX ein, fUr den 

1 
z J v 1 tglX = 11 =Jyz . (135) 

Zeichnet man daher fUr den Querschnitt 
den Landschen Tragheitskreis, dessen 
Durchmesser SA in die z-Achse falIt, so 
gibt die Verbindungslinie S T unmittel
bar die Nullinie n-n. - Urn zu zeigen, 
daB die Spannungen in irgend einem 
Punkte f des Querschnitts dem Abstand u 
von dieser Nullinie proportional sind, 
gehen wir so vor: Wir bezeichnen mit 
M n = M sin IX die Projektion von 9Jl auf 

n-n und mit J'I1 das TM des Querschnitts in bezug auf n-n; clann muB 
sein 

(136) 

Zum Beweis dafur, daB dieser Ausdruck fiir ax mit Gl. (124) identisch 
ist, berechnen wir mit Benutzung der Gl. (135) fUr tg IX das TM fur die 
Achse n-n; wir erhalten 

I n = JlICOS21X + J z Sin21X - 2 J lIZ sin IX cos IX 

• 2 [J~z ') Jyz] sin2 0( 2 
=sm IX JYJ~ +Jz-~J1IzT. =--y;-[JyJz-Jyz]. 

Ferner ist nach Abb. 81 
. sin 0( 

u = y sm IX - Z cos IX = ---y;- [J 1/ Y - J 11 z z] . 

Fiihrt man diese Ausdrucke in den nach Gl. (124) gegebenen Wert fur 
ax ein, so findet man tatsachlich 

Jyu sin2 0( ~7'rf.. .L'Ii.,u 
ax = sinO( JyJ .. sinO( = J~- . 

Diese Gleichung kann noch auf eine etwas andere Form gebracht 
werden, wenn man die HilfsgroBe J~ = I n / sin IX einfuhrt: 

1 ax = ~~ = ~ ·1 (137) 

Nach den Eigenschaften des Landschen Tragheitskreises kann J~ 
aus der Abb. 81 unmittelbar entnommen werden. 
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Benutzt man (Abb. 81) statt des Momentenvektors we die Spur 8-8 

der Kraftebene, so hat man deren Schnittpunkt A' mit dem anderen 
Tragheitskreise, dessen Durchmesser in der 
y-Achse liegt; mit T' zu verbinden; diese 
Linie trifft den .Kreis (auBer in A') noch in 
N'; dann ist auch S N' die Lage der Nullinie, 
denn es ist wieder tg IX = J y/J y z' 

d) Der allgemeine Fall liegt vor, wenn 
y, z beliebige Achsen (nicht die Haupt
achsen) sind und we beliebig gerichtet ist. 
Die soeben erklarte Konstruktion bleibt auch 
in diesem FaIle giiltig; sie ist in Abb. 82 aus
gefiihrt. Zur Bestimmung der Spannungs
verteilung dienen die Gleichungen 

Jarodf=O, 

J axydf = M cosfJ, 

J axzdf = M sinfJ· 

If 
fit) 

!I 
Abb.82. 

Die Spannung ax in einem Punkte f (y, z) findet man ganz wie zuvor 
(nach dem Ansatz ax = by + cz) 

ax = 
(J. cos f3 - J,z sin (3) y + (Jz sin f3 - J". cos (3) z 

und die Lage der Nullinie 

tg IX = _ J y - J .. tg f3 • 
Jz tg f3 - JyZ 

(138) 

(139) 

Die'Richtigkeit folgt ahnlich wie zuvor aus der Geometrie der Figur. 

C. Berechnung der Schubspannungen. 
64. Schubspannungen im querbelasteten Balken. Die technische 

Theorie der Balkenbiegung ermittelt die Spannungsverteilung (und die 
Durchbiegung), die einerseits durch die Biegemomente, andrerseits 
durch die Querkriifte entstehen, getrennt voneinander; da die so er
haltenen Losungen die Vertraglichkeitsbedingungen (20) nich t erfiillen, 
so sind sie nur als Annaherungen zu bewerten, die aber fUr viele 
Zwecke als ausreichend angesehen werden konnen. In 58 wurden die 
Normalspannungen berechnet, die durch die Biegemomente Mallein 
entstehen. 

Die angenaherte Berechnung der Schubspannungen geschieht durch 
die folgende Betrachtung: Die Querkrafte, die durch die Querbe
lastungen des Triigers auftreten, miissen durch die in den Querschnitten 
auftretenden Schubspannungen aufgenommen bzw. iibertragen werden. 
Wegen der Spannungsfreiheit der oberen und unteren Randflachen 
miissen die Schubspannungen in den am Rande liegenden Fliichen
tcilchen null sein, daher ist die Annahme einer gleichformigen Ver-

7* 

z 

s 
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teilung der Schubspannungen iiber den Querschnitt von vorne herein 
ausgeschlossen. Um die Schubspannungen zu berechnen, setzen wir 
(Abb. 83a) zunachst einen Trager mit Rechteckquerschnitt voraus und 
nehmen an, daB die Schubspannungen iiber die Breite b des Quer
schnittes konstant sind und zur Rohe des Rechteckes parallel verlaufen; 
in der Entfernung 'YJ von der Nullachse solI ihre GroBe T sein. Wegen der 
Gleichheit der Schubspannungen in senkrechten Ebenen haben wir 
auch in der waagrechten Parallelebene zur Nullachse Schubspannungen 
vom Betrage T einzufUhren. Wir betrachten daher (Abb. 83b, c) ein 
Stiick des Tragers von der Lange LI x, der Rohe (~h - 'YJ) und der 
Breite b und stellen die Gleichgewichtsbedingung fUr die x-Rich tung 
auf. Die einwirkenden Krafte sind: TbLi x an der waagerechten oberen 

Abb. 83a bis c. 

Flache, fad f an der linken und f a'd f an der rechten Seitenflache. 
Es gilt daher die Gleichung 

-TbLlx+fu'df-fadf=O; 

die Integrationen sind iiber den Querschnittsteil von 'YJ bis h!2 zu er
strecken. Darin ist zu setzen 

Man erhalt daher 

oder, wenn fiir 

My 
a=J' 

, (M + LIM) y 
u = --j---. 

"/2 

LIM 1 f 
T = Tx bJ ydf 

'1 

"/2 
lim LIM = dM = Q 

Lix---;-O Llx dx 
die Querkraft und fiir f y d f = S , 

'1 

das statische Moment der betrachteten Flache in bezug auf die 
Nullachse eingefiihrt werden, folgt 

I T=9J·1 (140) 
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Fur den Rechteckquerschnitt ist df = bdy und 

h/2 h/2 b h2 

S=fy d f=bfydY=2:(4- n2), 
'I 'I 

also 

(141) 

Man erhiilt demnach eine parabolische Verteilung del' Schubspan
nungen uber die Querschnittshohe mit dem groBten Wert in del' Mitte 
(fur n = 0) vom Betrage 

(142) 

Die genauere Theorie zeigt, daB die Annahme einer gleichfOrmigen 
Verteilung del' Schubspannungen uber die Breite b des Querschnittes 

["a==;m-_ b (1) (2) 

I .. I 

I I I 
I I 
I I 

I 
I I 

I I I I 
I 

I 
I 

I I 
I i I 
I 

um so weniger erfullt ist, je breiter diesel' ist 
(im Verhiiltnis zur Hohe), und zwar treten die 
groBten Werte in den Punkten auf, in denen 
die N ullachse den Rand des Querschnittes trifft ; 
diese groBten Werte konnen doppelt so groB 
werden wie del' in dervorhergehenden Gleichung 
angegebene Wert. - Fur schmale Rechtecke 
(Stegbleche von vollwandigen Querschnitten) 
ist diese Gl. (142) abel' als recht genau an
zusehen. 

I r-a-i 
I I I 

Eine iihnliche Rechnung fur den Kreis er
gibt 

4- Q 
(143) 

1,8cm 

I ~~i 
L150·15o.t'l (17') I 

<max =:3 nr2' 
Abb. 84a und b. 

Fiir Querschnitte, die vom Rechteck verschieden 
sind, miissen die Schubspannungen an den Randern tangential zu diesen und 
auch fiir innere Flachenelemente zur Belastungsebene geneigt verlaufen. In die
sem FaIle wird praktisch fiir die Richtung der Sehubspannungen im Innern eine 
mehr oderweniger willkiirliehe Annahme eingefiihrt, z. B. die, daB sieh die Schub
spannungen in einem Punkte der Lastebene schneiden, und (wie zuvor) daB ihre 
Komponenten parallel zur Lastebene langs der ganzen Quersehnittsbreite kon
stant sind. Die exakte Ermittlung der Sehubspannungen ist erheblieh verwiekelter. 

Beispiel 40. Man bestimme die Sehubspannungen in der Nullaehse eines 
Tragerprofils, dessen Stegbleeh 1,8 cm dick und 120 em hoch ist, und dessen 
Gurten dureh je zwei gleiehsehenklige Winkeleisen 150· 150·14 mm gebildet wer
den (Abb. 84). Die Querkraft betragt Q = 60 t. - Man bestimme aueh die Schub
spannungen in den Nieten, die den Steg mit den Winkeln verbinden, wenn del' 
Nietdurehmesser d = 2,5 em, die Teilung der (einreihig angenommenen) Niet-
reihe a = 10 em betragt. (St. Timoshenko). 

In GJ. (140) ist zu setzen 

J = r'2' 1,8.1203 + 4 (845 + 40,3.55,82) = 764500 em4 , 

h/2 

S = f y df =~. 1,8.602 + 2·40·3,55·8 = 7738 cm3 • o . -
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Daraus folgt 
Tmax = QS/bJ = 321 at. 

Um die Schubkraft zu berechnen, die in den Nieten ubertragen wird, betrachte 
man ein Stuck des Tragers von der Lange a (gleich der Nietteilung), das durch 
zwei Querschnitte 1 und 2 nach Abb. 84 b begrenzt wird. Die Normalspannungen 
in den beiden Querschnitten sind 

, My" _ J + LI _ (M + LIM) y C 
a =J' a -u 0'- J C 

und daher ist ihr Unterschied 

LlO' = a" - a' = LIM y/J . 

Die Differenz LIM der fUr die beiden Querschnitte gebildeten Momente ist (mit 
Llx -+ a) in der Form anzusetzen 

LIM = Qa; also wird LlO' = Qay/J. 

Die durch die Nieten zu ubertragende Querkraft QN ist daher die Summe der Span
nungsunterschiede LI 0', uber die Querschnittsflache der beiden Winkel erstreckt; 
da das statische Moment der Winkel 2 S .. = 4498 cm8 betragt, erhalt man fUr 
diese Querkraft 

Q = 2fLlO'df = 2 Qaf df =! QaSw = 60000·10· 4498 = 3530 k . 
N J Y J 764500 g 

Diese Querkraft muB von den beiden Querschnitten der Niete aufgenommen 
werden, die die Winkel mit dem Steg verbinden, also ist die mittlere Schubspan
nung in jedem Nietquerschnitte 

QN r3530. 
Tm = 2:n d2/4 = 2:n • 2,52/4 = 361 at. 

65. Dnrchbiegung infolge der Schubspannungen. Durch die in den 
Querschnitten des Tragers auftretenden Schubspannungen wird eine 

Winkelanderung (Gleitung) zwischen den Querschnitts
ebenen und der Tragerachse und infolge davon eine zu
satzliche Durchbiegung hervorgerufen, fiir deren GroBe 

-- manchmal eine Abschatzung erforderlich ist. Wie in 64 
, ~ gezeigt,sinddieSchubspannungenuberden Querschnitt 

Y,""==-_"'I' veranderlich, und daher sind auch die Gleitungen langs 
----- 0. der zur Nullachse parallelen Schichten, die diese zu

satzliche Durchbiegung bewirken, verschieden; daher 
Abb. 85. konnen auch die Querschnitte selbst (wie dies bei der 

reinen Biegung vorausgesetzt wurde) nicht eben bleiben. 
Die angenaherte Berechnung der durch die Schubspannungen allein 

bewirkten Durchbiegung benutzt eine einfache Arbeitsbetrachtung. 
Man betrachtet ein Stuck des Tragers zwischen zwei um dx voneinander 
entfernten Querschnitten, die durch die an den Seitenflachen wirkenden 
Schubspannungen eine "mittlere Verschiebung" dv gegeneinander er
fahren mogen (Abb. 85). Um dv zu berechnen, setzt man die Arbeit der 
Querkrafte ~ Qdv gleich der Arbeit der (uber den Querschnitt verander
lichen) Schubspannungen; also 

1 1 f T2 
2"Qdv=2" a d/. dx 
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Fuhrt man hier nach Gl. (140) den Wert T = QS/bJ ein, so kann man 
schreiben 

1 d v 1 I Q28 2 Q2 I 8 2 U Q2 
;2 Q dx= 2G b2 J2 d/= 2G b2Jzd/=2GF; 

darin ist fur das allein vom Querschnitt Fund seiner Form abhangige 
Integral die Abkurzung 

II 82 U I IJ2J2d/ = F 

gesetzt worden. Die dadurch definierte GroBe " wird 
teilungszahl" bezeichnet. So erhalt man die Gleichung 

I:~=~'I 

(144) 

als "Schubver-

(145) 

aus der angenahert die Durchbiegung v berechnet werden kann, die 
durch die Schubspannungen hervorgerufen wird. 

Fur einen Balken mit Rechteckquerschnitt hat man in Gl. (144) 
zu setzen 

S=t(~2 _'12 ), dt=bdy, F=bh, 

und findet nach Ausfiihrung der Integration 1 

I" = 1,2·1 (146) 

Fur Walzeisenquerschnitte in I-Form erhalt man 

I NP 8: ,,= 2,4 , I NP 50: ,,= 2,0 . (147) 

Beispiel 41. Fur einen einseitig eingespannten Trager von der Lange lund 
Rechteckquerschnitt, der am freien Ende mit der Einzelkraft Q belastet ist, ergibt 
sich die von den Schubspannungen hervorgerufene Durchbiegung durch Integra
tion der Gl. (145) in der Form 

U Ql 
v= GF' (148) 

Beispiel 42. Fur einen Trager mit Rechteckquerschnitt, der beiderseits ge
lenkig gelagert und in der Mitte mit einer Einzelkraft P belastet ist, ist die Quer
kraft in jedem Felde Q = ± P /2; daher ist die Summe der langs des Tragers bis zur 
Mitte durch die Schubspannungen hervorgerufenen Durchbiegungen (mit" = 1,2) 

x=I/2 1/2 

f UPf uPl Pl 
v= dV=2GF dx= 4Ghh =O,3 Gbh · (149) 

x=O 0 

Bei diesen Betrachtungen wird der Lastquerschnitt als festgehalten betrachtet 
und die Summe der Durchbiegungen berech~et, die sich Yom linken Auflager (oder 
Yom rechten) bis zur Laststelle anhaufen. (Ahnlich wenn P nicht in der Mitte ist.) 

1 Nach einer genaueren Theorie wird der Wert fur Rechteckquerschnitte mit 
U = 1,1 ermittelt [s. Th. V. Karman: Abh. aus dem Aerodyn. Inst. Aachen 
Heft 7 (1927) S. 10]. 
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Fur die gesamte Durehbiegung, dureh die Momente und die Querkriifte, findet 
man daher (mit der Poissonsehen Zahl m = 10/3 und der Gleitzahl G = 0,4 E) 

PZS P1 PI [12 ] 
V=4EbhS+O,3Gbh=4Ebh /i2+3. (150) 

Daraus entnimmt man, daB der EinfluB der Sehubspannungen auf die Dureh
biegung nur bei kurzen Stiiben (l/h klein gegen }'3) merklieh werden kann. 

D. Berechnung der Durchbiegungen. 
66. Methoden zur Bestimmung der Biegelinien. Die Durchbiegung 

Y = Y (x) ist (abgesehen von der Querkraft) durch die Verteilung der 
Momente M (x) und der Steifigkeit EJ (x) langs des Stabes sowie durch 
die Art der Auflagerung bestimmt. Man konnte sie in jedem besonderen 
Fane durch direkte Integration der Differentialgleichung (128) der ela
stischen Linie des Stabes erhalten; dieses Verfahren ware aber bei 
mehreren Lasten sehr umstandlich, so daB praktisch andere Methoden 
in Frage kommen, von denen hier die folgenden genannt seien: 

1. Die Anwendung des "Mohrschen Satzes" durch Einfiihrung 
der Biegungsmomente als "ideelle Belastung". - Dieses Verfahren 
eignet sich auch insb. fiir die Anwendung zeichnerischer Methoden, 
die sich vor allem bei empirisch gegebenen Belastungen (Momenten) 
und bei veranderlicher Steifigkeit [EJ (x)] empfehlen. 

2. Die Aufstellung von einfachen typischen Belastungsfallen, aus 
denen die allgemeineren durch "Oberlagerung gewonnen werden konnen. 

3. Die Anwendung der Satze Castiglianos (siehe XI. Kapitel). 
67. Biegelinien durch direkte Integration. Die Differentialgleichung 

der elastischen Linie lautete 
d2 y j{(x) 
dx2 = - EJ(x); 

durch eine Integration folgt die "Neigung" der Tangente gegen die 
x-Achse 

x 

:!JL = -I j{(~) d~ +A' 
dx EJ(~) , 

(151) 

und durch eine zweite die "Durchbiegung" oder "Senkung" des Stabes 
iin Punkte x 

x 1] 

Y = Y (x) = - I{I E~~~ M}d17 + A'x + 0'. (152) 

In diesen Gleichungen bedeuten A' und 0' Integrationskonstanten. 
Das Biegemoment Mist fUr jedes "Feld" - von Last zu Last oder 
Stiitze - durch einen bestimmten analytischen Ausdruck definiert, 
oder, wie man sagt, "stiickweise bestimmt". Durch die angegebene 
zweifache Integration erhalt man fiir jedes Feld eine Gleichung, in der 
die Konstanten durch die Rand- und tibergangsbedingungen zu er
mitteln sind. Die Randbedingungen enthalten Aussagen iiber die Art 
der Stiitzung (freie Auflagerung, feste oder nachgiebige Einspannung), 
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die Ubergangsbedingungen liber den stetigen inneren Zusammenhang 
des Tragers (Gleichheit der Senkungen und Neigungen in den Feldern 
zu beiden Seiten der Lasten). Es ist klar, daB diese Methode bei einer 
groBeren Anzahl von Kraften auBerst umstandlich und zeitraubend und 
daher nach Moglichkeit zu vermeiden ist; die folgenden Beispiele 
dienen nur zu ihrer allgemeinen Erlauterung. (Wenn nichts gesagt, ist 
liberall EJ = konst. angenommen.) 

Die gewonnenen Ergebnisse sind in der Tabelle 4 libersichtlich zu
sammengestellt und konnen, wie spater noch erklart wird, durch "Uber
lagerung" nach dem in 66 unter 2. genannten Verfahren zur direkten 
Behandlung verwickelterer FaIle (auch statisch unbestimmter Trager, 
Rahmen u. dgl.) verwertet werden. 

Beispiel 43. Freiaufliegender Trager, a) durch eine Einzelkraft P 
belastet (Abb. Tabelle 4 Nr.l). Die Auflagerkrafte sind A = Pb/l, B = Pall, das 
Moment im linken Feld M = Ax = Pbx/l. Fiihrt man noch fiir das rechte Feld 
die von B nach links weisende xrAchse ein, so erhaIt man die Gleichungen 

d2 y Pb 
dx2 =- EJl x , 

und daraus durch Integration 

dy _ Pb x2 +A' 
([X--EJl2 ' 

wobei A', Ai Integrationskonstanten sind; und weiter 

die bei dieser zweiten Integration auftretenden Konstanten sind so bestimmt wor
den, daB fiir x = 0, y = 0 und fiir Xl = 0, Yl = 0 ist, verschwinden also. Die 
tThergangs- oder Stetigkeitsbedingungen im Angriffspunkte von P liefem die 
Gleichungen 

Pba3 Pab3 ) - 6EJl + A'a = - 6EJl +Ai b, 

--:;;2l + A' :;~2i -Ai; ~'I' = _ dY1i , 
dx ,z=s dx iZl=b 

aus ihnen erhaIt man 

A,_Pab(a+2b)_ 
- 6EJl -IJ!A, 

A' _ Pa b (b + 2 a) _ 
1- 6EJl -IJ!B· 

Die Konstanten A' und Ai bedeuten unmittelbar die Neigungen der elastischen 
Linie in den Auflagerpunkten A und B. Die Gleichung der elastischen Linie in 
endlicher Form lautet daher fiir das linke Feld 

Pbx 
Y = -- (l2 _ b2 _ x2) 

6EJl ' 

und ahnlich fiir das rechte Feld. Fiir die Durchbiegung unter der Last findet man 

P a2 b2 

yp = Ylz=s = 3EJ -l-; (153) 
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fiir die Neigung an P ergibt sich 

1J!P=!!:.JL! =Pab(b-a). 
dx ,Z=" 3EJ1 

Die groBte Durchbiegung tritt im langeren, in der Abbildung also im rechten Felde, 
in einer Entfernung Xo vom rechten Auflager auf, wobei 

Xo = f b(2a + b)/3 
ist, und hat die GroBe 

pta 3fo 
Ymax= Yllzl=ZO= 27EJl a[b(a+2b)] . 

b) GIeichformig mit q kg/m belastet, Abb. in Tabelle 4 Nr. 3. Die Auf
lagerkriifte sind A = B = q1/2, das Moment an der Stelle x ist 

M( q1 x qx (1 EJ " x) = 2" x - q x 2" = 2 - x) = - " Y . 

Durch Integration ergibt sich die Gleichung der elastischen Linie 

q l' [ x ( X )3 ( X )'J 
Y= 24EJ T- 2 T + T 

und die groBte Durchbiegung in der Mitte des Stabes 

I 5 q l' I Ymax = 384iifJ . 

Beispiel 44. Einseitig eingespannter Trager. 
a) Durch Einzelkraft P nach Abb. in Tabelle 4 Nr.4 belastet: 

A=P, M(x) = - MA +A x =-P(l- x) = -EJy". 

Die Gleichung der elastischen Linie lautet 

P 
Y=6EJx2(31-x) und 

b) Fiir gleichformige Streckenlast q ist (Abb. in Tabelle 4, Nr. 6) 

A = q 1, M (x) = - MA + A x - q x2 = - !L (l - X)2 = - E J Y" . 
2 2 

Es folgt 

Y = -q-x2(612 - 41x + x2) und 
24EJ 

r. ql' I I Ymax=8EJ . 

(154) 

(155) 

(156) 

68. Biegelinien nach Mohr. Dieses Verfahren beruht darauf, daB 
die wsung einer Differentialgleichung von der Form y" = - t (x), 
die in Gl. (152) als zweifaches Integral erschien, auch in der Form 
eines einfachen Integrals geschrieben werden kann. Um diese Form 
zu erhalten, hat man nur auf das in Gl. (152) rechts auftretende Doppel
integral Ptoduktintegration anzuwenden; hierzu setzt man 

'I f M(~) M(1j) 
EJ(~)d~=u, d'Y}=dv, und du= EJ(1j)d'Y}, 

o 
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dann erhalt man als Wert des Integrals in Gl. (152) (nach Vertauschung 
von 1] mit e im letzten Glied) 

und damit ergibt sich die gesuchte Form der Losung 

'" 
y(x) = - J(x - e) :./(~tde + A'x+ C' , (157) 

o 

worin wieder A' und C' die beiden Integrationskonstanten bedeuten. 
Dem Integranden laSt sich dabei unmittelbar die folgende Deutung 
geben: Man denke sich das Biegungsmoment M (e), das der gegebenen 
Belastung entspricht, durch EJW divi
diert, als neue "ideelle Belastung" auf A' 
den Trager aufgebracht (Abb. 86), u. zw. 
sollen jetzt positive Momente nach oben, 
negative nach unten aufgetragen werden; 
die Integrationsveranderliche e bedeutet A 
irgend eine Abszisse im Intervall von 0 
bis x. Dann ist M (e) de j E J (e) die auf 11(t)rl! 
das Stiick de entfallende "ideelle Last" Abb.86. 

und (x-e)MWdejEJ(e) das "Moment" 
dieser ideellen Last in bezug auf den Punkt x, in dem die Durchbiegung 
bestimmt werden solI, Die Gl. (157) besagt daher (abgesehen von den 
Gliedern A'x + C'), daB die Durchbiegung in x gleich ist der 
Summe der Momente der ideellen Belastung auf dem 
Stiick von 0 bis x in bezug auf den Punkt x. Dies ist der 
Inhalt des Mohrschen Satzes. 

Durch Ableitung der Gl. (157) nach x erhalt man die mit (151) 
iibereinstimmende Gleichung 

'" 
dy _ ,- I M(~) dt:. A' 
dx = Y = 1p = - ]jjJ(~) <,; + (158) 

o 

Bei dieser Differentiation spielt x, das im Integranden und als obere 
Grenze des Integrals vorkommt, die Rolle eines Parameters. 

Durch die Gl. (158) ist die erste Ableitung y' oder die Neigung y' = 1p 

an jeder Stelle des Tragers gegeben; und zwar ist die N eigung y' nach 
dieser Gleichung (abgesehen von der Konstanten A') gleich der 
Summe der Querkrafte, die der "ideellen Belastung" 
MjEJ entsprechen. Die Konstante A' bedeutet die Neigung der elasti
schen Linie fiir x = 0, also am linken Auflager. 

Dieses Verfahren vermeidet jede Unterteilung des Tragers in einzelne 
Felder und die besondere Beriicksichtigung der "Vbergangsbedingungen" ; 
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es erweist sich auch fiir alle Erweiterungen (veranderliche Steifigkeit, 
kontinuierliche Trager usw.) als auBerordentlich leistungsfahig. Dazu 
kommt noch, daB es auch der zeichnerischen Auswertung unmittelbar 
zuganglich ist und die Durchbiegung aus der ideellen ~elastung dUl'ch 
denselben Vorgang (Seileck) liefert, durch den sich die Biegungsmoment.e 
aus den wirklichen Belastungen ergeben. 

Eine besondere Beachtung ist der Bestimmung und Deutung del' 
Integrationskonstanten zu schenken, die natiirlich von der Art del' 
Stiitzung des Tragers abhangen (s. u. 70). Wir erlautern die hierbei auf
tretenden Beziehungen an Hand der folgenden Beispiele. 

69. Die wichtigsten Sonderfalle. A. Fiir den frei aufliegenden 
Trager lauten die Randbedingungen y = 0 fiir x = 0 und x = 1; 
somit ist in G1. (157) 0' = 0 und 

I ,If M(~) 
A = T (l-~) EJ(~)d~ = "PA' (159) 

D 

Diese Gleichung kann unmittelbar als Momentengleichung der ideellen 
Belastung beziiglich des Punktes B gedeutet werden, daher ist A' die 

p dieser ideellen Belastung entspre-
p chende "ideelle Auflagerkraft" am =r linken Auflager A; diese ideelle Auf-

D' lagerkraft A' gibt gleichzeitig die Nei-
",*".:::u~J..aIJLl..J..J..I.-¥-L..u..J..J..I..I...I:!*':;:----!'8 gung der elastischen Linie in A an. 

Fiir den frei aufliegenden und nul' 
zwischen den Stiitzen belasteten Tra
ger hat man daher die Momente als 
"ideelle Belastung" aufgebracht zu Abb.87. 

denken und fiir diese in der gewohn
lichen Weise die "ideellen Auflagerkrafte" zu bestimmen. Dies kann 
auch so ausgedriickt werden, daB fiir den beiderseits frei aufliegenden 
Trager die "ideelle Belastung" gerade so zu behandeln ist wie die 
"wirkliche", d. h. die Randbedingungen fiir den urspriinglichen und 
ideell belasteten Trager stimmen vollstandig iiberein. In den anderen 
Fallen (Trager mit iiberhangenden Enden, eingespannter Trager) tl'ifft 
dies, wie wir sehen werden, nicht zu. 

Beispiel 45. Fur das Beispiel 43a) erhalt man nach diesem Verfahren die 
Auflagerkraft A' der ideellen Belastung (Abb. 87) 

, 1 [Pa2 b(a ) Pab2 2bJ Pab • ., Pab(a+2b) 
A. = EJ Z -21 3 +b +2T 3 =6EF.Jz.(a-+3ab+2b-)= 6EJl='I'A, 

und fiir die Durchbiegung an der Laststelle 

Pa2 b a Pa2 b2 

yp = A'a - -2EJl 3 = 3EJl . 

Ahnlich kann die Durchbiegung y an jeder anderen Stelle x berechnet werden. 
Fur gleichf6rmige Belastung (Abb. 88) ist [nach Beispiel 43b)) die Mo

mentenlinie eine Parabel, und man findet auf dieselbe Weise die ideelle Auflager-
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kraft in A, 
2 q l2 l q za 

A'=38EJT= 24EJ ='Ij!A, 

und die Durchbiegung in der Mitte 

, l , 3 l q la 5 l 5 q l4 
Ym = A "2- - A 16 = 24EJ 16 = 384EJ . 

Beispiel 46. Wirken auf den frei aufliegenden Trager A B nach Abb. 89 zwei 
oder mehrere Lasten PI' Pa, ••• , so hat man die von jeder Kraft herriihrende 
Momentenfliiche zu nehmen und diese zu "addieren", indem man fiir jedes x die 
Summe der Ordinaten bildet. Aus der Summenfliiche erhiilt man die Durchbiegung 
unmittelbar nach dem Mohrschen Satz. 

Beispiel 47. Belastung durch Momente. 
a) Fiir ein Kraftepaar oder "Moment" M am linken Auflager findet man die 

in Abb. in Tabelle 4 Nr.2a gezeichnete Momentenfliiche und daher nach dem 
Mohrschen Satze 

, 1 Ml2l Ml 
A = T 2. EJ3 = 3 EJ = V'A und 

, Ml Ml 
'lj!B = A - 2 EJ = - 6 EJ" 

Al~t~ ;~ 
Abb.88. Abb.89. 

b) Ebenso folgt fiir die Belastung durch M am rechten Auflager (Abb. in 
Tabelle 4 Nr.2b) 

, 1 Ml l Ml / 1~ll Ml 
A = - T 2 EJ 3" = - 6 EJ = 'lj!A, 'lj!B = A + 2 EJ = 3 EJ" 

c) Sind beide Auflager durch gleich groBe und entgegengesetzt gerichtete 
Momente M belastet, so ist die Momentenfliiche ein Rechteck und man erhiilt 
unmittelbar durch Vberlagerung 

Ml 
'lj!A = -'Ij!B = - 2 EJ' 

Diese Ausdriicke werden spiiter fiir die Anwendungen des dritten der in 66 
erwiihnten Venahren beniitzt werden. 

d) Fiir ein Moment M, das zwischen den Auflagern, etwa in den Entfernun
gen a, b von diesen angreift, hat die Momentenlinie die in Abb. in Tabelle 4 Nr. 2 
eingetragene Form; sie ist im Angriffspunkte von M unstetig, und ihre schriigen 
Begrenzungslinien schlieBen mit der x-Achse gleiche Winkel ein. Nach dem Mohr
schen Satz findet man fiir die Durchbiegung an der Stelle x im ersten Feld 

Y = - 6~;1 w- 3b2 - x 2). 

Diesen Ausdruck gewinnt man auch durch folgende Vberlegung: Die Durch
biegung durch eine Einzelkraft P ist im ersten Felde durch die Gleichung gegeben 

Yl = - P x __ (12 b - b3 - x2 b)· 
6EJl ' 

dieser wollen wir eine zweite iiberlagern, die durch eine Kraft - P entsteht, die 
in der Entfernung b + Ll b vom rechten Auflager wirkt; die Durchbiegung infolge 
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dieser Kraft ist 

- (Yl +LlYl) = - (Yl + aa~l LIb), 
und daher ist, wenn P LI b = M gesetzt wird, die Summe der Durchbiegungen im 
linken Felde 

wie zuvor. 

B. Fur den Trager mit uberhangendem Ende BC (Abb. 90) 
gilt dieselbe Gl. (157) mit C' = 0, und uberdies ist 

I-

I 

A'= +J(l- ~)~~) d~ = VJA· 
o 

A' ist also die in A auftretende 
Auflagerkraft vermoge der uber 
dem Tragerteil A B allein lie
genden ideellen Belastung. N ach 

A""*"s:n..,.r;rnTTrTTTT1-rlrrTTTTm)lm"'ll:!::!::;:;;~ Festlegung von A' ist die Durch-
V'--Jl.!'!-----'.¥£ senkung und Neigung in jedem 

A' Punktc des Tragers wie zuvor 
bestimmt. 

Abb.90. 
Beispiel 48. Fur die Belastung 

durch eine Einzelkraft P am uber
hangenden Ende 0 erhalt man, da die Momentenflache das in der Abb. 90 ein· 
getragene Dreieck ist, 

, 1 Pal 1 Pal 
A =-T2EJ 3=-fjEJ='PA. 

Fur die Durchsenkung unter der Last P findet man 

Pal Pal( l) Pa2 2a Pa2 (l+a) 
YP=-6EJ(l+a)+2EJ a+ 3 +2EJ3= 3EJ--' 

nnd fur die Neigungen in 0 und B 

, Pal Pa2 Pal Pal Pa2 Pa(2l+3a) 
'J!p=A+2EJ+2EJ=-6EJ+2EJ+2EJ= 6EJ ., 

, Pal Pal 
tpB=A +-2EJ=3EJ· 

C. Fur den einseitig eingespannten Trager ist die Durch
biegung durch die folgende einfache Gleichung gegeben 

(160) 

denn dies ist die fur x = 0 zugleich mit ihrer Ableitung verschwindendc 
Losung der Gleichung der elastischen Linie. Man hat also nur die von 
der ursprunglichen Belastung herruhrenden Biegungsmomente als 
"ideelle Belastung" auf den Trager aufzubringen, ohne irgendwelche 
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sonstige Auflagerbedingungen neu einzufiihren; das von 0 bis x er
streckte Moment dieser als ideelle Belastung aufgefaBten Momenten
flache gibt dann ohne weiteres die Durchbiegung an der Stelle x. 

Man beachte, daB fiir den einseitig eingespannten Trager der ideell belastete 
"Ersatztrager" nicht mehr denselben Auflagerbedingungen unterworfen werden 
darf wie der urspriingliche. - Die dabei geltenden Beziehungen sind in 70 naher 
ausgefiihrt. 

Die einfachsten Belastungsfalle sind in den folgenden Beispielen 
behandelt. 

Beispiel 49. Einseitig eingespannter Trager. a) Fiir die Belastung 
durch eine Einzelkraft P gilt die dreieckige Momentenflache nach Abb. in· 
Tabelle 4 Nr. 4. Die Senkung y an der Stelle x ist urunittelbar durch das Moment 
der von A bis x reichenden Trapezflache gegeben. Zerlegt man diese durch eine 
Diagonale in zwei Dreiecke, so erhalt man die Gleichung der elastischen Linie 

1 [1 x 1 2 X] Px2 
Y= EJ 2"P(1-x)x 3 +2"P1xT =6EJ(31-x). 

Insbesondere ist die Durchbiegung an der Laststelle P (fiir x = 1) 

1 P12 21 Pza 
yp= EJ23=3EJ' 

und die N eigung der elastischen Linie in P 
P12 

'ljJP=2EJ' 

b) Fiir gleichformige Streckenbelastung q ergibt sich ebenso nach Abb. in 
Tabelle 4 Nr. 6: 

1 1 q12 31 q 14 
YB= EJ32 14"=SEJ' 

1 1 q 12 q za 
'ljJB=---l=----

EJ 2 3 6EJ" 

c) Fiir die Belastung durch ein am freien Ende B angreifendes Moment M 
nach Abb. in Tabelle 4 Nr. 5 ist 

1 1 M12 
YB= EJ Ml 2"=2EJ' 

Man beachte, daB fiir ein positives Moment M das Tragerende B nach unten 
ausweicht. 

70. Eine Zusammenstellung der Ersatztrager, die gemaB dem Mohr
schen Satze anzunehmen sind, ist in Abb. 91 gegeben. Hierzu die 
folgenden Bemerkungen: 

a) Fiir den beiderseits frei aufliegenden Trager ist der "Ersatz
trager", der durch die Biegemomente "ideell belastet" ist, von derselben 
Art - frei aufliegend - wie der urspriinglich gegebene. Da die Momente 
fiir diese ideelle Belastung die Durchbiegungen und die Querkrafte 
die Neigungen ergeben, folgt diese Zuordnung unmittelbar. 

b) Fiir den einseitig eingespannten Trager ist der Ersatztrager so 
anzunehmen, daB dem eingespannten Ende des urspriinglichen ein 
freies Ende des Ersatztragers entspricht, und umgekehrt. Denn der 
Durchbiegung null und der Neigung null am eingespannten Ende des 
urspriinglichen Tragers entspricht ein Moment null und eine Querkraft 
null fiir den Ersatztrager, also ein freies Ende: und dem freien Ende 

l'ilschl, Mechanik II. 8 
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des urspriingliehen Tragers entsprieht als Durehsenkung und Neigung 
ein Moment und eine Querkraft des Ersatztragers, also eine Einspan
nung. 

e) In ahnlieher Vbertragung erhalt man fiir den Trager mit einem 
iiberhangenden Ende als Ersatztrager einen "Gerbertrager" mit einem 
Zwisehengelenk, d) fiir den Gerbertrager einen Trager mit iiberhangen
dem Ende usw. Es entsprieht ganz allgemein einem Gelenk im ge
gebenen Trager eine Stiitze im Ersatztrager und umgekehrt. Einem 
statiseh-bestimmten Trager entsprieht stets wieder ein sta
tiseh-bestimmter Trager. 

Bei den statiseh unbestimmten Fallen ist es so, daB jedem statiseh
unbestimmten (d. h. statiseh-iiberbestimmten) Trager als Ersatz
trager der ideellen Belastung ein statiseh-unterbestimmter 
Trager zugeordnet ist. Insbesondere entsprieht einem einfaeh sta
tiseh-unbestimmten Trager naeh e) ein einfaeh statiseh-unterbestimmter 

a b 

------.zs: 

c 

zs is 

~ 
~---o--~ 

9 

d 

----lr-7S 

gegebenet' Trii§et'} 
slot beslimmf 

vso/ZlrDget' 

h 
~ gegebener T riger, slol. unbesllmmf 

---0----... fiorilrigel', slol. unlerbeslimmf 

Abb. lila bis h. 

Ersatztrager, einem zweifaeh statiseh-unbestimmten naeh f) ein zweifaeh 
statiseh-unterbestimmter, und ahnlieh bei g) und h). In diesen Fallen 
verlangt die Ermittlung der statiseh-unbestimmbaren GraBen die An
wendung besonderer Verfahren. 

71. Zeiehnerisehe ErmittlUJIg der Durehbiegung. Naeh der in 68 
gegebenen Lasung~form der Gleichung der elastischen Linie ist die 
Durchbiegung an jeder Stelle als das "Moment" fiir einen Ersatz
trager gegeben, den man sich durch die "Momente" der urspriinglichen 
Belastung ideell belastet zu denken hat. Auf der zeichnerischen Aus
fiihrung dieser Deutung beruht das Verfahren, das wir hier zu bespre
chen haben, und das auch von O. Mohr herriihrt. Wir geben die Er
lauterung hierzu fiir den beiderseits frei aufliegenden Trager, doch gilt 
das Verfahren ganz allgemein. 

Nach G1. (157) ist die Durchsenkung im Punkte x eines solchen 
Tragers durch die Gleichung gegeben 

III , f M(;) 
y(x}=Ax- (x-~)EJ(;)d~. 

o 
Die Konstante A' bedeutet, wie schon gesagt, die 
kraft", die dieser ideellen Belastung entspricht. 

(161) 

"ideelle Auflager-
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Zur Ermittlung der Durchbiegung auf zeichnerischem Wege denke 
man sich das Integral durch eine endliche Summe ersetzt und die unter 
dem Integral stehende Momentenbildung zeichnerisch durch ein Selleck 
ausgefiihrt. Damit ist die Aufgabe, die Durchbiegung zu bestimmen, 
grundsatzlich ge16st. 

b 

ft d 

Abb. 92a bis d. 

Fiir die AlJsfiihrung sind jedoch Erkliirungen iiber die MaE
stabe erforderlich, die bei der Konstruktion selbst auftreten; sie 
sind tells frei wahlbar, teils folgen sie aus der Konstruktion. Wir geben 
diese Bemerkungen an Hand eines Zahlenbeispiels. 

Es sei nach Abb. 92 ein statisch-bestimmt gelagerter und irgendwie 
belasteter Trager gegeben. Wie aus der Statik bekannt ist, werden die 
Biegemomente durch ein Seileck geliefert, das hier als das erste Seil

S* 
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eck bezeichnet werden mage. Diese Momente, die im allgemeinen langs 
des Tragers veranderlich sind, denke man sich als Streckenlasten 
M(~)/EJ(~) auf den Trager aufgebracht und zu ihnen als ideeller 
Belastung ein zweites Seileck gezeichnet. Hierzu stelle man das 
Integral in Gl. (161) durch eine Summe iiber endlich viele Teilstrecken 
dar, ersetze die iiber jede solche Teilstrecke verteilte Last durch eine 
Einzellast und verfahre mit diesen so wie mit der urspriinglichen Be
lastung. Durch dieses Seileck fiir 'die ideelle Belastung - das zweite 
Seileck - ist dann an jeder Stelle unmittelbar die Durchbiegung ge
geben. 

Fiir die Zeichnung des ersten Seilecks seien gewahlt: der Langen
maBstab ll' der KraftemaBstab lp und der Polabstand HI (cm). Dann 
folgt der MomentenmaBstab 

lM = Hllllp. 

Die Momente Moder, bei konstantem E und veranderlichem J, die 
GraBen M/J - die "verzerrten Momente" - werden als ideelle Be
lastung auf den Trager aufgebracht. Diese ideelle Belastung wird in 
geeigneter Weise in einzelne Felder eingeteilt und fiir die durch J divi
dierten Streckenlasten iiber jedes Feld, also fiir die "Flachen" 

f M51;)d~=Fi 
(i-tes Feld) 

ein besonderer MaBstab gewahlt in der Form 

1 _ ... kgem-2 

p- 1 em 

Die "Vektoren" fl' fl!' ... , die den ideellen Lasten auf den einzelnen 
Teilstrecken entsprechen und in den Teilschwerpunkten der einzelnen 
Belastungsflachen wirken, werden in einem "zweiten Krafteplan" auf
getragen und fUr diesen mit dem Polabstand H2 (cm) das "zweite Seil
eck" gezeichnet; die darin zwischen den Seilstrahlen und der SchluBlinie 
enthaltenen Strecken ergeben die gesuchten Durchbiegungen im MaB
stabe 

Ilv = -Jt H2lllp = ~ ·1 (162) 

Fiir die Durchfiihrung ist es noch bequemer, anstatt der GraBen f ~ d ~ 
die Vektoren fi durch Einfiihrung des MaBstabes lp zuzuordnen, un
mittelbar den Flachenstiicken (Pi der "verzerrten Momentenflache" die 
Vektoren fi zuzuordnen. Man greift hierzu ein Feld mit dem TM Jo 
heraus, in welchem man die Momentenlinie unverzerrt laBt, und ver
zerrt sie in den anderen Feldern im umgekehrten Verhaltnis der Trag
heitsmomente. Der MaBstab fiir die Ordinaten der verzerrten Momenten
linie ware dann 
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Diesen Flachenstucken werden jetzt unmittelbar durch den MaBstab 
2 1p = __ ~Ill_ 

lem 

die Vektoren L zugeordnet. Der fruher eingefuhrte MaBstab 1F hangt 
mit den anderen MaBstaben in folgender Weise zusammen: es ist 

f~ d~ = 1M/J it cP = 1M/Jlz1pF = 1FF, 

also ware 

1F = 1M/J 1zlp = ~: 1; 1p 1p. 

Daher ergibt sich nach Gl. (162) der gesuchte MaBstab fur die Durch
biegung in der Form 

(162a) 

Beispiel 50. Welle mit 6 Absatzen, mit einem Sehwungrad vom Gewichte 
P = 5000 kg belastet; die Abmessungen sind in Abb. 92 eingetragen (nach Angaben 
von Winkel: Festigkeitslehre, S. 180). - Es wird gewahlt: 

II = 20 e~ , lp = 2000 kg , 
1 em 1 em 

Hl = 2em, 

dann folgt 

I - H I 1 _ 80000 emkg 
M-lIP-· 

lem 

Damit sind die im ersten Seileck enthaltenen Streeken als Momente aueh maB
stablieh festgelegt. Entspreehend den Abschnitten der Welle werden die Werte 
von MjJ einzeln bereehnet und in Abb.92e als "verzerrte Momentenlinie" auf
getragen. Hierzu wird zweekmaBig die GraBe Mmax = 145500emkg durch die 
Werte von J in den einzelnen Feldern dividiert, und es werden von den ver
sehiedenen MjJ-Linien nur jene Teile eingetragen, die den einzelnen Wellen
stiieken zugeharen. Es ist 

J l = 490,9 em4 , 

J 2 = 1018 cm4 , 1V[m.x/J2 = 143 kgem-a, 

Mm.x/Ja = 77,2 kgcm-a, J a = 1886 

J 4 =3217 em4 , Mmax/J4 = 45,3kgem-3 • 

Die Streckenlasten fiir die einzelnen Absehnitte, also die GraBen F = f My) d ~ 
werden als Trapeze bereehnet und ergeben die Werte 

Fl = 296 kgcm-2 , F2 = 868 kgem-2 , Fa = 578 kgcm-2 , F4 = 777 kgem-2 , 

F5 = 882 kgem-2 , Fs = 817 kgcm-2 , F7 = 211,5kgem-2 • 

Fiir das Auftragen der GraBen F im zweiten Krafteplan d wird der MaBstab ge
wahlt: 

1000kO"em-2 
IF = -_ .. _--"--, 

lem 

nnd mit H2 = 3 em das zweite Seileek gezeichnet. Der MaBstab fiir dieses und 
damit fUr die Durehbiegung ergibt sieh zu 

I - ~ H 1 1 _ 0,027 em 
• - E 2 I F - 1 em 
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Die groBte Durchbiegung erhalt man durch Zeichnung der zur SchluBlinie parallelen 
Tangente, und zwar ergibt sich 

Ymax = 0,033 cm • 

72. Biegelinien durch Zusammensetzung von einfacheren Be
lastungsfallen. In 69 sind unter Verwendung des Mohrschen Satzes die 
Durchbiegungen fur einfache typische Belastungsfalle ermittelt und in 
Tabelle4 zusammengestellt worden. Der Wert einer solchen Tabelle be
ruht nun darauf, daB man mit ihrer Hilfe eine groBe Anzahl weiterer 
Belastungsfalle sofort angeben kann - etwa Belastungen von Tragern 
durch mehrere Krafte oder Trager mit uberhangenden Enden u. dgl. -, 
die auf direktem Wege nur durch umstandlichere Rechnungen ge16st 
werden konnten. Wenn man den wirklichen Belastungsfall in solche 
typische Grundbelastungen zerlegt, so kann man oft die Werte der 
gesuchten GroBen (Senkungen und Neigungen) unmittelbar hinschreiben. 

Besonders wertvoll erweist sich dieses Verfahren der Uberlagerung 
(Superposition) - das man auch als "Methode der Formanderungen" 
bezeichnet und das auf der Linearitat der Grundgleichungen beruht -
bei statisch-unbestimmten Aufgaben (Tragern, Rahmen u. dgl.), die 
sich in den Anwendungen in groBter Mannigfaltigkeit darbieten. Es 
stellt wohl die einfachste und durchsichtigste Methode zur Losung der 
hierher gehorigen statisch-unbestimmten Aufgaben dar. (Andere 
Methoden werden in Kapitel XI besprochen.) 

Wir geben die Erlauterung des Verfahrens sogleich an einigen ein
fachen Beispielen, die das Wesentliche dieser Betrachtungsweise deut
lich erkennen lassen und auch als Vorbereitung fiir spatere Aufgaben 
dienen konnen. 

In Beispiel4S (Abb. 90) - Trager mi t ti berhangendem Ende BO, der 
in 0 mit P belastet ist - kann die Wirkung von P auf den Tragerteil A B 
zwischen den Sttitzen als Moment Pa aufgefaBt werden, das am Auflager B auf 
den Tragerteil A B einwirkt. Dieses Moment ergibt nach Tabelle 4 Nr. 2b in B 
eine Neigung 

tpB=Pa1j3EJ, 

und in 0 die Senkung atpB. Durch P erfahrt aber der Tragerteil BO selbst eine 
Durchbiegung und 0 eine weitere Senkung, die so berechnet wird, als ob der Tra
ger bei B eingespannt ware. Die tatsachliche Senkung in 0 ist daher 

Pa3 Pa2 (l + a) 
Yo=atpB+3EJ=~-' 

Die Neigung in 0 ergibt sich, indem man zur Neigung tpB in B, die durch das 
Moment Pa entsteht, noch die durch P am freien Ende 0 entstehende addiert, also 

_ + Pa2 _Pa(21+3a) 
tpo - tpB 2EJ - 6EJ . 

Beispiel 51. Trager mit tiberhangendem Ende BO, tiber seine ganze 
Lange mit q gleichformig belastet. Die Belastung zwischen den Sttitzen ergibt in 
B die Neigung (Tabelle 4 Nr. 3) - qPj24EJ. Das tiberhangende Ende BO wirkt 
in B mit dem Momente qa2/2 auf den Trager ein und bewirkt dort eine weitere 
Neigung vom Betrage qa21/6EJ. Endlich wird das Tragersttick BO durch q selbst 
durchgebogen. Man erhalt daher die Senkung in 0 

( q 13 q a2 1) q a4 q a 
Yo= -24EJ +6Ej a+ SEJ =24EJ (3a3 +4a2 1-l3 ), 
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und die N eigung in 0 

( q za q a2 l ) q a3 q 
tpo= -24EJ +6EJ +6EJ=24EJ (4a3 +4a2 l-13). 

Beispiel 52. Frei aufliegender Trager 
h d b pf;:, a A'~' l-1i:_8~a C,Pc mit beiderseits iiber angen en, mit P elasteten _._ _ _ 

Enden nach Abb. 93. 
Die beiden Krafte wirken auf den zwischen 

den Auflagern liegenden Tragerteil A B als zwei Abb. 93. 
gleiche und entgegengesetzt gerichtete Momente P a 
ein und ergeben in B (und ahnlich in A) die Neigung 'PaZJ2 EJ; daher ist die 
Senkung in 0 

_ Pa2 l + Pa3 _ Pa2 (3Z + 2a) 
Yo - 2EJ 3EJ - 6EJ 

und die Neigung in 0 

_PaZ + Pa2 _Pa(l+a) 
tpo- 2EJ 2EJ - 2EJ • 

Die Durchbiegung in der Mitte findet man am einfachsten nach dem Mohrschen 
Satze fiir das Mittelfeld A B in der Form 

PaZ2 PaZ2 PaZz 
Ym =- 4EJ + 8EJ = - 8EJ" 

73. Statisch-unbestimmte Trager. Die eben dargelegte Methode er
weist ihre auBerordentliche Leistungsfahigkeit insb. in ihrer Anwend
barkeit auf statisch-unbestimmte Trager und Rahmen und 
stellt, wie schon gesagt, zweifellos das einfachste und anschaulichste 
Verfahren zu deren Berechnung dar. Wir beschranken uns hier auf die 
Grundfalle, die systematische Ausfiihrung ist Sache der Baustatik. 

Aus der Statik der Korper ist bekannt, daB eine auBere statische 
Unbestimmtheit dann vorliegt, wenn die Anzahl der unbekannten 
Auflagerkrafte die der Gleichgewichtsbedingungen ubersteigt. Fur die 
ebene Kraftegruppe sind die Gleichgewichtsbedingungen in der Zahl 
drei. Fur gerade Trager und Lasten, die zu deren Achse senkrecht 
stehen, fallt die eine Gleichgewichtsbedingung, u. zw. die fur die Stab
richtung fort, da in dieser keine Krafte wirken sollen. Stutzungen in 
mehr als zwei Punkten (von denen auch zwei zusammenfallen konnen 
und dann eine feste Tangente geben) sind daher statisch-unbestimmt. 
Der an einem Ende eingespannte, am anderen frei aufliegende Trager 
und der Trager auf drei Stutzen sind einfach statisch-unbestimmt, 
der an beiden Enden eingespannte und der Trager auf vier Stutz en 
sind zweifach statisch-unbestimmt, usw. 

Das hier darzulegende Verfahren besteht darin, diese statisch
unbestimmbaren und daher auch als "uberzahlig" bezeichneten GroBen 
aus geometrischen Bedingungen, u. zw. eben durch Betrachtung der 
Formanderung direkt zu bestimmen. Hierzu wird der Trager durch 
Entfernung jener "uberzahligen" Auflagerbedingungen zu einem 
statisch-bestimmten gemacht und die Formanderungen (Senkungen 
und Neigungen) durch die gegebenen Lasten an diesen "geli:isten" 
Auflagerpunkten berechnet. Sodann werden die als uberzahlig einge
fiihrten Auflagerkrafte durch die Bedingungen bestimmt, daB jene 
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Formanderungen an den friiher "geli:isten" Auflagern gerade aufgehoben 
werden. Man erhalt dadurch ebenso viele 'Gleichungen, wie iiberzahlige 
(oder statisch-unbestimmbare) GroBen eingefiihrt wurden, und durch 
deren Auflosung (die sich i. a. immer ausfiihrenlaBt) diese GroBen selbst. 

Welche GroBen bei diesem Verfahren - und ahnlich ist es auch bei 
jedem anderen - als iiberzahlig eingefiihrt werden, ist an sich vollig 
gleichgiiltig, doch kann durch zweckmaBige Wahl die Rechenarbeit er
heblich vereinfacht werden, was insbesondere bei "hochgradig statisch
unbestimmten Systemen" (das sind solche mit vielen iiberzahligen 
GroBen) sehr ins Gewicht fallen kann. 

In den folgenden Beispielen ist das Verfahren sogleich an Hand der 
wichtigsten typischen FaIle erlautert. In den Beispielen ist die Rech
nung nur bis zur Bestimmung der statisch-unbestimmbaren GroBen 
selbst gefiihrt; alles andere (Dimensionierung, Gleichung der elastischen 
Linie usw.) erledigt sich dann gerade so wie bei den statisch-bestimmten 
Aufgaben und ist daher hier nicht naher ausgefiihrt. 

74. Beispiele und Anwendungen. Bei-
A P B spiel 53. An einem Ende eingespann-
f---a-+----o----t ter, am anderen frei' aufliegender Tra-

,,/ --___ L/'!-l!ilie B ger. 
A /' l --:::.:- t a) Belastung durch eine Einzel-

MA~ ~~/ ""= ___ ~~ kraft P nach Abb. 94. Als statisch-un-
:-; - bestimmbare GroBe wahle man die Auflager-

kraft B. Man denke sich das Auflager B ent

Abb.94. fernt oder gelOst, berechnenach Tabelle4 Nr.4 
die in Bunter der Wirkung von P entstehende 
Senkung und setze diese gleich der (bei weg

genommener Belastung) von der unbekannten Stiitzkraft Bin B selbst entstehen
den Rebung. Dadurch erhalt man die Gleichung 

Pa3 Pa2 b B13 
YB=3EJ+2EJ = 3EJ 

und daraus 
B=Pa2 (2a+3b)= P(!!'-.)2(3_!!'-.) 

2[3 2 1 1 ' 
ferner ist 

A=P-B, MA=Pa-Bl. 

Insb. erhiilt man fUr a = b = l/2, B = 5 P/16, A = 11 P/16, MA = 3 P 1/16. 
Manchmal wird die unter der Wirkung von Pin B entstehende Senkung mit 

einem Doppelzeiger als YPB und die in B von B selbst herriihrende Senkung dem
gemaB mit YBB bezeichnet; dann lautet die vorhergehende Gleichung in leicht ver
standlicher Form 

I YPB = YBB·I (163) 

Diese Gleichung keunzeichnet symbolisch das ganze Verfahren fUr einfach statisch
unbestimmte Systeme. 

FUr die Senkung unter der Last findet man nach Tabelle 4 Nr. 4 

Pa3 B(31 a2 - a3) Pa3 b2 (3 a + 4 b) Pa3 b2 (31 + b) 
yp= 3EJ- 6EJ = 12EJ13 =~yza-' 

b) Fur gleichformige Streckenlast q (Abb.95) findet man auf dieselbe 
Weise nach Tabelle 4 Nr. 6 und 4 

q14 B 13 B __ !i!,. 
YB = 8EJ = 3EJ' und daraus 8 
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A=ql- B=-, 
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q l2 q l2 
MA=--Bl=-. 

2 S 

121 

Beispiel 54. Der beiderseits eingespannte Trager. a) Belastung 
durch eine Einzelkraft P nach Abb. 96. Dieser Fall ist zweifach statisch
unbestimmt. Man denke sich etwa die rechte Stiitze B (u. zw. die Auflagerung 
und Einspannung) entfernt und die Senkung YB wie auch die Neigung 1pB in B, die 
durch P entstehen, berechnet. Sodann bringe man in B die unbekannte Kraft B 
und das unbekannte Moment MB in solcher GroBe an, daB YB und 1pB gerade auf· 
gehoben werden. Man erhalt so die Gleichungen 

1 
Pa3 Pa2b Bla M Bl2 

YB = 3EJ + 2EJ = 3EJ - 2EJ' 

Pa2 Bl2 MBl 
1pB = 2E.f = 2EJ - EJ ' 

B --~-----b------~~ 

- ......... _ ....... 118 --
B 

~----l-----~~y8 

Abb.95. 

und daraus durch Auflosung 

weiter folgt 

B _ Pa2 (a + 3b) 
- l3 ' 

A=P_B=Pb2(3a+b) und 
p 

Abb.96. 

Pab2 
M A =7,2· 

Fiir die Senkung unter der Last findet man nach Tabelle 4 Nr.l, 2a und 2b 

Pa2b2 . b(2la-a2 ) a(l2-a2) Pa3 ba 
yp= 3EJl- MA-e;JjjJ-Z- - MB 6EJ Z- = SIUZs· 

b) Fiir 'gleichformige Strek- A 8 
kenlast q denke man sich (Abb. 97) 
die Einspannungen an beiden Enden 
gelost, die Auflagerungen selbst aber 
beibehalten; die anzubringenden Mo
mente M A, MB (die aus Symmetrie
griinden einander gleich sein miissen) 
werden dann so bestimmt, daB die Abb.97. 
Tangenten an die elastische Linie in A 
und B waagrecht bleiben. Man erhalt nach Tabelle 4 Nr. 3 und 2c 

q13 IM.dZ IMAZ MAL ql2 
1pA = 1pB= 24EJ=a EJ +6 EJ =2EJ' unddaraus M A=MB=12· 

Die Auflagerkrafte sind 

A = B = qZ/2. 

Fiir die Senkung in der Mitte findet man nach dem Mohrschen Satze, da die 
ideelle Belastungsflache die aus der Abb. 97 ersichtliche Form hat, 

2 q Z2 1 3 Z q l2 1 1 q 14 
Ym=-3SEJ2S·.2+12EJ24= 3S4EJ· 
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Beispiel 55. Trager auf drei Stiitzen (durchlaufender oder kontinuier. 
licher Trager). a) Belastung durch eine Einzelkraft P (Abb. 98). Man denke 
sich die Mittelstiitze B entfernt und berechne die durch P im Punkt B entstehende 
Senkung YB; die Stiitzkraft B wird dann durch die Bedingung bestimmt, daB sie 
<liese Senkung gerade aufhebt. Nach Tabelle 4 Nr. 1 erhaIt man 

P a 12 (12 2 12 _ B IP~ 
YB=6EJl -a - 2)-3EJ-l-' 

und daraus 
B _ Pa(12 - a2 - l~) 

- 21ilB • 

Sob aId B bekannt ist, folgt aus dem Momentensatze 

{ A= P(l- a/I) - BIB/l, 
0= Pall - B 1111. 

Man beachte, daB A + B + 0 = P! 

Abb.98. Abb.99. 

Das in B im Trager auftretende Moment ist vom Betrag 

M - _ 01 _ Pa(li - a2) 
B- B- 2111 . 

b) Gleichformige Streckenlast q iiber den ganzen Trager (Abb. 99). 
Durch das gleiche Verfahren wie friiher erhalt man nach Tabelle 4 Nr.3 und 1 
die Gleichung 

= ~ [.!! _ 2 (~)3 (~)4J = ~ Ii l~ 
YB 24EJ 1 1 + 1 3EJ 1 

und daraus 

B = 8 ~:;~ [1 - 2 ( ~1 r + ( ~1 YJ ' 
woraus auch die StiitzkrafteA, 0 und das in B auftretende Moment bestimmbar sind. 

Das Moment MB kann man direkt aus der Bedingung erhaIten, daB die in B 
auftretende Neigung '/flB. aus der Belastung des linken Feldes und aus MB in B 
gerechnet, und aus der Belastung des rechten Feldes und aus MB gerechnet, gleich 
groB und von entgegengesetztem Vorzeichen sein miissen. Man erhalt so nach 
Tabelle 4 Nr. 2a und 3 

und daraus folgt 

MB = !L l~ + l~ . 
8 11 + 1B 

Die in A und 0 auftretenden Neigungen sind dann 
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Fiir 11 = 12 = 1/2 erhiilt man insb. 

B=13q1/16, A=O=3q1/32, M"jj = q12/32, 

'PB=O. 

c) Belastung durch ein Moment M in der Entfernung a von A (Abb. 100). 
Dieselbe Vberlegung wie friiher liefert fiir die Durchbiegung in B nach Tabelle 4 
Nr. 3 und 1 die Gleichung 

_ M 12 (Z2 3 2 19 B l~ 1~ 
YB- 6E[i - a- g )=3EJ-Z-' 

daraus folgt 

und 
M 11 

O=--B-
1 1 ' 

Man beachte, daB hier A + B + a = O! 

Abb.l00. Abb.l01. 

Damit sind auch die Sonderfii.lle erledigt, die eintreten, wenn M in A, B oder a 
selbst angreift. 

Beispiel 56. Trager auf beHebig vielen in einer Geraden Hegen
den Stiitzen (Clapeyronsche Gleichungenoder Dreimomentengleichungen). 

Es seien (Abb. 101) die im Trager in drei aufeinander folgenden Stiitzpunkten 
A, B, a auftretenden Momente M.t, MB, Mo, jedes positiv gerechnet, wenn es 
auf den rechten Tragerteil im Uhrzeigersinn (also auf den linken im Gegensinn) 
wirkt. Dann muB wegen der Stetigkeit der elastischen Linie an der mittleren 
Stiitze (ahnlich wie im vorhergehenden Beispiel) die Gleichung gelten 

M.t11 MB11 [ MB12 Mol2] 
'PB = fJ1- 6EJ - 3EJ = - fJ2 - 3EJ - 6EJ ' 

oder 

(164) 

In dieser Gleichung bedeuten P1 und P2 die von der eingepragten Belastung der 
Felder 11 und 12 in B hervorgerufenen Neigungen der elastischen Linien in den 
beiden Feldern, jedes solche fJ ist null, wenn das betreffende Feld lastfrei ist. Die 
Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichung, die mithin von der Belastung ab
hangen, nennt man die Belastungsglieder. 

Zwischen den drei Momenten in je drei aufeinanderfolgenden Stiitz. 
punkten gilt eine solche Gleichung. Wenn der Trager an den auBersten Stiitzen 
frei aufliegt, sind die Momente an diesen gleich null, und man erhalt fiir die 
zweite Stiitze links und vorletzte Stiitze rechts je eine ahnlich gebaute Gleichung 
mit nur zwei unbekannten Momenten. 

Fiir n + 2 Stiitzen erhiilt man so n Gleichungen fiir die n an den inneren 
Stiitzen auftretenden Momente. Diese Gleichungen sind nach den Momenten auf
liisbar, und aus den Momenten sind dann auch die Stiitzkrafte selbst bestimmbar. 
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75. Einfache Rahmen. Das geschilderte Verfahren gewinnt seine be
sondere Bedeutung in seiner Anwendung auf Rahmen. Damit be
zeichnet man solche Tragkonstruktionen, die durch eckensteife Ver
bindungen von geraden (oder auch gekrummten) Tragern entstehen. 
Die Rahmen gehoren zu den wichtigsten Bauformen der Gegenwart. 
In den einfachsten Ausfiihrungsformen bestehen sie aus einem oder 
zwei (lotrechten) Stielen und einem (waagrechten) Querriegel. Ihre 
"Berechnung" erledigt sich durch den auch in 74 befolgten Vorgang mit 
ganz geringem Rechenaufwand und erfordert als Hilfsmittel nur die 
in der Tabelle 4 enthaltenen Beziehungen. 

Der Vorgang stellt sich dann so dar: Es wird durch "Losung" (Frei
machung) gewisser Auflagerbedingungen ein geeignetes "statisch
bestimmtes Grundsystem" hergestellt, und fur dieses werden die auf
tretenden Formanderungen (Verschiebungen und Neigungen) an den 
ge16sten Auflagerpunkten berechnet; die unbekannten Auflagerkrafte 

b 

/I 

Abb. 102 a und b. 

(oder Momente) werden dann gemaB der Bedingung ermittelt, daB ihre 
Wirkung jene Formanderungen gerade aufhebt. 

Die Berechnung ist in den folgenden Beispielen nur bis zur Ermitt
lung der statisch-unbestimmbaren GroBen gefiihrt, da alles weitere 
(Aufsuchen des groBten Momentes, der groBten auftretenden Spam:lung, 
Ermittlung der Formanderungen usw.) ganz so wie beim einzelnen Tra
ger verlauft. 

76. Beispiele zur Berechnung von Rahmen. 
Beispiel 57. Einstieliger Rahmen ABO, in zwei Gelenken A, a gelagert 

(einfach statisch-unbestimmt). 
a) Belastung durch eine Einzelkraft P nach Abb. 102a. Man denke 

sich etwa das Gelenk A geli:ist, so daB eine Verschiebung von A in waagrechter 
Richtung moglich wird. Die Last P bringt dann eine Durchbiegung des Quer
riegels BO und wegen der steifen Ecke bei B ein seitliches Ausweichen von A um 
den Betrag Y.I. = h"PB hervor, wenn "PB die Neigung des Querriegels in B darstellt. 
Die Seitenkraft H (Seitenschub) wird dann durch die Bedingung bestimmt, daB 
jenes Y.I. durch die Wirkung der in A angesetzten Kraft H gerade aufgehoben wird. 
Fur die "Berechnung" ist zu beachten, daB die Kraft H den Stiel wie einen bei B 
einseitig eingespannten Trager und iiberdies den Querriegel wie einen freiauf
liegenden Trager durch das in B angreifende Moment Hh belastet. Nach Tabelle 4 
Nr. I, 2a und 4 findet man mit Benutzung der in Abb. I02a eingetragenen Be
zeichnungen die Gleichung 
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Wenn man, wie dies in der Rahmenberechnung iiblich ist (nach A. Kleinlogel: 
Rahmenformeln) die sog. "Rahmenkonstante" einfiihrt 

80 findet man aus der vorhergehenden Gleichung fiir die Seitenkraft 

I PabU+b) I 
H= 2hl2 (k+l). (165) 

b) Fiir gleichformige Belastung q (Abb.102b) erhalt man auf dieselbe 
Weise nach Tabelle 4 Nr; 3, 2a und 4 die Gleichung 

ql3 H h3 H h2 l 
XA = h 24E J;. = 3EJ1 + 3EJ2 ' 

~ 
Abb. l03a=und b. 

und daraus 

Beispiel 58. Einstieliger Rahmen A.BO, in A. eingespannt, in 0 waag
recht verschieblich gelagert (einfach statisch-unbestimmt). 

a) Belastung durch eine Einzelkraft P (Abb.103a). In diesem FaIle 
-empfiehlt es sich, das Auflager 0 zu losen, so daB dort (auBer der unbehinderten 
waagrechten Verschiebung) auch die lotrechte Verschiebung freigegeben wird. 
Die lotrechte Verschiebung (Senkung) yo von 0 unter der Wirkung von P wird auf
gehoben durch die von der lotrechten Auflagerkraft Va herriihrende Verschie
bung, die als Kraft auf den Querriegel und als Moment Vol auf den Stiel wirkt. 
Durch Gleichsetzung erhaltman nach Tabelle 4 Nr. 5 und 4 

und damus 

Yo _ P a h 1 + P a3 + P a2 b _ -"!' ~ + Va 12 h 
- EJ1 3EJa 2EJa - 3EJ2 EJ1 ' 

V _p a (31 - a) + 6 k [2 
0- a 2ZS(3k+l)-· 

b) Fiir gleichformige Belastung q (Abb. lO3b) findet man ebenso nach 
Tabelle 4 Nr. 6 und 4 

und damus 
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Beispiel 59. Zweistieliger Rahmen ABeD, bei A und D gelenkig ge
lagert (einfach statisch-unbestimmt). 

a) Einzellast P (Abb. 104a). Hier empfiehlt es sich, beide GeIenke A und D 
zu losen und bei beiden die waagrechten Verschiebungen freizugeben. Unter der 
Wirkung von P mogen diese waagrechten Verschiebungen X.d und XD betragen; 
sie konnen nach Ta belle 4 Nr. 1 berechnet werden und sind voneinander verschieden, 
sobaId P nicht in der Mitte des QuerriegeIs angreift. Man denke sich jetzt den 
ganzen Rahmen so in waagrechter Richtung verschoben, daB die neuen Lagen von 
A und D um die gleichen Betrage (X.d + xD)/2 auswarts liegen, und diese Yer-

b_----.,.--_ 

Abb. 104 a und b. 

schiebungen durch die bei A und D auftretenden gleichen Seitenkrafte H auf
gehoben. Da 

Pab(l+b)h 
X.d=- 6EJ2 1 ' 

Pab(l+a)h 
XD = -6EJ-;.z-' 

so erhalt man die Gleichung 

X.d + XD _ P a b h _ H h 2 1 + H h3 

2 - 4EJ2 - 2EJ2 3EJ1 ' 

und daraus 

I 3 Pab I 
II= 2: hl(2k + 3)· 

Abb. 105a und b. 

(166) 

b) Fiir gIeichformige Belastung q (Abb. 104b) f.HIt die Yerschiebung der
beiden gelosten Gelenkpunkte A, D gIeich groB aus, daher erhalt man die Gleichung 

ql3 H h2 1 H h3 

X.d=xD=24EJ2
h =2EJ2 +3EJ1 ' 

und aus dieser durch Auflosung 

I q 12 I 
H=4h(2k+3)" 

(167), 
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Beispiel 60. Einstieliger Rahmen ABO, bei A eingespannt, bei 0 ge
lenkig gelagert (zweifaoh statisoh -unbestimmt). 

a) Einzellast P (Abb.l05a). Duroh vollstandige Losung des Gelenkes 0 
entsteht dasselbe statisoh bestimmte Hauptsystem wie in Beispiel 58, a). Der 
PunktO erfahrt duroh die Wirkung von Peine waagreohte Versohiebung Xo und 
eine lotreohte Versohiebung Yo, die duroh die waagreohte Komponente H (Seiten
kraft) und duroh die lotreohte Komponente Vo der Gelenkkraft 0 aufgehoben 
werden. Naoh Tabelle 4 Nr. 5 und 4 erhalt man dann die beiden folgenden 
Gleiohungen fUr die beiden statisoh unbestimmbaren GroBen H, Vo 

1 
P a h2 Vo I h2 H h3 

Xo = 2EJ1 = 2EJ1 + 3EJ1 ' 

Yo = P a h I + P a3 + P a2 b = V 012 h + V 0 za + H h21 . 
EJ1 3EJa 2EJa EJ1 3EJa 2EJ1 

Aus ihnen folgt duroh Auflosung 

3Pab(l+b) 
H = hI" (3 k + 4) , 

V _ Pa[3I2k + 2a (31- a)] 
0- ZS(3k + 4) (168) 

b) Fur gleiohformige Streokenlast q (Abb.105b) erhalt man beidemselben 
Hauptsystem die Gleiohungen 

qI2 h2 Vo Ih2 Hh3 

jXO=T2EJl= 2EJl +3EJ1 ' 

q I3 h q I4 V 0 I2 h V 0 I3 H h2 I 
YO=2EJ1 +8EJa= EJ1 +3EJ;-+2EJ1 ' 

und duroh Auflosung 

3q I2 
H=4h(3k+4) , 

3qI k+l 
VO=-2- 3k+4' (169) 

77. Znsammenhang zwischen Biegemomenten nnd Drehwinkeln an 
den Anfiagern eines in zwei Pnnkten a, b gestiitzten Balkens. In der all-
gemeinen Theorie der statisch-un- AI! 'i 
bestimmten Tragwerke (u. zw. bei G~ -- --~ .............-t~ , "\ 
der Deformationsmethode) be- ¢~.;. laO .~ -r:!_<t~ ...!. 
zeichnet man (nach Abb.106) die t- ~ 
an den Enden eines Balkens ab auf- Abb.106. 

tretenden Momente mit Mao und 
Moa und verwendet die Beziehung zwischen diesen Momenten Mao und 
M 0 a 1 und den "Stiitzendrehwinkeln" (Xa 0 und (X 0 a an den Stiitzen des 
in a und b frei aufliegenden Balkens. Als Wirkung des Moments Mao 
in a und des Moments Moa in b erhiilt man nach Tabelle 4 Nr. 2a 
und 2b unmittelbar die Gleichungen 

j (Xab = 6~a;ab (2Mao - Moa) , 

(Xoa = 6~a;ab (2Moa - Mao), 

1 Bezeiohnungen hier nach A. Ostenfeld: Die Deformationsmethode. Berlin: 
Julius Springer 1926. 
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und daraus durch Auflosung 

In der allgemeinen Theorie werden auBer den "Stiitzendrehwinkeln" 
lXab' IXba auch der "Stabdrehwinkel" "Pab = "Pba und die "Knotendreh
winkel" C a' C b eingefUhrt, die (nach der Abb. 106) durch die Gleichungen 
miteinander verbunden sind 

Wird ferner der "Steifigkeitskoeffizient" flab des Balkens ab definiert 
durch 

(Jc' lc feste Vergleichswerte) 

und setzt man noch 

Etc C = C', 
c 

so erhiUt man schlieBlich (mit "P~b = "Pba) die Gleichungen 

Mab = M~b + 2flab (2C~ + C;, - 3 "P~b), } 

Mba = Mga + 2flab (C~ + 2C;' - 3 "P~b)' 
(170) 

Hierin sind die Beitrage M~b' Mga von einer auf den Balken unmittel
bar wirkenden Belastung hinzugefiigt worden. Da fUr C = "P = 0, 
M = MO ist, so bedeuten M~b' Mga die Einspannungsmomente fiir 
vollkommene Einspannung in a und b. 

VIII. Verdrehung zylindrischer Stabe. 
Die Ermittlung der Spannungsverteilung und Formanderung ist nur fiir 

zylindrische Stabe mit Kreis- und Kreisringquerschnitt auf elementarem Wege 
ausfiihrbar. Fiir aIle andern Querschnitte miissen die vollstandigen Gleichungen 
der Elastizitatstheorie herangezogen werden. 

78. Kreiszylinder. Verdrehungswinkel, Spannungsverteilung, Tor
sionsmoment. Wir denken uns einen kreiszylindrischen Stab von der 
Lange l, der an einem Ende eingespannt und am andern Ende durch 
ein Drehmoment um seine Langsachse - das Verdrehungs- oder Tor
sionsmoment M t - belastet ist oder durch den das Moment M t durch
geleitet wird. Der zentrischen Symmetrie des Kreisquerschnittes ent
spricht die Annahme. daB die ebenen, kreisformigen Querschnitte bei 
der auftretenden Formanderung eben bleiben und als Ganzes verdreht 
werden. Die Formanderung selbst besteht darin, daB die geraden Er
zeugenden des Stabes in Schraubenlinien iibergehen, die gegen die 
Achse des Zylinders um so starker geneigt sind, je groBer der Abstand 
von der Achse ist; die am Zyfindermantel gelegenen Erzeugenden er
fahren daher die starkste Neigung gegen die Stabachse. Die rechten 
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Winkel zwischen den (als materielle Linien betrachteten) Erzeugenden 
und den Stabquerschnitten gehen in schiefe Winkel iiber, und zwar ist 
die Abweichung nach dem Gesagten proportional der Entfernung r des 
betrachteten Teilchens von der Achse. Das MaB dieser Abweichung 
gibt die "Gleitung". Bezeichnet man mit {) die Winkelverdrehung 
zweier Querschnitte in der Entfernung l voneinander, so ist die Glei
tung in einer zylindrischen Schicht yom Halbmesser r durch den Aus
druck gegeben (Abb. 107) 

(171) 

Da der Stab zylindrisch ist, so ist die Verdrehung gleichmaBig iiber 
die ganze Stablange verteilt, und der "auf die Langeneinheit bezogene 
Verdrehungswinkel" f}/l ist eine 
Kons.tante; man bezeichnet die
sen als Drall winkel oder 
Drill ung; er hat die Dimen
sion [L-l]. 

Der Gleitung y entspricht 
eine Schubspannung yom Be
trage 

T=Gy=G{}r/l; (172) 
Abb.107. 

an dem betrachteten Querschnitt werden daher von dem einen auf den 
andern Stabteil Schubspannungen iibertragen, die in jedem Punkte 
beriihrend zu dem durch diesen Punkt gezogenen Kreis gerichtet und 
dem Abstand r von der Zylinderachse proportional sind; in der Abb. 107 
ist diese Verteilung der auftretenden Schubspannungen angedeutet. 

Die Summe der Momente der Schubkrafte, iiber den ganzen Quer
schnitt erstreckt, muB dem Torsionsmoment M t gleich sein. Es ist daher 

Gf} Gf} 
M =STjr=-Sjr2 =-J . tIl 2> , 

in dieser Gleichung bedeutet 5 jr2 = J p = nD4/32 das "polare Flachen
tragheitsmoment" des Kreisquerschnitts mit Bezug auf den Mittel
punkt. - Die gr6Bte Schubspannung Tmax tritt offenbar am Rande 
(fiir r = D/2) auf und ist yom Betrage 

I Tmax = ~f=~61· (173) 

U mgekehrt erhalten wir die Beziehungen 

I n D4 Gf} n D3 I 
M t = 32 -1- = 16 Tmax und 

Beispiel 61. Am freien Ende einer Welle mit Kreisquersehnitt sitzt ein Rad 
von 1,2 m Durehmesser, an dessen Umfang eine Kraft von 2 t wirkt. Der Dureh
messer der Welle ist D = 10 em, ihre Lange 1 = 5 m. Bereehne Tmax und den Ver
drehungswinkel der Welle. Die Gleitzahl sei G = 830000 at. 

PoschI, Mechanik II. 9 
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Das Verdrehungsmoment ist MI = 2000·60 = 120000 cmkg, daher ist nach 
Gl. (173) MI 120000. 16 

Tma..x = n Da/16 = n. 1000 = 610 at 
und 

- 610 
f} = 500· 830000.5 = 0,0735 , f}O = if. 180 = 0,0735. 180 = 40, 2. 

n n 

Beispiel 62. Formanderungsarbeit bei der Torsioneines zylin
drischen Stabes. Die bei der Verdrehung durch die Schubspannungen geleistete 
Formanderungsarbeit ist 

Ai = ! f T Y d V = ! G f y2 d V = 2 ~ f T2 d V. 

Setzt man nun T: Tmax = r: Dj2, oder 

Abb.l0S. 

2r Mtr 
T = Tma.x]5 = J p , dV=Zd/, 

(175) 

Wie jede Formanderungsarbeit kann auch die bei der Torsion auf
tretende in drei gleichwertigen Formen dargestellt werden. 

Beispiel 63. Schraubenfedern. Um die Verlangerung oder 
Verkiirzung zu berechnen, die eine flache Schraubenfeder (Abb. 108) 
durch eine axiale Kraft lI! erfahrt, denken wir uns etwa das untere 
Ende festgehalten und rechnen die Verschiebung des oberen Endes A. 
Auf jeden Querschnitt wirkt das Torsionsmoment M t = Pr, zwei 
um ds entfernte Querschnitte ergeben durch ihre Verdrehung gegen
einander eine achsiale Verschiebung von A vom Betrage 

Rf} rf} 
du = -Z- ds cos rp = -z- ds , da R cos rp = r; 

darin bedeutet wieder ~ = ::iJ die Verdrehung zweier Querschnitte in der 

Entfernung Z voneinander lind a den Halbmesser des Drahtes. Wenn n die 
Windungszahl ist. so kann ~ngenahert f ds = 2 rnn gesetzt werden; daher ist 

f rf}f r2M 4n"s 
u= dU=T ds= na4 (j2rnn= a4 G P. (176) 

Die achsiale Verschiebung u ist daher mit P durch eine lineare Beziehung nach 
Art des Hookeschen Gesetzes verbunden. 

FUr den Kreisringq uerschnitt (Durchmesser D, d) fiihren die
selben Annahmen wie beim Kreisquerschnitt zum Ziel: die Querschnitte 
bleib!m eben und werden als Ganzes verdreht. Wie dort finden wir 

f}r Gf}r Gf} D 
r=T und -r:=-Z-" -r:max '=-Z-2' 

FUr'das Drehmoment ergibt sich 

- 5 - Gf} 5 2 _ Gf} M t - 7: Ir - -Z- t r - -Z J1)' 

wobei jetzt zu setzen ist 
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Daraus folgt 
n GI} n D' - d4 

M t = 32-1-(D'-d') = i6 D 't'max' (177) 

79. Beliebige Querscbnitte. Tbeorie von Saint-Venant. Die Beibe
baltung der beim Kreiszylinder getroffenen Annahme des Eben
bleibens der Querschnitte bei der Verdrehung wiirde bei beliebigen 
Querschnitten zu Folgerungen fiihren, die die Erfahrung nicht bestatigt 
hat: vor allem wiirde sich ergeben, daB die groBten Spannungen in 
jenen Punkten auftreten, die vom Schwerpunkt am weitesten entfernt 
sind; die Beobachtungen zeigen, daB gerade das Umgekehrte eintritt, 
daB namlich die groBten Spannungen in jenen Punkten herrschen, und 
insb. der Bruch bei der Verdrehung rechteckiger oder elliptischer Stabe 
von jenen Stellen des Mantels seinen Ausgang nimmt, die dem Schwer
punkt am nachsten liegen. 

Die Theorie von B. de Saint-Venant gelangt zu den richtigen 
Folgerungen, indem sie eine Verwolbung der Querschnitte zulaBt, aber 
die in den Querschnittsebenen liegenden Verschiebungen so ansetzt, 
als ob die Querschnitte als starres· Ganzes verdreht wiirden. Wird die 
z-Achse in Richt).lng des Stabes und die x- und y-Achse zunachst be
liebig in einen Stabquerschnitt gelegt, so werden die Verschiebungen 
eines Punktes A (x, y, z) in der Form angesetzt (z = Richtung der Stab
achRe) 

I} 
W =TP(X, y); (178) 

darin ist peine vorlaufig unbekannte FUnktion von x und y, die gerade 
die Verwolbung der. Querschnitte angibt und fiir jede Querschnitts
form besonders bestimmt werden muB. Zu dieser Bestimmung dienen 
die Gleichungen der Elastizitatslehre. Wir rechnen zunachst die Glei
tungen und erhalten 

I OV ow I} ( OP) 
yu == Tz + ay = T x + oy , 

ow ou I} ( OP) 

I yza: = ax + Tz = T - y + ox ' 

OU· OV 
Y"'lI = 0 Y + ox = 0; 

daraus ergeben sich die Schubspannungen 

j't'U = Gyu = GIl} (x + :;), 

GI}( OP) 
't'z",= Gyz", = -1- - Y + ox ' 

't''''11= GY"'lI = O. 
AIle Normalspannungen werden Null gesetzt. Geht man mit diesen 
Werten in die statischen Gleichgewichtsbedingungen [Gln. (36)] hinein, 
so verschwinden aIle Glieder bis auf die beiden folgenden in der Gleichung 

9* 
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fUr die z-Richtung 

oder 

(179) 

Die Funktion cp geniigt also der "Potentialgleichung" LI cp = 0; zu ihrer 
vollstandigen Bestimmung ist die Angabe ihrer Werte auf dem Rande c 
des betreffenden Querschnitts erforderlich. Diese werden durch die Be-

y dingung geliefert, daB der Mantel spannungsfrei 
ist, die Schubspannungen am Rande daher tan
gentiell zur Randlinie des Querschnitts ver
laufen miissen. Es ist somit zu setzen (Abb.109) 

tg N == dy = Ty. oder d . d 0 .... d iy. X - 7:",. Y = ; 
X T .. 

in dieser Gleichung bedeuten dx und dy die 
Komponenten eines Bogenelements langs des 
Randes c. Die weitere Rechnung wird nun we-

Abb.109. sentlich einfacher, wenn man an Stelle von cp 
das sogenannte "konjugierte Potential" 'tjJ ein

fiihrt, das mit cp durch die "Cauchy-Riemannschen Differentialglei
chungen" verbunden ist; diese lauten 

() p () 1p () p () 1p 

ax ()y' By -ax' 
Diese Funktion 'tjJ geniigt ebenfalls der Gleichung LI'tjJ = O. Durch Ein
fiihrung von 'tjJ erhalten wir 

ji Y • = Gz{} (x + ~:) = Gz{} (x - ~~), 

G {} ( () P) G {} ( () 1p) 
i",·=-Z -y+()x =-z -Y+()y' 

und die Randbedingung fiir i nimmt die Form an 

()1p dx + ()1p dy -- xdx - ydy = O. aX oy 
Diese Gleichung kann integriert werden und liefert auf dem Rande c 
den Wert 

I 
X2+ y2 I 'tjJ(x, y) = -2-; (180) 

die hinzutretende additive Konstante, auf deren Wert es bei einfach 
zusammenhangenden QuerschnittsfHichen nicht ankommt, kanri gleich 
N¥Il gesetzt werden. 

Das Torsionsproblem ist also gelOst, wenn fiir den gegebenen Quer
schnitt eine Funktion 'tjJ bestimmt ist, die im Innem des Schnittes der 
Gleichung LI'tjJ = 0 geniigt und auf dem Rande c die Werte (X2 + y2)/2 
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annimmt; das zu 'IjJ konjugierte Potential cp gibt nach Gl. (178) die Ver. 
wolbung des gegebenen Querschnitts. 

Das Integrationsproblem kann noch in eine etwas andere Form ge· 
bracht werden, indem man statt 'IjJ eine "Spannungsfunktion" lJI ein· 
fiihrt durch den Ansatz 

X2+ y2 lJI-lIl- -_. 
- T· 2" 

fiir lJI erhiilt man dann die Differentialgleichung 

1 L1lJ1 = - 21 (im Innern) 

und auf dem Rande c die Randbedingung lJI = O. 

(181) 

Die Schubspannungskomponenten nach den Achsen x und y sind 
dann durch die Gleichungen gegeben 

I Tvz= -~~, Tu= ~~·I (182) 

Fiir das Torsionsmoment M t erhalt man 

ff Gf}ff( 8'P 8'P) M t = (XTlIz-YTooz)dxdY=--l- xTx+Yay dxdy 

und nach zweimaliger Anwendung der Produktintegration und 13eriick. 
sichtigung der fiir lJI geltenden Randbedingung (lJI = 0 auf c) den Wert 

I 2G'f} I M t = -l-fflJldxdy. (183) 

Diese GIeichung besagt, daB das Torsionsmoment durch den 2 GD-fl
fachen Inhalt des durch die Flache der Spannungsfunktion lJI und die 
x-y-Ebene eingeschlossenen Raumes gegeben ist, der wegen der Rand
bedingung (lJI = 0 auf c) unmittelbar auf der Randkurve c aufsitzt. 
Man nennt diese Flache lJI (x, y) die zu dem gegebenen Querschnitt 
gehorige "Spannungsflache" (auch "Spannungshiigel" genannt). GemaB 
den GIn. (182) ist die Schubspannung an jeder Stelle dem Gefalle 
dieser Spannungsflache proportional. 

Wir setzen in der letzten GIeichung 2 G J J lJI d xd y = C, erhalten 

Mt = °If} oder I C = ~I (184) 

und bezeichnen C als Verdrehungssteifheit des Stabes. 
80. Ausfuhrung fur einige Quersehnitte. Fiir einfache Querschnitte 

konnen die Form der Funktionen 'IjJ und lJI, sowie die daraus ableit
baren Ausdriicke fiir M t und Tmax fast unmittelbar angegeben werden. 
Wir beschranken uns auf die einfachsten Beispiele und geben dort, wo 
die exakte Rechnung verwickelter ausfallen wiirde (Rechteck), brauch
bare NaherungslOsungen. 
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a) Kreis. 
D2 

1JI = konst. = 8 ' 

Man erkennt unmittelbar, daB am Rande r = D/2 tatsachlich P = 0 
ist. Fiir das Verdrehungsmoment findet man in diesem FaIle (da 
o1Jl/ax = 01Jl/ay = 0) wie ob~n 

M = 0 f} ff ( 2 + 2) d d = 0 f} j = n D4 0 f} 
t z X Y X Y Z 'P 32 Z 

und fiir die groBte Schubspannung 

Of} D M, D 16M, 
Tmax = -Z- 2 = J p 2 = n D3 . 

b) Kreisring. 
Of} (D4 - d4 )n 

M t = -Z- -32-
Of) D 

Tmax = -Z- 2· 

Man erhalt somit die fruher gefundenen Ausdriicke wieder. 

(185) 

(186) 

(187) 

c) Ellipse mit den Hal bachsen a, b. Das in Betracht kommende 
Potential 1JI ist x2 - y2; wir setzen 

1JI = A (x2 - y2) + B , 

und bestimmen die Konstanten A, B so, daB langs der Randellipse der 
Wert 1JI = (XII + yll)/2 herauskommt. Wir setzen also 

P _ 1JI - x 2 ~ y2 = (A _ !) XII _ (A + !) ya + B 
und erhalten durch Vergleich mit der Ellipsengleichung, die (aus Dimen
sionsgriinden) in der Form geschrieben wird 

a2 b2 _ b2 x2 _ a2 y2 
a2+ b" = 0, 

fiir A und B die folgenden Werte 
a2 _ b2 

A = 2 (a2 + b2) , 

Am Rande der Ellipse ist P = o. Das Torsionsmoment ergibt sich in 
der Form (da J", = :n:ab3j4, J y = :n:a3 b/4) 

M - 20 f} If ( 2 b2 bll 2 2 2) d d t -1(a2 + b2 ) a - x - a y x y 

_ 20 f} (3 b3 2 J b2 J ) _ 0 f} n a3 b3 

- Z (a2 + b2) a :n: - a '" - 11 - Z (a2 + b2) • (188) 

Schreibt man diese Gleichung unter Einfiihrung eines "ideellen Trag
heitsmomentes" J* in der Form 

so ist 

Of}J* 
Mt=--Z-' (189) 



Ausfiihrung ffir einige Querschnitte. 135 

Fiir die Komponenten der Schubspannung erhiilt man 

TllJz=-l- -Y+ay = -:--l-a2+b2Y=-nabsY,. G{}( ill,,) G{} 2a2 2M, I 
Til' = Gl{} (x - :=) = Gt a22:

2b2 X = ! :h x . (190) 

Fiir a> b tritt der groBte Wert der Schubspannungen in den End
punkten der kleinen Achse, d. i. fiir y = ± b, auf und ist yom 
Betrage 

2 M. 2G{}J* d d {} nab2 1 Mt 
Tmax=nab2= nab2l' un araus y= 2J* (jTmax=GJ*' (191) 

d) Fiir dlJ,s Rechteck laBt sich eine exakte Losung in geschlossener 
Form nicht angeben. Fiir praktische Rechnungen geniigen Naherungs
losungen, welche die in Betracht kommenden GroBen Mt> {}, Tmax in 
Abhangigkeit yom Seitenverhaltnis n = h/b (> 1) des Rechtecks zu 
bestimmen gestatten. 

Die gebrauchlichste dieser Naherungsli:isungen hat die Form 

und demgemaB ist {} 1/2 TmBx 

y = 1/3 bG • 

Die Beiwerte konnen entweder aus den Naherungsformeln 

~ .!. [1 _ 0,630 + 0,052 1 1/2 ~ 1 + nZ 

'f}3 3 n n6 J' 1/3 0,35 + n2 

berechnet oder unmittelbar entnommen werden aus der 
Tabelle 5. Verdrehung von Rechteckquerschnitten. 

n=h/b= 1 1,5 2 3 4 6 8 10 

1/1 1,000 0,858 0,796 0,753 0,745 0,743 0,743 0,743 
1/2 0,208 0,231 0.246 0,267 0,282 0,299 0,307 0,313 
1/3 0,140 0,196 0,229 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 

Die darin aufgenommenen Werte 'f}1 haben die folgende Be
deutung (Abb. 110): Der groBte Wert der Schubspannungen 

tritt immer in den Mittelpunkten der Lang
se it en auf; in den Mittelpunkten der Schmal
seiten hat die Schubspannung einen WertTI , 

der nur einen Bruchteil davon betragt, und 
zwar ist 

T1 = 'YJ1 Tmax' 

(192) 

(193) 

(194) 

00 

0,743 
0,313 
0,313 

Abb.ll0. 

e) Fiir schmale rechteckige Strei
fen (Abb. '111) kann man annehmen, daB \-c-o
die Spannungslinien iiber die ganze Lange Abb. 111. 

parallel zu den Langseiten verlaufen, und 
den EinfluB der Schmalseiten vernachlassigen. Wir setzen dann einfach 
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und erhalten nach Gl. (182) 

Gf}uP =0 
Txz ~ 1 uy , 

Gf} UP 2Gf} 
T yZ = - -l- ax = -l - x . 

Daraus folgt zunachst 

Tmax = G-Dbjl, (195) 

und diese groBte Schubspannung tritt wieder in 
den Mitten der Langseiten auf. Das Moment 
der Schubspannungen urn den Schwerpunkt 
wird aus dem Inhalt des Spannungshiigels be
rechnet; man erhalt . 

M t = 2~f} II Pdxdy 1 
+b/2 ( (196) 

= 2Gf}hI (~~- x2)dx = ~ Gf}b3 h I 
1 4 3 1 • 
-~ . 

Durch Verbindung der GIn. (195) und (196) fin
det man auch 

(197) 

Anmerkung. Man beachte, daB es nicht richtig 
ware, M, aus dem Ausdruck 

mit 
2Gf} 

T"=-l-x und Txz=O 

zu berechnen, da der Anteil, der von den Schubspan
nungen an den Schmalseiten herriihrt, dabei auBer 
Betracht bliebe. Dagegen kann M t mit guter Annahe
rung aus dem Rauminhalt des Spannungshiigels be
rechnet werden, obwohl die partielle Integration, die 
zu dieser Berechnung fiihrt, fiir To z = 0 unausfiihrbar 
ist. Man kann den parabolischen Zylinder, der in 
diesem FaIle den Spannungshiigel darsteIlt, an den 
Enden der Schmalseiten irgendwie abgeschlossen den
ken, so daB die Randbedingungen erfiiIlt werden; da
durch werden die Schubspannungen an den Schmal
seiten eingefiihrt, jedoch die GroBe von M, nur um einen 
zu vernachlassigend~n Betrag geandert . 

f) Walzeisenquerschnitte. Da auch fUr 
diese die genaueren Losungen zu unhandlich 
sind, urn praktisch verwendet werden zu kon
nen, ist man gleichfalls auf NaherungslOsungen 
angewiesen. Man betrachtet hierzu diese Quer-



Zug und Biegung. 137 

schnitte als schmale Rechtecke, die miteinander verbunden sind, und 
setzt das Drehmoment in der Form an 

(198) 

Das J* hat nach e) die Form 12)d3h, die Verbindung der Rechtecke zu 
den Walzeisenquerschnitten bringt es aber mit sich, daB die Hohen h 
nicht in ihren ganzen Betragen zur Geltung kommen. Die Korrekturen, 
die diesen EinfluB in angenaherter Weise zur Geltung bringen, sind in 
der Tabelle 6 (s. S. 136) enthalten. 

Der groBte Wert der Schubspannung tritt bei verschiedenen Dicken 
der einzelnen Rechtecke an den Langseiten der breitesten (dmax!) 
Rechtecke auf, so daB wir allgemein schreiben konnen 

Gf} 
Tmax = -l- dmax • (199) 

Entnimmt man daraus GD/l, so findet man auch fUr Mt die Form 

M - J* "t'max 
t - dmax' (200) 

IX. Zusammengesetzte Beanspruchungen. 
Den Ausgangspunkt der elementaren Festigkeitslehre bilden die einfachen Be

anspruchungen: Zug und Druck, Schub, Verdrehung und Biegung. Aus 
diesen lassen sichdurch "Uberlagerung (Superposition) gewisse zusammengesetzte 
Beanspruchungenableiten, die fiir technischeBerechnun-
gen von Bedeutung sind. Zu diesen gehoren: a) Biegung 
und Schub, die in der technischen Biegelehre auftreten 
und in 64 behandelt wurden; b) Zug (oder Druck) und 
Biegung, auch als "exzentrische Zug- oder Druckbean-
spruchung" bezeichnet; c)Biegung und Verdrehung (z.B. 
bei Maschinenwellen); d) Biegung und .~nickung (im 
folgenden nicht naher behandelt). - Die Uberlagerung ist 
nur zulassig, wenn die bei jeder der einfachen Beanspruchun-
gen auftretenden Formanderungen klein sind (im Sinne 
der in der allgemeinen Theorie der nichtstarren Korper als 
klein bezeichneten GroBen). 

81. Zug und Biegung. Die Belastung eines Stabes 
bestehe aus einer Einzelkraft ~, die in einer Haupt
ebene des Stabes parallel zur Stabachse in einer 
Entfernung p von dieser wirkt (Abb. 112). Diese 
Kraft ~ in A ersetzen wir durch eine Kraft ~ im 
Schwerpunkt S des Stabquerschnittes und ein Mo
ment M = Pp, dessen Achse senkrecht zur Zeichen
flache steht. Die Spannung in einem Flachenteilchen 
in der Entfernung y von der Querachse ist 

P My P Ppy 
a=F+Y=F+Fi2 ; 

Abb.112. 

(201) 

darin bedeutet i den Tragheitshalbmesser des Querschnittes bez. der 
Querachse durch S. Das Spannungsbild zeigt eine geneigte Gerade, die 



138 Zusammengesetzte Beanspruchungen. 

aber nicht durch S hindurchgeht, sondern die Waagrechte durch Sin 
einem Punkte n in einer Entfernung 

Yo = Sf/. = - i2/p 
von S schneidet. 

Fiir die "Dimensionierung" ist die Bedingung maBgebend, daB die 
"groBte Zugspannung", die fUr y = e' am rechten Rande des Quer
schnitts auf tritt, kleiner als die "zulassige" sein muB, also 

P Ppe' 
O"max = F + -7- < 0"11£1 • (202) 

Die groBte Druckspannung tritt am linken Rande (fiir y = - e") auf 
mit dem Betrage 

P Ppe" 
O"min = F - -J-

und ist in den meisten praktischen Fallen belanglos. 

Abb.113. 

82. Druck und Biegung. Kern. 
Die volle Bedeutung einer solchen 
"exzentrischen" Beanspruchung 
tritt erst hervor, wenn es sich 
um einen Baustoff handelt, der 
nur gegen Spannungen einer 
Art widerstandsfahig ist , wie 
z. B. Mauerwerk und Beton nur 

z=~''1\ Druckspannungen (nur gering-
fiigige Zugspannungen) aufzu
nehmen vermogen. Diese Eigen
schaft gibt AnlaB zu der For
derung, nur solche Kraftangriffs
punkte zuzulassen, fUr welche die 
zugehorige Nullachse, die dem 
auftretenden, in den Querschnitts
koordinaten linearen Spannungs
zustandangehort, den Querschnitt 
nicht schneidet, sondern hoch-
stens beriihrt. Diese Bedingung 

gibt als Ort der zulassigen Angriffspunkte A der Druckkraft ~ einen 
gewissen, den Schwerpunkt S des Querschnitts enthaltenden und um
gebenden (konvexen) Bereich, den man als den Kern des Quer
schnittes bezeichnet. 

Um diesen Kern zu ermitteln, denken wir uns den prismatischen 
Mauerwerkskorper, dessen Querschnitt in Abb. 113 der Einfachheit 
halber als Rechteck angenommen ist, mit einer den Erzeugenden (d. h. 
der x-Achse) parallelen Druckkraft \13 ,belastet. Die Koordinaten des 
Angriffspunktes A von ~ in bezug auf die Hauptachsen des Querschnitts 
seien 1] und C. Dann tritt um die y-Achse das Moment My = PC, um 
Pie z-Achse das Moment M z = P1] auf, und die Spannung in einem 
Jj'lachenteilchen f des Querschnitts, dessen Koordinaten y und z sind, ist 
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gegeben durch 

a - _ P _ P~z _ P'f}![ (203) 
'" - F J 1 J 2 

(Druckspannungen sind mit -, Zugspannungen mit + bezeichnet). 
Werden mittels der Gleichungen J 1 = Fir und J 2 = Fi~ die Haupt
tragheitshalbmesser i 1 und i2 eingefiihrt, so lautet die Gleichung der 
Nullachse (a", = 0) in den laufenden Koordinaten y, z 

I 'f}.; + ~.: = - l. I 
~2 ~1 

(204) 

Durch diese Gleichung wird jedem Angriffspunkte A (r;, C) als Nullachse 
eine Gerade n-n zugeordnet, deren Abschnitte auf den Achsen ge
geben sind durch 

z = 0, 
und 

y =0, 

Die Lage der Nullachse n-n ist von der GroBe von I,l3 ganz unabhangig 
(nur P = 0 ist ausgeschlossen) und hangt nur ab von den Haupttrag
heitsmomenten des Querschnitts und der Lage von A (r;, C). Der durch 
die G1. (204) definierte geometrische Zusammenhang zwischen den Punk
ten A (r;, C) und den Geraden n-n (laufende Koordinaten y, z) wird als 
Antipolaritat bezeichnet; er tritt noch klarer zutage, wenn man die 
Ellipse mit der Gleichung 

(205) 

betrachtet, die in der Schar der in 54 eingefiihrten Tragheitsellipsen fiir 
c2 = Fiii~ enthalten ist. Die Gesamtheit der durch die G1. (204) defi
nierten Zuordnungen zwischen den Punkten A und Geraden n-n nennt 
man das zur Ellipse (205) gehOrige Antipolarsystem. ' 

Anmerkung. Bezeichnen nach Abb.1l4 Yo, Zo die Koordinaten eines Punk
tes der Ellipse (205), so ist die Gleichung der Tangente in diesem Punkte 

Yo Y + Zo Z = I. 
i~ i~ , 

wenn diese durch A ('f}, ~) hindurchgehen soIl, so muE die Gleichung erfullt sein 

(206) 

Die Gleichung der zweiten Tangente von A an die Ellipse hat dieselbe Form. Halt 
man daher 'f}, ~ fest und betrachtet Yo' Zo als laufende Koordinaten, so erhaIt man 
die Gleichung einer Geraden, die durch die Beruhrungspunkte beider Tangenten 
hindurchgeht, und die man als die zu A gehorige Polare bezeichnet. Die Anti
polare (rechts -1 statt + 1), die also die Gleichung hat 

Yo'f} + Zo ~ =-1 
i~ i~ , 

liegt jenseits S im gleichen Abstand von S wie die Polare und ist ihr parallel, stellt 
also die Spiegelung der Polaren an S dar. Diese Beziehungen lassen sich unmittelbar 
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auf den Fall ubertragen, daB A im Innern der Ellipse (205) liegt, und fuhren dann 
formal zu gleichlautenden Aussagen. 

Ferner bestatigt man leicht durch direkte Ausrechnung die Richtigkeit der die 
Polaritat kennzeichnenden Beziehung (Abb. 114) 

(207) 

Die eingangs gekennzeichnete Aufgabe der Festigkeitslehre besteht 
darin, jenen Bereich des Querschnitts anzugeben, innerhalb dessen der 
Angriffspunkt A der Belastung $ liegen muB, damit die zugehorigen 
Nullachsen n-n den Querschnitt gerade beruhren und vollstandig auf 
einer Seite lassen. Da die Polaritat (und Antipolaritat) eine reziproke Be
ziehung darstellt, geht man praktisch so vor, daB man den Querschnitt 
durch eine Schar von Nullgeraden um-
gibt, die diesen beruhren und die man 
in der Geometrie als H ullgeraden oder 
Stutzgeraden zu bezeichnen pflegt. Zu 

!I 
Abb.114. 

(1I1l/;jJo/ure) 
n 

(f) 
, 

In 

Abb.115. 

jeder D1ge dieser Geraden zeichne man den zugehorigen Pol; diese 
Pole beschreiben dann in ihrer Gesamtheit den Umfang des Kernes. 
Einem Eckpunkt des Querschnittes entspricht das Stuck einer Ge
raden der Kernfigur (und i. a. auch umgekehrt). 

Da die Umhullungsfigur des Querschnitts (gemaB ihrer Definition) 
konvex ist, so ist der Kern selbst immer eine konvexe Figur 
(d. i. eine solche ohne einspringende Ecken), die den Schwerpunkt S 
in ihrem Innern enthalt. Die Entfernung des Kernes von S in irgendeiner 
Richtung bezeichnet man als die zu dieser Richtung'gehorige Kern
weite. 

Beispiel 64. Rechteckquerschnitt. In Abb. 115 ist der Kern fur einen 
Rechteckquerschnitt gezeichnet. Legt man die Nullachse in die untere (oder obere) 
Kante (1, 3), so sind ihre Abschnitte auf den Achsen 

Y = ± hj2, 

daher die Koordinaten der Antipole 

'2 i~ h2jl2 h 
n=-~=O, C=---=---==j=-

y z ± hj2 6 . 
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Ebenso findet man fUr die seitlichen Kanten (2, 4), deren Achsenabschnitte 

Y = ± b(2, Z =00 

sind, als Koordinaten der Antipole 

i~ b2j 12 b 
rJ=--=---=~--

Y ± b/2 6 ' 

Fiir das Rechteck muE daher der Angriffspunkt der eine Hauptachse schnei
denden Kraft P im inneren Drittel der betreffenden Seitenlangen liegen, damit die 
zugehorigen Nullachsen den Querschnitt nicht schneiden - eine fUr die praktische 
Ausfiihrung exzentrisch belasteter rechteckiger Mauerwerkskorper immer ange
wendete Regel. 

83. Ermittlung des Kerns mit Hilfe des Tragheitskreises. Zur Dar
steHung der geometrischen Beziehungen, die zwischen der Lage des 
Kraftangriffspunktes A und der zu- n 
gehorigen Nullinie bestehen, kann mit 
Vorteil auch der Tragheitskreis die
nen. In Abb. 116 sind y, z die Haupt
tragheitsachsen des Querschnitts, und 

der Kreis uber S B = J 2 + J 1 ist der 
Tragheitskreis. Die Kraftlinie 8-8 und 
die Nullinie n-n sind konjugierte Rich
tungen, die Schnittpunkte P, N (von 
no-no) mit dem Tragheitskreis liegen 
mit T auf einer Geraden. Um die wirk
liche Lage der NuHinie zu finden, setzen 
wir die Projektionsgleichung fur die 
Richtung xund die Momentengleichung 
fUr die Nullinie n-n an und erhalten 
mit den aus der Abb. 116 ersichtlichen 
Bezeichnungen, da ax = C (8 + u), 
(c = konst.) und J udf = 0 ist, 

f p=Jaxdf=cJ(8+u)df=c8F, 

Abb.116. 

l Pp = J axudf = C{8 Judf + J u2 dt} = cJn = cFi;'. 

z 

/ 

s 

Darin bedeutet jetzt J n das Tragheitsmoment des Querschnittes in be
zug auf die zu n-n durch S gehende Parallele no-no. Aus dies en Glei
chungen folgt 

_ J" _ i~ 
8 - Fp - p' 

oder, wenn statt p der Abstand AS = r = plcos (X und statt Fi;' = I n 
die GroBe J~ = NT = Fi~2 = In/cos (X = Fi;'/cos (x, also i;'/cos (X = i~2 
eingefiihrt wird, 

I ·2 ·,2 I 
8===~=~-. (208) 

Es sei ausdriicklich bemerkt, daB 8 den senkrechten Abstand der 
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Nullinie n-n von S und r den in Richtung der Spur 8-8 der Kraft
ebene gemessenen Abstand SA bedeutet. 

84. Berechnung der Randspannungen mit Hille des Kerns. A. Bei 
schiefer Biegung. Die Beziehungen, die zur Definition des Kerns 
eines Querschnittes gefiihrt haben, gestatten die unmittelbare Berech
nung der Spannungen (d. h. ohne Zerlegung des Momentenvektors ID1 
in Komponenten nach den Hauptachsen des Querschnitts) in jedem 
Punkte bei beliebiger Lage der Spur der Kraftebene, also bei der sog. 
"schiefen Biegung". Fiir die folgenden Betrachtungen ist ein rechteckiger 
Querschnitt nach Abb. 115 vorausgesetzt, doch gilt alles auch fiir be
liebige Querschnitte. 

Es sei 8-8 die Spur der Kraftebene und n-n die zu dieser gehorige 
Nullinie, ot der Winkel zwischen beiden. Der Vektor m des Biegemo
mentes steht zu 8-8 senkrecht, wir zerlegen ihn in die beiden Komponen
ten M sin ot und M cos ot; wenn J n das TM des Querschnittes in bezug 
auf n-n und e der senkrechte Abstand des Eckpunktes I von n-n ist, 
so ist nach G1. (125) die Spannung in I gegeben durch 

Me sin ex 

J" 
Aus der Polaritatseigenschaft des Kernes folgt (fiir die Richtung senk
recht zu n-n) 

e k sin ot - i Z - J IF - ft,- n , 

und daher ist 

Me sin ex ~I 
al = Fkesinex' oder L.:~; (209) 

in dieser Gleichung bedeutet k die langs der Richtung 8-8 bis zur Grenz
linie des Kerns gemessene Strecke oder die "Kernweite". Bei unsym
metrischen Kernen ist jene Kernweite zu nehmen, die jenseits von S liegt. 

Man bestatigt unmittelbar, daB diese Beziehung in die fiir die ge
wohnliche Biegung giiltige Gleichung al = Me'jJz iibergeht, wenn die 
Spur 8-8 der Kraftebene in die lotrechte Hauptachse falIt (Abb. 115); 
denn es ist dann 

II e: = i~ = J 2IF, also F k' = J 2/e', 
und fiir die Spannung an der Zugseite findet man den bekanntenAus
druck 

M Me' 
al = F k' = -.t; . 

B. Bei exzentrischem Druck ergibt sich der Spannungszustand 
durch Vberlagerung eines konstanten Anteils (- P IF) und eines· 141ear 
veranderlichen Anteils, der genau so wie in A. berechnet wird. Man,er
halt demgemaB die folgenden Aussagen: 

a) Fiir Querschnitte, die beziiglich S zentrisch symmetrisch sind, 
und bei denen daher auch der Kern zentrisch symmetrisch ist, gilt 

P M P Pr P k~r 
a"=-Y±Fk=- F±Fk =- F·-k-· (2lO) 
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b) Fur nicht-zentrisch-symmetrische Querschnitte - in Abb. 117 
ist als ein einfaches Beispiel hierfiir ein Profileisen dargestellt - folgt 

, P k' - r " P k" + r (2 1) 
(]",= - F~' (]",= - F ---p-;-; I 

!I 

Abb.117. 

darin bedeuten k' die "Kernweite fiir die Zugseite" (k' liegt auf der
selben Seite von 8-8 wie A) und k" die "Kernweite fiir die Druckseite". 
Die Momente P (r - k') und P (r + kIf) a 
werden als Kernmomente bezeichnet. x b 
Die Lage der Nullinie ergibt sich aus der 
Gleichung 8 = i~2Ir. 

85. Erniittlung der Formanderungen bei 
exzentrischem Druck (oder Zug). Die 
Formanderungen bei exzentrischem Druck 
(oder Zug) ergeben sich durch Integration 
der Differentialgleichung der elastischen 
Linie. Der einfachste Fall, der sich hier 
darbietet, ist im folgenden Beispiel aus
gefiihrt; er ist in zwei Formen (Abb. 
llSa, b) angegeben, die bez. der Rech
nung miteinander identisch sind. 

Beispiel 65. Stab, an einem Ende ein
gespannt, am andern exzentrisch be
lastet (Abb. lIS). Die GroBe des Kraftarms 

Abb. 118a und b. 

sei p, die (unbekannte) Ausbiegung am freien Ende f; dann hat das Moment an 
der Stelle x den Betrag M = - pep + f - y), und die Gleichung der elasti
schen Linie wird 

M pep + f - y) 
y"=- EJ = EJ (212) 
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oder, wenn PIEJ = u 2 gesetzt wird, 

y" + u 2 Y = u 2(p + f) • 

Die Lasung lautet 

y = p + f + A cos u x + B sin u x . 

Die Integrationskonstanten A und B werden durch die Randbedingungen be
stimmt; diese lauten 

x = 0, y = 0, daraus folgt p + f + A = 0, 

x=O, y'=O, B=O, 

also ist die Lasung 

y = (p + f) (1 - cos u x) . 

Wird noch die Bedingung berucksichtigt, daB fUr x = l, y = f sein muB, so folgt 

f = (p + f) (1 - cos u l) und daraus p + f = p/cos u l . 

Also lautet die endliche Gleichung der elastischen Linie 

y = -p- (1 - cos u x) . 
cosu l 

(213) 

Insbesondere ist die Ausbiegung am freien Ende (x = l) 

f = p(1 - cos u l~. 
cos u l 

Fur cos ul = 0, also ul = n12, wurde f = 00 folgen, wodurch eine andere Ab
leitung der "Knicklast" gegeben ist. 

86. Biegung und Verdrehung. Von einer Beanspruchung auf Biegung 
und Verdrehung sprechen wir dann, wenn auf einen prismatischen 

Abb.119. 

Karpel' (Welle) sowohl Biegemomente (als 
Vektoren IDC: senkrecht zur Achse' des 
Karpel's aufzutragen) als auch Torsions
momente (IDC: t parallel zur Drehachse) ein
wirken. Durch die Biegemomente ent
stehen in jedem Punkt des Querschnittes 
Normalspannungen, die fiir einfache Bie
gung nach del' Gleichung 

ax = My/J, also 

a",max = M ejJ (an der auBersten Faser) 

zu berechnen sind; zufolge del' Verdrehungsmomente treten Schub
spannungen auf, die fiir den Kreisquerschnitt nach del' Gleichung 

7:= Mtr/Jzp also 7:max = Mta/J~ (am Umfange) 

zu berechnen sind. Die Spannungen sind in Abb. 119 angedeutet. Die 
Werte del' Hauptspannungen sind (nach 10) 

(J'~± 1 '/~42. a1,2=2" 2" ra",+ 7:, 

die Richtungen del' Hauptspannungen kannen nach dem Mohrschen 
oder Landschen Kreis ermittelt werden. 
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Die technische Berechnung erfolgt gemaB der Bedingung, daB die 
zu dieser zusammengesetzten Beanspruchung gehorige "Vergleichs
spannung" (Tv einen "zulassigen Wert" nicht iiberschreiten darf. FUr 
die Wahl dieser Vergleichsspannungen sind in 88 die notigen Angaben 
enthalten. 

Fiir den elliptischen oder rechteckigen Querschnitt kommt es 
auf die Lage der Biegungsachse an. Erfolgt die Biegung um eine zur 
groBen Achse der Ellipse oder zur langeren Rechtecksseite parallele 
Achse, dann treten die groBten Werte der Normal- und Schubspannun
gen (fiir Biegung und Verdrehung) in denselben Punkten, den End
punkten der Langseiten oder der kleinen Achse auf. Fiir andere Lagen 
der Biegungsachse sind die Werte von (Tmax nach den fiir die schiefe 
Biegung angegebenen Methoden zu ermitteln. 

Die Frage der bei Biegung und Verdrehung auftretenden Formanderungen hat 
insbesondere fiir Kurbelwellen Bedeutung; es werden hierzu die Verformungen 
ermittelt, die in den einzelnen Stiicken (Lager- und Kurbelzapfen, Wangen) ent
stehen, und zusammengesetzt. Auch die Berechnung statisch-unbestimmt gelagerter 
Wellen kann auf diese Weise erfolgen. Eine Anwendung auf eine besondere damit 
zusammenhangende Aufgabe ist in 87 gegeben. 

87. Torsion zweiter Art. Bei den meisten Untersuchungen iiber die 
Verdrehung elastischer Wellen (u. zw. sowohl der statischen als auch 
der dynamischen beziiglich der Dreh
schwingungen) wird die Welle als ein ein
heitlich durchlaufendes Ganzes betrachtet; 
die Einwirkung der Antriebsmaschinen 
wird dabei nur als Drehmoment - oder 
als eine Anzahl von Drehmomenten -, die 
um die Mittelachse der Welle drehen, an-
genommen. R. Grammel 1 ist die bedeu- Ahb.120. 

tungsvolle Erkenntnis zu verdanken, daB 
bei Kolbenmaschinen durch die Art des Angriffs der Kolbenkrafte andere 
Beanspruchungen der Welle auftreten konnen, welche die unter jener 
Auffassung ermittelten (insb. bei vorhandenem Lagerspiel) erheblich 
iibersteigen konnen. Diese Beanspruchung der Wellen durch die seitlich 
angreifenden Schubstangenkrafte wird als Torsion zweiter Art be
zeichnet. In der folgenden Darstellung, die nur das Grundsatzliche er
lautern will, wird vom Lagerspiel abgesehen. 

Bei der Ableitung der hierfiir geltenden Beziehungen kann man 
sich auf eine "einfache Kropfung" nach Abb. 120 beschranken. Wir 
geben hier ein etwas vereinfachtes Verfahren, das sich enge an das bei den 
einfachen Rahmen benutzte anschlieBt. Es wird dabei vorausgesetzt, 
daB die Kurbelzapfen vollstandig biegesteif, aber (um ihre Achsen) ver
drehbar, dagegen die Wangen der Kropfung vollstandig drehsteif, aber 
(senkrecht zur Kropfungsebene) verbiegbar sind. Die auftretenden 
Formanderungen sind dann so beschaffen, daB die Achsen der Kurbel-

1 Grammel, R.: Vber die Torsion von Kurbelwellen. Ing.-Arch. Bd. 4 (1933) 
S. 287-299; die hier verwendeten Bezeichnungen sind zum groBten Tell im An
schluB an diese Abhandlung gewahlt. 

l'lischl, Mecbanik II. 10 



146 Zusammengesetzte Beanspruchungen. 

zapfen parallel bleiben; die Verdrehung del' Wangen braucht eben des
halb nicht beriicksichtigt zu werden. Die mit einer Kropfung versehene 
Welle ist dann als ein (auBe~lich) einfach statisch-unbestimmtes System 
anzusehen. 

Wir denken uns (Abb. 120) den linken Zapfen Zl eingespannt und 
die Mitte des Kurbelzapfens Z2 mit $ belastet; das Einspannmoment 
ist daher M = Pr. (Bei del' sonst iiblichen Betrachtung wird dieses 
aHein als verdrehendes Moment beriicksichtigt.) Wenn das Lager des 
rechten Zapfens Zs nicht vorhanden ware, so wiirde diesel' entgegen 
del' Kraft $- also nach oben zu-ausweichen; er muB daher durch 
eine (zunachst unbekannte) Lagerkraft t) in seine achsrechte Lage 
zuriickgebracht werden. Die Kraft t) bewirkt ein riickdrehendes Mo
ment MI = Y r auf den Kurbelzapfen Z2 und eine erhohte Drehkraft X 
auf die linke Kurbelwange AI' Es ist 

X = P + Y = (M + M1)/r. (214) 

Wir fiihren noch die folgenden Bezeichnungen ein: 

EJ; = Biegesteifheit der Wange (1.. zur Kropfungsebene), 
GJ2 = Verdrehungssteilheit des Kurbelzapfens Z2' 
GJ1 = Verdrehungssteilheit des WeHenzapfens Zl' 
G F 3 = Schubsteilheit der Kurbelwangen. 

Nach dem bei den Rahmen (76) verwendeten Verfahren denken wir 
unszuerst denZapfenZs aus seinemLager gelOst und die Formanderung 
der links eingespannten mit $ belasteten Welle bestimmt. Es ist dann 
(Abb.120) die Hebung des Punktes 5 lotrecht nach oben gleich del' 
Senkung - Pr3/3 EJ; von 3 (und auch 4) zufolge $ (die Wange Al 
wird dabei als einseitig eingespannter Trager betrachtet) vermindert um 
die Hebung Pr3/2 E J; von 5 vermoge del' in 3 (und 4) auftretenden 
N eigung. Es ist also 

Pr3 Pr3 Pra 
YS=-3EJ;+2EJ;=6EJs' (215) 

Diese Hebung Yo muB aufgehoben werden durch die Formanderung 
zufo]ge t) bei fortgenommenem $. Dieses t) bewirkt die folgenden 
Formanderungen der Kropfung: 

Senkung von 5 wegen Verdrehung von Z2 durch Y r Y r212/GJ 2 

Senkung von 3 (und4) durch t) (Wange AI) Yr3/3EJ;} 

Senkung von 5 durch t) (Wange A 2) Yr3/3EJ; 

Hebung von 3 (und4) durch Moment Yr -Y r3/2EJ;j 
Hebung von 5 wegen Neigung in 3 durch t) -Yr3/2EJ; 

Senkung von 3 (und4) wegenNeigung in 3 durch Moment Y r Y r3/EJ; . 

Die letzten drei Anteile heben sich weg, und man erhalt dul'ch Gleich
setzung der Summen 

pra 2yra Yr2 12 

Ys = 6EJ; = 3EJ; + GJ2 • (215a) 



Torsion zweiter .Art. 

Fiihrt man noch die abkiirzende Bezeichnung ein 

k _ ~ EJ£ 
2 - r GJ2 ' 

so erhiiJt man aus der letzten Gleichung 

und I 5+6kg I 
X = P + y = 2 (2 + 3 kg) P . 

147 

(216) 

Wenn auch die durch die Schubkrafte bewirkte Formanderung be
riicksichtigt wird, die bei kurzen Wangen nicht vernachlassigt werden 
darf, so ist auf der rechten Seite der G1. (215a) noch das Glied "y r/GF a 
hinzuzufiigen; hierin ist " ein Berichtigungsfaktor, der fiir rechteckige 

(Zflinleru6sltrni) 
Abb. 121a nnd b. 

Querschnitte etwa den Wert 1,2 hat. Fiihrt man noch die Bezeichnung 
(! = EJ;/GFar2 ein, so nimmt die Gleichung fiir Y die Form an 

I Y - p I (217) 
- 2(2+3ks +3u(I)· 

Der gesamte Verdrehungswinkel {} zufolge der Torsion zweiter Art 
von Mitte Kurbel zu Mitte Kurbel, der durch zwei gleiche und gleich
gerichtete Krafte ~ an nebeneinanderliegenden Kropfungen hervor
gerufen wird, ist daher, wenn 12 die Durchbiegung von 3 gegeniiber_2 
bedeutet, 

{} = M II + 212 = M II --l- ~ [~_ Y r3 ] 
GJ1 r GJ1 ' r 2EJ; 2EJ~' 

oder nach Einsetzen von X und Y 

{} M l1 [1 + r GJ1 7 + 12 kg ] 
= GJ1 Z; EJ; 6(2 + 3 ka) • 

(218) 

10* 
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Bei Berucksichtigung der Schubspannungen kommt rechter Hand noch 
das Glied "X rJG F 3 hinzu, und der Ausdruck fur {} wird etwas ver
wickelter. 

Die erhaltenen Formeln unterscheiden sich von denen fur glatte 
Wellen durch die Berucksichtigung der Biegbarkeit der Wangen.senk
recht zur Kropfung und der Schubspannungen in diesen. Fur E J; -?- 00 

wiirde man die gewohnliche Formel {} = Ml1JGJ1 wiederfinden. 
Beispiel 66. Kurbelwelle eines 4-Zylinder-Simson-Motors der Berlin-Suhler 

Waffen- und Fahrzeug-Werke mit den in Abb. 121 gegebenen Abmessungen. -
Man erhaIt durch Einsetzen der Werte 

k _ ~ E J; _ ~ Eh h'3j12 _ 0 394 
2 - r GJ2 - r G:n; d~/32 -, , 

EJ; Ehh'3/12 Eh'2j12 
(! = GFs T2 = Ghh!r2- = Gr2 = 0,24, ,,= 1,2; 

aDmit nach G1. (217) 

Ml Y 1 
M =p =2(2+3~+3,,(!)=0,124. Y=0,124P, X=1,124P. 

88. Vergleichsspannungen fiir zusammengesetzte Beanspruchung. 
Schon in der Einleitung wurde bemerkt, daB der in einem Punkte auf
tretende Spannungszustand mit der "Beanspruchung" in diesem Punkte 
in enger Beziehung steht. Wie gerade in den letzten Abschnitten ge
zeigt wurde, setzt sich dieser Spannungszustand in den meisten Fallen 
aus mehreren Bestandteilen zusammen, die, in der elementaren Theorie 
fiir sich ermittelt wurden. Andrerseits konnen nach den im III. Kapitel 
iiber das Verhalten der Werkstoffe gemachten Erlauterungen fiir den 
Beginn des FlieBens und dessen weiteren Verlauf bis zum Bruch ver
schiedene Hypothesen gemacht werden, die schon in 34 angegeben 
worden sind. Um jetzt ein MaB fUr die Beanspruchung in einem Punkte 
zu erhalten, fiihrt man "reduzierte" oder "Vergleichsspannungen" ein; 
darunter versteht man jene Werte1 (Jy (bei Zug) oder (JIlY (bei Druck) 
eines einachsigen Spannungszustandes, die gemaB diesen Hypothesen 
dieselbe Beanspruchung ergeben wie der gegebene (i. a. mehrachsige) 
Spannungszustand. Die Vergleichsspannung ist daher von der zugrunde 
gelegten Festigkeitshypothese abhangig. 

Fiir den einachsigen Spannungszustand ist die vorhandene griiBte Zug- oder 
Druckspannung selbst die Vergleichsspannung. Erst fiir zwei- oder dreiachsige 
Spannungszustande gewinnen wir durch diese Hypothesen neue Aussagen. 

In Tabelle 7 sind diese Vergleichsspannungen zusammengestellt fUr 
folgende FaIle: a) zweiachsiger Spannungszustand, der aus einer Normal
spannung und einem Paar von Schubspannungen besteht; dieser Span
nungszustand kommt bei Biegung und Schub und bei Biegung und 
Verdrehung vor und wurde schon im I. Kapitel besprochen. a1) zwei
achsiger Spannungszustand, aus einem Paar von Schubspannungen 
allein bestehend - ein Sonderfall von a) -; ferner b) dreiachsiger 
Spannungszustand, auf die drei Hauptspannungen bezogen. 

1 Bezeichnungen nach Hiitte Bd. 1. 



M
aB

ge
be

nd
 f

ur
 

di
e 

B
ea

ns
pr

uc
hu

ng
 

I.
 G

ro
B

te
 Z

ug
sp

. 
(w

en
n 

po
s.

) 
G

ro
B

te
 D

ru
ck

sp
. 

(w
en

nn
eg

.)
 

II
. 

G
rO

B
te

 D
eh

nu
ng

 
(w

en
n 

po
s.

) 
G

ro
B

te
 K

ur
zu

ng
 

(w
en

n 
ne

g.
) 

V
er

gl
ei

ch
s

sp
an

nu
ng

 b
ei

 
re

in
em

 Z
ug

 
(b

zw
. D

ru
ck

) 

o
"v

 
1_


O

"d
 V

 1-

O
'v

 
1 = 

ad
 v

 J 

II
I.

 G
ro

B
te

 S
ch

ub
-

10
0v

 b
zw

. 
O

'a
v 

=
 

sp
an

nu
ng

 

IV
. 

G
ro

B
te

 G
es

ta
lt


an

de
ru

ng
sa

rb
ei

t 
O

'v
 
}=

 
ad

 v
 

T
ab

el
le

 7
. 

V
e
rg

le
ic

h
s 

sp
a
n

n
 u

n
g

en
. 

a)
 Z

w
ei

ac
hs

. 
S

pa
nn

un
gs

zu
st

an
d;

 
E

in
e 

N
or

m
al

sp
an

nu
ng

 0
' 

m
it

 S
ch

ub
sp

an
nu

ng
 •

 

a 1
) 

R
ei

ne
r 

S
c
h

u
b

. 

-
-
-
-
-
-
-
-
-

---
-
-
-
-

-
-
I
-
-

I I 
0"

 
1

-
-

2"
 ±

 2
 to

'2
+ 

47
-2 

±
. 

! 

( 
1 

) 
0'

 
1 

( 
1

) 
--

--
--

--
1 

-;
;:;

:; 
2"

 ±
 2

" 
1 

+;;
:;:;

 V
0'

2 
+

 4
.2

 
±

 (
1+
~)
. 

±
 f0

'2
 +

 4
.2

 
±

2
. 

b)
 D

re
ia

ch
si

ge
r 

S
pa

nn
un

gs
zu

st
an

d 
(a

uf
 d

ie
 H

au
p

ts
p

an
n

u
n

g
en

 0"
1' 

0'
2'

 0
"3

 b
ez

og
en

) 

0'
1 

(f
al

ls
 p

os
.)

 

0'
3 

(f
al

ls
 n

eg
.)

 

0'
1 

-
(0

'2
 +

 O'
a)

/m
 
(f

al
ls

 p
os

.)
 

0'
3 

-
(0

"1
 +

 0"
2)

/m
 

(f
al

ls
 n

eg
.)

 

0
'1

-
0'

3 

±
 to

'2 
+

 3
.2

 
±

.1
3 

I, 
±

 V
 ! 

{(
O

'l 
-

0
';

)2
 +

 (0"
1 

-
O

"a
)2

 +
 (0

'2
 -

0'
3)

2 

<
j ai ~.
 

ft
 

~
 § ;:::
 ~ ::;
 "" ;:::: '" " g i 1 I:d
 i J "'"' .... ~ 



150 Zusammengesetzte Beanspruchungen. 

Den verschiedenen Festigkeitshypothesen entsprechend erhiiJt man 
fiir die Vergleichsspannungen die eingetragenen Werte, wozu auch noch 
die folgenden Bemerkungen dienen mogen. 

I. Hypothese der groBten N ormalspannung. 1m Fall a) 
wird gesetzt 

av } max a} a 1 .,1 J < azul =. = "2 ± "2 Va2 + 4 T2 • 
aav mIn a 1 > aazul 

(219) 

Fiir einfachen Schub (al ) ist insbesondere 

-±T av } { <azul 
aav - :;:::: aazul . 

(220) 

II. Hypothese der groBten Dehnung. Fiir einen einachsigen 
Spannungszustand ist die Dehnung durch die einzige vorhandene Span
nung bestimmt; fiir einen solchen fallt daher die Bedingung der groBten 
Dehnung mit der der groBten Spannung zusammen. Fiir einen mehr
achsigen Spannungszustand denkt man sich je einen einachsigen Span
nungszustand zugeordnet, der in jeder Hauptachsenrichtung diesel be 
Dehnung 8 ergibt wie der gegebene zwei- oder dreiachsige: die GroBe 
dieser zugeordneten Spannung, die dem zwei- oder dreiachsigen Zustand 
hinsichtlich der Dehnung als gleichwertig entspricht, bezeichnen wir 
jetzt als die Vergleichsspannung av, und es ist klar, daB (unter der 
getroffenen Annahme) der absolut groBte der Werte 81 ,82 ,83 fiir den 
Eintritt des FlieBzustandes und darauf des Bruches maBgebend ist. 

1m Fane a) ist zu setzen 

av }=maX8}.E=m=J.a±m±.!YaZ+4T2{<aZUI . (221) 
aav mine 2m 2m >aazul' 

insb. folgt fiir m = 10/3 

av } = 0,35a ± 0,65 yaz + 4TZ{:- azul. 
aav ..> aazul 

Fiir einfachen Schub (al ) ist (fiir m = 10/3) 

av } _ m + 1 _ { < azul 
- -- T - 1,3 T , 

aav m > aazul 
(222) 

also i < azuz/1,3 . 

Nach dieser Gleichung wird auch der zulassige Wert fiir die groBte 
auftretende Schubspannung nach Festlegung der zulassigen groBten 
Zugspannung bestimmt, d. h. es wird gesetzt 

Tzu! = azuz/1,3, bzw. T = aazud1,3. 
Bei den Anwendungen der Gl. (221) auf die Berechnung von Wellen, die auf 

Biegung und Verdrehung beansprucht sind, wird noch ein Faktor 0(0 eingeftihrt, in
dem man schreibt 

av } = 0,35 a ± 0,65 V a2 + 4 O(~ .2 { ;:;;; am! , (223) 
aa v ~ adzul 
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und azul 
()(o=-~· ~ 

1,3 Tzu! 

gesetzt. Durch diese Einfiihrung wird erwirkt, daB man fiir Normalspannungen 
allein (T = 0) ay = a, fiir Schubspannungen allein ay= T erhaIt, wie es nach der 
Hypothese der griiBten Dehnung sein muE. 

III. Hypothese der groBten Schubspannung. 1m Falle a) 

ist max -,; = ~ -ya2 + 4 -,;2, daher ist 

av .} = ± -ya2 + 4 -,;2 { < azu! (224) 
adV. > adzu! 

fUr reinen Schub und reine Torsion (a = 0) ist 

l = ± 2-,; , av \ {< azul 

advf > adzu! 
(225) 

und die groBte auftretende Schubspannung ist durch die Bedingung zu 

bestimmen -,; = azud2 bzw. adzu!/2. (226) 

IV. Hypothese der groBten Gestaltanderungsarbeit. Fur 
den Fall a) ist 

_ a ± 1 ,1 2 + 4 2 a 1,2 - 2 2 ya -,; , 

daher (da a3 = 0) nach 34 Gl. (54) 

A<g) = -~{(a - a)2 + a2 + a2} 12 G 1 2 1 2 

1 { II} 1 a~ 
= 12G a2+4-,;2+2a2+ 2 (a2 +4-,;2) = w(a2+3-,;2) = 6G' 

Es ist also 

a 1 f < a v = ± -ya2 + 3-,;2 = zul (227) 
adVr l > ad ... 1 

Eine ubersichtliche Darstellung der Vergleichs
spannungen bei den Hypothesen I bis I V (bei II 
fUr m = 10/3) fUr den zweiachsigen, durch a und i t 
gegebenen Spannungszustand ist .in Abb. 122 an
gegeben; und zwar ist fUr die vier in Betracht *'1'" 
kommenden Ausdrucke jeweils av/a als Funktion 
von i/a angetragen. Man erkennt aus dieser Ab
bildung, daB bei gegebenen Werten von a und i 
die Vergleichsspannungen fUr die verschiedenen 
Hypothesen in der Reihenfolge I, II, IV, III er
scheinen, so daB die Vergleichsspannungen bei I 
am kleinsten und bei III am groBten ausfallen, 
dazwischen liegen die Kurve II und die mo
dernste Hypothese IV. 

1 

I 
I 
I 
I 

1 ----------~----
1 

I 
I 
1 
I 
I 
I 
1 
I 
1 

o 
L_ 
cr 

Abb.122. 

1 

In Tabelle 7 sind ferner unter b) die Vergleichsspannungen fiir 
einen dreiachsigen Spannungszustand eingetragen, der auf die Haupt
spannungen aI' a2 , a3 bezogen ist. 
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Beispiel 67. Biegung und Verdrehung. Fiir eine auf Biegung und Ver
drehung beanspruchte Welle mit Kreisquerschnitt vom Halbmesser T (TM in bezug 
auf die Biegungsachse J., polares TMin bezug auf den Mittelpunkt J,,= 2J.) erhalt 
man durch Einfiihrung des Biegungsmomentes Mb und des Verdrehungsmomen
tes M t fiir die Spannungen in einem Punkte der y-Achse in einer Entfernung T von 
der Wellenmitte die Werte 

MbT M,T 
az = 7,,- , T = 2 J. ; 

damit findet man als Vergleichsspannungen nach der Hypothese der groBten 
Dehnung 

O"Y } = m - 1 Mb T ± m + 1 ~ t Mg + 11!~ = Mroa~ {;;;;a""l ; 
aaY 2m J. 2m J. J. ~ad ... 1 

der Ausdruck 

M m-lM m+l llM2 M2 
roit=2m b±2m r b+ t (228) 

wird manchmal als das "reduzierte" oder "ideelle Biegungsmoment" bezeichnet. 
Nach der Annahme der griiBten Schubspannungen hatten wir zu setzen 

a } M' {5:. a 
Y "'" ± r a~ + 4 -r2 = ± ; t Mg + M~ = ;a r - nil 

aaY • • ~ a"",,! 
mit 

M;'d= fMg+M~. 

x. Knickung gerader Stabe. 
Theorie der elastischen und unelastischen Knickung. Unterscheidung zwischen 

der Theorie des als "Knickung" bezeichneten Vorgangs und der technischen 
Berechnung insbesondere im Hinblick auf die Dimensionierung eines auf Knik
kung (Druck mit Knickgefahr) beanspruchten Konstruktiorisgliedes. 

89. Die Knickung als Instabilitat des elastischen Gleichgewichts. 
Wahrend bei den bisher behandelten Fragestellungen die Aufgabe darin 
bestand, bei gegebener Form und Belastung des beanspruchten Korpers 
die Spannungsverteilung und Formanderung zu ermitteln, handelt es 
sich bei der Knickung um ein Problem der elastischen Stabilitat, 
das von ganz anderer Beschaffenheit, aber von nicht geringerem theore
tischen und praktischen Interesse ist. 

Die Beobachtungen, die den Ausgangspunkt fUr die Untersuchung 
der Knickerscheinung bilden, sind von folgender Art: Wenn ein Stab 
an beiden Enden gelagert und in der Langsrichtung auf Druck belastet 
wird, so gibt es, von einem bestimmten Werte dieser Last angefangen, 
auBer der lotrechten geraden, auch eine gekriimmte Gleichgewichtslage 
(oder mehrere, je nach der Querschnittsform). Besonders bemerkens
wert ist hierbei, daB diese Erscheinung bei Spannungen eintreten kann, 
die weit unter der FlieBgrenze (1-8 liegen, ja sogar unterhalb der sonst 
als zulassig betrachteten einfachen Druckspannung (1dOllI. Die Last, bei 
der diese Erscheinung eintritt, nennt man Knicklast oder kritische 
Last, die Erscheinung selbst Knickung; man sagt, der Stab "knickt 
aus". Das Verdienst, diese Last in den einfachsten Fallen zuerst bestimmt 
zu haben, gebiihrt L. Euler (1757). 
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Die Bestimmung der Knicklast kann auf verschiedenen Wegen er
folgen. GemaB der oben erwahnten Erfahrungstatsache geht man am 
einfachsten von der Frage aus, unter welchen Umstanden, d. h. bei 
welchen Werten der Last eine von der Geraden verschiedene Gleich
gewichtsform des Stabes moglich ist (oder deren mehrere). Die Ausrech
nung lehrt, daB fiir solche Werte der Last, die die Knicklast iibersteigen, 
die Formanderungsarbeit des durchgebogenen Stabes kleiner ist als die 
zur reinen Zusammendriickung erforderliche, die gerade Form daher I a b il 
und die gekriimmte sta bil ist. Durch die Bedingung, daB die Form
anderungsarbeiten des gedriickten und durchgebogenen Stabes einander 
gleich sind, erhalt man ein Energiekriterium der Stabilitat, das 
ebenfalls zur Ermittlung der Knicklasten (auch in verwickelteren Fallen) 
herangezogen werden kann. 

Auf die sich von selbst einstellende Frage, wieso es kommt, daB der Stab bei 
Erreichen kritischer Last die gerade Form verlaBt und eine gekriimmte Form an· 
nimmt, ist zu sagen, daB hierfiir -
wie in allen Fallen, in denen labile a 
Gleichgewichtslagen vorkommen - 1$ 
die stets vorhandenen kleinen Un
symmetrien und Storungen in der 
Lagerung und sonstigen Beschaffen
heit des Materials, kleine Exzentri
zitaten des Kraftangri£fs, kleine vor
handene Kriimmungen u. dgl. verant
wortlich zu machen sind. 

90. Elastische Knicknng. En
lersche Theorie. GemaB dem oben 
Gesagten besteht der Gedanke, 
der der Eulerschen Theorie zu
grunde liegt, darin, die Bedin
gungen aufzustellen, unter denen 
eine von der geraden verschie
dene, gekriimmte Gleichgewichts

b d 

A A 
~ 

~~ 
=J,/fJ =¥.:?fJ 

'1Za za 
Abb. 123a bis d. 

form moglich ist. Die Voraussetzungen der Rechnung sind dabei 
dieselben wie bei der gewohnlichen Theorie der Biegung gerader 
Stabe. 

Je nach der Lagerung der Enden ergeben sich fiir gerade Stabe die 
folgenden vier typischen FaIle (Abb. 123a bis d). 

a) Beide Enden gelenkig gelagert und eines in der Langs
richtung verschieblich. Die Last sei ~. Die Differentialgleichung des 
gebogenen Stabes lautet wie in der Biegungslehre allgemein 

also mit M = Py 
d2 y P 
dx 2 =-EJY· 

Setzt man PjEJ = uS, so erhalt man die Differentialgleichung 

y"+uSy=O, (229) 
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deren allgemeine Losung sofort angegeben werden kann; sie lautet 

y = 0 COS" x + D sin" x , (230) 

wenn 0, D die beiden Integrationskonstanten bedeuten. 
Die Randbedingung x = 0, y = 0 fur das obere Ende B liefert 

0=0, und die fiir das untere Ende A, x = 1, y = 0 fiihrt auf die 
Gleichung 

Dsin"l = 0, 

aus der (da D 9= 0 sein muS) als "Knickbedingung" die Gleichung 

sin" 1 = 0 , also " 1 = n, 2 n, . . . (231) 

folgt. Setzt man fur" = fP/EJ ein, so ist der kleinste Wert von P, 
fur den eine von y = 0 verschiedene Gleichgewichtslage moglich ist, 
gegeben durch 

I n2EJ I PH = -1-2 -' (232) 

Dies ist die sogenannte "Eulersche Knicklast". 
Man beachte, daB die Ausbiegung selbst (d. i. die GroBe D) unbestimmt bleibt, 

es gibt also fur diesen Wert von P einen ganzen Bereich von Gleichgewichtslagen. -
Die Gleichgewichtsformen und Knicklasten, die den hoheren Werten von xl, also 
xl = 2 n, 3 n, ... entsprechen, lassen sich nur durch besondere Zwischenstutzen 
verwirklichen und kommen praktisch nicht in Betracht. 

Ferner ist zu bemerken, daB die hier entwickelte Theorie lediglich die Aussage 
liefert, daB nur bei den Werten P" von null verschiedene Ausbiegungen (also In· 
stabilitaten) moglich sind. DaB uberhaupt bei allen Werten von P, die groBer als 
das kleinste P" [nach Gl.(232)] sind, auch wenn sin xl=\=O ist, von null verschiedene 
Ausbiegungen auftreten konnen, liefert erst eine genauere Theorie, die jedoch ver· 
wickeltere mathematische Hilfsmittel erfordert. 

b) Ein Ende eingespannt, das andere frei. Bezeichnet man 
die (unbekannte) waagrechte Verschiebung des belasteten Stabendes B 
mit /, so hat man zu setzen M = - P (f - y), und die Differential
gleichung der Biegelinie lautet (mit P/EJ = ,,2) 

d2 y P 
d~2 = E J (/ - y) = ,r. (f - y) , 

oder 
(233) 

Die Losung ist 
y = / + 0 COS" x + D sin" x . (234) 

Die eine Einspannungsbedingung fiir das Ende A, x = 0, y' = 0 fuhrt 
auf D = 0; die andere x = 0, y = 0 auf 0 = - /, daher ist 

y = f (1 - COS" x). 

Da fUr das freie Ende x = 1, y = f gelten muS, so folgt als "Knick
bedingung" 

COS" 1 = 0 , also ,,1 = n/2, 3 n/2, ... (235) 
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Die kleinste Knicklast ergibt sich aus ul = nl2 in der Form 

(236) 

c) Beide Enden eingespannt (eines in der Langsrichtung ver
schieblich). In diesem Falle sind fur die gekrummte Gleichgewichtslage 
an beiden Enden Einspannungsmomente M 0 einzufuhren, und das 
Biegungsmoment an der Stelle x ist in der Form M = - M 0 + P y 
anzusetzen; daher 

mit der Losung 

y = ~o + C cos u x + D sin u x . 

Die Bedingung x = 0, y' = 0 fuhrt auf D = 0, die zweite x = 0, y = 0 
auf C = - Mol P; also ist die Losung 

M 
y = -; (1 - cos u x) . 

Sollen auch die Bedingungen x = l, y' = 0 und x = l, y = 0 erfullt 
sein, so muB 

cos u l = 1, also u l = 2 n, 4 n, ... 

gesetzt werden. In diesem Falle ist die kleinste Knicklast gegeben durch 

I P = 4:n2 EJ I 
" 12' 

(237) 

d) Ein Ende eingespannt, das andere gelenkig und ver
schie blich gelagert. Amgelenkigen Ende ist jetzt (wegen der statisch
unbestimmten Lagerung) eine waagrechte Auflagerkraft Q anzunehmen 
und M = P y + Q x zu setzen; die Differentialgleichung der elasti
schen Linie 

hat die Losung 

y = - ~x + C cos u x + D sin u x . 

Die Bedingung x = 0, y = 0 fur das obere Ende B gibt C = O. Fur das 
untere Ende A, x = l hat man zunachst y = 0, also folgt 

und 

o = - ~l + D sin u l , 
QZ 

daraus D = p-----;-Z- , 
SIn" 

y = !{ [l ~in_":l: - x] . 
P sm "l 
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Nimmt man hierzu noch die zweite Bedingung fur die Einspannung am 
unteren Ende A, namlich x = 1, y' = 0, so erhalt man 

" 1 COS" 1 _ 1 = 0 
sin"l ' 

und daher als "Knickbedingung" die Gleichung 

tg xl == :-d. (238) 

Die kleinste Wurzel dieser Gleichung, die praktisch mit Benutzung von 
Tabellen oder durch Zeichnung gefunden wird, hat den Wert xl = 4,49, 
und damit folgt fiir die kleinste Knicklast 

I P" = 20,1~/J. (239) 

Man beachte, daB die Knicklasten in den drei Fallen b) bis d) aus a) hervor
gehen, wenn statt 1 in der Gl. (232) 21 im FaIle b), 1/2 im FaIle c) oder 0,7 1 im 
FaIle d) eingesetzt wird. DemgemaB konnen die weiteren Betrachtungen auf den 
Fall a) beschrankt werden, wenn statt 1 im Nenner der Gl. (232) jeweils die sog. 
"reduzierte Stablange", d. i. 21, 1/2 oder 0,71 eingesetzt wird. 

Ober die Knickung einer Saule unter ihrem eigenen Gewicht S. 103. 
91. Giiltigkeitsbereich der Eulerschen Gleichung. An der Eulerschen 

G1. (232) ist vor allem auffallend, daB in ihr die Spannung· nicht vor
kommt; die Form des Querschnittes geht nur durch das TM in die 
Gleichung ein. Um die Spannung ersichtlich zu machen, dividieren wir 
beide Seiten der Gleichung durch den Querschnitt Fund schreiben 

P" _ 2E J/F 
F - n 12' 

Durch EinfUhrung von 

P,,/F = (1", der "Knickspannung", 
von 

J/F = i2, i = Tragheitshalbmesser, 
und von 

l/i = A , der "Schlankheit", 

erhalt die Eulerformel die Gestalt 

(240) 

Soweit E fUr ein bestimmtes Material als konstant aufgefaBt werden 
kann, ist der Zahler n 2 E der rechten Seite dieser Gleichung konstant. 
Tragt man in einem Achsenkreuz A als Abszissen und (1" als Ordinaten 
ein, so stellt diese Gleichung eine kubische Hyperbel dar, die sog. Euler
hyper bel. Fiir jedes A gibt die zugehOrige Ordinate jenen Wert von (1", 

bei dem das Knicken eintreten kann (aber nicht eintreten muB). Bei 
schlanken Staben, d. S. solche mit groBen Werten von 1fi, stimmen die 
nach der Eulerschen Gleichung gerechneten Werte der Knicklast auch 
sehr gut mit den Beobachtungen uberein. 
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Wenn die Spannung (lH die Proportionalitatsgrenze (I_p (oder Elasti
zitatsgrenze, die ihr meist sehr nahe liegt) des Materials erreicht oder 
uberschreitet, was bei 

(241) 

eintreten wird, so kann von einer konstanten "Elastizitatszahl" nicht 
mehr gesprochen werden; es ist daher von vornherein zu erwarten, daB 
fiir alle A < Ap die Knickspannungen, d. s. jene Werte von PH/F, bei 
denen ein Ausknicken erfolgen kann, nicht durch die Ordinaten der 
Eulerhyperbel, sondern durch kleinere Werte gegeben sein werden. Dies 
wurde auch durch Versuche bestatigt, die zur Untersuchung der Knick
erscheinungen angestellt wurden, und von denen die sehr genauen Ver
suche von v. Tetmaj er die bekanntesten geworden sind. In der folgen
den Tabelle 8 sind fur verschiedene Stoffe (auBer den Werten von E, (I_p, 

(I-B und des ublichen Sicherheitsgrades n) die nach Gl. (241) gerechneten 
und die beobachteten Werte fur die Grenze der Schlankheit Ap einander 
gegenubergestellt. Aus den Versuchen ergibt sich auch, daB fur alle 
A> Ap die zugehorigen Knickspannungen sehr genau durch die Punkte 
der Eulerhyperbel gegeben sind. Diese Ergebnisse werden allerdings nur 
dann in einwandfreier Form erhalten, wenn die Lagerung ·besonders 
sorgfaltig in Form einer "Schneidenlagerung" erfolgt, welche die ideale 
Form der Gelenklagerung darstellt. 

Ta belle 8. Grenzen der Schlankheit J..p und Jm!n. 
n 

CI_p CI_B 
J..p ge- J..p nach J mIn = :n;2E Pl2 

Werkstoff Et/cm2 
t/cm2 tfcm2 

n rech- Vl'r- (P in t, lin m, net Buchen Jmln in cm') 

Holz ...... " 100 0,100 0,28 3,5 99 100 ,...., 35 Pl2 
GuBeisen .,. 1000 1,5 8,0 6 81 80 ,...., 6 Pl2 
SchweiBeisen 2000 1,6 3,50 3,5 111 112 ,...., 1,75 Pl2 
FluBeisen ... 2150 2,0 3,8 3,5 103 105 ,...., 1,65 Pl2 
FluBstahl ... 2150 3,0 6,00 5 85 90 ,...., 2,4 Pl2 

92. Unelastische Knickung. Die Engesser-v. Karmansche Theorie. 
LaBt man (etwa bei festem i) die Lange l des Stabes, also die Schlank
heit l/i abnehmen, so kommt man - gemaB der Eulerschen Gleichung 
oder ihrem Bilde, der Eulerhyperbel - zu einer Grenze Ap, bei der die 
Knickspannung die Proportionalitatsgrenze (I_p erreicht; als "Knickspan
nung" ist immer jener Wert der gleichmaBig uber den Querschnitt ver
teilten Druckspannung anzusehen, bei der das Gleichgewicht labil wird. 
Bei Staben, fur welche A < Ap ist, verhalt sich der Stoff nicht mehr 
rein elastisch, die Knickspannungen kommen in das Gebiet derjenigen 
Spannungen, die mit bleibenden Formanderungen verbunden sind, so 
daB man in diesem Fall von unelastischer oder plastischer Knik
kung sprechen kann. 

Auch in diesem FaIle ist es moglich, eine theoretische Ermittlung 
der .GroBe der Knickspannung zu geben. Man geht hierzu von demselben 
Gedanken aus wie fruher: es werden die Bedingungen aufgestellt, un-
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ter denen eine von der geraden verschiedene Gleichgewichtsform des 
Stabes moglich ist. 1m durchgebogenen Zustand kann Gleichgewicht 
nur eintreten, wenn die iiber den Querschnitt verteilt~n Spannungen 
die Resultante I.l3 und ein Biegemoment P y ergeben. Wir denken uns 
demgemitB den Stab durch die Kraft P = Fam gleichmaBig zusammen
gedriickt und dann leicht ausgebogen. Fiir die Dehnungen und Span
nungen im plastischen Gebiete werden die folgenden Annahmen ein
gefiihrt: 

a) Den Dehnungen der einzelnen Fasern sollen - auch iiber die 
Elastizitatsgrenze hinaus - dieselben Spannungen entsprechen wie beim 
reinen Druckversuch bei Belastung und Entlastung, wobei fur kleine 
Zuwachse die a-e-Linie nach Abb. 124 durch ihre Tangente ersetzt wird. 

b) Die Dehnungen (Verkurzungen) der Fasern des ausgebogenen 
Stabes lassen sich - auch uber die Elastizitatsgrenze hinaus - durch 
die Annahme berechnen, daB ebene Querschnitte eben bleiben. Aus 

dieser Annahme folgt einerseits die lineare Ver
teilung der Dehnungen und - in Verbindung mit 
a) - auch der Biegespannungen, andererseits die 
Moglichkeit, die Biegungsgleichung in der gewohn
lichen Form beizubehalten. 

Auf Grund dieser Annahmen gelangt man zu 
folgenden Aussagen iiber die Spannungsverteilung: 
In jedem Querschnitt gibt es eine Gerade - die 
"Nullachse" (bez. der Biegungsspannungen!) -, 

IJ*-..L.---'-----E~ langs der die Spannung am unverandert bleibt. Auf 
Abb.124. der Zugseite tritt bei der Biegung eine Entlastung 

der Fasern ein, und da bei dieser Entlastung nur die 
elastischen Formanderungen riickgangig werden, so gilt hier das Pro
portionalitatsgesetz zwischen den zusatzlichen Biegespannungen Lla und 
den zugehorigen Dehnungen Ll e in der Form Ll a = ELl e. Auf der Druck
seite werden die Spannungen am durch die Biegung vermehrt, wobei 
(nach Annahme a) oberhalb der FlieBgrenze das durch die Druckver
suche fUr diesen Bereich ermittelte Formanderungsgesetz gilt; wir er
halten daher eine Zunahme der Spannungen iiber am hinaus, die wir 
(wegen der Kleinheit der Zuwachse nach a) in der Form 

Lla = E1LJe 

ansetzen; El bedeutet einen "Ersatzmodu"l", der der N eigung der a-e
Linie an der Stelle A entspricht, also den Wert (dajde),A. hat. 

Die so entstehende Spannungsverteilung ist in Abb. 125 dargestellt. 
Die Bedingungen des elastischen Gleichgewichtes ergeben die Glei
chungen 

J adF = P (Krafte in der Langsrichtung), 

f a v dF = P y (Momente urn die "Nullachse"). 

Darin bedeutet v den Abstand einer Faser von der eingefiihrten "Null
achse", y den Abstand dieser "Nulla,chse" von der geraden Gleich
gewichtsform des Stabes und a = am + Lla. 
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In dem so entstehenden Spannungsbilde (Abb. 125) mogen a~, a; 
die Randspannungen an der Druck- und Zugseite und hI' h2 die Ent
fernungen der "Nullachse" von den Randern 
bezeichnen. GemaB den Gleichungen der Bie
gungslehre 

1 

crhalt man daher 

My Ey 
a=-=-

J I! 

, E h2 
a2 =-

I! 
Abb.125. 

Die Bedingung J adF = P besagt dann fiir 
Rechteckquerschnitte unmittelbar die Gleichheit 
schraffierten Dreiecke; d. h. es muB sein 

der in Abb. 125 

E1hi = EhL 

und mit h = hI + h2 erhalt man 

Das Moment der Spannungen (ihre Sum men sind in der Abb. 125 durch 
'!l, ,8 versinnbildlicht) ist sodann 

M b (h2' h2 ' . b h3 El E 1 ="3 1 a l + 2 ( 2 ) = "3 -( =------:;115i)2-rEl +,E I! 

Dieses Ergebnis laBt erkennen, daB die allgemeine Form der Biegungs
gleichung 

M = EJ/e 

auch fiir die plastische Knickung beibehalten werden kann; man hat 
hierzu nur fiir bh3/12 das Tragheitsmoment J des Rechteckquerschnittes 
und statt E einen neuen "Knickmodul" E* einzufiihren, der durch die 
Gleichung gegeben ist 

I E* =~~ I oder (fEr + fE)2 
1 1(1 1) 

rE* = 2 lE + VEl . 
(242) 

Die Differentialgleichung der durchgebogenen Mittellinie lautet dann 
(in der iiblichen Annaherung) 

E*Jy" + Py = 0; 

fiir die "Knicklast" erhalt man den Wert 

(243) 

Auch fiir die Knickspannung a" = P,,/F ergibt sich ein ganz ahnlicher 
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Ausdruck wie bei der Eulerschen Knickung 

(244) 

der sich von dem Eulerschen nur dadurch unterscheidet, daB E* an die 
Stelle von E getreten ist. 

Die theoretische Berechnung der Knickspannungen a,. in Abhangig
keit von A im plastischen Bereich, d. h. fiir A < Ap erfolgt demgemaB 
durch folgenden Vorgang: Man gehe von irgend einem Punkte A der 
a-e-Linie (Abb. 126a) mit der Ordinate a" (die oberhalb a_p liegt) aus 

a ~/m1 b 
'1000 1£ ;....-1 

If, i 

u-If-tJilie ,,(Tangenfuur.J 500 I ! --------r ~~f!!.~ __ ~~ -\_,.-::...~-=:....c _ _ !!i!.'!ff!!!!:: __________________ _ 

-------- ;------r -~~"---

.... 
~ 

¥'%. 3 2 1 0 45 (0 (5 1!jl3,f5.fO' 
-e E.C*--

! I I I I ff I I I I I I I I I I I I 
0 $I f{() 60 60 100 

A.-~-, 
~ If{() f(I(J f6Q 

Abb. 126a und 1'. 

und bestimme den dort geltenden Elastizitatsmodul El durch die 
Neigung der Tangente, also durch (dajde).A. = E 1 . Mit diesem Werte 
El fiir das Druckgebiet und mit E fiir das entlastete Zuggebiet wird 
der "Knickmodul" E* nach der Gl. (242) berechnet und in Abhangig
keit von a,. aufgetragen (Abb. 126b). Dadurch erhiilt man eine Kurve 
E* = E* (a,,). Dann rechne man mit diesem Werte die GroBe A aus der 
Gl. (244) aus, also 

A = ~ = 11; l/E* , (245) 
~ r Cf" 

und trage a" in Abhiingigkeit von A auf. Dadurch erhiilt man die im 
plastischen Gebiet geltenden Werte fur die Knickspannung in Ab
hiingigkeit von A. Das Ergebnis ist in Abb. 126b dargestellt. Die Vber
einstimmung mit den von v. Karman selbst, aber auch mit den von 
v. Tetmajer angestellten Versuchen ist auBerordentlich befriedigend, 
doch hat dieser den Anstieg der a,,-Linie in der Gegend von A'" 25 
nicht gefunden. 
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Selbstverstandlich gilt auch diese Theorie nur, solange die zugrunde 
gelegten Annahmen Geltung haben, d. h. nur so lange wie die einfache 
technische Biegungslehre. Die Vorgange, die sich fur noch kurzere 
Stabe (etwa .It < 25) einstellen, insb. die Frage, ob dann uberhaupt 
noch von Knickung gesprochen werden kann, bleiben auch bei dieser 
Theorie unerortert. 

Anmerkung. Man beachte, daB die ganze Theorie der Knickung auf der 
genauen Unterscheidung der Begriffe Proportionalitatsgrenze (Jp und Elatizitats
grenze (JII beruht. Es ist sehr gut denkbar, eine Knicktheorie zu entwickeln, die fiir 
den Bereich zwischen(Jp und(JE gilt. Es ist dabei der ModulE durch einen anderen 
(ahnlich wie E l ) zu ersetzen, der der Tangente an die (J-e-Linie entspricht und 
sowohl fiir die Zug- als auch fiir die Druckseite denselben Wert hatte. Dies ist im 
wesentlichen der Inhalt der Knicktheorie von F. Engesser aus den Jahren 1889 
und 1895 (der allerdings leider von "Elastizitatsgrenze" spricht, wo er "Propor
tionalitatsgrenze" meint). Vber der Elastizitatsgrenze muB die Theorie dem be
sonderen Verhalten des Materials im plastischen Gebiete Rechnung tragen und 
deshalb verschiedene Moduln (E und E l ) fiir das Zug- und Druckgebiet der 
Biegespannungen einfiihren; man gelangt so zu der vorstehenden durch F. En
gesser und eine Bemerkung von F. J ansinsky 1895 angeregten und von v. Kar
man 1909 entwickelten Knicktheorie. 

93~ Die Versuche von v. Tetmajer sind mit - fur die damalige Zeit -
recht genauen Hilfsmitteln ausgefiihrt worden und bilden in vielen Fal
len auch heute noch die Grundlage fur die Berechnung auf Knickung 
im plastischen Bereich; auf eine theoretische Begriindung wird von 
vornherein voHstandig verzichtet. Die Ergebnisse lieferten die Werte 
der Knickspannungen G" in Abhangigkeit von .It im plastischen Bereiche 
fur Holz, SchweiBeisen, FluBeisen und Stahl als gerade Linien, fur 
GuBeisen als Parabel, deren Gleichungen durch Ausgleich aus ziemlich 
stark streuenden Beobachtungen abgeleitet wurden und durch die 
folgende TabeHe 9 gegeben sind; in diese sind rechts auch die Gleichungen 
der bei .ltp anzuschlieBenden "Eulerhyperbel" eingetragen, wie sie sich 
aus der in 90 erhaltenen G1. (240) unter den angegebenen Verhaltnissen 
ergeben. 

Tabelle 9. Knickspannungen (J" in tjcm2 • 

unelastischer Bereich (v. Tetmajer) elastischer Bereich (Euler) 

Holz ....... Iji < 100 (J" = 0,293 - 0,001941ji Iii> 100 (J" = 987 (i/l)2 
GuBeisen ... lji < 80 (J" = 7,76 - 0,12Iji+0,00053(lli)2 Iii> 80 (J" = 9870 (ill)2 
SchweiBeisen Iii < 112 (J" = 3,03 - 0,013 Iii Iii> 112 (J" = 19740 (ill)2 
FluBeisen ... Iii < 105 (J" = 3,1 - 0,011411i Iii> 105 (J" = 21220 (i/l)2 
FluBstahl ... Iii < 89 (J" = 3,35 - 0,00621ji Iii> 89 (J" = 22210 (ijl)2 

Der Wert der Versuche von v. Tetmajer wird jedoch durch den Umstand 
vermindert, daB sie sich auf Werkstoffe von ganz bestimmter Beschaffenheit be
ziehen und auf vVerkstoffe mit anderen Kennwerten (Streckgrenze usw.) nicht 
unmittelbar iibertragen werden k6nnen. 

94. Die technische Berechnung auf Knickung. Fur die Technik erhebt 
sich die Frage, wie diese theoretisch gewonnenen und durch Versuche 
bestatigten, teils nur aus Versuchen erschlossenen Ergebnisse fiir die 
"Berechnung auf Knickung", d. h. vor aHem fUr die Frage der "Dimen
sionierung" zu verwerten sind. Dazu ist zunachst erforderIich, zweck-

Posch!, Mechanik II. 11 
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maBige Festsetzungen uber die "zulassige Knickspannung" und uber 
die dabei einzufiihrende "Sicherheit" zu treffen. 

Bei der Berechnung nach v. Tetmajer wird als "zulassige Knick
spannung a'Hut ein bestimmter Bruchteil der "tatsachlichen Knick
spannung a,," genommen; und zwar nimmt man (Abb. 127) fur aIle A 
denselben Bruchteil, den die zulassige Druckspannung adzu! gegenuber 
der Bruchspannung a_B ausmacht. (Fur Stoffe mit gut ausgebildeter 
Streckgrenze a_s wird diese manchmal an Stelle von a_B genommen.) 
Unter Einfiihrung der "Sicherheit n" setzt man daher 

Abb.127. 

a" a_B ---- = - = n (> I!) (246) 
a"zul adzul 

und fiihrt als "Vermittlungszahl" 0(; das 
Verhaltnis ein 

a"zul a" 
-~=- = 0(;, « I!), 
adzul a_B 

(247) 

das fiir jedes A und fiir jedes Material aus 
dem beobachteten a" und dem bekannten a_B (oder a_s) berechnet wer
den kann. Diese "Vermittlungszahlen 0(;" sind in der folgenden Ta
belle 10 angegeben und gestatten fur einen gegebenen oder vorgeschrie
benen Wert von adzu! die zulassige Knickspannung a"zu! zu berechnen. 

Tabelle 10. Vermittlungszahlen rl nach v. Tetmajer. 

A = l/i = 10 20 I 40 I 60 80 100 no 

Rolz ......... 0,976 0,908 0,769 0,630 0,482 0,385 0,291 
GuBeisen ..... 0,827 0,696 0,476 0,308 0,193 - -
SchweiBeisen .. 0,829 0,792 0,718 0,644 0,570 0,496 0,459 
FluBeisen ..... 1°,786 0,756 0,696 0,636 0,576 0,516 0,462 

Um einen auf Druck (mit Knickgefahr!) beanspruchten Konstruk
tionsteil zu berechnen, wird aus der Eulerschen G1. (232) (s. auch 
Tabelle 8) nach Wahl einer bestimmten Sicherheit n das erforderliche 
TM ermittelt und der Querschnitt so festgelegt, daB er dieses berechnete 
TM aufweist. (Bei Walzprofilen benutze man hierzu stets die Tabellen 
fiir die normalisierten Profile!). Da erst jetzt i und Iii berechnet werden 
konnen, muB man sich uberzeugen, ob der so gefundene Wert von Iii 
in den Eulerbereich fallt; trifft dies nicht zu, so hat man die Berech
nung nach v. Tetmaj er auszufiihren. DemgemaB ergibt sich das 
folgende 

Schema fur die Berechnung auf Knickung: 
A. Nach Euler: Gegeben P, E, n, I (bzw. lr = yl, 0,5 < y < 2); 
Gesucht: F. 
Vorgang: Aus der Gleichung 

J = nPl2/n 2E 
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berechne man J und findet daraus nach Wahl der Querschnittsform F 
und fJjF = i. Sodann priife man, ob lli > Ap. 1st dies der Fall, so hat 
man, da in der Eulerschen Gleichung die zolassige Spannung nicht vor
kommt, nur noch zu priifen, ob PjF < O'dzul' 

Wenn aber lji < Ap, so hat man die Rechnung 
B. nach v. Tetmajer auszufiihren: 
Gegeben: P, n'O'_B (bzw. 0'-8)' 1 (bzw. lr = yl, 0,5 < y < 2). 
Gesucht: F. 
Vorgang: Es wird O'dzul= O'_Bjn berechnet und fiir A = lli ein Wert 

schatzungsweise angenommen; fiir diesen wird ex aus der Tabelle 10 
entnommen und 

0'" zul = ex O'dzul , 

berechnet. Nach Wahl der Querschnittsform (wieder unter Verwendung 
der Normalien!) ist damit auch i und lji gefunden. Stimmt der so er. 
haltene Wert von lli mit dem zuvor angenommenen nahe iiberein, so 
ist die Rechnung abzubrechen und der erhaltene Querschnitt als zu
treffend zu erachten. Bei merklicher Abweichung ist die Rechnung mit 
einem neugewahlten Wert von lji zu wiederholen, u. zw. so oft, bis 
'Obereinstimmung erzielt ist. 

95. Anwendungen. Beispiel 68. Man bereehne die Abmessungen eines in 
zwei Gelenken gelagerten Druekstabes aus FluBstahl mit Kreisquersehnitt ffir 
folgende Angaben: P = 8,5 t, 1 = 1,35 m, E = 2,1 .106 kg/em 2, n = 3,5, (JatiUI 
= 700 kg/em2• 

Aus der Eulersehen Gleiehung (oder Tabelle 8) findet man 

J = :;~2 = 26,2 em' = r:n, daraus r' = 33,4 em', r = 2,4 em, 

und daher 
i = rl2 = 1,2 em, mithin A. = lli = 135/1,2 = 112 . 

Der Wert A. = 112liegt noeh im Eulerbereieh (> 105!). Man hat noeh zu tiber
priifen, ob der Quersehnitt beziiglieh der reinen Druekbeanspruehung ausreieht; 
es ist 

P 8500 
a = F = n. 2,42 = 475 at < adzul • 

Beis piel 69. Seh u bstange einer Dam pfmasehine. Gegeben ist die griiBte 
Druekkraft (in der auBeren Totlage) P = 20 t, die Lange 1 = 150 em, Kreisquer
Behnitt, n = 7. BeBtimme den erforderliehen Durehmesser fiir weiehen FluBstahl, 
(J-s= 3100 at. 

Naeh Tabelle 8 (mit n = 7) ist bei Bereehnung naeh Euler 

J = 3,3Pl2= 148 em', daraus r = 3,70, i = rl2 = 1,85, A. = 81. 

Die Anwendung der Eulergleiehung ist daher unzulassig. - Naeh v. Tetmajer 
findet man aus Tabelle 10 fiir A. = 65, IX = 0,621, au"l = IX all ... l = 0,621.3100/7 
= 275 at, daher 

F = Pia" zuI = 72,7 em2 = n r2 , r = 4,81 em, i = r/2 = 2,40 em, A. = l/i =:=63. 

Man wird daher r = 4,8 oder rund 5 em wahlen, urn die angegebenen Bedingun
gen zu erfiillen. 

Beispiel 70. Man ermittle das Profil eines I-Breitflansehtragers unter folgen
den Bedingungen: P = 60 t, 1 = 5 m, n = 3,5, a_B = 3100 kg/em 2• 

11* 
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Naeh der Eulersehen Gleiehung (s. Tabelle 8) ist das erforderliehe TM 

J = 1,65 P 12 = 2480 em4 • 

Naeh den Profiltabellen hatte man das NP 22 zu wahlen; fUr dieses ist 

J=2840em4 , i=5,5gem, A=lji=89. «105!) 

Die Anwendung der Eulergleiehung ist daher unzulassig. 
Fiir die Bereehnung naeh v. Tetmajer bilde man zunaehst 

adzuZ = a_sin = 885 at. 

Maeht man die Annahme A = 80 und entnimmt der Tabelle 10 (f. = 0,576, so erhalt 
man 

Aus den Profiltabellen findet man fiir diese Flaehe das NP 26, fiir das F = 121 em 2 

und i = 6,61 em ist, und damit wird A = lji = 76. Man wiederhole daher die Rech
nung mit A = 76, findet (f. = 0,588 und damit 

ax ,uz= (f. adZUZ = 520 at. also F = Play' ,ul = 115 em", 

kommt somit auf dasselbe Profil NP 26 wie zuvor. 

96. Verfahren der Deutschen Reichsbahn (w-Verfahren). Die Be
deutung der Versuehe von v. Tetmajer fUr die Bereehnung auf Knik

o 5050 tOO 

;L

Abb.128. 

JOO 

kung ist dureh den Umstand beeintraeh
tigt, daB die he ute erzeugten Stahl sort en 
ganz andere Festigkeitseigensehaften zei
gen als die damals untersuchten; dazu 
kommt noch, daB die Bedingung gleicher 
Sicherheit fUr aIle Schlankheiten Ii fur 
kleine Ii zu bedeutender Uberdimen
sionierung fuhrt. Diese Umstande haben 
zusammen mit der Forderung auf Verein

fachung der praktischen Rechnung zu dem w-Verfahren gefuhrt, das 
auf folgenden Festsetzungen beruht: 

1m AnschluB an die Versuchsergebnisse wird im unelastischen Be
reich ein bestimmter Verlauf sowohl der tatsachlichen als auch der 
zulassigen Knickspannung angenommen. Als tatsachliche Knick
spannung wird (nach Abb. 128) fur 0 < Ii < 60 die Streckgrenze des 
Materials angesehen, die fur St 37 den Wert a_s = 2400 kg/cm2 hat. 
Von dem so erhaltenen Punkte (R) ab wird cine geneigte Gerade ge
zogen, die bei Ii = 100, a" = 2073 kg/cm2 die Eulerhyperbel erreicht. 
Als zulassige Knickspannung wird zunachst im Eulerbereich der Teil
betrag 

a"zul = a"ln fur n = 3,5 

gewahlt; der Verlauf ist in Abb. 128 eingetragen. 1m unelastischen Be
reich wird fur die zulassige Knickspannung eine Parabel angenommen, 
die fur Ii = 0 bei der zulassigen Druckspannung von adzu! = 1400 kg/em2 

begiimt und bei Ii = 100 den fur den betreffenden Punkt der Euler
hyperbel zu berechnenden Wert 2073/3,5 = 592 kg/em2 erreieht. Die 
Gleichung dieser Parabel ist von der Form 

a"zul = 17.' - f3' },2, 
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in der die Konstanten (X', fl' durch die angegebe
nen Bedingungen festzulegen sind. 

Aus dieser bis zu emem erheblichen Grade 
willkurlich angenommenen Kurve fur (J"zul wird 
nun fur jedes ). das VerhliJtnis 

I ad,u! = w I 
(Jxzul 

(> I!) (248) 

ausgerechnet und in die Tabelle II eingetragen. 
Den gesuchten Querschnitt findet man so

dann aus der Gleichung 

I F=~=WP I 
Gxzul Gdzul" 

(249) 

Bei diesem Verfahren wird eine zulassige Knick
spannung pass end gewahlt, mit deren Hilfe so
dann nach Gl. (249) die Knickstabe ganz ahn
lich berechnet werden, als ob sie emer remen 
Druckkraft unterworfen waren. 

Fur die Berechnung nach diesem Verfahren 
ergibt sich also das folgende Schema: 

Gege ben: P, (Jdzul' I (bzw.Ir=yl, 0,5:S;: y< 2). 
(Statt des (Jdzul kann auch (J_s und n vorgegeben 
werden.) 

Gesucht: F. 
Vorgang: Es wird A=lli angenommen, w 

aus der Tabelle II abgelesen und F nach der 
Gleichung 

F = wP/(Jdzul 

berechnet. Daraus folgt dann i und lli. Bei merk
licher Abweichung gegen den angenommenen 
Wert von Iii ist die Rechnung zu wiederholen. 

Beispiel 71. (Fortsetzung des Beispiels 70). Fiir die 
Angaben dieses Beispieles wird zunaehst A = 80 angenom
men und w = 1,59 aus der Tabelle 11 der Knickzahlen ab
gelesen. Sodann ergibt sich mit adzu! = 885 kg/cm 2 die 
gesuehte Querschnittsflaehe aus der Gl. (249) 

F = wPlad'u! = 108 cm2 • 

Naeh den Profiltabellen hat man daher das NP 24 zu 
wahlen. Fiir dieses ist 

F = 111 cm2 und i = 6,11 em, A = lli = 81,5 . 

Die Wiederholung der Reehnung mit A = 81,5 fiihrt 
gerade noch auf dasselbe NP 24, wahrend sieh naeh 
v. Tetmajer NP 26 ergab. Es bestatigt sieh bei diesem 
Beispiel, was aueh aus den Abb. 127 und 128 folgt, daB 
das Verfahren von v. Tetmajer mit groBerem Sieher
heitsgrad rechnet als das w-Verfahren. 
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97. Berechnung der Durchbil'gung bei der Knickung. Bei dem bisher 
verwendeten Verfahren zur Bestimmung der Eulerschen Knicklast 
bleibt die GroBe der Ausbiegung, die sich nach "Oberschreiten der 
Knicklast einstellt, unbestimmt. Urn einen Ansatz fUr diese GroBe zu 
erhalten, ist es notig, statt der linearen Gleichung EJ Y" + Py = 0, 
die durch Integration die Knicklast ergeben hat, einen genaueren An
satz zu verwenden; man gelangt zu einem brauchbaren Ausdruck, wenn 
man in der Formel fiir die Kriimmung I/(h fiir die bisher einfach 
y" gesetzt wurde, auch die Glieder nachsthoherer Ordnung beriick
sichtigt und als unabhangige Veranderliche nicht x, sondern die Bogen
lange s nimmt, da doch die Lange des Stabes gegeben ist. Man setze also 

1 drp P Y 2 'b" d P 2 e = ds = - E J = - u y, wo el wle er E J = u . 

Aus der Gleichung d y/ds == Y = sin ffJ erhalt man durch Ableitung nach s 

o 

Y = cos ffJ cP = -VI - iJ2 (- u2 y) ~ - u2 Y [1 - ~ y2] . (250) 

Abb.129. 

Um den gewUnscliten angenaherten 
Ausdruck fiir y = Y (s) zu erhalten, 
vernachlassigt man zunachst rechts il 
und erhalt in 1. Annaherung wie friiher 

YI + u2 YI = 0 , also YI = Yo cos us, 

wenn jetzt s von der Stabmitte aus 
gerechnet wird; nach diesem Ansatz 
ist fiir s = ±l/2, ul/2 =n/2, YI = 0, 
und fiir s = 0, iII = O. Setzt man in 
der obigen G1. (250) in den rechts

stehenden Gliedern Y = YI' so erhalt man als Gleichung fiir die 2. An
naherung 

lii2 = 'ih - ~ y~ 'ih, also integriert Y2 = YI - ~ yf· 
Die Integrationskonstante ist null, da fiir ilt = 0 auch if2 = 0 sein soll. 
Nochmalige Integration liefert nach Einsetzen von YI 

8 2 3 

Y2 =rYI -l f ilfds = Yo cos xs + \:0 [2 - 3 cos us + cos3 xs]. 
o 

Die Bedingung Y2 = 0 fiir s = 1/2 liefert daher Yo = 0 und auBerdem 

(Yo)2 9 cos 'I(. l/2 
T = - "f 'l(.2l2/4. [2 - 3 cos 'I(. l/2 + cos3 'l(.l/2]· (251) 

Wenn P kleiner als die Eulersche Knicklast ist, ist xl/2 < n/2 und 
y~ nach der letzten Gleichung negativ, also Yo imaginar; in diesem Falle 
gibt es nur die Losung Yo = O. Wenn dagegen xl/2 > n/2, wird die 
rechte Seite positiv; (YO/l)2 in Abhangigkeit von ul/2 ist durch Abb. 129 
dargestellt. Man sieht, daB nach "Oberschreiten der Knicklast die Form
anderungen sehr stark zunehmen (mit lotrechter Tangente im Punkte 
n/2). Gegeniiber den genauen Werten der Durchbiegung gibt diese 
Naherung bei Yo/l = 0,4 (!) nur einen Fehler von 6 vH. 
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98. Der Satz vom Minimum der potentiellen Energie. Wie in der 
Statik gezeigt wird, konnen die Gleichgewichtslagen fUr ein System 
von starren Korpern durch die Bedingung erhalten werden, daB fUr sie 
die potentielle Energie einen extremen u. zw. fur die stabilen Lagen 
einen kleinsten Wert annimmt1 . Ganz entsprechend kann man in der 
Festigkeitslehre die Gleichungen fUr das elastische Gleichgewicht mit 
einer Minimumsforderung in Zusammenhang bringen, wobei die GroBe, 
die jetzt in Betracht kommt, die Formanderungsarbeit Ai oder 
die Arbeit der inneren Spannungen ist. Der tatsachlich auftretende 
Spannungs- (oder Verschiebungs-)zustand ist dann durch die Bedingung 
gekennzeichnet, daB fUr ibn Ai ein Minimum wird. In dieser allgemeinen 
Form ware die Aussage jedoch praktisch unbrauchbar, da noch nicht 
zum Ausdruck kommt, wie die wirklich auftretenden Spannungen oder 
Verschiebungen von den angreifenden auBeren Kraften abhangen. Man ge
langt zu praktisch verwendbaren Aussagen, wenn man zu der Forderung 
Ai = Extr. noch die fur jedes Tragwerk giiltige grundlegende Beziehung 

(252) 

als "Nebenbedingung" hinzunimmt, die nichts anderes aussagt als die 
verlustfreie Umsetzung der Arbeit der auBeren Krafte in die innere 
Arbeit des entstehenden Spannungszustandes. 

Wie bei jeder derartigen Minimalforderung hat man auch hier hin
zuzufugen, wie das Minimum zu verstehen ist, oder welche Bedingungen 
die zum Vergleich zuzulassenden Spannungen (oder Verschiebungen) 
zu erfiillen haben; hier handelt es sich urn Spannungs- (oder Verschie
bungs-) Systeme, die die gegebenen Randbedingungen (Auflagerungen 
und Stutzungen) und die Bedingungen des inneren Zusammenhanges er
fiillen. Je nachdem, wie diese Bedingungen verwendet werden, erhalt man 
das Minimalprinzip in verschiedenen Formen, von denen die wichtig
sten hier angegeben werden sollen. 

Aus dem Satz, daB die potentielle Energie fUr Gleichgewicht ein Minimum ist, 
lassen sich auch die Gleichgewichtsbedingungen [15; Gl. (36)] fiir den kontinuier· 
lichen Korper gewinnen; hierzu sind jedoch verwickeltere Betrachtungen erforder
lich, die der Variationsrechnung angehoren und hier nicht ausgefiihrt werden 
konnen. 

Beispiel 72. Zeige, daB fiir eine beliebige Belastung q = q(x) und fiir "natiir
liche Randbedingungen" die Formanderungsarbeit der Biegung gleich ist der 
Senkungsarbeit der Last. 

Aus den Gleichungen 
M 

y"=- EJ' dM =Q, 
dx 

dQ 
dx =-q 

erhalt man zunachst die Differentialgleichung des mit der Streckenlast q belasteten 
Stabes 

I d4y = IV _ ~(x)_ 
dx4 -y - EJ • (253) 

1 Siehe Poschl: TM I, 2. Auf!. S.248. 
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Wendet man auf den Ausdruck Gl. (133) fiir die Formanderungsarbeit zweimal 
Produktintegration an, so kommt 

I I 

A; = i-EJ f y"2dx =.~ EJ {[y'y"]~ - J y' y'" dX} 
o 0 

I I 

= ~EJ {[Y'Y"]~ - [y y"']~ + J y yIVdx} = t J y q (x) dx, (254) 
o 0 

und dies ist die Senkungsarbeit der Belastung. 

99. Der Satz von der "Gegenseitigkeit der Verschiebungen". Ais Aus
gangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen benutzen wir die Tatsache, 
daB die Forma,nderungsarbeit Ai' wie dies schon die in 40 gegebenen 
GIn. (75) bis (77) erkennen lassen, eine homogene quadratische Funk
tion der Spannungs- oder VerzerrungsgroBen ist. Eine ahnliche Aus
sage kann man auch fUr die auBere Arbeit A a , d. i. fur die Arbeit der 
Einzellasten bei den Verschiebungen ihrer Angriffspunkte machen. 

Wenn auf einen Korper mehrere Krafte PI' P 2 , .•. P n einwirken, 
so erhalt man die elastische Verschiebung irgend eines Punktes dadurch, 

daB man einzeln die Verschiebungen er-
~ mittelt, die von J' eder Kraft fur sich 
?b an dies em Punkte herriihren, und diese 

Einzelverschiebungen vektoriell addiert; 
wegen der linearen Beziehungen zwi-

~ schen Spannungen und Verzerrungen ist 
jede einzelne Verschiebung verhaltnis
gleich der Kraft, die sie hervorruft. Um 

Abb.130. die Ausdrucke fUr diese Verschiebungen 
zu erhalten, verwenden wir den Begriff 

der Einfl uBzahl. Wir denken uns zunachst zwei Einheitskriifte 
(1 kg) in zwei Punkten Cl und C2 des Tragwerkes in beliebigen Rich
tungen gl und g2 wirken (Abb. 130). Durch die Kraft 1 kg in C2 ent
stehe im Punkte Cl eine Verschiebung, die in der Richtung gl die 
Komponente a12 haben moge; a12 ist offenbar von den beiden Rich
tungen gl und g2 abhangig, wir nennen es die EinfluBzahl der 
Einheitskraft in Richtung g2 auf die Richtung gl' 

Fur jedes Paar solcher Richtungen gl und g2 gilt dann der Satz der 
GIeichheit der EinfluBzahlen, oder der GIeichheit der Verschiebungen, 
die durch Einheitskrafte hervorgerufen werden; in Zeichen 

(255) 

Zum Beweise dieses Satzes benutzen wir die Aussage, daB die Form
anderungsarbeit von der Reihenfolge, in der die Krafte auf das 
Tragwerk einwirken, unabhangig sein muB; diese Aussage steht mit 
den Ansatzen der linearen Elastizitatstheorie und mit der Tatsache 
der verlustfreien Umsetzung von Lastarbeit in Formanderungsarbeit 
in engstem Zusammenhang. Bringen wir zuerst PI' dann P 2 auf, dann 
ist zu beachten, daB bei der durch P 2 hervorgerufenen Verschiebung 
die Kraft PI eine Arbeit leistet, die a12 PI P 2 betragt (ohne den Fak-
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tor ~!), weil bei der Belastung mit P 2 die Last PI bereits vorhanden 
ist und ihr Angriffspunkt bei unveranderlicher GroBe von PI verschoben 
wird. LaBt man daher zuerst PI und dann P 2 einwirken, so erhalt man 
die Arbeit 

A~ = ~an Pi + a12 PI P 2 + ~a22 P~; 
und wenn man umgekehrt zuerst P 2 und dann PI aufbringt, dann 
folgt ebenso 

A~ = !a22P~ + a21 PI P2 + ~al1 Pi· 

Die Gleichsetzung A~ = A~ = Aa liefert unmittelbar a12 = a 21 , und 
dies ist der Maxwellsche Satz von der Gegenseitigkeit der 
Verschiebungen: Die Verschiebung a12 , die ein Punkt C1 

durch eine im Punkte C2 in einer Richtung g2 wirkende Kraft 
1 kg erfahrt, ist gleich der Verschiebung a21 des Punktes C2 

vermoge der Kraft 1 kg in CI in Richtung gi. 
Was hier fUr zwei Krafte PI' P 2 gesagt wurde, gilt ebenso fUr be

liebig viele. Bezeichnet man die Durchsenkungen der Angriffspunkte 
der Lasten PI' P 2' ... p .. in den Lastrichtungen mit PI' P2' ... P .. , so 
konnen diese gemaB der eben gegebenen Definition der EinfluBzahlen a" I 
in der Form geschrieben werden 

PI = an PI + al2P2 + aI3 P 3 + ... ') 
P2 = a2I P I + a22 P 2 + ... , 
............... 

(256) 

und diese EinfluBzahlen erfullen (wegen des eben bewiesenen Maxwell
schen Satzes) fur aIle Zeigerpaare k und l die Symmetriebedingung 
a" I = all,: Eine Folge dieses Ansatzes ist, daB die Arbeit der auBeren 
Krafte .. 

Aa = ~PIPI + ~P2P2 + .. --+- ~p .. P .. = ~.2 PkPk 
k=1 

als homogene quadratische Form der Krafte erscheint, 

Aa = ~ (an Pi + 2 aI2 P I P2 + a22P~ + 2 a13 P 1 P 3 + ... ) 
.. .. 

= ~.2 .2 aklPkP I • 
k=I/=1 

(256') 

Wenn man die GIn. (256) fur die Verschiebungen Pk nach den Kraf-
ten PI auflost, so erhalt man ebenfalls lineare Ausdrucke von der Form 

PI = bnPI + b12 P2 + b13 P3 + ... , I 
P2 = b21 Pl + b22 P2 + ... , (257) 
............... 

in denen die GroBenbkl wieder symmetrisch (bkl = b1k) und durch die 
ak I ausdruckbar sind. Mit Benutzung dieser Gleichungen erhalt man Aa 
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als homogene quadratische Funktion der Verschiebungen Pk in der Form 

Aa = ~ [bllPi + 2 bI2 PIP2 + b22P~ + 2 bI3 PI P3 + ... ] 
(258) 

100. Die Siitze Castiglianos. Aus den eben erhaltenen Beziehungen 
lassen sich unmittelbar die zwei ersten dieser beriihmt gewordenen und 
fUr die Anwendung wichtigen Lehrsatze ablesen. Aus den GIn. (256') 
fUr die Pk und dem Ausdruck (256') fUr Aa ergeben sich zunachst die fol
genden Beziehungen 

I BAa BAa BAa I 
PI = 7iP;' P2 = 7f1i;.' ... , Pn = iiP;.' (259) 

Ebenso findet man aus den GIn. (257) in Verbindung mit den GIn. (258) 

Ip I = ~Aa, P 2 = ~Aa, ... , Pn=_~Aa'l 
u~ u~ u~ 

(260) 

wobei im ersten FaIle Aa durch die Krafte P k allein, im zweiten durch 
die Verschiebungen Pk allein ausgedriickt ist. Diese zunachst rein formal 
erscheinenden Beziehungen erhalten ihre eigentliche Bedeutung erst 
dadurch, daB auch in ihnen von der Gl. A'a = Ai Gebrauch gemacht 
wird; die Arbeit Aa wird namlich aus den inneren Kraften (Spannungen, 
Biegungsmomenten) ausgerechnet, bei dieser Ausrechnung werden aber 
die statischen GIeichungen (die GIeichgewichtsbedingungen) beriick
sichtigt. 

Die GIn. (259) und (260) stellen den 1. und 2. Satz von Castigli
ana dar, die in folgender Form ausgesprochen werden konnen: 

1. Satz: Wird ein elastischer Korper durch die Krafte 
PI' P 2 ,· • • P", belastet und die Formanderungsarbeit Ai durch 
diese Krafte ausgedriickt, so ergeben sich die Verschie
bungen Pk der Angriffspunkte durch die partiellen Ablei
tungen von Ai nach den Kraften P k • 

2. Satz: Wird Aa durch die Verschiebungen Pk der An
griffspunkte der Krafte P k ausgedriickt, so ergeben sich 
die Krafte, die die Verschiebungen Pk hervorrufen, durch 
die partiellen Ableitungen von Aa nach den Pk' 

Beispiel 73. a) Fur den freiaufliegenden Trager, der nach Abb. 87 mit $ in 
den Entfernungen a, b von den Auflagern belastet ist, erhi1lt man [nach dem 
1. Satz und nach G1. (133)] 

A. = _1_ [.!.. (P a ~)2 2 a .!.. (~~)2 ~J = P 2 a2 b2 =.!.. P . 
• 2EJ 2 l 3 + 2 l 3 6EJl 2 p, 

mithin die Durchsenkung unter der Last (wie fruher) 

BAt Pa2 b2 

P=ap=3EJ1' 
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b) Fiir den einseitig eingespannten, am freien Ende mit der Einzellast $ be
lasteten Trager ist M = Px und 

I I 

1 f p2 f p 2l3 1 a A. P P 
Ai=2EJ M2 d X =2EJ x2 dx=6EJ=2 Pp , daher p= ap =3EJ' 

o 0 

Beispiel 74. Wenn ein Trager durch eine endliche Anzahl von eingepragten 
Kraftepaaren (Biegemomenten) M I , M 2 , ••• belastet ist, so ergeben sich die Nei
gungen der elastischen Linie an den Laststellen durch die entsprechenden Glei
chungen 

(261) 

Dieser Satz ist das fUr Biegemomente ausgesprochene Gegenstiick zum 1. Satz von 
Castigliano. - Man driicke Ai durch die gegebenen Biegemomente aus und erhaIt 
die angeschriebenen Gleichungen ganz ahnlich wie die friiheren GIn. (259) aus 99. 
Die Bedingung dafiir, daB an der Stelle des Biegemoments Mk die Neigung ver
schwindet, lautet entsprechend 

I aAi.=O I aM. . (262) 

Anmerkung. Bei einer Streckenlast hat man zunachst keine Moglich
keit, die Durchsenkung an einer beliebigen Stelle nach dieser Methode zu bestim
men, ebensowenig wie bei Einzellasten die Durchsenkungen an einem beliebigen, 
von einem Lastangriffspunkte verschiedenen Punkte. In diesen Fallen hat man 
den folgenden Kunstgriff zu benutzen: Man denke sich an der Stelle K, an der die 
Drucksenkung Pll ermittelt werden soIl, eine "Hilfslast" K von beliebiger GroBe 
eingefiihrt, bilde fiir die gegebene und diese zusatzliche Belastung die Ausdriicke 
fiir M und Ai und erhalt sodann die Durchbiegung aus der Gleichung 

(263) 

LaBt sich dieser Kunstgriff fiir Streckenlasten vermeiden? 

101. Anwendung auf statisch-uubestimmte Tragwerke. Der 1. Satz von 
Castigliano kann unmittelbar auf statisch-unbestimmte Systeme an
gewendet werden, bei denen die Unbestimmtheit in "iiberzahligen Auf
lagerbedingungen" besteht. Man denke sich hierzu die iiberzahligen Stiit
zungen entfernt, an ihrer Stelle die unbekannten Auflagerkrafte X, Y, ... 
eingefiihrt, die natiirlich mit den eingepragten Kraften PTc eine Gleich
gewichtsgruppe bilden miissen; sodann driicke man die Formanderungs
arbeit Ai durch die Lasten und diese unbekannten Stiitzkrafte X, Y, ... 
aus. Wenn die Auflager, die diesen entsprechen, fest sind, so miissen 
nach dem 1. Satz die partiellen Ableitungen von Ai nach den X, Y, ... 
verschwinden, da fiir feste Auflager die Verschiebungen null sind; d. h. 
es miissen die Gleichungen bestehen 

I ~=O, ~=O, ···1 (264) 

Dies sind ebensoviele lineare Gleichungen wie Unbekannte X, Y, ... , 
so daB diese aus ihnen berechnet werden konnen. 
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Zu Beispiel 25. Fiir den in zwei Gelenken A, B gestiitzten Stab (Abb.49), 
der in a mit P axial-belastet ist, denke man sich das Gelenk B gelost und eine 
unbekannte Gelenkkraft - X eingefiihrt. Das Stiick b ist dann mit - X und das 
Stuck a mit P - X belastet; daher ist die Formanderungsarbeit 

(P - X)2a X 2b 
Ai = 2 E F + 2 E F . 

Aus der Gleichung 

~~ = _ (p;:)a + :; =0 

folgt unmittelbar (wie friiher) 

X = Pall = B und ebenso A = P bll. 

In ganz ahnlicher Weise k6nnen auch fiir innerlich statisch-un
bestimmte Systeme, etwa Fachwerke, die Stabkrafte ermittelt werden. 
Zur Erklarung des Sachverhaltes nehmen wir als einfachsten Fall eines 

Abb. 131a und b. 

statisch-unbestimmten Fachwerks ein Viereck 
mit beiden Diagonalen nach Abb. 131 an. Um 
die Stabkrafte zu bestimmen, mache man das 
Fachwerk durch Herausnahme eines beliebigen' 
Stabes, etwa 6, zu einem statisch-bestimmten 
und fiige die Krafte 8 6 , - 8 6 , die diesen Stab 
ersetzen, vorlaufig als Unbekannte den eingeprag
ten Kraften Pk hinzu. Fiir das E\O veranderte 
Fachwerk gilt Satz 1, d. h. die Formanderungs
arbeit A~ gibt, nach 8 6 abgeleitet, die Ver
schiebung der Angriffspunkte der Stabkraft 8 6 

in Richtung des Stabes 6 an. Diese muB aber 
gleich der Langenanderung Ll16 sein , die der 

Stab 6 unter dem EinfluB der unbekannten Stabkraft 8 6 erleidet, und 
die an die Stelle der Verschiebung Pk des Angriffspunktes einer 
eingepragten Kraft tritt; d. h. es muB sein (da eine positive Kraft 8 6 , 

also Zug, im Stabe Verkleinerung von 16 bedeutet), 

oder 
~ (N + S~ 16 ) = a At = O. 
aS6 • Ee Fe aSe 

Der in der Klammer stehende Ausdruck bedeutet die Formanderungs
arbeit Ai des gegebenen, statisch-unbestimmten Fachwerks. Um die 
Stabkrafte eines einfach statisch-unbestimmten Fachwerks zu bestim
men, hat man demnach so vorzugehen: man denke sich einen Stab 
herausgenommen, die unbekannte Stabkraft X (friiher 8 6) als Belastung 
den auBeren Kraften hinzugefiigt und die Formanderungsarbeit Ai 
des so veranderten Fachwerks bestimmt. Die Bedingung 

~ (265) 

gibt dann eine GIeichung, die zu den statischen GIeichgewichtsbedin-
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gungen fUr die Knotenpunkte des Fachwerks hinzuzufugen ist, wodurch 
die Krafte in allen Staben ermittelt werden konnen. (Fur das eben be
trachtete Fachwerk erhalt man 2 X 4 - 3 = 5 Gleichgewichtsbedin
gungen, zu denen die Gl. (265) als sechste hinzutritt; diese reichen dann 
aus, um aIle Stabkrafte 81 "" 8 6 zu berechnen). - Eine ahnliche 
Betrachtung laBt sich auch fur zwei- oder mehrfach unbestimmte Sy
steme anstellen. Man erhalt so einen dritten Satz, der in folgender Form 
ausgesprochen werden kann: 

3. Satz: Zur Berechnung eines m-fach statisch- unbe
stimmten Systems werden m Auflager- oder Zusammen
hangsbedingungen des Systems gelost und an ihre Stelle 
m unbekannte Ersatzkrafte Xl' X 2 , • •• Xm eingefuhrt; so
dann wird die Formanderungsarbeit Ai berechnet, die unter 
dem EinfluB der gegebenen Lasten P und der unbekann
ten Ersatzkrafte Xl' X 2 , ••• Xm auftritt. Die m Gleichungen 

(fiir k=1,2, ... m) (266) 

geben dann zusammen mit den statischen Gleichgewichts
bedingungen die notige Zahl von Gleichungen zur Be
stimmung aller Stabkrafte. 

Da das Verschwinden der ersten Ableitungen einer Funktion nach den unab
hangigen Veranderlichen die notwendige Bedingung fiir einen extremen Wert der 
Funktion darstellt, und die Formanderungsarbeit eine positiv-definite Funktion 
der Variablen ist (d. h. nur positive Werte annehmen kann), so ist hierdurch die 
Bezeichnung "Prinzip der kleinsten Formanderungsarbeit" gerechtfertigt. 

Beispiel 75. Berechnung statisch-unbestimmter Fachwerke nach 
dem Prinzip der kleinsten Formanderungsarbeit. Die Gl. (94) in 47 
(V. Kap.), die zur Berechnung der statisch-unbestimmten GroBe X diente, kann 
unmittelbar aus dem 3. Satz hergeleitet werden. Wenn das Fachwerk durch die 
eingepragten Krafte $ und durch die statisch-unbestimmbare Kraft X in dem 
herausgenommenen Stabe k belastet ist, so hat die Kraft im Stabe i den Wert 
Sj = Ti + X 'Uj, und daher ist die Formanderungsarbeit des ganzen Fachwerks 
(mit ri = ldEiFi) 

Bildet man die partielle Ableitung von Ai nach X und setzt diese gleich null, so 
erhalt man 

~~ = l;ri'Ui(Ti + XUi) = Erju, T,+ X Erj'U~= 0, 
• 

(267) 

und diese entspricht genau der in 47 fiir X erhaltenen Gl. (94). 

102. Zweite Form des Prinzips der kleinsten Formanderungsarbeit 1. 

Das eben angeg,ebene Verfahren der Berechnung statisch-unbestimm
ter Systeme hat den Nachteil, daB einzelne uberzahlige Bedingungen 
besonders herausgegriffen werden, und daB mit den Kraften selbst 
operiert wird und nicht mit den Verschiebungen. 

1 Poschl, Th.: Bauing. Jg. 17 (1936). 
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Ein einfaches Beispiel, bei dem sich dieser Nachteil geltend macht, ist in 
Abb.132 dargestellt: Ein Gelenk A ist durch 5 Stabe mit festen Punkten ver
bunden und mit $ belastet. Dies ist ein dreifach statisch-unbestimmtes System 
und wiirde nach der bisher erklarten Methode die Einfiihrung von drei statisch
unbestimmten Stabkraften erfordern. Die auftretende Formanderung und damit 
aIle Stabkrafte sind jedoch schon durch die zwei Komponenten u, v der Verschie
bung des Punktes A gegeben. Durch Einfiihrung der Verschiebungen statt der 
Spannungen wird also die Anzahl der statisch-unbestimmten GroBen herab
gesetzt. In diesen Fallen ist es daher zweckmaBig, die Verschiebungen als statisch
unbestimmbare GroBen einzufiihren. 

Abb.132. 

Driiekt man Ai dureh die Langenanderun
gen AI' ... An der Stabe eines Faehwerkes aus, 
so erhiilt man naeh Gl. (83) 

1 ~ A,2 
Ai = 2" ..::::.,; Ele Fie -f ; 

k=l k 

(268) 

da die Ale linear von den Verschiebungen der 
Knoten abhangen - sie werden aus den Ver
schiebungen einfach durch den Projektionssatz 
erhalten -, ist Ai eine homogene quadratisehe 

Funktion dieser Verschiebungen, die allgemein mit u I ' U 2 , •.• U m be
zeichnet werden mogen. 

Um jetzt die auBeren Krafte einzufiihren, stellt man die Forderung: 

I Ai = Extr., mit der Nebenbedingung Ai = Aa , I (269) 

und denkt sich Aa ebenfalls dureh die Verschiebungen u1 ' U 2 , ••• Um 
ausgedriiekt, wobei die "Lasten" Pie fest gegebene, also konstante 
Werte haben sollen!. 

Auf diese Weise erhalten wir eine Aufgabe der "relativen Extrema" 
und konnen diese in bekannter Weise in eine andere ohne Neben
bedingung iiberfiihren. Hierzu bilden wir mit Hilfe eines "Lagrangesehen 
Faktors" I, die Funktion 

A* = Ai + A(Ai - Aa) = (1 + A) Ai - A Aa (270) 

und stellen die Forderung A* = Extr. Man hat dann zur Bestimmung 
der m Versehiebungen U 1 , ••. U m und von A die m Gleichungen 

BA* = 0 !!A~ = 0 
aUl ' ••. , BUm ' 

und die Nebenbedingung Ai = Aa. 
Es ist nun bemerkenswert, daB man den Faktor A unmittelbar be

stimmen kann. Hierzu denken wir uns die letzten Gleiehungen ausfiihr
lieher angeschrieben, und zwar 

(1 + A) a~ - A a Aa = 0, I 
aUl aUl 

(1 + A) a Ai _ A BAa = 0, 
aU2 aU2 

........... 
1 Man konnte hier das Prinzip ebensogut auch in der Form: Aa = Min. mit 

der Nebenbedingung Aa = Ai aussprechen. 
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Darin ist Ai eine homogene Funktion zweiten Grades und nach der 
oben eingefiihrten Annahme (Pi. = konst.) Aa eine solche erst en Gra
des in den Verschiebungen Uk' (Es ist Aa = ~ PI UI + ... ). Multipli
ziert man daher die Reihe dieser Gleichungen mit U 1 , U 2 , ••• um und 
addiert, so erhalt man (nach dem Eulerschen Lehrsatz iiber homogene 
Funktionen) 

aAt + aAt 2A d aA~ 8A. A 
U 1 ~ + ... U m -,,- = i un Ul -a- + ... + Urn -,,- = a; 

UUl UUm U l uU,. 

daher ist 
(1 + A) 2 Ai - AAa = 0, (271) 

und wegen der Nebenbedingung Ai = Aa ergibt sich 

2 (1 + A) - A = 0 oder I A = - 21. (272) 

Wir erhalten daher fiir das Prinzip die Form: 

Ai - 2 (Ai - Aa) = - Ai + 2 Aa = Max. 
oder 

1 Ai - 2 Aa = Min. I (273) 

ohne Nebenbedingung! Diese Form des Prinzips ist immer dann be
sonders brauchbar, wenn die Lasten gegeben und die Verschiebungen 
gesucht sind (z. B. bei Fachwerken, Fliissigkeitsbehiiltern unter Innen
druck u. dgl.); die Verschiebungen u1 ' U 2 , ••• werden dann aus den GIn. 

18(Aia~:Aa)=0, (k=1,2, ... ) (273') 

durch Auflosung nach den Ul, U2, • • . gefunden. 
Beispiel 25a. Bezeichnet man in Beispiel 25 (Abb.49) die unbekannte Ver

schiebung des Angriffspunktes 0 der Kraft P mit p, so nimmt G1. (273) die Form an 
p2 p2 . 

Ai - 2 AD = t E F Ii + t E F b - Pp = Min. 

Differentiation nach p liefert 

EF (~+ i) p = P, daraus 

wie friiher. - Die Auflagerkrafte sind 

ab P 
P=T EF' 

A = EFp/a = Pb/l, B = EFp/b = Pall. 

Beispiel 27a. Bezeichnet man in Beispiel 27 (Abb.51) die Senkung des Punk
tes 0 in der Lotrechten mit p. so sind die Langenanderungen der schragen Stabe 
p cos ex, und daher nimmt G1. (273) jetzt die Form an 

I p2 I p2 cos2 ex . 
AI-2A'=='2ElFlT+'22E2F2l/cosex -Pp=Min. 

Differentiation nach p liefert 

(ElFl + 2E2 F 2 coS3 ex) Pi =P, oder L_ P 
l - ElFl + 2 E2F2 cos3 ex' 
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Die Krafte in den Staben sind 

Geometrisehe Deutung. Zur Veransehauliehung der Art, wie 
die obige Umformung das Minimum liefert, diene die Abb. 133a, die fur 
den Fall einer Unbekannten p gilt, auf den sieh aueh die beiden letz
ten Beispiele beziehen. Die Funktion Ai wird dann dureh eine Parabel, 
Aa dureh eine gerade Linie dargestellt, die beide dureh den Nullpunkt 0 
gehen; die Funktion Ai - 2 (Ai - Aa) stellt eine naeh unten offene 
Parabel dar, die an der gesueh
ten Stelle p ein Maximum, und 
Ai - 2 Aa eine naeh 0 ben 

u 

Abb. 133a und b. 

offene Parabel dar, die an dieser Stelle S ein Minimum hat. Dieses 
Minimum und jenes Maximum liegen bei demselben Wert p, der sieh im 
FaIle einer einzigen Veriinderliehen p aueh einfaeh dureh die Glei· 

ehung Ai = Aa ergibt. - Der Fall zweier Veriinder-
D Heher u und v ist in Abb. 133b dargestellt. Triigt 

Abb.134. 

man Ai in Abhiingigkeit von u, v auf, so erhiilt man 
ein Paraboloid mit lotreehter Aehse, das die u-v
Ebene im Punkte 0 beruhrt; und fUr Aa erhiilt man 
eine Ebene durch O. Die gesuehten Werte von u und v 
sind dureh die Koordinaten des tiefsten Punktes S 

I des Paraboloids Ai - 2 Aa gegeben, das zu jenem 
kongruent ist und wieder dureh 0 hindurehgeht. 

Beispiel 76. Ein Gelenk A ist nach .Abb. 134 durch drei 
Stabe mit drei festen Gelenken B, 0, D verbunden und mit 
$ beJastet. Man ermittle die Lage von A nach der Form

anderung und die Stabkryifte. - Bezeichnet man die waagerechte und die lot
rechte Komponente der Verschiebung von A mit u und v, so sind die Verlange
rungen der drei Stabe 

)'2 = U cos a2 + v sin a2 , )·a = u cos aa + v sin as , 

und die Gl. (273) nimmt die Form an 

A 2 A _I E F Af 1 F A~ 1 F A~ "..,
i- 0="2 1 IT;+"2E2 2T;+"2Ea ay;;-Pv=mlll. 
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Nach Einsetzen von At, A2, Aa, und wenn der Einfachheit halber E1F11l1 = E2F21l2 
= EaFalla = r gesetzt wird, erhalt man 

worin 

Ai - 2 Aa = l r (Cll u 2 + 2 c12 u V + C22 v2) - P V = Min. , 

Cll = cos 0(1. cos 0(2 co~ 0(3' . 2 + 2 + 2 1 
C12 = cos 0(1 sin 0(1 + cos 0(2 Sin 0(2 + COS O(a sin O(a, J 
C22 = sin2 0(1 + sin2 0(2 + sin2 01:a 

bedeuten. Setzt man die Ableitungen nach u und v gleich null, so erhalt man die 
Gleichungen 

ell u + C12 V = 0 , } 

c12 U + C22 V = Plr, 
aus denen u und v berechnet werden kiinnen. 

Die Krafte in den Staben sind 

81=E1FIA1Il1' 82=E2F2A2Il2' 

103. Das Prinzip der kleinsten Formanderungsarbeit fiir Kniekauf
gaben. In 102 wurde vorausgesetzt, daB Ai eine homogene Funktion 
zweiten Grades, Aa eine solche ersten Grades ist. Die Knickaufgaben, 
die zu den Eigenwertproblemen gehoren, sind Aufgaben anderer Art; 
bei ihnen sind sowohl Ai als auch Aa Integrale iiber Ausdriicke, die in y 
und ihren Ableitungen homogen und quadratisch sind. Die unmittelbare 
Ubertragung der in 102 angegebenen SchluBweise ist dann nicht mehr 
moglich, well der Eulersche Lehrsatz nicht mehr verwendbar ist. Daher 
ist fiir das Prinzip unmittelbar die in Gl. (269) angegebene Form bei
zubehalten. Wir geben die Form des Prinzips an, wie sie bei den Knick
aufgaben vorliegt. 

Ein Stab werde durch eine Axialkraft P zusammengedriickt, und 
wir fragen nach dem kleinsten Wert von P, von dem an eine von der 
Geraden verschiedene Gleichgewichtsform moglich ist Fur eine solche 
ist dann 

I I I 

Aa = P I(d8 - dx) = P INl + y'2 - l}dx ~ ~ I y'2dx, (274) 
o 0 0 

also quadratisch in den "Verschiebungen" y'. Der Faktor~ kommthier 
durch die Entwicklung der Quadratwurzel, nich t durch die Bildung 
einer elastischen Arbeit aus dem spannungslosen Zustand hinein; die 
Arbeit ist in der hier angegebenen Form anzusetzen, weil P fiir diese 
Auffassung des Knickvorganges bereits vorhanden und fiir die zusatz
lich betrachtete Ausbiegung in voller Starke wirksam ist. Die Neben
bedingung Ai = Aa nimmt dann die Form an 

l l 

Ai - Aa = -} I EJy"2dx - ~ I y'2dx = 0, (275) 
o 0 

und das Prinzip verlangt Ai = Min. Um die Nebenbedingung zu deuten, 
ist es erforderlich, die Mannigfaltigkeit der zum Vergleich zuzulassenden 

Poschl, Mechanik II. 12 
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Funktionen y einzuschranken durch eine "Normierungsbedingung" von 
der Form 

I 

f y'2dx = 1, (276) 
o 

die eine geometrische N ebenbedingung darstellt; es werden also nur 
solche Vergleichskurven zugelassen, fUr die die Langenanderung gegen
iiber der geradlinigen Verbindung der Endpunkte einen festen Wert 
hat; von all diesen Vergleichskurven wird diejenige gesucht, fiir die 
Ai = Min. ist. Diese Forderung ist gleichwertig mit der Bedingung 

I I 

A A _I fEJ "2d Pf '2d - M· i-a = 2 y X -2 y X - Ill., (277) 

o 0 

wobei nach Gl. (275) der Wert des Minimums Null ist. Die gesuchte 
Knicklast ist daher durch die Gleichung gegeben 

I fEJY'''dX 
p-! . 

J y,2 dx 
o 
------' 

(278) 

Wegen der Minimaleigenschaft geniigt es, fiir y irgend eine Funktion 
einzusetzen, die den Randbedingungen geniigt und auch nur einiger

Abb.135. 

maBen den erwarteten Verlauf zeigt 
(also z. B. fUr die kleinste Knicklast 
im Innern des Intervalls keine Null
stelle zeigt), um fiir P einen an
genaherten Wert zu erhalten. 

Dieses . Verfahren ist fUr die "an
genaherte Losung" derartiger Auf
gab en von groBer praktischer Wich
tigkeit und ist als die "Methode von 
Rayleigh-Ritz" bekannt. 

Zur Veranschaulichungl, wie dieses Mini
mum zustande kommt, diene die Abb. 135, 
in der an Stelle der Gesamtheit der Funk
tionen y' nur eine zweiparametrige Schar 
von der Form 

y' = al y~ (x) + a2 yf (x) (279) 
angenommen wird, worin y~ und y~ zwei 
feste Funktionen sind. 

Bei entsprechenden Festsetzungen tiber diese gewahlten Funktionen y{ und y~ 
nimmt die geometrische Nebenbedingung (276) die Form 

ai + a~ = I 
und das Prinzip die Form 

A; = t (owy + 2 fJ al a2 + yQ,~) = Min. 
1 Es gibt auch andere Darstellungsweisen hierftir. 

(280) 

(281) 
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an. Diese letzte Gleichung stellt nach Abb. 135 ein elliptisches Paraboloid dar, 
und auf diesem werden wegen der Nebenbedingung nur jene Punkte betrachtet, 
die im Schnitt (0) mit dem Kreiszylinder iiber a~ + ail = 1 liegen. Der kleinste Wert 
von Ai, der mit der Nebenbedingung vertraglich ist, ist durch den tiefsten Punkt M 
der Schnittkurve 0 bestimmt (bzw. durch die zwei in gleicher Hohe liegenden), und 
seine Hahe iiber der GrundriBebene stellt gerade Pj2 dar. - Es wird bemerkt, daB 
diese Darstellung nur zur einfachen geometrischen Veranschaulichung der in Wirk
lichkeit viel verwickelteren Beziehungen dienen soil. 

Beispiel 77. Fiir den einseitig eingespannten und am freien Ende achsial mit 
$ belasteten Stab setze man einfach 

y = A (x 2 - x 3j3l) , 

dann ist y = 0, y' = 0 fiir x = 0, und y" = 0 fiir x = l. 
Man erhalt durch Einsetzen in die Gl. (278) 

I 

4EJS(1 - xjl)2dx 
o 10 EJ 

I ="412' P= (282) 

J (2 x - x 2jl)2 dx 
o 

also den Wert 10 statt des genauen' Wertes n 2 = 9,86960 ... 
Beispiel 78. Knickung einer Saule unter Eigengewicht. Wenn die 

Druckbelastung eines Stabes nicht aus einer am Ende angreifenden Einzelkraft, 
sondern aus verteilten Lasten in der Langsrichtung des Stabes 
besteht, so kann gleichfalls Knickung eintreten. Hierher gehort 
als wichtigster Fall die Knickung einer unten eingespannten Saule 

. unter dem EinfluB ihres Eigengewichtes. 
Wir stellen auch hier die Bedingung dafiir auf, daB die Gleichung 

fiir die Gleichgewichtsform des Stabes eine von null (y = 0) ver
schiedene Lasung haben kann. Hierzu beachten wir, daB in einem 
Punkte C im Abstande x Yom oberen Ende die lotrechte Last y F x 
und daher die Querkraft (Abb. 136) 

Q = - y F x tg ({! = - y F X y' 

vorhanden ist. Andrerseits bestehen zwischen y, Q und dem Mo
ment M die Beziehungen 

M = - EJy", Q = -~11'= EJy"'. 

Diese Gleichungen liefern als Differentialgleichung fur die un
bekannte Funktion y = y(x) 

E J y'" + y F X y' = 0 . 
!I 

Da y selbst nicht vorkommt, ,setzt man y' = p, ferner y F = q (die 

A 
.x 

Last je Langeneinheit); dann erhalt man Abb.136. 

I EJp"+qxp=O·1 (283) 

Diese Gleichung ist zu integrieren mit den Randbedingungen 
x = l, p = 0 (Einspannung in 0), 
x = 0, p'= y" = 0 (in A: Moment null). 

Die Lasung dieser Gleichung ist durch elementare Funktionen nicht ausdriickbar. Urn 
einen angenaherten Wert fiir die Knicklast zu erhalten, verwenden wir die oben 
erwahnte Rayleigh-Ritzsche Methode. Fur den vorliegenden Fall ist zu setzen 

I 

Ai = lSEJy,,2dx 
o 

und I I 

Aa = f q x {fl + y,Z - I} dx "'" if q X y/2 dx. 
o 0 

12* 
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(Man beachte wieder, daB die dureh Entlastung des Stabes gewonnene Arbeit A. 
von der Form Pp und nieht Pp/2 ist. Der Faktor! im letzten Ausdruek kommt nur 
von der Entwicklung der Quadratwurzel her!) 

Also erhalt man fur q = konst., EJ = konst., gemaB der G1. Ai - A. = Min. = 0 
(mithin angenahert Ai/A. F>! I) 

I I 

l3Jy fl2 dx zaJpf2 dx 
9 q l3 0 0 

w = E J = -1;"---- - -1----- (284) 
J x y,2 dx J X p2 dx 
o 0 

Setzte man hierin reehts fUr yoder p die rich tige Lasung der G1. (283) ein, so 
wurde man fUr ,,2 den exakten Wert erhalten, dureh den dann die Knicklast q bzw. 
die Knicklange l bestimmt ist. Wenn man die richtige Lasung nicht kennt, erhalt 
man einen angenaherten 'Vert, wenn man fUr peine Funktion einsetzt, die ungefahr 
den erwarteten Verlauf zeigt und die Randbedingungen befriedigt; die einfaehste 
derartige Funktion ist 

denn es ist gemaB den Randbedingungen p (l) = 0, p' (0) = O. Durch Einsetzen 
von p in den obigen Ausdruck erhalt man 

I 

4PJx2 dx 
qP 0 ,,2 = EJ = 1---- = 8. (285) 

J x (l2 - X 2)2dx 
o 

Der genaue Wert, der sieh durch exakte Integration der G1. (283) ergeben wurde, 
ist 7,91 ... Der Fehler betragt also nur I vH. 

Anmerkung. Die Bedeutung der versehiedenen Formen des Prinz ips der 
kleinsten potentiellen Energie wird noch klarer, wenn wir sie den Minimalprinzi
pien der Dynamik gegenuberstellen. Dem Prinzip der kleinsten Formanderungs-
arbeit Ai = Min. entspricht das "Eulersche Prinzip" J 2 Tdt = l\fin., das aber fur 
sich allein ebensowenig ausreicht, die Bewegung zu bestimmen, wie in der Elasti
zitatslehre das Prinzip Ai = Min. zur Bestimmung der Gleichgewichtsgleichungen: 
es fehlen in beiden Fallen die Beziehungen zu den eingepragten Kraften. Beim 
Eulerschen Prinzip hat man die "Energiegleichung" T + U = h als Neben-

Tabelle 12. Minimalprinzipe der Elastizitatstheorie und Dynamik. 

Gegenstand Prinzip :Neben- Prinzip (ohne Nebenbedingung) 
bedingung 

a) Elastizi ta ts- Ai = Min. Ai=Aa Gleichgewichts- Kniekaufgaben: 
theorie (Energie- aufgaben: 

satz) A j - 2Aa = Max. A/-Aa=Min.=O 

(Ai vom 2. Grade, (A; und Aa 
A. vom 1. Grade) vom 2. Grade) 

b)-Dynamik J2Tdt=Min. T+U=h J(T - U)dt = Min. 
(Eulersches (Energie- (Hamiltonsches Prinzip) 

Prinzip) satz) 
Allgemeine fiir Schwingungs-

Bewegungs- aufgaben: 
aufgaben w2 T-U=Min.=0 

(Integration nach 
t ausfiihrbar) 
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bedingung hinzuzunehmen, in der Elastizitatslehre die "Energiegleichung" Ai = A •. 
Die besondere Form des Prinzips fiir Knickaufgaben findet ihr vollstandiges Analo
gon in dem beziiglichen Ansatz fiir Schwingungsaufgaben. Man erhalt demnach 
die vorstehende Gegeniiberstellung (s. Tabelle 12. S. 180). 

XII. Biegung von Stfiben mit gekriimmter 
Mittellinie. 

Je nachdem die Abmessungen des Stabes in der Biegungsebene gegen die 
Kriimmungshalbmesser klein (rund 1/30) oder nicht klein (rund 1/3) sind, unter
scheidet man Stabe mit schwacher und starker Kriimmung; die beiden 
Faile erfordern verschiedene Ansatze. Wir b2schranken uns hier auf e bene 
Biegung (d. h. Biegung in der Stabebene) und auf kleine Formanderungen. 

104. Fiir Stiibe mit schwacher Kriimmung gelten dieselben An
nahmen wie fiir gerade Stabe: die Querschnitte bleiben eben, und 
(damit im Zusammenhang stehend) die Spannungen sind iiber die Quer
schnitte linear verteilt. Unter diesen Voraussetzungen gilt offenbar 
fiir die Spannungsverteilung dieselbe Glei
chung wie fiir den geraden Stab 

(f = My/J. 

Um die statischen Gleichungen zu 
erhalten, betrachten wir zunachst einen 
Stab von beliebiger gekriimmter Form, die 
zweckmaBig durch eine Beziehung zwischen 
dem Kriimmungshalbmesser R und dem 
Winkel {} der Normalen gegen eine feste 
Richtung gekennzeichnet wird: R = R ({}). 
Auf ein Stabelement von der Lange R df) 
der Mittelfaser wirken dann die in Abb. 137 
eingetragenen Krafte und Momente: die N or
malkrafte S und S + dS, die Querkrafte Q 
und Q + dQ und die Biegungsmomente M 
und M + dM, die wir aIle als Funktionen 

k . \ 
I \ 
: \ 
1-# ..... 

I 
i 
I 

Abb.137. 

von {} betrachten. Die Lasten je Langeneinheit in Richtung der 
Tangeriten und Normalen zur Mittelfaser seien durch X und Z gegeben. 
Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Richtungen der Tangenten x 
und der Normalen z und die Momentengleichung fiir den Punkt P lie
fern daher die Gleichungen 

S + dS - 8 + Qsin (d{}/2) + (Q + dQ}sin (d{}/2) + XRd{) = 0, 1 
Q - (Q +dQ\ + Ssin(d{)/2} + (8 +d8)sin(d{}/2} + ZRd{} = 0, (286) 

M - (M +dM) + QRdf}=O. 

Diese ergeben nach einigen Kiirzungen und Streichungen der Glieder 
von h6herer als erster Ordnung, wenn durch Striche (') die Ableitungen 
nach f} bezeichnet werden, 

, S' + Q + X R = 0, Q' - 8 - Z R = 0, M' - Q R = 0., (287) 
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Fiir B -+ 00, BdD -+ dx, 8 -+ 0, X -+ 0 erhalt man die fUr den geraden 
Stab ohne Langsbelastung geltenden Gleichungen wieder. 

105. Um die Formiindernng des Stabes infolge der Belastung zu 
finden, setzen wir der Einfachheit halber einen urspriinglich kreis
f ormig gekriimmten Stab vom Halbmesser r voraus und beachten, 
daB die Verschiebung irgend eines Punktes P des Stabes zu ihrer Fest
legung jetzt nicht nur eine, sondern zwei Komponenten verlangt. Es 
seien u und w (Abb.138) die Verschiebungen des Punktes P der Mittelfaser 
in Richtung der Tangenten und Normalen, wobei u im Sinne wachsender 
Zentriwinkel D und w im Sinne der nach dem Kriimmungsmittelpunkt K 

n 
weisenden Richtung positiv gezahlt wird. Sowohl u 
als auch w sind i. a. langs des Stabes veranderlich, 
also etwa als Funktionen des Zentriwinkels D 
anzusehen; das Bogenelement der Mittelfaser ist 
hier ds = rdD. 

Wegen der oben erwahnten Annahmen kann 
auch fiir den Stab mit gekriimmter Mittellinie 
die Kriimmungsanderung dem Biegemomente M 
an der betreffenden Stelle proportional gesetzt 
werden. Die Kriimmungsanderung ist die Ande
rung des Winkels zwischen den N ormalen in zwei 
entsprechenden Punkten P und P' vermoge der 

t Formanderung (Abb. 138). Um sie durch u und w 
auszudriicken, berechnen wir den Neigungswinkel 
eines Elements der Stabmittellinie gegeniiber 

irgend einer festen Richtung; dieser Neigungswinkel kann in der Form 
angesetzt werden 

-- --u 
p 

Abb.138. 

u+ w' 
1p=--. 

r 
(288) 

Der erste Tell u/r riihrt daher, daB der Punkt P um den Betrag u in 
Richtung der Tangente verschoben wird, was einem Zuwachs u/r des 
Zentriwinkels entspricht; auBerdem wird das Linienelement ds der 
Mittelfaser dadurch verdreht, daB i. a. w nicht konstant ist, so daB fiir 
w an der Nachbarstelle P' der Betrag w + dw anzusetzen ist, was einer 

W · k 1·· d dw w' t . ht III e an erung r df} = r en sprlC . 

Die Anderung x der Kriimmung ist der Unterschied der Neigungen 
benachbarter Linienelemente, ist also die Ableitung von 1p nach dem 
Bogenelement 

dip d'ljJ U' + wI' 
x = dB = rdf}- = --r2-· (289) 

Zur Bestimmung der beiden Komponenten u und w sind zwei 
Gleichungen erforderlich; es sind dies die elastische Gleichung fiir 
die Richtung der Tangente und die Biegegleichung. Wir vereinfachen 
die Betrachtung, indem wir weiterhin eine dehnungslose Verfor
mung der Mittelfaser, also reine Biegung (ohne Langenanderung 
der Mittelfaser) voraussetzen; es kommt dies darauf hinaus, E als sehr 
groB anzunehmen. Diese Annahme liefert eine Beziehung zwischen u 
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und w, die die eingangs gestellte Aufgabe auf eine gewohnliche Differen
tialgleichung zuriickfiihrt. 

Fiir die Dehnung 80 des Bogenelementes der Mittelfaser gilt all
gemein der Ausdruck 

u'- w " ---.--"0- . r (290) 

Der erste Teil u'lr entspricht der Dehnung in tangentialer Richtung 
zufolge der Veranderlichkeit von u; der zweite wlr riihrt daher, daB 
einer Verschiebung w in Richtung der Normalen eine Dehnung vom 
Betrage - wlr (Zusammendriickung) entspricht. Fiir dehnungslose 
Verformung der Mittelfaser erhalt man daher 

eo = 0 oder u' = w , 

und daher ist die Kriimmungsanderung (lie -l/r) in diesem FaIle 

w"+ w 
r2 (291) 

Demnach erhalt man die Differential
gleichung der elastischen Linie in der Form 

11 

I d1p - w"+w _ M I as = -r-2- - EJ . (292) .... x.--~~m-------,;;---+-----\=~F--""~ 

Bei den getroffenen Festsetzungen ist 
durch das positive Zeichen ein positives 
Moment (im Uhrzeigersinn drehend) einer 
positiven Kriimmungsanderung (also einer 
VergroBerung von u) zugeordnet. 

Mit Hilfe dieser Gleichung karin die 
Verschiebung irgend eines Punktes des 
Stabes ermittelt werden, wenn das Biege
moment an jeder Stelle des Stabes be

A 

Abb.139. 

Abb.140. 

kannt ist. Fiir einen nach einem Kreisbogen gekriimmtenStabAGB 
(Abb. 139), dessen Ende Aeingespannt ist, sind die (waagrechten und 
senkrechten) Komponenten der Verschiebung des Endpunktes B ge
geben durch 

u=J rd1pcoslX =f ~yd8, 
V = S rd1psin IX = f ~Xd8. 

(293) 

Die Verschiebungen u, v des freien Endes P sind demnach die stati
schen Momente der auf den kreisformigen Stab aufgebrachten 
"Belegung" MdslEJ mit Bezug auf die Richtungen x und y durch P. 

Beispiel 79. Bogentrager, beiderseits gelenkig gelagert (Abb.l40). Urn 
die Horizontalkraft H zu berechnen, die zufolge einer beliebigen Belastung in den 
Gelenken auf tritt, denken wir uns das eine der beiden Gelenke, etwa B gelost 
und die waagrechte Verschiebung 1t = BB' von B zufolge der Belastung berech-
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net. Da das Biegemoment M infolge der gegebenen Belastung an jeder Stelle als 
bekannt zu betrachten ist, erhalt man nach G1. (::93) 

f MY 
u= EJ ds. 

Nun denken wir uns denselben Bogentrager durch eine bei B' in waagrechter 
Richtung angreifende Einzelkraft H belastet, dann ist die Verschiebung Ul von B, 
da das Biegemoment in irgend einem Punkte 0 jetzt Ml = H Y ist, 

1£1= f~1 ds= H f ~~s. 
Diese beiden Gleichungen gestatten die Horizontalkraft H des gelenkig ge
lagerten Bogentragers (einfach statisch-unbestimmt!) zu berechnen; denn die 

a 
Gleichsetzung U = U 1 liefert unmittelbar (EJ = 
konstant gesetzt) die Gleichung 

1 
H= J MYds·1 

Jy2 ds 
(294) 

Beispiel 80. Kreisring, durch zwei ent
gegengesetzt gerichtete Krafte $ in einem 
Durchmesser beansprucht (.Abb.141). 

Man denke sich nach .Abb. 141 b einen 
Quadranten des Ringes fiir sich betrachtet, 

ql das eine Ende A eingespannt, das andere B frei 
und mit Pj2 belastet. Die dadurch bei B ent-

Abb. 141a und b. stehende Neigung der Biegelinie muB durch die 
Wirkung des bei B im Ringe auftretenden Mo

mentes Mo auf Null gebracht werden; dies gibt eine Bedingungsgleichung, aus 
der Mo bestimmt werden kann. 

Die durch Pj2 im Punkte 0 auftretende Kriimmungsanderung ist 

d '1Jll M P r cos rp 
Ts=EJ=2EJ' 

daher ist die Kriimmungsanderung des ganzen Quadranten (ds = rdrp) 

'PI = J d'1Jll = 2P;~ 1:os rp drp = 2~~' 
o 

.Andrerseits ist die Kriimmungsanderung, die durch das Moment Mo entsteht, 

dV'2 Mo 
Ts= EJ' 

und daher fUr den ganzen Quadranten 
,,/2 

J Mo t'f Morn. 
'1Jl2= d'1Jlz= EJ drp= 2EJ • 

o 

Die Gleichsetzung '1JlI = '1Jl2 ergibt eine Gleichung fiir Mo, und aus dieser folgt 

/ Mo =Prjn./ (295) 

106. Knickung eines Kreisringes unter konstantem AuBendruck. 
Wird ein kreisformiger Stab (Abb.142) mit konstantem AuBendruck 
X = 0, Z = P je Langeneinheit belastet, so kann der Fall eintreten, 
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daB von einem bestimmten Wert von p an der Ring nicht mehr gleich
Wrmig iiber den ganzen Umfang zusammengedriickt wird, sondern un
symmetrisch ausweicht oder eingebeult wird. Ahnlich verhaJt sich ein 
diinnwandiges Rohr, das Gehause eines Unterseeboots u. dgl. Um jenen 
Wert des AuBendruckes zu erhalten, fiir den eine dieser Erscheinungen 
eintreten kann, geht man ebenso vor wie bei der Knickung eines ge
raden Stabes unter Druckkraften in der Langsrichtung: Man ermittelt 
den kleinsten Wert des Druckes p, fiir den der Ringstab eine von der 
Kreisform verschiedene Gleichgewichtsform annehmen kann. 

Zunachst berechnen wir den Betrag der iiber den ganzen Umfang 
gleichformig verteiIten Zusammendriickung, fUr die in der Gl. (290) 
aus Symmetriegriinden u = konst., also u' = 0 
sein muB. Man erhalt, wenn die fUr diese gleich
formige Zusammendriickung geltenden GroBen 
mit dem Zeiger 0 versehen werden, 8 0 = pr, 
M~ = 0, Mo = konst., und es folgt (vgl. Bei
spiel 18) 

oder 

Um auf die Knickung zu kommen, denken 
wir uns diese Zusammendriickung Wo abgetrennt 
lind fragen nach den Bedingungen, unter denen Abb. 142. 

eine dehnungslose, also nicht gleichformig iiber 
den Umfang verteiIte Verformung moglich ist. Da die Kriimmungs
anderung 

u/'+w 

ist, erhalt man fiir den Kriimmungshalbmesser im verformten Zustande 
(angenahert) 

R ~ r (1 _ w";- w) . 
Die Biegungsgleichung (292) lautet 

1 1 w"+ w M 
J[---:;:=--r2- = EJ' 

und daher nehmen die statischen Gleichungen nach Einsetzen von R 
- (wobei in der Gleichung M' = Q R fiir R ~ r gesetzt werden kann, 
da das sonst auftretende Korrektionsglied E2 im Nenner enthalt) -, 
die Form an 

8'+Q=0, 

oder 

8'=-Q, 

Q' - 8 + p (w" + w - r) = 0, M'- Qr=O, 

M'= Qr. 

Eliminiert man aus diesen Gleichungen 8 und M, indem man die mitt
lere Gleichung nach {} ableitet, so findet man 

Q" + (I + ~ ~) Q = 0 . (296) 
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Eine von Null verschiedene Lasung dieser Gleichung, die fUr den Ring
stab in Betracht kommt, muB die Form Q = Qo cos nf} haben. Fiir n = 1 
wiirde p = 0 folgen, diese Lasung scheidet von selbst aus. Fiir n = 2, 
also Q = Qo cos 2f} erhii,lt man 

pr3 

1 + E J = 4 , also 

oder 

I _3EJ I p - r3 . (297) 

Dies ist derjenige Wert des AuBendruckes, fiir den eine der gleich
formigen Zusammendriickung iiberlagerte, nicht mehr gleichformig iiber 

.., 

den Umfang verteilte Verformung moglich 
ist, und den man deshalb als den "kriti
schen AuBendruck" bezeichnet; die diesem 
entsprechende Gleichgewichtsform ist in 
Abb.142 angedeutet. 

107. Stabe mit starker Kriimmung. Bei 
geraden und schwach gekriimmten Staben 
fUhrt die Annahme der linearen Spannungs
verteilung unmittelbar zu der Folgerung, 
daB die Querschnitte eben und zur Mit
telfaser senkrecht bleiben. Fiir Stabe mit 
starker Kriimmung gelangt man zu einer 
fUr praktische Berechnungen brauchbaren 
Theorie, indem man ebenfalls die Annahme 
macht, daB ebene Querschnitte eben und 

) 
zur Mittelachse (im verformten Zustande) 

# senkrecht bleiben; da aber jetzt zwei zur 
Mittelfaser senkrechte Querschnitte nicht 
gleich lange Fasern enthalten, so fiihrt 

Abb.143. diese Annahme auf eine Spannungsver
teiIung, die von der linearen verschieden 

ist und, wie sich zeigen wird, von der Querschnittsform selbst ab
hangt; diese Verteilung wollen wir ausrechnen. Es moge bedeuten: 

P die in Richtung der Tangente zur Mittelfaser, also senkrecht zum 
Querschnitt wirkende Kraft, 

M das Biegemoment, positiv gerechnet, wenn es die Kriimmung des 
Stabes vergroBert, seinen Kriimmungshalbmesser also verkleinert, 

t den Querschnitt des Stabes, 
r den Kriimmungshalbmesser der Mittelfaser vor der Verformung, 
(! den Kriimmungshalbmesser der Mittelfaser nach der Verformung, 
df) den Zentriwinkel zwischen zwei benachbarten Querschnitten und 
jj df} die Anderung dieses Zentriwinkels bei der Belastung. 
U nter der Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte nehmen 

benachbarte Querschnitte die in der Abb. 143 angegebene Lage an. 
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Die Dehnung der Mittelfaser ist 

c = 010~_ = 12 (d1J + Lld1J) - rd1J = IL~_ ~ + ~ LldIJ 
o 001 r d 1J r r d IJ ' 

und die Dehnung einer Schicht im Abstande 'fj von der Mittelschicht 

Rechnet man aus der Gleichung fur co die GroBe 

Lld1J r r - 12 --=-c+---
d1J e 0 12 

1) Lld1J 
eo + -r -dIJ-

-1+ 'I'}/r --

und setzt diese in den Ausdruck fur c ein, so folgt nach leichter Umfor-
mung 

eo + !L (!._ eo + r - e) 
r 12 12 ( r-e 'I') 

c = 1 + / = eo + 1 + eo) --- ---+ . 'I'} r 12 r 'I'} 

Bildet man a = E e und die Summe der Spannungen a sowie ihrer 
Momente um 0 uber den Querschnitt, so erhalt man 

f r-ef 'I'} 1 P = ad f = E co f + (1 + co) E --- -r- d I, 
12 + 'I'} (298) 

M = S a'fjdl = E coS 'fjdl + (1 + co) E '! ~ 12 f r ~ 'I'} df· 

Wir denken uns nun nachtraglich die Mittelschicht, in der auch 0 lie
gen solI, durch die Schwerpunkte der Querschnitte gelegt, dann ist 
f 1]df = O. Ferner fiihren wir zur Abkurzung ein 

x = - ~ S --'!I-- d f = - 1 + ~ f _!L . 
t r+'I'} I r+'I'}' 

man beachte, daB x nur von der Form des Querschnittes abhangt. 
Dann wird 

f~df =f(1] - r-'I'} -) dl = xfr. r+1) r+'I'} 
(299) 

Setzt man dies in die Gleichungen fur P und M ein, so folgt 

P = E col - E (1 + eo) r ~ 12 x f, I 
~"M. r-e -- = E(I + co)-- xf· 
r 12 

(300) 

Daraus erhalt man durch Addition 

P M 
E co = T + Ir' 

und schlieBlich die Spannung in jeder Schicht 

!
a-Ec- P +M+~_1)_ 

- - I Ir ujrr+'I'}· (301) 
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Die Verteilung der Spannungen iiber den Querschnitt wird gemaB 
dieser Gleichung durch eine Hyperbel dargestellt. 

Wird der EinfluB der Achsialkrafte P auBer Betracht gelassen, so 
nimmt diese Gleichung die einfachere Form an 

(1 = ~ [1 + ,,(r ~ 1])J ' 

und der Abstand der Nullschicht ((1 = 0) von der Mittelachse hat die 
GroBe 

". 
e=-I+".r. 

Dieser Abstand hangt nur von der Form des Querschnittes, nicht aber 
von der GroBe des Biegemomentes ab: ist also fii:r aIle GroBen und Vor
zeichen von M derselbe. 

Die Formanderung ist in erster Annaherung gegeben durch den 
Kriimmungshalbmesser nach der Verformung, der sich aus der Gl. (300) 
berechnen laBt; setzt man e = r - w, 1 + Eo ~ 1 und schreibt im 
Nenner r statt e, so erhalt man angenahert 

w M M 
-~ ~-~ 

r "E/r(l+eo) "E/r' 

Genauer kann man die Verformung dadurch erhalten, daB man sie aus 
der Gl. (300)J 

1 1 M - - - = =--;-;~-;--...,. 
(! r E,,/r2(1 + eo) 

ausrechnet und fiir die Kriimmungsanderung den Wert lie - l/r 
= (w" + w)r2 nach Gl. (292) einfiihrt. Es folgt dann (mit Eo ~ 0) fiir 
w die Differentialgleichung 

Iw"+w=M/xIE·1 (302) 

Die Integration dieser Gleichung liefert w, und durch eine weitere Inte
gration wird aus der Gleichung u' = w auch u gefunden. 

Beispiel 81. Zeige, daB die fiir G erhaltene Gl. (301) fUr r -+ 00 in die betref
fende Gleichung fiir gerade oder schwach gckriimmte Stabe iibergeht. - Fiir groBe 
Werte von r folgt aus der Gl. (299) 

f 1]2 1 f 1]2 J ,,/r= --df=- --I df=- oder lim "fr=J, r+1] r 1+1]r r 1'-+00 

also geht die G1. (301) fiir G fiir r -+ 00 iiber in 

P M'fj 
G=T+J' 

Beispiel 82. Fiir ein Rechteck mit der Breite b und der Hohe 11, findet man 
+hj2 

rJ dt rJ dy r 2r+h 
,,=-1+, r+y=-I+ T r+y=-I+ T ln 2r _ h 

-hj2 

r 2r- 11, 
=-I--ln--

11, 2r+ h' 
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Wenn man vom au/3erst moglichen Fall r = h/2 einigerma/3en entfernt ist, so kann 
x mit hinreichender Annaherung durch die ersten Glieder der ReihenentwickIung 
ersetzt werden; man schreibt hierzu u in der Form 

% = - 1 - ~ In (1 - ~) 
. h 2r + h 

und erhalt 
2r 2rh 8 r h2 

x=-1+ 2r + h + (2r+h)2 +3 (2r+h)3 + 

XIII. Trager auf nacbgiebiger Bettung. 
108. Kennzeichnung der Fragestellung und Annahmen fiber die Be

schaffenheit des Baugrundes. Die Aufgabe, die Biegung eines Balkens 
zu bestimmen, der zwischen den Stiitzen oder Einspannungen nicht 
frei ist, sondern auf einem elastischen Untergrund aufruht, stellt ein 
kombiniertes Problem dar; maBgebend fiir die Biegung sind dann so
wohl die Steifigkeit des Balkens wie die elastischen Eigenschaften des 
Untergrundes. 

Fiir eine analytische Behandlung dieser Aufgabe ist vor allem eine 
Annahme iiber das Verhalten des Baugrundes erforderlich. In der 
Baumechanik pflegt man das Verhalten des Baugrundes dadurch zu 
kennzeichnen, daB der Druck (Kraft auf die FHicheneinheit) an einer 
Stelle A proportional zu der an die'ler Stelle bewirkten Einsenkung y 
angenommen wird; in Zeichen 

1 p(A) = Ky(A) ·1 (303) 

Den Proportionalitatsfaktor K nennt man Bettungszahl oder Bau
grundzahl; ihre Dimension ist KL-3, sie wird also in kgcm-3 gemessen. 

In dieser Form der Beziehung zwischen 
p und y steckt eine Reihe von Annahmen, 
die deutlich ausgesprochen werden miissen. 

I. Es wird angenommen, daB ffir die 
Einsenkung an einer Stelle nur der an 
dieser Stelle vorhandene Druck, oder um
gekehrt fiir den Druck an einer Stelle nur 
die an der gleichen Stelle vorhandene Ein

a l\l! 
----.,J1111111111j]1111111111~~-

~lllllllllllt~111111111 
Abb. 144a und b. 

senkung maBgebend ist. Diese Annahme ist bestimmt nicht zutreffend; 
denn man iiberzeugt sich schon durch den allereinfachsten Versuch, 
daB etwa durch einen gleichmaBig belasteten Balken auf nachgiebiger 
Unterlage nach Abb. 144 eine Durchsenkung von der Art a und nicht 
von der Art b bewirkt wird; d. h. es tretenin Wirklichkeit auch an 
solchen Stellen Einsenkungen des Grundes auf, die nicht mehr unter 
einer Last liegen. 

Mit anderen Beziehungen zwischen p und y kann man das wirkliche 
Verhalten einer Unterlage besser beschreiben1. Die mit Hilfe solcher 
genauerer Ansatze durchzufiihrenden Rechnungen werden jedoch so 

1 Siehe K. Wieghardt: Z. angew. Math. Mech. Bd.2 (1922) S.165. 
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verwickelt, daB man sich bewuBt auf den nicht vollstandig zutreffenden, 
aber einfacheren Ansatz (303) beschrankt. 

2. Die Bettungszahl K wird als Konstante betrachtet; und zwar 
wird sie nicht nur von der GroBe der Einsenkung, sondern auch von der 
GroBe und Gestalt der belasteten Flache als unabhangig angenommen. 

Inwieweit der erste Teil dieser Annahme 2. in Wahrheit zutrifft, 
miiBte durch sehr genaue Versuche erwiesen werden. Fiir kleine Durch
senkungen wird sie immerhin sehr nahe giiltig sein, denn wie immer auch 
die genaue Funktion K = K (y) lauten mag, so lange y klein bleibt, 
wird man sich mit dem ersten konstanten Glied der Potenzreihenent
wicklung begniigen diirfen. 

Das ist auch der Sinn der von H. Zimmermann und K. Hayashi! ausge
sprochenen Satze: "Bei kleinen Formanderungen aber, wie sie gewohnlich in der 
Praxis vorkommen, ist diese Annahme zulassig, wie auch das die Beziehungen 
zwischen Senkung und Bettungsdruck regelnde Gesetz in Wirklichkeit lauten 
moge." Diese Satze betreffen n ur die Unabhangigkeit des K von y, nicht aber die 
von der GroBe und der Form der Flache; sie sagen auch nichts aus iiber die etwaigen 
Einsenkungen auBerhalb der belasteten Flache. 

Was die Abhangigkeit der Bettungszahl von der GroBe und Gestalt 
der belasteten Flache angeht, so ist man auch in diesem Punkte auf 
Versuche angewiesen, die bisher nur in sehr geringem AusmaB vor
liegenz. 

Obwohl also aus den genannten Griinden der Ansatz (303) anfecht
bar ist, bedient man sich seiner wegen der Einfachheit der Rechnung 
doch fast ausschlieBlich in allen Fallen, wo Platten oder Balken, die 
irgendwie belastet sind, auf einer nachgiebigen Unterlage - dem Bau
grund - ruhen. 

Erwahnung verdient noch, daB es einen Fall gibt, in dem der Ansatz (303) 
tatsachlich vollkommen zu Recht besteht, namlich fiir eine auf einer schweren 
Fliissigkeit schwimmende Platte, z. B. eine Eisplatte auf Wasser3. Es wird dann 
K = y = dem spezifischen Gewicht der Fliissigkeit, p ist dann nichts anderes als 
der hydrostatische Druck p = yy. 

Wenn es sich nicht um ein zweidimensionales Problem, sondern um 
ein eindimensionales handelt, wie den Balken auf elastischer 
Bettung, so rechnet man an Stelle des Flachendruckes p mit dem 
"Streckendruck" p* = pb, indem man die Gl. (303) mit der konstanten 
Breite b des Balkens multipliziert 

I p* (A) = K by (A) = k y (A) .J (304) 

Kb = k kann dann als "Balkenbettungszahl" bezeichnet werden. Ihre 
Dimension ist K L-2; sie wird also in kgcm-2 gemessen. 

109. Differentialgleichung der elastischen Linie eines elastisch ge
betteten Balkens. Ein Balken vom Querschnitts-Tragheitsmoment J und 
der Elastizitatszahl E - diese GroBen seien langs des ganzen Balkens 

1 Hayashi, K.: Theorie des Tragers auf elastischer Unterlage. Berlin 1921 
oder 1930. 

2 ttber eine vorlaufige Zusammenstellung vgl. F. Schleicher: Zur Theoric 
des Baugrundes. Bauingenieur Bd. 7 (1926) S.931-935, 949-952. 

3 Hertz, H.: Ann. Physik Bd. 22 (1884) S.449 oder Werke Bd. I S. 288. 
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konstant - ruhe auf einem elastischen Untergrunde von der Balken
bettungszahl k und sei mit irgend welchen Einzelkriiften P und Strecken
lasten q belastet. (Bei allen derartigen Betrachtungen wird der Unter
schied zwischen der Durchsenkung der neutralen Schicht und der unter
sten Schicht des Balkens vernachlassigt.) 

Die Querkraft in einem Querschnitt des Balkens im Abstande x 
vom linken Ende ist 

(x) x x (x) x 

Q = - 2) Pi - f qdx + f p*dx = - 2) Pi + f (p* - q)dx, 
(0) 0 0 (0) 0 

und ihre Ableitung nach x wegen Gl. (304) 

dQ 
dx=ky-q. 

Da stets Q = dMjdx ist, so haben wir 

d2 M 
dx2 = ky - q. 

Die Differentialgleichung der Biegelinie lautet allgemein 

d 2 y M 
dx2 - EJ' 

also in unserem FaIle 

d4 y 1 d 2 M 1 
dx4 = - EJ dx2- = - EJ (k Y - q), 

oder 
EJ d4 y . q 
T dx4 + y=T· 

Der Faktor EJjk hat die Dimension [L]4; setzt man zur Abkiirzung 
4 EJjk = L4, so nimmt die Differentialgleichung die Form an 

4d4 y _ 4q 
L dx4 + 4 Y - -F· 

Durch Einfiihrung der neuen dimensionslosen Veranderlichen ~ = xjL 
geht sie iiber in 

I d4y 4q I 
W+ 4Y =T· (305) 

Die Konstante L, die die Dimension einer Lange hat, enthalt aIle fUr die Bie
gung maBgebenden GraBen. Fiir die homogene Differentialgleichung ist demnach 
nur das Verhaltnis von Biegesteifigkeit des Balkens und Balkenbettungszahl k, 
nicht die absoluten Werte dieser GraBen maBgebend. Je graBer die Balkensteif
heit oder je kleiner die Bettungszahl, um so graBer wird die "Vergleichslange" L. 

Bevor wir die Integration der Differentialgleichung ausfiihren, wol
len wir noch anmerken, wie sich Neigung, Moment und Querkraft in 
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der dimensionslosen Veranderlichen ~ ausdriicken. Es ist 
dy I dy 

1jJ ~ tg 1jJ = dx = r df ' 
d 2 y EJ d 2 y kL2 d2y 

M = - E J dx2 = - L2 dt;2 = - 4 dt;2 , 

day E J day kL d3 y 
Q = - E J dx3 = - La dt;3 = - 4 dt;3 . 

Zwischen der elastischen Linie und der Momentenlinie besteht noch 
folgender Zusammenhang: Aus der Differentialgleichung der elastischen 
Linie eines gebogenen Balkens folgt allgemein, da 

d2 y M 
dx2 =- EJ 

ist, daB die elastische Linie dort einen Wendepunkt hat, wo die Mo
mentenlinie eine Nullstelle besitzt. Ferner gilt fiir den elastisch ge
betteten Balken auch die umgekehrte Beziehung 

d 2 M 
dx2 = ky - q, 

so daB die Momentenlinie dort einen Wendepunkt hat,wo y = qjk 
ist, insb. fiir q = 0 also dort, wo y = 0 ist. 

110. Integration der DiHerentialgleichuug. 1st die Streckenlast q als 
irgend eine Funktion von x oder ~ gegeben, so hat man die Aufgabe, 
die Gleichung 

(305) 

zu losen. Sie ist eine lineare Differentialgleichung vierter Ordnung mit 
Storungsfunktion, fiir deren Losung allgemeine Verfahren bekannt sind. 

Wir beschranken uns ditrauf, die Losung in zwei besonderen Fallen 
anzugeben: 

I. Es sei q == 0; d. h. es sind nur Einze]krafte vorhanden. 
II. Es sei q- konst., d. h. die Streckenlast ist konstant. 
Die Losung enthalt vier willkiirliche Integrationskonstanten, die aus 

den Randbedingungen zu bestimmen sind.Solche Bedingungen konnen 
fiir y und fiir y', y", y'" (die den 1jJ, M, Q proportional sind) vorgegeben 
sein; genauer gesagt: fiir y und dessen drei erste Ableitungen in ganz be
stimmten Zusammenstellungen, die man als "natiirliche Randbedin
gungen" bezeichnet. Insbesondere sind folgende drei FaIle von Wich-. 
tigkeit. 

1. freies Ende: M = 0, Q = 0, 
2. eingespanntes Ende: y = 0, y' = 0, 
3. gelenkig gelagertes Ende: 'y = 0, M = O. 

1 
J 

(306) 

I. Wenn nur Einzelkrafte vorhanden sind, also q = 0 ist, lautet die 
Differentialgleichung 

(307) 
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Die Losung schreiben wir in der Form 

Y == Yo = al ~oi ~ cos~ + a2 ein ~ sin ~ + a3~oi ~ '3in~ + a" ein~ cos~, (308) 

worin a l , ... a4 Integrationskonstante bedeuten. Man bestatigt durch 
Ansrechnung der . Ableitungen, daB dieser Ansatz der Differential
gleichung geniigt. 

II. Wenn die Streckenlast q = konst. = q 0 ist, haben wir die Gleichung 

d4 y 4qo 
d~4 + 4y = T. (309) 

Ihre Losung schreiben wir in der Form 

y = Yo + qo/k, 
und es ist 

p* = k y = k Yo + qo , 

wobei Yo wieder die in Gl. (308) angegebene Form hat. 
In dem genannten Buche von K. Hayashi ist die Integration nach 

diesem Schema fiir eine groBe Zahl von verschiedenen Belastungen 
und Stiitzungen durchgefUhrt und durch Tabellen auf eine praktisch 
brauchbare Form gebracht. Die zahlenmaBige Ausrechnung ist aber 
schon in verhaltnismaBig einfachen Fallen, vor allem wegen der Fest
legung der Konstanten, eine recht umstandliche Aufgabe, so daB man 
gerade hier mit Vorleil angenaherte Methoden der Berechnung heran
ziehen wird. Diese sind hier um so mehr am Platze, als wegen der Un
sicherheit· der Grundannahmen an die Genauigkeit von vornherein nur 
geringe Anforderungen gestellt werden duden. 

111. Angeniiherte Losung. Verfahren von Rayleigh-Ritz. Zur Ge
winnung angenaherter Losungen empfiehlt sich hier wie in allen ahn
lichen Fallen das Verfahren von Rayleigh-Ritz. Der diesem zugrunde 
liegende Gedanke ist der, statt der Differentialgleichung (305) das zu
gehorige Prinzip der kleinsten Formanderungsarbeit zu betrachten; 
die Bedingung fUr das Extremum ergibt dann, wie man zeigen kann, 
gerade die zu integrierende Differentialgleichung. FUr Gleichgewichts
aufgaben hat dieses Prinzip, wie in 102 dargelegt wurde, die Form 

A* == Ai - 2 Aa = Min. (310) 

Fiir den querbelasteten Trager erscheint A* als bestimmtes Integral. 
Die Losung des Problems kann dann in der Weise erfolgen, daB man fUr 
die unbekannte Funktion, hier fur die Durchsenkung y = y (x), einen 
Ausdruck von der Form 

y == a Yl (x) + b Y2 (x) + ... 
wahlt, der die Randbedingungen befriedigt, und in dem noch zunachst 
unbekannte "Parameter" a, b, ... auftreten - etwa die Koeffizienten 
eines Polynoms (d. s. endliche Potenzreihen); die Yl (x), Y2 (x), ... sind 
dabei so gewahlt, daB sie ungefahr den zu erwartenden Verlauf der ge
suchten Funktion Y = Y (x) zeigen und die Randbedingungen erfiillen. 

Posch!, Mechanik II. 13 
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aber nicht der Differentialgleichung zu genugen brauchen. - Der Aus
druck A * wird dann eine Fmiktion dieser Parameter 

A * = A * (a, b, ... ) , 

und die Werte dieser Parameter, die die Rolle von statisch-unbestimm
ten GroBen spielen, werden durch die Bedingungen bestimmt 

aA* 
-=0 aa ' 

aA* 
---al)=0, (311) 

In den meisten Fallen erhalt man schon brauchbare Ergebnisse, wenn 
man als Naherung die einfachsten Polynome wahlt, die die gegebenen 
Randbedingungen erfiillen. 

Abb.145. 

Aus der groBen Zahl von Belastungsfallen, fur 
welche genaue Losungen vorliegen, so daB man die 
NaherungslOsungen mit ihnen vergleichen kann, wah
len wir zwei aus, um an ihnen das Verfahren zu er
lautern. 

Beispiel 83. Trager von der Lange 1, der in der Mitte auf 
einer festen Stiitze ruht und die Streckenlast q tragt (Abb. 145). 

In diesem FaIle lautet die DGI. 

L'yIY + 4y = 4q/k. 

Das Prinzip der kleinsten Formanderungsarbeit nimmt hier die Form an (da fiir 
die Berechnung von A * die Bettungskraft als innere Kraft a{lzusehen ist) 

1/2 

A*-==Aj - 2Aa=f{ ~ (EJy"2+ k y 2) - gy}dX 

o 

1/2 

= = f { ~ (L'y"2 + 4y2) - 4k
q y}dX. (312) 

o 

Fiir y wahlen wir ein Polynom, das die Randbedingungen erfiillt; die Funktion 

y = a X2 + b X3 (313) 

solI fiir die rechte Tragerhalfte geIten und fiir die linke symmetrisch ergiinzt 
werden. Sie erfiillt die Bedingungen y (0) = y' (0) = O. Wir fordern noch 
y" (l/2) = 0; dies fiihrt auf die Gleichung 

2 a + 3 b 1 = 0 , b = - 2 a/3l , 
also wird 

(314) 

Der eine noch verfiigbare Parameter a wird nun so bestimmt, daB A* ein Minimum 
wird. 

Wir bilden der Reihe nach y", y"2, y2, setzen in Gl. (312) ein und integrieren. 
So ergibt sich (unter Weglassulig des Faktors k/~) 

1 II q 1 . 
A* = 3" a2 1L' + a2 15 16 . 105 - k a [38 = Mm. (315) 

Die Forderung, daB A * als Funktion von a ein Extremum ;lein solI, liefert 
aA*/aa = 0, und dies ist die Bestimmungsgleichung fiir a. 
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Mit Benutzung der Abkiirzung a = l/2 L ergibt sich 

1 q 3 at 
a = 12 k 1 + lla4/35 . (316) 

Gl. (314) mit diesem Wert fiir a gibt also eine angenaherte Form fiir die Biegelinie. 
Wir vergleichen dieses Ergebnis mit der strengen Losung dadurch, daB wir 

die Werte y am auBeren Rande, also an der Stelle l/2, miteinander vergleichen. 
Es ist hier 

mit a = 1, Y ( ~ ) = ~ . 0,38 , (genauer Wert 0,372 statt 0,38, Fehler 2,2 v H) 

a = 0,1, Y (~) = ~ .0,499.10-4 , (genauer Wert 0,5·10-4 !) 

Die Ubereinstimmung ist also befriedigend, so daB es - in 
Anbetracht der unsicheren Grundlagen der Theorie - vollig 
ausreicht, die rasch zu ermittelnden Werte aus der Naherungs
rechnung zu benutzen. Es muB jedoch betont werden, daB die 
Ubereinstimmung erheblich schlechter wird, wenn man nicht 
y-Werte, sondern Ableitungen y' und y" oder diesen pro
portionale Neigungen und Momente vergleicht. 

Beispiel 84. Trager, der nach Abb. 146 an seinen Enden 

Abb.146. 

durch je eine Einzelkraft ~ belastet ist. Der Ausdruck fiir A* lautet jetzt 

l/2 

A* == ~ {f (! L4 y"2 + 2 y2) dx _ 4: YP } = Min. (317) 
o 

Man kann ihn sich dadurch entstanden denken, daB in Gl. (312) das letzte Glied des 
IntegralsS 4 qydx/k, das mit kj4 multipliziert die doppelte Arbeit der verteilten 
Last q darstellt, ersetzt wird durch den entsprechenden, die Arbeit der Kraft P 
darstellenden Ausdruck 4 Pyp/k. . 

Wir setzen an (fiir eine Triigerhiilfte) 

y = Yo + a x2 + b x3 

und haben dadurch schon y' (0) = ° beriicksichtigt. Die Randbedingung y" (l/2) = ° 
liefert 

( 2 X 3) Y = Yo + a x 2 - 3" T . (318) 

Das Absolutglied Yo bestimmt sich aus der Bedingung, daB die Summe der 
Lasten gleich der Summe der Gegenkriifte sein muB, also 

daraus folgt 

l/2 

P = k f [Yo + a (X2 - : ~3) ] dx; 

o 

2 P 1 [2 
Yo = -kl - 16 a , 

so daB der Ansatz, der jetzt nur noch einen Parameter a enthalt, lautet 

y = 2 P + a [X2 _ ~ x3 - .!. l2] (319) 
k l 3 l 16 . 

Ebenso wie im vorigen Beispiel bildet man nun y2, y"2, YP, setzt in A* ein und 
integriert. Mit der Abkiirzung A = ljL erhiilt man 

A * - l5 2 [_~ .!. .!. ~ l _ P l2 _~ _ 2 p2 _ M· 
- a 3 ),4 + 16 1680J a k 12 k2 l - Ill., (320) 

13* 
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und aus aA*laa = 0 

P 5 ).4/24 5 P 4 

a = lel3 ~ + 71 Jc4/26800 """ 8leP Jc 

(und zwar fur A:S 1). Damit findet man 

_ 2 P 5 P ~ 4 [.2 2 x3 1 [2 ~J 
Y - kz + ills' x - 3" T - 16 

und 

Yo = 2le~ [1 - 2~6 Jc4] , 

schlieBlich 
5 P [X2 2 X3] 

Y - Yo = Skl }.4 [i - 3" [3 • 

Fur x = 112 wird 

(321) 

Um ein Urteil uber die Genauigkeit der Ergebnisse zu gewinnen, vergleichen 
wir sie mit den aus den Formeln der strengen Theorie gewonnenen Werten: 

Naherungswerte 

{
Yo = 0,981 2 Plk 1 , 

Jc = 1, 
yp - Yo = 0,0518 2 Plk [ • 

Jc~1 { 
Yo=2Plle[, 

yp - Yo = 5 P Jc4j48 k 1 , 

strengere Theorie 

0,985 

0,0521 

dass. 

dass. 

XIV. Elastische Schwingungen. Dynamische 
Belastung. 

Fur die einzelnen BelastungsfiHle sind die Lasten mit den Verformungen durch 
lineare Ansatze in Verbindung gebracht worden. Diese Ansatze kiinnen un
mittelbar dazu dienen, die Gleichungen fur die elastischen Schwingungen aufzu
stellen. Voraussetzung fur das Auftreten von elastischen Schwingungen ist eine 
bewegte Masse (oder Drehmasse) als Wuchtspeicher und ein elastisches System 
als Speicher fur potentielle Energie. Der Schwingungsvorgang ist nichts 
anderes als ein Umsatz zwischen beiden Energiearten von bestimmter Gesetz
maBigkeit. 

112. Eingliedrige elastische Schwinger. Man denke sich die Masse m 
(oder Drehmasse) durch irgend eine "Storung" um die Strecke x aus 
der stabilen Gleichgewichtslage herausgebracht und sich selbst uber
lassen. Wird die zuruckfuhrende elastische Kraft mit - ex bezeich
net, so lautet die Bewegungsgleichung 

mx = - ex oder mx+ex=O. (322) 

Die Vorzahlen e sind jeweils durch die Beziehungen gegeben, die die 
GroBe der elastischen Kraft mit der GroBe der Ausweichung ver
binden. So hatten wir z. B. bei einem auf Zug beanspruchten Stab 
fur die Verlangerung x 

P = EFx/l, also ist hierfiir e = EF/l. 
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Fur eine am Ende einer Welle sitzende Drehmasse J hat die Be
wegungsgleichung die Form (Jp = polares Flachentragheitsmoment) 

Jij; + ccp = 0 mit c = GJpll. (323) 

Dies folgt aus der Bewegungsgleichung fur Drehungen um feste 
Achsen, die die Form hat: Drehmasse (J) X Winkelbeschleunigung (ij;) 
= Ruckfiihrungsmoment, das dem Verdrehungswinkel proportional, 
also in der Form - c cp anzusetzen ist. 

Die wichtigste GroBe, die bei mechanischen Schwingungen meist 
allein verlangt wird, ist die Schwingdauer T. Da die LOsung der 
Bewegungsgleichung fur die einfachen harmonischen Schwingungen all
gemein die Form hat 

x = AsinOJt+ BcosOJt, wobei (324) 

wie man sich durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung leicht uber
zeugt, so ist die Schwingdauer 

~ 2:n; -2 Vm I --- n -. 
(J) C 

(325) 

OJ nennt man die Kreisfrequenz, d. i. die Anzahl der Schwingungen 
in 2 n sec. Als Fre q u enz f schlechthin bezeichnet man die Schwing
zahl in I sec, so daB man die allgemein giiltigen Gleichungen erhalt 

I 1 2:n; I /='1" OJ=T~2n/. (326) 

Aus den Vorzahlen c und m (bzw. J) laBt sich daher die Kreisfrequenz 
und die Schwingdauer ohne weiteres angeben, ohne daB jedesmal die 
Integration selbst ausgefuhrt werden muBte. Fiir eine Anzahl von ein
fachen Fallen sind in Tabelle 13 die Werte dieser GroBen enthalten, 
die aIle auf die angegebene Art berechnet sind. 

In der Tabelle 13 sind zum Vergleich unter 4a bis 4d auch die Werte fiir T 
unter der Voraussetzung eingetragen, daB die Masse (m) des Stabes nicht punkt
formig, sondem iiber die ganze Lange gleichformig verteilt ist; wie man sieht, 
wird dadurch (J) erhoht und T erniedrigt. Aus der Tabelle entnimmt man auch 
eine Bestatigung der allgemeinen Regel, daB - unter sonst gleichen Bedingungen 
- jede Verscharfung der Auflagerbedingungen eine Erhohung der Frequenz und 
jede VergroBerung der Masse des schwingenden Systems eine Emiedrigung der 
Frequenz im Gefolge hat. 

113. Zweigliedrige Schwinger. Aus dem fiir eingliedrige Schwinger 
erlauterten Verfahren erkennt man auch unmittelbar, wie man vorzu
gehen hat, wenn man die moglichen Schwingungen eines Systems von 
zwei oder mehreren Freiheitsgraden zu bestimmen hat. Immer muB 
eine stabile Gleichgewichtslage vorhanden sein, aus der das System 
durch irgend eine Storung herausgebracht und sich dann selbst uber
lassen wird. Um die Bewegung des Systems zu untersuchen, die auf 
diese Storung hin erfolgt, hat man fur jeden Massenpunkt (oder fur 
jede Drehmasse) des Systems die Krafte aufzusuchen, die auf ihn wirken, 
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TabeTIe 13. Einfache Schwinger. 

I 
Beispiele K ennzeichnung al c w2 T 

~ 
Langssch wingun-

-

gen c Vrn 1 m c - 2n --
Punktmasse m an m c 

Feder 
--

~. 1 .eL Punktmasse m an EF EF 2nV~i la elastischem Stab m -y mz EF 

--

iL=cl cD' 
Verdrehungs-

2 
schwingungen 

J 
GJ", GJ", 

2n JI Jl 
G-G/eit80lJ/ BerM//e Drehmasse J auf -l- n ' GJv 
.!p-fJO/lJres TruglJeifsm()f1lent Welle 

Biegungsschwin-

t==-~ 
gungen 

Stabe mit Punkt- 48EJ 48EJ 
; V3~~ 3a m -- ---masse m [3 ml3 

:-.. l ' a) beiderseits gelenkig 
gelagert 

--

~~ 
b) ein Ende einge- 768EJ llOEJ llOEJ V-- l3 3b spannt, das andere m ~""'-l-3- ""'~. 2n 11~EJ :\ l ' gelenkig gelagert 

3c ~ :-----,,----.:~ c) beiderseits einge- 192EJ 192EJ 
-: V 3rr;:~ spannt m ---

---mt3 za 

--

3d 
t=--_D}y d) einseitig einge- 3EJ 3EJ Y m[3 

spannt m --y:.J --
2n 3EJ ,- 1 1m ml3 

I 

bd 
Stabe mit gleichfOr-

4a 
mig verteilter Massem lOOEJ n Vml 1 

a) beiderseits gelenkig 
- - ""'--- "'" 5 EJ ,~fnj;-;- mP 

gelagert 

~--~ 
b) Nn Ende einge- 240EJ 2n ymp 4b spannt, das andere - - ""'--- ""'15 EJ ,-~r-: gelenkig gelagert mP 

4c tsz-::J c) beiderseits einge- 500EJ ""'~V5~l; spannt 
- -

"'" ----;;n[3 
l 

4d bES c) einseitig einge- 12EJ 
Vml3 - - ""'--spannt ml3 "'" n 3EJ 



Zweigliedrige Schwinger. 199 

und sie in die Bewegungsgleichungen einzutragen. Zur Kennzeichnung der 
Lagen der einzelnen Massen muB man geeignete Koordinaten (Strecken 
oder Winkel) annehmen und die Krafte (oder bei Drehmassen: Mo
mente) in diesen Koordinaten ausdrucken. Nach dem fur elastische 
Systeme geltenden Ansatz sind diese Krafte stets als lineare Funk
tionen der Koordinaten anzusetzen. Fur zweigliedrige Systeme nehmen 
dann die Newtonschen Bewegungsgleichungen "Masse X Beschleuni
gung = Summe der einwirkenden Krafte" fur mi und m2 die Formen an: 

mlx.·.·1 = - an Xl - a12 X 2 } 
(aSI = als). (327) 

m2 Xs = - aS l Xl - a22 Xs 

Damit die Gleichgewichtslage, aus der heraus die Storung erfolgte, 
tatsachlich eine stabile ist, mussen die folgenden (von einander nicht 
unabhangigen) Bedingungen erfullt seini 

an> 0, (328) 

"Ober das Vorzeichen des Gliedes a lS ist nichts ausgesagt, es kann daher 
sowohl positiv als auch negativ sein. Durch die Glieder mit a l2 sind die 
beiden "Freiheitsgrade" Xl'· XI miteinander in Verbindung gebracht oder 
"gekoppelt" worden; die entstehenden Schwingungen in den Koordina
ten Xl' XI bezeichnet man daher auch als "gekoppelte Schwingungen". 

Zu ihrer Bestimmung hat man die beiden Bewegungsgleichungen 
aufzulosen, zu integrieren. Nach dem bei Systemen von homogenen, 
linearen Differentialgleichungen ublichen Verfahren hat man die Losung 
in der Form anzusetzen 

Xl = Al sin (w t + oc) , Xs = A 2 sin(wt + oc). 

Durch diesen Ansatz sind solche Bewegungen gekennzeichnet, bei denen 
die beiden Freiheitsgrade mit derselben Frequenz und Phase 
schwingen. Geht man mit diesem Ansatz in die Bewegungsgleichungen, 
so erhalt man [nach Streichung des "Zeitfaktors" sin(w t + oc)] 

Al (WI - an/ml) - As a12/ms = 0 , } 

- Al alS/m2 + As (w2 - a22{mS) = 0 ; 
(329) 

man erkennt, daB Bewegungen der angegebenen Art tatsachlich mog
lich sind, sofern diese beiden Gleichungen miteinander vertraglich, 0. h. 
die fur AI/As aus beiden Gleichungen gerechneten Werte dieselben sind. 
Dies gibt die "Frequenzengleichung", die wir in der Form schreiben 

I w'l. - aU/ml , - a l2{ms i = w 4 _ (~n + a 22 ) Ws + an a2a ~.t. = 0; (330) 
- a l2/ml , WS - ass/ms ; rnl rna ~ ma 

ihre Wurzeln sind 

1 Siehe Poschl: TM I, 2. Aufl. S.249. 
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Die durch diese Gleichung gegebenen Kreisfrequenzen nennt man die 
Eigenfrequenzen der auftretenden Schwingungen; sie sind nur dann 
einander gleich, wenn a12 = 0, die Koordinaten Xl und X2 also unge
koppelt sind, und aU/mI = a22/ma ist. 

Aus diesen Ausdriicken fUr WI' Wa ersieht man, daB die Eigen
frequenzen von irgend welchen Anfangswerten der Ausschlage oder 
Geschwindigkeiten unabhangig sind. Von Bedeutung ist ferner, daB die 
beiden Eigenschwingungen, die mit den Kreisfrequenzen WI und Wa er
folgen, auch beziiglich ihrer Formen voneinander verschieden sind; fUr 

o 
Abb.147. 

die kleinere, WI' schwingen die beiden Massen (oder 
Drehmassen) in demselben Sinn, also miteinander, 
fiir die groBere, W a ' schwingen sie gegeneinander, 
so daB in dem zwischen ihnen liegenden Feder
oder Wellenstiick ein echter "Knotenpunkt" auftritt 
(s. die folgenden Beispiele). 

114. Der Frequenzenkreis. Die Frequenzen
gleichung (330) gestattet auch eine einfache zeich
nerische Auflosung mittels des Frequenzen
kreises1, der nichts anderes ist als der auch sonst 
in der Festigkeitslehre benutzte Mohr-Landsche 

Kreis (Abb. 147). Man mache in einem passenden MaBstabe 

OR=an RB=aaa RT= au 
ml ' ma ' fml ma 

und verbinde T mit dem Mittelpunkte des iiber OB als Durchmesser 
geschlagenen Kreises. Die Schnittpunkte der Geraden T M mit dem 
Kreis seien I und II, dann ist 

.--------------------, I T.i = wi, Til = w~.1 (332) 

Der Beweis dafiir, daB diese beiden Strecken tatsachlich die durch 
Gl. (331) gegebenen Werte haben, ergibt sich uninittelbar aus der 
Geometrie der Figur. 

Beispiel 85. Zwei Massen mit zwei Federn, nach Abb. 148. Fiihrt man 
als Koordinaten die Entfernungen von den Gleichgewichtslagen ein und sind die 
Federkonstanten cl und Ca, dann lauten die Be~egungsgleichungen 

ml ~l = - Cl Xl + Ca (xa - Xl) = - (Cl + ca) Xl + Ca Xa, } 

mlXa= -ca(Xa-Xl)= CaXl -Ca Xa 
und die Frequenzengleichung 

Abb.148. Beispiel 86. Zwei Drehmassen mit zwei 
Wellenstiicken nach Abb.149 Als Koordinaten 

fiihrt man die von der Gleichgewichtslage gemessenen Drehwinkel €Pl, €PI ein, 
die Wellenkonstanten seien cl ' c2 (Ci = G;J., ill;), dann lauten die Bewegungs
gleichungen 

J l ~l = - Cl €Pl + Ca (€Pa - €Pl) = - (cl + C2) €Pl + Ca €Pa' } 

J a €Pa = - Ca (€Pa - €Pl) = Ca €Pl - Ca €Pa -----
1 Poschl, Th.: Z. techno Physik Bd. 14 (1933) S.565. 
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(334) 

Zur zeichnerischen Auflosung der Frequenzengleichungen fiir zweigliedrige 
Systeme kann in allen Fallen der Frequenzenkreis dienen. 

Abb. 149a und b. 

115. FUr die Biegungsschwingungen eines mit zwei Punktmassen 
besetzten Stabes (dessen MasEe dabei auBer Betracht bleibt) ist es prak
tisch, die Bewegungsgleichungen in einer etwas anderen Form anzu
setzen, u. zw. unter Verwendung der sog. EinfluBzahlen IXik (vgl. 99). 
Hat man zwei statische Lasten $10 $2' die auf dem Trager stehen, dann 
ergibt sich die Durchbiegung Yl an der Stelle der Last $1 vermoge der 
linearen "Oberlagerung der "Einzeleinfliisse" unmittelbar in der Form 

YI = IXn PI + IX12 P2 , } 

Y2 = IX21 PI + IX22 P2 , 
(335) 

wobei IX'k die Durchbiegung an der Stelle i vermoge der Last 1 an der 
Stelle kist, oder umgekehrt (nach dem Maxwellschen Satz von der 
Gegenseitigkeit der Verschiebungen ist IXki = IXik). Will man die Be
wegungsgleichungen fUr die Eigenschwingungen der Massen m1 , m 2 

erhalten, die an den Laststellen sitzen, so hat man statt der Krafte 
PI' P 2 die Tragheitskrafte - mly10 -- m 2 Y2 einzusetzen und findet 
die Bewegungsgleichungen in der Form 

YI = - IXn ml ~l -'-- IXl2 m2 ~2' } (336) 
Y2 = - IX21 ml Yl - IX2!! m 2 Y2 , 

Will man die Eigenschwingungen erhalten, so hat man ahnlich wie 
friiher zu setzen 

Yl = Al sin (w t + IX) , Y2 = A2 sin (w t + IX) 

und erhalt nach Streichung des Zeitfaktors sin (w t + IX) die folgenden 
Gleichungen 

(IXnmlw2 - 1) Al + IX12m2w2A2 = O,} 

IX12 m 1 w 2 Al + (IX22 m 2 w 2 - 1) All = O. 
(337) 

Diese Gleichungen kann man genau auf die friihere Form bringen, wenn 
man jede durch w ll dividiert. Als Frequenzengleichung findet man 

1 
002 - IXll ml , 

1 

- IX12 m 2 1· 1 
= 4 - (IXn m l + IX2l!m2) 2 

00 00 
- OC12 ml , 002 - IX22 mil + (IXn IX22 - OCr2) m l m 2 = 0 (338) 
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mit den Wurzeln 

Ick=+(ClllmI + Cl22~2) ±V~(Cll1mI-~22m2)2+ (:~2i~2-·1 (339) 

Die Zeichnung des Frequenzenkreises ist in diesem FaIle ganz ahnlich 
wie zuvor ausfiihrbar, er ergibt unmittelbar die GroBen l/wi und l/w~. 

Die Ubertragung der Rechnung auf belie big viele Freiheitsgrade ist 
ohne weiteres moglich, das geometrische Hilfsmittel des Frequenzen
kreises ist jedoch auf zweigliedrige Schwinger beschrankt. 

116. Eigenschwingungen von Fachwerken 1. Die angegebenen Me
thoden konnen auch dazu benutzt werden, die Eigenschwingungen 
eines Fachwerks zu ermitteln, von dem ein Punkt mit einer Masse 

besetzt ist, die die Mas-
sen der Fachwerkstabe 

\ erheblich iiberwiegt, so 
daB diese auBer Be-

\ tracht bleiben konnen. 

.Y 

\ Um mit dem einfach-
'\ sten Fall zu beginnen, 

denken wir uns nach 
\ Abb. 150 eine Punkt-

, masse m durch zwei ela-

-~~J~'F=~~#:-=:::::!~::::;::=fi"77:"ti~~~ stische Stabe OA = lI' 
I( 3Ji. S(Zt,ff,f:, A , x 0 B = l2' die den Win-

Abb.150. 

m kel Cl miteinander ein
schlieBen, mit den zwei 
festen Punkten A, B 
durch Gelenke verbun-
den. Die Richtung des 
Stabes 0 A wird als 

x-Achse, senkrecht dazu die y-Achse angenommen. Die Steifheiten der 
beiden Stabe seien EIFI und E 2F 2 , ferner seien die Bezeichnungen 
ll/EIFI = rI , l2/E2F2 = r 2 eingefiihrt. Die im Ruhezustand in 0 be
findliche Masse m wird durch irgend eine kleine Starung nach 0' 
(Koordinaten x, y) gebracht und losgelassen. Die Komponenten der 
elastischen Kraft, die in 0' auf m wirken, seien - X und - Y, so 
daB die Bewegungsgleichungen die Form erhalten 

mx = - X = - E~~l X - E~:2 (x cos Cl + y sin Cl) cos Cl 

= _ (~ + cos2 ex) X _ sin ex co~~ y , 
rl r2 r 2 

my= -Y= - E~:2 (x cos Cl + y sin Cl) sin Cl 

sin ex cos ex sin 2 ex 
r2 X -- ---;:;- y, 

1 Poschl, Th.: Stahlbau Bd.8 (1935) S.41--43. 
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oder mit leicht erkennbaren Abkiirzungen 

I mx = -allx - a12 y, 

1 my = -a21 x - a22Y· 

203 

(340) 

Diese Gleichungen haben genau dieselbe Form wie die in 113 erhaltenen 
und ergeben fUr die Gri:iBen der Eigenfrequenzen ahnlich wie dort die 
Ausdrucke 

w2 = an + a2~ --r 1/(an - U22)2 + (al~)2 . 
1,2 2m ---,- V 2m m (341) 

Ganz ebenso wie dort ki:innen die Werte von w~ und w~ mit Hilfe des 
Frequenzenkreises erhalten werden, der in Abb. 150 eingezeichnet ist; 
u. zw. ist TI = wi, 1'11 = w~. 

Die Eigenschwingungen haben die Eigenschaft, daB fur sie in einer 
gesti:irten Lage 0' von m die auf m wirkende Kraft in die Richtung 
der Verbindungsstrecke 0'0 faUt. Wenn namlich rp der Winkel einer 
solchen Schwingungsrichtung mit der x-Achse ist, so muB die Glei
chung gelten 

ii Y 
Ii = x = tgrp, 

und daraus ergibt sich fur tg rp die quadratische Gleichung 

tg - all + ~2 tg qJ oder 
rp - all + au tg qJ 

aus ihr erhalt man 

Demnach ist (Abb. 150) 

« 1M S = 2 rp und « lOS = rp , 

(342) 

und folglich geben die Linien 0 I und 0 I I im Frequenzenkreis unmittel
bar die Richtungen der beiden Schwingungen an. Man kann demnach 
den Satz aussprechen: 

Fur eine an zwei elastischen Stab en gelenkig angeschlos
sene Punktmasse gibt es zwei ausgezeichnete aufeinander 
senkrecht stehende Geraden, die die Eigenschaft haben, 
daB die elastische Kraft in sie hineinfallt, wenn durch eine 
Sti:irung die Punktmasse langs dieser Geraden verschoben 
wird. Die in dieser Geraden auftretenden Sch·wingungen 
nennt man auch Hauptschwingungen und die zugehi:irigen 
Frequenzen die Eigenfrequenzen des Systems. 

Dieses Ergebnis bietet die Mi:iglichkeit, die Eigenschwingungen auf 
zeichnerischem Wege zu ermitteln, wenn ihre Berechnung zu umstand
lich ausfallen wiirde. Das Hilfsmittel hierzu liefern die Verschiebungs
plane nach Williotscher Art (45). Hierzu lassen wir an der Masse m 
eine Kraft von einem festen Betrag P = YX2 + y2 (also mit den Kom
ponenten X und Y) in beliebiger Richtung angreifen und ermitteln die 
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statisehe Versehiebung, die diesen samtliehen Riehtungen entsprieht. 
Die Komponenten x, y dieser Versehiebung sind dann dureh die Glei
ehungen gegeben 

{ X = an x + a 12 Y , 
(a12 = a 21) 

y = a21 x + a22 y· 

Den 001 mogliehen Kraften P entsprieht als geometriseher Ort der 
Punkte x, y eine Ellipse mit der Gleiehung 

(a~l + ar2) x2 + 2 a12 (an + a22) x Y + (a~2 + a~2) y2 = PZ, (343) 

die als Verse hie bungsellipse des Punktes 0 bezeiehnet wird. 

Abb.151. 

Wird diese Ellipse dureh Drehung des Koordinatensystems auf die 
Hauptaehsen bezogen, so nimmt ihre Gleiehung, wenn man die neuen 
Koordinaten mit ~, 'YJ bezeichnet, (naeh kurzer Reehnung) die Form an 

(344) 

Werden daher die Halbaehsen der Versehiebungsellipse ~,C2 ge-
nannt, so ist 

und daher sind die gesuehten Eigensehwingungen durch die Ausdriicke 
gegeben 

(345) 
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Urn die Verschiebungsellipse auf zeichnerischem Wege zu erhalten, 
beachte man, daB die Verschiebungen, die zwei zueinander senkrechten 
Richtungen PI und P 2 von P entsprechen, konjugierte Durchmesser 
der Verschiebungsellipse darstellen; sie sind in Abb. 151 mit 01 und 
02 bezeichnet. Aus diesen konjugierten Durchmessern kannen die 

a Lo!!ep/oll b /(rtYffep/ Oil 

fur f} 
o 

c /lersclJieblJll!!sp/oll liir I} IJno 
-~~-_-; I/emchieollll!!se/lipse 

_----- C' \ -- \ \ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

',~" \ ,~ \ 

" ',,~ \ -...... ,~~ \ 

"-......~',~ \ 
,,~\ 
~~ 

1 

Abb. 152a bis c. 

Richtungen und GraBen der Hauptachsen durch eine bekannte Kon
struktionl erhalten werden, die in der Abb. 151 angegeben und mit den 
Eigenschaften des Mohr-Landschen Kreises enge verwandt ist:Man 
dreht einen der konjugierten Durchmesser 02 urn 90° nach 0 T, erhalt 
dadurch einen Punkt T und schlagt urn den Mittelpunkt M der Strecke 
- --
I T mit dem Halbmesser OM einen Kreis. Verbindet man dann T 
mit dem Mittelpunkt M des Kreises, dann sind die auf dieser Geraden 

1 Z. B. Hiitte, Bd. 1, 26. Aufi. S. 120. 
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abgeschnittenen Stiicke T lund TIl die halben Hauptachsen der Ver
schie bungsellipse. 

Auf Grund dieser Bemerkungen ist es nun moglich, auch fiir ein 
beliebiges Fachwerk, von dem ein Knotenpunkt 0 die Masse m triigt, 
die Hauptschwingungen zu erhalten. Man hat dazu nur notig, die Ver-
schiebungen 01 und 02 fiir zwei beliebige zueinander senkrechte Rich
tungen PI und P 2 von P zu zeichnen, dann sind die Strecken 01 und 
02 konjugierte Richtungen der Verschiebungsellipse. Aus diesen kon
jugierten Richtungen findet man in der angegebenen Weise die Rich
tungen und Frequenzen der Eigenschwingungen. Dieses Verfahren ist 
in dem folgenden Beispiel ausgefiihrt. 

Beispiel 87. Ein Krangerust nachAbb.152a ist mit P= 4 t belastet. Man 
ermittle die GroBen der Eigenschwingzahlen und die zugehOrigen Richtungen. 

In Abb. 152b ist der Kriifteplan fur die Lage PI' in c) der zugehOrige Ver-
-+ 

schiebungsplan dargestellt. Die Verschiebung von 0 ist durch die Strecke 01 ge-

geben. Ebenso ist fur die waagrechte Richtung von P die Verschiebung 02. Durch 
-+ -+ 
01 und 02 ist der Frequenzenkreis gegeben, und aus diesem sind die Richtungen 
und Schwingzahlen der Hauptschwingungen in der oben angegebenen Weise zu er
halten. Aus der Form dieser Verschiebungsellipse ist unmittelbar zu entnehmen, 
nach welcher Richtung das Fachwerk besonders nachgiebig und nach welcher 
es besonders steif ist. 

117. Angeniiherte Berechnung der Grundschwingzahl eines Fach
werks, das nur in den Gelenken mit Massen besetzt ist. Bei Briicken, Funk
tiirmen, Gittermasten laBt sich von vornherein angeben, nach welcher 
Richtung diese Konstruktionen am leichtesten ausweichen konnen, und 
welche Richtungen daher die Grundschwingungen der einzelnen Kno
tenpunkte haben miissen. In diesem Fall laBt sich die Frequenz der 
Grundschwingung durch das folgende angenaherte Verfahren ermitteln. 
Als Hilfsmittel hierzu dient die Energiegleichung in der Form 

To= AI, 
die besagt, daB die Wucht der Punktmassen beirn Durchgang durch 
die Gleichgewichtslagen gleich der potentiellen Energie (Formanderungs
arbeit) in den Lagen der auBersten Ausweichungen sein muB. 

Die Berechnung dieser beiden Werte To und Al erfolgt angenahert 
auf folgende Weise. Man denke sich das Fachwerk durch die Gewichte 
Gi der in den Gelenkpunkten sitzenden Massen m. statisch belastet und 
lasse diese Gewichte in der Richtung der zu erwartenden "Grundschwin
gung" wirken. Sodann bestimme man die Verschiebungen Wi der ein
zelnen Gelenkpunkte mittels eines Verschiebungsplanes nach 45. Setzt 
man dann fiir die Verschiebungen Wi = Wi sin wt, so wird die Wucht 

T = ~ t"l 0; w~ = ~ ,,0; W~W2 cos2 w t, 
2.L.J g • 2.L.J g • 

(346) 

wobei die Summen stets iiber alIe vorkommenden Massen Gi/g zu er
strecken sind; es ergibt sich also fiir t = 0 (Durchgang durch die Gleich
gewichtslagen) 

(347) 
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Entsprechend kann man die potentielle Energie (Formanderungsarbeit) 
angenahert in der Form ansetzen 

A= l2'Gi W i = ~.LGiWisincot, also fUr cot=n/2 wird: Al = 1.2Gi W i • (348) 

Die Gleiehung To = Al liefert sodann unmittelbar fiir 
frequenz der Grundschwingung den Ausdruek 

I 2 _. ~GiWi I co - gXG:Wi' 

die Kreis-

(349) 

Hat man (wie in Beispiel 86) nur eine Masse G/g, deren .Bewegung in 
Betraeht kommt, so vereinfaeht sieh die letzte Gleiehung zu 

(350) 

In dieser bedeutet W die Versehiebung der allein vorhandenen Masse m 
unter der Wirkung ihres Gewiehtes, das man in der vorausgesetzten 
Riehtung wirken laBt. 

118. Bestimmung der Knicklast aus Schwingungsbeobachtungen. Der 
Kniekerscheinung eines lotreeht stehenden, am unteren Ende einge
spannten und am oberen Ende belasteten Stabes kann man folgende 
unmittelbar ansehauliehe Deutung geben. Wenn der mit P = mg 
belastete Stab aus der Gleichgewiehtslage gebracht und losgelassen 
wird, so entsteht bei kleinem Peine elastisehe Gegenkraft, die den Stab 
in die lotrechte Lage zuruekzufuhren strebt. Erreieht die aufgebrachte 
Masse m einen gewissen Betrag, so reieht die elastisehe Gegenkraft nieht 
mehr aus, den Stab in die lotreehte Lage zuruekzufiihren, der Stab biegt 
sieh bis zur Erreichung der naehsten Gleiehgewichtslage in der gegebenen 
Form dureh. Der Ausdruek Aa - Ai ist direkt ein MaB fUr den Grad der 
Stabilitat, und fur Aa - Ai = 0 ist die Grenze der Stabilitat erreicht. 

Diese Deutung legt den Gedanken nahe, Knicklasten durch Schwin
gungsbeobaehtungen zu bestimmen, was sieh in manehen Fallen, z. B. 
bei Gittermasten und Funktiirmen, als sehr brauchbares Hilfsmittel 
herausstellt. Es handelt sieh dabei um Konstruktionen, bei denen sieh 
zwar die Gewichtsverteilung reeht genau angeben laBt, aber die Steifheit 
der ganzen Konstruktion - d. i. die GroBe, die dem E J beim gleieh
formigen Stab entsprieht - dureh Reehnung schwer zu erfassen ist. 
Gerade diese GroBe ist es, deren Ermittlung dureh eine Schwingungs
beobachtung ersetzt wird. 

Wir nehmen an, daB am oberen Ende des Turmes oder Mastes eine 
zusatzliche Einzelkraft Pin Riehtung der Turmachse wirkt (Antennen
zug oder dgl.). Ahnlieh wie in 103 fur die Knieklast kann hier gezeigt 
werden, daB die Frequenz eines schwingenden Stabes mit der Steif
heit EJ(x) und Belastung q(x) durch die Gleiehung gegeben ist 

I 

co 2 
fEJy"2dx 

0 (351) 
g I 

fq y2 dx 
0 
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und daB es zur Ermittlung eines angenaherten Wertes fur w2 ausreicht, 
fur y irgend eine passende Funktion einzusetzen, die den Randbedin
gungen genugt. Andrerseits folgt, aus der Gleichung Ai - Aa = Min. 
die Knickbedingung, die wir in der Form schreiben 

I I I I I 

~J EJy"2dx=~P J y'2'dx+~J y'2 J q('YJ)d'YJdx=~P*J y'12 dx, (352) 
o 0 0 '" 0 

indem wir eine an das obere Ende "reduzierte" oder "Ersatzkraft" 
p* einfUhren, deren GroBe fUr den Knickvorgang maBgebend ist. Durch 
Einsetzen in.die vorhergehende Gleichung erhalt man daher 

! 

" Jqy 2 dx 
P* = w- ~ ... _ 

g ! 
J y,2 dx 
o 

(353) 

Beispiel88. Funkturm des Muhlacker-Senders. Gegebenist l=lOOm; aus 
den Konstruktionsdaten ergibt sich fUr den Ansatz y = Yo (1 ~ cos nx/2l), wo
bei x von der unteren Einspannung aus geziihlt wird, 

I I I 

J q y2 dx = y~ J q ( 1 - cos ~ ~ r dx = Y5 . 6,8 t J n2 
und y,o dx = y2 _, 

o 8l ' 
o 0 o 

und durch Beobachtung w = 5,75/sec. Daraus rcchnet sich die rechte Seite der 
Gl. (353) 

5,752 • 6,~~~._~OO = 1870 t. 
9,81. n 2 

Der rechte Teil der Gl. (352) wurde fur P = 1 t (Antennenzug) und nach Aus
rechnung des Integrals t f y' 2 (f q d 'Y}) d x aus der bekannten Gewichtsverteilung 
des Funkturms ergeben 

p* = 1 + lO = 11 t . 

Daraus erkennt man die auBerordentlich hohe Knicksicherheit des Turms. 
[L. Fiippl: Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933).] 

119. Schwingungen eines Tragers mit bewegter Last. Wir denken uns 
eine Punktmasse m mit gleichbleibender Geschwindigkeit V uber den 
Trager bewegt, die auBer durch ihr Gewicht m g auch durch die Trag
heitskraft (Abb. 153) 

(da dx = Vdt) 

auf den Trager einwirkt. Der Trager selbst wird als masselos und an 
beiden Enden frei aufliegend angenommen. Man bestimme die Bahn
kurve der Punktmasse m bei ihrer Bewegung uber den Trager. 

(Der Titel "Schwingungen ... " ist nur aus geschichtlichen Grunden beibe
halten worden, obwohl derartige Vorgange bei der angegebenen vereinfachten Auf
gabe nicht auftreten.) 

Diese Aufgabe wurde bisher so ge16st, daB zunachst die statische 
Durchsenkung des Triigers unter einer Last P im Abstande x yom lin-
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ken Auflager berechnet 

darin statt P die GroBe 

Px2 (l - X)2 

y=~yz-, 

P -.)- m (g - y) = m (g - V2 :~) = m (g - V2 y") 

eingefUhrt und die so entstehende Differentialgleichung fiir y 
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(353) 

Y = ~ x 2 (I - X)2 (g - V2 y") (354) 
3EJl 

mit den Randbedingungen y = 0, y' = 0 fiir x = 0 integriert wurde. 
Die Integration ist nur durch eine Reihenentwicklung moglich und 
gibt am rechten Tragerende stark 
schwankende Ordinaten fiir die 
Bahnkurve, die gegen das rechte 
Auflager immer groBer werden, 
wodurch die Giiltigkeit der Grund
annahme (kleine Durchsenkun
gen, Neigungen und Kriimmun
gen) durchbrochen wird. 

v 
A 

lJ 

I------+z------I 
y 

Abb.153. 

Um eine angenaherte Losung zu erhalten, gehen wir nicht von der 
endlichen Gleichung der Durchbiegung y, sondern von der Differential
gleichung 4. Ordnung aus, die man aus ihr durch viermalige Ableitung 
der Gl. (353) nach x in der Form erhalt 

yIv = E~lP, 
Man beachte, daB diese Gl. nicht die "DifferentiaIgleichung der Balken

biegung" ist, sondern die "DifferentiaIgleichung der EinfIuBIinie fur die Durch
biegung"; damit wird eine Kurve bezeichnet, die an jeder Stelle x die dort 
auftretende Durchbiegung angibt, wenn die Last P an dieser Stelle steht. 

In diese Gleichung fiihren wir fiir P -7 m (g - Py") ein und 
erhalten die Gleichung 

'fJIV + 1X2 'fJ" = fJ , (355) 

wenn 1X2 = 8 m V2Ij EJ, fJ = 8 mgl2jEJ, x = I~, y = 1'fJ gesetzt ist, und 
die Ableitungen nach ~ zu nehmen sind. Diese Gleichung integrieren wir 
mit den Randbedingungen 

'fJ = 0 , 'fJ' = 0 fUr ~ = 0 und ~ = 1 . 

Das allgemeine Integral lautet 

'fJ = 2~2 ~2 + 0 ~ + D + A cos IX ~ + B sin IX ~ , 
und mit Beriicksichtigung der Randbedingungen 

= L I ~2 _ (1. ~ - sin (1. ~ _ 1 - cos (1. ~ ct ~ J ' 
'fJ 2(1.2 L (1. (1. g 2 

oder 
= L [~ _ ~ + cos [(1. (~- -m _ ctg (1./2J 

'fJ 2 (1.2 (1. sin (1./2 (1.' 
Poschl, Mechanik II. 

(356) 

14 
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Aus Abb. 153 ist die Form der Bahnkurve, die dieser Gleichung ent
spricht, zu entnehmen. - Aus Gl. (356) ergibt sich, daB fiir sin (1./2 ~ 0, 
also fUr (1./2 ~ nn, (n = 1,2,3, ... ), 

2m V2 l 2 2 
~~n n 

oder 

die Durchsenkung 'YJ sehr groBe Werte annimmt. Die daraus zu ent
nehmenden Werte von V hat man als eine Art von "kritischen Ge
schwindigkeiten" zu betrachten. Fur n = I erhiiJt man die kleinste 
dieser kritischen Geschwindigkeiten in der Form 

p= ~.I (357) 

Aus der Form von P = 'In (y - V2'YJ" Ii) findet man die groBten Werte 
von P durch die Bedingung P' = 0, d. i. 'YJ'" = 0. Durch dreimaIige Ab
leitung von 'YJ ergibt sich die Bedingung sin [(1. (.; - ~)] = ° d. h . 

.; =~, und damit folgt P max = my . rx/2/2 ' und fUr kleine (1. 
SIn rx 

dies ist der Ausdruck, aus dem praktisch meist die groBte dynamische 
Last berechnet wird. 

120. Dynamische Belastung. Bei allen bisherigen Betrachtungen 
wurde die Belastung als rein statisch angenommen; dies besagt, daB 
man sie sich langsam bis zu ihrem Endwert zunehmend zu denken hat. 
Anders ausgedruckt bedeutet dies, daB fur jede Verformung - bis zur 

Abb. 154a und b. 

Vollast - Gleichgewicht besteht zwi
schen der Last und der elastischen 
Gegenkraft, wie dies in Abb. 154a 
zum Ausdruck gebracht ist. (Bei allen 
Betrachtungen wird das lineare Form
anderungsgesetz als gultig angenom
men.) Wenn diese Voraussetzung nicht 
erfuIlt ist, so konnen einfache Ab
schatzungen fur die auftretenden Be
anspruchungen angegeben werden, 
wenn eine punktformige Last P ohne 
oder mit einer bestimmten An

fangsgeschwindigkeit plOtzlich auf den tragenden Korper auf
gebracht wird. In diesen Fallen spricht man von dynamischen Be
anspruchungen. 

a) Wenn die Last P ohne Anfangsgeschwindigkeit mit dem Korper 
verbunden wird, so laBt sich zeigen, daB die auftretende groBte Form
anderung doppelt so groB ist wie die durch dieselbe Last erzeugte 
statische Durchbiegung. Man schlieBt daraus, daB in diesem FaIle auch 
die Spannungen - unter sonst gleichen Umstanden - doppelt so 
groB sind wie die statischen Beanspruchungen. 
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Der Beweis hierfiir ergibt sich am einfachsten im AnschluB an die 
aus der Schwingungslehre bekannten Vorgange. Wenn die Last P 
(Abb.l54b) sofort in ihrer vollen GroBe mit dem tragenden Korper 
verbunden wird, so ist in diesem Augenblick kein Gleichgewicht zwi
schen der Last und der elastischen Kraft vorhanden, die Lastmasse ge
langt in Bewegung; nach der Formanderung A - die sich fiir die Mittel
lage der einsetzenden Schwingungen ergibt - sind die Last und elasti
sche Gegenkraft gleich groB, die Last hat in diesem Augenblick ihre 
groBte Geschwindigkeit erreicht; nach einer weiteren Formanderung A 
also - yom Anfang an gerechnet - nach einer Formanderung Al = 2 A 
kommt sie zur Ruhe und wiirde - wenn auch weiterhin von der Damp
fung abgesehen wird - Schwingungen mit der Amplitude A um die Mit
tellage ausfiihren. Dieser Formanderung Al = 2 A entspricht auch eine 
doppelt so groBe Beanspruchung wie im statischen FaIle. 

b) Wenn die Last Q mit einer Anfangsgeschwindigkeit Vo auftrifft, 
so kommt sie mit ihrer kinetischen Energie (Wucht) zur Wirkung, und 
der Vorgang ist als unelastischer StoB aufzufassen. Die Energie
gleichung in der Form 

Wucht vor dem StoB = Wucht nach dem StoB + StoB-
verlust 

liefert dann einen Ausdruck fiir den (hier nicht weiter interessierenden) 
Energieverlust beim StoB. LaBt man die Masse QIg lotrecht auf den 
tragenden Korper auffaIlen, so hat man zu beach ten, daB nach dem StoB 
das Gewicht Q die Senkung mitmacht und dabei auch eine gewisse Ar
beit leistet. Die Gleichung 

Wucht nach dem StoB + Arbeit von Q = Formanderungs
arbeit des Balkens 

gibt dann die Moglichkeit, die auftretende Formanderung (Zusammen
driickung oder Dehnung bei NormalstoB, Durchbiegung bei QuerstoB) 
zu berechnen; aus dieser kann dann in bekannter Weise die 
Spannung, die dieser Formanderung entspricht, ermittelt 
werden. Da es sich um den StoB einer Punktmasse gegen 
einen ausgedehnten Korper handelt, und durch den StoB 
aIle Teile des Korpers in Bewegung gesetzt werden, so muB 
fiir diesen eine reduzierte Masse P'/g eingefiihrt wer
den; diese ist durch die Bedingung definiert, daB sie, an 
der StoBstelle in einem Punkte vereinigt, die gleiche Wucht 
besitzt wie der gegebene ausgedehnte Korper mit der 
Masse Pig. Wir geben die Ausfiihrung an zwei bekannten 
Beispielen. 

Abb.155. 

IX) LangsstoB auf das freie Ende eines Sta bes, dessen an
deres Ende festgehalten ist, Abb. 155. Die Energiegleichung in der an
gegebenen Form liefert, wenn A die gesuchte Zusammendriickung be
deutet, 

~ Q + P'V'2 + Q 1 -_ ~ ~ 12 b . EF/l /I. "" /I. wo el IX = . 2 g 2' 
14* 
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Fur die Berechnung der reduzierten Masse pi /g kann wegen der linearen 
Abnahme der Verschiebungen auch eine lineare Verteilung der Ge
schwindigkeit bis zum festen Ende vorausgesetzt werden. Die Gleichheit 
der Wucht liefert (nach Streichung des gemeinsamen Faktors V'2/2) 

1 

pI =LF-.!.-fz2dz =-.!.-LFl=-.!.- p. 
g g l2 3 g 3 g 

o 
Die Geschwindigkeit Vi nach dem StoB erhalt man aus der Impuls
gleichung 

I Q 
v = Q +p'vo' (359) 

Fuhrt man pi und Vi in die Energiegleichung ein, so erhalt man nach 
kurzer Zwischenrechnung 

Abb.156. 

1 A = ~ + V (~r + ~ ([~~3 ·1 (360) 

f3) QuerstoB auf die Mitte ei
nes frei aufliegenden Balkens. 
Die durch den StoB erzeugte Durch
biegung in der Mitte sei Ym' dann er
halt man nach denselben tJberlegungen 
wie zuvor den Ansatz (Abb. 156) 

-.!.- Q + pI '2 + Q _ -.!.- I 2 wobel' 
2 g v Ym - 2 ex Ym' 

I 48EJ 
ex =-Z-3-' 

Fur die reduzierte Masse P' /g erhalt man unter der Annahme, daB sich 
die Geschwindigkeiten des nach dem StoB ausschwingenden Stabes 
ebenso verteilen wie die Senkungen fur eine Einzellast in der Mitte, also 
gemaB der Gleichung 

den Wert 
1/2 1/2 

:' =2:f(;:Ydx=2;f[3; -4CYrdx=!~ :. 
o 0 

Die Geschwindigkeit der Balkenmitte nach dem StoB ist wie zuvor 
I Q 

v = Q +pvo' 

Fuhrt man pi und Vi in die Energiegleichung ein, so findet man 

1 
Q 1 I( Q )2 V5 Q2 1 

Ym=~+ V --;z +7g Q+17Pj35' (361) 

Wenn die statische Wirkung der auf den Balken auftreffenden und 
mit diesem in Verbindung gebrachten Masse Q/g auBer Betracht bleiben 
kann (wie etwa bei einem StoB in waagrechter Richtung), so ist in der 
letzten Gleichung das Glied Q/ex' vor und unter der Wurzel zu strei
chen. Ahnliches gilt fUr die G1. (360). 
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