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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Во многих вопросах математич~ской физики и ее практиче
ских приложений встречаются функции Матье и Ляме. В нашей 
литературе отсутствует сколько-нибудь полное изложение теории 
этих функций. В известном курсе "Современного анализа" Уитте
кера • Ватсона в отделе, посвященном функциям Матье, сказано, 
что это "отдел анализа, котор1:11й пока исследован весьма не
глубоко". Действите.пьно. в мировой литературе не имеется 
полного изложения теории указанных функций. Предлагаемая 
книга Стретта яв.пяется кратким, местами конспективным изло
жением теории функций Матье и Ляме и некоторых их прило· 
жений. В настоящее время она является наиболее полной из 
имеющихся монографий, в которой нашли освещение осно~эные 
вопросы теории и приложений излагаемых функций. Мы допол
ни.пи книгу r лавой VШ, отсутствующей в оригинале и содер· 
жащей ряд технических црименений. В конце книги мы поме
сти.пи весьмв полные таблицы функций Матье, вычисленные 
Айнсом: (Proc. R. Soc. of. Edinburgh 1932 r.). С появлением этих 
таблиц вопрос о практическом применении функций Матье 
.может считаться решенн1:;1м, как и для всякой системы табу.11и· 
рованных функций. Прилагаемый в конце книги литературный 
указатель доведен до 1935 года. 

Май 1935 г. 
А. м. Эфрос 



1. Возникновение уравнений Матье, Ляме и родствен· 
ных им в физико-технических проблемах 

t. Преобразование уравнения ди+k2и=О к эллиптическим 
координатам 

Дифференциальное уравнение в частных производных 
ли+k1и=О имеет огромное значение в математической физике, 
в частности в проблемах распространения волн и в задачах особ
ственных колебаниях (20; 106; 116)1

• В некоторых случаях для 
решения задач целесообразно введение эллиптических коорди
нат. Мы введем их для вытянутого и сптоснутоrо эллипсоидов 
вращения, для трехосного эллипсоида и для эллиптического 

цилиндра. Прежде чем производить преобразования для ка
ждого случая отдельно, укажем общий метод расчета (20, стр. 194). 
Старые координаты обозначим Xi, Х2, х8, новые е1, е1, е,. При 
ортогональности обеих координатных систем: • 

d~+dxJ+dX: == ~ gil def; l= 1, 2, 3, 
rде t 

g11=( f;: )
1 + (::,2у+ (::,·у• 

Из этих выражений следует затем формула: 

д•и2+ дDu + да~= 1 { ~ ( ди. У git·gq )+ 
д.х1 д.х~ д.х3 Jf g1.1.g22 .gэа д1;1 де1 -,r g u 

+...О.. ( ди_. У~)+~ ( ди. У g11g,,)} 
де: д;а У g11 д;а д;а У g8~ • 

Применение полученных формул весьма облегчает трудный 
расчет второго дифференциального параметра. Элемент объема 
в новых координатах будет: 

Уgн·gа,·gвв ·de1de2d~в· 

1 Цифры курсивом озяачают ссы11ки на питераrурныit указатель, помещен· 
иый в конце книги. 

6 

1 
1 

1 
., 

• 

а) Вытяв:утв~:й эллипсоид вращения (78, стр. 163) 

Большая ось на правлена вдоль оси х-ов декартовой системъ, 
координат. Новые координаты можно ввести посредством: 

Х == С• COS 0 • c.h 1j== с,µ.,е; 
1 t 

у= c·sin 8 · sh 11· sin :р = с (1 -µ.') -а- (;2 -1)-1 sin rp; 
1 1: 

Z=C•Sln 0· sh 1j•COS :р=с (l -J.L'?.(e2
...,.. 1)1 

COS f• 

Поверхности e-const являются конфокальными зллипсоидами 
вращения с фокусами У=О, z=O, х= ±с; поверхности JJ-=Соnst
двуполыми гиперболоидами вращения с теми же фокусами:. Зна
чения е меняются в пределах между 1 и со. В первом случае 
эллипсоид вращения превращается в линию, соединяющую фокусы; 
во втором случае, при условии, что с стремится к нулю так, 

чтобы llm с';~ r оставалось конечны~. эллипсоид превращается 
в шар радиуса r. Вели11ина !-" лежит между-1 и+ 1. Преобра
зование к новым координатам производится непосредственко. 

Расчет дает: 

~~ {(t-µ.') ~~}+ :е {<е2 -1) д;; }+(1 ·~.+~1 11 ):~:+ 
+k*c'(~'-i,i,')u=O. 

Следуя Бернулли, отделяем переменные: 

и получаем: 

(2а) 

(2Ь) 

. (2с) 

т11 и Л являются постоянными, значение которых будет выяс· 
иено в разделе IV. 

Решением диф'f)еренциальных уравнени:й Ляме (2Ь) и (2с) мы 
займемся ниже. Отметим только, что оба эти уравнения в двух 
слу11аях: 1) при k=O задача теорки потенциала (уравнение Ла
пласа), 2) при вышеуказанн:ом rрани•шом слу1>1ае шара превра
щаются в простые разрешимые дифференциальные уравнения. 

7 



В самом деле в случае 1 из (2Ь) и (2с), которыё идентичны. 
получаем дифференциальное уравнение полиномов Лежандра 
высшего порядка (присоединенные полиномы Лежандра) (20" 
стр. 307): 

d { 2 dP } ( - т1 
) dx (1-х) м +Р 1-xi +л =0. (3) 

Во втором слу~ае, при \.1. конечном и с исчезающем, уравнение 
(2Ь) опять сводится к (3). Из (2с) получаем при этом дифферен
циальное уравнение: 

:r (r1 ~;)+х (k'r'-Л)-0, (4) 

где r означает радиальное расстояние от начала декартовой 
системы координат. Решение (4) известно (20, стр. 297): . 

-{ r 

где Z является функцией Бесселя или Ганкеля и Л==n{n+l). 

Ь) Сплю с нут ы й эллипсоид вращения (78, стр. 167) 

Малая ось эллипсоида направлена вдоль оси х • ов декарто· 
вой системы: 

X=C•C()S 8·sh Тj=C•tJ.•e; 
1 1 

У =c•sin 0•Ch 'q•SiП tf =C (l-tJ.2)-
2 (е2+ 1) 2 SiП f;. 

1 1 

Z=C·sin 0·ch 1}•COS '=c(l -µ 2/ (S2+ 1)2 cos ер. 
Здесь, так же как и в предыдущем случае, \.1. лежит между-! 

и +1; е меняется иначе, именно между О и СХ). 
В первом случае эллипсоид превратится в круглую пла

стинку .в плоскости yz. Конфокальные эллипсоиды e=const 
и однополые гиперболоиды \.1. = const обладают совместными фо
кальными кругами Z==O; х2 +у2=с2• Волновое уравнение будет 
в этих координатах: 

д: {(1-tJ.2) 3; }+ :е /Е2+1/д~ }+~:2(1-1~2 -е·~1 )+ l . 1) 

+k2с2 (Е2 +1,1')и=О. t 
Разделяя переменные 

8 

пмучаеи: 

(2а) , 

(2Ь} 

(2с} 

m2 и Л, так же как и в предыдущем разделе,-постоянные раз
деления, которые будут определены позднее. 

В случае k=O, т. е. в случае задачи теории потенциала, 
(2Ь) переходит в уравнение присоединенных полиномов Лежан
дра. Дифференциальное уравнение (2с) переходит в этом пре
дельном случае в простое уравнение, легко разрешимое посеед

ством степенных рядов. Впрочем (2с) можно получить из (2Ь),. 
заменив в последнем уравнении р. на i$. В предельном случае 
q~o и ~~оо, когда llm се~, остается конечным, сплюснутый 
эллипсоид переходит в шар, при чем из уравнений (2Ь) и (2с) 
возникают такие же дифференциальные уравнения, как и в пре
дыдущем разделе, что легко проверить· вычислением. 

с) Трех о сны А э л ли пс о и д (б2, 63, 80, 81, 82, 42, 98, 49, 96) 
Мы исходим из уравнения: 

представляющего семейство конфокальных поверхностей второго, 
порядка. Рассматриваемое как уравнение третьего порядка отно· 
сительно }.2, оно имеет три корня: р11, µ.2, v2, которые должны 
удовлетворять неравенству: 

p2>a2>tJ.2 > Ь2 > -yl>c2, 

Поверхность p2 ==const представляет эллипсоид, tJ.2 =const
. однополый и v2 = const- двуполъ1й гиперболоиды. 

Мы рассмотрим сначала точки х, у, z, расположенные в одном 
октанте. Трем в,еличинам р, \.1., v соответствует в этом октанте 
точка пересечения трех поверхностей второго порядка. Мы имеем 
(109, стр. 114; 2, стр. 119): 

,'J 2_ (pl-al) (µ.э-а•) ('12-а'). 
Х - (а' Ь2) (а8 - с2) ' 

9 _ (р2 _ ь2) (11-а - Ь•) (v& ь•) • 
У - (b2-a2J (Ь2 -с2) ' 

zll (р!! - cll) (~а - ct) (v2 - с•) 
(с2 - а•) (с2 - ь2) 

В данном октанте знаки перед корнями х, У,, z одинаковы. 
9 



В новых эллиптических координатах волновое уравнение 
,будет иметь вид: 

_1_{ д {11. ди\+~(J~ ди)+~(!!. ди)}+k'и=О (1) a~r \ а др 1 дfl, ~ дfl, дv 1 дv , 
rде 

_ ( 2 _ у2) 17.2 = Jf.' - fl-1) (fl-1 - v•) (v'2 - Р1) • 2, 
µ (р2 - а•) (р' - ь2) (р2 - с') Р ' 

- (v' - 2) ~2- (р2 - flo') ( floa - -;') (v• - р') • t. 
р 1' (flo' - а') (fl,• - b2J (fl,2 - с2) \!. ' 

-( 2_ 2) 2 _ _(p'-fl-11) (fl,l--;I) (-;l-pl) ,yl 
Р \!. 1 - (-;•-а2) (v•-b•) (v•-c•J ' 

Умножив на а~, и затем введя АВС {см. ниже), мы получим (1} 
в виде: 

где 

~(ii.2 -v2)A ip (А ~~)=H(p2-ii.2)(ii.2-v2) (v2 -p2)u, (2) 

• 
A2ps= (р2 _ а2)(р' _ ь2) {р2 _ с'); 

в2ii.2 = (ii.2 _ 4 2) (ii.2 _ Ь9) (l1' _ с2); 

с2._2 =(v2-a') (v2-ь2) (v2-c2); 

H=k2, 

где ~ означает циклическую перестановку р, 11, v с последующим 
.суммированием. Отделяя в уравнении (2) переменные 

и=R (p)·M(JJ.)·N(v), 

считаем: сначала ii. n v постоянными; затем р и v и наконец р и ii., 
Окончательно получаем уравнения (106, стр. 134, уравнение 42): 

А ~(А~~ )+(Hp'+Kp2+L)R=O; 

В d~· (В~:) +(H11'+Kii.2+L) М =0; 

С t ( С d:)+(Hv"+Kv2+L)N=O 

(За) 

(ЗЬ) 

t3c) 

{простые соображения к этим преобразованиям указаны в 
98 стр. 627J.~ 

Система дифференциальных уравнений (3) фактически пере
ходит в (2), если (ЗаJ умножить на (r'-2 -v2) MN, а (3Ь) на 
{v2-p2)RN и (Зс) на (р2-µ.2) RM; затем сложить и воспользо
ваться тождествамй: 

L { \!!.2-v2)+(v2-p2)+(p2- i,i,2)} =0; 
К { р~ (ii.2 -v')+ii.2 (v2-p2)+v2 (pi-11')}-0, 

10 

Таким образом получается уравнение Ляме в его наиболе-е 
общей форме. 

d) Эл л и п т и ч е с к и й ц ил и н д р 

Ось цилиндра направлена вдоль z-оси. Формулы преобразо
вания следующие: 

х c•ch ~·COS 'l'j; 

Y=C•Sh ~·sin 'l'j. 
(1) 

Здесь с-линейный эксцентриситет эллиптического сечения; 'l'j-Me· 
няется от - те до +те, е- от О до со, В предельном слу-

чае ~ ...... со и одновременно с~ О, при чем -{- с· ее~ r (остается 
конечным), мы получаем обычные цилиндрические координаты: 

х ==rcos ч,; 
y-.rsln ,. 

Посредством уравнения (1) приведем "двухмерное" волновое 
уравнение 

к виду: 

д•и д~и . с2 
д;• + дУjа == -и· 2k2 

( ch 2~ - cos 2-rj ); 2k2= k 2 

2 , 

которое после разделения переменных 

переходит в два дифференциальных уравнения: 

d21i 
d'fJ2+H(Л-2k1 cos2'1'j)=0. 

(2а) 

(2Ь) 

· Значение постоянной Л будет определено ниже. Заметим 
предварительно, что (2Ь) переходит в (2а), если в последнем 

заменить '1j на ie (i={ -1). Оба эти уравнения называются 
уравнениями Матье. В вышеприведенном: предельном случае 
цилиндрических координат h=O уравнения Матье переходят 
в уравнение Бесселя и уравнение экспоненциальных функций 
(см. III, бЬ). 
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е) Замечание к наименованиям:дифференциальные 
уравнения Лям.е и Матье 

Дифференциальные уравнения 1 (2) и (3) раздела 1, lc с k2 =0 
получены впервые Г. Ляме [J. math. (Liouville), vol 2 (1837), 
стр. 147-183), откуда взяты их названия. Дифференциальное урав~ 
нение с k::j:;.O, так называемое волновое уравнение, было вначале 
мало исследовано. Так как оно одинаково по типу с случаем k=O, 
мы называем его также уравнением Ляме; функции, ему удов
летворяющие,-функциями Ляме, хотя в литературе это назва
ние прилагается к случаю k=O. Отметим оба случая (k=O и 
k=f:O) названиями: ,.Потенциальная функция Ляме" и "Волновая 
функция Ляме•. В с'1учае вращательной симметрии (раздел 1, 
la и I, 1Ь) мы будем всегда говорить-уравнение Ляме, хотя 
(напр. при k=O) уравнения переходят в уравнения шаровых 
функций. Уравнения(::!) (раздел 1, ld) получены впервые Э. Матье 
[J. Math. (Liouville), vol. 13 (1868) стр. 137 -203] и решены им 
при помощи рядов. 

2. Проблемы вопновоА механики 

Уравнения типа Ляме и Матье и родственные нм появ
ляются в волновой механике в двух случаях: 1) в случае, анало
гичном задаче распространения волн в среде с периодической 

структурой; в частности, при расчете движения электронов 
в атомной решетке; 2) при квантовании асимметричного волчка. 

а) Движение электронов в одномерной атомной 
решетке 

Одномерное движение электрона с кинетической энергией Т 
описывается в волновой механике дифференциальным уравне
нием (118, стр. 42): 

(h- постоянная Планка; т-масса электрона). 
Общую энергию электрона Е считаем постоянной, в то время 

как потенциальная энергия V определяется полем вначале не
подвижного остатка атомной решетки, так что Т= Е-V. Поле 
атома решеткn является периодическим, следовательно функция V 
периодична с основным периодом, равным удвоеняому рассто

янию между двумя соседними атомами. При соотвеТ"ТВ}'Ющем 
выборе единицы длины х уравнение переходит в (180; 7; 8; 9; 
10; 99; 76; 77; 187; 14) . 

:~ +(А-Ф) ф=О. (1) 

В уравнении (1) Ф-периодическая функциях с периодом 2'11:, А
постоянная. Мы получаем дифференциальное уравнение более 
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общего типа, нежели уравнения Ляме и Матье. Пос11еднее полу
чается при Ф=асоsх. Уравневиетнпа(lJ назовем уравнением 
Хилла (46, см. II). 

Заметим, что уравнение типа (1) встречается при рассмотрении 
процессов распространения волн в одномерной среде с перио
дической структурой. Практически важен случай распростране· 
ния электромагнитных волн вдоль проводника с периодической 
структурой (113,· 12; 105; 136); уравнение (1) встречается в тео
рии воляовых фильтров и цепочечных проводников. Как пример 
такого процесса распространения волн, мы рассмотрели соб· 
етвенные колебания струны (127а) с периодической структурой, 
которые также описываются уравнением (1 ). 

Ь) Квантование аси.мметрично го волчка 
(60; 61; 73; 74; 75) 

По Э. Шредингеру волновое уравнение асимметричного волч· 
ка может быть получено нижеследующим путем. Волновое 
уравнение в координатах х, у, z таково: 

, д•IV+д'IV+д2Ч!'+81t'lE W == О 
·. дх2 ду• дz2 h2 ' 

где Е-енергия в стационарном: состоянии, h-постоянная 
Планка. 

В новых координатах , волновое уравнение примет вид, ука· 
занный в 1, 1. 

Преобразуем уравнение к эллиптическим поверхностным 

координатам tJ-, v: 

а~ JJ. > Ь ;;.. v ;;.. с, 

где 1/а, 1/Ь и !/с-моменты инерции волчка; после отделения 
переменных 

получаем: 

d ( - dM) ( 8rc
1
E ) У -4f(tJ-) dl' У -4/. d~ == -JТ+Lµ. М; 

J d ( r--dN) (+ 81t
1
E L ) у -4/(vJ -;z::; у -4/ tfi = ~- v N, 

где /(v)=(a -v) (b-v) (c-v). 
Заметим, что эти уравнения аналогичны уравнениям (За), 

{ЗЬ) и (Зс) раздела 1, lc, если положить в них Н=О и заменить 
4 2, ь2, ci через а, Ь, с и .... •, v2,-через JJ., v. Определение L и Е 
является задачей, разрешимой при помощи теории потенциаль

ного уравнения Ляме (см. VII, 2) (k=O). 
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3. Гидродинамические проблемы 

Проблемы гидродинамики, приводящие к уравнениям Ляме, 
Матье или к более общему Хилла, делятся на три группы. Пер· 
вая охватывает движение эллипсоида и эллиптического цилиндра 

в идеальной жидкости (78). Близкими являются вопросы рас
пределения электрического или магнитного поля вокруг прово

дящих или намагничиваемых тел указанной формы (29, стр. 357, 
128, 133, 134). Вторая группа - это вопросы космогонии, охваты
вающие вид и равновесие неподвижных или вращающихся не

бесных тел, полностью или частично жидких, частицы кото
рых притягиваются согласно законам Ньютона (78, 65, 83, 84, 
2, 109). Третья группа проблем аналогична проблемам, указан
ным в разделе 1, 1, охватывая вопросы распространения волв 
в идеальной жидкости (также в газообразных средах) (78; 115, П), 
например при акустическом возбуждении посредством плоской, 
свободно колеблющейся круглой пластинки в бесконечной окру
жающей ее атмосфере (V, 3). Весьма близкими к последнеВ 
группе проблем являются исследования о··распространении элек
тромагнитных волн при целесообразно вс,1бранной эллипти
ческой системе координат (ер. V и VI). Сюда же относится 
вопрос о собственных колебаниях воды в каналах эллиптиче
ской формы. 

а) Движение· э л л ипс о и да и э л лип т и чес к ого 
цилиндра в идеальной жидкости 

При расчете движения идеальной жидкости вводят потенци
альную функцию так, что скорость в любой точке является 
нормальной производной от нее. Этим векторная проблема (ско
рости) сводится к скалярной. Потенциал скоростей удовлетво
ряет при стационарном движении уравнению Лапласа: 

д8Ф д2Ф д'Ф 
аха+ ау2 + az2=0. 

Если это движение связано с эллипсоидом или эллиптиче
ским цилиндром, то целесообразно ввести эллиптические коорди
наты. Относящиеся сюда формулы указаны в разделе 1, 1, где 
нужно положить k~= О. Как пример можно указать также на тече
ние жидкости через круглое или эллиптическое отверстие в беско
нечной плоской стене. Решение этой гидродинамической про
блемы может быть использовано в электрической и магнитной 
задачах. Например, поляризация проводящего эллипсоида в одно
родном (до внесения тела) поле; распределение магнитных сило
вых линий вокруг эллипсоида с бесконечно большой прони
цаемостью, внесенного в однорощюе поле; экранирование одно

родного электрического поля посредством тонкой плоской про
водящей пластинки с круговым отверстием и т. д. 
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Ь) Ф игу р ы р а в но в е с и я ж и дк и х м а с с 

Потенциал v внутри однородвоrо эллипсоида может быть. 
рассчитан при помощи функций Ляме. Если эллипсоид вращается 
вокруг оси х с угловой скоростью w, то его поверхность удо-
влетворяет уравнению 

v + ___!__ w2 (у2 - z2) = const. 
2 

Решениями этого уравнения являются поверхностиП, ограни· 
чивающие находящиеся в рявновесии жидкие массы.А. уанкаре
исследовал при каких малых возмущениях получфенные поАер~
ности стабильны При этом были применены ункции ям • 
джине уклонилс; от применения функций Ляме и воспользо
вался прямоугольной сист~мой координат. О применении урав
нения Ляме в астрономии и космогонии даются указания в 
литературе (2; 109; 65). 

с) Собственные колебания воды в эллиптиче
ском сосуде 

Мы рассмотрим сосуд (78; 111, Ш) постоянной глубины D 
и эллиптического сечения. Ограничивающий эллипс является 
конфоt<альным эллипсом (1, ld) с ~=е0• С является местным воз
вышением водяной поверхности над уровнем в состояниие pai~ 
новесия w-уrловая скорость вращения земли, g- з мн 
ускоре;ие, t-время. Тогда ~ определяется уравнением (78, 
стр. 329, уравнение 3) 

а2~ а2с _ 41112 С=-• аа~ • (1) 
д.х•+ ду2 gD gD дt• 

( ) iшt преоб-
Это уравнение дает при подстановке С=и х,у е б и 

разовании к эллиптическим координатам по (1, ld) о а уравне-
ния Матье. 

4. механические и электрические проблемы 
д фференциальные уравнения Хилла, Ляме и Матье ветре-
н в различных проблемах механики. Мы рассмотрим здесь 

~=r ii1д~::::~:":~=:Pм7if :f :\ ::=~Э~ii~::;::·t~;:;.:x::~ 
:ае~:~ ~н~~~~~~~~а~н~ ::чJ~~~~~~~~оlн~~::ие~:~~:~не~ (~~т;с~~~~ 
амплитуды коне амплитуда неограниченно возрастает. 
чиво), т. е. теоретич:~~и механические (а также электрические) 
Здесь же отметим, лятся на два типа; первчй 
задачи с началььыми условиями де о в еменем меняющемся 
отвечает движению в периодичес~~~ ~еор~~ нелинейных коле· 
силовом поле,второй тип привод 
баний. 
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.а) д в иже н и е матер и аль ной точки в пер и од и чес к и 
меняющемся во времени сuлово.м попе 

Масса т движется под влиянием силы J<..: 
d2x 

т dt• =К. 

Полагаем силу К пропорциональной х и, кроме того. периоди
ческой функцией вр~мени. Приходим к дифференциальному 
,уравнению: 

d'x 1 
dt2 +т [а+Ф (t)] Х==О, (1) 

где Ф-периодическая функция t. Физически (140, 141, 125, 122, 
48, 40, 41, 120, 97, 101, 25, 21, 113, 115, I, стр. 82) это может 
,быть осуществлено в виде маятника (масса на н~весомом твер· 
дом стержне), подвешенного к колеблющейся точке. Периоди· 
ческое силовое поле осуществляется маленьким перемещением 

вверх и вниз точки подвеса. Этим же уравнением (1) описы
вается движение каждой точки струны, напряжение которой 
периодически меняется (113, 125). Движение луны вокруг земли 
с учетом вторичного действия солнца (110, 111) может быть 
рассмотрено. как движение в периодически меняющемся сило-

вом поле. · 
Расчет движения перигелия лунной орбиты приводит факти· 

чески к уравнению ( 1) (46). 

Ь) Электрические колебания в колебательном 
к он туре, элементы к от о рог о пер и од и чес к и мен я-

ю т с я во времени 

Все сказанное выше о движении материальной точки легко 
переносится на случай электрических колебаний в колебатель
ном контуре. Заряд Q конденсатора с емкостью С, замкнутого 
на сопротивление R. и самоиндукцию L, зависит от времени t по 
уравнению: 

L d2Q R. dQ 1 
dt2 + -dt +CQ=O. 

Если какая-либо из величин L, С или R. меняется во времени t, 
то полученное дифференциальное уравнение после несложных 
преобразований переходит в уравнение типа Хилла (следует 

избавиться от d2)· В специальном случае получаем уравнение 
Ляме или Матье, например при 

R.=0; С=С0+с1 sin mt; С1 <. С0• 

Контуры с периодически меняющимися во времени L, С или R. 
встречаются во многих случаях, например, динамомашины, зум· 

меры (18; 3; 5), регулятор Тирилля. Постановка задач во всех 
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1 
этих проблемах аналогична. Вопрос устойчивости и,ш неустой· 
чивости контура тока играет в динамомашинах и регуляторах 
определенную роль. При изменении С (113, стр. 10, 27), особеt1ио 
важно знание Q в функции t. 
с) Исследование устойчивости нелинейных коле

бательных процессов 

При задачах с начальными условиями и дифференциальными 
уравиениямм типа Хилла, Ляме или Матье вводится исследова
ние устойчивости определенных нелинейных колебательных про
цессов в таком виде (26, 91, 85): колебательный контур с нели
нейной упругостью под действием синусоидальной во времени 
силы приводит к уравнению: 

d2x • t 
dt 2 +a.x - 1х8 = k s1n w • 

Решение его х (t). Возьмем близкое решение 

· x(t)+z(t); lz\<_\x\. 
.z (t) удовлетворяет в первом приближении диффереяциапьиом:у 
уравнению 

tPz з) О ttt•+(a.-З1x z = . (1) 

Разложим решение х в ряд Фурье 

х=а1 sin rot+a8 sin Зwt+ .. . _, 
тогда очевидно уравнение (1) приводится к уравнению с перио
дическими коэффициентами ти11а Хилла. Вопрос об устойчивости 
нел1шей11ого решения х выяснится _ исследованием уравнения 
Хилла. 

11. Дифференциальное уравнение Хилла 
(46; 757, стр. 414) 

1. Дифференциальные уравнения математической физики, 
как частные случаи уравнения Хилла 

Мы рассматриваем в настоящем разделе уравнение 
tPu . , 
tbl{+[),+Ф (x)J и=О, (1) 

rде i.-параметр, а Ф-периодическая функция х с периодом 21t. 
Эrо уравнение было применено Хиллом (46) при расчете лунной 
траектории. Уравнение (1) содержит как частный случай урав· 
нения Матье. В разделе IV, la, и IV, 6 мы покажем, что упомя· 
нутые в разделе I уравнения Ляме являются также частным 
случаем (1). Вообше, можно показать, что уравнение (1) 
содержит многие уравнения математической физики, как час:rный: 

. :. 1; 

.Стретт-· 9t-2 '-:' 17 \ 
~i<·. t i/} 4

., 



случай: 1) дифференциа.1ьное уравнение простых и присоеди
ненных полиномов Лежандра; 2) гипергеометрическое диффе
ренциальное уравнение с уравнениями Бесселя, Стокса, Ляrерра, 
Эрмита и Шредингера, нак частные случаи. 

а) д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е у р а в н е н и е п о ,1 и н о м о в 
Лежандра 

Это уравнение r,1асит [116, I стр. 309 (14)]: 

1 d ( . dz) h2z . 
·s1n .:· -d··. sш x-d - :,-.-+1.z=O . . , .х х ~ш· .t 

При подстановке: 

·" - ~ r clg х . ах и 
z = ие - · = · --· 

-Vslп:x-
оно переходит в: 

:;: + { Л- ·:~~;~ --{-ctg•x) и-о, 
:которое, очевидно, является уравнением Хилла. 

Ь) Гипергеометрическое дифференциальное 
уравнение 

Это уравнение [ 151, стр. 337 (B)J 

1 . 
d

2w ( k 4Н) 
d·-.-+ l+-+ - 'Ш=О Z• z z2 , '(1) 

r де k и l постоянные, является обобщением дифференциальны·х 
урав~ений Бесселя, Стокса, Ляrерра (20, стр. 261), Эрмита (20, 
стр~ 261) и Шредингера [118, стр. 3, уравнение (7)]. Все эти урав
нения простыми преобразованиями приводятся к (1) Мы по-
лагаем в {1) · · 

и по.'Iучаем 
Z=e"'; и е 2 =ш 

(2) 

Это,_ очевидно, уравнение Хи.~та с чисто мни~ым перио
дом 211:i. МноrочисленнЬJе физические и технические при.южения 
ограничиваются рассмотрением уравнения Хилла с вещественными 
переменными, функциями, периодами и параметрами. Случай 
комш1ексных параметров и пере,..1енных рассмотрен еще далеко· 
неисчерпывающе. 
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2. Общие теоремы o(S уравнении Хилла 

Флоке показал, что может быть построено решение и (х) 
уравнения Хил:1а такого рода, что 

и (х+ 21t) =:.и(:~). (1) 

r де , в общем случае-комплексная постоянная. Это так назы· 
ваемая теорема Флоке (28). Если и1 и и2 два линейно независн· 
мых решения { 1), 11, 1, удовлетворяющих условиям: 

то 

u1 (О)= 1 ; и. 2 {О) =0, 

и/ (0)=0; и2' (0)= 1, 

(2) 

Можно показать, что каждому выбору и 1 и и2 соответствуют 
одни и те же значения cr. Для этого нужно новые функции и 1 
и u2 выразить через старые. 

а) У~с той ч и вые и и е у ст ой ч и вые решен и я 
у р а в н е н и я Х и л ., а 

Полагая 

мы получим: 

it (1) 

f.l. называется характеристическим показателем уравнения Хилла. 
Ограничиваясь реальными ,решениями и1 и и2, получаем из урав
нения (1) значения для 2r.p.: реальное, чисто мнимое, комплексное 
С МНИМОЙ частью, равной nr. -f=T (n - целое ЧИСЛО). Двум ВОЗ
МОЖНЫ:\:I знакам перед[,!, соответствуют·два возможных значения;; 

из уравнения (2) предыдущего раздела. Очевидно, что I а l=l, когда 
· !-'--чисто мнимое. Напротив 1::; i 1, когда р. реальное или ком
плексное число. В нервом случае решение уравнения Хилла, 
ограниченное при каком-либо значении х, остается ограничен
ным для всех х. Такое решение мы назовем устойчивым (ста
бильнюм). Во втором случае, наоборот, дается решение и, 
которое хотя для некоторого х ограничено, но при изменении 

х растет по абсолютной величине выше всякого предела. Такое 
решение уравнения Хилла называе:.-ся неустой:чив:ь1м (лабильным). 
Характеристический показатель зависит только от параметров 
уравн~ния Хилла [от л и Ф (х)]; можно при заданной функции 
Ф (х) так выбрать л, что решения уравнения Хи.11:ла получаются 
vстойчивыми или неустойчивыми. 
· Мы . будем для краткости называть их устойчивые или 
неустойчивые i-зна чения. 
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Ь) Теорем а r а ул та об у ст ой ч и вы х и не у ст ой ч и в ых 
значениях 

Дискриминант квадратного уравнения (2) из II, 2 для !:! гласит: 

д = F1 (}.) ·F2 (л)= {и1 (21t)+и/ (2т:)-2} {и1 (2~;)+и:/ (2т:)+2 }. (1) 

F1 и F2 не могут одновременно обратиться в нуль; мы имеем 
для F 1 =0: а= 1 и для F2 =0: а=-1. Решения, отвечающие пер· 
вому значению а, называются целопериодическими; решения, 
отвечающие втDрому значению а, - полупериодическими (период 
2r. и 4тс), Назовем через ). параметрическое значение (собствен
но~ значение), которое отвечает целопериодическому решению, 
и л то же самое, толькQ отвечающее полупериодическому ре
шению; можно показать, что ). и л образуют счетное множество. 
Мы обозначим ряды через ),0 л1 ••• ; ). 0 лl'.. Теорема осцил

ляции ~ласит: решения (собственные функции), соответствующие 
Л2J-1 и л2i, имеют в интервале О< х < 21t все 2i нулей; каждая 
~?бственная функция, соответствующая "1.2;_1 и ·1:

21
, наоборот, 

2z-1 нулей. Следовательно имеем: 

Ао < Ii < I2 < А1 < '·2 < • · · · < -A2i-t < -~,· < A2i-1 < 1,2i • 

Выскажем это: если параметр ). уравнения Хилла пробегает 
все значения, то после двух полу- или целопериодических соб
ственных чисел следует два цело- или полупериодически:х. соб
ственных числа. Наименьшим по абсолютной величине является 
целоперио~~ческое собственное число. Трансцендентные урав
ненин для А. (F1 =0 или F2 =0) обладают ма1,:симум двойными 
нулями, которым соответствует двукратное собственное число; 
F1 и F2 меняют знак только при простых собственных значениях. 
Далее, для очень больших отрицательных значений л, F

1 
и F

2 остаются положите.тrьными. Следовательно, имеем: 

F1 > О для i. < i.0 

F1 < О " 1.,, < ). < л2i+1 } 

F1 >0 " 1,u+i<1,<лu+ 2 i=O, 1, 2, 3 ... 

* • • • • .. . . ~ 

. Если л21 = 12;, 1, или '-~1-1 = 1,2,, то соответ·ствующее неравенство 
отпадает. 
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'Фr .. , .. 
Из предыдущего следует: I. Два независимых ре.шения ура вне· 

ния Хил.'!а только тогда оба устойчивы, коr да параметр 1 ме
няется вдоль реальной оси ). в интерваJJе, лишенном фундамен· 
тальных значений, и границами которого являются два фунда
ментальных числа "неодинакового рода" (полу-или целопериоди· 
ческих). Если одна из граничных точек является двойным ф~н
даментальным числом, то в ней устойчивость сохраняется. 

11. Решение неустойчиво, когда: а) л меньше упомянутого 
выше найменьшего собственного числа л0, Ь) л меняется в ин· 
терваде реальной оси )., ограниченном двумя фундаментальными 
числами одинакового рода (оба полу- или оба целопериодиче
ские). В случае предложения I все решения уравнения Хилла 
устойчивы; это следует 'из того факта, что оба значения 11 
являются здесь мнимыми и сопряженными. В случае предложе
ния П дается одно решение неустойчивое и одно устойчивое, 
если оба значения р. имеют реальные части с разными знаками. 
Для границ между устойчивыми и неустойчивыми 1- интерва
лами мы далее докажем, когда здесь имеет место устойчивое 
или неустойчивое решение. Только в том случае, когда гранич
ная точка является двойным собственным z;u~:tчением, все решения 
будут устойчивы. 

\ )., \ Л, )., j.з \ .-i\ 
- - - ...... - ...... - ~-~ - - 0------0- - - -0------0~~ - - - ()-,----

Фиг, 1. 

л - интервалы, отвечающие устойчивым и неустойчивым реше
. ниям, даны на фиг. 1, при чем области неустойчивости даны 
пунктиром, области устойчивости-жирной линией. 

; с) Дальнейшие в опросы об уравнен и и Хилл а 

· Упомянутые вь1ше общие предложения относятся к случаю 
реальной функции Ф и реального параметра л. В разделе II, 1 
показано что появляющиеся в прикладной математике дифферен
циальны~ уравнения этому условию не удовлетворяют. Ряд про
блем, удовлетворяющих этому условию, будет рассмотрен ниже. 
Пусть аргумент х пробегает непрерывную кривую в комплекс
ной плоскости х. Однозначная функция Ф пробегает при это~ 
непрерывную кривую в плоскости Ф. Для каждого значения А 
ищутся все (комплексные.) значения, при которых решение 
уравнения ХилJiа устойчd:lfО или неустойчиво. В литературе 
этому вопросу пос:вящено мало работ. Нам кажется, что даль
нейшее развитие работ Ф. Клейна (71) и Е. Хилба (44, 45) может 

I дать ряд указаний по этому вопросу. . 
з. Дифференциальное уравнение Х~лла с ограниченной 

функцией Ф· и двумя параметрами 

При рассмотрении вопросов, относящихся к уравнению Матье, 
рекомендуется уравнение Хилла написать в форме: 
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d"u 
-d:(2. (1) 

rде Ф (х'1 ограниченная, дважды дифференцируемая, веществен· 
2"' 

ная периодическая функция с периодом 2r. и с / Ф (х) dx = о. 
о 

Обозначим через Фтах абсолютное значение наибольшего, через 
Фтiп-абсолютное значение наименьшего значения Ф. Если об::J 
параметра л и "{, или меньший из них, велики по абсолютной 
величине в сравнении с (1), то удается без Ф(х) дать такую 
специальную форму, введение которой, в зависимости от ). и '(, 
дает устойчивое или неустойчивое решение. Представим ). и '{ 
в плоскости как прямоугольные координаты. В этой плоскости 
будем различать восемь различных областей (фиг. 2J: 

). и 1 положит., (Ia) }. и I положит., (IЬ) 

}. > '{Фтiп ), <;;; "(Фтiп -

). отриц,, "{ полож., (Ila) 
i), I > '{Фтах 

), и I отриц., (Ша) 

Р-1 > 111 Фтiп 

i. отриц., '( положит., (Ilb) 
1 ). 1 < i Фта.~ 

). и у отриц., (ШЬ) 

[). j < i '( 1 Фтiп 

л полож., "{ отриц., (IVa) 1. полож., у отриц., (IVЬ) 

j).\ > lil Фтах ). \ "f I Фтах, 
Мы рассм~трим случай: \лl+lyl~l. чтовобласти(а)равно

значно с \). j ~ 1; 111 конечно или нуль; в области (Ь) наоборот 

1:0 

·л 

шь 

е" 
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+r 111~1; 

lb 

-r 
Фиг. 2. 

z 

+А 

1). [ конечно или нуль. Мы рассчитае~, 
теперь для различных областей f асим
птотические значения характеристиче

ского показателя р.. 

а) Асимптотический ра~чет 
ха р а J$:, тер ист и ч е с к их 

rхJказ;э.телей 

' В области (а) можно асимптотически 
рассчитать (132) характеристический по
казатель посредством преобразования 
(86а, стр. 22, 20, стр. 276, 316). 

1 .х 1 

и(1-1-f Ф/.; t= f(1 +f Ф)2dх, 
!.) 

откуда следует: 
в областях (ia) и OVa1: 

2,. 1 l 

ch2-r:µ.=cosJO·+'iФ? d.x+-0 С. )т; (1) 

о 

в областях (На) и (Ша-): 
~r: 1 1 

. ·:i d 1 ' о ( 1 )2\ 
ch 2-::t1=chj ( \ i, I+ "f \ Ф) .х l 1,- ~]ТТ J • (2) 

() 

В области (Ь) асимптотически рассчитать 11- можно посредством: 
преобразования: 

1 Х 1 

1) \- ((l )2 z=и ( _:_+Ф /; t= -.+Ф dx. 
\ 1 J ~· "( ' 

о 

В областях (Ib), (IIЬ), (ШЬ) и (IVЬ) находим: 
2~ 1 :!С 1 ) 

ch 2,q,.=ch {rm(J(H1 Ф)' dx)\ ·cos{Re~f (l+ 1 Ф1 'dx)} · 1 

( 
1 )т' \ . { 1 +о -,-iГ J· 

(3) 

Из этих формул следует, что в областях (la) и (IVa) полу
чаются для каждого данного мнимого значения р.0 и веществен
ных I счетное множество значений л такого рода, которые 
дают решение уравнения Хилла с характеристическим показа· 
телем р.0 , В областях (lb), (Ilb), (ШЬ) и (IVb) получаются для 
каждого данного вещественного или мнимого значения Р.о и 
вещественных л счетное множество значений 1, дающих решеаие 
уравнения Хилла с характеристическим показателем 110· Если 
относящиеся к данному р. значения ). или I лежат дискретно, 
то может быть применена теорема об осциМiяции Клей.на. Легко 
провести такж~ асимптотический расчет. 

Ь) Предложение о параметрах, относящихся 
к устойчивым и неустойчивым решениям 

Мы можем а плоскости )., 1 различать области, в которых 
находятся параметры, дающие только устойчивые яли только 
неустойчивые реш~ния. Основная цель рассматриваемого здесь 
предложения- распределить области по значениям абсолютных 
величин параметров. Сначала легче всего нз уравнений (1) и (2) 
разд. II, За доказать справедливость предложений Гаупта I и II 
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из 11, 2Ь. Мы полагаем, что в области устойчивости 2r.11- мнимо 
=f=. n'lty---1 (п-целое число), в области неустойчивости-реально 
(возможно с мнимой частью, равной т: -( - 1 ); для целопериоди
ческих решений 21tµ. равно 2nr.-v=T и для поJ1упериодических 
решений равно (2п+ 1) 'lt у:...:.:Т. Мы можем теперь сказать: обла
сти (la) и (IVa) являются асимптотически областями устойчивых 
решений с узкими полосами неустойчивости, начинающимися 
в точках положительной 1.-оси: 1..=n'. Области (Ь) являются 
асимптотически областями неустойчивых решений, пересекаемые 
узкими полосами устойчивости. Области (!IaJ и (Ша) являются 
асимптотически областями неустойчивых решений. Из (3) раз
дела 11, За следует, что в области (Ь) два полупериодических 
значения}. (или 1) или два целопериодических значения l(или 1) не
совпадают. Поэтому можно в области Ь асимптотически исклю· 
чить возможность появления двойных точек граничных кривъrх. 
между областями устойчивых и неустойчивых решений. Из урав
нения (3) П, За следует, что каждому данному I л \ может соот
ветствовать два ( одно положительное и одно отрищ1тельное) 
значения 1о такого рода, что для всех 1, 1, больших нежели l 1o 1 ~ 
устойчивые интервалы I обладают шириной, меньшей любог0, 
произвольного маленького п.оложительного числа. С другой 
стороны, из (1) II, За следует данное О. Гауптом предложение, 
которое можно формулировать так: каждому данному 11 1 можно, 
сопоставить одно положительное значение ). тю.ого рода, что 
для всех )., больших этого значения, неустойчивые >..-интервалы 
обладают шириной, меньшей любого малого положитеJ1ьного 
числа. Из рассмотрения формулы (3), 11, За следует (132), что 
в области (Ь) при заданном 11 1 ._.интервалы, соответствуюшие 
мнимому 11- (интервалы устойчивости), становятся меньше, когда 
}.. переходит от положительных к отрицательным значениям. 
Мы получаем отсюда наименьшие устойчивые 1..-интервалы 

в областях (ПЬ), (ПIЬ). 

с) А с им п тот и чес к.и й расчет цел о· и пол упер и од и
ч е с к и х фу н да мент аль н ы х значений (чисел) 

Можно выведенные выше заключения применить к асимпто
тическому расчету цело- и полупериодических фундаментальных 
чисел в областях (Ilb) и (ШЬ) плоскости 1..у (132). Этот расчет 
исходит из того. что граничные кривые между областями устой
чивых и неустойчивых решений попарно асимптотически совпа
дают с кривыми, определяемыми уравнением: 

ch 2т:11-=О. (1} 
Отсюда следует, что в области (ПЬ) асимптотический ход гра
ничных кривых между областями устойчивых и неустойч,ивых. 
решений уравнения Хилла дается посредством: 

~ = - Фтах+О (-//); (О полож.) (2) 

! ' 

в области (ШЬ) посредством: 

~ = + Фтiп - 0 ( -v\i); (0 ПОJIОЖ.). (3), 

Граничные кривые в этой области имеют все более прямо
JIИВейный характер при возрастающем J 1 \, но асимптотой все же, 
не обладают. В некоторых случаях в ряде, представляемом сим
волом О, может отсутстеовать член (J/iV)-1

; этот случай дает 
асимптоты граничной кривой (54). Уравнения (2), (3) действи
тельны только в областях (ПЬ) и (ШЬ). Пользуясь упомянутой 
ранее связью граничных кривы~ между обла'стями устойчивых 
и неустойчивых решений с цело -или полупериодическими соб
ственными значениями уравнения Хилла, мы можем сформули
ровать следующее преДJJожение: в областях (Ilb) и (ШЬ) при 
111- со целопериодические собственные значения ._ уравнения 
Хилла совпадают с соседними полупериодическими. В области 
(ПЬ) сq13панающие собственные значения даны посредством (21,, 
в области (III Ь)- посредством (3). Ищересно эти соотношения 
сравнить с таковыми же nри 1 '( 1-0. В последнем случае сов
Л1jдают два соседние целопериодические собственные значения, 
и также оба полупериодические. 

4. Решение дифференциального уравнения Хнлпа 

В разделе Il, За :мы занимались решением уравнения Хилла 
в том случае, коr да наименьший параметр был очень велик по 
абсолютной величине. Легко обратиться к случаю, когда I или 

"{ и ). очень ма;ш. В первом из названных случаев решение 
можно рас>ложить no степеням 1; во втором случае по степеням 
л и у. Из работ Пуанкаре- (107) известно, что решения уравне
ния Хилла являются целой функцией ). и I и что полученные 
ряды при малых значениях параметров, наверное, сходятся. Мы 
применим в разделе III подобное разложение в ряд к уравне
нию Матье. Хилл (46) применил к уравнению, названному его 
именем, метод, весьма успешно примененный в ряде практиче
ских случае Ь. Строгое обоснование этого метода дано А. Пуанкаре .. 

а) Метод Хилла 

Разлаrа;;м функцию Ф (х) уравнения Хилла в ряд Фурье 
и пишем: 

m=-'Ccl 
( 1' } 

На основании теоремы Фло1,е мы знаем, что это уравнение имеет 
решение вида: 

"" 
U=e!J.X \'ьт eimx. 

/ 
(2) .... 

m=-D:. 
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Подставляя (2) в (1), мы получаем д.1я бесконечно большого 
числа неизвестных коэффициентов Ьп равное количество линейных 
однородных определяющих уравнений: · 

m=oo 

Ьп (p,2 +2i.t.in- п2 +1.)+у L* Ьп-т ain =0; (3) 
m=-oo 

... -3, -2, -l=n=O, 1, 2, 3, ... 
Звездочка при знаке суммы в (1) и (3) означает, что член: m=O 
должен быть пропущен. Однородная система уравнений (3J имеет 
решение, аналогичное решению конечной системы однородных 
линейКf:;Iх уравнений с коне1шым числом неизвестных; ставится тре
,бование, чтобы детерминант, образованный из коэффициентов Ьп, 
обращался в нуль: 

1 

1-
1 

1-
1-
1 

~+1 
(,,+i.t:'+1. 

уа+4 

(p,-2i)1+i, 

·,а 
1 -1 

(1~+2[)2+ ,. 

1а+:, 

(р. - 2l)2+t. 

та-2 

(fJ-+21)2+1, 

'(0.-1 

<i+i)Чi, 

,а -1 

( i,..:.:1)1+I 

'(О., .. 2 

(p.+i)2+t, 

уа_1 

:1,2+1. 

1а+1 1а+1 
(~-- 2i)2+ л ~21)1 + i. 

= л (f!-, 1., r) =О. 

-1 

-r 
(\J-+2~)Чл I 

"(а __ 3 

(ii+i)2+). 

'(О.-1 

(!J,- i)2+i. 

-! 
(4) 

Приэтом из соображений сходимости каждая строка детерми~ 
~анта (4) должна быть разделена на (!-'-+in)2 +1.; n=O, ±1, ±2,±3 ... 
.Абсолютная сходимость детерминанта (4) следует из абсолютной 
сходимости ~ат (151), стр. 415. Это уравнение дает при задан
ных л и у характеристический показатель !-'-· С другой стороны, 
из уравнения (4) следует величина ). (или 't) при заданном }. 
(или. 't) и \J.· В обоих с,11учаях из уравнения (3) можно рассчитать 
коэффициенты Ь,,, как только \J., ли 't определены из уравнения (4). 
Полное решение уравнения Хилла зависит только от расчета де· 
терминанта Хилла (4). Можно показать (1б1, стр. 415), что расчет 
этого детерминанта (4) может быть произведен из расчета более 
простого детерминанта д (О), в котором положено [!-=0. Из 

{151, стр. 416; 111, том rr, 2-ая часть, стр. Ы; 12) имеем: 

Л (О)= sln~ 
sin'' 1t 

(5) 
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Ь) Ф у н к ц и и Х и ,'l .1 а 

Наэо~м решения уравнения Хилла при чисто мнимом р. функ· 
цией Хилла. Согласно уравнению (.l) раздела 11, 4а, эти фунь-:ции 

2r. . 1 
периодические с периодом -.- , если только 111 = - , r де,.,, J-це. 

Lp. !io , 

/ое число. Если i:;. имеет форму : , где а и Ь целые числа 
(дробь не сократима), то период решения - 2r.b. Мы рассмотрим 
два частных случая: в первом ii.t. может быть целым числом, 
тогда период решения будет 2т:, т. е. целопериодическое реше-

. 1 + ние; во втором случае ip. = 2 цеJ1ое число; в этом случае имеем 

полупериодическое решение (период 411:). В обох случаях e2r.11-= 

=а= ±1. Данному 1" соответствуют с'огласно уравнения (5) раз
дела П, 4а .кривые в плоскости ). у. Кривые, соответствующие 
чисто мнимым эначениям р., покрывают области устойчивости 
в плоскости l у. Решения уравнения Хилла в области устойчи
вости мы назвали выше функциями Хилла. 

Отметим теперь, что для всех точек области устойчивости 
плоскости 1.r, которым соответствуют значения \J., дающие 
периодические функции Хилла, имеют место две линейно незави· 
симые функции Хилла. Исключением являются такие точки 

. 1 ' 
плоскости, для которых .lfl- целое число или 2+целое чис-

JIО. Эти точки мы особо рассмотрим ниже. 
Чтобы доw-азать упомянутое предложение, достаточно заметить, 

что точкам_плоскости ),у соответствуют два сопряженных мнимых 
значения \J.· Это следует из (2) раздела П, 2. Эти два значения ii 
дают согласно (3) 11, 4а существование двум независимым реше· 
ниям уравнения Хилла, обладающим этими периодами. 

Перейдем теперь к случаям ifl', равного целому числу или 
1 

целому+2 , и покажем, что в общем второе реш~ние, линейно, 

незав~tсимое от пе рвоrо периодического решения,· является не
периодическим. Обозначим оба решения через . п и 'V. Эти ре
шения удовлетворяют уравнению: 

dv du 
u-dx - 'V dx=c, 

r де с - постоянная. Очевидно, что 

х 

v=Аи+сиf !!::-
а' ' 

о 

где А-лостоянная интегрирования и путь интегрирования об· 
ходит нулевое значение (и). 



Полагаем А= О и придаем х с.лаrаемое 2тr: 
x+21t :i" 

( 2 , f dx f dx v х+ 1r)=c1i (x+2-:tJ -2 = си (х). 
• 11 • l dx 

си(х) ~. 
о о 2;; 

2т. 

Полагая ради сокращения с J' 1;'- = Ь1 имеем: 
. t 

·v (х+2т:)=Ьи(х)+сz~(х) / 4z:=ьи (х)+11(х). 
о 

Полагаем (11, стр. 145) 

тогда 

JIJIИ 

ь v (х)= хи (x)+w (х), 

bu(~)+v (х) jit хи(х)+Ьи (x)+w (x+21t) 

w(x+2тc)=w(x). 

(1) 

Второе, .1инейно независимое от первого, решение диффе- · 
ренциальноrо уравнения имеет следовательно форму (1), где 
w-функция с периодом 2тr; в общем случае оно не периоди
ческое. Аналогичное происходит с полупериодическим случаем. 

Особый случай имеет место, когда две кривые плоскости ).у~ 
принадлежащие цело· и полупериодическим решениям, пересе

каются. В атом случае мы имеем в смысле 11, 2Ь два совпадаю
щих собственных значения; в рассматриваемой точке согласно 
предложению I раздела П, 2Ь имеем два устойчивых полу· или 
целопериодических линейно независимых решения (III, Зd). Из 
дифференциального уравнения можно усмотреть, что точки 1= О; 
л=n8.(n-целое число) плоскостиlу принадлежат к разбираемому 
роду, потому что они дают два линейно независимых периодиче
С1'ИХ решения: sin пх и cos пх. 

111. Дифференциальное уравнение Матье 
1. Общее решение уравнения Матье 

При данных значениях параметров 1 и k 13 дифференциальном 
уравнении Матье: 

(1} 

свойства двух линейно независимых решений вполне опреде
дею;~, Они определяются соrласво раздела 11, 4; расчет начи
нается с определения хярактеристическоrо показате;1я l:L· Если 
ов определен, можно последовательно рассчитать коэффициенты 
разрешающего ряда. Заметим, что мы в уравнении (1) пишем 
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<.:os2x в согласии с l,' ld, но уклоняясь от (1) раздела П, 1 для 
уравнения Хилла, где Ф(х) обладает периодом 2r.. В уравнении 
Матье функция cos 2х обладает периодом -.::. 

При такой записи (1) уравнения ,Матье мы получаем, на
пример, целопериодические решения периода r. и полупериоди
ческие решения периода 2тс; соответствующие значения i?,1t яв
ляются четным или нечетным целым чис;1ом, умноженньнd на те. 

Дальнейшие небольшие изменения при применении результатов 
раздела II к уравнению Матье (1) читатель легко поймет сам . 

а) С в о й ст в а ре ш е н и й п р и з ад а н н ы х А и h 

Общие свойства решений мы разберем на примере фиг. з· 
Расчет этой фигуры приведен в разделах III, 2 и Пl, 3. 

В заштрихованных областях фиг. З оба линейно независимых 
решения уравнения Матье устойчивы (область устойчивых ре· 
шений); области, оставленные f,i~заштрихованными, дают реше
ние, которое при конечных начальных условиях при измене

нии х неограниченно возрастает по абсолютной величине ( об· 
.ласть неустойчивых решеннйJ. Вдоль граничн1-,1х кривых, между 
областями устойчивых и неустойчивых решений имеем решения 
уравнения Матье с периодом 1t (целопериодическое решение~ 
или 2r. jполупериодическое решение). Предложение 11, 2Ь дает 
при заданном h и 1, меняющемся в интервале (отсодо+оо, сuачала 
целопериодическое собственное значение )., затем два полу
периодических собственных числа, затем опять два целопериоди· 
ческих и т. д. Между двумя разноименными значениями 1,. лежит 
область устойчивых решений, между двумя одноименными -
область неустойчивых решений. В разделах 11, ЗЬ и 11, 4Ь мы 
уже упоминали, что области неустойчивых решений берут на· 
чало в точках h=O, A=n-2. Это-двойные точки для граничных 
кривых между областями устойчивых и неустойчивых решений. 
Далее из фиг. 3 видно, в соответствии с предложениями разде
лов П, ЗЬ и П, Зс, что в области (Ь) для больших значений k 
области устойчивых решениtl' становятся очень узкими, тем 
уже,. чем меньше л, при заданном значении h. 

Ь) Rасчет характеристического показателя из 
детерминанта Хилла 

Для каждой данной парю 1, h легко найти численное реше
ние уравнения Матье, если только известно р.. Первый путь 
здесь-детерминант Хи.1ла; из него следует: 

sin2 (~~~)=д(O)·sini(; 11Г) 
или (1) 
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-2h 2 

-:.::.:1-

1 

. . . . . 
Для малых значений h можно ограничиться тремя централь

ными строками и столбцами бесконечного детерминанта (2). Де
терминант А(О) содержйт в этом случае только член 1 и один 
член с h4• При учете многих столбцов и строк дЮ) содержит 
всегда только четные степени h2

• Следовательно ch ""f'- является 
целой функцией h 1• Мы суммируем вместе члены д(О), содер· 
жащие только h4, и находим по r. Бремекампу (12, стр. 143): 

с,:, 

,\(О)= 1-2 · (2h2)2~--
1
- · ----.-

1 --+O(hs). ."8.J л-(2k12 ,.-,2k+212 
k=U 

Последний ряд может быть просуммирован с помощью фор
.мулы: 

По,11учаем тог да: 
. 

Л(0)=1+2 · (2h2)'. 7!; • ctg _7:_ y'I·+ О(/1 8 ) • 
~в V t.(l - л) 2 

(3) 

Из уравнений (3) и (1) получаем характеристический показатель fJ-· 

~ Расчет характеристического показателя по 
Е. Т .. Уиттекеру (749, 151, стр. 424)_,.,. 

Уиттекер ввел новый параметр ~. Он полагает решение урав· 
иения Матье в виде: 

(1) 
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rде 

F(x) = sin (х - о)+а~ cos (Зх - а)+ Ь3 sin:(Зx - ,) (2) 

... , 
причем параметр а определяется условием, что в F (х) дол
жен отсутствовать член с cos (х-,). 

Подстановка выражений (1) и (2) в уравнение Матье и разло· 
жение по степеням h' дает: 

., 4 8 64 (3) 1=1-h2 cos2, (-_!_-+··'- cos4,). h4 +-h_
6

_ cos2a+ 1 
+ ( 4~--5';2) h8+0(h1QJ. 

Из трансцендентного уравнения (3) при заданных 1 и h2 можно 
определить величину а. Вместе с этим из (2) определится F(x). 
Остается определить /J. из 

h2 • Зh6 ЗhS 
·:г sш2а+ 128 sin2,-'""i'024 sin4,+0(h111), (4) 

после чего из ( 4), (2) и (1) решение у равнения Матье известно. 
Второе линейно независимое решение напишем в виде: 

е-_.µ.х F (-х). 

Следует заметить, что Уиттекер пишет уравнение Матье 
в форме: 

откуда следует: 

d~и ' ( ' 16 2 О dx2,- а, q cos х) и= , 

Уиrтекер 

а 

lбq = 

Стретт 

). 

-2h2 • 

Хо~я метод Уиттекера был применен весьма успешно Айи· 
сом (52) для расчета лунной траектории, он неудобен в приме
нении к областям устойчивых решений, так как здесь а или 

чисто мнимое, или комплексное число в форме а=+ 1t+ti. Из 
фиг. 3 (см. также III, 2 и Ш, 3) можно определить, находимся 
ли мы в области устойчивых или неустойчивых решений пло
скости (л, h"'). 

d) Расчет характеристического показателя по 
Е. Айнсу (59) 

. Ай1нс дал метод, позволяющий найти fJ. при произвольных 
1. и lz в области устойчивых решею[й. Мы смыкаем граничные 
кривые в плоскости (h'l., Ч между областями устойчивых и 
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') ·l' 
.... ;} . 

11еустойчнвых решений. Расчет решения вдоль этих кривых при
.веден в разделе lll, 2.у Решение уравнения Матье в об.пасти 
устойчивых решений б дет: 

и= L е,. cos (2r+p) х (1) 

и второе линейно независимое решение: 

и= L е, sin (2r+p) х. (2) 
r:::.-oo 

Так как уравнение Матье не меняется при замене х на tt-X, то 
замена х в (1) ведет с точностью до постоянного множителя 

.к линейной комбинации (1) и (2). 
Подстановка (1) в уравнение Матье дает: 

[).- (2r + р J2] е, = h'(e,-1+ е,+1) 
,или 

er = -···· . h2 ---···-- -h2(2r+p)-2____ (3) 
e,-t i-(2r+p)~h• t-л(2r+p)-2+h1 (2r+PГ2 er-r:( 

er е" 
Очевидно, что (3) дает бесконечную непрерывную дробь для 
ноэффициентов е,,.. Сходимость дроби может быть доказана . 
С другой стороны, мы получаем, подставляя (1). в уравнение 
.Матье, выражение: 

_е_,-_1_= h2 
..,. -·-----~~-~+Р-:-31=2 

_ . _ ·--. (4) 
er л-(2r+ p-2)2-h1 е,-з 1-л (2r+ р-2)-2+ h2 t2r+ р-2)-1 е!::-2 

е,-1 е,-1 

е . 
Условия (4) и (3} для-r- дают определяющее уравнение 

. .~~. . . 

для Р·. Например: ..!.:!. =L (из 3) и :!.:._ =R (нз 4) должно быть: 
еа е0 

L=R. В приложениях берут значение р и подсчитывают для 
веrо L и R из быстросходящихся непрерывных дробей (3) и (4). 
Полагаем L и R функциями р, и точки пересечения (в об
щем случае две) дают искомое значение р. При этом принци
пиально. все равно, какое значение р применить. Второе зна че
ние р принадлежит к решению, линейно независимому от (1), 
и является линейной комбинацией (1) и (2). Как численно пока
зано Айнсом, получают его методом не только р, во одновре
менно и е,., т. е. полное решение. Метод Айнса приложим: также 
в области неустойчивых решений, где характеристический no· 
каза1'ель, как известно, должен быть вещественным. Вместо (1) 
следует подставить в уравнение Матье 

eiu · ~ cos 2rx. 

Стретт-91- З 



е) Асимптотический расчет характеристических 
по к аз ат елей (132) 

Если один из параметров А и li или оба по абсолютной ве- 1 
.1ичине бодьше единицы. можно получить приближенные зна
чения характеристического показателя из асимптотических вы
ражений раздела III, За. 

Имеем: 
.: 

ch1tf!-=Ch {1m(i-J().-2h2 cos 2.~}-dx )}· 
о 

" 
(Н 

· cos { Re ( + J (А- 2h2 cos 2х) i dx) }· 
о 

Заметим, что уравнение (1) может быть применено, если ). и 
h не очень велики. 
Мы выбираем л=О и 2h2 отрицатsльным. Из (1) получаем: . 

chtcf!,=Ch EVl2h2
) •cosEtlih2I, (2) 

.: 

• 

Е-! У coi2idx~: ~( Ч ·;} ~) = ; ·О,762 ... 
Посредством (2) мы можем рассчитать второе полупериоди

ческое собственное значение h и второе це.попериодиче.ское 
при А=О. 

Полагаем 

в-12ь1 ~ з~ r - 2 

и находим 

- -; h2= 4(0,7:2 ••. )2 -3,86 ... 

Интерполированием из фиг. 3 находим 3,77, что достаточно 
точно. При l=f:=O формула (1) трудно приложима. Наконец мы 
можем из (1) получить высшее полу- или целопериодическое 
собственное значение 2ht. уравнения Матье дл.я l=O; прибли-
·женно: 

\ 2h2 i Jn+f/i:__ '!t2, 

ноторое справедливо уже при n=2. 
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2. JJернодические решения функций Матье 

Как указано в разделах 11, 4Ь и Ш, ld, мы получаем в об· 
ласти устойчивых решений, заштрихованных на фиг. 3, для под· 
ходящих знач :ний l и h I периодические решения уравнения 
матье. Указанным значениям л (или hJ соответствуют кривые в 
плоскости (>., h2). Эти кривые, не оканчиваясь в конечной 
области, протекают целиком в области устойчивых решений, 
пересекают положительную ось l, положительную и uтрицатель· 
ную ось h2 ; они имеют тот же характер изменения. как означенные 
на фиг. З кривые, между областями устойчивых и не)стойчивых 
решений. Это положение можно доказать, пользуясь теоремой 
осцилляции, аналоrично разделу П, 2Ь. 1 

Для приложений большой интерес представляют периоди
ческие решения уравнения Матье. Эти решения называются 
функциями Матье первого рода. Соответствующие им значения 
). и h"' лежат на пограничных кривых между областями устой
чивых и неустойчивых решений. Существование этих функций 
исследовано недав~о Курт~сом (22J. 

а) Чет в~ ре т и па фу н к ц и й М а т ь е пе р в о г о р од а 

Функции Маrье первого рода являются ве~де регулярными 
функциями х; можно разложить их в ряды Фурье: 

00 "" 

~ Вп,т sin тх; ~ Ап,т COS тх. 

Подстановка в уравнение Матье дает,· что функция, в котороо 
низший член Фурье четный относительно т, обладает толькй 
членами с четными т. Аналогично для реt1етных т. 
Мы приходим. таким образом: к четырем типам функций 

Матье t: 
"" 

С,.= се,,.= L Ап,2т+1 cos (2m + 1) х; n=l, 3, 5, ... (1) 
m=O 

00 

С,.=се,.= LAn,2m cos 2тх; n=O, 2, 4 ... (2) 
m=O 

"" S,.=ве,.= ~Bп,tm+1sint2m+l)x; n=l,3,5 ... (3) 
m=l 

"" 
S,. = se .. = ~ Вп,2т sln 2тх; n=2 ,4 ... (4) 

m=1 

1 Воп,юс O nрияяты~ обозначениях д.11я функции Матье разного рода осве
щен в раздl!:ЛС' 111, ба. 11ока что укажем, чrо щ1я функц~1и Матье 11e11noro рода 
nрию,ты обозначе11.1:1я с" нлн се" и S,i, или se.. Прим. ред . 
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Мы назовем функ_цией Матье первого рода се• всякое четное 
решение уравнения Матье, соответствующее низшему цело· 
периодическому собственному числу; функцией se .......... нечетное ре· 
wение с низшим полупериодическим собственным числом; функ
цией се1- четное решение с низшим полупериодическим соб· 
ственным числом; функuией se2- нечетное решение со вторым 
низшим целопериодическим собственным чиспом и т. д. 

Очевидно, что эти функции определены рядами (1), (2), (3). 
(4) только с точностью до произвольного множителя. Этот .мно
·житель мы определяем так, что: 

'" f rce.o} 2dx=2r.: 
u 

2~ 

j[ce,.]'dx =тt (5) 
о 

2" 

j' [set!]2dx = 1t 

о 

. Благодаря этим соотношениям функции Матье se" и се" вы-
рождаются при h=O в функции sin пх и cos пх. В ранних рабо
тах было принято принимать последние факты в основание по
строения функций Матье первого рода вместо применения фор
мул (5). Как показал Гольдштейн (88, стр. 303), если h не мало, 
но принимает любые значения, то это приводит к огромным 
затруднениям. Если следовать все же указанному пути, то, 
как показывает расчет, значения всех коэффициентов Фурье 
в функции от h2 становятся бесконечно большими, за ,сключе
нием коэффициентов при sln пх и cos пх в sen и се". При усло
вии (5) для этих значений h1 коэффициенты при sin пх и cos п.х 
равны нулю, остальные коэффициенты Фурье se ... и cefl, остаются 
конечными. 

Для определения соотношений между функциями Матье, раз
личных типов следует обратиться к литературе (38, стр. 304). 

Ь) Р а с ч е т ф у н к ц и й ri е р в о r о р о д а п о М I т ъ е (96) 

Расчет функций Матье, произведенный самим Матье, при
меню,1 только при малых значениях h2• Согласно изв:естной те
ореме А. Пуанкаре (107) коэффициенты Апт и Вит функций 
Матье являются целыми функциями h2, разлагаемыми в ряд по 
возрастающим степеням h2• На эти малые значения h1 не рас
пространяется ука.;ание предыдущего раздела, что для некото-

. рых значений h2 все коэффициенты функuий Матье пеr воrо 
рода обращаются в бесконечность, за исключ~ние:м коэффи
_циентов при cos пх и sin пх в . се" и se..,. которые при h"' - о 

3li 

равны 1. мы· приведем более простой метод расчета Матье, 
вместо более сложного, но зато более общего, пригодного .цля 
любых значений · h', применяя формулы (5) III, 2а. 

Полагая 

lc .. =n'4-t:ih'+~h·+,h6+M8 + .. ·, 

C11 =cos nx+h2F1+h•F,+h'Fs+"· 

(1) 

(2) 
подставляем их в уравнение Матье, которое решаем методом 
последовательных приближений. Получаем тог да: 

2 h' (5n8+7)h8 ·· (9n1 +22n•-203n2-})6)h11 
lc,. = п + 2-:-{п2-1) t З2(п1-J)3(п1-4)+ 64(n1-l)'tn2-4Лn2-9) + .. ·, (3) 

С = е =COS + h2 r- cos(n+2) х + cos (n-2).x ]+ 
" Cn пх ., 4(n+1) 4(п-1). 

, h4 [- cos (п+4) х cos (n - 4) х ] h6 [- - cos (п+6) х 
Т , 32(n+l)(n+2) ,+ 32 (n-l)(n-2) .+ 27·З(п+t)(п+2)(n+З) -

(n2+4n+1} cos (n+2) х (n2-4n+7}cos (n-2) х 
- 27(n+J)З(n-)){n+2Г+ 27(n-1)8(n+l)(n-2)+ 

...\.. cos(n-6) х ] + hs[ · cos (п+8)х + 
' 27·З(n-l)(n-2)(n-3) 2~1·3(n+t)(n+2)(n+ЗJ(n+4) 

(4) 

' . 

, (n3 +7n2+20n+20) cos (п+4)х (n3-7n11+2on-20)cos (п-4) х 
-г 28,З (п+ 1)3(п-1)(п+2)8,п+З)+ 2s,3 (п-1)8{п+ 1)(n-2)*(n-3) + 

, . cos(n-8) х ]+o(h10) 
' -211.3 (n-J){n-2)(n-З)(n-4) ' 

Можно найти: >-с .. =ls" так что се11 простейшим образом пере· 
ходит в se" (33, стр. 304). 01(евидflо, выражение (4) неnриме· 
ним о при п целом, в первую очередь п ,:,и п = 1. 

В этом случае, следуя Матье · (96), нужно применить специ
альный расчет, показанный здесь для n= 1. Подстановка (1) и 
(2) в уравнении Матье дает: . 

d2F ' .· 
-.х;-+п1F1-2 cos 2x-cos nx+t:i cos пх==О. 

Пищем: 

2 cos 2x·cosnJ:=cos (n+2) x+cos(n-2) х .. 
и полагаем ' 

F2 =a cos (n+2)x+c cos (п-2) х. 
Получаем тог да: 
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Так ка.к n== 1, :м:ы выбираем с=О и получаем t.i= 1; в первом 
приближении получаем 

hZ 
С1==Се1 - соsх-т cos 3x+O(h1) 

Ас,= Аи,= 1 +h2 + О( h'). 
Аналогично производится расчет при n= 2, · 3. . . Расqет .11..11я 
St дает 

S1 =se1=sinx- ~ si,n3x+O(h4) 

i..s,=A.re1==1-h'+O(k4). 

Сходимость вышеуказанных степенных ря.п:ов исс.11едована Уат· 
соном (/46). 

с) Численные результаты Матье 

Мы применим указанную в формулах (1), (2), (3) и (4) раз1.ела 
ПI, 2а запись для коэффициентов четюрех типов фуа:кциА Матье 
и даем для них следующие выражения: 
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· Ао,о== 1, 
h2 7h8 

Ао,2= - 2 + W +о (h1"), 

_ lz.4. 10h• O(ht.') Ао,, - 32 - 2 ,-:gi"' + , 

Аов= --·~ .J..0 (h1°) · 27·3• • ' 

. . . . . . . . . . 
k1 5h8 1363-h18 

А,,о- 4 192 + 221184 +о thн~. 
А,.,== 1, 
А _ h

1 
43h

8 + 21 059 7i1•+0 (kH) 1,4--т2· - 1з824 79626240 • 

h1 287 h8 

А1,в= 384+ 2211840 +0(1t12), 

А - h• 41 hlO о (.LH) 
~,в-- 23040 -16588800 + ,., ' 

А:,1, 2 21~'840 +о (n-t•), 

. . . . . . . . . . . . 

h4 h.s О h12) А 4,@= 192-92160 + ( ' 
h'l. llh6 439 h11 . н 

А1.,а - 12 + 17 280 - 62 208 ООО + О ( h ), 

h' 23 h8 Q (hi2' . A,,s= 900+ 6048000 + J, 

, h6 53 hlO 1 
А,,10 =--sомо-1оз2192000 +0 (h 4>, 

h10 

А,,н=- t 857945600 +O(k14
), 

. .. . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . 

As,a= 1, 

hl 7h' 'h8 t 
Аз,а = - w - 20 480 - 21• +о (h 9), 

h"' l1h8 10 
Аа,7 = 640+ 211.31.5 +0 (h ). 

h
8 (hlO) Аэ,9=- 46080 +о . 

. . . . . . . . . . . 



А h2 12h• h' . 
&,з == ю+ 27.4чs + 21,. 36 +о (h

10> и т. д. 

Аналогичные выражения мы получаем для коэффициентов В. 
Таблицы этих коеффициентов имеются в литературе (55 б6: 

57, 33). ' ' 

d) Расчет функций Мать е п о Ай нс у 1 (55, 56, 57) и 
с. r о п ь д ш т е й и у (ВЗ) 

В то время как метод Матье применим только д.11я малых 
значений h2, Айнс и Гольдштейн дали прием, позволяющий оп
ределить Ат,п и Вт,п для любых численных значений h'. Мы 
разберем этот расчетный прием на примере се0 (бб, стр. 21). 
Подставляеt.t ряд Фурье для этой функции в дифференциальное 
уравнение Матье. 

Имеем тог да формулы: 

лАоо hзАоа=О, 

-2h2A0~+(l-4} А02 -h2A0,=0, (1) 

. "" . . . . . . . . . . . . . . . 
-h'Ao,,-2+(}, - r') Ао,,-h2Ао,,.и=0; Г==4, 6, 8 ... 

Для разрешимости уравнений их определитель должен обра. 
1'ИТЬСЯ в О: 

'}. -h2 о о о о 

-2h' л-4 -h2 о о о 

Л::: 
о -h'l л-16 -h2 о о 

= о. 
о о -h2 . ),--36 -h2 о 

о о о -h' }.-64 -h2 о 

Через д1 и да мы обозначим определители, получающиеся 
из д зачеркиванием первой строки и столбца или двух первых 
строк и столбцов. Имеем 

или 

блil 1 aror метод расчета особе1fВО удобев. По1rьзуясь им, ААнс составип та
цы фун,щий Матье, припож:енвые яаыи в конце квиrи. Замеrим что \Ане 

писал ураввение Ма rье в виде: у"+ (а - 2 0 cos 2х) у= о • ' ' 
Прим. ред, 

40 

Аналогично 
д! =().-4)6,. -h' д3, 

откуда 

Дапее получаем: 
. д2=(l-16)д3 -li4 д4 и т. д. 

М1,1 получаем. таким образом в1:;1ражение для л в виде бес ... 
конечной дроби: · 

2h' h· h4 
l= л-4·-1-=16-~~зб- _,..' (2} 

сходимость которой может быть до{(азана. 
Для действительного расчета}. при данном h" находят прибли· 

женное значение )., затем рассчитывают из уравнения (2) второе· 
приближение и т. д. Получив таким путем >., мы определяем после
довате.11ьно из уравнения (1) коэффициенты А0,,,. (m=O, 2, 4 ... ) '· 
Указанные на фиг. 3 значения l Айнс и Гольдштейн вычислили 
этим приемом. Заметим еще, что подобное разложение на не-.· 
прерывные дроби, примененное, как указано выше, Айнсом и 
Гольдштейном, было указано еще Гейне (42, 1, стр. 407), однако, 
не для численного расчета функций Матье (см .. также 15) . 

е) Свойства ортогональности функций Матье 
первого рода 

. 'Пусть и1 и !!а являются двумя различными функциями Матье 
перв,ого рода, удовлетворяющие уравнениям: · 

. d;:
2
1 + u1 ().i..t -2h2 COS 2х) = 0, 

-~~+u2
1>. -2h8 cos2x)=O. d.x2 '\ .. , 

(1) 

(2) 

Умножим (1) на u
2 
и (2) на Ui, вычтем и проинтегрируем от О 

до 21t по х, тогда: 

Вследствие периодичности u1 и и, левая част.ь обращается 
в нуль и мы получаем соотношения: 

2i,; J se.,•ce111 dx=O; 
о. 

i Смотри т.аб11и11ы в ковце книги. Прим. ред. 

(3) 
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... 
f sense ... dx=O (m:r:n); (4) 
о 

2,; 

J ce11ce.,.dx=O (m-=f: п); (5) 
о 

можно показать, что функции Мать.е ортогональны также в про,. 
межутке 0,1t. 

Заметим, что аналогичные условия ортогональности имеют 
.м1есто для функций Матье дробных порядков (112) (ер. 11, 4Ь). 

3. Ход граничных кривых между областями устойчивых 
и неустойчивых решений уравнения Матье 

В разделах Ш, 1 и Ш, , 2 указывалось, что ход граничных 
кривых между областями устойчивых и неустойчивых решений 
в плоскости (l, h2) имеет основное значение. Во'-первых, знание 
их хода существенно для выбора пригодного метода расчета 
характеристических показателей {III, 1); с другой стороны, ети 
граничные кривые дают собственные значения, принадлежащие 
различным функциям Матье. В основание расчетов предыду
щих разделов мы пОJiожим некоторые общие предло.;кения об 
их протекании. 

а) Касание граничных кривых для h=O и l=n' (127; 

Как зто следует из раздела IJ, 3с, рассматриваемые здесь 
точки являются двойными точками. граничных кривых. Только 
точка k=O; л=О яв.11яется исключением, так как функция se, 
обращается в ней в нуль. Через последнюю точку проходит 
только одна граничная кривая (принадлежащая се0), имеющая 
с осью h' точку касания первого рода, как зто следует из 
III, 2Ь. 

А. Пуанкаре доказал (110, 11, стр. 229), что две граничные 
кривые, проходящие через точку l= l; h2 =0, имеют в этой двой
ной точке касание нулевого порядка; кривые. проходящие че· 
рез }=4; h'=O, имеют касание первого порядка; в точке l=9; 
k2 .... О-второго порядка; в точке l=lб; h'=О-третьего порядка. 
Сказанное дает основание предполагать, что граничные кривые 
имеют в точке л=n2; h'=O касание (п-1)-го порядка. Справед
·ливость этого предложения легко доказать, следуя расчетам 

-Матье. Разлагая формально по методу Матье cen и sen в ряд 
по степеням h2

, заметим, что в этом разложении коэффициент 
при h'm содержит знаменатель, обращающийся в нуль. Начиная 
с чпева h2ti, нужно применить специальный расчет для рассма
триваемых функций. Отсюда получаем, что lcn и ls" до члена 
h2<-1> совпадают, начиная с него,-отличны. Следовательно гра· 
ничные кривые имеют касание (n -1)-го порядка. 
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Из этого предпожения является правдоподобным, что . :f РИ 
данном Jt и увеличивающихся положительных ). интервалы не
стойчивости становятся все уже в соответствии с фор~ули· 

~овками нашего асимптотического расчетного приема в 11, :.:Sb. 

Ь) Асимптотический ход граничных кривых 

Наши асчеты для уравнения Хилла в разделе 11, 3 можно 
перевеет/ на специальный случай уравнения Матье и получить 
следующие результаты: 

для \ 1 \ < ! 2h' 1 и ). отрицательного при k
1

--+ ± 00 

l.сеп :::::::.лsеп = + 2hэ+о (k} (раздел П, 3с). (1) 

внение получено Джеффрисом (67), Айнсом (5б, стр. 29) 
;т~о~f:штейном (83, стр. 321) разными путями. Уравнение ~1) со
держит справа первый член асимптотического разложения. 

а1 + а2+ (2) + 2k2 +ah+ao+ 7i- 7i'i · · · 

Для нахождения коэффициентов а, ао, а1 и т. д. ~жименяется 
расчетный прием Джеффриса (бб; 6'1, и Гольдштейна ( '8, ст~. 321). 

Для этого возьмем решение уравнения Матье в форме. 

u=ehФ,\IJ',(1+ 1-+ {!а+ ... )· (3) 

Подставляем (2) и (3) в уравнение Матье: 
tPu+u. (l - 2k1 cos 2х) == О, 
dXS 

собираем члены с равными степенями h и полагаем их ~киу 
равной нулю. Мы полагаем в формулах этого ра~дела, что >0. 
После длинных расчетов получаем (33, стр. 322). 

(mi+O т~+Зm1 rт!+ З4т~+9 
},=-2h'+2m1h- 8 2'·h 211,ha 

ззm~+410т:+405т1 _ 6Зm!+t260mf + 294Зтt+4~6 
21',h' 2110~114 

210-'mi+ 62468m~+~0379m~+t49553ma + .... 
2"·h5 

При рассмотрении формулы Гольдштейна нужно 
в виду, что он пишет уравнение Матье в форме: 

\. d.8u +(4a.-16q cos 2х) и=(}, 
dx1 

СJ1едовательно: 
ГОJ1ьдштеА11 

4а. 

l6q 

Стретr 

i. 
2h1• 

(4) 

иметь 
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В формуле (4), полагая т1 =:= 1, получаем собственные числа •с() 
и лsн m1=3-собственны~ числа Ас 1 и Asai m1 =5-собственвые 
числа Ас2 и Ass и. т. д. (ер. фиг. 3). В этих приближениях цело·' 
периодические и соседние полупериодические собственные 
числа совпадают. Фор:м:ула разложения (4) сходится .лучше при 
малых т1 и заданных h; если m1 становится большим, то 
должны возрасти для достаточно удовлетворительной сходи· 

мости h. 1:iужно, чтобы ~i не становилось большим. В прилаrа-· 

емой таблице даны. рассчитанные Гольдштейном по формуле (4) 
собственные числа. Приложения формулы (4) и таблицы очень. 
полезны в первом приближении при расчете функций Матье 
по Айнсу-Гольдштейну. 

Таблица Го11ьдштейна 

h
3

J~ ,.с,; - r,s л~~=}~' ! __ -.-. i.~,; =-~~~--
1,0 2,65151 0,10286 i - 2,10738 
1,2 3,31620 0,49413 - 2.00251 
1,4 3,99183 О,91896 _, 1,83829 
1.6 4,67610 ],37021 - 1,62610 
1,8 5,36743 1,84296 - 1,37687 
2,0 6.06467 2.33364 - 1,09684 
2,2 б, 76694 2,83960 - о. 79057 
2.4 7,47357 3,35877 - 0,46169 

с) Асимптотическое поведение функций Матье 

Из упомянутых в предыдущкх разделах асимптотических рас· 
четов собственных чисел можно получить асимптотические фор-
мулы для функций Матье первого рода. В первом приближе
нии получаем по Айнсу и Гольдштейну (33, стр. 323): 

{ e2hisin ~[ COS ( : + ; )]
2

mтl ± 

+ е·-2119inx tsin (1-+ ~· )Jm+1 }/ (cos х) m+!; 

(- r. +2krt<x < ; +2k-1t), 

{ [ ( 
)('
2 

) ] 2m-1 I. е 2h ein х . cos '11 

( 1 . 

.- -2hsin.:&[ , ( '11 Х )1 2т+1} / + е sш lГ J / (cosx)m+1; 

(-; +2k'R < х < З: + 2k1t )· 

Эти формулы неприменимы при х= + (2n+l) ; и п = О, 1, 

2, 3. . . Верхний и нижний знаки отвечают функциям се и se; 
т=О дает се0 и se1; m=l дает се1 и se2 ; m=2,-ce, и se3 и т. д. 
Удивительно то, что асимптотическое решение (1), как обсто
ятельно показал Гольдштейн (37), обладает периодом 4тс, тек 

1 
.же периодом, что и функция-Матье порядка 2 (112), т. е. ка· 

',ждое периодическое решение уравнения Матье, которое сво

дится при h-:,0 к sin(2n+l) } или cos (2n+l) ~ при=О, 1, 2, •.• 

Упомянутые только что функции Матье относятся к, ch 'l'tfL=O, а 
, также к значениям ch те.,~,, которые были применены в разделе 
II, Зс для асимптотического расчета полу- или целопериодиче· 
ских собственных чисел. Кривые плоскости л, h2

, соответ· 
ствующие ch 'l't~ = О, лежат приблизительно между кривыми для 
ch 'l'tfL=-i- l, т. е. между кривыми )., h2 для функций Матье 
первого рода. Правдоподобно, что последние кривы~ стремятся 
(попарно) слиться асимптотически с первыми, что обнаружи· 
вается при асимптотическом расчете собственных чисел, отво-

1 
сящихся к функциям Матье порядка 2 . 

Полученные таким образом формулы неприменимы вблизи 
л 

cos2x=2Ji.· 

d) З а м е т к а о р о д с т в е н н о м д и ф ф е р е и ц и а п ь я о м: 
уравнении 

Прежде чем с помощью теоремы О. Гаупта (11, 2Ь) и пре.ц· 
ложения о дифференциальном уравнении Хилла с двумя цара· 
метрами (11, 3) был показан общий характер решения диффе· 
ренциальноrо уравнения Хилла при различных значениях ).. и k, 
Мейснер (97) рассмотрел частный случай дифференциального 
уравнения Хилла, обладающий тем преимуществом, что харак· 
теристический показатель и решение при всех ). и h могут 
быть легко рассчитаны.. В этом уравнении Мейснера: 

(1) 

функция Ф(х) имеет в части интервала длины 21t постоянное 
значение Ф 1 и в остальной части этого интервала зиач(.ние Ф,. 
Упростим вопрос. предположив, что оба частичных интервала 
раВ'tlы по длине и полагаем Ф 1=Ф=-Ф1• Для дальнейших 
расчетов удобно, чтобы Ф(х)=Ф для -1t~x<O и Ф(х)=-Ф 
для О...;;: х < 1t. Уравнение (1) решается в каждом частичном интер· 
вале в функциях sin и cos. Мы требуем непрерывность и и и' 
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при х=О и далее и (+'lt)=(:ju(-'lt), также u'(1t)=au'(-1t) (штрих. 
означает дифференцирование по х). Мы получаем для ch21tfJ- с 
;, = e=21<i,. формулы: 

1 ( Х1 + Х2) , CQSX1. COSX2--2 - - sln Xs •SШ Х2; 
.Х:2 Х1 

x;=r:2
(). +1Ф); х~=п2(l-'(Ф) > О; 

(2) 

х:=тс2 (1Ф-).) > О. 
С помощью этого уравнения легко рассчитать граничные кривые · 

между областями устойчивых и неустойчивых решений, в то время 
как ch 2'1tp.=-+-1, Мы получаем фиг. 4. Большое сходство между 

4~~~~~~~0246ВЮ~мшюм~имп 
-л 

Фиг. 4. 

фиг. 4 и фиг. 3 совершенно очевидно. Обратим внимание, на
пример, на ход :кривых при больших ). и "f; имеются также ин
тересные отличия. В то время как граничные кривые на фиг. 3 
не имеют точек соприкосновения граничных кривых кро.ме h=O 
и л= n2 (мы точно доказали этот факт в разделе IП, 4а), на 
фиг. 4 мы видим множество таких точек сопри1<0!:новения. Со
гласно предложения О. Гаупта (П, 2bJ в этих точках оба ли
нейно независимых решения периодичны и устойчивы, в то 
время :как вдоль кривых решение неустойчиво (11, 4Ь). 

46 

4. Функции Матье второго рода 

долгое время стоял открытым вопрос об одновременном 
уществовании двух линейно независимых периодических решений 

с авнения Матье при фиксированном значении л. и h2• В такой. 
~gчке (л, h2) граничных кривых между областями устойчивых и 
неустойчивых решений должны исчезать два непериодичес-ких 
ешения П, 4Ь, суще.ствующие везде вдоль этих кривых. Эти 

решения носят название функций Матье второго рода. Из пред· 
~ожения О. Гаупта следует, что этот случай появляется тогда, 
когда два полу- или два целопериодических собственных числа 
совпадают. Это бывает, когда граничные кривые между обла
стями устойчивых и неустойчивых решений обладают двойной 
точкой. Иэ предыдущего раздела Ш, Зd, где исследован при" 
мер уравнения, родственного уравнению Матье, следует, что в об, 
щем случае дифференциального уравнения Хилла такие двой· 
ные точки могут появляться. Доказательство несуществования 
таких двойных точек граничных кривых кроме тривиальных ).=п2• 
h=O дано Айнсом, {53), Хиллом (47), Бремекампом (11) и Мар~ 
ковичем (92). 

а) Каждому целопериодическому (полуперио· 
дическому) собственному числу соответствует· 
тол ь к о од н а п о л у- и л и ц е л о п е р и о д и ч е с к а я с о б .., 

ственная функция 

Мы даем здесь доказательство Айнса. Положим, что суще· 
ствуют две линейно независимых функции Матье первого рода, 
Эти функции таковы: 

С= L a,.cos2rx 
r.=O 

"" 
S == ~ь" sin 2rx 

f'=1 

(1) 

и удовлетворяют одному и тому же дифференциальному урав· 
пению Матье. Подставив эти выражения в уравнение Матье, мы 
по.11учим соотношения: 

).a0-h2a 1=0; 
( 4п~- л) а~= - k2 ( ап+1 + ап-1); 
(л -4) Ь1 - k?b2 =0; 
(4п2 -л) Ьп ==-h2(Ьп+1+ Ьп-1). 

Из этих уравнений следуют, если рассмотреть тривиальный 
случай h=O и л=n2, следующие формулы: 

I а"а11+1 ! = ! ап-1 ап 1 = ... J alajl 1= 2ао ь] (2) 
: Ь,.,Ьпч 1 ) Ьп-1 Ь11 Ь1Ь2 
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Следовательно определители (2) для каждого п обладают не
~счеэающим значением. Для сходимости рядов Фурье ( 1) необхо
. димо, чтобы lim а .. =О и llm ь .. =О. Из этого противоречия 

п-.оо n....,.oe 
·следует невозможность ввещ:ния двух решений в форме (1). 
Отсюда строго доказана (это видно на фиг. 3J невозможность 
существования двойных точек на граничных кривых между об· 
лс1стями устойчивых и неустойчивых" решений уравнения Матье. 
Ис"лючение составляет тривиальный' случай A=n2, h=O. 

Ь) Расчет функций Матье второго рода по Айнсу 
и Зигеру 

В то время как функции Матье первого рода представлены 
в форме степенных рядов, расположенных по h'- (Ill, 2Ь; ПI, 2с), 

. каждая из функций второго рода рассчитывается по формулам. 
(11, 4 Ь}: 

J( 
(1) 

C(II) = C(l) ·--- • J 
.. dx 

п п [с~>]' 

Целесообразно разложить выражение, стоящее под знаком 
интеграла, по положительным степеням h2 • Этот путь был при
нят Айнсом .. (бJ). 
. Иной путь расчета функций Матье второго рода при малых h'-
указан Зигером (121). 

-с) Расч·ет функций Матье второго рода по Гольд
штейну 

Гольдштейн дал прием для расчета функций Матье второго 
рода. применимый для любых h"' (36). В виде примера рассчитаем 
C~~+i · Саг ласно II, 4Ь. 

cg:+1 (x)=F·x·C~~+i (x)+Q2n+i (х). (1) 
r де Q - периодическая функция х с тем же периодом, что 
п C2~+i· Имеем 

Qsnн = ~ b2r+1 sin (2r+ 1) х. (2) 
r-o 

Подставим (2) и (1) в дифференциальное уравнение Матье (1) 
из Ш, 1 и воспользуемся рядом (1) из III, 2а; мы получим тогда 

. для определения коэффициентов (Ь) уравнения: 

( 
л l h~) h2 l 
т- 4+4 Ь1 - 4 bs= 2 FAs11+1.1; (3) 

[-}-( r+{ )'J Ьsr+1 - 1' (b2r-1 +b:r+a) =F( r+-}) А21н,1, 2r+1· (4) 
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за исключением Ь в этом уравнении известны все величины; 
i., Jr,2 и А2п+1 определены уже в Ш, :lb или Ш, 2d . 

Для решения (3) и (4) мы полагаем сначала все А равными 
нулю,. кроме А:1п+1, 2т+1· Полученные так значения Ь назовем 
ь1~т+1, при чем имеем: 

zr+1 i 

"" 
ь "-"' ь(:lm+l) 

2r+1 = ,.:=.i 2r+1 ; 
т=О 

(5) 

можно показать, что (5) сходится абсолютно и что полученные 
из (5) значения Ь2,+1 обладают тем свойством, что 

~ (2r+ 1 )2 b2r+1 
r=O 

сходится абсолютно. Другие методы расчета изложены в раз
личных статьях, упомянутых в литературном указателе. Асим· 
птотическое значение этих функций может быть рассчитано ана
логично III, Зс. 

5. Уравнение Матье с чисто мнимым аргументом 

При преобразовании двухразмерноrо волнового уравнения 
к эллиптическим координатам (1, ldJ кроме уже рассмотренного 
в предыдущих разделах 111, 1 до Ш, 4 дифференциального урав· 
нения Матье 

:.:~ +и (A-2h2 cos 2х)=0 
появляется уравнение 

d2и 
dх~+и (-A+2h2 ch 2х)=0, 

(1) 

(2) 

fioтopoe получается непосредственно из уравнения (1) подстанов
кой ix вместо х. Мы займемся здесь интегрированием (2), при чем 
воспользуемся всеми результатами предыдущих разделов. Ясно, 
что решения, данные в разделах 111, 2 и Ш. 4 для уравнения (1), 
могут быть применены к уравнению (2) путем замены х иа ix. Од· 
нако появившиеся гиперболические функции велики по модулю 
уже при не особенно больших значениях х; поэтому, для число· 
вых расчетов полученные выше разложения не очень применимы. 

а) Пр и с о един е н н ы е функции Мать е пер в ого, вт о
р а го и третьег\ рода 

Соответственно четырем типам функций Матье первого рода 
мы имеем также четыре типа присоединенных функций Матье 
первого рода, которые удовлетворяют уравнению (2) Ш, 5 и 
с точ-ностью до произвольного постоянного множителя перех_о
дят в функции Матье первого рода, если заменить в них х на tx. 
Стретr-94-4 49 



То же можно сказать о присоединенных функциях второго 
рода. Присоединенные функции Матье третьего рода являются 
линейными комбинациями функций первого и второго рода, кото
рые выбраны так, что при ,t - оо функции третьего рода с точно
стью до постоянных переходят в 

-ikr 
е 

r 

Посредством этих определений можно из формул III, 3с 
и III, le получить асимптотические Вh1 ражения для присоединен
ных функций пе!Jвого и второго рода при х- оо, В разделах Ш. 
3с и III, le было предположено, что 2h2 cos 2х велико. Здесь мы 
не принимаем h внача,'Iе большим, а принимаем 2h2 ch 2х боль
шим, что ведет к тем же следствиям (88, стр. 316; 89; 98; 94; 
66; 68). 
Мы выбираем здесь путь, при котором исходим из того, что 

в (2) III, 5 полагаем 

2h2 ch 2х и h2е2ж = у2• 

Мы получаем (24) тогда: 

dsи+_!_.· du+и(t-l:_+1)=0. 
ау2 у dJ уа (1) 

Двумя линейно независимыми интегралами этого уравнения 
будут: 

r де J и N являются функциями Бесселя первого и второго рода 
(последняя определена по К. Нейману). При больших значениях 
у мы имеем для этих функций выражения: 

cos (у+а) sln (у+а) 
Уу и 'Jly • 

где опущены постоянные множители. Фазовая постоянная :х. 
зависит весьма просто от л (20, стр. 313). В виде функций 
третьего рода, мы вводим 

J -1.iN. 

Эта функция Ганкеля (64, стр. 95 и 102) ведет себя при у- оо. 
как 

-l(Y+«J 
е • 
у у I 

при чем опять постоянный множитель не написан. Полученные 
таким образом функции третьего рода обладают указанным 
выше асимптотическим поведением. Присоединенные функции 
первого и второго рода, образуемые из обыкновенных функций . 
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матье путем замены независимого переменного на ix, в общем 
случае не идентичны с прямо введенными, а состоят из линейной 
комбинации этих функций. Определение постоянного множителя 
при функциях второго рода является сложной задачей (38, 94). 

Введем для присоединенных функций первого рода обозна-

чения С/1! и Se(11
; для функций второго рода (четной и нечет· 

ной) c/2
J и Se '2\ для функций третьего рода, поведе~ие которых 

при большом значении аргумента аналогично e-iy Jly, Се 8! и Se(3>. 
Благодаря введению индексов и аргументов обозначение стано
вится вполне определенным. 

ь) р а з л о ж е н и е п р и с о е д и н е н н ы х ф у !~ ~ ц и й в р я д ы 
по Е. Гей не 

Для практическоrо расчета присоединенных функций удобны 
разложения, данные Е. Гейне (42, I, стр. 414). Эти разложения 
легко получить, если разложить непрерывную функцию F (е, 71) 
по произведениям Се~1! (e),ce1J11) или по нечетным функциям 
Se<1>,se r двух размерное разложение Фурье), при чем функции раз
ложения Се~! и се" являются присоединенной функцией Матье 
и функцией Матье первого рода п-го порядка, и удовлетворяют 
дифференциальным уравнениям (2а) и {2Ь) из I 1, d. В качестве 
разлагаемой функции выбираем 

cos kx = cos ( kc ch е. cos ТJ), 

[уравнение (1) из I, 1 d], 

cos (kcA'ch e·cos ТJ)=~ап·Се~~ (е)·Се2п (ТJ). (1) 

Мы умножим правую и левую части уравнения (1) на се2 ,. (ТJ) 
и интегрируем по 71 от О до 2rc. Это дает: 

2" 

21тсf • се2 ,. • cos (kc,ch е, cos 71). d11= а" р" Ce~1J (е), (1 а) 
о 

где ап и р" являются постоянными, величина которых не важна 
для дальнейшего. Интеграл слева (la) мы преобразуем, приме
нив формулу: 

00 

се2,. = ~ А2п, 2m cos 2т 71 
m=O 

и (102, стр. 60): 
11~ • 

12,i(U)=( 2~)~ f cos (и COS'l})·COS 2n11·dТJ. 
о 

Се~ Щ= ~ А2п,11т {-1)• J2m (kc ch е). 
m=O 

(2) 
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Коэффициенты А2п, 2т из (2) раздела (Ш, 2а) известны. При 
е- оо получаем с точностью до постоянноrо множителя с~ 

. cos (k .:...ее ) 
2 С coskr, 

llm се:1)(:) = с-

11
--;:-===с- .- ,r "r ,, 

~--00 11 k .!_ е, f " 
2 

(3) 

где 

с • ( r= 2 е· ер. III, ба), 

при чем (2) согласно определению предыдущего параграфа явля
ется присоединенной функцией первого рода. Остальные три 
типа присоединенных функций первого рода моrут быть полу
чены путем разложения в ряды следующих выражений: 

sin (kC•Sh e•siП'Yj)j Sin (kc·ch e·COS'Yj); COS (kC•She•sin71). 
Полученные таким образом ряды были получены Зершинге· 

ром (117) непосредственно из дифференциального уравнения. 
При этом были применены соотношения, спр~ведливые кроме 
функций Бесселя первого рода Jn также и для функций второго 
рода N п и для функций Ганкеля н:;. Мы должны подставить 

обе последние функции на место Jn в рядах (1), (2) и получим 
тогда присоединенные функции второго и третьего рода. Опре
деленные таким обра"ом функции (относительно сходимости 
рядов мы отсылаем к Ш, 5d) являются линейными комбинаци
ями присоединенных функций второго и третьего рода, они 
получаются, если в обыкновенных функциях Матье первого 
и второго рода (III, 4 и Ш, 2) подставить чисто мнимое незави
симое переменное. Определение постоянных множителей этих 
линейных комбинаций является весьма трудной задачей. Однако, 
для многих практических приложений, знание этих множителей 
необязательно. 

с) Разложение присоединенных функций по 
В. 3 иге р у 

Для четырех типов присоещ1ненных функций Матье первого 
рода Зигер (121) дал ряды, полученные путем раэложевий Фурье 
для выражений: 

10 (kr); 11 (kr) sin 6;, J1 (kr) cos 6; J 2 (kr} sin 26, 
где 

rcos6=c·che·cos'11 и rsin6=c·she·sin'YJ. 

Мы приведем эдесь вывод двух раэложений, не данных Зигером. 
Мы имеем [(102, стр. "280; 147, стр. 363) (1)]: 

kc 00 

8r 11 (kr) cos 3=cosD ~(-l)т-1 ·m·J,,.( ~с ее) х 
m=l (1) 

Xl.,, ( ~с е-е )·K111,(COS 211) 
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2n: 

с '1) 1 J k е211+1=- --·J (kr)·COS 3-•Cen d"'= 
71: 8 1 "11+1 'J 

о 

2, 

ch; kc [1 (kr)·COS"'•Ce . d'rl= 
1t 8r t ., 211,1 ., 

о 

"° =Ch е, ~ a2n+l, ,,.·},,. (heE )·f,,, (he-E). 
m=l 

Далее: 

Таким образом 
"° 

а2п+1. ,,.=(- l)m-i,m,~A2n+1, 2zнХ 
l=O 

2r. 

х{ f К1т (cos 2'1))·cos 7J•Cos (2l+l) 7J·d71. 
о 

dтсюда следует 

к ( ').,.) sln (2т+2) 'tJ 
cos "lj' 1,,. cos "''I = cos '/)' stn 2'1J cos {2т+ 1) ТJ+ 

+ cos (2т "--- 1) 71 + .... , 

(2) 

U211+1, т= (-l)"'•m• [А2п+1, 1 +А2п+1: в+·•· +А2п+1, 2m-1], (3) 

Формулы (2) и (3) дают искомые разложения в ряды. Мы 
получим ряд для C~~+l' если вместо (1) разложим функцию Ган
келя второго рода первого порядка. 

Получаем: 
00 

Ce~+l = ~ а211+1 , ,,,·H~>(he- )·Jm (he-e}, (4) 
m=l 

где опять а дано выражением (3). Аналогично мы получим 
формулу: 

"° 
Se~~=sh S·ch е. ~ Ь2п, ,,.·lт+1 (keE),lm+l (he-i) (5) 

m""l 

путем разложения выражений [102, стр. 280; 147, стр. 362 (1}]. 

12 (kr) sin 26 = k2 r 2 ~i~t1- sin 2{1,= 

= k2r sin 26 :; ~~- · f (-1)"'·(2+т) l2+m (he~)X 
tn=O 
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по произведениям Матье. Отсюда имеем: 

2Ki,т(COS2'1'J)== dKi,m'1 (cos2'1)) _ (m+2)cos(2m+4)'1] . 
d (cos 2'1]) -- s!n• 2'1] i-

+sin (2т+4) -r, 
2 s"ini2~-·cos 1/· 

После простого расчета находим: 
b2n,m=64·(-1)"'· (2+т) х 

2с 

1 1· 00 

Х --;-- ~А2п, 21•sin 2lт,·sin 2JJ·K2, m·d1j, 
• l =1 
о 

(6) 

при чем А2п,21 известно из разд€ла (III, 2а). Эта сумма содержит 
после интегрирования только конечное количество членов. Вместе 
с рядами (727): 

00 

Се~~=~ А2п, 2m·Jm (he~)·Jт(he-':.); 
m=O 

00 

Se~~+1=Sh е. ~b2n+i, .,,:Jt>I (he;),J,,, (he-~); 
m=l 

h2п+1, т=m [82111-1, 1-В2п,1, а+• ... (-- l)m+l B2n+1, cm-1) 

и соответствующими рядами для функций второго и третьего 
рода ( 4) мы получим (по Зигеру) разложение присоединенных 
функций в ряды по функциям Бесселя и Ганl(еля. 

d) Сходимость приведенных разложений 

Для приложений (121; 135) важно знать сходимость разло· 
жений разделов III, 5Ь и III, 5с для функций Се(6> и Sе<з>, опре· 
деленных в разделе III, ба. · 
Мы рассмотрим непосредственно представление Се~~' по 

Е. Гейне: 
со 

Се;~= ~ А2п, ат • ( - 1 )"' · H~2Ji (2/i ch е), 
т-о 

(1) 
или 

00 

Се~~= ~ A2n, 2т·H~2Ji (2h sh е). (2) 
m=O 

И. Шуберт (779) показал, что ряд (1) при ie=qi сходится, если 
I cos tp 1 < 1, и ряд (2), если I sin ~ \ < 1. Оба ряда неприменимы 
при е=О. С другой сторою11, пользуясь критерием сходимости 
Коши, легко показать, что разложение Б, Зигера: 

с,о 

Се~~= ~ Аап, 2т (-11"' Hk2Ji (hee )•J2m (he-~) (3) 
m=O 

сходится при всех е, в частности, при е=О. Приложения будут 
даны в разделе V, ld. 

Остальные разложения Зигера сходятся при ~>О. 
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6. Общие соображения о функциях Матье 

Данный в дальнейших разделах обзор решений дифференци· 
ального уравнения Матье содержит большей частью формальное 
описание известных в .литературе положений. Здесь уместно 
сделать замечания относительно обозначений функций Матье. 
В \>б.юре намечен также ряд проблем, представляющих практи· 
ческий интерес. 

а) Замечания относительно обозначений функций 
, Матье 1 

В разделах III, 2 и Ш, 5 мы занимались решением дифферен· 
циальвых уравнений Матье: 

ddЭ~ + и (}. - 2h9 cos 2 JJ) = О; 
'fj 

~;+и (-}.+2h2 ch 2 ;)=О, 

(1) 

(2) 

соответствующих тем значениям ). и h, которые лежат на гра
ничных кривых между областями устойчивых и неустойчивых 
решений (Ill, 3) дифференциального уравнения Матье, т. е. на 
кривых фиг. 3. Эти решения мы назвали функциями Матье. 
Периодические решения (1) вдоль этих кривых называются функ· 
циями Матье первого рода S~1> и C11J, В литературе (33) весьма 
употребительны обозначения se" и се". Решения уравнения (2), 
1юторые образуются из функций Матье первого рода (с точ· 
ностью до постоянного множителя) путем замены 11 на i ;, назы· 
ваются присоединенными функциями Матье первого рода Ce~tJ 
и Se~1J, В литературе эти функции обозначаются также Се" и Se,.. 
Непериодические решения (lJ вдоль граничных кривых называ
ются функциями Матье второго рода S;> и С~2 ). Заметим, что 
S~1> и s1;1 или с~1) и С(~> образуют фундаментальную пз ру реше
ний. S1~> является четной, С~> нечетной функцией 71. В литературе 
их обозначают иногда Jtt и in. Присоединенными функциями 
N,атье второго рода C\n) и: sc~ называют функции, образуемые 
путем замены JJ на i~ в функциях второго рода. В литера· 
туре (33) их обознача.от иногда fn и J11,, 

Мы характеризовали присоединенные функции первого и вто· 
poro рода их асимптотическими выражениями (III, Ьа). Точно так· 
же мы дали в (III, ба) асимптотические выражения для присоеди· 
венных функций Матье третьего рода, являющихся линейной ком· 
бинацией присоединенных функций первого и второго рода. Для 
этих функций еще не имеется установленных обозначений. Остается 
заметить, что каждому из введенных классов функций (всего 5) 
соответствует четыре типа функций Матье первого рода (III, 2а). 

1 Во всей этой книге иами проведены, в отличие от Стретта, следующие 
()боэиачения дпя функuий Маrье: se, се - вместо S и С; Se, Се- вместо rоти· 
"!еских обозначений Стретта. При.и. ред. 
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Ъ) Вырождение функций Мать е: функции Вебер а
Э р ми та и Бесселя 

Рассмотрим вырождение функций Матье (функции эллипти
ческого цилиндра) в функции Вебера· Эрмита (функции пара
болического цилиндра). Дифференциальное уравнение Матье: 

::~+().+2h2 cos 2х) и=::~+ p .. +2h2 (1- 2xs+ 

2 
+зх4 +···)] U=O 

переходит после подстанов,ки 

в 

е 
Х== V2h 

(!) 

Предполагая, что h становится бесконечно большим, уравне
ние (1) переходит в: 

(2) 

т. е. в !.равнение функций параболического цил.:индра (20, стр. 
261; 15 , стр. 347; {48), решение которого образуется полиномами 
Эрмита (20, стр. 76). 

Нп (х)= (- l)n ех' i: (e-.t') 

при собственнь~х значениях 

Л-1 = О, 2, 4, 6 .... 
Пользуясь уравнением (2), можно высказать некоторые со

ображения о нулях, а также об асимптотическом поведении соб· 
ственных чисел функций Матье (58); в частности, можно получить 
для дифференциального уравнения Матье формулы, аналогичные 
уравнениям (2) и (3) раздела П, 3с. Очевидно, что, применив 
к дифференциальному уравнению присоединенных функций Матье 
указанное выше преобразование, мы получим уравнение, идеи· 
тичное (2). 

Если перейти от эллиптических координат: 

X=C•Ch e•cOS 7j 

y=c·sh e,sin 11 

к цилиндрическим координатам 
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x=r cos, 
y=r sin, 

/ 

о " с ' при с-+ ; ~--+ оо; 2 е;--+ 1·, то получим иэ 

d2u itx2+u ( - л+2hi ch 2х) = О, с 2h2 ch 2х и h2 e2z = у2 

дифференциальное уравнение 

d2u 1 du ( л ) dyi+y ay+u -у2+1 =0, 

которое решается в функциях Бесселя (Ганкеля). 
Дифференциальное уравнение обыкновенных функций Маты~ 

переходит при этом в уравнение круговых функций. 
Особенно нагляден переход от присоединенных функций Матье 

к функциям Бесселя в разложениях (представлениях) Е. Гейне 
из III, 5Ь: ' 

00 

Се~~(~)= ~ А2п, 2,,, (-1)'"·12111 (2h ch Е). 
m=O 

При вышеупомянутых условиях, с-о и h-O, все А2п, '"' пр~ 
,п =f::. п равны нулю (111, 2с). 

Следовательно: 

lim Ce~J=(-1) 1112n (kr), откуда h kc. 

с) Даль вей ш и е в опросы относ и тел ь но д и ф ф ере н
ц и аль ног о ура~нения Матье 

Хотя новые исследования пролили свет на некоторые важ
нейшие свойства функций Матье, в знании этих фунюIИй име· 
ются огромные пробелы, этот отдел анализа исследован весьма 
не глубоко. 

Чрезвычайно интересно исследование асимптотического пове· 
дения функций Матье второго рода, применение асимптотических 
выражений к практическим расчетам, применение асимптотиче
ских выражнеий к присоединенным функциям Матье; определение 
постоянных множителей в различных представлениях присоеди
ненных функций Матье. Некоторые шаги в решении этих вопросов, 
были предприняты Р. Маклореном (89) и С. Гольдштейном (33). 

Весьма интересен вопрос о соотношениях между различными 
функциями Матье. Недавно Уиттекером (150) дана рекурсионная· 
формула, которую Р. С. Варма (144) применил к вычислению 
некоторых интегралов. 

В соответствии с постановкой вопроса в разделе II, 2с инте
ресно рассмотреть дифференциальное уравнение Матье при· 
комплексных, и, главным образом, мнимыхh2 и соответствующие 1.,. 
ведущие к периодическим решениям. Случай чисто мнимого h2 

представляет практический интерес, так как он встречается 
в задаче о скин-эффекте в эллиптическом цилиндре (126; 89~ 
(см. раздел VII). 

Мюльхоланд и С. Гольдштейн (100) применили к последнему 
случаю (мнимоrо h1) расчетный прием, указанный в Ш, 2d. 
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IV. Дифференциальное уравнение Ляме 

Как указано в I, 1 е, мы называем дифференциальным уравне
,нием Ляме выражение: 

:rде 

с2 
(v2-at) ("1'-Ь2) ('lt-cl) 

'12 

(1) 

.или одно из уравнений, образующихся из (1), если а=Ь (сплюс
нутый) или Ь = с (вытянутый эллипсоид вращения) (ер. IV, бЬ). 
В литературе до сих пор чаще всего рассматривали уравне
ния, образующиеся из (1) при Н=О. Как указано в разделе 1, 
lc, последнее уравнение (при Н::::.О) получается в результате 
преобразования уравнения Лапласа: 

d'и ,Ри d2u 
d.x2+ dуэ+ dzs::::.O 

к эллиптической системе координат. Мы будем называть уравне
ния Ляме, образующиеся из (1) при Н=О, или в случае эллипсо· 
ида вращения (а::::.Ь; Ь=с), потенциальными уравнениями Ляме. 

1. Потенциальные функции Ляме на поверхности эллипсоида 

Функции Ляме на п6верхности эллипсоида определяются как 
решения дифференциального уравнения (1) разде,1а IV, при чем 
.аргумент (независимая переменная) лежит в интервале а> v > Ь 
или Ь >У> с. Мы рассматриваем, следовательно, решения уравне
ний (ЗЬ) и (3с) из I, lc. Если р из раздела I, lc считать постояв· 
ным и менять только v и JJ., то движение происходит на поверх
ности эллипсоида. Поэтому мы называем рассматриваемые в этом 
разделе функции функциями поверхности эллипсоида. 

,а) П е ре ч и с л е н и е ч е т ы р е х тип о в п о т е н ц и а л ь н ы х 
функций Ляме на поверхности эллипсоида 

Определим потенциальные функции Ляме на поверхности 
эллипсоида как решения дифференциального уравнения: 

(1) 

являющиеся полиномами от .,,а и умноженные на один или не• 
<:колько множителей вида 1, y v2-a9, V v2-ь2, у 112-,1. 
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Мы получаем, следовательно, следующие четыре рода функций: 

1. Род N=П (vll); 

2. Род 

N =П (v2)·J,1v2-,2; 

N = П ('12). у ( .,,2_,~) (v2._ь2); 

3. Род N=П (Y11)·V(v2-a2) (v 2-b2); 

N=П lY 2)·Y(v 2-a 2
) (v2-c2); 

4. Род N=П (v2)·V (Y2-a2j·(v2-b2) (v11-,2), 

т .. е. один тип первого рода, три ,типа второго рода, три типа 

третьего рода и один тип четвертого рода. При этом П (v2) озна
чает полином. Посредством введения новой независимой пере
менной и, при помощи g;>-функции Вейерщтрассе ( 50, стр. 162; 
151, стр. 443J: 

lH, 
iJ==2{(g;>-e1) (g;>-eJ (g;>-ез)==2У(У2-а2) (v2-bi) (v2-c2)=2CY; 

3е ! == 2а 2- Ь2- с2; 

3е2 2Ь2-с2- а2; 

3е8 =2с2- а2-Ь2; 

уравнение Ляме (1) переходит в (109, стр. 118): 

d::+[K~;} (и)+L'] N =0; 

L' = К a2+~s+c2 + L. 

(2) 

Так какJg;> (и) двоякопериодическая функция и, то уравне
ние (2) является общей формой дифференциального уравнения 
Хилла (1) из (II, 1) и обладает двумя, в общем случае, комплекс
ными периодами. Эти соотношения аналогичны возникающим 
при преобразовании гипергеометрического уравнения к форме 
Хилла (11, la), при которой появляется один комплексный период. 
Легко заметить, что дифференциадьные уравнения разделов I, la и 
1, lb, образующиеся из (2) как частные случаи эллипсоидов вра
щения, обладают формой Хилла. Достаточно положить cos0=f.1., 
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как полученное уравнение преобразуется к форме Хилла (отно
сительно формул преобразования см. 116, l, 246). Потенциальные 
функции Ляме на поверхности эллипсоида являются, следова
тельно, полиномами от g;> (и), умноженными на один или несколько 

множителей вида 1, vv2-a2, yvi-ь1, -{v2-c~. т. е. двоякопери
одическими функциями и. 

Ь) Собственные значения поверхностных эллип· 
с о и даль н ы х функций; пере числе.ни е различных 

функций заданного порядка 

Пусть N является полиномом степени ; от v3 и, следова
тельно, от g:> (и); напишем разложение для N 

1 • 
f (и)==и2+аи2+ ... 

N- ао+ 01 +- а2 
- un ип-2, un-4' + · • · 

Подстааив эти разложения в уравнение (2) ра~дела IV, la, находим: 

[
n(n+l)a11+ (n-1) (п-2) а1 ] 

un+t · и,.-- · + " • -!-

' + [ к (~2+аи2+ ... )+r'}[:,~·+ и:.:.2 + ... ]=о ... 
Полагая коэффициент при высшей степени {- равным нулю" 

получим: 

k=-n (п+l). (1} 
Перейдем к определению L'. Если п означа~т порядок функ

ции Ляие на поверхности эллипсоида, то степени полинома п (v2} . 
при четыре~. родах функций таковы: 

п п-1 п-2 n-3 
2' -г, -2-· 

Для функций первого рода нужно оnредеJJить ; + 1 коэф

фициентов полинома степени..!.. Подстановка этого полинома 2 ' 

в дифференциальное уравнение дает Т + 1 линейных однородных 

уравнений для определения коэффициентов. Исключение этих i + 1 

коэффициентов дает определяющее уравнение степени ..!:... + 1 
для L'. Совершенно аналогично мы попучим для функциi вто~ 
рого, третьего и четвертого ро.1а уравнения степени !!..±.!.. , ..!:... 

n-l 2 2 
и~· определяющие L'. 
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Каждому полученному таким образом значению L' соответ
ствует поверхностная функция Ляме. 

Все корни L' различны и вещественны (это пеrко показать; 
см. 109, стр. 127; 2, стр. 151). . 

Если п- четное, то мы получим функции первого и·третьего 
п п 2 · 

рода. Их число равно2+1+32= n+l. При нечетных п мы 
по,1Jучаем только полиномы второго и четвертого рода. Их чис-

. n-1 n+I ло равно -
2
-+3-

2
-=2n+l. Таким образом существует 21t+l 

различных поверхностных функций Ляме n-ro порядка. Можно 
показать, что все они: будут линейно независимы (151, стр. 559). 

с) С в ой ст в а орт ого на ль но с-т и поверхностных 
эллипсоидальных функций 

Пусть М будет поверхностная функция элщшсоида, удовле· 
творяющая тому же дифференциальному уравнению, что и, N, 
только с независимой переменной !!. вместо v. Возьмем два 
произведения поверхностных функций §ллипсоида: MnNn и 
MmNm, при чем индекс внизу означает порядок. Можно пока· 
эать (109, стр. 131; 2, стр. 153), что на эллипсои:де p=Const спра· 
ведливо. 

f l•MnNn·MmNm· da=O, (1) 

rде 

l- 1 
у (p-!J.') (р--.а) 

и da является элементом поверхности эллипсоида. Интегриро· 
ванне производится по всей поверхности эллипсоида. Интеграл ( 1) 
не зависит от р. Зависiiмость l от р компенсируется зависимо
стью da от р. Если разложение заданной функции Ф (v, !"-) 
по поверхностным эллипсои:дальным функциям возможно (20, 
,стр. 303; 144Ь), то с помощью соотношения (1) оно легко может 
быть проведено. Для действительных расчетов необходимы еще 
некоторые формулы. Интеграл (1) может быть приведен с по-
мощью переменных: 

к форме: 
f f [g:> (и,-~ (v)]·Mn (U)·Nn (и)·М,.. (v) N,,. (V)·dи•dv 

(49, стр. 14). При m=n этот интеграл превращается в 8i 'lt· 
·~сц,1-{,а.1), при чем а, «1, ~. ~ 1 являются постоянными разложения 

[N(v2)] 1 =a.+~ ~ (v)+ ••• 
[g;> (v}·N (v2)] 11 ==a.1+~1 ~ (v)+ ·, · . 
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Относительно сходимости разложений заданной функции по 
поверхностным эллипсоидальным функциям мы не делаем ника
ких замечаний. 

Теоремы о симметричности и о нулях поверхностных функций 
Ляме можно найти в литер8:туре (49, стр. 13; 109, стр. 120-131; 
151, стр, 560; 70; 124). 

Весьма интересные соотношения между потенциальными функ· 
циями Ляме на поверхности эллипсоида и шаровыми функциями 
Лапласа можно получить, проектируя поверхность эллипсоида 
на поверхность единичного шара (49, стр. 9; 2, стр. 141; 20, 
стр. 301). · 

2. Потенциальные Фу.нкцни Ляме в пространстве 

Если до сих пор мы 'ограничивались функциями Ляме на 
поверхности эллипсоида, то теперь мы . .перейдем к интегриро· 
ванию уравнения Лапласа в пространстве при помощи произ· 
ведений Ляме. 

а) П р о и з в ед е ни я Ля м е 

Если в (I, lc) положить Н=О, то три дифференциальных 
уравнения, на которые расщепляется преобразованное к эллип· 
тнческим координатам уравнение Лапласа, обладают одинаковой 
формой. Выражение . - . 

Rn (р 2)·М11 (JJ. 2)·Nn (v~) ·, (1) 

представляет интеграл уравнения Лапласа, п попрежнему озна
чает порядок функции Ляме. Уравнение Лапласа (дифференци· 
альное уравнение в частных произведениях) интегрируется по
средством бесконечного ряда произведений вида (1). Сходимость 
этого решения внутри эллипсоида может быть доказана при 
следующих предположениях: а) область р ограничена, Ь) решение 
на поверхности эллипсоида (верхняя граница р) переходит 
в функцию !.!. и v, которая раскладывается в сходящийся ряд 
по функциям поверхности эллипсоида (144Ь). Таким образом 
решается проблема Дирихле для внутренней части эллипсоида. 

Функции R11(p
2) неограниченно возрастают при р-но, В этом 

легко убедиться, так как Rn(P2), являясь полиномом степени п~ 
может быть записано в виде: 

Арп [1 +о ( +)]. 
Здесь А-некоторая постоянная. Указанные свойства. 1(11 nока • 
зывают, что решение уравнения Лапласа для внешнего по отно
шению к эллипсоиду пространства не может быть представлено 
рядом произведений вида (1). 

\ . 
62 

Ь) 1jрисоединенные функции Лям:е 

Согласно разделу .п, 4Ь, ВJ:;Iражение 

и 

т =Rп r· 2п+~ du (1}, 
п R2 

•. п 
о 

является вторым решением: дифференциального уравнения Ляме, 
линейно независимого относительно R. Это решение при р ~ со 
ведет себя, как р-п-1, и, следовательно, может быть применено 
при неограниченном р. Мы назовем его присоединенной функ
цией Ляме (109, стр. 134; 2, стр. 159, 151, стр. 562; 49, стр. 15; 
16, стр. 258). Во внешнем от_носительно эллипсоида пространстве 
дифференциальное уравнение Лапласа интегрируется посред
ством бесконечного ряда произведений вида: 

Tп(p),M11(p.),N..(v), (2), 

при чем опять сходимость введенного ряда доказывается в пред· 
положении, что решение на поверхности эллипсоида расклады
вается по поверхностным эллипсоидальным функциям Ляме 
(16, стр. 262). 
· Относительно проблем теории потенциала, решаемых посред- · 
ством функций R" и Тп, можно прочесть в (20, стр. 301). 

3. Представление потенциальных функций Ляме 

Различные представления потенциальных функций Ляме осно· 
вываются на возможности выбора различных независимых пере·· 
менных. В качестве последних мы выберем: v и ll, введенные 
в разделе IV, la. 

а) В ы р а ж е н и я д л я п о т е н ц н а л ь н ы х ф у н к ц и й Ля м е 
до порядка n=3 · 

Вьтражения для потенциальных функций Ляме до порядка 1 О,_ 
включительно даны Гериторе (82); при этом он допустил ошибку 
при п > 3 (75, стр. 673). Мы дадим формулы до n=3. 

n=O: 
N

0
= 1; (функция первого рода) 

Т0=и (109, стр. 138); 

или 

n=1: всего три функции: 

N
1 
=У~ (и)- е1 ; N

1 
=У_,.~_,(-и)---е-, ; N1 =v f (и)-е, ; 

N
1
=V v2-a1 ; N 1=Y 'J1-b2

; N1=Y v•-c'; 
( три функции второго ро~а). 



При этом 

где 
l • 

h1 ==[(а
2- Ь2) (а2-с2)]-т' 

h2 =[(ь~-с2) ( Ь 2- a2)J-+; 
1 

hs = [(с2-а2) (с2-ь2)] - з : 

4=2: всего пять функций: 

N2=&,;, (и)- ~1
; N2= f (и)-~, 

nри чем Ч.2 =Зg2, где g2 и g8 являются инвариантами функции 
Вейерштрасса f (и) (50, стр. 169; 64, стр. 49). 1 

Ri M 2 N2 являются полиномами второй степени х, у, z; 

N2={ (f (u)-ea) (f (и)-е~); а,~ 1, 2, 3 
.ИJIИ 

N2=f (v 2-a"') (v2-bi) 

и соответственно еще два выражения, получаемые перестановкой 
.а, Ь и с (три функции второго рода). 

R"' М2 N2 с точностью до множителя являются произведениями 
.ху, yz и xz. 

4=3: всего семь функций: 

N,=f' (и)=2{(v'-а') (v2-:-b2) (v2-c2) 

(одна функция четвертого рода). 
R.8N8M8 является с точностью до множителя произведением ху z. 

Na= [f (и)+ е; _ f?]Y f (it)- еа; а.= 1, 2, 3; 

Ч3-6Lы e1+45e~-15g2 =0 

(шесть функций второго рода). 
Совершенно отличное представление о функции Ляме · про· 

'Ведено Д. Дарвином (23), который применил для этого иную 

..систему координат. 

Ь) С ~-у ч а й с и м м е т р и и в р а щ е н и я 

Мы займемся сейчас случаями Ь = с (вытянутый эллипсоид 
вращения), 

а==Ь (сплюснутый эллипсоид вращения) и 

а==Ь=с (шар). 

· Для вытянутого эллипсоида вращения из уравнения (2Ь) 
раздела J, la видно, что в случае потенциального уравнения 
(k2 =0) мы получим дифференциальное уравнение присоединен· 
ных полиномов Лежандра для М. Переход к введенным эллип· 
тическим координатам может быть проведен довольно просто" 
Во внутренней проблеме эллипсоида дифференциалi?ное урав-
нение: 

д { 2 ди} д { ,.2 ди} ( 1 1 )д2u дfl, (t - 11 ) дfl- + де (1; -1) д; + 1_1J.2+e2- 1 д~2 = о (1) 

может интегрироваться с помощью произведений: 

{

cos т~ 
Pr; (;) · Pr; (µ.), . . , 

sln m'fl 
(2) 

r де Рт; является т-ым присоединенным полиномом Лежандра 
п-го порядка (757, стр. 316; 20, стр. 309): 

тат 

рт (Е) = (1-i:i)2-P (~) n ~ ает 11 ' 
Постоянная Л в (2Ь) и (2с) раздела I, la равна при этом п (n+l) • 
в случае внешней задачи относительно эллипсоида интеграл 

уравнения (1) будет дан (вместо 2) в виде: -

Q':; (Е)·Р':: (?-) . , (3) { 

cosmФ 

stn т'-? 

при чем Q;:' является т-р.1-м присоединенным попиномом Лежандра 
п-го порядка, второго рода: 

Q:(S)=(l E2):;:,Q11(S). 
Функции Q': могут быт.ь выражены через Р'; (78, стр. 164; 143; 
20, стg,. 481): 

"° 
Qm ( ) ( 1)• (п-+- т)! рт ( ) J dx 
п х = - (n-m)! п х (x'-t){P':(x) ~2 

• 

.х . 

Мы имеем: 
1 ·x+l 

Qo (х) =т ln х-=1 ; 

Q1 (х)=..!.. х ln .хх+ 11 - 1; 
2 -

1 . . x+I 3 Q2 (х)=4 (3х
2-1) ln ;-.=-1 - 2 Х и, т. А, 

С помощью рядов произведений вида (2) или (3) задача 
'Теории потенциала решается для вытянутого эллипсоида вращения 
аналогично такой же задаче . для трехосного элпипсоида (раз

. дел IV,. 2Ь). 
<:третт-&4-5 



· В случае сплюснутого эллипсоида вращения уравнение (2с) 
раздела 1, lb образуется .из уравнения (2Ь) того же раздела 
яутем замены р. на i~. Мы имеем следующее дифференциальное 
уравнение: , 

д f, , ди} д J ~, ) ди) д=и{ 1 1 } · -д;\(1-v.)д11- +аё,( .. +1 д;J+дq;2 1_11-2-e,+i =О, 

которое в случае внутренней задачи интегрируется с помощь!{,) 
произведений: 

pm(i~)·Pm (р.) { COS т~ 
11 11 sin т, 

и в случае внешней за,1tачи с помощью произведений: 

Q': (Щ . Pr; (р.) { c~s m,i. , 
. sш т, 

Постоянная Л в уравнениях (2Ь) и (2с):раэдела 1, lb равна n(n+ 1). 
Простейшими функциями Q': (Щ являются: 

Qo (ie) = arc ctg е; 
Qt (i:)= 1-earcctge; 

Q2(i~)=т(3e2+ l)arcctg~- ~ е И т. д. 
-
Ряды и таблицы для функций Pr;: и ( ': известны (64, стр. 79-89; 

151, стр. 317 и281; 16; 143;144а); таким образом численное реше
ние задачи потенциала в случае эллипсоида вращения трудно

стей не представляет. Случай вырождения эллипсоида вращения 
в шар уже рассмотрен в разделе l, 1а и l, lb (см. также 20, 
стр. 303). Совершенно отличное от приведенного представление 
потенциальных функций Ляме для эллипсоидов -вращеняя при
ведено D. М. Wrinch (lбla), 

4. Волновые функции Ляме для трехосного з.ппипсоида 

Под термином волновая функция Ляме понимают решение 
.1.ифференциального уравнения в частных производных: . 

~ д ( ди) д ( ди) (р.2 -v"')А-д- А- (v0 -p2)B- В-- + 
р др д11- д11-

+(Р' - р.2) С ; 11 ( С ~:) = -Н (р.•- р2) (р2 - v2) (v' - р.') и, 
(1) 

rде А, В и С имеют значение, указанное в (2) раздела 1, lc; мы 
ищем его. решение в виде произведения одной функции только 
от р и одной функции только от µ. и v. Мы получим: 

R(p)·S(p., v). (2) 
Функция S (р,, v) называется волновой функцией Ляме на поверх
ности эллипсоида. 
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,,:'11' 

а) В о л но в ы е функции Ля м е на поверх в о ст и 
. эллипсоида 

Мы сконструируем функции S для малых значений пара
метра Н в форме рядов по целяком положительным степеням Н; 
для достаточно малых значений Н эти ряды сходятся. Суще· 
ствование волновых функций Ляме будет таним образом доказано 
для таких Н, при которых ряды сходятся. Мы получим для 
S(p., v) дифференциальное уравнение в частных производных, 
представив уравнения (ЗЬ) и (.:с) из 1, lc, при помощи введен
ной в разделе IV, 1 а &"·функции Вейерштрасса в форме: 

· f-5-· + [Н~2 (и)+ К' ~(п)+ l'] М = О; (1 ) 

~:. +[H~2 (w)+К'~(w)+L')N=O. (2) 

Напишем в (1) iv вместо и; затем умножим (1) на N и (2) на М 
я сложим (~) и (2). Тогда для S=MN получим дифференци· 
альное уравнение: 

д'S д8S ' . 
дv• + аwв +s { Н [-~2 (iv)+~2 (w)]+К' [-~ (iv)+~ (w)]} =0. (3) 

Если Н=О, то (3) решается в потенциальных функциях Ляме 
на поверхности эллипсоида и К' принимает значение К0

1 =-tt(n+ 1). 
Для решения задачи о собственных функциях уравнения (6) 
применяется граничное условие, аналогичное условию, опреде

ляющему потенциальные функции Ляме, именно: регулярность 
на всей поверхности эллипсоида. Для малых Н мы можем рас
сматривать первый член в фигурных скобкзх, как· малое воз
мущение. 

Теория возмущения в задачах о србственных функпиях учит, 
что новые собственные значения К' и новые ·собственные функ
ции S могут быть рассчитаны из невозмущенных Ко' и S0=MN 
полученных при Н =0 (118, стр. 440). ' 

Полагаем: 
К' =Ко' +HKi' +Н2К,.' + ... ; (4) 

S=S0+HSt+H2S2+.. .. (5) 

В настоящем случае имеется некоторое усложнение такого 
рода: п,му невозмущенному собственному числу К0' всегда соот
ветствует 2 n+ 1 линейно независимых собственных функций 
(см. IV, 1 Ь): это собственно~ значен;ие вырождено. Таким обра
зом, благодаря возмущению невозмущенное собст13енное значение 
распадается максимум на 2 n+ 1 ноьых (возмущенных) собствен
ных числа, из которых каждое соответствует собственной функ
ции (118, стр. 453). Какой-показывает подстановка в диф· 
ференциальное уравнение. В этом случае можно рассчитать 
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""' К1', К2', S1, S2 и т. д. из уравнений (4) и (5) методом последователь-
ных приближений. Таким образом, хотя бы для малых Н, мы 
получим волновую функцию Ляме на поверхности эллипсоида. 

Ь) Ортогональность волновых функций Ляме на 
поверхности эллипсоида 

Докажем следующее предложение: если St и S1; означают две 
волновые функции Ляме на поверхs:ости эллипсоида, которые 
при Н--=О переходят в потенциальные функции Ляме на поверх
ности эллипсоида MtNt и M.,.N1;, то имеет место соотношение: 

(1) 

где 

(2) 

при чем интеграл распространен на всю поверхность эллипсоида. 

Доказательство (1) проводится способом, который был при
менен для случая потенциальных функций Ляме (IV, lc). -

Пусть V1=RiSt и V'fl==RkSk являются двумя решениями урав
нения 

(3) 

Для области О, ограниченной поверхностью F, которую мы 
позже отождествим с эллипсоидом нашего конфокального семей
ства, справедливо следущщее интегральное преобразование (фор
:м:ула Грина): 

f f f (V;дvk-V.дVi) dg= f f ( Vt а:пk -Vk дд~i) df, (4) 
О F 

при чем п. означает внешнюю нормаль в .каждой точке F. Так 
как Vi и Vi, удовлетворяют уравнению (3), то левая сторона 
выражения (4) равна нулю. Далее имеем: 

д V д V др д V du do д V du dR du 
дп = др • дп = ди • dp . d~ == Ти • dn == s . . dn • 

Интеграл в правой части (4) перепишется в виде: 

. f f St·S11 (R,·R,,'-R1,R,') :: df=O 

(штрихи означают дифференцирование по и). Наконец, согJ1асно 
109, стр. 132: 

и уравнение (1) доказано. 
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Для некоторых приложений пользуются формулой (1) для 
специального случая эллипсоида вращения, когда на\ поверх
ности этого эллипсоида фувкции Si и S'II зависят только от угла, 
составляемого с осью вращения, и не зависят от угла вокруг 
этой оси. Применяя обозначения разделов I" la и I, lb, функ
ции S1 и Sk зависят при этом только от \J', Формула (1) пере
ходит в 

+1 
J Si'Sk·d\J'==O. 
-1· 

(la) 

Разложение "произвольной" функции по волновым функциям 
Ляме на поверхности эллипсоида может быть проведено ана110-
rично разложению по потенциальным функциям Ляме на по
верхности эллипсоида, как только доказано существование такой 
функции (20, стр. 303). 

с) Волновые функции Ляме в пространстве 

После данных выше определений волновых поверхностных 
функций и., соответствующих значений К' можно определить 
волновую функци,ю Ляме R(p) из дифференциального уравнения 

~~ +[Н~2 (и)+К'~ (и)+L'] R==O. (1) 

К обыкновенному дифференциальному уравнению (1) также 
прилагается метод возмущений. Заметим также, что Ь'<р2 <а2• 
Решение уравнения (1) производится при тех же граничных 
условиях, что и в случае уравнения потенциала, т. е. регулярно· 
сти при р=а и р=Ь. При малых возмущениях мы можем: отбро
сить член в скобнах Ht2 (u). Вместо К мы подставляем значе
ние K0'+HKi', при чем. Ki' известно из расчетов предыдущего. 
параграфа. Затем полагаем L'=L0+HL,', причем l 0 соответ
ствует Ro, т. е. решению (1) при Н=О и R=R0+HR1• Подставив 
эти значения в (1), мы получим формулы для R1 и L'i,, Этот про
цесс продолжается, при чем L' и i< выражаются в виде рядов, 
расположенных по целым и положительньrм степеням Н. Каждый 
член разложения R содержит ряд для невозмущенной функ· 
ции ·R0 (1) при Н=О. .,, 

Таким образом мы получим решение уравнения Ляме (1 ), 
конечное в конечной области. В практических приложениях при· 
меняются также вторые решения (1), которые при р- оо удо
влетворяют определеннь1м требованиям. Второе линейно незави
симое решение употребляется также в задачах в пространстве, 
ограниченном двумя конфокальными эллипсоидами. Мы .можем 
сконструировать второе решение из первого посредством соот

ветствующего интегрирования (см. II, 4Ь). Мы можем также 
в полученных выше рядах заменить функции Ro на функции Т 
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раздела IV, 2 Ь. Т удовлетворяет тому же дифференциальному 
уравнению, что-и R0• Если ряд для функции R,

0 
удовлетворяет 

уравнению (1) с точностью до определенной степени Н то тоqно 
такой же ряд мы получили для функции Т. ' 
Мы имеем в этом случае присоединенные волновые функции 

Ляме в пространстве, аналогично присоединенным потенциаль
ным функциям Ляме. 

Заметим еще раз, что при построении R [решения (l)J при 
Sа(лц)х Н, принято, что Ь2 ~ Р11 < а2; введенное произведение 

J.L,'il распадается на функцию М от р. и функцию N от '1 

пр~ ч~м Ми N удовлетво;>яют дифференциальным уравнениям (ЗЬ) 
и (3 CJ раздела 1, 1 с. Значения l и К вычисляются непосред~ 
·ственно из nычиеflенных значений L' и К: (см. IV, la). Ряды для 
М и N образуются из· ряда для R, при чем р заменяется на !-' и v. 

d).АсимптотичЕское поведение волновых функций 
Ляме в пространстве 

Асимптотическое поведение волновых функций Ляме в про" 
странстве при р-. оо может быть легко определено. При больших 
зRначения.х р дифференциальное уравнение (3 а) раздела J 1 с для 

переходит в: ' 

2 d (:idR) H•R р Тр р dp + р =О, (1) 
которое интегрируется в функциях 

sln JГн р cos у Н р е ±l J!' ii Р 
--'--..J.. и 

р р р -

Эти асимптотические соотношения отвечают трем классак во.t
новых функций Ляме в пространстве. Функции первого и вто
рого класса ведут себя в соответствии с первыми двумя функ
ци~ми приведенных выраже_ний; функции третьего класса ведут 

e-iVHp· 
себя при р ""'* оо, как . 

р 

е) Иные виды волновых функций Ляме 

Приведенные выше виды волновых функций Ляме для трех
осного эллипсоида имеют численное представление, но их кон
струкция такова, что существование может быть доказано только 
для малых значений Н, при которых сходятся указанные ранее 
степенные ряды. F. Mбglich'y (!18) удаJiосъ на основании выводов 
из работ S. Banerji (188; 189) доказать их существование в об-
щем виде. · 

При этом, вместо примененных ранее эллиптических коорди
нат или координат, полученных при помощи g;i - функции Вейер
штрасса (IV, la), введена новая система 3, 19, которая обозначает 
полюсное расстояние и азимут на поверхности эллипсоида. 
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В этих координатах удается установить линейные интеграль
ные уравнения для волновых функций на поверхности эллипсоида, 
обознаqенных выше через St. При помощи этих интегральных 
уравнений можно показать существование функций St, и одно
временно разложить их по шаровым функциям Лапласа. 

При представлении этих рядов .F. Mogl!ch нашел восемь раз
.лич:ных типов функций. Можно утверждать, что они соответ
ствуют перечисленным в разделе IV, la типам потенциальных 
функций Ляме. F. Mбglich применил также метод Ритца непо
средственно к дифференциальному уравнению в частных произ
водных для функции St, при чем 3 и ff были независимыми пере· 
менными. При этом удалось показать, что все собственные 
значев:ия этого уравнения, соответствующие собственным значе· 
ниям !( из (4) IV, 4а, являются простыми. Также показано, чrо 
вырождение этих собственных значений в случае потенциального 
уравнения (IV, 1 Ь) полностью переносится на случай волнового 
уравнения. 

Наконец, F. Mбglich дал в случае эллипсоида вращения чис
ленные расчеты и решение задачи о диффракции эJiектром:аr
нитных волн· около тонкой, 11деально проводящей, круглой пла
етины. Мы будем пользоваться вместо расчетов F. Mбglich'a 
методами, данными С. N!ven'oм (/03J и Р. Маклореном (89) для 
случая симметрии вpaщeнlrtf. Таким образом мы получки более 
простые методы для численных расчетов в практических зада

чах, хотя формулы Mбglich'a заслуживают предпочтения, как 
более строгие. 

5. Волновые функции Ляме в случае эллипсоида вра,щения 

Изложенные выше принципы построения волновых функций 
Ляме в случае трехосного эллипсоида могут быть легко приме
нены к случаю эллипсоида вращения. Соотношения получаются 
в этом случае настолько проще, что расчеты могут быть до· 
ведены до чисел. 

а) Волновые функции Ляме на П'оверхности 
эллипсоида вращения 

Относительно проще всего рассчитать волновые функции 
Ляме в случае вращательной (аксиальной) симметрии. при по· 
мощи метода возмущений в задаче о, собственных знаttения:х:. 
Мы исходим из уравнения (2Ь) раздела 1, la для вытянутого 
эллипсоида: 

_d {(l -112)dM}+M r --~\- k•ctp.i+л.] =0. (1) 
df,I, df,1, 1-f,I, 

Это уравнение(!) приk=О удовлетворяет т-м присоединенным 
полиномам Лежандра n-ro порядка, при чем Л=n (п+ 1 ). Согласно 
теореме А. Пуанкаре (/07) мы знаем, что решение (1) при k:f=.O 
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является целой функцией kc. Следовательно, мы можем Ми со 
ответствующее собственное значение л при малых kc разло
жить по целым полож}{тельным степеням этой величины· 

M=P;(p.)+(kc)2 JЙ<1>+(kc)4M(2J+ ... ; . 

Л n(n+l)+(kc)2 Л1+(kc)4 .\l+···, 
Теория возмущения позволяет (118, стр. 442) в упомянутом 

случае, когда нет вырождения [например, Л=n(п+ 1) и kc=O 
принадлежит только одна собственная функция Р;' (р.)], рассчи
тать Л1 и М1: 

+1 
/ fJ,2. [Р;1 (fJo)]зdfJ, +1 

..:\1=- +1 = _ __::±__ п-~_!. µ2[Pm(p.)J2dfl,· (2} -1 . 2 1 ( 1· 
( [Рт J2d 2 (n+m)I п ' 

,, n (!J,) fJ, -1 · 
-1 

k=co 
М(1) = ~ 1 рт. 

,,:;,. n,k.k• 
. k=m 

+1 
- /fJo2 ·P';.P'/:('t1-)dJJ-

(3) 

-1 

Yn,k= n(n+1)--k(k+ 1) (4) 

При этом в{~) член k=n пропускается1 • Формула (3) упрощается 
при m=O. Чтобы это проделать, применим формулу: 

+1 

f P,.,:g (х) dx=O, (5) 
-1 

при чем g(x) является полиномом степени·не выше (n-1). Мы 
_полаrаем k в формуле (4) уменJ,шающимся до нуля. 

Первый отличный от нуля член ряда (3) получается при: 
k+2=n. 

Дальнейшими отличными от нуля членами являются: k+2= 
=n+l; k+2=n+2; k+2=n+З; k+2=n+4. Ближайший член: 
k+2=n+5 или n+2=k-1 опять равен нулю (5). Следовательно 
бесконечный ряд (3) своди;гся здесь максимум к пяти членам. 
Легко видеть, что м<2> содержит максимум 5+2+2=9 членов 
М(3>- максимум 13 членов и т. д. ,. 

Случай сплюснутого эллипсоида вращения отличается со
гласно (2Ь) раздела I, la и (2Ь) 1, (lb') от случая вытянутого 
эллипсоида тем, что знак перед k 2c~p.2 в дифференциальном 
уравнении положителен. При введенном выше условии, что вол
новая функция Ляме заданного порядка при kc=O переходит 
в соответствующую потенциальную функцию, не исключается воз
~ожность, аналогичная той, какую мы имели для функций Матье~ 
именно, что один или несколько коэффициентов (3) при опреде-
ленных значениях kc обращаются в бесконечность. -· 
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1 Не спедует смешивать k-nараметр вопновоrо уравненJtя (1) с k-индексом 

Ь) Волновые функции Ляме в пространстве 
в случае симметрии вращения 

Мы нашли в предыдущем разделе с помощью теории воз
мущений решение (1) IV, ба, которое удовлетворяет этому урав
нению при малых значениях kc. Как следует из раздела I, la, 
функция R (е) удовлетворяет в .случае вытянутого эллипсоида 
вращения уравнению (1). Следовательно, мы получим для R(!) 
выражение, разложенное по целым степеням k2c2, как только 
в ряд для М подставим ·е вместо fl-· Выражение для коэффици
ентов ряда ·мы можем заимствовать из (4) IV, ба. Второе реше
ние (2с) · в разделе 1, la, мы получим, если в (3) раздела IV, 5а 
заменим функции P'f: на Q;, причем Q7: опять означает присо-
единенную шаровую функцию. (IV, 3Ь). · · 

Напомним, что функции Q'/; и P'f: удовлетворяют одному и 
тому же, дифференциальному уравнению, что делает очевидным 
предыдущее указание о решении уравнения (2с) 1, la. Комби
нируя два линейно независимых решения, можно сконструировать 
для случая симметрии вращения волновые функции Ляме в про
странстве, дающие решение уравнения Ляме {1) I, la и удо
влетворяющие при е """7 со определенным условиям. Задачи в про
странстве между двумя конфокальными эллипсоидами вращения 
могут бвпь решены указан~ой .комбинацией двух решений. Про· 
странствениые функции R(i:.) удовлетворяют на бесконечности 
дифференциальному уравнению: . , 

1е (е2 :)+R~Dk2c2-o, (1) 

которое получается из (2с) 1, la при е~ со. Решениями (1) 
являются: 

cos kc е sln kc е ±ikc~ 
-е-; ; -е-· 

Пространственные функции первого и второго классов ведут 
себя как первые две функции (la); функции третьего класса
как третья функция (1aJ; второй класс отличается от первого 
тем, что рассматриваемые функции (второго класса) регулярны при 
всех е (аналогичное имеем в разделе IV, 4d). Весьма интересна 
задача: посредством функций, характеризуемых их асимптети
ческим поведением, как указано выше, сконструировать для 

малых kc две линейно независимые волновые функции Ляме · 
в пространстве. Те же асимптотические выражения имеют место 
в случае сплюснутого эл;1ипrоида вращения, если от уравнения 

(2с), I, 1Ь перейти к (1) при е~ оо. 

с) Расчет волно.вых функций в случае симметрии 
вращеция по с. Nlven'y (708) 

Вместо полученных выше при помощи метода возмущений 
степенных рядов С. Niven прямо решил дифференциальное урав-
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венне (1) раздела IV. 5а, применив ряды, расположенные по 
шаровым функциям. При этом ов применил формулу: 

2р· ) 2п2+2п - 2m9 
- 1 

fL :'(!-'- =Р1!:+2+-(2п 1)(2п+З) Р':+ 
(1) 

Функции Р': определены, так же как и в разделах IV, 51 к 
IV, ЯЬ через: 

Заметим здесь, что С. Niven поменял индексы т и п их ролями, 
поставив п внизу, т вверху. Из (1) подставляют выражения: 

(2) 

ЬоР:+1-Ь1Р:+а+ ••• + ьр;:+2s+1+···, (3) 

в дифференциальное уравнение (1) раздела IV, 5а. Приравнивая 
к нулю коэффициенты каждой присоединенной функции Лежандра, 
.мы получим: 

Р1а1=7(kо-Л)ао, · р~Ь1~-;(k~-Л)Ь0, 

P2a2=..!...(k1 -Л) а1 - а0, р;о2 = .l..(k~ -Л) Ь1 - Ь8, 
s . s 

Рвав=..!_ (k2-Л) ~ -ai 
s 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Prн•ar+1=+(k,.-Л)ar-ar-1, Р;+1Ьн1= ~ (k,'-Л) Ь,-Ьs-1, 

rде а =k3c2; 
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·· 2n2 +2n - 2т1 - 1 
k,.= (2n-1){2п+З) s+n(n+l); 

(п1 - m8) [(п - 1)1 - т2] 
Р,·= (4n=- t) [4(n-1)a-1J; n=m+ 2 r; 

, 2n'+2п-2т'-1 , 
k, = (2п -1)(2п+З)- s ·i-tt (п+ 1 ); 

р ,_ (ns-ms)((n-1)'-m'J. n=m+:ls+l. 
• - (4n11 -1J [4(n-1)2 -1}' 

Полученные ряды (2) и (3) должны сходиться, когда л при
нимает определенные значения собственных чисел проблемы. 

Во всех этих выводах, полученных из рекурсионной фор· 
мулы ( 1 ), можно присоединенные функции Лежандра первого 
рода Pr;: в (1), (2) и (3) заменить присоединенными функциями 
второго рода Qi;:. Полученное таким путем решение имеет при 
f.1. = + 1 особенность. 

d) Р а сч е т с о б с тв е н н о г о ч и с л а Л по С. N l v е n' у 
и R. М а с 1 а u r I n' у · 

Для расчета собственного числа мы полагаем (103}, стр. 135): 

Л=п(п+l)+Л1е+Л2е2 +л,,в+ .•. 

и пишем Ф,. вместо kr.....:_ л. На основании формул предыдущих 
разделов получаем: 

ер1 ~=Фо; s2P1P2 ~= ФоФ1 (l-s2 _f!J__) · 
а0 а0 Ф0Ф1 ' 

е8Р 1Р,Ра :: =Фо,Ф1Ф2 [ 1-s• ( :.~
1 
+ ~~')]; · 

e'p1pJJвP, :: = Ф0Ф 1Ф:Ф,[l-s2 
( :.~

1 
+-li~

2 
+ l~a )+ 

1 

+14 ф :1:2ф I и т. д. 
о 1 1 8 

Для сходимости ряда (2) раздела IV, 5с необходимо, чтобы 

lim _&:_=О. Мы применим это усповие для приближенного рас· 
r--..oo а, 
чета собственных, значений л. В виде первого приближения по· 

~ а лагаем -
0 

равным нулю, затем второе приближение - 1 
· и т. д. 

о ао 

Мы получим тогда, согласно С. Niven'y, выражения (103, стр. 
lЗd-139): · 

2n:9 +2n 2m2 -J 
Л~ =-(2п - 1) t2п+З) 

2 
\ _ (n-m+2)(n-m+l)(n+m+2)(n+m+l) 

' 2 - t2 n+ 1) (2 п+З)3 t2 п+5) 

( п -m) (n- т - l)(n+m)(n+m-1). 
(2n-3J(2n-1)8 (2n+l) ' 

(п - т+2) (п - т+ 1) (n+~+2) (п+т+ 1) 
(4 т1- l)-1Ла= . (2n-1)(2n+1)(2n+3)5 (2п+5)(2п+7) -

(п -т) (п - т -1) (п+т) (п+т -1) 
(2п - 5) (2п - 3) (2п - 1 )5 • (2п+ 1) (2п+3) 

т. д. 
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Р. Маклорен (89, стр. 82) нашел эти собственные значения 
иным путем, который применим также для приближенного pe-

m · 

шения дифференциального уравнения. Полагая у=М (1-µ.2)
2 ' 

мы пишем (1) раздел IV, ба: 

(1-µ2)у" -2(т+ 1)(-LY' +(Л-m2 -k2c2[-L 2)y=0 

(штрихи. означают дифференцирование по (-L). 
[Заметим, что дифференциальное уравнение Матье 

d2y . 
dx2+( 4 а.-16 ~ cos 2х)у=0 

переходит после преобразовани~ 

cosx=µ; y=y1 sinx 
в 

(1-(J,2)y/-3IJ-Yi'+(4a.+16~-1 -32~1L2)Y1=0. 

Это уравнение совпадает с уравнением Ляме в форме, данной 
Маклореном, если положить: 

m=+; k2c2 =32~; 4a.+16~-l=Л-f] . 

В виде решения мы полагаем 

у=ао+а1 (J-2+ •.. +a"(J-2". 

Выражения для коэффициентов а,. похожи на данные выше 
С. Niven'oм. 

- Можно получить также собственные числа, которые совпа
дают с данными выше формулами С.- Niven'a. В разделе VI, la 
будет дано применение решения Маклорена. 

е) Расчет коэфициентов а,. и Ь, по С. Niven'y 

После того, как найдем собственные числа А с точностью 
до s4, можно в формулах предыдущего параграфа, подставив 
значения Л и ф" определить коэффициенты а, .. 

С. Niven нашел (103, стр. 138-139): 

m=O; r=O; n=O; а0 :::;: 1; 

'\ _ . Е 2 •2 .L 4 ES + 182 Ei 

· - 3--135 '° ·, 35 ·5·7 37.5а.7з + ... , 

76 

m=O; r= 1; n=2; а1 = 1; 

6 
11 94 2 21 388 ~в , 

А= + -21 Е + 33 • 73 s - 32 • 7• · 11 с 1 ' "' 

Е ~ 8 
а2 - 14 + 3·73 ·11 +···, 

2 Е 4 Е2 
ао= -135+ 35 ·5·7 +··· • 

zn=O; r=2; n=4; a 2 =l; 

39 77674 2805228 
Л= 2О+ 11 6+ 5·7Ч1ЧЗ s' 76.\15.\3·15 s

3+···, 

m=1; r=O; n=1; t10 =1. 

Е 4 Е2 ' 24 ~3 

Л=2+ т-~+ 5&.7.9 

m=1; r=1; n=З; а1 =1; 
7 1064 

Л= 12+15- s+ 3'·53 ,7· 11 

Е о2 

а2 = -fs· - --5,·ЗЧЗ +· ··, 
Е2 · 3 а8 

аз= 792-Q8·10·11-:-тg-+···, 

4 е 8е2 

а -- -+-----·-. -+· .. • - -7.51 3.51.7 • 

и т. д,.. 
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f) Вы р аж е ~ и е в о л но вы х фу и к ц и й Ля м е в с л у ч а е 
симметрии вращения череа ряды функций Бесселя 

и Ганкеля 

Аналогично формулам ра!Дедов Ш, 5Ь и 111, 5с можно в случа~ 
симметрии вращения представить волновые функции Ляме в виде 
рядов, составленных из функций: Бесселя и Ганкеля. 
Мы рассмотрим вытянутый эллипсоид вращения с m= О и 

разложим 

в ряд, по волновым функциям Лям:е: 

е111сер.= ".EAn·Rn (е)·М" (J.t.). (1} 

Согласно разделам IV, 5Ь и IV, 5с: 

"" 
М11 (t,L)= ~ а"р,,. (J.t.). 

111=0 

Во избежание путаницы, мы пишем коэффициенты а,,. только 
с одним индексом соответственно разделу IV, бс. Далее мы 
пользуемся формулой (6, 147, стр. 368): 

"" 
eikф. =V :с~~ (2l+1)·i1·l,+: (kce)·Pi(J.t.), (2) 

l=O 

Умножив правую и левую части формулы (1) на М" (р.) и про
интеrрJtровав по t.t. от -1 до + 1, мы получим, приняв во вни
мание (2J: -

' со 

V( ic~ ~a,,.(2m+l)·i··J111 +--} =Anq,дn(&). (3) 
т-О 

Величины А" и q11 являются постоянными множителями, кото
рые мы опустим в дальнейшем, н определим R" с точностью до 
постоянного :множителя. Мы получаем таким образом в (ЗJ раз
ложение функции Rn te) в ряд. Рассматривая асимптотическое 
выражение для J 111+ _!., легко заметить, к какому роду относится 

1 

волновая функция Ляме в пространстве, представленная рядом 
(3). Имеем: 

lJm J (k"i:) sin kc; 111+ 1 ..... и ,, _ 
е~ -;- , kc; 

eoskc; 
или и--

..... Jиё ' 

при чем постоянный множитель опущен. 
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Мы имеем, следовательно, в (3) функцию, являющуюся линей
ной комбинацией определенных в разделе IV, 5Ь функций первого 
и второго класса. Функцию третьего класса (определение кото
рой дано в IV, 5Ь) мы найдем после следуюших рассуждений. 

Функции Rn, представленные рядом (ЗJ, должны удовлетворять 
дифференциальному уравнению (2с) раздела I, la. Для этого 
функции 1 1 должны удовлетворять определенным peкypcи

ni+ :r 
оввы:м и дифферщщиальным уравнениям. Функции Н::!+ .!- удо-

2 

uетворяют тем же рекурсионным и дифференциальным соотно
шениям, что и функции J 1, Следовательно мы можем под-

111+, 
ставить функцию Н2) 1 вместо J 1 в (3), при чем полученный 

111+2 m+z ' 
ряд будет также удовлетеорять уравнению (2с) в разделе I, la, 
как ряд (3). Мы име:ем, следовательно: 

R!-.'1·'=, / 2 : "а ·(2т+ l)·i··H<2> 1 (kc!). .. (4} 
п V kc • .L.J т 111+ 2 

Легко видеть, что (4) представляет функцию третьего класса, 
определенную согласно IV. 5Ь. Для этого достаточно рассмо
треть асимптотическое поведение функций Ганкеля второго 
рода Н{2) 1 при больших значениях аргумента. В разделе VI. 2а 

111+-
J1.Ы1 приме:им разложение R .. (~) при т [из (2с) раздела I, la 
равном единице. Дифференцируем (2) по t.t. и умножим на -.Г1-р,2, 
тогда: 

"" 
y" l-p.:Чkc:·ei11cep. = ~ { ;~ (21+ l)·i-i·l

1
+ 1

2 
·Р/ (р.). 

l=O 

Применим также соотношение 

+ J P1·P1·d~=O при l ;:/= k. 
-1 

Тоrда, благодаря соотношению: 

, М .. (т= 1)== ~ar(m= l)·P,.1 (J.L), 
r=O . 

кы получим, раскладывая левую часть (5) по произведениям 

R"M11, 
формулу: 

"" 
Rf'(m.:,1) =V ;,~ ~a,Jm=l)·(2l+1)·i'·H:~ ~ (kc~) . 

l=• 

(5) 

(6) 
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g) Замечания относ и тел ь н 'о выше пр и веден и ы х 
разложений 

Приведем некоторые замечания относительно сходимости 
рядов (3), (4) и (6). Для их получения необходимо предположить 
равномерную сходимость рядов (1) и (2). Если это считать до
казанным, то немедленно следует равномерная сходимость (3), 
(4) и (6). Предположим, что равномерная сходимость (1) и (2) не 
доказана, тог да необходимо непосредственно рассмотреть схо
димость (3) и (4) и проверить, удовлетворяют ли они дифферен
циальному уравнению (2с) 1, la. 

Эти t,асчеты аналогичны тем, которые провели Зершингер 
(777) и Шуберт (779) в связи с разложениями Гейне для присо
единенных функций Матье 111, 5Ь. 
При вытянутом эллипсоиде вращения е > 1, так что разложе

ния (3) и ( 4) сходятся здесь также на поверхности эллипсоида. 
Разложения (3), (4) и (6) удаются также для решения R,, (е) урав
нения (2с) 1, 1 Ь при сплюснутом эллипсоиде вращения. Нужно· 
только заменить коэффициенты а,,. на а~. Эти коэффициенты а;11 
проще всего получить, пользуясь указанными в конце раздела IV, 

, Ба ::Jамечаниями. (2Ь) раздела 1, lb переходит в (2Ь) I, la, 
если заменить знак перед k 2c2 =e на обратный. Следовательно 
для получения а~ необходимо во всех формулах разделов IV, 5с; 
IV, 5d и IV, 5е, произвести для а,,. заме·ну знака перед е. 
В случае круглой пластины, которая является предельным слу
чаем сплюснутого эллипсоида вращения, е = О. Ряд (3) IV, 5f 
здесь применим, ряд (4) расходится как е-1 • 

h) Другие представления волновых функций Ляме 
через ряды функций Бесселя 

В конце предыдущего параграфа указано, что ряд (4) раз
дела IV, 5f в случае сплюснутого эл,11ипсоида вращения ПР/1 е=О 
(круглая шайба) ведет себя как е-1 • Рассмотрим теперь вопрос 
о том, является ли поведение волновых функций Ляме третьего 

рода R~> Щ при сплюснутом эллипсоиде вращения внутренним 
свойством этих функций или оно определяется примененным 
разложением (4) раздела IV, 5f. Для ответа на этот вопрос за
метим, что R~> является линейной комбинацией R;> и R~2>. Для 
получения этих функций первого и второго рода в случае эллип
соида вращения необходимо в рядах 1v·, 5с подставить на место 
функций Р';: (е) функции Р';: Щ), аналогично Q'; (Щ вместо Q:{e). 
Из раздела IV, ЗЬ видно, что ни Р: (Щ ,ни Q: (i~) при е -о не 
становятся бесконечно большими. , 

Следовательно, нет указаний на то, что волновые функции 
Ляме первого и второго рода для случая сплюснутого эллип
соида вращения ведут себя при е----,) О как е-1 • То же самое от
носится к линейным ко~_бинациям функций первого и второго 
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... 
, 

рода, т. е. к фуякциям третьего рода. Для некоторых приложе
ний в разделе V укажем разложения для R~8> (е) в случае сплюс 
нутоrо эллипсоида, регулярные при е- О. Мы исходим из фор-
мулы [747, стр. 365 (4)): . 

где 

со н<2> з (Z) 

L= 
Н.(~)(w) р ( О) г·-2 ~ ( 3 + ) m+ 2 

w'.'; · 1 COS = V 'ft L.J 2 т у· Z 
т~о 

oo 2 =Z2 +z2 -2 zZ cos Ф. 

Положим, согласно 1, 1 Ь 

w~=k2r2 = k2 (x'+y2 +z2) =k2c' [ch2 '1J - cos16] 
или 

таким образом: 
kc kc Z= 2 e1J; Z= 2 e-11; Ф=26. 

• 
Далее: 

(2) 

Очевидно, в разложение (2) входят только нече1·ные функции М (flo), 
так -как согласно (1) L является нечетной функцией \J', Полагаем 

М .. (flo) =~а/ Р1 (1-1-), (3) 

при чем а/ образовано из а1 путем замены е на -е (разделы IV, 5е 
и IV, 5d). Мы получим для R<3> из (2) с учетом (1) следующие 

'! 
формулы: 

(4) 

00 

=~-А' (1-+т) ,н,21 з (-kc е11), J 8 (~ е-т,), (5) 
_.L.J т 2 т + Т 2 m+ 2 2 
m=U 

с 

+1 со 

А~= f c;:;(cos26) · L a/·P1 (flo)·d1-1-, (6) 

-1 1=0 
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где 

р.= cos 6. 

Функции C'f:. определены через: 
"" 

( 1-2 rit+ris г''·= ~ с;;: (t),a111
• 

71".=0 

Без труда находим: 

С~·, (cos26)=-+·cos26· d{c:826) ·Pm+1(cos26). 

Следовательно с:;; ( cos 2 6) является полиномом степени 2 m+2 
от fJ-, Каждый из коэффициентов А~ из (6) содержит конечное 
число коэффициентов а/, именно только те, у которых: 

l=O, 1, 2, ... 2т+2. 

Из того факта, что R:J из (4) и (5) удовлетворяет дифферен
циальному уравнению {2с) раздела 1, 1 Ь следует, что: 

( д2 д' ,дt 2) \ 
д.х'+ду•+аz• + k L==O. 

Кроме того R.(,,3> ведет себя на бесконечности (S == sq 1j ~ со) по
добно функции 

-,-. 
Это следует и~ свойств функций Бесселя и Ганкеля. Анало

гичные разложения имеют место также тогда, когдр м" является 
четной функцией !-'-· · 

\ 

6. Общие замечания о функциях Лиме 
' . 

Читатель, вероятно, заметил, что наши познания о потенци-
альных и волновых функциях Ляме никоим образом не имеют 
законченного характера, как это имеет место в случае диффе

. ренциального уравнения Матье. Ниже кроме опредеJiенных во
просов о вырождении функции Ляме в функции Матье, Бесселя 
и шаровые будут рассмотрены основные положения, которые 
могут расширить наши знания о функциях Ляме. 

а) Функции Мать е, рас см ат р и в а ем ы е к а к вы рож~ е-
' ние функций Ляме 

В разделах IV, la и IV, 4а потенциальные и волновые урав
нения Ляме • представлены при помощи g.> -функции Вейер
штрасса в форме дифференциальных уравнений с двояко-пери
одическими коэффициентами. Волновое уравнение Ляме в форме 
Вейерштрасса имеет вид: 

tPM 
du' +[Ag.>2 (u)+Bg.> (и)+СJ·М=О, (1) 
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причем · постоянные А, В и С просто связаны с постоянными 
раздела I, lc. Периодами t,>-функции Вейерштрасса являются 
2 w1 и 2 w2 ( 50, стр. 165; 64, стр. 49): 

e1=t->(w1); e2=-t,>(w1+w1); e8 =g.>(w2); (см. IV, la). 

Уравнение (1) легко написать при помощи эллиптических 
функций Якоби (151, стр. 555; 49, стр. 7; 98, стр. 622): 

d8M 
d"'' =-[adn4 (а)+Ь sn1 (ri)+c]. М. (2) 

Эта форма (2) весьма удобна для рассмотрения предельного 
перехода к дифференциальному уравнению Матье. Заметим те
перь, что уравнение Матье, относящееся к эллиптическому ци
линдру, может быть получено из уравнения Ляме для трехос
ного эллипсоида, если положить одну из осей эллипсоида 
бесконечно большой. В форме Вейерштрасса (1) мы должны 
положить, что один из периодов становится бесконечно боль
шим: ш, = i со , в то время как второй, реальный, период остается 
конечным. В этих предположениях мы получаем упрощения 
(64, стр. 51): 

dn(:i.)=l и sn(a.)=sina.. 
Следовательно (2) переходит в уравнение: 

d2M . 
da;' =-(b'sin2 а.+с')·М, (3) 

. которое является дифференци1:1льным уравв:ением Матье. Другие 
предельные переходы к дифференциальному уравнению ·матье 
нашел Гейне (42, I, стр. 403). · 

Ь) Ш а р о в ы е и Б е с с ел е в ы ф у н к ц и и к а к вы р о
ж де н н ы~ 

ВNрождение потенциальных функций Ляме в шаровые функ· 
ции рассматривалось нами много раз; в первый раз этот вопрос 
был затронут в разделе I, 1 а, в случае вытянутого эллипсоида 
вращения. Это вырождение рассматривалось в литературе ( 49, 
с-;-р. 5-6, 2, стр. 145-148; 109, стр. 124-126). В случае трех
осного эллипсоида мы полагаем для перехода. к эллипсоиду 
вращения Ь=с (раздел I, lc}. Сначала полагаем 

Ь2=с11 +в; -;l!=c11+вvt 

при чем v1 меняется от О до 1, а в является малым параметром, 
который при предельном переходе исчезает. Получаем: 
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Наконец, полагаем: 

~=с;, tJ,=Ccosв, V1=COS/{), а=О, 

после че.rо nолучим фоумулы: 

Х==С ecos0, 

у=с( е2 l ·sin 0·siп i:p, 

z = cy'{ii--1 sin в· cos qi, 

совпадающие с формулами раздела 1, 1 а. С.Тiедовательно, диффе
ренциальиое уравнение Ляме переходит в уравнения (2а}, (2Ь) 
и (2с} раздела 1, la. В поте'Ицliальном случае (Лапласов по
тенциал) Н=О, уравнения (:2Ь) и (2с} раздела I, la могут быть 
решены посредством присоединенных функций Лежандра, как 
уже отмечалось в разделе IV, 3Ь. Далее, в разделе 1, la было 
показано, что для шара в случае волнового уравнения диффе
ренциальное уравнение шаровых функций совпадает с уравне
нием цилиндрических функций. 

с) Дальнейшие вопросы относительно диф-ферен· 
циального уравнения Ляме 

В разделе- IV, .4а было показано, что общее дифференциаль
ное уравнение Ляме является уравнением типа Хилла, поэтому 
общие предложения относительно дифференциального уравнения 
Хилла (11, 2} могут быть применены к уравнению Ляме. Заметим. 
что все эти предложения, за itсключением теоремы Флоке (Il, 2), 
относятся к дифференциальным уравнениям с вещественными 
параметрами, коэффициентами и периодами. Для их применения 
необходимо один из периодов w1 или w, выбрать вещественным. 
При этих условиях теорема Гаупта показывает, что при задан· 
ны:х А и В (1) IV, ба обладает счетным множеством С - зна
чений такого рода, что М является цело· или полурериодической 
функцией и. Далее, эти предложения дают указания о распреде· 
лении устойчивых и неустойчивых С• значений на вещественной 
оси С. Отсюда следует, что волновые функции Ляме не обра
зуют совокупности периодических решений. Так как функция g;> (и) 
обладает вещественным двойным полюсом и=О, то предложения 
раздела II, 3, относящиеся к уравнениям с ограниченными коэф
фициентами, здесь неприменимы. Общим решением дифферев-
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циальных уравнений (1) и (2) разделов IV, ба занимались многие 
авт?ры (151, стр. 570-576; 49, стр. 17-18; 30, стр. 464-4.77). 
Уравнениями с двоякопериодическими коэффициентами заним.а· 
лись единичные авторы (90). Мы отсылаем по этим вопросам 
к литературе (30, стр. 441-464; 151, стр. 570; 49, стр. 22-26). 

V. Проблемы распространения волн в физике и технике 

Волновое уравнение 

д1U + д2U+ д2U = __ 1_ д1U 
ду2 дz2 с2 

' о 

(С0- скорость распространения, t- время), после подстановки: 

U(x,y,z,t) = u(x,y,z)eiwt 

примет вид 

д1и д2и д1и + + k2u, дх2 дув dz' = 

Это уравнение, преобразованное к эллиптическим координа
там, может быть решено во многих праt-етически важнюх слу· 
чаях. Некоторые ети случаи мы рассмо:rрим ниже. 

J. Диффракция плоских электромагнитных и акустических 
вопи у эллиптического отверстия в тонком плоском экране 

(ширме) 

Диффракция у щелей играет в оптике огромную роль; щель 
является ничем иным, как эллиптическим отверстnем, одна из 

осей которого чрезвычайно велика. Щели, применяемые в оптике, 
обладают шириной, на много превышающей длину волню. Боль
шой практический интерес представляет случай очень узкой 
и длинной щели. В акустике сравнивают затухание, вызываемое 
различными материалами в пространстве, с поглощающей спо· ' 
собностью открытого окна. Большей частью размеры окна од· 
ного порядка с длиной используемой Болны звука. Мы имеем 
здесь опять явление диффракции около идеализированного 
эллиптического отверстия. В акустике легко осуществить гра· 
яичный случай, при котором длина волны велика по сравнению 
с диффракционным отверстием. ' 

а) Математическая формулировка задачи для 
электромагнитных и акустически.х волн 

Ширма лежит в плоскости (xz); иа фиг. 5 представлено сече
ние, параллельное плоскости (ху) через самую широкую часть 
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диффракционноrо отверстия. Оси этого отверстия совпадают с 
осями х и z. Плоский волновой ряд падает на ширму в напра
влении оси у-ов от +оо. Волновая нормаль образует с осями 
у и z углы, cos которых равны соответственно ~ и О. 

В случае электромагнитных." волн мы предпсм:ожим, что пре

града (ширма) бесконечно тонка и проводимость ее бесконечно 
велика. Будем различать два случая: 1) электрический вектор 
параплепен оси z; 2) магнитный вектор параллепен оси z. Другой 
вектор лежит при этом в ппоскости фронта волны, перпендику
лярно к вышеназванным векторам. В первом случае мы обо· 
значим электрический ве.ктор как зависимую переменную и. На 
плоскости ширмы и=О. Во втором случае мы выбираем магнит
ный вектор в качестве зависимой переменной и. Электрический 

. ~ ~ . 
вектор пропорционален при этом дп, где п- направление нор· 

мали к плоскости фронта вопны. Компонента напряженности 
электрического поля, параллельная ппоскости ширмю, пропор-

, ди 

циональна ду' Это в~ражение должно на поверхности ширмы 

J. исчезать. В обоих случаях электриче-
у ский и магнитный векторы остаются у 

диффракционного отверстия непрерыв
ными (непрерывно проходят его). Это 

I ди ди ...... ___ ;с7с",.. ___ ·х_ означает, что и, ду и дх остаются не-

д 1 8 
I прерывными. 

Перейдем теперь к случаю акусти
ческих волн и будем считать потен
циал скорости независимой перемен· 
ной: и. У самой ширмы, которую счи-

Фнг: 5. таем абсолютно неподвижной. скорость 
частиц воздуха перпендикулярно к плоскости ширмы исчезает, по· 

этому в этом месте* ==0. В диффракционном отверстии мы 
\ требуем непрерывности давления и скорости воздуха. Это тре· 

ди и ,, бование выполняется, если и и ду здесь н~прерывны. з выше-

приведенных рассуждений: следует, что в случаях электрических 
и акустических волu мы полностью выясним диффракциоиную 
проблему, если решим след~ющие две математические задачи: 

1. и=О на ширме; и и i непрерывны в диффракционном от· 

верстии, 

2. :; =0 на ширме; и и ;; непрерывны в диффракциониом 
отверстии. 

Кроме этих условий: на ширме и в диффракционном отвер· 
стин математическое решение, соответствующее физически за
даче о плоской:, падающей, отраженной 11. диффрагированной 
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волне, должно удовлетворять "условиям· на бесконечности•. 
В качестве падающей волны мы берем: 

etk~Y-IROx; (i=V · 1); 

(1) 
211: \k = -1~ ; }, - длина волны 

В аналогичной трехразмерной проблеме волна позади ширмы 
на большем: расстоянии от нее зависит от расстояния, как 
функция 

-;-· 
То же самое мы должны потребовать в нашей задаче. Отражен
ные волны в I и II случаях различны. Легко находим, что ампли· 
туда отраженной от ширмы волны ведет себя на бесконечности, 
как: 

Случай I: -e-tk~y-tkax } 

Сл-учай.)1: e-Щy-tw 

\ 

(2) 

. . ~ 

Равенства (1) и (2) обеспечивают исчезновение и и 01 на ширме. 
К формулам (1), (2) мы должны добавить еще одно выраже

ние, зависящее от диффракции в отверстии. Перед ширмой: 
(у-положительно) мы обозначим указанное вюражение через ф, 
позади ширмы (у-отрицательно) через "1.. Эти диффракцион
ные функции должны в совокупности с выражениями (1) и (~) 
удовлетворять следующим условиям: 

· Случай 1: ~= О и 1 = О на ширме· 

(З) дdi д"f. 
<;::пучай 11: а=О и а11-=О на ширме, у J I 

д<1 'дУ. ' ' 
в отверстии: -д • = д-; Ф = "1. _L 2е-1ы • ' у у • -
~~ 

Ь) Р а з л о ж е н и е ф у н к ц и и д и ф ф р а к ц и и д л я з л л и п-
т и чес к ого отверстия по функциям Ляме . 

Введем эллиптцческую сисrему координат с одним из фоку
сов, совпадающим с фокусом диффракционного отверстия. Дру· 
гие фокусы э11пиптической координатной системы сов11ада10т 
с :точка1~1и. А и В фиг. 5 и с конечными точками большей оси от
верстия. Разложения 1, lc и 1П несколько упростятся, поскольку со
впадающая с осью z ось эллипса 2азначительно больше, нежепи ic 
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2а > 2с > 2Ь, при 'чем 2Ь и 2с означают оси, совпадающие 
с осями у и х. Основной эллипсоид нашей координатной систем1::~1, 
совпадающий с диффракционным отверстием, имеет Ь=О. Мы 
полагаем: 

(1) 

и должны взять А" в случаях I и II из уравнений V, la. При 
этом R<n3' яВJiяется пространственной волНО!}.?й функцией Ляме 
третьего рода, определенной в разделе IV, ~d. Таким образом, 
решение диффракционной задачи удовлетворит уСJiовиям на бес
конечности раздела V, la. Численное развитие выражения (1) 
возможно в настоящее время в двух случаях: а) J<ОГ да размеры 
диффракционного отверстия очень малы по сравнению с длиной 
волны; Ь) размеры диффракционвого отверстия очень велики по 
сравнению с длиной волны. 

с) Размеры д и ф фр а к ц ионного от верст и я очень 
малы по сравнению с длиной волны; диффракция 

-· звуковых волн 

В этом частном случае во всех точках диффракционного 
отверстия волновое уравнение должно быть· заменено потенци
альным уравнением. В первом приближен11и диффракционные . 
функции удовлетворяют указанному уравнению, пока рассматри
вается контур щелевого отверстия. Мы рассматриваем диф
фракцию звуковых волн в эллиптическом отверстии, как задачу 11 
раздела У, 1 а. При этом приближенно: 

Ф+2=Х 
или с 

ф=-1; 1=1 
. д~ 
в диффракционно.м отверстJ,Iи и ду-=0 на плоскости ширмы. Эта 

проблема разрешается через 

ф=Mo(i,i,) • N0(~) • То(Р), 

при чем М0 и N0 являются потенциальными функциями Ляме 
нулевого порядка на поверхности эллипсоида; Т0 - присоединен
ная потенциальная• функция Ляме в пространстве также нуле
вого порядка (IV, 2Ь). 

Согласно IV, За M 0=N0 1 l.I далее: 
, а•+ь2+ся 

Т0=и с р2 =~~(и)+h, h= 3 

по IV, 1а и IV, За. Следует отметить, что при малом диффрак
циовном отверстии направление падающей волны не влияет на 
функцию диффрющии. . 

Диффракционная проблема II имеет в данном потенциальном 
случае далеко идущую аналогию с электрическими проблемами. 
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Представим себе два бесконечно протяженных металлических: 
полупространства, разделенных тонким непроводящим слоем на 
две части. В одном месте имеется контакт, который играет 
роль диффракционноrо отверстия; по обеим сторонам слоя
изоляции справедливо уравнение Лапласа (/ 15, П, стр. 177; 79~ 
стр. 249). Течение электричества через проводящую часть внутри 
изоляционного слоя является задачей, полностью эквивалентной 
диффракционной проблеме в потенциальном случае. Вторую 
электрическую аналогию к проблеме диффракции звуковых волн· 
мы получим после следующих рассуждений. 

Диффракционное отверстие является поверхностью постоян
ного потенциала. Рассматривая его, как вырождение трехосного
эллипсоида, мы получим задачу о распределении зарядов на 
эллипсоидальном проводнцке (l 15, lc; 79, lc). Для первой из на
званных электрических аналогий целесообразно ввести понятие· 
.проводимости" диффракционноrо отверстия. Эта проводимость к.. 
весьма просто опредrляется. Пусть Ф 1 - Фа -разность потен
циалов по обе стороны диффракционноrо отверстия. Тогда ток 
через отверстие равен К (Ф1 - Ф2). Поглощающая способность А. 
отверстия для звуковых волн, определяемая как отношение про

шедшей сквозь отверстие звуковой энергии к подведенной. 
энергии, равна также, как легко показать (79, стр. 250), 

2к2 

А -
~ . 

При малом отверстии А не зависит от длины волны. Лорд_ 
Релей произвел сравнение поглощающей способности круглого 
отверстия с поглощающей способностью эллиптического отвер
стия равной площади. Для этого введем эксцентриситет эллип
тического отверстия: 

, /-а 2- с1 • 
е== v аГ°==SШ(f, 

Мы имеем (175, II, стр. 179): 
lf = arc sin е 0° 20° 30° 40° 50° · 60° 70° 80° 90° 

А 
Ао 1; 1,0004; 1,0026; 1,0088; 1,0244; 1,0602; 1,14; 1,43; оо 

Для эллипса с соотношением осей 2: 1 поглощаюµ.~;ая спо
собность всего на ЗО/0 больше, нежели для круга. Рассмотрение-
случая кругового отверстия можно найти в литературе (78). 

d) Разложение по функциям Матье в частном 
случае щели 

Если в эллиптическом отверстии 2а-э- оо, мы получаем пря
мую щель. В этом случае задача диффракции решается посред
ством функций Матье (135). Мы полагаем (1, ld): · 

Х=С • Ch ~ • COS '/ji 

у-с· sh~ · sin 71. 



Займемся сначала проблемой I. Решение мы получим в форме 

для положит.у: и=е+щ1-:t11и_ i-1"~1-111u+Ф 

· для отрицат. у: Х=и. 
1 

Это решение удовлетворяет граничным: условиям: 

ди ди 
и= О на ширме: и, д.; и ду непрерывны у щели, как только ф и У. 

удовлетворяют первым трем уравнениям (3) V, la. Мы полагаем: 

(1) 

·и опреде.11;1ем постоянные коэффициенты D
2
n и E

2
n+i при помощи 

.г1::1ничных !словий. Сначала заметим, что, ф и Х исчезают при 
71-О и Тi - 1t, благодаря чему и= О на ,ширме. Для опреде
ления D и Е остается уравнение: 

{дф ач { 2 
ду - ду ( е=о = с У 1 - cosi,j 'дф} =-2ik~e-Jk7X, 

д; Е=о , (2) 

Лри помощи формулы: 

о::, 

(e-lku)e-o= e-ikca. cos 11 = J0 (kca.)+2 ~ (-i)3 • J, (kco:) • cos S'lj. (3) 
s=1 

Это определение лег1<0 провести; нужно воспользоваться 
условиями ортогональности (3),:(4), (5) раздела III, 2е для приме
ненных в (1) функций Матье se2n и se2n+1• Умножим сначала 
правую и левую части уравнения (2) на с • sin 'lJ • se2" (Тi) и ните-' 
rрируем по Тj от О до n-. При этом, останутся члены ряда (3) 
,с нечетным s, после чего получаем: 

Здесь 

· {2 !(-i) 2s+1 J21-+ 1 (kca.) • cos(2s+l)11 }· 
(4) 

' 
N2,. = f [(se2 .. (71)]' d71; 

о ' 

Аналогично мы найдем коэффициент Емн; для этого vмножим 
левую и правую части (2) на с· sin 71 • sе2пн ('JJ) и ин1 ~грируем 
()Т нуля ДО те: 

r. 

-i'kc~ fd . ( E2n+1 = 13)' 11 • SlП Тj . se2n+1 1j), 
N2n+1 ·Se2n+1(;-0) ' о . 

(5) 

{10 (kca.);+ 2s~(-1)1 
• J,,(kca.) • cos2s'l)) · 

Значение символа аналогично указанному g, формуле (4). При 
помощи формул (1), (4) и (5) диффра1<ционная проблема I строго 
решена. Равномерная сходимость ряда (1) следует из предло
жения о разложкмости произвольных функций по Штури-Лнуви
л евским собственным функциям, если заметим,. что абсолютное 
значение se1.:~ и Se,3>2n+1 конечно при всех е. Кроме того, наше 
решение ."/ довлетворяет условиям на бесконечности, так как 
Sei~ и Se<3Jnн при е ~ со ведут себя как: 

const -lkr . е . 
r 

Решение проблемы П может быть проведено анаnогично про
блеме I. Имеем: 

ДJIЯ ПОЛ'ОЖИТ. у: U=elk~y-lka.x+e-tk?y-iku+ф; 

для отрицат. у : и= Х. 

ди ди ди 
Граничные условия: ду =0 (на ширме, и. дх и ду непрерывны 

в щели; удовлетворяются, если ф и 1. удовлетворяют последним 
уравнениям (3) V, la. Имеем: . 

со со 

Ф=-1.= ~ F,..n се;~(е). ce,,i•J)+ ~O:n+1C&~n+1<i). cezn+1(Тj). (6) 

r.:=O 11=0 

о д4 if/.. о т 
чевиднр, что ду и oji"" исчезают на ширме при Тj • акии 

б ди 
о разом условие: О на ширме удовлетворено. Остаются 

п ' ди 
условия непрерывности в щели. роизводная ду непрерывна, так 

как: 

ди I . . ди 
)i{.JIЯ ПОЛОЖИТ. у: ду ~=О=+ д~ , -c'Y-;:=l==co=s=2 .,,=-

1
, 

ди 1' ди для отрицат. у: = - -= · ----;:-:=====-, 
· ду \:=::о д. сУ 1 - cos2'!J ' 
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В силу условия (6): 
дф _д"/.. 
ду -ду. 

Другое условие непрерывности в щели (и- непрерывно) дает 
возможность определить коэффициенты F и О из (6). Для этого 
мы умножим обе стороны уравнения: 

(ф-Х)е=о=2ф \ е=о=-2е -ilici-=-2e-l11cнos'IJ = 

=- 2{ Jo(kca.) + ~
1 

( -i) 8 
• J,(kcr1.) • cos SYj } (7) 

на ce3,;{'r1) и интеr~рируем по У/ от О до 'lt. Все члены ] в рядах 
(7) с нечетным индексом пропадают, и мы получаем: 

'11: 

F2,. =. N2nCeil~{e-O) . f d-q • се2 .. (У/) • 
о 

,:,о 

<{ J0(kca.) + ~(- l}'J2,(kca) · cos 2s7J}; 
s=1 

" N2., = J [ се 2п ('11)J'd 7J, 
о 

(8) 

Аналогично умножим опять обе части (7) на се21н и инте
грируем опять по У/ от О до 1t. При этом пропадут все четные 
члены ряда, и мы получим: 

" 

1 
· { ! (-i) 2s+1 • l2s+i(kc1) • cos (2s+ l)Yj } j. (9) 

Таким образом диффракционная проблема II полностью решена 
уравнениями (6), (8) и (9). Относительно сходимости разрешаю
щих рядов справедливо все сказанное выше. Укажем, что наше 
решение д.1я узкой щели (h-t 0) переходит для этого случая 
в формулу Релея (114), (135). Практически весьма интересно 
численно рассчитать коэффициент поглощения щели в случае 
звуковых волн. Таким образом, окажется отчасти решенным 
вопрос о поглощении звука открытым окном. Мы получаем 
также, что теория Кирхгофа, базирующаяся на принципе Гюй-

. 2 
rенса, дает уже дпя щелей шириной порядка 3 длины вол-

ны более точное решение, нежели приближение Релея, относя
щееся к щелям исчезающе малой ширины, h-t О (135). 
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е) Замечания относит,ельно принципа Гюйгенса 
Kor да диффракционное отверстие велико по сравнению 

с длиной волны, приближенный расчет диффракционного излу
чения можно провести для большого расе тояния от отверстия, 
заменяя последнее слоем равномерно распределенных источников. 

Из этого распределения источников функция диффракции опре
делится непосредственным интегрированием. Дпя данного случая 
это является вюражением принципа Гюйгенса (88, стр. 7) Этот 
принцип в упомянутом выше случае, даже когда диффракцнон· 
вое отверстие не очень велико относительно длины волны, дает 

достаточно точное решение проблем (прйб.mжение Кирхгофа). 
Отсюда следует еще одно техническое приложение.~При расчете 
излучения так называемых направляющих антен в некоторых 

с.цуч.аях заменяют комбинацию линейных антев, лежащих в пло
скости, излучающей антенной поверхностью (зеркалом). Как 
показано в литературе (10а}, направляющий эффект такой антен
ной поверхности полностью аналогичен Фраунгоферовым диф
фракционным явлениям отверстия. На основании принципа 
Гюйгенса это очевидно для размеров больших, сравнительно 
с длиной волны. Выше мы видели, что принцип Гюйгенса при
меним также 1С отверстиям небольших размеров. Следовательно, 
принцип антенных поверхностей может быть применен и при 
размерах порядка длины волны. 

2. Диффракция плоских электромагнитных ипи акустических 
волн у эппипсоида или у эллиптического цилиндра 

При изучении диффракции электромагнитных волн у зллип
соидальиюх тел мы полагаем проводимос1ъ последних идеаль

ной. Общий случ:ай не идеальной проводимости рассматривался 
в литературе (98, стр. 716--727; 89, стр. 101-104), но расчеты 
не были доведены до конца. При акустических волнах мы счи
таем тело абсолютно жестким. 

а) М ат е м а т и ч е с к а я ф о р м у ли р о в к а п р о б ., е мы 
диффра~ции в электрическом.и акустическом 

· случае 

В акустическом случае мы воспользуемся потенциалом ско~ 
ростей Ф, как зависимой переменной. На поверхности тела ско
рость воздуха· в направлении нормали к поверхности равна 
нулю (v .. =O). Введем, как в разделе V, 1 дополнительное усло· 
вие, что функция диффракции, которая прибавляется к невоз· 
мущенной функции падающей волны, исчезает на бесконечности 
и ведет себя в прщтравственном случае, как e-tkr/r, где r-рас
стояние до тела. 

В электрич~ском случае мы принимаем в качестве зависимой 
переменной вектор-потенциал Герца П. Этот потенциал удовле· 
творяет волновому уравнению: 

д1П д1П д2П 2 
д_х2+ дуl + дzВ --k п. 
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· Напряженность электрического поля Е и магнитного поля Н 
может быть выражена через П по формулам: 

Е = - ik[grad div П + k2ПJ, (1) 

H==rotП. 

При этом Е, Н и П зависят от времени через множитель eiw 

(Ф-круrовая частота). На поверхности проводника, благодаря 
бесконечной проводимости, имеют место следующие граничные 
условия: тангенциальная слагающая Е и нормальная слагающая 
Н исчезают. Оба эти условия не независимы, а эквивалентны; 
мы должны пользоваться одним или другим. В качестве допол· 
нительного условия опять имеем: исчезание функции диффрак
ции на бесконечности как e-ikr/г. . 

Ь) Разложение функции диффракции в случае 
эллипсоида по волновым функциям Ляме 

Мы полагаем, что для падающей плоской электромагнитной 
. волны П обладает только одной слагающей в направлении оси 

z, п.. которую для сокращения обозначим просто П. П равно 
е-11и. Центр эллипсоида лежит, как в 1, lc в начале координат, 
оси его совпадают с направлениями осей х, у, z. Диффракцион· 
ный потенциал П1, зависящий от диффракции П у эллипсоида, 
обладает в общем случае тремя J<омпонентами (98, стр. 726-727). 
Полный вектор-потенциал Герца, решающий нашу диффракцион· 
иую задачу, равен П+Пi, Мы. разложим J<омпоненты П 1 по про
изведениям Ляме: 

П1а:= ~А" . R~3J(p) • S"(11, У), } 

П111 = L8п • R~Ч)(р) • Sn(I", У), 

П1,= ~с,.· R~8Чр). s .. (~. v). 
(1) 

Здесь R~> волновые функции Ляме в пространстве, в\дущие себя 
при р~ со как 

e,ikr ___.._ 
r • 

В разделах IV, 4с и IV, 4d они названы функциями третьего рода. 
Условия на поверхности, в случае эллипсоида, гласят: Н" исче
зает (п-внешяяя нормаль). Мы рассчитаем Низ П+П1 по фор
муле (1) раздела V, 2а и получим, расщепляя 'X·,Y·,z· компо
ненты П+П1, три уравнения. Таким образом, задача диффрак
ции решена. В случае звуковых волн решение получается не
сколько более простым. 
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с) Диффракция у сплюснутого эллипсоида 
в р а щ е н и я, в ч а с т но с т и у к р у г л о й п л а с ... ин к и 

Займемся диффракцией звуковых волн у сплюснутого эллип-
соида вращения. Относительно вытянутого эппипсоида вращения 
отсылаем к работам Р. Маклорена (89, стр. 101) и Герцфельда 
(43). Оси эллипсоида направлены так, как указано в разделе 1,. 
1 Ь. Потенциал скоростей для падающей плоской волны равен 
Ф0=е-iи, для диффраrированной волны Ф1; решение задачи, 
пишем в виде 

Мы разложим: 

Ф1 ,,;:,, ~A,R}>(e) • М,(11-), 

при ч~м волновые функции Ляме в случае симметрии вращениw 
определены в разделе IV, 5. Под R~JЩ мы понимаем волнову~ 
функцию. Ляме третьего класса в пространстве, определенную" 
для случая симметрии вращения в разделе IV, БЬ. На поверх-

дФ 
ности эллипсоида дп (п-внешняя нормаль) исчезает. Мы имеем., 

дФ ==дФ[ -. /е•+µ.8 1- 1 
= 

дп ае С V е1+1 

= [- ikc 11-e-ikcp.; +""'А . Rt:_•>'. М ] • [с• /е•+µ.2 ]-1 .LJ ' s • V е•+ i . 

Следовательно: · 

'S А, ' R~З)' се = ео) ' м ,(11-) := ikc11-e-ik~, (1 )1 

где е0 означает поверхность эплипсоида. 
Умножим правую и левую части (1) на М,(11-) и интегрируеМ! 

по р; от -1 до +1. В силу условий орт()гональности М, (IV, 4Ь) 
мы получаем: 

+ 
ikc / М,(µ.) . µ. • e-lkcE,p. . dµ. 

А -1 

'== +1 
R~S)'(e=eo). J м:(µ.). dµ. 

(2), 

-1 

Этим наша задача полностью решена. В случае круглой пла·· 
стины нужно положить i 0==0 (см. IV, Бh). Численные решения зада
чи можно найти у Е. Lommel (87) и F. Mбgllch'a (98, стр. 730-734). 
Для акустических исследований (шайба Релея) бопьшой прак
тический интерес представляет предельный случай шайбы, очень 
малой в сравнении с длиной волны. Эту проблему решил W. Kf>nig 
(72) (89, стр. 148-150). Относительно диффракции элеJ<тро
магнитвых волн у проводящего вллиптического цилиндра мы 
отсылаем к литературе (121, стр. 657-664). 
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d) Замечания относительно принципа Бабине 

Сопоставим две задачи: а) тонкую конечную ширму, б) отвер
-<:тие в бесконечно тонкой плоской ширме. Принцип Бабине 
(31, 11, стр. 343, 114, стр. 286) гласит, что проблема 1 (см. V, la) 
в случае (а) эквивалентна проблеме П в случае (Ь); проблема II 
в случае (а) эквивалентна проблеме I в случае (Ь). Доказатель
·ство может быть приведено слел.ующее. Возьмем сначала в слу-
чае (а) невозмущенную волну. Функция диффракции должна 

дr.!1 
обращать в проблеме П скорость а~ у ширмы в нуль (а). Это 

может быть достигнуто, если заменить ширму распределением 
{:коростей, полно_стью противоположным тому, которое создает 
невозмущенная падающая волна на месте ширмы. В случае про
блемы I и (Ь) эти условия согласно V, Ia выполняются. Анало
гично имеем в других случаях. При помощи этого принципа, 
зная решение задачи диффракции для конечной ширмы, можно 
найти решение дополнительной задачи для отверстия в плоской 
{:Тене. 

3. Проблема излучения звука :жесткой круглой п.11астиикой 

В акустике имеется много проблем, которые разрешимы при 
помощи волновых функций . Ляме для эллипсоида вращения, 
.в частности круглой пластинки. Во-первых, излучение звука [ 
..аксиально колеблющейся изолированной пластинкой; затем излу
чение звука, когда часть круглой пластинки аксиально колеб
~ется, в то время как остальная часть служит экраном. Предель
ным случаем второй проблемы является расширение экрана до 
бесконечных размеров. 

а) Излучение звука свободно колеблющейся 
в аксиаль~ом направлении круглой жесткой 

ПJiаСТИНКОЙ 

Во всех проблемах раздела V, 3 движение симметрично отно
·сительно оси круглой пластинки. Мы рассматриваем круглую 
пластинку, как предельный случай сплюснутого эллипсоида вра
щения; произведя расчеты для эллипсоида конечных размеров, 

мы переходим затем к пределу, полагая малую ось стремящейся 
к нулю. На поверхности эллипсоида вращения скорость задана 

дФ дФ 
в виде дп (п- внешняя нормаль). дп обладает по обе стороны 

от средней плоскости разными знаками. Отсюда следует, что \ 
для решения задачи следует применить волновые функции Ляме 
для поверхности эллипсоида (IV, 5а), которые разлагаются по 
шаровым функциям Р2 11..1..1 нечетного порядка. В обозначениях 
IV, 5с и lV, 5е имеем: m=O и n= 1, 3, 5 ... Мы обозначим соот
,ветствующие функции Ляме через: 

М2п+1=Ь0Р1 -ЬtРз+Ь2Р0 •• • ±b,P2s,1; n=O, 1, 2, 3, .•• 

Соответствующими пространственными функциями третьего 
класса являются .R211-н(eJ; таким образом решение волнового 
уравнения гласит: 

Ф ~ А211.,.1 • R2пн(е) • M2ц1(fJ.). (1 
() 

Коэффициенты А2п+1 определяются так, что :: принимает 
на поверхности эллипсоида заданные значения. В данном случае-

. дФ 
полностью колеблющейся пластинки- дп постоянно во всех точ· 

ках пластинки и равно v. Далее, на основании I, 1 и 1, 1 Ь: 

дФ дФ 1 
дп= ае • 

Следовательно: 

(2) 

при чем ~о соответствует поверхности эллипсоида. Умножим 
правую и левую части t2) на 

" f ез+l-'-2 
с V eg+t • М211+1 

и интегрируем по i,i. от О до 1. Вследствие ортогональности 
М211+1, получаем: ' 

1 

А211+1·Q,п+1• (-~=-) . =fdi,i.·c·. /~~-+_µ.• •'V•м'211 ч(р,); ~-, V е:+1 · 
о 

1 

Q2п+1 = f м:пнd[J,. 
о 

(3) 

Посредством (1) и (3) поставленная задача полностью решена. 
При переходе к круглой пластинке полагаем е0=О (см. IV, 5h). 

Ь) Частные случаи очень большой и очень малой 
длины волны 

Когда потенциал скорости определен согласно (1) раздела 
V, За, легко найти реактивное действие излучения звука на 

. колеблющуюся пластинку. Сила, с которой излучение действует 
ва шайбу, равна (115, 11, стр. 162): 

K=-iroaf /Фdf, (1) 



где а-плотность воздуха, Ф - круговая частота, определяющая 

зависимость Ф от времени через множитель eiшt. Интегрирование 
производится по· всей поверхности эллипсоида. Для рассматри
ваемого реактивного действия вводят понятия импеданца Z. 
Последний определяется, как отношение силы К по (1) к ско· 
рости движущейся точки шайбы (в нашем случае v): 

к 
Z=v· 

Импеданц обладает вещественной и мнимой частью. Веще
ственная часть Z пропорциональна щ>лной энергии излучения, 
:мнимая часть Z может быть приравнена Фm, при чем через т 
обозначена масса, которая вследствие колебания воздуха должна 
быть добавлена к массе шайбы. Проще всего рассмотреть два 
частных случая проблемы: 

а) длина .волны звука в воздухе очень велика по сравнению 
с размерами шайбы; . 

б) длина волны звука в воздухе очень мала по сравнению 
с размерами шайбы. . 

В случае (а) волновое уравнение переходит в потенциальное 
и мы получаем задачу поступательного перемещения шайбы в 
покоящейся идеальной жидкости. Эта задача легко решается 
при помощи потенциальных функций Ляме (78). Для добавочной 
массы мы получаем в данном случае: 

2 4 m=-. -'lt'aa,~ 
1t 3 ' 

r де а-радиус шайбы. Для очень малых длин волн мы получаем 
m=O. В случае (Ь) мы должнн воспользоваться принципом 
Гюйгенса, и постоянное распределение скорости на поверхности 
шайбы заменить приближенно постоянным распределением 
источников. Так как :можно пренебречь потоками воздуха с пе
реднеit стороны на обратную, будем рассматривать шайбу, как 
бы окру?f(енной бесконечно протяженным плоским экраном; 
потенциал скоростей определится после интегрирования (115, 
П, стр. 162): · 

Ф=-2~.гг v e~ikr df. 

· Здесь r есть расстояние от точки наблюдения до точки на 
шайбе, и интеграл распространен по всей поверхности шайбы. 

с) Колеблющаяся круглая ш(йба в пло·ской 
кругообразной ширме 

Эта проблема отличается математически от предыдущей тем, 
что v не постоянно на поверхности шайбы (v равно нулю на 
части шайбы). 
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, Решение задачи может быть получено при помощи формул 
V, За, если интеграл в ( 3) V, За распространить только на ту 
часть поверхности шайбы, на которой v отлично от нуля. Мы 
можем в данном случае провести расчет тогда, когда (а) 
радиус колеблющейся части шайбы мал по сравнению с длиной 
волны, или (Ь)-этот радиус велик. В случае (а) мы должны 
провести различие между ширмой, которая мала по сравнению 
с длиной волны или велика. В последнем случае мы имеем, как 
и в (Ь), с большим приближением задачу о колеблющейся круг
лой шайбе [в бесконечно большой ширме. Эта задача частично 
рассмотрена в литературе (115. П, стр. 162; 4). 

Случай, когда колеблющиеся и неподвижные части кру
говой шайбы малы по сравнению с длиной волн·ы, приводит 
к потенциальной проблеме. Мы можем разложить потенциал 
скорости в,округ шайбы по потенциальн~м функциям Ляме. 
v исчезает при f!->P.o· Мы полагаем 

Ф= LA2n+1 • Р211+1(р.) • Q2lн(Щ, 
n-0,1, 2, .•• 

при чем сохранены обозначения раздела IV, ЗЬ. Для коэффи· 
циента А211+1 мы находим выражение: 

\J,o 

А211+1 • Piп+i · ( dQ;;+!.-) _ = r с ... / :!+~з · v · P211+1(1J.) • dµ.; 
~-е, • v о+ 

1 
1 

Р~п+~ =/~11нd'!J-. 
о 

Масса т колеблющеrося· воздуха рассчитывается через Ф по 
формуле [78, стр. 57 (4)): 

/ · ·m=I: f f Фdf \, 
при чем интеграJI распространен на колеблющуюся часть шайбы. 
Мы имеем: 

rде 
Р-о 

k2пт1 = Jc • р. • Р,пн(f!-) • dp. 
1 

и штрих означает дифференцирование по е (Е0 ==0). 

d) Ч а с т в ы й с л у ч а й б е с к о н е ч н о б о л ь ш о й 
плоской ширмы 

(1) 

Хотя случай бесконечно большой плоской ширмы. в которой 
колеблется жесткая круглая шайба, много раз рассматривался 
[115, 11, стр. 162 4), однако до сих пор не дано выражения 
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для потенциала скорости, пригодного для любой точки про· 
странства. Такое выражение можно дать прн помощи волновых 
функций Ляме для сплюснутого зллипсоида вращения. . 

Сначала заметим, что в случае бесконечно большой ширмы 
задача распадается на две полностью независимых части, отно

сящиеся к области впереди и позади мембраны. Мы можем при 
решении не принимать во внимание разности фаз колебаний на 
передней и оборотной стороне. Решение строится из волновых 
функций Ляме для сплюснутого эллипсоида четного порядка 

• . дФ 
и для одной из сторон, при чем дп на поверхности равно О. 

Эти волновые функции равны согласно IV, 5с и IV" 5е прк 
m==O: 

и мы получаем: 

'(ос, 

Ф = S А2п • R~~(e) · М 2i!-1-J (1) 
n=0,1,2, ... 

точно так же, как в V, За скорость шайбы задана и равна v, 
поэтому мы получаем для A 2n выражение: 

1 

А2,. = [ Q2n • R<;J' (eo)J-1
, f с v :f :~2 

• v • М2п • d~; 
о 

1 

Q2 .. = .Г м:tl d~. 
о 

(2) 

где опять для поверхности шайбы S0 =0 (см. IV, 5h). Формулами 
1) и (2) настоящая задача полностью решена. 

е) Задача об излучении звука рупором гииер
болоидальвой формы 

Вместо многократно упомянутой экранирующей пластинки ко· 
печной или бесконечной протяженности, на практике часто· 
встречается случай, когда колеблющаяся шайба лежит в осно· 
вании рупора. Формы рупоров весьма разнообразны; если мы 
положим, что рупор совпадает с однополым rиперt5олоидом вра
щения, то получим задачу, решаемую при помощи волновых 

функций Ляме. При этом мы полагаем, что круговая шайба на
ходится в го·рловом сечении гиперболоида. Мы приходим ·тогда 
к определению выражения для потенциала скороGти, у до влет· 

дФ · дФ 
воряющеrо следующим условиям: (а) дп =V на шайбе; (Ь) дп =0 
на поверхности идеально жесткого рупора (однополого гипер
болоида). Чтобы удов.1етворить этим: условиям, мы применим. 
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волновые функции Jilямe М (~). которые при J1.==p;0 где Р:0-уrол 
растворения гиперболоида, обладают исчезающей производной. 
Так как мы для наших расчетов применяем разложение функций 
Ляме по полиномам Лежандра (IV, 5с и IV, 5е), то требуем от 
последних выполнения указанных свойств. Известно, что поли~1 1ном Pn(JJ.) обладает при ~=f-Lo исчезающей производной по 0= 

=arccos,1 тоrда,•когда n= 1tl (64,стр.80),rде l=l,2,3, ... ; 
г ... arccos µ. 

иными словами, когда п-дробное число. Мы вводим таким об
разом функции Лежандра дробного порядка. Соответственно 
функциям Лежандра дробного порядка мы получаем при ука
занном выборе п в формулах разделов lV, 5с; IV, 5d и IV, 5е 
волновые функции Лям.е дробных порядков, удовлетворяющих 
условию ортогональности: 

р.. (1) f М,. (~) · М,;, (!-'-) ,d~=O; 
1 

п- 'lt/ 
arc cos /J-o' 

'ltk m=---
arc cos /J<o 

1.i 

l=l,2,3 ... ; k=l,2,3 ... ; l k. 

Мы .можем теперь разложить решение поставленной про
блемы по этим основным функциям Jiяме: 

(2) 

при чем п. пробегает указанные вьцuе значения, когда l меняется 
· от 1 до оо. Из (1) и (2) мы получаем для А" выражение: 

{З) 

Если мы рассматриваем шайбу, колеблющуюся в средней 
плоскости гиперболоида р.= ~0 • то полагаем в (3) е0= О. Если ко
Jiеблется мембрана, имеющая форму конфокального гиперболоида 
эллипсоида вращения, то нужно вместо е0 подставить соответству
ющее значение. Формулы (2) и (З) полн()стью решают задачу. 

f) 3 а и е чан и е относ и тел ь но пл о с к ой зад а ч и, ан а
л о r и ч ной вышеуказанной 

При помощи функций Матъе можно решать целый ряд про· 
блем, являющ"хся плоской аналогией задач, рассмот.ренных 
выше. От.метиr.\ сначала излучение звука бесконечно длинной, 
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жесткой свободно колеблющейся полосой. Мы полагаем здесь 
для потенциала скоростей: 

Ф= (1) 
~ 

r де se211+1 и Se~8,/+1 являются функцией Матье и присоединенной 
функцией Матье третьего рода по разделам Ш, 2а и III, 5а. 

Н r дФ / , 
а полосе ! д'i = v · Тогда А211 _1_ 1 рассчитывается из 

где 

"' 
Nin+1= J[se211+1 (71)] 2d71. 

о 

ПодобныМ\ же образом при помощи выражения (1), но с от
личными коэффициента·ми, можно решать задачу, когда колеблю· 
щаяся полоска снабжена справа и слева ширмами конечной 
ширины. 

В случае, когда ширмы бесконечно широки, мы заменяем 
выражение (1) выражением: 

°" 
Ф = ~ А211 • се2,. {YJ) • С4~ (~). 

11=0, 1 ,:1" 
(3) 

которое аналогично (1) раздела V, 3d. В остальном решение 
аналогично приведенному вю:ше. Наконец, мы можем рассмот
реть случай, соответствующий рассмотренной задаче о рупоре; 
колеблющаяся полоса находится в основании "двухразмерного 
рупора", имеющего в сечении форму эллипса. В этой задаче 
мы опять должны рбратиться к формуле (3), при чем п не про
бегает целые значения, а является дробным числом, определя
емым расстворением рупора. 

VI. Проблемы собственных колебаний 

Задачи собственных колебаний разде11яются при рассмотрении 
пространственных облас.:тей на две группы: внешняя и внутрен
няя пространственные проблемы. В качестве проблем различных 
родов мы имеем множество примеров из области матем/;lтиче
ской акустJ.!КИ и Максвелловой теории электричества. В качестве 
плоской задачи мы укажем на собственные колебания м'ембравы 

71 пластинки с эллиптическим контуром (95, 96, 89, стр. 72-73; 
б, II, стр. 728). · 
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1. Внутренняя простраиственн~я задача 

Рассмотрим область, ограниченную эллипсоидом. Воздух 
в этом полом пространстве обладает определенной частотой соб
ственных колебаний. Электромагнитное поле в полом простран
стве также обладает счетным множеством собственных частот. 
Далее мы рассмотрим электрический проводник, ограниченный 
эллипсоидом. Этот проводник находится в стационарном, внеш
нем магнитном поле. Если это поле внезапно исчезает, то 
в толще проводника возникают вихревые токи, затухающие 

с определенными постоянными времени. Подобные постоянные 
времени играют огромную роль при расчетах нагревания и охла

ждения тел, находящихся в переменном температурном поле, 

и при расчете процессов диффузии ... Рассмотрим примеры, отно
сящееся к указанным случаям. 

а) Собственные колебания воздуха в объеме, огра
ниченном эллипсоидом 

В качестве зависимой переменной мы применим потенциал t 
скорости Ф. У внутренней поверхности эллипсоида, которую 
пола1·аем жесткой с внутренней нормалью п имеем: 

дФ 
дп =0. 

В случае трехосного эллипсоида это приводит к собственному 
решению 

и условию 

(1) 

Из уравнения (1), представляющего трансцендентное урав
нение, определяющее коэффициент k волнового уравнения (I, lc) 
рассчитываются собственные частоты. Рассмотрим . вытянутый 
эллипсоид вращения (89). ~обственное решение гласит: 

№.1) (е) • м (11-> • · , { 
cosm, 

II А slП 111.f " 

при чем R~> и МА известны из IV, 5. Поверхностные условия 
дают здесь уравнение для собственных частот: 

(dR) · 
~~ ~=~. =0. (2) 

При небольших значениях kce,=z мы :можем ряды (раз
дел IV, 5d), расположенные no возрастающим сте,пеням z, под-
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ставить в (2). Вводя эксцентриситет эллипсоида вращения е, мы 
найдем, что (2) при ~=О _и n= 1 переходит в (89, стр. 88): 

( 

-./ 1_ь1 
е= r Т; (!l ,U Ь- полуоси эллипсоида), 

1 • 

1-0,3z2+(0,017857 +о,ОО34285е2) z4 -{0,00059524+0,00031747e2-

-0,00003047e•) z6+(0,0QP 06764+0,000011 le1 -

_:.o,ooooo10s85e4) z8+··· =0. 

Наименьшими корнями являются: 

е О 0,1 0,2 0,3 0,4 

2,0815 2,0825. 2,0848 2,0865 2,0902 

0,7 0,8 0,9 
2,1124 2,1233 2,1364. 

0,5 

2,0961 

0,6 

2,1035 

Отсюда мы можем определить частоту основных колебаний 
воздуха в вытянутом эллипсоиде вращения; вместо. се0 мы дол
жны подставить соответствующее значение. Любопытно отме
тить факт, очевидный из прив~денной таблицы, .что низшая 
собственная частота эллипсоида с е=О,9 относится к частоте 
шара (е=О) с радиусом, равн1:~1м большой полуоси эллипса, как 
2,13 к 2,08, т. е. меняется всего на 30/о. Совершенно аналогично 
подсчитюваются частоты собственных колебаний воздуха, заклю
ченного между двумя конфокальными эллипсоидами (89, стр.91-96). 

Ь) С об ст венные по ст о я ни ы е времен и э л л ипс о и -
даJ,Iьного проводника (89, стр. 104-105; 129) 

Поместим проводящий эллипсоид вращения в однородное, 
внешнее магнитное поле, направленное вдоль большой оси 
эллипсоида. Внезапно это поле исчезает. В проводнике появ.ятся 
аихрев~е токи, при чем направление токов концентрично .кругам 
на поверхности эллипсоида (вокруг большой оси). Положим~ 
что ток, а также магнитное поле внутри проводника, зависят 

от времени по закону e-Pt, тогда сила поля Н удовлетворяет 
в проводнике дифференциальному уравнению: 

с 

где v.- проницаемость;· 

k2 411:v, 
=Р vip• 

(1) 

р-удельвое электрическое сопротивление (в единицах Га-· 
усе а); 

V - скорость света. 
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·мы считаем 11. очень большим. На поверхности про:вода Н 
направлено параллельно поверхности проводника. Вне -Н исче
зает. Следовательно, на поверхности проводника Н обращается 
в нуль. Эта однородная граничная задача может быть решена 
только при определенных значениях р, которые мы найдем 
ниже. Компоненты Н удовлетворяют уравнению (1) в координа
тах аытянутоrо эллипсоида вращения; решение положим в форме: 

R~>Щ • М» (fl'), 

И~ симметрии задачи следует, что сила магнитного поля 
не зависит от азимута ~· Поверхно.стные условия удовлетворя
ются, если положим: 

R~1J(~)=0, (2) 

что является определяющим ~аввением для р. Наименьшими 
постоянными времени являются наименьшие корни (2) при n=O. 
Мы находим следующие значения: 

е О 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

Ро 
1 0,9877 0,9701 0,9328 0,8810 0,8166 

р0- это значение р при е=·о, т. е. в случае шара. В этом 
случае уклонения собственных частот вытянутого э,11липсоида 
вращения от частрт шара большие, нежели в случае колебаний 
воздуха. • , 

Аналогичным путем решается задача в случае трехосного 
эллипсоида (139)Jи эллиптического цилиндра (129). То же относится 
к задачам движения теплоты для тел эллипсоидальной формы 
(89,. стр. 105-108) и к определенным проблемам диффузии(Тlб, II). 

2 .. Внешняя пространственная задача 

Мы займемся здесь электромагнитными собственными коле
баниями, имеющими место в эллипсоидальном проводнике, окру
женном однородным бесконечно протяженным диэлектриком. 
Непосредственно мы рассмотрим вытянутый эллипсоид вращения 
и эллиптический цилиндр. 

а) С об с тв е н н ы е эле кт ром а r и и т н ы е к о л е бани я пр о
в о дя щ его вытянутого эллипсоида вращения 

Ось эллипсоида совпадает с осью х, как в разделе I, ld, Мы 
рассмотрим симметричное · относительно оси . распределение 
зарядов на поверхности эллипсоида, удерживаемое в равновесии 

некоторой силой. При внезапном исчезновении указанной силы 
распределение зарядов, которое первоначально не совпадало 

с распределением зарядов в состоянии равновесия, начинает 

осциллировать около равновесного состояния. Эти колебания 
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постепенно затухают и приближаются к рав!:овесному положе· 
нию. Мы ищем наименьшую собственную частоту возникающего 
колебательного процесса. Вследствие симметричного, относи
тельно оси характера первоначального распределения зарядов, 
уравнительные токи протекают только в меридиональных пло
скостях. Линии магнитного поля имеют вид замкнутых парал
.1Iельных кругов-. 

Назовем через Н.,, Н11 и Н. компоненты напряженности поля 
(зависимость от времени, определяемую множителем e•wt не 
пишем) и представим их выражени:ями: 

Н11=у1(~, 11); 

Н~=-хх (~, 11); 

H(J',=0. 

1.(~~,~,)-функция от е и !-', определяемая так, что компоненты силы 
поля удовлетворяют волновому уравнению. ·Эти условия легче 
всего выполнить соответствующим выбором: 

H 11 =sin r.p • R1 (е) • М1 (11-); 1 
Hz=-cos '{J • R1 (е), М 1 (р.); J 
Нж-0. 

(1) 

Обе функции Rt и М1 удовлетворяют дифференциальному урав-
нению: · 

(2) 

r де Л0 означает наименьшее собственное число. Мы должны 
выбрать также класс функции R1 (е). Этот выбор различен для 
внутренней части проводящего эллипсоида и для диэлектрика 
(внешнее пространство). Внутри мы применяем функции, кото-
рые для всех е с ' 

1 ~е~ео, 

r де е0 отвечает поверхности эллипсоида, остаются конечными, 
т. е. функции первого класса; во внешнем пространстве, наобо
рот, при ~ ~ (Х) решение дол~но исчезать, как 

e-ikr 
-r-, 

и мы применяем функции третьего класса. Так как мы займемся 
далее случаем бесконечно большой проводимости эллипсоида, 
то применим решение (1) только к внешнему пространству; 
внутри эллипсоида магнитная сила в этом случае исчезает. Отно
сительно функций R(fJ смотрите раздел IV, 5f. 
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Ь) Уравнение для собственных частот в с'лучае 
бесконечно хорошей проводимости 

При бесконечно большой проводимости проводника исчезает 
тангенциальная составляющая напряженности электрического 
по.ля Е на его поверхности. В силу симметрии тангенциа.льно 
направленное электрическое поле обладает компонентой только 
в направлении координаты µ. Мы рассчитаем: ее из напряжен
ности магнитного поля при помощи первого уравнения Макс-
велла: 

4tt ( t(l)E ) rotll=- аЕ+ - Е 
Со 4it • 

r де с0- скорость света; 

а-проводимость; 

ш - круговая частота; 

е-диэ.лектрическая постоянная (Гауссовьr единиl(ы). 

Во внешнем пространстве а=О и 

rotH=iюeE,,,. v-t ~(Vкзs·Н,.), 
,,,. Са g11 Каэ а; 

с 

и 

Н;=Н;+н;. · 
Исчезание Е.,. на поверхности проводника приводит к урав

нению: 

(1) 

т. е. трансцендентному уравнению д.ля k" из уравнения (2) раз· 
дела VI, 2а. Получаем, что 

(2) 

дает изуравнения(l) эиач&ния собственных час.тот для рассматри· 
ваемых собственных колебаний. Первый корень (1) дает значение 
первой собственной частоты. Покажем, что в случае шара уравне
ние (1) совпадает с известным в .литературе (31, стр. 497) 
уравнением. Для шара (1, la) ~- со и 

н(I) 1 (kr) 
11+2 

Ri'>=---
Vkr 
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где Н(,.,_ функция Ганкеля второго рода. Далее фокальное рас
стояние (с) стремится к нулю таким образом, что lim Ее-') r 
{конечно). Следовательно из (1): 

[ ( 
н 12> 1 _(kr)).] d ... , n+ 2 

dr r у =0, 
kr 

(3) 

что ямяется известным уравнением Дж. Томсона [(142, стр. 368 
(108)). 

с) Частный случай шара и стержне образного 
проводника 

Двумя рассмотренными в литературе предельными случаями 
вытянутого эллипсоида вращения являются шар и стержень. 

· Последний получается из наших формул при Е0= 1, при чем эл· 
липсоид вращения совпадает с линией, соединяющей фокусы .. 
Томсон нашел для первой собственной частоты шара (142, стр. 369) 
из (3) VI, 2Ь с n=O. 

• i уз 
kоГо= "2-±-2-· 

С другой стороны, для стержнеобразноrо проводника [31, 
стр. 329 (50 d)] в первом приближ'ении: 

koC 

(kc) реально. Стержень, ,равный по длине диаметру шара, обла
дает вдвое большей частотой, нежели шар. 

Несколько отличный от приведенного расчет собственных 
частот вытянутого, проводящего эллипсоида вращения был про
веден М. Абрагамом (1) и Е. Галленом (38). Оба автора рассма
тривали предельный случай очень вытянутого эллипсоида (провод) •. 

d) С о б с т в е н н ы е э л е кт р о м а r н и т н ы е к о л е ба н и я 
эллиптическоr.о цилиндра 

Так же, как и выше, мы предположим некоторое распреде· 
ление зарядов на элл~птическом цилиндре, не совпадающее 

с равновесным состоянием и постоянным вдоль образующей. 
Нас интересует собственная частота колебаний, возникающих 
при внезапном исчезновении внешней силы. В силу симметрии 
напряженность электрического поля обладает только одной ком
понентой, направленной нормально к поверхности цилJЧlдра; 
магнитное поле обладает компонентой Н, параллельной оси ци
линдра. Компонента Н удовлетворяет во внешнем пространстве 
волновому уравнению 
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и решениями для внешнего пространства являются: 

Н ==Се~>(Е)·се,. ('11) 
или 

H=Se1п8>(S) se,.('11), 

Относительно функции Se8 и Се3 смотрите разделы Ш, 5а и Ш, 5с. 
Танrенциально направленная электрическая сила Е на поверх
ности проводника опр~деляется из первого уравнения Макс
велла. Примем опять проводимость материала цилиндра беско
нечно большой, тогда на поверхности проводника тангенциальная 
компонента электрического поля исчезает. Мы получаем отсюда 
два уравнения: 

~о [ се1пs> (i:o)] = О; (1) 

d~ [Se:> (e0)J=O. 
;о 

(2) 

При этом первая собственная частота определяется из (1) при 
n=O. Легко показать, что (1) и (2) переходят в случае круго
вого цилиндра в известные в литературе уравнения. Заметим, 
'что в предельном случае кругового цилиндра: е- со и с - О 

(см. 1, 1d) и Т сее---') r. При этом соединенные. функции Матье 
' третьего рода переходят из (1) и (2), как показано в разделе III, 
5а, в функции Ганкеля второго рода порядка п, так что имеем: 

!!__ [Н<2> (kr0)J =0. 
dro п 

Заметим, что Д. Д. Томсон в цитируемой работе [142, стр. 
.348 (88)] пишет К вместо н<2>. Мы пишем, что 

H~J=f,~-iN11 , 

где J" и N 11 функции Бесселя и Нейма~а. н<
2) отличается мно· 

жителем ~т Q-функций Иrнатовского (64, стр. 173; 95; 20 стр. 410). 

VII. Проблемы волновой механики 
Мы займемся здесь упомянутыми в разделе 1, 2 проблемами 

волновой механики, которые приводят к дифференциальным 
уравнениям Хилла и Ляме. Сначала рассмотрим движение элек· 
тронов в одномерной кристаллической решетке. 

1. Движение зпектронов в неподвижной кристапянческоА 
решетке 

Мы исходим из уравнения (1) раздела 1, 2а: 

а'ф + Sт.•т (Е-V (.х)] w=O, . (1) 
dX1 h8 • 



..... 
описывающее движение электронов в одномt,рном потенциальном 

поле V(x). Мы идеализируем задачу, полагая, что атомы рас· 
сматриваемой кристаллической решетки неподвижны; в действи
тельности это может быть только при температуре абсолютного 
нуля. Далее мы полагаем, что кристалл бесконечно протяженный 
в одном измерении, и V(x) является периодической функцией а, 
rде а есть расстояние между двумя сос~дними атомами. Дей
ствительный расчет функции V(x) чрезвычайно сложен, мы огра· 
ничимся простейшими предположениями относительно этой 
функции. 

а) М о де л ь д л я о д .н о м е р н о й к р и с т а л л и ч е с к о й р е
ше тки 

М:ы примем, следуя R de L Krontg'y и W. G. Penney (77), чтр 
функция V равна нулю в интервале от х= О до Х=а, далее 
равна V 0 в интервале от х=а до х=а+Ь; далее опять от 
х=а+Ь до х==2а+Ь и т. д. Решение уравнения (1) VII, 1, в со
ответствии с теоре,:мой Флоке 11, 2, напишется в виде 

\\) =и (х),е1«.х, 

при чем для о. из (2), Il1 3d имеем формулу: 

cos а (а+ Ь) = cos ~a.ch 1ь+{ (; - ; ) sin ~a·sh ib, (1) 

где 

Rt = 8n:'т Е И .,,2 = ~r~ (Vo - Е). 
t' h' 1 h2 

Физически 111 должно быть положительно. · Условиями перехода 

при скачке потенциала будет непрерывность ф и ~' аналогично 
сказанному в разделе III, Зd при получении формулы (2). Для 
каждого значения энергии Е, которое- физически можно допу
стить для движущейся вперед без затухания электронной волны, 
I cos а (а+Ь) 1 ~ 1 и, следовательно, а реально. Дпя :цальнейшего 
упрощения (1) положим, что: 

и 

v0 ~ оо; ь~о 

\ s ь 
Jim 1!!._=р (конечно). 
ь....,.о 2 

v, ...... oo 

Мы нолучаем тог да вместо ( 1) 

Р · sl;!a + cos ~а= cos а;а, (la) 

На фиг. 5а изображена левая часть уравнения (la) в функции 
от ~а. На оси /Эа допустимые значения подчеркнуты жирно. Из 
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рисунка следует, что эти допустимые значения ~а и Е образуют 
кусочно непрерывный спектр. Интересно рассмотреть nреде.ль-

' н:ый случай (la). Когда Р=О, кристаллическая решетка пере
стает существовать. Уравнение (1) VIJ, 1 описывает тогда JJ.BИ· 
жение полностью свободных электронов. Спектр Е становится 
непрерывным; это следует из ( la) и фигуры 5а. Положим теперь. 
что Р неограниченно · 
возрастает (Р- со), тог-
да электроны в ИJiтер

вале шириною а пhлно
стью замкнуты между 

твердыми, непрони

цаемыми стенками. Ре· 

С; 

шение проблемы о соб- ·4ff-'-''-.::l'--~~~-h--.li-+-"'.:..:.,,,,....,..y,:__ 
ственных значениях в 

этом случае эквивален

тно задаче об.однород
ной натянутой струне 

Фиг. 5а 

и гласит: ~a=tt'lt; n== 1, 2, З... (2) 
Это следует также из (la) и:фиг. ба, на которой жирно щ1чер
ченные интервалы стянутся в точки (~ 

'iit,,. 
Ь) Расчет отражения электронной в'олны на гра

нице решетки 

В виде примен.ения введенной выше модели рассчитаем отра
жение электронной волны на границе одномерной решетки 
(77). Движение электронов опять определяется уравнением 
(1) раздела VII,1. 

R 

l 
V=Vt для -оо <Х<О; 
V=O для О<х<а; 

Мы имеем для х < О ре
шение: 

,,, - е1«,х+Ае · 
т- -«i,x U

nl V==V0 для Х=а и т. д. 

и для х > О решение VII, la. 
0'--------------do При этом: 

2 8n:эт V _,а Фиr. 5в. ii:0+,i2· 1-r • 

У с.ловиями перехода в точках прер.ывности, потенциала являются 
d•!, 

непрерывность ф и d'.x • 

Обозначим через А*, комплексно сопряженное А значение, 
тогда согласно правилам волновой механики 

( cos а.а - cos ~a)1+(sin а;а - sГn ~а)' 
R=AA*=-------------'-----

(cos аа- cos ~a)•+(sin аа +., sin ~а)2 
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есть коэффициент отражения электронной волны на границе 
решетки х = О, при чем ~а лежит в "допустимом" интервале оси 
~а, (la) раздела VП, la и фиг. 5а. Для недопустимых значений ~а 
R= 1. На фиг. '5Ь R дано в функции от а0; а0 пропорционально 
корню из кинетической энергии падающих на границу решетки 

электронов. 

2. Квантование асимметричного волчка 

Квантование асимметричного волчка является проблемой, ко
торая в волновой механике может быть решена для некоторых 
простых случаев с помощью потенциальных функций Ля!Оiе; это 
,бьию показано Н. А. Kramers'oм и lttmann'oм: (60; 61; 78; 74; 75). 
Асимметричный волчок служит в волновой механике моделью 
многоатомной молекулы. 

,а) :J3 ведение э л лип т и чес к их к о орд ин а Ti фу и к ц и и 
Лям:е 

Оси волчка совпадают с направлениями осей х, у, z связан
ной с телом координатной системы. 

Положение этих осей в пространстве Х, У, Z (неподвижная 
в пространстве система) определяется углами 3, фи !f. При этом 
({' и 3 являются полярными координатами оси Z в системе х, у, z. 
Моменты инерции волчка относительно трех главных осей инер-

1 1 1 
ции, совпадающих с осями х, у, z, равны , ь2 и 

Введем новые "эллиптические координаты на шаровой по
верхности", посредством: 

•3- (1-"-2-с2) (-.1-с2). 113 i - (a2-!-'-i) (а• -.•). 
cos - (а•_ с•) (Ь•.....;. св) , sin • sln Ч,- (ав-с•) (а2 _ ьв) , 

• (Ь2 - р.2) (vB Ь') 
sш2 

D·COS
2 

!f== (а' ЬВ) (Ьв-св) ; 

а2 :;;... 112 :;;... Ь2 > v' > с2. 
Если мы ищем решение С/ волнового уравнения Шредингера, 

не содержащее угловой координаты ф (волчок, который обла
дает относительно полярной оси импульсным моментом, равным 
нулю), то получаем для U уравнение: 

"

1 [v 4 f(!"1 )/~J'u+ va~

2

11
s [v 4/(v') ;J11u+~2t;/ V=O. (1) 

После расщепления этого дифференциального уравнения по,. 
лучаем: 

V=M(JL), N(v); 

_г-- d [_;-. dМ] [81t2E ] v -/(!"") ,1,~ r, -! (!"11) d"" +м _Jil-KI"' =0; (2) 

]12 

у /(vi) :VIvt (v1/%v] + N[-в::в+Кv']=О; 
с 

(3) 

!"' /(!"2)=(а'-!"1) (Ь'-~2) (с•-~2) 

и соответственно для v. Сравнивая полученные формулы с дан· 
ными цитированной литературы, следует иметь в виду прове

денное нами в соответствии с разделом IV изменение обозна
чений: 

Kramers Ittman Здеёь 
1 1 1 1 1 

' а ь с а• ь• с1 
l ~ 
!" ~ 

Легко заметить, что )'равнения (2) и {3) идентичны с урав· 
нениями (3Ь) и (Зс) раздела 1, lc, как топько положить в по
спедних уравнениях Н=О. 

Ь) Значения энергии как собственные значения 
уравнения Ля~е 

Условия, при которых находится решение U раздела VII, 2а, 
гласят: единственность, конечность 

и непрерывность на всей поверх
ности эллипсоида, т. е. для всех 

значений !" и v: 

а2 > 11• > ь11 > уа> с2. 
Из раздела IV известно, что по

тенциальные функции Ляме удо
влетворяют этим условиям. Они 
образуют, следовательно, примени· 
мое решение настоящей проблемы 
волновой механики. Значения по
стоянной К р.авны 

K=n{n+l); п-целое число. 

Значения 

l=8112 E 
h' . 

Ь=Зс 
_.Р--_ -r,/ b=fScb=Zc 

ь"uс ' 

Фиг. 5с. 

опредепяются алгебраическим уравнением:. Этим самым опреде· 
ляются уровни энергии Е ас11мметричного волчка. Можно по
казать, что п явпяется квантовым числом полного импульсного 

момента волчка. Каждому значению п соответствует 211+1 раз
личных, решений м. или N. и следовательно и. =M.·N. Ка· 
ждому такому решени'ю соответствует значение енергии Е, так 
что в общем случае имеем ма ,симум 2n+l различных Е • зна
чений, соответствующ11х заданному п. В некоторых случаях 
отдельные значения энергии совпадают. 
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Это иллюстрируется фиг. 5с (78, стр. 562), где с точностью 
до произвольного слагаемого и в некотором 111.асштабе давы 
Е • зна чеиия для п = 4 и аа = 3с2• 

Можно видеть, что для Ь=2с (обозначения Kramers-Ittmann'a) 
полное число уровнеЯ энергии равно: 

2 • 4+ 1=9. 

На фиг. бс применены обозначения K;amers-Ittmann'a. 

VIII. Некоторые технические приложения 1 

1. Общие соображения 

В настоящем разделе указаны задачи, приводящие к уравне
ниям: типа Хилла и Матье. Решение их проведено более под
робно, нежели в предыдущих разделах. 

Прежде всего мы несколько дополним разделы (11, 3), (II, 4), 
напомнив основные соотношения в уравнениях с периодическими 

коэффициентами и указав прием нахождения асимптотических 
. решений уравнения Матье (168). · . 

а) Общ и е с о об р а жен и я об интеграл ах у р а в вен и й 
с периодическими коэ<!\фициентами 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

tPx 
iiti+в(t),x=O, (1) 

где в (t)- заданная периодическая функция времени. Не нарушая 
общности, полагаем период функции в равным 21t. Предположим, 
что нами определены два JIJtнeйнo независимых частных реше
ния (1) х1 (t) и Ха (t), удовлетворяющих условиям 

Xt (0)= 1; Х~ (0) = 0, } (2) 
Х2 (0)= О; Х2 (0)=1. 

Общее решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным 
. услови.ям более общего вида · 

x(n)=x0 и х'(О)=х;, (3} 

может быть, очевидно, Еыражено через х1 и .-<, при помощи 
соотношения: 

(4) 

. · В разделе 11, 2а указавы те условия, при соблюдении ко
торых можно утверждать, что x(t) останется при любом t огра
ниченным, каковы бы ни были Хо и х~. Движение системы будет 

1 Раэден VШ этой кt,иrи составлен редактором, эа ис11.11ючением 7-.,Теория 
млновых фильтров~. 
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в этом случае устойчивым, каковы бы ни были начальные усло
вия. То же относительно случая неустойчивости. Решение этой 
задачи (определение условий устойчивости и неустойчивости) 
зависит от построения решений дифференциального уравнения 
(1), х (t), которые при изменении аргумента на 2'1t приобретали 
бы множитель а: 

X(t+2'1t)=aX(t). (5) 
Такие решения могут быть построены. Прежде всего, по

скольку Х (t) является решением (1), оно может быть лииейно 
выражено через х1 (t) и х2 (t): 

Х (t)=C1X1 (t)+c2 Х2 (t) (6) 
и следовательно: 

X(t+21t)=c1 х1 (t+21t)+c1 х2 (t+21t). (7) 
. Выразим теперь xk (t+21t) через Xt и х2• Для этого отметим, 
что уравнение (1) не меняет своего вида при замене t на t+21t. 
Поэтому x,(t+21t) также является его решением и линейно 
выражается через Xt (t) и х2 (t): 

Х1 (t+21t)=ax1 (t) +-bx2 (t) } 
Ха (t+2'1't)==CX1 (t)+dx2 (t). . (В) 

Не трудно убедиться, полагая t=O и пользуяс~ (2), что а=х1 (2п), 
с=х~(2т.), точно так же найдем, дифференцируя (8J, Ь=х; (2т.), 
d =Х2 (2т.),;, Итак: 

X:i (t+21t)=X1 (21t) • Х1 (t)":t-X~ (2r.:) • Х2 (t) } 
Ха (t+21t)-x1 (2'1t) · Х1 (t)+x; (:lr.:) • х2 (t) f • 

Теперь получаем: 

X(t+2'1't)=c1 [х1 (21t) · х1 (t)+x~ (21t). x2 (t)J+ 

+с2 [х. (2~) • Х1 (t)+x~ (2'1t) • х2 (t)], 
и в силу (5) и (7) 

(9) 

Ci [Х1 (21t). Х1 {t) t-x; (2'1t). Х2 (t)]+c, [Х2 (2i.). Х1 (t)+x; (21t). Ха (t)J= 

или 
=а [с1 х 1 (t)+c2 х1 (t)], 

{с1 [Х1 (21t)- c:iJ + С2Ха (21t)} Х1 (t) +{с1 х; (2r.:) +с2 [х; (21t)- а]} x8[t) =О • 

Но решения Xt (t) и х8 (t) линейно независимы; поэтому коэф
фициенты при них в этом отношении должны порознь обра
щаться в нуль. Мы переходим к двум уравнениям 

с1 [х1 (21t) -а] +са Х2 (i'ltJ=O 

Ct х~ (2т.) + с2 [х~ (2it) - а] =О } . (10) 
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Условием существования отличных от нуля решений с1 и с1 
этой системы явпяется равенство нулю ее определителя: 

lx,(~n)-~, x,(2n1j a'-[x1 {2n)+x;(2n)]a+ (11) 
, Х1 (:t'ltJ, Х3 (2'lt)- а 

+х1 (2,;) · х~ (2n)- х; (2'1t) • Х11 (2'1t) =0. 

Уравнение (11) можно упростить. 
Определителt1 Вронского уравнения (1} 

IXi(t), Xa(t)\=x (t)·.x'(t)-x (t).x:(t) . х; (t), х; (t) t 2 а • 

сохраняет при любом t постоянное значение, равное в данном 
случае единице. Поэтому разрешающее уравнение обращается в 

/ 

а'- [х1 (2,;)+х; (2'1t)] а+ 1 =0. (12) 

Значение корней этого 
жения. Следует различать 

уравнения определяет характер дви

три случая: 

I А 1 > 2, (13) 

\AI < 2. (14) 

где 
I А 1 = 2, (15) 

А =Х1 (2n)+x~ (2'1t). 

В (13) движение неустойчиво. В (14)-устойчиво, в (15), во
обще говоря,-неустойчиво. 

Ь) Изменения тока в цепи L и С с периодиче.ски 
изменяющейся емкостью 

Пусть L будет самоиндукция контура, 2-ж;- период изменения 
емкости; в течение полупериода n емкость постоянна и равна с, 
в течение второй половины периода емкость равна нулю. Из
менения емкости могут быть достигнуты периодическим корот· 
ким замыканием ее. Уравнен1:1е изменения заряда Q будет: 

("+L~Q==O при 2n,;<t<(2n+l)'lt, n=O, 1, 2 ... Jf {l) 

Q"=O при (2n+l)n < t< (2п+2)п, n=O, 1, 2 .. . 
Это уравнение можно представить в виде 

х" +о (t). х==О, 
где периодическая функция времени &(t) определяется уравне-

ниями (L~==k2
): 
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6 (t) ==k2 при 2mt < t < (2n+ l)n, n=O, 1, 2 ... 
O(t)=O при (2n+1)'1't<t<(.ln+2),r:, n=O, 1, 2 ... 

1, 

Начнем с построения решений этого уравнения х1 , х, при на
чальных условиях: 

Х1 (О)== 1 

х,(0)= 1 

При О < t < i. имеем: 
х1 =coskt. 

х; (0)==0 

х~ (0)=1. 

Решения при ,r: < t < 2,r: определяются вторым уравнением (1) 
и требованием непрерывности ф1нкции х1 tt) и ее nроизводной 
во всем промежутке (О, 21t). Имеем: 

х1 (t)=at+b, х1 (=)=cos kтr., х~ ('lt')=-k sin k-ж;, 

откуда находим (а) и (Ь). Получаем: 

х1 (t)= cos kt при О < t < 1t 

=cos kn+('lt-t)ksin k1t при n < t < 2n. 
Аналогично найдем: 

X 
___ s1nkkt 
• при О <t< тr 

slnk'lt 
=-k-+{t-1t)cosk-r;, при ~<t< 2ir. 

Теперь составляем выражение: 

А (k~)-x1 (2'1t)+x; (2тr)=2 cos k-rr.-k1r sin kтr., 

Значения параметра k-rr.==J., определяюшие границы устойчивости 
и неустойчивости, находятся из уравнений: 

А1 (l)=2cosл-).sfnl=-+2 \. (
2
) 

A1 (l)=2 cos l-l sin l= -2 { 

Первое уравнение преобразуется к виду: 

). ). ). ). 
-2 sin2. COS2=Sin2 2. 

Корнями зтого уравнения служат, во-первых, корни уравнения: 

). 
sin 2 =0, т. е. l==2n= (п-о, 1, 2 ... ), 

во-вторых корни уравнения: 

(3) 
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Решение уравнений (2) можно провести хотя бы графически. 
Нумеруя корн.и их в порядке возрастания, имеем: 

). 1-О; А1= 1,72; ),.=1t; l,=4,06; lь=2'1t; l 6=6,90; A7 ===3'1t'; l8=9,82; 

l9= 41t и т. д. 

Можно проверить, что в промежутках 

().1, l 2), (l 2, l,), (lы ).6), (l7, л8) ••• 

имеем: 

\ А (l) \ ~2. 

тогда как для значений l в промежутках-

(l2, л8), (). 0 l 5), (л8, 17), (л8, l 9} и т. д. 

I А().) 1 > 2. 

В первом случае движение системы устойчиво, во втором-не· 
устойчиво. При достаточно большом п, l211 весьма мало отли
чается от (n-1) 'lt'==A2n -1, т. е. размеры устойчивых областей 
уменьшаются по мере увеличения параметра. Можно построе· 
нием проверить, что: 

А (l)=2 при l=li, l 4, л5, l 8, l 9 и т. д. 

А ().) = - 2 при l = l 2, l 8, l 8, l 7, l 10 и т. д. 

В первом случае корни разрешающего уравнения о1 =а2 и наше 
дифференциальное уравнение имеет периодическое решение вида: 

х (t+2ic)=x(t). 

Во втором случае а1 =а2--1 и уравнение (1) имеет решение 
типа 

х (t+2т.)= -x(t). 

с) Асимптотические выражения для решений 
уравнений Матье 

Укажем прием, аналогич:ный примененному Стреттом для 
определения асимптотических решений уравнений с периоди· 
ческими коэффициентами (/58). Общая теория этого вопроса 
указана в (20). Рассмотрим маятник, колеблющийся в поле тя- .. ,; 
жести, меняющемся в зависимости от времени по закону: 

g=g0 • (1 +q COS wt). 

Ограничиваясь случаем малых колебаний, будем иметь при 
подходящем выборе единиц времени для угла отклонения у 
уравнение движения вида: 

у;'+ (1 +q cos wt)Jl=O. (1) 
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Для исследования уравнения (1) вводим новое переменное: 
Фt t 

х==-=- (la) 
2 .... ' 

где 

2 
р.=-. 

С11 

Уравнение движения (1) преобразуется в такое: 

:;:+11-2 ( 1+q cos 2х) у= о. (2) 

Более общее, нежели (1) уравнение: 

:;+g(t)y==O, (1
1
), 

подстановкой (la) преобразуется к виду: 
.. :fa+µ.2 g(x)y=O. (2') 

[w-частота колебаний g(t), g(х)-непрерывная периодическая 
функция (с периодом 2т.)]. · 

Найдем асимптотические выражения для решений уравнения 
(2) при 11- - со. Воспользуемся методом Лиувилля (20). . 

Вводим новые переменные: 

z=yg 
1

, s= J g~ dx 
о 

(для частного случая уравнения (2) g-1 +q cos 2.х]. 
Новое независимое переменное s монотонно растет вместе с х. · 

В этих переменных уравнение (2) примет вид: 
d'z , 
ass-rz+11-•z=O, 

где r-непрерыввая функция s. 
Рассматривая в этом уравнении rz как правую часть и на· 

писав по известной формуле решение, имеем: 

$ 

z(s)=C·~os (v.s+Ь)+: J r(a)z( o)Sln 11- (s - а) di,. (А) 
о 

Здесь с и Ь - произвольные постоянные. Это соотношение пред
ставляет собой интегральное уравнение типа Вольтерра с ядром: 

к( ) r((l)sin1.1o(s-(I) 
~ а = • .... 
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. Составляя для него ряд Неймана, нмее,~ [обозначаr.: ;:. 'IЯ со- . 
кращения C•cos ( .... s+Ь) через v'.s)]: 

8 ~ 

z (s) ='V(s)+ f v(o1) K(s,a1) da1+ J v(a1)·K(s,a1)·K(a2, ag) da1 da2+ 
о о 

+ ... +j J 
о о 

а11-1 .I 'V ( 01) К (s,ai), .. К ( "11-t, а,.) da1 • •• da .. + ... 
о 

мы имеем: 

1/f(s, a)/=Jrsln~~s-a)I< :, 

где R=maximum lr!, Принимая это во внимание, мы найдем, 
что п-ый член ряда Неймана по абсолютной величине меньше, 

чем с(~)":~. Отсюда, суммируя, легко найти: · . 
RS 

· 12 (s)-c,cos (11-s+ Ь)I < с [е Р:--1]. 

Мы видим, что для s, в~ятоrо в любом заданном интервале 
(О, S), всеr да можно на~ти столь большое µ.,' чтобы z (s) как 
угодно мало отличалось от c.cos (...- s+Ь). Функция c,cos (p.s+b) 
представляет собой асимптотич1:ское (при ._., ~ cxi) в1->'ражение 
для решения z (s) нашего дифференциального уравнения. Пере
ходя к прежним переменным, имеем асимптотичес~и: 

х 

у (x)=cg-1. cos [µ. f g +dх+Ь] +о(-,~). 
о 

(3) 

Дифференцируя интегральное ур~внение (А), легко найти, что 
асимптотическим выражением производной по времени f 

( 

~ = J_ у' (х) 
dt fJ. 

явлs::ется следующее выражение: · 
х 

у' ix) = -cg .~ sin [J1. 1·g ,~ dх+Ь] + О ( ~). (3') 
о . 

Для любого интервала (О, х) значений х, т. е. для любого 
числа периодов функции g (х), мы всеr да можем найти столь 
большое !-" (такую малую частоту колебаний поля), что в этом 
интервале эти асимптотические выражения как угодно точно 

аппроксимируют решение. Нелtзя, однако, утверждать, что они 
аппроксимируют решение равномерно для всех х от О до оо, 
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Ь1спо.~r ,зуемся полученным ась.dПТ(\тическим выражением (3) 
для -выяснЕ:':lи· асимптотического поведеиия ха рактеристиче::: коrо 
показателя ,L в с.1учае дифференциального уравнения (2). 

I,:ы имеем на основании (3): · 
х 

у1 (х, µ.)=у~(х, tJ-)=[ i+~~:S 2~] ~ cos [!!- J<H-cos~~)~dx ]+о(~)· 
о 

и в частности для х= те 

Yt (1t, ...-)=.У~(тс, !!-) =COS 11l+O ( ~), 

где 

" 
L= .J (1+ q cos2x)} dx. 

о 

Вставляем эти выражения в фо~мулу (11, 2): 

COS'l'Ch= ~ [У1 ('l'C, P.)+y;('l'C, р)]. 

Тогда это уравнение, определяющее h,._ принимает ви1t: 

cos 'lth = cos µ.l + о ( ~) . 

(4), 

Отсюда получаем такое асимптотическое выражение для 
характеристического показателя: 

h=~-п+о( ~). 
Здесь п - целая часть "";. Величина О (--h) .может имс!!Ть в. этом 
равенстве и ком;плексные значения (для нестабильных р.). Из 
соотношений (4), (5) леrко выьести, что при безгранично уве
личивающемся ._., интервалы нестабильных значений µ. безгра
нично сужаются, и оба ограничивающих их значения р. (которым 
"соответствует решение с периодом те или 21t} имеют асимпто
тически значения: 

где п- целое число. 

Д.пя нестабильных решений имеем h=ik или h==l+ik и 
j COS 1th 1 ==Ch 'l'Ck, , 

ch 1tk==J cosl-"L+O ( ~) j <Z 1+\ О ( ~) \. 
т. е. 

. cb1tft-l<IO(~)\· 
Отсюда заключаем, что llm k =0. 

"' .... оо 
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d) Кол"ебавия маятника перемен·ноR .п;лины 

Обозначим через g-ускорение силы тяжести; l-j(t)-зaкor1 
изменения дЛliНЫ нити, tp - угол отклонениSJ от вертикали. 

Рассматривая маJ1ые. колебания маятника, получим уравнение: 

t' ·f (t) +2/' (t)·t' +gч,=0. 
Положим, что длина нити изменяется по закону: 

l=l0+дl cos шt; 
подставив в (1 ), мы получим уравнение движения вида: 

, , -2w·д/ sln 1»t g .. О 
'9 +t l0 +дlcosll)t + lo+дlcoswt 'f= ' 

Приняв, что 

(1) 

(3) 

мы сможем, избавившись от '9', привести (3) к виду уравнения 
Матье. 

2. Устойчивость призматических стержней под действием 
переменных nродопьных сил 

1) Устойчивость призматических стержней, сжимаемых про
.дольнв~ми силами, изучена весьма обстоятельно. Подробно изу
чена ,задача о поперечных колебаниях стержней под действяем 
пери6дических сил, перпендикулярных к оси стержня и об 
условиях появления резонанса. Значительно менее подробно 
изучена: задача о поперечных колебаняях стержня при действии 
продольных периодических сил и о неустойчивости движения 
в ~том слу.чае. Однако эtот вопрос имеет большое практиче
ское· значение при расчете шатунов быстроходных поршневых 
машин, при проектировании сжатых стержцеR в сооружениях, 
подвергающихся динамической переменной нагрузке, и т. п. 
Рассмотрим простейший случай действия переменных продоль· 
ных сил (160)~ Возьмем (фиг. 6) стержень. закрепленный шарнирно 
по концам длиной L...,площадью сечения F, жесткостью Ef и плот
ностью у. По оси стержня действует продольная сила: 

(1) 

rде Р0 - наибольшее значение продольной силы, w - круговая 
частота изменения продольных сил. 

Рассмотрим поперечные колебания стержня при деR~твии 
_указанны·х сил и выясним вопрос, коrда это движение делается 

неустойчивым. Если стержень был идеально прямым и находился 
в покое, то под действием сил Р=Р0 cos O)t в нем будут возни· 
нать переменные напряжения сж11тия и растяжения;· если же 

какой-либо импульс искривит ось стержня, то начнутся попе
речные колебания. Составим дифференциальное уравнение дви
жения стержня. Выделим сечениями 1 и 2, нормальными к оси 
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стер·жня, эJ1емент длины ds; в виду малостя деформаций ds-dx. 
Дифференциальное уравнение изогнутой оси напишется так: 

El~~- -М, dx 

откуда: 

d' ' 
El ~-q, 

где q-- сплошная нагрузка на единицу длины. 
силы инерции, равной 

Fd1y 
- ~ dtэ (g-ускорение силы тяжести),. 

и из разницы перерезывающих сuл по ':f 
концам элемента, отнесенной к единице 

· длив:ы стержня. , 
Перерезывающая си.па в сечении 

1, ,..:_Q, равна: 

а в сечении (2) 

Qэ=Р(:~ -:;dx). 

Разность перерезвzвающих сил на 
элемент 

d'y -P"iix1 dx 

и на единицу дJ~ины 

d'y 
-Р d.xi· 

(3) 

Она состоит нз 

р 

р 

:с 

Фиг. 6. 

Теперь дифференциальное уравнение движения напишется так: 

Е[ d'y 7F d'y dly 
4х4=-, dt•-P ах•· (4) 

Деля об~ части уравнения (4) на El и обозначая: 

1!..-а2 и Pi,_K1 
gEI- Е/- о, 

окончательно получаем: 

d'v+ "dly+к• .. t d•v о 
ах« а at• о sш w dx•== • (5) 
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2) Для интегрирования полученного уравнения полагаем: 
Y=X(x)·T(t). (6) 

flодставляя (6) в (5), получаем: 

т d'X 11 Х а•Т 2 а•х 
ах•+ а dt• +Ко cos wt. Т· ах• =О 

или 

" 1 [IJIX 2 d1X] 1 2 d1T х ax•+Kocoswtax• +та dt•=O. (7) 

Уравнение (7) распадается на два уравнения: 

{· [:;.+ю cos o,t~f.J=a+~ к~ cos wt (8) 
и 

а8 d8T 
7 ata = - а. - ~ Щ COS wt, (9) 

где а и ~ неизвестные пока постоянны.е расщеппения уравневи.я 
(7). Займемся уравнением (8). При его интегрировании придется t 
рассматривать как постоянное. Ищем его частное решение 
в форме: 

X=e<t"'; (10) 
подставляя (10) в (8), получаем: 

или 

Отсюда 

eqx q4+K~ cos wteqx. q2 =eqx [а.+~ к: cosrotJ, 

q'+кi cos rot q' =а+~ к: cos rot. 

I к: cos шt 1 / к• cos2 шt 
q =- 2 ± у O 

4 
+(a+~K~cosrot) ==-01 ± 01• 

Называя 

zr=-S1+011 

.Z:=-Q.-0" 
получаем интеграл уравнения (8) в виде: 

X==As et1"'+B1 e-t,,.. + С1 cos z2 x+D1 sin z11 .x. (11) 

Из устройства опорных закреплений имеем усповия на ·концах: 

должно быть 
.при х=О .. и x=l 

Эти четыре условия дают: 

А 1+в,+с1 

-о А1 е111+В1 е-•,1+С1 cos.z2 l+D1 sin z2 l 

zЦА 1 +B1)-z:c1 

=О I 
=0 

if (А t ez ·,+В 1 e-•·~-zi ( С1 cos z2 l + D1 sln z2l) = О. 
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(12) 

. Из зrих уравнений следует: 

А1=В1=С1 =0; D1 sinz1 l=O 
HJIH 

Отсюда 
z1 l=rm; (n==l, 2, 3 •.. ). 

к~ cos• (l)t [ Q к2 J ' [п• тr.11 к: cos шt ]11 
4 + a+I" 0 COSФt == 7- 2 . 

или 

.и 

, 2 п•1.• n'тr.2 2 a+~K0 cos rot=z--- 7 Kocosrot. 

(12а) 

(12Ь) 

(13) 

Чтобы это равенство было справедливо при всяком: t, необхо
димо соблюдение условий: 

(14) 

Эти значения величин а и~ спедует подставить в уравнение (9). 
Каждому решению уравнения (8f·· 

х D птr.х .,., = .,., sin -l - (15) 

будет соответствовать определенное решение 1.,., у равнения (9), 
и общий интеграл нашего уравнения (6J выразится суммой: 

У= ~х.,., т.,.,. (16) 
п 

Обратимся теперь к интегрированию уравнения (9). Оно при
нимает вид: 

(17) 

или 

d8.T п• n' [ l
1K~ . 1 at• + l' а• 1 - n' 11:2 cos шt 1 = О, 

и окончательно 

а•т 
dt• + Р;(1-ь:соsшt) Т=О, (18) 

где 

n:111:I 
р,.= lla - частота собственных колебаний порядка п стержня и 

Ь2== 11.кg - l•Po_ - ~ 
п п• 11:• - п•п•ЕI Р п ail.A 
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-отношение наибольшего значения продольной силы к Эйле
ровой нагрузке порядка п для изучаемого стержня. Полученное 
уравнение является изучаемым в настоящей книге уравнением 
Матье. · 

3) Прежде нежели переходить к исследованию и решению 
уравнения (18J. которое мы проведем методом Хилла, рассмот
рим вопрос об устойчивости движения, определяемого уР,авне· 
вием (18). Для этого приведем его к виду раздела 111, 1. · 
Иа (18) имеем: · 

d1r 
- = (р8 -р3 Ь 2 COS шt) Т-0 dti 11 пп -. 

Введем новую независимую переменную по формуле: 

'2.X=wt. 
Тогда 

и (181) перепишется в виде: 

d'T (4р: 4р: ) 
аха+ -;.--7 b;cos2x Т=О. 

Выражение· 

4р2 
и . ш2

11 
-=l, тогда (181) примет обычп:ый вид: 

а21' . 
dx•+ (l-2h' cos 2х) Т=О 

или в форме Айнса 

а•т 
axt ,+(а-2 в cos 2х) Т=О. 

(18J) 

(19) 

Пользуясь кривыми в плоскости (л, h2) или (а, 0), ограничиваю
щими области устойчивос1и [см. раздел Ш, VШ или таблицу 
Айнсв. I, значений (а)], легко ответить на интересующий нас 
вопрос. Для данного значения h2 \6), которое нетрудно рассчи
тать по выражению (19), движение будет устойчиво тогда, когда 
значение l (а) попадет в область устойчивых ( стабильных) ре
, .. ений уравнения Матье. В том случае, когда ). попадет на 
границу между областями устойчивых и н"устойчивых решений, 
мы имеем периодическое решение уравнения (J8.). Вообще же 
при данном h111 (0J мы имеем некоторую область устойчивости 
оrран:ченную двумя криьыми. 'Проведем через точку h3 (6) н~ 
оси k горизонтальную прямую; эта прямая пересечет граничные 
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кривые (l, k2) ·в точках ).1, >..,, ••• li, л1н, ... 0Уеви.цво, что все ).~ 
заключающиеся м:ежду t. 1 - >..1, л.8 - ).• и т. д., в области устой
чивости дадут· устойчивую область l, иначе говоря-область. 
частот. В самом деле: 

(!) 2 
р,. = "У).. , устойчивая часть будет: 

2[-1 __ 1 ] 
Ji л2 У 'fi . 

При наличии указанных выше кр1tвых, или таб~иц Айнса~ 
вопрос об определении характера движения решается весьма 
просто. · 

Обратимся теперь к методу Хилла в изложении Релея. В раз· 
деле Ш приведена сущность метода Хилла. Укажем теперь его 
применение к данной задаче, проведенное И. М. Беляевым. 
Хилл рассматривал уравнение: 

~w . -
at' + (8, +261 COS 2t+208 cos 4t+ .. •) w =0, 

где 81, 08 ••• постоянные. 
Общее решение Хилл искал в форме: 

k=+oo 

w= ~ ь" elct+21k1J, 
k=-00 

(20) 

(21) 

где Ь,. - постояннюе коэффициенты, i= v=-1 1:1 с - функция от 
00, 61,... В дальнейшем изложении ограничиваемся случаем, 
когда из коэффициентов 00, 61, 62 ••• неравны нулю лишь 60-и 61· 

Тог да основное уравнение можно переписать в виде: 

(22} 

или 

а;;+ [60 +01 (е и+e- 2i')Jw=O. (23} 

Подставив в (23) вышенаписанное (21) выражение для w, полу
чаем: 

- ~ b,кfc+2m)3,efct+llmt+[вo+вt (e'lt+e-2U)w]· [~ bmelctHlml]=O. (24) 
k 

· Отсюда получаем ряд уравнений, общий вид которюх: 

Ьт [(с+2т)2 -60]-61 [b111-1+bm+1] =0. t (25} 

Обозначив по Хиллу 
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развернем ату систему: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
- 61 b-s + Ь-2[-2]-01 ь:1 == О 

-01 Ь-2 + [ -1 ] -61 Ь0 - О 

-01 Ь_1 + Ь0 [О]- 01 Ь1 =0 (26) 

- 61 Ь0 + Ь1 (l]-61 bj=O 

-61 Ь1+Ь2 [2]-64 Ь8=0 

.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
• • • • • • • u • • • • • • • • • • • • • • • ' • • 

Исключая отсюда Ь, получаем определитель: 

D(c)=O. (27) 

Так как уравнения (25) не меняются при замене с на c+2s, 1·де 
s- целое число, и при замене с на - с, по Хиллу, все корни 
уравнения заключаются в выражении: 

+ c0 +2r, 
rде r-целое число, положителыюе или отрицательное. Отсюда 
можно заключить, что D(c) имеет вид: 

D (с)=А [cos (тсс)- cos ('1tc0)], (28) 

rде А постоянное. 
Подставляя сюда с=О, получаем: 

D(O) = А [1 - cos ('1tc0)], 

Здесь с0 можно заменить на с (благодаря общему виду выра
жения для с): 

D (О)=А [1 - cos (тсс)]. (29) 

Если знать величину А и вычислить D (0), то нз (29) можно, 
найти cos {тсс). , 

Для нахождения А рассматриваем частный случай-6 1 =0; 
тогда с=у60 и D(O) переходит в D' (О) (о~тается лишь. произве
дение диагональных элементов) 

D' (О)= А [1 - cos (те{ 60)] . 

Отсюда 

.f sin1 (J..11:c) 
1 - cos (itc) 2 · D (О) 

1 - cos (11: у оо)''\10• ( ~ 11: у 60 ) D'(O) 
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0 · D(O) . 
тношение D'(O) Хилл обозначает О (0)

1
. где О (О) имеет вид 

+1 61 
о о о - 42_ !Jo 

111 
-21- 60 ..L 1 61 

-22- 0о о о 

(0)= о 61 +1 61 
о - Ql-110 -Ot- Во 

о о 91 
+1 61 

-2·- 60 -22- Во. 
. 

о () о 61 +1 -4t_ (IO 

1 - cos (1tc) = sin' ( + тсу в-) О (О)= v {О). (30J 

Отсюда 

cos (r.c)= 1-v (О). (31) 
Таким образом вопрос об устойчивост~ и неустойчивости дви
жения сводится в каждом частном случае к вычислению v · (0). 
При 

- 1 ~ 1 - v (О)~ I'' (32) 

с - вещественно и дв.11.11,.;ние устойчиво; при нарушении этого 
условия с оказывается мнимым и движение делается неустой
чцвым. 

Релей указал, что дла акустики спучай )dннмого с предста
. вляет большой интерес. 

Пусть с будет комплексным: 

C=cx+i~, 
где 11 и ~ вещественны. 

Тогда 

(33) 

cos {тсс)= cos '!tll • cos i1t~ ~ sin 1t11 • sin i:f); 

так .как cos (1tc) величина по существу всегда вещественная, то 
должно быть или ~=О, или cx=s, где s-целое число. В первом 
случае с вещественно, во втором 

cos (1tc)= :1: cos i1t~= !- v (О). (34) 
Это уравнение дает в каждом частном случае лишь одно 

вещественное значение ~. 
Если 1 - v (О) положительно, то 

С= ±t~+2s 
если же 1-v(O) отрицательно, то 

и 
cos (r.c)=- cosi:f), 

C=i~+2s+1, 
Стреrт-94-11 

(35) 

(36) 
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В последнем случае общее выражение для w получает вод: 

w=eflt~b,ett <1+2s)+e-~1~b,'eщ1+2sJ. (37) 

Важно установить зависимость между коэффицие11тами &0 и 61, 

соответствующую как раз переходу от мнимых к вещественным 

значениям с. 

Из равенства (28) легко получаем: 

l+cos(1tc) D(l) Эеj 

}+COS (1t 'У IJo) D'(l) ( 

Релей указывал на основании (36 ), что величина с, разгра" 
ничивающая мнимые и вещественные значения# 1 это с= 1; под
ставив это значение (38), получаем искомое ·условие: 

D(I)==O. 

Если этот бесконечный определитель . . 
1 

о 
D(l)= 

о 

о f, 

. г.де 

а2 

1 ai 

о 1 

о о . . . 
6,-1 

а1 -.-6-1 -

о.-9 a2=-
ll1 

6,-25 
а11=-01-

о 

1 

а1 

1 . 

. . . . . . 

. . . . .. 

(39) 

развернуть, то получим: 

. . 1 

о о . 
о о \-о, (40) 
1 о 

1 
а2 1 

\ . . . 

Развертывая этот определитель и приравнивая его нулю, 
по.11учим уравнение для нахождения критического соотношения 

меж.п.у 60 и 61• . 

Решение придется получить методом последовательных при" 
ближениВ. Первое приближение получаем, удержав лишь четыре 
центральных элемента определителя: 

1 ~1 ~1 /~о 
или 

а:-1=0 
и 

(4J) 

13' 

Второе приближение дает уравнение: 

JМИ 

а:{( а1 - а11 )2- 1 }=0 

1 
а--=+1 

1 а1 - • 

Третье приближение тем же путем дает: 

la1 - t. 1 ] ,:;,"' ± l 
а--

1· аз 
и т. д. 

- (42) 

(43) 

Таким образом "критическое" уравнение (40) принимает вид: 

1 
а1 - 1 ± 1. (44) 

а2-- 1 
аа-~ ..• 

В левой части стоит непрерывная дробь; последовательные при" 
ближения эквивалентны уравнениям: · 

где 
(45) 

N,. Nt .N3 
D 1 ' D 2 ; D 3 

являются последовательными непрерывными .п.робями. Это заме
чание облегчает вычисление последовательных приближений. 

4) Применяя описанный метод к уравнению: 

dSТ · 
dt' +p~(l- ь:coswt)T=O, (J8) 

мщ должны провести некоторые преобразования. Подставим: 

wt=2t1' 
тог.в.а 

d2Т dlT 4 
-=== ~·-·-dt1' dtl (l)a • 

Уравнение (18) принимает вид: 

~~ • :
2 
+р; (1- Ь~ cos 2t1) Т;=О 

. 1 

или 

(46} 

Полагая 

и 

2 

26 =-
4Рп ь2 

1 1111 11' 
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приводим наше уравнение к форме уравнения, исследованного 
Хиллом: 

(47) 

здесь 

Величины а1, а2 , а3 • •• , которые необходимы ниже, выразятся 
так: 

60-1 2 (60-l\ 
а=-=- . 1 о о ь2 ' , 1 О n 

4р2 
Уравнение, устанавливающее связь между ь: и 00= w: , напи· 
сано выше (44): 

а1- =±1. 
а,г-- ... 

03 

(44) 

Давая ь: определенные значения, мы можем для каждого из них 

4pll 
вычислить с известным. приближением отношение 60 =;= .~. 

Так как правая часть (44) имеет два зна~а, то она для ка
ждого значения ь: распадается на два уравнения, дающиt по 

два корня для каждого ь:: 
Лишь при ь:=о оба уравнения совпадают, .и уже первое 

приближение дает точное значение для искомого критического 
р2 

соотношения --.;. · 
(1) 

В самом деле, первое приближение напишется по формуле(41): 

а1=±1 (41) 
или 

.. ±1. 

Далее: 
2 (60- l) = + 00Ь~. 

При ь: ~ О мы получаем: 
;' 

(48) 

J32 

I 

r. ~·· при очень малых значениях отношения 

резонанс наступает, когда 

w=2Pn, ,/ \, (49) 
т. е когда частота изменения силы Р вдвое превышает одну 
из частот собственных колебаний (поперечных) стержня. 

Отсылая за дальнейшими деталями к соответствующей лите-

ратуре (159, 160), заметим, что для значений~, лежащих между 
Рп 

прямыми 

2 [1 +_!_ 2!_] 
- 4 Рnэйл. 

(50) 

. движение неустойчиво: 

-- =2 1 +-- - 0
-

(1) [ 1 р J ,, 
Pn - 4 Рпsйл. ' 

5) Выше мы рассматривали вибрации стержня при продольных 
силах, имеющих, форму: . 

Р=Р0 cos юt, 

т. е. то сжимающие, то растягивающие стержень. В некоторых 
1сонструкциях, например, элементы мостовых ферм, периоди

чески меняется не вся продольная сила, действующая на стер
жень. а часть ее. 1 

Исследуем в этом случае устойчивость стержня. Пусть сила 
меняется по закону: 

P=Q0+P0 cos wt= Q0 ( I+ ~: cos wt) =Q0 (1+ 3coswt), (51) 

r де Q0- постоянная сила, сжимаIQщая стержень; тог да основное 
уравнение (5) напишется в виде: 

и 

d4Y. 2 d2y '2о d2y 
dx' +а а,а+ Е/ (l+&cos wt) dx2=0. 

,., 
Применим общий метод, изложенный выше. Полагаем: 

У=~Х ... Т,) 
Уравнение (52) распадается на два: 

1 [d'y Q d•X ] "' Q Х~ dx'+ Е; (1 +3 cos wt) -dx: =«+~ (1 +3 cos wt) Е~ 

(52) 

(53) 

(54) 
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Путем изложенных рассуждений опять находим, что: 

п'11 1 nllit2 • п11Х • 
а.=7, ~=-12, Хп=D"sш-1-. 

Для определения1 Т \находим уравнение: 
d2T п411'[ Q р ] 
dtin+ l'a2 1 - п211:~Е! (1 + & COS wt) Т,. = О. (55) 

Называя 

2-~- Qo12 __ и ь~=~ 
qп-рпзй:С.-пэ11эв1 п Pnat1л.' 

получаем: 

d;~~ + р~ [( 1 - q~)- Ь; COS oot] Тп= О. (56) 

Полученное уравнение легко привести опять к типу уравнения 
Хилла 

ь2 
d2Tn -l..p2 (1....:._q2) [1 - - 11

-- COS wt] Т =0 
dt2 ' п п 1 - q; tl 

или 

tPTn + р2 (1 - -°о_) [1 - Ро COS wt] Tn=O. (57) 
dtl п Р п эал. Рп- Qo 

Область неустойчивости ограничена прямыми: 

[
. 1 р ] 
_ l ± 4 Р11-

0 

Qo • (58) 

3. Скин-эффект в эллиптическом цилиндре 

При прохождении переменного тока в проводниках плотность 
тока распределяется по его поперечному сечению неравно

мерно. Плотность тока увеличивается в направлении от цен
тральной части сечения R поверхности провода. Это явление 
получило название поверхностного эффекта или скин-эффекта 
(skiп-означает кожа или повеJWностный слой). При токах вы· 
сокой частоты неравномерность распределения тока так велика, 
что части проводника, более близкие к его оси, оказываются 
практически лишенными тока; ток проходит через слой, тол
щина которого сост.авляет малую допю поперечных размеров 

провода. Очевидно, что уменьшение активной части сечения 
проводника эквивалентно увеличению его омического сопроти

вления. Причина этого явления заключается в индукционном дей
ствии переменных токов (см. 761). Заметим также, что, вследствие 
ослабления плотности тока в центральных частях сечения, маг
нитный поток внутри провода уменьшается; при высоких часто~ 
тах поток внутри провода можно считать равным нулю. Поэтому 
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коэффициент самоиндукци!' провода при переменном токе меньше, 
чем при постоянном. Аналогичное явление имеет место, когда 
проводник находится в переменном магнитном потоке; возни· 
кающие в толще металла вихревые токи создают магнитное 
поле, которое, действуя противоположно внешнему полю, ослаб
ляет его и вызывает неравномерное распределение потока по 
магнитопроводу. Мы получаем явление магнитного скин-эффекта. 

Математически задачи электрического и магнитного скин
эфф екта совершенно _идентичны. В случае електрического скин
эффекта нас будет интересовать величина плотности тока, ко
эффициент увеличения сопротивления и коэффициент уменьшения 
самоиндукции. В магнитном случае нужно определить индукци18 
по сечению и потери на Джоулево тепло. Мы рассмотрим очень 
длинный цилиндрический проводник эллиптического сечения, 
находящийся в переменном электрическом (магнитном) поле. 
Мы будем рассматривать квазистационарные поля; это означает, 
что размеры рассматриваемых:тел малы по сравнению с длиной 
волны поля. Мы не должны при этом учитывать явление запаз
дывания, заключающееся в том, что действие, проявляющееся 
в · момент t в некоторой точке пространства, во::тикло в момент 

r 
t-т в точке, отстоящей от первой на расстоянии r, при чем 
' о . 

см 
Со =3 • 1010 сек . В подавляющем числе практически интересных 
случаев скин-эффекта сказанное выше оправдывается. 

а) Вывод основных уравнений 
1 

Исходим из уравнений Максвелла и полагаем, что :материал 
проводни1(а однороден и величины: а (проводимость), е (диэлек
трический коэффициент) и f.L (магнитная проницаемость)-по
стоянны. Кроме того, пренебрегаем токами 'смещения. Обозна
чи13 через Е напряженность электрического поля и через Н-ва
пряженность магнитного поля, запишем уравнения Максвелла 
R виде: 

rotH=aE; дН 
rotE=-\Joo\Jo дt, (а) 

где f.1.о-проницаемость вакуума, равная 4irt. 10-0 rе::и. Ниже 
применяются практические единицы. Плотность тока равна i=aE. 
Образовав вихрь (ротор) второго из уравнений (а), получим: 

д дЕ rot rot f.Lof.L дt (rot Н)=- \Joo\Jo" дТ; (Ь) 

известно, что 

rot rot Е =grad div Е - ЛЕ, ( с) 

при чем, если внутри проводника нет объемных зарядов, то 

div Е=О. (d) 

135 



Поэтому дифференциальное уравнение электрического поля 
может быть записано в форме: ·· 

дН 
ЛE=tJ.ol"a7fi• (е) 

Аналогично для магнитного пол я получаем: 

дН 
ЛH=tJ.ol"д[· (f) 

Как видим, ур!lвнения ( е) и (f) идентичны. Изменения поля во 
времени полагаем гармоничными, что выражается множителем 

efwt, j=y -1 

( w - круговая частота).1 Вводя этот мнржитель в уравнение ( е) 
и (f), мы получим уравнение: 

Лф=jWtJ.otJ.r:JЧI, (g) 
где ф равно или Е или lf, Ось цидиндра направим вдоль оси z; 

полагаем gz =0, тогда ф удовлетворяет уравнению: 
дl<ji д•'f • 
дх•+ дуа= )WtJ.0tJ.O ф. (k) 

Дальнейшая задача заключается в решении уравнения (k) при 
определенных, указанных ниже граничных условиях. Прежде 
чем: приступить к решению задачи, мы допопним выражения 
разделов 1, 1 и 1, ld выражением ротора в ортогональной си
стеме координат и ураввевиями Максвелла в эллиптическо 
системе координат. Ротор запишется в виде: 

rotA=i1 у_:__[~(Аз~)-..?.. (A2Vg22)]+ 
g,,,,. Каа д;s деа 

+ia -vk[a~ (.41v"i;;) д~1(АзVgзв)]+ 
+is у 1 [д~ (A2V g22) д~- (A1.V g11)] · , 

К11 ·К11 •1 .,. 

Уравнения Максвелла в эллиптической системе координат 
запишутся в виде (пренебрегая токами смещения): 

;. [-~(0Н11)-~ (оНе)] =аЕ, 1 

__:._ дН. - дН11 = аЕ, 
а д1J дz :; 2 (т 

дНе 1 дН. 
ciz- де =аЕ11 3 

1 В uектротехвике мнимая единица обозначается через j, в оrличие от тока, 
которыА обозначают буквой i. Прим. ред. 

13i 

где 

1 дЕ, 

т д1j 
дЕ11 дН" 
дz=-tJ.otJ.7 

о= с v ch8 е - cos2 71 • 

1 

2 (n) 

3 

Заметим, что · осуществление однородноrо электрического 
и магнитноrо полей может быть проведено так: в с.пучае элек
трического поля к концам проводника подсоединены пластины, 

к которым подведено напряжение; в случае магнитного поля 

проводник помещен в длинной намагничивающей катушке с чис
лом витков на tединицу длины w0 и обтекаемую током: 1. 

Ь) Преобразование уравнения (k) и граничные 
условия ' 

Уравнение (k) мы напишем в форме: 

(1) 

Прежде чем преобразовать зто уравнение, дополним несколько 
выводы раздела I, 1d. 

Пусть фокусы сечения цилиндра (эллипс) будут ±с, О; вве
дем новые вещественные переменные е, 71, определяемые ком
плексным уравнением: 

x+jy=c·ch(e+i11) (2) 
так что: 

х = с • ch е · cos 11; у= с · sh е · sin 71, 

Когда е и 71 меняются в промежутках: 

[е>О, -'l't,(. 1J~'l't, 

вся п.поскость ~71 покроется 

сов и гипербол: 
семейством конфокальных 

х• уа xs у• -
(c·ch ~)2 + (c·sh ;)2 l; (С• COS 'l'j)I (с• SIП'!'j)2-l, 

(3) 

(4) 

ЭJIJIИП·· 

(5) 

Кривые e=const и 11=const взаимно ортогональны и образуют 
изотермическую сеть. Контур сечения эллиптического цилиндра 
принадлежит к этой сети. Контур получается при 

(6) 
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Значению Е=О соответствует фокальное расстояние (-с,+с). · 
В предельном случае (е~ 6о при одновременно c-,Q) и при 
ус.1IОВИИ, .что 

1 ' 
2 ce~-r (7) 

остается конечным, мы получим полярную систему координат: 

X=ГCOS(f, y=rsinip. 

Таким образом, при больших· значениях е изотермическая сеть 
приближается и полярной сети концентрических окружностей 

1/'П. 
17:-rr 

1 

1 

1 
j 

1 
1 

1:.1 

. f( 

1·11=· 2 
Фиг. 7. 

\ 

_____ _!__ 

и лучей, выходящих из начала координат. Условие (7) легко 
обосновать. Обозначим расстояние от начала координат до про
·извольной точки (Е, 71) через r. Тогда: 

r=c у ch2 E- cos2 'l'J -у;/{ е2~+2 ~os 2~-+е-2~. 
При больших Е: 

lim (r- с· chE)= lim (r- 1 се~) -о. } 
е __,. оо ~ --+ оо 

lim(r-c · shE)= Hm (r---} се~) ==0. 
~.;:оо Е.-..оо 

. При помощи (3) уравнение (1) преобразуется в: 

д•ф ав, 
дУi + (hj~==- q,2k2 

[ ch2E- cos 2Yi], 
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(8) 

(9) 

(10) 

где 

Решение уравнения (10) ищем в виде: 
ф=F(Е) • H('l'J), (11) 

rд~ :множители будут соответственно функциями только е и 
только 'l'J· После подстановки (11) в ( 10) мы получим для Н и F 
следующие дифференциальные уравнения: 

д2Н .. 
01j2 +(l-2h11 cos2'11) Н=О (12) 

""1',С 

и 

д'F • 2 "" ае2+(-л+2h ch2~)F=O. (13) 
' } 

Легко заметить, что уравнение (12) переходит в (13) при 'за- · 
мене в нем 'l'J на ie. Уравнения (12), (13) известны под названием 
уравнений Матье и при определС!lif;ных обстоятельствах, имеющих 
место в данной задаче, частные их J?ешl!ния называются функ
циями Матье. В заµ..аче о скин-эффекте, так же как и в неко
торых других физических задачах, которые приводят к урав
нению Матье, постоянная ). не дается а priorl; в r лаве 111 рас
смотрен вопрос об ее определении. Из физических соображений 
очевидно, что ф (е, 'l'J) является однозначной функцией точ.ки 
и, следовательно, остается без изменений при увеличении '11 на 2'1t. 
Условия . · 

rfl(11+21t)=H(1J) (14) 

достаточно для определения совокупности значений ). при из
вестном h2 • Граничным условием :мы выберем то. обстоятель
ство, что на контуре ~ечения пп:отность тока (или напряжен
ность поля) принимает постоянное значение при 

е=Е0, ф=const=K. (15) 

Указанная выше свя~ь между уравнениями (12) и (13) осво
бождает от необхо,димости отдельно исследовать эти два урав
нения. В самом деле, если будет построено общее решение Н(71) 
уравнения (12), то, заменив 'l'J на te, мы найдем общее решение (13): 

F(e)=H(te) (16) 
и, следовательно, будет найдено общее решение вида (11). 

~ Построение функций Матье 

При малых значениях h2 в разделе Ш, 2Ь, 2с даны ряды, 
полученные Матье для своих функций. Приведем·метод построе
ния функций Матье, отnичный от рассмотренного выше. Так как 
ниже нам будут нужны только четные функции аргумента 2mi, 
то приведем построение для функции се0 (h2, 'l'J), 
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Уиттекером даны интегральиq1е уравнения для функций Матье. 
В частности, для четных функц'иА справедливо уравнение (151). 

" CB,i(h2, 1)) =}. J BHOS'I) • cosB·C·el'l(h1, 6)d8; 
-С 

Из раздела III, 2а, 2с очевидно, что: 

се0 (hЭ, Тj) = 1 + ~ Ao,im cos 2mТj. 
m=l 

v=2jh. (1) 

(II) 

1t 
Подставив это разложение ,,! (1) и положив 1j= 2 , получим: 

" 
се0 ( h2, ; ) = l f се0 (h1

, 6) d6 = 2n)., (Пl) 

-it 

отку.1.а 

А= 2~ ce0(h2
, ; )· (IY) 

Тог да (1) запишется так: J 
" . 

ce
0

(h1, 1J)·= 
2
~ce

0
(h2, ; ) J e•cos'I) ,· соsв. ce0 (h2, 6)d6, (V) 

-т. 

но 
00 

е' cos'I) • cos•=Jo (j'J cos8)-2 ~J"' (jk cos 6) cos nJJ. 
· • п-1 ~ 

(VI) 

. . 
Подставив это выражение в (V) и сравнивая коэффициенты при 
cos 2т11, находим: 

А0 2т = (-l)'n ceo(hZ: Т) J"J"m (jv cos 6) • се0 (/t2, 6) d6. (Vll) 
•• 21t 

Если воспользоваться теперь известным равенством 

.,. 

! 
1t•(2m)I 

соs2тв · C'os2n6 d6 = 2 1 • 
2 т- (m+n)! (m-n)I 

-it • 

(VIII) 

и разложением "" (х)211: · 
J (. ) ( l) (х )2т '\1 2 2т ]Х = - т 2 ·~k!(2m+k)! " 

(IX) 

получим иэ (VII) 
v2111 m(Зm+4)v2m+' 

Ао, 2т 2'111-1 т!а z'm+7 (m+t)!2 +" · (Х) 
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Аналогично можно построить функции высшего порядка. 
Укажем также на следующие соотношения, легко получаемые 

из формул (1), (2), (3), (4) раздела 111, 2а. Именно: 

" J се2п+1 (h2
, Т/) dТj = О, (XI) 

-r. 

" J sen (h2
, Тj) dТj = О, (XII) 

-т. 

"' J се':; (h'i,, Тj) dТj = о, р>О (ХПI) 

где р означает р-кратное дифференцирование по Тi· Решения 
уравнения (13) мы обозначим символами: 

Се11 (h2, е) и Sen (h2, ~). 

При равных индексах .(п) этим функциям соответствует то же 
значение ';. = f (h2), что и функциям се,,, (h2, Тi) и se11 (h2, 1I)· . 

d) Решение· r ран и ч ной зад а ч и 

Согласно сказанному выше, мы ищем решение уравнения (10) 
в виде: 

"" 
Ф-~А"Се"(h2, e)•ce"(h2

, Тi)+~вtlse .. (h1
, ;)•setl(h2

, 1J), (17) 
о о 

Для оп(ределения постоянных А11 и в" мы воспользуемся 
условием 15), применение которого дает: 

00 

ф\~=s,= K=~A11Ce..{h2
, е0)· ce11 (h2, т~)+ 

о 

(18) 

Умножим обе части (18) на se,,, (h2, 11) и проинтегрируем по 'tJ 
\ 

от -1r до +те. Тогда из условия (ХН) и тоrо, что: 

" f [se"' (h2
, Т/)] 1 dТj = const, (19) 

_,. 
по.т1учим все 8 11=0. Аналогично (19) имеем: 

"' f [се,. (h\ тi)J 11 d71 == const. 
_,.. 
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Умножив (18) ва cer1(h2, 11) и, интегрируя от -'lt до +~. при 
условии (XI), получим, что все An с нечетными индексами равны 
нулю. Остаются только члены с четными индексами, которые 
равны: 

А2п-К __,, " n=O, 1, 2, 3 ..• (20) 

Ce2n (h2, е0) • /[ce2n (h2
, "1J1]2 d11 

-1' 

Окончательное решение задачи об определении Ф мы полу
чим в форме: 

(21) 

-Применение формулы (21) крайне затруднительно. Для упро
щения мы воспользуемся формулами (Xl, ХН). Однако, преж(:~е) 
чем перейти к упрощениям, мы постараемся получить из 
фор:мупу для скин-эффекта в круговом цилиндре. Очевидно, что 
дпя круга с=О; следовательно, при переходе от эллипса к кругу 
мы должны положить, что h стремится к нулю. 

е) Сравнение с кр у r о вы м сечением 

Укажем формулы, имеющие место при h- О: 

" f ce2 r1 ( h2
, 71) d71-+ О, 

-т.: 

n=/=.O 

" 
d-i;Jce0 (h2

, 11)d'fJ-1, 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

Для проведения перехо:ца от эллипса к кругу мы восnопь
зуемся разлож.еи~ем четной функции и (Е, "/) по четным фуик
uиям Матье: 

00 

и (G, 11) =~а" Се,. (h', ~) • cen (h2
, 71). (26) 

.i. о 
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В качестве разлагаемой функции выберем: 

cos kx = cos (kc • ch е · cos 11) 
и положим 

00 

(27) 

cos (kc • ch е · cos 71) = ~ 1121 ,1 Ce2r1 (h9
, Е) • се1" (h2

, 71). (28) 
о 

Умножив обе части (28) на се211 (h1, 'fJ) и интегрируя от О 
до 2тс, получим: 

2,t 

~ 1· ce2r1 (h2,. 71) • cos (kc · ch Е • cos ~) d11 = а2" Р2 71 Се2» (h2, е), (29) 

Q. 

r де а2" и р2" постоянные. Для вычисления интеграла в левой· 
части (29) мы воспользуемся раЗJiожением (2), Ill, 2а и формулой: 

211: • 

(-l)"J 12» (и)=~ cos ( и · cos 'YJ) • cos 2n'1J d71. 
о . 

(30) 

Подставив (2) Ш, 2а в (29) и последовательно вычисляя по фор
муле (30), мы получим: 

00 

a2n P1n Се2" (h2
, Е) = ~ A2n,211,{-l)•J ,,.. (kc • ch Е). (31) 

m=O 

Произведя замеsу ~ на - j'Y), мы получим разложение: 

00 

a,nP2nCe2n,(1J) ==~.A211,>.111(-l)111 l2111(kc. cos71). •(32) 
'О 

· Предположим, что эксцентриситет эллипса уменьшается, 
а ~ возрастает, при чем имеют место условия (7), (9) h2 ~ О. 
Поэтому согласно формулам (22), (2iJ) мы перепишем (21) в виде: 

w I при h2-+ о =' Сео (h8
, е) · се, (h1

, 11) 1 k• ..... о (33) • · е ...... оо Се0 (h2, f) е ..... =· 
Из (32) имеем: 

a0 p0 ce0 (h2, 71) = А0, 0 J0 (kc,. cos :'1))-А0, 212 (kc • cos 11)+... (34) 

Очевидно, что 

а0р0 се0 (h2
, 11) 1 h'-,J, 0-1, (35) 

откуда на основании (III, 2Ь) спедует, что а0 р0 -.1. Из (31) имеем 

Се0 (h1, Е) = А0, 0 / 0 ( kc • ch ~) -А0, 2 /,. (kc • r.h Е}+. . • (36) 
143 



·' .. 
Так как при h2 --+ О все А0, 2,,. (m;t:0) стремятся к нулю, а функ· 

ции Бесселя остаются конечными, мы получим: 

Се0 (h2
, ~) \h;::: о""== J0(kr) (37) 

и наконец 
(38) 

где 

R = lim с • ch 1:0 
е. _,. оо, ь• - о 

(39) 

ямяется радиусом сечения цилиндра. Окончательно при h2 -o 
мы получаем известную формулу: 

Jo(kr) (40) 
К Jo,(kR)' 

g) Разпожение ljl при мапых h2 (с--+0) 

Случай эллипса с малым эксцентриситетом. При этом мы 
ограничиваемся двумя первыми членами формулы (21), ибо оче
видно, что при членах бопее высокого порядка появляется h 
в степени выше второй. Ограничиваясь только h2

, получим: 

" 

2
1
1t: f се0 (h2, 'YJ) dТJ = 1 + О (h4

), ( 41) 

-r. 

" 
2
1
!t f се2 (h2

, 1j) dТJ = ~·+О (h6
), (42) 

-r.: 

" 

2~f [ceo (h 2
, 71)]2 d11 = 1, (43) 

tt '" 

2
1

1'1: J [се, (h2
,

0 

11)]1 dТJ-:- ~ (44) 

-
и т. д. Из (31) легко получить при условии, что h1 весьма 
мало, что: 

.i a"p.,,Ce
2

(h2, e)=-J2 (kr)+O(h2
), (45) 

а1 р2 Се2 (h2, e0)==-J2 (kR)+O (h2
), (46) 

. а0 р0 Се0 (h2, е) =-J0 (kr) - ~· J,ikr) +о (h6
), (47) 

(48) 
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Из формул (31), (32) мы попучаем~ 
h' 

сео (h2, 71)= 1- cos 2,+о (h'), 

ce2 (h2, 71)=cos2cp+O(k1 ), 
,. 

(49) 

(50) 

Подставив в формулу (:21), мы получим, ограничиваясь двумя 
членами: 

- IJ0 (kr)[1-fcos2,] h1 J1 (kr) 
Ф-К h2 - [ ha ] + 

10 (kR)- 2 11 {kR) 2 1o(kR)- 2 12(kR) 

+ h1 J 2 (kr)cos21.9 _ - 1 
2/1 (kRJ . : • j (51) 

1) Разложение .ф при мапы:х ·h2 (µ0 µша-мапо, 
с-конечно) 

В этом случае мы не депаем никаких предположений об экс
центриситете эллипса и получим формулы для случая, когда 
P.otJ.WC:S мало; практически это соответствует случаю низкой 
частоты. Тогда, применяя формулю. (4), (44) и (31) и ограничи
ваясь ч.11енами, содержащими h4, мы получим весьма удобную 
для расчетов формулу; 

ф = К 1 [ 10 (kc • ch е) ----f J 2 (kс~2сЫ)] [ 1- h' cos 271] + 
10 (kc • ch!:o) J8 (kc · che0) 

h' [ {- 10 (kc · ch ;)-12 (kc • ch 6)] cos 271 1 
+ [hl ] + ... 

2 4 lo (kc • cheo)-J:a (kc • ch ео) . 
(52) 

Случай, когда h' велико (практически w~l), представляет 
значительно больше трудност~й. Сколько-нибудь удовлетвори
тельные асимптотические выражения для функций Матье по1{а 
не известны. Поэтому в тех случаях, .когда приближенными фор· 
мулами непьзя попьзоваться, следует обратиться к точной фоl)-
муле {21). · 

m) Р ~-сч е т ин тег рап а от ф, взят ого по п пощад и 
эллипса 

При расчете импеданца провода нам нужно будет знать ве
личину интегра4а: 

(53) 
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Для элемента поверхности в эллиnтическ·их координатах мы 
имеем: 

dx dy ~. с2 (ch2 е- COS2 1j} de • dYj, (54) 

после чего (53) примет вид: 
е, " , 

М == f d; ·}dтi· c2 (c~2 ~-cos2 71) ·Ф, ·(55) 
о 

_,. 
из уравнения (10): 

Ф = [-ks ci (ch2 e-cos2 71) J-1 

{ ~;7 + ~~:}. (56) 

Подставив (56) в (55), получим: .. 
(57) 

Обозначив для сокращения коэффициент под знаком суммы 

в формуле (21) через А2,., мы получим: 

е, " оо 

М=- ~ Jda-J d'l]L A2,.{ce~th2, ;)•ce2n (h2
, 11)+ 

о _,. о 

+ Се 211 (h2, е) · се;п (h1 , r1)}, (58) 

где штрихи означают дифференцирование по е и по У/· На осно
вании вышеизложенного: 

" J се;п (h2
, 1J) d71 = О 

-lt 

и 
Се' (h2, О)= О. 

Поэтому интеграл (58) даст: 

"" " 
М = - i ~ Ai"ce;11 (h

2
, е0) • f ce2,.(h2

, ri)d'IJ, 
(\ _,. 

или, введя 

-= 
мы разложим (62) для малых значений h2

• 
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(59), 

(60} 

(61), 

(62) 

n) Р а з л о ж е ни е М 

Мы проведем разлож~ние М опять в двух случаях: а) в слу· 
чае, когда с-ои е-со; Ь) h-o, так как k-o. В обоих случаях 
разложение основывается на выводах разделов d, g, k. В обоих 
случаях :мы о~раничимся первым членом формулы (6.lJ, который 
равен: 

К J Се· (h2
, е) :;=е,. { ..:[се0 (h\ "l'j) а11 }2 

М = - Jil · " . . . ( 63) 
Ceu (h2, ео) • f {се0 (h2, '1J)]2 d71 

1) Вычислим производную по е от Се0 (h\ S). Можем написать 

:~ -a(c\he) •с• shS, (64) 

следовательно, на основании формул (9) имеем при h ~ О, е - со: 

а d -de = r ar · ( 64i) 

Мы имели выше разложение (47); · на основании этой формулы 
мы получим: 

· - 1 Ce0 (h
2

, Е):;=~, = 1 r :r [ 10 (kr)- -~
2 

12 (kr) J lr=R = ] 

. =-kR [ 11 (kR)- k~· 12 (kRJ +{~ 11 (kR) 1 · 
(65) 

Далее, применяя формулы (41), (43) и (48), мы получим для М 
еле.дующее выражение: 

hi hl 
к l 1 (kR)- 2R f2(kRJ+· 2-11 (kR) 

А1 =т2itR .· 112 (66) 
10 (kR)- -

2
-12 (kR) 

Эту же формулу :мы получим, рассчитав М из выражения: 

" R " 
М = J'd~_I rфdr, · 

--= о 

где вместо ф подставлено ero значение из (51). 
2) По формуле (36) мы имеем: 

h2 " Ceu (h2, ~) = 10 (kc • ch S)- -2-12 (kc • ch ~) +, . , 
/ Се0 (h\ e,j;=~ =-kc, sh~0·{ 11 (kc • ch:oJ + ] 

h3 
" h' ,. \ J + kc • cheo li ( kc • ch :;0)- - 2 · 11 ( kc • ch ~0) + ... J 

(67) 

(68) 
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Подставив эти значения в (63), мы получим: 

к 
М = ,;- 21tc sh ео Х 

[11 (kc. cheo)- kc .h:ь ео 1. (kc . ch ео)+ ~· 11 (kc. ch ео)] 
Х hl • (69) 

, .10 (kc • che0)- -2- 1., (kc • ch Е0) 

После этих замечаний мы можем перейти к интересующим 
нас электрическим величинам. 

r) Им п ед а н ц э л е к т р и ч е с к о r о ц ил и н д р а; 
С К И Н·Э ф ф е К Т 

В случае электрического скин-эффекта электрическое попе 
ваправленq параллельно оси провода. Полагаем ф р·авным· плот
ности тока t. Величина М из формул (53), (66) и (69) соответ
ствует пОJiному току, протекающему через провод: 

М = [. (70) 

Для определения импеданца применим следующий метод. 
Обозначим через Rш активное сопротивление провода и через 
L1w -внутренний коэффициент самоиндукции. Как известно, коэф
фициент самоиндукции провода состоит из двух частей: 

L=L,+L. 

внутреннего и внешнего коэффициента самоиндукции соответ
ственно внутренней и внешней энергии магнитного поля. От рас
пределения тока зависит только внутренняя часть. Импеданц 
равен 

Падение напряжения на единицу длины провода равно 
удельному сопротивлению, умноженному на плотность тока 
на поверхности провода, или равно импеданцу, умноженному 
на полный ток: 

Zl = а-1 i Je=e. = а-1 К. 

Сопрот.цвление постоянному току равно: 

1 
Ro= ait а• Ь '· 

(71) 

(72) 

где (а) и (Ь)-большая и малая полуоси эллипса, величина ко
торых указана в формуле (5). Подставляя их значение из (5), 
мы получим: 

1 
Ro= 1tac2 сь ео . sь е, · (73) 
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''( 
Из (71) 

Из (71) и (73) получаем: 

к Z=Ma 

_!__К;· 1tc
1 

• ch Ео • sh ео; ({= М), (74) 
R, М 

r д~ М определяется точной формулой (53). Приближенные ре
шения мы получим, взяв· М по формулам (66) и (69). На прак
тике важно знать отношение активного сопротивления при пе
ременном токе Rш к сопротивлению при ·постоянном токе. Это 
отношение называется коэффициентом увеличения сопротивления: 

k = Rw 
r Ro O 

.Ясно, что 

kr=Reel { i
0
}~ .. 

Из (74) определяется также отношение: 

--=lmag - . wLlш { Z } 
R, . Ro 

Из (742) мы определим l;ш: 

L1ш= ~о lma~{ ~
0
}· 

(74,) 

Переходя к пределу, полагая ю-+ О, мы получим внутренний 
коэффициент самоиядукnии при постоянном токе: 

L,0 = R0 Hm [.!. Imag{ ZR }] • (74,) 
ю-~О 111 1 

Отношение 

называется коэффициентом уменьшения самоиндукции. Все эти 
величины будут ниже определены. 

Для случая малого эксцентриситета мы по (66) получим: 
h· z kR 10 (kR);,,_ 2 12 (kR) 

---= -- . h 1 h1 • 

Ro 2 J/(kR) - kRJ8 (kR) + 2 11 (kR) 
(75) 

Заметим, что в формуле (74) мы для СJJучая малого эксцентри-
ситета полагаем· · 

С2 • Cblo·Sh ео =- R'. 
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При h=O формула (75) переходl\Т в известную формулу для 
кругового цилиндра: · 

(76) 

. 1 

Дпя случая малой частоты имеем по (69) следующую формулу: 

z kc cheo х 
Ro 2 

J,(kc • ch $0)- h• 12 (kc · ch ~) 
x~~~~~~-;-;;--~_.:;;:.~~~---.:,.-~~--

1.(kc•ch$,)- kc•ch е. J~(kc·cblo)+тl1(kc,cheo) 
(77) 

р) ~агнитный скин-эффект • 
В случае магнитного скин-эффекта магнитное поле направлено 

вдопь оси, и мы полагаем ф равным напряженности поля Н. 
В этом случае важно определить величину потерь на Джоулево 
т,'Пло и величину энергии магнитного поля в объеме провода. 
Напряженность магнитного поля на поверхности провода равна 
fl0; полагая, что поле создано катушкой с w0 витками на единицу 
длины, обтекаемой током !, получим: 

K=H0==W0 /, (78) 

Полвый магнитный поток скво,ь эллиптический цилиндр равен: 

. Ф=Jlol-'-M, . (79) 

где М определяется фор,мулой (53). Определим Джоулевы ПО· 
терн следующим образом. Поток (791 индуктирует в витках, 
расположенных на единицу длины э. д, с .• равную: 

0-ь • · Ф · м (80) E=-Woдt=-JWW0 =-JwWo\-'-1-'-o • 

Очевидно, что М определено через ! по формулам (53), (78) 
Реальная часть выражt=иия (80) дает (умноженная на -1) сла
гающую . напряжения, направленную противоположно току /; 
потери ва Джоулево тепло определяются по формуле: 

Q =..;__ Reel (Е) .' / =-1 Reel (-jw W0 1-'-о µ. М). (81) 

Подставив М из (62), получим: 

. r {, 'се;, (h', S,) ( (.се,. (h', ~) d{J 
Q=a-'"11!1:f2Reet

1
~ +с . • . • (82) 
t u Се,п (h-2, ~) '.i [се2п (hll, 11)J.1 d11 
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Мнимая часты выражения (80) дает (умноженная на -1) слагаю· 
щую напряжения, составляющую с током угол в 90°. :Эта сла
гающая, умноженная на /, дает сосредоточенную в объеме 

эллиптического цилиндра высотой 1 с{м ~агн;тную эн}~р)гню: --

f ~ Ce211 (h2
, е0) J,,,ce2,.(li~ ТJ}dТJ 

W-=a-1w /Чmagl~ ,. . (83) 
t Ce2ri (k2

, ~0) ~ [ ce2 ri (k'~ '11) ]2 d11 

Приближенные формулы мы получим, пользуясь для М выраже
ниями (66, 69). Читатель легко выпишет их. Заметим, что все 
формулы, относящиеся к эллиптическому цилиндру, весьма 
сложны, и даже расчет по приближенным формулам тре
бует большого труда и нав!'lка. Формулы (8.t), (83) удобно 
написать в виде: 

(84) 

rде значение М очевидно. 
Приведем теперь соотношения, получаемые при .постоянном 

тон~ (w=OJ. В первую очеред,ь определим отношение Z к R0• 

Для этого мы несколько преобра&уем прибпиженное выражение 
для М в случае формулы (69). Найдем производную от выра· 
жеяия (68), полагая, что: 

dl• (х) 1 [11 (x)-la (х)]. (85) 
dx 2 

Тогда 

и 
/ 

М == _к 2т.с sh ео Х 
k 

. hl' . hl 
11 (kc ; ch iо)+т 11 (kc . ch ео)- ls (kc. ch ео) 

х ~~~~~_;;,~~~--;.-~~~~~~~-

Jo (kc , ch ео) 4 J., (kc • ch ~о) 
Подставив (86) в (74) получим: 

z kc·cheo lo(kc,ch;o)~~J,(kc,oheo). 

Ro - , 2 • ( 1 + ~2
) 11 (kc, che0)- :' 1 11 (kc • ('h ео). 

(86) 

(87} 

Ограничиваясь только второй степенью k, мы получим весьма 
простую (по сравнеuию с предыдущими) формулу: 

.!__== kc. сье. . \(зkс · cheo) • (88) 
Ro 2 ( 1 + 4 ) J 1 (kc · ch ео) 
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Переtцем, исходя из формулы (88), к пределу (ш-+О). Мы 
получим: \ 

Jo tkc • ch ео) 

k1 с• ch1 Ео l _ k• с8 ch1 ео 
1- 4 4 Qs 

k• с1 k2 с1 ch1 Е, k1 с1 
2 1 + --8- l-16(2ch ео-1) 

~ ( 1 _ k
1 с1 ;ь• Ев) ( 1 + k1 с\: 2;0 ) .:::..: 

:i1III' 1-k•c8
ch

1 e11+ k
8

c8 ch2~= 
4 16 

~== 1- k:;• (2+ch 2~) = 1 + i q;;• (2+ch 2 Е0). (89) 

Из (89) при w-+O получаем: 

(90) 

и наконец 

L,= Р.о р. (1 + ~)· (91) 
811: ch 2,;0 

При Е0=0 .мы получим бесконечную тонкую ленту шириною2с, 
по которой течет ток /. Полагая временно ширину пластинки 2Ь~ 
получим плотность постоянного тока: 

i / 

2Ь · 2с 
(92) 

Ток на единицу ширины пластинш составит: . 

-
1
-=i· 2Ь 
2с ' (93) 

Таким образом, если 1 и с - конечные величины, i бесконечно 
возрастает с уменьшением: толщинш пластины, но так, что i , 2Ь 
остается конечной величиной. Внутренний: коэффициент самоин· 
дукции такой пластины из (91) раьен: 

(94) 
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Из (91) в связи с формулой (5) кожно записать дпя эллипса: 

L,=~[1+2~] =.!: [1+2 аt-.Ь~] 10-t генри, 
811: а•+ь• · 2 а•+ь• 

где а и Ь-полуоси эллипса. При а=Ь, мы получаем 

L = ,,..,,. 
j 811: 

т. е. формулу для кругового цилиндра. 

(95) 

q) Определение напряженности магнитного поля 
) 

Зная sеличину плотности тока (случай электрического скив-
эффекта), не трудно найти слагающие напряженности магнитного 
поля Не и Нт~· Применяя последиие два урав~ения (n), получим: 

Н. = 1 дl 
е k' с у ch1 е - cos•-11 • а;;- ; <961) 

Н =- 1 ,_!!__' (96) 
Тj k 1 С У chi е - cos• 1J i1e • 2 

i мы .определим по формуле (52), предварительно выразив /( 
через М по формуле (86); полагая M=l имеем: 

. hl 

к= k]•C•Ch Jo(kC•Ch~)- 2 J,(kC•ChEJ . 
...:..:.:_..;;___..:.::.. • (97) 

211: • а · Ь J1 (kc · ch ~о) ( 1 + :•) - :1 
J8 (kc • che0). 

По формулам (961) и (52) · 

с J Jo (kc • сЫ) -1~ J1 (kc • che) 
Не= К 4 у ch1 е - cos• '11 f ha .· sln 271 -

J0 (kc • cheo)- 2 J., (kc • ch Е0) 

{10 (kc • che)-J2 (kc • che) l 
- h• · sln 211

1
. (98) 

4 J0 (kc • ch Е0) -J2 (kc • ch Е0) 

Очевидно, что при е --7 е0 Не-+ О. Аналогично пря помощи 
формул (52) и (97) получим: 

н lc • cblo . sh е х 
'1 211: аЬ уёЬ:i е - cos1 11 

I J1 (kc·cЫ)(1+ ~·.)- :• Js(kc,cbl) [ h' . ] 
Х h· h' 1 - 2 cos 2'1 + 

ls(kc • cheo) (1 + Т )-тJв (kc· ch~) · 

{ls(kc,che) ( 1+ ~)-la(kc,ch 6)} • {Jo(kc,ch~o)-~J,(kc·chEo) }l 
+ 4 } { ( hl) h• }J.(99) {Jo(kc·cblo)"",iiJ2(kc,ch ео) . J,(kc·cbl11) 1 +т -4J.(kc,cheo) . 
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Перейдем в формуле (99) к пределу, полагая, что w (k) 
,стремится к нулю, мы получим. тогда формулу справедливую 
. для постоянного тока: 

Н _ /csh;. che {l - cos2~ }· (lOO) 
7/- 211:аЬ Ychl;-cos1 '1j 2ch1 e,-1 

i =-1 -. (101) 
пост. ~·а·Ь 

Определим по формуле (100) напряженность поля в двух точ· 
~ . 

асах на контуре зтrипса 9ри ·"l'J=O, т~-2 : 

1) Е-Е0; т~=О 
Н =[с· sti.eo • cheo {1- t }=-/- ~; 

7/ 211: · аЬ , sh е0 2ch• е0-1 ,s • а.Ь а'+Ь• 

2) е-ео; т~= ..!. 
2 

(102) 

Н _ /c•Sheo•Cheo{l- J }-_!___~~ (103) 
· 7/ - 211:аЬ • ch е0 2ch8 е0-1 - ~аЬ а'+Ь•. 

,,. 

1 -4. Распределение температуры в эллиптическом цилиндре, нахо· 
. дящемся в rармоническ\)м меняющемся температурном поле 

Значительное количество рабочих процессов в технике со
·стоит в периодическом повторении неизменного рабqчего цикла, 
вследствие чего все величин~ определяющие состояние, в том 
числе температура, подвергаются периодическим колебаниям. 
Мы рассмотрим изменения и распределение темп~оатуры внутри 
эллиптического цилиндра неограниqенноА длины. Введем следу,о
щие обозначения (при чем считаем все физические константы 
,независимыми от времени, места и температуры): 

3 - температура в 0С, 
6

9
- амплитуда температуры на поверхности, 

t:-время, 

1.- коэффициент. теплопроводности, 
с- у дельная теплоемкость, 

'f - плотность, 
л . 

а=- - постоянная уравнения теплопроводности, 
ст 

w - круговая частота температурных ко.пебаний, 
J= v1 -1 мнимая единица. 

Искомая температура удовлетворяет дифферевциаJ1ьному 
уравнению: 
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д& 
-=ад3, 
дt 

д=-+--+-. ( 
дl дВ д') 
д.х• ду• дz• 

·. (1) 

• 

Поставле11ное вюше условие неограниченной длины те.па 

приводит данную задачу к плоской задаче, в связи с чек ;;=о . 
Изменения температуры на поверхности тела (окру.жающеЯ среды) 
мы полагаем происходящими по закону: 

.n _о. jwt 
Unoв.='1108 (2) 

(не нарушая общности, можно поло.жить 30 = 1). Решение урав
нения (1) мы ищем в форме: · 

(3), 
тогда 

Лф=j: ф (4) 

или 

дф+k'ф=О; 

k -v-;v·-. v::-· .!.. ·v-;;;- -•+J - - -]= -;•= ---
а а а у2' 

(5) 

Уравнение (41) по форме аналогично уравнению (1) предыду
щего параrрафа. Поэтому все выводы предыдущего раздела, 
вплоть до формулы (52J, полностью применимы в данном случае . 
Нужно только считать ф (е, -rl) температурой и в граничном 
условии (15) раздела VII, ;; положить при: 

е=~о. ф==&о. (6) 

Для кругового цилиндра справедлива формула (40) раздепа VII, 3. 
Введя функции Кельвина по формуле: · 

J0 (kr)=J0 ( qr 1-:-)= ber qr+j bei qr, (7) 

получим температуру внутри цилиндра в виде: 

8 =-. /" ber1 qr + bei9 qr cos (oot+arct Ьеi qr · ber qR1- Ьеr qr. bei qR) (8) 
V ber'qR+bei2 qR g Ьerqr, berqR + beiqr· beiqR • 

5. Возникновение 1<олебаниА при параметр-,ческом возбуждении 

Обратимся к более детаJiьному рассмотрению колебательного 
контура с переменsыми параметрами, основное уравнение кото

рого приведеsо в разделе I, 4Ь. Пусть .в колебательной системе 
(фиг. 8), состоящей из емкости С, сопротивления R и самоиндук
ции L, в некоторый момент времени, который принимается за 
исходный, имеется ток i. Произведем в этот момент изменение 
самоиндукции на· величину ЛL, что равносильно увеличению 

1 
энергии, равному - дl • i.1• Предоставим: теперь систему самой 

2 
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себе. Через промежуток времени, равный ..!. периода собствен-
4 

ных колебаний системы, вся энергия системы перейдет из :маг
нитной в электростатическую. В этот момент, когда ток будет 
равен ву лю, возвратим самоиндукцию к ее первоначальной ве
пичине, что, очевидно, можно сделать, не затрачивая рабо
ты, и затем снова предоставим систему самой себе. Через 

1 
следующие - периода собственных колебаний электростатиче-

4 
екая энергия снова целиком перейдет в маrнитную, и мы сможем 
'Опять начать новый цикл изменения самоиндукции. Если вnо
женная в начале цикла энерrия будет больше потерь за время. 
цикла, т. е: если 

1-дL . i 1 > .!_ RiZ _!_. ИJIИ 
2 2 2 

дL . ->• L , 

r де в - логарифмический декремент собственных колебаний си
стемы, тогда ток в конце каждого цикла будет больше, чем 
в начале его. Таким образом, повторяя эти циклы, т. е. изменяя 
самоиндукцию с частотой в два раза б6льшей средней собствен-

дL 
ной частоты системы так, чтобы Т > в, можно возбудить в си· 
стеме колебания, не воздействуя на нее никакой электродвижу
щей силой, как бы мал ни был начальный случайный заряд" 
То же самое мы получим, изменяя емкость системы С. 

Хорошей механической аналогией расс-матриваем:оrо здесь 
явnения будет движение качелей, раскачиваемых ритмическими 
движениями качающегося человека. Здесь ритмически меняется 
момент инерции. Уже при таком неполном, скорее качественном" 
рассмотрении явлений возбуждения можно вывести две основные 
предпосылки для его возникновения: 1) необходимость выпол
нения определенной зависимости между частотой изменения 
параметра и .средней" собственной частотой системы и 2J не
обходимость собдюдения определенного соотношения между 
величиной относительного изменения параметра, так называе-

мой глубиной модуляции его, и величиной cpeд
т-'VWVv-J иего логарифмического декремента системы. 
1 .': L ~ Перейдем к дифференциапьному ура~ве-
v . 

0 
нию задачи. Пусть емкость меняется по за-

Ц 'J кону: (1) 
~=~о (1 +m sln шt); 

Фиr. 8. 

мы имеем следующее. уравнение для q = J tdt: 
' 

L d• + R dq + 1-(l+m sln wtiq~O, 
dts dt С0 . 

(2) 
r 
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... 

которое с помощью преобразования: 

_.в_, 
q=.x. е и 

можно привести к виду: 

tf.lx 
dt2 +111 (1 +m1 sln 2't) х===О, 

где 

(3) 

(4) 

(5) 

Найдем решение уравнения (4). Пусть х 1 (t) и х8 (t) будут 
два линейно независимых интеграла уравнения (4), удовлетво
ряющих таким начальным условиям: 

.х1 (0) = 1; х{(О) = О, 

.х, (О) = О; х;(О) = 1. 

Тогда любые другие начальные условия 

.х (О) = ~1 и х'(О) = ~а 
приведут к требованию . 

. Х = ~1Х1 + ~1Xz, 

Составим определитель Вронского. Так как 

и 
до === .Х1 (О)· .х~(О)-х~(О) • .х1(0) = 1 

'r 

-/р(() dt 
е -r, = 1 

(ибо p(t) в нашем случае равно нулю), то: .. 
. -/p(t)dt 

Д = де -ro ,..) = .Х1 ('t) • .x;(t)-X2 (t)x;(t). (6) 

Из общего исследования уравнений с периодическими коэффи
циентами известно, что один интеграл такого уравнения всегда 
можно представить в виде (151J: 

х = е"", (t), , (7) 

rдF! l'fl (t) периодическая функция с периодом '1'1:, h- характери
стиqеский показатель. Следовательно, зто решение должно ли
нейно выражаться через .х1 (,) и x .. (tJ, т. е. должны написать: 

х (t) == eh" t (1:) = ~1 .Xi (t) + ~а.Ха (t) 1 
(8) 

.x'(t) = eh' [t'(t) + h:p(t)J = ~1 x~(t) + ~a.t;(t). 
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Кроме тоrо, так как при 1:=О, е" .. = 1, то 

ip (О) = ~1; i'(O) + h'f/ (О) = ~2· (9) 

Так как функция !f ( -с)- периодическая с периодом 11:, то очевидно: 

х ('lt) = e1ttr. ,i (О) = е11" ~1 = ~1 xi{-it) + ~2 X 2('1t) } 

x'('lt) = е11" f i'(O) + hff (О)} = е"" ~2 = ~1 x~('lt) + ~2 х~( 'lt). 
(10) 

Исключая из этих уравнений ~1 и ~2, учитывая (6), получим: 

ch (h'lt) = _!__ [х1 (1t) + х; ('1t)], (11) 
2 

Из уравнения (11) следует: если +h его решение, то -h есть 
также его решение в силу четности ch (hтс), Поэтому в общем 
виде ре,шение (124) напишется в форме: 

х = А1 i" r.p1 (-с) + А1 е-111 
r.p2 {'t), (12) 

где А1 , А2 постоянные, определяемые из начальных условий. 
Легко заметить, что мы можем положить: 

!.р2 (-с) = 1.f1 (-'t). 

В самом деле, выражение А2 е-hт q,1 ( будет также инте-
гралом (4) [так как полагаем решение (7) верным и для отрица
тельных 't]. Это решение линейно независимое от первого, опре
делитель Вронского не обращается в нуль. Полное решение напи
шем в виде: 

hт) А-hт·() .t=A1 е q,1 (-с + ае Ч,1 - 't . 

Подставляя это решение в (3), получаем дJlh q: 

q=A1e(h-8)т Ч'1(-с)+А2е-(h+О)т ti(-'t). 

(13) 

(14) 

Из этого выражения следует, что вопрос о возбуждении колёба
ний приводится к нахождению условий, при которых амплитуда q 
будет постоянно возрастать. Из (14) видно, что это будет тогда, 
когда вещественная часть h будет абсолютно больше&. Ус;1овие 
параметрического возбуждения, как видим, тесно с.вязано с ве
личиной (h), т. е. с характеристическим показателем уравнения 

~ 2w1 Матье ( 4). Зависимость (h) от параметров у ,:>авневия т и ,. = 00 
можно, как это сделали Андронов и Леонтович (151:'), качествен-

( 
2w1 ) но изобразить, графически вщделив на плоскости т, --;;- от-

дельно области, внутри которых (h) имеет реальную часть. 
Построение показывает (157}, что эти области, являюшиеся об:та
стями "неу~тойчивых" решений урав\iевия (4), расположены 

около значений 2w1 = 1, 2, 3 ... При наличии затухания, т. е. 
(1) 
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., 
для уравнения ('2), эти области неустойчивости весьма уменьша-· 
ются. · Релей (11-i, I) указал метод приближенного построения, 
границ областей неустойчивости. Так, границы первой облаt:та 

неустойчивости ( около значения 2: 1 = 1) даются с точностью ·до,. 
m9 кривыми: 

w у ·1----t--v--==:2
=-=4=62= и 2=1 = у 1 -4&2. (15) 

2ш1 Это значит, что при заданныi т и 3 и значениях -;; , удо-
влетворяющих неравенствам: 

.( 1+{ т~ -:-482 ~ ~~;;;;,: ( 1-V ~2 

-4&' (16), 

решение уравнения (2) ,, неустойчиво". Для определения второй 
области неустойчивости ( около ~.1 =2) цобходимо учесть чле· 
ны т'. Как показали Андронов и Леонтович, в этом случае имеем: 

+i- т2+{ m~-64tP;;;;,: 
2
;

1 > { 4 +{ m.,,-'V m'-64&2~ (17} 

6. Поперечные колебания эллиптической пластинки 
В разделе VI указано, что задача о кол.ебании эллиптичес-

кой мембраны впервые была решена Э. Матье (95, 96) в 1869 г. 
Рассмотрим здесь задачу о колебании эллиптичесиой пластинки . 
При д~лt. нейшем рассмотрении допущено, что пластинка сос1юит 
из совершенно упругого, однородного материала, и что она имеет' 

однообр.lзную толщину '2h, рассматрюэаемую как малая сравни~ 
теJ1ьно с другими ее измерениями. 

а) У р а вне н и е д в и ж е н и я и е го р е ш е н и е 

Пусть толщина пластинкн 2h, плотность материала р и коэф
фициент Пуассоча а1 • Ее 1и w представляет поперечный прогиб; 
то уравнение движения бу Д(~Т (115! I): . 

!/; 

~2w t-· __ E_h2 -- • v4w=O (1) 
дt2 Зр ll ····o:) ' 

где 

а• . а• а• 
v''= д.х'+2 Ъ~аут+ау,· 

2 
Если -· - период колебаний, и w меняется в зависимости от вре-w 
мени, как cos(wt+e), то ура,'!Нt'Ние (l) примет вид: 

v~1~ -k4W-=:0, , {2} 
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где 

(3) 

йз (2) мы имеем: 
('v2+k1) ('v 2 -k1)w=O. 

w 1 и w2 являются соответственно решениями уравнений: 

('v 11 +k3) W1 =0, (4) 

(5) ('v2 -k2) Wa=O. 

Тогда w=Aw1+Bw3 является решением (v'i-k4
) • w = О. Полное 

решение (1) гласит: 
W=(Aw1 +Bw2)cos{wt+в). t6) 

Положим ~+iy=c·ch(e+i'rl), где с-фокальное расстояние,тогда 
уравнение ()!) перепишется в виде: , 

/ 

(7) 

Полагаем w1 =F(':.)·O(тi), где F(е)-функция только е, а 0('1/)-фуик-
ция только '1· Мы получаем: · 

rде 

a;;+(16qch2e-N) F=O J 
aza , (8) 
ari• -(16 q cos271-N) 0=0 

1 a=N----c2k2
• 2 ' 

1 2k2 q= 32 С ' (9) 

Положим e=l (z + ; ) и '1j=Z+ -·}, тогда уравнения (8) све
дутся к линейному дифференциальному уравнению второго 
порядка: , 

:~+(a+16qcos2z)u=0. (10) 

Решение этого уравнения дано Уитт~кером (151) в ,форме: 

w=Л(z)=e"'z. u(z) (11) 

(см. раздел III, 1 с), г.пе и (z) периодическая функция z и fJ. опре
деляется рядом (4) 111, 1 с. 

11-=4q sin2a-12q8 sin 2а- 12q4 sin 4а+ ... ; (12) 

а является параметром, связанным с параметрами а и q диффе
ренциального уравнения соотношением: 

. ' 
а= 1 +Bq cos 2a+(-16q+8 cos 4а) q2 -8q8 cos 2а+... (13) 

.160 

н и (z) определяется рядом Фурье (2), lll, 1 с: 

и (z)=sin (z-a)+a8 cos(Зz-a)+b8 sin (Зz- a)+as cos (5z-a)+ 

+Ь0 sin (5z-a)+a7 cos (7z-a)+ ... , (14) 

коэффициенты которого, в свою очередь, определяются рядами: 

bв=q+q2 cos 2а+ (-!з! +5 cos 4а )qз+ (- :
4 

cos 2а+7 cos 6~ )q•+ ... 

a8 =3q2 sin2a+Зq3 sin4a+ (-
2
;

9 
sin2a+qsin6a) q'+"· 

1 2 4 ( 155 82 ) br.=тq + 9 q8 cos2a+ -м+zrcos 4а _q'+ ... 

- 14 44 .. 
а, =тq8 sin 2a+zr qisш 4а+ ... 

(15) 

Второе решение получается путем замены а на - а. Полное 
решение будет: . , 

и=АА(z, а, q)+BЛ(z,-a, q). (16) 

Решение будет чисто периодическим, если JJ-=0. Обозначим 
через a=s значение а, соответствующее fl.=0. 

Общее решение (16) преобразуется в этом случае в: 

и=А Л (z, s, q)+B Л1 (z, s, q), (17) 

где Л1 (z, s, q) означаем функцию эллиптического цилиндра вто
рого рода (см. III, 4Ь). В нашем случае О(т~) должна быть чисто 
периодической функцией, следовательно имеем: 

а (т~) = л ( т~-; , s, q ), 

так как функция второго рода не периодическая. 
Далее: . 

F(е)=Ал[ -ie-;, s,q]+вл1 [ -ie-;, s, q]= 
=AF1 (e)+BF2(e), 

где, для сокращения, положено: 

Стретт-9i-11 

Л [ - i:. - ; , s, q] = F1 (е) 

л1[- i':.1- ; , s, q]=F2 (е). 
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• Окончатепьно / 
w1 = 0(11) {AF1(e)+вF.IO}· (18) 

Для получения решения уравнения (5) полагаем: w2 =Р (е) Q (11), 
где Р (!) является фун.кцией только е, а Q (71) функцией только 71. 
Полагаем также: 

·1 1 
a=N+2 c2k2, q= 32 c2 kt. 

[взамен (9)], и получаем: 

Р(е)=СЛ(iе, s, q)+Dлi (i~. s, q) 

Q(11)= \(11, s,q), 

так как Q (11) до11жна быть периодической функцией. Полагаем 
для сокращения: 

Л (i!, s, q) =Р1 (!) 

.\1 (iЭ, s, q) =Р2 (;) 
и получим:: 

W2=Q (11)·{СР1 (e)+DP2 (е)}. 

Окончательныы решением является: 

. W= [0(11){AF1(e)+BF2 (е)}+ 

+Q (11) {СР1 (e)+DP2 (e)}J cos (wt+•). 

(19) 

(20) 
Ь) Случай сплошной эллиптической пластинки 

Решение (20), полученное для уравнения (1) . в эллиптиче
ских координатах, мы применим к частному случаю сплошного 

диска~ Пусть е==е0 соответст,ует контуру эллипса; мы получаем 
тоrда при жестком закреплении контура граничные услов11я: 

при i: ~ _дw=О • .. = .. о, W=O, де 

Следовательно, из (20) имеем: 

. 0(11){AF1 (eo)+BFa (e0)}+Q(11){CP1 (e0)+DP1 (е0)}=О } 
О (11) {AF1' (ео)+ BF{ (e0)}+Q (11) {СР/ (e0)+DP1' (е0)}==9 ' (

2
l) 

где F1' (е0), • • • значения дF1:> , . . . пр и е = е0• 

Так как уравнение (21) должно выполняться при всех зна
чениях р., то коэффициенты при О и Q должны обращаться 
в нуль. Ис.l(лючая А, В, С и D, мы получаем два уравнения: 

I F1 (~). F,., (ео) !=0 J Р1 {ео)Р, (ео) /=о (22) 
Fi' (io), Fa' (ео) ' Pi' (ео)Ра' (е0) • 

Эти уравнения дают два типа вибраций. 
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с) Случай эллицт·ическоrо кольца 

Пусть границами будут два .~онфокальных эллипса Е=ео и 
дw . . 

е=е1, мы получаем w=O и де =0 для этих значения е. Следо-

вательно, к уравнениям (22) мы дол~ны добавить еще следую· 
щие соотношения: 

0(11) IAF. (e1)+BF2 (e1)}+Q (11){СР1 (e1)+DP2 (Ei)}=O, 

0'(11) {AFi' (e1)+BF'1 (е1н+ Q (71) {СР/ (e.)+DP,.,' (е1)}=0. 
Эти четыре уравнения справедливы при любых значениях. 7/· 

Поэтому восемь коэффициентов при О (11) и Q (ri} должны ис
чезать. 

Исключая А, В, С и D, мы приходим к уравнениям: 

!! 
F1 (;о) Fa (~о) 
F/ (е0) F,' (~о) 

!
\ Р1 (;о) 

I Р/ (~о) 

Ft (е1) 

. Fi' (;1) 

Р1 (!1) 

Р/ (!1) 

(23) 

(23) определяет частотю. Расчеты проще всего провести при 
помощи формул (12), (13), (14) и (15) . 

d) Важный специальный сп уч ай 

· Имеется бесконечное множество значений а, соответству
ющих 11=0(s). И соответственно 1<аждому значению s мы полу
чим множество уравнения частот типа (22), (23). 

Так как: , 
cz , /Зр (l-cr11

) р (24) 
q= ± 32 v-EJii-. ' 

то очевидно, ч;о для обычных материалов q - небольшая 
величина, поэтому в приближенных подсчетах степени q 
выше второй могу,.. быть опущены. В этом случае мы имеем 

p,=qsin 2а и для р.=0 мы получаем s=O или ; . Решения 
. 1 

л (z, s, q) и Лt (z, s, q) принимают простую Ф?рму. 
Отбрасывая стеnени q выше второй, имеем. 

Л(z, о, q)=sinz+(q+q'-')sinЗz+ 1 q'sin5z 

Л 1 (z, о, q)=-8qz1\(z, о, q)+cosz+qcosЗz+ 

+q'(~ cos5z-5cosзs) 
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Л(iz, о, q)=-:-i[sьz+(q+q2)shЗz+-{-q2 sh5z] 

Л1 (iz, о, q)=-Bqiz·A(iz, о,, q)+chz+qch3z+ 

+ q2 
( ; ch 5z - 5 ch Зz )-

В первом приближении имеем: 

л (z, о, q)=sinz+qsin3z 

Л1 (z, о, q)=-Bqzsinz+cosz+q cosЗz 

Л (iz, о, q)=-i(shz+qshЗz) 

Л.1 (iz, о, q)=-8qzshz+chz+qch3z. 

Рассмотрим теперь уравнение частот. Простейший 
для сплошного диска е=е0 определяется уравнением: 

Р1 (ео)·Ра' (e0)-Pi' (е0)·Р2 (ео)=О. 

Подставляя вмес.то Р1 (е0), Pt' (е0), Р, (е0), Р; (ео) их 
ния сверху и у дер живая первые степени q, мы получим: 

1 
q-4(1-2ch2;0)

0 

Следовательно, для п (частоты) из (24) и (25) имеем: 
4h,/ Е ·1 

n= тссt V 3р(1-а1 ·) 4ch8 ;.--3'· 

случай 

значе-

. (25) 

(26) 

В заключею:1е приведем численные значения для п, рассчитан-

ные для сдедующих данных: 

Отиоше-
Плот- Модуль ние Толщина· 

Материал ность р Юнга Е Паус- · 2h 
сона а1 

Сталь 7,70 2,14'· 108 0,31 0,2 
7,70 2,14,108 0,31 0,2 

Катаное 
железо 7,85 1,96, 108 0,28 0,2 

7,85 1,96, lOJ- 0,28 0,2 

Медь 8,90 1,23, 108 0,39 0,2 

• 8,90 1,23, 108 0,39 0,2 

Стекло 2,60 6,77· 101 0,25 0,2 

• 2,60 6,77·101 0,25 0,2 

Фокаль- Эксцеи-
иое рас· тр,иситет Часто· 
стояние е та п 

2с 

2,00 0,5 314 
2,00 0,3 124 

2,00 0,5 295 
2,00 0,3· 116 

2,00 0,5 229 
2,00 0,3 9() 

2,00 0,5 298 
2,00 0,3 118 

7. Теория волновых фильтров с непрерывными 
элементами 

Рассмотрим распространение электромагнитных колебаний 
вдоль провода с периодической структурой, рассматриваемого 
как волновой фильтр (сеть) (136). 
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Электрический провод обладает следующйми постоянными 
L, - последовательная самоиндукция на единицу длины. 
Сv-параллельная емкость на единицу длины. 
Lv- параллельная самоиндукция на единицу длины. 
С, - последовательная емкость на единицу д.пины. 
В большинстве учебников рассматривают только первые две 

величины. Потерями провода мы пренебрегаем. На основании 
телеграфного уравнения легко показать, что ток / в проводе 
с этими постоянными удовлетворяет уравнению: 

(1) 

пока · ток гармонически меняется в зависимости от времени 

с частотой (О. Так как коэффициент при / является периоди
ческой функцией, то мы получаем диффере1щиальное уравнение 
типа Хилла, решение которого гласит: 

(2) 

при чем /0 (х) является периодической функцией х (теорема Фло· 
ке, П, 2). Одновременно теорема Гаупта (11, 2Ь) указывает, что 
в функции от постоянных провода имеется в общем бесконечно 
большое количество областей пропускания и задерживания. 
В области пропускания J1 - чисто мнимое; в области задержи
вания - ком-плексное или реальное. 

Как особый случай, мы выберем: 

(
8
L 

1 ·)(•с 1
) - (1) ,-- (1) --

0 -< х -< ь: с, . -~-v _ _!__!. = 8 2 
w2 , 

при чем для всех других значений х это должно повторяться 
В отличие от III, Зd, / в точках скачкообразного изменения по
стоянных провода вместе с своей первой производной н~ не
прерывно, а удовлетворяет условиям: 

/1 =/п 

1 

(
dl )-__ L-=_11-=_1_+_U)_•_cp_1_ 

dx I = 1 
--L .. - +w•CpII 

"II 

(
dl) 1 (d/) 

• dx 11-т dx 11, • 
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Индексы I и II характеризvют значевия рассматриваемых 
величин непосредственно дu и после скачка. При помощи выше
указанных условий можно для i.i. из (:l) получить простейшим 
путем уравнение фильтра: 

ch i,. (a+b)=cosAa·cos ьв-+( f + :в)·sin Aa·sinBb. (З) 

а) Исследование уравнен и я фильтр а: кл а с с и
ч е с кие формулы для цепочечных проводников 

как частные случаи 

Если выбрать ~= Ь и k = 1, то (3) переходит в уравнение (2) 
раздела Ш, Зd. Можно также найти зависимость ch 2 ai,. от а А 
или аВ из рис. 4, III, 3d. . 

В электротехнике употребляются так называемые цепочеч
ные проводники или волновые фильтры, которые применяются 
для разделения электромагнитных волн различной частоты. 

От рассмотренных в предыдущем разд~ле проводников с пе· 
риодической структурой цепочечные проводники отличаются сле

L 

о 

Фиг. 9. 

дующими особеанрстями: 
а) Провод имеет на данном от

резке или только самоиндук,цию 

или только емкость. 

Ь) Длина ячейки· (период) про
водника очень мала по сравнению 

с длиной волны наблюдаемых элек
. тромагнитных колебаний. 

Последнее условие в 
aB~l. 

нашей записи приводит к аА ~l и 

Четыре известных в литературе основных типа цепочечных 
проводникоя образуются из (3) при условиях (а) и (Ь) следующим 
образом: с с с (! с 

Для цепочечного проводника с o-JII Н · 111 I 
областью пропускания низкой ча- t ! '~} ~ 
стоты (фиг. 9) мы полагаем: L L L L 

о 

Фиг. 10. 
L _;--- а 

В интервале I: С,= со; Lv=co; L,=-; Cv=sC; а у L,Ctt=-; 
s •• 

в интервале Il: С,= со; L .. = со; L =&L; С .. -2-; а у L,Cp ... .!_• 
" 

1 
" Е 1111 

Отсюда из (3) для s~o. имеем: 

ch2ai-i,=l- 1 

известное уравнение для этого цепочечного проводника. 

~66 

В случае цепочечного проводника с областью пропускания 
высокой частоты (фиг. 10) мы полагаем: 

в интервале I: L,=0; Cv=O; L,,=•L; с;_2_; JLa с. ·= 1 (/,)
0
• 

. s .,,,, ' 

в интервале II· L -О· С -О· L - L · С =•С _а_ 
• ' - ' Р - ' Р - s' ' ; у' L"C, = swo • 

Отсюд:а получаем (3) для 1 --:) О 

ch2ai.i.= 1- i (':: )2; (j):-i-LC. 

Фильтры перв,ого рода (фиг. 11) получаются из (3) в предпо
ложении: 

1 

в интервале I:Lv=oo; C,=sc; L,-!:...; Cv=&C; Аа==s(-~+ш• ) 2
, 

е с ш: 

CL Cl.. CL CL 

~1113 
Фиг. 11. 

в интервале Il: L,= со; С,=..:..; L,=sL; C,,=..f..; 
е в 

и из (З) при s ~ О имеем: 

ch 2aii, = 1 +J... ..f.. _ ..!.(..!.)\ 1.. ... у LC • . 
2 С 2 Wo (1)0 

Фильтры второго рода (фиг. 12) получаются 

в интервале I· С= со· L = sL· L =el· С = с· 
• ' . ' ' ' р ' р --;-, 

в предположении: 
1 

) 
; 

L (j)I . Aa=s(--+- , 
[ Ulg2 

1 

в интервале II: С,=оо; L,=.!:..;Lv=!:..;·Cv=i.C; Ba=s(-.!:...+w')
2 

е s · l wЗ0 

и из (3) при s--:) О: 

ch2aii,=1+2....!:... 2... (~)\ ..!...=-V LC. 2 l 2 ш0 (j)o 
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IX. Табпицы функций элJiиnтического 
цилиндра Е. Л. Айнса 

Прилагаемые ниже таблицы составлены Айнсом (частично 
Гольдштейном) и опубликованы в журнале: ,,Proceedings of the 
Royal Society of Edinburgh". 1931-1932. Vol. L 11 -part IV -
(Nos 22, 23). 

1. Определения и обозначения 

Уравнение Матье Айнс пишет в форме: 

:;+(а-26 cos 2x).v=O. 

Присоединенное уравнение, получаемое заменой х на ix, пи
шется в вкде: 

d
2
Y - (а-2 О cos 2х) "·=О. 

а.х2 " 

Для функций. Матье приняты обозначения: 
00 

се2п(Х, 8)=~A2r(6),cos2rx, 
,-0 

00 

se2n+1 (х, 0)= ~ B2r+1 (6)·sin (2r+ 1) х, 
r=-0 

00 

се2п+~ (х, 8)= ~ А2,+1 (6)•cos (2r+ 1) х, 
r=O 

00 

se2n+2 (х, 6)= ~ В2, (6)·sin 2rx, 
1'=1 

г да п - положительное целое число или нуль. Соответствую
щие собственные числа будут: 

а2п (6), Ь2пн(6), tiзr1+1 (6), Ь2п7 2 (6). 
Таким образом функции определены с точностью до постоян
ного множителя. Для полного определения функции необхо
димо ввести дополнительные условия. При составлении таблиц 
было принято условие: 

кроме того при х=О 

сет(Х, 6)>0 (m=O, 1, 2 ... ); :.xsem(X, 6)>0(m=l, 2 .•• ). 

Заменив 6 на-6 и х на {-1t-x, мы не изменим уравнения Матье. 
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Таблицы функций эллиптического цилиндра составлены для по· 
ложительных .значений 6; их значения, соответствующие отри
цательным значениям 61 определяются из сооrношенцй: 

се2п(Х,-6)=(-1)псе:~п(; -х, 6):· 
se2n+2 (х, - 6) = (- l)"se2n+2 (; - х, 6 ) ; 

се2п+1 (х, - 6) == (- 1 )" зеап+~ ( ~ - х, 6 ); 

sе2пн(х, ....:.6)=(- l)"ce2n+i(; ~ х, 6 )· 

Соответствующие собственные числа будут: 

а2п (- 6)=а2п (6); Ь11п+2 (-6)= Ь11п+2(6); 

аап+1 (-б)=Ь2п+1 (6); Ь2п+1(-6)=а2п+1 (6), 
'Расчет таблиц проводился по методу, указанному в общих 
чертах в разделе Ш, 2d. · 

2. Пояснение к таблицам 

Таблица 1 содержит семизначные значения собственных чи
сел от а0 до а11 и от Ь1 до Ь6 (в принятых в этой книге обозна
чениях от Ас~ до Ас, и Asi до л.s.), для сорока значений 1) (в приня
тых обозначениях h2): 6=0, 1, 2... 20... 30... 40. Таблицы 
11-ХШ содержат семизначные значения коэффициентов двенад-

' цати функций: се0 (х, 6), se1 (х, 8), •• • , се11 (х, 8), se6 (х, 8). 
Таблицы XIV -X:XV содержат пятизначные значения две

надцати функций се0 (х, 6), se1 (х, 8) ••• се5 (х, 6), se6 (х, 6), для 
десяти значений 6; 

6=1, 2 ..• 10. 

Каждая- функция занимает четыре страницы. Первая стра
ница дает зн.,ачение функций от х=0° до х=45° при 6= 1, 2 .•. 5, 
через 1°. Вторая страница-от Х=45° до х=90°. Третья и 
четвертая страницы дают соответствующие значения для 
6==6, 7 ... lQ. . 

Вторые разности д2 напечатаны с: цельIQ облегчить интерпо
лирование по х при по.мощи формулы Лапласа-Эверетта. 



Т.~~блица 1. Собственные числа 

а о I bs 

~ _ :::::~: - :·.:::: :::::::1 :·.:~:::::'1--4-~-~~-1:-~-1-0:--·9·00;000 

2 - 1·5139569 - 1·3900765 2·3791999 3·67223271 5·1726651 
3 - 2 8343919 - 2·7853797 2'5190391 3·2769220 6 0451969 
4 ~ 4 2805188 - 4•2591829 2·3180082 2'74688:01 б 8290748 
5 - 58000460 - 5•7900806 1·8581875 2•0994604 7'4491097 

6 - 7'3688308 - 7•363911 1•2142782 1 ·35!38121 7•8700645 9·137905 
7 - 8'9737425 897120 0•4383491 0·5·754541 8•0866231 8962385 
8 -106007292 -10·60 - 0•435943 0·28936:8 8 1152388 8 7099.44 
9 -12•2624142 -1226 - 1•38670 13588 01 7·9828432 83831192 

10 -13·9369800 - 13 - 2 39914 - 2•3821582 77173698 7•9860691 

12 -17•3320060 - 17·3319184 - 4 5701 - 4·5635399 6 8787369 7•0005668 
14 -20·7760553 - 20 7760004 - 6 - 6'8907007 5 7363123 5 7926295 
16 -24•2586795 -24'2586578- 9·3352671 9334:097 4•3712326 43978962 
18 -21'7728422 - 27•7728332 - 11 •8732425- 11 •8727265 2 8330567 2'8459917 
20 -31•3132901 -31 3133862-14'4913014-14·49106331 1·1542829 1-1607057 

24 -38 4589732 -- 38•458972 - 19'9225956 - 19'9225403- 2·5397657. - 2'538077 
28 -456733696 -4567 -255617471-255617329- 65880630!- 65875850 
32 -52•9422230 -52'9422229- 31•365 544 - 31 365,505-10·9143534'-:- 109 42000 
36 60 2555679 - 60 2555679 - 37•3026391 - 37·3026380- 15 4667703 - 15 4667243 

. 40 -67·6061522 !- 67·606i522 -43 3522753 -43·3522749г 20·20194о8г 20·2019254 

11 

О 9 0000000 • 16·0000000, 16•0000000 25•0000000 25·0000000 36•0000000 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

12 
14 
16 
18 
20 

24 
28 

1
~ 
40 

170 

90783688 
93703225 
99 55063 

106710271 
11·5488320 

12'4656007 
13•3584213 
14']818804 
14·9036797 
15·5027844 

16·3015349 
16 5985405 
16·4868843 
i6 0619754 
15 3958109 

135228427 
11•1110798 
8·2914962 
5'1456363 
1'7296491 

1 

16 0329701\ 
161276880 
16 27270121 
16 4520353 
166482199 

1 

16'84460161 
'17 ·0266608 
17"1825 
173030110 
17 3813807 

13'5527965 
11'1206227 
8·2946721 
5•14673751· 
1·7300456 

16'0338323 
16'1412038 
16•3387207 
166498.89 
17-0965817 

17•6887830 
18·4166087 
19 2527051 
20·1609264 
21·1046337 

22•9721275 
2465:5951 
260086783 
26 9877664 
27·5945782 

27•8854408 
27·2833082 
260024482 
24·3785094 
22•3252763 

250208408 
25•0833490 
251870798 
253305449 
25.5108160 

257234107 
25'9624472 
26•2200995 
26 
26-7664 

27·3000124 
27-7697667 
28•1363559 
28 3738582 

. 28·4682213 

28•2153594 
27 4057488 
26·1083526 
243960665 
22 3321485 

250208543 
25 0837778 
25.190~8:5 
25'3437576 
25·5499717 

25·8172720 
26 55 202 
265777533 
27·09 8661 
27 7037687 

29·2080550 
31·0000508 
329308951 
348530587 
366449897 

39'5125519 
41 '2349503 
41•9535112 
41'9266646 
41·3497544 

36·0142899 
36·0572070 
36•1288712 
36·2294114 
36·3588668 

36•5170667 
367035027 
З69i72.31 
37·1566950 
37 4198588 

380060087 
38·64847i9 
393.50108 
399723511 
405896641 

41•60570 
42•2248415 
423939428 
42'1183561 
_41•4330052 

6-
1 

А, 
А, 
А, 
А, 
А, 
А,о 
А12 
А14 

ti= 

Ао 
А1 
А, 
Ае 
Аз 
А10 
А11 
А11 
А1е 

~ ... 
Ао' 
А2 
А4 
А, 
Ав 
А10 
А12 
А1, 
А11 
А1в 

Ао 
А, 
А, 
Ае. 

Ав 
А10 . 
А1а 
Аа 
А1е 
А1а 
А20 

Таблица 11. Коэффициенты се0(:с, 6) 
со 

се0(х,6)-А0(6)+ ~ А21' {11) cos 2rx 
t=l 

1 
1 

2 
1 

3 
1 

4 
1 

5 

1 
0·6729897 0•6225002 0'5856071 0•5597172 0·5400124 

- ·3063036 - 4712192 - 5532800 - 5989700 - 6271154 
186456 ' 541400 892299 1205112 1479271 

- 5117 - 28911 - 69,71 - 120374 - 178481 
79 883 3109 7068 12829 

- 1 - 17 - 91 - 271 - 607 
2 7 20 

- 1 

6 1 7 8 9 

0·5257758 0•5137771 0•5037681 0•4952174 0·4877754 
- ·6457255' ·- ·6586433 - ·6679'64 - •6747290 - ·6798115 

'1719724 ·1931700 ·2119732 '2287566· •2438259 
- 240734 - 305248 - 370727 - 436280 - 501295 

20334 29463 40065 51981 65057 
- 1139 - 1898 - 2909 - 4187 5742 

45 87 151 242 365 
- 1 - 3 - 6 - 10 - 17 

1 

1 

20 
. 

0•4753235 04651824 04566602 0•4493312 0•4429163 
- ·6865282 - ·6903326 - •6923733 - ·6932892 '6934605\ 

•2697750 '2913293 ·3095268 •325 024 ' •3385895 
- 628185 - 749490 - 864481 - 973029 - ·1075304 

94116 126212 160511 196354 233222 
9700 - 14776 - 20926 - 28079 -· 36;56 

725 1262 2004 2968 4167 
- 41 - 82 - 146 - 240 - 369 

2 4 8 15 26 
- 1 

~ 

0•4321113 0·4232506 0·4157666 04093056 0·4036330 
- •6924398 - ·6904030 - •6878627 - '6850817 - •6822019 

•3607893 •3783073 •3924804 •4041753 •4139802 
- •1262358 - '1428645 - '1577144 - •1710465 - '1830805 

308518 384150 458781 531631 602265 - 54743 - 76033 - 99444 - 124482 - 150738 
7300 11422 16508 22500 · 29352 . 

- 754 - 1338 - 2151 - 3214 - 4540 
62 125 225 370 568 
4 - 10 19 - 35 - 59 

1 1 з 5 
1 

171 



Табдица IV. Коэффициенты се 1 (х, 6) 

Таблица 111. Козффицненты se1 (х, 6) 
со 

"" sei(.x, 6)== ~ 8 11,+1 (') sin (2 r+ 1) х 
r о = 

cei(X, 6} .. :I: А2,+1(6) cos (2 r+ 1) х 
r=O 

1 

. 
С= 

. 
1 3 4 5 2 . 

--- --i -- -
1 

В1 0•9939680 i 0·9813463 0'9670314 0·9530304 0.9400190 

Ва - •1095838 -· •1916945 - ·2531623 - ·3000099 - ·3365420 

85 43676 145713 275065 414411 554775 

87 - 890 - 5789 - 15968 ·- 31234 - 50896 

В11 11 141 572 1468 2939 

В11 - 2 - 14 - 47 - 116 

81з 1 3 
\ 

6-
1 

1 
1 

2 
1 

3 1· 4 1 5 

1 
····················· 

Ai 
! 

0·9902021 0·9547182 0•8950977 0•8264490 0•7624637 
Аз - '1395115 - •2963446 - ·4418682 - •5541324 - •6315963 
А1 , 603j3 263009 594792 992280 '1396848 
А, - 1280 - 11295 - 38484 85397 149156 
А, 

-
16 287 1473 4349 9448 

Ан - 5 - 37 - 147 - 397 
А1а 1 4 12 

6- 6 1 
7 

\ 
9 

1 

10 е-· 6 -
1 7 8'-.. 9 

• 1 ' 

- 1 1 1 

Bi 1 0•9281398 0·9173411 0.9075112 0·8985300 ; 0·8902865 

Вз - '3656733 - ·3893723 - •4089890 •4254701 - '4394946 

Ва 691678 823001 947863 •1066035 '1177626 

87 - 74168 100323 - 128735 158879 - 190324 

Во 5052 7838 11303 15433 20206 

811 - 237 - 423 - 689 1046 - 1504 

В1а 8 17 31 52 82 

В1а 2 - 3 

А1 0·7081680 0•6633854 0'6264179 0•5955405 0•5693674 
Аз - •6828771 - •7166126 - •7388555 - •7534713 •7629036 
Аа •1779473 

-
•2130985 '2450570 •2740242 •3002772 

А1 - 225569 - 311091 - 4030]3 499279 598302 
А11 17027 

-
27]68 39849 54985 72447 

Ан 854 - 158] - 2633 - 4059 - 5899 
А111 31 66 125 215 345 
Axs i 1 - 2 - 4 ,- 9 . 1§-

11- 12 14 ]6 18 20 
0== 12 

i 
14 20 

В1 0•8756412 0·8629656 о 8518254 1 0'8419080 1 0•8329838 
8а - •4620407 - •4793.58 - '4929225 · - ·5038741 - '5128425 
Ва ·1382270 ·1564706 ·1727959 1 ·1874742 ·2007372 
8 .255772 - 322984 - 390583 - 457672 - 523670 
8: 31549 1 45045 60392 . 77302 95515 

811 2752 4481 - 6714 - 9458 - 12710 

8а 178 332 559 871 1279 

811 1- 9 - 19 - 36 - 62 - 100 

817 
1 

1 2 3 6 
i 

6- l ~ 28 [ 32 
1 

36 1 40 
i 

1 
1 0792917'1 

1 
0.7828839 0•7739305 Bi 0·8174660 0•8043114 

Вз - ·5265493 - ·5364002 - ·5436993 •5492271 - ·5534793 

Вв '2237628 •2430744 '2595180 •2737005 ·2860676 

87 - 651072 - 7'11316 - 884072 - 989532 - •1088111 

в. 134958 177223 221205 266102 311335 

811 - 20676 - 30449 - 41823 - 54589 - 68545 

81в 2418 4026 6133 8748 11867 

815 - 222 - 420 - 714 \- 1119 - 1648 

8п 16 1- 35 67 1- 116 187 

81s - 1 2 - 5 10 - 18 

811 1 1 

1 1 1 

--

Ах 0·5272423 0·4945478 0•4681857 0•4463064 0'4277390 
Аз - •7719764 - •7733810 - '7706122 •7654959 - •7590507 
А1 •3457429 •3834274 
А7 799956 

'4149006 ·44~]4 •4638155 - '1001051 - •1197455 - ·13 799 -.·]567$31 
А11 113717 162306 216859 
А11 10940 

276129 339026 
- - 17924 - 26920 37922 50870 

А1а 759 
- -

1434 2430 3803 5596 
А:м - 40 87 - 167 - 290 470 
А17 2 4 

-

Ах, 
9 17 31 

- 1 2 
\ 

11 ... 24 32 36 ' 40 

А1 0'3976564 0·3740668 0•3548770 
1 

0•3388395 0•3251558 
Аа - •7443232 - •728919f - •7138036 •6993518 - ·6856909 
As '4993336 

-
•5256732 ·5455227 '5600560 •5722811 

А7 - '1903168 - ·2203293 - •2470862 •2709356 •2922270 
А, 472135 610459 

- -
750122 888567 •1024146 

А11 - 82209 - 119979 163126 210638 261602 
А1а 10576 

- -
17552 26589 37673 50728 

А15 - 1044 - 1981 - 3361 5251 7701 
А17 82 

- -
178 339 585 938 

А1в - 5 - 13 28 53 94 
Аа1 1 

- -·· 
1 2 

1 
4 8 

1 1 1 

173 

172 



в-

Ва 
в, 

Ве 
в, 
В10 
В11 
В11 

6= 

в. 
В4. 
Вв 
в, 
В10 
B1s 
В11 
B1s 

1 

11= 
1 

Вз 
в, 
Ве 
Bs 
В1е 
В11 
в .• 
B1s 
В1е 

.. 
С= 

в. 
в, 

в. 
На 
В10 
В11 
l:11, 
В11 
B1s 

L! р 
174 

Таб.пица V. Козффиц~ентw se, (х, &) 
00 

1 

0•9965719 
- 826908 

25787 
- 429 

4 

6 

1 
0·9125038 

- •402812.5 
709372 - 68337 

4167 
- 175 

5 

12 
1 

0•8004987 1 
- ·5712585 

· •1784261 
- 318744 

36924 
- 2997 

180 
- 8 

24 

1 1 
0"6653541 

- ·6632067 
·3273154 

- 994729 
205187 

- 30543 
3428 

- 300 
21 

- 1 

se1(x, 6)== ~ в,., (6) sin 2rx. 
r=l 

' 

2 3 

0·9867860 0•9719337 
-· 1617181 - •2342613 

100255 215746 
3326 - 10675 -

69 331 
- 1 - 7 

7 8 

О 8916871 0·8714883 
- ·4436086 - •4781597 

894771 ·1081032 
- 99438 - 135661 

10859 7021 
343 - 603 -

12 25 
- 1 

14 
1 

16 

0'7710182 О 7449519 
- •5997806 - •6208294 

·2096531 ·2380581 
425171 - 536801 -
56376 79784 
5265 - 8394 - 657. 365 

- 19 - 40 
1 2 

28 32 

0·6356586 0•6104189 
- ·6~112 - •6711132 

·3605067 ·3881142 
- ·1215088 - •1424317 

281554 363551 
47497 - 68117 -
6080 9741 
609 - 1096 - 99 49 

1 3 - 7 -
1 

4 

0•9536390 
-'2987558 

362225 
23718 

977 
- 28 

9 

0•8521861 
- ·5074115 

"1264872 
- 176343 

15745 
- 978 

45 - 2 

18 

0'7217741 
- •6364735 

·2637954 
- 651158 

• 106773 
- 12455 

1085 
- 73 

4 

1 
36 

1 
0•5885991 

- •6752971 
•4112652 

- •1621148 
449196 

- 92070 
14485 - 1800 

181 
- 15 

1 

, ... 
5 -· 

Ае 

0•9334294 
- ·3548039 

529637 
- 42959 

2198 
77 -
2 

А2 
А, 
.Ае 
Ав 
А10 
А11 
А11 

10 
6= 

1 

0•8339074 
- •5322129 

'1444148 
220822 -

21714 
- 1488 

75 
3 -

At 
А, 
А1 
А, 
А, 
А10 
Аа 
А11 
А1а 

==== 
fi= 

20 ---

0•7010247 
- ·6481346 

•28709!0 
- 766418 

136938 
17491 - 1674 

- 124 
7 

А, 
Аа 
А, 
Ав 
А, 
А10 
А1в 
А1, 
А11 
А1, 
А20 

40 о-

-
0·5694704 

- •6741430 
·4308276 

- ·1805357 
536955 
118984 -
20346 
2759 -
303 

-
2~ 1 

Ао 
Аа 
А, 
As 
А, 
.А10 

А1а 
А11 
А1а 
А,а 
Ан 
Ase 

-

Таб.11ица VI. Коэффициенты сеа (х, О) 

1 

0·2169279 
'9482573 

- 8,7670 
25866 

- 434 
5 

6 

0•4421011 
'5798941 

- 5101644 
·1113732 

- 119889 
7830 

- 346 
11 

12 

О 3910054 
•2241353 

- •7282419 
•3294052 

- 711495 
92738 

- 8.61 
519 

- 25 
1 

24 

0'3335412 
- ·0352965 
- ·6574644 

•5431814 
- "2147890 

523191 - 87438 
10691 

- 999 
74 - 4 

00 

се1 (х, 6)=А0 (6) + ~ A2r (6) cos 2r х 
r=t 

2 3 4 

0·3347511 0·3935458 0·4242881 
·8657777 •7930206 •7243738 

- •1618686 - •2464638 - ·3362493 
105249 248124 465555 

- 3581 - 12865 - 32671 
76 411 1404 

- 1 - 9 - 41 
1 

7 1 8 9 \ 

0•4380469 0'4297751 0•4197503 
5060457 '4359660 .3723112 

- ·5806626 - ·6352872 - ·6747388 
'1503831 ·1901700 '2287428 

- 190090 - 275685 - 373416 I 
14534 24127 36762 

1 

- 750 - 1424 - 2440 
28 61 117 

- 1 - 2 - 4 
i 

1'4 16 18 

0·3760320 0·3640737 0•3543635 
•1540741 ·0994657 •0557740 

- •7329554 - •7258396 - •712342.9 
•3832706 •4280731 •4653026 

- 955576 - '1203744 - '1450274 
144105 205379 275241 

- 14701 - 23763 - 35520 
1086 1995 3332 

- 61 - 127 :;_ 238 
3 6 

1 

13 
I - 1 

1 

28 32 36 

0•3237374 ОЗ:58373 0•3092551 
- •0761715 - •1077238 - •1328661 
- •6186709 - •5814674 - ·5466638 

.5752635 ·5967806 6106922 
- ·2563062 - •2934569 - ·3:;-.64017 

708851 902235 •1098103 
- 135333 - 192643 . - 258049 

18987 30362 44960 
- 2043 - 3683 - 6048 

174 355 647 
- 12 - 28 - 5б 

1 2 4 

5 

04387372 
•6536403 

- ·4265789 
758857 

- 67418 
3649 

- 134 
4 

10 

0•4095096 
·3160337 

- •70i5377 
•2650241 

- 480201 
5.2455 - 3864 

206 
- 8 

20 

О:3462987 
•0!99863 

- ·6954411 
•4962297 

- •1691330 
352345 

- 50057 
5;80 

- 409 
25 

1 
- 1 

1 40 
! 

0•3036350 
- •1533959 
.:... •5144349 

•6!90617 
-·3554696 

·1292724 
- 330197 

62801 - 9252 

10871 - 104 
8 

-
175 



Таблица VII. Коэффициенты sea (х, 6) 
00 

se8 (х, б)"" ~ 82,н(В) sin (2r+ 1) х 
r=O 

о 1 \ 2 3 1 4 1 5 

1 
1 

В1 0·1096425 0•1920125 0·2538421 0.3009313 0·3373722 
Ва '9920165 •9735636 .9496345 •9224633 •8931139 

в" - 622843 - •1235575 - •1832105 - •2406377 - '2951587 
в, 15595 62083 138616 · 243591 374432 
в, - 217 - 1729 - 5800 - 13609 - 26170 
В11 2 31 156 488 1172 
В1а - 3 - 12 - 37 
B1u / 1 

н- 6 1 7 8 1 9 10 . 
В1 0·3659351 0·3885254 i 0·4065020 • 0'4208701 0•4323950 
Ва •8622593 ·8304668 ·7982640 .. ·7661295 •7344692 
Bu - •3461167 - ·3929880 - •4354476 •4733824 - •5068651 
в, • 527632 699031 884209 •1078860 •1279076 
в, - 44252 - 68342 - 98632 - 135056 - - 177344 
811 2378 4282 7052 10842 15779 
В1з - 89 - 188 - 353 - 609 - 983 
B1u '. 2 6 13 25 45 
В~1 

1 
- 1 - 2 

' 

0= 1 12 1 14 1 16 · 1 18 1 20 
-········-

1 

Bi 0•4491570 0·4601475 0'4674373 0•4723093 0•4755659 
Ва ' •6737567 ·6176701 ·5667063 •5207471 •4793872 

в" - •5614179 - ·6Щ6544 ·6304399 - •6503472 - ·6634687 
! 

в, •1683437 •2077727 •2450680 •2796861 '3114441 
в, - 277771 - 395822 - 527193 - 667992 - 814947 
В11 29470 48610 73326 103487 138797 
В1з - 2192 - 4193 - 7178 - 11311 - 16718 
B1u 121 269 523 921 1503 
В11 - 5 - 13 - 29 58 - 105 
В1в 1 1 3 6 

fl= 24 28 32 36 40 

В1 0·4790943 I 0•4803388 0·4803597 ! 0·4796887 0·4786131 
Вз •4084662 ·3501741 ·3015127 •2602747 ·2248533 
в. - '6754658 - •6752805 - •6679968 - •6565795 - •6428005 
в, '3665766 ·4116288 •4481929 •4777703 ·5016386 
в, - ·ll17282 - •1419141 •1711632 - •1989840 - •2251337 
811 223215 322968 434425 554335 679943 
В1з 31702 - 52526 - 79207 - 111499 - 148996 
В1о 3373 6425 10903 16997 24837 
В11 - 279 - 613 - 1174 - 2033 - 3258 
B1s 18 47 102 196 345 
В21 - 1 - 3 - 7 - 16 - 30 
в •• 

1 

1 
1 

2 L! ____ I ---,1,-----
176 

Таблица VIII. Коэффициенты се8 (х, 6) 
00 • . 

~ 1 

. Ai 0·1396157 
А, '9882511 
As - 621676 
А1 15578 
As - 217 
А11 2 
А1а 
А15 

,._ 6 

А1 0'6966296 
А, •6345832 
А1 - ·3300943 
А1 550057 
А., 48391 
Ан 2681 
А11 103 
А11 
Ан 

3 

6= 12 

А1 0·7291928 
. А, •2006213 
А4 - ·6071225 
А, •2394649 
А, - 453886 
Ан 52497 
А,а - 4144 
A1i. 239 
А11 11 
А1~ 
А21 

1 
===;= 

fl= 
1 24 --

А1' '0·5289289 
Аз - ·2529417 
As - ·5765962 
А1 .5286785 
А& - •2049043 
Аи 474198 
A1s - 74517 
А1& 8542 
А11 749 

ti 
52 

1 

- 3 
а 

' 
С·rретт --9! -1i 

се3(.х, 6)= ~ Ааrн (6) cos (2r+ 1) х 
,._ о 

2 3 4 -
0•2972983 0·4450961 0·5609389 
'9469431 '8776563 ·7952749 

- '1219612 - '1772628 - •2287074 
61637 136504 240106 

- 1722 - 5767 - 13684 
31 156 497 

- 3 - 13 

7 8 ·' 
9 -

0•7310702 0·7504676 0·7577999 
•5596260 •4861042 ·4128898 

- •3826293 - '4356009 - ·4869589 
767182 ·1029437 ·1333872 

- 79933 - 124372 - 183760 
5213 9351 . 15666 

- 235 - 484 - 917 
8 18 39 

- 1· 

14 16 18 

0·6893133 0·6480800 0•6109664 
•0787068 - ·0207838 - ·0997241 

- '6465950 - ·6578054 - •6500914 
'3093176 ·3707821 '4225315 

- 692866 - 956497 - '1230949 
· 94078 148841 215541 

- 8696 - 15742 - 25629 
586 1213 2221 

- 30 - 71 - 147 
1 3 

1 
8 

-·· 1 

28 32 36 
~ 

0•4914763 0•4622401 0•4385408 
- •3139993 - ·3569144 - •3880399 
- •5151505 - ·4543378 - •3969950 

'5695309 •5941427 ·6069867 
- ·2555249 - •3014954 - ·3424220 

682676 908972 •1145191 
- 123983 - 186574 261206 

16449 28027 43690 
- 1671 - 3229 5614 

134 295 573 
- 9 - 22 - 48 

1 з 

1 

1 

5 

0•6423435 
•7128512 

- •2789559 
376053 

- 27163 
1243 

- 39 
1 

10 

0·7552689 
•3400813 

- •5341214 
'1671853 
259028 
24706 

- 1615 
77 
З. 

2fr' 

05791210 
- •1622152 
- ·6310151 

•4652946 
- '1507773 

292865 
- 38616 

3711 
- 272 

1 16 
- 1 

40 

0•4187706 
- '4111317 
- •3440438 

'6112823 
- •3783443 

']385050 
- 346440 

63680 
- 7 9008 

1013 
- 93 

7 

·-
177 



Таблица IX. Коэффициенты se4 (х, IJ) 
ОС> 

se, (х, 6) = IJ.в2,. (6) sln 2r.x 
,-1 

IJ= .1 2 3 4 5 
' 

в. 0•0827163 0·1619097 0·2348454 0-2900611 0·3567821 
в, ·9953225 ·9817952 •9607292 •9337815 ·9025316. · 
в. - 499004 - 992280 - '1475147 - ·1944355 - 2397743 
в. .10406 41497 92933 164232 ' 254802 
810 - 124 - 990 - 3333 - 7875 15321 
В11 1 15 78 247 602 
Ви - 1 - 6 - 17 

11) 

в. (}4055840 0·4470398 0•4819673 0·5111862 ()•5354554 
в. •8682607 '8319194 •7941934 •7555906 ·7165133 
в. - •2833616 - ·3250257 ·3645728 - '4017926 - '4364777 
в, ~3898 490552 633490 791106 961479 
В10 - 6347 - 41579 - 61570 86770 - 117504 
В11 }245 2297 3895 6186 9321 
В1• - 42 - 90 - 175 - 312 - 5Zi 1 

В1е 1 3 б 12 22 
!!,~ 

1 
- 1 

0= 12. 14 16 18 20 

в, '0'5717781 0•5954508 0•6099571 0'61795()6 0·6214050 
в, ; •6382592 •5617277 •4886779 '4202778' .3571208 
в. - '4975672 - •5470172 - ·5849525 - •6122983 ·6304406 
Вв •1331669 •1725603 ·2125820 •2518189 •2892707 
В1е 196170 - 297395 - 419163 - 558320 - 711279 
В11 18713 33125 53335 7f3197 1126бt 
Bu - 1262 - 2606 - '4791 - 8051 - 12599 
В1, 64 153 322 607 1053 
В18 2' - 7 - 17 - 36 - 68 
в •• 

1 
2 4 

,"-

о- 24 28 32 36 40 
--

в. 0·6199872 0'6127401 0•6030315 0·5924486 0•5817421 
В, •2467755 •1558247 ·0809320 ·0188717 - •0330132 
в, - •6451501 - •6398947 1- '6225193 ......:. ·5981380 - •5699647 
в, •3566335 •4)27532 •4580300 •4937535 '5213298 
В1, - •1044817 - •1396101 - •1748327 - •2090565 - .2416149 
В11 197061 304059 42994:J 570714 1 722573 
Ва - 26267 - 46870 - 74970 - 110698 153861 
В11 2620 5415 9815 16151 24693 
В1, - 204 - 488 - 1003 1843 - 3104 
В2, 13 35 82 169 314 
Во - 2 6 -, 13 26 
Вц 

1 

1 2 
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Таблица Х. Коэффициенты се.. (х, 6) 
ОС> 

се, (х, 6)-А0 (6)+ ~А2,.(6) cos 2rx 
.,._1 

1 1 2 3 4 5 ---1-----1-----1------,-----------
А, 0·0052120 
л. •0835684 
А• ·9952242 
А, 498976 
А8 10405 
А1о - 124 
А11 

1 

1 
Ai, . 

00208599 
•1683516 
·9802760 

- 991423 
41473 

989 
15 

0•0467405 
•2545600 
·9535006 

- •1469032 
92676 

3326 

1- 78 
1 

О 0817838 
•3404212 
•9129992 

- '1921002 
162942 

7831 

1- 246 
6 

0•]233638 
•4218199 
'8581521 

- '2336131 
250652 

- 15153 
598 

- 17 

6= . 6 7 8 9 1 10 
1---\~---~1--~-~1~~~--1-----~·:----~··~ 

о-

1 

о-

0•1673896 
'4934863 
'7910919 

- '2708225 
354230 

- 25911 

12 

1233 
42 

1 

0•3405440 
'6519183 
·3496018 

- '4487959 
·1376362 

- 217808 
21746 

1514 
78 
3 

0·3388323 
·3936870 

- •2858568 
- •5352509 

•4668287 
- ·1672204 

356307 
- 51649 

5481 
447 

29 
2 

0•2095928 
•5514268 
•7164866 

- '3040743 
473216 

- 40798 

14 

2279 
90 
3 

0'3606977 
•6351009 
·2154054 

- ·5020019 
•1915534 

- 363917 
43104 
3539 

215 
10 

28 

03211298 
•3129101 

- '3820602 
- •4668709 

•5274020 
- '2247168 

561931 
95215 
11794 
1121 

85 
5 

02470339 
•5945088 
·6394157 

- ·3345300 
608934 

- 60717 
3905 

- 177 
6 

16 

03681547 
•5984510 
·Ofi\68854 

- '5441005 
•2528823 

- 563578 
77418 
7335 
512 

О 2785543 0·3042351 
•6239903 •6420769 
'5633649 '4897790 

- ·3635326 - •3920627 
764150 942128 

- 86854 - 120665 
6336 1 9865 

- 325 - 565 
12 24 

18 

0·3662513 
•5491281 

- ·оз12122 
- ·5681810 

•3156889 
- 809496 

126617 
- 13500 

- 1 

20 

0·3587450 
•4949709 
•1335586 

- •5723987 
'3741212 

- '1086034 
190524 

1 - 22866. 

28· -
1 

1074 
65 
3 1- ~щ 

32 

0•3074120 
, •2503722 
! - •4422045 
' - '3894241 

•5631396 
- ·2782052 

796671 
- 154117 

21777 
2361 
203 

14 
1 

36 

0·2967922 
•2009820 

- •4798147 
- •3126523 

'5807448 
- ·3265137 

'1051288 
- 228102 

36136 
4393 
424 
33 

2 

0•2883296 
·1609259 

- ·5029338 
.- •2404558 

·5851380 
- ·3691808 

'1317625. 
. 316231 

55407 
7452 
797 

'69 
5 
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ч= 1 
---···· 

81 
8а 
в. 
В1 
Во 
В11 
В11 
815 1 

1 

i 

6= --
Вж 
8а 
в& 
81 
811 
Вн 
В1а 
811 
В11 

о- 1 

1 

81 
8а 
8r, 
81 
8, 
В11 
811 
В11 
817 
В1в 
821 

5;;., 

81 
Ва 
8. 
В; 
89 
Вн 
813 
811 
817 
819 
В21 
Bta 
82:; 

180 

Табпица XI. Коэффициенты sea (х, 6) 

se6(x,6)- ~8zr+l (') sin (2r+ 1) х 
r-o 

1 1 2 1 3 1 4 
····--

1 
00024939 / 0•0095184 0'0203517 О 0342316 
•0623983 '1241361 ·1844346 •2424503 
·9971799 •9887433 ·9748010 •9556047 

- 416163 - 829307 · .1236461 - •1634827 
7436 29684 66573 117821 

- 77 - 619 - 2086 - 4932 
1 9 44 137 

1 !- 3 -
1 

6 7 8 ' 9 -
0·0680550 0·0865685 0·1053436 0·1239178 
·3484801 •3952774 '4374524 •4749018 
•9032410 •8712704 •8363273 •7990564 

- ·2395777 - '2754843 - •3098080 ....,.. •3424762 
261844 353703 458122 574558 

- 16533 - 26146 - 38853 - 55047 
693 1282 2182 3486 

- 21 - 45 - 88 158 
1 3 ·5 

12 1 14 \ 16 1 18 

\ 1 0•1'754907 0·2049832 0•2302493 0'2515296 
·5601081 •5969369 •6207572 1 ·6340483 
•6786748 ·5953287 

1 
•5121901 •4309127 

- •4300281 - '4791568 - •5203565 - •5532795 
989590 ·1312863 1 '1663432 ·2030885 

- 128132 - 200148 1- 292378 - 404851 
10907 19982 33521 52439 

- 664 - 1424 - .2738 - 4831 
30 76 168 335 

- 1 - 3 - 8 - 18 
1 

1 

24 28 32 36 

0•2959659 0•3141014 0·3265576 0•3353093 
·6315833 '6103186 '5827865 •5532237 
•2097049 ·0870904 - •0149790 - •0987129 

- '6034884 ·6028358 - ·5833053 - ·5515677 

1-
•3129321 ·3778306 ·4322546 '4756778 

847620 - •1203623 - •1581686 - ·1963555 
147600 244986 367730 512309 

- 18207 - 35255 - 60361 - 94274 
1687 3808 I. 7434 13017 

- 122 - 321 j- 716 - 1405 
7 

1-
22 55 122 

1 

1 

- 4 - 9 

1 

1 

,. 

1 
' 

Таблица Xll. Козффициенты ,е5 (х, 8) 
со 

се1 (х, 6)== ~ Air+1 (8) cos (2r+ 1) .х · 
,-.о 

.~1 
'2973655 
·9315670 

- •2021936 
183057 

- 9603 
335 

8 -

р;: 1 1 1 2 1 3 1 4 5 

1 
А1 0·0027111 0•0112611 0•0262522 0·04824-26 0•0776858 
Аа ·0624118 ·1243439 '1854309 '2453591 '3037510 
Аа •9971785 •9886991 •9744740 ·9542797 •9277284 
А7 - 416162 - 829284 - •1236214 - •1633489 - •2017061 
А11 7436 29684 66564 117753 182746 
А,1 - 77 - 619 - 2086 - 4930 - 9590 
А11 1 9 44 137 335 
А11 

; - 3 - 8 

10 о- 6 7 8 ' 9 10 

0·1419460 
•5076902 
•7600380 

- •3734350 
702416 

- 75102 
5299 

- 268 
10 

А1 0'1147954 0•1593268 0,2103223 0·2659504 0•3236196 
Аа •3600226 ·4132509 •4621241 •5050654 ·5405667 
А& ·8943042 •8534992 •8050657 •7493358 •6874439 
А7 - ·2382076 - •2722869 - •3033497 - ·3308976 - ·3546978 
Ае 260795 !_ 350851 451571 561475 679287 
А11 - 16483 25989 - 38443 · - 54141 73368 
А1з 692 ! -
А11. i 

1276 2164 3444 5211 - 21 ·- 45 - 87 - 157 1- 265 
А11 

1 

1 

1 3 5 10 
1 

20 -· 
6= 12 ! 14 16 

1 --· - 18 20 

0·2692495 
·6390398 
•352798!1 .. 
•5778606 
•2404264 

- 536407 
77470 - 7946 

613 
- 37 

2 

Ai 0•4338421 0•5242150 0·5900856 0•6337428 0'6584944 
Аэ ·5859780 '5991047 •5875370 ·5581534 '5151069 
А~ ·5529476 '4172375 •2886823 '1679224 •0535119 
А1 - '3920752 - •4202871 - •4444427 - •4662340 - •4839496 
А, 937133 ·1231302 •1576800 •1985101 •2454483 
А11 - 123910 - 194!330 - 292783 - 426902 - · 603934 
А1а 10693 19891 34770 58024 92761 
А16 - 657 - 1441 - 2912 - 5530 - 9934 
А11 30 78 182 393 1 

791 
А1е 1- l - 3 - 9 - 22 - 49 
А21 i i 

2 

40 6= 24 28 32 36 40 --
0•3416141 
·5237981 

- •1670302 
- '5126578 

·5088173 
- ·2336226 

674587 - 137280 
20968 

- 2505 
241 

- 19 
1 

Ai 0·6626349 0·6292498 0·5860324 0'5468653 05144765 
Аа •4006885 •2749586 •1639702 •0748395 1 •0()44985 
Ао - '1532171 - ·3127042 - •4171763 - •4784149 1 - •5108384-
А7 - •4933373 - '4562706 - ·3849891 - •2997831 - •2133006 
А, •3482384 •4392387 '5019520 ·5373167 ·5516334 
А11 - •1086428 - •]675275 - '2274941 -· •2834046 ·3335094 i-

А11 206377 380056 600046 851763 '1124693 
A]s - 27042 - · 58933 - 107363 - 172519 - 254090 
А1, 2620 6727 14091 25562 41898 
А,' - 196 - 593 - 1425 - 2914 - 5310 
А21 12 42 115 265 536 
Asa - 2 - 8 - 20 ~1 А11 1 

, 
1 

1' 
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1 

Bi 
Bi 
Вв 
Вв 
Bio 
В12 
в" 
815 

о-

Bi 
в, 
Ве 
Ва 
В10 
В11 
Bi, 
вJ, 
Bis 

fl-

В2 
в, 
Bs 
Вг 
В10 
В12 
Bi, 
В16 
Bis 
В20 
В22 

6= 1 

\ 
В2 
в, 

Вв 
Ва 
В10 
В12 
В1, 1 

1 
B1s 

1 1 
B1s 
В20 
В,п 

1 

В24 i в.е 
1 

182 

Таблица ХШ. Коэффициенты se6 (х, 6)
se6 (х, &)= ~ Bw(6) sin 2rx 

1'=1 

2 3 4 

1 

0'0015602 

1 

0·0062128 0·0138737 0·0244018 
•0499480 ·0995822 '1485817 •1966140 
·9981127 ·9924571 ·98.'30539 ·9699444 

- 356850 - 711944 - '1063526 -·1409849 
5578 22281 50019 88639 

- 52 - 413 - !392 - 3293 
5 1 26 82 

- 1 

6 7 8 9 

0·0532125 0·0709384 0·0904323 0•1113210 
'2883858 •3314194 '3720973 •4101152 
·&329261 ·9092819 '8824725 ·8527547 

-·2079883 -·2400362 -·2709204 -·3005177 
197622. 267392 346873 · ,435662 

- 11055 - '17495 - 26012 - 36875 
416 770 1311 2094 

-·' 11 - 25 - 48 - 86 
1 i 3 

14 16 18 

0·1785411 0·2236735 0•2665419 0·3058132 
•5059560 '5535676 ·5883081 ·6111567 
'7492982 ·6718593 •5907338 •5081236 

-·3806978 -·4264676 -·4659151 -·4990208 
753564 ·1003981 \ ·1280856 •1580040 

- 86057 - 135023 - 198893 - 279020 
6564 12083 20465 32503 

- 362 - 781 - 1517 - 2723 
15 38 85 173 

-· 1 - 4 - !) 

! 1 

24 1 28 1 32 1 36 
1 

1 0'3973269 

1 

0·4374027 0·4642172 0·4812296 
•6225734 ·5971304 •5569728 ·5095467 
•2668995 •1218704 -·0048201 -·1115484 

-'5602333 -·5700366 -·5579359 -·52f5048 
•2558517 ·3214381 ·3815324 •4327860 

- 622783 - 932182 - '1288947 - •1673387 
98540 173939 277327 407902 

- 11138 - 23085 - 42273 - 70186 
952 2312 4853 9081 

- 64 - 182 - 437 - 921 
3 12 32 75 

- 2 - 5 

01)375992 
'2433333 
·9531988 

- •1749190 
137930 

- 6416 
201 

- 5 

10 

0·1332192 
•4452167 
'8204286 

-·3287274 
533334 

- 50339 
3184 

- 146 
5 

20 

0•3407965 
•6234816 
·4257636 

-·5257760 
'1896661 

- 376302 
49016 

- 4581 
325 - 18 

1 

1 40 

1 
1 

0•4!:113961 

1 

·4598608 
- •1990050 

1 

-·4868907 
·4736965 

-·2066839 
562770 

- 107804 
15508 

- 1748 
159 

- 1 :! 
1 --

-
х 

6-1 
4 0==-0'45514 

о ДI 

·:О '0•38483 29 

1 •38497 29 
2 ·38540 29 
3 -~12 29 
4 ·38 13 29 
5 ·38842 29 

6 ·39000 29 
7 ·39187 29 
8 '39403 29 
9 ·39646 28 

10 '39919 28 

.Н •40219 28 
. :1:2 ·40548 28 

13 ·40906 28 
14 •41291 28 
15 '41704 28 

16 '42145 28 
17 •42614 27 
18 '43110 27 
19 •43633 21 
20 '44183 27 

21 '44760 

2•1 22 •45364. 26 
23 ,45993 26 
24 '46649 25 

:25 '47330 251 

26 '48036 25 
27 •48767 24 
28 ·49522 24 
29 •50300 23 
30 ·5IJ02 23 

31 1 ·51927 22 
32 '52773 21 

~1 •53641 21 
•54530 20 

35 ·55439 19 

36 ·56367 18 
37 ·57313 18 
38 ·58277 17 

' 39 •59258 16 
40 ·60254 15: 

' 
41 :61265 141 
42 '62290 13 

6=2 

Таблица XIV 
се0 (х,6). 6-1 110 6=5 

6=3 6-4 
а0=-151396 а0 ,.-2·83439 а0--4·28052 

Д2 ДI да 

0·20262 34 0•11494 31 006990 26 

~0279 34 •11510 31 ·07003 26 
·20330 .]1556 31 ·07042 26 
•20415 •11634 31 •07!08 27 
•20534 •11742 31 •07200 27 
'20688 '11882 32 ·07319 27 

:'20876 ·12054 32 ·07465 28 
'21098 •12258 32 ·07638 28 
•21355 35 •12494 33 ·07840 29 
"21647 35 '12763 33 ·08070 29 
•21974 35 •13064 34 ·08329 30 

•22337 36 ·13400 34 •08619 31 
·22735 36 '13770 35 •08939 32 
'23168 36 '14175 36 ·09290 32 
·23638 36 •14615 36 •09674 33 
•24144 . 37 •15092 37 ·10092 34 

•24687 ·~~ '15605 38 •10544 36 
•25266 •16157 38 •11031 37 
•25883 37 •16746 39 '11555 38 
•26537 38 '17375 40 •12117 39 
'27229 38 '18044 41 •1271!, 40 

'27959 38 '18754 42 '13360 42 
'28727 38 •]9505 42 •14043 43 
,29534 39 •20299 43 '14769 44 
·30379 39 •21136 44 •15539 46 
·31263, 39 ·22017 45 .16355. 47 

•32185 39 '22943 46 '17218 48 
'33147 39 '23915 46 •18129 50 
•34148 39 •24933 47 ·10000 51 
•35188 39 .25998 48 ·2ою1 52 
·36267 39 '27111 48 ·21165 53 

·37384 39 •28272 49 ·22282 55 
·38540 38 '29481 49 ·23454 56 
·39735 38 •30740 49 '24681 57 
•40968 38 •32048 50 '25965 58 
•42238 37 •33406 50 •27306 58 

,43545 36 ·34813 50 •28706 59 
·44889 36 '3627Q 50 ·ЗОJ65 60 
·46268 35 •37776 49 •31683 60 
:47682 34 •39332 49 '33262 60 
·49131 33 •40937 48 ·34900 60 

·50613 32 •42590 48 •36599 60 
·.52126 31 •44291 47 ·38358 60 

6=5 
а0=-580005 

д• 
0'04480 22 

·04491 22 
•04523 22 
·04577 22 
•04653 22 
•04752 23 

•04873 23 
•05017 24 
·05185 24 
·05377 25 
·05594 26 

·05838 27 
•06108 28 
•06405 29 
'06732 30 
•07089 31 

•07477 . 33 
•07897 34 
•08351 35 
·0884i 37 
•09368 38 

•09933 40 
•10538 42 
•11184 43 
'11874 45 
'12610 47 

'13392 49 
'14223 51 
'15105 52 
•16039 54 
•17027 56 

•18071 58 
'19173 59 
·20335 61 
•21558 63 
'22843 64 

'24192 66 
•25607 67 
·27089 68 
•28639 69 
·30257 69 

'3]945 70 
•33702 70 

70 43 '63327 11 •53670 29 •46038 46 •40177 59 ·35530 
44 '64376 10 •55244 28 '47831 44 •42055 58 ·37428 70 
45 0·65435 9 0·56845 26 049669 43 0·43991 57 0·39397 70 

J _ ____:~---------~ 
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Табпица XlV - продопжение 
Ct'o(X, fJ), 6-1 ДО 6==5 . 

1 6-1 1 6=2 6-3 1 6=4 6-;-J 
х I a0--0·45514f 4=-1'51396 а0=-2·83439 • а0=-4'2,8052 ~ 0--5~J 

о 

46 
47 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
68 
69 
70 

71 
72 
73 
74 
75 

76 
' 77 

78 
79 

1
; 
83 
84 
85 

86 
87 
88 
89 
90 

184 

0'65435 

'66503 
•67579 
•68662 
·69749 
•70841 

•71934 
·73029 
•74123 
•75215 
•76303 

•77385 
•78461 
•79528 
'80585 
•81630 

•82662 
'83678 
·84678 
•85658 
•86619 

•87558 
•88473 
•89363 
•90226 
·91061 

'91866 
·92639 
·93380 
·94087 
•94758 

•95392 
·95988 
•96545 
•97061 
'97536 

'97969 
·98359 
•98704 
•99005 
·99261 

·99471 
·99635 
·99752 
•99822 

0·99846 

Д2 

9 

8 
6 
5 
4 
2 

1 
-1 
-2 
-4 
-5 

-7 
-9 
-10 
-12 
-14 

-15 
-17 
-19 
-20 
-22 

-24 
-25 
-27 
-28 
-30 

-31 
-33 
-34 
-36 
-37 

-38 
-39 
-40 
-41 
-42 

-43 
-44 
-45 
-45 
-46 

-46 
-47 
-47 
-47 
-47 

Д2. 

056845 26 

•58472 24 
'60124 23 
•61799 21 
·63494 19 
·65207 16 

•66937 14 
·68681 11 
'70436 9 
•72200 6 
•73971 3 

•75744 о 
'77518 _;_ 31 
•79289 - 6' 
•81054 -9 
'82810 -12 

•84555 -16 
•86283 -19 
•87992 -22 
•89679 -26 
•91340 -29 

·92972 -33 
·94571 -36 
·96133 -40 
·97656 -43 

0•99135 -47 

1·00567 -50 
l·0.949 -53 
1·03277 -57 
1·04549 -60 
1 •05761 -63 

1·06910 -66 
1 07994 -68 
1·0~009 -71 
1•09953 -73 
1·10824 -76 

1'11618 -78 
1'12335 -80 
1•12972 -81. 
1·13528 -83 
1·14001 -84 

1'14389 -85 
1'14693 -86 
1·14910 -87 
1'15041 -87 
1·15084 -87 

да I дz д• 
0'49669 43 

·51549 41 
•53470 39 
•55431 37 
'57429 35 
'59462 ·32 

•61527 30 
'63623 27 
'65745 24 
'67890 20 
'70056 17 

·72238 13 
·74434 9 
·76638 5 
•78847 о 
•81056 - 4 

'83262 9 
•85458 - 14 
·87641 - 18 
•89800 - 24 
'91947 - 29 

'94059 - 34 
'96138 - 39 

0'98177 - 44; 
1·00112 - 50 
1·02118 - 55 

1·04009 - 60 
1'05840 - 65 
1'07605 - 70 
1'09301 - 75 
1·10021 - 80 

1'12462 - 84 
1 13918 89 
1'15286 - 93 
1·16561 -97 
1'17739 -101 

1·18816 -104 
1·19789 -107 
1 '20656 -110 
1'21412 -112 
1·22056 -114 

1•22587 -116 
1 23001 -117 
1·23297 -118 
123476 -119 
1•23535 -119 

043 991 57 О 39397 70 • 

•4 5985 56 '41435 69 : 
•4 8035 54 · 43541 68 
•501 39 53 '45715 66 .· 
152 296 50 '47956 64 · 
•54 503 48 . '50261 62 

'56 758 45 
,59 058 42 
·61 401 39 

782 35 •63 
'66 199 31 

•6 8646 27 
•71 120 22 

3617 17 ·7 
•76 131 12 

657 7 •78 

'81 190 1 
•83 724 - 5 

252 - 11 
770 - 17 
270 - 24 

•86 
'88 
'91 

,93 747 - 31 
192 - 37 ·96 

о·9 
1 О 

8601 - 44 
0965 - 51 
277 ~ 58 1·03 

'52628 60 ·. 
'5505;) 57 . 
•57538 53 . 
·60074 50 
'62661 45 

'65292 41 
'67965 36, 
'70673 30 ., 
'73412 25 
•76175 19 

'78951 12 · 
'8'1751 5 1 

'84550 - 2 1 

'87347 - 1() · 
'90135 - 17 ' 

'92905 - 25' 
'95650 - 33 

0'98362 42 ' 
1 Ot.031 50· 
103651 - 59, 

' 1 · 05532 - 65 1·00212 - 67 1 

' 

107 
1•09 

721 - 72 1'08706 - 76 · 
839 - 7!i 1'11123 - 84 . 

1 ·11 878 85 1·13457 - 93 
1'1 3832 - 92 1'15698 -101 

1 ·1 5694 - 98 1'17838 -109 ' 
458 -104 1'19$69 -116 

17 -110 1'21784 -124 . 
1·17 
1·191 
1·2 0667 -115 1•23576 -131 ' 

102 -120 1•25236 -137 1·22' 

1·23 
1•24 
1·25 
1·26 

416 -125 1·2\3760 -143 '· 
605 -129 128:40 -149: 
665' -133 1·29371 -154 . 
592 -137 1 ·30449 -158 

1·2 7381 -140 1 31369 -162 

032 -142 1 ·32126 -1651 
:.540 -144 1 32719 .:_168 
905 -145 1·33144 -169 

1·28 
1'2R 
1•28 
1·291 
1 291 

24 -146 1 33400 -1101 
97 -146 1·33485 -171 t 

Табпица XIV продояж~ние 
се0 (х, 6). fi=6дo h-=10 

х 
6=6 е-7 ~=8 6-9 6=10 

ао·= - 7·36883 а0 == -897374 tl0 = - 10'60673 Оо= - 12·2624 1 а0- -13·93008 .· •. 
------- ---,,--,~-' 

Q Д2 ДI Д2 Д2 дt 

о 0·02987 18 002054 14 0•0)448 12 0·01042 10 0'00703 8 

1 •02996 18 ·02062 14 •01454 12 •01047 10 ·00767 8 
2 •03023 18 ·ЩО83 15 •01472 12 ·01001 10 •00778 8 ;; 

3 •03067 18 ·0~119 15 •01501 12 '01085 10 ·00798 8 
4 •03129 18 •02170 15 '01543 12 • ·01120 10 ·00827 9 1, 

5 ·03210 19 ·02236 16 01597 13 ·Ot 164 11 ·00863 9 

6 ·03309 19 ·02318 16 ·01664 13 ·01219 11 ·00909 9 
7 •03428 20 ·02416 17 ·01744 14 •01286 12 .00963 10 
8 ·03567 21 ·02530 17 ·01839 15 •01363 12 ·01028 10 
9 ·03726 21 •02661 18 ·01947 15 •01454 13 ·01103 11 

10 ··03006 22 •02811 19 ,02072 16 ·01557 14 •01189 12 

11 •04109 23 •02980 20 ·02211 17 ·01674 15 •01287 13 ~ 
12 •04335 24 •03168 21 •02369 18 •01806 16 ·01398 14 
13 ·04585 25 •03377 22 '02544 19 •01953 17 ·0152?. 15 D. 
14 •04860 27 ·03609 23 ·02740 21 •02118 18 ·01661 16 ' 
15 ·05162 28 •03864 25 '02956 22 •02300 20 ·01816 17 :, 

16 •05492 29 ·04144 26 '03193 24 ·02503 21 ·01989 lP ' 17 •05852 31 ·04451 28 •03455 25 ·02726 23 ·02180 20 
18 •06242 32 •04785 30 •03741 27 '02972 24 ·02392 22 
19 •06665 34 •05149 31 •04054 29 ·03242 26 ·02625 24 
20 ·01121 36 ·05544 33 ·04396 31 •03538 28 ·02882 26 11 

21 •07614 38 •05972 35 ·04769 33 ·03862 30 •03165 28 
22 ·08145 40. •06436 37 :05174 35 ·04217 32 •03476 30 
23 ·08715 42 '06937 40 ·05614 37 '04604 35 •03816 32 
24 '09327 44 ·07478 .42 ·06091 40 ·05025 37 ·04189 35 
25 ·09983 46 ·08000 44 ·00608 42 ·05484 40 •04597 37 

26 ·10684 48 '08687 47 •07167 45 ·05983 43 ·05043 40 
27 '11434 50 ·09360 49 •07770 47 •06524 45 ·0552~ 43 : 
28 •12234 52 ·10082 52 •08421 50 ·07110 48 •06058 46 ' 
29 •13086 55 •10856 54 ·00122 \ 53 ·07745 51 •06633 50 
30 ·13993 57 '11684 57 •09876 56 '08432 55 ·07258 53 : 

31 '14957 59 •12568 · 60 '10686 59 ·09173 58 ·07936 56 
32 •15980 61 •13513 62 '11555 62 ·09972 61 ·08670 60 
33 '17065 64 •14519 65 •12486 65 ·10832 65 ·09465 64. 
34 •18214 66 '15591 68 •13483 68 •11757 68 ·10323 67 
35 ·19428 68 •16730 70 •14547 71 ·12749 72 •11248 71 

36 •20710 70 •17939 73 ·15683 74 ·13814 75 '12245 75 ' 
37 ·22002 72 •19220 75 · '16892 77 •14953 78 ·13316 79 
38 ·23486 73 '20577 77 '18,80 80' •16171 82 •14467 83 
39 ·24983 75 ·22011 81} '19547 83 •17471 85 ·15700 87 1 

40 ·26555 76 •23525 82 •20997 86 '18856 88 •17020 90 

41 •28204 78 •25121 84 ·22533 88 •20329 91 •18430 94 ' 
42 •29930 79 •26800 85 •24157 90 '21893 94 '19934 97 
43 •31735 79 •28565 87 •25871 92 ·23552 97 •21535 101 
44 •33619 80 ·30416 88 '27678 94 •25308 99 •23237 104 
45 035583 80 0·32354 88 0•29579 96 0·27163 ' 101 0·25042 106 

185, 



Таблица XIV :_ про4олжение 
се0 (.х, 6). 11=6 до 0-10 

·' 

6-7 6-8 \ 6-9 6=10 
а.=-=_8·97374 а0--10·606731 а =- 12·26241 а,,=-13·93698 

дt д: Д21 Д2 ДI 
,_ 

80 0·32354 88 0•29579 96 i 0•27163 101 0•25042 106 
Q 

45 035583 

46 
47 
48 
49 
50 

•37627 
·39750 
'41953 
·44234 
•46591 

80 34382 89 ·31575 97 ·29120 103 ·26953 109 
:36497 89 ·33бб8 97 ·31180 105 "28974 111 7g •38702 89 ·35858 98 ·33344 105 •31105 112 

~7 •40995 88 ·38146 97 ·35614 106 •33348 113 
75 ·43376 86 ·40531 97 ·37990 106 ·35704 114 

51 
52 
53 
54 
55 

·49023 
•51528 
•54103 
·56746 
·59451 

73 
70 
67 
63 
59 

56 •62215 54 
57 ·65034 49 
58 •67902 44 
59 ·70813 37 
60 •73762 31 

. 61 •76742 24 

. 62 •79745 16 
63 ·82764 8 
64 ·85792 - 1 • 
'65 •88818 - 9 ! 

1
66 ·91835 - 19 

' 67 •94&14 - 28 
68 0•97805 - 38 
69 1 ·00738 - 48 
70 • 1 ·03624 - 58 

71 l 1·06452 - 68 
72 1·09212 - 78 
73 1 '11894 88 
74 1'14489 - 98 
75 1·16986 - 108 

76 1·19375 -117 
77 1·21646 - 127 
78 1 •23791 - 135 
79 1 ·25801 ..... 144 
80 1 ·27667 152 

811 1 ·29380 - 159 
82 1.30935 - 166 
83 1 ·32323 - 172 
84 1·33539 - 178 • 
85 1·34577 - 182 

86 1·35433 186 
8711·36103 189 
88 1·36584 191 
89 . 1·36873 - 193 
90 11·36970 -193 

186 

·45844 85 ·43013 95 •40471 105 •38174 114 
•48396 82 ·45590 93 •43057 104 •40758 113 
•51030 79 I ·48260 91 •45747 102 •43455 111 
•53744 76 ·51022 88 ·48539 99 •46263 109 
•56534 72 •53871 84 ! ·51429 96 ·49180 106 

·59396 67 ·56805 80, •54416 91 ·52204 102 
•62325 62 •59818 75. ·57493 86 ·55330 , 9298 
65316 56 •62906 69 •60657 81 •58554 

:68364 50 •66063 62 ·63902 74 •61870 86 
•71462 43 •69282 55 •67221 67 ·65271 78 

•74603 35 •72557 47 •70607 59 ·68751 70 
·77779 27 •75878 38 •74051 50 •72300 61 
·80982 18 •79237 29 •77545 40 •75910 50 
·84203 9 •82625 19 ·"81078 29 ·79571 39 
·87434 - 1 ·86033 8 •84640 18 ·83271 27 

·90663 - 11 ·89448 - 3 •88221 6 •86998. 15 
•93882 - 22 ·92861 - 14 ·91807 - 7 '90740 1 

0•97080 - 32 ·96260 - 27 •95386 - 20 •94482 - 13 
1.00245 - 44 0.99632 39 0·98945 - 34 О 98212 - 28 
1·03366 - 55 1.02965 - 52 1·02471 48 1·01915 - 43 

1·06432 - 67 1·06246 - 65 )•05949 - 62 1·05574 - 59 
1·09431 - 78 109463 - 78 1·09365 - 77 109174 - 75 
1·12352 - 90 1·12601 - 91 1'12704 - 91 1·12100 - 91 
1'15183 -102 1·15649 -104 1'15952 -106 1•16135 - 107 
1·17912 - 113, 1·18592 - Н7 1'19094 -121 1'19463 -123 

1 ·20528 - 124 
1'23019 -135 
1'25376 - 146 
1 ·27586 - 155 
1·29641 - 165 

1•31531 - 174 • 
1 ·33247 - 182 
1·34781 - 189 
1'36126 - 196 
1·37275 - 201 

1 '38223 - 206 
1 ·38966 - 209 
1·39498 -212 
1 ·39819 - 214 
1·39926 - 214 

1'21417 - 130 
1·24113 - 143 
1 ·26666 - 155 
1·29064 166 
1.31296 - 177 

1·33351 - 187 
135219 - 197 
1 ·36890 - 205 
1·38356 212 
1·39610 - 219 

1·22115 - 135 
1•25092 149 
1 ·27739 - 163 
1·30314 - 176 
1•32712 - 188 

1·34923 - 200 
1·36935 - 210 
1·38736 220 
1·40317 228 
1'41670 236 

1·40644 - 224. 1·42788 -242 
1'41455 -22911·43бб3 -247 
1 42037 - 232 1 ·44292 - 250 
1 '42387 - 233 1 ·44671 - 252 
1 ·42504 - 23411 ·44797 - 253 

1·22668 -139 
1 ·25734 - 155 
128646 - 170 
1·31387 - )84 
1·33945 - 198 

1·36304 -211 
1 •38452 - 223 
1•40377 -234 
1 ·42068 - 243 
1'43517 - 252 

1·44713 - 259 
1.45651 -264 
1·46325 -268 
1 ·46730 -- 270 
1 ·46866 - 271 

Таб.11ица XV 
se1(~, 6), 0=1 до 6=5 

r 

г:т: ! 1 
6=3 ·1 0=1 6-2 '=4 

· Ь1=-0·110251 Ь1--1·39068 Ьр=-2·78538 . ь1--4·:э918 1 

1 
о 

Д2 д• дэ Д2 

о 0·00000 о 0·00000 о 0•00000 о 0·00000 о 

1 ·01198 . 1 · ·ооsзо 1 ·00584 2 •00418 2 
2 '02397 2 •01661 3 •01169 3 ·00838 з 
3! \'03598 2 •02494 4 ·01758 5 •01262 5 
4· •04800 3 ·03332 5 '02351 6 ·01689 б 
5 •06006 4 ·04175 7 ·02951 81 ·02124 · 8 

6 •07216 5 •05025 8 ·03558 
1 

91 •02566 9 
7 •08430 5 ·05883 9 •04175 11 •03017 11 
8 ·09650 6 •06751 11 ·04802 13 •03479 13 
9 •10875 7 ·07629 1~ ·05443 14 ·03955 14 

10 ·12101 7 •08519 ·06097 16 •04444 16 

11 '13347 8 •09423 15 ·06:1 
i 

·04949 17 1 18 
12 '14594 9 •\0341 -16 ·07 4 19 1 ·05472 19 
13 '15850 9 •11276 17 '08160 20 ·06015 21 
14 ·17115 10 '12227 18 •08886 22 •06578 23 
15 •18390 10 •13197 20 •09634 23 •07164 24 

16 · '19676 11 '14186 21 '10406 ~~ ! 
•07774 26 

17 '20972 11 '15196 22 ·11202 '08411 28 
18 •22279 12 '16228 23 ·12025 28 •09075 30 
19 ·23599 12 '17282 24 •12876 29 ·09769 31 
20 ·24930 12 '18361 25 •13756 31 '10495 33 

21 ·26274 13 •19464 26 '14668 32 '11253 35 
22 ·27630 13 •20593 27 •15611 34 '12047 37 
23 ·20000 13 •21749 28 '16589 35 •12877 39 
24 •30383 13 ·22933 28 '17601 36 •13746 40 

251 
'31779 14 '24145 29 '18650 38 •]4656 42 

26 •33189 14 •25386 30 •19737 39 •15607 44 
27 ; '34612 14 ·26657 30 ·20863 40 '16602 45 
28 •36049 13 '27958 31 ·22029 41 '17642 47 
29 •37499 13 '29290 31 '23236 42 '18729 4:8 
30 •38963 13· •30654 32 '24485 43 •19864 50 

31 •40440 13 '32049 32 '25777 44 ·21050 51 
32 ·41929 13 •33476 32 •27114 45 •22287 53, 
33 •43432 12 ·34935 32 •28495 45 •23576 54 : 
34 '44946 12 •36427 32 ·29921 46 '24920 55 
35 ·46473 11 ·37950 32 •31393 46 '26319 56 

36 •48010 11 •39505 32, '32912 47 •27773 57 
37 '49559 10 •41092 31 ,34477 47 •29285 58 

:1 ·51117 9 ·42710 31 1 
•36089 47 '30854 58 

·52684 8 •44358 30 •37747 :1 · •32482 59 
40 ·54260 8 '46037 29 •39451 •34168 59 

/' 7 
, 

41 ·55844 ·47745 28 •41202 45 ·35913 . 59 
42 •57434 6 '49481 27 •42998 45 •37716 59 
43 •59029 4 '51245 26 •44839 44 •39578 58 
44 •60629 3 ·53034 25 •46723 43 '41499 57 
45 0'62233 2 054848 23 0•48650 41 0•43476 56 

J 

0-5 
Ь1=-5·79008 

--
Д2 

0·00000 о 

·00305 1 
·00612 3 
•00921 4 
'01235 6 
·01555 7 

'01882 9 
•02218 10 
•02565 12 
·02924 14 
·03296 15 

•03684 17 
•04088 19 
•04511 20 
•04955. 22 
•05420 24 

·05909 26 
•06424 28 
.06967 29 
·07539 31 
•08142 33 

•08779 35 
·09451 37 
•10161 39 
•10910 41 
•11700 44 

•12534 46 
'13413' 48 
·14341 50 
•15318 52 
•16346 54 

'17429 56 
•18567 58 
·]9762 59 
·21017 61 
•22333, 63 

•23712 64 
•25155 65 
•26663 67 
·28238 68 
'29ft81 68 

·31592 69 
·33372 69 
•35221 70 
•37141 69 

0•39129 69 

187 . 



та б .,,ица х-v-продопжение 
sei(X, 6). 0 ... 1 до h-5 

г:11-~о·l 1025 
1 6 2 \l , 0-3 1 IJ 4!.:,ч8 \ Ь1=~~90. 08_.r .. I Ьi=-1·39068 . Ь1=-2·78538 Ь1=- ·=,, . . _ 1 

д2 ,.. 4л1 в'I ~\ 0·39129 ;~ 
0·54848 23 0·48650 °'43476 

40 ·45510 55' •41187 68 

-о-\ ДI 

45 11 0·62233 2 

46 1 ·63838 1 
47 1· ·65445 - 1 

•56686 22 ·50618 36 •47599 54 •43313 т 
·58545 20 ·52626 38 •49742 52 ·45506 66 

48 ' ·6'7051 - 2 • 
49 1 ·68654 - 4 ! 
50 \ •70254 _:_ 5 

·60424 18 :ii~~~ 34 ·51936 50 •47765 64 
·62320 16 ··58869 31 ·5-1,181 47 • ·50087 62 
•64233 14 I 451, 59 

564'72 '52472 
·66159 11 ·61016 29 . ' 42 I ·54916 56 51 •71850 - 7 

52 ·73438 - 8 ·68097 9 ·63192 26 '58809 38 ·57416 53 
·70043 6 ·65393 23 '61186 35 ·"9969 49 

67616 19 ·63603 v :~1:i i :69859 . 16 I ·66053 31 •62572 45 
1 685 26 ·65219 41 

53 •75018 - 10 
54 ·76588 - 12 
55 •78146 - 14 

56 •79691 - 16 75907 - 3 •72117 12 • • 35 7907 36 • ·74387 8 1· ·71042 22 .6 
·77861 - 6 7 17 •70631 30 ·76665 4 1 ·735 2 
•79809 - 9 •78946 _ 1 ! ·76118 12 ·73385 24 ::~;i - i~ •81227 - 5 \ ·78676 6 •76164. 18 

57 •81219 17 
58 ·82731 19 
59 •84223 - 21 
60 ·85694 - 23 

61 
62 
63 
64 
65 

•87142 - 25 i '85587 
·88564 · - 27 •87479 
·89960 - 29 ·89349 
•91326 - 31 ·91193. 
·92661 - 33 •93007 

1 40 о •78961 12 
- 191' ·83502 - 10 •812 5 •81769 - 5 

·85768 - 15 \ ·83804 
- 2236 · ·88018 _ 20 ·86364 - 12 ·84583 - 2 

1 

·90249 - 25 Jl ·88911 - 18 ·87394 - 1 о = ~ ·92454 - 30 ·91440 - 25 ·90195 - 18 
5 31 ·92979 - 26 

66 
67 
68 
69 
70 

·93963 -35 •94788 
·9!5229 - 37 ' ·96531 
·96459 - 39 ·98234 
·97649 -41 0•99892 
·98799 -43 1·01502 

71 0'99906 - 45 1 1·03061 
72 1, 00968 - 46 1 1 ·04564 

. - 48 1 1·06008 
73 1·01984 - 50 1·07390 
74 1'02951 -51 1·08707 75 1·03869 

76 1·04736 
77 1·05550 
78 1·06310 
79 1·07014 
80 1·07661 

81 \ 1·08250 
82 1·08780 
83 • 1·09250 
84 1 1·09659 
85 \

1 
1·10007 

86 1'10292 
87 ·11·10514 
88 1·10673 
89 1•10769 
90 i 1'10801 

1 

188 

53 
-54 
-56 
-57 
-58 

-59 
-60 
-61 
-62 
-62 

-бЗ 
-63 
-64 
-64 
-64 

1·09955 
1'11131 
1·12233 
1•13257 
1'14201 

1·15063 
1·15841 
1.16532 
1·17134 
1'17647 

1·18068 
1·18396 
1.18632 
1·18773 
1·18821 

- 37 ·94630 - 35 .g394 - 38 ·95737 - 34 
-41 ·96770 - 411 .. 0:~в}Д = 45 0·98462 - 42 
- 44 ~-5= = i1 1·01244 - 52 1·01145 - 51 = i~ 1 ·02924 - 57 1 ·03582 - 59 1 ·03776 - 59 

1·04868 - 62 1·05861 - 66 1·06349 - 67 
-55 6751 67 1·08075 - 73 1·08854 - 76 
- 59 1·0 - 1·10215 _ 80 1'11283 - 85 
-62 1·08567 - 72 861' 113627 93 
-65 1'10310- 77 1·12276- ' -
-69 1·11976 - 82 1·14250 - 93 i 1·15878 - 101 

-72 
-75 
-77 
-801 
-82\ 

-85· 
-871 
-881 
-90, 

911 

87 1'16132 _ 99 i 1·18028 - 109 1:1ii: = 91 1•17914 -105. 1·20068 - 117 
. _ 96 1·19592 111 1 1·21992 -124 1.1~~1 -100 1·21158 -1171' 1·23791 .. 131 

}'18981 - 103 1·22607 - 122 1·25459 - 138 

о 8 107 1·23935 -126 1·26989 - 144 
1·20 8 - 110. 1'25137 -13111·28375 -149 
пii~: = 113 \' 1·26f07 -135 1·23r~ -\it 
1·22755 -115' 1·27143 -138' 1• -
1·23417 -1171 1·27941 - 141 J 1·31618 .....,,.163 

119 1·28598 -1431 1·32379 166 
-92 f:~m :.121 1·29112·-1451 1·32974 -168 
- 93 1·24691 _ 122 1·29480 -1471 1·33401 -170 
- 94 1•24874 -122 1·29702 -148 i 1·33658 -171 =: 1·24936 -122 1:29776 -148 \ 1•33743 -171 

х 

-
о 

'О 

' 1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
; 17 

18 
19 
20 

21 
22 
23 
24 
25 

26 
27 

! 28 
29 
30 

, 31 
32 

, 33 
34 
35 

36 
• 37 

38 
39 
40 

41 
42 
43 
44 
45 

О-б 
Ь1--7·36391 

Д2 

0·00000 о 

'00226 1 
•00453 3 
·00683 4 
·00917 5 
·01157 7 

'01403 8 
·01657 10 
.01921 11 
•02196 13 
•02483 14 

•02785 16 
·03102 17 
·03437 19 
•03790 21 
•04165 23 

•04562 24 
•04983 26 
•05431 28 
•05906 30 
·06412 32 

•06951 34 
•07524 37 
·08133 39. 
·08782 41 
·09471 44 

•10205 46 
·10984 48 
•11811 51 
•12689 53 
•13620. 55 

·14606 58 
•15650 60 
•16755 62 
•17921 65 
•19153 67 

•20451 69, 
<21819 71 

1 

·23257 73 
·24768 ,4 
•26354 76 

'28015 77 
·29754 78 
·31570 79 
•33465 79 

0•35440 79 

Табпица ХV-продолже ние 
se1 (X 8) 6-6дО8=10 

' 
6=9 1 o-~q 6==7 6==8 

Ь1 --8·97120 Ь1--10·60537 Ь1=-12·26166 Ь1=-13·9З655 

Д2 Д2 ДI Д2 

0•00000 о 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 о 

·00170 1 ·00129 1 ·00099 1 •00077 1 
·00341 2 ·00259 2 •00199 2 •00155 2 
·00514 4 '00391 3 ·00301 3 ·00234 2 
·00691 5 •00527 4 ·00405 .4 •00316 3 
·00872 6 •00666 5 ·00514 5 ·00401 4 

·01060 7 •00811 6 •00627 6 •00490 5 
•01?55 9 •00962 8 ·00746 7 •00584 6 
·01459 10 ·01121 9 •00872 8 ·00684 7 
·01672 11 ·01289 10 ·01005 9 ·00791 8 
•01897 13 '01467 11 ·01148 10 ·00906 9 

·02135 14 ·01657 13 '01300 11 ·01030 10 
•02387 16 ·01859 14 ·01464 13 ·01164 11 
·02655 17 •02076 16 '01641 14 ·01310 13 
'02940 19 ·02309 17 •01832 16 ·01468 14 
·03245 21 ·02558 19 ·О"039 17 ·01641 16 

•03570 23 •02827 21 ·02263 19 '01829 17 
•03918 25 ·03117 23 '02506 21 •02034 19 
•04290 27 ·03430 25 '02770 . 23 -02258 21 
·04689 29 •03767 27 ·ОЗ057 25 ·02503 23 
·05117 31 ·04130 29 •03368 27 ·02771 25 

•05575 33 ·04523 31 •03706 29 ·03063 27 
•06067 35 •04946 33 •04073 31 •03383 29 
·00593 38 •05403 36 ·04471 34 ·03731 32 
•07151 40 ·05896 38 ·04903 36 ·04111 34 
•07761 . 42 •06427 41 ·05371 39 ·04526 37 

'08407 45 ·06999 44 •05878 42 '04977 40 
··09099 48 •07614 46 ·06427 45 ·05468 43 
•09838 50 ·08276 49 •07021 48 ·00002 46 
•10628 53 ·08987 52 .07663 51 •06581 49 
•11470 56 '09750 55 •08355 54 •07210 53 

•12369 59 •10569 58 •09102 571 ·07892 56 
·13326 61 •11446 61 '09906 61 : •08630 60 
'14344 64 '12384 65 '10771 64 1 •09427 63 
.15426 67 '13387 68 ·11700 68 [ •10288 67 
·16576 69 ·14458 71 •12696 71 1 •11216 71 

•17794 72 '15599 74 '13764 75 '12215 75 
·19085 75 •16814 77 •14907 78 ·13288 79 
·20450 77 '18107 80 •!6128 82 •14441 83 
.21892 79 ·19479 83 •17431 85 •15676 86 
·23414. 81 •20933 85 . '18818 88 '16997 90 

·250'17 83 ·22473 88 ·20294 91 ,•18409 94 
·26703 85 •24101 90 ·21861 94 '19914 97 
•28474 86 •25819 92 •23522 97 •21517 100 
•30331 87 •27629 94 •25280 99 ·23220 103 

0•32275 88 029534 95 0·27137 101 0·25026 106 
i 

18t 



' 
Таблица ХV-nродопжение 

se1 (.x, 6). 0=6 АО 0==10 

'-~ 6=6 0-1 0-8 6==9 6=10 

Ь1 -- 7·36391 Ь2 --8·97120 Ь1==-10•60537 Ь1=- 12·26166 Ь~==-13·93655 

- ---
дt дt д• Д2 дt 

о 

45 0-35440 79 032275 88 0·29534 951 027137 101 0·25026 106 

46 ·37494 79 · ·34308 ''89 •31533 96 •29096 1031 •26939 109 

47 ·39627 79 '36429 89 •33629 97 •31157 104 •28960 111 
78 ·38639 88 ,35822 97 •33323 105 •31092 112 

48 ·41840 ·35595 106 •33336 113 
49 •44129 77 •40937 88 '38113 97 

50 •46496 75 •43323 86 ,40500 97 ·37972 106 •35693 114 

51 ·48937 73 •45795 84 '42985 95 '40455 105 •38164 114 

52 •51451 70 ·48352 82 '45564 93 •43042 104 •40749 113 

53 •54035 67 ·50991 79 '48237 91 '45734 102 •43447 111 

54 ·56685 63 ·53709 76 ·51001 88 '48527 99 •46256 109 

55 •59398 59 •56503 72 •53853 841 '51419 96 ·49174 . 106 

56 •62171 54 ·59369 67 '56789 801 '54406 91 •52198 102 

57 •64997 49 •62303 6] •59805 75 •57485 86 •55325 98 

58 •67873 43 ·65298 56 ·62895 :1 •60650 81 •58549 92 

59 •70792 37 ·68350 50 ·66054 •63896 74 •61866 86 

60 •73749 31 •71452 43 ·69275 55 •67216 67 ·65268 78 

•70603 58 ·68748 70 
·76736 24 •74596 35 •72552 47 61 

16 •77776 27 •75875 38 :74049 49 •72299 61 
62 ·79747 •75909 50 . 
63 •82773 8 •80983 18 ·79236 29 •77543 40 

·85807 - l ·84208 9 ·82626 19 ·81078 29 •79570 39 
64 

·88841 - 9 •87442 1 •86036 8 •84641 18 •83271 27 
65 -

91865 - 19 •90675 - tl •89453 - 3 ·88223 6 ·86999 15 
66 

.94870 - 28 •93898 - 22 ·92868 - 141 '91810 - 7 •90741 1 
67 - 27 •95390 ..... 20 •94484 - 13 
68 О 97847 - 38 0·97099 - 33 :962€8 

69 1 00787 - 48 1 ·00266 - 44 0•99642 - 39 . o·r 8950 -34 0•98215 - 28 

70 t.03'679 - 58 · 1:03391 - 55 1·02977 - 52 1•02477 - 48 1·01918 - 43 

71 l 06513 - [ 1·06460 - 67 1·06260 -65 1·05956 -62 1:05577 - 59 
1·09463 - 79 1·09478 - 78 1·09373 - 77 1·09178 - 7/) 

72 1'09279 - 78 
1'12387 - 90 1'12618 - 91 1'12713 - 91 1•12705 - 91 

73 1'11967 - 88 
1'15220 -102 1·15667 -104 1-15962 -106 1·16141 -107 

74 1'14567 - 98, 
1'17952 .-113 1·18612 -117 1'19105 -121 1•19469 -123 

75 1'17069 -108 

76 1'19462 -11811·20570 -124 1·21439 -130 1 ·22127 -135 1•22675 -139 
1•24136 -143 1 25014 -149 1 •25741 -,-155 

77 1•21739-127 1'23064 -135 
1·26590 -155 127752 -163 1·28653 -170 

78 1'23888 -136 1·25423 -146 
1·29089 -166 1•30327 -176 131395 -184 

79 t·25902 -144 • 1 ·27636 -156 
1 31322 -177 1•32727 -188 1·33952 -198 

80 1•27771 -152 1 ·29693 -165 

81 1'29488 -160 1•31585 -174 1·33378 -187 1·34938 -200 1·36312 -211 

82 1·31046 -166 1·33302 -182 1•35247 -197 1·36950 -210 1·38460 -223 

83 1·32437 -173 1·34838 -189 1·36919 -205 1•38751 -.220 140386 -234 

84 1·33655 -178 1•36184 -196 . 1·38386 -213 1•40333 -228 1'42077 -243 

85 1·34696 -183 1·37334 -201 1•39640 -219 1 '41687 -236 1·43526 -~21 
86 1·35553 -187 1•38283 -206' 1'40675 -224 1•42804 -242 1•44722 -259 

-229 1 43680 -247 145560 -2::4 
87 l 36224 - 1!;0 1•39026 -210 1'4!486 

144309 -250 1·46334 -268 
88 1•36706 -192 1·39559 -212 1·42а69 -232 

8911·36996 -193 1·39830 -214 1·424Н) -234 144688 -252 1·46740 -2701 
90 1·37093 ~194 1·39987 -214 1·42536 -234 1·44814 -253 1'46876 -271 

ню 

JC 
fl=I 

.а1=1·85911 

' 
о 

ДI 

о 0·85660 4 

1 •85662 4 
2 •85667 4 
3 '85676 3 
4 ·85689 3 

' 5 ·85704 3 

6 '85723 3 
7 •85744 2 
8 '85767 2 
9 •85791 1 

10 '85817 1 

' 
11 •85844 о 
12 •85870 -1 

,: 13 '85895 - 2 
14 '85919 - 2 
15 .85941 3 

: 
16 '85959 - 4 

; 
17 '85972 - 5 
18 '85981 - 6 
19 •85983 .,.- 7 

! 20 '85978 - 9 
: 21 •85964 -10 

22 '85940 11 
23 '85906 -12 
24 '85859 -14 
25 •85798 -15 

26 •85723 -16 
27 '85631 -18 
28 •85521 -19 
29 '85392 -21 
30 •85243 -22 

31 '85070 -24 
32 '84874 -25 
33 •84653 -27 
34 •84405 -29 
35: •84128 -30 

' 

36 ·83821 32 
37 •83482 -33 
38 •83110 -35 
39 82703 -36 
40 .82260 -38 

·. 41 ·81779 -39 
42 ·81259 41 
43 ·80698 -42 
44 ·80094 ..,...44 
45 0•79447 45 

., 
1 
J 
~ 

Таблица XYI 
се1(Х, t!). 6= 1 АО н .... 5 

0-2 6==3 
а1 =2·37920 '"а1 -2·51904 

ДI да 

0•68357 34 050900 54 
·68374 34 •50927 54 
•68425 34 '51008 54 
•68509 33 '51143 54 
•68626 33 '51332 54 
'68777 33 '51574 53 

'68960 32 '51869 53 
·69176 32 ·52211 53 
'69423 31 •52618 52 
'69701 30 "53070 52 
'70009 29 ·53575 51 

•70347 28 '54130 50 
'70713 27 '54735 49 
'71107 26 ,55390 48 
•71527 25 '56093 47 
•71972 24 •56844 46 

•72441 22 •57641 45 
'72932 21 ·58483 44 
•73444 19 '59369 42 
•73975 17 ·60297 .. 41 
'74524 16 •61266 39 

'75088 14 •62273 37 
•75666 11 '63317 35 
'76255 9 •64396 32 
•76853 7 ·55507 30 
·77459 , 5 'ббб48 27 

1,_4 
а1=2·31801 

ДI 

0'36343 63 

•36374 63 
'36468 63 
'Збб26 63 
'36846 63 
'37129 63 

•37475 63 
'37884 63 
•38355 63 
'38890 63 
'39487 63 

•40146 62 
•40868 62 
•41652 62 
•42498 61 
'43406 61 

•44374 60 
·45403 60 
•46491 59 
·47638 58 
'48843 57 

•50105 55 
•51422 54 
•52792 52 
·54215 50 
•55688 48 

·78069 2 '67816 24 · •57209 45 
'78681 - 1 '69009 21 '58775 43 
,79292 -3 •70222 18 '60384 40 
•79900 -6 '71454 14 '62033 36 
·80501 - 9 '72700 11 '63718 33 

'81093 -12 '73956 7 ·65435 29 
•81673 -16 '75219 3 •67181 24 
·82237 -19 '76485 -2 •68951 20 
·82782 -22 ·77749 - 6 •7074;1 15 
•83306 -26 '79006 -11 •72546 9 

·83803 -29 '80252 -16 ·74;360 3 
·84271 -33 '81482 -21 ·76177 - 3 
·84707 -36 '82690 -27 ·77992 9 
·85106 -40 '83872 -32 ·79797 -16 
•85465 -44 85020 -38 •81587 -23 

·85780 -48 '86131 -44 '83353 31 
•86047 -51 •87198 -50 •85089 -38 
·86263 -55 •88214 -56 •86787 -47 
·86424 -59 ·89174 -63 •88437 -55 

0·86526 -63 0·90070 -69 0•90033 -64 

6=5 
а1 = 1 85819 

дt 

025654 64. 
·. 

•25686 64 
'25782 64 
'25941 64' 
'26164 64 
'26451 64 

'26803 65 
'27219 65 
'27701 65 
'28247 оо· 
'28860 66 

•29539 · 67 
•30285 67 ' 
•31097 68 
•31978 68 
'32926 68 , 

·33942 68 
•35027 69' 
•36181 69 
•37403 69 
•38694 68 

'40053 68 
'41480 67 
•42975 67 
•44536 66 
'46163 64 

'47854 63. 
'49607 61 
'51421 58 
'53294 56 
'55223 53 

'57204 49 
•59235 46 
•61311 41 
·63429 36 
'65583 31 

··67768 25 
·69978 19 
•72208 12' 
'74450 5 
•76697 - 3 

'78941 -11 
·81173 --20 
'83386 - 301 ·85569 -39 

087713 -50 

]91 



: 
6=1 

х а1 = 1-85911 
.'•- -

о Д2 

45 0·79447 -45 

1 46 ·78755 -46 ., 
47 •78017 -47 
48 •77231 -49 
49 '76396 -50 
50 •75512 -51 

51 •74577 -52 
i 52 ·73590 -53 

53 •72551 -53 
.i 54 •71459 -54 

55 •70312 -54 
: 
, 56 ·69111 -55 
i 57 '67856 ....:..55 

. ,.58 ·66545 -55 
59 ·65178 -56 
60 ·63756 -56 

61 •62279 -55 
62 •60746 -55 
63 ·59158 -55 .. 64 •57516 -54 
65 •55819 -53 

66 •54069 -53 
67 ·52266 -52 
68 •504ll -51 
69 '48506 49 
70 ·46551 -48 

[ 
71 •44549 -471 
72 •42499 -45 
73 '40405 -43' 
74 •38268 -41 

,\ 75 ·36089 -39 

76 '33870 -37 
77 '31614 35 
78 •29323 -33 
79 '26999 -31 
:во •24645 -28 

81 ·22262 -26 
82 '19854 -23 

,· 83 •17423 -20 
84 •14972 17 
85 •12503 15 

86 ·10020 -12 
87 ·07526 - 9 
88 •05022 -,--- 6 
89 '02512 - 3 
90 000000 о, 

192 

Таблица XVI - продолжение 
се1 (х, 8). 11-1 до 6-5 

8-2 . 8-3 А=4 

а1 =-2·37920 j а -2·51904 а1 =2·31801 ------
да I Д2 д• 

0•86526 - 631 0•90070 - 69 0•90033 - 64 

•86565 - 66 ·90898 - 76 •91566 - 72 
•86538 - 70 '91651 - 82 '93025 - 82 
•86441 - 741 '92321 - 88 •94404 - 91 
•86270 - 11 • ,92903 - 95 •95691 -100 
·86022 - · 81 •93390 -101 •96879 -109 

·85693 - 84 •93775 -108 ·97957 -119 
·85281 - 87 '94053 -114 •98917 -128 
•84781 - 90 •94218 -120 099748 -137 
•84192 - 93 •94262 126 1·00442 -147 
·83510 - 95 ·94181 -131 1 ·00989 - 155 1 

·93969 -136 1 ·01381 - 164 •82733 - 98 
•81858 100 •93621 - 141 1 ·01609 -· 172 
•80883 102 ·93131 -146 1 ·01664 - 180 
·79806 -103 ,92495 -150 101539 -188 
·78626 -105 ·91708 -154 1 ·01226 - 195 

•77341 - 106. ·90768 -158 1•00718 - 201 
•75950 -107 ·89670 -160 1 ·00000 - 207 
•74452 -107 •88412 -163 0·99094 -212 
·72847 -107 •86990 165 ·97966 -216 
•71135 -107 '85405 -166 •96623 -220 

·69315 -107 ·83653 -166 ·95060 -222 
·67389 -106 ·81735 -166 '93275 -224 
·65357 -105 ·79651 -166 •91266...:.:.. 224 
'63220 -103 •77400 -164 ·89033 -224 
·60980 -101 '74986 - 162 ·86575 -222 

•58639 - 99 •72409 -160 ·83896 -220 
'56200 - 96 •69672 -156 •80996 -217 
•53664 - 93 ·66778 -152 •77879 -212 
·51035 90 '63733 -148 •74550 -207 
·48316 - 86 ·60539 -142 ·71014 -200 

•45512 - 82 1 •57204 -136 '67278 -192 
•42625 - 781 •53732 -129 •63350 -183 
•39661 - 73 •50131 -122 •59239 -174 
•36624 681 '46407 -114 ;54954 -163 
•33520 - 63 •42570 -106 '50506 -151 

'30352 - 57 '38626 - 97 •45907 -139 
•27128 - 51 ·34586 - 87 •41170 -125 

'36306 - 111 •23852 - 45 ·30459 - 77 
•20530 - 39 ·26255 - 67 •31332 - 97 
·17169 - 33 '21983 - 56 '26260 82 

•13775 - 2'( ·17655 - 45 '21107 - 66 
·10355 - 20 •13281 - 34 '15889 - 50 
•06915 - 13 ·08873 - 23 ·10020 - 33 
·03461 7 ·04442 - 12 •05318 - 17 

0·00000 о 0·00000 о о·о"ооо о 

9 ... 5 
а-1·85819 

/ 
да 

0•87713 - 50 

•89807 -т 60 
·91840 - 72 
•93802 - 83 
·95681 - 95 
·97466 107 

099143 -119 
1 ·00102 - 131 
1 ·02129 - 144 
1'03413 -156 
1'04541 -168 

1 ·05501 - 180 
1·06281 -192 
1 ·06869 - 203 
1 ·07254. 214 
1•07425' -224 

l '07371 - 234 
1-07084 - 243 
1·06553 -251 
1 ·05772 - 258 
11)4 732 - 264 

1 ·03428 - 269 
1 ·01855 - 273 
1 ·00000 - 276 
0·97887 - 277 

·95488 -277 

•92812 -275 
·89862 - 272 
•86639. - 268 
•83148 -262 
·79396 -254 

·75389 -245 
·71137 -235 

· •66650 -223 
•61940 -210 
•57020 - 195· 

. •51905 -180 
·46610 -163 
·41152 145 
•35550 -126 
·29821 -106 

·23986 - 86 
•18066 65 
·12080 - 44 
•06051 - 22 

0·00000 о 

х 
8=6 

' tli =.1 · 21428 
1 

о 
дt. 

о 0·18230 60 

1 •18260 60 
2 •18350 60 
3 ·18500 60 
4 ·18711 61 
5 •18982 61 ·. 
6 ·19314 62 

j 
7 •19709 6Э' 
8 •20166 53' 
9 '20687 64 

10 •21272 65 
\ 

11 •21922 65 
12 •22638 67 
13 •23421 68 
14 •24273 69 
1!5 •25194 70 

16 '26186 71 
17 •27249 72 
18 •28384 73 
19 •29593 74 

" 20 •30876 . 75 

" 21 ·32235 76 
.: 22 •33668 76 

23 •35178 76 
24 •36765 76 

: 25 ·38427 76 

2б ·40166 76 
27 ·41980 75 

' 28 ·43869 73 
! ' 29 •45831 72 
: 30 •47865 70 
i 31 •49969 67 

32 . •52139 64 
33 •54375 61 
34 '56670 57 
35 '59023 52 

' 36 ·61427 47 ' 
.. 37 ·~78 41 
; 38' · 70 34 

39 •68895 27 
40 •71448 19 

:, 
.41 ·7401,9 10 ; 
42 •76601 1 
43 •79183 - 9 

' 
44 •81757 -20 
45 ()'84310 -31 

i 

•.Стретт-14-11 

Таблица XVI - про.аоnжение 
се1 (х, '')• fl-6 до 8=10 

11=7 8-8 е-9 
а1 -0·4З835 а1=-0·43594 а1 .,._ 1 · 38670 

д, д, д• 

0·13133 54' 0·09605 48 0·07128 42 

•13160 54 •09629 48 ·07149 42 
•)3241 ' 55 •09701 48 ·01212 43 
'13377 55 ·09822 49 •07318 43 
·13568 56 ·09992 49 •07467 44 
·13815 56 ·10211 50 ·07659 45 , 
·14118 57 •10481 51 •07896 46 
•14477 58 •10802 53 '08179 47 
•14895 59 •11175 54 •08509 48 
•15372 60 •11602 55 •08887 50 
'15909 62 '12085 57 ·09316 52 

'16508 63 '12625 59 ·09796 54 
•17169 65 •13223 61 •10330 56 
•17896 66 ·13882 63 ·10921 58 
·18689 68 •14604 65 •11569 61 
•19549 70 '15390 67 •12279 64 

•20479 71 '16244 69 ·13052 66 
'21481 73 ·17167 72 '13892 69 
•22555 75 •18161 74 •14800 72 
•23704 76 •19230 76 . •15781 75 
·2<&930 78 ·20375 79 •1683б 78 

•26234 80 ·21598 81 ·17969 81 
•27618 · 81 •22903 83 •19183 84 
•29082 82 '24291 85 '20481 87 
'30629 83 '25765 87 •21865 89 
·32259 84 •27326 89 •23339 92 

·33973 85 •28976 91 •24005 95 
·35772 85 •30717 92 •26565 97 
•37656 85 •32550 93 •28322 99 
'39624 84 ·34476 94 •30178 100 
'41677 83 •36495 94 •32135 102 

'43813 82 •38609 93 •34193 102 
•46031 80 •40815 93 •36353 103 
•48328 77 '43115 91 •38616 102 
'50703 74 •45505 89 •40982 101 
•53152 70 •47985 86 ·43449 100 

'55672 66 •50551 83 •46016 97 
•58257 61 '53199 78 '48680 94 
•60903 55 •55926 73 •51438 90 
•63604 48 •58727 67 •54286 85 
•66352 40 ·61594 60 '57219 79 

.69141 32 '64522 52 ·60230 71 
•71961 22 "67502 43 •63313 63 
•74804 12 •70526 33 •66458 53 
•77659 1 ·73582 22 •69657 43 

0·80515 -11 0•76661 10 0•72899 31 

11-10 
41--2·39914 

дt. 

005360 37 

'05378 З7 
,05433 37 
•05525 З8 
•05655 . 38 
•05822 39 

·,05029 40 
·06277 42 
-06566 43 
·06898 

i 
45 

·07276 47 

•07700 49 
•08173 51 
•08598 54 
•09277 57 
·09913 60 

·10608 63 
·11366 66 
·12100 69 
·13082 72 
·14047 76 

'15088 79 
•16208 83 
• 17411 86 
•18700 90 
·20079 93 

•21552 97 
•23121 100 
•24789 103 
·26561 105 
·28437 107 

•30421 109 
~32514 111 
•34718 111 
·37033 112 
•39459 111 . 

'41996 110 
•44644 108 
'47398 104 
•50257 100 
·53217 95 

·56271 89 
•59414 81 
•62638 72 
•65935 62 

О-69294 51 

193 



Таблица_ XVI - продолжение 

се1 (х, О) .. 8-6 до 8=10 

6==6 fi==7 6=8 1 е =9 
,-"'-1--G1_=_1_·2_14_28_1 _ G_1-_0_·4_38_3_5_1 Cli==-0·435941 G1=- l · 38670 

6=10 ~ 
tJi--2·39914 , 

о.... ДI ДI ДI i ДI дs 

0'69294 51 45 0•84310 - 31 0·80515 - 11 0·76661 10 0·72899 31 

46 
47 
48 
49 
50 

·86832 ..... 43 
•89311- 56 
•91734- 69 
'94089- 83 
·96360- 97 

51 0·98535-· 111 
52 1•00598-126 
53 1•02535 - 141 
54 1'04330-156 
55 l '05970 - 172 

56 1 •07437 - 187 
57 1 '08718 - 202 
58 1•09797 - 217 
59 1•10660- 231 
60 1'11291 -245 

61 1 '11678 - 258 
62 1'11808-270 
63 1'11668-281 
64 1.11246 - 291 
65 1·10533- 300 

66 1 ·09520 - 308 
67 1·08199- 315 
68 1 ·06562 - 319 
69 1 ·04607 - 323 
70 1'02328-~324 

71 0•99726 - 324 
72 •96799 - 322 
73 •93550 - 318 
74 •89984 - 312 
75 ·86105 - 304 

76 •81922-295 
77 •77445 - 283 
78 •72685 - 269 
79 •67655 - 254 
1:\0 •62371 - 237 

81 '56850-219 
82 •51110-198. 
83 •451'(2-177 
84 •39057 - 154 
85 •32788 - 130 

86 .26389 - 105 
87 • 19885 - 80 
88 •13301- 53 
89 •00664 - 27 
90 0-00000 О 

194. 

•83361 - 24 
•86182- 37 
•88967- 52 
'91700 67 
'94366 83 

'96949- 99 
0.99434-116 
1 01803 -- 133 
1 •04038 - 151 
1•06123 - 169 

1 •08038 - 187 
1 •09767 - 205 
1'11290 - 223 
1 •12591 -240 
1'13651-257 

1'14453-274 
1•14982-289 
1'15222 - 304 
1'15157 - 318 
1 •14774- 330 

1 ·14062 - 341 . 
1'13009 350 
1'11607 - 357 
1'09847 -363 
1 •07725 - 366 

1 •05236 - 368 
1.02380 - 367 
О 99157 -364 
•95571-358 
·91627-350 

•87332-340 
·82696-328 
•77733-313 
•72457-296 
•66885-277 

·61036-256 
·54931-232 
·48595-207 
•42050-181 
'35325-153 

•28447-124 
'21445 - 94 
•14349- 63 
•071.90- 32 

000000 О 

•79750 - 3 
•82836 - 17 
·85904 - 32 
·88941 - 49 
•91928 - 66 

'94850 - 84 
·97688-102 

1•00424-122 
1 ·03039 - 142 
1•05512 - 162 

1 "07823 -· 183 
1 ·09951 - 203 
1'11876 - 224 
1 •13577 -245 
1'15033 - 265 

1'16224 - 285 
1'17131 -304 
1'17734 - 322 
1-18015 - 338 
1'17958-354 

1'17547 - 368 
1 •16769 - 380 
1 '15611 - 390 
1•14063 -398 
1'12117 -404 

1 •09768 - 407 
1·01012 -408 
1 •03849 - 406 
1.00280 - 401 
0.96310 - 393 

·91946-383 
·87199-371 
•82082 -354 
·76611 -336 
•70804 -315 

•64682 -291 
'58270-265 
·51592 -237 
•44677-207 
-37555 ~ 175 

•З(ц!58 - 142 
•22820-108 
·15273 - 72 
.·07655 - 36 

0·00000 О 

•76171 17 •72703 38 
•79461 3 '76150 23 · 

•79620 7 · ·82754 - 13 
•86034 - 29 
•89285 - 47 

·~097- 10 
'86565 - 29 ' 

' •92488 - 66 
·95625 - 87 

•90004- 48 ' 

0·98676 108 
1·01619 - 129 
104432 -152 

1 '07094 - 175 
1•09581 - 198 
1 '11870 - 222 
1'13938 - 245 
1 '15760 - 268 

1'17314 - 291 
1'18576 - 313 
И 9525 - 335 
1 •20140t- 355 
1 •20400 - 373 

;93394·_ 69 
•96716 - 92 

0•99945 - 115 
1 •03059 - 139 ;. 

1 •06034 - 165 ~ 
1•08844 -190·., 
1-11464 - 216 · 
1'13868 - 242 
1 •16029 - 269 

1'17922 - 294 ; 
1 '19520 - 320> 1 
1 ·20798 - 344' . 
1'21732 - 367' 
1 ·22299 - 389 

1•20286 --390 1•22476 -410 
1 •19782 - 405 1 ·22244 - 428. 
1'18873 -418 • 1·21584 - 444: 
1 •1 7545 - 429 ' 1 ·20480 - 457 ~ 
1'15788 - 437 1'18919 - 468 ; 

1'13594 - 443 1'16890 - 475 ' 
1'10958 - 445 1'14385 - 480:, 
1•07876 - 445 1'11401 - 481 
1•04349-441 1·07936-478 
1 ·00382 - 434 1 ·03992 - 472 i 
0•95981 - 424 0•995 76 - 463 
•91156-410 '94697-449. 
·85921 - 394 ·89369 - 432 
'80291 374 •83610 - 411 
•74288 - 351 •77440 -386 · 

•67933 - 325 '70883 - 359 ! 
•61254 - 297 '63967 - 328 [ 
•54277 - 266 •56724 - 294 ' 
•47035 - 232 •49187 - 257 ' 
•39560 - 197 •41394 - 218! 

1 

•31889 -160 ·33382 - 177 
•24058 -121 •25193 - 134 
'1.6107 _;. 81 •16871 - 90 
·08074 - 41 ·08458 - 45 

0·00000 О О 00000 О 

"'· 
Таблица XVII 

se2 ( Х1 1J ). 6 -1 ДО 1J =5 --~~~~~....-~~----...,..;~~~~...--~...--...------~ ............ · 
1
, 6=1 6=2 6-3 1 6-4 6=5 
х Ь8= 3·91702 Ь1= 3·67223 Ь,- 327692 Ь 2 -= 2•74688 Ь,=2'09946 
-----'--1---1---1---

дs ДI 

1 : 
0·00000 О 0•00000 О 0·00000 

2 
3 
4 
5 

•02928 -
•05853 -
•08776 -
•11693 -
•14603 -

2 ·02416 
3 •04832 
5 ·07249 
7 ·09666 
9 •12085 

о 
о 
1 
1 
1 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

·17505 - 10 
•20396 - 12 
•23275 - 14 
'26140 - 16 
•28989 - 18 

·31819 - 20 
•34630 - 22 
·37419 - 24 
•40183 - 26 
·42922 - 29 

16 •45631 - 31 
17 •48310 - 33 
18 ·50955 - 36 
19 · ·53565 - 38 
20 •56137 - 41 

21 
22 
23 
2.f 
25 

26 
27 
28 
29 
30 

31 
32 
33 
·34 
35 

•58668 - 4З 
•61155 - 46 
·63596 - 49 
·65988 - 52 
·68329 -- 55 

•70614 - 58 
•72842 - 61 
'75009 64 
·77112L 67 
•79148 - 70 

•81114 - 74 
·83006 - 77 
•84821 - 80 
•86556 - 84 
·88207 - 87 

·14504 
'16924 

:19346 
•21768 
•24191 

1 
1 
1 
1 
1 

•26615 О 
·29039 О 
•31463 - 1 
·33886 - 1 
·36308 - 2 

•38728 -
•41144 ;.... 
•4З555 -
•45961 -
•48360 -

3 
4 
6 
7 
9 

•50749 - 11 
•53128 - 13 
•55494 - 15 
•57845 - 18 
·ёЩ78 - 20 

'62491 - 23 
•64781 - 26 
•67045 - 29 
•69279 - 33 
•71481 - 36 

'73647 - 40 
'75772 - 44 
•77852 - 49 
•79885 - 53 
·81864 - 57 

36 •89772 - 90 ·83786 - 62 
37 •91246 - 94 '85645 - 67 
38 '92627 - 97 •87438 - 72 
39 •93911 -100 •89159 - ,77 
40 •95094 -103 ·90802 - 82 

41 •96175 -107 • •92363 - 88 
42 •97149 -110. •93836 - 93 
43 ·98013 r-113 . •95217 - 98 
44 •98764 -1161 ·96499 -104 
45 01)9399 -1191 0'97677 -109 

•01969 
•03940 
'05914 
·07893 
·09878 

•11871 
•13873 
•15887 
•17912 
'19951 

•22003 
•24072 
•26156 
•28257 
·30376 

·32512 
·34666 
·36838 
·39028 
·41235 

·43459 
. ·45698 

·47952 
·50218 
·52496 

·54784 
·57078 
·59376 
·61676 
·63974 

·66266 
·68550 
·70819 
·7.:1071 
·75300 

•77500 
•79667 
·81795 
·83877 
·85907 

•87878 
·89785 
•91619 
•93373 

095039 

да 

О 0·00000 

2 
3 
5 
6 
8 

9 
11 
12 
13 
14 

·01591 
•03185 
'04784 
'06391 
•08008 

·09637 
·117.81 
·12!J42 
•14623 
·16325 

15. •18052 
16 •19803 
17 •21583 
17 ·23391 
18 •25231 

18 
18 
18 
17 
17 

·27102 
•29007 
•30946 
•32920 
•34930 

16 ·36976 
14 •39057 
13 •41175 
11 ·· •43327 
9 •45515 

7 
4 
1 

-2 
-5 

-9 
-14 
-18 
-23 
-28. 

•47735 
•49987 
·52268 
'54578 
•56911 

•59267 
·61641 · 
•64029 
·66427 
·68830 

-34 ·71232 
-39 ·73629 
-46 ·76013 
-52 ·78379 
-59 •80719 

-65 ·83025 
-72 ·85290 
-80 •87505 
-87 '89662 
-95 091751 

дz 

О 0·00000 

3 ·01280 
5 •02563 
8 •03853 

10 ·05151 
13 ·06462 

15 .07788 
17 •09132 
19 •10498 
22 · •11887 
24 ·13304 

26 •14749 
28 •16227 
29 .17740 
31 •19290 
32 '20880 

33 
34 
35 
36 
36 

1 36 
36 
35 
34 
33 

:22511 
'24186 
•25907 
•27675 
'29491 

·31358 
·33275 
·35244 
·37265 
·39339 

32 i ·41464 
30J ·43640 
271 •45866 
25 •48141 
22 ·50463 

18 .52830 
14 •55238 
10 •57685 
5 ·60166 
О ·62678 

да 

о 

3 
6 
9 

12 
15 

16 
21 
24 
27 
30 

32 
35 
37 
40 
42 

44 
46 
47 
49 
50 

51 
52 
52 
52 
52 

51 
50 
49 
47 
45 

42 
38 
34 
30 
25 

- 6 •65214 20 
-12 •67770 14 
-19 •70340 7 
-26 •72917 О 
-33 •75493 - 8 

-41 ·78060 -17 
-50 ·80611 -26 
-58 ·83136 -36 
-67 •85625 -46 
-77 0·88069 -56 
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Таб.11ица XVII- прОJО.Dяrение 
sei(x, 1.1). o-t .110·1J=5 ,~·-· 6-2 

1 
fl=3 1 ·~ ~-

4 
1 6-5 

х =3·91702 Ь1=3·67223 Ь1=3·27692 ь1-2·74688 ь1-2'()9946 

.. ДI ДI д• дв Д\! 

45 0·99399-119 0'97677 -109 0•95039- 95 0·91751- 77 0·88069- 56 

46 099916-121 •98746-115 ·96611-103 ·93764- 86 •90456- 68 
47 1•00312 -124 0·99700-120 •98080-110 •95690- 9б ·92775- 70 
48 1•00584 - 126 1·00534 -125 0·99439 - 118 ·97520-106 •95016- 01 
49 1·00729-129 1 ·01243 - 130 1 ·00680 -126 0•99244 - 117 •97166-103 
50 1 ·00745 - 131 1 ·01821 -)35 1·01794-134 1 •00850 - 1 ?7 0·00212 - 116 

51 1 ·00631 - 133 1·02264 ..L 140 1•02775-142 1•02330-137 1 •01142 -129 
52 1·00384-135 1·02567-145 1·03614-149 1 ·03672 - 148 1·02943-142 
53 1 ·00002 - 136 1'02725-149 1 ·04303 - 157 1 ·04866 - 158 1 •04603 -155 
54 0·99484 - 137 1 •02734 -154 1 ·04836 - 164 1•05902-168 1-06108-168 
55 ·98829-138 1·02588-157 1 ·05206 - 171 1 •06770 -178 1-07446-181 

56 •98036-139 1·02286 -J61 1•05404-177 1'07460-188 1 •08602 - 103 
57 ·97103-140 1·01822 -164 1 ·05425 - 184 1•07961 -197 1 ·09566 - 206 
58 •96030-140 1·01194 -167 1.05263 -189 1 •08265 - 206 1'10323-218 
59 '94816-140 1·00399Г 170 1•04911 -195 1•08363-215 1'10863-~ 
60 ·93463-140 0·99434 -172 1 •04364 - 200 1·08247 -222 1•11173- 240 

61 •91970~- 139 •98'Ш7 -173 1·03618 - 204 1 •07908 - 230 1'11243 - 251 
б2 ·90337-139 ·96987-175 1 ·02668 - 207 1 •07339 - 236 1'11062-260 
63 ·88566-137 •95503-175 1-01511-210 1 ·06534 - 242 1'10622 - 260 
64 •86657-136 ·03843-175 1•00144-213 1 ·05488- 246 1 ·09912 - '1:16 
65 ·84613-134 ·92008 175 0·98564 - 214 1·04195-250 1 ·08926 - 283 

66 •82434-132 ·89997 -174 ·96770-'215 1 ;02652 - 253 1·07657 -288 
67 •80124-129 •87813 173 ·94760-'215 1 ·00856 - 255 1•06100-292 
68 •77684-127 ·85457-170 •92537-214 0•98805 - 256 1 •04251 - 295 
69 •75117-124 '82930-168 •90099 -212 •96497-255 1•02107 - 296 
70 •72427-120 ·80235-165 •87449-210 •93935-254 0·99667 - 296 

71 •69616-116 •77375-161 ·84589-206 ·91119-'251 ·96930-295 
72 ·66689-112 •74355-156 '81523-202 •82051-247 ·93890-291 
73 ·63650-108 ·71178-151 •78255-197 ·84736-242 •90576-287 
74 ·60507-103 •67850-146 •74791-191 ·81180-236 ·86967-280 
75 •57251- 98 ·64376-140 •71136-184 -77387-228 •83078-272 

76 •53902- 93 •60762-133 r •67297 - 176 •73367-219 •78916-263 
77 •50459- 88 '57015-126 •63283-167 •69128-209 •74492-251 
78 •46929- 82 •53141-119. •59102-158 •64679-198 •69817-239 
79 •43IH6- 76 ·49149-110 •54763-147 ·60033-186 ·64903-225 
80 •39627- 69 •45047 102 •5f1277-136 ·55200-173 •59764-209 

81 •35869- 64 •40842- 93 •45654-125 •50196,158 '54416-192 
82 •32047- 57 •36545- 84 ·40907-113 •45032-143 '48875-174 
83 •28168- 50 ·32164- 74 ·36046-100 •39726-127 •43160-155 
84 •24238- 43 •27709- 64 ·31086- 87 •34293-110 •37290'- 135 
85 •20265- 36 ·23190- 54 •26040- 73 •28749- 93 ·31286-1.14 

86 •16256- 29 •18617- 43 '20920- 59 '23112- 75 •75167- 92 
87 •12218- 22 •14001- 33 •15742- 44 '17401 57· ·189571- 70 
88 '08157- 15 •09352- 22 •10519- 30 '11632- 38 •12677- 47 
89 ·04082- 7 ·04681- 11 ·05267- 15 ·05826- 19 ·06350- 23 
90 0·00000 о 0·00000 о 0•00000 о 0·00000 о · 0·00000 о 

JC 
6-6 

ь, .... 1·35138 
-

о да 

о 0-00000 о. 

1 •01028 3 
2 '02059 7 
3 ·03097 10 
4 •04145 13 
5 •05207 17 

6 ·06284 20 
7 •07382 23 
8 •08503 26 
9 ·09650 30 

10 •10827 33 

11 •12037 36 
12 '13282 

391 13 ·14566 42 
а '15892 45 
15 •17263 48 

16 '18682 50 
17 •20150 53 
18 •21672 55 
19 ·23248 57 
20 •24882 59 

21 "26575 61 
22 '28330· 63 
23 •30147 64 
24 •32029 65 
25 •33976 66 

26 •35988 66 
27 •38067 66 
28 '40211 66 
29 •42421 65 
30 .44696 63 

31 •47035 61 
32 •49434 59 
33 ·51892 56 
34 •54406 52 
35 ·56972 48 

36 •59586 43 
37 ·62243 37 
38 •64936 31 
39 •67661 24 
40 ·70408 16 

4J •73172 7 
42 •75942 -2 
43 •7ff110 -12 
44 ·81466 -23 
45 0·84198 -35 

Таб.11ица XVII - продояжение 
sea(~. 6) 6=6 до 6-10 . 

6=7 6=8 6-9 1 6=10 
ь11-051755 ь.-- 0·38936 Ь~=-1·35881. Ь1--2·38216 

д• ДI ДI ДI 

0,00000 о 0·00000 о 0•00000 о 0-00000 о 

·00826 3 ·00665 3 ·00537 3 ·00435 3 
·01655 7 ·01333 7 ·01077 6 •00873 6 
·02491 10 ·02008 10 •01623 10 ·01316 9 
·03337 14 ·02692 13 •02179 13 ·01769 12 
·04197 17 ·03391 17 ·02747 16 •02233 15 

•05074 20 •04105 20 '03331 19 •02713 18 
•05971 24 •04840 23 ,03935 23 •03211 21 
·06892 27 •05598 27 '04561 26 •03730 25 
·07840 31 ·06384 30 '05214 29 •04273 28 
·08819 34 •07199 34 •05895 33 •04845 31 

'09831 37 '08048 37 •06609 36 •05447 35 
·10881 41 •08935 41 '01360 40 ·06085 38 
.11972 44 '09863 44 •08151 44 •06761 42 
•13106 47 ·10834 ·48 '08985 47 •07478 46 
•14288 511 '11854 51 '09866 51 •08242 49 

•15521 54 1 ·12925 55 "10799 55 ·09055 53 
•16807 57 '14052 58 '11786 58 ·09921 57 
'18150 60 '15236 62 '12831 62 '10844 61 
·19552 63 '16483 65 '13939 66 '11829 65 
·21011 65 ·17795 69 ·15112 70 ·12879 69 

·22548 68 •19175 72 '16356 73 •13999 74 
•24146 70 '20627 75 '17673 77 •15192 78 
•25815 72 .22154 78 •19066 81 •16463 82 
'27556 74 ·23758 80 '20541 84 •17815 86 
•29371 76 ·25443 83 '22099 ff1 •19253 89 

·31262 77 •27210 85 '23744 90 ·20780 93 
·33231 78 •29062 87 '25479 93 •22401 96 
•35277 79 •31001 88 '27307 95 '24117 100 
·37402 79 ·33028 89 '29230 97 ,25934 103 
•39605 78 ·35144 90 •31250 99 '27852 105 

•41887 77 '37350 90 ·з..~ 100 •29876 107 
•44246 76 ·39646 89 '35586 100 ·32007 109 
•46680 74 '42031 88 •37904 100 ·34247 110 
•49188 71 ·44505 86 ·40322 99 ·36596 110 
•51767 67 '47065 84 ·42840 98 ·39056 110 

•54413 63 '49708 81 ·45456 96 •41625 108 
·57122 58 '52433 77 •48168 93 ·44302 106 
•59889 52 •55234 72 ·50972 89 •47086 103 
·62709 46 '58107 66 ·53865 84 ·49973 90 
'65574 38 •61045 59 ·56841 78 ·52960 94 

•68477 30 •64043 51 ·59896 70 •56042 88 
•71410 21 •67091 42 ·63020 62 •59211 81 
:74364 10 •70181 32 .66207 53 ·62461 72 
•77328 -1 ·73303 21 '69446 42 •65782 62 

0·80291 -13 0•76447 9 0·72727 30 0•69166 50 

-
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Таб~ица XVII - продолжение 
se, (.х, f,). 6=6 Ао 6=-10 

I А-6 · 
х. 1 Jb8= 1 ·35138 

о д• д• Д2 д• д• 
45 0·84198- 35 0·80291- 13 0·16447 9 0·12121 30· 0·69166 оо 

46 ·86896 - 47 •83242 - 26 •79599 4 •76038 17 •72599 37 
47 '89547 - 60 •86166 - 39 · ·82747 - 18 ·79366 2 '76069 23 
48 ·92138 ·- 73 '89052 - 54 ·85877 - 34 '82696 - 13 '79563 7 
49 •94656- 87 ·91884- 69 .88973 - 50 ·86013 - 30 '83063 - 10 
50 •97087 - 102 '94648 - 85 •92020 - 67 •89300 - 48 '86553 -. 29 

51 0•99416 117 •97324-102 •94999 - 85 92539 - 67 •90014 - 49 
52 1•01629-1321 0·99900 - 119 0•97893 -104 '95711 - 87 ·93426 - 70 
53 1'03709-147; 1•02357 136 1·00684 -123 ro,98795 -108 0·98768 - 92 
54 1•05643-163: 1•04677-154 1•03350-143 '1·01770 -130 100018 -116 
55 1'074141- 178 1'068441-173 1·05874 - 164 1·04616 - 153 1 •03152 -140 

56 1•09006- 194 1·08837 - 191 1·08234 - 185 1'07308 -176 ! 1•06146 - 165 

rs ::~~gg=~~ :::~~~~=~g~ }:}~~~ =~~- ::~~ -1~1 ~:?rri~ =irJ 
59 1-12557-239 '1'13598-245 1'14120 -24811-14235 -247 t-14033 243 
60 1'13282-254 1•14718-263 1'15614 -268 1'16081 ~270 1-16210 -270 

61 1•13753-267 1•155'fб-279 1'16841 -288 1.17658 -293 1•18117 -298 
62 1'13957 -280 1"16154 - 295 1'17780 - 307 1'18942 -315 1'19729 -321 
63 1'13881- 291 1•16437-310 1'18412 -325 1"19910 ~337 1·21020 -345 
64 1'13513 302 1'16410-324 1'18719 -342 1•20542 -357 1·21966 -369 
65 1'12844-311 1•16059-3:.,6 1'18683 -358 1•20816 -376 1'22542 ..;..391 

66 1'11863-320 1'15372 - 347 1'18290 -372 1•20715 - 393 1•22728 - 411 
67 t • 10562 - 326 1 • 14337 -- 357 1·17526 - 384 1 ·20221 - 408 1 ·22503 - 429 
68 1·08935-331 1•12946-364 1'16378 -394 ]'19320 -421 1'21848 -445 
69 1•06977-334 1'11191-370 ].14836 -402 • 1•17997 -432 1•20748 -459 
70 l '04685 - 336 1 ·09065 - 373 1'12891 - 4081 i 1'16242 440 1'19189 - 4 70 

71 1•02057-336 1•06567 375 1·10539 -411. 1'14048'-445 1'17161 -477 
72 0·99092-334 1·03694-3741 ]07775-41211'11408,-448 I-14655 -482 
73 •95795-330 1·00447-371 1·04600 -410 1·08320 _..447 1'11668 -483 
74 ·92167- 323 0'98829-365 1·01014 -405 1•04785 -444 1•08198 -480 
15 ·88216-315 · ·92846-351 1_ 097~24 -f398I 1·00801 -437 1·04248 -474 

76 
77 
78 
79 
80 

81 1 

82 
83 
84 
85 

'83950 - 305 •88505 - 347 i •92635 - 387 0'96392 - 426 
•79378 - 293 •83818 -334 • •87859 - 374 •91550 - 413 
•74513 - 279 . 78796 - 319 ! ·82709 - 358 86295 - 396 
•69369 - 26'4 •73455 - 302 • "'77200 - 339 '80644 - 376 
•63961 - 246 •67813 - 282 •71352 - 318 •74617 - 353 

'58307 - 227 '61887 - 261 '65186 - 294 ·68236 -327 
·52427 ·- 200 '55702 - 237 '58726 - 268 •61528 - 299 
'46340-183 '49279 - 212 '519.98 - 240 •54522 -267 
"40071-160 '42645-184 '45030 -209 •47248 -234 
'33642 - 135 •35826- 156 ·37853 - 177 ·39740 - 198 

86 •27078-109 •28851 126 ,30499 - 143 
•23001 -109 
•15395 - 73 
·07716 - 37 

'32034 -161 
.24168 - 122 
•16180 - 82 
.08111 - 41 

0·00000 О 0·00000 О 

87 ·20405- 831 ·21750- 90 
88 •13650-- 55 •14554- 64 
89 ·06839 - 281' ·07293 - 32 
90 0•00000 О 0·00000 О 

0•99824 - 464 
·94936 -450 
·89597 - 433 . 
·83825 -412 
•77640 -388 

•71067 -360 
·64135 -329 
·56873 -~ 
•49317 -258 
•41504 219 

·33471 -177 
•25261 - 135 
•16916 - 90 
•08481 - 45 

0·00000 О 

G 6-1 
а1-4'37130 

t 
о 

ДI 

о 1!08596 -78 
1 1·08557 -78 
2 1'08439 -78 
3 1'08243 -79 
4 1•07968 -79 . 5 1'07615 -79 ' 
6 1'07183 -79 
7 1•06672 -79 

;. 8 1.00082 -79 f ,. 9 ,J·05413 -79 ;.: 10 1·04665 -79 , 
11 1·03837 -80 
.Щ 1•02929 -80 
13 1·01942 -во 

' 14 1•00875 -80 
15 '99728 -80 

i 16 ·98501 -80 
17 '97193 -80 
18 '95805 -80 

i 19 •94337 -80 
~ 20 '92788 -80 
f 

21 I, •91160 -80 
22 '89451 -80 
23 ·87662 -80 

, 24 •85793 -79 \ 25 •83846 -79 
! 26 •81819 -78 i 27 •79714 -78 
f 28 •77532 -77 
t 29 '75273 -76 
' 30 ·72938 -75 ' } 

31 •70528 -74 ,' 

\ 
32 •68044 -72 
33 '65488 -71 , 34 '62861 -69 

! 35 '60164 -68 
\ 36 '57400 -66 

37 '54570 -63 
38 •51677 -61 

; 39 ·48723 -59 
40 '45710 -56 
41 ·4~ -53 

!, 42 •3951 -50 
, 43 •36347 -47 

44 '331·28 -43 ' 45 0•29865 -40 

Таблица ХVШ 
се, (x.,fl). IJ-1 АО. 6=5 

0-2 6=3 6=4 
а2 -5·17267 а,=6·04520 02=6·82907 •. 

д• да ДI 

1'04883 -37 0'96367 ·_ 1 0•85584 31 

1•04865 -38 •96366 - 1 ·85599 30 
1•04808 -38 ·96364 - 2 '85645 30 
1'04714 -38 •98360 - 2 '85720 29 
1'04582 -39 •00354 - 3 •85825 29 
1'04411 -39, '96345 - 4 '85959 27 

1'04201 -40 '96331 - 5 ·86120 26 
1·03951 -41 •96313 - 7 ·86307 25 
1'03660 -42 '96288 - 8 '86519 23 
1·03328 -43 •96255 - 10 •86753 21 
1·02952 ~44 '96212 - 12 ·87008 18 

1·02531 -46 '96156 - 14 ·87281 16 
1·02065 -47 '96087 - 17 ·87570 13 
1·01552 -49 •96001 - 19 •87872 10 
1·00990 -50 •95897 - 22 ·88183 6 
1·00377 -52 '95770 - 25 ·88501 3 

0•99713 -54 ·95618 - 28 ·88821 - 1 
•98994 -56 ·95439 - 31 •89140 - 5 
•98219 -58 •95228 - 35 ·89453 - 10 
•97386 -60 ·94983 - 38 ·89757 - 14 
·96493 -62 ·94700 - 42 ·90046 - 19 

•95539 -64 ·94375 - 461 ·90317 - 24 
•94520 -66 •94004 - 50 •90562 - 30 
,93435 -68 ·93584 - 54 ·90779 - 35 
'92282 -70 ·93111 - 58 ·90960 - 41 
•91059 -72 ·92579 - 62,. ·91100 - 47 

•89764 -74 •91986 - 66 ·91193 - 53 
'88394 -76 ·91328 - 70 ·91233 - 59 
·86949 -78 ·90599 - 74 ·91215 - 65 
·85426 -79 ·89795 - 78 •91130 - 72 
•83823 -81 ·88914 - 82 •90974 - 78 

'82140 -82 ·87950 - 86 •90740 - 85 
•80374 -84 •86899 - 90 •90420 - 91 
'78524 -85 •85758 - 94 •90010 - 98 
.76590 -86 ·84523 ·- 98 •89501 -104 
•74569 -86 •83191 · -101 ·88887 -111 

'72463 -87 •81757 -104 •88163 -117 
·70269 -87 •80218 -107 ·87322 -123 
·67989 -87 '78573 -110 ·86357 -129 
·65621 -87 •76817 -112 '85265 -134 
•63167 -86 •74949 -114 •84037 -139 

·60626 -85 •72967 -116 '82671 -144 
'58001 -84 •70870 -117 •81161 -148 
'55291 -82 •68655 -118 •79503 -152 
•52499 -80 ·66323 -118 •77693 -155 

0-49626 -78 0•63872 -118 0,75727 -157 

6=5 
а8-7'44911 

да 

0·73529 57 

'73558 57 
•73644 57 
•73786 56 
'73984 55 
'74238 54 

·74545 53 
.7490Q 51 
'75318 50 
•75780 48 
•76289 54 

•76844 43 
•77441 40 
•78078 37 
·78752 33 
•79458 29 

·80194 25 
•80955 21 
•81737 16 
·82535 11 
•83344 5 

·84158 - 1 
·84971 - 7 
·85778 - 13 
·86571 - 20 
•87345 - 27 

·88091 - 35 
·88803 ~ 43 
·89472 - 51 
·90091 - 59 
·90650 - 68 · 

·91142 76 
·91557 - 86 
•91887 - 95 · 
•921'22 -104 . 
·92254 -113 

·92272 -123 
·92167 -132 
·91931 -141 , 
•91554 -150 
·91027 -158 · 

•90342 -167 ' 
·89490 -175 
·88464 -182 
·87256 -189 

0·85859 -195 · 1 . 



8-1 
.х 

а2 -4·37130 

о 
де 

45 0'29865-40 

46 '26563-36 
47 •23225-32 
48 '19855-28 
49 ·16457-23 
50 '13036-19 

51 ·09596-14 
52 • •06143- 9 
53 ' '02680- 4 
54 - •00787 1 
55 - 04253 7 

56 - •07712 12 
57 - "11159 18 
58 - •14588 23 
59 - •17994 28 
60 - '21371 35 

61 - •24713 41 
62 - •28014 47 
63 - •31268 53 
64 - •34469 59 

Таб.11ица XVIII - ПРОАОJIЖение 
се2 (х, 6). fJ- 1 до ~-5 

6-2 6=3 6-4 
а2 -5·17267 02-6·04520 а.==6'82907 

да ДI д• 
0•49626-78 0•63872-118 0•75727 -157 

·46675-75 '61305-117 ·73605-159 
'43649-72 •58620-115 •71323-160 
•40551-69 ·55820-113 "68881-161 
•37383-65 ·52907-111 '66278-160 
·34150-61 '49883-108 •63514-159 

•30856-56 '46751-104 '60592-157 
•27506-51 '43516- 99 •57513-153 
"24104-461 '40181- 94 "54281-J49 
·20656-401 •36752- 88 •50899-144 
•17168-34 '33234- 82 ·47373-138 

•13646-28 '29635- 75 ·43709-131 
•10096-21 '25961- 67 "39915-123 
•06525-14 ·22220- 59 "35998-113 
•02941- б '18420- 50 •31967-103 

- •00650 1 •14570- 40 "27834- 92 

- •04240 9 •10681- 30 •23609- 80 
- ·07820 18 •06761- 19 ·19304- 66 
- •11382 26 •02822- 8 '14934- 52 
- ·14918 35 - ·01125 3 '10510- 38 

0-=5 
~-7'44911 

1, 

~ 

Д2 

0·85859-195 

'84267-200 
•82475-205 
•80479-208 
·78274-211 , 
'75859-212 

•73232-212 
•70392-211 
•67341-209 
·64080-206 
•60614-201 

'56947-194 . 
·53"086-186 : 
•49039-177 
'44816-166 
'40427-153 

'35884-139 
·31203-"124 
"26397-107' ' 
•21485- 89 .i 

65 - ·37612 65 - •18420 43 - '05069 15 '06049- 22 '16483- 70 

66 - '40690 71 - ·21878 52 - ·08007 28 '01566- б '11412- 49; 
67 - ·43697 77 ,_ •25284 61 '12898 40 - ·02922 · 11 •06292- 28\ , 
68 - •46627 83 - •28628 70 ~:.. •16759 53 - •07400 28 ·01144- 5 
69 - ·49475 88 ,_ '31902 79 - '20567 66 - '11849 46 - '04008 18 
70 - •52234 94 - •35098 ..,88 - '24309 79 - •16252 64 - •09143 42 

71 - •54900 99 - '38205 97 - •27972 92 - '20591 82 - '14235 66 
72 - ·57466 105 - ·41215 106 - ·31543 105 ~ •24848 101 - •19261 91 
73 - ·59927 110 - '44119 114 - ·35010 118 - ·29003 119 - '24196 116 
74 - "62279 115 - •46910 122 -·38359 130 - ·33040 137 - ·29014 141 
75 - •64515 120 - '49578 130 - '41578 142 - '36940 155 - '33692 165 1 
76 - ·66631 125 - •52116 138 - •44655 154 - •40686 172 - •38205 189 ' 
77 - ·68623 129 - •54516 146 - •47577 166 - •44259 189 - •42528 213 .. 
78 - ·70486 133 - •56770 153 - '50334 177 - •47643 205 - ·46638 236 · 
79 - ·72215 137 - '58871 159 --'- '52914 187 - •50822 220 - ·50513 257 !, 

80 - ·73808 141 - •60814 165 - •55307 197 - •53780 235 - ·54131 278 

81 - ·75260 144 - •62590 171 - '57504 206 - •56504 248 - •57470 297: 
82 - •76569 147 - ·64196 176 - 59494 214 •58979 261 - '60514 314 . 
83 - •77730 149 - '65626 181 •61271 221 - '61193 272 - •63242 330; 
84 - •78743 152 - '66874 185 - •62826 228 - •63136 282 - ·65641 344 i: 
85 - ·79603 154 - '67937 188 - '64153 234 - ·54797 290 - '67695 357 . 

86 - ·80310 155 - '68812 191 - '65246 238 - •66167 297 - ·69393 367 · 
(5'1 - •80861 157 - •69496 194 - ·00102 242 - •67241 303 - •70724 'Л5 
88 - •81256 158 - '69986 195 - '66715 244 - •68011 ЗО7г ·71680 380 

189 - ·81494 158 - •70280· 196 - •67085 246 - •68475 309 - ·72256 384 
90 -0'81573 158 -0.70379 197 -0·67208 247 - •68630 310 -0·72449 385 

k. 

200 

I х 6=6 
. tii=7·87006 

" 
дt 

о 0•61196 77 

1 •61235 77 
2 "61350 77 
3, •61542 76 
4 •61810 76 
5 •62154 75 

6 •62573 74 
7 '63065 72 

. 8 •б3629 71 
9 •64265 69 

10 '64970 67 

11 •65742 65 
12 •66580 63 
13 •67480 60 
14 •68440 57 
15 •69457 53 

16 •70527 50 
17 •71647 45 
18 •72812 41 
19 •74018 36 
20 '75260 30 

21 ·76532 24 
22 •77828 18 
23 ·79142 11 
24 •80468 4 
25 •81797 - 4 

26 •83122 - 12 
27 ·84435 21 
28 ·85727 - 30 
29 ·86989 - 40 
30 ·88211 - 50 

31 •89382 - 61 
32 •90493 - 72 
33 •91531 - 83 
34 ·92486....:. 95 
35 ·93346 -107 

36 •94099 -119 
.37 •94733 -132 
38 •95235 -144 
39 ·05593 -157 
40 •95794 -169 

41 ·95827 -181 
42 '95678 -193 
43 •95337 -204 
44 •94792 -215 
45 0•94031 -225 

Таб.11ица ХVIП-nрОАОЛЖение 
се,(х, А), 6=6 JI.O ~-10 

п-7 ~-8 6=9 
02=8'08662 02=8'11524 а2-7'98284 

д• ДI ДI 

0•49619 89 0·39533 95 0·31211 95 

•49663 89 ·39581 95 '31264 95 
•49797 89 •39723 95 '31407 95 
·50020 89 ·39960 95 '31646 96 
•50333 89 ·40293 95 ·31980 96 
·50733 88 •40720 95 '32409 96 

•51222 87 •41242 95 •32936 97 
•51798 87 '41858 94 •33558 97 
•52461 86 •42569 94 •34278 97 
·53210 85 ·43375 94 •35095 98 
·54043 83 •44274 93 ·36oog 98 

•54960 82 '45266 93 ·37022 98 
·55959 80 '46351 92 ·38132 98 
•57038 78 •47528 91 ·39341 98 
·58195 76 '48795 89 ·40648 98 
·59428 . 73 ·50152 88 '42053 97 

'60734 70 ·5у:91 86 ·43556 97 
•62110 67 ,5 127 83 '45155 95 
'63553 63 •54740 80 •46849 94 
·65058 58 .56434 77 '48638 92 
'66621 53 ·58205 73 ·50518 89 

'68238 48 •60050 69 •52487 86 
069903 42 ·61963 64 •54543 82 
•71611 36 •63941 58 •56681 78 
•73354 29 ·65977 52 •58897 73 
•75125 21 ·68065 45 ·61186 67 

·76918 12 •70198 37 ·63542 60 
•78723 3 •72368 28 '65957 52 
•80531 - б •74566 

1
19 ·68425 43 

'82333 - 17 •76783 8 ·70936 34 
'84118 - 28 •79008 - 3 ·73480 23 

•85875 - 40 '81231 - 15 •76048 11 
•87592 - 52 ·83439 - 28 •78625 - 2 
·89257 - 65 ·85618 - 42 '81201 - 16 
•90858 79 ·87756 - 57 ·83760 - 32 
•92379 - 93 •89836 72 •86288 - 48 

·93808 -107 '91845 - 89 ·88767 - 66 
·95129 -123 ·93764 -106 •91181 - 84 
·96328 -138 ·95578 -124 •93511 -103 
•97389 -154 '97268 -142 •95737 -124 
•98296 -169 0•98816 -161 ·97840 -145 

•99034 -185 1·00204 -180 0·99798 -167 
·99587 -201 1•01412 -199 1·01589 -189 

0•99938 -216 1 '02420 -218 1'03191 -211 
1•00074 -232 1•03211 -238 t ·04582 -234 
0•99978 -246 t·ОЗ764 -256 1·05739 ~257 

е-10 
а2 -.7·71737 

\ 

да 

024589 92 .. 

'24635 92 [, 
•24773 92 
•25003 93 
·25327 93 
'25743 94 

'26253 95 
'26858 96 
•27559 97 
•28357 98 

· ·29252 99 

'30245 100 
'31339 101 
•32533 102 
·33829 102 
'35227 103 

•36728 103 
·38333 103 
•40041 103 •: 

'41853 102 
•,13766 101 

•45782 100 ~· 
'47896 97 
•50108 94 
·52415 90 
'54811 86 

·57293 80 
•59856 74 
•62492 66 
·65194 57 
·67953 47 

"70759 36 
'73601 23 
•76467 10 
•79342 - б , 
•82211 - 22 

•85059 - 40 
'87866 - 59 
•90615 - 80 
·93284 -101 
•95851, -124 

0•98295 -148 
1·00591 -172 
1·02714 -198. , 
1 •04640 -224 
t ·06341 -250 

2011 



J х I 
;т о : 

45 

46 
47 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

1 61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
68 

IJ-6 
а2=-7·87006 

д• 

0•94031-225 

•93045-235 
•91824-243 
•90360-251 
·88~5-258 
·86672-263 

•84437-266 
•81935-269 
·79164-269 
·76124-268 
'72816-265 

·69242-261 
·65407-254 
•61319-245 
:56985-234 
·52418-221 

~47629-206 
·42633-189 
•37449-170 
·32094-149 
•26591-126 

•20961-101 
•15230- 75 

~8 iL 
'09424- 47 

1'·03571- 18 

71 1
-

72 -
73 -
74 -
75 г 

76 
1 77 -

78 -
79 -
80 -

81 -
82 -
83 -

• 84 -
85 -

, 86 -
,87-

'JИ 
-

202 

•02301 

•08160 
'\3977 
'19718 
•25353 
•30848 

·36171 
'41291 
'46177 
•50797 
·55124 

•59130 
·62788 
•66076 
•68971 
•71454 

'73509 
·75121 
•76281 
'76980 

0•77214 

12 

43 
75 

107 
139 
172 

203 
235 
2(15 
294 
321 

347 
371 
393 
412 
428 

442 
453 
461 
465 
467 

Таблица ХVШ-продопжение 
Се2(Х, '1). 6=6 JJO S= 10 

6-7 

1 

о .... 8 е"9 
а2=8·08662 ltg=-8'11524 а2=7·98284 

д• 1 д• Д2 

0·99978-246 1 '03764-256 1 '05739-257 

'99635-260 1 1'04060-275 l '06639-280 
·99033-273 : 1•04081-293 1 '07259-302 
•98157-2851 1•03810-309 1·07577-323 
·96995-296 1 ·03230-325 1 ·07572-344 
•95537-306 1 ·02324-339 1 ·07223-363 

·93774-314 1·о1079-352 .1·06512-380 
'91696-320 0·99482-363 1 •05420-396 
•89298-325 ·97521-372 1 •03932-410 
•86575....:.327 •95189-378 1•02035-421 
•83525--327 '92479-383 099717-429 

•80148-325 •89385-384 ·96970-435 
•76445-321 ·85908-382 •93788-437 
•72422-314 ·82049-378 •90169-436 
·68085-304 '77811-370 •86114-431 
•63444-291 •73204-359 '81629-422 

•58512 - 276 ·68237-345 •76722-409 
•53304-258 .62926-327 '71405-392 
'47837-238 •57288-305 ·65697-371 
'42133-214 •51345-281 ·59617-346 
'36215-'-188 '45120-253 ·53191-316 

·30109-160 •38644-221 •46449-283 
•23843-\29 ·31946-187 •39424-246 
·17447- 96 •25061-150 ·32153-205 
•10955- 62 •18026-1\0 ·24677-160 
•04402- 25 •10882- 67 '17041-113 

- ·02177 13 '03670- ~3 ·09292- 63 
- •08742 52 - •03564 23 ·01481- 10 
- •!5256 92 - •10776 70 - •06340 44 
- '21679 132 - "17917 118 - •\4117 100 

6= 10 
~-"7·71737 

дs 

1'()6341-250 

1 ·07793-276 
1 ·08968-302 
1 ·09841-328 
1 · 10386-353 
t · 105 78-377 

1·10393-399 
1 ·09809-420 
1 ·08805-438 
1 •07363-454 
1'05466-467 

1'03102-477 
1·00261-484 
0·96936-486 

'93124-485 
•88828-479 

'84052-469 
'78808-453 
·73111-433 
·66980-408 
·604r1-378 

•53524-344 
•46263-304 
'38697-260 
•30872-212 
•22835-160 

'14637...:...104 
·06336- 46, 

- ·02012 15 
- •10345 78 

- •27969 172 - •24940 167 - •21794 t57г •18600 142 

- •34088 212 - '31797 215 - •29315 213 - ·26712 206 
- •39994 252 - •38437. 263 - •36622 269 - ·34619 271 
- •45648 290 1- •44815 310 - •43660 325 - •42254 334 
- ·51012 327 - •50882 356 - •50373 378 - •49555 396 
- ·56049 363 - ·56593 399 - •56707 430 - ·56460 456 

- •60724 396 - •61906 440 - •62612 478 - •62910 512 
- '65003 426 - '66779 478 - ·68039 524 - -68847 565. 
- ·68855 454 - '71175 512 - ·72941 565 - •74219 613 
- ·72253 479 - ·75058 543 - •77279 602 - •78979 656 
- •75173 501 - •78398 570 - '81014 634 - •83083 693 

- ·77591 518 - '81168 592 - •84116 661 - 116493 725 
- •79491 533 - •83346 610 - ·86557 682 - '89179 749 
- •80858 543 - •84915 622 - ·88315 697 - •91116 767 
- ·81683 549= - •85861 630 - •89377 707 - '92285 778' 
70'81958 551 -О 86178 633 -0'89732 710 -0·92676 782! 

u .... 1 
х 

ь.==9·04774 
·-

о 
ДI 

о 0·00000 о 

1 '04859 - 10 
2 '09708 - 21 
3 ·14535 - 31 
4 •19332 - 42 
5 '24087 52 

61 '28789 - 62 
7 •33430 - 72 
8 ·37999 - 82 
9 •42484 - 92 

10 •46878 -102 

·. 11 '51169 -112 
12 •55348 -122 

·13 ·59405 -131 
14 •63331 -140 
15 '67117 -150 

16 •70753 -158 

: .. 
17 '74230 -167 
18 '77541 -175 

:· 19 •80676 -1&4 
20 •83628 -191 

21 •86388 -199 
22 ·88949 .-206 

·, 23 •91304 -213 
24 ·93446 -219 
25 ·95368 -225 

26 •97065 -231 
27 •98531 -236 
28 '0•99761 -241 
29 1'00750 -245 

: 30 1'01494 -249 

31 1'01989 -252 
32 1 ·02232 -254 
33 1 ·02221 -256 
34 1•01953 -258 

' 35 1 •01428 -258 
; 

36 1 ·00644 -258 
37 0•99602 -258 
38 ·98302 -256 
39 •96746 -254 

f 
40 '94936 -252 

.. 41 '92873 -248 

' 
42 ·90563 -244 
43 ·88010 -239 
44 '85217 -233 
45 0·82191 -226 

' ' -

Таблица XIX 
se8(x, !!) 6=1 до е-5 

h-=2 

1 

tJ===3 
Ь:1=9·14063 ь ..... 9·22313 

дt Д2 

а-4 

ь.=9'26145 

дs 

0·00000 о 0·00000 о 0·00000 о 

·04426 - 7 ·03976 - 4 •03532 - 1 
·08846 - 14 ·07949 - 8 •07063 - 3 
•13252 - 21 •11913 - 12 '10591 - 4 
•17637 - ,28 ·15866 - 16 '14115 - 6 
·21994 - 35 •19@03 - 20 •17633 - 7 

•26316 - 42 •23720 - 24 •2\144 - 9 
•30596 - 49 '27613 - 29 •24645 - 11 
•34827 - 56 ·31477 - 33 •28\35 - 13 
'39002 - 63 ·35308 - 38 •31612 - 16 
·43114 - 71 •39101 - 43 •35072 - 19 

·47155 - 78 •42851 - 48 .38514 - 22 
•51118 - 85 '46554 53 '41935 25 
·54995 - 93 ·50203 - 59 ·45330 - 29 
·58780 -100 •53794 64 ·48697 33 
•62464 -1081 •57321 - 70 ·52031 - 37 

·66040 -116 ·60777 - 77 ·55328 - 42 
•69500 -123 •64157 83 •58583 - 47 
•72838 -131 •67453 90 •61792 - 53 
•76044 -139 '70660 - 97 •64947 - 59 
·79111 -146 •73770 -104 '68045 - 65 

'82032 -154 ·76776 -111 ·71077 - 72 ! 
·84799 -162 '79671 -119 •74037 - 79 
•87404 -169 ·82446 -127 •76919 - 87 
·89840 -177 ·85095 -135 ·79713 - 95 
•92099 -184 •87608 -143 ·82413 -103 

•94173 -192 '89978 -152 '85009 -112 
·96056 -199 •92197 -160 •87493 -122 
·97740 -206 '94256 -1.68 ·89855 -131 

i 0•99219 -212 '96146 -177 •92086 -141 
1·00486 -219 •97859 -185 '94177 -151 

1•01534 -225 0•99387 -194 •96116 -161 
1•02357 -230 1•00721 -202 ·97894 -172 
1 •02951 -236 1'01852 -210 0•99501 -182 
1 '03308 -240 1'02773 -218 1•00925 -193 
1·03425 -245 1•03476 -226 1·02157 -203 

1·03298 -249 1•03953 -233 1·03186 -213 
1 ·02921 -252 1·04196 -240 1·04001 -224 
1 •02293 -255 1·04199 -247 1 ·04593 -233 
1'01410 -257 1 •03956 -253 1 ·04952 -243 
1 •00270 -258 1 '03460 -258 1'05067 -252 

0•98873 -258 1'02706 -262 1·04931 -260 
•97217 -258 1 ·0J690 -266 1 ·04534 -268 
·95303 -257 1·00408 -269 1 ·03870 -275 
•93131 -255 0•98856 -271 1•02929 -282 

0•90705 -252 0•97034 -273 1·01708 -287 

" 

6=5 
Ь1=9·236ЗЗ 

Д2 

0·00000 о 

•03108 1 
•06217 1 
•09327 2 
•1'2439 3 
•15554 3 

·18671 3 
'21792 3 
'24916 3 
'28042 2 
·,31171 1 

'34302 о 
•37432 - 1 
'40562 - 3 
'43688 - 5 
•46809 - 8 

·49922 - 12 
•53023 - 15 
•56109 - 20 
•59175 - 24 
·62217 - 30 

-'65229 - 36 
•68205 - 42 
·71138 - 50 
•74022 - 57 
•76848 - 66 

·79609 - 75 
•82294 - 84 
•84896 - 94 
•87403 -105 
·89806 -116 

· 92092 -::-127 
·94251 -139 
'96271 -152 
·98139 -164 

0·99843 -177 ' 

1'01370 -190 
1'02707 -203 
1•03841 -216 
1·04760 -228 

\•05451 -24! 1 
1·05900 -253 
1 •06097 -265 
1 06029 -276 . 
1 ·05685 2861 
1 ·05055 -295 

203 



Таб~ица ХIХ~nроАо~жение 
se1(x, А) А-1 до А-.5 

6=-1 11=2 ~-3 fJ-4 е-5 
JC 

Ь8 =9'04774 Ь8=9'14063 ь,-9·22313 ь,-9·26145 ь.-9·23633 

ДI Д2 д~ д• ' 
о 

ДI • 
1•05055-295 · 45 0•82191-226 0•90705-252 0·97034-273 1·01708-287 

46 •78939-219 ·88025-249 •94938-273 1·00199-291 1•04130-304 : 

47 •75468-211 '85097-244 ·92570-272 0•98399-294 1 •02901-311 : 

48 '71786-202 '81925-238 •89930-270 ·96305-296 1·01360-317 

49 •67901-193 ·78515-232 •87021-267 ·93915-297 0'99502-322 ) 

50 •63823-183 ·74873-224 ·83844-262 ·91229-296 •97322-325 : 

51 ! •59563-172 •71006-216 •80406-256 ·88246-294 ·94817-327 : : 
52 ·55132-160 ·66924-206 '76712-249 •84970-290 •91985-326 .· 

53 •50540-148 •62636-195 ·72768-241 '81404-284 ·88827-324 : . 

54 •45800-135 •58152-184 ·68583-231 •77554-277 ·85345-320 ,: 

55 •40926-121 •53485-171 •64167-220 ·73427-268 •81542-314 

56 •35930-107 •48647-158 ·59530-208 ·69032-258 '77425-306 . 

57 •30827- 93 •43651-143 ·54686-194 •64379-245 •73002-296 

58 •25632- 77 •38512-128 •49647-179 ·59481-231 ·68283-283 ' ' 

59 •20359- 62 '33245-112 •44430-163 ·54351-215 ·63281-268 
60 '15024- 46 •27867- 95 •39049-145 •49006-198 ·58011-251 

61 ·09644- 30 ·22394- 77 •33523-127 •43464-179 '52489-232 
62 •04233- 13 ·16844- 58 '27871-107 •37743-158 '46736-211 
63 - ·01190 4 •11236- 39 ·2211~- 86 ·31864-135 •40771-188 
64 - ·06610 21 •05589- 20 '16267- 64 ·25849-112 •34619-162 
65 - •12009 38 - ·00078 о ·10358- 41 •19723- 86 •28304-135 

66 - •17370 55 - '05744 21 ·04408- 18 •13511- 60 •21855-106 
67 - •22676 72 - •11390 41 - •01560 6 •07238- 33 '15300- 75 
68 - •27911 89 - ·16995 62 - •07521 31' ·00933- 4 •08669- 43 

69 - ·33056 100 - '22537 83 - '13452 56 - •05376 25 •01995- 10 

70 - ·38095 123 - '27996 104 - '19326 81 - '11660 55 - •04689 24 

71 - •43011 139 •33351 124 - •25119 107 - '17890 85 - •11348 59 
- '24035 115 •17049 95 ' 72 - •47788 155 - •38582 145 - ·30805 132 - : 

73 - '52410 171 - '43666 166 - '36359 157 - '30064 146 - '24455 131 
74 ·56861 186 - •48585 185 - •41756 182 - •35949 176 - •30830 166 
75 - ·61126 201 - •53319 205 - ·46971 206 - •41657 205 - •37038 202 

76 - •65190 215 - •57848 223 - ·51979 230 •47160 234 - ·43045 237 .: 

77 - •69039 228 - •62154 241 - '56758 253 - ·52428 263 - ·48816 271 
78 - •72661 241 - '66219 258 - ·61284 274 - ·57434 290 - '54315 304 
79 - ·76042 252 - '70025 274 - ·65536 295 - ·62151 316 - •59510 335 
80 - •79170 263 - •73558 289 - •69492 314 - ·66551 340 - '64370 365 

81 •82035 274 - ·76802 303 - ·73134 332 - •70611 363 - •68865 393 .'
1 

82 - •84627 283 - •79743 315 - ·76444 349 - •74309 384 - •72967 419 

83 - •86936 291 - ·82368 327 - ·79405 364 - •77623 402 - ·76650 442 

84 - ·88953 298 - ·84668 337 - •82002 377 - •80535 419 - •79891 463 

85 - •90073 304 - ·86630 345 - ·84222 388 - •83028 433 - •82669 480 

86 - '92089 309 - •88247 352 ·86054 397 - •85088 445 - ·84967 495 

87 - ·93195 313 - '89513 358 - ·87489 405 - •86702 455i- ·86770 507 

88 - •93988 316 - ·90421 362 - •88519 410 - ·87862 461 !_ ·88066 ~f 89 - •94465 318 - ·90967 364 - •89139 413 - ·88561 4651- ·88847 
90 -0·94624 318 -091149 365 -0·89346 414 -0·88794 467. - 0·89108 522 ~i 

204 

,. 
fl=6 

х 
ь, ... 9·13791 

-
;: о 

ДI 

о 0·00000 о 

1 ·02713 2 
2 •05428 5 

11 
•08148 7 
•10875 9 
'13611 11 

6 '16358 13 
7 '19118 15 

' 8 '21892 16 
i, 9 '24683 17 

10 '27491 18 

11 ·30316 18 
12 ·33160 18 
13 •36022 18 
14 '38902 17 
15 '41800 16 

' 16 '44713 14 
17 •47641 12 
18 •50580 9 
19 ·53528 5 
20 •56481 1 

i 21 •59435 - 4 
22 •62385 - 10 
23 •65325 - 16 

( 24 •68249 - 23 
25 •71150 - 31 

:~!i 26 •7402.1 - 40 . 
27 •76851 - 49 
'28 •79633 - 59 
29 '82356 - 70 

1 ., 30 •85009 - 81 

31 •87581 - 94 
32 ·90059 -106 

' 
33 •92431 -120 

', 34 •94683 -134 
35 •96801 -148 

36 0•98770 -163 
37 1·00576 -179 
38 1'02204 -194 
39 1-03637 -210 
40 1·04861 -125 

; 41 1 ·05859 -241 
42 1'06616 -256 
43 '1•07118 -271 
44 1·07349 -285 
45 l '07294 -299 

Таблица ХIХ~продо~жение 
se8(x, 11). 6-6 до IJ-10 

6-7 6-8 6-9 
Ь8=8'96239 Ь8 -8'70991 03=8'38312 

д• ДI *' ДD 

О·ОО~ОО о 0·00000 о 0·00000 о 

·02352 4 '02028 4 ·01741 5 
•04708 7 •04061 9 •03488 10 
•07070 11 ·00102 13 •05244 15 
,09444 14 ~08157 18 ·07016 20 
•11832 17 ·10230 22 ·08808 25 

•14237 20 •12324 26 ·10625 30 
•16662 23 '14445 30 '12471 34 
•19111 26 •16595 34 '14353 39 
'21586 29 '18780 37 '16273 43 
•24090 31 ·21001 40 '18236 47 

•26624 33 •23263 43. ·20247 51 
•29191 34 ·25568 46 '22309 55 
·31792 35 '27919 48 •24426 58 
'34428 36 ·30319 50 '26601 61 
•37099 36 •32768 51 •28837 63 

•39807 35 •35269 52 •31136 65 
'42549 34 •37822 52 ·33500 67 
•45326 33 ·40427 52 •35931 68 
•48135 30 '43085 51 •38429 68 
'50975 27 •45793 49 ·40995 67 

•53842 24 •48551 47 •43629 66 
·56732 19 •51356 44 •46329 64 
.59642 14 •54205 40 ·49093 62 
•62565 8 ·57093 35 •51919 58 
•65496 1 ·60016 29 ·54803 53 

•68428 - 7 •62968 22 ·57740 47 
•71352 - 16 •65941 14 •60724 41 
'74260 ·- 26 •68928 5 '63749 33 
•77143 - 36 ·71920 - 5 •66806 23 
,79990 - 48 ,74907 - 16 •69887 13 

•82788 - 60 •77878 - 29 •72980 1 
•85526 - 74 •80820 42 •7f\075 - 12 
•88191 - 88 •83721 56 •79159 - 26 
·90767 -103 ·86565 - 72 •82217 - 41 
·93241 -119 •89337 - 88 •85234 - 58 

'95596 -135 •92022 -106 ·88193 - 76 
'97816 -152 ·94600 -124 •91076 - 95 

0•99884 -170 •97055 -143 ·93863 -115 
1 •01782 -188 0·99366 -163 •96536 -137 
1 •03493 -200 1•01515 -183 0·99072 -159 

t ·04997 -224 1•03480 -204 1'01450 -182 
1 ·06278 -243 1'05240 -226 1-03645 -205 
1'07315 -261 , t ·06775 -247 1 •05636 -229 
1·08092 -279 1 •08003 -268 1•07397 -254 
1 '08590 -296 1 '09083 -289 1·08904 -278 

; 

IJ-=10 d 
Ь3 =7·98607 

А' 
0·00000 о 

•01490 5 
•02986 11 
'04493 16 
·06016 22 
•07560 27 

•09132 32 
•10736 37 
·12377 42 
•14060 47 
'15791 52 

'17573 56 
•19413 61 
'21312 65 
'23277 69 
•25311 72 

'27416 75 
·29596 77 
•31854 79 
•34191 81 
·36609 82 

•39109 82 
•41690 81 
•44353 80 
•47096 77 
·49915 74 

'52809 70 
•55773 64 
•58800 57 
'61884 49 
•65018 40 

·68191 29 
•71394 17 
•74613 3 
•77836 - 12 
•81046 - 28 

'84229 46 
•87365 - 66 
'90435 87 
•93418 -109 
•96292 -132 

0•99033 -15, 
1•01618 -183 
1 ·04020 -209 
1 ·06213 -236 
1•08170 -263 



Табпица ХIХ-про.11.опжение 
зе8(х. 6). 6=6 до 6==10 

1 
1 fl==6 6=7 ~-8 1 IJ-9 • 6=10 1 

Х Ь3=9·13791 Ь3 =8·96239 68 =8·70991 63 =8·38312 • Ьа-7·98607 
----------- -----1 

да дt да дв I да 
45 1•07294-299 1•08590-296 1•09083-289 1•08904-278: 1·08170-263 

46 1·06941-311 1 08791-313 1'09813-310 1'10133-302 ·1 

47 1·06277-323 1'08679-329 1•10234-330 1·11060-326. 
48 1 ·05290-333 1 '08238-344 1 ·10324-349 1'116&1-3491' 
49 1•03970-342 1•07454-357 1·10066-367 ]•119f3-371, 
50 1•02308-350 1·06312-369 1·09441-383 1•11793-392 1 

Ы 1 ·00296-355 1 •04802-379 l '08433-397 1'11282-411 1 

52 0•97928-359 ]•02912-387 1·07028-410 1'10360-428 1 

53 •95202-361 1 •00636-393 1 ·05213-420 1 •09011-4431 
54 •92115-360 0'97967-396 1 ·02978-428 l '07218-455 . 
55 •88668-357 •94902-397 1 ·00314-433 1 •04970-465 

56 ' •84&63-352 '91439-395 0•97218-435 1·02257-471 
57 ·86'106-344 '87581-391 •93686-434 0·99073-474 
58 •76205-334 '83332-383 ·89720-429 •95416-473 
59 •71370-321 •78700-372 •85325-421 ·91286-468 
60 ·66214-305 •73696-358 ·80508-409 ·86689-459 

61 •60752-287 •68334-341 ·75282-394 •81632--445 
62 •55004-265 •62631-320 \ •69662-374 ·76131-427 
63 '48991-241 ·56608-296 •63668-351 ·70202-405 
64 •42736-215 '50289-269 •57323-324 ·63867-378 
65 •36267-186 •43701-239 •50654-293 •57155-347 

66 ' ·29611-155
1

1 ·36874-206 •43692-258 •50095-311 
67 •2280.1-121 •29841-170 ·36472-220 '42724-272 
68 •]5870- 86 •22639-131 ·29032-179 •35082-228 
69 ·08852- 49 •15305- 90 ·21414-134 ·27212-180 
70 •01787- 10 '07882- 47. ·\3661- 87 •19162-129 

! 

1 ·09864-291 
1·11268-318 
1'12353-345 
1·13094-:m 
1 ·13464-396 

1•13438-4191 
1 •12992-441 
1 · .'2106-461 . 
1 · t 758-478. 
1 •08933-492' 

1 ·06616-502 ' 
\•03796-509 
1•00468-512 
0·96626-511 · 

•9227 4-505 ; 

•87417-494 
•82065-479• 
•76235-458 
·69946-432 
·63225-401 : 

•56104-365 1 

•48617-324 · 
· •40807-278 

•32719-227 
•24404-173 ; 

71 ._ ·05289 30 '00411- 2 ·05822- 38 •\0982- 75 '15916-115 : 
72 - •12334 71 •07062 441- ·02056 14 •02728- 19 ·07313- 54 . 
73 - •19309 112 '14491 91 ,- . •09919 66 ·05546 39 - •01344 10 
74 - •26172 154 '21830 1391- •17716 120 - •13780 99 - •09990 76 
75 - •32880 196 . ·29030 186 - ·25393 175 - •21915 160 - '18561 143 

76 - •39393 237 •36043 234 - ·32896 229 - •29889 221 •26988 21l 
77 - •45669 277 '42823 281 - •40169 282 - ·37643 282· - ·35204 278 
78 - •51668 316 '49321 327 - •47160 335 - '45115 341 - ·43142 345 
79 - •57351 354 ·55493 371 •53816 386 - '52246 399 - •50736 410 

• 80 - •62680 390 ·61294 413 - .60087 434 - ·58978 454 - ·57919 472 1 

81 - .67620 423 - •66682 452 - •65923 480 - •65256 507 - •64630 531 ' 
82 - ·72136 454 - •71618 4891- •71278 523 - '71028 555 •70810 587 

: 83 ·76198 482 •76065 522 - ·76111 562 - ·76244 600 - •76403 637 
84 - •79778 507 •79990 552 - ·80383 596 ·80860 640 •81359 682 , 
85 !--'- •82851 529 - ·83364 5771_ •84058 626 - •84836 674 - •85633 722 

86 !_ ·85396 547 - •86160 599 - •87108 651 - ·881-38 q03 - ·89186 754 
87 - •87394 561 - ·88357 616 - ·89506 671 - •90737 726 - ·91983 780 
88 - ·88832 571 \- ·89939 628 - •91233 685 - •92610 743 - '94001 799 I g~ 1: ·89698 577 - •90893 635 - •92275 693 - •93740 752 - ·95219 8111: 

L.:l:0·89988 579 J-0·91211 638 - 0•92624 697 - 0•94118 756 - 0·95626 815 .· 
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Табпица ХХ 
С83{Х, б). h = 1 ДО 6 =5 

l,==5 
а3=- ' 1 ·54883 

" о 
дs 

1 •06724-230 
Д2 

1 '12827-185 
ДI 

1•15858-138 1'15020 
ДI Д 

94 1 · 11125 - 52 

1'110·99 -
1·11020 - 53 
1'10888 - 54 
1 ·10101 - 56 
1·10459 - 57 

1 1•06609-230 
2 1'06264-229 
3 : 1•05689-228 
4 1·04887-227 

• 5 1·03858-225 

6 1 ·02604-223 
7 1·01127-220 
8 0•99431-217 
9 •97518-213 

10 '95392-209 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

•93056-205 
•90516-200 
•87776-195 
•84842-189 
'81718-183 
078411-176 
'74929-169 
'71277-162 
•67463-154 
•63494-146 

21 1 22 
23 
24 
25 

'59380-137 
'55129-128 
'50749-119 
'46251-109 
041643- 99 

1' 12735-185 
1'12458-184 
1'11997-184 
1'11352-183 
1'10524-183 

1'09513-182 
1•08319-181 
1'06945-180 
1 '05390- 179 
1 •03657-177 

1·01747-175 
•99661-174 
•97402-171 
•94971-169 
·92372-166 

•89606-163 
•86677-160 
·83588-156 
•80344-152 
·76947-148 

•73402-143 
•69714--138 
•65889-132 
'61931-126 ,: 
'57847-120 i 

1'15789-138 
1·15581-138 
1'15236-139 
1 '14751-139 
1'14128-139 

1·13366-140 
1'12463-140 
1'11421-141 
1'10237-141 
1 •08913-142 

1·07446-·142 
1·05837-143 · 
1 ·04085-143 
1·02190-144 
1·00151-144 

0•97968-144 
•95641-144 
•93170-144 
•90555-143 
•87797-142 j 

•84897-141 
'81856-140 
•78675-138 
•75357-135 
'71903-133 

26 •36937- 88 •53643-113 ·68317-129 
27 •32143- 77 •49326-105 •64601-:-126 
28 '27271- 66 •44904_ 98 ·60759-121 
29 '22333- 55 '40384- 89 •56796-116 
30 •17340- 43 •35775- 80 '52717-111 

31 ·12305- 30 ·31086- 71 '48527-105 
32 ·07239- 18 •26326- 61 '44231- 98 
33 '02155- 5 ·21505- 51 '39838- 91 
34 - •02934 7 '166ЗЗ- 40 ·35354- 83 
35 1 •08015 21 ·11722- 29 •30787- 74 

36 - '13077 34 •06782- 17 '26147- 64 
37 - '18104 47 '01825- 5 '21443- 54 
38 - ·23085 60 - ·ОЗ/37 8 ·16684- 43 
39 - 0 28005 74 - •(;d{9J 21 '11883- 31 
40 - ·32851 87 - · · 13021 34 ·01050- 19 

41 - '37609 101 -"''•17920 48 '02199- 6 
42 ,_ •42267 114 - ·22770 62 - '02659 8 
43 - '46811 127 -t·27558 76 - ·07509 22 

'

44 - ·51227 141 - •32269 91 - ·12337 36 
45 -0·55503 153 -0•36889 105 - 0·17129 52 

1·14973 - 94 
1'14832 - 94 
1'14598 - 95 
1'14268 - 96 
1'13843 - 97 

1·13321 - 98 
1·12101 -100 
1•11981 -102 
1·11159 -104 
1'10233 -106 

1·00202 -108 
1·08062 -111 
1·06811 -113 
1 ·05448 -116 
1·03968 -119 

1•02370 -121 
1·00651 -124 
0•98808 -126 
•96838 -129 
·94740 -131 

·92511 -133 
·90148 -13Ь 
•87651 -137 
'85017 -138 
•82245 -138 

•79335 -139 
•76286 -139 
•73098 -138 
'69772 -137 
·66310 -135 

•62713 -132 
•58984 -129 
•55127 -124 
'5114.J -119 
•47043 -114 

•42828 -107 
•38506 - 99 
•34084 - 91 
•29572 - 81 
•24979 - 71 

•20316 - 59 
•15593 - 47 
•10824-34 
•06021 - 19 

0·01200 - 4 

1·10160 - 59 . 
1'09802 - 62 
1·09382 - 65 
1'08897 - 68 
1'08344 - 71 

1·01121 - 75 
1·07023 - 79 
1•06246 - 83 
1•05386 - 87 
1•04439 - 92 

1'03400 - 97 
1·02264 102 
1·01021 -106 
0·99684 -111 
0·98229 -116 

·96657 -121 
•94965 -126 
•93146 -131 
·91197 -1351 •89113 -139 

•86890 -143 
'84524 -146 
'82012 -149 
•79352 -151 
•76541 -153 

•73576 -154 
•70459 -154 
•67187 -153 
•63763 -151 
·~0187 -149 

•56462 -145 
·52592 -141 
'48581 -135 
·44435 -128 
•40161 -120 

•35767 -111 
•31262 -100 
•26658 - 88 
•21965 - 75 · 

0•17198 - 60 
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Таблица ХХ-nродолжеиие 
се3(х. 6). 6-1 до 6-5 

1 6= 1 fl-2 1 IJ=3 ii-4 Ь-5 
. ;& 1 а1-9•07837 а3-9·37032 а1-9·91551 а3 = 10·67103 0 1 -11·54883 ·-1 д!! дs i ' дt Д2 ---ДI 
~ 45 ГО·55503 153 -0·36889 105 ,-0·17129 521· 0·01200- 4 0·17198- 60 

( 46 - '59625 166 ·1- •41405 120 - ·21869 67 - ·03626 12 '12370- 45 
' 47 - '63581 179 - ·45800 135 - •26541 84 - ·08439 29 •07498- 28 
' 48 - '67359 191 - •50061 149 - •31130 100 - •13223 46 ·02597- 10 

49 - ·70946 202 '- •54172 164 - •35619 117 - '17961 65 - •02313 9 
;, 50 - ·74331 213 I_ •58120 11S 1- •39992 133 - •22634 83 - ·07214 29 

.51 - ·77503 2241- •61889 192 1- •44230 150 - •27225 1021- •12086 50 
, 52 - '80450 234 - •65466 2061- ·48319 167 - ·31712 122 .- ·16907 72 
. 53 - ·83163 2441- ·68837 220 - '52240 184 - •36079 142 \- ·21657 94 
54 - •85632 253 1- •71989 233 ._ ·55977 201 - •40303 161 ·- ·26312 117 

. 55 - •87849 261 - ·74908 245 - ·59513 217 - •44366 181 1- ·30849 141 

; 56 - ·89804 269 - •77582 257 - ·62833 233 - •48248 201 1- ·35247 164 
57 - ·91490 276 - •79999 268 - •65919 248 - '51929 220 - ·39479 188 
58 - ·92901 282 - •82148 278 - ·68758 263 - •55390 239 i- ·43524 211 
59 ,- ·94030 287 - ·84019 288 i- ·71334 277 - •58612 258 :_ ·47358 234 

! 60 - ·94873 291 - ·85602 2961- ·73633 2901- •61576 2751- •50958 257 

1: '61 ·95424 295 - '86889 304 !- •75643 302 - •64265 292 - ·54301 279 
,, '62 - ·95680 297 - •87871 311 - ·77351 313 - ·66662 307 •57365 299 
1 • 63 •95640 299 - ·88543 3161- •78746 322 - •68752 322 - ·60129 319 
' 64 - '95300 299 - ·88899 320 - •79819 331 •70520 335 - •62575 337 

165 - •94662 299 :- ·88935 323 - •80562 338 ·71953 346 - ·64683 354 

'66 - •93725 297 - •88647 325 - ·80966 343 ·73040 356 - ·66438 369 
67 - ·92490 295 - ·88034 326 - ·81027 347 •73770 365 .- •67823 382 
68 - •90961 291 - •87096 325 - ·80741 3501· - •74136 371 - •68826 393 

' 

69 - ·89140 287 - •85832 323 - ·80104 351 :- ·74131 375 - ·69437 401 
, 70 - ·87032 281 - •84246 319 - ·79117 350 - •73751 377 - •69646 407 

71 - •84644 275 ,- •82341 314 - ·77781 347 - •72994 3771"-- •69448 411 
1 72 - •81980 267 i_ •80122 308 1

- •76098 342 - •71859 375 - ·68839 412 
73 - •79050 258 - •77596 3001- •74072 336 ·70349 371 - •67819 410 
74 - •75861 249 - •74769 291 - •71711 328 1- •68469 364 - ·66389 405 

. 75 - ·72423 238 - •71653 280 - ·69022 318 1- •66225 355 - -645..)4 397 
1 

76 - ·68747 227 - •68256 268 - •66015 306 - ·63626 
77 - •64844 215 - •64591 255 •62703 292 I- •60683 
78 - •60726 202 - ·60670 241 - ·59098 277 i- •57411 
79 •56406 188 - •56510 225 - '55217 260 - ·53824 
80 - '51899 173 - '52124 208 - •51075 242 - •49941 

81 - •47218 158 - '47530 191 - •46691 222 - •45781 
82 - •42380 142 •42745 172 - '42085 201 - •41367 
83 - •37400 125 i- •37788 152 ·37279 179 - ·36721 
84 - •32294 1001- ·32679 132 •32293 155 - ·31869 
85 - ·27079 91 - •27438 111 - •27153 131 - ·26838 

86 - '21774 73 - •22085 90 - •21881 106 - •21655 
87 - •16395 55 - ·16643 68 - '16504 80 - ·16350 
88 - '10961 37 - •11133 45 - •11047 53 ·10952 
89 - •05490 19 .- •05578 23 - •05537 27 - •05491 
90 0·00000 о 1 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 

. .208 

344 - ·62322 387 
330 - ,59703 373 
314 - •56711 357 
296 - •53362 338 
277 - ·49675,. 317 

255 - •45671 293 
231 •41374 267 
206 - •36811 238 
179 - ·32010 208 
152 - •27000 176 

123 - •21815 142 
93 - '16488 108 
62 - ·11052 72 
31 - •05544 361 01 0·00000 ~ 

"'.Х 
6-6 

а,= 12·46560 
·-

о дt 

о 1'05154 - 15 

1 1•05147 15 
2 1•05124 - 16 
3 1'05086 - 17. 
4 1'05030 - 19 
5 1•04956 - 21 

6 1·04861 - 23 
7 1•04742 - 26 
8 1·04598 - 30 
9 1'04424 - 34 

10 1•04216 - 38 

11 1'03970 - 42 
12 1·03682 - 48 
13 1'03347 - 53 
14 1•02958 - 59 

' 1511·02511 - 65 

. 16 1•01999 - 71 
17 , 1·01416 - 78 
18 • 1 ·00755 - 85 

1 " 
· 1·00010 - 92 

20 0•99173 - 99 

21 '98237 -106 
22 '9719.'; -Н4 
23 '96039 -121 
24 ·94762 -128 • 
25 •93358 -135 1 

2fi •9.1818 -142 
27 •90136 -149 
28 •88306 -155 
29 •86321 -161 
30 •84176 -166 

31 '81864 -170 
32 •79383-174 
33 •76727 -177 
34 •73894 -179 
35 •70882 -180 

. :36 •67689 -180 
37 '64316 -179 

':зs •60763 -177 
39 057034 -173 
40 •53131 -168 

41 •49061 -161 
42 •44829 -153 
43 •40445 -143 
44 •35917 -132 

Таблица ХХ-продолжение 
се8(х, 6). f!-6 до h=lO 

0-1 ~=8 6-=9 
а,=-13•35842 а,-14·18188 а1 .... 14·90368 

Д9 д• дs 

0•97729 19 0·89237 491 0·80022 75 

•97739 19 ·89261 49 •80060 75 
·97767 18 •89335 48 i ·80173 74 
'97813 17 ·89457 47 •80360 73 
'97876 15 ·89627 45 '80621 72 
•97955 13 •89841 43 ·80953 70 

·98046 10 ·90099 ~1 ·813Вб 67 
•98147 7 ·90397 ·81824 64 
•98254 3 ·90732 33 l ·82357 60 
·98365 - 1 ·91100 29 ·82950 56 
·98474 6 •91496 24 ·83599 51 

•98577 - 11 1 •91917 18 •84299 46 
·98669 - 17 ·92355 12 ·85045 40 
·98743 - 231 ·92806 6 •85831 33 
•98795 - 30 •93263 2 •86649 26; 
•98816 - 37 •93717 - 9 ·87494 18 1 

·98800 - 45 ·94163 - 18 ·88358 10 
·98739 - 53 ·94591 - 26 '89231 о 
•98626 - 61 •94992 - 36 •90104 - 9 
•98451 - 70 ·95358 - 46 ·90968 - 20 
•98207 - 79 ·95677 - 56 ·91812 - 31 

'97883 - 88 ·95941 - 67 ·92624 - 43 
•97472 - 98 •96137 78 ·93394 - 56 
•96963 -107 , ·96256 - 90 •94108 -,- 69 
'96347 -117 • ·96284 -102 ·94753 - 83 
•95614 -·127 , •96210 -114 ·9531!5 97 

\ 

•94753 -137 •96023 -127 '95781 -112 
•93756 -146 •95708 -139 •96135 -127 
·92613 -156 ·95254 -152 •96362 -142 
'91313 -165 ·94648 -164 •96448 -158 
•89848 -174 '93878 -177 ·96375 -173 

•88210 -182 •92931 -189 ·96130 -189 
•86389 -190 •91796 -200 •95695 -204 
•84378 -197 ·90459 -211 •95056 -220 
·82170 -203 ·88912 -222 '94198 -234 
•79759 -208 •87143 -231 ·93105 -248 

•77140 -212 ·85142 -239 •91765 -261 
•74309 -215 •82903 -247 •90163 -273 
·7.1263 -216 ·80416 -252 •88289 -284 
·68000 -216 •77677 -257 •86131 -293 
·64521 -215 '74682 -259 ·83680 -300 

•60828 -211 •71427 -260 •80929 -305 
'56923 -206 "67912 -259 '77873 -309 
·52813 -199 •64138 -255 •74508 -310 
•48503 -190 •60110 -249 •708,33 -308 

45 0;31258 -119 0•44003 -179 O·!i5832 -241 0·66851 -303 

Сrретт-94-1& 

6=10 
а1-15·50278 

д• 

0•70483 97 

•70531 96 
•70676 96 
•70916 95 
•71251 93 
•71679 92 

•72199 89 
•72809 87 
,73504 83 
•74283 80 
•75142 75 

'76076 70 
•77080 65 
'78149 59 
·7"9278 52 
•80458 44 

·81682 36 
•82943 27 
'84231 17 
•85536 7 
•86848 - 5 

·88155 - 17 
·89445 - 30 
·90704 45 
·91919 - 59 
•93074 - 75 

'94154 - 92 
·95143 -109 
•96023 -126 
·96777 -145 
•97386 -163 

·97832 -182 
•98095 -201 
·98157 -220 
·97999 -239 
•97602 ~257 

•96948 -275 
•96018 -292 
•94796 -308 
·93266 ...:322 
'91414 -335 

•89228 -346 
'86695 -354 
·sзso9 ~360 
'80563 -ЗбЗ 

0•76954 -363 
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о-6 
х 

а8= 12·46560 

о 
Д2 

45 0•31258-119 

46 •26480-104 
47 '21598- 87 
48 ·16629- 69 
49 '11590- 50 
50 •06502- 29 

51 •01385- 6 
52 - •03738 18 
53 ....: '08844 43 
54 - ·13907 69 
55 - ·18901 95 

56 - •23800 123 
57 - •28576 151 
58 - ·33201 179 
59 - •37646 208 
60 - •41885 236 

61 - '45887 263 
62 - •49627 290 
63 ---, •53076 315 
64 - •56210 340 
65 - '59005 363 

66 •61437 383 
67 •63485 402 
68 '65132 418 
69 •66360 432 
70 •67156 443 

Таблица ХХ-продопжение 
се8(х, 8). 6-6 до 6-10 

h=1 6=8 fJ-9 
а3= 13·35842 а3= 14'18188 . аа= 14'90368 

Д2 да да 

0•44003-179 0•55832-241 0•66851-303 

'39325-166 •51313-230 •62565-296 
'34480-150 •46564-217 '57984-285 
·29486-133 '41599-201 ·53117-271 
•24358-113 , •36432-182 '47979-254 
'19117- 92 1 ·31084-160 •42587-234 

·13784- 68 •25575-136 •36962-210 
•08383- 43 '19931-109 ·31126-182 
•02940- 15 •]4176- 80 •25109-152 

- •02519 14 •08342- 48 ·18939-118 
- •07964 44 '02459- 15 •12652- 81 

- •13365 76 - '03438 21 •06284- 41 
- •18690 109 - •09314 59 - •00125 1 
- •23907 142 - '15131 98 - •06533 46 
- ·:?8982 176 - '208!)0 138 - •12896 92 
- ·33881 210 - ·26432 179 - '19167 140 

fJ=IO f 
а8-15·50278 

да 

0•76954-363 

•72981-360 
·68649-353 
•63964-342 
.58936-328 
•53580-309 

"47915-287 
•41963-260 
.35752-229 
•29312-193 
'22679-154 

'15892-1 J1 
·08994- 64 
·02031- 15 • 

- •04947 38' 
- '11887 93 , 

- ·38569 244 - '31835 220 1 - •25298 1881 - •18734 149 . 
- •43014 278 - •37018 261 - ·31241 238 ~ '25432 207 
- '47181 310 ·- '41941 301 - ·36946 287 - •31924 265 
- '51037 342 1- •46562 341 ·42364 335 ~ •38150 323 
- ·54553 371 - ·50842 379 - ·47447 382 - '44053 380 

- '57697 3991- ·54744 415 - •52148 4~8 - '49576 436 
- '60441 425 · - •58231 448 - •56421 471 - '54663 489; 
- '62761 448 I- •61269 479 - ·60223 511 - '59261 539 
- •64633 468 ! - •63828 507 - •63514 547 - ·63319 585 
- •66038 484 i - •65881 530 - ·66259 579 - •66792 627 

71 - •67509 451 - •66959 4971- •67403 550 - ·68425 606 - •69638 663 
72 - •67412 455 - •67382 506 i - •68376 565 - ·69985 628 - •71822 693 
73 - ·66859 456 - •67299 511 - •68784 575 - '70917 644 - ·73313 716 
74 - •65851 454 ·- ·66704 512 1 

- •68617 580 '71206 654 - •74088 732 
·75 - ·64388 448 \- '65598 509 - ·67871 579 -· ·70841 657 - •74131 741 

76 - •62478 439 - ·63982 501 - '66545 573 - ·69818 654 ' - · ·73434 741 
77 - ·60129 426 I- •61866 489 •64647 562 , - •68141 64') - ·71995 734 
78 - ·573М 409 - ·59261 472 - '62186 545' - '65819 628 •69823 718 
79 - ·54170 3891- •56184 450 - '59180 523 1 - •62869 604 '66934 693 • 
80 - •50598 366 - ·52657 425 - •55651 495 - •59315 574 - •63351 661 ' 

81 - '46659 339 - •48705 395 - '51628 462 - '55186 538 - •59106 621, 
82 - '42382 310 - •44357 362 - •47143 424 - •50520 495 - ·54241 573 
83 -'"37795 277 - •39648 325 - '42233 382 - ,45359 447 - •48802 518 · 
84 - •32930 243 - ·34613 285 - ·36942 335 - •39750 393 - ·42845 457 i 

85 - '27823 206 - •29294 242 - •31315 285 - •33749 335 - •36431 390 

86 - •22510 167 - •23732 197 - ·25403 232 - '27412 273 - •29627 318 ' 

87 - •17031 126 - •17974 149 - •19259 176 - •20802 208 - ·22504 242. 
88 - '11425 85 - ·12066 100 - '12938 119 .,... •13985 140 - '15139 163 · 
89 - ·05734 43 - •06058 51 - •06499 60 - •07028 70 ,- ·07611 82 
90 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 О 0·00000 о 
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Таблица XXI 
se,(x, ~). ti= 1 до 6-5 

fi=1 Ь=2 е-3 
Ь,= 16·27270 r ,= 16·03297 Ь4= 16'12769 

Д2 ДI ДI 

6=4 
Ь,= 16•45204 

да : 

н-5 
ь,- 16•64822 

О &00000 О 0·00000 О 0-00000 О 0•00000 О 0·00000 
дs 

о 

1 '06724 - 29 
2 •13420 - 57 
3 •20058 - 86 
4 •26611 -114 
5 •33049 -142 

6 
7 
8 
9 

10 

_ ·39346 -169 
•45475 -195 
•51408 -221 
'57120 -246 
•62587 -270 

11 1 '67784 -293 
12 •72688 -314 
13 •77278 -335 
14 ·81532 -354 
151' •85433 -372 

16 ·88961 -388 
17 1 '92101 -403 
18 1 •94838 -416 
19 i ·97159 -428 
20 1 0·99052 - 4Э7 

21 1 ·00507 -445 
• 22 1'01517 -451 

23 l '02076 -455 
24 1·02180 -457 
25 1 ·01827 -457 

26 1 01017 -455 
27 0•99751 -451 
28 •98034 -445 
29 •95871 -437 
30 j ·93272 :-427 

31 •90245 -415 
32 •86804 -401 
33 •82963 -384 
34 ·78736 -366 
35 •74144 -347 

36 •69204 -325 
37 ·63941 -301 
38 •58375 -276 
39 •52533 -250 
40 •46442 -222 

41 '40128 -192 
42 •33623 -162 
43 · •26955 -130 

·06433 - 24 
'12841 - 47 
•19203 - 71 
•25493 - 94 
·31689 -118 

•37767 -140 
'43705 -163 
•49479 -185 
·55069 -207 
·60452 -228 

•65607 -248 
·70514 -268 
•75153 -287 
•79506 -305 
•83553 -322 

·87278 -339 
·90665 -·354 
·93698 -368 
•96363 -381 

0•9864 7 -392 

1 ·00539 -403 
1·02028 -412 
1·03105 -419 
1 '03764 -,---425 
1 •03997 -429 

103801 -432 
1·03173 -433 
1·02112 ~432 
1•00619 -429 
0·98697 -425 

•96350 -418 
•93586 -410 
•90411 -399 
•86838 -387 
·82878 -372 

•78545 -356 
•73856 -338 
•68829 -318 
•63485 -296 
·57845 -272 

•51933 -246 
'45775 -219 
•39398 -190 
•32831 -160 

0·26104 -128 

•06103 19 
·12187 - 38 
•18233 - 57 
•24221 - 76 
·30134 - 95 

·35951 114 
•41654 -133 
•47225 -151 
•52644 -169 
'57895 -188 ' 

•62957 -205 
·67814 -223 
•72449 -240 
·76843 -257 
•80981 -273 1 

•84845 -289 
•88420 -304 
•91691 -319 
•94643 -333 
•97262 -346 

0•99536 -358 
1 ·01451 -369 
1:02997 -'380 
1 '04163 -389 
1 ·04941 -397 

i·05321 -403 
1 •05298 - 409 
1•04867 -413 
1·04023 -415 
11)2764 -415 

1'()1090 -414 
0·99001 -411 

•96502 -406 
·93596 -400 
•90290 -391 

'86593 -380 
·8:?516 -367 
•78072 -352 
•73275 -335 
·68144 -316 

·62696 -295 
·56954 -271 
•50940 -246 
'44681 -218 

0·38203 -189 

·05744 - 15 
'11472 - 30 
•17172 - 44 
•22826 ·- 59 
·28422 - 74 

·33943 ~ 89 
·39375 -104 
•44703 -119 
•49911 -134 
·54985 -150 

'59909 -165 
'64669 -180 
'69248 -195. 
•73632 -211 
•77805 -226 

·81753,-241 
•85460 -256 
·88911 -270 
·92092 -285 
•94989 -299 

•97586 -312 
099872 -325 
1'01832 -338 
1·03454 -350 
1 •04726 -361 

1 05638 -371 
1·06179 -380 
1 ·06340 -388 
1 ·06113 - 395 
1 ·05491 -400 

1-04469 -404 
1-03044 -406 
1·01212 -407 
098974 -405 
'96330 -402 

•93283 -397 
•89840 -390 
•86007 -380 
•8)794 -368 
·77212 ..-354 

•72277 -338 
•67003 -319 
•61412 -297 
'55523 -.:273 

0•49361 -247 

• -05364 - 11 
'10717 - 22 
•16048 - 33 
•21346 --' 44 
'26601 - 55 

•31800 -- 67 
•36933 - 78 
•41988 90 
·46952 -102 
·51815 114 

·56563 -127 
•61184 -140 
'65665 -153 
•69992 -167 
•74153 -180 

•78134 -194 
'81920 -209 
·85497 -223 
•88852 -237 
•91969 -252 

•94835 -266 
•97434 -281 

0•99753 -295 
1 ·01777 -309 
1 '03492 -322 

1 ·04885 -335 
1 ·05943 -348 
1 ·06653 -359 
1 •07004 -370 
1'06986 -380 

1'06588 -388 
1·05801 -395 
1-04620 -401 
1·03038 -405 
1•01051 -407 

0•98657 -407 
·95856 -405 
•92650 -401 
•89042 -395 
•85039 -386 

·80650 -375 
•75886 -360 
•70762 ..-344 
•65294 -324 

0·59503 -302 
44 ·1· •20157 - 98 
45 0•]3260 .- 65 

-----~~-~~~~~~~.:....~~~~.;....~~~~.:,_~~----
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Таблица XXI - продолжение 
se, (х, fl), 6== 1 до 6-5 

0-1 6-2 fJ=3 8-4 
)(. Ь,=16·03297 Ь,=16'12769 Ь,= 16·27270 ь,-16·45204 

------
о Д2 Д2 t:,.2 дэ 

45 0·13260- 65 0·26104-128 0•38203-189; 0•49361-247 

46 ·06300- 31 •19249- 95 ·31536-158 •42952-219 
47 - ·00692 3 •12299- 61 •24710-126 ·36324-188 
48 - •07681 38 ·05287- 27 .17759- 91 •29508-155 
49 - '14631 73 - '01751 9 •10717 - 56 •22536-120 
50 - •21508 107 - '08781 45 •00619- 19 ·15445- 84 

51 - ·28279 142 - •15765 81 - .03498 19 •08269- 46 
52 - ·34907 176 _ ·22т 118 - •10596 57 '01048- 6 
53 - •41361 209 - 294 155 - •17637 96 - •06179 35 
54 - '47605 241 1- •36083 191 - ·24581 136 - •13370 77 
55 - •53608. 273 - '42522 227 - ·31390 175 - '20485 120 

5~ - '59338 303 1- ·48735 262 - •38024 214 - ·27479 163 
57 - •64764 332 . - •54687 296 - •44443 253 - •34311 206 
58 - ·69859 360 - •60342 329 - '50609 291 - •40937 249 
59 - •74594 385 - •65669 360 - •56483 328 - '47314 291 
60 - •78943 409 - •70636 390 - •6203Q 364 -·53400 333 

61 - •82883 431 - •75213 418 - ·67212 398 - ·59153 373 
62 ,_ •86391 451 - •79373 444 .- ·71996 430 - ·64534 411 
63 - '89449 469 -·83088 467 - •76350 460 - •69503 448 
64 - •92037 484 - ·86336 489 - '80243 488 - •74025 482 
65 - •94142 495 - ·89095 507 - .83649 513 - •78065 513 

66 - •95750 506г ... 34, 523 - •86542 535 - ·81592 542 
67 - •96852 514 - ·93076 536 - ·88901 553 - •84577 567 
68 - '97440 518 - •94269 545 \-;, .90706. 569 - •86995 588 
69 - •97510 520 - •94917 552 - ·91942 580 - •88825 606 
70 - •97060 519. - '95012 555 - •92599 588 - •90050 619 

71 ,..... '96090 515 - •94553 555 - •92667 592 - •90655 628 
72 - •94606 508 -·93538 551 - .92142 593 - ·90632 633 
73 - ·92613 499 - ·91972 544 - '91025 589 - •89977 632 
74 1- •90121 486 - •89862 534 - ;89319 581 - •88690 627 
75 1- •87142 471 - •87218 520 - '87032 569 - '86775 618 

76 - ·83693 454 - ·84053 503 - ·84177 553 - •84243 603 
77 ,_ •79789 433 - •80385 483 - ·80768 533 - '81107 584 
78 ,_ '75453 410 - '76235 459 - •76827 509 - •77388 560 
79 - •70706 385 - •71625 433 - ·72377 481 - ·73109 531 
80 - '65574 358 - '66583 403 - ·67446 450 - ·68299 498 

81 - '60085 328 - •61138 371 ...,.. '62065 415 - •62990 461 
82 - •54267 297 - •55321 336 - •56269 378 - ·57220 420 
83 - •48153 264 - •49169 300 - •50095 337 - '51030 376 
84 - •41775 229 - .42716 261 - ·43585 294 - •44463 329 
85 - ·35169 193 - •36004 220 - ·36780 248 - •37568 278 

86 - •28369 156 - ·29071 178 - •29727 201 - •30395 226 
87 - •21414 117 г .21960 134 - ·22473 152 - •22996 171 
88 - •14342 79 - •14715 90 - •15067 102 - '15426 115 
89 - •07191 39 - '07380 45 - •07559 51 - •07742 58 
00 1 0·00000 О 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 о 

1 1 

212 

6=5 
Ь, -16'64822 

дt 

()'59503-302 

·53409-276 
·47040-248 
•40422-218 
•33587-184 
'26567-149 

•19399-110 
•12120- 70 
•04771- 28 

- ·02606 16 
- •09968 61 

- '17268 107 
- ·24461 154 
- ·31500 202 
- ·38337 249 
- •44924 296 

:.... ·51216 342 
- ·57165 387 
- •62727 430 
- •67858 471 
- •72519 510 

- ·76670 545 
- ·80276 577 
- ·83306 605 
- •85731 628 
- ·87527 648 

- •88676 662 
- ·89163 671 
- •88978 675 
- •88117 674 
- ·86583 667 

- ·84382 654 
- ·81526 636 
- •78034 612 
- •73929 583 
- '69242 549 

,_ ·64Q05 510 
- ·58259 466 
- ,52047 417 
- •45417 365 
-·384~ 310 

- ·31118 251 
-·~1 191 
- ·15814 128 
- ·07939 64 

·0·00000 о 

Таблица ХХl-продо.вжение 
se 4 (х, 6). 11=6 до 6=10 

.~-,----.-----i--~~..;;..;....,...;__,---,~~~---.---.---,--~----
6-9 1 11 ... 10 6-6 

х Ь,== 16·84460 

(1 д2 

о 0·00000 о 

1 •04973 - 7 
2 •09939 - 15 
3 ·14891 - 22 
4 ·19820 - 30 
5 '24719 - 38 

6 ;29580 - 46 
7 •34395 - 55 
8 •39156 - 63 
9 •43853 - 73 

10 •48477 - 82 

11 ·53020 - 92 
12 '57470 -103 
13 •61817 -114 
14' '66050 -126 
15 •70157 -138 

16 '74126 -151 
17 •77944 -164 
18 '81599 -177 
19 •85076 -192 
20 •88362 -206 

21 •91442 -221 
22 •94301 -236 
23 ·96924 -251 
24 0•99296 -267 
.25 1 '01401 -282 

26 1 ·03224 -297 
27 1•04750 -312 
28 1 •05963 -327 
29 1 •06849 -341 
30 1 •07395 -355 

31 1 '07585 -367 
32 1 ·07408 -379 
33 , 1 •06852 -389 
34 Н15907 -398 
35 1•04564 -406 

36 1'02815 -411 
37 1•00654 -415 
38 0•98079 -416 
39 •95088 -415 
40 . •91681 -412 

41 ·87862 -406 
42 I •83637 -397 

. 43 •79015 -385 
441 •74008 -370 
45 0·68632 -352 

,. 

6=-7 
Ь,=17·02666 

Д9 

0'00000 о 

·04581 - 4 
'09158 - 9 
•13726 - 13 
'18281 - 18 
•22819 - 23 

•27334 - 28 
•31821 - 33 
•36275 - 39 
·40689 - 46 
•45057 - 53 

'49372 - 61 
'53627 - 69 
·57811 - 78 
•61918 - 88 
·65937 - 99 

•69857 -110 
•73667 -122 
•77356 -134 
·80910 -148 
·84316 -162 

•87561 -177 
•90629 -192 
·93504 -208 1 
.96172 -224 

098615 -241 

1•00817 -258 
1·02761 -275 
1•04430 -293 
1•05806 -310 
1 •06872 -326 

1·07612 -343 
1 '08009 -358 
1 ·08049 -373 
1 ·07715 -386 
l ·06994 -399 . 

1 •05875 -409 
1·04347 -418 
1 •02400 -425 
1 ·00028 -430 
1 97226 -432 

•93992 -431 
•90326 -428 
'86233 -421 
•81718 --411 

0'76792 -398 

6=8 
ь,~11·18253 

Д9 

0·00000 о 

•04194 - 2 
·08386 - з 
•12575 - 5 
•16759 - 7 
·20936 - 9 

,25104 - 12 
•29261 - 15 
•33402 - 18 
•37525 - 22 
•41626 - 27 

'45699 - 33 
•49740 - 39 
'53742 - 46 
·57597 - 54 
'61599 - 62 

'65439 - 72 
'69206 - 83 
•72891 - 94 
·76481 -107 
•79965 -120 

·83329 -134 
•86558 -150 
'89638 -166 
'92552 -183 
·95283 -200 

0·97815 -219 
100127 -237 
1 ·02202 -256 
1•04021 -276 
1 •05564 -295 

1•06812 -315 
1•07745 -334 
1 · 08345 -35i 
1 •08592 -370 
1 •08469 -387 

Ь,=17·30301 Ь,-17·38138 

0·00000 д~ 1 0·00000 д; 
·03817 1 •03457 3 
•07635 2 ·069]6 5 
•11455 · 2 •10381 8 
•15277 2 •13854 10 
·19101 2 '17337 12 

·22921 2 ·2os32 14 
·26756 1 •24341 15 
•30586 О •27865 16 
•34416 - 2 ·31404 16 
•38244 - 5 · ·34959 15 

.42067 8 ·38529 14 
'45882 - 12 1 '42113 11 
•49686 - 17 •45708 8 
·53472 - 21 •49311 4 
•57235 - 30 •52918 - 1 

'60968 - 38 
•64663 - 47 
•68311 - 57 
•71903 - 68 
'75425 - 81 

·78867 - 94 
·82215 -109 
•85453 -125 
·88566 -14?, 
·91537 -160 

•94349 -179 
·96981 -199 

099415 .:..219 
1·01630 -240 
1 •03604 -262 

1·05316 -284 
1•06744 -306 
1 •07866 -328 
1 •08660 -349 
1•09105 -370 

•56525 - 7 
'60124 15 
'63708 - 23 
·67268 - 33 
•70796 - 45 

•74279 - 57 
'77704 - 71 
'81059 - 86 
•84328 -103 
·87493 -121 

'90538 -140 
·93443 -160 
·96188 -182 

0•98751 -204 
1·01110 -227 

1·03242 -251 
1 ·00122 -276 
1 •06727 -301 
1 •08030 -325 
1 ·09009 -350 

1•07960 -402 1'09179 -390 1·09637 -374 
1·07048 -416 1·08863 -409 1·09892 -397 
1·05719 -429 1·08138 -426 1·09749 -419 
1 •03962 -439 ! •06986 -442 1 •09187 -440 
1•01767 -446 1·05393 -455 1'08]85 -458 

099125 -451 1•03344 -466 1·06725 -474 
·96032 -453 1·00830 -473 1•04791 -488 
•92486 -452 097843 -478 1•02369 -498 
•88487 -448 •94378 -479 099449 -505 

0·84040 -440 1 0•90433 -476 0·96023 -508 
i 
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Таблица ХХ.1-продолжение 
se4.(x, 6). 6 =6 до 6= 10. · 

1 

6-7 1 
1 r:т 6-6 1 6=8 6-9 6=10 

Ь,-= 16"84460 ь. = 17·02666 1 Ь4 -17·18253 Ь4=17·3030! Ь4 -17·38138 

4~ 1 

46 
47 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 ,_ 

66 
67 
68 
69 
70 

71 
72 
73 
74 
75 

76 
77 
78 
79 
80 

81 
82 
83 
84 
85 

86 
87 -
88 -
89 -
90 

214 

л2I 
------

,12 Д'.! 1 Д2 д• 
0·68632-352! 0•76792-398 0.84040-440 0·90433-476 096023-508 

'62903-331 \ •71467-381 '79154-427 ·86013-469 •92090-507 
·56843-306 i •65762-360 '73840-411 •81122-458 •87650-501 
•50478-27& •59697-336 '68115-391 •75774-442 I •82709-490 
'43835-24 7 1 ·53295-308 '62000-366 ·69983-422 · ·77278-474 
•36945-213 ! •46586-276 '55518-337 ·63771-396 •71372-453 

•29842-176 ! ·39601-240 '48698-304 •57161-366 ·65014-426 
•22563-1361 •32376-201 •41575-266 •50186-331 ·58229-394 
•!5149- 93 •24949-158 •34186-225 •42880-290 •51051-356 
•07643- 481 •17365-113 '26572-179 •35284-245 ·43517-312 
·00088 О •09667 - 64 •18780-129 •27443-196 ·35672-263 

•07467 49, •01906- 13 1 •10258- 76 '19405-142 "27563-208 
•14973 99 1_ '05869 41 ·02859- 20 •11226- 84 •19247-149 
·22380 151 1- •13602 96 - •05160 38 ·02963- 22 •10781- 86 
·29636 203 - '21239 153 -- •13140 99 - ·05323 42 •02229- 18 
·36690 255 I- •28724 210 - ·21022 161 1

- •13566 109 - •06341 53 

•43488 3011- ·35998 268 - •28742 225 - •21701 178 - •14857 127 
·49979 358 . - •43005 326 - ·36238 288 - •29658 247 - •23246 202 
•56111 4081-' •49685 382 - •43445 352 - •37368 317 - ·31434 279 
•61835 456 - '55984 437 - '50300 414 - '447~1 387 i- •39342 356 
•67103 502 - ·61846 4901- •56741 475 - •51766 4551- •46894 432 

•71868 544 ·672,17 540 - '62708 532 - '58317 521 - '54015 506 
•76090 583 i - '72048 587 - •68142 587 - '64347 5841- •60630 577 
•79729 6181- •7Щ93 629 1

- •72990 638 - •69792 643 - •66667 645 
•82749 649 - '79908 6671- •77200 683 - •74595 697 ' - •27060 707 
·85120 6751- '82856 700 i_ •80726 723 -· •78701 745 - ·76745 764 

·86816 695 - '85104 7'Л - ·83529 757 - '82063 787 - •80666 814 
•87817 710 г •86625 748 - •85575 785 - •84637 821 - •83774 856 
•88109 719 - '87398 762 - •86836 805 - '86391 847 - '86026 889 
•87682 721 - ·87410 769 г •87292 817 - •87298 8651- '87389 913 
•86534 717 - ·86653 769 - •86931 821 - '87339 874 - •87838 928 

. 
·84668 7071- •85127 761 ·- ·85749 817 - ·86506 874 - •87360 932 
•82095 690 - '82839 747 - ,s.q750 805 1

- ·84799 864 - '85950 925 
•78832 667 - •79805 72~ •80946 783 - •82228 844 - •83615 907 
•74901 638 . - •76047 695 - •77359 754 - •78813 815 - ·80374 879 
•70333 602 - •71594 658,- •73018 716 - '74582 777 - •76253 839 

•65153 560 - •66484 614 - •67962 670 - •69575 729 - :71293 790 
•59432 513 ,- •60759 564 - •62235 617 - •63838 672 - •65544 730 
·53188 461 - '54471 507 - •55891 556 - •57430 608 - '59064 661 
•46483 404 - •47676 446 - •48991 490 - '50414 536 - •51923 584 
•39374 343 - •40434 379 - •41601 417 ~ '42862 457. - •44198 499 

-:J1921 279 - ·32814 308 - ;33795 340 - •34854 373 - •35975 407 
•24188 212 - •24885 234 г •25649 258 - •26472 283 - •27345 310 
•16244 142 - •16721 158 - •17244 174 - •17808 191 ...,.. ·18404 209 
•08158 72 - •08400 79 - •08666 87 - ·08952 96 - •09255 105 

0·00000 о 0·00000 О! 0·00000 о 000000 о 0·00000 о 
' 

::v 0=1 
q,=16·03383 

о 
Д2 

о 1'03514-442 

1 1 •03292-441 
2 1 ·02630-439 
3 1•01528-434 
4 0·99993-428 
5 ·98029-420 

6 '95646-410 
7 •92853-398 
8 •89661-385 
9 •86084-370 

[ '10 •82136-354 

11 •77834-336 
12 •73197-317 
13 '68243-296 
14 •62992-274 
15 •57469-250 

16 '51695-226 
1 ; 17 •45695--2001 18 •39495-173 

19 •33122-146 
• 20 '26603-117, 

21 •19967- 88 ! 
22 •]3242- 59 I 
23 ·06458- 29 • 

Таблица XXII 
ceix 6) 0-= 1 t до 6-5 . 

0=2 0 .... 3 6=4 1 a4 -16·J4120 а,= 16·33872 
1 
а,= 16·64982 

i 
да Д21 дs 

1 ·07440-397 1 • 11684-352 1 •15864-305 

t ·07241-397 1•11508-351 1'15711-305 
l •06646-395 I 1 ·10981-350 1 •15254-304 
J •05656-391 • 1'10104-348 1 1'14492-303 
1 ·04275 -387 1 

1 ·08879-345 1'13427-302 
1 ·02507-381 1•07310-341 1•12060-299 

1•00358-374 1·05399-336 1'10394-297 
0'97835-365 1 ·03153-330 1'08431-293 

'94947-356 1 •00576-324 1•06175-290 
"91704-345 097675-316 1 ·03629-285 
'88116-3'3'2. '94458--308 1'00798-280 

'84196-319 ·90934-298 0•97686-275 
'79957-304 •87110-288 '94300-268 
•75414-288 •82999-277 •90645-261 
·70583-271 ·78611-264 ·86729-253 
'65481-253 •73959-251 •82560-244 

•60126-233 ·69056-237 •78147-235 
•54537-213 •63916-221 •73499-224 
•48736-192 '58556-205 •68627-213 
•42743-169 •52990-187 •63542-200 
•36581-146 •47237-169 •58256-187 

•30274-121 '41315-149 '52785-172 
•23845- 96 . •35244-129 •47141-156 
•17320- 70 •29044-108 · ·41Э41-140 

24 г ·00354 
3~ 1 

•10724- 44 '22736- 85 ·35401-122 
25 - •07165 •04085- 17 i •16343- 62 '29339-103 
26 - •13944 63 1

- •02572 11 I 
1 

•09887-381 •23175- 83 
1 27 - •20660 931- •0921'7 39 ·03394- 13 •16928- 62 28 ,- •27282 124 - ·15824 67 - .·03112 12 •10620- 39 29 - •33780 154 - '22364 96 - •09606 39 ·04272- 16 

ЗО'" - •40124 184 !_ •28808 124 - ·16062 65 - •02092 8 
, 31 - •46285 213 /- ·35128 153 - ·22452 93 - •08448 33 32 - •52233 241 - '41296 181 - •28750 120 - •14770 59 33 - •57940 269 1

- ·472RЗ 209 - •34927 148 - "21033 86 34 - •63378 295 - '53060 237 - •40957 176 - •27211 113 35 - '68521 320 - •58601 264 - '46811 204 - ·33275 141 
36 - ·73344 344 - •63879 290 - •52461 231 - •39198 169 

1 37 - '77823 367 - •68866 315 - •57880 259 - '44952 198 38 - •81934 388 -·73538 340 - •63040 286 - •50508 226 39 - '85658 407 - •77870 363 - •62914 3121- •558'37 255 40 - •88974 425 i- •81839 385 - ·72476 338- '60912 283 
41 - ·91866 441 - '85423 405 - ·76700 362 •65704 311 42 - •94317 454 - •88602 424 - •80563 385 '70184 338 43 - 96313 466 - ·91357 441 - •84039 407 •74327 364 

~·97843 476 - •93670 456 - •87109 428 •78106 389 -0·98897 483 -0·95527 470 -0·89750 44'{ 0·81495 413 

6-5 
а.-11·09658 

·· 1 
1'19333-258 

1']9204-258 
1'18817-258 
1 ·18173-257 
1•17271-257 
1'16112-256 

1 • 14696-256 
1'13025-255 
l·ШОО-253 
1·08921:_252 
1•06491-250 

l·OЗSll-247 
1•00883-245 
0•97711-241 
•94298 - 2'37 
•90647-233 

•86763-22f 
'82652-222 
•78319-215 
'73771-207 
·69016-198 

•64063-189 
·58921-178 
•53602-166 
•48117-152 
'42480-138 

·36704-122 
•30807-105 
•24804- 87 
•18715- 67 
•12558- 46 

•06355- 24 
•00128 о 

- •06099 24 
- •]2301 50 
- 018454 77 

- '24530 105 
- ·30501 133 
- •36339 163 
...... '42014 192 
- ·47497 222 

-··52758 252 
- •57766 282 
- ·62492 312 
-·66906 341 
- •70978 370 

215 ' 



" i 
45 -0·98897 

46 - •99469 
47 - •99553 
48 - •99146 
49 - '98249 
50 - •96865 

51 - ·94997 
52 - •92653 
53 - •89843 
54 -·86580 
55 - '82878 

56 - •78753 
57 - •74227 
58 - •69319 
59 - •64055 
60 - •58460 

Таблица ХХll-про,цолженне 
се,(х,О). 6-JtAo0-5. 

6=2 5 ... 3 6=4 
а4=16'14120 а,-=16·33872 а,=16·64982 

-- - -
Д2 де Дt дt 

483 -0·95527 470 - ОВ9750 447 -0·8]495 413 

488 - •96914 480 - •91945 463 - '84470 435 
490 - ·97821 489 - ·93677 478 - •87011 456 
490 - •98239 495 - •9493() 490 - •80095 474 
488 ,_ •98162 499 - •95693 500 - '90705 491 
483 - ·97585 500 - ·95956 508 - ·91825 504 

476 - •96508 499 - '95711 512 ,_ •92440 515 
466 - ,94933 495 - •94954 514 - •92540 524 
454 - •92863. 488 - •93682 513 - ·92116 529 
439 · - •90305 478 - •91897 509 - •91163 531 
4221 '87270 465 - •89603 502 - •89680 529 

402 - ·83769 450 - •86807 491 - ·87667 524 
381 - •79818 432 - ·83520 478 - •85130 516 
357 - •75436 411 - ·79756 461 - .82077 504 
331 - •70643 388 - •75531 440 - •78520 488 
303 - •65462 362 • - . ·70865 417 - •74476 468 

6=5 f а~= 17·09658 ·. -
ДI 

- 0'70978 37() . 
- •74681 397 
- '77988 423 ' 
- •8087] 447 
-·83308 469 
- •85276 489 

- •86755 507 
- •87727 521 
- •88178 533 
- '88096 541 
- '87473 546 

- ·86303 548 
- ·84586 545 
- •82324 538 
- •79523 528 
- .70195 513 

61 - '52561 274 - •59919 333
1

- •65783 391 - •69963 445 j- •72354 493 
62 - •46389 242 i- •54044 302 - '60309 362 - •65006 418 - •68020 470 
63 - ,39975 209 • - •47866 269 - '54474 329 - •59630 3881- '63217 442 . 
64 - •33351 1751- •41419 235 - •48309 295 - '53867 354 , _ •57971 410, , 
65 .- ·26552 140 - ·34737 198 - •41850 257 - •47751 31711- •52315 375 
66 - •19613 104 ·- •27857 160 - •35134 218 - •4]317 277- •46284 335 
67 - ·12570 671- ·20818 1201- ·28200 176 - •34607 234 - ·39918 292 
68 - •05460 29 - •13658 79 - ·21090 133 - •27663 189 - ·33261 246 . 69 •01678- 9 - '06420 37 - ·13847 88 1

- ·20530 141 --- '26357 197 
70 •08808- 47 •00856- 51- •06517 41 \- •13256 92 - •19257 145 

71 •15890- 85 ·08126- 48 •00855- 6 i- •05891 41 - ·12011 91 
72 •22887-123 ·15349- 91 •08221- 53 i ·01516- 11 - •04674 36 
73 •29751-160 •22481-133 ·15534-lЩ •08912- 63 •02698- 21 
74 •36475-197 •29480-175 •22747-148 / •16245-116 '10049- 78 
75 •42992-233 •36304-217 •29811-195 •23462-168 •17323-136' t 
76 •49276-267 •42911-257 •36679-242 ·30510-2201 •2446()-193' . 
77 '55294-300 '49261-296 '43306-287 •37339-271 1 '31404-249 . 
78 ·61011-332 •55315-333 '49646-330 '43896-3201 •38099-307 · 
79 •66396-362 •61035-369 55656-371 '50133-3671 ·44490-359 
80 •71420-39Q •66387-402 '61296-410 •56002-412 1 •50523-407 

81 •76054-415 •71336-433 '66525-446 •61460-4541 '56149-455 , 
82 •80273-439 •75853--462 '71307-480 '66463-4921 '61320-499 ~ 
83 •84052-460 •79907-487 '756!0-510 ·70975-527 •65993-538 
84 •87372-479 •83475-510 '79403-537 •74958-558 J •70127-574 
85 •00214-495 •86533-529 ·82658-560 •78383-585 •73687-604 , 

i 
86 '92560-508 • ·89061-545 •85354-579 •81223-6081 •76643:-630 ' 
87 '94399-518 ·91045-558 '87471-594 •83456-625 •78969-650 U 
88 •95721-525 •92471-567 •88994-600 •85063-638 ·80645-665 
89 •96516-530 •93330-572 •89912-611 •86032-645 •81657 -6731 90 0•96782-531 0•93617-574 0·90219-614 0'86356-6481 0.81995-676 

216 

Таблица XXII - продолжение 
се1 (х, 6). 6-6 .110 6==10 

6=6 6-7 е-8 А-9 
х а,-17.68878 а,=18.4166.!_ а4 =19.25271 а4=20.16093 

" 
о 

1 
2 
3 
4 
5 

Л8 да ДI ДI 

1'21410-210 1•21689-164 1.20162 --119 1'17071 - 77 

1'21304-21Р 1·21607 -164 1 ·20103 -119 1'17032 - 11 
1·20989-2111· 1·21362-165 1•19924 -120 1•16916 - 79 
1•20462 -211 . 1·20951 -166 1'19625 -122 1'16722 - 80 
1•19725-212 1·20375-167 1·19204 -124 1'16447 - 83 
1'18775-212 1'19632-169 118659 -126 1'16089 - 86 

6 1'17614-213! 1'18721-171 1·17987-1301 1•15645 - 90 
7 1'16239-21Ф 1·17638-173 1'17187 -133I 1'15110 - 95 
8 1•14649-215 1'16382-176. 1•16253 -137 1-14482 -100 
9 1•12845-216 1"14951-179 1'15182 -142! 1'13753 -105 

10 1'10826-216 1•13341-182 1•13969 -146' 1•12919 -112 

11 1 ·~8590-217 1'11549 -185 l' 12610 -152 1 '11974 -118 
12 1•06136-217 1'09572-188 1'11099 -157 1'10910 -126 
13 1•03466-218 1•07408-191 1'09432 -162 1•09720 -133 
14 1'00577-217 1•05053-194 1•07602 -168 1•08397 -14] 
15 097472-217 1·02504-196 1'05604 -174 1•06934 -149 

6=10 
а,-21.10463 

. 11;3 ·94150-215 0.99758-199 1·03432 -179 1•05321 -157 1•05684 -133 
17 •90612-214 •96814-201 1•01082 -184 1·03551 -165 1·04477 -144 
18 ·86861-211 •93669-202 0·98547 -189 0·01616 -173 1·03126 -15 
19 •82899-208 •90322-203 •95822 -194 0'99508 -181 1•01620 -165 
20 ·78729 -204 •86771 -203 •92904 -198 '97219 -189 0'99948 -176 

21 !74355-199, •83018-203 ·89788 -201 ·94741 -196 98101 -186 
22 •69783 -192! •79062 -201 •86470 -204 •92067 -202 •96067 -197 
23 ·65018-185 '74905-198 •82949 -206 •89191 -208 •93836 -206 
24 .tI0099 -177 •70549 -194 ·79?22 -206 •86107 -213 '91399 -215 •! 

25 '54942 -167 ·66000-189 •75289 -206 ·82810 -217 '88748 -223 . 

26 '49649 -156 •61261 -183 '71150 -204 ·79296 -219 '85873 -2 
27, •44200-143 •56339-175 •66808 -200 ·75564 -220 •82769 -.236 
28 •38608-129 •51243-165 •62265 -195 •71611 -220 •79429 -24 
29 •32887 -113 ·45981 -154 '57527 -189 •67438 -218 •75849 -24 
30 ·27052 - 96 '40566-141 '52601 -180 •63047 -214 '72026 -243 •. 

31 ·21122 - 77 •35010-126 '47494 -170 •58441 -208, •67960 -242 ·. 
32 ·15114- 57 •29327 -110 '42218· -157 ·53628 -200 •63652 -23 :. 
33 •00049- 35 •23535 - 91 •36784 -.143 '48614 -190 '59105 -233 
34 •02948- 12 •17652 - 71 •31208 -!26 ·43410 -177 •54324 -225' 
35 - •03164 13, •11699 - 48 '25506 -107 ·38029 -162 '49319 -214 ( 

36 1- •09263 401 ·05697 - 24 •19697 - 86 32486 -144 •44099 -200 
37 - •15322 671- •00330 2 •13802 '- 62 '26799 -124 ·38679 -183, 
38 - •21314 96- ·06355 29 •07845 - 37 •20987 -101, •33076 -164, 
39 - ·21210 1261- '12350 58 •01852 - 9 •15075 - 751 •27309 -141 • 
40 - '32980 1571- •18287 89 - •04150 21 ·09088 - 47 '21401 -115 .· 

41 - ·38593 1~1- '24135 121 - •10132 53 •03054 - 16 ·15378 - 86 
42 - ·44011 220 - ·29862 154,- ·mooo 86 - ·02996 17' ·00210 .- 5 
43 - •49222 253- •35435 188- •21903 121 - •09030 52 ·03109 - 18' 

- '54174 285 - •40819 2231
- •27624 157 ;_ '15011 89 - ·03071 1 

-0·58840 317 -0·45980 253!_0•33188 195-0•20903 128 -0·09232 6 
1 
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х а 

Q 

45 

46 
47 
48 

' 49 
50 

51 
52 
53 
54 
55 ,-

56 
57 -
58 -
59 
60 

61 -
62 -
63 -
64/-
65 1-

66 -
67 -
68 
69 -
70 -

71 -
., 72 -

73 
74 
75 

76 
77 
78 
79 
80 

81 
82 
83 
84 
85 

Таблиuа ХХП - продолжение 
се4(х, &). 6-6 до e-to 

6=-6 ft-7 \ А=8 А=9 А-10 
4-1Ni8878 а,=18·41661 1 а4 -19'25271 . а,-20·16093 а4=21 ·10463 

дs 

-----1 
Д2 д• Д2 1 ДI 

0•58840 317 -0'45980 258 -0·33188 195 -0·20903 128 -0·09232 60 
'63190 348 - •50883 293 - ·38557 233 - '26666 169 - •15333 102 •67191 379 - '55494 328 - ·43694 271 - ·32261 211 - ·21332 146 •70813 408 - '59776 362 - •48559 309 - •37644 253 - '27184 192 
'74027 436 - •63697 395 -"·53115 347 - '42776 295 - ·32845 239 •76804 462 - •67222 427 - '57323 385 - •47611 338 - '38266 287 
'79119 486 - •70321 457 - '61147 420 - '52109 379 - '43401 334 •80948 508 - •72963 484 - •64551 454 - •56228 420 - '48203 381 ·82269 526 - •75121 509 - •67500 486 - '59927 458 - ·52623 427 •83064 541 ~ •76769 532 - •69962 515 - '63168 495 - •56617 470 '83318 553 - •77886 550 - •71910 541 - •65914 528 - •60140 512 
•83019 561 - •78452 565 - •73~15 563 - ·68131 558 - •63152 550 ·82160 565 - '78454 576 ;_ '74158 582 - '69791 585 - ·65614 584 ·80736 564 - •77879 582 - '74419 595 - •70867 605 - •67491 614 •78748 559 - •76723 5841- •74085 604 - '71338 621 - •68756 638 •76201 549 - '74983 580 ,- •73147 б07 - '71187 632 Г '69382 657 
•73105 535 

1

- •72662 5711- ~1603 604 - •70405 636 !_ •69351 00,9 •69473 516 - •69771 557 - ·69454 596 - ·68986 635 !_ •68651 675 •65326 4Q2 - •66322 538 - '66709 582 - •66932 6261- •67276 673 •60686 463 - ·62335 513 !- •63382 561 - •64253 611 - •65228 663 
'55584 430 - '57835 483 1- •59494 535 - '60962 589 - ·62518 646 
•50051 392 ·- '52853 4471- •55071 502 I- '57083 559 - •59161 621 
'44127 349 1- '47423 4061- •50146 463 - ·52644 523 - •55183 588 ·37853 303 - '41588 361 !_ •44757 419 - '47682 480 - '50618 547 •31277 253 - ·35392 310 :- ·38950 369 - '42240 431 - •45506 498 
.24446 200 - '28886 256 1- '32774 314 - ·36367 376 - ·39896 442 
•\ 7417 144 - •22124 198 - •26283 255 - ·30118 315 - •33844 380 ·10243 85 ,- ·15163 137 - •19538 191 - •23554 249 - ·27412 311 ·02984 25 - •08065 74 - '12601 125 - •16742 179 '- •20670 237 •04301- 37 - ·00894 8 - ·05539 55 - •09751 105 !- •13690 158 
'11548- 99 •06286- 58 '01577 - 16 - •02655 29 1

- •06552 76 
•18697-161 •13407-126 •08678- 88 ·04470- 49 •00662- f 
•25685-223 •20402-193 '15690-161 '11546-128 •07868- 94 
'32450-283 ·27205-258 •22542-232 •18494,206 '14981 -180 
•38932-342 ·33749-323 . '29161-303 '25236-283 •21914 -264 
'45072-397 ·39971-3841 '35477-370 •31694-358 •28583-347 
'50815-450 '45808-442 '41424-435 •37795-429 '34905-426 
'56108-499 '51203-497 '46936-495 '43467-496 '40800-501 
'60902-544 '56102-546 •51953-550 '48644-557 •46194~569 
•65152-584 '60454-591 '56420-599 •53264-612 '51019-631 
•68819-618 •64215-629 •60287-642 •57271-660 '55213-686 
•71867-647 •67346-6621 •63513-678 •60618-701 •58721-731 
'74269-670 •69816-687 •66060-707 ·63264-733 '61498-767 
•76000-686 '71599-706 '67900-728 •65178-756 •63509-793 
•77046-696 

86 
fff 
88 
89 
90 0•77396-699 

•72676-7171 
0·73037-721 

·69012-740 
0·69384-744 • 

'66336-770 •64725-809 
0·66723-775 0•65132 -815 

1 

:218 

Таблица ХХШ 
se5 (x, u). ь-1 до 6=i5 

.:, 0=1 А=2 ! '=3 1 f\==4 1 1\,..5 

.• ..:.__ Ь5 -25·02084 Ь5=25·08335 [ Ь5==25·18708 i Ьа==25·33054 
1 
Ь,=25·51082 

~ 0.00000 ",;1 0.00000 ·~1 0.00000 ·~1 о 00000 ·~
1 

0.00000 ·; 

1 ·DS.526 -· во; ·08318 - 531 ·08090 ·- 47
1 

·07840 - 41 ·07568 - 36 
2 •16993-119 •16583-1061 •)6133 - 94. ·15639 83 ·15100 71 
3 •25340-178 '24742-159 1 '24081 -1411 •23355 -124 '22561 -107 
4 ·33510-235 ·32741 -2111 •31889 -187 ·30948 -164,· ·29915 -142 
5 •41444-291 •40530-261· •39510 -232 '38376 -204 '37127 -17 

6 '49088 -345 '48058 -310 ·46899 -276 ·45601 -243 '44161 -212 
7 •56387 -396 '55276-357 •54011 -318 •52582 -281 •50984 -245 
8 •63290 -445 •62138-402 ·60806 -360 '59282 -318 ·57562 -279 
9 •69748 -491 '68597 -444 •67241 -399 •65664 -354 ·63861 -311 
10 •75715 -533 ·74612-484! •73277 -4361 •71691 -389 •69848 -343 

11 •81148-572 ·80143 -5221 •78fff7 -471 i •77329 -422 
12 •86009-607 · •85152-556 1 •84005 -504i '82546 -453 
13 •90263 -638 •89606 -5861 '88630 -534i •87310 -482 
14 ·93879-665 ·93473 -613i ··9296272409 --565862 1

1 ·91591 -509 
15 •96830-687 •96727 -6371 ·95363 -534 

16 0·99094-7041 0•99344-6561 0•99192 --6071 098600 -5571 
17 1·00655-716 1·01306-671, 1•01528 -625i 1'01281 -577'1 

, 18 1 ·01500-723 1 ·02596 -682 1 •03239 -639: 1·03385 -594 
19 1•01621-725 1•03203-689 104311 -6501 1'04896 -608 
20 1•01018-:-722: 1•03121 -691 1•04733 -657: 1•05798 -6191 

21 0•99692-7141 1·02349-689 1·04499 -659: 1•06082 -6261 
22 •97651-701 1·00887 -6821 1·03605 -658' 1•05740 -630 
23 •94910-683 0·98743-671; 1•02052 -653 1•04768 -6311 
24 ·91486-660 ·95928--6541 0·99847 -644 1·03165 -627 
25 •87402 -632 •92459 -634 •96998 -630 1 ·00935 -620\ 

26 •82687-5991 •88357 -608 •93519 -612 0·98084 -6091 
27 .77373 ~21 •83646-579i •89429 -590 ·94623 -5941 
28 ·71497 -520 '78356 -5451 •84748 -563 '90569 -5751 
29 ·65101-47.51 •72521 -507 •79505 -533 ··85939 -552 
30 ·58230 -426 ·66180 -46511 •73728 -498 '80758 -524 

31 '50934 -3731 ·59373 -419 '67454 -459 '75052 -493 
, 32 •43264-318 '52146-3701 •60720 -417 •68854 -457 

33 ·35276-260 ·44550 -318
1 

·53570 -371 ·62198 -418 

097549 -506 
1 •00541 -527 
1 •03006 -546 
1•04924 -563 
1 ·06279 -578 

1 07056 -589 
1 ·07244 -598 
106834 -604 
1 •05820 -606 
1·04199 -605 

1·01973 -'-<601 
0'99146 -593 

·95727 -581 
•91727 -564 
·87163 -544 

34 •27028 -2001· •36635 -2631 •46048 -322 ·55124 -375/ 
35 •18580-138 ·28458 -205 ·38205 -2691 '47675 -3281 

36 •09995 - 74 •20075 -1461 •30093 -214 •39898 -278 •49343 -337 
37 '01335 - 10 '11546- 84 •21768 -1561 ·31844 -224 •41624 -2 
38 - 07334 55 •02933- 21 I ·13286 - 96 '23566 -168 •33617 -23 
39 - ·15949 119 - ·05701 42 •04709 - 34/ ·15120 -109 ·25373 -181 

, 40 1- ·24444 184 - •14294 106 - ·03903 29j '06565 - 48 ·16948 -123 

41 '- ·32755 ·247- '22780 170- '12486 93!- ·02037 15 ·08402 - 62 
42 - ·40820 зовl- ·31096 23Ф- ·20976 157!- ·1ов24 79

1
- ·00201 2 

43 - •48576 368/- •39178 2951_ ·29310 221 - •19132 144.- •08814 67 
44 - •55965 425...:.. •46965 3571- ·37422 285 - •27496 210\- •17354 13 

.. 45 -062928 4791-0·54394 4НSгО·95249 347\-035650 275г025761 20 

219 



Таблица ХХlll-про.цо.~i:жение 
se6 (x. 6). А-1 до 6-5 

. 1 ft-1 r 6=2 1 ~=3 li-4 , 6-5 
х Ь1=25'02084 Ь6=25·08335 Ьь=25'18708 Ь6=25·ЗЗО54 1 Ь1==25·51082 

O Дi ДII ДII ДJ ДI 
45 -0·62928 479 -0·5439,4 415 -0·45249 347 -0·35650 275 -0·25761 200 : 

46 - ·69412 530 - ·61409 472 ·1- •52730 408 - •43529 339 - •33968 268 
47 - ·75366 577 - ·67952 525 - •59803 466 - •51068 403 - '41907 334 • 
4R - .80742 620 - ·73970 574 - ·66409 522 - ·58205 464 ·49512 400 1 

49 - •85498 658 - •79414 620 - •72494 574 - •64878 522 •56716 475 ; 
50 - •89596 692 •84238 6611- •78005 6231- •71028 578 ·63456' 526 ; 

51 \- •93002 720 •88401 697 - ·82892 668 !- •76601 6301- •69669 585 ' 
52 l- •95688 7431- •91866 729 - ·87112 706 ·1- •81545 677 - ·75297 640 
53 1- •97631 760 - •94603 754 - •90626 741 - •85811 7191·- '80285 691 
54 ·1- •98813 771 l- •96586 774 - •93400. 769 - •89358 756 - ·84582 736 
55 - ·99225 776 - ,97795 787. - •95404 791 !- ·92149 787 - '88143 ·776 ' 

56 - •98860 775 - •98216 795 !_ ·96618 807 \_ ·94153 8121-· ·90927 810 
1 

571- '97719 768 - ·97843 796 - ·97025 816 - ·95344 830 ·- ·92902 836 
58 - ·95810 755 - '96674 790 - •96615 818 - •95706 840 - •94040 856 
59 - ·93146 736 - •94716 777 - ·95388 813 - •95228 843 -'- ·94322 867 
60 - •89746 711 - ·91980 758 - ·93347 801 - •93907 838 - ·93737· 871 ; 

61 - ·85634 680 - ·88486 733 - •90506 781 - •91748 826 - ·92282 865 \ · 
62 - ·80843 643 - •84259 701 ·- •86883 755 - ·88763 8о5 :- ·89961 852 : 
63 - •75409 601 •79331 662 •82505 721 - •84972 777 - '86789 829 ; 

1

64 - ·69373 554 ·73741 61R - •77407 680 - ·80405. 740 - ·82788 798 • 
65 - ·62783 503 "67533 568 - '71627 633 - •75098 696 - ·77988 758 : 

66 - ·55690 447 ·60756 5J3 - ·65215 580 - ·69094 645 - ·72431 710 
67 - ·48151 387 - ·53466 453 - ·58223 520 .62444 587 - •66164 654 
68 •40224 324 - •45723 389 - ·50711 455 - •55208 422 - ·59243 590 
69 •31973 258 - ·37590 321 '42743 '47450 452 \- '51733 519 
70 •23464 190 - •29136 250 •34390 312 - ·39239 376 - •43704 441 

71 - ·14766 120 •20433 176 •25725 234 - ·30654 295 ....,... •35234 358 . 
72 - ·05948 48 - ·11554 100 ·16826 154 - '2177З 211 - ·26406 270 · 
73 •02918- 24 - '02576 22 •07773 71 - •12681 • 123 - ·17308 178 . 
74 '11760- 96 •06425- 56 ·01351- 12 - ·03466 34 - ·08032 83 

• 75 • ·20507-167 •15370-134 10463 97 •05782- 57 •01327 ;- 14 

76 • 29087-237 
77 • 37429-306 
78 • 45466-372 
79 • 53132-435 
80 • 60362-494 

81 •67099-550 
82 •73285-601 
83 •78871-647 
84 ·83809-688 
85 •88058-723 

86 •91585-753 
87 •94358-776 
88 ·96356-792 

220 

·97561-802 
О 97964-806 • 

1 

'24181-211 •19477-181 
•32782-286 •28311-264 
•41096-360 ·36882-344 
•49051-430 ·4510s;-422 
'56576-497 "52912-496 

·63605-559 ·60220-566 
·70074-617 •66961-631 
•75926-669 •73071-690 
·81108-716 · •78492-742 
·85575-756 • ·83171-787 

·89286-789 •87062-825 
.92207-816 ·90129-855 
'94313·-835 ·92341-876 
'95584-8,ю .,·93677 -889 

0·96009-850 0"4123 -893 

•14974-148 •10672-112 
·24018-238 ·19905 --'-209 
·32824-326 •28930-305 
"41305-412 •37649-399 
•49373-494 '45969-488 

·56948-571 •53802-573 
•63952-643 •61060-653 
•70313 -708 •67666-725 
•75966-767 ·73547-790 
•80852-817 •78638 --846 

'84921-859 •82883-893 
'88131-893 ·86234-931 
·~448-917 •88655-957 
·91848-932 •90118-974 

0•92316 -936 0·90608-97 

: • 1 ·-
о 

о 

' 
1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
ю 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20. 

i~ 1 

23 
24 
25 

26 
27 
28 
29 
30 

31 
1 32 

33 
34 
35 

' 36 
37 
38 

)~ 41 
42 

1~ 

h=6 
ь, = 25"72341 

дs 

0·00000 о 

•07275- 30 
•14519- 61 
•21702- 91 
•28795-121 
·35766-151 

•42585-181 
·49223-211 
•55650-240 
•61836-270 
·6'77-.53-298 

•73372-326 
·78665-354 
•83604-380 
•88162-406 
·92315-431 

·96036-455 
099303-477 
1•02092-498 
1·04384-517 
1·06159-534 

1 ·07399-550 
108089-563 
1 ;08217-573 
1 "07773-581 
1•06747-585 

1 '05136-587 
1 ·02938-585 
100155-580 
096793-571 
·92859-558 

·88368-540 
•83337-519 
•77786-494 
'71742-464 
'65235-429 

•58298-391 
·509'71-348 
•43296-301 
·35320-250 
•27095-195 

•18674-137 
·10118- 75 
'01486- 11 

- '()7157 55 
-0·157415 123 

Таблица ХХШ- nро.11.о.11жение 
se,(x, 11). 8-6до 6=10 

6=7 11-8 6-9 
Ь5 =25·96245 Ь6=;=26·22100 ь.- 26'49155 

ДI Д2 дt 

000000 о 0·00000 о 0·00000 о 

·06962- 25 ·06634 - 21 .06293 - 16 
•13899- 51 ·13247 - 41 •12571 -33 
•20785- 76 '19819 - 62 '18815 - 49 
•27595-102 • •26329 - 83 •25010 - 66 
·34303-1271 •32755 -104 ·31139 - 83 

·40884-1531 ·39077 -126 •37185 -101 
•47313-178 •45273 -148 •43130 -119 
·53562-204 

1 
•51322 -:-170 ·48957 -137 

·59608-230 '57201 -192 ·54647 -156 
'65424-255 •62888 -214 •60181 -176 

J 

•70985-281 ·68361 -237 ·65538 -196 
•76265-306 •73597 -260 ·70700 -216 
·81239-331 •78573 -283 ·75646 -238 
•85882-356 •83265 -307 •80354 -259 
•90170-380 •87651 -330 .84802 -282 

•94077-404 •91706 -353 ·88969 -304 
0•97581-427 ·95408 -377 •92832 · -327 
1 ·00657-449 098734 -399 ·96367 -350 
1·03?86-470 1•01660 -421 0·99553 · -373 
1 '05444-489 1 •04165 -443 1 '02365 -396 

] ·07114-508 1 •06226 -464 1 •04780 -419 
1 '08275-524 1 •07824 -483 1 •06778 -440 
1•08913-539 1 •08939 -501 1·08335 -462 
1 '09012-551 ] •09553 -518 1·09430 -481 
108561-561 ! 1·09649 -532 1"10044 - 500 

l '07548-568 1 •09213 -544 1 ·t0158 -517 
1 ·05968-572 1•08233 -554 109755 -532 
1·03816-573 1 ·06699 -561 1 '08820 -544 
1·01090-571 1·04603 -565 1 ·07341 · -554 
О 97794-565 1·01942 -:566 1·05308 -5б1 

•93933-555 0·98716 -562 1•02714 -564 
'89517-540 ·94928 · -555 0·99556 -564 
'84562-522 ·90584 -544 ·95834 -559 
•79084-499 ·85697 -528 ·91553 -550 
·73108-471 •80282 -507 • ·86722 -537 

1 

·66661-439 •74360 -482 •81353 -518 
•59775-402 •67957 -451 ·75467 -494 
'52487-361 •61102 -416 ·69086 -465 
•44838-314 •53832 -375 ·62239 -431 
·36875-264 '46187 -329 •54962 -391 

•28647-209 ·38213 -279 •47294 -345 
·20211...;..151 •29960 -224 1 •39281 -294 
•\1624- 89 •21483 -164 I ·30974 -238 
·0294'9- 23 •12842 -100\ ·2'2429 -176 

-0·05749 46 0·04101 - 321 0·1з1оs -110 

!1=10 
Ь5=26'76643 

дt 

000000 о 

•05945 - 12 
'11877 - 25 
·17785 - 37 
•23655 50 
•29476 64 

·35232 - 77 
•40912 - 92 
·46499 -107 
•51980 -123 
•57338 -139 

'62557 -]57 
•67619 -175 
·72505 -194 
·77198 -214 
·81676 -235 

·85920 -257 
•89906 -279 
·93614 -302 

0•97020 - 325 
1 ·00100 -349 

1 '02832 -373 
J.•05190 -397 
107152 -420 
1 '08694 -443 
1 ·09792 -465 

110426 -486 
1'10573 -505 
1·10215 -523 
1 ·09334 --538 
1 ·07915 -551 

1·05945-561 
1 •03414 -567 
1·00317 -569 
0·96651 -567 

•92417 -561 

•87624 -549 
•82281 -532 
·76405 -510 
·70020 -482 
·63153 -448 

•55839 -407 
'48117 -361 
,40034 ·-309 
·31642 -251 

0•23000 · -187 
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ГТ 6=6 
1..::_1~~=25'72341 

Таблица ХХШ - продолжение 
se6(x, 6)• ~ -6 до 6-10 

6=7 6-8 1 6=9 6=10 
Ь6 -25·96245 Ь5 -26·22100 Ь5 =26·49155 Ь~=26·76643 , 

------
" дz Д2 дzl Д2 Д 

45:-0·15745 1231-0·05749 46 0•04101- 321 0·13708- 1101 0·23000- 187 

1~ = :~~в ~~:= :м~~ ы~ = :~:z~ 1 ~ _ :gi:i- j~i :J:J~g= 118 
-

48 - •40489 3331- •31285 261 - ·22031 187 - •12832 111!- ·03771 
49-, '48165 4021- •39372 335,- 30467 264- '21559 1911,- •12730 
50 - 55439 469'- ·41123 407г ·38639 341 _ ·30094 2121_ ·21574 

51 - ·62244 5351- ·54468 479/- ·46470 418 - f38358 зsз!- ·30219 
52 - •68513 5971- •61333 548- '53882 . 494 - •46269 435'1- ·38580 
53 - '74186 656,- '67650 614 - •60801 567 - •53746 515 - •46569 
54 - •79203 7101- ,73353 . -676,- •67153 637 - •60707 5921- '54100 
55 - •83511 758 - •78380 734 - '72867 703 - '67076 6671- '61089 

56 - ·81060 801- ·82613 785г ·11819 764- ·12118 7361- ·61452 
57 - '89808 837[- ·86180 830 - '82127 8181- '77744 8001- •73113 
58 - ·91720 8651- •88857 868;- •85556 8651- •81910 8571- •77996 
59 - •92767 885 ·- •90666 8981- '88120 9051- '85219 906 - ·82036 
60 - ·92928 8971- ·91577 9191- '89780 935'- '87621 946/- •85173 

61 - ·92192 9001- •91570 930- ·90504 956- •89077 977/- •87356 
62 - ·90556 894 - ·90632 9321- •90273 966 - '89556 996 - •88547 
63 - ·88026 878 - •88762 9241- •89075 966 - '89039 1004/- •88715 
64- :84618 853 - •85968 9051- '86912 954- •87517 10011- •87843 
65 _ ·80357 818!- ·82270 875г ·83794 931 - ·84995 984 _ ·85926 

66 - '75279 773 - •77696 835- •79746 896 - '81488 9561- •82973 
67 - •69427 720 - •72287 7851- '74802 850 - •77025 914,- •79007 
68_ ·62856 657- ·66093 725- ·69008 792г •71649 860[- '74063 
69 - '55627 586- ·59175 65Ьj- ·62421 724

1

- '65413 793- ·68193 
70 - '47812 508 - '51601 576 - '55111 6451- '58384 7151- '61458 

71 - ·39490 423 -- ·43452 489 - '47156 557 1

- •50639 627<- •53936 

1 

1 1 

72 - ·30744 331 - •34813 3951- '38643 4601- '42267 528- '45717 
73.- '21668 235 - •25780 2951- •29671 356 - ·33368 420- •36901 
74/- •12356 135- '16452 1891- ·20342 2461- •24048 305- •27598 367 
75,- •02909 32 - '06935 80- •10766 131 - '14423 185- '17928 240 • 

76! . •06570- 73 ·02663- 31 ·01060 13,
1
- ·04614 59- •08017 108 

771 •15976- 178 •12229- 144 •08660- 107 •05255- 68 ;02001- 27 
78 •25204- 281 •21652- 255 •18272- 227, '15056- 197 •11992- 164 
79 •34151- 383 ·30819- 365 •27657- 3461· "24660- 324 •21819- 301 
80 '<t2715- 481 •39622- 4721 ·36696- 461 ·33939- 4~8 1 •31345- 435 

81 •50798- 574 '47952- 5731 •45275- 571, '42771- 568 
82 •58306- 661 '55709- 668 '53283- 675'1 '51034- 680 
83 '65154- 741 •62798- 756\ •60616- 770. '58618- 784 
84 •71261- 812 •69131- 8341 "67179- 8561 '65418- 878 
85 •76555- 875. •74630- 9031 "72886- 9311 '71339- 960 

i 
86 . •80974- 927! •79226- 960f ·17663- 994 '76301-1029 
87 '84467- 968 •82862-10061 '81445-1044. ·80234-1084 
88 •86992- 998 '85492-1039 '84183-1081 •83084-1124 
89 •88519-1016 •87084-1059 •85840-1103 '84809-1148 
90 0•89030-1022 0•87616-1065 0'86395-1110 0•85387-1156 

222 

fl-1 А=2 
а6=25·02085 а6 =25·08378 

О Д2 Д2 Д2 Д2 Д2 

О 1.02142-716 1•04428-670: 1•06899-625 1•09583-579 1'12481-5:ЗЗ 
1 1•01784-713 1•04093-668 1•06586-623 109293-577 1'12214-532 
2 1•00713-706 1·03090-662 1'05651 -618 1•08427-573 1'11417-528 
3 0·98936-694 1·01424-652 1•04098-609 1•06987-566 1•10090-523 
4 ·96464-677 0·99107-637 1•01936-597 1•04980-557 1•08241-516 . 
5 ·93317-655 ·96152-6191 0·99176 -582 1 1 ·02417 -545 1 '05876 -506 

6 '89514-629 '92579-597 •95834 -564 0·99309 -530 1 '03004-495 
7 •85083-598 

1 
•88408-571 •91929 -542 ·95671 -512 0•99638 -481 

9 '74462-524 '78385-508 •82516 -489 •86880-469 '91480-447 -
8 '80054-563 -.83667-541 •87481 -517 •91522 -4921 '95791 -465 

10 •68346-482 •72596-471 •77061 -459 ·81769-444 ·86721-427 

11 '61749-435 •66334-432 •71147 -425 '76214-416 •81536-404 • 
12 •54716-386 '59642-389 •64809-389 •70243-386 •75947 -380 
13 '47297-334 '52560-344 '58081 -350 •63887 -353 ·69979 -353 .· 
14 ·39543-280 '45134-296 '51004-309 '57177 -318 •63657 -324 : 
15 •31509-223 •37412-246 '43618-265 '50149-281 '57011 -293 ·-

16 •23252-165 '29444-194 •35966-220 '42840-242 '50073-260 : 
17 '14830-105 '21281-1-it ·28094-173 •35290-201 '42874-225 ' 
18 •06302- 45i •]2978- 86 '20049-124 '27538-158 '35450-188. 
19 -·02270 161 •04588-31 '11880-74 •19627-114 '27837-150' 
20 - •10826 77 г •03833 26 •03637- 231 •11604- 68 '20075-109 

21 - '19305 138 1- '12227 82 - '04629. 29 ·1 •03512 21 '12203- 67 
22 - •27646 198 ,- •20540 139 - '12865 82 - •04600 28 •04264- 24 
23 - ·35788 257 - ·28713 195 - '21019 135 ·1- '12685 77 - •03698 21 
24 - ·43672 315 - •36692 250 - •29039 187 - •20693 126 - '11639 67 
25 - ·51242 370 !- '44420 304 - '36872 240 ;_ '28576 176 - '19514 114 ,. 
26 - •58441 423 - '51843 357 - '44465 291 ,_ ·36282 226 - '27275 161 
27 ,_ '65217 473 - •58910 408 - '51767 341 - '43763 275 - •34874 209 
28 - •71520 520 - •65569 456 - •58728 390 ,- •50969 324 - '42265 257 
29 - •77302 564 . - '71771 502 - '65298 438 - •57850 372 - '49399 305 ,. 

1

30 - •82520 603 - '77472 544 - '71430 4831- •64360 418- - '56228 352 . 

31 - •87135 639 - '82628 584 - •77080 525 i_ •70452 463 - '62705 398 
32 - •91111 670 - •87201 619 - '82205 5651- '76080 506 - 68784 443 
33 - •94417 696 - '91154 651 - •86765 601 - •81203 546 - '74419 487 
34 - •97027 717 - '94456' 678 - •90724 634 /- •85779 584 - '79568 528 
35 -0·98921 733 - •97080 701 - ,94049 663 - '89772 618 - '84188 567 

1 

36 -1'00082 744 -0·99004 719 - •96712 687 i- '93147 649 - •88241 603 
37 -1·00499 749 -1·00208 732 - '98688 7071- •95873 675 - •91691 636 
38 -1·00167 748 -1·00681 739 -0·99956 722 - •97924 698 - ,94504 666 
39 -0·99087 742 -1·00414 741 -1·00503 733 - ·99277 716 - •96652 691 
40 - •97265 731 -0·99406 738 -1·00316 737 - '99914 729 - •98109 711 

41 -:·94713 713 - •97660 729 -0·99392 737 - •99823 736 - ·98855 727 
42 - ·!Н447 691 - ·95185 715 - ·97732 731 - ·98995 739 - ·98874 738 
43 - •87490 663 - •91995 695 - ·95340 719 - •97429 735 - '98155 . 743 
44 - •82871 629 - •88111 669 - ,92229 701 - •95127 726 - '96694 742 
45 -0·77622 591 -0·83557 638 -0·88418 678 -0·92100 711 - 0·94491 735 

223., 



г:т 6-1 i 
а == 25'02085 : 6 ,-

" ДII 

45 -<r77622 591 

46 - •71782 548 
47 -·65394 501 
48 -·58505 449 
49 - '51166 394 

Таблица ХХIV-про.11:олжение 
се6 (х, t,). 11-1 до 6=5 

fl=-2 ~=3 h=4 
а8-25'08378 а6-25·19029 а6=-25·34376 -

да Д2 д• 

- 0•83557 638. ,-0·88418 6781-0·92100 711 

- •78366 602 - •83928 6491- ·88362 689 
- •72573 560 г •78789 614 - ·83935 662 
- •66219 514 - •73036 574 - •78847 628 
- '59352 463 - •66709 589 

6=5 
а,-25·54997 

Д2 

-=-0·94491 :135 

- •91553 722 
....;. •87893 702 
,- •83531 676 
- •78493 644 

50 - ,43434 335 - •52021 408 - •59854 
5281- ·73130 
478 - •66824 544 - •72811 605 

51 -·35366 274 -·44282 349 - •52521 423 - ·59974 493 - •66524 559 
52 -·27024 210 - •36194 287 :- •44765 363 - •52632 437 - •59679 508 
53 -·18473 144 - •27819 2221- ·36646 299 - •44852 376 - •52325 451 
54 ..;..•О9778 76 - •19222 154 I- •28228 232 - ·36697 311 - '44520 388 
55 ·01006 8 - •10471 841- •19578 162 - ·28231 241 - •36328 320 

56 •07773- 61 - '01636 13 - •10765 90 - ·19523 168 - ·27815 248 
57 ·1~92-130 '07213- 59 - •01863 16 - •10648 93- - •19054 172 
58 •25080-198 "16002-131 1 •07056- 60 - ·01679 15 - ·10122 92 
59 •3;3471-265 •24661-202 '15914 -136 •07303- 65 - •01098 10 
60 '41598-330 ·33117-273 j •24636-211 •]6221-145 •07937- 74 

61 '49395-392 '41301-342 •33147-286 ·24994-225 •16897-159 
62 •56799-452 '49142-409 '41372-360 ·33542-305 •25699-244 
63 •63752-508 •56574-473 •49237-430 •41785-382 •34256-328 
64 •70196-561 •63534-533 •56672-498 •49647-457 •42487-410 
65 •76080-609 •69961-589 •63608-562 •57050-529 •50306-490 

66 •81354-653 •75800 · 641 •69982-622 •63924 -597 '57637-566 
67 ·85975-691 ·80997-687 •75734-677 •70201 -660 '64401-637 
68 •89905-724 •85508-728 •80809-726 75818-718 •70529-703 
69 •93111-751 •89291-763 •85158-769 ·80716-769 •75953-762 
70 •95565-772 •92311-791 •88738-805 •84846 -813 •80615-815 

71 •97247-787 '94540-813 •91514-833 '88164-849 '84462-85{ 
72 •98142-796 '95957-827 ·93457-855 •90631-878 ·87450-895 
73 ·98241-798 •96547-835 ·94547-868 •92222-898 •89543-922 
74 ·97542-793 •96302-835 '94765-873 •92915-909 •90713-940 
75 •96050-782 •95222-827 •94111-870 •92699-911 , ·90943-947 

76 ·93775-765 •93315-813 •92587-859 •91572-903 ·90227-944 
77 •90736-741 •90594-791 •90204-840 •89543-887 ·88567-931 
78 •86956-711 •87084-762 •86982-812 •86627-861 '85976-908 
79 •82466-675 •82811-726 •82947-776 ·82850-826 '82477-874 
80 •77301-633 •77813-683 •78136-733 '78247-783 •78104-831 

81 •71502-586 •72131-634 ·72591-683 •72861-731 •72900--778 
82 •65118-534 •65815-580 •66364-625 ·66744 -671 ·66919-716 
83 •58200-478 •58920-519 ·59512-562 •59957-604 '60222-646 
84 •50804-417 •51505-455 '52098-492 •52565-531 '52878-569 
85 •42991-353 '43636-385 '44191 -418 ·44643-451 '44966-484 

86 '34825-286 •35381-313 •35867-340 ·36270-367 ·36570-395 
87 •26372-217 •26813-2371 •27202-258 •27529-279 •27779-300 
88 •17703-146 •18008-159 •18279-173 •18509-188 ·18688-202 
89 ·08888- 73 •09044- 80 i •09183- 87' •09302- 94 

~ 90 0·00000 о 000000 о· 0·00000 О 0·00000 о 
1 

о 

224 

х 

-
о 

о 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

21 
22 
23 
24 
25 

26 
27 
28 
29 
30 

31 
32 
33 
34 
35 

36 
37 
38 
39 
40 

41 
42 
43: 
44. 
45 

Таблица XJ{IV-npoдonж ение 
се, (х, '1) •. 11-6 до 6-10 

6-6 1 11-7 1 6-8 ! 6-9 : 

а5 =-25·81727 а5 -=26;15612 1 а6 =26·57775 1 а6-27·09187 \ 

д•! даl д,\ да, 

1•15541-48611·18640-439 1·21568 -392: 1 ·24052 -344, 

1·15298-485 1 · 18420-439 1 ·21372 -391 1 "23880 -343 
1'14570 -483 1•17762-437 1·20785 -391 1 ·23365 -343 
1·13358-479: 1'16666-435 1-19807 -389 1 ·22506 -343 1 

1'11Ь67-474J l-15136-431 1·18440 -387 1 •21305 -342 
1 ·09502-467 1·13175-426 1'16686 -385 1'19761 -342 

1·06871-4581 1'10787-420 1'14547 -381 1•17875 --1341 
1·03781-448 [ 1·07979-413 1 ·12027 -377 1 •15649 -339 
1·00243-436 . 1 ·04758-405 1 ·09130 -372 1 · 13084 -337 
0.96270-422 i 1 ·01131-395 105861 -366 1'10181 -335 

•91874-407 0·97109-3841 1 ·02226 -359 1 ·06944 -331 

•87071-390 ·92703-372 , 0•98231 -351 1 '03376 -327 
•81879-370 ·87924-358 ·93885 -342 0·99480 -323 
•76316-349 ·82788-342 •89196 -331 ·95261 -317 
•70404-326 ·77310-325 ·84177 -319 •90726 -309 
•64166-301 ·71507-305 •78839 -3061 ·85881 -301 1 

•57626-274 J •65398-284 ·73195 -2~ ·80736 -291 
•50813-245 • ·59005-261 •67261 -273 •75300 -279 
•43753-2141 ·52351-236 131054 -253 ·69585 -265 
·36479-182 •45460-209 ·54595 -232 •63604 -250 
·29024-147' ·38360-180 •47903 -209 ·57374 -232 

•21421-110 ·31080-149 '41002 -183 •50911 -213 
•13709- 72 ·23651-116 ·33918 -155 ·4423Ь -190 
•05925- 31 ·16106- 80 ·26679 -125 ·37370 -166 

- ·01891 10 •08481- 43 •19314 - 98 •30339 -139 
- ·09696 54 ·00812- 4 •11855 - 59 ·23168 -109 

- •17448 98 - ·06860 37 ·04339 - 22 •15889 - 77 
- •25101 144 - •14496 79 -·03200 17 ·08532 - 43 
- ·32611 190 - ·22002 123 -·10722 58 •01132 - 6 
- ·39931 237 - •29486 168 -·18186 100 1-'06273 34 
- •47015 284 - •36750 215 -·25550 145 -·13645 75 

- •53814 331 - •43801 261 -·32769 190 -·20941 119 
- ·28118 165 

11-10 
а6 ==27·70377 

Д2 

1•25802 ,295 

1 •25654 -295 
1 ·25211 -296 
1 •24473 -296 
1 ·23438 -297 
1•22106 -298 

1·20476 -299 
1 '18547 -300 
1'16319 -303 
1·13791 -301 
1 •10961 -301 

1 '07830 -301 
1·04399 -300 
1'00667 -298 
0·96638 -296 

·92313 ....;292 

"87695 -287 
•82792 -280 
•77607 -272 
•72151 -262 
•66432 -250 

•60462 -236 
'54257 -220 
•47831 -201 
•41204 -180 
•34398 -155 

·27437 -128 
'20347 - 99 
•13159 - 66 
•05904 - 31 

-·01381 8 

-·08658 49 
-·15887 92 

- ·60283 377 - •50590 309 -·39797 237 
- ·66375 423 - ЩО70 356 ~·46589 285 - •35131 212 -·23024 137 

- •72043 468 - ·63195 402 -·53095 333 -·41932 260 -·30023 185 

'-- •77243 511 - •68918 448 -·59269 381 -·48473 309 -·36838 234 

- -·43418 285 - •81933 552 - •74191 493 - 65061 429 - '54704 359 
- •86071 590 - •78972 536 -·70425 475 -·60577 408 - •49714 336 

- ·89619 625 - ·83217 577 -·75313 521 -·66042 457 -·55673 388 

.... ·92542 657 - ·86884 615 -·79681 564 -·71049 505 -·61245 439 

- •94808 685 - ·89937 650 -·83485 605 ·-·75552 551 -·66378 490 

- ·96389 709 - ·92340 681 -·86683 643 -·79502 595 -·71020 539 

- ·97261 727 г •94062 707 1- ·89239 677 -·82858 636 -·75124 586 

- •97406 741 - •95077 729 ···- •91118 706 -·85577 673 -·78642 630 

- ·96810 748 - •95364 745 -·92291 731 -·87624 706 -·81530 670 

-0·95465 750 -0·94905 756 -092733 750 ,-0·88964 734 -0·83748 706 
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.х: 
fl=6 

01-2581727 

о дs 

45 -0·95465 750 

46 -·93371 746 
47 -·90530 735 
48 -·86955 716 
49 -·82664 692 

Табпнца XXIV - nродопжение 
. се1 (.х:, IJ), 6-бдо 6=10 

6-7 6-8 11_,9 fl=IO 
1 05==26•15612 05=26·57775 05==27·09187 
1 

05=27·70377 -----
дв Д9 дв I дs . 

-0·94905 756 -0·92733 750 -0'88964 134 1-0·83748 706 
• 7561-·85259 - ·93691 760 -·92424 763 -·89571 737 
- ·91716 757 - ·91353 770 -·89422 772 :_ '86033 762 
- •88985 748 - •89511 770 -·88501 7801-·86045 780 
-'85505 731 -·86899 762 - •86800 782 -·85277 791 

50 ,-·77681 660 - ·81294 707 -·83526 746 -·84317 775 '-·83717 

7611-·81364 

794 

51 -·72039 621 -·76375 676 -·79406 723 - ·81059 789 
52 -·65776 ~~ c:ii:: 636 -·74564 691 - 77040 737 1-·78221 775 
53 -·58937 590 i-·69030 651 -'72283 705 !- •74303 751 ' 
54 -·51577 463!-·57731 535 -·62846 603 -·66822 6641-·69335 718 
55 -·43753 398'-·50375 474 -·56059 547 -·60697 614 - •64248 675. 

56 - •35531 328 
1 

623 -·42546 406 -·48726 483 - ·53957 555 - •58187 
57 .-·26981 252 -·34310 332 -·40909 412 -·46663 4881-·51502 561 
58 -·18179 172 -·25741 253 - •32681 334 - •38879 414 -·44256 491 
59 -·09206 88 - '16920 168 ;-·24119 250 - ·30682 332 '- ·36519 412 
60 -·00144 1 -·07930 80 - •15307 161 - '22154 243 1- •28359 325 

61 ·08918 - 88 •01140- 12 -·06334 67 - •13382 149 -·19895 232 
62 •17894 -177 •10198- 106 •02707- 29 - •04461 50 -·11189 ]32 
63 ·26692 -267 ·19150- 201 •11717- 129 '04509- 52 - •02351 28 
64 ·35222 -356 •27901- 295 •20600- 229 •13428- 156 •06516- 80 
65 •43397 -443 ·36357- 389 '29254- 328 '22191- 261 '15302- 189 

69 '51129 -527 ,44424-,. 480 •37579- 427 ·30692- 366 •23900- 299 1 

67 '58333 -60.6 '52011- 568 '45478- 522 ·38828- 468 •32198- 408 
68 ·64932 -681 •59029- 651 ! •52855- 613 '46496- 567 •40089- 514 
69 •70849 -749 '65396- 728 '59619- 698 •53597- 660 •47466-- 615 
70 ·76018 -810 •71036- 797 •65686- 776 •60038- 747 ·54228- 710 

71 '80376 -863 •75879- 859 •70976- 846 ·65732- 826 ·60280- 797 , 
72 •83872 -907 •79862- 911 •75419- 907 \ •70600- 8951 •65535- 875 
73 •86461 -941 ·82935- 953 '78955- 957 1 ·74573- 953 '69915- 942 . 
74 ·88108 -965 •85054- 984 •81534--- 996 i ·77593-1 ООО •73352- 997 
75 '88791 -978 •86190-1004 ·83117-1023 i •79613-1034 / '75793-1038 : 

76 '88495 -981 ·86321-1012 ·83678-1036 ·80598 1054 •77195-1065 
77 •87218 -972 ·85440-1007 •83202-1037 ·80530-1060 •77532-1078 
78 '84970 -951 •83552- 990 •81689-1024 •79402-1052 '76791-1074 
79 ·81771 -919 ·80674- 961 •79152- 997 •77221-1029 ·74977-1055 ' 
80 ·77652 -877 •76835- 919 '75617- 957 •74012- 991 ·72107-1020 

81 •72657 -823 •72077- 866 •71125- 904 '69812- 939 •68217- 970 
82 ·668.:Ш -760 '66454- 801 •65729- 839 '64673- 874 •63357- 905 
83 '60261 -687 ·60029- 726 •59494- 762 '58661- 795 '57593- 825 ' 
84 •52996 -606 •52879- 641 '52496- 674 '51853- 705 ·51004- 733 . 
85 '45126 -517 '45087- 548 •44824- 577 •44340-. 605 •43681- 630 ' 

~ 

86 •36739 -421 1 ·35747- 447 •36574- 472 •36223- 495 ·35728- 516 • 
87 •27930 -321 •27950- 341 '27853- 360 •27610- 378 '27259- 395 ' 
88 •18800 -216 ·18832- 230 •18771- 243 •18620- 255 ·18395- 267 

891 ·09455 -109 ·09474- 116 ·09447- 122 ·09374- 129 •09265- · 134 
90 0·00000 о I 000000 о 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 о 

1 ( 
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~ 

Таб.~rица XXV 
.se, (х, 1 ). 1!= 1 .ао 6.-5. 

GG 6-1 1 
11=2 ''-3 \ 6-4 1 · 8-=5 

8 -36·01429 
1 

Ь8 =-36· 05721 ь.-36· 12887 
1

. ь.-36·22941 Ь8-36,35887 

о 
ДI д•J ДI I Д2 1 ДI 

о 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 О i 0·00000 О 0·00000 о 

1 '10300- 107 ·10138- 99! •09964- 911 •09780- 84 ·09585- 77 
2 •20493- 212 ·20176- 197 •19838- 182 •19477- 167 •19092 - 153 
3 ·30474- 316 ·30017- 293 ·29529 271 · '29006- 250 ·28446- 229 
4 '40140- 416 ·39566- 387 •38949- 358 •38285- 330 ·37Ь72- 303 
5 '49390- 512 •48728- 476 •48011- 442 •47234- 408 •46395- 374 

6 '58128- 603 •57413- 562 •56631- 522 ·55776,-- 482 '54843- 444 
7 '66263- 687 •65537- 642 ·64730- 597 •63836- 553 ·62848- 510 
8 •73711- 765 ·73019- 716 •72231- 668 •71342- 620 ·70342- 573 
9 ·80395- 835 •79785- 783 ·79065- 7'12 • •78228- 682 ·77264- 632 

10 '86213- 896 '85767- 843 '85167- 7901 •84433- 738 ·83554- 686 

11 '91196- 948 ·90907- 895 1 •90479- 842 • ·89900- 788 •89159- 735 
12 "95201- 991 "95151- 9381 •94948- 886 •94578- 833 •94028- 779 
13 0•98215-1023 0·98458~ 973 098532- 922 098424- 870 098118- 818 
14 1 00206-1045 100791- 998 1 01194- 950 1·01400- 900 1 ·01391- 850 
15 1 01152-10Ь5 , 1 •02126- 1013 1 •02906- 969 

1 
1 ·03475,-- 923 1·03813- 875 

16 1·01044-1055' 1•02448-10191 1 · 03650- 979 : 1 •04627 - 938 1•05361- 894 
171 0·99879-1044 1'01752-1014 1·03414- 98111•04842- 945 1·06014- 906 
18f •97671-1022 1 ·00042- 999 : 1'02197- 973 1•04112- 943 1 05761- 910 
19 ·94440- 990 097332- 975 1 00008- 956. 1 02439- 933 1 •04599- 907 
20

1 •90219- 947 ·93648- 940 096862- 930 0·99833- 915 1 ·02529- 896 

211 •85052- 8941 '89023- 896 •92788- 894 ·96313- 888 0·99564- 877 
22 •78990 - 831 1 •83502- 843 ·87818- 850 ·91904- 852 ·95722- 850 

~1 '72097- 760 ·77137- 781 ·81999- 798 ·86643- 809 ·91031- 815 
·64445- 680 •69992- 711 •75381- 737 •80574- 757 •85524- 772 

251 
•56113- 593 i •62135- 633 •68027- 668 •73747- 698 •79246- 722 

1 
•60005- 592 ·66222- 631 ·72245- 664 

261 •47187- 5001 •53645- 548 
27 •37762- 400 ·4460б- 458 •51391- 510 •58066- 557 ·64580- 599 
28 '27937- 297 ·35110- 361 '42266- 422 •49354- 477 ·56316- 527 
291 •17814- 189 r •25253- 261 ·32'720- 328 •40164- 391 •47525- 449 
30[ ·07503- 80 \ '15135- 157 ·22847- 230 ·30583- 300 ·38285- 365 

31 I- ·02889 31 ·04800- 50 ·12742- 129 • ·20703- 205 i '28680- 276 
321-·13249 1421-·05466 57 ·02509- 25 ·10618- 1061 ·18798- 183 
33-'23468 251 -~·15734 165 -·07750 80 ·00427- 4 ·08733- 86 
34 -·33436 359 -·25837 272 Г •17929 185 -·09768 99 1 - ·01417 14 
35 -·43044 463 -·35669 377 -·27923 290 - ·19864 2031- ·11553 116 

1 
393 -·29757 3061- •21573 219 36:- '52190 562 -·45124 478 - 37628 

371- •60773 ·656 - ·54101 576 !-·46940. 493 - ·39344 408 -·31374 321 
38- •68701 743 -·62502 668j-·55759 589 -·48524 5071-·40855 422 
39 -·75886 8221-·70235 753'-·63990 679 -·57197 602 г ·49913 521 
40 ..-'82248 893 -·77216 831 1- •71541 764 -·65269 692' - •58450 , 616 

41 -·87718 954 -·83365 . 901 1- ·78329 841 - ·72648 777 .-·66371 706 
42 -·92233 1005 - ·88614 961

1

- 84274 911 -·79250 8541-·73586 791 
43 -·95744 1045 - 92901 1012 - ·89310 · 971 1- •84999 923 г•оо10 868 
44 -·98209 1074 - ·96177 1051 -·93374 1021 1-·89825 983 - ·85565 . 938 
45 -0·99599 1092 -0·98402 1080 -0·96418 1060 1-0·93669 1033 -о 90183 998 
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6=1 
х Ь6=36·01429 

- -----
о дt 

45 -0·99599 1092 

46 -·99899 1097 
47 - •99101 1090 
48 -'97212 1072 
49 -·94252 1041 
50 -·90251 999 

51 -·85252 945 
52 -·79307 881 
53 -·72481 807 
54 -·64848 723 
55 -·56493 631 

56 -·47507 531 
57 -·37989 426 
58 -·28046 315 
59 -·17788 200 
60 -·07329 83 

61 •03212- 36 
62 ·13716- 155 
63 ·24066- 272 
64 •34143- 387 
65 •43833- 498 

661 •53025- 603 
67 '61615- 701 
68 ·69503- 792 
69 •76600 874 
70 ·82821- 946 

71 •88097-1008 
72 '92365-1058 
73 ·95575-1096 
74 •97689-1121 
751 ·98682-1134 

76 •98541-1133 
77 ·97268-1119 
78 •94875-1093 
79 '91390-1053 
80 •86852-1002 

81 !81311- 938 
82 J '74833- 864 :1 ·67491- 780 

·59369- 686 
85 '50561- 584 

86 •41169- 476 
87 •31301- 362 
88 ·21071- 244 
89 '10597- 123 
90 0·00000 о 
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Таблица XXV - продолжение 
se6(.x, 6). fl=l до А .... 5 

6-2 6-3 6-4 
Ь6=36 05721 Ь6 -36·12887 Ь6 -36·22941 

д• д2 Д2 

-0·98402 1080 _0•96418 1060 -0·93669 1033 

-·99546 1097 -·98402 1088 -·96479 1072 
-·99594 1101 -'99297 1104 -·98217 1100 
-·98541 1094 -·99088 1108 -·98856 1115 
-·96394 1074 -'97771 1100 -·98380 1118 
- ·93173 1042 -·95353 1079 -·96785 1108 

-·88910 998 -·91857 1045 -·94083 1085 
-·83648 942 -·87317 999 -·90296 1049 
- •77444 876-·81777 940 - •85460 999 
-·70365 799 -·75298 870 -'79624 938 
-·62486 712 -·67948 789 -·72851 864 

-·53897 616 -·59809 698 -·65215 778 
-·44691 512 -·50971 598 -·56799 682 
_·34973 402 -·41535 490 -·47702 577 
-·24852 287 - ·31610 375 -·38027 463 
-·14445 167 -·21309 254 - '27891 341 

-·03870 45 -·10756 129 -·17412 214 
•06750- 79 --00073 1 - •06720 83 
'17290- 202 ·10610- 128 •04056- 51 
•27629- 324 •21165- 257 •14781- 185 
.37644- 443 ·31463- 383 ·25320- 319 

•47216- 557 '41379- 506 •35541- 450 
·56232- 665 •50789- 623 •45312- 576 
'64583- 765 ·59576- 733 •54507- 696 
•72168- 857 •67630- 835 •63005- 809 
•78897- 939 '74848- 928 •70695- 911 

·84686-1010 ·81139-1009 •77473-1003 
'89465-1070 •86421-1078 '83249-1082 
•93174-1116 ·90026-1134 •87943-1147 
'95766-1150 ·93696-1175 •91490-1197 
'97209-1169 • ·95592-1202 '93840-1232 

•97483-1174 ·96285-1214 •94957-1251 
•96582-1165 ·95765-1210 .94823-1253 
·94516-1142 ·94035-1191 '93437-1238 
'91308-1105 ·91114-1156 ·90813-1206 
•86995-1054 '87037-1106 ·86982-1158 

•81628- 990 •81854-1042 ·81994-1094 
•75271- 914 •75630- 964 •75913-1014 
•67999- 826 -68440- 874 •68817- 921 
·59902- 729 •60378- 772 •60799- 815 
·51075- 622 '51543- 659 •51967- 697 

•41628- 507 •42050- 538 ·42437- 570 
·31673- 386 •32018- 410 ·32338- 435 
'21332- 26() '21576- 276 '21803- 293 
'10731- 131 '10858- 139 ·10975- 148 

0·00000 01 0·00000 о 0"()0000 о 

6-5 
Ь8 =36·35887 

д~ 

-О-90183 998 

-·93802 1048 
-·96374 1087 
-·97858 1114 
-·98229 1128 
-·97471 1130 

-·95584 1118 
-·92578 1092 
- •88479 1053 
-·83328 1000 
- •77177 934 

- •70091 855 
-·62150 764 
-·53444 662 
-·44077 550 
-·34158 430 

-·23810 302 
-·13160 168 
-"()2343 30 

•08505- 110 
•19242- 251 

'29729- 390 
·39826- 525 
•49398- 655 
•58315- 777 
'66456- 890 

'73706- 992 
•79964-1082 
·85141-1157 
•89160-1216 
•91964-1260 

·93507-1286 
•93765-1294 
·92729 -1284 
·90410-1255 
·86836-1209 

'82052-1145 
•76124-1005 
•69131- 969 
•61169- 859 
•52348- 736 

•42791- 602 
•32633- 460 
•22014- 310 

0·00000 О 
•11085- 1561 

.х 

о 

Таблица XXV - про.1.опжение 
se6 (x,6), 6=6до6=10 

Д2 Д! 

о 

1 
2 
3 
4 
5 

Д2 Д! 1 

~:;;_ 7~' ~:i:~- ~1 0·00000 О 0·00000 О 0·00000 
Д2 

о 

•18681 -140 •18243-1261 
•27847-208 •27203-189 
·36805-276 •35981-250 
•45485-342 •44506-311 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

•53826-406 
•61759 -468 • 
•69225 -527 ' 
·76164-582 
·82521-634 

·88~44-682 
•93285-726 

097600-765 
1•01150 -798 
1 ·03902 -826 

1•05828-849 
1 ·06905 -865 
1·07117-874 
1 06456-877 
1•04917 -873 

21 \ 1'02505 -851 
2232 1 0·99233 - 842 

·95118-816 
24 . ·90187 - 782 
25 ·84475-741 

•52720-369 
·60564-426 
·61!>83-481 
·74920 -534 \ 
·81323-583. 

•87144 -629 I 
'92335 -672 • 
о 96854-7111· 
1 ·00661-746 
1·03722 -776 

1·06008-8011 
1·07492-821 

}:g~iit=~1 
1•06964-8461 

1•05101 -841 i 

1 •02397 -830 
О 98853-812 

•94516-786 
·89384-754 

•08916 - 57 
•17776 -113 
·26522 -170 
·35099 -225 
·43450' -280 

'51521 -334 
,59259 -386 
·6561 О -437 1 •73525 ......;.486 
·79954 -533 'i 
•85850 -577 
·91169 -619 
·95869 -658 • 

0·99911 -6931 
1·03259 -725. 

1 •05883 -753 
1•07754 -776 
1 ·08849 - 794 
1·09149 -808 
1•08642 -816 

1·07319 -818' 
1·05178 814 
1 •02224 -803 
0·98467 - 786 
·93925 -761 

·08665 - 511 
•17280 -101 • 
•25794 -151 
•34156 -201 
•42318 -250 

•50228 -299 
·57840 -347 
·65105 -394 
•71977 -439 
·78409 -483 

·84358 -526 
·89781 -566 
·94637 -605 

0·98890 -640 
1 •02502 -673 

1 ·05440 - 703 
1 ·07676 - 729 
1·09183 -751 
1 ·09939 - 769 • 
1·09926 -782 

1·09130 -790 
1 ·07545 - 793 
1'05167 - 789 
1 ·02000 - 780 
0•98053 - 764 

·08400 - 45 
·16756 - 89 
•25022 -134 
·33155 -178 
•41110 -222 

·48843 -266 
•56310 -309 
·63469 -352 
·70276 -394 
•76689 -435 

•82ббб -475 
·88169 -514 
·93158 -551 

097594 587 
1·01444 -621 

1 ·04673 -652 
1 ·07249 -681 
1·09145 ....:106 
1·10335 -728 
1·10798 -745 

1•10515 -759 
1·09473 -768 
t ·07663 - 771 
1 ·05083 - 769 
1'01733 -761 

1 

26 ·78021-692 1 ·83497 -714 •88521 -730 ·93343 -741 0•97622 -746 
27 ·70876-635. •76897-666 ·82587 -692 •87892 -711 ·92766 -725 
28 , ·63096-572 ·69631 -612 ·75851 -646 ·8:729 -674 ·87185 -696 
29 1 "54743-502 ·61752-550 •68490 -593 •74893 -629 80908 -660 
30 ·45888-426 ·53324 -482 '60526 -533 ·67428 -578 ·73970 -617 

31 36606--344 '44413-407 •52029 -465 '59384 -519 •66415 -566 
32 •26981 -257 •35095-326 •43067 -392 ·50322 .....:453 ·58294 -508 
33 •17099-164 •25451-240: ·33713 -312 •41808 -379 •49664 -442 
34 •07053- 69 •15567-149' •24047 -226 ·32414 -300 •40593 -369 
35 - :03062 30 •05534 54 ·14155 -135 •22720 -214 ·31151 -290 

36 -·13146 131 - ·04552 45 ·04128 - 40 •12813 -123 •21420 -203 
37 - '23099 234 - •14594 146 -·05939 59 ·02782 - 27 ·11486 -111 
38 - •32818 336 1- •24489 249 - •15947 161 - ·07276 73 ·01440 - 14 
39 -·42201 4371-·34135 351 -·25794 264-·17260 176 -·08619 88 
40 -·51148 536 -·43431 453 -·35377 368 -·27069 281 -·18591 192 

41 - •59557 632 - •52273 553 i- ·44593 471 -·36598 386 .- ·28371 299 
42 - •67335 723 - •60562 650 - ·53337 572 - •45739 491 - •37851 407 
43 - ·74391 808 - •68201 742 - ·61509 670 - ·54390 595 - •46924 515 
44 - ·80638 886 - ·75098 828 - ·69011 764 - •62446 694 - ·55482 620 
45 -о 85999 956 l-o·s1168 907 -0·75748 851 -0'69808 100 -0·53419 122 
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)С 
6=6 

Ь8 =36'51707 

о ДI 

45 -0·85999 956 

46 -·90405 1016 
47 -·93794 1066 
48 -·96117 1105 
49 -'97335 1131 
50 -·97421 1144 

51 -·96364 1144 
52 -·94162 1130 
53- •90831 1101 
54 -·86399 1057 
55 -·80910 1000 

56 -'74421 929 
57 -·67003 ·844 
58 -'58741 747 
59 -·49733 638 
60 -·40087 518 

61 -·29922 390 
62 -·19367 255 
63 - ·08558 113 
64, ·02364- 32 

651 
·13255- 179 

66 ·23967- 325 

Табпица XXV - продо.11жение 
se8 (x, 6) 11-6.110 6=-10 

6=7 6-8 6=9 6-10 
ь.=зиозоо Ье=36·91721 ь1 -31·156б9 Ье1=37"41986 

ДI ДI ДI ДI 

-0·81168 907 -0·75748 851 -0·69808 790, -063419 722 

- •86331 977 -·81635 931 -·76380 878 -·70635 820 
-·90516 1038 -·86590 1002 -·82073 960 -·77030 910 
-·93664 1088 -·90543 1063 -·86807 1031 - •82516 992 
-·95724 1126 -·93433 1113 -·90510 1093 -·87009 1065 
-·96657 1151 -·95209 1150 -·93120 1142 -·90437 1125 

-·96440 1163 - ·95836 1174 -·94588 1177 -·92740 1173 
-·95059 1160 \- ·95289 1183 -·94880 . 1198 -·93870 1207 
-·92520 1142 -·93559 1177 - ·93972 1204 -·93793 1225 
-·88838 1109 :- •90652 1155 - 91861 1194 - '92490 1227 
-·84047 1061 1- •86591 1117 - •88555 1167 - 89961 1211 

-·78195 998 ,-·81414 1063 -·84083 1123 -·86220 1178 
- '71346 920 г •75173 993 - •78487 1062 - •81301 1127 
- •63576 829 -·67939 908 -·71830 984 -·75255 1057 
-·54977 724 -·59797 808 -·64188 890 -·68152 970 
-·45655 607 -·50848 695 -·55656 781 -·60078 867 

- •35726 479 - •41203 569 -·46342 658 - •51138 747 
-·25317 343 -·30990 432 -·36371 522 -· '41452 613 
- '14566 199 -·20344 286 -·25877 376 - ·31152 466 
-·03615 50 - ·09412 134 -·15007 2201- •20387 308 

·07385- 103 •01654- 24 -·03918 58- ·09314 142 

•18282- 256 •12696- 184 •01901- 30 
67' :1 •34354- 469 · ·28923- 409 ·23553 344 

•07230- 1081 
•18269- 276 ·13087-- 205 

•44273- 608 ·39154- 557 •34066- 502 •29031- 443 ! '24068- 380 
·53583- 741 '48829- 700 '44078- 655 •39351- 605 •34670- 552 

70 •62152- 864 '57803- 834 '53434- 800 '49066- 761 '44720- 718 

71 1 •69856- 977 •65944- 958 •61991- 934 '58020- 906 '54052- 875 
72 •76583-1077 ·73126-1069 ·69614-1056 ·66067 -1040 •62510-1019 
73 ·82234-1163 •79240-1165 •76180-1163 •73075-1158 •69948-1149 
74 •86721-1232 '84189-1244 '81584-1253 •78926-1259 •76237-1261 
75 ·89977-1284 •87894-1306 •85734-1324 •83517-1340 '81265-1353 

761 ·91948-1318 •90293-1348 •88560-1375 •86769-1400 •84 940-:-1423 
77 ·92601-1333 •91344-1370 •90011-1405 •88620-1438 •87191-1469 
781 •91922-1328 ·91026 -1371 •90)57-1412 •89)33-1452 •87974-1490 
79; •89915-1303 '89337-1350 '88692-1396 •87995-1441 •87266-1485 
801 '86604-1259 '86298-1309 •85930-1358 •85515-1407 •85072-1455 

811 •82034-1196 ·81950 -1247 ·81810-1297 '81629-1348 •81424-1398 
821 •76268-1115 ·7~-1165 ·76392-1215 •76395 -1265 •7637,9-1316 
83 •69388-1017 •69594-1065 ·69760-1113 ·69896-1161 '70017-1210 
84 •61490- 903 ·61769- 947 •62014- 992 ·62235 - 1037 •62445-1082 
85 •52690- 775 •52997- 814 '53277- 854 '53538- 894 '53791- 934 

86 . •43115- 635 •43411- 668 •43686- 701 •43947- 735 •44202- 769 
87 ·32905- 485 ·33158- 511 •33395- 537 •33621- 563 •33844- 590 
88 •22210- 328 •22393- 345 •22666- 363 ·22732- 381 •22896- 400 
89 •11188- 165 •11284- 174 •11375- 183 •11462- 192 •11549- 202 
90 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 о 0·00000 о 
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