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I. Einfnhrung in die mengentheoretische Geometrie. 

1. Die mengentheoretische Epoche der Geometrie. 
In diesem Buche solI eine Gruppe der altesten und schwierigsten Pro

bleme der Mathematik zusammenfassend behandelt werden. Es sollen die 
Fragen beantwortet werden, welche sich auf die Dimension der Raum
gebilde beziehen. Wir wollen diese Probleme in moglichst allgemeiner 
Weise, also auf mengentheoretischer Grundlage, behandeln und schicken 
deshalb den eigentlich-dimensionstheoretischen Untersuchungen einige all
gemeine Ausfiihrungen iiber die neue Epoche der Geometrie, die mengen
theoretische Epoche, voran. 

Die urspriinglichen Gegenstande geometrischer Untersuchungen waren 
ganz einfache Gebilde: Dreiecke, Vierecke, einfache Polygone und Poly
eder, spater Kreise, Kugeln, Kegelschnitte, Gerade, Ebenen u. dgl. Es 
wurden Liingen-, Winkel-, Flachen- und Volumsmessungen an diesen Ge
bilden vorgenommenj die Eigenschaften und gegenseitigen Beziehungen 
dieser Gebilde wurden untersucht. In dem auf uns gekommenen Kompen
dium der Elementargeometrie von Euklid wird aus einigen diese einfachen 
Gebilde betreffenden Definitionen und Axiomen ein gro13es System von 
Satzen deduzierl. 

Eine zweite Epoche der Geometrie, die analytische Epoche, beginnt mit 
der Entdeckung der arithmetischen Charakterisierbarkeit geometrischer 
Gebilde durch Descartes und Fermat. Es ergab sich vor allem eine 
Korrespondenz zwischen den Punkten der Geraden, den Punkten der Ebene 
und den Punkten des Raumes einerseits und den reellen Zahlen, den Paaren 
reeller Zahlen und den Tripeln reeller Zahlen anderseits. Nachdem noch 
die auf diesem Standpunkt naheliegende Verallgemeinerung des ein-, zwei
und dreidimensionalen Raumes zum n-dimensionalen entdeckt worden war, 
dessen Punkte mit den n-Tupeln reeiler Zahlen korrespondieren, ent
wickelte sich die Erkenntnis: Jeder Punkt des n-dimensionalen Cartesi
schen Raumes (des n-dimensionalen Koordinatenraumes ohne Ma13bestim
mung) ist gegeben als geordnetes n- Tupel reeller Zahlen. 1st je zwei 
Punkten (Koordinaten-n-Tupeln) eines n-dimensionalen Cartesischen Rau
mes (xu Xu ... , x,,) und ('!Ill 'lis, ... , y,.) als "Abstand" die Zahl 

(*) Y(Xl - Yl)2 + (xs - YS)2 + ... + (X,. _ y,,)2 
lit[ eng e r. DimenaionBtheorie 1 
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zugeordnet, so sprechen wir von einem n-dimensionalen Euklidischen Raum 
(einem n-dimensionalen Cartesischen Raum mit Pythagoreischer Abstands
festsetzung). Was die Raumgebilde betrifft, so stellte sich heraus, daI3 die 
Objekte der alteren geometrischen Untersuchungen durch sehr einfache 
arithmetische Beziehungen zwischen den Koordinaten ihrer Punkte charak
terisierbar sind: Die Punkte einer Geraden in der Ebene besitzen Koordi
naten, welche einer linearen GIeichung geniigenj die Koordinaten der 
Punkte eines Kegelschnittes geniigen einer quadratischen GIeichung. Vollig 
naturgemaI3 ist es auf diesem Standpunkt, auch Gebilde zu untersuchen, 
welche durch kompliziertere Gleichungen zwischen den Koordinaten ihrer 
Punkte charakterisiert sind, durch GIeichungen dritten, vierten, nten, 

~ten, ~ten Grades, ja durch irgendwelche analytisch formulierbare, evtl. m m 
transzendente Beziehungen. In dies em Programm lag die auI3erordentliche 
Fruchtbarkeit des neuen Gedankensj es ist ja klar, welche Fiille neuer 
Objekte der geometrischen Forschung durch ihn erschlossen wurde. 

Die Entdeckung der infinitesimalen Methoden durch Lei b n i z und 
Newton ermoglichte, zahlreiche Probleme, die bis dahin bloI3 fiir die 
elementaren Gebilde behandelt worden waren (Tangentenbestimmungen, 
Ausmessungen u. dgl.), fiir die allgemeinen Gebilde zu IOsen und veran
laJ3te zugleich analytisch-geometrische Untersuchungen in neuen Rich
tungen. 

Durch GauI3ens differentialgeometrische Untersuchungen der Flachen an
geregt, nahm Riemann eine bedeutsame Abstraktion vor. Es waren bis da
hin nur Gebilde eines n-dimensionalen Euklidischen Raumes (eines n-dimen
sionalen Cartesischen Raumes mit Pythagoreischer Abstandsbestimmung) 
analytisch untersucht worden. Die Punkte der in der Differentialgeometrie 
behandelten m-dimensionalen Gebilde eines n-dimensionalen Euklidischen 
Raumes sind nun (wenigstens in gewissen N achbarschaften ihrer Punkte) 
ebenso wie die Punkte des m-dimensionalen Cartesischen Raumes durch 
m reelle Zahlen charakterisierbar, wobei allerdings die Abstandsbestim
mung im allgemeinen von der Pythagoreiscb.en abweicht, wobei m. a. W. 
die Abstandszahl, welche zwei Punkten (Koordinaten-m-Tupeln) zugeordnet 
ist, von den Koordinaten der beiden Punkte im allgemeinen nicht durch 
die Formel (*), sondern in irgendeiner anderen Weise abhangt. In sich 
betrachtet, sind also die wichtigsten Gebilde der Differentialgeometrie (in 
der Nachbarschaft ihrer Punkte) Cartesische Riiume mit einer im allge
meinen nicht-pythagoreischen Abstandsfestsetzung. Durch diese Erkenntnis 
war eine bemerkenswerte Verallgemeinerung des Raumbegriffes gewonnen. 

Eine dritte Epoche der Geometrie, die mengentheoretische Epoche, wurde 
eingeleitet durch die Gedanken G. Cantors. Wiederum handelt es sich 
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urn eine unermelUiche Erweiterung des Bereiches der geometrischen For
schungsobjekte. Sie beruht auf dem Gedanken, beliebige Teilmengen des 
Raumes zu untersuchen. Einige Beispiele mogen die durch diesen Ge
danken hervorgerufenen N euerungen veranschaulichen. 

Was wei.13 die Elementargeometrie etwa fiber die Gerade auszusagen? 
Sie lehrt die Strecken der Geraden zu messen, sie behandelt (seit Pas ch u. a. 
das euklidische Axiomensystem in dieser Richtung erganzt haben) die An
ordnungsrelationen, welche zwischen den Punkten einer Geraden bestehen, 
insbesondere die fiir die Punkte einer Geraden definierte Zwischenbeziehung. 
Was fiigen die Methoden der analytischen Geometrie znr Lehre von der 
Geraden hinzu? Die Erkenntnis des Zusammenhanges der Geraden mit den 
reellen Zahlen - an speziellen Erkenntnissen jedoch natnrgema.13 nichts. 
Denn die Punkte einer Geraden haben ja nur je eine Koordinate, wahrend 
die durch die analytischen Methoden neu erschlossenen Gebilde gerade jene 
sind, die mehrere Koordinaten besitzen, zwischen denen analytisch formu
lierbare Beziehungen bestehen. Was leistet Cantor ffir die Geometrie der 
Geraden? Wir wollen aus der Fiille geometrischer Typen von Teilmengen 
der Geraden nur einige Beispiele angeben: Die Menge aller Punkte, deren 
Koordinaten natiirliche Zahlen sind. Die Menge aller Punkte mit den 

Koordinaten .!. (n = 1, 2, ... ad inf.). Die Menge aller Punkte, deren Ko-n 
ordinaten rationale Zahlen sind. Die Menge aller Punkte, deren Koordinaten 
irrationale Zahlen sind. Die Menge aller Punkte, die entweder dem Inter-

vall [-1,0] angehoren oder eineKoordinate derForm~(n=1,2, ... adinf.) 

haben. Das Cantorsche Diskontinuum, d. i. die Menge aller Punkte, deren 
Koordinate als Ternalbruch ohne Zahler 1 geschrieben werden kann. 

Oder betrachten wir die Geometrie der Ebene. Die Elementargeometrie 
lehrt uns Schnittpunktsatze fiber Gerade, Satze fiber Kegelschnitte, fiber 
Polygone, fiber die Inhalte einfacher Gebilde. Die anaZytische Geometrie 
ffigt dazu eine Theorie der ebenen Kurven, soweit sie durch analytische 
Beziehungen zwischen den Koordinaten ihrer Punkte definierbar sind (eine 
Lehre von ihren Tangenten, von ihrer Rektifikation, von der Flachenaus
messung der durch sie begrenzten Gebiete usw.). Die mengentheoretische 
Geometrie der Ebene behandelt aHe Teilmengen der Ebene, ihre Eigen
schaften und gegenseitigen Beziehungen. Sie lehrt uns, da.13 die Punkte der 
Ebene eineindeutig den Punkten der Geraden zugeordnet werden konnen; 
da.13 eine Quadratflache von einem sich stetig bewegenden Punkt durch
laufen werden kann; da.13 es ebene Kontinua gibt, welche keine Bogen 
enthalten; da.13 es ebene Kurven gibt, welche zu jedem ihrer Punkte 
mehr als zwei in dem betreffenden Punkt zusarnmensto.l3ende Teilbogen 

. enthalten. Noch lange lie.l3e sich die Reihe merkwfirdiger, vielfach zunachst 
1* 
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ganz unglaublicher Beispiele fortsetzen und als Illustration der Tatsache 
anfuhren, wie unermel3lich der Bereich geometrischer Gebilde ist, in dem 
die mengentheoretische Geometrie Ordnttng herstellt und GesetsmiifJig
keiten findet. Denn vor aHem lehrt ja die mengentheoretische Geometrie 
allgemeine Gesetze, sie stellt die Bedingungen auf, unter welchen die an
schaulich plausiblen geometrischen Siitze wirklich geIten, und erweist 
nebenbei durch merkwurdige Beispiele die Unerliil3lichkeit einschriinkender 
V oraussetzungen! Die mengentheoretische Geometrie lehrt die Bedingungen 
kennen, welche notwendig und hinreichend dafur sind, dal3 ein Gebilde 
durch stetige Bewegung eines Punktes erzeugt werden kann; die Eigen_ 
schaften, welche fur die einfachen Bogen charakteristisch sind; die Gesetze 
uber die Verteilung singuliirer Punkte von Raumgebilden; die Lehre vom 
Mal3 der ebenen Mengen usw. Und sie findet nicht bloB merkwurdige AUB
nahmen, sondern auch unerwartete GesetzmiiBigkeiten. Diese Feststel
lungen genugen wohl zu einer vorliiufigen Kennzeichnung der Neuerungen, 
welche die mengentheoretische Geometrie gegenuber der elementaren und 
analytischen Geometrie mit sich gebracht hat. 

Bekanntlich wurde auch nach der Entdeckung der analytischen Geo
metrie die Elementargeometrie durch hervorragende Entdeckungen be
reichert. Man denke an die Fortbildung der Lehre von der Kreisteilung, 
an die Entdeckung der nicht-euklidischen und der n-dimensionalen Geo
metrie, an die Untersuchungen zur Verknupfung des elementaren und des 
analytischen Standpunktes durch gruppentheoretische Betrachtungen und 
andere geometrische Ergebnisse. Ebenso wird naturlich auch mit dem Be
ginn der mengentheoretischen Epoche der Geometrie die Bearbeitung der 
Problemkreise, welche fruheren Zeiten entstammen, keineswegs aufhoren. 
Die Beschiiftigung mit den einfachen Gebilden der bisherigen Geometrie 
wird nunmehr im Gegenteil noch in einer neuen Richtung angeregt, niim
lich durch das Problem, die einzelnen bisher betrachteten einfachen Ge
bilde in verschiedener Hinsicht unter den allgemeinen Gebilden der mengen
theoretischen Geometrie zu kennzeichnen. 

Sind denn aber, so hOrt man bisweilen fragen, uber derlei allgemeine 
Gebilde, wie die beliebigen Teilmengen der Gerade, der Ebene oder noch 
allgemeinerer Riiume, geometrische Aussagen moglich? Es steht naturlich 
jedem frei, die zahlreichen Aussagen, welche uber diese allgemeinen Ge
bilde moglich sind, nicht zur Geometrie zu rechnen. Es ist ja die Um
grenzung jeder Wissenschaft willkurlich, und besonders deutlich tritt dies 
stets fur Wissenschaften zutage, die eben fundamentale Erweiterungen er
fahren haben. Es wiire auch den dogmatischen Vertretem des elementar
geometrischen Standpunktes nach Entdeckung der analytischen Methoden 
freigestanden, dieselben nicht zur Geometrie zu rechnen. Wer nun zur 



2. Das Operieren mit beliebigen Teilmengen von Riiumen 5 

Geometrie jede auf den Raum beziigliche Erkenntnis rechnen will, der 
wird nicht umhin konnen, die tiefliegenden Aussagen der mengentheore
tischen Geometrie, und ganz insbesondere jene auf die Dimension der 
Raumgebilde beziigliche Theorie, welche in dies em Buch entwickelt wird, 
zur Geometrie zu rechnen. Ubrigens sind diese Fragen terminologischer 
N atur und ganz bedeutungslos. Sie werden das Eindringen mengentheore
tischer Betrachtungsweisen in die Raumlehre nicht verhindern und dem 
EinHuB der dimensionstheoretischen Methoden auf alle kiinftige Geo
metrie keinen Abbruch tun. 

2. Das Operieren mit beliebigen Teilmengen von Riiumen. 
Die mengentheoretische Geometrie der Euklidischen Raume behandelt 

beliebige Teilmengen dieser Raume. Auf die Frage:" Was ist eine Menge?" 
brauchen wir in der mengentheoretischen Geometrie ebensowenig einzu
gehen, als man in der Zahlentheorie die Frage: "Was ist eine Zahl?" zu 
beriicksichtigen hat. Wir haben es in der mengentheoretischen Geometrie 
nicht mit irgendwelchen Mengen zu tun, sondern zunachst mit den Teil
mengen einer uns wohlbekannten Menge, des Euklidischen Raumes, so wie es 
die Zahlentheorie nicht mit irgendwelchen (etwa transfiniten) Zahlen, son
dern zunachst mit den uns wohlbekannten natiirlichen Zahlen zu tun hat. 
Es ist die mengentheoretische Geometrie ebensowenig eine Anwendung der 
abstrakten Mengenlehre, wie die Zahlentheorie eine Anwendung der all
gemeinen Lehre von den Zahlen (die transfiniten Zahlen mit eingeschlossen) 
ist. [Nebenbei halte ich die Fragen: "Was ist eine Menge?" und "Was ist 
eine Zahl?" zumindest in dieser Form und Allgemeinheit iiberhaupt fUr 
sinnlos.] 

Bemerkenswert ist jedoch in dies em Zusammenhang, daB der Begriff 
der Teilmenge eines Euklidischen Raumes (nur in anderer Terminologie) 
auch in der elementaren und analytischen Geometrie zu finden ist. Wenn 
Euklid den Kreis als 6X~fL" der Punkte einer gewissen Art definiert - wenn 
man heute den Kreis als den geometrischen art aller Punkte, die von einem 
gewissen Punkt den gleichen Abstand haben, bezeichnet -, oder wenn 
man ihn in der analytischen Geometrie die Gesamtheit aIler Punkte, 
deren Koordinaten einer gewissen Gleichung geniigen, nennt - so treten 
in allen dies en Definitionen andere Bezeichnungsweisen oder Umschrei
bungen des Wortes "Menge" auf! Diese Tatsache ist zugleich ein Hinweis 
darauf, wie sehr die mengentheoretische Betrachtungsweise dazu berufen 
ist, eine allgemeine Basis auch fiir analytische und fiir gewisse elementare 
geometrische Untersuchungen zu liefern. 

Von Wichtigkeit fiir die mengentheoretische Geometrie ist das Operieren 
mit den Teilmengen des Raumes. Die Moglichkeit, mit den Teilmengen 
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eines Raumes zu operieren, wollen wir ebenso als gegeben annehmen, wie 
man bei der Entwicklung der Zahlentheorie das Rechnen mit den natlir
lichen Zahlen als gegeben nimmt. 

Wir bezeichnen die Teilmengen des Raumes stets mit groJ3en lateinischen 
Buchstaben. Vor allem wird flir die Teilmengen des Raumes eine Gleich
heitsrelation angenommen: Flir je zwei Teilmengen A und B des Raumes 
gilt entweder A = B oder A",. B, wobei stets aus der Beziehung A = B 
die Beziehung B = A und aus dem Zusammenbestehen der Beziehungen 
A = B und B = C die Beziehung A = C folgt. Zwei Teilmengen A und B 
des Raumes heiJ3en dann und nur dann gleich, wenn jeder Punkt von A 
auch Punkt von B und jeder Punkt von Bauch Punkt von .A ist. 

Sind A und B zwei Teilmengen des Raumes, so existiert eine Teilmenge 
A + B des Raumes, die Summe von A und B, d. i. die Menge aller Punkte, 
die in mindestens einer der beiden Mengen A und B enthalten sind und 
eine Teilmenge A • B des Raumes, der Durchschnitt von A und B, d. i. die 
Menge aller Punkte, die in beiden Mengen A und B enthalten sind. Summen
und Durchschnittsbildung sind assoziativ und kommutativ, d. h. es gelten 
die Formeln 

A + (B+ 0) = (A+B) + C, 
A+B=B+A, 

A· (B. 0) = (A. B). C, 
A.B=B.A, 

und es gilt ffir jede Teilmenge A des Raumes 

A+A=A=A.A, 

was zur Folge hat, daJ3 in den Beziehungen zwischen den Teilmengen des 
Raumes keine Multipeln oder Potenzen auftreten. 

Von den zwei Beziehungen 

und 

gilt entweder keine oder es gelten beide. Wenn letzteres der Fall ist, so 
heiJ3t A Teilmenge von B, was durch die Zeichen 

A C B und B ::> A 

ausgedrlickt wird. A ist dann und nur dann Teilmenge von B, wenn 
jeder Punkt von A Punkt von B ist. Das Zusammenbestehen der Be
ziehungen A C B und Be A ist mit A = B gleichbedeutend. Aus A C B 
und B C C folgt stets A C C. 

Es existiert eine Teilmenge L des Raumes, die leere Menge, d. i. die 
Menge, welche keinen Punkt enthiilt, so daJ3 fiir jede Teilmenge A des 
Raumes A + L = A gilt. Bezeichnet R den Raum, so gilt fur jede Teil
menge A des Raumes A . R = A. Flir jede Teilmenge des Raumes gilt 
also LeA CR. 
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Zu jeder Teilmenge A des Raumes R existiert eindeutig eine Teilmenge, 
die mit R - A bezeichnet und das Komplement von A genannt wird, so 
daB die Beziehungen geIten 

A· (R-A) = L, A+(R-A)=R. 

Das Komplement von A ist die Menge der Punkte des Raumes, die nicht 
in A enthalten sind. Insbesondere gilt 

R-L=R, R-R=L. 

1st A irgendeine vorgelegte Teilmenge des Raumes, so erfiillen die Teil
mengen von A aIle Beziehungen, welche von den Teilmengen des Raumes 
erwahnt wurden. Aus Be 0 und 0 C A folgt ja B + 0 C A und B· 0 C A. 
Zu jeder Teilmenge B von A existiert eine Menge A - B, das Komplement 
von B zu A, so da13 die Beziehungen B. (A-B) = L, B + (A-B) = A 
zusammenbestehen. A - B ist die Menge der in B nicht enthaltenen Punkte 
v:on A. Von Wichtigkeit sind die Formel 

A-(A-B) = B, 

ferner die sog. de Morganschen Formeln 

(1) A- (B+G) = (A-B). (A-G), A-B.O=(A-B)+(A-G) 

und die Distributivitatsformeln 

(2) B· (O+D) = B· 0+ B· D, B· 0+ D = (B+D). (O+D). 

Die Summen- und Durchschnittsbildung laBt sich ohne weiteres fUr jede 
endliche Anzahl von Teilmengen erkliiren. Wir werden auch mit der Summe 
und dem Durchschnitt von Mengenfolgen operieren. 1st 

{Ak} (k = 1, 2, ... evtl. ad inf.) 

eine abzahlbare (endliche oder unendliche) Folge von Teilmengen des 
(oo) (oo) 

Raumes, so bezeichnen wir mit ~ Ak bzw. Il Ak die Menge aller Punkte, 
10=1 1=1 

die in mindestens einer bzw. in allen Mengen Ak enthalten sind. Aucb 
hinsichtlich der Folgen von Teilmengen sind Summen- und Durchschnitts
blldung assoziativ und kommutativ, und es gilt die Distributivitatsformel 

(oo) (oo) 

(3) A.~Bk=~A.Bk· 
k=1 k=1 

An die Stelle von (1) treten, wenn die Mengen Bk Teilmengen von A 
sind, die allgemeineren Formeln 

(oo) (oo) 

(4) A - ;EBk = Il(A - Bk), 
k=1 k=1 
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3. Die Zahlengerade und die Cartesischen Riiume. 
Nachdem wir im vorangehenden die Verkniipfungsbeziehungen zwischen 

den Teilmengen des Raumes festgestellt haben, wollen wir untersuchen, 
wie der Raum selbst, und zwar der n-dirnensionale Cartesische Raum, und 
seine Punkte uns gegeben sind. Es wird sich sogleich zeigen, daB dieser 
Raum vollig analog dem der gesamten Analysis zugrunde liegenden Begriff 
der Menge aller reellen Zahlen eingefiibrt werden kann, so daB wir mit 
einer Analyse dieses letzteren Begriffes beginnen. 

Den Begriindungen der Lehre von den reellen Zahlen ist gemeinsam, 
daB sie als Ausgangspunkt irgendein abzahlbares System wahlen. Man 
kann z. B. von dem abzahlbaren System E der rationalen Zahlen ausgehen 
(wobei jede rationale Zahl als ein gewissen Rechenregeln geniigendes Paar 
von natiirlichenZahlen betrachtet werden kann). Man kann nun mitDede
kind als reelle Zahl jeden Schnitt im System der rationalen Zahlen be
zeichnen, d. h. jede Darstellung von E als Summe von zwei nichtleeren 
Summanden E = E' + E" derart, daB 1. jede zu E' gehOrige rationale 
Zahl groBer ist als jede Zahl von E", daB 2. wenn r' zu E' gehort und 
r' > r' ist, auch r' zu E' gehort, und daB 3. wenn r" zu E" gehort und 
r" < r" ist, auch r" zu E" gehort. Insbesondere gibt es dieser Definition 
zufolge abzahlbarviele reelle Zahlen, von denen jede in gewisser Weise 
einer rationalen Zahl zugeordnet ist und, ohne daB gefahrliche Verwechse
lungen entstehen konnten, mit demselben Symbol wie rue entsprechende 
rationale Zahl bezeichnet werden kann, namlich jene reellen Zahlen, fur 
welche entweder eine kleinste Zahl von R' oder eine groBte Zahl von R" 
existiert. 

Oder man kann, von der Menge der rationalen Zahlen ausgehend, unter 
den Folgen rationaler Zahlen in bekannter Weise konvergente Folgen defi
nieren und mit Can tor die reelle Zahl als konvergente Folge rationaler 
Zahlen bezeichnen. 

Man kann ferner, und diesen Weg wollen wir etwas naher andeuten, 
von der abzahlbaren Menge aller rationalen lntervalle ausgehen. Dabei 
ist als rationales Intervall ein Paar verschiedener rationaler Zahlen zu 
verstehen. Dem durch die rationalen Zahlen r und r' definierten Intervall 
ordnet man die Zahl I r - r' I als Durchmesser oder Lange zu. Aus der 
Begrundung der Lehre von den reellen Zahlen ist bekannt, daB man durch 
Paare rationaler Zahlen sowohl "offene" als auch "abgeschlossene" Inter
valle definieren kann. Der Unterschied zwischen dem System der offenen 
und dem System der abgeschlossenen Intervalle liegt in der Art, wie ge
wisse Relationen fiir die Intervallpaare definiert werden. Z. B. gelten die 
offen en Intervalle (0, 1) und (1, 2) als fremd, die abgeschlossenen Inter-
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valle [0, 1] und [1, 2] dagegen als nicht fremd. Wir wollen die Einfiihrung 
der reellen Zahlen ausgehend von den sog. rationalen offenen Intervallen 
ski7.zieren. 

Das durch die rationalen Zahlen r und r' bestimmte oft'ene IntervaIl be
zeichnen wir, wenn r < r' gilt, mit (r, r'). Wir sagen, das Intervall (r 11 r~) 

sei Teil des Intervalles (r2' r~), und schreiben (ru r~) C (r2' r~), wenn 
rs ::;:::;: r1 < r~::;:::;: r; gilt. Wir nennen die Intervalle (rll r~) und (r2 , r;) zu
einander fremd, wenn entweder r~ < r2 oder r~ < r1 gilt. Eine Folge von 
rationalen oft'enen Intervallen {(rk' r~)} (k = 1, 2, ... ad inf.) heiBt monoton 
abnehmend, falls fiir jedes natiirliche k die Beziehung (rk+lI r~+l) C (rk' r~) 
gilt. Gewisse monoton abnehmende Folgen rationaler oft'ener Intervalle 
werden als reelle Zahlen bezeichnet. Wir nennen reelle Zahl eine Folge 
{ (rk' r~)} (k = 1,2, ... ad inf.) von oft'enen Intervallen, wenn erstens fur jedes 
natiirliche k die Beziehung gilt rk < rk+l < r~+l < r~ (also etwas mehr, 
als erforderlich ist, damit die Intervallfolge mono ton abnehmend heiBt) 
und wenn zweitens die Durchmesser der Intervalle der Folge mit wachs en
dem k unter jede positive Schranke sinken, wenn also die Beziehung gilt 
lim I r k - r~ 1= 0. Wir sagen, die reelle Zahl, welche gegeben ist durch 
k~OQ 

die Folge {(rk) r~)} (k = 1, 2, ... ad inf.) sei in dem Intervall (r, r') ent-
halten, wenn fur eine natiirliche Zahl k (und daher wegen der Monotonie 
der Folge {(rk) r~)} fiir fast aIle natiirlichen k) die Beziehung gilt 
(rk' r~) C (r, r'). Um mit den so definierten reellen Zahlen rechnen zu 
konneu, muB die Definition vor allem erganzt werden durch eine Fest
setzung, wanu zwei reelle Zahlen als gleich betrachtet werden. Diese Gleich
heitsdefinition erfolgt nicht etwa in der Art, daB die Zahlen {(rk' r~)} und 
{(Sk' s~)} bloB dann als gleich bezeichnet werden, wenn fiir jedes natiir
liche k die Beziehung (rk' r~) = (Sk' s~) gilt. Vielmehr heiBen die Zahlen 
r = { h, r~)} und s = { (Sk' s~)} dann und nur dann gleich, wenn fiir jedes 
k die Zahl r im Intervall (Sk' s;) und die Zahl S im Intervall (rk' r~) ent
halten ist. Eine und dieselbe reelle Zahl kann also durch verschiedene 
Folgen rationaler Intervalle gegeben werden. Eine reelle Zahl r ist in
folge der angegebenen Definition fUr die Gleichheit reeller Zahlen nicht 
bloB gleich einer Folge von rationalen IntervaIlen, sondern gleich einer 
Menge von Folgen rationaler Intervalle, von denen jede die Zahl r be
stimmt. Wenn wir von der reellen Zahl r, urn iiber sie irgend eine Aussage 
herzuleiten, sagen, sie sei g~eich der Folge von rationalen Intervallen 
{(rk' r~)} (k = 1,2, ... ad inf.) (oder sie sei durch diese Folge gegeben), so 
meinen wir damit, die Folge { (rk' r~)} gehOre zu der Menge der die Zahl r de
finierenden Folgen rationaler Intervalle, und konnten das Studium der Zahl r 
ebensogut auf eine andere r definierende Folge von rationalen Intervallen 
stiitzen. Dabei bemerken wir noch: Wenn die Zahlen r und s verschieden 
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sind, so existieren zwei zueinander fremde rationale Intervalle (r', r") und 
(s', i'), von denen das erste die Zahl r, das zweite die Zahl s enthiilt. Und 
wir sehen ferner: Wenn die Zahl r im Intervall (r', r") enthalten ist, so 
konnen wir ein r enthaltendes rationales Intervall (r', r") bestimmen, welches 
Teil von (r', r") ist, so daB jede Zahl, welche nicht in (r', r") enthalten ist, 
in einem zu (r', r") fremden rationalen Intervall enthalten ist. Wir brauchen, 
urn dies zu erreichen, die Zahlen r' und r" bloB gemaB der Bedingung 
r' < r' < r" < r" zu wahlen. 

Ais Zahlgerade oder Ri bezeichnet man die Menge aller reellen Zahlen. 
Mit den Teilmengen des Ri wird nach den im vorigen Abschnitt ange
fiihrten Gesetzen operiert. 

Jedem offenen rationalen Intervall (r, r'), welches zunachst rein arith
metisch (als Paar verschiedener rationaler Zahlen) eingefiihrt worden war, 
kann eine gewisse Teilmenge des Ri zugeordnet werden, namlich die 
Menge jener reellen Zahlen, welche im Intervall (r, r') enthalten sind. Die 
reelle Zahl r, welche durch die Intervallfolge {(rk' rD} (k = 1,2, ... ad inf.) 
definiert ist, bildet den Durchschnitt der Folge jener Mengen, welche den 
Intervallen (r", r;) entsprechen. Man sieht iiberdies unschwer ein, daB 
die den Intervallen (rk' r;) entsprechenden Mengen sich in gewissem Sinn 
auf die Zahl r zusammenziehen, daB namlich jede einem rationalen offenen 
Intervall entsprechende Menge, welche die Zahl r enthalt, fiir fast aIle 
natiirlichen k die dem Intervall (r", r;) entsprechende Menge als Teilmenge 
enthalt. 

Fiir die so eingefiihrten reellen Zahlen ist auch ein Limesbegriff definier
bar. 1st {ri} (i = 1, 2, ... ad inf.) eine Folge reeller Zahlen, wobei ri durch 
die Intervallfolge {(rt, rD} (k = 1, 2, ... ad inf.) gegeben ist, so sagen 
wir, die Folge {ri ) konvergiere gegen die reelle Zahl r, welche gegeben 
ist durch die Intervallfolge {(r", r,,) I (Ie = 1, 2, ... ad inf.), und schreiben 
r = ~im ri, falls in jedem vorgelegten Intervall (rk) r,,) fast aIle reellen 

'=00 
Zahlen ri enthalten sind. 

Nach diesen Bemerkungen iiber die Zahlgerade gehen wir zur Betrach
tung des Rn , des n-dimensionalen Cartesischen Raumes, iiber. Man kann 
den Rn und seine Punkte erstens durch Berufung auf die Zahlgerade und 
die reellen Zahlen einfiihren, indem man als Punkt des RIl jedes geord
nete n-Tupel von reellen Zahlen und als Rn die Menge aller geordneten 
n-Tupel reeller Zahlen bezeichnet. Die n reellen Zahlen Xli x,, ... , x .. , 
welche in der angegebenen Reihenfolge einen Punkt p des Rn definieren, 
heiBen auch die n Koordinaten von p. Mit den Teilmengen des Rn wird 
nach den im vorigen Abschnitt angegebenen Regeln operiert. Auch ist es 
moglich, durch Berufung auf die Limesdefinition fiir reelle Zahlen einen 
Limesbegriff fiir die Punkte des Rn zu definieren: Wir sagen, die Punkte-
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folge {pk} (k = 1,2, ... ad inf.), wobei pTe gegeben ist durch die Koordi
naten x~,:4, ... , x!, konvergiere gegen den Punkt p mit den Koordinaten 
Xli XII ••• , x,., und wir schreiben p = limpk, wenn fiiI jede der Zahlen 

k=oo 

i = 1,2, ... , n die Beziehung gilt Xi = lim x:. Wir konnen endlich unter 
k=oo 

Berufung auf die Intervalle von reellen Zahlen Intervalle des R ... definieren: 
1st ~ das ofi'ene (bzw. abgeschlossene) IntervaU der reellen Zahlen zwischen 
·ak und b" (k = 1,2, ... , n), so heif3t die Menge J aller Punkte des R ... , fiir 
welche die kte Koordinate dem Intervall ~ angehOrt (k = 1,2, ... , n), ein 
ofi'enes (bzw. abgeschlossenes) Intervall des R ... , und zwar bezeichnen wir 
dieses Intervall Jauch mit (au au ... , a,.; bu bl , ••• , b .. ), aus welch letz
terem Symbol leicht die "Eckpunkte" des Intervalls J berechnet werden 
konnen. 

Man kann eweitens den R .. und seine Punkte einfiihren, indem man von 
ein.em abzahlbaren System arithmetischer Wesenheiten ausgeht und mit 
seiner Hilfe die Punkte des R,. durch ein Verfahren definiert, welches 
vollig analog ist jenem zur Definition der reellen Zahlen durch die ratio
nalen Intervalle. Man kann beispielsweise ausgehen vom abzahlbaren 
System aller rationalen Kugeln des R.,.. So wie wir die rationalen Inter
valle des Rl zunachst rein arithmetiscb als Paare rationaler Zahlen be
trachtet baben, so kann auch eine rationale Kugel des R .. zunachst rein 
arithmetisch als ein geordnetes System von n + 1 rationalen Zahlen auf
gefaf3t werden, von denen die n ersten als die Koordinaten des Kugel
zentrums und die (n + 1) te als die Lange des Kugelradius gedeutet werden 
konnen. Die Relationen des Teilseins und des Fremdseins konnen fiir diese 
rationalen Kugeln des RIO rein arithmetisch definiert werden: 1st die Kugel 
K durch die Zahlen Xu XI' •.. , x .. , r und die Kugel K' durch die Zahlen 
x;, x;, ... , x~, r' gegeben, so heif3t K fremd zu K', falls 

+ Y(Xl - X;)2 + (x! - X;)I + ... + (X,. - X~)I ;;;:::: r' + r 

gilt, d. h., falls der Abstand der beiden Kugelzentren mindestens gleich 
der Summe der Kugelradien ist - und es heif3t K Teil von K', falls 

r ~ r' und + Y(Xl - X;)2 + (X2 - X;)2 + ... + (x ... - x~)J ~ r' - r gilt. 
Gewisse unter den Folgen von rationalen Kugeln des Rn heif3en Punkte 
des R,.. Die Folge {Xi} (i = 1, 2, ... ad inf.) von rationalen Kugeln des Rn , 

von denen Ki durcb die rationalen Zahlen xt, x;, ... , x~, ri gegeben ist, 
heif3t ein Punkt des Bill wenn erstens fiir jedes natiirliche i die Beziehung 

ri - ri+ 1 > + vi ~(xJ - X;+1)2 besteht mid wenn sweitens die Radien 

der Folge gegen Null konvergieren, d. h. ~im ri = 0 gilt. Wie bei den 
'=00 

reellen Zahlen sagen wir, der Punkt, welcher durch die Kugelfolge 
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{Ki} (i = 1,2, ... ad inf.) gegeben ist, sei in der Kugel K enthalten, falls 
fur ein naturliches i (und daher rur fast aUe natiirlichen i) die Beziehung 
gilt X. C K. Die Definition des Punktes des R" wird durch eine Gleich
heitsdefinition ergiinzt, welche jener fiir reeUe Zahlen vollig analog ist. Die 
Punkte p = {X.} und p' = {Kn (i = 1,2, .•. ad inf.) heiBen dann und 
nur dann gleich, wenn fiir jedes natiirliche i der Punkt p in 11.' und der 
Punkt p' in Ki enthalten ist: Jeder Punkt des R" ist dieser Gleichheits
definition zufolge nicht nur mit einer Folge rationaler Kugeln, sondern 
mit einer Menge von Folgen rationaler Kugeln identisch. A.us der Gleich
heitsdefinition rur Punkte des R" ergibt sich leicht, daB je zwei verschie
dene Punkte des R" in zwei zueinander fremden rationalen Kugeln ent
halten sind. Uberdies bestatigt man leicbt: Wenn der Punkt pinder 
Kugel K enthalten ist, so ist p auch in einer Kugel X' C K enthalten, 
so daB jeder Punkt des R,., der nicht in K enthalten ist, in einer zu K' 
fremden rationalen Kugel enthalten ist. 

Die Menge aUer als Punkte erklarten Folgen rationaler Kugeln des R" 
nennen wir den Rn und operieren mit seinen Teilmengen nach den im 
vorigen A.bschnitt festgestellten Regeln. Insbesondere entspricht jeder zu
nachst rein arithmetisch eingefiihrten rationalen Kugel K eine Teilmenge 
des R .. , namlich die Menge aUer Punkte des R", die in K enthalten sind. 
1st der Punkt p durch die Kugelfolge {Ki} (i = 1,2, ... ad inf.) gegeben, 
so bestatigt man leicht, daB die aus dem Punkt p bestehende Menge iden
tisch ist mit dem Durchschnitt der Mengen, welche den rationalen Kugeln 
Ki entsprechen, und man sieht iiberdies, daB sich diese Mengen Ki in ge
wissem Sinn auf den Punkt p zusammenziehen, daB namlich in jeder p ent
haltenden rationalen Kugel fast aUe Mengen Ki als Teilmengen enthalten 
sind. Der Punkt p, welcher durch die Kugelfolge {KJ } (j = 1,2, ... ad inf.) 
gegeben ist, heiBt Limespunkt der Punktefolge {pi} (i = 1,2, ... ad inf.), 
faUs fiir jedes natiirliche j fast aUe Punkte pi in K J enthalten sind. 

Man kann unschwer zeigen, daB diese zweite Einfiihrung des R" und seiner 
Punkte auf Grund des abzahlbaren Systems der rationalen Kugeln aqui
valent ist mit der ersten erwahnten Einfiihrung des R,. als Menge der ge
ordneten n-Tupel reeUer Zahlen. Es entsprechen einander namlich einer
seits der Punkt mit den Koordinaten Xli x2 , • •• , x,,, wenn man von der 
Koordinatendefinition der Punkte des R" ausgeht, und anderseits der 
Punkt, welcher gegeben ist durch irgendeine Folge von rationalen Ku
geln {Ki} (i = 1, 2, . .. ad inf.) , wo Ki durch die rationalen Zahlen 
xI, x;, ... , x~, ".t gegeben ist, dann und nur dann, wenn fiir j = 1,2, ... , n 
die Beziehung gilt Fm x; = Xj' ,=00 

Ebenso erkennt man, daB zur Einfiihrung der Punkte des R,. statt des 
abzahlbaren Systems der rationalen K ugeln auch gewisse andere abzahl-
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bare Systeme als Ausgangspunkt dienen konnenj z. B. das System der 
rationalen Intervalle des Rn, wobei ein rationales Intervall des Rn zu
niichst rein arithmetisch durch ein System von rationalen Zahlen, die etwa 
als Koordinaten der Intervalleckpunkte gedeutet werden konnen, charak
terisierbar ist. Auch die Relationen des Teilseins und Fremdseins konnen 
fiir diese Intervalle rein arithmetisch in geeigneter Weise definierl werden. 
Und noch mehr: Auch wenn ein (arithmetisch gegebenes) rationales Inter
vall und eine (arithmetisch gegebene) rationale Kugel verglichen werden, 
so konnen arithmetische Kriterien dafiir angegeben werden, ob das eine 
Gebilde Teil des anderen ist oder nicht. Diese letzte Definition ermoglicht 
es, Punkte, welche als monoton abnehmende Folgen rationaler Intervalle 
erkliirl sind, und Punkte, welche durch monoton abnehmende Folgen 
rationaler Kugeln gegeben Sind, miteinander auf Grund der Gleichheits
definition fiir Raumpunkte zu vergleichen. Der Gleichheitsdefinition zu
folge heiBen lliimlich der Punkt p, welcher durch die Intervallfolge 
{~} (i = 1,2, ... ad inf.), und der Punkt q, welcher durch die Kugelfolge 
{ K;} (i = 1,2, ... ad inf.) gegeben ist, gleich, wenn fiir jedes natiirliche i 
der Punkt q in J"; und der Punkt p in Ki enthalten ist, d. h. wenn fur jedes i 
das Intervall J"; eine (und daher fast aIle) der Kugeln K J und die Kugel 
Ki eines (und daher fast aIle) der Intervalle Jj als Teil enthalt. Man be
stiitigt nun leicht, daB jeder Punkt des Rn , welcher durch Kugelfolgen 
gegeben ist, gleich ist einem und nur einem Punkte des Rn , welcher durch 
Intervallfolgen gegeben ist, und diese Tatsache ist es, die wir mit den 
Worten ausdriicken: Der Rn konne sowohl mit Hilfe der rationalen Kugeln 
als auch mit Hilfe der rationalen Intervalle definiert werden. Man kann 
unschwer noch andere abziihlbare Systeme von Gebilden angeben, die als 
Ausgangspunkt zur Definition des Rn dienen konnen. 

Gleich dem n-dimensionalen Cartesischen Raum kann unter Berufung 
auf die Zahlgerade der R ro , der abzahlbardimensionale Cartesische Raum 
definierl werden. Man bezeichnet als Punkt des R", jede geordnete Folge 
von reellen Zahlen, wobei die jeden Punkt charakterisierenden reellen 
Zahlen (in ihrer bestimmten Reihenfolge) die Koordinaten des betreffen
den Punktes heiBen. Dabei heiJ3t die Punktfolge Ipi} (i = 1,2, ... ad inf.), 
in welcher der Punkt pi durch die zugeordnete Folge der Koordinaten 
{ x;} (j = 1, 2, ... ad inf.) gegeben ist, konvergent gegen den Punkt p mit 
den Koordinaten {xI} (j = 1,2, ... ad inf.), falls fiir jedes natiirliche j 
die Beziehung gilt xJ = ~im x;. ,=00 

Von besonderer Bedeutung ist die Menge aller jener geordneten Folgen 
{x,,} (n = 1,2, ... ad inf.) von reellen Zahlen, welche fiir jede natiirliche 

Zahl n die Beziehung 0 ~ x" ~ ~ erfiillen. Diese Menge wollen wir Oro 
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oder den abzahlbardimensionalen Grundquader nennen. Dieser Q", kann 
nicht nur durch Berufung auf die Zahlgerade, sondem auch nach dem
selben Schema wie der Rn ausgehend von gewissen abzahlbaren Systemen 
definiert werden, wobei jedes Ding des Ausgangssystems zunachst rein 
arithmetisch charakterisierbar ist und wobei auch die Relationen des Teil
seins und des Fremdseins arithmetisch definierbar sind. Als Punkt des 
Q", werden gewisse monoton abnehmende Folgen von Dingen des definie
renden Systems bezeichnet, wobei diese Festsetzung durch eine Gleich
heitsdefinition analog jener fiir reelle Zahlen und fiir Punkte des Rn er
ganzt wird. Hinterher kann jedes Ding des Ausgangssystems durch eine 
Menge, namlich durch die Menge der in ihm enthaltenen Punkte, ersetzt 
werden. Ein solches System bzw. der Einfachheit halber das ihm ent
sprechende Mengensystem wollen wir unter Berufung auf die Koordinaten
definition der Punkte des Q", hier angeben: Es ist das abzahlbare System 
aller Kugeln mit rationalen Radien, fUr welche fast aIle Koordinaten der 
Mittelpunkte = 0 und die iibrigen rational sind, also das System aller 
Mengen K (rl1 r2, ... , rn; r), wo n aIle natiirlichen Zahlen durchliiuftr 
raIler rationalen Werte und r i aller rationalen Werte ~ : ilihig ist, und 

wobei fiir ein gegebenes System von n + 1 rationalen Zahlen rl1 r21 •.. , rn; r 
K (rl1 r21 ... , rn; r) die Menge aller Punkte I Xi} (i = 1,2, ... ad inf.) von 
Q", bedeutet, welche der Beziehung geniigen 

n 00 

~(x;-ri)J+ ~ x:<r. 
0=1 ;=n+1 

Man bestatigt leicht, daB jeder Punkt von Q", Durchschnitt einer auf ihn 
sich zusammenziehenden Folge von Mengen dieses Systems ist. 

Der Begriff des Rn , welcher der Untersuchung der Teilmengen Cartesi
scher Raume zugrunde liegt, ist der mengentheoretischen Geometrie mit 
der analytischen Geometrie gemeinsam. Eine besondere Rolle spielen bei 
Untersuchungen liber die Teilmengen Cartesischer Raume gelegentlich ge
wisse einfache Mengen, welche auch den Gegenstand analytischer, elementar
geometrischer und kombinatorischer Untersuchungen bilden. So bezeichnet 
man z. B. die Menge aller Punkte des R .. , deren n Koordinaten k una"b
hiingigen linearen Gleichungen geniigen, als eine (n - k )-dimensionale Teil
ebene des Rn' Diese Menge ist, in sich betrachtet, ein R .. _k • Sind k + 1 
Punkte eines Cartesischen Raumes gegeben, die nicht in einer (k-l)-di
mensionalen Teilebene des Raumes liegen, so wird die kleinste abgeschlos
sene konvexe Menge, welche die k + 1 Punkte enthiilt, als das durch die
selben bestimmte k-dimensionale Simplex bezeichnet: Die nulldimensionalen 
Simplexe sind die genau einen Punkt enthaltenden Mengen; das durch 
zwei Punkte bestimmte eindimensionale Simplex ist die durch die beiden 
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Punkte bestimme Strecke; allgemein ist das durch k + 1 nicht in einer 
(k - 1 )-dimensionalen Ebene gelegene Punkte bestimmte Simplex die Menge 
aller Punkte, welche entweder einem der durch k von den k + 1 Punkten be
stimmten (k -1 )-dimensionalen Simplexe oder der zwei solche Punkte ver
bindenden Strecke angehOren. Sind k + 1 Punkte gegeben, die ein k-di
mensionales Simplex S bestimmen, so heil3en fUr r = 0, 1, ... , k die durch 
,. + 1 von den k + 1 Punkten bestimmten Simplexe die r-dimensionalen 
Seiten von S. Die ein Simplex bestimmenden Punkte sind also seine null
dimensionalen Seiten, das Simplex selbst kann als seine hOchstdimensionale 
Seite aufgefaBt werden . 

. Eine Menge, die Summe von endlichvielen Simplexen ist, die zu je zwei 
entweder fremd sind, oder eine gemeinsame Seite als Durchschnitt haben, 
heiBt ein Komplex. Jedes der endlichvielen Summandensimplexe eines ge
gebenen Komplexes und jede Seite eines solchen Summandensimplexes 
heil3t ein Simplex des gegebenen Komplexes. Ein Komplex heiBt k-dimen
sional, wenn er ein k-dimensionales, aber kein (k + 1 )-dimensionales Sim
plex enthiilt. Die Moglichkeit einer elementar-kombinatorischen Behandlung 
der Simplexe und Komplexe beruht darauf, daB man die ein k-dimensio
nales Simplex bestimmenden Punkte mit k + 1 natiirlichen Zahlen be
zeichnen, etwa mit 1, 2, ... , k, k + 1 numerieren kann. Ein Komplex kann 
demgemaB gekennzeichnet werden durch eine endliche Menge von Zahlen 
(welche namlich seinen Punkten, d. h. seinen nulldimensionalen Simplexen, 
als Nummern zugeordnet sind) und durch ein gewisses System von Teil
mengen der endlichen Menge (namlich jener Teilmengen, fiir welche die 
entsprechende Menge von Punkten ein Simplex des Komplexes bestimmt). 
Man kann ganz allgemein als Komplex ein System von Teilmengen einer 
endlichen Menge (z. B. von natiirlichen Zahlen) beseichnen, in welchem 
neben jeder Menge auch jede ihrer Teilmengen enthalten ist. 

4. Der allgemeine Raumbegriff. 
In der Zahlentheorie der natiirlichen Zahlen werden die Gesetze des 

Rechnens mit den natiirlichen Zahlen als gegeben angenommen und die 
komplizierteren Beziehungen, welche zwischen den natiirlichen Zahlen be
stehen, erforscht. Dabei stellt sich heraus, dal3 viele der bewiesenen Satze 
vollig unabhangig von der speziellen Natur der Objekte der Theorie sind, 
daB dieselben nicht bloB im Bereich der natiirlichen Zahlen, sondern bei
spiels weise auch in algebraischen Zahlenkorpern geIten. Es zeigt sich, daB 
fiir manche Satze und ihre Beweise lediglich gewisse Beeiehungen, die zwi
schen den natiirlichen Zahlen bestehen, eine Rolle spielen. Diese Tatsache 
hat zur Definition von beliebigen abstrakten Korpern gefUhrt, d. h. von 
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Bereichen, zwischen deren Elementen eben die erwahnten maBgebenden 
Relationen bestehen und fiir welche daher zahlentheoretische Satze be
wiesen werden konnen. 

Eine analoge Tatsache in der Geometrie wurde bereits im ersten Ab
schnitt erwahnt: Eine Abstraktion von der speziellen Form der Pythago
reischen Abstandsbestimmung in Cartesischen Raumen, welche fiir zahl
reiche geometrische Fragen nicht wesentlich ist, hat zum Begriff des Rie
mannschen Raumes gefiihrt. 

Analog liegen nun auch die Verhaltnisse in der mengentheoretischen 
Geometrie. 1m vorigen Abschnitt ist der Rn als Menge alIer n-Tupel reeller 
Zahlen oder auch als Menge gewisser Folgen von rationalen n-dimen
sionalen Intervallen oder von rationalen n-dimensionalen Kugeln einge
fiihrt worden. Beim Aufbau der Lehre von den Teilmengen des Rn stellt 
sich aber heraus, daB die spezielle N atur der Punkte des Rn , daB sie 
namlich Systeme oder Folgen von gewissen arithmetisch definierbaren 
Wesenheiten sind, in die Beweise wichtiger Theoreme nicht eingeht und 
daher fiir groBe Teile der Theorie gar keine Rolle spielt. Hinweise auf 
diese Tatsache konnen schon aus den Ubedegungen des vorigen Ab
schnittes entnommen werden: Es war fiir die Definition der Punkte des 
Rn unwesentlich, ob man von rational en n-dimensionalen Kugeln, Inter
vallen ausging; die Einfiihrung der Punkte des Rn erfolgte fiir aIle natiir
lichen Zahlen n nach dem gleichen Schema; dieses selbe Schema konnte 
auch zur Definition der Punkte eines Roo verwendet werden; endlich konnten 
hinterher die arithmetisch eingefiihrten Wesenheiten, auf Grund derer die 
Punkte symbolisch eingeflihrt worden waren, durch Mengen von Punkten 
ersetzt werden, wobei der symbolischen Einfiihrung eine Durchschnitts
bildung und ein Sichzusammenziehen entsprach. 

Auch in der Theorie der Teilmengen des R,. sind gewisse Beziehungen 
zwischen den Punkten das MaBgebende. Unter den zahlreichen Beziehungen, 
die zwischen den Punkten eines Rn bestehen, konnen verschiedene Gruppen 
von Beziehungen herausgegriffen werden, deren jede als Grundlage einer 
Theorie dienen kann. Um deutlich zu machen, daB der allgemeine Raum
begriff der mengentheoretischen Geometrie dnrch Betrachtungen eingefiihrt 
werden kann, die an Dignitat den in der gesamten Analysis angewandten 
Methoden vollig gleichstehen, griinden wir im folgenden den Raumbegriff 
auf eine Uberlegung, welche durchaus analog ist dem Rasonnement, das 
im vorigen Abschnitt zur Definition der Zahlengeraden und der Cartesi
schen Raume durchgefiihrt wurde. J a, die folgende Einfiihrung des allge
meinen Raum begriffes kann geradezu als der Kern der Einfiihrung Carte
sischer Raume bezeichnet werden unter bloSer Abstraktion von der Tat
sache, daB die definierenden Wesenheiten in spezieller arithmetischer Weise 
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gegeben sind, - also unter bloBer Abstraktion von einer Tatsache, welche 
fur den Aufbau der Theorie der Teilmengen des R", wie wir erwahnten, 
keine Rolle spielt. 

Wir gehen aus von einem abzahlbaren (d. h. in eine Folge anordenbaren) 
System @5 von Dingen, welches dem abzahlbaren System der rationalen 
offenen Intervalle entspricht, von dem wir zur Einfuhrung des R" ausge
gangen sind. fiber das System @) setzen wir voraus, daB in ihm, so wie 
im System der rationalen offenen Intervalle des Rn , eine Relation des 
Teilseins definiert sei, und zwar gemaB folgenden Bedingungen: Es soll 
fUr je zwei Dinge U und V von @) die Relation U C V (U ist Teilding 
von V) und die gleichbedeutende V ::> U (Venthiilt U als Teilding) ent
weder gelten oder nicllt gelten. Dabei soll stets aus U C V und V C W die 
Beziehung U C W folgen, und es soll das Zusammenbestehen der Beziehungen 
U C V und V C U mit der Beziehun.q U = V gleichbedeutend sein. Es soll 
endlich, wenn fur die zwei Dinge U und V die Beziehung U C V nicht 
gilt, im System @) ein Teilding U'von U existieren, u'elches zu V fremd 
ist, d. h. ein Ding U' C U, so daf3 kein Ding W von @5 existiert, welches 
sowohl Teilding von U', als auch Teilding von V ist. 

Eine Folge {Uk} (k = 1,2, ... ad inf.) von Dingen des Systems @) 

heiBt monoton abnehmend, wenn fur jedes k die Beziehung Uk+l C Uk 
gilt. Gewisse monoton abnehmende Folgen von Dingen des Systems @) 

mogen als Punkte erklart sein. Wenn die monoton abnehmende Folge 
{~} (k = 1,2, ... ad inf.) einen Punkt p definiert, so sagen wir, dieser 
Punkt p ist in einem vorgelegten Ding U des Systems @) enthalten, oder 
auch p ist Punkt von U, falls fur eine naturliche Zahl k die Beziehung gilt 
Uk C U. Da die Uk eine monoton abnehmende Folge bilden. und die Be
ziehung des Teilseins transitiv ist, gilt dann offenbar fur fast aIle natur
lichen Zahlen k die Beziehung Uk C U. Wenn ein Punkt p in einem Ding 
des Systems @) enthalten ist, sagen wir auch, U ist eine Umgeb'ung von p und 
U enthiilt p. Insbesondere ist also, wenn der Punkt p durch die monoton ab
nehmende Folge Uk definiert ist, jede der Mengen { Uk} (k = 1,2, ... ad inf.) 
eine Umgebung von p, so daf3 also jeder Punkt durch eine Folge von Um
gebungen definiert ist. 

Wir wollen annehmen, daf3 jedes Ding des Systems @) einen Punkt ent
hillt. Wenn diese Bedingung nicht erfullt sein sonte, so konnten wir statt 
des abzahlbaren Systems @5 den folgenden Betrachtungen das ebenfalls 
abzahlbare System aller jener Dinge von @), welche Punkte enthalten, zu
grunde legen. 1m Falle des leeren Raumes denken wir auch das definie
rende System @) leer. 

Es moge nun - dies fordem wir ein fur allemal - fUr die Punkte, 
d. h. fur die als Punkte erklarten Folgen von Dingen aus @5, eine Gleich-

Men 9 e r. Dimension.theorie 2 



18 1. EinfUhrung in die mengentheoretische Geometrie 

heitsdefinition analog jener fUr reelle Zahlen erklii.rt und ferner eine Be
dingung erfiiIlt sein, die analog einer fiir reelle Zahlen und die Punkte 
Carlesischer Rii.ume erwii.hnten Tatsache ist. 

1. Zwei Punkte p = { ~} und q = { V,,} (k = 1, 2, ... ad inf.) heifJen 
dann und nur dann gleich, wenn fiir jede natiirliche Zahl k der Punkt p 
in V" und der Punkt q in Uk enthalten ist. 

2. Ist der Punkt p im Ding U des Systems @) enthalten, so existiert ein 
1) enthaltendes Ding U' von @3 derart, dafJ U' C U gilt und jeder nicht in 
U enthaltene Punkt in einem su U' fremden Ding aus @) enthalten ist. 

Auf Grund der angegebenen Gleichheitsdefinition ist ein Punkt p des 
Raumes nicht nur gleich einer Folge von Dingen des Systems @3, sondem 
gleich einer Menge solcher Folgen, deren jede den Punkt p definiert. 
Wenn wir Aussagen iiber einen Punkt p des Raumes herleiten wollen, so 
erweist es sich hii.ufig als zweckmii.l3ig, eine bestimmte von den p definie
renden Folgen der Betrachtung zugrunde zu legen und zu sagen, p sei 
gegeben durch die Folge {Uk I (k = 1, 2, ... ad inf.). Dabei ist natiirlich 
zu bedenken, dal3 auch irgendeine andere der p definierenden Folgen der 
Uberlegung hiitte zugrunde gelegt werden konnen. 

Aus der Bedingung 2., fiir welche wir unten (S. 31) noch einige ii.qui
valente Formulierungen angeben werden, leiten wir nun zunii.chst eine 
Folgerung her: Zu je swei verschiedenen Punkten p und q existieren swei 
sueinander fremde Dinge U' und V' von @), von denen U' den Punkt p 
und V' den Punkt q enthiilt. Setzen wir nii.mlich voraus, dal3 p und q ver
schieden sind. Dann ist nach Bedingung 1. entweder q in einer Umgebung 
von p oder p in einer Umgebung von q nicht enthalten. Nehmen wir etwa 
an, es sei q nicht in der Umgebung U von p enthalten. Dann existiert 
nach Bedingung 2. eine Umgebung U' von p und eine zu U' fremde Um
gebung V' von q, w. z. b. w. 

Die Menge aller Punkte, welche in der angegebenen Art als Folgen von 
Dingen des abzii.hlbaren Systems @) erklii.rt sind, nennen wir einen Raum. 
Mit den Teilmengen des Raumes operieren wir nach den im Abschnitt 2 
festgelegten Regeln. Fiir jede solche Teilmenge sind gewisse monoton ab
nehmende Folgen von Dingen aus @), welche als Punkte von R erklii.rt 
worden sind, als Punkte der Menge erklii.rt, andere nicht. Wird kein 
Punkt von R als Punkt der Teilmenge M erklii.rt, dann ist M die leere 
Menge. Wird jeder Punkt von R als Punkt von M erklii.rt, dann ist die 
Teilmenge M mit dem Raum identisch. 

Insbesondere entspricht jedem Ding U des definierenden Systems @) eine 
Teilmenge des Raumes, nii.mlich die Menge der Punkte, welche in U im 
Sinne der obigen Definition enthalten sind, d. h. die Menge aller Punkte, 
fiir welche eine Umgebung der sie definierenden Umgebungsfolge, als Ding 
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des Systems rei aufgefaBt, Teilding von U ist. Die Menge aller Punkte, 
welche in dies em symbolischen Sinn im Ding U des Systems @) enthalten 
sind, wollen wir als die Menge U bezeichnen. Geiahrliche Verwechslungen 
zwischen den Dingen des Systems rei und den ihnen entsprechenden, mit 
ihnen gleichbezeichneten Mengen konnen nicht entstehen, denn auf Grund 
der Definition der Menge U ist ein Punkt des Raumes dann und nur dann 
Punkt der Menge V, wenn er im symbolischen Sinn Punkt des Dinges U 
ist - und fiir zwei Mengen U und V, welche Dingen des Systems rei ent
sprechen, gilt die Beziehung U C V dann und nur dann im mengentheo
retischen Sinn, wenn sie zwischen den entsprechenden Dingen des Systems 
rei im symbolischen Sinn gilt. Nehmen wir zum Nachweis der letzteren 
Behauptung erstens an, daB fiir zwei Dinge U und V des Systems rei die 
Beziehung V C V im symbolischen Sinn besteht. Wir behaupten, daB fiir 
die entsprechenden Mengen U und V die Beziehung V C V im mengen
theoretischen Sinn gilt, da13 also jeder Punkt von U Punkt von V ist. 1st 
p = { Uk} ein Punkt von U, so gilt idr eines der Dinge Uk die symbo
Iische Beziehung Uk C U. Also gilt mit Riicksicht auf die vorausgesetzte 
symboIische Beziehung U C V und die Transitivitiit der C-Relation die 
Beziehung Uk C V, d. h. P ist auch Punkt von V, wie behauptet. Gilt 
zweitens die symboIische Beziehung U C V nicht, so existiert, unserer 
Voraussetzung iiber die C -Relation zufolge, im System rei ein zu V fremdes 
Teilding V' von U. Dasselbe enthiilt einen Punkt p (da wir ja ange
nommen haben, da13 jedes Ding des Systems rei einen Punkt enthiilt), und 
(lieser Punkt p ist ofl'enbar nicht in V enthalten. Damit ist auch der 
zweite Teil der obigen Behauptung bewiesen. Entsprechend zeigt man, 
da13 zwei Mengen U und V, welche Dingen des Systems @) entsprechen, 
dann und nur dann fremd im mengentheoretischen Sinn sind, wenn die 
entsprechenden Dinge von <S im oben erkliirlen symbolischen Sinn fremd 
sind. 

Es zeigt sich nun, da13 die Punkte, welche zunachst symbolisch als 
Folgen von Dingen des Systems @) eingefiihrl worden sind, als Durch
schnitte der entsprechenden Mengen dargestellt werden konnen: 1st der 
Punkt p durch die monoton abnehmende Folge {Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) 
von Dingen des Systems rei erkliirt, so gilt fur den Punkt p, oder genauer 
fiir die aus dem Punkt p bestehende Menge, die wir mit (p) bezeichnen 
wollen, die Bezielmng 00 

(t) (p)=Ilu". 
k=1 

00 

Erstens ist ja der Punkt p in allen Uk enthalten, 
00 

also Punkt von II Vk' 
k=1 

Zweitens kann die Menge 11 Uk keinen von p verschiedenen Punkt ent-
"=1 

2* 
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halten. 1st namlich q ein von p verschiedener Punkt, welcher etwa durch 
die monoton abnehmende Folge {Vk } (k = 1,2, ... ad inf.) von Dingen des 
Systems S gegeben ist, so existiert zufolge unserer obigen Feststellung 
eine Umgebung U von p und eine zu U fremde Umgebung V von q. Da 
p in U enthalten ist, gilt flir eine der p definierenden Uk die Beziehung 
UI: C U. In dieser Menge Uk ist q ofl'enbar nicht enthalten, also gehort q 

00 

auch nicht der Menge II Uk an. Da dies fiir jeden von p verschiedenen 
k=l 

Punkt q gilt, ist damit die Formel (t) bewiesen. 

Wenn der Punkt p durch die monoton abnehmende Folge 

{Uk} (k= 1,2, ... ad inn 

von Dingen des Systems S gegeben ist, so bildet der Punkt p nicht nur 
den Durchschnitt der Mengen Uk' sondern diese Mengen ziehen sich iiber
dies ofl'enbar auf den Punkt p zusammen, d. h. jede den Punkt p enthal
tende Menge des Systems S enthalt fast aIle Mengen Uk als Teilmengen. 

Unseren Voraussetzungen iiber das Dingsystem S entsprechen demnach, 
wenn wir jedes Ding durch die mit ihm gleichbezeichnete Menge ersetzen 
und das so entstehende Mengensystem ebenfalls mit @5 bezeichnen, folgende 
Annahmen iiber dieses Mengensystem: S ist ein gegebenes abziihlbares 
System von nichtleeren Teilmengen des Rattmes. Jeder Punkt des Raumes 
bildet den Durchschnitt einer auf ihn sich zusammenziehenden Folge von 
Mengen des Systems. Jede einen Punkt p enthaltende Menge des Systems @5 

heif3t eine Umgebung des Punktes. Zwei Punkte p und q sind dann und 
nur dann identisch, wenn jede Umgebung von p auch q enthiilt und um
gekehrt. 1st U eine Umgebung von p, so existiert eine Umgebung U' von p, 
so daf3 zu jedem nicld in U enthaltenen Pun7ct des Raumes eine zu U' 
fremde Umgebung existiert. Insbesondere existieren zu je zwei verschiedenen 
Punkten p und q zwei zueinander fremde Umgebungen U(p) und V(q). 
Wir nennen S das den Raum definierende Mengensystem. 

Es sei nun M irgendeine Teilmenge des Raumes R. Die Punkte von M 
sind Folgen von Dingen des Dingsystems @5, welche den Bedingungen 1. 
und 2. geniigen. Bilden wir filr jede Menge des den Raum R definierenden 
Mengensystems S den Durchschnitt mit M, wobei wir etwaige leere Durch
schnitte weglassen, so ist das so entstehende abzahlbare Mengensystem ~H 
ein die Menge JJ1 als Raum definierendes abzahlbares Mengensystem. In 
der Tat, jeder Punkt p von JJ1 ist Durchschnitt einer monoton abnehmen
den Folge von Mengen des Systems 6 JJJ, welche sich auf p zusammenzieht, 
d. h. so, daB jede p enthaltende Menge aus ,sH fast ane Mengen der Folge, 
deren Durchschnitt p ist, als Teilmengen enthait. Zwei Punkte p und q 
von M sind dann und nur dann identisch, wenn jede p enthaltende Menge 
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von ~.M auch q enthalt und umgekehrt. 1st U eine den Punkt p von M 
enthaltende Menge des Systems ~.M' so existiert eine p enthaltende Menge 
U' im System ~.M' so daB jeder in U nicht enthaltene Punkt von M in 
einer zu U' fremden Menge des Systems ~.M enthalten ist. In dieser Weise 
kann also jede Teilmenge eines Raumes in sich betrachtet und selbst als 
Raum aufgefaBt werden. 

Wir haben im vorigen Abschnitt (S. 13) hervorgehoben, daB der R,. so
wohl mit Hilfe des Systems der rational en Kugeln als auch mit Hilfe des 
Systems der rationa1en IntervaHe gegeben werden kann, und haben damit 
zwei Riiume, deren Punkte als Folgen von Dingen verschiedener Systeme 
definiert sind, als gleich bezeichnet. Damit aHgemein von einer Gleichheit 
der Riiume R und X, deren Punkte als Folgen von Dingen der Systeme 
~ bzw. ~' erkliirt sind, gesprochen werden konne, ist zuniichst erforder
lich, daB die den oben erwiihnten Forderungen genugende Relation des 
Teilseins nicht nur innerhalb der Systeme @) und @i' definiert sei, sondem 
daB auch fur je zwei Dinge U und U', von denen das eine dem System ~, 
das andere dem System @i' angehort, feststehe, 0 b eines Teil des anderen 
sei oder nicht. Dies erst ermoglicht eine Vergleichung der Punkte von R 
und der Punkte von X, d. h. die Entscheidung, ob auf Grund der Definition 
der Gleichheit von Raumpunkten der Punkt p von R, welcher durch eine 
Folge {Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) von Dingen aus ~ gegeben ist, und 
der Punkt p von Jr, welcher durch eine Folge { U;} (k= 1,2, ... ad inf.) 
von Dingen aus ~' gegeben ist, auf Grund der Gleichheitsdefinition fiir 
Punkte gleich sind oder nicht. Sie heiBen dann und nur dann gleich, wenn 
fiir jedes natiirliche k der Punkt p in U; und der Punkt p' in Vk enthalten 
ist, d. h. wenn fiir jedes natiirliche k in V; eines (und daher fast aHe) der 
U; und in ~ eines (und daher fast aHe) der U; als Teil enthalten sind. 
Die Riiume R und R' heiBen gleich, wenn jeder Punkt von R gleich 
einem Punkt von R' und jeder Punkt von R' gleich einem Punkt von R ist. 

Sind die Punkte von R als Folgen von Dingen des Systems ~, die 
Punkte von R' als Folgen von Dingen des Systems ~' gegeben, und sind 
die Riiume R und R' gleich, dann stehen die Systeme ~ und ~' der Mengen, 
welche den Dingen der Systeme @) bzw. ~' entsprechen, zueinander ofl'en
bar in folgender Beziehung: Fiir jeden Punkt p von R existiert zu jeder 
p enthaltenden Menge U von ~ eine p enthaltende Menge U' von ~', die 
C U ist, und zu jeder p enthaltenden Menge V' von ~' eine p enthaltende 
Menge U von @), die C V' ist. Wir driicken diese Beziehung dahin aus, 
daB wir die Mengensysteme ~ und @)' als gleichwertig bezeichnen, indem 
wir allgemein ein Mengensystem % mit dem den Raum R definierenden 
Mengensystem @) gleichwertig nennen, wenn fiir jeden Punkt p von R zu 
jeder p enthaltenden Menge' U von ~ eine p enthaltende Teilmenge V von 
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':t und zu jeder p enthaltendlm Menge V von ':t eine p enthaltende Teil
menge U von @5 existiert. Offenbar besitzt jedes abzahlbare System von 
nichtleeren Teilmengen eines Raumes R, welches mit dem R definierenden 
Mengensystem gleichwertig ist, selbst aIle Eigenschaften eines R definie
renden Mengensystems. Z. B. ist jeder Punkt P des Raumes auch Durch
schnitt einer sich auf p zusammenziehenden 1!'olge von p enthaltenden 
Mengen des Systems ':t. So wie zufolge der Identitatsdefinition fUr Punkte 
ein Punkt eines Raumes im allgemeinen durch verschiedene Folgen von 
Dingen bzw. von Mengen eines den Raum definierenden Systems gegeben 
werden kann, so kann ein Raum im allgemeinen durch verschiedene (unter
einander gleichwertige) definierende Systeme von Teilmengen gegeben 
werden. 

Jedes einen Raum definierende Mengensystem @5 ergibt eine Limesdefi
nition fiir den Raum. Die Punktefolge {Pi} (i = 1, 2, •.. ad inf.) heiBt 
gegen den Punkt p auf Grund des den Raum definierenden Mengen
systems @5 konvergent, wenn jede p enthaltende Menge des Systems @5 
fast aIle Punkte Pi enthalt. Die Limesdefinitionen auf Grund gleichwertiger 
Mengensysteme sind, wie man miihelos bestatigt, identisch: Wenn der 
Punktp, der gegeben ist durch die Folge { Uk} (k= 1, 2, ... ad inf.) von Dingen 
aus 6, auf Grund von@5 Limespunkt der Punktfolge {pi} (= 1,2, ... ad inf.) 
ist, d. h. wenn jedes Uk fast aHe pi enthiilt, dann ist, falls @5 und @5' gleich
wertig sind, der Punkt p auch auf Grund von @5' Limespunkt der Punkte
folge {pi} und umgekehrt. 

Werfen wir zum AbschluB einen Blick auf die zur Einfiihrung des 
Raumbegriffes in diesem Abschnitt verwendeten Methoden: Wir haben die 
Begriffe "Punkt des Raumes" und "Raum" durch ein Verfahren eingefiihrt, 
welches vollig analog ist der Einfiihrung der Begriffe reelle Zahl und Zahl
gerade oder Punkt des Rn und Rn' Das Verfahren besteht im Ausgehen 
von einem abzahlbaren System von Dingen und in der Erkliirung der 
Punkte als Folgen von Dingen gemaB gewissen Bedingungen. Der Unter
schied von der Begriindung der Lehre von den reellen Zahlen besteht ledig
lich darin, daB wir von der speziellen arithmetischen Gegebenheit der Dinge 
des abzahlbaren Ausgangssystems und von der speziellen arithmetischen 
N atur der fiir diese Dinge definierten Relationen (des Teilseins, des Fremd
seins) abstrahieren, also von einer Tats ache absehen, welche beim Aufbau 
wichtiger Teile der Lehre von der Zahlgeraden und von Rn , wie erwahnt, 
gar keine Rolle spielt. Die Abstraktion ist iibrigens analog jener, welche 
vom Begriff des speziellen Zahlenkorpers zum Begriff des abstrakten Korpers 
fiihrt. Wir operieren endlich mit beliebigen Teilmengen des Raumes nach 
den im vorigen Abschnitt angefiihrten Regeln, welche eine weitgehende 
Analogie mit den Regein fiir das Rechnen mit reellen Zahlen aufweisen. 
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Was eine Menge "ist", diese (m. E. sinnlose) Frage lassen wir unbelichtet 
und bilden Teilmengen des Raumes, so wie man in der Elementargeometrie 
"geometrische Orter" bildet und in der analytischen Geometrie "Gesamt
heiten" von Punkten, deren Koordinaten gewissen Bedingungen genugen, 
betrachtet. Wir fassen namlich zu einer Teilmenge des Raumes ane Punkte 
des Raumes zusammen, welche eine gewisse Eigenschaft besitzen. Bisweilen 
werden wir auch, wenn eine abzahlbare Folge {Mk I (k = 1, 2, ... ad inf.) 
von paarweise fremden nichtleeren Mengen gegeben ist, eine sog. Auswahl
menge der gegebenen Mengenfolge betrachten, d. h. eine Menge, die mit 
jeder der Mengen Mk einen und nur einen Punkt gemein hat. 

Historisches. Der Gedankfl, von der speziellen arithmetischen Natur der Punkte 
des Rn zu abstrahieren, riihrt von Frechet (in Rendic. Palermo 22, 1906 und in 
zahlreichen spateren Abhandlungen). Frechet legt seinen Untersuchungen tiber 
reelle Funktionen sowie tiber Abgeschlossenheits- und Dichtigkeitseigenschaften der 
Mengen abstrakte Mengen zugrunde, zwischen deren Elementell gewisse Beziehungen 
bestehen. Z. B. werden sog. Limesklassen betrachtet, d. s. abstrakte Mengen, in 
denen gewisse Folgen von Elementen als konvergent erklart sind, wobei jede Folge 
{ ak }, in der aUe ak einem und demselben Element a gleich sind, als konvergent 
gilt und jede Teilfolge einer konvergenten Folge zu den konvergenten Folgen ge
hort. Ferner werden allgemeine metrische Ruume betrachtet, d. s. abstrakte l\lengen, 
in denen je zwei Elementen p und q eine ree1le Zabl qp = pq > 0 fUr p 9= q und 
pq = 0 fUr p = q zugeordnet ist, wobei fur je drei Punkte p, q, r die sog. Drei
ecksungleichung p q + qr ~pr erfdllt ist F. Riesz hat spater (Alti IV Congr. intern. 
mat. Roma 1908, 2, S. 18) Mengen, in denen gewisse Punkte als Huufungspunkte 
erklikt sind, zum Ausgang genommen. Abstrakte Mengen, fUr deren Teilmengen 
ein gewissen Bedingungen gentigender Operator definiert ist, hat K u rat 0 w s ki (Fund. 
Math. 3, 1922, S. 182) betrachtet (vgl. die historische Notiz zum folgenden Abschnitt). 

Eine Menge, in welcher ein System von Umgebungen definiert ist, hat Haus
dorff (Grundz. d. Mengenlehre 1914, Kapitel VII und VIII) als topologischen Raum 
bezeichnet und Untersuchungen tiber Abgeschlossenheits - und Dichtigkeitseigen
schaften von Mengen zugrunde gelegt. Dabei verstebt er unter einem Umgebungs
system ein System von Teilmengen, welches folgenden Bedingungen gentigt: A. Jedem 
Punkt x entspricht mindestens eine Umgebung U",; jede Umgebung U", enthalt den 
Punkt X. B. Sind U"" V", zwei Umgebungen desselben Punktes, so gibt es eine Um
gebung W"" die Teilmenge von beiden ist. C. Liegt der Punkt y in U"" so gibt es 
eine Umgebung Uy, die Teilmenge von U", ist. D. Fur je zwei verschiedene Punkte 
x, y gibt es zwei Umgebungen U"" UlI ohne gemeinsamen Punkt. Speziell werden 
dann Raume untersucht, welche dem "Abzahlbarkeitsaxiom" geniigen: Fur jeden 
Punkt x ist die Menge seiner verschiedenen Umgebungen U", h6chstens abziihlbar, 
oder der scharferen Forderung: Die Menge aller verschiedenen Umgebungen U ist 
abziihlbar. Vietoris (Monatshefte f. Math. u. Phys. 31, 1921, S. 174) hat zu den 
Axiomen A., B., C., D. das folgende hinzugenommen: E. Eine Umgebung U", eines 
Punktes x enthiilt immer eine Umgebung W'" von x, so daJ3 jeder Punkt des Kom
plementes von VI: samt einer seiner Umgebungen dem Komplement von W'" angehOrt. 

Wir sind im vorstehenden Abschnitt formal etwas anders vorgegangen, um mog
lichsten AnschluB an die der gesamten Analysis zugrundeliegende EinfUhrung des 
Begriffes der reeUen Zahl zu wahren. Auch die Zahlgerade und der Rn konnen ja, 
wie im vorangehenden Abschnitt auseinandergesetzt wurde, durch ein Umgebungs
system eingef'lihrt werden, wobei man freilich die Umgebungen nicht als Teilmengen 
des erst zu definierenden Rn oder ala Mengen von erst zu erklarenden Punkten des Rn 
auffaasen darf, aondern die Umgebungen ala irgendwie independent gegeben an-
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nehmen muB (im Falle des R,. sind sie in spezieller arithmetischer Form gegeben). 
Ais Punkte des R,. sind gewisse Folgen solcher Umgebungen erkliirt, und in ana
loger Weise haben wir angenommen, daB gewisse Folgen von Umgebungen als Punkte 
erklii.rt sind, wobei wir in Ubereinstimmung mit dem R,. das Umgebungssystem IS, 
von dem wir ausgingen, als abzahlbar angenommen haben, was dem zweiten 
(schii.rferen) Hausdorffschen Abzahlbarkeitsaxiom entspricht. Bei dieser Auffassungs
weise war es iiberfliissig, die Axiome A., B., C. eigens zu formulieren. Erforderlich 
war nur eine der Identitii.tsdefinition f"lir reelle Zahlen nachgebildete Identitats
definition f"lir die Punkte (d. h. fiir die als Punkte erklii.rten Folgen von Dingen des 
Systems IS), welche noch zu erganzen war durch eine dem Axiom E. entsprechende 
Forderung. Die dem Axiom D. entsprechende Aussage konnte dann bewiesen werden. 
Hinterher konnten dann die Dinge des symbolischen Ausgangssystems mit Teil
mengen des durch sie erklii.rten Raumes identifizierl werden. 

5. Die Abgeschlossenheitseigenschaften von Mengen. 
Wir wollen einen Raum, wie er im vorigen Abschnitt erklart wurde, 

im folgenden stets als separabeln Raum bezeichnen (eine Bezeichnung, 
die in der historischen Notiz zum Abschnitt 9. ihre Erklarung finden wird). 
Jede Teilmenge eines separabeln Raumes kann, wie oben auseinandergesetzt 
wurde, in sich betrachtet und selbst als separabler Raum aufgefa.l3t werden. 

Ein wichtiges System von Teilmengen eines separabeln Raumes haben wir 
bereits kennen gelernt, namlich das abzahlbare den Raum definierende 
System @5. Mit Hilfe der Mengen von @5 werden wir nun zwei besonders 
wichtige Klassen von Teilmengen des Raumes, die offenen und die abge
schlossenen Mengen, erklaren und naher untersuchen. 

Eine Teilmenge U eines separabeln Raumes R hei.l3t eine offene Menge, 
oder kurz offen, wenn die Menge U zu jedem ihrer Punkte eine den be
treffenden Punkt enthaltende Menge des Systems @5 als Teilmenge enthalt. 
Der Raum R selbst ist dieser Definition zufolge eine offene Menge (eine 
offene Teilmenge von R). Die leere Menge wollen wir zu den offenen 
Mengen zahlen. Die Definition der offenen Mengen ist iibrigens in trivialer 
Weise auf die Ie ere Menge anwendbarj denn die leere Menge, die ja iiber
haupt keinen Punkt enthalt, aber in jeder Teilmenge des Raumes als Teil
menge enthalten ist, enthalt, wie man sagen kann, zu jedem ihrer Punkte 
eine ihn enthaltende Menge des Systems als Teilmenge. Eine offene Menge U, 
welche den Punkt p bzw. die Menge M enthalt, nennen wir auch eine 
Umgebung von p bzw. von M. 

Ist M irgendeine vorgelegte Teilmenge des Raumes R, so konnen wir 
die Menge Min der oben angegebenen Weise selbst als Raum auffassen, 
indem wir als definierendes abzahlbares System @5J[ das System der Durch
schnitte von M mit den Mengen des Systems @5 betrachten. Eine Teil
menge M' von M, welche, falls M als ein durch das System @5J[ definierter 
Raum betrachtet wird, in diesem Raum M offen ist (d. h. zu jedem ihrer 
Punkte eine den betreffenden Punkt enthaltende Menge des Systems @5J[ 
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als Teilmenge enthalt), nennen wir in M offen. Wir sehen: Damit die 
Menge M' in M offen sei, ist notwendig und hinreichend, daf3 M' Durch
schnitt von M mit einer offenen (d. h. im Raum offenen) Menge sei. 1st 
namlich erstens die Menge M' Durchschnitt von M mit einer offen en 
Menge, so gilt M' = M . U, wo U eine offene Menge ist, d. h. eine Menge, 
welche zu jedem ihrer Punkte eine diesen Punkt enthaltende Menge des 
Systems @5 als Teilmenge enthalt. Insbesondere enthalt die Menge U zu 
jedem Punkt p der Menge M . U eine den betreffenden Punkt enthaltende 
Menge des Systems @5. Daher enthalt die Menge M· U zu jedem ihrer 
Punkte eine diesen Punkt enthaltende Menge des Systems @5M• Also ist 
die Bedingung hinreichend. Es sei zweitens M' eine in M offene Menge, 
d. h. eine Teilmenge von M, die zu jedem ihrer Punkte eine diesen Punkt 
enthaltende Menge des Systems @5.M als Teilmenge enthalt. Jede Menge 
des Systems @5.M ist Durchschnitt von M mit einer Menge des Systems @5. 

Bezeichnen wir mit U die Summe aller jener Mengen des abzahlbaren 
Systems @5, fiir welche der Durchschnitt mit M Teilmenge von M' ist, 
so ist U eine offene Menge und es ~ gilt lit' = U· M. Also ist M' Durch
schnitt von M mit einer offenen Menge, und die Bedingung ist auch als 
notwendig erwiesen. 

Zu bemerken ist dabei folgende Tatsache, auf die wir noch zuriick
kommen werden: Wenn Meine vorgelegte Teilmenge des Raumes und 
U eine bestimmte offene Menge ist, so existiert eine einzige in M offene 
:M:enge, welche Durchschnitt von M und U ist, namlich eben die Menge 
M· U. Wenn dagegen lII' eine vorgelegte in M offene Menge ist, so 
konnen unter Umstanden verschiedene offene Mengen U, V, ... des 
Raumes R existieren, so dal3 M' = M . U = M . V = ... gilt. Man lege 
etwa als R den R21 die Cartesische Ebene, zugrunde und betrachte als 
Teilmenge lIf von R die Gerade y = O. Eine in M offene Menge ist beispiels
weise die Mp,nge M' der Punkte mit den Koordinaten - 1 < x < 1, y = O. 
Es gibt verschiedene offene Mengen der Ebene, deren Durchschnitt mit M 
gleich der Menge M' ist, z. B. der offene Kreis urn den Punkt (0,0) mit 
dem Radius 1, oder das offene Quadrat, dessen Ecken in den Punkten 
(± 1, ± 1) liegen u. a. 

Wir zeigen nun: Der Durchschnitt von endlichvielen und die Summe 
von endlich- oder abziihlbarvielen offenen Mengen ist offen. Es seien 
Vl1 Vs, ••• , V1I endlichviele offene Mengen. Wenn ihr Durchschnitt leer ist, 

• 11 

so ist er eine offene Menge. 1st die Menge V = II Vi nicht leer, so haben 
=1 

wir zu zeigen: Die Menge V enthalt zu jedem ihrer Punkte eine dies en 
Punkt enthaltende Menge des Systems @5 als Teilmenge. Sei also der Punkt p, 
welcher gegeben ist als Durchschnitt der monoton abnehmenden Folge 
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{ Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) von Mengen des Systems <5, irgendein Punkt 
von V. Fiir jede der Zahlen i = 1, 2, ... , n ist p Plmkt von "V;; fiir jede 
dieser Zahlen i existiert also eine naturliche Zahl ki' so daB Uki C "V; gilt 
und daB mithin, da die Uk eine monoton abnehmende Folge bilden, fur ane 
k > k. Uk C Vi gilt. Setzen wir k = Max. (kll k2' ... , k,,), so gilt offenbar 
Ui C V, womit die Offenheit des Durchschnittes V bewiesen ist. 1st femer 
{ Vk } (k = 1, 2, ... , evtl. ad inf.) eine abzahlbare Folge von offenen Mengen 

(00) 

und ist p ein Punkt der Menge V = ~Vk' dann haben wir zum Beweise, 
k=l 

da8 V offen ist, zu zeigen, daB eine p enthaltende Menge des Systems <5, 
die Teilmenge von V ist, existierl. Dies folgt aber daraus, daB p, als Punkt 
von V, Punkt von mindestens einer der Mengen Vj: ist, und daher eine 
p enthaltende Menge des Systems @5 existiert, die Teilmenge von Vk, also 
erst recht von V ist. 

Aus dem Bewiesenen ergibt sich insbesondere: Jede Menge, die in einer 
offenen Menge offen ist, ist offen. Denn die in der offenen Menge U offene 
Menge U' ist Durchschnitt von U mit einer offenen Menge V, also Durch
schnitt zweier offener Mengen und daher offen. 

Wir nennen eine Teilmenge A eines separabeln Raumes abgeschlossen, 
wenn A das Komplement einer offenen Menge ist. Wir nennen, wenn M 
eine vorgelegte Teilmenge des Raumes ist, die Menge M' abgeschlossen 
in M, wenn M' das Komplement einer in M offenen Menge zu Mist. 
Wiederum zeigt man muhelos, daB die so definierten in M abgeschlossenen 
Mengen identisch sind mit jenen Mengen, welche Durchschnitt von M und 
einer abgeschloBsenen (d. h. im Raum abgeschlossenen) Menge sind und 
daB jede Menge, die in einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist, selbst 
abgeschlossen ist. Gilt 0 C B C A und ist 0 in A abgeschlossen dann ist 
o offenbar auch in B abgeschlossen. - Die leere Menge und der Raum 
sind zwei zueinander komplementare offene Mengen, diese beiden Mengen 
sind daher auch abgeschlossen. Aus dem Satz, daB der Durchschnitt von 
endlichvielen und die Summe von endlich- oder abzahlbarvielen offenen 
Mengen offen ist, folgt durch Anwendung der Formel (4) von Abschnitt 2, 
daf3 die Summe von endlichvielen und der Durchschnitt von absiihlbarvielen 
abgeschlossenen Mengen abgeschlossen ist. Das Komplement einer aus einem 
einzigen Punkt bestehenden Menge ist offenbar stets eine offene Menge. 
Jede aUB einem Punkt bestehende Menge und daher jede endliche Menge 
ist demnach abgeschlossen. 

Die Summe von abzahlbarvielen abgeschlossenen Mengen eines separa
beln Raumes ist nicht notwendig abgeschlossen. Legen wir beispielsweise 
als Raum den Rl zugrunde und betrachten wir die abzahlbare Menge M 
aIler Punkte mit rationaler Koordinate, so ist diese Menge Summe von 
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abzahlbarvielen endlichen und daher abgeschlossenen Mengen, ohne selbst 
abgeschlossen zu sein. Denn das Komplement von M, die Menge aUer 
Punkte mit irrationaler Koordinate, ist nicht offen, da dieses Komplement 
kein Intervall des Rl als Teilmenge enthalt. Das Komplement von Mist 
jedoch Durchschnitt von abzahlbarvielen offen en Mengen. Wir nennen 
eine Menge, welche Summe von abzahlbarvielen abgeschlossenen Mengen 
ist, eine Fa-Menge oder kurz ein Fa. Und wir nennen jede Menge, welche 
Durchschnitt von abzahlbarvielen offenen Mengen ist, eine GO'-Menge oder 
kurz ein G(/'. Die abgeschlossenen Mengen gehoren zu den Fa, die offenen 
Mengen zu den GO'. Das Komplement jedes Fa ist ein GO', das Komplement 
jedes G,r ist ein Fa. Ferner iiberzeugt man sich leicht davon, daB die 
Summe von endlich- oder abzahlbarvielen und der Durchschnitt von eud
lichvielen Fo-Mengen ein Fo ist und daI3 entsprechend der Durchschnitt 
von endlich- oder abzahlbarvielen und die Summe von endlichvielen G,y
Mengen ein GO' ist. Hingegen zeigt sich, daI3 man durch Betrachtung der 
Durchschnitte von abzahlbarvielen Fa und der Summen von abzahlbarvielen 
G,r zu umfassenderen Mengenklassen, den sog. FoO' bzw. G,ro, gelangt. Auf 
diese Weise kann man forlfahren und, wie sich zeigt, zu immer aUgemeineren 
Mengenklassen aufsteigen. Man bezeichnet jene Mengen, welche durch ite
rierle Summen- und Durchschnittsbildung aus abgeschlossenen und offenen 
Mengen hervorgehen, als Borelsche Mengen. Wir werden im folgenden 
bloB mit jenen Borelschen Mengen zu tun haben, die als Fa und G,r ·be
zeichnet wurden. 

Um eine wichtige fiir die abgeschlossenen Mengen charakteristische 
Eigenschaft bequem aussprechen zu konnen, fiihren wir folgende Aus
drucksweise ein: 1st Meine Teilmenge und p ein Punkt eines separabeln 
Raumes R, so nennen wir p einen HaW'ungspunkt der Menge M, falls 
jede Umgebung des Punktes p einen von p verschiedenen Punkt der 
Menge M enthalt. 1st der Punkt p, welcher durch die Folge der Mengen 
{Uk} (k = I, 2, .•. ad inf.) des Systems S gegeben ist, Haufungspunkt 
der Menge M, so konnen wir fUr jede natiirliche Zahl k einen von p ver
schiedenen Punkt Pk der Menge M· Uk bestimmen. Die Menge M' der so 
bestimmten Punkte Pk (k = 1, 2, ... ad inf.) (die iibrigens nicht paarweise 
verschieden sein miissen) ist, wie man leicht sieht, cine gegen p konvergente 
Punktefolge, d. h. eine Punktefolge, die pals Limespunkt besitzt. 

Wir zeigen nun: Eine Teilmenge A eines separabeZn Raumes R ist 
dann und nur dann abgeschlossen (d. h. Komplement einer offenen Menge), 
wenn jeder Haufungspunkt von A Punkt von A ist. Wir beweisen, was 
formal allgemeiner ist: 1st Meine Teilmenge eines separabeln Raumes R 
und ist M' eine Teilmenge von M, so ist, damit M' in M abgeschlossen 
sei, notwendig und hinreichend, daI3 jeder zu M gehOrige Haufungspunkt 
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von M' Punkt von M' seL 1st erstens p ein zu M geboriger Haufungs
punkt der in M abgescblossenen Menge M', so ist p auch ein Punkt von 
M'. Denn andernfalls ware ja p ein Punkt der Menge M - M', und da 
diese Menge in M offen ist, existierte eine Umgebung U(p) des Punktes p, 
so daB M· U(p) Teilmenge von M - M' ware; dies ist aber unmoglich, 
da p Haufungspunkt von M' sein soIl und daher jede Umgebung von 
p einen von p verschiedenen Punkt von M' enthalten muB. - Wenn 
zweitens das Komplement der Menge M' zu M, d. h. die Menge M - M', 
nicht offen in ~f ist, so enthiilt M - ][' einen Punkt p, von dem fUr 
keine Umgebung U die Menge U· Me M - M' ist, d. h. es existiert ein 
Punkt von M - M', welcher Haufungspunkt von ]I' ist. Damit ist unsere 
Behauptung bewiesen. 

Ein Punkt p des Raumes R, der nicht Haufungspunkt von R ist, heiBt 
ein isolierter Punkt des Raumes. Bezeichnen wir mit (P) die aus dem 
Punkt p bestehende Menge, so ist die Menge R - (p) offenbar dann und 
nur dann abgeschlossen, wenn p ein isolierter Punkt von R ist. Wir sehen 
also: Ein Punkt p ist dann und nur dann isoliert, wenn die Menge (p) 
offen ist. 1st {Uk} (k = I, 2, ..• ad inf.) irgendeine mono ton abnehmende 
Folge von Mengen des den Raum definierenden Systems, welche den 
Punkt p definiert, so ist fUr eine gewisse natiirliche Zahl k (und daher 
such fiir jede natiirlicbe Zahl > k) die Menge Uk TeiJ der offenen Menge 
(p) und daher mit p identisch. Wir sehen also: In jeder den Punkt p de
{inierenden monoton abnehmenden Folge offener Mengen sind dann und 
(offenbar aucb) nur dann, wenn p ein isolierter Punkt ist, fast alle Mengen 
mit (p) identisch. Insbesondere kann ein isolierter Punkt p gegeben werden 
durch eine Folge von Mengen, von denen jede mit (p) identisch ist. 

1st {M"l (n = 1,2, ... ad inf.) eine Folge von Teilmengen des Raumes, 
so wird die Menge aller Punkte des Raumes, fiir welche jede Umgebung 
mit unendlichvielen (bzw. mit fast allen) Mengen M,. Punkte gemein hat, 
mit lim M,. (bzw. lim ]f .. ) bezeichnet. Gilt fiir die Mengenfolge {Mn l die 

n=oo _ 11.=00 

Beziehung ii~ M .. = Iilll M" = M, so heiBt die Folge konvergent und die 
n=oo n=oo 

Menge M ihr Limes. Insbesondere heiBt also die Mengenfolge {M"l gegen 
den Punkt p (genauer gegen die aus p bestehende Menge) konvergent, falls 
jede Umgebung von p mit fast allen Mengen M .. Punkte gemein hat, wah
rend jeder von p verschiedene Punkt in einer Umgebung enthalten ist, 
die zu fast allen Mengen M,. fremd ist. Man bestatigt leicht, daB flir jede 
Mengenfolge {M,.l die (evtl. leeren) Mengen lim M,. und li!ll M .. abge-
schlossen sind. ,,=00 ,,=00 

1st M irgendeine Teilmenge eines separabeln Raumes und bezeichnet M' 
die Menge aller Haufungspunkte von M, so nennen wir die Menge M + M' 
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die abgeschlossene Bulle der Menge M und bezeichnen diese Menge 
mit M. Auch in allen folgenden Kapiteln wird stets mit M die abge
schlossene Hiille der Menge JJl im eben definierten Sinn bezeichnet. Zur 
Rechtfertigung der Bezeichnung "abgeschlossene" Hiille wollen wir zeigen: 
Fur jede Teilmenge M eines separabeln Raumes ist die Menge M abge
schlosse1~. Sei namlich p irgendein Haufungspunkt der Menge M. Wir haben 
zu zeigen, daB p auch Punkt von Mist, und weisen sogar nach, daB p Haufungs
punkt der Menge Mist. Ware dies nicht der Fall, so existierte eine Um
gebung U(p), welche keinen von p verschiedenen Punkt der Menge M 
enthielte. Da pals Haufungspunkt der Menge M vorausgesetzt ist, existiert 
ein von p verschiedener Punkt q der Menge M . U(p). Da der Punkt q 
von p verschieden ist, existiert eine Umgebung V(q), welche den Punkt p 
nicht enthalt. Auch die Menge W(q) = V(q) . U(P) ist eine Umgebung 
von q, welche p nicht enthalt, und zwar eine Teilumgebung von V(q). Da 
q ein Punkt von M sein soIl, der nicht zu M gehOrt, so enthalt die Um
gebung W(q) einen Punkt der Menge M. Dieser Punkt ist aber ein von p ver
schiedener Punkt der Menge JJI· U(p), wahrend ein solcher Punkt nicht exi
stieren solI. Die Annahme der Unrichtigkeit unserer Behauptung von der Ab
geschlossenheit der abgeschlossenen Hiille fiihrt also auf einen Widerspruch. 

Die abgeschlossene Hiille Mist eine M enthaltende abgeschlossene Menge 
und in gewissem Sinn die kleinste M enthaltende abgeschlossene Menge; 
denn jede abgeschlossene Menge, welche M als Teilmenge enthalt, enthalt 

. auch die Menge M als Teilmenge. Die Summe der Mengen des abzahlbaren 
Systems ~, welche Teilmengen einer gegebenen Menge M sind, heiSt der 
offene Kern von M. Diese (evtl. leere) Menge ist die groBte ofl'ene Teil
menge von M, d. h. in jeder ofl'enen Teilmenge von M als Teil enthalten. 

Durch die Definition der Menge M wird jeder Menge des Raumes R 
gleichsam als Funktion eine gewisse andere Menge zugeordnet. Auch das 
Komplement R - M liiBt sich als eine der Menge M zugeordnete Funktion 
auffassen. Wahrend aber das Komplement eine eindeutige Funktion mit ein
deutiger Umkehrung ist (Mengen mit identischem Komplement sind iden
tisch, Mengen mit verschiedenem Komplement sind verschieden), wird 
durch die Bildung der abgeschlossenen Hiille eine eindeutige Funktion 
mit im allgemeinen mehrdeutiger Umkehrung definiert. Verschiedene 
Mengen konnen dieselbe abgeschlossene Hiille haben. Beispielsweise haben 
im RlI in der Zahlengeraden, sowohl der Rl selbst als auch die Fa-Menge 
aller Punkte mit rationaler Koordinate als auch die G 6-Menge der Punkte 
mit irrationaler Koordinate dieselbe Menge, namlich den ~, zur abge
schlossenen Hiille. Man bestatigt fiir die Funktion "abgeschlossene Hiille" 
miihelos folgendes "Additionstheorem": Fiir je zwei Teilmengen M und 
N eines separabeln Raumes gilt 
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M+N=M+N, 
und allgemein gilt fur jede Summe von endlichvielen Mengen 

" " 
:EM;=~Mi' 
;=1 ;=1 

Fur abzahlbarviele Summanden gilt zwar stets 
--

co co 

~M; ::>~M;, 
i= 1 ;=1 

--
co co 

aber nicht notwendig ~Mi =~Mi' Beispielsweise ist, wenn wir im Rl 
;=1 .=1 

die Punkte mit rationaler Koordinate in eine Folge {PI;} (k = 1, 2, ... ad inf.) 
anordnen und mit MI; die aus dem Punkt Pk bestehende Menge bezeichnen, 

co co co 

~Mk=~Mk=F ~Mk=~' 
k=1 k=1 k =1 

Da die Menge M, wie wir sahen, stets abgeschlossen, also mit ihrer ab
geschlossenen Hulle identisch ist, erfuUt die Funktion "abgeschlossene 
Hulle" auch die Beziehung M = M. 

Insbesondere besitzt auch jede offene Menge eine abgeschlossene Hulle. 
Wir nennen eine Menge, welche abgeschlossene Hulle einer offenen Menge 
ist, ein Stuck des Raumes. Sind U und V zwei offene Mengen, so ist U· V 
als Durchschnitt von V mit der abgeschlossenen Menge V in V abge
schlossenj also ist, wovon wir haufig Gebrauch machen werden, die Menge 

U-U·v 
in der offenen Menge V offen und daher eine offene Menge. - Aus der 
Fremdheit zweier offenen Mengen folgt keineswegs notwendig die Fremd
heit der zugehOrigen Stucke. So sind z. B. im Rl die offenen Intervalle 
(0,1) und (1,2) fremd, die zugehorigen Stucke, die abgeschlossenen Inter
valle [0, 1] und [1, 2] haben den Punkt 1 gemein. Es sind jedoch, was 
wir hii.ufig benutzen werden, wenn die offenen Mengen U und V fremd 
sind, auch die Mengen 1] und V, sowie die Mengen U und V fremd. Denn 
wenn die offene Menge U keine Punkte einer Menge M enthalt, dann ent
halt U auch keine Hiiufungspunkte von M. 

Wir hatten im vorigen Abschnitt uber das den Raum definierende 
System @) folgende Voraussetzung gemacht: 1st p ein Punkt des Raumes 
und ist U eine Umgebung von p, so existierl im System @) eine Umgebung 
U' von p, so daB U' C U gilt und daB jede; Punkt von R - U in einer 
zu U' fremden Umgebung enthalten ist. Wir konnen diese Voraussetzung 
nun auch dahin aussprechen, daB zu jeder Umgebung U eines Punktes P 
im System @) eine Umgebung V' C V von P existiert, so daB kein Punkt 
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von R - U Haufungspunkt von U'ist, daB also eine Umgebung U' exi
stiert, die nebst allen ihren Haufungspunkten Teilmenge von U ist, fur 
die mithin, wie wir dies auch ausdrucken konnen, die Beziehung gilt 
U' CU. Wenn fur zwei offene Mengen die eine nicht nur Teilmenge der 
anderen, sondem nebst ihren Haufungspunkten Teilmenge der anderen ist, 
so wollen wir sagen, die eine sei Teilmenge im schiirferen Sinn von der 
anderen, und wollen, da sich die Einfuhrung eines eigenen Symbols fur 
diese Beziehung als sehr zweckmaBig erweist, 

U ~ V gleichbedeutend mit U e V 
schreiben. Unsere Voraussetzung uber den Raum laBt sich dann so aus
sprechen: Zu jeder Umgebung U eines Punktes p enthiilt das System (5 eine 
Umgebung U' von p, fur die U' ~ U gilt. 

Wir konnen nun, nebenbei bemerkt, unsere Voraussetzungen uber den 
Raum in folgende Satze zusammenfassen: Es ist ein abziihlbares System (5 

von nichtleeren Teilmengen gegeben. Jeder Punkt ist DurchschniU einer aUf 
den Funkt sich zusammenziehenden Folge { Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) 'von 
Mengen aus (5, so dafJ fur jedes k die Beziehung gilt Uk+l ~ Uk' Zwei 
Punkte p und q sind dann und nur dann identisch, wenn jede Menge des 
Systems (5. welche p enthalt, auch q enthalt und nmgekehrt. 

Wir wollen nun die Annahme, daB zu jeder Umgebung U von peine 
Umgebung U' ~ U von p im System (5 existiert, heranziehen zum Be
weise fur folgenden mehrfach verwendbaren Satz, welcher gestattet, von 
zwei in ihrer Summe abgeschlossenen Mengen die eine, abgesehen von 
ihrem Durchscbnitt mit der zweiten, in eine Umgebung einzubetten, deren 
abgeschlossene Hulle zur zweiten Menge, abgesehen von ihrem Durch
schnitt mit der ersten, fremd ist. Der Satz gestattet also, wie insbesondere 
aus unten besprochenen SpezialfaJlen hervorgeht, von zwei in ihrer Summe 
abgeschlossenen Mengen die eine von der anderen durch eine offene Menge 
gleichsam moglichst zu trennen, weshalb wir ibn nennen 

AllgcmeinerTrennungssatz. Voraussetzung: Die Menge M des sepa
rabeln Raumes R sei Summe der beiden in M abgeschlossenen Mengen A 
und B. Es sei ferner eine offene Menge W ~ A - A . B gegeben. 

Behauptung: Es existiert eine offene Menge U, so dafJ die Beziehungen 

gelten 1. A-A· Be ue W, 2. U·M=U·A. 

Da B in M abgeschlossen ist, gilt B· A = B· A und daher 
A - A . B = A - A . B e R - B. Ferner ist A - A . Be W voraus
gesetzt. Es ist also A - A . B e W· (R - B). Die Menge W· (R - B) 
ist offen. Also existiert zu jedem Punkt p der Menge A - A . B in dem 
den Raum R definierenden System (5 (auf Grund der Annahme uber dieses 
System) eine Umgebung U(p), welche ~ W· (R-B) ist. Ebenso existiert 
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zu jedem Punkt q der Menge B - A· Beine Umgebung V(q) ~ R-A. 
Die Mengen des abzahlbaren Systems 6, welche mit der Menge A - A . B 
Punkte gemein haben und ~ W· (R-B) sind, ordnen wir in eine Folge, 
welche wir mit { U;} (k = 1, 2, ... ad inf.) bezeichnen. Dann gilt also 

00 

A - B . A C~' U;. Ebenso denken wir die Mengen des Systems 6, welche 
k=1 

mit B - A . B Punkte gemein haben und ~ R - A sind, in eine Folge 
geordnet, welche wir mit {V;} (k = 1, 2, ... ad inf.) bezeichnen. Dann 

00 

gilt B - A . B C ~ V;. Wir setzen nun 
k=1 

VI = V; - V; . u ;, 

k 

Uk = U; - U;.~Vi (k = 2, 3, ... ad inf.), 
i=1 

k 

Vk = V; - V;.~Ui (k = 2, 3 .... ad inf.). 
;=1 

Dann sind die Mengen Uk und Vk offen, und es gilt fiir jedes natiirliche k 

Uk C U;, Vk C V;. 
00 

Sei p irgendein Punkt von A - A· B. A.us der Formel A - A· B C~Uk' 
k=1 

folgt, daB pin mindestens einer der Mengen U;, etwa in U~, enthalten ist. 
Dann ist aber, da die Mengen V: und daher erst recht die Mengen Vi 
Teilmengen von R - A und daher zu A fremd sind, der Punkt p auch ent-

00 

halten in Un' laut Definition dieser Menge, und es gilt also A - A· B C~ Uk 
00 00 k=1 

und aus analogen Grunden B - B· A C~Vk. Setzen wir ~Uk = U, so 
&=1 k=1 

gilt also 1. A - A . B CUe w. 
Urn fUr die Menge U auch die Gultigkeit der Beziehung 2 des Lemmas, 

namlich U· M = U· A nachzuweisen, haben wir offenbar zu zeigen, daB 
die Menge U zur Menge B - A· B fremd ist. Nun gilt aber, wenn wir 

~Vk = V setzen, B - A· Be V, und es geniigt daher nachzuweisen, daB 
k=1 

die· Mengen U und V fremd sind. Dies wieder ist sicher dann der Fall, 
wenn die Mengen U und V fremd sind, denn wenn kein Punkt von U in 
V liegt, dann liegt auch kein Haufungspunkt von U in V (vgl. S.30). Zum 
Nachweis der Fremdheit von U und V genugt es, zu zeigen, daB fiir je zwei 
natiirliche Zahlenj und k die Mengen UJ und Vk zueinander fremd sind. Dies 

j 

aber folgt, wenn j ~ kist, unmittelbar aus der Formel UJ = U: - UJ' • ~ Vi' 
J ;=1 

k 

und fUr j ~ k aus der Formel Vi = Vk' - V; . ~ Ui • Damit ist der Satz 
bewiesen. ;=1 
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Wir hatten bereits im vorigen Abschnitt bewiesen, daB zu je zwei ver

schiedenen Punkten p und q zwei zueinander fremde ofl'ene Mengen U und 
V existieren, von welchen U den Punkt p und V den Punkt q enthalt. 
Eine starke Veraligemeinerung dieser Tatsache ergibt sich aus dem eben 
bewiesenen Satz als 

Korollar. Sind A und B zwei zueinander fremde Mengen, die in ihrer 
Summe A + B abgeschlossen sind, so existieren zwei zueinander fremde 
offene Mengen U und V, so dafJ A C U und B C V gilt. 

Wenn namlich A und B fremd und in A + B abgeschlossen sind, so 
sind, wenn wir M = A + B und W = R - 11 setzen, die Voraussetzungen 
des Satzes ofl'enbar erfullt, und derselbe ergibt die Existenz einer ofl'enen 
Menge U, so daB A C U und '{J. (A + B) = U· A gilt. Setzen wir 
V = R - U, so gilt B C V, und die ofl'ene Menge V ist zu U fremd, wo
mit das Korollar bewiesen ist. 

Historisches. Die Begrifi'e der abgeschlossenen und ofi'enen Menge, der abge
sehlossenen Riille und des ofi'enen Kernes stammen von Cantor. Die Menge alier 
Haufungspunkte einer vorgelegten Menge M heBlt nach Cantor die Ableitung 
von M. Die abgeschlossene Riille M von Mist ihrer Definition zufolge Summe 
von M und der Ableitung von M. Die abgeschlossenen Mengen sind dadurch ge
kennzeichnet, daB sie ihre Ableitungen als Teil enthalten. 

Kuratowski hat (Fund. Math. 3, 1922, S.182) allgemeine Mengen betrachtet, f'dr 
deren Teilmengen eine "abgeschlossene Hiille" definiert ist. Jeder Teilmenge A 
einer derartigen Menge Mist eine Teilmenge A von M zugeordnet gemiUI folgen
den Bedingungen, welche, wie wir feststellten, von der abgeschlossenen Hiille im 
gew6hnlichen Sinn erf'dllt werden: 1. A + B = A + B, 2. A C.A, 3. (5= 0, wo
bei 0 die leere Menge bezeichnet, 4. A = A. 

Relati v abgeschlossene und ofi'ene (d. h. in anderen Mengen abgeschlossene und 
ofi'ene) Mengen wurden zuerst von Hausdorff (Grundziige der Mengenlehre, 1914, 
S. 250) betrachtet, Fa- und G,r-Mengen zuerst von W. H. und G. Ch. Young naher 
untersucht (The theory of sets of points, 1906, S. 53,67,235). Die Borelschen 
Mengen wurden insbesondere zu ma.!ltheoretischen Untersuchungen von Borel be
trachtet und werden im Franz6sischen als ensembles mesurables (B) bezeichnet. Sie 
spielen eine wichtige Rolle in der Lehre von den reellen Funktionen. 

Auf die Eigenschaft eines Raumes, daB zu je zwei fremden abgeschlossenen Mengen 
A und B zwei fremde Umgebungen U und Vexistieren, so daB A C U, Be V 
gilt, haben Vietoris (Monatshefte f. Math. u. Phys. 31, 1921, S. 190) und Tietze 
(Math. Ann. 88, 1923, S. 301) hingewiesen. Topologische Raume (d. h. Mengen, in 
denen ein den Hausdorffschen Bedingungen A, B, 0, D geniigendes Umgebungs
system definiert ist, vgl. S. 23), in denen zu je zwei fremden abgeschlossenen 
Mengen zwei sie enthaltende fremde ofi'ene Mengen existieren, werden von Alexan
droff und Urysohn (Math. Ann. 93, 1924, S. 263) als normal bezeichnet, wahrend 
(a. a. 0.) topologische Raume, die dem Vietorisschen Axiom E (vgl. S. 23) geniigen, 
regular genannt werden. Ofi'enbar ist jeder normale Raum regular. Dafl jeder dem 
zweiten Abzahlbarkeitsaxiom (vgl. S. 23) geniigende regulare Raum normal iet, wurde 
von Tichonoff (Math. Ann. 98, 1925, S. 301) bewiesen mit Hilfe der Methode, die 
wir oben zum Beweise des erheblich allgemeineren Trennungssatzes und Korollars 
verwendeten. 

Men g e r, DlmenBionllheorie 3 
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6. Die Begrenzungen oftener Mengen. 

1st V eine oft'ene Menge des Raumes, so bezeichnen wir die Menge aller 
nicht in U enthaltenen Haufungspunkte von V als die Begrenzung der 
Menge U. Wir wollen die Begrenzung der Menge V stets mit B( U) be
zeichnen. Es ist also 

B(V) = rJ - V. 

Diese Formel setzt in Evidenz, daf3 die Begrenzung jeder offenen Menge 
zur betreffenden offenen Menge fremd ist. Es gilt mithin die Beziehung 
B(V) = rJ· (R - U). Ferner sieht man, daf3 die Begrenzung einer oft'enen 
Menge das Komplement der oft'enen Menge zu ihrer abgeschlossenen Hulle, 
also eine in der abgeschlossenen Hulle abgeschlossene Menge und mithin 
abgeschlossen ist. Wenn man die Definitionsformel fur B( U) in der Gestalt 
schreibt 

U=V+B(U), 

so erkennt man, daB das zu einer oft'enen Menge V gehOrige Stuck 11 mit 
der Summe der oft'enen Menge und ihrer Begrenzung identisch ist. Die 
oben fur oft'ene Mengen angegebene Definition des Teilseins im scharferen 
Sinn, derzufolge die Beziehung U ~ V mit der Beziehung U::> V gleich
bedeutend ist, kann nunmehr auch so ausgesprochen werden: 1st Veine 
Teilmenge von U, so gilt V ~ U, falls auch die Begrenzung von V Teil
menge vou U ist. 

N och eine weitere unmittelbare Folgerung kann aus der Definition 
der Begrenzung gezogen werden. 1st U eine oft'ene Menge, so ist die 
Menge U - V oft'enbar dann und nur dann leer, wenn die Mengen U 
und V identisch sind. Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn 
die Menge U abgeschlossen ist. Wir sehen also: Die Begrenzung einer 
offenen Menge ist dann und nur dann leer, wenn die offene Menge ab
geschlossen ist. 

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen: Wenn Meine Teilmenge des 
Raumes ist, 80 sind die Mengen, welche Durchschnitt von M mit einer 
oft'enen Menge sind, identisch mit jenen Mengen, welche, wenn M als 
Raum aufgefaBt wird, in M oft'en sind. Dabei sahen wir, daB zu einer in 
M oft'enen Menge Mo verschiedene oft'ene Mengen U', U", ... des Raumes 
existieren konnen, 80 daB 

}JIJo = M· U' = M· V" = ... 

gilt. Wir wollen nun fUr eine solche "relativ oft'ene" (in M oft'ene) 
Menge Mo betrachten die "Relativbegrenzung" B(Mo), d. h. die Menge, 
welche im Raum M Begrenzung der oft'enen Menge Mo ist, also die 
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Menge der in M enthaltenen Punkte, welche Haufungspunkte, aber 
nicht Punkte von Mo sind, 

B(Mo) = M· Mo - Mo. 

1st Mo = M· U' = 111· U" = ... , so gilt 

B(Mo) = M· M· U' - M· U' = M· M· U" - JYI· U" = ... 
Dabei ist zu beachten, daB zwar stets 

B(Mo) = M . ]fT:[j' - M· U' C ],1 • (a' - U') = jl! • B( U), 

B(Mo) = M· M· U" - M· U" eM. (rr - U") = M· B(U"), 

gilt, daB aber keineswegs immer aus Mo = M· U die Beziehung folgt 
B(Mo) = M· B( U} Man erkennt dies am einfachsten an folgendem Bei
spiel: Man lege als Raum den R2 , die Cartesische Ebene, zugrunde und 
bezeichne mit M die Gerade y = 0. Als eine in M ofi'ene Menge be
trachten wir die Menge M o, bestehend aus den Punkten -1 < x < 1, y = 0. 
Die Begrenzung B( Mo) besteht aus den beiden Punkten x = ± 1, Y = 0. 
Nennen wir U den ofi'enen Kreis urn den Punkt (0, 0) mit dem Radius 1, 
so gelten ofi'enbar die Beziehungen Mo = M· U und B(Mo) = M . B( U). 
N ennen wir dagegen V die ofi'ene Menge der Punkte (x, y), wo 

-1<x<2, -1<y<0, 
-1<x<1, 
-1<x<1, 

y = 0, 
0<y<1 

gilt, so bestehen zwar die Beziehungen Mo = M· V und B( Mo) eM. (V), 
aber es gilt nicht die Beziehung B(Mo) = M· B(V), weil B(V) die 
Menge aller Punkte (x, y) ist, fur die 

x=-1, 

-1~x~2, 

x = 2, 

1~x~2, 

x = 1, 

-1~x~1, 

ist, so daB der Durchschnitt M· B( V) 
fUr die x=-1, 

1~x~2, 

-1~y~1, 

Y = -1, 

-1~y~0, 

Y = 0, 
O~y~1. 

y=1 

die Menge aller Punkte (x, y) ist, 

Y = 0, 
y=O 

gilt, also auch Punkte enthalt, die von den zwei Punkten (± 1, 0) ver
schieden sind. 

3* 
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Es gilt nun aber die fiir das Folgende wichtige Tatsache, daB zu jeder 
in JJ1. oft'enen Menge Mo immerhin mindestens eine oft'ene Menge U des 
Raumes existiert, so daB die beiden Beziehungen gelten Mo = M· U und 
B( Mo) = M· B( U), ja daB eine derartige oft'ene Menge U innerhalb jeder 
vorgelegten Umgebung von Mo existiert. Wir sprechen diese Tatsache aus als 

Satz von den Relativbegrenzungen. 1st Meine Teilmenge eines sepa
rabeln Raumes, Mo eine in JJl offene Menge, W eine offene Menge, so dap 
Mo = M· W gilt, dann existiert eine offene Menge U, so dap die Be
eiehungen gelten 

a) U C W, fj) Mo = M· u, ,,) B(Mo) = M· B( U). 

Setzen wir M· W = A, M· M -v.-W = B, dann sind die Mengen 
A und B in M abgeschlossen, und es gilt A + B = M. Es besteht ferner, 
wie man unschwer nachweist, die Beziehung Mo =.A -.A. B C W, so daB 
der allgemeine Trennungssatz (S. 31) angewendet werden kann. Derselbe 
ergibt die Existenz einer oft'enen Menge U, so daB 1. A - A . Be U C W, 
2. U· M = U·.A gilt. Aus 1. folgen die behaupteten Beziehungen a) U C W 
undfj)Mo=M· U. Betrachten wirfernerdie MengeM.B(U)=M·U -M· U, 
so sehen wir, daB diese Menge wegen 2. und fj) mit M· No - Mo iden
tisch ist, womit auch die Behauptung r) erwiesen ist. -

Die Begrenzung kann, so wie die abgeschlossene Hiille, als eine fiir 
aIle oft'enen Mengen definierte Funktion aufgefa13t werden und befriedigt, 
gleich der abgeschlossenen Hiille, eine wichtige Funktionalbeziehung, 
namlich folgenden 

Additionssatz fur Begrenzungen offener Mengen. Sind u;., Ut , ••• , U .. 
endlich viele offene Mengen, so ist die Begreneung ihrer Summe Teilmenge 
von der Summe der Begreneungen der Summanden, d. h. es gilt 

B(~U.) C;~B(U.). 
Sei niimlich zum Beweise p irgendein Punkt der Meng~ B (~ Ui ), d. h. 

ein Punkt, welcher Hiiufungspunkt der oft'enen Menge :E Ui ist, ohne ihr 
;=1 

anzugehoren. Wir haben zu zeigen, daB p Punkt von mindestens einer 
der Mengen B( U.) ist. Sicher gehOrt p keiner der Mengen U. als Punkt 
an. Hiiufungspunkt von mindestens einer der Mengen U. muB pals Hiiu-.. 
fungspunkt von:E U. sein. Also ist p Punkt von mindestens einer der 

;= 1 

Mengen B(U,) (i = 1,2, ... , n), womit der Additionssatz bewiesen ist. 
In gleicher Weise erkennt man iibrigens die Giiltigkeit der Formeln 

B(U - U· V) C B(U) + R(V), B(l{U,) C i;'B(U.) und iihnlicher 
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Formeln, die jedoch von geringerer Wichtigkeit sind. BedeutungsvoU ist 
dagegen die Frage nach Verallgemeinerungen des Additionssatzes fur ab
zahlbarviele Summanden. Man sieht zunachst, daB ohne irgendwelche Ein-

schrankungen eine Verallgemeinerung der Formel B (.4' Vi) C .~B( (1;) auf 

abzahlbarviele Summanden vollig unrichtig ist. Die Begrenzung der Summe 
von abzahlbarvielen offenen Mengen ist nicht notwendig Teil von der 
Summe der Begrenzungen der Summanden, sie kann sogar zur Summe der 
Begrenzungen der Summanden fremd sein. Dies geht aus folgendem ein
fachen Beispiel hervor: Man lege als Raum den R2 , die Cartesische Ebene, 
zugrunde und bezeichne mit Un (n = 1,2, ... ad inf.) den offenen Kreis 

um den Punkt (0,0) mit dem Radius n ~ l' Die Begrenzung von Un ist 

die Kreislinie mit dem Radius n ~ l' Betrachten wir nun die offene Menge 
00 

U = ~ Un' so sehen wir, daB V der offene Kreis um den Punkt (0,0) 
n=l 

mit dem Radius 1 ist, daB also die Menge B( U) die Kreislinie um den 

Ursprung mit dem Radius 1 und mithin zur Menge ~ B(U1O) fremd ist. 
n=l 

Es ist nun eine Tatsache, die wichtiger Anwendungen (vgl. Kap. III, 
S. 127 ff.) tahig ist, daB fur besonders geartete Folgen von offenen Mengen ein 
gewisser Ersatz fUr den Additionssatz der Begrenzungen gtiltig ist. Wenn 
namlich { Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) eine Folge offener Mengen ist, die eine 
vorgelegte abgeschlossene Teilmenge A des Raumes teilweise uberdeckt, 
und zwar derart, daB fUr eine Folge {Y.} von Umgebungen von A, fur • 
welche A = llr; gilt, jede Menge V. fast aUe Mengen Vk als Teilmengen .= 1 

enthalt - unter diesen Voraussetzungen ist die Begrenzung der Summe 
der offen en Mengen Uk zwar nicht notwendig Teilmenge von der Summe 
der Begrenzungen der Uk' aber immerhin bis auf eine abgeschlossene Teil-

menge des nicht uberdeckten Teiles der Menge A Teilmenge von :;EB(Uk ). 

Prazis ausgedruckt gilt folgender 
10=1 

Verallgemeinerter Additionssatz fUr Begrenzungen ofTener Mengen. 
Voraussetzungen: Es sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines sepa

rabein Raumes, T irgendeine Teilmenge von A und { V;} (i = 1, 2, ... ad inf.) 

eine Folge von Umgebungen von A, so daf3 A = lIfT; gilt. Es sei ferner 
.=1 

{ Vk } (k = 1,2, ... evtl. ad inf.) eine absiihibare Folge von offenen JJfengen, 
derart, daf3 
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1. T C ~ Uk gilt und dafj 

k=1 

2. jede der Mengen V; fast alle Mengen Uk als Teilmengen enthiilt. 
Behauptung: Dann gilt 

B(~Uk) C~B(U,,) + F, 

wo F eine abgeschZossene Teilmenge von A - T beseichnet. 
Es seien die V oraussetzungen des verallgemeinerten Additionssatzes er-

GO 

fiint. Wir setzen U = ~ u;,. und haben zu zeigen, daB jeder Punkt von 
k=1 

B( U) entweder Punkt von einer der Mengen B( UI:) oder Punkt von einer 
abgeschlossenen Teilmenge von A - T ist. Wir beweisen zunachst: Unter 
den getroffenen Voraussetzungen ist jeder Punkt von B(U) entweder 
Punkt von einer der Begrenzungen B( Uk) oder Punkt von A. Diese Be
hauptung kann auch so ausgesprochen werden: 1st p ein Punkt von B( U), 
welcher nicht Punkt von A ist, so ist p Punkt von mindestens einer der 
Mengen B (Uk)' 

Nehmen wir zum Beweis dieser Behauptung an, p sei Punkt von B(U), 
"" 

aber nicht Punkt von A. Dann ist also p, da nVi = A gilt, auch in einer 
i=1 

Menge der Folge {Vi}' etwa in Vii nicht enthalten. In der Menge V; 
sind nach Voraussetzung 2. iiber die Folge {Uk} fast alle Mengen Uk 
als Teilmengen enthalten. Es seien etwa alle Mengen u;,., ausgenom
men die Mengen If;,, If;., ... , U;,., Teilmengen von V;. Dann gilt 
also U - (If;, + u;. + ... + U;,,) C Vi' Setzen wir zur Abkiirzung 
u* = u·- ('Ui , + U;. + ... + Ui.), so gilt 

u* + Ui,. + If;. + ... + Ui" C U und U*+ Uil + Ui.+··· Uill = U, 

also B(U) C B(U*) + B(U,,) + B(U,.) + ... B(Ui ,,). 

Der Punkt p ist nach Annahme Punkt von B( U), gehOrt also mindestens 
einem der Summanden der rechten Seite dieser Formel an. Der Menge B( U*) 
kann p nicht angehOren, denn es ist U* eVil mithin B(U*) C U* C Vi' 
und p liegt im Komplement von Vi' Also muB p mindestens einer der 
Mengen B(Ui ), B(U,,), . .. , B(lf;,,) angehoren. Damit ist gezeigt, daB 
jeder Punkt von B( U), der nicht in A liegt, einer der Mengen B( Ui) an
gebOrt, daB also jeder Punkt von B( U) entweder zu einer der Mengen 
B( UI:) oder zu A gebOrt. 

Betrachten wir nun die Menge aller zu A gehOrigen Punkte von B( U), 
d. h. die Menge A· B( U). Nennen wir diese Menge der Kiirze halber F. 
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Als Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen A und B( U) ist F abge
schlossen. Ferner gilt Fe A - T. Denn nach Voraussetzung 1. fiber die 
Folge { Uk} gilt T C U. Da B( U) zu U fremd ist, ist T zur Menge B( U) 
und daher zu Fe B( U) fremd. Damit ist also bewiesen, daB jeder Punkt 
von B( U) entweder zu einer der Mengen B( Uk) oder zu einer abgeschlos
senen Teilmenge von A - T gehort, wie der veraHgemeinerte Additions
satz behauptet. 

Historisches. Die angegebene Definition der Begrenzung offener Mengen stimmt 
vOllig mit der in der Funktionentheorie iiblichen Definition der Begrenzung oder 
des Randes von offenen Mengen iiberein. Man kann fUr eine beliebige Teilmenge M 
des Raumes R die Menge M· R - M als Begrenzung von M bezeichnen. Diese 
Definition reduziert sich, falls Meine offene Menge ist, wie man leicht zeigt, auf 
die unsere. Wir verwenden im folgenden stets nur Begrenzungen offener Mengen. 
Den fUr die Dimensionstheorie wichtigen Satz von den Relativbegrenzungen ver
wendete ich implizit in zahlreichen dimensionstheoretischen Beweisen. Desgleichen 
die Additionssatze fUr Begrenzungen, insbesondere auch meinen verallgemeinerten 
Additionssatz (Monatsh. f. Math. u. Phys. 33, 1923, S. 151; 34, 1924, S. 146; Math. 
Ann. 95, 1925, S. 288). 

7. Die Uberdeckungstheoreme fUr separable, kompakte und 
halbkompakte Raume. 

1st Meine Teilmenge eines separabeln Raumes, U ein System von oft'enen 
Mengen derart, da/3 jeder Punkt von M in mindestens einer ~JJ1enge des 
Systems U enthalten ist, dann heiBt U ein Uberdeckungssystem von lI-I. 
Beispielsweise ist das den Raum R definierende System @) fUr jede Teil
menge M von Rein Uberdeckungssystem. Der Definition zufolge werden, 
wie noch eigens betont werden moge, bloB Systeme von offenen Mengen 
als Uberdeckungssysteme bezeichnet. Von groBer Wichtigkeit fur die 
mengentheoretische Geometrie ist nun die Frage, ob und unter welchen 
Umstanden ein Uberdeckungssystem einer Menge M gewisse einfache Uber
deckungssysteme von Moder gewisse Uberdeckungssysteme besonderer 
Art von M enthiilt. Wir formulieren zunachst das folgende 

Uberdeckungsproblem: Es sei Meine Teilmenge eines separabeln 
Raumes, U ein Uberdeckungssystem von M. Enthiilt U ein abzahlbares 
und unter welch en Umstiinden enthalt U ein endliches Uberdeckungs
system von M, d. h. unter welchen Umstiinden existieren abzahlbar- oder 
endlichviele oft'ene Mengen des Systems U, deren Summe die Menge JJ1 
als Teilmenge enthalt? 

Es gilt diesbezfiglich vor aHem folgendes 

Vberdeckungstheorem fiir separable Riiume und beliebige Teil
mengen separabler Riiume. Ist JJ1 eine Teilmenge eines separabeln 
Raumes, 11 ein Uberdeckungssystem t'on JJl, so enthiilt 11 ein abziihlbares 
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Uberdeckungssystem von M, d. h. es existieren absiihlbar- oder endlichviele 
M uberdeckende Mengen des Systems U. 

Zum Beweise betrachten wir das den vorgelegten R definierende abzahl
bare Mengensystem @5. Wir bezeichnen mit ~ das System jener ofi'enen 
Mengen des Systems @5, welche Teilmengen von irgendeiner Menge des 
vorgelegten Uberdeckungssystems U von M sind. Als Teilsystem von @5 

ist ~ hOchstens abzahlbar. Die Menge Mist ofi'enbar Teilmenge von der 
Summe der Mengen des Systems ~. Denn ist p irgendein Punkt von M, 
so ist p nach Voraussetzung in einer Menge U(P) des Systems U enthalten, 
und da die Mengen des Systems U ofi'en sind, so existiert eine p enthaltende 
Menge des Systems @5, welche Teilmenge von U(P) ist. Also ist pin einer 
Menge des abzahlbaren Systems ~ und daher in der Summe der Mengen 
des Systems ~ enthalten. Jede Menge des Systems ~ ist Teilmenge von 
mindestens einer :Menge des Systems U. Ordnen wir jeder Menge von ~ 
eine sie als Teilmenge enthaltende Menge des Systems U zu, so liegen 
abzahlbarviele Mengen des System U vor, in deren Summe M als Teil
menge enthalten ist. Damit ist der Uberdeckungssatz fur separable Raume 
bewiesen. 

Das Uberdeckungssystem U kann unter Umstiinden, muJ3 aber nicht not
wendig endlichviele M uberdeckende Mengen enthalten. Man denke etwa 
an den Rl und bezeichne mit U das System aller ofi'enen Intervalle. Das 
System enthalt zwar abzahlbarviele den Raum uberdeckende Mengen, 
z. B. die abzahlbarvielen rationalen Intervalle oder auch die abzahlbar
vielen Intervalle mit ganzzahligen Endpunkten, aber es enthalt ofi'enbar 
nicht endlichviele Mengen, in deren Summe der Raum enthalten ist. Oder 
betrachtet man im ~ die Menge M der Punkte p .. (n = 2, 3, ... ad inf.), 

wo 11 .. den Punkt mit der Koordinate ~ bezeichnet, und bezeichnet man n 

mit U das System der Intervalle (2 n ~ I' 2 n 1 1)' (n = 2, 3, ... ad inf.), 

so ist jeder Punkt von Min einer Menge des Systems U enthalten, aber 
es gibt nicht endlichviele Mengen des Systems U, in deren Summe M als 
Teilmenge enthalten ist. 

Von besonderer Wichtigkeit sind nun aber gewisse Teilmengen sepa
rabler Raume, fur welche jedes Uberdeckungssystem endlichviele uber
deckende Mengen enthalt. Wir werden diese Mengen spater als kompakt 
bezeichnen und beweisen zunachst folgenden Satz: 

Satz fiber kompakte Mengen. Fur eine Teilmenge K eines separablen 
Raumes R sind die drei folgenden EigensChaften iiquivalent: 

1. Die Menge K enthiilt von jede1' ihrer unendlichen Teilmengen mindestens 
einen Hiiufungspunkt. 
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2. Jede monoton abnehmende Folge von nichtleeren in K abgeschlossenen 
Teilmengen von K besitzt einen nichtleeren Durchschnitt. 

3. 1st U irgendein Uberdeckungssystem von K, dann existieren end
lichviele Mengen des Systems U, in deren Summe K als Teilmenge ent
halten ist. 

Um die behauptete Aquivalenz der drei angefuhrten Eigenschaften nach
zuweisen, genugt es offenbar, daB wir zeigen: Besitzt eine Teilmenge K 
eines separablen Raumes R die erste Eigenschaft, dann besitzt K auch die 
zweite; besitzt K die zweite Eigenschaft, dann auch die dritte; besitzt K 
die dritte Eigenschaft, dann auch die erste. 

Sei also erstens K eine Menge, die von jeder ihrer unendlichen Teil
mengen mindestens einen Hiiufungspunkt enthiilt. Wir haben nachzuweisen: 
1st {An I en = 1,2, ... ad. inf.) eine monoton abnehmende Folge von nicht-.. 
leeren in K abgeschlossenen Teilmengen von K, so ist die Menge II An 

10=1 

nichtleer. Fur jede naturliche Zahl n konnen wir, da die Menge An nicht-
leer sein solI, einen Punkt an von Aft wiihlen. Es bezeichne A die Menge 
der so bestimmten Punkte an en = 1, 2, '" ad inf.). 1st die Menge 
A endlich, so muB einer der Punkte aft von A in nnendlichvielen 
Mengen An enthalten sein. Dieser Punkt ist, da die Mengen An als 
monoton abnehmend vorausgesetzt sind, Punkt von allen Mengen An' also .. .. 
Punkt von II An' Wenn A endlich ist, so ist also II An nichtleer. 1st 

10=1 10=1 

die Menge A unendlich, so enthiilt die Menge K zufolge der Annahme 
uber sie mindestens einen Hiinfungspunkt von A. Ein solcher Punkt ist 
offenbar Hiiufungspunkt von jeder der Mengen An' also, da die Mengen An 
als in K abgeschlossen vorausgesetzt sind, Punkt von jeder der Mengen An .. .. 
und mithin Punkt von ]] An' Die Menge ]] An ist also jedenfalls nicht-
leer, wie behauptet. 10 = 1 10 = 1 

Es sei !4weitens K eine Teilmenge eines separabeln Raumes, so daB jede 
monoton abnehmende Folge von nichtleeren in K abgeschlossenen Teil
mengen von K einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. Wir haben nach
zuweisen: Wenn U ein Uberdeckungssystem von K bezeichnet, dann exi
stieren endlichviele K uberdeckende Mengen des Systems U. In der Tat, 
da K als Teilmenge eines separabeln Raumes vorausgesetzt ist, existieren 
nach dem bewiesenen Uberdeckungssatz fur separable Riiume abziihlbar
viele Mengen des Systems U, in deren Summe K enthalten ist. Wir denken 
diese Mengen in eine Folge geordnet und mit {Vnl (n = 1,2, ... ) be-

" 
!;eichnet. Wir setzen W" = 2'v~ (n = 1, 2, ... ). Zu jeder Menge W" 

;=1 
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bilden wir das Komplement, d. h. die abgeschlossene Menge R - W", die 
wir mit B" bezeichnen wollen. Die Menge A" = K· B" ist fiir jedes n, als 
Durchschnitt von K mit einer abgeschlossenen Menge, in K abgeschlossen. 
Fiir jedes natiirliche n gilt W" C Wn+lI also B" ::> Bn+1 und mithin auch 
A" ::> A" + 1 • Die Folge {A,,} (n = 1, 2, ... ) ist also eine monoton ab
nehmende Folge von in K abgeschlossenen Mengen. Waren aIle Mengen 
A" dieser Folge nichtleer, so ware zufolge der Annahme iiber den Raum 

ao 

auch die Menge n A" nichtleer. Nun gilt aber 
,,=1 

ao ao 

lIAn = K· lIB,. = K· (R- ~W,,) = K .(R-~V,,), 
71=1 71=1 71=1 71=1 

ao .. 
und ua nach V oraussetzung K C ~ V,. gilt, ist die Menge K· (R - ~ Vn) 

71=1 71=1 
ao 

und daher die Menge II An leer. Es existiert demnach auch unter den 
71=1 

Mengen A" eine, welche leer ist, etwa A". Nun ist aber 

" 
A" = K· Bn = K· (R - W,,) = K· (R - ~ V,,), 

.=1 

71 

und da diese Menge leer ist, gilt K C ~ Y;, d. h. es existieren endlich-
.=1 

viele Mengen des Systems U, namlich die Mengen VlI VI"" V1I , welche 
K iiberdecken. 

Es sei dritiens K eine Teilmenge eines separabeln Raumes, fiir die jedes 
Uberdeckungssystem endlichviele K iiberdeckende Mengen enthalt. Wir 
haben zu zeigen: Wenn Meine unendliche 'l'eilmenge von Kist, so ent
halt K mindestens einen Haufungspunkt von M. Ware die Behauptung 
unrichtig, so existierte eine unendliche Teilmenge M von K, so daB kein 
Punkt von K Haufungspunkt von M ware. Zu jedem Punkt p von K 
existierte also eine Umgebung U(p), welche, evtl. abgesehen vom Punkt p 
selbst, keinen Punkt der Menge M enthalt. Eine solche Umgebung U(p), 
welche hOchstens einen Punkt der Menge M enthalt, denken wir fiir jeden 
Punkt von K bestimmt und bezeichnen mit U das System aller dieser 
offenen Mengen. Zufolge unserer Annahme iiber die Menge K wiirden 
endlichviele von den Mengen des Uberdeckungssystems U von K die 
Menge K iiberdecken. Dies steht aber, da jede dieser endlichvielen Mengen 
hOchstens einen Punkt der Menge M enthalt, in Widerspruch zur V oraus
setzung, daB M unendlich ist. Die Annahme der Unrichtigkeit unserer 
Behauptung ist demnach ad absuruum gefiihrt und damit der behauptete 
Satz in allen Stiicken bewiesen. 
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Wir wollen eine Teilmenge K eines separabeln Raumes, welche eine 
der drei angefiihrten Eigenschaften und mithin aIle drei Eigenschaften 
besitzt, eine korupakte Menge nennen. Wir nennen einen separabeln 
Raum, der kompakt ist, der also insbesondere zu jeder seiner unend
lichen Teilmengen einen Haufungspunkt enthiilt, einen korupakten 
Rauru. 

Damit eine Teilmcnge K' einer kompakten Menge K kompakt sei, ist 
·notwendig und hinreichend, dafJ K' in K abgeschlossen sei. 1st namlich 
erstens K' eine in der kompakten Menge K abgeschlossene Menge und ist 
M irgendeine unendliche Teilmenge von K ', dann ist Mauch eine 
unendliche Teilmenge von K, also enthalt die kompakte Menge K 
einen Haufungspunkt von M. Dieser Punkt ist ein zu K gehOriger 
Haufungspunkt von K ', also, da K' in K abgeschlossen ist, Punkt von 
K'. Die Menge K' enthalt also zu jeder ihrer unendlichen Teilmengen 
einen Haufungspunkt. 1st zweitens K' eine in K nicht abgeschlossene 
Teilmenge von K, so existiert ein Punkt p von K, der Haufungspunkt, 
aber nicht Punkt von K' ist. 1st p etwa gegeben durch die Folge 
{ Un} (n = 1, 2, ... ad inf.) des den zugrunde liegenden separabeln Raum 
definierenden Systems ® von ofl'enen Mengen, so k6nnen wir, da p Hau
fungspunkt von K' ist, fiir jedes natiirliche n einen Punkt Pn der Menge 
K'· Un wahlen. Die Menge der so bestimmten Punkte Pn(n = 1,2, ... adinf.) 
ist eine unendliche Teilmenge von K ', welche, wie man leicht einsieht, 
keinen Haufungspunkt in K' besitzt, da der einzige Haufungspunkt dieser 
Menge der Punkt P ist, welcher nicht in K' enthalten ist. Eine Teil
menge der kompakten Menge K, welche in K nicht abgeschlossen ist, 
ist also nicht kompakt, womit der Beweis der angefiihrten Behauptung 
vollendet ist. Aus der bewiesenen Behauptung folgt insbesondere, dafJ 
in einem kompa7cten Raum die a7)geschlossenen Mengen tend nur diese 
'kompakt sind. 

Der Rn , der n-dimensionale Cartesische Raum, ist nicht kompakt. Denn 
schon der Rl enthalt unendliche Teilmengen ohne Haufungspunkt, z. B. 
die Menge aller Punkte mit ganzzahliger Koordinate. Dagegen ist jedes 
abgeschlossene Intervall des Rn eine kompakte Menge, und allgemein sieht 
man, wie wir hier ohne Beweis anfiihren k6nnen, daB im Rfl die be
schrankten abgeschlossenen Mengen (d. h. die abgeschlossenen Mengen, 
die in einem Intervall als Teilmenge enthalten sind) und nur diese kom
pakt sind. 

Es ist auch der Quader Qw kompakt. Sei namlich Meine unendliche 
Teilmenge von Qw' Dann teilen wir Qw in die beiden abgeschlossenen 
Mengen der Punkte von Qw fiir die 0 ~ Xl ~ t bzw. -} ~ Xl ~ 1 ist. Min
des tens eine dieser beiden Mengen hat mit Meinen unendlichen Durch-
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schnitt. Angenommen, es sei bereits gezeigt, daB fiir die n - 1 Zahlen 
mIl 1n2 , ••• , mn_v wo 0 ~ m; ~ 2n-; ist, Meinen unendlichen Durch
schuitt hat mit der Menge aller Punkte von Qw, fiir die 

~. ~~ < :::;; ~. 'lni+ 1 ('-1 2 1) i 2n-1 =xi _ i 2n-; ~-, , ... , n- . 

Dann teilen wir diese Menge in die 2n abgeschlossene Teilmengen der 
Punkte, fUr die 

. ~ • 2 'In; + E; ___ < ~_ . 2 'In; + E. + 1 (. _ 1 2 _ 0 1 0) 
i 2n-;+1 ~ xi = i 2n ;+1 t-" ... , n, Ci- , ,1nn = 

gilt. Mindestens eine dieser Mengen hat mit Meinen unendlichen Durch
schnitt. Wir erhalten also in dieser Weise eine unendliche Folge von in
einandergeschachtelten abgeschlossenen Teilquadern von Qw, von den en 
jeder mit Meinen unendlichen Durchschnitt hat. Man bestatigt leicht, daB 
der Durchschuitt dieser Quaderfolge einen Punkt von Qw enthalt und daB 
derselbe ein Haufungspunkt der vorgelegten unendlichen Menge Mist. 

Die Uberdeckbarkeitseigenschaft der kompakten Mengen wollen wir 
wegen ihrer baufigen Anwendung noch eigens formulieren als 

Uberdeckungstheorem fUr kompakte Teilmengen separabler Riiume. 
1st K eine kompakte Teilmenge eines separabeln Raumes und U ein Uber
deckungssystem von K, so enthiilt U ein endliches Uberdeckungss!}stem 
von K, d. h. endlich viele Mengen, in deren Summe K als Teilmenge ent
halten ist. 

Wir bemerken noch ausdriicklich, daB beim Beweis dieses Uberdeckungs
theorems nirgends von der Voraussetzung Gebrauch gemacht wurde, daB 
zu jeder Umgebung U eines Punktes peine Umgebung V von p existiert, 
die ~ U ist. - Die Tatsache, daB in einem kompakten Raum jede monoton 
abnehmende Folge von nichtleeren abgeschlossenen Mengen einen nicht
leeren Durchschnitt hat, wird als Durchschnittssatz bezeichnet. 

Die Summe endlichvieler kompakter Mengen ist kompakt, was man 
durch dieselbe Uberlegung erkennt, welche oben ergab, daB die Summe 
endlichvieler abgeschlossener Mengen abgeschloBsen ist. Die Summe 
von abzahlbarvielen kompakten Mengen ist hingegen nicht notwendig 
kompakt. Z. B. ist die oben erwahnte Fa-Menge des R 1 , bestebend aUB 
allen Punkten mit rationaler Koordinate, Summe von ahzahlbarvielen 
endlichen (also kompakten) Mengen, ohne kompakt zu sein. Mit Riicksicht 
auf die wichtige Rolle, welche die Mengen, die Summe abzahlbarvieler 
kompakter Mengen sind, neben den kompakten Mengen spielen, fiihren 
wir fUr sie eine eigene Bezeichnung ein. Wir nennen sie halbkompakte 
Mengen und bezeichnen einen separabeln Raum, der Summe von abzahl
barvielen kompakten Mengen ist, als halbkompakten Raum. Man iiber-
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zeugt sich leicht von der Giiltigkeit des folgenden Satzes: Damit die Teil
menge H' einer halbkompakten Menge H halbkompakt sei, ist notwendig und 
hinreichend, dafJ H' ein Fa in H, d. h. Summe von abziihlbar vielen in H 
abgeschlossenen Mengen sei. Insbesondere sind also in einem halbkompakten 
Raum die halbkompakten Teilmengen und die Teil-Fa identisch. Der Rn , 

der n-dimensionale Cartesische Raum, ist, wie wir sahen, nicht kompakt, 
wohl aber halbkompakt. Denn er ist Summe der abzahlbarvielen ab
geschlossenen n-dimensionalen Intervalle mit ganzzahligen Eckpunkten, 
also Summe von abzahlbarvielen kompakten Mengen. 

Wir wenden uns nun einem neuen, fiir die Dimensionstheorie ebenfalls 
sehr wichtigen Uberdeckungsproblem zu, bei dessen Beantwortung die 
halbkompakten Mengen eine besondere Rolle spielen. Bei dem bisher be
handelten Uberdeckungsproblem war aus einem Uberdeckungssystem einer 
Menge eine die Menge iiberdeckende Folge von Mengen herauszugreifen. 
Das Uberdeckungsproblem, das wir nun behandeln werden, entsteht aus 
dem bisherigen dadurch, daB in demselben erstens die Voraussetzung ver
scharft wird, indem man namlich fiir eine Menge M ein Uberdeckungs
system besonderer Art betrachtet und indem zweitens die zu erfiillende 
Bedingung prazisiert wird, indem man namlich nach einer M iiber
deckenden Folge besonderer Art fragt. Das Problem, welches wir aus 
den angefiihrten Griinden als verscharftes Uberdeckungsproblem bezeichnen, 
lautet: 

Verscharftes Uberdeckungspro blem; Es sei JJI eine Teilmenge 
eines separabeln Raumes, U ein System von offenen Mengen, in welchem 
zu jedem Punkt p von Meine Folge von Umgebungen existiert, so daB 
jede Umgebung von p fast aIle Mengen der betreffenden Folge als Teil 
enthalt. Unter welchen Umstanden enthiilt U zu jeder monoton abnehmen-

co 

den Folge {Vnl von Umgebungen von M, fiir welche M =flVn gilt, 
n=l 

eine JJI iiberdeckende Folge { Uk I (k = 1, 2, ... ad inf.), so daB jede Menge 
Vn fast alle Mengen Uk als Teil enthiilt? 

Zur bequemeren Ausdrucksweise fiihren wir einige in aHem Folgenden 
vielverwendete Bezeicbnungen ein: Es sei U ein gegebenes System von 
offenen Mengen. Wenn fiir einen Punkt p (bzw. eine Menge M) zu jeder 
vorgelegten Umgebung V von p (bzw. von M) eine Umgebung U von p 
(bzw. von M), die C V ist, im System U enthalten ist, dann sagen wir 
auch, p (bzw. M) ist in beliebig kleinen Umgebungen des Systems U 
enthaIten. Damit der Punkt p in beliebig kleinen Umgebungen von U 
enthalten sei, ist offenbar notwendig und hinreichend, daB in U eine auf 
den Punkt p sich zusammenziehende Folge von Umgebungen vonp existiert. 
1st jeder Punkt der Menge JJ1 in beliebig klein en Umgebungen des Systems U 
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enthalten, dann nennen wir U ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem 
von M. Das verscbarfte Uberdeckungsproblem fragt also, ob aus einem 
unbegrenzt feinen Uberdeckungssystem einer Menge M zu jeder monoton 

00 

abnebmenden Folge { V,,} von Umgebungen von M, fur welcbe M = nV" 
,,=1 

gilt, eine M uberdeckende Folge von Mengen herausgegriffen werden kann, 
von welcher in jeder der Mengen V" fast aIle Mengen als Teil enthalten sind. 

Wir beweisen diesbezuglich zunachst folgendes 

Uberdeckungstheorem fUr halbkompakte Rliume und halbkompakte 
~Iengen. 1st Heine halbkompakte Teilmenge eines separabeln Raumes U, ein 
unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von H und { V,,} (n = 1, 2, ... ad inf.) 

00 

eine monoton abnehmende Folge von Umgebungen von H, so daf3 H = 11 v" 
n=1 

gilt, dann existieren im System U endlich- oder abziihlbarviele Mengen 
{ UIc }, derart, daf3 jede Menge V" fast alle Mengen Uk als Teilmengen 
enthiilt. 

Wir nehmen zum Beweise des Uberdeckungssatzes an, H sei eine balb
kompakte Teilmenge eines separabeln Raumes. Als solche ist H darsteIlbar 
in der Form 

wo die Hk kompakte Mengen bezeicbnen. Wir betrachten fur eine be
stimmte naturlicbe Zahl k die Menge Hk und die Menge Vk aus der 
vorgegebenen Folge offener Mengen mit dem Durcbschnitt 1I. Da zu 
jedem Punkt von 1I beliebig kleine Umgebungen im System U existieren, 
so gibt es insbesondere zu jedem Punkt von H,. eine Umgebung des 
Systems U, die Teilmenge von Vk ist. Das System der in Vk als Teil
mengen enthaltenen Mengen von U ist ein Uberdeckungssystem von HIc 
und enthalt daher nach dem bewiesenen Uberdeckungssatz fUr kompakte 
Mengen endlichviele Mengen, etwa Ut, U;, ... , Uk , welche Hk uberdecken. 

"k 
Endlichviele derartige Mengen bilden wir fur jedes naturliche k. Betrachten 
wir nun das abzahlbare System {Uik} (i= 1, 2, ... , nl:' k= 1, 2, ... ad inf.), 
so sehen wir: Es gilt 

00 00 nk 

H=~Hk C~ ~U,k, 
k=1 k=1i=1 

d. h. die abzahlbarvielen Mengen U,k uberdecken H. Und wir sehen weiter: 
Fur jedes k enthalt Vic fast aIle Mengen u,k, deDn die Mengen Ut, U;, ... , V:k 

sind als Teilmengen von Vic gewahlt worden, und die Folge {Vic} ist 
als mono ton abnehmend angenommen. Damit ist der Uberdeckungssatz fUr 
halbkompakte Mengen bewiesen. 
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(DaB zu jeder abgeschlossenen Menge A eines separabeln Raumes eine 
monoton abnehmende Folge von ofl'enen Mengen { Vk ) (k = 1, 2, ... ad inf.) 

existiert, so daB A = I/vk gilt, werden wir unten feststellen.) 
k=1 

Man konnte auf den ersten Blick vermuten, daB das oben formulierte 
verallgemeinerte Uberdeckungsproblem nicht nur, wie das eben bewiesene 
Theorem behauptet, fUr die halbkompakten, sondern fiir aUe Teilmengen 
separabler Raume in positivem Sinn zu beantworten sei. Dies ist nun 
aber, wie an einem Beispiel gezeigt werden solI, nicht der Fall, und auch 
diese Tatsache ist, wie sich zeigen wird, von groBer Wichtigkeit fiir die 
Dimensionstheorie (vgl. S. 136). 

Wir geben also eine Teilmenge J eines separabeln Raumes, eine monoton 
"" 

abnehmende Folge {V,,) von ofl'enen Mengen, fiir die J = llv" gilt, 
,,=1 

und ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem U von J an, aus welchem 
aber keine J iiberdeckende abzahlbare Folge von Mengen herausgegrifl'en 
werden kann, von welcher in jeder der Menge V" fast aUe Mengen ala 
Teilmengen enthalten sind. Der zugrunde gelegte separable Raum ist die 
Cartesische Ebene, die Menge Jist die Menge aller Punkte mit den Ko
ordinaten (x, y), fiir welche x eine dyadisch irrationale Zahl zwischen Null 
und Eins ist und y = 0 gilt. Die Menge V" ist fiir n = 1, 2, ... gegeben 

1 1 1 1 . 
durch - n < x < 1 + n' -2n < y < 2n' Das System U, das Wlr be-

stimmen werden, ist ein abzahlbares Mengensystem. 

Wir definieren: 

U", (n1 = 1, 2, ... ad inf.) sei das ofl'ene Rechteck, bestehend aus den 
Punkten (x, y), fiir die 

1 1 -<x<--
2n, 2'" -1' gilt. 

Un,,,,, (nll n2 = 1, 2, ... ad inf.) das ofl'ene Rechteck der Punkte (x, y), 
fiir die 1 1 1 1 -+--< x<-+~-:--------:-

2'" 2'" + n. 2'" 2'" + n. - 1 , 
gilt. 

Allgemein: 

Un'''' ... ''k (n1' n2, ... , nk = 1, 2, ... ad inf.) sei das ofl'ene Rechteck der 
Punkte (x, y), fiir die 

1 1 1 1 1 1 
2n. + 2n, + ". + ... + 2"' + n. + ... + "k < X < 2n, + 2n, +;:; + ... + 2n, + n, + ... + "k - 1 , 

1 1 - < y < -- gilt. 
2k 2k 
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Wir bezeichnen nun als U das System der so bestimmten Mengen 
{ U., .... .. "A:} (nl' ns, ... , nk , k.. 1, 2, ... ad inf.). Da Systems U, welches 
oft'enbar ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem der Menge Jist, besitzt 
folgende Eigenschaft, auf die wir sogleich Bezug nehmen werden: 

1st v = {nl1 nt, ... , nk , ••• } irgendeine Folge natiVrlicher Zahlen > 1, 
so ist der Durchschnitt 

D~ = UfI, • Un, ... • U", ... " • ..... U ...... " .... "" •... 
ein Punkt der Menge J. 

In der Tat, da die Kanten von U",,,, .. '''k eine Lange < 2Ll haben, ent

halt die Menge D" hOchstens einen Punkt. Da fiir jedes natiirliche n.l:+ 1 > 1 
die leicht verifizierbare Beziehung gilt 

U .. , .. , .. '''.1:''.1:+1 ~ U ... ".··· .. k' 

so definiert die Folge der Rechtecke, deren Durchschnitt D" ist, tatsachlich 
einen Punkt der Ebene als ihren Durchschnitt, und oft'enbar gilt, wenn 
x, '!I die Koordinaten dieses Punktes von D" bezeichnen, die Beziehung 
o ~ x ~ 1, y = O. Um zu zeigen, da13 der Punkt der Menge D" ein Punkt 
von Jist, wie behauptet wurde, haben wir nachzuweisen, da13 seine Koordi
nate x dyadisch irrational ist. 1st nun aber r eine dyadisch rationale Zahl, 
so existiert eine natiirliche Zahl m, so da13 

gilt, wo E" = 0 oder 1 (k = 1, 2, ... m) ist. Dann ist aber der Punkt mit 
den Koordinaten (r,O) nicht in der Menge U", ...... fI/Il+l enthalten, also 
nicht in der Menge D" gelegen. Da fiir dyadisch rationales r der Punkt 
(r, 0) nicht in D" liegen kann, ist fiir den Punkt (x, 0), welcher die 
Menge D" bildet, x dyadisch irrational, d. h. dieser Punkt liegt in der 
Menge J, womit die obige Behauptung in allen Stiicken bewiesen ist. 

Aus der bewiesenen Tatsache ergibt sich, dafj fur die Menge J und 
das unbegrend feine Uberdeckungssystem U das verallgemeinerte Uber
deckungsproblem in negativem Sinn zu beantwmten ist: Sei namlich 
{ U-t } (k = 1, 2, ... evtl. ad inf.) irgendeine endliche oder abzahlbare 
Folge von Mengen des Systems U, derart, da13 in jeder der oben definierten 
Mengen V .. fast aIle Mengen Uk als Teilmengen enthalten sind. Wir wollen 
zeigen: Die Mengenfolge { Uk} iiberdeckt nicht die Menge J, d. h. es exi
stiert ein Punkt von J, der in keiner der Mengen Uk enthalten ist. 

Dies beweisen wir folgenderma13en: Da jede der Mengen 

U". (nl = 1, 2, ... ad inf.) 
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des Systems U eine Kante von der Lange 1 hat, so konnen unter den 
Mengen Uk, von denen ja fast aIle in V2 enthalten sein sollen, hochstens 
endlicbviele von den Mengen Un1 (nl = 1, 2, . " ad inf.) auftreten. Es 
existiert also eine natiirliche Zahl nl > 1, so daB die Menge Un1 mit keiner 
der Mengen Uk identisch ist. Dajede der Mengen Un1 n. (n2 = 1, 2, ... ad inf.) 
eine Kante der Lange l besitzt, konnen unter den Mengen Uk, von denen 
ja fast aIle in Vs enthalten sein sollen, hochstens endlichviele Mengen 
Un, n. vorkommen. Es existiert also eine Zahl nj > 1, so daB die Menge 
Un n mit keiner der Mengen Uk identisch ist. In dieser Weise weiter-

1 • 

schlieBend erkennen wir die Existenz einer Folge natiirlicher Zahlen 
nH n2 , ••• ft", ... , > 1, so daB der Durchschnitt 

D = Un1 • Un1 n • ••••• Uii1n .... n" •••• 

zur Menge :E U" fremd ist. Nun enthalt nach der oben bewiesenen Be-
"=1 

merkung die Menge D einen Punkt der Menge J, also existiert ein in 
00 

:Eu" nicht enthaltener Punkt der Menge J, wie behauptet. 
k=l 

Wir bemerken noch, daB das Komplement von J zum abgeschlossenen 
Einheitsintervalle der x-Achse die abzahlbare Menge aller Punkte dieses 
Intervalls mit dyadisch rationaler Koordinate, also ein Fu ist; die Menge J 
ist also ein GrJ. Ferner biitten wir statt der Ebene unseren Betrachtungen 
offenbar einen beschrankten abgeschlossenen Teil der Ebene, also einen 
kompakten Raum zugrunde legen konnen. Wir konnen also unser Resultat 
formulieren als 

Satz von den Ausnahmsfallen der verallgemeinerten Vberdeckbar
keit. Es existieren in kompakten Biiumen GrJ-Mengen, fiir welche das 1:er
allgemein(fYte Ub(fYdeckungsproblem in negativem Sinn zu beantworten ist. 
D. h. es existiert in einem lcompakten Baum eine Go-Menge J, eine Folge 

00 

{ V,,} (V = 1, 2, ... ad inf.) von Umgebungen von J, so daf3 J = IJv" 
,,=1 

gilt, und ein System 11 von offenen JJiengen, welches zu jedem Punkt von J 
beliebig kleine Umgebungen enthillt, olme daf3 sich aus U eine J iib(fYdeckende 
Folge von Mengen herausgreifen lief3e, von welcher in jeder der Mengcn V" 
fast aUe Mengen als Teilmengen entltalten sind. 

Eine derartige GrJ-Menge ist dem Uberdeckungssatz fiir halbkompakte 
Mengen zufolge nicht halbkompakt, also, wenn der zugrunde liegende Raum 
kompakt ist, kein Fa' Es gilt nun, wie hier ohne Beweis erwabnt sei, der 
Satz, daB in einem kompakten Raum jede GrJ-Menge, die kein Fu ist, ja 
sogar jede Borelsche Menge (vgl. S. 27), die kein Fu ist, fiir gewisse ge-

A[. n g e r, Dimenaion.theorle 4 
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eignet gewahlte unbegrenzt feine Uberdeckungssysteme einen Ausnahme
fall fiir das verallgemeinerte Uberdeckungsproblem darstellt, daB also zu 
jeder Borelschen Menge eines kompakten Raumes ein ullbegrenzt {eines 
Uberdeckungssystem existiert, aus dem sich keine die Menge iiberdeckende 
Folge mit der {rag lichen Zusatzbedingung herausgrei{en lii{3t. 

Einen weiteren wichtigen Uberdeckungssatz, der sich auf unbegrenzt 
feine Uberdeckungssysteme bezieht, das verfeinerle Uberdeckungstheorem 
fiir Teilmengen separabler Riiume, werden wir im folgenden Abschnitt 
kennen lernen. 

Hlstorlsches. Von den drei in diesem Abschnitt bewiesenen tjberdeckungssatzen 
wurde zuerst der zweite, allerdings in sehr spezieller Form, namlich f"Ur beschrankte 
abgeschlossene Teilmengen des Rl von verschiedenen Forschem, von H e i n e , 
Borel u. a. bewiesen. Insbesondere Borel hat zu wiederholten Malen die Wichtig. 
keit des Satzes betont, der vielfach auch als Borelsches Theorem bezeichnet wird. 
Der allgemeine Begrift' der Kompaktheit, definiert durch die erste von den drei 
Eigenschaften kompakter Raume, riihrt von Frechet (Rend. Palermo 22, 1906, S.6). 
DaB die durch di~ erste Eigenschaft definierten kompakten Raume auch die zweite 
besitzen, wird vielfach als Cantor-Bendixsonsches Theorem oder als Cantorscher 
Durchschnittssatz bezeichnet, da dieser Satz, allerdings in viel speziellerer Gestalt, 
von Cantor bewiesen wurde. Die oben angegebenen kurzen und allgemeinen Be
weise des Satzes uber kompakte Mengen und des tJberdeckungssatzes f"Ur separable 
Raume stammen im wesentlichen von Hausdorff (Grundz. d. Mengenlehre 1914, 
S. 231 u. 272). DaB zu jeder Umgebung U eines Punktes peine Umgebung V von 
p existiert, die ~ U ist (das Axiom Evon S. 23, die "Regularitat" des Raumes 
S. 33), wird in diesen Beweisen nicht verwendet. Der Uberdeckungssatz fur sepa
rable Raume wird haufig auch als verallgemeinertes Borelsches Theorem oder auch 
als Borel-Lebesguesches Theorem odeI' als Linde16f- Youngscher Satz be
zeichnet. In groJ3er AUgemeinheit wurden diese Satze auch von GroB (Wien. Ber.123, 
1914, S. 809) bewiesen. 

Es ist bemerkenswert, daB die beiden ersten Uberdeckungssatze der Theorie der 
reellen Funktionen entstammen, daB sie in engstem Zusammenhang stehen mit dem 
Bolzano-WeierstraBschen Satz, daB jede beschrankte unendliche Teilmenge des 
E,. einen Haufungspunkt besitzt, sowie mit den Satzen, daB jede auf einer kom
pakten Menge stetige Funktion gleichmaBig stetig ist. - Diesel' Komplex von 
Satzen wird in der gesamten Analysis angewendet. 

Den Begrift' del' Halbkompaktheit f"Uhrte ich (Monatshefte f. Math. u. Phys. 34, 
S.144) ein. Das verallgemeinerte Uberdeckungsproblem formulierte ich (Wien. Ber. 
133, 1924, S.421), wobei ich den Uberdeckungssatz fiir halbkompakte Mengen und 
den Satz von Ausnahmsiallen des verallgemeinerten Uberdeckungsproblems durch ein 
dem oben angegebenen verwandtes Beispiel bewies. Ich gab zugleich eine Bedingung 
an, welche daiur hinreichend ist, daB ein vorgelegtes unbegrenzt feines Uberdeckungs
system U einer vorgelegten Teilmenge ~y eines Euklidischen Raumes eine M uber
deckende Folge von oft'enen Mengen mit del' fraglichen Zusatzbedingung enthalt. 
Diese Bedingung laBt sich am einfachsten mit Hilfe des folgenden metrischen Be
grift'es formulieren: 1st U eine Umgebung des Punktes p eines Euklidischen Raumes, 
so bezeichnen wir als Exzentrizitiit von U in bezug auf p den Quotienten aus der 
unteren Schranke der Abstande von p und dem Komplement von U geteilt durch 
~ie obere Schranke del' Abstande von p und den Punkten von U. Fiir jede Um
gebung U eines Punktes p ist die Exzentrizitat 80lcherart definiert als eine posi
tive Zahl < I, welche den Wert 1 dann und nUt' dann annimmt, falls U eine Kugel 
mit dem Zentrnm p ist. Die erwahnte Bedingung lautet nun (s. a. a. O. S. 431), dati 
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das System U zu jedem Punkt p von Meine auf p sich zusammenziehende Folge 
von Umgebungen enthiilt, deren Exzentrizitaten in bezug auf p oberhalb einer von 0 
verschiedenen Schranke bleiben. Der Grund, warum das oben angertihrte Beispiel 
einen AusnahmsfalI hinsichtlich der veralIgemeinerten tJberdeckbarkeit darstelIt, 
liegt darin, dati rtir sehr viele Punkte p der Menge Jim angegebenen Uberdeckungs
system U bloB solche auf p sich zusammenziehende Umgebungsfolgen enthalten 
sind, deren Exzentrizitaten in bezug auf punter jede positive Schranke sinken. 
Enthalt das System !B zu jedem Punkte p der Menge M beispielsweise eine auf p 
sicb zusammenziehende Folge von Kugeln mit dem Zentrum p, dann existiert in !B 
eine M iiberdeckende FoJge von offenen Mengen, von welcher in jeder M ent
haltenden offenen Menge fast aIle Glieder als Teilmenge enthalten sind. 

Jch sprach (a. a. O. S. 443f.) weiter die Vermutung aus, dalljede nicht-halbkompakte 
Menge bei geeigneter Wahl eines Systems von offenen Mengen einen Ausnahmsfall 
des veralIgemeinerten Uberdeckungsproblems darstelIe. Von H u r e w i c z (Math. Zeitschr. 
24, 1925, S. 401) wurde meine Vermutung rtir nicht-halbkompakte Borelsche Mengen 
bestatigt. Dati sie rtir beliebige nicht-halbkompakte Mengen, wenigstens unter Voraus
setzung der Kontinuumshypothese, nicht zutrifft, zeigte Sierpiflski (Fund. Math. 
8 S. 223) unter Hinweis auf eine (unter der Voraussetzung 2Ko = Nl konstruierte) 
nicht-halbkompakte Menge von Lusin (Compt. Rend. 158, S.12(9), deren samtliche 
nirgendsdichte Teilmengen hOchstens abzahlbar sind, und welche daher bei keiner 
Wahl eines Systems von offenen Mengen einen Ausnahmsfall ilir das verallgemeinerte 
Uberdeckungsproblem darstelIt. Hurewicz hat endlich (Fund. Math. 9, S. 193) das 
verallgemeinerte Uberdeckungsproblem mit der Lehre von den reelIen Funktionen 
in Zusammenhang gebracht: So wie das gewohnliche tJberdeckungsproblem mit der 
Theorie des Maximums stetiger Funktionen, so hangen mein veralIgemeinertes tJber
deckungsproblem und verwandte Fragestellungen mit der Theorie des Maximums 
von Funktionp.nfolgen zusammen. 

8. Die Dichtigkeitseigenschaften der Mengen. 
1st Meine gegebene Teilmenge des Raumes, so heilU die Teilmenge M' 

von M in M dieht, wenn jeder Pttnkt von M entweder Punkt oder Hiiu
fungsp'ttnkt 'Von M' ist, wenn also M· M' = M gilt. Beispielsweise ist in 
der Zahlgeraden sowohl die Menge der Punkte mit rationaler als aueh 
die Menge der Punkte mit irrationaler Koordinate dieht. In jedem sepa
rabeln Raum R existiert eine in R dieltte abziihlbare Teilmenge. Wahlt 
man namlieh in jeder Menge des den Raum R definierenden abzahlbaren 
Mengensystems @) einen Punkt, so ist die Menge der so bestimmten Punkte 
abzahlbar und, wie man leieht verifiziert, im Raum R dieht. - Jede Menge 
Mist dieht in ihrer abgesehlossenen Rulle M. Wenn von drei Mengen 
A, B, 0 die Menge A dieht in B und B dieht in 0 ist, so ist A dieht in 
O. Damit eine Teilmenge A von Bin B dieM sei, ist notwendig und hin
reichend die Giiltigkeit der Beziehung A = 11. Denn wenn A C B ist, gilt 
A C 11, und wenn uberdies B· A = B gilt, so ist aueh 11· A = 11, 
also B C A und mithin A = 11. 1st umgekehrt A eine Teilmenge von B, 
fUr welehe A = 11 gilt, so ist B· A = B . 11 = B, also ist A in B dieht. 
Aus der bewiesenen Bemerkung folgt insbesondere, dalJ eine Menge A, die 
in B sowohl dieM als aueh abgeschlossen ist, mit B identiseh ist. 

4* 
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Wenn eine Menge 111' in M nieht nur nieht dieht ist, sondern keine 
Teilmengc enthalt, welclte in einer nichtleeren in M offenen Menge dieht ist, 
so hei.8t M' in M nirgendsdicht. Betrachten wir beispielsweise im Rl 
eine aus einem einzigen Punkt p bestehende Menge (p), so sehen wir, da.13 
(P) im Rl nirgendsdieht ist. Zugleieh setzt dieses Beispiel die Relativitat der 
Begriffe dieht und nirgendsdieht in Evidenz, d. h. die Tatsaehe, da.13 diese 
Begriffe nicht Eigensehaften der Mengen selbst, sondern Beziehungen der 
Mengen zu dem zugrunde gelegten Raum zum Ausdruck bringen. Denn 
die im Rl nirgendsdiehte Menge (p) ist dieht in sieh, wie ja ubrigens 
offenbar jede Menge Min M dieht, also dieht in sieh selbst ist. Bezeiehnet 
E irgendeine den Punkt p und noeh andere Punkte enthaltende endliehe 
Teilmenge des R1 , so ist die Menge (p) in E weder dieht noeh nirgends
dieht. Uberhaupt enthalt eine endliehe Menge keine niehtleere in ihr nir
gendsdiehte Teilmenge, denn jede niehtleere Teilmenge einer endliehen 
Menge ist zugleieh offen und abgesehlossen. - Die abgesehlossene Hulle 
einer in M nirgendsdiehten Menge ist offenbar in M nirgendsdieht. 

Die Summe von endliehvielen in M nirgendsdiehten Mengen ist offenbar 
in M nirgendsdieht. Die Summe von abzahlbarvielen in M nirgendsdiehten 

Mengen kann in M sogar dieht liegen. Bezeiehnet z. B. I P.l:} (k = 1,2, ..• ad inf.) 
die Punkte des Rl mit rationaler Koordinate in eine Folge angeordnet, so 

00 

ist jede Menge (P.I:) im Rl nirgendsdieht, die Menge ~(Pk) aller Punkte 
.1:=1 

mit rationaler Koordinate ist im Rl dieht. Eine Menge M, welche Summe 
von absiihlbarvielen in M nirgendsdichten Mengen ist, hei.l3t von erster 
Kategorie. Die Summe von endlieh- oder abzahlbarvielen Mengen von 
erster Kategorie ist offenbar von erster Kategorie. Eine Menge, welche nicht 
von erster Kategorie ist, hei.l3t von zweiter Kategorie. Beispielsweise ist 
jede endliehe Menge, da sie, wie wir sahen, keine niehtleere nirgendsdiehte 
Teilmenge enthiilt, von zweiter Kategorie. 

Wir beweisen nun den Satz: Jede abgeschlossene Teilmenge eines kom
pakten Raumes ist von zweiter Kaiegorie. Sei A eine abgesehlossene Teil
menge des kompakten Raumes R. Wir wollen gegen diese V oraussetzung 
einen Widersprueh herleiten aus der Annahme, da.13 A von erster Kate
gorie, d. h. Summe von abzahlbarvielen in A nirgendsdiehten Mengen 
Ak (k = 1, 2, ... ad inf.) sei. Aus dieser Annahme folgt, da.13 aueh jede 

k 

der Mengen Bk = ~Ai (k = 1, 2, ... ad inf.) nirgendsdieht in A ist. Da 
;=1 

A naeh Voraussetzung abgesehlossen ist, ist aueh fur jedes naturliehe k 
.die Menge 11k Teilmenge von A und, alB abgesehlossene Hulle einer in A 
nirgendsdiehten Menge, in A nirgendsdieht. Wir setzen R = Uo und be
traehten die offene Menge Do· (R - 111). Da 111 in A nirgendsdieht ist, 



·8. Die Dichtigkeitseigenschaften der Mengen 53 

hat die Menge Uo' (R - B1) mit A einen nichtleeren Durchschnitt. Wir 
bestimmen, was sicher moglich ist, eine offene Menge Ut «:: Uo' (R - E1), 

deren Durchschnitt mit A nichtleer ist. Angenommen, es liege eine offene 
Menge Uk «:: u,,-I' (R - E,,) vor, deren Durchschnitt mit A nichtleer ist. 
Da 13k + t in A nirgendsdicht ist, hat die Menge Uk' (R - Ek+l) mit A 
einen nichtleeren Durchschnitt. Wir konnen mithin eine offene Menge 

Uk+l «:: Uk' (R - 13k+1) 

bestimmen, die mit A einen nichtleeren Durchschnitt hat. Auf diese Weise 
kann also fiir jedes natiirliche k eine offene Menge U" bestimmt werden, 
so daB fiir jedes k die Beziehung Uk+l «:: Uk gilt und die Menge Uk' A 

co 

nichtleer ist. Betrachten wir nun die Menge A· IIu", die wir mit A' 
"=1 

co 

bezeichnen wollen. Da Uk zu E" fremd ist, ist I/uk zu allen 13", also zu 
k=1 

co 

A fremd, also ist A' = A . J J Uk leer. Anderseits gilt mit Riicksicht auf 
1e=1 

"" "" 
Uk+l «:: Uk die Beziehung II Uk = IIuk, also 

"=1 k=1 

"" "" '" 
A' = A . IIuk = A . IIuk = II A . Uk' 

k=1 1e=1 k=1 

Jede der Mengen A· Uk ist nichtleer. Also ist A' Durchschnitt einer 
monoton abnehmenden Folge von nichtleeren in A abgeschlossenen Mengen. 
Da A als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes vorausgesetzt 
ist, miiBte A' demnach dem Durchschnittssatz zufolge nichtleer sein. Da
mit ist aus der Annahme, daB A von erster Kategorie ist, ein Widerspruch 
hergeleitet. 

Wenn fUr eine Menge hI die Menge M - lIf in M dieM ist, so nennen 
wir M total irreduzibel. Es gilt, wie wir zeigen wollen, der Satz: 1st M 
eine total irredw!ible hIenge und A eine abgesehlossene (im Raum abge
schlossene!) Teilmenge von 1Jf, so ist A in M nirgendsdicht. Ware namlich 
A in M nicht nirgendsdicht, so ware eine Teilmenge A' von A in einer 
in M offenen nichtleeren Menge Mo dicht. Dann wiirde also, der oben 
bewiesenen Bemerkung zufolge, A' = M 0 gelten. Da A als abgeschlossen 
vorausgesetzt ist, ware A' Teilmenge von A, also Teilmenge von M. Es 
wiirde also fUr eine in M offene nichtleere Menge Mo die Beziehung No C M 
gelten. Dies widerspricht aber offenbar der Voraussetzung, daB hI total 
irreduzibel, d. h. ]}I - Min M dicht ist. Damit ist die Behauptung be
wiesen. Aus ihr folgt unmittelbar: Jede total irredusible Pa-llfenge ist von 
erster Kategorie. Denn wenn die total irreduzible Menge J Summe von 
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abzahlbarvielen abgesehlossenen Mengen ist, so ist sie, da jede ihrer ab
gesehlossenen Teilmengen in ihr nirgendsdieht ist, Summe von abzahlbar
vielen in ihr nirgendsdiehten Mengen, d. h. von erster Kategorie . 

.Als abgesehlossen war eine Menge M gekennzeiehnet, wenn jeder Hau
fungspunkt von M Punkt von Mist. Ein Menge M heiBt insiehdicht, 
wenn jeder Punkt von M Hiiufungspunkt 'von Mist. (Das Wort insichdicht 
ist von den Worten dickt in sick wohl zu unterseheiden. Wir sahen ja, 
daB jede Menge M in M dieht, also dieht in sieh ist, was mit der Eigen
sehaft der Insiehdiehtheit gar niehts zu tun hat.) Eine Menge, die zugleick 
abgeschlossen und insichdicht ist, heiBt perfekt. 

Es existieren im Rl Teilmengen, die zugleieh perfekt und im Rl nirgends 
dieht sind. Wir konstruieren als Beispiel fur eine derartige Menge das 
sog. Diskontinuum. Diese Menge kann definiert werden als die Menge 
alier Punkte des abgesehlossenen Intervalls [0, 1], deren Koordinate 
gleieh einem Ternalbrueh (d. h. einem Systembrueh mit der Basis 3) ohne 
einen Zahler 1 ist. In einer mehr geometrisehen Weise kann das Dis· 
kontinuum folgendermaBen definiert werden: Man ordne die offenen Inter-

valle (:n, k;- 1), wo n aIle natiirliehen Zahlen durehlauft und k eine 

dureh drei nieht teilbare Zahl zwischen 1 und 3" bezeiehnet, in eine Folge. 
Das Komplement von der Summe dieser offenen IntervaIle zum abgesehlos
senen Intervall [0, 1] ist das Diskontinuum D. .AIs Komplement einer 
offenen Menge ist das Diskontinuum D abgesehlossen. Die Menge D 
enthiilt insbesondere, wie man leieht zeigt, aIle Endpunkte der getilgten 
offenen IntervaIle. Die Menge Dl dieser Endpunkte ist abzahlbar, also ein 
Teil-Fa von D, und, wie man unsehwer verifiziert, insiehdieht und in D 
dieht. Die abgesehlossene Menge D ist mithin insiehdieht, also perfekt. 
Sie ist im Rl nirgends dieht, denn andernfalls miiBte sie, als abgesehlos
sene Teilmenge des Rl1 ein Intervall des Rl als Teilmenge enthalten, was 
offenbar nieht der Fall ist. Die Punktp, von Dl heiBen Punkte erster Art, 
die von D - Dl Punkte zweiter Art von D. 

Zum .Absehlu6 sei erwahnt, da6 ein Punkt p der Menge M Konden
sationspunkt von M hei6t, wenn jede Umgebung des Punktes peine un
abziihlbare Teilmenge von M enthiilt, und daB eine Menge M kondensiert 
genannt wird, wenn jeder Punkt von M Kondensationspunkt von Mist. 
Offenbar ist a fortiori jeder Kondensationspunkt ein Haufungspunkt und 
jede kondensierte Menge insiehdieht. 

Historisches. Die Begriffe dicht, nirgendsdicht und perfekt ebenso wie das 
konstruierte Diskontinuum und der Begriff des Kondensationspunktes stammen von 
Cantor. Bezeichnet man die Menge aIler Haufungspunkte der Menge M als die 
Ableitung von M, so ist offenbar fiir die insichdichten Mengen charakteristisch, dall 
sie Teilmengen ihrer ersten Ableitungen sind. Perfekt iet eine Menge dann und 
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nur dann, wenn sie mit ihrer Ableitung identisch ist. Cantor hat bewiesen, daft 
jede abgeschlossene Teilmenge A des Rl entweder abziihlbar oder Summe einer ab
ziihlbaren und einer perfekten Menge ist. Die betreffende perfekte Menge erhalt 
man, indem man die Bildung der Ableitungen abzahlbar oft iteriert. Als Ableitung 
zweiter Ordnung von A bezeichnet man die Ableitung der Ableitung von A, und 
allgemein flir jedes n als Ableitung nter Ordnung von A die Ableitung der Ab
leitung (n -l)ter Ordnung von A. Unter der Ableitung mter Ordnung versteht 
man den Durchscbnitt aller Ableitungen endlicher Ordnung von A, nnter der Ab
leitung (m + l)ter Ordnung die Ableitung der Ableitung mter Ordnung von A. 1st 
die abgeschlossene Teilmenge A des Rl abzahlbar, so kommt man durch fortgesetzte 
Bildung von Ableitnngen hOherer Ordnung zu einer, welche leer ist. 1st A nicht 
abzahlbar, so gelangt man durch iterierte Ableitungsbildung zu einer perfekten, 
d. h. mit ihrer Ableitung identischen Menge. 

Die Begriffe der Mengen erster und zweiter Kategorie stammen von Baire. Aus 
den Untersuchungen von Baire (Annali di mat. (3), 3 (1899), S. 65) ergibt sich ins
besondere das Theorem, daft jede abgeschlossene Teilmenge und allgemeiner jedes 
Teil-GJ eines kompakten Raumes von zweiter Kategorie ist. 

1st M irgendeine Teilmenge eines separabeln Raumes, so nennt Hausdorff 
{Grundz. d. Mengenlehre, 1914, S. 281) die Menge M· M - JJI das Residuum von M. 
Er bezeichnet eine Menge, fiir welche iterierte Residuenbildung schlietllich auf die 
leere Menge fiihrt, als reduzibel. Das Residuum einer Menge Mist offenbar eine 
Teilmenge der Ableitung von M und im allgemeinen eine echte Teilmenge von M. 
Man sieht leicht ein, datl eine Menge M dann und nur dann in ihrem Residuum 
identisch ist, wenn fUr sie die Menge It! -]I,{ in M dicht ist. Mengen, welche 
dip-se Bedingung erfiillen, welche also durch Residuenbildung und daher auch durch 
iterierte Residuenbildung iiberhaupt nicht reduziert werden, nenne ich, um ihren 
extremen Gegensatz zu den reduzibeln Mengen auszudriicken, total irreduzibel. 

9. Zum AbschluB der einfiihrenden Betrachtungen. 
Wir haben in den vorangehenden Abschnitten einen einzelnen vorge

legten Raum, seine Teilmengen und gewisse einfache Aussagen uber die
selben hergeleitet. Wir wollen nun eine Beziehung zwischen zwei Riiumen 
und ihren Teilmengen betrachten. Wir erinnem zuniichst an die Defini
tion der Gleichheit zweier Riiume (vgl. S. 21). Zwei Riiume heWen gleich, 
wenn jeder Punkt des einen Raumes im Sinne der Gleichheitsdefinition 
fur Raumpunkte gleich ist einem Punkte des anderen Raumes. Auch die 
Limesdefinitionen in zwei gleichen Riiumen sind, wie wir (S.22) sahen, iiqui
valent, d. h. wenn im einen Raum die Punktefolge {Pi} (i = 1,2, ... ad inf.) 
gegen den Punkt P konvergiert, so konvergiert im anderen Raum die Folge 
der mit den Pi gleichen Punkten gegen den mit P gleichen Punkt und um
gekehrt. Daraus folgt unmittelbar, daB eine abgeschlossene bzw. ofl'ene 
Menge eines Raumes R gleich ist einer abgeschlossenen bzw. ofl'enen 
Menge in jedem mit R gleichen Raum. Uberhaupt bleiben aIle in den 
vorangehenden Abschnitten angesteUten Uberlegungen gultig, wenn der 
betrachtete Raum durch einen gleichen Raum ersetzt wird, der durch ein 
gleichwertiges Mengensystem definiert ist, - so wie die Uberlegungen 
uber einen Punkt p, der durch eine gewisse auf P sich zusammenziehende 
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Folge von Umgebungen aus dem den Raum definierenden System gegeben 
ist, giiltig bleiben, wenn der Punkt p durch eine andere sich auf p zu~ 

sammenziehende Folge gegeben wird. 
Es seien nun zwei (nicht notwendig gleiche) Riiume R und R' gegeben, 

welche eineindeutig aufeinander abgebildet sind, worunter folgendes zu ver
stehen ist: Die samtlichen Punkte von R und die samtlichen Punkte von 
R' entsprechen einander paarweise, wobei je zwei verschiedenen Punkten 
des einen Raumes zwei versrhiedene Punkte des anderen entsprechen. 1st 
p ein Punkt von R, so bezeichnen wir den p entsprechenden Punkt von 
R' mit p'; dabei ist p der dem Punkt p' entsprechende Punkt von R, und es 
folgt aus p =+= q stets p' =+= q' und umgekehrt. Durch diese Abbildung von 
R und R' aufeinander werden auch die Teilmengen der beiden Raume paar
weise einander zugeordnet: Der Teilmenge M von R entspricht die Menge 
aller Punkte von R', die einem Punkt von lJ[ entsprechen; wir bezeichnen 
diese Menge mit MO'; ihr entspricht umgekehrt die Teilmenge M von R. 

Wenn die vorliegende eineindeutige Abbildung der Riiume R und R' 
aufeinander so geartet ist, daB fiir jede Teilmenge M von R jedem Punkt 
p, der Haufungspunkt von Mist, ein Punk:t p' von R' entspricht, welcher 
Haufungspunkt der M entsprechenden Menge M' ist, und wenn umgekehrt 
jedem Haufungspunkt einer Teilmenge von R' ein Haufungspunkt der ent
sprechenden Teilmenge von R entspricht, - dann hei/;\en die Raume R 
und R' homoomorph. Fiir die Homoomorphie von R und R' ist ofl'en~ 
bar notwendig und hinreichend, daB jeder gegen einen Punkt p konver
genten Punktefolge {p,,} von Reine gegen den Punkt p' konvergente Punkte~ 
foloe {p~} in R' entspricht und umgekehrt. 1st 6 das definierende Mengen
system des Raumes R, 6' jenes des Raumes R', welcher auf R eineindeutig 
abgebildet ist, bezeichnet ferner % das bei dieser Abbildung dem Mengen~ 
system @5 entsprechende Mengensystem in R' und %' das dem System 6' 
entsprechende Mengensystem in R, so ist fdr die Homoomorphie von R 
und R' ofl'enbar notwendig und hinreichend, daB % mit 6' und daB %' 
mit @5 gleichwertig sei. Man iiberzeugt sich ferner miihelos davon, daB fiir 
die Homoomorphie von R und R' notwendig und hinreichend ist, daB jeder 
abgeschlossenen bzw. offenen Teilmenge von Reine abgeschlossene bzw. offene 
Teilmenge von R' entspricht und umgekehrt. Auch zeigt man leicht, daB 
einer kompakten Teilmenge eines Raumes Reine kompalde Teilmenge in 
jedem mit R homoomorphen Raum entspricht, - daB einer auf den Punkt p 
sick zusammenziehenden Umgebungsfolge in Reine auf den entsprechenden 
Punkt p' sick zusammenziehende Umgebungsfolge und daher jedem unbe~ 
grenzt feinen Uberdeckungss'!}stem einer Teilmenge M von Rein unbegrenzt 
feines Uberdeckungssystem der entsprechenden Menge M' in jedem mit R 
homoomorphen Raum entspricht. 
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Wir haben im Abschnitt 4 (S. 22) betont, daB wir zur Einfiihrung des: 

Begriffes des separabeln Raumes keine anderen Methoden als zur Einflih
rung der Zahlgeraden, des R", des Qw und der Teilmengen dieser Raume ver
wenden mussen. Immerhin scheint es zunachst, als ob der Qw und seine 
Teilmengen ganz spezielle Arten separabler Raume darstellen wiirden. 
Wir wollen nun aber zeigen, dati jeder separable Raum mit einer Teil
menge des kompakten QOJ homoomorph ist, daB also, abgesehen von Homoo
morphien, die Teilmengen des Qw die einzigen separabeln Raume sind. 
Wir konnen dies auch dahin ausdrucken, daB jeder separable Raum mit 
einer Folge von gegen Null abnehmenden Koordinaten beschreibbar sei. 
Wir beweisen also das 

Theorem der Einbettbarkeit der separabeln Riiume in den Qro. 1st 
Rein separabler Raum, so existiert eine mit R llOmoomorphe Teilmenge des
kompakten Raumes Q OJ' 

Wir schicken dem Beweis voraus einen 

Hilfssatz: Sind V(O) und U(l) ewei offene Mengen des separabeln 
Raumes R, fur welche die Beziehung U(O) ~ U(l) gilt, so existiert eine fur 
jeden Punkt p des Raumes R definierte und stetige reelle Fltnktion f(P), so 
dafJ gilt: 

1
0 :0;::; f(p) :0;::; 1 fur jeden Punkt p von R, 

(t) f(p) = 0 fur jeden Punkt p von U(O), 
f(p) = 1 fur jeden Punkt p, der nicht in V(l) enthalten ist. 

Fiir die beiden ofl'enen Mengen U(O) = V(200) und U(l) = U(210) gilt. 

voraussetzungsgemaB die Beziehung V(~) ~ U(21.). Wir wollen nun an

nehmen, es sei fiir die ganze Zahl n und fiir jede ganze Zahl m, fiir die

o ~ m :5:: 2n gilt, eine offene Menge VGI!) derart definiert, dati aus m1 < mll 

stets U(~~-) ~ U(-;~) folgt - und wollen unter dieser Annahme ~uch fiir 
jede Zahl m', fiir die 0 ~ m' :0;::; 2,,+1 gilt, eine offene Menge U(:!~+l) kon-

struieren, so daB aus 1'11; < m; stets u(2:~il) ~ vC:!L) folgt. Zu diesem 

Zweck setzen wir, wenn m' = 2 m 'gilt, U (21~~ ) = V (;! ). Wenn dagegen 

m' = 2 m + 1 gilt, so betrachten wir die beiden abgeschlossenen und offen

bar zueinander fremdenMengenU(;!) und R-UCI~tl). NachdemKo .. 

rollar aus dem allgemeinen Trennungssatz (S. 33) existieren zwei zuein

ander fremde offene Mengen, die wir mit 

wollen, so dati die Beziehungen gelten 

U (2 ;::t 1) und V bezeichnen 
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a) also (2m + 1) (m) 
U 2n+1 ~ U 2n"" ' 

b) 

Aus a) und b) folgt mit Rucksicht auf die Fremdheit von V und UC;:\ 1), 
daB V zu U(;!) und daher (vgl. S. 30) zu U (~) fremd ist. Also gilt 

U(;!) ~ uC ;~:\ 1) ~ UCn ; 1). 
Die auf diese Weise bestimmten Mengen U( 2:~:1) (0 5:.m' 5:. 2n+l) genugen 
<>fi'enbar unserer Behauptung. 

Das bewiesene Verfahren gestattet, ausgehend von den beiden gegebenen 

Mengen U(O) und V(l) fur jede dyadisch rationale Zahl a =;' eine ofi'ene 

Menge U(a) zu bestimmen, so daB aus a < a' stets u(a) ~ u(a') folgt. 
Wir wollen die Menge aller dyadisch rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 
mit n bezeichnen. 1st p irgendein gegebener Punkt, so bezeichnen wir 
me Menge aller Zahlen a' von n, fur welche der Punkt p in der Menge 
U( d') enthalten ist, mit n; und setzen n - n; = n;, so daB also n; die 
Menge a" aller Zahlen von n ist, fUr welche p nicht in U( d") enthalten 
ist. Dabei ist die Menge n; dann und nur dann leer, wenn p nicht 
in U(l) liegt, und es ist n; dann und nur dann leer, wenn p in U(O) 
liegt. 1st p irgendein gegebener Punkt, so gilt n = n; + n;. Jede Zahl 
von n; ist groBer als jede Zahl von n~. Wenn a' eine Zahl von n; und 
iI' > a' gilt, so ist auch (1' eine Zahl von n;. Wenn a" eine Zahl von 
n; ist und (1" < an gilt, so ist auch (1" eine Zahl von n;. Fur jeden 
Punkt p des Raumes stellt also die Formel n = n; + n; einen Schnitt 
in der Menge n, d. h. eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 dar, welche wir 
mit f(p) bezeichnen wollen. 1st fur den Punkt p die Menge n; bzw. die 
Menge n; leer, so setzen wir f(p) = 1 bzw. f(p) = O. Dann ist die Funk
tion f(p) fur jeden Punkt p des Raumes erkHirt und genugt den Bedin
gungen (t) des Hilfssatzes. Zum Beweise dieses letzteren ist noch zu 
zeigen, daB fUr jeden Punkt p des Raumes die Funktion f(p) stetig ist, 
d. h. daB fUr jede gegen p konvergente Bunktfolge {Pk} (k = 1,2, ... ad inf.) 
die Beziehung lim f'(Pk) = f(p) gilt, daB m. a. W., wenn irgendeine Zahl 

k=oo 

.c > 0 gegeben ist, fur fast aIle naturlichen k die Beziehung gilt 

I f(Pk) - f(p) 1< E. 

Der betrachtete Punkt p sei etwa durch die Folge { Un} (n = 1,2, ... ad inf.) 
von Mengen des den Raum R definierenden Systems @5 gegeben. Wir 
bestimmen zum gegebenen E zwei positive Zahlen lund l', die < E sind, 
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derart, daB die Zahlen f(p) + If und f(p) - 13" dyadiseh rational sind, und 
betraehten die den Punkt p enthaltende ofl'ene Menge 

U(f(p) + If) - U(f(p) - 13"), 

die wir mit Vp,. bezeiehnen wollen. [Dabei ist im Fall f(p) + 13' > 1 
V(f(p) + 13') = V(l), im Fall f(p) - If' < 0 V(f(p) - If') = U(O).] Da P 
in der ofl'enen Menge Up,. enthalten ist, existiert eine natiirliehe Zahl ii, 
so daB Un ~ Up,. gilt. Fiir jeden Punkt p der Menge Un gilt mithin 

If(p)-f(p) I < E. 

Nun liegen aber, da naeh Voraussetzung die Punkte Pk gegen P konver
gieren, fast alle Punkte Pk in Vn. Also gilt fUr fast alle Punkte Pk die 
Beziehung I f(Pk) - f(p) I < E. Damit ist aueh die Stetigkeit von fund 
mithin der Hilfssatz in allen Stiieken bewiesen. 

Wir betraehten nun ZUlli Beweise des Einbettungstheorems das abzahl
bare den Raum R definierende Mengensystem ®. Die Paare von Mengen 
des Systems ® bilden ebenfalls ein abzahlbares System. Wir wollen spe
ziell jene Paare V, V von Mengen aus ®, fiir welehe V ~ V gilt, in eine 
Folge I P,,} (n = 1, 2, ... ad inf.) ordnen. Besteht das Paar P" aus 
den Mengen V, V (V ~ V), so bezeiehnen wir mit f,,(p) eine der naeh 
dem Hilfssatz im Raum definierbaren stetigen Funktionen, fiir welehe 
o < fn (p) :::;;: 1 in allen Punkten von R, f(p) = 0 in allen Punkten von ~~ 

f(p) = 1 in allen Punkten von R - V gilt. Wir setzen ~ fn(P) = xn(p). 
Auf diese Weise ist jedem Punkt p von Reine Folge reeller Zahlen 
{x,,(p)} (n = 1,2, ... ad inf.) zugeordnet, wobei fUr alle Punkte p und 

flir jedes natiirliehe n die Beziehung gilt 0 ~ X,.(p) ~ ~-. Jedem Punkt 

P von R entsprieht mithin ein Punkt des Qw, namlieh der Punkt P' mit 
den Koordinaten Xl (p), x2 (p), ... , X,. (p) ... 

Es sei nun P irgendein Punkt von R und V(p) irgendeine Umgebung 
von P aus ®. Dann existiert eine Umgebung V(p) ~V(p) und das Mengen
paar V(p), V(p) kommt in der Folge P" vor. Es sei etwa identiseh mit Pk • 

Es ist dann ofl'enbar fk(P) = xk(p) = 0, wahrend fUr jeden Punkt, der 

nieht in V(p) enthalten ist, ~ fk( p) = xk(p) = ~ ist. Flir jeden Punkt q 
von R - V(p) unterseheidet sieh also xk(q), die kte Koordinate des Punktes q, 
von xk(p) um f. Daraus geht ersiens hervor, dafJ fur je zwei verschiedene 

Punkte P und q von R die ihnen irn Qw entsprechenden Punkte p' und q' ver
schieden sind. Denn wennp 4= q gilt, so existiert eine Umgebung V(p), die 
den Punkt q nieht enthalt, und es gibt daher eine natiirliehe Zahl k, so daB 

sieh die Hen Koordinaten der Punkte p' und q' um -} un terse heiden. Zwei 

Punkte des Qw sind aber dann und nur dann identiseh, wenn flir jedes 
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natiirliche n ihre n ten Koordinaten iibereinstimmen. Zweitens ergibt sich 
aus dem Bewiesenen: 1st der Punkt P' des Qw Grenspunkt der Punkte 
{p~ } en = 1,2, ... ad inf.) des Qw und ist p' der dem Punkt p von R, p: der 
dem Punkt p" von R zugeordnete Punkt, so ist p Grenspunkt der Punl.t
{olge {p,,} (n = 1,2, ... ad inf.). Ware p nicht Grenzpunkt der P .. , so 
existierte eine Umgebung U(P), so daB aUe Punkte einer abzahlbaren Teil
folge {Pi} (n = 1,2, ... ad inf.) der Folge {p .. } in R- U(p) lagen. Dann .. 
wiirden sich aber der obigen Bemerkung zufolge fiir eine gewisse natiir-
liche Zahl k die kten Koordinaten aller Punkte der Folge {P.,,} von der 

kten Koordinate von p um ~ unterscheiden, im Widerspruch zur An

nahme, daB p' Grenzpunkt der Folge {p:} und daher auch der Folge 
{p~,,} ist. 

1st umgekehrt der Punkt p ~on R Grenzpunkt der Punktfolge 

{p"Hn = 1,2, ... ad inf.), 

so ist der dem Punkt p entsprechende Punkt p' von Qw Grenzpunkt von 
der Folge {p~} der den Punkten p" entsprechenden Punkte des Qw. Da nam
lich fiir jedes k die Funktion xkCP) in p stetig ist, so folgt aus limp" = P 

n=co 
fiir jedes natiirliche k die Beziehung lim x.tCP,,) = xk(p), d. h. die Punkte p~ 

n=oo 
haben den Punkt p' zum Grenzpunkt. 

Es ist also gezeigt: Jedem Punkt des separabeln Raumes R entspricht 
ein Punkt von Qw. Verschiedenen Punkten von R entsprechen verschiedene 
Punkte von Qw. Bezeichnet R' die Menge aller Punkte von Qw, welche 
irgendeinem Punkt von R entsprechen, so besitzt die Punktefolge {Pn} 
von R dann und nur dann den Punkt p als Grenzpunkt, wenn die 
entsprechende Folge {P:} von Punkten der Menge R' den P entsprechen
den Punkt p' zum Grenzpunkt hat. Damit ist gezeigt, daB R mit der 
Teilmenge R' des Qw homoomorph ist, womit der Einbettungssatz be
wiesen ist. 

Es ist zu bemerken, daB jede Betrachtung der mit einem separabeln 
Raum R homoomorphen Teilmengen R' von Qw nichts anderes ist als 
eine Betrachtung von R selbst mit geeigneter Benennung der Punkte von R, 
indem man namlich jeden Punkt von R in gewisser Weise durch eine 
Folge reeller Zahlen (Koordinaten) bezeichnet. 

Wir leiten nun aus dem bewiesenen Theorem einige fiir das Folgende 
wichtige Konsequenzen her, zunachst das 

Theorem von den ausgezeichneten Doppelfolgen. 1st Meine Teilmenge 
eines separabeln Raumes, U ein unbegrenst {eines Uberdeckungssystem von 
M, bestehend aus in M offenen Mengen, dann enthiilt U ein System 
{ U,~} Ck, n = 1,2, ... ad inf.) von JJ£engen mit den Eigenschanen: 
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1. Ztt jedem Punkt p von M und fur jedes natiirliche k existiert (mindestens) 

eine natiirliche Zahl nk , so dafJ 11 in der Menge Un"" enthalten ist. 
2. 1st V = {n,,} (k = 1,2, ... ad inf.) eine Folge von natiirlichen Zahlen, 

so haben die Mengen {U:k I (k = 1, 2, ... ad inf.) entweder eine» leeren 
Durchschnitt oder sie ziehen sich auf einen Punkt zusammen. 

Wir nennen ein derartiges Mengensystem { U:} (k, n = 1, 2, ... ad inf.) 
eine hinsichtlich M ausgezeichnete Doppelfolge. 

Zugleich mit diesem Theorem beweisen wir das folgende, welches eine 
Verscharfung des vorigen fUr kompakte Mengen ausspricht: 

Theorem von den erzeugenden Doppelfolgen kompakter Mengen. 
1st Meine kompakte Menge, U ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem 
von M, bestehend attS t·n M offenen Mengen, dann enthalt U ein System 
{ Uj;} von Mengen mit den Eigenscha(ten: 

1. Zu jedem Punkt p von M und fur jedes natiirliche k existiert (min
destens) eine natiirliche Zahl nk, so daf3 p in der Menge U: enthalten ist. 

k 

2. 1st fiir den Punkt p von M {mk} (k = 1, 2, ... ad inf.) eine Zahlen-
folge derart, daf3 jede Umgebung von p mit fast allen ]}Iengen der Folge 
{ U~ } (k = 1, 2, ... ad inf.) nichtleere Durchschnitte hat, dann sind in 

" jeder Umgebung von p fast aUe Mengen U~ enthalten. 
k 

3. Fiirjedesnatt"irlichek sind fast alle von den Mengen Uf: (n = 1, 2, ... adinf.) 
leer. 

Ein Mengensystem U: dieser Art nennen wir eine M e1"iteugende Doppel
folge. Wir werden femer gelegentlich davon Gebrauch machen, daB jedes 
unbegrenzt feine Uberdeckungssystem U von JJl eine M erzeugende Doppel
folge enthalt, welche folgender Bedingung geniigt: 

2'. 1st {nk I (k = 1, 2, ... ad inf.) eine Folge natiirlicher ZahIen, so dafJ 
fiir jedes k die Mengen Uf: und Uj; +l einen nichtleeren Durchschnitt haben, 

k k+ 1 

so konvergieren die JJlengen { U:" l (k = 1, 2, ... ad inf.) gegen einen Punkt 
von JJf. 

Die Bedingung 2. fUr erzeugende Doppelfolgen kann oft'enbar auch 
so ausgesprochen werden: GehOrt der Punkt p fur eine Zahlen(olge 
{md (k = 1, 2, ... ad inf.) der JJlenge lim U'~k an, dann konvergiert die 

1<=00 

JJlengenfolge {U,~. } (k = 1, 2, ... ad inf.) gegen den Pttnkt p. 
k 

Wir bemerken noch, daB sowohl fUr ausgezeichnete als auch fUr er-
zeugende Doppelfolgen die Bedingungen 1. und 2. zusammen die folgende 
Bedingung ergeben: 

Zu jedem Punkt p von )J[ existiert (mindestens) eine Folge von 
naiiirlichen Zahlen {nk } (k = 1, 2, ... ad inf.), so dafJ die Mengen 
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{ U:k } (k = 1, 2, ... ad inf.) den Punkt p enthalten und sich aUf ihn zu
sammenziehen. 

Eine erzeugende Doppelfolge ist ofl'enbar zugleich eine ausgezeich
nete Doppelfolge. Denn die Forderung 1. an eine ausgezeichnete Doppel
folge ist mit der Forderung 1. an eine erzeugende identisch und die Eigen
schaft 2. einer erzeugenden Doppelfolge impliziert die Eigenschaft 2. einer 
ausgezeichneten. 1st namlich { U:} (k = 1, 2, ... ad inf.) eine Folge von 

k 
Mengen einer erzeugenden Doppelfolge mit nichtleerem Durchschnitt, so 

00 

hat, wenn p ein Punkt von fl U: ist, jede Umgebung von p mit allen 
k=1 " 

Mengen U/: einen nichtleeren Durchschnitt, also konvergieren die Mengen 
" { U:} gegen p. Ihr Durchschnitt muB also der Punkt p sein, auf den sich 

die Mengen { U:,,} zusammenziehen. Hingegen kann, wenn Meine nicht
kompakte Menge ist, sehr wohl fUr eine Folge { U:,,} (k = 1, 2, ... ad inf.) 
von Mengen einer hinsichtlich 111 ausgezeichneten Doppelfolge fUr jedes k 
die Menge U/: . U/:+l Punkte enthalten, ohne daB die Mengen { U,," } gegen 

" k +1 k 
einen Punkt von M konvergieren; ja, es kann fur jedes k die Beziehung 

00 

U/:+l ~ U/: gelten und dennoch der Durchschnitt flu: leer sein. 
k+l " "=1 " 
Wir beweisen die Theoreme zunachst unter der Voraussetzung, daB M 

Teilmenge des Q", ist. Auf jeden Punkt von Q", zieht sich dann eine Folge 
von Kugeln des Q", zusammen. Insbesondere ist jeder Punkt von M fur 

jede gegebene naturliche Zahl k in einer Kugel des Qw mit dem Radius -} 

(vgl. S. 14) enthalten. Da U als unbegrenzt feines Uberdeckungssystem 
von M vorausgesetzt ist, existiert zu jedem Punkt p von Meine p ent
haltende in M ofl'ene Menge U,,(p) des Systems U, die Teil einer Kugel 

des Q", mit dem Radius ~ ist. Wir ordnen jedem Punkt p von Meine 

derartige Menge U,,(p) zu. Nach dem Uberdeckungstheorem fur Teil
mengen separabler Raume existieren unter den so bestimmten Mengen des 
Systems U abzahlbarviele, die M uberdecken. Wir ordnen dieselben in 
eine Folge, die wir mit { Uf:} (n = 1, 2, ... ad inf.) bezeichnen. 1st speziell 
Meine kompakte Menge, so konnen dem Uberdeckungstheorem fur kom
pakte Mengen zufolge fast aIle Mengen der Folge { Uf:} (n= 1,2, ... adinf.) 
als leer angenommen werden. Wir bilden nun fUr jede naturliche Zahl 
k = 1, 2, ... ad info eine derartige Mengenfolge U: (n = 1,2, ... ad inf.) 
und erhalten so ein Mengensystem { U:}, welches, falls M kompakt ist, 
der Forderung 3. des zweiten Theorems genugt. 

Das System { Un" J (k, n = 1,2, ... ad inf.) der so erhaltenen Mengen ge
nugt den Forderungen 1. und 2. Sei niimlich erstens p irgendein Punkt von 1Y1. 

00 

Fur jede naturliche Zahl k gilt M C ~ U:; fUr jedes naturliche k existiert 
n=1 
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also (mindestens) eine natlirliche Zahl nk , so daB p in U!j: enthalten ist. 
Es ist auch die eweite Forderung des ersten Theorems erflillt. Sei in der 
Tat {nk I (k = 1, 2, ... ad inf.) irgendeine vorgelegte Folge natlirlicher 

Zahlen, flir welche der Durchschnitt n U! nichtleer ist, also (min-
k=l k 

des tens ) einen Punkt p enthalt. Wir haben zu zeigen, daB die Mengen 
{ U!k} (k = 1, 2, ... ad inf.) sich auf den Punkt p zusamlI}.enziehen. Ist 
der Punkt p etwa durch die Folge {Vj I (j = 1, 2, ... ad inf.) von 
Kugeln des Rw gegeben, so besagt diese Behauptung, daB jede Kugel 
Vj fast aIle von den Mengen U!k (k = 1, 2, ... ad inf.) als Teil enthalt. 
Dies folgt aber daraus, daB jede Menge U!k ihrer Bestimmung zufolge Teil 

einer Kugel des Qw mit dem Radius ~ ist. Aus der letzteren Tatsache er

gibt sich zugleich, daB eine Mengenfolge {U:} gegen jeden Punkt der 
k -

Menge till! U: (vgl. S. 28) konvergiert, so daB also die Menge lim U; 
k=", k k='" k 

hOchstens einen Punkt enthalten kann. Einen Punkt von M enthalt diese 
Menge aber wegen der Kompaktheit von M sicher. Flir kompaktes M er
flillt also das Mengensystem {U: I auch die Forderung 2. des zweiten 
Theorems, womit die beiden Theoreme, falls Meine Teilmenge des Qw ist, 
in allen Stlicken bewiesen sind. Wahlen wir fUr jeden Punkt p von M 
als Uk(p) eine p enthaltende Menge von U, welche Teil einer Kugel des 

Qw mit dem Radius k12 (nicht bloB einer Kugel mit dem Radius ~) ist, so 

genligt im FaIle der Kompaktheit von M die so wie oben hergestellte 
Doppelfolge {U!} ofl'enbar auch der Bedingung 2'. 

Nach dem Theorem von der Einbettbarkeit einer Teilmenge eines be
liebigen separabeln Raumes in den Qw ist damit der Satz zugleich flir 
Teilmengen beliebiger separabler Raume bewiesen. In der Tat, wenn M 
eine Teilmenge eines beliebigen separabeln Raumes ist, so bestimmen wir 
zunachst, was nach dem Einbettungssatz moglich ist, eine mit M homoo
morphe Teilmenge M' des Qw. Dann und nur dann, wenn M kompakt ist, 
ist auch M' kompakt. Einem vorgelegten unbegrenzt feinen Uberdeckungs
system von ]Jf bestehend aus in M ofl'enen Mengen, entspricht bei der 
Abbildung von ]Jf auf M' (vgl. S. 56) ein unbegrenzt feines Uberdeckungs
system U' von M', bestehend aus in M' ofl'enen Mengen. Das System 
U' enthalt dem Bewiesenen zufolge eine hinsichtlich M' ausgezeichnete 
Doppelfolge { U~k I (k, n = 1,2, ... ad inf.), welche, falls M' kompakt ist, 
als M' erzeugend angenommen werden kann. Bezeichnen wir mit U: die 
Teilmenge von M, welche bei der Abbildung von ]J[ auf ]J[' der Menge U~k 
entspricht, so bestatigt man leicht, daB das System { U"k} (k,n= 1,2, ... ad inf.) 
eine hinsichtlich M ausgezeichnete Doppelfolge von in M ofl'enen Mengen 
des Systems U ist. Denn einer auf einen Punkt sich zusammenziehenden 
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Umgebungsfolge eines Raumes entspricht in einem homoomorphen Raum 
die auf den entsprechenden Punkt sich zusammenziehende Folge der ent
sprechenden ofl'enen Mengen. 1st M speziell kompakt, so ist zugleich mit 
{U~k} die Doppelfolge {U!} (k, n= 1,2, ... ad inf.) erzeugend. Damit 
sind die Theoreme bewiesen. 

1st Meine gegebene Teilmenge eines separabeln Raumes, U ein vor
gelegtes unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von M, so ist jede hin
sichtlich M ausgezeichnete Doppelfolge von Mengen des Systems U offen
bar ein abzahlbares unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von M. In dem 
Theorem von den ausgezeichneten Doppelfolgen ist daher folgender Satz 
enthalten, der fiir zahlreiche Anwendungen ausreichend ist und den wir 
wegen seiner Analogie mit dem Uberdeckungstheorem fiir Teilmengen 
separabler Raume bezeichnen als 

Verfeinertes Uberdeckungstheorem fiir Teilmengen separabler Riiume. 
1st Meine Teilmenge eines separabeln Raumes, U ein unbegrenzt feines 
(}berdeckungssystcm vom M, so enthiilt U ein abziihlbares unbegrenzt feines 
i/berdeckungssystem von M. 

Wir beweisen nun folgende 
Bemerkung iiber erzeugende Doppelfolgen. Ist { U!} eine erzeugende 

Doppelfolge der kompakten Menge A und U irgendein Uberdeckungssystem 
von A, so ist fur alle hinreichend grof3en kjede der Mengen u~ (n = 1,2, ... ) 
in einer Menge von U als Teil enthalten. 

Wir bezeichnen der Kiirze halber eine Menge der Doppelfolge {U: I , 
welche in keiner Menge des vorgelegten Systems U als Teil enthalten ist, 
als zu grof3 und wollen zeigen: Unter den Mengen der Doppelfolge sind 
hochstens endlichviele zu groft Wir machen namlich die Annahme A, die 
Doppelfolge enthielte unendlichviele zu groBe Mengen, und leiten aus ihr 
einen Widerspruch her. Wegen Eigenschaft 3. der erzeugenden Doppel
folge ergibt sich aus A fiir jedes natiirliche k die Existenz. einer Zahl 
ik > k und einer Zahl mk , so daB die Menge U;~k zu groB ist. Wir wahlen 
fiir jedes natiirliche k einen Punkt Pk von U:'~k. Es existiert ein Punkt P 
von M, so daB jede Umgebung von P fUr unendlichviele k den Punkt Pk 
enthalt. [Dieser Forderung an P geniigt, falls die Menge P der Punkte 
Pk (k = 1, 2, ... ad inf.) endlich ist, ein Punkt von P und, falls P un
endlich ist, ein wegen der Kompaktheit von M existierender Haufungs
punkt von P.] Jede Umgebung von P hat mit fast allen Mengen einer 
Teilfolge von {U;f.k I nichtleere Durchschnitte, insbesondere auch eine 11 
enthaltende Menge U von U. Nach Eigenschaft 2. der erzeugenden Doppel
folge sind dann aber unendlichviele von den Mengen {U:'~k I in U als 
Teil enthalten, wahrend jede dieser Mengen zu groB sein solI. Die An
nahme A fiihrt also zu einem Widerspruch. 
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Das Analogon zu der bewiesenen Bemerkung uber erzeugende Doppel

folgen fur ausgezeichnete Doppelfolgen ist unrichtig. Bezeichnet etwa M 
das urn den Punkt 0 verminderle Intervall [- 1, + 1] des R1 , so kann 
man leicht eine hinsichtlich M ausgezeichnete Doppelfolge {ll! I von in 
M oft'enen Mengen angeben, fUr welche fur k = 1, 2, ... ad info unter den 

Mengen U: (n = 1, 2, .: .. ) das oft'ene IntervaU (- ~ , + ~) vorkommt. 
Bezeichnet dann U das Uberdeckungssystem von M, bestehend aus den 
beiden IntervaUen (- 2, 0), (0, + 2), so enthalt die ausgezeichnete Doppel-

folge { U! I fUr jedes k eine zu groBe Menge U!, da daslntervaU (- ~ , + ~) 
in keiner der beiden Mengen von U als Teil enthalten ist. 

Hingegen existierl zu jedem separabeln Raum Reine ausgezeichnete 
Doppelfolge, welche die Eigenschaft 3. der erzeugenden Doppelfolgen be
sitzt, d. h. fUr jedes k fast nur leere Mengen des kten Schrittes enthalt. 
Eine solche ausgezeichnete Doppelfolge, die wir pnit nennen wollen, er
halt man, indem man eine mit R homoomorphe Teilmenge R' des QOJ und 
das System der Durchschnitte von R' mit einer erzeugenden Doppelfolge 
des Qw bildet. Das System der mit diesen Mengen homoomorphen Teil
mengen von R ist eine finite ausgezeichnete Doppelfolge. Nicht immer 
moglich ist es jedoch, aus einem unbegrenzt feinen Uberdeckungssystem 
eines separabeln Raumes eine finite erzeugende Doppelfolge herauszugreifen, 
wie man erkennt, wenn man als Raum die Menge aUer Punkte des Rl 
mit ganzzahliger Koordinate und als unbegrenzt feines Uberdeckungssystem 
das System aUer einpunktigen Mengen dieses Raumes betrachtet. 

1m Zusammenhang mit dem Satz von den ausgezeichneten Doppelfolgen 
moge hier noch eine (im folgenden ubrigens nirgends verwendete) Be
merkung uber eine besondere Klasse von Mengen eingeschaltet werden. 

Setzt man in einer hinsichtlich M ausgezeichneten Doppelfolge 
{ U:l (k, n = 1,2, ... ad inf.) 

U = U1 • U! ... Uk 
nl "'I. ... 11k 111 11'1. "A: ' 

so besitzt das so definierte Mengensystem 

{ Un,n •.. "k I (nll nz, ... nk, k = 1,2, ... ad inf.), 

wie sich aus den Eigenschaften der M erzeugenden Doppelfolge {U! I 
unmittelbar ergibt, die folgenden Eigenschaften: 

1. Jeder Punkt p von Mist fiir eine Folge v = {not I (k = 1,2, ... ad in f.) 
von naturlichen Zahlen identisch mit der Menge 

D~ = Un, . Un, ... • •• U ......... nk ••• 

2. Fur jede Folge v = {n" I (k = 1,2, ... ad inf.) von naturlichen Zahlen 
enthalt die Menge D. = Un, . Un, ... ··· U"'''' ... nk··· hochstens einen Punkt. 

Men g e r, Dimensionstheorie I) 
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Dabei ist naturlich durchaus moglich, daB fUr eine Folge 

v = Inkl (k = 1,2, ... ad inf.) 

von naturlichen Zahlen, die samtlichen entsprechenden Mengen 

nichtleer, ihr Durchschnitt D ~ jedoch leer ist. Auch ist es moglich, daB 
fur eine Zahlenfolge v der Durchschnitt Dv nichtleer ist, also einen Punkt 
enthalt, aber einen nicht zu ]J[ gehOrigen Punkt von R. Genugt das 
Mengensystem I U"," •... nk} auBer den Bedingungen 1. und 2. der beson
deren Bedingung. 

2'. Fur jede Folge v = {nk I (k = 1, 2, ... ad inf.) von naturlichen Zahlen, 
fur welche alle entsprechenden Mengen Un,n .... nk (k = 1, 2, ... ad inf.) 
nichtleer sind, ist die Menge Dv nichtleer und besteht aus einem Punkt 
von M, dann heiBt das Mengensystem I Un, no ... nk} ein die Menge M er
zeugendes Verzweigungssystem. Eine Menge, zu welcher ein sie erzeugendes 
Verzweigungssystem existierl, heiBt analytisch oder auch kurz eine (A)
Menge. 

Es gilt, wie hier ohne Beweis bemerkt werden moge, der Satz, daB jede 
kompakte oder halbkompakte Menge analytisch ist, daB also insbesondere 
jede abgeschlossene Teilmenge und jedes Teil-F" eines kompakten oder 
halbkompakten Raumes eine (A)-Menge ist. Allgemein gilt das Theorem, 
daB jede Borelsche Teilmenge eines kompakten Raumes analytisch ist und 
daf3 in einem kompakten Raum Reine analytische Menge A dann und nur 
dann Borelsch ist, wenn auch ihr Komplement A - R analytisch ist. Dabei 
existieren analytische Mengen, die nicht Borelsch sind. 

Nach diesen Zwischenbemerkungen zieheu wir aus dem Satz von den 
ausgezeichneten Doppelfolgen einige Konsequenzen: Wir haben oben (S. 27) 
die triviale Tatsache erwahnt, daB jede abgeschlossene Menge ein F" und 
daB jede offene Menge ein Go ist. Wir konnen nun auch zeigen, daf3 in 
einem separabeln Raum jede abgeschlossene Menge ein Go und jede offene 
Menge ein F" ist. Offenbar genugt es, eine dieser beiden Behauptungen 
nachzuweiseu; die andere ergibt sich dann durch Komplementbildung. 
Urn etwa zu zeigen, daB die abgeschlossene Menge A ein Go ist, betrachten 
wir eine den Raum erzeugende Doppelfolge {U:} (k, n = 1,2 ... ad inf.) 
von offenen Mengen. Wir bezeichnen nun mit Uk(A) die Summe aller jener 
Mengen der Folge I U::} (n = 1,2, ... ad inf.), welche mit A Punkte gemein 

~ ~ 

haben. Dann gilt offenbar A C II Uk (A). Es gilt aber auchll Uk(A)CA; 
"=1 k=1 

denn ist p irgendein Punkt von II Uk(A), dann existiert eine Folge 
"=1 ~ 

(n,,) (k = 1,2, ... ad inf.) von naturlichen Zahlen, so daB (p) =ll U! 
k= 1 " 
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ist, wobei jede dieser Mengen U!" mit A einen Punkt gemein hat. Be
trachten wir einen Punkt p" der Menge A· U!lc' so sehen wir, daB p Grenz
punkt der Punktefolge {p,,} (k = 1, 2, ... ad inf.) ist. Also ist p, da die 
Punkte p" zu A gehOren, Hiiufungspunkt der Menge A und mithin, da A 

00 

abgeschlossen ist, Punkt von A. Damit ist die Beziehung II U"(A) C A 
k= 1 

und dadurch die Identitiit von A mit dem Durchschnitt einer abziihlbaren 
Folge von offenen Mengen bewiesen. 

Aus dem bewiesenen Satz ergibt sich folgende oft verwendbare Be
merkung: Die Diff'erenz zU'eier in einer Menge M abgeschlossener Mengen 
ist ein Fa in M. Sei niimlich A eine in M abgeschlossene Menge, Beine 
in M abgeschlossene Teilmenge von A, dann ist Bauch in A abgeschlossen 
(vgl. S. 26), also ist die Menge A - B in A offen, d. h. Durchschnitt von 
A und einer offenen Menge U. Nach dem Bewiesenen ist U ein Fa. also 
ist A - B Durchschnitt der in M abgeschlossenen Menge A und eines Flo 
d. h. ein Fa in M, wie behauptet. 

Bildet man mit der vorhin verwendeten Folge U"(A) die Mengenfolge 
k 

Uk(A) = If Ui(A) (k = 1,2, ... ad. inf.), so hat man eine monoton ab-
i=1 

nehmende Folge von offenen Mengen mit dem Durchschnitt A. Mit Ruck-
00 

sicht auf die Abgeschlossenheit der Menge llU,,(A) zeigt man leicht, 
00 k=1 

daB auch IIU,,(A) = A gilt, und kann also sagen: Zujeder abgeschlossenen 
"=1 

Menge A eines separabeln Raumes existiert eine monoton abnehmende Folge 
00 

von Umgebungen ( U,,(A)}, so dafJ A = IIUk(A) gilt. 
k=1 

Nebenbeibemerkt kann man, falls A kompakt ist, von der Folge 
( Uk(A)} behaupten, daB sie sich auf A zusammenzieht. 1st U(A) irgend
eine vorgelegte Umgebung von A, so gilt fUr fast aIle k die Beziehung 
U,,(A) C U(A). Fur nichtkompaktes A gilt die letztere Behauptung nicht 
notwendig. Liegt etwa als Raum der Rs, die Cartesische Ebene, zugrunde 
und bezeichnet A die Gerade x = 0, so gilt fUr die Folge der Mengen 

( Uk (A) }, wo U,,(A) die Menge alIer Punkte mit - ~ < 'Y < ~ bezeichnet, 
00 

die Beziehung A = IIU,,(A), aber die Folge zieht sich nicht auf A zu-
k=1 

sammenj denn es ist z. B. die Ebene vermindert um die Punkte der Hyperbel 

'Y = .!.. eine Umgebung von A, welche keine der Mengen U,,(A) als Teil x 
enthiilt. 

Aus dem Satz von den erzeugenden DoppelfoIgen ergibt sich noch eine 
fur das Folgende wichtige Tatsache. 1st Rein separabler Raum, der 

0* 
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etwa erklarl ist durch das definierende System <S, und ist m ein System 
von offenen Mengen von R, so bezeichnen wir mit R'i8 die Menge aUer 
Punkte von R, zu denen beliebig kleine Umgebungen des Systems ~ 
existieren, und nennen die Menge R'i8 auch den Gleichwertigkeitsteil von 
R in bezug auf das System~. Die Benennung findet ihre Rechtfertigung 
in der leicht beweisbaren Tatsache, daB die groBte Teilmenge M von R, 
fiir welche das System der Mengen V· M, wo V irgendeine Menge aus ~ 
bezeichnet, mit dem die Menge M definierenden System (SM gleichwertig 
ist, eben mit der Menge R'i8 identisch ist. Es gilt nun folgendes 

Theorem liber Gleichwertigkeitsteile. 1st Rein separabler Raum, 
~ irgendein System von offenen Mengen, so ist der Gleichwertigkeitsteil R'i8 
von R in besug aUf ~ ein G.J. 

Zum Beweis betrachten wir irgendeine hinsichtlich des Raumes R aus
gezeichnete Doppelfolge { U,:} (k, n = 1,2, ... ad inf.) von otfenen Mengen. 
Wir bezeichnen fiir jedes natiirliche k mit Vk die Menge aUer Punkte von R, 
die enthalten sind in irgendeiner Menge von ~, die Teilmenge von einer 
der Mengen {Uo!} (n = 1,2, ... ad inf.) ist. Fiir jedes natiirliche kist die 
Menge Vk offen. Denn wenn der Punkt p in Vk liegt, so liegt er in einer 
Menge V des Systems~, die Teil einer Menge U,! (n = 1,2, '" ad inf.) 
ist. Dann liegen aber auch alle Punkte einer Umgebung von p, namlich 
aUe Punkte von V, in Vk, denn sie aUe sind in einer Menge von ~ ent
halten, die Teilmenge einer Menge U,: (n = 1,2, ... ad inf.) ist, namlich 
in V. Also ist fiir jedes natiirliche k die Menge Vk offen, und mithin ist 

co 

die Menge D = II Vk ein G.J. 
k=l 

Wir wollen zeigen, daJ3 R'i8 = D gilt. Erstens gilt D C R'i8. 1st nam
lich p ein Punkt von D, so ist P fiir jedes natiirliche k in Vk enthalten; 
es existierl also fiir jedes natiirliche k eine p enthaltende Menge Vk (p) des 
Systems ~, die Teil einer Menge U,: (n = 1, 2, ... ad inf.) ist. Es existiert 
also eine Folge (Vk(p)} (k = 1,2, ... ad inf.) von P enthaltenden Mengen 
aus ~ und eine Zahlenfolge {nk } (k = 1, 2, .. , ad inf.), so daB fiir jedes 
natiirliche k die Beziehunggilt Vk(p)C U,!k' Da {U':} (k,n=I,2, ... adinf.) 
nach V oraussetzung eine ausgezeichnete Doppelfolge ist, ziehen sich die 
Mengen {U:k } (k = 1, 2, ... ad inf.), da ihr Durchschnitt p enthalt und 
daher nichtleer ist, auf einen Punkt, d. h. auf p, zusammen. Die Mengen 
( Vk(p)} (k = 1,2, ... ad inf.) ziehen sich, als Teilmengen der U:k' erst 
recht auf p zusammen. Also iet der Punkt p von D in R'i8 enthalten. -
Sei sweitens p ein Punkt von R'i8. Da die {U!} (k, n = 1,2, ... ad inf.) 
eine ausgezeichnete Doppelfolge bilden, existiert eine Zahlenfolge 

{nk } (k = 1,2, ... ad inf.), 
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so daB die :Mengen {V: ) (k = 1, 2, •.. ad inf.) sich auf p zusammenziehen. 

k 
Da pals Punkt von R~ vorausgesetzt ist, existiert im System V fiir jedes 
natiirliche k eine p enthaltende Menge Vk(P) C V;k' Also ist p fiir jedes 
natiirliche k Punkt von VA: und daher Punkt von D. Es gilt mithin auch 
R~ C D, also ist die Identitiit von R~ mit der G,rMenge D und damit das 
Theorem von den Gleichwerligkeitsteilen bewiesen. 

Wir schalten hier noch eine im folgenden gelegentlich verwendete 
Tatsache ein. Wenn E irgendeine Eigenschaft ist, die fUr die ab
geschlossenen Teilmengen eines Raumes definierl ist, dann heiBt eine ab
geschlossene Menge A hinsichtlich der Eigenschaft E irreduzibel, wenn 
A die Eigenschaft E besitzt, dagegcn keine echte abgeschlossene Teilmenge 
von A die Eigenschaft E besitzt. Betrachten wir z. B. fiir die abgeschlossenen 
Teilmengen des R1 die Eigenschaft, nichtleer zu sein, so sehen wir, daB 
jede genau einen Punkt enthaltende Menge hinsichtIich dieser Eigenschaft 
irreduzibel ist, daB dagegen keine mehr als einen Punkt enthaltende Menge 
hinsichtIich dieser Eigenschaft irreduzibel ist. Nicht hinsichtIich jeder 
Eigenschaft E existieren irreduzible Mengen. Z. B. gibt es offenbar keine 
Menge des R1 , welche irreduzibel ware hinsichtlich der Eigenschaft, ein 
rationales Intervall des R1 als 'l'eilmenge zu enthalten. Es gilt nun das 
folgende 

Reduktionstheorem. Wenn in einem kompakten Raum Reine Eigen
schaft E der abgeschlossenen Teilmengen definiert ist, so dafj fur jede Folge 
{Ak) (k = 1, 2, ... ad inf.) von abgeschlossenen JJlengen mit der Eigenschaft 

co 

E auch die abgeschlossene Menge n Ak die Eigenschaft E besitzt, dann 
k=l 

existiert eine abgeschlossene hinsichtlich der Eigenschaft E irreduzible Teil-
menge von R. 

Zum Beweis betrachten wir eine den Raum R erzeugende Doppelfolge 
{ V:) (k, n = 1, 2, ... ad inf.). Fiir jede natiirliche Zahl k existiert eine 
Zahl nk , so daB alle Mengen V;, wenn n > nk ist, leer sind. Wir wollen 
nur die Mengen {V;) (n ~ nk, k = 1, 2, ... ad inf.) der erzeugenden 
Doppelfolge betrachten. 1st Meine abgeschlossene Teilmenge von R, 
welche die Eigenschaft E besitzt, so bezeichnen wir mit d1 (M) die An
zahl jener Mengen VJI, V~, ... , V~" welche mit M Punkte gemein 
haben. Jedenfalls ist 0 ~ d1 (M) ~ n1. Wir bezeichnen mit A1 eine der 
Mengen mit der Eigenschaft E, fiir welche d1 (AI) den kleinstmogIichen 
Wert annimmt, eine Menge also, fiir welche, wenn M irgendeine ab
geschlossene Menge mit der Eigenschaft E bezeichnet, die Beziehung gilt 
d1 (A1) ~ d1 (M). DaB eine solche Menge A1 existiert, folgt daraus, daB die 
Funktion ell nur endlichviele Werte annimmt, namlich hOchstens die n1 + 1 
Werte 0, 1,2, ... , nt . Nehmen wir an, es sei bereits eine abgeschlossene 
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Menge Ak _ 1 bestimmt. 1st Meine abgeschlossene Teilmenge von Ak _ l1 

welche die Eigenschaft E besitzt, so bezeichnen wir mit dk eM) die Zahl jener 
Mengen U:, U;, ... , U!k' welche mit JJI Punkte gemein haben. Es ist 
offenbar jedenfalls 0 ~ dk(M) ~ nk. Mit Ak bezeichnen wir eine der (sicher 
existierenden) abgeschlossenen Teilmengen von A k _ lI welche die Eigen
schaft E besitzt und fUr die dk(M) den kleinstmoglichen Wert annimmt, 
so daB also fur jede abgeschlossene Teilmenge M von A k _ lI welche die 
Eigenschaft E besitzt, die Beziehung 0 ~ dk(Ak) ::;;; dk(M) gilt. Wir 
konnen durch dieses Verfahren, von der Menge Al ausgehend, fur jedes 
naturliche k eine abgeschlossene Menge Ak mit der Eigenschaft E kon
struieren und wollen fur die so definierte Mengenfolge 

{Ak I (k = 1, 2, ... ad inf.) 

die Menge A = II Ak betrachten. Als Durchschnitt einer Folge von ab-
k=l 

geschlossenen Mengen mit der Eigenschaft E besitzt auch die Menge A 
auf Grund der Voraussetzung uber die Eigenschaft E diese Eigenschaft. 
Es sei nun A' irgendeine vorgelegte echte abgeschlossene Teilmenge von A. 
Da A' eine echte Teilmenge von A sein soIl, ist die Menge A-A' nicht
leer und enthalt also einen Punkt p. Da {U! } eine den Raum er
zeugende Doppelfolge ist, existiert zu dies em Punkt peine Folge 

{mk } (k = 1,2, ... ad inf.) 

von naturlichen Zahlen, so daB (p) = 11 U:.. gilt. Da p in der ab-
k= 1 k 

geschlossenen Menge A' nicht enthalten ist, existiert eine Umgebung 
U(p) ~ R - A' und daher eine naturliche Zahl k, so daB U:'k ~ R-A' 
gilt. Die Menge A' ist also fremd zu mindestens einer der Mengen 
U: (n = 1, 2, ... nk), deren Durchschnitt mit A und daher mit Ak nicht
leer ist, namlich zur Menge U! , die mit Ak den Punkt p gemein hat. 

k 
Da A' Teilmenge von A und daher von Ak ist, gilt also dk(A ') < dk(Ak ). 

Nun war Ak so gewahlt, daB fur jede abgeschlossene Teilmenge .M von 
A k _ 1 mit der Eigenschaft E die Beziehung gilt dk(Ak) ~ dk(M). Folg
lich kann die abgeschlossene Menge A' nicht die Eigenschaft E besitzen. 
Damit ist gezeigt, daB keine echte abgeschlossene Teilmenge von A die 
Eigenschaft E besitzt, daB mit anderen Wort en die Menge A eine hinsicht
lich der Eigenschaft E irreduzible Menge ist, w9mit das Reduktionstheorem 
bewiesen ist. 

Die Einfuhl'ung des allgemeinen Raumbegriffes ist, wie (S. 22) erwahnt, 
der abstrakte Kern jener Einfiihrung der Zahlgeraden, der Cartesischen 
Riiume und des Qw, welche ihren Ausgang nimmt etwa vom definierenden 
System der rational en Kugeln oder der rationalen Intervalle. Nun haben 
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wir fiir die Cartesischen Riiume und den QIJJ noch eine andere Einfiihrung 
kennen gelernt (S. 10 u.13), welche von einer Definition des Punktes als 
geordnetes System von reellen Zahlen ("Koordinaten") ausgeht. Diese De
finition beruft sich also auf einen anderen Raum, die Zahlgerade, aus 
welchem sie andere Raume aufbaut. Wir wollen nun hier zum AbschluB 
eine Begriffsbildung erwahnen, welche den abstrakten Kern dieser Ein
fiihrung Cartesischer Raume durch Berufung auf die Zahlgerade darstellt. 

Es seien Al und All zwei durch die definierenden Systeme @51 bzw. @59 

gegebene Raume. Wir wollen die Menge aller geordneten Paare (Pu P2)' 
WO Pl irgendeinen Punkt von Al , Ps irgendeinen Punkt von As bedeutet, 
mit At X A2 bezeichnen und den Produktraum oder kurz das Produkt 
von At und A2 nennen. So, wie jeder Punkt der Cartesischen Ebene als 
geordnetes Paar reeller Zahlen, also als geordnetes Paar von Punkten des 
Rl gegeben werden kann, so ist jeder Punkt von Al X A2 als geordnetes 
Paar zweier Punkte aus Al und As gegeben, welche auch die Koordinaten 
oder die Projektionen des Punktes von Al X All in Al und in As heiBen. 
Schon in der Cartesischen Ebene sieht man, daB die Reihenfolge der 
Koordinaten eines Punktes fiir dessen Kennzeichnung wesentlich ist; der 
Punkt (0, 1) ist vom Punkt (1,0) verschieden. rst Ml C Au Mil CAs, 
so bezeichnen wir mit Ml X Ms die Menge aller jener Punkte (pu PI) 
von Al X All, fiir welche Pl in M1 , PI in M2 liegt. Auch hier ist, wie 
man schon am Beispiel der Ebene sieht, Ml X ]}I, von M2 X Ml im 
allgemeinen zu unterscheiden. Sind Ml und Nl zwei Teilmengen von Rl , 
lIi2 und Nil zwei Teilmengen von R21 so gilt offenbar 

(1111 +Nl) X (]}f, + N2 ) = (Ml X M2)+ (Ml X .iYlI)+ (Nl X M2)+(Nl X N2). 

Entsprechend der auf den Koordinatenbegriff gestiitzten Limesdefinition 
fUr Cartesische Raume (S. 11) setzen wir fest: Die Punktefolge 
{ (p~, pn} (1e = 1, 2, ... ad inf.) aus Al X As konvergiert gegen den Punkt 
(Pu p,), falls die Punkte {pf} (k = 1,2, ... ad inf.) in ~41 gegen Pl und 
die Punkte {p~} (k = 1,2, ... ad inf.) in AI gegenPi konvergieren. Man 
iiberzeugt sich unschwer davon, dafJ der Raum Al X As mit dieser Limes
definition auch gegeben werden kan1~ durch das definierende Mengensystem 
@il X @5s. bestehend aus allen Mengen, welche Produkt einer Menge des Al 
definierenden Systems @51 und des As definierenden Systems @i, sind. Das 
Produkt zweier in A1 und.As offener (bzw. abgeschlossener) Mengen ist 
demnach im Raum Al X ~ offen (bzw. abgeschlossen). 

Es ist klar, wie die Definition des Produktraumes auf mehrere Faktoren 
auszudehnen ist. Man bestatigt leicht, daB diese Produktbildung asso
ziativ ist, daB also fiir je drei Raume Au As, As die Beziehung gilt 
Al X (All X As) = (Al X A2) X As' Die Produktbildung ist im all-
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gemeinen nicht kommutativ, da die Riiume Al X As und As X Al nicht 
identisch sind. Es sind jedoch Al X At und At X Al stets homoomorph, 
wie man erkennt, wenn man jedem Punkt (Pu P2) von Al X As den 
Punkt (Ps, PI) von As X Al zuordnet. 1st speziell Al = At so ist diese 
Homoomorphie eine Identitiit. 

Der R", der n-dimensionale Cartesische Raum, ist dieser Definition zu
folge Produkt von n Zahlgeraden. Allgemein gilt, wenn fur die Zahlen 
nu nt, ... n" die Beziehung n1 + n2 + ... + n" = n besteht, 

Bezeichnet JA: das abgeschlossene Intervall der reellen Zahlen zwischen 

o und ~, so gilt fUr den Q", seiner Definition (S. 13f.) zufolge 

Q", = J1 X J2 X ••• X J" X ••• ad info 

Historisches. Der angegebene Beweis fUr das Theorem von der Einbettung sepa
rabler Raume in den Q., iet im wesentliehen aus einer grundlegenden Arbeit von U ry
sohn (Math. Ann. 94, 1925, S. 309) reproduziert, in welcher das angegebene Verfabren 
verwendet wird um zu zeigen. daB jeder "normale topologische Raum mit zweitem 
Abzahlbarkeitsaxiom" (vgl. S. 23 und S. 33), "metrisiert" werden kann (vgl. S. 23); 
d. h. da8 je zweien seiner Punkte x und y ein Abstand zugeordnet werden kann, 
d. i. eine reelle Zahl xy=yx>O fUr x+y und xy=O idr x=y, so daB fUr 
je drei Punkte x, y, B die Beziehung gilt xy + yB ~ XB. In einer anderen Arbeit 
(Math. Ann. 92,1924, S. 302) bewies Urysohn, daB jeder derartige separable metrisehe 
Raum mit einer Teilung des Q", homoomorph ist. Wir haben vorgezogen, direkt diese 
allgemeine Behauptung herzuleiten. Da8 namlieh fUr eine Teilmenge des Q", ein 
den angegebenen Bedingungen geniigender Abstand definiert werden kann, ist ja 
selbstverstii.ndlieh. Man kann z. B. den Punkten x nnd y, welche dureh die Koordi-

natenfolgen {x,,} nnd {y,,} 0 ~ x" ~ -;-, 0 ~ y,,:::;;: ~ , (n = 1,2, ... ad inf.) ge-

geben sind, als Abstand die Zahl 1 / i(x" - y,,)1 zuordnen, welehe den an-V ,,=1 
gefUhrten Forderungen geniigt. In der Literatur hat sieh fiir topologische Rii.ume, 
in denen eine abzahlbare Teilmenge dieht liegt und eine Metrik definiert werden 
kann, die Bezeiehnung separ(J,bel eingebiirgert. Dem Einbettungstheorem zufolge ist 
dieser Begriff des separabeln Raumes offenbar mit dem Begriff des separabeln 
Raumea dieses Buehes (S. 24) identiseh. 

Filr den abzahlbardimensionalen Cartesisehen Raum, dessen Punkte durch ge
ordnete Folgen reeller Zahlen gegeben sind, hat Freehet (Rend. Cire. Palermo, 
22, 1906, S. 40) einen Abstand definiert, indem er den Punkten { XII } nnd 

{y,,} (n = 1, 2, ••. ad inf.) die Abstanrlszahl ~ ~ ~xl" -~" I I zuordnet. Hi!-
k.; n.1 x.. y .. 
.. =1 

bert untersuehte (Rend. eire. Palermo, 27, 1909, S. 59ff.) jene den Nullpunkt ent-
haltende Teilmenge des Rcu ' fiir welehe die Pythagoreische Abstandsfestsetzung 
moglich ist, d. h. er ordnet den Punkten {x,,} und {y,,} ala Abstand die Zahl 

V i (x .. - y,,)1 zu und betraehtet, damit je zwei Punkten eine endliehe Ab-
,,=1 

standszahl entsprieht, bl08 die Menge jener Punkte {xu) des Rw. fdr welehe 
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~x! endlich, mit anderen Worten jene Punkte, die vom Nullpunkt einen end
.. =1 
lichen Pythagoreischen Absta.nd hahen. 

Die Theoreme von den ausgezeicbneten und den erzeugenden Doppelfolgen und 
das im folgenden vielverwendete verfeinerle "Oberdeckungstheorem f"lir Teilmengen 
separabler Rl!.ume werden zum ersten Mal in dies em Buch allgemein formuliert und 
bewiesen. Sie dienen in den folgenden Kapiteln einem systematischen Aufbau der 
Lehre von den gesta.ltlichen Eigenschaften der Raume an Stelle der bisher hierzu 
verwendeten Metrik, von der im folgenden nirgends die Rede ist. Die Bemerkung, 
daLl sich auf kompakte Mengen Umgebungsfolgen im oben erwahnten Sinne zu
sammenziehen, auf nichtkompakte Mengen dagegen nicht immer, wurde mir von 
Frankl mitgeteilt. Das Theorem von den Gleichwertigkeitsteilen habe ich (Math. 
Ann. 95, 1925, S. 282) bewiesen. 

Die Theorie der analytischen Mengen wurde von Suslin (Comptes Rendus, 164, 
1917, S. 88), Lusin (ib., S. 91, vgl. ferner insbesondere Fund. Math. 10, 1926, S. 1) 
und Sierpiiiski (vgl. zahlreiche Noten in den Fund. Math.) entwickelt. Der 8egriff 
der analytischen Menge ist, wie ich (Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver.37, 1928, 
S.218) gezeigt habe, unter Verwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten 
aquivalent mit dem Mengenbegriff, den Brouwer an die Spitze seiner Begriindung 
der Mengenlehre unabhangig vom Satz yom ausgeschlossenen Dritten gestellt hat 
(Verhand. Akad. Amsterdam, 12, 1918, ferner Math. Ann. 93ff. und bereits Jahresber. 
d. Deutsch. Math.-Ver. 23, 1914, S. 79). 

Das Reduktionstheorem sta.mmt von Brou wer (Proc. Acad. Amsterdam 14, 1911, 
S. 138); seinen angegebenen kurzen Beweis entnehme ich einer Mitteilung von 
Kuratowski und Hurewicz. 



II. Del' Dimensionsbegriff. 

1. Allgemeine Bemerkungen. 
Die wichtigste Eigenschaft eines Raumgebildes ist seine Dimension. 

Kurven, Flachen, Korper geIten im taglichen Leben als die grundsatzlich 
verschiedenen Hauptklassen der Raumgebilde, und ebenso ist die Ver
schiedenheit der Dimension das fundamentale Klassifikationsprinzip jeder 
wissenschaftlichen Geometrie. Die mehr abstrakten Abgeschlossenheits
und Dichtigkeitseigenschaften, welche wir im einleitenden Kapitel unter
sucht haben, erweisen sich als Hilfsbegriffe allgemeiner geometrischer 
Untersuchungen. Die Dimension ist etwas vollig Anschauliches, sie iet der 
Kern der Geometrie. 

Die Bezeichnungen "Kurve", "Flache", "Korper" sind dem taglichen 
Leben entnommen und gehoren zu jenen Worten, mit denen jeder, der sie 
ausspricht, eine gewisse Vorstellung verbindet. Die Tatsache, daB ein be
stimmter einzelner Mensch mit einem gewissen Wort eine Vorstellung ver
bindet, besteht im allgemeinen in Folgendem: Gewisse Wesenheiten wird 
der betreffende Mensch, ohne sich zu besinnen, mit dem betreffenden Wort 
bezeichnen j von gewissen anderen Wesenheiten wird er, ohne sich zu be
denken, sagen, daB sie mit dem betreffenden Wort nicht zu bezeichnen 
sind. Der einzelne lernt ja im Laufe seines Lebens, zumal in seiner Kind
heit, den Gebrauch der Worte als Bezeichnungen fiir gewisse Wesenheiten 
dadurch, daB man ihm sagt: "Dies wird mit dem betreffenden Worte be
zeichnet, dies nicht." Zwischen diesen beiden Klassen schwebt eine dritte 
Klasse von Wesenheiten, bei denen der einzelne unsicher ist, ob er sie 
mit dem betreffenden Wort bezeichnen solI oder nicht. Wenn wir zur Be
trachtung der Gesamtheit der ein Wort gebrauchenden Menschen iiber
gehen, so sehen wir ebenfalls: Gewisse Wesenheiten werden von allen 
Menschen mit dem betreffenden Wort bezeichnet, gewisse Wesenheiten 
werden von allen mit dem betreffenden Wort nicht bezeichnet, und iiber
dies gibt es noch eine Klasse von Wesenheiten, die wir als die schwebende 
Klasse bezeichnen wollen. 

Betrachten wir beispielsweise das Wort "Kurve". Ein Bogen, eine Kreis
linie, eine Lemniskate wird von jedem Menschen, der das Wort Kurve 
gebraucht, als Kurve bezeichnet. Eine Quadratflache, eine Kugeloberflache, 



1. Allgemeine Bemerkungen 75 
ein Wiirfelkarper wird von niemandem Kurve genannt. Denn jeder, der 
die W orte Kurve, FBiehe, Karper lernt, erfahrt, daB das Wort Kurve zur 
Zusammenfassung der draht- und fadenfarmigen, der strieh- und sehienen
artigen Gebilde, das Wort Fliiehe zur Bezeiehnung der platten-, blatter
und hautartigen Gebilde, das Wort Karper zur Benennung der bloek
artigen Gebilde verwendet wird. 

Mehr allerdings als die Fahigkeit, Dinge anzugeben, die allgemein als 
Kurven bezeiehnet werden, und solehe, die allgemein nieht als Kurven be
zeiehnet werden, besitzt ein Mensch, der das Wort Kurve aussprieht, ge
meinhin nieht, und ebenso steht es mit den Worten Flaehe und Karper. 
Eine Klassifikation siimtlicher Raumgebilde naeh ihrer Dimension gibt es 
im taglichen Leben nieht: Auf die Frage naeh der Dimension gewisser 
verwiekelter Gebilde, die der moderne Geometer untersueht, erhielte man 
bei versehiedenen Mensehen keinen Beseheid oder voneinander abweiehende 
Antworten. Ebensowenig sind die meisten Mensehen imstande, prazis an
zugeben, was sie unter einer Kurve, einer Flaehe, einem Karper verstehen, 
d. h. diese W orte mit Hilfe anderer W orte zu erklaren. Eine gewisse prak
tisehe Funktion fiir das tagliche Leben erfiillen die W orte Kurve, Flaehe, 
Karper natiirlieh trotz dieser Umstande, denn die verwiekelten Gebilde 
der hinsichtlieh des Wodes Dimension schwebenden Klasse sind im tag
lichen Leben selten, und eine vallig prazise Umgrenzung der Kurven iiber
haupt ist fUr die gegenseitige Verstandigung der Mensehen iiber gewisse 
spezielle FaIle nieht erforderlieh. 

Nieht viel anders als im tagliehen Leben stand es bis zur Begriindung 
der Dimensionstheorie in der wissensehaftliehen Raumlehre. Aueh in der 
Geometrie wurden gewisse Raumgebilde als Kurven, andere als Flaehen, 
andere als Karper bezeiehllet. Aber obwohl die fundamentale Bedeutung 
dieser Klassifikation - gerade von hervorragenden Mathematikern aller 
Zeiten - klar erkannt wurde, so gingen doeh nieht im entferntesten aIle 
Raumgebilde in dieselbe ein. Fiir die ungeheure Mehrzahl der Raum
gebilde konnte eine Dimension nieht definiert werden. Es existierte kein 
allumfassender Dimensionsbegriff als Gemeingut der Mathematik. 

Wenn ein Wort, mit dem man im tagliehen Leben eine Vorstellung 
verbindet, in der Wissensehaft dureh eine Definition prazisiert werden 
soIl, so besteht kein AnlaB, sieh mit dem tagliehen Gebraueh des W ortes 
in Widersprueh zu setzen, d. h. Dinge, welehe allgemein mit dem be
treffenden Wort bezeiehnet werden, aus dem Begriff auszusehlieBen, oder 
Dinge, welehe allgemein von der Bezeiehnung mit dem betreffenden Wort 
ausgesehlossen werden, in den Begriff aufzunehmen. Eine {ormale Forderung 
an die strenge Definition eines der tagliehen Spraehe entnommenen W ortes 
ist also, dafJ sie die Priizisierung und Ergiinzung des, wie wir sahen, in 
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Grenzfallen schwankenden und unvollstandigen Wortgebrauches darstellt, 
welche mit demselben nicht in Widerspruch tritt. 

Eine derarlige Erganzung und Prazisierung kann nun aber in ver
schiedener Weise, und zwar nicht nur formal, sondern (mit Riicksicht auf 
die schwebenden Klassen von Wesenheiten) auch inhaltlich in verschiedener 
Weise erfolgen. Beispielsweise konnen gewisse verwickelte Gebilde, fiir 
welche der einzelne auf die Frage, ob sie eindimensional seien, keinen 
Bescheid wei.13 oder verschiedene Menschen verschiedene Antworten geben, 
sowohl zu den eindimensionalen Gebilden gerechnet als auch von ihnen 
ausgeschlossen werden, ohne daB die Definition deshalb in Widerspruch 
zum allgemeinen Sprachgebrauch tritt. Jede Festlegung auf eine bestimmte 
Prazisierung enthalt also ein gewisses Mal3 von Willkur, deren Recht
fertigung ausschlieBlich durch die Frucktbarkeit der Definition geliefert 
werden kann. Der Zweck des W ortes im taglichen Leben ist die Ver
standigung der Menschen untereinanderj der Zweck einer strengen De
finition ist es, den Ausgangspunkt eines deduktiven Systems zu bilden. 
Definitionen sind Dogmen, nur die Deduktionen aus ihnen sind Erkennt
nisse. Es ist demnach eine inkaltliche Forderung an eine Definition fiber
haupt, dafJ sie sick als Erkenntnisquelle erweise dadurck, dafJ sie den Aus
gangspunkt einer umfassenden, asthetisch vollkommenen Theorie bildd. 

Das Erfiilltsein dieser inhaltlichen Forderung stellt die einzige mogliche 
Recktfertigung einer jeden Definition dar. Handelt es sich speziell um die 
Definition eines Begriffes, der mit einem dem taglichen Leben entnommenen 
Namen bezeichnet wird, so lieferl das Erffilltsein der (ffir den Begriff an 
sich sekundaren) formalen Forderung eine Rechtfertigung fur die Be
nennung des Begriffes. 

Ganz besonders gilt das Gesagte ffir den Dimensionsbegriff. Bereits 
eine Betrachtung spezieller Gebilde lal3t eine FiilIe von interessanten 
und schOnen Beziehungen fiir einen prazisen Dimensionsbegrifi' ver
muten. Welches ist die Dimension der Summe zweier n-dimensionaler 
Gebilde? Wie steht es mit der Struktur der n-dimensionalen Gebilde, zu
mal mit der Verleilung der Punkte verschiedenen dimension ellen Ver
haltens? Besitzen die n-dimensionalen Gebilde nicht gewisse Zerlegungs
eigenschaften? In welcher Beziehung steht der Dimensionsbegriff zum 
Begriff des Zusammenhanges von Raumgebilden? Wie verhalt sich die 
Dimension eines Gebildes bei gewissen Transformationen desselben? Wie 
steht es speziell mit den Teilgebilden des gewohnlichen Cartesischen 
Raumes? Wir werden im nachsten Abschnitt einen Dimensionsbegriff ent
wickeln, den wir in den folgenden Kapiteln rechtfertigen werden durch 
die Herleitung einer umfangreichen Theorie, welche aIle eben gestellten 
und noch viele andere Fragen beantwortet. Wir werden gegen Ende un-
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serer Ausfiihrungen zeigen, daB die fiir gewohnlich als n-dimensional be
zeichneten Gebilde auch zufolge unserer Definition n-dimensional sind, 
und werden dadurch fiir die durch die Existenz der Dimensionstheorie 
gerechtfertigte Definition auch die Benennung rechtfertigen. 

Historiscbes. Die angef'rlhrten methodischen Thesen legte ich meinen Unter
suchungen zugrunde im AnschluB an einen Vortrag meines Lebrers Hahn im Friih
jahr 1921, in welchem mir das aIte Problem der Aufstellung eines Kurvenbegriffes, 
der den eben erwahnten Forderungen geniigt, zur Kenntnis kam. "Der populiire 
Kurvenbegriff (nichtwissenscha{tlichen Zwecken entspl'ungen) ist vage und nicht ein
heitlich. Wir BUchen einen Begriff, der miiglichst viele Gebilde in sich {ajjt, die ge
meinhin als Kurven bezeichnet zu werden pflegen, und (von notwendigen Yerallge
rneinerungen abgesehen) moglichst wenige Gebilde, die gemeinhin nicht als Kurven 
gelten wiirden." (AuB einer im Herbst 1921 bei der Wiener Akademie der Wissen
schaften hinterlegten Note, abgedruckt Proc. Acad. Amsterdam 29, S. 1122f.) 

2. Der Dimensionsbegriff. 
Wenn wir einen Korper, eine FHiche und eine Kurve miteinander ver

gleichen, so fallen gestaltliche Verschiedenheiten zwischen diesen Gebilden 
auf. Die Betrachtung dieser Verschiedenheiten HiBt von vornherein ver
muten, daB es unmoglich ist, durch gewisse Transformationen, wie Ver
biegungen o. dgl., beispielsweise eine FHiche in eine Kurve oder in einen 
Korper iiberzufiihrenj zugleich aber scheint es plausibel, daB diese Nicht
ineinander-Uberfiihrbarkeit von Gebilden verschiedener Dimension lediglich 
eine Konsequenz gewisser innerer Eigenschaften der Gebilde bestimmter 
Dimension ist. Denn wenn man ein Gebilde als FHiche bezeichnet, so 
gehen dieser Benennung keineswegs Transformationsversuche voran. Die 
Dimension ist vielmehr eine gestaltliche Eigenschaft, die dem Raumgebilde 
selbst, und zwar so, wie es ist, zukommt. 

Nun war friiher selbst fiir den engen Bereich der Gebilde, denen man 
eine Dimension iiberhaupt zuordnen konnte, dieselbe definiert als eine ge
wissen Bedingungen geniigende Transformierbarkeit der Gebilde in gewisse 
andere, vor aHem in Komplexe. Es war also dem Gesagten zufolge auch 
fiir die ganz speziellen Gebilde, denen eine Dimension zugeordnet war, 
das gestaltlich Charakteristische derselben nicht erfaBt. Zugleich bringt 
das Ausgehen von Transformationsbegriffen zur Definition der Dimension 
von vornherein eine erhebliche Beschrankung des Bereiches der Gebilde, 
denen eine Dimension zugeordnet werden kann, mit sichj denn durch 
Transformationen, welche nicht schon verschiedendimensionale Komplexe 
ineinander iiberfiihren, konnen aus Komplexen nur sehr spezielle Gebilde 
erzeugt werden. Sowohl um Anschaulichkeit als auch um Allgemeinheit des 
Dimensionsbegriffes zu erreichen, mUssen also innere gestaltliche Charak
teristika verschiedendimensionaler Gebilde erfaBt werden. 
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Tatsachlich ergibt ein einfaches Experiment mit den einzelnen Raum
gebilden, zu dessen Ausfuhrung wir uns den Korper aus Holz, die Flache 
aus dunnem Blech und die Kurve aus feinem Draht hergestellt denken, 
ein fur ihre Dimension charakteristisches Resultat. Dieses einfache Ex
periment besteht im Herauslosen eines Punktes nebst den Punkten seiner 
Nachbarschaft aus dem Gebilde. Wollen wir aus dem Holzkorper einen 
Punkt nebst Nachbarsehaft entfernen, so mussen wir zu einer Sage grei
fen und mit ihr gewisse Flaehenstueke durehsagen. Wollen wir aus 
einer Blechflache einen Punkt nebst seiner Nachbarschaft entfernen, so 
b~auchen wir eine Schere und haben mit ihr die Flache in gewissen Kurven 
zu durchschneiden. Wollen wir aus der Kurve einen Punkt mit allen 
Punkten seiner Nachbarschaft herauslOsen, so genugt, wie verastelt und 
verwickelt die Kurve aueh sein mag, eine Zange, mit der wir die Kurve 
in diskreten Punkten zu durchzwieken haben. Und wenn wir endlieh noch 
solch ein diskretes sandhaufenartiges Gebilde betraehten und aueh aus ihm 
einen Punkt mit allen Punkten seiner Naehbarschaft herausholen wollen, 
so sehen wir, daB dazu keinerlei Werkzeug erforderlieh ist, weil es bei 
diskreten Gebilden niehts zu durchtrennen gibt. 

Nun gibt es aber auch Gebilde, welche in verschiedenen Punkten ein 
verschiedenes Verhalten hinsiehtlieh ihrer Dimension zeigen: Betraehten 
wir etwa einen Holzkorper, an welchem eine Bleehflaehe und uberdies in 
einem Punkt eine Drahtkurve befestigt sind, so werden wir das Gebilde 
in seiner Gesamtheit dreidimensional nennen, zugleich aber sagen, daB es 
sich in gewissen Punkten wie eine FIache, in gewissen Punkten wie eine 
Kurve verhalt. Denn jeder der Punkte des Gebildes, welche der Flache 
bzw. der Kurve angehoren, kann nebst allen Punkten einer Nachbarsehaft 
schon durch Zuhilfenahme einer Schere bzw. einer Zange herausgeWst wer
den. Es gibt jedoch in dem Gebilde auch Punkte, niimlieh jene des Holz
korpers, welche nebst allen Punkten kleiner Naehbarschaften nicht anders 
als durch Zersagen ganzer Flachenstucke entfernt werden konnen. In 
diesen Punkten ist das Gebilde, wie wir sagen wollen, dreidimensional. 
Das betrachtete Gebilde ist also in allen seinen Punkten hoehstens drei
dimensional, in gewissen seiner Punkte zwei- bzw. eindimensional. Da es 
auch Punkte enthii.lt, in denen es dreidimensional ist, heiBt es in seiner 
Totalitii.t dreidimensional. 

Urn diese Ergebnisse fur allgemeine Rii.ume, so wie sie im einleitenden 
Kapitel er klii.rt worden sind, zu prii.zisieren, beachten wir, daB der beim 
Experiment betrachteten Nacltbarschaft eines Punktes eine Umgebung des 
betrefi'enden Punktes entsprieht. Das, was beim Experiment zu durch
trennen ist, urn eine solehe Umgebung aus dem Raum herauszulOsen, das 
Gebilde also, in dem die Umgebung gleichsam mit dem Rest des Raumes 
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zusammenhiingt, - dem entspricht ofl'enbar die Begrf!/Ytsung der betrefl'en
den Umgebung im Sinne der allgemeinen Raumlehre, welche, wie jede 
Teilmenge des Raumes, in sich betrachtet und selbst als Raum aufgefaBt 
werden kann. Wir konnen daher das Ergebnis unseres Experimentes in 
folgender Form prazisieren: 

Jeder Punkt eines Korpers (eines dreidimensionalen Raumes) ist in be
liebig kleinen Umgebungen mit hOchstens zweidimensionalen Begrenzungen 
enthalten, jeder Punkt einer Flache (eines zweidimensionalen Raumes) ist 
in beliebig kleinen Umgebungen mit bOchstens eindimensionalen Begren
zungen enthalten. Jeder Punkt einer Kurve (eines eindimensionalen Rau
mes) ist in beliebig kleinen Umgebungen mit diskreten Begrenzungen 
enthalten. Und wenn wir, wie dies der Rekursion entspricht, diese dis
kreten Raume als nulldimensional bezeichnen, so sehen wir, daB jeder 
Punkt eines nulldimensionalen Raumes in beliebig kleinen Umgebungen 
enthalten ist, deren Begrenzungen keine Punkte enthalten, also leer sind. 
Der leere Raum verhalt sich also zu den nulldimensionalen Raumen so 
wie die zweidimensionalen zu den dreidimensionalen oder wie die ein
dimensionalen zu den zweidimensionalen, und wir konnen daher unsere 
Rekursion zu einem definitiven Abschlu6 bringen, indem wir den leeren 
Raum und nur diesen als (- 1 )-dimensional bezeichnen. Wir haben also, 
indem wir das Ergebnis gleich fiir beliebige natiirliche Zahlen aussprechen, 
folgende Eigenschaft der n-dimensionalen Raume festgestellt: Jeder Punkt 
eines n-dimf!/Ytsionalf!/Yt Raumes ist in beliebig kleinen Umgebungen mit 
hOchsif!/Yts (n -l)·dimensionalen Begrenzungen enthalten. 

Anderseits hat die Betrachtung des in verschiedenen Punkten ver
schiedendimensionalen Raumes ergeben, da6 ein n-dimensionaler Raum in 
gewissen Punkten auch weniger als n-dimensional sein kann. Doch in 
mindestens einem seiner Punkte ist ein n-dimensionaler Raum wirklich 
n-dimensional (und nicht von geringerer Dimension), denn einen Raum, 
der in allen seinen Punkten weniger als n-dimensional ist, nennen wir 
auch in seiner Totalitat weniger als n-dimensional. Mindestens ein Punkt 
eines n-dimensionalen Raumes ist also nicht in beliebig kleinen Umgebungen 
mit weniger als (n - l)-dimf!/YtsionaZen Begrerizungen f!/Ytthaltf!/Yt. 

Wir verwenden diese Feststellungen zu den folgenden Definitionen: Ein 
Raum heiSt hOchstens n-dimensional, wf!/Ytn jeder Punkt in beliebig kleinen 
Umgebungen mit hOchstens (n -l)-dimensionalen Begrenzungen enthalten 
ist. Einen Raum, der nicht hOchstens (n -l)-dimf!/Ytsional ist, nennen wir 
mindestens n-dimensional. So hei6t also ein Raum, wenn mindestens 
einer seiner Punkte nicht in beliebig kleinen Umgebungen mit hOchstens 
(n - 2)-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist. Ein Raum hei6t n-di
mensional, wenn er sowohl hOchstens n-dimensional als auch mindestens 
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n-dimensional ist, m. a. W. wenn jeder Punkt in beliebig kleinen Umgebungen 
mit hOchsiens (n -l)-dimensionalen Begrenzungen, aber mindestens ein 
Punkt nicht in beliebig kleinen Umgebungen mit weniger als (n - 1 )-dimen
sionalen Begrenzungcn enthalten ist. Statt des sen kann man auch sagen, 
ein Raum heHlt n-dimensional, wenn er hochstens n-dimensional, aber 
nicht Mchstens (n - 1 )-dimensional ist, m. a. W. wenn n die kleinste natur
liche Zahl ist derart, dafJ jeder Punkt des Raumes in beliebig kleinen Urn
gebungen mit hOchsiens (n - 1 )-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist. 
Als Ausgangspunkt dieser Rekursion dient die Festsetzung: (-I)-dimen
sional (und hochstens (-l)-dimensional) ist der leere Raum und nur 
dieser. Einen Raum, welcher fur keine naturliche Zahl n n-dimensional ist, 
nennen wir unendlichdimensional. 

Die fUr alles Folgende grundlegende Tatsache des verschiedenen dimen
sionalen Verhaltens gewisser Raume in verschiedenen ihrer Punkte pra
zisieren wir durch die Definition: Ein Raum heiBt hochstens n-dimen
sional im Punkte p, wen» p in bel£ebig klein en Umgebungen mit hOchstens 
(n - l)-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist. Ein Raum heiBt min
destens n-dimensional im Punkt p, wenn er nicht hochstens (n - 1 )-di
mensional im Punkt p ist. Ein Raum heiSt n-dimensional im Punkt p, 
wenn er im Punkt p sowohl hOchstens n-dimensional als auch mindestens 
n-dimensional ist, m. a. W. wenn n die kleinste natiirliche Zahl ist, so daB 
p in beliebig kleinen Umgebungen mit Mchstens (n-l)-dimensionalen 
Begrenzungen enthalten ist. Die Ausdrucksweise: "Der Punkt p ist in be
liebig kleinen Umgebungen einer gewissen Art enthalten", war als ab
gekiirzte Bezeichnung eingefUhrt worden fUr die Tatsache: jede Umgebung 
des Punktes p enthalt eine Umgebung der betrefl'enden Art als Teilmenge. 
Wenn der Raum im Punkt p mindestens n-dimensional, d. h. nicht weniger 
als n-dimensional ist, so existiert also eine Umgebung U(p) dcs Punktes p, 
so dafJ jede Umgebung ,/;on p, welche Teilmenge von U(p) ist, eine minde
siens (n-l)-dimensionale Begrenzung besitzt, dann besitzen, wie wir statt 
dessen auch gelegentlich sagen, alle hinliinglich kleinen Umgebungen des 
Punktes p mindestens (n - 1 )-dimensionale Begrenzungen. 

Unter Verwendung dieser Definitionen gilt ofl'enbar der Satz: Ein Raum 
ist hOchstens n-dimensional, wenn er in jedem seiner Punkte hOchstens n
dimensional ist. Ein Raum ist mindestens n-dimensional, wenn er in min
destens einem seiner Punkte mindcstens n-dimensional ist. Ein Raum heifJt 
n-dimensional, wenn er in jedem seiner Punkte hochstens n-dimensional 
und in mindestens einem seiner Punkte n-dimensional ist. 

Wenn der Raum R n-dimensional bzw. hochstens n-dimensional bzw. 
mindestens n-dimensional ist, so deuten wir dies bisweilen durch die re
spektiven Symbole an 
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dim R = n, dim R < n, dim R ~ 1'1, 

und um anzudeuten, daB der Raum R im Punkt p n-dimensional bzw. 
hochstens bzw. mindestens n-dimensional ist, schreiben wir gelegentlich 

dimpR = n, dimpR::::;; 1'1, dimpR ~ n. 

Wir haben bisher die Dimension von Riiumen definiert. Da jede Teil
menge eines Raumes in sich betrachtet und als Raum aufgefaBt werden 
kann, ist damit auch die Dimension der Teilmengen eines Raumes definierl. 
Es sei etwa Meine Teilmenge des durch das System @5 definierten Raumes 
R. Die Menge M wird als Raum definiert durch das System @5M bestehend 
aus den Durchschnitten von M mit den Mengen des Systems @5, soweit 
diese Durchschnitte nichtleer sind. Der Raum M heiBt zufolge der 
Dimensionsdefinition fiir Riiume in seinem Punkt p hOchstens n-dimen
sional, wenn p in beliebig kleinen im Raum M offenen Mengen mit hOch
stellS (n - 1 )-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist, d. h. wenn jede 
p enthaltende Menge U M des Systems @5M eine p enthaltende in M offene 
Menge U~, deren Begrenzung hOchstens (n-1)-dimensional ist, als Teil
menge enthiilt. Wir beweisen zuniichst folgenden einfachen 

Satz von der Dimension der Teilmengen. Die Dimension des Teiles 
ist niemals grofJer als die Dimension des Ganzen, d. h. aus R' C R folgt 
dim R' ::::;; R und dimp R' ::::;; dimp R fur jeden Punkt p von R'. 

J ede Teilmenge des (- 1 )-dimensionalen leeren Raumes ist leer, also 
(- 1 )-dimensional. Fiir dim R = - 1 ist also die Behauptung trivial. N ach 
dem Prinzip von der vollstiindigen 1nduktion geniigt es, die Giiltigkeit 
der Behauptung fiir den Fall dim R = n unter der Annahme ihrer Giiltig
keit fiir aIle hochstens (n - 1 )-dimensionalen Riiume nachzuweisen. Wir 
machen also die Annahme, daB aus dim R ::::;; 1'1 - 1 und R' C R die Be
ziehung dim R' :;;;; n - 1 folgt. Wir setzen ferner voraus, R' sei Teilmenge 
des Raumes R, welcher im Punkte p von R' hochstens n-dimensional ist. 
Wir behaupten, die Menge R', als Raum aufgefaBt, ist im Punkte p hOch
stens n-dimensional. Wir behaupten also: 1st V' eine vorgelegte p ent
haltende in R' offene Menge, so existierl eine p enthaltende in R' offene 
Menge U' C V' mit hOchstens (n-1)-dimensionaler Begrenzung. Nun 
existiert, da V' in R' offen ist, sicherlich eine im Raum R offene Menge V, 
so daB V' = R' . V gilt. Da R im Punkt p hOchstens n-dimensional ist, 
existiert eine p enthaltende im Raum R offene Menge U C V, deren Be
grenzung B( U), als Raum aufgefaBt, hOchstens (1'1 -1 )-dimensional ist. 
Setzen wir U' = R' . V, so ist U' eine p enthaltende in R' offene Teil
menge von V', und die Begrenzung B( U) von U' ist Teilmenge von 
R'· B(U) (vgl. S. 35), also Teilmenge des hOchstens (n-1)-dimensionalen 
Raumes B( U) und daher laut Annahme hOchstens (n - 1 )-dimensional. 

Menger, Dimendon.theorie 6 
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Damit ist die Behauptung, daB aus dimpR ~ n und R' C R die Beziehung 
dimpR' ~ n folgt, bewiesen. Da dies fUr jeden Punkt p von Ir gilt, ist 
auch gezeigt, daB jede Teilmenge eines (schlechthin) n-dimensionalen 
Raumes (schlechthin) hOchstens n-dimensional ist. Damit ist der Satz in 
allen Stiicken bewiesen. 

Es liege ein Raum R vor und eine Teilmenge M von R, die, als Raum 
aufgefaBt, in ihrem Punkt p hOchstens n-dimensional ist. Es sei ferner V 
irgendeine vorgelegte p enthaltende im Raum R ofi"ene Menge. Es ist dann 
M· V eine p enthaltende in V ofi"ene Menge; also existiert, da M als 
Raum aufgefaBt, hOchstens n-dimensional sein solI, eine p enthaltende in 
M ofi"ene Menge UN' welche Teilmenge von V M und daher von V ist und 
eine hOchstens (n - 1 )-dimensionale Begrenzung besitzt. Als eine in M 
ofi"ene Menge ist UN Durchschnitt von M mit einer im Raum R ofi"enen 
Menge, und zwar konnen, wie wir oben (S.25) sahen, verschiedene in R 
ofi"ene Mengen U', U" ... existieren, so daB U M = M· U' = M . U" = ... 
gilt. Unter ihnen existiert auf Grund des Satzes von den Relativbegren
zungen (S. 36) mindestens eine - dieselbe heiBe U - so daB die Be
ziehungen zusammen bestehen: U M = M· U, B( U M) = M· B( U), U C V. 
Demnach ist die Menge M· B( U M) wegen ihrer Identitii.t mit B( U M) hOch
stens (n - 1 )-dimensional. Wir sehen also: Wenn die Teilmenge M des 
Raumes, als Raum aufgefaBt, in ihrem Punkt p hOchstens n-dimensional 
ist, dann existiert zu jeder Umgebung von peine Teilumgebung von 11, 
deren Begrenzung mit Meinen hOchstens (n-1)-dimensionalen Durch
schnitt hat; m. a. W. wenn die Menge M, als Raum aUfgefafJt, in ihrem 
Punkt p hOchstens n-dimensional ist, so existieren beliebig kleine Umgebttngen 
von p, deren BegreneungeJn mit M hOchstens (n - 1 )-dimensionale Durch
schnitie haben. 

Wir setzen nun umgekehrt voraus, der Punkt p einer Teilmenge M des 
Raumes R sei in beliebig kleinen Umgebungen enthalten, deren Begren
zungen mit M hOchstens (n -1 )-dimensionale Durchscbnitte haben - und 
wir wollen zeigen, da13 die Menge M, als Raum aufgefaBt, im Punkt p hOch
stens n-dimensional ist. Dazu ist nachzuweisen, daB zu jeder vorgelegten 
p enthaltenden in M ofi"enen Menge eine p enthaltende in M ofi"ene Menge 
UM existiert, welche Teilmenge von VN ist und eine hOchstens (n - 1)
dimensionale Begrenzung besitzt. Da die vorgelegte Menge V N in M ofi"en 
iet, existiert eine im Raum R ofi"ene Menge V, so daB VM = M· V gilt. 
Da nach Voraussetzung p in beliebig kleinen Umgebungen enthalten ist, 
deren Begrenzungen mit M hOchstens (n-1)-dimensionale Durchschnitte 
haben, so existiert eine Umgebung U von p, die Teil von V ist, und so daB 
M· B( U) hOchstens (n -1 )-dimensional ist. Bezeichnen wir die in M ofi"ene 
Menge M· U mit UN' so sehen wir, daB UN Teilmenge'Von VN ist. Ferner 
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gilt (vgl. S.35) B(U/L) eM· B(U)j also ist B(Ujf) Teilmenge einer hOch
stens (n -l)-dimensionalen Menge und daher nach dem Satz von den 
Teilmengen hOchstens (n- 1 )-dimensional. Damit ist die Behauptung be
wiesen. Sie ergibt zusammengenommen mit ihrer vorher bewiesenen Um
kehrung den Satz: Damit die Teilmenge M des Raumes, als Raum auf
gefafJt, in ihrem Punkt p hOchstens n-dimensional sei, ist notwendig una 
hinreichend, dafJ der Punkt p in beliebig kleinen Umgebungen enthalten ist, 
deren Begrenzungen mit M hOchstens (n - 1 )-dimensionale Durchschnitte 
haben. 

Dieses Resultat legt folgende Definition nahe: Die Teilmenge M des 
Raumes heif3t hOchstens n-dimensional im Punkt p des Raumes (der
selbe mag Punkt von M sein oder nicht), wenn beUebig kleine Umgebungen 
von p existieren, deren Begrenzungen mit M hOckstens (n -1 )-dimensionale 
Durchschnitte haben. Die Menge M heiSt im Punkt p des Raumes minde
stens n-dimensional, wenn sie in p nicht hOchstens (n-1)-dimensional ist. 
Die Menge M heif3t im Punkt p des Raumes n-dimensional, wenn n die 
kleinste natiirliche Zahl ist, so dafJ beliebig kleine Umgebungen von p exi
stieren, deren Begrensungen mit M hOchstens (n - 1 )-dimensionale Durc~ 
schnitte haben. 

Auf Grund des zuvor bewiesenen Resultates gilt bei dieser Ausdrucks
weise der Satz: Die Teilmenge M des Raumes ist, als Raum aUfgefafJt, 
dann und nur dann hOchstens n-dimensional, wenn sie -in allen ihren Punkten 
n-dimensional ist. Die Menge Mist, als Raum aufgefafJt, dann und nur 
dann n-dimensional, wenn sie in allen ihren Punkten hochstens n-dimensional 
und in mindestens einem ihrer Punkte n-dimensional ist. 

Auch die Definition der Dimension von Teilmengen eines Raumes be
sitzt groIUe AnschauHchkeit. Wenden wir sie etwa auf die Teilmengen 
des Cartesischen Raumes an, so sehen wir: Zu jedem Punkt einer ein
dimensionalen Menge existieren beliebig kleine Umgebungen, deren Be
grenzungen von der Menge in den Punkten nulldimensionaler Gebilde 
durchstochen werden. Fur jeden Punkt einer zweidimensionalen Menge 
werden die Begrenzungen beliebig kleiner Umgebungen in eindimen
sionalen Gebilden durchschnitten. Die Begrenzungen beliebig kleiner Um
gebungen eines Punktes eines dreidimensionalen Korpers werden von dies em 
in zweidimensionalen Gebilden durchdrungen. 

Historisches. In einer von mir im Februar 1922 bei den Monatshef'ten fdr Math. 
und Phys. eingereichten Note (abgedruckt Proc. Acad. Amsterdam 29, S. 1124), 
heillt es w1!rllich: "Eine nicht leere Menge des Raumes Rm heilJt n-dimen
sional, wenn 1. zu jedem ihrer Punkte p und jeder offenen Umgebung U1 (p) eine 
offene Umgebung Ut (p) C U1 (p) ext$tiert, mit deren Begrenzung M eine Mchstens 
(n - l)-dimensionale Menge gemein hat; und wenn M 2. mindestens einen PunT."t Q 
enthiilt, fur den eine offene Umgebung U existiert, derart, dalJ M mit der Begren-

6* 
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sung jeder offenen Umgebung Ut(Q) C U eine Menge gemein hat, die einen (n - 1)
dimensionalen Teil enthiilt. (-i)-dimensional ist die leere Menge." Diese Definition 
dee Dimensionsbegriffes findet sich auch in meinen Arbeiten in den Monatsheften 
f. Math. u. Phys. (33, 1923, S.167ff., 34, 1924, 8. 138f.). Daselbst ist auch die oben 
angef"Uhrte form al noch etwas kiirzere Definitionsform angegeben: Ein Raum heifJt 
n-dimensional, wenn n die kleinste Zahl ist, so dafJ jeder Funkt des Raumes in be
liebig kleinen Umgebungen mit hOchstens (n - l)-dimensionalen Begrenzungen ent
halten ist. (V gl. ferner fiir die anschaulich-experimentelle Ableitung dieses Begriffes 
Math. Annalen 95, S. 278 und Jahresber. d. Deutschen Math. Vereinigung 35, S. 118). 
Bereita in der S. 77 erwahnten Hinterlegung vom Herbst 1921 heHU es wortlich: 
"Ein Kontinuum K heifJt Kurve, wenn in jeder Umgebung U jedes der Punkte p 
von K eine Umgebung U1 enthalten ist, so dafJ der Durchschnitt von K mit der Be
grenzung von U1 keinen zusammenhiingenden Teil enthiilt," worauf a. a. O. daa 
Prinzip des rekuraiven Aufstieges zu hoheren Dimensionen angegeben wird. 

1m September 1922 veroffentlichte U rysohn (Comptes Rendus175, S.440) in wort
Hcher tl"bersetzung folgende Definition, der ein kompakter metrischer Raum zugrunde 
gelegt ist: 1st 0 eine ge~ebene Teilmenge des Raumes, p ein vorgelegter Punkt von 0, 
ao sagt man von einer Teilmenge B von 0, daLI sie den Punkt p B-aussondert. wenn 
die Menge 0 - B Summe zweier Mengen .A und D ist, so dafJ 1 . .A und D getrennt 
sind, d. h. dafJ keine der beiden Mengen einen Funkt oder Hiiufungspunkt der 
anderen enthiilt, dafJ 2. die Menge .A den Funkt p enthiilt und dafJ 3. die Mengen .A 
und 0 in einer Kugel vom Radius < II enthalten sind. Wenn der Funkt x der 
Menge 0 fur jedes s durch eine leere Menge s-ausgesondert werden kann, dann heifJt 
o im Funkt x nulldimensional. Eine Menge, die in allen ihren Punkten null
dimensional ist, heifJt nulldimensional. Wenn die Menge 0 im Punkt x nicht weniger 
als n-dimensional ist und der Punkt x fur jedes s durch eine weniger als n-dimen
sionale Menge s-ausgesondert werden kann, dann heifJt 0 im Punkt x n-dimensional. 
Wenn die Menge 0 in allen ihren Punkten eine Dimension ~ n und in gewissen 
Funkten die Dimension n besitzt, so heifJt 0 n-dimensional." Dieae infolge der Nicht
verwendung des Begriffea der Umgebungsbegrenzung ein wenig verwickelte Definition 
ist mit der meinen aquivalent, denn man bestatigt leicht, daLl jede Teilmenge des 
Raumea, welche den Punkt p s-aussondert, nichts anderes ist, ala die Begrenzung 
einer Umgebung von p, die Teil der Sphare um p mit dem Radius e ist, und daLl 
umgekehrt die Begrenzung einer jeden Umgebung von p. die Teil dieser Sphare iat, 
den Punkt p s-aussondert. Wenn also ein Punkt p eines metrischen Raumes in be
liebig kleinen Umgebungen mit Mchstena (n - 1)-dimensionalen Begrenzungen ent
halten ist, so kann er flir beliebig kleine s durch Mchstena (n - l)-dimensionale 
Mengen s-auageaondert werden und umgekehrt. (V gl. iiber dieae Definition ferner 
Uryaohna grolle Arbeit in den Fundam. Math. 7 und 8, 1926, 1926). 

Allen folgenden tl"berlegungen und Beweisen liegt ausschlielllich meine auf den 
Begriff der Umgebungabegrenznng gestiitzte Form der Dimensionsdefinition zugrunde. 

Von den Yorlaufern diesea definitiven der Dimensionetheorie zugrunde liegenden 
Begriffee ist ale erster E u kli d zu nennen, welcher gleich zu Eingang seiner Ele
mente erwahnt, dall das AUfJerste einer Linie Punkte, das AUfJerste einer Fliiche 
Linien, das AufJerste eines KOrpers Fliichen aind. Verwendung findet diese nicht 
geniigend praziae Auaaage bei Euklid nirgends. In der Folge hat denn auch ein 
unbestimmter Gedanke vorgeherrscht, die hoherdimensionalen Gebilde enthielten 
mehr Punkte ala die niedrigerdimensionalen. Ala Cantor an das grolle Unternehmen 
schritt, den Anzahlbegriff fiir unendliche Mengen zu praziaieren und ale gleich
machtig zwei Mengen bezeichnete, die eineindeutig aufeinander abbildbar sind, ent
deckte er die Gleichmachtigkeit von Strecke, Quadratfiache und Wiirfelkorper. Die 
vage Ansicht fiber die Anzahlnatur der Dimension war dadurch widerlegt. Man 
beschrankte sich deshalb in der Folge auf die Betrachtung gewisser einfacher Ge
bilde wie Strecken, Dreiecksfiachen, Tetraiiderkorper usw. und jener Gebilde, welche 
/Lus diesen durch gewiaae einfache Zuaammenaetzungen und Umbildungen hervor-
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geben und spI'acb von einer Dimension iiberhaupt nur hinsichtlicb solcher Kom
plexe und "Mannigfaltigkeiten", welcbe aus Gebilden, die durch n Koordinaten be
schrieben werden, durch irgendwelche Transformationen hervorgehen. 

Es war Poincare, der mehrmals hervorhob, wie unanschaulich diese arith
metische Dimensionsdefinition sei und wie wenig sie, abgesehen von ihrer speziellen 
Natur, den Kern des Problems beriihre. "Ich will nicht sagen, daft die Arith
metisierung der Mathematik etwas Schlechtes sei, ich sage, daft sie die Sache nicht 
erschopft." (Letzte Gedanken, Deutsch von Lichtenecker, Leipzig 1913, S. 64.) Und 
er betonte wiederholt, an Euklids Gedanken ankniipfend, die Notwendigkeit einer 
rekursiven Definition des Dimensionsbegriffes. "Ich mochte die Bestimmung der 
Anzahl der Dimensionen auf den Begri(f des Schnittes aufbauen. . .. Ein Kon
tinuum besitzt n Dimensionen, wenn man es in mehrere getrennte Teile zerlegen 
kann dadurch, daft man einen oder mehrere Schnitte fiihrt, die selbst Kontinua von 
n -1 Dimensionen sind (a. a. O. S. 65 f.). 

Brouwer hat (Journal f. d. reine u. angew. Matbem. 142, 1913, S.146) diese 
Poincaresche Begriffsbildung einer Kritik und Abanderung unterzogen. Er weist 
darauf bin, daB der Poincareschen Definition zufolge ein Doppelkegel, welcher ja 
durch Weglassung eines einzigen Punktes in zwei getrennte Teile zerlegt werden 
kann, im Widerspruch zu aller Anschauung ala eindimensional bezeichnet werden 
miiJ3te und daB ferner der Begriff des Kontinuums und die W orte nein oder 
mehrere" in der Poincareschen Definition nicht prazisiert sind. Er definiert hierauf 
wortlich: Ist 11: irgendein Raum und sind 11:1 , (! und (!' drei Teilmengen von 11:, die 
in 11: abgeschlossen sind und keine gemeinsamen Punkte besitzen, dann heiften (! und 
(!' in 11: durch 11:1 getrennt, wenn jede zusammenhiingende abgeschlossene Teilmenge 
von 11:, welche sowohl mit (! wie mit (!' Punkte gemeinsam hat, auch von 11:1 min
destens einen Punkt enthiilt. Der Ausdruck ,,11: besitzt den allgemeinen Dimensions
grad nit, in welchem n eine beliebige naturliche Zahl bezeichnet, soll nun besagen, 
daft fur jede Wahl von (! und (!' eine trennende Menge 11:2 existiert, welche den 
allgemeinen Dimensionsgrad n - 1 besitzt, daft aber nicht fur jede Wahl von (! und 
(!' eine trennende Menge 11:1 existiert, welche einen geringeren allgemeinen Dimen
sionsgrad als n - 1 besitzt. Weiter soll der Ausdruck ,,11: besitzt den allgemeinen 
Dimensionsgrad Null bzw. einen unendlichen allgemeinen Dimensionsgrad" be
deuten, daft 11: kein Kontinuum als Teil enthiilt bzw. daft zu 11: weder die Null 
noch irgendeine natiirliche Zahl als ihr allgemeiner Dimensionsgrad gefunden 
werden kann. . .. Wenn zu einem Punkte p von 11: Umgebungen, welche den all
gemeinen Dimensionsgrad m, aber keine Umgeoungen, welche einen geringeren all
gemeinen Dimensionsgrad besitzen, existieren, so werden wir sagen, daft 11: in p den 
Dimensionsgrad m besitzt. 

Dieser Begriff des allgemeinen Dimensionsgrades kommt dem der Dimensions
theorie zugrundeliegenden Dimensionsbegriff bereits sehr nahe. Wenn man nam
lich erstens die Brouwersche Trennungsdefinition durch die folgende inzwischen ent
standene ersetzt: "Zwei fremde abgeschlossene, Teilmengen A und B des Raumes R 
heiften durch die Menge C getrennt, wenn R - C in zwei fremde relativabgeschlossene 
Teilmengen zerfiillt, von denen die eine A, die andere B als Teilmenge enthiilt", 
und wenn man zweitens nicht von den Mengen ohne Teilkontinua als den null
dimensionalen, sondern wie in der Dimensionstheorie von der leeren Menge als der 
(- l)-dimensionalen die Rekursion ihren Ausgang nehmen laBt, dann wird der Be
griff des Dimensionsgrades mit dem Dimensionsbegriff aquivalent, Es gilt namlich, 
wie wir (vgl. S. 117 und S. 120) Behan werden, der Satz, daB in einem n-dimensio
nalen Raum je zwei fremde abgeschlossene Teilmengen durch eine hochstens (n - 1)
dimensionale, aber nicht je zwei fremde abgeschlossene Teilmengen durch eine 
weniger als (n - 1 )-dimensionale Teilmenge trennbar sind. 

Was erstens die anschauliche Vorstellung des Trennens zweier Mengen betrifR, 
so ist dieselbe iibrigens formell und inhaltlich verschiedener Priizisierungen fahig. 
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Wir werden (S. 207) den urspriinglichen Brouwerschen Begriff des Trennens (aller
dings unter Zulassung auch von nicht·abgeschlossenen trennenden Mengen) als Sepa
rieren bezeichnen. Andere Trennungsdefinitionen gab Brouwer (Proc. Acad. Amster
dam 27, 1924, S. 636), von dem auch die folgende mit der modernen aquivalente 
Trennungsdefinition stammt, die Brouwers urspriinglicher Definition sehr ahnlich 
ist, sich allerdings auf den inzwischen erst entstandenen modernen Zusammenhangs
begriff (vgl. S. 197) beruft: Zwei fremde Mengen A und B des Raumes R heilJen 
durch die zu A und B fremde Menge C getrennt, wenn jede zwischen A und B 
zusammenhiingende Menge von R einen Punkt von C enthiilt. - Was zweitens den 
Ausgangspunkt der Rekursion betrifft, so konnte man (vgl. S. 317) tatsachlich aucb, 
von den diskontinuierlichen Mengen ausgehend, eine mit der Anschauung iiberein
stimmende Theorie des Dimensionsgrades entwickeln, die hinsichtlich kompakter 
Raume mit der in diesem Buch entwickelten Dimensionstbeorie identisch ware, sich 
aber hinsichtlich beliebiger separabler Raume von der Dimensionstheorie stark unter
scheiden wiirde (vgl. S. 318). Wir werden (S. 204) Teilmengen der Ebene kennen 
lemen, die im Sinne der Dimensionstheorie eindimensional sind, aber keine Teil
kontinua enthalten, also den Dimensionsgrad Null haben. Es gibt sogar (vgl. S. 209) 
im Sinne der Dimensionstheorie unendlichdimensionale Riiume mit dem Dimensions
grad Null. - Der Begriff des Dimensionsgrades in einem Punkt ist von dem fUr 
die Dimensionstheorie grundlegenden Begriff der Dimension in einem Punkt inhalt
lich vollig verschieden. 

Aus der Vorgeschichte des Dimensionsbegriffes ist endlich noch Sierpiilski zu 
erwahnen, welcher (Fundam. Mathem. 2, 1921, S. 89) implizit den Begriff der null
dimensionalen Mengen einfUbrte, indem er namlich Teilmengen P des Rm beban
delte mit folgender Eigenschaft: Fur jeden Punkt p von P und fur jede positive 
Zahl E ist P Summe von zwei getrennten Mengen P = A + B, so dalJ A den 
Punkt p enthiilt und einen Durchmesser < E besitzt. Dabei heiBen zwei Mengen 
(a. a. O. S. 81) getrennt, wenn sie fremd sind und keine einen Haufungspunkt der 
andem enthalt. 

Von andersartigen Vers uchen, den Dimensions begriff zu erfassen, sei der von F r e c he t 
(Math. Ann. 68, 1910, S. 145) erwahnt, welcher zwei Mengen A und B als gleich. 
dimensional bezeichnet, falls A mit einer Teilmenge von B und B mit einer Teil
menge von A homoomorph ist. Durch diese Definition wird jeder Menge ein 
"Dimensionstypus" zugeordnet; man kann versuchen, diese Typen zu ordnen, muB 
dann aber natiirlich zwischen die ganzzahligen Dimensionen gebrochene einscbalten. 
Der einer Menge solcherart zugeordnete Typus ist eine fUr das 8tudium der Menge 
sehr interessante Eigenscbaft, hat aber nicbts mit der anschaulichen Dimension zu 
tun. Beispielsweise haben Strecke und Kreis in dies em Sinn verschiedene Dimen
sionstypen, denn es ist zwar die Strecke mit einer Teilmenge des Kreises, nicht aber 
der Kreis mit einer Teilmenge der Strecke homoomorph. 

Auch der Hausdorffschen Definition der Dimension auf Grund des MaB
begriffes (Math. Ann. 79, 1 !llS, S. 157), welche mit gebrochenen Dimensionen arbeitet, 
fehlt jegliche Beziehung zur Anschauung, wie z. B. daraus hervorgeht, daB fUr das 

d · D' . log 2 h t . d Diskontinuum Ie ImenSlOn logS = 0.63093 errec ne Wlr . 

3. Einfache Foigerullgell. 
Wir haben als (- l)-dimensional den leeren Raum und nur dies en be

zeichnet und unter den 'reilmengen eines Raumes die leere Menge und 
nur diese (- 1 )-dimensional genannt. N ulldimensional ist der Definition 
zufolge ein Raum, welcher hochstens nulldimensional, aber nicht (-1)-
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dimensional ist. N ulldimensional ist also ein nichtleerer Raum, in dem 
jeder Punkt in beliebig kleinen Umgebungen mit leeren Begrenzungen 
enthalten ist. Nulldimensional heiBt die nichtleere Teilmenge M des Raumes, 
wenn jeder Punkt von M in beliebig kleinen Umgebungen mit zu M 
fremden Begrenzungen enthalten ist. Wir haben (S.34) festgestellt, daB 
eine offene Menge dann und nur dann eine leere Begrenzung besitzt, wenn 
sie zugleich abgesq,hlossen ist. Wir konnen also sagen: Ein Raum hei{jt 
nulldimensional, wenn er nicht leer ist und jeder seiner Punkte in beliebig 
kleinen Umgebungen enthalten ist, die abgeschlossen sind. Ein Raum heiBt 
nulldimensional im Punkt p, wenn p in beliebig kleinen Umgebungen, 
die abgeschlossen sind, enthalten ist. Ebenso bestatigt man, daB fUr die 
Nulldimensionalitat der Teilmenge M des Raumes im Punkt p notwendig 
und hinreichend sei, daB p in beliebig kleinen Umgebungen enthalten ist, 
deren Durchschnitte mit M in M abgeschlossen sind. 

1st p ein isolierter Punkt des Raumes (d. h. nicht Haufungspunkt des 
Raumes), dann ist die aus dem Punkt p bestehende Menge (P), welche, 
wie jede endliche Menge, abgeschlossen ist, auch offen (vgl. S. 28). Diese 
zugleich offene und abgeschlossene Menge (p) ist Teilmenge von jeder p 
enthaltenden Menge, also ist der Raum in p nulldimensional. Wir sehen 
daher: Ein Raum ist in jedem isolierten Punkt nulldimensional. Folglich 
ist ein nichtleerer Raum, der keinen Hiiufungspunkt enthiilt, beispielsweise 
ein jeder endliche Raum, nulldimensional. Entsprechend gilt: Eine Teil
menge M eines Raumes ist in jedem Punkt des Raumes, der nicht Haufungs
punkt von Mist, nulldimensional. Jede nichtleere Menge M, die keinen 
Haufungspunkt von M enthiilt, ist nulldimensional, z. B. jede endliche 
Menge, oder im I4 die Menge aller Punkte mit ganzzahliger Koordinate. 

Wir ziehen aus dem Bewiesenen eine einfache Folgerung fur die Teil
mengen des RlJ der Zahlgeraden. Jeder Punkt des Rl ist in beliebig 
kleinen rationalen Intervallen enthalten. Die Begrenzung des durch die 
Zahlen r' und r" gegebenen offenen Intervalls, d. i. der Menge aller reellen 
Zahlen r, fiir welche r' < r < r" gilt, besteht, wie man leicht verifiziert, 
aus den beiden Punkten mit den Koordinaten r' und r". Jeder Punkt des 
R) ist demnach in beliebig kleinen Umgebungen mit endlichen, also null
dimensionalen Begrenzungen, niimlich mit Begrenzungen, die aus zwei 
Punkten bestehen, enthalten. Demnach ist der R) und jede seiner Teil
mengen hOchstens eindimensional. 

Wir sehen ferner, daB der R t und allgemein jede Teilmenge M des R l , 

welche ein Intervall als Teil enthiilt, mindestens eindimensional ist. Sei 
J ein Teilintervall von M und p ein Punkt von J mit der Koordinate p. 
Unsere Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen: Jede hinliinglich kleine 
Umgebung von p besitzt eine Begrenzung, die mit Meinen nichtleeren 
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Durchschnitt hat. Dies ist aber tatsachlich der Fall. 1st namlich U irgend 
eine vorgelegte Umgebung von p, die ~ Jist, so betrachten wir folgende 
Einteilung der Menge aller Punkte mit rationaler Koordinate in zwei 
Klassen R' und E": Der Punkt mit der Koordinate r" gehort zu E", 
wenn entweder r" ~ p gilt, oder wenn das Intervall der reellen Zahlen 
zwischen puna r" Teil von U ist. Der Punkt mit der rationalen Koordi
nate r' gehort zu E', welln er nicht zu E" gehort. Man iiberzeugt sich 
leicht davon, daB diese Einteilung der ratiollalen Zahlen ein Schnitt ist 
(vgl 8), also eine reelle Zahl r definiert, und man bestatigt ferner, daB 
der Punkt mit der Koordinate r ein in J enthaltener Punkt der Begren
zung von U, also Punkt von Mist. 

Man sieht endlich, daB eine Teilmenge M des R 1 , welche kein Intervall 
als Teil enthalt, null dimensional ist. 1st namlich p irgendein Punkt von 
M, und ist U irgendeine vorgelegte Umgebung von p, so enthalt U ein p 
enthaltendes oft'enes Intervall, etwa das oft'ene Intervall J = (pi, p"). Da M 
nach Voraussetzung kein Teilintervall entbalt, liegt im oft'enen Intervall 
(pi, p) ein nicht zu M gehOriger Punkt q' ulld im oft'enen IntervaH 
(p, p") ein nicht zu M gehotiger Punkt q". Das p enthaltende oft'ene 
Intervall (q', q") ist Teil von J, also von U, und besitzt eine zu M fremde 
Begrenzung, denn seine Begrenzung besteht aus den Punkten q' und q". 
Es existieren demllach beliebig kleine Umgebungen von p mit zu M 
fremder Begrenzung, d. h. die Menge Mist nulldimensional in jedem ihrer 
Punkte p. 

Zusammenfassend konnen wir also sagen: Damit die Teilmenge M des· 
E! eindimensional sei, ist notwendig und hinreichend, daf3 M ein Intervall 
als Teil enthiilt. 

Beispielsweise ist also sowohl die Menge der Punkte mit rationaler 
Koordinate als auch die Menge der Punkte des Rl mit irrationaler Koordi
nate nulldimensional. 

Wir haben oben gesehen, daB jeder Punkt eines Raumes, in welchem 
derselbe mehr als nulldimensional ist, Haufungspunkt des Raumes ist. 
Wir beweisen nun, was scharfer ist: Ein Punktp des separabeln RaumesR,. 
in welchem die Teilmenge M von E mehr als nulldimensional ist, ist Kon
densationspunkt von M (vgl. S. 54). Wir zeigen zunachst: Wenn p ein 
Punkt des Qw ist, in dem die Teilmenge M des Qw mehr als nulldim{'n
sional ist, so ist p Kondensationspunkt von M, d. h. fiir jede vorgelegte· 
Umgebung U von p ist die Menge M· U unabzahlbar. Da M in p mehr 
als nulldimensional vorausgesetzt ist, existiert eine Umgebung V von p, 
so daB die Begrenzung von jeder in V als Teil enthaltenen Umgebung 
von p mit Meinen nichtleeren Durchschnitt hat. Die Menge U· V ist 
eine Umgebung von p, enthalt also eine Kugel K des Qw mit dem Mittel-
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punkt pals Teil. Es sei r der Radius von K. Die Begrenzung von jeder 
der unabzahlbarvielen Kugeln mit dem Mittelpunkt p und einem Radius 
< r hat, da diese Kugel Teil von V ist, mit lJI einen Punkt gemein. 
Die Begrenzungen je zweier Kugeln des Qw mit demselben Mittelpunkt 
und verschiedenen Radien sind fremd. Also existieren innerhalb von K 
und daher innerhalb von U unabzahlbarviele Punkte von M. Es ist also 
p Kondensationspunkt von M, wie behauptet. 

Fiir einen Punkt p eines beliebigen separabeln Raumes B, in dem die 
Teilmenge 111 von B mehr als nulldimensional ist, folgt, da R mit einer 
Teilmenge R' des Qw homoomorph ist, die Behauptung aus dem be
wiesenen Spezialfall sicherlich dann, wenn gezeigt ist: Sind B und B' 
zwei homoomorphe Raume, so ist erstens der Punkt p dann und nur dann 
Kondensationspunkt der Teilmenge M von R, wenn der entsprechende 
Punkt p' Kondensationspunkt der entsprechenden Teilmenge M' von B' 
ist, und es ist zweitens M im Punkt p dann und nur dann mehr als null
dimensional, wenn 111.' in p' mehr als nulldimensional ist. Die erste Be
hauptung verifiziert man miihelos; die zweite, indem man folgendes be 
denkt: Wenn M in p nulldimensional ist, so existiert eine auf p sich 
zusammenziehende Folge von Umgebungen {Uk} (k = 1,2, ... ad inf.) 
von p, deren Begrenzungen zu M fremd sind. Der Folge { Uk} entspricht 
in B' (vgl. S. 56) eine auf p' sich zusammenziehende Folge 

{U~} (k = 1,2, ... ad inf.) 

von Umgebungen von p'. Die Begrenzung der Menge U~ entspricht 
der Begrenzung von Uk' ist also, wegen der Eineindeutigkeit der Ab
bildung zwischen B und B', zu M' fremd. Es existiert also eine auf p' 
sich zusammenziehende Folge von Umgebungen von p' mit zu JJI' 
fremden Begrenzungen. D. h. wenn Min p nulldimensional ist, so ist M' 
in p' nulldimensional, und, da die Voraussetzungen in B und B' sym
metrisch sind, gilt auch das Umgekehrte. Damit ist auch die zweite Tat
sache bewiesen, welche notig war fiir den Beweis, dal3 jeder Punkt, in dem 
die Teilmenge M eines separabeln Raumes mehr als nulldimensional ist, 
Kondensationspunkt von M sei. Wir werden fiir diesen Satz iibrigens 
noch einen zweiten Beweis erbringen (S. 113). 

Aus dem bewiesenen Satz folgt insbesondere, daf3 ein nichtleerer sepa
rabler Baum, welcher keinen Kondensationspunkt enthiilt, insbesondere also 
ein abziihlbarer separabler Raum, nulldimensional ist. Das Beispiel der 
Menge aller Punkte des Bl mit irrationaler Koordinate zeigt, dal3 es auch 
unabzahlbare nulldimensionale Mengen und Rii.ume gibt. 

Wir wollen nun die Definition des Dimensionsbegriffes in einige aqui
valente Formulierungen iiberfiihren, die in den folgenden Kapiteln wieder-
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holt Verwendung finden werden. Der Raum R heiBt im Punkt p hochstens 
n-dimensional, wenn p in beliebig kleinen Umgebungen mit hochstens 
(n - l)-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist; statt dessen konnen 
wir offenbar auch sagen: wenn eine aUf p sich zusammenziehende Folge 
von Umgebungen von p mit hochstens (n - 1 )-dimensionalen Begrenzungen 
existiert. Und wir konnen sagen, daB die Teilmenge M eines separabeln 
Raumes im Punkt p hochstens n-dimensional heiBt, wenn eine auf p sich 
zusammenziehende Folge von Umgebungen existiert, deren Begrenzungen 
mit M hOchstens (n - l)-dimensionale Durchschnitte haben. Die Fest
setzung, daB der Raum R bzw. die Menge M hochstens n-dimensional 
heiBt, wenn der Raum R in jedem Punkt bzw. die Menge M in jedem 
ihrer Punkte hochstens n-dimensional ist, kann offenbar folgendermaBen 
ausgesprochen werden: Der Raum R (bzw. die Menge M) heiBt hOchstens 
n-dimensional, wenn ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von R (bzw. 
von M) existiert, bestehend aus offenen Mengen, deren Begrenzungen hoch
stens (n - 1 )-dimensional sind (bzw. mit M hOchstens (n - 1 )-dimensionale 
Durchschnitte haben). 

Aus dieser Formulierung ergibt sich auf Grund der Siitze von den ab
ziihlbaren unbegrenzt feinen Uberdeckungssystemen und von den aus
gezeichneten und erzeugenden Doppelfolgen unmittelbar: Zu einem hOch
stens n-dimensionalen separabeln Raum R bzw. zu einer hOchstens n-dimen
slOnalen Teilmenge eines separabeln Raumes existiert ein abziihlbares 
unbegrenzt {eines Uberdeckungssystem, bestehend aus offenen Mengen, deren 
Begrenzungen hOchstens (n - l)-dimensional sind bzw. mit M hochstens 
(n - l)-dimensionale Durchschnitte haben. Es existiert zu ihnen ferner 
eine ausgezeichnete Doppel{olge {U: I (k, n = 1,2, .. , ad inf.) von offenen 
Mengen, deren Begrenzungen hachstens (n - l)-dimensional sind bzw. mit 
M hOchstens (n - l)-dimensionale Durchschnitte haben, wobei die Doppel
folge, falls R bzw. M kompakt ist, als erzeugend angenommen werden kann. 

Wir beschlieBen diese Ausfiihrungen mit einer Bemerkung, welche 
einem MiJ3verstiindnisse vorbeugen moge. Wir hatten den Raum R im 
Punkt p hochstens n-dimensional genannt, wenn beliebig kleine Um
gebungen von p mit hochstens (n - 1)- dimensionalen Begrenzungen 
existieren. Nicht gefordert war dabei, daB die Begrenzungen aller hinlang
lich kleinen Umgebungen von p hochstens (n - 1 )-dimensional seien. 
Zuniichst stent man unschwer fest, daB zu einem Punkt p einer Teil
menge M eines Raumes, in welchem M hochstens n-dimensional ist, auch 
beliebig kleine Umgebungen existieren konnen, deren Begrenzungen mit 
M mehr als (n - l)-dimensionale Durchschnitte haben. Z. B. ist im R2 
die Gerade y = 0 eine eindimensionale Teilmenge, denn es existieren zu 
jedem Punkt der Geraden beliebig kleine Umgebungen, deren Begren-
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zungen mit der Geraden je zwei Punkte gemein haben. Es existieren aber 
zu jedem Punkt der Geraden auch beliebig kleine Umgebungen in der 
Art der auf S. 35 betrachteten Umgebung, deren Begrenzungen mit der 
Gerade Intervalle, also eindimensionale Durchschnitte gemein haben. Aller
dings verschwindet in dem betrachteten Beispiel die Singularitat, wenn 
wir die untersuchte Teilmenge, namlich die Gerade, selbst als Raum auf
fassen, d. h. den Rl betrachten. Die Begrenzung einer ofl'enen Teilmenge 
des Rl kann kein Intervall als Teil enthalten und ist daher (vgl. S. 88) 
hochstens nuUdimensional, 80 daB also im Rl bloB ofl'ene Mengen mit 
hochstens nuUdimensionalen Begrenzungen existieren. 

Wir woUen nun aber eine eindimensionale Teilmenge M des R, an
geben, in welcher, auch wenn M als Raum aufgefa13t wird, zu gewissen 
Punkten beliebig kleine Umgebungen mit mehr als nuUdimensionalen Be
grenzungen existieren. Man betrachte im R, die Menge MaUer Punkte 
(x, y), fur welche eine der drei Beziehungen gilt 

o <x ~ 1, Y = 0; 
1 

x= n' 
1 1 

x=---, n1 n t 

o :::;;; y:::;;; ~; (n = 1, 2, ... ad inf.) 

1 1 
0:::;;;y:::;;;n1 -nt' 

wo n1 aUe naturlichen Zahlen und n, bei gegebenem n1 aUe naturlichen 
Zahlen > ni + n1 durchlauft. Man bestatigt leicht, daB diese Menge M 
eindimensional ist. Ferner kann man zum Punkt (0,0) eine auf ihn sich 
zusammenziehendeFolge von Umgebungen {UkHk= 1,2, ... adinf.), deren 
Begrenzungen mit M eindimensionale Durchschnitte haben, angeben. Man 
setze z. B. U" gleich der Menge aUer Punkte x, y der Ebene, fur die 

1 1 1 1 
- k < x < k' - k < y < k 

gilt. Die Begrenzung von U" hat mit M die Strecke 
1 1 

x=k' O:::;;;Y:::;;;'k 

gemein. In diesem FaU existieren aber auch, wenn wir M als Raum auf
fassen, zum Punkt (0,0) beliebig kleine Umgebungen mit eindimensio-o 
nalen Begrenzungen. Denn wenn wir U~ = M· U" setzen, so ist u;, eine 
in M ofl'ene Menge, fur die, wie man leicht bestatigt B( U~) = M· B( Uk) 
gilt; es ist also B(U~) (k = 1,2, ... ad inf.) eindimensional. 



III. Der Summensatz. 

1. Verschiedene Formulierungen des Summensatzes. 
Der erste Fundamentalsatz der Dimensionstheorie, den wir herleiten, 

ein Theorem, das in fast jedem der weiteren Beweise wesentlich verwendet 
wird, beantwortet folgende sich unmittelbar aufdrangende Fragestellung: 
Es sei eine Summe von Teilmengen eines separabeln Raumes gegeben; 
welche Beziehung besteht zwischen der Dimension der Summe und den 
Dimensionen der Summanden? Das Theorem, welches wir beweisen, ist der 

Summensatz. In einem separabeln Raum ist die Summe von endlich
oder abziihlbarunendlichvielen n-dimensionalen abgeschlossenen Mengen 
n-dimensional. 

Es ist unmittelbar klar, daB die Dimension einer Summe von Mengen 
niemals kleiner ist als die Dimension eines der Summanden; denn die 
Summe enthalt jeden Summanden als Teilmenge, lmd die Dimension des 
Teils ist niemals groBer als die des Ganzen. DaB eine Summe von n-dimen
sionalen Mengen mindestens n-dimensional ist, steht also fest, und zwar 
unabhiingig davon, in welcher Anzahl die Summanden vorhanden sind, 
sowie davon, ob sie abgeschlossen sind oder nicht. Worauf es ankommt, 
ist der Nachweis, daB die Summe von abzahlbarvielen n-dimensionalen 
abgeschlossenen Mengen - oder, wie wir allgemeiner zeigen werden, 
daB die Summe von abzahlbarvielen hOchstens n-dimensionalen abgeschlos
senen Mengen hOchstens n-dimensional ist. Fur diese Behauptung ist die 
.Anzahl (daB es sich namlich um eine Summe von abzahlbarvielen Mengen 
handelt) keineswegs unwesentlich, denn wenn man den Rl (der, wie wir 
wissen, eindimensional ist) auffal3t als Summe von unabzahlbar vielen 
Mengen, die aus je einem Punkt bestehen, so ist ein eindimensionaler 
Raum dargestellt als Summe von nulldimensionalen abgeschlossenen 
Mengen. Ebensowenig ist fur diese Behauptung, selbst wenn man sich 
auf die Betrachtung von Summen endlichvieler Summanden beschrankt, 
die Voraussetzung, daB die Summanden abgeschlossen sind, schlechthin 
entbehrlich. Denn der eindimensionale ~ ist, wie wir sahen, Summe von 
zwei nulldimensionalen Mengen, namlich von der Menge der Punkte mit 
rationaler Koordinate und der Menge der Punkte mit irrationaler Koordi
nate, die beide nichtabgeschlossen sind. 
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Allerdings ergibt sich aus dem Summensatz unmittelbar, daB die in ihm 

vorausgesetzte Abgeschlossenheit der Summanden durch eine wesentlich all
gemeinere Voraussetzung ersetzt werden kann, daB namlich die Summanden 
Fa, d. h. Summen von abzahlbarvielen abgeschlossenen Mengen sind. Jedes 
hochstens n-dimensionale Fa ist oft'enbar Summe von abzahlbarvielen hoch
stellS n·dimensionalen abgeschlossenen Mengen. Wenn also A Summe von 
abzahlbarvielen h6chstens n-dimensionalen Fa ist, so ist A eo ipso Summe 
von abzahlbarvielen hochstens n-dimensionalen abgeschlossenen Mengen. 
Aus der Giiltigkeit des Summensatzes ergibt sich also die von folgendem 

Summensatz fiir Fa. Die Summe von abziihlbarvielen hOchstens n
dimensionalen Fa ist hOchstens n-dimensional. 

In den beiden angefiihrten Formulierungen des Summensatzes wurde 
eine Abgeschlossenheitseigenschaft der Summanden, namlich daB sie ab
geschlossene Mengen bzw. Fa seien, also eine Beziehung der Summanden 
zum zugrundeliegenden separabeln Raum vorausgesetzt. Man kann nun 
dem Summensatz auch eine andere Formulierung geben, die als innere 
bezeichnet werden moge, in welcher lediglich eine Abgeschlossenheits
beziehung der Summanden zur Summe vorausgesetzt wird. 

Innere Form des Summensatzes. Die Summe von abziihlbarvielen 
hochstens n-dimensionalen Teilmengen eines separabeln Raumes, von denen 
jede in der Sum me abgeschlossen oder eine Fa in der Summe ist, ist hoch
stens n-dimensional. 

Die Aquivalenz dieser inneren Formulierung des Summensatzes mit den 
erstangegebenen ist eine unmittelbare Folge der Tatsache, daB jede Teil
menge M eines separabeln Raumes selbst als Raum M aufgefaBt werden 
kann und daB dabei die Dimension dieses Raumes M mit jener der Teil
menge M eines anderen Raumes iibereinstimmt. 

Die Aussage des Summensatzes bezieht sich auf die Dimension von 
Mengen schlechthin, nicht auf die Dimension in einzelnen Punkten. Wah
rend die Summe abzahlbarvieler schlechthin n-dimensionaler abgeschlos
sener Mengen schlechthin n-dimensional ist, kann selbst die Summe .zweier 
abgCiSchlossener Mengen, von denen jede im Punkt p nulldimensional ist, 
im Punkt p mehr als nulldimensional sein. Betrachten wir z. B. im Rl die 
Menge All enthaltend den Punkt Null und die abgeschlossenen Intervalle 

[\lk~~i' 21kJ (k = 1,2, ... ad inf.), und die Menge A 2 , enthaltend den Punkt 

Null und die abgeschlossenen Intervalle [2\' 2k ~ 1J (k = 1,2, ... ad inf.). 

Beide Mengen sind abgeschlossen und im Punkt Null null dimensional. 
Ihre Summe, das Einheitsintervall, ist im Punkt Null eindimensional. 

Immerhin ist eine gewisse Verscharfung des Summensatzes moglich, die 
auch eine Aussage iiber die Dimension einer Summe in einem Punkt 
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ermoglicht, vorausgesetzt namlich, daB hOchstens fiir einen einsigen der 
Summanden bloB die Dimension in dem betreffenden Punkt, fiir aUe iibrigen 
aber die Dimension schlechthin bekannt ist. Dieser verscharfte Summen
satz, der in diesem Kapitel bewiesen und spater gelegentlich verwendet 
wird, lautet: 

Verschltrfter Summensatz. Es sei in einem separabeln Raum eine im 
Punkte a hOchstens n-dimensionale abgeschlossene Menge Al und eine Folge 
{Al;} (k = 2, 3, ... ad inf.) von hOchstens n-dimensionalen abgeschlossenen 

'" 
Mengen gegeben. Dann ist A = ~ Ak im Punkt a hOchstens n-dimensional. 

k=1 

In dieser Aussage ist jene des unverscharften Summensatzes offenbar 
enthalten. Denn nehmen wir an, der verscharfte Summensatz sei bewiesen 
und es sei {Mk} (k = 1, 2, ... ad inf.) eine Folge von hOchstens n-dimen
sionalen abgeschlossenen Mengen eines separabeln Raumes. Zum Beweis 

'" 
des Summensatzes ist zu zeigen, daB die Menge M =~ Mk 'hOchstens 

k=1 

n-dimensional ist. Es sei p ein beliebiger Punkt von M. Der Punkt p 
liegt in mindestens einem der Summanden der Menge M, etwa in Mi' 
Die abgeschlossene Menge M, ist nach V oraussetzung hochstens n-dimen
sional, also insbesondere in ihrem Punkt p hochstens n-dimensional. Die 
iibrigen Summanden von M sind hochstens n-dimensional und abge
schlossen. Also ergibt die Verscharfung des Summensatzes, daB Min P 
hOchstens n-dimensional ist. Da p einen beliebigen Punkt von M be
zeichnet, ist M hochstens n-dimensional (schlechthin), was zum Beweis 
des Summensatzes nachzuweisen war. 

Historisches. Der Summensatz wurde zunachst bloLl fUr die abgeschlossenen 
Teilmengen kompakter und halbkompakter Raume von mir (Monatsh. f. Math. 34, 
1924, S. 147) bewiesen. Ein anderer Beweis flir den Fall kompakter Raume stammt 
von Urysohn (Fund. Math. 8, 1926, S. 260; ohne Beweis erwahnt in C. R. 175, 
S. 442). Fur abgeschlossene Teilmengen beliebiger (auch nicht kompakter oder 
halbkompakter) separabler Raume wurde der Satz bewiesen von Hurewicz (Math. 
Ann. 96, 1927, S. 760), der auch die innere Formulierung des Summensatzes angab; 
ein anderer Beweis des allgemeinen Satzes stammt von Tumarkin (Math. Ann. 98, 
1928, S. 641; erwahnt in Proc. Ac. Amsterdam 28, 1925, S. 995). 

Mein Beweis des Summensatzes fur kompakte und halbkompakte Raume beruht 
auf einer Methode, welche ich zum Beweise mehrerer Fundamentalsatze der Dimen
sionstheorie entwickelt und als Methode der Modifikation der Umgebungen in der 
Niihe ihrer Begrenzungen bezeichnet habe. Diese Methode, welche auch in den 
folgenden Kapiteln die wichtigsten Anwendungen findet, wird in den beiden nach
sten Abschnitten zum Beweis des Summensatzes entwickelt, erganzt (auf S. 97f. 
und 8.104£.) durch einen Zusatzgedanken von Hurewicz (a. a. O. S.739), durch den 
die Methode auf beliebige (auch nicht kompakte) separable Raume anwendbar wird. 
Es wird im Abschnitt 2 zur Einfti.hrung in die komplizierten Uberlegungen der 
noch etwas einfachere Fall n = 0 des 8ummeneatzes erledigt, d. h. bewiesen, daJ3 
die Summe von abzahlbarvielen nulldimensionalen abgeschlossenen Mengen eines 
separabeln Raumes nulldimensional ist; Abschnitt 3 bringt den allgemeinen Fall. 
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Abschnitt 4 enthalt einen zweiten Beweis des allgemeinen Falles, namlich eine 
elegante von H urewi cz (a. a. O. S. 760) stammende Zuriickfdhrnng des allgemeinen 
Falles auf den Fall n = O. Will man allerdings im Bereich der kompakten Raume 
bleiben, so ist diese Methode unanwendbar, denn um mit ihrer Hilfe den Summen
satz fdr n-dimensionale kompakte Raume zu beweisen, mull die Giiltigkeit des Satzes 
fdr beliebige (n - l)-dimensionale separable Raume vorausgesetzt werden. 

2. Beweis des Summensatzes fUr n == O. 
Wir beweisen den verseharften Summensatz zunaehst fiir den Fall n = 0. 

Es sei also in einem separabeln Raum eine im Punkt a nulldimensionale 
abgesehlossene Menge Al und eine Folge von nulldimensionalen abge
sehlossenen Mengen {Ak} (k = 2, 3, ... ad inf.) gegeben. Wir haben zu 

00 

zeigen, daB die Menge A = ~ Ak im Punkte a nulldimensional ist. Zu 
k=1 

diesem Zweek ist naehzuweisen: 1st Z(a) eine vorgelegte Umgebung des 
Punktes a, so existiert eine Umgebung U(a) C Z(a), deren Begrenzung 
zu A fremd ist. 

Der Gedankengang des Beweises dieser Behauptung ist folgender: Wir 
bestimmen zunaehst eine Umgebung U1 von a, die ~ Z(a) ist und deren 
Begrenzung zu Al fremd ist, sodann, indem wir die Umgebung U1 in der 
Nahe ihrer Begrenzung modifizieren, eine Umgebung U2 , die ~ Z(a) ist 
und deren Begrenzung zu Al + As fremd ist, und so fUr jede natiirliehe 
Zahl k eine Umgebung Uk von a, die ~ Z(a) ist und deren Begrenzung 
zu Al + A2 + ... + Ak fremd ist. Wir wiinsehen zu erreiehen, daB die 

offene Menge U =.2 Uk' welehe sieher eine Umgebung von a und Teil-
k=1 

menge von Z(a) ist, eine Begrenzung besitzt, die zu A fremd ist. 

Dies folgt aus der Tatsaehe, das fiir jedes k die Begrenzung von Uk zu 
At + ... + Ak fremd ist, an sieh, keineswegs. Man wahle beispielsweise 
als Raum die Gerade, als Menge Al den Punkt Null, als Menge Ak den 

Punkt 2\ (k = 1,2, ... ad inf.).· Betraehten wir dann etwa den Punkt a = -h 
und wahlen wir als Uk das offene Intervall (2k ~ l' 1) (k = 1,2, ... ad inf.). 

Die Begrenzung jeder dieser offenen Mengen ist zu A fremd; hat also ., 
mit A einen (- 1 )-dimensionalen Durehschnitt; die Menge U = ~Uk' 

k=1 
d. i. das offene Intervall (0, 1), besitzt eine Begrenzung, welehe mit A 
einen nulldimensionalen Durehschnitt, namlich den Punkt Null, gemein hat. 

oc 

Urn zu erreiehen, daB die Begrenzung von U =~Uk ZU A fremd ist, 
.1:=1 

miissen also bei der Konstruktion der U mgebungen Uk gewisse Vorsiehts-
maBregeln beobachtet werden. Wir bestimmen eine Umgebung VI so, daB 
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u,. ~ VI ~ Z(a) gilt und so, daB Al fremd ist zur Begrenzung von jeder 
offenen Menge V*, fiir welche UI C V* C VI gilt. Um fiir das Foigende 
eine kurze Ausdrucksweise zu haben, wollen wir allgemein, wenn drei 
offene Mengen X, Y, Z der Beziehung XC Y C Z geniigen, sagen, Y liegt 
swischen X und Z. In dieser Bezeichnungsweise bestimmen wir also zur 
offenen Menge Ull deren Begrenzung zu Al fremd ist, eine offene Menge 
VI ~ UI derart, daB die Begrenzung von jeder zwischen UI und ~ liegen
den offenen Menge zu Al fremd ist. Die Menge Us wird hierauf so kon
struiert, daB UI C Us ~ VI gilt und daB die Begrenzung von Us auch zu 
As, also zu Al + As fremd ist. Sodann wird eine offene Menge Vz ~ Us 
derart als Teilmenge von ~ bestimmt, daB die Begrenzung von jeder 
zwischen Us und Vs liegenden offenen Menge zu Al + As fremd ist. Es 
folgt die Konstruktion einer offenen Menge Us, so daB U, C Us ~ VI gilt 
und die Begrenzung von Us auch zu As, also zu Al + As + As fremd ist. 
So fahren wir fort. Wenn bereits eine Umgebung U"_I von a und eine 
offene Menge V"_I ~ U"_I vorliegt, so daB die Begrenzung von jeder 
zwischen U"_I und V"_I liegenden offenen Menge zu Al + As + ... +A"_I 
fremd ist - dann wird erstens eine offene Menge U" konstruiert, fiir 
die U"_I C u,., ~ V"_l ist und deren Begrenzung auch zu A", also zu 
Al + A, + ... + A"_I + A" fremd ist, - und es wird sweitens eine offene 
Menge V" derarl bestimmt, daB U" ~ V" C V"_I gilt und daB die Be
grenzung von jeder zwischen Uk und V" liegenden offenen Menge zu 
Al + As + ... + A"_I + A" fremd ist. Die Moglichkeit der Konstruktion 
von U" beruht darauf, daB die Menge A" (k> 1) nulldimensional, und 
zwar schlechthin (nicht bloB im Punkt a) nulldimensional ist. Die Mog
lichkeit der Bestimmung einer Menge V" den angegebenen Bedingungen 
gemaB beruht wesentlich auf der vorausgesetzten Abgeschlossenheit von 
A". An diesen Stellen gehen also jene Voraussetzungen iiber die Sum
manden, welche wir (S. 92f.) als nicht schlechthin entbehrlich erkannt 
haben, wesentlich in den Beweis ein. 

Bewirkt wird durch die angegebene Vorsichtsma.l3regel, daB die offene 
co 

Menge U =~ Uk' welche eine Umgebung von a und Teilmenge von Z(a) 
"=1 

ist, fiir jede natiirliche Zahl k zwischen U" und V" liegt, so daB also die 
Begrenzung von U fiir jede natiirliche Zahl k zu A" und mithin zur Menge 
A fremd ist. Die Existenz einer Umgebung von a, die C Z(a) ist und 
deren Begrenzung zu A fremd ist, war aber gerade der Inhalt unserer zu 
beweisenden Behauptung. 

Wir fiihren nun diesen Gedankengang aus. Es sei in einem separabeln 
Raum eine im Punkt a nulldimensionale abgeschlossene Menge Al und 
eine Folge {A" I (k = 2, 3, ... ad inf.) von nulldimensionalen abgeschlos-
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senen Mengen gegeben und eine Umgebung Z(a) vorgelegt. Da Al im 
Punkt a nulldimensional ist, existiert eine Umgebung U1 von a, die 
~ Z(a) ist und deren Begrenzung - wir nennen dieselbe BI - ZU Al 
fremd ist. Die Menge BI ist eine abgeschlossene Teilmenge von Z(a) und 
ist zur Menge Al1 die nach Voraussetzung abgeschlossen ist, fremdj es 
existiert also (vgl. S. 33) eine ofl'ene Menge ~, so daB BI C Y1 ~ Z(a) 
gilt und daB die Menge Y I ZU Al fremd ist. Wir setzen VI = U1 + Y1 • 

Dann gilt VI C Z(a) und V1 = U1 + Y 1 = U1 + B1 + Y 1. Wegen B1 C Y1 
gilt also V 1 = U1 + Y1 • 1st nun V* irgendeine ofl'ene Menge zwi
schen U1 und VlI d. h. eine ofl'ene Menge, welche der Bedingung geniigt 
V1 C V* C V1, so Behan wir, daB die Begrenzung B( V*) von V* zu 
A1 fremd ist. Denn wegen V* C V1 ist Be V*) C V1 = U1 + Y l' Wegen 
V* :::> U1 ist also B(V*) C Y ll und Y 1 ist ZU Al fremd, also erst recht 
B(V*). Wir haben demnach eine ofl'ene Menge V1 bestimmt, so daB 
U1 ~ V1 ~ Z(a) gilt und daB A1 fremd ist zur Begrenzung von jeder 
ofl'enen Menge V*, welche zwischen U1 und V1 liegt. Wir bestimmen 
iiberdies noch, was wegen V1 ~ V1 moglich ist, eine ofl'ene Menge V~ 
gemaB der Bedingung V1 ~ V~ ~ V1 • 

Wir nehmen nun an, es mogen bereits eine Umgebung Uk _ 1 von a und 
zwei ofl'ene Mengen Vk _ l und V;_1 vorliegen, so daB die Bedingung 
Vk _ 1 ~ V;_1 ~ Vk_1 erfiillt ist und so daB die Begrenzung vonjeder ofl'enen 
Menge, welche zwischen Uk_1 und Vk_ 1 liegt, zu A1 +.As + . " + Ak_ 1 
fremd ist. Unsere Aufgabe ist eine 'doppelte: Wir haben erstens eine 
Umgebung Vk von a zu konstruieren, welche der Beziehung geniigt 
Uk _ 1 C Uk ~ Vk_l1 und deren Begrenzung auch zu Ak (also zu 
A1 + As + ... + Ak_1 + Ak fremd ist. Wir haben zweitens zwei ofl'ene 
Mengen Vk und V~ so zu bestimmen, daB die Begrenzung von jeder 
·ofl'enen Menge zwischen Uk und Vk zu Al + As + ... + Ak fremd ist 
und daB Uk ~ V; ~ Vk C Vk _ 1 gilt. 

Wir schalten hier zunachst eine Bemerkung dariiber ein, wie die erste 
Aufgabe erledigt werden kann, falls die Menge Ak kompakt ist (was im 
allgemeinen natiirlich nicht der Fall sein muB). Wir verwenden die Voraus
setzung, daB Ak fUr k > 1 nulldimensional (und zwar nulldimensional 
schlechthin) ist. Dieser Voraussetzung zufolge ist jeder Punkt von .Ak in 
beliebig klein en Umgebungen, deren Begrenzungen zu Ak fremd sind, ent
halten. Insbesondere ist jeder Punkt der Menge A k • Uk _ l1 da Uk _ 1 C V;_l 
gilt, in einer Umgebung C V;_1 enthalten, deren Begrenzung zu Ak fremd 
ist. Falls nun Ale kompakt ist, dann ist auch die in Ak abgeschlossene 
Menge Ak • Uk _ 1 kompakt. Das Uberdeckungssystem von Ak • Uk _ 1 be
stehend aus jenen Umgebungen von Punkten der Menge A k • Uk _ lI welche 
<: V: -1 sind und Begrenzungen besitzen, die zu Ak fremd sind, enthiilt daher 
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nach dem Uberdeckungstheorflm fur kompakte Mengen endlich viele ofl'ene 
Mengen, welche Ak • U"_1 uberdecken, etwa die Mengen WlI W".·., W r • 

r 

J ede dieser Mengen ist C V; -11 also gilt auch ~ Wi C V; -1 und daher 
auch ;=1 

r 

Uk _ 1 +~Wi C V;_1' 
i=1 

r 

Wir setzen U" = U"_1 + 2'Wi 
;=1 

und zeigen, daB die so definierte Umgebung Uk von a, welche der Beziehung 
genugt Uk _ 1 C U" C V;_l1 eine zu A" fremde Begrenzung B(Uk ) besitzt. 

Nach dem Additionssatz fUr Begrenzungen ofl'ener Mengen (S. 36) folgt 
aus der Definition von Uk 

r 

B(U,,) C B(U"_1) +~B(W.). 
i=1 

Jede der Mengen B( Wi) (i = 1,2, ... , r) ist zu A" fremd, denn die Mengen 
W. gehoren ja einem System von ofl'enen Mengen mit zu Ak fremden Be
grenzungen an. Zum Beweise, daB B( Uk) zu A" fremd ist, ist also bloB zu 
zeigen, daB ein zu B(Uk_1) gehOriger Punkt von B(U,,) nicht zu Ak ge
horen kann, oder m. a. W., daB ein Punkt von A k • B(Uk _ 1) nicht zu 
B( Uk) gehoren kann. Dies ist aber klar, denn ein Punkt von Ak . B( Uk -1) 
gehort zu Ale' Uk-I, und diese Menge wird von den ofl'enen Mengen 

r 

Wl1 W" ... , Wr uberdeckt, d. h. es gilt A", U"_1 C~Wi C Uk; und als 
i=1 

Teil von U" ist die Menge A k • Uk _ 1 ZU B( Uk) fremd. Damit ist gezeigt, 
daB die Menge Uk den Forderungen genugt, und die erste Aufgabe ist fUr 
den Fall, daB Ak kompakt ist, erledigt. 

1m allgemeinen, d. h. wenn A" nicht kompakt ist, muB zur Erledigung 
der ersten Aufgabe anders geschlossen werden, da das Uberdeckungs
theorem fUr kompakte Mengen, welches in die obige Uberlegung wesent
lich eingeht, auf die Menge Ak • Uk-V wenn diese nicht kompakt ist, 
naturlich nicht angewendet werden kann. Wiederum gehen wir davon aus, 
daB wegen der Nulldimensionalitat von A" jeder Punkt von A" in beliebig 
kleinen Umgebungen mit zu Ak fremden Begrenzungen enthalten ist. Wir 
ordnen jedem Punkt p von Ale eine ihn enthaltende ofl'ene Menge U(p) 
mit zu A" fremder Begrenzung zu, wobei wir folgende Bedingungen be
obachten: a) Wenn p in U"_1 liegt, so wahlen wir U(p) als rreilmenge 
von V;_1; dies ist moglich, da nach Voraussetzung U"_1 C V;_1 gilt; 
fJ) wenn p nicht in U"_1 liegt, so wahlen wir U(p) zu Uk _ 1 fremd; dies 
ist moglich, da ja p im betrachteten Fall Punkt des Komplementes der 
abgeschlossenen Menge Uk _ 1 ist. 
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Das so bestimmte Uberdeckungssystem der Menge Ale enthalt nach dem 

Uberdeckungstheorem fiir separable Raume abzahlbarviele ofi'ene Mengen, 
welche Ale iiberdecken. Es seien dies etwa die Mengen 

{~} (i = 1,2, ... evtl. ad inf.). 

Mit Riicksicht auf die Bedingungen a) und P) ist jede der Mengen W;, 
welche mit Ule _1 einen nichtleeren Durchschnitt hat, C V;_I' 

Wir wollen nun jede Menge Wi durch eine ofi'ene Teilmenge W/ er
setzen, so daB auch die Folge der Mengen {W/} die Menge Ale iiberdeckt 
und daB iiberdies die Mengen ~' paarweise fremd sind, was fur die 
Mengen der Folge {~} natiirlich nicht notwendig der Fall ist. Wir 
setzen zu diesem Zweck 

,-I 
WI' = W17 ~'= ~- ~'2'WJ 

1=1 
(i = 2, 3, ... ). 

Jede der so definierten Mengen W;' ist offen. Denn W/ ist das Komple
ment einer in der ofi'enen Menge W, abgeschlossenen Menge zu W,o 
Ferner folgt aus der Definition_der Mengen W/ unmittelbar, daB fur jedes 
i die Beziehung W/ C Wi gilt. Also ist auch jede Menge W/, welche mit 
Ule _1 Punkte gemein hat, C V;_t. 

Wir sehen weiter, da13 die Mengen ~' paarweise fremd sind. Denn sei 
etwa j < i, dann enthalt die Menge ~' ihrer Definition zufolge keinen 
Punkt von Wi' also erst recht keinen Punkt von W/ C Wi' 

Wir wollen nunmehr zeigen, daB fur jedes i die Begrensung B( W/) von 
W;' su A,. fremd ist. Zunachst gilt ofi'enbar fur jedes i die Beziehung , 
B( W/) C ~ B( Wi); denn jeder Punkt von B( W/), der nicht in B( Wi) 

1=1 i-1 

liegt, muB der Definition von W/ zufolge in ~Wi liegen, also, da die 
J=1 

i-I 

Mengen WJ (j < i) zu W/ fremd sind, in ~ B( Wi)' womit die behauptete 
Formel bewiesen ist. Aus ihr folgt 1=1 

i i 

Ale' B(~') C Ale 0 ~B(W,) = ~ Ale 0 B(WJ). 
j=1 ,=1 

Jede der Mengen B(Wi ) ist aber nach Voraussetzung zu Ale fremd, also 
ist die Menge auf der rechten Seite leer und daher auch Aj; zu B( W/) 
fremd. co 

Wir zeigen endlich, daB Ale C ~~' gilt. Denn sei p irgendein ge-
;=1 

co 

gebener Punkt von Ale' Wegen Aj; C ~~ ist p sicher Punkt von min-
i=1 

destens einer der Mengen Wi' Es moge etwa W" die erste Menge der 
Folge { Wi} sein (d. h. die mit kleinstem Index), welche den Punkt p ent-

7* 
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halt. Fiir j < n ist also pinder Menge WJ nicht enthalten. In der Be
grenzung von WJ liegt pals Punkt von Ak sicherlich nicht, denn aIle Be
grenzungen B( W.) sind zu Aot fremd. Also liegt fiir j < n der Punkt p 
auch nicht in der Menge Wi' Dann mu13 aber p in W: zufolge der Defi
nition dieser Menge liegen. Jeder Punkt von Ak liegt also in min-

00 

destens einer Menge W;, womit die Beziehung Ak e ,2'W/ bewiesen ist . 
• =1 

Wir haben demnach eine Folge { Wa'} (i = 1, 2, ... ) von offenen Mengen 
mit folgenden Eigenschaften konstruierl: 

1. Die W; sind paarweise fremd. 
2. AIle jene Mengen W;, welche Punkte mit Uk _ 1 gemein haben, sind 

e V:_ 1• 
00 

3. Es gilt A,l: e ,2' W; . 
1=1 

Es bezeichne nun W* die Summe aller jener Mengen W;, welche Punkte 
mit Uk _ 1 gemein haben, und es bezeichne W** die Summe aller iibrigen 
Mengen der Folge WI, d. h. die Summe aller zu Uk _ 1 fremden Mengen 
W;. Da die Mengen W; offen sind, sind die Mengen W* und w** offen. 
Infolge der Eigenschaft 1. der Folge {W;} sind die offenen Mengen W* 
und W** fremd. Es ist daher (vgl. S. 30) auch die abgeschlossene Menge 
W* zur offenen Menge W** fremd. Also ist insbesondere B( W*), d. i. die 
Begrenzung der offen en Menge W*, zu W** fremd. Da B( W*) iiberdies 
auch zu W* fremd ist, ist also B (W*) zu W* + W** fremd. Nun gilt 
infolge der Eigenschaft 3. der Folge { W; } die Beziehung Ak e W* + W**. 
Also ist die Menge B (W*) zu Ak fremd. 

Wir setzen nun D,,= Uk _ 1 + W* 

und behaupten, daB diese Menge Uk unseren Forderungen geniigt; d. h. 
wir wollen zeigen, daf3 Dk eine Umgebung von a ist, die zwischen U"_1 
und Vk _ 1 liegt, und eine zu Ak (also zu Al + A2 + ... + Ak _ 1 + Ak) fremde 
Begrenzung besitzt. 

Sicher ist zunachst Uk eine offene Menge, welche Uk_I' also den Punkt a 
enthalt. Demnach ist Uk eine Umgebung von a. Um femer zu zeigen, daf3 
Uk e Vk _ 1 gilt, beweisen wir die Beziehung Uk e V:_ 1• Die Menge W* 
ist definierl als Summe jener Mengen W;, welche mit Uk _ 1 Punkte ge
mein haben. Zufolge der Eigenschaft 2 der Folge { W; } ist jeder dieser 
Summanden e V:_1 ; also gilt W* e V:_ 1• Da femer nach Voraussetzung 
Uot _1 e V:_ 1 ist, gilt Uote V:_ 1«: Vk_1• Es liegt also Dk zwischen Dk _ 1 

und Vk _ 1• 

Es ist noch zu zeigen, daf3 die Begrenzung B (Uk) von Uk zu Ak fremd 
ist. Mit Riicksicht auf Uk = Uk _ 1 + W* 



2. Beweis des Summensatzes fUr n = 0 101 

gilt nach dem Additionssatz fur Begrenzungen ofl'ener Mengen 

B(U) C B(Ule _1) + B(W*). 
DaB B (W*) zu Ale fremd ist, wurde oben bereits nachgewiesen. Zum Be
weis, daB B (Ule) ZU Ai fremd ist, haben wir also (so wie dies fiir den 
Fall eines kompakten Ale oben S.98 durchgefuhrt wurde) zu zeigen, daB 
ein Punkt von B(Ui ), welcher in B(Ule _1) liegt, nicht zu Ai gebOrt; 
m. a. W. daB ein Punkt von A" entweder nicht in B(U"_I) oder nicht in 
B (U,,) liegt. In der Tat liegt nun aber mit Rucksicht auf die Beziehung 
A" C W* + W** ein Punkt von A" entweder in W* oder in W**. Ein 
Punkt von A.I:I der in W* liegt, liegt wegen w* C ~ auch in Ulc und 
kann daher nicht in B (Uk) liegen. Ein Punkt von A", der in W** liegt, 
kann, da die Menge W** laut Definition Summe von Mengen ist, deren jede 
zu Uk _ 1 fremd ist, nicht in Uk _ lI also insbesondere nicht inB(U"_I) liegen. 

Wir haben also eine Umgebung ~ von a konstruiert, welche der Be
ziehung genugt U"_1 C ~ C V;_l und so, daB die Begrenzung von Uk 
zu Ale fremd ist. Damit ist der erste Teil unserer Aufgabe (S. 97) erledigt. 

Wir haben nun Bweitens zur eben konstrierten Menge Uk zwei ofl'ene 
Mengen V" und V; zu bestimmen, so daB Uk ~ V~ ~ V" gilt und daB 
die Begrenzung von jeder ofl'enen Menge zwischen U" und V" zu 
Al + AI + ... + A"_1 + Ak fremd ist. Wir konnen zu diesem Zweck 
die Schlusse, welche wir zur Bestimmung der Mengen v;. und V; an
gewendet haben, einfach wiederholen: 

Die Menge B(U,,) ist eine abgeschlossene Teilmenge von V"_1 und 
fremd zur Menge Al + A! + ... + A", welche gleichfalls abgeschlossen 
ist, da ja die Mengen A" nach Voraussetzung abgeschlossen sind. Es 
existiert also eine ofl'ene Menge Y", so daB B (Uk) C Y" C VA: -1 gilt und 
daB die Menge Y" zu Al + ~ + ... + AoI: fremd ist. Setzen wir Vic = Ui + Y", 
so gilt V" C V"_l1 und man sieht so wie im Falle k = 1 ein, daB die Be
grenzung von jeder Umgebung V*, die zwischen U" und Vi: liegt, zu 
Al + As + ... + AoI: fremd ist; uberdies kann man mit Rucksicht auf die 
Beziehung U" ~ V" eine ofl'ene Menge V; bestimmen gemaB der Be
dingung U" ~ Vf ~ V". Damit ist der zweite Teil unserer Aufgabe erledigt. 

Indem wir die angegebenen Konstruktionen sukzessive fur alle natur
lichen· Zahlen durchidhren, erhalten wir eine monoton wachsende Folge 
von Umgebungen {~} (k = 1, 2, ... ) des Punktes a und eine monoton 
abnehmende Folge von ofl'enen Mengen { VoI:}, so daB fur jede naturliche 
Zahl k die Beziehung gilt ~ ~ Vic und daB fur jedes naturliche k die 
Begrenzung von jeder Umgebung zwischen Ui: und Vk zu Al + A, + ... + A" 
fremd ist. Wenn wir nun 00 

U(a)=~U" 
k=1 
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setzen, so ist U(a) ofl'enbar eine Umgebung von a C Z(a), welche fur 
jede naturliche Zahl k der Beziehung genugt Uk C U(a) C Vk; die Um
gebung UCa) liegt also fUr jedes k zwischen Uk und Vk' besitzt also eine 
Begrenzung, die fiir jedes k zur Menge Ak fremd ist. Also ist U( a) eine 
Umgebung von a, die C Z(a) ist und eine zu A fremde Begrenzung be
sitzt. Die Existenz einer derartigen Umgebung hatten wir aber zum Be
weise des verscharften Summensatzes im FaIle n = 0 nachzuweisen. 

3. Erster Beweis des Summensatzes fUr beJiebiges n. 
Fur n = - 1 ist der Summensatz trivial, denn die Summe von (-1)

dimensionalen d. h. leeren Mengen ist leer, also (- 1). dimensional. N ach 
dem Prinzip von der vollstandigen Induktion ist daher der verscharfte 
Summensatz allgemein bewiesen, wenn wir seine Gultigkeit fur den Fall n 
unter der Voraussetzung seiner Gultigkeit fUr n - 1 herleiten. Dies solI 
im folgenden durchgefuhrt werden, wobei wir ubrigens bloB die Gultigkeit 
des unverscharften Summensatzes fur den Fall n - 1 voraussetzen wollen. 
Speziell fUr den Fall n = 0 reduziert sich der folgende Beweis auf den im 
vorigen Abschnitt durchgefiihrten Beweis des Summensatzes fur null
dimensionale Mengen. 

Wir legen also dem Beweis die Annahme zugrunde: Die Summe von 
abzahlbarvielen hochstens (n-1 )-dimensionalen abgeschlossenen Mengen 
eines separabeln Raumes ist hOchstens (n -1 )-dimensional. Es sei nun in 
einem separabeln Raum eine im Punkt a hochstens n-dimensionale abge
schlossene Menge Al und eine Folge {Ak) (k = 2, 3, ... ad inf.) von hoch
stens n-dimensionalen abgeschlossenen Mengen gegeben. Die zu beweisende 

Behauptung lautet: Die Menge A = ~Ak ist im Punkt a hOchstens n-di-
k=l 

mensional, oder m. a. W. zu jeder vorgelegten Umgebung Z( a) existiert eine 
Umgebung U (a) C Z (a), deren Begrenzung mit A einen hOchstens (n -1 )
dimensionalen Durchschnitt hat. 

Der Gedankengang des Beweises ist wie im Falle n = 0 der folgende: 
Wir konstruieren, ausgehend von einer Umgebung UI(a) ~ Z(a), deren 
Begrenzung mit Al einen hOchstens (n -1 )-dimensionalen Durchschnitt hat, 
sukzessive die Umgebung Uk von a, deren Begrenzung mit der kten Teil
summe Sk von A, d. h. mit der Menge Al + As + ... + A k , einen hochstens 
(n - 1) -dimensionalen Durchschnitt hat. U m das eigentliche Ziel zu er-

reichen, daB namlich die Begrenzung von U = ~Uk mit A einen hOchstens 
k=l 

(n - 1 )-dimensionalen Durchschnitt hat, mussen bei der Konstruktion der 
Mengen Uk natiirlich wieder VorsichtsmaBregeln beobachtet werden, und 
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zwar fur n > 0 etwas feinere als im FaIle n = O. Fur n = 0 bestanden 
die Vorsichtsma13regeln darin, da13 zugleich mit Uk eine offene Menge V,t ~ Uk 
bestimmt wurde, so da13 die Begrenzung von jeder offenen Menge zwischen u" 
und V.I: mit S" = Al + AI + ... + A" keinen Punkt, also einen (- 1 )-dimen
sionalen Durchschnitt gemein hat, und da13 sodann u,,+l zwischen Uk und 
V" gewahlt wurde. Fur n > 0 konnen wir nicht immer mit Uk zugleich eine 
offene Menge V,t ~ U,t bestimmen, so da13 die Begrenzung von jeder offenen 
Menge zwischen U" und VA; mit SA; einen hOchstens (n -1 )-dimensionalen 
Durchschnitt hat; dies geht schon aus folgendem einfachen Beispiel her
vor: Raum sei die Cartesische Ebene, A, sei eine Gerade, a ein Punkt von 
AI, U1 eine Umgebung von a in der Art eines Kreises; es hat dann die 
Begrenzung von U1 mit Al zwei Puukte, also einen nulldimensionalen 
Durchschnitt gemein. Es ist aber unmoglich, eine offene Menge Vl ~ U, 
zu bestimmen, so da13 die Begrenzung von jeder offenen Menge zwischen 
U, und VI mit Al einen hochstens nuIldimensionalen Durchschnitt hatte, 
da zwischen U1 und jeder offenen Menge Vl ~ U1 eine offene Menge in 
der Art der auf S. 35 konstruierten liegt, deren Begrenzung mit Al eine 
Strecke, also einen eindimensionalen Durchschnitt gemein hat. 

Die verfeinerle V orsichtsma13regel, die wir im Falle n > 0 ergreifen und 
die auch zum Ziel fuhrl, besteht im wesentlichen in Folgendem: Es wird 
zugleich mit der Menge V"' deren Begrenzung mit SA; einen hOchstens 
(n - 1 )-dimensionalen Durchschnitt hat, eine ofl'ene Menge V" konstruiert, 
welche zwar nicht notwendig Uk als Teil enthalt, aber aIle nicht zu 
S" gehOrenden Punkte von Uk enthalt, d. h. also eine Menge V,tt die 
:> U" - SA;· UkJ ist und welche zudem die Eigenschaft besitzt, dal3 fUr die 
Begrenzung B (V*) von jeder offenen Menge V*, die zwischen Vk und V,t 
liegt, die Beziehung gilt B (V*) • S" C B (U,,) • SA;. Eine offene Menge V" 
dieser Art kann, wie sich zeigen wird, stets bestimmt werden und, da 
B (U,,) . Sk hOchstens (n -1 )-dimensional ist, so besitzt also Vk die Eigen
schaft, da13 die Begrenzung von jeder offenen Menge zwischen U" und Vk 

mit Sk einen hOchstens (n -1 )-dimensionalen Durchschnitt hat. Wir kon
struieren hierauf die Umgebung Uk+l1 deren Begrenzung mit S1I:+1 einen 
hOchstens (n -1 )-dimensionalen Durchschnitt hat, derm, da13 sie zwischen 
U" und V" liegt. Und noch mehrl Da wir, um das Verfahren rekursiv fort
setzen zu konnen, die Tatsache benotigen, da13 nicht nur Uk+l C V"' son
dern U1I:+1 -S1I:+I • Uk+l C V" gilt, so bestimmen wir zugleich mit VA; 
eine offene Teilmenge V; von V,,, welche ebenfalls :> U" - S,,· U" ist und 
ihrerseits der Bedingung genugt V,,' - 8". V,,' C V.I:. Wir konstruieren hier
auf die ofl'ene Menge Uk+l1 deren Begrenzung mit 811:+1 einen hochstens 
(n -1)-dimensionalen Durchschnitt hat, derart, da13 sie zwischen U" und 
V; liegt. 
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Bewirkt wird durch diese MaBregeln, daB die Umgebung U = ~Uk fur 
k=1 

jedes naturliche k zwischen Uk und Vk liegt, daB also fur jedes k die 
Menge B(U) , Sk hOchstens (n - I)-dimensional ist, Nun gilt aber 

00 

B (U) , A = ~B (U) ,Sk' d. h. die Menge B (U) ,A, auf welche es an-
k=1 

kommt, ist Summe von abzahlbarvielen hOchstens (n -1)-dimensionalen 
abgeschlossenen Mengen und mithin nach dem fUr n - 1 als giiltig an
genommenen Summensatz hOchstens (n - I)-dimensional. Mit dies em 
Nachweis ist dann das Ziel erreicht. 

Wir beginnen nun mit der Durchfuhrung des Beweises: Nach Voraus
setzung ist Al im Punkt a hochstens n-dimensional, also existiert zur 
vorgelegten Umgebung Z(a) eine Umgebung U1 von a, deren Begrenzung 
mit Al einen hochstens (n -1 )-dimensionalen Durchschnitt hat. Wir be-

trachten die beiden abgeschlossenen Mengen Al und Bl = B( U1 ) - AI' B( Ul). 
Es giltBI C Z(a). Die Menge BI-Al ,B1 ist offenbarmitB(UI)-Al·B(U1) 

identisch. Wenden wir also auf Al und BI bzw. auf ihre Summa den 
allgemeinen Trennungssatz (S. 31) an, so erhalten wir eine offene Menge 
~, welche den Bedingungen geniigt 

Bl - AI' Bl C ~ C Z(a), Y 1 • (AI + B1) =Yl · Bl · 

Aus der zweiten Bedingung folgt Y 1 • Al = Yl . B(Ul ). 

Wir setzen nun VI = U1 + Yl. Es gilt dann erstens UI -A1 ,Ul C VI
Denn es ist 

U I -A1 ,U1 CUI +B(UI ) -Al·B(Ul)=U1 + BI - AI' Bl C Ul + Yl, 

Zweitens gilt fUr die Begrenzung B (V*) von jeder zwischen UI und VI 
liegenden offenen Menge V* die Beziehung B(V*) , Al C B(UI )· Ai' 
Denn wegen V* C VI gilt B (V*) C VI = U I + Y 1 und daher, wegen 
Ul C V*, die Beziehung B (V*) C B (U1 ) + Y I' mithin 

AI' B(V*) CAl' B(Ul) + Al ·Y1 • 

Auf der rechten Seite dieser Formel sind, da der Bestimmung von Yl zu
folge Y 1 ,AI = YI ,B(UI ) gilt, beide Summanden C B(Uk), also ergibt 
sich Al • B (V*) C Al ' B (Ul), wie bebauptet. 

Wir bestimmen nun noch eine zwischen U1 und VI gelegene offene 
Menge V; gemaJ3 den Bedingungen 

a) V~-Al·V~CVlI b) U1-A1·UICV;. 

Urn dies durchzufuhren, betrachten wir die Menge U1 und das Komplement 
von VlI das wir mit Tl bezeichnen. Es gilt UI - Tl ,UI C VI' Wenden 
wir auf die beiden abgeschlossenen Mengen Ul und Tl bzw. auf ihre 
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Summe und auf die offene Menge VI den allgemeinen Trennungssatz an, 
so erhalten wir eine offene Menge V;, welche den Bedingungen geniigt: 

1. Ut - Tt,Ut C V; C VlI 2. V~. (Tl +Ut) C V;. Ut . 

Aus 2. folgt V; . Tl C V; . Ut , also, da U1 - AI' Ut Teil von VI und 
daher zu Tl fremd ist, die Beziehung V; . Tt C All womit die Giiltigkeit 
von a) bewiesen ist. AUB 1. folgt wegen U1 - AI' Ut CUI - Tt . Ut die 
Beziehung b). 

EB liegt also insgesamt vor: Erstens eine Umgebung U1 von a, die 
CZ(a) ist und deren Begrenzung mit Al einen hOchstens (n-l)-dimen
sionalen Durchschnitt hat. Zweitens zwei Mengen Vt und V~, so daB 

1. V; C Vt C Z(a) gilt, 
2. die Beziehungen U1 - AI' Ut C V; und V; - At' V~ C VI bestehen, 
3. die Begrenzung B (V*) von jeder offenen Menge V* zwischen U1 

und Vt der Bedingung geniigt B(V*). Al C B(U1)· AI' 
"-1 

Wir setzen nun S"_1 = ~A; (k = 1, 2, ... ad inf.) und nehmen an, 
;=1 

es liege bereits vor erstens eine Umgebung U"_1 von a, die C Z(a) ist 
und deren Begrenzung mit 8,,_t einen hochstens (n -l)-dimensionalen 
Durchschnitt hat, zweitens zwei Mengen V"_1 und V;_lI so daB 

1. V~_1 C V"_1 C V"_2 gilt, 
2. die Beziehungen 

U k _ 1 - 8"_1 . U"_1 C V;_1 und V;_l - 8"_1' V;_1 C V"_1 
bestehen, 

3. die Begrenzung B(V*) von jeder offen en Menge V* zwischen U"_l 
und V"_1 der Bedingung B(V*). 8"_1 C B(U"_I) . 8"_1 geniigt. 

Unsere Aufgabe besteht darin, diese selben Verhaltnisse, wie sie fUr 
k - 1 als vorliegend angenommen werden, fiir k zu realisieren. Unsere 
Aufgabe ist also eine doppelte. Wir haben erstens eine Umgebung U" von 
a zu konstruieren, die zwischen U,,_t und V,,_t liegt und deren Begrenzung 
mit SIc einen hOchstens (n -1 )-dimensionalen Durchschnitt hat. Wir haben 
zweitens zwei Mengen V" und V:, welche drei Bedingungen geniigen, zu 
bestimmen. 

Zur Losung des ersten Teiles der Aufgabe verwenden wir die Voraus
setzung, daB A" hOchstens n-dimensional ist. Zu jedem Punkt von Ale, 
insbesondere also zu jedem Punkt der Menge Ale - 8"_1' A", welche wir 
mit A; bezeichnen wollen, existieren beliebig kleine Umgebungen, deren 
Begrenzungen mit A" hochstens (n-1)-dimensionale Durchschnitte haben. 
Wir ordnen jedem Punkt p von A~ eine Umgebung U(p) zu, deren Be
grenzung mit A" einen hochstens (n -1 )-dimensionalen Durchschnitt hat, 
wobei wir folgende Bedingungen beachten: a) Wenn p in U k _ 1 liegt, so 
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wahlen w1'r U(p) C V~_l" Diese Bedingung kann erfullt werden, wei! 
ein Punkt von A; nicht in Sk _ 1 liegt und nach Voraussetzung 
Uk _ 1 - Sk_l • Uk _ 1 C V;_1 gilt. (3) Wenn p nicht in Uk _ 1 liegt, wahlen 
wir U(p) zu Uk _ 1 fremd, eine Bedingung, die wegen der Abgeschlossen
heit der Menge Uk _ 1 realisierbar ist. 

Das so bestimmte Uberdeckungssystem der Menge A; enthiilt nach dem 
Uberdeckungstheorem fur Teilmengen separabler Riiume abziihlbar viele 
A; iiberdeckende offene Mengen, etwa die Mengen {Wi I (i = 1,2, ... ad inf.). 
Die Begrenzung von jeder der Mengen W; hat mit Ak einen hochstens 
(n - 1 )-dimensionalen Durchschnitt, und ferner ist mit Rucksicht auf die 
Bedingungen a) und (3) jede Menge W;, welche mit Uk _ 1 Punkte gemein 
hat, C V; -1' Wir bilden nun 

i-I 

w; = W;- Wi .2'W. (i = 2,3, ... ad inf.). 
j=1 ) 

Jede dieser Mengen W;' ist offen. Fur jedes i gilt W/ C Wi' also ist jede 
Menge W;, welche mit Uk _ 1 Punkte gemein hat, C V{_l' Ferner sind 
die Mengen TJ~' offenbar paarweise fremd. 

Die Begrenzung von jeder der Mengen B ( Wn hat mit Ak einen hochstens 
(n -l)-dimensionalen Durchschnitt. Zuniichst gilt fUr jedes i offenbar 

• 
die Beziehung B(W/) C~B(WJ) (vgl. S. 99). Da jede der i Mengen 

j=1 

Ak • B(Wj) (j = 1, 2, ... , i) hochstens (n - i)-dimensional und als 
Durchschnitt zweier abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist, so ist 

i i 

die Menge ~ Ak . B (Wj ), welche mit der Menge Ak . ~ B (Wj) identisch 
j=1 j=1 

ist, nach dem fUr n - 1 als gultig angenommenen Summensatz hochstens 
i 

(n -1 )-dimensional, also ist A k • B (W/), als Teilmenge von A k • ~ B( Wj), 
hOchstens (n -i)-dimensional. j=1 

00 

Wir zeigen schlieBlich, daB A; C ~W,' gilt. Sei niimlich p irgendein 
. i=1 ~ 

gegebener Punkt von A;. Mit Rucksicht auf die Beziehung Ak' C.~Wi 
'=1 

ist p in mindestens einer Menge Wi und daher auch in einer Menge Wi 
enthalten. Es sei j die kleinste naturliche Zahl, so daB pin der Menge Wj 

J-l 

enthalten ist. Dann ist p auch in der Menge W J - W,' ~Wk' die C W/ 
k=1 

ist, also auch in W / enthalten. 

Zusammenfassend konnen wir demnach sagen, daB wir eine Folge 
{ W/ I (i = 1, 2, ... ad inf.) von offenen Mengen konstruiert haben mit 
folgenden Eigenschaften: 
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1. Die Mengen W/ sind paarweise fremd. 
2. Jede Menge Wi', welche mit U"_1 einen nichtleeren Durchschnitt hat, 

ist C V;_1' 00 

3. Es gilt A; C ~W/. 
i=1 

4. Die Begrenzung von jeder der Mengen W;' hat mit A" einen hOchstens 
(n - 1 )-dimensionalen Durchschnitt. 

·Wir bezeichnen nun mit W* die Summe jener Mengen der Folge { W/}, 
welche mit U"_1 Punkte gemein haben, und mit W** die Summe aIler 
ubrigen Mengen der Folge { W/}. Zufolge der Eigenschaft 2. der { Wi} 
gilt W* C V; -1' Setzen wir also 

U" = U"_1 + W*, 
so liegt die Menge U" zwischen U"_1 und V;_1' Wir behaupten nun, dafJ 
die Begrenzung von Uk mit SIc einen hOchstens (n - 1 )-dimensionalen Durch
schnitt hat. Sobald wir dies gezeigt haben, ist der erste Teil unserer Auf
gabe erledigt. 

Aus der Definition von U" folgt nach dem Additionssatz fur Begrenzungen 

oft'ener Mengen B ( ~) C B ( Uk -1) + B ( W*), also 

(t) S,,' B(U,,) C S,,' B(U"_1) + S,,' B(W*). 
Wir hatten A; = Ak - 8"_1' A" gesetzt; es gilt also A,,= A; + A", 8"_1 
und 8" = A" + 8"_1 = A; + S"_1' 

Substituieren wir diesen Ausdruck fur S" in (t), so erhalten wir 

(tt) S,,' B( Uk) C A: . B(Uk_1) + 8"_1 . B(Uk_1) + A;. B( W*) 
+ 8k _ 1 • B(W*). 

Da 8". B(Uk) Teilmenge von B(Uk) ist, bleibt (tt) richtig, wenn wir auf 
der rechten Seite gewisse Summanden durch ihre Durchschnitte mit B (Uk) 
ersetzen. Wir fuhren dies fur den ersten, den zweiten und den vierlen Sum
manden aus. Die aus dem zweiten und vierten Summanden so entstehenden 
Mengen sind Teilmengen von 8k _ 1 • B C Uk)' Sie konnen also in der Bezie
hungCtt) durch S"_1 . BCU,,) ersetzt werden, und wir ererhalten demnach 

Cttt) 8,,' BCU,,) C A;. BCU,,_1)' B(U,,) + S"_1 .B(Uk)+ A; .B(W*). 
Wegen der Eigenschaft 3. der Folge { W/} gilt oft'enbar die Beziehung 

A k'· U"_1 C W*, also A/· B(U"_1) C W* + B(W*) und mithin 

(*) Ak'· BCU,,_1)' B(Uk) C W*· B(Uk) + B(W*)· B(Uk)· 

Nun ist nach Definition von Uk die Menge W* Teilmenge von U", also 
zu B (Uk) fremd, d. h. die Menge W*· B (U,,) ist leer, und aus (*) ergibt 
sich A,,'. B(Uk_1)· B(Uk) C B(W*) . B(~). Demnach ist 

A;. B(Uk_1)· B(Uk) C A~. B(W*), 
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also ist in der Formel (ttt) der erste Summand auf der rechten Seite 
Teilmenge des dritten und kann daher fortgelassen werden. Es gilt demnach 

(**) Sk· B(Uk) C Sk_l . B(U,,) + A;. B( W*). 
Wegen der Eigenschaft 1. der Folge { W/} sind die Mengen W* und 

W** zueinander fremd. Es ist daher auch W* und insbesondere B(W*) 
zu W** fremd. Ferner ist B (W*) eo ipso zu W* fremd. B (W*) ist 

00 

mithin zu W* + W** = ~W;' fremd. Zufolge der Eigenschaft 3. der 
.=1 

{ W/ gilt} 00 00 

A; C ~W/ = ~W; + ~B( W;'). 
i=1 ;=1 i=1 

Fiir die Menge A; . B (W*) gilt demnach, da die Menge B ( W*) . ~ W/, 
wie wir sahen, leer ist, die Beziehung ;=1 

00 "" A; . B (W*) C A; . ~ B (W;') = ~ A; . B ( W;'). 
;=1 ;=1 

Wir erhalten also aus (**) die Formel 
00 

(rt) S". B(U,,) C Sk_1 . B(Ule) + ~A;. B(W;'). 
;=1 

Diese Formel (rt) gestattet nun aber die Feststellung, da13 S". B (U,,) 
hOchstens (n -l)-dimensional ist. Da Uk zwischen U"_1 und V"_l liegt, 
ist zufolge der Voraussetzung der Durchschnitt von B(U,,) mit Sk_l 

hochstens (n - 1 )-dimensional. Der erste Summand auf der rechten Seite 
von (rt) ist also eine hOchstens (n - l)-dimensionale abgeschlossene 
Menge. Wegen der Eigenschaft 4. der Folge { W;'} ist ferner jede der ab
geschlossenen Mengen A;. B (W/) hochstens (n - 1 )-dimensional. Auf der 
rechten Seite von (rt) steht also eine Summe von abziihlbarvielen hochstens 
(n -1 )-dimensionalen abgeschlossenen Mengen, d. i. nach dem fUr n - 1 
als giiltig angenommenen Summensatz eine hOchstens (n -1 )-dimensionale 
Menge. Also ist auch Sic • B (Uk) als Teil dieser Menge hOchstens (n -1 )
dimensional. Damit ist der erste Teil unserer Aufgabe, der sich auf die 
Konstruktion von U" bezieht, erledigt. 

Um den zweiten Teil unserer Aufgabe, d. i. die Bestimmung zweier 
offener Mengen V" und V; gema13 drei gewissen Bedingungen zu erledi
gen, haben wir wortlich jene einfachen Uberlegungen zu wiederholen, 
welche zur Bestimmung der M engen Vt und V; auf Grund von A1 durch-

gefiihrt wurden. Wir wenden auf die Mengen SIc undBk=B( Ult)-S".B(U,,) 
bzw. auf ihre Summe und auf die offene Menge V"_l ::> Bk - A k • B" den 
allgemeinen Trennungssatz, welcher die Existenz einer Menge Y" ergibt, 
die den Bedingungen geniigt 

Bk - A k· Bk C Y" C Vi _ lI Y,,' (A" + Bk) = Y,,· B". 



4. Zweiter Beweis des Summensatzes fur n > 0 109 

Setzen wir dann Yk = Uk + YH SO genugt diese Menge den an Yk ge
stellten Forderungen, was man so wie im FaIle k = 1 (S. 104) einsieht, 
und ist C Yk - 1 • Durch Anwendung des allgemeinen Trennungssatzes auf 
die Menge Uk und das Komplement Tk von Vk bzw. auf die Summe dieser 
beiden Mengen und die offene Menge Yk ::> Uk - Tk • Uk erhalten wir eine 
Menge Y~, die den gewunschten Bedingungen genugt, womit der zweite 
Teil unserer Aufgabe erledigt ist. 

Indem wir die angegebenen Konstruktionen sukzessive fur aIle natur
lichen Zahlen durchfuhren, erhalten wir eine monoton wachsende Folge 
von Umgebungen {Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) des Punktes a und eine 
monoton abnehmende Folge von offenen Mengen { Vk } (k = 1, 2, ... ad inf.), 
so daB fur jede natiirliche Zahl k die Beziehung gilt 

Uk C Uk + 1 C YH1 C Yk C Z(a) 
und daB fur jedes naturliche k die Begrenzung B (V*) von jeder offenen 
Menge V* zwischen Uk und Vk mit Sk einen hOchstens (n -l)-dimensio
nalen Durchschnitt hat. 

Setzen wir nun 

so ist U eine Umgebung von a, die C Z(a) ist und fur jedes naturliche k 
zwischen Uk und Yk liegt. Fur jedes naturliche kist also die Menge Sk· B( U) 
hOchstens (n - 1 )-dimensional. Nun gilt 

00 

A· B(U) =~Sk· B(U), 
k=1 

also ist die Menge A· B (U) Summe von abzahlbarvielen hOchstens 
(n -l)-dimensionalen abgeschlossenen Mengen und daher nach dem fur 
n -1 als gultig angenommenen Summensatz hOchstens (n -1 )-dimensional. 
Die Existenz einer Umgebung von a, die C Z(a) ist und deren Begrenzung 
mit A einen hOchstens (n -l)-dimensionalen Durchschnitt hat, war aber 
das, was wir zum Beweis des Summensatzes fUr den Fall n zu beweisen 
hatten. 

4. Zweiter Beweis des Summensatzes fUr n > O. 
Wir geben nun einen zweiten Beweis des unverscharften Summensatzes 

fur beliebiges n > 0 unter Voraussetzung der Gultigkeit des Summensatzes 
fur nulldimensionale Mengen, welche im zweiten Abschnitt eigens nach
gewiesen wurde. Auch diese ZuruckfUhrung des allgemeinen Summensatzes 
auf den Fall n = 0 verwendet vollstandige Induktion. Wir legen also dem 
Beweis des Summensatzes fur den Fall n (n > 0) die Annahme der Gultig
keit des Summensatzes fur n - 1 zugrunde und ziehen aus dieser An
nahme zunachst eine einfache Folgerung: 
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a) Eine hOchstens n-dimensionale Menge eines separabeln Raumes ist 
Summe einer hOchstens (n - 1 )-dimensionalen und einer hochstens null
dimensionalen Menge. 

Wenn M hochstens (n - 1 )-dimensional ist, existiert (vgl. S. 90) ein 
abzahlbares unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von M, bestehend aus 
ofl'enen Mengen, deren Begrenzungen mit M hOchstens (n-l)-dimensio
nale Durchschnitte haben. Es seien etwa {Uk) (k = 1, 2, ... ad inf.) die 
in eine Folge geordneten Mengen eines solchen abzahlbaren Systems. Wir 

bezeichnen mit Bk die Begrenzung von Uk, setzen B = ~ Bk und be
trachten die Menge ]}1· B. Jede der Mengen M· B" ist in M, also auch 
in M· B, abgeschlossen und hochstens (n - 1 )-dimensional. Also ist nach 
dem fiir n - 1 als giiltig angenommenen Summensatz die Menge M . B 
hochstens (n - 1 )-dimensional. 

Wir betrachten femer die Menge M - M . B. Da die Mengen {Uk) 
nach Annahme ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von M bilden, 
existieren zu jedem Punkt von M, insbesondere also zu jedem Punkt von 
M - M· B, beliebig kleine Umgebungen der Folge { Uk) (k = 1,2, ... ad inf.). 
Fiir jede dieser Mengen Uk gilt, der Definition von B zufolge, M· Bk eM. B; 
d. h. die Begrenzung von jeder der Mengen Uk ist zu M - M· B fremd. 
Zu jedem Punkt von M - M· B existieren also belie big kleine U mge bungen, 
deren Begrenzungen zu M - M . B fremd sind, d. h. die Menge M - M· B 
ist hOchstens nulldimensional. 

Mit Riicksicht auf die Beziehung 

M = M • B + (JJ1 - lIf· B) 

ist also M, da der erste Summand rechts als hochstens (n-l )-dimensional, 
der zweite als hochstens nulldimensional erwiesen ist, Summe einer hoch
stens (n - 1 )-dimensionalen und einer hochstens nulldimensionalen Menge, 
wie die Bemerkung a) behauptet. 

Wir beweisen nun (iibrigens ohne Bezugnahme auf den Summensatz) 
auch die Umkehrung der eben bewiesenen Behauptung, d. h. die Bemerkung 

(3) 1st eine Menge M Summe einer hOchstens (n-l)-dimensionalen und 
einer hOchstens nulldimensionalen Menge, so ist M hOchstens n-dimensional. 

Wir filhren den Beweis durch Induktion. Fiir n = 0 ist diese Behaup
tung trivial, denn die Summe einer (- 1 )-dimensionalen, d. h. einer leeren 
und einer hochstens nulldimensionalen Menge ist hochstens nulldimensional. 
Wir wollen ann ehmen, es sei bereits bewiesen, daJ3 die Summe einer hoch
stens (n - 2)-dimensionalen und einer hochstens nulldimensionalen Menge 
hOchstens (n -1 )-dimensional ist. Es liege dann eine hOchstens (n - 1)
dimensionale Menge M* und eine hochstens nulldimensionale Menge M** 
vor. Wir wollen zeigen, daJ3 die Menge M = M* + M** hOchstens n-di-
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mensional ist. Zu diesem Zweck haben wir nachzuweisen, daB zu jedem 
Punkt p von M und zu jeder vorgelegten Umgebung Z(p) von peine 
Umgebung U(p) C Z(p) existiert, deren Begrenzung mit Meinen hOch
stens (n - 1 )-dimensionalen Durchschnitt hat. 

Es sei nun irgendein Punkt p von M und irgendeine Umgebung Z(p) 
vorgelegt. Wegen der vorausgesetzten Beziehung M =M* + M** ist p 
entweder Punkt von M* oder Punkt von M**. Wenn erstens p Punkt 
von M** ist, so existiert, da M** nulldimensional ist, eine Umgebung 
U (p) C Z (p), deren Begrenzung B zu M** fremd ist; Wegen M = M*+ M** 
gilt flir jede Menge A die Beziehung A· M = A· M* + A· M**. Flir 
die erwiihnte Menge B gilt mithin, da B· M** leer ist, B· M = B· M*. 
Also ist B· M Teilmenge der hOchstens (n - 1 )-dimensionalen Menge M* 
und daher hOchstens (n -1 )-dimensional. Wenn zweitens p Punkt von M* 
ist, so existiert, da M* hOchstens (n -1 )-dimensional ist, eine Umgebung 
U(p) C Z(p), deren Begrenzung B mit M* einen hOchstens (n - 2)-di
mensionalen Durchschnitt hat. Es ist dann also B· M* hOchstens (n - 2)
dimensional. Die Menge B· M** ist als Teil von M** hOchstens null
dimensional. Also ist die Menge B· M, welche mit B . M* + B· M** 
identisch ist, Summe einer hochstens (n - 2)-dimensionalen und einer 
hOchstens nulldimensionalen Menge und daher, da die Bemerkung (3) flir 
n - 1 als gliltig angenommen ist, hochstens (n-1)-dimensional. Jeden
falls existiert also eine Umgebung von p, die C Z(p) ist und deren Be
grenzung mit Meinen hOchstens (n -1 )-dimensionalen Durchschnitt hat. 
Also ist M hochstens n-dimensional, womit die Bemerkung (3) bewiesen ist. 

Wir schreiten nun an den Beweis des Summensatzes flir den Fall n. 
Es sei in einem separabeln Raum eine Folge {Ak} von Mengen gegeben, 

00 

von denen jede hOchstens n-dimensional und in der Menge A = ~ Ak 
k=l 

abgeschlossen ist. Wir haben zu zeigen, daB die Menge A hOchstens n-
dimensional ist. 

Wir setzen k-1 

M1 = Au Mk = A k - Ak'~ Ai· 
i=l 

Je zwei Mengen Mk sind ofl'enbar fremd. Ferner ist jede der Mengen Mk 
hochstens n-dimensional, denn Mk ist Teilmenge der hochstens n-dimen
sionale:b. Menge A k • Weiter ist jede Menge Mk Difl'erenz zweier in A ab
geschlossener Mengen, also (vgl. S. 67) ein Fa in A. Endlich gilt ofl'enbar 

00 

A = ~ M k • Unsere Behauptung ist also bewiesen, wenn wir zeigen, daB 
k=l 

~ Mk hochstens n-dimensional ist, wobei die Summanden paarweise {remde 
.. =1 

Fa-Mengen in der Summe sind. 
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Nach der Bemerkung a) ist jede der hOchstens n-dimensionalen Mengen 
M" Summe einer hOchstens (n -1 )-dimensionalen Menge Mr und einer 
hochstens nulldimensionalen Menge Mt*, 

M,,=M~+Mt*. 
Wir setzen der Kiirze halber .. 

~Mf=M*, 
"=1 

.. 
~M**-M** ~ ,,- . 

"=1 
Wir behaupten nun zunachst, daB fiir jedes k die Beziehung Mt = M". M* 

gilt. N ach der Definition der Menge M* ist .. 
(*) M".M*=M".~M~. 

i= 1 

Da je zwei Mengen ]I; fremd sind, ist M" fremd zu allen]I; (i =1= k) und 
daher wegen Ml C M. zu allen Mengen Mi* (i =1= k); es sind also aUe 
Mengen M,,· M.* (i =1= k) leer, und es gilt mithin .. 
(**) M,,' ~ Mi* = M". M~. .=1 
Wegen Mt C M", ist M" . M: = Mt. Also folgt aus (*) und (**) 

M".M*=Mf, 
wie behauptet. Ganz ebenso sieht man ein, daB fiir jedes k die Beziehung 
Mr = M" . M** gilt. 

Die Menge M" ist, wie wir sahen, fUr jedes k ein Fa in A, d. h. Durch
schnitt von A mit einem Fa; derselbe heiBe F". Es gilt also M"=A.·F,,. 
Den beiden bewiesenen Formeln zufolge ist also fiir jedes k 

Mt=A.F".M* und Mt*=A.F,,·M**, 

woraus, da M* C A und M** C A. gilt, folgt 

M: = M* . F" und Mt* = M** . F". 
Es ist also fiir jedes k die Menge M~ Durchschnitt von M* und einem Fa, 
also ein Fa in M* und die Menge Mt* ein Fa in M** . .. 

Die Menge M**, die ihrer Definition zufolge = ~ M:* ist, ist mithin 
"=1 

Summe von abzahlbarvielen hOchstens nulldimensionalen Mengen, von 
denen jede ein Fa in M** ist. Daher ist M** hOchstens nuUdimensional . .. 
Die Menge M*, die ihrer Definition zufolge = ~ Mf ist, ist Summe von 

"=1 
abzahlbarvielen hochstens (n-l)-dimensionalen Mengen, von denen jede 
ein Fa in M* ist. Also ist M* zufolge dem fUr n -1 als giiltig angenom
menen Summensatz hOchstens (n-l)-dimensional. Die Menge A ist also 
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Summe der hochstens nulldimensionalen Menge M** und der hochstens 
(n - 1 )-dimensionalen Menge M* und mithin zufolge der Bemerkung (3) 
hochstens n-dimensional, was wir zu beweisen hatten. 

5. Korollare des Summensatzes. 
Da jede aus einem Punkt bestehende Menge nulldimensional und ab

geschlossen ist, folgt aus dem Summensatz vor allem, dafJ jede abziihlbare 
Teilmenge eines separabeln Raumes nulldimensionalist, und daB, wenn eine 
Menge Meine in M offene abzahlbare Teilmenge M' enthii.lt, M in allen 
Punkten von M' null dimensional ist. 1st also die Menge M im Punkt p 
mehr als nulldimensional, so hat jede Umgebung von p mit Meinen un
abzahlbaren Durchschnitt, womit wir einen zweiten Beweis fUr den Satz 
(von S. 88) haben, dafJ jeder Punkt, in dem die Teilmenge M eines sepa
rabeln Raumes von positiver Dimension ist, Kondensationspunkt von Mist. 

Wir haben im vorigen Abschnitt unter der Voraussetzung, daB der 
Summensatz fur den Fall 1'1 - 1 gilt, in wenigen Worten folgende Be
merkung a) bewiesen: Jede n-dimensionaleMenge eines separabelnRaumes 
ist Summe einer (n -1 )-dimensionalen und einer nulldimensionalen Menge. 
Da wir den Summensatz fur beliebiges 1'1 bewiesen haben, so gilt auch die 
erwahnte Bemerkung IX) fUr beliebiges n. Aus ihr ergibt sich durch voll
standige 1nduktion unmittelbar: Jede hOchstens n-dimensionale Teilmenge 
eines separabeln Rawmes ist Summe von 1'1 + 1 nulldimensionalen Mengen. 
N och einfacher ergab sich (ohne Verwendung des Summensatzes) die Be
merkung /3), daB jede Menge, welche Summe einer hOchstens (1'1 - 1)-di
mensionalen und einer nulldimensionalen Menge ist, hochstens n-dimen
sional ist. Aus ihr ergibt sich durch vollstandige Induktion, dafJ jede 
Menge, welche Sumtne von 1'1 + 1 nulldimensionalen Mengen ist, hOchstens 
n-dimensional ist. Zusammenfassend konnen wir daher sagen: Damit eine 
:1Jfenge hOchstens n-dimensional sei, ist notwendig und hinreichend, dafJ sie 
Summe von 1'1 + 1 nulldimensionalen Mengen sei. Diese Tatsache kann 
offenbar auch ausgedruckt werden als folgender 

ZerspaItungssatz. Eine n-dimensionale Menge eines separabeln Raumes 
ist Summe von 1'1 + 1, aber nicht von weniger als n + 1 nulldimensionalen 
Mengert. 

Beispielsweise ist jede eindimensionale Menge Summe von zwei (aber 
naturIich nicht von weniger als zwei) nulldimensionalen Mengen, eine Tat
sache, die wir im Falle der eindimensionalen Geraden bereits verifiziert 
haben. Denn die Gerade ist Summe der nulldimensionalen Menge aller 
Punkte mit rationaler Koordinate und der nulldimensiollalen Menge aller 
PUllkte mit irrationaler Koordinate. 

1\:1 eng e r, Dimeusionstbeorie 8 
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Wahrend der Summensatz die Dimension einer Summe in Beziehung 
zu den Dimensionen der Summand en setzt unter der Voraussetzung, dal3 
jeder der Summanden in der Summe abgeschlossen oder ein Fa ist, konnen 
wir nun auch leicht eine Abschatzung fiir die Dimension einer Summe 
von beliebigen Summanden gewinnen, namlich folgenden 

Ahschiitzungssatz fUr die Summendimension. Die Summe einer m
dimensionalen und einer n-dimensionalen Menge ist hOchstens (m + n + 1)
dimensional. 

Dieser Satz ist erstens eine unmittelbare Folge des Zerspaltungssatzes. 
Wenn namlich Meine m-dimensionale und N eine n-dimensionale Menge 
ist, so ist M Summe von m + 1 und N Summe von n + 1 nulldimen
sionalen Mengen. Also ist M + N Summe von m + n + 2 nulldimensio
nalen Mengen und daher hochstens (m + n + I)-dimensional. 

Zweitens ergibt sich aber der Abschatzungssatz auch ganz unabhangig 
vom Zerspaltungssatz, d. h. vom Summensatz, durch vollstandige 1nduktion. 
Da cler Satz fur den Fall, dal3 Moder N (-I)-dimensional ist, trivial ist, 
konnen wir annehmen, er sei bewiesen fur den Fall, dal3 m + n :s::; kist. 
Es moge dann eine m'-dimensionale Menge M und eine n'-dimensionale 
Menge N vorliegen, wobei m' + n' = k + 1 ist. 1st p ein Punkt von 
M + N, so liegt p entweder in M und ist dann in beliebig kleinen Um
gebungen enthalten, deren Begrenzungen mit M hOchstens (m' - 1)
dimensionale, also mit M + N auf Grund der Annahme hochstens 
[em' - 1) + n' + 1] = (m' + n')-dimensionale Durchschnitte haben, oder 
p liegt in N, in welchem FaIle man analog schliel3t. Also ist M + N 
hOchstens (m' + n' + I)-dimensional. 

Eine unmittelbare Folge des Abschatzungssatzes ist folgender 
Allgemeiner Ahschiitzungssatz fUr die Summendimension. Die Di

mension einer Summe von k Mengen iibertrifft die Summe der Dimensionen 
der Summanden um hOchstens k - 1. 

Wahrend fur den Fall abgeschlossener Summanden der Summensatz die 
Dimension der Summe exakt bestimmt, namlich gleich der Dimension des 
hochstdimensionalen Summanden, liefert der Abschatzungssatz blol3 eine 
(im allgemeinen naturlich nicht scharfe) obere Schranke fUr die Dimension 
einer Summe. Sicherlich ist diese Schranke, dem Summensatz zufolge, un
scharf, wenn die Summanden in der Summe abgeschlossen sind. Aber auch 
in einem noch allgemeineren Fall gibt der Summensatz eine scharfe Be
stimmung der Dimension der Summe, welche hinter der durch den Ab
schatzungssatz gelieferten Schranke zuruckbleibt; es gilt namlich der Satz: 

1st in einem separabeln Rattm A eine beliebige hOchstens n-dimensionale 
Menge, Beine hOchstens n·dimensionale Menge, welche zugleich Fa und G If 
ist, dann ist die Menge A + B hOchstens n-dimensional. 
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In der Tat, da die Menge B nach Voraussetzuug ein Fa isi, ist Bauch 
ein Fa in der Menge A + B; und da B ein G" ist, ist Bauch ein G" in 
A + B, mithin ist A ein Fa in A + B. Die Menge A + B ist also Summe 
zweier hochstens n-dimensionaler Mengen, von denen jede ein Fa in A + B 
ist. Mithin ist nach dem Summensatz die Menge A + B hOchstens n-di
mensional. 

Wir konnen die eben bewiesene Bemerkung auch in folgender Form 
aussprechen: 

Wird su einer beliebigen n-dimensionalen Menge A eines separabeln 
Raumes eine hOchstens n-dimensionale Menge, die sugleich Fa und G" ist, 
hinzugefiigt, so wird die Dimension von A nicht erhOht. 

Insbesondere ist jede abgeschlossene Menge eines separabeln Raumes zu
gleich Fa und G". Ganz speziell ist femer eine Menge, die aus einem ein
zigen Punkt besteht, abgeschlossen, so daB also im Bewiesenen der Satz 
enthalten ist: 

Die Dimension einer nichtleeren Menge eines separabeln Raumes wird 
durch Hinzufiigung eines Punktes nicht veriindert. 

Aus dieser Bemerkung ergibt sich folgendes: Laut Definition der n-di
mensionalen Mengen ist eine Menge M hochstens n-dimensional, wenn sie 
in allen ihren Punkten (in allen Punkten von M) hOchstens n-dimensional 
ist, wenn namlich jeder Punkt der Menge M in beliebig kleinen Um
gebungen enthalten ist, deren Begrenzungen mit M hOchstens (n - 1)
dimensionale Durchschnitte haben. 1st nun Meine hochstens n-dimen
sionale Menge eines separabeln Raumes und p ein beUebiger Punkt des 
Raumes (der zu M gehOren mag oder nicht), so ist nach dem Bewiesenen 
auch die Menge M + (p) hochstens n-dimensional, also insbesondere im 
Punkt p hOchstens n-dimensional. Folglich ist auch die Menge M, als 
Teilmenge der Menge M + (p), im Punkte p hOchstens n-dimensional, und 
wir sehen also: Eine hochstens n-dimensionale Menge eines separabeln 
Raumes ist (nicht nur, wie definitionsmaBig feststeht, in ihren eigenen, 
sondem) in allen Punkten des Raumes hochstens n-dimensional. Speziell 
ist eine nicht-abgeschlossene hochstens n-dimensionale Menge Mauch in den 
nicht zu M gehOrigen Haufungspunkten von M hOchstens n-dimensional. Es 
ware demnach mit unserer Definition der Dimension vQn Teilmengen eines 
separabeln Raumes inhaltlich gleichbedeutend, wenn wir festgesetzt hatten: 

Eine Menge M eines separabeln Raumes heifJt hOchstens n-dimensional, wenn 
jeder Punkt des Raumes in beliebig kleinen Dmgebungen enthalten ist, deren 
Begrenzungen mit M hOchstens (n - 1 )-dimensionale Durchschnitte haben. 

Uberdies kann man dieses Resultat auch dahin aussprechen, dafJ ein 
mehr als einen Punkt enthaltender separabler Raum durch Weglassung 
eines einsigen Punktes seine Dimension niche vermindert. 

8* 
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Wir lei ten nun aus dem Summensatz noch eine andere U mformung der 
Dimensionsdefinition her. Ein Raum hei13t hochstens n-dimensional, wenn 
jeder Punkt ill beliebig kleinen Umgebungen mit hochstens (n - l)-dimen
sionalen Begrenzungen enthalten ist. Wir wollen nun zeigen, daB in einem 
n-dimensionalen Raum jede abgeschlossene Menge in beliebig kleinen Um
gebungen mit hOchstens (n - l)-dimensionalen Begrenzungen enthalten 
ist. Da umgekehrt jede aus einem einzigen Punkt bestehende Menge ab
geschlossen ist, so ist, sob aid wir die eben ausgesprochene Behauptung be
wiesen haben, gezeigt, da13 folgende Definition mit jener, von der wir aus
gegangen sind, aquivalent ist: 

Ein Raum heifJt hOchstens n-dimensional, wenn jede abgeschlossene Teil
menge in beliebig Heinen Umgebungen mit hOchstens (n -l)-dimensionalen 
Begrenzungen enthalten ist. 

Zum Beweis sei A irgendeine vorgelegte abgeschlossene Teilmenge 
eines n-dimensionalen separabeln Raumes. Wir haben zu zeigen: 1st U 
irgendeine Umgebung von A, so existiert eine Umgebung V von A mit 
hOchstens (n - l)-dimensionaler Begrenzung, die C U ist. 

Unmittelbar klar ist dies fur den Fall, da13 A kompakt ist. Denn ordnen 
wir jedem Punkt von A eine Umgebung C U mit hOchstens (n - l)-di
mensionaler Begrenzung zu, so enthalt dieses Uberdeckungssystem, falls A 
kompakt ist, nach dem Uberdeckungstheorem fur kompakte Mengen end
lichviele A uberdeckende offene Mengen, etwa Wl1 W2 , ••• , Wk' Die 

k 

offene Menge ~ Wj ist eine Umgebung von A, die C U ist und fur deren 
i=l 

Begrenzung nach dem Additionssatz fur Begrenzungen offener Mengen 

die Beziehung gilt B (..:j: u;) C ~ B( Ui ), deren Begrenzung also, da jede 

der Mengen B(Uj ) hOchstens (n-1)-dimensional ist, nach dem Summen
satz hOchstens (n - 1 )-dimensional ist. 

Wenn A nicht kompakt ist, mu13 dieser Schlu13 modifiziert werden. Wir 
ordnen dann jedem Punkt p des Raumes eine Umgebung U(p) gemaB 
folgenden Bedingungen zu: a) Wennp inA liegt, so wahlen wir U(p)C U; 
(j) Wennp nicht inAliegt, so wahlen wir U(p) zuA fremd. Das so bestimmte 
Uberdeckungssystem von A enthalt nach dem Uberdeckungstheorem fur Teil
mengen separabler Raume abzahlbarviele A uberdeckende offene Mengen, 
etwa die Mengen { ~} (i = 1,2, ... ad inf.). Jede dieser Mengen, welche 
mit A einen nichtleeren Durchschnitt hat, ist wegen der Bedingungen a) 

j-1 

und (j) C U. Wir setzen W~ = WlI W; = W j - Wj . ~Wj(i= 2,3, ... ad inf.) 
j=l 

und erhalten dadurch eine Folge von paarweise fremden offenen Mengen 
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mit hochstens (n -1 )-dimensionalen Begrenzungen (vgl. S. 106). Bezeichnet 
W die Summe jener Mengen W;, welche mit A Punkte gemein haben, so 
ist W eine Umgebung von A, die C U ist. Die Begrenzung von Wist nach 

dem oben (S. 108) durchgefiihrten SchluB zur Menge ~ W; fremd, also 
roo i=l 

Teil der Menge ~ B(W;), also hochstens (n - l)-dimensional, da die 
i=l 

Mengen B( W;) hOchstens (n-1 )-dimensional und abgeschlossen sind und 

daher ~ B( W;) nach dem Summensatz hOchstens (n -1 )-dimensional ist. 
i=l 

Dieses Ergebnis liiBt sich noch in anderer Form aussprechen: Sind U 
und V zwei offene Mengen eines n-dimensionalen Raumes, fur welche 
U <t: V gilt, so existiert dem Bewiesenen zufolge eine Umgebung W der 
Menge U, welche C V ist und eine hOchstens (n - 1) -dimensionale Be
grenzung besitzt. '\Vir sehen also, daB in einem n-dimensionalen Raum 
die offenen Mengen mit hochstens (n - l)-dimensionalen Begrenzungen 
in gewissem Sinne dicht liegen: Sind U und V irgend zwei offene lJIengen 
eines n-dimensionalen Raumes, von denen die eine in der anderen im schiir
feren Sinn enthalten ist, dann existiert eine offene Menge mit hOcltstens 
(n - 1 )-dimensionaler Begrenzung zwischen U und V. 

In noch einer anderen Form liiBt sich dieses Ergebnis aussprechen, wenn 
wir folgende Definition einfuhren: Zwei zueinander fremde abgeschlossene 
Mengen A und B des Raumes R heiBen durch die Menge C getrennt, 
wenn R - 0 Summe von zwei fremden in R - C abgeschlossenen Mengen 
ist, '1:on denen die eine A, die andere B enthiilt. Unter Verwendung dieser 
Definition kann unser obiges Resultat ausgesprochen werden in der Form 
von folgendem 

Trennbarkeitssatz. Damit ein separabler Raum hOchslens n-dimensional 
sei, ist notwendig und hinreichend, da(J je zwei abgeschlossene fremde Teil
mengen durch eine hOchstens (n -1 )-dimensionale Menge trennbar seieno 

Zum Beweise der N otwendigkeit der Bedingung seien A und B zwei 
fremde abgeschlossene Teilmengen des hochstens n-dimensionalen Raumes 
Ro Auf Grund unseres obigen Resultates existiert zu der abgeschlossenen 
Menge A und der offenen Menge R - B ::> A eine offene Menge U mit 
hOchstens (n - 1 )-dimensionaler Begrenzung, fur welche A CUe R - B 
gilt. Die Mengen A und B werden durch die hOchstens (n - l)-dimen
sionale Menge B( U) getrennt, denn es ist R - B( U) = U + (R - U), 
wobei U::> A, R - U ::> B gilt und wobei U und R - U in R - B( U) 
abgeschlossen sind. - DaB die Bedingung hinreichend ist, ist klar. Denn 
sei in einem Raum, in dem je zwei fremde abgeschlossene Mengen durch 
eine hochstens (n-l )-dimensionale Menge trennbar sind, p ein vorgelegter 
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Punkt und U(p) eine vorgelegte Umgebung von p. Es sei dann Meine 
hochstens (n - 1 )-dimensionale Menge, welche die abgeschlossenen Mengen 
(p) und R - U (p) trennt, fur welche also R - M = V + W gilt, wo V:::> (p) 
nnd W:::> R -- U(p) fremd und in R - JJI abgeschlossen sind. Dann ist 
R - W eine Umgebung von p, die C U(p) ist und deren Begrenzung 
C M, also hOchstens (n -- 1 )-dimensional ist. Der Raum ist also in jedem 
vorgelegten Punkt p hOchstens n-dimensional. 

Ein anderes Korollar des Summensatzes, auf das wir im folgenden an 
einer Stelle (S. 132) Bezug nehmen werden, ist der 

Satz von gleichdimensionalen G If"Hiillen. Ist Meine n-dimensionale 
Teilmenge eines separabeln Raumes, so existiert eine n - dimensionale 
Go-Menge des Raumes, welche M als Teilmenge enthiilt. 

Erster Beweis. (Durch Zuruckfuhrung auf den Zerspaltungssatz.) Der 
Satz gilt zunachst fur den Fall n = O. Sei namlich Meine nulldimensio
nale Teilmenge eines separabeln Raumes. Es existiert (vgl. S. 90) ein ab
zahlbares unbegrenzt feines Uberdeckungssystem U von M, bestehend aus 
offenen Mengen, deren Begrenzungen zu M fremd sind. Es seien etwa 
{ Uk I (k = 1, 2, ... ad inf.) die in eine Folge geordneten Mengen von U. 
Mit Bk bezeiehnen wir die (zu M fremde) Begrenzung von Uk. Die 
Menge Galler Punkte des Raumes, welche in beliebig kleinen Um
gebungen von U enthalten sind, ist dem Satz von den Gleichwertigkeits
teilen (S. 68) zufolge ein Go' Es bezeichne K das Komplement der Menge 
~ ~ 

~ B". Die Menge ~'Bk ist, da jedes B" abgeschlossen ist, ein Fa. Die 
1=1 "=1 

Menge Kist also, als Komplement eines Fa' ein Go. Es ist mithin auch 
die Menge G· K als Durchschnitt zweier Go ein Go' Da U nach Voraus
setzung ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von JJI ist, so ist jeder 
Punkt von M in beliebig kleinen Umgebungen des Systems U enthalten, 
und es gilt daher MeG. Da jede der Mengen B" zu M fremd ist, gilt 
Me K. Es ist also MeG· K. Wir zeigen noch, daB die M enthaltende 
Go-Menge G· K null dimensional ist. Dies folgt daraus, daB jeder Punkt 
von G, also jeder Punkt von G· K, in beliebig kleinen Umgebungen 
des Systems U enthalten ist und daB die Begrenzungen der Mengen des 
Systems U zu K, also erst recht zu G· K fremd sind. Die Menge G· K 
ist also ein nulldimensionales Go, welches M als Teil enthiilt, womit der 
Fall n = 0 des Satzes erledigt ist. 

Es sei nun Meine n-dimensionale Teilmenge eines separabeln Raumes. 
Der einen Haifte des Zerspaltungssatzes zufolge ist M Summe von n + 1 
nulldimensionalen Mengen. Jede dieser n + 1 nulldimensionalen Mengen 
ist (dem eben bewiesenen Spezialfall n = 0 des Satzes zufolge) in einem 
nulldimensionalen Go enthalten. Die Summe dieser n + 1 Go-Mengen 
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ist ein Go, welches nach der andem Halfte des Zerspaltungssatzes hOch
stens n-dimensional ist, welches femer M als Teilmenge enthalt und da
her auch mindestens n-dimensional ist. Damit ist ein M enthaltendes 
n-dimensionales Go aufgewiesen. 

Zweiter Beweis. (Durch direkte Anwendung des Summensatzes.) Der 
Satz ist trivial fur n = - 1. Wir nehmen an, es sei bereits bewiesen, daB 
j ede hochstens (n - 1 )-dimensionale Teilmenge eines separabeln Raumes Tei! 
eines hochstens (n - 1)-dimensionalen Go sei. Es sei dann eine n-dimen
sionale Menge M gegeben. Es existiert ein abzahlbares unbegrenzt feines 
Uberdeckungssystem U von M bestehend aus ofl'enen Mengen, deren Be
grenzungen mit M hochstens (n-l)-dimensionale Durchschnitte haben. 
Es seien { Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) die in eine Folge geordneten Mengen 
von U, und es bezeichne B" die Begrenzung von U". Die Menge Galler 
Punkte des Raumes, die in beliebig kleinen Umgebungen des Systems U 
enthalten sind, ist dem Satz von den Gleichwertigkeitsteilen zufolge 
ein Go. Da wir den zu beweisenden Satz fur n - 1 als gultig annehmen, 
so existiert zu jeder der hOchstens (n - 1) - dimensional en Mengen 
M· B" (k = 1,2, ... ad inf.) ein sie als Teil enthaltendes hochstens 
(n - 1)-dimensionales Go, welches ,vir mit G" bezeichnen wollen. Fur 
jedes kist Gk ein Go, daher B" - G"· Bk ein Fa in der abgeschlossenen 

00 

Menge B", also ein Fa. Demnach ist auch die Menge ~(Bk_ G"· B") 
"=1 

ein Fa. Bezeichnen wir mit K das Komplement der letztgenannten Menge, 
so ist K ein Go. Die Menge G· Kist hochstens n-dimensional, denn 
jeder ihrer Punkte ist in beliebig kleinen Umgebungen des Systems U 
enthalten, und fUr jede Menge B" gilt zufolge der Definition von K die 
Beziehung B" . KeG", so daB also jede der Begrenzungen von den Mengen 
des Systems U mit K und daher erst recht mit G· K einen hochstens 
(n - 1) -dimensionalen Durchschnitt hat. Die Menge G . Kist also ein M 
enthaltendes hochstens n-dimensionales Go. 

Historisches. Fiir den Zerspaltungssatz hinsichtlich kompakter Raume gab 
Urysohn (Fund. Mathem. 8, S.316) einen allerdings recht komplizierten Beweis. 
Fiir beliebige separable Raume wurde der Satz von Hurewicz (Math. Ann. 96, 
1927, S. 761) in der oben angegebenen Weise auf den Summensatz zUriickgeIdhrt 
und von Tumarkin (Math. Ann. 98, 1928, S.641, vgl. auch Proc. Acad. Amster
dam 28, 1925, S. 996) umstandlicher bewiesen. Der Abschatzungssatz findet sich bei 
Urysohn (Fundam. Mathem. 8, S. 317) und Hurewicz (a. a. 0., S.761). Letzterer 
gab (a. a. 0.) die scharfe Schranke Idr den Fall, dall einer der beiden Sum
manden zugleich Fa und Go in der Summe ist, nebet den Konsequenzen dieser 
Tats ache an. Dall eine n-dimensionale Menge durch Hinzufiigung eines einzelnen 
Punktes ihre Dimension nicht andert, wurde auch von Tumarkin (Math. Ann. 98, 
S. 640) bewiesen. DaB die ofi'enen Mengen mit hOchstens (n -l)-dimensionaler Be
grenzung in einem n-dimensionalen kompakten oder halbkompakten Raum dicht 
liegen, habe ich (Monatshefte f. Mathem. u. Phys. 34, 1924, S. 150) bewiesen. Der 
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aus dieser Tatsache sich ergebende Tl'ennbarkeitssatz wurde lUr kompakte und 
halbkompakte Raume von Brouwer (Proc. Acad. Amsterdam 27, 1924, S. 635) auf 
den Summensatz zurlickgelUhrt, lUr kompakte Raume von Urysohn (Fund. Ma
them. 8, S.328), flir beliebige separable Raume von Hurewicz (Math. Ann. 96, 
S. 763) und Tumarkin (Math. Ann. 98, S.653) bewiesen. Flir den Satz von den 
gleichdimensionalen G,fHlillen gab Tumarkin (Math. Ann. 98, S.653) einen (flir 
den Fall n = 0 ziemlich komplizierte Hilfsmittel verwendenden) Beweis. Der zweite 
oben angeftihrte Beweis (und der erste flir den Fall n = 0) stammt von Hurewicz 
(vgl. Proc. Ac. Amsterdam 30, S. 139 f.), die Zurlickfdhrung der FaIle n> 0 auf den 
Fall n = 0 mit Hilfe des Zerspaltungesatzes von Tumar kin (Math. Ann. 98, S. 654). 

6. Die rational n-dimensionalen Raume. - Normalbereiche. 
Eine n-dimensionale Menge ]{ ist dem Zerspaltungssatz zufolge Summe 

von n + 1 nulldimensionalen Mengen. Einer dieser Summanden kann ab
zahlbar sein, wie es z. B. flir den eindimensionalen Rl der Fall ist, welcher 
Summe der nulldimensionalen Menge aller irrationalen und der abzahl
baren Menge aller rationalen Punkte ist. Es kann aber nicht mehr als 
einer der n + 1 nulldimensionalen Summanden abzahlbar sein. Denn 
wenn M Summe ist von n + 1 nulldimensionalen Summanden, unter 
denen sich a abzahlbare Mengen befinden, so ist die Summe dieser a ab
zahlbaren Mengen abzahlbar, also nulldimensional, die Menge Mist folg
lich Summe von n+l-(a-l)=n-a+2 nulldimensionalen Mengen, also 
fur a ::?: 2 weniger als n-dimensional. Wir bezeichnen eine n-dimensionale 
Menge, welche Summe von n + 1 nulldimensionalen Mengen ist, unter denen sich 
eine abziihlbare Menge befindet, als rational n-dimensional. Insbesondere 
sind also die abzahlbaren Mengen und nur diese rational nulldimensional. 

Jede Teilmenge einer rationalen n-dimensionalen Menge ist hochstens 
n-dimensional und, falls sie n-dimensional ist, so rational n-dimensional. Wir 
nennen eine Menge, welche entweder rational n-dimensional oder weniger als 
n-dimensional ist, hochstens rational n-dimensional. Es ist also jede Teil
menge einerrational n-dimensionalen Menge hochstens rational n-dimensional. 

Fur die rational n-dimensionalen Mengen ist der Abschatzungssatz 
(S. 114) einer starken Verscharfung fahig. Sei namlich M Summe von k 
Mengen Mi, M2 , ••• Mkl mit den resp. Dimensionen nil n2 , ••• nk • Die 
Menge M; ist Summe von n; + 1 nulldimensionalen Mengen. Falls unter 

k 

den k Mengen r rationaldimensional sind, so sind unter den ~ ni + k 
i= 1 

nulldimensionalen Summanden von M r abzahlbare Mengen vorhanden, 
deren Summe abzahlbar, also nulldimensional ist. Es ist dann also die 

k 

Menge M Summe von ~ n; + 7c - r + 1 nulldimensionalen Mengen und .= 1 

daher hOchstens (J:. n; + k - r )-dimenSionai. Es gilt mithin folgender 
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Verscharfter Abschatzungssatz fur die Summendimension. Die Di
mension einer Summe von k Mengen ubertrifft die Summe der Dimensionen 
der Summanden um hochstens k - 1 und im Falle, dafJ sich unter den 
Summanden r rationaldimensionale Mengen befinden (r> 0), um hOchstens 
7c-r. 

Z. B. ist also die Dimension einer Summe von k rationaldimensionalen 
Mengen hOchstens gleich der Summe der Dimensionen der Summanden. 
Auch diese Schranke ist natiirlich nicht notwendig scharf. Ein Fall, in 
welchem sie sicher unterschritten wird, liegt vor, wenn die Summanden 
in der Summe abgeschlossen sind. 

Die Summe einer Folge von rational n-dimensionalen Mengen, von 
denen jede in der Summe abgeschlossen ist, ist dem Summensatz zufolge 
n-dimensional. Wir wollen nun zeigen, daJ3 eine solche Summe rational 
n-dimensional ist, d. h. wir beweisen folgenden 

Summensatz fur rationaldimensionale Mengen. Die Summe von ab
ziihlbarvielen hOchstens rational n-dimensionalen M engen, von denen jede 
in der Summe abgeschlossen ist, ist hOchstens rational n-dimensional. 

Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial, da die Summe von abzii.hlbarvielen 
abziihlbaren Mengen abzii.hlbar ist. Fiir n >0 leiten wir den Summensatz 
fiir rational n-dimensionale Mengen aUB dem gewohnlichen Summensatz fiir 
den Fall n -1 her. Es sei {Ai} (k = 1,2, ... ad inf.) eine Folge von hOchstens 

00 

rational n-dimensionalen Mengen, von denen jede in der Menge A =~ Ai 
.1:=1 .1:-1 

abgeschlossen ist. Setzen wir Ml = AI, Mk = Ak - Ak • ~ Ai, so gilt 
00 .=1 

A = ~ M;, wobei die Mengen Mk (vgl. S.111) paarweise fremde Fa-Mengen 
.=1 

in A sind. Jede Menge Mk ist hochstens rational n-dimensional, also 
Summe einer hOchstens (n - l)-dimensionalen Menge Mf und einer ab
zii.hlbaren Menge M:*. Wir setzen 

00 00 

M*=~Mf, M**=;SMf*. 
k=1 .1:=1 

Dann gilt A = M* + M**. Die Menge M** ist abzii.hlbar, jede der 
Mengen Mf ist (vgl. S.112) ein Fa in M*. Also ist M* Summe von ab
zii.hlbarvielen hOchstens (n - l)-dimensionalen Mengen, von denen jede 
ein Fa in M* ist, und daher nach dem Summensatz hochstens (n - 1)
dimensional. Die Menge A ist die Summe der hOchstens (n - l)-dimen
sionalen Menge M* und der abzii.hlbaren Menge M**, also hOchstens. 
rational n-dimensional, wie behauptet. 
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Aus dem Summensatz fiir rationaldimensionale Mengen ergibt sich, da6 
fiir die rationaldimensionalen Mengen auch folgtlnde von der Zerspaltungs
eigenschaft unabhiingige rekursive Definition moglich ist: 

Ein Raum hei/3t hOchstens rational n-dimensional, wenn jeder Punkt in 
beliebig kleinen Umgebungen mit hOchstens rational -en - 1 )-dimensionalen 
Begrenzungen enthalten ist. Eine Menge M hei/3t hOchstens rational n-diUien
sional, wenn jeder Punkt in beliebig kleinen Umgebungen enthalten ist, 
deren Begrenzungen mit M hOchstens rational (n - 1 )-dimensionale Durch
schnitle haben. Rational nulldimensional hei/3en die abzahlbaren Raume 
und Mengen und nur diese. 

Zum. Beweis der Aquivalenz dieser Definition mit der friiheren zeigen 
wir erstens: Wenn jeder Punkt des n-dimensionalen Raumes R in beliebig 
kleinen Umgebungen mit hOchstens rational (n - 1)-dimensionalen Be
grenzungen enthalten ist, dann ist R Summe einer (n - 1 )-dimensionalen 
und einer abziihlbaren Menge. Das unbegrenzt feine Uberdeckungssystem des 
Raumes, bestehend aus den ofl'enen Mengen mit hOchstens rational (n - 1)
dimensionalen Begrenzungen enthalt niimlich nach dem verfeinerten Uber
deckungstheorem fiir separable Raume ein abzahlbares unbegrenzt feines 
Uberdeckungssystem. Es seien { Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) die in eine Folge 
geordneten Mengen dieses abzahlbaren unbegrenzt feinen Uberdeckungs-

CD 

systems. Die Menge ~ B( Uk) ist Sum me von abziihlbarvielen hochstens 
k=1 

rational (n - 1)-dimensionalen abgeschlossenen Mengen, also nach dem 
Summensatz hochstens rational (n - 1)-dimensional. Das Komplement 

CD 

dieser Menge, d. h. die Menge R - ~ Be~) ist hOchstens nulldimensional. 
k=1 

Denn jeder Punkt dieser Menge ist in beliebig kleinen Umgebungen der 
Folge {Uk} enthalten, also in beliebig kleinen Umgebungen, deren Be-

CD CD 

grenzungen C ~B(Uk) und daher zur Menge R - ~B(~) fremd sind. 
k=1 k=1 

Durch die Formel R=k~B(Uk)+ (R-~B(Uk») ist R demnach als 

Summe einer hOchstens rational (n -1 )-dimensionalen Menge M und einer 
nulldimensionalen Meng~ N dargestellt. Mist Summe einer hochstens 
(n - 2)-dimensionalen Menge M' und einer hOchstens abziihlbaren (evtl. 
leeren) Menge A. Die Menge M' + N ist hOchstens (n -1)-dimensional. 
Durch die Formel R = (M' + N) + A wird also R als Sum me einer ab
ziihlbaren und einer hOchstens (n -1)-dimensionalen Menge dargestellt. 

Wir zeigen zweitens: Wenn der Raum R Summe von n + 1 nulldimen
sionalen Mengen ist, unter denen sich eine abzahlbare Menge befindet, so 
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ist jeder Punkt von R in beliebig kleinen Umgebungen mit hOchstens 
rational en - 1 )-dimensionalen Begrenzungen enthalten. Sei niimlich p 
irgendein Punkt von R und Meiner der n unabziihlbaren nulldimensio
nalen Summanden von R. Die Menge M + (p) ist (vgl. S.115) nulldimen
sional; also ist p in beliebig kleinen Umgebungen enthalten, deren Be
grenzungen zu M fremd sind, deren Begrenzungen also Teilmengen der 
hOchstens rational (n - l)-dimensionalen Menge R - M sind, womit 
die Behauptung bewiesen ist. 

Auf Grund des Satzes von den Teilmengen (S. 81) und des Summen
satzes besitzt das System der hOchstens n-dimensionalen Teilmengen eines 
separabeln Raumes die beiden folgenden Eigenschaften: Es enthiilt erstens 
neben jeder Menge auch aile Teilmengen derselben. Es enthiilt zweitens 
neben jeder Folge von Mengen, von denen jede in der Summe ab
geschlossen ist, auch die Summe dieser Mengenfolge. Analoge Eigen
schaften besitzt, dem Bewiesenen zufolge, das System der rational hOch
stens n-dimensionalen Mengen. Es heiI3t allgemein ein System von Teil
mengen eines separabeln Raumes ein Normalbereich von Mengen, wenn 
das System erstens neben jeder seiner Mengen alle Teilmengen derselben 
und zweitens neben jeder Folge von Mengen, von denen jede in der Summe 
abgeschlossen ist, die Summe dieser Mengenfolge enthiilt. Wir bedienen 
uns femer folgender Ausdrucksweise: 1st 91 ein vorgelegtes System von 
Teilmengen eines separabeln Raumes, so heiI3t die Teilmenge M des 
Raumes dem System 91 ubergeordnei, falls jeder Punkt von M in beliebig 
kleinen Umgebungen enthalten ist, deren Begrenzungen mit M Durchschnitte 
haben, die dem System angehOren. Beispielsweise sind also die null
dimensionalen Mengen gerade jene Mengen, welche dem aus der einzigen 
leeren Menge bestehenden Mengensystem iibergeordnet sind; die hOch
stens n-dimensionalen Mengen sind die dem System der hochstens (n - 1)
dimensional en Mengen iibergeordneten Mengen. Das System alIer einem 
gegebenen Mengensystem 91 iibergeordneten Mengen bezeichnen wir auch 
als das dem System 91 ubergeordnete Mengensystem. Es gilt in dieser 
Audrucksweise folgender 

Hauptsatz fiber Normalbereiche. Das einem Normalbereich uber
geordnete Mengensystem ist ein Normalbereich. 

Wir bezeichnen das einem vorgelegten Normalbereich 91 iibergeordnete 
Mengensystem mit 91* und beweisen zuniichst zwei Bemerkungen, welche 
den Bemerkungen IX) und {j) von S. 110 analog sind: 

1X\Jl) Jede Menge des Systems 91 * ist Summe einer Menge aus 91 und 
einer hOchstens nulldimensionalen Menge. Sei niimlich A eine vorgelegte 
Menge des Systems 91, eine Menge also, von welcher jeder Punkt in be
liebig kleinen Umgebungen enthalten ist, deren Begrenzungen mit A. 
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Durchschnitte haben, die dem System 91* angehoren. Das unbegrenzt 
feine Uberdeckungssystem von A bestehend aus den ofl'enen Mengen, 
deren Begrenzungen mit A Durchschnitte haben, die dem System 91 an
gehOren, enthalt nach dem verfeinerten Uberdeckungstheorem fiir Teil
mengen separabler Raume ein abzahlbares unbegrenzt feines Uberdeckungs
system von A. Es seien {Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) die in eine Folge 
geordneten ofl'enen Mengen dieses abzahlbaren unbegrenzt feinen Uber-

00 

deckungssystems. Dann ist die Menge A . ~ B( U,,) Summe von abzahlbar-
k=l 

vielen in ihr abgeschlossenen Mengen, welche dem System 91 angehOren 
und folglich, da 91 ein Normalbereich ist, eine Menge des Systems 91. 

00 

Die Menge A - A . ~ B( U,,) ist hOchstens nulldimensional, denn jeder 
k=l 

Punkt dieser Menge ist in beliebig kleinen Umgebungen enthalten, deren 
00 

Begrenzungen mit A Durchschnitte besitzen, die CA· ~ B( Uk) sind, 
00 k=l 

deren Begrenzungen also zur Menge .A - A . ~ B (U,,) fremd sind. Da-
k=l 

mit ist die gewiinschte Zerspaltung von A angegeben. 
pgt) Eine Menge, welche Summe von einer Menge aus 91 una einer hOch

stens nulldimensionalen Menge ist, gehOrt dem System 91* an. Sei namlich 
Meine vorgelegte Menge, welche Summe der Menge N aus 91 und der 
hOchstens nulldimensionalen Menge Mo ist. 1st p irgendein vorgelegter 
Punkt von M, so ist (vgl. S. 115) die Menge Mo + (p) nulldimensional, 
d. h. p ist in beliebig kleinen Umgebungen enthalten, deren Begrenzungen 
zu Mo fremd sind, also mit M Durchschnitte besitzen, die Teilmengen 
von N sind. Da N dem Normalbereich 91 angehOrt, gehOit auch jede Teil
menge von N dem System 91 an. Der Punkt p ist also in belie big kleinen 
Umgebungen enthalten, deren Begrenzungen mit M Durchschnitte haben, 
welche dem System 91 angehOren, d. h. die Menge Mist dem Normal
bereich 91 iibergeordnet, wie behauptet. 

Es sei nun 91 ein vorgelegter Normalbereich, 91* das ihm iibergeordnete 
Mengensystem. Zum Beweise des Hauptsatzes iiber Normalbereiche ist 
zu zeigen, da13 91* ein Normalbereich ist. 1st erstens M irgendeine Menge 
aus 91*, eine Menge also, von welcher jeder Punkt in beliebig kleinen 
Umgebungen enthalten ist, deren Begrenzungen mit M Durchschnitte be
sitzen, die zu 91 gehOren, - dann gehOrt ofl'enbar auch jede Teilmenge 
von M dem Normalbereich 91* an. 1st zweitens {A,,} (k = 1, 2, ... ad inf.) 
eine gegebene Folge von Mengen des Systems 91*, von denen jede in der 

00 

Menge ~ A" abgeschlossen ist, so haben wir zu zeigen, da13 auch die 
"=1 00 

Menge A = ~ A" dem System 91* angehort. Wir setzen zunachst 
"=1 
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k-1 

B1 = Al1 Bk = Bk - B". ~ B •. Die Mengen B" sind dann paarweise 
;=1 

fremde Fa, die als Teilmengen der Mengen A" dem Normalbereich 91* 
angehOren. Zufolge der Bemerkung IX!Jt) ist fiir jedes natiirliche k die 
Menge B" Summe einer Menge BT des Normalbereiches 91 und einer 

"" 
hOchstens nulldimensionalen Menge Bt*. Setzen wir B* = ~ B"t, 

.. k=l 

B** = ~ Br, so gilt A = B*+ B**. Fiirjedes natiirliche kist (vgl. S. 67) 
"=1 

die Menge B: ein Fa in B*, die Menge Bt* ein Fa in B**. Die Menge 
B** ist als Summe der abziihlbarvielen hochstens nulldimensionalen 
Mengen B:* nach dem Summensatz fiir nulldimensionale Mengen bOch
stellS nulldimensional. Die Menge B* ist Summe von abziihlbarvielen 
Mengen des Systems 91, von denen jede ein Fa in B* istj also Summe von 
abziihlbarvielen Mengen des Systems 91, von denen jede in B* abgeschlossen 
ist, und gehort mithin, da 91 ein N ormalbereich ist, dem System 91 an. 
Die Menge A ist also Summe der Menge B* des Systems 91 und der 
hOchstens nulldimensionalen Menge B** und daher nach Bemerkung (J!Jt) 
eine Menge von 91*, wie behauptet. Damit ist der Hauptsatz iiber Normal
bereiche bewiesen. 

Die hochstens n-dimensionalen Teilmengen eines separabeln Raumes 
bilden jenen Normalbereich, der durch n-malige Bildung von iibergeord
neten N ormalbereichen aus dem N ormalbereich der hOchstens nulldimen
sionalen Mengen entsteht. Die hOchstens rational n-dimensionalen Mengen 
bilden jenen N ormalbereich, der durch n Mal iterierlen Ubergang zu iiber
geordneten Normalbereichen aus dem Normalbereich der abziihlbaren 
Mengen hervorgeht. Beispiele von Normalbereichen sind femer das System 
aller Teilmengen eines Raumes, die mit Bezug auf den Raum von erster 
Kategorie (d. h. Summe von abziihlbarvielen im Raum nirgendsdichten 
Mengen) sind, sowie das System aller Teilmengen eines Raumes, welche 
Summe von abziihlbarvielen endlichdimensionalen (also von abziihlbarvielen 
nulldimensionalen) Mengen sind. 

Historlsches. Die rational n-dimensionalen Mengen wurden von mir (Wiener 
Akad. Anz. 1928, Nr. 1) eingefdhrt und untersucht. Mengen, deren samtliche Punkte 
in beliebig kleinen Umgebungen mit irgendeiner Eigenscha(t enthalten sind, ins
besondet:e in Umgebungen, deren Begrenzungen eine gewisse Eigenschaft haben, 
wurden von mir (Math. Ann. 95, S. 281) betrachtet. Insbesondere entwickelte ich 
~a. a. O. und Jahresber. d. Deutsch. Matllem.-Ver. 35, S. 134) Zusammenhange zwischen 
Additivitatseigenschaften von Mengensystemen und Struktureigenschaften der Mengen 
des iibergeordneten Mengensystems. Dieser Gedanke wurde unabhangig auch von 
Hurewicz (Math. Ann. 96, S. 736) entwickelt, welcher (a. a. 0.) den Begriff des 
Normalbereiches von Mengen einfdhrte und den Hauptsatz iiber Normalbereiche 
in der angegebenen Art bewies. 



IV. Theorie der dimensionellen Raumstruktur. 

1. Die Dimensionsteile. 
Ein Raum kann, wie wir wissen, in verschiedenen Punkten verschieden

dimensional sein. 1st ein Raum R und eine natiirliche Zahl n gegeben, so 
bezeichnen wir die Menge aller Punkte von R, in denen R mindestens 
n-dimensional ist, mit R". Die Menge aller Punkte von R, in denen R 
keine endliche Dimension besitzt, bezeichnen wir mit 1l:'. Da ein Raum 
in jedem seiner Punkte mindestens nulldimensional ist, gilt R 0 = R. 1st 
der Raum R im Punkt p mindestens n-dimensional, so ist R, falls m eine 
naturliche Zahl < n ist, erst recht mindestens m-dimensional im Punkte p. 
Sind also m und n zwei natiirliche Zahlen, fur welche m < n gilt, so ist 
Rn C Rm. 

In jedem Raum R existiert also eine monoton abnehmende Folge von 

Mengen R = RO :::> Rl :::> R2 :::> •.• :::> Rn :::> ••• :::> 1l:'. 

Wir nennen diese Teilmengen von R die Dimensionsteile von R. Die 
Menge Rn solI der nte Dimensionsteil von R heiBen. Ein Raum ist hOch
stens n-dimensional, wenn sein (n + l)ter Dimensionsteil leer ist. Ein 
Raum ist mindestens n-dimensional, wenn sein n ter Dimensionsteil nicht 
leer ist. Ein Raum ist demnach n-dimensional, wenn sein (n + l)ter, 
nicht aber sein n ter Dimensionsteil leer ist. 

1st Meine Teilmenge des Raumes R, so bezeichnen wir mit MOl die 
Menge aller Punkte von M, in denen M mindestens n-dimensional ist und 
nennen diese Menge den nten Dimensionsteil von M. Die Menge aller 
Punkte der abgeschlossenen Riille M, in denen M mindestens n- dimen
sional ist, bezeichnen wir mit MlJ. und nennen diese Menge die nte Dimen
sionshiille von M. Fiir eine abgeschlossene Menge Mist der n te Dimen
sionsteil MOl mit der nten Dimensionshiille M!! identisch. 

Eine zentrale Problemgruppe der Dimensionstheorie befaBt sich mit den 
Eigenschaften der Dimensionsteile der Raume, insbesondere mit der Frage 
nach der Dimension der Dimensionsteile. Die Behandlung dieser Fragen 
iiber die dimensionelle Raumstruktur bildet den Inhalt dieses Kapitels. 

Zunachst ist eines klar: 1st Rein vorgelegter Raum, n eine gegebene 
natiirliche Zahl, so ist die Menge R - R", das Komplement des n ten Dimen
sionsteiles eines Raumes, identisch mit der Menge aller Punkte des Raumes, 
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in denen der Raum hOchstens (n - 1 )-dimensional ist, also mit der Menge 
aller Punkte des Raumes, die in beliebig kleinen Umgebungen mit h6chstens 
(n - 2)-dimensionalen Begrenzungen enthalten sind. Die Menge R - Rn 
ist demnach der Gleichwertigkeitsteil des Raumes hinsichtlich des Systems 
der ofi'enen Mengen mit h6chstens (n - 2)-dimensionalen Begrenzungen, 
also nach dem Theorem von den Gleichwertigkeitsteilen (S. 66) ein Ga' 
Mithin ist die Menge Rn ein Fa. Ebenso sieht man, daB fur eine vor
gelegte Teilmenge M des Raumes R und ein gegebenes n die Menge 
R - ME der Gleichwertigkeitsteil des Raumes hinsichtlich des Systems 
der ofi'enen Mengen ist, deren Begrenzungen mit M h6chstens (n - 2)
dimensionale Durchschnitte haben, daB daher R - Mn ein Ga und ME, 
die nte Dimensionshulle von M, ein Fa ist. Der nte Dimensionsteil Mn 
von Mist Durchschnitt von M mit der Menge ME, also ein Fa in M. 

00 

Der unendliche Dimensionsteil genugt ofi'enbar der Beziehung R'" = IIR", 
ist also ein Faa (S. 27). Es gilt mithin folgender ,,=1 

Satz von den Abgeschlossenheitseigenschaften der Dimensionsteile. 
Der nte Dimensionsteil Rn eines separabeln Raumes R ist fur jedes natiir
liche n ein Fa' Die Men,ge Roo ist ein Faa' Die nte Dimensionshulle ME 
der Teilmenge M eines Raumes ist ein Fa' Der nte Dimensionsteil ]1" 
einer Menge Mist ein Fa in M. 

An einfachen Beispielen sieht man, daB die Dimensionsteile eines Raumes 
oder einer Menge nicht abgeschlossen sein mussen. Betrachten wir etwa 
im Rl die abgeschlossene Menge A, bestehend aus dem Nullpunkt und 

den abgeschlossenen Intervallen [2n~' 21nJ (n = 1,2, ... ad inf.). Diese 

Menge A ist in allen ihren Punkten, ausgenommen den Nullpunkt, ein
dimensional; die Menge Ai ist also das nicht abgeschlossene Fa' welches 
aus A durch Tilgung des Nullpunktes entsteht. 

Historisches. Den angefdhrten Beweie des Satzee von den Abgeschlossenheits
eigenschaften der Dimensioneteile gab ich (Monateh. f. Math. u. Phys. 34, 1924, S. 141 
und Math. Ann. 95, 1925, S.282). Einen anderen allerdings sehr langen Beweis 
des Satzes gab Urysohn (Fund. Math. 8, 1926, S. 277). 

2. Das erste Fundamentaltheorem. 
Wir wenden uns nunmehr dem Rauptproblem uber die dimensionelle 

Raumstruktur zu, namlich der Frage nach der Dimension der Dimensions
teile. Welche Dimension besitzt in einem allgemeinen Raum R die Menge 
Rn, d. i. die Menge aller Punkte, in denen R mindestens n-dimensional 
ist? Welche Dimension besitzt die Menge Rn in ihren Punkten? Welche 
Dimension besitzt die abgeschlossene Rulle der Menge Rn? Wie steht es 
insbesondere in einem n-dimensional en Raum mit dem nten (d. h. mit dem 
hOchsten nichtleeren) Dimensionsteil? 
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Betrachten wir zuniichst die Verhiiltnisse fiir einen ganz einfachen 
Spezialfall, niimlich fiir einen Raum R, bestehend aus den Punkten einer 
Quadratfliiche Q, aus den Punkten einer Strecke S, welche mit Q genau 
einen Punkt gemein hat, und aus einem isolierlen Punkt P. Eine Quadrat
Hiiche ist (wie wir sehen werden) in allen ihren Punkten zweidimensional. 
Der betrachtete Raum R ist also in allen Punkten von Q zweidimensional, 
in den nicht zu Q gehorigen Punkten von S eindimensional und in P 
nulldimensional. Es ist also fiir diesen Raum R die Menge R 2 identisch 
mit Q, die Menge Rl identisch mit Q + S, die Menge RO, wie fiir 
jeden Raum, identisch mit R. Wir bemerken, daB die Menge R 1 in allen 
ihren Punkten mindestens eindimensional, die Menge R2 in allen ihren 
Punkten zweidimensional ist. Der hOchste nichtleere Dimensionsteil 
unseres Raumes besitzt also in allen seinen Punkten dieselbe Dimension 
wie der Raum. 

Gehen wir zur Untersuchung der Dimensionsteile in allgemeinen Riiumen 
iiber, so zeigt sich in den Aussagen, die iiber die Dimension der Dimen
sionsteile moglich sind, ein fundamentaler Unterschied, je nachdem iiber 
den separabeln Raum vorausgesetzt wird, daB er kompakt oder halbkom
pakt ist oder nicht. 

Wir beginnen mit dem Fall kompakter oder halbkompakter Riiume, in 
welchem die Verhiiltnisse stets analog jenen des einfachen Beispiels liegen, 
das wir betrachtet haben. Das dimensionelle Strukturproblem dieser Riiume 
wird gelost durch folgendes 

Erstes Fundamentaltheorem (Theorem von den Dimensionsteilen 
kompakter Raume). In einem kompakten oder halbkompakten n-dimen
sionalen Raum ist der hOchste Dimensionsteil, d. h. die Menge aller Punkte, 
in denen der Raum n-dimensional ist, eine homogen n-dimensionale, d. h. 
eine in jedem ihrer Punkte n-dimensionale Menge; dieselbe ist identisch 
mit der Summe aZZer homogen n-dimensionalen Teilmengen des Raumes. 
Allgemein ist in einem kompakten oder halbkompakten Raum R fiir jede 
natiirliche Zahl k der k te Dimensionsteil, d. i. die Menge Rk aZZer Punkte, 
in denen R mindestens k-dimensional ist, eine in jedem ihrer Punkte min
destens k-dimensionale Menge. 

Wir beweisen zuniichst ein fiir Strukturuntersuchungen auBerordentlich 
wichtiges Lemma. Zur Herleitung des ersten Fundamentaltheorems wiirde 
schon die Giiltigkeit dieses Lemmas fiir kompakte und halbkompakte Riiume 
geniigen. Da wir aber bei gewissen Untersuchungen iiber die Struktur 
beliebiger separabler Riiume (S.153) Folgerungen daraus ziehen werden, 
daB das Lemma fiir beliebige separable Riiume gilt, so beweisen wir es so
gleich unter diesen allgemeineren Voraussetzungen, zumal dieser Beweis 
nicht schwieriger ist als der fiir den Spezialfall kompakter Riiume. 
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Ehe wir das Lemma formulieren, erinnern wir, damit seine etwas ver
wickelten Voraussetzungen durchsichtiger werden, an die Bedingungen 
fiir die Anwendbarkeit des verallgemeinerten Additionssatzes fUr Begren
zungen o:ft'ener Mengen: Es muBte eine abgeschlossene Menge A vorliegen, 
die bis auf eineTeilmenge Tiiberdeckt wird von einer Folge { Uk} (k= 1,2 ... ) 
von o:ft'enen Mengen, welche die Eigenschaft hat, daB in jeder Menge Vi 

co 

einer vorgelegten Folge von Umgebungen { VI} von A, fiir die A = nV, 
i=l 

gilt, fast aIle Mengen der Folge { Uk} enthalten sind. Ahnlich, nur etwas 
komplizierter, sind die Voraussetzungen des Lemmas: Es sei n irgendeine 
gegebene natiirliche Zahl. Es sei ferner in einem separabeln Raum ein 
Punkt p und eine Umgebung Z(p) gegeben. Es liege endlich eine Um
gebung U(p) ~ Z(p) vor. Die Begrenzung B von U(p) werde bis auf 
eine hochstens n- dimensionale Teilmenge P iiberdeckt von einer Folge 
von o:ft'enen Mengen {Ui }, deren jede ~ Z(p) ist und eine hOchstens 
n-dimensionale Begrenzung besitzt, wobei die Folge { u.} noch die Eigen
schaft hat, daB in jeder Menge V, einer vorgelegten Folge von Umgebungen 

co 

{ Vi} von B, fiir die B = ny, gilt, fast aIle Mengen { Ui } enthalten 
'=1 

sind - unter diesen Umstanden behauptet das Lemma: Es existiert eine 
Umgebung U*(p) von p, die C Z(P) ist und eine hOchstens n-dimensio
nale Begrenzung besitzt. (Man bemerkt, daB die in der Voraussetzung des 
Lemmas auftretende Folge {U;) sich zur abgeschlossenen Menge B und 
zu ihrer Teilmenge P gerade derart verhiilt, daB der verallgemeinerte 
Additionssatz fiir Begrenzungen anwendbar ist.) In praziser Ausdrucks
weise lautet das 

Fundamentallemma. Voraussetzungen: Es seien gegeben 
a) eine naturliche Zahl n, 
b) ein separabler Raum, in ihm ein Punkt p und eine Umgebung Z(p) 

von p, 
c) cine Umgebung U(P) von p, die ~ Z(p) ist, und deren Begreneung 

wir kurz mit B bezeichnen, 
d) eine Folge { V,} (j = 1, 2, ... ad inf.) von Umgebungen von B, so dafj 

00 

B = ny, gilt, 
j=l 

e) eine hochstens n-dimensionale Teilmenge P von B, 
f) eine Folge { Ut } (i = 1, 2, ... ) von offenen Menge'll, von denen jede 
~ Z(p) ist und eine hOchstens n-dimensionale Begrenzung besitzt, wo
bei die Bedingungen erfullt sind: .. 
1. Es gilt B- P C ~Ui' 

;=1 
Men g e r, Dimenslonstheorle 9 
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2. In jeder Umgebung V(B) von B sind fast alle Mengen {~} als 
Teil enthalten. 

Behauptung: Es existiert eine Umgebung U*(p) von p, die C Z(p) 
ist, und deren Begrenzung hOchstens n-dimensional ist. 

Zum Beweis des Lemmas leiten wir aus der Umgebung U(p) eine Um
gebung U*(p) der gewiinschten Art (namlich eine Umgebung C Z(p) 
mit hochstens n-dimensionaler Begrenzung) her, indem wir zur Umgebung 
U(p) eine in der Nahe ihrer Begrenzung B befindliche offene Menge, nam-

00 

lich die Menge ~~, hinzufUgen. Wir werden also zeigen, daB eine Um-
;=1 

gebung U*(p), welche der Behauptung des Lemmas genugt, definiert wird 
durch die Formel 00 

U*(p) = U(p) + ~~. 
;=1 

Zunachst sehen wir: Die so definierte Menge U*(P) ist offen, denn sie 
ist Summe von offen en Mengen. Ferner gilt U*(p) C Z(p), denn jeder 
der Summanden von U*(p), sowohl die Menge U(p) als auch jede der 
Mengen ~, ist C Z(p) (nach Voraussetzungen c) und f). Endlich ent
halt U*(p) die Menge U(p) als Teilmenge und ist mithin eine Umgebung 
des Punktes p. 

Es bleibt noch nachzuweisen, daB die Begrenzung von U*(p), welche 
wir kurz mit B* bezeichnen wollen, hOchstens n-dimensional ist. 

Die Menge U*(p) ist ihrer Definition zufolge Summe von zwei offenen 
00 

Mengen, namlich von U(p) und von ~Ui' Nach dem (unverscharften) 
i= 1 

Additionssatz fur Begrenzungen offener Mengen gilt daher 

B* C B + B (~Ui) . 
Wir bilden auf beiden Seiten dieser Formel den Durchschnitt mit der 
Menge B* und erhalten, wenn wir beachten, daB B*· B* = B* ist, die 
Beziehung 

und da B* . B (~Ui) C B (~~) gilt, so folgt weiter 

B*C B*.B+BC~~). 
Durch diese Formel ist B* als Teil einer Summe von zwei Mengen dar
gestellt. Um eine Schranke nach oben fUr die Dimension der Menge B* 
zu erhalten, betrachten wir die beiden Summanden auf der rechten Seite 
der Beziehung (*). 
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Der erste Summand, die Menge B* . B, ist als Durchschnitt zweier ab
geschlossener Mengen abgeschlossen. Ferner gilt zufolge der Voraus-

DO 

setzung f) 1. die Beziehung B - P C ~ Ui' Nach der Definition von 
i=1 

U*(p) gilt ~Ui C U*(p), also gilt B-PC U*(p). Da B*, als Begrim-
i=1 

zung von U*(p), zur Menge U*(p) fremd ist, ist B* auch zu B- P 
fremd. Die in B gelegenen Punkte von B* sind nicht in B - P enthalten, 
also Punkte von P, d. h. es gilt 

B*·BC P. 

Wir haben also festgestellt: Der erste Summand auf der rechten Seite 
von (*), die Menge B* . B, ist eine abgeschlossene Teilmenge von P. 

Wir betrachten nun den zweiten Summanden auf der rechten Seite von 

(*), die Menge B (~ Ui). Als Begrenzung einer oft'enen Menge ist auch 

dieser Summand abgeschlossen. Ferner ist die Folge von oft'enen Mengen 
{ Ui I voraussetzungsgemaB so geartet, daB der verallgemeinerte Additions
satz fur Begrenzungen eine Aussage uber die Begrenzung der Menge 

DO 

~ Ui ergibt. Es ist ja nach Voraussetzungen a), d), f) Beine abgeschlos-
;=1 
sene Teilmenge eines separabeln Raumes, {V,,} eine Folge von Umgebungen 

DO 

von B, so daB B = 1]v" gilt, B - Peine Teilmenge von B und { ll;} 
;=1 

eine Folge von oft'enen Mengen, so daB 
DO 

1. B - P C ~ ll; gilt, und daB 
;=1 

2. jede der Umgebungen V" von B fast alle oft'enen Mengen { ll;} als 
Teilmengen enthalt. 

Der verallgemeinerte Additionssatz fur Begrenzungen ergibt also, an
gewendet auf die abgeschlossene Menge B, ihre 'feilmenge B - P und die 
Folge { ll;} von oft'enen Mengen, die Beziehung 

BC~ll;) C;~B(ll;) + F, 

wo F· eine abgeschlossene Teilmenge der Menge B - (B - P), also eine 
abgeschlossene Teilmenge von P bedeutet. Setzen wir dieses Resultat in 
die Formel (*) ein, so erhalten wir 

DO 

(**) B* C B*. B +~B(ll;) + F. 
;=1 

Auf der rechten Seite von (**) stehen abzahlbarviele Summanden, die 
wir nun betrachten wollen. Die Mengen B* . B und F sind, wie wir be-

9* 
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reits sahen, abgeschlossene Teilmengen von P. Da die Menge P nach 
Voraussetzung e) hOchstens n-dimensional ist, sind also B*· B und F 
hOchstens n-dimensionale abgeschlossene Mengen. Jede der Mengen B( Ui ) 

ist nach Voraussetzung f) hOchstens n-dimensional und, als Begrenzung 
einer offenen Menge, abgeschlossen. Jeder der abzahlbarvielen Summanden 
auf der rechten Seite von (* *) ist also hOchstens n-dimensional und ab
geschlossen. Also ist nach dem Summensatz die Menge auf der rechten 
Seite von (* *) hOchstens n-dimensional. Da B* nach (**) Teil dieser 
Summe ist, ist die Menge B* hOchstens n-dimensional, womit das Funda
mentallemma in allen Stiicken bewiesen ist. -

Die erste und wichtigste Folgerung, die wir aus dem bewiesenen Lemma 
herieiten, ist das erste Fundamentaltheorem. (Zu diesem Zweck benotigen 
wir, wie bereits erwahnt, bloJ3 die Giiltigkeit des Lemmas fiir kompakte 
und halbkompakte Raume, und urn diesen Spezialfall des Lemmas zu be
weisen, hatten wir, nebenbei bemerkt, die Giiltigkeit des Summensatzes 
offenbar lediglich in kompakten und halbkompakten Raumen heranzuziehen 
gebraucht.) Wir beweisen vom ersten Fundamentaltheorem zunachst die 
allgemeine SchluI3behauptung, d. h. wir wollen vorerst zeigen: 1st R ein 
kompakter oder halbkompakter Raum und p ein Punkt der Menge R", d. h. 
ein Punkt, in dem R mindestens k-dimensional ist, dann ist auch die 
Menge R" im Punkt p mindestens k-dimensional. Diese Behauptung kann 
offenbar auch so ausgesprochen werden: Wenn in dem kompakten oder 
halbkompakten Raum R die Menge Ric im Punkt p hOchstens (k - 1)
dimensional ist, dann ist auch der Raum R in P hOchstens (k - 1 )-dimen
sional. In dieser Form wollen wir die Behauptung beweisen: 

Vorausgesetzt wird also: R ist ein kompakter oder halbkompakter Raum, 
p ein Punkt des Raumes, in dem die Menge Ric hOchstens (k-l)-dimen
sional ist. Behauptet wird: Der Raum R ist im Punkt p hOchstens (k-1)
dimensional. Diese Behauptung laI3t sich auch so aussprechen: 1st Z(p) 
irgendeine vorgelegte Umgebung von p, so existiert eine Umgebung U*(p) C Z(p) 
mit hOchstens (k - 2)-dimensionaler Begrenzung. 

Nun existiert, da nach Voraussetzung die Menge Ric im Punkt p hOch
stens (k - 1)-dimensional ist, sicherlich eine Umgebung U(P) ~ Z(p), 
deren Begrenzung einen hochstens (k - 2)-dimensionalen Durchschnitt 
mit der Menge Ric hat. Wir bezeichnen die Begrenzung dieser Umgebung 
U(p) kurz mit B und wissen also, daJ3 die Menge B· Ric hOchstens (k - 2)
dimensional ist. Nach dem Satz von den gleichdimensionalen G.r-Hiillen 
(S.118) existiert eine die Menge B· Ric enthaltende hOchstens (k - 2)-dimen
sionale G .r-Menge, welche Q heiI3en moge. Da B . R" eine Teilmenge von 
B ist, so ist B· Ric auch im Durchschnitt Q. B enthalten. Ais Teil von 
Q ist die Menge Q. B hochstens (k - 2)-dimensional. Ais Durchschnitt 
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eines GJ mit einer abgeschlossenen Menge ist Q. B ein GJ • Wir be
zeichnen der Kurze balber die die Menge B· Rk enthaltende hochstens 
(k - 2)-dimensionale G J-Menge Q. B mit P. 

Betrachten wir nun die Menge B - P! Da B abgeschlossen und P ein 
Go ist, ist B - P ein Fa des Raumes R. :Ferner ist der Raum in jedem 
Punkt der Menge B - P hOchstens (k - 1 )-dimensional. Denn jeder Punkt 
von B, in dem R mindestens k-dimensional ist, liegt in B.R\ also, da 
B· Rk C P gilt, auBerhalb von B - P. Es ist also B - P ein Fa' in 
dessen siimtlichen Punkten der Raum hOchstens (k - 1)- dimensional ist, 
ein Fa also, von dem jeder Punkt in beliebig kleinen Umgebungen mit 
hOchstens (k - 2)-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist. Da wegen 
der Voraussetzung U(p) ~ Z(p) die abgeschlossene Menge Beine Teil
menge von Z(p) ist, so ist jeder Punkt von B-P insbesondere in be
liebig kleinen Umgebungen mit hOchstens (k - 2)-dimensionalen Begren
zungen enthalten, die ~ Z(p) sind. 

Es sei nun { Vj } (j = 1, 2, ... ad inf.) eine monoton abnehmen""de :Folge 

von Umgebungen der abgeschlossenen Menge B, so daB B = flVj gilt, 
j= 1 

wie sie (vgl. S.67) fur jede abgeschlossene Menge eine separabeln Raumes 
existiert. Und nun machen wir (zum ersten und einzigen Male beim Be
weis des ersten :Fundamenthaltheorems) Gebrauch, und zwar wesentlichen 
Gebrauch, von der Voraussetzung, daf3 der zugrundeZiegende Raum R kom
pakt oder halbkompakt ist. Wir wenden niimlich auf die Menge B - P, 
welche ein Fa im kompakten oder halbkompakten Raum R und daher 
(vgl. S. 45) halbkompakt ist, auf die :Folge { Vj } und auf das System der 
offen en Mengen, die ~ Z(p) und deren Begrenzungen hOchstens (k-2)
dimensional sind, das Uberdeckungstheorem fUr halbkompakte Mengen 
(S.46) an. Die Halbkompaktheit von P, welche fur die Anwendbarkeit 
dieses Theorems wesentlich ist, beruht darauf, daB P ein F(j in einem kom
pakten oder halbkompakten Raum ist, denn ein Teil-Fa eines beliebigen 
separabeln Raumes ist natii.rlich nicht notwendig halbkompakt. Die An
wendung des Uberdeckungstheorems auf unseren :Fall ergibt folgende 
Tatsache: Es existiert eine Folge {Ui } (i = 1,2, ... ad inf.) von offenen 
Mengen des betrachteten Systems, d. h. von offen en Mengen, die ~ Z(p) 
sind und hOchstens (k - 2)-dimensionale Begrenzungen besitzen, so da13 

1. B- PC~Ui gilt und 
i= 1 

2. jede der Umgebungen Vj von B fast aIle Mengen U, als Teilmengen:
entbiilt. 

Durch diesen Sachverhalt sind aber die Voraussetzungen des Fundamental
lemmas fur n = k - 2 erfullt: Es liegt ein kompakter oder halbkompakter 
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(also separabler) Raum vor, in ihm ein Punkt p und eine Umgebung 
Z(p) von p, ferner eine Umgebung U(p) von p, die ~ Z(p) ist, sodann 
zur Begrenzung B von U(P) eine Folge {Vj } (j = 1, 2, ... ad inf.) von 

00 

Umgebungen von B, so daB B = llfTj gilt, weiters hOchstens (k-2)-
j=l 

dimensionale Teilmenge P von B und endlich eine Folge { U,} von offenen 
Mengen, die ~ Z(p) sind und hOchstens (k-2)-dimensionale Begrenzun
gen besitzen, wobei folgende Bedingungen erfullt sind: 

1. B-PC~U;, 
1=1 

2. jede der Umgebungen Vj von B enthalt fast aIle Mengen Ut als Teil-
mengen. 

Aus diesen Voraussetzungen ergibt sich aber dem Fundamentallemma zu
folge, daB eine Umgebung U*(p) von p existiert, die C Z(p) ist und eine 
hOchstens (k - 2)-dimensionale Begrenzung besitzt. DaB aber eine Um
gebung dieser Art existiert, ist gerade die Behauptung, die wir zu be
weisen haben. Es ist also gezeigt, daB in jedem kompakten oder halb
kompakten Raum R fur jede naturliche Zahl k die Menge Rk in jedem 
ihrer Punkte mindestens k-dimensional ist. 

Die ubrigen Behauptungen des ersten Fundamentaltheorems ergeben sich 
hieraus leicht. Liegt ein n-dimensionaler kompakter oder halbkompakter 
Raum R vor, dann ist der bewiesenen Behauptung zufolge die Menge Rn 
in jedem ihrer Punkte mindestens n-dimensional. Anderseits ist die Menge 
Rn, als Teilmenge des n-dimensionalen Raumes R, in jedem ihrer Punkte 
hochstens n-dimensional. Sie ist also in jedem ihrer Punkte n-dimensional; 
sie ist, wie wir dies auch ausdrucken konnen, homogen n-dimensional. 

Wir haben noch zu zeigen, daB in einem n-dimensionalen kompakten 
oder halbkompakten Raum R die Menge Rn Summe aller homogen n
dimensionalen Teilmengen von R ist. Sei namlich S die Summe aller 
homogen n-dimensionalen Teilmengen von R. Dann gilt erstens S eRn. 
Denn wenn der Punkt p in einer homogen n-dimensionalen Teilmenge N 
von R liegt, so ist N n-dimensional im Punkt p, also ist der Raum R, der 
die Menge N als Teil enthalt, n-dimensional im Punkt p, d. h. p ist Punkt 
der Menge Rn. Zweitens gilt Rn C S, denn nach dem Bewiesenen ist Rn 
eine homogen n-dimensionale Teilmenge des Raumes R. Es gilt also 
Rn = S, d. h. Rn ist Summe alIer homogen n-dimensionalen Teilmengen 
von R, oder, wie wir auch sagen konnen, die umfassendste homogen n
dimensionale Teilmenge des Raumes. 

Damit ist das erste Fundamentaltheorem in allen Stucken bewiesen. 
Es sei nochmals betont, daB die zum Beweis des Theorems verwendete 
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Methode fiir beliebige separable Raume unanwendbar ist, und zwar aus 
folgenden Griinden: Der verallgemeinerte Additionssatz fiir Begrenzungen 
ofl'ener Mengen ist zwar fiir beliebige separable Raume giiltig, aber es ist 
in ihm, wie wir an einem einfachen Beispiel (S. 37) feststellten, die Be
dingung 2. nicht schlechthin entbehrlich. Dies hat zur Folge, daB in den 
Beweis des Fundamentallemmas, welches gleichfalls fiir beliebige separable 
Raume gilt, die Bedingung f) 2. wesentlich eingeht, denn diese Bedingung 
ist es, welche die Voraussetzung 2. fiir den verallgemeinerten Additions
satz fiir Begrenzungen schafl't und dadurch des sen Anwendung ermoglicht. 
Eine Uberdeckung von Fu-Mengen mit einer Folge von ofl'enen Mengen, 
welche der Bedingung f) 2. geniigt, ist aber in separabeln Raumen, die 
nicht kompakt oder wenigstens halbkompakt sind, nicht ausnahmslos 
moglich, wie der Satz von den Ausnahmeiallen der verallgemeinerten 
Uberdeckbarkeit (S.49) zeigt. Dieser Umstand macht die Uberlegungen, 
durch die wir das erste Fundamentaltheorem aus dem Lemma hergeleitet 
haben, fiir beliebige separable Raume undurchfiihrbar. 

Historisches. DaB erste Fundamentaltheorem und Bein dargelegter BeweiB stam
men von mir (Proc. Acad. Amsterdam 30, 1926, S. 138). 

3. Das zweite Fundamentaltheorem. 
N achdem wir durch das erste Fundamentaltheorem die Frage nach der 

Dimension der Dimensionsteile hinsichtlich kompakter und halbkompakter 
Raume beantwortet haben, wenden wir uns nunmehr der Untersuchung 
der entsprechenden Verhaltnisse in beliebigen separabeln Riiumen zu, wo
bei, wie wir sahen, neue Methoden herangezogen werden miissen. Unser 
dies beziigliches Resultat lautet: 

Zweites Fundamentaltheorem (Theorem von den Dimensionsteilen 
separabler Raume). In einem separabeln n-dimensionalen Raum ist der 
hochste nichtleere Dimensionsteil, d. h. die Menge aller Punkte, in denen der 
Raum n-dimensional ist, eine mindestens (n - 1 )-dimensionale Menge, d. h. 
entweder n-dimensional oder (n - 1 )-dimensional. Allgemein ist in einem 
separabeln Raum fiir jede natiirliche Zahl k der k-te Dimensionsteil, d. i. 
die Menge Rk aller Punkte, in denen der Raum mindestens k-dimensional 
ist, eine mindestens (k - l)-dimensionale Menge. Es ist sogar jede nicht
leere in Rk offene Menge mindestens (k - l)-dimensional. 

Wir beweisen sogleich die allgemeine SchluBbehauptung des Theorems, 
die Aussage namlich, daB in einem separabeln Raum Reine nichtleere 
in der Menge Rk ofl'ene Menge mindestens (k - l)-dimensional ist. Zum 
Beweise nehmen wir an, es liege ein separabler Raum R und eine natiir
liche Zahl k vor. 
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Es sei nun irgendeine in R ofi'ene Menge U gegeben. In jedem Punkt 
der Menge U - U· Rk ist der Raum R hOchstens (k - l)-dimensional. 
Denn aIle Punkte von R, in denen R mindestens k-dimensional ist, liegen 
in Rk j demnach liegen aIle Punkte von U, in denen R mindestens k-di
mensional ist, in U· Rk, also auBerhalb von U - U· Rk. Da R in allen 
Punk ten von U - U· Rk hOchstens (k -1 )-dimensional ist, existieren zu 
jedem Punkt der Menge U - U· R" beliebig kleine Umgebungen mit hOch
stens (k - 2)-dimensionalen Begrenzungen, insbesondere auch solche, die 
~ U sind. 

Das unbegrenzt feine Uberdeckungssystem der Menge U - U· Rk be
stehend aus den ofi'enen Mengen mit hochstens (k - 2)-dimensionalen Be
grenzungen, die ~ U sind, enthiiJt dem verfeinerten Uberdeckungstheorem 
fur Teilmengen separabler Raume zufolge ein abzahlbares unbegrenzt feines 
Uberdeckungssystem von U - U· Rk. Es seien { Urn} (m = 1, 2, '" ad inf.) 
die in eine Folge geordneten Mengen dieses abzahlbaren unbegrenzt feinen 

'" 
Uberdeckungssystems. Wir setzen B = ~ B (Urn)' Die Menge B ist ein 

m=1 

Teil-Fa von U und dem Summensatz zufolge hochstens (k - 2)-dimensional. 

Wir betrachten nun die Menge 

A= U- U·Rk_B 

und zeigen zunachst, daB diese Menge A hochstens nulldimensional ist. 
Jeder Punkt der Menge U - U· Rk, also erst recht jeder Punkt der Menge 
A, ist in beliebig kleinen offenen Mengen des aus den Mengen I Urn) be
stehenden unbegrenzt feinen Uberdeckungssystems von U - U· Rk ent
halten. Die Begrenzung von jeder dieser Mengen Urn ist Teilmenge von 
B und daher zur Menge A fremd. Jeder Punkt von A ist also in beliebig 
kleinen ofi'enen Mengen mit zu A fremden Begrenzungen enthalten, d. h. 
die Menge A ist, wofern sie nicht leer ist, nulldimensional. 

Da die Menge A hochstens nulldimensional ist, ist sie, wie sich aus 
einem Korollar des Summensatzes (S. 115) ergibt, nicht nur in jedem 
ihrer Punkte, sondern in jedem Punkte des Raumes nulldimensional. Es 
ist also jeder Punkt des Raumes in beliebig kleinen ofi'enen Mengen ent
halten, deren Begrenzungen zu A fremd sind. Insbesondere ist also jeder 
Punkt von U in beliebig kleinen offenen Mengen enthalten, deren Be
grenzungen zu A fremd sind. Da U eine offene Menge ist, sind die Be
grenzungen aller hinlanglich kleinen Umgebungen eines Punktes von U 
Teilmengen von U. Wir sehen also: Jeder Punkt von U ist in beliebig 
kleinen offen en Mengen enthalten, deren Begrenzungen 'feilmengen von U, 
aber zur Menge A fremd sind. Jeder Punkt von U ist also in beliebig 
kleinen Umgebungen enthalten, deren Begrenzungen Teilmengen von U - A sind. 



3. Das zweite Fundamentaltheorem 

Nun ist die Menge A ihrer Definition zufolge 
Daraus folgt die Beziehung 

U - A = U· Rk + B. 

137 
U - U· R"-B. 

Wir haben also das Ergebnis: Jeder Punkt von U ist in beliebig Heinen 
Umgebungen enthalten, deren Begrenzungen Teilmengen von U· Rk + B sind. 

Betrachten wir nun diese Menge U· Rk + B naher! Der zweite Sum
mand, die Menge B, ist, wie wir oben festgestellt haben, ein hochstens 
(k - 2)-dimensionales F". Die Menge Rk ist, wie aus dem Satz von den 
Abgeschlossenheitseigenschaften der Dimensionsteile folgt, ein FrJ' Der 
Durchschnitt von Rk mit der Menge U, die offen und daher (vgl. S. 67) ein 
F" ist, ist daher gleichfaHs ein Fa' Die Menge U· Rk + B ist also Summe 
von zwei Fa-Mengen, von denen die zweite, die Menge B, hochstens (k - 2)
dimensional ist. 

Wenn also die Menge U· Rk hochstens (k - 2)-dimensional ist, dann 
ist die Menge U· Rk + B Summe von zwei hOchstens (k - 2)-dimensionalen 
Fa-Mengen, also dem Summensatz zufolge hOchstens (k-2)-dimensional. 
Auch jede Teilmenge von der Menge U· Rk + B ist dann hOchstens (k-2)
dimensional, und aus dem fruher bewiesenen Ergebnis folgt also: Wenn 
die Menge U· Rk hochstens (k - 2)-dimensional ist, dann ist jeder Punkt 
von U in beliebig kleinen Umgebungen mit hOchstens (k-2)-dimensionalen 
Begrenzungen enthalten; dann ist also R in jedem Punkt der Menge U 
hOchstens (k - i)-dimensional; dann ist m. a. W. die Menge U· Rk leer. 
Wir haben also bewiesen: Wenn eine offene Menge U mit der Menge Rk 
einen hOchstens (k-2)-dimensionalen Durchschnitt hat, dann ist die Menge 
U· Rk leer. Eine offene Menge U, welche mit Rk einen nichtleeren Durch
schnitt hat, hat also mit Rk einen mindestens (k -1 )-dimensionalen Durch
schnitt; oder m. a. W.: Jede nichtleere in Rk offene Menge ist mindestens 
(k - i)-dimensional. Das ist aber die zu beweisende allgemeine Schluf} 
bebauptung des Theorems. 

Aus ihr folgt unmittelbar die erste Halfte des Theorems, daf} namlich 
in einem separabeln n-dimensionalen Raum jede nichtleere in der Menge 
Rn offene Menge mindestens (n - 1 )-dimensional ist. 

Damit ist das zweite Fundamentaltheorem in allen Stucken bewiesen. 
Vergleichen wir das zweite Fundamentaltheorem mit dem ersten, d. h. 

die Aussage, welche wir uber die Dimensionsteile beliebiger separabler 
Raume herleiten konnten, mit der entsprechenden A.ussage, welche wir fUr 
kompakte und halbkompakte Raume bewiesen haben, so fallen insbesondere 
zwei Unterschiede auf. 

Vor aHem folgender: Wahrend das erste Fundamentaltheorem zeigt, daf} 
in einem kompakten oder halbkompakten Raum R die Menge R", wofern 
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sie nichtleer ist, mindestens k-dimensional ist, lehrt das zweite Fundamental
theorem fUr beliebige separable Raume bloB, daB die Menge Rio, wofern 
sie nichtleer ist, mindestens (k-l)-dimensional ist. Insbesondere bestehen 
fiir einen n-dimensionalen separabeln Raum zwei Moglichkeiten: Die Menge 
R" ist entweder n-dimensional oder (n - I)-dimensional. Wir wollen, so 
oft es uns darauf ankommt, diese beiden FaIle auseinanderzuhalten, einen 
Raum R, fiir den die Menge It" n-dimensional ist, als stark n-dimen
sional bezeichnen und einen Raum R, fUr welchen die Menge 11:' (n-l)
dimensional ist, schwach n-dimensional nennen. Stark n-dimensional 
sind dem ersten Fundamentaltheorem zufolge beispielsweise aUe kompakten 
und halbkompakten n-dimensionalen Raume. Merkwiirdigerweise kann 
aber auch der zweite Fall tatsachlich eintreten: Es existieren, wie wir im 
folgenden Abschnitt an einem Beispiel sehen werden, schu'ach eindimen
sionale separable Riiume. Es ist demnach kein Zufall, wenn die Methode, 
welche wir zum Beweis des ersten Fundamentaltheorems verwendeten, fiir 
beliebige separable Raume versagt. Und es ist kein Mangel der zur Unter
suchung beliebiger separabler Raume verwendeten Methode, wenn sie bloB 
ergibt, daB die Menge R" mindestens (k - I)-dimensional ist. Alles, was 
hinsichtlich der Dimension der Mengen Rio ausgesagt werden kann, ist, 
daB sie nicht weniger als (k - l)-dimensional sind, und dies wurde im 
zweiten Fundamentaltheorem bewiesen. Der tiefere Grund fiir die Mog
lichkeit schwachdimensionaler Raume aber liegt offenbar in dem Satz von 
den Ausnahmsflillen hinsichtlich des verscharften Uberdeckungsproblems. 

Ein weiterer Unterschied zwischen den beiden ersten Fundamental
theoremen liegt darin, daB das erste Theorem fiir jeden kompakten und 
halbkompakten Raum Reine Aussage iiber die Dimension der Mengen Rio 
in jedem ihrer Punkte enthalt, wahrend das zweite fiir beliebige separable 
Raume R bloB iiber die Dimension der Mengen Rio schlechthin und iiber 
die Dimension der nichtleeren in R" offenen Mengen etwas aussagt. Die 
Frage, welche Dimension in einem beliebigen separabeln Raum R die 
Menge R" in ihren Punkten besitzt, wird durch das zweite Fundamental
theorem nicht gelOst und ist bisher iiberhaupt noch unentschieden, so daB 
sie hier ausdriicklich als ein noch offenes Problem formuliert werden moge: 

Problem. 1st in einem separabeln Raum R die Menge R" (von der wir 
wissen, daB jede nichtleere in ihr offene Menge mindestens (k - I)-di
mensional ist) in allen ihren Punkten mindestens (k - 1 )-dimensional oder 
enthiilt die Menge Rio unter Umstiinden Punkte, in denen sie weniger als 
(k -1 )-dimensional ist? 

Historisches. DaB zweite Fundamentaltheorem warde von mir (Proc. Acad. 
Amsterdam 30, 1926, S. 141) bewiesen. 
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4. Vber schwach n-dimensionale Raume. 
Wir geben zunachst ein Beispiel eines schwach eindimensionalen Raumes, 

und zwar konstruieren wir diesen Raum, was seine Anschaulichkeit sehr 
erhoht, als Teilmenge der Euklidischen Ebeneo Die Menge M, die wir 
konstruieren, ist bloB in den Punkten einer abzahlbaren (also nulldimensio
nalen) Menge eindimensional. 

Wir bezeichnen in der Ebene mit R(a, b, c, ay das abgeschlossene Recht
eck, welches bestimmt wird durch die Geraden 

x = a, x = b, y = c, y = d (a < b, c < ay. 
Es sei R* = R(a, b, c, d) irgendein gegebenes Rechteck. Wir definieren 
fiir jede natiirliche Zahl n abgeschlossene Rechtecke Rin _ t (R*) und 
R2n(R*) durch die Festsetzungen 

( * _ (a+b b-a R2n _ 1 R ) - R -2- - 29n -1' 

(a+b b-a 
R9n(R*)=R -2-+2!n-' 

a+b b-a c+d\ 
-2- + 2210-1' c, -2--;-

Offenbar ist fiir jede natiirliche Zahl k das Rechteck Rk(R*) Teilmenge 
von R*, und es sind die SeitenHingen von R,.(R*) nicht groBer als die 
Halfte der entsprechenden Seitenlangen von R*. Die Rechtecke R2n _1 (R*) 
mit ungeraden Indizes befinden sich im linken oberen Viertel von R*, 
die Rechtecke R 2n(R*) mit geraden Indizes befinden sich im reehten un
teren Viertel von R*. 

Wir setzen nun Ro = R(O, 1,0, 1) und sehreiben der Kiirze halber 

Rn, = Rn, (Ro), Rn,. ". = Rn. (Rn, (Ro)), Rn,. n.. n, = Rn, (Rn. (Rn, (Ro))), 0 •• usw. 
Beim k-ten Schritt erhalten wir Rechtecke 

Rn" " .. 0 0 0 flk (nll n2, ... nk = 1,2, ... ad inf.), 

welche wir die Rechteeke des k-ten Schrittes nenneno Offenbar sind die Seiten 

samtlicher Rechteeke des k-ten Sehrittes :-::::: ~k' Die Gesamtheit aller Recht

eeke, welche bei irgendeinem k-ten Schritt auftreten (k = 1, 2, ... ad inf.), 
ist ein abzahlbares System von Rechtecken 

{Bnil fl.; 000 ",.} (n; = 1,2, ... ad inf., i = 1,2, ... ad info, k = 1,2, ... ad info). 

Wir bezeichnen mit S,. die Summe der Rechteeke des k-ten Schrittes, d. h. 
die Menge aller Punkte, welche in einem der Reehteeke 

Rn"n.. 0 0 0 n/nll n9 , • •• nk = 1,2, ... ad inf.) 

enthalten sind, und setzen "" 
p=IIsk' 

k=1 
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Ferner bezeichnen wir mit Q die Menge aller Mittelpunkte der Rechtecke 
des Systems R1I" n .. .. . ,11,,' Mit Riicksicht auf die Abzahlbarkeit des Recht
ecksystems ist die Menge Q abzahlbar. 

Wir setzen nun 

und wollen zweierlei zeigen: Erstens, daB die Menge M in allen Punkten 
der Menge P nulldimensional ist und demnach hOchstens in Punkten der 
abzahlbaren Menge Q mehr als nulldimensional sein kann. Zweitens, daB 
die Menge M tatsachlich mehr als nulldimensional ist. 

Der erste Teil unserer Aufgabe besteht im Nachweis, daB die Menge M 
in allen Punkten der Menge P nulldimensional ist. Es sei p irgendein 
Punkt der Menge P. Da die Menge P ihrer Definition zufolge Durch
schnitt der Mengen SIt ist, ist der Punkt p fiir jede natiirliche Zahl k in 
der Menge SIt enthalten. Da die Menge SIt ihrer Definition zufolge Summe 
aller Rechtecke R n"" .... ',H" des k-ten Schrittes ist, ist der Punkt p fiir jede 
natiirliche Zahl k in einem Rechteck Rn" ..... . ',11,1: des k-ten Schrittes ent-

halten. Da die Seitenlangen der Rechtecke des lc-ten Schrittes ~ !" sind, 

ist also der Punkt pin beliebig kleinen Rechtecken des Systems {Rn" ... , ... '''A:} 
enthalten. Wenn wir also nachweisen, daB fiir jedes Rechteck R"" ... , ... , ".I: 

die Menge M· R"u"', .. " nk sowohl in M abgeschlossen als auch in M offen 
ist, so ist bewiesen, daB der Punkt p in beliebig kleinen Mengen enthalten 
ist, die in M sowohl abgeschlossen als offen sind; damit ist dann also (vgl. 
S. 88) bewiesen, daB die Menge M im Punkte p nulldimensional ist. Nun ist 
tatsachlich die Menge M· Rn" ... , .. • ,",,' als Durchschnitt von M mit einer 
abgeschlossenen Menge, in M abgeschlossen. Die Menge M· R"u ... , .. """ 
ist aber in Mauch offen, d. h. sie enthalt keinen Haufungspunkt der 
Menge M-M.Rnu"',"""'" Um dies einzusehen, hat man nur zu bedenken, 
daB das Rechteck R"', ...... . , .. " von allen iibrigen Rechtecken des k-ten 
Schrittes und auch von allen in ihm nicht enthaltenen Punkten der Menge 
Q einen Abstand hat, der die Halfte der Basis von R""n .... ',"k nicht unter
schreiten kann. Damit ist also bewiesen, daB die Menge M in p null
dimensional ist. 

Urn eweitens zu zeigen, daB die Menge M mehr als nulldimensional istt 

sind einige Vorbemerkungen notig. 1st ein Reckteck R=R(a, b, c, d) ge
geben, so bezeichnen wir 

mit K(R) den Eckpunkt links oben von R, d. h. den Punkt mit den 
Koordinaten (a, d), 

mit L(R) den Eckpunkt rechts unten von R, d. h. den Punkt mit den Ko
ordinaten (b, c), 
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mit F( R) den Mittelpunkt der unteren Kante von R, d. h. den Punkt mit 

den Koordinaten (a t b, c), 
mit G(R) den Mittelpunkt der oberen Kante von R, d. h. den Punkt mit 

den Koordinaten (a t b, d), 
mit OCR) den Mittelpunkt von R, d. h. den Punkt mit den Koordinaten 

(a+b c+d\. 
2 ' 2-) 

Betrachten wir den Punkt K(Rn"" .... . '''.4:), d. h. den Eckpunkt links 
oben des Rechteckes R"" "., .. . '''k' Dieser Punkt ist offenbar auch der 
linke obere Eckpunkt der Rechtecke 

R"Uft.t.'···'''kt1' R7Iu "2,···ttlk,l,l'· .• , R"U~t···'''ktl,l'''.l' 
usw. Dieser Punkt gehort also den Mengen Sk' S,,+u ... , S,,+m' ... an, 
also auch den Mengen Su S2' ... Sk_l und mithin dem Durchschnitt aller 
Mengen S", d. i. der Menge P. Entsprechend gilt 

L(R ) = L(R 0) = L(R 0 0) = ... "U"'t···,nk "l,,,",,···,"k'. "utl2t···,tlk,Q,~ 

= L(R"" ....... ,nk' 1,2, ... s)· 
Auch der rechte untere Eckpunkt eines Rechteckes {R"u"', ... , "k} gehOrt also 
fiir jedes k zur Menge S" und mithin zur Menge P. Da P Teilmenge von 
Mist, sehen wir also: Die rechten unteren und die linken oberen Eckpunkte 
der Rechtecke des Systems {R"u " ..... , "k} sind Punkte der Menge M. 

Ferner bestiitigt man in einfachster Weise: Wenn ffir irgendein Recht
eck R die Rechtecksfolgen Rs,._l (R) und R 2,,(R) gebildet werden, so 
konvergieren die rechten unteren Eckpunkte der Rechtecke 14,,(R) gegen 
den Punkt F(R), und es konvergieren die link en oberen Eckpunkte der 
Rechtecke R2,,_1 (R) gegen den Punkt G(R). Angewendet auf die Recht
ecke des Systems {R ... , " ..... , "k} ergibt dies die Formeln 

lim K(Rn""".'.'''k,s''-l) = G(R"un ..... '''k)' 
11=00 

lim L(R 0 ) = F(R ). 
RJ.t~,,' ·'''k,·n "uRt,· ","k 

11=00 

Da die rechten unteren und die linken oberen Eckpunkte von Recht
ecken des Systems R"u n ..... ,,,,,' wie wir festgestellt haben, Punkte der Menge 
M sind, so sind also die Mittelpunkte der oberen und der unteren Kanten 
von Rechtecken des Systems {Rn"" ..... ,nk} Haufungspunkte der Menge M. 

Endlich sieht man miihelos ein: Werden fiir ein Rechteck R die Rechtecks
folgen R h _ 1(R) und Rs,.(R) gebildet, so konvergieren die Mittelpunkte 
der unteren Kanten der Rechtecke Rs.. -1 (R) mit ungeraden Indizes und 
ebenso die Mittelpunkte der oberen Kanten der Rechtecke Rsn(R) mit ge
raden Indizes gegen den Mittelpunkt OCR) von R. Es konvergieren die 
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Mittelpunkte der oberen Kanten der Rechtecke 14"_l(R) gegen den Punkt 
G(R), d. i. gegen den Mittelpunkt der oberen Kante von R; und es kon
vergieren die Mittelpunkte der unteren Kanten der Rechtecke 14 .. (R) 
gegen den Punkt F(R), d. i. gegen den Mittelpunkt der unteren Kante 
von R. Auf die Rechtecke des Systems {R..,."s •.. . , .. } angewendet, ergibt 
dies die Formeln 

(t) 

(tt) 

lim F(R"u"s," ',"k' In-I) = lim G(R"u"s," ',".t' 2 .. ) = O(R..,,"s ... ... ,,), 
n=oc n=oo 

lim G(R1Iu "s .... ' .. k'2 .. -1) = G(R"u"s," ""k)' ,,=00 

(ttt) lim F(R1I1,,, •• • ·,1Ik, 2ft) = F(R..,,"s" "'''k)' 
n=oo 

Es liege nun irgendeine Zerlegung der Menge M in zwei zueinander 
fremde, in M abgeschlossene Teilmengen A und B vor, M = A + B. 
(Ubrigens ist in diesem Abschnitt stets, wenn kurz von einer Zerlegung 
von M die Rede ist, eine Zerlegung in zwei zueinander (remde, in M ab
geschlossene Teilmengen gemeint.) Wir wollen sagen, das Rechteck R wird 
durch die gegebene Zerlegung M = A + B zerrissen, wenn der Punkt F(R) 
einen Abstand > 0 von dem einen Summanden der Menge M, etwa von 
A, und der Punkt G(R) einen Abstand > 0 von dem anderen Summanden 
der Menge M, von B, hat. Wir werden weiter unten sehen, daB die Recht
ecke des Systems {R1Iu"s .... ,1I,I:} durch keine Zerlegung M = A + B der 
Menge M zerrissen werden konnen, und hieraus wird sich ergeben, daB 
die Menge M mehr als nulldimensional ist. 

Zunachst zeigen wir: Wenn das Rechteck R"',"s'''''''k durch eine gegebene 
Zerlegung M = A + B zerrissen wird, so wird auch eines der Rechtecke 
R..,,"s,'" , "k' " (n = 1,2, ... ad inf.), d. h. eines der in R1I1,n .... ',"k enthaltenen 
Rechtecke des (k + 1) ten Schrittes, durch die Zerlegung M = A + B zer
rissen. Da das Rechteck R"u" ..... ,n" nach Annahme durch die Zerlegung 
M = A + B zerrissen wird, so konnen wir, indem wir eventuell die Be
zeichnungen der Mengen A und B vertauschen, annehmen, daB der Punkt 
f= F(R..,."s,'''''''') einen positiven Abstand von der Menge A und der 
Punkt 9 = G(R"1t"s," ., .. ,,) einen positiven Abstand von der Menge B hat. 
Es existiert also eine Umgebung U(f), so daB M· U(f) C B gilt, und es 
existiert eine Umgebung V(g), so daB M· V(g) C A gilt. 

Wir betrachten nun den Punkt q = O(R1Iu " .... ',nk)' Ais Mittelpunkt 
eines Rechteckes des Systems {R"u "s, ... , n.l:} ist q Punkt der Menge Q, 
also Punkt von M. Der Punkt q gebOrt daher einer der Mengen A und 
Ban; da A und B fremd sind, gebOrt q genau einer der beiden Mengen 
A und Ban. 

Wir betrachten erstens den Fall, daB der Punkt q zu A gebOrt. In 
diesem Fall existiert, da die Menge Bin M abgeschlossen ist, eine Um-
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gebung Z(q) , so daB M· Z(q) C A gilt. In diesem Fall werden fast 
alle Rechtecke Rn, .... , ... ,nk,2n (n = 1,2, ... ad inf.) durch die Zerlegung 
M = A + B zerrissen. Denn nach Formel (t) konvergieren die Punkte 
G(R1lun ..... '1lk'h) (n = 1,2, ... ad inf.) gegen den Punkt q. Fast alle 
von ihnen liegen daher in der offenen Menge Z(q) und haben deshalb 
einen positiven Abstand von der Menge B. Nach Formel (ttt) konver
gieren die Punkte F(R""" ..... ,nk,2n) (n = 1, 2, ... ad inf.) gegen den 
Punkt f. Fast alle von ihnen liegen daher in U(t) und haben deshalb einen 
positiven Abstand von der Menge A. Fur fast aIle von den Rechtecken 
Rnu ... , ... '''k,h haben daher die Mittelpunkte der oberen Kante einen 
positiven Abstand von B, die Mittelpunkte der unteren Kante einen posi
tiven Abstand von A, d. h. fast alle von den Rechtecken 

Rn" ....... '''k. 2n (n = 1,2, ... ad inf.) 
werden durch die Zerlegung M = A + B zerrissen. 

Liegt zweitens der Punkt q in B, so beweist man ganz analog, indem 
man bloB statt der Formel (ttt) die Formel (tt) heranzieht, daB fur fast 
alle Rechtecke Rn" ... , . . .• nk. 2n - 1 (n = 1, 2, ... ad inf.) die Mittelpunkte der 
oberen Kante einen positiven Abstand von B und die Mittelpunkte der 
unteren Kante einen positiven Abstand von A haben, daB also fast aIle 
Rechtecke R"' ...... ... nk, h-1 (n= 1,2, ... adinf.) durch dieZerlegung M =A + B 
zerrissen werden. 

Jedenfalls existiert also, wenn das Rechteck Rn"" ...... nk durch die Zer
legung M = A + B zerrissen wird, eine naturliche Zahl nk + l' so daB auch 
das Rechteck R"l! " ...... nk' "H 1 durch die Zerlegung M = A + B zerrissen 
wi rd. Daraus ergibt sich durch vollstandige Induktion: Wenn das Recht-
eck Rn"" ........ k durch die Zerlegung M = A + B zerrissen wird, so exi-
stiert eine mit den Zahlen nl1 n2 , ••• , nk beginnende unendliche Folge 
von naturlichen Zahlen nl1 n2 , ••• , nk , nHl1 ••• , nk +m , ••• , so daB jedes 
Rechteck R " , R " , ... , Rn I , ••• 

1IUn2"", k tlu ",-,"', htlA:+l UTl'" ',nk,nk+l1 , • ""k+m 

durch die Zerlegung M = A + B zerrissen wird. Wir setzen der Kurze 
halber fur m ~ k Rm = Rn 1l ".. n' Es ist dann Rm ein 

- 1, '1,' ", k' k+l" ", k+m 

Reckteck des (m + k)ten Schrittes des Systems {R"" .......... k I; seine Kanten-

langen sind demnach ~ 2m1+k. Wir haben also bewiesen: Wenn durch eine 

Zerlegung M = A + B ein Rechteck des Systems {Rn" ..... .. , "k 1 zerrissen wird~ 
so existiert eine Folge {R m I (m = 1, 2, . .. ad inf.) von ineinander ge-
schachtelten Rechtecken des Systems {Rn" ........ "k }, deren Durchmesser gegen 
Null konvergieren und die siimtlich durch die Zerlegung M = A + B zer
rissen werden. 

Wir wollen nun zeigen: 1st M = A + Beine gegebene Zerlegung von 
M, so kann eine Folge von ineinander geschachtelten Rechtecken des Systems 
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{ Rn ..... , ... , nk }, deren Durr:hmesser gegen Null konvergieren und die sami
lich durch die Zerlegung Jf = A + B zerrissen werden, nicht existieren. Da
mit ist dann nach dem eben Bewiesenen gezeigt, daB jedes der Rechtecke des 
Systems { Rn .. n ..... , nk} durch keine Zerlegung ]}[ = A + B zerrissen werden 
kann. 

Wir haben also einen Widerspruch herzuleiten aus der Annahme, es 
sei M = A + Beine Zerlegung von M in zwei zueinander fremde, in ]}[ 
abgeschlossene Teilmengen, und es sei I Rn} (n = 1,2, ... ad inf.) eine 
F olge von ineinander geschachtelten Rechtecken des Systems { Rn .. n.> .. " nk } , 
deren Durchmesser gegen Null konvergieren und die samtlich durch die 
Zerlegung M = A + B zerrissen werden. Wir betrachten zu dies em Zweck 

00 

die Menge IIRn. Da die Rechtecke Rn eine monoton abnehmende Folge 
n=l 

nichtleerer abgeschlossener Teilmengen eines Rechteckes Ro, also einer 
00 

kompakten Menge bilden, ist die Menge II Rn nichtleer. Da die Kanten-
,,=1 

liingen der Rechtecke Rn gegen Null konvergieren, enthiilt die Menge 
00 00 

II Rn nicht mehr als einen Punkt. Die Menge II Rn enthalt also 
,,=1 n=1 

genau einen Punkt, den wir mit r bezeichnen wollen. Der Punkt r liegt 
in Sk' Sk+lI' .. , Sk+m' ... , also auch in 811 S2' ... , Sk_lI und daher in 

00 

der Menge P = n 8k • Der Punkt r liegt mithin in der Menge M. 
k=1 

Wir setzen nun fn = F(R"), gn = G(Rn). 

f .. und gn sind also die Mittelpunkte der unteren und oberen Kanten von 
Rn. Als Mittelpunkte unterer bzw. oberer Kanten von Rechtecken des 
Systems {Rn""., . . . ,nk} sind die Punkte fn und9n nach dem, was oben bewiesen 
wurde, Hiiufungspunkte von]}I. Da die Rechtecke R" (n = 1,2, ... ad inf:) 
nach Annahme durch die Zerlegung M = A + B zerrissen werden, hat in 
jedem Rechteck Rn der Punkt fn einen Abstand > 0 von einer der beiden 
Mengen A und B, wiihrend der Punkt gn einen Abstand > 0 von der 
anderen dieser beiden Mengen hat. Daraus folgt, daB in jedem Rechteck 
Rn einer der beiden Punkte fn und gn Haufungspunkt der Menge A, der 
andere der beiden Punkte fn und 9 n Haufungspunkt der Menge B ist. 
Daraus folgt weiter, daB der Punkt r, welcher den Durchschnitt der Recht
ecke Rn (n = 1,2, ... ad inf.) bildet, Hiiufungspunkt sowohl von der 
Menge A als auch von der Menge B ist. Da r, wie wir sahen, Punkt VOll 

Mist, widerspricht dies der Voraussetzung, daB die Mengen A und B 
fremd und in M abgeschlossen sind. Damit ist aus der Annahme der Exi
stenz einer Folge von ineinander geschachtelten Rechtecken des Systems 
{Rn .. n ... . . ,nk}' deren Durchmesser gegen Null konvergieren und die samt-
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lich durch eine Zerlegung M = A + B zerrissen werden, ein Widerspruch 
hergeleitet. Aus dem friiher Bewiesenen ergibt sich hieraus, daf3 kein 
Rechteck des Systems R",u"', .. " "k durch eine Zerlegung M = A + B zerrissen 
wird. 

Auf Grund dieser Tatsache konnen wir nun leicht einsehen, daB die 
Menge M mehr als nulldimensional (und zwar in jedem Punkt der abzahl
baren Menge Q mehr als nulldimensional) ist. Wir zeigen insbesondere, 
daf3 die Menge M im Punkt O(Ro), d. h. im Mittelpunkt des Ausgangs
rechteckes, im Punkt mit den Koordinaten ( -h i), mehr als nulldimen
sional ist. Wir nennen diesen Punkt der Kiirze halber q, bezeichnen mit 
R das ofi'ene Quadrat, dessen abgeschlossene HiiIle Ro ist und zeigen: Die 
Begrenzung von jeder hinlii.nglich kleinen Umgebung des Punktes q, nam
lich von jeder Umgebung U(q), die ~ R ist, hat mit der Menge M Punkte 
gemein. Wir bezeichnen mit f den Punkt F(Ro), d. i. den Punkt mit den 
Koordinaten (i, 0), mit 9 den Punkt G(Ro), d. i. den Punkt mit den Ko 
ordinaten (i, 1). Urn unsere Behauptung zu beweisen, zeigen wir: 1st U(q) 
irgendeine Umgebung des Punktes q, deren Begrenzung zur Menge M 
fremd ist, so sind die Punkte fund 9 Haufungspunkte von U(q). Wenn 
das gezeigt ist, steht fest, daB eine U(q) mit zu M fremder Begrenzung 
nicht ~ R sein kann. 

Betrachten wir nun die Zerlegung M = M· U(q) + (M - M· U(q)). Da 
die Begrenzung der ofi'enen Menge U(q) zu M fremd ist, sind die beiden 
Summanden auf der rechten Seite in M abgeschlossen und zueinander 
fremd. Kein Rechteck des Systems {Rn ..... , .. ",nk} wird also dem oben Be
wiesenen zufolge durch die erwahnte Zerlegung zerrissen. Nun ist der 
Formel (t) zufolge der Punkt q = 0 (Ro) Haufungspunkt der Punkte 
F(R2n _ 1) und der Punkte G(Rh) (n = 1,2, ... ad inf.). Fast aIle Punkte 
dieser beiden Punktefolgen liegen daher in der Menge U(q) und haben 
mithin einen Abstand > 0 von der Menge M - M· U(q). Da die Recht
ecke R 2n _ 1 und die Rechtecke Rh durch die Zerlegung 

M=M· U(q) + (M-M. UCq)) 

nicht zerrissen werden, so folgt, daB fUr fast aIle Rechtecke RJn _ 1 die 
Punkte G(Rh _ 1) und fUr fast aIle Rechtecke ~n die Punkte F(Rs..) 
von der Menge U(q) keinen Abstand > 0 haben konnen. M. a. W.: Fast 
aIle Punkte G(R2n _ 1) und F(Rh) sind Haufungspunkte der Menge U(q). 
Daher sind auch die Punkte fund g, welche den Formeln (tt) und (ttt) 
zufolge Haufungspnnkte der Punktefolgen F(RSn) bzw. G(Rtn _ 1) sind, 
Haufungspunkte der Menge U(q), was wir eben zeigen wollten. 

Damit ist bewiesen, daf3 die Menge M mehr als nulldimensional ist, und 
da M, wie vorher gezeigt wurde, hOchstens in den Punkten der abziihl-

Men g e r, Dimension.theorie 10 
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baren (also nulldimensionalen) Menge Q mehr als nulldimensional ist, ist 
damit der Beweis dafiir vollendet, daf3 Meine schwach eindimensionale 
Menge ist. Eine Menge, welche so wie die eben konstruierte nicht nur 
blo13 in den Punkten einer nulldimensionalen, sondern sogar blof3 in den 
Punkten einer abziihlbaren Teilmenge eindimensional ist, wollen wir als 
8uilerst schwach eindimensional bezeichnen. 

1st Rein au13erst schwach eindimensionaler Raum, Bl der abzahlbare 
erste Dimensionsteil von B, so ist B in allen Punkten der Menge B - Bl 
nulldimensional. Mithin ist erst recht die Menge B - Bl in allen ihren 
Punkten nulldimensional, und wir sehen also: Ein iiuf3erst schwach ein
dimensionaler Baum ist rational eindimensional. 

Wir leiten nun eine Aussage betreffend die Existenz von schwach n
dimensionalen Raumen (n> 1) her und schicken dem Beweis zwei Hilfs
satze voraus, welche sich mit den Produktraumen (S. 71) befassen. 

Hi If s sat z 1. 1st der Baum B in seinem Punkt p nulldimensional und 
der Raum R' in seinem Punkt p' nulldimensional, so ist der Baum B x B' 
in seinem Punkt (p, p) nulldimensional. 

Wenn R in P und B' in p' nulldimensional ist, so ist p in einer auf p 
sich zusammenziehenden Folge von Teilmengen { Uk} (k = 1,2, ... ad inf.) 
von B enthalten, die in B sowohl abgeschlossen als auch offen sind, und p' 
ist in einer auf p' sich zusammenziehenden Folge { U; I (k = 1,2, ... ad inf.) 
von Teilmengen von B' enthalten, die in B' sowohl abgeschlossen als 
auch offen sind. Jede der Mengen Uk X U; (k = 1,2, ... ad inf.) ist (vgl. 
S.71) im Raum B X B' sowohl abgeschlossen als auch offen, und die 
Folge der Mengen {Uk X U:l (k= 1, 2, ... ad inf.) zieht sich (vgl. S. 71) 
auf den Punkt (p, p') zusammen. Also ist der Raum B X B' im Punkt 
(p, p') nulldimensional. 

Hilfssatz 1 ist natlirlich auf das Produkt einer beliebigen endlichen An
zahl von Faktorraumen ausdehnbar und flir die Produkte nulldimensio
naler Teilmengen von Raumen formulierbar. 

1m folgenden beschranken wir uns der Einfachheit halber auf Produkte 
aus gleichen Faktoren oder, wie wir kurz sagen, auf Potenzen von Riiumen. 
Wir bezeichnen, wenn B ein vorgelegter Raum ist, mit (B)" den aus 
n Faktoren aufgebauten Produktraum B X B X ••• X B, d. i. die Menge 
aller geordneten n-Tupel von Punkten aus B. Die einen Punkt von (B)n 
kennzeichnenden n Punkte von B in ihrer bestimmten Reihenfolge nennen 
wir die n Koordinaten des betreffenden Punktes von (B)n. 

Es sei nun B ein vorgelegter rational eindimensionaler Raum, also 
= A + B, wo A abzahlbar ist und Beine zu A fremde null dimension ale 
Menge bedeutet. Wir bezeichnen flir eine gegebene natlirliche Zahl n mit 
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k n-k 

{A B) die Menge aller jener Punkte des Raumes (R)n, von deren n Ko-
ordinaten k der Menge A und n - k der Menge B angehOren. Es gilt nun 

kn-k 
Rilfssatz 2. Die Menge {A B} istfur jedesk(O~k~n)nulldimen-

sional. 
o n n 0 

Die Mengen {AB} und {AB} sind mit (B)" bzw. (A)n identisch, also 
als Potenzen nulldimensionaler Mengen nach Rilfssatz 1 nulldimensional. 

kn-k 
Es sei 1 :;:::: k :;:::: n - 1. Zum Beweis der Nulldimensionalitat von {A B} 
betrachten wir irgendein vorgegebenes k-Tupel von Punkten der Menge A, 

n-k 

etwa Pi' Pi , ••. , Pi' und bezeichnen mit (Ap. p. '" po ,B) die Menge 
12k '1' '2,' 'tAo 

alIer jener Punkte von (R)n, fiir welche die i1te, die i 2 te, ... , die ikte Ko-
ordinate mit Pi,.' Pi.' .•. , PiA: identisch ist und die n - k iibrigen Koordi
naten irgendwelche Punkte der Menge B sind. Fiir jedes k-Tupel von 

n-A: 
Punkten aus A ist die Menge {A po ~. 0 0 0 po , B) Produkt von n nulldimen-

Jl'.l"~' , f.k 

sionalen Mengen, also nach Rilfssatz 1 null dimensional. Sie ist iiberdies, 
k n-k 

wie wir nun zeigen wollen, in der Menge (A B) abgeschlossen. Denn 
n-k 

die abgeschlossene Riille der Menge {Apo p' . 0 0 p. ,B} ist die Menge aller 
'1' '2' , 'k 

Punkte, deren i1 te, i2 te, ... , i k te Koordinate mit Pil ' Pis' ... , Pi.!; identisch 
sind. J eder Punkt dieser abgeschlossenen Riille, welcher nicht zur Menge 

n-k 
(A po po 0" po ,B} gehort, besitzt auBer den k zu A gehOrigen Koordinaten 

'1'~' "k 

Pil ' Pi.' •.• , Pik noch mindestens eine zu A gehorige Koordinate, insgesamt 
also mindestens k + 1 zu A gehOrige Koordinaten und ist demnach nicht 

kn-k n-k 
Punkt der Menge {A B I , d. h. die nulldimensionale Menge (Ap. po ... p. ,B I 

'1' '2' "k 
k n-k 

ist flir jedes k-Tupel von Punkten aus A in (A B) abgeschlossen. Nun 
existieren, da A abzahlbar ist, nur abzahlbarviele k-Tupel von Punkten 

n-k 
aus A und folglich nur abzahlbarviele Mengen {A po p. . .. ~o , B}, und 

'1' '2' , """k 
k n-k 

die Summe dieser abzahlbarvielen Mengen ist mit {A B} identisch. Die 
A: n-A: 

Menge (A B) ist also Summe von abzahlbarvielen in ihr abgeschlossenen 
nulldimensionalen Mengen und daher nach dem Summensatz nulIdimen
sional, womit Rilfssatz 2 bewiesen. 

Betrachten wir z. B. als R die Zahlellgerade, als A die Menge aller 
rationalen, als B die Menge alIer irrationalell Punkte, so ist, da der Rn , 

der n-dimensionale Cartesische Raum, mit (Rl)n identisch ist (vgl. S. 72), 
Rilfssatz 2 zufolge die Menge aller Punkte des R n , welche genau k ratio-

10* 
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nale Koordinaten besitsen, nulldimensional. Ferner ist dem Hilfssatz 2 zu
folge, wenn Rein rational eindimensionaler Raum ist, der Raum (R)n Summe 

kn-k 
vonn+1 nulldimensionalen Mengen, namlichderMengen {A B} (O~k~n), 

" 0 
unter denen sich eine abzahlbare Menge befindet, namlich die Menge { A B}, 
die mit der n ten Potenz der abzahlbaren Menge A identisch ist. Es gilt 
also der (iibrigens starker Verallgemeinerungen flihige) Satz: Die nte Po
tens eines ra,tional eindimensionalen Raurnes ist hOchstens rational n-dimen
sional. 

Wir beweisen nunmehr folgenden 

Satz liber schwach n-dimensionale Raume. Wenn die nte Potens 
eines iiufjerst schwaCk eindimensionalen Raumes n-dimensional ist, so ist 
sie schwach n-dimensional, 

Es sei B ein auBerst schwach eindimensionaler Raum. Der erste Dimen
sionsteil von R, den wir mit A bezeichnen wollen, ist abzahlbar, die Menge 
R - A, die wir B nennen wollen, ist nulldimensional. Wir betrachten den 
Raum (R)", fur welchen unter Verwendung der obigen Bezeichnungsweise 
die Beziehung gilt 

" k n-k 
(R)" =~{A B}. 

k=O 

In jedem Punkt von B ist R nulldimensional. Also ist nach Hilfssatz 1 
o n 

(R)" in jedem Punkt der Menge {AB}, welche mit (B)" identisch ist, null-
dimensional. Der nte Dimensionsteil des Raumes (R)" ist also Teil der 

" kn-k 
Menge ~{A Blj diese Menge ist nach Hilfssatz 2 Summe von n null-

k=l 

dimensionalen Mengen, also hOchstens (n - I)-dimensional (und sogar 
" 0 

hOchstens rational (n - I)-dimensional, da die Menge {AB}, welche mit 
(A)" identisch ist, abzahlbar ist). Der nte Dimensionsteil des Raumes (R)" 
ist hOchstens (n - I)-dimensional. Wenn also (R)" n-dimensional ist, so ist 
(R)" schwach n-dimensional (und iiberdies als Potenz eines schwach ein
dimensionalen, also rational eindimensionalen Raumes rational n-dimen
sional). 

Historisches. Die Konstruktion der ii.u8erst schwach eindimensionalen Menge ist 
aus einer Arbeit von Sierpinski (Fund. Math. 2, 1921, S.81) reproduziert. Die 
folgenden Hilfssii.tze und Bemerkungen tiber schwach n-dimensionale Rii.ume gab 
ich (Wiener Akad. Anzeiger 1928, Nr. 1) an, 
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5. Ein Korollar iiber die Dichtigkeitseigenschaften 
der Dimensionsteile. 

Als Korollar des Summensatzes hat sich der Satz ergeben (S. 113), 
daB fUr n > 0 eine n-dimensionale Teilmenge eines separabe]n Raumes 
nach Weglassung eines beliebigen einzelnen Punktes n-dimensional bleibt. 
Es ist offenbar nur eine andere Ausdrucksweise, wenn man statt des sen 
sagt: In einem separabeln Raum R enthiilt fiir n > 0 die Menge R" keine 
isolierten Punkte. Ware namlich p ein isolierter Punkt der Menge Rn, so 
existierte eine Umgebung U von p, also eine offene Menge, welche auBer p 
keinen Punkt von Rn enthielte. Die Menge U ware, in sich betrachtet, ein 
separabler Raum, der mindestens n-dimensional ware, da U den Punkt p 
der Menge Rn enthiilt. Nach Tilgung des Punktes p ware U jedoch we
niger als n-dimensional, weil U keine weiteren Punkte enthielte, in denen 
R mindestens n-dimensional ist. Dies ist aber dem erwahnten Satz zu
folge unmoglich. Also enthalt die Menge Rn fur n > 0 keinen isolierten 
Punkt und ist demnach, wie Mengen ohne isolierte Punkte genannt wer
den, insichdicht. Wir konnen also sagen: In einem separabeln Raum sind 
die nichtleeren Dimensionsteile, hOchstens den nullten und den 00- ten aus
genommen, insichdicht. Der nullte Dimensionsteil ist, wie wir wissen, mit 
dem Raum identisch und daher dann und nur dann insichdicht, wenn 
der zugrunde liegende Raum R selbst insichdicht ist. 

DaB deroo-teDimensionsteilnicht insichdicht sein muB,geht aus folgendem 
einfachen Beispiel eines Raumes hervor, welcher einen einzigen Punkt ent
halt, in dem er keine endliche Dimension besitzt. Man bezeichne im Qw mit 

1 
In die Menge aller Punkte {Xi}' fur welche 0 ~ Xi ~ T (i = 1, 2, ... , n), 

Xi = 0 (i> n) gilt. Die Menge In ist ein Intervall des Rn und folglich, 
co 

wie (S.244) gezeigt werden wird, n-dimensional. Die Menge J = ~ In 
,,=1 

ist in jedem ihrer Punkte endlichdimensional, ausgenommen den einzigen 
NuUpunkt. 

Dem zweiten Fundamentaltheorem zufolge ist in einem separablen Raum 
R die Menge Rn, wofern sie nichtleer ist, und allgemein jede nichtleere 
in Rn offene Menge mindestens (n -i)-dimensional. Fur n ~ 2 ist also 
die Menge Rn, falls sie nichtleer ist, mehr als nulldimensional. Nun ist, 
wie wir gesehen haben (S. 89 u. 113), jede mehr als nulldimensionale Teil
menge eines separabeln Raumes unabzahlbar. Also ist in einem separabeln 
Raum R fur jedes n ~ 2 jede nichtleere in Rn ofl'ene Menge (wofern eine 
solche existiert) unabzahlbar. Wenn daher ein Punkt p der Menge Rn 
existiert, so befinden sich in jeder Umgebung von p unabzahlbarviele 



150 IV. Theorie der dimeneionellen Raumetruktur 

Punkte der Menge Rn. Jeder Punkt von Rn ist also Kondensationspunkt 
der Menge R", und die Menge Rn ist, wofern sie nichtleer ist, kondensiert. 

Es gilt also folgendes Korollar des zweiten Fundamentaltheorems: In 
einem separabeln Raum ist fiir n ~ 2 die Menge Rn kondensiert. Fur n = 1 
kann die Menge Rn, wie man am Beispiel der im vorigen Abschnitt kon
st.ruierten auBerst schwach eindimensionalen Menge sieht, abziihlbar sein. 
Der erste Dimensionsteil eines separabeln Raumes ist daher nicht not
wendig kondensiert, wenn er nichtleer ist. 

Zusammenfassend konnen wir aussprechen das 

I{orollar liber die Dichtigkeitseigcnschaften der Dimensionsteile. In 
einem separabeln Raum sind die nichtleeren endlichen Dimensionsteile, aus
genom men hochstens den nullten, insichdicht und, ausgenommen hOchstens 
den nullten und den ersten, kondensiert. 

Historlsches. Der erete Teil dieses Satzee wurde von Hurewicz (Math. Ann. 
96, S. 748) und Tumarkin (Math. Ann. 98, S.640), der zweite von mir (Proc. Acad. 
Amsterdam 30, S. 143) bewiesen. 

6. Das dritte Fundamentaltheorem. 
Nachdem durch die beiden ersten Fundamentaltheoreme die Frage nach 

der Dimension der Dimensionsteile kompakter, halbkompakter und be
liebiger separabler Raume entschieden wurde, untersuchen wir nunmehr 
die Frage nach der Dimension der Mengen Rk, der abgeschlossenen Hullen 
der Dimensionsteile. Eine diesbeztigliche Aussage ergibt sich zunachst un
mittelbar aus dem ersten Fundamentaltheorem: 

In einem n-dimensionalen kompakten oder halbkompakten Raum R ist 
die Menge Rn in allen Punkten der Menge Rn n-dimensional, in allen an
deren Punk ten weniger als n-dimensional. Allgemein ist in einem kom
pakten oder halbkompalcten Raum R fur jede naturliche Zahl k die Menge Rk 
in jedem Punkt der Menge Rk mindestens k-dimensional, in jedem anderen 
Punkt hochstens (k - 1 )-dimensional. 

In der Tat, in einem kompakten oder halbkompakten Raum R ist die 
Menge Rk, wofern sie nichtleer ist, in jedem ihrer Punkte mindestens 
k-dimensional; also ist erst recht die Menge Rk, welche die Menge Rk als 
Teilmenge enthalt, in jedem Punkt von Rk mindestens k-dimensional. In 
jedem Punkt der Menge R - Rk ist der Raum R, also erst recht seine 
Teilmenge Rk hochstens (k -1)-dimensional. Insbesondere ergibt sich aus 
dem Bewiesenen auch die Behauptung tiber den hOchsten Dimensionsteil 
eines n-dimensionalen kompakten oder halbkompakten Raumes. Derselbe 
ist in allen Punkten der Menge Rn n-dimensional, in allen anderen weniger 
als n-dimensional. Es folgt hieraus ofl'enbar auch: 
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Damit in einem n-dimensionalen kompakten oder halbkompakten Raum R 
die Menge Rn homogen n-dimensional (d. h. in allen ihren Punkten n-dimen
sional) sei, ist notwendig und hinreichend, da[J sie mit der Menge R7I identisch 
ist, also m. a. W. da[J die Menge Rn abgeschlossen ist. 

Fur beliebige separable Raume ergibt das zweite Fundamentaltheorem, 
daB die Menge Ric mindestens (k - 1 )-dimensional ist. Daraus folgt fur 
die Menge Ric, daB sie mindestens (k -1 )-dimensional ist. Es gilt aber 
mehr: Die Menge Rk verhalt sich namlich in jedem beliebigen separabeln 
Raum so, wie unserer Feststellung zufolge in kompakten Raumen. Es gilt 
folgendes 

Drittes Fundamentaltheorem (Theorem von den abgeschlossenen 
Riillen der Dimensionsteile). In einem n-dimensionalen separabeln Raum 
R ist die abgeschlossene Bulle ~ der Menge ~ in jedem Punkt der Menge 
Rn n-dimensional, in jedem andere1~ Punkt weniger als n-dimensional. All
gernein ist in einem separabeln Raum R fur jede natiirliche Zahl k die 
Menge R" in jedem Punkt von Rk mindestens k-dimensional, in jedem an
deren Punkt weniger als k-dimensional. 

Wir beweisen sogleich die allgemeine SchluBbehauptung. DaB die Menge 
R" in jedem Punkt der Menge R - Rk hOchstens (k - 1 )-dimensional ist, 
folgt daraus, daB ja der ganze Raum R in jedem Punkte von R - R" 
hOchstens (k -1)-dimensional ist. Wir haben noch zu zeigen, daB die 
Menge Ric in jedem Punkt von Ric mindestens k-dimensional ist. Wir 
konnen diese Behauptung auch so ausdrucken: 1st p ein Punkt, in dem 
die Menge R" hOchstens (k - 1 )-dimensional ist, dann ist auch der Raum 
R im Punkt p hOchstens (k - 1 )-dimensional, dann ist also p ein Punkt 
von R-Rlc. 

Es sei also p ein Punkt, in dem die Menge R" hOchstens (k - 1 )-dimen
sional ist. Wir betrachten die Menge R - Ric. Als Komplement einer ab
geschlossenen Menge ist R - Ric ein Fa (vgl. S. 67). Ferner ist die 
Menge R - R" hOchstens (k -1)-dimensional, denn es ist ja sogar der 
Raum R in jedem Punkt von R - Ric hOchstens (k -1)-dimensional. Der 
Raum ist also Summe der im Punkt p hOchstens (k -1)-dimensionalen 
abgeschlossenen Menge Ric und der hOchstens (k -1)-dimensionalen Fa
Menge R - Rk. Also ist R nach dem verscharften Summensatz im Punkte 
p hOchstens (k - 1 )-dimensional, w. z. b. w. 

Historlsches. Die AUBsage des dritten Fundamentaltheorems hinBichtlich kom
pakter Raume habe ich (MonatsheRe f. Math. u. PhYB. 34, S. 144) bewiesen. Dieser 
Fall wurde auch von Urysohn (Fund. Math. 8, S. 270) bewiesen. Fur beliebige 
separable Raume wurde das Theorem von Hurewicz (Math. Ann. 96, S.762) und 
von Tumarkin (Math. Ann. 98, S. 652) bewieBen. 
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7. Das vierte Fundamentaltheorem. 
Dem ersten Fundamentaltheorem zufolge sind unter den n-dimensionalen 

separabeln Riiumen die kompakten und halbkompakten Riiume stark 
n-dimensional, d. h. in diesen Riiumen ist die Menge Rn n-dimensional. 
Wir wissen, daB in diesen Riiumen die Menge Rn sogar homogen n-dimen
sional ist. 

Man sieht an einfachen Beispielen, daB auch in nicht-halbkompakten 
separabeln n-dimensionalen Riiumen die Menge Rn bisweilen homogen 
n-dimensional ist. Bezeichnen wir z. B. mit G den R1 , mit J die Menge 
aller irrationalen Punkte der Geraden, als Raum betrachtet, so ist der 
Produktraum G X J sicherlich nicht halbkompakt, aber doch ein stark 
eindimensionaler Raum; der erste Dimensionsteil dieses Raumes ist sogar 
homogen eindimensional. 

n-dimensionale Riiume, die nicht stark n-dimensional sind, stellen also 
auch unter den separabeln Riiumen gleichsam Ausnahmef:ille dar, und es 
ergibt sich daher die Frage, unter welch en Bedingungen ein n-dimensionaler 
separabler Raum stark n-dimensional ist oder, wie wir auch sagen wollen, 
die Frage nach hinreichenden Bedingungen fur starke Dimensionalitat. 

Wir leiten zunachst aus dem Fundamentallemma, welches wir zum Be
weis des ersten Theorems herangezogen haben, einen Satz her, der folgen
den Sinn hat: Wenn in einem Raum R die Menge R - Rk eine gewisse 
Eigenschaft hat, welche wir kurz als Uberdeckbarkeitseigenschaft bezeichnen, 
dann ist in jedem Punkt, in welchem die Menge Rk weniger als k-dimen
sional ist, auch der Raum R weniger als k-dimensional. 

Voraussetzungen. Es sei k eine natiirliche Zahl, p ein Punkt des 
separabeln Raumes R, in welchem die Menge Rk hochstens (k - 1 )-dimen
sional ist. Die Menge R - Rk besitze folgende 

Vberdeckbarkeitseigenschaft. Ist A irgendeine in R - Rk abgeschlos
sene Menge und U eine A enthaltende offene Menge, dann existiert eine 

00 

Folge { VJ } (j = 1,2, ... ad inf.) von Umgebungen von A, so daf3 A = nVJ 
J=1 

gilt, ferner eine hochslens (k - 2)-dimensionale Teilmenge P von A und 
eine Folge { ~} (i = 1, 2, ... evtl. ad inf.) von offenen Mengen, von denen 
jede ~ U ist und eine hochstens (lc - 2)-dimensionale Begrenzung besitzt, 
so daf3 

1. A-PC~Uj' 
i= 1 

2. jede der Umgebungen V, von A fast aUe Mengen U, als Teilmengen 
enthall. 

Be h au p tun g. Der Raum R ist im Punkt p hochstens (k -1 )-dimensional. 
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Zum Beweise der Behauptung geben wir eine Umgebung Z(p) vor und 

zeigen, daB eine Umgebung U*(p) C Z(p) existiert, deren Begrenzung 
hOchstens (k - 2)-dimensional ist. Betrachten wir namlich irgendeine Um
gebung U(p) ~ Z(p). Die Begrenzungvon U(p) heiBe B. Da U(p) ~ Z(P) 
vorausgesetzt ist, gilt Be Z(p). Die Menge B· (R - Rk), welche wir 
kurz A nellllen, ist in der Menge R - Rk abgeschlossen. Da A Teilmenge 
von B ist, gilt A C Z(p). Wegen der vorausgesetzten Uberdeckbarkeits
bedingung existiert zu der in R - Rk abgeschlossenen Menge A und zu der 
A enthaltenden offenen Menge Z(p) eine Folge { Vj I (j = 1, 2, ... ad inf.) 

oc 

von Umgebungen von A, fur die A = II~ gilt, eine hOchstens (k - 2)-
j=l 

dimensionale Teilmenge P von A und eine Folge { ViI von offenen Mengen, 
von denen jede ~ Z(p) ist und eine (k - 2)-dimensionale Begrenzung 
besitzt, so daB .. 

1. A - P C ~ U. gilt, 
;=1 

2. jede der Umgebungen Vj von A fast aIle Mengen Ui als Teilmengen 
enthalt. 

Damit sind aber die Voraussetzungen des Fundamentallemmas (S. 129) 
erfiillt, und das FundamentaIlemma ergibt mithin: Es existiert eine Um
gebung U*(p) C Z(p), deren Begrenzung hOchstens (k - 2) - dimensional 
ist, w. z. b. w. 

Aus dem Bewiesenen ergibt sich: Wenn im n-dimensionalen Raum R 
die Menge R - Rn die erwiihnte Uberdeckbarkeitseigenschaft besitzt, dann 
ist die Menge Rn homogen n-dimensional. Sei namlich p ein vorgelegter 
Punkt der Menge Rn. Ware die Menge Rn in p hOchstens (n - 1 )-dimen
sional, so ware dem Bewiesenen zufolge auch der Raum R im Punkt p 
hochstens (n -I)-dimensional; dies aber widerspricht der Annahme, daB 
p ein Punkt von Rn ist. Also muB Rn in p n-dimensional sein, und da 
dies fiir jeden Punkt von Rn gilt, ist damit die Behauptung bewiesen. Die 
Uberdeckbarkeitseigenschaft von R - Rn liefert also eine hinreichende 
Bedingung fiir homogene n-Dimensionalitat der Menge Rn des n-dimensio
nalen Raumes R. 1st die Uberdeckbarkeits bedingung fiir die Menge R - R" 
in einer Umgebung eines Punktes von Rn erfullt, so ist hierdurch gewahr
leistet; daB die Menge Rn in dem betreffenden Punkt n-dimensional, der 
Raum R demnach stark n-dimensional ist. 

Wir wollen nun eine zweite Bedingung, die fiir starke Dimension hin
reichend ist, herleiten. Wenn der n-dimensionale Raum R schwach n-dimen
sional ist, so betrachten wir die (n -1)-dimensionale Fa-Menge En. Dem 
dritten Fundamentaltheorem zufolge ist die Menge Rn in jedem Punkt von 
Rn n-dimensional. Wellll wir also irgendeinen Punkt p von Rn vorgeben, 
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so ist in p die Menge Rn (n -1 )-dimensiona~ die Menge Rn n-dimensional. 
Folglieh enthalt jede Umgebung dieses Punktes p Punkte der Menge 
Rn_Rn. Jeder Punkt von Rn ist also Haufungspunkt der Menge Rn_Rn, 
d. h. die Menge R" - Rn liegt in Rn dieht. Die Menge R" ist also, falls 
sie (n - I)-dimensional ist, total irreduzibel (S.53) und mithin (S.53), 
da sie ein Fa ist, von erster Kategorie. Wir sehen also: Wenn der hOchste 
Dimensionsteil eines Raumes von zweiier Kategorie ist, so ist der Raum 
stark dimensional. 

Zusammenfassend konnen wir also aussprechen folgendes 

Viertes Fundamentaltheorem (von hinreichenden Bedingungen fUr 
Starkdimensionalitat). Damit der nte Dimensionsteil Rn des n-dimensio
nalen Raurnes R homogen n-dimensional sei, ist hinreichend folgende Uber
deckbarkeitsbedingung: Ist A irgendeine in R - Rn abgeschlossene Menge 
und U eine A enthaltende offene Menge, dann existiert zu einer Folge 

00 

{ Vi} (j = 1,2, ... ad inf.) von Umgebungen von A, fur die A = llvi gilt, 
i=l 

eine hOchstens (n - 2)-dimensionale Teilmenge P von A und eine Folge 
{U;} (i = 1, 2, ... evtl. ad inf.) von offenen Mengen ~ U mit hOchstens (n-2)-

00 

dimensionalen Begrenzungen, so da{3 1. A - P C ~Ui gilt; 2. jede der 
i=l 

Umgebungen Vi von A fast alle Mengen Ui als Teilmengen enthiilt. Diese 
Bedingung ist insbesondere erfiillt, wenn R - Rn halbkompakt ist. 

Damit der n-dimensionale Raum R stark n-dimensional sei, ist hin
reichend, da{3 der n te Dimensionsteil Rn von zweiter Kategorie ist. 

Historisches. Die erste Bedingung des vierten Theorems gab ich (Wiener Ber. 
133, S.440, Math. Ann. 95, S.288, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver.35, S.186f.) an. 
Beziehungen zwischen Starkdimensionalitat und Kategorie stellte ich (Wiener Ber. 133, 
S. 443) auf, wo ich fUr den Fall n = 1 die zweite Bedingung des vierten Theorems 
(und sogar noch eine schwachere) ale hinreichend erwies. Fur beliebiges n wurde 
die zweite Bedingung von Hurewicz (Math. Ann. 96, S. 762) als hinreichend er
wiesen. 



V. Der Zerlegungssatz. 

1. Problemstellung. 
Wir wenden uns nun der Untersuchung gewisser Zerlegungseigenschaften 

endlichdimensionaler Raume zu. Jede endliche Menge ist ofl'enbar Summe 
von endlichvielen abgeschlossenen, namlich einpunktigen Mengen, die zu 
je zweien einen leeren Durchschnitt haben. Eine Strecke, d. h. ein Inter
vall des RlI kann sIs Summe von endlichvielen abgeschlossenen Teilmengen 
(Teilstrecken) vorgeschriebener Maximallange dargestellt werden, die zu je 
zweien endliche (also hOchstens nulldimensionale) Durchschnitte und zu je 
dreien Ie ere Durchschnitte haben. Eine Quadratflache la13t sich in endlich
viele abgeschlossene Teilmengen von vorgeschriebener Kleinheit zerlegen, 
die zu je zweien h6chstens eindimensionale, zu je dreien h6chstens null
dimensionale, zu je vieren leere Durchschnitte haben. Es ist nun von groBer 
Wichtigkeit, daB aIle endlichdimensionalen separabeln Raume derartige 
Zerlegbarkeitseigenschaften b esitz en. 

Um dieselben bequem formulieren zu k6nnen, bedienen wir uns im 
folgenden einer abgekiirzten Ausdrucksweise. Wir werden in einem vor
gelegten separabeln Raum R Systeme von endlichvielen Teilmengen mit 
irgendeiner bestimmten Eigenschaft zu betrachten haben, z. B. Systeme 
von endlichvielen ofl'enen Mengen, die paarweise fremd sind, oder Systeme 
von endlichvielen abgeschlossenen Mengen, die zu je dreien hochstens null
dimensionale Durchschnitte haben und deren Summe gleich dem vorgelegten 
Raum R ist u. dgl. Wenn nun zu jedem vorgelegten endlichen Uberdeckungs
system des Raumes R, d. h. zu jedem vorgelegten System von endlichvielen 
ofl'enen Mengen Ull Ui.I ... , Ur , deren Summe mit R identisch ist, ein 
System von endlichvielen Mengen der betreffenden Eigenschaft existiert, von 
den en jede in einer der Mengen Ull U2 , ••• , Ur des vorgelegten Uber
deckungssystems als Teilmenge ist, dann wollen wir kurz sagen: Es existieren 
endlichv1'ele beliebig kleine Mengen der betreffenden Art, Wenn beispielsweise 
zu jedem vorgelegten endlichen Uberdeckungssystem ~, Uj , •• • , Ur des 
Raumes R endlichviele paarweise fremde abgeschlossene Mengen existieren, 
deren Summe gleich R ist und von denen jede in einer der Mengen U. als 
Teilmenge enthalten ist, dann sagen wir: Der Raum R ist Summe von 
endlichvielen beliebig kleinen abgeschlossenen Mengen, die paarweise 
fremd sind. 
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Erinnern wir daran, daB wir als Stuck eines Raumes die abgeschlossene 
Rulle einer offenen Menge bezeichnet haben, so Hi-Bt sich unter Verwendung 
der eben eingefuhrten Ausdrucksweise das Rauptresultat, zu dem wir ge
langen werden, aussprechen als folgender 

Allgemeiner Zerlegungssatz. Ein n-dimensionaler separabler Raum ist 
Summe von endlichvielen beliebig kleinen Stiicken, die 
zu je zweien einen hOchstens (n - 1 )-dimensionalen 
zu je dreien einen hOchstens (n - 2)-dimensionalen 

zu je k einen hochstens (n - k + 1 )-dimensionalen 

zu je n + 1 einen hOchstens nulldimensionalen 
zu je n + 2 einen (hOchstens) (- 1 )-dimensionalen 

(d. h. leeren) 

Durchschnitt haben. 

Der Satz behauptet also, daB zu jedem vorgelegten endlichen Uber
deckungssystem eines separabeln Raumes R endlichviele Stucke des Raumes 
existieren, von denen jedes in einer der Mengen des vorgelegten Uber
deckungssystems als Teilmenge enthalten ist, die zu je k einen hochstens 
(n - k + l)-dimensionalen Durchschnitt haben (k = 2, 3, ... , n + 2) und 
deren Summe mit R identisch ist. 

Wir werden eine entsprechende Zerlegbarkeitseigenschaft fur die n-di
mensionalen abgeschlossenen Teilmengen separabler Raume nachweisen; 
es gilt namlich, wie wir sehen werden, folgender 

Allgemeiner Zerlegungssatz fUr abgeschlossene Mengen. 1st Meine 
n-dimensionale abgeschlossene Teilmenge eines separabeln Raumes, so ist M 
in der Summe von endlichvielen beliebig kleinen Stiicken des Raumes ent
halten, die zu je k hOchstens (n - k + 1 )-dimensionale Durchschnitte haben 
(k = 2, 3, ... , n + 2). 

Als letzten Teil des allgemeinen ZerZegungssatzes werden wir die fur viele 
Anwendungen ausreichende Tatsache bezeichnen, daB jeder n-dimensionale 
separable Raum Summe ist von endlichvielen beliebig kleinen Stucken, die 
zu je n + 2 leere Durchschnitte haben. 

Wir werden von dem Zerlegungssatz auch die Umkehrung beweisen, 
d. h. wir werden zeigen: Ein separabler Raum, der Summe von endlich
vielen beliebig kleinen Stucken ist, die zu je k hochstens (n - k + l)-di
mensionale Durchschnitte haben (k = 2, 3, ... , n + 2), ist hOchstens n-di
mensional. Es gilt sogar mehr: Ein separabler Raum, der fur eine der 
Zahlen k = 2, 3, ... , n + 2 Summe von endlichvielen beliebig kleinen 
Stucken ist, die zu je k hOchstens (n - k + l)-dimensionale Durchschnitte 
haben, ist hochstens n-dimensional. 1st Rein mindestens (n + 1 )-dimensio
naler separabler Raum, so existiert also fUr jede der Zahlen k = 2, 3, ... , n + 2 



1. Problemstellung 157 

ein endliches Uberdeckungssystem Uk von R, so daB bei jeder Zerlegung 
von R in endlichviele abgeschlossene Mengen, von denen jede in einer der 
Mengen von Uk als Teilmenge enthalten ist, k-Tupel von Mengen mit min
destens (n - k + 2)-dimensionalem Durchschnitt auftreten. Bezeichnen wir 
mit U ein endliches Uberdeckungssystem des mindestens (n + l)-dimensio
nalen Raumes, fiir welches jede Menge in einer Menge von Ul1 in einer 
Menge von USI ••• , in einer Menge von UnH als Teilmenge enthalten ist, 
so treten bei jeder Zerlegung des Raumes in endlichviele abgeschlossene 
Mengen, von denen jede in einer Menge von U als Teilmenge enthalten 
ist, Paare mit mindestens n-dimensionalen, Tripel mit mindestens (n - 1)
dimensionalen, ... , (n + 1)-Tupel mit mindestens eindimensionalen, (n + 2)
Tupel mit mindestens nulldimensionalen Durchschnitten auf. Wir wollen 
diese Tatsache kurz folgendermaBen formulieren: 

Umkehrung des allgemeinen Zerlegungssatzes. Bei jeder Zerlegung 
eines n-dimensionalen separabeln Raumes in endlicltviele hinliinglich kleine 
abgeschlossene Mengen treten 
Mengenpaare mit mindestens (n - 1 )-dimensionalem 
Mengentripel mit mindestens (n - 2)-dimensionalem 

;;.;;;;~:;;:: I Du7.tft~ 
(d. h. nichaeerem) 

Beispielsweise gibt es bei jeder Parzellierung eines Areals auf der Erd
oberHache in (endlichviele) hinlanglich kleine Grundstiicke Grenzlinien, in 
welchen zwei Grundstiicke und Punkte, in welchen mindestens drei Grund
stiicke zusammenstoBen. 

Historisches. Der letzte Teil des Zerlegungssatzes hinsichtlich kompakter Raume 
wurde bewiesen von Urysohn (Fund. Math. 8, 1926, S. 292; ohne Beweis erwahnt 
in C. R. 175, 1922, S.441) und von mir (Monatshefte f. Math. u. Phys. 34, 1924, 
S.1&3). Der allgemeine Zerlegungssatz stammt von mir (Math. Ann. 98, 1927. S. 81). 
Die Umkehrung des letzten Teiles hinsichtlich kompakter Raume wurde von Ury
sohn (Fund. Math. 8, 1926, S. 294) bewiesen. Die Umkehrung des allgemeinen Zer
legungssatzes hinsichtlich kompakter Raume erwahnte ich (Jahresber. d. Deutsch. 
Math. Ver. 36, 1927, S.11). Die Umkehrung des letzten Teiles hinsichtlich beliebiger 
separabler Raume bewies H urewicz (Proc. Acad. Amsterdam 30, 1927, S. 429), wo 
auch zum ersten Mal die obige ~'ormulierung des letzten Teiles des Zerlegungssatzes 
und seiner Umkehrung angegeben wird, die bis dahin nur in folgender metrischer 
Gestalt bewiesen waren: Damit ein kompakter metrischer Raum R hllchstens n-dimen
sional sei, ist notwendig und hinreichend, daB R ilir jedes E > 0 Summe ist von 
endlichvielen augeschlossenen Mengen, deren Durchmesser < 8 sind und die zu je 
n + 2 leere Durchschnitte haben. 

1m folgenden wird im Abschnitt 2 zunachst ein kurzer Beweis ilir den letzten 
Teil des Zerlegungssatzes dargestellt, in welchem der Fall n > 0 durch einen mir 
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von Vietoris mitgeteilten Gedanken in wenigen Worten auf den Fall n=O zu
riickgefUhrt wird. Abschnitt 3 enthiiJt meinen Beweis des allgemeinen Zerlegungs
satzes (Math. Ann. 98, S.81) nebst der (Jahresb. d. Deutsch. Math. Ver. 36, S. 11) 
angekiindigten Verallgemeinerung auf beliebige separable Raume, wobei sich ein 
die Dimensionsdefinition erganzender Satz (den ich im Wiener akad. Anz. 1928, 
Nr. 1 ankiindigte) als Nebenresultat ergibt. Abschnitt 4 enthalt einen Beweis des 
allgemeinen Zerlegungssatzes und einer noch allgemeineren Behauptung (Hilfssatz 2) 
von Hurewicz (Math. Ann. 100, 1928). Er verhalt sich zum ersten Beweis so wie 
der zweite Beweis des Summensatzes zum ersten (Kap. III, Abschn. 3 u. 4). Die 
beiden zweiten Beweise stiitzen sich auf Zerspaltungstatsachen, wodurch einerseits 
ihre Kiirze, anderseits aber der Umstand bewirkt wird, daB sie auch bei Anwendung 
auf kompakte Raume Satze iiber beliebige separable Raume heranziehen miissen. 
Abschnitt 5 enthalt in veranderter Form den Beweis von U ry s 0 hn (Fund. Math. 8, 
S. 294) fUr die Umkehrung des letzten Teiles des Zerlegungssatzes in kompakten 
Raumen, Abschnitt 6 einen Beweis fUr die Umkehrung des allgemeinen Zerlegungs
satzes in kompakten Raumen. Bei Abfassung der Abschnitte 5 und 6 zog ich aus 
Ratschlagen von Hurewicz Nutzen. 

Bemerkenswert ist vielleicht folgender Umstand: Wahrend die Umkehrung des 
allgemeinen Zerlegungssatzes in relativ einfacher Weise auf die Umkehrung des 
letzten Teiles zuriickgefUhrt werden kann (vgl. Abschn. 6), sind zum Beweise des 
allgemeinen Zerlegungssatzes selbst, wie die Abschnitte 3 und 4 zeigen, erheblich 
kompliziertere Uberlegungen erforderlich als zum Beweise des letzten Teiles des 
Zerlegungssatzes; denn das einfache Verfahren, welches im Abschnitt 2 zum Beweis 
des letzten Teiles fUhrt, ist, wie es scheint, fUr den Beweis des allgemeinen Zer
legungssatzes nicht anwendbar. 

2. Der letzte Teil des Zerlegungssatzes. 
Wir beweisen zunachst den letzten Teil des Zerlegungssatzes, d. h. die 

Behauptung, daB jede abgeschlossene Teilmenge M eines separabeln Raumes 
R in der Summe von endlichvielen beliebig kleinen Stiicken des Raumes 
enthalten ist, die zu je n + 2 Ie ere DurchschniUe haben. Wir beginnen 
mit dem Nachweis, daB eine n-dimensionale Teilmenge M von R (sie mag 
abgeschlossen sein oder nicht) in der Summe von endlichvielen belie big 
kleinen offenen Mengen enthalten ist, die zu je n + 2 einen leeren Durch
schnitt haben (wobei die abgeschlossenen HiiIIen dieser ofl'enen Mengen 
vorerst eventuell noch zu je n + 2 Punkte gemein haben konnen). Wir 
beweisen, genau gesprochen, den 

Hilfssatz 1. Sind m offene Mengen Ul1 U2 , ••• , Um des separabeln 
Raumes R gegeben, in deren Summe die n-dimensionale Menge M enthalten 
ist, dann existieren m offene Mengen VI' J 2 , ••• , Vm , in deren Summe M 
enthalten ist, die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben und so dafJ fur 
i = 1, 2, ... , m die Beziehung Vi C Ui gilt. 

Sei zunachst n = O. Jeder Punkt von Mist in einer cler m Mengen Uil 

also, da JJ1 nulldimensional ist, in einer ofl'enen Menge mit zu M fremder 
Begrenzung, welche Teilmenge von mindestens einer der m Mengen U. ist, 
enthalten. N ach dem Uberdeckungstheorem fUr separable Raume ist Min der 
Summe von abzahlbarvielen clerartigen Mengen { Wk 1 (k = 1, 2, ... ad inf.) 
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enthalten, von denen also jede eine zu M fremde Begrenzung besitzt und 
Teilmenge von mindestens einer der m Mengen Ui ist. Setzen wir 

k-I 

W~ = Wk- Wk· 2'Wj (k = 2,3, ... ad inf.), 
)=1 . 

so sind die derart definierten Mengen W~ (vgl. S. 99) offen, paarweise 
fremd, und ihre Summe enth1iJt M als Teilmenge. Ferner ist jede der 
Mengen W; als Teilmenge von W k in mindestens einer der m Mengen Ui 

als Teilmenge enthalten. Bezeichnen wir nun fur i = 1, 2, ... , m mit Vi die 
Summe aller jener Mengen W~, die in U;, aber in keiner der Mengen VI' Vs, 
... , 'V;-1 als Teilmenge enthalten sind, dann genugen die so definierten 
m Mengen Vi offenbar den Forderungen des Hilfssatzes: mit Rucksicht auf 
die paarweise Fremdheit der W; ist jedes V. zu allen Vj (j < i) fremd; 
es sind also die V. paarweise fremd. Sie uberdecken ferner offenbar die 
Menge M und jede von ihnen ist Teilmenge der entsprechenden Menge U; .. 

1st n > 0, dann zerspalten wir M nach dem Zerspaltungssatz in n + 1 
nulldimensionale Mengen Ml1 M 2 , ••• , M" + I. Aus dem fur n = ° eben 
bewiesenen Hilfssatz folgt, wenn wir ihn auf die n + 1 Mengen Mi an
wenden, die Existenz von n + 1 Systemen von je m offenen Mengen 

V~, 

V;, 
. , 
., 

V~+l, V;+t, ., V:!,+I, 
so daB erstens jede Menge der iten Kolonne Teilmenge von Ui ist, daB 
zweitens Mi Teilmenge von der Summe der m Mengen der i ten Zeile ist, 
und daB drittens je zwei Mengen einer und derselben Zeile zueinander 
fremd sind. Es haben dann je n + 2 unter den m· (n + 1) Mengen 
V: (i = 1,2, ... , m, k = 1,2, ... , n + 1) einen leeren Durchschnitt, denn 
unter je n + 2 von den Mengen V: sind mindestens zwei Mengen aus 
einer und derselben Zeile (zwei Mengen mit gleichem oberen Index) vor
handen und diese haben einen leeren Durchschnitt. Bezeichnen wir mit 
Vi die Summe der n + 1 Mengen der iten Kolonne (der n + 1 Mengen 
mit unterem Index i), so haben offenbar auch je n + 2 von den m Mengen 
V~ einen leeren Durchschnitt und befriedigen daher die Forderungen von 
Hilfssatz 1, womit derselbe bewiesen ist. 

Um im FaIle, daB die vorgelegte n-dimensionale Teilmenge M des sepa
rabeln Raumes R abgeschlossen ist, fur M aus dem Hilfssatz 1 die Aussage 
des letzten Teiles des Zerlegungssatzes herzuleiten, stutzen wir uns auf 
folgende 

Bemerkung. Sind VlI V2 , ••• , Vm offeneMengen des separabeln Raumes 
R, welche die abgeschlossene Menge M iiberdecken, dann existieren m die 
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Menge M iiberdeckende ofi'ene Mengen V;, V;, ... , V~, so daB fur 
i = 1, 2, ... , m die Beziehung gilt V; ~ Vi' 

Zum Beweise dieser Bemerkung beachten wir, daB die Menge 

ofi'enbar Teilmenge von Vl ist und daB sie ferner, weil M als abgeschlossen 
vorausgesetzt ist, Durchschnitt zweier abgeschlossener Mengen, also ab-

geschlossen ist. Da M· (R - ~V;) eine abgeschlossene Teilmenge der 

ofi'enen Menge Vl ist, existiert (vgl. S. 31 fi'.) eine ofi'ene Menge V;, welche 
der Beziehung geniigi 

M· (R-~Vi) C V; ~ Vl' 
rn 

Der erste Teil dieser Ungleichung ergibt die Beziehung MeV; + ~V/' 
i=! 

Betrachten wir nun das System der ofi'enen Mengen V;, V2, ••• , Vrn , und 
wenden wir auf die Menge Vs dasselbe Verfahren an, wie eben auf die 

rn 
Menge Vl , so erhalten wir eine Menge V; ~ V2 , so daB MeV; + v~ + ~V/ 

i=S 
gilt. Durch Wiederholung des Verfahrens bis zur Menge Vrn ergeben sich 
schlieBlich m ofi'ene Mengen V; ~ V; (i = 1, 2, ... , m), weiche M iiber
decken, womit die Bemerkung bewiesen ist. 

Es sei nun Meine n-dimensionale abgeschlossene Teilmenge des sepa
rabein Raumes R, und es seien Ul1 Us, .. ', Urn endlichviele vorgelegte M 
iiberdeckende ofi'ene Mengen. Zum Beweis des Ietzten Teiles des Zerlegungs
satzes bestimmen wir nach Hilfssatz 1 zunachst m ofi'ene Menge Vl , Vs,"" Vm , 

weiche M iiberdecken und zu je n + 2 Ie ere Durchschnitte haben, so daB 
Vie ~ (i = 1, 2, ... , m) gilt, und bestimmen hierauf gemaB der be-
wiesenen Bemerkung m ofi'ene Mengen V~, V;, ... , V~, welche M iiber-
decken und der Beziehung V; ~ V; (i = 1, 2, ... m) geniigen. Infolge 
der Ietzten Beziehung sind, da die Mengen V; zu je n + 2 Ie ere Durch
schnitte haben, auch fUr je n + 2 von den Stiicken V; die Durchschnitte 
leer. Die Stiicke V~, V~, ... , V~ sind also endlichviele M iiberdeckende 
Stucke, die bzw. Teilmengen von ~, U2 , ••• , Urn sind und zu je n + 2 
Ieere Durchschnitte haben, und erfiillen mithin die Forderung des letzten 
Teiles des Zerlegungssatzes. 

Es ist fur das FQlgende zweckma13ig, die bewiesene Behauptung in die 
Form zu bringen von 

Hilfssatz 1'. 1st in einem separabeln Raum Reine n-dimensionale ab
geschlossene Menge M und ein endliches Uberdeckungssystem des Raumes 
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bestehend aus den offenen Mengen Ut , U2 , ••• , Um gegeben, dann existiert ein 
endliches Uberdeckungssystem des Raumes, bestehend aus m offenen Mengen 
WlI Wi' ... , Wm , fur welclte Wi~ U; (i = 1, 2, ... , m) gilt, so dafJ 
jeder Punkt von M hochstens n + 1 von den Mengen Wi angehOrt. 

Zum Beweise bestimmen wir m Mengen VlI V2 , ••• , Vm nach Hilfs
satz 1, setzen sodann V; = V; + Ui • (R - M). Die Mengen V~, V~, ... , V~ 
bilden ein Uberdeckungssystem des Raumes R. Bestimmen wir hier"uf 
gemaB der obigen Bemerkung m Mengen WlI W2 , ••• , Wm , welche ein 
Uberdeckungssystem von R bilden und der Beziehung Wi ~ V/ genugen, 
so erfullen die so bestimmten Mengen Wi ofl'enbar die Forderungen von 
Rilfssatz 1'. 

3. Erster Beweis des allgemeinen Zerlegungssatzes. 
Wir beweisen nun den allgemeinen Zerlegungssatz fUr abgeschlossene 

Mengen, und zwar in folgender Form: 

1st A eine vorgegebene hochstens n-dimensionale abgeschlossene Teilmenge 
eines separabeln Raumes R und sind Uti Ui , ... , U m vorgelegte A uber
deckende offene Mengen des Raumes, dann existieren endlichviele Raumstiicke 
VlI Vi" ., V r , von denen jedes in einer der m Mengen lf; als Teilmenge 
enthalten ist, deren Summe die Menge A alii Teilmenge enthiilt und so, dafJ 
der Durchschnitt von je k von den m Mengen Vi eine hOchstens (n - k + 1)
dimensionale Teilmenge von A ist (k = 2, 3, ... , n + 2). 

Wir fuhren den Beweis zunachst unter der Annahme, daB der zugrunde 
liegende Raum R kompakt ist, und verwenden bei dieser Uberlegung ledig
lich den Summensatz fur kompakte Raume. Wir werden sodann zeigen, 
daB dieser Beweis durch einige leichte Abanderungen und durch Heran
ziehung des Summensatzes fur beliebige separable Raume den Zerlegungs
satz fUr abgeschlossene Teilmengen beliebiger separabler Raume ergibt. 

Wir betrachten also die Behauptung unter der Voraussetzung, daB R 
kompakt ist. Die Behauptung ist trivial fur den Fall n = - 1. Wir wollen 
annehmen, die Behauptung sei fUr den Fall n - 1 gultig, und weisen unter 
dieser Annahme ihre Gultigkeit fUr den oben formulierten Fall n nacho 

Zunachst ist, da die m ofl'enen Mengen lf; nach Voraussetzung die 
hochstens n-dimensionale Menge A uberdecken, jeder Punkt von A in 
einer offenen Menge enthalten, welche im scharferen Sinne Teilmenge von 
einer der m ofl'enen Mengen lf; ist und deren Begrenzung mit A einen 
hOchstens (n -1 )-dimensionalen Durchschnitt hat. N ach dem Uberdeckungs
theorem fUr kompakte Mengen wird A von endlichvielen derartigen Mengen, 
etwa von Mengen WlI W" ... , W" uberdeckt. Bilden wir nach dem be
reits mehrfach angewendeten Verfahren die Mengen 

Men g e r, DimenBioustheorie 11 
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i-I 

W; = W l1 W; = Wi - Wi' .2'Wj (i = 2, 3, ' , " 8), 
j=I 

so sind die Mengen W; paarweise fremd und offen; ihre Begrenzungen 
haben dem Summensatz zufolge mit A hOchstens (n - 1)-dimensionale 
Durchschnitte; jede von ihnen ist Teilmenge von einer der m Mengen Ui' 

• 
und es gilt A C ,2'w;, 

i=1 

Wir bestimmen nun zu jeder der 8 Mengen W; eine Teilmenge Xi in 
folgender Weise, Wir betrachten fUr jede der Zahlen i = 1, 2, ' .. , 8 die 
beiden abgeschlossenen Mengen A, W; und R - W; und die offene Menge 
W; und erhalten durch Anwendung des allgemeinen Trennungssatzes 
(S, 31) eine offene Menge Xi mit folgenden Eigenschaften: 

Xi C W;, A· w; C Xii Xi' (R - W;) CA· W; . (R - W;). 
Da A· W; . (R - W;) der Durchschnitt von A mit der Begrenzung von 
W;, also hochstens (12 -1 )-dimensional ist, ist auch die Menge Xi' (R - w;) 
hOchstens (n-l )-dimensional. Mit Rucksicht darauf, daB die offenen Mengen 
W; paarweise fremd sind, geht daraus unmittelbar hervor, daB je zwei 
Stiicke Xi und X j (i + j) einen hochstens (n - 1 )-dimensionalen Durch
schnitt haben, Uberdies ist klar, daB jedes der Stucke Xi Teilmenge von 
einer der Mengen W;, also von einer der m Mengen U; ist, und daB 

• 
A C .::s Xi gilt. Wir wollen das System der so bestimmten Stucke 

i=1 

XII X 2 , ' , "X, mit ~2 bezeichnen und die Anzahl der in ~2 enthaltenen 
Mengen 82 statt s nennen, 

Es liegt dann also ein A uberdeckendes System ~2 von Stiicken des 
Raumes vor, von denen jedes als Teilmenge in einer der m Mengen U. 
enthalten ist und so daB der Durchschnitt von je zwei der Mengen aus ~2 
eine hochstens (n - 1 )-dimensionale Teilmenge von A ist, 

Wir nehmen nun an, daB fUr eine Zahl k, fur welche 2 :5: k :5: n + 1 
gilt, ein System ~k vorliege, bestehend aus endlichvielen, etwa 8k , die 
Menge A uberdeckenden Stucken des Raumes Y l1 Y 2, ' , " Y.k , von denen 
jedes in einer der m Mengen Ui als Teilmenge enthalten ist und so daB 
der Durchschnitt von je r Mengen Y i eine hochstens (n - r + l)-dimen
sionale Teilmenge von A ist, fUr jede der Zahlen r = 2, 3, ' , "k. Wir 
wollen unter dieser Annahme ein System ~k+l von endlichvielen A uber
deckenden Stiicken des Raumes bestimmen, von welchen jedes in einer 
der m Mengen U. als Teilmenge enthalten ist, und so daB der Durchschnitt 
von je r Mengen von ~k+ 1 eine hOchstens (n - r + 1 )-dimensionale Teil
menge von A ist, fur jede der Zahlen r = 2, 3, ' , " k, 7c + 1. Sobald diese 
Konstruktion durchgefUhrt ist, sind wir am Ziel; denn wenden wir sie auf 
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das bereits vorliegende System ~2 an und iterieren wir diese Konstruktion, 
so gelangen wir nach n Schritten zu einem Mengensystem ~n+2' be
stehend aus endlichvielen A uberdeckenden Stiicken, von denen jedes in 
einer der Mengen Ui als Teilmenge enthalten ist, und so daB der Durch
schnitt von je r Mengen von ~n+2 eine hOchstens (n-r+ 1)-dimensionale 
Teilmenge von A ist, fUr jede der Zahlen r = 2, 3, ... , n + 2. Die Existenz 
eines solchen Mengensystems ist aber gerade der Inhalt unserer zu be
weisenden Behauptung. 

Es handelt sich also urn die Herleitung eines Mengensystems ~k+l aus 
einem Mengensystem ~k. Wir fUhren diese Aufgabe durch, indem wir 
erstens ein gewisses System ~" von Mengen definieren, die wir in ~k+l 
aufnehmen, und indem wir zweitens die Mengen von ~k mit Hilfe der 
Mengen von ~" modifizieren und in modifizierter Gestalt in das System 
~k+ 1 aufnehmen. 

Wir betrachten das vorliegende System ~k von Sk die Menge A uber
deckenden Stiicken Y ll Y 2 , ••• , Y'k' fur welches 

1. jede der Mengen Y i in einer der m Mengen UJ als Teilmenge ent
halt en ist, 

2. der Durchschnitt von je r Mengen eine hochstens (n - r + 1 )-dimen
sionale Teilmenge von A ist (r = 2, 3, ... , k). 

Wir bezeichnen mit Sr (r = 2, 3, ... , k) die Menge aller Punkte, welche 
in mindestens r von den Sk Mengen des Systems ~k enthalten sind. Diese 
Menge Sr ist ofl'enbar die Summe der Durchschnitte aller r-Tupel von 
Mengen des Systems ~k' also, als Summe von endlichvielen hochstens 
(n-r+ 1)-dimensionalen abgeschlossenen Teilmengen von A, eine hOch
stellS (n - r + 1 )-dimensionale a bgeschlossene Teilmenge von A. 

Ins besondere ist Sk eine hOchstens (n - k + 1 )-dimensionale Teilmenge 
von A. Da k ~ 2 gilt, ist die Menge Sk weniger als n-dimensional, also 
kann auf Sk und die m Mengen Ui unsere fiir weniger als n-dimensionale 
Mengen als giiltig angenommene Behauptung angewendet werden. Es 
existiert insbesondere ein System ~' von endlichvielen, etwa t, die Menge 
Sk uberdeckenden Raumstiicken Y~, Y;, ... , Y; mit folgenden Eigen
schaften: 

1'. Jedes der Stiicke Y; ist in einer der Mengen UJ als Teilmenge ent
halten. 

2'. Der Durchschnitt von je zweien der Stiicke Y; ist eine hOchstens 
(n - k )-dimensionale Teilmenge von A. 

Wir setzen nun Sl = A und bestimmen - daB eine solche Bestimmung 
stets moglich ist, werden wir hinterher beweisen - zu jeder der Mengen 
Y; von ~' eine ofl'ene Menge Y~' mit folgenden Eigenschaften: 

11· 
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1". Y;' C Y;, 
2" S Y" S Y' • k' ; = k' ;' 

3". Die Begrenzung von Y:' hat mit Sr einen hochstens (n - r)-dimen· 
sionalen Durchschnitt (r = 1,2, ... , k). 

Das System dieser t Stiicke Y;' bezeichnen wir mit ~". 

Wir setzen nun 
t 

Zr = ~ - ~. ~Y;', (i = 1,2, ... , Sk)' 
;=1 

und betrachten fiir jede der Zahlen i = 1, 2, ... , Sk die abgeschlossenen 
Mengen Zr . A und R - Zl sowie die offene Menge Z;*. Wenden wir 
auf diese Mengen den allgemeinen Trennungssatz von S. 31 an, so ergibt 
sich die Existenz einer offenen Menge Z; gema13 den Bedingungen 

Z.·A=Z;I<·A • • 
(t) Zj' (R - Z,*) C A. 

Nunmehr definieren wir das System ~k+l folgenderma13en: Es enthalte 
erstens die abgeschlossenen Hiillen der Sk Mengen Z; (i = 1, 2, ... , Sk) und 
zweitens die t Stiicke von ~". 

Wir setzen nun Z'k+ j = Y;', (i = 1,2, ... , t) 

und nennen ~k+1 das System der Sk + t Stiicke 

Zl' Z2"'" Z, , Z, +11"" Z, +t. k k k 

Offenbar iiberdecken die Stiicke des Systems ~k+1 die Menge A, und es 
ist jede Menge von ~k+l in einer der m Mengen U; als Teilmenge ent
halten. Fiir die Mengen mit einem Index :s;; Sk folgt letzteres daraus, daB 
sie Teilmengen von Mengen des Systems ~k sind - fiir die Mengen mit 
einem Index> Sk aus den Eigenschaften 1'. von ~' und 1". von ~". 

Wir weisen nun nach, daB der Durchschnitt von je r Mengen des Systems 
~k+l eine hochstens (n - r + l)-dimensionale Teilmenge von A ist, 
(r = 2, 3, ... , k, k + 1). Es seien zu diesem Zweck Z., Z/ , ... , Zi irgend 

1 2 r 

r vorgelegte Mengen des Systems ~k+ l' U m die Behauptung betreffend 
ihren Durchschnitt nachzuweisen, unterscheiden wir drei Falle. 

Erster Fall. Unter den r vorgelegten Mengen ~k+l kommen mindestens 
zwei vor, deren Index groBer als Sk ist, d. h. mindestens zwei Mengen Y~' 
und Yj (i, j = 1, 2, ... , t, i =1= j). Der Durchschnitt dieser zwei Mengen 
Y;' und Yj' ist mit Riicksicht auf die Eigenschaften 2'. von ~' und 1". 
von ~" eine hOchstens (n - k)-dimensionale Teilmenge von A. Wegen 
r :s;; k + 1 ist also der Durchschnitt Y;' . 'Vi' und daher erst recht der 
Durchschnitt der r vorgelegten Mengen aus ~k+l hOchstens (n - r + 1)
dimensional. 
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Zweiter Fall. Unter den r vorgelegtenMengen des Systems ff"+l kommt 
genau eine vor, deren Index> sIr ist, d. h. genau eine von den t Mengen 
Y;'. Da die ofl'ene Menge Y;' zu jeder der Mengen Zj (j ~ Sir) auf Grund 
der Definition dieser Mengen fremd ist, ist der Durchschnitt der r vor
gelegten Mengen Teilmenge der Begrenzung von Y;'. 1st r = 2, so handelt 
es sich um den Durchschnitt der Begrenzung von Y;' mit einer der Mengen 
Z; (j ~ Sir)' Wegen Z; C Z/ und Y~' C R - Z/ gilt nach (t) die Beziehung 
B(Yt) . Zj C A, also ist B(Y;"). Z; wegen Eigenschaft 3". des Systems 
ff" eine hOchstens (n - 1 )-dimensionale, also eine hOchstens (n - r + 1)
dimensionale Teilmenge von A. 1st r > 2, dann ist, da ja r - 1 von den 
r vorgelegten Mengen aus ffH1 Indizes ~ Sk besitzen und daher Teilmengen 
von Mengen des Systems ffk sind, der Durchschnitt der r vorgelegten Mengen 
aus ffk+1 Teilmenge von Sr_lI also Teilmenge des Durchschnittes von Sr_t 
mit der Begrenzung von Y;' und folglich wegen Eigenschaft 3". des Systems 
ff" eine hOchstens (n-r+ l)-dimensionale Teilmenge von Sr_t, also vonA. 

Dritter Fall. Samtliche r vorgelegten Mengen aus fflr+1 haben Indizes 
~ s". 1st r < k + 1, dann ist der Durchschnitt der r vorgelegten Mengen 
aus ffH 11 als Teilmenge des Durchschnittes der r entsprechenden Mengen 
des Systems ff", wegen der Eigenschaft 2. des Systems ff" eine hochstens 
(n - r + l)-dimensionale Teilmenge von A. 

Es bleibt also der Fall r = k + 1. In diesem Fall liegen also k + 1 
Mengen des Systems ffk+ 1 vor, deren Indizes durchweg ~ Sk sind. Ihr 
Durchschnitt ist Teilmenge des Durchschnittes der k + 1 entsprechenden 

t 

Mengen des Systems ffk' also Teilmenge von S", Nun gilt Sk C :/EYj'. 
j=1 

Ferner ist, wie schon bei Besprechung des zweiten Falles festgestellt 
wurde, jede der Mengen Zi mit einem Index ~ sIr ihrer Definition zufolge 

t 

zur ofl'enen Menge :/E Y;' fremd. Ein Punkt von Sk' welcher einer Menge 
;=1 t 

Zj (i ~ Sir) angehOrt, kann also nicht in :/E Yj' liegen und muB demnach, 
t t j =1 

da er in :/EYj' liegt, in :/EB(Yj') enthalten sein, wenn B(Yi') die Be-
j=1 ;=1 

grenzung von Yj' bezeichnet. Insbesondere ist also jeder Pnnkt des Durch-
schnittes der k + 1 vorgelegten Mengen Z, (i ~ sir) sowohl in SIr als auch 

t 

in der Menge :/E B( Yj') enthalten. Der Durchschnitt der k + 1 vorgelegten 
j=1 t 

Mengen von fflr + 1 ist also Teilmenge von SIr • :/E B( Yj'). Diese Menge ist 
t j= 1 

aber mit :/E Sir • B( Yj') identisch, also, da wegen Eigenschaft 3". des 
j= 1 

Systems ff" jede der Mengen S,,' B(Y;') hOchstens (n-k)-dimensional ist, 
hOchstens (n - k )-dimensional. Der Durchschllitt der k + 1 vorgelegten 
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Mengen von ~k+1 ist mithin, als Teilmenge dieser Summe, eine hochstens 
(n - k )-dimensionale Teilmenge von A. Damit ist der dritte und letzte Fall 
erledigt und aus ~k ein System trk+l mit den gewunschten Eigenschaften 
hergeleitet. 

Nachzutragen ist noch die Herleitung der Mengen Y;' aus den .Mengen 
Y;. Ehe wir diese Aufgabe durchfUhren, geben wir jene Modifikationen 
des vorstehenden Beweises an, durch welche derselbe von der Voraus
setzung der Kompaktheit des Raumes unabhangig und fUr einen beliebigen 
separabeln Raum R anwendbar wird. 

Was zunachst die Konstruktion des Systems ~2 betrifft, so erfolgt die
selbe in einem beliebigen separabeln Raum R so: Jeder Punkt der ge
gebenen hochstens n-dimensionalen Menge A ist in einer offenen Menge 
enthalten, welche in einer der m Mengen ~ als Teilmenge enthalten ist 
und deren Begrenzung mit A einen hochstens (n - 1 )-dimensionalen Durch
schuitt hat. Nach dem Uberdeckungstheorem fur separable Raume wird A 
von abzahlbarvielen derartigen offenen Mengen, etwa von den Mengen 
{ Wi} (i = 1,2, ... ad inf.) uberdeckt. Wir bilden die Mengen 

i-1 

wt = W1 , Wi* = Wi - Wi . ~Wi (i = 2, 3, ... ad inf.). 
;=1 

Diese Mengen sind offen und paarweise fremd, ihre Begrenzungen haben 
mit A hochstens (n - 1)-dimensionale Durchschnittej jede von ihnen ist 

00 

in einer der m Mengen U, als Teilrnenge enthalten, und es gilt A C ~W,*. 
i=1 

Wir bezeichnen nun mit W~ die Summe aller jener Mengen W/' welche 
C Vi sind, und nennen W; (i = 2, 3, ... , m) die Summe aller Mengen 

,-1 
W:", welche C ~,aber nicht C ~ ~ sind. Zu jeder dieser m Mengen W~ 

; 1=1 

wird nun, so wie im FaIle kompakter Raume, auf Grund des aIlgemeinen 
Trennungssatzes eine Menge Xi bestimmt, so daB 

Xi C W;, A· w; C Xi' Xi' (R - Wn CA· W;. (R - W;) 

gilt. Das System tr2 der so definierten m Mengen Xi (i = 1,2, ... , m) ist 
aus denselben Grunden wie im FaIle kompakter Raume ein System von 
A uberdeckenden Stiicken des Raumes, von denen jedes in einer der Mengen 
Ui als Teilmenge enthalten ist und so daB der Durchschnitt von je zwei 
Mengen aus ~2 eine hOchstens (n - 1 )-dimensionale Teilmenge von A ist. 

Um (in der Ausdrucksweise des Beweises fUr kompakte Raume) aus 
einem vorliegenden System trk ein System trk+1 herzuleiten, bestimmen 
wir nach dem eben geschilderten Verfahren zunachst, so wie im FaIle 
kompakter Raume, zu der hochstens (n - k + 1 )-dirnensionalen Menge Sk 
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aller Punkte, die in mindestens k von den Mengen aUB irk enthalten sind, 
ein System ir' von m die Menge Sk uberdeckenden Stuck en y~, y~, ... , y~, 
von denen jedes in einer der m Mengen Ui als Teilmenge enthalten ist, 
und so daB der Durchschnitt von je zwei Mengen aus ~' eine hochstens 
(n - k)-dimensionale Teilmenge von Sk ist. Sodann leiten wir, so wie im 
FaIle kompakter Riiume, aus dem System ir' ein System ir" von Mengen 
¥"s" mit den Eigenschaften 1"., 2"., 3". her - die Moglichkeit der Be
stimmung dieser Mengen Y;' werden wir also fur beliebige separable 
Riiume nachzuweisen haben. Die Definition des Systems irk+lI als System 
der Mengen von ir" und der mit Hilfe dieser Mengen modifizierten Mengen 
von irk erfolgt sodalln ganz so, wie im FaIle kompakter Riiume. Ebenso 
zeigt dann ganz dieselbe Argumentation, wie im FaIle kompakter Riiume, 
daB der Durchschnitt von je r Mengen dieses Systems irk+1 fUr 
r = 2, 3" . " k, k + 1 eine hOchstens (n - r + l)-dimensionale Teilmenge 
VOll A ist, womit der allgemeine Zerlegungssatz fur beliebige separable 
Riiume bewiesen ist. 

Da das in separabeln Riiumen konstruierte System irs genau m Mengen 
enthalt und ferner aus der Herleitung des Systems irk+1 aus dem System 
irk hervorgeht, daB das erstere System urn m Mengen mehr enthiilt als 
das letztere, so zeigt die durchgefuhrte Konstruktion nebenbei: 1st A eine 
n-dimensionale abgeschlossene Menge eines separabeln Raumes und ist 
U1 , U2 , ••• , Um ein A uberdeckendes System von m offenen Mengen, so 
existieren (n + 1) , m A uberdeckende Stucke des Raumes, von denen jedes 
in einer der m Mengen U. als Teilmenge enthalten ist und so, dafJ der Durch
schnitt 'von je r dieser Stucke eine hOchstens (n- r + l)-dimensionale Teil
menge von A ist (r = 2, 3, ... , n + 2). (Dabei konnen unter den (n + 1) , m 
Stucken identische, z. B. mehrere leere, auftreten.) Ferner folgt aus der 
durchgefuhrten Konstruktion, daB jede der m Mengen U. mindestens 
n + 1 von den (n + 1) , m Stucken als Teilmengen enthiilt. 

Nachzutragen ist nun noch fur einen beliebigen separabeln Raum R 
die Herleitung des Systems ir" aus dem System ir'. Die zu lOsende Aufgabe 
besteht in Folgendem: Es liegen vor eine n-dimensionale abgeschlosselle 
Mellge A und ein System irk' bestehend aus Sk Raumstucken Yj' Es war 
Sl = A.; mit Sr haben wir die Menge aller Punkte bezeichnet, welche in 
mindestens r von den Mengen des Systems irk enthalten sind. N ach An
nahme ist die Menge Sr fUr r = 1,2, ' , " k eine hochstens (n - r + 1)
dimensionale Teilmenge von A. Es liegt ferner eine ofl'ene Menge Y; vor, 
welche wir kurz mit Y bezeichnen wollen, deren Begrenzung mit der Menge 
Sk einen hOchstens (n-k)-dimensionalen Durchschnitt hat. Unsere Aufgabe 
ist die Bestimmung einer ofl'enen Menge Y;' oder, wie wir kurz schreiben 
wollen, einer ofl'enen Menge Y*, so daB Sk' y* = Sk' Y gilt und daB, wenn 
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B( Y*) die Begrenzung von y* bezeichnet, die Menge B( Y*) . Sr fiir 
r = 1,2, ... , k eine hochstens (n - r)-dimensionale Teilmenge von A ist. 

Wir beweisen das folgende L e m m a. 1st unter den eben formulierten 
Voraussetzungen Yj eine offene Menge C Y, so da(J Sk' Y J = Sk . Y gilt 
und da(J B(Yj ). Sr hOchstens (n-r)-dimensional ist fur r = k, k-l, ... ,k-j, 
dann existiert eine offene Menge Yj+l C Yj , so da(J Sk' Yj+l = Sk· Y 
gilt und da(J B(Yj+l) . Sr hOchstens (n - r)-dimensional ist fur 

r = le, k- 1, ... , k - j, k - j - 1. 

Sobald dieses Lemma bewiesen ist, sind wir am Ziel. Denn bezeichnen 
wir die vorliegende Menge Y mit Yo, so ist ja nach Voraussetzung B( Yo)' Sr 
fUr r = k hochstens (n - r )-dimensional. Wenden wir also auf die Menge 
Yo das Lemma iteriert an, so gelangen wir nach k - 1 Schritten zu einer 
Menge Yk - 1 C Y, fUr welche Sk· Y k-l = Sk' Y gilt und so, daB B( Yk- 1)· Sr 
hOchstens (n - r)-dimensional ist fUr r = k, k - 1, ... , 2, 1. Dabei sind 
die Mengen B(Yk _ 1)· Sr Teilmengen von Sr und daher von A. Die so er
haltene Menge Yk - 1 geniigt also allen Forderungen an die Menge Y*. 

Zum Beweis des angefUhrten Lemmas, welcher nun noch eriibrigt, ver
wenden wir die Methode der Modifikation der ofi'enen Mengen in der Nahe 
ihrer Begrenzungen. 

Wir bestimmen erstens durch Anwendung des allgemeinen Trellllungs
satzes auf die abgeschlossenen Mengen Sk_j· Y j und R - Yj sowie auf 
die ofi'ene Menge Yj eine ofi'ene Menge Y; C Yj , gemiLB den Bedingungen 

Sk .·r=B. .. y. 
-J J ~-J J 

Y;. (R - Yj) C Sk_j· Y j . (R - ~) = Sk-i· (B Yj). 

Dieselbe geniigt ofi'enbar folgenden Bedingungen: 

Sk_j· Y j C Y;, 
Yj C Yj + Sk_j . B(Yi)· 

Man bestimmt zweitens durch Anwendung des allgemeinen Trennungssatzes 
auf die abgeschlossenen Mengen Yj und R - Yj sowie auf' die ofi'ene Menge 
Yj eine ofi'ene Menge Yj' C Yj , welche, wie man leicht einsieht, den Be-

dingungen geniigt Yj C Yj' + Sk_j' B(Yj) 

YJ' C Yj + Sk-i· B(Yj ). 

Offenbar gelten fUr jede ofi'ene Menge Z, welche zwischen diesen beiden 
Mengen Yj und Yj' liegt, die Beziehungen Sk_J· Z = Sk_j· Y j und 
B(Z) . Sk-i = B(Yj) . Sk-J' und daher die Formeln 

Sk·Z=Sk·YJ' 
B(Z). Sr = B(Yj) . Sr (r = k, le - 1, ... , k - j). 
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Zum Beweise des Lemmas ist daher bloB die Angabe einer zwischen Yj 
und Yj' gelegenen Menge Yj+l erforderlich, deren Begrenzung mit 8"_;_1 
einen Mehstens (n - k + j + 1 )-dimensionalen Durehschnitt hat. 

Nun ist die Menge 8"_;_1 Mehstens (n-k+j+2)-~mensional. Also 
existiert zu jedem Punkt des Raumes eine Umgebung, deren Begrenzung 
mit 8"_;_1 einen Mehstens (n-k+j+1)-dimensionalenDurehschnitt hat, 
wobei fur jeden Punkt von Yj - B(Y;). 8"_1 eine derartige Umgebung 
bestimmt wird, welehe C Yj' ist und fur jeden Punkt von R - Yj eine der
a,rtige Umgebung, welehe zu Yj fremd ist. Es existieren unter den Um
gebungen, welehe soleherart den Punkten der Menge R' = R-B(Y;). 8,,_; 
zugeordnet werden, abzahlbarviele, welche R' uberdecken. Aus ihnen kann 
naeh einem bereits mehrfach angewendeten Verfahren (S. 99) eine Folge 
von paarweise fremden ofl'enen Mengen hergeleitet werden, deren abge
schlossene Hullen R' uberdeeken und von denen jede, die mit Yj Punkte 
gemein hat, C Yj' ist. Bezeiehnen wir mit W die Summe aller jener 
Mengen dieser Folge, die zu Yj fremd sind, und nennen wir Yj+l das Kom
plement der Menge W, so bestatigt man leicht, daB diese ofl'ene Menge Yj+l 

zwischen Y; und Yj' liegt und daB ihre Begrenzung mit B' und folglieh 
a,ueh mit R = R' + B(Y;). 8,,_; einen Mehstens (n - k + j + 1)-dimen
sionalen Durehschnitt hat. Damit ist das Lemma bewiesen. 

Das bewiesene Lemma ist ofl'enbar in einfaeher Weise der folgenden 
Umformung fahig, die auch an sich ein gewisses Interesse bietet: 8ind in 
einem separabel n Raum m abgeschlossene Mengen Al C A2 C ... C Am -1 CAm 
gegeben und ist, wenn ji die Dimension von Ai (i = 1, 2, ... , m) bezeichnet, 
U eine Umgebung eines Punktes p von A 1 , deren Begrenzung mit Am einen 
hochstens (jm -1 )-dimensionalen Durchschnitt hat, so existiert eine Umgebung 
V von p, die C U ist und deren Begrenzung fur i = 1, 2, ... , m mit Ai 
einen hOchstens Ui - 1 )-dimensionalen Durchschnitt hat. 

1st Rein n-dimensionaler separabler Raum, Meine m-dimensionale 
abgesehlossene Teilmenge von R und p ein Punkt von M, so ist p der 
Dimensionsdefinition zufolge erstens in beliebig kleinen Umgebungen mit 
hoehstens (n - 1 )-dimensionalen Begrenzungen enthalten und zweitens in 
beliebig kleinen Umgebungen enthalten, derell Begrenzungen mit M Meh
stens (m-1)-dimensionale Durehsehnitte haben. Aus der eben erwiihnten 
Umformung des Lemmas ergibt sieh ofl'enbar als eine gewisse Erganzung 
der Dimensionsdefinition der Satz: Jedcr Punkt einer m-dimensionalen ab
gescltlossenen Menge M eines n-dimcnsionalen separabeln Raumes ist in be
liebig klein en Umgebungen enthalten, deren Begrenzungen hOchstens (n - 1 )
dimensional sind und mit M hOehstens (m - 1 )-dimensionale Durchschnitte 
Ilaben. 
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4. Zweiter Beweis des allgemeinen Zerlegungssatzes. 
U m einen zweiten Beweis des allgemeinen Zerlegungssatzes zu erbringen, 

beweisen wir den noch etwas allgemeineren (im folgenden verwendeten) 

Hilfssatz 2. Voraussetzung: Es sei Rein separabler Raum, 0: ein 
System, bestehend aus endlichvielen abgeschlossenen Mengen. Es seien ferner 

m 

m offene Mengen Ul1 Us, .. -, Um gegeben, so daf3 R = ~Uk gilt. Be-
k=l 

hauptung: Es gibt m Stuike des Raumes All A2 , • _ ., Am mH folgenden 
Eigenschaften: 

1. AkC Uk (k = 1,2, ... , m). 
m 

2. R=~Ak. 
k=l 

3. Sind irgend r von den Mengen Ak vorgelegt, bezeichnet IIr ihren Durch
schnitt und ist F irgendeine Menge des Systems 0:, dann gilt 

dimF· llr ~ dimF- (r-l). 

(Dabei ist unter einer Menge von negativer Dimension stets die leere Menge 
zu verstehenJ 

DaB in Hilfssatz 2 wirklich der allgemeine Zerlegungssatz enthalten ist, 
erkennt man, indem man annimmt, daB erstens das Mengensystem 0: nur 
eine einzige Menge, niimlich den Raum R enthiilt und daB zweitens R 
n-dimensional ist. Flir diesen Fall ergibt namlich Hilfssatz 2 zu jedem 
vorgelegten endlichen Uberdeckungssystem des Raumes die Existenz von 
endlichvielen Stucken, von denen jedes Teilmenge einer Menge des Uber
deckungssystems ist und die zu je k hOchstens (n - k + 1)-dimensionale 
Durchschnitte haben (k = 2, 3, ... , n +- 2), wie der Zerlegungssatz be
hauptet. 

Zum Beweise bezeichnen wir mit n die groBte unter den Dimensionen 
der Mengen des Systems 0:. Wir konnen annehmen, daB nur eine unter 
den Mengen des Systems 0: die Dimension n besitzt. Liegt niimlich ein 
System 0:' vor, welches mehrere Mengen hochster Dimension enthiilt, so 
betrachten wir statt dessen das System ~, welches entsteht, wenn diese 
Mengen der Dimension n aus 0:' getilgt werden und statt dessen die Summe 
der getilgten Mengen in das System aufgenommen wi rd. Das System 0: 
enthiilt genau eine Menge der Dimension n, und wenn die Behauptung 
von Hilfssatz 2 fur das System ~ gilt, dann gilt sie offenbar erst recht fur 
das System ~'. 

Es sei also M die einzige n-dimensionale Menge des Systems~. Wenn 
n = 0 ist, dann enthiilt das System 0: bloB die Menge M, und die Behaup
tung unseres Satzes reduziert sich in diesem Fall auf die Behauptung des 
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Hilfssatzes l' (S. 160) flir den Fall n = O. Fiir den Fall n = 0 ist unsere 
Behauptung also erwiesen. 

Wir nehmen an, unsere Behauptung sei bereits fiir n - 1 bewiesen, 
und wollen Ullter dieser Annahme ihre Giiltigkeit fiir n herleiten. 

Einem Korollar des Summensatzes (S. 113) zufolge kann die n-dimensio
nale Menge M in eine (n - l)-dimensionale Teilmenge M' und in eine 
nulldimensionale Teilmenge Mil zerlegt werden. Wir wollen zeigen, daB 
es moglich ist, diese Zerspaltung von Munter Beobachtung von zwei 
Bedingungen durchzuflihren: 

a) JJ1" ist zu den von M verschiedenen Mengen des Systems ~ fremd. 
Ware namlich bei der Zerspaltung M = M' + Mil die Menge Mil nicht 

zu den von M verschiedenen Mengen des Systems ~ fremd, so konnten wir, 
indem wir mit 0 die Summe aller von M verschiedenen Mengen des 
Systems ~ bezeichnen, die Zerspaltung M = M' + M" durch folgende 
Zerspaltung ersetzen: 

(Z*) JJ1 = (M' + M· 0) + (M" - Mil. 0) = M* + JJf~. 
In dieser Zerspaltung ist der zweite Summand eM", also nulldimensional 
und zu 0 fremd. Der erste Summand dieser Zerspaltung ist Summe der 
(n - l)-dimensionalen Menge M' und der abgeschlossenen Menge M· C, 
welche nach dem Summensatz hOchstens (n - 1 )-dimensional ist, da die 
endlichvielen abgeschlossenen Summanden der Menge C (die von M ver
schiedenen Mengen des Systems m durchweg hochstens (n - 1 )-dimensional 
sind. Als Summe der (n - l)-dimensionalen Menge M' und der abge
schlossenen hochstens (n - 1 )-dimensionalen Menge M· C ist also die Menge 
(M' + M· 0) nach einem Korollar des Summensatzes (S.115) (n-1)-dimen
sional, so daB also (Z*) tatsachlich eine der Bedingung a) geniigende Zer
spaltung von M in eine (n - 1 )-dimensionale und eine nulldimensionale 
Menge darstellt. 

fJ) Die Menge M" enthiilt keinen nichtleeren offenen Teil. 
Wenn namlich der offene Kern K der Menge M" nichtleer ist, so er

setzen wir die Zerspaltung (Z*) durch die folgende: 

(Z**) M = (M~+K) + (M~-K) = M** + M~*. 
Auch Q.iese Zerspaltung geniigt der Bedingung a), der zweite Summand, 
die Menge M~*, ist nulldimensional und der erste Summand, die Menge 
M**, ist als Summe der (n-1)-dimensionalen Menge M* und der null
dimensionalell Menge K, welche offen, also (vgl. S. 66) zugleich Fa und Go 
ist, nach einem Korollar des Summensatzes (S. 115) (n - l)-dimensional. 

Wir konnen und wollen also annehmen, es liege eine Zerspaltung 
von M, M=M'+M", 



172 v. Der Zerlegungssatz 

in eine (n - 1 )-dimensionale und eine nulldimensionale Menge vor, welche 
den Bedingungen IX) und fJ) geniigt. Wir setzen R' = R - M" und be
trachten hierauf das System if, welches aus ~ entsteht, wenn die Menge M 
durch die Menge M' ersetzt wird. A.lle Mengen des Systems W sind in 
R' abgeschlosseu und hOchstens (n - 1 )-dimensional. 

Wir wenden nnn auf die Menge M und die vorgelegten Mengen 
Ull Us, ... , Um den Hilfssatz l' (S. 160) an und erhalten hierdurch ein 
System von oft'enen Mengen VI' V2 , ••• , V m gemiU3 den Bedingungen 

a) Vi «: U; (i = 1, 2, ... , m), 
m 

b) R= ~v.. 
i= 1 

c) Jeder Punkt von M gehOrt hOchstens n + 1 von den Mengen Vi an. 
Wir setzen R'· V;= V; (i = 1, 2, ... , m). 

Da aIle Mengen des Systems ~' hOchstens (n - 1 )-dimensional und in R' 
abgeschlossen sind, konnen wir den fiir n - 1 als giiltig angenommenen 
Hilfssatz 2 auf die Menge R' als Raum, auf das System ~' und auf die 
eben bestimmten in R' oft'enen Mengen V~, V~, ... , V;, anwenden. Wir 
erhalten hierdurch m Stiicke A~, A~, .. '1 A~ des Raumes R', welche den 
Bedingungen geniigen: 

1'. A; C V~ (i = 1, 2, ... , m), 
m 

2'. R'=~A;. 
i=1 

3'. Bezeichnet n; den Durchschnitt von irgend r Mengen A; und ist F 
irgendeine Menge des Systems ~', so gilt 

dim F'· II; ~ dim F' - (r-1). 
Wir wollen nun zeigen: Die abgeschlossenen Hiillen dieser Mengen A;. 

die wir mit Ai bezeichnen (i = 1,2, ... m), sind Stiicke des Raumes R, 
welche den Forderungen 1., 2., 3. von Hilfssatz 2 hinsichtlich des Raumes 
R, des Systems ~ und der Mengen u;.. USI ••• , Um geniigen. 

Zunachst sieht man, daB die Mengen Ai Stiicke des Raumes R sind. 
Betrachten wir namlich etwa die Menge Ai' Nach A.nnahme ist A: ein 
Stiick des Raumes R', d. h. abgeschlossene Hiille einer in R' oft'enen Menge. 

Es gilt also A; = R' • R: :lV;, wo W. eine in R oft'ene Menge bezeichnet. 
Da R - R' = M" ist, da also wegen P) die Menge R - R' keinen nicht
leeren oft'enen Teil enthalt, ergiht sich hieraus A: = R' . Wi' und daraus 
folgert man wieder unter Benutzung der Tatsache, daB R - R" keinen 

nichtleeren oft'enen Teil enthalt, miihelos Ai = A; = w. Es ist also Ai ein 
Stiick des Raumes R. 

Wir hahen nun zu zeigen, daB die Stiicke Au A21 ... , Am die Be
dingungen 1., 2., 3. von Hilfssatz 2 erfiillen. 
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1. Es gilt A; C V. ~ U; (i = I, 2, ... , m). Also gilt 

Ai= A~ C U; (i = I, 2, ... , m). 
Die Mengen Ai erfiillen also die erste behauptete Bedingung. 

173 

2. Naeh Voraussetzung fJ) enthalt die Menge M" keinen offenen Teil, 
m 

also ist R' = R - M" in R dieht. Foiglich ist ~A.i = It = R. Die 
;=1 

Mengen Ai erfiillen also die zweite behauptete Bedingung. 

3. Urn zu zeigen, da2 die Ai die dritte behauptete Bedingung erfiillen, 
haben wir nachzuweisen, da2 fiir je r Mengen Ai, wenn IIr ihren Durch
schnitt und F irgendeine Menge des Systems ~ bezeichnet, die Beziehung 

gilt: dimF· IIr~ dimF- (r-l). 
Wir bemerken zunachst, da2 fiir jedes i (i = 1, 2, ... , m) die Menge Ai 
Summe ist von A; und einer Teilmenge von M". Der Durchschnitt IIr 
von r vorgelegten Mengen Ai kann also dargestellt werden in der Form 

IIr = II; + N, 
wo II; den Durchschnitt der r entsprechenden Mengen A.; und N eine 
Teilmenge von M" bedeutet. 1st also F irgendeine von M verschiedene 
Menge des Systems ~, dann ist F nach Voraussetzung a) zu M" fremd, 
und es gilt daher 

F· IIr = F· II; + F· N = F· II:. 
Foiglich gilt im FaIle, da2 F eine von M verschiedene Menge des Systems 
~ ist, nach Voraussetzung 3' 

dim F· II, = dim F· II,: ~ dim F - (r-l). 
Fiir die von M verschiedenen Mengen des Systems ~ ist also auch die 
dritte Bedingung von Hilfssatz 2 erfiillt. 

Wir haben nun noch die Durchschnitte der Form IIr • M zu betrachten. 
Offenbar gilt wieder 
(t) IIr • M= IIr • M'+ P, 
wo Peine Teilmenge von M" bedeutet und daher hOchstens nulldimensional 
ist. Es ist also 
(tt) dim IIr . M ~ dim 11; . M' + 1. 

Wir unterscheiden nun zwei Falle: 
a) Es sei r < n + 2. Dann gilt nach Voraussetzung 3'. 

dim II; . M' ~ dim M' - (r -1) = n - 1 - (r - 1). 
Es ergiht also die Formel (tt) fiir den Fall r < n + 2 

dim IIr · M ~ n - (r-l), 
womit die Giiltigkeit der dritten behaupteten Bedingung fiir den Fall 
r < n + 2 bewiesen ist. 



174 V. Der Zerlegungssatz 

b) Es sei r 2 n + 2. In diesem Fall ist zu zeigen, daB die Menge lIr · M 
leer, d. h. ( - 1 )-dimensional ist. Die Formel (t) ergibt nicht das gewiinschte 
Resultat. Zwar konnen wir auch fiir r 2 n + 2 herleiten, daB der erste 
Summand auf der rechten Seite von (t) (- 1 )-dimensional, also leer ist, 
aber die Menge P muB nicht leer sein. Fiir den Fall r ~ n + 2 ergibt 
sich aber die Giiltigkeit der dritten Bedingung aus einem anderen Grund: 
Es ist ja nach Voraussetzung 1'. jede Menge AiCVi (i= 1, 2, .. . ,m), 
und nach Annahme c) iiber die Mengen Y; gehOrt kein Punkt des Raumes 
mehr als n + 1 von den Mengen Vi an. Also ist der Durchschnitt von 
mehr als n + 1 Mengen Ai' d. h. fiir r 2 n + 2 jede Menge lIr und daher 
erst recht jede Menge lIr · M leer. 

Damit ist gezeigt, daB die m Mengen Ai in jedem Fall auch die be
hauptete dritte Bedingung erfiillen, womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. 

5. Die Umkehrung des letzten Teiles des Zerlegungssatzes. 
Wir wenden uns nun zum Beweis der Umkehrung des letzten Teiles 

des allgemeinen Zerlegungssatzes hinsichtlich kompakter Raume, wollen 
also zeigen: Ein kompakter Raum, welcher Summe von endlichvielen be
liebig kleinen Stiicken ist, die zu je n + 2 Ie ere Durchschnitte haben, ist 
hochstens n-dimensional. Wir beweisen eine formal scharfere Behauptung. 
Wir zeigen namlich, daB ein kompakter Raum sicher schon dann hochstens 
n-dimensional ist, wenn eine einzige erzeugende Doppelfolge ;r, (vgl. S. 61 ) 
existiert, so daB der Raum fiir jedes natiirliche k Summe ist von endlich
vielen abgeschlossenen Mengen, die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben, 
und von den en jede in einer Menge des kten Schrittes von 'l) als Teilmenge 
enthalten ist. Diese Behauptung ist nur formal scharfer als die U mkehrung 
des letzten Teiles des Zerlegungstheorems, denn wir haben ja festgestellt 
(S.64): 1st 'l) eine erzeugende Doppelfolge eines kompakten Raumes und 
U irgendein Uberdeckungssystem des Raumes, so ist fiir eine gewisse 
natiirliche Zahl k jede Menge des kten und eines hOheren Schrittes von 
;r, in einer Menge von U als Teilmenge enthalten. Wenn es also in einem 
kompakten Raum eine erzeugende Doppelfolge ;r, gibt, so daB flir jedes 
natiirliche k endlichviele Mengen einer gewissen Art existieren, von denen 
jede in einer Menge des kten Schrittes von ;r, als Teilmenge enthalten ist, 
dann existieren eo ipso endlichviele beliebig kleine Mengen der betrefi'en
den Art. Urn uns kurz ausdriicken zu konnen, wollen wir, wenn ;r, = { U~} 
eine vorgegebene erzeugende Doppelfolge und me ein System von Mengen 
ist, deren jede in einer Menge des Hen Schrittes von ;r, als Teilmenge ent
halten ist, sagen, me sei ein System von Mengen C 'l)k. 

Wir wollen also folgendes nachweisen: Ein kompakter Raum R, in dem 
eine erzeugende Doppelj'olge ;r, = { U~} existiert, so da[3 R fiir jedes natiir-
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liche k Summe von enillichviele-Y!, abgeschlossenen Mengen C i)A: ist, die zu 
je n + 2 leere Durchschnitte haben, ist hOchstens n-dimensional. 

Diese Behauptung ist trivial fiir n = - 1. Wir wollen ihre Giiltigkeit 
fiir n - 1 annehmen und unter dieser Annahme die Giiltigkeit des oben 
formulierlen Falles n nachweisen. 

Es sei also B ein kompakter Raum, i) = { U!.} eine erzeugende Doppel
folge derarl, daB R fur jedes natiirliche k Summe ist von endlichvielen 
abgeschlossenen Mengen C i)A:, die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben. 
Wir behaupten, daB R hochstens n-dimensional ist, d. h. wir wollen zeigen: 
Sind Uo und Wo zwei vorgelegte ofi'ene Mengen des Raumes, fiir welche 
Uo «: Wo gilt, dann existiert eine ofi'ene Menge V zwischen Uo und Wo, 
deren Begrenzung hOchstens (n - 1 )-dimensiona1 ist. Die Begrenzung einer 
ofi'enen Teilmenge von B ist abgeschlossen, also in sich betrachtet ein 
kompakter Raum. U m zu zeigen, daB eine ofi'ene Menge zwischen Uo und 
Wo existiert, deren Begrenzung hOchstens (n - 1 )-dimensional ist, geniigt 
es daher mit Riicksicht auf die angenommene Giiltigkeit unserer Behaup
tung fUr weniger als n-dimensionale kompakte Raume, daB wir zeigen: 
Es existiert eine offene Menge V zwischen Uo und Wo, deren Begrenzung 
fur jedes naturliche k Summe ist von endlichvielen abgeschlossenen Menge» 
C i)k, die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. 

U m eine ofIene Menge V mit den geforderten Eigenschaften zu konstruieren, 
bestimmen wir sukzessive fUr die natiirlichen Zahlen k = 1, 2, ... , ad info 
monoton wachsende ofi'ene Mengen Uo C U1 C Ut C ... C Uk C . .. und 
monoton abnehmende Mengen Wo:) W1 :) W9 :) .•. :) W:) ... , so daB 
erstens fiir jedes k die Beziehung gilt 

U.t_1 C Uk «: WA: C W.t_1 

und daB zweitens die Begrenzung von jeder ofi'enen Menge zwischen Uk 
und Wi: Summe ist von endlichvielen abgeschlossenen Mengen C i)k, die 
zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. Sobald diese Konstruktion durch-

00 

gefiihrl ist, konnen wir miihelos nachweisen, daB die Menge V = ~Uk 
k=1 

die gewiinschten Eigenschaften besitzt, namlich zwischen Uo und Wo liegt 
und, da sie fUr jedes natiirliche k zwischen Uk und Wk liegt, eine Be
grenzung besitzt, die fiir jedes k Summe ist von endlichvielen abgeschlos
senen Mengen C i)\ die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. 

Die Konstruktion der Mengen Uk und Wj: gelingt auf Grund der beiden 
folgenden Hilfssiitze: 

Hilfssatz a). Es sei i) = { U!} eine erzeugende Doppelfolge des kom
pakte-Y!, Raumes B, so dafj R fur jedes j Summe ist von endUchvielen ab-



176 V. Der Zerlegungssatz 

geschlossenen Mengen C ~~)i, die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben. 
Sind U und W zwei offene Mengen, fur die U ~ W gilt, und ist k eine 
vorgelegte natiirliche Zahl, so gibt es eine offene ~JJ;Ienge V, so da{J U C V ~ W 
gilt und da{J die Begrenzung von V Summe ist von endlichvielen abgeschlos
senen Mengen C 'lY, die zu je n + 1 lcere Durchschnitte haben. 

Da nach Voraussetzung U ~ W gilt, existieren nach dem allgemeinen 
Trennungssatz (S. 31) zwei zueinander fremde ofl'ene Mengen X ::> U und 
Y ::> R - W. Die drei Mengen X, Y, W - U bilden ofl'enbar ein Uber
deckungssystem des Raumes, und jede Menge, welche Teilmenge von einer 
dieser drei Mengen ist, kann nicht sowohl mit U als auch mit R - W 
Punkte gemein haben. Betrachten wir nun fur die vorgelegte Zahl k das 
System jener Mengen, welche Durchschnitt von einer der endlichvielen 
nichtleeren Mengen von ~k und einer der drei Mengen X, Y, W - U sind! 
Dieses System ~~ ist ein Uberdeckungssystem C ~k des Raumes, von 
des sen Mengen keine sowohl mit U als auch mit R - W Punkte gemein 
hat. Nach der Bemerkung uber erzeugende Doppelfolgen (S. 64) ist fur 
aIle hinlanglich groBen j, etwa fur alle j ~ k jede Menge von ~j in einer 
Menge von ~~ als Teilmenge enthalten. N ach V oraussetzung ist R ins
besondere fur k Summe von endlichvielen abgeschlossenen Mengen C ~k, 
die zu je n + 2 Ie ere Durchschnitte haben; also ist R Sum me von end
lichvielen abgeschlossenen Mengen All As, ... , AI, die zu je n + 2 leere 
Durchschnitte haben, die C ~k sind und von denen keine sowohl mit 
U als auch mit R - W Punkte gemein hat. Unter den t Mengen Ai 
befinden sich solche, welche zu U fremd sind, etwa die Mengen 
Ai" Ai.' ... Air' wo bei r = 0 sein kann, und solche, welche mit U Punkte 
gemein haben, etwa die Mengen Aj " A j ., ••• , Aj (r + s = t). Wir bezeichnen 

r a 

mit V das Komplement der Menge ~Ai' Wir wollen zeigen, daB diese Menge 
1=1 I 

V die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Ofl'enbar gilt U C V und, da keine 
der Mengen Ai sowohl mit U als auch mit R - W Punkte gemein hat, V ~ w: 
Wir haben noch zu zeigen, daB die Begrenzung B( V) von V Summe ist von 
endlichvielen abgeschlossenen Mengen C ~k, die zu je n + 1 leere Durch
schnitte haben. Nun ist jeder Punkt von B(V), da er nicht in V liegt, 
in mindestens einer der zu U fremden Mengen Ai enthalten, d. h. es gilt 

r 

B(V) = ~Ai . B(V). Jede der Mengen Ai' B(V) ist, als Teilmenge von 
1=1 I I 

Ail' in einer Menge des kten Schrittes von ~ enthaltell. Wir haben noch 
zu zeigen, daB je n + 1 von den Mengen Ail' B( V) einen leeren Durch
schnitt haben, daB m. a. W. jeder Punkt von B(V) in hOchstens n von 
den Mengen Ail' B(V) enthalten ist. Nun liegt erstens jeder Punkt von 
B( V), wie ja uberhaupt jeder Punkt des Raumes, in hOchstens n + 1 von 
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den t MengenA;. Jeder PunktvonB(V) liegt zweitens in mindestens einer 
der s Mengen AJ., Ai., ... , Ai.' welche mit U Punkte gemein haben. Denn 
ist P ein Punkt des Raumes, der in keiner dieser abgeschlossenen Mengen , 
liegt, so existiert eine Umgebung U(P), welche zur Menge ~Aj fremd 

1=1 I 

und daher Teilmenge von R - V ist; ein solcher Punkt P liegt also nicht in 
V und daher nicht in B(V). Da, wie wir festgestellt haben, jeder Punkt 
von B( V) erstens in hOchstens n + 1 von den t Mengen Ai und zweitens in 
mindestens einer der s Mengen Ail liegt, so liegt jeder Punkt von B( V) 
in hochstens n von den r Mengen Ail' wie behauptet. Damit ist gezeigt, 
daB V den Forderungen von Hilfssatz a) genugt. 

Hilfssatz b). Es sei unter den Voraussetzungen von Hilfssatz a) U eine 
offene Menge, deren Begrenzung B fur eine vorgegebene naturliche Zahl k 
Summe von endlichvielen abgeschlossenen Mengen C 1)k ist, die zu je n + 1 
leere Durchschnitte haben. Dann existiert eine offene Menge W, so dafJ 
U ~ W gilt und dafJ die Begrenzung von jeder offenen Menge zwischen 
U und W Summe ist von endlichvielen abgeschlossenen Mengen C .ftk, die 
zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. 

t 

Es sei B = ~B, eine Darstellung von B als Summe von endlichvielen, 
1=1 

niimlich t, abgeschlossenen Mengen C 1)\ die zu je n + 1 leere Durch
schnitte haben. Wir betrachten irgendeinen der t Summanden B,. Wir be
zeichnen fur jede natiirliche Zahl m > k mit U,: die Summe aller jener 
Mengen F." des m ten Schrittes von 1), die mit B j Punkte gemein haben J _ 

und behaupten zuniichst: Das System der t Mengen U:' (i = 1, 2, ... , t) 
ist fur fast aIle m C 'lY. Da jede der Mengen Bi nach Voraussetzung Teil
menge von einer der Mengen von '1)k ist, genugt zum Beweise dieser Behaup
tung offenbar, daB wir zeigen: 1st Z eine Menge von '1)\ die:::> B; ist, so 
gilt fur fast aIle mauch die Beziehung Z :::> ut. Ware dies unrichtig, so 
existierte fUr unendlichviele naturliche Zahlen rim (m = 1, 2, ... ad inf.) 
ein in R - Z gelegener Punkt Pm von U:m, also zufolge der Definition 
der Menge U;m ein in R - Z gelegener Punkt einer Menge Vjnm von '1)nm, 

die auch einen Punkt mit B, gemein hat. Es existierte ein Punkt P von 
R - Z, von dem jede Umgebung unendlichviele Punkte Pm enthiilt. (Falls 
nur endlichviele verschiedene Punkte Pm existieren, so besitzt einer von 
ihnen die Eigenscha~t von p, andernfalls ein wegen der Kompaktheit des 
Raumes existierender Haufungspunkt der Punkte Pm.) Jede Umgebung 
von p enthielte also fUr eine unendliche stets wachsende Zahlenfolge 
{km I (m = 1,2, ... ad inf.) Punkte von fast allen Mengen einer Folge 
{ V,km } (m = 1, 2, ... ad inf.), wo Vkm eine Menge von '1)k,,, ist. Da '1) eine 

Jm 
erzeugende Doppelfolge ist, miissen diese Mengen gegen den Punkt p kon-

Men g e r, Dlmenolon.theorle 12 
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vergieren und dies ist unmoglich, da P in R - Z liegt, wahrend jede der 
Mengen VI'::: einen Punkt mit Bi gemein hat. Die Annahme, von der Un
richtigkeit der Behauptung fiihrt also auf einen Widerspruch. 

Wir behaupteu ferner, da13 fiir fast alle m je n + 1 von den t Mengen 
U~, rr;, ... , U~ Ie ere Durchschnitte haben. Angenommen namlich, diese 
Behauptung ware unrichtig, dann existierte fiir unendlichviele natiirliche 
Zahlen m; (i = 1,2, ... ad inf.) ein Punkt Pm' welcher n + 1 von den _ _ _ i 

t Mengen U~i, U';i, .•. , U~' angehOrte. Da fiir jedes m aus den t Mengen 
U7', U~, ... , U~ nur endlichviele (n + 1)-Tupel sich bilden lassen, so 
gabe es n + 1 Zahlen :5: t, etwa jllj2' .. . ,jn+P so da13 fiir unendlichviele 
natiirliche mj (i = 1, 2, ... ad inf.) ein Punkt Pm. dell n + 1 Mengen 
- - - , 
U":", U":'i, ... , U j

m; angehOrte. Es existierle ein Punkt p, von dem jede 
Ii 1! n + 1 

Umgebung fiir unendlichviele Zahlen mi die Punkte Pm. enthalt. (Diese 
• 

Eigenschaft von P besitzt, falls die Menge der Punkte Pm. endlich ist, einer 
• 

ihrer Punkte und, falls sie unendlich ist, ein wegen der Kompaktheit des 
Raumes existierender Haufungspunkt p der Punktefolge (Pm.})' Dieser 

• 
Punkt P liegt fiir jede der n + 1 Zahlen jll j2' ... , jn+1 in unendlich-
vie len Mengen rr:., also fiir jede der n + 1 Zahlen ji in B,'" (Denn 

• • 
da13 P nicht in der abgeschlossenen Menge Bj" also aul3erhalb einer Um-
gebung von BJ. liegt, fiihrt so wie vorhin zu einem Widerspruch gegen die 
Tatsache, da13 p in unendlichvielen Mengen U'J'. liegt.) Der Punkt P wiirde 

• also den n + 1 Mengen BJ., B,., ... , B,. angehoren, wahrend doch je 
1 2 n +1 

n + 1 von den t Mengen Bi einen leeren Durchschnitt haben sollen. Da-
mit ist aus der Annahme, da13 nicht fiir fast aIle natiirlichen m die t Mengen 
U:, (i = 1,2, ... , t) zu je n + 1 leere Durchschnitte haben, ein Wider
spruch hergeleitet. 

Sicher existiert also eine natiirliche Zahl m > k, so da13 die t Mengen 
U~, U~, ... , U~ und daher erst recht die t ofi'enen Mengen U;', U;" ... , Vem 

C ~k sind und zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. Fiir diese t Men
gen Uim setzen wir 

I 

W= U+~Uim. 
;=1 

Dann gilt ofi'enbar U ~ W, denn fiir die Begrenzung B von U gilt 
I 

B C ~ ut. Wir behaupten ferner: 1st V irgendeine ofi'ene Menge zwischen 
1=1 

U und W, so ist die Begrenzung von V Sum me von end lich vie len ab
geschlossenen Mengell C ~k, die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. 
U m namlich die Begrenzung B* einer zwischen U und W liegenden Menge 
V als Summe von endlichvielen abgeschlossenen Mengen C Xlk darzusteIlen, 
die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben, hat man ofi'enbar blo13 die 
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t Mengen B*· U~, B*· u;, ... , B* . utm als Summanden von B* zu 
wahlen. Damit ist der Hilfssatz b) bewiesen. 

Wir wenden uns nun dem Beweis der U mkehrung vom letzten Teil des 
Zerlegungssatzes zu. Es seien lfo und Wo vorgelegte offene Mengen unseres 
kompakten Raumes R, fiir welche Uo ~ Wo gilt. Wir haben eine offene 
Menge V zwischen Uo und Wo anzugeben, deren Begrenzung fiir jedes 
natiirliche k Summe ist von endlichvielen abgeschlossenen Mengen C 1)", 
die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. 

Zunachst existiert nach Hilfssatz a) eine offene Menge Ul zwischen Uo 
und Wo, die der Beziehung geniigt Uo C U1 ~ Wo und deren Begrenzung 
Summe von endlichvielen abgeschlossenen Mengen C ~1 ist, die zu je 
n + 1 leere Durchschnitte haben. Sodann existiert nach Hilfssatz b) eine 
offene Menge W;, so daB U1 ~ lV~ gilt und daB die Begrenzung von 
jeder offenen Menge zwischen U1 und W~ Summe ist von endlichvielen 
abgeschlossenen Mengen C ~I, die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. 
Wir setzen W 1 = Wo· W~. Dann gilt U1 ~ WI CWo. 

Angenommen, es liegen bereits zwei offene Mengen U"_1 und W"_l 
vor, so daB Uo C U"_l ~ W k _ l C Wo gilt und daB die Begrenzung von 
jeder offenen Menge zwischen U"_1 und W k _ 1 Summe ist von endlich
vielen abgeschlossenen Mengen C ~k-1, die zu je n + 1 leere Durchschnitte 
haben. Dann bestimmen wir nach Hilfssatz a) eine offene Menge Uk' fiir 
die Uk _ 1 C Uk ~ Wk _ 1 gilt und deren Begrenzung Summe von endlich
vielen abgeschlossenen Mengen C 1)10 ist, die zu je n + 1 leere Durch
schnitte haben. Hierauf bestimmen wir nach Hilfssatz b) eine offene Menge 
W;, so daB Uk ~ w; gilt und daB die Begrenzung von jeder offenen 
Menge zwischen U" und W; Summe ist von endlichvielen abgeschlossenen 
Mengen C ~k, die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. Wir setzen hier
auf W,,= W;· Wk _ l • Dann gilt Uo C Uk ~ Wk C Wk _ 1 • 

Auf diese Weise konstruieren wir fiir jedes natiirliche k eine Menge Uk 
und eine Menge Wk. Die Menge 

00 

V=~Uk 
10=1 

liegt offenbar fiir jedes natiirliche k zwischen UI; und Wk. Ihre Begrenzung 
ist also fiir jedes natiirliche k Sum me von endlichvielen abgeschlossenen 
Mengen C ~", die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. Die Existenz 
einer derartigen Menge V hatten wir zu beweisen. Die V oraussetzung der 
Kompaktheit des Raumes ist im vorstehenden Beweis mehrfach verwendet 
worden. 

1st Rein separabler Raum, U ein Uberdeckungssystem von R, so ist 
bisweilen folgende Ausdrucksweise zweckmaBig: Eine Menge M heiBe 

12* 
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n-dimensional beziiglich It, falls M Sum me ist von endlichvielen in M 
abgeschlossenen Mengen C U, die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. 
1st speziell '1) eine ausgezeichnete Doppelfolge des Raumes und ist fur eine 
gewisse naturliche Zahl k die Menge M n-dimensional hinsichtlich der Men
gen des kten Schrittes von '1), dann sagen wir, M sei n-dimensional von 

einem Grade < ! beziiglich '1). Eine Menge Mist also n-dimensional 

von einem Grade < ~ bezuglich '1), wenn M Summe ist von endlichvielen 

abgeschlossenen Mengen C '1)k, die zu je n + 1 Ie ere Durchschnitte haben. 

Fiir jede Zahl t, > ~ ist eine solche Menge erst recht n-dimensional 

von einem Grade < ~, beziiglich '1). 1st die Menge M beziiglich '1) nicht 

n-dimensional von einem Grad < ~ , so nennen wir sie n-dimensional von 

einem Grad ~ ~ bezuglich '1); ist sie n-dimensional von einem Grad 

1 d . G d....... 1 . . d' . I < k _ 1 un von elnem ra ,::: k' so nennen WIr sre n- ImenslOna vom 

Grad ~ bezuglich '1). 

Die bewiesene U mkehrung des letzten Teiles des Zerlegungssatzes lii13t 
sich in dieser Ausdrucksweise folgenderma13en formulieren: Ein kompakter 
Raum, der hinsichtlich einer erzeugenden Doppelfolge fur jedes natur-

liche k (n + i)-dimensional von einem Grade < ~ ist, ist hOchstens n
dimensional. Der letzte Teil des Zerlegungssatzes lautet in dieser Ausdrucks
weise: Eine hochstens n-dimensionale abgeschlossene Menge eines kom
pakten Raumes ist hinsichtlich jeder erzeugenden Doppelfolge und fur 

jedes natiirliche k (n + i)-dimensional von einem Grade < ~. Zusammen

fassend kann man also auch sagen: Ein kompakter Raum ist n-dimensional, 
wenn er hinsichtlich einer erzeugenden Doppelfolge von beliebig kleinem 
Grade (n + 1 )-dimensional, aber von irgendeinem positit'en Grade n-di
mensional ist. 

6. Die Umkehrung des allgemeinen Zerlegungssatzes. 
Wir beweisen nun die Umkehrung des allgemeinen Zerlegungssatzes, 

d. h. die Behauptung: Ein kompakter Raum, der fUr irgendeine einzige 
der Zahlen r = 2, 3, ... , n + 2 Summe ist von endlichvielen beliebig 
kleinen Stiicken, die zu je r hOchstens (n - r + l)·dimensionale Durch
schnitte haben, ist hochstens n-dimensional. Wir beweisen wieder einen 
formal schiirferen Satz, niimlich den folgenden: 

Voraussetzung: Es seir irgendeinebestimmteder Zahlen 2,3, ... , n+2. 
Es sei ferner Rein kompakter Raum, ~ eine R erzeugende Doppelfolge. R sei 
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fur jedes natiirliche k Summe von endlichvielen Stucken C i)k, die zu je r 
hochstens (n + r - l)-dimensionale Durchschnitte haben. Behauptung: 
R ist hOchstens n-dimensional. 

Auf Grund des bereits bewiesenen Falles r = n + 2, d. h. der U mkehrung 
des letzten Teiles des Zerlegungstheorems, kann die Behauptung auch 
folgendermallen ausgesprochen werden: R ist fur jedes natiirliche k Summe 
von endlichvielen abgeschlossenen Mengen C ilk, die zu je n + 2 leere 
Durchschnitte haben. 

Sei zum Beweise dieser Behauptung k eine vorgelegte natiirliche Zahl. 
Auf Grund der Voraussetzung ist R Summe von endlichvielen Stiicken 
C i)~, etwa von Ull Us, ... , U" die zu je r hOchstens (n - r + 1 )-dimen
sionale Durchschnitte haben. Wir bezeichnen mit Sr die Menge aller Punkte 
des Raumes, die in mindestens r von den s Mengen U. enthalten sind, 
wobei r die in der Voraussetzung auftretende Zahl < n + 2 ist. Die Menge 
Sr ist Summe der Durchschnitte aller r-Tupel von Mengen U" also Sum me 
von endlichvielen hOchstens (n - r + 1 )-dimensionalen abgeschlossenen 
Mengen und daher hOchstens (n - r + I)-dimensional. Also existieren nach 
dem letzten Teil des allgemeinen Zerlegungstheorems bzw. nach Hilfs
satz 1 (S. 158) endlichviele Sr iiberdeckende offene Mengen C ilk, etwa 
WlI Ws,' .. , Wt, die zu je n - r + 3 Ie ere Durchschnitte haben. Nach 
der Bemerkung von S. 159f. existieren t offene Mengen Vv Vi" .. , Vt, 
welche Sr iiberdecken und 80 daB Vi ~ W. (i = 1, 2, ... , t) gilt. Mit 
Riicksicht auf die letzteren Beziehungen ist auch das System der Mengen 
Vo V2 , ••• , V t C ~~)k. Wir setzen nun 

t 

u; = U. - U • . ~ Vi (i = 1, 2, ... , s). 
j=l 

Dann gilt offenbar 
• t 

(t) R=~U~+~Vj' 
i= 1 j = 1 

Wir behaupten, daB das System der s + t Mengen U~ und Vi' welches 
offenbar C ilk ist, unserer Behauptung geniigt, d. h. daB je n + 2 von 
diesen s + t Mengen einen leeren Durchschnitt haben. Seien namlich 
irgend n + 2 von den s + t Summanden von (t) vorgelegt. Es sind zwei 
Falle moglich. 

Entweder kommen unter den n + 2 vorgelegten Mengen r oder mehr 
von den s Mengen u~ (i= 1,2, ... ,s) vor, etwa U~, U;, ... , u; , ... Es 
gilt U; C U" also ~t d~ Durc~chnitt dieser r Mengen U~j Teilmenge 
des Durchschnittes U; . U t •••• U j • Diese letztere Menge ist Teilmenge 

" r t t 

von Sr' also, wegen Sr C .:E V;, Teilmenge von .:E Vi und daher zu jeder 
i=l ;=1 



182 V. Der Zerlegungssatz 
t 

der Mengen Uj = Uj - Ui ' ~V. fremd. Der Durchschnitt von je r Mengen 
<=1 

u; , U; , ... , U; ist mithin leer, und dasselbe gilt folglich fur den Durch
schnitt 'von je n -+ 2 Mengen U;, unter denen mindestens r Mengen U; vor
kommen. 

Oder kommen unter den n + 2 vorgelegten Mengen hochstens r - 1 von 
den s Mengen U; vor. Dann kommen unter den n + 2 vorgelegten Mengen 
mindestens n - r + 3 von den t Mengen Vi (j = 1, 2, ... , t) vor. 1hr Durch
schnitt ist leer, also ist auch der Durchschnitt der n + 2 vorgelegten 
Mengen leer. 

Damit ist gezeigt, daB R durch die Formel (t) als Summe von endlich
vielen abgeschlossenen Mengen C i)\ die zu je n + 2 leere Durchschnitte 
haben, dargestellt ist, und es ist die Umkehrung des allgemeinen Zer
legungssatzes bewiesen. 

Wir bemerken noch, daB mit Rucksicht auf die Giiltigkeit des all
gemeinen Zerlegungssatzes fiir beliebige separable Raume die Uberlegungen 
dieses Abschnittes fur beliebige separable Raume giiltig sind und den Satz 
ergeben: Es sei r eine der Zahlen 2,3, ... , n+ 1 und U ein Uberdeckungs
system des separabeln Raumes R. Wenn R Summe ist von endlichvielen 
abgeschlossenen Mengen C U, die zu je r hOchstens (n - r + 1 )-dimcnsionale 
Durchschnitte haben, dann ist R Summe von endlichvielen abgeschlossenen 
Mengen C U, die zu je n + 2 lcere Durchschnitte haben. 

7. Vber die Definition kompakter Riiume durch Komplexe. 
Wir wollen nun die in den vorangehenden Abschnitten gewonnenen 

Resultate noch in anderer Weise formulieren. Es sei Rein kompakter 
Raum, {U;'} (k = 1,2, ... , km' m = 1,2, ... ad inf.) eine R erzeugende 
Doppelfolge, welche also insbesondere (vgl. S. 61) folgender Bedingung (t) 
geniigen moge: 1st {r m}(m = 1,2, ... ad inf.) eine derartige Folge natur-

co 

licher Zahlen, daB die Menge IIu':m nichtleer ist, dann konvergiert die 
m=1 

Mengenfolge { Ur":,.} (m = 1,2, ... ad inf.) gegen einen Punkt. Wir setzen 
Ur;: = Ar;: und fur i > km A7' gleich der leeren Menge. 

1st a ein endliches System von natiirlichen Zahlen, etwa das System 
der Zahlen ill is, ... , ir , dann bezeichnen wir den Durchschnitt A~ . A~ ... A~ 
mit A:;'. Eine Folge {ad (i = 1,2, ... ad inf.) von endlichen System en 
natiirlicher Zahlen heiBe ausgezeichnet, wenn fiir jedes natiirlicbe m die 

m 

Menge II A~. nichtleer ist. Offenbar ist, wenn {aj } eine ausgezeichnete 
0=1 

Folge bezeichnet, fur jedes i das System ai ein Teilsystem des Systems "j 
der Zahlen 1, 2, ... , kj' denn fur r > k. ist ja die Menge A~ leer, und da-
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her ist auch jede Menge A~" fur welche das System a, eine Zahl r > k, 
enthiilt, leer. Weiter ist klar, daB eine ausgezeichnete Folge {a,} aus
gezeichnet bleibt, wenn man irgendeines ihrer Glieder ai durch ein System 
a; ersetzt, welches Teilsystem von a, ist. 

Wir behaupten ferner: Wenn {a.} eine ausgezeichnete Folge ist, so be-
00 

steht die Menge II A~i aus einem Punkt. Sicher ist erstens die Menge 
i= 1 

00 m 00 

nA~; nichtleer. Denn es gilt ja IIA~i = II IIAr;)., also ist IIA~, 
.=1 ,=1 m=1j=1} .=1 

Durchschnitt einer monoton abnehmenden Folge abgeschlossener Teil
mengen des kompakten Raumes R, von denen, da die Folge {a;} aus-

00 

gezeichnet sein solI, keine leer ist; also ist n A~; nach dem Durchschnitts-
i=1 

satz (S.44) nichtleer. Zweitens kann die Menge II A~; nicht mehr als 
;=1 

einen Punkt enthalten. Denn enthielte sie zwei verschiedene Punkte p und 
q, so waren, wenn a; irgendeine Zahl des Systems a. bezeichnet, p und q 
fur jedes i in der Menge A~. enthalten. Die Mengenfolge 

{A~;J (i = 1,2, ... ad inf.) 

wurde also nicht gegen einen Punkt konvergieren, obwohl ihr Durch
schnitt nichtleer ist, und dies ist zufolge der Bedingung (t) uber die 
Doppelfolge {Uk'} unmaglich. 

Eine ausgezeichnete Folge {a.} von endlichen Systemen natlirlicher 
Zahlen mage eine Kette heiBen, falls sie die Eigenschaft, ausgezeichnet zu 
llein, verliert, wofern irgendeines ihrer Glieder a, durch ein umfassenderes 
endliches System a~ von naturlichen Zahlen ersetzt wird, wenn also 
m. a. \V. fur jede Zahl r, die nicht in a. vorkommt, die Menge A~ fUr min-

m 

destens einen Index m zur Menge II A~j fremd ist. 
J=l 

Es gilt dann folgende Tatsache (tt): Sind p und q zwei verschiedene 
00 00 

Punkte und {a.} und {{3.} zwei Ketten, so daB p = II A~i und q = II A~; 
i=1 i=1 

gilt, so sind fur aIle hinreichend groBen Zahlen i die beiden endlichen 
Systeme natlirlicher Zahlen a. und {3, elementefremd. Wellll namlich p 
und q verschieden sind, so existieren zwei zueinander fremde Umgebungen 
U von p und V von q. Fur aIle hinreichend groBen naturlichen i ist zu
folge der Bedingung (t), welcher die Doppelfolge {Uk} genugt, jede p 
enthaltende Menge m Teil von U und jede q enthaltende Menge m Teil 
von V. Also sind fUr aIle hinreichend groBen Mengen i, wenn a. eine Zahl 
des Systems a. und bi eine Zahl des Systems {3. bezeichnet, die Mengen A~; 
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und Ati fremd und daher die Systeme Cti und fl. elementefremd, womit (tt) 
bewiesen ist. 

Ferner gilt die Beziehung (*): Sind {Cti} und {fli I zwei verschiedene 
Ketten (d. h. sind fiir ein natiirliches i die Systeme ai tlnd fl. nicht identisch), 
dann sind fur alle hinreichend grofJen j die Systeme aJ und flJ elemente
fremd. Auf Grund der Tatsache (tt) haben wir nur zu zeigen, daI3 f"lir 

00 

zwei verschiedene Ketten {ai } und { fl, } die Punkte p = II A~i und 
00 ;=1 

q = II A~, verschieden sind. Nun enthalt, wenn f"lir ein gewisses i die 
1=1 

Systeme a. und fli nicht identisch sind, eines von ihnen, etwa a" eine Zahl, 
etwa r, welche in p, nicht enthalten ist. Da {ai } eine Kette ist, so ist 

m 

also die Menge A~ fur mindestens einen Index m zur Menge II Ai,. fremd 
J= 1 .-J 

und enthalt daher den Punkt q nicht. Hingegen enthalt die Menge A~, wie 
jede Menge A!,., fur welche m ein Element von a, ist, den Punkt p. Also· 
sind p und q verschieden, womit (*) bewiesen ist. 

Bezeichnen wir mit K die Menge alIer jener Folgen von endlichen Systemen 
naturlicher Zahlen, welche auf Grund der vorgelegten erzeugenden Doppel
folge von R als Ketten erklart wurden, so haben wir also eine eineindeutige 
Abbildung zwischen R und K definierl. Denn erstens entspricht jedem Punkt. 

00 

p von Reine Kette, namlich jene Kette {a;}, f"lir welche p = II A~, ist;. 
;=1 

zweitens entspricht hierbei jede Kette {a;} einem Punkt von R, namlich 
00 

jenem Punkt p, fur welchen p = II A:i gilt; drittens entsprechen je zwei 
;=1 

verschiedenen Punkten von R verschiedene Ketten und sogar, wie wir 
sahen, Ketten, deren Glieder f"lir aIle hinreichend groI3en Indizes elemente
fremd sind. 

Wir wollen nun fur eine vorgelegte Kette {ai } von K und fur eine 
gegebene naturliche Zahl m mit Um {a i I die Menge alIer jener Ketten 
{fli} von K bezeichnen, f"lir welche die Zahlensysteme flu flu ••• , flm Teil
systeme bzw. von av a,l, ... , am sind. Es gibt fur jedes naturliche m nur 
endlichviele nichtleere Mengen A~ und daher nur endlichviele verschiedene 
Systeme von endlichvielen naturlichen Zahlen, welche als m tes Glied einer' 
Kette {ai } auftreten konnen. Es gibt infolgedessen fur jedes naturliche m 
auch nur endlichviele verschiedene Mengen Um { a i }, wenn {ai } aIle Ele
mente von K durchlauft. Bezeichnet U das System aller so definierten 
nichtleeren Mengen U m { a i }, wo {/Xi} aIle Elemente von K und m aIle 
naturlichen Zahlen durchlauft, so ist also U ein abzahlbares System von 
Teilmengen von K. Wir wollen zeigen: Auf Grund des Systems U ist die 
auf R eineindeutig abgebildete Menge K ein mit R homoomoryher Raum .. 
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Wir haben also erstens zu zeigen, daB die Menge K auf Grund des 
Mengensystems U ein Raum ist, d. h. daB das System U die (auf S. 20 
angegebenen) Eigenschaften eines Umgebungssystems besitzt, und zweitens, 
daB dieser Raum K auf Grund der eineindeutigen Abbildung auf R mit 
dem Raum R homoomorph ist, welch letztere Aufgabe 'wir durch den 
Nachweis erledigen werden, daB das Bild jeder in R offenen Menge in 
K offen ist und umgekehrt. 

Wir betrachten also vor allem das Mengensystem U. Zunachst ist jedes 
Element k von K Durchschnitt einer auf k sich zusammenziehenden Folge 
von Mengen des Systems U. Bezeichnet namlich k etwa die Kette {lX;}, 

00 

so gilt offenbar k = II Um { lX;}, und die Mengenfolge U m ( lX,} zieht sich 
m=l 

auf k zusammen. Sei namlich U eine k enthaltende Menge des Systems U. 
Wir haben zu zeigen, daB U fUr fast alle m die Menge Um llX;} als Teil 
enthiilt. Die vorgelegte Menge U von U sei etwa Un {[3.}. Da k = {lX,} in 
Un {[3,} enthalten sein solI, sind die Zahlensysteme lXl1 lXi' ••• , lX .. Teil
systeme bzw. von [31/ [32' •.. , {In' 1st dann m irgendeine natiirliche Zahl 
> n, SO gilt U m { lX,} C Un ([3,}, weil fiir aIle Ketten, deren m erste Glieder 
Teilsysteme der m ersten Glieder der Kette (IX;} sind, insbesondere die n 
ersten Glieder Teilsysteme von 1X11 1X2' ••• , IXn und daher erst recht Teil
systeme von [31/ [32' ... , [3 n sind. Fiir m > n sind also aIle in U m { IX; I ent
haltenen Ketten auch in Un ([3;} enthalten, d. h. es gilt Urn ( lXi } C Un {[3.} , 
wie behauptet. 

Ferner sind offenbar zwei Elemente k und k' von K dann und nur 
dann identisch, wenn jede k enthaltende Menge des Systems U auch k' 
enthiilt und umgekehrt. Wir wollen jede die Kette k enthaltende Menge 
des Systems U eine Umgebung von k nennen. Es ist noch zu zeigen (vgl. 
S.20): Zu jeder Umgebung U der Kette k existiert eine Umgebung U' 
von k, so daB jede in U nicht enthaltene Kette in einer zu U' fremden 
Umgebung enthalten ist. Den Nachweis dieser Tatsache erbringen wir 
spater und zeigen vorher, daB das Bild jeder in R offenen Menge in K 
offen ist und umgekehrt. 

Es sei erstens V eine in R offene Menge, U die Menge aller Ketten von 
K, welche den Punkten von Ventsprechen. Wir behaupten, daB U offen 
ist. Es sei (IX;} irgendeine vorgegebene in U enthaltene Kette. Wir haben 
zu zeigen, daB fUr himeichend groBes m die Menge Um {IX;} Teil von U ist. 
1st {[3;} eine Kette, welche in Urn { IX;} liegt, so sind die Systeme [31' [32' ... , [3m 
Teilsysteme bzw. von lXI' lXi , .•. , lXm • Also ist der Punkt q von R, dem die 
Kette {[3;} entspricht, bloB in solchen Mengen A~(k ~ m) enthalten, in 
denen auch der Punkt p, dem die Kette (IX;} entspricht, enthalten ist. 
Nun ist fUr aIle hinreichend groBen m jede p enthaltende Menge A;' Teil-
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menge von V; fur aIle hinreichend groBen m liegt also auch jeder Punkt 
q, dessen entsprechende Kette {f3i} in U m { ai } enthalten ist, in V, und es ge
hort mithin jede in Um {ai } gelegene Kette der Menge U an, wie behauptet. 

Sei zweitens U eine in K offene: Menge, V die Menge aller Punkte von 
R, deren entsprechende Ketten in U liegen. Wir haben zu zeigen, daB V 
in R offen ist. Es genugt offenbar der Nachweis dieser Behauptung fur 
den Fall, daB U eine Menge des Systems U ist. Betrachten wir also etwa 
die Menge Um {ai }. Bezeichnen wir mit U; {ai } die Menge aller jener 
Ketten {f3i}' fur welche das kte Glied 13k Teilsystem von a" ist, dann ist 

m 

die Menge Um {ai } ihrer Definition zufolge = n U; {ai }. Zum Nachweis, 
k=1 

daB die Menge ValIer Punkte von R, deren entsprechende Ketten in Um { ai } 

liegen, offen ist, genugt also, wenn wir zeigen, daB die Menge V; aller 
Punkte von R, deren entsprechende Ketten in U~ {ai } liegen, fur jedes k 
offen ist. 1st p jener Punkt, dem die Kette {a,} entspricht, so liegt ein 
Punkt q in V~ dann und nur dann, wenn in der dem Punkt q entsprechen
den Kette {f3i} das Glied 13k Teilsystem von a" ist, wenn m. a. W. der 
Punkt q in keiner Menge A; liegt, fur welche j dem System a" nicht an
gehOrt. Bezeichnet B!. die Summe der endlichvielen nichtleeren abge-

• 
schlossenen Mengen A~ mit oberem Index k, deren unterer Index j in a, 
nicht enthalten ist, so liegt also der Punkt q in V: dann und nur daml, 
wenn er nicht in der abgeschlossenen Menge B!. liegt, d. h. es gilt , 
V~ = R - B!,. Also ist V; als Komplement der abgeschlossenen Menge 
B!. offen, wie behauptet . • 

Der noch nachzutragende Beweis, daB zu jeder Umgebung Um { ai } von 
{a i } eine Umgebung U' {ai } existiert, die ~ Urn {ai } ist, ergibt sich nun 
in folgender Weise: Bezeichnet p jenen Punkt von R, dem die Kette {ai } 

entspricht, Vm(p) die Umgebung vonp, bestehend aus jenenPunkten, deren 
entsprechende Ketten in Um {a i } liegen, so existiert sicher eine Umgebung 
V' von p, die ~ Vm(p) ist. Die Menge aller den Punkten von V' ent
sprechenden Ketten ist offen und enthalt daher eine Umgebung Un { ai } 

als Teil. Diese Menge Un {ai } ist, wie man leicht einsieht, ~ Um {ai }. 

Damit ist also in allen Stucken die Behauptung bewiesen: 
Ein kompakter Raum ist homoomorph mit einem Raum, dessen Elemente 

Ketten sind. Dabei ist eine Kette erklart als eine zwei Bedingungen ge
nugende Folge {ai }, von der jedes Glied a, Teilsystem eines Systems "i von 
endlichvielen natiirlichen Zahlen ist. Die beiden Bedingungen, denen eine 
Folge {a,} genugen muB, urn Kette zu heiBen, bestehen darin, daB erstens 
jeder ihrer endlichen Anfangsabschnitte a1, ai' ... , am in einer gewissen 
Weise ausgezeichnet ist (namlich dadurch, daB eine zugehOrige Menge A'::m 
nichtleer ist), wahrend zweitens ein solcher Anfangsabschnitt, wenn ein 
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Glied a, durch ein umfassenderes System a; ersetzt wird, nicht mehr in 
der betreffenden Weise ausgezeichnet ist (indem namlich die zugehOrige 

i-I m 

Menge IlA~ .. A~,. Il A~ leer ist). 
J=l J i 1=i+1 i 

Das Prinzip der Auszeichnung von endlichen Folgen von Zahlensystemen 
(namlich das Nichtleersein einer zugehOrigen Menge) genugt dabei offen
bar folgenden formalen Bedingungen: 

a) 1st all ••• , al , ak +lI ••• , am eine ausgezeichnete endliche Folge, dann 
auch jede Teilfolge all ... , ak • 

b) Jede ausgezeichnete endliche Folge all as, ... , am ist Teilfolge einer 
ausgezeichneten endlichen Folge all a21 ••• , am' am + 1 • 

c) Jede ausgezeichnete endliche Folge all as, ... , am bleibt ausgezeichnet, 
wenn man irgendeines ihrer Glieder a. durch ein System a; ersetzt, welches 
Teilsystem des Systems a. ist. 

Ferner ist eine Bedingung (*) erfullt und offenbar folgende scharfere 
Bedingung: 

d) Fur je zwei nicht identische Ketten {a,} und {(3.} existieren zwei 
naturliche Zahlen r und s, so daB, wenn {g.} bzw. {1J.} irgendzwei Ketten 
von U,. { a.} bzw. U,. { (3i} sind, fUr aIle s > s die Systeme g. und 1J. ele
mentenfremd sind. 

Dabei ist fur jede Kette a. als mte Umgebung Um {a,} die Menge 
aller Ketten {(3.} erklart, fur welche f3u f3s, ••• , 13m Teilsysteme bzw. von 
au as, ... , am sind. 

Nun gilt auch eine gewisse Umkehrung dieser Tatsachen: Es sei eine 
Folge {"i} (i = 1,2, ... ad inf.) von Systemen naturlicher Zahlen gegeben, 
und es seien gewisse endliche Folgen all as, .•. , am' wo a, ein Teilsystem 
von ". ist, derart ausgezeichnet, daf3 die Bedingungen a), b), c) erfiillt sind. 
Bezeichnen wir dann als Kette jede Folge {a.}, deren samtliche endlichen 
Anfangsabschnitte ausgezeichnet sind, die aber diese Eigenschaft einbuBt, 
wofern eines ihrer Glieder durch ein umfassenderes Zahlensystem ersetzt 
wird, nehmen wir ferner an, daf3 diese Ketten der Bedingung d) genugen, 
wobei wir U mgebungen der Ketten in der angegebenen Weise definieren, 
dann gilt, wie wir nun zeigen wollen, der Satz: Die Menge aller Ketten 
ist ein kompakter Raum. 

Es bezeichne K die Menge aller Ketten, U das abzahlbare System der 
Mengen Um { a.}. Dann ist vor aUem jede Kette k von K Durchschnitt 
einer auf k sich zusammenziehenden Folge von Mengen aus U. 1st nam
lich die vorgelegte Kette k etwa = { a. } , dann ist k in allen Mengen U m { a. } , 

~ ~ 

also in IIum {(Xi}' enthalten. Anderseits kann die Menge HUm {a.} keine 
m=l m=l 

von {(Xi) verschiedene Kette {(3.} enthalten. Denn nach Bedingung d) 
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ist in jeder von {ai } verschiedenen Kette {{jj} fur ein gewisses k (und 
sogar fur aUe hinreichend groBen k) das Glied {jk zum entsprechenden 
Glied ak elementenfremd; also ist {jk nicht Teilsystem von ak, und daher ist 
{ {j.} nicht in Uk { ai } enthalten. Mithin ist {a.} der Durchschnitt der 
Mengenfolge U", {a i } (m = 1,2, ... ad inf.), und daB dieselbe sich auf {a i } 

zusammenzieht, d. h. daB jede {a.} enthaltende Menge U von U fUr fast 
aIle m die Menge U", { ai } als Teil enthalt, ergibt sich durch einen vor
hin (S. 185) durchgefUhrten SchluB. 

DaB femer zwei Ketten dann und nur dann identisch sind, wenn jede 
Menge des Systems U, welche die eine enthalt, auch die andere enthalt, ist 
eine unmittelbare Folge der Bedingung d). DaB endlich zu jeder Um
gebung U einer Kette k eine Umgebung U' von k, die ~ U ist, existiert, 
wollen wir spater nachweis en. 

Vorerst zeigen wir, was zum N achweise der Kompaktheit von K not
wendig ist, daB die Menge K von jeder ihrer unendlichen Teilmengen 
einen Haufungspunkt enthalt. Sei also {a:} (k = 1, 2, ... ad inf.) eine 
unendliche Folge von Ketten. Wir zeigen, daB eine Kette {a i } existiert, 
welche Haufungselement dieser Folge von Ketten ist, d. h. fUr welche jede 
Umgebung U", { a,} unendlichviele Ketten {a: } enthalt. Da es nur 
endlichviele Teilsysteme von "1 gibt, und daher unter den Systemen 
a~(k = 1,2, ... ad inf.) nur endlichviele verschiedene existieren, konnen 
wir ein System a~ derart bestimmen, daB fur unendlichviele k die Bezie
hung a~ = a~ gilt. Angenommen, es seien bereits Zahlensysteme a~, a~, ... , a~ 
bestimmt, so daB fUr unendlichviele 7c die Beziehungen zusammenbestehen: 

a~ = a;, a~ = a~, . .. , a~ = a:,_ 
Fur diese unendlichvielen k sind, da es nur endlichviele Teilsysteme von 
"",+1 gibt, unter den Systemen a~+1 nur endlichviele verschieden. Wir 
konnen also ein System a~, + 1 bestimmen, so daB fur unendlichviele k die Be-
ziehungen k _' k _ I k _ k ' _ I 

a1 - all a2 - a2, ... , a1ll - am' am +1 - am +1 
zusammenbestehen. Auf diese Weise erhalten wir fUr jedes naturliche i ein 
System a;, und fUr jedes i ist die endliche Folge a~, a~, ... , IX; ausgezeichnet, 
da sie den Anfangsabschnitt gewisser Ketten {a: I darstellt. Also ist auch 
die Folge {a; i (i = 1, 2, ... ad inf.) ausgezeichnet. Wenn diese Folge eine 
Kette ist, so sind wir am Ziel, denn sie ist dann auch Haufungselement 
der Kettenfolge {a:}. Es enthalt ja fUr jedes m die Menge Um { a;} un
endlichviele Punkte dieser Folge, namlich mindestens aUe jene, fUr welche 
a~ = a~, a; = a~, ... , a~. = a~ gilt. Ist die Folge {a;} hingegen keine 
Kette, so bezeichnen wir mit a1 das umfassendste Zahlensystem, so daB 
die Folge all a~, a~, ... , a~, ... ausgezeichnet ist, mit a2 das umfassendste 
Zahlensystem, so daj~ die Folge all lX2' a~, a:, ... , a;, ... ausgezeichnet ist, 
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und allgemein mit a; das umfassendste Zahlensystem, so daB die Folge 
al1 a" ... , ai' a;+1, ... , aj, ... ausgezeichnet ist. Dann ist die Folge {€X;} 
offenbar eine Kette, und sie ist Haufungselement der Kettenfolge {ex~ I, 
weil fur jedes m in der Menge Um {ex.} unendlichviele {€X~ 1 enthalten sind, 
namlich mindestens jene, fur welche a~ = a~, ... , a!, = a~ gilt und daher 
a~, a;, ... , a!, Teilsysteme bzw. von an a" ... , am sind. Damit ist die zum 
Nachweis der Kompaktheit von K erforderliche Tatsache bewiesen. 

Der noch nachzutragende Beweis dafUr, daB zu jeder Umgebung Um { a, J 
eine Umgebung U" {a.} existiert, die ~ Um {(X;} ist, ergibt sich nun in 
folgender Weise: Wir haben (S.44) festgestellt, daB das Uberdeckungs
theorem fUr kompakte Raume davon unabhiingig ist, daB zu jedem Punkt 
p des kompakten Raumes und zu jeder Umgebung U von peine U m
gebung U' von p existiert, die ~ U ist. Fur die Menge K aller Ketten 
und ihre abgeschlossenen Teilmengen darf daher bereits auf Grund des 
bisher Bewiesenen das Uberdeckungstheorem fur kompakte Mengen an
gewendet werden. Liegt nun eine Kette {a,} und eine Umgebung Um {a,} 
vor, so betrachten wir die abgeschlossene Menge K - U m { a, }. J ede 
Kette dieser Menge ist in einer die Kette {a. I nicht enthaltenden Menge 
des Systems U enthalten. Nach dem, wie wir sahen, anwendbaren Uber
deckungstheorem ist die abgeschlossene Menge K - Um { a. I in der Sum me 
von endlichvielen derartigen Mengen, etwa in der Summe der Mengen 
Ul = u,,,, {ex; }, U2 = U m. { ex~ I , ... , Uk = U mk { a~ I enthalten. Vergleichen wir 
nun fur eine der k Zahlen j = 1, 2, ... , k die beiden Ketten {a{} und {a,}. 
Da sie verschieden sind, sind zufolge der Bedingung d) fUr alle hinreichend 
groBen naturlichen n, etwa fur alle n > nj die beiden Systeme {a~} und 
{ €X n I elementefremd. Also sind fUr n > n;, die beiden offenen Mengen Uj 
und Un { a,} fremd. Wahlen wir demnach fur n eine Zahl, welche groBer 
ist als jede der k Zahlen nj (j = 1, 2, ... , k), so ist Un { €X,} zu jeder der 
k Mengen Uj fremd, und es gilt daher fur diese Zahl n die Beziehung 
U" {€X,} ~ Um {a;}. Damit ist der Beweis dafiir abgeschlossen, daB K ein 
kompakter Raum ist. 

Wir haben also festgestellt, daB jeder kompakte Raum homoomorph ist 
mit einer Menge von Ketten, in der in gewisser Weise ein Umgebungs
system definiert ist, und daB umgekehrt eine Menge von Ketten, in der in 
der betreffenden Weise ein System von U mgebungen definiert ist, ein kom
pakter Raum ist. Wir haben m. a. W. im vorangehenden eine Umformung 
des Begriffes des kompakten Raumes durchgefuhrt. Wir wollen nun sehen, 
wie sich der Zedegungssatz und seine U mkehrung in der eben eingefuhrten 
Terminologie ausdrucken. 

Sei also zunachst ein hochstens n dimensionaler kompakter Raum R 
vorgelegt. Dem letzten Teil des Zedegungssatzes zufolge ist R Summe 
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von endlichvielen beliebig kleinen Stucken, die zu je n + 2 leere Durch
schnitte haben. Es kann insbesondere die erzeugende Doppelfolge {U;:} 
so gewahlt werden, daB fur jedes naturliche m die km Mengen 
A~(i = 1,2, ... , km) zu je n + 2 leere Durchschnitte haben. Fur jedes 
naturliche m und jedes mehr als n + 1 naturliche Zahlen enthaltende 
Zahlensystem a ist dann also die Menge A:: leer. Wir sehen also: Ein 
hOchstens n-dimensionaler kompakter Raum ist homoomorph mit einem Ketten
raum, in dem jede Kette eine Folge von Systemen bestehend aus hOchstens 
n + 1 natiirlichen Zahlen ist. 

Sei umgekehrt eine Folge {"i } von endlichen Systemen naturlicher 
Zahlen und in der 0 ben dargelegten Weise eine Menge K von Ketten {a.} 
gemaB den Bedingungen a), b), c), d) gegeben, so daB also jedes ite Glied 
ai einer Kette von K Teilsystem von lei ist und wobei in der oben er
klarten Weise ein Umgebungssystem U definiert ist, dnrch welches K zu 
einem kompakten Raum wird. Wir behaupten: Falls jedes in einer Kette 
von K auftretende System a, hochstens n + 1 natiirliche Zahlen enthiilt, dann 
ist der kompalde Raum K hOchstens n·dimensional. 

Zum Beweise genugt es, auf Grund der Umkehrung des letzten Teiles 
des Zerlegungssatzes, daB wir zeigen: Kist Summe von endlichvielen 
beliebig kleinen abgeschlossenen Mengen, die zu je n + 2 leere Durch
schnitte haben. Es sei also ~ ein vorgelegtes Uberdeckungssystem des 
Raumes K, bestehend aus den Mengen VII V2, • •• , Vr Wir bezeichnen 
fUr jedes naturliche r und fur jede der Zahlen k = 1, 2, ... , kr des Systems 
"r mit A~ die Menge aller Ketten {a.}, fur welche das rte Glied, d. h. das 
System ar , die Zahl k enthalt. Und wir behaupten: Fur hinreichend groBes 
r besitzen die kr Mengen AA; (k = 1, 2, ... , kr) die gewunschten Eigen
schaften, d. h. sie stellen eine Zerlegung von K dar in abgeschlossene 
Mengen C ~, die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben. 

Zunachst ist K fur jedes r Summe der kr Mengen A~, denn mindestens 
eine der kr Zahlen des Systems "r ist in jedem System IXr enthalten. Ferner 
ist fur jedes r jede der kr Mengen AA; abgeschlossen. Sei namlich {al } 

irgendein Haufungselement der Menge AA;. Wir haben zu zeigen, daB die 
Kette {al } der Menge AA; angehOrt. Jedenfalls enthalt, da {a, } Haufungs
element von AA; ist, die Umgebung Ur {ai } eine Kette der Menge AA;, d. h. 
eine Kette {(3,}, fur welche das System {Jr die Zahl k enthalt. Wenn eine 
derartige Kette der Menge Um {ai} angehOrt, so muB, laut Definition der 
Menge U". {a,}, auch das System ar die Zahl k enthalten (sonst ware ja {Jr 
nicht Teilsystem von (Xr), d. h. aber, die Kette {(Xi} gehort der Menge A; an, 
wie behauptet. 

Wir sehen weiter, daB die kr abgeschlossenen Mengen A; zu je n + 2 
leere Durchschnitte haben. Wenn namlich die Kette {IX,} existierte, welche 
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n + 2 Mengen Aj, Aj, ... , Aj angehOrte, dann wiirde das Glied a 
1 ~ n+9 r 

dieser Kette die n + 2 Zahlen il1 j2' ... , in+2' insgesamt also mindestens 
n + 2 natiirliche Zahlen enthalten, wahrend iiber den Raum K der Ketten 
vorausgesetzt ist, daB kein Glied einer Kette mehr als n + 1 natiirliche 
Zahlen enthalten soIl. 

Es bleibt noch nachzuweisen, daB fiir hinreichend groBes r jede der kr 
l\Iengen A~ (k = 1, 2, ... , kr ) in mindestens einer der Mengen ~, V2, ••• , Vj 
des Systems lB als Teilmenge enthalten ist. Wir bilden nach der Bemer
kung von S. 159f. ein Uberdeckungssystem von K bestehend aus offenen 
Mengen V", wo VI ~ V. (i = 1,2, ... , j) gilt. Ware unsere Behauptung 
unrichtig, so existierte offenbar eine Menge VI, so daB fiir unendlichviele 
natiirliche Zahlen rl(l = 1,2, ... ad inf.) sowohl die Menge VI als auch 
die Menge K - Vi mit einer der kr Mengen A;l, etwa mit einer Menge 

I 
AI, Ketten gemein hatten. Fiir jede der Zahlen r l bestimmen wir eine 
Kette {al} der Menge V; und eine Kette {f3:} der Menge K - Vi' Jede der 
beiden Kettenfolgen {al} und {f3l} (l = 1, 2, ... ad inf.) hatte wegen der 
Kompaktheit von K ein Haufungselement, etwa die Kette {a;} bzw. {f3i}' 
Damit ist aber ein Widerspruch hergestellt: Die beiden Ketten {a;} und 
{ P;} konnen namlich einerseits nicht identisch sein. Denn die Kette {ex;} 
muB der abgeschlossenen Menge V:, die Kette {f3.} der abgeschlossenen 
Menge K - V; angehOren, und wegen V; ~ V. sind diese beiden abge
schlossenen Mengen fremd. - Die beiden Ketten {a.} und {f3;} Mnnen 
anderseits auch nicht verschieden sein. Denn fUr je zwei verschiedene 
Ketten {a;} und {f3i} sind nach Bedingung d) fiir fast aIle i die Sy
sterne a; und P; elementenfremd. In jeder Umgebung von {a;} und von 
{ f3;} liegen aber Ketten der Folgen {al} bzw. {Pl}, deren rite Glieder 
nicht elementenfremd sind, und folglich konnten auch die beiden Systeme 
ar und Pr (l = 1,2, ... ad inf.) nicht elementenfremd sein. Damit ist also 

I I 
aus der Annahme, daB nicht fiir aIle hinreichend groBen r jede der kr 
Mengen A~ in einer der Mengen von U als Teil enthalten ist, ein Wider
spruch hergeleitet und folglich gezeigt, daB fiir hinlanglich groBes r die 
Mengen A~, A;, ... , A~ eine Zerlegung von K liefem, wie sie erforder-

r 
lich war zum Nachweis, daB K hochstens n-dimensional ist. 

Wir konnen also zusammenfassend sagen: Ein hOchstens n-dimensionaler 
kompakter Raum ist homoomorph mit einem Raum, dessen Elemente Ketfen 
sind, deren siimtliche Glieder Systeme von hochstens n + 1 natiirlichen Zahlen 
sind. Ein Raum, dessen Elemente Ketten sind, deren siimtliche GUeder hOch
stens je n + 1 natiirliche Zahlen sind, ist ein hochstens n-dimensionaler kom
pakter Raum. 

Die damit ausgesprochene formale'rransformation des Begriffes des kom-
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pakten Raumes und des Zerlegungssatzes ist einer anschaulichen Inter
pretation fahig. 

Wenn ein kompakter Raum R gegeben ist, so betrachten wir fur irgend
ein festes naturliches m die km nichtleeren Mengen U{", U;', ... , U:~ der 
R erzeugenden Doppelfolge {Ut), die zur Definition des mit R homao
morphen Kettenraumes X verwendet wurde. Jeder der km abgeschlossenen 
Mengen A;:' = U;:' ordnen wir einen Eckpunkt eines (km - 1 )-dimensionalen 
Simplexes S zu und bezeichnen diese Punkte kurz mit 1, 2, ... , km (den 
der Menge A;' zugeordneten Punkt mit i). Wir markieren nun in dem 
Simplex Salle jene eindimensionalen Seiten, welche durch zwei Punkte i1 
und ia bestimmt sind, fUr welche der entsprechende Durchschnitt A'!I· Am 

.4:i '1 't 

nichtleer ist und markieren allgemein fur alle r ~ km alle jene (r - 1)-
dimensionalen Seiten von S, welche durch r Punkte i l1 is, ... , ir bestimmt 
sind, fUr welche der entsprechende Durchschnitt A; . Ai ..... Ai nichtleer 

1 2 r 

ist. Die Summe der so markierten Seiten von S heiJ3e Xm' Offenbar ist 
Xm ein Komplex, denn der Durchschnitt je zweier Simplexe S' und S"von 
Xm ist entweder leer oder eine gemeinsame Seite von S' und S". 

Einem kompakten Raum R kann in dieser Weise auf Grund von jeder R 
erzeugenden Doppelfolge {U;:,) eine Folge {X,) (i = 1, 2, ... ad inf.) von 
Komplexen zugeordnet werden. Jede Kette {a i ) des mit R homaomorphen 
Kettenraumes X ist, da bei dieser Deutung a, ein Simplex von Ki ist, eine 
gewissen Bedingungen genugende Folge von Simplexen der Komplexe 

{Ki)' 
1st umgekehrt ein kompakter Raum gegeben, des sen Elemente Ketten 

{ a,} sind, d. h. gewissen Bedingungen genugende Teilsysteme einer Folge 
{ x,} von endlichen Systemen naturlicher Zahlen, so kann man fur jedes 
naturliche i den ki Zahlen des Systems Xi die Eckpunkte eines (ki - 1)
dimensionalen Simplexes Si zuordnen, dieselben mit 1, 2, ... , k, bezeichnen 
und in Si alle jene Seiten markieren, welche durch Punkte i l1 i" ... , ir 
bestimmt sind, fUr die das System ct, das aus den Zahlen i1, ill, ... , ir besteht, 
als ites Glied einer Kette des Raumes X auftritt. Die Summe der so mar
kierten Seiten von Si bildet offenbar einen Komplex, der Ki heiBen mage. 
Jede Kette {a;} von Kist bei dieser Deutung wieder eine gewissen Be
dingungen genugende Folge von Simplex en der Komplexe Ki" 

Die dem Zerlegungssatz und seiner Umkehrung entsprechende Tatsache 
druckt sich dann offenbar folgendermaBen aus: Die Xomplexe der einem 
hOchstens n-dimensionalen kompakten Raum zugeordneten Xomplexenfolge 
sind durchwegs hOchstens n-dimensional (denn jedes Teilsimplex eines sol
chen Komplexes entspricht einem System von hachstens n + 1 Zahlen und 
ist daher hOchstens n-dimensional) und umgekehrt: Der kompakte Raum, 
dessen Elemente Xetten sind, die durch eine Folge von hOchstens n-dimen-
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sionalen Komplexen defmiert sind, ist hOchstens n-dimensional (denn wenn 
die definierenden Komplexe h6chstens n-dimensional sind, so entspricht 
jedes ihrer Simplexe h6chstens n + 1 natiirlichen Zahlen). Die Dimensionen 
der einem unendlichdimensionalen kompakten Raum entsprechenden Kom
plexe {Km} wachsen mit m tiber alle Grenzen. 

Historisches. Die in diesem Abschnitt auseinandergesetzte Umformung des Be
gl'iffes des kompakten Raumes und des Zerlegungssatzes stammt von Alexandroff 
(Math. Ann. 96, 1926, S. 489, sowie eine demnachst in den Math. Ann. erscheinende 
Berichtigung enthaltend die von Hausdorff stammende auf S. 191 verwendete Be
dingung d) von S. 187 an Stelle der schwacheren Bedingung (*) von S. 184). Der
selbe spricht von Approximationen kompakter Riiume durch Komplexe. Diese Aus
drucksweise ist vielleicht deshalb nicht ganz glucklich gewahlt, weil sie suggeriert, 
daB die Komplexe der einem Raum zugeordneten Folge dem Raum gestaltlich gleich
sam immer ahnlicher werden. Dies ist nun aber nicht ganz der Fall. Es verhalt 
sich nicht so, daB den hochstens n-dimensionalen Stiicken eines n-dimensionalen 
Raumes n-dimensionale (oder gar gleichdimensionale) Simplexe der Komplexe und 
den hochstens (n - k + l)-dimensionalen Durchschnitten von k Stiicken eines n-di
mensionalen Raumes (n-k + l)-dimensionale Durchschnittssimplexe der den Stiicken 
zugeordneten Simplexe entsprechen. Es entsprechen vielmehr den n-dimensionalen 
Stiicken Punkte, also nulldimensionale Simplexe der Komplexe und den hochstens 
~n - k + l)-dimensionalen Durchschnitten von k Stticken (k - l)-dimensionale Sim
plexe der Komplexe. Die Dimension der Teile des Raumes und der entsprechenden 
Teile der Komplexe erganzt sich stets auf hochstens n. Die einem Raum zugeord
neten Komplexe sind also gestaltlich zum Raum in gewisser Hinsicht dual. 

Der Nutzen der dargelegten Begriffsumformung liegt darin, daB erstens die 
Definierbarkeit n·dimensionaler kompakter Raume durch Ketten gewisser Anwen
dungen fahig ist (wie wir S. 280ff. sehen werden) und daB zweitens trotz der erwahnten 
gestaltlichen Verschiedenheit der Ranme und del' zugeordneten Komplexe doch ge
wisse gestaltliche Eigenschaften der Raume (die durch die erwahnte Dualitat nicht 
zerstort werden) ihren Ausdruck in kombinatorisch erfaBbaren Eigenschaften der zu
geordneten Komplexe finden. DaB z. B. die Dimension der Raume mit der Dimen
sion der zugehorigen Komplexe iibereinstimmt, dies ist die erwahnte Folge des 
Zerlegungssatzes. Ein anderes Beispiel solcher gestaltlicher Eigenschaften kompakter 
Raume, die mit kombinatorisch erfaBbaren Eigenschaften der zugeordneten Kom
plexe korrespondieren, ist (vgl. S.199) der Zusammenhang. Derartige Eigenschaften 
kompakter Raume nennt Alexandroff (a. a. O. S. 508) kombinatorische Eigen
schaften. 

8. Ein Additionssatz. 
Es sei U ein Uberdeckungssystem des separabeln Raumes R und n eine 

vorgegebene Zahl. Es seien femer A und A' zwei abgeschlossene Mengen, 
von denen jede in der Ausdrucksweise von S. 178 n-dimensional beztiglich 
U ist, d. h. von denen jede Summe ist von endlichvielen abgeschlossenen 
Mengen C U, die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. Wie verhalt sich 
die Menge A + A' in dieser Hinsicht? Zunachst sieht man, daB, selbst 
wenn der Raum kompakt ist, die Menge A + A' im allgemeinen nicht 
notwendig gleichfalls n-dimensional bezuglich U ist. Es liege beispiels
weise als Raum das abgeschlossene Intervall [0, 1] des Rl zugrunde, und 
es sei U das System der beiden in diesem Ranm offenen Intervalle 
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° :=:; x < ~-, : < x ::;;; 1. Bezeichnet A die abgeschlossene Menge, welche 

Summe ist von den Intervallen ° ::;;; x::;;; ~, ~ ::;;; x::;;; : und A' die ab

geschlossene Menge, welche Summe ist von den Intervallen ~ ::;;; x::;;; ~, 

: ::;;: x ::;;; 1, dann ist offenbar jede der beiden Mengen A und A' ein

dimensional in bezug auf U, d. h. Summe von zwei zueinander fremden 
abgeschlossenen Mengen C U, wiihrend A + A' mit dem Intervall [0, 1] 
identisch und daher nicht Summe von zwei fremden abgeschlossenen 
Mengen C U ist. Es gilt nun aber diesbeziiglich folgender (in den nachsten 
Kapiteln verwendeter) 

Additionssatz. Es sei gegeben eine natiirliche Zahl n. Es sei Rein 
separahler Raum, U ein Uberdeckungssystem von R. Es seien remer A und 
A' zwei beziigUch U n-dimensionale abgeschlossene Teilmengen von R mit 
hOchstens (n - 2)-dimensionalem Durchschnitt. Dann ist die Menge A + A' 
beziiglich Un-dimensional. 

Nach Voraussetzung ist A Summe von endlichvielen abgeschlossenen 
Mengen C U, die zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. Wir behaupten: 
A ist auch Summe von endlichvielen in A offenen Mengen von C U, die 
zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. Es seien namlich All Au ... , Am 
die abgeschlossenen Summanden C U von A, die zu je n + 1 leere Durch
schnitte haben und es seien UI1 U2I ••• , Um Mengen des Systems U, so 
daB u.::> A, gilt (i = 1,2, ... , m). Dann bilden wir die 2"' Durchschnitte 
Ail· Ai, . ...• Air (r ::;;: m, iJ = 1, 2, ... , m), die sich aus irgendwelchen von 
den m Mengen Ai bilden lassen und bezeichnen diese Durchschnitte mit 
Pit PI' ... , Psm• Wir betrachten hierauf die Menge Ai und nennen 81 

die Summe aUer zu Ai fremden Mengen Pi. Wenden wir auf die beiden 
zueinander fremden abgeschlossenen Mengen Ai und 81 und auf die offene 
Menge U1 ::> Ai den aUgemeinen Trennungssatz (S. 33) an, so erhal
ten wir eine offene Menge Vi' so daB Ai C Vi C ~ gilt und Vi zu 81 

fremd ist. Wir betrachten nun das Mengensystem, welches aus All As, 
... , Am entsteht, wenn wir .Ai durch Vi ersetzen, und verfahren mit der· 
Menge .As so wie vorhin mit .Ai; d. h. wir nennen 81 die Summe aUer zu 
As fremden Durchschnitte von Mengen des Systems VlI As, .A,,, .•. , A". 
und bilden eine Menge V2 , so daB As C Vs C U2 gilt und V 2 zu 8s fremd 
ist. So fahren wir fort und erhalten nach m Schritten m Mengen Vi' VI' . 
. .. , Vm , die C U sind, so daB Ai C Vi (i = 1,2, ... , m) gilt, und so daB. 
r Mengen V;, V;, . .. , Vi (und sogar r Mengen V, , Vi' ... , Vi) dann 

l!l r l!l r 
und nur dann einen nichtleeren Durchschnitt haben, wenn die entsprechen-
den Mengen Ail' .A;., ... , ~r einen nichtleeren Durchschnitt haben. Je 
n + 1 von den m Mengen Vi haben mithin einen leeren Durchschnitt. 
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Es ist also A Summe von endlichvielen in A offenen Mengen v;" V2 , 

... , Vm C U, die zu je n + lleere Durchschnitte haben, und ebenso ist A' 
Summe von endlichvielen in A' offenen Mengen V~, V~, . .. , V~" die C U 
sind und zu je n + 1 Ie ere Durchschnitte haben. Wir fassen A als Raum 
auf, bezeichnen mit ~ das Mengensystem, welches bloJ3 die Menge A· A' 
enthiilt und wenden Hilfssatz 2 (S.168), d. i. in diesem Fall den allgemeinen 
Zedegungssatz, an. Wir erhalten dann m abgeschlossene Mengen Fu F 2 , 

... , F m , welche folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Fi C Vi (i = 1, 2, ... , m), 
m 

2. A~ ~Fi' 
i= 1 

3. 1st IIr der Durchschnitt von irgend r Mengen Fi) so gilt, da der 
Durchschnitt A· A' als hOchstens (n - 2)-dimensional vorausgesetzt ist, 

(t) dim A' .IIr= dim A· A'· IIr;;;;; dim A· A' -(r-l) = (n-2)- (r-l). 

Wir bezeichnen nun 'mit ~' das System aller Mengen A' . IIr, wo IIr 
alle Durchschnitte von irgend r Mengen Fi durchliiuft. Auf dieses System, 
ferner auf die Menge A' als Raum und auf die offenen Mengen V~, V;, ... , V~, 
wenden wir Hilfssatz 2 an und erhalten hierdurch m' abgeschlossene Mengen 
F~, F;, ... , F~" welche folgenden Bedingungen geniigen: 

1'. F; C V; (i = 1, 2, ... , m'). 
m' 

2'. A'=~F;. 
i= 1 

3'. 1st n; Durchschnitt von irgend r Mengen F; und Meine beliebige 
Menge des Systems ~', so gilt 

dim n; . M ~ dim M - (r - 1). 
Es gilt dann offenbar 

"' m' 

A+A'=~Fi+~F: . • = 1 .= 1 

Das System der m + m' abgeschlossenen Mengen Fi und F; ist wegen 1. 
und 1'. C U. Zum Beweise des Additionssatzes haben wir noch zu zeigen, 
daJ3 je n + 1 von den m + m' Mengen Fi und F; einen leeren Durch
schnitt haben. 

Es seien also n + 1 von diesen m + m' Mengen vorgelegt. Dieselben 
sind teils vom Typus Fi teils vom Typus F;. Wenn alle n + 1 vor
gelegten Mengen vom Typus Fi sind, so haben sie sicher einen leeren 
Durchschnitt, da ja die Mengen Fi Teilmengen der V. sind und diese zu 
je n + 1 keinen Punkt gemein haben. Ebenso ist der Durchschnitt der 
n + 1 vorgelegten Mengen sicher dann leer, wenn aIle vorgelegten Mengen 
vom TypUB F; sind, da die Mengen F; Teilmengen von den zu je n -1- 1 

13* 
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fremden Mengen V; sind. Wir haben also nur noch nachzuweisen, daB 
alle Mengen 

IIr • II; (r ~ 1, 8 ~ 1, wobei r + 8 = n + 1 gilt) 

leer sind. Es gilt IIr · n; = IIr · A' . n;. Nun gehoren die Mellgen IIr · A' 
zum System ~'. A.lso ist mit Riicksicht auf die Bedingung 3'., der die 
Mengen F: geniigen, 

dim IIr · II; ~ dim IIr · A' - (8 - 1). 

Kombinieren wir diese Ungleichung mit der Ungleichung (t), so erhalten 

wir dim IIr . II; < (n - r - 1) - (8 - 1) = n - (r + 8); 

also, da wir den Fall r + 8 = n + 1 betrachten, 

dim IIr . II; ~ - 1. 

Es ist demnach der Durchschnitt der n + 1 vorgelegten Mengen jedenfalls 
leer, was zu beweisen war. 

Historisches. Der Additionssatz und sein angegebener Beweis stammen von 
Hurewicz (Math. Annalen 100, 1928; vgl. auch schon Proc. Ac. Amsterdam, 29, 
1927, S. 164, wo eine unmittelbare Konsequenz des Additionssatzes angefUhrt wird). 



VI. Die Zusammenhangseigenschaften del' Raume. 

1. Der Zusammenhangsbegriff. 
1st die Menge M n-dimensional im Punkt p, so ist auch jede Menge M', 

welche aus M dadurch entsteht, daB auBerhalb einer gewissen Umgebung 
von p Punkte zu M hinzugefugt oder von M weggelassen werden, n-di
mensional im Punkt p. BloB Anderungen von M, die beliebig kleine Um
gebungen von p betreffen, konnen die Dimension von M im Punkt p 
beeinflussen. Die Dimension einer Menge in einem Punkt ist also gleich
sam Eigenschaft von ganz lokalem Charakter, und die Dimension einer 
Menge schlechthin hangt von der Dimension der Menge in ihren einzelnen 
Punkten abo Nun gibt es auch gestaltliche Eigenschaften von Raumen, 
welche keinen derartigen lokalen Charakter besitzen, sondern sich ganz 
wesentlich auf das Aussehen des Raumes in seiner Totalitat beziehen. Zu 
diesen Eigenschaften im grof3en gehoren insbesondere die Zusammenhangs
eigenschaften, deren Behandlung dieses Kapitel gewidmet ist. 

Das Wort Zusammenhang ist dem taglichen Leben entnommen. Auch 
der Nicht-Mathematiker verbindet mit den Worten "zusammenhangend" 
und "nicht zusammenhangend" eine Vorstellung. Wellll man von einem 
Grundstiick auf der Erdoberflache sagt, es sei nicht zusammenhangend, so 
meint man, daB das Grundstiick in zwei oder mehrere getrellllte Grund
stucke gespalten ist. Zusammenhangend nellllt man etwas Raumliches, was 
sich nicht in fremde Teilstucke spalten laBt. Diese Ausdrucksweise ist 
einer strengen Prazisierung fahig: 

Ein nichtleerer Raum R heif3t zusammenhangend, wenn R nicht 
Summe ist von zwei fremden abgeschlossenen Teilmengen, es sei denn, 
daf3 eine der beiden leer ist. Die Beschrankung auf Zerlegungen in nicht
leere Summanden ist offenbar notig, denn als Summe der abgeschlossenen 
leeren Menge und des abgeschlossenen Raumes selbst ist ja jeder Raum 
darstellbar. Man kallll die angegebene Zusammenhangsdefinition offenbar 
auch dahin aussprechen, daB ein nichtleerer Raum zusammenhangend ist, 
wenn bei jeder Zerlegung des Raumes in zwei nichtleere abgeschlossene Teil
mengen die beiden Summanden einen nichtleeren Durchschnitt haben oder 
m. a. W. wenn bei jeder Zerlegung des Raumes in zwei fremde nichtleere 
Teilmengen Ml und Ms die eine einen Haufungspunkt der anderen enthiilt, 
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mithin die Menge M1 • M, + M 1 • Ma nichaeer ist. Entsprechend heiBt die 
nichtleere Teilmenge M eines Raumes zusammenhangend, wenn sie nicht 
Summe ist von zwei fremden nichtleeren in M abgeschlossenen Teil
mengen. Eine genau einen Punkt enthaltende Menge ist dieser Definition 
zufolge zusammenhangend. 

Wir leiten nun einige einfache Satze uber zusammenhangende Raume 
und Mengen her. 

1. Damit der Raum R susammenhiingend sei, ist notwendig und hin
reichend, daf3 jedes endliche Uberdeckungssystem U von R folgende Eigen
schaft (Z) besitst: Sind U und U' swei nichtleere Mengen aus U, so enthiilt 
U ein System von Mengen 

U = Uo, U17 Uu . .. , U .. _17 U .. = U', 

von denen je swei aufeinanderfolgende Mengen nichtleere Durchschnitte 
haben. 

Die Bedingung ist notwendig. Sei namlich U ein endliches Uber
deckungssystem von R, welches die Eigenschaft (Z) nicht besitzt, also 
zwei nichtleere Mengen U und U' enthalt, zwischen die sich keine Mengen_ 
reihe der angegebenen Art einschalten laBt. Dann bezeichnen wir mit V 
die Summe von U und allen Mengen U* von U, fur welche sich zwischen 
U und U* eine Mengenreihe, in der je zwei aufeinanderfolgende Mengen 
nichtleere Durchschnitte haben. einschalten laBt. Wir nennen V' die Summe 
der ubrigen Mengen von U. Die beiden Mengen V und V' sind offenbar 
zueinander fremd und es gilt R = V + V'. Sie sind nichtleer, denn es 
gilt V:> U und V':> U'. Jede der beiden Mengen V und V'ist als Summe 
von ofl'enen Mengen offen, also, da sie zueinander komplementar sind, auch 
abgeschlossen. Mithin ist der Raum R = V + V' nicht zusammenhangend. -
Die Bedingung ist hinreichend. Denn wenn R nicht zusammenhangend 
ist, so gilt R = V + V', wo V und V' zwei fremde nichtleere abgeschlos
sene Mengen sind. Da die Mengen V und V' zueinander komplementar 
sind, sind sie auch offen. Also besitzt das aus V und V' bestehende Uber
deckungssystem von R nicht die Eigenschaft (Z). 

2. GehOren je swei Punkte einer Menge Meiner susammenhiingenden 
Teilmenge von M an, so ist M susammenhiingend. Angenommen namlich, 
M sei nicht zusammenhangend, also = M' + M", wo M' und M" zwei 
fremde nichtleere in M abgeschlossene Mengen sind. 1st dann p' ein Punkt 
von M ', ist p" ein Punkt von M" und ist N irgendeine p' und p" ent
haltende Teilmenge von M, - dann gilt die Formel N = N· M' + N· M", 
und durch diese Formel ist N dargestellt als Summe von zwei fremden, 
in N abgeschlossenen Summanden, von denen der eine p', der andere p" 
enthiilt. Also ist N nicht zusammenhiingend. In nicht-zusammenhangenden 
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Mengen liegen also nicht je zwei Punkte in einer zusammenhangenden 
Teilmenge, womit die Behauptung 2. bewiesen ist. 

3. Sind die Mengen Ml und M2 zusammenhiingend und ist ihr Dureh
schnitt nichtleer, so ist die Menge Ml + M2 zusammenhiingend. An
genommen, es ware M = Ml + M2 nicht zusa.mmenhangend, dann ware 
M = M' + M", wo M' und M" zwei fremde nichtleere, in M abge
schlossene Mengen waren. Es gilt 

Ml = Ml . M' + Ml . M", M2 = M2 . M' + M2 . M". 

Die Menge Ml . M2 ist nach Voraussetzung nichtleer. Sei p ein Punkt 
von Ml . Ms. Der Punkt p liegt entweder in M' oder in M", etwa in M'. 
Es liegt also p sowohl in Ml . M' als auch in M2 . M'. Da aber die 
Menge M" nach Voraussetzung nichtleer ist und M" = MI' Mil + M2. Mil 
gilt, ist auch mindestens einer der beiden Summanden Ml . M" und 
M2 . M" von M" nichtleer. 1st M· Mil nichtleer, dann sind also in der 
Formel 

beide Summanden nichtleer, zueinan~er fremd (weil ja M' und M" fremd 
sind) und in Ml abgeschlossen (weil ja M' und ]}[" in M::> Ml ab
geschlossen sind), d. h. die Menge Ml ist nicht zusammenhangend ent
gegen der Voraussetzung. Ebenso zeigt man, daB, falls M 2 • Mil nichtleer 
ist, die Menge M2 nicht zusammenhangend ist. Die Annahme, daB Ml + M2 
nicht zusammenhangend ist, fiihrt also jedenfalls auf einen Widerspruch. 
Damit ist Satz 3 bewiesen. 

4. Die Summe einer Menge von zusammenhiingenden Mengen, die zu je 
zweien nieht (remd sind, ist zusammenhiingend. Sei S die Summe zusammen
hangender Mengen und seien p und q irgend zwei verschiedene Punkte von S. 
J eder der beiden Punkte gehort mindestens einem zusammenhangenden 
Summanden der Menge San. Es liege etwa p im zusammenhangenden Sum
manden A und q im zusammenhangenden Summanden B von S. Da nach 
Voraussetzung je zwei Summanden von S nicht fremd sind, so haben ins
besondere die Mengen A und B einen nichtleeren Durchschnitt. Also ist 
A + B nach Satz 3 zusammenhangelld. Es sind demnach je zwei Punkte 
p und q von S in einer zusammenhangenden Teilmenge von S enthalten, 
also ist S nach Satz 2 zusammenhangend, wie behauptet. 

5. 1st Meine zusammenhiingende Menge und N eine Menge, welehe der 
Beziehung genugt MeN C M, so ist N zusammenhiingend. Diese Be
hauptung kann ofl'enbar auch so ausgesprochen werden: Dureh Hinzu
(ugung von Hiiu(ungspunkten bleibt eine zusammenhiingende Menge eu
sammenhiingend. Ware die bloB Punkte und Haufungspunkte von ]}I ent
haltende Menge N nicht zusammenhangend, dann wiirde N = N' + Nil 
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gelten, wo N' und N" zwei nichtleere fremde Mengen waren, fiir welche 
die Menge N'· N" + N'· N" leer ist. Betrachten wir dann die mit Riick
sicht auf MeN giiltige Formel 

M= M·N'+ M·N". 

Wir behaupten, daB keiner der beiden Summanden M· N' und M . N" 
von M leer ist. Ware namlich etwa M· N' leer, so ware MeN", mit
hin MeN"; wegen N C M ware also N eN", und folglich miiBte, da 
die Menge N' . N" leer sein soll, auch N'· N leer sein. Da N' C N ist, 
ware dann auch N' leer, und das widerspricht der V oraussetzung. Die 
Menge M· N' und ebenso die Menge M· N" ist also leer. Nun sind diese 
beiden Mengen fremd, da N' und N" fremd sind, und in M abgeschlossen, 
da N' und N" in N :> M abgeschlossen sind. Dies aber widerspricht der 
V oraussetzung, daB M zusammenhangend ist. Die Annahme, daB N nicht 
zusammenhangend ist, ist also mit dieser Voraussetzung unvertraglich, 
womit Satz 5 bewiesen ist. 

Ist K Teilmenge irgendeiner Menge A, so heiBt K eine Komponente 
von A, wenn K zusammenhangend. ist und jede zu K nicht fremde zu
sammenhangende Teilmenge von A Teilmenge von Kist. Offenbar ist 
jede Komponente von A in A abgeschlossen. Denn wenn K C A zusammen
hangend ist, ist nach Satz 5 auch K· A eine zusammenhangende Teil
menge von A, und ware K· A nicht mit K identisch, so ware K· A eine 
zusammenhangende Teilmenge von A, welche mit K Punkte gemein hatte, 
ohne Teilmenge von K zu sein, im Widerspruch zur Annahme, daB K 
eine Komponente von A ist. 

Jeder Punkt einer Menge A gehort einer und nur einer Xomponente von 
A an. Bezeichnen wir namlich mit Kp die Summe aller p enthaltenden 
zusammenhangenden Teilmengen von A, dann ist die Menge Kp eine den 
Punkt p (und eventuell nur ihn) enthaltende und nach Satz 4 zusammen
hangende Menge. Ist B irgendeine zu Kp nicht fremde zusammenhangende 
Teilmenge von A, so ist Kp + Beine p enthaltende und nach Satz 3 zu
sammenhangende Teilmenge von A und daher Teilmenge von Kp ' laut 
Definition dieser Menge. Jede zu Kp nicht fremde zusammenhangende Teil
menge von A ist also Teilmenge von K p ' d. h. die Menge Xp ist eine 
Komponente von A. Durch dieselbe Argumentation zeigt man, daB jede 
Komponente K' entweder mit Kp identisch oder zu Kp fremd ist. Also 
ist jeder Punkt von A in nur einer Komponente von A enthalten. Aus 
der bewiesenen Behauptung folgt, daf3 jede Menge eindeutig als Summe 
von Komponenten dargestellt werden kann. 

Ein mehr als einen Punkt enthaltender zusammenhangender kompakter 
Raum und ebenso eine mehrpunktige zusammenhangende kompakte Teil-
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menge eines Raumes, die ja, in sich betrachtet, ein kompakter Ranm ist, 
wird Kontinuum genannt. Da unter den Teilmengen kompakter Raume 
die kompakten mit den abgeschlossenen identisch sind, so sind unter den 
Teilmengen kompakter Raume die Teilkontinua identisch mit den mehr 
als einen Punkt enthaltenden zusammenhangenden abgeschlossenen Mengen. 
Insbesondere ist dem oben Bewiesenen zufolge jede Komponente eines kom
pakten Raumes entweder ein Kontinuum oder sie besteht aus einem ein
zigen Punkt. In nichtkompakten Raumen ist der obigen Definition zufolge 
zwischen zusammenhangenden abgeschlossenen Mengen und Teilkontinua 
zu unterscheiden, weil ja eine abgeschlossene Teilmenge eines nichtkom
pakten Raumes nicht notwendig kompakt ist. 

Damit ein kompakter Raum zusammenhangend, also ein Kontinuum sei, 
ist ofl'enbar schon hinreichend, daB fiir eine erzeugende Doppelfolge ~ 
von R fur jedes naturliche k das endliche Uberdeckungssystem ~k die 
Eigenschaft (Z) von Satz 1 be sitze. Dann besitzt eo ipso jedes endliche 
Uberdeckungssystem von R die Eigenschaft (Z). 1st namlich U irgendein 
endliches Uberdeckungssystem von R, so sind zufolge der Bemerkung fiber 
erzeugende Doppelfolgen (S. 64) fur ein gewisses k (und sogar fiir fast 
alle k) die Mengen von ~k C U, und das Uberdeckungssystem ~k konnte 
die Eigenschaft (Z) ofl'enbar nicht besitzen, wenn sie nicht auch dem 
Uberdeckungssystem U zukame. Fur den dem System ~k oben (S.192) zu
geordneten Komplex ist die Eigenschaft (Z) ofl'enbar gleichbedeutend da
mit, daB zu je zwei Punkten P und p' des Komplexes sich eine Reihe von 
Punkten des Komplexes 

p = Po, PlI P2' .. " P,,-lJ P" = p' 

einschalten liiBt, von denen je zwei aufeinanderfolgende durch eine Strecke 
(ein eindimensionales Simplex) des Komplexes miteinander verbunden sind. 
Komplexe dieser Art heiBen zusammenhangend, so daB also einem Konti
nnum eine Folge von zusammenhangenden Komplexen zugeordnet werden 
kann und ein kompakter Kettenraum, der durch eine Folge von zusammen
hangenden Komplexen definiert ist, zusammenhangend ist. 

Als die den Punkt p enthaltende Konstituante der Menge A bezeichnen 
wir, falls pin einem Teilkontinuum von A enthalten ist, die Summe aner P ent
haltenden Teilkontinua von A, andernfalls die Menge (P). Die p enthaltende 
Konstituante ist ofl'enbar stets Teilmenge der p enthaltenden Komponente. 
In kompakten Raumen stimmen die Konstituanten mit den Komponenten 
fiberein. In nichtkompakten Raumen kann, wie wir im nachsten Abschnitt 
sehen werden, eine Konstituante echte Teilmenge einer Komponente sein. 

Wahrend die Punkte einer Konstituante gleichsam noch fester zusammen
hangen als die Punkte einer Komponente, wollen wir nun Punktverbande 
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erwahnen, welche miteinander in einem unter Umstanden schwacheren 
Zusammenhang als die Punkte einer Komponente stehen. Zwei Punkte p 
und q der Menge M heiBen (vgl. S. 117) in M durch die Menge A ge
trennt, wenn M - A Summe von zwei fremden in M - A abgeschlossenen 
Mengen ist, von denen die eine den Punkt p, die andere den Punkt q ent
halt. Die Punkte p und q sind demnach in M durch die leere Menge ge
trennt, wenn M Summe von zwei fremden in M abgeschlossenen Mengen 
ist, von denen die eine den Punkt p, die andere den Punkt q enthalt. Wir 
sagen von zwei Punkten, die in M durch die leere Menge getrennt sind, 
kurz, sie seien in M getrennt. Ein nichtleerer Raum ist zusammenhangend 
offenbar dann und nur daIm, wenn keine zwei Punkte des Raumes getrennt 
sind. Eine nichtleere Menge Mist zusammenhangend, wenn kein Punkte
paar von M in M getrennt ist. Ais die zum Punkt p der Menge A ge
hOrige Quas.komponente von A bezeichnet man die Menge aller Punkte 
von A, die vom Punkt p in A nicht getrennt sind. Offenbar sind die 
Punkte der p enthaltenden Komponente von A von p nicht in A getrennt. 
Die p enthaltende Komponente von A ist also Teilmenge der A enthalten
den Quasikomponente. Das nahere Verhaltnis von Quasikomponenten und 
Komponenten wird im folgenden Abschnitt klar werden. 

Historisches. Eine erste Definition von zusammenhangenden Mengen und von 
Kontinua gab Cantor (Math. Ann. 21, 1883, S. 576). Die oben angegebene Konti
nuumsdefinition stammt von Jordan (Cours d'Analyse 1,1893, S. 25), der dargelegte 
~usammenhangsbegri:ff von Lennes (Americ. Journ. of math. 33, 1911, S. 303) so
wie von Hausdorff (Grundz. d. Mengenlehre, 1914, S.2(4), welcher die angefiihrten 
Satze iiber zusammenhangende Mengen bewies und (a. a. O. S. 2(8) auch den Begriff 
der Quasikomponente einflihrte. 

2. Die verstreuten Mengen. 

Den Begriffen Konstituante, Komponente, Quasikomponente entsprechen 
drei Klassen von Raumen, die als (in verschiedenen Graden) verstreut be
zeichnet werden konnen. 

Wir nennen diskontinuierlich einen Raum, der kein Teilkontinuum ent
Milt, oder m. a. W. einen Raum, dessen Konstituanten sich auf einzelne 
Punkte reduzieren. Wir nennen zusammenhangslos einen Raum ohne 
mehrpunktige zusammenhiingende Teilmenge, oder m. a. W. einen Raum, 
dessen Komponenten sich auf einzelne Punkte reduzieren. Wir nennen 
endlich total zusammenhangslos einen Raum, dessen Quasikomponenten 
sich aUf einzelne Punkte reduzieren. Mit diesen drei Klassen von Raumen 
vergleichen wir noch die nulldimensionalen Raume, zu deren Punkten 
beliebig kleine Umgebungen mit leeren Begrenzungen existieren. 

Es gilt, wie wir zeigen wollen, folgender 
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Erster Satz liber verstreute Raume. Jeder nulldimensionale Raum ist 
total zusammenhangslos; jeder total zusammenhangslose Raltm ist zusammen
hangslos; jeder zusammenhangslose Raum ist diskontinuierlich. 

Schreibt man die vier Verstreutheitseigenschaften in folgender Ordnung: 
diskontinuierlich, 
zusammenhangslos, 
total zusammenhangslos, 
nulldimensional, 

so impliziert dem behaupteten Satz zufolge jede die vorangehenden. 
Erstens sind fiir einen Raum, dessen Komponenten einzelne Punkte sind, 

auch die Konstituanten, die ja Teilmengen von Komponenten sind, einzelne 
Punkte. Zweitens sind fiir eine Menge, deren' Quasikomponenten einzelne 
Punkte sind, auch die Komponenten, die ja Teilmengen von Quasikompo
nenten sind, einzelne Punkte. Drittens haben wir zu zeigen, daB jeder 
nulldimensionale Raum total zusammenhangslos ist. Wir beweisen etwas 
mehr, indem wir zeigen: 1st der Raum Rim Punkt p nulldimensional, so 
enthiilt die zum Punkt p gehOrige Quasikomponente blof3 den Punkt p. 1st 
niimlich q ein von p verschiedener Punkt, so existiert, da der Raum in p 
nulldimensional sein soIl, eine Umgebung U vonp mit leerer Begrenzung, 
die so klein ist, daB der Punkt q in ihrem Komplement liegt. Dann ist 
aber durch die Formel R = U + (R - U) der Raum als Summe von zwei 
fremden Mengen dargestellt, die beide nichtleer sind (die eine enthalt p, 
die andere q) und die beide abgeschlossen sind (R - U ist als Kom
plement der offenen Menge U abgeschlossen und U ist eine offene Menge 
mit leerer Begrenzung, mithin abgeschlossen). Wenn also der Raum im 
Punkt p nulldimensional ist, so enthiilt die zu p gehorige Quasikompo
nente des Raumes keinen von p verschiedenen Punkt, wie behauptet. Da
mit ist der erste Satz iiber verstreute Riiume bewiesen. 

Es gilt femer folgender 
Zweiter Satz liber verstreute Raume. Es gibt unter den stparablen 

Riiumen solche, die total zusammenhangslos aber nicht nulldimensional sind, 
solche, die zusammenhangslos aber nicht total zusammenhangslos sind, und 
solche, die diskontinuierlich aber nicld zusammenhangslos sind. 

Von den vier Verstreutheitseigenschaften separabler Raume in der obell 
angegebenen Reihenfolge ist also dem behaupteten Satz zufolge jede scharfer 
als die vorangehenden. 

Es existieren erstens total zusammenhangslose separable Riiume, die nicld 
nulldimensional sind. In der Tat, der auf S. 146 betrachtete au.6erst schwach 
eindimensiollale Raum Mist, wie wir nun zeigen wollen, total zusammen
hangslos, d. h. es sind je zwei Punkte von Min M getrenllt. Jeder Punkt 
von M, in dem M nulldimensional ist, d. h. jeder PUllkt der Teilmellge 
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P von M, ist sicher von allen anderen Punkten von M in M getrennt, 
denn wir haben ja festgestellt, daB jeder Punkt eines Raumes, in welchem 
der Raum nulldimensional ist, fur sich eine Quasikomponente des Raumes 
bildet. Es bleibt also zu zeigen, daB je zwei Punkte, in denen :J! ein
dimensional ist, d. h. je zwei Punkte der abzahlbaren Teilmenge von Q von 
]tI, in M getrennt sind. Seien also zwei Punkte q und q' von Q vorgegeben. 
Jeder ist (laut Definition der Menge Q) Mittelpimkt von einem der Recht
ecke, welche bei der Konstruktion von M auftreten. Zwei solche Recht
ecke sind entweder fremd, oder eines ist Teilmenge des anderen. Bezeichnen 
wir mit R das Rechteck, des sen Mittelpunkt q ist, und mit ll' das Recht
eck, dessen Mittelpunkt q' ist, so ist, wenn etwa R Teilmenge von R' ist, 
durch die Formel 

M=R·M+(M-R·M) 

die Menge M als Summe zweier fremder, in M abgeschlossener Mengen 
dargestellt, von denen die eine den Punkt q, die andere den Punkt q' ent
halt. Und dieselbe Formel liefert eine ebensolche Zerlegung im Falle, daB 
R und R' fremd sind. 

Es existieren zweitens zusammenhangslose separable Raume, die nicht 
total zusammenhangslos sind. Ein Beispiel kann wieder mit Hilfe des schwach 
eindimensionalen Raumes M von S. 146 erbracht werden. Bezeichnen wir 
namlich mit :Jf' den Raum, der aus M durch Hinzufugung des Punktes 
mit den Koordinaten (t, 1) entsteht. Unsere Feststellungen von S. 145 
iiber das Verhaltnis der beiden Punkte (t,D und (t, 1) konnen wir unter 
Verwendung des Begriffes der Quasikomponente offenbar dahin ausdrucken, 
daB diese beiden Punkte zu einer und derselben Quasikomponente von M 
gehoren. Der separable Raum M' ist also nicht total zusammenhangslos. 
Doch ist der Raum M' offenbar schwach eindimensional und daher zu
sammenhangslos auf Grund des Satzes: 

Jeder schwach eindimensionale Raum ist zusammenhangslos. Zum Beweise 
dieses Satzes verwenden wir wieder die vorhin hergeleitete einfache Tat
sache, daB jeder Punkt eines Raumes R, in welchem R nulldimensional 
ist, fUr sich eine Quasikomponente von R bildet, d. h. von jedem anderen 
Punkt von R getrennt ist. Ein mehr als einen Punkt enthaltender zu
sammenhangender Raum, d. h. ein mehrpunktiger Raum, in dem keine zwei 
Punkte getrennt sind, ist also in keinem seiner Punkte nulldimensional. 
Ein solcher Raum ist also mindestens eindimensional, und zwar mindestens 
eindimensional in jedem seiner Punkte, also mindestens eindimensional in 
jedem Punkte einer mehr als nulldimensionalen Menge. Wenn also ein 
zusammenhangender Raum eindimensional ist, so ist er homogen ein
dimensional und daher stark eindimensional. Ein schwach eindimensio
naler Raum ist mithin nicht zusammenhangend und enthalt, da aIle seine 
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Teilmengen nuUdimensional oder schwach eindimensional sind, auch keinen 
mehrpunktigen zusammenhangenden Teil, ist also zusammenhangslos, wie 
behauptet. 

Es gibt drittens diskontinuierliche separable Riiume, die nicht z~(sammen
hangslos sind, ja es existieren diskontinuierliche und dabei zusammen
hangende Teilmengen der Cartesischen Ebene. 

Es sei im R2 im abgeschlossenen 1ntervaU [0, 1] der X-Achse eine 
nirgendsdichte perfekte Menge C, etwa das Diskontinuum C (S. 54) ge
geben. Es sei P die abzahlbare Menge jener Punkte von C, welche End
punkte von zu C komplementaren offenen 1ntervallen der X-Achse sind, 
und es sei Q = C - P. Wir betrachten femer den Punkt a mit den Ko
ordinaten (t, t) und bezeichnen, wenn c irgendein bestimmter Punkt von 
C ist, mit Lee) die Strecke, welche die Punkte a und c verbindet. Wir 
nennen 81 die Menge aller Punkte mit rationaler Ordinate, welche in irgend
einer der Mengen L(p) enthalten sind, wo p einen Punkt von P bezeichnet. 
Wir nennen 8 2 die Menge aller Punkte mit irrationaler Ordinate, welche 
in irgendeiner der Mengen L(q) enthaltell sind, wo q eillell Punkt von Q 
bezeichnet. Wir behaupten: Die Menge 8 = 81 + 82 hat die gewiinschten 
Eigenschaften, d. h. 8 ist zusammenhangend und diskontinuierlich. 

Urn erstens zu zeigen, daB 8 zusammenhangend ist, weisen wir nach: 
1st 8 Summe zweier fremder in 8 abgeschlossener Mengen A und B, dann 
ist einer der beiden Summanden leer. Wir wahlen die Bezeichnung so, daB 
der Punkt a von 8 in A liegt, und zeigen, daB B leer ist. 

Sei q irgendein Punkt der Menge Q. Wir betrachten die Strecke L(q). 
Da A und B in 8 abgeschlossen sind, existiert eine groBte Teilstrecke von 
L(q), welche den Punkt a enthalt und zu B fremd ist. Den unteren End
punkt dieser Teilstrecke bezeichnen wir mit l(q). Wenn l(q) nicht auf 
der X-Achse liegt, so ist l(q) Haufungspunkt sowohl von A als auch von 
B, also, da A und B in 8 abgeschlossen sind, nicht Punkt von 8. Liegt 
q auf der X-Achse, so ist l(q) = q. Da jeder auf der X-Achse gelegene 
Punkt von Q die Ordinate N uU, also eine rationale Ordinate hat und da
her weder zu 82 noch zu 8 1 gehort, so liegt der Punkt l(q), auch wenn er 
mit q identisch ist, nicht in 8. Fiir jeden Punkt q von Q liegt also der 
Punkt l(q) nicht in 8. 

Der Punkt l(q) liegt in der Strecke L(q), und da die Punkte von L(q) 
mit irrationaler Ordinate zu 8 gehoren, so muB l(q) eine rationale Ordi
nate haben. Fiir jeden Punkt q von Q liegt also l(q) auf einer Parallelen 
zur X-Achse, deren Abstand von der X-Achse rational ist. Da es nur ab
zahlbarviele solche Parallelen zur X-Achse gibt, so gilt, wenn E die 
Menge aUer Punkte l(q) fiir irgendeinen Punkt q VOll Q bezeichnet, 

E= Eo+ El + ... + En +···, 
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wo Eo eine Teilmenge der X-Achse ist und die Mengen En (n ~ 1) Teil
mengen von Parallelen der X-Achse in rationalem Abstand von der
selben sind. 

Es gilt Eo C Q. Da jeder nicht auf der X-Achse gelegene Punkt l(q), 
wie wir sahen, Haufungspunkt sowohl von A als auch von B ist, gilt 
fUr n 2 1 

also E"CA.13. 

Da A und BinS abgeschlossen sind, ist also fur n 2 1 die Menge E" 
zu S fremd. Jeder Punkt von En hat eine rationale Ordinate und gehOrt 
nicht zu S, kann also nicht auf einer der Strecken L(P) liegen, wenn p 
ein Punkt von P ist. Fiir jeden Punkt II der abzahlbaren Menge P ist 
also L (P) zu den Mengen E" (n ~ 1) fremd. 

Wir bezeichnen nun mit Q,. die Menge aller Punkte e von 0, fUr welche 
die Menge E". L(e) nichtleer ist. Dem eben Bewiesenen zufolge kann ein 
solcher Punkt e nieht zu P gehOren. Es ist also Q" C Q fiir n 2 1. Ander-

00 

seits ist Q CEo + ~Q.,., denn zu jedem Punkt q von Q existiert eine 
n~1 

Menge En' die einen Punkt von L(q), namlieh l(q), enthalt. Es gilt also 
00 

Q = Eo + ~Qn und daher 
n=1 

00 

(t) 0= P+ Eo+~Qn. 
.,.=1 

Nun ist, wie man leieht sieht, jede Menge Q,. (n ~ 1) mit Riieksicht 
auf ihre definitionsma~ige Beziehung zu E.,. abgesehlossen. Ferner ist 
jeder Punkt von Q und daher jeder Punkt einer Menge Q" (n 2 1) Haufungs
punkt von P. Also ist jede der Mengen Q" (n ~ 1) nirgendsdieht in O. 

00 00 00 

Die Menge ~Qn und ebenso die Menge P + ~Q", welche aus ~(J" 
n=1 n=1 n=1 

dureh Hinzufiigung der abzahlbaren Menge P entsteht, ist also von erster 
Kategorie (S.52). Da 0 kompakt ist, mu~ also wegen der Beziehung (t) 
nach einem oben (S. 52) bewiesenen Satz die Menge Qo in 0 dicht sein. 

Jeder Punkt von Eo ist ein auf der X-Aehse liegender Punkt l(q). Fiir 
jeden Punkt e von Eo ist also die Strecke L(e) Teilmenge von A. Da Eo 
in 0 dicht ist, ist die Menge aller Punkte von S, die fUr irgendeinen Punkt e 
von Eo auf einer Strecke L(e) liegen, dieht in S. Daher gilt A ::> S, und 
folglieh ist die Teilmenge B, da sie zu A fremd und da A in S abge
sehlossen sein soIl, leer, wie behauptet. Damit ist also die Menge S als 
zusammenhangend erwiesen. 

Wir sehen ferner: Jede zusammenhangende Teilmenge von S enthiilt den 
Punkt a, m. a. W. die Menge S - (a) ist zusammenhangslos. Sei namlieh 
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Meine Teilmenge von S - (a). 1st M Teilmenge einer einzigen Strecke 
L(e), wo e einen Punkt von 0 bezeichnet, so ist M ofl'enbar nicht zu
sammenhangend. Hat M mit zwei verschiedenen Strecken L(e) und L(e') 
Punkte gemein, so gibt es ofi'enbar eine Zerlegung von Min zwei fremde 
in S - (a) abgeschlossene Mengen von denen die eine alle Punkte von 
M· L(e) und die andere alle Punkte von M· L(e') enthiilt; also ist )J{ 

auch in diesem Fall nicht zusammenhangend. 
Die Menge S hat also die merkwfirdige Eigenschaft, zusammenhangend 

zu sein, aber naeh Tilgung eines einzigen Punktes zusammenhangsws (also 
erst recht diskontinuierlich) zu werden. Nun werden wir am Ende des 
nachsten Abschnittes (S.214) seben, daB ein Kontinuum durch Tilgung eines 
einzigen Punktes niemals diskontinuierlich werden kann. Die Menge S kann 
also kein Teilkontinuum enthalten und ist deshalb diskontinuierlich, wie 
behauptet. 

Damit ist der zweite Satz fiber verstreute Raume in allen Stficken bewiesen. 
Mit Hilfe der eben konstruierten Menge S laBt sich auch ein Beispiel 

ffir eine andere merkwfirdige Tatsache erbringen: Bezeichnet man mit S' 
die zur Menge S hinsichtlich der X-Achse symmetrische Menge, so ist 
offenbar auch die Menge S + S' diskontinuierlich. Man sieht aber ohne 
prinzipielle Schwierigkeiten ein, daB diese diskontinuierliche (nicht ab
geschlossene) Menge S + S' etwa die Punkte (O,t) und (1, 1) in gewissem 
Sinne voneinander separiert: Jede diese beiden Punkte enthaltende zu
sammenhangende Teilmenge der Ebene hat mit der Menge S + S' Punkte 
gemein. Zwei Punkte der Ebene konnen also durch diskontinuierliche Teil
mengen der Ebene separiert werden. -

Obwobl aus dem zweiten Satz fiber verstreute Mengen hervorgeht, daB 
N ulldimensionalitat die scharfste Verstreutheitseigenschaft ist, konnen die 
nulldimensionalen Teilmengen kompakter Raume doch durcb eine Ver
streutheitseigenschaft im gewobnlichen Sinn charakterisiert werden. Es 
gilt namlich folgende 

Kennzeichnung der nulldimensionalen Mengen durch eine Verstreut
heitseigenschaft. Unter den nichtleeren Teilmengen eines kompakten Raumes 
sind die nulldimensionalen identisch mit jenen, die naeh Hinzufiigung eines 
beliebigen einzelnen Punktes total zusammenhangslos bleiben. 

Erstens bleibt jede null dimension ale Teilmenge eines beliebigen sepa
rabeln Raumes nach Hinzufiigung eines beliebigen einzelnen Punktes null
dimensional (vgl. S. 115) und daher (dem ersten Satz fiber verstreute 
Mengen zufolge) total zusammenhangslos. 

Sei zweitens Meine nichtleere Teilmenge des kompakten Raumes R, 
welche nach Hinzufiigung eines beliebigen einzelnen Punktes total zu
sammenhangslos bleibt. Wir behaupten, daB M nulldimensional ist. Sei 
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zum Beweise p irgendein gegebener Punkt von M, U eine vorgelegte Um
gebung von p. Wir haben eine Umgeblmg W von p, die C U ist und 
eine zu M fremde Begrenzung besitzt, anzugeben. Wir betrachten irgend
eine Umgebung V von p, die ~ U ist, und leiten eine Umgebung W der 
gewunschten Art durch Modifikation der offenen Menge V in der Nahe 
ihrer Begrenzung her. 1st q irgendein Punkt von B( V), so ist nach V or
aussetzung die Menge M + (q) total zusammenhangslos. Insbesondere 
existiert also zu jetlem Punkt q von B( V) eine Zerlegullg von M + (q) 
in zwei relativ abgeschlossene fremde Mengen, von denen die eine p, die 
andere q enthalt. Foiglich ist jeder Punkt q von B(V) in einer Umgebung 
T(q) enthalten, welche p nicht enthalt und eine zu M + (q), also zu M 
fremde Begrenzung besitzt, fur welche also auch die abgeschlossene Rulle 
den Punkt p nicht enthalt. Da B( V) eine abgeschlossene Teilmenge eines 
kompakten Raumes ist, existieren nach dem Uberdeckungssatz fUr kom
pakte Mengen endlichviele derartige offene Mengen, welche B(V) uber
decken, etwa die Mengen Tl1 T2, ••• , Tk • Wir betrachten nun die Menge 

k 

W=V- V.~Tj' 
;=1 

Wist offen; W enthalt p, da dieser Punkt in keiner der Mengen Ti ent
halten ist. Wist also eine Umgebung von p, die C U ist. Die Begrenzung 
von Wist zu M fremd. Denn nach dem Additionssatz fur Begrenzungen 
offener Mengen gilt k 

B( W) C B(V) + 2B(Ti)' 
;=1 

k 

und wegen B(V) C ~T. ist B(V) zu W, also zu B(W) fremd, so daB 
0=1 

k 

B(W) C~B(Ti) 
.=1 

gilt. Da jede der Mengen B(T.) zu M fremd ist, ist B( W) zu M fremd. 
Also existiert eine Umgebung Wvonp, die C Uist und eine zu .lJ.ffremde 
Begrenzullg besitzt, wie behauptet. Damit ist die Kennzeichnung der null
dimensionalen Mengen bewiesen. 

Historisches. Zusammenhangslose Mengen wurden unter dem Namen "punkt
hafte" Mengen von Hausdorff (Grundz. d. Mengenlehre, 1914, S. 322), und unter 
dem Namen ensembles "disperses" von Sierpinski (Fund. Math. 2, S.82) betrachtet. 
Diskontinuierliche Mengen werden im Franzosischen bisweilen punctiform genannt. 
Die beiden Satze iiber verstreute Raume wurden in der obigen Form von mir 
(Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 35, S. 126) und in ahnlicher Form von Urysohn 
(Fund. Math. 7, S. 74:ff.) ausgesprochen. Die zusammenhangende diskontinuierliche 
Menge 8 wurde von Knaster und Kuratowski (Fund. Math. 2, S.241:ff.) kon
struiert, welche zugleich die Separierbarkeit der Ebene durch die diskontinuierliche 
Menge 8 + 8' bewiesen. A. a. O. S. 214 wird eine zusammenhangende Menge M 
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bikonnex genannt, wenn je zwei zusammenhii.ugende Teilmengen von Meinen nicht
leeren Durchschnitt haben. Mit Riicksicht darauf, daB jede zusammenhii.ngende Teil
menge von S den Punkt a enthii.lt, ist S bikonnex (a. a. O. S.244). Die Kennzeichnung 
der nulldimensionalen Mengen durch eine Verstreutheitseigenschaft habe ich (Wien. 
Ber. 133, S. 437ft".) bewiesen. 

Ubrigens existieren nach Mazurkiewicz (Fund. Math. 10, 1927, S. 311) flir jedes 
natiirliche n n-dimensionale Teil-G., Cartesischer Rii.ume, welche total zusammen
hangslos sind, und nach Urysohn (Fund. Math. 8, S.323) diskontinuierlicbe unend
lichdimensionale separable Rii.ume. 

3. Eine Kontinuitatseigensehaft der Dimensionsteile 
kompakter Raume. 

Wir gehen nunmehr an die Behandlung der niiheren Beziehungen von 
Zusammenhangs- und Dimensionsbegriff und beweisen vor aHem eine ge
wisse Kontinuitiitseigenschaft der Dimensionsteile kompakter Riiume. Wir 
wollen niimlich zeigen, daB in einem kompakten Raum R jeder Punkt 
des kten Dimensionsteiles Rk, d. h. jeder Punkt, in dem der Raum mindestens 
k-dimensional ist (k> 0), in einem Teilkontinuum von Rk liegt, d. h. in 
einem Kontinuum, in dessen siimtlichen Punkten R mindestens k-dimen
sional ist. Die Dimensionsteile kompakter Riiume enthalten also zu jedem 
ihrer Punkte ein den betreffenden Punkt enthaltendes Teilkontinuum. Die 
Kompaktheit des Raumes iet fiir die Giiltigkeit der Behauptung wesent
lich. Es gilt nicht etwa der Satz, daB in einem beliebigen separabeln Raum 
der kte Dimensionsteil zu jedem seiner Punkte einen diesen Punkt ent
haltenden mehrpunktigen zusammenhiingenden Teil enthiilt. Wir haben 
ja gesehen, daB gewisse separable Riiume mehr als nulldimensional sind 
und trotzdem iiberhaupt keinen mehrpunktigen zusammenhiingenden Teil 
enthalten, z. B. die schwach eindimensionalen Riiume. Die .A.nwendbarkeit 
der Methode der Modifikation der Umgebungsbegrenzungen, welche zum 
Beweise der erwiihnten Behauptung iiber kompakte Riiume fiihrt, beruht 
denn auch ganz wesentlich auf der vorausgesetzten Kompaktheit des Raumes. 

Theorem von Kontinuitatseigenschaften der Dimensionsteile kom
pakter Raume: In einem kompakten Raum R ist jeder Punkt der Menge 
Rk (k> 0) in einem Teilkontinuum von Rk enthalten. 

Es sei ein kompakter Raum R und irgendein Punkt p von R gegeben. 
Wir betrachten, ehe wir an den direkten Beweis des Theorems schreiten, 
die Menge aHer Punkte q, welche folgende Eigenschaft haben: Es existiert 
keine Umgebung U(q) von q mit hOchstens (n-l)-dimensionaler Begrenzung, 
so dafJ p im Komplement von U (q) liegt. Wir wollen die Menge dieser 
Punkte q mit Rn (p) bezeichnen und leiten zuniichst einige Eigenschaften 
der so definierten Menge her. 

1. Die Menge Rn (p) ist nichtleer. Sie enthiilt ja mindestens den Punkt 
p selbst. 

l\{ eng e r, Dimenaionstheorie 
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2. Die Menge Rn (p) ist abgeschlossen. Sei namlich q ein Haufungspunkt 
von Rn (p). Wir haben zu zeigen, daB q ein Punkt der Menge Rn (p) ist. 
Ware q nicht Punkt von Rn(P), so existierte laut Definition von Rn(P) 
eine Umgebung U (q) von q mit hOchstens (n - 1 )-dimensionaler Begrenzung, 
so daB P im Komplement von U (q) liegt. Dann lagen aber auch, da q 
Haufungspunkt von Rn(P) sein solI, Punkte (und sogar unendlichviele 
Punkte) von Rn(P) in U(q). Und das ist unmoglich. Denn zu diesen 
Punkten wurde ja eine sie enthaltende ofl'ene Menge mit hOchstens (n - 1)
dimensionaler Begrenzung existieren, namlich U(q) , so daB P im Kom
plement von U(q) lage. Das ist aber fur einen Punkt von Rn(P) laut 
Definition dieser Menge unmoglich. Also fuhrt die Annahme, daB ein 
Haufungspunkt q von Rn (p) nicht Punkt von En (p) ist, zu einem Wider
spruch, d. h. die Menge Rn(P) ist abgeschlossen, wie behauptet. 

3. Es gilt Rn(P) C Rn+\ d. h. in jedem Punkt der Menge Rn(P) ist der 
Raum R mindestens (n + 1 )-dimensional. In der Tat, wenn q ein Punkt 
ist, in dem der Raum R hochstens n-dimensional ist, so existieren beliebig
kleine Umgebungen von q mit hochstens (n - 1)-dimensionalen Begren
zungen. Insbesondere existiert auch eine Umgebung U(q) von q mit hoch
stellS (n - 1 )-dimensionaler Begrenzung, die ~ R - (p) ist. Der Punkt P 
liegt im Komplement von U(q), d. h. q liegt nicht in Rn(P)' In einem 
Punkt der Menge Rn (p) ist also der Raum mindestens (n + 1 )-dimensional. 

4. Die Menge Rn (p) ist susammenhangend. Wir machen die Annahme, 
die Menge Rn (p) sei nicht zusammenhangend und leiten aus dieser An
nahme einen Widerspruch her. Wenn Rn(P) nicht zusammenhangend ist, 
so gilt Rn(P) = R' + R", wo R' und R" zwei zueinander fremde nicht
Ie ere Mengen sind, die in der abgeschlossenen Menge Rn(P) abgeschlossen, 
also abgeschlossen im Raum R sind. Der Punkt P gehOrt, da R' und R n 

fremd sind, nur einer der beiden Mengen an, etwa K. Es existiert, da die 
Mengen R' und R n fremd und abgeschlossen sind, eine ofl'ene Menge U, 
so daB R' C U gilt und Rn zu U fremd ist. Die Begrenzung von U be
zeichnen wir mit B. Die Menge B ist, da R' C U gilt, zu R' fremd; und 
B ist, da R n zu fJ fremd ist, zu Rn fremd. Also ist B zur Menge Rn (p) 
fremd. Zu jedem Punkt q von B existiert also eine Umgebung U(q) mit 
hochstens (n - 1 )-dimensionaler Begrenzung, so daB P dem Komplement 
von U (q) angehort. N ach dem Uberdeckungstheorem fiir kompakte 
Mengen uberdecken endlichviele derartige ofl'ene Mengen die abgeschlos
sene Teilmenge B des kompakten Raumes. (An dieser Stelle wird von der 
vorausgesetzten Kompaktheit des Raumes wesentlicher Gebrauch gemacht.) 
Es mogen etwa die ofl'enen Mengen U(ql), U(Q2)' ... , U(qk) die Menge 
B iiberdecken. Wir setzen k 

u*=;5U(Q;) 
i=1 
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und betrachten die Menge 
V= u- U· U*. 

Die Menge V ist ofl'en und enthalt den Punkt p, da derselbe in U, aber 
in keiner der Mengen U (qi) enthalten ist. Bezeichnen wir allgemein mit 
B(M) die Begrenzung der Menge M, so ergibt sich aus dem Additionssatz 
fUr Begrenzungen ofl"ener Mengen 

B(V) C B + B(U*), 

also, da B C U* gilt und daher B zu V fremd ist, 

B( V) C B( U*). 
k 

Nun ist wegen U* = ~'U(qi) nach dem Additionssatz fur Begrenzungen 
.=1 

k 

B(U*) C ~B(U(q;) 
.=1 
k 

und daher B(V) C~B(U(qi)' 
i=l 

Da jede der Mengen B(U(qi) als hOchstens (n-l)-dimensional voraus 
gesetzt ist, ist nach dem Summensatz auch ihre Summe und mithin B( V), 
als Teilmenge dieser Summe, hOchstens (n·- 1 )-dimensional. 

Damit sind wir aber bei dem angekundigten Widerspruch angelangt. 
Denn es ist V eine Umgebung von p mit h6chstens (n - 1 )-dimensionaler 
Begrenzung, welche Teilmenge von U ist, so daB also die Menge V zu der 
nichtleeren Menge R" fremd ist. Die Menge R - V ware also eine ofl'ene 
Menge, welche Punkte von Rn(P), namlich Punkte von R", enthalt und 
eine hOchstens (n - 1)-dimensionale Begrenzung besitzt, wahrend der 
Punkt p dem Komplement der abgeschlossenen Hulle dieser ofl'enen Menge 
angeh6rt. Da aber ein Punkt von Rn (p) laut Definition dieser Menge in 
einer ofl'enen Menge mit hachstens (n -1)-dimensionaler Begrenzung, deren 
abgeschlossene Hulle den Punkt p nicht enthalt, nicht liegen kann, ist 
aus der Annahme, die Menge R 1I (p) sei nicht zusammenhangend, ein 
Widerspruch hergeleitet. 

Wir haben also uber die Menge R,,(p) bisher festgestellt: R,,(p) ist eine 
den Punkt p enthaltende abgeschlossene zusammenhiingende Teilmenge von 
Rn+1. Wir zeigen nun: 

5. Damit die Menge Rn (p) blof3 aus dem Punkt p besteht, ist notwendig 
und hinreichend, daf3 der Raum im Punkt p hOchstens n-dimensional ist. 

Wir nehmen erstens an, der Raum R sei im Punkt p h6chstens n-dimen
sional, und zeigen: Die Menge Rn(P) enthalt auBer dem Punkt p keinen 
Punkt. Sei namlich q irgendein gegebener Punkt des Raumes =F p. Da der 
Raum im Punkt p h6chstens n-dimensional ist, existieren beliebig kleine 

14* 
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U mgebungen des Punktes p, mit hOchstens (n - 1 )-dimensionalen Begren
zungen. Insbesondere also existiert eine Umgebung U(p) von p, mit hOch
stens (n - 1 )-dimensionaler Begrenzung, die «: R - (q) ist, so daB der 
gegebene Punkt q im Komplement der Menge 11 (p) liegt. Dann ist aber 
das Komplement der Menge U (p), d. h. die Menge R - 11 (p), eine q ent
haltende ofl'ene Menge mit hOchstens (n - 1 )-dimensionaler Begrenzung, 
so daB p nicht in der abgeschlossenen Hulle dieser ofl'enen Menge liegt. 
Das heiBt aber, der gegebene Punkt q liegt nicht in der Menge R" (p), und 
da dies fur jeden Punkt q =l= p gilt, so ist gezeigt, daB die Menge Rn (p), 
falls der Raum im Punkt p hOchstens n-dimensional ist, auBer p keinen 
Punkt enthalt. 

Wir nehmen zweitens an, die Menge R" (p) enthalte keinen von p ver
schiedenen Punkt des Raumes, und wir behaupten: Der Raum R ist im 
Punktp hochstens n-dimensional. Zu dies em Zwecke zeigen wir: 1st yep) 
irgendeine vorgelegte Umgebung von p, so existiert eine Umgebung 
U(P) C Y(p) mit hOchstens (n -1 )-dimensionaler Begrenzung. Wir geben 
zum Beweise zunlichst irgendeine Umgebung W(P) vonp vor, die «: yep) 
ist. Die Begrenzung von W(p) heiBe B. Da die Menge R,,(p) laut An
nahme bloB den Punkt p enthlilt, gehort insbesondere kein Punkt von B 
der Menge R,,(p) an. Zu jedem Punkt von B existiert also eine ihn ent
haltende ofl'ene Menge mit hOchstens (n - 1 )-dimensionaler Begrenzung, 
in deren abgeschlossener Hiille der Punkt p nicht enthalten ist. Nach dem 
Uberdeckungstheorem fUr kompakte Mengen uberdecken endlichviele der
artige ofl'ene Mengen, etwa die Mengen Uu Us,, .. , Uk' die abgeschlossene 
Menge B des kompakten Raumes. (An dieser Stelle geht wiederum die 
vorausgesetzte Kompaktheit des Raumes wesentlich in den Beweis ein.) 
Betrachten wir nun die Menge 

" U = W(p) - W(p). ~11i' 
;=1 

so sehen wir, daB U eine ofl'ene Teilmenge von yep) ist, die den Punktp 
enthlilt, da derselbe in W(p) aber in keiner der Mengen 11, enthalten ist. 
Ferner sieht man, so wie beim Beweis der Eigenschaft 4. von R" (p), daB 
die Begrenzung von U Teilmenge von der Summe der Begrenzungen 
der Mengen U;, also, da diese Begrenzungen hOchstens (n - 1 )-dimensional 
sind, hOchstens (n - 1 )-dimensional ist. Damit ist gezeigt, daB jede vor
gelegte Umgebung Yep), falls die Menge R,,(p) bloB den Punkt p enthlilt. 
eine Umgebung von p mit hOchstens (n-1)-dimensionaler Begrenzung 
enthlilt, daB also der Raum im Punkte p hOchstens n-dimensional ist. 

Damit ist aber gezeigt: Wenn p ein Punkt der Menge R,,+l ist, d. h. ein 
Punkt, in dem der Raum mindestens (n + 1 )-dimensional ist, dann ist die 
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Menge Rn (P) eine den Punkt p und noch andere Punkte enthaltende zu
sammenhiingende abgeschlosssene Teilrnenge von Rn + t, d. h. ein p enthalten
des Teilkontinuum von Rn+l. Die Existenz eines derartigen Kontinuums 
ist aber gerade die Behauptung des zu beweisenden Satzes. Spricht man 
namlich das Bewiesene fUr n, statt ffir n + 1 aus, so lautet es: Jeder 
Punkt der Menge Rn ist in einem Teilkontinuum der Menge Rn enthalten, 
w.z. b.w. 

Aus dem bewiesenen Theorem folgt insbesondere, daB jeder Punkt eines 
kompakten Raumes, in dem der Raum mehr als nulldimensional ist, in 
einem Teilkontinuum enthalten ist. Ein mehr als nulldimensionaler kom
pakter Raum enthalt also Teilkontinua, m. a. W. ein diskontinuierlicher 
kompakter Raum ist nulldimensional. Da nach dem Summensatz die 
Summe von abzahlbarvielen kompakten nulldimensionalen Raumen null
dimensional ist, so ergibt sich aus dem Bewiesenen, daB auch ein dis
kontinuierlicher halbkompakter Raum nulldimensional ist, und ferner daB 
die Summe von abziihlbarvielen diskontinuierlichen kompakten Riiumen 
diskontinuierlich ist. 

Da, wie im vorigen Abschnitt nachgewiesen wurde, jeder nulldimensio
nale separable Raum diskontinuierlich ist, so sehen wir, daB unter den 
kompakten und halbkompakten Raumen die diskontinuierlichen und die 
nulldimensionalen identisch sind. Nun waren Diskontinuitat und Null
dimensionalitat die auBersten Glieder einer Kette von vier Eigenschaften, 
von denen in beliebigen separabeln Raumen nach dem zweiten Satz fiber 
verstreute Raume jede scharfer als die vorangehenden ist. Mit Riicksicht 
auf die 1dentitat von Diskontinuitat und Nulldimensionalitat fiir kompakte 
und halbkompakte Raume gilt also folgender 

Dritter Satz iiber verstreute Raume. Unter den kompakten und halb
kompakten Riiumen sind die diskontinuierlichen, susammenhangslosen, total 
susammenhangslosen und nulldimensionalen identisch. 

Betrachten wir in einem kompakten Raum R fiir einen gegebenen Punkt 
p die vorhin verwendete Menge Rn (p) fiir n = 0, d. h. die Menge aller 
Punkte q, fiir welche keine Umgebung U(q) mit leerer Begrenzung existiert, 
so daB p im Komplement von U(q) liegt! Diese Menge Ro(p) ist oft'enbar 
die p enthaltende Quasikomponente von R. Sie ist, wie unter der V oraus
setzung der Kompaktheit von R bewiesen wurde, ein Kontinuum, falls 
R im Punkt p mehr als nulldimensional ist, und besteht aus dem Punkt p, 
falls R in p nulldimensional ist. Die Quasikomponenten eines kompakten 
Raumes sind also zusammenhiingend und stimmen daher mit den Kom
ponenten iiberein. 

Betrachten wir endlich ein Kontinuum K und einen Punkt p von K. 
1st U irgendeine nichtleere in K oft'ene Menge ~ K - (p), so ist U ab-
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geschlossen in K, also kompakt, und, da K in keinem Punkt nulldimen
sional ist, mindestens eindimensional. Mithin enthalt U Teilkontinua, welche 
~ K - (p) sind, also p nicht enthalten. Ein Kontinuum wird also durch 
Tilgung eines einzigen Punktes nicht diskontinuierlich, eine Tatsache, die 
bereits im vorigen Abschnitt (S. 207) verwendet worden ist. Sie HiJ3t sich 
iibrigens offenbar dahin verscharfen, dafJ ein Kontinuum nach Tilgung 
eines einzigen Punktes zu jedem Punkt des Restes ein diesen enthaltendes 
Teilkontinuum enthiilt. 

Historiscbes. Dall in jeder Umgebung jedes Punktes des kten Dimensionsteiles 
eines kompakten oder halbkompakten Raumes Teilkontinua vom kten Dimensions
teil des Raumes existieren, habe ich (Math. Ann. 95, S. 287) und hat Idr kompakte 
Raume Urysohn (Fund. Math. 8, S. 284) bewiesen. Das scharfere Theorem von den 
Kontinuitatseigenschaften, in welchem behauptet wird, daB jeder Punkt von Rk in 
in einem Teilkontinuum von Rk enthalten ist, wurde von Hurewicz (Math. Ann. 
96, S. 762) mit Hilfe del' Methode der Modifikation der Umgebungsbegrenzungen be
wiesen. DaB jedes diskontinuierliche Teil-Fa eines Rn nulldimensional ist, wurde 
von ~{azurkiewicz (Fund. Math. 3, S. 67), die Identittit von Komponenten und 
Quasikomponenten kompakter Raume von Hausdorff (Grundz. d. Mengenlehre, 
1914, S. 303) bewiesen, iibrigens auf anderen alB den oben eingeBchlagenen Wegen. 

4. Vber hoherstufigen Zusammenhang. 
Durch den im vorangehenden behandelten Zusammenhangsbegriff wird 

unsere anschauliche Vorstellung von zusammenhangenden Gebilden pra
zisiert. Nun besitzen wir aber auch eine anschauliche V orstellung von 
verschiedenen Graden des Zusammenhanges. Sowohl eine QuadratHache als 
auch die Summe von zwei QuadratHachen, welche blotl einen Eckpunkt 
miteinander gemeinsam haben, ist zusammenhangend. Doch scheint uns 
die letztere Menge schwacher zusammenhangend als eine QuadratHache, da 
sie schon durch Tilgung eines einzigen Punktes zerlegt werden kann. 
Ebenso ist eine Strecke schwacher zusammenhangend als eine Quadrat
Hache, diese wieder ist schwacher zusammenhangend als ein Wiirfelkorper. 
Auch die Vorstellung von verschiedenen Graden oder Stufen des Zusammen
hanges ist einer strengen Prazisierung iahig, welche wir durch die folgende 
Definition einfiihren konnen: 

Ein mehr als einen Punkt enthaltender Raum R hei13t mindestens 
n-stufig zusammenhangend, wenn bei jeder Zerlegung von R in zwei ab
geschlossene echte Teilmengen der Durchschnitt dieser beiden Summanden 
einen (n -1 )-stufig zusammenhiingenden Teil enthiilt (n ~ 1). Nullstufig zu
sammenhiingend ist ein Raum, der genau einen Punkt enthiilt. 

Durch die Wahl der einpunktigen Raume als Ausgangspunkt der Re
kursion ergeben sich unter den mehrpunktigen Riiumen als mindestens 
einstufig zusammenhangend offenbar gerade jene, die im vorangehenden 
als zusammenhangend schlechthin bezeichnet wurden. Ein Raum R hei13t 
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n-stufig zusammenhilngend, wenn er mindestens n-stufig, aber nicht 
mindestens (n + 1 )-stufig zusammenhangend ist, m. a. W., wenn n die grofJte 
Zahl ist, so dafJ R mindestens n·stufig zusammenhiingend ist. 1st der Raum R 
fiir keine natiirliche Zahl n n-stufig zusammenhangend, so nennen wir ihn 
tmendlichstufig zusammenhiingend. Einen n-stufig zusammenhangenden kom
pakten Raum nennen wir ein n-stufiges Kontinuum. Ein Raum, welcher 
keine n-stufig zusammenhangende Teilmenge bzw. kein n-stufiges Teil
kontinuum enthalt, heiBe n-stufig zusammenhangslos bzw. n-stufig dis
kontinuierlich. 

Mit Hilfe des Begriffes der hOherstufigen Zusammenhangslosigkeit 
kann die Definition, von der wir ausgehen, offenbar auch folgender
maBen ausgesprochen werden: Ein mehrpunktiger Raum R heiBt min
destens n-stufig zusammenhangend, wenn R nicht Summe zweier ab
geschlossener echter Teilmengen mit (n - l)-stufig zusammenhangslosem 
Durchschnitt ist. Dabei heiBt nullstufig zusammenhangslos die leere Menge 
und nur diese. 

Die Definition des hOherstufigen Zusammenhanges ermoglicht uns also, 
ausgehend von der leeren Menge zu immer fester zusammenhangenden 
Raumen aufzusteigen, so wie uns die Definition der Dimension von der 
leeren Menge zu den hOherdimensionalen Raumen hinauffiihrt. 1m Gegen
:satz zur Dimension ist aber der hOherstufige Zusammenhang eine Eigen
.s ch aft , die sich ganz wesentlich auf das Aussehen der Raume in ihrer 
'Totalitat bezieht. 

Als wichtigstes Problem der Lehre vom hoherstufigen Zusammenhang 
,erhebt sich die Frage nach den Beziehungen zwischen Zusammenhangs
und Dimensionsbegriff. Fiir den Fall des einstufigen Zusammenhanges, des 
Zusammenhanges schlechthin, ist diese Frage in den vorangehenden Ab
schnitten erledigt worden. Es wurde daselbst insbesondere festgestellt: 
Erstens, daB eine mehrpunktige zusammenhangende Menge in jedem Punkt 
ihrer abgeschlossenen Hiille mindestens eindimensional ist, daB also jeder 
nulldimensionale Raum zusammenhangslos ist; zweitens, daB diskontinuier
liche separable Raume existieren, die mehr als nulldimensional sind; drittens, 
daB unter den kompakten und halbkompakten Raumen die diskontinuier
lichen und die nulldimensionalen identisch sind. 

Wir zeigen zunachst, daB die erste dieser Tatsachen hoherdimensionale 
Analoga besitzt: Eine n-stufig zusammenhiingende Menge ist in jedem Punkt 
ihrer abgeschlossenen HUlle mindestens n-dimensional, eine hOchstens (n - 1)
dimensionale Menge ist also n-stufig zusammenhangslos. Die Behauptung gilt 
fiir n = 1. Wir beweisen ihre Giiltigkeit fiir den Fall n unter der Annahme 
ihrer Giiltigkeit fiir n - 1. Es sei M irgendeine vorgelegte mehrpunktige 
Menge, p ein Punkt von M, in dem M hOchstens (n - 1 )-dimensional 
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ist. Unsere Behauptung ist ofl'enbar bewiesen, wenn wir zeigen, daB M 
nicht n-stufig zusammenhangend ist. Da M in p hOchstens (n - 1 )-dimen
sional ist, existieren beliebig kleine Umgebungen von p, deren Begren
zungen mit M hOchstens (n - 2)-dimensionale Durchschnitte haben. 
Da p Punkt von M und M mehrpunktig ist, existiert insbesondere eine 
Umgebung U von p, deren Begrenzung mit Meinen hOchstens (n-2)
dimensionalen Durchscbnitt hat, so daB U einen Punkt g von M enthalt, 
wahrend ein Punkt g' von M im Komplement von 1J liegt. Durch die 
Formel M = U· M + (R- U) wird M als Summe zweier in M abge
schlossener Teilmengen dargestellt, deren Durchschnitt identisch ist mit 
dem Durchschnitt von M und der Begrenzung von U, deren Durchschnitt 
also hOchstens (n-2)-dimensional ist; und die beiden Teilmengen sind 
echt, denn die erste enthalt nicht den Punkt g', die zweite nicht den Punkt g. 
Auf Grund unserer fUr n - 1 als giiltig angenommenen Behauptung ist 
jede hOchstens (n - 2)-dimensionale Menge (n - 1 )-stufig zusammenhangs
los, also ist M Summe von zwei in M abgeschlossenen echten Teilmengen 
mit (n - 1 )-stufig zusammenhangslosem Durchschnitt, d. h. nicbt n-stufig 
zusammenhiingend, wie behauptet. 

DaB umgekehrt die n-stufig zusammenhangslosen separabelnRiiume durch
weg hochstens (n - 1 )-dimensional seien, ist schon im Fall n = 1 unrichtig, 
wie der sweite oben erwiihnte Satz besagt. Es driingt sich nun die Frage 
auf, ob von der aritten angefuhrten Tatsache hOherdimensionale Analoga. 
gelten, ob also unter den kompakten und halbkompakten Riiumen die 
n-stufig diskontinuierlichen und die hOchstens (n - l)-dimensionalen iden
tisch sind. Die positive Antwort auf diese Frage bildet den Inhalt von 
folgendem 

Theorem von der Charakterisierung der endlichdimensionalen kom
pakten und halbkompakten Riiume durch Zusammenhangseigen
schaften. Unter den kompakten und halbkompakten Riiumen sind die n-di
mensionalen dadurch gekennzeichnet, dafJ sie ein n-stufiges, aber kein ( n + 1)
stufiges Teilkontinuum enthalten. 

Wir zeigen zuniichst, daB es geniigt, diese Behauptung fur kompakte 
Riiume zu beweisen. Angenommen niimlich, das Theorem geIte fur die 
kompakten Riiume und es sei R ein vorgelegter n-dimensionaler halb
kompakter Raum. Wie jeder n-dimensionale Raum ist R dem oben Be
wiesenen zufolge erstens (n + 1 )-stufig zusammenhangslos, also erst recht 
(n + l)-stufig diskontinuierlich. Zweitens ist R als halbkompakter Raum 
Summe von abziihlbarvielen kompakten Mengen, unter denen, da R n-di
mensional ist, dem Summensatz zufolge mindestens eine existiert, die n-di
mensional ist, also der Annahme zufolge ein n-stufiges Teilkontinuum 
enthiilt. Foiglich enthalt Rein n-stufiges Teilkontinuum. Wenn das. 
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Theorem fiir kompakte Raume gilt, so gilt es also auch fUr jeden halb
kompakten Raum. 

Fiir den Beweis des Theorems hinsichtlich kompakter Raume ist die 
Einfiihrung folgender Definition zweckmaBig: Ein kompakter n-dimensio
naler Raum heiBt eine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit, 
wenn er nach Tilgung von jeder hOchstens (n - 2)-dimensionalen abge
schlossenen Teilmenge zusammenhangend bleibt. Insbesondere heiBt also 
ein eindimensionaler kompakter Raum dann und nur dann eine Cantorsche 
Mannigfaltigkeit, wenn er zusammenhangend schlechthin ist. Wir wollen 
zunachst zeigen, daB die Giiltigkeit des Charakterisierungstheorems aqui
valent ist mit der Richtigkeit von folgendem 

Satz S. Jeder n-dimensionale kompakte Raum enthiilt eine n-dimensio
nale Cantorsche Mannigfaltigkeit als Teilmenge. 

Wir zeigen erstens, daB aus unserem Theorem der Satz S folgt. Unserem 
Theorem zufolge enthalt jeder n-dimensionale kompakte Raum ein n-stufiges 
Kontinuum. Satz S ist also sicherlich dann eine Folge des Theorems, 
wenn jedes n-dimensionale n-stufige Kontin uum eine n-dimensionale Cantor
sche Mannigfaltigkeit ist. Dies aber folgt tatsachlich aus unserem Theorem. 
Denn sei R irgendein n-dimensionaler kompakter Raum, welcher keine 
n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit ist, welcher also eine hochstens 
(n - 2)-dimensionale abgeschlossene Teilmenge A. enthalt, deren Kom
plement nicht zusammenhangend, also Summe von zwei fremden nichtleeren, 
in R - A. abgeschlossenen Teilmengen R' und R" ist. Durch die Formel 
R = (R' + A) + (R" + A) ist R dargestellt als Summe zweier abgeschlos
sener echter Teilmengen, deren Durchschnitt die Menge A ist, deren Durch
schnitt also hochstens (n - 2)-dimensional und mithin nach unserem 
Theorem (n - 1 )-stufig diskontinuierlich ist. Also ist R hOchstens (n - 1)
stufig zusammenhangend. Ein n-dimensionales n-stufiges Kontinuum ist 
also, wenn unser Theorem gilt, eine n-dimensionale Cantorsche Mannig
faltigkeit, womit gezeigt ist, daB der Satz S aus unserem Theorem folgt. 

Wir zeigen sweitens, daI3 aus dem Satz S unser Theorem folgt. Da die 
n-dimensionalen kompakten Raume kein (n + 1)-stufiges Teilkontinuum 
enthalten, ist die Behauptung sicher dann richtig, wenn wir mit Hilfe von 
Satz S zeigen, daB jede n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit ein 
n-stufiges Kontinuum ist. Diese Behauptung ist fur n = 1 richtig, denn 
jede eindimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit ist, wie wir sahen, ein 
einstufiges Kontinuum. Wir wollen annehmen, es sei bereits bewiesen, 
daB jede (n - 1 )-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit ein (n - 1)
stufiges Kontinuum ist. Aus dieser Annahme folgt auf Grund von Satz S, 
daB jeder (n - 1)-stufig diskontinuierliche Raum hOchstens (n - 2)-di
mensional ist. Sei nun Rein n-dimensionaler kompakter Raum, der kein 
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n-stufiges Kontinuum ist, der also Summe von zwei nichtleeren abgeschlos
senen Mengen R' und R" ist, deren Durchschnitt (n - 1)-stufig zusammen
hangslos, also auf Grund unserer Annahmen hOchstens (n - 2)-dimensional 
ist. Dann ist R keine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit, denn 
nach Tilgung der hOchstens (n - 2)-dimensionalen abgeschlossenen Menge 
R' . R" bleibt R nicht zusammenhaugend. Eine n-dimensionale Cantor
sche Mannigfaltigkeit ist also, wenn Satz S gilt, ein n-stufiges Kontinuum, 
wie behauptet. 

Damit ist die Aquivalenz des Theorems und des Satzes S nachgewiesen. 
Uberdies geht aus dem Beweis der Aquivalenz ofl'enbar hervor, daB fiir den 
Fall der Giiltigkeit des Theorems folgender Satz richtig ist, durch welchen 
der Begrifl' der Cantors chen Mannigfaltigkeit in den Begrifl' des hOher
stufigen Zusammenhanges eingeordnet wird: 

Die Cantorschen Mannigfaltigkeiten sind unter den enalichdimensionalen 
kompakten Raumen dadurch charakterisiert, daf3 ihre Zusammenhangsstufe 
und Dimension identisch sind. Die n-dimensionalen Cantorschen Mannig
faltigkeiten sind identisch mit den n-dimensionalen n-stufig zusammen
hangenden kompakten Raumen. 

Wir schicken nun unter Verwendung der Ausdrucksweise von S.180 
dem Beweis von Satz S voran folgenden 

Hilfssatz H. Es sei R ein kompakter Raum, 'l) eine vorgelegte aus
gezeichnete Doppelfolge von R und r eine gegebene naturliche Zahl. Ist 
{ A k } (k = 1, 2, ... ad inf.) eine monoton abnehmende Folge von abgeschlos
senen Teilmengen von R, von denen jede in bezug aUf'l) n-dimensional von 

einem Grade ~ 2.. ist, dann 'ist auch die (abgeschlossene) Menge A = ji Ak 
r 1 k=l 

in bezug auf 'l) n-dimensional von einem Grad ~ r' 
Angenommen, die Behauptung sei nicht richtig. Wir lei ten aus dieser 

Annahme einen Widerspruch her. Die Annahme besagt, daB A in bezug 

auf 'l) n-dimensional von einem Grad < 2.. ist, ·d. h. daB A Summe ist von 
r 

endlichvielen abgeschlossenen Mengen C ~r, die zu je n + 1 leere Durch_ 
schnitte haben. Dann kann (vgl. S.194) A auch mit endlichvielen ofl'enen 
Mengen C 'l)r, etwa U1 , Us, ... , Urn' iiberdeckt werden, deren abgeschlos
sene Hiillen zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. Wenn k eine hinrei
chend groBe natiirliche Zahl ist, so gilt, da die Ak monoton abnehmen und 

m m 

A als Durchschnitt haben, ofl'enbar Ak C ~ ~ und daher Ak = ~ Ak· U;. 
;=1 ;=1 

Jeder Summand auf der rechten Seite dieser Formel ist abgeschlossen und 
Teilmenge einer Menge von ~rj ferner haben je n + 1 von den Summanden 
einen leeren Durchschnitt, da dies ja sogar fiir je n + 1 von den m Mengen 
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U; gilt. Aus der Annahme von der Unrichtigkeit der Behauptung H folgt 
also, daB fiir hinreichend groBes k die Menge Ak in bezug auf il n-dimen-

sional von einem Grad < ~ 1st, im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit 

ist Hilfssatz H bewiesen. 
Aus dem Hilfssatz H folgt nach dem Reduktionstheorem (S. 69): 
1st der kompakte Raum R in bezug auf die ihn erzeugende Doppelfolge il 

n-dimensional von einem Grade ~ g, so enthalt Reine abgeschlossene Teil
menge K, welche irreduzibel ist hinsichtlich der Eigenschaft, in bezug 
auf ~ n-dimensional von einem Grade ;;:::: g zu sein, d. h. R enthalt eine 
abgeschlossene Teilmenge K, welche in bezug auf ~ n-dimensional von 
einem Grade ~ gist, aber ihrerseits keine echte abgeschlossene Teilmenge 
enthalt, die in bezug auf il n-dimensional von einem Grade ~ gist. 

Sei nun Rein vorgelegter n-dimensionaler kompakter Raum. Wir be
trachten irgendeine erzeugende Doppelfolge ~ von R. Der Raum ist 
(vgl. S. 178) fUr irgendeine natiirliche Zahl 9 in bezug auf ~ n-dimensional 

von einem Grade 2- und enthalt demnach, dem eben Bewiesenen zufolge, g 
eine abgeschlossene Teilmenge K, die in bezug auf il irreduzibel n-dimen-

sional vom Grade ~ 2- ist. Wir behaupten nun: Diese n-dimensionale -g 
abgeschlossene Menge Kist eine Cantorsche Mannigfaltigkeit. 

Ware dies nicht der Fall, so ware die n-dimensionale Menge K Summe 
von zwei abgeschlossenen echten Teilmengen K' und K" mit hochstens 
(n - 2)-dimensionalem DurchschniU. Da K irreduzibel ist hinsichtlich der 

Eigenschaft, in bezug auf il n-dimensional vom Grad ~ ~ zu sein, miiBte 

sowohl K' als auch K" in bezug auf ~ n·dimensional von einem Grad < 2-
g 

sein. Das ist aber unmoglich. Denn da die Menge K ' · K" hochstens 
(n - 2)-dimensional ist, miiBte, wenn K' und K" in bezug auf ~ n-di-

mensional von einem Grad < 2- waren, dem Additionssatz von S. 192 zu-g 
folge auch K' + K" in bezug auf il n-dimensional von einem Grad < 2-

g 
sein, wahrend K = K' + K" nach V oraussetzung in bezug auf il n-dimen-

sional vom Grad ~ ~ ist. Die Annahme, daB die n-dimensionale Menge K 

keine Cantorsche Mannigfaltigkeit ist, fiihrt also zu einem Widerspruch. 
Damit ist gezeigt, daB K eine n-dimensionale Cantorsche Teilmannigfaltig
keit des vorgelegten Raumes R ist, womit Satz S und mithin das Theorem 
bewiesen ist. 

Der Beweis von Satz S ergibt offenbar sogar folgenden scharferen 
Satz S/. Ein n-dimensionaler kompakter Raum R enthiilt zu jeder vor

gelegten ausgezeichneten DOllpelfo1ge il eine n-dimensionale Cantorsche 
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l11annigfaltigkeit als Teilmenge, die in bezug auf i> von demselben Grade 
n-dimensional ist wie R. 

Aus dem Beweis von Rilfssatz H ergibt sieh iibrigens ofl'enbar folgen
der allgemeinere Satz R': 1st die abgeschlossene Menge A eines kompak
ten Raumes in bezug auf das aus den Mengen Uil U2 , ••• , Um bestehende 
Uberdeckungssystem U von A n-dimensional, so ist auch jede abgeschlos-

m 

sene Menge B, welche C ~U; ist, bezuglich Un-dimensional. Und aus 
;=1 

Satz R' folgt insbesondere der Satz: 1st {Air.} (k = 1,2, ... , ad inf.) eine 
konvergente Folge von abgeschlossenen Mengen eines kompakten Raumes, die 
alle in bezug aUf das Uberdeckungssystem U des Raumes n-dimensional 
sind, dann ist auch die Menge lim Air. in bezug auf Un-dimensional. 

Ir.=oo 

Das im vorigen Abschnitt bewiesene Theorem von den Kontinuitats
eigenschaften der Dimensionsteile kompakter Raume, welches besagt, daB 
in einem kompakten Raum R jeder Punkt von RIr. in einem Teilkontinuum 
von RIr. enthalten i st, ist ofl'enbar eine Verscharfung des Satzes, daB in 
einem kompakten Raum R jede Umgebung eines Punktes von RIr. ein Teil
kontinuum von RIr. enthalt. Von dieser letzteren Tatsache gilt nun auf Grund 
des Theorems, daB jeder n-dimensionale kompakte Raum ein n-stufiges 
Teilkontinuum enthalt, folgende VeralIgemeinerung: 

1st Rein endlichdimensionaler kompakter Raum, so enthiilt jede Um
gebung eines Punktes des kten Dimensionsteiles Rlr. ein mindestens k-stufiges 
Teilkontinuum von RIr.. Die abgeschlossene RulIe einer Umgebung eines 
Punktes von RIr. ist ja eine mindestens k-dimensionale kompakte Menge, 
enthalt also ein mindestens k-stufiges Kontinuum K, und da eine solche 
Menge K in jedem ihrer Punkte mindestens k-dimensional ist, ist sie Teil
menge von RIr.. 

Eine Verscharfung dieser alIgemeinen Behauptung, entsprechend jener 
fur den Fall k = 1, in dem Sinn namlich, daB jeder Punkt von Rlr. in einem 
mindestens k-stufigen Teilkontinuum von Rk enthalten sei, ist fur k > 1 
unmoglich. Denn betrachten wir etwa die Teilmenge M der Ebene, welche 
aIle Punkte der Strecke x = 0, ° ~ y ::S;; 1 und aIle Punkte der Rechtecke 

_l_::s;;X::S;;~ 0:::;: 1 
2n + 1 - - 2n' - y::s;; (n= 1,2,.,.adinf.) 

enthalt. Diese kompakte Menge A ist, wie sich weiter unten (S. 246) zeigen 
wird, homogen zweidimensional, ohne daB die Punkte der Strecke x = 0, ° ::s;; y ::s;; 1 in einem zweistufigen Teilkontinuum von A enthalten waren. 

Historisches. Auf boberstufigen Zusammenhang babe ich gleicb bei der Formu
lierung des Dimensionsbegrifi'es (Monatsbefte f. Matb. u. Pbys. 33, 1928, S. 160 und 
34, 1924, S. 161 und S. 156) bingewiesen und das Cbarakterisierungstheorem ver-
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mutet (vgl. Monatshaft;e 34, S. 156). Eine Teilaussage, dall namlich jeder n-dimen
sionale kompakte Raum n-dimensionale Teilkontinua enthalt, wurde von Tumarkin 
(Proc. Ac. Amsterdam, 28, S. 1001) bewiesen. Als Spezialfall eines allgemeineren 
Begriffes kann man den Begriff des hoherstufigen Zusammenhanges folgendermallen 
entwickeln: 1st m ein gegebenes System von Teilmengen eines separabeln Raumes, 
so kann man die Menge A zusammenhiingend in bezug auf m nennen, wenn A 
nicht Summe zweier in A abgeschlossener echter Teilmengen ist, deren Durchschnitt 
eine Menge aus mist. Die n-stufig zusammenhangenden Mengen sind dieser 
Definition zufolge identisch mit jenen Mengen, die in bezug auf das System der 
{n - l)-stufig zusammenhangslosen Mengen zusammenhangend sind. Der Begriff 
der n-dimensionalen Cantorschen Mannigfaltigkeit stammt von Urysohn (Fund. 
Math. 7, 1925, S. 124), welcher (Fund. Math. 8, 1926, S. 285) die Frage aufwirft, 
ob jeder n-dimensionale kompakte Raum eine n-dimensional Cantorsche Mannig
faltigkeit als Teilmenge enthii.l.t. Die Aquivalenz dieser Frage mit jener nach der 
Giiltigkeit des von mir vermuteten Charakterisierungstheorems habe ich (Proc. Acad. 
Amsterdam. 30, 1927, S. 705, vgl. auch Math. Ann. 100, 1928) bewiesen, wobei ich 
zugleich zeigte, wie sich der Begriff der Cantors chen Mannigfaltigkeit in den des 
hoherstufigen Zusammenhanges einordnet. Das Charakterisierungstheorem wurde 
gemeinsam von Hurewicz und mir (Math. Ann. 100, 1928) bewiesen. 



VII. Dber stetige Abbildungen. 

1. Allgemeine Eigenschaften stetiger Abbildungen. 
Wir haben zur Definition der Dimension eines Raumes ausschlieBlich 

den betreffenden Raum selbst betrachtet, ohne im entferntesten andere 
Riiume heranzuziehen, welche aus dem betrachteten Raum durch irgend
welche Transformationen hervorgehen. Die Dimension eines Raumes ist 
unserer Definition zufolge eine gestaltliche Eigenschaft des Raumes selbst, 
nicht eine Transformierbarkeit des Raumes in irgendwelche andere Riiume. 
N achdem wir, der Anschauung folgend, die Dimension unabhiingig von Trans
formationsbegriffen eingeffihrt haben, ist es allerdings von Interesse, hinter
her das Verhalten der Dimension eines Raumes bei gewissen Transforma
tionen des Raumes zu untersuchen. Dieser Frage wenden wir uns in diesem 
Kapitel zu. 

Es sei ein Raum R gegeben und ein Raum R*, auf den R abgebildet 
ist. D. h. es sei jedem Punkt von Reine Teilmenge von R* zugeordnet, 
welche die Bildmenge des Punktes p heiBt, wobei jeder Punkt von R* der 
Bildmenge von mindestens einem Punkt von R angehort. 1st Meine Teil
menge von R, so heiBt die Summe der Bildmengen aller Punkte von M 
auch die Bildmenge oder das Bild der Menge M. Jeder gegebene Punkt q 
von R* liegt nach V oraussetzung in der Bildmenge von mindestens einem 
Punkt von R. Die Menge aller Punkte aus R, in deren Bildmenge der 
Punkt q von R* liegt, heiBt auch die Urbildmenge des Punktes q; und ent
sprechend heiBt ffir eine gegebene Teilmenge N von R* die Summe aller 
Mengen, welche Urbildmengen von mindestens einem Punkte von N sind, 
die Urbildmenge oder kurz das Urbild von N. 

Wie verhiilt sich die Dimension des Bildraumes R* zur Dimension des 
Urbildraumes R? Dies hangt offenbar wesentlich von den naheren Eigen
schaften der Abbildung abo Nehmen wir beispielsweise bloB an, daB die 
Abbildung von R auf R* eineindetdig sei, d. h. daB jedem Punkt von R ge
nau ein Punkt von R* entspreche und dabei verschiedenen Punkten von R 
auch stets verschiedene Punkte von R* entsprechen, dann laBt sich fiber 
das Verhaltnis der Dimensionen von R und R* keine allgemeine Aussage 
machen. Es ist ja beispielsweise die eindimensionale Zahlengerade bekannt
lich eineindeutig abbildbar einerseits auf die nulldimensionale Menge aller 
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irrationalen Zahlen und anderseits auf den Rft , der, wie wir sehen werden, 
n-dimensional ist, ja auf den, wie wir zeigen werden, unendlichdimensio
nalen QOJ' 

Verschiedene Aussagen werden dagegen iiber das Verhaltnis der Dimen
sionen von Bildraum und Urbildraum moglich, wenn von der Abbildung 
eine andere wichtige Eigenschaft vorausgesetzt wird, namlich Stetigkeit. 
Diese stetigen Abbildungen Bollen nun naher untersucht werden. 

In der Analysis nennt man stetig eine Funktion, welche - grob ge
sprochen - benachbarten Argumentwerten benachbarte Funktionswerte 
zuordnet. In der mengentheoretischen Geometrie bezeichnet man in Ver
allgemeinerung dieses Begriffes eine Abbildung als stetig, wenn sie be
nachbarte Punkte des Urbildraumes auf benachbarte Punkte des Bildraumes 
abbildet; genauer: wenn sie fiir jeden Punkt p des Urbildraumes aIle in 
einer hinreichend kleinen Umgebung von p liegenden Punkte abbildet auf 
Punkte einer vorgelegten Umgebung der Bildmenge von p. Eine Abbildung 
des Raumes R auf den Raum R* heif3t also stetig, wenn zu jedem Punkt 
p von R und au jeder Umgebung V der Bildmenge des Punktes peine Um
gebung U(p) von p existiert, so dafj die Bildmengen aller Punkte von U(P) 
Teilmengen von V sind. 

Diese Definition ist, wie wir nun zeigen wollen, gleichbedeutend mit 
der folgenden: Der Raum R heif3t stetig auf den Raum R* abgebildet, 
wenn die Urbildmenge von jeder in R* abgeschlossenen Menge in R ab
geschlossen ist. 

Zum Beweise der Gleichwertigkeit dieser beiden Definitionen nehmen 
wir erstens an, es sei R auf R* so abgebildet, daf3 das Urbild von jeder 
in R* abgeschlossenen Menge in R abgeschlossen ist. Geben wir sodann 
einen Punkt p von R und eine Umgebung V der Bildmenge von p vor, 
so sehen wir: Es existiert eine Umgebung U(p) von p, so daf3 die Bild
mengen aIler Punkte von U(p) in V liegen. AndernfaIls gabe es ja in 
jeder Umgebung von p einen Punkt, dessen Bildmenge nicht in V ent
halten ware. Es ware mithin p Haufungspunkt von Punkten, deren Bild
mengen Punkte mit R*- V gemein hatten. Dann ware aber die Urbild
menge der in R* abgeschlossenen Menge R* - V nicht abgeschlossen, 
denn diese Urbildmenge enthielte nicht den Punkt p (dessen Bild ja Teil
menge von V ist), obwohl p, wie wir sahen, Haufungspunkt von der Ur
bildmenge der Menge R* - V ist. Es hatte also eine abgeschlossene Teil
menge von R* eine nicht abgeschlossene Urbildmenge, im Widerspruch 
zur Voraussetzung. 

Nehmen wir zweitens an, es sei R so auf R* abgebildet, daf3 zu jedem 
Punkt p von R und zu jeder Umgebung V der Bildmenge von peine Um
gebung U(p) existiert, so daf3 die Bildmengen aller Punkte von U(p) Teil-
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mengen von V sind. Dann sehen wir: Das Urbild von jeder in R* ab
geschlossenen Menge ist in R abgeschlossen. Denn sei A* irgendeine ab
geschlossene Teilmenge von R* und sei p irgendein Haufungspunkt der 
Urbildmenge A von A*. Wir behaupten, daB p auch Punkt von A ist. 
Andernfalls ware ja die Bildmenge P* des Punktes p zur Menge A* fremd, 
also Teilmenge der in R* ofl'enen Menge R* - A*. Dennoch enthielte jede 
Umgebung des Punktes p einen Punkt der Menge A, also einen Punkt, 
dessen Bildmenge zu A* nicht fremd und daher nicht C R* - A* ist. Es 
waren also fiir keine Umgebung V(p) die Bildmengen aller Punkte Teil
mengen der ofl'enen Menge R* - A*, im Widerspruch zur Voraussetzung. 
Damit sind die beiden angefiihrten Definitionen der stetigen Abbildung als 
aquivalent erwiesen. 

Auch fiir die Abbildungen von Teilmengen eines und desselben oder 
verschiedener Raume aufeinander kann Stetigkeit definiert werden: Die 
Teilmenge M* eines Raumes R* heiBe stetiges Bild der Teilmenge M des 
Raumes R, falls die Urbildmenge von jeder in M* abgeschlossenen Menge 
in M abgeschlossen ist. 

Wir befassen uns nun mit eindeutigen stetigen Abbildungen, d. h. mit steti
genAb bildungen, bei welchen die Bildmenge jedes Punktes aus einem einzigen 
Punkt besteht. (Die Urbildmenge eines Bildpunktes kann mehrere Punkte 
enthalten.) Wir betrachten also stetige Abbildungen, bei welchen jedem 
Punkt des Urbildraumes ein einziger Bildpunkt, dabei aber eventuell ver
schiedenen Urbildpunkten derselbe Bildpunkt zugeordnet wird. 

1st der Raum R* irgendein eindeutiges (nicht notwendig stetiges) Bild 
des Raumes R, sind A* und B* zwei Teilmengen von R* und bezeichnen 
A und B die Urbildmengen von A* und B* in R, so enthalt die Urbild
menge der Menge A*· B* ofl'enbar die Menge A . B als Teilmenge. Denn 
das Bild jedes Punktes der Menge A . B ist sowohl in A* als auch in B* 
enthalten. Sind insbesondere die Teilmengen A* und B* von R* zuein
ander fremd bzw. zueinander in R* komplementar, so sind die Urbild
mengen A und B zueinander fremd bzw. zueinander in R komplementar. 
Das Urbild des Komplements einer Teilmenge A* von R* ist also, falls R* 
eindeutiges Bild von R ist, mit dem Komplement des Urbildes von A* 
identisch. 1st R* eindeutiges stetiges Bild von Il, so ist das Urbild jeder 
abgeschlossenen Teilmenge von R* abgeschlossen, also das Urbild jeder 
offenen Teilmenge von R* offen in R. 

Die Begrenzung B( V*) einer in R* ofl'enen Menge U* ist mit der Menge 

V*· R*-=.-tf* identisch. Die U rbildmenge von B( V*) enthiilt daher, 
wenn V die ( ofl'ene) U rbildmenge von U* bezeichnet, die Menge tJ· (R - V), 
d. h. die Begrenzung von V, als Teilmenge. Eine Jdentitiit der Urbildmenge 
von A*· If'" mit der Menge A· B besteht aber, wenn R* eindeutiges stetiges 
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Bild von R ist, im allgemeinen natiirlich nicht. Ein Punkt der Menge A *. B* 
besitzt sowohl einen Urbildpunkt, welcher in A liegt, als auch einen Ur
bildpunkt, welcher in B liegt, aber nicht notwendig einen Urbildpunkt, 
der sowohl in A als auch in B liegt. Dies hat zur Folge: 1st R* ein
deutiges stetiges Bild von R, so enthiilt die Urbildmenge der Begrenzung 
einer in R* offenen Menge U* die Begrenzung der (offenen) Urbildmenge 
von U* als Teilmenge, ist aber nicht notwendig mit ihr identisch. 

Die eindeutigen stetigen .Abbildungen besitzen femer die wichtige Eigen
schaft, daB sie Kompaktheit und Zusammenhang nicht zerstoren, d. h. es 
gilt der Satz: 

1st der Raum R kompakt bzw. zusammenhiingend, so ist jeder Raum R*, 
welcher eindeutiges stetiges Bild von R ist, kompakt bzw. zusammenhiingend. 

Wir beweisen zunachst die Behauptung hinsichtlich der Kompaktheit. 
Es sei also R ein kompakter Raum und R* eindeutig-stetiges Bild von R. 
Ware R* nicht kompakt, so existierte eine unendliche Teilmenge M* von 
R*, welche keinen Haufungspunkt in R* besaBe, also in R* abgeschlossen 
ware. Es sei {p~} (n = 1,2, ... ad inf.) eine Folge von paarweise verschie
denen Punkten von M* und p .. ein Punkt der Urbildmenge von p~ 
(n = 1, 2, ... ad in f.). Mit P bezeichnen wir die Menge dieser Punkte {p,,} 
(n= 1, 2, ... ad inf.). Sieist Teilmenge der Urbildmenge Mvon M* . .AIs Ur-
bildmenge einer unendlichen Teilmenge von R* ist P wegen der Eindeutigkeit 
der .Abbildung unendlich . .AIs unendliche Teilmenge des kompakten Raumes 
R besitzt P einen Haufungspunkt p in R . .Als Urbildmenge der abgeschlos
senen Teilmenge M* von R* ist M wegen der Stetigkeit der .Abbildung ab
geschlossen, also ist p Punkt von M. Sei p* der in M* gelegene Bildpunkt 
von p. Wegen der Stetigkeit der .Abbildung existiert zu jeder Umgebung V(p*) 
von p* eine Umgebung U(p) von p, deren samtliche Punkte auf Punkte 
von V(p*) abgebildet werden. Jede Umgebung U(p) enthalt aber, da p 
Haufungspunkt von P ist, unendlichviele Punkte von M, deren Bildpunkte 
paarweise verschieden sind und durchweg in M* liegen. .Also muB jede 
Umgebung yep) unendlichviele Punkte von M* enthalten, d. h. p* ist ein 
Haufungspunkt von M* im Widerspruch zur .Annahme, daB die Menge 
M* keinen Haufungspunkt besitzt. Die .Annahme, R* sei nicht kompakt, 
fiihrt also zu einem Widerspruch. 

Es Bei femer Rein zusammenhangender Raum und R* eindeutiges 
und stetiges Bild von R. Wir behaupten, daB R* zusammenhangend ist . 
.Angenommen namlich, R* ware nicht zusammenhangend, dann wiirde 
R* = Rf + Rt gelten, wo Rf und R~ zwei fremde nichtleere, in R* ab
geschlossene Mengen waren. Bezeichnen wir mit Rl und Rs die Urbild
mengen von Rf und R~. Wegen der Stetigkeit der .Abbildung waren Rl 
und R2 , als U rbildmengen abgeschlossener Mengen, abgeschlossen. Wegen 
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der Eindeutigkeit der Abbildung waren Rl und R2 nichtleer und fremd, 
da ~ und R: nichtleer und fremd sind. Dann ware aber R nicht zu
sammenhangend im Widerspruch gegen die Voraussetzung. Es ist also 
das eindeutige stetige Bild eines zusammenhangenden Raumes zusammen
hangend. 

Dem Bewiesenen zufolge ist offenbar auch jede Teilmenge eines Raumes, 
welche eindeutiges und stetiges Bild einer kompakten bzw. zusammen
hangenden Teilmenge eines (evtl. anderen) Raumes ist, kompakt bzw. 
zusammenhangend, da ja jede kompakte bzw. zusammenhangende Menge 
in sich betrachtet ein kompakter bzw. zusammenhangender Raum ist. 

Liegt irgendeine Abbildung des Raumes R auf den Raum R* vor, so 
heHlt jene Abbildung, welche jedem Punkt p* von R* jeden Punkt p von 
R zuordnet, welcher bei der vorliegenden Abbildung zum Urbild von p* 
gehort, die zur gegebenen Abbildung inverse Abbildung. Eine stetige Ab
bildung, deren inverse Abbildung ebenfalls stetig ist, heiBt beiderseits 
stetig. Die beiderseits stetigen Abbildungen sind also jene Abbildungen, 
welche jede abgeschlossene Teilmenge des Urbildraumes auf eine abge
schlossene Teilmenge des Bildraumes abbilden, derart, daB die Urbildmenge 
von jeder iin Bildraum abgeschlossenen Menge abgeschlossen im Urbild
raum ist. Eine eindeutige stetige Abbildung ist nicht notwendig beider
seits stetig. Wir wollen jedoch zeigen, dafJ jede eindeutige stetige Abbildung 
eines kompakten Ra1."mes beiderseits stetig ist. 

Diese Behauptung kann offenbar auch in folgender Form ausgesprochen 
werden: Bei einer eindeutigen stetigen Abbildung eines kompakten Raumes 
werden abgeschlossene Teilmengen des Urbildraumes auf abgeschlossene Teil
mengen des Bildraumes abgebildet. Es sei also A eine abgeschlossene Teil
menge eines kompakten Raumes R, der eindeutig und stetig auf den 
Raum R* abgebildet ist, und es sei A* die Bildmenge von A. Wir be
haupten, daB A* abgeschlossen in R* ist. Die Menge A ist als abgeschlos
sene Teilmenge eines kompakten Raumes kompakt. Die Menge A* ist also 
als eindeutiges und stetiges Bild einer kompakten Menge dem Bewiesenen 
zufolge kompakt und daher in R* abgeschlossen. Damit ist die Behaup
tung bewiesen. 

Dieselbe kann auf Grund der Definition der stetigen Abbildung offenbar 
auch folgendermaBen ausgesprochen werden: Ist der kompakte Raum R 
eindeutig und stetig auf den Raum R* abgebildet, so existiert eu jedem 
Punkt p* von R* und e1.~ jeder Umgebung der Urbildmenge P von p* ei12e 
Umgebung U(p*), so dafJ die Urbildmengen aller Punkte von U(p*) Teil
mengen von V(P) sind. 
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2. Die stetigen BiIder der Streeke. 
Wir untersuchen nun jene Raume, welche eindeutige stetige Bilder der 

Strecke, d h. eines Intervalles des RlI sind. Von aussehlaggebender Be
deutung fiir diese Frage erweist sich folgender Begrifl' des Zusammenhanges 
im kleinen: Ein separabler Raum hei13t im Punkte p zusammenhingend 
im kleinen, wenn p in beliebig kleinen zusammenhiingenden Umgebungen 
enthalten ist. (Wir nennen in dies em Abschnitt zusammenhangend schlecht
hin die einstufig zusammenhangenden Mengen.) Die Menge aller Punkte 
eines separabeln Raumes R, in denen R zusammenhiingend im kleinen ist, 
iet ofl'enbar der Gleichwertigkeitsteil des Raumes hinsichtlich des Systems 
der zusammenhangenden ofl'enen Mengen. N aeh dem Theorem von den 
Gleichwerligkeitsteilen (S. 68) ist also in jedem separabeln Raum die 
Menge aller Punkte, in denen der Raum zusammenhiingend im kleinen 
ist, ein G4 • 

Ein Raum, der in jedem seiner Punkte zusammenhangend im kleinen 
ist, hei13t schlechthin zusammenhingend im kleinen. Zusammenhangend 
im kleinen ist also ein Raum, wenn jeder seiner Punkte in beliebig kleinen 
zusammenhiingenden Umgebttngen enthalten ist. Beispielsweise ist der 14 
oder die Strecke, d. h. das Intervall des R1, zusammenhangend im kleinen. 

Wir befassen uns im folgenden bloB mit im kleinen zusammenhangen
den Kontinua, d. h. zusammenhangenden kompakten Raumen, und beweisen 
iiber dieselben folgenden 

Satz liber im kleinen zusammenhangende Kontinua. Damit ein 
Kontinuum R zusammenhiingend im kleinen sei, ist jede der drei folgenden 
Bedingungen notwendig und hinreichend: 

1. Siimtliche Komponenten einer jeden in R offenen Menge sind offen. 
2. Zu jedem Punkt p von R und zu jeder Umgebung U von p existiert 

eine Umgebung V von p, so dafJ jeder Punkt von V mit p durch ein Teil
kontinuum von U verbunden ist. 

3. R ist Summe von endlichvielen beliebig kleinen Kontinua. 
Die zweite Bedingung kann anschaulieher auch so ausgedriickt werden: 

Jeder mit p hinreichend benachbarle Punkt ist mit p durch ein beliebig 
7deines Kontinuum verbunden. 

Zum Beweise der Notwendigkeit ~er ersten Bedingung sei Rein im 
kleinen zusammenhangendes Kontinuum, U eine in R ofl'ene Menge. Wir 
haben naehzuweisen, daB jede Komponente von U ofl'en ist. Dazu zeigen 
wir: 1st p ein vorgelegter Punkt einer Komponente K von U, so ist eine 
Umgebung V vonp Teilmenge von K Da R im kleinen zusammenhangend 
ist, ist p in einer zusammenhiingenden Umgebung V C U enthalten. Da 
K Summe aller p enthaltenden zusammenhangenden Teilmengen von U 

16* 
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ist, gilt V C K, womit die Offenheit von K bewiesen ist. - Die erste 
Bedingung ist auch hinreichend. Sei Rein Kontinuum, in dem die Kom
ponenten jeder offenen Menge offen sind. 1st p irgendein Punkt von R 
und U irgendeine vorgelegte Umgebung p, so betrachten wir die p ent
haltende Komponente von U. Eine Komponente ist stets zusammen
hangend. Eine Komponente der offenen Menge U ist zufolge der Annahme 
uber den Raum auch offen. Also existiert eine zusammenhangende Um
gebung von p, die C U ist, und R ist mithin zusammenhangend im kleinen. 

Zum Beweise der N otwendigkeit der zweiten Bedingung sei Rein im 
kleinen zusammenhangendes Kontinuum, p ein Punkt von R und U eine 
vorgelegte Umgebung von p. Es existiert eine zusammenhangende Um
gebung V von p, die «: U ist. Jeder Punkt von V ist mit p durch ein 
Teilkontinuum von U, namlich durch V, verbunden. - Die zweite Be
dingung ist hinreichend. Sei namlich Rein Kontinuum, welches die zweite 
Bedingung des Satzes erfulltj sei ferner p ein Punkt von R und U eine 
vorgelegte Umgebung von p. Wir haben zu zeigen, daB eine zusammen
bangende Umgebung von p existiert, die C U ist. Wir bezeichnen zu 
diesem Zweck mit V die Menge aller Punkte von U, die mit p durch ein 
Teilkontinuum von U verbunden sind. V ist offenbar eine zusammen
hangende Teilmenge von U. Die Menge V ist auch offen. Denn sei q ein 
Punkt von V, ein Punkt also, der mit p durch ein Teilkontinuum K von U 
verbunden ist. Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung W von q, 
so daB jeder Punkt von W mit q durch ein Teilkontinuum von U ver
bunden ist. 1st der Punkt r von W mit q durch das Teilkontinuum L 
von U verbunden, so ist r mit p durch das Teilkontinuum K + L von U 
verbunden, also ist r Punkt von V. Damit ist gezeigt, daB die Menge V 
offen, also eine zusammenhangende Umgebung von p und C U ist. 

Zum Beweise der Notwendigkeit der dritten Bedingung sei U ein Uber
deckungssystem des im kleinen zusammenhangenden Kontinuums R. Jeder 
Punkt vonR ist in einer zusammenhangenden Umgebungenthalten, die nebst 
ihrer abgeschlossenen Hulle Teilmenge von einer der Mengen des Systems U 
ist. Nach dem Uberdeckungstheorem fur kompakte Raume uberdecken 
endllchviele derartige Umgebungen den Raum R. Ihre abgeschlossenen 
Hullen bilden ein System von endlichvielen Kontinua C U, deren Summe 
= R ist. - Die dritte Bedingung ist hinreichend. Sei namlich R fiir jedes 
Uberdeckungssystem U Summe von endlichvielen Kontinua C U. Um zu 
zeigen, daB R zusammenhangend im kleinen ist, genugt es, wenn wir nach
weisen, daB R die zweite Bedingung des Satzes erfullt, welche ffir den 
Zusammenhang im kleinen bereits als hinreichend erwiesen ist. Wir haben 
also zu zeigen: Wenn p . ein vorgelegter Punkt von R und U eine vor
gelegte Umgebung von p ist, so existiert eine Umgebung V von p, so daB 
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jeder Punkt von V mit p durch ein Teilkontinuum von U verbunden ist. 
Zufolge der Voraussetzung uber R kann R als Summe von endlichvielen 
derartigen Kontinua Kl1 K 2 , ••• , Kr angenommen werden, daB jedes von 
diesen r Kontinua, welches p enthalt, C U ist. Es mogen unter den r Kon
tinua K; etwa die Kontinua K il , K i" ••• , K i • den Punkt p nicht enthalten . 

• 
(Es kann naturlich s = ° sein.) Die abgeschlossene Menge ~Ki. enthalt 

j=l ) 

den Punkt p nicht. Wir betrachten eine Umgebung V von p, die 
• 

~ R - ~Ki. ist. Jeder Punkt von V ist in einem der r-s Kontinua K; 
j=l J 

gelegen, welche den Punkt p enthalten, also mit p durch ein Teilkonti
nuum von U verbunden. 

Damit ist der Satz uber im kleinen zusammenhangende Kontinua in allen 
Stucken bewiesen. 

Ein einfaches Beispiel eines nicht im kleinen zusammenhangenden Kon
tinuums wird geliefert durch die Menge K der Punkte des R2 mit den 
Koordinaten . 1 ° < x :s;; 1 und y = SIllX-

X = ° und - 1 :s;; Y :s;; + 1. 

In den Punkten der Strecke x = 0, -1 ~ Y :s;; + 1 ist K offenbar nicht 
zusammenhangend im kleinen. Eine offene Teilmenge von K, deren Kom
ponenten nicht durchweg offen sind, ist die Menge aller Punkte von K, 
fur welche y < ° ist. Die Komponente dieser Menge, bestehend aus den 
Punkten x = 0, ° < y ~ 1, ist nicht offen. 

Wir zeigen nun: Das eindeutige stetige Bild eines im kleinen zusammen
hiingenden Kontinuums ist ein im kleinen zusammenhiingendes Kontinuum. 
Sei Rein im kleinen zusammenhangendes Kontinuum, R* eindeutiges 
stetiges Bild von R. Nach den Feststellungen des vorigen Abschnittes ist 
R* ein Kontinuum. Zum Beweise, daB R* im kleinen zusammenhangend 
ist, wollen wir R*, wenn U* irgendein Uberdeckungssystem von R* be
zeichnet, als Summe von endlichvielen Kontinua C U* darstellen. Es 
sei U das System der Urbildmengen der Mengen von U* in R. Die 
Mengen von U sind (vgl. S. 224) offen und bilden ein Uberdeckungs
system von R. Da R zusammenhangend im kleinen ist, ist R Summe 
von endlichvielen Kontinua C U. Die Bildmengen dieser Kontinua sind 
endlichviele R* uberdeckende Kontinua C U*. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 

Insbesondere ist also jedes eindeutige stetige Bild der Strecke ein im 
kleinen zusammenhangendes Kontinuum. Wir wollen nun zeigen, daB der 
Zusammenhang im kleinen nicht nur notwendig sondem auch hinreichend 
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dafiir ist, daB ein Kontinuum eindeutiges stetiges Bild der Strecke sei. 
Wir beweisen also das 

Theorem von den stetigen Bildern der Strecke. Ein Kontinuum ist 
dann und nur dann eindeutiges stetiges Bild der Strecke, wenn es zusammen
hiingend im kleinen ist. 

Wir haben noch die erste Halfte der Behauptung zu beweisen. Wir 
setzen also voraus, R sei ein im kleinen zusammenhangendes Kontinuum 
und haben eine eindeutige stetige Abbildung des Intervalles E = lO, 1] 
auf R anzugeben. Wir wahlen zu diesem Zweck vor allem (was nach den 
Ausfiihrungen von S.61 moglich ist) aus dem unbegrenzt feinen Uber
deckungssystem von R, bestehend aus den zusammenhangenden ofl'enen 
Teilmengen von Reine R erzeugende Doppelfolge ~ von zusammen
hangenden ofl'enen Mengen { D~}, welche folgenden Bedingungen geniigt: 

1. ~ enthalt fiir jedes natiirliche k nur endlichviele, etwa !Lk' nichtleere 
R iiberdeckende Mengen U~ (m = 1, 2, ... , !Lk). 

2. Zu jedem Punkt p von R existiert eine Folge {mk } (k = 1,2, ... ad inf.) 
von natiirlichen Zahlen, so daB p Durchschnitt der auf p sich zusammen
ziehenden monoton abnehmendenMengenfolge { U:'k } (k = 1,2, ... ad inf.) ist. 

3. 1st {mk } (k = 1, 2, ... ad inf.) eine Folge von natiirlichen Zahlen 
derart, daB fiir jedes natiirliche k die beiden Mengen Ui;. und U/;.+l einen 

k+l 
nichtleeren Durchschnitt haben, dann besitzt die Mengenfolge 

{ U';,. } (k = 1, 2, ... ad inf.) 
k 

einen aus genau einem Punkt bestehenden Limes. 
Wir ordnen nun die !Ll Mengen U!;. von il derart in eine Reihe (in der 

eine und dieselbe Menge auch mehrfach auftreten kann), daB je zwei auf
einanderfolgende Mengen der Reihe nichtleere Durchschnitte haben. Da 
R zusammenhangend ist, ist eine solche Anordnung moglich (vgl. S.198). 
Wir bezeichnen diese Reihe, welche etwa kl Glieder enthalten moge 
(k1 :?: !Ll), von den en jedes einer Menge lP,;. gleich ist, mit 

V~, V~, ... , vt. 
Wir betrachten sodann unter den !L2 Mengen U! von il jene, welche mit 

V~ Punkte gemein haben. Dieselben sollen derart in eine Reihe 

(t) Vi, Vi, ... , Vl. 
(in der eine und dieselbe Menge auch mehrfach auftreten kann) geordnet 
werden, daB erstens je zwei aufeinanderfolgende Mengen einen Punkt ge
mein haben und zweitens die letzte Menge, VI., mit V~ einen nichtleeren 
Durchschnitt hat. Die erste Bedingung ist erfiillbar, weil V~ zusammen
hangend ist, die zweite weil V~ und Vi einen nichtleeren Durchschnitt 
haben. 
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Es seien sodann 

(tt) Vf.+2, ... , 
diejenigen Mengen V;" welche mit V~ Punkte gemein haben, und zwar so 
angeordnet, da13 VI.+! mit VI, einen Punkt gemein hat, da13 je zwei aufein
anderfolgende Mengen von (tt) nichtleere Durchschnitte haben und da13 n. +k,' 

mit V~ einen Punkt gemein hat. Wegen des Zusammenhanges von V~ 
und der Tatsache, da13 V~ mit V~. und Vk nichtleere Durchschnitte hat, 
ist eine derartige Anordnung m5glich. ludem wir entweder in der Reihe (t) 
oder in der Reihe (tt) eines der Glieder mehrmals wiederholen, k5nnen 
wir bewirken, da13 diese beiden Reihen gleichviele Elemente enthalten, 
d. h. wir konnen k~ = k~ also k2 + k~ = 2 k2 annehmen. 

Indem wir sukzessive die Mengen U!, die mit Vi Punkte gemein haben, 
(i = 1, 2, ... , k1) in dieser Weise anordnen, erhalten wir schlie13lich eine 

Reihe Vi, ... , Vl., V.2.+ 1 , ••• , Vik" ... , Y(t-1)k,+!, ... , V~k.' 
in welcher erstens jede der Mengen U;" mindestens einmal auf tritt, zweitens 
je zwei aufeinanderfolgende Mengen nichtleere Durchschnitte haben, drittens 

k. 

fUr i = 1, 2, ... , k1 die Beziehung V; C ~V[;-l)'k.+j gilt, viertens jede 
}=1 

der k2 Mengen J(~-lH.+j (j = 1,2, ... , k2) mit V: einen Punkt gemein hat. 
Auf dieselbe Weise bestimmen wir eine Anordnung der Mengen U!. in 

eine Reihe von k1 . k2 . 7;:3 Mengen V; und allgemein fiir jedes natiirliche l' 

eine Anordnung der Mengen U;;' in eine Reihe von k1 . k2 • •••• kr Mengen V~. 

Wir bezeichnen nun mit E~ (i = 1,2, ... , k1) das abgeschlossene Inter-

vall [i kl 1, {J und ordnen dem Intervall E; die Menge V: zu. Wir nennen 

2 [i-l j-l i-l jJ 
E(i-1)kdJ das abgeschlossene Intervall -k-- + kk' -k-' - + IT fUr 

1 1 '2 1 '1 2 

i = 1, 2, ... , k11 j = 1, 2, ... , 7.:2 und ordnen dem Intervall E?i-1)k.+j die 
Menge V(1-1)k.+j zu. Allgemein bestimmen wir fiir jedes natiirliche r durch 
Unterteilung der k1 • 7.:2 ••••• kr _ 1 Intervalle E;-l die k1 • k2 ..... kr _ 1 • kr 
lntervalle E~, denen wir beziehungsweise die Mengen V~ zuordnen. 

Wir definieren nun folgende Abbildung von E auf R. 1st p ein gegebener 
Punkt von E, so existiert eine Zahlenfolge {?nk I (k = 1, 2, ... ad inf.), 
so da13 die Intervalle {Ei'k I (k = 1, 2, ... ad inf.) monoton abnehmen 
und den Punkt pals Limes besitzen. In der entsprechenden Mengenfolge 
{ Y~'k I (k = 1, 2, ... ad inf.) haben fiir jedes natiirliche k, mit Riicksicht 
auf die Beziehung E~,+ 1 C E~, die Mengen Vr~'+ 1 und V,~, einen nicht-

k+1 - k k+l k 

leeren Durchschnitt. Also besitzt nach Annahme 3. iiber das System ~ die 
Mengenfolge {YT~k I (k = 1, 2, ... ad inf.) einen aus einem Punkt p' be
stehenden Limes. Diesen Punkt p' von R ordnen wir dem Punkt p zu. 
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Man iiberzeugt sich miihelos davon, daB dem Punkt p von E fiir je zwei 
mono ton abnehmende gegen p konvergierende Intervallfolgen {E';"k) und 
{E~k) (k = 1, 2, ... ad inf.) derselbe Punkt p' von R zugeordnet wird. 
Ferner sieht man, daB jeder Punkt von R Bildpunkt von mindestens einem 
Punkt von E ist. Denn nach Annahme 2. iiber das System ~ ist jeder 
Punkt q von R fiir eine gewisse Zahlenfolge {nk ) Durchschnitt der M engen
folge V:; und daher Bildpunkt jenes Punktes von E, welcher den Limes 

k 
der Intervallfolge {E~k} (k = 1, 2, ... ad in f.) darstellt. Es ist also eine 
eindeutige Abbildung von E auf R definiert. Dieselbe ist stetig. Sei nam
lich p ein Punkt von E, p' sein Bildpunkt, V' eine vorgelegte Umgebung 
von p'. Fiir hinreichend groBes kist eine p' enthaltende Menge V: Teil
menge von U'. Wir betrachten das entsprechende abgeschlossene Inter
vall E:, welches [a, bJ sein moge. Wenn p dem ofi'enen Intervall [a, bJ 
angehort, so stellt dieses eine Umgebung von p dar, deren Bildmenge C V' 
ist. Wenn p mit einem der Begrenzungspunkte von E;, etwa mit dem 
linken Punkt a identisch ist, dann hat fUr jedes n > k eines der Intervalle 
Ej den Punkt pals rechten Endpunkt. Fiir ein hinreichend groBes n, 
etwa fiir m, ist die Menge Vj, welche dem pals rechten Endpunkt ent
haltenden Intervall E/, zugeordnet ist, C U'. 1st Ej = (c, a), so ist (c, b) 
eine Umgebung von p, deren Bildmenge C U' ist. Eine solche Umgebung 
von p existiert also jedenfalls, d. h. die Abbildung von E auf n ist stetig. 

Das vorgelegte im kleinen zusammenhangende Kontinuum R ist also 
als eindeutiges stetiges Bild der Strecke dargestellt, womit das Theorem 
von den stetigen Bildern der Strecke bewiesen ist. 

Aus dem Beweise ergibt sich zugleich, daB ein Teil der dargestellten 
Konstruktion fiir einen beliebigen kompakten Raum R, von dem Zusammen
hang und Zusammenhang im kleinen nicht vorausgesetzt wird, durch
gefiihrt werden kann. Sei namlich { U;.} eine R erzeugende Doppelfolge. 
Man kann die ILl Mengen U;. (in irgendeiner Anordnung) v1 = ILl paar
weise fremden abgeschlossenen Teilintervallen E;, (m = 1, 2, ... , ILl) von 
E, von denen jedes eine Lange < t besitzt, entsprechen lassen. Man kann 
sodann die 1L2 Mengen U! einem System von V 2 ~ 1L2 paarweise fremden 
Intervallen E~ von Langen < t entsprechen lassen gemaB der Bedingung, 
daB erstens jede Menge V! mindestens einem der Intervalle E~ entspricht, 
daB zweitens jedes Intervall E~ Teilmenge von einem der Intervalle E! ist 
und daB drittens stets aus E~ C E! fiir die entsprechenden Mengen m, 
und V;'· folgt, daB sie einen Punkt gemein haben. So kann man allge
mein fiir jedes natiirliche k die Mengen U! einem System von paarweise 

fremden Intervallen mit Langen < k-~ 1 entsprechen lassen, so daB jede 

Menge U! einem Intervall Ei .. entspricht, daB jedes E/;. Teilmenge eines 
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E~-l jst, und daB stets aus E! C E~-l fur die entsprechenden Mengen 
U!, und u~; 1 folgt, daB sie einen Punkt gemein haben. Ganz so wie im 

vorhin dargestellten Beweis eine eindeutige Abbildung von E auf R, so 
kann nun eine eindeutige Abbildung der Menge 

auf R definiert werden, von welcher sich, wie oben, zeigen laBt, daB sie 
stetig ist. Nun ist die Menge D ihrer Definition zufolge abgeschlossen und 

~k 

nulldimensional; ersteres weil die Mengen E:, also auch die Mengen ~E: 
k=l 

abgeschlossen sind und D Durchschnitt dieser Mengen ist; letzteres weil 
die Mengen E: (i = 1, 2, ... , v,,) paarweise fremde D uberdeckende Mengen 
sind, die fur hinreichend groBes k beliebig k1ein sind. Jeder kompakte 
Raum ist also eindeutiges stetiges Bild einer nirgendsdicMen abgeschlossenen 
Teilmenge der Strecke. Speziell laBt sich nach dem obigen Abbildungs
vorgang jeder kompakte Raum alB eindeutiges stetiges Bild eines Dis
kontinuums darstellen. Umgekehrt ist jeder Raum, der eindeutiges stetiges 
Bild einer abgeschlossenen Teilmenge der Strecke ist, kompakt. 

Beispielsweise wird, wie man leicht bestatigt, eine eindeutigstetige Ab
bildung des Diskontinuums D auf das Intervall E = [0, 1] definiert, in
dem man jedem Punkt von D, welcher Endpunkt eines zu D komplemen
taren ofl'enen Intervalls ist, jenen Punkt von E zuordnet, welcher Mittel
punkt des betrefl'enden Intervalls ist, und indem man jedem Punkt von D, 
welcher Limespunkt einer Folge solcher Punkte erster Art von D ist, 
den Limespunkt der entsprechenden Punkte von E zuordnet. Jedes zu D 
komplementare ofl'ene Intervall besitzt zwei in D gelegene Endpunkte, 
welchen beiden ein und derselbe Punkt von E zugeordnet wird. Jedem 
Pnnkt zweiter Art von D wird durch die erwahnte Abbildungsvorschrift 
ein einziger Punkt von E zugeordnet. 

Historisches. Jordan definierte (Cours d'Analyse 2. Auf!. 1893, I, S.90) als Kurve 
("ligne continue") eine Menge, die stetiges Bild der Strecke ist. Speziell im En 
hangen die Koordinaten der Punkte einer solchen "Kurve" stetig von einem Para
meter abo Deuten wir denselben als Zeit, so heiJ3en aJso nach J ord an "Kurven" 
jene Gebilde, die von einem sich stetig bewegenden Punkt in endlicher Zeit 
durchlaufen werden konnen. DaJ3 diese Definition die Kurvenvorstellung nicht er
faJ3t, ging aus Peano's Beispiel (M!1th. Ann. 36, 1890, S. 257) einer eindeutigen 
stetigen Abbildllng der Strecke auf das Quadrat, ja auf das Intervall des E", her
vor. Diese Gebilde wird niemand als Kurven bezeichnen, obwohl sie eindeutige stetige 
Bilder der Strecke sind. 

Der Begriff des Zusammenhanges im kleinen und das Theorem, daJ3 diese Eigen
schaft fUr die stetigen Streckenbilder charakteristisch ist, stammt von Hahn (Wien. 
Ber. 123, 1914, S. 2433, s. auch Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver.23, 1914, S.318) 
und Mazurkiewicz (Fund. Math. 1, 1920, S. 166, siehe auch polnische Noten in 
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den C. R. Soc. Sc. Varsovie 6, 1913). Der Zusammenhang im kleinen wurde von 
den beiden Autoren als die Verbindbarkeit binreichend benachbarter Punkte durch 
beliebig kleine Kontinua eingefUhrt. DaB die Zerlegbarkeit in endlichviele beliebig 
kleine Teilkontinua fUr Streckenbilder charakteristisch ist, bewies Sierpiliski (Fund. 
Math. 1, 1920, S. 44). Der Satz von der Offenheit der Komponenten offener Mengen 
in Kontinua, die im kleinen zusammenhangend sind, stammt von Kuratowski 
(Fund. Math. 1, 1920, S. 43) und Rahn (Fund. Math. 2, 1922, S. 191). Die Definier
barkeit des Zusammenhanges im kleinen durch die Existenz beliebig kleiner zu
sammenhangender Umgebungen wurde von Kuratowski (a. a. O. S. 41) und Vie
toris (Monatsh. f. Math. u. Phys. 31, S 194) erkannt. Der oben angegebene Beweis 
des Theorems iiber die stetigen Streckenbilder ist im wesentlichen eine Reproduktion 
der Kerekjartoschen abgekiirzten Form (Ramb. Abhandl. 4, 1926, S. 164) des Be
weises von Sierpi6ski (Fund. Math. 1, 1920, S.44.). 

DaB jeder kompakte Raum eindeutiges stetiges Bild einer Teilmenge der Strecke 
ist, wurde von Mazurkiewicz (Fund. Math. 1, 1920, S. 179f.) bemerkt. (Uber die 
Abbildbarkeit der Diskontinua auf kompakte Raume vgl. auch Alexandroff, Math. 
Ann. 96, 1927, S. 563.) 

Es sei schlietllich darauf hingewiesen, daB sich der Begriff des Zusammenhanges 
im kleinen naturgemiill verallgemeinem latlt, indem man als n-stufig zusammen
Mingend im kleinen einen Raum bezeichnet, von dem jeder Punkt in beliebig kleinen 
n-stufig zusammenhangenden Umgebungen enthalten ist. 

3. Die dimensionserniedrigenden stetigen Abbildungen. 
Wir wenden uns nun der Frage zu, wie sich die Dimension eines 

Raumes R*, welcher eindeutiges stetiges Bild eines kompakten Raumes R 
ist, zur Dimension von R verhalt. Zunachst ist klar, da13 die Dimension 
des Bildraumes nicht notwendig gleich der Dimension des Urbildraumes 
ist. Wir haben ja einerseits gesehen, da13 das nulldimensionale Diskon
tinuum auf jeden kompakten Raum eindeutig und stetig abbildbar ist, 
beispielsweise auf das eindimensionale Intervall des Rl und auf das Inter
vall des R", welches, wie wir sehen werden, n-dimensioual ist. Bilden wir 
anderseits die Gerade eindeutig auf eine Menge ab, welche genau einen 
Punkt enthiilt, so ist diese Abbildung offenbar auch stetig, also eindeutig 
und stetig und dabei dimensionserniedrigend. Und bilden wir den R" durch 
Projektion auf einen Rm(m < n) ab, so ist dies offenbar gleichfalls eine 
eindeutige stetige Abbildung, welche - vorausgesetzt, da13 der Rk k-di
mensional ist, was spater bewiesen werden wird - einen n-dimensionalen 
Raum auf einen m-dimensionalen Raum abbildet. Die Dimension eines 
Raumes kann also durch eindeutige steUge Abbildungen sO'toohl erhOht als 
auch ernierlrigt werden. 

Wir wollen nun die eindeutigen stetigen Abbildungen, welche die Di
mension zerstoren, naher untersuchen und beginnen mit den dimensions
erniedrigenden Abbildungen. Wenn wir den zweidimensionalen R2 auf den 
eindimensionalen R] projiziereu, so ist dies eine dimensionserniedrigende 
eindeutige stetige Abbildung. Wir sehen dabei, da13 jeder Punkt des Bild
raumes eine Teilgerade des Urbildraumes als Urbildmenge hat. Bei der 
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Projektion des R .. auf den Rm hat jeder Punkt des Rm einen R,._m als 
Urbildmenge. Diese Tatsache ist nun ein Spezialfall von folgendem 

Theorem iiber die dimensionserniedrigenden Abbildungen. 1st der 
n-dimensionale kompakte Raum R eindeutig und stetig abgebildet auf den 
n*-dimensionalen Raum R*, wobei n* ~ n ist, dann gibt es in R* Punkte 
mit mindestens (n - n*)-dimensionalen Urbildmengen. 

1st der n-dimensionale kompakte Raum R eindeutig und stetig abgebildet 
auf den n*-dimensionalen Raum R*, wobei n* ~ n gilt, dann ist die Ur
bildmenge von jedem Punkt von R* als Teilmenge von R hochstens n-di
mensional. Bezeichnen wir mit k die groJ3te unter den Dimensionen, welche 
eine Urbildmenge von einem Punkt von R* besitzt, so lautet die Behaup
tung des Theorems: Es gilt k ~ n - n* oder, was gleichbedeutend ist, es 
gilt n ~ n* + k. Das Theorem kann also o:fl'enbar auch folgendermaJ3en 
ausgesprochen werden: 1st der kompakte Raum R eindeutig und stetig auf 
den n*-d-imensionalen Raum R* abgebildet derart, dafJ k die grofJte unter 
den Dimensionen der Urbildmengen von Punkten von R* ist, so genugt die 
Dimension n 1'on R der Ungleichung n ~ n* + k fur n > - 1 bew. der 
Gleichung n = n* fur n = - 1. 

Fiir n* = -1 liegt eine eindeutige stetige A bbildung auf einen leeren 
Raum vor. Es ist also auch n = -1. Wir nehmen an, die Behauptung 
gelte fiir aHe Zahlen n* < m und wollen sie auf Grund dieser Annahme 
fiir n* = m beweisen. 

Wir setzen also voraus, es sei der kompakte Raum R eindeutig und 
stetig abgebildet auf den m-dimensionalen Raum R* derart, daB k die 
groBte unter den Dimensionen der Urbildmengen von Punkten von R* ist. 
Wir behaupten, daI3 R hOchstens (n* + k )-dimensional sei. 

Ehe wir den Beweis beginnen, erinnern wir daran, was aus der Annahme 
der Giiltigkeit unserer Behauptung fUr n* < m fiir unseren vorgelegten 
Raum R und sein Bild R* folgt. Wir konnen auf Grund dieser Annahme 
voraussetzen: 1st T* eine hOchstens (m - 1)-dimensionale abgeschlossene 
Teilmenge von R*, so gilt, wenn t die Dimension der Urbildmenge T von T* 
beeeichnet, die Ungleichung t ~ m + k - 1 fUr m > 0 bew. t = -1 filr 
m = O. In der Tat, es ist ja T, in sich betrachtet, ein kompakter Raum, 
1* ein hOchstens (m - 1)-dimensionaler kompakter Raum, der eindeutiges 
stetiges Bild von T ist, und die hochste unter den Dimensionen der Ur
bildmengen von Punkten von T* bei der Abbildung von T auf T* ist 
~ k, d. h. nicht groBer als die hOchste unter den Dimensionen der Urbild
mengen von Punkten von R*. 

Nach dieser Bemerkung iiber den vorgelegten Raum R schreiten wir 
an den Beweis, daB R hOchste1J.s (n+k)-dimensional ist. Gehen wir irgend
ein Uberdeckungssystem U von R vor, so geniigt es, auf Grund der Um-
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kehrung des letzten Teiles des Zerlegungssatzes (S. 174), daB wir zeigen: 
R ist in der Ausdrucksweise von S. 180 hinsichtlich U (n + k + l)-dimen
sional. Wir haben also zu zeigen, daB R Summe ist von endlichvielen ab
geschlossenen Mengen C U, die zu je n + k + 2 leere Durchschnitte haben. 

Es sei also p irgendein Punkt von R, p* sein Bild in R* und P die 
Urbildmenge von p* in R. Die Menge P ist hochstens k-dimensional nach 
Definition der Zahl k. Also ist P dem letzten Teil des Zerlegungssatzes 
(bzw. dem Hilfssatz l' von S.160) zufolge in der Summe von endlichvielen 
ofi'enen Mengen enthalten, deren abgeschlossene Hiillen C U sind und 
zu je k + 2 leere Durchschnitte haben. Wir bezeichnen mit V die Summe 
dieser ofi'enen Mengen. Da p* Punkt des m-dimensionalen Raumes R* ist, 
existieren beliebig kleine Umgebungen von p* mit hochstens (m - l)-di
mensionalen Begrenzungen. Insbesondere existierl, da wegen der Kompakt
heit von R und der Eindeutigkeit und Stetigkeit der Abbildung von R 
auf R* auch die inverse Abbildung stetig ist, eine Umgebung V* von p* 
mit hOchstens (m - 1) -dimensionaler Begrenzung, deren U rbildmenge V 
Teilmenge von V ist. Als Teilmenge von U ist V Summe von endlich
vielen abgeschlossenen Mengen C U, die zu je k + 2, also erst recht zu je 
k + m + 2, leere Durchschnitte haben. Es ist also die Menge V hOch
stens (k + m + l)-dimensional beziiglich U. Nun ist Vals Urbildmenge 
einer Umgebung von p* eine Umgebung von p, und das Bild der Be
grenzung von V ist Teilmenge der Begrenzung von V*, also hochstens 
(m - l)-dimensional. Zufolge der vor Beginn des Beweises erw1ihnten 
Folgerung aus unserer induktiven Annahme ist die Begrenzung von V, 
als Urbildmenge einer hochstens (m - 1 )-dimensionalen abgeschlossenen 
Menge, hochstens (k + m - l)-dimensional. 1m Falle m = 0 ist, nebenbei 
bemerkt, die Begrenzung von V sogar (- 1 )-dimensional, d. h. leer, da die 
Begrenzung von V* in dies em Fall leer ist. 

Wir haben also bisher bewiesen: Es existiert zu jedem Punkt p von R 
eine Umgebung von p mit hOchstens (k + m - 1 )-dimensionaler Begrenzung, 
deren abgeschlossene Hulle hochstens (k + m + 1 )-dimensional bezuglich U 
ist. N ach dem Uberdeckungstheorem fur kompakte R1iume iiberdecken 
endlichviele derarlige ofi'ene Mengen, etwa Vl1 U2 , ••• , Vr' den Raum R. 
Setzen wir 

.-1 

U: = V.- V,, ~Ut (s = 2, 3, ... , r), 
t=l 

so ist 

wobei die U; zu je zweien hOchstens (k +. m - l)-dimensionale Durch
schnitte haben und jede Menge U; hOchstens (k + m + l)-dimensional 
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bezuglich U ist. Dann ist aber nach dem Additionssatz (S. 194) der Raum R 
hOchstens (k + m + 1 )-dimensional bezuglich U. Also ist R fur j edes Uber
deckungssystem U von R hinsichtlich U hOchstens (k + m + I)-dimen
sional und mithin hochstens (k + m )-dimensional, wie behauptet. Damit 
ist das Theorem von den dimensionserniedrigenden Abbildungen bewiesen. 

Historisches. Das Theorem dieses Abschnittes und sein angefrlhrter Beweis 
stammen von Hurewicz (proc. Acad. Amsterdam 30, 1927, S.164). Vermutungs
weise ausgesprochen findet sich der Satz bei Alexandroff (Math. Ann. 96, 1927, 
S.570). Einen Beweis des Spezialfalles n = 0 gab Tumarkin (Proc. Acad. 
Amsterdam 28, 1925, S. 1000). 

4. Die dimensionserhohenden stetigen Abbildungen. 
Nach den dimensionserniedrigenden eindeutigen stetigen Abbildungen 

betrachten wir nun die dimensionserhOhenden. Bei der eindeutigen stetigen 
Abbildung des nulldimensionalen Diskontinuums auf das Intervall des R l , 

die wir oben (S. 235) erwahnt haben, treten im Intervall des Rl Punkte 
auf, welche zwei Urbildpunkten zugeordnet sind. Dies ist ein Spezial
fall des folgenden Theorems, welches zeigt, daB ganz allgemein die dimen
sionserhOhende Wirkung eindeutiger stetiger Abbildungen von der Miichtig
keit der Urbildmengen der einzelnen Punkte des Bildraumes abhangt, ein 
Gegenstuck zu der im vorangehenden Abschnitt bewiesenen Tatsache, daB 
die dimensionserniedrigende Wirkung eindeutiger stetiger Abbildungen von 
der Dimension der Urbildmengen der einzelnen Punkte des Bildraumes 
abhangt. 

Theorem von den dimensionserhohenden Abbildungen. Ist der n-di
mensionale kompakte Raum R eindeutig und stetig abgebildet aUf den n*-di
mensionalen Raum R*, wobei n* ;;:: n ;;:: 0 gilt, dann gibt es in R* Punkte, deren 
Urbildmengen mindestens n* - n + 1 verschiedene Punkte enthalten. 

Die Behauptung kann oft'enbar auch folgendermaBen ausgesprochen 
werden: Wenn der n-dimensionale kompakte Raum R eindeutig und stetig 
auf einen Raum R* abgebildet wird derart, daB die Urbildmenge jedes 
Punktes von R* hOchstens k verschiedene Punkte enthii.lt, dann gilt, wenn 
n* die Dimension von R* bezeichnet, die Ungleichung n* ~ n + k - 1 
fUr k ;;:: 0 und n ~ 0 bzw. die Gleichung n* = n fur k = 0 und n = -1. 

Wir beweisen den Satz durch doppelte Induktion nach n und k. Fur 
k = 0 ist die Behauptung trivial. Denn wenn aHe Urbildmengen keine 
Punkte enthalten, d. h. leer sind, dann sind Bildraum und Urbildraum leer, 
d. h. es gilt n = n* = -1. Aus demselben Grund ist die Behauptung 
richtig fUr n = -1. 

Wir nehmen also an, es seien zwei Zahlen n ~ 0 und 7c ;;:: 1 gegeben, 
so daB die Behauptung fur die Kombinationen n - 1, 7c und n, 7c - 1 
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giiltig ist. Wir wollen auf Grund dieser Annahme die Behauptung fiir die 
Zahlen n, k beweisen. 

Ehe wir den Beweis beginnen, erinnern wir daran, was aus der Annahme 
der Giiltigkeit unserer Behauptung fiir die Zahlen n - 1, k und n, k - 1 
fiir einen vorgelegten n-dimensionalen kompakten Raum R folgt, welcher 
eindeutig und stetig auf einen Raum R* abgebildet ist, derart, daB 
die Urbildmengen jedes Punktes von R* bOchstens k Punkte enthalten. 
Ein solcher Raum besitzt auf Grund unserer beiden Annahmen die beiden 
folgenden Eigenschaften: 1. 1st A eine hOchstens (n - l)-dimensionale ab
geschlossene Teilmenge von R, so ist die Bildmenge von A hOchstens (n+ k-2)
dimensional. 2. 1st A eine derartige abgeschlossene Teilmenge von R, dafJ 
jeder Punkt der Bildmenge A* von A hOchstens k - 1 Urbildpunkte in A 
besitzt, dann ist A* hOchstens Cn + k - 2)-dimensional. Es ergibt sich etwa 
die zweite Eigenschaft von R daraus, daB A, in sich betrachtet, ein bOch
stens n-dimensionaler kompakter Raum ist, und daB A*, in sich betrachtet, 
eindeutiges stetiges Bild von A ist derart, daB jede Urbildmenge eines 
Punktes von A* bOchstens k - 1 Punkte enthalt. Hieraus folgt, da wir 
unsere Behauptung fiir n, k - 1 als giiltig annehmen, daB A* hochstens 
(n + k - 2)-dimensional ist. 

Wir geben nun einen n-dimensionalen kompakten Raum vor, der ein
deutig und stetig auf einen Raum R* abgebildet ist derart, daB die Ur
bildmenge jedes Punktes von R* bOchstens k Punkte enthalt. Die Behaup
tung lautet, daB R* bOchstens (n + k - 1 )-dimensional ist. 

N ach einem Korollar des 8ummensatzes (8.11 7) geniigt es, wenn wir zeigen, 
daB je zwei fremde abgeschlossene Teilmengen von R* durch eine bOch
stens (n+k-2)-dimensionale Menge getrennt werden konnen, d.h. daB zu 
je zwei fremden abgeschlossenen Teilmengen A* und B* von R* eine bOch
stens (n + k - 2)-dimensionale Menge 0* existiert, so daB R* - C* = M + N 
gilt, wo M :::> A* und N:::> B* zwei fremde in R* - C* abgeschlossene 
Mengen sind. Die Urbildmengen A und B von A* bzw. B* sind fremd 
und in R abgeschlossen. Also sind, da R n-dimensional ist, nach einem 
Korollar des 8ummensatzes die Mengen A und B in R durch eine bOch
stens (n - 1 )-dimensionale Menge getrennt, d. h. es existiert eine bOchstens 
C n - 1) -dimensionale Teilmenge C von R, so daB R - C = U + V gilt, 
wo U:::> A und V:::> B zwei fremde in R - C abgeschlossene Mengen sind, 
und iiberdies (vgl. 8. 117) U + V = R angenommen werden kann. Be
zeichnen wir mit M und N die Bildmengen von U bzw. von V, so sind 
M und N zwei in R* abgeschlossene Mengen. 

Wir behaupten zunachst, daB A* und B* durch die Menge M· N ge
trennt werden. In der Tat, wegen R = U + V gilt R* = M + N und 

daher R* - M· N = M· (R* - M· N) + N· (R* - M· N). 
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Die beiden Summanden auf der rechten Seite dieser Formel sind ofl'enbar 
zueinander fremd und in R* - M . N abgeschlossen (als Durchschnitt von 
R* - M· N mit den abgeschlossenen Mengen M bzw. N). Es gilt femer 
M· (R* - M· N) ::> A*. Denn wegen A C U gilt erstens A* C M. Zwei
tens folgt mit Riicksicht auf die Fremdheit von U und V und daher von 
U und V aus A C U, daB A* zu N fremd ist, also A* C R* - N und erst 
recht A* C R* - M· N gilt. Ebenso zeigt man, daB N· (R* - M . N) ::> B* 
gilt. Es werden also A* und B* durch M· N getrennt. Um unsere Be
hauptung zu beweisen, daB A* und B* in R* durch eine hOchstens 
(n + k - 2)-dimensionale Menge getrennt sind, haben wir noch nach
zuweisen, daB die Menge M· N hOchstens (n + k - 2)-dimensional ist. 
Dies ist ofl'enbar, da M und N die Bilder der abgeschlossenen Mengen 
U und V mit hochstens (n - l)-dimensionalem Durchschnitt sind, in 
folgender allgemeiner Behauptung enthalten, die wir nunmehr beweisen 
wollen: 

Sind A und B abgeschlossene Teilmengen von R, die einen hOchstens 
(n - 1 )-dimensionalen Durchschnitt haben, dann ist der Durchschnitt A * . B* 
der Bildmengen A* und B* von A bzw. von B hOchstens (n + k - 2)-di
mensional. Zur Vermeidung von MiBverstandnissen sei ausdriicklich darauf 
hingewiesen, daB diese Behauptung vom Durchschnitt der Bildmengen, 
nicht von der Bildmenge des Durchschnittes handelt. Die letztere Menge 
ist gewiI3 hochstens (n + k - 2)-dimensional auf Grund cler ersten von 
unseren zwei Annahmen iiber den Raum R. Aber der Durchschnitt der 
Bildmengen kann Punkte enthalten, die nicht Bildpunkte von Durchschnitts
punkten sind. 

Zum Beweise dieser Behauptung bezeichnen wir mit B** die Urbild
menge von B*, d. h. die Menge aller Punkte von R, deren Bildpunkte in 
B* liegen. Danll ist die Menge A*· B*, die als hOchstens (n + k - 2)
dimensional erwiesen werden solI, ofl'enbar identisch mit der Bildmenge 
der Menge A • B**. Denn erstens liegt ja jeder Bildpunkt eines Punktes 
von A· B** sowohl in A* als auch in B*. Und zweitens ist jeder Punkt 
von A*· B* Bildpunkt eines Punktes von A, der zugleich Urbild eines 
Punktes von B* ist, also auch in B** liegen mu13. Demnach ist jeder 
Punkt von A*· B* Bildpunkt eines Punktes von A . B**, und die Menge 
A*· B* ist mit der Bildmenge von A . B** identisch. 

Nun ist die Menge B*, als Bildmenge der in R abgeschlossenen Menge B, 
abgeschlossen in R*. Die Menge B** ist als Urbildmenge von B* ab
geschlossen in R. Die Menge B ist ofl'enbar Teilmenge von B**. Also ist 
die Menge A . B** - A . B Difl'erenz zweier in R abgeschlossener Mengen 
und daher (vgl. S. 67) ein Fq in R, d. h. Summe von abziihlbarvielen in 
R abgeschlossenen Mengen. Es sei etwa 
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A . B** - A . B = ~Pi' 
i=l 

wo die P, in R abgeschlossene Mengen sind. Statt dessen kann man offenbar 

auch schreiben: 
A . B** = A . B + ~P,. 

;=1 

Diese Summendarstellung von A . B** ergibt eine entsprechende Summen
darstellung fur die Bildmenge von A· B**, d. h. fur die Menge A*· B*, 
namlich 

A*· B*= (A. B)*+ 2P,*, 
,=1 

wobei (A. B)* die Bildmenge von A· B und p:: die Bildmenge von P, 
bezeichnet. Die Mengen (A . B)* und Pf sind als Bildmengen der in R 
abgeschlossenen Mengen A . B bzw. Pi abgeschlossen in R*. 

Zum Beweise der Behauptung, daB die MengeA*.B* hOchstens (n+k-2)
dimensional ist, genugt es daher auf Grund des Summensatzes, wenn wir 
zeigen, daB jeder der abzahlbarvielen abgeschlossenen Summanden von 
A*· B* hOchstens (n + k - 2)-dimensional ist, d. h. wenn wir zeigen, daB 
(A. B)* und jede der Mengen pt hOchstens (n + k - 2)-dimensional ist. 

DaB die Menge (A. B)* hOchstens (n + k - 2)-dimensional ist, ergibt 
sich, wie bereits erwahnt, daraus, daB diese Menge Bild der hochstens 
(n - l)-dimensionalen Menge A· B ist, auf Grund der ersten unserer zwei 
Annahmen uber R. Wir betrachten nun die Mengen Pt. Bei der ein
deutigen stetigen Abbildung von Pi auf Pf entspricht jeder Punkt von 
Pt hochstens k - 1 Urbildpunkten von Pi' Denn unter den hOchstens 
k Urbildpunkten, welche ein Punkt von Pf bei der Abbildung von R auf 
R* in R besitzt, liegt, da Pt C B* ist, mindestens einer in B, also 
auBerhalb von Pt, da ja Pf C B** - B ist. Da nun P j als Teilmenge 
von R hOchstens n-dimensional ist, so ist die Menge 11 auf Grund der 
zweiten von unseren beiden Annahmen uber R hOchstens (n + k - 2)
dimensional. 

Damit ist bewiesen, daB der Durchschnitt der Bildmengen zweier abge
schlossener Mengen mit hOchstens (1'1 - l)-dimensionalem Durchschnitt 
hOchstens (n + k - 2)-dimensional ist, und auf diese Behauptung war der 
Beweis des Theorems zuruckgefuhrt. 

Historisches. Das Theorem dieses Abschnittes und sein angefiihrter Beweis 
stammen von Hurewicz (Proc. Acad. Amsterdam 30, 1927, S. 164), welcher (a. a. 0.) 
bemerkt, daB der Beweis sich auf beliebige separable Riiume tibertragen laBt, wo
fern tiber die Abbildung von R auf R* vorausgesetzt wird, daB sie eindeutig und 
beiderseits stetig ist, so daB jede abgeschlossene Teilmenge von R auf eine abge
geschlossene Teilmenge von R· abgebildet wird und jede abgeschlossene Teilmenge 
'Von R* eine in R abgeschlossene Urbildmenge besitzt. 
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5. Uber topologisehe Abbildungen. 
Eine eindeutige stetige Abbildung, deren inverse Abbildung ebenfalls 

eindeutig und stetig ist, m. a. W. eine eineindeutige beiderseits stetige Ab
bildung heiI3t topologisch. Da jede eindeutige stetige Abbildung eines kom
pakten Raumes auf einen andern, wie oben festgestellt wurde, eo ipso 
beiderseits stetig ist, so sind die topologischen Abbildungen kompakter 
Riiume schon dadurch gekennzeichnet, daB sie eineindeutig und stetig 
sind. Ofi'enbar ist topologische Abbildbarkeit zweier Riiume aufeinander 
gleichbedeutend mit der HomiJomorphie der beiden Riiume. 

Bei einer eindeutigen stetigen Abbildung eines Raumes R auf einen 
Raum R* ist das Urbild von jeder in R* abgeschlossenen Menge abge
schlossen in R. 1st die Abbildung iiberdies umkehrbar eindeutig, so ist 
auch das Urbild des Komplementes einer Teilmenge M* von R* mit dem 
Komplement des Urbildes von M* identischj also ist dann das Urbild 
jeder in R* ofi'enen Menge ofi'en in R. Die Begrenzung der ofi'enen Teil
menge U* von R* ist die Menge U*· (R*- U*). Das Urbild dieser Be
grenzung ist, wenn R* eineindeutiges stetiges Bild von R ist und wir mit 
U das Urbild von U* bezeichnen, die Menge U· (R - U), also die Be
grenzung von U. Bei einer topologischen Abbildung zweier Riiume auf
einander entspricht also, da diese Abbildung in beiden Richtungen ein
deutig und stetig ist, jeder ofi'enen Menge des einen Raumes eine ofi'ene 
Menge des andern und der Begrenzung jeder ofi'enen Menge des einen 
Raumes die Begrenzung der entsprechenden ofi'enen Bildmenge. Uberdies 
wird jede auf einen Punkt p sich zusammenziehende Folge von U mgebungen 
abgebildet auf eine Folge von Umgebungen von p*, die sich auf p* zu
sammenziehen: Aus diesen 'l'atsachen folgt fast unmittelbar der 

Satz von der topologischen Invarianz der Dimension. HomiJomorplte 
Riiume sind gleichdimensional. 1st der Raum R im Punkte p n-dimensional, 
und ist R* topologisches Bild von R, so ist R* im Bildpunkte p* von p 
n-dimensional. 

Je zwei (- l)-dimensionale Riiume sind leer, also homoomorph. Wir 
machen die Annahme, daB jeder Raum, der mit einem hochstens (n - 1)
dimensionalen bzw. im Punkt p hochstens (n - l)-dimensionalen Raum 
homoomorph ist, hOchstens (n - I)-dimensional bzw. im Bildpunkt JI* 
hOchstens (n - I)-dimensional ist, und beweisen unter dieser Annahme 
den im Satz formulierten Fall n des Invarianzsatzes, und zwar der all
gemeinen SchluBbehauptung. Es liege also ein im Punkte p n-dimensio
naler Raum R vor. Der Punkt p ist in einer auf ihn sich zusammen
ziehenden Folge von Umgebungen mit hOchstens (n - l)-dimensionalen 
Begrenzungen enthalten. 1st nun R* mit R homoomorph und p* der 

1\1 eng e r. Dimenalon.theorie 16 
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Bildpunkt von p, so wird naeh dem vorhin Gesagten die auf p sieh zu
sammenziehende Folge von Umgebungen auf eine auf p* sieh zusammen
ziehende Folge von Umgebungen von p* abgebildet, und dabei ist die Be
grenzung von jeder dieser Umgebungen von p* Bild von der Begrenzung 
der entsprechenden Umgebung von p, also homoomorph mit einer hoeh
stens (n - I)-dimensionalen Menge und daher auf Grund der induktiven 
Annahme hoehstens (n - I)-dimensional. Der Punkt p* ist also in einer 
auf ihn sieh zusammenziehenden Folge von Umgebungen mit hoehstens 
(n - 1 )-dimensionalen Begrenzungen enthalten, d. h. der Raum R* ist im 
Punkt p* hochstens n-dimensional. Der Raum R* ist in p* aber aueh 
mindestens n-dimensional, denn ware er in p* hOehstens (n - I)-dimen
sional, so ware R, da die zu einer topologisehen Abbildung inverse Ab
bildung topologiseh ist, topologisehes Bild von R* und die Dimension 
von R in p ware mehr als (n-I)-dimensional, obwohl die Dimension von 
R* im Urbildpunkt p* von p hOehstens (n - I)-dimensional ware, was 
auf Grund der induktiven Annahme unmoglieh ist. Der Raum R* ist also 
in p* n-dimensional, wie behauptet. Damit ist der Invarianzsatz allgemein 
bewiesen. 

Seine Giiltigkeit ergibt sieh iibrigens zweitens auch aus dem Theorem 
von den dimensionserhOhenden Abbildungen. Damit eine eindeutige stetige 
Abbildung die Dimension eines separabeln Raumes erhOhe, ist ja diesem 
Theorem zufolge notwendig, daB die Urbildmenge von mindestens einem 
Punkt des Bildraumes mehr als einen Pnnkt enthalte. Bei einer topologi
schen Abbildung enthalt aber die Urbildmenge von jedem Punkt des Bild 
raumes genau einen Punkt, kann also die Dimension nieht erhoht, und, 
da die inverse Abbildung einer topologischen Abbildung ebenfalls topo
logisch ist, aueh nieht erniedrigt werden. 

Fiir kompakte Raume ergibt sieh die Giiltigkeit des Invarianzsatzes 
drittens aua dem Theorem von den dimensionserniedrigenden Abbildungen 
(und falls dieses Theorem fiir beliebige separable Raume gilt, folgt aus 
ihm der Invarianzsatz fiir beliebige separable Raume). Damit namlieh eine 
eindeutige stetige Abbildung die Dimension eines kompakten Raumes er
niedrige, ist dem Theorem zufolge notwendig, daB die Urbildmenge von 
mindestens einem Punkt des Bildraumes mehr als nulldimensional sei, 
wahrend bei einer topologischen Abbildung die Urbildmenge von jedem 
Punkt einpunktig, also nulldimensional ist. Die Dimension kann also dureh 
topologische Abbildungen nieht erniedrigt und folglieh wegen des topo· 
logischen Charakters der inversen Abbildung gar nieht verandert werden. 

Historisches. Der Satz von der topologischen Invarianz der Dimension ist, wie 
man sieht, eine unmittelbare Folge des Dimensionsbegrifi"es und des Begriffes der 
topologischen Abbildung. Mit Absicht haben wir ihn jedoch nicht unter die un-
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mittelbaren Folgerungen ans der Definition anfgenommen, sondem erst an dieser 
Stelle, also nach der Entwicklung der fnndamentalen Theoreme der Dimensions
theorie, bewiesen. Es tritt hierdurch namlich die Unabhangigkeit der Theorie von 
diesem Satz in volle Evidenz. Und es sollte hier kein Vorschub geleistet werden 
dem ans historischen Griinden (namlich dnrch Heriibemahme elementargeometrischer 
Uberlegungen in die Pnnktmengenlehre) entstandenen Vornrteil, daJI der Invarianz 
einer Eigenschaft gegeniiber einer Transformationsgrnppe nnd insbesondere der topo
logischen Invarianz einer Eigenschaft iibermiUlige Bedeutung zukomme. Ware die 
Dimension nicht topologisch invariant, so wiirde dies hOchstens der Wichtigkeit der 
topologischen Abbildnngen Abbrnch tun, die ganze im vorangehenden entwickelte 
Dimensionstheorie bliebe hierdurch jedoch unberiihrl. Tatsachlich lii.1lt sich auch f"lir 
topologisch nichtinvariante gestaltliche Eigenschaften eine recht umfangreiche Theorie 
entwickeln, so vor aHem f"lir die Konvexitiit und verwandte Eigenschaften (vgl. meine 
Theorie der Konvexitat, Math. Ann. 100, 1928). - DaJI endlich der oben bewiesene 
Satz von der Invarianz der Dimension von einem in der vordimensionstheoretischen 
Topologie so genannten Satz ganz verschieden iet, wird bei Besprechung dieses letz
teren Satzes (S. 268f.) auseinandergesetzt werden. 



VIII. Die Dimensionsverhttltnisse in Oartesischen Rttumen. 

1. Problemstellung. 
Wir wenden uns nun der Untersuchung der Dimensionsverhaltnisse in 

Cartesischen Raumen zu. Der En und die Intervalle des En sind jene Ge
bilde, fiir welche die Bezeichnung n-dimensional im allgemeinen Sprach
gebrauch festgelegt ist. DaB die Strecke eindimensional, die Quadratflache 
zweidimensional, der Wiirfelkorper dreidimensional, das Intervall des En 
n-dimensional ist, das sind in der gesamten Geometrie und dariiber hinaus 
unerschiitterlich festgelegte Ausdrucksweisen. Wahrend die Aufstellung des 
allgemeinen Dimensionsbeqriffes in der umfangreichen Theorie, welche in 
den vorangehenden Kapiteln entwickelt wurde, ihre volle Rechtfertigung 
findet, so ist die Benennung des Begriffes mit dem Worte "Dimension" 
noch zu begriinden durch den Nachweis, daB sie mit dem allgemeinen Ge
brauch des Wortes Dimension nicht im Widerspruch steht (vgl. S.76f.). 
Und da ein allgemeiner und iibereinstimmender Gebrauch des W ortes 
"Dimension" vor der Entwicklung der allgemeinen Dimensionstheorie bloB 
hinsichtlich des Rn und seiner Intervalle vorlag, so ist also nachzuweisen, 
daB der En und das Intervall des En im Sinne der allgemeinen Definition 
n-dimensional ist. Die Dimensionstheorie selbst ist, wie betont werden 
muB, von dies em Satz vollig unabhangig. AIle Theoreme der vorangehen
den Kapitel gelten ohne Riicksicht auf die Dimensionsverhaltnisse irgend
welcher spezieller Raume. Fur die allgemeine Dimensionstheorie spielt 
cler Satz nur insofern eine wichtige formale Rolle, als er durch Angabe 
eines Beispiels, namlich des En' die Existenz n-dimensionaler Raume fur 
jedes natiirliche n nachweist, eine Tatsache, die jedoch in der eigentlichen 
Dimensionstheorie nirgends vorausgesetzt wird. 

Aus dem Satz, daB das Intervall des En n-dimensional ist, folgt, daB 
jede Teilmenge des En' welche ein Intervall als Teil enthalt, n-dimensional 
ist, also der 

Satz von den offenen Teilmengen des R II • Jede Menge des En' welche 
eine offene Teilmenge enthiilt, ist n-dimensional. 

Neben dies em Satz ist nun auch seine Umkehrung anschaulich plausibel, 
namlich der folgende 

Satz von den n-dimensionalen Mengen des R ll • Jede n-dimensionale 
Menge des Rn enthiilt eine offene Teilmenge. 

Zusammengenommen lassen sich die beiden erwahnten Satze in folgen
der Form aussprechen: 
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Unter den Teilmengen des Rn sind diejenigen, welche n-dimensional sind, 
und diejenigen, welche eine offene Teilmenge enthalten, identisch. 

Historisches. Der Satz von der n-Dimensionalitat des Rn wurde von Brouwer 
(Journ. f. d. reine u. angew. Math. 142, 1913, S. 148) ausgesprochen und bewiesen 
durch ZUrUckfiihrung auf ein Lemma, welches Lebesgue (Math. Ann. 70, 1911, 
S. 166) ausgesprochen, aber nicht einwandfrei bewiesen hatte. Das Lemma lautet: 
Bei jeder Zerlegung eines n-dimensionalen Wiirfels Wn in endlichviele hinlanglich 
kleine Teilmengen, deren jede Summe von endlichvielen abgeschlossenen Teilwiirfeln 
von Wn ist, gibt es Punkte von W n, die mindestens n + 1 von den Teilmengen 
angehoren. Bro u wer beweist (a. a. 0.) dieses Lemma mit Hilfe seiner Lehre vom 
Abbildungsgrad. Einen anderen einwandfreienBeweis seines Lemmas gab Lebesgue 
(Fund. Math. 2, 1921, S. 257). Der Satz von den n-dimensionalen Teilmengen des Rn 
wurde von mir (Monatsh. f. Math. u. Phys. 34, 1924, S. 157) und von Urysohn 
(Fund. Math. 7, 1925, S. 81 ff.) bewiesen. 

1m folgenden wird der Satz von den offenen Mengen des Rn in zwei Aussagen 
gespalten: daJI die offenen Teilmengen des Rn erstens hochstens n-dimensional und 
zweitens mindestens n-dimensional sind. Abschnitt 2 enthalt drei ganz verschieden
artige Beweise d~r einfachen ersten Halfte. Der dritte Beweis stiitzt sich auf eine 
von Lebesgue,Wund. Math. 2, 1921, S. 266) angegebene kanonische Zerlegung der 
n-dimensionalen Intervalle in Teilintervalle. Abschnitt 3 enthalt zwei Beweise der 
zweitenHalfte. Der erste stammt von Sperner (demnachst in den Hamburger Abhandl. 
erscheinend) und bezieht sich auf das n-dimensionale Simplex. Er stent bei Verwen
dung des Brouwerschen Begriffes der simplizialen Zerlegung (Math. Ann. 71, 1911, 
S. 161) durch Ausschaltung des Begriffes vom Abbildungsgrad eine Vereinfachung 
des erwahnten Brouwerschen Beweises dar. Der zweite Beweis ist eine von Hure
wicz stammende (demnachst in den Math. Ann. erscheinende) Vereinfachung des 
Beweises von L e be s g u e, bezieht sich auf den n-dimensionalen Wiirfel und ver
wendet die Lebesguesche kanonische Wiirfelzerlegung. Die Einfachheit der beiden 
abgekiirzten Beweise (und ihre weitgehende Analogie untereinander) beruht darauf, 
daB fUr gewisse Zerlegungen des n-dimensionalen Simplexes bzw. Intervalles in 
n + 1 Teilmeng!ln bestimmter Art gezeigt wird, daJI eine ungerade Anzahl von 
Punkten des Simplexes bzw. Intervalles den n + 1 Summanden gemein iat. - Ab
schnitt 4 enthalt zwei Beweise deR Satzes von den n-dimensionalen Teilmengen des Rn. 
Den ersten gab ich (Monatsh. f. Math. u. Phys. 34, S. 157) an. Die Konstruktion 
ist eine Verallgemeinerung eines Verfahrens, welches mir fiir den Fall n = 2 von 
Schreier mitgeteilt wurde (vgl. Monatsh. f. Math. u. Phys. 33, 1923, S. 153). Der 
zweite von Urysohn (Fund. Math. 7, 1925, S. 81ff.) stammende Beweis besteht in 
einer ZUrUckfiihrung des Satzes auf den Satz von Frechet (Math. Ann. 68, 1910, 
S. 159), daB je zwei abzahlbare iiberall dichte Teilmengen des Rn isotop sind, welchen 
wir im wesentlichen nach Frechet (a. a. 0.) mit Hilfe eines Cantorschen Ver
fahrens der anordnungserhaltenden Abbildung beweisen. 

2. Drei Beweise der erst en HaUte des Satzes von den offenen 
Mengen des R Il • 

Wir geben zunachst drei verschiedene Beweise fiir die einfache Tatsache 
an, daB ein Intervall des Rn hochstens n-dimensional ist. 

Erster Beweis. 
Zunachst ist, wie wir wissen, der Rl hochstens eindimensional, da zu 

jedem seiner Punkte beliebig kleine Umgebungen (namlich Intervalle) 
existieren, deren Begrenzungen genau zwei Punkte enthalten, also null-
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dimensional sind. Wir haben also unter der Voraussetzung, daB der Rn _ 1 

als hochstens (n - l)-dimensional erwiesen ist, zu zeigen, daB der Rn 
hochstens n-dimensional ist. Aus der Voraussetzung, daB der Rn _ 1 hoch
stens (n - l)-dimensional ist, folgt, daB jede (n - l)-dimensionale Hyper
ebene des R n , die ja, in sich betrachtet, ein Rn _ 1 ist, hOchstens (n - 1)
dimensional ist, und daB daher auch aIle Teilmengen einer (n - 1 )-dimen
sionalen Hyperebene des Rn hochstens (n - l)-dimensional sind. Nun ist 
die Begrenzung jedes n-dimensionalen Wiirfels des En Summe von endlich
vielen abgeschlossenen Mengen, von denen jede Teilmenge einer (n - 1)
dimensionalen Hyperebene des Rn und daher hochstens (n-1)-dimensional 
ist. Die Begrenzung jedes n-dimensionalen Wiirfels ist also hOchstens 
(n - l)-dimensional. Da nun zu jedem Punkt des Rn beliebig kleine Um
gebungen existieren, die n-dimensionale Wiirfel sind, so ist der Rn hoch
stens n-dimensional. Damit ist der erste Beweis beendet. 

Der durchgefiihrte Beweis ergiht ofl'enbar auch folgenden allgemeineren 
Satz, welcher die erste Halfte des Satzes von den ofl'enen Mengen des Rn 
(da der Rn Produktraum von n Zahlengeraden ist) als Spezialfall enthalt: 

Das Produkt eines m-dimensionalen und eines n-dimensionalen Raumes 
ist hOchstens (m + n )-dimensional. 

DaB der Produktraum zweier nulldimensionaler Raume nulldimensional 
ist, wurde oben (S. 146) bewiesen. Es seien m und n irgendzwei vor
gegebene Zahlen. Wir nehmen an, daB fiir je zwei Zahlen m' und n', fiir 
welche m' + n' < m + n ist, die Behauptung gelte, d. h. das Produkt eines 
m'-dimensionalen und eines n'-dimensionalen Raumes hochs·tens (m' + n')
dimensional sei. Es sei dann ein m-dimensionaler Raum R und ein n-di
mensionaler Raum S vorgelegt; wir behaupten, daB ihr Produktraum 
P = R X S hOchstens (m + n )-dimensional ist. Sei zu diesem Zweck p 
irgendein Punkt von P, etwa der als geordnetes Paar (r, s) gegebene Punkt, 
wo r einen Punkt von R, s einen Punkt von S bezeichnet, und sei U 
irgendeine vorgelegte Umgebung von p, d. h. eine p enthaltende ofl'ene 
Menge des Raumes P. Sicher enthalt zunachst U eine Umgebung U'vonp, 
welche Produkt ist von einer Umgebung V des Punktes r im Raum R 
und einer Umgebung W des Punktes s im Raum S. Da R in r hochstens 
m-dimensional und S in s hochstens n-dimensional ist, existiert eine Um
gebung V* C V von r, deren Begrenzung hOckstens (m - 1 )-dimensional 
ist, und eine Umgebung W* C W von s, deren Begrenzung hochstens 
(n - 1 )-dimensional ist. Wir hetrachten die Menge V* X W* in P. Sie 
ist eine Umgebung von p und Teilmenge von U'. Wir wollen sie mit U*, 
ihre Begrenzung mit B(U*) bezeichnen. Es gilt ofl'enbar 

B(U*) = B(V*) X W* + V* X B(W*). 
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Jede der beiden Mengen B(V*) X W* und V* X B(W*) ist Produkt 
zweier abgeschlossener Teilmengen der Faktorraume, also eine abgeschlos
sene Teilmenge von P. Die erste ist Produkt einer hOchstens (m - 1 )-di
mensionalen und einer hochstens n-dimensionalen, die zweite ist Produkt 
einer hochstens m-dimensionalen und einer hochstens (n - 1 )dimensionalen 
Menge, also sind auf Grund der induktiven Annahme die beiden Sum
manden hi:ichstens (m + n - I)-dimensional. Da sie abgeschlossen sind, 
ist ihre Sum me, d. h. die Menge B( U*), hi:ichstens (m + n -1 )-dimensional. 
Damit ist also fiir jeden Punkt p von P und fiir jede Umgebung U von p 
eine Teilumgebung von p aufgewiesen, deren Begrenzung hochstens 
(m + n - I)-dimensional ist, d. h. der Raum P ist hOchstens (m + n)-di
mensional, wie behauptet. 

Zweiter Beweis. 
Bezeichnen wir mit M! die Menge aller Punkte des R II , welche k ratio

nale und n - k irrationale Koordinaten haben (k = 0, 1, ... , n), so ist, wie 
wir sahen (S. 147f.), jede der n + 1 Mengen M! nulldimensional. Also ist 
der Rn Scimme von n + 1 nulldimensionalen Mengen und mithin hi:ichstens 
n-dimensional. Dabei ist eine der n + 1 nulldimensionalen Mengen, nam
lich die Menge M~, fiir jedes n abzahlbar. Also ist der Rn hOchstens rational 
n-dimensional. 

Auch diese Argumentation lieferte bereits oben (S. 148) ein allgemei
neres Ergebnis, namlich den Satz: Das Prodttkt von n rational eindimen
sionalen Riiumen ist hochstens rational n-dimensional. 

Dritter Beweis. 
Wir stiitzen uns auf die Umkehrung des letzten Teiles des Zerlegungs

satzes, derzufolge ein kompakter Raum hi:ichstens n-dimensional ist, wenn 
er Summe ist von endlichvielen beliebig kleinen abgeschlossenen Mengen, 
die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben. Urn zu zeigen, daB das Inter
vall des Rn hi:ichstens n-dimensional ist, geniigt es also, den Rn fiir jede 
Zahl d in n-dimensionale Wiirfel der Kantenlange d zu zerlegen, die zu 
je n + 2 leere Durchschnitte haben. Urn ein vorgelegtes Intervall J des 
Rn in endlichviele abgeschlossene Intervalle mit Kantenlangen ~ d zu zer
legen, die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben, miissen wir dann bloB 
die Durchschnitte von J mit den homothetischen Wiirfeln der Kanten
lange d betrachten, in die wir den Rn zerlegen. Die endlichvielen nichtleeren 
von diesen Durchschnitten stellen eine Zerlegung von J dar, wie sie ge
fordert wird. 

Wir zeigen mehr: Wir geben fiir ein vorgelegtes d eine Zerlegung des Rn 
in Wiirfel der Kantenlange d an, die zu je k hi:ichstens (n - k + 1)-di-
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mensionale Durchschnitte haben (k = 2, 3, ... , n + 2). Eine solche Zer
legung des Rn moge kanonisch heiBen. Die Durchschnitte eines Inter
valles mit den Wiirfeln einer solchen Zerlegung erfiillen also nicht 
bloB die Forderungen des letzten Teiles des Zerlegungssatzes, sondern 
geniigen ofl'enbar den Bedingungen des allgemeinen Zerlegungssatzes: 
Sie haben zu je k hochstens (n - k + 1) - dimensionale Durchschnitte 
(k = 2, 3, ... , n + 2). 

Es sei also eine Zahl d > 0 vorgelegt. Wir bilden fiir jedes n-Tupel 
von ganzen (positiven und negativen) Zahlen all a" ... , an die Menge 
aller Punkte (xu X2, ••• , xn), deren Koordinaten den Ungleichungen geniigen 

ai·d::;;:xi~(ai+l).d, (i=1,2, ... ,n). 

Jede dieser Mengen ist ein abgeschlossener n-dimensionaler Wiirfel mit 
der Kantenliinge d. Wir bezeichnen die den n Zahlen all a2 , ••• , an zu
geordnete Menge mit Aa" a" ••. , an. Die Menge, welche aus Aa" a" •.• , an 

durch die Translation 

d d d 
= Xl + a22 + aS4 + ... + a"2n - 1l 

d d d 
= X2 + aS4 + aqs + ... + a"2n-1' 

entsteht, bezeichnen wir mit A~" a., ... , an. Wir behaupten nun uber das 
System der Mengen A~" a .. ..• , an folgendes: 

1. Jeder Punkt des Rn ist in mindestens einer der Mengen A~" a" •.. , an 

enthalten. 

2. Je zwei verschiedene Mengen A~" a .. •.. , an haben hochstens Begrenzungs
punkte (keine inneren Punkte) gemein. 

3. Der Durchschnitt von r Mengen A~" a" ..• , an' wo 2 ::;;: r ::;;: n + 1 ist, 
ist entweder leer oder eine Menge, deren Punkte Koordinaten haben, welche 

r - 1 Gleichungen der Form Xi = mi 211~ 1 genugen, wobei m; ganze Zahlen sind. 

Die Behauptung ist fiir n = 1 trivial, denn in diesem Fall ist fiir jede 
ganze Zahl a l die auf Aa, ausgeubte Translation die Identitat, und es gilt 
daher A~, = Aa,. Wir beweisen nun die Behauptung unter der Annahme , 
daB sie fiir n - 1 giiltig sei, fur n. 1st an irgendeine vorgelegte ganze 
Zahl, so ist die Summe aller Mengen Aa" a., ... , an-l,an , WO all a2 , • •• , an _ 1 

aIle (n - 1)-Tupel von ganzen Zahlen durchliiuft, identisch mit der Menge 
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aller Punkte (x17 X 2 , ••• , xn _ lI xn), deren letzte K09rdinate der Ungleichung 
genugt an· d :::;; r n ~ (a .. + 1) . d. Wir wollen diese Schichte des Raumes 
mit Sa" bezeichnen und die beiden San begrenzenden Hyperebenen Xn = an· d 
und xn = (an + 1). d mit Han bzw. Han+l bezeichnen. 1st Aau a", ... , all eine 
Teilmenge von San' dann ist auch A~" a", ... , an Teilmenge von San' da ja 
die Translation, die Aa" a", .,., all in A~ .. a", .• ,all uberfuhrt, die letzte Ko
ordinate xn unveriinderl liiBt. 

Urn den ersten Punkt unserer Behauptung zu beweisen, daB niimlich 
jeder Punkt des R" in mindestens einer Menge ~l' a" ••. ,all liegt, genugt 
es also, wenn wir zeigen, daB fUr jede Zahl aft jeder Punkt von Sa" in 
mindestens einer der Mengen A~" a" •... , a,,-lt a", deren letzter Index aft ist, 
enthalten ist. 1st p ein Punkt von San mit den Koordinaten Xli X2 , ••• , xft _ lI Xn , 

wobei also a,,· d:::;; xn:::;; (a" + 1). d gilt, so liegen offenbar alle Punkte, 
welche die Koordinaten Xli x" ... , x,,_17 x" haben, wo bei an· d ~ Xn ~ (a" + 1). d 
gilt, ebenfalls in Sa", und zwar in allen jenen Mengen A~" a" •... , an-lt a", 

in denen p liegt. Urn zu zeigen, daB jeder Punkt von Sa" in mindestens 
einer der Mengen A~" ... , a" liegt, genugt es also, zu zeigen, daB jeder 
Punkt der Hyperebene Han in mindestens einer der Mengen A~l' ... , an liegt. 
Setzen wir 

so sehen wir: Ubt man auf Han zuniichst folgende Translation in sich aus 

x~ = xi + a'll2"~1 (i= 1, 2, ... , n-l), x~ = Xn= an· d, 

so entsteht B~H a" •... , a .. aus BaH a .. ... , a" durch die Translation 
" , d d d 

Xl = Xl + a22 + aS4 + ... + an - 12,,-2' 
, d· d d x; = X2 + aS4 + a,s + ... + a'll-12,,-2' 

x: = x:. 
Nun ist Ha", in sich betrachtet, ein R n _ l1 und fur diesen ist unsere Be
hauptung als giiltig angenommen. Also liegt jeder Punkt von H a" in 
mindestens einer der Mengen B~ .. a" •... , an' d. h. in mindestens einer der 
Mengen ~"a", ... ,0". Damit ist der erste Punkt unserer Behauptung be
wiesen. 

Zweitens haben, da unsere Behauptung fur den R,,_l und daher ins
besondere fUr die Zerlegung von Han in die Menge Ha" ... , an-I, a" als 
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gultig allgenommen ist, die Mengen B~" a .. ••. , an -1, an ZU je zweien keine 
inneren PUllkte, sondern hochstens Grenzpunkte miteinander gemein. Daher 
gilt dasselbe fiir je zwei verschiedene Mengen Aa" a" ..• , an einer und der
selben Schichte Sa". Die Teilwiirfel verschiedener Schichten haben aber 
ebenfalls hochstens Begrenzungspunkte miteinander gemein. Damit ist 
der zweite Punkt unserer Behauptung bewiesen. 

Infolge der Annahme, daB unsere Behauptung fiir den R n _ 1 und daher 
fur die Zerlegung von Han in die Mengen B~l' a .. ... , an richtig ist, gilt auch 
der dritte Punkt unserer Behauptung fiir die Durchschnitte von r Mengen, 
welche einer und derselben Schichte San angehoren. Es erubrigt noch der 
Beweis des dritten Punktes der Behauptung fUr Durchschnitte von meh
reren Mengen A~u a .. ... , an' welche verschiedenen Schichten angehoren. 
Offenbar kann es sich dabei nur um Durchschnitte von mehreren Mengen 
handeln, die zwei benachbarten Schichten angehoren, urn Durchschnitte 
also, welche in einer Hyperebene Han liegen, die die beiden Schichten San 
und San -1 trennt, denn die Durchschnitte von Mengen, die mehr als zwei 
oder zwei nicht benachbarten Schichten angehoren, sind sicherlich leer. 
Es sei also Vein in Han enthaltener Durchschnitt von Mengen, die teils 
in San' teils in San-1 liegen. Jeder Punkt von V liege in r Mengen 
A~" a" "" an-I, an und in s Mengen A~" a" ,." an-I, an-I' Die Punkte des 
Durchschnittes V~ der erstgenannten Mengen haben Koordinaten, welche, 
da fiir die Zerlegung von Han in die Ba" .'" an Punkt 3 der Behauptung gilt, 

r - 1 Gleichungen der Form Xi = mi 2"d_ s + an 2'~ 1 geniigen. N ehmen wir, 

urn etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, an als gerade Zahl an, dann 

sind dies r - 1 Gleichungen der Form Xi = fLi 2n~1 , wo die fLi ganze Zah
len sind. 

Die erwiihnten Mengen A~" a .. •. " an - 1 entstehen aus den Hal> a" •• " an 

durch die Translation 

Also haben die Punkte des Durchschnittes von s Mengen A~" a." .• , a,,-l 

Koordinaten, welche s - 1 Gleichungen X,= (2 V; + 1)2!-1 geniigen. Die 

Gleichungen, welche den Durchschnitt V:' von s Mengen A~~, ... , an- l 

definieren, sind also verschieden von den Gleichungen, welche den Durch
schnitt V~ von r Mengen Eo" a .. .. " an definieren. 

Die Punkte von V, d. h. vom Durchschnitt der r + s in benachbarten 
Schichten liegenden Mengen, liegen in V~ und in V:', ihre Koordinaten 
gelliigen also der Gleichung xn = an d und r + s - 2 Gleichungen der Form 

:Xi = m. '/.'~-l' insgesamt also r + s - 1 Gleichungen. Entsprechend verfiihrt 
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man, wenn an eine ungerade Zahl ist. Dadurch ist der dritte Punkt der 
Behauptung auch fiir die in einer Hyperebene Han enthaltenen Durch
schnitte von Mengen A~ .. ~, ... , an' die verschiedenen Schichten angehoren, 
bewiesen, womit der Beweis der gesamten Behauptung abgeschlossen ist. 

Betrachten wir nun die Zerlegung des Rn in die Mengen A~,,~, ... , an. 
Jede dieser Mengen ist ein abgeschlossener n-dimensionaler Wiirfel mit 
der Kantenliinge d. Jeder Punkt des Raumes liegt zufolge dem ersten 
Punkt der bewiesenen Behauptung in mindestens einer der Mengen. Aus 
dem bewiesenen dritten Punkt der Behauptung ergibt sich: Je k Mengen 
A~u~, ... , a", die nicht fremd sind, hahen ein (n - k + 1)-dimensionales 
Begrenzungsintervall miteinander gemein (k = 2, 3, ... , n, n + 2). Ins
besondere haben also je n von den Mengen, die keinen leeren Durchschnitt 
haben, eine Strecke als Durchschnitt, und es haben je n + 1 von den 
Mengen, die keinen leeren Durchschnitt haben, genau einen Punkt mit
einander gemein. 

30 Zwei Beweise der zweiten Halfte des Satzes von den offen en 
Teilmengen des Rno 

Wir zeigen, daB jede ofl'ene Teilmenge des R" mindestens n-dimensional 
ist. Es geniigt zu diesem Zweck ofl'enbar nachzuweisen, daB eine ab
geschlossene Teilmenge eines Intervalles des R" mindestens n-dimensional 
ist. Nun ist eine abgeschlossene Teilmenge eines Intervalles des Rft , in 
sich betrachtet, ein kompakter Raum. Ein hOchstens (n - 1 )-dimensio
naler kompakter Raum ist dem letzten Teil des Zerlegungssatzes zufolge 
Summe von endlichvielen beliebig kleinen abgeschlossenen Mengen, die 
zu je n + 1 leere Durchschnitte haben. Es geniigt also zum Beweise 
un serer Behauptung die Angabe einer abgeschlossenen Teilmenge M eines 
lntervalles des Rft , so dafJ bei jeder Zerlegung von M in endlichviele hin
reichend kleine abgeschlossene Teilmengen Punkte von M existieren, die 
mindestens n + 1 von den Summanden angehOren. Wir werden im folgen
den zeigen, daB diese Behauptung erstens zutrifl't, wenn M ein n-dimensio
nales Simplex ist und zweitens, wenn M ein Intervall des Rn ist. 

Erster Beweiso 
Es seien n + 1 nicht in einer Hyperebene des Rn liegende Punkte 

Po, PlI ... , Pn gegeben. Mit S bezeichnen wir das durch sie bestimmte 
n·dimensionale Simplex. Die dem Punkt Pi gegeniiberliegende (n - l)-di
mensionale Seite des Simplexes S, d. h. das Simplex mit den Er.ken 
Po, ... , Pi-ll PHIl·· ., P,. nennen wir Sj. Wir werden nun zeigen: 

Bei jeder Zerlegung von S in endlichviele abgeschlossene Mengen 
BlI BSI ••• , Brl von denen keine mit allen (n - 1)-dimensionalen Seiten 
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von S Punkte gemein hat, existiert ein Punkt von S, welcher mindestens 
n + 1 von den abgeschlossenen Summanden von S angehort. 

Wir bezeichnen mit Ao die Summe aller zu So fremden Bj' Diese Menge Ao 
enthalt offenbar den Punkt Po, denn jede Po enthaltende Menge B j ist zu 
So fremd, da sie sonst mit allen (n - 1 )-dimensionalen Seiten S, Punkte 
gemein hatte. Wir bezeichnen mit Ai (i= 1, 2, ... , n-1) die Summe der 

,-1 
nicht in ~ Ak enthaltenen Mengen Bj' die zu Si fremd sind. Die Menge Ai 

k=O 

enthalt offenbar den Punkt Pi' Wir nennen endlich An die Summe aller 
10-1 

in ~Ak nicht enthaltenen Mengen Bj" Die Menge An enthalt den Punkt 
k=O 

p", Ein Punkt, welcher den n + 1 Mengen Aj gemein ist, liegt offenbar in 
mindestens n + 1 von den r Mengen Bj" Es geniigt also, wenn wir zeigen: 

Bei jeder Zerlegung von S in n + 1 Mengen Ai' von denen jede den 
Punkt P, enthiilt und zu Si fremd ist (i = 0, 1, ... , n), existiert ein Punkt 
von S, der den n + 1 Mengen Ai gemein ist. 

Wir bedienen uns beim Beweise dieser Behauptung folgender Ausdrucks
weise: 'Vir nennen das Simplex S simplizial zerlegt, und zwar in die 
n-dimensionalen Summandensimplexe Tv T2 , ••• , Tr simplizial zerlegt, 
wenn S Summe ist von den r Simplexen Ti' wobei der Durchschnitt von je 
zwei Simplexen T j und T j entweder leer oder eine k-dimensionale Seite von 
Ti uncI T j ist (0 ;:;; k ;:;; n - 1). Das System aller jener (n - 1 )-dimensio
nalen Simplexe, welche Seite von mindestens einem der Simplexe Ti sind, 
bezeichnen wir als das zur vorgelegten simplizialen Zerlegung von S ge
hOrige Netz. Betrachten wir ein (n - 1)-dimensionales Simplex U dieses 
Netzes. Die U enthaltende Hyperebene des En zerlegt den En in zwei Halften. 
In jeder Halfte kann hOchstens ein Simplex T; liegen, welches U als Seite ent
halt, weil ja nach Definition der simplizialen Zerlegung je zwei Simplexe T, 
und Tj hochstens eine (n-1}dimensionale Seite, also keine inneren Punkte 
miteinander gemein haben. 1st U Teilmenge einer Seite von S - in diesem 
:Falle wollen wir U als ein iiuf3eres Element des N etzes bezeichnen -, dann 
enthalt die eine Halfte des En' welche durch die U enthaltende Hyper
ebene bestimmt ist, keine Punkte von S, also kein T j • 1st dagegen U nicht 
Teilmenge einer Seite von S - in diesem :Fall wollen wir U als ein inneres 
Element des Netzes bezeichnen -, dann ist U offenbar Seite von genau 
zweien der Simplexe Til weil deren Summe mit S identisch ist. Wir sehen 
also: Von den Elementen des Netzes einer simplizialen Zerlegung von S ist 
jedes innere Element Seite von genau zwei, jedes iiuf3ere Element Seite von 
genau einem Summandensimplex der simplizialen Zerlegung. 

Zum Beweise unserer Behauptung geniigt nun, daB wir zeigen: 
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1st das n-dimensionale Simplex S Summe von n + 1 abgeschlossenen 
Mengen, von denen jede einen Eckpunkt von S enthiilt und zur gegenuber
liegenden (n - l)-dimensionalen Seite fremd ist, dann existiert bei jeder 
simplizialen Zerlegung von S ein Summandensimplex T derart, da/3 jede 
der n + 1 Mengen Ai einen Eckpunkt von T enthiilt. 

Wenn dies namlich nachgewiesen ist, so wahlen wir eine Folge von 
simplizialen Zerlegungen von S in die Simplexe 

T~, T;, ... , T~k (k = 1, 2, ... ad inf.) 

gemal3 folgenden Bedingungen: 

1. Fur jedes natiirliche kist die Zerlegung von S in die rk+l Simplexe 
T~+1 eine Unterzerlegung der Zerlegung in die rk Simplexe T:, d. h. jeder 
innere Punkt eines Simplexes T;+l ist innerer Punkt eines der Simplexe T:. 

2. Bezeichnet dk die tangste Kante eines Simplexes T~ der kten Zer
legung, so gilt lim dk = 0. 

k=oo 

Wenn nun fur jedes natiirliche k ein Simplex T~ existiert, des sen n + 1 
k 

Ecken in den n + 1 Mengen Ai enthalten sind, dann existiert, da fur jedes 
k nur endlichviele Tl vorliegen, ofl'enbar auch eine monoton abnehmende 

k 
Folge {T1k } (k = 1, 2, ... ad inf.) von Simplexen dieser Art, und der 
Durchschnittspunkt dieser Simplexfolge mul3 wegen der Abgeschlossenheit 
der n + 1 Mengen Ai ihrem Durchschnitt angehOren. Der Nachweis der 
angefUhrten Behauptung genugt also tatsachlich fUr unser Ziel. 

Wir beweisen nun eine scharfere Behauptung, bei deren Formulierung 
wir der Kiirze halber sagen wollen, das k-dimensionale Simplex R re
priisentiere k + 1 vorliegende Mengen Mu .1112 , ••• , M k , falls jede dieser 
k + 1 Mengen einen Eckpunkt von R enthalt: Wir beweisen namlich: 

1st das n-dimensionale Simplex S Summe von n + 1 abgeschlossenen 
Mengen Ai (i = 0, 1, ... , n), von denen jede einen Eckpunkt von S enthiilt 
und zur gegeniiberliegenden (n - 1 )-dimensionalen Seite fremd ist, so exi
stiert bei jeder simplizialen Zerlegung von Seine ungerade Anzahl von 
Summandensimplexen, welche die Mengen Ao, Au ... , An repriisentieren 
(also mindestens eines). 

Diese Behauptung ist trivial fur n = ° (iibrigens auch fUr n = 1). Wir 
beweisen sie unter der Annahme ihrer Gultigkeit filr den Fall n - 1. 

Wir denken eine simpliziale Zerlegung von S in die Simplexe Tl1 T i , .• ·, Tr 
vorgelegt. Wir betrachten eines der Summandensimplexe, etwa Ti • Wir 
bezeichnen mit Pi die Anzahl der (n - 1 )-dimensionalen Seiten von To 
welche die n Mengen Au A 2 , ••• , An reprasentieren. Die Zahl Pi ist = 0, 
wenn eine der n Mengen AI, A z, ••• , An keinen Eckpunkt von Ti enthalt. 
Es ist Pi = 2, wenn jede der Mengen AI, A 2 , ••• , An' nicht aber die Menge 
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Ao einen Eckpunkt von Ti enthiilt. Es ist endlich Pi = 1, wenn Ti die 
n + 1 Mengen A o, All' .. , An reprasentiert. Einer dieser drei Falle muf3 
ofl'enbar vorliegen. Wir ordnen nun jedem der 'f' Simplexe Ti die Zahl Pi' 
welche einen der Werte 0,1,2 besitzt, zu. Falls unter den 'f' Simplexen Ti 
genau a vorkommen, welche die n + 1 Mengen A o, All ... , An reprasentie
ren, so gilt ofl'enbar 

r 

a =~Pi (mod 2). 
i=1 

Betrachten wir anderseits das zur vorliegenden simplizialen Zerlegung 
gehOrige Netz. Jedes innere Simplex dieses Netzes gehOrt, wie wir sahen, 
genau zwei Simplexen Ti und T j an, jedes Randsimplex des Netzes ent-

r 

spricht genau einem Simplex Tk • In der Summe ~ Pi wird also jedes 
.=1 

inneTe Netzsimplex, falls es die n Mengen All A" ... , All reprasentiert, 
zweimal, andemfalls nullmal gezahlt, jedes au13ere Netzsimplex, falls es 
die n Mengen AI, AI, ... , Aft reprasentiert, einmal, sonst nullmal. Wenn 
also unter den auf3eren Netzsimplexen genau a' vorkommen, welche die 
n Mengen All As, ... , An reprasentieren, so gilt 

Demnach gilt 

r , ,., 
a =~Pi 

.=1 
(mod 2). 

a = a' (mod 2). 

Nun sind aber alle jene a' auf3eren Netzsimplexe, welche die n Mengen 
All As, ... , An reprasentieren, Teilmengen von So. Denn ware ein solches 
Simplex Teilmenge von Si (i =l= 0), so enthielte die Seite Si einen Punkt 
der Menge Ai. was nach Voraussetzung nicht der Fall ist. Setzen wir 
A; = So' Ai (i = 1, 2, ... , n), so ist das (n-1)-dimensionale Simplex So 
Summe der n abgeschlossenen Mengen A~, von denen jede einen Eckpunkt 
von So enthiilt und zur gegeniiberliegenden (n - 2)-dimensionalen Seite 
von So fremd ist. Die au13eren N etzsimplexe, welche Teilmengen von So 
sind, stellen ofl'enbar eine simpliziale Zerlegung von So dar. Also kommt 
unter ihnen auf Grund der fUr n - 1 als giiltig angenommenen Behaup
tung eine ungerade Anzahl von Simplexen vor, welche die n Mengen 
All A" ... , Aft reprasentieren, d. h. die Zahl a' ist ungerade. Folglich ist 
auch die mit a' modulo 2 kongruente Zahl a ungerade, w. z. b. w. 

Zweiter Beweis. 

Wir zeigen, daf3 der Einheitswiirfel En' d. h. die Menge aller Punkte 
(Xli x" ... , xn) des Rn, fur welche ° ~ Xi ~ 1 (i = 1, 2, ... , n) gilt, n-di
mensional ist. Die 2n Durchschnitte von E" mit den (n - 1)-dimensio-
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nalen Ebenen Xi = 0 und Xi = 1 (i = 1, 2, ... , n) nennen wir die Seiten 
von En' Wir beweisen nun: 

Bei jeder Zerlegung von En in endlichviele ahgeschlossene Mengen, von 
denen "eine mit zwei gegenuberliegenden Seilen von En Punkte gemein hat, 
existiert ein Punkt von En' welcher mindestens n + 1 von den Summanden 
angehOrt. 

Es sei also eine Zerlegung von En in endlichviele abgeschlossene Mengen 
S1I S2' ... , Sr' von denen keine mit gegenuberliegenden Seiten von E" 
Punkte gemein hat, gegeben. Wir geben eine gegen Null konvergente 

1 
Folge von Zahlen {dk } vor, etwa dk = k' und zerlegen den Rn nach dem 

Verfahren, welches zum dritten Beweis der ersten Halfte des Satzes (S. 247 f.) 
verwendet wurde, fUr jede naturliche Zahl k kanonisch in abgeschlossene 
n-dimensionale Wiirfel, deren Kantenliingen = dk sind und welche die 
Eigenschaft haben, daf3 je n von ihnen, die einen nichtleeren Durchschnitt 
haven, eine Strecke gemein haben, und daf3 je n + 1 von ihnen, die einen 
nichtleeren Durchschnitt haben, genan einen Punkt gemein haven. Die 
Durchschnitte dieser abgeschlossenen n-dimensionalen W urfel mit En nennen 
wir A~" a" .... am' Wir bilden nun fUr jede der r Mengen Si (i = 1, 2, ... , r) 
und fiir jede gegebene naturliche Zahlk die Summe aller MengenA~" a" .. " am' 

welche die betreffende Zahl k als oberen Index besitzen und mit Si Punkte 
gemein haben. Diese Menge nennen wir S:. Die Summanden von S; sind 
n-dimensionale Wurfel mit Kanten der Lange dk , die zu Si nicht fremd 
sind. Da nach Voraussetzung lim dk = 0 ist und keine der Mengen Si mit 

k=oo 

gegenuberliegenden Seiten von En Punkte gemein hat, so haben auch fur 
fast aIle naturlichen k die Mengen S; nicht mit gegenuberliegenden Seiten 
von En Punkte gemein. Wenn fur fast aIle naturlichen Zahlen k ein Punkt 
von E" existiert, welcher mindestens n + 1 von den r Mengen S: (i = 1, 2, ... , r) 
angehort, dann existiert nach dem oben (S.178) angewendeten SchluB auch 
ein Punkt von En' der mindestens n + 1 von den r abgeschlossenen Mengen 
Sj angehort. Zum Beweise unserer Behauptung geniigt also der Nachweis, 
daB fur hinreichend gr06es k ein Punkt von E" in mindestens n + 1 von 
den r Mengen S; enthalten ist. Wir haben m. a. W. folgendes Lemma zu 
beweisen: 

1st En kanonisch in Intervalle zerlegt und Sltmme von endlichvielen av
geschlossenen Mengen Al , A 2 , ••• , A r , von denen jede Summe von endlichvielen 
Intervallen del' kanonischen Zerlegung ist und von denen keine mit gegen
uberliegenden Seiten von En Pun/de gemein hat, dann gibt es einen Punkt 
von En' der mindeslens n + 1 'z;on den r lIfengen Ai angehOl't. 

Es seien die Voraussetzungen dieses Lemmas erfullt. Wir bezeichnen 
mit Bl die Summe aller jener Mengen Ail die mit. der Hyperebene Xl = 0 
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des Rn Punkte gemein haben. Da nach Voraussetzung jede dieser Mengen 
Ai zur Ryperebene Xl = 1 fremd ist, ist BI ZU Xl = 1 fremd. Es bezeichne 
femer B~ die Sum me aller jener Mengen Ao die mit der Ryperebene 
Xli = 0 Punkte gemein haben. Da jede dieser Mengen zur Ryperebene 
x2 = 1 fremd ist, ist B~ zu dieser Ryperebene fremd. Wir nennen B2 die 
abgeschlossene Rlille der Menge B; - ~ . BI . Die Menge B, ist nicht
leer, denn sie enthalt jedenfalls den Punkt mit den Koordinaten Xl = 1, 
x2 = Xs = ... = x" = O. Wir bezeichnen allgemein mit B~ die Summe 
aller jener Mengen Ai, die mit der Ryperebene xk = 0 Punkte gemein 
haben und nennen Bk die abgeschlossene Rlille der Menge 

k-l 

B;, - B;,. ~Bi (k = 2, 3, ... , n). 
i=1 

Die Menge Bk ist offenbar zur Hyperebene xk = 1 fremd und enthalt den 
Punkt mit den Koordinatenxi = x2 = ... = Xk_l = 1, xk= Xk +l = ... = xn= O. 
Wir bezeichnen endlich mit B"+1 die abgeschlossene Rlille der Menge 

n 

En - ~Bj. Die Menge Bn +1 enthalt den Punkt, dessen samtliche Ko-
j=1 

ordinaten = 1 sind. 

Die Menge E" ist solcherart als Summe von n + 1 Mengen B j dargestellt, 
von denen jede Summe ist von endlichvielen Intervallen einer kanonischen 
Zerlegung von En. Ein Punkt von E", der den n + 1 Mengen Bi gemein 
ist, liegt offenbar auch in mindestens n + 1 von den r Mengen Ai. Es 
genligt also zum Beweis des Lemmas, daB wir zeigen, daB die n + 1 Mengen 
B, einen Punkt gemein haben, wobei diese Mengen B, ihrer Konstruktion 
zufolge paarweise kein Teilintervall von En' sondem hochstens Seiten von 
lntervallen der kanonischen Zerlegung gemein haben. Wir zeigen nun 
allgemeiner: 

Voraussetzung: En sei kanonisch in Intervalle zerlegt und sei Summe 
von n + 1 Mengen Bo Bv ... , B n , B n+1 , welche folgenden Bedingungen 
geniigen: 

1. Jede Menge B j ist Sumrne von Intervallen der kanonischen Zerlegung. 
2. Keine der Mengen B, hat mit gegeniiberliegenden Seiten von En Punkte 

gemein. 
3. Keine zwei Mengen B j und B j (i =F j) haben ein Teilintervall von En 

gemein. 
4. B, enthiilt den Punkt mit den Koordinaten 

XI =X2=···=x._1 =1, X,=X,+I=···=X,,=O. 

Behauptung: Die Mengen B, haben eine ungerade Anzahl von Punkten 
(also mindestens einen) gemein. 
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Dieses Lemma gilt zuniiehst im Fall n = 1. Denn angenommen, es sei 
das Intervall El in zwei Teile Bl und B2 zerlegt, die keine inneren Punkte 
gemein haben, deren jedes Summe von endliehvielen abgesehlossenen Teil
intervallen von El ist und von denen B2 den Punkt x = 0, aber nieht den 
Punkt x = 1 enthiilt. Wenn Bl zusammenhiingend ist, dann ist Bl ein 
Intervall, und der Durehsehnitt von Bl und Bg besteht aus dem einen von 
x = 0 versehiedenen Begrenzungspunkt von B1 • Wenn Bl mehrere Kom
ponenten enthiilt, so sind dies lauter Intervalle, und der Durehsehnitt von 
Bl und B, enthiilt auBer dem einen von x = 0 versehiedenen Begrenzungs
punkt der den Punkt x = 0 enthaltenden Komponente von Bl noeh die 
beiden Begrenzungspunkte von jeder der ubrigen Komponenten von BlI 
also insgesamt eine ungerade Anzahl von Punkten. 

Wir nehmen also die Gultigkeit der Behauptung fur den Fall n-l 
an und beweisen unter dieser Annahme den Satz im oben formulierten 
Fall n. 

Nennen wir ~ den Durehsehnitt von Bj mit der Hyperebene x,. = 0 
(i = 1, 2, ... , n), so stellen die n Mengen ~ offenbar eine Zerlegung 
der Seite x,. = 0 von E" dar, welehe den Voraussetzungen unserer Behaup
tung fur den Fall n -1 genugt. Unsere induktive Annahme ergibt daher: 
Es gibt eine ungerade Zahl, etwa a*, Punkte der Seite x" = 0 von En' 
welehe den n Mengen BlI B2 , ••• , B,. gemein sind. 

Es sei nun p irgendein Punkt von Eft' der den Durehsehnitt von n + 1 
Intervallen der kanonisehen Zerlegung von Eft bildet. Wir bezeiehnen 
mit a(p) die Anzahl jener n-Tupel von Intervallen der kanonisehen Zer
legung von E,., von denen je eines Teilmenge von einer der n Mengen 
B j (i = 1, 2, ... , n) ist und in deren Durehsehnitt p enthalten ist. Die 
Zahl a(p) hat offenbar einen der Werte 0, 1, 2. Es gilt a(p) = 0 dann 
und nur dann, wenn p in einer der Mengen Bj (i = 1, 2, ... , n) nieht ent
halten istj es ist a(p) = 1 dann und nur dann, wenn von den n + 1 den 
Punkt p enthaltenden Intervallen der kanonisehen Zerlegung je eines in 
einer der n + 1 Mengen B; (i = 1, 2, ... , n + 1) als Teilmenge enthalten 
istj es ist a(p) = 2 dann und nur dann, wenn in jeder der n Mengen 
B; (i = 1, 2, ... , n) eines und in einer dieser n Mengen zwei von den 
n + 1 den Punkt p enthaltenden Intervallen der kanonisehen Zerlegung 
als Teil enthalten sind. 

Betraehten wir anderseits jene n-Tupel von Intervallen der kanonisehen 
Zerlegung, von denen je eines in einer der n Mengen Bj (i = 1, 2, ... , n) 
enthalten ist. Es seien etwa b Bolcher n-Tupel vorhanden. Jedes dieser 
n-Tupel hat eine Strecke als Durchsehnitt. Ein Endpunkt einer solehen 
Strecke ist entweder einer der a* Punkte der Seite x" = 0 von En' welche 
den n Mengen B; (i = 1, 2, ... , n) angehOren, oder einer der Punkte p 
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von E", fUr welche a(p) = 1 oder 2 ist. Jene Punkte p, ffir welche a(p) = 2 
ist, sind Endpunkte von genau zwei Strecken, von denen jede den Durch
schnitt von n Intervallen bildet, die bzw. Teilmengen der n Mengen 
B_ (i = 1, 2, ... , n) sind. 1st etwa fiir a" Punkte p von En a(p) = 2, so 
ist also a* + 2 a" + a' eine gerade Zahl, namlich = 2 b. Auch a* + a' ist 
daher eine gerade Zahl, mithin gilt 

a' = a* (mod 2). 

Da unserer induktiven Annahme zufolge a* eine ungerade Zahl ist, ist 
also auch a' eine ungerade Zahl. a'ist aber eben die Zahl der Punkte 
von E", welche den n + 1 Mengen Bi (i = 1, 2, ... , n + 1) angehOren, 
und daB diese Zahl ungerade ist, bildete den Inhalt der zu beweisenden 
Behauptung. 

4. Zwei Beweise des Satzes von den n-dimensionalen Teil
mengen des Rn. 

Wir beweisen nun den Satz, dal3 jede n-dimensionale Menge des R" eine 
ofl'ene Teilmenge enthiilt. Man kann diesen Satz auch so aussprechen: 
Jede Teilmenge des En' welche keinen ofl'enen Teil enthalt, ist hochstens 
(n - l)-dimensional. Da die Mengen des E", welche keine ofl'ene Teil
menge enthalten, ofl'enbar identisch sind mit den Teilmengen des R", deren 
Komplement im E" dicht liegt, so konnen wir die zu beweisende Behaup
tung auch folgendermal3en aussprechen: Eine Teilmenge des R", deren 
Komplement im R" dicht ist, ist hochstens (n - 1 )-dimensional. 

Erster Beweis. 
Wir beweisen den Satz fiir den n-dimensionalen Euklidischen Raum, 

d. h. fiir den E" mit Pythagoreiseher Abstandsdefinition. 

Die zu beweisende Behauptung gilt fiir n = 1. Wir haben ja (S. 88) 
gesehen, dal3 jede niehtleere Teilmenge des Eu deren Komplement im Rl 
dieht ist, hOehstens nulldimensional ist. Wir nehmen also die Giiltigkeit 
der Behauptung fUr n - 1 an. Da der E"_l' etwa dureh stereographische 
Projektion, auf die um einen Punkt verminderte Begrenzung einer n-di
mensionalen Kugel topologisch abgebildet werden kann und die Eigen
sehaften, dieht zu sein und hOehstens (n - 2)-dimensional zu sein, bei 
topologischen Abbildungen erhalten bleiben, so folgt aus der Annahme: 
Eine Teilmenge der Begrenzung einer n-dimensionalen Kugel, deren Kom
plement in der Kugelbegrenzung dieht liegt, ist hOehstens (n - 2)-di
mensional. 
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Wir definieren nun einen Hilfsbegriff. Es sei p ein Punkt des R,. 
und U eine Umgebung von p, deren Durchschnitt mit jedem von p aus
gehenden Halbstrahl eine Strecke ist. Wir konnen dann jedem von p aus
gehenden Halbstrahl eine nichtnegative Zahl zuordnen, namlich die Lange 
der Strecke, welche der betreffende Halbstrahl mit U gemein hat. Diese 
Zahl ist, da U als Umgebung von p vorausgesetzt ist, fiir jeden von p 
ausgehenden Halbstrahl wesentlich positiv, d. h. weder negativ noch O. Es 
wird also durch U eine wesentlich positive Funktion definiert auf der Menge 
aIler von p ausgehenden Halbstrahlen, oder, was gleichbedeutend ist, auf 
der Begrenzung einer n-dimensionalen Kugel mit pals Zentrum. Wenn diese 
Funktion fUr die vorgelegte Umgebung U stetig ist, dann wollen wir U 
eine Radialumgebung von p nennen. (Dieser Fall liegt dann und nur dann 
vor, wenn die Begrenzung von U mit jedem von p ausgehenden Halbstrahl 
genau einen Punkt gemein hat.) J eder Radialumgebung von p entspricht also 
eine wesentlich positive stetige Funktion auf der Begrenzung einer n-di
mensionalen Kugel, welche wir die zu U gehOrige Funktion nennen wollen. 
Und umgekehrt entspricht jeder wesentlich positiven stetigen Funktion f 
auf der Begrenzung einer n-dimensionalen Kugel eine Radialumgebung 
von p, welche wir die zu f gehiirige Radialumgebung nennen wollen. Man 
erhalt ihre Begrenzung, indem man auf jedem von p ausgehenden Halb
strahl jenen Punkt bestimmt, dessen Abstand von p gleich ist dem Wert 
der vorgelegten Funktion fUr den betreffenden Halbstrahl. Zwischen der 
Begrenzung einer Radialumgebung von p und der Begrenzung einer n-di
mensionalen Kugel urn p wird offenbar durch die von p ausgehenden Halb
strahlen eine eineindeutige beiderseits stetige, also topologische Abbildung 
vermittelt. 

Wir ziehen im folgenden einen allgemein bekannten Satz iiber reelle 
Funktionen heran: Wenn die Folge {flc} (k = 1, 2, ... ad inf.) von reellen 
Funktionen, die auf der kompakten Menge A stetig sind, auf A gleich
miifjig konvergiert, dann ist die Funktion f = lim flc auf A stetig. Aus 

k=oo 

dies em Satz folgt fiir Radialumgebungen: 1st { Uk} (k = 1, 2, ... ad inf.) 
eine Folge von Radialumgebungen des Punktes p und konvergiert die 
Folge der zu den TI" gehOrigen Funktionen r,., auf der Begrenzung einer 
n-dimensionalen Kugel gleichmii13ig gegen eine nirgends verschwindende 
Funktion, so gehort zu der (stetigen) Grenzfunktion eine Radialumgebung 
von p. Wir sprechen in diesem Fall kurz von einer gleichmiifjig kon
vergenten Folge von Radialumgebungen, welche gegen eine Radialumgebung 
konvergiert. 

Zum Nachweis unserer Behauptung, da13 eine Teilmenge des B,., deren 
Komplement im Btl dicht ist, hOchstens (n-l)-dimensional sei, betrachten 

17* 
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wir nun eine Teilmenge A des Bn, fUr welehe Bn - A. im Bn dieht ist, 
geben einen Punkt p des Rn und eine Umgebung V von p vor und haben 
zu zeigen: Es existiert eine Umgebung von p, welehe C V ist und deren 
Begrenzung mit A einen hOehstens (n _. 2)-dimensionalen Durehsehnitt hat. 
Wir zeigen mehr. Wir zeigen namlieh, daB eine Badialumgebung von p 
der gewiinsehten Art existiert. Urn dies naehzuweisen, geniigt es offenbar, 
daB wir zeigen: es existiert eine Radialumgebung U von p, die C V ist, 
und so daB in der Begrenzung B(U) die Menge B(U) - A· B(U) dieht 
ist. Denn auf Grund der Konsequenz unserer induktiven Annahme ist jede 
Teilmenge der Begrenzung einer n-dimensionalen Kugel, deren Komplement 
in der Kugelbegrenzung dieht ist, hOehstens (n - 2)-dimensional. Die 
Menge B( U) ist, als Begrenzung einer Radialumgebung, topologisehes 
Bild der Begrenzung einer n-dimensionalen Kugel; und da die Eigen
sehaften, dieht zu sein und hOehstens (n - 2)-dimensional zu sein, bei 
topologisehen Abbildungen erhalten bleiben, so ist aueh jede Teilmenge 
von B(U), deren Komplement zu B(U) in B(D) dieht liegt, hoehstens 
(n - 2)-dimensional. Zum Beweise unserer Behauptung geniigt also der 
Nachweis des angefiihrten Satzes, dem wir folgende offenbar aquivalente, aber 
fiir den Beweis bequemere Formulierung geben: Wenn die Menge M im 
R,. dicht ist, so existiert zu jedem Punkt p und eu jeder vorgelegten Um
gebung V von p eine Radialumgebung U von p, die C V ist und so dafJ 
M· B(U) in B(U) dicht ist. 

Der Gedankengang des Beweises dieser Behauptung ist folgender: Wir 
bestimmen, ausgehend von einer n-dimensionalen Kugel K mit dem Zen
trum p, welche «;: V ist, durch sukzessive Modifikationen eine monoton 
waehsende Folge von Radialumgebungen KlI K s, ••• , K m , ••• , die durch
weg «;: V sind und so, daB in der Begrenzung Bm von Km mindestens 
einige Punkte von M liegen, und zwar mit waehsendem m eine gleichsam 
immer diehter liegende Menge von Punkten von M. Dabei wird die Kon
struktion so eingerichtet, daB die Km gleichmaBig, also gegen eine Radial
umgebung U von p, die C V ist, konvergieren, und daB in der Begrenzung 
B( D) die Menge M· B( U) dieht liegt. Die so bestimmte Radialumgebung U 
von p erfUllt dann die Forderungen unserer Behauptung. 

Wir gehen also aus von einer n - dimensionalen offenen Kugel 
K «;: V mit pals Mittelpunkt und bestimmen vor allem erstens eine Folge 
{ Em} (m = 1, 2, ... ad inf.) von wesentlieh positiven Zahlen mit konver
genter Summe, derart daB jeder Punkt des B .. , welcher von der Begrenzung 

00 

B(K) einen Abstand < .:EEm hat, in V liegt (wegen K «;: V ist eine solche 
m=l 

Bestimmung moglieh) und zweitens eine in B(K) diehte abzahlbare Menge, 
deren Punkte wir in eine Folge {Pm} (m = 1, 2, ... ad inf.) anordnen. 
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Nunmehr bestimmen wir eine Folge {Km} von Radialumgebungen des 
Punktes P durch folgende Vorschriften: 

Da K ~ V gilt und M im Rn dicht 1st, konnen wir zunachst eine n-di
mensionale Kugel KI bestimmen, welche ~ V ist und deren Begrenzung 
einen Punkt qi von M enthalt, welcher nicht in K, aber in einem Ab
stand < Cl vom Punkt PI von K liegt. 

Wir nehmen nun an, es sei bereits eine Radialumgebung K m _ 1 von P 
bestimmt gemaB zwei sogleich zu formulierenden Bedingungen. Fiir jeden 
Punkt b von B(K) bezeichne tm _ 1(b) jenen Punkt von B(Km _ I ), welcher 
auf demselben von P ausgehenden Halbstrahl liegt wie b. Der Abstand des 
Punktes tm_l(b) vonp, welchen wir mit fm_t(b) bezeichnen wollen, ist 
offenbar der Wert im Punkt b von der zur Radialumgebung K m _ 1 ge
horigen wesentlich positiven stetigen Funktion, welche fiir aIle Punkte von 
B(K) definiert ist. Wir nehmen nun an, daB Km_t gemaB den beiden 
folgenden Bedingungen definiert ist: 

1m _ I , Fiir jeden Punkt b von B ist der Abstand der Punkte tm_l(b) 
m-l 

und b <~Ci' 
;= 1 

2m _ I , Die Begrenzung Bm _ 1 von Km _ 1 enthalt m-l (nicht notwendig 
verschiedene) Punkte qll q2' ... , qm -1 der Menge M derart, daB der Ab
stand der Punkte qi und tm _ 1 (Pi) < c; ist fiir i = 1, 2, ... , m - 1. 

Wir betrachten dann den Punkt tm_1 (Pm) auf Bm_1 • 1st dieser Punkt 
identisch mit einem der m-1 Punkte q.(i< m), dann setzen wir Km= K m_ l , 

also tm(b) = tm_1(b) fiir aIle Punkte b von B(K). Andernfalls bestimmen 
wir urn den betrachteten Punkt tm_t (Pm) als Zentrum eine Kugel W mit 
einem Durchmesser < cm' die ~ V und so klein ist, daB in W keiner der 
m - 1 Punkte qi(i < m) enthalten ist. Wir wahlen sodann (was mit 
Riicksicht auf die Dichtheit von 11£ im Rm moglich ist) in W auBer
halb von K m_1 einen Punkt von M, den wir mit qm bezeichnen, und kon
struieren nun aus Km _ 1 eine Radialumgebung Km von P derart, daB Km 
mit K m _ 1 auBerhalb von W identisch ist, daB hingegen K m _ 1 innerhalb 
von W derart vergroBert wird, daB die Begrenzung der entstehenden 
Radialumgebung Km auch den Punkt qm enthalt. Offenbar erfiillt die so 
bestimmte Radialumgebung Km die den Bedingungen 1m _ 1 und 2m _ 1 ent
sprechenden Bedingungen 1m und 2m , und ihre Begrenzung Bm enthalt 
die m Punkte qll q2' ... , qm-17 qm' 

Aus der Konstruktion der Mengen Km geht ferner hervor, daB dieselben 
monoton wachsen und durchweg ~ V sind. Ferner sieht man, daB die Radial
umgebungen Kml d. h. die zugehOrigen wesentlich positiven stetigen Funk
tionen, gleichmaBig konvergieren. Sei namlich C> 0 eine vorgelegte Zahl. 
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Wir wahlen m so groB, daB ~Ci < C gilt. Sind dann m' und m" irgend-
i=m 

zwei natlirliche Zahlen, flir die m < m' < m" gilt, so ist flir jeden Punkt 
b von B der Abstand zwischen den Punkten tm,(b) und tm,,(b) eine Zahl 
< c, d. h. es gilt flir jeden Punkt b von B, flir jedes vorgelegte c und flir 
je zwei hinreichend groBe Zahlen m' und m" die Beziehung 

fmn(b) - fm'(b) < c. 

Die Funktionen fm konvergieren also gleichmaf3ig. Zur Funktion f = lim fk 
k=oo 

gehOrt demnach eine Radialumgebung von p, die wir mit Ubezeichnen wollen. 
00 

Es ist U = ~Km und daher U C v. 
m=1 

Wir wollen noch zeigen, daB in der Begrenzung B von U die Menge 
M· B(U) dicht ist. Bei der Konstruktion von Km aus Km_1 ergab sich, 
daB jeder der nicht notwendig verschiedenen m -1 Punkte q1' Q2' ... , Qm-1 
von Bm _ 1 auch in Bm enthalten ist, also flir jedes j > m - 1 in B j liegt. 
Jeder dieser Punkte liegt daher in B. Bezeichnen wir also mit t(b) jenen 
Punkt von B, welcher auf demselben von P ausgehenden Halbstrahl liegt 
wie der Punkt b von B(K), so sehen wir: B enthalt zu jedem Punkt der 
in B(K) dichten Punktfolge Pm einen Punkt qm von M, so daB der Ab
stand zwischen den Punkten qm und t(pm) < cm ist. Da die Punktefolge 
{Pm} (m = 1, 2, ., .. ad inf.) in B(K) dieht liegt, liegt die Punktefolge 
(t(Pm)} (m = 1, 2, ... ad inf.) in B dieht. Wegen lim cm = 0 liegt dem-

m=oo 
naeh aueh die Punktefolge {qm} (m = 1, 2, ... ad inf.) in B dieht. 

U ist also eine Radialumgebung von p, die C V ist und in deren Be
grenzung B die Menge M· B dicht liegt. Ein solches U hatten wir aber 
zum Beweis des Satzes von den n-dimensionalen Teilmengen des Rn zu 
bestimmen. 

Da wir nun, wie erwahnt, mehr bewiesen haben, als zum letztgenannten 
Satz erforderlich ist, so haben wir ein Nebenresultat mitbewiesen. Wir 
haben ja gezeigt, daB zu jedem Punkt einer Teilmenge A des R", deren 
Komplement im Rn dicht ist, nicht nur beliebig kleine Umgebungen exi
stieren, deren Begrenzungen mit A hOchstens (n - 2)-dimensionale Durch
sehnitte haben, sondern beliebig kleine Radialumgebungen dieser Art. Be
denken wir, daB naeh dem Satz von den offenen Teilmengen des Rn das 
Komplement jeder hOehstens (n - 1 )-dimensionalen Teilmenge des Rn im 
Rn dicht ist, so ergibt sieh also: Zu jedem Punkt einer hOchstens (n - 1)
dimensionalen Menge A des Rn existieren nicht nur, wie laut Definition der 
Dimension feststeht, beliebig kleine Umgebungen, sondern beliebig kleine 
Radialumgebungen, deren Begrenzungen mit A hOchstens (n - 2)-dimensio
nale Durchsehnitte haben. Dnd es gilt diese sich von selbst ergebende Ver-
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scharfung der Dimensionsdefinition bemerkenswerlerweise unabhangig da
von, ob A abgesehlossen ist oder nicht. 

Es ware in mehrfacher Hinsicht wiehtig, wenn es gelange, Verscharfungen 
der Dimensionsdefinition in dieser Richtung auch fur die weniger als (n-l)
dimensionalen Mengen des En zu beweisen (wenigstens fur die abge
schlossenen Mengen und die Fa), in dem Sinn, da~ zu jedem Punkt 
einer k-dimensionalen Teilmenge des Rn beliebig kleine Umgebungen 
spezieller Art existieren, deren Begrenzungen mit A hochstens (k - 1 )-di
mensionale Durehschnitte haben. Ein diesbezugliehes Resultat ergibt sich 
auf Grund des aus den obigen Entwicklungen (S. 117) folgendes Satzes: 
1st A eine nuUdimensionale abgeschlossene Teilmenge eines separabeln 
Raumes, also z. B. des R", so existieren zu jedem Punkt p von A und zu 
jeder vorgelegten Umgebung U von p zwei Umgebungen Vund W vonp, 
so da~ W ~ V C U gilt und die Begrenzung von jeder offenen Menge 
zwischen V und W zu A fremd ist. Da namlieh im Rn zwischen je zwei offenen 
Mengen V und W, fur welehe W ~ V gilt, ein n-dimensionales Poly top 
(d. h. eine Summe von endlichvielen n-dimensional en Simplexen) liegt, so 
sehen wir: Jeder Punkt einer nulldimensionalen abgeschlossenen Teilmenge 
des Rn ist in beliebig kleinen n-dimensionalen Polytopen enthalten, deren 
Begrenzungen zu A fremd sind. 

Zweiter Beweis. 
Wir erbringen nun einen zweiten andersartigen Beweis dafur, da~ jede 

Teilmenge des Rn, deren Komplement im Rn dicht ist, hochstens (n-l)
dimensional ist. Sicherlieh gibt es eine Teilmenge des R n , deren Kom
plement im Rn dieht ist und die hOchstens (n - I)-dimensional ist, namlich 
die Menge J aller Punkte des R n , die mindestens eine irrationale Koordi
nate besitzen. Bezeichnen wir namlich mit M! die, wie wir (S. 147 f.) sahen, 
nuUdimensionale Menge aUer Punkte des Rn , die k rationale und n - k 
irrationale Koordinaten besitzen (k = 0, 1, ... , n -1, n), so ist die Menge J 
als Summe der n nuUdimensionalen Mengen M! (k = 0, 1, ... , n -1) hOch
stens (n - I)-dimensional. Da die Summe von J und der nuUdimensio
nalen Menge M: n-dimensional ist, ist J also (n -1 )-dimensional. Dies 
ergibt sich ubrigens auch ohne Heranziehung der Mengen M! durch voU
standige Induktion. Das Komplement von Jist abzahlbar und im Rn dicht. 

Es sei nun A irgendeine vorgelegte Teilmenge des Rn , deren Komple
ment im Rn dieht ist. Das Komplement von A enthalt sicher eine abzahl
bare im BTl dichte Teilmenge o. U m zu zeigen, da~ A hochstens (n - 1)
dimensional ist, werden wir nachweisen, daB die A als Teilmenge ent
haltende Menge Rn - 0 (n - I)-dimensional ist. Diese Behauptung ist 
sieher richtig, wenn eine topologische Abbildung des Rn auf sich selbst exi-
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stiert, hei welcher die ahziihlbare im Rn dichte M cnge 0 auf die Menge M: 
aller Punkte des Rn mit n rationalen Koordinaten ahgehildet wird. Denn 
eine solche Abbildung bildet zugleich die Menge RIO - C auf die Menge J 
aller Punkte mit mindestens einer irrationalen Koordinate ab, und da diese 
Menge (n - 1 )-dimensional ist, ist auch die Menge Rn - 0, als topologisches 
Bild von J, (n - 1 )-dimensional. 

Zwei Teilmengen A und B des Raumes R heiBen isotop, wenn eine topo
logische Abbildung von R auf sich selbst existiert, welche A und B auf
einander abbildet. Die erwahnte Behauptung, deren Nachweis zum Beweis 
des Satzes von den n-dimensionalen Teilmengen des Rn geniigt, lautet in 
dieser Ausdrucksweise: Jede abzahlbare im Rn dichte Teilmenge des Rn 
ist mit der Menge M: isotop. Dieselbe ist offenbar aquivalent mit dem 
folgenden 

Satz von der Isotopie der abzahlbaren dichten Teilmengen des Nil. 
Je zwei ahziihlhare im RIO dichte Teilmengen des Rn sind isotop. 

Es seien zum Beweise dieses Satzes A und B zwei vorgelegte abzahl
bare im Rn dichte Teilmengen des Rn' Wir ordnen sie in zwei Punkte
folgen {ak } bzw. {bk I (k = 1, 2, ... ad inf.). Wir bestimmen sodann im 
Rn ein Cartesisches Koordinatensystem derart, daB je zwei Punkte von A 
und ebenso je zwei Punkte von B sich in allen n Koordinaten unterscheiden, 
d. h. so, daB, wenn a und a irgendzwei Punkte von A mit den Koordinaten 
Xi bzw. Xi (i = 1, 2, ... , n) und h und b irgendzwei Punkte von B mit 
den Koordinaten Yi bzw. Yi (i = 1, 2, ... , n) sind, stets Xi =F Xi und Yi + Yi 
fUr i = 1, 2, ... , n gilt. Zur Bestimmung eines dieser Bedingung ge
ntigenden Koordinatensystems hat man bloB die n Koordinatenebenen 
Xi = 0 (i = 1, 2, ... , n) so zu wahlen, daB keine von ihnen einer der ab
zahlbarvielen Strecken parallel ist, welche zwei Punkte von A oder zwei 
Punkte von B verbinden. 

Wir bestimmen nun eine eineindeutige Abbildung zwischen den Mengen 
A und B, bei welcher die GroBenbeziehungen zwischen den entsprechenden 
Koordinaten entsprechender Punkte dieselben sind. Wir gehen folgender
maBen vor: 

Wir bilden zunachst A auf eine Teilmenge von B ab durch die Fest
setzungen: Dem Punkt a l von A entspreche der Punkt hv, = hI von B. 
Angenommen, es seien bereits den Punkten all a2 , ••• , ak von A die 
Punkte hv" hv., ... , hVIr von B zugeordnet, und zwar derart, daB, wenn 
~ (i = 1, 2, ... , n) die Koordinaten des Punktes ar und y? (i = 1, 2, ... , n) 
die Koordinaten des Punktes bvr bezeichnen (r = 1, 2, ... , k), stets aus der 
Beziehung x~ < x~ die Beziehung y;r< y;" (r, s = 1, 2, ... , k, i = 1, 2, ... , n) 
folgt. Wir betrachten sodann den Punkt ak+1 mit den Koordinaten 
X:+ I (i = 1, 2, ... , n). Wegen der Voraussetzung tiber das Koordinaten-
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system ist X:+I =1= x~ (r = 1, 2, ... , k). Da die Menge B im Rn dieht ist, 
enthalt sie einen Punkt b, des sen Koordinaten etwa Yi (i = 1, 2, ... , n) 
heiBen mogen, so daB fur i = 1, 2, ... , n und fur r = 1, 2, ... , k 

aus x:+l < x~ die Beziehung Yi < y~'r, 
aus x:+l > x; die Beziehung Yi> Y:' 

folgt. Wir bezeiehnen mit bp den Punkt mit kleinstem Index in der 
k+ 1 

Folge {bk I, dessen Koordinaten diesen Bedingungen genugen. Auf diese 
Weise ist aueh dem Punkt aHlI also jedem Punkt von A ein Punkt von 
B zugeordnet. Es ist mithin A auf eine Teilmenge von B, namlieh auf 
die Menge J1 der in der Folge {bvk I (k = 1, 2, ... ad inf.) enthaltenen 
Punkte, abgebildet. 

Wir behaupten, daB H = B ist, d. h. daB bei der definierten Zuordnung 
jeder Punkt der Folge {b" I einem der Punkte {a j I (j = 1, 2, ... ad inf.) 
zugeordnet wird. Wir beweisen dies dureh vollstandige Induktion. Sieher 
ist der Punkt bl einem Punkt von A zugeordnet, namlieh dem Punkt 
aI', = a l . Angenommen, es sei bereits erwiesen, daB die Punkte bll bs, ..• , b" 
den Punkten aI',' a/, •• ... , aI'" von A entspreehen. Wir betraehten dann 
den Punkt bH I' Seine Koordinaten seien Y; +l (i = 1, 2, ... , n). Mit 
Rucksieht auf die Voraussetzung tiber das Koordinatensystem gilt 

Y;'+l=l= y~ (i = 1,2, ... , n, r = 1, 2, "', k), 

wo Y; die Koordinaten des Punktes br bezeiehnen. Da A im Rn dieht ist, 
enthalt A sieher einen Punkt a, dessen Koordinaten etwa Xi (i = 1,2, ... , n) 
heiBen mogen, so daB fUr i = 1, 2, ... , n und fur r = 1, 2, ... , k 

aus Y: +l < x~ die Beziehung Xi < x~'r, 
aus y:+l > y; die Beziehung Xi> X:'. 

folgt. Bezeiehnet al'k+ 1 den Punkt mit kleinstem Index in der Folge {a,,}, 
dessen Koordinaten diesen Bedingungen genugen, dann entsprieht der 
Punkt bH1 bei der oben definierten Abbildullg von A auf H dem Punkt 
an . Also entsprieht jeder Punkt von B einem Punkt von A, d. h. es 

"'''+1 
ist B = 13', wie behauptet. 

Wir erweitern nun die definierte Abbildung von A auf B zu einer Ab
bildung des Rn auf sieh. Sei a irgendein vorgelegter Punkt von Rn - A. 
Seine Koordinaten seien Xi (i = 1, 2, ... , n). Wir ordnen dem Punkt a 
einen Punkt b von Rn - B zu dureh die Festsetzungen: Wenn erstens A 
einen Punkt a' enthalt, dessen ite Koordinate = Xi ist, dann enthalt A 
mit Rueksieht auf die Voraussetzung tiber das Koordinatensystem nur 
einen solehen Punkt. Dem Punkt a' ist dureh die Abbildung von A auf 
B ein Punkt b' von B zugeordnet. Die i te Koordinate dieses Punktes b' 
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wahlen wir als i te K oordinate des dem Punkt a zuzuordnenden Punktes b. 
Wenn dagegen zweitens A. keinen Punkt enthiilt, dessen ite Koordinate 
= x, ist, dann zerfallen die Punkte von A. in zwei Klassen, namlich in die 
Klasse der Punkte, deren i te Koordinate > Xi' und die Klasse der Punkte, 
deren i te Koordinate < Xi ist. Entsprechend zerfallen mit Riicksicht dar
auf, daB die Abbildung von A. auf B die GroBenrelationen zwischen ent
sprechenden Koordinaten entsprechender Punkte unverandert laBt, auch 
die Punkte von B in zwei Klassen. Fiir die abzahlbarvielen auf der 
Xi-Achse dichtliegenden Projektionspunkte von B auf die Xi-Achse wird 
durch diese Einteilung von B in zwei Klassen offenbar ein Schnitt, d. h. 
eine reelle Zahl, definiert. Diese reelle Zahl wahlen wir als i te Koordinate 
des dem Punkt a zuzuordnenden Punktes b. 

Durch diese V orschrift wird jedem Punkt von Rn - A. ein Punkt von 
Bn - B zugeordnet, also eine eineindeutige Abbildung des Bn auf sich 
selbst definiert, bei welcher A. und B einander zugeordnet werden und 
von welcher man miihelos zeigt, daB sie beiderseits stetig, also topologisch 
ist. Damit ist der Isotopiesatz bewiesen. 

5. Korollare. 
Da das n-dimensionale Simplex im Sinne der Dimensionstheorie n-di

mensional ist, ist auch jeder n-dimensionale Komplex n-dimensional, da er 
Summe von endlichvielen hochstens n-dimensionalen Simplexen ist, unter 
denen sich mindestens ein n-dimensionales befindet. Auch was die Kom
plexe betrifft, befindet sich also die Dimensionstheorie in Einklang mit 
dem iiblichen Sprachgebrauch. 

Der Q", enthalt fUr jedes natiirliche n ein n-dimensionales Teilintervall. 
Er ist demnach der Dimensionstheorie zufolge unendlichdimensional, -
ebenfalls in Ubereinstimmung mit der iiblichen Terminologie. 

Da der Rn und die offenen Teilmengen des Bn n-dimensional, der Rm 
und die offenen Teilmengen des Rm m-dimensional sind, und da topologische 
Abbildungen die Dimension erhalten (S. 241), so sind fur n =+= m eine offene 
Teilmenge des Bft und eine offene Teilmenge des Rm nicht topologisch 
aufeinander abbildbar. Diese Tatsache wurde in der vordimensionstheore
tischen Topologie als Invarianz der Dimensionszahl bezeichnet, weshalb 
wir sie formulieren als 

Klassischer Satz von der Invarianz der Dimensionszahl. Die Inter
valle des Rn und Rm sind fur n =+= m nicht topologisch aufeinander abbildbar. 

Sachlich korrekter ware es, dieBe Aussage, die mit der Dimension im 
allgemeinen Sinn nichts zu tun hat, alB Sats von der topologischen Ver
schiedenheit verschiedendimensionaler Intervalle zu bezeichnen, zum Unter-
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schied von dem oben (S. 241) bewiesenen Satz von der topologischen In
varianz der Dimension. 

Die Bedeutung des klassischen Invarianzsatzes fUr die vordimensions
theoretische Topologie beruhte darauf, da13 er derselben ein Mittellieferte, 
urn fUr eine zwar immer noch sehr spezielle, aber uber die elementar-geo
metrischen Gebilde doch hinausgehende Klasse von Raumgebilden eine Di
mension uberhaupt zu definieren. Wahrend namlich unter den eineindeutigen 
Bildern des En und des Intervalls des En (n ~ 1) jeder beliebige E" und 
das Intervall jedes beliebigen E" (lc > 1) vorkommt und wahrend unter 
den eindeutigen stetigen Bildern des En bzw. des Intervalls des Rn (n ~ 1) 
jeder beliebige E" bzw. das Intervall jedes beliebigen E" (k~ 0) vorkommt, 
so daS man unmoglich aIle eineindeutigen oder aIle eindeutigen stetigen 
Bilder des En und des Intervalls des En als n-dimensional bezeichnen kann, 
ermoglicht der klassische Invarianzsatz folgende Festsetzung: Das topo
logische Bild des En und eines Intervalls des En hei13e n-dimensional. 
Denn der klassische Invarianzsatz schlie13t die Moglichkeit aus, daS auf 
diese Weise einer und derselben Menge mehrere verschiedene Dimensionen 
zugeordnet werden. Auch die topologischen Bilder von n-dimensionalen 
Komplexen konnen auf Grund des klassischen Invarianzsatzes als n-di
mensional bezeichnet werden. Eingehend untersucht wurden insbesondere 
die n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, das sindjene halbkompakten Raume, 
fur welche jeder Punkt in einer Umgebung enthalten ist, deren abgeschlos
sene Rulle mit einem n-dimensionalen Simplex homoomorph ist. (Die 
kompakten Mannigfaltigkeiten heitlen auch geschlossen). -

Eine weitere Konsequenz der n-Dimensionalitat des En betrifft die Be
grenzungen offener Teilmengen des Rn' Gabe es eine beschrankte (d. h. in 
einem Intervall enthaltene) offene nichtleere Teilmenge U des Rn mit hOch
stens (12 - 2)-dimensionaler Begrenzung, dann ware jeder Punkt des Rn 
in einer mit U kongruenten Umgebung enthalten, deren Begrenzung mit 
der Begrenzung von U kongruent, also homoomorph und daher gleichfalls 
hOchstens (n - 2)-dimensional ware. Uberdies konnte man dann durch 
Ahnlichkeitstransformation des Raumes zu jedem Punkt p des En und zu 
jeder Umgebung V von peine p enthaltende zu U ahnliche Umgebung 
C V konstruieren, deren Begrenzung mit der Begrenzung von U homoo
morph, also hochstens (n - 2)-dimensional ware. Weilll es also eine be
schrankte nichtleere offene Teilmenge des En mit hOchstens (n - 2)-dimen
sionaler Begrenzung gabe, so ware jeder Punkt des En in belie big kleinen 
Umgebungen mit hochstens (n - 2)-dimensionalen Begrenzungen ent
halt en , d. h. der En ware hochstens (n - l)-dimensional. Da dies nicht 
der Fall ist, ist also die Begrenzung von jeder beschrankten nichtleeren 
offenen Teilmenge des En mindestens (n - l)-dimensional. Anderseits 
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kann die Begrenzung einer ofl'enen Teilmenge des R" keine ofl'ene Teilmenge 
des R" enthalten und ist daher hOchstens (n - 1 )-dimensional. Die Begren
sung jeder beschriinkten nichtleeren offenen Teilmenge des R" ist also (n -1)
dimensional. 

Zur Betrachtung einer nichtbeschrankten ofl'enen Teilmenge U des R" bilden 
wir den R" stereographisch, also topologisch, auf die urn einen Punkt p 
verminderte Begrenzung B" einer (n + I)-dimensionalen Sphare 8,,+1 abo 
Hierbei wird U auf eine offene Teilmenge U' von B,. abgebildet, welche 
den Punkt pals Haufungspunkt besitzt. Wenn nun das Komplement von 
U zum R" einen nichtleeren ofl'enen Teil enthalt, so enthalt auch das Kom
plement von U' zu B,. einen nichtleeren ofl'enen Teil. Durch Drehung von 
B" erkennt man, daB U' mit einer ofl'enen Menge U~ kongruent ist, die 
bei der stereographischen Projektion von R,. auf B" - p Bild einer be
schriinkten ofl'enen Menge Ut ist. Die Begrenzung von Ul , also die Be
grenzung von U~, ist dem Bewiesenen zufolge (n - I)-dimensional. Also 
ist die Begrenzung von U', welche mit der um einen Punkt verminderten 
Begrenzung von U~ kongruent ist, (n - I)-dimensional, und mithin ist 
auch die Begrenzung von U (n - I)-dimensional. Wir sehen also: Die 
Begrensung jeder nichtleeren offenen Menge des R,., deren Komplement einen 
nichtleeren offenen Teil enthiilt, ist (n - I)-dimensional. 

1st U eine ofl'ene Menge des R", deren Komplement keinen ofl'enen Teil 
enthalt, dann ist R" - U hOchstens (n - 1 )-dimensional. Dann ist ferner 
die Begrenzung von U mit R" - U identisch. In dies em Fall stimmt also 
die Dimension der Begrenzung von U mit der Dimension des Komplementes 
von U iiberein. Zusammenfassend konnen wir also aussprechen den folgenden 

Satz liber die Begrenzungen oftener Mengen des Rno Unter den 
nichtleeren offenen Mengen des R" haben jene, deren Komplement mindestens 
(n - I)-dimensional ist, eine (n - 1)-dimensionale Begrensung. Fur die 
ubrigen stimmt die Dimension der Begrensung mit der Dimension des 
Komplementes uberein. 

Wir beweisen ferner den 

Satz liber den n-stuflgen Zusammenhang des Rn 0 Der R" ist n-stufig 
susammenhiingend. 

Wir haben zu dies em Zweck nachzuweisen: 1st A eine abgeschlossene 
(n -I)-stufig zusammenhangslose Teilmenge des R,., so ist R" - A zu
sammenhangend. Wir machen also die Annahme, R" - A sei nicht zu
sammenhangend, und leiten aus ihr einen Widerspruch her. Zufolge der 
Annahme besaJ3e B,. - A mindestens zwei verschiedene nichtleere Kom
ponenten Kl und Ks. Da der R,. zusammenhangend im kleinen ist, ist 
jede Komponente einer im R,. ofl'enen Menge ofl'en (S. 227). Die beiden 
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nichtleeren Mengen Kl und K, waren also offen. Ais Komponente der 
Menge Rn - A ware KI in der Menge R,. - A abgeschlossen. Die Be
grenzung der offenen Menge Kl ware mithin zur Menge R,. - A fremd, 
also Teilmenge von A. Nun ist A (n - 1 )-stufig zusammenhangslos, also 
(S. 216) hochstens (n - 2)-dimensional. Die Begrenzung der offenen Menge 
KI ware mithin hOchstens (n - 2)-dimensional, und dies ist unmoglich, weil 
das Komplement von Kl einen nichtleeren offenen Teil, namlich die Menge 
K 2 , enthalt. Die Annahme, Rn sei nicht n-stufig zusammenhangend, fuhrt 
also auf einen Widerspruch. 

Wir bemerken noch, daB ein offenes lntervall des R,. mit dem Rn homoo
morph, also ebenfalls n-stufig zusammenhangend ist. Ein abgeschlossenes 
Intervall des R,. ist, als abgeschlossene Rulle einer n-stufig zusammen
hangenden Menge, n-stufig zusammenhiingend. Der Rn ist also auch n-stufig 
eusammenhiingend im kleinen. 

Wenden wir auf das lntervall En des Rn , dessen n-Dimensionalitat be
wiesen wurde, die Umkehrung des allgemeinen Zerlegungssatzes an, so 
sehen wir, daB bei jeder Zerlegung von En in endlichviele hinliinglich 
kleine abgeschlossene Mengen fUr jede der Zahlen k = 2, 3, ... , n + 1 
unter den Summanden k-Tupel mit mindestens (n - k + l)-dimensionalem 
Durchschnitt auftreten. Nun ist der Durchschnitt von abgeschlossenen 
Teilmengen von En kompakt, und da eine mindestens n-dimensionale kom
pakte Menge ein mindestens n-stufiges Teilkontinuum enthiilt, so sehen wir: 

Bei jeder Zerlegung eines Intervalles En in endlichviele hinliinglich kleine 
abgeschlossene Mengen gibt es unter den Summanden 

(n + 1)-Tupel, deren Durchschnitt nichtleer ist, 
n-Tupel, deren Durchschnitt Kontinua enthiilt, 

k-Tupel, deren Durchschnitt (n - k + 1 )-stufige Kontinua enthiilt, 

Paare, deren DU1'chschnitt (n - 1 )-stufige Kontinua enthiilt. 
Wir leiten nun aus den in den vorangehenden Abschnitten bewiesenen 

Satzen noch eine Klassifikation der Teilmengen der beiden niedrigstdimen
sionalen Carlesischen Raume her. Fur den Rl wurde ubrigens bereits 
oben (S. 88) festgestellt, daB unter seinen nichtleeren Teilmengen die 
nulldimensionalen dadurch gekennzeichnet sind, daB sie keinen offenen 
Teil enthalten, womit gleichbedeutend ist, daB sie keinen zusammenhiin
genden Teil enthalten, wahrend die ubrigen nichtleeren Teilmengen des 
~ eindimensional sind. 

1m RJ betrachten wir zunachst die nichtleeren abgeschlossenen Mengen. 
Unter ihnen sind die nulldimensionalen dadurch gekennzeichnet, daB sie 
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zusammenhangslos oder auch dadurch, daI3 sie diskontinuierlich sind. Die 
eindimensionalen abgeschlossenen Mengen enthalten Teilkontinua, aber, da 
die Ebene zweidimensional ist, keine in der Ebene offene Teilmenge. Sie 
sind also dadurch charakterisiert, daI3 sie nirgendsdicht, aber nicht su
sammenhangslos sind. Die zweidimensionalen Mengen sind dadurch gekenn
zeichnet, daI3 sie einen nichtleeren ofl'enen Teil enthalten. 

Unter den beliebigen (auch nichtabgeschlossenen) Teilmengen der Ebene 
sind die nulldimensionalen dadurch gekennzeichnet (vgl. S. 207), daI3 sie 
auch nach Hinzufiigung eines beliebigen einzelnen Punktes total zusammen
hangslos bleiben, die eindimensionalen dadurch, daI3 sie keinen ofl'enen Teil 
enthalten, aber (zumindest nach Hinzufiigung eines einzelnen Punktes) 
nicht total zusammenhangslos sind, die zweidimensionalen dadurch, daI3 sie 
einen ofl'enen Teil enthalten. 

Historisches. Die Unmoglichkeit einer topologischen Abbildung der Intervalle 
des R 1 , R s , Rs aufeinander oder auf hoherdimensionale Intervalle wurde von 
Liiroth (Math. Ann. 63, 1907, S.222) bewiesen, der klassische Invarianzsatz in 
voller Allgemeinheit von Brouwer (Math. Ann. 70, 1911, S. 161), welcher auf diesen 
Satz die Definition n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten (Math. Ann. 71, 1912, S. 97 f.) 
griindete. Ein anderer Beweis stammt von Lebesgue (Fund. Math. 2, 1921, S. 265). 
Beweise der iibrigen Siitze dieses Abschnittes finden sich bei Urysohn (Fund. 
Math. 7 und 8) und bei mir (Monatshafte f. Math. u. Phys. 33 u. 34 sowie Math. 
Ann. 98, S. 86f.). 

Der Satz, dati unter den abgeschlossenen Teilmengen der Ebene die eindimensio
nalen mit den nirgendsdichten identisch sind, zeigt, dati, wenn wir allgemein als 
Kurve ein eindimensionales Kontinuum bezeichnen, in der Ebene die Kurven mit 
den nirgendsdichten Kontinua identisch sind. Nun wurden in der vordimensions
theoretischen Punktmengenlehre als Cantorsche Kurven die nirgendsdichten Teil
kontinua der Ebene bezeichnet. Dieser Kurvenbegriff stimmt mit der anschaulichen 
Vorstellung von ebenen Kurven vollig iiberein, ist aber prinzipiell auf die Ebene 
beschrankt, denn schon im Rs gibt es ja auch nirgendsdichte {liichenhafte Kontinua. 
Wir sehen also, dati unser allgemeiner Kurvenbegriff f'Ur den Spezialfall, in welchem 
ein anschaulicher Kurvenbegriff vorlag, mit diesem aquivalent ist. 

Dem Satz iiber die Begrenzungen offener Mengen zufolge ist die Begrenzung jeder 
beschrankten offenen Teilmenge des R,. (n - I)-dimensional, also enthii.lt jede solche' 
Begrenzung auf Grund des Theorems iiber h6herstufigen Zusammenhang (S. 216) ein. 
(n - l)-stufiges Teilkontinuum. Diese Aussage ist nun einer scharfen Prazisierung 
fli.hig. Man sieht zunachst leicht ein, dati die Begrenznng jeder beschrankten offenen 
Menge des R,. eine reguliire Begrenzung als Teil enthalt, d. h. eine beschrii.nkte 
Menge, welche gemeinsame Begrenzung zweier zusammenhangender offener Mengell! 
des R,. ist. Und es gilt nnn das f'Ur die Topologie des Rn wichtige Theorem: Jede 
reguliire Begrenzung im Rn ist eine (n - 1)-dimensionale Cantorsche Mannigfaltig
keit. Ein Beweis findet sich bei U r y soh n f'Ur den Fall n = 3 ausgef'Uhrt (Fund. 
Math. 7, S. 96), fur beliebiges n skizziert (~'und. Math. 8, 1926, S. 312) bzw. auf ein 
Lemma zuriickgef'Uhrt, welches von Alexandroff (Comptes Rendus 183, 1926, S.722), 
bewiesen worden ist. 
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6. Ober die Deformierbarkeit abgeschlossener Mengen in 
gleichdimensionale Komplexe. 

Der allgemeine Zerlegungssatz zeigt, daB die n-dimensionalen separabeln 
Raume und ihre abgeschlossenen Teilmengen einerseits und die n-dimen
sionalen Komplexe, d. h. (S. 15) die aus Simplexen in bestimmter Weise 
zusammengesetzten Gebilde, anderseits in gewisser Hinsicht ein analoges 
Verhalten aufweisen: Ein hochstens n-dimensionaler separabler Raum ist 
Summe von endlichvielen beliebig kleinen Mchstens n-dimensionalen 
Stiicken, die zu je zweien Mchstens (n - 1 )-dimensionale Durchschnitte 
haben. Ein hochstens n-dimensionaler Komplex ist (laut Definition) Summe 
von endlichvielen Mchstens n-dimensionalen Simplexen, die zu je zweien 
Mchstens (n - 1)-dimensionale Simplexe gemein haben. Insbesondere 
weisen die n-dimensionalen kompakten Teilmengen der Euklidischen Raume, 
was ihre Zerlegbarkeitseigenschaften betrifft, Analogien mit den n-dimen
sionalen Komplexen auf. Es ist nun sehr bemerkenswert, daB aus dieser 
Analogie durch im wesentlichen elementargeometrische Uberlegungen eine 
weit engere Beziehung zwischen den n-dimensionalen kompakten Mengen 
und den n-dimensionalen Komplexen hergeleitet werden kann. Es gilt 
namlich der Satz, daB jede kompakte Menge eines Euklidischen Raumes 
sich in einen gleichdimensionalen Komplex deformieren laBt, und zwar ffir 
jedes E > 0 sich derart in einen gleichdimensionalen Komplex deformieren 
laBt, daB bei der Deformation kein Punkt urn mehr als E aus seiner ur
spriinglichen Lage verschoben wird, wahrend sich eine kompakte Menge 
durch Deformationen mit hinreichend kleinen Verschiebungen der einzelnen 
Punkte nicht in einen niedrigerdimensionalen Komplex iiberfiihren laBt. 

Eine strenge Prazisierung des Deformationsbegriffes wird durch folgende 
Definition gelieferl: Wir sagen, die Menge A liif3t sich in die Menge B 
,,-deformieren, wenn B eindeutiges stetiges Bild von A. ist und jeder Punkt 
der Menge A von seinem Bildpunkt in B einen Abstand < E hat. 

Es gilt in dieser Ausdrucksweise das folgende 
Theorem von der Deformierbarkeit Euklidischer Mengen in gleich

dimensionale Komplexe. 1st A eine n-dimensionale kompakte Teilmenge 
eines Euklidischen Raumes R, so existiert in R fur jede vorgelegfe Zakl E > 0 
ein n-dimensionaler Komplex K, in den sick A E-deformieren liifjt. Dagegen 
liifjt sick fur kinreickend kleines E (d. h. ffir aHe E, die kleiner sind als ein 
gewisses Eo) die Menge A nicht in einen weniger als n-dimensionalen Kom
plex E-deformieren. 

Wir beweisen zunachst den zweiten Teil der Behauptung, da13 namlich 
eine kompakte Menge nicht fdr jedes E > 0 in einen niedrigerdimensionalen 
Komplex E-deformierbar ist. Es gilt aHgemein folgender Satz: 
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Eine kompakte Teilmenge eines Euklidischen Raumes oder des Qw liif3t 
sich fur hinreichend kleines Ii in keine Menge geringerer Dimension Ii-de
formieren. 

Sei niimlich A eine kompakte Teilmenge des Qw, zu der fiir jedes Ii> 0 
ein hochstens (n - 1 )-dimensionaler Komplex B. existiert, in den sich A 
Ii-deformieren IaBt. Wir behaupten, daB A hochstens (n - I)-dimensional 
ist. Nach der Umkehrung des letzten Teiles des Zerlegungssatzes geniigt 
es zum Beweise dieser Behauptung, wenn wir zeigen: A ist Summe von 
endlichvielen beliebig kleinen abgeschlossenen Teilmengen, die zu je 
n + Ileere Durchschnitte haben. Wir behaupten nun tatsiichlich: 1st 'YJ < 0 
eine vorgelegte Zahl, so ist A Summe von endlichvielen abgeschlossenen 
Teilmengen mit Durchmessern < 'YJ, die zu je n + 1 leere Durchschnitte 
haben. 

Betrachten wir niimlich fUr die vorgelegte Zahl 'YJ die hochstens (n - 1)

dimensionale Menge BlL = B, in die A i -deformierbar ist. Da B hOch-
s 

stens (n - I)-dimensional ist, ist B dem letzten Teil des Zerlegungssatzes 
zufolge Summe von endlichvielen abgeschlossenen Mengen B 1 , Bs, ••• Br , 

deren Durchmesser < ~- sind und die zu je n + 1 Ie ere Durchschnitte 

haben. Wir bezeichnen' mit Ai (i = 1, 2, ... , r) die Menge aller Punkte 
von A, deren Bildpunkte bei der Abbildung von A auf B in Bi liegen. 

r 

Es gilt dann ofl'enbar erstens A = ~A" da ja jeder Punkt von A auf 
i=l 

einen Punkt von B abgebildet wird. Zweitens ist fiir jedes i (i = 1, 2, ... , r) 
der Durchmesser der Mengen Ai < 'YJ, denn jeder Punkt von Ai ist von 

seinem Bildpunkt urn weniger als i entfernt, und der Durchmesser von Bo 

ist < i. Also sind je zwei Punkte von Ai um weniger als i + 237/ = 'YJ 

voneinander entfernt. Drittens gibt es keinen Punkt von A, der mehr als 
als n von den r Mengen Aj angehortj denn der Bildpunkt eines Punktes, 
welcher den Mengen Ai" Ai., ... , Ai1O+l angehoren wiirde, miiBte den 
n + 1 Mengen Bi" Bi., ••• , Bin+l angehoren. Die r Mengen Bo haben 
aber zu je n + 1 leere Durchschnitte. Ais Summe der r Mengen Ai ist 
also A in der erforderlichen Weise als Summe von endlichvielen abge
schlossenen Mengen mit Durchmessern < 'YJ, die zu je n + 1 Ie ere Durch
schnitte haben, dargestellt. Damit ist der erste Teil der Behauptung be
wiesen. 

Dem Beweise der zweiten Hiilfte schicken wir einige Hilfsiiberlegungen 
voran. 

Es sei 8,. ein n-dimensionales Simplex, 8f' eine r-dimensionale Seite von 
810 (0 5:: r 5:: n - 1) und 810 _,._1 die 8r gegeniiberliegende Seite von 8,.. 
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Die Seite 8 .. _r _ 1 bestimmt zusammen mit jedem einzelnen Punkt x von 
8r eine (n-r)-dimensionale Ebene. Dieselbe schneidet 8", in einem (n-r)
dimensionalen Simplex 8~_r' das mit 8 r den einzigen Punkt x gemein hat. 
Dieses Simplex 8~-r ist offenbar Summe der zu einander bis auf den Punkt x 
fremden Strecken, welche x mit den Punkten von 8",_r_1 verbinden. Wird 
dieses Verfahren auf jedes Simplex 8:_r angewendet, so zerilillt das ganze 
Simplex 8", in Strecken, deren Anfangspunkt x in 8r und deren Endpunkt 
in 8 .. _ .. _1 liegt und die, abgesehen hochstens von diesen Anfangs- und 
Endpunkten, zueinander fremd sind. Die so definierte, durch 8r eindeutig 
bestimmte Menge von Vektoren, die von den Punkten von 8r zu Punkten 
von 8 .. _r _ 1 ffihren und deren Summe mit 8 .. identisch ist, bezeichnen wir 
als das Vektorfeld V(8 .. , 8 r ). 

Es sei K ein p-dimensionaler Komplex eines n-dimensionalen Euklidischen 
Raumes (n =:;;; p). Es liege eine simpliziale Zerlegung B von K vor und 
es sei L ein aus gewissen Elementen von B gebildeter q-dimensionaler 
Komplex (q =:;;; p). Wir setzen fiber die Zerlegung B voraus, daB jedes 
r-dimensionale Element E der Zerlegung entweder in L enthalten oder 
zu L fremd ist oder mit L genau eine hOchstens (r - l)-dimensionale 
Seite (und deren Teilseiten) gemein hat, in welch letzterem FaIle wir E 
ein Grenzsimplex von K in bezug auf L nennen und die zu L gehOrige 
Seite von E als Randseite bezeichnen. Diese Annahme, daB bei der Zer
legung B von K tatsiichlich jedes Grenzsimplex von K in bezug auf L 
nur eine Randseite besitzt, oder, wie dies auch kurz ausgedrfickt werden 
moge, daB die Zerlegung B von K in bezug auf L bequem sei, kann ohne 
Beschriinkung der Allgemeinheit gemacht werden; denn wenn B diese 
Eigenschaft nicht besitzt, so kann man mfihelos eine Unterzerlegung 
von B, in welcher kein Element zwei Eckpunkte von B enthiilt, angeben, 
welche in bezug auf L bequem ist. 

Ein Simplex von L, welches die Randseite von mindestens einem Grenz
simplex von K in bezug auf List, nennen wir ein Randsimplex von K. 
Dieser Definition zufolge ist ein Randsimplex von K hOchstens (p - 1)
dimensional. Die Simplexe von L, welche nicht Randsimplexe sind, mogen 
innere Simplexe heiBen. 

1st nun a irgendein Punkt von K, der in keiner ein Randsimplex von 
L enthaltenden (p - 1 )-dimensionalen Ebene liegt, so trifft jede Gerade, 
welche a mit einem Punkt eines Randsimplexes von L verbindet, dieses 
Simplex nur in einem Punkt. Die Summe der Verbindungsstrecken zwischen 
a und den Punkten eines r-dimensionalen Randsimplexes 8 von List also 
ein (r + 1 )-dimensionales Simplex, welches ~ (8, a) heiBen moge. 

Der Komplex, bestehend aus allen inneren Simplexen von Lund aus allen 
Simplexen ~ (8, a), wo 8 irgendein Simplex von L bezeichnet, heiBe ~ (L, a). 

Menger, Dimenlionatheorie 18 
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Der Komplex K liif3t sich nun auf diesen Komplex ~(L, a) durch fol
gende Festsetzung eindeutig und stetig abbilden: 1. Jeder Punkt eines 
inneren Simplexes von L moge sich selbst entsprechen. 2. Jeder Punkt x 
eines Randsimplexes von List erstens Endpunkt des Vektors von x nach 
a und zweitensEndpunkt von Vektoren des Feldes V(K, L). Wir bilden 
nun jeden Vektor V dieses Feldes proportional auf den Vektor von x 
nach a derart ab, daB dabei x fest bleibt, daf3 also, wenn '!J den anderen 
Endpunkt von V bezeichnet, '!J in a iibergeht. Hierdurch wird zuniichst 
die Menge U(L) aller Punkte, die sei es in L, sei es auf Strecken des 
Vektorfeldes V(K, L) liegen, auf ~(L, a) abgebildet. Urn ganz K auf 
Q(L, a) abzubilden, ordnen wir 3. jedem Punkt von K, der nicht in U(L) 
liegt, den Punkt a zu. Offenbar entspricht auf diese Weise jeder Punkt 
von ~ (L, a), mindestens einem Punkt von K. Die so definierte Ab bildung von 
K auf ~(L, a), welche die Radialisierung von Kin bezug aUf die Basis L 
und den Pol a heif3en moge, ist stetig. Man erhiilt niimlich eine stetige 
Deformation von Kin ~(L, a), indem man den Endpunkt jedes Vektors V 
des Feldes V(K, L) und jeden nicht in U(L) enthaltenen Punkt gerad
linig und gleichformig in den Punkt a sich bewegen liif3t, wodurch der 
Vektor V in den Vektor von x nach a iibergeht, wiihrend die Punkte der 
inneren Simplexe von L fest bleiben und die iibrigen Punkte von K in a 
iibergehen. 

Offenbar besitzt die Radialisierung von K in ~(L, a) die beiden folgen
den (im weiteren verwendeten) Eigenschaften: a) Wenn der Durchmesser 
von K < E ist, so entfernt sich bei der Radialisierung jeder Punkt von K 
urn weniger als E aus seiner urspriinglichen Lage. b) Jedes Simplex von 
K wird in ein gleich- oder niedrigerdimensionales, also in ein nicht hOher
dimensionales Simplex von ~(L, a) iibergefiihrt. Es wird ja jedes innere 
Simplex von L bei der Radialisierung in sich selbst iibergefiihrt, jedes 
Grenzsimplex mit dem Randsimplex Tin das Simplex ~(T, a) und jedes 
80nstige Simplex in das aus dem Punkt a bestehende nulldimensionale 
Simplex iibergefiihrt. 

Es seien nun im vorliegenden n-dimensionalen Euklidischen Raum ein 
q-dimensionaler Komplex Lund ein q*-dimensionaler Komplex L* gegeben 
(q*::;: q ::;: n - 1), und es liege eine 1J-Deformation von L in L* vor, bei 
welcher jedes Simp~ex von L in ein hOchstens gleichdimensionales Simplex 
von L* iibergefiihrt wird. Es sei ferner a ein Punkt, der in keiner der 
(n - 1 )-dimensionalen Ebenen liegt, welche ein Randsimplex von Loder 
ein Simplex von L*, daB Bild eines RandBimplexes von List, enthiilt. 
Derjenige Punkt von L*, der bei der Deformation von L in L* dem Punkt l 
von L zugeordnet wird, heif3e l*. ErBetzt man dann fiir jeden Punkt l von 
L den Vektor von l nach a durch den Vektor von l* nach a, so wird der 
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Komplex Sl,(L, a) in den Komplex Sl,(L*, a) deformierl. Diese "I-Defor
mation wollen wir als durch die Deformation von L in L* induziert be
zeichnen. 

Diese Bemerkung ist ofl'enbar folgender Verallgemeinerung flihig: Es sei 
im n-dimensionalen Euklidischen Raum der q-dimensionale Komplex L ge-

r 

geben als Summe ;ZL, von q,-dimensionalen Komplexen L, (q,:;::;; n - 1), 
;=1 r 

und es liege eine "I-Deformation von L in L* =;Z Lt vor, bei welcher jedes 
,=1 

Simplex von Li in ein hochstens gleichdimensionales Simplex von Lt iiber
geht, so daB also die r Mengen Lt Komplexe sind. Sind dannP1,P2' ""Pr 

Punkte, die in keiner Hyperebene des Rn liegen, welche Randsimplexe von 
Loder Simplexe von L*, die bei der Deformation aus Randsimplexen von 
L hervorgehen, enthalt, dann induziert die Deformation von L in L* eine 

r 

bestimmte "I-Deformation des Komplexes ;ZSl,(LiI Pi) in den Komplex 
r ;=1 

;ZQ(Lt, Pi)' 
.=1 

A.us diesen Uberlegungen ergibt sich nun der folgende 

Hilfssatz. Sind~, K2 , ••• , K, p-dimensionale Komplexe des n-dimen
sionalen Euklidischen Raumes (n 2 p), welche Dttrchmesser < E besitzen und 
fur cine gewisse Zahl m zu je m + 2 leere Durchschnitte haben, dann WfJt 

• 
sich der Komplex K = ;ZKi in einen m-dimensionalen Komplex K* "I-de-

i=] 

formieren, wo "I = (m + 1) . E ist. 

Zum Beweise bezeichnen wir den (evt. leeren) Durchschnittskomplex 
der j Komplexe K i" K i., ••• , K ij (j:;::;; m + 1) mit K i" i., ... , ij' Die 
Summe aller nichtleeren Komplexe E i" i., .... if fiir eine bestimmte Zahl j 
nennen wir Ki. Den Durchschnittskomplex von K i" i., ... , ij mit KH1 be
zeichnen wir mit L i" i ..... , IJ' 

Wir nehmen nun eine simpliziale Zerlegung .3 des Raumes in Simplexe 
mit so kleinen Durchmessern vor, daB erstens die Simplexe der Kom
plexe E,,, io. ... , i j in Teilsimplexe zerlegt werden, also jeder Komplex 
K i" i •• ... , if als ein aus Simplexen von .3 bestehender Komplex betrachtet 
werden kann, und daB zweitens die durch B hervorgerufene Zerlegung 
jedes nichtleeren Komplexes K i" i .. ... , ij in bezug auf den Komplex Liu i ..... , ij 

bequem (S. 273) ist. 

Wir betrachten nun vor aHem die Komplexe K i " i .... ,im+lI welche 
nichtleer sind. Je zwei von ihnen sind fremd, da es ja sonst Punkte gabe, 

18* 
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welche mehr als m + 1 Komplexen Ki gemein waren. Wir wahlen in jeder 
der nichtleeren Mengen Kill '., ...• im + 1 einen Punkt Pi" i ...... 1m + 1 und 
radialisieren Kiv i •• ...• im + 1 in bezug auf pill i ••...• im + 1 als Pol und die 
leere Menge als Basis, d. h. wir bilden jeden Punkt von K i" t ••...• im + 1 auf 
den Punkt pi" i., ...• im + 1 abo also den Komplex 

auf den nulldimensionalen Komplex 

Da die Durchmesser der K i" i ...... im+l < oS sind, ist die Abbildung von 

* Km+l auf Km+l ofl'enbar eine .s-Deformation. 

Wir machennun die induktive Annahme, es liege bereits eine (m-j+ 1).s
Deformation des Komplexes 

in einen (m - j)-dimensionalen Komplex 

vor, bei welcher jedes Teilsimplex von KH 1 in ein hochstens gleich-

* dimensionales Teilsimplex von KH 1 iibergefiihrl wird, so daB, wenn 

* L;" i ...... ij das Bild von L,,, i" ..• ij vermoge der Deformation bezeichnet, 

* * L i" i •• •••• ij ein Teilkomplex von KH 1 ist. 

Wir wahlen dann in jedem der nichtleeren Komplexe K i" i., .... if einen 
Punkt Pi" i •• .... ij auBerhalb jener Hyperebenen, welche Randsimplexe von 

* KH 1 oder KH 1 enthalten und radialisieren K i" i ...... ij in bezug auf den 
Punkt pi" i •• ...• iJ als Pol und den Komplex L i,. i •• ...• iJ als Basis. Da der 
Durchschnitt von je zwei Komplexen K i " i ...... iJ und Ki~. i; ..... ij Teil 
von KHl ist und daher bei den Radialisierungen der Komplexe Ki"i., .... iJ 

fest bleibt, so schlieBen diese Radialisierungen stetig aneinander und er
geben insgesamt eine .s-Deformation des Komplexes 
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in einen Komplex 

~ ,Q,(L·. .' p" .) . . ",.;;;;,;. 'l,~,···,lj' "1,'2,···,'j' 
'1' '2' "0' 'i 

den wir mit ,Q,(Xi+l; p) bezeichnen wollen. Die nach Annahme bereits 

* definierte (m - j + 1) • E-Deformation von XH 1 in XH 1 induziert daher 
(vgl. S. 275) eine (m - j + 1) E-Deformation von .Q (XH 1; p) und daher eine 
(m-j + 2) E-Deformation von Ki in einen (m-j + 1 )-dimensionalen Komplex 

*. ~ * J- ,Q,.... .. . K -.. . (L." a., ... , 'j' POlO ' ..... , Ij), 
't, '2' ... , Ij 

bei welcher jedes Teilsimplex von Kj in ein hochstens gleichdimensionales 

* Teilsimplex von Ki ubergefuhrt wird. Damit wird die Induktion weiter-
gefiihrt. 

I 

Das Endergebnis fur j = f besagt, daB Kl = ~K; in einen m-dimen-

* 
i=l 

sionalen Komplex Xl (m + 1) • E-deformierbar ist, wie im Hilfssatz be-
hauptet wird. 

Es sei nun zum Beweis des Deformierbarkeitstheorems A eine n-dimen
sionale kompakte Teilmenge des m-dimensionalen Euklidischen Raumes Rm 
und 1J eine vorgelegte Zahl > O. Wir bestimmen EO so klein, daB Eo < 1J 
ist und daB keine Eo-Deformation von A in einen weniger als n-dimensio
nalen Komplex moglich ist. Es sei nun E > 0 irgendeine Zahl < Eo' Nach 
dem letzten Teil des Zerlegungssatzes ist A Summe von endlichvielen ab-

geschlossenen Mengen A l , Ai, ... , A" deren Durchmesser < 2(n ~ 1) sind 

und die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben. Wir unterziehen den Rm 
einer so feinen simplizialen Zerlegung ,8, daB, wenn Ki die Summe aller 
zu Ai nicht fremden Simplexe von ,8 bezeichnet (i = 1, 2, ... , s), die Menge 

nur dann nichtleer ist, wenn die entsprechende Menge 

nichtleer ist und daB jede der s Mengen Xi einen Durchmesser < 2(n ~ 1) 

besitzt. 

Das System der s Komplexe Xl' X'j' ... , K, genugt den Voraussetzungen 

des Hilfssatzes und ist daher ; -deformierbar in ein System von m-dimen-

* * * sionalen Komplexen Xu X s, •.. , X" Durch diese Deformation geht die 
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, * 
Menge A, welche C ~Ki ist, in eine abgeschlossene Teilmenge A von 

;=1 

* • * von K = ~Ki iiber. 
;=1 

* * * * Wir setzen nun K = Ko, A = Ao und nehmen an, es liege bereits ein 

* * * * Teilkomplex KI von K und eine abgeschlossene Teilmenge AI von Ki vor 
gemiiB folgenden Bedingungen: 

* 1. Jedes mindestens (n - j + l)-dimensionale Simplex, das in Ki ent-

* halten ist, ist in AI enthalten. 

* * * 2. A laBt sich in Ai so deformieren, daB jeder Punkt von A wiihrend 
der ganzen Deformation in demselben Simplex bleibt, indem er urspriing
lich enthalten war. 

* * Wir definieren nun zwei Mengen KJ+l und AJ+l durch folgende Vor-

* schriften: KJ+l bestehe aus allen mindestens (n - j + l)-dimensionalen 

* * Teilsimplexen von Kil aus den in AI enthaltenen (n - j)-dimensionalen 

* Simplexen und aus allen r-dimensionalen Simplexen von AI (r < n - j). 

* * Es sei femer 8 ein nicht in AJ enthaltenes Simplex von Kil dann exi-

* stiert mit Riicksicht auf die Abgeschlossenheit von A im Innem von 8 

* ein zu 8 homothetisches Simplex 8', das zu A fremd ist. Wir deformieren 
nun 8' homothetisch in 8, wodurch aIle Punkte des Zwischengebietes 8 - S' 

* auf den Rand von S bef"Ordert werden. Jene Menge, welche aus AJ da-

* * durch entsteht, daB auf jedes nicht in Aj enthaltene Simplex von KI die 

* beschriebene Deformation angewendet wird, heiBe AJ+l. Offenbar entfemt 

* * * Rich bei der Deformation von AI in AI +1 kein Punkt von AI aus dem 
Simplex, in dem er urspriinglich enthalten war. Da dasselbe nach An-

* * nahme 2. von der Deformation der Menge A in AI gilt, so geniigt also 
auch die aus diesen beiden Deformationen zusammengesetzte Deformation 

* * * von A in AJ+l der Bedingung 2., und die Bestimmung der Mengen KJ+I 

* und A I +! kann vorgenommen werden. 

* Der ProzeB bricht fUr j = n + 1 mit einen Komplex KfI+ 1 und einer 

* * mit diesem Komplex identischen Menge A,,+1 abo Also lii13t sich A in 

* All + 1 so deformieren, da13 wiihrend der Deformation kein Punkt das Simplex 

* von K, in der er urspriinglich vorhanden war, verlii13t. Da die Durchmesser 
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* * * * der Simplexe von K < ; sind, ist also .A. in einen Komplex .A."+l = K"+l 

* : -deformierbar. Anderseits hatten wir .A. durch eine ; -Deformation aus 

.A. gewonnen, so daB also die Kombination dieser beiden ; -Deformationen 

* eine E-Deformation von A. in den Komplex K,,+l darstellt. Ais Teilkomplex 

* * von Kist K" + 1 hOchstens n-dimensional. Da E < Eo gewiihlt wurde, ist 

* * K .. +l mindestens n-dimensional. Also ist der Komplex K,,+17 in den .A. 
E-deformierbar ist, n-dimensional, womit das Theorem bewiesen ist. 

Historisches. Das Theorem von der Deformierbarkeit abgeschlossener euklidi
scher Mengen in gleichdimensionale Mengen und sein vorstehender Beweis stammen 
von Alexandroff (Math. Ann. 98, 1928, S. 617). Der Gedanke des Beweises der 
Nicht-a-Deformierbarkeit in niedrigerdimensionale Komplexe fiir hinreichend kleines a 
bildete bereits den Kern des Beweises des klassischen lnvarianzsatzes von B r 0 U w e r 
(Math. Ann. 70, 1911, S. 161). 



IX. Endlichdimensionale Rltume und Cartesische Rltume. 

t. Uber das Verhiiltnis separabler und kompakter Riiume. 
Wir untersuchen in dies em Kapitel das Verhaltnis endlichdimensionaler 

separabler Raume zu Cartesischen Raumen und werden nachweisen, da13 
jeder endlichdimensionale separable Raum mit einer Teilmenge eines endlich
dimensionalen Cartesischen Raumes homoomorph ist. In dies em Abschnitt 
untersuchen wir zunachst das Verhaltnis endlichdimensionaler separabler 
und kompakter Raume und beweisen diesbeziiglich das 

Theorem von der Einbettbarkeit endlichdimensionaler separabler 
Raume in gleichdimensionale kompakte. Jeder n-dimensionale separable 
Raum ist mit einer Teilmenge eines n-dimensionalen kompakten Raumes 
homoomorph. 

Der Gedankengang des Beweises ist folgender: Zu einem kompakten 
Raum konnten wir (S. 183), ausgehend von einer den Raum erzeugenden 
Doppelfolge, Ketten definieren, d. h. gewissen Bedingungen geniigende 
Folgen von Systemen bestehend aus endlichvielen natiirlichen Zahlen, und 
zwar so, da13 jedem Punkt des Raumes eine Kette, jeder Kette ein Punkt 
des Raumes entspricht und der Raum mit der Menge aller Ketten, wofern 
in derselben ein gewisses Umgebungssystem definiert wird, homoomorph 
ist. Wenn der gegebene kompakte Raum hochstens n-dimensional ist, so 
enthalten samtliche Glieder aller zugeordneten Ketten hOchstens je n + 1 
natiirliche Zahlen. In beliebigen separabeln Raumen existieren nicht not
wendig erzeugendeDoppelfolgen, aber doch stets finite ausgezeichneteDoppel
folgen (S. 65). Mit Hilfe einer solchen Folge kann man nun in einem 
beliebigen separabeln Raum R ebenfalls Ketten definieren, so da13 jedem 
Punkt des Raumes eine Kette, allerdings nicht notwendig jeder Kette ein 
Punkt von R entspricht. Dabei kann man auf Grund des Zerlegungssatzes, 
falls der gegebene separable Raum R hOchstens n-dimensional ist, dafiir 
sorgen, da13 die Glieder der zugeordneten Ketten Systeme von hOchstens 
je n + 1 natiirlichen Zahlen sind. Man kann sodann auf Grund oben 
(S.185 u.188) dargestellter Uberlegungen zeigen, daB die Gesamtheit aller so 
definierten Ketten (jener, die Punkten des gegebenen separabeln Raumes 
entsprechen, und jener, fiir welche dies nicht der Fall ist) einen hochstens 
n-dimensionalen kompakten Raum bildet, von dem eine Teilmenge, nam
lich die Menge jener Ketten, welche den Punkten von R entsprechen, mit 
R homoomorph ist. Damit ist die Einbettung von R in einen hochstens 
n-dimensionalen kompakten Raum geleistet. 
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Man kann von dem kompakten Raum, in den man R solcherart ein
bettet, auch sagen, daB er aus R durch Hinzufugung gewisser idealer Punkte, 
namlich jener Ketten, welche keinen Punkten von R entsprechen, entsteht. 
Die Hinzufugung idealer Elemente zur Gewinnung eines kompakten Raumes 
geschieht auf Grund des Zerlegungssatzes derart, daB der urn die idealen 
Elemente erweiterte kompakte Raum hochstens n-dimensional ist. Wir 
schreiten nun an die Ausfuhrung dieses Gedankens. 

Es sei also .R ein vorgelegter n-dimensionaler separabler Raum, 
{ U,,:} (k = 1, 2, ... , km' m = 1, 2, ••. ad inf.) eine finite ausgezeichnete
Doppelfolge von offenen Teilmengen von R, d. h. also eine Doppelfolge ~, 
welche die Eigenschaft (t) besitzt: Fur jede Folge {r m} (m= 1, 2, ... ad inf.) 

ao 

von naturlichen Zahlen, ist die Menge I/U':'m entweder leer oder sie besteht 
m=l 

aus einem Punkt, gegen den sich die Mengenfolge { U;:} (m= 1,2, ... adinf.) 
konvergiert. 

Dem letzten Teil des Zerlegungssatzes zufolge ist R Summe von endlich
vielen in R abgeschlossenen Mengen, etwa von A}, A~, ... , A~" die zu 
je n + 2 leere Durchschnitte haben und C ~1 sind, d. h. so daB jede der 
Mengen A: in mindestens einer der k1 Mengen Ul (k = 1, 2, ... , k1) als 
Teil enthalten ist. Das System dieser r 1 Mengen A! bezeichnen wir mit ~1. 
Angenommen, es sei R bereits fur eine naturliche Zahl m - 1 dargestellt 
als Summe von rm_1 in R abgeschlossenen Mengen C ~m-t, namlich als 
Summe der Mengen Aml -1, A!!,-l, ... , Am-1, die zu je n + 2 leere Durch-

.A Tm-l 

schnitte haben. Das System dieser r m-l Mengen Ar-1 heiBe ~m-l; das 
m-1 m-1 

System ~~. der ~ k. Mengen Aj (1 ::;:; i ::;:; m -1, 1 ::;:; j ::;:; r.) bezeichnen 
1=1 .=1 

wir mit ~m-1. Wir behaupten dann: R ist Summe von endlichvielen in 
R abgeschlossenen Mengen A~, A;', ... , A!!'m' die C ilm sind, zu je n + 2 
leere Durchschnitte haben und folgender Zusatzbedingung genugen: Sind 
All A 2 , ••• , Ar irgendwelche Mengen des Systems ~m-t, die einen leeren 
Durchschnitt haben, so hat keine der Mengen Ar (i = 1, 2, ... , rm) mit 
jeder der r Mengen A, Punkte gemein. 

Zum Beweise dieser Behauptung bezeichnen wir fur jeden Punkt p von 
R mit Vm - 1 CP) die Summe der p nicht enthaltenden Mengen des Systems 
~m-l. Die in R offenen Mengen R - Vm_1 (p) fUr die verschiedenen Punkte 
p von R bilden offenbar ein endliches R uberdeckendes Mengensystem, 
welches etwa aus den Mengen W lI WII , ... , lVj'''-l bestehen moge. Ebenso ist 
das System ~m derinR offenenMengen Ur· W,(i=1,2, ... ,km,j=I,2, ... Jm_1)' 
wo U;m die Mengen von ~m sind, ein endliches Uberdeckungssystem von R. 
N ach dem letzten Teil des Zerlegungssatzes ist also R die Summe von 
endlichvielen in R abgeschlossenen Mengen C ~m, etwa der Mengen 
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A~, A;', ... , A~, die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben. Das System 
dieser r m Mengen Ai heiBe ~m. Da die Mengen Ai C ~m sind, sind sie erst 
recht C ~m, und da jede der Mengen Ai Teilmenge einer der jm-1 Mengen 
W. ist, erfiillt das System ~m auch die Zusatzbedingung unserer Behauptung. 

Bestimmen wir auf Grund der bewiesenen Behauptung ausgehend vom 
System ~1 fiir jedes natiirliche m ein Mengensystem ~m, so erhalten wir .. 
insgesamt ein System ~ = ~ ~m von in R abgeschlossenen Mengen 

m=l 

{A;n I (i = 1, 2, ... , r m' m = 1, 2, ... ad inf.), welches folgende Eigen-
schaften besitzt: 

1. Fiir jedes natiirliche m haben je n + 2 von den Mengen von ~m einen 
leeren Durchschnitt. 

2. Die Mengen von ~m sind C ~m (m = 1, 2, ... ad inf.). 
3. Sind fUr eine natiirliche Zahl m > 1 All A 2 , ••• , Ar irgendwelche 

m-1 

Mengen des Systems 5Sm - 1 = ~~" deren Durchschnitt leer ist, so hat 
.=1 

keine Menge von ~m mit allen r Mengen Ai Punkte gemein. 
Wir wollen nun der Einfachheit halber fiir jedes i > r m Ayo gleich der 

leeren Menge setzen und fUr jedes System ft bestehend aus endlichvielen 
natiirlichen Zahlen ill ii, ... , ir den Durchschnitt Af:. A~ ..... A~ mit 
A~, i., ... , ir oder auch mit A: bezeichnen. 

Eine Folge (ft,} (i = 1, 2, ... ad inf.) von endlichen Systemen natiir
licher Zahlen heiBe (S. 183) eine Kette, wenn folgendes gilt: 

m 

a) Fiir jede natiirliche Zahl ist die Menge II A~i nichtleer. 
;=1 

b) Die Folge (a;} verliert die Eigenschaft a), so bald irgendeines ihrer 
Glieder a i durch ein System a~ von natiirlichen Zahlen, welches a j als echtes 
Teilsystem enthalt, ersetzt wird, d. h. fiir jede natiirliche Zahl r, die nicht Ele-

m 

ment von a, ist, ist fUr mindestens einen Index m die Menge A~ . II A~ leer. 
Wir behaupten nun: j=l J 

(*) Sind {a;} und {Pi I zwei verschiedene Ketten (d. h. sind fiir minde
stens einen Index i die Systeme fti und Pi verschieden), dann sind die 
Systeme a i und Pi fur alle hinreichend grof3en i elementefremd. 

Sei namlich zum Beweise r eine natiirliche Zahl, die in p" aber nicht 
in a, vorkommt. Dann ist zufolge der Definitionseigenschaft b) der Ketten 

m 

fiir einen Index m die Menge A~ . II A~ leer. Da die Mengen A~ und 
m J=1 J 

JI A~ fremd sind, hat zufolge der Eigenschaft 3. des Systems ~, falls m' 
1=1 j 

eine natiirliche Zahl > i und > m bezeichnet, keine Menge A;?' sowohl 
m 

mit A~ als auch mit II A~ Punkte gemein. Nun hat aber, wenn s ein 
j = 1 J 
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Element von (Jm' und t ein Element von am' bezeichnet, zufolge der De
finitionseigenschaft a) der Ketten die Menge A;" mit A~ und die Menge 

m 

A';" mit II.Ai,.. einen nichtleeren Durchschnitt. Also haben, wenn m' > i 
J=l J 

und m' > m gilt, die Systeme am' und (Jm' kein gemeinsames Element, wo
mit die Behauptung (*) bewiesen ist. 

Bezeichnen wir fur eine vorgelegte Kette {ai ) nnd eine gegebene natiir
liche Zahl m die Gesamtheit aller Ketten {{J.), fUr welche die Systeme 
{J17 {J2' ••• , {Jm Teilsysteme von bzw. au a2, ••• , a", sind, als mte Um
gebung der Kette {ai ), so ist (vgl. S. 187) mit Riicksicht auf (*) die 
Menge K aller Ketten ein kompakter Raum, und zwar mit Riicksicht auf 
die Eigenschaft 1. des Systems 21 ein hOchstens n-dimensionaler Raum. 
(Siehe den Zusatz wahrend der Drucklegung am Ende dieses Abschnittes.) 

Wir behaupten, daB R mit einer Teilmenge von K homoomorph ist. 
Zu diesem Zweck definieren wir zunachst eine eindeutige Abbildung von 
R auf eine Teilmenge von K durch folgende Festsetzung: 1st P ein vor
gelegter Punkt von R, dann bezeichnen wir mit am(p) das System aller 
natiirlichen Zahlen n j , fUr die der Punkt in der Menge A~ enthalten ist. 
Wir wollen zeigen, daB die jedem Punkt p von R solcherart zugeordnete 
Folge {am(p)) (m = 1,2, ... ad inf.) eine Kette, also ein Punkt von Kist. 

Erstens ist die Folge {am (p)) ofl'enbar ausgezeichnet, denn fUr jedes m 
m 

enthalt die Menge II A~. den Punkt p. Die Folge ist ~weitens eine Kette. 
;=1 

Sei namlich r eine natiirliche Zahl, die dem System a. nicht angehOrt. 
Wir haben zu zeigen, daB fUr hinreichend groBes naturliches m die 
Menge A~m zu A~ fremd ist. Sonst gabe es ja ofl'enbar eine Zahlenfolge 
{ km ) (m = 1, 2, . . . ad inf.) , so daB der Punkt p in allen Mengen TF:m 

enthalten ware, aber unendlichviele von diesen Mengen nicht C R - A~ 

waren. Da r dem System a. nicht angehort, liegt p in der in R ofl'enen 
00 

Menge R - A~. Der Punkt p ware also in IIu;:;,. enthalten, ohne daB 
m=l 

sich die Folge {U'!:m)' von der unendlichviele Glieder nicht C R - A~ 
waren, auf p zusammenzoge, und dies ist wegen der Eigenschaft (t) der 
Doppelfolge ~ ausgeschlossen. Es ist also fur fast aIle m die Menge 
A:~.(p) C R - A;., d. h. zu A~ fremd, w. z. b. w. 

Jedem Punkt p von R ist also eindeutig eine Kette, d. h. ein Punkt 
von K zugeordnet, d. h. R ist auf eine Teilmenge des hochstens n-dimen
sionalen kompakten Raumes K eindeutig abgebildet. Man iiberzeugt sich 
muheloB davon, daB die so definierte eindeutige Abbildung umkehrbar ein
deutig und beiderseits stetig ist. R ist also mit einer Teilmenge von K 
homoomorph. Der hochstens n-dimensionale kompakte Raum Kist, da er 
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eine mit R homoomorphe, also n-dimensionale, Teilmenge enthalt, n-dimen
sional. Damit ist der Einbettungssatz bewiesen. 

Aus dem Beweis ergibt sich noch ein wichtiges Nebenresultat. Die 
Voraussetzung, daB der vorgelegte separable Raum R, von dem die Homoo
morphie mit einer Teilmenge eines n-dimensionalen kompakten Raumes 
nachgewiesen wurde, n-dimensional ist, wurde wahrend des ganzen Be
weises nur insofern herangezogen, als auf den Raum R der Zerlegungssatz 
angewendet wurde, indem namlich davon Gebrauch gemacht wurde, daB 
R Summe von endlichvielen beliebig kleinen abgeschlossenen Mengen ist, 
die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben. Es wurde also mehr bewiesen, 
als behauptet worden war. Es wurde namlich gezeigt: Ein separabler Raum, 
der Summe von endlichvielen beliebig kleinen abgeschlossenen Mengen ist, 
die zu je n + 2 leere Durchschnitte haben, ist mit einer Teilmenge eines 
hochstens n-dimensionalen kompakten Raumes homoomorph. In dieser 
Aussage ist aber enthalten die folgende: Ein separabler Raum, welcher 
Summe von endliehvielen beliebi,q kleinen abgeschlossenen Mengen ist, die eu 
je n + 2 leere Durchschnitte haben, ist hOchstens n-dimensional. Diese Aus
sage ist die U mkehrung des letzten Teiles des Zerlegungssatzes ffir be
liebige separable Raume, deren Beweis wir (S. 163) vorbehalten hatten. 
Aus ihr ergibt sich (vgl. S.182) die Umkehrung des allgemeinen Zer
legungssatzes ffir beliebige separable Raume. 

Historisehes. Der dargelegte Beweis des Satzes von der Einbettbarkeit endlich
dimensionaler separabler Raume in gleichdimensionale kompakte und die Umkehrung 
des Zerlegungesatzes fiir beliebige separable Raume stammen von Rurewicz (Proc. 
Acad. Amsterdam 30, 1927, S.425). Ein allgemeinerer Satz, namlich die Existenz. 
n-dimensionaler kompakter Raume, in welche jeder n-dimeneionale separable Raum 
einbettbar ist, war von mir (Proc. Acad. Amsterdam 29, 1926, S. 1128) vermutungs
weise ausgesprochen worden. Rurewicz zeigt (a. a. O. S. 429), dati man abzii.hlbarviele 
separable Raume, die in ihrer Summe abgeschlossen sind, simultan in gleichdimen
sionale kompakte Raume einbetten kann, daB, genau gesprochen, folgendes gilt: 
Sind M\, M I , ••• , M i , ..• abzahlbarviele abgeschlossene Teilmengen eines sepa
rabeln Raumes R, dann exietiert ein kompakter Raum K, so daB R mit einer 
Teilmenge R' von K homoomorph iet und daB, wenn M" die Bildmenge von M" 
bei der Abbildung von R auf R' bezeichnet, fiir jedes k die in K abgeschlossene. 
also kompakte, Menge HI, dieselbe Dimension hat, wie M". Es wird dadurch die· 
Frage nahegelegt, ob jeder separable Raum R mit einer Teilmenge eines kompakten 
Raumes K homoomorph ist, so daB jede abgeschlossene Teilmenge von R mit der 
abgeschlossenen Riille ihrer Bildmenge in K gleichdimensional iet. Ferner wird 
(a. a. O. S. 430) bemerkt, daB ein separabler Raum R stets homoomorph ist mit 
einer Teilmenge R' eines gleirhdimensionalen kompakten Raumes K, der in jedem 
Punkt p' von R' dieselbe Dimension besitzt, wie R im entsprechenden Punkt p. 

Zusatz wahrend der Drucklegung: Zum Beweis, daB der kompakte RaumK 
hOchstens n-dimensional sei, ist nicht nur die Giiltigkeit der Bedingung (*) nachzu
weisen, sondern zu zeigen, daB die (erst wii.hrend der Drucklegung dieses Buches 
bekannt gewordene) schii.rfere Rausdorffsche Bedingung d) von S. 187 erfiint ist. 
Wie Frankl bemerkt hat, kann durch verscharfte VorsichtsmaBregeln bei der Wahl 
der Mengen des Systems 121 auch diese Bedingung d) erfiillt werden. 
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2. Die nulldimensionalen Riiume. 
Wir beweisen nun den Satz: Jeder nulldimensionale separable Raum ist 

hom60morph mit einer Teilmenge der R l • Wir zeigen allgemeiner: Jeder 
nulldimensionale separable Raum ist homoomorph mit einer Teilmenge des 
Dis7continuums. Auf Grund des im vorigen Abschnitt bewiesenen Theorems 
wurde es genugen, diese Behauptung fur nulldimensionale kompakte Raume 
zu beweisen. Da sich indes der Beweis fur beliebige separable Raume mit 
ganz denselben Mitteln wie der fur kompakte Raume fuhren laBt, so 
bringen wir fur die allgemeine Form der Behauptung einen vom vorigen 
Abschnitt unabhangigen Beweis. 

Es sei also ein nulldimensionaler separabler Raum R vorgelegt. Es sei 
U eine finite ausgezeichnete Folge (S. 65), bestehend aus den in R offenen 
Teilmengen I Ur} (k = 1, 2, ... , km' m = 1, 2, ... ad inf.) von R. Mit D 
bezeichnen wir das Diskontinuum, mit m eine erzeugende DoppeHolge 
von D. 

Nach dem Zerlegungssatz ist R Summe von endlichvielen Stucken 
At, A~, ... , A}, die paarweise fremd und C Ul sind. Offenbar kann man 
dies en jl Mengen jl paarweise fremde nichtleere Stucke von D, die C m1 

sind, zuordnen, welche wir mit Dt, D~, ... , D}, bezeichnen wollen; die 
der Menge A} zugeordnete Menge heiBe D;. 

Angenommen, es sei R bereits als Summe von endlichvielen paarweise 
fremden Stucken A,{" Ar;, ... , Aj~ dargestellt, die CUm sind, und es seien 
diesen Stucken jm paarweise fremde nichtleere Stucke D,{" Dr;, ... , D'f:" 
von D, die C m'" sind, zugeordnet. Nach dem Zerlegungssatz ist fUr jede 
der Zahlenj = 1, 2, ... , jm die Menge Ai Summe von endlichvielen paar
weise fremden Stucken C Um + 1, denen wir entsprechende paarweise 
fremde Teilstiicke von Di, die C IBm + 1 sind, zuordnen konnen. Fuhren 
wir dies fUr jede der jm Mengen Aim durch, so ist insgesamt R dar
gestellt als Summe von endlichvielen, etwa jm+lI nichtleeren Stucken 
A~+l, A;,+1, ... , Ak'++\ C Um+1, denen eine gleiche Anzahl von paar
weise fremden nichtleeren Stucken von D, die C mm+1 sind, entspricht, 
wobei stets, wenn Aj+l C A;" gilt, fUr die entsprechenden Stucke von D 
die Beziehung Dj + 1 C Dr: besteht. 

Auf diese Weise k6nnen wir also, ausgehend von den jl Stucken AI und 
den entsprechenden Stiicken D; von D, fur jede natiirliche Zahl m den 
Raum R darstellen als Summe von endlichvielen paarweise fremden Stucken 
A,{" Ar;, ... , AJ;,. cum, denen nichtleere Stucke D,{" Dr;, ... , Dr;:,. von D, 
die C mm sind, entsprechen. Dies ermoglicht, eine Abbildung von R auf 
eine Teilmenge von D zu definieren. Ist p ein vorgelegter Punkt von R, 
so ist p fur jedes naturliche m in einem der jm Stucke Ai enthalten, da 
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deren Summe mit R identisch istj und zwar ist p in gtlnau einer dieser 
Mengen enthalten, weil dieselben paarweise fremd sind. Zu jedem Punkt p 
von R existierl also eine Folge {r m} (m = 1, 2, ... ad inf.) von natiir-

00 

lichen Zahlen, so daB (p) c /I A':m gilt. Da die Menge A':m Teil einer 
m=1 

der Mengen von Um ist und U als ausgezeichnete Doppelfolge vorausgesetzt 
00 

ist, kann der Durchschnitt /I A':m nicht mehr als einen Punkt enthalten, 
,"=1 

muB also mit der aUB dem Punkt p bestehenden Menge (p) identisch sein. 
Da fiir jedes natiirliche m die Beziehung A~m C A~7;1 gilt, gilt infolge 
der Bestimmung der Mengen DZ' fUr jedes m die Beziehung D~:, c D~::;l' 
Die Mengen {D':m} (m = 1, 2, ... ad inf.) stellen also eine monoton ab
nehmende Folge von nichtleeren abgeschlossenen Teilmengen der kom
pakten Menge D dar. Mithin ist nach dem Durchschnittssatz der Durch-

00 

schnitt /ID':m nichtleer. Anderseits ist fiir jedes m die Menge Dr:". in 
m=1 

einer der Mengen von fBm als Teilmenge enthalten, also kann der Durch-
00 

schnitt n D':m' da das System fB als erzeugende Doppelfolge vorausgesetzt 
m=1 

ist, nicht mehr als einen Punkt enthalten und besteht daher aus genau 
einem Punkt q. Wir ordnen nun jedem Punkt p von R, der fiir die Zahlen-

00 

folge {r m} (m = 1, 2, ... ad inf.) den Durchschnitt /I A~m bildet, jenen 
m=1 

Punkt q von D zu, der den Durchschnitt der entsprechenden Mengen 
Dr:". (m = 1, 2, ... ad inf.) bildet. Man erkennt miihelos, daB die so de
finierle eindeutige Abbildung von R auf eine Teilmenge von D umkehr
bar eindeutig und beiderseits stetig ist. 

Damit ist zu jedem nulldimensionalen separabeln Raum eine homoo
morphe Teilmenge des Diskontinuums angegeben. 

Der bewiesene Satz kann noch in einer anderen Form ausgesprochen 
werden. Ein diskontinuierlicher Raum, der mit einer Teilmenge M des R1 
homoomorph ist, ist, da Meine diskontinuierliche und daher nulldimensio
nale Teilmenge des R1 ist, mit einernulldimensionalen Menge homoomorph 
und daher nulldimensional. Anderseits ist, wie wir sahen, jeder null
dimensionale Raum, insbesondere also jeder diskontinuierliche Raum, der 
nulldimensional ist, mit einer Teilmenge des Rl homoomorph. Wir konnen 
also sagen: Die nulldimensionalen Raume sind identisch mit jen('n dis
kontinuierlichen Raumen, die mit Teilmengen des ~ homoomorph sind. 

Historisches. Das Resultat dieses Abschnittes stammt von Sierpiiiski (Fund. 
Math. 2, 1921, S. 89). Das angegebene Verfahren zur topologischen Abbildung 
eines nulldimensionalen Raumes auf eine Teilmenge des Diskontinuums liHlt sich, 
wenn der vorgelegte nulldimensionale Raum R perfekt (d. h. insichdicht und kom-
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pakt) ist, dahin verscharfen, dafl es eine topologische .Abbildung von R auf das 
Diskontinuum selbst ergibt, entsprechend einem Resultat von Brouwer (Versl. .Akad . 
.Amsterdam 18, 1910, S.835), dafl jeder diskontinuierliche perfekte Raum mit dem 
Diskontinuum homoomorph iet. Da fUr jedes natiirliche n die nte Potenz des Dis
kontinuums perfekt und nulldimensional ist, folgt hieraus zugleich, dafl perfekte 
nulldimensionale Raume mit ihren Potenzen homoomorph sind. 

3. Der Fundamentalsatz. 
Es sel III einem kompakten Raum ein System von abgeschlossenen 

Mengen gegeben, welches folgenden Bedingungen geniigt: 

1. Jedem endlichen System ill i2 , ••• , ik von natiirlichen Zahlen ist eine 
Menge Ai" ',' ... , I" zugeordnet. :Fiir jedes natiirliche k enthalt das System 
bochstens endlichviele nichtleere Mengen A;" ~, •.• , ;" mit k 1ndizes. 

2. Fur jedes System ill i 2, ••• , i", -ilc+l von natiirlichen Zahlen gilt 
A .. . , CA' i '. '1'1"," "'k"k+l '12 2'" ','k 

3. 1st {i,,} (k = 1, 2, ... ad inf.) eine Folge natiirlicber Zahlen, so ist 
der Durcbschnitt A.·A .. · ... ·A .. .... . 

;1 '1,12, 'l'~'" ·,Ik 

dann und nur dann leer, wenn eine der ibn bildenden Mengen A." .. , ... ,i" 
leer ist, und enthalt andernfalls genau einen Punkt. 

Ein Mengensystem {A,,,i .... . ,.,,} dieser Art hei13t ein erzeugendes Mengen
system. Die Menge A aller Punkte, welche fiir irgendeine Zahlenfolge 
{ i,,} (k = 1, 2, ... ad inf.) den Durchschnitt 

A.·A .. · ... ·A .. .... . 
'1 'lu '!2, '1"2.'" ·,Ik 

bilden, hei13t der Kern des erzeugenden Systems {Ai" .. , .. "'k}. Das System 
{ A,,, i" .. . , i,,} nennen wir auch ein den Kern A erzeugendes System. Der 
Kern eines erzeugenden Systems ist offenbar stets eine abgeschlossene 
Menge. 

Zwei (evtl. in verschiedenen Raumen gelegene) erzeugende Mengen
systeme {Ai,,; .... . ,Ik } und {B,u ...... ,.,,} heiBen homolog, falls fUr jedes natiir
liche k irgendwelche Mengen Ai" .. , ... ,i", Aj"j ..... ,h' ... , Arur ..... ,rk mit k 1n
dizes des einen Systems dann und nur dann einen leeren Durchschnitt 

baben, wenn die entsprechenden Mengen Btu,,,, .. ,i,,' B juj,," .,j,,' ... , Br"r .. "',r" 
des anderen Systems einen leeren Durchscbnitt haben. In dieser Forde
rung ist insbesondere entbalten, daB eine Menge Ai"f ..... 'k des einen Systems 
£lann und nur dann leer ist, wenn die entsprecbende Menge B t" .. , . .. ,." des 
anderen Systems leer ist. Es gilt nun folgendes 

Lemma. Die Kerne homologer erzeugender Mengensysteme sind homoo
morpho 

Es sei A der Kern des erzeugenden Systems {A." .. , .. . ,.,,}, B der Kern 
des bomologen Systems {Biu; ..... ,./c}. Es sei a irgendein Punkt von A. Es 
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seien etwa A1ui .... . ,fk ' AJuJ ..... ,ik' ••• , A.u .... · "'k die samtlichen Mengen mit 
k Indizes des A erzeugenden Systems, welche den Punkt a enthalten. Wir 
bezeichnen sie kurz mit At(a), A~(a), ... , A; (a) und die entsprechenden 

k 

Mengen Bini., ... ,i,,' BJuJ ..... ,h' ... , B'u""""k mit B~, B~, ... , B~k' Betrachten 
00 rk 

wir die Menge B (a) = II ~ B;. Da fur jedes k die 1'k Mengen 
k=11=1 

A:(a)(i = 1,2, ... , Tk) den Punkt a enthalten, also einen nichtleeren Durch-
schnitt haben, ist wegen der Homologie der Systeme {Ai,,;,. ... '.i,,} und 
{Biu ;"," '.i,,} fur jedes k die Menge B~. B; '. .' B;", also erst recht die 

ric 

Menge ~B: nichtleer. Ferner gilt, da {BI1,i., ... ,ik } ein erzeugendes Mengen-
;=1 

system ist und daher die Bedingung 2. eines erzeugenden Systems erfiillt, 
fUr jedes k die Beziehung 

r" + 1 rIc 

~B:+1 C ~B:. 
i=1 1=1 

Die Mengen {~B:} (k = 1,2, ... ad inf.) bilden also eine mono ton 

abnehmende Folge von abgeschlossenen nichtleeren Teilmengen eines kom
pakten Raumef'l. Mithin ist nach dem Durchschnittssatz die Menge B(a) 
nichtleer. Anderseits kann die Menge B(a) nicht mehr als einen Punkt 
enthaltenj denn die Annahme, daB sie zwei verschiedene Punkte enthalte, 
fUhrt sofort zu einem Widerspruch gegen die Bedingung 3., der das System 
{ BiHi., ... ,i,,}, als erzeugendes System, genugt. Es ist also jedem Punkt a 
des Raumes A ein Punkt B(a) von B zugeordnet. Man bestatigt muhelos, 
daB bei dieser Zuordnung je zwei verschiedenen Punkten von A ver
schiedene Punkte von B entsprechen, daB jeder Punkt von B einem Punkt 
von A zugeordnet ist und daB die solcherart definierte eineindeutige Ab
bildung der Mengen A und B beiderseits stetig, also topologisch ist. Da
mit ist die Homoomorphie von A und B erwiesen. 

Urn fUr einen vorgelegten kompakten Raum R die Homoomorphie. mit 
einer Teilmenge eines Cartesischen Raumes nachzuweisen, geniigt auf Grund 
des Lemmas die Angabe eines R erzeugenden Systems und eines zu ihm 
homologen Systems von Teilmengen des Cartesischen Raumes. Der Kern 
dieses letzteren Systems ist eine mit R homoomorphe Teilmenge des Car
tesischen Raumes. 

Wir konnen dies auch folgendermaBen aussprechen: Urn die Homoo
morphie eines vorgelegten kompakten Raumes R mit einer Teilmenge des 
R" nachzuweisen, genugt es, ein R erzeugendes System 1 Aiui ..... ,I"} und 
zugleich ein System I Bil> i., ... ,i"} von abgeschlossenen Teilmengen des Rn 
anzugeben, welches die folgenden Eigenschaften hat: 
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a) Der Durchschnitt eines Systems Bi"i ..... ,ik' Bjuj ..... ,jk' ••• , Brur ..... ,rk 

von Mengen mit k Indizes ist dann und nur dann nichtleer, wenn der 
Dnrchschnitt der entsprechenden Mengen AiUi., ... ,ik' A juj .. ' .. ,jk' ••• , Aru r .. .•. , rk 

nichtleer ist. 

b) Fur jedes System ill i2 , ••• , ik , ik+l von natiirlichen Zahlen gilt 

c) Es existiert eine gegen Null konvergente Folge {Ek} (k = 1,2, ... ad inf.) 
von positiven Zahlen, so daB jede Menge Biui ...... ik mit k Indizes in einem 
Intervall der Kantenliinge Ek als Teilmenge enthalten ist. 

Durch die Bedingung c) wird niimlich gewiihrleistet, daB das Mengen
system {Biui" ... ,ik} ' welches die Bedingungen 1. und 2. eines erzeugenden 
Systems ofl'enbar erfiint, auch der Bedingung 3. geniigt und daher ein er
zeugendes System ist. Urn die Bedingung c) zu realisieren, tut man am 
besten, eine gegen Null konvergente Folge {Ek} von positiven Zahlen, 

etwa die Folge Ek = ~ (k = 1,2, .. , ad inf.), vorzugeben und zu verlangen, 

daB jede Menge Biui ..... ,ik mit k Indizes von dem zu konstrnierenden System 
{Biui •.... ,ik} in einem Intervall der Kantenliinge Ek als Teilmenge ent
halten sei. 

Und in der Tat, wenn wir den im vorigen Abschnitt durchgefuhrten 
Beweis fUr die Homoomorphie nulldimensionaler Riiume mit Teilmengen 
des Rl speziell fur kompakte nulldimensionale Riiume betrachten, so sehen 
wir, daB er in der eben festgelegten Ausdrucksweise auf folgendes hinaus
liiuft: Es wurde zu einem vorgelegten nulldimensionalen kompakten Raum 
Rein erzeugendes Mengensystem {Aiui ..... ,ik} angenommen, in dem fur 
jedes k je zwei Mengen mit k Indizes fremd sind, und es wurde zu diesem 
erzeugenden System ein homologes System {Di .. i ••... ,ik} bestehend aus 
Stiicken des Diskontinuums konstruiert, wobei die Kleinheitsbedingung c) 
fur dieses letztere Mengensystem dadurch realisiert wurde, daB die Mengen 
mit k lndizes vom System {Diui ..... ,ik} fur eine vorgelegte erzeugende 
Doppelfolge m des Diskontinuums C )Ok gewahlt wurden. Wir haben im 
vorigen Abschnitt zwar mit Doppelfolgen {AZ'} und {D,;} operiert, aber 
da jede Menge A~(m > 1) in einer Menge A:n- 1 und jede Menge D,;(m > 1) 
in einer Menge Dr:- 1 als Teilmenge enthalten ist, so bietet die Um
bezeichnung der Doppelfolgen {A~} und {Dr;:} zu erzeugenden System en 
{Aiui ..... ,ik} und {Di1.i ..... ,ik} ofl'enbar keine Schwierigkeit. 

Bezeichnen wir ein erzeugendes System {Aiui ..... ,ik} eines n-dimensio
nalen kompakten Raumes als kanonisch, wenn fUr jedes k der Durchschnitt 
von je r Systemmengen mit k Indizes hOchstens (n - r + i)-dimensional 
ist (r = 1,2, ... , n + 2), so ist ein erzeugendes System eines nulldimen-

Men g e r, DlmonBlonBtheorio 19 
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sionalen kompakten Raumes kanonisch, wenn je zwei Mengen mit gleich
viel Indizes zueinander fremd sind. Der Beweis des vorigen Abschnittes 
Hiuft dann also darauf hinaus, dati zu einem vorgelegten kanonischen er
zeugenden System eines gegebenen nulldimensionalen kompakten Raumes 
sukzessive fUr k = 1, 2, ... ad info die Mengen mit k Indizes eines homo
logen Systems von Stiicken des Diskontinuums konstruierl wurden, wobei 
die Stiicke des konstruierlen Systems mit k lndizes von vorgeschriebener 
Kleinheit, namlich C ~k (fiir ein vorgegebenes System ~) waren. 

Auf hOhere Dimensionen ist, wie wir an einem einfachen Beispiel zeigen 
wollen, dieses Verfahren nicht ohne weiteres zu verallgemeinern. Auch fiir 
einen Raum, der tatsachlich mit einer Teilmenge eines Carlesischen Raumes 
homaomorph ist, ist es doch unter Umstanden unmaglich, zu einem vor
gelegten erzeugenden System sukzessive ein homologes System von Teil
mengen des Carlesischen Raumes, die noch dazu von vorgeschriebener 
Kleinheit sind, zu konstruieren. Beispielsweise ist offenbar ein Intervall I 
des ~ homaomorph mit einer Teilmenge des Rl (es ist ja selbst Teil
menge des ~). Betrachten wir nun aber ein den Raum I erzeugendes 
kanonisches Mengensystem folgender Art: Das System mage eine einzige 
Menge Al mit einem Index, namlich I selbst, enthalten; es mage drei 
Mengen Al lJ Al I' Al S mit zwei Indizes enthalten, von denen Al I mit 
Al•l und Al , s je einen Punkt gemein hat, wahrend Al•l und AI. s fremd sind; 
es mage sodann fiinf Mengen mit drei Indizes enthalten, namlich AI,I,lJ 
All2 , Alill Al S lJ Al S s· Der Durchschnitt von je zwei in der an
ge~chriebe~en Ordn'ung b~~achbarten Mengen sei ein Punkt, je zwei nicht 
benachbarle Mengen seien fremd. Die Menge AI,2,1 sei mit Al,s identisch. 
Die Mengen mit mehr als drei Indizes von dem I erzeugenden System 
{Ai .. i., ...• ik} seien irgendwie definierl; sie interessieren uns fUr das Folgende 
nicht. Nehmen wir nun an, es sei geforderl, zu diesem I erzeugenden 
Mengensystem ein homologes System zu konstruieren, in dem fiir k > 1 

aIle Mengen mit k Indizes Durchmesser ~ k ~ 1 haben. Diese Forderung 

ist durch sukzessive Bestimmung der Mengen homologen Systems unter 
Umstanden nicht realisierbar: Denken wir namlich der Menge Al ein 
Intervall Bl von der Lange 1 zugeordnet; jeder der Mengen Al•lI AI,!, Al•s 

sei ein Teilintervall von Bl von der Lange ~ zugeordnet, wobei von diesen 

zugeordneten Intervallen Bl,l' BI,1I Bl,s das mittlere mit jedem der beiden 
anderen einen Punkt als Durchschnitt hat, wahrend Bll und Bl s fremd 
sind. Nun sehen wir: den Mengen Al 11 und Al I 2 kanne~ wir zwei'Halften 

Bl 1 lund Bl 1 2 des Intervalls Bl I ~~tspreche~' lassen, deren Lange = 61 
,t , , t 

also < ~ ist. Aber es ist unmaglich, der Menge Al,!.l eine Menge Bl ",1 
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von vorgeschriebener Kleinheit, d. h. von einem Durchmesser < !, zu

zuordnen, so daB das entstehende System {Billi •..... ik} mit {Ai"i •....• ik I homo
log ist. Denn, da A I •2•1 sowohl mit A I •I •2 als auch mit AI.S,1 einen nicht
leeren Durchschnitt hat, miiBte eine Menge Bl 2 I Bowohl mit Bl I 2 als , , , , 
auch mit Bl S I einen nichtleeren Durchschnitt haben, d. h. Bl I I miiBte , , , , 
sowohl den Durchschnittspunkt der Mengen Bl. i und Bl,l als auch jenen 
der Mengen B I ,2 und Bl,s enthaltenj dies sind aber zwei Punkte im Ab-

stand ~ j also existiert keine den Forderungen geniigende Menge B I •1• 1 

mit einem Durchmesser ~ !. 
Es ist klar~ worauf der Unterschied der hOherdimensionalen FaIle gegen

iiber dem nulldimensionalen Fall beruht: Zur Abbildung eines nulldimen
sionalen Raumes auf eine Teilmenge des Rl hatten wir, sobald die paar
weise fremden Mengen mit k Indizes von dem zu konstruierenden homo
logen System vorliegen, die Mengen mit k + 1 Indizes dieses Systems als 
paarweise fremde Teilmengen von Mengen mit k Indizes zu bestimmen, 
und dies ist moglich, wie immer die Kleinheit der Mengen mit k + 1 In
dizes vorgeschrieben ist. Ersetzt man namlich jede Menge mit k + 1 Indizes 
durch eine Teilmenge mit kleinerem Durchmesser, so sind die neuen Mengen 
erst recht paarweise fremd. Betrachten wir dagegen einen hoherdimensio
nalen Fall, so sehen wir, daB bloB fiir die Mengen mit einem Index des 
zu konstruierenden homologen Systems eine Kleinheitsbedingung ohne 
weiteres vorgeschrieben werden kann. Nehmen wir namlich an, daB zu den 
Systemmengen Av Au . .. , Ak mit einem Index entsprechende Teilmengen 
des R,. existieren, d. h. also Mengen Bv Bi' ... , Bi' so daB die Mengen 
B. , B, , ... , B,. dann und nur dann einen leeren Durchschnitt haben, 

~ 2 r 
wenn die Mengen Ai , Ai , ... , Ai einen leeren Durchschnitt haben, dann 

,. r 

existieren auch den Ai" Ai., ... , Ai" entsprechende Mengen B'l' 112, ... , 11" 
von vorgeschriebener Kleinheit. Man braucht ja, falls die nach Annahme 
existierenden Mengen Bl , B., ... , B" nicht selbst die vorgeschriebene Klein
heit besitzen, aus ihnen nur durch eine Ahnlichkeitstransformation Mengen 
von vorgeschriebener Kleinheit zu bilden, urn ein den Ai entsprechendes 
System B;., ~, ... , ~ von gewiinschter Kleinheit zu erhalten. Zu den 
Mengen mit einem Index eines erzeugenden Systems existieren also in 
einem R n , wofern in ihm uber/taupt entsprechende Mengen existieren, auch 
entsprechende Mengen von vorgeschriebener Kleinheit. Aber schon bei 
den Mengen mit zwei Indizes konnen die VerhaltniJilse anders liegen. Wenn 
den nichtleeren Mengen All A" ... , A" mit einem Index des vorgelegten 
erzeugenden Systems bereits entsprechende Teilmengen Bv B2, ••• , B" des 
Rn zugeordnet sind und wenn man etwa den in Al als Teilmengen ent
haltenen Mengen mit zwei Indizes, den Mengen A I •v A I ,2' ••• , AI •1 ent-

11'· 
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sprechenden Teilmengen B I ,lI BI,,, ... , BI" von BI zuordnen will, so hat 
man zu beachten, daB nicht nur diese Mengen untereinander gewissen 
Durchschnittsbedingungen geniigen miissen, (daB nicht nur die Durch
schnitte BI ; • BI ; ..... BI I dann und nur dann leer sein miissen, wenn 

, J t 2 , r 
die entsprechenden Durchschnitte Al I . • AI .. ' ..... AI i leer sind), sondem ,-1., , r 
daB das System der Mengen B I ,; gleichsam auch gewissen Randbedingungen 
geniigen muB, daB z. B. die Menge B I ,; auch mit der Menge Bs oder Bs 
einen nichtleeren Durchschnitt haben muB, falls AI,; mit At bzw. As einen 
nichtleeren Durchschnitt hat. Erst dadurch wird gewahrleistet, daB die 
Mengen BI,i auch mit den Mengen B s,; und B3d nichtleere Durchschnitte 
haben, wenn fiir die entsprechenden Mengen AI,; Entsprechendes gilt. Bei 
den Mengen mit k Illdizes kommen die Randbedingungen auf folgendes 
hinaus: Es sei aus dem vorgelegten erzeugenden System eine Menge A 
mit k Indizes vorgegeben. In ihr ist ein gewisses System von abgeschlos
senen Mengen, namlich von Durchschnitten der Menge mit den iibrigen 
Mengen mit k Indizes, ausgezeichnet. Der vorgelegten Menge A mit k In
dizes entspricht eine bereits konstruierle Teilmenge B mit k Indizes des 
R,,; dem System von ausgezeichneten Teilmengen von A entspricht ein 
System von ausgezeichneten Teilmengen von B, namlich von Durchschnitten 
von B mit den iibrigen bereits konstruierlen Mengen mit k Indizes des 
homologen Systems. In A h'lt nun ein System von Mengen mit lc + 1 In
dizes gegeben. Es ist in B ein entsprechendes System von Mengen mit 
k + 1 Indizes zu konstruieren, so daB jedes bestimmte System bestehend 
aus Teilmengen mit lc + 1 Indizes von B und aus ausgezeichneten Teil
mengen von B dann und nur dann einen nichtleeren Durchschnitt hat, 
wenn das System bestehend aus den entsprechenden Teilmengen mit k + 1 
Indizes von A und den entsprechenden ausgezeichneten Teilmengen von A 
einen nichtleeren Durchschnitt hat. 1m Falle der nulldimensionalen Raume 
sind die Durchschnitte von je zwei Mengen mit gleichviel Indizes leer, 
d. h. die ausgezeichneten Teilmengen sind leer, und daher sind keine Rand
bedingungen zu erfiillen. Fiir hOherdimensionale Raume dagegen treten 
Randbedingungen im allgemeinell auf und sind, wie das einfache Beispiel 
oben lehri, bei vorgeschriebener Kleinheit der Teilmengen mit k + 1 In
dizes von B nicht immer erfiillbar. Dies hat zur Folge, daB fiir einen hOher
dimensionalen Raum, selbst wenn er mit einer Teilmenge des R,. homoo
morph ist, doch nicht immer zu einem vorgegebenen erzeugenden System 
schrittweise ein homologes erzeugendes System bestehend aus Teilmengen 
des Rn von vorgeschriebener Kleinheit konstruierl werden kann. 

Urn fiir hOherdimensionale Raume homoomorphe Teilmengen Cartes i
scher Raume anzugeben, muB man vielmehr etwas anders verfahren. Man 
darf nicht von einem vorgelegten erzeugenden System des hoherdimensio-
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nalen Raumes ausgehen, sondern man muB schrittweise gleichzeitig ein 
den vorgelegten Raum erzeugendes System und ein dazu homologes System 
von Teilmengen eines Carlesischen Raumes, welch letztere von vorgeschrie
bener Kleinheit sind, konstruieren. In Summa ergibt diese Konstruktion 
ein erzeugendes System des Raumes und ein dazu homologes erzeugendes 
System von Teilmengen des Cartesischen Raumes, und der Kern des letz
teren ist dem Lemma zufolge eine mit dem vorgelegten Raum homoo
morphe Teilmenge des Carlesischen Raumes. 

Die simultane Konstruktion der beiden homologen erzeugenden Systeme 
fiihren wir in folgender Weise durch: Wir geben erstens zum vorgelegten 
kompakten Raum Reine ihn erzeugende Doppelfolge ~ vor und beab
sichtigen, die Konstruktion so einzurichten, daB alle Mengen mit k Indizes 
von dem zu konstruierenden erzeugenden System von R C ~k sind, wo
durch gewahrleistet wird, daB das konstruierle System die Eigenschaft 3. 
eines erzeugenden Systems besitzt. Wir geben sweitens eine gegen Null 
konvergente Folge {E,,} (k = 1, 2, ... ad inf.) von positiven Zahlen vor 
und beabsichtigen die Konstruktion des homologen Systems bestehend 
aus Teilmengen eines Carlesischen Raumes so einzurichten, daB jede 
:Menge mit k Indizes dieses letzteren Systems in einem Intervall der Kanten
lange E" als Teilmenge enthalten ist, wodurch gewahrleistet wird, daB das 
homologe System die Bedingung c) und daher die Bedingung 3. eines er
zeugenden Systems erfiilIt. 

Wir stellen hierauf R als Summe von endlichvielen Stiicken C i) dar 
und lassen, wofern dies moglich ist, diesen Stiicken ..111 AII1 ••• , Ar ein 
System von Polytopen Pl1 P2 , ••• , Pr eines Carlesischen Raumes ent
sprechen. DaB die Polytope dieses Systems in einem Cartesischen Raum, 
in dem ein solches entsprechendes Polytopensystem iiberhaupt existierl, 
auch in vorgeschriebener Kleinheit existieren, d. h. daB jedes innerhalb 
eines Intervalles der Kantenlange El gewahlt werden kann, wurde bereits 
auseinandergesetzt. Nunmehr betrachten wir die Menge Al und das System 
ihrer ausgezeichneten Teilmengen (das System der Durchschnitte von A1 
mit den iibrigen Mengen A;). Ihr entspricht ein Poly top P1 , in dem ge
wisse Teilpolytope ausgezeichnet sind, namlich die Durchschnitte von P1 
mit den iibrigen Polytopen Pi' Wir stellen nun ..11 als Summe von elldlich
vielen abgeschlossenen Mengen At,i mit zwei Indizes, die C ~2 sind, dar 
und lassen diesen Mengen, wofern dies moglich ist, ein System von Teil
polytopen von P1 entsprechen, so daB die Durchschnitte von diesen PI,i 
untereinander und mit den ausgezeichneten Teilpolytopen von P1 dann 
und nur dann nichtleer sind, wenn die Durchschnitte der entsprechenden 
Mengen A1,i untereinander und mit den entsprechenden ausgezeichneten 
Teilmengen von ..11 nichtleer sind. Ein solches System von entsprechenden 
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Polytopen PI,i bestimmen wir, wofern dies iiberhaupt moglich ist, zunachst 
ohne Riicksicht auf die GroBe der Polytope; denn daB wir nicht zugleich 
die Erfiillung der Durchschnitts- und Randbedingungen und der Kleinheits
bedingung fordern diirfen, haben wir ja bereits festgestellt. Wenn die Poly
tope PI" nicht die vorgeschriebene Kleinheit haben, d. h. nicht durchwegs 
in Intervallen der Kantenlange ci enthalten sind, dann zerlegen wir die
jenigen unter ihnen, welche zu groB sind, in Teilpolytope von der ge
wiinschten Kleinheit und lassen nun dem System dieser Teilpolytope Teil
mengen der entsprechenden Menge AI,i entsprechen, welche nichtleere 
Durchschnitte untereinander und mit ausgezeichneten Teilmengen von .AI i , 
dann und nur dann haben, falls die entsprechenden Teilpolytope von PI . 

'I 

nichtleere Durchschnitte untereinander und mit den ausgezeichneten Teil-
poly top en von PI,i haben. Indem man die Teilpolytope von Pl,iI deren 
Kleinheit den Forderungen entspricht, evtI. noch etwas verkleinert, urn 
gewisse Durchschnitte von'ihnen, die nichtleer sind, leer zu machen, kann 
man die Existenz solcher entsprechender Teilmengen von AI,i nachweisen. 
Insgesamt hat man nun also Al in ein System von Mengen mit zwei 
Indizes, die C ill sind, zerlegt und zugleich ein diesen Mengen ent
sprechendes und die Randbedingungen erfiillendes System von Teil
polytopen von PlI welche die gewiinschte Kleinheit besitzen, angegeben. 
In derselben Weise behandelt man As, ... , Ai und hat dann insgesamt 
Mengen mit zwei Indizes C ill und ein entsprechendes System von Po
lytopen von vorgeschriebener Kleinheit definiert. In derselben Weise 
behandelt man jede dieser Mengen mit zwei Indizes. Man zerlegt A;ult in 
endlichviele abgeschlossene Mengen C ils mit drei Indizes und ordnet, 
wenn dies moglich ist, diesem Mengensystem ein entsprechendes die Rand
bedingungen erfiillendes System von Teilpolytopen des Poly tops PI",. zu, 
welche noch nicht notwendig die gewiinschte Kleinheit besitzen. Sodann 
zerlegt man diejeJ;J.igen unter dies en Teilpolytopen, welche zu groB sind, 
in geeigneter Weise, namlich derart, daB in der entsprechenden Menge A 
mit drei Indizes ein entsprechendes System von Teilmengen existiert. In
dem man auf diese Weise aHe Mengen mit zwei Indizes behandelt, erhalt 
man ein System von Mengen A,. I " mit drei Indizes C i)s und ein ent-

It t.. I 

sprechendes System von Polytopen mit drei Indizes, die durchweg die 
gewiinschte Kleinheit besitzen, d. h. in IntervaHen der Kantenlange Cs ent
halten sind. 

Und man erhalt, in dieser 'Weise fortfahrend, wenn jede der notigen Zu
ordnungen moglich ist, ein R erzeugendes System {A/u ...... ,.k}' von wel
chern die Mengen mit k Indizes C ilk sind und ein dazu homologes System 
von Teilmengen eines Cartesischen Raumes, von welchem jede Menge mit 
k Indizes in einem Inter vall der Kantenliinge < ck enthalten ist. 
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Es fragt sich nun, unter welchen Umstiinden es fiir einen vorgelegten 

kompakten Raum R moglich ist, jedem System von Teilmengen, fur welches 
dies im Verlaufe der geschilderten Konstruktion erforderlich ist, tatsiich
lich ein entsprechendes System von Teilmengen eines und desselben Carte
sis chen Raumes zuzuordnen und wievieldimensional der Cartesische Raum 
sein muB, damit dies moglich ist. Ein unendlichdimensionaler Raum ist 
mit keiner Teilmenge eines Cartesischen Raumes homoomorph, also sind 
fUr einen unendlichdimensionalen kompakten Raum fiir keine natiirliche 
Zahl nallen Mengensystemen, denen im Verlaufe der Konstruktion ent
sprechende Systeme von Teilmengen eines Carlesischen Raumes zugeordnet 
werden sollen, entsprechende Teilmengen des Rn tatsiichlich zuordenbar. 
Ebenso liegen die Verhiiltnisse z. B., wenn der vorgelegte kompakte Raum 
ein m-dimensionales Simplex ist und in den Rn (n < m) eingebettet werden 
soIl. Man versuche etwa, nach dem geschilderten Verfahren eine Quadrat
Hache auf eine Teilmenge der Strecke abzubilden! 

Es mussen also Voraussetzungen uber den vorliegenden kompakten 
Raum gemacht werden, welche seine Einbettung in einen Cartesischen 
Raum ermoglichen und zugleich Kennzeichen dafur enthalten, in einen 
wievieldimensionalen Cartesischen Raum die Einbettung vollzogen werden 
kann. Wir werden nun sehen, daB die fUr das Problem maBgebende 
Eigenschaft kompakter Riiume ihre Dimension ist. Es gilt niimlich 
folgender 

Einbettungssatz. Ein n-dimensionaler kompakter Raum ist mit einer 
Teilmenge des R2n+1 homoomorph. 

'Vir werden sehen, daB fur einen n-dimensionalen kompakten Raum die 
in der geschilderten Konstruktion geforderten Zuordnungen moglich sind, 
wofern den Teilmengen des n-dimensionalen Raumes Teilmengen des R2n +1 

zugeordnet werden, und daB diese Moglichkeit letzten Endes auf der ele
mentargeometrischen Tatsache beruht, daB in einem (2n + l)-dimensio
nalen Cartesischen Raum zwei n-dimensionale ebene Teilriiume im all
gemeinen zueinander fremd sind. 

Das angegebene Theorem enthalt insbesondere die Aussage, daB jeder 
endlichdimensionale kompakte Raum mit einer Teilmenge eines Cartesi
schen Raumes homoomorph ist. Anderseits ist jede Teilmenge eines Car
tesischen Raumes und daher jeder Raum, welcher mit einer Teilmenge 
eines Cartes is chen Raumes homoomorph ist, endlichdimensional. Wir sehen 
also, daB fur die Homoomorphie eines kompakten Raumes mit einer Teil
menge eines Cartesischen Raumes der Besitz einer endlichen Dimension 
notwendig und hinreichend ist. Auf Grund des Satzes uber das Verhiiltnis 
endlichdimensionaler separabler und kompakter Riiume gilt diese Behaup
tung fUr beliebige separable Riiume. Es gilt also das fundamentale 
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Theorem von der topologischen Charakterisiernng der mit Koordi
naten beschreibbaren Ranme. Damit ein separabler Raum mit endlich
vielen Koordinaten beschreibbar, d. h. mit einer Teilmenge eines Cartesischen 
Raumes homoomorph sei, ist notwendig und hinreichend, dafJ er eine end
liche Dimension besitze. 

Der Inhalt dieses Theorems ist hOchst iiberraschend. Es zeigt einerseits, 
da/3 die scheinbar so allgemeine Begriffsbildung des endlichdimensionalen 
separabeln Raumes inhaltlich nicht iiber die Teilmengen der wohlbekannten 
Carlesischen Riiume hinausgeht; da/3 die fiir den Begriff des Raumes un
wesentliche Forderung nach Beschreibbarkeit mit Koordinaten fUr endlich
dimensionale Riiume von selbst erfiillt ist; und anderseits, da/3 die Carte
sischen Riiume erheblich allgemeiner sind, als bisher angenommen wurde; 
da/3 sie niimlich topologisch aIle endlichdimensionalen Riiume umfassen, 
indem sie zu jedem endlichdimensionalen separabeln Raum eine homoo
morphe Teilmenge enthalten. 

Historisches. Den Einbettungssatz und das Charakterisierungstheorem habe ich 
(Proc. Acad. Amsterdam 29, 1926, S. 476) ausgesprochen und fdr den Fall n = 1 
mit Rilfe einer ffir hohere Dimensionen verallgemeinerbaren Methode bewiesen. Das 
in diesem Abschnitt bewiesene Lemma und seinen Beweis gab ich (a. a. O. S.477) 
an. Es gehllrt in gewissem Sinn in den Gedankenkreis der oben (S. 180) darge
gestellten Alexandroffschen Umformung des Begriffes yom kompakten Raum. 
Denn la8t man fUr ein erzeugendes System eines kompakten Raumes R fiir jedes k 
den Mengen mit k Indizes (in derselben Weise wie S. 192 den Mengen kten 
Schrittes einer R erzeugenden Doppelfolge) einen Komplex entsprechen, 80 besteht 
die Romologie zweier erzeugender Systeme darin, dafl fdr jedes k die den beiden 
Systemen zugeordneten kten Komplexe identisch sind. Zugleich sieht man aber auch, 
und ganz deutlich wird dies aus den nachsten Abschnitten hervorgehen, daB im Ver
laufe der geschilderten Konstruktion selbst nicht mit diesen Komplexen gearbeitet wird, 
sondem vielmehr mit Systemen von Teilmengen (und zwar Polytopen) Cartesischer 
Raume, welche vielleicht mit groflerem Recht als den vorgelegten kompakten Raum 
approximierende Mengen bezeichnet werden konnen, als die Komplexe von S. 192, 
da sie sich in einer dem vorgelegten Raum entsprechenden Weise aua Stiicken zu
sammensetzen und sich iiberdies auf eine mit dem Raum homoomorphe Menge zu
sammenziehen, was fdr die S. 192 geschilderten Komplexfolgen (wegen ihrer S. 193 
erwil.hnten Dualitat zum Raum) im allgemeinen nicht der Fall ist. 

4. Der Beweis. 
Wir beweisen vor allem die Einbettbarkeit aller eindimensionalen kom

pakten Riiume in den Rs. Es liege also ein hOchstens eindimensionaler 
kompakter Raum R vor. Wir geben eine R erzeugende Doppelfolge i) 
und eine gegen Null konvergente Folge {Ek) von positiven Zahlen vor. 
Wir bestimmen nun nach dem allgemeinen Zerlegungssatz eine kanonische 
Zerlegnng von R in Teile C ~t, d. h. wir stellen R als Sum me dar von 
endlichvielen abgeschlossenen Mengen All As, ... , Ar , die C ~1 sind, zu 
je zweien hochstens nulldimensionale und zu je dreien leere Durchschnitte 
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haben. Wir lassen dies en Mengen im R3 Polyeder BlI B 2 , ••• , Br ent
sprechen, von welchen Bi und B j dann und nur dann einen nichtleeren 
Durchschnitt, und zwar eine Teilstrecke ihrer Begrenzungen, gemein haben, 
wenn A; und AJ einen nichtleeren Durchschnitt haben, und die zu je drei 
Ie ere Durchschnitte haben. 

Die Moglichkeit der Bestimmung solcher Pol yeder des R3liegt auf der Hand. 
Man braucht nnr jeder der r Mengen Ai einen Punkt Pi und dem Durch
schnitt von je zwei nicht fremden Mengen Ai und A; einen Punkt Pij = Pj' 
des Rs entsprechen zu lassen und sodann jeden der r Punkte Pi mit jenen 
Punkten Pi j1 die einen Index i besitzen, durch einen Streckenzug zu ver
binden. Dies ist, da zwei Streckenzuge im Rs im allgemeinen zueinander 
fremd sind und andernfalls durch beliebig kleine A.banderungen fremd ge
macht werden konnen, in solcher Weise moglich, daB je zwei auftretende 
Streckenzuge, etwa der zwischen den Punkten Pi und Pi; und der zwischen 
den Punkten Pk und Pm abgesehen hochstens von ihren Endpunkten zu
einander fremd sind. Die Summe der vom Punkt Pi ausgehenden Strecken
zuge machen wir nun zum Nerv eines Pi im Innern enthaltenden Poly
eders Bi. Wir legen zunachst jeden Punkt Pi; in eine Strecke Bii = B;i' 
welche mit den beiden in PiJ zusammenstoBenden Streckenzugen, die Pi; 
mit Pi und PJ verbinden, bloB den Punkt Pi; gemein hat. Dabei wahlen 
wir diese Strecken BiJ so klein, daB sie paarweise fremd sind. Sodann be
stimmen wir fUr jeden Punkt Pi zur Summe der von ihm ausgehenden 
Streckenzuge ein diese Streckenzuge (bis auf ihre von Pi verschiedenen 
Endpunkte Pi;) im Innern enthaltendes Polyeder Bo welches auf seiner 
Begrenzung die Strecken Bii' die einen Index i besitzen, enthalt. Dabei 
wahlen wir diese Polyeder Bi so dunn (so sehr an ihre Nerven sich 
anlehnend), daB je zwei Polyeder Bi und B; dann und nur dann einen 
nichtleeren Durchschnitt, und zwar die auf ihren Begrenzungen gelegene 
Strecke Bii gemein haben, falls von den Punkten Pi und P; zwei zu 
einem Punkt Pi; fuhrende Streckenzuge ausgehen, und daB je drei von 
den Polyedern Ei einen leeren Durchschnitt haben. Die so bestimmten 
Polyeder erfUllen offenbar unsere Forderungen. Wir konnen (vgl. S. 291) 
uberdies annehmen, daB die Bo die gewunschte Kleinheit besitzen, d. h. daB 
jedes dieser Polyeder in einem Intervall der Kantenlange cJ enthalten ist. 

Wir nehmen nun an, es sei bereits eine kanonische Zerlegung von R 
in Mengen mit k lndizes, welche C SDk sind, defilliert, und ein entsprechen
des System von Polyedern mit k Indizes, von denen jedes in einem Interval! 
der Kantenlange Ck enthalten ist, bestimmt. Urn die Mengen und Polyeder 
mit 7.: + 1 Indizes zu bestimmen, betrachten wir eine Menge A mit k In
dizes und das entsprechende Polyeder B mit k Indizes. In der Menge A 
sind endlichviele abgeschlossene Mengen At, A2, ... , A' ausgezeichnet, 
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namlich die Durchschnitte von A mit den iibrigen Mengen mit k Indizes 
(bzw. mit den evtI. bereits konstruierlen Mengen mit k + 1 Indizes). Diese 
Mengen Ai sind nulldimensional und paarweise fremd, denn da die Zer
legung von A in die Mengen mit k Indizes kanonisch ist, haben je zwei 
Mengen mit k Indizes einen hOchstens nulldimensionalen Dnrchschnitt, und 
die Dnrchschnitte von je dreien sind leer, woraus die paarweise Fremdheit 
der Mengen Ai folgt. Den Mengen At, A'l, ... , A' entsprechen paarweise 
fremde Strecken Bt, B'l, ... , B' auf der Begrenzung von B, namlich die 
Durchschnitte von B mit den iibrigen Polyedern mit k lndizes (bzw. mit 
den bereits konstrnierlen Polyedern mit k + 1 Indizes). 

Wir bestimmen nun eine kanonische Zerlegung von A in endlichviele 
abgeschlossene Mengen All A'l , •.• , Ar , die C i)k+1 sind, und so daB 

1. der Durchschnitt von je zwei Mengen Ai und AJ hOchstens null
dimensional ist, 

2. der Durchschnitt von je drei Mengen Ai leer ist, 
3. der Durchschnitt von je zwei Mengen Ai und AJ mit einer Menge Ai 

leer ist. Die letztere Bedingung besagt, daB jeder Punkt der ausgezeich-
• 

neten Menge ;SAJ in genau einer der Mengen Ai enthalten ist, und ist 
1=1 

unter Heranziehung des Hilfssatzes 2 von S. 170 realisierbar . 
• 

Wir betrachten nun vor allem die ausgezeichnete Menge ;EAJ. Es kann 
J=1 

sein, daB durch die Zerlegung von A in die Mengen Ai eine Zerlegung 
dieser Menge induzierl wird, daB namlich manche von den Mengen Aj 
in Summanden zerlegt werden, welche in verschiedenen Mengen Ai als 
Teilmengen enthalten sind. Jedenfalls sind aber wegen Bedingung 3. aIle , 
Summanden, in welche die Menge ;SAJ zerlegt wird, paarweise fremd. Es 

_ _ _ 1=1 
seien A 1, At, . .. , At die paarweise fremden Summanden, in welche die 

• 
Menge ;SAl insgesamt zerlegt ist. Wir lassen diesen Mengen paarweise 

J=1 _ _ _ _ 
fremde Strecken Bl, B2, ... , Bt entsprechen1 indem wir der Menge Ai, 
falls sie Teilmenge von AI ist, eine Teilstrecke Ei von W zuordnen. 

Wir ordnen nun den Mengen All A" ... , Ar Teilpolyeder BlI B2 , ••• , Br 
von B zu, welche folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Der Durchschnitt zweier Polyeder Bj und BJ ist dann nnd nur dann 
nichtleer, und zwar eine Teilstrecke der beiden Polyederbegrenzungen, falls 
der Durchschnitt Ai' AI nichtleer ist. 

2. Der Durchschnitt von je drei Polyedern Bj ist leer. 
3. Das Polyeder Bj hat mit der Begrenzung von B dann ulld llur dann 

einen nichtleerell Durchschllitt, und zwar die Strecken 11J, Ei, ... , Em ge-
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mein, falls die Menge Ai die Mengen Ai, Ak, 
enthalt. 

... , 
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Am als Teilmengen 

Die Moglichkeit der Zuordnung derartiger Polyeder ergibt sich aus den
selben Uberlegungen wie oben (S. 297), blo13 hat man zur Beriicksichtigung 
der Randbedingungen, d.h. zur Erfiillung der Bedingung 3., nicht nur jeder 
Menge Ai einen Punkt Pi und jedem nichtleeren Durchschnitt Ai· A J einen 
Punkt PiJ im Innern von B zuzuordnen, sondern auch in jeder Strecke 
13k einen Punkt qk zu wahlen und mu13 zur Bestimmung des Nervs des 
Polyeders Bi den Punkt Pi nicht nur mit den Punkten Pij' die einen 
Index i besitzen, sondern auch mit allen jenen Punkten qk durch einen 
Streckenzug verb in den, flir welche die Ak Teilmenge von Ai ist. 

1st jedes der auf diese Weise bestimmten Polyeder in einem Intervall 
der Kantenlange cH1 enthalten, dann sind wir am Ziel, indem dann eine 
kanonische Zerlegung von R in Mengen mit k + 1 Indizes, die C :l)H 1 sind, 
und ein entsprechendes System von hinlanglich kleinen Polyedern konstruierl 
ist. Wenn dies jedoch nicht der Fall ist, dann miissen wir die zu gro13en Poly
eder in hinlanglich kleine unterteilen und zu dieser Unterteilung eine ent
sprechende Zerlegung der entsprechenden Teilmengen von R bestimmen. 

Es sei zur naheren Untersuchung dieser Verhaltnisse B eines der zu 
gro13en Polyeder mit k + 1 Indizes. A.uf seiner Begrenzung mogen sich 
die Strecken Bl, BS, ... , B' befinden, welche die Durchschnitte von B mit 
anderen Polyedern mit k + 1 Indizes darstellen. Es ist dann vor allem 
denkbar, da13 schon auf der Begrenzung von B die Kleinheitsbedingungen 
nicht erflillt sind, d. h. da13 unter den Strecken Bj auf der Begrenzung 
von B solche vorkommen, welche nicht in Intervallen der Lange cH1 ent
halten sind. Dann ersetzen wir zunachst jede dieser zu gro13en Strecken 
durch eine Teilstrecke von gewiinschter Kleinheit und andern das Poly
eder B ein wenig ab, so da13 das entstehende Polyeder ein Teil von B i st 
dessen Begrenzung mit der Begrenzung von B blo13 die verkleinerten 
Streck en gemein hat. Das so modifizierte Polyeder bezeichnen wir von 
nun ab mit B, die auf seiner Begrenzung ausgezeichneten kleinen Strecken 
mit Bl, B2, ... , B'. 'Vir zerlegen nun B kanonisch in endlichviele Polyeder 
P lI Pw .. ,Pm , d. h. so, da13 je k von den Pi einen hochstens (4-k)-dimen
sionalen Durchschnitt haben (k = 2, 3, 4) und da13 jede Strecke Bj der 
Begrenzung von genau einem der Polyeder Pi angehort, wobei wir die Pi 
so klein bestimmen, da13 jedes von ihnen in einem Intervall der Lange cH1 

enthalten ist. Hierauf ersetzen wir jedes dieser Polyeder P j durch ein 
Teilpolyeder B j (i = 1, 2, ... , m) derart, da13 zwei modifizierte Polyeder 
B j und B j dann und nur dann einen nichtleeren Durchschnitt, und zwar 
eine Teilstrecke ihrer Begrenzung gemein haben, wenn die entsprechenden 
Polyeder P j und Pj einen zweidimensionalen Durchschnitt haben, und da13 
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je drei von den Bi einen leeren Durchschnitt haben, wahrend jede Strecke 
Bi, die in Pi enthalten ist, auch in Bi liegt. (Die Summe dieser Polyeder 
Bl1 B~, ... , Bm ist im allgemeinen naturlich nicht mit B identisch.) 

Wir wollen nun dem System dieser Polyeder Bi (welche wir noch ge
wissen Modifikationen zu unterwerfen uns vorbehalten) eine Zerlegung der 
Menge A entsprechen lassen. Wir greifen irgendeines der Polyeder Bi 
heraus und wollen ihm eine Teilmenge von A zuordnen. Zu diesem Zweck 

m 

betrachten wir die abgeschlossene Menge, welche aus dem Polyeder ~BJ 
i=1 

entsteht, wenn man das Innere des Polyeders Bi aus ihr tilgt. Es seien 
.8;., B~, ... , B~ die Komponenten dieser Menge. (Jede solche Komponente 
ist offenbar ein Polyeder.) Die auf der Begrenzung von B ausgezeichneten 
Strecken BJ sind teils in Bi' teils in den Polyedern B~ enthalten. Es seien 
etwa Bi, 1, Bi,2, ... , Bi, ti jene von den Strecken B", die in BJ enthalten 
sind (j = 1,2, ..• , r). Manche von den r Zahlen tJ konnen dabei naturlich 
= 0 sein. Wenn z. B. tj = 0 ist, d. h. wenn das Polyeder BJ keine der aus
gezeichneten Teilstrecken der Begrenzung von B enthalt, dann wollen wir 
dieses Polyeder Bj, bzw. diejenigen Polyeder Bi' deren Sum me BJ ist, aus 
dem System der Mengen Bo denen Summanden von A. zugeordnet werden 
sollen, einfach tilgen. Wir bezeichnen ferner mit Aj, k jene ausgezeich
nete (nulldimensionale) Teilmenge Aj von A, welcher die Strecke Bj, k 

entspricht. 

Nunmehr bilden wir, was offenbar moglich ist, zu jedem der nicht
getilgten Polyeder BJ (j = 1,2, ... , r) eine in A offene Menge, welche eine 
hochstens nulldimensionale zu den ausgezeichneten Mengen AA: fremde Be
grenzung besitzt und von dies en ausgezeichneten Mengen gerade jene als 
Teilmengen enthalt, von denen die entsprechenden Strecken in Bj liegen, 
d. h. die Mengen Ai, 1, Ai, 2, ••• , Ai, tj. Die abgeschlossene Hulle dieser in A. 
offenen Menge nennen wir Aj und sorgen bei der Bestimmung dieser Men
gen _4.} (j = 1, 2, ... , r) dafiir, daB sie paarweise fremd seien. Nun be-

r 

trachten wir die in A. offene Menge A - ~ Aj. Es kann sein, daB diese 
j=1 

Menge leer ist. In diesem FaIle tilgen wir das Polyeder Bi aus dem System 
der Teilpolyeder von B, denen eine Teilmenge von A zugeordnet werden 
solI. 1st die betrachtete Menge nichtleer, so bezeichnen wir ihre abgeschlos
sene Bulle mit Ai. Dieses Stiick Ai von A. hat mit den Mengen A; teils leere, 
teils nulldimensionale Durchschnitte. Wir wollen nun das Polyeder B; durch 
ein derartiges Teilpolyeder ersetzen, daB das modifizierte Polyeder B, 
mit einem Polyeder Bj dann und nur dann einen nichtleeren Durchschnitt, 
und zwar eine Teilstrecke seiner Begrenzung gemein hat, wenn die Mengen 
Ai und A; einen nichtleeren Durchschnitt haben. Das so bestimmte Teil-
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polyeder von Bi' welches wir von nun ab mit B; bezeichnen, lassen wir 
der Teilmenge Ai von A entsprechen. 

Und nun konnen wir auf das urn eins verminderle System der Teil
polyeder von B bzw. von den Polyedern B} dasselbe Verfahren anwenden. 
Nach hOchstens m-maliger Anwendung des Verfahrens sind die m Poly
eder BlI Bt , • , ., Bm von B erschopft, d, h. jedem von ihnen, welches 
nicht im Verlaufe der Konstruktion getilgt wurde, ist eine Teilmenge von 
A zugeordnet, und die so bestimmten Teilmengen von A und die zuge
horigen Polyeder entsprechen einander, Damit ist der Beweis abgeschlossen. 

Wir erwahnen hier noch zwei Spezialialle, die im Verlaufe dieser eigen
artigen Konstruktion auftreten konnen. Es kann erstens sein, da8 die 
Menge A mit der Summe der in ihr ausgezeichneten Teilmengen Ai iden
tisch ist. In diesem Fall ist der Konstruktionsvorschrift zufolge jedes Poly
eder B;, welches keine der ausgezeichneten Teilstrecken Bi von B enthalt, 
zu tilgen. Es werden nur jenen Polyedern, welche ausgezeichnete Strecken 
von B enthalten, Teilmengen von A zugeordnet, und zwar wird dem Poly
eder, welches die Strecken Bil, Bi., .. " BJk enthalt, oft'enbar die Summe 
der diesen Strecken entsprechenden ausgezeichneten Mengen Ail, Ai., .. " AJk 
zugeordnet. Zweitens kann sich der Fall ereignen, da8 ein Polyeder B; 
alle ausgezeichneten Strecken Bi von B enthalt. In diesem Fall ist also 
jeder der Komponenten B} die leere Menge zuzuordnen, d. h. dern betref
fenden Polyeder B; entspricht die ganze Menge A. Und dies ist auch an
schaulich klar. Denn wenn das Polyeder B nicht der Kleinheitsbedingung 
geniigt, aber ein die Randbedingungen erfiillendes Teilpolyeder B; von vor
geschriebener Kleinheit enthalt, dann kann B einfach durch B; ersetzt werden. 

Wir skizzieren hier nun zum Abschlu8 die Verallgemeinerung dieses 
Verfahrens, welche die Einbettung der n-dimensionalen Raume in den 
R9n+l ergibt. Wir behandeln dabei sogleich den allgemeinen Fall mit 
Randbedingungen, in welchem es sich urn folgende Aufgabe handelt: 

Gegeben ist erstens ein hochstens n-dimensionaler kompakter Raum A 
und in ihm ein System von hochstens (n - 1 )-dimensionalen abgeschlos
senen Teilmengen AI, AS, .. " A', die zu je k hochstens (n - k)-dimensio
nale Durchschnitte haben (k = 2, 3, . , " n + 1); ~weitens ein (2n + 1)
dimensionales Poly top B und auf seiner Begrenzung ein den "Rand"
mengen Ai entsprechendes System von (2n - l)-dimensionalen Polytopen 
Bl, B'J, . , ., B', welche also zu je k einen nichtleeren Durchschnitt und 
zwar ein (2n - 2k + l)-dimensionales Teilpolytop ihrer Begrenzungen 
dann und nur dann gemein haben, wenn die k entsprechenden Randmengen 
einen nichtleeren Durchschnitt haben. 

Gewiinscht wird erstens eine kanonische Zerlegung von A in hinlang
lich kleine Mengen, d. h, eine Darstellung von A als Sum me von endlich-
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vie len abgeschlossenen Mengen All A 2 , •.• , A r , so daB der Durchscbnitt 
von je k dieser Mengen und je l Randmengen hOchstens (n - k -l + 1)
dimensional ist (k + l = 2, 3, ... , n + 2), wobei jede der Mengen Ai in 
einer oft'enen Menge eines vorgelegten Uberdeckungssystems von A als 
Teilmenge enthalten ist. Zweitens ein entsprechendes System von hinlang
lich kleinen (2n + 1)-dimensionalen Teilpolytopen von B, d. h. ein System 
von Polytopen BlI B2 , ••• , B r , von denen jedes in einem Intervall von 
vorgeschriebener Kleinheit enthalten ist, und so, daB der Durchschnitt von 
je 7c dieser Polytope Bi und je l der ausgezeichneten Randpolytope Bj von 
B dann und nur dann nichtleer und zwar ein (2n - 27c - 2l + 3)-dimen
sionales Teilpolytop der k +l Begrenzungen der betrachteten Polytope ist, falls 
der Durchschnitt der k + l entsprechenden Mengen Ai und Ai nichtleer ist. 

Wir zerlegen diese Aufgabe wie im Fall n = 1 in zwei Teile. Wir be
stimmen erstens eine kanonische Zerlegung von A in hinreichend kleine 
Mengen und ein entsprechendes System von Teilpolytopen von Bohne 
Riicksicht auf die GroBe der letzteren und bestimmen sodann zweitens zu 
jedem der zu groBen Teilpolytope von B ein System von hinreichend kleinen 
Teilpolytopen und eine entsprechende kanonische Zerlegung von der ent
sprechenden Teilmenge von A. Mit Riicksicht auf die Erledigung dieser Auf
gaben fiir den Fall n = 1, d. h. fiir den Fall eindimensionaler Raume konnen 
wir ihreLos barkeit fiir (n -1 )-dimensionale Raume als erwiesen annehmen. 

Zur Losung der ersten Aufgabe bestimmen wir zunachst eine kanonische 
Zerlegung von A in hinreichend kleine abgeschlossene Teilmengen nach dem 
allgemeinen Zerlegungssatz bzw. nach Hilfssatz 2 von S. 170. Durch diese 
Zerlegung wird vor allem eine Zerlegung der Randmengen Ai in A induziert. 
Nach dem fiir n -1 als bewiesen angenommenen Verfahren konnen wir dem 
System der Mengen, in welche die Summe der Randmengen durch die Zer
legung von A zerlegt wird, ein entsprechendes System von (2 n - 1 )-dimen
sionalen Teilpolytopen von der Summe der Randpolytope von B zuordnen. 

Wir bestimmen sodann die (n - l)-dimensionalen Nerven dieser Rand
polytope und die (n - 1 )-dimensionalen N erven eines (2 n - 1 )-dimensio
nalen Polytopensystems, welches den Durchschnitten der Mengen Ai unter
einander entspricht. Hierauf lassen wir jeder dieser Mengen Ai einen Punkt 
Pi im Innern von B auBerhalb der (n -1 )-dimensionalen N erven entsprechen 
und verbinden jeden solchen Punkt PI durch n-dimensionale Ebenenziige 
mit allen jenen von den vorliegenden (n - 1 )-dimensionalen N erven der 
Rand- und der Durchschnittspolytope, fiir welche die entsprechenden Teil
mengen von A in Ai enthalten sind. Die Wahl von n-dimensionalen Ebenen
ziigen Ell E2 , ••• , E r , so daB je k von ihnen und je l von den Nerven der 
Randpolytope dann und nur dann einen nichtleeren Durchschnitt und zwar 
ein m-dimensionales Teilgebilde der vorliegenden (n-l )-dimensionalen 
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Nerven gemein haben, wenn die k + l entspreehenden Teilmengen von A 
einen niehtleeren und zwar einen hoehstens m dimensionalen Durehsehnitt 
haben, ist moglieh, da je zwei n-dimensionale ebene Gebilde des RIn +1 

im allgemeinen fremd sind. Die nunmehr vorliegenden n-dimensionalen 
Ebenenzuge Ell E t , ... , Er werden zu Nerven von (2n + 1 )-dimensionalen 
Polytopen Bll B 2 , ••• , Br gemaeht, fur welehe der Durehsehnitt von je 
k mit je l von den Randpolytopen Bi dann und nur dann niehtleer, und 
zwar ein (2n - 2k - 2l + 3)-dimensionales Teilpolytop der k + l Be
grenzungen ist, wenn der Durehsehnitt der k + l entspreehenden Teil
mengen von A, der hOehstens (n -. k - l + 1 )-dimensional ist, niehtleer 
ist. Damit ist der erste Teil der Aufgabe gelOst. 

Es liege zweitens ein zu groBes (2n + l)-dimensionales Poly top B vor, 
dessen Begrenzung ausgezeiehnete (2n -1 )-dimensionale Polytope Bi ent
halt. Es ist zunaehst denkbar, daB schon auf der Begrenzung von B die 
Kleinheitsbedingungen nieht erfiillt sind, d. h. daB unter den (2n - l)-di
mensionalen Poly top en Bi solche vorkommen, welche nicht in Intervallen 
von vorgeschriebener Kleinheit enthalten sind. Dann geben wir, was auf 
Grund der angenommenen Losbarkeit der zweiten Aufgabe fur den Fall 
n - 1 moglich ist, ein System von hinreichend kleinen Teilpolytopen der 
Randpolytope von B und ein entsprechendes System von Teilmengen von 
A vor und operieren von nun ab bloB mit diesen hinreiehend kleinen Rand
polytopen BJ lmd den ihnen entsprechenden Mengen Ai. Wir zerlegen so
dann B in hinreichend kleine Teilpolytope und leiten aus diesen ein System 
von Teilpolytopen Bi her, so daB je k von diesen B; und je l von den Bi 
einen hOehstens (2n - 2k - 2l + 3)-dimensionalen Durchsehnitt haben. 
Urn einem einzelnen dieser Polytope, etwa Bi' eine Teilmenge Ai von A 
entsprechen zu lassen, betrachten wir jenes Gebilde, welches aus der Summe 
der Teilpolytope Bi durch Tilgung des ofl'enen Poly tops B. entsteht. In 
dies em Komplement sind im allgemeinen (d. h. wenn nicht der fur den 
Fall n = 1 erwahnte zweite Spezialfall vorliegt, in welehem dem Poly top 
Bi ganz A zugeordnet werden kann) gewisse von den Randpolytopen 
BJ von B enthalten. Indem wir zu den entsprechenden Mengen Ai sie 
enthaltende Stucken von A zuordnen und zum Komplement ubergehen, 
erhalten wir eine in A ofl'ene Menge, deren abgeschlossene Riille wir, 
wenn sie nichtleer ist, mit Ai bezeiehnen und dem Poly top Bi zuordnen. 
N aturlich mussen bei dieser Konstruktion sowie im Fall n = 1 die Poly
tope Bo stets dann durch Teilpolytope ersetzt werden, wenn zu bewirken 
ist, daB k Polytope Bi und l Polytope Bi, fur welche der Durchschnitt der 
k + l entsprechenden Teilmengen von A leer ist, einen leeren Durchschnitt 
haben. Die Fortsetzung dieses Verfahrens bis zur ErsehOpfung aller Poly
tope Bi ergibt die Losung der zweiten Aufgabe. 
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1. Die Bauptsatze der Dimensionstheorie. 
a) Zur Definition. 

Ein Raum heiJ3t hOchstens n-dimensional, wenn jeder Punkt in beliebig 
kleinen Umgebungen mit hOchstens (n - l)-dimensionalen Begrenzungen 
enthalten ist. Ein Raum heiJ3t n-dimensional, wenn n die kleinste Zahl 
ist, so daJ3 jeder Punkt des Raumes in beliebig kleinen Umgebungen mit 
hochstens (n - 1 )-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist. Ein Raum, 
der nicht hOchstens n-dimensional ist, heiJ3t mindestens (n + 1 )-dimensional. 
(-l)-dimensional heiJ3t der leere Raum und nur dieser. Raume, welche 
keine endliche Dimension besitzen, heiJ3en unendlichdimensional. 

Ein Raum heiJ3t n-dimensional im Punkte p, wenn n die kleinste Zahl 
ist, so daJ3 p in beliebig kleinen U mgebungen mit hOchstens (n - 1 )-di
mensionalen Begrenzungen enthalten ist. Ein Raum ist n-dimensional, 
wenn er in allen Punkten hOchstens n-dimensional und in mindestens einem 
Punkt n-dimensional ist. 

Eine Teilmenge M des Raumes R heiJ3t hOchstens n-dimensional im 
Punkte p des Raumes, wenn p in beliebig kleinen U mgebungen enthalten 
ist, deren Begrenzungen mit M hOchstens (n - l)-dimensionale Durch
schnitte haben. Eine Teilmenge eines Raumes heiJ3t n-dimensional, wenn 
sie in allen ihren Punkten hOchstens n-dimensional und in mindestens 
einem ihrer Punkte n-dimensional ist. Es ist damitgleichbedeutend (S. 115), 
wenn man sagt, eine Menge M sei n-dimensional, wenn sie in allen ihren 
Punkten hochstens n-dimensional und in mindestens einem Punkte des 
Raumes n-dimensional ist. Die Dimension des Teiles ist niemals groJ3er 
als die des Ganzen (S. 81). 

1st Meine m-dimensionale Teilmenge eines n-dimensionalen Raumes, so 
ist jeder Punkt von M in beliebig kleinen Umgebungen enthalten, deren 
Begrenzungen hOchstens (n - 1 )-dimensional sind und mit M hOchstens 
(m - l)-dimensionale Durchschnitte haben (S. 169). 1m R", dem n-dimen
sionalen Carles is chen Raum, ist jeder Punkt einer hOchstens (n - 1 )-di
mensionalen Menge M in beliebig kleinen Radialumgebungen enthalten, 
deren Begrenzungen mit M hOchstens (n - 2)-dimensionale Durchschnitte 
haben (S. 262). Jeder Punkt einer nulldimensionalen abgeschlos!1enen Teil
menge M eines Cartesischen Raumes ist in beliebig kleinen Polytopen 
enthalten, deren Begrenzungen zur Menge M fremd sind (S. 263). 
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b) Der Summensatz. 
Die Summe endlichvieler oder abziihlbarvieler n-dimensionaler abge

schlossenerTeilmengen eines separabeln Raumes ist n-dimensional. (Summen
satz S. 92.) Die Summe einer im Punkte p n-dimensionalen abgeschlos
senen Menge und abzahlbarvieler hochstens n-dimensionaler abgeschlossener 
Mengen ist im Punkte p n-dimensional. (V erschiirfter Summensatz S. 94.) 

Damit ein separabler Raum n-dimensional sei, ist notwendig und hin
reichend, daB er Summe von n + 1, aber nicht von weniger als n + 1 
nulldimensionalen Mengen sei. (Zerspaltungssatz S. 113.) Ein n-dimensio
naler Raum, der Summe von n + 1 nulldimensionalen Mengen ist, unter 
denen sich eine abzahlbare Menge befindet, heiSt rational n-dimensional. 

Die Summe einer m-dimensionalen und einer n-dimensionalen Menge ist 
hochstens (m + n + I)-dimensional (S. 114). 1st einer der beiden Sum
manden zugleich Fa und Go, dann ist die Dimension der Summe gleich 
der Dimension des hoherdimensionalen Summanden (S. 115). Die Dimen
sion einer Summe von k Mengen iibersteigt die Summe der Dimensionen 
der Summanden urn hochstens k - 1 und, falls sich unter den Summan
den r (r > 1) rationaldimensionale befinden, urn hOchstens k - r (S. 121). 
Die Summe abzahlbarvieler abgeschlossener rational n-dimensionaler Teil
mengen eines separabeln Raumes ist rational n-dimensional (S. 121). Jede 
endlichdimensionale Teilmenge eines separabeln Raumes ist in einer gleich
dimensionalen Go-Menge enthalten (S. 118). 

Damit ein separabler Raum n-dimensional sei, ist notwendig und hin
reichend, daB in ihm je zwei fremde abgeschlossene Teilmengen durch eine 
hochstens (n - 1)-dimensionale Teilmenge, aber nicht je zwei fremde ab
geschlossene Teilmengen durch eine weniger als (n - 1 )-dimensionale Teil
menge trennbar seien. (Trennbarkeitssatz S. 117.) 

c) Die dimensionelle Raumstruktur. 
In einem vorgelegten separabeln Raum R sei RIO die Menge aller Punkte, 

in denen R mindestens n-dimensional ist. Diese Menge heiBt der nte 
Dimensionsteil von R. Der Raum R ist n-dimensional, wenn der nte Di
mensionsteil von R nichtleer, der (n + 1) te Dimensionsteil von R leer ist. 
Jeder Dimensionsteil eines separabeln Raumes ist ein Fa (S. 127). 

Der n te Dimensionsteil eines n-dimensionalen kompakten Raumes ist 
homogen n-dimensional, d. h. in allen seinen Punkten n-dimensional. Der 
kte Dimensionsteil eines kompakten Raumes ist entweder leer oder eine 
in jedem ihrer Punkte mindestens k-dimensionale Menge (S. 128). 

Der n te Dimensionsteil eines n-dimensionalen separabeln Raumes ist 
entweder n-dimensional oder (n - 1 )-dimensional. Jede nichtleere im Hen 
Dimensionsteil eines separabeln Raumes offene Menge ist mindestens (k - 1)
dimensional (S. 135). 

Men g e r, Dimensionstheorie 20 
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Wenn der kte Dimensionsteil eines separabeln Raumes nichtleer ist, so 
ist er fur k > 1 insichdicht, flir k ;;::: 2 kondensiert (S. 150). 

Ein n-dimensionaler separabler Raum, des sen n ter DimensionsteiI (n - 1)
dimensional ist, heiBt schwach n-dimensional. Ein eindimensionaler Raum, 
dessen erster DimensionsteiI abzahlbar ist, heiBt auBerst schwach ein
dimensional. Es existieren auBerst schwach eindimensionale Raume (S. 146). 
Wenn die n te Potenz eines auBerst schwach eindimensionalen Raumes 
n-dimensional ist, so ist sie schwach n-dimensional (S. 148). 

Die abgeschlossene Rulle des nten Dimensionsteiles eines n-dimensio
nalen separabeln Raumes ist in jedem Punkt des nten Dimensionsteiles 
n-dimensional. In einem separabeln Raum R ist fur jedes k die Menge ilk 
in jedem Punkte der Menge Jlk mindestens k-dimensional (S. 151). 

Damit der nte Dimensionsteil des n-dimensionalen Raumes R homo
gen n-dimensional sei, ist folgende Bedingung hinreichend: 1st A irgend
eine in R - Rn abgeschlossene Menge, dann existiert zu einer Folge 

00 

{ VJ } (j = 1, 2, ... ad inf.) von Umgebungen von A, fUr die .A = IIvJ 
j=1 

gilt, eine hOchstens (n - 2)-dimensionale Teilmenge P von A und eine 
Folge { Uj } (i = 1,2, ... ad inf.) von offenen Mengen mit hochstens (n - 2)-

00 

dimensionalen Begrenzungen, so daB 1. A - P C ~ U, gilt; 2. jedes VJ 
1=1 

fast alle U. als Teilmengen enthiilt. Damit der n-dimensionale Raum R stark 
n-dimensional sei, ist hinreichend, daB der nte Dimensionsteil Rn von 
zweiter Kategorie ist (S. 154). 

d) Der Zerlegungssatz. 
Ein n-dimensionaler separabler Raum ist Summe von endlichvielen be

liebig kleinen Stucken, die 
zu je zweien hOchstens (n - 1 )-dimensionale 
zu je dreien hOchstens (n - 2)-dimensionale 

zu je k hOchstens (n - k + 1)-dimensionale Durchschnitte haben. 

zu je n + 1 hOchstens nulldimensionale 
zu je n + 2 (- 1 )-dimensionale (leere) 
Bei jeder Zerlegung eines n-dimensionalen separabeln Raumes in endlich

viele hinlanglich kleine abgeschlossene Mengen treten 
Paare mit mindestens (n - 1 )-dimensionalem 
Tripel mit mindestens (n - 2)-dimensionalem 

k-Tupel mit mindestens (n - Ii: + 1 )-dimensionalem 

n-Tupel mit mindestens eindimensionalem 
(n + 1)-Tupel mit mindestens nulldimensionalem (nichtleerem) 

Durch-
schnitt 

auf. 
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e) Dimension und Zusammenhang. 
Ein Raum R heiBt zusammenhangend, wenn er nicht Summe ist von 

zwei abgeschlossenen fremden echten Teilmengen. Ein mehr als einen 
Punkt enthaltender zusammenhangender kompakter Raum heiBt Konti
nuum. Ein Raum ohne Teilkontinuum heiBt diskontinuierlich. Ein Raum 
ohne eine mehr als einen Punkt enthaltende zusammenhangende Teilmenge 
heiBt zusammenhangslos. Ein Raum, der fur je zwei Punkte p und q Summe 
ist von zwei abgeschlossenen fremden Teilmengen, von denen die eine p, 
die andere q enthalt, heiBt total zusammenhangslos. 

Die nulldimensionalen Raume sind total zusammenhangslos; die total 
zusammenhangslosen Raume sind zusammenhangslos; die zusammenhangs
losen Raume sind diskontinuierlich (S. 203). Es gibt total zusammenhangslose 
Raume, die nicht nulldimensional sind; es gibt zusammenhangslose Raume, 
die nicht total zusammenhangslos sind; es gibt diskontinuierliche Raume, die 
nicht zusammenhangslos sind (S. 203). Es gibt fiir jedes natiirliche n total 
zusammenhangslose separable Raume, welche n-dimensional sind, und dis
kontinuierliche unendlich-dimensionale Raume (S. 209). Unter den nicht
leeren Teilmengen eines kompakten Raumes sind die nulldimensionalen iden
tisch mit jenen, welche auch nach Hinzufugung eines beliebigen einzelnen 
Punktes total zusammenhangslos sind (S. 207). Unter den kompakten und 
halbkompakten Raumen sind die diskontinuierlichen, zusammenhangslosen, 
total zusammenhangslosen und nulldimensionalen identisch (S. 213). 

Jeder Punkt des Hen Dimensionsteiles eines kompakten Raumes ist in 
einem Teilkontinuum des kten Dimensionsteiles enthalten (S.209). 

Ein mehrpunktiger Raum heiBt mindestens n-stufig zusammenhangend, 
wenn er nicht Summe ist von zwei abgeschlossenen echten Teilmengen, 
deren Durchschnitt (n-l)-stufig zusammenhangslos ist, d. h. keinen (n-l)
stufig zusammenhangenden Teil enthalt. Einstufig zusammenhangend sind 
die mehrpunktigen schlechthin zusammenhangenden Raume. Ein n-stufig 
zusammenhangender kompakter Raum heiBt ein n-stufiges Kontinuu:m. 

Ein n-dimensionaler kompakter Raum enthalt ein n-stufiges, aber kein 
(n + 1)-stufiges Kontinuum (S.216). 

f) Dimension und stetige Abbildungen. 
Dnrch stetige Abbildung kann die Dimension eines Raumes sowohl er

niedrigt als auch erhOht werden (S. 234). 
Winl die Dimension eines kompakten Raumes durch eindeutige stetige 

Abbildung urn k Einheiten' erniedrigt, d. h. wird ein m-dimensionaler auf 
einen (m - k)-dimensionalen Raum abgebildet, dann gibt es unter den 
Urbildmengen der einzelnen Punkte des Bildraumes solche von einer Di
mension ~ k (S. 235). 

20· 
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Wird die Dimension eines separabeln Raumes durch eindeutige stetige 
Abbildung urn k Einheiten erhOht, d. h. wird ein m-dimensionaler auf einen 
(m + k)-dimensionalen Raum abgebildet, dann gibt es unter den Urbild
mengen der einzelnen Punkte des Bildraumes solche, welche mindestens 
k + 1 Punkte enthalten (S. 237). 

Homoomorphe Raume sind gleichdimensional und besitzen dieselbe Di
mension in entsprechenden Punkten (S. 241). 

g) Die DimensionsverhiUtnisse in Cartesischen Ranmen. 
Der Bn und die offenen Teilmengen des Bn sind n-dimensional. Jede 

n-dimensionale Teilmenge des R" enthalt einen offenen Teil (S.244). Der 
En ist n-stufig zusammenhangend. Die Begrenzung jeder offenen Teilmenge 
des E", deren Komplement mindestens (n-1)-dimensional ist, insbesondere 
also die Begrenzung jeder beschrankten offenen Menge des En ist (n-1)
dimensional (S. 268). Die gemeinsame Begrenzung zweier beschrankter 
zusammenhangender offener Mengen ist (n - 1 )-stufig zusammenhangend 
(S.270). 

Eine kompakte Teilmenge eines Cartesischen Raumes ist fur jedes E > 0 
E-deformierbar in einen gleichdimensionalen Komplex, aber fUr hinlanglich 
kleines E nicht E-deformierbar in einen niedrigerdimensionalen Komplex 
(S.271). 

h) Einbettungstheoreme. 
Jeder endlichdimensionale separable Raum ist mit einer Teilmenge eines 

gleichdimensionalen kompakten Raumes homoomorph (S. 280). 
Jeder n-dimensionale separable Raum ist mit einer Teilmenge des Rs,,+l 

homoomorph (S. 295). 
Unter den beparabeln Raumen sind die endlichdimensionalen und die

jenigen, welche mit endlichvielen Koordinaten beschreibbar (mit Teil
mengen Cartesischer Raume homoomorph) sind, identisch (S.296). 

2. Ungeloste Probleme. 
Es seien hier zum AbschluB einige noch ungelOste Fragen und Pro

bleme zusammengestellt, die teilweise bereits in den vorangehenden Ka
piteln erwahnt worden sind. 

Zunachst eine Frage aus dem Problemenkreis des Summensatzes. Wir 
haben gesehen, daB die Summe einer m-dimensionalen und einer n-dimen
sionalen Menge hochstens (m + n + 1 )-dimensional ist und daB, wenn einer 
der beiden Summanden zugleich ein Fa und ein G 4 ist, die Dimension der 
Summe gleich der Dimension des hOherdimensionalen Summanden ist. Wir 
wollen allgemein eine n-dimensionale Teilmenge A eines Raumes E als 
bestandig n-dimensional bezeichnen, wenn die Dimension von A durch 
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Addition einer gleichdimensionalen Menge nicht erhOht werden kann, d. h. 
wenn fur jede hOchstens n-dimensionale Menge B die Menge A + B n-di
mensional ist. Beispielsweise also ist bestandigdimensional eine Menge, die 
zugleich Fa und Go ist, und allgemeiner jede Menge, welche Teilmenge ist von 
einer gleichdimensionalen Menge, die zugleich Fa und Go ist. Hingegen ist 
die Menge aller rationalen Punkte des Rl ein unbestandig nulldimensio
nales Fo, die Menge aller irrationalen Punkte des Rl ein unbestandig 
nulldimensionales Go. Allgemeiner konnte man eine Menge A unbestandig 
n-dimensional von einem Grade ;;::; m nennen, wenn eine hochstens n-di
mensionale Menge B existiert, so daB die Menge A + B (n + m )-dimensional 
ist. Unbestandig n-dimensional vom Grade m sind dann jene n-dimensio
nalen Mengen zu nennen, deren Dimension durch Hinzufiigung gleich
dimensionaler Mengen auf n + m, aber nicht mehr, erhoht werden kann. 
Die bestandig n-dimensionalen Mengen sind in dieser Ausdrucksweise die 
vom Grade Null unbestandig n-dimensionalen. Der Unbestandigkeitsgrad 
einer n-dimensionalen Menge ist hOchstens n + 1. Ubrigens ist der so 
definierte Unbestandigkeitsgrad der Dimension einer Menge durchaus ab
hangig von dem die Menge enthaltenden Raum und auch fur Teilmengen 
eines und desselben Raumes nicht invariant gegenuber topologischen Ab
bildungen. So ist z. B. die unbestandig nulldimensionale Menge aller 
irrationalen Punkte des Rl mit einer Teilmenge des bestandig nulldimen
sionalen (weil kompakten) Diskontinuums homoomorph. Nichtsdesto
weniger ware eine Untersuchung der betreffenden Verhaltnisse, insbesondere 
die Angabe hinreichender Bedingungen fur Bestandigkeit der Dimension 
fUr Teilmengen kompakter Raume von einigem Interesse. Es scheint nicht 
ausgeschlossen, daB unter den Teilmengen kompakter Raume die bestandig
dimensionalen identisch sind mit jenen, die in gleichdimensionalen Mengen, 
die zugleich Fa und Go sind, als Teilmengen enthalten sind. 

In der Theorie der dimensionellen Raumstruktur ist (wie S. 138 erwahnt) 
unge15st die Frage nach der Dimension der Dimensionsteile beliebiger 
separabler Raume in ihren Punkten. In Zusammenhang mit dieser Frage 
steht auch folgendes Problem: Enthiilt jeder stark n-dimensionale Raum 
eine homogene n-dimensionale Teilmenge? SolIte dies der Fall sein, dann 
waren also unter den n-dimensionalen Raumen die stark n-dimensionalen 
dadurch gekennzeichnet, daB sie eine homogen n-dimensionale Teilmenge 
enthalten. 

An der Existenz schwach n-dimensionaler Riiume fur beliebiges n zweifle 
ich nicht im geringsten. Doch liegt eine Konstruktion solcher Raume bis
her nicht vor. Zur Losung dieses Problems kommen wohl drei Wege in 
Betracht. Man kann erstens versuchen, durch Verallgemeinerung der oben 
(S. 139ff.) dargelegten Konstruktion auf beliebige Dimensionen, insbeson-
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dere unter Heranziehung eines mehrdimensionalen Begrift'es des ZerreiBens, 
eine direkte Konstruktion sehwaeh n-dimensionaler Mengen zu liefern. 
Man kann zweitens versuehen naehzuweisen, daB die nten Potenzen der 
iiuBerst sehwaeh eindimensionalen Menge n-dimensional sind, in welehem 
Fall dureh das oben Bewiesene (S. 148) ihre Sehwaehdimensionalitat ge
siehert ware. Man kann endlieh versuehen, eine sehwaeh eindimensionale 
Menge als Bild einer reellen Funktion einer reellen Veranderliehen dar
zustellen und in analoger Weise als Bilder von reellen Funktionen meh
rerer Veranderlieher sehwaeh mehrdimensionale Mengen herzustellen. Was 
den zweiten Weg betrift't, so ist zu bedenken, daB moglieherweise sehwaeh 
n-dimensionale Raume existieren, aber die nte Potenz iiuBerst sehwaeh 
eindimensionaler Raume dennoeh weniger als n-dimensional ist. Wenn 
namlieh der allgemeine Produktsatz, auf den wir noeh zUrUekkommen -
die Behauptung namlieh, daB das Produkt eines n-dimensionalen und 
eines m-dimensionalen Raumes (n + m)-dimensional ist -, fur beliebige 
separable Riiume nieht gelten sonte, dann ist nieht ausgesehlossen, daB es 
gerade die Potenzen auBerst sehwaeh eindimensionaler Raume sind, filr die 
er versagt, womit aber die Existenz sehwaeh n-dimensionaler Mengen na
turlieh nicht widerlegt ware. - Ferner lieBen sieh in der Theorie der di
mensionellen Raumstruktur vielleieht noch weitere Bedingungen fur starke 
und sehwaehe Dimension separabler Raume angeben. 

Weitere Probleme, die Struktureigensehaften der Riiume betreft'end, wer
den durch die folgenden Bemerkungen vorgezeiehnet. Der kte Dimensions
teil eines Raumes, uber dessen Dimensions- und Kontinuitatseigensehaften 
wir wiehtige Aussagen herleiten konnten, ist (vgl. S. 126f.) das Komple
ment des Gleiehwertigkeitsteiles des Systems der oft'enen Mengen mit 
hOchstens (k - 2)-dimensionalen Begrenzungen. Man kann nun filr irgend
welche Systeme von oft'enen Mengen die Gleiehwertigkeitsteile und ihre 
Komplemente naher untersuehen, und dabei stent sich heraus (vgl. meine 
Arbeiten in den Math. Ann. 95, und Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 35, 
insbes. S. 131 ft'., sowie die von Hurewicz, Math. Ann. 96), daB filr ein 
System U von oft'enen Mengen wiehtige gestaltliche Eigensehaften des 
Gleiehwertigkeitsteiles und seines Komplementes lediglieh von gewissen 
abstrakten Eigenschaften des Systems U abhangen. Bezeiehnen wir mit 
Ku das Komplement des Gleichwertigkeitsteiles des Systems U, so gilt 
z. B. folgende Aussage, welehe u. a. das Theorem von den Kontinuitats
eigensehaften der Dimensionsteile (S. 209) in sich befaBt: Wenn das Sy
stem U 1. neben jeder in ihm vfWkommenden offenen Menge U auch jede 
offene Menge enthall, deren Begrenzung Teil von der Begrenzung von U 
ist, und 2. neben je endlichvielen in ihm vfWkommenden offenen Mengen 
Ull Us, ... , Uk auch die Summe U1 + U. + ... Uk' - unter diesen Voraus-
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setzungen ist jeder Punl.-t der Menge Ku in einem Teilkontinuum von Ku 
enthalten. In dieser Weise spiegeln sich gleichsam algebraische Eigen
schaften eines Systems U von offenen Mengen in der Art der genannten 
Bedingungen 1. und 2. in gestaltlichen Eigenschaften des Gleichwertigkeits
teiles von U und seines Komplementes Ku wider. Eine nahere Untersuchung 
dieser Verhaltnisse diirfte noch auf manche derartige Beziehung fUhren. 

Dabei scheint es mir (vgl. meine Ausfuhrungen Jahresber. d. Deutsch. 
Math. Ver. 35, S. 140f.) durchaus im Bereich der Moglichkeit zu liegen, 
daB sich derartige allgemeine Aussagen, wie die eben angefUhrte, trotz 
ihrer groBen Abstraktheit sogar physikalischer Anwendungen iahig 
zeigen. Man denke z. B. einen Raum, etwa den dreidimensionalen Carlesi
schen Raum, von irgendwelchen Stromen, Kraftlinien o. dgl. durchHossen. 
Manche offene Mengen des Raumes mogen Begrenzungen besitzen, die von 
dem betreffenden Strom durchflossen werden. Wir bezeichnen mit U das 
System aller offenen Mengen des Raumes, deren Begrenzung von dem be
treffenden Strom nicht durchHossen wird. Offenbar erfUllt dieses System U 
die beiden Bedingungen des vorhin genannten Satzes. Denn wenn 1. U 
eine offene Menge ist, deren Begrenzung B (U) von dem Strom nicht durch
Hossen wird, dann wird offenbar auch ffir eine offene Menge V, deren Be
grenzung Teil der Begrenzung B(U) ist, die Begrenzung B(V) nicht 
von dem Strom durchHossenj und wenn 2. Uo Us, ... , Uk offene Mengen 
sind, deren Begrenzungen nicht von dem Strom durchHossen werden, dann 
wird auch die Begrenzung der offenen Menge u;. + Us + ... + Uk von 
dem Strom nicht durchHossenj denn nach dem Additionssatz fUr Begren
zungen offener Mengen gilt 

B(U1 + Uz + ... + ~) C B(U1) + B(Us) + ... + B(UJ. 

Also ist fUr das definierle System U jeder Punkt der Menge Ku in einem 
Teilkontinuum von Eu enthalten. Was sind nun die Punkte von Eu? Ein 
Punkt des Raumes liegt im Gleichwertigkeitsteil von U, wenn der Punkt 
in beliebig kleinen Umgebungen von U, d. h. in beliebig kleinen Um
gebungen, deren Begrenzungen von dem Strom nicht durchHossen werden, 
enthalten ist. Ein Punkt p liegt also in E u, wenn die Begrenzungen aller 
hinlanglich kleinen Umgebungen vonp von dem betreffenden Strom durch
Hossen werden. Ein Punkt aber, fUr den die Begrenzungen aller hinliing
lich kleinen Umgebungen von dem Strom durchHossen werden, kann in 
gewissem Sinne als ein QueUpunl.-t der Stromwirkung bezeichnet werden, 
und unser Satz lehrt also, daB jeder derarlige Quellpunkt in einem aus 
Quellpunkten bestehenden Kontinuum enthalten ist. Man denke hierbei 
nicht an Strome, welche sich kugelwelleniormig durch den ganzen Raum 
ausbreiten, denn von einem derartigen Strom wird die Begrenzung von 
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jeder oifenen Menge durchflossen, so daB fUr einen derartigen Strom die 
Menge Ku in trivialer Weise mit dem ganzen Raum identisch ist. Eine 
nichttriviale und unter Umstanden vielleicht recht wichtige Aussage liefert 
der Satz fUr Strome, welche manche Begrenzungen durchflieBen, manche 
nicht. Fur solche Strome lehrt der Satz namlich, daB die in gewissem 
Sinne wirkenden Punkte aus rein mengentheoretischen Grunden nicht 
diskret, sondern bloB in kontinuierlichen Ballungen auftreten konnen, ein 
Satz, der bei geeigneter Interpretation vielleicht das Zusammenhalten kleiner 
Ladungen verstandlich machen wird. 

Die Lehre vom Zusammenhang war in der vordimensionstheoretischen 
Punktmengenlehre die einzige Theorie einer gestaltlichen Eigenschaft all
gemeiner Raumgebilde. Es wurden in ihr vor aHem die (einstufig) zu
sammenhangenden Gebilde, die entsprechenden verstreuten Mengen, die 
irreduziblen Kontinua, die im kleinen zusammenhangenden Mengen und 
die Begriife des (einstufigen) Getrenntseins zweier Mengen untersucht. 
Trotz wichtiger Resultate, von denen mehrere in den vorangehenden Ka
piteln dargestellt worden sind, muB die Lehre vom Zusammenhang heute 
noch als im Anfangsstadium befindlich bezeichnet werden. Der bisher aus
schlieBIich untersuchte Zusammenhangsbegriif ist namlich in den verschie
densten Hinsichten verallgemeinerbar, wo bei diese Verallgemeinerungen 
teils anschaulichen Vorstellungen entsprechen, teils durch formale Uber
legungen aufgedrangt werden. Und es scheint mir zweifellos, daB das Stu
dium von vielen dieser Verallgemeinerungen zu sehr wichtigen Resultaten 
fUhren wird. 

Wir haben im vorangehenden nur eine dieser Verallgemeinerungen~ 
namlich den durch die Anschauung nahegelegten Begriif des hOherstufigen 
Zusammenhanges betrachtet und in eine wichtige Beziehung zum Dimen
sions begriif gesetzt. Eine zweite Verallgemeinerung des Zusammenhangs
begriifes, der Begriif des mehrpunktigen Zusammenhanges, hat sich von 
groBer Wichtigkeit fur die Kurventheorie erwiesen (vgl. meine Arbeit 
Fund. Math. 10, S. 100). Es sei hier nun noch auf eine dritte Moglichkeit 
der Verallgemeinerung des Zusammenhangsbegriifes hingewiesen. Den bis
her untersuchten Begriifen des Zusammenhanges und Getrenntseins liegt. 
die Betrachtung einer Zerspaltung des Raumes in zwei Summanden zu
grunde. Man konnte nun auch ZerspaHungen in mehrere Summanden unter
suchen und zur Grundlage einer Theorie des Zusammenhangen seines 
Raumes zwischen mehreren Mengen und des Getrenntseins mehrerer Mengen 
durch andere machen, worauf sich die Theorie eines hOhergradigen Zu
sammenhanges grunden lieBe. Ein Raum heiBt zusammenhangend zwischen 
zwei fremden abgeschlossenen nichtleeren Teilmengen .A und B, wenn bei 
jeder Zerlegung von R in zwei abgeschlossene Summanden, von denen der 
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eine A und der andere B enthalt, der Durchschnitt der beiden Summanden 
nichtleer ist. Entsprechend konnte man nun von einem Raum sagen, er 
sei zusammenhangend zwischen den drei abgeschlossenen Mengen A, B, 0, 
die paarweise nichtleere, aber zu dritt einen leeren Durchschnitt haben, 
wenn bei jeder Zerlegung des Raumes in drei abgeschlossene Summanden, 
von denen der eine A, der andere B, der dritte 0 enthalt, der Durchschnitt 
der drei Summanden nichtleer ist. Die Eigenschaft, zwischen zwei fremden 
abgeschlossenen Mengen zusammenhangend zu sein, kommt, wie man leicht 
einsieht, wenn sie jeder Menge einer monoton abnehmenden Folge von 
kompakten Mengen zukommt, auch dem Durchschnitt der Folge zu, was 
nach dem Reduktionssatz zur Folge hat, da/3 ein kompakter Raum, der 
zwischen den beiden abgeschlossenen Mengen A und B zusammenhangend 
ist, eine Teilmenge enthalt, die hinsichtlich der Eigenschaften, abgeschlossen 
und zwischen A und B zusammenhangend zu sein, irreduzibel ist. Ins
besondere enthalt also jedes Kontinuum zu je zwei seiner Punkte ein 
zwischen ihnen irreduzibles Kontinuum. Ganz in derselben Weise laBt sich 
zeigen, daB ein zwischen drei Mengen A, B, 0 zusammenhangender kom
pakter Raum eine Teilmenge enthalt, die hinsichtlich der Eigenschaften, 
abgeschlossen und zwischen A, B, 0 zusammenhangend zu sein, irreduzibel 
ist. Es ist klar, wie diese Begriffsbildungen fiir beliebiges n zu verallge
meinern sind. Diese Verallgemeinerung wird durch formale Betrachtungen 
nahegelegt. Es stellt sich aber hinterher auch eine sehr anschauliche Be
deutung dieser Begriffsbildungen heraus: Ihre Beziehungen zu dem (in der 
Funktionentheorie vielverwendeten) Begriff des mehrfachen Zusammen
hanges liegen ja auf der Hand. 

Was man nun von einer systematischen Untersuchung dieser und ahn
licher Verallgemeinerungen des Zusammenhangs begriffes vor aHem erwarten 
kann, ist eine Losung des auBerordentlich wichtigen Problems einer topo
logischen Oharakterisierung des n-dimensionalen Simplexes. Wir haben im 
vorigen Kapitel eine topologische Kennzeichnung der Teilmengen der endlich
dimensionalen Simplexe kennen gelernt. Damit ein separabler Raum mit 
einer Teilmenge eines endlichdimensionalen Simplexes homoomorph sei, 
ist notwendig und hinreichend, daB er eine endliche Dimension im Sinne 
der in diesem Buch entwickelten Dimensionstheorie besitzt. Gestaltliche 
Bedingungen, welche notwendig und hinreichend dafiir sind, daB ein Raum 
mit einem endlichdimensionalen Simplex selbst homoomorph sei, sind bisher 
unbekannt. BloB fiir das ein- und zweidimensionale Simplex sind charakte
ristische gestaltliche Eigenschaften bekannt. Eine sehr elegante topologische 
Kennzeichnung der Strecke (vgl. Lennes, Am. Journ. 33, 1911, S.303) 
lautet: Jeder zwischen zwei Punkten zusammenhangende und hinsichtlich 
dieser Eigenschaft irreduzible kompakte Raum ist mit einer Strecke homoo-
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morpho Es ist mit Sicherheit anzunehmen, daB Verallgemeinerungen des 
Zusammenhangsbegriffes in der oben angedeuteten Art zu einer entsprechen
den topologischen Kennzeichnung des n-dimensionalen Simplexes durch 
Irreduzibilitiit hinsichtlich gewisser Zusammenhangseigenschaften fuhren. 
N eben dieser Kennzeichnung der Strecke durch irreduziblen Zusammen
hang gibt es noch Kennzeichnungen, die sich auf den Zusammenhang im 
kleinen berufen. Auch diese Charakterisierungen durften als Spezialfalle 
in allgemeinen Kennzeichnungen des n-dimensionalen Simplexes enthalten 
sein, in welche die Begriffe des hOherstufigen und hOhergradigen Zusammen
hanges im kleinen eingehen. 

Ein sehr wichtiges ungelOstes Problem der Dimensionstheorie ist die 
Frage nach dem Produktsats, d. h. die Frage, ob das Produkt eines m-di
mensionalen und eines n-dimensionalen Raumes stets (m + n )-dimensional 
ist. DaB ein solcher Produktraum hOchstens (m + n )-dimensional ist, laSt 
sich, wie wir (S. 248) sahen, ganz so beweisen wie die Tatsache, daS der 
E" hochstens n-dimensional ist. Es wiire sehr wichtig, wenn man auch 
den Beweis der Tatsache, daB der R" mindestens n-dimensional ist, zu 
einem Beweise des Satzes ausgestalten konnte, daB das Produkt eines m
dimensionalen und eines n-dimensionalen Raumes mindestens (m + n )-di
mensional ist. Zumindest unter der Voraussetzung der Kompaktheit der 
Faktorriiume ist die Gultigkeit dieser Behauptung, also die Gultigkeit des 
Produktsatzes, sehr wahrscheinlich. Verallgemeinerungen des Zusammen
hangsbegI:iffes in der Art des hOherstufigen.und hOhergradigen Zusammen
hanges durften als Hilfsbegriffe beim Beweise dieses Satzes eine Rolle 
spielen. 

Was die Einbettungsprobleme betrifft, so ist vor allem die (vermutlich 
ubrigens mehr kombinatorische als mengentheoretische) Frage naheliegend, 
welches die kleinste Zahl mist, fUr die aIle n-dimensionalen separabeln 
Riiume mit Teilmengen des Rm homoomorph sind. 1st die Schranke 
m = 2n + 1 scharf und existieren fur jede Zahl k, die der Ungleichung 
n + 1 ::;;: k::;;: 2n + 1 genugt, n-dimensionale Riiume (und vielleicht schon 
n-dimensionale Komplexe), die in den Rk , aber nicht in den Rk _ 1 ein
bettbar sind? 

Ein weiteres Problem aus dem Kreise der Einbettungssiitze betrifft die 
n-dimensionalen Universalriiume. Es bezeichne E" einen n-dimimsionalen 
Wiirfel der Kantenliinge 1. Wir teilen ihn in 3" homothetische Teilwiirfel 
der Kantenlange i. Es sei nun k eine natiirliche Zahl, welche der Un
gleichung 1 ::;;: k ::;;: n geniigt. Wir tilgen aus E" von den 3" Teilwiirfeln 
den innersten, d. h. jenen, der den Mittelpunkt von E" enthalt, und aUe 
jene, welche mit dem innersten Teilwurfel einen mindestens k-dimensionalen 
Durchschnitt haben. (1m FaIle k = n wird also bloB der innerste Teilwurfel 
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getilgt, im Falle n = 1 werden bloB jene 2" Teilwurfel nicht getilgt, die 
mit dem innersten Teilpunkt einen Eckpunkt gemein haben.) Zu den nicht
getilgten Wurfeln nehmen wir jene Punkte der Begrenzung, die durch die 
Tilgungen entfernt wurden, wieder hinzu und erhalten so ein gewisses 
System von abgeschlossenen n-dimensionalen Wurfeln der Kanteniange t. 
Jeden derselben unterwerfen wir wieder einer Unterteilung in 3n homo
thetische Teilwurfel (der Kantenlange t), von denen wir den innersten und 
diejenigen, welche mit dem innersten einen mindestens k-dimensionalen 
Durchschnitt haben, til gen. Dieses Verfahren setzen wir ad infinitum fort. 
Die Menge, welche so entsteht, bezeichnen wir mit E!-l. (Die Menge E~ 
ist ofl'enbar das Diskontinuum.) Man bestatigt leicht, daB fur jedes n und 
jedes k die Menge E!-l ein (k - 1 )-dimensionales im kleinen zusammen
hangendes Kontinuum ist. Es gilt nun der Satz, daB jede Teilkurve der 
Ebene (d. h. jedes nirgendsdichte ebene Kontinuum) mit einer Teilmenge 
von E~ homoomorph ist (Sierpinski, C. R.162, S.629), und allgemeiner, 
daB die Menge E~ zu jeder (auch nichtabgeschlossenen) hOchstens ein
dimensionalen Teilmenge der Ebene eine homoomorphe Teilmenge enthalt 
(vgl. meine Abhandlung Fund. Math. 10, S. 106). Ferner gilt das Theorem, 
daB jeder eindimensionale separable Raum mit einer Teilmenge der Menge 
E~ homoomorph ist (vgl. meine Note Proc. Acad. Amsterdam 29, S. 1125), 
so daB also die Menge ~ als eindimensionaler Universalraum bezeichnet 
werden kann, ebenso wie das Diskontinuum Er ein nulldimensionaler Uni
versalraum ist (vgl. S. 288 f.). Ich halte es nun fur auBerordentlich wahr
scheinlich, daB fur jedes n und jedes k jede hochstens k-dimensionale Teil
menge des Rn mit einer Teilmenge der Menge E! homoomorph ist und daB 
mithin die Menge E;k+l zu jedem hochstens k-dimensionalen separabeln 
Raum eine homoomorphe Teilmenge enthalt, also als k-dimensionaler Uni
versalraum bezeichnet werden kann. -

Wir haben uns im vorliegenden Buch fast ausschlieBlich mit endlich
dimensionalen Raumen beschaftigt. Eine systematische Behandlung der 
wzendlichdimensionalen Raume und Mengen steht noch aus und wird sicher 
interessante Resultate ergeben. Es sei hier insbesondere auf drei Klassen 
von unendlichdimensionalen Raumen hingewiesen, welche nahere Beachtung 
verdienen. Erstens jene Raume, denen sich als Dimension eine Ordinal
zahl der zweiten Zahlenklasse zuordnen laBt, indem man die Dimensions
definition wortlich ins Transfinite fortsetzt durch die Festsetzung: Ein 
Raum R besitzt die Dimension ", wenn 0: die kleinste Ordinalzahl ist, so 
daB jeder Punkt von R in beliebig kleinen Umgebungen enthalten ist, deren 
Begrenzungen weniger als a-dimensional sind. (- 1 )-dimensional ist die 
leere Menge und nur diese. Zweitens sind von Interesse jene Raume, welche 
unendlichdimensional, aber Summe von abziihlbarvielen endlicltdimensio-
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milen, also von abzahlbarvielen nulldimensionalen Riiumen sind. Drittens 
endlich jene Raume, welche Produkt von abeahlbarvielen endlichdimensio
nalen Raumen sind und die Teilmengen dieser Raume. Das Produkt 
abzahlbarvieler separabler Raume ist nicht notwendig ein separabler Raum, 
denn schon der R." das Produkt abzahlbarvieler Strecken, ist kein sepa
rabler Raum, da er, wie man leicht bestatigt, kleine abzahlbare dichte Teil
mengen enthiilt. Gerade in dieser Richtung liegen aber vielleicht Ver
allgemeinerungen des Raumbegriffes, die noch von einer gewissen Frucht
barkeit sind. Denn die Beschreibbarkeit mit abzahlbarvielen Koordinaten 
verburgt eine gewisse geometrische Anschaulichkeit. -

Der Gegenstand mehrerer noch gar nicht behandelter Fragen sind die 
Beziehungen zwischen den Begriffen von Dimension und MafJ. Ihre Be
antworlung wurde eine Verknupfung der beiden wichtigsten Mengenfunk
tionen, der diskreten Dimension und des kontinuierlichen MaI3es, herstellen. 
In diesem Buch haben wir keinerlei Fragen, die mit dem Messen zusammen
hangen, behandelt. Ihre zusammenfassende Darstellung bleibe einer anderen 
Gelegenheit vorbehalten. (Man vergleiche inzwischen meine Untersuchungen 
uber allgemeine Metrik, Math. Annalen 100.) 

Ein rein dimensionstheoretisches Problem entspringt dem Vergleich der 
Dimensionstheorie mit der L e be s gu e schen MaI3theorie in methodischer 
Hinsicht. In der letzteren Theorie wird aus einigen einfachen Forderungen 
an den Bereich der meI3baren Mengen und an die MaI3funktion eine De
finition von MeI3barkeit und MaI3 zwangslaufig hergeleitet. Das analoge 
Problem ist fUr die Dimensionstheorie noch ungelOst. Es besteht in der 
Aufstellung einiger einfacher Forderungen an eine fUr aIle Teilmengen des 
Raumes definierte Funktion, welche notwendig und hinreichend dafUr sind, 
daI3 die Funktion mit der Dimension der Mengen ubereinstimmt (vgl. meine 
AusfUhrungen im Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver.35, S. 147f. und den 
Hinweis auf Alexandroff daselbst). Notwendig, aber naturlich bei weitem 
nicht hinreichend sind beispielsweise die beiden folgenden Bedingungen: 
Die Dimension ist fUr alle nichtleeren Mengen eine nichtnegative Zahl 
oder unendlich. Die Dimension des Telles ist niemals groI3er als die des 
Ganzen. Zumindest hinsichtlich der kompakten Raume und ihrer abgeschlos
senen Teilmengen durfte sich ein System von einfachen Postulaten, welches 
zwangslaufig auf die Prazisierung der anschaulichen Dimensionsvorstellung 
fUhrt, wohl auf stell en lassen. 

Nun wird in der MaI3theorie die Zuordnung eines MaI3es auf eine spe
zielle KIasse von Mengen, auf die mefJbaren Mengen, eingeschrankt, wah
rend in der Dimensionstheorie jedem separabeln Raum und jeder beliebigen 
Teilmenge eines separabeln Raumes eine Dimension zugeordnet wird. Da
fUr allerdings ist fUr die nichtkompakten Raume und die nichtabgeschlos-
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senen Teilmengen kompakter Raume das Problem einer zwangslaufigen 
Herleitung des Dimensionsbegriffes aus Forderungen wohl nicht eindeutig 
losbar. Es hangt dies damit zusammen, daB diese nichtabgeschlossenen 
Gebilde vielfach der Erfahrung und der gewohnlichen Anschauung entruckt 
sind, und daher, insbesondere auch was den Gebrauch des Worles Dimension 
betrifft, zur schwebenden Klasse von Dingen (vgl. S. 74) gehOren. Fur gewisse 
von diesen Gebilden, welche ja ganz merkwurdige Singularitaten aufweisen, 
ware eine ubereinstimmende Antwort auf die Frage nach ihrer Dimension 
wohl nicht zu erzielen. Wir haben beispielsweise vier Klassen von ver
streuten Mengen kennen gelernt, die diskontinuierlichen, die zusammen
hangslosen, die total zusammenhangslosen und die nulldimensionalen. Die 
Dimensionstheorie definierl die hOherdimensionalen Gebilde ausgehend von 
den nulldimensionalen. Anschaulich moglich ist es aber auch, eine der 
drei anderen Klassen von verstreuten Mengen als die Klasse der null
dimensionalen Gebilde zu bezeichnen und ausgehend von diesen Gebilden 
rekursiv zu den hOherdimensionalen aufzusteigen. Anschaulich moglich ist 
dies deshalb, weil unter den abgeschlossenen Teilmengen kompakter Raume 
die vier Klassen von verstreuten Mengen zusammenfallen und daher hin
sichtlich der anschaulich am meisten zuganglichen Gebilde jede dieser drei 
verschiedenen Dimensionsdefinitionen mit der unseren aquivalent wird. 

Jede Festlegung auf eine bestimmte Dimensionsdefinition, sei es auf die, 
welche in dies em Buch zum Ausgangspunkt einer Theorie gemacht wurde, 
sei es auf eine mit ihr fur die abgeschlossenen Teilmengen kompakter Raume 
iiquivalente, im ubrigen aber nicht notwendig ubereinstimmende (z. B. auf 
eine der drei erwiihnten Definitionen, welche einen anderen Ausgangspunkt 
der Rekursion wahlen), jede solche Festlegung ist also (im Einklang mit 
unseren allgemeinen Bemerkungen von S. 76) mit einem gewissen MaI3 
von Willkur verbunden und kann ihre Rechtferligung nur durch die Frucht
barkeit und asthetische Vollkommenheit der sich aus ihr ergebenden Theorie 
finden. Gerade in der letzten Hinsicht allerdings scheint die der Dimensions
theorie zugrundeliegende Definition gegenuber anderen ausgezeichnet zu 
sein. Das Zuriickiuhren der Rekursion bis auf die leere Menge weist auf 
eine besondere innere Konsequenz der Definition hin, welche z. B. in der 
Formulierung des allgemeinen Zerlegungssatzes ihre Auswirkung findet. 
Diese Definition ist es, welche (in Analogie zur Forderung nach Permanenz 
der Rechengesetze bei Erweiterungen eines Zahlbereiches in der Arithmetik) 
in weitem MaBe die Gultigkeit der fur abgeschZossene Mengen bestehenden 
Beziehungen fiir beliebige Mengen gewahrleistet, eine Permanenz, die nur 
an zwei Stell en durchbrochen ist: Das Theorem von der Struktur kom
pakter Raume (S. 128) und die Theoreme von den Beziehungen zwischen 
Dimension und Zusammenhang kompakter Riiume (S.209 u. 216) verlieren 
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fUr beliebige separable Raume ihre allgemeine Giiltigkeit. Hingegen sind 
der Summensatz, der Zerspaltungssatz, der Zerlegungssatz, die Einbettungs
satze u. v. a. nicht nur fiir kompakte, sondern fiir beliebige separable Raume 
giiltig. Insbesondere auch gilt der Satz von der Einbettbarkeit endlich
dimensionaler separabler Raume in gleichdimensionale kompakte. 

Sehen wir dagegen, wie es stiinde, wenn man aus der anschaulich gleich
falls moglichen Definition D, welche von den diskontinuierlichen Mengen 
als den nulldimensionalen ihren Ausgang nimmt, eine Theorie entwickeln 
wollte. Der Summensatz bliebe giiltig, der Zerspaltungssatz hingegen, daB 
jede n-dimensionale Menge Summe von n + 1 nulldimensionalen Mengen 
ist, ware schon falsch; an seine Stelle wiirde folgende kompliziertere Aus
sage treten: Eine im Sinne der Definition D n-dimensionale Menge ist Summe 
von einer im Sinne der Definition D nulldimensionalen und von n im 
Sinne der Dimensionstheorie nulldimensionalen Menge. Komplizierter ware 
die Formulierung des Zerlegungssatzes. Falsch (und ohne irgendein Ana
logon) ware der Satz von der Einbettbarkeit endlichdimensionaler sepa
rabler Raume in gleichdimensionale kompakte, falsch das Theorem von 
der Charakterisierung der Teilmengen Cartesischer Raume. (Es gibt ja dis
kontinuierliche, also im Sinn der Definition D nulldimensionale Rii.ume, 
welche im Sinne der Dimensionstheorie unendlichdimensional, also mit 
keiner Teilmenge eines Cartes is chen Raumes homoomorph sind.) 

Entsprechende Uberlegungen lassen sich hinsichtlich anderer Defini
tionen anstellen, welche von der in dies em Buche entwickelten irgendwie 
abweichen, und weisen auf eine tiefe innere Berechtigung dieser Definition 
in ihrer vollenAllgemeinheit, fUr beliebigeTeilmengen separabler Raume, hin. 

Es sei zum AbschluB noch bemerkt, daB gleich der Dimension auf Grund 
des im vorangehenden entwickelten Prinzips der Betrachtung von Um
gebungsbegrenzungen noch viele andere wichtige gestaltliche Eigenschaften 
der Raumgebilde definitorisch erfaBt werden konnen und daB die dimensions
theoretischen Methoden, vor allem die in diesem Buch entwickelten Methoden 
zur geeigneten Modifikation von Begrenzungen, wichtige Aussagen fiber die 
gestaltliche Struktur der Raumgebilde in vieler Hinsicht, nicht bloB hin
sichtlich ihrer Dimension ermoglichen. Speziell fUr die Kurven und Flachen 
konnen der Dimensionstheorie parallellaufende Theorien entwickelt werden 
(vgl. meine Grundziige einer Theorie der Kurven, Math. Ann. 95, sowie die 
ankniipfenden Abhandlungen, Math. Ann. 96, und Fund. Math. 10), welche 
weiten Einblick in die gestaltlichen Eigenschaften und Zusammenhange 
dieser niedrigstdimensionalen Gebilde gewahren. Die diesbeziiglichen Er
gebnisse sind so umfangreich, daB ihre Darstellung den Gegenstand eines 
eigenen Buches bilden wird. 
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Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Reg .. Rat Dr. D. Hilbert, Prof. 
a. d. Univ. Gottingen. 7., urngearb. u. verm. Aufl. Mit in den Text ge
druckten Fig. 8. 1928. (WuH VII.) Geb. JUt 11.-
"Das Verdienst des Hilbert5chen Buches besteht in der klaren, erkenntnistheoretischen 

Grundauffassung, in der scharfenProblemstellung und den arithmetisch.algebraiscbenMethoden." 
(Deutsche Literaturzeitung.) 

Die Grundbegriffe der reinen Geometrie in ihrem Verhaltnis 
zur Anschauung. Untersuchungen zur psychologischen Vorgeschichte 
der Definitionen, Axiorne und Postulate. Von Dr. R. Strohal, Privatdoz. 
a. d. Univ. Innsbruck. Mit 13 Fig. irn Text. [IV u. 137 S.] 8. 1925. (WuH 
XXVII.) Geb. JUt 6.40 

Die Fragestellung geht hier tiber die gewohnliche, die der Disku.sion irgendwelcher 
gegebenen logischen Fundamente der Geometrie gilt, hinaus und betrifft den Weg, auf 
dem diese erworben werden, ihre "psychologische Vorgeschicbte". Die Art der abstrak
tiven Gewinnung gewisser Elementarbegriffe erkUirt den Charakter der eigentlichen Adome, 
wabrend die Zusammenfugung jener Elemente zu syntbetischen Defiuitionen das Auftreten 
der Postulate verstlindlich macht, welche als willktirliche, durch die Erfahrung nahegelegte 
Ausschliellungen von logisch zulassigen Synthesen zu betrachten sind. 

Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. F. Schur, Prof. a. d. 
Univ.Breslau. Mit 63 Fig. [Xu.192S.1 gr. 8. 1909. Geh.Jr.K7.-,geb.Jr.KS.60 

Mehr als bisher wird hier eine axiomatische Begriindung auch der nichteuklidischen 
Geometrie gegeben; der Tragweite der Deu einzuftihrenden Axiome und Postulate ist 
besondere Aufmerksamkeit gewidmet. In erster Hinsicht ist zurn ersten Male der Beweis 
der U nabhangigkeit des Parallelenaxioms von den ubrigen vollstandig durchgefiihrt; in 
zweiter Hinsicht hat besonders die Einwirkung des archimedischen Pastulats auf die 
iibrigen eioe genaue Darstellung erfahren. In einem besonderen Paragraphen sind die 
schonen Untersuchungen von Hjelmslev wiedergegeben. Soweit die nichteuklidische 
Geometrie behandelt wurde, ist besonders auf diejenigen Satze Nachdruck gelegt worden, 
welche vom Parallelenaxiom unabhangig sind. 

Abstrakte Geometrie. Untersuchungen tiber die Grundlagen der Eukli· 
dischen und Nichteuklidischen Geometrie. Von Prof. Dr. K. Th. Valtlen. 
Mit zahlr. Fig. im Text. [XII u. 302 S.] gr. 8. 1905. Geb . .7l.Jt 12.-

Slimtliche Begriffe und Satze der Geometrie werden auf ein vollstandiges und wider
spruchsloses System von Grundbegriffen und ·satzen zuriickgefiihrt, derart, daB die Anzahl 
der Grundbegriffe und der Inhalt jedes Grundbegriffes und Grundsatze. moglichst klein ist. 
AHe Grundeigenschaften der geometrischen Dinge werden der Anschauung entnommen 
und dano mathematisch formuliert; fernerhin wird aber die Deduktion von jedem ZurUck~ 
greifen auf die Anschauung freigehalten, also mit den definierten Dingen rein a b s t r a k t 
operiert. 

Nehen jedem Grundsatz sind auch die entgegengesetzten Annahmen, also neben den 
euklidischen die nichteuklidischen, neben den archimedischen die nicht
archimedischen Geometrien usw. behandelt. 

Fragen der Elementargeometrie. Aufsatze von U. Amaldz~ E. Baroni, 
R. Bonola, B. CaM, G. CasteinuO'llo, A. Contt~ E. Daniele, F. Enriques, 
A. Giacomini, A. GuarduCCt~ G. Vailati, G. Vt"tali. Gesarnrnelt und zu· 
sarnrnengestellt von Dr. F. Enn'ques, Prof. a. d. Univ. Rom. 2., verb. Auf!.. 
gr. S. 1923. Geb. je Jr.K 14.-
I. Teil: Die Grundlagen der Geometrie. Deutsche Ausgabe von wei\. 

Realgyrnnasialdir. Prof. Dr. H. Thieme, Trebnitz i.Schl. Mit 144 Fig. 
[X u.366 S.] 

II. Teil: Die geometrischen Aufgaben, ihre Losung und ihre Losbar
keit. Deutsche Ausgabe von Prof. Dr. H. Fleischer, Konigsberg. Mit 
einern Anhang versehen von Dr. A. Boy. Konigsberg i. Pro Mit 142 Fig. 
[XII u. 358 S.] 
Das besonders fUr Lehrer und Studenten der Mathematik bestimmte Buch will die 

Ergebnisse der neuen Wissenschaft fUr den Schulunterricht fruchtbar machen und zeigt 
dementsprechend, was die modeme Mathematik auf jedem Teilgebiete tiber die Alten 
hinaus Grundlegendes geschaffen hat. Der erste Teil ist den Grundlagen der Geometrie, 
der zweite den klassischen Konstrnktionsaufgaben gewidmet. 

Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 
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Lehrbuch der abz~hlenden Methoden der Geometrie. Von Dr. 
H. G. Zeuthen, weil. Prof. a. d. Univ. Kopenhagen. Mit 38 Fig. rXII u. 
394 S.] gr. 8. 1914. (TmL XXXIX.) Geh . .1U{ 12.60, geb . .1U{ 15.-

Seit Poncelets Aufstellung des Kontinuitatsprinzipes hat man in der Geometrie viel· 
fach abziihlende Methoden benutzt, um geometrische Ergebnisse, oft von groBer All
gemeinheit, ohne Aufstellung und Behandlung algebraischer Gleichungen zu gewinnen. 
Das Buch hat den Zweck. die genannten Methoden in ihrer Gesamtheit darzustellen und 
ihre Anwendungen zu erHiutern, so da.6 damit fur jede - ganz einfache oder sebr all
gemeine - geometrische Anfgabe die einfachsten Hilfsmittel zur Verfugung gestellt 
werden, nnd zwar in solcher W ftise, da.B mit der Auflosung der Aufgaben eine exakte 
Begriindung der gewonnenen Ergebnisse verbunden wird. 

Die nichteuklidische Geometrie. Historisch·kritische Darstellung ihrer 
Entwicklung. Von Dr. R. Bonola, weil. Prof. a. d. Univ. Bologna. Aut. 
deutsche Ausg. besorgt von Dr. H. Liebmann, Prof. a. d. Univ. Heidel
berg. 3. Aufl. Mit 52 Fig. im Text. [VI U.207 S.] 8. 1921. (WuH IV.) 
Geb . . 1Ut 5.60 

Gibt eine EinfUhrung in die Methoden und Ziele der nichteuklidischen Geometrie, 
die so elementar gehalten ist. daB auch der mathematisch weniger V orgebildete den Aus
fiihrungen zu folgen vermag. 

Nichteuklidische Geometrie in elementarer Behandlung. Von weiL 
Prof. Dr. M. Simon. Herausg. von Studienrat Dr. K. Fladt, Stuttgart. Mit 
125 Fig. im Text U.I Titelbild. [XVIII u. 115 S.] gr.8. 1925. (Zeitschrift fUr 
math. und naturw. Unterricht, Beiheft 10.) Geh . . JUt 8.-

Das Bnch betrachtet es als seine Hauptaufgabe, den elementar·geometrischen, kon· 
struktiven Standpunkt der Klassiker, ihrer V orHiufer und N achfolger zur Geltung %11 

bringen. Die Darstellung scblieBt damit unmittelbar an die euklidische Schulgeometrie an, 
vertieft deren Stoff und erganzt ihre Methodik. indem sie den Schulmathematiker be
fahigt, die Elementargeometrie von einem hoheren Standpunkt aus kritisch zu iiberblicken. 

Die vierte Dimension. Eine Einfiihrung in das vergleichende Studium 
der verschiedenen Geometrien. Von Dr. Hk. de Vries, Prof. a. d. Univ. 
Amsterdam. Nach der 2. hollandischen Ausgabe ins Deutsche iibertragen 
von Frau Dr. R. Stroik. Mit 35 Fig. im Text. [IX u. 167 S.] 8. 1926. 
(WuH XXIX.) Geb . .1U{ 8.-

Die auf Grund de.r: kUrzlich erschienenen zweiten, vermehrten und verbesserten 
Auflage veranstaltete Ubersetzung des Werkes wird vielfach willkommen sein, denn die 
Art und Weise, in der es die Grundgedanken und Elemente der euklidischen mehrdimen
sionalen sowie der nichteuklidischen Geometrien, speziell der hyperbolischen uod ellip. 
tiscben zu vermitteln weiS, entspricht dem Bediirfnis aller derer, die sich - insbesondere 
illr da. Studium der Mathematik wie der Physik - anf angenehmem Wege in diese 
Gebiete einfrlhren lassen wollen. 

Die natUrliche Geometrie. Vier Vortrage. (Gehalten im Juli 1922 in 
Hamburg auf Einladung des Mathematischen Seminars der Hamburger 
Universitat.) Von Dr. J. Hjelmslev, Prof. a. d. Univ. Kopenhagen. [36 S.) 
8. 1923. (Abhandlungen a. d. Math. Seminar der Hamburger Univ., 
Einzelschriften I. Heft.) Geh . .1U{ L-

Ober Analysis situs. Von Dr. H. Tietze, Prof. a. d. Univ. Erlangen. 
[32 S.] 8. 1923. (Abhandlungen a. d. Math. Seminar der Hamburger 
Univ., Einzelschriften 2. Heft). Geh . .1U{ 1.-

Allgemeine Infinitesimalgeometrie und Erfahrung. Von Dr. W. Wir· 
linger, Prof. a. d. Univ. Wien. Mit einem Bildnis. [23 S.] 8. 1926. (Ab
handlungen a. d. Math. Seminar d. Univ. Hamburg. Einzelschriften. 
3. Heft.) Geh . .JUt 1.-

Vorlesungen Uber reelle Funktionen. Von Dr. C. Carathlodory, Prof. 
a.d. Univ. Miinchen. 2. Aufl. Mit 47 Fig. im Text. [X u. 718 S.] gr. 8. 1927. 
Geh . . JUt 27.-, geb . .JUt 29.-

uEs jst ein Werk aus einem GuB, das vieles Neue UDd Eigenartige entha.lt. Viele 
vom Verfasser eingefUhrte Begriffe und Ergebnisse werden zweifellos zum dauernden 
Be.itz der Wissenschaft werden. E. iot ein wertvolle. Geschenk. das uns Caratheodory 
mit diesem tief durchdachten Werk be.chert hat." 

(Jahrbuch ilber die Fortschrltte der Mathematik.) 
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N euere Untersuchungen Uber Funktionen reeller Veranderlichen. 
Nach den Referaten von L. Zorreltl~ P. Montel und M. Friclul. Von 
Dr. A. Rosenthal, Prof. a. d. Univ. Heidelberg. [350 Sl gr. 8. 1924. 
(Sonderabdruck aus der Encyklopadie der mathem. Wissenschaften.) 
Geh . .1l.Jt 17.-

Zehn Vorlesungen Uber die Grundlegung der Mengenlehre. 
Gehalten in Kiel auf Einladung der Kant-Gesellschaft, Ortsgruppe Kiel. 
Von Dr. A. Fraenkel, Prof. a. d. Univ. Marburg a. d. L. [X U. 182 S.1 
8. 1927. (WuH XXXI.) Geb. ~ 8.-

Einem Uberbliek Iiber die wiehtigsten Methoden und Ergebnisse der Mengenlehre 
folgt zuniiehst eine Betraehtung der gegen die Cautorsehe Begrlindung erhobenen Ein
wendungen, wobei eine einheitliche Darstellung sowobl der Ideen Poincan!s wie auch 
derjenigen des modernen Intuitionismus (namentlich Brouwers) angestrebt ist. Dann wird 
die axiomatische Begriindung nach Zermelo nnter Beriicksichtigung der neuesten Fort
bildungen gegeben. Dahei ist besonderer Wert auf eine nicht nur verstandliche, sondern 
aueh undogmatisehe Darstellung gelegt, die die naturgemii8e Notwendigkeit der Forde
rungen nnd ihre Tragweite, sowie namentlich die noch offenen Probleme und die Be
ziehungen zur Philosophie hervortreten HUlt. Den Abschlu8 bilden allgemeine Fragen der 
Axiomatik, u. a. die der Unabhiingigkeit des Auswahlaxioms. 

Entwicklung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen. Von Geh. 
Reg.-Rat Dr. A. SchoenjHes, Prof. a. d. Univ. Frankfurt a. M. 

1. Hlilfte: Allgemeine Theorie der unendlichen Mengen und Theorie 
der Punktmengen. Umarbeitung des im VIII. Bande der Jahresberichte 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung erstatteten Berichts gemein
sam mit Dr. H. Hahll. Prof.a.d. Univ. Wien, herausg. von A. SchoenJlies. 
Mit 8 Fig. [XI u.388 S.] gr. 8. 1913. Geh . .1l.Jl 16.-, geb. ~ 18.60 

II. Hlilfte: Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten 
Bericht, erstattet der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Mit 26 Fig. 
[X U. 331 S.] gr. 8. 1908 Geh. ~ 12.-

Pascals Repertorium der hOheren Mathematik. 2., vollig umgearb. 
Auff. der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker 
herausg. von Dr. E. Salkowski, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Berlin, 
u. Dr. H. E. Timerding, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. 

I. Band: Analysis. Herausg. von E. Salkowski. 
1. Teilband: Algebra, Differential- und Integralrechnung. [XVu. 527 S.] 

gr. 8. 1910. Geb. ~ 18.-
2. Teilband: Differentialgleichungen, Funktionentheorie. Mit 26 Fig. 

im Text. [XII u. S. 529-1023.] gr. 8. 1927. Geb. ~ 18.-
3. Teilband: Reelle Funktionen. N euere Entwicklungen, Zahlentheorie. 

Mit Fig. gr. 8. 1928. Geb . .1l.Jl 22.-

II. Band: Geometrie. Herausg. von H. E. Timerding. 
1. Teilband: Grundlagen und ebene Geometrie. Mit 54 Fig. [XVIII 

u. 534 S.] gr. 8. 1910. Geb. ~ 18.-
2. Teilband: Raumgeometrie. Mit 12 Fig. im Text. [XII u. 628 S.] 

gr. 8. 1922. Geh . .1l.Jt 17.-, geb . .1l.Jt 20.-

Mit dem 3. Teilbande des ersten Bandes, der die reellen Funktionen, die neueren Ent
wicklungen 50wie die Zablentheorie behandelt, kommt die Bearbeitung der zweiten Auflage 
des "Pascal" zum AbschluB. U nter Wahrung seiner bekannten V orziige ist bei diese,:r An
passung an die Gegenwart durch die, Form wie Inhalt betreffenden, durchgreifenden Ande
rungen ein neues Werk entstanden, das nicht eine groBe Menge von Einzelheiten lose an
einanderreiht, sondern auf eine zusammenhiingende und in lich geschlossene Darstellung des 
Gesamtgebietes Wert legt. Das Werk soll naeh der Absicht der Herausgeber nieht bloB eine 
Ubersicht tiber den weiten Bereich der Algebra, Analysis und Geometrie im einzC'lnen, sondern 
a.uch eine Darlegung ihrer allgemeinen Prinzipien und Methoden geben und von dem heutigen 
Stand der Forschungen Rechenschaft ablegen; es solI so nicht nur eine sichere Fiihrung 
und aine zuverliissige Orientierung wi-hrend des mathematischen Studienganges bieten, es 
sol1 auch der selbstandigen wissenschaftlichen Arbeit eine brauchbare Hilfe gewahren. 
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Lie, S. Gesammelte Abhandlungen. Auf Grund einer Bewilligung 
aus dem Norwegischen Forschungsfonds von 1919 mit Unterstiitzung 
der Videnskapsakademi zu Oslo und der Akademie der Wissenschaften 
zu Leipzig herausg. von dem Norwegischen Mathematischen Verein durch 
Dr. Fr. Enf[el, Prof. a. d. Univ. GieBen, und Dr. P. Heegard, Prof. a. 
d. Univ. Oslo. 
I/II. Band: Geometrie. [In V~rb. 1928] 
III. Band: Abhandlungen zur Theorie der Dlfferentialglelchungen (erste Abt.). 

Heransg. von Prof. Fr. Engel. [XVI u. 789 S.) gr. 8. 1922. Geb . .1lJ( 20.-
IV. Band: Abhandlungen zur Theorle der Dlfferentialgleichungen (zweite Abt.). 

Herausg. von Prof. Fr. Engt'!. [Erscbeint Herbst 1928] 
V. Band: Abhandlungen liber die Theorie der Transformationsgruppen (erote 

Abt.). Herausg. von Prof. Fr. Engel. [XII n. 776 S.] gr. 8. 1924. Geb • .1lJ( 20.-
VI. Band: Abhandlungen ilber die Theorle der Transformationsgruppen (zweite 

Abt.). Herausg. von Prof. Fr. Engel. Nebst Anmerkungen. [XXIV u. 752 S.; S. 753-940 
m. Fig.] gr. 8. 'Q27. Geb . .1lJ( 3ft.-

VII. Band: NachlaB. [In Vorb. 1928] 

Euleri Leonhardi opera omnia. Sub auspiciis societatis scientiarum 
naturalium helveticae edenda curaverunt Ferdinand Rudio, Adolf Krazer, 
Paul Sttickel. In 3 Serien. Jeder Band zu je etwa 60 Bogen. 4. 

In den letzten Jahren ersehienen neu folgende Bande des Euler-Werkes: 
Series I. VoL 6: Commentationes algebralcae ad theoriam aequatlonum pertinente •. 
Edd. r: Rudio, A. Krazer, P. Slackel. [XXIX n.509 S.] 1921. Kart. Sehw. Fre •. 54.
Vol. 7: Commentationes aJgebralcae ad theoriam eombinationum et probabilitatnm 
pertinente •. Ed. L. G. Du Pa.sfuier. [LVIiI u. 580 S.] 1923. Kart. Sehw. Frea. 65.-
Vol. 8: Introductio in analysin Inflnitorum. Edd. A. Krazer et Fr. Rud;o. Tomus 
primus [XVIII n. 392 S.l 1922. Kart. Sehw. Fres. 40.-
Vol. 14/15: Commentationes analyticae ad theoriam .erierum infinitarum pertinentes. 
Vol. I. Edd. E.Boellm et G.FalJer. [X U.617 S.] 1925. Kart. Sehw. Fres. 60.-. Vol. IL 
Ed. G. Faber. [X u. 722 S. m. Ftg.] 1927. Kart. Sehw. Frcs. 70.-
Series II. Vol. 14: Neue Grundslitze der Artillerle. Aus demEnglisehen des Herrn Bon
jamin Kobins iibersetzt nnd mit vielen Anmerkungen versehen. Mit vier ballistisehen Ab
handlungen. Hrsg. von Fr. R. Scherrer. [XXXII u. 484 S.] 1922. Kart. Sehw. Fres. 52.
Series III. Vol. I. Commentationes physicae ad phYlieam generalem et ad theoriam 
soni· pertinentes. Edd. E. Bernoull,; R. Bernou/l,; F. Rudio, A. Speiser. Adleeta. est Euleri 
effigies ad imaginem a Darbes pieta.m e"pressa. [XXVm n.S91 S.] Mit Fig. 1926. Kart. 
Scbw. Fres. 60.-
Briefband. [U. d. Pro 1928] 

Neumann, Frz. Gesammelte Werke. Herausg. von seinen Schiilern. 
I. Band: Bei der Herausgabe des Bandel sind tatig gowesen die Herren: M. Krafft, 

E. R. Neumann, H. Steinmetz und A. Wangerin. Mit 136 Fig. im Text. [IX u. 428 S.] 
gr. 4. 1928. Geb. .1lJ( 50.-

II. Band: Bei der Herausgabe des Bandes sind talig gewesen die Herren: E. Dorn, 
O. E. Meyer, C. Neumann, C. Pape, L. Saat,cllulz, w: l/o':I{I, P. Volkmann, K. Vonder
mullll, A. Wanl[erin, H. We6er. Mit einem Bildnis Frz. Neumann. an. d~m 86. Lebens
jahre in H~liograviire u. zahlr. Fig. im Text. [X VI n. 620 S.) gr. 4. 1906. Geh . .1lJ( 46.-

III. Band: Hei der Heransgabe dieses Bandes sind tatig gewesen die Herren: C. Neu
man", W. Voigt, A. Wangerin. Mit 23 Fig. im Text. [XlI U. 500 S.] gr. 4. 1912. 
Geh . .1lJ( 38.-

Kronecker, L. Werke. Herausg. auf Veranlassung der PreuB. Akademie 
der Wissenschaften von Dr. K. Hensel, Prof. a. d. Univ. Marburg a. L. 

I. Band. Mit dem Bildni. Kronecker •. [IX u. 484 S.] gr. 4. 1895. Geb . .1lJ( 37.
II. Band. [VIII U. 541 S.) gr.4. 1897. Gah . .1lJ( 41.-

Ill. Band. I. Halbband. [VIII u. 473 S.] gr.4. 1899. Gab..1lJ( 36.
III. Band. II. Halbband. [In Vorb. 1928] 
IV. Band. [ea. 1000 s.] gr. 4. 1928. Geb . .1lJ( 47.
V. Band. [U. d. Pro 1928] 

VI. Band. [In Vorb. 1928] 

Encykloplldie der mathematischen Wissenschaften mit EinschluB 
ihrer Anwendungen. Herausgegeben im Auftrage der Akademien der 
Wissenschaften zu Berlin, Gottingen, Heidelberg, Leipzig, Miinchen und 
Wien sowie unter Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen. In 6 Biinden 
bzw. 23 Teilen. 8)'. 8. 

Ausflihrliehe. Verzeiehni. vom Verlag, Poststra.8e 3, erbaltJicb 
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