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I. Einfithrung in die mengentheoretische GGeometrie.

1. Die mengentheoretische Epoche der Geometrie.

In diesem Buche soll eine Gruppe der #ltesten und schwierigsten Pro-
bleme der Mathematik zusammenfassend behandelt werden. Es sollen die
Fragen beantwortet werden, welche sich auf die Dimension der Raum-
gebilde beziehen. Wir wollen diese Probleme in moglichst allgemeiner
Weise, also auf mengentheoretischer Grundlage, behandeln und schicken
deshalb den eigentlich-dimensionstheoretischen Untersuchungen einige all-
gemeine Ausfithrungen iiber die neue Epoche der Geometrie, die mengen-
theoretische Epoche, voran.

Die urspriinglichen Gegenstéinde geometrischer Untersuchungen waren
ganz einfache Gebilde: Dreiecke, Vierecke, einfache Polygone und Poly-
eder, spiter Kreise, Kugeln, Kegelschnitte, Gerade, Ebenen u. dgl. Es
wurden Lingen-, Winkel-, Flichen- und Volumsmessungen an diesen Ge-
bilden vorgenommen; die Eigenschaften und gegenseitigen Beziehungen
dieser Gebilde wurden untersucht. In dem auf uns gekommenen Kompen-
dium der Elementargeometrie von Euklid wird aus einigen diese einfachen
Gebilde betreffenden Definitionen und Axiomen ein grofes System von
Sétzen deduziert.

Eine zweite Epoche der Geometrie, die analytische Epoche, beginnt mit
der Entdeckung der arithmetischen Charakterisierbarkeit geometrischer
Gebilde durch Descartes und Fermat. Es ergab sich vor allem eine
Korrespondenz zwischen den Punkten der Geraden, den Punkten der Ebene
und den Punkten des Raumes einerseits und den reellen Zahlen, den Paaren
reeller Zahlen und den Tripeln reeller Zahlen anderseits. Nachdem noch
die auf diesem Standpunkt naheliegende Verallgemeinerung des ein-, zwei-
und dreidimensionalen Raumes zum n-dimensionalen entdeckt worden war,
dessen Punkte mit den #-Tupeln reeller Zahlen korrespondieren, ent-
wickelte sich die Erkenntnis: Jeder Punkt des n-dimensionalen Cartesi-
schen Rawmes (des n-dimensionalen Koordinatenraumes ohne Mafbestim-
mung) ist gegeben als geordnetes n-Tupel reeller Zahlen. Ist je zwei
Punkten (Koordinaten-n-Tupeln) eines n-dimensionalen Cartesischen Rau-
mes (%, Ly, ..., &,) und (y;, Yg, - - ., ¥,) als ,Abstand“ die Zahl
(%) Vie— )+ (@s—9)* + - + (7, — v,.)°

Menger, Dimensionstheorie 1




2 I Einfihrung in die mengentheoretische Geometrie

zugeordnet, so sprechen wir von einem n-dimensionalen Euklidischen Raum
(einem n-dimensionalen Cartesischen Raum mit Pythagoreischer Abstands-
festsetzung). Was die Raumgebilde betrifft, so stellte sich heraus, daf die
Objekte der #lteren geometrischen Untersuchungen durch sehr einfache
arithmetische Beziehungen zwischen den Koordinaten ihrer Punkte charak-
terisierbar sind: Die Punkte einer Geraden in der Ebene besitzen Koordi-
naten, welche einer linearen Gleichung geniigen; die Koordinaten der
Punkte eines Kegelschnittes geniigen einer quadratischen Gleichung. Vollig
naturgemilB ist es auf diesem Standpunkt, auch Gebilde zu untersuchen,
welche durch kompliziertere Gleichungen zwischen den Koordinaten ihrer
Punkte charakterisiert sind, durch Gleichungen dritten, vierten, nten,

%ten, %ten Grades, ja durch irgendwelche analytisch formulierbare, evtl.

transzendente Beziehungen. In diesem Programm lag die auBerordentliche
Fruchtbarkeit des neuen Gedankens; es ist ja klar, welche Fiille neuer
Objekte der geometrischen Forschung durch ihn erschlossen wurde.

Die Entdeckung der infinitesimalen Methoden durch Leibniz und
Newton ermoglichte, zahlreiche Probleme, die bis dahin blof fiir die
elementaren Gebilde behandelt worden waren (Tangentenbestimmungen,
Ausmessungen u. dgl.), fiir die allgemeinen Gebilde zu 16sen und veran-
lafte zugleich analytisch-geometrische Untersuchungen in neuen Rich-
tungen.

Durch GauBens differentialgeometrische Untersuchungen der Flichen an-
geregt, nahm Riemann eine bedeutsame Abstraktion vor. Es waren bis da-
hin nur Gebilde eines n-dimensionalen Euklidischen Raumes (eines #-dimen-
sionalen Cartesischen Raumes mit Pythagoreischer Abstandsbestimmung)
analytisch untersucht worden. Die Punkte der in der Differentialgeometrie
behandelten m-dimensionalen Gebilde eines n-dimensionalen Euklidischen
Raumes sind nun (wenigstens in gewissen Nachbarschaften ihrer Punkte)
ebenso wie die Punkte des m-dimensionalen Cartesischen Raumes durch
m reelle Zahlen charakterisierbar, wobei allerdings die Abstandsbestim-
mung im allgemeinen von der Pythagoreischen abweicht, wobei m. a. W.
die Abstandszahl, welche zwei Punkten (Koordinaten-m-Tupeln) zugeordnet
ist, von den Koordinaten der beiden Punkte im allgemeinen nicht durch
die Formel (¥), sondern in irgendeiner anderen Weise abhingt. In sich
betrachtet, sind also die wichtigsten Gebilde der Differentialgeometrie (in
der Nachbarschaft ihrer Punkte) Cartesische Rdume mit einer im allge-
meinen nicht-pythagoreischen Abstandsfestsetzung. Durch diese Erkenntnis
war eine bemerkenswerte Verallgemeinerung des Raumbegriffes gewonnen.

Eine dritte Epoche der Geometrie, die mengentheoretische Epoche, wurde
eingeleitet durch die Gedanken G.Cantors. Wiederum handelt es sich
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um eine unermeBliche Erweiterung des Bereiches der geometrischen For-
schungsobjekte. Sie beruht auf dem Gedanken, beliebige Teilmengen des
Raumes zu untersuchen. Einige Beispiele mdgen die durch diesen Ge-
danken hervorgerufenen Neuerungen veranschaulichen.

Was weiff die Elementargeometrie etwa iiber die Gerade auszusagen?
Sie lehrt die Strecken der Geraden zu messen, sie behandelt (seit Pasch u. a.
das euklidische Axiomensystem in dieser Richtung ergiinzt haben) die An-
ordnungsrelationen, welche zwischen den Punkten einer Geraden bestehen,
insbesondere die fiir die Punkte einer Geraden definierte Zwischenbeziehung.
Was fiigen die Methoden der analytischen Geometrie zur Lehre von der
Geraden hinzu? Die Erkenntnis des Zusammenhanges der Geraden mit den
reellen Zahlen — an speziellen Erkenntnissen jedoch naturgemiB nichts.
Denn die Punkte einer Geraden haben ja nur je eine Koordinate, wihrend
die durch die analytischen Methoden neu erschlossenen Gebilde gerade jene
sind, die mehrere Koordinaten besitzen, zwischen denen analytisch formu-
lierbare Beziehungen bestehen. Was leistet Cantor fiir die Geometrie der
Geraden? Wir wollen aus der Fiille geometrischer Typen von Teilmengen
der Geraden nur einige Beispiele angeben: Die Menge aller Punkte, deren
Koordinaten natiirliche Zahlen sind. Die Menge aller Punkte mit den

Koordinaten ;ﬂl— (rn=1,2,... ad inf.). Die Menge aller Punkte, deren Ko-

ordinaten rationale Zahlen sind. Die Menge aller Punkte, deren Koordinaten
irrationale Zahlen sind. Die Menge aller Punkte, die entweder dem Inter-

vall [— 1, 0] angehdren oder eine Koordinate der Form —:? (n=1,2,... adinf))

haben. Das Cantorsche Diskontinuum, d. i. die Menge aller Punkte, deren
Koordinate als Ternalbruch ohne Zihler 1 geschrieben werden kann.

Oder betrachten wir die Geometrie der Ebene. Die Elementargeometrie
lehrt uns Schnittpunktsitze iiber Gerade, Sitze iiber Kegelschnitte, iiber
Polygone, iiber die Inhalte einfacher Gebilde. Die analytische Geometrie
fiigt dazu eine Theorie der ebenen Kurven, soweit sie durch analytische
Beziehungen zwischen den Koordinaten ihrer Punkte definierbar sind (eine
Lehre von ihren Tangenten, von ihrer Rektifikation, von der Flichenaus-
messung der durch sie begrenzten Gebiete usw.). Die mengentheoretische
Geometrie der Ebene behandelt alle Teilmengen der Ebene, ihre Eigen-
schaften und gegenseitigen Beziehungen. Sie lehrt uns, daB die Punkte der
Ebene eineindeutig den Punkten der Geraden zugeordnet werden kdnnen;
daB eine Quadratfliche von einem sich stetig bewegenden Punkt durch-
laufen werden kann; daf es ebene Kontinua gibt, welche keine Bogen
enthalten; daf es ebene Kurven gibt, welche zu jedem ihrer Punkte
mehr als zwei in dem betreffenden Punkt zusammenstofiende Teilbdgen

_enthalten. Noch lange lieBie sich die Reihe merkwiirdiger, vielfach zunichst
1#
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ganz unglaublicher Beispiele fortsetzen und als lllustration der Tatsache
anfiihren, wie unermeBlich der Bereich geometrischer Gebilde ist, in dem
die mengentheoretische Geometrie Ordnumg herstellt und Gesetomdifig-
keiten findet. Denn vor allem lehrt ja die mengentheoretische Geometrie
allgemeine Gesetze, sie stellt die Bedingungen auf, unter welchen die an-
schaulich plausiblen geometrischen Sitze wirklich gelten, und erweist
nebenbei durch merkwiirdige Beispiele die Unerldfilichkeit einschriinkender
Voraussetzungen! Die mengentheoretische Geometrie lehrt die Bedingungen
kennen, welche notwendig und hinreichend dafiir sind, daB ein Gebilde
durch stetige Bewegung eines Punktes erzeugt werden kann; die Eigen.
schaften, welche fiir die einfachen Bgen charakteristisch sind; die Gesetze
iiber die Verteilung singulirer Punkte von Raumgebilden; die Lehre vom
MaB der ebenen Mengen usw. Und sie findet nicht blof merkwiirdige Aus-
nahmen, sondern auch unerwartete GesetzmifBigkeiten. Diese Feststel-
lungen geniigen wohl zu einer vorliufigen Kennzeichnung der Neuerungen,
welche die mengentheoretische Geometrie gegeniiber der elementaren und
analytischen Geometrie mit sich gebracht hat.

Bekanntlich wurde auch nach der Entdeckung der analytischen Geo-
metrie die Elementargeometrie durch hervorragende Entdeckungen be-
reichert. Man denke an die Fortbildung der Lehre von der Kreisteilung,
an die Entdeckung der nicht-euklidischen und der »-dimensionalen Geo-
metrie, an die Untersuchungen zur Verkniipfung des elementaren und des
analytischen Standpunktes durch gruppentheoretische Betrachtungen und
andere geometrische Ergebnisse. Ebenso wird natiirlich auch mit dem Be-
ginn der mengentheoretischen Epoche der Geometrie die Bearbeitung der
Problemkreise, welche fritheren Zeiten entstammen, keineswegs aufhoren.
Die Beschiftigung mit den einfachen Gebilden der bisherigen Geometrie
wird nunmehr im (regenteil noch in einer neuen Richtung angeregt, nim-
lich durch das Problem, die einzelnen bisher betrachteten einfachen Ge-
bilde in verschiedener Hinsicht unter den allgemeinen Gebilden der mengen-
theoretischen Geometrie zu kennzeichnen.

Sind denn aber, so hdrt man bisweilen fragen, iiber derlei allgemeine
Gebilde, wie die beliebigen Teilmengen der Gerade, der Ebene oder noch
allgemeinerer Raume, geomefrische Aussagen moglich? Es steht natiirlich
jedem frei, die zahlreichen Aussagen, welche iiber diese allgemeinen Ge-
bilde moglich sind, nicht zur Geometrie zu rechnen. Es ist ja die Um-
grenzung jeder Wissenschaft willkiirlich, und besonders deutlich tritt dies
stets fiir Wissenschaften zutage, die eben fundamentale Erweiterungen er-
fahren haben. Es wire auch den dogmatischen Vertretern des elementar-
geometrischen Standpunktes nach Entdeckung der analytischen Methoden
freigestanden, dieselben nicht zur Geometrie zu rechnen. Wer nun zur
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Geometrie jede auf den Raum beziigliche Erkenntnis rechnen will, der
wird nicht umhin konnen, die tiefliegenden Aussagen der mengentheore-
tischen Geometrie, und ganz insbesondere jene auf die Dimension der
Raumgebilde beziigliche Theorie, welche in diesem Buch entwickelt wird,
zur Geometrie zu rechnen. Ubrigens sind diese Fragen terminologischer
Natur und ganz bedeutungslos. Sie werden das Eindringen mengentheore-
tischer Betrachtungsweisen in die Raumlehre nicht verhindern und dem
EinflufB der dimensionstheoretischen Methoden auf alle kiinftige Geo-
metrie keinen Abbruch tun.

2. Das Operieren mit beliebigen Teilmengen von Riiumen.

Die mengentheoretische Geometrie der Euklidischen Réume behandelt
beliebige Teilmengen dieser Riume. Auf die Frage: ,, Was ist eine Menge2“
brauchen wir in der mengentheoretischen Geometrie ebensowenig einzu-
gehen, als man in der Zahlentheorie die Frage: ,, Was st eine Zahl?“ zu
berticksichtigen hat. Wir haben es in der mengentheoretischen Geometrie
nicht mit irgendwelchen Mengen zu tun, sondern zunichst mit den Teil-
mengen einer uns wohlbekannten Menge, des Euklidischen Raumes, so wie es
die Zahlentheorie nicht mit irgendwelchen (etwa transfiniten) Zahlen, son-
dern zunichst mit den uns wohlbekannten natiirlichen Zahlen zu tun hat,
Es ist die mengentheoretische Geometrie ebensowenig eine Anwendung der
abstrakten Mengenlehre, wie die Zahlentheorie eine Anwendung der all-
gemeinen Lehre von den Zahlen (die transfiniten Zahlen mit eingeschlossen)
ist. [Nebenbei halte ich die Fragen: ,,Was ist eine Menge?“ und ,,Was ist
eine Zahl?“ zumindest in dieser Form und Allgemeinheit iiberhaupt fiir
sinnlos.]

Bemerkenswert ist jedoch in diesem Zusammenhang, daf der Begriff
der Teilmenge eines Euklidischen Raumes (nur in anderer Terminologie)
auch in der elementaren und analytischen Geometrie zu finden ist. Wenn
Euklid den Kreis als oyijjue der Punkte einer gewissen Art definiert — wenn
man heute den Kreis als den geometrischen Ort aller Punkte, die von einem
gewissen Punkt den gleichen Abstand haben, bezeichnet —, oder wenn
man ihn in der analytischen Geometrie die Gesamtheit aller Punkte,
deren Koordinaten einer gewissen Gleichung geniigen, nennt — so treten
in allen diesen Definitionen andere Bezeichnungsweisen oder Umschrei-
bungen des Wortes ,Menge“ auf! Diese Tatsache ist zugleich ein Hinweis
darauf, wie sehr die mengentheoretische Betrachtungsweise dazu berufen
ist, eine allgemeine Basis auch fiir analytische und fiir gewisse elementare
geometrische Untersuchungen zu liefern.

Von Wichtigkeit fiir die mengentheoretische Geometrie ist das Operieren
mit den Teilmengen des Raumes. Die Moglichkeit, mit den Teilmengen
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eines Raumes zu operieren, wollen wir ebenso als gegeben annehmen, wie
man bei der Entwicklung der Zahlentheorie das Rechnen mit den natiir-
lichen Zahlen als gegeben nimmt.

Wir bezeichnen die Teilmengen des Raumes stets mit grofien lateinischen
Buchstaben. Vor allem wird fiir die Teilmengen des Raumes eine Gleich-
heitsrelation angenommen: Fiir je zwei Teilmengen 4 und B des Raumes
gilt entweder 4 = B oder 4 + B, wobei stets aus der Beziehung 4 = B
die Beziehung B = A4 und aus dem Zusammenbestehen der Beziehungen
A= B und B=C die Beziehung 4 = C folgt. Zwei Teilmengen 4 und B
des Raumes heiflen dann und nur dann gleich, wenn jeder Punkt von A
auch Punkt von B und jeder Punkt von B auch Punkt von 4 ist.

Sind 4 und B zwei Teilmengen des Raumes, so existiert eine Teilmenge
A + B des Raumes, die Summe von A und B, d. i. die Menge aller Punkte,
die in mindestens einer der beiden Mengen 4 und B enthalten sind und
eine Teilmenge A - B des Raumes, der Durchschnitt von A und B, d. i. die
Menge aller Punkte, die in beiden Mengen 4 und B enthalten sind. Summen-
und Durchschnittsbildung sind assoziativ und kommutativ, d. h. es gelten
die Formeln

A+ (B+C)=(4+DB)+C, A-(B-C)=(4-B)-C,
A+ B=B+ A4, A-B=B-4,
und es gilt fiir jede Teilmenge 4 des Raumes
A+ A4=A=4-4,
was zur Folge hat, daB in den Beziehungen zwischen den Teilmengen des
Raumes keine Multipeln oder Potenzen auftreten.

Von den zwei Beziehungen
A+ B=2EHB und A-B=A4

gilt entweder keine oder es gelten beide. Wenn letzteres der Fall ist, so
heifit A Teilmenge von B, was durch die Zeichen

ACB und B>A4

ausgedriickt wird. A4 ist dann und nur dann Teilmenge von B, wenn
jeder Punkt von 4 Punkt von B ist. Das Zusammenbestehen der Be-
ziechungen A C B und B A ist mit 4= B gleichbedeutend. Aus 4 B
und B  C folgt stets 4 C C.

Es existiert eine Teilmenge L des Raumes, die leere Menge, d.i. die
Menge, welche keinen Punkt enthdlt, so daB fiir jede Teilmenge 4 des
Raumes 4 + L = A gilt. Bezeichnet 1! den Raum, so gilt fiir jede Teil-
menge A des Raumes 4 - R = A. Fiir jede Teilmenge des Raumes gilt
also L A R.
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Zu jeder Teilmenge A des Raumes R existiert eindeutig eine Teilmenge,
die mit B — A bezeichnet und das Komplement von A genannt wird, so
daB die Beziehungen gelten

A-(R—A)=L, A+ (R—A4) =R

Das Komplement von A4 ist die Menge der Punkte des Raumes, die nicht
in A enthalten sind. Insbesondere gilt

R—L=R, R—R=L.

Ist A irgendeine vorgelegte Teilmenge des Raumes, so erfiillen die Teil-
mengen von 4 alle Beziehungen, welche von den Teilmengen des Raumes
erwihnt wurden. Aus B Cund C 4 folgt ja B4+ CC Aund B-C A.
Zu jeder Teilmenge B von A existiert eine Menge 4 — B, das Komplement
von B zu A, so daf} die Beziehungen B-(4A—B)=L, B4+ (A—B)= A4
zusammenbestehen. 4 — B ist die Menge der in B nicht enthaltenen Punkte
von A. Von Wichtigkeit sind die Formel

A—(A—B)=DB,
ferner die sog. de Morganschen Formeln
1) A—B+0C)=(A4—B)-(4—0), A—B-C=(4—B)+(4—C)
und die Distributivititsformeln
@ B-(C+D)=B-C+B-D, B-C+D=(B+D)-(C+D).

Die Summen- und Durchschnittsbildung 148t sich ohne weiteres fiir jede
endliche Anzahl von Teilmengen erkliren. Wir werden auch mit der Summe
und dem Durchschnitt von Mengenfolgen operieren. Ist

{4} (k=1,2, ... evtl. ad inf)

eine abzihlbare (endliche oder unendliche) Folge von Teilmengen des
() (=)

Raumes, so bezeichnen wir mit > 4, bzw. JJ A, die Menge aller Punkte,
k=1 k=1

die in mindestens einer bzw. in allen Mengen A, enthalten sind. Auch
hinsichtlich der Folgen von Teilmengen sind Summen- und Durchschnitts-
bildung assoziativ und kommutativ, und es gilt die Distributivititsformel

() ()
(3> A'ZB]‘.ZZA'B".
k=1 k=1

An die Stelle von (1) treten, wenn die Mengen B, Teilmengen von A4
sind, die allgemeineren Formeln

() (o) (e0) (o0)

@ A-2B—=[[(4—B), 4-][B=3(4-B).
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3. Die Zahlengerade und die Cartesischen Riume.

Nachdem wir im vorangehenden die Verkniipfungsbeziehungen zwischen
den Teilmengen des Raumes festgestellt haben, wollen wir untersuchen,
wie der Raum selbst, und zwar der n-dimensionale Cartesische Raum, und
seine Punkte uns gegeben sind. Es wird sich sogleich zeigen, daB dieser
Raum vbllig analog dem der gesamten Analysis zugrunde liegenden Begriff
der Menge aller reellen Zahlen eingefiibrt werden kann, so daB wir mit
einer Analyse dieses letzteren Begriffes beginnen.

Den Begriindungen der Lehre von den reellen Zahlen ist gemeinsam,
daf sie als Ausgangspunkt irgendein abzihlbares System wihlen. Man
kann z. B. von dem abzihlbaren System R der rationalen Zahlen ausgehen
(wobei jede rationale Zahl als ein gewissen Rechenregeln geniigendes Paar
von natiirlichen Zahlen betrachtet werden kann). Man kann nun mit Dede-
kind als reelle Zahl jeden Schnitt im System der rationalen Zahlen be-
zeichnen, d. h. jede Darstellung von R als Summe von zwei nichtleeren
Summanden R = R'+ R" derart, daf 1. jede zu R gehorige rationale
Zahl grofler ist als jede Zahl von R”, daB 2. wenn #" zu R’ gehért und
7 > ¢’ ist, auch 7 zu R’ gehdrt, und daB 3. wenn r” zu R” gehdrt und
7' < 7" ist, auch #” zu R” gehort. Insbesondere gibt es dieser Definition
zafolge abzihlbarviele reelle Zahlen, von denen jede in gewisser Weise
einer rationalen Zahl zugeordnet ist und, ohne daf gefdhrliche Verwechse-
lungen entstehen konnten, mit demselben Symbol wie die entsprechende
rationale Zahl bezeichnet werden kann, nimlich jene reellen Zahlen, fiir
welche entweder eine kleinste Zahl von R’ oder eine grofite Zahl von R”
existiert.

Oder man kann, von der Menge der rationalen Zahlen ausgehend, unter
den Folgen rationaler Zahlen in bekannter Weise konvergente Folgen defi-
nieren und mit Cantor die reelle Zahl als konvergente Folge rationaler
Zahlen bezeichnen.

Man kann ferner, und diesen Weg wollen wir etwas ndher andeuten,
von der abzihlbaren Menge aller rationalen Intervalle ausgehen. Dabei
ist als rationales Intervall ein Paar verschiedener rationaler Zahlen zu
verstehen. Dem durch die rationalen Zahlen » und #* definierten Intervall
ordnet man die Zahl | r — ¢’ | als Durchmesser oder Lénge zu. Aus der
Begriindung der Lehre von den reellen Zahlen ist bekannt, dal man durch
Paare rationaler Zahlen sowohl ,offene“ als auch ,abgeschlossene Inter-
valle definieren kann. Der Unterschied zwischen dem System der offenen
und dem System der abgeschlossenen Intervalle liegt in der Art, wie ge-
wisse Relationen fiir die Intervallpaare definiert werden. Z. B. gelten die
offenen Intervalle (0, 1) und (1, 2) als fremd, die abgeschlossenen Inter-
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valle [0, 1] und [1, 2] dagegen als nicht fremd. Wir wollen die Einfiihrung
der reellen Zahlen ausgehend von den sog. rationalen offenen Intervallen
skizzieren.

Das durch die rationalen Zahlen 7 und 7 bestimmte offene Intervall be-
zeichnen wir, wenn » < ¢’ gilt, mit (r, »"). Wir sagen, das Intervall (r,, 7})
sei Teil des Intervalles (ry, 7;), und schreiben (7, 7;) C (7y, 73), wenn
ry < r, <7, <7} gilt. Wir nennen die Intervalle (r,, ;) und (ry, r;) zu-
einander fremd, wenn entweder 7, < r, oder r; < r, gilt. Eine Folge von
rationalen offenen Intervallen {(r;, r%)} (k=1,2, ... ad inf.) heiBit monoton
abnehmend, falls fiir jedes natiirliche k die Beziehung (7, , 4, 7 ;) T (7, )
gilt. Gewisse monoton abnehmende Folgen rationaler offener Intervalle
werden als reelle Zahlen bezeichnet. Wir nennen reelle Zahl eine Folge
{(rey 7))} (=1, 2, ...adinf.) von offenen Intervallen, wenn erstens fiir jedes
natiirliche % die Beziehung gilt 7, < 7, , <7;,,<7; (also etwas mehr,
als erforderlich ist, damit die Intervallfolge monoton abnehmend heifit)
und wenn zweitens die Durchmesser der Intervalle der Folge mit wachsen-
dem k unter jede positive Schranke sinken, wenn also die Beziehung gilt
lim | r,— 7, | = 0. Wir sagen, die reelle Zahl, welche gegeben ist durch

](ch'e Folge {(r,, 7))} (k=1, 2, ... ad inf) sei in dem Intervall (v, 7') ent-
halten, wenn fiir eine natiirliche Zahl & (und daher wegen der Monotonie
der Folge {(r,, r,)} fiir fast alle natiirlichen %) die Beziehung gilt
(ryy 7.) (7, 7). Um mit den so definierten reellen Zahlen rechnen zu
konnen, muB die Definition vor allem ergénzt werden durch eine Fest-
setzung, wann zwei reelle Zahlen als gleich betrachtet werden. Diese Gleich-
heitsdefinition erfolgt nicht etwa in der Art, daB die Zahlen {(r;,7;)} und
{(s;, 5.)} bloB dann als gleich bezeichnet werden, wenn fiir jedes natiir-
liche % die Beziehung (r,, r;) = (5;, $;) gilt. Vielmehr heiBen die Zahlen
r={(r, r;)} und s ={(s;, s;)} dann und nur dann gleich, wenn fiir jedes
k die Zahl » im Intervall (s, s,) und die Zahl s im Intervall (7, r;) ent-
halten ist. Eine und dieselbe reelle Zahl kann also durch verschiedene
Folgen rationaler Intervalle gegeben werden. Eine reelle Zahl » ist in-
folge der angegebenen Definition fiir die Gleichheit reeller Zahlen nicht
bloB gleich einer Folge von rationalen Intervallen, sondern gleich einer
Menge von Folgen rationaler Intervalle, von denen jede die Zahl r be-
stimmt. Wenn wir von der reellen Zahl r, um iiber sie irgend eine Aussage
herzuleiten, sagen, sie sei gleich der Folge von rationalen Intervallen
{(r,, 7)) (=1,2,...ad inf) (oder sie sei durch diese Folge gegeben), so
meinen wir damit, die Folge {(r, 7, )} gehore zu der Menge der dieZahlr de-
finierenden Folgen rationaler Intervalle, und konnten das Studium der Zahl r
ebensogut auf eine andere r definierende Folge von rationalen Intervallen
stiitzen. Dabei bemerken wir noch: Wenn die Zahlen 7 und s verschieden



10 1. Einfihrung ‘in die mengentheoretische Geometrie

sind, so existieren zwei zueinander fremde rationale Intervalle (', ") und
(8, §”), von denen das erste die Zahl , das zweite die Zahl s enthilt. Und
wir sehen ferner: Wenn die Zahl » im Intervall (v, #”) enthalten ist, so
konnen wir ein r enthaltendes rationales Intervall (7, 7") bestimmen, welches
Teil von (', r") ist, so daB jede Zahl, welche nicht in (', ) enthalten ist,
in einem zu (7, 7”) fremden rationalen Intervall enthalten ist. Wir brauchen,
um dies zu erreichen, die Zahlen 7 und 7 blof gemif der Bedingung
r <7 <F’ < r” zu wihlen.

Als Zahlgerade oder R, bezeichnet man die Menge aller reellen Zahlen.
Mit den Teilmengen des R, wird nach den im vorigen Abschnitt ange-
fithrten Gesetzen operiert.

Jedem offenen rationalen Intervall (», r"), welches zuniichst rein arith-
metisch (als Paar verschiedener rationaler Zahlen) eingefithrt worden war,
kann eine gewisse Teilmenge des R, zugeordnet werden, niimlich die
Menge jener reellen Zahlen, welche im Intervall (7, #") enthalten sind. Die
reelle Zahl 7, welche durch die Intervallfolge {(r;,7;)} (k=1,2,... ad inf.)
definiert ist, bildet den Durchschnitt der Folge jener Mengen, welche den
Intervallen (r,,7;) entsprechen. Man sieht iiberdies unschwer ein, daB
die den Intervallen (7, r,) entsprechenden Mengen sich in gewissem Sinn
auf die Zahl r zusammenziehen, daB némlich jede einem rationalen offenen
Intervall entsprechende Menge, welche die Zahl r enthilt, fiir fast alle
natiirlichen % die dem Intervall (r;, ;) entsprechende Menge als Teilmenge
enthalt.

Fiir die so eingefiihrten reellen Zahlen ist auch ein Limesbegriff definier-
bar. Ist {#*} (i=1,2,... ad inf.) eine Folge reeller Zahlen, wobei #* durch
die Intervallfolge {(rf,7{)} (k=1,2,... ad inf.) gegeben ist, so sagen
wir, die Folge {7*} konvergiere gegen die reelle Zahl r, welche gegeben
ist durch die Intervallfolge {(r,,7,)} (k=1,2,... ad inf.), und schreiben
r= }13:2 ', falls in jedem vorgelegten Intervall (r,, 7,) fast alle reellen

Zahlen 7* enthalten sind.

Nach diesen Bemerkungen iiber die Zahlgerade gehen wir zur Betrach-
tung des R, des n-dimensionalen Cartesischen Raumes, iiber. Man kann
den R, und seine Punkte erstens durch Berufung auf die Zahlgerade und
die reellen Zahlen einfiihren, indem man als Punkt des R,, jedes geord-
nete n-Tupel von reellen Zahlen und als R,, die Menge aller geordneten
n-Tupel reeller Zahlen bezeichnet. Die n reellen Zahlen z,, z,,...,z,,
welche in der angegebenen Reihenfolge einen Punkt p des E, definieren,
heiflen auch die n Koordinaten von p. Mit den Teilmengen des R, wird
nach den im vorigen Abschnitt angegebenen Regeln operiert. Auch ist es
moglich, durch Berufung auf die Limesdefinition fiir reelle Zahlen einen
Limesbegriff fiir die Punkte des &, zu definieren: Wir sagen, die Punkte-
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folge {p*} (k=1,2,... ad inf), wobei p* gegeben ist durch die Koordi-
naten 2%, 2%, ..., 2%, konvergiere gegen den Punkt p mit den Koordinaten
Zy, %y, - - .y &, und wir schreiben p = limp*, wenn fiir jede der Zahlen
1=1,2,...,n die Beziehung gilt x; = %13; x¥. Wir konnen endlich unter
Berufung auf die Intervalle von reellen Zahlen Intervalle des R, definieren:
Ist o das offene (bzw.abgeschlossene) Intervall der reellen Zahlen zwischen
a,und b, (k=1,2,...,n), so heiBt die Menge J aller Punkte des R,, fiir
welche die kte Koordinate dem Intervall J, angehért (k=1,2,.. ., n), ein
offenes (bzw. abgeschlossenes) Intervall des R,, und zwar bezeichnen wir
dieses Intervall J auch mit (a,, a,, ..., a,; by, b;, ..., b,), aus welch letz-
terem Symbol leicht die ,Eckpunkte“ des Intervalls J berechnet werden
konnen.

Man kann gweitens den R, und seine Punkte einfiihren, indem man von
einem abzihlbaren System arithmetischer Wesenheiten ausgeht und mit
seiner Hilfe die Punkte des R, durch ein Verfahren definiert, welches
vollig analog ist jenem zur Definition der reellen Zahlen durch die ratio-
nalen Intervalle. Man kann beispielsweise ausgehen vom abzihlbaren
System aller rationalen Kugeln des R,. So wie wir die rationalen Inter-
valle des R, zunichst rein arithmetisch als Paare rationaler Zahlen be-
trachtet haben, so kann auch eine rationale Kugel des R, zunichst rein
arithmetisch als ein geordnetes System von % -+ 1 rationalen Zahlen auf-
gefalt werden, von denen die » ersten als die Koordinaten des Kugel-
zentrums und die (7 + 1)te als die Linge des Kugelradius gedeutet werden
konnen. Die Relationen des Teilseins und des Fremdseins kénnen fiir diese
rationalen Kugeln des B, rein arithmetisch definiert werden: Ist die Kugel
K durch die Zahlen z,, 2,, . . ., 2,, r und die Kugel X' durch die Zahlen
Z,, Ty ..., &,, ¥ gegeben, so heift K fremd zu K, falls

V@ —2f +@—n) + -+ @ =) 2+
gilt, d. h., falls der Abstand der beiden Kugelzentren mindestens gleich
der Summe der Kugelradien ist — und es heiit K Teil von K’', falls
r<7 und +V (@ —2)+ @—2,)+---+ (2, — 2, <0 —r gilt.
Gewisse unter den Folgen von rationalen Kugeln des E, heiflen Punkte
des R,. Die Folge { K;} (i=1, 2, ... ad inf.) von rationalen Kugeln des R,,
von denen K, durch die rationalen Zahlen xf,z{,..., 2}, r* gegeben ist,
heiBt ein Punkt des R,,, wenn erstens fiir jedes natiirliche ¢ die Beziehung

y—itl > —i—]/ > (xi — 2j+1)? besteht und wenn zweitens die Radien
Jj=1

der Folge gegen Null konvergieren, d. h. lim# = 0 gilt. Wie bei den

reellen Zahlen sagen wir, der Punkt, welcher durch die Kugelfolge
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{K,} (i=1,2,...adinf) gegeben ist, sei in der Kugel K enthalten, falls
fiir ein natiirliches ¢ (und daher fiir fast alle natiirlichen ¢) die Beziehung
gilt K; C K. Die Definition des Punktes des R, wird durch eine Gleich-
heitsdefinition ergénzt, welche jener fiir reelle Zahlen véllig analog ist. Die
Punkte p = { K;} und p' = {K;} ({=1,2,... ad inf.) heifen dann und
nur dann gleich, wenn fiir jedes natiirliche ¢ der Punkt p in K und der
Punkt p’ in K, enthalten ist. Jeder Punkt des R, ist dieser Gleichheits-
definition zufolge nicht nur mit einer Folge rationaler Kugeln, sondern
mit einer Menge von Folgen rationaler Kugeln identisch. Aus der Gleich-
heitsdefinition fiir Punkte des R, ergibt sich leicht, daB je zwei verschie-
dene Punkte des R, in zwei zueinander fremden rationalen Kugeln ent-
halten sind. Uberdies bestitigt man leicht: Wenn der Punkt p in der
Kugel K enthalten ist, so ist p auch in einer Kugel K’ K enthalten,
so dafl jeder Punkt des B,, der nicht in K enthalten ist, in einer zu K’
fremden rationalen Kugel enthalten ist.

Die Menge aller als Punkte erkldrten Folgen rationaler Kugeln des R,
nennen wir den K, und operieren mit seinen Teilmengen nach den im
vorigen Abschnitt festgestellten Regeln. Insbesondere entspricht jeder zu-
nichst rein arithmetisch eingefiihrten rationalen Kugel K eine Teilmenge
des R,, ndmlich die Menge aller Punkte des E,, die in K enthalten sind.
Ist der Punkt p durch die Kugelfolge { K,} (¢ =1, 2, ... ad inf.) gegeben,
so bestéitigt man leicht, dafl die aus dem Punkt p bestehende Menge iden-
tisch ist mit dem Durchschnitt der Mengen, welche den rationalen Kugeln
K, entsprechen, und man sieht iiberdies, daf sich diese Mengen K, in ge-
wissem Sinn auf den Punkt p zusammenziehen, dafi nimlich in jeder p ent-
haltenden rationalen Kugel fast alle Mengen K, als Teilmengen enthalten
sind. Der Punkt p, welcher durch die Kugelfolge {K,} (j=1,2,...adinf.)
gegeben ist, heiBt Limespunkt der Punktefolge {p'} (i=1,2,... ad inf.),
falls fiir jedes natiirliche j fast alle Punkte p’ in K enthalten sind.

Man kann unschwer zeigen, daB diese zweite Einfithrung des B, und seiner
Punkte auf Grund des abzihlbaren Systems der rationalen Kugeln #qui-
valent ist mit der ersten erwihnten Einfihrung des I, als Menge der ge-
ordneten n-Tupel reeller Zahlen. Es entsprechen einander némlich einer-
seits der Punkt mit den Koordinaten z,, z,,..., z,, wenn man von der
Koordinatendefinition der Punkte des R, ausgeht, und anderseits der
Punkt, welcher gegeben ist durch irgendeine Folge von rationalen Ku-
geln {K;} (¢=1,2,... ad inf.), wo K, durch die rationalen Zahlen
xf, xk, . . ., a}, r gegeben ist, dann und nur dann, wenn fir j=1,2,..,n
die Beziehung gilt lim Z) = ;.

Ebenso erkennt man, daB zur Einfiihrung der Punkte des R, statt des
abzihlbaren Systems der rationalen Kugeln auch gewisse andere abzihl-
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bare Systeme als Ausgangspunkt dienen konnen; z. B. das System der
rationalen Intervalle des I,, wobei ein rationales Intervall des R, zu-
nichst rein arithmetisch durch ein System von rationalen Zahlen, die etwa
als Koordinaten der Intervalleckpunkte gedeutet werden kénnen, charak-
terisierbar ist. Auch die Relationen des Teilseins und Fremdseins kénnen
fiir diese Intervalle rein arithmetisch in geeigneter Weise definiert werden.
Und noch mehr: Auch wenn ein (arithmetisch gegebenes) rationales Inter-
vall und eine (arithmetisch gegebene) rationale Kugel verglichen werden,
50 kénnen arithmetische Kriterien dafiir angegeben werden, ob das eine
Gebilde Teil des anderen ist oder nicht. Diese letzte Definition erméglicht
es, Punkte, welche als monoton abnehmende Folgen rationaler Intervalle
erklirt sind, und Punkte, welche durch monoton abnehmende Folgen
rationaler Kugeln gegeben sind miteinander auf Grund der Gleichheits-
definition fiir Raumpunkte zu vergleichen. Der Gleichheitsdefinition zu-
folge heilen namlich der Punkt p, welcher durch die Intervallfolge
{J;} (¢=1,2,...adinf.)), und der Punkt g, welcher durch die Kugelfolge
{K,} (¢=1,2,...adinf.) gegeben ist, gleich, wenn fiir jedes natiirliche ¢
der Punkt ¢ in J; und der Punkt p in K| enthalten ist, d. h. wenn fiir jedes ¢
das Intervall J; eine (und daher fast alle) der Kugeln K; und die Kugel
K, eines (und daher fast alle) der Intervalle J; als Teil enthdlt. Man be-
stitigt nun leicht, daB jeder Punkt des R,, welcher durch Kugelfolgen
gegeben ist, gleich ist einem und nur einem Punkte des R,, welcher durch
Intervallfolgen gegeben ist, und diese Tatsache ist es, die wir mit den
Worten ausdriicken: Der B, konne sowohl mit Hilfe der rationalen Kugeln
als auch mit Hilfe der rationalen Intervalle definiert werden. Man kann
unschwer noch andere abzihlbare Systeme von Gebilden angeben, die als
Ausgangspunkt zur Definition des R, dienen konnen.

Gleich dem #-dimensionalen Cartesischen Raum kann unter Berufung
auf die Zahlgerade der R,,, der abzihlbardimensionale Cartesische Raum
definiert werden. Man bezeichnet als Punkt des K, jede geordnete Folge
von reellen Zahlen, wobei die jeden Punkt charakterisierenden reellen
Zahlen (in ihrer bestimmten Reihenfolge) die Koordinaten des betreffen-
den Punktes heiBen. Dabei heiBt die Punktfolge {p’} (¢ =1, 2, ... ad inf)),
in welcher der Punkt p’ durch die zugeordnete Folge der Koordinaten
()} (j=1,2,...adinf.) gegeben ist, konvergent gegen den Punkt p mit
den Koordinaten {z;} (j=1,2,... ad inf), falls fir jedes natiirliche j
die Beziehung gilt z; = }gg z.

Von besonderer Bedeutung ist die Menge aller jener geordneten Folgen
{z,} (n=1,2,...adinf.) von reellen Zahlen, welche fiir jede natiirliche

Zahl n die Beziehung 0 <z, < 71[ erfiillen. Diese Menge wollen wir Q,,
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oder den abziéhlbardimensionalen Grundquader nennen. Dieser @, kann
nicht nur durch Berufung auf die Zahlgerade, sondern auch nach dem-
selben Schema wie der B, ausgehend von gewissen abzihlbaren Systemen
definiert werden, wobei jedes Ding des Ausgangssystems zunichst rein
arithmetisch charakterisierbar ist und wobei auch die Relationen des Teil-
seins und des Fremdseins arithmetisch definierbar sind. Als Punkt des
@, werden gewisse monoton abnehmende Folgen von Dingen des definie-
renden Systems bezeichnet, wobei diese Festsetzung durch eine Gleich-
heitsdefinition analog jener fiir reelle Zahlen und fiir Punkte des R, er-
ginzt wird. Hinterher kann jedes Ding des Ausgangssystems durch eine
Menge, ndmlich durch die Menge der in ihm enthaltenen Punkte, ersetat
werden. EKin solches System bzw. der Einfachheit halber das ihm ent-
sprechende Mengensystem wollen wir unter Berufung auf die Koordinaten-
definition der Punkte des @), hier angeben: Es ist das abzihlbare System
aller Kugeln mit rationalen Radien, fiir welche fast alle Koordinaten der
Mittelpunkte = 0 und die {ibrigen rational sind, also das System aller
Mengen K (r,, 73, . .., 7,5 ¥), Wo n alle natiirlichen Zahlen durchliuft,

r aller rationalen Werte und #; aller rationalen Werte < -zl— fahig ist, und

wobei fiir ein gegebenes System von % - 1 rationalen Zahlen 7, 7y,...,7,; 7
K (r, 74, ..., 7,3 7) die Menge aller Punkte {z;} (i=1,2,... ad inf.) von
@, bedeutet, welche der Beziehung geniigen

S@—rp+ 2 al<r.
i=1 t=n+1

Man bestatigt leicht, da jeder Punkt von ¢, Durchschnitt einer auf ihn

sich zusammenziehenden Folge von Mengen dieses Systems ist.

Der Begriff des B,, welcher der Untersuchung der Teilmengen Cartesi-
scher Rdume zugrunde liegt, ist der mengentheoretischen Geometrie mit
der analytischen Geometrie gemeinsam. Eine besondere Rolle spielen bei
Untersuchungen iiber die Teilmengen Cartesischer Rdume gelegentlich ge-
wisse einfache Mengen, welche auch den Gegenstand analytischer, elementar-
geometrischer und kombinatorischer Untersuchungen bilden. So bezeichnet
man z. B. die Menge aller Punkte des E,, deren » Koordinaten % unab-
hingigen linearen Gleichungen gentigen, als eine (» — k)-dimensionale Teil-
ebene des R,. Diese Menge ist, in sich betrachtet, ein B, ,. Sind &+ 1
Punkte eines Cartesischen Raumes gegeben, die nicht in einer (A— 1)-di-
mensionalen Teilebene des Raumes liegen, so wird die kleinste abgeschlos-
sene konvexe Menge, welche die & -+ 1 Punkte enthilt, als das durch die-
selben bestimmte k-dimensionale Simplex bezeichnet: Die nulldimensionalen
Simplexe sind die genau einen Punkt enthaltenden Mengen; das durch
zwei Punkte bestimmte eindimensionale Simplex ist die durch die beiden
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Punkte bestimme Strecke; allgemein ist das durch £ + 1 nicht in einer
(k— 1)-dimensionalen Ebene gelegene Punkte bestimmte Simplex die Menge
aller Punkte, welche entweder einem der durch % von den % - 1 Punkten be-
stimmten (k — 1)-dimensionalen Simplexe oder der zwei solche Punkte ver-
bindenden Strecke angehdren. Sind %k 4 1 Punkte gegeben, die ein k-di-
mensionales Simplex S bestimmen, so heifien fiir r =0, 1, ..., k die durch
r-+1 von den k4 1 Punkten bestimmten Simplexe die 7-dimensionalen
Seiten von S. Die ein Simplex bestimmenden Punkte sind also seine null-
dimensionalen Seiten, das Simplex selbst kann als seine héchstdimensionale
Seite aufgefait werden.

- Eine Menge, die Summe von endlichvielen Simplexen ist, die zu je zwei
entweder fremd sind, oder eine gemeinsame Seite als Durchschnitt haben,
heifit ein Komplex. Jedes der endlichvielen Summandensimplexe eines ge-
gebenen Komplexes und jede Seite eines solchen Summandensimplexes
heifit ein Simplex des gegebenen Komplexes. Ein Komplex heiit %-dimen-
sional, wenn er ein k-dimensionales, aber kein (k4 1)-dimensionales Sim-
plex enthilt. Die M6glichkeit einer elementar-kombinatorischen Behandlung
der Simplexe und Komplexe beruht darauf, daB man die ein k-dimensio-
nales Simplex bestimmenden Punkte mit % 4 1 natiirlichen Zahlen be-
zeichnen, etwa mit 1,2, ... %, k4 1 numerieren kann. Ein Komplex kann
demgemiB gekennzeichnet werden durch eine endliche Menge von Zahlen
(welche nimlich seinen Punkten, d. h. seinen nulldimensionalen Simplexen,
als Nummern zugeordnet sind) und durch ein gewisses System von Teil-
mengen der endlichen Menge (namlich jener Teilmengen, fiir welche die
entsprechende Menge von Punkten ein Simplex des Komplexes bestimmt).
Man kann ganz allgemein als Komplex ein System von Teilmengen einer
endlichen Menge (z. B. von natiirlichen Zahlen) bezeichner, in welchem
neben jeder Menge auch jede threr Teilmengen enthalten ist.

4. Der allgemeine Raumbegriff.

In der Zahlentheorie der natiirlichen Zahlen werden die Gesetze des
Rechnens mit den natiirlichen Zahlen als gegeben angenommen und die
komplizierteren Beziehungen, welche zwischen den natiirlichen Zahlen be-
stehen, erforscht. Dabei stellt sich heraus, daB viele der bewiesenen Sitze
vollig unabhiingig von der speziellen Natur der Objekte der Theorie sind,
daf dieselben nicht bloB im Bereich der natiirlichen Zahlen, sondern bei-
spielsweise auch in algebraischen Zahlenkdrpern gelten. Es zeigt sich, daf
fiir manche Sitze und ihre Beweise lediglich gewisse Begichungen, die zwi-
schen den natiirlichen Zahlen bestehen, eine Rolle spielen. Diese Tatsache
hat zur Definition von beliebigen abstrakten Korpern gefiihrt, d. h. von



16 I. Einfihrung in die mengentheoretische Geometrie

Bereichen, zwischen deren Elementen eben die erwihnten maBgebenden
Relationen bestehen und fiir welche daher zahlentheoretische Sitze be-
wiesen werden kénnen.

Eine analoge Tatsache in der Geometrie wurde bereits im ersten Ab-
schnitt erwdhnt: Eine Abstraktion von der speziellen Form der Pythago-
reischen Abstandsbestimmung in Cartesischen Riumen, welche fiir zahl-
reiche geometrische Fragen nicht wesentlich ist, hat zum Begriff des Rie-
mannschen Raumes gefiihrt.

Analog liegen nun auch die Verhdltnisse in der mengentheoretischen
Geometrie. Im vorigen Abschnitt ist der B, als Menge aller #-Tupel reeller
Zahlen oder auch als Menge gewisser Folgen von rationalen #-dimen-
sionalen Intervallen oder von rationalen n-dimensionalen Kugeln einge-
fiithrt worden. Beim Aufbau der Lehre von den Teilmengen des R, stellt
sich aber heraus, da die spezielle Natur der Punkte des B, daB sie
niamlich Systeme oder Folgen von gewissen arithmetisch definierbaren
Wesenheiten sind, in die Beweise wichtiger Theoreme nicht eingeht und
daher fiir grofie Teile der Theorie gar keine Rolle spielt. Hinweise auf
diese Tatsache konnen schon aus den Uberlegungen des vorigen Ab-
schnittes entnommen werden: Es war fiir die Definition der Punkte des
R, unwesentlich, ob man von rationalen %-dimensionalen Kugeln, Inter-
vallen ausging; die Einfithrung der Punkte des R, erfolgte fiir alle natiir-
lichen Zahlen » nach dem gleichen Schema; dieses selbe Schema konnte
auch zur Definition der Punkte eines B, verwendet werden; endlich konnten
hinterher die arithmetisch eingefiihrten Wesenheiten, auf Grund derer die
Punkte symbolisch eingefiihrt worden waren, durch Mengen von Punkten
ersetzt werden, wobei der symbolischen Einfiihrung eine Durchschnitts-
bildung und ein Sichzusammenziehen entsprach.

Auch in der Theorie der Teilmengen des E, sind gewisse Beziehungen
zwischen den Punkten das MaBgebende. Unter den zahlreichen Beziehungen,
die zwischen den Punkten eines R, bestehen, konnen verschiedene Gruppen
von Beziehungen herausgegriffen werden, deren jede als Grundlage einer
Theorie dienen kann. Um deutlich zu machen, daf der allgemeine Raum-
begriff der mengentheoretischen Geometrie durch Betrachtungen eingefiihrt
werden kann, die an Dignitit den in der gesamten Analysis angewandten
Methoden véllig gleichstehen, griinden wir im folgenden den Raumbegriff
auf eine Uberlegung, welche durchaus analog ist dem Résonnement, das
im vorigen Abschnitt zur Definition der Zahlengeraden und der Cartesi-
schen Rdume durchgefiihrt wurde. Ja, die folgende Einfiihrung des allge-
meinen Raumbegriffes kann geradezu als der Kern der Einfiibrung Carte-
sischer Rdume bezeichnet werden unter blofer Abstraktion von der Tat-
sache, daB} die definierenden Wesenheiten in spezieller arithmetischer Weise
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gegeben sind, — also unter blofler Abstraktion von einer Tatsache, welche
fiir den Aufbau der Theorie der Teilmengen des R,, wie wir erwihnten,
keine Rolle spielt.

Wir gehen aus von einem abzahlbaren (d. h. in eine Folge anordenbaren)
System © von Dingen, welches dem abzihlbaren System der rationalen
offenen Intervalle entspricht, von dem wir zur Einfiihrung des R, ausge-
gangen sind. Uber das System & setzen wir voraus, daB in ihm, so wie
im System der rationalen offenen Intervalle des I, eine Relation des
Teilseins definiert sei, und zwar gemiB folgenden Bedingungen: Es soll
fiir je zwei Dinge U und V von & die Relation U C V (U ist Teilding
von V) und die gleichbedeutende V > U (V enthilt U als Teilding) ent-
weder gelten oder nicht gelten. Dabei soll stets aus UV und V C W die
Bezielung U W folgen, und es soll das Zusammenbestchen der Bezichungen
UV und VC U mit der Beziehung U=V gleichbedeutend sein. Es soll
endlich, wenn fiir die swei Dinge U und V die Beziechung U C V nicht
gilt, im System & ein Teilding U von U existieren, welches zu V fremd
ist, d. h. ein Ding U' C U, so daf3 kein Ding W von & existiert, welches
sowohl Teilding von U, als auch Teilding von V ist.

Eine Folge {U,} (k=1,2,... ad inf.) von Dingen des Systems &
heift monoton abnehmend, wenn fiir jedes k die Beziehung U, , C U,
gilt. Gewisse monoton abnehmende Folgen von Dingen des Systems &
mogen als Punkte erklirt sein. Wenn die monoton abnehmende Folge
{U,} (k=1,2,... ad inf.) einen Punkt p definiert, so sagen wir, dieser
Punkt p ist in einem vorgelegten Ding U des Systems & enthalten, oder
auch p ist Punkt von U, falls fiir eine natiirliche Zahl £ die Beziehung gilt
U, U. Da die U, eine monoton abnehmende Folge bilden und die Be-
ziehung des Teilseins transitiv ist, gilt dann offenbar fiir fast alle natiir-
lichen Zahlen % die Beziehung U, U. Wenn ein Punkt p in einem Ding
des Systems & enthalten ist, sagen wir auch, U ¢st eine Umgebung von p und
U enthdlt p. Insbesondere ist also, wenn der Punkt p durch die monoton ab-
nehmende Folge U, definiert ist, jede der Mengen { U,} (k=1,2,... ad inf.)
eine Umgebung von p, so daf also jeder Punkt durch eine I'olge von Um-
gebungen definiert ist.

Wir wollen annehmen, daf jedes Ding des Systems © einen Punkt ent-
hali. Wenn diese Bedingung nicht erfiillt sein sollte, so konnten wir statt
des abzihlbaren Systems © den folgenden Betrachtungen das ebenfalls
abzihlbare System aller jener Dinge von &, welche Punkte enthalten, zu-
grunde legen. Im Falle des leeren Raumes denken wir auch das definie-
rende System & leer.

Es moge nun — dies fordern wir ein fiir allemal — fiir die Punkte,
d. h. fiir die als Punkte erklirten Folgen von Dingen aus &, eine Gleich-

Menger, Dimensionstheorie 2
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heitsdefinition analog jener fiir reelle Zahlen erklirt und ferner eine Be-
dingung erfiillt sein, die analog einer fiir reelle Zahlen und die Punkte
Cartesischer Riume erwiahnten Tatsache ist.

1. Zwei Punkte p = {U,} und q={V,} (k=1,2,... ad inf.) heifen
dann und nur dann gleich, wenn fiir jede natiirliche Zahl k der Punkt p
in V, und der Punkt q in U, enthalten ist.

2. Ist der Punkt p im Ding U des Systems & enthalten, so existiert ein
p enthaltendes Ding U’ von & derart, dafy U C U gilt und jeder nicht in
U enthaltene Punkt in einem zu U’ fremden Ding aus & enthalten ist.

Auf Grund der angegebenen Gleichheitsdefinition ist ein Punkt p des
Raumes nicht nur gleich einer Folge von Dingen des Systems &, sondern
gleich einer Menge solcher Folgen, deren jede den Punkt p definiert.
Wenn wir Aussagen iiber einen Punkt p des Raumes herleiten wollen, so
erweist es sich hiufig als zweckmiBig, eine bestimmte von den p definie-
renden Folgen der Betrachtung zugrunde zu legen und zu sagen, p sei
gegeben durch die Folge {U,} (k=1,2,... ad inf.). Dabei ist natiirlich
zu bedenken, daf auch irgendeine andere der p definierenden Folgen der
Uberlegung hitte zugrunde gelegt werden konnen.

Aus der Bedingung 2., fiir welche wir unten (8. 31) noch einige #qui-
valente Formulierungen angeben werden, leiten wir nun zunichst eine
Folgerung her: Zu je zwei verschiedenen Punkien p und q existieren zwei
zueinander fremde Dinge U und V' von &, von denen U’ den Pumkt p
und V' den Punkt q enthdlt. Setzen wir nimlich voraus, daff p und ¢ ver-
schieden sind. Dann ist nach Bedingung 1. entweder ¢ in einer Umgebung
von p oder p in einer Umgebung von g nicht enthalten. Nehmen wir etwa
an, es sei ¢ nicht in der Umgebung U von p enthalten. Dann existiert
nach Bedingung 2. eine Umgebung U” von p und eine zu U’ fremde Um-
gebung ¥V’ von ¢, w. z. b. w.

Die Menge aller Punkte, welche in der angegebenen Art als Folgen von
Dingen des abzihlbaren Systems © erklirt sind, nennen wir einen Raum.
Mit den Teilmengen des Raumes operieren wir nach den im Abschnitt 2
festgelegten Regeln. Fiir jede solche Teilmenge sind gewisse monoton ab-
nehmende Folgen von Dingen aus &, welche als Punkte von R erklirt
worden sind, als Punkte der Menge erkldrt, andere nicht. Wird kein
Punkt von R als Punkt der Teilmenge M erklirt, dann ist M die leere
Menge. Wird jeder Punkt von R als Punkt von M erklirt, dann ist die
Teilmenge M mit dem Raum identisch.

Insbesondere entspricht jedem Ding U des definierenden Systems & eine
Teilmenge des Raumes, namlich die Menge der Punkte, welche in U im
Sinne der obigen Definition enthalten sind, d. h. die Menge aller Punkte,
fiir welche eine Umgebung der sie definierenden Umgebungsfolge, als Ding
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des Systems © aufgefafit, Teilding von U ist. Die Menge aller Punkte,
welche in diesem symbolischen Sinn im Ding U des Systems & enthalten
sind, wollen wir als die Menge U bezeichnen. Gefihrliche Verwechslungen
zwischen den Dingen des Systems © und den ihnen entsprechenden, mit
ihnen gleichbezeichneten Mengen konnen nicht entstehen, denn auf Grund
der Definition der Menge U ist ein Punkt des Raumes dann und nur dann
Punkt der Menge U, wenn er im symbolischen Sinn Punkt des Dinges U
ist — und fiir zwei Mengen U und V, welche Dingen des Systems & ent-
sprechen, gilt die Beziehung U C V dann und nur dann im mengentheo-
retischen Sinn, wenn sie zwischen den entsprechenden Dingen des Systems
© im symbolischen Sinn gilt. Nehmen wir zum Nachweis der letzteren
Behauptung erstens an, daf} fiir zwei Dinge U und V des Systems & die
Beziehung U C V im symbolischen Sinn besteht. Wir behaupten, daf fiir
die entsprechenden Mengen U und V die Beziehung U C V im mengen-
theoretischen Sinn gilt, dafl also jeder Punkt von U Punkt von V ist. Ist
» = { U} ein Punkt von U, so gilt fiir eines der Dinge U, die symbo-
lische Beziehung U, C U. Also gilt mit Riicksicht auf die vorausgesetzte
symbolische Beziehung U C V und die Transitivitit der -Relation die
Beziehung U, C V7, d.h. p ist auch Punkt von ¥, wie behauptet. Gilt
zweitens die symbolische Beziehung U C V nicht, so existiert, unserer
Voraussetzung iiber die -Relation zufolge, im System & ein zu V fremdes
Teilding U’ von U. Dasselbe enthilt einen Punkt p (da wir ja ange-
nommen haben, daf jedes Ding des Systems & einen Punkt enthiilt), und
dieser Punkt p ist offenbar nicht in V enthalten. Damit ist auch der
zweite Teil der obigen Behauptung bewiesen. Entsprechend zeigt man,
daB zwei Mengen U und ¥, welche Dingen des Systems & entsprechen,
dann und nur dann fremd im mengentheoretischen Sinn sind, wenn die
entsprechenden Dinge von & ¢m oben erklirten symbolischen Sinn fremd
sind.

Es zeigt sich nun, dal die Punkte, welche zunichst symbolisch als
Folgen von Dingen des Systems & eingefiihrt worden sind, als Durch-
schnitte der entsprechenden Mengen dargestellt werden kénnen: Ist der
Punkt p durch die monoton abnehimende Folge {U,} (k=1,2,... ad inf.)
von Dingen des Systems S erklart, so gilt fiir den Punkt p, oder genauer
fiir die aus dem Punkt p bestehende Menge, die wir mit (p) bezeichnen
wollen, die Beziehung

) () =110,
Erstens ist ja der Punkt p in allen U, enthalten, also Punkt von [/ U,.
© k=1

Zweitens kann die Menge J/ U, keinen von p verschiedenen Punkt ent-
k=1

2*
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halten. Ist nimlich ¢ ein von p verschiedener Punkt, welcher etwa durch
die monoton abnehmende Folge {¥V;} (k= 1, 2, ... ad inf.) von Dingen des
Systems © gegeben ist, so existiert zufolge unserer obigen Feststellung
eine Umgebung U von p und eine zu U fremde Umgebung ¥ von ¢. Da
p in U enthalten ist, gilt fiir eine der p definierenden U, die Beziehung
U, C U. In dieser Menge U, ist g offenbar nicht enthalten, also gehort ¢

auch nicht der Menge JJ U, an. Da dies fiir jeden von p verschiedenen
k=1

Punkt ¢ gilt, ist damit die Formel () bewiesen.
Wenn der Punkt p durch die monoton abnehmende Folge
{U,} (k=1,2,... ad inf)
von Dingen des Systems & gegeben ist, so bildet der Punkt p nicht nur
den Durchschnitt der Mengen U,, sondern diese Mengen ziehen sich iiber-

dies offenbar auf den Punkt p susammen, d. h. jede den Punkt p enthal-
tende Menge des Systems & enthilt fast alle Mengen U, als Teilmengen.

Unseren Voraussetzungen iiber das Dingsystem © entsprechen demnach,
wenn wir jedes Ding durch die mit ihm gleichbezeichnete Menge ersetzen
und das so entstehende Mengensystem ebenfalls mit & bezeichnen, folgende
Annahmen itiber dieses Mengensystem: & st ein gegebenes abzdhlbares
System von nichtleeren Teilmengen des Raumes. Jeder Punkt des Raumes
bildet den Durchschnitt einer auf thn sich zusammenziehenden Folge von
Mengen des Systems. Jede einen Punkt p enthaltende Menge des Systems ©
heift eine Umgebung des Punktes. Zwei Punkte p und q sind dann und
nur dann tdentisch, wenn jede Umgebung von p auch q enthdlt und wm-
gekehrt. Ist U eine Umgebung von p, so existiert eine Umgebung U’ von p,
so daf3 zu jedem mickt in U enthaltenen Punkt des Raumes eine zu U’
fremde Umgebung existiert. Insbesondere existieren zu je zwei verschiedenen
Punkten p und q zwei sucinander fremde Umgebungen U(p) und V(q).
Wir nennen © das den Raum definierende Mengensystem.

Es sei nun M irgendeine Teilmenge des Raumes R. Die Punkte von M
sind Folgen von Dingen des Dingsystems &, welche den Bedingungen 1.
und 2. gentigen. Bilden wir fiir jede Menge des den Raum R definierenden
Mengensystems © den Durchschnitt mit M, wobei wir etwaige leere Durch-
schnitte weglassen, so ist das so entstehende abzihlbare Mengensystem &,
ein die Menge B als Raum definierendes abzihlbares Mengensystem. In
der Tat, jeder Punkt p von M ist Durchschnitt einer monoton abnehmen-
den Folge von Mengen des Systems &, welche sich auf p zusammenzieht,
d. h. so, dafB} jede p enthaltende Menge aus &) fast alle Mengen der Folge,
deren Durchschnitt p ist, als Teilmengen enthilt. Zwei Punkte p und ¢
von M sind dann und nur dann identisch, wenn jede p enthaltende Menge
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von &, auch ¢ enthilt und umgekehrt. Ist U eine den Punkt p von M
enthaltende Menge des Systems €, so existiert eine p enthaltende Menge
U’ im System &,;, so dafl jeder in U nicht enthaltene Punkt von M in
einer zu U’ fremden Menge des Systems &, enthalten ist. In dieser Weise
kann also jede Teilmenge eines Raumes in sich betrachtet und selbst als
Raum aufgefalit werden.

Wir haben im vorigen Abschnitt (S. 13) hervorgehoben, daf der R, so-
wohl mit Hilfe des Systems der rationalen Kugeln als auch mit Hilfe des
Systems der rationalen Intervalle gegeben werden kann, und haben damit
zwei Riume, deren Punkte als Folgen von Dingen verschiedener Systeme
definiert sind, als gleich bezeichnet. Damit allgemein von einer Gleichheit
der Riume R und R, deren Punkte als Folgen von Dingen der Systeme
& bzw. & erklirt sind, gesprochen werden konne, ist zunichst erforder-
lich, daB} die den oben erwihnten Forderungen geniigende Relation des
Teilseins nicht nur innerhalb der Systeme & und & definiert sei, sondern
daB auch fiir je zwei Dinge U und U’, von denen das eine dem System &,
das andere dem System &’ angehort, feststehe, ob eines Teil des anderen
sei oder nicht. Dies erst erméglicht eine Vergleichung der Punkte von R
und der Punkte von R, d.h. die Entscheidung, ob auf Grund der Definition
der Gleichheit von Raumpunkten der Punkt p von R, welcher durch eine
Folge {U,} (k=1, 2, ... ad inf.) von Dingen aus & gegeben ist, und
der Punkt p" von R, welcher durch eine Folge { U, } (k=1,2,... ad inf.)
von Dingen aus & gegeben ist, auf Grund der Gleichheitsdefinition fiir
Punkte gleich sind oder nicht. Sie heifien dann und nur dann gleich, wenn
fiir jedes natiirliche £ der Punkt p in U, und der Punkt " in U, enthalten
ist, d. h. wenn fiir jedes natiirliche % in U, eines (und daher fast alle) der
U, und in U, eines (und daher fast alle) der U] als Teil enthalten sind.
Die Riaume R und R’ heiflen gleich, wenn jeder Punkt von R gleich
einem Punkt von R’ und jeder Punkt von R’ gleich einem Punkt von R ist.

Sind die Punkte von R als Folgen von Dingen des Systems &, die
Punkte von R’ als Folgen von Dingen des Systems &’ gegeben, und sind
die Rdume R und R’ gleich, dann stehen die Systeme & und & der Mengen,
welche den Dingen der Systeme & bzw. &' entsprechen, zueinander offen-
bar in folgender Beziehung: Fir jeden Punkt p von R existiert zu jeder
p enthaltenden Menge U von & eine p enthaltende Menge U’ von &/, die
C U ist, und zu jeder p enthaltenden Menge U’ von & eine p enthaltende
Menge U von &, die C U’ ist. Wir driicken diese Beziehung dahin aus,
daB wir die Mengensysteme & und &’ als gleichwertig bezeichnen, indem
wir allgemein ein Mengensystem & mit dem den Raum R definierenden
Mengensystem & gleichwertig nennen, wenn fiir jeden Punkt p von R zu
jeder p enthaltenden Menge U von & eine p enthaltende Teilmenge V" von



22 I. Einfithrung in die mengentheoretische Geometrie

¥ und zu jeder p enthaltenden Menge V von ¥ eine p enthaltende Teil-
menge U von & existiert. Offenbar besitzt jedes abzihlbare System von
nichtleeren Teilmengen eines Raumes K, welches mit dem R definierenden
Mengensystem gleichwertig ist, selbst alle Eigenschaften eines R definie-
renden Mengensystems. Z. B. ist jeder Punkt p des Raumes auch Durch-
schnitt einer sich auf p zusammenziehenden Folge von p enthaltenden
Mengen des Systems . So wie zufolge der Identititsdefinition fiir Punkte
ein Punkt eines Raumes im allgemeinen durch verschiedene Folgen von
Dingen bzw. von Mengen eines den Raum definierenden Systems gegeben
werden kann, so kann ein Raum im allgemeinen durch verschiedene (unter-
einander gleichwertige) definierende Systeme von Teilmengen gegeben
werden.

Jedes einen Raum definierende Mengensystem & ergibt eine Limesdefi-
nition fiir den Raum. Die Punktefolge {p,} (i=1, 2, ... ad inf.) heifi
gegen den Punkt p auf Grund des den Raum definierenden Mengen-
systems & konvergent, wenn jede p enthaltende Menge des Systems &
fast alle Punkte p, enthilt. Die Limesdefinitionen auf Grund gleichwertiger
Mengensysteme sind, wie man miihelos bestédtigt, identisch: Wenn der
Punktp, der gegeben ist durch die Folge { U,} (k=1,2,... ad inf.) von Dingen
aus &, auf Grund von & Limespunkt der Punktfolge {p'} (=1,2,...ad inf))
ist, d. h. wenn jedes U, fast alle p’ enthilt, dann ist, falls © und &’ gleich-
wertig sind, der Punkt p auch auf Grund von & Limespunkt der Punkte-
folge {p’} und umgekehrt.

Werfen wir zum AbschluB einen Blick auf die zur Einfiihrung des
Raumbegriffes in diesem Abschnitt verwendeten Methoden: Wir haben die
Begriffe ,,Punkt des Raumes“ und ,Raum® durch ein Verfahren eingefiihrt,
welches v6llig analog ist der Einfithrung der Begriffe reelle Zahl und Zahl-
gerade oder Punkt des R, und B,. Das Verfahren besteht im Ausgehen
von einem abzihlbaren System von Dingen und in der Erklirung der
Punkte als Folgen von Dingen gemifl gewissen Bedingungen. Der Unter-
schied von der Begriindung der Lehre von den reellen Zahlen besteht ledig-
lich darin, daf§ wir von der speziellen arithmetischen Gegebenheit der Dinge
des abzihlbaren Ausgangssystems und von der speziellen arithmetischen
Natur der fiir diese Dinge definierten Relationen (des Teilseins, des Fremd-
seins) abstrahieren, also von einer Tatsache absehen, welche beim Aufbau
wichtiger Teile der Lehre von der Zahlgeraden und von R,, wie erwihnt,
gar keine Rolle spielt. Die Abstraktion ist {ibrigens analog jener, welche
vom Begriff des speziellen Zahlenkorpers zum Begriff des abstrakten Korpers
fithrt. Wir operieren endlich mit beliebigen Teilmengen des Raumes nach
den im vorigen Abschnitt angefithrten Regeln, welche eine weitgehende
Analogie mit den Regeln fiir das Rechnen mit reellen Zahlen aufweisen.
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Was eine Menge ,ist“, diese (m. E. sinnlose) Frage lassen wir unbeachtet
und bilden Teilmengen des Raumes, so wie man in der Elementargeometrie
,geometrische Orter® bildet und in der analytischen Geometrie ,Gesamt-
heiten” von Punkten, deren Koordinaten gewissen Bedingungen geniigen,
betrachtet. Wir fassen némlich zu einer Teilmenge des Raumes alle Punkte
des Raumes zusammen, welche eine gewisse Eigenschaft besitzen. Bisweilen
werden wir auch, wenn eine abzihlbare Folge { M} (k=1, 2, ... ad inf))
von paarweise fremden nichtleeren Mengen gegeben ist, eine sog. Auswahl-
menge der gegebenen Mengenfolge betrachten, d. h. eine Menge, die mit
jeder der Mengen M, einen und nur einen Punkt gemein hat.

Historisches. Der Gedanke, von der speziellen arithmetischen Natur der Punkte
des R,, zu abstrahieren, rithrt von Fréchet (in Rendic. Palermo 22, 1906 und in
zahlreichen spiteren Abhandlungen). Fréchet legt seinen Untersuchungen iiber
reelle Funktionen sowie iiber Abgeschlossenheits- und Dichtigkeitseigenschaften der
Mengen abstrakte Mengen zugrunde, zwischen deren Elementen gewisse Beziehungen
bestehen. Z. B. werden sog. Limesklassen betrachtet, d. s. abstrakte Mengen, in
denen gewisse Folgen von Elementen als konvergent erklirt sind, wobei jede Folge
{ap}, in der alle a; einem und demselben Element a gleich sind, als konvergent
gilt und jede Teilfolge einer konvergenten Folge zu den konvergenten Folgen ge-
hort. Ferner werden allgemeine metrische Raume betrachtet, d. s. abstrakte Mengen,
in denen je zwei Elementen p und ¢ eine reelle Zahl gp = pg > 0 fiir p==¢ und
pg =0 fiir p=q zugeordnet ist, wobei fiir je drei Punkte p, ¢, r die sog. Drei-
ecksungleichung pq -+ gr > pr erfillt ist F. Riesz hat spiter (Alti IV Congr. intern.
mat. Roma 1908, 2, S. 18) Mengen, in denen gewisse Punkte als Hiufungspunkte
erklart sind, zum Ausgang genommen. Abstrakte Mengen, fiir deren Teilmengen
ein gewissen Bedingungen gentigender Operator definiert ist, hat Kuratowski (Fund.
Math. 3, 1922, 8. 182) betrachtet (vgl. die historische Notiz zum folgenden Abschnitt).

Eine Menge, in welcher ein System von Umgebungen definiert ist, hat Haus-
dorff (Grundz. d. Mengenlehre 1914, Kapitel VII und VIII) als topologischen Rawum
bezeichnet und Untersuchungen iiber Abgeschlossenheits- und Dichtigkeitseigen-
schaften von Mengen zugrunde gelegt. Dabei versteht er unter einem Umgebungs-
system ein System von Teilmengen, welches folgenden Bedingungen geniigt: A. Jedem
Punkt x entspricht mindestens eine Umgebung U,; jede Umgebung U, enthdlt den
Punkt 2. B. Sind U,, V, swet Umgebungen desselben Punktes, so gibt es eine Um-
gebung W, die Teilmenge von beiden ist. C. Liegt der Punkty in U,, so gibt es
eine Umgebung Uy, die Teilmenge von U, ist. D. Fliir je zwei verschiedene Punkte
x, y gibt es zwer Umgebungen U,, Uy ohne gemeinsamen Punkt. Speziell werden
dann Réume untersucht, welche dem ,Abzihlbarkeitsaxiom* geniigen: Fuir jeden
Punkt x ist die Menge seiner verschiedenen Umgebungen U, hochstens abzihlbar,
oder der schirferen Forderung: Die Menge aller verschiedenen Umgebungen U ist
abzihlbar. Vietoris (Monatshefte f. Math. u. Phys. 31, 1921, S. 174) hat zu den
Axiomen A, B, C., D. das folgende hinzugenommen: E. Eine Umgebung U, eines
Punlktes x enthilt immer eine Umgebung W von z, so daf jeder Punkt des Kom-
plementes von U, samt einer seiner Umgebungen dem Komplement von W, angehort.

Wir sind im vorstehenden Abschnitt formal etwas anders vorgegangen, um még-
lichsten AnschluB an die der gesamten Analysis zugrundeliegende Einfiihrung des
Begriffes der reellen Zahl zu wahren. Auch die Zahlgerade und der R, kénnen ja,
wie im vorangehenden Abschnitt auseinandergesetzt wurde, durch ein Umgebungs-
system eingefiihrt werden, wobei man freilich die Umgebungen nicht als Teilmengen
des erst zu definierenden R, oder als Mengen von erst zu erklirenden Punkten des R,
auffassen darf, sondern die Umgebungen als irgendwie independent gegeben an-
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nehmen muf (im Falle des R, sind sie in spezieller arithmetischer Form gegeben).
Als Punkte des R, sind gewisse Folgen solcher Umgebungen erkldrt, und in ana-
loger Weise haben wir angenommen, da gewisse Folgen von Umgebungen als Punkte
erklirt sind, wobei wir in Ubereinstimmung mit dem R, das Umgebungssystem &,
von dem wir ausgingen, als abzihlbar angenommen haben, was dem zweiten
(schiirferen) Hausdorffschen Abzéhlbarkeitsaxiom entspricht. Bei dieser Auffassungs-
weise war es iiberfliissig, die Axiome A., B., C. eigens zu formulieren. Erforderlich
war nur eine der Identititsdefinition fiir reelle Zahlen nachgebildete Identitdts-
definition fir die Punkte (d. h. fiir die als Punkte erklirten Folgen von Dingen des
Systems &), welche noch zu erginzen war durch eine dem Axiom E. entsprechende
Forderung. Die dem Axiom D. entsprechende Aussage konnte dann bewiesen werden.
Hinterher konnten dann die Dinge des symbolischen Ausgangssystems mit Teil-
mengen des durch sie erkldrten Raumes identifiziert werden.

5. Die Abgeschlossenheitseigenschaiten von Mengen.

Wir wollen einen Raum, wie er im vorigen Abschnitt erklart wurde,
im folgenden stets als separabeln Raum bezeichnen (eine Bezeichnung,
die in der historischen Notiz zum Abschnitt 9. ihre Erkldrung finden wird).
Jede Teilmenge eines separabeln Raumes kann, wie oben auseinandergesetzt
wurde, in sich betrachtet und selbst als separabler Raum aufgefafit werden.

Ein wichtiges System von Teilmengen eines separabeln Raumes haben wir
bereits kennen gelernt, némlich das abzihlbare den Raum definierende
System &. Mit Hilfe der Mengen von & werden wir nun zwei besonders
wichtige Klassen von Teilmengen des Raumes, die offenen und die abge-
schlossenen Mengen, erkldren und niher untersuchen.

Eine Teilmenge U eines separabeln Raumes R heifit eine offene Menge,
oder kurz offen, wenn die Menge U zu jedem ihrer Punkte eine den be-
treffenden Punkt enthaltende Menge des Systems & als Teilmenge enthilt.
Der Raum R selbst ist dieser Definition zufolge eine offene Menge (eine
offene Teilmenge von R). Die leere Menge wollen wir zu den offenen
Mengen zdhlen. Die Definition der offenen Mengen ist iibrigens in trivialer
Weise auf die leere Menge anwendbar; denn die leere Menge, die ja iber-
haupt keinen Punkt enthilt, aber in jeder Teilmenge des Raumes als Teil-
menge enthalten ist, enthilt, wie man sagen kann, zu jedem ihrer Punkte
eine ihn enthaltende Menge des Systems als Teilmenge. Eine offene Menge U,
welche den Punkt p bzw. die Menge M enthdlt, nennen wir auch eine
Umgebung von p bzw. von M.

Ist M irgendeine vorgelegte Teilmenge des Raumes R, so konnen wir
die Menge M in der oben angegebenen Weise selbst als Raum auffassen,
indem wir als definierendes abziihlbares System &, das System der Durch-
schnitte von M mit den Mengen des Systems & betrachten. Eine Teil-
menge M’ von M, welche, falls M als ein durch das System & definierter
Raum betrachtet wird, in diesem Raum M offen ist (d. h. zu jedem ihrer
Punkte eine den betreffenden Punkt enthaltende Menge des Systems Sy
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als Teilmenge enthilt), nennen wir in M offen. Wir sehen: Damit die
Menge M’ in M offen sei, ist notwendig und hinreichend, daf3 M’ Durch-
schnitt von M mit einer offenen (d. h. im Raum offenen) Menge sei. Ist
namlich erstens die Menge M’ Durchschnitt von M mit einer offenen
Menge, so gilt M'= M - U, wo U eine offene Menge ist, d. h. eine Menge,
welche zu jedem ihrer Punkte eine diesen Punkt enthaltende Menge des
Systems & als Teilmenge enthilt. Insbesondere enthilt die Menge U zu
jedem Punkt p der Menge M - U eine den betreffenden Punkt enthaltende
Menge des Systems &. Daher enthilt die Menge M - U zu jedem ihrer
Punkte eine diesen Punkt enthaltende Menge des Systems &,. Also ist
die Bedingung hinreichend. Es sei zweitens M’ eine in M offene Menge,
d. h. eine Teilmenge von M, die zu jedem ihrer Punkte eine diesen Punkt
enthaltende Menge des Systems &, als Teilmenge enthilt. Jede Menge
des Systems &y ist Durchschnitt von M mit einer Menge des Systems &.
Bezeichnen wir mit U die Summe aller jener Mengen des abzéhlbaren
Systems &, fir welche der Durchschnitt mit M Teilmenge von M’ ist,
so ist U eine offene Menge und es“gilt M’ = U- M. Also ist M Durch-
schnitt von M mit einer offenen Menge, und die Bedingung ist auch als
notwendig erwiesen.

Zu bemerken ist dabei folgende Tatsache, auf die wir noch zuriick-
kommen werden: Wenn M eine vorgelegte Teilmenge des Raumes und
U eine bestimmte offene Menge ist, so existiert eine einzige in M offene
Menge, welche Durchschnitt von M und U ist, nimlich eben die Menge
M- U. Wenn dagegen M’ eine vorgelegte in M offene Menge ist, so
konnen unter Umstéinden verschiedene offene Mengen U, V, ... des
Raumes R existieren, so da M'= M. U= M.V =... gilt. Man lege
etwa als R den R,, die Cartesische Ebene, zugrunde und betrachte als
Teilmenge M von R die Gerade y = 0. Eine in M offene Menge ist beispiels-
weise die Menge M’ der Punkte mit den Koordinaten — 1 <z <1, y = 0.
Es gibt verschiedene offene Mengen der Ebene, deren Durchschnitt mit M
gleich der Menge M’ ist, z. B. der offene Kreis um den Punkt (0,0) mit
dem Radius 1, oder das offene Quadrat, dessen Ecken in den Punkten
(&1, &= 1) liegen u. a.

Wir zeigen nun: Der Durchschnitt von endlichvielen und die Summe
von endlich- oder abzihlbarvielen offenen Mengen 1ist offen. Es seien
Vi, Vay .vr, V, endlichviele offene Meng‘en. Wenn ihr Durchschnitt leer ist,

$0 ist er eine offene Menge. Ist die Menge ¥ = [V, nicht leer, so haben
=1

wir zu zeigen: Die Menge V7 enthilt zu jedem ihrer Punkte eine diesen
Punkt enthaltende Menge des Systems & als Teilmenge. Sei also der Punkt p,
welcher gegeben ist als Durchschnitt der monoton abnehmenden Folge
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{U,} (k=1,2, ... ad inf) von Mengen des Systems &, irgendein Punkt
von V. Fir jede der Zahlen ¢ =1, 2, ... n ist p Punkt von V; fiir jede
dieser Zahlen ¢ existiert also eine naturhche Zahl k;, so daf§ U, ( ¥V, gilt
und daB mithin, da die U, eine monoton abnehmende Folge bllden, fiir alle
k>k, U,CV, gilt. Setzen wir k= Max. (k, %y, ..., k,), so gilt offenbar
U; C V, womit die Offenheit des Durchschnittes ¥ bewiesen ist. Ist ferner
{V:} (k=1,2,.., evtl.ad inf.) eine aPz)éhlbare Folge von offenen Mengen
und ist p ein Punkt der Menge V = 2 V;, dann haben wir zum Beweise,
daB V offen ist, zu zeigen, daB eine p enthaltende Menge des Systems &,
die Teilmenge von V ist, existiert. Dies folgt aber daraus, dafl p, als Punkt
von ¥V, Punkt von mindestens einer der Mengen V, ist, und daher eine
p enthaltende Menge des Systems & existiert, die Teilmenge von ¥, also
erst recht von ¥ ist.

Aus dem Bewiesenen ergibt sich insbesondere: Jede Menge, die in einer
offenen Menge offen ist, ist offen. Denn die in der offenen Menge U offene
Menge U ist Durchschnitt von U mit einer offenen Menge V, also Durch-
schnitt zweier offener Mengen und daher offen.

Wir nennen eine Teilmenge A eines separabeln Raumes abgeschlossen,
wenn A4 das Komplement einer offenen Menge ist. Wir nennen, wenn M
eine vorgelegte Teilmenge des Raumes ist, die Menge M~ abgeschlossen
in M, wenn M’ das Komplement einer in M offenen Menge zu M ist.
Wiederum zeigt man miihelos, daf die so definierten in M abgeschlossenen
Mengen identisch sind mit jenen Mengen, welche Durchschnitt von 2 und
einer abgeschlossenen (d. h. im Raum abgeschlossenen) Menge sind und
daB jede Menge, die in einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist, selbst
abgeschlossen ist. Gilt C C B C 4 und ist Cin 4 abgeschlossen dann ist
C offenbar auch in I3 abgeschlossen. — Die leere Menge und der Raum
sind zwei zueinander komplementire offene Mengen, diese beiden Mengen
sind daher auch abgeschlossen. Aus dem Satz, daff der Durchschnitt von
endlichvielen und die Summe von endlich- oder abzihlbarvielen offenen
Mengen offen ist, folgt durch Anwendung der Formel (4) von Abschnitt 2,
daf die Summe von endlichvielen und der Durchschnitt von abaihlbarvielen
abgeschlossenen Mengen abgeschlossen ist. Das Komplement einer aus einem
einzigen Punkt bestehenden Menge ist offenbar stets eine offene Menge.
Jede aus einem Punkt bestehende Menge und daher jede endliche Menge
ist demnach abgeschlossen.

Die Summe von abzihlbarvielen abgeschlossenen Mengen eines separa-
beln Raumes ist nicht notwendig abgeschlossen. Legen wir beispielsweise
als Raum den R, zugrunde und betrachten wir die abzihlbare Menge M
aller Punkte mit rationaler Koordinate, so ist diese Menge Summe von
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abzihlbarvielen endlichen und daher abgeschlossenen Mengen, ohne selbst
abgeschlossen zu sein. Denn das Komplement von M, die Menge aller
Punkte mit irrationaler Koordinate, ist nicht offen, da dieses Komplement
kein Intervall des R, als Teilmenge enthilt. Das Komplement von 21 ist
jedoch Durchschnitt von abzéhlbarvielen offenen Mengen. Wir nennen
eine Menge, welche Summe von abzihlbarvielen abgeschlossenen Mengen
ist, eine I"-Menge oder kurz ein F;. Und wir nennen jede Menge, welche
Durchschnitt von abzihlbarvielen offenen Mengen ist, eine Gy-Menge oder
kurz ein G¢. Die abgeschlossenen Mengen gehéren zu den ¥, die offenen
Mengen zu den G4 Das Komplement jedes I, ist ein G5, das Komplement
jedes Gy ist ein F,. Ferner iiberzeugt man sich leicht davon, daB die
Summe von endlich- oder abzidhlbarvielen und der Durchschnitt von eund-
lichvielen ' -Mengen ein F, ist und daB entsprechend der Durchschnitt
von endlich- oder abzihlbarvielen und die Summe von endlichvielen G-
Mengen ein G4 ist. Hingegen zeigt sich, daf man durch Betrachtung der
Durchschnitte von abzihlbarvielen ), und der Summen von abzéhlbarvielen
G4 zu umfassenderen Mengenklassen, den sog. I, ; bzw. Gy,, gelangt. Auf
diese Weise kann man fortfahren und, wie sich zeigt, zu immer allgemeineren
Mengenklassen aufsteigen. Man bezeichnet jene Mengen, welche durch ite-
rierte Summen- und Durchschnittsbildung aus abgeschlossenen und offenen
Mengen hervorgehen, als Borelsche Mengen. Wir werden im folgenden
blof mit jenen Borelschen Mengen zu tun haben, die als ¥, und Gy be-
zeichnet wurden.

Um eine wichtige fiir die abgeschlossenen Mengen charakteristische
Eigenschaft bequem aussprechen zu koénnen, fiihren wir folgende Aus-
drucksweise ein: Ist M eine Teilmenge und p ein Punkt eines separabeln
Raumes R, so nennen wir p einen Hiufungspunkt der Menge M, falls
jede Umgebung des Punktes p einen von p verschiedenen Punkt der
Menge M enthilt. Ist der Punkt p, welcher durch die Folge der Mengen
(U} k=1,2,...ad inf) des Systems & gegeben ist, Hiufungspunkt
der Menge M, so konnen wir fiir jede natiirliche Zahl % einen von p ver-
schiedenen Punkt p, der Menge M - U, bestimmen. Die Menge M’ der so
bestimmten Punkte p, (k= 1, 2, ... ad inf.) (die iibrigens nicht paarweise
verschieden sein miissen) ist, wie man leicht sieht, eine gegen p konvergente
Punltefolge, d. h. eine Punktefolge, die p als Limespunkt besitzt.

Wir zeigen nun: Eine Teilmenge A eines separabeln Raumes R ist
dann und nur dann abgeschlossen (d.h. Komplement einer offenen Menge),
wenn jeder Haufungspunkt von A Punkt von A ist. Wir beweisen, was
formal allgemeiner ist: Ist M eine Teilmenge eines separabeln Raumes R
und ist M’ eine Teilmenge von M, so ist, damit M in M abgeschlossen
sei, notwendig und hinreichend, daf jeder zu M gehdrige Haufungspunkt
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von M’ Punkt von M’ sei. Ist erstens p ein zu M gehériger Haufungs-
punkt der in M abgeschlossenen Menge M, so ist p auch ein Punkt von
M’'. Denn andernfalls wire ja p ein Punkt der Menge M — M’, und da
diese Menge in M offen ist, existierte eine Umgebung U(p) des Punktes p,
so daB B . U(p) Teilmenge von M — M’ wire; dies ist aber unmdglich,
da p Hiufungspunkt von M’ sein soll und daher jede Umgebung von
p einen von p verschiedenen Punkt von M’ enthalten muf. — Wenn
zweitens das Komplement der Menge M’ zu M, d. h. die Menge M — M,
nicht offen in M ist, so enthilt M — M’ einen Punkt p, von dem fiir
keine Umgebung U die Menge U+ M C M — M’ ist, d. h. es existiert ein
Punkt von M — M, welcher Haufungspunkt von 2" ist. Damit ist unsere
Behauptung bewiesen.

Ein Punkt p des Raumes R, der nicht Hiufungspunkt von R ist, heifit
ein isolierter Punkt des Raumes. Bezeichnen wir mit (p) die aus dem
Punkt p bestehende Menge, so ist die Menge R — (p) offenbar dann und
nur dann abgeschlossen, wenn p ein isolierter Punkt von R ist. Wir sehen
also: Ein Punkt p ist dann und nur dann isoliert, wenn die Menge (p)
offen ist. Ist {U,} (k =1, 2, ... ad inf.) irgendeine monoton abnehmende
Folge von Mengen des den Raum definierenden Systems, welche den
Punkt p definiert, so ist fiir eine gewisse natiirliche Zahl %k (und daher
auch fiir jede natiirliche Zahl >%) die Menge U, Teil der offenen Menge
(p) und daher mit p identisch. Wir sehen also: In jeder den Punkt p de-
finierenden monoton abnehmenden Folge offener Mengen sind dann und
(offenbar auch) nur dann, wenn p ein isolierter Punlt ist, fast alle Mengen
mit (p) identisch. Insbesondere kann ein isolierter Punkt p gegeben werden
durch eine Folge von Mengen, von denen jede mit (p) identisch ist.

Ist {M,}) (n=1,2,... ad inf) eine Folge von Teilmengen des Raumes,
so wird die Menge aller Punkte des Raumes, fiir welche jede Umgebung
mit unendlichvielen (bzw. mit fast allen) Mengen M, Punkte gemein hat,
mit hm M, (bzw. hm M,) bezeichnet. Gilt fiir die Mengenfolge { M} die
Bez1ehung lim M = 11m M,= M, so heifit die Folge konvergent und die

Menge M ihr Limes. Insbesondere heiBt also die Mengenfolge { M, } gegen
den Punkt p (genauer gegen die aus p bestehende Menge) konvergent, falls
jede Umgebung von p mit fast allen Mengen M, Punkte gemein hat, wih-
rend jeder von p verschiedene Punkt in einer Umgebung enthalten ist,
die zu fast allen Mengen M, fremd ist. Man bestatigt leicht, dafl fiir jede
Mengenfolge {M,} die (evtl. leeren) Mengen hmM und lim M, abge-
schlossen sind. nE

Ist M irgendeine Teilmenge eines separabeln Raumes und bezeichnet 2"

die Menge aller Hiufungspunkte von M, so nennen wir die Menge M + M/ ’
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die abgeschlossene Hiille der Menge M und bezeichnen diese Menge
mit M. Auch in allen folgenden Kapiteln wird stets mit 3 die abge-
schlossene Hiille der Menge MM im eben definierten Sinn bezeichnet. Zur
Rechtfertigung der Bezeichnung ,,abgeschlossene Hiille wollen wir zeigen:
Fiir jede Teilmenge M eines separabeln Rawmes ist die Menge M abge-
schlossen. Sei namlich p irgendein Hiufungspunkt der Menge M. Wir haben
zu zeigen, daB p auch Punkt von M ist,und weisen sogar nach, da p Hiufungs-
punkt der Menge M ist. Wire dies nicht der Fall, so existierte eine Um-
gebung U(p), welche keinen von p verschiedenen Punkt der Menge M
enthielte. Da p als Haufungspunkt der Menge M vorausgesetzt ist, existiert
ein von p verschiedener Punkt ¢ der Menge M - U(p). Da der Punkt ¢
von p verschieden ist, existiert eine Umgebung ¥ (g), welche den Punkt p
nicht enthilt. Auch die Menge W(q) = V(q) - U(p) ist eine Umgebung
von g, welche p nicht enthilt, und zwar eine Teilumgebung von ¥ (g). Da
q ein Punkt von M sein soll, der nicht zu M gehért, so enthilt die Um-
gebung W(q) einen Punkt der Menge M. Dieser Punkt ist aber ein von p ver-
schiedener Punkt der Menge 3 - U(p), wihrend ein solcher Punkt nicht exi-
stieren soll. Die Annahme der Unrichtigkeit unserer Behauptung von der Ab-
geschlossenheit der abgeschlossenen Hiille fithrt also auf einen Widerspruch.

Die abgeschlossene Hiille M ist eine M enthaltende abgeschlossene Menge
und in gewissem Sinn die kleinste M enthaltende abgeschlossene Menge;
denn jede abgeschlossene Menge, welche M als Teilmenge enthilt, enthilt
~auch die Menge M als Teilmenge. Die Summe der Mengen des abzihlbaren
Systems &, welche Teilmengen einer gegebenen Menge M sind, heifit der
offene Kern von M. Diese (evtl. leere) Menge ist die grofite offene Teil-
menge von M, d. h. in jeder offenen Teilmenge von M als Teil erthalten.

Durch die Definition der Menge M wird jeder Menge des Raumes R
gleichsam als Funktion eine gewisse andere Menge zugeordnet. Auch das
Komplement R — M 148t sich als eine der Menge M zugeordnete Funktion
auffassen. Wihrend aber das Komplement eine eindeutige Funktion mit ein-
deutiger Umkehrung ist (Mengen mit identischem Komplement sind iden-
tisch, Mengen mit verschiedenem Komplement sind verschieden), wird
durch die Bildung der abgeschlossenen Hiille eine eindeutige Funktion
mit im allgemeinen mehrdeutiger Umkehrung definiert. Verschiedene
Mengen konnen dieselbe abgeschlossene Hiille haben. Beispielsweise haben
im B, in der Zahlengeraden, sowohl der R, selbst als auch die F',-Menge
aller Punkte mit rationaler Koordinate als auch die GyMenge der Punkte
mit irrationaler Koordinate dieselbe Menge, némlich den R, zur abge-
schlossenen Hiille. Man bestitigt fiir die Funktion ,abgeschlossene Hiille®
miihelos folgendes , Additionstheorem: Fiir je zwei Teilmengen M und
N eines separabeln Raumes gilt
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M+ N=M + N,
und allgemein gilt fiir jede Summe von endlichvielen Mengen

n n
=3,

t=1

Fiir abzéhlbarviele Summanden gilt zwar stets

~_21’M£ >§l‘—{v

aber nicht notwendig > M, = _3'M,. Beispielsweise ist, wenn wir im R,
i=1 i=1

die Punkte mit rationaler Koordinate in eine Folge {p,} (k=1,2,...ad inf)
anordnen und mit M, die aus dem Punkt p, bestehende Menge bezeichnen,

Zﬂk =2Mk + ZMI: = R,.
k=1 k=1 k=1

Da die Menge M, wie wir sahen, stets abgeschlossen, also mit ihrer ab-
geschlossenen Hiille identisch ist, erfiillt die Funktion ,abgeschlossene
Hiille“ auch die Beziehung M = M.

Insbesondere besitzt auch jede offene Menge eine abgeschlossene Hiille.
Wir nennen eine Menge, welche abgeschlossene Hiille einer offenen Menge
ist, ein Stiick des Raumes. Sind U und ¥ zwei offene Mengen, so ist U-V
als Durchschnitt von U mit der abgeschlossenen Menge ¥ in U abge-
schlossen; also ist, wovon wir hiufig Gebrauch machen werden, die Menge

v-U0-v

in der offenen Menge U offen und daher eine offene Menge. — Aus der
Fremdheit zweier offenen Mengen folgt keineswegs notwendig die Fremd-
heit der zugehérigen Stiicke. So sind z. B. im R, die offenen Intervalle
(0, 1) und (1, 2) fremd, die zugehorigen Stiicke, die abgeschlossenen Inter-
valle [0, 1] und [1, 2] haben den Punkt 1 gemein. Es sind jedoch, was
wir hiufig benutzen werden, wenn die offenen Mengen U und V fremd
sind, auch die Mengen U und V, sowie die Mengen U und V fremd. Denn
wenn die offene Menge U keine Punkte einer Menge M enthilt, dann ent-
hilt U auch keine Héufungspunkte von M.

Wir hatten im vorigen Abschnitt iiber das den Raum definierende
System & folgende Voraussetzung gemacht: Ist p ein Punkt des Raumes
und ist U eine Umgebung von p, so existiert i im System & eine Umgebung
U’ von p, so daB U’ U gilt und daB Jeder Punkt von B — U in einer
zu U’ fremden Umgebung enthalten ist. Wir konnen diese Voraussetzung
nun auch dahin aussprechen, daf zu jeder Umgebung U eines Punktes p
im System & eine Umgebung U’ C U von p existiert, so daB kein Punkt
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von R — U Hiufungspunkt von U’ist, dafl also eine Umgebung U’ exi-
stiert, die nebst allen ihren Hiufungspunkten Teilmenge von U ist, fiir
die mithin, wie wir dies auch ausdriicken konnen, die Beziehung gilt
U’ C U. Wenn fiir zwei offene Mengen die eine nicht nur Teilmenge der
anderen, sondern nebst ihren Haufungspunkten Teilmenge der anderen ist,
so wollen wir sagen, die eine sei Teilmenge im schirferen Sinn von der
anderen, und wollen, da sich die Einfiihrung eines eigenen Symbols fiir
diese Beziehung als sehr zweckmifig erweist,

UV gleichbedeutend mit U CV

schreiben. Unsere Voraussetzung iiber den Raum 148t sich dann so aus-
sprechen: Zu jeder Umgebung U eines Punktes p enthalt das System & eine
Umgebung U’ von p, fiir die U & U gilt.

Wir konnen nun, nebenbei bemerkt, unsere Voraussetzungen tiber den
Raum in folgende Sitze zusammenfassen: Es st ein abzdihlbares System &
von nichtleeren Teilmengen gegeben. Jeder Punkt ist Durchschnitt einer auf
den Punkt sich zusammenzichenden Folge {U,} (k=1, 2, ... ad inf.) von
Mengen aus &, so daf3 fiir jedes k die Beziehung gilt U, , C U, Zwei
Punkte p und q sind dann und nur dann identisch, wenn jede Menge des
Systems &, welche p enthilt, auch q enthdlt und wmgekehrt.

Wir wollen nun die Annahme, dall zu jeder Umgebung U von p eine
Umgebung U’ € U von p im System © existiert, heranziehen zum Be-
weise fiir folgenden mehrfach verwendbaren Satz, welcher gestattet, von
zwei in ihrer Summe abgeschlossenen Mengen die eine, abgesehen von
ihrem Durchschnitt mit der zweiten, in eine Umgebung einzubetten, deren
abgeschlossene Hiille zur zweiten Menge, abgesehen von ihrem Durch-
schnitt mit der ersten, fremd ist. Der Satz gestattet also, wie insbesondere
aus unten besprochenen Spezialfillen hervorgeht, von zwei in ihrer Summe
abgeschlossenen Mengen die eine von der anderen durch eine offene Menge
gleichsam moglichst zu trennen, weshalb wir ihn nennen

Allgemeiner Trennungssatz. Voraussetzung: Die Menge M des sepa-
rabeln Raumes R sei Summe der beiden in M abgeschlossenen Mengen A
und B. Es sei ferner eine offene Menge W > A — A - B gegeben.

Behauptung: Es existiert eine offene Menge U, so daf3 die Beziehungen

gelten 1 4 A.-BCUCW, 2. T-M=T-A.

Da B in M abgeschlossen ist, gilt B- A= B- A und daher
A—A-B=A— A-BC R— B. Ferner ist A — A- B W voraus-
gesetzt. Es ist also 4 — 4 - B C W- (R — B). Die Menge W - (R — B)
ist offen. Also existiert zu jedem Punkt p der Menge 4 — 4 - B in dem
den Raum R definierenden System & (auf Grund der Annahme iiber dieses
System) eine Umgebung U(p), welche & W - (R— B) ist. Ebenso existiert
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zu jedem Punkt g der Menge B — A - B eine Umgebung V(q) € R—A4.
Die Mengen des abzihlbaren Systems &, welche mit der Menge A — 4. B
Punkte gemein haben und & W-(R— B) sind, ordnen wir in eine Folge,
welche wir mit {U,} (k=1, 2, ... ad inf.) bezeichnen. Dann gilt also

A— B. A U, Ebenso denken wir die Mengen des Systems &, welche
F=1

mit B— A - B Punkte gemein haben und & R — 4 sind, in eine Folge
geordnet, welche wir mit { ¥} (k=1, 2, ... ad inf.) bezeichnen. Dann

git B—4.-BC> V. Wir setzen nun
k=1

k
U,=U,—-U0-V,, U=U-U 3V, k=23, ...adinf),
i=1

k
Vy=V,—V,.U,, Vi=V,—V, - 2U, (k=2,3....adinf)
i=1
Dann sind die Mengen U, und V, offen, und es gilt fiir jedes natiirliche &
U, U, V, V.
Sei p irgendein Punkt von A — 4. B. Aus der Formel A —A4. B 2 U/

folgt, daB p in mindestens einer der Mengen U,, etwa in U, entha]ten 1st
Dann ist aber, da die Mengen V', und daher erst recht die Mengen 7,
Teilmengen von R— A4 und daher zu 4 fremd sind, der Punkt p auch ent—

halten in U,, laut Definition dieser Menge, und es gilt also 4 — A4 - B( 2 U,
und aus analogen Griinden B— B- A C 2 V,. Setzen wir 2 U,=1T,so

gilt also 1.A—A-BCUCW.

Um fiir die Menge U auch die Giiltigkeit der Beziehung 2 des Lemmas,
nimlich U - M = U - A nachzuweisen, haben wir offenbar zu zeigen, daf
die Menge U zur Menge B— A - B fremd ist. Nun gilt aber, wenn wir

2>V, =7V setzen, B— A+ B C V, und es geniigt daher nachzuweisen, daf
k=1

die- Mengen U und V fremd sind. Dies wieder ist sicher dann der Fall,
wenn die Mengen U und V fremd sind, denn wenn kein Punkt von U in
V liegt, dann liegt auch kein Haufungspunkt von U in ¥V (vgl. S.30). Zum
Nachweis der Fremdheit von U und V geniigt es, zu zeigen, da fiir je zwei
natiirliche Zahlen j und k die Mengen U, und ¥ zueinander fremd sind. Dies

J
aber folgt, wenn j = % ist, unmittelbar aus der Formel U; = U/ — U 2 v,

und fiir j <% aus der Formel V, =V, — V- 2 U,. Damit ist der Satz
bewiesen.
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Wir hatten bereits im vorigen Abschnitt bewiesen, daB zu je zwei ver-
schiedenen Punkten p und ¢ zwei zueinander fremde offene Mengen U und
V existieren, von welchen U den Punkt p und V den Punkt ¢ enthilt.
Eine starke Verallgemeinerung dieser Tatsache ergibt sich aus dem eben
bewiesenen Satz als

Korollar. Sind A und B zwei zueinander fremde Mengen, die in ihrer
Summe A + B abgeschlossen sind, so existicren zwei zueinander fremde
offene Mengen U und V, so daff A C U und BV gilt.

Wenn némlich 4 und B fremd und in 4 4 B abgeschlossen sind, so
sind, wenn wir M = A + Bund W = R — B setzen, die Voraussetzungen
des Satzes offenbar erfiillt, und derselbe ergibt die Existenz einer offenen
Menge U, so daB A C U und U-(4A+ B)=U - 4 gilt. Setzen wir
V=R—U, so gilt B V, und die offene Menge V ist zu U fremd, wo-
mit das Korollar bewiesen ist.

Historisches. Die Begriffe der abgeschlossenen und offenen Menge, der abge-
schlossenen Hiille und des offenen Kernes stammen von Cantor. Die Menge aller
Hiufungspunkte einer vorgelegten Menge M heiSt nach Cantor die Ableitung
von M. Die abgeschlossene Hiille M von M ist ihrer Definition zufolge Summe
von M und der Ableitung von M. Die abgeschlossenen Mengen sind dadurch ge-
kennzeichnet, daB sie ihre Ableitungen als Teil enthalten.

Kuratowski hat (Fund. Math. 3, 1922, S. 182) allgemeine Mengen betrachtet, fiir
deren Teilmengen eine ,abgeschlossene Hiille' definiert ist. Jeder Teilmenge A

einer derartigen Menge M ist eine Teilmenge A von M zugeordnet gemiB folgen-
den Bedingungen, welche, wie wir feststellten, von der abgeschlossenen Hiille im
gewohnlichen Sinn erfiillt werden: 1. A4~ B=A4 + B, 2. A 4, 3. 0=0, wo-
bei O die leere Menge bezeichnet, 4. 4 = 4.

Relativ abgeschlossene und offene (d. h. in anderen Mengen abgeschlossene und
offene) Mengen wurden zuerst von Hausdorff (Grundziige der Mengenlehre, 1914,
8. 250) betrachtet, F',- und G;-Mengen zuerst von W. H. und G. Ch. Young niher
untersucht (The theory of sets of points, 1908, S. 53, 67, 235). Die Borelschen
Mengen wurden insbesondere zu maBtheoretischen Untersuchungen von Borel be-
trachtet und werden im Franzosischen als ensembles mésurables (B) bezeichnet. Sie
gpielen eine wichtige Rolle in der Lehre von den reellen Funktionen.

Auf die Eigenschaft eines Raumes, da zu je zwei fremden abgeschlossenen Mengen
A und B zwei fremde Umgebungen U und V existieren, so daB AU, BV
gilt, haben Vietoris (Monatshefte f Math. u. Phys. 31, 1921, 8. 190) und Tietze
(Math. Ann. 88, 1928, S. 801) hingewiesen. Topologische Riume (d. h. Mengen, in
denen ein den Hausdorffschen Bedingungen 4, B, C, D geniigendes Umgebungs-
system definiert ist, vgl. S.23), in denmen zu je zwei fremden abgeschlossenen
Mengen zwei sie enthaltende fremde offene Mengen existieren, werden von Alexan-
droff und Urysohn (Math. Ann. 93, 1924, S. 263) als normal bezeichnet, wihrend
(a. a. O.) topologische Riume, die dem Vietorisschen Axiom E (vgl. 8. 23) gentigen,
reguldr genannt werden. Offenbar ist jeder normale Raum regulir. Da8 jeder dem
zweiten Abzihlbarkeitsaxiom (vgl. 8. 23) gentigende regulire Raum normal ist, wurde
von Tichonoff (Math. Ann. 98, 1925, S. 301) bewiesen mit Hilfe der Methode, die
wir oben zum Beweise des erheblich allgemeineren Trennungssatzes und Korollars
verwendeten.

Menger, Dimensionstheorie 3
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6. Die Begrenzungen offener Mengen.

Ist U eine offene Menge des Raumes, so bezeichnen wir die Menge aller
nicht in U enthaltenen Haufungspunkte von U als die Begrenzung der
Menge U. Wir wollen die Begrenzung der Menge U stets mit B(U) be-
zeichnen, Es ist also -

B(U)=U—-"UT.

Diese Formel setzt in Evidenz, daf die DBegrenzung jeder offenen Menge
zur betreffenden offenen Menge fremd ist. Es gilt mithin die Beziehung
B(U)="U - (R — U). Ferner sieht man, daf3 die Begrenzung einer offenen
Menge das Komplement der offenen Menge zu ihrer abgeschlossenen Hiille,
also eine in der abgeschlossenen Hiille abgeschlossene Menge und mithin
abgeschlossen ist. Wenn man die Definitionsformel fiir B(U) in der Gestalt

schreibt T=1U-+ B(U),

so erkennt man, daf das zu einer offenen Menge U gehérige Stiick U mit
der Summe der offenen Menge und ihrer Begrenzung identisch ist. Die
oben fiir offene Mengen angegebene Definition des Teilseins im schirferen
Sinn, derzufolge die Bezichung U > ¥V mit der Beziehung U > ¥ gleich-
bedeutend ist, kann nunmehr auch so ausgesprochen werden: Ist ¥ eine
Teilmenge von U, so gilt ¥V & U, falls auch die Begrenzung von V Teil-
menge von U ist.

Noch eine weitere unmittelbare Folgerung kann aus der Definition
der Begrenzung gezogen werden. Ist U eine offene Menge, so ist die
Menge U — U offenbar dann und nur dann leer, wenn die Mengen U
und U identisch sind. Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn
die Menge U abgeschlossen ist. Wir sehen also: Die Begrenzung einer
offenen Menge ist dann und nur dann leer, wenn die offene Menge ab-
geschlossen ist.

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen: Wenn M eine Teilmenge des
Raumes ist, so sind die Mengen, welche Durchschnitt von M mit einer
offenen Menge sind, identisch mit jenen Mengen, welche, wenn M als
Raum aufgefaBt wird, in M offen sind. Dabei sahen wir, daff zu einer in
M offenen Menge M, verschiedene offene Mengen U’, U, ... des Raumes
existieren kénnen, so daR

My=M-U=M-U’'=---

gilt. Wir wollen nun fiir eine solche ,relativ offene” (in M offene)
Menge M, betrachten die ,Relativhegrenzung” B(MM,), d. h. die Menge,
welche im Raum M Begrenzung der offenen Menge M, ist, also die
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Menge der in M enthaltenen Punkte, welche Hiufungspunkte, aber
nicht Punkte von M, sind,
B(M))=M-M,— M,.

Ist My=M-U=M-U"=--. so gilt

BMy)y=M-M-U—M-U=M-M-U' —M-U"=--.
Dabei ist zu beachten, dafl zwar stets

BM)=M-M-U ~M-Uh-U —U)=M-B),

BM)=M-M-U'—M-U'CM-(U'—U")=M-B(U"),

gilt, daB aber keineswegs immer aus M, = M- U die Beziehung folgt
B(M,)= M- B(U). Man erkennt dies am einfachsten an folgendem Bei-
spiel: Man lege als Raum den R,, die Cartesische Ebene, zugrunde und
bezeichne mit M die Gerade y = 0. Als eine in M offene Menge be-
trachten wir die Menge M, bestehend aus den Punkten —1 <z <1,y=0.
Die Begrenzung B(JM,) besteht aus den beiden Punkten x = 41, y = 0.
Nennen wir U den offenen Kreis um den Punkt (0, 0) mit dem Radius 1,
so gelten offenbar die Beziehungen My = M - U und B(M,) = M - B(U).
Nennen wir dagegen V die offene Menge der Punkte (z, ), wo

—l<z<2, —1<y<0,
—l<z<l1, Cy=0,
—l<z<l, OI<y<xl1

gilt, so bestehen zwar die Beziehungen M= M-V und B(M,)  M-(V),
aber es gilt nicht die Beziehung B(M,)= M- B(V), weil B(V) die
Menge aller Punkte (z, y) ist, fiir die

z=—1, —1l=sy=s1,

—-1=s<L2, y=—1,

z=2, —1=5y=0,
12252, y=0,

z=1, O0sy=s1.
—152<1, y=1

ist, so daf der Durchschnitt M - B(V) die Menge aller Punkte (z, y) ist,

fir die c=—1, y=0,
1252, y=0

gilt, also auch Punkte enthilt, die von den zwei Punkten (4 1, 0) ver-

schieden sind.
3 *
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Es gilt nun aber die fiir das Folgende wichtige Tatsache, daBl zu jeder
in M offenen Menge M, immerhin mindestens eine offene Menge U des
Raumes existiert, so daf die beiden Beziehungen gelten M, = M . U und
B(M,)= M- B(U), ja daB eine derartige offene Menge U innerhalb jeder
vorgelegten Umgebung von M, existiert. Wir sprechen diese Tatsache aus als

Satz von den Relativbegrenzungen. Ist M eine Teilmenge eines sepa-
rabeln Raumes, M, eine in M offene Menge, W eine offene Menge, so daf
My=M-W gilt, dann existiert eine offene Menge U, so daf3 die Be-
ziehungen gelten

o) UCW, B) My=M-U, y) B(M;)=DM-B().

Setzen wir M. W = A, M- M — M - W = B, dann sind die Mengen
A und B in M abgeschlossen, und es gilt 4 4- B = M. Es besteht ferner,
wie man unschwer nachweist, die Beziehung My==A4 —A4- B W, so daB
der allgemeine Trennungssatz (S. 31) angewendet werden kann. Derselbe
ergibt die Existenz einer offenen Menge U, sodal 1. A—4- BT U W,
2.U-M=U- A gilt. Aus 1.folgen die behaupteten Beziehungen o) UC W
und §) My= M- U. Betrachten wir ferner die Menge M. B(U)=M-U—M.T,
so sehen wir, daf diese Menge wegen 2. und §) mit M - M, — M, iden-
tisch ist, womit auch die Behauptung y) erwiesen ist. —

Die Begrenzung kann, so wie die abgeschlossene Hiille, als eine fiir
alle offenen Mengen definierte Funktion aufgefat werden und befriedigt,
gleich der abgeschlossenen Hiille, eine wichtige Funktionalbeziehung,
nimlich folgenden

Additionssatz fiir Begrenzungen offener Mengen. Sind U,, U,,..., U,
endlich viele offene Mengen, so ist die Begrenzung ihrer Summe Teilmenge
von der Summe der Begrenzungen der Summanden, d. h. es gilt

B(Sv)< 3.

Sei ndmlich zum Beweise p irgendein Punkt der Menge B ( > U,.) , d.h.
i=1

n

ein Punkt, welcher Haufungspunkt der offenen Menge 3 U, ist, ohne ihr
i=1

anzugehoren. Wir haben zu zeigen, daB p Punkt von mindestens einer
der Mengen B(U,) ist. Sicher gehort p keiner der Mengen U, als Punkt
an. Hiufungspunkt von mindestens einer der Mengen U, mufl p als Hiu-
fungspunkt von > U, sein. Also ist p Punkt von mindestens einer der
i=1
Mengen B(U) (:=1,2,...,n), womit der Additionssatz bewiesen ist.
In gleicher Weise erkennt man iibrigens die Giiltigkeit der Formeln

B(U—-U-V)Z B(U)+ B(V), B(!:{U,) ('é’;B(U,) und #hnlicher
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Formeln, die jedoch von geringerer Wichtigkeit sind. Bedeutungsvoll ist
dagegen die Frage nach Verallgemeinerungen des Additionssatzes fiir ab-
zihlbarviele Summanden. Man sieht zun#chst, daf ohne irgendwelche Ein-

schrinkungen eine Verallgemeinerung der Formel B ( > U‘.) < 2'B(U,) auf
i=1 i=1

abzihlbarviele Summanden véllig unrichtig ist. Die Begrenzung der Summe
von abzihlbarvielen offenen Mengen ist nicht notwendig Teil von der
Summe der Begrenzungen der Summanden, sie kann sogar zur Summe der
Begrenzungen der Summanden fremd sein. Dies geht aus folgendem ein-
fachen Beispiel hervor: Man lege als Raum den R,, die Cartesische Ebene,
zugrunde und bezeichne mit U, (n = 1,2, ... ad inf.) den offenen Kreis

um den Punkt (0, 0) mit dem Radius

- _T_ ;- Die Begrenzung von U, ist

. Betrachten wir nun die offene Menge

die Kreislinie mit dem Radins —

- n-+1
U= 2 U,, so sehen wir, dal U der offene Kreis um den Punkt (0, 0)
mit dem Radius 1 ist, daB also die Menge B(U) die Kreislinie um den

Ursprung mit dem Radius 1 und mithin zur Menge 2 B(U,) fremd ist.

Es ist nun eine Tatsache, die wichtiger Anwendungen (vgl. Kap. III,
S.1274f) fahig ist, daB fiir besonders geartete Folgen von offenen Mengen ein
gewisser Ersatz fir den Additionssatz der Begrenzungen giiltig ist. Wenn
nimlich {U,} (k =1, 2, ... ad inf.) eine Folge offener Mengen ist, die eine
vorgelegte abgeschlossene Teilmenge 4 des Raumes teilweise iiberdeckt,
und zwar derart, daB fiir eine Folge {V.} von Umgebungen von 4, fiir

welche A = J [V, gilt, jede Menge V; fast alle Mengen U, als Teilmengen
i=1

enthilt — unter diesen Voraussetzungen ist die Begrenzung der Summe
der offenen Mengen U, zwar nicht notwendig Teilmenge von der Summe
der Begrenzungen der U,, aber immerhin bis auf eine abgeschlossene Teil-

menge des nicht iberdeckten Teiles der Menge A Teilmenge von > B(U,)
Priizis ausgedriickt gilt folgender =t
Verallgemeinerter Additionssatz fiir Begrenzungen offener Mengen.

Voraussetzungen: Es sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines sepa-
rabeln Raumes, T irgendeine Teilmenge von A und { V;} (i=1, 2, ... adinf.)

eine Folge von Umgebungen von A, so dap A = [[V, gilt. Es sei ferner
t=1

(U} (k=1,2,...evtl ad inf.) eine abzdhlbare Folge von offenen Mengen,
derart, daf
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1. T < U, gilt und daf

k=1
2. jede der Mengen V, fast alle Mengen U, als Teilmengen enthdlt.
Behauptung: Dann gilt

B(30) < 38wy + 7,

wo F eine abgeschlossene Teilmenge von A — T bezeichnet.
Es seien die Voraussetzungen des verallgemeinerten Additionssatzes er-

fiillt. Wir setzen U= _3'U, und haben zu zeigen, daB jeder Punkt von
k=1

B(U) entweder Punkt von einer der Mengen B(U,) oder Punkt von einer
abgeschlossenen Teilmenge von 4 — T ist. Wir beweisen zunéchst: Unter
den getroffenen Voraussetzungen ist jeder Punkt von B(U) entweder
Punkt von einer der Begrenzungen B(U,) oder Punkt von 4. Diese Be-
hauptung kann auch so ausgesprochen werden: Ist p ein Punkt von B(U),
welcher nicht Punkt von A ist, so ist p Punkt von mindestens einer der
Mengen B(U,).

Nehmen wir zum Beweis dieser Behauptung an, p sei Punkt von B(U),

aber nicht Punkt von 4. Dann ist also p, da JJV,= A gilt, auch in einer
i=1

Menge der Folge {¥,}, etwa in ¥, nicht enthalten. In der Menge ¥,
sind nach Voraussetzung 2. iiber die Folge { U,} fast alle Mengen U,
als Teilmengen enthalten. Ks seien etwa alle Mengen U,, ausgenom-
men die Mengen U,, U, ..., Ui, Teilmengen von V. Dann gilt
also U— (U, + U, + -+ + U,) CV,. Setzen wir zur Abkiirzung
U¥=U—U,+ U, +---+U,), so gilt

U¥+U0,+U,+-+U0,CU wd U*+U,+U,+---U;,=T,
also B(U) C B(U*) + B(U,) + B(U,) +--- B(Us,)

Der Punkt p ist nach Annahme Punkt von B(U), gehort also mindestens
einem der Summanden der rechten Seite dieser Formel an. Der Menge B( U*)
kann p nicht angehdren, denn es ist U* CV,, mithin B(U*) CU*V,,
und p liegt im Komplement von 7,. Also muB p mindestens einer der
Mengen B(U,), B(U,), ..., B(U,,) angehoren. Damit ist gezeigt, daB
jeder Punkt von B(U), der nicht in A liegt, einer der Mengen B(U,) an-
gehort, daB also jeder Punkt von B(U) entweder zu einer der Mengen
B(U,) oder zu A gehort.

Betrachten wir nun die Menge aller zu 4 gehérigen Punkte von B(U),
d. h. die Menge 4 - B(U). Nennen wir diese Menge der Kiirze halber F.
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Als Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen 4 und B(U) ist F' abge-
schlossen. Ferner gilt ¥ A — T. Denn nach Voraussetzung 1. iiber die
Folge { U,} gilt T C U. Da B(U) zu U fremd ist, ist 7' zur Menge B(U)
und daher zu ' C B(U) fremd. Damit ist also bewiesen, daB jeder Punkt
von B(U) entweder zu einer der Mengen B(U,) oder zu einer abgeschlos-
senen Teilmenge von 4 — T’ gehort, wie der verallgemeinerte Additions-
satz behauptet.

Historisches. Die angegebene Definition der Begrenzung offener Mengen stimmt
villig mit der in der Funktionentheorie iiblichen Definition der Begrenzung oder
des Randes von offenen Mengen iiberein. Man kann fiir eine beliebige Teilmenge M
des Raumes R die Menge M -R — M als Begrenzung von M bezeichnen. Diese
Definition reduziert sich, falls M eine offene Menge ist, wie man leicht zeigt, aut
die unsere. Wir verwenden im folgenden stets nur Begrenzungen offener Mengen.
Den fiir die Dimensionstheorie wichtigen Satz von den Relativbegrenzungen ver-
wendete ich implizit in zahlreichen dimensionstheoretischen Beweisen. Desgleichen
die Additionssitze fiir Begrenzungen, insbesondere auch meinen verallgemeinerten
Additionssatz (Monatsh. f. Math. u. Phys. 33, 1923, S. 151; 34, 1924, S. 146; Math.
Ann. 95, 1925, S, 288).

7. Die Uberdeckungstheoreme fiir separable, kompakte und
halbkompakte Riiume.

Ist M eine Teilmenge eines separabeln Raumes, I ein System von offenen
Mengen derart, daf jeder Punkt von M in mindestens einer Menge des
Systems U enthalten ist, dann heiBt U ein Uberdeckungssystem von M.
Beispielsweise ist das den Raum R definierende System & fiir jede Teil-
menge M von R ein Uberdeckungssystem. Der Definition zufolge werden,
wie noch eigens betont werden moge, bloB Systeme von offenen Mengen
als Uberdeckungssysteme bezeichnet. Von grofier Wichtigkeit fiir die
mengentheoretische Geometrie ist nun die Frage, ob und unter welchen
Umstéanden ein Uberdeckungssystem einer Menge M gewisse einfache Uber-
deckungssysteme von M oder gewisse Uberdeckungssysteme besonderer
Art von M enthdlt. Wir formulieren zunichst das folgende

Uberdeckungsproblem: Es sei M eine Teilmenge eines separabeln
Raumes, 11 ein Uberdeckungssystem von M. Enthilt Il ein abzihlbares
und unter welchen Umstinden enthilt 11 ein endliches Uberdeckungs-
system von M, d. h. unter welchen Umstiinden existieren abzihlbar- oder
endlichviele offene Mengen des Systems U, deren Summe die Menge M
als Teilmenge enthilt?

Es gilt diesbeziiglich vor allem folgendes

Uberdeckungstheorem fiir separable Riume und beliebige Teil-
mengen separabler Ridume. Ist M eine Teilmenge eines separabein
Raumes, W ein Uberdeckungssystem von M, so enthilt W ein abzihlbares
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Uberdeckungssystem von DM, d. h. es existieren abzihlbar- oder endlichviele
M idiberdeckende Mengen des Systems .

Zum Beweise betrachten wir das den vorgelegten R definierende abzihl-
bare Mengensystem &, Wir bezeichnen mit & das System jener offenen
Mengen des Systems ©, welche Teilmengen von irgendeiner Menge des
vorgelegten Uberdeckungssystems 11 von M sind. Als Teilsystem von &
ist € hochstens abzahlbar. Die Menge M ist offenbar Teilmenge von der
Summe der Mengen des Systems T. Denn ist p irgendein Punkt von M,
so ist p nach Voraussetzung in einer Menge U(p) des Systems 11 enthalten,
und da die Mengen des Systems U offen sind, so existiert eine p enthaltende
Menge des Systems &, welche Teilmenge von U(p) ist. Also ist p in einer
Menge des abzihlbaren Systems T und daher in der Summe der Mengen
des Systems T enthalten. Jede Menge des Systems ¥ ist Teilmenge von
mindestens einer Menge des Systems 1. Ordnen wir jeder Menge von ¥
eine sie als Teilmenge enthaltende Menge des Systems 1l zu, so liegen
abzihlbarviele Mengen des System Ul vor, in deren Summe M als Teil-
menge enthalten ist. Damit ist der Uberdeckungssatz fiir separable Riume
bewiesen.

Das Uberdeckungssystem 11 kann unter Umstinden, muf aber nicht not-
wendig endlichviele M iiberdeckende Mengen enthalten. Man denke etwa
an den R, und bezeichne mit 1 das System aller offenen Intervalle. Das
System enthdlt zwar abzidhlbarviele den Raum iiberdeckende Mengen,
z. B. die abzidhlbarvielen rationalen Intervalle oder auch die abzihlbar-
vielen Intervalle mit ganzzahligen Endpunkten, aber es enthilt offenbar
nicht endlichviele Mengen, in deren Summe der Raum enthalten ist. Oder
betrachtet man im R, die Menge M der Punkte p, (n =2, 3, ... ad inf.),

wo p, den Punkt mit der Koordinate % bezeichnet, und bezeichnet man
1 1 .
m, W;T), (ﬂ = 2, 3, ...ad 1nf.),
so ist jeder Punkt von M in einer Menge des Systems Ul enthalten, aber
es gibt nicht endlichviele Mengen des Systems 11, in deren Summe M als

Teilmenge enthalten ist.

mit U das System der Intervalle (

Von besonderer Wichtigkeit sind nun aber gewisse Teilmengen sepa-
rabler Riume, fiir welche jedes Uberdeckungssystem endlichviele iiber-
deckende Mengen enthélt. Wir werden diese Mengen spiter als kompakt
bezeichnen und beweisen zundchst folgenden Satz:

Satz iiber kompakte Mengen. [Fir eine Teilmenge K eines separablen
Raumes R sind die drei folgenden Eigenschaften dquivalent:

1. Die Menge K enthilt von jeder ihrer unendlichen Teilmengen mindestens
eimen Haufungspunkt.
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2. Jede monoton abnehmende Folge von nichtleeren in K abgeschlossenen
Teilmengen von K besitzt einen nichtleeren Durchschnits.

3. Ist 1 irgendein Uberdeckungssystem von K, dann existieren end-
lichviele Mengen des Systems W, in deren Summe K als Teilmenge ent-
halten ist.

Um die behauptete Aquivalenz der drei angefiihrten Eigenschaften nach-
zuweisen, geniigt es offenbar, daB wir zeigen: Besitzt eine Teilmenge K
eines separablen Raumes R die erste Eigenschaft, dann besitzt K auch die
zweite; besitzt K die zweite Eigenschaft, dann auch die dritte; besitzt K
die dritte Eigenschaft, dann auch die erste.

Sei also erstens K eine Menge, die von jeder ihrer unendlichen Teil-
mengen mindestens einen Hiufungspunkt enthélt. Wir haben nachzuweisen:
Ist {4,} (n=1,2,... ad.inf.) eine monoton abnehmende Folge von nicht-

leeren in K abgeschlossenen Teilmengen von K, so ist die Menge [/ A,
n=1

nichtleer. Fiir jede natiirliche Zahl » konnen wir, da die Menge 4, nicht-
leer sein soll, einen Punkt a, von A4, wihlen. Es bezeichne 4 die Menge
der so bestimmten Punkte @, (n =1, 2, ... ad inf.). Ist die Menge
A endlich, so muB einer der Punkte @, von A in unendlichvielen
Mengen A, enthalten sein. Dieser Punkt ist, da die Mengen A, als
monoton abnehmend vorausgesetzt sind, Punkt von allen Mengen 4,, also

00

Punkt von J/ A,. Wenn A endlich ist, so ist also 11 A, nichtleer. Ist
n=1

n=1
die Menge A unendlich, so enthilt die Menge K zufolge der Annahme
iiber sie mindestens einen Hiufungspunkt von 4. Ein solcher Punkt ist
offenbar Héufungspunkt von jeder der Mengen 4, also, da die Mengen 4,
als in K abgeschlossen vorausgesetzt sind, Punkt von jeder der Mengen 4,

und mithin Punkt von J/ A,. Die Menge [/ A, ist also jedenfalls nicht-
leer, wie behauptet. "=' n=t

Es sei sweitens K eine Teilmenge eines separabeln Raumes, so daB jede
monoton abnehmende Folge von nichtleeren in K abgeschlossenen Teil-
mengen von K einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. Wir haben nach-
zuweisen: Wenn Ul ein Uberdeckungssystem von K bezeichnet, dann exi-
stieren endlichviele K iiberdeckende Mengen des Systems ll. In der Tat,
da K als Teilmenge eines separabeln Raumes vorausgesetzt ist, existieren
nach dem bewiesenen Uberdeckungssatz fiir separable Riume abzihlbar-
viele Mengen des Systems U, in deren Summe K enthalten ist. Wir denken
diese Mengen in eine Folge geordnet und mit {V,}(n=1,2,...) be-

zeichnet. Wir setzen W, = V, (n=1,2,...). Zu jeder Menge W,
i=1
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bilden wir das Komplement, d. h. die abgeschlossene Menge 12 — W, die
wir mit B, bezeichnen wollen. Die Menge A, = K- B, ist fiir jedes n, als
Durchschnitt von K mit einer abgeschlossenen Menge, in K abgeschlossen.
Fiir jedes natiirliche » gilt W, C W, ,, also B, > B, _, und mithin auch
4,> A, ,,. Die Folge {4,}(n=1,2,...) ist also eine monoton ab-
nehmende Folge von in K abgeschlossenen Mengen. Wiren alle Mengen
A, dieser Folge nichtleer, so wire zufolge der Annahme iiber den Raum

auch die Menge [/ A, nichtleer. Nun gilt aber
n=1

4, =K - [[B=K.-R—3W)=K-(R—3'V,),
n=1 n=1 n=1 n=1
und da nach Voraussetzung K C 'V, gilt, ist die Menge K- (R— 3'V,)
n=1 n=1

und daher die Menge [/ A, leer. Es existiert demnach auch unter den
n=1

Mengen A, eine, welche leer ist, etwa 4,. Nun ist aber

A, =K -B=K-(R—W,)=K-(R—=23V,),
i=1

und da diese Menge leer ist, gilt K C 3 V,, d. h. es existieren endlich-
i=1

viele Mengen des Systems U, nidmlich die Mengen V,, V,, ... V,, welche
K iiberdecken.

Es sei drittens K eine Teilmenge eines separabeln Raumes, fiir die jedes
Uberdeckungssystem endlichviele K tiberdeckende Mengen enthilt. Wir
haben zu zeigen: Wenn M eine unendliche T'eilmenge von K ist, so ent-
hilt K mindestens einen Hiufungspunkt von M. Wire die Behauptung
unrichtig, so existierte eine unendliche Teilmenge M von K, so daf kein
Punkt von K Hiufungspunkt von M wire. Zu jedem Punkt p von K
existierte also eine Umgebung U(p), welche, evtl. abgesehen vom Punkt p
selbst, keinen Punkt der Menge M enthilt. Eine solche Umgebung U(p),
welche hochstens einen Punkt der Menge M enthilt, denken wir fiir jeden
Punkt von K bestimmt und bezeichnen mit 1 das System aller dieser
offetnen Mengen. Zufolge unserer Annahme iiber die Menge K wiirden
endlichviele von den Mengen des Uberdeckungssystems Ul von K die
Menge K iiberdecken. Dies steht aber, da jede dieser endlichvielen Mengen
hochstens einen Punkt der Menge M enthilt, in Widerspruch zur Voraus-
setzung, dafl M unendlich ist. Die Annahme der Unrichtigkeit unserer
Behauptung ist demnach ad absurdum gefiihrt und damit der behauptete
Satz in allen Stiicken bewiesen.
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Wir wollen eine Teilmenge K eines separabeln Raumes, welche eine
der drei angefiihrten Eigenschaften und mithin alle drei Eigenschaften
besitzt, eine kompakte Menge nennen. Wir nennen einen separabeln
Raum, der kompakt ist, der also insbesondere zu jeder seiner unend-
lichen Teilmengen einen Hiufungspunkt enthdlt, einen kompakten
Raum.

Damit eine Teilmenge K' einer kompakten Menge K Fkompakt sei, ist
-notwendig und linreichend, dafp K’ in K abgeschlossen sei. Ist nimlich
erstens K’ eine in der kompakten Menge K abgeschlossene Menge und ist
M irgendeine unendliche Teilmenge von K’, dann ist M auch eine
unendliche Teilmenge von X, also enthdlt die kompakte Menge K
einen Haufungspunkt von M. Dieser Punkt ist ein zu K gehériger
Hiufungspunkt von K’, also, da K’ in K abgeschlossen ist, Punkt von
K'. Die Menge K’ enthdlt also zu jeder ihrer unendlichen Teilmengen
einen Hiufungspunkt. Ist zweitens K’ eine in K nicht abgeschlossene
Teilmenge von K, so existiert ein Punkt p von K, der Haufungspunkt,
aber nicht Punkt von K’ ist. Ist p etwa gegeben durch die Folge
{U,}(n=1,2,...adinf) des den zugrunde liegenden separabeln Raum
definierenden Systems & von offenen Mengen, so konnen wir, da p Hau-
fungspunkt von K’ ist, fiir jedes natiirliche # einen Punkt p, der Menge
K’ U, wihlen. Die Menge der so bestimmten Punkte p,(n=1,2,...ad inf.)
ist eine unendliche Teilmenge von K’, welche, wie man leicht einsieht,
keinen Hiufungspunkt in K’ besitzt, da der einzige Haufungspunkt dieser
Menge der Punkt p ist, welcher nicht in K’ enthalten ist. Hine Teil-
menge der kompakten Menge K, welche in K nicht abgeschlossen ist,
ist also nicht kompakt, womit der Beweis der angefiihrten Behauptung
vollendet ist. Aus der bewiesenen Behauptung folgt insbesondere, daj
in einem kompakien Raum die abgeschlossenen Mengen und nur diese
kompakt sind.

Der R,, der n-dimensionale Cartesische Raum, ist nicht kompakt. Denn
schon der R, enthilt unendliche Teilmengen ohne Héufungspunkt, z. B.
die Menge aller Punkte mit ganzzabliger Koordinate. Dagegen ist jedes
abgeschlossene Intervall des R, eine kompakte Menge, und allgemein sieht
man, wie wir hier ohne Beweis anfiihren konnen, dafi im E, die be-
schrinkten abgeschlossenen Mengen (d. h. die abgeschlossenen Mengen,
die in einem Intervall als Teilmenge enthalten sind) und nur diese kom-
pakt sind.

Es ist auch der Quader @, kompakt. Sei némlich M eine unendliche
Teilmenge von ¢,. Dann teilen wir @, in die beiden abgeschlossenen
Mengen der Punkte von @, fiir die 0 < #; < § bzw. § <2, < 1 ist. Min-
destens eine dieser beiden Mengen hat mit I einen unendlichen Durch-



44 I. Einfilhrung in die mengentheoretische Geometrie

schnitt. Angenommen, es sei bereits gezeigt, daB fiir die » — 1 Zahlen
My, Mgy ooy My_y, WO 0 < m, < 27—% ist, M einen unendlichen Durch-
schnitt hat mit der Menge aller Punkte von @, fiir die

1 : : .
o ms Mt =19, n—1).

7 : @t—;‘i = on—1s

Dann teilen wir diese Menge in die 2" abgeschlossene Teilmengen der
Punkte, fiir die

Bt g g L IR G0, 6=0,1,m,=0)
gilt. Mindestens eine dieser Mengen hat mit M einen unendlichen Durch-
schnitt. Wir erhalten also in dieser Weise eine unendliche Folge von in-
einandergeschachtelten abgeschlossenen Teilquadern von @,, von denen
jeder mit M einen unendlichen Durchschnitt hat. Man bestétigt leicht, daf
der Durchschnitt dieser Quaderfolge einen Punkt von @, enthilt und da$
derselbe ein Héufungspunkt der vorgelegten unendlichen Menge M ist.

Die Uberdeckbarkeitseigenschaft der kompakten Mengen wollen wir
wegen ihrer hiufigen Anwendung noch eigens formulieren als

Uberdeckungstheorem fiir kompakte Teilmengen separabler Riume.
Ist K eine kompakte Teilmenge eines separabeln Raumes und W ein Uber-
deckungssystem von K, so enthilt Wl ein endliches Uberdeckungssystem
von K, d. h. endlich viele Mengen, in deren Summe K als Teilmenge ent-
halten ist.

Wir bemerken noch ausdriicklich, da beim Beweis dieses Uberdeckungs-
theorems nirgends von der Voraussetzung Gebrauch gemacht wurde, daf§
zu jeder Umgebung U eines Punktes p eine Umgebung V von p existiert,
die &€ U ist. — Die Tatsache, daB in einem kompakten Raum jede monoton
abnehmende Folge von nichtleeren abgeschlossenen Mengen einen nicht-
leeren Durchschnitt hat, wird als Durchschnittssatz bezeichnet.

Die Summe endlichvieler kompakter Mengen ist kompakt, was man
durch dieselbe Uberlegung erkennt, welche oben ergab, daf die Summe
endlichvieler abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist. Die Summe
von abzihlbarvielen kompakten Mengen ist hingegen nicht notwendig
kompakt. Z. B. ist die oben erwihnte F-Menge des I,, bestehend aus
allen Punkten mit rationaler Koordinate, Summe von abzidhlbarvielen
endlichen (also kompakten) Mengen, ohne kompakt zu sein. Mit Riicksicht
auf die wichtige Rolle, welche die Mengen, die Summe abzihlbarvieler
kompakter Mengen sind, neben den kompakten Mengen spielen, fiihren
wir fiir sie eine eigene Bezeichnung ein. Wir nennen sie halbkompakte
Mengen und bezeichnen einen separabeln Raum, der Summe von abzihl-
barvielen kompakten Mengen ist, als halbkompakten Raum. Man iiber-
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zeugt sich leicht von der Giiltigkeit des folgenden Satzes: Damit die Teil-
menge H' einer halbl:ompakten Menge H halbkompakt sei, ist notwendig und
hinreichend, daf3 H' ein F, in H, d. h. Summe von abzihlbar vielen in H
abgeschlossenen Mengen sei. Insbesondere sind also in einem halbkompakten
Raum die halbkompakten Teilmengen und die Teil-F, identisch. Der B,
der n-dimensionale Cartesische Raum, ist, wie wir sahen, nicht kompakt,
wohl aber halbkompakt. Denn er ist Summe der abzihlbarvielen ab-
geschlossenen n-dimensionalen Intervalle mit ganzzahligen Eckpunkten,
also Summe von abzihlbarvielen kompakten Mengen.

Wir wenden uns nun einem neuen, fiir die Dimensionstheorie ebenfalls
sehr wichtigen Uberdeckungsproblem zu, bei dessen Beantwortung die
halbkompakten Mengen eine besondere Rolle spielen. Bei dem bisher be-
handelten Uberdeckungsproblem war aus einem Uberdeckungssystem einer
Menge eine die Menge iiberdeckende Folge von Mengen herauszugreifen.
Das Uberdeckungsproblem, das wir nun behandeln werden, entsteht aus
dem bisherigen dadurch, daB in demselben erstens die Voraussetzung ver-
schirft wird, indem man nimlich fiir eine Menge M ein Uberdeckungs-
system besonderer Art betrachtet und indem zweitens die zu erfiillende
Bedingung prézisiert wird, indem man nimlich nach einer M iiber-
deckenden Folge besonderer Art fragt. Das Problem, welches wir aus
den angefithrten Griinden als verschirftes Uberdeckungsproblem bezeichnen,
lautet:

Verschirftes Uberdeckungsproblem; Es sei M eine Teilmenge
eines separabeln Raumes, 1l ein System von offenen Mengen, in welchem
zu jedem Punkt p von M eine Folge von Umgebungen existiert, so daff
jede Umgebung von p fast alle Mengen der hetreffenden Folge als Teil
enthilt. Unter welchen Umstinden enthilt 1l zu jeder monoton abnehmen-

den Folge {V,} von Umgebungen von M, fiir weleche M = JJV, gilt,
n=1

eine M iiberdeckende Folge { U,} (k=1,2,... ad inf.), so daB jede Menge
V, fast alle Mengen U, als Teil enthalt?

Zur bequemeren Ausdrucksweise filhren wir einige in allem Folgenden
vielverwendete Bezeichnungen ein: Es sei 1l ein gegebenes System von
offenen Mengen. Wenn fiir einen Punkt p (bzw. eine Menge M) zu jeder
vorgelegten Umgebung V von p (bzw. von M) eine Umgebung U von p
(bzw. von M), die C V ist, im System U enthalten ist, dann sagen wir
auch, p (bzw. M) ist in beliebig kleinen Umgebungen des Systems 1
enthalten. Damit der Punkt p in beliebig kleinen Umgebungen von U
enthalten sei, ist offenbar notwendig und hinreichend, da8 in U eine auf
den Punkt p sich zusammenziehende Folge von Umgebungen von p existiert.
Ist jeder Punkt der Menge J in beliebig kleinen Umgebungen des Systems U1
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enthalten, dann nennen wir 11 ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem
von M. Das verschirfte Uberdeckungsproblem fragt also, ob aus einem
unbegrenzt feinen Uberdeckungssystem einer Menge M zu jeder monoton

abnehmenden Folge { ¥} von Umgebungen von M, fiir weleche M = [ [V,
n=1

gilt, eine M iiberdeckende Folge von Mengen herausgegriffen werden kann,
von welcher in jeder der Mengen ¥, fast alle Mengen als Teil enthalten sind.

Wir beweisen diesbeztiglich zunichst folgendes

Uberdeckungstheorem fiir halbkompakte Riiume und halbkompakte
Mengen. Ist H eine halbkompakte Teilmenge eines separabeln Rawmes 1, ein
unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von Hund { V,} (n=1,2, ... ad inf)

eine monoton abnehmende Folge von Umgebungen von H, so dafp H = J [V,
n=1

gilt, dann existieren im System W endlich- oder abziihlbarviele Mengen
{U,}, derart, daf3 jede Menge V, fast alle Mengen U, als Teilmengen
enthdlt.

Wir nehmen zum Beweise des Uberdeckungssatzes an, H sei eine halb-
kompakte Teilmenge eines separabeln Raumes. Als solche ist H darstellbar
in der Form

H=3H,
k=1

wo die H, kompakte Mengen bezeichnen. Wir betrachten fiir eine be-
stimmte natiirliche Zahl ¥ die Menge H, und die Menge ¥V, aus der
vorgegebenen Folge offener Mengen mit dem Durchschnitt H. Da zu
jedem Punkt von H beliebig kleine Umgebungen im System 1l existieren,
s0 gibt es insbesondere zu jedem Punkt von H, eine Umgebung des
Systems 1, die Teilmenge von V, ist. Das System der in ¥, als Teil-
mengen enthaltenen Mengen von 11 ist ein Uberdeckungssystem von H,
und enthilt daher nach dem bewiesenen Uberdeckungssatz fiir kompakte
Mengen endlichviele Mengen, etwa U}, Uf, ..., U,’.‘k, welche H, iiberdecken.

Endlichviele derartige Mengen bilden wir fiir jedes natiirliche k. Betrachten
wir nun das abzihlbare System { Uf} (1=1,2,..,n, k=1,2,... ad inf.),
so sehen wir: Es gilt

©

H=2H 2> 23U,

k=1 k=1i=1
d. h. die abzihlbarvielen Mengen UF iiberdecken H. Und wir sehen weiter:
Fiir jedes k enthlt V, fast alle Mengen U}, denn die Mengen U}, Uy, ..., U},
sind als Teilmengen von V, gewihlt worden, und die Folge { V,} ist
als monoton abnehmend angenommen. Damit ist der Uberdeckungssatz fiir
halbkompakte Mengen bewiesen.
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(DaBi zu jeder abgeschlossenen Menge A eines separabeln Raumes eine
monoton abnehmende Folge von offenen Mengen { V,} (k=1, 2, ... ad inf.)

existiert, so daB 4 = [/ V, gilt, werden wir unten feststellen.)
k=1

Man koénnte auf den ersten Blick vermuten, dafl das oben formulierte
verallgemeinerte Uberdeckungsproblem nicht nur, wie das eben bewiesene
Theorem behauptet, fir die halbkompakien, sondern fiir alle Teilmengen
separabler Rdume in positivem Sinn zu beantworten sei. Dies ist nun
aber, wie an einem Beispiel gezeigt werden soll, nicht der Fall, und auch
diese Tatsache ist, wie sich zeigen wird, von grofier Wichtigkeit fiir die
Dimensionstheorie (vgl. S. 136).

Wir geben also eine Teilmenge o/ eines separabeln Raumes, eine monoton
abnehmende Folge { 7} von offenen Mengen, fiir die J = JJV, gilt,
n=1

und ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem 11 von J an, aus welchem
aber keine J iiberdeckende abzéhlbare Folge von Mengen herausgegriffen
werden kann, von welcher in jeder der Menge V, fast alle Mengen als
Teilmengen enthalten sind. Der zugrunde gelegte separable Raum ist die
Cartesische Ebene, die Menge o ist die Menge aller Punkte mit den Ko-
ordinaten (z, y), fiir welche x eine dyadisch irrationale Zahl zwischen Null
und Eins ist und y = O gilt. Die Menge V, ist fir n =1, 2, ... gegeben
durch — % <zr<l1l+4 %, — '211; <y< 51; Das System U, das wir be-
stimmen werden, ist ein abzihlbares Mengensystem.
Wir definieren:

U, (n,=1,2,... ad inf) sei das offene Rechteck, bestehend aus den
Punkten (z, y), fiir die

! < L 1< <i
PR x<2ﬂ:-1’ T e ¥y<3

gilt.

U,. (n,n,=1,2,...adinf) das offene Rechteck der Punkte (z, v),
fur die 1 1 1 1 1

T mm<t<gmtoya Ty <y<g gt

Allgemein:
Upingoomy gy gy oy =1,2, ... ad inf.) sei das offene Rechteck der
Punkte (z, y), fiir die

1 1 1 1 1 1
§Z+2n1+nz+°'°+m<x<ﬁ+2"‘+z+m+m’
1 1 1t
P<Y¥Y<_3 gl

2
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Wir bezeichnen nun als 11 das System der so bestimmten Mengen
{ Ui, ,,k} (ny, Mgy ..., My, k=1,2, ... ad inf). Da Systems 11, welches
offenbar ein unbegrenzt felnes Uberdeckungssystem der Menge J ist, besitzt
folgende Eigenschaft, auf die wir sogleich Bezug nehmen werden:

Ist v={ny, ny, ..., n, ...} irgendeine Folge natiirlicher Zahlen > 1,
so ist der Durchschwitt

D,=U, U, U, -+ —
ein Punkt der Menge J.
In der Tat, da die Kanten von U,

hilt die Menge D, héchstens einen Punkt. Da fiir jedes natiirliche n, , > 1
die leicht verifizierbare Beziehung gilt

Unln,v-- <<Un,n1‘--nk7

Tk PR +1

80 definiert die Folge der Rechtecke, deren Durchschnitt D, ist, tatsichlich
einen Punkt der Ebene als ihren Durchschnitt, und offenbar gilt, wenn
z, y die Koordinaten dieses Punktes von D), bezeichnen, die Beziehung
0=2=<1,y=0. Un zu zeigen, dal der Punkt der Menge D, ein Punkt
von o ist, wie behauptet wurde, haben wir nachzuweisen, daf seine Koordi-
nate # dyadisch irrational ist. Ist nun aber r eine dyadisch rationale Zahl
so existiert eine natiirliche Zahl m, so daB

. o 1
na-- - m €€ Linge < Py haben, ent-

r=2 'Z‘

k=12
gilt, wo &, =0 oder 1 (k=1,2,...m) ist. Dann ist aber der Punkt mit
den Koordinaten (r, 0) nicht in der Menge U, ,,..., ,, enthalten, also
nicht in der Menge D, gelegen. Da fiir dyadisch ratlonales r der Punkt
(r, 0) nicht in D, liegen kann, ist fiir den Punkt (z, 0), welcher die
Menge D, bildet,  dyadisch irrational, d. h. dieser Punkt liegt in der

Menge J, womit die obige Behauptung in allen Stiicken bewiesen ist.

Aus der bewiesenen Tatsache ergibt sich, daf fiir die Menge J und
das unbegrenzt feine Uberdeckungssystem W das verallgemeinerte Uber-
deckungsproblem in negativem Sinn zu beantworten ist: Sei nimlich
{U¥} (k=1,2, ... evtl. ad inf.) irgendeine endliche oder abzihlbare
Folge von Mengen des Systems 11, derart, daff in jeder der oben definierten
Mengen V, fast alle Mengen U* als Teilmengen enthalten sind. Wir wollen
zeigen: Die Mengenfolge { U*} tiberdeckt nicht die Menge J, d. h. es exi-
stiert ein Punkt von J, der in keiner der Mengen U* enthalten ist.

Dies beweisen wir folgendermafien: Da jede der Mengen

U, (ny=1,2,... ad inf)
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des Systems I eine Kante von der Linge 1 hat, so kdnnen unter den
Mengen U* von denen ja fast alle in 7, enthalten sein sollen, hochstens
endlichviele von den Mengen U, (7, =1, 2, ... ad inf.) auftreten. Es
existiert also eine natiirliche Zahl %, > 1, so da$} die Menge U, mit keiner
der Mengen U* identisch ist. Da jede der Mengen Ui, (=1, 2 . ad inf.)
eine Kante der Linge } besitzt, konnen unter den Mengen U* von denen
ja fast alle in V; enthalten sein sollen, hochstens endlichviele Mengen
Us, », vorkommen. Hs existiert also eine Zahl #,> 1, so daf die Menge
Uz, mit keiner der Mengen U* identisch ist. In dieser Weise weiter-
schliefend erkennen wir die Existenz einer Folge natiirlicher Zahlen
oy, By o« Wy o ooy > 1, s0o daB der Durchschnitt
D=Us -Uss ..  Ussz..5

1 %2 k
zur Menge > U* fremd ist. Nun enthilt nach der oben bewiesenen Be-
k=1

merkung die Menge D einen Punkt der Menge oJ, also existiert ein in

> U* nicht enthaltener Punkt der Menge J, wie behauptet.

k=1

Wir bemerken noch, dafl das Komplement von J zum abgeschlossenen
Einheitsintervalle der z-Achse die abzihlbare Menge aller Punkte dieses
Intervalls mit dyadisch rationaler Koordinate, also ein I, ist; die Menge J
ist also ein Gy Ferner hitten wir statt der Ebene unseren Betrachtungen
offenbar einen beschrinkten abgeschlossenen Teil der Ebene, also einen
kompakten Raum zugrunde legen konnen. Wir konnen also unser Resultat
formulieren als

Satz von den Ausnahmsfillen der verallgemeinerten Uberdeckbar-
keit. Ls existieren in kompakten Riumen G z;DMengen, fiir welche das ver-
allgemeinerte Uberdeckungsproblem in negativem Sinn zu beantworten ist.
D. k. es existiert in einem kompakten Baum eine Gy-DMenge J, eine Folge

V) (V=1,2, ... ad inf) von Umgebungen von J, so dafp J = ]]V

gilt, und ein System W1 von offenen DMengen, welches zu jedem Punkt von J
beliebig kleine Umgebungen enthdlt, ohne daf3 sich aus 11 eine J iiberdeckende
Folge von Mengen herausgreifen liefle, von welcher in jeder der Mengen V,
fast alle Mengen als Teilmengen enthalien sind.

Eine derartige Gy-Menge ist dem Uberdeckungssatz fiir halbkompakte
Mengen zufolge nicht halbkompakt, also, wenn der zugrunde liegende Raum
kompakt ist, kein F,. Es gilt nun, wie hier ohne Beweis erwihnt sei, der
Satz, daf} in einem kompakten Raum jede GsMenge, die kein F ist, ja
sogar jede Borelsche Menge (vgl S.27), die kein F), ist, fiir gewisse ge-

Monger, Dimensionstheorie 4
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eignet gewihlte unbegrenzt feine Uberdeckungssysteme einen Ausnahme-
fall fiir das verallgemeinerte Uberdeckungsproblem darstellt, daf also zu
Jjeder DBorelschen Menge eines kompakten Raumes ein unbegrenzt feines
Uberdeckungssystem existiert, aus dem sich keine die Menge iiberdeckende
Folge mit der fraglichen Zusatzbedingung herausgreifen ldft.

Finen weiteren wichtigen Uberdeckungssatz, der sich auf unbegrenzt
feine Uberdeckungssysteme bezieht, das verfeinerte Uberdeckungstheorem
fiir Teilmengen separabler Riume, werden wir im folgenden Abschnitt
kennen lernen.

Historisches. Von den drei in diesem Abschnitt bewiesenen Uberdeckungssitzen
wurde zuerst der zweite, allerdings in sehr spezieller Form, nidmlich fiir beschrinkte
abgeschlossene Teilmengen des R, von verschiedenen Forschern, von Heine,
Borel u. a. bewiesen. Insbesondere Borel hat zu wiederholten Malen die Wichtig-
keit des Satzes betont, der vielfach auch als Borelsches Theorem bezeichnet wird.
Der allgemeine Begriff der Kompaktheit, definiert durch die erste von den drei
Eigenschaften kompakter Rdume, rithrt von Fréchet (Rend. Palermo 22, 1906, 8. 6).
DaB die durch die erste Eigenschaft definierten kompakten Rdume auch die zweite
besitzen, wird vielfach als Cantor-Bendixsonsches Theorem oder als Cantorscher
Durchschnittssatz bezeichnet, da dieser Satz, allerdings in viel speziellerer Gestalt,
von Cantor bewiesen wurde. Die oben angegebenen kurzen und allgemeinen Be-
weise des Satzes iiber kompakte Mengen und des Uberdeckungssatzes fiir separable
Riume stammen im wesentlichen von Hausdorff (Grundz. d. Mengenlehre 1914,
S. 231 u. 272). DaB zu jeder Umgebung U eines Punktes p eine Umgebung V von
p existiert, die &€ U ist (das Axiom E von 8. 23, die ,Regularitit® des Raumes
S. 38), wird in diesen Beweisen nicht verwendet. Der Uberdeckungssatz fiir sepa-
rable Riume wird hiufig auch als verallgemeinertes Borelsches Theorem oder auch
als Borel-Lebesguesches Theorem oder als Lindeldf-Youngscher Satz be-
zeichnet. In groBer Allgemeinheit wurden diese Sitze auch von Gro8 (Wien. Ber, 123,
1914, 8. 809) bewiesen.

Es ist bemerkenswert, daB die beiden ersten Uberdeckungssitze der Theorie der
reellen Funktionen entstammen, daB sie in engstem Zusammenhang stehen mit dem
Bolzano-WeierstraBschen Satz, daB jede beschrinkte unendliche Teilmenge des
R, einen Hiufungspunkt besitzt, sowie mit den Sitzen, daB jede auf einer kom-
pakten Menge stetige Funktion gleichmiBig stetig ist. — Dieser Komplex von
Siatzen wird in der gesamten Analysis angewendet.

Den Begriff der Halbkompaktheit fithrte ich (Monatshefte f. Math. u. Phys. 34,
S.144) ein. Das verallgemeinerte Uberdeckungsproblem formulierte ich (Wien. Ber.
133, 1924, S.421), wobei ich den Uberdeckungssatz fiir halbkompakte Mengen und
den Satz von Ausnahmsfillen des verallgemeinerten Uberdeckungsproblems durch ein
"dem oben angegebenen verwandtes Beispiel bewies. Ich gab zugleich eine Bedingung
an, welche dafiir hinreichend ist, daf ein vorgelegtes unbegrenzt feines Uberdeckungs-
gystem U einer vorgelegten Teilmenge M eines Euklidischen Raumes eine M iiber-
deckende Folge von offenen Mengen mit der fraglichen Zusatzbedingung enthilt.
Diese Bedingung liaBt sich am einfachsten mit Hilfe des folgenden metrischen Be-
griffes formulieren: Ist U eine Umgebung des Punktes p eines Euklidischen Raumes,
8o bezeichnen wir als Exsentrizitit von U in bezug auf p den Quotienten aus der
unteren Schranke der Abstinde von p und dem Komplement von U geteilt durch
die obere Schranke der Abstinde von p und den Punkten von U. Fiir jede Um-
gebung U eines Punktes p ist die Exzentrizitit solcherart definiert als eine posi-
tive Zahl <1, welche den Wert 1 dann und nur dann annimmt, falls U eine Kugel
mit dem Zentrum p ist. Die erwihnte Bedingung lautet nun (s. a. a. O. 8. 431), daB
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das System U zu jedem Punkt p von M eine auf p sich zusammenziehende Folge
von Umgebungen enthilt, deren Exzentrizititen in bezug auf p oberhalb einer von 0
verschiedenen Schranke bleiben. Der Grund, warum das oben angefiihrte Beispiel
einen Ausnahmsfall hinsichtlich der verallgemeinerten Uberdeckbarkeit darstellt,
liegt darin, daB fiir sehr viele Punkte p der Menge J im angegebenen Uberdeckungs-
gystem U bloB solche auf p sich zusammenziehende Umgebungsfolgen enthalten
sind, deren Exzentrizititen in bezug auf p unter jede positive Schranke sinken.
Enthilt das System $ zu jedem Punkte p der Menge 1M beispielsweise eine auf p
sich zusammenziehende Folge von Kugeln mit dem Zentrum p, dann existiert in %8
eine M iiberdeckende Folge von offenen Mengen, von welcher in jeder M ent-
haltenden offenen Menge fast alle Glieder als Teilmenge enthalten sind.

Ich sprach (a. a. O. S. 443f.) weiter die Vermutung aus, da8 jede nicht-halbkompakte
Menge bei geeigneter Wahl eines Systems von offenen Mengen einen Ausnahmsfall
des verallgemeinerten Uberdeckungsproblems darstelle. Von Hurewicz (Math. Zeitschr.
24,1925, S. 401) wurde meine Vermutung fiir nicht-halbkompakte Borelsche Mengen
bestiitigt. DaB sie fir beliebige nicht-halbkompakte Mengen, wenigstens unter Voraus-
setzung der Kontinuumshypothese, nicht zutrifft, zeigte Sierpifiski (Fund. Math.
8 S.223) unter Hinweis auf eine (unter der Voraussetzung 2% = X, konstruierte)
nicht-halbkompakte Menge von Lusin (Compt. Rend. 158, S.1259), deren simtliche
nirgendsdichte Teilmengen hichstens abzihlbar sind, und welche daher bei keiner
‘Wahl eines Systems von offenen Mengen einen Ausnahmsfall fiir das verallgemeinerte
Uberdeckungsproblem darstellt. Hurewicz hat endlich (Fund. Math. 9, S. 193) das
vera.llgememerte Uberdeckungsproblem mit der Lehre von den reellen Funktionen
in Zusammenhang gebracht: So wie das gewohnliche Uberdeckungsproblem mit der
Theorie des Maximums stetiger Funktionen, so hingen mein verallgemeinertes Uber-
deckungsproblem und verwandte Fragestellungen mit der Theorie des Maximums
von Funktionenfolgen zusammen.

8. Die Dichtigkeitseigenschaften der Mengen.

Ist M eine gegebene Teilmenge des Raumes, so heifit die Teilmenge M’
von M in M dicht, wenn jeder Punlkt von M entweder Punkt oder Hdu-
fungspunkt von M’ ist, wenn also M- M’ = M gilt. Beispielsweise ist in
der Zahlgeraden sowohl die Menge der Punkte mit rationaler als auch
die Menge der Punkte mit irrationaler Koordinate dicht. In jedem sepa-
rabeln Raum R existiert eine in R dichte abzihlbare Teilmenge. Wihlt
man nidmlich in jeder Menge des den Raum R definierenden abzihlbaren
Mengensystems & einen Punkt, so ist die Menge der so bestimmten Punkte
abzihlbar und, wie man leicht verifiziert, im Raum R dicht. — Jede Menge
M ist dicht in ihrer abgeschlossenen Hiille M. Wenn von drei Mengen
A, B, C die Menge A dicht in B und B dicht in C ist, so ist 4 dicht in
C. Damit eine Teilmenge A von B in B dicht sei, ist notwendig und hin-
reichend die Giiltigheit der Beziehung A = B. Denn wenn A C B ist, gilt
A C B, und wenn iiberdies B- A = B gilt, so ist auch B-4 = B,
also B C A und mithin 4 = B. Ist umgekehrt A eine Teilmenge von B,
fiir welche A = B gilt, so ist B- A = B- B = B, also ist 4 in B dicht.
Aus der bewiesenen Bemerkung folgt insbesondere, daf eine Menge A, die

i B sowohl dicht als auch abgeschlossen ist, mit B identisch ist.
4#
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Wenn eine Menge M’ in M nicht nur nicht dicht ist, sondern keine
Teilmenge enthdlt, welche in einer nichtleeren in M offenen Menge dicht ist,
so heifit M’ in M nirgendsdicht. Betrachten wir beispielsweise im R,
eine aus einem einzigen Punkt p bestehende Menge (p), so sehen wir, daB
(p) im R, nirgendsdicht ist. Zugleich setzt dieses Beispiel die Relativitat der
Begriffe dicht und nirgendsdicht in Evidenz, d. h. die Tatsache, daB diese
Begriffe nicht Eigenschaften der Mengen selbst, sondern Beziehungen der
Mengen zu dem zugrunde gelegten Raum zum Ausdruck bringen. Denn
die im R, nirgendsdichte Menge (p) ist dicht in sich, wie ja iibrigens
offenbar jede Menge M in M dicht, also dicht in sich selbst ist. Bezeichnet
FE irgendeine den Punkt p und noch andere Punkte enthaltende endliche
Teilmenge des I?,, so ist die Menge (p) in £ weder dicht noch nirgends-
dicht. Uberhaupt enthilt eine endliche Menge keine nichtleere in ihr nir-
gendsdichte Teilmenge, denn jede nichtleere Teilmenge einer endlichen
Menge ist zugleich offen und abgeschlossen. — Die abgeschlossene Hiille
einer in M nirgendsdichten Menge ist offenbar in M nirgendsdicht.

Die Summe von endlichvielen in M nirgendsdichten Mengen ist offenbar
in M nirgendsdicht. Die Summe von abzihlbarvielen in M nirgendsdichten

Mengen kann in so.gar dicht liegen. Bezeichnet z.B. | p, } (k=1, 2,... ad inf.)
die Punkte des R, mit rationaler Koordinate in eine Folge angeordnet, so

ist jede Menge (p,) im R, nirgendsdicht, die Menge >'(p,) aller Punkte
k=1

mit rationaler Koordinate ist im R, dicht. Eine Menge M, welche Summe
von abzdhlbarvielen in M nirgendsdichten Mengen ist, heilt von erster
Kategorie. Die Summe von endlich- oder abziihlbarvielen Mengen von
erster Kategorie ist offenbar von erster Kategorie. Eine Menge, welche wicht
von erster Kategorie ist, heifit von zweiter Kategorie. Beispielsweise ist
jede endliche Menge, da sie, wie wir sahen, keine nichtleere nirgendsdichte
Teilmenge enthilt, von zweiter Kategorie.

Wir beweisen nun den Satz: Jede abgeschlossene Teilmenge eines kom-
pakten Rawmes ist von zweiter Kalegorie. Sei A eine abgeschlossene Teil-
menge des kompakten Raumes . Wir wollen gegen diese Voraussetzung
einen Widerspruch herleiten aus der Annahme, dall 4 von erster Kate-
gorie, d. h. Summe von abzihlbarvielen in A nirgendsdichten Mengen
A, k=12, ... ad inf.) sei. Aus dieser Annahme folgt, daf auch jede

der Mengen B, = 2A (k=1, 2, ... ad inf.) nirgendsdicht in 4 ist. Da

A nach Voraussetzung abgeschlossen ist, ist auch fiir jedes natiirliche %
die Menge B, Teilmenge von A4 und, als abgeschlossene Hiille einer in 4
nirgendsdichten Menge, in A nirgendsdicht. Wir setzen It = U, und be-
trachten die offene Menge U,- (R — B,). Da B, in A nirgendsdicht ist,
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hat die Menge U,: (R — B,) mit 4 einen nichtleeren Durchschnitt. Wir
bestimmen, was sicher moglich ist, eine offene Menge U, € U,- (R — B)),
deren Durchschnitt mit A4 nichtleer ist. Angenommen, es liege eine offene
Menge U, & U,_,- (R — B,) vor, deren Durchschnitt mit 4 nichtleer ist.
Da B,,, in A nirgendsdicht ist, hat die Menge U,- (R — B,,,) mit 4
einen nichtleeren Durchschnitt. Wir kénnen mithin eine offene Menge

Uk+1 < UL (R - Ek.q-l)

bestimmen, die mit A einen nichtleeren Durchschnitt hat. Auf diese Weise
kann also fiir jedes natiirliche & eine offene Menge U, bestimmt werden,
so daB fir jedes & die Beziehung U,,, C U, gilt und die Menge U,- A

nichtleer ist. Betrachten wir nun die Menge 4 - [/U,, die wir mit A’
k=1
bezeichnen wollen. Da U, zu B, fremd ist, ist //U, zu allen B,, also zu
k=1
A fremd, also ist A’= A - J[ U, leer. Anderseits gilt mit Riicksicht auf
k=1

U1 € U, die Beziechung k[=[1Uk=£Fk, also

A=A-JJUu,=4-1IT7,=[]A.T,.
k=1 k=1 k=1

Jede der Mengen A -U, ist nichtleer. Also ist 4’ Durchschnitt einer
monoton abnehmenden Folge von nichtleeren in 4 abgeschlossenen Mengen.
Da A4 als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes vorausgesetzt
ist, miiBte A" demnach dem Durchschnittssatz zufolge nichtleer sein. Da-
mit ist aus der Annahme, daff 4 von erster Kategorie ist, ein Widerspruch
hergeleitet.

Wenn fiir eine Menge M die Menge M — DM in M dicht ist, so nennen
wir M total irreduzibel. Es gilt, wie wir zeigen wollen, der Satz: Ist Al
eine total irreduzible Menge und A eine abgeschlossene (im Raum abge-
schlossene!) Teilmenge von M, so ist A in M nirgendsdicht. Wire nimlich
A in M nicht nirgendsdicht, so wire eine Teilmenge A" von A in einer
in M offenen nichtleeren Menge M, dicht. Dann wiirde also, der oben
bewiesenen Bemerkung zufolge, 4’ = M, gelten. Da A als abgeschlossen
vorausgesetzt ist, wire A" Teilmenge von A, also Teilmenge von M. Es
wiirde also fiir eine in M offene nichtleere Menge M, die Beziehung M, C M
gelten. Dies widerspricht aber offenbar der Voraussetzung, dali M total
irreduzibel, d.h. M — M in M dicht ist. Damit ist die Behauptung be-
wiesen. Aus ihr folgt unmittelbar: Jede total irreduzible F -Menge ist von
erster Kalegorie. Denn wenn die total irreduzible Menge J Summe von
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abzihlbarvielen abgeschlossenen Mengen ist, so ist sie, da jede ihrer ab-
geschlossenen Teilmengen in ihr nirgendsdicht ist, Summe von abzihlbar-
vielen in ihr nirgendsdichten Mengen, d. h. von erster Kategorie.

Als abgeschlossen war eine Menge M gekennzeichnet, wenn jeder Hiu-
fungspunkt von M Punkt von M ist. Ein Menge M heifit insichdicht,
wenn jeder Punkt von M Hiufungspunkt von M ist. (Das Wort insichdicht
ist von den Worten dicht in sich wohl zu unterscheiden. Wir sahen ja,
daB jede Menge M in M dicht, also dicht in sich ist, was mit der Eigen-
schaft der Insichdichtheit gar nichts zu tun hat.) Eine Menge, die zugleich
abgeschlossen und insichdicht ist, heiBt perfekt.

Es existieren im R, Teilmengen, die zugleich perfekt und im R, nirgends
dicht sind. Wir konstruieren als Beispiel fiir eine derartige Menge das
sog. Diskontinuum. Diese Menge kann definiert werden als die Menge
aller Punkte des abgeschlossenen Intervalls [0, 1], deren Koordinate
gleich einem Ternalbruch (d. h. einem Systembruch mit der Basis 3) ohne
einen Zahler 1 ist. In einer mehr geometrischen Weise kann das Dis-
kontinuum folgendermafen definiert werden: Man ordne die offenen Inter-

valle (:—n, ]L;_,;l), wo #n alle natiirlichen Zahlen durchliuft und % eine

durch drei nicht teilbare Zahl zwischen 1 und 3* bezeichnet, in eine Folge.
Das Komplement von der Summe dieser offenen Intervalle zum abgeschlos-
senen Intervall [0, 1] ist das Diskontinuum D. Als Komplement einer
offenen Menge ist das Diskontinuum D abgeschlossen. Die Menge D
enthilt insbesondere, wie man leicht zeigt, alle Endpunkte der getilgten
offenen Intervalle. Die Menge D, dieser Endpunkte ist abzéhlbar, also ein
Teil-F, von D, und, wie man unschwer verifiziert, insichdicht und in D
dicht. Die abgeschlossene Menge D ist mithin insichdicht, also perfekt.
Sie ist im R, nirgends dicht, denn andernfalls miiBite sie, als abgeschlos-
sene Teilmenge des R,, ein Intervall des R, als Teilmenge enthalten, was
offenbar nicht der Fall ist. Die Punkte von D, heifilen Punkte erster Arf,
die von D — D, Punkte zweiter Art von D.

Zum AbschluB sei erwibnt, daB ein Punkt p der Menge M Konden-
sationspunkt von M heiBt, wenn jede Umgebung des Punktes p eine un-
abzihlbare Teilmenge von M enthdlt, und daB eine Menge M kondensiert
genannt wird, wenn jeder Punkt von M Kondensationspunkt von M ist.
Offenbar ist a fortiori jeder Kondensationspunkt ein Héufungspunkt und
jede kondensierte Menge insichdicht.

Historisches. Die Begriffe dicht, nirgendsdicht und perfekt ebenso wie das
konstruierte Diskontinuum und der Begriff des Kondensationspunktes stammen von
Cantor. Bezeichnet man die Menge aller Hiufungspunkte der Menge M als die
Ableitung von M, so ist offenbar fiir die insichdichten Mengen charakteristisch, daB
gie Teilmengen ihrer ersten Ableitungen sind. Perfekt ist eine Menge dann und



9. Zum AbschluB der einfithrenden Betrachtungen 5%

nur dann, wenn sie mit ihrer Ableitung identisch ist. Cantor hat bewiesen, daB
Jede abgeschlossene Teilmenge A des R, entweder abzihlbar oder Summe einer ab-
zdhlbaren und einer perfekten Menge ist. Die betreffende perfekte Menge erhilt
man, indem man die Bildung der Ableitungen abzdhlbar oft iteriert. Als Ableitung
zweiter Ordnung von A4 bezeichnet man die Ableitung der Ableitung von A, und
allgemein fiir jedes » als Ableitung nter Ordnung von 4 die Ableitung der Ab-
leitung (» — 1)ter Ordnung von 4. Unter der Ableitung wter Ordnung versteht
man den Durchschnitt aller Ableitungen endlicher Ordnung von 4, unter der Ab-
leitang (@ -} 1)ter Ordnung die Ableitung der Ableitung wter Ordnung von A. Ist
die abgeschlossene Teilmenge 4 des R, abzihlbar, so kommt man durch fortgesetzte
Bildung von Ableitungen héherer Ordnung zu einer, welche leer ist. Ist A nicht
abzdhlbar, so gelangt man durch iterierte Ableitungsbildung zu einer perfekten,
d. h. mit ihrer Ableitung identischen Menge.

Die Begriffe der Mengen erster und zweiter Kategorie stammen von Baire. Aus
den Untersuchungen von Baire (Annali di mat. (3), 3 (1899), S. 63) ergibt sich ins-
besondere das Theorem, daf jede abgeschlossene Teilmenge und allgemeiner jedes
Teil-G; eines kompakten Raumes von zweiter Kategorie ist.

Ist M irgendeine Teilmenge eines separabeln Raumes, so nennt Hausdorff
(Grundz. d. Mengenlehre, 1914, S. 281) die Menge M - M — M das Residuum von M.
Er bezeichnet eine Menge, fiir welche iterierte Residuenbildung schlieflich auf die
leere Menge fiihrt, als reduzibel. Das Residuum einer Menge M ist offenbar eine
Teilmenge der Ableitung von M und im allgemeinen eine echte Teilmenge von M.
Man sieht leicht ein, daf eine Menge M dann und nur dann in ihrem Residuum
identisch ist, wenn fiir sie die Menge M — M in M dicht ist. Mengen, welche
diese Bedingung erfiillen, welche also durch Residuenbildung und daher auch durch
iterierte Residuenbildung iiberhaupt nicht reduziert werden, nemnne ich, um ihren
extremen Gegensatz zu den reduzibeln Mengen auszudriicken, total irreduzibel.

9. Zum AbschluBl der einfithrenden Betrachtungen.

Wir haben in den vorangehenden Abschnitten einen einzelnen vorge-
legten Raum, seine Teilmengen und gewisse einfache Aussagen iiber die-
selben hergeleitet. Wir wollen nun eine Beziehung zwischen zwei Riumen
und ihren Teilmengen betrachten. Wir erinnern zunichst an die Defini-
tion der Gleichheit zweier Riume (vgl. 8. 21). Zwei Rdume heiflen gleich,
wenn jeder Punkt des einen Raumes im Sinne der Gleichheitsdefinition
fiir Raumpunkte gleich ist einem Punkte des anderen Raumes. Auch die
Limesdefinitionen in zwei gleichen Riumen sind, wie wir (8.22) sahen, dqui-
valent, d. h. wenn im einen Raum die Punktefolge {p,} (i=1,2,...adinf.)
gegen den Punkt p konvergiert, so konvergiert im anderen Raum die Folge
der mit den p, gleichen Punkten gegen den mit p gleichen Punkt und um-
gekehrt. Daraus folgt unmittelbar, dafi eine abgeschlossene bzw. offene
Menge eines Raumes R gleich ist einer abgeschlossenen bzw. offenen
Menge in jedem mit R gleichen Raum. Uberhaupt bleiben alle in den
vorangehenden Abschnitten angestellten Uberlegungen giiltig, wenn der
betrachtete Raum durch einen gleichen Raum ersetzt wird, der durch ein
gleichwertiges Mengensystem definiert ist, — so wie die Uberlegungen
iiber einen Punkt p, der durch eine gewisse auf p sich zusammenziehende
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Folge von Umgebungen aus dem den Raum definierenden System gegeben
ist, giiltig bleiben, wenn der Punkt p durch eine andere sich auf p zu-
sammenziehende Folge gegeben wird.

Es seien nun zwei (nicht notwendig gleiche) Riume R und R’ gegeben,
welche eineindeutig aufeinander abgebildet sind, worunter folgendes zu ver-
stehen ist: Die simtlichen Punkte von R und die simtlichen Punkte von
R’ entsprechen einander paarweise, wobei je zwei verschiedenen Punkten
des einen Raumes zwei verschiedene Punkte des anderen entsprechen. Ist
p ein Punkt von R, so bezeichnen wir den p entsprechenden Punkt von
R’ mit p’; dabei ist p der dem Punkt p” entsprechende Punkt von R, und es
folgt aus p = ¢ stets p” <= ¢’ und umgekehrt. Durch diese Abbildung von
R und R’ aufeinander werden auch die Teilmengen der beiden Raume paar-
weise einander zugeordnet: Der Teilmenge M von R entspricht die Menge
aller Punkte von R’, die einem Punkt von MM entsprechen; wir bezeichnen
diese Menge mit M’; ihr entspricht umgekehrt die Teilmenge M von R.

Wenn die vorliegende eineindeutige Abbildung der Riume R und R’
aufeinander so geartet ist, dafl fiir jede Teilmenge I von R jedem Punkt
p, der Hiufungspunkt von M ist, ein Punkt p’” von R’ entspricht, welcher
Hiufungspunkt der M entsprechenden Menge M’ ist, und wenn umgekehrt
jedem Haufungspunkt einer Teilmenge von R’ ein Hiufungspunkt der ent-
sprechenden Teilmenge von R entspricht, — dann heiflen die Riume R
und B’ homdomorph. Fiir die Hom6omorphie von R und R’ ist offen-
bar notwendig und hinreichend, daB jeder gegen einen Punkt p konver-
genten Punktefolge {p,} von R eine gegen den Punkt p’ konvergente Punkte-
folge {p.} in R’ entspricht und umgekehrt. Ist © das definierende Mengen-
system des Raumes R, ©" jenes des Raumes R’, welcher auf R eineindeutig
abgebildet ist, bezeichnet ferner ¥ das bei dieser Abbildung dem Mengen-
system & entsprechende Mengensystem in R” und ¥’ das dem System "
entsprechende Mengensystem in R, so ist fiir die Homdomorphie von R
und R’ offenbar notwendig und hinreichend, daf £ mit &’ und daB T’
mit & gleichwertig sei. Man iiberzeugt sich ferner miihelos davon, daf fiir
die Hombomorphie von R und R’ notwendig und hinreichend ist, daff jeder
abgeschlossenen bzw. offenen Teilmenge von R eine abgeschlossene bzw. offene
Teilmenge von R’ entspricht und umgekehrt. Auch zeigt man leicht, daf
einer kompakien Teilmenge eines Raumes B eine kompakte Teilmenge in
jedem mit B hom&omorphen Raum entspricht, — daB} einer auf den Punkt p
sich zusammenziehenden Umgebungsfolge in R eine auf den entsprechenden
Punkt p sich susammenziehende Umgebungsfolge und daher jedem wunbe-
grenzt feinen Uberdeckungssystem einer Teilmenge M von R ein unbegrenst
feines Uberdeckungssystem der entsprechenden Menge 1’ in jedem mit R
homéomorphen Raum entspricht.
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Wir haben im Abschnitt 4 (S. 22) betont, dafl wir zur Einfiihrung des
Begriffes des separabeln Raumes keine anderen Methoden als zur Einfiih-
rung der Zahlgeraden, des 2, des ¢, und der Teilmengen dieser Rdume ver-
wenden miissen. Immerhin scheint es zunichst, als ob der ¢, und seine
Teilmengen ganz spezielle Arten separabler Réume darstellen wiirden.
Wir wollen nun aber zeigen, daB jeder separable Raum mit einer Teil-
menge des kompakten @, homdomorph ist, daf§ also, abgesehen von Homoo-
morphien, die Teilmengen des ¢, die einzigen separabeln Riume sind.
Wir konnen dies auch dahin ausdriicken, dafl jeder separable Raum mit
einer Folge von gegen Null abnehmenden Koordinaten beschreibbar sei.
Wir beweisen also das

Theorem der Einbettbarkeit der separabeln Riume in den Q.. Ist
R ein separabler Raum, so existiert eine mit R homdomorphe Teilmenge des
kompalten Raumes Q.

Wir schicken dem Beweis voraus einen

Hilfssatz: Sind U(0) und U(1) swei offene Mengen des separabeln
Raumes R, fiir welche die Beziehung U(0) < U(1) gilt, so existiert eine fiir
Jjeden Punkt p des Raumes R definierte und stetige reelle Funktion f(p), so
daf3 gilt:

0 =f(p) <1 fiir jeden Punkt p von R,
) f(p) = O fiir jeden Punkt p von U(0),
f(p) =1 fiir jeden Punkt p, der nicht in U(1) enthalten ist.

Fiir die beiden offenen Mengen U(0) = U(i) und U(1)= U (2%) gilt.

voraussetzungsgemif die Beziehung U( )CC U( ) Wir wollen nun an-
nehmen, es sei fiir die ganze Zahl » und fiir jede ganze Zahl m, fiir die
0 = m < 27 gilt, eine offene Menge U ) derart definiert, daf aus m, < m,

stets U (m‘) & U(Zl,,’) folgt — und wollen unter dieser Annahme auch fiir

jede Zahl m/, fiir die 0 < m’ < 27+ gilt, eine offene Menge U(z‘“) kon-
struieren, so dafl aus m << m, stets U(;::l) - U( ;::1) folgt. Zu diesem

Zweck setzen wir, wenn m’ = 2m gilt, U (2" +1) =U (2,,) Wenn dagegen
m’ = 2m + 1 gilt, so betrachten wir die beiden abgeschlossenen und offen-

bar zueinander fremden Mengen ﬁ(;’ ) und B — U(m;,: 17) Nach dem Ko-

rollar aus dem allgemeinen Trennungssatz (S. 33) existieren zwei zuein-

ander fremde offene Mengen, die wir mit U(2 m+ l) und ¥ bezeichnen

gnt1

wollen, so dafl die Beziehungen gelten
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o () >0(), ae UEEE)>0(5),

b ¥>R—U("E)-

Aus a) und b) folgt mit Riicksicht auf die Fremdheit von ¥ und U(Z’;t—l),

daff Vzu U <2m,,) und daher (vgl. S. 30) zu U( ) fremd ist. Also gilt
o) e vfaE e o)

Die auf diese Weise bestimmten Mengen U( o +1) (0=m’ < 27+1) geniigen
offenbar unserer Behauptung.
Das bewiesene Verfahren gestattet, ausgehend von den beiden gegebenen

Mengen U(0) und U(1) fiir jede dyadisch rationale Zahl d = _ eine offene

Menge U(d) zu bestimmen, so daB aus d < d’ stets U(d) (C U (d") folgt.
Wir wollen die Menge aller dyadisch rationalen Zahlen zwischen O und 1
mit D bezeichnen. Ist p irgendein gegebener Punkt, so bezeichnen wir
die Menge aller Zahlen d’ von D, fiir welche der Punkt p in der Menge
U(d’) enthalten ist, mit D, und setzen D — D, = D}, so daB also D, die
Menge d” aller Zahlen von D ist, fiir welche p nicht in U(d”) enthalten
ist. Dabei ist die Menge D, dann und nur dann leer, wenn p nicht
in U(1) liegt, und es ist D dann und nur dann leer, wenn p in U(0)
liegt. Ist p irgendein gegebener Punkt, so gilt D = D, + Dj. Jede Zahl
von D, ist groBer als jede Zahl von D;. Wenn d’ eine Zahl von D, und
d’ > d’ gilt, so ist auch d’ eine Zahl von D,. Wenn d” eine Zahl von
Dy ist und d” < d” gilt, so ist auch d” eine Zahl von Dj. Fiir jeden
Punkt p des Raumes stellt also die Formel D = D, 4 D, einen Schnitt
in der Menge D, d. h. eine reelle Zahl zwischen O und 1 dar, welche wir
mit /(p) bezeichnen wollen. Ist fiir den Punkt p die Menge D, bzw. die
Menge D, leer, so setzen wir f(p) = 1 bzw. f(p) = 0. Dann ist die Funk-
tion f(p) fir jeden Punkt p des Raumes erklirt und geniigt den Bedin-
gungen (1) des Hilfssatzes. Zum Beweise dieses letzteren ist noch zu
zeigen, dafl fiir jeden Punkt p des Raumes die Funktion f(p) stetig ist,
d. h. daB fiir jede gegen p konvergente Punktfolge {p,} (k=1,2,...adinf.)
die Beziehung lim f(p,) = f(p) gilt, daB m. a. W., wenn irgendeine Zahl
& > 0 gegeben ist, fiir fast alle natiirlichen % die Beziehung gilt

(o) — (D) | <&

Der betrachtete Punkt p sei etwa durch die Folge { U,} (n=1,2,...adinf.)
von Mengen des den Raum R definierenden Systems & gegeben. Wir
bestimmen zum gegebenen & zwel positive Zahlen &' und ¢”, die < ¢ sind,
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derart, daf die Zahlen f(p) + & und f(p) — ¢” dyadisch rational sind, und
betrachten die den Punkt p enthaltende offene Menge

U + &) — T (ftp) — &),
die wir mit U, , bezeichnen wollen. [Dabei ist im Fall f(p) + & > 1
U{fp) + ¢)=U(), im Fall f(p) — "< 0 U(f(p) — ") =U(0).] Dap
in der offenen Menge U, , enthalten ist, existiert eine natiirliche Zahl #,
so daB Uz € U, , gilt. Fir jeden Punkt p der Menge U; gilt mithin

|A(P)—F(p)| <e.
Nun liegen aber, da nach Voraussetzung die Punkte p, gegen p konver-
gieren, fast alle Punkte p, in U;. Also gilt fiir fast alle Punkte p, die
Beziehung |f(p,) — f(p)| < & Damit ist auch die Stetigkeit von f und
mithin der Hilfssatz in allen Stiicken bewiesen.

Wir betrachten nun zum Beweise des Einbettungstheorems das abzihl-
bare den Raum R definierende Mengensystem &. Die Paare von Mengen
des Systems & bilden ebenfalls ein abzéhlbares System. Wir wollen spe-
ziell jene Paare U, ¥ von Mengen aus &, fiir welche U & V gilt, in eine
Folge {P,} (n=1,2,... ad inf) ordnen. Besteht das Paar P, aus
den Mengen U, V (U V), so bezeichnen wir mit f,(p) eine der nach
dem Hilfssatz im Raum definierbaren stetigen Funktionen, fiir welche
0 <f,(p) <1 in allen Punkten von R, f(p) = 0 in allen Punkten von U,
f(p) =1 in allen Punkten von R — V gilt. Wir setzen %fﬂ(p) = z,(p).
Auf diese Weise ist jedem Punkt p von R eine Folge reeller Zahlen
{z,(p)} (n=1,2,...ad inf) zugeordnet, wobei fiir alle Punkte p und
fiir jedes natiirliche » die Beziehung gilt 0 < z,(p) < 71L Jedem Punkt
p von R entspricht mithin ein Punkt des ¢,, nimlich der Punkt p" mit
den Koordinaten z,(p), #y(p), ..., 2,(p) ...

Es sei nun p irgendein Punkt von R und V(p) irgendeine Umgebung
von p aus S. Dann existiert eine Umgebung U(p) ¥V (p) und das Mengen-
paar U(p), V(p) kommt in der Folge P, vor. Es sei etwa identisch mit P,.
Es ist dann offenbar f,(p) = z,(p) =0, wiahrend fiir jeden Punkt, der

nicht in ¥(p) enthalten ist, %f}‘( p) = x(p) = %— ist. Fiir jeden Punkt ¢
von R —V(p) unterscheidet sich also 2,(q), die kte Koordinate des Punktes g,
von z,(p) um % Daraus geht erstens hervor, daf fiir je zwei verschiedene

Punlite p und q von R die ihnen im Q, entsprechenden Punkte p’ und ¢’ ver-
schieden sind. Denn wenn p == g gilt, so existiert eine Umgebung U(p), die
den Punkt ¢ nicht enthilt, und es gibt daher eine natiirliche Zahl &, so daf§

sich die kten Koordinaten der Punkte »" und ¢’ um »]10— unterscheiden. Zwei

Punkte des @, sind aber dann und nur dann identisch, wenn fiir jedes
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natiirliche #n ihre nten Koordinaten iibereinstimmen. Zweitens ergibt sich
aus dem Bewiesenen: Ist der Punkt p’ des Q, Grenspunkt der Punkte
{p.}(n=1,2,... ad inf) des @, und ist p’ der dem Punkt p von R, p, der
dem Punkt p, von B zugeordnete Punkt, so ist p Grenspunkt der Punlt-
folge {p,} (n=1,2,...ad inf). Wire p nicht Grenzpunkt der p,, so
existierte eine Umgebung U(p), so daf alle Punkte einer abzihlbaren Teil-
folge {p; } (n=1,2,...adinf) der Folge {p,} in B— U(p) ligen. Dann
wiirden sich aber der obigen Bemerkung zufolge fiir eine gewisse natiir-
liche Zahl % die kten Koordinaten aller Punkte der Folge {p;,} von der

kten Koordinate von p um 71; unterscheiden, im Widerspruch zur An-

nahme, dafi p’ Grenzpunkt der Folge {p,} und daher auch der Folge
{pin} ist.
Ist umgekehrt der Punkt p von R Grenzpunkt der Punktfolge

{p,}J(n=1,2,...adinf),

so ist der dem Punkt p entsprechende Punkt p” von @, Grenzpunkt von
der Folge { . } der den Punkten p, entsprechenden Punkte des @,. Danim-
lich fiir jedes k& die Funktion ,(p) in p stetig ist, so folgt aus hm np,=p

fiir jedes natiirliche & die Bez1ehung lim xk(pn) z,(p), d. h. die Punkte v,

haben den Punkt p” zum Grenzpunkt

Es ist also gezeigt: Jedem Punkt des separabeln Raumes B entspricht
ein Punkt von @,. Verschiedenen Punkten von R entsprechen verschiedene
Punkte von @,. Bezeichnet R’ die Menge aller Punkte von @, welche
irgendeinem Punkt von R entsprechen, so besitzt die Punktefolge {p, )
von R dann und nur dann den Punkt p als Grenzpunkt, wenn die
entsprechende Folge {p,} von Punkten der Menge R’ den p entsprechen-
den Punkt p” zum Grenzpunkt hat. Damit ist gezeigt, dal R mit der
Teilmenge R’ des @, hom&omorph ist, womit der Einbettungssatz be-
wiesen ist.

Es ist zu bemerken, daf jede Betrachtung der mit einem separabeln
Raum R homdomorphen Teilmengen R’ von @, nichts anderes ist als
eine Betrachtung von R selbst mit geeigneter Benennung der Punkte von R,
indem man nimlich jeden Punkt von R in gewisser Weise durch eine
Folge reeller Zahlen (Koordinaten) bezeichnet.

Wir leiten nun aus dem bewiesenen Theorem einige fiir das Folgende
wichtige Konsequenzen her, zunichst das

Theorem von den ausgezeichneten Doppelfolgen. Ist M eine Tecilmenge
eines separabeln Raumes, W cin unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von
M, bestehend aus in M offenen Mengen, dann enthdlt Wl ein System
{Uk}y(kyn=1,2,...ad inf) von Mengen mit den Ligenschafien:
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1. Zu jedem Punktp von M und fiir jedes natiirliche k existiert (mindestens)
eine natiirliche Zahl n,, so daf3 p in der Menge U,fk enthalten ist.

2. Ist v={n}(k=1,2,...adinf.) eine Folge von natiirlichen Zahlen,
so haben die Mengen {U;}(k=1,2, ... ad inf) entweder einen leeren
Durchschnitt oder sie ziehen sich auf einen Punkt zusammen.

Wir nennen ein derartiges Mengensystem { U¥} (k,n =1, 2,...ad inf.)
eine himsichilich M ausgezeichnete Doppelfolge.

Zugleich mit diesem Theorem beweisen wir das folgende, welches eine
Verschirfung des vorigen fiir kompakte Mengen ausspricht:

Theorem von den erzeugenden Doppelfolgen kompakter Mengen.
Ist M eine kompakte Menge, 1 ein unbegrenzt feines Uberdeckungssystem
von M, bestehend aus in M offenen Mengen, dann enthdlt N ein System
{ Uk} von Mengen mit den Ligenschaften:

1. Zu jedem Punkt p von M wund fir jedes natiirliche k existiert (min-
destens) eine natiirliche Zahl n,, so daf3 p in der Menge U,’fk enthalten ist.

2. Ist fiir den Punktp von M {m,} (k=1, 2, ... ad inf.) eine Zahlen-
folge derart, daf jede Umgebung von p mit fast allen Mengen der Folge
{Uh) (k=1, 2, ... ad inf) nichtleere Durchschnitte hat, dann sind in
jeder Umgebung von p fast alle Mengen U,’i.k enthalten.

3. Fiir jedes natiirlicke k sind fast allevon den Mengen UF (n=1,2,...adinf.)
leer.

Ein Mengensystem U} dieser Art nennen wir eine M erzeugende Doppel-
folge. Wir werden ferner gelegentlich davon Gebrauch machen, daB jedes
unbegrenzt feine Uberdeckungssystem 11 von M eine M erzeugende Doppel-
folge enthilt, welche folgender Bedingung geniigt:

2. Ist {n,}) (k=1,2,...adinf) eine Folge natiirlicher Zahlen, so daf3
tiir jedes k die Mengen Uj und U'fkt-ll einen nichtleeren Durchschnitt haben,
so0 konvergieren die Mengen { U,fk} (k=1,2,...adinf) gegen einen Punkt
von M.

Die Bedingung 2. fiir erzeugende Doppelfolgen kann offenbar auch
so ausgesprochen werden: Gehort der Punkt p fiir eine Zahlenfolge
{m,}) (k=1,2,...ad inf) der Menge }‘im Un, an, dann konvergiert die

DMengenfolge | U,ﬁk} (k=1,2, ... ad inf.) gegen den Punkt p.

Wir bemerken noch, daB sowohl fiir ausgezeichnete als auch fiir er-
zeugende Doppelfolgen die Bedingungen 1. und 2. zusammen die folgende
Bedingung ergeben:

Zu jedem DPunkt p von DM existiert (mindestens) eine Folge vonm
natiirlichen Zahlen {n,} (=1, 2, ... ad inf.), so daf die Mengen
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{Ur} (k=1,2,...ad inf) den Punkt p enthalten und sich auf ihn zu-
sammenziehen.

Eine erzeugende Doppelfolge ist offenbar zugleich eine ausgezeich-
nete Doppelfolge. Denn die Forderung 1. an eine ausgezeichnete Doppel-
folge ist mit der Forderung 1. an eine erzeugende identisch und die Eigen-
schaft 2. einer erzeugenden Doppelfolge impliziert die Eigenschaft 2. einer
ausgezeichneten. Ist nimlich {Ur} (¢=1, 2, ... ad inf.) eine Folge von
Mengen einer erzeugenden Doppelfolge mit nichtleerem Durchschnitt, so

hat, wenn p ein Punkt von H U,, ist, jede Umgebung von p mit allen

Mengen U,{‘ einen mchtleeren Durchschmtt also konvergieren die Mengen
{U*} gegen p. Ihr Durchschnitt muf} also der Punkt p sein, auf den sich
die Mengen { U,fk} zusammenziehen. Hingegen kann, wenn M eine nicht-
kompakte Menge ist, sehr wohl fiir eine Folge { U } (k=1, 2, ... ad inf))
von Mengen einer hinsichtlich M ausgezeichneten Doppelfolge fiir jedes k&
die Menge Uy - U,{‘k++‘1 Punkte enthalten, ohne daf die Mengen { U} } gegen
einen Punkt von M konvergieren; ja, es kann fiir jedes k die Beziehung

Uit < U" gelten und dennoch der Durchschnitt ﬂ U F leer sein.

LTS

Wir beweisen die Theoreme zunichst unter der Voraussetzung, dafl M
Teilmenge des @, ist. Auf jeden Punkt von @, zieht sich dann eine Folge
von Kugeln des @, zusammen. Insbesondere ist jeder Punkt von M fiir

jede gegebene natiirliche Zahl & in einer Kugel des ¢, mit dem Radius 710—

(vgl. 8. 14) enthalten. Da 11 als unbegrenzt feines Uberdeckungssystem
von M vorausgesetzt ist, existiert zu jedem Punkt p von M eine p ent-
haltende in M offene Menge U,(p) des Systems U, die Teil einer Kugel

des @, mit dem Radius —]lb— ist. Wir ordnen jedem Punkt p von M eine

derartige Menge U,(p) zu. Nach dem Uberdeckungstheorem fiir Teil-
mengen separabler Riume existieren unter den so bestimmten Mengen des
Systems U abzihlbarviele, die M iiberdecken. Wir ordnen dieselben in
eine Folge, die wir mit { U¥} (n =1, 2, ... ad inf.) bezeichnen. Ist speziell
M eine kompakte Menge, so kénnen dem Uberdeckungstheorem fiir kom-
pakte Mengen zufolge fast alle Mengen der Folge { U¥} (n=1,2,...adinf.)
als leer angenommen werden. Wir bilden nun fiir jede natiirliche Zahl
k=1,2,...ad inf. eine derartige Mengenfolge U* (n =1, 2, ... ad inf)
und erhalten so ein Mengensystem { U}, welches, falls M kompakt ist,
der Forderung 3. des zweiten Theorems geniigt.

Das System { U*}(k,n =1, 2, ... ad inf.) der so erhaltenen Mengen ge-
niigt den Forderungen 1. und 2. Sei nimlich erstens p irgendein Punkt von M.

Fiir jede natiirliche Zahl & gilt M C 3 U}; fiir jedes natiirliche % existiert
n=1
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also (mindestens) eine natiirliche Zahl n,, so daf p in U, enthalten ist.
Es ist auch die sweite Forderung des ersten Theorems erfiillt. Sei in der
Tat {n,} (k=1, 2, ... ad inf) irgendeine vorgelegte Folge natiirlicher

Zahlen, fiir welche der Durchschnitt ﬂ U, nichtleer ist, also (min-

destens) einen Punkt p enthilt. Wir haben zu zeigen, daB die Mengen
{U:} (k=1,2,... ad inf) sich auf den Punkt p zusammenziehen. Ist
der Punkt p etwa durch die Folge {V;} (j=1, 2, ... ad inf)) von
Kugeln des R, gegeben, so besagt diese Behauptung, dafl jede Kugel
V; fast alle von den Mengen U} (k=1,2,...ad inf) als Teil enthilt.
Dies folgt aber daraus, dafl jede Menge Uy ihrer Bestimmung zufolge Teil

einer Kugel des @, mit dem Radius % ist. Aus der letzteren Tatsache er-
gibt sich zugleich, dafi eine Mengenfolge { U} } gegen jeden Punkt der

Menge hm U" (vgl. S.28) konvergiert, so dab also die Menge hm U;,

hochstens einen Punkt enthalten kann. Einen Punkt von M enthalt dlese
Menge aber wegen der Kompaktheit von M sicher. Fiir kompaktes M er-
filllt also das Mengensystem {U*} auch die Forderung 2. des zweiten
Theorems, womit die beiden Theoreme, falls M eine Teilmenge des @, ist,
in allen Stiicken bewiesen sind. Wihlen wir fiir jeden Punkt p von M
als U,(p) eine p enthaltende Menge von U, welche Teil einer Kugel des

@, mit dem Radius ]?1,— (nicht blof einer Kugel mit dem Radius %) ist, so

geniigt im Falle der Kompaktheit von M die so wie oben hergestellte
Doppelfolge { U*} offenbar auch der Bedingung 2",

Nach dem Theorem von der Einbettbarkeit einer Teilmenge eines be-
liebigen separabeln Raumes in den @, ist damit der Satz zugleich fiir
Teilmengen beliebiger separabler Riume bewiesen. In der Tat, wenn M
eine Teilmenge eines beliebigen separabeln Raumes ist, so bestimmen wir
zunichst, was nach dem Einbettungssatz mdglich ist, eine mit M homdo-
morphe Teilmenge M’ des @,. Dann und nur dann, wenn M kompakt ist,
ist auch M’ kompakt. Einem vorgelegten unbegrenzt feinen Uberdeckungs-
system von M bestehend aus in M offenen Mengen, entspricht bei der
Abbildung von I auf M’ (vgl. 8. 56) ein unbegrenzt feines Uberdeckungs-
system 0" von M, bestehend aus in M’ offenen Mengen. Das System
W enthilt dem Bewiesenen zufolge eine hinsichtlich M’ ausgezeichnete
Doppelfolge { U} (k,» = 1,2, ... ad inf.), welche, falls M’ kompakt ist,
als M’ erzeugend angenommen werden kann. Bezeichnen wir mit U} die
Teilmenge von M, welche bei der Abbildung von M auf M’ der Menge U *
entspricht, so bestitigt man leicht, daB das System { U} (k,n=1,2,... ad inf.)
eine hinsichtlich M ausgezeichnete Doppelfolge von in M offenen Mengen
des Systems U ist. Denn einer auf einen Punkt sich zusammenziehenden
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Umgebungsfolge eines Raumes entspricht in einem homdomorphen Raum
die auf den entsprechenden Punkt sich zusammenziehende Folge der ent-
sprechenden offenen Mengen. Ist M speziell kompakt, so ist zugleich mit
{U,*} die Doppelfolge {U*} (K, n=1, 2, ... ad inf) erzeugend. Damit
sind die Theoreme bewiesen.

Ist M eine gegebene Teilmenge eines separabeln Raumes, 11 ein vor-
gelegtes unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von M, so ist jede hin-
sichtlich M ausgezeichnete Doppelfolge von Mengen des Systems U offen-
bar ein abziihlbares unbegrenzt feines Uberdeckungssystem von M. In dem
Theorem von den ausgezeichneten Doppelfolgen ist daher folgender Satz
enthalten, der fiir zahlreiche Anwendungen ausreichend ist und den wir
wegen seiner Analogie mit dem Uberdeckungstheorem fiir Teilmengen
separabler Riume bezeichnen als

Verfeinertes Uberdeckungstheorem fiir Teilmengen separabler Riume.
Ist M eine Teilmenge eines separabeln Raumes, 1 ein unbegrenzt feines
Uberdeckungssystem vom M, so enthilt 1 ein abzihlbares unbegrenzt feines
Uberdeckungssystem von M.

Wir beweisen nun folgende

Bemerkung iiber erzeugende Doppelfolgen. Ist { Uk} eine erzeugende
Doppelfolge der Lompakten Menge A und Wl irgendein Uberdeckungssystem
von A, so ist fiir alle hinreichend grofen k jede der Mengen Ut (n=1,2,...)
in einer Menge von U als Teil enthalten.

Wir bezeichnen der Kiirze halber eine Menge der Doppelfolge { U%},
welche in keiner Menge des vorgelegten Systems 1 als Teil enthalten ist,
als #u grof3 und wollen zeigen: Unter den Mengen der Doppelfolge sind
hochstens endlichviele zu grof. Wir machen nimlich die Annahme A, die
Doppelfolge enthielte unendlichviele zu groBe Mengen, und leiten aus ihr
einen Widerspruch her. Wegen Eigenschaft 3. der erzeugenden Doppel-
folge ergibt sich aus A fiir jedes natiirliche & die Existenz einer Zahl
4, > k und einer Zahl m,, so daB die Menge Ut zu groB ist. Wir wihlen
fiir jedes natiirliche % einen Punkt p, von Uk . Es existiert ein Punkt p
von M, so daB jede Umgebung von p fiir unendlichviele & den Punkt p,
enthilt. [Dieser Forderung an p geniigt, falls die Menge P der Punkte
p (k=1,2, ... ad inf.) endlich ist, ein Punkt von p und, falls P un-
endlich ist, ein wegen der Kompaktheit von JM existierender Hiaufungs-
punkt von P.] Jede Umgebung von P hat mit fast allen Mengen einer
Teilfolge von { Uk} nichtleere Durchschnitte, inshesondere auch eine p
enthaltende Menge U von . Nach Eigenschaft 2. der erzeugenden Doppel-
folge sind dann aber unendlichviele von den Mengen { U } in U als
Teil enthalten, wihrend jede dieser Mengen zu groB sein soll. Die An-
nahme A fithrt also zu einem Widerspruch.
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Das Analogon zu der bewiesenen Bemerkung iiber erzeugende Doppel-
folgen fiir ausgezeichnete Doppelfolgen ist unrichtig. Bezeichnet etwa M
das um den Punkt O verminderte Intervall [— 1, 4- 1] des R,, so kann
man leicht eine hinsichtlich M ausgezeichnete Doppelfolge { U* } von in
M offenen Mengen angeben, fiir welche fiir £ =1, 2, ... ad inf. unter den

Mengen UF (n =1, 2,...) das offene Intervall (— %, + 71:) vorkommt.

Bezeichnet dann 11 das Uberdeckungssystem von M, bestehend aus den
beiden Intervallen (— 2, 0), (0, + 2), so enthilt die ausgezeichnete Doppel-

folge { U*} fiir jedes k eine zu grofie Menge U, da das Intervall (—%, + %)
in keiner der beiden Mengen von U als Teil enthalten ist.

Hingegen existiert zu jedem separabeln Raum I eine ausgezeichnete
Doppelfolge, welche die Eigenschaft 3. der erzeugenden Doppelfolgen be-
sitzt, d. h. fiir jedes & fast nur leere Mengen des kten Schrittes enthilt.
Eine solche ausgezeichnete Doppelfolge, die wir finif nennen wollen, er-
hilt man, indem man eine mit 2 homdomorphe Teilmenge R’ des @, und
das System der Durchschnitte von R’ mit einer erzeugenden Doppelfolge
des @, bildet. Das System der mit diesen Mengen homSomorphen Teil-
mengen von R ist eine finite ausgezeichnete Doppelfolge. Nicht immer
méglich ist es jedoch, aus einem unbegrenzt feinen Uberdeckungssystem
eines separabeln Raumes eine finite erzeugende Doppelfolge herauszugreifen,
wie man erkennt, wenn man als Raum die Menge aller Punkte des R,
mit ganzzahliger Koordinate und als unbegrenzt feines Uberdeckungssystem
das System aller einpunktigen Mengen dieses Raumes betrachtet.

Im Zusammenhang mit dem Satz von den ausgezeichneten Doppelfolgen
moge hier noch eine (im folgenden iibrigens nirgends verwendete) Be-
merkung iiber eine besondere Klasse von Mengen eingeschaltet werden.

Setzt man in einer hinsichtlich M ausgezeichneten Doppelfolge
{UF) (k,n=1,2,...adinf)

Upryeoom = Ul Uy T,
so besitzt das so definierte Mengensystem
{ Umz_, "k} (ny, g, ...0n,k=1,2,...adinf),
wie sich aus den Eigenschaften der M erzeugenden Doppelfolge { U%}
unmittelbar ergibt, die folgenden Eigenschaften:

1. Jeder Punkt p von M ist fiir eine Folge v={n,} (k=1,2,...adinf)

von natiirlichen Zahlen identisch mit der Menge
D,=1,- /A

2. Fiir jede Folge v= {n,} (k=1,2,...ad inf.) von natiirlichen Zahlen

enthilt die Menge D,=U, -U,, ---U, -+ hochstens einen Punkt.

"x"z' BNy e Ny

Menger, Dimensionstheorie 5

.o
LORCY



66 I. Einfithrung in die mengentheoretische Geometrie

Dabei ist natiirlich durchaus moglich, daB fiir eine Folge
v={n}(k=1,2 ... adinf)
von natiirlichen Zahlen, die simtlichen entsprechenden Mengen

Upy Uprr -+ U

n Ny ANy eemy )ttt
nichtleer, ihr Durchschnitt D, jedoch leer ist. Auch ist es moglich, daf}
fiir eine Zahlenfolge » der Durchschnitt D, nichtleer ist, also einen Punkt
enthilt, aber einen nicht zu A gehorigen Punkt von R. Geniigt das
Mengensystem { U, } aufler den Bedingungen 1. und 2. der beson-
deren Bedingung.

2. Fiir jede Folge v={n,} (k =1, 2, ... ad inf.) von natiirlichen Zahlen,
fiir welche alle entsprechenden Mengen U,,l,,z,.,"k (k=1,2,... ad inf)
nichtleer sind, ist die Menge D, nichtleer und besteht aus einem Punkt
von M, dann heifit das Mengensystem (U, ,, ..., | ein die Menge M er-
zeugendes Verzweigungssystem. Eine Menge, zu welcher ein sie erzeugendes
Verzweigungssystem existiert, heifit analytisch oder auch kurz eine (A4)-
Menge.

Es gilt, wie hier ohne Beweis bemerkt werden moge, der Satz, daB jede
kompakte oder halbkompakte Menge analytisch ist, daf also insbesondere
jede abgeschlossene Teilmenge und jedes Teil-F, eines kompakten oder
halbkompakten Raumes eine (4)-Menge ist. Allgemein gilt das Theorem,
dafl jede Borelsche Teilmenge eines kompakten Raumes analytisch ist und
daf3 in einem kompakten Raum R eine analytische Menge A dann und nur
dann Borelsch ist, wenn auch ihr Komplement A — R analytisch ist. Dabei
existieren analytische Mengen, die nicht Borelsch sind.

Nach diesen Zwischenbemerkungen ziehen wir aus dem Satz von den
ausgezeichneten Doppelfolgen einige Konsequenzen: Wir haben oben (8. 27)
die triviale Tatsache erwihnt, daB jede abgeschlossene Menge ein F, und
daB jede offene Menge ein Gy ist. Wir konnen nun auch zeigen, daf in
einem separabeln Raum jede abgeschlossene Menge ein G4 und jede offene
Menge ein F, ist. Offenbar geniigt es, eine dieser beiden Behauptungen
nachzuweisen; die andere ergibt sich dann durch Komplementbildung.
Um etwa zu zeigen, daff die abgeschlossene Menge A ein G ist, betrachten
wir eine den Raum erzeugende Doppelfolge { Ut} (k,n =1,2...adinf)
von offenen Mengen. Wir bezeichnen nun mit U*(4) die Summe aller jener
Mengen der Folge { Ut} (n=1,2,... ad inf.), welche mit 4 Punkte gemein

haben. Dann gilt offenbar 4 C J/ U*(A). Es gilt aber auch [/ U*(4) A4;
k=1 k=1

17t Ay

denn ist p irgendein Punkt von JJ U*(A), dann existiert eine Folge
k=1 ©

{n,)(k=1,2,...adinf) von natiirlichen Zahlen, so daB (p)=// U 4
k=1



9. Zum AbschluB der einfiihrenden Betrachtungen 67

ist, wobei jede dieser Mengen U* mit 4 einen Punkt gemein hat. Be-
trachten wir einen Punkt p, der Menge 4 - U? ,» 50 sehen wir, daf p Grenz-
punkt der Punktefolge {p,} (k=1,2,.. . ad inf ) ist. Also ist p, da die
Punkte p, zu 4 gehoren, Hiufungspunkt der Menge 4 und mithin, da A4

abgeschlossen ist, Punkt von 4. Damit ist die Beziehung H U¥4) C 4
und dadurch die Identitit von 4 mit dem Durchschnitt emer abzihlbaren
Folge von offenen Mengen bewiesen.

Aus dem bewiesenen Satz ergibt sich folgende oft verwendbare Be-
merkung: Die Differenz zweier in einer Menge M abgeschlossener Mengen
ist etn I, in M. Sei ndmlich A eine in M abgeschlossene Menge, B eine
in M abgeschlossene Teilmenge von A4, dann ist B auch in 4 abgeschlossen
(vgl. 8. 26), also ist die Menge A — B in A offen, d. h. Durchschnitt von
A und einer offenen Menge U. Nach dem Bewiesenen ist U ein F, also
ist A— B Durchschnitt der in M abgeschlossenen Menge 4 und eines F',,
d. h. ein F, in M, wie behauptet.

Bildet man mit der vorhin verwendeten Folge U*(4) die Mengenfolge

U.4)= [[ Ui(4) (k=1,2,... ad. inf)), so hat man eine monoton ab-
nehmende Folge von offenen Mengen mit dem Durchschmtt A. Mit Riick-

sicht auf die Abgeschlossenheit der Menge H U,(4) zeigt man leicht,
© k=1
daB auch [/ U,(4)= 4 gilt, und kann also sagen: Zu jeder abgeschlossenen
k=1

Menge A eines separabeln Raumes existiert eine monoton abnehmende Folge
von Umgebungen {U,(A)}, so dap A= [[U,(4) gilt.
k=1

Nebenbeibemerkt kann man, falls A4 kompakt ist, von der Folge
{ U,(4)} behaupten, daB sie sich auf A zusammenzieht. Ist U(A4) irgend-
eine vorgelegte Umgebung von 4, so gilt fiir fast alle £ die Beziehung
U,(4) C U(4). Fir nichtkompaktes 4 gilt die letztere Behauptung nicht
notwendig. Liegt etwa als Raum der E,, die Cartesische Ebene, zugrunde
und bezeichnet 4 die Gerade z = 0, so gilt fiir die Folge der Mengen

{U,(4)}, wo U, (A) die Menge aller Punkte mit — - < y<- L bezeichnet,

die Beziehung 4 = [ 1 U,(4), aber die Folge zieht sich nicht auf 4 zu-

sammen denn es 1st Z. B die Ebene vermindert um die Punkte der Hyperbel
Y= 5— eine Umgebung von A4, welche keine der Mengen U,(4) als Teil
enthilt.

Aus dem Satz von den erzeugenden Doppelfolgen ergibt sich noch eine
fir das Folgende wichtige Tatsache. Ist I ein separabler Raum, der
5#
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etwa erklirt ist durch das definierende System &, und ist 8 ein System
von offenen Mengen von R, so bezeichnen wir mit Ry die Menge aller
Punkte von R, zu denen beliebig kleine Umgebungen des Systems 8
existieren, und nennen die Menge Ry auch den Gleichwertigkeitsteil von
R in bezug auf das System B. Die Benennung findet ihre Rechtfertigung
in der leicht beweisbaren Tatsache, dafl die gréfte Teilmenge M von R,
fiir welche das System der Mengen V-, wo V irgendeine Menge aus B
bezeichnet, mit dem die Menge M definierenden System &, gleichwertig
ist, eben mit der Menge Ry identisch ist. Es gilt nun folgendes

Theorem iiber Gleichwertigkeitsteile. Ist R ein separabler Raum,
B irgendein System von offenen Mengen, so ist der Gleichwertigkeitsteil Ry
von R in bezug auf B e Gy.

Zum Beweis betrachten wir irgendeine hinsichtlich des Raumes R aus-
gezeichnete Doppelfolge { UF} (k, =1, 2, ... ad inf.) von offenen Mengen.
Wir bezeichnen fiir jedes natiirliche ¥ mit 7* die Menge aller Punkte von R,
die enthalten sind in irgendeiner Menge von B, die Teilmenge von einer
der Mengen {U*} (n =1, 2,... ad inf.) ist. Fiir jedes natiirliche % ist die
Menge V* offen. Denn wenn der Punkt p in V* liegt, so liegt er in einer
Menge V des Systems B, die Teil einer Menge Ul (n =1, 2, ... ad inf.)
ist. Dann liegen aber auch alle Punkte einer Umgebung von p, nimlich
alle Punkte von 7, in V* denn sie alle sind in einer Menge von B ent-
halten, die Teilmenge einer Menge U} (n =1, 2, ... ad inf.) ist, niimlich
in V. Also ist fiir jedes natiirliche & die Menge V* offen, und mithin ist

die Menge D = J] V* ein G,
k=1

Wir wollen zeigen, daB Ry = D gilt. FErstens gilt D C Rg. Ist nim-
lich p ein Punkt von D, so ist p fiir jedes natiirliche % in V* enthalten;
es existiert also fiir jedes natiirliche % eine p enthaltende Menge V,(p) des
Systems B, die Teil einer Menge U* (n = 1, 2, ... ad inf.) ist. Es existiert
also eine Folge { V,(p)} (k=1,2,...ad inf.) von p enthaltenden Mengen
aus B und eine Zahlenfolge {n,} (k= 1,2,...ad inf)), so daB fiir jedes
natiirliche k die Beziehung gilt V,(p) C U} . Da { Uf} (k,n=1,2,...adinf)
nach Voraussetzung eine ausgezeichnete Doppelfolge ist, ziehen sich die
Mengen {U}} (k=1,2,...adinf), da ihr Durchschnitt p enthélt und
daher nichtleer ist, auf einen Punkt, d. h. auf p, zusammen. Die Mengen
(Vi(p)} (¢ =1,2,... ad inf) ziehen sich, als Teilmengen der U}, erst
recht auf p zusammen. Also ist der Punkt p von D in Rg enthalten. —
Sei zweilens p ein Punkt von Rg. Da die {U*} (k,n=1,2,... ad inf)
eine ausgezeichnete Doppelfolge bilden, existiert eine Zahlenfolge

{(n,) (=1,2,...ad inf),
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so daf die Mengen { Uy } (k= 1, 2, ... ad inf) sich auf p zusammenziehen.
Da p als Punkt von Rg vorausgesetzt ist, existiert im System V fiir jedes
natiirliche % eine p enthaltende Menge V,(p) C Uy . Also ist p fiir jedes
natiirliche % Punkt von 7* und daher Punkt von D). Es gilt mithin auch
Rg C D, also ist die Identitit von Rg mit der Gg-Menge D und damit das
Theorem von den Gleichwertigkeitsteilen bewiesen.

Wir schalten hier noch eine im folgenden gelegentlich verwendete
Tatsache ein. Wenn E irgendeine Eigenschaft ist, die fir die ab-
geschlossenen Teilmengen eines Raumes definiert ist, dann heifit eine ab-
geschlossene Menge A hinsichtlich der Eigenschaft E irreduzibel, wenn
A die Eigenschaft E besitzt, dagegen leine echie abgeschlossene Teilmenge
von A die Eigenschaft E besitzt. Betrachten wir z. B. fiir die abgeschlossenen
Teilmengen des K, die Eigenschaft, nichtleer zu sein, so sehen wir, daf}
jede genau einen Punkt enthaltende Menge hinsichtlich dieser Eigenschaft
irreduzibel ist, dafl dagegen keine mehr als einen Punkt enthaltende Menge
hinsichtlich dieser Eigenschaft irreduzibel ist. Nicht hinsichtlich jeder
Eigenschaft I existieren irreduzible Mengen. Z. B. gibt es offenbar keine
Menge des R,, welche irreduzibel wire hinsichtlich der Eigenschaft, ein
rationales Intervall des B, als Teilmenge zu enthalten. Es gilt nun das
folgende

Reduktionstheorem. Wenn in einem kompakten Raum R eine Eigen-
schaft E der abgeschlossenen Teilmengen definiert ist, so dap fiir jede Folge
{4} (k=1,2,...ad inf.) von abgeschlossenen Mengen mit der Eigenschaft

E auch die abgeschlossene Menge H A, die Eigenschaft I besitzt, dann

existiert eine abgeschlossene hmswhthch der Eigenschaft E irreduzible Teil-
menge von R.

Zum Beweis betrachten wir eine den Raum I erzeugende Doppelfolge
{U*} (kyn=1,2, ... ad inf.). Fiir jede natiirliche Zahl k existiert eine
Zahl n,, so dafl alle Mengen U}, wenn n > n, ist, leer sind. Wir wollen
nur die Mengen {Uf} (n<m, k=1,2,... ad inf)) der erzeugenden
Doppelfolge betrachten. Ist M eine abgeschlossene Teilmenge von I,
welche die Eigenschaft E besitzt, so bezeichnen wir mit d, (M) die An-
zahl jener Mengen U}, U}, ..., U}, welche mit M Punkte gemein
haben. Jedenfalls ist 0 < d, (M) < n,. Wir bezeichnen mit A, eine der
Mengen mit der Eigenschaft E, fiir welche d,(4,) den kleinstmdglichen
Wert annimmt, eine Menge also, fiir welche, wenn M irgendeine ab-
geschlossene Menge mit der Eigenschaft E bezeichnet, die Beziehung gilt
d,(A4)) < d,(M). DaB eine solche Menge 4, existiert, folgt daraus, daB die
Funktion d, nur endlichviele Werte annimmt, ndmlich hchstens die n,4-1
Werte 0,1, 2, ..., »,. Nehmen wir an, es sei bereits eine abgeschlossene
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Menge A,_, bestimmt. Ist M eine abgeschlossene Teilmenge von A,_,,
welche die Eigenschaft F besitzt, so bezeichnen wir mit d (M) die Zahl jener
Mengen U}, Uy, ..., Uy, welche mit M Punkte gemein haben. Es ist
offenbar jedenfalls 0 < d,(M)<mn, Mit 4, bezeichnen wir eine der (sicher
existierenden) abgeschlossenen Teilmengen von A4, ,, welche die Eigen-
schaft E besitzt und fiir die d,(M) den kleinstmoglichen Wert annimmt,
so daB also fiir jede abgeschlossene Teilmenge M von A4, ,, welche die
Eigenschaft E besitzt, die Beziehung 0 < d,(4,) < d, (M) gilt. Wir
konnen durch dieses Verfahren, von der Menge A, ausgehend, fiir jedes
natiirliche % eine abgeschlossene Menge A, mit der Eigenschaft E kon-
struieren und wollen fiir die so definierte Mengenfolge

{4,) (k=1,2,... ad inf)
die Menge A = J[ A, betrachten. Als Durchschnitt einer Folge von ab-
k=1

geschlossenen Mengen mit der Eigenschaft F besitzt auch die Menge 4
auf Grund der Voraussetzung iiber die Eigenschaft I diese Eigenschaft.
Es sei nun 4’ irgendeine vorgelegte echte abgeschlossene Teilmenge von 4.
Da A’ eine echte Teilmenge von A sein soll, ist die Menge A — A’ nicht-
leer und enthilt also einen Punkt p. Da {U*} eine den Raum er-
zeugende Doppelfolge ist, existiert zu diesem Punkt p eine Folge

{m,} (k=1,2,... ad inf.)

von natiirlichen Zahlen, so daB (p) = JJ U} gilt. Da p in der ab-
L1 Ymy & b

geschlossenen Menge A’ micht enthalten ist, existiert eine Umgebung
U(p) € R — A’ und daher eine natiirliche Zahl £, so da Uy < B— 4’
gilt. Die Menge A’ ist also fremd zu mindestens einer der Mengen
Ut (n=1,2,...n), deren Durchschnitt mit 4 und daher mit A, nicht-
leer ist, nimlich zur Menge U;’lk, die mit 4, den Punkt p gemein hat.
Da A’ Teilmenge von A und daher von 4, ist, gilt also d,(4") < d,(4,).
Nun war 4, so gewihlt, daB fiir jede abgeschlossene Teilmenge M von
A,_, mit der Eigenschaft I die Beziehung gilt d,(4,) < d,(M). Folg-
lich kann die abgeschlossene Menge A4’ nicht die Eigenschaft E besitzen.
Damit ist gezeigt, daf keine echte abgeschlossene Teilmenge von 4 die
Eigenschaft E besitzt, dah mit anderen Worten die Menge A eine hinsicht-
lich der Eigenschaft E irreduzible Menge ist, womit das Reduktionstheorem
bewiesen ist.

Die Einfiihrung des allgemeinen Raumbegriffes ist, wie (S. 22) erwihnt,
der abstrakte Kern jener Einfilhrung der Zahlgeraden, der Cartesischen
Riume und des @, welche ihren Ausgang nimmt etwa vom definierenden
System der rationalen Kugeln oder der rationalen Intervalle. Nun haben
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wir fiir die Cartesischen Rdume und den @, noch eine andere Einfiihrung
kennen gelernt (8. 10 u. 13), welche von einer Definition des Punktes als
geordnetes System von reellen Zahlen (,,Koordinaten®) ausgeht. Diese De-
finition beruft sich also auf einen anderen Raum, die Zahlgerade, aus
welchem sie andere Riume aufbaut. Wir wollen nun hier zum Abschluf§
eine Begriffsbildung erwéhnen, welche den abstrakten Kern dieser Ein-
fithrung Cartesischer Réume durch Berufung auf die Zahlgerade darstellt.

Es seien 4, und 4, zwei durch die definierenden Systeme &, bzw. &,
gegebene Riume. Wir wollen die Menge aller geordneten Paare (p,, p,),
wo p, irgendeinen Punkt von 4,, p, irgendeinen Punkt von A4, bedeutet,
mit 4; X As bezeichnen und den Produktraum oder kurz das Produkt
von A; und A2 nennen. So, wie jeder Punkt der Cartesischen Ebene als
geordnetes Paar reeller Zahlen, also als geordnetes Paar von Punkten des
L, gegeben werden kann, so ist jeder Punkt von A4, X A4, als geordnetes
Paar zweier Punkte aus 4, und 4, gegeben, welche auch die Koordinaten
oder die Projeltionen des Punktes von 4, X A; in A, und in A4; heiflen.
Schon in der Cartesischen Ebene sieht man, dal die Reihenfolge der
Koordinaten eines Punktes fiir dessen Kennzeichnung wesentlich ist; der
Punkt (0, 1) ist vom Punkt (1, 0) verschieden. Ist M, C 4,, M, C 4,,
so bezeichnen wir mit M, x M, die Menge aller jener Punkte (p,, 2,)
von A, X A,, fir welche p, in M,, p, in M, liegt. Auch hier ist, wie
man schon am Beispiel der Ebene sieht, M, X M, von M, X M, im
allgemeinen zu unterscheiden. Sind M, und N, zwei Teilmengen von R,
M, und N, zwei Teilmengen von It,, so gilt offenbar

(My+ Ny) X (My+Ny) = (M, X M)+ (M, X Ng)+ (Ny X My)+( Ny X V).

Entsprechend der auf den Koordinatenbegriff gestiitzten Limesdefinition
fir Cartesische Réume (8. 11) setzen wir fest: Die Punktefolge
{(p%, P8} (k=1,2,... ad inf) aus 4, X 4, konvergiert gegen den Punkt
(py, ps), falls die Punkte {p*} (k=1,2,...ad inf) in 4, gegen p, und
die Punkte {p%} (k=1,2,... ad inf.) in 4, gegen p, konvergieren. Man
iiberzeugt sich unschwer davon, daf der Raum A, X Ay mit dieser Limes-
definition auch gegeben werden kann durch das definierende Mengensystem
S, X ©,, bestechend aus allen Mengen, welche Prodult einer Menge des A,
definierenden Systems &, und des A, definierenden Systems &, sind. Das
Produkt zweier in A4, und.d, offener (bzw. abgeschlossener) Mengen ist
demnach im Raum 4, X A, offen (bzw. abgeschlossen).

Es ist klar, wie die Definition des Produktraumes auf mehrere Faktoren
auszudehnen ist. Man bestitigt leicht, daf diese Produktbildung asso-
ziativ ist, daBl also fiir je drei Ridume 4,, 4,, A, die Beziehung gilt
A, x (4; X 4;) = (4, X 4,) X A,. Die Produktbildung ist im all-
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gemeinen nicht kommutativ, da die Rdume 4; X 4; und 4, X A4, nicht
identisch sind. Es sind jedoch 4, X 4, und 4, X A, stets homdomorph,
wie man erkennt, wenn man jedem Punkt (p,, p,) von 4, X 4, den
Punkt (p,, p,) von 4, X A, zuordnet. Ist speziell 4, = A4, so ist diese
Homdomorphie eine Identitét.

Der R,, der n-dimensionale Cartesische Raum, ist dieser Definition zu-
folge Produkt von n Zahlgeraden. Allgemein gilt, wenn fiir die Zahlen
Ny, Ny, ... N, die Beziehung n, + n, + - - - + n, = n besteht,

R,=R, xR, X---XR,.

Bezeichnet J* das abgeschlossene Intervall der reellen Zahlen zwischen
0 und %, so gilt fiir den ¢, seiner Definition (8. 13f.) zufolge

Q,=JI'XxJ*X -+ X J* X +-«ad inf

Historisches. Der angegebene Beweis fiir das Theorem von der Einbettung sepa-
rabler Raume in den @), ist im wesentlichen aus einer grundlegenden Arbeit von Ury-
sohn (Math. Ann. 94, 1925, S. 309) reproduziert, in welcher das angegebene Verfahren
verwendet wird um zu zeigen, daB jeder ,normale topologische Raum mit zweitem
Abzihlbarkeitsaxiom® (vgl. S. 23 und S. 33), ,metrisiert werden kann (vgl. S. 23);
d. h. daB je zweien seiner Punkte z und y ein Abstand zugeordnet werden kann,
d.i. eine reelle Zahl zy =yx >0 fir x==y und 2y =0 fiir x=y, so daB fiir
je drei Punkte z, y, z die Beziehung gilt zy + y2 == 22 In einer anderen Arbeit
(Math. Ann. 92, 1924, S. 302) bewies Urysohn, daB jeder derartige separable metrische
Raum mit einer Teilung des @, hombomorph ist. Wir haben vorgezogen, direkt diese
allgemeine Behauptung herzuleiten. DaB némlich fiir eine Teilmenge des @, ein
den angegebenen Bedingungen gentigender Abstand definiert werden kann, ist ja
selbstverstindlich. Man kann z. B. den Punkten x und y, welche durch die Koordi-

natenfolgen {z,} und {y,} 0§xn§%, ogyng—:;, (n=1,2,... ad iof.) ge-

geben sind, als Abstand die Zahl 1/2(:1:"—3/")* zuordnen, welche den an-
n=1

gefiihrten Forderungen geniigt. In der Literatur hat sich fiir topologische Réume,
in denen eine abzihlbare Teilmenge dicht liegt und eine Metrik definiert werden
kann, die Bezeichnung separabel eingebiirgert. Dem Einbettungstheorem zufolge ist
dieser Begriff des separabeln Raumes offenbar mit dem Begriff des separabeln
Raumes dieses Buches (8. 24) identisch.

Fir den abzihlbardimensionalen Cartesischen Raum, dessen Punkte durch ge-
ordnete Folgen reeller Zahlen gegeben sind, hat Fréchet (Rend. Circ. Palermo,
22, 1906, 8. 40) einen Abstand definiert, indem er den Punkten {z,} und

. . 1 |z, — Y, .
(n=1,2,...ad inf) die Abstandszahl E — T IR zuordnet. Hil-
{yn} ) n!1+|xu—"yn]

n=1
bert untersuchte (Rend. Cire. Palermo, 27, 1909, S. 59ff) jene den Nullpunkt ent-
haltende Teilmenge des R,, fiir welche die Pythagoreische Abstandsfestsetzung
moglich ist, d. h. er ordnet den Punkten {x,} und {y,} als Abstand die Zahl

2ﬁ(av,‘——y,,)’B zu und betrachtet, damit je zwei Punkten eine endliche Ab-
=1

n
standszahl entspricht, bloB8 die Menge jener Punkte {x,} des R,, fiir welche
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L
Zx,’, endlich, mit anderen Worten jene Punkte, die vom Nullpunkt einen end-

n=1
lichen Pythagoreischen Abstand haben.

Die Theoreme von den ausgezeichneten und den erzeugenden Doppelfolgen und
das im folgenden vielverwendete verfeinerte Uberdeckungstheorem fiir Teilmengen
separabler Réume werden zum ersten Mal in diesem Buch allgemein formuliert und
bewiesen. Sie dienen in den folgenden Kapiteln einem systematischen Aufbau der
Lehre von den gestaltlichen Eigenschaften der Riume an Stelle der bisher hierzu
verwendeten Metrik, von der im folgenden nirgends die Rede ist. Die Bemerkung,
daB sich auf kompakte Mengen Umgebungsfolgen im oben erwiihnten Sinne zu-
sammenziehen, auf nichtkompakte Mengen dagegen nicht immer, wurde mir von
Frankl mitgeteilt. Das Theorem von den Gleichwertigkeitsteilen habe ich (Math.
Ann. 95, 1925, S. 282) bewiesen.

Die Theorie der analytischen Mengen wurde von Suslin (Comptes Rendus, 164,
1917, 8. 88), Lusin (ib., 8. 91, vgl. ferner insbesondere Fund. Math. 10, 1926, S. 1)
und Sierpinski (vgl. zahlreiche Noten in den Fund. Math.) entwickelt. Der Begriff
der analytischen Menge ist, wie ich (Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 37, 1928,
S. 218) gezeigt habe, unter Verwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten
aquivalent mit dem Mengenbegriff, den Brouwer an die Spitze seiner Begriindung
der Mengenlehre unabhiingig vom Satz vom ausgeschlossenen Dritten gestellt hat
(Verhand. Akad. Amsterdam, 12, 1918, ferner Math, Ann, 93ff. und bereits Jahresber.
d. Deutsch. Math.-Ver. 23, 1914, S. 79).

Das Reduktionstheorem stammt von Brouwer (Proc. Acad. Amsterdam 74, 1911,
S. 138); seinen angegebenen kurzen Beweis entnehme ich einer Mitteilung von
Kuratowski und Hurewicz.



II. Der Dimensionsbegriff.

1. Allgemeine Bemerkungen.

Die wichtigste Eigenschaft eines Raumgebildes ist seine Dimension.
Kurven, Flichen, Korper gelten im téglichen Leben als die grundsitzlich
verschiedenen Hauptklassen der Raumgebilde, und ebenso ist die Ver-
schiedenheit der Dimension das fundamentale Klassifikationsprinzip jeder
wissenschaftlichen Geometrie. Die mehr abstrakten Abgeschlossenheits-
und Dichtigkeitseigenschaften, welche wir im einleitenden Kapitel unter-
sucht haben, erweisen sich als Hilfsbegriffe allgemeiner geometrischer
Untersuchungen. Die Dimension ist etwas vollig Anschauliches, sie ist der
Kern der Geometrie.

Die Bezeichnungen ,Kurve®, ,Fliche®, ,Korper“ sind dem tiglichen
Leben entnommen und gehoren zu jenen Worten, mit denen jeder, der sie
ausspricht, eine gewisse Vorstellung verbindet. Die Tatsache, dall ein be-
stimmter einzelner Mensch mit einem gewissen Wort eine Vorstellung ver-
bindet, besteht im allgemeinen in Folgendem: Gewisse Wesenheiten wird
der betreffende Mensch, ohne sich zu besinnen, mit dem betreffenden Wort
bezeichnen; von gewissen anderen Wesenheiten wird er, ohne sich zu be-
denken, sagen, daf sie mit dem betreffenden Wort niché zu bezeichnen
sind. Der einzelne lernt ja im Laufe seines Lebens, zumal in seiner Kind-
heit, den Gebrauch der Worte als Bezeichnungen fiir gewisse Wesenheiten
dadurch, daB man ihm sagt: ,Dies wird mit dem betreffenden Worte be-
zeichnet, dies nicht.“ Zwischen diesen beiden Klassen schwebt eine dritte
Klasse von Wesenheiten, bei denen der einzelne unsicher ist, ob er sie
mit dem betreffenden Wort bezeichnen soll oder nicht. Wenn wir zur Be-
trachtung der Gesamtheit der ein Wort gebrauchenden Menschen iiber-
gehen, so sehen wir ebenfalls: Gewisse Wesenheiten werden von allen
Menschen mit dem betreffenden Wort bezeichnet, gewisse Wesenheiten
werden von allen mit dem betreffenden Wort nicht bezeichnet, und iiber-
dies gibt es noch eine Klasse von Wesenheiten, die wir als die schwebende
Klasse bezeichnen wollen.

Betrachten wir beispielsweise das Wort , Kurve®. Ein Bogen, eine Kreis-
linie, eine Lemniskate wird von jedem Menschen, der das Wort Kurve
gebraucht, als Kurve bezeichnet. Eine Quadratfliche, eine Kugeloberfliche,
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ein Wiirfelk6rper wird von niemandem Kurve genannt. Denn jeder, der
die Worte Kurve, Fliche, Korper lernt, erfihrt, daf das Wort Kurve zur
Zusammenfassung der draht- und fadenformigen, der strich- und schienen-
artigen Gebilde, das Wort Fliche zur Bezeichnung der platten-, blitter-
und hautartigen Gebilde, das Wort Koérper zur Benennung der block-
artigen Gebilde verwendet wird.

Mehr allerdings als die Fahigkeit, Dinge anzugeben, die allgemein als
Kurven bezeichnet werden, und solche, die allgemein nicht als Kurven be-
zeichnet werden, besitzt ein Mensch, der das Wort Kurve ausspricht, ge-
meinhin nicht, und ebenso steht es mit den Worten Fliche und Kérper.
Eine Klassifikation sdmtlicher Raumgebilde nach ihrer Dimension gibt es
im téglichen Leben nicht: Auf die Frage nach der Dimension gewisser
verwickelter Gebilde, die der moderne Geometer untersucht, erhielte man
bei verschiedenen Menschen keinen Bescheid oder voneinander abweichende
Antworten. Ebensowenig sind die meisten Menschen imstande, prizis an-
zugeben, was sie unter einer Kurve, einer Fliche, einem Korper verstehen,
d. h. diese Worte mit Hilfe anderer Worte zu erkldren. Eine gewisse prak-
tische Funktion fiir das tégliche Leben erfiillen die Worte Kurve, Fliche,
Korper natiirlich trotz dieser Umstéinde, denn die verwickelten Gebilde
der hinsichtlich des Wortes Dimension schwebenden Klasse sind im tig-
lichen Leben selten, und eine vollig prizise Umgrenzung der Kurven iiber-
haupt ist fiir die gegenseitige Verstindigung der Menschen iiber gewisse
spezielle Félle nicht erforderlich.

Nicht viel anders als im téglichen Leben stand es bis zur Begriindung
der Dimensionstheorie in der wissenschaftlichen Raumlehre. Auch in der
Geometrie wurden gewisse Raumgebilde als Kurven, andere als Flachen,
andere als Korper bezeichnet. Aber obwohl die fundamentale Bedeutung
dieser Klassifikation — gerade von hervorragenden Mathematikern aller
Zeiten — klar erkannt wurde, so gingen doch nicht im entferntesten alle
Raumgebilde in dieselbe ein. Fiir die ungeheure Mehrzahl der Raum-
gebilde konnte eine Dimension nicht definiert werden. Es existierte kein
allumfassender Dimensionsbegriff als Gemeingut der Mathematik.

Wenn ein Wort, mit dem man im téglichen Leben eine Vorstellung
verbindet, in der Wissenschaft durch eine Definition prizisiert werden
soll, so besteht kein AnlaB, sich mit dem téglichen Gebrauch des Wortes
in Widerspruch zu setzen, d. h. Dinge, welche allgemein mit dem be-
treffenden Wort bezeichnet werden, aus dem Begriff auszuschlieBen, oder
Dinge, welche allgemein von der Bezeichnung mit dem betreffenden Wort
ausgeschlossen werden, in den Begriff aufzunehmen. Eine formale Forderung
an die strenge Definition eines der téglichen Sprache entnommenen Wortes
ist also, daf} sic die Prizgisierung und Erginzung des, wie wir sahen, in
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Grenzfillen schwankenden und unvollstindigen Wortgebrauches darstellt,
welche mit demselben nicht in Widerspruch tritt.

Eine derartige Erginzung und Prizisierung kann nun aber in ver-
schiedener Weise, und zwar nicht nur formal, sondern (mit Riicksicht auf
die schwebenden Klassen von Wesenheiten) auch inhaltlich in verschiedener
Weise erfolgen. Beispielsweise kénnen gewisse verwickelte Gebilde, fiir
welche der einzelne auf die Frage, ob sie eindimensional seien, keinen
Bescheid weifl oder verschiedene Menschen verschiedene Antworten geben,
sowohl zu den eindimensionalen Gebilden gerechnet als auch von ihnen
ausgeschlossen werden, ohne dafi die Definition deshalb in Widerspruch
zum allgemeinen Sprachgebrauch tritt. Jede Festlegung auf eine bestimmte
Prizisierung enthilt also ein gewisses Mafl von Willkir, deren Recht-
fertigung ausschlieflich durch die Fruchtbarkeit der Definition geliefert
werden kann. Der Zweck des Wortes im téglichen Leben ist die Ver-
stindigung der Menschen untereinander; der Zweck einer strengen De-
finition ist es, den Ausgangspunkt eines deduktiven Systems zu bilden.
Definitionen sind Dogmen, nur die Deduktionen aus ihnen sind Erkennt-
nisse. Hs ist demnach eine ¢nhaltliche Forderung an eine Definition iiber-
haupt, daf sie sich als Erkenntnisquelle erweise dadurch, daf3 sie den Aus-
gangspunkt einer umfassenden, dsthetisch vollkommenen Theorie bildet.

Das Erfiilltsein dieser inhaltlichen Forderung stellt die einzige mogliche
Rechtfertigung einer jeden Definition dar. Handelt es sich speziell um die
Definition eines Begriffes, der mit einem dem téglichen Leben entnommenen
Namen bezeichnet wird, so liefert das Erfiilltsein der (fiir den Begriff an
sich sekundiren) formalen Forderung eine Rechifertigung fiir die Be-
nennung des Begriffes.

Ganz besonders gilt das Gesagte fiir den Dimensionsbegriff. Bereits
eine Betrachtung spezieller Gebilde 1Bt eine Fille von interessanten
und schénen Beziehungen fiir einen prizisen Dimensionsbegriff ver-
muten. Welches ist die Dimension der Summe zweier n-dimensionaler
Gebilde? Wie steht es mit der Struktur der n-dimensionalen Gebilde, zu-
mal mit der Verteilung der Punkte verschiedenen dimensionellen Ver-
haltens? Besitzen die #-dimensionalen Gebilde nicht gewisse Zerlegungs-
eigenschaften? In welcher Beziehung steht der Dimensionsbegriff zum
Begriff des Zusammenhanges von Raumgebilden? Wie verhilt sich die
Dimension eines Gebildes bei gewissen Transformationen desselben? Wie
steht es speziell mit den Teilgebilden des gewdhnlichen Cartesischen
Raumes? Wir werden im niichsten Abschnitt einen Dimensionsbegriff ent-
wickeln, den wir in den folgenden Kapiteln rechtfertigen werden durch
die Herleitung einer umfangreichen Theorie, welche alle eben gestellten
und noch viele andere Fragen beantwortet. Wir werden gegen Ende un-
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serer Ausfiihrungen zeigen, daf die fiir gewShnlich als %-dimensional be-
zeichneten Gebilde auch zufolge unserer Definition n-dimensional sind,
und werden dadurch fiir die durch die Existenz der Dimensionstheorie
gerechtfertigte Definition auch die Benennung rechtfertigen.

Historisches. Die angefithrten methodischen Thesen legte ich meinen Unter-
suchungen zugrunde im Anschluf an einen Vortrag meines Lehrers Hahn im Friih-
jabr 1921, in welchem mir das alte Problem der Aufstellung eines Kurvenbegriffes,
der den eben erwihnten Forderungen geniigt, zur Kenntnis kam. , Der populdre
Kurvenbegriff (nichtwissenschaftlichen Zwecken entsprungen) ist vage und nicht ein-
heitlich. Wir suchen einen Begriff, der moglichst viele Gebilde im sich faft, die ge-
meinhin als Kurven bezeichnet zu werden pflegen, und (von notwendigen Verallge-
meinerungen abgesehen) moglichst wenige Gebilde, die gemeinhin nicht als Kurven
gelten wiirden. (Aus einer im Herbst 1921 bei der Wiener Akademie der Wissen-
schaften hinterlegten Note, abgedruckt Proc. Acad. Amsterdam 29, S. 1122f)

2. Der Dimensionsbegriff.

Wenn wir einen Korper, eine Fliche und eine Kurve miteinander ver-
gleichen, so fallen gestaltliche Verschiedenheiten zwischen diesen Gebilden
auf. Die Betrachtung dieser Verschiedenheiten 1ifit von vornherein ver-
muten, daff es unmdglich ist, durch gewisse Transformationen, wie Ver-
biegungen o. dgl., beispielsweise eine Fliche in eine Kurve oder in einen
Kérper iiberzufiihren; zugleich aber scheint es plausibel, daf diese Nicht-
ineinander-Uberfithrbarkeit von Gebilden verschiedener Dimension lediglich
eine Konsequenz gewisser innerer Eigenschaften der Gebilde bestimmter
Dimension ist. Denn wenn man ein Gebilde als Fliche bezeichnet, so
gehen dieser Benennung keineswegs Transformationsversuche voran. Die
Dimension ist vielmehr eine gestaltliche Eigenschaft, die dem Raumgebilde
selbst, und zwar so, wie es ist, zukommt.

Nun war frither selbst fiir den engen Bereich der Gebilde, denen man
eine Dimension iiberhaupt zuordnen konnte, dieselbe definiert als eine ge-
wissen Bedingungen geniigende Transformierbarkeit der Gebilde in gewisse
andere, vor allem in Komplexe. Es war also dem Gesagten zufolge auch
fiir die ganz speziellen Gebilde, denen eine Dimension zugeordnet war,
das gestaltlich Charakteristische derselben nicht erfaBt. Zugleich bringt
das Ausgehen von Transformationsbegriffen zur Definition der Dimension
von vornherein eine erhebliche Beschrinkung des Bereiches der Gebilde,
denen eine Dimension zugeordnet werden kann, mit sich; denn durch
Transformationen, welche nicht schon verschiedendimensionale Komplexe
ineinander iiberfithren, kénnen aus Komplexen nur sehr spezielle Gebilde
erzeugt werden. Sowohl um Anschaulichkeit als auch um Allgemeinheit des
Dimensionsbegriffes zu erreichen, miissen also innere gestaltliche Charak-
teristika verschiedendimensionaler Gebilde erfafit werden.
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Tatsiichlich ergibt ein einfaches Experiment mit den einzelnen Raum-
gebilden, zu dessen Ausfithrung wir uns den Korper aus Holz, die Fliche
aus diinnem Blech und die Kurve aus feinem Draht hergestellt denken,
ein fiir ihre Dimension charakteristisches Resultat. Dieses einfache Ex-
periment besteht im Herauslisen eines Punktes nebst den Punkten seiner
Nachbarschaft aus dem Gebilde. Wollen wir aus dem Holzkérper einen
Punkt nebst Nachbarschaft entfernen, so miissen wir zu einer Sige grei-
fen und mit ihr gewisse Flichenstiicke durchsigen. Wollen wir aus
einer Blechfliche einen Punkt nebst seiner Nachbarschaft entfernen, so
brauchen wir eine Schere und haben mit ihr die Fliche in gewissen Kurven
zu durchschneiden. Wollen wir aus der Kurve einen Punkt mit allen
Punkten seiner Nachbarschaft herauslosen, so geniigt, wie veristelt und
verwickelt die Kurve auch sein mag, eine Zange, mit der wir die Kurve
in diskreten Punkten zu durchzwicken haben. Und wenn wir endlich noch
solch ein diskretes sandhaufenartiges Gebilde betrachten und auch aus ihm
einen Punkt mit allen Punkten seiner Nachbarschaft herausholen wollen,
so sehen wir, dafl dazu keinerlei Werkzeug erforderlich ist, weil es bei
diskreten Gebilden nichts zu durchtrennen gibt.

Nun gibt es aber auch Gebilde, welche in verschiedenen Punkten ein
verschiedenes Verhalten hinsichtlich ihrer Dimension zeigen: Betrachten
wir etwa einen Holzkorper, an welchem eine Blechfliche und tiberdies in
einem Punkt eine Drahtkurve befestigt sind, so werden wir das Gebilde
in seiner Gesamtheit dreidimensional nennen, zugleich aber sagen, daf} es
sich in gewissen Punkten wie eine Fliche, in gewissen Punkten wie eine
Kurve verhilt. Denn jeder der Punkte des Gebildes, welche der Fliche
bzw. der Kurve angehoren, kann nebst allen Punkten einer Nachbarschaft
schon durch Zuhilfenahme einer Schere bzw. einer Zange herausgeldst wer-
den. Es gibt jedoch in dem Gebilde auch Punkte, nimlich jene des Holz-
korpers, welche nebst allen Punkten kleiner Nachbarschaften nicht anders
als durch Zersigen ganzer Flichenstiicke entfernt werden konnen. In
diesen Punkten ist das Gebilde, wie wir sagen wollen, dreidimensional.
Das betrachtete Gebilde ist also in allen seinen Punkten hochstens drei-
dimensional, in gewissen seiner Punkte zwei- bzw. eindimensional. Da es
auch Punkte enthilt, in denen es dreidimensional ist, heifit es in seiner
Totalitdt dreidimensional.

Um diese Ergebnisse fiir allgemeine Riume, so wie sie im einleitenden
Kapitel erklirt worden sind, zu prizisieren, beachten wir, dafl der beim
Experiment betrachteten Nachbarschaft eines Punktes eine Umgebung des
betreffenden Punktes entspricht. Das, was beim Experiment zu durch-
trennen ist, um eine solche Umgebung aus dem Raum herauszulosen, das
Gebilde also, in dem die Umgebung gleichsam mit dem Rest des Raumes
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zusammenhingt, — dem entspricht offenbar die Begrenzung der betreffen-
den Umgebung im Sinne der allgemeinen Raumlehre, welche, wie jede
Teilmenge des Raumes, in sich betrachtet und selbst als Raum aufgefaBt
werden kann. Wir konnen daher das Ergebnis unseres Experimentes in
folgender Form prézisieren:

Jeder Punkt eines Korpers (eines dreidimensionalen Raumes) ist in be-
liebig kleinen Umgebungen mit hdchstens zweidimensionalen Begrenzungen
enthalten, jeder Punkt einer Fliche (eines zweidimensionalen Raumes) ist
in beliebig kleinen Umgebungen mit hochstens eindimensionalen Begren-
zungen enthalten. Jeder Punkt einer Kurve (eines eindimensionalen Rau-
mes) ist in beliebig kleinen Umgebungen mit diskreten Begrenzungen
enthalten. Und wenn wir, wie dies der Rekursion entspricht, diese dis-
kreten Rdume als nulldimensional bezeichnen, so sehen wir, dafl jeder
Punkt eines nulldimensionalen Raumes in beliebig kleinen Umgebungen
enthalten ist, deren Begrenzungen keine Punkte enthalten, also leer sind.
Der leere Raum verhilt sich also zu den nulldimensionalen Réumen so
wie die zweidimensionalen zu den dreidimensionalen oder wie die ein-
dimensionalen zu den zweidimensionalen, und wir koénnen daher unsere
Rekursion zu einem definitiven Abschluff bringen, indem wir den leeren
Raum und nur diesen als (— 1)-dimensional bezeichnen. Wir haben also,
indem wir das Ergebnis gleich fiir beliebige natiirliche Zahlen aussprechen,
folgende Eigenschaft der »-dimensionalen Riume festgestellt: Jeder Punkt
eines n-dimensionalen Raumes ist in beliebig Kleinen Umgebungen mit
hichstens (n — 1)-dimensionalen Begrenzungen enthalten.

Anderseits hat die Betrachtung des in verschiedenen Punkten ver-
schiedendimensionalen Raumes ergeben, dafl ein %-dimensionaler Raum in
gewissen Punkten auch weniger als n-dimensional sein kann. Doch in
mindestens einem seiner Punkte ist ein n-dimensionaler Raum wirklich
n-dimensional (und nicht von geringerer Dimension), denn einen Raum,
der in allen seinen Punkten weniger als n-dimensional ist, nennen wir
auch in seiner Totalitit weniger als n-dimensional. Mindestens ein Punkt
eines n-dimensionalen Raumes ist also nicht in beliebig kleinen Umgebungen
mat weniger als (n — 1)-dimensionalen Begrenzungen enthalten.

Wir verwenden diese Feststellungen zu den folgenden Definitionen: Ein
Raum heifit héchstens n-dimensional, wenn jeder Punkt in beliebig kleinen
Umgebungen mit hochstens (n — 1)- dimensionalen Begrensungen enthalten
tst. Kinen Raum, der nicht hichstens (n — 1)-dimensional ist, nennen wir
mindestens 7n-dimensional. So heifit also ein Raum, wenn mindestens
einer seiner Punkte nicht in beliebig kleinen Umgebungen mit hchstens
(n — 2)-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist. Ein Raum heifit 22-di-
mensional, wenn er sowohl hichstens n-dimensional als auch mindestens



80 II. Der Dimensionsbegriff

n-dimensional ist, m. a. W. wenn jeder Punkt in beliebig kleinen Umgebungen
mit hichstens (n — 1)-dimensionalen Begrenzungen, aber mindestens ein
Punkt nicht in beliebig kleinen Umgebungen mit weniger als (n — 1)-dimen-
sionalen Begrenzungen enthalten ist. Statt dessen kann man auch sagen,
ein Raum heifit n-dimensional, wenn er hochstens n-dimensional, aber
nicht hochstens (n — 1)-dimensional ist, m. a. W. wenn n die kleinste natiir-
liche Zahl ist derart, daf jeder Punkt des Raumes in beliebig kleinen Um-
gebungen mit hichstens (n — 1)-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist.
Als Ausgangspunkt dieser Rekursion dient die Festsetzung: (—1)-dimen-
sional (und hochstens (— 1)-dimensional) ist der leere Raum und nur
dieser. Einen Raum, welcher fiir keine natiirliche Zahl n n-dimensional ist,
nennen wir unendlichdimensional.

Die fiir alles Folgende grundlegende Tatsache des verschiedenen dimen-
sionalen Verhaltens gewisser Riume in verschiedenen ihrer Punkte pri-
zisieren wir durch die Definition: Ein Raum heifit hochstens n-dimen-
sional im Punkte p, wenn p in beliebig kleinen Umgebungen mit hichstens
(n — 1)-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist. Ein Raum heifit min-
destens n-dimensional im Punkt p, wenn er nicht hochstens (n—1)-di-
mensional tm Punkt p ist. Ein Raum heift n-dimensional im Punkt p,
wenn er im Punkt p sowohl hichstens n-dimensional als auch mindestens
n-dimensional ist, m. a. W. wenn »n die kleinste natiirliche Zahl ist, so daB
p in beliebig kleinen Umgebungen mit hochstens (7 — 1)-dimensionalen
Begrenzungen enthalten ist. Die Ausdrucksweise: ,Der Punkt p ist in be-
liebig kleinen Umgebungen einer gewissen Art enthalten“, war als ab-
gekiirzte Bezeichnung eingefithrt worden fiir die Tatsache: jede Umgebung
des Punktes p enthilt eine Umgebung der betreffenden Art als Teilmenge.
Wenn der Raum vm Punkt p mindestens n-dimensional, d. h. nicht weniger
als n-dimensional st, so existiert also eine Umgebung U(p) des Punktes p,
so daf jede Umgebung von p, welche Teilmenge von U(p) ist, eine minde-
stens (n— 1)-dimensionale Begrenzung besitzt, dann besitzen, wie wir statt
dessen auch gelegentlich sagen, alle hinlinglich kleinen Umgebungen des
Punktes p mindestens (n— 1)-dimensionale Begrensungen.

Unter Verwendung dieser Definitionen gilt offenbar der Satz: Ein Raum
ist hichstens n-dimensional, wenn er in jedem seiner Punkte hochstens n-
dimensional ist. Ein Raum ist mindestens n-dimensional, wenn er in min-
destens einem seiner Punkte mindestens n-dimensional ist. Ein Raum heif3t
n-dimensional, wenn er in jedem sciner Punkte hichstens n-dimensional
und in mindestens einem seiner Punkte n-dimensional ist.

Wenn der Raum R n-dimensional bzw. hochstens »-dimensional bzw.
mindestens 7-dimensional ist, so deuten wir dies bisweilen durch die re-

spektiven Symbole an
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dim R=n, dmR=<n, dimR=mn,
und um anzudeuten, dafi der Raum R im Punkt p #-dimensional bzw.
hochstens bzw. mindestens n-dimensional ist, schreiben wir gelegentlich

dim,R=n, dim,R<n, dim,R=n.

Wir haben bisher die Dimension von Riumen definiert. Da jede Teil-
menge eines Raumes in sich betrachtet und als Raum aufgefaBt werden
kann, ist damit auch die Dimension der Teilmengen eines Raumes definiert.
Es sei etwa M eine Teilmenge des durch das System & definierten Raumes
R. Die Menge M wird als Raum definiert durch das System &, bestehend
aus den Durchschnitten von M mit den Mengen des Systems ©, soweit
diese Durchschnitte nichtleer sind. Der Raum M heiit zufolge der
Dimensionsdefinition fiir Rdume in seinem Punkt p hochstens n-dimen-
sional, wenn p in beliebig kleinen im Raum M offenen Mengen mit hoch-
stens (n— 1)-dimensionalen Begrenzungen enthalten ist, d. h. wenn jede
p enthaltende Menge U, des Systems &, eine p enthaltende in M offene
Menge U, , deren Begrenzung hichstens (n— 1)-dimensional ist, als Teil-
menge enthilt. Wir beweisen zunichst folgenden einfachen

Satz von der Dimension der Teilmengen. Die Dimension des Teiles
ist miemals grifler als die Dimension des Ganzen, d. h. aus R C R folgt
dim R’ < R und dim, R’ < dim, R fiir jeden Punkt p von R'.

Jede Teilmenge des (— 1)-dimensionalen leeren Raumes ist leer, also
(—1)-dimensional. Fiir dim B =—1 ist also die Behauptung trivial. Nach
dem Prinzip von der vollstindigen Induktion geniigt es, die Giiltigkeit
der Behauptung fiir den Fall dim R = n unter der Annahme ihrer Giiltig-
keit fiir alle hochstens (# — 1)-dimensionalen Riume nachzuweisen. Wir
machen also die Annahme, daB aus dim R <n — 1 und R' C R die Be-
ziehung dim R’ <% —1 folgt. Wir setzen ferner voraus, R’ sei Teilmenge
des Raumes R, welcher im Punkte p von R’ hiochstens n-dimensional ist.
Wir behaupten, die Menge R’, als Raum aufgefaBt, ist im Punkte p héch-
stens n-dimensional. Wir behaupten also: Ist 7~ eine vorgelegte p ent-
haltende in R’ offene Menge, so existiert eine p enthaltende in R’ offene
Menge U’ C V' mit hochstens (n— 1)-dimensionaler Begrenzung. Nun
existiert, da ¥’ in R’ offen ist, sicherlich eine im Raum R offene Menge V,
so daB V"= R -V gilt. Da R im Punkt p hochstens n-dimensional ist,
existiert eine p enthaltende im Raum R offene Menge U < V, deren Be-
grenzung B(U), als Raum aufgefafit, hochstens (%» — 1)-dimensional ist.
Setzen wir U'= R’ - U, so ist U’ eine p enthaltende in R’ offene Teil-
menge von V', und die Begrenzung B(U’) von U’ ist Teilmenge von
R - B(U) (vgl. 8. 35), also Teilmenge des hochstens (# — 1)-dimensionalen
Raumes B(U) und daber laut Annahme hdchstens (n—l) -dimensjonal.

Menger, Dimensionstheor