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Vorwort. 
Das vorliegende Buch war in erster Linie als Hilfsmittel für die 

Vorbereitung auf die Ers atzreifeprüfung gedacht; in der neuen 
Form ist es auch für höhere Handelsschulen und Wirt
sc haft s 0 b er s c h u 1 e n bestimmt. Da es weiterhin ganz allgemein 
eine Einführung in die Finanzmathematik bieten soll, zumal für 
Studierende und die Arbeitsgemeinschaften der höheren 
Lehranstalten, gehen einzelne Abschnitte z. T. über die üblichen An
forderungen hinaus; jedoch können etwa zu weit führende Betrach
tungen ohne Schaden für den inneren Zusammenhang übergangen 
werden. 

Mein Ziel war eine klare anschauliche Darstellung und 
die Entwicklung von Methoden, die es gestatten, von einem mög
!ichs teinfachen Gesichtspunkt aus, verschiedenartige An
wendungen zu überblicken. Diesem Zwecke sollte vor allem die Ein
führung der Zeitgeraden in der Rentenrechnung und in der Ver
sicherungsrechnung dienen. Zur Übung wurden zahlreiche A uf
gaben beigefügt, die in der Neuauflage noch vermehrt und teilweise 
anders geordnet wurden. Die Auflösungen hierzu erscheinen dem
nächst in einem besonderen Heftchen. Nur geringe Änderungen ha
ben die Abschnitte über Kombinatorik, Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und Versicherungsrechnung erfahren. In der Zinseszins- und Renten
rechnung wurde dem TabeUenrechnen ein erheblich breiterer 
Raum gewährt. Es wurden Tabellen zu 3,5% und 5% beigefügt, da
mit ein Wechsel im Zinsfuß möglich ist. Neu hinzugekommen sind 
ferner die zusammengesetzte Reihe mit Anwendungen auf die ver
änderliche Rente sowie die mathematische Behandlung der Prozent
rechnung im und auf Hundert. 

Da sich weiterhin gezeigt hatte, daß die sichere Beherrschung der 
Logarithmenrechnung nicht allgemein vorausgesetzt werden 
kann, wurden im Vorkursus die wichtigsten Sätze über Potenzen und 
Wurzeln in leicht faßlicher Form ohne Beweis und ausführlich die 
Logarithmenrechnung gebracht. Auch wurde an einigen Stellen der 
Lehrstoff etwas eingehender und damit verständlicher behandelt. 

a* 



IV Vorwort 

Von einem Abschnitt über kaufmännisches Rechnen wurde 
auch diesmal abgesehen; ich empfehle wieder die im gleichen Verlag 
erschienene Neuausgabe von Fell e r - 0 der man n, Kaufmännische 
Arithmetik, bearbeitet von Kämpfe und Prater. 

Herr Dr. Fleege-Althoff hat das Manuskript durchgesehen und 
wertvolle Anregungen gegeben, die besonders der Brauchbarkeit des 
Buches für höhere Handelsschulen zugute kommen dürften. Hierfür 
sage ich ihm auch an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank. 
Ebenso bin ich Herrn Studienrat Re u te r in Frankfurt a. M. für das 
Mitlesen der Korrektur und wertvolle Vorschläge zu besonderem Danke 
verpflichtet. 

Frankfurt a. M., im November 1927. A. Flechsenhaar . 
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A. Vorkursus. 
I. Potenzen. 
An Stelle der Summe 7 + 7 + 7 + 7 schreibt man das Produkt 

7' 4, Das Produkt 5 ' 5 ' 5 ' 5 mit den 4 gleichen Faktoren 5 er
setzt man durch die' Potenz 54, Ebenso ist a' a 'a = a3 ; an = 

a '{l' a" . a (n Faktoren a), an heißt Potenz, a heißt die Basis 
(Grundzahl), n der Exponen t (Hochzahl). n muß nach dieser Defi
nition eine positive ganze Zahl sein. 

Beispiele: 25 = 32; 35 = 243; 53 = 125; (- 2)4 = + 16, (_2)3 
= - 8; on = 0; In = I. 

Sätze: a3 ·a4 =a·a·a·a·a·a·a=a7, allgemein: 

am • an = am + n • 

a7 a ' a . a . a . a . a . a 
a7 : a4 = - = = a3 (kürzen!), allgemein: 

a4 a' a· a· a 

(2) am : an = am-nfür m> n. 
a" a·a·a I 

a3 : a8 = -= = - (kürzen!), allgemein: 
a8 a·a·a·a·a·a·a·a ~ 

(za) am • an = ~I _ für n > m • an - m • 

(a3) 4 = a3 • aS . a3 • a3 = a12 (nach (I»); ebenso (a4)3 = a4 • a". a" = a12 ; 

allgemein: 
(3) (am)n = (an)m = a m. lI • 

a3 • b3 = a· a . a· b· b . b = a . b· a . b a· b = (a b)3, 
allgemein: 
(4) an. bn = (ab)n; entsprechend ist: 

(5) 

Sprich die in Gleichung (I) - (5) enthaltenen Sätze in Worten aus! 

Beispiele: 23 '25 = 2 8 = 256; 67 : 64 = 63 = 216; 511 : 513 = ~=~; 
5 25 

(23)2 = 26 = 64; 23 • 53 = ro3 = IOOO; 124: 44 = 34 = 81. 

a3 : a7 ist nach (2a) zu lösen, da 7> 3 ist. Es ist a3 : a7 = I,. Würde a 
man nach (2) rechnen, so ergäbe sich a3 : a?== a3- 7 = a-4• Da aber 

Flechsenhaar • Finanzmathematik. 2. Auf!. I 



2 A. Vorkursus 

der Exponent eine positive ganze Zahl sein muß, ist eigentlich a-4 sinn

los. Wir fassen nun a-4 als andere Schreibweise für -; auf, allgemein 
a 

setzen wir: 

(6) 
1 a- P =a l ) 

und rechnen stets nach (2). Ist schließlich m = n, so wird nach (2) 

a: = an-n = aO, während andererseits an
n = I ist (Zähler und Nenner a a 

gleich). Damit wir stets nach (2) oder (2 a) rechnen können, setzen wir: 

(7) aO = 1. 
B ei spiele: 

-3_ 1 _ 1 . ( 5 I 1 0 0 
5 - 53 - 125' - 2)- = (_ 2)5 = - 32 ; 12 = I; 0,71 = I. 

Aufgaben, deren Exponent negativ oder Null ist, können auf 2 Arten 
behandelt werden, z. B. : 

P-3 • p6 = p-3+6 = p3 oder 

(x- 3)4 = X-12 = ~ oder 
%12 

Aufgaben: 
1. Berechne den Wertfolgender Potenzen: 54; 45; 73; 133; 1562; (- 3)5; 

(- 3)4; 1,43; 1,24; 4,52; (1)3; (li)"; (- 1,4)2; (- 0,7)3; (- 2,2)3; 
016 ; 112 ; (- 1)17; (- 1)100. 

2. Berechne: 84 + 25 -73; 33 - 43 + 53; (- 4)3 + (- 2)5 + (- 6)"; 
13 + 23 + 33 + 43. 

3. Vereinfache: 63 ,62 ; a9 ·all ; p15.p17; q3n.q5n; a7. a8· a 9; b5"'·b"'·b7"'. 

4. Führe folgende Divisionen aus: X13 : xS ; X26 : xl1 ; a29 : a3 ; 1239 : 129 ; 

X5P+7: x2P+3; x5: X12; y26: y32; b2n: b7n; m5a+11: m3a+11. 

5. Schreibe als einfache Potenz: (34)S; (a5)7; (bP) 7; (Xua) b; (ysm)sn. 

6. Berechne: 24 . 54; (!)7 . 67 ; 0,210 . 510; (3!)?' (!)?; 206: 26; 365: 125; 
(-4)3'(-2)3; 54 '(-2)4; (-5)s'(-2)5; (-20)6:(+10)6; 
(_8)5: (-2)5; (-8)5: (+ 2)s. 

7. Berechne: 2°; 15°; 0,361°; 4-1; 5-2 ; (- 4)-3; (- 5)-"; (!)-5; 
(_:I)-2. (03)-4. (-12)-1. _1_. _1_. _1_. __ 1_. _1_1~ 

9 , , , , , 5-1' 0,2-.' 10-6' (-3)-3' (-3)-40 

8. Vereinfache auf 2 Arten: x3 • xO; (i) -4. (1) -4; I,Z-2 • 0,5 -2; r S : r 2 ;. 

5-2 .4-2 ; 8-4 • 4-"; xs . x-2; a7 : a-6; bll : b-l1 ; p4. po. p-2. p-1. 



11. Wurzeln und Potenzen mit gebrochenen Exponenten 3 

ß. Wurzeln und Potenzen mit gebrochenen Exponenten. 
Ist in der Potenzgleichung an = c die Basis a gesucht, so schreibt 

man die Wurzelgleichung a = tc (gelesen: a ist die nte Wurzel 
aus c) und nennt in der neuen Gleichung c den Radikanden, n den 
Wurzelexponenten. Es ist also (fe) = c. So folgt aus 53 = 125 

sofort 5 = -V 125; ist x = V 216, so ist auch x3 = 216, also x = 6 
und -Jl216 = 6. Ebenso ist V 32 = 2; -f! - 27 = - 3; Va7 = a. (Probe!) 
Wird also der Wert der Wurzel mit dem Wurzelexponenten poten
ziert, so ergibt sich der Radikand. Es ist also: 

(8) ~J:ft ~I:\n reR = ( r C, = c. 

Die Wurzelrechnung ist eine Umkehrung der Potenzrechnung. 

Ist der Wurzelexponent 2, so läßt man ihn weg, man schreibt also Va 
2-

(gelesen: Quadratwurzel aus c) statt i/c. Wurzeln mit geradem 
Wurzelexponenten liefern 2 Lösungen, die sich nur durch das Vor-

zeichen unterscheiden, z. B. Y25 = + 5 und Y25 = - 5, da sowohl 
52 = 25, als auch (- 5)2 = 25 ist. Man schreibt kurz Y 25 = ± 5. 
Der Radikand darf in diesem Falle allerdings nur positiv sein; y 25 
ist nicht lösbar, da weder 52, noch (- 5)2, noch eine andere positive 
oder negative Zahl mit 2 potenziert den Wert (- 25) liefert. Bei 
ungeradem Wurzelexponenten erhält man stets eine Lösung, z. B. 

il512 = 8; Y - 512 = - 8. 
Nicht aus jeder Zahl läßt sich die Wurzel genau angeben. So ist 

keine der uns bekannten Zahlen gleich vi 1 ist zu klein, denn 12 = 1, 
2 ist zu groß, denn 22 = 4; 1,7 ist zu klein, denn 1,72 = 2,89; 1,8 ist zu 
groß,dennI,82 = 3,24;d.h. 1,7< V3< 1,8; ebenso ist 1,73 < Y3< 1,74, 
ferner 1,732< V3 < 1,733, denn 1,7322 = 2,999 824; 1,7332 = 3,003289. 
Man kann also durch Probieren das Ergebnis beliebig genau finden, 
wenn auch nie ganz genau. 

Ein Verfahren zur angenäherten Berechnung der Quadratwurzeln 
findet sich in jedem Lehrbuch der Elementarmathematik. Zuweilen 
benutzt man auch Tabellen (s. Logarithmentafel). Am einfachsten 
findet man Wurzeln mit Hilfe der Logarithmen (vgl. 111 5). 

Sätze: Es ist Y27· '/8 = 3·2 = 6, ebenso V27· 8 = 0/216 = 6, 

allgemein: 

(9) 
1* 



4 A. Vorkursus 

1I5I2 :i!64=8:4=2; 1I5i2:64=V8=2, 

also: VSI2: 1164 = V5I2 : 64; allgemein: 
"'- n-Va Va ~c n r ~r=-:-;: (10) ;;-:: := b oder va: } b = va: b. 
Vb 

(l/S)2 = 2 2 = 4; 1182-= Y'64 = 4, also (i!S)2 = Y82; 
allgemein: 

(rr) 

allgemein: 
(12) 

Schließlich ist: 

(13) 

Sprich die in den Gleichungen (9) bis (13) enthaltenen Sätze in 
Worten aus. 

Beispiele: 

2f!a36 = -Va3= a -Va; VP-= y(P1)5=p7; Y'32' Vrr2' Y98 = 3V210·73 

= 56· \lz; Y27a3c. Y18b3 c4 • Y36~b3 = f/37 • 2 3 • a7 • b6 • eS 

= 3abc )!7za2b; VV32 = V'V32 = l!z; lIvxm = 'j/x. 
Aufgaben (Wurzeln): 

1. Suche den Wert folgender Wurzeln und mache die Probe. Welche 
Beispiele haben 2, welche I, welche keine Lösung? 

1/i28 ; Y64; v72 g; Y2 43: il343; )1625; 3VI33I; l/0,12S; l/~i; 

~%; v;\~; -Vi08g; V c 8; 11-16; ~V- 32; \1=-64; -V-=49· 
2. Bestimme angenähert -Vz; -V 10; VS; V 10; weitere Aufgaben HIs· 

3. Vereinfache folgende Wurzelausdrücke : 

-ViS' VzI. -V 35; 'V'a2b. Va c . Yb2 c4 ; l1tli4; IV p22 • p33; If~; 

lf!Iz8b21 ; YS12; rVro; Vl!S; f/)!81; flr-;'-;;:; a-YCbX ; VVZx. 
pq 

Nach (8) ist ~= Y(a3)?=a3 ; VaP2=v(aq)p= a7, d.h. VaP2= aPo 



III. Logarithmen 

Allgemein wäre demnach zu setzen: 
·VI 

~,r::;;; -ram=a"· 

s 

Diese Gleichung gilt allerdings zunächst nur, wenn n ein Teiler von m 
ist, also etwa m = n . p. Andernfalls erscheint das Ergebnis sinnlos; 

denn es wäre V'a3 = at ein Produkt mit i Faktoren, während ein Pro
dukt doch stets eine ganze Anzahl von Faktoren haben muß. Sobald 

wir aber unter al nur eine andere Schreibweise für 11 a3 verstehen, 
3 

können wir den Ausdruck aa bzw. an in die Rechnung einführen. Alle 
Regeln für ganzzahlige Exponenten bleiben auch gültig für gebrochene 
Exponenten. Das gleiche Ergebnis für die Wurzelrechnung und für 
Potenzen mit gebrochenen Exponenten gibt uns die Berechtigung, 
Potenzen mit gebrochenen Exponenten zu benutzen. 

Beispiele: 

21 = Y2; 2St = Y25 = ± 5; si = YS2 = 4; 

vp7. }ips = }iPI5 = p3, oder 1IP'" 1Ips= pr,. pi = p\5 = p3. 
r q2 . fiqa. f1q = IV qS • Iy q9 . IV q2 = 'f! qI9 = q Iy q7 

(mit Hilfe von (12) und (9») oder: 

V'q2. jlq3. Yq = qi . q! • ql = q-/ii . q~ . qf2 = qii = qt+i2 
7 1" -=q.qi2=qYq7. 

Aufgaben (Bruchpotenzen): 

1. Berechne 36t ; 64!; 64i ; 64!; 128'; I28~; 321; (-27)!; (-343)i; 

SIo,5; I25-t ; 243-1; (-243)-1; (-243)1; (-243)-i; 8I-i; 

, 8 i si 0,00 I ; 0,00 . 

2. Berechne auf 2 Arten a!· ai ; xl. xi; bi . hi ; Vy2. W· Vy9; 

.15 .1 J.. J.. b. 3 ! 34- .1 2 
e6 . eH. e3 ; ZZ. z-4"; x 6 • x 4 . x-N; y4. )ly; (31)3. (2*~r3". 

3. Schreibe die Gleichungen (rr), (12), (13) in Form von Bruchpotenzen. 

m. Logarithmen. 
I. Begriff des Logarithmus. 

Wird in der Potenzgleichung an = e die Basis a gesucht, so schreibt 

man (nach II) : a = V~; daher ist die Wurzelrechnung eine Umkehrung 
der Potenzrechnung. Sucht man aber den Wert von n, so schreibt man 
n = Clog e (gelesen: "n ist der Logarithmus von e für die Basis a"r 



6 A. Vorkursus 

c heißt der Numerus oder die Zahl oder der Logarithmand. Der 
Logari thmus n selbst istderExponen t der entsprechenden Potenz
gleich ung. Die Logarithmenrechnung ist also eine zweite Umkehrung 
der Potenzrechnung. Aus 53 = 125 folgt also die Wurzelgleichung 
5 = ~I25 und die logarithmische Gleichung 3 = 510g 125. Ebenso 
ist 4 = 310 g 8I, weil 3' = 81 ist. Bilde weitere Beispiele. Es gibt also 
7 Rechnungsarten, 3 Hauptrechnungsarten und 4 Umkehrungen, näm
lich: 

I. Stufe. 
2. Stufe. 

3. Stufe. 

Hauptrechnungsarten. 

Addition. 
Multiplikation. 

Potenzieren. 

Umkehrungen. 

Subtraktion. 
Division. 

{Wurzelrechnung (Radizieren). 
Logarithmenrechnung. 

Im folgenden werden nur Logarithmen mit der Basis IO betrachtet, 
die sogenannten gemeinen oder Briggssehen Logarithmen. Bei 
ihnen läßt man in der Schreibung die Basis weg und schreibt an Stelle 
der Potenzgleichung IOn = c die logarithmische Gleichung n = log c 
(statt n = 1010g c). So ist log IOOOO = 4, weil IO' = IOOOO ist, ebenso· 
log IOOO = 3, log IOO = 2, log IO = I, beachte besonders log I = 0, 

weil IOo = I ist. 
Unter dem (gemeinen) Logarithmus einer Zahl c versteht man also 

die Zahl, mit der man IO potenzieren muß, um die Zahl c zu erhalten. 
Aus dieser Definition folgt: 

(I5) I010g c = c. 

2. Sätze über das Rechnen mit Logarithmen. 

Die folgenden Sätze. werden am klarsten, wenn man die in Frage 
kommenden Gleichungen einmal als Potenzgleichungen und einmal als 
logarithmische Gleichungen schreibt. Es sei a = IOll:; b = IOIl, also 

a . b = IOll:+1I (nach [I]); i = IOll:-1I (nach [2]). Logarithmisch ge

schrieben lauten diese Gleichungen: 

x=loga; y=logb; x+y=log(a·b); x-y=log(;). 

Setzt man die Werte für x und y aus den beiden ersten logarithmischen 
Gleichungen in die beiden letzten ein, so ergibt sich: 

(I6) 

(I7) 

log(a. b) -Ioga + 10gb, 

IOg(:) -Ioga -10gb. 
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Es ist also log 10000 = log (10 . 1000) = log 10 + log 1000 = I + 3 

= 4; log 100 = log e~~~gO) = log 100000 -log 1000 = S - 3 = 2; 

log 6 = log 2 + log 3; log II = log 55 -log S. . 
z 1 

Ebenso erhält man aus 10'" = a, IO",n = an, 10-;;- = an = Va die drei 

logarithmischen Gleichungen x = log a, xn = log (an); !!. = log Va. n 
Wird der Wert von x aus der ersteren Gleichung in die beiden letzten 
eingesetzt, so ergibt sich: 

(18) log (a") = nloga, 
,-!,,- 1 log ya = -loga. 

n 

So ist z. B.log 10000 = log (I04) = 4 log 10 = 4' I = 4; log fIOOOOOO 

it-= i-log 1000000 = i-' 6 = 2; log (25) = Slog 2; log 7 =! log 7-
Die Gleichungen (16) bis (19) können in Worten so ausgesprochen 

werden: 
Der Logari thmus eines Produktes ist gleich der Summe 

der Logarithmen der Faktoren. Der Log. eines Bruches 
ist gleich der Differenz der Log. von Zähler und Nenner. 
Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt 
aus dem Exponenten und dem Logarithmus der Basis. 
Der Logari thm us einer Wurzel ist gleich dem Quo
tienten aus dem Logarithmus des Radikanden geteilt 
durch den Wurzel exponenten. Be ach te: log (a ± b) läß t 
s ich ni c h t ver ein f ach e n. 

Geht man also von der Zahl zum Logarithmus über, so erniedrigt 
sich jede Rechnungsart um eine Stufe. Aus der Multiplikation wird 
eine Addition, aus der Division eine Subtraktion, aus dem Potenzieren 
eine Multiplikation, aus dem Radizieren eine Division. Hierin liegt die 
große Bedeutung der Logarithmenrechnung. 

Beispiele: 

log (xyz) = log x + log Y + log z; log ~ = log 1:5 -log 19; 
uv q/-

log--"- = logu + logv -logw; log 54 = 4logS; logy a8 = iloga8 =floga; 
w 

log f/3 116 = tlog (3' V6) = 1 (log 3 + log V6) = 1 (log 3 +! log 6). 

Aufgaben: 
1. Schreibe folgende Potenzgleichungen als logarithmische Glei

chungen: 2 3 = 8; 72 = 49; 101 = 10; 106 = 1000000; 100 = I; 
54 = 625. 
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2. Schreibe die Logarithmen folgender Ausdrücke nach GI. (16) - (19) 
man erer orm: 51'S· -_. _. -_. 83 • a"· (a. b)'· - . . d F m·n 26 12 (".s)n 

, p. q' 37' 5· II ' " 'I' 

Vi2; Vb: 'JIXi; V6V7; 251; (23 ·31)i. 

3. Kennziffer und Mantisse der Briggsschen Logarithmen. 
Für alle ganzzahligen Potenzen von 10 haben die Logarithmen ein

fache Werte. So ist: 

log 10000 = 4; denn 10' = 10000 log I = 0; denn 100 = I 

log 1000 = 3; denn 103 = 1000 log 0,1 = - I; denn 10-1 = 10- = 0,1 
log 100 = 2; denn 102 = 100 
log 10 = I; denn 101 = 10 

log 0,01 = - 2; denn 10-2 = 0,01 

log 0,001 = - 3; denn 10-3 = 0,001 

Für alle dazwischen1iegenden Zahlen können Näherungswerte für die 
Logarithmen berechnet werden. So ist z. B. log 36 kleiner als 
log 100 = 2 und größer als log 10 = I, d. h. I < log 36< 2, also ist log 36 
eine Dezimalzahl, die vor dem Komma eine I, dahinter noch einen 
Bruch hat. Dasselbe gilt für jede zweistellige Zahl von II bis 99. Auf 
4 Stellen abgerundet ist log 36 = 1,5563. Die Zahl vor dem Komma 
heißt Kennziffer, der Dezimalbruch hinter dem Komma heißt 
Mantisse (Zugabe). Für jede ganze Zahl ist die Kennziffer leicht an
gebbar. Sie ist, wie gezeigt, für alle zweistelligen Zahlen I, entsprechend 
ist sie für alle dreistelligen Zahlen, die zwischen 100 und 1000 liegen, 2. 
Alle vierstelligen Zahlen haben demnach die Kennziffer 3, alle ein
stelligen Zahlen von I bis 9 haben die Kennziffer o. Allgemein gilt: 
Alle n-stelligen Zahlen haben die Kennziffer n - I. Man 
erkennt leicht, daß die Dezimalstellen hinter einer Zahl ohne Einfluß 
auf die Kennziffer des Logarithmus der Zahl sind. So hat z. B. 
log 589,2743 die Kennziffer 2 wie auch log 589. 

Viel schwieriger als die Kennziffer ist die Mantisse zu bestimmen. 
Die Mantissen für die Zahlen hat man in einer Tafel, der Logarithmen
tafel, zusammengestellt. Da die Mantisse i. a. eine unendliche Dezi
malzahl ist, hat man sie auf 4, 5, 7 ... Stellen abgerundet und unter
scheidet. so 4,5.7 •..• stellige Logarithmentafeln. Wir behandeln hier 
nur 4stellige Tafeln; für andere Tafeln sind die Betrachtungen ähnlich. 

Der große Vorteil der Briggsschen Logarithmen besteht darin, daß 
die Mantisse für den Logarithmus einer Zahl auch für den Logarithmus 
der 10. 100. 1000 •.•• fachen Zahl unverändert bleibt. ebenso für den 
Logarithmus von -nr. 1~' ••• der Zahl. Es ist nämlich log loa = log 10 
+ log a = I + log a; log 100 a = log 100 + log a = 2 + log a, usf., 

a a 
ebenso log - = log a -log 10 = log a - I; log - = log a -log 100 

10 100 
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= log a - 2, usf., d. h. log a, log 10 a, log 100 a, log 1:' log 1:0' usf. 

unterscheiden sich mir um eine ganze Zahl, d. h. sie haben die gleiche 
Mantisse, aber verschiedene Kennzüfem. 

So ist z. B. log 20 = 1,3010; log 200 = log (20 . 10) = log 20 + 
log 10 = log 20 + I = 2,3°10; log 2000 = log 20 + log 100 = 3,3010; 
log 2 = log~ = log 20 -log 10 = log 20 - 1= 1,3°10 - 1= 0,3°10; 
log 0,2 = log fo = log 2 -log 10 = 0,3°10 - 1. Hierfür könnte man 
schreiben log 0,2 = - 0,6990, aber man läßt die Differenz stehen, be
hält also die positive Mantisse bei und fügt die negative Kennziffer zu. 
Entsprechend wird log 0,02 = log 2 -log 100 = 0,3°10 - 2, log 0,002 
= 0,3°10 - 3, usf. 

Aus den vorausgehenden Überlegungen ergibt sich, daß log I = ° 
ist, daß die Logarithmen aller Zahlen über I positiv, die aller Zahlen 
unter I negativ sind. Bei letzteren behält man die positive Man
tisse bei und fügt die negative Kennziffer zu; diese ist, wie 
die Beispiele zeigen, gleich der Zahl der Nullen vor der ersten 
geltenden Ziffer un ter Einrechn ung der Null vor dem Komma. 
So hat z. B. log 0,00°731 die Kennziffer - 4. 

4. Gebrauch der Logarithmentafe1. 1) 

In der ersten Spalte der Logarithmentafel stehen unter N {Numerus) 
die zweistelligen Zahlen von I! bis 99. Daneben stehen unter ° die 
Mantissen der zugehörigen Logarithmen. Die Kennziffer ist durch die 
in 3. gefundenen Regeln bekannt. So steht z. B. neben 36 die Mantisse 
5563; da die Kennziffer I ist, ist log 36 = 1,5563. Ebenso findet man 
log 50 = 1,6990, log 5 = 0,6990, log 790 = 2,8976 (vgl. log 79); log 
94°°0 = 4,9731 ; log 0,0053 = 0,1'243 - 3. 

Handelt es sich um die Mantisse einer dreistelligen Zahl, so liest man 
die beiden ersten Stellen unter N ab, die dritte Stelle sucht man am 
oberen Rand der Tafel und geht von dieser senkrecht nach unten bis 
zu der Zeile, in der die beiden ersten Stellen stehen; dort ist die Mantisse 
angegeben. Diese ist z. B. für log 245 (s. Tafel) 3892, also ist log 245 = 
2,3892; log 8I! = 2,9°9°; log 8I! 000 = 5,9°9°; log 0,08I! = 0,9°9° 
- 2; log 0,00746 = 0,8727 - 3. 

Hat die Zahl vier Stellen, so ist die Mantisse nicht unmittelbar zu 
finden. Man findet sie durch Einschalten (In terpolieren) ausden 
beiden benachbarten Mantissen. Beispiel: log 2174 hat die Kennziffer 3, 
die Mantisse liegt zwischen der von log 2170 und log 2180, also zwi
schen 3365 und 3385. Geht man im Numerus um 10 Einheiten der 
letzten Stelle weiter, gerechnet von der kleineren Zahl, so hat man im 

I) Besonders zn empfehlen ist die vierstellige Logarithmentafel von Schülke, 
Verlag von B. G. Tenbner. 
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Logarithmus um 20 Einheiten der letzten Stelle fortzuschreiten; geht 
man also im Numerus um I Einheit weiter, so hat man im Logarithmus 
um ~-~ = 2 Einheiten fortzuschreiten; da der Numerus um 4 Einheiten 
über der kleineren Zahl liegt, liegt die gesuchte Mantisse um 4 . 2 = 8 
Einheiten über der kleineren Mantisse; sie ist also 3365 + 8 = 3373, 
d. h. log 2I74 = 3,3373. Ist allgemein die vierte Stelle im Numerus n, 
die Differenz der beiden Mantissen D (Einheiten der letzten Stelle), so 

sind zu der kleineren Mantisse d = D • n Einheiten zu addieren; d. h. 
10 

das Produkt aus -fo der Differenz der beiden N achbarmantissen und der 
vierten Stelle im Numerus ist zu der kleineren Mantisse zu addieren. 

Beispiele: log 6344 = 3,8024 (D = 7; n = 4; d = 0,7' 4 = 2,8 
= 3); log 2,738 = 0,4375 (D = I6, n = 8; d = I,6 . 8 = I3). Zur Be
rechnung von d hat man zuweilen auch besondere Täfelchen; am Kopfe 
steht der Wert von D, links n, rechts daneben d. Hat die Zahl mehr 
als vier Stellen, so wird vorher auf 4 Stellen abgerundet, z. B. log 39927 
= log 39930 = 4,60I3· 

Soll zu einem gegebenen Logarithmus der Numerus gefunden werden, 
so ist der umgekehrte Weg einzuschlagen. Ist z. B. gegeben log x = 
I,6335, so sucht man zu der Mantisse 6335 den Numerus 43 und setzt 
das Komma mit Rücksicht auf die Kennziffer, also x = 43. log x . 
4,9405 liefert für den Numerus die Ziffernfolge 872; mit Rücksicht auf 
die Kennziffer wird x = 87200. log x = 0,8482 - 2 liefert x = 0,°7°5. 

Ist die Mantisse nicht in der Tafel enthalten, so ist wieder einzu
schalten. Ist die Differenz der beiden benachbarten Mantissen D Ein
heiten der letzten Stelle, die Differenz der gegebenen Mantisse und der 
nächstkleineren Mantisse d, so ist die gesuchte vierte Stelle des Numerus 

n = I; d, während man die drei ersten Ziffern des Numerus aus der 

kleineren Mantisse findet. Die vierte Stelle im Numerus ist also der 
Quotient aus der zehnfachen Differenz von der gegebenen Mantisse 
und der nächstkleineren Mantisse geteilt durch die Differenz der be
nachbarten Mantissen der Tafel. Führe die Überlegung im einzelnen 
durch. 

Beispiel: log x = 0,8145; x = 6.524 (D = 7. d = 3. n = ~ = 4). 
Auch hier können die erwähnten Täfelchen benutzt werden. Jedoch 
ist jetzt die rechts stehende Zahl bekannt und die linke gesucht. 
Weitere Beispiele: log x = 6,5070; x = 3~I4000 (D = 14, d = 5; 
n = ~ = 4). log x = 0,7793 - 2; X = 0,060I6. log x = 0,1925; 
x = I,558. 

Suche stets zuerst die Ziffernfolge aus der Mantisse und setze dann 
das Komma nach dem Wert der Kennziffer .. 
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Aufgaben: 
1. Bestimme den Logarithmus folgender Zahlen: 87; 44; 9; 70; 321; 

548 ; 2,9; 4,77; 0,08; 0,439; 7486 ; 2982 ; 4,688; 3,515; 0,77°2; 
0,005371; 367400 ; 57298 ; 47,°43· 

2. Suche zu folgenden Logarithmen den Numerus: 1,3222; 0,6021; 
5,4200; 0,1461 - 3; 0,8597; 0,9759 - I; 4,8280; 3,5681; 2,9910, 
0,47II - 3; 5,8II8; 0,3410 - I; 4,99°1 ; 1,8923; 1,7155. 

5. Rechnen mit Logarithmen. 

Da die Mantissen abgerundete Zahlenwerte sind, führen Rechnungen 
mit Hilfe von Logarithmen nicht zu absolut genauen Ergebnissen. 
1. a. werden die drei ersten Ziffern genau, während die vierte Ziffer um 
I-2 Einheiten abweichen kann. Bei 5- und 7stelligen Tafeln wird das 
Ergebnis entsprechend genauer. Einige Beispiele mögen das Rechnen 
mit Logarithmen veranschaulichen. 

I. x = 583' 7,48 
log x = log 583 + log 7,48 

log 583 = 2,7657 
log 7A8 = 0,8739 

log x = 3,6396 
x = 436I. 

2. X = 0,384 . 0,07482 
log x = log 0,384 + log 0,07482 

log 0,384 = 0,5843 - I 

log 0,07482 = 0,8740 - 2 

log x = 1,4583 - 3 
log x = 0,4583 - 2 

X = 0,02873. 

3. x = 86,38 : 19,25 

4· 

log x = log 86,38 -log 19,25 
log 86,38 = 1,9364 
log 19,25 = 1,2845 

log x = 0,6519 
x = 4,487. 

459 '2.683 Z 
x = I7.4. 0.9824 = N 

log x = log 459 + log 2,683 - (log 17,4 + log 0,9824) 
log 459 = 2,6618 log 17,4 = 1,24°5 

log 2,683 = 0,4286 log 0,9824 = 0,9923 - I 

log Z = 3,9004 
log N = r;2328 

log x = r,8576 
x = 72.05. 

log N = r,2328 
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5. :Je = 53,8 : 2367 
log :Je = log 53,8 -log 2367 

log 53,8 = 1,7308 
log 2367 = 3,3742 

6. :Je = 0,837 : 0,009418 
10g:Je = log 0,837 

-log 0,009418 
log 0,837 = 0,9227 - I 

log 0,009418 = 0,9740 - 3 
Da der Subtrahend größer ist als 
der Minuend, wird die Kennziffer Hierfür ist zu setzen (vgl. 5·): 

des Minuenden um so viel vergrä- log 0,837 = 1,9227 - 2 
ßert, daß die Subtraktion ausführ- log 0,0°9418 = 0,9740 - 3 
bar ist; der Fehler wird durch eine ------------
angehängte negative Kennziffer log :Je = 0,9487 + I 
ausgeglichen; also: 10g:Je = 1,9487 

log 53,8 = 3,7308 _ 2 :Je = 88,86. 

log 2367 = 3,3742 

log :Je = 0,3566 - 2 
:Je = 0,02273. 

7. :Je = 56,84 

log :Je = 4 • log 56,8 
log 56,8 = 1,7543 

log :Je = 7~OI72 
:Je = 1°4°5°00. 

9. :Je = V3846 
log :Je = ! log 3846 

log 3846 = 3,5850 
! log 3846 = 1,7925 

:Je = 62,01. 

II. :Je = Yo,00746 
log:Je = ! log 0,00746 

log 0,00746 = o'!J727 - 3 
1 log 0,00 746 = 0,2909 - I 

:I: = 0,1954. 

Bei der Subtraktion negativer 
Kennziffern ist zu beachten: 

(-2) - (-3) = -2 + 3 = + I. 

8. :Je = 0,31643 
log :Je = 3 • log 0,3164 

log 0,3164 = 0,5003 - 1 
10g:Je = 1,5009 - 3 
log :Je = 0,5009 - 2 

:Je = 0,°3169. 

b'-
10. :Je = VIOO 

log :Je = llog 100 
log 100 = 2,0000 

! log 100 = 0,4000 
:Je = 2,512. 

12. :Je = VO,09828 
log:Je = llog 0,09828 

log 0,09828 = 0,9925 - 2. 

Damit die negative Kennziffer bei 
der Division eine ganze Zahl er
gibt, ist zu schreiben: 

log 0,09828 = 3,9925 - 5 
t log 0,09828 = 0,7985 - I 

~ :Je = 62,87. 
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35,8 4,37. 8,2 13. X = -- - -'---"-''---
0,843' 1,55 

x = A - B wo A = 35,8 • 
, 0,843" 

B = 4,37. 8,2 = Z 
1,55 N 

log 35,8 = 1,5539 
2 log 0,843 = 0,8516 - I 

log A = 1,7023 
A = 50,39 

log 4,37 = 0,6405 
log 8,2 = 0,9138 

log Z = 1,5543 
log N = log 1,55 = 0,1903 

log B = 1,364° 
B = 23.12 
X = 27,27. 

Aufgaben: 
1. 4.937 . 2,683 . 0,914· 

14. 2" = 35 (Exponentialglei
chung) 

log (2"') = log 35 oder 
xlog 2 = log 35 

log 35 1.5441 Z 
X=- -=--=-

log 2 0,3°10 N 

log Z = 0,1886 
log N = 0,4786 - I 

log x = 0,7100 
X = 5,129. 

2. 23,96: 0,1835. 

0,01762 : 0,6687. 4. 34.59.72
8,4 • 

18,47· 0,0 874 

6. Y329; Y4,869; Yo,173; Y22,37; 11126000; yo-,0-0-4--::18:-2; Y2,683, 

Y509.6 ; YO,0721; YO,456. 6. 'V700; }lID; }lo,8; Y256. 

7. yu; lyS; )/8888; Vo,6184. 

9. VI,8432 • 2.73• 

11. I7,36 . \h9,9. 

127 ~'-= 13. - "I29. 
3II 

8.4,325; 0,6682 ; 2,553 ; 0,068'. 

10. 2,698 + 382,3. 
0,0974 4,13' 

12.17,36 + YI 9,9. 
S' --

16. VI2,86 .• 
49,37 

16. 459·jtn • 
1,638VO,9 

17. Berechne x aus: 2'" = 100; 1,05" = 4; 1,2'" = 12. 

IV. Reihen. 
I. Begriff der Reihe. 

Unter einer Reihe versteht man eine gesetzmäßige Folge von Zahlen. 
Die Zahlen heißen die Glieder der Reihe. Die Reihe heißt steigend. 
wenn jedes folgende Glied größer ist als das vorausgehende; im ent
gegengesetzten Falle heißt die Reihe fallend. Beispiele für Reihen: 
1,2,3,4, ... ; 25. 36. 49. 64 •... ; 2.6,18,54, •.. ; 2,6,12.20.30, .•. ; 
I. t, 1, l, ... ; I, t. 1, 1, 1 .... 
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2. Arithmetische Reihe erster Ordnung. 
Unter ihr versteht man eine Reihe, bei der die Differenz aus einem 

Glied vermindert um das vorausgehende stets denselben konstanten 
Wert liefert: dieser heißt die Differenz der Reihe. Die arithmetische 
Reihe hat also die Form: 

(20) a a + d a + 2d a + 3d . .. a + (n - I) d. 
a heißt das Anfangsglied der Reihe, d ist ihre Differenz. Hat die 

Reihe n Glieder, so ist das letzte Glied (Endglied) : 

(zr) z=a+(n-I)d. 
Um den Wert der Summe s aller n Glieder zu finden, schreibt man 

die Summe einmal in der natürlichen und einmal in der umge
kehrten Reihenfolge untereinander und faßt je zwei übereinander
stehende Glieder zusammen. Dann erhält man: 

s=[aJ+ [a+dJ + ... +[a+(n-z)d]+[a+(n-I)d] 
s = [fl + (n- I) rlJ + [a + (n- z) d] + ... + [a + d] + Ca]. 

z s = [z a + (n - I) dJ + [ z a + (12 - I) dJ + .. , + [z a + (12 - I) dJ 
+[za+(n-I)d]. 

I n n(n-l) 
(zz) S = [2 a + (n - ) d] 2 = an + 2 d. 

Mit Benutzung von (zr) nimmt (2Z) die Form an: 

(z3) s = (a + z) ;. 

In der arithmetischen Reihe ist jedes Glied das arithmetische 
Mittel zu den beiden Nachbargliedern, d. h. die halbe Summe des 
(m - r)ten und des (m + r)ten Gliedes ergibt das mte Glied. In der 

Tat ist: ! [a + (m - z)d + a + md] = a + (m - r)d. 

Zeige dies auch an bestimmten Zahlenbeispielen. 

3. Geometrische Reihe. 
Unter ihr versteht man eine Reihe, bei der der Quotient aus einem 

Gliede durch das vorausgehende stets denselben konstanten Wert hat; 
dieser heißt der Quotient der Reihe. Die geometrische Reihe von 
n Gliedern hat also die Form: 

a aq 2 3 n-l aq aq ... aq 

a heißt das Anf.angsglied der Reihe, q ist der Quotien t. 
Das nte Glied der Reihe (Endglied) ist: 

(z5) z=a.qn-l. 
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Um lien Wert der Summe aller Glieder zu finden, vermindert man 
die qfache Summe um die Summe selbst und erhält so: 

sq = aq + aq2 + ... + aqn-2 + aqn-I + aq" 
s = a + aq + aq2 + ... + aq"- 2 + aq"- I 

l-q" = a· . l-q 

Jedes Glied der geometrischen Reihe ist mittlere geometrische 
Proportionale (oder das geometrische Mittel) zu den beiden Nachbar
gliedern, d. h. die Quadratwurzel aus dem Produkt des (m - I)ten 
Gliedes mit dem (m + I)ten Gliede liefert das mte Glied. In der Tat ist: 

,/ m-2 m m-I Va· q . aq = aq . 

Ist q > I, so ist die Reihe steigend, ist 0 < q < I, so ist sie fallend. 

4. Fallende unendliche geometrische Reihe. 
Gleichung (26) läßt sich in die Form bringen: 

(26a) s = _a _ _ _ a_. qn. 
I-q I-q 

Setzen wir nun voraus, daß in der geometrischen Reihe q < I ist und 
daß der Wert von n unbegrenzt wächst, so wird der Minuend auf der 
rechten Seite unverändert bleiben, da er nicht von n abhängt, der 
Subtrahend dagegen enthält den Faktor qn, der mit wachsendem n 
beliebig klein wird. Wächst n über alle Grenzen, so nähert sich qn und 

damit auch _a_ . qn beliebig der Null. Wir schreiben lim (qn) = O. 
I-q n-+oo 

Somit erhalten wir für die fallende unendliche geometrische Reihe 
[d. h. für q < I; n~ooJ den Wert: 

a 
(27) S =-0 

IX> l-q 

Beispiel: Die Summe der Reihe 2 + I + t + 1 + 1 + ... ist 
2 

I-J = 4· 
Ist q negativ, etwa q = - ql und zugleich ql < I, so wechseln die 

Vorzeichen der Glieder der 2. Reihe, und die Summe der unendlichen 

Reihe hat den Wert: s'oo = +a • 
I ql 

Beispiel' 6 - 4 + ~ - ~ + 32 _ + ... = _6_ = 3~. 
. 3 9 27 I +i u 

Warum läßt sich ein Summenwert für die steigende unendliche geo
metrische Reihe nicht angeben? [Beispiel: r + 2 + 4 + 8 + r6 + ... J 
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5. Graphische Darstellung der Reihen. 
Trägt man auf einem Strahl vom Anfangspunkt die Strecken I, 

2, 3, ... ab und errichtet in den gefundenen Punkten Lote von der 
Größe a, a + d, a + 2d, ... , so stellen diese die Glieder 
einer arithmetischen Reihe dar. Die Endpunkte der 
Lote liegen in einer Geraden. (Fig. 1.) 

Haben die Lote der Reihe nach die Größen a, aq, aq2, ... , 
so stellen diese die Glieder einer geometrischen Reihe 

o Z 2 3 !L 5 6 7 8 0 

Fig. r. 

~ 

:: 

~ 

"" '" 
3 

Fig.2. 

..§ 
'" 

~ >i> 

" 

'" ;, 6 

dar. Die Endpunkte der Lote stellen aber keine Gerade dar. son
dern sie liegen auf einer krummen Linie, die bei der steigenden 
Reihe immer stärker ansteigt. (Fig. 2.) Stelle auch die fallende 
geometrische Reihe dar. 

Für die fallende unendliche geometrische Reihe kann noch 
folgende Darstellung benutzt werden. (Fig. 3.) Im Endpunkte A 
eines Strahles errichtet man das Lot AAl = a und trägt auf dem 

Strahl AB = a ab. 
Von B trägt man in 
gleicher Richtung die 
Strecke BC=aq ab 
und errichtet in B 
das Lot BB I = aq, 

';------..;;----~-_._~__._:t___---=:::".z usf. Dann stellen 
.A a. B rur sowohl die Längen 

Fig 3· der Lote, als auch 
ihre Abstände die Glieder der Reihe dar. Zieht man durch die 
Endpunkte der Lote die Parallelen B1 A2, Cl B2, ••• zu dem Strahl, 
so wird: 

d. h.: 
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also liegen die Punkte Al B) Cl ... in einer Geraden. Trifft diese 
den Strahl in Z, so ist: 

A Z = a + a q + aq' + ... = s<IJ' 

Da ferner: 

ist, so wird: _a_ = 1-q oder s<IJ = _a_ (vgl. (34»). 
S<IJ l-q 

6. Aufgaben über Reihen. 
1. Wie groß ist die Summe aller Zahlen von I bis IOO, aller geraden 

Zahlen von 2 bis IOOO, aller ungeraden Zahlen von 17 bis 319? 
2. Wievielmal schlägt eine Uhr in 24 Stunden, a) wenn sie nur 

ganze Stunden schlägt, b) wenn sie auch Viertelstunden durch 
I, 2, 3, 4 Schläge anzeigt? 

3. Der Erfinder des Schachspiels soll sich als Belohnung für das erste 
Feld des Brettes ein Weizenkorn ausgebeten haben, für das zweite 
Feld 2, für das dritte 4, für das vierte 8 Körner usf. bis zum 64. Felde. 
Wieviel Weizenkömer waren dies insgesamt? Wieviel hl sind dies, 
wenn I hl 1,6 Millionen Körner enthält? 

4. Verwandle folgende unendliche Dezimalbrüche in gemeine Brüche: 
- --

0,3 ... ; 0,54 ... ; 0,370 ... ; 0AI8 ... ; 0,261 ... r . - 4 18 18 
_AnleItung: 0,418 ... =0,4181818 .. · = 10+ 1000 + 100000 + •.• 

18 

4 1000 4 2 23J 
= 10 +--I~=Io+ IIO = 55 • 

1--
100 

5. A ist gegen B um 144 m voraus; A legt in der Sekunde I m, B 3 m 
zurück. Wenn also B zu der Stelle gelangt, wo A am Anfang war, 
so ist A noch um 48 m voraus. Gelangt B zu dieser Stelle, so ist A 
noch um 16 m voraus usf. B wird also zwar stets näher an A 
herankommen, ihn aber nie erreichen. Zeige den Trugschluß. 
Wann und wo wird A von B wirklich eingeholt? 

6. Stelle folgende Reihen in einem geeigneten Maßstab graphisch dar: 
a) 7; 7!; 8; 8i; .. , I1. b) 24,3; 16,2; IO,8; 7,2; .. . 
c) n; IOi; 91; 9; ... d) (t); (t)2; (t)3; (t)4; .. . 

7. Summiere folgende Reihen: 
a) 3; 4t; 6; 7t; ... 16t· 

C)J2; 6; 3;!; "':r 
e) 24; -I2; 6; -3; It; ... 

b) 8,2; 5,I; 2,0; -I,I; ... -I6,6. 
d) 7; 7' I,I; 7' I,I2 ; ••• 7.:' I,IIO • 

S. Eine geometrische Reihe hat das erste Glied 5, das zweite Glied 4-
Wie heißt das 20. Glied? Wie groß ist die Summe aller 20 Glieder? 

Flechsenhaar, Finanzmathematik. 2. Auf!. 2 



18 A. Vorkursns 

9. Wie groß ist die Summe aller Glieder in 8), wenn die Reihe unend
lich ist? 

10. In einer arithmetischen Reihe ist die Differenz 3, das letzte Glied 32 
und die Zahl der Glieder 10. Wie groß ist das erste Glied und die 
Summe? 

11. In einer arithmetischen Reihe ist die Differenz 2, das letzte Glied 
32 und die Summe der Glieder 270. Wie groß sind das erste Glied 
und die Anzahl der Glieder? 

12. We1cheunendliche geometrische Reihe hat die Summe a) 2 ; 
1 -0,05 

b) 120 ? 
1 + 0,06 

7. Zusammengesetzte Reihen. 

Werden je zwei entsprechende Glieder der arithmetischen Reihe 
I, 2, 3, ... (n - I), n und der geometrischen Reihe a, aq, aq2, ... , 
aq" -2, aq" '-1 miteinander multipliziert, So erhält man die zusammen
gesetzte Reihe a, 2aq, 3aq2, ... , (n - I) aqn-2, naq" -1 von n Glie
dern, deren Summe 51 berechnet werden soll; es ist: 

(28) 51 = a + zaq + 3aq2 + '" + (n - I) aq"-2 + naqn-l. 

Wir subtrahieren ähnlich wie bei der geometrischen Reihe hiervon den 
qfachen Wert: 

5 1q = aq + Z aq2 + 3aq3 + ... + (n - I) aqn-l + naqn 

und erhalten: 

SI -51 q = a + aq + aq2 + ... + aq .. -l -naqn 

oder mit Hilfe von (z6): 
5 ) qn_ 1 

dI-q =a q-I -nagn; daraus folgt: 

51 = n • a • qn _ a qn - 1 • 

q_ 1 (q_I)2 

Werden je zwei entsprechende Glieder der beiden Reihen n, (n - I), 
(n -z), ... 2, I unda, aq, aq2, ... aqn-2, aqn-l miteinander multipli
ziert, so ergibt sich die zusammengesetzte Reihe na, (n - I) aq, 
(n -z) aq2, ... zaqn-2, aqn-l. Ihre Summe 52 wird gefunden, indem 
sie von ihrem qfachen Wert subtrahiert wird, also: 

- an + aq+ aq2+ ... +aq"-2 + aqn-l + aqn 
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Die rechte Seite ohne das erste Glied kann nach (26) zusammengefaßt 
qtl_ I 

werden. 52 (q - I) = - an + aq --, also: 
q-I 

5 q"'-I an 
2 = aq (q _ 1)2 - q _ I' 

Beispiele: 1. Wie lautet tlie Reihe (28) für a = 5, q = 3, n = 1O? 
Wie groß ist ihre Summe? Reihe: 5, 30, 135, 540, ... 98415°. Die 

. 10 • 5 . 310 310 - I 
Summe 1st SI = - 5 . -( --)1 = 14°2415. 3- 1 3- 1 

2. Desgl. für die Reihe (30), wenn a = 2, q = 4, n = 6 ist? 
48-1 2·6 

Rei4e: 12, 40, 128, 384, 1024, 2048. S2 = 8 . -9- - 3 = 3636. 

v. Prozentrechnung.l ) 

I. Prozente vom Hundert (v. H.). 

Unter I % (gelesen: I Prozent) oder IV. H. (vom Hundert) des 
G 

Grundwertes G versteht man den Betrag -; P % des Grundwertes 
100 

sind also: 
G p=-.p. 

100 

p heißt der Prozentsatz, P der Prozentwert. Hat also ein Kauf
mann eine Ware zu G = 600.Jl.J( eingekauft und p% = 7% daran 
gewonnen, so ist sein Gewinn P = 42 .Jl.J(. Der Verkaufspreis beträgt 
mehr als G; er ist G + P = M = 642.Jl.J( (vermehrter Wert). 
Hätte er 7% verloren, so wäre der Verlust wiederum P = 42 .Jl.J(; der 
Verkaufspreis wäre aber weniger als G, nämlich G - P = W = 
558.Jl.J( (verminderter Wert). Es ist also allgemein beim Grund
wert G, beim Prozentsatz p und beim Prozentwert P der ver
minderte Wert: 

(33) W =G- P =G-~p =G(I _L). 
100 100 

Ebenso wird der vermehrte Wert: 

M=G+ P=G+~.P=G(I +L). 
100 100 

100 % des Grundwertes ist der Grundwert selber; der verminderte Wert 
ist (100 - P) %, der vermehrte Wert (100 + P) % des Grundwertes. 
Die Berechnung aus Grundwert und Prozentsatz heißt Prozentrech
nung vom Hundert (v. H.). 

I) Vgl. hierzu: Feller-Odermann, Teil I, S. UQ--150 • 

2* 
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Beispiele: 

G P% P W M 

560 .Yl.it 4 01 /0 22,40.Yl.it 582 AO .Yl.Jt 
Einkaufspreis Gewinn Gewinn Verkaufspreis 

96 kg 3i% 3,120 kg 92,880 kg 

Brutto Tara Tara Netto 

6800.Yl.it 6i% 425 .Yl.it 7225.Yl.Jt 
Kapital Zinsen Zinsen Kapital u. Zinsen 

16,50 .Yl.it 20% 3,30 JlJ{ 13,20 .Yl.it 
Ladenpreis Rabatt Rabatt Nettopreis 

2. Prozente im Hundert (i. H.). 

Ist der verminderte Wert W und der Prozentsatz p gegeben, 
so findet man den Grundwert Gaus (33) zu: 

(35) G-W. I---- -W.---=W·--_ . ( p ) _ . 100 - P 100 

100 100 100 - P 

und hieraus den Prozentwert P zu: 

(36) P = G _ W = W . __ :o~ _ W = ~ = w· p . _1_. 

100-P IOO-P 100 I_L 

100 

Der Ausdruck P = w p . -~p ist aber nach (27) die Summe einer 
100 

1--
100 

unendlichen fallenden geometrischen Reihe mit dem Anfangsglied 

w . P und dem Quotienten _P- < I. Also ist: 
100 100 

w P w P P w P (P)2 W P (P)3 
(37) P = 100 + 100 • 100 + 100' 100 + 100· 100 + ... 

Das erste Glied ist p % (v. H.) des verminderten Wertes; es ist kleiner 
als P. Jedes folgefide Glied ist P% (v. H.) des vorausgehenden. Die 
Glieder nehmen rasch ab, zumal bei kleinem Prozentsatz; meist sind 
alle Glieder vom 4. oder 5. ab ohne Einfluß auf die Rechnung. Die 
Berechnung aus dem verminderten Wert heißt Prozentrechnung im 
Hundert (i. H.). Sie kann nach (6) durch wiederholte Anwendung 
der Rechnung v. H. gelöst werden (Korrekturmethode). 

Beispiel: Nach Abzug von 4t% Tara bleibt ein Nettogewicht von 
592,100 kg. Wie groß sind Bruttogewicht und Tara? 
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a) elementar: b) nach der Korrekturmethode: 

W ist (IOO - p) % vom Grundwert. 

95l% v.Bruttog.= 592,Iookg 4l% v. 592,IOO kg ist 26,6445 kg 

I %" = 592,IOOkg: 95l + 4l % " 26,644" " I,I99 " 
I %" 6,200 " + 4! % 1,199 " " 0,054 " 

100 0/0" 620 " + 4l % 0,054"" 0,0024 " 

Bruttogewicht 620" Tara = 27,9°0 kg 

Tara = 620 kg - 592,IOO kg = Die weiteren Glieder sind ohne Ein-
27,900 kg. fluß. 

Bruttogewicht = 592,100 kg + 
27,9°0 kg = 620 kg. 

3. Prozente auf Hundert (a. H.). 
"1> 

Ist der vermehrte Wert M und der Prozen tsa tz P gegeben, so 
spricht man von Prozenten auf Hundert (a. H.). Aus (34) ergibt sich 
der Grundwert : 

G = M: (I + L) = M: 100 + P = M . ~ also: 
.100 100 100 + p' 

(3 8) P = M _ G = M _ 100 M = M L = M P . _1_. 

100 + P 100 +p 100 1+ L 
100 

Der Ausdruck M p . ~p stellt wieder die Summe einer unendlichen 
100 1+-

100 

geometrischen Reihe dar, deren Anfangsglied M P, deren Quotient 
100 

aber negativ q = - ~ ist. Also lautet die Reihe: 
100 

P=- -- -- -. -- - -- '" oder' M P M P ( P) M P ( P)2 M P ( P )3 
100 + 100 100 + 100 100 + 100 100 + • 

Die Vorzeichen der Glieder wechseln; das erste Glied ist p % (v. H.) 
des vermehrten Wertes; das ist offenbar zu viel. Das zweite Glied 
ist p % (v. H.) vom ersten Glied, usf. Die Korrekturmethode er
fordert also ein abwechselndes Addieren und Subtrahieren der Prozente 
i. H. 

Beispiel: 

Einschließlich 31 % Provision stellt sich eine Ware auf 880AO ~.J{; 
wie groß ist die Provision und der reine Wert der Ware? 
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a) elementar: 

Mist (100 + p) % vom Grundwert. 

I03! % d. Grundw. = 880,40 JtJt 
1% " " = 880,40 ,,: I03! 

I tyo " 
100% " 

8,52 " 

= 852 

reiner Wert = 852 .ß!.Jt, Provision 

= 28,40 JtJt. 

b) Korrekturmethode: 

3! % v. 880,40 Jt.Jt = 29,35 Jt.Jt 
- 31 % " 29,35 " = 0,98 " 

Rest = 28,37 Jt.Jt 
+ Ji % v. 0,98 " = 0,03 " 

Provision = 28,40 Jt.J{ 
reiner Wert = 880,40 Jt.Jt 
- 28,40 Jt.Jt = 852 Jtoit. 

[Reichhaltiges Aufgabenmaterial findet sich bei Feller-Odermann 
a. a. O.J 

B. Zinseszinsrechnung. 

I. Einfache Zinsen. 1) 
Unter Zinsen versteht man die Vergütung für die leihweise Über

lassung eines Geldbetrages, der das Kapital genannt wird. Die Be
rechnung der Zinsen erfolgt proportional dem Kapital und der Zeit. 
Werden für je 100:llJt Kapital jährlich p:llJt Zinsen bezahlt, so 
sagt man, das Kapital sei zu p % ausgeliehen. p heißt der Zinsfuß oder 
Prozentsatz. (Zuweilen wird auch ein Prozentsatz für einen Bruchteil 
eines Jahres vereinbart.) Für das Kapital 1 wird demnach jährlich 

der Zinsbetrag L gezahlt, für das Kapital K der Betrag: 
100 

(1) K.p 
Zl = "'"i'öO' 

Man findet also die jährlichen Zinsen, indem man 1~ des Kapitals 
mit dem Prozentsatz multipliziert. So bringen 6282 Jt.Jt zu 4! % jähr
lich 62,82 . 4,5 = 282,69 :llJt Zinsen. 

Die Zinsen zn in n Jahren sind das nfache der jährlichen Zinsen, 
also ist: 

(2) K. P .n 
Zn = 100 • 

So bringen 1850 :llJ{ zu 4 % in 1 Jahr 6 Monaten (= Ir Jahr) 
18,50 . 4 . ! = III .1l.Jt Zinsen. 

In der Zinseszinsrechnung wird statt des Prozentsatzes p manchmal 
auch der wahre Zinsfuß i gegeben, der angibt, welche Zinsen vom 
Kapital 1 bezahlt werden. Da das Kapital 100 jährlich die Zinsen p 

I) Über einfache Zinsen vgl. Feller-Odermann. Teil I. S. 150 u. f. 
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bringt, so erhält man für das Kapital r die Zinsen L. 
100 

i = 1:0· Also bringt das Kapital K jährlich die Zinsen: 

(ra) zl=K·i. 

Die Zinsen in n Jahren sind dann: 

(2a) Zn = K· i· n. 

23 
Es ist also 

So sind die Zinsen von 6200 fl. zum wahren Zinsfuß i = 0,04 (d.h. 4 %) 
in! Jahren 6200' 0,04'! = r86 fl. 

Umgekehrt gestatten die Gleichungen (r), (2). (ra), (2a) die Berech
nung der Größen K, n, P. i, wenn die übrigen Größen der Gleichungen 
bekannt sind. Man findet leicht: 

(5) 

(6) 

Beispiele: 

K _ 10031 _ 1003" _ ZI _ z" 
- -p- - p. n - i - i· n • 

100Z" Z'" n=--=-· 
K·p K·i 

p = 10031 = 1003",. 

K K·n 

I. Ein Kapital K. das zu 4 % in ! Jahren r6,20,ßl..J( Zinsen bringt, 
1003 1620 

hat nach (3) den Wert K = -p "= -3 = 540,ßl..J(. 
·n 4'4 

2. Ein Kapital von r680 Fr., das bei si % r23,20 Fr. Zinsen bringt, 
123,20' 100 4 

war nach (4) n = 1680' 5,5 ="3 Jahre (= r Jahr 4 Monate) ausge-
liehen. 

3. Der Zinsfuß, zu dem 4380,ßl.Jt in 8 Monaten (= i Jahr) r02,20,ßl..J( 

Z· . h ( ) 10220 d d h Z' msen tragen, 1st nac 5 P = --.2.- = 3.5,; 0 er er wa re ms-
4380 ' "3" 

f ß . h (6)' 102,20 u 1st nac ~ = -8--2 = 0,035. 
43 0'1\ 

Werden die Zinsen erst am Ende der Leihzeit von n Jahren zugleich 
mit dem Kapital zurückgezahlt, so beträgt die Rückzahlung: 

(7) K.= K + zn = K + ~~on = K (r + ;;:) bzw. Ke = K (r+ in). 

Die in diesem Abschnitt behandelten Zinsen heißen einfache 
Zinsen. Sie werden i. a. nur für ein Jahr oder Bruchteile eines Jahres 
berechnet. So hat auch Gleichung (7) nur für diese kurzen Zeitabschnitte 
Bedeutung. Zeitangaben in Monaten und Tagen sind in Bruchteile 
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eines Jahres umzurechnen, damit die obigen Gleichungen benutzt 
werden können. 

D. Zinseszinsen. 
Kommen Schuldner und Gläubiger überein, daß die Zinsen am Ende 

des Jahres nicht zurückbezahlt, sondern zum Kapital hinzugefügt 
und im nächsten Jahre mitverzinst werden, so sagt man, das Kapital 
sei auf Zinseszinsen (Zins auf Zins, verbundener Zins) ausgeliehen. 
Zwar bestimmt § 248 des Bürgerlichen Gesetzbuches: "Eine im voraus 
getroffene Vereinbarung, daß fällige Zinsen wieder Zinsen tragen sollen, 
ist nichtig." Es werden jedoch so viele Ausnahmen zugelassen, daß 
die Berechnung von Zinseszinsen in weitem Umfange doch gestattet ist. 

Die Zinseszinsrechnung kann als fortgesetzte Anwendung der ein
fachen Zinsrechnung aufgefaßt werden, wie das folgende Beispiel zeigt. 
Wie groß ist ein Kapital von 20000 $lJ{ mit Zinsen und Zinseszinsen 
zu 5 % nach 3 Jahren? 

20000.-.Y!Jt Anfangskapital. 
1000.- " Zinsen im I. Jahr zu 5 %. 

21000. - ~.J{ Endwert des Kapitals nach I Jahr. 
1050.- " Zinsen im 2. Jahr (5 % von 21000 ~.J{). 

22050. - ~J( Endwert des Kapitals nach 2 Jahren. 
1102.50 " Zinsen im 3. Jahr (5 % von 22050 ~.J{). 

23152.50 ~.J{Endwert des Kapitals nach 3 Jahren. 

Die Berechnung von einfachen Zinsen hätte nach Gleichung (7) er

geben K. = K (I + pn) = 20000 (I +~) = 23000 ~.J{. Der Un-
100 100 

terschied wird mit jedem folgenden Jahr größer. Da aber die Rechnung 
für eine größere Zahl von Jahren recht mühselig wird, benutzt man ein 
anderes Verfahren. 

m. Grundgleic:hung der Zinseszinsrec:hnung. 
Nach (1) haben die Zinsen des Kapitals Ko nach I Jahr bei p % den 

Wert ~oo~p , das Kapital mit Zinsen ist also nach I Jahr: 

(8) 

(9) 

K 1 = Ko + KoP = KO(I + L) = Ko (I + i), oderwenn: 
100 100 

P +. 1+-=1 ~=q 
100 

K 1 = Ko 'q. 

gesetzt wird: 

q heißt der Aufzinsungsfaktor (oder Zinsfaktor); ist z. B. P = 3. 
so ist i = 0,03; q = 1.03; ist P = 41, so ist i = 0,0433· •• , q = 1,0433 .•• 
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Will man also den Wert eines Kapitals (mit Zinsen) nach Verlauf 
eines Jahres feststellen, so kann man entweder die jährlichen Zinsen 
zum Kapital addieren oder man kann das Kapital mit dem Zinsfaktor 
multiplizieren. Der erste Weg ist bei der einfachen Zinsrech
n ung üblich, der zweite bei der Zinseszinsrechnung. Zwischen 
Kapital und Zinsen wird kein Unterschied mehr gemacht, sobald die 
Zinsen zugefügt sind. Wir sagen, K o sei das Anfangskapital, K 1 sei 
der Wert des Kapitals nach einem Jahr; denn der Schuldner, der am 
Anfang des Jahres das Kapital K o empfangen hat, hat am Ende des 
Jahres das Kapital K 1 = K 0 • q zurückzuzahlen. Behält der Schuldner 
das Kapital noch ein weiteres Jahr, so hat es am Anfang des zweiten 
Jahres den Wert K 1 = Koq, im Verlauf eines Jahres wird es aber nach 
unserer Überlegung qmal so groß, also ist der Wert am Ende des 
zweiten Jahres K 2 = K 1 • q = K oq2; entsprechend ist der Wert nach 
3 Jahren Ka = K 2q = K oq3 ust. Nach n Jahren hat also das Kapital 
K o den Wert: 

(10) Ku = Ko' qU. 

Kr. heißt der Endwert des Kapitals K o nach n Jahren; er wird 
gefunden durch Multiplikation des Anfangskapitals mit der 
n ten Potenz des A ufzinsungsfaktors. 

Das Beispiel in H. würde nach (10) folgende Lösung erfahren: 

K 3 = K o ' q3 = 20000' 1,053 = 20000' 1,157625 = 23152,5° .7Lft. 

Aufgabe: 
Welchen Wert hat das Kapital von 3646 .7l,j{ bei 6%iger Ver

zinsung nach 12 Jahren? 

Es ist: Ku = 3646 . 1,0612 

log 1,06 = 0,02531 
-------~ 

12 log 1,06 = 0,3037 
log 3646 = 3,5618 
log K 12 = 3,8655 

K 12 = 7337· 

NB. Die Logarithmen der Zins
faktoren werden meist in den 
Tafeln mit einer Stelle mehr 
angegeben als die übrigen Log
arithmen. (Warum?) 

IV. Berechnung von Anfangskapital, Zinsfuß und Zeit. 
Gleichung (10) enthält vier Gräßen; sind drei davon bekannt, so 

kann die vierte gefunden werden. 
1. Sind K n , q und n bekannt, so ergibt sich: 

(n) 
Ku 

Ho = - = Ku' v", qU 
1 1 
-=v'" -=v qll 'q 

wenn: 
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gesetzt wird; v ist der reziproke Wert von q und heißt Diskon tie
rungsfaktor (oder Abzinsungsfaktor). 

Nach (II) wird also der Anfangswert des Kapitals gefunden, indem 
man den Endwert mit der nten Potenz des Diskontierungsfaktors 
multipliziert oder durch die nte Potenz des Aufzinsungsfaktors divi
diert. Bezeichnet man die Berechnung des Endwertes nach n Jahren 
aus dem Anfangswert als V orwärtsda tieren, die umgekehrte Be
rechnung als Rückwärtsdatieren, so läßt sich das Ergebnis von 
(10) und (II) so aussprechen: 

Ein Kapital wird um n Jahre vorwärtsdatiert, indem 
man es mit der nten Potenz des Aufzinsungsfaktors mul
tipliziert; es wird um n Jahre rückwärtsdatiert, indem 
man es mit der nten Potenz des Diskontierungsfaktors 
multipliziert oder durch die nte Potenz des Aufzinsungs
faktors dividiert. 

Aufgabe: 
Welches Kapital wächst bei 5 % in 9 Jahren an zu 785 .1l.Jt? 

Es ist: K - 785 
0- 1,05" 

log 785 = 2,8949 
9 . log I,05 = 0,I907 

log K o = 2,7042 
K o = 506; das Anfangskapital beträgt 506 .1l.J{. 

2. Um den Zinsfuß zu bestimmen, berechnet man aus (10) zunächst 

q = V'i: und dann aus (8) p = (q - I) ·100, also: 

q== V~:; p=(V~: -1)0100. 

Beispiel: Bei welchem Zinsfuß wachsen IOOO fl. in 22 Jahren an 
zu 2370 fl.? Es ist: ~V2370 2V-

q = I' 1000 = r 2,37 
log 2,37 = 0,3747 

s~ log 2,37 = 0,oI70 = log q 
q = I,04, also p = 100 (I,04 - I) = 4. 

Das Kapital war zu 4 % ausgeliehen. 
3. Um den Wert von n zu finden, wird (IO) logarithmiert (vgl. A (I8)). 

log K,. = log K o + log q" = log K o + n log q, also: 
n . log q = log K,. -log K o oder: 

log K n -log K o n= . .Iogq 
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Beispiel: In wieviel Jahren wachsen 2II.7lJ{ bei 5i % zu 
734,28 !ll.J{ an ? 

log 734.28 - log 21 I 2,8659 - 2,3243 0,5416 n=- =-~----=---=24 
log 1,0533 . . . 0,02257 0,02257 . 

V. Relativer Zinsfuß. 
Bei der einfachen Zinsrechnung ist es allgemein üblich, bei 4 % 

Jahreszinsfuß für das Halbjahr 2 %, für das Vierteljahr I %, für den 

Monat i % usf. zu berechnen, allgemein für ~ Jahr k %. L heißt s s s 
der relative Zinsfuß für ~ Jahr. Daß aber 4 % Jahreszins nicht mit 

s 

2 % Halbjahreszins übereinstimmt, erkennt man leicht an folgendem 
Beispiel: IOO.7lJ{ wachsen bei 4 % Jahreszins in einem Jahre an zu 
K 1 = 104 51.,1(. Dagegen wachsen 100 !llJt bei 2 % Halbjahreszins 
im ersten Halbjahr an zu 102 !llJ{; dazu kommen im zweiten Halbjahr 
2 % von 102 !llJ{, d. h. 2,04 !llJ{ Zinsen; der Endwert nach einem Jahr 
ist also 104,04 !llJ{. Ebenso findet man bei vierteljährlicher Verzin
sung zu I % nach dem ersten Vierteljahr den Wert 101 .7l.J{, nach dem 
zweiten 101 + 1,01 = 102,01 !ll.J{, nach dem dritten 103,030I .7l..K, 
nach dem vierten 1°4,06°4°1 = 1°4,06 ,72J{, nämlich 1O0 (I + ikö)4 = 
100' 1,014• Bei monatlicher Verzinsung ergibt sich I04,074!llJ{. Es 
ist also die Halbjahresverzinsung zu 2 % gleichwertig einer Jahresver
zinsung zu 4,04 %, die Vierteljahresverzinsung zu I % gleichwertig 
mit 4,06°4°1 % Jahresverzinsung. 

Werden allgemein die Zinsen eines Kapitals K o jedesmal nach Ver-

lauf von ~ Jahr mit L % (entsprechend p % im Jahr) zum Kapital ge-
s s 

schlagen, so hat das Kapital nach ~ Jahr den Wert K 0 (I + -.-L) , s . IOOS 

nach --=- Jahren K 0(1 + -.-L)2, nach ~ Jahren K 0(1 + -.-L)3, ust.; nach 
S IOOS S IOOS 

~ = I Jahr ist der Wert K o (I + ~)8 ; dieser Wert ist, wie auch das 
S roos 
Zahlenbeispiel oben zeigt, größer als K 0 (I + L). Der relative Zins-100 

fuß k für ~ Jahr ist also für den Gläubiger günstiger als der Zins-s S 

fuß p für das Jahr. 
Beispiel: Zu welcher Summe wachsen 800,72J{ bei der Jahresver

zinsung zu 6% und zu welcher bei Vierteljahresverzinsung zu It% 
in lO Jahren an? Erster Fall: 800' 1,0610 = I432,68,72..K; zweiter 
Fall (40 Vierteljahre): 800' I,OI540 = 800 • I,8I40I8 = I45I,2I ,72..K. 

VI. Konformer (gleichwertiger) Zinsfuß. 
Es werde nun die Frage gestellt, welcher Zinsfuß für das Halbjahr, 

Vierteljahr, ... ~ Jahr zu wählen ist, damit das Kapital nach Verlauf 
S 
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eines Jahres ebensogroß ist wie bei einer jährlichen Verzinsung zu P %. 
Der so gefundene Zinsfuß heißt der konforme (gleichwertige) Zins-

fuß für!- Jahr; er seiPl für -~ Jahr. Das KapitalKo wächst nach ~ Jahr s s s 

an zu K o (I + A). nach ~ = I Jahr zu Ko(I + A)8; dieser Wert 
100 s 100 

soll nach unserer Annahme mit dem Wert von K o nach I Jahr bei P 0/(> 
Jahreszins, also mit K o (I + I~)' übereinstimmen. Es ist also: 

(I + ~)8= I + L = q d. h. I + A = .;'Iq- oder: 
100 100' 100 Y 

(I5) PI = Wli - I) . IOO = (V I + 1:0 - I) . IOO. 

Ist z. B. P = 4, q = I,04, S = 2, so ergibt sich der halbjährliche Zinsfuß 
PI = eVI,04 - I) . IOO = I,98. In der Tat erhält man bei halbjähr
licher Verzinsung zu I,98 % nach einem Jahre das gleiche Endkapital 
wie bei 4 %iger Verzinsung im Jahr; denn IOO JlJ( bringen im ersten 
Halbjahr zu I,98 % halbjährlich I,98 JlJ( Zinsen; das Kapital ist also 
nach t Jahr IOI,98 JlJ(; im zweiten Halbjahr betragen die Zinsen 
I,98 % von IOI,98 ßt.Jt, d. h. 2,02ßt.Jt; also ist das Endkapital nach 
2 Halbjahren IOI,g8 ßt.Jt + 2,02 .Jl.Jt = I04 ßt.Jt, genau so viel, als 
wenn das Kapital I Jahr zu 4 % ausgeliehen worden wäre. 

VII. Graphische Darstellung. 
Fig. 4 gibt ein Bild von dem Anwachsen eines Kapitals K o = I, 

P = 3 im Verlauf von IOO Jahren. Die Gerade stellt 
das Anwachsen eines Kapitals bei einfachen Zinsen 
dar, die Kurve bei Berechnung von Zinseszinsen. 

(Vergleiche und begründe den Zusammenhang 
beider Kurven mit Fig. I und 2.) Im Anfang weichen 
die beiden Linien kaum voneinander ab, später aber 
sehr erheblich. Nach IOO Jahren ist das Kapital bei 
einfachen Zinsen vervierfacht, bei Zinseszinsen aber 
auf mehr als den I9fachen Wert angestiegen. 

VIll. Gebrochene 
Werte von n. 

Eigentlich ist (IO) 
nur für eine ganze An
zahl n von Jahren ab
geleitet. Ist n eine ge
brochene Zahl, etwa oL--'--~--!----'!tO:l:--:!50:---:U.~"O-~70;;---:{I.~O:---;;90~~JOOJaJu>e. 

n = m + 'JI, wo meine Fig·4· 
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ganze Zahl, " ein echter Bruch ist, so ist es meist üblich, bei Berech
nung des Endwertes nach n Jahren, den Wert des Kapitals nach m 
Jahren durch die Zinseszinsformel zu bestimmen, das Anwach
sen für den weiteren Bruchteil" eines Jahres aber nach der ein
fachen Zinsrechnung. 

Es wird also nach (7) und (IO): 

(16) K~ =Ko(1 + L)~ (1 + "'.P). 
100 100 

Der Unterschied gegenüber dem durch die Zinseszinsformel (IO) ge:.. 
fundenen Wert: 

K =K (1+ L)m+~ 
" 0 100 

ist aber nur gering. 

Beispiel: Zu welcher Summe wachsen 630.Jl.J( in 31 Jahren bei 
4% an? 

1. K: = 630 . 1,043 (I + o~~: 4) = 630 . 1,043. 1,02 = 722,87.Jl.J(. 

2. K .. = 630 . 1,043,5 = 722,70 .Jl.J(. 

IX. Tabellen für die Zinseszinsrechnung. 
In den vorausgehenden Betrachtungen spielen die Potenzen der Zins

faktoren eine große Rolle. Man hat sie deshalb in großen Tabellen
werken zusammengestellt. Ein Ausschnitt davon befindet sich im 
Anhang. Tabelle I gibt die Werte von q" für p = 5 % und P = 3,5 % 

von n = 1 bis n = 40. Tabelle H enthält die Werte von v" = ~ für 
q 

die gleichen Prozentsätze. Die Zahlen der einen Tabelle sind die rezi
proken Werte von denen der anderen. Das Produkt zweier entsprechen
der Zahlen (q'" . va) ist 1. Die Zahlen sind auf 5 Dezimalen abgerundet . 
. Der Gebrauch der Tafel ist leicht zu verstehen. 

Beispiel I: ZU welcher Summe wächst I .Jl.J(bei 3,5 % in 12 Jahren 
.an? Der Endwert ist 1,03512 = 1,5II 07 = 1,51 .Jl.Jt, wie man in der 
Spalte 1,035" in der Zeile 12 abliest. 

Beispie12: Zu welcher Summe wachsen 28oo.Jlv/t bei 5% in 
16 Jahren an? K 1 = 2800.1,°516 ; nach Tabelle I ist 1,0516 = 
2,18287. (Man schreibt auch häufig I~% = 2,18287). Also ist K 18 = 

2800.2,18287 = 6II2,04 .Jl.Jt. 
Soll umgekehrt der Wert eines Kapitals vor n Jahren berechnet 

werden, so benutzt man Tabelle H. So hatte z. B. 1 .Jl.J(vor 10 Jahren 
bei 3,5 % den Wert 0,7°892 = 0,71 .Jl.J( [II~~5% = 0,70892]. 2800.JlJ( 
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hatten vor II Jahren bei 5 % den Wert 2800 . v11 = 2800 . 0,58468 = 
1637,IO .ßl.J(. Zum gleichen Ergebnis könnte man auch mit Hilfe der 
Tabelle I kommen; es wäre zu setzen 2800: 1,0511 = 2800: 1,71034 = 

1637,10 .ßl.J(. Da aber die Multiplikation einfacher ist als die Division, 
ist es ratsam, Tabelle I für das Vorwärtsdatieren, Tabelle II 
für das Rückwärtsdatieren zu benutzen. 

Auch für Werte n > 40 lassen sich beide Tabellen benutzen. Es ist 
zu beachten, daß qm . qn = qm+n ist. So ist der Wert eines Kapitals von 
120.ßl.J( bei 3,5 % nach 50 Jahren 120' 1,03550 = 120' 1,03540 • 1,0351~ 
= 120' 3,95926' 1.11060 = 670,19 .ßl.J(. Ebenso ist das Kapital, das 
bei 3,5 % in 60 Jahren zu 1200 .ßlJt anwächst, 1200 v60 = 1200 . v40 ·v2() 

= 1200' 0,25257' 0,50257 = 152,32 JI.it. 
Schließlich können die Tabellen auch Verwendung finden zur Be

rechnung von n und p, wenigstens um angenäherte Werte zu erhalten. 
Es sei z. B. der Zinsfuß gesucht, der bewirkt, daß ein Kapital von 
zoo JlJtin 10 Jahren zu 282,12 .ßl.J( anwächst. Nach (10) ist 200' ql0 = 

28z,12, also qIO = 1.1106; nach der Tabelle trifft dies zu für 3,5 %. 
Soll die Zahl der Jahre bestimmt werden, nach deren Verlauf zoo .7LI( 
zu 645 .ßl.J( bei 5 % angewachsen sind, so ist zu setzen 200 . 1,05n = 645~ 

also 1,05n = 3,2Z5; die Tabelle I zeigt unter 5 % an, daß das Kapital 
24 Jahre auszuleihen ist. Dagegen liefert die Frage, nach welcher Zeit 
sich ein Kapital bei 5 % iger Verzinsung verdoppelt, kein ganz genaues 
Ergebnis. Man erhält aus K· 1,05n = Z K die Bedingung 1,05n = z, 
d. h. n liegt zwischen 14 und 15. Nach 14 Jahren ist das Kapital noch 
nicht verdoppelt, nach 15 Jahren ist der doppelte Betrag überschritten. 
[Bestimme die Zeit genau mit Hilfe von (16).J 

Soll schließlich die Frage beantwortet werden, zu welchem Zinsfuß 
ein Kapital sich in 25 Jahren verdreifacht, so folgt aus K . q25 = 3 K 
oder q25 = 3 nur die Tatsache, daß der Zinsfuß zwischen 3,5 und 5 liegt. 
Man erkennt aber leicht, daß durch ausführlichere Tabellenwerke für 
weitere Prozentsätze die Grenzen für das Ergebnis sich in engere Gren
zen einschließen lassen. 

x. Aufgaben zur Zinseszinsrechnung mit Hilfe von Tabelle I 
und n. 

Berechne ,den Wert des Kapitals K a) bei 5 %iger, b) bei 3,5 %iger 
Verzinsung: 
1. 4000 .ßl.J( nach 12 Jahren. 
3.586 JI.J( nach 15 Jahren. 
5. 250 fl. nach 75 Jahren. 

) 

7. 1000 .Jl.Jt vor 50 Jahren. 
9. 6853;ß vor 71 Jahren. 

2. 6000 .fl.Jt vor 8 Jahren. 
4. 384 .ßl.Jt vor 32 Jahren. 
6. 186 Fr. nach 100 Jahren. 
8.20000 $ vor 65 Jahren. 
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Bestimme in folgenden Aufgaben die Zeit, wenigstens angenähert, 
und gib an, ob Tabelle I oder H vorzuziehen ist. 
10.600.fl.J( wachsen bei 5 % an zu I4I2 .fl.Jt. 
11.800 Fr. wachsen bei 3,5 % an zu 1295 Fr. 
12. 3I .fl.J( wachsen bei 5 % an zu IOO .fl.J(. 
13. 4088 .fl.J( wachsen bei 3,5 % an zu 10000 .fl.Jt. 
14:.500 $ wachsen an zu 800 $ a) bei 5 %, b) bei 3,5 %. 
10. Wann werden I2000 fl. zu 18000 fl. angewachsen sein bei 5 %iger 

Verzinsung? 
16. In welcher Zeit wird sich ein Kapital bei 3,5 % a) verdoppeln. 

b) verdreifachen, c) vervierfachen. 
17. Desgl. bei 5 %. 
18. Berechne aus den Aufzinsungsfaktoren der Tabelle I die ent

sprechenden Abzinsungsfaktoren der Tabelle H. Z. B. a) 2,44596; 
b) 3,07I 52; c) 5,25335; d) 1,035; e) 1,340 IO. 

19. Berechne den Aufzinsungsfaktor aus dem Abzinsungsfaktor. Z. B. 
a) 0,40884; b) 0,34423; c) 0,35894j d) 0,95238; e) 0,71068. 
Löse die Aufgaben auch mit Hilfe der Logarithmentafel. 

XI. Aufgaben zur Zinseszinsrec:hnung mit Hilfe von Log ... 
arithmen. 
1. Berechne den Wert eines Kapitals von 1280.Y!.Jt bei 31% Zinses-

zinsen nach 20 Jahren. . 
2. Welches Kapital wächst bei 4% Zinseszinsen in 17 Jahren zu 

2000 .Y!.it an? 
3. Bei wieviel % wächst ein Kapital von 2200.Y!.Jt in I2 Jahren zu 

3625,23 .fl.Jt an? 
4. In wieviel Jahren verdoppelt sich ein Kapital bei 5 % Zinseszins? 
o. Zu welcher Summe wachsen 875 .fl.Jt bei 41 % Zinseszins in 8 Jahren 

41 Monaten an? 
6. Desgl. ein Kapital von 5380 .fl.Jt zu 31 % in 121 Jahren? 
7. Zu wieviel % wachsen 5200.fl.J( in 60 Jahren zu 23400.fl.Jt an? 
8. Bestimme in folgender Tabelle in jeder Zeile aus drei als bekannt 

vorausgesetzten Größen jedesmal die vierte. (20 Aufgaben.) 
K o P n K n 

1000 .fl.Jt 4 % 19 Jahre 2106,85 .fl.Jt 
1250 21% 32 2754,70 
5896,64" 41% I2" IOOOO " I9955,50 6 % 20 64000 
I06I,54" 21% IOO 16000 " 

9. Zu welchem Werte wachsen 2000.Y!.Jt in 5 Jahren an, wenn 
a) einfache Zinsen zu 4 % berechnet werden, b) Zinseszinsen, die 
jährlich mit 4 % zum Kapital geschlagen werden, c) Zinseszinsen. 
die vierteljährlich mit I % dem Kapital zugefügt werden? 
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10. Wie ändern sich die Ergebnisse. wenn das Kapital 25 Jahre aus
geliehen ist? 

11. Zu wieviel % jährlich ist ein Kapital ausgeliehen. wenn es zur 
gleichen Höhe anwächst wie ein gleichgroßes. das mit 1% monat
lich verzinst wird? 

12. Welcher vierteljährliche (halbjährliche) Zinsfuß entspricht einem 
jährlichen Zinsfuß von 6%? 

13. In welcher Zeit verdoppelt sich ein Kapital mit Zinseszinsen bei 
a) 3%. b) 3t%. c) 4%. d) 4t%. e) 6%? 

14. In welcher Zeit verzehnfacht sich ein Kapital bei 3% [4%]? 
16. Eine Schule erhält eine Stiftung von 2000 .Jl,j(. die erst dann ver

wandt werden darf. wenn sie bei 3!%iger Verzinsung den Wert 
von 10000 .Jl,j( überschritten hat. Wann ist dies der Fall? 

16. Ein Kapital wird erst 12 Jahre zu 31%. dann noch 8 Jahre zu 4 % 
verzinst. Zu welcher Summe ist es nach dieser Zeit angewachsen? 

17. Ein Waldbestand. der auf 400000 cbm veranschlagt ist. vermehrt 
sich 10 Jahre hindurch um jährlich 3 % des Holzbestandes vom 
vorausgehenden Jahr. Wie groß ist der Bestand nach 10 Jahren? 

18. Ein Kapital von 2863.Jl,j( wird 5 Jahre 4 Monate zu 4.5 % aus
geliehen. Zu welcher Summe ist es angewachsen? Welchen Unter
schied liefern GI. (16) und (17) ? 

19. Desgl. für 1218.JlJt. die zu 3.75 % 3 Jahre 8 Monate ausgeliehen 
werden. 

20. Jemand übergibt einer Bank 780.Jl,j(. die halbjährlich mit 21 % 
verzinst werden. Um wieviel ist der Betrag nach 15 Jahren größer 
als wenn die Bank das Geld zu 4t % jährlich verzinsen würde? 

21. Welcher gleichwertige Zinsfuß entspricht einem jährlichen Zinsfuß 
von 5 % a) im Halbjahr. b) im Vierteljahr. c) im Monat? 

22. Jemand hat den Gewinn aus einer Lotterie zu 4t% auf 10 Jahre 
angelegt. Nach dieser Zeit konnte er sich für das Kapital samt 
Zins und Zinseszins ein Haus für 55000 !/l.ft kaufen. Wie groß 
war der Gewinn? 

23. Ein Vater hat eine Erbschaft von 12600.JlJ! gemacht und das 
Geld zu 5.5 % festverzinslich angelegt; nach 3 Jahren hat er noch 
weitere 2700 .Jl,j( zugefügt. die ihm aber nur zu 5 % verzinst werden. 
Nach weiteren 5 Jahren stirbt der Vater. das Geld wird unter seine 
vier Kinder gleichmäßig verteilt. Wieviel erhält jedes Kind? 

24. Ein Kaufmann mietet ein Geschäftslokal für 3 Jahre und zahlt 
den Mietpreis von jährlich 1200.Yl,j( im voraus für die ganze Zeit. 
Welchem Betrag am Ende der Mietzeit würde dies entsprechen bei 
6%? 

25. Ein Kapital wird erst 3 Jahre mit 6%. dann weitere 2 Jahre mit 
5.5 %; schließlich noch 5 Jahre mit 5 % verzinst und erreicht so 
den Wert von II 560 .YlJ!. Wie groß war das Kapital? 



XI. Aufgaben zur Zinseszinsrechnung mit Hilfe von Logarithmen 33 

26. Ein Käufer will für ein Grundstück 22000 .7/1 bar bezahlen. Ein 
zweiter Käufer ist bereit, sofort die Hälfte davon zu zahlen und 
nach 6 Jahren noch 14000.7/.Jt, ein dritter Käufer will nach 
5 Jahren 27000 .7/."ft zahlen. Welches der drei Angebote ist für 
den Verkäufer am günstigsten, wenn 4!- % Zinsen gerechnet 
werden? 

27. Sparkassen verzinsen oft nur volle Markbeträge. Berechne hier
nach von Jahr zu Jahr weiterschreitend den Wert einer Einlage 
von 5 JI.Jt nach IO Jahren und vergleiche das Ergebnis mit dem 
nach der Formel errechneten bei 4 %. 

28. Führe dasselbe für eine Einlage von 1000.7/1 durch. 
29. Was folgt aus Aufgabe 27 und 28? 
30. Stelle das Anwachsen eines Kapitals Ko = 100 bei 5 %iger Ver

zinsung für 30 Jahre graphisch dar a) mit einfachen Zinsen, 
b) mit Zinseszinsen. [Suche einen geeigneten Maßstab. Es genügt 
die Berechnung von K s, KlO' K 15, ••• K 30.] Entnimm aus der 
Zeichnung, nach wieviel Jahren sich das Kapital mit einfachen 
Zinsen und mit Zinseszinsen verdoppelt, bzw. verdreifacht, bzw. 
vervierfacht. Prüfe die Genauigkeit des zeichnerischen Ergeb
nisses durch die Rechnung. 

31. In Figur 5 stellt Kurve 2 Jahre 
die Zahl der Jahre dar, nach 70 

denen sich ein Kapita1 bei GO 

I % bis IO % verdoppelt. 50 

Kurve 3 und 5 lassen ent
sptechend erkennen, in 
welcher Zeit sich ein Ka
pital bei den verschiede
nen Prozentsätzen verdrei
facht bzw. verfünffacht. 
Lies an den Kurven eine 
Reihe von Ergebnissen ab, 
etwa: a) In wieviel Jahren k) 

30 

20 

o 1 

3 \ 
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verdreifacht sich ein Kapital zu 4,5 %? b) Zu welchem Zinsfuß 
erreicht ein Kapital in 30 Jahren den fünffachen Wert ?c) Den 
wievielfachen Wert erreicht ein Kapital bei si % in 20 Jahren? usf. 
Mache in allen Fällen die Probe durch Rechnung. 

32. Stelle auf Millimeterpapier selbst die Figur 5 her; trage zugleich 
die Kurve ein für den 1tfachen und für den 4fachen Wert des 
Kapitals. In welcher einfachen Beziehung stehen Kurve 2 und 4 ? 

33. Stelle eine entsprechende Zeichnung her für das Rückwärts
datieren eines Kapitals zur Beantwortung der Fragen: Wann hatte 
ein Kapital bei verschiedenen Prozentsätzen den halben Wert, 
! des Wertes, usf.? Bezeichne die Kurven mit t, i, usf. und werte 
die Kurven aus, entsprechend Aufg. 31. 

Flechsenhaar. Finanzmathematik. 2. Auf!. 3 
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C. Rentenrechnung. 
I. Vorübung. 
Bei der Rentenrechnung handelt es sich in erster Linie um die Zah

lung von gleichen Beträgen in gleichen Zeitabständen. Ein Beispiel 
mag dies erläutern: Jemand hat 2000.ftJ{ in 5 Raten zu je 400.ftJt 
zu zahlen. Die erste Rate ist sofort fällig, jede folgende ein Jahr 
später, die letzte also nach 4 Jahren. Welche Summe könnte so
fort an Stelle der 5 Raten bezahlt werden, wenn 5 % Zinsen berechnet 
werden? 

Man berechnet den Jetztwert jeder Rate und addiert die so ge
fundenen Beträge. So erhält man nacheinander unter Benutzung von 
Tabelle II für die 

1. Rate 400 .1tJ{ = 400,00.1lJ{. 

2. " 4°°' v = 400 . 0,95238 = 380,95 " (I Jahr zurückdatieren). 

3. " 400 ' v2 = 400' 0,9<>7°3 = 362,8r " (2 Jahre " ). 
4. " 400' v3 = 400' 0,863 84 = 345,54 ". (3 " ,,). 
5. " 400' v' = 400 . 0,822 70 = 329,08 " (4 " ,,). 

Jetztwert der 5 Raten = 51 = r8r8,38.1tJ{. 

Addiert man die nicht ausgerechneten Beträge, so erhält man: 

51 = 400 (I + V + v2 + v3 + v') = 400 (I + 0,95238 + 0,9<>7°3 

+ 0,86384 + 0,822 7°) = 400 . 4,54595 = r8I8,38 .11.It. 

Schließlich kann man auch den Klammerausdruck I + V + Vi + v3 + V 

als geometrische Reihe von 5 Gliedern mit dem Anfangsglied I und 
dem Quotienten v auffassen, deren Summe nach (A 26.) den Wert hat: 

I - V' _ 1-0,78353 _ O,2J647 _ 58 
I - V - 1- 0,95238 - 0,04762 - 4,54 . 

Also ist 51 = 4,5458 . 400 = r8r8,32 .• 1l.Jt. 
Die drei Berechnungsarten ergeben nahezu übereinstimmend, daß 

die 5 Ratenzahlungen von je 400.ftJ{ durch die sofortige einmalige 
Zahlung 51 = 1818,38 .ftJ{ ersetzt werden können. 

Es soll nun untersucht werden, welche einmalige Zahlung an Stelle 
derselben 5 Raten nach Verlauf von 5 Jahren treten kann. Diese 
Ersatzsumme 52 ist sicher größer als 51' aber auch größer als 2000 .1lJt. 
da sie erst später gezahlt wird. Mit Hilfe von Tabelle I findet man als 
Endwerl nach 5 Jahren für die 
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I. Rate 400 . q5 = 400 . 1,27628 = 510,51 .1l.Jt (5 Jahre zu verzinsen). 
2." 400' t = 400 . 1,21551 = 486,20 " (4 " ). 
3. 4°°' q3 = 400 . 1,15763 = 463,05 " (3 " ). 
4. 4°°' q2 = 400' 1,1025 = 441,00 " (2 " ). 
5. 4°°' q = 400 . 1,05 = 420,00 " (I ). 

Endwert der 5 Zahlungen 52 = 2320,76.Jt.Jt. 

Addiert man die unausgerechneten Werte 400 qf> + 400 q4 + ... , so 
erhält man in umgekehrter Reihenfolge 51 = 400 (q + q2 + q3 + t + 
q5) = 400 [1,05 + 1,1025° + 1,15763 + 1,21551 + 1,27628] = 400 • 
5,801 92 = 2320,77 .1l.l{. 

Auch hier kann wieder der Klammerausdruck als geometrische Reihe 
uf f ß d . d S q5_ 1 . 1,27628 - 1 8 6 a gea twer enmlt er ummeq'--=1,05 =5,0180, 

q-I 1,05- 1 

also ist 52 = 400 . 5,80188 = 2320,75 .1l.Jt. 
Man erhält also bei den drei Berechnungsarten nahezu überein

stimmend als Ersatzwert für die Ratenzahlungen nach 5 Jahren die 
einmalige Zahlung von 2320,76 .1l.J{. 

Das dritte Verfahren hat bei einer großen Zahl von Raten besondere 
Vorteile; es wird deshalb im folgenden allgemein behandelt. 

ß. Zeitgerade. 
Eine in gleichen Zeitabständen regehnäßig wiederkehrende Zahlung 

vom gleichen Betrage e heißt eine Rente, die einzeIneZahlung heißt 
Rate. Werden die Raten stetsamAnfangdesZeitabschnittes 
(Jahres) bezahlt, so heißt die Rente vorschüssig (prä- n aqn-l 

numerando), erfolgt sie am Ende, so heißt sie nach-
schüssig (postnumerando). Um die an verschiedenen 
Zeitpunkten erfolgenden Zahlungen zusammenfassen zu 3 aq2 
können, müssen sie auf den gleichen Zeitpunkt datiert 2 

werden. Am anschaulichsten läßt sich diese Rechnung mit a 
Hilfe der Zeit geraden ausführen. ° 

Auf einer senkrechten Geraden wird ein Punkt als -I av l 

Nullpunkt markiert, der die Gegenwart bedeutet. Gleiche -2 

nach oben abgetragene Strecken stellen die darauf-
folgenden Jahre dar; ihre Endpunkte I, 2,3, ... , n, die 
an der linken Seite bezeichnet werden, entsprechen den 
Endpunkten des ersten, zweiten, ... , n teo Jahres. So bedeutet die 
Strecke 23 das dritte Jahr, der Punkt 3 das Ende des dritten oder 
den Ailfang des vierten Jahres. Die i. a. nicht benutzten Punkte - r, 
- 2, ..• weisen auf die Vergangenhei t hin. An der rech ten Seite 
werden die zu den betreffenden Zeitpunkten geleisteten Zahlungen 
(Kapitalien) angetragen. Jede Summe a kann an einem beliebigen 

3* 
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Zeitpunkt gestrichen werden und dafür an einen um m Jahre späteren 
Zeitpunkt mit dem Werte aqm oder an einen um m Jahre früheren 

Zeitpunkt mit dem Werte :. = av m eingetragen werden. [Vgl. B. ur q 
und IV, Formel (10) und (II).] SO sind z. B. die in der Fig. rechts 
angetragenen Zahlungen völlig gleichwertig; d. h. es ist einerlei, ob 
ich am Ende des ersten Jahres den Betrag a zahle oder am Ende 
des nten Jahres (also n - 1 Jahre später) den Betrag aq"-l oder ein 

a 
Jahr vor der Gegenwart den Betrag av2 = -s' usf. q 

Erfolgen die Zahlungen und die Aufzinsung halbjährlich, so be
deuten die Punkte 1, 2, 3, ... je das Ende des 1., 2., 3., ... Halb
jahres. Entsprechendes gilt für andere Zinstermine. 

m. Nachschüssige Rente. 
Jemand zahlt n Jahre, am Ende jedes Jahres den Betrag (]. Zu 

welcher Summe R .. ist die Rente am Ende desnton Jahres angewachsen? 
An die Zeitgerade wird in den Punkten 1,2,3, ... , (n- r), n 

n I! je die Summe (! angetragen. Alle Zahlungen werden auf den 
Zeitpunkt n datiert. Die letzte Zahlung steht schon an der 

n-I I! 
richtigen Stelle, die Rate (] vom Zeitpunkt n - r hat am 
Zeitpunkt n den Wert (]q, die vom Zeitpunkt n - 2 den Wert 
(]q2, ... , die Zahlung (! am Zeitpunkt 2 hat am Zeitpunkt n 

4 I! den Wert (]q"-2, die Zahlung am Zeitpunkt 1 den Wert (]q"-l. 
3 I! An Stelle der n einzelnen Zahlungen von je (! kann am Zeit-
Z I! punkt n demnach die eine Zahlung: 
I I! 

o 

treten, die die Summe einer geometrischen Reihe ist 
mit dem Anfangsglied (! und dem Quotien ten q. Sie hat also 
[nach A. (26)J den Wert: 

(1) 

R .. heißt derEndwert der nmal nachschüssig gezahlten Rente. 
Zu beachten ist, daß n die Zahl der Ratenzahlungen bedeutet 
und daß die Berechnung für den Zeitpunkt der letzten Raten
zahlung erfolgt ist. 

IV. Vorschüssige Rente. 
Erfolgen die Zahlungen nicht am Ende, sondern am Anfang jedes 

Jahres. so sind die Raten (! an die Zeitpunkte 0,1,2 •...• n - 2, n - 1 

anzutragen. 



IV. Vorschüssige Rente. V. Barwert 

Werden wieder alle Zahlungen der Reihe nach auf den Zeit
punkt n datiert, so ergibt sich hier die Summe: 

R~ = eq + eq2 + eq3 + ... + eqß-l + eqß. 

Man erhält also die Summe einer geometrischen Reihe von 
n Gliedern mit dem Quotienten q und dem Anfangsglied eq. 
Also ist: 

(2) R ' qß_ I 
n =eq--=Rß·q, q-I 

37 

n-I 

n-2 

3 e 
2 

I e 
was schon daraus hätte gefolgert werden können, daß jede 0 e 
Zahlung e ein Jahr länger auf Zinsen steht als bei der nach
schüssigen Rente. R~ heißt der Endwert der n mal vorschüssig ge
zahlten Rente vom Ratenbetrag (!, berechnet auf das Ende des Jahres, 
zu dessen Anfang die letzte Zahlung erfolgt. 

V.Barwert. 
Häufig ist es erwünscht, den Wert einer Rente für die Gegenwart 

zu berechnen, den sogenannten Barwert der Rente. In diesem Falle 
sind alle Raten auf den Zeitpunkt 0 zu datieren. Man erhält wieder 
eine geometrische Reihe. Ist aber der Endwert bekannt, so läßt sich 
der Barwert einfacher dadurch finden, daß man den Endwert um 
n Jahre zurückdatiert. So ergibt sich der Barwert der nach
schüssigen Rente [aus (1) mit Hilfe von B. (II)] zu: 

B qn_1 R . 11 

0- q" =Q (q_l)qn 

Entsprechend wird der Barwert der vorschüssigen Rente: 

P (qft - I) 
('1 -I) qß 1 

Unter Berücksichtigung der Beziehung v = ~, q =~ können die q v 
Gleichungen für die Barwerte noch umgeformt werden. Es ist: 

(~-'- I) vß 

R -n qta-I -n vß -0 I-Vft • V 
o-O::-(g_I)qn-o::- (~-I) - .. I-V ' 

d d I .. o er, a -; - 1= q - I = ~ 1st: 

I-Vß 

Ro=e-·-· 
I 
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--I vn 
Ferner ist: 

( I ) 
R' qn - I vn I - Vn 

O=(!q (q_I)qn = e· (I ) = (! I-V' also: 
V --I 

V 

R' I _vn 
o=e I _ V ' 

VI. Abkürzende Bezeichnungen. 
Da Endwert und Barwert der vorschüssigen und nachschüssigen 

Rente häufig vorkommen, hat man für diese vier Ausdrücke unter 
Annahme des Ratenbetrages (! = I besondere Bezeichnungen ein
geführt. Es ist nach (r): 

(5) 
q"-1 

11-\==---n q-l 

der Endwert der nachschüssigen Rente am Zeitpunkt der letzten 
Ratenzahlung, wenn sie n-mal je mit dem Betrage r gezahlt wird. 

qn_l 
(6) s~ = q 1 == q • ß--\ 

ll' q_ II 

ist der Endwert derselben vorseh üssigen Rente am Ende des Zins
termins (Jahres), an dessen Anfang die letzte Rate gezahlt wurde. 

qn_l I_v" a-,= =--.-
" (q-l)q" t 

(vgl. 3a) 

ist derBarwert der nachschüssigen Rente vom Ratenbetrag I. 

q"-1 1 ..... v" 
(8) ~ = 1 == -1-- = a-"I • q (vgl. 4 und 4a) ,. (q _ 1) qn - V 

ist der Barwert der vorschüssigen Rente vom Ratenbetrag 1. Die 
vorschüssige Rente r, die nur n - I Zahlungen umfaßt, hat den 

~~ I ~~ I 
Endwert S-=il = q -; entsprechend ist an-lI = ( -) n l' n q-r q-Iq 

Hieraus ergeben sich noch folgende Beziehungen: 
qn-l_I q-I qn_q q-I qn_ I 

S,,-t\ + I = q q~ + q _ I = -q -=r + q -I = q _ I = ß;; 

qn-l_ I qn-l _ I qn _ qn-l qn - I 

an-lI + 1= (q_ r) qn-l + r = qn_qn-l + qn_ qn-l = gn_ qn-l 

qn_r 
-o--"---~~ = a -, . (q_r)qn-l 11' 

Die beiden Gleichungen: 

(9) und: 

(ro) 
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lassen sich so aussprechen: Vermehrt man den Endwert der vorschüssi
gen Rente von n - I Zahlungen vom Ratenbetrag I um die Einheit, 
so hat man den Endwert der nachschüssigen Rente von n Zahlungen 
vom Ratenbetrag I. Vermehrt man den Barwert der nachschüssigen 
Rente von n - I Zahlungen vom Ratenbetrag I um die Einheit, so 
hat man den Barwert der vorschüssigen Rente von n Zahlungen vom 
Ratenbetrag I. 

VU. Ewige Rente. 
Soll eine Rente vom Ratenbetrag e auf ewige Zeiten bezahlt werden, 

so handelt es sich um die ewige Rente. Die Frage nach dem Endwert 
ist dabei sinnlos, wohl aber hat die Frage nach dem Barwert einen Sinn. 
Hat man z. B. auf ewige Zeiten je 5 .7l.Jt am Ende jedes Jahres zu 
zahlen, so kann man sofort IOO.Jl.Jt zu 5 % verzinslich anlegen, um 
mit den am Ende jedes Jahres fälligen Zinsen von 5 .1Ivll der Verpflich
tung nachzukommen. Mit IOO.7l.Jt kann man also beim Zinsfuß 5 % 
die ewige Rente von je 5 .1I.Jt ablösen. Überhaupt kann man die 
ewige nachschüssige Rente vom Ratenbetrage f! durch ein Kapital 
A ersetzen, das jährlich den Betrag f! an Zinsen abwirft. Da das 

Kapital A bei P % jährlich die Zinsen ~o: liefert, so ist ~o: = e, also: 

(II) Ä _ 100 Q = _f!_ = ~ 
p q-r , 

zu setzen. Bei der vorschüssig zu zahlenden ewigen Rente ist außer 
dem Kapital A noch die erste Rate f!, die sofort fällig ist, zur Ver
fügung zu stellen, also insgesamt das Kapital: 

(I2) A' = A + e = 100 e + e _ ~ (100 + p) = g:}L = f!: q • p p - q-r , 

So ist der Barwert der ewigen vorschüssigen Rente von je 320 .11.,1( 
bei 4 % Zinsen: 

A' = 3:0 (IOO + 4) = 80 • I04 = 8320 .1I.Jt. 

Der Barwert der entsprechenden ewigen nachschüssigen Rente 
ist 8000 .1l.Jt. [A und A' hätten auch dadurch gefunden werden können, 
daß man alle Zahlungen e auf den Nullpunkt datiert hätte und ihre 
Summe, eine unendliche fallende geometrische Reihe, nach A (27) 
berechnet hätte. Führe dies aus.] 

VDI. Vermebnmg oder Verminderung eines Kapitals durch 
eine Rente. 

Es sei der Endwert EI eines Kapitals K o zu bestimmen, wenn am 
Ende jedes Jahres außer den Zinsen noch je e.1l.Jt zugefügt werden. 
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Die Rente hat am Zeitpunkt n den Wert e qn - I, das KapitalKo hat 
q-I 

am gleichen Zeitpunkt den Wert Koq"'. Also ist: 

(r 3) 

Wird die Rente am Ende des Jahres nicht zugefügt, sondern weg
genommen, so ergibt sich der Endwert : 

n qn_l 
(14) E 2-Ko• q - Q q-l . 

Ist in Gleichung (14) der Wert von e gleich dem jährlichen 
n (/ Zinsbetrage von Ko, so ändert das Kapital seinen Wert nicht, 

fI- I (/ denn es werden dann jährlich nur die fälligen Zinsen abge
hoben. Auch rechnerisch läßt sich dies zeigen; es ist in 

diesem Falle e = K o I~O = K o (q - I), also wird: 
4 (/ 

11 qn - I _ 
3 (/ E =K . n -K (n- I).----Ko• 2 O:r 0:1 q-I 
2 

I 

o 

(/ 

(/ Ist (! kleiner als der jährliche Zinsbetrag von K o, so 
Ko wird E2 mit jedem Jahre größer; ist (! größer, so nimmt 

E2 stets ab. 

IX. Tilgung (Amortisation) einer Schuld. 
Ist in (I4) Ko eine Schuld und (! die jährliche Abzahlung ein

schließlicl). der Zinsleistung und größer als diese, so wird nach einer 
bestimmten Anzahl von Jahren die Schuld getilgt sein; es wird 
E2 = o. Man bezeichnet dies als Amortisation (Tilgung) der 
Schuld. Es ist also in diesem Falle: 

(r 5) 
n q"-l q1l_ I 

K o • q - Il 1 oder K o = () ( ) = (J a-, . .. q_ ... q _ I qfl n' 

Aus dieser Exponentialgleichung ist der Exponent n zu ermitteln. 

Es ist: Koqn (q - 1) = e· qn - 12 oder 12 = qn [e - Ko (q - n», 
also: q'" = -v ll( oder [nach A (16)-(18)]: 

ll-""o q-I) 

n logq = loge -log [12 - K o (q - I)] oder: 

(16) log ll- log [ll -Ko (q-I)] 
n = ---logq • 

Auch (16) läßt wieder erkennen, daß die Aufgabe nur lösbar ist, wenn 
e> Ko (q - I) ist, d. h. wenn der jährliche Zinsbetrag von K o 
kleiner ist als die jährliche Abzahlung e. n bedeutet die Anzahl 



IX. Tilgung (Amortisation) einer Schuld. X. Beispiel einer Amortisation 4I 

der Rückzahlungen. Ergibt sich n als gebrochene Zahl, etwa n = m+". 
wo m eine ganze Zahl, 11 ein echter Bruch ist, so bleibt nach der mten 

Rückzahlung noch ein Rest, die (m + I) te Rückzahlung ist aber nicht 
mehr in voller Höhe zu leisten. Det Rest nach der mten Rückzahlung ist: 

Er wird entweder der Rate e nach m Jahren noch zugefügt, oder es 
wird nach m + I Jahren noch eine Rate q' d < e gezahlt. 

X. Beispiel einer Amortisation. 
Aufgabe: 
Eine Schu1d von 25600 .JlJ{ ist durch jährliche nachschüssige Raten

zahlungen von je 1980.JlJ{ zu tilgen. Nach wieviel Jahreszahlungen 
ist die Tilgung beendet, und was ist im letzten Jahre noch zu zahlen 
bei einem Zinsfuß von 4-! % ? 

x sei die Zahl der Ratenzahlungen. Nach x Jahren hat x 1980 

q"'-1 d die Rente den Wert 1980--, das Kapital hat an iesem 
q-1 

Zeitpunkt den Wert 25600 q"'. Also ist: 

oder: 

q"'-1 
25600tf = 1980-q-1 

1°45"'- I 25600 . 1,045'" = 1980 -'-=--
0,°45 

oder: 25600' 1,045" = 44000 (1,045'" - I) = 44°00 ' 1,045'" - 44000. 

44°00 = 184°°' 1,045"', 

also: " 44°00 55 
1,°45 = 18 4°° = 23 

oder: x . log 1,045 = log 55 - log 23 

x = log 55 -log 23 = 0,74°4 - 0,3617 = 0,3787_ = I 8 
log 1,045 0,01912 0,019 12 9,· 

[Der Wert kann auch durch unmittelbares Einsetzen in GI. 16 ge
funden werden.] Nach 19 Zahlungen ist also die Schuld noch nicht 
getilgt, die 20. Zahlung ist nicht mehr voll zu leisten. 

Der Restbetrag nach 19 Jahren beträgt noch: 

I °4519 - I 25600' 1,°4519_1980 '~o~= 25 600 ' 1,04519 -44000 (1,04519_ 1) 

= 44000 - 18400 . 1,04519 = 44000 - 4247° = 1530, 

d. h. die 19. Rate wäre noch um 1530.JlJ{ zu erhöhen, oder es wäre 
noch eine 20. Rate nach 20 Jahren zu zahlen im Betrage von 1530 . 1,045 
= 1599 .1l.Jt. 
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XI. Plan für die Lösung von Aufgaben aus der Rentenrechnung. 
Alle Aufgaben aus der Zinseszins- und Rentenrechnung lassen sich 

leicht nach folgendem Plane lösen: r. Antragen der Kapitalien 
und Renten an die Zeitgerade, 2. Zusammenfassung 

14 K" aller Renten zu einem Kapital am Zeitpunkt der 

13 

12 

11 

10 

letzten Zahlung nach (I), 3. Datieren aller Kapitalien 
auf den gleichen Zeitpunkt nach B (IO) oder B (Ir), 
4. Aufstellen der Gleichung, 5. Auswertung der Un
bekann ten. Ein Beispiel mag dies erläutern: 

09 a Jemand hat im Jahre I900 ein Kapital Ko = IOOOO Je 
08 a;x bei der Bank angelegt; er fügt I903 und in jedem folgenden 

a Jahre a = 400 .Jt zu, zum letzten Male I909. Welches Kapital 07 
x hat er I908 abgehoben, wenn sein Guthaben I914 noch 

06 a 
K,. = I2000 jC betrug? Die Verzinsung erfolgt zu 4%; 

05 a das Datum der Ein- und Auszahlungen ist in jedem Jahre 
04 a das gleiche, etwa der r. April. 
03 a 

02 
I. Die Kapitalien und Renten werden an die Zeitgerade 

angetragen (vgl. Zeitgerade). 
01 

2. Die Rente vom Ratenbetrage a hat am Zeitpunkt og 
00 K o 7 

den Wert a~. [Vgl. (I).] 
q-I 

3. Alle Kapitalien werden nach dem Zeitpunkt I4 datiert. K" 
behält also seinen Wert. Das Kapital x wird um 6 Jahre vordatiert 
und erreicht den Wert x' q6. Der Endwert der Rente am Zeitpunkt 09 

ist um 5 Jahre vorwärts zu datieren und hat dann den Wert a q7 - I • q5. 
q-I 

Das Kapital K o wird entsprechend zu K o' q14. 

4. Aus dem Wortlaut der Aufgabe ergibt sich so die Gleichung: 

5. Hieraus ergibt sich für x der Wert: 

K 8 a q7_ x K .. 
X= o·q +--q----q=r-qs. 

Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man auf irgendeinen anderen 
Zeitpunkt datiert. (Welchen Vorteil hätte das Datieren auf den 
Zeitpunkt 08?) Die numerische Auswertung liefert: 

x = I3685,70 + 3037,81 - 9483,78 = 7239,73. 

Die Abhebung im Jahre 1908 betrug also 7239,73 .J{. 
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KU. Benutzung von Tabellen zur Berechnung von Renten. 
In den Vorübungen ist an einem Beispiel gezeigt worden, wie man 

durch wiederholte Benutzung von Tabelle I und II den Barwert und 
Endwert einer Rente berechnen kann. Für eine größere Zahl von 
Raten ist aber das Verfahren recht umständlich. Man hat daher be
sondere Tabellen für Renten berechnet. Tabelle III stellt die Werte 
für sn\ dar [vgI. GI. (6)J, d. h. den Endwert einer vorschüssigen Rente I. 
Handelt es sich also um den Endwert der in den Vorübungen be
handelten Rente, die vorschüssig 5 Jahre lang am Anfang jedes Jahres 
mit Q = 400 .Yl.lt bezahlt wird, berechnet auf das Ende des 5. Jahres, 
so liest man aus Tabelle III für 5 Raten vom Ratenbetrage I den 
Wert ab III~% = 5,80I9I; also ist der Endwert der gesuchten Rente 
400 . 5,80191 = 2320,76 .Yl.Jt. 

Um den Endwert der nachschüssigen Rente zu finden, beachtet 
man GI. (9), nach der Snl = sn-lI + 1 ist. Werden in dem eben 
behandelten Beispiel die Raten von je 400.Yl.Jt nachschüssig 5 Jahre 
bezahlt und man will den Endwert nach 5 Jahren finden, so bestimmt 
man zuerst den Endwert für die Rente 1; er ist s&"\ = Si' + 1 = III~% 
+ I = 5,52563. Also ist der Endwert der Rente 4°0: 

400 . 5,52563 = 2210,25 .YlJ{. 

[NB. Man könnte auch GI. (6) benutzen, nach der S;;I = q . Sn\, also 
~,,\ = v· Sft\ ist. Dann würde sich ergeben 55\ = V • 85\ = 0,95238 . 5,801 91 
= 5,52562 wie oben, doch umständlicher.] 

Tabelle IV gibt den Barwert der nachschüssigen Rente vom 
Ratenbetrage 1; d. h. den Wert von a;;'. Wird also am Ende jedes 
Jahres, 5 Jahre lang, je der Betrag I gezahlt, so ist der sofortige Wert 
(Barwert) IV~% = 4,32948. Hat die Rate den Wert 400.Yl.Jt, so ist 
der Barwert 400' 4,32948 = 1731,79 .Yl.Jt. Um den Barwert a;\ der 
vorschüssigen Rente vom Betrage 1 zu finden, beachtet man GI. (10), 
nach der a;\ = U .. _lI + 1 ist. Es ist also a5\ = ai\ + 1, also a5\ = 3,54595 
+ 1 = 4,54595; somit ist der Barwert der 5 vorschüssigen Raten
zahlungen von je 400 .Yl.Jt 400' 4,54595 = 1818,38 .Yl.Jt. 
[NB. Auch hier hätte wieder aus a;\ = a~ . q (vgl. (8)] der Wert 
a5"\ aus aSI • q = 4,32948. 1,05 = 4,54595 gefunden werden können.] 

Umgekehrt kann in jedem der vier Fälle auch leicht der Ratenbetrag 
gefunden werden. Ist z. B. der Barwert einer nachschüssigen Rente, 
die 15 Jahre mit 5 % Zinseszins gezahlt wurde, 3II3,9o.Yl.Jt, so liest 
man aus Tabelle IV den Barwert der nachschüssigen Rente 1 ab, die 
15 Jahre gezahlt wird; sie ist 10,37966. Dieser Barwert ist in dem ge
gebenen Barwert 300mal enthalten; also war die Rate der gesuchten 
Rente 300 .11.1( 
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Auch die Zeit, d. h. die Anzahl der Zahlungen kann, wenigstens an
genähert, gefunden werden. Hat z. B. eine vorschüssige Rente von je 
50.Jl.il Ratenbetrag bei 3,5 % den Endwert 998,55 .JUt erreicht, so 

hat die Rente I den Endwert 99:~55 == 19,97I. In Tabelle III steht 

dieser Wert unter 3,5 % bei I5. Also war die Rente I5 Jahre gezahlt 
worden. 

Auch für unterjährige Ratenzahlungen können Tabelle III und IV 
benutzt werden, soweit die entsprechenden Zinssätze vorliegen. 

Beispiel: Jemand spart halbjährlich 75 Jt'.J(und legt 12 Jahre lang, 
am Ende jedes Halbjahres diese Summe zu 3,5 % halbjährlich auf 
Zinsen. Welche Summe besitzt er nach I2 Jahren? 

Es handelt sich um 24 nachschüssige Zahlungen von je 75 .Yl.Jt bei 
3,5 % Verzinsung (für den Zinsabschnitt von t Jahr). N'un ist S24\ = 
Siß\ + I = 35,66653 + I = 36,66653, also ist der Endwert der ge
suchten Rente 75 . 36,66653 = 2749,99 Jt'.Jt. 

XIß. Aufgaben aus der Rentenrechnung mit Benutzung der 
Tabellen. 

Eine Rente wird vorschüssig mit je 850 Jt'.J( I2 Jahre gezahlt. Be-
rechne 
1. den Endwert bei 5 % iger Verzinsung, 
2. desgl. bei 3,5 %, 
3. den Barwert bei 5 %, 
4. desgl. bei 3,5 %. 
5.-8. Berechne dieselben Werte, wenn die Rente nachschüssig ge

zahlt wird. 
9.-16. Führe die gleichen Rechnungen durch, wenn es sich um eine 

Rente von je 892,75 .Jl.Jt handelt, die 8 Jahre gezahlt wird. 
17.-24. Desgl. für eine Rente vom Ratenbetrag 62,50 Jl.Jt, die 

32 Jahre bezahlt wird. 
25. Jemand zahlt I3 Jahrelang an eine Versicherungsbank halbjährlich 

vorschüssig je I20 .JUl ein. Die Bank kann das Geld mit 3,5 % für 
das Halbjahr anlegen. Welchen Wert haben die Zahlungen zu
sammen am Ende des I3. Jahres? 

26. Welchen Wert hätte der Versicherte sofort zahlen müssen, damit 
die Bank bei gleicher Verzinsung dasselbe Endkapital erhalten 
hätte? (a) mit Hilfe von Tabelle IV; b) aus dem Ergebnis von 25-
mit Tabelle 11.) 

27. Eine Rente hat den Barwert I3613,63 Jt'.J(. Wie groß war die jähr
liche nachschüssige Rate bei 5 %, wenn die Rente 39 Jahre läuft ? 

28. Desgl. bei 3,5 % ? 
29. Der Endwert einer vorschüssigen Rente, die 25 Jahre bezahlt wird. 

ist 20I56,55 .!1l.Jt; wie groß ist die Rate bei 3,5 %? 
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30. Desgl. bei 5 % ? 
31.-32. Berechne das Ergebnis von 27. und 28. unter der Voraus

setzung, daß die Rente vorschüssig gezahlt wird. 
33.-34. Berechne das Ersebnis von 29. und 30. unter der Voraus

setzung, daß die Rente nachschüssig gezahlt wird. 
35. Jemand kauft ein Haus für 28000.'lUt. Welche nachschüssige 

Rente könnte statt dessen 8 Jahre bezahlt werden bei 5 % jähr
lichen Zinsen? 

36. Desgl. wenn das Haus 42500 .1l.Jt kostet und die Rente in 10 vor
schüssigen Raten bei 5 % bezahlt wird? 

37. Was wäre sofort für ein Haus zu bezahlen, Wenn es gestattet ist, 
den Kaufpreis in I2 gleichen nachschüssigen Halbjahrsraten von 
je 2450 .Jl.Jt bei 3,5 % Verzinsung für das Halbjahr zu begleichen? 

38. Desgl. in 8 vorschüssigen jährlichen Raten von 5600.1l.Jt bei 3,5 % 
im Jahr? 

39. Welche sofort beginnende 10mal fällige Rente könnte an Stelle 
einer einmaligen Zahlung von 7000 .1l.Jt nach 10 Jahren treten bei 
5 % Verzinsung? 

40. Welche Rente könnte a) vorschüssig, b) nachschüssig in 20 Raten 
bei 3,5 % jährlicher Verzinsung eine einmalige Zahlung von 
25000.Jl.J( nach 20 Jahren ersetzen? 

41. Wie viele jährliche a) vorschüssige, b) nachschüssigeRatenzahlungen 
sind zu leisten, damit der Endwert der Rente mindestens das 
40fache der Rate ist bei 5 % Verzinsung? 

42. Desgl. bei 3,5 % ? 
43. Wieviel halbjährliche Ratenzahlungen sind erforderlich a) vor

schüssig, b) nachschüssig, damit der Barwert der Rente den 
IZfachen Betrag der Rate übertrifft? Es sollen halbjährlich 3,5 % 
Zinsen berechnet werden. 

44. Ein Kapital von 2050.Jl.J( wird nach 5 Jahren und in jedem fol
genden Jahre, im ganzen achtmal um je 250.Jl.J( vermehrt. Wie 
groß ist der Wert des Kapitals nach 15 Jahren? (5 %.) 

XIV. Aufgaben zur Rentenrechnung mit Logarithmen. 
Rechne die Aufgaben des Abschnitts XIII. auch mit Logarithmen. 

1. Berechne den Endwert einer nachschüssigen Rente vom Raten
betrag e nach n Jahren, wenn der Zinsfuß p zugrunde gelegt wird: 

a) b) c) d) e) f) 
e = 500 268,30 4800 54,56 650 30 
P = 4,5 3,6 5,5 4 31' 41' 
n = 17 Z1 II 17 8 3 I 
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2. Berechne bei gleicher Bezeichnung den Endwert der vorsch üssigen 
Rente: 

a) b) c) d) e) f) 
(! = 982 46 2560 158.20 5.60 1.00 
P = 5i 6 3.3 4 4.5 5 
n = 7 12 19 36 60 100 

3. Berechne in I. den Barwert der nachschüssigen Rente. 
4. Berechne für die Zahlenangaben in 2. den Barwert der vor

schüssigen Rente. 
ö. In welcher Beziehung müssen die entsprechenden Ergebnisse von 

I. und 3. stehen? Ebenso die von 2. und 4.? Benutze diese Be
ziehung zur Probe. 

6. Zu welcher Summe wachsen 12000 .7lJt an, wenn 15 mal am Ende 
jedes Jahres außer den Zinsen noch je 550.7lj{ zugefügt werden 
und die Verzinsung zu 3"i % erfolgt? 

"I. Welches Guthaben hat A heute, wenn er nach Wegnahme von 
je 800.7lJt am Ende jedes Jahres bei 4%iger Verzinsung nach 
10 Jahren noch IOOO.7l.Jt übrig hat? 

8. Wie lange kann man von 20000.7lJt am Anfang jedes Jahres 
IOoo.7lJt wegnehmen, bis das Kapital bei 4 % aufgezehrt ist? 

9. Nach wieviel Jahren ist eine Schuld von I8370.7l.Jt getilgt. 
wenn jährlich a) 1200 .1lj{. b) 800.7lJt bei 5%iger Verzinsung 
abgezahlt werden? 

10. Einer Schule wird ein Legat zu Prämienzwecken vermacht. Es 
werden jedes Jahr I50.1lj{ zu Prämien verwandt. Der Rest der 
Zinsen wird zum Kapital geschlagen. So wird das Kapital nach 
31 Jahren den Wert von I2500.7lJt haben. Wie groß war die 
Stlitung anfänglich, wenn sie mit 3 % verzinst wurde? 

11. Nach wieviel Jahren wird das Kapital auf I5000.1l.Jt angewachsen 
sein? 

12. In folgender Tabelle ist K o das Anfangskapital, P der Zinsfuß. 
e die am Ende des Jahres dem Kapital zugefügte Summe, n die 
Anzahl der Einzahlungen. K,. der Endwert des Kapitals mit Zu
zahlungen nach n Jahren. Berechne nacheinander in jeder Zeile 
die Werte von K,., Ko, e, n. wenn die übrigen 4 Größen bekannt 
sind. [16 Aufgaben.] 

K o P e n K. 
5260 .7l.Jt 3 % 420 .7l.Jt 12 Jahre 13460 .7lJf. 
4930" 41% 900 " 8" 15453" 

48200 >I 4 % 1456 " 9" 84012 .. 
8 580" 31% 350" 20" 26970 " 

13. Welche Werte erhält man in Aufgabe 12 für K,., wenn die Größen K o• 
p, n unverändert bleiben und die Beträge (! am Ende jedes Jahres 
von dem Kapital weggenommen werden? 
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14. Setze in die Tabelle die neugefundenen Werte für K" ein und 
berechne dann in jeder Zeile nacheinander die Werte von K o, e, n, 
wenn die vier übrigen Größen bekannt sind. [12 Aufgaben.] 

16. Berechne die Werte von K" in Aufgabe 12, wenn die Beträgee nicht 
am Ende, sondern am Anfang jedes Jahres zugefügt werden. 

16. Versuche in Aufgabe 12 den Wert von p aus den vier übrigen Größen 
zu berechnen. Welche Schwierigkeit ergibt sich? 

17. Jemand hat 18275 ~.Jl und fügt am Ende jedes halben Jahres 
noch 570.Jl.Jt zu. Zu welcher Summe wächst das Kapital in 
I2~ Jahren an bei einer Verzinsung von 21% für das Halbjahr? 

18. Wie wird das Ergebnis, wenn der Betrag von 570 .Jl.Jt jedesmal 
weggenommen wird ? 

19. Vom 1. Januar 1900 ab stand ein Kapital von 28000.Jt zu 4% 
auf Zinseszinsen. Vom I. Januar 1909 ab werden jährlich 4000.J( 
abgehoben. Wann hatte das Kapital noch den Wert von 22000.Jt? 

20. Jemand versichert sein Leben mit IOOOO~.Jl und zahlt dafür 
vorschüssig jährlich 300.Jl.Jl Prämie. Nach der wievielten Zah
lung haben die Einzahlungen mit 3 ~ % iger Verzinsung die Ver
sicherungssumme erreicht oder überschritten? 

21. A hat ein Kapital von 4550 .Jl.Jt, B spart jährlich 600.Jl.Jt. Wann 
haben die Ersparnisse des B den Wert des Kapitals von A mit 
Zinseszinsen zu 4 % erreicht oder überschritten? 

22. Wie groß ist der Barwert einer vorschüssigen Halbjahresrente, die 
in I6Raten von je 250.Jl.iC zahlbar ist? (p = 2,5.) 

23. Desgl. für die nachschüssige Rente. 
24. Wie groß sind a) Barwert und b) Endwert einer Rente, die 13 Jahre 

vierteljährlich vorschüssig mit je 60 .Jl.Jtbei einem vierteljährlichen 
Zinsfuß von 11 % bezahlt wird? 

26. Jemand legt 10 Jahre lang am Ende jedes Monats 20 .Jl.Jt bei einer 
Sparkasse an, die ihm das Geld monatlich mit 0,3 % verzinst. 
Welche Summe hat er nach 10 Jahren gespart? 

26. Berechne den augenblicklichen Wert des Kapitals in Aufgabe 17 
und 18. 

27. Jemand hat Anspruch auf eine Rente vom jährlichen Raten
betrag e = 600.Jl.it, der ihm zwölfmal auszuzahlen ist. Um wie
viel könnte die Rate erhöht werden, wenn sie bei 4,5%iger Ver
zinsung nur achtmal zu zahlen ist? 

28. Statt einer Rente von 10 Raten zu I200~.Jl jährlich wünscht 
jemand eine solche von je 1000 .Jl.J(. Wievielmal kann diese aus
gezahlt werden? (3~%.) 

29. Das Ergebnis von Aufgabe 28 ist eine gebrochene Zahl; deute das. 
Ergebnis. 
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30. Eine vorschüssige Rente von je 570 J/.Jt Ratenbetrag, die Izmal 
zahlbar ist, ist in eine nachschüssige Rente von je 650 .7/.Jl umzu
wandeln bei 4 %. 

31. Jemand hat infolge eines Unfalls Anspruch auf eine nachschüssige 
Halbjahresrente von je 2z5.7/.Jl, die 5 Jahre fällig ist. Welche 
vorschüssige Jahresrente könnte ihm dafür 8 Jahre lang gewährt 
werden? (P = 4 % für das Jahr, z % für das Halbjahr.) 

32. Jemand will eine vorschüssige Jahresrente, die I6mal fällig ist, 
im Betrage von je 8IO.7/Jt ersetzen durch eine nachschüssige 
Vierteljahresrente von je 280 .7/.Jl. Wie lange kann sie ihm gewährt 
werden, wenn jährlich der Zinssatz von 4 %, vierteljährlich 1% 
zugrunde gelegt wird? (V gl. Z9.) 

33. Durch welche einmalige Zahlung am Zeitpurikte der Fälligkeit 
der fünften Rate kann eine Rente von je 4z5 J/.Jl, die 16 Jahre 
läuft, abgelöst werden bei 4 % iger Verzinsung? 

34. Desgl. bei dem Zinsfuß 4l. 
35. Mit 35 Dienstjahren scheidet ein Beamter aus dem Dienst. Er 

lebt noch IZ Jahre und bezieht ein vorschüssig zahlbares Ruhe
gehalt von jährlich 4800.7/Jt. Wieviel hätte er am Ende jedes 
Jahres während seiner Dienstzeit zu 4 % verzinslich anlegen müssen, 
um während der 12 Jahre durch Verbrauch seiner Ersparnisse 
das gleiche Einkommen zu haben, das ihm durch sein Ruhegehalt 
zufließt? 

36. Jemand hat 15000 J/.Jt geerbt und will dafür eine jährliche 
Iomal zahlbare Rente von einer Bank erwerben. Wie groß ist jede 
Rate, wenn die erste Rate nach IO Jahren ausbezahlt wird? (4%.) 

37. Jemand erhält bei der Geburt als Patengeschenk ein Sparbuch 
über 500 J/.Jl. Vom 6. Geburtstag ab werden ihm bis zum 15. Ge
burtstage einschließlich jährlich je a Mark zugeschrieben. Am 
18., 19., ZOo und 2I. Geburtstage entnimmt er dem Sparbuch je 
3000.7/.Jt als ZuschuB zu seinem Studium. Wie groß ist der 
Betrag a, wenn bei 4%iger Verzinsung das Sparbuch am z5. Ge
burtstage noch 630 J/.Jt aufweist? 

38. Jemand kauft ein Haus und zahlt bar 20000 J/.Jt, ferner am Anfang 
des fünften Jahres noch 8000.7l.Jt; außerdem zahlt er 10 Jahre 
am Ende jedes Halbjahres 500 .7l.Jt; welches ist der Barwert des 
Hauses, wenn halbjährlich Z % Zinsen berechnet werden? 

39. Jemand hat einen Wald gekauft; neben dem Kaufpreis hat er 
nach 5, 10, 15 und 20 Jahren noch je die Summe von 3400.7/.Jt zu 

. zahlen. Durch welche einmalige sofortige Zahlung könnte er die 
4 Teilzahlungen ablösen bei 31 % ? 

40-: Eine Gemeinde verpflichtet sich zum Bau und. zur Unterhaltung 
einer Brücke auf ewige Zeiten jährlich vorschüssig IZoo.7/.Jt zu 
zahlen. Mit welcher Summe könnte die ewige Rente abgelöst wer
den bei 4,5 % ? 
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41. Auf einem Gute ruht die Verpflichtung auf "ewige Zeiten" halb
jährlich je 250 .!l.;/t an eine Anstalt zu bezahlen. Mit welchem 
einmaligen Betrage könnte die Verpflichtung abgelöst werden, 
wenn eine Verzinsung von 2 i % für das Halbjahr angenommen 
wird und eine Zahlung gerade fällig wird? 

42. Mit dem Besitz eines G:utshofes ist die Verpflichtung verbunden, 
auf ewige Zeiten für laufende Wegreparaturen jährlich I40.!l.J( 
und alle IO Jahre für größere Ausbesserungen 840.!l.J{ (statt 
I40 .!lvii) an eine Gemeinde zu zahlen. Durch welche Barsumme 
könnte die Verpflichtung abgelöst werden, wenn 3,5% Zinsen 
gerechnet werden und eine Zahlung von I40.J/.J{ eben geleistet 
und die nächste Zahlung von 840 .!l.J{ nach 4 Jahren zu leisten ist ? 
[Wir zerlegen die Summe von 840.!l.Jt in 140 + 700 .!l.J{. Dann 
handelt es sich um die Zahlung von je I40.J/.J{, die jedes Jahr 
fällig ist und außerdem um die Zahlung von je 700.!l.Jt, die nach 
4, I4, 24, ... Jahren zahlbar ist. Auf die Gegenwart bezogen hat 
die Gesamtheit der Zahlungen den Wert: 

140 + 140 + 140 + ... + 700 + 700 + 7 00 + ... 
q q2 q8 q' qll q21 . 

140 700q8 = --+ -1-0 - = 4000 + 2095 = 6095; q- 1 q-l 

d. h. mit 6095.J/Jt ließe sich die Verpflichtung sofort ablösen.] 
43. Wie gestaltet sich das Ergebnis von Aufgabe 40, wenn die ewige 

Rente von je I200.Jl.J{ nur alle 5 Jahre fällig ist und eine Rate 
a) soeben, b) vor 3 Jahren bezahlt worden war? 

44. Ein Vater hinterläßt seinen 5 Kindern ein Vermögen von 60000.!l.J{. 
Zwölf Jahre lang wird jedes halbe Jahr vorschüssig ein Betrag von 
1800.!l.J{ für die Erziehung der Kinder verbraucht; dann wird 
der Rest unter die Kinder gleichmäßig verteilt. Wieviel erhält 
jedes Kind nach I2 Jahren, wenn halbjährlich 2! % Zinsen gerechnet 
werden? 

45. Jn einern Lande von IOOOOOOO Einwohnern beträgt der über
schuß der Geburten über die Todesfälle jährlich 2%. Es wandern 
aber jährlich 50000 Menschen mehr aus als ein. Wie groß ist die 
Bevölkerung nach 20 Jahren? 

46. Ein Erfinder verkauft seine Erfindung an eine Fabrik, die ihm 
achtmal jährlich vorschüssig I200.!l.J{ bezahlt. Welcher ein
maligen Zahlung bei 4!% entspricht dies, wenn die Zahlung 
a) sofort, b) nach 8 Jahren geleistet wird? 

47. Eine "ewige Rente" vom Ratenbetrag 500 .J/.J{ soll in eine solche 
von Iojähriger Dauer umgewandelt werden. Wie groß ist ihr 
Ratenbetrag bei 41- % ~ 

48. Der Besitzer eines Waldes ist verpflichtet, einer Anstalt jährlich 
auf unbestimmte Dauer Brennholz im Werte von 640.!l.J{ zl1 

FI echsenhaar , Finanzmathematik. 2. Auf!. 4 
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liefern. Er entledigt sich dieser Verpflichtung durch eine einmalige 
Zahlung von 10000 .Jl.Jt. a) Wie lange könnte für die Abschlags
zahlung das Holz geliefert werden, wenn das Geld zu 3~% verzinst 
wird? b) Welche Abschlagszahlung hätte er bei 31%iger Verzin
sung zahlen müssen, um die ewige Rente abzulösen? c) Welchem 
Zinsfuß entspricht es, wenn die "ewige Rente" mit 10000.;!lJ( 
abgelöst wird? 

49.1) Jemand hat 30 Jahre vorschüssig den Betrag (! zu zahlen. Zu 
welchem Termin könnte er auf einmal den Betrag 30 e bei 5 % 
Verzinsung zahlen? 

50.1) Desgl. für die nachschüssige Rente. 
5V) Zu welchem Zeitpunkt könnte jemand, der 1000 .;!lJt sofort, 

soo .7lJ( nach 4 Jahren und 600 .;!lJ( nach 10 Jahren zu zahlen hat, 
die Summe von 2100.Jl.Jt auf einmal zahlen? (4,5 %.) 

52.1) Jemand hat als Restkaufgeld für ein Haus nach I Jahr 2900 .7lJ(, 
nach 6 Jahren 4100 .Jl.Jt zu erhalten. Wann kann er bei 41 % die 
Summe von 7000 .Jl.Jt auf einmal beanspruchen? 

53.1) Jemand hat IS00.Jl.Jt sofort, 2000.Jl.it nach 3 Jahren und 
3000.7lJ( zu einem späteren Zeitpunkt zu fordern. Er erhält den 
ganzen Betrag von 6500 .;!lvlt nach 4 Jahren. Wann wäre die 
Summe von 3000.Jl.Jt fällig gewesen? (S %.) 

54. Ein Kapital von 52600.JlJ( wird nach Verlauf von 5 Jahren und 
dann in jedem folgenden Jahr um je 5260.;!l.J{ vermindert, im gan
zen neunmal. Welchen Wert hat das Kapital nach 20 Jahren· 
bei6%? 

55. Ein Kapital, das zu 2,1 % im Halbjahr verzinst wird, wird jedes 
Halbjahr, zum e~sten Male nach 3! Jahren, zum letzten Male 
nach 8 Jahren um je 180.;!lJ!( vermehrt und hat dann den Wert 
von 4000 .;!lJ( erreicht. Wie groß war das Kapital? 

XV. Beispiel für die Tilgung einer Schuld (Tilgungsplan I). 
Eine Stadt hat zur Erweiterung einer Wasserleitung 5ooooo.;!lJ( 

geliehen; die Schuld ist mit 4% zu verzinsen und soll in 10 gleichen 
Raten am Schlusse jedes Jahres zurückgezahlt werden. In (14) ist 
demnach K o= 500000, q= 1,04, n= 10 zu setzen; dann ergibt sich 
(! = 61645,48 .;!lv/t. Es ist also 10 Jahre lang am Ende jedes Jahres 
diese Summe abzutragen, die zugleich auch die Verzinsung des 
Kapitals leistet. Am Ende des ersten Jahres sind 20000.;!lJ( Zinsen 
fällig, also kann der Rest von 41 645,48.;!l.Jt an der Schuld abgetragen 
werden, die jetzt nur noch 4S8354,52 ,JUt beträgt. Für diese Schuld 
sind im zweiten Jahre 18334,18.7lJ( Zinsen zu bezahlen, also können 

I) über Terminrechnung mit einfachen Zinsen vgl.Feller-Odermann, Teil I. 
S. 212 f. 
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433II,30.1l.Jt an der Schuld abgetragen werden, da ja am Ende 
des zweiten Jahres wieder 61645,48.!l.Jt bezahlt werden. Also be
trägt die Schuld am Ende des zweiten Jahres und damit am Anfang 
des dritten Jahres nur noch 415043,22 .!lA, usf. Die Schuld nimmt 
also immer mehr ab, derZinsaufwand wird jedes Jahr kleiner 
und die Tilgung daher stets stärker. Die Rechnung ist sehr müh
selig und hat den Nachteil, daß ein am Anfang gemachter Rechen
fehler sich durch die ganze Ausrechnung bemerkbar macht. Man 
macht deshalb zweckmäßig noch folgende überlegung. Ist t1 die 
Tilgung im ersten Jahre, so ist tl , die Tilgung im zweiten Jahre, um 
den Betrag größer, der dadurch gewonnen wird, daß t1 im zweiten 
Jahre nicht mehr zu verzinsen ist; es ist also: 

(18) 12 = t1 + t1(q- I) = t1 q 

und entsprechend: ta = tlq = t1f, t, = t1q3, ••• 

Die Rückzahlungen werden tabellarisch in einem Tilgungsplan zu
sammengestellt. 

Tilgungsplan L 

Schuld am An- Zinsleistung am T'llgung am Ende Gesamtaufwand 
Jahr fang des JahrelJ Ende des Jahres des Jahres am 

Ende des Jahres 

I 500000,00 20000,00 41 645.48 61645.48 
2 458354,52 18334,18 433 11,3° 61645,48 
3 4 15043,22 16601,73 45°43.75 61645,48 
4 369999,47 [4799,98 46 845,50 61 645,48 
5 323 [53,97 12 926,16 48 719.32 61645,48 
6 274434,65 10977,39 50668,09 6[ 645,48 
7 223766,56 8950,66 52694,82 61645,48 
8 [7107[,74 6 842,87 54 802,61 61645,48 
9 116 269,13 465°.71 

I 
56 994,71 61645,48 

10 59 274,42 2370,98 59 274.42 61 645,40 

Infolge der Abrundungen ergibt sich für das letzte Jahr ein um den 
unbedeutenden Betrag von 0,08.1l.Jt geringerer Aufwand. 

XVI. Tilgung öffentlicher Anleihen. 
In der eben behandelten Aufgabe wird die Stadt vielleicht keinen 

Geldgeber finden, der die ganze Summe von 5ooooo.1t.Jt leiht 1) ; 
je höher die Summe ist, um so weniger ist dies möglich. Deshalb 
teilt die Stadt die Anleihe in Stücke ein, etwa in 600 Stücke von je 

I) In Wirklichkeit handelt es sich bei öffentlichen Anleihen um erheblich 
gröBere Beträge und um eine längere Tilgungsdauer (etwa 30-50 Jahre). 
Hier sind der Obersichtlic:hkelt halber kleinere Zahlen gewählt. 

4* 
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500.1lJt und in 200 Stücke von je IOOO .1l.Jt. Jedem Anleihestück 
(Schuldbrief) ist ein Zinsbogen beigegeben, der in Abschnitte ge
teilt ist. Gegen Rückgabe des Abschnittes werden die jeweils fälligen 
Zinsen am Ende des Jahres bezahlt. Ferner wird am Ende jedes 
Jahres eine Zahl der mit Nummern versehenen Stücke durch Aus
losung zur Rückzahlung aufgerufen. Da diese aber nur auf ab
gerundete Summen lauten, läßt sich in diesem Falle nicht jedesmal 
genau der Betrag von 6r 645,48 .YlJt verwirklichen. Der Tilgungsplan 
kann dann etwa folgende Gestalt haben 

Tilgungsplan ß. 
I I 

Rückkauf von 

I Gesamt· Ausgeloste 
Schuld am Zinszahlung Anleibestücken leistung am Stücke 

ahr Anfang des am Ende am Ende des Ende des zu 
Jahres des Jahres Jahres Jabres 

! in .Jl.J(, 1000.71.lt ! 500.71.lt 

I I I 
I 

1 500000 20000 4 1 5°0- 61500 17 

\ 

49 
2 458 500 18 340 435°0 6 1840 

I 
17 53 

3 4 15°00 16600 

I 

45°00 61600 18 I 54 
4 370000 14 800 47°°0 61800 19 I 56 I 
5 323°00 12 920 48 500 I 61420 19 I 59 
b 2745°0 10980 5°500 

! 
61 480 20 I 61 

7 224°00 8960 52 5°0 61460 21 63 
8 6860 55000 

I 61860 I 66 17 1000 ! 22 
9 116000 4660 57 000 61660 I 23 68 I 

I ro-'--___ 5_9_5°_0 __ ~ ___ 2_3_80 __ ~ ___ 5_9_5_0_0 __ ~ __ 6_1_8_8_0 _____ 2_4 __ ~_7_I~ ~_ 500000 200 600 

XVII. Tilgungsplan bei gegebener Jahresleistung (Annuität). 
Häufig soll die Tilgung eines Kapitals K in der Weise erfolgen, 

daß es mit PI % verzinst und mit pz % getilgt (amortisiert) wird; 
damit meint man, es soll die Jahresleistung (Annuität) (Pt + pz) % 
des Kapitals K betragen. Eine Jahresleistung von Pt % würde nur 
die Verzinsung leisten, die Schuld aber unverändert lassen. Je größer 
pz bei gegebenem Pt ist, desto schneller wird die Schuld getilgt sein. 

Beispiel: Ein Kapital von r 000 000 .YlJt ist mit 4 % zu verzinsen 
und mit 3 % zu tilgen. Der Tilgungsplan ist aufzustellen. 

Die Gesam tj ahresleistung beträgt 7 % der Schuld, also e = 70 ooo.YlJt. 
Die Anzahl n der Zahlungen ergibt sich aus (r4) oder mit Hilfe der 
Zeitgeraden. Die n Jahresleistungen haben am Zeitpunkt n den 

Wert (! I,04
n - I, der Wert des Kapitals am gleichen Zeitpunkt ist 

0,°4 
K· r,04n , also ist: I'[. I o,n = () 1,04n - ~ 

,..,. ., 0,04 

oder: 
I,04n - I 

1000000 • r,04n = 70000 --'---'----
0,°4 
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oder: 4 . I,04n = 7 (I,04n - I) 

oder: 3 . 1,04 n = 7; 1,04 n = i-

n 

3 
2 

1 

o 

e 
e 
e 

n = log 7 - log 3 _ 0,3679767 _ 2 I 6 
log 1,04 - 0,017°333 - " 

d. h. es sind 21 volle Jahresleistungen erforderlich, die Lei
stung im 22. Jahre beträgt nur einen Teil der Annuität. Um 
diesen Teil noch zu bestimmen, ist der Schuldenrest nach 
21 Jahren zu berechnen. Er ist nach (17): 

10411 - I D = 1000000 . 1,0421 - 70000' , 
1000000 = K 

0,°4 

log 1,04 = 0,0170333; 21 log 1,04 = 0,3576993; 
1,0421 = 2,278765, 

also: D = 1000000' 2,278765 -70000' 1,278765 : 0,04 = 40926. 

Es bleibt also nach der Zahlung der 21. Jahresleistung noch ein Rest 
von 4°926 .JUC, der i. a. im folgenden Jahre einschließlich 4 % Zinsen 
mit 42563 .Jl.J( gezahlt wird. Der Tilgungsplan hat also folgende Form: 

Tilgungsplan m. 
Jahr I Schulden am An-! Zinsen I Tilgung 

I 
Rest am Ende 

fang des Jahres des Jahres 

I 

I 
1000000 4°000 3°000 970000 

2 97°000 38800 3 1200 938800 
3 

I 
938800 37552 32 448 906 352 . 

I ! I 22 I 40 926 1637 40926 -I 
I ! 

Auch in diesem Falle sind alle Jahresleistungen, von der letzten ab
gesehen, gleich groß; was bei den späteren Zahlungen an Zinsen 
erspart wird, wird wieder zu einer erhöhten Tilgung verwandt. 

XVIß. Tilgung einer Anleihe mit Aufgeld. 
Um einen erhöhten Anreiz zur Zeichnung einer Anleihe zu schaffen, 

kann man entweder einen höheren Zinsfuß zusichern oder die Rück
zahlung mit einem höheren als dem Nennbetrag garantieren. Der 
Zuschlag, der zu je 100.Jl.J( Nennwert bei der Rückzahlung zugefügt 
wird, heißt Aufgeld (Amortisationszuschlag, Agio). Beträgt also 
das Aufgeld 10%, so wird jedes auf 1000 Y/.J( lautende Stück mit 
IIOO.Jl.J( zurückgezahlt. Wird z. B. eine 4 %ige Obligation .über 
1000.Jl.J( Nennwert nach einem Jahre schon ausgelost, so erhält 
der Besitzer 1000 J/.J( Nennwert + 100 Y/.J( Aufgeld + 40 .7l.Jt 
Zinsen = II40.Jl.J(, d. h. er hat sein Geld mit 14 % verzinst. Wird 
allerdings die Obligation erst nach 30 Jahren ausgelost, so bedeutet 
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das Aufgeld von 100.Jl.J{ nur eine unwesentliche Erhöhung des Zins
fußes von 4%. Je nachdem die Auslosung früh oder spät erfolgt, 
bedeutet das Aufgeld einen größeren oder geringeren Gewinn. 

Soll die Anleihe in XV. mit 10% Aufgeld wieder in 10 Jahren 
getilgt werden, so könnte man ohne weiteres den Tilgungsplan I oder II 
benutzen. Es wären nur jedem Tilgungsbetrag 10% der getilgten 
Summe als Aufgeld zuzufügen. Dadurch würde aber die jährliche 
Gesamtzahlung nicht mehr in jedem Jahre dieselbe [bzw. im Plane II 
nahezu dieselbe] bleiben, da ja der Tilgungsbetrag am Anfang geringer 
als später ist, also am Anfang weniger, später mehr Aufgeld hinzu
käme. Um gleichgroße jährliche Gesamtleistungen zu erhalten, führt 
man folgende Überlegung aus: Die Rückzahlung erfolgt so, als ob 
die Schuld nicht 5ooooo.Jl.J{, sondern (einschließlich Aufgeld) 
55oooo.YLIt wäre. Die Zinsen sind allerdings nur für 500000 ~.J{ 
zu zahlen. Nun ist es aber einerlei, ob man 100.Jl.Jt mit 4 % verzinst 

oder IIO ~.J{ mit 400 %; die jährlichen Zinsen sind in beiden Fällen 
IIO 

4 .Jl.Jt. Allgemein bringen 100 ~.Jt zu P % dieselben Zinsen wie 

(100 + a) J/.J{ zu -'!!:..~ %, nämlich jährlich p .JU(. Soll also ein 
100 + IX 

KapitalK mit a % Aufgeld bei p %iger Verzinsung getilgt werden, so kann 
die jährliche Amortisationsquote auch so gefunden werden, daß man 

das Kapital K (1 +~) mit dem Zinsfuß 100P voraussetzt. In 
100 100 + IX 

unserem Beispiel handelt es sich also um das Kapital 550000 J/.J{ und 

den Zinsfuß 400 3 -171- %. Es wird also q = 1 + L = 1,03636 ..• 
100 + 10 100 

Genau wie in den vorhergehenden Aufgaben finden wir also den 
Jahresbedarf e aus der Gleichung: 

ql0 I 
550000ql0 = Q -=- oder Q = 

q-I 

Die Ausrechnung liefert e = 66588,08. 

550000 
ql0_ I 

(q_l)ql0 

550000 

a;l 

Die Jahresleistung ist also nicht einfach um 10% größer als in XV. 

XIX. Aufstellung des Tilgungsplans mit Aufgeld. 
Da die Schuld von 500000 .Jlj( in XVIII. für das erste Jahr einen 

Zinsenaufwand von 4 %, d. h. 20000 J/.J{ erfordert, beträgt die Tilgung 
im ersten Jahr 66588,08 - 20000 = 46588,08 .Jl.J(. In dieser Summe 
ist noch das Aufgeld von 10% enthalten, also ist das Aufgeld ft dieser 
Summe, die eigentliche Tilgung ~, d. h. 42352,80.Jl.J(. Am Ende 
des ersten Jahres beträgt also die Schuld nur noch 457647,20 J/vf(. 
Also betragen die Zinsen im zweiten Jahre 18305,89 J/Jt. die Ge
samttilgung einschließlich Aufgeld 48282,19; die eigentliche Tilgung 
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beträgthieryonwieder~, d.h.43892,90, dasAufgeldfi, d.h.4389,29~J(. 
Die Schuld am Ende des zweiten oder am Anfang des dritten J abres ist 
daher 4r3 754,30~.J(, usf. Die Ergebnisse werden zusammengestellt im 

Tilgungsplan IV. 
Schuld am I I Tilgung I 

Jahr Anfang des I Zinszahlung einseh!. Auf· I reine Tilgung Aufgeld 
Jahres I geld 

I I 5°0000,00 20000,00 46 588,08 42 352,80 4235,28 
2 457 047,20 18 305,89 48282,19 43 892,9° 4389,29 
3 413754,3° 16 550,17 5°°37,91 45489,01 4548,90 
4 368 265,29 14730 ,61 51857,47 47 143,15 47 14,32 

5 321 122,14 12844,89 53743,19 48 857,45 4885,74 
6 272264.69 10 890,59 55 691.49 5°634,08 5°63.41 
7 221 630,61 8865,22 57722,86 52 475.33 5247.53 
8 169 155,28 6766.21 59 821 ,87 54383,5 2 5438,35 
9 II4771,76 4590,87 61 997.21 56 361 ,10 5636,II 

10 58 410,66 2336.43 6425 1,73 58410,66 5841,07 
I 

Summe I 550000.00 I I I 500000,00 50000,00 

Auch hier ergibt sich durch die Abrundungen eine kleine Differenz. 
die dadurch ausgeglichen wurde, daß die letzte Jabreszahlung um 
8 Pf. erhöht wurde. Aus der ersten Tilgungsrate von 46588,08 können 
die folgenden auch hier wieder leicht gefunden werden durch Multi
plikation mit q, f, rt, ... , q9. [Nach GI. (r8).] 

Ist die Schuld wie in XVI. eingeteilt in 200 Obligationen von je 
IOOO.J!.J( und in 600 Obligationen von je 500 .1lJe, dann können die 
jährlichen Tilgungssummen nicht genau gleich sein. Sie sind so 
abzurunden, daß die jährliche Tilgung ohne Aufgeld eine durch 500 
teilbare Zahl ist. So ergibt sich der 

Tilgungsplan V. 

k Schuldam Jahres-
Tilgung Ausgeloste 

.J'l Anfang mit Tilgung Aufgeld Annuität Stücke zu 
,!!, des Jahres 

zinsen Aufgeld ,000 500 

I JU .?I.Jt 

1 1 5°0000 20000 46 750 42 5°0 425° 66750 17 SI 
2 4575°0 18 300 48 400 44 000 4400 667°° 17 54 
3 4135°0 16 540 5°°5° 455°0 455° 66590 18 55 
4 368000 14720 517°° 47°°0 47°° 66420 19 56 
5 321000 1284.0 53900 49 000 49°0 66740 20 58 
6 272000 10880 5555° 5°5°0 5°5° 66430 20 61 

7 221 5°0 8860 5775° 52 5°0 5250 66610 21 63 
8 169000 6760 5995° 545°0 5450 66710 22 65 
9 114500 4580 61600 56000 

I 
5600 66180 I 23 66 

IO 58 500 234° 6435° 58 500 585° 66690 I 23 
71 

I 55°000 1500000 I 5°000 I 200 
1 600 

I 

Vergleiche den Plan mit Tilgungsplan II und IV. 
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xx. AufgabeD zur TilgungsrechnuDg. 
1. Eine Schuld von 3000.!l.Jt ist in 5 Jahren bei 4 % Verzinsung 

durch gleiche Annuitäten zu tilgen. Wie groß ist die Annuität? 
Der Tilgungsplan ist aufzustellen. 

2. Eine Schuld von 8000 .!l.J(, die zu 5 % verzinst wird, wird mit 20 % 
getilgt. Wann ist die Schuld getilgt? Wieviel ist im letzten Jahre 
zu zahlen? Stelle den Tilgungsplan auf. 

3. A leiht von B 800.1l.J( mit der Verpflichtung, in 4 Jahren durch 
gleiche nachschüssige Raten die Zinszahlung und Rückzahlung der 
Schuld zu bewerkstelligen. Wie groß war die jährliche Zahlung 
des A? Stelle den Tilgungsplan auf. (5 %.) 

4. Jemand will bei 4,5 % eine Schuld von r6800.!l.J( durch jährliche 
Ratenzahlungen von je 3000.1l.Jt tilgen. Wann ist die Schuld 
amortisiert? Stelle den Tilgungsplan auf? 

5. Eine Kirchengemeinde baut ein Gemeindehaus für I20000.1l.lt. 
Sie gibt zu diesem Zwecke 5 % ige Schuldverschreibungen aus, und 
zwar 20 zu rooo .!l.Jt, roo zu 500 .1l.Jt, 500 zu roo .!l.Jt. In 9 Jahren 
soll die Schuld getilgt werden. Stelle den Tilgungsplan auf. 

6. Löse Aufgabe 5, wenn die Schuld 90000 .!l.1{ beträgt und die An
leihe eingeteilt ist in 20 Stücke zu rooo .!l.J(, 80 Stücke zu 500 .1l.Jt 
und 100 Stücke zu 300 .!l.J(. 

7. Eine zu 31% verzinsbare Schuld von 2500000.1l.Jt ist durch 
20 gleiche Jahresraten zu tilgen. Wie groß ist der jährliche Ge
samtaufwand ? Der Tilgungsplan ist aufzustellen. 

8. Eine Stadt nimmt eine Anleihe von r200000.!l.J( auf, die mit 
4 % verzinst und mit 3 % getilgt werden soll, d. h. am Ende jedes 
Jahres werden 7% der ursprünglichen Schuld gezahlt. Wann ist 
die Schuld getilgt? Es ist ein Tilgungsplan aufzustellen, wenn die 
Anleihe in 1000 Stücke zu 300 .7LH, in 1000 Stücke zu 500.1l.Jt und 
in 400 Stücke zu rooo.!l.J( eingeteilt ist. 

9. Zum Bau einer Eisenbahn nimmt ein Staat eine 4 % ige Anleihe 
auf, die er in 20 Jahren tilgt. Wie groß ist die Anleihe, wenn der 
Staat jährlich 735800 .1l.J( aufzubringen hat? 

10. Eine Stadt tilgt mit jährlich 40000.1l.J( eine Anleihe von 
500000.1l.Jt. Wann ist die Schuld zurückbezahlt, wenn die Ver
zinsung anfangs mit 4 %, nach 10 Jahren aber mit 3~ % erfolgt? 

11. Eine Anleihe von S .1l.J( wird mit 5 % verzinst und mit 3 % ge
tilgt. Wann ist die Schuld zurückbezahlt ? Wie hängt das Ergebnis 
von der Höhe der Schuld ab ? 

12. Eine Anleihe von 300000.1l.Jt wird mit -3% verzinst und so ge
tilgt, daß sie nach 31 Jahren zurückgezahlt ist. Wieviel % beträgt 
die Tilgung? 

10311 - 1 
[3°0000' I,0331 = (>~-\ = (J , 0 3 l' ,0 
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Daraus folgt e = 15000 !/l.Jt; die Zinsen des ersten Jahres be
tragen 9000.1l.Jt, also die erste Tilgungsrate 6000 .1l.Jt, d. h. 2 % 
der Schuld.] 

13. Zeige, daß das Ergebnis von Aufgabe 12 nicht von der Höhe der 
Schuld abhängt. 

U. Ein industrielles Unternehmen beschließt eine Erweiterung der 
Fabrikanlagen. Eine Bank ist bereit, das Geld vorzuschießen, 
",:enn es in 35 Halbjahren bei 2%iger Verzinsung für das Halb
jahr in gleichen Raten zuruckbezahlt wird. Welcher Zinssatz 
ist für die halbjährliche Tilgung vorgesehen? 

16. In der folgenden Tabelle ist PI der Prozentsatz für die jährliche 
Verzinsung, Pa der für die Tilgung, die Annuität ist also 
(Pt + Pa)%' n ist die Zahl der Jahre, nach denen die Schuld ge
tilgt ist. Berechne aus PI und Pa den Wert von n und ebenso aus n 
und PI den Wert von Pa. (18 Aufgaben.) 

PI 3 3i 2! 5 41 4 5 4 21 
Pa :1 11 11 21 21 4 5 21 4 
n 46,90 40,05 39,72 23,98 22,02 17,67 :14,2:1 22,89 19,29 

16. Eine Anleihe wird mit 2% verzinst und mit 2% getilgt, eine 
zw:eite wird mit 3l% verzinst und mit :1~% getilgt. Welche von 
beiden ist zuerst zurückgezahlt? 

17. Ein städtischer Beamter hat ein Haus in Erbpacht gebaut. Die 
Stadt hat ihm das Grundstück leihweise für 60 Jahre gegen einen 
jährlich zahlbaren Mietzins überlassen. Das Haus, das er auf eigne 
Kosten gebaut hat, bleibt 60 Jahre in seinem Besitz und fällt dann 
mit Grund und Boden an die Stadt zurück. Nach Abzug der Un
kosten, Steuern und des Pachtzinses hat das Haus einen Mietwert 
von jährlich 1000 !/l.J{. Welchen Wert hat das Haus am Anfang, 
nach IO, 20, 30, 40, 50, 60 Jahren, wenn ein Zinsfuß von 4 % 
zugrunde gelegt wird? 

18. Nach 20 Jahren nimmt der Beamte in Aufgabe 17 eine Hypothek 
auf, die zu 4 % zu verzinsen und in 25 Jahren zu tilgen ist. Wie 
groß ist die Tilgungshypothek, wenn sie 60% des augehblick
lichen Wertes des Hauses ist, nach unten abgerundet auf volle 
Tausender, und welche jährliche Gesamtzahlung ist 25 Jahre lang 
zu leisten? Warum wird wohl reichsgesetzlich verlangt, daß eine 
solche Hypothek spätestens IO Jahre vor Ablauf des Erbbau
rechtes getilgt ist? 

19. Stelle aus den in Aufgabe 17 berechneten Werten den Wert des 
Hauses für den Zeitraum von 60 Jahren graphisch dar und lies 
aus der Zeichnung den Wert nach 7, 16, 22, 35, 52,58 Jahren ab. 

20. Die Schuld in Aufgabe 1 sei einschließlich :12j % Aufgeld in 5 
gleichen Jahresraten zu tilgen. Stelle den Tilgungsplan auf. 

21. Desgl. die Anleihe in Aufg. 7, die in 20 gleichen Raten zu tilgen ist. 



58 C. Rentenrechnung 

XXI. AnIeihe-Kurse. 
Gibt ein Geldinstitut oder ein Gemeinwesen Schuldscheine aus, 

so lauten diese auf einen bestimmten Betrag, den Nennwert und 
auf einen bestimmten jährlichen (oder halbjährlichen) Zinssatz. 
Manche Wertpapiere (Rentenscheine, Konsols), werden nicht oder 
nur durch Rückkauf eingelöst; für andere wird der Betrag an einem 
bestimmten, im voraus festgesetzten TerminzllrÜckerstattet (Schatz
scheine) ; wieder andre stellen eine langfristige Schuld dar, die durch 
Auslosung im Laufe einer Reihe von Jahren getilgt wird (s. XVlu. f.). 
Erhöht sich der allgemein übliche Zinsfuß gegenüber dem in dem 
Anleihepapier versprochenen, so wird dieses weniger wertvoll, da 
ja der Gläubiger anderweit für sein Geld eine bessere Verzinsung 
erreichen kann. Verkauft er also das Anleihepapier, so erhält er für 
je 100!ll.;l( Nennwert nur eine geringere Summe C, den Kurswert. 
Dieser steigt natürlich über 100, wenn der übliche Zins fällt und der 
Schuldbrief daher höhere Zinsen bringt als eine sonstige gesicherte 
Geldanlage. Lautet das Papier auf die Summe S und ist der Kurs C, 

so ist der Kaufpreis I~O' S. Der Kurs bestimmt sich i. a. so, daß sich 

beim Einkauf zum Kurswert und bei der vereinbarten Zinszahlung 
der übliche Zinsfuß ergibt. Kauft man z. B. ein 6%iges Wertpapier 
zum Kurse von 120, so erzielt man bei 120 !Il.J(, Kapital 6 .Y/.;I( Zinsen, 
d. h. 5%; dieser Zinsfuß heißt der wirkliche Zinsfuß. Wird der 
zum Kurse C gekaufte Schuldbrief zum Nennwert eingelöst, so wird 
ein Gewinn oder Verlust erzielt, der in die Verzinsung mit eingerechnet 
wird. Damit wird der wirkliche Zinsfuß noch beeinflußt durch 
die Dauer, die das Wertpapier noch läuft; denn es ist nicht gleich
gültig, ob die Differenz zwischen Kurswert und Rückzahlungsbetrag 
sofort oder erst später verwirklicht wird. ,Erschwert wird die Rechnung, 
wenn die Schuld durch Auslosung getilgt wird, wenn also nicht im 
voraus. feststeht, wann ein bestimmtes Anleihepapier zur Rückzahlung 
gelangt. Hier verfährt man nach den Gesetzen der Wahrscheinlich
keit so, daß man annimmt, der Inhaber des Schuldbriefes habe die 
Anleihepapiere der gesamten Sch uld in Händen, so daß sich .ein 
Ausgleich zwischen den zuerst und den zuletzt ausgelosten Papieren 
ergibt. Ferner ist zu beachten, daß die Rückzahlung nicht immer 
zum Nennwert erfolgt, sondern gelegentlich auch mit einem Abzug 
oder mit einem Aufgeld. Für Rentenscheine und Konsbls besteht 
zwischen dem Kurs C, dem Zinsfuß PI' auf den sie lauten und dem 
wirklichen Zinsfuß Pa die einfache Gleichung: 

(19) 
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XX1I.Aufgaben zur Kursreclmuag. 

1. Ein 3%iges Rentenpapier wird zum Kurse C = 90 gekauft. 
Welches ist die wirkliche Verzinsung? 

2. Desgl. ein 4,5%iges zum Kurse 90. Desgl. ein 5%iges zumKurseIIo. 
3. Zu welchem Kurse kann ein nicht auslosbares 5%iges Wert

papier gekauft werden, wenn der wirkliche Zinsfuß 4% ist? 
4. Desgl. ein 4~%iges, wenn der wirkliche Zinsfuß 3~% ist? 
ö. Ein Wertpapier, das halbjährlich 2l% ZinSen vom Nennwert 

bringt, ist zum Kurse 96 gekauft und nach xo Jahren so verkauft 
worden, daß sich eine halbjährliche Verzinsung von 3% ergab. 
Welches war der Verkaufskurs ? 
[Ausgabe des Inhabers: am Zeitpunkt Null 96.1l.Jt; Einnahme: 
20 Zahlungen von je 2~ vom Zeitpunkt 1: bis 20 und C am Zeit
punkte 20, also: 

96 • X,0320 = 2,5· ~2ö\ + C;] 16 4: II2,5 

6. Zu welchem Kurs wurde ein 4%iges Wertpapier ge
kauft, wenn es nach 1:6 Jahren mit 1:2,5 % Aufgeld 
ausgelost wurde und der Inhaber eine Verzinsung von 3 4 

41% erreicht hatte? 2 4 

1. Auf welchen Zinsfuß lautet ein Wertpapier, das zum I 4 
Kurse 1:02 gekauft und nach 6 Jahren zum Kurse 0 C 
1:09,48 verkauft wurde und eine wirkliche Verzinsung 

. von 5 % erzielt hatte? 
8. Ein 31%iges Wertpapier wurde zum Kurse 96 gekauft und nach 

8 Jahren bei einer wirklichen Verzinsung von 4% verkauft. 
Welches war der Verkaufskurs ? 

9. Ein zu 31% ausgegebener Schatzschein soll sich dadurch zu 4% 
verzinsen, daß bei der Rückzahlung nach 25 Jahren ein Aufgeld a 
gezahlt wird; wie hoch ist dies? 

10. Eine zu 3t% verzinsliche Anleihe wd im Laufe von 25 Jahren 
durch gleiche jahresleistungen amortisiert und zum Nennwert 
zurückgezahlt. Welcher Ausgabekurs entspricht dem wirklichen 
Zinsfuß 4%? 
[Wird die Schuld zu IOO angenommen, so ergibt sich die jährliche 
Gesamtleistung e aus der Gleichung: 

103516 - 1 1,035"-1 
100· I 03525 = 11 ' zu I) = 100: a-, = 100 : 115· , "" 0,03j , .. 0,035 --1,035 

Der Inhaber ,zahlt also am Zeitpunkt Null den Kurswert C und 
erhält vom Zeitpunkt I bis 25 je den Betrag e bei 4 %iger Ver
zinsung; also ist: 
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oder wenn der Wert von e eingesetzt wird: 

C a;\ I,04!5- 1 1,035 25 - I ] = 100 . -- = 100 . . • 
a- 0,°4. 1,°4" • 0,°35. 1,°35'. 

n\ 

11. Zu welchem Kurs hätte die Anleihe von 500000.1lJt in XV. aus
gegeben werden müssen, damit sie sich zu 4,5 % verzinst hätte? 

12. Wie ist der Ausgabekurs einer Anleihe festzusetzen, wenn sie mit 
PI % verzinst und in n gleichen ]ahresraten zum Nennwert ge
tilgt wird und eine wirkliche Verzinsung von P2% erreicht werden 
soll? [Verallgemeinerung von Aufgabe 10.J 

E . + Pt + Pt s sel I IOO=qp I IOO=Q2' 

Die Annuität ist (! = K : a;v wenn K die Gesamtschuld ist. Auf 

den Zeitpunkt n berechnet zahlt der Inhaber K . ~. q2n und 
100 

erhält n . q." - I . es ist also C = ~O(! • a"-. oder wenn für " 
t: q.-I' K TL" t: 

der Wert eingesetzt wird: 

q~ - I 

(ql - I) q~ 

13. Die Anleihe von 500000.1lJt in XVIII., die mit 4 % verzinst und 
in ro gleichen ]ahresraten mit ro% Aufgeld zurückgezahlt werden 
soll, soll sich zu 4,5 % verzinsen; wie groß muß der Ausgabe
kurs sein? 
[Die jährliche Rückzahlung ist in XVIII. zu e = 66588 .1l.Jt ge
funden. Der Inhaber der ganzen Anleihe zahlt also beim Ausgabe
kurs C am Zeitpunkt Null den Betrag 5000' C und erhält dafür 
zehnmal die Rate (! bei einer wirklichen Verzinsung von 4,5 %. 
Also ist: C -10 1,°451°-1 

5°00 . . 1,04:> = Q . 0,045 

Hieraus folgt: C = I05,38.J 

14. Eine P%ige Anleihe vom Betrage 5 wird in n Jahren mit a% 
Aufgeld getilgt. Wie ist der Ausgabekurs zu wählen, damit die 
Verzinsung zu P2 % erfolgt? 
(Die jährliche Tilgungsrate (! ergibt sich nach XVIII. aus der Glei
chung: 

( " ) qn _ 1 100 P P S· I + - . q~ = Q ~I -, wenn PI = ~-+- und ql = 1+_1 • 
100 ql - 1 100 IX 100 

Es ist also 11 = K. (1 +~): ~; - I = K(1 + --'=-) : a'-\. 
" 100 qn (ql- 1) 100 n 
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Der Inhaber der ganzen Anleihe zahlt am Zeitpunkt Null den 

Betrag K ~~ und erhält an den Zeitpunkten I, 2. 3, ... n je 
100 

C qfl-l P den Betrag f!, also ist K . -. qafl = f! _2 __ , wo q2 = I + _2 ist. 
100 q. - 1 100 

Also ist: C= 100· 1--. q~ - 1 100· 1-- . a:-,. 
(qs - I) q; 

Wird für fl der Wert eingesetzt, so ergibt sich: 

( IX) a~\ ] C = 100· 1+- .--;-. 
100 a

n\ 

15. Nach dem Aufwertungsgesetz vom 16. Juli 1925 werden Hypo
theken mit 25 % aufgewertet und vom 1. Januar 1925 ab mit 
1,2%, vom I. Juli 1925 ab mit 2,5%, vom 1. 1. 26 ab mit 3%, 
vom I. 1. 28 ab mit 5 % verzinst. Die Rückzahlung kann erst 
am I. Januar 1932 verlangt werden. A habe nun eine Hypothek 
auf ein Grundstück von B vor dem Kriege im Betrage von 60000.J{ 
eintragen lassen. Zu welchem Preis könnte A die Rückzahlung 
der Hypothek am I. Januar 1926 annehmen, wenn ihm C eine bis 
1932 reichende Verzinsung von 5% halbjährlich zusichert? 
[Der Zinsfuß von halbjährlich 5 % werde als wirklicher Zinsfuß 
angenommen. Die Zinszahlung erfolgt in jedem Falle halbjährlich.J 
Die Hypothek hat nach der Aufwertung den Wert 15000 §l.J{. 
A hat von B zu beanspruchen am 1. 7. 26 und jedes folgende 
Halbjahr (viermal) 225 §lJ{ Zinsen, am I. 7. 28 und jedes folgende 
Halbjahr (achtmal) je 375 §l.J{ Zinsen, ferner am 1. I. 32 das 
Kapital von 15000 §lJ{, also insgesamt auf Zeitpunkt 12 [I. 1. 32J 
bezogen: 

10·'-1 1058-1 
225 ". . 1,058 + 375 .-' --+ 15 000. 

0,0:> 0,05 

Statt dessen zahlt B am Zeitpunkt Null [I. 1. 26] den Betrag x, 
also für Zeitpunkt 12 berechnet X· 1,0512, daher ist: 

~ .. I 05 12 = 22 ~ 1,05'- 1 1058 + 375 1,05 8
- 1 + 

""', :J 0,05' 0,05 15 000 

X= II145. 

A kann also die Rückzahlung mit II 145 §lJ{ annehmen. 
16. Mit welcher Summe wäre die Rückzahlung am 1. Januar 1927 zu 

leisten, wenn die wirkliche Verzinsung 3% im Halbjahr beträgt? 

xxm. Graphische Darstellungen. 
Um sich ein Bild von dem Anwachsen einer Rente zu machen, trägt 

man auf dem Grundstrahl gleiche Strecken ab und errichtet in den 
Punkten 0,1,2,3, ... die dem Ende der einzelnen Jahre entsprechen, 



C. Rentenrechnung 

Lote, deren Länge die Endwerte der Renten an den betreffenden 
Zeitpunkten darstellen. [GI. (I) und (2)]. Führe dies z. B. für (! = I, 
P = 4 aus. Ebenso können die Barwerte dargestellt werden. Auch 
die Gleichungen (13) und (14) können so veranschaulicht werden. Die 
Endpunkte der Lote liegen auf Exponentialkurven . 

.II.ß In Fig. 6 ist das Anwachsen des Kapitals K 0= 10 

80 dargestellt, das durch die nachschüssige Rente / 70 vom Ratenbetrag I vermehrt wird. [GI. 13.J Die 
V GO vom Zeitpunkt 10 wagerechte Gerade deute den 

I so Wert des Kapitals an, das nicht durch die Rente 
V 

20 / 
P ;....-' 

30 

JO 

/ 
./' 

V 
.".,..-

und nich t durch Zinsen vermehrt wird. Die 
schiefe Gerade gibt zu jedem Zeitpunkt den Wert 
des Kapitals mit der Rente an, aber ohne Ver
zinsung. Die Strecken bis zur Kurve bedeuten 
das Kapital und die Rente nebst 5 % Zinsen und 

Zinseszinsen. 
o 5 10 15 zu 25Jahre Fig.7 gibt ein Bild des Tilgungsplanes 1. 

Fig. 6. Die Zahlen am Grundstrahl bezeichnen das 
Ende der einzelnen Jahre, die Länge des Lotes gibt für jeden Zeit
punkt ein Bild für die Größe der noch zu tilgenden Schuld. Die End
punkte der Lote liegen auf einer Kurve, die von 70000 

einer Geraden nicht allzusehr abweicht. 
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In Figur 8 ist die 
Verteilung der Annui
tät auf Zinsen und Til
gung für denselben Til
gungsplan veranschau
licht. Die Zahlen auf 
dem Grundstrahl be-

o 1 2 3 ~ 5 G 7 8 910 deuten die einzelnen 

GOOOO I=====.::;=::; 

10 000 r+-+-+-+~;t:-+-+-: 

Fig·7· Jahre, die Lote in den Fig.8. 

Punkten, gerechnet bis zur wagerechten Geraden, bedeuten die An
nuität. Die unter der Kurve liegenden ausgezogenen Strecken be
deuten die Zinsen des betreffenden Jahres, die darüberliegenden 
punktierten Teile bedeuten die Tilgung dieses Jahres. Die Annuität 
bleibt in allen Jahren gleich; sie verteilt sich aber nicht gleichmäßig 
auf Zinsen und Tilgung. Die Zinsen nehmen mit der Zeit ab, die Til
gung nimmt zu. 

Aufgaben: 
1. Stelle wie in Fig.7 und 8 andere Tilgungspläne graphisch dar. 
2. Stelle Renten mit veränderlichen Ratenzahlungen graphisch dar. 

(XXIV. und XXV.) 
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XXIV. Renten mit Ratenzahlungen, die in geometrischer Reihe 
anwachsen. 

Bei einer nachschüssigen Rente sei die erste Rate a, die zweite 
a· 'Yj, die dritte arj'l', ••. , die nte a'YJn-l. Die Raten wachsen also in 
geometrischer Reihe mit dem Quotienten 'Yj. Auf den 
Zeitpunkt n datiert haben alle Zahlungen den Wert: 

G = a .'YJn-l +arl'l-2q + ... +a'Yj2qn-3 + a'YJqn-2+ aqn-l. 

Die rechte Seite stellt eine geometrische Reihe mit n Glie

dern und dem Quotienten I{ dar; ihre Summe ist: 
'TJ 

(20) G = a . 'ljn -1 (~r - I = a • qn - TJn . 
!I-I q-TJ 

'TJ 

n 
n-I 

Würde die Rente vorschüssig bezahlt, so wäre jede einzelne Zahlung 
um ein Jahr länger zu verzinsen, also wäre der Endwert : 

(21) G' = aq qn_TJn . 
q-7J 

Ist im besonderen 'Yj = q, so versagen die Gleichungen (20) und (21), 
weil der Bruch zu * wird. Man erhält aber leicht aus dem nicht zu
sammengefaßten Wert vonG die SummeG =n' aqn-l bzw.G' = naqn. 

XXV. Renten mit Ratenzahlungen, die in arithmetischer Reihe 
steigen oder fallen. 

Eine Rente mit n Ratenzahlungen werde vorschüssig bezahlt. 
Die erste Rate sei e, die zweite e + d, die dritte 
e + 2d, ... , die nte e + (n - I) d. Auf den Zeit- n 
punkt n datiert haben die Ratenzahlungen zusam- n-I (/+(n-I)d 
men den Wert: 

~=~+~-~~q+~+~-~~~ 
+ ... + (e + 2 b) qn - 2 + (e + d) qn -1 + e qn 

o (/ 
odet anders geordnet: 

E." = [eq + eq2 + ... + eqn-l + eqnJ 
+ [(n - I) ~q + (n - 2) dq2 + ... + 2dqn-2 + bqn-1J. 

Der Ausdruck in der ersten Klammer ist nach (2) eq '!n - I; die 
. g-I 

zweite Klammer enthält eine Reihe von der Form, wie sie in A (30) 
behandelt wurde,. wobei zu beachten ist, daß die vorliegende Reihe 
nur n - I Glieder hat (statt n in 30). Es ist also in A (31) an Stelle 
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von n zu setzen n - I, an Stelle von a der Wert ~'q; so ergibt sich 
für den Ausdruck in der zweiten Klammer: 

J 2q7O-l- I (n-I)c5q also wird: 
q (q-I)' - q-I ' 

(22) E - 17O_~ d 2q"-1_ 1 _ ~n-I)c5q. 
,,- (}q q-I + q (q-I)I q-I 

Wäre die Rente nachschüssig bezahlt worden, so wäre jede Rate, 
also auch die Gesamtsumme ein Jahr weniger verzinst worden, also 
wäre der Endwert E 70 = E" : q oder: 

q"- I q"-1_1 (n-I)c5 
E =n --+ Jq - , 

n "q-I (q_I)2 q_1 

Aus den Endwerten E" und E n ergeben sich die entsprechenden Bar
werte durch Division mit q7O. 

Unter Benutzung der Abkürzungen (5) und (6) kann geschrieben 
werden: 

c5q (n-I)c5q c5q , 
(22a) E" = (} S;;'I + -- , S,,-11 - = (}s;\ + -- [S"-11 - (n - I)J. q-I q-I q-I 

(23a) E" = (J' ß;i +~[{l"-11 - (n-I)J = (}9;1 + _c5_ [S;;::I\ - (n - I)]. 
q-I q q-I 

Nehmen die Raten in arithmetischer Reihe ab, so ist für ~ der ent
sprechende negative Wert zu setzen. 

XXVI. Die Ablösungsschuld des Deutschen Reiches mit Aus
losungsrecht. . 

Das Deutsche Reich lost von der Ablösungsschuld mit dem Jahre 
1926 beginnend am Ende jedes Jahres 3~ der Auslosungsscheine aus, 
so daß die Schuld in 30 Jahren getilgt ist. Die ausgelosten Scheine 
werden mit dem 5 fachen Nennwert nebst 41 % Zinsen für das Jahr vom 
I. Januar 1926 bis zum Ende des bei der Ziehung laufenden Kalender
jahres eingelöst. So wird ein Ende 1926 ausgeloster Schein vom Nenn
wert 100 Jl.Jt zurückgezahlt mit 500.1l.Jt + 22,50 .Jl.Jt Zinsen. Ein 
Ende 1956 ausgeloster Schein vom Nennwert 100 !/l.it wird eingelöst 
mit 500 .Y!.Jt + 22,50 ' 30.1l.Jt Zinsen, also mit II75 Jl.Jt. [Von, der 
Berechtigung des Reiches, die Auslosungen zu verstärken, möge hier 
abgesehen werden.] 

Der Kurs des Wertpapieres wird also dauernd steigen und kurz vor 
der letzten Auslosung C = II75 sein. Um den Kurs am I. Januar 1926 
zu finden, nehmen wir an, die gesamte Schuld vom Nennwerte 30 y 
werde von einem Manne aufgekauft. Dieser erhält dann durch Aus
losung jährlich den Gegenwert für den Nennwert y. Die Rechnung 
hängt nicht ab von der Höhe der Schuld; d. h. wir können weiterhin' 
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die Vereinfachung machen, daß die gesamte Schuld nur 30 Schuld
scheine von je 100.1t.Jt Nennwert enthält, von denen in jedem Jahr 
ein Schein ausgelost wird. Der Besitzer der Schuld hätte dann beim 
Aufkauf der 30 Scheine zum Kurs C den Betrag 30 C zu leisten und 
würde dafür erhalten: Ende 1926: 500 + 22,5, Ende 1927: 500 + 22,5 . 2, 
Ende 1928: 500 + 22,5·3, usf., Ende 1956: 500 + 22,5.3°. Zur 
Abkürzung setzen wir 22,5 = z und 500 = e. (Vgl. Zeitgerade.) 

Der wirkliche Zinsfuß sei p und es sei I + L= q. 
100 30 e+30z 

Der Besitzer der Schuldscheine hat also den Betrag 30 C 29 e + 29 Z 

bezahlt oder auf den Zeitpunkt n berechnet 30 C . qn. Er 
erhält dafür die an die Zeitgerade angeschriebenen Be-
träge, die auf den Zeitpunkt n datiert den Wert haben: 3 e+3Z 

2 11+23 

e+ z 
° ··'30' C 

(e + 30 z) + (e + 29 z) q + •.. + (f! + 3 z) q27 
+ (e + 2 z) q28 + (e + z) q29 

oder anders geordnet: 

[f! + eq + eq2 + ..• + eq29] + [30Z + 29z . q + ... + 2zq28 + Z • q29]. 

Der Wert der ersten Klammer ist nach (I) e tf'O-l; die Summe in der 
q-I 

zweiten Klammer kann aus der Summenformel der zusammengesetzten 
Reihe [vgI. A (30) und (31)J abgelesen werden für n = 30; sie ist: 

also ist: 

oder: 
e q30_1 zq q3°-1 Z 

C = 30 qaO(q- I) + 30 (q _ I) • qSO (q _ I) - qao (q - I) 

oder: C - .R. • a- + 3 q • a-I __ 3_ . V 30 
- 30 301 30 (q - I) 30 q - I oder: 

C - (_~ + z q ) a-I _ _ Z_ • V30 1) 
- 30 30 (q - I). 30 q - I • 

Ist z. B. der wirkliche Zinsfuß 5 %, so liest man aus Tafel IV den 
Wert a3ij1 = 15,37247 und aus Tafel II v30 = 0,23138 ab, ferner ist 
e = 500, Z = 22,5 zu setzen. So ergibt sich C = 394,18; d. h. bei 
einem wirklichen Zinsfuß zu 5 % hat die Ablösungsschuld mit Aus-

I) Neuerdings wird das Papier mit dem Kurs für den Auslosungswert 
C e = 500 gehandelt, also ist statt des berechneten Wertes C der Wert - zu 
5 

setzen. 

Flechsenhaar, Finanzmathematik. 2. Auf). 5 
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losungsscheinen am 1. Januar I926 den Kurs 394,I8. Je höher der Zins
fuß ist, desto niedriger ist der Kurs. 

Soll der Kurs nach der mten Auslosung bestimmt werden, z. B. nach 
der zwölften Auslosung, so ist an der Zeitgeraden am Zeitpunkt m (I2) 
der Betrag (30 - m) C (bzw. I8C) anzutragen; es fallen außerdem die 
Raten: 
(e + z), (e + 2Z), ... (e + mz) [bzw. (e + z), (e + 2Z) ... (e + I8z)] 

weg. 

XXVll. Aufgaben über Renten mit veränderlichen Raten
zahlungen. 
1. Jemand hat als Versicherungsprämie jährlich im voraus 562 JlJt 

zu zahlen. Die Prämie ermäßigt sich bei der zweiten Zahlung um 
IO .!llJt, bei der dritten um 20 JI.l{, usf. Wie groß ist die I4. Prämie? 
Welche Summe hat die Versicherungsbank nach I4 Jahren im 
ganzen erhalten? (4,5 %.) 

2. Welche einmalige Versicherungsprämie hätte in voriger Aufgabe 
der Versicherte sofort bezahlen müssen, damit die Versicherungs
bank den gleichen Betrag empfangen hätte? 

3. Für Pacht eines Gutes hat ein Pächter im ersten Jahre nach
schüssig 5000 Jt.Jt zu zahlen, in jedem folgenden Jahre IOO JtJ{ 
mehr als im vorausgehenden. Was hat der Pächter nach Ablauf 
der IOjährigen Pachtzeit im ganzen bezahlt, und welche einmalige 
Pachtsumme hätte er statt dessen am Anfang der Pachtzeit zahlen 
können? (4%.) 

4. Rechne Aufgabe 3 für den Fall, daß die erste Rate 2800.!llJ{, der 
jährliche Zuschlag I20.!ll.Jt und die Pachtdauer 6 Jahre beträgt 
bei einem Zinsfuß von 3,5 %. 

5. Ein Unternehmer hat im ersten Jahr I2600 Jt.Jt Überschuß, in 
jedem folgenden IO % mehr als im vorhergehenden. Wie groß ist 
der Überschuß des 8. Jahres, und wie groß ist das gesamte Guthaben 
nach 8 Jahren, wenn alle Überschüsse je am Ende des Jahres zu 
41 % verzinslich angelegt wurden? 

6. Rechne Aufgabe 5, wenn der Überschuß in jedem folgenden Jahr 
a) um IS % größer, b) I,2mal, c) I,smal so groß ist als im voraus
gehenden. 

7. DesgI., wenn der Überschuß in jedem folgenden Jahr a) 0,9; b) 0,8; 
c) 0,5; d) o,Imal so groß ist als im vorausgehenden. 

8. DesgI., wenn der Überschuß in jedem folgenden Jahr um 4i% 
größer ist als im vorausgehenden. 

9. Berechne den Kurs der Ablösungsschuld des Deutschen Reiches 
am 1. Januar I926 bei einer wirklichen Verzinsung von a) 3 %, 
b) 3,5%, c) 4%, d) 4,5%, e) 5%, f) 5,5%, g) 6%. 
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10. Berechne den Kurs der Ablösungsschuld unmittelbar vor der 
10. Auslosung für die Zinssätze in 9. 

H. Desgl. unmittelbar nach der 10. Auslosung. 
12. Desgl. unmittelbar vor und nach der 20. Auslosung. 
13. Stelle das Ergebnis der Aufgaben 9-12 graphisch dar. [Auf dem 

Grundstrahl die Jahre, auf den entsprechenden Loten den Kurs 
zu dem betreffenden Zinsfuß unmittelbar vor (nach) der betreffen
den Auslosung.] 

D. Kombinatorik. 

I. Einführung in die Kombinatorik. 
Zum leichteren Verständnis der nachfolgenden Begriffe soll eine 

Aufgabe vorausgeschickt werden. Es seien die Ziffern I, 2, 3, 4 ge
geben; aus ihnen sollen Zahlen gebildet werden. Dabei kann entweder 
verlangt werden, daß jede Zahl alle Ziffern enthält. aber in jeder 
beliebigen Reihenfolge. oder es wird verlangt. daß jede Zahl nur 
einen Teil der vier Ziffern enthält. Jm ersten Falle erhält man 
folgende 24 Zahlen: 1234, 1243, 1324. 1342, 1423. 1432. 2134, 
2143. 2314. 2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214, 3241, 3412• 
3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321. Diese 24 Zusammen
stellungen der Ziffern heißen Permutationen. Soll eine Zahl nicht 
alle Ziffern enthalten, sondern nur einen Teil davon, etwa jedesmal 
nur 3, so ergeben sich folgende 24 Möglichkeiten: 123. 124, 132, 134, 
142, 143, 213, 214, 231, 234, 241, 243, 312, 314, 321, 324, 341, 
342, 412, 413, 421, 423, 431, 432. Diese 24 Zusammenstellungen 
-der Ziffern heißen Variationen der vier Ziffern zur dritten Klasse. 
Wird in diesem Falle noch die Einschränkung gemacht, daß alle 
Zahlen, die aus denselben Ziffern gebildet sind, nur einmal zu 
zählen sind, so gelten z. B. die sechs Zahlen 123, 132, 213, 231, 312, 
321 nur als eine einzige. Die Reihenfolge der Ziffern ist also dabei 
gleichgültig. Es bleiben von den 24 nur die vier folgenden übrig: 
123, 124, 134, 234. Diese Zusammenstellungen heißen Kombina
tionen der vier Ziffern I, 2, 3, 4 zur dritten Klasse. 

Die Aufgabe kann in der verschiedensten Weise auf andre Dinge 
bezogen werden. Statt der vier Ziffern können etwa vier Farben 
gewählt werden. (I = rot, 2 = gelb, 3 = grün, 4 = blau.) Mit 
diesen vier Farben können dann (etwa durch farbige Glühlampen 
oder Fahnen) Zeichen gegeben werden. Im ersten Falle würde jedes 
der 24 möglichen Zeichen durch sämtliche Farben, aber in verschie
dener Reihenfolge gegeben; im zweiten Falle würde jedes Zeichen 
nur drei Farben enthalten und diese wieder in jeder möglichen Reihen-

5* 
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folge; im letzten Falle würde es sich um die vier Zeichen handeln, 
die durch die Farben gebildet sind, deren Reihenfolge keinen Ein
fluß auf die Bedeutung der Zeichen hat. 

Allgemein nennt man die Dinge, die in verschiedener Art zusammen
gestellt werden, die Elemente. Jede Zusammenstellung heißt Kom
plexion. Enthalten die Komplexionen alle n gegebenen Elemente, 
aber immer in andrer Reihenfolge, so heißen sie Permutationen. 
Komplexionen, die nur k der n gegebenen Elemente enthalten, heißen 
Varia tionen, wenn die Reihenfolge der Elemente von Bedeutung 
ist, dagegen Kombinationen, wenn die Reihenfolge der Elemente 
gleichgültig ist. Die gegebenen Elemente bezeichnet man meist mit 
a, b, c, ... oder fl]., a2, as, .•• oder I, 2, 3, ..• 

ß. Permutationen. 
In I. sind die 24 Permutationen der vier Elemente I, 2, 3, 4 aufge

zählt. Es werde nun die allgemeine Aufgabe gestellt, die Anzahl P" 
aller möglichen _Permutationen von n gegebenen Elementen zu be
stimmen. Bei einem Element a ist offenbar PI = I. Für zwei Ele
mente a, b gibt es zwei Permutationen, da b sowohl hin ter a als auch 
vor a treten kann; es ist also P2 = I' 2. Sind drei Elemente a, b, C 

gegeben, so kann bei jeder der P 2 Permutationen der Elemente a, b 
das Element C sowohl an den Schluß, in die Mitte und an den An
fang gesetzt werden. Aus ab läßt sich so abc, acb, cab bilden, aus 
ba entsprechend bac, bca, cba. Es ist also Ps = 3' PB = 3' 2' I. 

Allgemein ist PlI = n' P,,_l; denn hat man alle Permutationen der 
n - I Elemente aufgestellt, so erhält man die für n Elemente, wenn 
man das nte Element in jeder Permutation der n - I Elemente ent
weder an letzter Stelle, oder an vorletzter Stelle, usf., oder an erster 
Stelle einfügt; d. h. aus jeder Permutation der n - I Elemente werden 
n Permutationen der n Elemente. Es ist also P,,= n' P,,_I' Da 
nun Pa = 3· 2' I ist, so wird P,= 4Pa= 4· 3' 2' I, usf., all
gemein ist: 

(1) P n - n. (n -1). (n - 2) ... 3.2 ·1- n! 

Auf der rechten Seite von (I) steht das Produkt aller ganzen Zahlen 
von I bis n; es wird bezeichnet mit n! (gelesen "nFakuItät"). Die 
Werte für n! wachsen mit steigendem Wert von n sehr rasch an. 
Es ist z. B. I! = I; 2! = 2; 3! = 6; 4! = 24; 5! = 120; 6! = 720; 
7! = 50 40 ; 8! = 40320; 9! = 362880; IO! = 3628800; usf. 

Aus den 10 Ziffern 0 bis 9 lassen sich also ro! = 3628800 Zahlen 
bilden, die alle 10 Ziffern enthalten, aber jede nur einmal. 
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m. VariationeD ohne WiederholUDg. 
Wenn von den n gegebenen Elementen in jeder Komplexion je 

k unter sich verschiedene Elemente zusammengestellt werden und 
jede andre Anordnung der k Elemente eine neue Komplexion bedeutet. 
so spricht man von Variationen der n Elemente zur kten 

Klasse ohne Wiederholung. Unter 1. wurden die 24 Variationen
der vier Elemente I. 2. 3. 4 zur dritten Klasse ohne Wiederholung 
angeschrieben. Allgemein bezeichnet man ihre Anzahl mit VI!). Nun 
ist offenbar V(~)= n; denn jedes der n.Elemente a. b, c, ... kann nur 
auf eine Art eine Variation zur ersten Klasse bilden. Die Variationen 
zur zweiten Klasse entstehen aus denen zur' ersten dadurch, daß 
hin ter jedes der n Elemente jedes der (n - I) übrigen Elemente 
tritt; so entstehen aus a die Variationen ab. ac, ad, ... , aus b die 
Variationen ba, be, bd • .. , usw. Man erkennt sofort, daß auf diese 
Weise in der Tat alle Variationen zur zweiten Klasse entstehen und 
daß keine von ihnen doppelt auftritt. Es ist also VI:) = n (n - I). 
Wenn hinter jede Variation zur zweiten Klasse der Reihe nach jedes 
der (n-2) nicht darin enthaltenen Elemente tritt, so ergeben 
sich die Variationen zur dritten Klasse. Auch hier sind wieder alle 
Komplexionen verschieden; denn alle etwa mit bd gebildeten Varia
tionen bda, bde, bde ..... .. sind unter sich verschieden und verschieden 
von allen mit einer andem Variation zur zweiten Klasse, etwa mit ab, 
beginnenden. Auch siebt man leicht, daß in der Tat alle Komplexionen 
auf diese Art erhalten werden. Es ist also V~S) = n (n - I) (n - 2). 
Setzt man die Überlegung in gleicher Weise fort. so findet man: 

V~)'= (n-k + I} V~:t-l). also: 

(2) V!:') - n (n -1) (n ..... 2) ••• (n - k + 1) = (n nlk)l" 

Der Ausdruck ist das Produkt aller ganzen Zahlen von (n - k + I) bis n. 

IV. Kombinationen ohne Wiederholung. 
Unter den Kombinationen von nElementen zur ktenKlasse 

ohne Witlerholung versteht man alle Komplexionen von je k der 
gegebenen Elemente. wobei kein Elemen t mehrfach vorkommen 
darf und die Reihenfolge der Elemente gleichgültig ist. Unter
scheiden sich zwei Komplexionen also nur durch die Reihenfolge 
der Elemente, so gelten sie als dieselbe Komplexion. Unter 1. 
sind die vier Kombinationen der vier Elemente I, 2, 3, 4 zur dritten 
Klasse ohne Wiederholung angegeben. Die Anzahl aller Kombinationen 
von n Elementen zur kten Klasse ohne Wiederholung wird mit C t> 
bezeichnet. Aus den Kombinationen der n Elemente zur kIen Klasse 
ohne Wiederholung findet man die entsprechenden Variationen, wenn 
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man jede Kombination in jeder beliebigen Reihenfolge schreibt, d. h. 
von jeder Kombination zur kten Klasse alle k! Permutationen bildet. 
Es ist also V ~k) = C~}' k! oder: 

(3) d hl = ~I~ • V(k) = n (n - x) (n - 2) ... (n - k + I) = (n) . 
n k! n 1·2· 3 ... k k 

Das Zeichen (;) bedeutet also einen Bruch, dessen Zähler und Nenner 

je k Faktoren haben, wobei der erste Faktor im Zähler n ist und 
jeder folgende um I kleiner und der Nenner als Faktoren alle ganzen 
Zahlen von I bis k hat. 

Beispiel: Wieviel Zeichen lassen sich mit fünf verschiedenfarbigen 
Glühlampen geben [rot (r), gelb (g), blau (b), violett (v), weiß (w)] , 
wenn zu jedem Zeichen drei der fünf Glühlampen benutzt werden 
und die Reihenfolge der Glühlampen ohne Einfluß ist? Antwort: 
(5) 5 . 4' 3 .3 = ~ = lO. Es sind folgende Zeichen: rgb, rgv, rgw, rbv, 
rbw, rvw, gbv, gbw, gvw, bvw. 

V. Aufgaben zur Kombinatorik. 
1. In wieviel Punkten schneiden sich 8 Gerade, wenn nie mehr als 

zwei Gerade durch denselben Punkt gehen und nie zwei Gerade 
parallel sind? 

2. Wieviel Verbindungsgeraden lassen sich durch l2 Punkte legen, 
wenn niemals mehr als zwei in einer Geraden liegen? 

3. Wieviel Diagonalen hat ein l5-eck? 
4. Wieviel Diagonalen hat ein n-eck? 
5. Wieviel Dreiecke werden durch 7 regellos verteilte Punkte be

stimmt? 
6. Auf wieviel Weisen kann der Skat (2 Karten) aus einem Spiel 

von 32 Karten gebildet werden? 
7. Auf wieviel Arten kann im Skatspiel ein Spieler verschiedene 

(ro) Karten bekommen? 
8. Wieviel verschiedene Wüde lassen sich mit 3 Würfeln machen, 

so daß alle Würfel verschiedene Augenzahlen aufweisen? 
9. Wie ändert sich das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn die drei 

Würfel, etwa durch Farben unterschieden werden? 
10. Auf wieviel Arten können von 30 Losen drei Gewinne gezogen 

werden? 
11. Wie lautet das Ergebnis in Aufgabe lO, wenn auch die Reihen

folge, in der die Lose gezogen werden, berücksichtigt wird? 
12. In wieviel verschiedenen Reihenfolgen können 8 Personen auf 

einer Bank Platz nehmen? 
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13. Von 10 Schülern sollen 2 auf der vorderen Bank sitzen; auf wie" 
viel Arten kann die Auswahl getroffen werden, wenn a} es gleich
gültig ist, wer von beiden rechts oder links sitzt, b) es nicht gleich
gültig ist? 

14. Berechne die Werte von: 

(5) (20) (20) 10! a}12!{j) 3' r) 4 '~)\I6' E) 3!4!· 

15. Zeige an Zahlenbeispielen, daß: 

G) = (n:k) ist, z. B. G) = G) oder C41
) = e7I

) usw. 

16. Wieviel Zahlen lassen sich a} aus den Ziffern I, 5, 7, b) 2, 4, 6, 8, 0 
bilden, so daß jede Ziffer in jeder Zahl einmal vorkommt? 

17. Wieviel Zahlen lassen sich aus den Züfern 1,3,5,7,9 bilden, wenn 
jede Zahl a) zwei, b) drei dieser (verschiedenen) Ziffern enthält? 

18. Wie gestaltet sich das Ergebni'3 von 17, wenn von allen Zahlen mit 
denselben Ziffern jedesmal nur die kleinste genommen wird? 

19. Auf wieviel Arten lassen sich 12 Karten unter drei Personen ver
teilen, daß jede 4 Karten erhält ? 

20. Auf wieviel Arten lassen sich die 32 Karten des Skatspieles ver
teilen? (Drei Personen erhalten je 10 Karten, 2 Karten liegen im 
Skat.) 

21. Bei welchen Aufgaben kann man ohne die Formeln der Kombina
torik durch einfache überlegung leicht zum Ziele kommen? 

E. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

I. Begriff der Wahrscheinlichkeit. 
Die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat ihren Anfang ge

nommen von der mathematischen Behandlung der Glücksspiele, 
doch findet sie heute auch vielfach Anwendung auf die Statistik, 
das Versicherungswesen und die Physik. Wenn man einen 
Würfel wirft, so läßt sich nicht sagen, welche Fläche nach oben 
kommt; für jede der sechs Flächen besteht die gleiche MöglichkeiL 
Ebenso kann in einem gut gemischten Spiele Karten jede der 32 
Karten zufällig oben liegen oder bei wahllosem Ziehen herausgezogen 
werden. Wenn m Fälle möglich und gleichberechtigt und nur 
g davon für das Eintreffen eines Ereignisses günstig sind, so heißt 
der Bruch: 

(I) w == ...!L. (wo g < 111 ist) 
tn 
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die mathematische Wahrscheinliclikeit für das Eintreffen des Ereig
nisses. Die Wahrscheinlichkeit, eine 4 zu würfeln, ist demnach w = 1, 
weil 6 gleichberechtigte Fälle möglich sind, aber nur einer 
güns tig, nämlich der, daß die 4 oben liegt. Entsprechend ist die 
Wahrscheinlichkeit aus einem Kartenspiel von 32 Karten das Kreuzas 
zu ziehen, W = l2. Enthält eine Urne 10 rote, 6 weiße und 4 grune 
Kugeln, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine rote zu ziehen, wr=~= t, 
eine weiße zu ziehen, W w = 10 = /0, eine grüne zu ziehen, W g = /0 = -}. 
Dabei ist vorausgesetzt, daß die Kugeln gut gemischt sind und das 
Ziehen wahllos geschieht, weil nur dann alle Fälle gleichberechtigt sind. 

D. Grenzwerte von w. 
In (I) wurde vorausgesetzt, daß W ein echter Bruch, also g < m 

ist. Wird g = m, also W = I, so handelt es sich nicht mehr um ein 
unbestimmtes Ereignis, weil ja alle Fälle günstig sind. Ähnliches 
gilt für g= 0, also W= 0; hier liegt überhaupt kein günstiger Fall 
vor. w= I bedeutet also, daß das Ereignis sicher eintreten muß, 
W = 0 sagt aus, daß es sicherlich nich t eintritt. Sind z. B. in einer 
Urne nur n rote Kugeln, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel 

zu ziehen, !!.- = I, die eine weiße zu ziehen, ~ = 0, d. h. wenn ich aus 
n n 

der Urne eine Kugel ziehe, so ist sie sicher rot und sicher nich t 
weiß. 

DI. Entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit. 
Wenn unter m möglichen Fällen g günstige und u ungünstige sind, 

wo g + u = m ist, so ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten 

des Ereignisses W =~. für das Nichteintreten, die sogenannte ent-
m 

gegengesetzte Wahrscheinlichkeit, we = :. Nun ist aber: 

W + W = L + ~ = g + u = I oder: 
e m m m 

(2) we ==l-w, 

d. h. die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten eines Ereignisses und 
die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit ergänzen sich zur Einheit. 

IV. Historisches Beisp~el für fehlerhafte Auszählung der 
Fälle. 

Die Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung bieten i. a. eine 
doppelte Schwierigkeit: Einmal gilt es, zu untersuchen, ob alle in 
Frage kommenden Fälle gleich berech tigt sind, dann kommt es 
darauf an, diese oft große Zahl von Fällen auszuzählen. Für letzteres 
leistet die Kombinatorik wertvolle Dienste. Am häufigsten führt die 
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erste Schwierigkeit zu Fehlern. Ist z. B. der Würfel nicht exakt in 
Material und Form, oder werden aus dem Kartenspiel gezogene Karten 
oder Kugeln aus der Urne nach dem erstmaligen Ziehen nicht wieder 
richtig eingemischt, so sind gewisse Ereignisse bevorzugt. 

Ein Freund Galileis machte folgenden Trugschluß : Er behauptete, 
wenn man mit drei Würfeln würfele, so sei die Zahl der günstigen 
Fälle für die Augensumme 9 die gleiche wie für die Summe 10. Bedeutet 
das Symbol 524, daß von den drei Würfeln einer die Augenzahl 5. 
einer 2 und einer 4 zeigt, so sind nach seiner Ansicht für die Augen
summe 9 folgende sechs Fälle günstig 126, I35, 144, 225, 234, 333, 
entsprechend für die Augensumme 10 die sechs Fälle 136, 145, 226, 
235, 244, 334. In Wirklichkeit sind aber die Fälle 333 und 234 nicht 
gleichberechtigt; denn die Augenzahl 333 kann nur auf eine einzige 
Art zustande kommen, nämlich wenn alle drei Würfel die 3 zeigen. 
Dagegen kann der Wurf 234 auf sechs verschiedene Arten entstehen; 
sind die drei Würfel numeriert oder durch ihre Größe oder Farbe 
unterschieden, so erscheint dieser Wurf entweder als 234 oder 243 
oder 324 oder 342 oder 423 oder 432, wobei sich die erste Ziffer auf 
den ersten, die zweite auf den zweiten, die dritte auf den dritten Würfel 
bezieht. Entsprechend sind die Würfe· 126, I35, •.. sechsfach zu 
zählen, die Würfe I44, 255, 226, ... dreifach. Es ergeben sich also 
für die Augensumme 9 im ganzen 6 + 6 + 3 + 3 + 6 + I = 25 
günstige Fälle, für die Augensumme 10 entsprechend 6 + 6 + 3 + 6 
+ 3 + 3 = 27 günstige Fälle. Die Gesamtzahl der möglichen 
Fälle ist 216; denn zu jedem der 6 Würfe des ersten Würfels können 
6 Würfe des zweiten hinzutreten und mit jedem der so erhaltenen 
36 Augenpaare der beiden ersten Würfel kann jeder der 6 Würfe 
des dritten Würfels zusammentreffen, so daß die Gesamtzahl der 
Möglichkeiten 216 ist. Die Wahrscheinlichkeit, mit drei Würfeln 
die Augenzahl 9 zu werfen, ist w9 = :i~; die Wahrscheinlichkeit für die 
Augenzahl 10 ist w 10 = it~ = i, also größer als w9 • Entsprechend 
findet man die Wahrscheinlichkeit w3 für die Augensumme 3, w4 für 
die Augensumme 4, usf. Es ist: 

I 3 1 6 1 10 5 
Ws = 216' W 4 = 216 = 72 ' W 5 = 216 = 36 ' w6 = 216 = 108' 

15 5 
W =-=-

7 216 72 ' 

27 I 
w10 = 216 = 8' 

27 I 25 
W ----- W --

11 - 216 - 8' 19 - 216' 

21 7 15 5 
W13 = 216 = 72 ' W14 = 216 = 72 ' 

10 5 6 1 3 1 I 

W 15 = 216 = 108' W16 = 216 = 36 ' 'Zt'17 = 210 = 72 ' W 18 = 216' 

[Weise dies nach I] 
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Die Gleichungen Ws = w1S ; w4 = W 17 ; ••• werden sofort verständ
lich, wenn man beachtet, daß beim Umlegen eines Würfels die zu 
7 ergänzende Augenzahl nach oben kommt, beim Umlegen aller 
3 Würfel also die zu Z1 ergänzende Augensumme. 

Ein weiteres Beispiel, das wegen der anfänglich falschen Lösung 
eine geschichtliche Bedeutung erlangt hat, siehe unter X. 

V. Vollständige oder totale Wahrscheinlichkeit. 
Der Eintritt eines Ereignisses E möge erfüllt sein, wenn eines 

der Ereignisse EI> Ez' Es, .. " die alle voneinander unabhängig sind, 
eintritt. Im ganzen mögen m Fälle möglich sein, darunter gl für das 
Ereignis EI günstige, gz für das Ereignis E 2, usf., wo gl + gz + gs + ... 
= g < m ist. Dann ist für den Eintritt des Ereignisses EI die Wahr-

scheinlichkeit w1 = ~, für das Ereignis E2 entsprechend w2 = ~J., usf. 
m m 

Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten von Eist: 

da alle gl + gz + ... = g Fälle für den Eintritt von E günstig sind. 
Es ist also: 

Wir nennen W t die totale oder vollständige Wahrscheinlichkeit 
oder die Wahrscheinlichkeit des "Entweder - oder". 

Beispiel I: In einer Urne sind 3 weiße, 5 rote und 4 grüne Kugeln. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß eine herausgezogene Kugel 
rot oder grün ist? Die Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel zu ziehen, ist 
W r = f2. eine grüne zu ziehen, W g = f2 = 1. Also ist die Wahrscheinlich
keit, eine rote oder grüne Kugel zu ziehen, W t = W r + W g = 152 + 1 = 1. 
Bestätige das Ergebnis durch unmittelbares Abzählen der möglichen 
und günstigen Fälle. 

Beispielz: Eine Urne enthält 8 rote und 14 grüne Holzkugeln 
und 9 rote und 5 grüne Eisenkugeln. Wie groß ist die Wahrscheinlich
keit' entweder eine rote oder eine Holzkugel zu ziehen? [w = ~i.] 

Warum ist folgende Überlegung falsch? 

17 22 39 
W = -' W = -' w = 'Ur + w =-. 

r 36 ' 11 36 ' r 11 36 

VI. Zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit. 
Ein Ereignis E gelte als verwirklicht, wenn sowohl das Ereignis EI> 

als auch E z, als auch Es, usf. eintritt. Für das Ereignis EI mögen 
m1 mögliche und gl günstige Fälle bestehen, für das Ereignis E z 
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entsprechend ffl2 bzw. g2 Fälle, usf. Dann sind die Wahrscheinlich
keiten für das Eintreten der Ereignisse EI' E 2, Ea, ••• entsprechend: 

Für das Ereignis E ergeben sich ffl1 ' ffl2 ' ffla •.. mögliche Fälle und 
gl' g2' ga'" günstige Fälle, da jeder mögliche Fall von EI mit jedem 
möglichen Fall von E 2, usf. zusammentreffen kann und ebenso jeder 
günstige Fall von EI mit jedem günstigen Fall von E 2, usf. Also ist 
die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen von E: 

W z = gl·g!·g3"·=~.~.~ .•• 
m1 • m2 • ms mt mz ms 

oder: 

d. h. die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen von E ist gleich dem 
Produkt der Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen Ereig
nisse. W z heißt die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit oder die 
Wahrscheinlichkeit des "Sowohl-als·-auch ". 

Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Ereignis El von 
der Wahrscheinlichkeit w1 unter den gleichen Bedingungen n mal 
nacheinander eintritt: 

(5) 

Beispiel!: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, aus einem Karten
spiel von 32 Karten erst ein As, und wenn dies zurückgelegt ist, ein 
Karo zu ziehen? [wl = !2 = l; W 2 = fs = 1; W z = W1 ' W 2 = 3\.) 

Beispiel 2: Wie groß ist in Beispiel I des vorausgehenden Ab
schnittes V die Wahrscheinlichkeit, zuerst eine rote Kugel zu ziehen 
und wenn diese zurückgelegt ist, eine grüne Kugel zu ziehen? [wr = !2; 
wg = !; W = !s.] 

VII. Beispiel der zwei Urnen. 
Eine Urne enthält a weiße und b schwarze Kugeln, eine zweite Urne 

enthält a' weiße und b' schwarze Kugeln. Wie groß ist die Wahrschein
lichkeit, daß man bei beliebigem Zugreifen aus einer der beiden Urnen 
eine weiße Kugel zieht? 

Die Wahrscheinlichkeit, die erste Urne zu wählen, ist 1, die, aus ihr 

eine weiße Kugel zu ziehen, ist a' ~ b; also ist die Wahrscheinlichkeit 

dafür, daß die erste Urne gewählt wird und aus ihr eine weiße Kugel 

gezogen wird, ~ . a ~ b (zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit). Ent

sprechend ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die zweite Urne ge-
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wählt wird, un d daß aus ihr eine weiße Kugel gezogen wird, ~ . a' ~ b' . 
Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß entweder aus der ers.en oder aus 
der zweiten Urne eine weiße Kugel gezogen wird, ist daher: 

I a I a' 
W1 = Z a + b + Z a' + b' 

(vollständige Wahrscheinlichkeit). 
Wären alle Kugeln in eine Urne gelegt worden, so hätte diese 

a + b + a' + b' Kugeln enthalten, von denen a + a' weiß waren. Die 
Wahrscheinlichkeit, aus dieser Urne eine weiße Kugel -zu ziehen, ist 
demnach: a + a' 

W2 = a+a'+b+b' 

W1 und W 2 sind im allgemeinen verschieden. 
Beispiel I: In der ersten Urne sind 5 weiße und 3 schwarze 

Kugeln, in der zweiten sind 4 weiße und 8 schwarze Kugeln. Die Wahr-

h inl ' hk" 'ß K I 'h ' t I 5 + I 4 sc e 1C elt, eme we1 e uge zu zle en, 1S W1 = 2"' 5 + 3 2"' 4 + 8 

= :6 + ~ = :~. Liegen alle Kugeln in einer Urne, so wird die Wahr

scheinlichkeit für das Ziehen einer weißen Kugel W 2 = 2~' Es ist also 
w1 von w 2 verschieden. 

Beispiel 2: Die erste Urne enthält 5 weiße und 3 schwarze, die 
zweite IO weiße und 6 schwarze Kugeln. Hier wird w1 = i, Werden 
alle 24 Kugeln in einer Urne vereinigt, so ist die Wahrscheinlichkeit, 
eine weiße Kugel zu ziehen w2 = }~ = i; also ist hier w1 = w 2, 

VßI. Relative Wahrscheinlichkeit. 
Eine Urne enthalte unter 37 Kugeln IO blaue, 8 rote, I2 grüne, 7 vio

lette, Die Wahrscheinlichkeit, eine blaue Kugel zu ziehen, ist Wb = ~, 
entsprechend ist für die anderen Farben w". = 17' wg =~, wf) = i7, 
Wird nun eine Kugel gezogen, und es ist bekannt, daß sie entweder blau 
oder rot ist (d, h" daß sie nicht grün und nicht violett· ist), so ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß sie rot ist, Wb = /S, daß sie blau ist, Wb =~. 
Man drückt dies auch so aus: Die Wahrscheinlichkeit, daß eine ge
zogene Kugel eher rot als blau ist, ist W". =!s, daß sie eher blau als 
rot ist, ist Wb =~. Man bezeichnet Wb und W". als relative Wahr
scheinlichkeiten; ihre Summe ist I, ebenso wie die Summe der erstge
nannten, der absoluten Wahrscheinlichkeiten Wb + wr + w g + wf) = I 

ist. Nun ist: 

wie sich leicht bestätigen läßt. Man findet also die relative Wahr
scheinlichkeit eines Ereignisses in bezug auf ein anderes, indem man die 
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ab sol u t e Wahrscheinlichkeit des ersteren durch die Summe der beiden 
absoluten Wahrscheinlichkeiten dividiert. Dabei versteht man all
gemein unter der relativen Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in 
bezug auf ein anderes die Wahrscheinlichkeit, die man erhält, wenn 
man unter allen möglichen Fällen nur diejenigen berücksichtigt, die 
für das Eintreffen eines der beiden Ereignisse günstig sind. Alle übrigen 
Fälle werden vernachlässigt. 

Wie die relative Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in bezug auf 
mehrere andere aufzufassen ist, ist leicht einzusehen. 

Beispiel I: Die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Würfeln eher 8 als 9 zu 

" rf . t w 36 Q'l 5 4, • t we en,lS = ~ +.±. = 9' we1 Ws = 36' w9 = ll6 1S . 
36 36 

Beispielz: Ist in dem obenerwähnten Beispiel bekannt, daß die 
gezogene Kugel nicht grün ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie 
eher blau als rot oder violett ist, W = ~ : m + t'i + 17] = ~~ =~. 

IX. Lottospiel. 
In Genua wurden vor ca. zoo Jahren unter 100 Senatoren jährlich 

5 durch das Los für die höchsten Ehrenstellen ausgewählt. Auf die 
Namen der fünf ausgewählten Senatoren wurden Wetten abgeschlossen. 
Hieraus entstand in verschiedenen Ländern das Lottospiel, bei dem 
unter 90 Nummern 5 gezogen wurden. Das Erraten einer Nummer 
hieß ein Auszug, das zweier Nummern eine Ambe; entsprechend 
war eine Terne, Quaterne, Quine das Erraten von 3, 4, 5 Nummern. 
Der Auszug hieß bestimmt, wenn noch angegeben wurde, an welcher 
der fünf Stellen die Nummer gezogen wurde. Die Wahrscheinlichkeit für 
einen unbestimmten Auszug ist w1 = lö = -/S, da 90 Nummern 
gezogen werden können, aber nur 5 einen Gewinn bringen. Die Wahr
scheinlichkeit für einen bestimmten Auszug ist w1 = io; denn hier
bei kommt nur ein günstiger Fall in Frage. Denn wettet jemand z. B., 
daß an dritter Stelle die Nummer SI gezogen wird, so kann an dritter 
Stelle jede der 90 Nummern gezogen werden, günstig aber ist nur 
der eine Fall, daß dies die Zahl 51 ist. Handelt es sich um das Er
raten einer Ambe, so sind (92°) Zusammenstellungen von je zwei 
Nummern möglich, günstig aber sind nur (;) von diesen; es ist also: 

W 5'4 2 
'W = -=--=-. 

2 (920) 90' 89 801 

Entsprechend erhält man die Wahrscheinlichkeit für eine Terne: 

W 5'4'3 I 

';('s = ~;) = 90· 89-:s8 = II748' 
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W 5'4'3'2 I w--- ----4 - (9;) - 9°.89.88.87 - 5 II038 ' für eine Quaterne: 

für eine Quine: 
w _ m _ 5'4'3. 2 '1 I 

5 - (950) - 90' 89' 88 87.86 = 43949268' 

Diese Ergebnisse kann man auch auf andrem Wege finden. Soll 
z. B. die Wahrscheinlichkeit für eine Terne gefunden werden. so wird 
zuerst die Wahrscheinlichkeit für das Erraten einer Nummer mit 
w' = ~ bestimmt; die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine zweite 
Nummer richtig geraten wird, ist w" = 8\' da noch 4 günstige Fälle 
und 89 mögliche Fälle vorliegen; entsprechend ist die Wahrschein
lichkeit für das Erraten der dritten Nummer w"' = Is. Also ist die 
zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit dafür, daß alle 3 Nummern 
gezogen werden: 

I " ,,, 5 4 3 1 
Ws = w . w . w = 90 • 89 • 88 = II74S· 

Ähnlich ist die Betrachtung für die Ambe, die Quaterne und die 
Quine. 

X. Werfen einer Münze. 
Die Wahrscheinlichkeit, mit einer Münze Kopf zu werfen, ist i, die, 

Schrift zu werfen, ist ebenfalls i. Die Wahrscheinlichkeit, dreimal 
nacheinander Kopf zu werfen, ist (!)3 = 1, die Wahrscheinlichkeit, 
erst Schrift, dann Kopf, dann wieder Schrift zu werfen, ist ebenfalls 
!.!. i = 1 (zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit). Die Wahr
scheinlichkeit dafür, daß bei zweimaligem Werfen der Münze min
destens einmal Schrift erscheint, hat ein historisches Interesse 
(vgl. IV). d'Alembert gibtfolgende Lösung: Entweder fällt beim ersten 
Wurf Schrift, dann ist die Forderung erfüllt; oder es fällt erst Kopf 
dann Schrift oder erst Kopf dann Kopf. Das sind drei Fälle, von 
denen die beiden ersten günstig sind, also ist w = j-. Bezeichnet 
man die Tatsache, daß erst Schrift, dann Kopf geworfen wird, durch 
das Symbol SK, so sind in Wirklichkeit folgende vier Fälle möglich, 
55, SK, KS, KK. Von diesen vier Fällen sind die drei ersten günstig. 
also ist w = {. d' Alembert hat die beiden ersten Fälle in einen zusam
mengezogen und unberechtigterweise diese drei Fälle als gleich
berechtigt betrachtet. Die Aufgabe kann auch anders gelöst werden. 
Die Bedingung ist erfüllt, wenn nicht beidemale Kopf geworfen 
wird. Die Wahrscheinlichkeit, beidemale Kopf zu werfen, ist 
w' = (i)2 = 1-, also die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit w = I 
-w' = 1-1-=!. Oder man bestimmt die totale Wahrscheinlich
keit dafür, daß entweder beim ersten Wurf Schrift fällt (w1 = t. 
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der zweite Wurf ist dabei gleichgültig) oder daß beim ersten Wurf 
Kopf und beim zweiten Schrift fällt (w2 = !), also w = i + 1 = 1. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß bei drei Würfen mindestens einmal 
Kopf erscheint, ist W= i; denn sie ist die entgegengesetzte Wahr
scheinlichkeit davon, daß alle drei Würfe Schrift ergeben, die W1 = i 
ist. Auch das einfache AbZählen der möglichen und günstigen Fälle 
liefert dieses Ergebnis. Möglich sind die 8 Fälle 555, SSK, SKS, 
KSS, SKK, KSK, KKS, KKK, von denen die 7 letzten günstig sind. 

XI. Aufgaben mit zwei Würfeln. 
Mit 2 Würfeln können 36 verschiedene Würfe geworfen werden. 

Das Symbol 35 möge bedeuten, daß mit dem ersten Würfel 3, mit 
dem zweiten 5 geworfen wird. Die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch 
(zwei gleiche Augenzahlen) zu werfen, ist w = 366 = i; denn günstig 
sind nur die sechs Fälle II, 22, 33, 44, 55, 66. Die Wahrscheinlich
keit, eine Sequenz zu werfen (d. h. zwei aufeinanderfolgende Augen
zahlen), ist w = ~ = fs; denn günstig sind die 10 Fälle 12, 23, 34, 
45, 56, 21, 32, 43, 54, 65. Es ist also wahrscheinlicher eine Sequenz 
als einen Pasch zu werfen. Die Wahrscheinlichkeit, erst einen Pasch, 
dann eine Sequenz zu werfen, ist i' ts = 1;8 (zusammengesetzte 
Wahrscheinlichkeit). Die Wahrscheinlichkeit, 9 zu werfen, ist w9 = s~ 

=~-. [Günstig sind die Würfe 36, 45, 54, 63.J Die Wahrscheinlichkeit, 
10 zu werfen, ist w10 = is = 1\' Die Wahrscheinlichkeit, nicht 10 

zu werfen, ist die entgegengesetzte der vorigen, also 1-h = H. 
Die Wahrscheinlichkeit, beim ersten Wurfe nich t 9 und beim zweiten 
nich t 10 zu werfen, ist w = t· H = ~. 

Xß. Lösung einiger Aufgaben. 
1. Eine Urne enthält a weiße und b rote Kugeln; wie groß ist die 

Wahrscheinlichkeit, daß beim Herausnehmen von c Kugeln alle weiß 
sind. Es ist sofort klar, daß c kleiner oder höchstens gleich a sein muß. 

Möglich sind (a ~ b) Fälle, nämlich so viele, als man die (a + b) Kugeln 

zu je c kombinieren kann. Günstig sind (;) Fälle, nämlich alle Kom

binationen von a weißen Kugeln zur Klasse c. Also ist W = (;) : (a~b). 
Beispiel: Enthält die Urne 6 weiße und 4 rote Kugeln und werden 

3 Kugeln gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß alle drei Kugeln 

weiß sind, w = (:) : C30) = i· 
2. Jemand hat aus einer Lotterie von 100 Losen mit 5 Treffern 20 

Lose genommen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß er mit 
3 Losen (nicht mehr und nicht weniger) gewinnt? 
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Die 5 Treffer können sich auf e;O) Arten auf die 100 Lose verteilen, 

also ist die Zahl der möglichen Fälle e;O). Günstig für den Inhaber der 

20 Lose sind alle die Fälle, in denen sich drei Gewinne auf seine zwanzig 
Lose, zwei weitere auf die übrigen 80 Lose verteilen, also ist die Zahl 

der günstigen Fälle (~O) . (82°)' Also ist die Wahrscheinlichkeit, daß er 

. d . L . t (20) (80) (100) 20· 19' 18 . 80 • 79 . 10 7505 
mIt rel osen gewmn \ 3 • 2 : 5 = 100. 99 . 98 • 97 • 96 = 156849 • 

3. Bestimme die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Würfeln· bei drei auf
einanderfolgenden Würfen wenigstens einmal Pasch zu werfen. 
Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf Pasch zu werfen, ist 1: die 
Wahrscheinlichkeit, keinen Pasch zu werfen, ist 1 - 1 = t, nämlich 
die entgegengesetzte der vorhergehenden. Die Wahrscheinlichkeit, bei 
drei aufeinanderfolgenden Würfen keinen Pasch zu werfen, ist (1)3. Die 
entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit hiervon ist die, daß bei den drei 
Würfen nicht jedesmal der Pasch verfehlt wird, d. h. daß mindestens 
einmal Pasch erscheint, also ist W = 1 - (l)3 = 1 - ~~~ = l!s. Die 
Aufgabe ist ein Sonderfall der folgenden. 

4. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß von drei Ereignissen, für 
deren Eintritt die Wahrscheinlichkeiten W v bzw. w2' bzw. W 3 bestehen, 
wenigstens eines eintritt? 

Für das N ich tein treten des ersten Ereignisses besteht die Wahr
scheinlichkeit 1 - W1 (entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit). Ent
sprechendes gilt für die beiden anderen Ereignisse. Die Wahrschein
lichkeit dafür, daß keines der drei Ereignisse eintritt, ist daher 
(1 - W 1) (1 - W 2) (1 - w3) (zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit). 
Die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit hiervon ist die Wahrschein
lichkeit dafür, daß nicht zugleich alle drei Ereignisse ausbleiben, d. h. 
daß mindestens eines eintritt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
ist also: w = 1 - (1 - W1) (1 - wJ (1 - ws). 

Die Erweiterung der Betrachtung auf vier oder mehr Ereignisse 
macht keine Schwierigkeit. Beispiel: Jemand will aus einem Karten
spiel von 32 Karten beim ersten Zug ein As, beim zweiten eine rote 
Karte, beim dritten ein Kreuz ziehen. Die gezogene Karte wird jedes
mal wieder eingemischt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
wenigstens ein Zug gelingt. Es ist W 1 = !, W 2 = i, Ws = 1, also W = 
1 - (1 -1) (1 -!) (1 -!) = I -! . i .! = I - ~1 = ~. 

XIII. Aufgaben mit dem Kartenspiel von 32 Karten. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 

1. aus einem Spiel Karten ein As, und wenn dies wieder eingemischt 
ist, ein Bild zu ziehen? 
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2. bei einem Zug ein As oder ein Bild zu ziehen? 
3. beim ersten Zug eine rote und nach Einmischen dieser Karte beim 

zweiten Zug eme schwarze Karte zu ziehen? 
4. dasselbe, wenn die erste Karte nicht wieder eingemischt wird? 
ö. beim ersten Zuge eine rote Karte zu ziehen und beim zweiten 

Zuge nach Zurücklegen der ersten Karte wieder eine rote? 
6. dasselbe, nur soll die erste Karte nicht zurückgelegt werden? 
7. daß von zwei gleichzeitig gezogenen Karten eine rot und eine 

schwarz ist? 
8. daß zwei gleichzeitig gezogene Karten beide rot sind? 
9. daß in dem Skat zwei Asse liegen? 

10. daß in dem Skat die zwei höchsten Wenzel liegen ? 
11. daß bei drei aufeinanderlolgenden Zügen (ohne Zurücklegen der 

gezogenen Karten) drei Wenzel gezogen werden? 
12. daß bei drei aufeinanderlolgenden Zügen jedesmal eine rote Karte 

gezogen wird, a) wenn die gezogene Karte jedesmal zurück
behalten wird, b) wenn sie wieder eingemischt wird? 

13. daß bei zwei aufeinanderlolgenden Zügen wenigstens einmal eine 
rote Karte gezogen wird, wenn die gezogene Karte wieder ein
gemischt wird? 

H. daß bei vier aufeinanderfolgenden Zügen wenigstens einmal eine 
rote Karte gezogen wird, wenn die gezogene Karte jedesmal wieder 
eingemischt wird ? 

lö. daß bei drei aufeinanderfo1genden Zügen wenigstens einmal ein 
Wenzel gezogen wird, wenn die gezogenen Karten wieder ein
gemischt werden? 

XIV. Vermischte Aufgaben aus der Wahrscheinlichkeitsrech
nung. 
1. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Würfeln a) 8 zu werfen, 

b) 3 oder 5 zu werfen, c) erst 9, dann IO zu werfen, d) erst 4, dann 
5, dann 6 zu werfen? 

2. Aus einer Urne mit 5 roten, 9 gelben, 6 blauen Kugeln werden wahl
los 3 Kugeln gezogen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit a) drei 
verschiedenfarbige, b) 2 gelbe, eine blaue, c) drei gleichfarbige 
Kugeln zu ziehen? 

3. Eine Urne enthält 5 rote und II grüne Kugeln, eine zweite 7 rote 
und 5 grüne Kugeln. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, eine rote 
Kugel zu ziehen? 

4. Wie ändert sich das Ergebnis von 3., wenn alle Kugeln in eine Urne 
gelegt werden? 

ö. Ein Verein gibt 60 Lose aus. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit 
für ein Mitglied, mit 2 Losen zu gewinnen, wenn es IO Lose hat 
und die Zahl der Treffer 6 ist? 

F 1 e eh. e n h aar, Finanzmathematik. 2. Auf!. 6 
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6. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß das Mitglied mit einem 
einzigen Los gewinnt? 

7. daß es mit keinem Los gewinnt? 
8. Jemand zieht aus einer Urne mit 8 roten, 5 gelben und 7 blauen 

Kugeln wahllos drei Kugeln heraus. Wie groß ist die Wahrschein
lichkeit, a) daß alle drei rot sind, b) alle drei gelb? 

9. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit 3 Würfeln zuerst 5, dann 7, 
dann 17 zu werfen? 

10. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit 3 Würfeln zuerst weniger 
als 6, dann mehr als 14 zu werfen? 

11. Jemand will mit 3 Würfeln jedesmal7 Augen werfen. Wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß a) jeder Wurf gelingt, b) nur der erste 
Wurf, c) keiner der drei Würfe, d) wenigstens einer? 

12. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, mit 3 Würfeln a) entweder 
6 oder 16 zu werfen, b) erst 6, dann 16 zu werfen? 

13. Eine Urne enthält 5 blaue, 7 grüne Kugeln, eine zweite 12 blaue 
und 8 grüne Kugeln. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, a) aus 
der ersten eine blaue und aus der zweiten eine grüne zu ziehen, 
b) aus der ersten zwei grüne und aus der zweiten zwei blaue, c) aus 
der ersten eine blaue und eine grüne, und aus der zweiten drei 
grüne, d) bei wahllosem Zugreifen aus einer der beiden Urnen eine 
blaue Kugel zu ziehen? 

14. In einer Urne sind 12 rote, 8 gelbe und 6 grüne Kugeln. Wie groß 
ist die Wahrscheinlichkeit, eher eine rote als eine gelbe zu ziehen? 

15. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei zwei Würfen mit zwei 
Würfeln wenigstens einmal der Pasch "Doppel-Sechs" (6, 6) 
fällt ? 

16. Aus einer Lotterie von 50 Losen, von denen 4 als Gewinne gezogen 
werden, besitzt jemand 3 Lose. Wie groß ist die Wahrscheinlich
keit, a) mit allen 3 Losen zu gewinnen, b) überhaupt zu ge
winnen? 

17. Von einer Schafherde von 66 Stück gehören A 5 Schafe. Bei einem 
Transport gehen 3 Schafe ein. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß a) eines, b) zwei, c) alle drei, d) keines davon dem A gehört? 

18. Von 4 Ereignissen weiß man, daß sie mit den Wahrscheinlichkeiten 
1 4 .1. 11' W' ß' t d' w 1 = 0' w 2 = 15' wa = 6' W 4 = 30 emtreten. le gro IS le 

Wahrscheinlichkeit, daß a) eher das zweite als das dritte eintritt, 
b) eher das dritte als eins der beiden ersten? 

19. Jemand wirft 8mal eine Münze. Wie groß ist die Wahrscheinlich
keit, a) daß jedesmal Schrift fällt, b) daß abwechselnd Schrift (5) 
und Kopf (K) fällt in der Form SK5KSK5K, c) daß die Reihen
folge SSKSKKS5 fällt? 
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XV. Gesetz der großen Zahlen. 
Wenn man mit einem Würfel würfelt, so ist die Wahrscheinlichkeit, 

eine 4 zu werfen, w =~. Danach wäre zu erwarten, daß bei sechs 
Würfen einmal die 4 fällt; der Versuch zeigt aber, daß dies durchaus 
nich t immer zutrifft; manchmal wird unter 6 Würfen die 4 über
haupt nicht geworfen, manchmal fällt sie sogar mehrmals. Macht 
man aber nicht 6 Würfe, sondern mehrere Hundert oder Tausend, 
so ergibt sich, daß in großer Annäherung in i der Würfe der Wurf 4 
fällt. Langjährige Beobachtungen der Lebensversicherungsgesell
schaften haben ergeben, daß etwa die Hälfte aller versicherten 30jäh
rigen Personen das 65. Lebensjahr erreicht. Hieraus kann nicht ge
schlossen werden, daß von zwei 30jährigen Personen gerade eine das 
65. Lebensjahr erreicht. Wohl aber zeigt die Erfahrung, daß immer 
wieder von einer großen Zahl 30jähriger Personen ungefähr die 
Hälfte 65 Jahre alt wird. Die Erfahrung lehrt, daß bei zahlreichen 
Versuchen die Ereignisse nahezu im Verhältnis ihrer mathematischen 
Wahrscheinlichkeiten eintreten. Dieses Gesetz, das von Jakob Bernoulli 
(1680) in mathematische Form gebracht und bewiesen wurde, heißt 
das Gesetz der großen Zahlen. Auf ihm beruht die Anwendung 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Probleme der Wissenschaft und 
des täglichen Lebens. 

XVI. Wahrscheinlichkeit apriori und aposteriori. 
In den anfangs behandelten Aufgaben der Wahrscheinlichkeits

rechnung war aus theoretischen Bedingungen heraus die Zahl der 
möglichen und die Zahl der günstigen Fälle und damit die mathe
matische Wahrscheinlichkeit bestimmt worden, d. h. es handelte 
sich um Wahrscheinlichkeit apriori. Stellt man aber aus der Er
fahrung heraus die Wahrscheinlichkeit fest als das Verhältnis der 
Zahl der günstigen Fälle zu der Zahl der möglichen Fälle, so spricht 
man von Wahrscheinlichkeit aposteriori. Hierbei ist das Gesetz 
der großen Zahlen zu beachten. Zieht man aus einer Urne mit rund 
30 Kugeln bei 300 Zügen, wobei die gezogene Kugel jedesmal zurück
gelegt und gut gemischt wird, SImal eine rote Kugel, I02mai eine 
grüne und I47mal eine gelbe Kugel, so schließt man, daß in der Urne 
rote, grüne und gelbe Kugeln vorhanden sind und daß sie etwa im 
Verhältnis 51 : 102 : 147 oder ungefähr im Verhältnis I : 2 : 3 ge
mischt sind. [Es wäre allerdings verkehrt, schon aus einer kleinen 
Zahl von etwa 10 Zügen einen Schluß auf die Verteilung zu ziehen.] 
Wir nehmen dabei ohne weiteres an, daß bei weiteren Zügen, das Ver
hältnis der drei Farben etwa dasselbe bleibt. Auf diesen überlegungen 
beruht die Statistik, die ebenfalls aus bestimmten zahlenmäßig fest-

6* 
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gelegten Beobachtungen bekann ter Ereignisse und Zustände Schlüsse 
auf unbekannte Ereignisse zieht. 

xvn. Wetten. 
Schließen zwei Personen auf das Eintreffen eines Ereignisses eine 

We t t e ab, so sind die Einsätze bei gerechter Verteilung nach der Wahr
scheinlichkeitsrechnung so festzustellen, daß jeder Spieler bei viel
facher Wiederholung der Wette nach dem Gesetz der großen 
Zahlen etwa ebensoviel gewinn t wie verliert. Wetten z. B. A und 
B auf das Fallen der 4 beim Würfel, so daß A gewinnt, wenn die 4 fällt, 
B, wenn die 4 nicht fällt, und setzt AI .1/.Jt, so hat B 5 ~Jt zu setzen. 
Bei r800 Würfen würde dann etwa 300 mal die 4 fallen, A würde also 
etwa 300malS .1/.Jt gewinnen und Isoomal I .1/';/{ verlieren, also eben
soviel gewinnen als verlieren. Die gerechte Verteilung der Einsätze 
ist stets dann erreicht, wenn sich die Einsätze (e) der beiden Wetten
den verhalten wie die Wahrscheinlichkeiten (w) dafür, daß sie gewinnen. 
Es muß also sein: oder: 
(6) 

Das Produkt eZw1 heißt die mathematische Erwartung des 
ersten Spielers; sie ist also das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit da
für, daß er gewinnt, und aus dem in Aussicht stehenden Gewinn. Die 
mathematische Erwartung muß für beide Spieler gleich sein. Beim 
Lottospiel müßte bei der Wette auf einen unbestimmten Auszug mit 
der Wahrscheinlichkeit fs [vgl. IX] einer Reichsmark Einsatz ein Gewinn 
von r8 ~.Jt oder (nach Abzug des Einsatzes von I .1/Jt) ein Reingewinn 
von r7 ~.Jt entsprechen. Die Banken und Staaten, die diese Wetten 
abschlossen, zahlten allerdings nur IS .1/.Jt aus (statt r8 !ll.Jt). E~nso 
wurden auch in den übrigen Fällen nur geringere Gewinne gezahlt, 
als sie nach der Wahrscheinlichkeitslehre zu erwarten waren, z. B. 
bei der Ambe meist 270.Y!Jt (statt 400,So .Y!.Jt), bei.der Terne S300 
bis 5500.Y!.Jt (statt II748~Jt)~ bei der Quaterne 60000 bis-70000.Y!.Jt 
(statt SII038 .1/.Jt), bei der Quine, sofern sie überhaupt zugelassen 
wurde, 1000000.1/.Jt (statt 43949268 .1/.Jt). Es ist klar, daß die Staaten 
bzw. Banken bei diesen Wetten große Gewinne erzielten. 

Hat ein Unternehmer A auf ein Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit 
weinen Gewinn G ausgesetzt, so wird der Spieler B bei gerechtem Spiel 
einen Einsatz e zu leisten haben, der der mathematischen Erwartung 
W· G gleichkommt. Es ist also: 

(7) e = G· w. 

Beispiel: Der Unternehmer A zahlt jedesmal 72 ~Jt, wenn der 
Spieler B mit 2 Würfeln II wirft. Die Wahrscheinlichkeit, II zu werfen, 
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ist ts, also ist die mathematische Erwartung des B und damit auch 
sein Einsatz 72 ./S = 4 .1l.J{. Bei einem einzigen Spiel ist für B nur 
sein Einsatz sicher. Bei einer großen Zahl von Spielen wird voraus
sieh tlich ein Ausgleich dahin eintreten, daß etwa unter 18 Spielen 
eines günstig für B ist. Er zahlt für 18 Spiele I8 . 4 = 72.1l.Jt ein und 
erhält einen Gewinn von 72 .1l.Jt. Da aber der Unternehmer A einen 
Gewinn erzielen will, so wird er bei einem Einsatz von 4 .1l.it einen 
kleineren Preis als 72 .!ll.J{ aussetzen. 

XVIß. Aufgaben zu XV-XVII. 
1. Beim Würfeln mit 2 Würfeln zahlt B an C jedesmal 5 .1lflt, wenn 

ein Pasch fällt. Was hat dagegen C an B zu zahlen, wenn eine 
Sequenz fällt ? 

2. Wie müssen sich beim Werfen von 2 Würfeln die Einsätze des B 
und C verhalten, wenn B gewinnt, sooft ein Pasch oder eine Sequenz 
fällt, während C in allen anderen Fällen gewinnt? 

3. In einer Urne sind 3 weiße, 8 grüne, 9 blaue Kugeln. Wie groß ist 
die Wahrscheinlichkeit, daß man beim Ziehen von 5 Kugeln eine 
weiße, eine grüne und drei blaue Kugeln zieht? 
A setzt auf das Eintreffen dieses Ereignisses 2,IO .1l.J{. Was hat 
B dagegen zu setzen? 

4. A wettet mit B, daß er mit 3 Würfeln 9 Augen wirft und setzt 
5 .1lflt· B soll gewinnen, wenn die Augenzahl 7 fällt. Was hat B zu 
setzen, wenn das Spiel bei jeder anderen Augenzahl unentschieden 
bleibt? 

ö. Ein Unternehmer setzt einen Preis von 8.!ll.J{, wenn jemand aus 
einem Spiel von 32 Karten den höchsten Wenzel zieht. Wie groß 
muß der Einsatz sein ? 

6. Eine Lotterie von 1000 Losen hat 2 Gewinne von je IOO.1l.J{ und 
6 Gewinne von je 50 .1l.J{. Wie teuer darf ein Los sein? 

7. Bei einer Lotterie hat man 1500 Lose zu je I.1l.J{ ausgegeben und 
verspricht 10 Gewinne. Die sechs kleinsten Gewinne sind gleich
groß ; die drei nächsten Gewinne sind je doppelt so groß, der höchste 
Gewinn ist dreimal so groß als der kleinste. Wie groß sind die ein
zelnen Gewinne? 

8. Ein Verein veranstaltet eine Lotterie von 900 Losen zu je 2 .!ll.Jt 
mit 6 Gewinnen. Wie groß ist jeder Gewinn, wenn 20 % der Ein
nahme von dem Verein zur Deckung der Unkosten und als über
schuß zurückbehalten werden? 

9. Ein Unternehmer läßt aus einer Urne mit 7 weißen und 9 roten 
Kugeln drei Kugeln ziehen. Wer drei weiße Kugeln zieht, erhält 
den Gewinn von 4 .!ll.J{. Wie groß ist der Einsatz zu wählen? 

10. Ein Unternehmer zahlt jedem, der mit 3 Würfeln eine der Augen
zahlen 3, 4, 17, I8 wirft einen Preis. Wie hoch ist dieser zu bemessen, 
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wenn er im voraus 20 % von dem errechneten Preis für sich zurück
behält und der Einsatz 0,50 .Jl.Jt beträgt? 

11. Versuche das Gesetz der großen Zahlen durch einfache oft wieder
holte Versuche zu bestätigen. [Würfel, Karten, Werfen einer 
Münze.] 

12. Ein Buch mit 1000 Seiten wird aufgeschlagen. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß in der aufgeschlagenen Seitenzahl a) die 
Einerstelle eine 3 ist, b) eine 3 oder eine 5, c) daß die Zehnerstelle 
eine 4 ist, d) daß die Hunderterstelle eine 2 ist, e) daß die erste 
Ziffer der Zahl eine I ist? 

13. Untersuche die gleichen Fragen, wenn die Zahl der Seiten des Buches 
998, 425, 212, ISO, 76, 16, 8 ist? 

14. Suche in der Logarithmentafel oder in einer Tabelle am Schluß des 
Buches festzustellen, ob die Endziffern 0, 1,2, '" 9 je mit der Wahr
scheinlichkeit 0,1 auftreten? Wie groß ist die Abweichung? 

15. Jemand zieht aus einer Urne, von der er weiß, daß sie 27 Kugeln 
enthält, Iooomal eine Kugel und findet I8smal eine rote, 37Smal 
eine blaue und 450mal eine grüne Kugel. Wieviel rote, blaue und 
grüne Kugeln sind wahrscheinlich in der Urne? 

F. Versicherungsrechnung. 
I. Arten der Versicherung. 
Wer sich versichert, sucht durch eine einmalige oder wiederholte 

Geldleistung für einen mit einer Unsicherheit behafteten späteren 
Geldbedarf Vorsorge zu treffen. Meist unterscheidet man Sach- und 
Personenversicherungen. Zu ersteren gehören die Feuer-, die 
Hagel-, die Wasserschaden-, die Haftpflichtversicherung 
u. a. m., zu letzteren z. B. die Kranken-, die Invaliden-, die Un
fall-, die Leibrenten- und die Lebensversicherung. Zuweilen 
teilt man die Versicherungen auch ein in solche, die einmal in Kraft 
treten können, aber nicht müssen (Feuerversicherung, Krankenver
sicherung, ... ), und in solche, die sicher einmal in Kraft treten müssen 
(Versicherung auf den Todesfall). 

n. Grundlagen der Versicherung. 
Bei der mathematischen Behandlung der Aufgaben aus dem Ver

sicherungswesen geht man von dem Gedanken aus, daß sich annähernd 
ein Gleichgewicht aus den Leistungen der Versicherungsge
sellschaft und aus ihren Einnahmen von den Versicherten er
geben soll. Das ist natürlich bei der Ungewißheit der Ereignisse, die in 
Frage kommen, nie genau möglich und nur bei einer großen Anzahl von 
Versicherten nach dem Gesetz der großen Zahlen einigermaßen erreich-
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bar. Dabei ist es unvenneidlich und liegt in der Natur der Sache be
gründet, daß dem einzelnen Versicherten viel mehr oder viel weniger 
ausgezahlt wird, als er eingezahlt hat. Der Schaden des einzelnen 
wird eben von der Gesamtheit der Versicherten getragen. Um über 
die beiderseitigen Leistungen im voraus einen Überblick zu gewinnen, 
ist i. a. eine Statistik der Schadensfälle erforderlich. Hat z. B. eine 
Feuerversicherung durch langjährige Erfahrung gefunden, daß jähr
lich etwa i%o der bei ihr versicherten Werte durch Brand zerstört 
werden, so kann sie voraussichtlich ihren Verpflichtungen dauernd 
nachkommen, wenn sie jährlich von jedem Versicherten eine Prämie 
von 1%0 des versicherten Wertes erhebt. Zu dieser sogenannten N etto
prämie tritt dann noch ein Zuschlag zur Deckung der Unkosten 
und zur Ansammlung eines Fonds für außerordentliche Fälle; die 
so errechnete Prämie heißt die Bruttoprämie. Je weiter die Ver
sicherungsgesellschaft ihren Kreis räumlich zieht, je mehr Versicherte 
sie hat, um so mehr werden sich die Schäden in den einzelnen Jahren 
und den einzelnen Gegenden nach dem Gesetz der großen Zahlen aus
gleichen. Ähnliches gilt für andre Versicherungsarten. 

m. Sterbetafeln. 
Für Versicherungen, die sich auf das menschliche Leben beziehen, 

ist es wichtig, zu wissen, wie lange der Versicherte voraussichtlich 
noch leben wird. Für den einzelnen ist hier eine Aussage unmög
lich, für eine große Zahl Gleichaltriger dagegen ist aus der Erfahrung 
mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit aposteriori eine ungefähre Aus
sage wohl gerechtfertigt. Für genauere Untersuchungen ist zu beachten, 
daß Klima, Rasse, Geschlecht, Beruf, Lebensweise, Zeitverhältnisse 
u. a. m. einen wesentlichen Einfluß auf die Sterblichkeit haben. Die 
Ergebnisse der Erfahrung werden in Sterbetafeln zusammengestellt. 
Dabei geht man von der Annahme aus, man habe über das Leben 
einer großen Zahl von Menschen bis zum Tode genau Statistik geführt, 
so daß die Zahl der von ihnen Lebenden bei der Geburt, nach I Jahr, 
nach 2 Jahren, usf. bekannt sei. Diese Statistik, die auf etwa ein 
Jahrhundert durchzuführen wäre, begegnet aber unüberwindlichen 
Schwierigkeiten. Auch ein zweiter Weg, bei einer stationären Be
völkerung die Zahl der Lebenden in jedem Lebensalter abzuzählen, 
hat große Mängel; denn es wird nicht häufig ein Land geben, das auf 
Jahrzehnte hinaus eine stationäre Bevölkerung aufweist; zudem treten 
durch Zu- und Abwanderung dauernd Störungen ein. Man hat des
halb die modemen Sterblichkeitstafeln auf anderem Wege gefunden, 
in erster Linie durch Berechnung der Sterbenswahrscheinlichkeit 
(vgl. IV), wie sie sich aus den Erfahrungen der Versicherungsgesell-
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schaften bei den bei ihnen versicherten Personen ergeben haben. 
Die am meisten gebrauchte ist die aus den Beobachtungen der 23 
deutschen Lebensversicherungsgesellschaften abgeleitete (vgl. An
hang Tafel II). Die erste Spalte ist mit x bezeichnet; sie gibt das 
Lebensalter an und beginnt mit X= 20, da Lebensversicherungen 
vor dem 20. Lebensjahr kaum abgeschlossen werden. Als x-jähriger 
gilt der, der zwischen x-i und x + ! Jahre alt ist. Die zweite Spalte, 
die mit lrz bezeichnet ist, gibt an, wie viele von 100000 Menschen, 
die 20 Jahre alt sind, in jedem der folgenden Jahre noch leben; 
so bedeutet 1so = 91578, daß von 100000 20jährigen 91578 das 30. 
Lebensjahr erreichen. Aus der Spalte l. läßt sich leicht die Zahl da 
der in jedem Jahre Gestorbenen ablesen. Es ist: 

(I) 

d. h. die Zahl der im Lebensalter xV erstorbenen wird gefunden, wenn man 
die Zahl derer, die das xte Jahr erlebt haben, vermindert um die Zahl 
derer, die auch noch das (x + 1)te Jahr erlebt haben. Die Sterbe
tafel geht nur bis zum Alter 90. Genau genommen wäre sie fort
zusetzen, bis alle Versicherten gestorben sind. Da aber nur wenige 
Versicherte ein wesentlich höheres Alter erreichen, so wird die Tafel 
selten über das 90. Lebensjahr fortgesetzt. Das höchste in der Sterbe
tafel enthaltene Lebensjahr wird mit co bezeichnet, die Zahl der am 
Anfang dieses Jahres Lebenden ist dann lw' die der in diesem Jahre 
Sterbenden ist dw = 100, da ja angenommen wird, daß niemand das 
folgende Jahr erlebt. 

IV. Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit. 
Von den l. Personen des Alters x erleben lrz+l Personen das Alter 

(x + I). Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, daß der x-jährige das 
folgende Lebensjahr erlebt: 

Im + 1 
(2) P;»=-l-' 

m 

Dieser Bruch heißt die Lebenswahrscheinlichkeit des .x jährigen. Ent
sprechend heißt der Bruch: 

dm 
(3) q;» == -1-' 

fIJ 

die Sterbenswahrscheinlichkeit des xjährigen; sie ist die Wahrschein
lichkeit dafür, daß der xjährige im kommenden Jahre stirbt. Es ist 

P + I.+t + d. Ir; od - P d h . t di' nun rz qrz= I =/= I erq.= 1- ." .. qrz 15 e rz • 
entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit zup •. Die Wahrscheinlichkeit, 

I 
daß der xjährige das Alter x + n erlebt, ist "P. = rzt "; die Wahr-

• 
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scheinlichkeit, daß er im Alter x + n stirbt, ist fiq Z = d z/ n. Ist 
Z 

fiPZ=!. so heißt n die fernere wahrscheinliche Lebensdauer 

des x-jährigen. Aus der Sterbetafel lesen wir z. B. ab 'lJ)P41 = ~67 
41 

= :~:!~ = +. Die fernere wahrscheinliche Lebensdauer des 4Ijährigen 
beträgt also 26 Jahre, d. h. von einer großen Zahl 4Ijähriger erlebt 
voraussichtlich die Hälfte das 67. Lebensjahr. 

V.Arten der Versicherung auf das Leben einer Person. 
Die Versicherungen können in verschiedener Form abgeschlossen 

werden: 
I. Es kann bestimmt werden, daß die Versicherungsgesellschaft eine 

einmalige bestimmte Summe auszahlt, 
a) wenn der Versicherte ein bestimmtes Lebensalter erreicht, 

[Er le bensf all versicherung]; 
b) wenn der Versicherte stirbt [Todesfallversicherung]; 
c) wenn der Versicherte stirbt, spätestens aber mit Erreichung 

eines bestimmten Lebensalters [gemischte Versicherung]; 
d) wenn der Versicherte stirbt, aber mit der Einschränkung, 

daß die Versicherung nur fällig wird, 
a) wenn der Tod innerhalb der nächsten n Jahre eintritt [kurze 

oder abgekürzte Versicherung], 
ß) wenn der Tod erst nach Verlauf von n Jahren eintritt [Ver

sicherung mit Karenzzeit]; 
e) nach n Jahren, unabhängig davon, ob der Versicherte noch 

lebt odef nicht [Versicherung mit bestimmter Verfallzeit]. 
2. Der Versicherungsvertrag kann aber auch so lauten, daß all

jährlich, entweder am Anfang jedes Jahres (pränumerando) oder 
am Ende jedes Jahres (postnumerando) an den Versicherten eine 
bestimmte Summe ausgezahlt~wird, so lange er lebt. In diesem 
Falle spricht man von einer Leibrente. Auch hier können verschie
dene Abänderungen eintreten. Die Rente kann fällig sein 

a) lebenslänglich [lebenslängliche Rente]; 
b} n Jahre lang, längstens aber bis zum Tode des Versicherten 

[\turze oder aufhörende Rente]; 
c) erst nach m Jahren beginnnend, dann aber bis zum Tode 

des Versicherten laufend [aufgeschobene Rente]; 
d) erst nach m Jahren beginnend, dann n Jahr laufend, aber 

höchstens bis zum Tode des Versicherten [kurze aufgeschobene 
Rente]. 
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Es kann ferner bestimmt werden, daß die Rente nicht in jährlichen, 
sondern in kürzeren, etwa halbjährlichen Terminen zur Auszahlung 
kommt. 

Für die Leistung des Versicherten bestehen zwei Möglichkeiten. 
Entweder er zahlt einen einmaligen Einsatz bei Beginn der Ver
sicherung oder er zahlt einen bestimmten jährlichen Beitrag. Die 
Zahlung des Versicherten heißt Prämie, der einmalige Einsatz heißt 
gelegentlich auch die Mise. Die Prämien können auch in unter
jährigen Raten bezahlt werden, auch kann durch Vertrag die Beitrags
zahlung zeitlich begrenzt werden oder lebenslänglich erfolgen. 

VI. Mathematische Behandlung der Versicherungsaufgaben. 
Bei allen Aufgaben wird die Fiktion gemacht, daß nicht ein einzelner 

die Versicherung abschließt, sondern alle 1(1) Personen der Sterbe
tafel vom Alter x. Die Gesamtleistung der Versicherungs
gesellschaft wird der Gesamtleistung der 1(1) Versicherten 
gleichgesetzt. Da die Einzelleistungen zu verschiedenen Zeiten er
folgen, sind sie vor dem Vergleich auf denselben Zeitpunkt zu 
datieren. Welcher Zeitpunkt dabei gewählt wird, ist theoretisch gleich
gültig; am praktischsten wird der Zeitpunkt Null gewählt, d. h. 
der Geburtstag der 1", Personen. Auch hier verwenden wir prak
tisch wieder die Zeitgerade [vgl. C. II]. Links werden die Werte von 
x, d. h. das Alter der Versicherten, angetragen, rechts jedesmal die 
Leistung der Versicherten und der Versicherungsgesellschaft 
an den betreffenden Zeitpunkt, evtl. zur besseren Übersicht beide durch 
einen senkrechten Strich getrennt. Nachdem die Zahlungen an die Zeit
gerade angetragen sind, werden sie auf den Zeitpunkt Null datiert; 
dann wird die Gleichung aufgestellt. Bei den folgenden"Betrach
tungen wird stets der Zinsfuß p= 3! zugrunde gelegt; es ist also 

q = 1,035 und v = ~ = _I -. Auch die von einem Zinsfuß abhängigen 
q 1,°35 

Zahlen der Sterbetafel sind für den gleichen Zinsfuß berechnet. 

VB. Vorübungen. 
1. Sämtliche 1", Personen vom Alter x zahlen je I !/lJ{ ein. Welchen 

Wert hat die Gesamtleistung am Zeitpunkt der Geburt? Am Zeit
punkt x beträgt die Gesamtleistung 1(1). I !/l.J{, also x Jahre vorher 

I 
[vgl. B (II)] -~ = 1(1). v'" !/l.J{. Man setzt zur Abkürzung: 

'1 
(4) lfb vJ! = Da> 

und nennt D(1) die diskontierte Zahl der Lebenden vom Alter x; 
für jedes Alter ist der Wert von D(1) in der Sterbetafel in Spalte 4 an
gegeben. 
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2. Die 1", Personen vom Alter x zahlen vorschüssig lebenslang, 
sofort beginnend, jährlich je den Betrag I. Welchen Wert hat die 
Gesamtheit der Zahlungen am Zeitpunkt ihrer Geburt? 
Am Zeitpunkt x wird von den 1", Personen der Betrag 1", 
gezahlt, am Zeitpunkt x + I leben nur noch lHl Per-
sonen, die die Zahlung 1"'+1 leisten, usf. bis zum Zeit
punkt W, an dem die noch lebenden I", Personen den Betrag 
100 zahlen. Werden alle Zahlungen auf den Zeitpunkt 
Null datiert, so ergibt sich hier die Summe 1", v'" + 1",+ 1 v"'+1 
+ l"'+2V'" +2+ ... + lwv"'= D",+ DH1 + DflJ+ 2+ ... + D",. 
Man setzt nun zur Abkürzung: 

X+3 l"'+8 
x+2-1",+s 

x+ I l"'+1 
l", 

w 

(S)Dw +Dw + 1 +Dw + 2 +.00 + D ro = 2'D..!) =Nw ' 0 

'" 
3. Welches ist die Leistung der Versicherungsgesellschaft, wenn 

sie an die Hinterbliebenen aller d", im Alter x verstorbenen Personen 
den Betrag I auszahlt, berechnet auf den Zeitpunkt der Geburt der 
1", Personen? Die Todesfälle erfolgen i. a. ziemlich gleichmäßig auf 
das Jahr verteilt. Zuweilen nimmt man an, daß sie in der Mitte des 
Jahres gleichzeitig erfolgen. Meist aber wird die Rechnung so durch
geführt, als ob die Todesfälle erst am Ende des Jahres erfolgten 
und erst dann die Auszahlung der Versicherungsbeträge stattfinde. 
Dem schließen wir uns auch hier an. Demnach hat in unserem Falle 
die Versicherungsgesellschaft am Zeitpunkt x + I den Betrag d", 
auszuzahlen, der am Zeitpunkt Null den Wert d",· v"'+1 hat. Zur 
Abkürzung wird gesetzt: w+I dro 

(6) d • vW + 1 =0 • 
JJ W 

W d W _ 1 

C", heißt die diskon tierte Zahl der Toten des Alters x. 
Die Werte für C", sind in der Sterbetafel in Spalte 6 ver- . 
merkt. x+3 dX+2 

X+2 dX+I 
4. Wie lautet das Ergebnis von 3, wenn jedesmal beim x+ I dx 

Tode bis zum Absterben aller 1", Personen der Betrag I x 
ausgezahlt wird? -

Nach 3 ist am Zeitpunkt x + I der Betrag d", zu zahlen, 
am Zeitpunkt x + 2 ist für die im vergangenen Jahr 0 

verstorbenen d"'+l Personen der Betrag d"'+l zu leisten, usf., am 
Zeitpunkt W + I ist für die im vergangenen Jahr verstorbenen d", 

'" I) ~D", lies: Summe aller D", von x bis w. :I: (lies "Sigma") ist das 

griechische S. 
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Personen der Betrag dw zu zahlen. Für den Zeitpunkt 0 berechnet 
ergibt sich die Summe: 

dfIJ' v fIJ +1 + da:+1Va:+2 + d fIJ + 2vil:+3 + .. , + dwvw + 1 

= Ca: + CfIJ + 1 + C fIJ + 2 + ... + CO). 

Man setzt nun zur Abkürzung: 
w 

(7) CaJ + CW + 1 + CW + 2 + ... + Cro =:2 CaJ == MaJ 
JJ 

(vgl. Spalte 7 der Sterbetafel). 
5. An sämtliche IfIJ Personen des Alters x wird lebenslänglich prä

numerando die Leibrente I ausgezahlt. Welchen Wert haben die Aus
zahlungen am Zeitpunkt der Geburt der lfIJ Personen? 

Die Aufgabe stimmt mit 2. überein, nur 
daß in diesem Falle die Versicherten den 

x+m+n-I-!x+m+n-l 
Betrag erhalten, dort aber zahlten. Die 

x+m-I 

o 

IfIJ+m+1 
IfIJ+m+l 
IfIJ+m 

Summe ist also N fIJ' 

6. Wie groß ist der Barwert am Zeitpunkt 
Null, wenn die Leibrente I nach m Jahren 
beginnt und dann n Jahre an alle in diesem 
Zeitraum noch lebenden Versicherten bezahlt 
wird? 

An nebenstehender Zahlengeraden sind die 
Zahlungen eingetragen. Sie erfolgen vom 
Zeitpunkt x+m bis x+m+n-I [nZah
lungen; abzählen!]. Auf den Zeitpunkt Null 
datiert haben sie den Gesamtwert: 

lfIJ+mvfIJ+ m + lfIJ+m+1V il:+m+1 + .,. + la:+m+n_lva:+ m+n-1 = D fIJ + m 

+ D f1J + m+1 + D fIJ + m+2+'" +D=+m+n_1= NfIJ+m-N=+m+n' 

Von der letzten Umformung überzeugt man sich leicht, wenn man 
die Werte für N fIJ + m und N fIJ + 17& + n anschreibt. 

Die hier angestellten übungen hatten hauptsächlich den Zweck, 
den Leser in den bei Versicherungsaufgaben eingeschlagenen Ge
dankengang einzuführen und ihn mit den abkürzenden Zeichen D, 
C, N, M (den Kommutationszeichen oder Grundzahlen) vertraut 
zu machen. Anderseits aber lassen sich alle Versicherungsaufgaben 
mit Hilfe dieser Übungsaufgaben leicht lösen. Der Leser möge in 
allen Fällen versuchen, heide Wege zu gehen, d. h. einmal mit Hilfe 
der übungen und andererseits durch Anschreiben aller Zahlungen an 
die Zahlengerade. 
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vm. Aufgaben zur Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit 
und zu den Vorübungen. 
I. Wie groß ist die Lebenswahrscheinlichkeit des 20-, 30-, 65-, 80-,88-

jährigen? 
2. Desgl. die Sterbenswahrscheinlichkeit ? 
3. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß der 25jährige a) das 

50. Lebensjahr erreicht, b) im 50. Lebensjahr stirbt? 
4. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß a) der 42jährige, b) der 

32jährige, c) der 22jährige a) im 60. Lebensjahre stirbt, ß) das 
60. Jahr überlebt, y) vor dem 60. Jahre stirbt? 

ö. Wie viele der 120 = IOOooO 20jährigen der Sterbetafel erreichen 
voraussichtlich das 60. Lebensjahr? 

6. Wieviele von 2000 Menschen im Alter von 36 Jahren erreichen 
voraussichtlich das 72: Lebensj ahr ? Warum hat die Aufgabe keinen 
Sinn, wenn es sich nur um 6 Menschen von 36 Jahren handelt? 

7. Aus der Sterbetafel ist die' fernere wahrscheinliche Lebensdauer 
des a) 54, b) 32, c) 72, d) 24jährigen abzulesen (auf Ganze ab
rundenl). 

8. Berechne in der Sterbetafel aus der Spalte der I. die Werte der 
d., z. B. d35, d48, du, ds1• 

9. Berechne die Zahl der diskontierten Lebenden des Alters 40 und 
vergleiche das Ergebnis mit dem Tafelwert von DIl)' ebenso die Zahl 
der diskontierten Toten des Alters 40 aus d40 und vergleiche das 
Ergebnis mit dem Tafelwert von C 40. 

10. Führe die Rechnungen der Aufgabe 9 auch aus für die Lebensalter 
a) 27, b) 33, c) 52, d) 84. [Beachte, daß die Tafelwerte auf ganze 
Zahlen abgerundet sind.] 

11. Bestimme aus den Tafelwerten der D. die Werte von N oo, N S9' 

N88, ••• , ebenso aus der Spalte der C. die Werte M,o, M su, M ss, ... 
(Die Abrundung auf ganze Zahlen bedingt einige Abweichungen.) 

12. Jeder der 125 = 95590 Personen der Sterbetafel zahlt bis zum Tode 
jährlich vorschüssig 200.tUt ein. Welchen Wert haben die Ein
zahlungen zusammen, berechnet auf das Geburtsdatum ? 

13. Welchen Wert, berechnet auf das Geburtsdatum, hat die Schuld 
der Versicherungsgesellschaft, wenn sie verpflichtet ist, an die 
Hinterbliebenen aller 134 = 88280 Personen im Todesfall die Summe 
von je IOOO .ß.Jt auszuzahlen? 

14. Welchen Wert hat die Schuld in I3., wenn die Versicherungssumme 
nur zur Auszahlung gelangt, falls der Versicherte nicht vor Ablauf 
von IO Jahren stirbt? 

15. Alle 14.5 Personen des Alters 45 haben eine jährliche lebenslängliche 
Leibrente von je 375 .tUt zu beziehen. Welchen Wert stellt diese 
Summe dar am Zeitpunkt Null? 
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16. Eine Versicherungsbank hat die Verpflichtung an alle 45jährigen 
beim Tode bzw. im Erlebensfall am 60. Geburtstage den Betrag von 
je 500.1lJt auszuzahlen. Welche Summe, bezogen auf das Geburts
datum, hat die Bank bereitzustellen? 

17. Ein Mann hat das Alter m, die Frau das Alter n. Wie groß ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß nach P Jahren a) der Mann noch lebt, 
b) die Frau noch lebt, c) der Mann tot ist, d) die Frau tot ist, 
e) beide noch leben, f) beide tot sind, g) der Mann noch lebt, aber 
die Frau tot ist, h) der Mann tot ist, die Frau aber noch lebt, 
i) wenigstens eines von beiden noch lebt, k) wenigstens eines von 
beiden tot ist? 

18. Löse die Fragen der vorstehenden Aufgabe für a) m = 35, n = 30, 
P = 30; b) m = 48, n = 36, P = 12; c) m = 40, n = 36, P = 40. 

19. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß von einem Ehepaar von 
52 bzw. 50 Jahren nach 20 Jahren entweder beide tot sind oder 
beide leben? 

IX. Versicherung auf den Erlebens- oder Todesfall. 
I. Welche einmalige Zahlung "E~ hat ein xjähriger sofort zu leisten, 

wenn er nach n Jahren im Erlebensfall den Betrag I erhalten soll? 
[Erlebensfallversicherung]. Wir machen auch hier wie

x+n I .l~+" der, wie in allen folgenden Fällen, die Annahme, daß nicht 
. nur der eine Versicherte, sondern alle l~ Personen der Sterbe-

tafel vom Alter x die Versicherung abschließen. Diese 
x "E~ .l~ zahlen also am Zeitpunkt x die Summe la: • "E ~ ein, die am 

Zeitpunkt Null den Wert l~' "Ea:' v~::=: D~' "E~ hat. Die 

o Versicherungsgesellschaft zahlt dafür am Zeitpunkt x + n 
an jeden der la: + " noch Lebenden den Betrag I, also 

insgesamt l~+ ", auf den Zeitpunkt Null berechnet also den Betrag 
- la:+,,' V~+" = Da:+,,; es ist also D~' nE~ = Da:+n oder: 

(8) 

Soll jeder Versicherte den Betrag S erhalten (statt I), so ist die Ein
zahlung: 

s· E =S·D~+". 
" ~ D~ 

2. Welche einmalige Einzahlung A~ hat ein xjährlger zu leisten, 
wenn bei seinem Tode die Summe I ausgezahlt werden soll? [Todes
fallversicherung.] 

Nach Vorüb. VII I und 4 ist der Barwert der Einzahlungen Aa:. Da:, 
der Barwert der Auszahlungen der Versicherungsgesellschaft M a:, also 
ist A~' D~ = M~ oder: 
(9) 
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Dieser Wert ist mit S zu multiplizieren, wenn die Versicherungssumme 
nicht I, sondern S ist. 

3. Welche einmalige Einzahlung .nAII hat ein x-
jähriger zu leisten, wenn im Falle seines Todes die +x+n dll+n _ 1 

x n-I 
Summe I an seine Hinterbliebenen gezahlt werden 
soll, sofern derTod im Laufe der nächsten nJahre 
eintritt?[Kurze Versicherung auf den Todesfall.1 

Der Barwert der Einzahlungen beträgt .nA c11l VII 

= .nAIIDII' der der Auszahlungen d1lVII +1 + d..,+lV"+I InAlII' i., 
+ ... -t dz+n_lVII+tI = CII + CII + 1 + CII + 2 + ... 
+ CZ +n - 1 = MII-MII + n, also ist: 
(10) A M II - MII +n 

I" z = .Dill • 

4. Welche einmalige Einzahlung tn,nAII hat ein xjähriger zu leisten, 
wenn an seine Hinterbliebenen der Betrag 1: ausgezahlt wird, falls 
der Tod erst nach Verlauf von m Jahren, aber im Laufe der darauf
folgenden n Jahre eintritt? [Kurze Todes-
fallversicherung mit Karenzzeit]. x+m+ 

. 1 ahl" . x+m+n-I Die 11 Personen z en am Zeitpunkt x den . • 
Betrag .,,,,,A II .111 ein, der am Zeitpunkt Null 
den Wert tnl"AII·lz·v"'=tn,,,AII·DII hat. Die 
Versicherungsgesellschaft zahlt aus: am Zeit
punkt x + m + I den Betrag dll+ tn , am Zeit
punkt x + m + 2 den Betrag dZ+ m +1 usf. 
Die letzte Auszahlung am Zeitpunkt x + m + n 
hat den Wert dz + m + n - 1 ' Auf den Zeitpunkt 
Null bezogen haben alle Auszahlungen den 
Gesamtwert : 
d",+ m' '/1"'+ tn+l + d"'+tn+lVz+m+1 + ... + d",+tn+n_l'/lll+tn+n = C..,+m 

+ C Z + tn + 1 + C Z + tn + 2 + ... + C Z + m+ n - 1 =M..,+m -MII + tn + n, 

also ist: 
(11) 

5. Welche einmalige Nettoprämie mlA 11 hat ein Versicherter zu leisten, 
wenn an seine Hinterbliebenen im Falle seines Todes der Betrag I aus
gezahlt wird, falls der Tod erst nach Verlauf von m Jahren eintritt? 
[Todesfall- Versicherung mit m jähriger Karenzzeit.] 

Gegenüber dem vorhergehenden Fall tritt eine Änderung nur inso
weit ein, als die Zahlungen der Gesellschaft nicht mit dem (m + n) teu 

Jahre aufhören. Diese haben also hier den Barwert C 11 + tn + C.., + tn + 1 

+ ... + Cw = M..,+tn, also ist: 
( ) A M"'+tn 
12 ml a:=~' .. 
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6. Welche einmalige Zahlung A.'ii\ hat ein "jähriger zu leisten, 
wenn der Betrag I an seine Erben ausbezahlt wird, falls er im Laufe 
der ersten n Jahre stirbt, an ihn selber aber, wenn er das Alter x + n 
erreicht? [Gemischte Versicherung oder Versicherung mit ab-

gekürzter Versicherungsdauer.] 
Die lz Versicherten zahlen am Zeitpunkt " 

x+n d Z +1l_1; leHl zusammen A -I.l die am Zeitpunkt Null den 
x+n -I d zn a:' 

0-

e+n-t Wert haben A.'ii,lzvz = A",,.\· D z. Die Ver-
sicherWlgsgesellschaft zahlt am Zeitpunkt" + I 
für jeden im Alter " Verstorbenen den Be
trag I, also insgesamt den Betrag dz , am 
Zeitpunkt x + 2 den Betrag d Z +1 usf., zu
letzt am Zeitpunkt" + n den Betrag dZU _ 1 ; 

ferner zahlt sie am Zeitpunkt x + n an die 
'ZHl überlebenden den Betrag l:c+ n' Die Gesamtzahlung hat also am 
Zeitpunkt Null den Wert: 

... 
dzvz + 1 + d z +1vz + 2 + ... + d",+n_lv",+n + l",+nvz+n 

= C z + C"'+l + ... + C",+n-l + D",+n= Mz-Mz+t, + D",+ n' 

also ist: 
(13) 

Vergleiche das Ergebnis mit dem von I und 3. Begründe die Richtig
keit der Gleichung A",;;I = ,nAz + nE",. 

x. Aufgaben zu den Versicherungen auf den Erlebens- oder 
Todesfall bei einmaliger Prämie. 
1. Ein 36jähriger versichert sein Leben mit S = 1oooo.7l.Jt auf den 

Todesfall; welche einmalige Prämie hat er zu zahlen? 
2. Ein 3I jähriger gewinnt in der Lotterie 20oo.7l.Jt und geht damit 

eine Versicherung ein, nach der ihm mit dem 60. Lebensjahr eine 
bestimmte Summe ausgezahlt wird, falls er das 60. Lebensjahr er
lebt. Wie groß ist diese Summe? 

3. Wie ändert sich das Ergebnis von 2., wenn er die 2000 .7l.Jt zu 4 % 
verzinslich anlegt? 

4. Zu wieviel % hat sich die Summe von 2000 .7l.Jt in 2. verzinst, wenn 
er das 60. Lebensjahr erleht? 

5. Mit 28 Jahren schließt jemand gegen Einzahlung von 3000.7l.Jt 
eine Todesfallversicherung ab. Nach 3 Jahren beabsichtigt er 
weitere IOOO .7l.Jt und mit dem 36. Lebensjahre noch 2000 .7l.Jt ein
zuzahlen. Welche Summe kann im Falle seines Todes ausgezahlt 
werden? 
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6. Ein 40jähriger versichert sich so, daß an seine Hinterbliebenen der 
Betrag von 20000.'ll.Jt ausgezahlt wird, falls er im kommenden 
Jahre stirbt. Welche Prämie ist zu zahlen, wenn diese verfallen ist, 
falls er nach Ablauf des Jahres noch lebt? 

7. Auf welche Summe könnte sich der 50jährige versichern, wenn er 
bei einjähriger Versicherungsdauer (siehe 6.) eine Prämie von 
170 .1l.Jt zahlte? 

8. Ein 30jähriger hat ein Kapital von 5200 .'ll.Jt zur Verfügung, das 
er für eine gemischte Versicherung anlegt, so daß im Falle seines 
Todes, spätestens im 65. Lebensjahr das Versicherungskapital aus
gezahlt wird. Wie groß ist dieses? 

9. Jemand schließt im Alter von 30 Jahren eine Erlebensfallver
sicherung auf das 60. Lebensjahr im Betrage von 8000 .1l.Jt ab. Wie 
groß ist die einmalige Prämie? 

10. Ein 28 jähriger schließt eine Todesfallversicherung über 12000.1l.Jt 
ab, für den Fall, daß er zwischen dem 40. und 50. Lebensjahr stirbt. 
Welche einmalige Prämie hat er zu zahlen? 

11. Ein Beamter von 30 Jahren, der erst nach 10 Jahren pensions
berechtigt ist, zahlt aus seinem Vermögen an eine Versicherungs
bank IOOO.1l.JC ein, damit diese an seine Hinterbliebenen eine be
stimmte Summe auszahlt, falls er vor Ablauf von 10 Jahren stirbt. 
Wie groß isi die Versicherungssumme? 

12. Jemand zahlt 37jährig an eine Versicherungsbank 2300.1l.Jt. 
Welche Summe kann bei seinem Tode ausgezahlt werden? Welche 
Summe kann ausgezahlt werden, wenn diese nur fällig wird, falls 
der Tod nach dem 50. Lebensjahr eintritt ? 

13. Ein Kaufmann hat mit einer Firma einen Vertrag auf 8 Jahre ab
geschlossen; darin ist bestimmt, daß der Kaufmann, der 33 Jahre 
alt ist, für die Dauer des Vertrages mit 20000.1l.JC gegen Todesfall 
versichert ist. Welche einmalige Einzahlung hat die Firma für den 
Versicherten zu leisten? 

14. Welche einmalige Prämie hat ein 52jähriger zu zahlen, wenn er 
eine gemischte Versicherung eingeht, so daß bei seinem Tode, 
spätestens mit 65 Jahren eine Summe von 25000.1l.Jt fällig wird? 

15. Desgl. für einen 34jährigen mit dem Endalter 60. 

XI. Leibrenten. 
1. Welche einmalige Zahlung a", hat ein xjähriger sofort zu leisten, 

um eine lebenslängliche vorschüssige Leibrente im Betrage 1 zu er
werben? [Lebenslängliche vorschüssige Leibrente.] 

Die Einzahlungen der IgJ Personen haben auf den Zeitpunkt Null 
bezogen den Wert agJ ·lgJ· v'" = a",D"" die Auszahlungen der Versiche-

Flechsenhaar, Finanz athematik .•. Aufl. 7 
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rungsgese11schaftl..,· f)"'+ l..,+lVa:+l + ... + lw' f)QJ= Da: + D'HI + ... 
+ DU] = Na:, also ist: 

2. Wird die Leibrente nachschüssig bezahlt, so fällt die Zahlung 
I am Zeitpunkt x weg, also ist die Leistung aa: des Versicherten am 
Zeitpunkt x: 

(15) aa: = a.., - I. 

Es läßt sich auch folgender Schluß ziehen': In I. ist die erste Aus
zahlung wegzulassen, so daß die Gesamtauszahlungen auf den Zeit
punkt Null bezogen den Wert haben Da:+l + Da:+2 + ... + D w 

= N a:+11 also ist: 
(Isa) 

3. WeIche Einzahlung m."aa: hat ein xjähriger zu leisten, damit ihm 
eine Leibrente vom Jahresbetrag I gegeben wer

x + m + n - I la: + m + fI-1 den kann, die nach m Jahren beginnt und dann 
nmal ausgezahlt wird, höchstens aber bis zu 
seinem Tode? [Aufgeschobene kurze Leib
rente.] 

Am Zeitpunkt Null haben die Einzahlungen 
x m!fltla:.la: den Wert: l a: D 

mlnaa: Cl:. V = mlna~ • :CI 

die Auszahlungen: 

lz+ m . va:+ m + lz+ m+lf)z+ m+l + ... + lZ+ffl+n_lV+ m+fI-l = D z + m 

+ Da:+ffl+l + ... + D Z+ m + fI - 1 = N Z+ ffl - N a:+m+fII 
also ist: 
(I6) 

4. Als Spezialfälle hierzu können noch folgende beiden Ergebnisse 
abgelesen werden. 

Die Leibrente vom Jahresbetrage I, die sofort beginnt und n Jahre 
läuft, aber höchstens bis zum Tode, hat am Zeitpunkt x den Wert: 

(I7) Ina", = Nz -DNa:+fI. [Kurze Leibrente.] 
a: 

Die Leibrente, die nach m Jahren beginnt und bis zum Tode des Ver
sicherten läuft, hat den Wert: 

(I8) m13", = N~m. [Aufgeschobene Leibrente.] 
z 

Was ergibt sich. wenn hierin m = I gesetzt wird? 
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m. Jährliche Prämien. 
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Häufig ist der Versicherte nicht in der Lage, die einmalige hohe 
Prämie (Mise) zu bezahlen und zieht es deshalb vor, entweder lebens
lang oder eine bestimmte Zeitlang eine jährliche gleichblei
bende Prämie zu zahlen. 

I. Die jährliche vorschüssige lebenslang gezahlte Prämie P möge 
die einmalige Zahlung A am Zeitpunkt x ersetzen. Zahlen die I", 
Personen am Zeitpunkt x je den Betrag A, so ergibt dies auf den 
Zeitpunkt Null bezogen die Summe A lrAvrA = AD rA. Die Prämien von 
je P, die von den jeweils Lebenden alljährlich gezahlt werden, haben 
am Zeitpunkt Null den Wert: 

PlrAv rA + PlrA+1VrA+1 + ... + PloßJ.l 
= P (D rA + D m+ 1 + ... + D w) = P • N rA' 

also ist AD", = p. N", oder: 
D 

(I9) P=.Ä--..:!:.. 
.Nil} 

oder nach (I4) , wo a", den Barwert einer vorschüssigen Leibrente 
bedeutet, die im Ratenbetrage I lebenslänglich bezahlt wird, 

A 
(20) p=-. 

a", 

Diese Gleichung kann auch durch folgende Überlegung gefunden wer
den. Nach (14) ist a", der Barwert am Zeitpunkt x für eine lebens
längliche Zahlung vom Ratenbetrag I, also a z P der Barwert, wenn 
die Rate P ist, also ist A = a rA • P. 

2. Soll die einmalige Zahlung A durch die t Jahre, aber höchstem 
bis mm Tode fällige jährliche Prämie tP ersetzt werden, so ist deI 
Wert der einmaligen Einzahlung aller 1", Personen Al",v'" = ADz aIIl 

Zeitpunkt Null; der Wert aller jährlichen Prämienzahlungen der jeweili 
Lebenden ist am gleichen Zeitpunkt: 

,P[l",vrA + lZ+lV"'+l + ... + I",H_IV",+t-1l 

also ist: 
(2I) 

= ,P(D", + Dm+l + ... + D"'H-l) = ,P(N", - N Z+ t) 

oder nach (17): 

(22) 

3. In allen Fällen kann ohne Formeln durch Anschreiben an die Zeit 
gerade und Datieren auf den Zeitpunkt Null die Jahresprämie ge· 
funden werden. 

7* 
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Beispiel: Jemand ist geboren am 2. August 1902; am I. April 1925 
schließt er eine Versicherung ab, nach der im Falle seines Todes an 
seine Erben S = 12000.JlJ( ausgezahlt werden, bzw. an ihn selbst, 
wenn er noch weitere 37 Jahre lebt. Welche jährliche Prämie hat er 
60 d S· 1 S zu zahlen? 

59· , 60· 

5 p. 159 du· S Der Mann ist 23 Jahre alt. Die Auszahlung 

25 P . 125 du· S 
24 p. 124 du· S 
23 P .123 

erfolgt beim Tode, spätestens mit seinem 
60. Lebensjahr. Die Jahresprämie sei P. An die 
Zeitgerade sind die von den 123 Personen der 
Sterbetafel eingezahlten Beträge eingetragen, 
ebenso die von der Versicherungsgesellschaft ge
leisteten Auszahlungen. Auf den Zeitpunkt Null 
bezogen betragen die Einzahlungen: 

P (123 V 23 + 124 V 24 + 120 V 25 + .. . 159 V 59) = P (N 23 - N 80)' 

Die Auszahlungen der Gesellschaft: 

S (d23 V 24 + d24 V25 + ... + d5S V59 + dS9 v60 + 180 v60) 

= S (M23 - M 60 + D6o)' 

Also ist P (N 23 - N 6o) = S (M 23 - M so + D 80) oder: 

P SM:a- M 60+ D CO = Nil-Neo = 244· 

Die jährliche Prämie beträgt also 244 .Jl.J(. 

XDI. Aufgaben über jährliche Prämien und Leibrenten. 
1. Ein 36jähriger versichert sein Leben mit S = IOOOO J!.J(. Welche 

jährliche Prämie hat er zu zahlen? 
2. Ein Beamter wird mit 25 Jahren angestellt; da er erst nach IO Jah

ren pensionsberechtigt ist, versichert er sein Leben für diese ?eit 
mit 8000 J!.J(. Welche jährliche ~rämie hat er zu zahlen? 

3. Ein 40jähriger verpflichtet sich, 15 Jahre, doch höchstens bis zu 
seinem Tode, vorschüssig eine jährliche Prämie von 250.:Jl.Jt zu 
zahlen. Welche Summe kann bei seinem Tode ausgezahlt werden? 

4. Eine alleinstehende Witwe von 52 Jahren zahlt ihr Vermögen von 
30000 .:JlJ( bei einer Versicherungsgesellschaft ein, um dafür eine 
lebenslängliche, jährlich pränumerando zu zahlende Leibrente zu 
erhalten. Wie groß ist diese? 

ö. Wie groß ist die Rente, wenn sie postnumerando gezahlt wird? 
6. Welche Zinsen würde die Witwe jährlich erhalten, wenn sie das 

Geld zu 31 % (41 %) anlegen würde? 
'1. Ein Arzt zahlt vom 40. Lebensjahr IO Jahre lang jährlich IOOO .Jl.Jt, 

um sich vom 60. Jahre an eine lebenslängliche Leibrente zu sichern. 
Wie groß ist diese? 
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8. Ein 32jähriger versichert sein Leben so, daß an seine Angehörigen 
S = 100OO!ll.Jt ausgezahlt werden, wenn der Tod erst nach dem 
40. Lebensjahr eintritt. Welche jährliche Prämie hat er zu zahlen? 

9. Jemand zahlt 40jährig 4800!ll.Jt bei einer Versicherungsbank ein. 
um im Falle des Erlebens vom 50 .• Jahre ab 10 Jahre lang eine Leib
rente zu beziehen. Wie groß ist ihr jährlicher Betrag ? 

10. Wie ändert sich das Ergebnis, wenn in 9. der Betrag bei einer Bank 
eingezahlt und vom 50. Jahre ab in IO gleichen Raten zurückbezahlt 
wird (P = 3i), unabhängig davon, ob der Versicherte noch lebt 
oder tot ist? 

11. Ein 26jähriger Kaufmann will sich mit 40 Jahren selbständig 
machen. Er zahlt jährlich vorschüssig 600!ll.Jt an eine Ver
sicherungsbank. Welche Summe zahlt ihm diese mit dem 40. Jahre 
aus, wenn die Einzahlungen beim früheren Tode aufhören, aber 
die geleisteten Zahlungen ebenfalls verfallen sind? 

12. Was würde in II. eine Bank auszahlen (a) p = 3,5 %, b) P = 4,5 %). 
wenn der Tod auf Einzahlungen und Auszahlung ohne Einfluß ist? 

13. Ein 38 jähriger hat für eine Versicherung lebenslang jährlich I50.1l.Jt 
Prämie pränumerando zu zahlen. Welche einmalige sofortige Zah
lung kann an deren Stelle treten? 

U. Ein 29jähriger zahlt für eine Versicherung 2000 .1l.Jt. Welche jähr
liche Prämie hätte an ihre Stelle treten können, wenn die Prämie 
bis zum 39. Jahre (einschließlich), höchstens aber bis zum Tode 
zahlbar ist ? 

15. Welche Todesfallversicherung kann ein 42jähriger durch eine jähr
liche Prämie von je 220 !ll.Jt erwerben? 

16. Welche Jahresprämie ist für eine gemischte Versicherung mit dem 
Endalter 55 zu zahlen, wenn der Versicherte 28 Jahre alt ist und 
die Versicherungssumme 30000 !ll.Jt beträgt? 

XIV. Deckungskapital oder Prämienreserve. 
Versichern alle 1", Personen der Sterbetafel ihr Leben auf den Todes

fall gegen eine einmalige oder jährlich in gleicher Höhe wiederkehrende 
Prämie, so wird bei rechnungsmäßigem Verlauf beim Tode des 
letzten Versicherten die Versicherungsgesellschaft weder Gewinn 
noch Verlust erlitten haben; Ausgaben und Einnahmen heben sich 
auf. Dagegen wird dieser Ausgleich nicht in jedem einzelnen Versiche
rungsjahr erreicht. Bei der Versicherung gegen eine einmalige Prämie 
kommen später keine Einnahmen mehr. wohl aber dauernd Aus
zahlungen. Aber auch bei jährlicher Zahlung gleichbleibender 
Prämien sind anfangs die Einnahmen größer als die Ausgaben, da 
die Sterblichkeit in den ersten Jahren (wenn man vom Kindesalter 
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absieht) geringer ist als im höheren Alter. Die Versicherungsgesell
schaft erzielt also in den ersten Jahren überschüsse die allerdings 
nicht einen Gewinn darstellen, sondern eine Rücklage für die später 
die Einnahmen übersteigenden Ausgaben. Diese Rücklage heißt die 
Prämienreserve oder das D~kungskapital. Da aber die Ge
samteinnahmen und -ausgaben sich schließlich ausgleichen, so muß 
dem Überschuß der Einnahmen über die Ausgaben in den ersten 
m Jahren ein gleichgroßer Überschuß der Ausgaben über die Ein
nahmen in den folgenden Jahren entsprechen, wenn beide Summen 
auf den gleichen Zeitpunkt x + m berechnet werden. Die erste Art 
der Berechnung heißt retrospektiv, die zweite prospektiv. 

Ist die einmalige Einzahlung für die Versicherung auf den Todes

fall mit der Summe I nach (9) All: = ~Il:, so ist die Prämienreserve 
Il: 

nach m Jahren: 

23 

denn diese Summe müßt~ der Versicherte nach m Jahren einzahlen, 
wenn er sich jetzt neu versichern wollte. Sie würde es der Gesellschaft 
ermöglichen, ohne Gewinn und Verlust bei rechnungsmäßigem Ab
sterben der Versicherten zu arbeiten. Besteht also die alte Versicherung 
weiter, so muß sie für jede der noch lebenden llll+ m Personen diesen 
Betrag in Reserve haben und weiterhin entsprechend verzinsen. Da die 
Prämienreserve gleichsam ein Guthaben des Versicherten ist, 
so kann dieser auf sie ein Darlehen bei der Gesellschaft aufnehmen 
oder sie (mit einem entsprechenden Abzug) zurückerhalten, wenn das 
Versicherungsverhältnis aufgelöst wird. Bei -Versicherungen auf den 
Erlebensfall findet allerdings in diesem Falle keine Rückzahlung 
statt (warum ?). 

Etwas schwieriger ist die Berechnung bei jährlicher Prämien
zahlung. Versichern sich die 11l: Personen der Sterbetafel auf den Todes
fall mit der Summe I, so ist die jährliche Prämie nach (9) und (I9) 

p .. = ~. Nach Verlauf von m Jahren ist der überschuß der Ein-.. 
nahmen über die Ausgaben für alle I .. Personen berechnet und auf den 
Nullpunkt bezogen: 

P z[lzvZ + l .. +lVUl + ... + lll:+"._lvz+m- 1] - [dzvz+1 

+ dZ +1VU3+ ... + d .. +"._lVz+",] = PIl:[Nz - NZ+ m] 

- [M.-Mz+ m], 
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Soll der Wert auf den Zeitpunkt x + m x + m 

bezogen werden und für jeden einzelnen Je + m - I 

der noch lebenden lGl + m Versicherten berech- . 
netwerden, so ist mit 11lJ+ m ·v"'+ m=D",+m 
zu dividieren, so daß sich für jeden Ver
sicherten nach m jährigem Bestand der Ver
sicherung das Deckungskapital: 

X+I 

d Gl + m _ 1 

IGl+m_l,PGI dGl + m _·. 

IGl+J P", d",+~ 
IGl+I P", dGl 

IGl' P", 

ergibt, wobei in der letzten. Form für P., der Wert eingesetzt ist. Hier 
ist das Deckungskapital retrospektiv 
berechnet worden, die prospektive Be
rechnung, die das gleiche Ergebnis liefert, 
gestaltet sich folgendermaßen: Die zu
künftigen Einnahmen der Versicherungs
gesellschaft sind für alle Versicherten 
berechnet und auf den Nullpunkt be-

: I~"'+"'~I 
P",.IGl+m+J d lll + m +, 
PGI.IGl+m+ljldlll+m 
PGI·11II + m 

zogen: o 

P.,[I",+mvlII+ m + lGl+mt IV",+m+l + ... + lcuv",], 

die Ausgaben entsprechend: 

[d",+mv",+m+l+ d",+m+lv",+m+2 + '" + dcu V"'+l1. 

Werden wieder die abkürzenden Bezeichnungen eingeführt und der 
Überschuß für einen der lGl+m Lebenden am Zeitpunkt x + m be
rechnet, so ergibt sich: 

I 
(24a) m VIII = n-- [MHm - PIIJ . N Hm] 

"'+m 

= -yj--[M",+m- :''''' N",+m], 
",+m IIJ 

d. h. der gleiche Wert wie oben. I. a. ist die prospektive Rechnung 
vorzuziehen. 

Auf andere Darstellungsformen der Prämienreserve und auf ihre 
Berechnung bei anderen Versicherungsarten, die ganz ähnlich erfolgt, 
soll hier nicht eingegangen werden. 

XV. Bruttoprämie. Gewinn. 
Der Übersicht halber wurde bei allen Aufgaben nur eine Sterbe

tafel benutzt. In der Praxis hat man fürTodesfallversicherungen 
andre Tafeln als für Leibrentenversicherung. Denn es hat sich ge-
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zeigt, daß Leute, die eine Leibrentenversicherung eingehen i. a. nicht 
nur mit einer höheren Lebensdauer rechnen als die, die eine Todesfall
versicherung abschließen, sondern daß sie auch im Durchschnitt länger 
leben. Gelegentlich werden auch noch andere Sonderarten von Sterbe
tafeln gebraucht. 

Die oben durchgeführten Aufgaben aus der Versicherungsmathe
matik wurden durchgeführt nach dem Grundsatz: Gesamtleistung 
der Versicherten = Gesam tleistung der Versicherungsgesell
schaft. Die so berechneten Nettoprämien reichen aus, wenn so viele 
Versicherte da sind, daß das Gesetz der großen Zahlen gilt, wenn die 
benutzte Sterbetafel den Verhältnissen entspricht, wenn die Gesell
schaft ihr Geld zu dem angenommenen Zinssatz verzinsen kann und 
wenn sie keine Unkosten hat. Die ersten Bedingungen sind i. a. er
füllt, nicht aber die letzte. Da die Gesellschaft für Verwaltung, 
Werbung u. a. m. erhebliche Unkosten hat, erhebt sie einen Zu
schlag, der mit der Nettoprämie zusammen die ausreichende Prämie 
ergibt. Da die Gesellschaft ferner einen Gewinn erzielen und für 
"Mißjahre" einen Reservefonds schaffen will, erhebt sie einen weiteren 
Zuschlag und kommt so zur Bruttoprämie, die in den Veröffent
lichungen der Gesellschaft an Stelle der oben errechneten Nettoprämie 
steht. Die Berechnung der Bruttoprämie aus der Nettoprämie erfolgt 
für die einzelnen Versicherungsarten und bei den verschiedenen Ver
sicherungsgesellschaften nach verschiedenen Methoden. Die Ergebnisse 
der oben durchgeführten Aufgaben liefern also ein für den Versicher
ten zu günstiges Ergebnis. Auch die Berechnung des Deckungs
kapitals erfährt auf Grund der ausreichenden Prämie eine Ab
änderung. 

So kommt es, daß die Versicherungsgesellschaft, von Ausnahmen 
abgesehen, am Schlusse des Geschäftsjahres einen überschuß erzielt, 
zumal sie meist ihr Geld zu einem höheren als dem angenommenen 
Zinsfuß anlegen kann und die Sterblichkeit (infolge der strengen 
ärztlichen Untersuchung) meist günstiger verläuft, als dies nach der 
Sterbetafel zu erwarten wäre. Ein Teil des Reingewinns dient zur 
Stärkung des Reservefonds für unvorhergesehene Fälle (Krieg, Seu
chen), einen kleinen Teil erhaJten die Beamten, der größte Teil wird 
bei Aktiengesellschaften nach Maßgabe der eingelegten Kapitalien 
an die Aktionäre verteilt (z.T. auch an die Versicherten), bei Gesell
schaften auf Gegenseitigkeit kommt er den Versicherten selbst 
zugute. Meist findet allerdings keine Barauszahlung statt, son
dern die folgenden Prämien der Versicherten werden etwa entsprechend 
der angesammelten Prämienreserve oder der eingezahlten Prämien er
mäßigt, oder das versicherte Kapital wird erhöht. 
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Die Versicherung hat mit der Lotterie manches Gemeinsame, 
vor allem das Moment der Ungewißheit, das auch in der ähnlichen 
mathematischen Behandlung zum Ausdruck kommt. Aber während 
die Lotterie manche schlimme Begleiterscheinungen aufweist, die Spiel
leidenschaft steigert und die Arbeitslust mindert, hat das Versicherungs
wesen einen großen volkswirtschaftlichen Nutzen. Viel Not und 
Elend kann durch eine Versicherung mit verhältnismäßig geringen 
Opfern verhindert oder doch stark gemildert werden. Es ist deshalb 
nicht zu verwundern, daß das Versicherungswesen einen ungeahnten 
Aufschwung genommen hat und auf immer weitere Gebiete ausgedehnt 
wird. 

XVI. Vermischte Aufgaben aus der Versicherungsrechnung. 
1. Wie groß ist das Deckungskapital in X I, wenn der Versicherte 

50 Jahre alt ist? 
2. Desgl. in XIII 1. Wie erklärt sich der Unterschied in beiden Fällen? 
3. Wie groß ist das Deckungskapital in Aufgabe XII 3, wenn der Ver

sicherte 50 Jahre alt ist? 
4. Jemand erwirbt 27 Jahre alt mit 1000 .YlJt einmaliger Prämie eine 

gemischte Todesfallversicherung mit dem Endalter 65. Wie groß 
ist die Versicherungssumme? 

5. Wie groß ist das Deckungskapital in 4. mit Erreichung des 55. Le
bensjahres a) prospektiv, b) retrospektiv? 

6. Berechne in 4. und 5. die Versicherungssumme, die durch Ein
zahlung des Deckungskapitals mit dem 55. Lebensjahr erworben 
werden kann, wenn wieder das Endalter der gemischten Versiche
rung das 65. Jahr ist. Was zeigt das Ergebnis, und wie ist es zu 
erklären? 

7. Welche Abfindung wird dem Versicherten in Aufgabe 4 gegeben, 
wenn er mit 55 Jahren von der Versicherung zurücktritt und ihm 
65 % des Deckungskapitals zustehen? 

8. Ein 26jähriger schließt eine Lebensversicherung auf 5 = 12000.YlJt 
für den Todesfall ab. Wie groß ist die jährliche Nettoprämie und 
wie groß die Prämienreserve mit Erreichung des 40. Lebensjahres? 

9. Da der Versicherte in Aufgabe 8 mit 40 Jahren die Prämie nicht 
mehr zahlen kann, bietet ihm die Versicherungsgesellschaft an, ihm 
entweder die Prämienreserve mit 30 % Abzug auszuzahlen oder 
die Versicherung als prämienfreie Versicherung weiterlaufen zu 
lassen. In diesem Falle soll die Prämienreserve ohne Abzug als ein
malige Prämie gelten. Wie groß wäre im ersten Falle die Auszah
lung und im zweiten Falle die neue Versicherungssumme? 

10. Ein 33jähriger versichert sein Leben durch eine einmalige Einzah
lung von 5000 .YlJt auf den Todesfall. Wie groß ist die Versiche
rungssumme und wie groß die Prämienreserve beim 52. Lebensjahr? 
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11. Eine Witwe erhält mit 48 Jahren bei dem Tode ihres Mannes von 
einer Versicherungsgesellschaft 20000.1l1. Einen Teil dieser 
Summe benutzt sie, um eine nachschüssige lebenslängliche Rente 
von jährlich 1000.1l1 zu erwerben. Wieviel behält sie übrig, wenn 
die einmalige Nettoprämie einen Aufschlag von 10 % erfährt? 

12. Berechne in Xl, 6, 9, 10, 13, 14, 15; XII 3; XIII 1,2,8,16 aus der 
Nettoprämie die Bruttoprämie, wenn q.iese durch einen Zuschlag 
von a) 5 %, b) 7,5 %, c) 8 %, d) 10%'; e) 12 %, f) 15 %, g) 20% 
erhalten wird. 

13. In X 2 sei der Gewinn von 2000.1l.Jt die Bruttoprämie, die 12 % 
höher sei als die Nettoprämie; wie groß ist dann die Nettoprämie 
und die Versicherungssumme? 

14. Führe die entsprechende Rechnung durch für X 5, 7, II, 12, XII 3, 
4, 7, 9, wenn die Bruttoprämie um a) 5 %, b) 9 %, c) I2! %, d) 20 % 
größer ist als die Nettoprämie. 

15. Alle 48jährigen der Sterbetafel verpflichten sich, soweit sie noch 
leben, vom 52. Jahre ab 10 Jahre lang vorschüssig je den Betrag 
von 420 .1l.Jt zu zahlen. Wie groß ist diese Summe, bezogen auf 
das Geburtsjahr? 

16. Jemand schließt im Alter 26 eine Versicherung auf den Todesfall 
ab. Er zahlt 20mal, höchstens bis zum Tode, je 185 .1l.Jt. Wie hoch 
ist die Versicherungssumme? 

17. Ein Rechtsanwalt ist geboren am 17. Mai 1899 und schließt am 
I. Januar 1927 eine Leibrentenversicherung ab. Er zahlt sofort 
und jedes folgende Jahr bis einschließlich I. Januar 1940 eine Prämie 
und erhält dafür lebenslänglich vom 1. Januar 1950 ab je 1000 .1l.Jt. 
Wie groß ist die Bruttoprämie, wenn sie 10 % größer als die Netto
prämie ist? 

18. Welche einmalige Bruttoprämie hätte der Rechtsanwalt in 17. zah
len müssen, wenn sie 8 % höher ist als die Nettoprämie ? 

19. Eine alleinstehende Frau von 55 Jahren zahlt an eine V€rsicherungs
bank einen Teil ihres Vermögens, um eine sofort beginnende lebens
längliche Leibrente von je 1500.1l.Jt zu erwerben. Wie groß ist die 
Nettoprämie? Wie groß ist die Bruttoprämie bei einem Aufschlag 
von I2!%? 

20. Ein 25jähriger schließt eine Erlebensfallversicherung auf das 
55. Lebensjahr ab. Wie groß ist bei einer Versicherungssumme von 
I5000.1l.Jt a) die einmalige Nettoprämie, b) die Bruttoprämie bei 
10 % Aufschlag? 

21. Welche Einzahlung hätte er bei einer Bank machen müssen, wenn 
diese an ihn (oder im Falle seines Todes an seine Erben) nach 
30 Jahren die gleiche Summe ausgezahlt hätte, a) bei 3,5 %, b) bei 
s%? 
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22. Zu wieviel % hat sich die Einlage in 20. verzinst, wenn der Ver
sicherte das 55. Lebensjahr erlebt bei Zugrundelegung a) der Netto
prämie, b) der Bruttoprämie ? 

23. Ein 45jähriger Vater schließt für seine zwei Töchter von 5 und 
8 Jahren eine Aussteuerversicherung ab. Er zahlt jährlich, 12 Jahre 
lang, höchstens aber bis zu seinem Tode, 5oo.1l.Jt ein. Beide 
Töchter erhalten bei der Volljährigkeit die gleiche Summe. Wie 
groß war diese? Die Auszahlung erfolgt zu den bestimmten Ter
minen auch dann, wenn die Töchter gestorben sein sollten. 

24. Was hätte eine Bank bei der Volljährigkeit der Töchter ausgezahlt, 
wenn der Vater dieselben Einzahlungen 12 Jahre lang gemacht hätte 
und die Bank ebenfalls 3,5 % Zinsen berechnet hätte? 

25. Ein Vater schließt mit 33 Jahren eine Versicherung ab, daß an 
seinen 5 jährigen Sohn nach 13 Jahren und in jedem der drei folgen
den Jahre für sein Studium je IOOO.Jl.Jt ausgezahlt werden. Die 
Auszahlung erfolgt auf jeden Fall, auch bei dem früheren Tode des 
Kindes. Die Zahlungen des Vaters erfolgen lomal, doch hört im 
Falle des Todes die Prämienzahlung auf. Wie hoch ist die Prämie? 

26. Wieviel mußte der Vater in 25. jährlich sofort beginnend Iomal 
an eine Bank einzahlen, um seinem Sohne die gleiche Rente zu 
sichern ? 

27. Verschaffe dir den Tarif einer Lebensversicherungsgesellschaft und 
vergleiche an mehreren Stellen die angegebene Bruttoprämie mit 
der selbst errechneten Nettoprämie. 

XVll. Graphische Darstellungen aus der Versicherungsrech .. 
nung. 

Um ein Schaubild für die Absterbeordnung zu erhalten, kann man 
entweder die Lebenden der Sterbetafel (1,,) oder die Toten jedes Jahres 
(dll!) graphisch darstellen. Auf der 100000 2500 

Grundachse werden in gleichen Ab- ....................... . .............. . 
ständen die einzelnen Jahre durch 80000 ,",~., . 

1500 

2000 

die entsprechenden Zahlen bezeich- 80000 ....... i'-. 
net. Bei jedem Jahre wird die Zahl MOOO I-.. -... --< .• I-... -=-. *"--+---+----,,,<+--T-',-l 1000 

der lll! bzw. der dll! als Ordinate nach 20000 f'\. 500 

oben abgetragen. Die Endpunkte der i'.. 
Lote werden durch eine Kurve ver- 20 30 fl() 50 GO 70 80 90 

bunden. Die Kurve der lll! (ausge-
zogen) beginnt bei 100000 und sinkt mit höherem Alter; die Kurve 
der d:IJ (punktiert) fällt erst wenig, steigt dann und fällt dann wieder 
(vom 71. Jahre ab). Der Maßstab ist nicht gleich für beide Kurven; 
die Zahlen links beziehen sich auf die Kurve der 1." die rechts auf die 
der d.,. (Fig. 9.) 
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Ebenso lassen sich die Sterbenswahrscheinlichkeiten darstellen [vgl. 
GI. (3)]. Die geringste Sterbenswahrscheinlichkeit von 0,0085 liegt 
beim Alter 27; von da ab steigt sie erst langsam, dann stärker an. 
(Fig.IO.) 

In Fig. II ist die Jahresprämie dargestellt, die der 20jährige für 
woo.YlJt Versicherungssumme bei der gemischten Versicherung für 
die Endalter 40, 45, 50, ... 70 zu zahlen hat. 
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0,'06 
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/ 
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/ 

ZU30W50G0708U 

Fig.l0. 

R~ 

:~ 
.......... r--.... 2'0 

'0 

W lz5 5'0 55 60 65 7'0 
Fig.II.: 

In Figur 12 sind auf der Grundachse wieder die Lebensalter markiert. 
Als Ordinate ist das Lebensalter eingetragen, bei dem von den l~ Per
sonen der Tafel noch die Hälfte lebt. Die Kurve läßt erkennen, welches 
Lebensalter der xjährige mit der Wahrscheinlichkeit! erreicht; sie 

90 stellt also die "voraussichtliche Lebens-
V 80 zeit" für jedes Alter dar. So zeigt z. B. /' 

;'0 

I-f--
GO 

V 
f-'" 

die Kurve, daß der 50 jährige mit der 
Wahrscheinlichkeit t das 69. Lebensjahr 
erreicht; von allen Lebenden, die 50 Jahre 

zu 30 !LIJ 50 60 7'0 80 90 alt sind, wird voraussichtlich die Hälfte 
Fig.12. 69 Jahre alt werden. 

Aufgaben. 
1. Zeichne Schaubilder für die übrigen Werte der Sterbetafel (D~, C~, 

N "', M <1:)' Der Maßstab ist entsprechend der höchsten vorkommen
den Zahl zu wählen. 

2. Arbeite für eine Sterbekasse, die 500.Yl.Jt Sterbegeld zahlt, den 
Tarif aus, indem du für die Eintrittsalter 20,3°,4°, ... , 60 die jähr
liche Nettoprämie nach GI. (9) bestimmst. Stelle die Werte gra
phisch dar und lies an der erhaltenen Kurve die Zwischenwerte ab. 
Prüfe die Genauigkeit der Zeichnung, indem du die aus dem Schau. 
bild entnommenen Werte für die Alter g5, 35, .. mit den errechneten 
Werten vergleichst. Trage auch die Kurve für die Bruttoprämien 
ein, wenn diese 25 % größer als die Nettoprämien sind? 

3. Berechne die einmalige Prämie für die gemischte Versicherung auf 
IOOO.YlJt bei einem Eintrittsalter von 20 Jahren und dem Endalter 
40, 45, 50, ... , 70. Stelle die erhaltene Tabelle graphisch dar. (Er
gänzung zu Fig. II.) 



Aufgaben 1°9 
4. Die in Tabellen zusammengestellten Tarife von Lebensversicherungs

gesellschaften sind für verschiedene Versicherungsarten graphisch 
darzustellen. 

5. Trage in das gleiche Koordinatensystem die Tarife für die jährlichen 
Bruttoprämien von zwei verschiedenen Gesellschaften ein (eine 
rot, eine grün) und untersuche, welche die billigste ist. 

6. Berechne in Aufgabe 3 für jedes Alter die Prämienreserve und 
zeichne das Schaubild. 

7. Ergänze Fig. II durch Einzeichnen der Prämienreserve bei jedem 
Alter. [Jährliche Prämienzahlung !] 

8. Stelle für jedes Alter die fernere wahrscheinliche Lebensdauer gra
phisch dar. 

9. Fertige ein Schaubild, aus dem abgelesen werden kann, wie groß 
für jedes Alter (von 20 bis 70) die Wahrscheinlichkeit ist, noch 
20 Jahre zu leben. 



J)olUirdJt ~rit~mtt , 
1)on prof. Dr. fl. p (l~ ig 

Kart • .Jl.Jt 3.20 

Das merf fü~rt in Me t:e~re Don ben 3infen, ben Renten unb ben anIei~en 
ein unb gibt einen ÜberbIid über Me DerfidrerungsIel)re. Die Darftellung ift fnapp 
ge~aIten, alles Uebenfddrlidre, was ber i:ernenbe feIbft finben fann, ift meggelaffen; 
anbererfeits werben umfaffenbe <Erfidrungen gegeben, wo es für bas Derftdnbnis 
notmenbig erfdreint. Da an Kenntniffen matl)emaufdrer art nidrts weiter Daraus
gefe1lt wirb, als mit ben (J;Ieidrungen Me gebrdudrIidrften Umformungen nor" 
nel}men 3U fönnen, eignet es fidr audr für weitere intereffierte Kreife. 

SinQll3#maiftematif. (3infes3infen-, anleil}e. unb Kursredrnung.) Don 
priDatb03ent Dr. K. fjeroIb. (matl! .• pl!l}f. BibI. Bb. 56.) Kart . .JUt 1.20 

3inles3inlen., anleiT)e- unb Kursredjnung merben auf C1irunb ber praxis unb an l}anb iltr 
entnommener Beifpiele unb aufgaben, 3U beren Durdjrtdjnung 31nfes31nstafeln beigegeben flnb, 
Don fad!funbiger Sette 10 bargtlegt, bau bas Bänbdjen audj tn bie faufmännildje unb mirfldlaft. 
lidje Stlfe blefes C1iebietes einfültrt. 

maiftematines Oielb#unb Daftlungsuerleftrs. Don prof. Dr. a. t: 0 eWl}. 
(J;ell . .JUt 6.20, geb . .Jl.Jt 8.20 

Das Werf bietet, oltne T)öT)ere matT)ematifdje Kenntnijfe Doraus3ulet\en, BeleT)rung über Me 
f{nanliellen Beredjnungen, ble beim C1ie\buerf.T)r in ber l}aus- unb Dolfsmtrffdjaft Don Bebeutung 
flnb, 3. B. 31ns unb Disfont, Konto!orrtnt, Kauf DOn Wedjfeln unb mertpapieren, arbitrage, 
amOrfllat!ons!lllpolT)efen, &bbauredlt, abldlreibunqen, tilgbare anlt!T)en, Rentenanltif)en, Kurs. 
partliil ulm. 

OieIbwe,en, DaftIungsuerleftr unb UermiSgensuerlUaItung. Don 
(J;. maier. 2. aufL (AUu(J; Bb.398.) (J;eb . .JUt 2.-

.. Jeber, ber C1idb emirbt, ober C1ielb (eigenes ober frembes) 3u DemaUen l)at, mlrb Me auf 
elngel)enber Sadjfenntnls unb nidjer cErfal)rung beruT)tnben ausfüf)rungen unb Rat!!l)liige bes 
Derfajfers mit belonberem nu~en leIen. (i:itUClT. 3entralblatt für Deutlclllanb.) 

tl)aftrfctreinlictrfeitsred)nung. Don <1>. meiflner. 2. auf I. I. (J;runb. 
Ie~ren. mit 3 5ig. 11. anmenbungen. mit 5 5ig. im tI:e[t. (matl}em"PI}l}f. 
BibI. Bb. 4 u. 35.) Kart. je .7l.J( 1.20 

"Der Verfaller ltat es oerltanben, ble (f;runbbegriffe unb bas Welen ber Waljrldleinlief!fefts. 
redlnung anlpudlenb auseinanbeT3ule~en unb Me (f;ebanfengänge, Me an bie Url;eUsfraft bes 
Cnidjt matfJemattld! gebilbeten) ulers ImmerfJin einige anforberungen IIdlen, f1ar unb anfdlauUdI 
baT3ulegen.· (Rrdtlv bn matllematifl unb Pltlllilt.) 

SeIler.CD~ermann: Das Oiaft3e ber fQUfmiinntfctren Rdtftmetif. 
t:eftT= u. Ubungsbud). neubearbeitung. Don <l>berftubienrat i. R. prof. 
Dr. Br. Kdmpfe u. Div1omqanbelslel}rer <l>berftubienrat Dr. p. prahr. I. tI:eil. 
25. aufI. (J;eb . .JUt 4.80. 11. tI:eil. 22. aufI. (J;eb . .1l.It 4.-. III. tI:eU. 22. aufI. 
mit 5ig. «>eb . .Jl.Jt 3.-. II./III. {[eU in 1 Banbe. 22. aufI. mit 5ig. (J;eb . .Jl.Jt 6.40. 
aufIöfungen 3U I u. Il ie.JUt 1.20, 3u III .Jl.Jt 1.-

UQUfmiinnifctres ttectrnen 3um SeIbftuntemctrt. Don StuMenrat 
K. DrliIL (anu«> Bb. 724.) (J;eb . .1l.It 2.-

wm lebm auf Girunb ber auf ber Vollso ober f)al)eren Sef!ule muorbenen allgemeinen Kennt. 
nt1te ermligltdjen, lidj bas bem Kaufmann nottDenblge Reef!nen ofJne (el)rer aß3Ueignen. Die 
KontlllUe ber Recflenaufgaben mlrb bnref! ben beigefügten Scfllüjfel ermligllcflt. 

tlerlClg DOn B. (6. «eubner in i:ei1)3i9 u nb Berlin 



Q;t'Unb3iige bes 1)e~ficllet'Ungs1l)efens. (l'rioawerfid}erung.) Von prof. 
Dr. a. manes. 4. aufI. (Emu(fi Bb. 105.) aieb . .Jl.10.-

.(J';ibt In narer Daritellung eine trefflld!e Q)rlentlerung über fntmlcUung, nutlen unb Stanb 
bes Verild!erungsmeiens." (annalen bes DeutldIen Beid!ts.) 

l)e~ficl}entngs1Uefen. Von prof. Dr. a. manes. I: allgemeine Verfid)erungs= 
let)te. 4. aUfI. aieb . .1l.J{ 7.-. 1I: Befonbere Verfid)erungslel}re. 4. aufI. aieb . 
.1l.Jt 10.-

Die neuauflage betüilild!tlgt In ber neuausgabe Me lDirfungen lies Krieges mle bes Der. 
lailler Vertrages, ble 50lgen ber (J';elbentmertung, bas S031aIll\erungsproblem, ble Steuergeletle 
ber nad!frle9s3elt, ble Derbanbsidbjtoerild!erung, bie aufru~roerild!erung. ble Kriegsanle~e 
unb Krle~sDlaUen,Derild!erung, ble Derild!ttung Kriegsoerletlter, ben lteld!starlfoemag ber Der· 
Ildlerungsangejtellten u. o. a. 

Die mQtllemQtifcllen o;~unblQgen be~ i:eben$ue~flcll~ng. Von Dr. 
q. S d) Ü ~ e. (matl}··P~l}f. BibI. Bb. 46.) Kart . .Jl.J{ 1.20 

Das Bänbd!en gibt eine Daritellung ber (ebensoerlld!erungsmntf\ematlf, ble feine Kenntnllie 
uorauslet\t, ble mld!tfgiten (J';ei~e burd!meg elementar ableitet un~ Illre QnDlenbung burd! 3aqlen. 
befi"tele fODlle graplriid!e Daritellungen ueranid!auIld!t. 3m anqang l\nb 5ormeln, 31ns- unb 
SterbetafeIn 3uiammengeitellt morben. 

:p~Qffifclle mQtllematif. Von prof. Dr. R. neuenborff. 2 Bänbe. (anuai 
Bb. 341 u. 526.) aieb. je .Jl.Jt 2.-

I. (J';rapl)lld!e Darltellung. VerfÜlltes lted!nen. Das lted!nen mit lIabeJIen. mecf!anlid!e 
Bedlenl)lIfsmltteL Kaufmännifd}es Bed!nen Im täglid!en (eben. tDaflrfdlelnlld!feltsred!nung. 
mit 29 51guren Im lIert unb 1 trar.r. 3. Ruf I. 11. (J';eometrlid!es oeldlnen. projeftlonslefrre. 
5Iädlenme!fung. Körpermeifung. mit 133 5lguren. 

i:ell~bucf} be~ ltecllenuorieUe. ?d}neUred)nen unb Red}enfunft. Von 3ng. 
Dr. phil.l}. B 0 j f o. 2. auf I. mit 3a~Ir. Ubungsbeifp.(Muai ßb. 739.) aieb . .Jl.ß2.-

Das Budl mlU guten ober Durd!ld!nlttsred!nem eine anleitung 3um Sd!neJIred!nen geben, 
ble praftlld!e Seite lit babd befonbers betont unb ble Einübung btt Regeln burd! 3aqlreld!e Bel. 
IpleIe erleld!ten. 10 bafj ble DarlteJIung allen benen ble belten Dlenlte lellten Dllrb, bit lm beo 
tuflld!en (eben old Red!enarbelt aus3ufüflren 1!aben. 

ab9etii~te ltecf}nung. nebft einer lEinfül}rung in bie lted}nung mit toga. 
ritl}men. Von <Dbetftubienrat prof. Dr. a. lD i tU ng. mit 4 Sig. im lext 
unb 3af}lreid}en aufgaben. (matf}"PI!l1f. BibL Bb. 47.) Kart • .Jl..Il1.20 

Der Verfaffer mlll ben anfänger mit metl)oben ber .a1igelüt3ten lted!lIUng" Demaut mad!en, 
Me er langj41!rlg ausprobiert unb unter belonberer Betüdjld!tfgung bes praftficf!en (J';ebraud!es 
bargeltelIt 1!aL 

Die ltecl}enmQfcf}inen unb bas mQ(cllinen~ecllnen. Von <Dberreg.=Rat 
DipI -3ng. H. ten3. 2. aufl. mit 42 abb. im ileli. Kan • .Jl.J( 3.80 

Die oorliegenbe 31llelte Auflage gibt unter BerüdilcI!tlgung audl ber In leiter 3eit neu auf 
ben madt gebrad!ten Sabtlfate einen Überblld über ble mld!tfglten Bed!enmafcllinenlllfteme. 
3f1rt qaulltfädlltcfriten Beitanbtelle metben unter Deranld!aulld!ung burd! fd/ematlldle Sfl33en 
erläutert unb ble uerld!lebenen In Elbbilbungen ml.bergegebenen 5abrifate Im Ijlnblld auf I~re 
(EIgnung für ble ueridllebenen Rrten btt Red/nung unter DurcI!fültrung prarttld!er Rnmenbungs. 
brifilitle befd!rieben. So mlrb eine für alle, ble lid! mit ber anldjaffung obtt lIen (J';ebraud! 
DOll Redlenmald!lnen 3U befaifen flaben, äufjerft Dlertoolle anleitung geboten. 

a1teorie unb P~Qfis bes logQritl1mifcf}en lteclten(tQbes. Von 
CDberftubienbireftor a. R 0 I) r be r g. 3. aufI. mit 2 Sig. (mcttf}.-pl}l}f. BibL 
Bb. 23.) Kart . .Jl.Jt 1.20 

Das au&erorbentlld! anlcf!aulidl ge!d!rlebene Bilclileln gibt eine anleitung 3um Der!tänbnls 
bes lted!enltabes. b mirb ge3eigt, Dlle ein elnfadtes RedjenltabmobeJI angefertigt unb mie nld!t 
nur einfad!e lt'd!nungen als multlplifatfonen unb Dtul!lonen. lonbttn audl 3ulammenge!et\te,lllle 
ltabdlenaufltellung unb bie Ruflöfung quabratlidler unb fublfclier (J';(eldlungen mittels bes Recf!en. 
itabes raid! unb leld!t burd!gefüflrt DJerben fÖnnen. 

Uerlag von B. CD. t'teubner in ~ei~3ig unb Bnlin 



Betl'iebstUidfd}aftslel1l'e in Derbinbung mit Red}t unb {[edjnif bes qanbeTs. 
<Eine <Einfü~rung Don fjanbeIsfdjulbireftor Dr. p. <Edarbt. mit einem (J)e!eit. 
mort tlon prof. K Don b er aa. 1. Banb. mit 52 abb. <beb • .'ll.J{ 3.80. 2. Banb. 
CU. b. pr. 1927.) 

Das merr will laufmannfldles nenfen Tlilben flelfen, a:rtenntnls ber betti,TlSlDfdldjaft1l4!en 
unb btttiebstedlnildlen 3ufommenlpänge lIermitteln unb In bas Red!t bes llanb.ls e,"fültren. a:s 
Ifl praflildl unb IlIllftnfdlaftltd! im 3nl)alt - einladi in oer Darllellung, in btten mlttelpun!1 bie 
Unternel)mung Iteltt. 3alplreld!e Beijpie[e aus bem Cebett oeran!cI!aulid!en ble fd)lllierigeren 5ragen. 

BdriebstUil'lfd}aftslel}l'e. <brunb3üge bes Redjnungsmefens urtb bes auf
baues fdjaffensroirtfd}aftL Betriebt. Don prof. Dr. <E. <b elo m adjer. 2. RufT. (aus: 
([eubners l)anbb b. Staats, u. IDirtfdjaftsfunbe.lI. abt. 2. Bb. 4. f}eft.) KarUU{2.-

Die BetriebSlDirtfd)aftsleflTe erfalit ble IdlaffenslllinldlaflIfd!en Betrltbe In illrem roe!en unb 
In fl)r.n Cebensb,blngung~n. Sie roill Oem berufstätigen mir1ld!after einen l)altbaren gebanflid!en 
UnterTlau für lein täglldle,. Wirren oermltteln. Unter bleiern ai'ltd!lspunfte roerben bas nedlnungs. 
roe!en unb ble Qlrganilatlon ber Id!af!ensroirtldlajtlid}en Betriebe beljanbeIt. Das Redlnungslllejen 
wirb bargeiteIlt 4n leinen allgemeinen airunb3ügen unb uad! ben a:in3el~ebieten: Ko!tenred}nultg, 
<trfolgsr'd!nung unb Sont.err,djnungen. Die Qusfüi)rungen üTler Qlrgani!ation werben burd! 
grapqiidle Qlrganl!atfonsplane lIeranldjaulid)t. 

Kaufntännifclle Bucl}l}altung unb BUan3. Don Dr. rer. pol. p. (J) erftn er. 
4. aufT. B~. I: Angern. Bud)l)altungs. unb Bilan3(el)re. mit 1 fdjtmatifdjen Dar
ftellung. Bb.lI: Budjf)alterifdje Q)rganifation. (SeIbftfoftenfontroUbud)fill)rung.) 
mit 2 fdjemat. DarfteUungen u. 1 [afer. fanu(J) Bb. 506 u.507.) (J)eb. jdUl 2.-

fine bas ge!amte aiebiel bes BUdllialtungsllIe!ens umlalltnbe, trl)eorie unb a edjnif in gltid!tt 
meile berüdlldltlaenbe DotlteUung. Me 10roo!)1 3um bUdil)aIterildjen Denr.n anrogt, als bas 
Oerltänbnis roirtld)aliUdlen Clieldlel!ens ermögIidlt. 

Bud}l}altungs.Übungen fUI' Sodgefdlriftene 3um <bebraudj an 
Qanbe(sl)od)fdJulen unb tlermanbt~n AnftaUen. Don <brl). l)ofrat Stubienbireftor 
prof. Dr. A. Abler. 4. auft., bearbeitet Don prof. Dr. <E. pape. Kart . .u 3.20 

Die neuauflage Iial nerldjitbentIfd)t Oerbelf.rungen unb <trroeiterungen erfalirtn. Kurie. 3ins
unb Stouerlaue linb nad) btm gegenroärtigen Stanb. eingelel1l. Il:ell I 1ft ein ldi,matild}'s Btilpiel 
eInes ab!d!lulles, mit B.rudltdjtigung ber <litlbroe tänOerung, beigefügt. Die ausgabe Don lIetl
IdjuIODU!d!relbungen Iit ausjül)rltdjer b'I!anbe1t. ble Kap talberabiellung gemäfl ber <lioIObllan3-
lIero,bnung berüdlldltig!. Die Oerbudjung öffentltd}er abgaben ift I/I einem anliang beqanbdt. 

t;anbdstUörterbudt. Don )ufti3rat Dr. m. Straub unb l)anbelsfdju[. 
biteflor Ur. D. Sitte 1. ~ugleidj fiinffpradJiges tDörterbudj 3ufammengeftellt 
Don D. armqaus. ({[eubners fieine Sadjroörterbüd}er Bb.9.) <beb . .u 4.60 

tDöl'tel'bud} bei' tDaunfunbe. Don prof. Dr. m. phtfdj. ([eubnen 
fleine Sadjmörterbüd}er Bb. 3.) (J)eb . .7l.J{ 4.60 

Q;l'unbl'itJ bel' tDtrt'cl}afts~eogl'al)l}ie. Don prof. K. Don ber fla. 
8. auft. mit 82 Sfi33en. Kart . .'ll.Jt 2.-

tludj In ber neubearbeitung Item ber Oer!af!er neut1dil(ltlb In ben mWtlpunft ber 'DarlfelJung, 
bellen natürlidjelDirlldjaftsgtbiete, oerfei)rsgeograpl)i!dien OerflöItntiie unb roirtldja·tlicl!en Clirunb
lagen unler elngelienber Berüdfidjligung ber mlrfungen b<s meltfrleges ausfül)tltdl Tlei)anbe1t roer!)en. 

Allgemeine lt)irt'cl}afts~ u. Del'ld}l'sgeogravl}ie. Don (bel). Reg.,Rat 
prot Dr. K.Sapp er. m. 70 fartogr. u.ftat .• grapl). Darftellungen. <beb . .'ll.Jt 12.-

.. ntdjt lelJr~aft troden, lonbtrn In I,Tlensroarmer a;e!taItung wirb ben C!'lnlllirfunqen ber natur 
auf bit menldtll!lle mirtlmatt, ben ofelfadlen Bt3iei)ungen 31DI!dJen men!dl unb minlcl!aft nad}. 
gtgangtn, eint Übtrlld!t ber Cliüterer3tugung gebottn. ber Umfang jener Sragen abgeleud!tet, 
Me IIdj unter q,ograpqifcben <lie!idjtspunften für ljanbel unb o.rrel)r ergeben. <tin Qnljang 
bringt in alpl)abetl!djer ltdf)ung eine au13äi)!ung ber IDlrlldjaftUd}en <tin!)eiten ber C!'rbe mit 
3oi)lrtid)en roirtldlaftsllatiltlldjen Daten. aues In allem: ein uor3üglidj ,ntlllorienes, aud} iod!
Udj elnroanblretes mert, bas in gleidjer meife roi!ltnldjaft unb prari~ 3U befrudtttn nermag." 

(tUelt bes Kaufmanns.) 

(6nanb3Bge ber i:änbert'unbe. Don prof. Dr. a. flettner. Bb. I: 
<Euro.,a. 4., Derb. auf{. mit 4 farb. {[afe!n, 269 Kärtdjtn unb Sig. im ([elt. 
<beb .7l.J{ 14.-. Sb. 11: Die au bereu ropä if cf) en ~ rb teile. 3, Dfrb. Ruft· 
mit lY7 Kärtd)en u. Diagrammen im {[eri. <bel} . • JUl 14.-, geb . .'ll.Jt 16.-
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G;nanb3iige bes Uerflcllenangsmefens. (l'riuawerfid}emng.) Don prof. 
Dr. A. manes. 4. AufI. (Anu/& Bb.105.) /&eb • .71.Jt 2.-

.Cliibt In !latet Datltellung eine tteffIleI!e CDtlentlemng übet Entml«Iung, nullen unb Slanb 
bes Det\lcI!etungswelens." (Annalen lies DeutldIen Heidies.) 

Uerficllenangsmefen. Don prof. Dr. A. manes. I: Allgemeine Der{id}erungs. 
lellte. 4. AufI. (lieb . .71.Jt 7.-. 11: Befonbere Derfid}erungslel}re. 4. AufI. /&eb . 
.:Jl.Jt 10.-

Die neuauflage betücfllel!t1gt In btt neuausgabe bie lDidungen /)es Krieges wie bes Dn. 
lalllet Derttages, ble 501gen bet C6e1bentwerlung, bas S031alliletungslltoblem, ble Sienetg.lelle 
bet nael!ftle9s3elt, ble Detbanbslelbltuetllel!etung, bie auftul!tDerllel!etung, ble Kriegsanleil!e 
unb Ktle~swalfen.Dertlcl!etung, bie Detilcl!etung KriegsDttltllter, bm Relel!slarifoemag bet Der
IleI!etungsangeltellten u. u. a. 

Die matl}ematifcllen G;runblagen ber i:ebensuerflcf}emng. Don Dr. 
lj. Sd}ü1e. (mat~.,p~lJf. BibI. Bb. 46.) Kart . .:Jl.Jt 1.20 

Das Banbel!en gibt eine Datltellung ber tebenstJet!iel!etungsmatllematif, ble feine Kenntnille 
oorauslellt, ble wlcl!t1glten Cliele'\le butel!meg elementar ableitet un~ Iljte anmenbung butel! &ljlm. 
beiioteie iomle gtCllll!iidie Darttellungen uetanlel!aullel!t. 3m anflang linb Sotmeln, 3inso unb 
Stetbetafeln 3ulammengeftellt wotben. 

:prafllfclle matl}ematif. Don prof. Dr. R. neuenborff. 2 Bänbe. (Anu/& 
Bb. 341 u. 526.) /&eb. je .:Jl.Jt 2.-

I. ClitClllljllel!e Daritellung. Derfiir3tes RtcI!nen. Das RtcI!nen mit Itabellen. mecJtanilel!e 
Reel!enflllfsmitteL Kaufmannildjes Hecl}nen im tägllcl}en teben. lDaflrfcl!tinllel!fetisreel!nung. 
mit 29 S!9uren Im lIett unb 1 Itafel. 3. auft. 11. Clieometrllel!es 3elel!nen. Proieftlonslel!re. 
51äcl}enmellung. Körpetmellung. mit 133 5iguren. 

i:el}rbucl) ber ltecl)enuorielle. ~d}nelIred}nen unb Red}enfunft. Don lng. 
Dr. phil.lj. Boi f o. 2. Aufl. mit 3a~Ir. Ubungsbeifp.(Anu/& Bb. 739.) /&eb . .7l.Jt2.-

Das Buel! mlU guten ober Durdilcl}nlttsrtcl!nern eine anleitung 3Um SeI!nellrtcl!nm geben, 
ble ptaflildie Seile IIt babel belonbers betont unb ble Einübung /)er Regeln burcI! 3Glllreidle Bet. 
Iplele erlelcl}tert, 10 bafl ble DarIteIlung allen benm ble lIelten Dlenlte lellten mir/), bit im ho 
tufllcl!tn teben ulel Recl}eRatbeit aus3Ufüllrell Ij4l1tn. 

abgetii~te ltecl)nung. nebft einer lEinfül}rung in bie Red}nung mit toga. 
ritl}men. Don <Dbetftubienrat prof. Dr. a. IDitting. mit 4 Sig. im V:e[t 
unb 3alJlreid}en Aufgaben. (matl}"Pl}l}f. BibL Bb. 47.) Kalt . .7l.Jt 1.20 

Der Dn!alln will ben anfänger mit metfloben bft .abgelüt3tm RtcI!nung" oemaut macl!tn, 
lIie n langjal!rig ausprolIIert unb unter belonberer Betücfjlcl}t1gung /)es praftli.n C6e11raucl}es 
bargeltellt flaL 

Die ltecl)enma'cI)inen unb bas mafcl)inenrecl)nen. Don <Dberreg •• Rat 
Dipl.Jng. K. ten3. 2. AufI. mit 42 Abb. im t[e!i. Kalt • .7l.J( 3.80 

Die oorllegenbe 3meite aUflage gibt unter Betücfilel!t1gung aucl} ber In [elltn 3e1t neu auf 
bm marft gebracl}ten Sabrifate einen Überbllcf über ble wldltlglten RtcI!enmalcfllnenlllltemt. 
3f1re flaulltlädlllcl!lten Beltanbtelle werben unter Deranlcl}au[lcl!ulIg burcl} leI!ematllcfle Sfl3~en 
erUlutert unb bie oetlcl}iebenen in allbllbungen wlebergegebenen 5allrifate Im ljlnllllcf auf Illre 
(Eignung für bie uerldjlebenen arten ber Recl}nung unter Durcl!fülltung praftlldjet anmenbungs. 
1Ie1loleIe lIelcl}t1ellen. So wirb eine für alle, ble !leI! mit btt anlel!affung ober ben Cliellraud! 
oon RtcI!enmalcl}inen 3U befallen flaben, äUflertt wertDolle anleitung geboten. 

tlIteorie unb :prafls bes logarltl}mitcl)en ltecitenttClbes. Don 
<Dberftubienbireftor A. Rol}rberg. 3. AufI. mit 2 Sig. (matl}.·pl}lJf. BibL 
Bb.23.) Kart • .71.Jt 1.20 

Das au&erorbentIicl} anicJtaullel! gelel!riebene Büel![ein gillt eine anleitung 3um Dnltänbnis 
lies Reel!enltalles. (Es wirb gf3etot, wie ein einfael!es Recl}enitabmobell angefertigt unb 1Die nicl}t 
lIur elnfacl}e Recl}nungen als muftiplifatlonen unb Dloilionen, lonbetn audl 3ulammenge(ellte, wie 
Itallellenauflte([ung unb bie auf[ölung quabratildler unb fubilel!ft Clilelcl}ungm mittels bes lltcl!en. 
Itabes ralel! uni) leicl}t burcl}gefüflrt merben filnnen. 
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DetdebslDidtcl}aftsleftl'e in Dttbinbung mit Red)t unb tred)nil bes lianbels. 
CEine CEinfiil}rung non lianbelsfd)ulbireftor Dr. p. CEdarbt. mit einem (J)eleit
mott non prof. K non ber aa. 1. Banb. mit 52 abb. (J)eb • .u 3.80. 2. Banb. 
[u. b. pr. 1927.] 

'Das mttt IDIll fau!miinnlldles 'Denten bUben flelfen, CErfenntnls ber betrlrbS1Dlrtld!aftlld!en 
unb brtriebsted!nlldlen 3u!ommen~4nge lIermitldn \lnll in bas lte4!t bes ijanll,ls e'nfilliren. CEs 
i1t praftlldl u nb IDlllenld!aftlufllm 3nllolt - ei n fa cl! In ou 'Dar\telhmg, in btten mittelpunft IIle 
Unternellmung Ite~t. 3allluld!e Beljpiele aus bem teben oeranltljCllllid!en ble IlfImlttlgenn Sragen. 

DdriebslOil'lfcl}aftslel}n. (J)rUnb3iige bes Red)nungslDefens unb bes auf· 
baues fdJaffensl1lirtfd!aftLBetriebr. Don prof.Dr.CE.(J)elbmadJer. 2. Aufl. (aus: 
lIeubners l1anbb b. Staats- u. IDirtfdJaftsfunbe.lI. abt. 2. Bb. 4. fleft.) Kart • .u2.-

'DIe Bdrie&S1Dlrtllflaf!sle~Te erfaflt ble IcI!affensmlrtlcl!aflltd!en Betri,&e In Illrem lDelen unb 
In I~r<n ttbensbtblngungen. Sie mlll bem &erufstäligen lDlr'ld!after einen IIaltbaren gellanllid!en 
Unter&au für lein tiiglld!es lDlrfen oermltteln. Unter blelem c&elld!tspunlte muben bas Reel!n\lngs. 
IDelen unb Oie o>rgani1atlon ber ld!affensIDlrtld!aftlid)en Betriebe bellanllelt. 'Das lted)nungsmelen 
mlrb lIargelteUt in leinen allgemeinen Clirunll3ügen unO nael! ben CEln3tl~ebieten: Koitenre4!nulIg, 
CErfolgsred!nung unb Sonterred!nungen. Die ausfül!rungen über O>rganllation merben ourd! 
gropllilel!e O>rganliatfonspläne oeranld!au{id!t. 

Kaufmönnifcbe Ducl)l}altung un~ DUan). Don Dr. rer. pol. p. (J) er ftn er. 
4. Aufl. Bb.l: aUgem. Bud!~altungs- unb Bilan3IelJre. mit 1 ld)rmatifdJen Dar
fteUung. Bb.lI: Bud)l}alterifdJe Q)rganifation. (SelbftfoftenfontroUbud!fil~rung.) 
mit 2 fd!emat. DarfteUungen u. 1 lIafeL ,anu(J) Bb.506 u.507.) (J)eb. je.u 2.-

CElne bas ge!amte Clie&let bes Bulfl~altungsmelens um'allenbe. l[~eorle unb C[ed!nlt In gletd!er 
lDeile berüdlldl1ioenbe 'DarlteUung, Me 10\l)Q~1 311m budillalttTildten 'Denfen anregt, als bas 
Derltiinbnis IDirtld!aftlidten c&eldtel)ens ennöglid)L 

BUcl}l!altungs.Übungen für 50rtgefcfJdffene 3um (J';ebraud) an 
l1anbe!sIJOd!fd!u[en unb nerl1lanbten Rnftalten. Don (J)r~ l10frat Stubitnbireftor 
prof. Dr. A. abI er. 4. aufl., bearbeitet non prof. Dr. CE. pape. Kart . .u 3.20 

'DIe neuauflage I)at nttlel!lebentlld!e Derbell.rungen unb CEtmeüerllngm er!a1!ren. Kune. 3ins
unb Steuerfdlle Ilnb nad! btm gegenmiinlgen Stanbe eingelt1\t. l[el1l Iit ein Id!<matilel!'s Beilpfd 
eines Rbld!lußes. mit B.riufl'djtfgung btr c&flOme tiinberung. beigefügt. Die Rusyabe oon 0:.11. 
leI!lJlboerld!refbungen 111 ausfüllrliel!er &r~anbelt. bit Kap talbeTabie\jung gemöil btt Cliolbbllan3-
otrO,bnung berütf!ld!tfgL 'DIe Derbudjung öffentltel!er abgaben Iit I" einem an~ang be~anbdt. 

t;an~elslDörterbucl). Don Julti3rat Dr. m. Stra u b unb l1anbelsfd}ul
biteftor Ur. D. Sitttl 3uqleid) fünfrprad)iges IDörterbud) 3ufammengeftellt 
Don 0. arm~aus. (treubnen Deine Sad!lDötlerbüd)tt Bb.9.) (J)eb . .7l.J( 4.60 

tllörtnbucl) ~el' lDarenfun~e. Don prof. Dr. m. PictfdJ. (iieubners 
flein. Sad}mötltrbüdJer Bb. 3.) (J)eb • .u 4.60 

Cirun~ritl ~n lDh1(cI}aft${leogl'al'ftie. Don prof. K. Don ber aa. 
8. aufl. mit 82 Sfinen. Kart . .u 2.-

aUel! In ber lleubeubettung !tellt ber Derfaller 'Deutllfllanb In ben mtttelpunft ber 'DarllelJung, 
bellen natürlld!e IDlrtlel!af!sgtbiete, oerfe~r.geograpllilel!tn Der~ältnille uno IDlnid!a·tlidJtn Clirunb
lagen unter e1ngellenber Berücfiid!tigung berlD'tfungtn lies l1Ieltfrtrges aus!üi!rlid! b~anbelt merOen. 

Allgemeine lDirtfcl)aftss u. Del'feftl'sgeogrCll'l!ie. Don (J)el). Reg •• Rat 
prot. Dr. K.Sap p er. m. 70 fattogr. u. ftat.-grap~. DarfteUungen. (J)eb.jf.J{ 12.-

. ntd)t ttl!rl!aft ttocfm, tonbem in lebenS1Danner Clitltaltung IDlrb ben CElnmlrfunQen ber natur 
auf bit menicillltlle lDirtldlaft, ben nlellad!en Be3le~ungen 31Dllcben Ulmlcl! unb IDlrtldlaft nalfls 
gegangen, eine Überlld!t ber Cliüterel3tugung geboten. btr Umfang jener Sragen abgeleucbtet, 
ble lid! unter gtograpqll"'en Clieliel!tspunften fÜl" ijanlld unb Derfel!r ergeben. CEin Rnl!ang 
bringt In alpl!abetlldter Rell!ung eine auf3ö~lung ber IDlrtlel!aftllel!en lEinl!eiten ber CErbe mit 
3a~lretel!en IDirtld!aftsllatlltlld!en Daten. aUes In allem: ein oor3ügliel! entmorfenes, aud! lalfls 
Ud! efnIDanllfreies Wert, lias In glelel!er Welje lDijjenllflaft unb pups 3U &efrucbten nennag •• 

(Welt ~es Kaufmanns.) 

.l'Un~3iige ~el' i:an~el'fun~e. Don prof. Dr. R. liettner. Bb. I: 
iuro"a. 4., nerb. aufl. mit 4 farb. (aftIn, 269 Kärtd)en unb Sig. im IItlt. 
(J)eb .u 14.-. Bb. 11: Die aubereuropäifd)en <Erbteile. 3, nnb. Aufl. 
mit IIJ7 KöndJen u. Diagrammen im (e(t. (J)el). jf./t 14.-, geb . .u 16.-
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a;eograpl}itcl}es lllörterbucl}. RUg. CErbfunbe. Don prof. Or. O>.H e nb e. 
mit 3oI)lr. Rbb. 2. Ruft (treubners fI. Sad}m5rterbüd}er Bb. 8.) [U. b. pr. 1927.] 

Deuttcl}er ljan~eIsfcltulatlas. Don R. B run n er, fjanbeIsfd}uUeI)rer ber 
ffäbt. fjanbe1sleI)ranftalt, Sranlfurt a.m. unb Dr.i:. D 0 i g t, meil.Direflor ber ftäbt. 
fjanbelsleI)ranftaIt, Sronffurt a. m. 5., Me neuorbnung berud{id}tigenbe Ruflage. 
30,5><24,5 cm. Hart . .7l.Jt 3.20 

tleubners lllelt1Uirtfcl}attstarten. lDanbfatten für ben Rrbeitsunterrid}t. 
Don prof.H.Don ber Ra unb Stubienrat Dr.CE.Sabian. 
Bis~er lin6 erlrgienen: Baumwolle, Jute, ;5largs. - Wolle, Sei6e, 
Kunltlei6e. - KautMul, RutomofJil" JnrJultrie. - Kaffee, flee, Kalao. 
Weitere Karten lin6 in VorfJereitung. Rä~eres /ie~e im Son6erprolpelt. 
preis: Ruf papl)rolin mit Stäben ie.7l.Jt 7.50, auf Harton 3um CEinfpannen 
in bie lDed}felraQmen je.7Ut 4.50, lDed}lelraI)men.7l.J{ 8.-

Die a;run~lagen ~er llleltmirtfcl}aft. CEine CEinfüI)rung in bas inter. 
nationale IDirtld}aftsleben. Don prof. Dr. fj. teul). <DeI) . .7l.Jt 5.-, geb . .7l.Jt7.-

Cfln tDegme\ier in ble 3ufunft ber tDdtmirtldraft, ber Iljre Struftur fICl13uIegen verlucflt, ber 
ble Stufungen ber l>olfsmirtfcflaften. Illnn aufbau als Rollitoff. unb na"rungsmittelf13euger, 
als 5C1brifat!anb, ijanbels. unb Sdrlffal!rtsmadrt \elgt, btr bie e!n3elnen meltmlrtlcflajtIld! midr' 
tigen probuftlons3melge, Illre Brbeutung unb 3ufultjtsausllcflten erörtert unb ben IElnflufl ber 
tDlrtldraftslloIltif ber eln3elnen tiinber auf bie d:ntmldlung btt tDeltmlttfd!ajt bellanbelt. 

Der tDeltmorlt 1913 un~ Iteute. Don prof. Dr. fj. i:eull. Hart . .7l.Jt 4.-
Das tDerf 3el"t ble Urlacflen unO ble fl:ragmelte ber ljeutigen tDellmlttfd!ajtsfrlle aUf. d:s 

gibt einen mtrflidr flaren CElnbIld in Me vermidelte mlrtldrajtlilbe tDeltloge in d:uropa 
unb Überi'" ein BUb von bem KonfUrreR3lamllf ber mld!tiglten .Jnbultrieliinber auf bem tDdtmarft. 
Dabei mlrb 3um errten male burd! ijeran31ellung ber entlllncflenben l>erllältnltle von 1913 ein 
mlrftlef) maogeblid!er Derghlef) mit bel' f!eutigen oeit burd!gejiillrL 

ljan~el un~ ljan~eIspolitU. Don prof. Or. fj. Sieuefing. Bontmeten 
un~ Bantpolitit. Don lD. DrelJfus. a;el~1Uefen. Don prof. Dr. 
H. Bräuet. Derteltrs1Uefen un~ DerteltrspolltU. Don prof. Dr .• Jng. 
0>. BI u m. (treubners fjanbbud) ber Staats< u. lDirtld}aftslunbe, Rbt. 11, Bb. 11, 
fjeft 5.) Hart..7l.lt 6.-

a;run~3üge ~er Dolts1Uirtfcl}aft$leltre. Don prof. Dr. <D. J a ~ n. 2. Ruf I. 
(anu<D Bb 593.) <Deb • .7l.Jt 2.-

lEine unllartelildlt, mit ausjiillrlld)em tlteraturue1'3elcflnis verjebene lEinflillrung in bas Der
Itiinbnis ber Dolfsmirtldlaft, ble nad! illnn l>otausletlungen. Brblngungen unb meltntlid!iltn 
Belttlnbtellen, bet a;üterer3.ugung, bes a;üterumlaufs unb bn .üteruermenbung "ellCinbelt mim. 

Die ~eutfcl}e DOltsgemeinfcl}aft. lDirtfd}aft, Staat, f03ialts teben. CEine 
<EinfüI)rung. Don Dr. R. Sa(omon. 2. RUfL <Deb . ..7l.It 3.80 

Das Bucfl bel!anbelt In elnljeltlidr.r oulammenfllilung bas tDirtld!oftslrben unb leine Glr
ganllallon, ble Reef)tsorbnung in Staat unb fi"ileinbe unb ble aus ber gelel!ief)lIftllcfl.n fillebe. 
tung lief) ergebenben aufga"en grgenleltlg.r 5ötberung als bl. mtunbillge ber beutrdlen Dolfs
g.metnld!lIjt. 

Die lteicl}sverfaffung vom tt. Quguft 1919. mit <Einleitung, &Iäute. 
rungen, Cliefamtbeuneilung unb einem RnI)ang, ent~a1tenb ben lDottlaut ber 
<Defd}äftsorbnungen für ben Reid}stag unb für bie Reid}stegierung. Don prof. 
Or. 0>. Bü I) ter. 2. Ruflag~ (RnuCli Bb. 1004.) <Deb • .7l.Jt 3.-

lleubners ljon~bucl} ~er Staats. un~ tDirttcl}aftsrun~e. Staats< 
hnbe: Bb. I (3 fjefte), Bb.1I (4 fjefte), Bb.lII (1 fjeft). lDirtrd}aftso 

fu nbe: Bb. I (5 fjefte). Bb. 11 (6 fjefte). Jebes fjeft Ht ein3eln lciuflid}. 
Qusjiiljdlef)es Df13eid!nis mft JnljaUsangaben vom Dertag, telll319, poltltr. 3, erflältlilfl 
Das ljanbbuef) miU bas B.blirfn!s befriebigen nacf! einer aud! bem tairn 3ugänglld!en d:\n

fliljrung In tDerben, tD'len unb fielta1tung bes Staates, lilie ble Dalelnsbebln
gungen unb Q)rganllat!onsformen unieres tDlftlcf!aftsleflens. 

tlerlag von B. C&.lIeubner tn 1:etp3t9 unb Be rUn 



I Sterbetafel 

Sterbetafel M. u. "\V. I der 23 deutschen Gesellschaften (J!- %). 

(., I "' x Ix dx Dx=lx'''''X LV =L,'D C =d V X + 1 JJfx=ECx x x'x x 
x x 

20 100000 9 19 5° 257 1031125 44 6 15386 
21 99 081 908 48109 980 868 426 14940 
22 981 73 887 46057 93 2759 4°2 14 514 
23 97 286 861 44 097 886702 377 14 112 
24 96 4 25 835 42229 84 2 60 5 353 13735 
25 95590 816 4°449 800 376 334 13382 
26 94774 804 38 747 7599 27 3 18 13 048 
27 9397° 797 37 119 721180 3°4 12 73 [ 
28 93 173 795 35560 68 .. 061 293 12 426 
29 92 378 800 34062 648 50 [ 285 121 33 
3° 91 578 808 32626 61 4439 278 11848 

I 
3 1 9°77° 818 31246 581 813 272 1[57° 
32 8995 2 83 1 299 17 550 567 267 1[298 
33 89 121 84 1 28637 520650 261 11°31 
3+ 88280 856 27 .. 08 49201 3 257 10 77° 
35 87424 873 26224 464605 253 10 5 13 

36 86 S51 889 25 08 4 438 381 249 10260 
37 85 662 906 239~7 4 I 3297 245 1001[ 
38 8+756 9 28 2293 1 3893 10 243 9766 
39 83 828 95° 21 9 13 366 379 2 .. 0 95 23 
4° 828 78 975 2°933 344466 238 9 28 4 
41 81 903 1006 19987 323533 237 9 046 
42 80il97 1°35 19°72 303546 236 3808 
43 79 862 1063 181 92 28+474 234 8573 
44 78 799 1092 173H 266282 23 2 8339 
45 777°7 1117 16 32 3 248 938 23° 8106 

46 76 590 114° 15736 23 2 415 226 7 877 
47 7545 0 1169 q978 216679 224 765 I 
48 74 281 12°4 14 247 201 7°1 :223 7426 
49 73 077 1246 13542 187454 223 7 2°3 
5° 7183 I 13°3 12861 1739 12 2'· 6980 -) 

.:; I 7°528 1362 12201 161 05 1 228 6755 
52 69 166 q 25 I I 56 I 14885° 23° 65 27 
53 6774 1 149° 1°94° 137 289 23 2 6297 
54 6625 I 155 6 J0337 126 349 235 6065 
55 64 695 1621 9753 116012 23 6 583° 
56 63°74 169 1 , 91 87 1062 59 238 5594 
57 61 383 1759 8639 97°72 239 5356 
58 59 624 1832 8107 88433 24 1 5 11 7 
59 57792 19°0 7593 80 326 24 1 4 876 
60 55 892 1976 7°94 72 73+ 2,p 4 635 
61 539 16 2038 6612 65 639 24 1 4392 
62 51878 2097 61 47 59 02 7 210 4 151 I 63 49781 2149 5 699 52 880 238 391 I 
64 47 632 21 97 5 26 9 47181 235 3 673 

I 65 45435 224 6 41)5 6 4 1912 
I 

:.;= 
i 3 .. 38 



Sterbetafel II 
o. 

C ... =dzv"'+ l 
... 

% I ... d ... D ... =I .... vx N ... =ED ... Mx=ECx ... ... 
66 43 189 23°2 4460 37 056 23° 32°7 
67 40 887 2355 4°79 32 596 227 2977 
68 38 53Z 2399 37 14 28 517 223 275° 
69 36 133 2412 33°5 24 803 219 2)l6 
7° 337°1 2452 3°33 21 438 213 2308 
7\ 31249 2455 2717 1840; 206 2094 
72 28 794 2436 2419 15688 198 1888 
73 26 358 2406 21 39 13 27° 189 1690 
74 23952 2360 1878 1113 1 179 15°2 
75 21 592 2299 1636 9 2 52 168 1323 

76 19293 2210 1412 761 6 156 1I55 
77 17083 :H°3 1208 6204 144. 998 
78 149&0 1982 1024 4996 131 855 
79 12 998 1848 858 3973 118 724 
80 11150 173° 711 3 "4 107 606 
81 9420 1599 581 24°3 95 499 
8z 7821 1443 466 18:::3 83 404 , 
83 6378 U 64 367 1357 7° 321 
84 5 114 1080 284 990 58 2:;1 
85 4°34 896 2'7 7°5 47 193 
86 3 138 715 163 489 36 146 
87 2423 566 122 326 27 110 
88 1857 442 90 2°5 21 83 
89 14 15 344 66 115 16 62 
90 1°71 107 1 48 48 47 47 

Tabelle I-IV siehe umstehend. 
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