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Vorwort.

Das vorliegende Buch war in erster Linie als Hilfsmittel fiir die
Vorbereitung auf die Ersatzreifepriifung gedacht; in der neuen
Form ist es auch fir héhere Handelsschulen und Wirt-
schaftsoberschulen bestimmt. Da es weiterhin ganz allgemein
eine Einfithrung in die Finanzmathematik bieten soll, zumal fiir
Studierende und die Arbeitsgemeinschaften der héheren
Lehranstalten, gehen einzelne Abschnitte z. T. iiber die iiblichen An-
forderungen hinaus; jedoch konnen etwa zu weit fithrende Betrach-
tungen ohne Schaden fiir den inneren Zusammenhang iibergangen
werden.

Mein Ziel war eine klare anschauliche Darstellung und
die Entwicklung von Methoden, die es gestatten, von einem méog-
lichst einfachen Gesichtspunkt aus, verschiedenartige An-
wendungen zu tiberblicken. Diesem Zwecke sollte vor allem die Ein-
fithrung der Zeitgeraden in der Rentenrechnung und in der Ver-
sicherungsrechnung dienen. Zur Ubung wurden zahlreiche Auf-
gaben beigefiigt, die in der Neunauflage noch vermehrt und teilweise
anders geordnet wurden. Die Auflésungen hierzu erscheinen dem-
nédchst in einem besonderen Heftchen. Nur geringe Anderungen ha-
ben die Abschnitte iiber Kombinatorik, Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Versicherungsrechnung erfahren. In der Zinseszins- und Renten-
rechnung wurde dem Tabellenrechnen ein erheblich breiterer
Raum gewihrt. Es wurden Tabellen zu 3,5%, und 5%, beigefiigt, da-
mit ein Wechsel im Zinsfull méglich ist. Neu hinzugekommen sind
ferner die zusammengesetzte Reihe mit Anwendungen auf die ver-
anderliche Rente sowie die mathematische Behandlung der Prozent-
rechnung im und auf Hundert.

Da sich weiterhin gezeigt hatte, daBl die sichere Beherrschung der
Logarithmenrechnung nicht allgemein vorausgesetzt werden
kann, wurden im Vorkursus die wichtigsten Sitze {iber Potenzen und
Waurzeln in leicht faBlicher Form ohne Beweis und ausfithrlich die
Logarithmenrechnung gebracht. Auch wurde an einigen Stellen der
Lehrstoff etwas eingehender und damit verstdndlicher behandelt.
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v Vorwort

Von einem Abschnitt iiber kaufméannisches Rechnen wurde
auch diesmal abgesehen; ich empfehle wieder die im gleichen Verlag
erschienene Neuausgabe von Feller-Odermann, Kaufméinnische
Arithmetik, bearbeitet von Kimpfe und Prater.

Herr Dr.Fleege-Althoff hat das Manuskript durchgesehen und
wertvolle Anregungen gegeben, die besonders der Brauchbarkeit des
Buches fiir hohere Handelsschulen zugute kommen diirften. Hierfiir
sage ich ihm auch an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank.
Ebenso bin ich Herrn Studienrat Reuter in Frankfurt a. M. fir das
Mitlesen der Korrektur und wertvolle Vorschlige zu besonderem Danke
verpflichtet.

Frankfurt a. M., im November 1927. A. Flechsenhaar.
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A. Vorkursus.

I. Potenzen.

An Stelle der Summe 7 + 7 + 7 + 7 schreibt man das Produkt
7+ 4. Das Produkt 5-5-5-5 mit den 4 gleichen Faktoren 5 er-
setzt man durch die’ Potenz 5% Ebenso ist a-a-a =43, a”» =
a-a-a--+a (n Faktoren a). a™ heiit Potenz, a heiBit die Basis
(Grundzahl), » der Exponent (Hochzahl). # muB nach dieser Defi-
nition eine positive ganze Zahl sein.

Beispiele: 25 = 32; 3% = 243; 5% = 125; (— 2)* = + 16, (—2)3

= —8; 0" =0, I” = 1.

Sitze: a®-at=a-a-a-a-a-a-a=a’, allgemein:

(1) am™.qt=qgmtn,
a’ a-a-a-a-a-a-a .. .
a’:at= = -—————— = g% (kiirzen!), allgemein:
a a-a-a-a
(2) a”:a*=am"" fir m>n.
a? a-a-a I . .
ad:af =", = = — (kiirzen!), allgemein:
a a-a-a~a-a-a-a-a a
I
m - n . 13
(2a) am:at=——2 fir n>m.

(@®t=ad.a®. a®- a® = a'® (nach (1)); ebenso (a%)®>=at.at. a*=a'?;

allgemein:

(3) (arn)n - (an)m = qm*'",
ad-B®=a-a-a-b-b-b=a-b-a-b a-b=(ab)?,

allgemein:

4) a*-b" = (ab)"; entsprechend ist:
) =)
Sprich die in Gleichung (1) — (5) enthaltenen Sitze in Worten aus!
Beispiele: 2825 =28=256;67:64=63 = 216;511:513 = 51§= ;Ig?

(2%)2% = 28 = 64; 2% - 53 = 10% = 1000; 12%: 4* = 3% = 81.
a®: a?ist nach (2a) zu l6sen, da 7 > 3ist. Esista3:4? = ;“ - Wiirde

man nach (2) rechnen, so ergibe sich a3:a7= a7 =4-% Da aber

Flechsenhaar, Finanzmathematik. 2. Aufl, I



2 A. Vorkursus
der Exponent eine positive ganze Zahl sein muB, ist eigentlich a~4 sinn-
los. Wir fassen nun a—* als andere Schreibweise fiir —a auf, allgemein

setzen wir:
(6) a?=—

und rechnen stets nach (2). Ist schlieBlich m = %, so wird nach (2)
n
— = q" " = 4% wihrend andererseits g; =1 ist (Zdhler und Nenner

gleich). Damit wir stets nach (2) oder (2a) rechnen kénnen, setzen wir:

(7) a®=1.

Beispiele:

-3 r _ . o y-s—=_ T T, 05 0 —
5 3_53—125, (—2) =i =1 oy’=r

Aufgaben, deren Exponent negativ oder Null ist, kénnen auf 2 Arten
behandelt werden, z. B.:

a®-a% = q0+5 = 45 oder a°-a5:1-a5=a5;
I
P—?» PG — ﬁ—3+6 153 oder p—s . ﬁ“ — F’ . Pe — Pa;
I _ 1\4 T
(x~ 3)4 = g~ 12 — ;1_ oder (x 3)4 — (Vs) — ;ﬁ .

2 x
Aufgaben:

1. Berechne den Wert folgender Potenzen: 54; 45; 73; 133; 1562; (— 3)5;
(—3)% 14% 1,24 4,5% §)% ()% (—1.4)% (—07)% (—2.2)%
016; 112;( 1)17 ( ) 0‘

2. Berechne: 8% 4 25 —7%; 3% — 43 4 5%; (—4)® + (—2)% 4+ (—6)4;
18+ 28 + 3% + 45

3. Vereinfache: 63-62; a®-all; pis- pl7; gdn.gon; q7.48. 49; po2. po - p7a,

4. Fithre folgende Divisionen aus: x13: x8; x26: x11; ¢29: 43; 1239 : 129;
x5p+7: x2fp+3 x5 x12 y26: y32 b2n b'ln m5a+11 m3a-L11

5. Schreibe als einfache Potenz: (3%)%; (a%)7; (b7)7; (x19)?; (y3m)in,

6. Berechne: 24 - 5¢; (§)7- 67; 0,210 - 519; (31)7. (8)7; 208 : 28; 365 : 125;
(=42 (=23 5% (—2)% (=5 (—2)° (—20)°: (4 10
(—8)0°:(—2)% (—8)°: (4 2) :

7. Berechne: 2°; 15% 0,361°; 4-!; 5-2; (—— 4)7% (—s35)% )5

b I b
(—§ (03)% (=127 51,, 0:_4: o’ [ i S

8. Vereinfache auf 2 Arten: x3- x°; (§)~%- (3)~%; 1,2-2-0,5°%; 7—5 778
5—2.4—2; 8—4.4—4; x5.x—-2; a®: a-s b1 p-11. ?4 pO ﬁ ﬁ—l



II. Wurzeln und Potenzen mit gebrochenen Exponenten 3

II. Wurzeln und Potenzen mit gebrochenen Exponenten.

Ist in der Potenzgleichung a® = ¢ die Basis  gesucht, so schreibt

man die Wurzelgleichung a = Ve (gelesen: a ist die nte Wurzel
aus ¢) und nennt in der neuen Gleichung ¢ den Radikanden, # den

Wurzelexponenten Es ist also (}J/¢)* =¢. So folgt aus 53 = 125
sofort 5 = V/125; ist x = 1/216 so ist auch %3 = 216, also x = 6

und §/216 — 6. Ebensoist V32 =2; ¥ —27 = —3; Vai=a. (Probel)
Wird also der Wert der Wurzel mit dem Wurzelexponenten poten-
ziert, so ergibt sich der Radikand. Es ist also:

(®) Ver = (Vo) =e.
Die Wurzelrechnung ist eine Umkehrung der Potenzrechnung.

Ist der Wurzelexponent 2, so 1i8t man ihn weg, man schreibt also }/¢
(gelesen: Quadratwurzel aus c) statt Ve. Wurzeln mit geradem
Wurzelexponenten liefern 2 Losungen, die sich nur durch das Vor-
zeichen unterscheiden, z. B. Vz—s = 4 5 und ]/;—z — 5, da sowohl
52 = 25, als auch (—5)% = 25 ist. Man schreibt kurz Vé§= + 5.
Der Radikand darf in diesem Falle allerdings nur positiv sein; J/— 25
ist nicht losbar, da weder 52, noch (— 5)2, noch eine andere positive
oder negative Zahl mit 2 potenziert den Wert (— 25) liefert. Bei
ungeradem Wurzelexponenten erhilt man stets eine Lésung, z. B.
V512 =8; V—s12 = —8.

Nicht aus jeder Zahl 14Bt sich die Wurzel genau angeben. So ist
keine der uns bekannten Zahlen gleich ]/7, I ist zu klein, denn 12 =1,
2 ist zu groB, denn 22 = 4; 1,7 ist zu klein, denn 1,72 = 2,89; 1,8ist zu
groB,denn 1,82 = 3,24;d.h.1,7 < }/3< 1,8;ebensoist 1,73 < V3 < 1,74,
ferner 1,732 < V3 < 1,733, denn 1,732%2 =2,999 824; 1,733%= 3,003289.
Man kann also durch Probieren das Ergebnis beliebig genau finden,
wenn auch nie ganz genau.

Ein Verfahren zur angendherten Berechnung der Quadratwurzeln

findet sich in jedem Lehrbuch der Elementarmathematik. Zuweilen
benutzt man auch Tabellen (s. Logarithmentafel). Am einfachsten
findet man Wurzeln mit Hilfe der Logarithmen (vgl. III 5).

Sitze: Es ist V27-¥8=3-2=6, ebenso V278 = /216 =6,
allgemein:
) Va-Vo=Va b,

1*



4 A. Vorkursus
Varz: V64 =8:4=2; Vs12:64=V8=2,
also: %/BE : %/6:{ = ”y 512 : 64; allgemein:

(x0) n12= % oder Va:Vb=Va:b.
23
(V8P =22=4; V8 =Vbg=14, also (V8= V8
allgemein:
(1) (Va)" =Vam,
Vats = /(@ — at; Vas = V(@ = % also Va® = Vas
allgemein: .
(12) "Varr = Yam.
SchlieBlich ist:

(13) Va=V¥a=VVa;
2B Yog=t2 VVei—VE8=x2; Voa=Vi=12
Sprich die in den Gleichungen (9) bis (13) enthaltenen Sitze in
Worten aus.
Beispiele:

W Vai—ala; VB =VEF =1 V32 Viza- Vs =Yy
—56.Y2; Veyac-Y1883ct- V/36ath3 = J/37 . 28 a?. b5 . &
—3abcVrzath; VVae=VVaz=V2; Viaem=Vx.

Aufgaben (Wurzeln):

1. Suche den Wert folgender Wurzeln und mache die Probe. Welche
Beispiele haben 2, welche 1, welche keine Losung ?

V128; V6u; V720 Vaa3; V343; V625; V1331; Vo,125; /28,
. Y5 V108g; V—8; V—16; V—32; V—64; V—40.
2. Bestimme angenihert }/2; Y10; ¥5; ¥/10; weitere Aufgaben ITI;,
3. Vereinfache folgende Wurzelausdriicke:

Vis-Var-V3s; Vatb-Vac- Vores; Vas; Vp2 - p™; 'm®;
Yia85; Vsiz; VYo Vs Vs Vires e Ve
b 4]

Nach (8) ist Vaoi= V(@) '=a?; Vari=V(@)P=a?, d.h. Vari=ar.



III. Logarithmen 5

Allgemein wire demnach zu setzen:
-

(14) Vam = a.
Diese Gleichung gilt allerdings zunichst nur, wenn # ein Teiler von m
ist, also etwa m = n - . Andernfalls erscheint das Ergebnis sinnlos;

denn es wire E’l/ﬁ = a% ein Produkt mit  Faktoren, wihrend ein Pro-
dukt doch stets eine ganze Anzahl von Faktoren haben muf3. Sobald

. 3 . . . Y Yars
wir aber unter a5 nur eine andere Schreibweise fiir Va“‘ verstehen,
m

konnen wir den Ausdruck a% bzw. a® in die Rechnung einfithren. Alle
Regeln fiir ganzzahlige Exponenten bleiben auch giiltig fiir gebrochene
Exponenten. Das gleiche Ergebnis fiir die Wurzelrechnung und fiir
Potenzen mit gebrochenen Exponenten gibt uns die Berechtigung,
Potenzen mit gebrochenen Exponenten zu benutzen.

Beispiele:
1

2%-_-1/5; 252 = Y25 =4 5; 8%:%/@5:4;
VoV =VpS =1, oder Vpi. Vps = pb. ph=p =%
VE-Ve-Va=Ve- Ve - Vo=V =aV7
(mit Hilfe von (12) und (9)) oder:
7 2
=g-qe=q 1/ g
Aufgaben (Bruchpotenzen):

1. Berechne 36%; 64%; 64%; 64%; 128’}; 128%; 32%; (— 27)%; (— 343)
819%; 125785 24378, (—249)7H (—249)¥s (—249)”
'o,OOSI% ; 0,008%.

2. Berechne auf 2 Arten a’} a%' x% x%, b% . b%‘ } —5 V—“ 5}/?’ :
C% . C% . C%; z’% .z I x% x4 x_llg % ‘t/y 3%)% (2

3. Schreibe die Gleichungen (11), (12), (13) in Form von Bruchpotenzen.

III. Logarithmen.

1. Begriff des Logarithmus.

Wird in der Potenzgleichung a® = ¢ die Basis a gesucht, so schreibt
man (nachII): ¢ = V¢, daher ist die Wurzelrechnung eine Umkehrung
der Potenzrechnung. Sucht man aber den Wert von #, so schreibt man
n = %log ¢ (gelesen: ,,n ist der Logarithmus von ¢ fiir die Basis a*).



6 A. Vorkursus

¢ heiBt der Numerus oder die Zahl oder der Logarithmand. Der
Logarithmus#selbst istder Exponent der entsprechenden Potenz-
gleichung. Die Logarithmenrechnung ist also eine zweite Umkehrung
der Potenzrechnung Aus 5%= 125 folgt also die Wurzelgleichung
5= 1/125 und die logarithmische Gleichung 3 = Slog 125. Ebenso
ist 4 = 3log 81, weil 3* = 81 ist. Bilde weitere Beispiele. Es gibt also

7 Rechnungsarten, 3 Hauptrechnungsarten und 4 Umkehrungen, nim-
lich:

Hauptrechnungsarten. Umkehrungen.
1. Stufe. Addition. Subtraktion.
2. Stufe. Multiplikation. Division.
. Wurzelrechnung (Radizieren).
3. Stufe. Potenzieren. { Logarithmenrechnung.

Im folgenden werden nur Logarithmen mit der Basis 10 betrachtet,
die sogenannten gemeinen oder Briggsschen Logarithmen. Bei
ihnen IiBt man in der Schreibung die Basis weg und schreibt an Stelle
der Potenzgleichung 10" = ¢ die logarithmische Gleichung # = logc
(statt n = 1%]og ¢). So ist log 10000 = 4, weil 10? = 10000 ist, ebenso-
log 1000 = 3, log 100 = 2, log 10 = 1, beachte besonders log 1 = o,
weil 10® = 1 ist.

Unter dem (gemeinen) Logarithmus einer Zahl ¢ versteht man also
die Zahl, mit der man 10 potenzieren muB, um die Zahl ¢ zu erhalten,
Aus dieser Definition folgt:

(x5) 10M8¢ = ¢.

2, Sdtze iiber das Rechnen mit Logarithmen.

Die folgenden Sitze werden am klarsten, wenn man die in Frage
kommenden Gleichungen einmal als Potenzgleichungen und einmal als
logarithmische Gleichungen schreibt. Es sei ¢ = 10%; b = 107, also

@b ==10%""% (nach [1]); -Z— = 10%~¥ (nach [2]). Logarithmisch ge-
schrieben lauten diese Gleichungen:

x=1loga; y=1logh; x4y =1og(a-0); x—y:log(%)-

Setzt man die Werte fiir ¥ und y aus den beiden ersten logarithmischen
Gleichungen in die beiden letzten ein, so ergibt sich:

(16) log (a -« b) =log a + log b,

(x7) log (%) = loga — log b.
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Es ist also log 10000 = log (10 - 1000) = log 10 + log 1000 = 1 + 3
= 4; log 100 = log (*{5") = log 100000 — log 1000 = 5 — 3 = 2;
log 6 = log 2 4 log 3; log 11 = log 55 — log 5.

z 1
Ebenso erhilt man aus 10% = @, 10%" = g% 10" = a" = ﬁ/g die drei
logarithmischen Gleichungen x = log 4, xn = log (a®); % = log Va.
Wird der Wert von x aus der ersteren Gleichung in die beiden letzten
eingesetzt, so ergibt sich:
(18) log (™) =nloga,

n 1
(19) log Va = —loga.

Soist z. B. log 10000 = log (10%) = 4log 10 =4 -1 = 4; log’?/xoooooo
= 11og 1000000 = % - 6 = 2; log (2% = 51og 2; log"i/7 = }log 7.

Die Gleichungen (16) bis (19) kénnen in Worten so ausgesprochen
werden:

DerLogarithmuseines Produktesist gleichderSumme
der Logarithmen der Faktoren. Der Log. eines Bruches
ist gleich der Differenz der Log. von Zihler und Nenner.
Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt
aus dem Exponenten und dem Logarithmus der Basis.
Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Quo-
tienten aus dem Logarithmus des Radikanden geteilt
durch den Wurzelexponenten. Beachte: log (e 4 b) 148t
sich nicht vereinfachen.

Geht man also von der Zahl zum Logarithmus iiber, so erniedrigt
sich jede Rechnungsart um eine Stufe. Aus der Multiplikation wird
eine Addition, aus der Division eine Subtraktion, aus dem Potenzieren
eine Multiplikation, aus dem Radizieren eine Division. Hierin liegt die
groBe Bedeutung der Logarithmenrechnung.

Beispiele:
log (xyz) = log % + log ¥ + log z; log 1} = log 15 — log 19;
log%B =logu +logv—logw; log5t=4logs; log"(/a_“:: $logat=4§loga;
B = —
log }/34/6 = 1 1og (3 - /6) = % (log 3 + log ¥/6) = § (log 3 + } 1og ).

Aufgaben:
1. Schreibe folgende Potenzgleichungen als logarithmische Glei-
chungen: 2% = 8; 72 = 49; Io!= IO; I0® = 1000000; I0°=1I;

5% = 625.
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2. Schreibe die Logarithmen folgender Ausdriicke nach Gl. (16) — (19)

m.n_ 26 12 y . 5\
520 w0 T 85 4 (a- b)Y (——) ;
p-gq’ 37 5-11 ( ) )’

Viz; Vo Var: Vo7 2st; (233

3. Kennziffer und Mantisse der Briggsschen Logarithmen.

Fiir alle ganzzahligen Potenzen von 10 haben die Logarithmen ein-
fache Werte. So ist:

log 10000 = 4; denn 10*=10000 log I = 0;denn 10% = 1

in anderer Form: 57s;

log 1000 = 3; denn 10% == 1000 log 0,1=—1; denn 10-'=F=o0,1
log 100 = 2; denn 10% = 100 log 0,01 = — 2; denn 10~2 = 0,01
log 10 = 1; denn 10! = 10 log 0,001 =+ 3;denn 10-%=0,001

Fiir alle dazwischenliegenden Zahlen kénnen Niherungswerte fiir die
Logarithmen berechnet werden. So ist z. B. log 36 kleiner als
log 100 = 2 und gréBer alslog 10 = 1,d. h. 1 <log 36 < 2, alsoistlog 36
eine Dezimalzahl, die vor dem Komma eine 1, dahinter noch einen
Bruch hat. Dasselbe gilt fiir jede zweistellige Zahl von 11 bis 99. Auf
4 Stellen abgerundet ist log 36 = 1,5563. Die Zah! vor dem Komma
heiBt Kennziffer, der Dezimalbruch hinter dem Komma hei3t
Mantisse (Zugabe). Fiir jede ganze Zahl ist die Kennziffer leicht an-
gebbar. Sieist, wie gezeigt, fiir alle zweistelligen Zahlen 1, entsprechend
ist sie fiir alle dreistelligen Zahlen, die zwischen 100 und 1000 liegen, 2.
Alle vierstelligen Zahlen haben demnach die Kennziffer 3, alle ein-
stelligen Zahlen von 1 bis g haben die Kennziffer o. Allgemein gilt:
Alle n-stelligen Zahlen haben die Kennziffer » —1. Man
erkennt leicht, daB die Dezimalstellen hinter einer Zahl ohne Einflu
auf die Kennziffer des Logarithmus der Zahl sind. So hat z. B.
log 589,2743 die Kennziffer 2 wie auch log 589.

Viel schwieriger als die Kennziffer ist die Mantisse zu bestimmen.
DieMantissen fiir die Zahlen hat man in einer Tafel, der Logarithmen-
tafel, zusammengestellt. Da die Mantisse i. a. eine unendliche Dezi-
malzahl ist, hat man sie auf 4, 5, 7. .. Stellen abgerundet und unter-
scheidet so 4, 5, 7, . . . stellige Logarithmentafeln. Wir behandeln hier
nur 4stellige Tafeln; fiir andere Tafeln sind die Betrachtungen ahnlich.

Der groBe Vorteil der Briggsschen Logarithmen besteht darin, daB
die Mantisse fiir den Logarithmus einer Zahl auch fir den Logarithmus
der 10, 100, 1000, ...fachen Zahl unverindert bleibt, ebenso fiir den
Logarithmus von -, 13 - - - der Zahl. Es ist nimlich log 102 = log 10
+ loga =1 +loga; log100a = log 100 4 loga = 2 + loga, usf,

ebenso log &: loga —log 10 = log @ — 1; 10g£—5= log @ — log 100
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= loga — 2, usf., d.h. loga, log 10 4, log 100 a, log 1%’ log ;Z—o,
unterscheiden sich nur um eine ganze Zahl, d. h. sie haben die gleiche
Mantisse, aber verschiedene Kennziffern.

So ist z.B. log2o = 1,3010; log 200 = log (20 - 10) = log 20 +
log 10 = log 20 + 1 = 2,3010; log 2000 = log 20 + log 100 = 3,3010;
log 2 = log 3} = log 20 —log 10 = log 20 — I = 1,301I0 — I = 0,3010;
log 0,2 = log & = log 2 —log 10 = 0,3010 — 1. Hierfiir kénnte man
schreiben log 0,2 = — 0,6990, aber man 148t die Differenz stehen, be-
hilt also die positive Mantisse bei und fiigt die negative Kennziffer zu.
Entsprechend wird log 0,02 = log 2 — log 100 = 0,3010 — 2, log 0,002
= 0,3010 — 3, usf.

Aus den vorausgehenden Uberlegungen ergibt sich, daB log 1 = o
ist, daB die Logarithmen aller Zahlen iiber 1 positiv, die aller Zahlen
unter 1 negativ sind. Bei letzteren behdlt man die positive Man-
tisse bei und fiigt die negative Kennziffer zu; diese ist, wie
die Beispiele zeigen, gleich der Zahl der Nullen vor der ersten
geltendenZifferunter Einrechnungder Null vordem Komma.
So hat z. B. log 0,000731 die Kennziffer — 4.

4. Gebrauch der Logarithmentafel.?)

In der ersten Spalte der Logarithmentafel stehen unter NV (Numerus)
die zweistelligen Zahlen von 11 bis 99. Daneben stehen unter o die
Mantissen der zugehdorigen Logarithmen. Die Kennziffer ist durch die
in 3. gefundenen Regeln bekannt. So steht z. B. neben 36 die Mantisse
5563; da die Kennziffer 1 ist, ist log 36 = 1,5563. Ebenso findet man
log 50 = 1,6990, log 5 = 0,6990, log 790 = 2,8976 (vgl. log 79); log
94000 = 4,9731; log 0,0053 = 0,7243 — 3.

Handelt es sich um die Mantisse einer dreistelligen Zahl, so liest man
die beiden ersten Stellen unter N ab, die dritte Stelle sucht man am
oberen Rand der Tafel und geht von dieser senkrecht nach unten bis
zu der Zeile, in der die beiden ersten Stellen stehen ; dort ist die Mantisse
angegeben. Diese ist z. B. fiir log 245 (s. Tafel) 3892, also ist log 245 =
2,3892; log 811 = 2,9090; log 811000 = 5,9090; log 0,0811 = 0,9090
— 2; log 0,00746 = 0,8727 — 3.

Hat die Zahl vier Stellen, so ist die Mantisse nicht unmittelbar zu
finden. Man findet sie durch Einschalten (Interpolieren) aus den
beiden benachbarten Mantissen. Beispiel: log 2174 hat die Kennziffer 3,
die Mantisse liegt zwischen der von log 2170 und log 2180, also zwi-
schen 3365 und 3385. Geht man im Numerus um 10 Einheiten der
letzten Stelle weiter, gerechnet von der kleineren Zahl, so hat man im

usf.

1) Besonders zu empfehlen ist die vierstellige Logarithmentafel von Schiilke,
Verlag von B. G. Teubner,
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Logarithmus um 2o Einheiten der letzten Stelle fortzuschreiten; geht
man also im Numerus um 1 Einheit weiter, so hat man im Logarithmus
um ¥ = 2 Einheiten fortzuschreiten; da der Numerus um 4 Einheiten
iiber der kleineren Zahl liegt, liegt die gesuchte Mantisse um 4 -2 = 8
Einheiten iiber der kleineren Mantisse; sie ist also 3365 4+ 8 = 3373,
d. h. log 2174 = 3,3373. Ist allgemein die vierte Stelle im Numerus #,
die Differenz der beiden Mantissen D (Einheiten der letzten Stelle}, so

. . . D . .
sind zu der kleineren Mantisse 4 = o " Einheiten zu addieren; d. h.

das Produkt aus 5 der Differenz der beiden Nachbarmantissen und der
vierten Stelle im Numerus ist zu der kleineren Mantisse zu addieren.

Beispiele: log6344 =38024 (D=7, n=4; d=0,7-4=28
=~ 3); log2,738 = 0,4375 (D = 16, n = 8;d = 1,6 - 8 = 13). Zur Be-
rechnung von & hat man zuweilen auch besondere Téafelchen; am Kopfe
steht der Wert von D, links #, rechts daneben 4. Hat die Zahl mehr
als vier Stellen, so wird vorher auf 4 Stellen abgerundet, z. B. log 39927
= log 39930 = 4,6013.

Soll zu einem gegebenen Logarithmus der Numerus gefunden werden,
so ist der umgekehrte Weg einzuschlagen. Ist z. B. gegeben log x =
1,6335, so sucht man zu der Mantisse 6335 den Numerus 43 und setzt
das Komma mit Riicksicht auf die Kennziffer, also x = 43. log x =
4,94035 liefert fiir den Numerus die Ziffernfolge 872; mit Riicksicht auf
die Kennziffer wird x = 87200. log x = 0,8482 — 2 liefert ¥ = 0,0705.

Ist die Mantisse nicht in der Tafel enthalten, so ist wieder einzu-
schalten. Ist die Differenz der beiden benachbarten Mantissen D Ein-
heiten der letzten Stelle, die Differenz der gegebenen Mantisse und der
nichstkleineren Mantisse d, so ist die gesuchte vierte Stelle des Numerus

wihrend man die drei ersten Ziffern des Numerus aus der

od

“1)7;
kleineren Mantisse findet. Die vierte Stelle im Numerus ist also der
Quotient aus der zehnfachen Differenz von der gegebenen Mantisse
und der nichstkleineren Mantisse geteilt durch die Differenz der be-
nachbarten Mantissen der Tafel. Fiihre die Uberlegung im einzelnen
durch.

Beispiel: log % = 0,8145; x =6,524 (D =7, d =3, n=7=4).
Auch hier kénnen die erwihnten Téifelchen benutzt werden. Jedoch
ist jetzt die rechts stehende Zahl bekannt und die linke gesucht.
Weitere Beispiele: log x = 6,5070; % = 3214000 (D =14, d=35;
n=2%2=14). logx = 0,7793 — 2; x = 0,06010. log * = 0,1925;
x = 1,558.

Suche stets zuerst die Ziffernfolge aus der Mantisse und setze dann
das Komma nach dem Wert der Kennziffer. -
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Aufgaben:

1. Bestimme den Logarithmus folgender Zahlen: 87; 44; 9; 70; 321,
548; 2,9; 4,77; 0,08; 0,439; 7486, 2982; 4,688; 3,515; 0,7702;
0,005371; 367400; 57298; 47,043.

2. Suche zu folgenden Logarithmen den Numerus: 1,3222; 0,6021;
5,4200; 0,1461 — 3; 0,8597; 0,9759 — I; 4,8280; 3,5681; 2,9910,
0,4711 — 3; 5,8118; 0,3410 — I; 4,9901; 1,8923; I,7155.

5. Rechnen mit Logarithmen.

Da die Mantissen abgerundete Zahlenwerte sind, fithren Rechnungen
mit Hilfe von Logarithmen nicht zu absolut genauen Ergebnissen.
I. a. werden die drei ersten Ziffern genau, wihrend die vierte Ziffer um
1—2 Einheiten abweichen kann. Bei 5- und 7stelligen Tafeln wird das
Ergebnis entsprechend genauer. Einige Beispiele mdgen das Rechnen
mit Logarithmen veranschaulichen.

1. x = 583-7,48 2. % =0,384"+0,07482
log x = log 583 + log 7,48 log x = log 0,384 + log0,07482
log 583 = 2,7657 log 0,384 = 0,5843 — 1
log 7,48 = 0,8739 log 0,07482 = 0,8740 — 2
log x = 3,6396 log x = 1,4583 — 3
x = 4361. log x = 0,4583 — 2
x = 0,02873.
3. x = 86,38 : 19,25

log x = log 86,38 — log 19,25
log 86,38 = 1,9364
log 19,25 = 1,2845

log x = 0,6519
% = 4,487.
459-2,683 _ Z
4 ¥ = 17400822 N
log ¥ = log 459 + log 2,683 — (log 17,4 + log 0,9824)
log 459 = 2,6618 log 17,4 = 1,2405
log 2,683 = 0,4286 log 0,9824 = 0,9923 — 1
log Z = 3,9004 log N = 1,2328
log N = 1,2328
log x = 1,8576

% = 72,05.
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5. % == 53,8 : 2367
log x = log 53,8 —log 2367
log 53,8 = 1,7308
log 2367 = 3,3742

Da der Subtrahend grofer ist als
der Minuend, wird die Kennziffer
des Minuenden um so viel vergré-
Bert, daB die Subtraktion ausfiihr-
bar ist; der Fehler wird durch eine
angehidngte negative Kennziffer
ausgeglichen; also:

log 53,8 = 3,7308 — 2
log 2367 = 3,3742
log x = 0,3566 —2
% = 0,02273.

7. x = 56,8%
log x = 4 - log 56,8
log 56,8 = 1,7543
log x = 77,0172
% = 10405 000.

9. x = } 3846
log x = } log 3846

log 3846 = 3,5850

4 log 3846 = 1,7925

x = 62,01.

II. x = 3]/ 0,00746
log x = % log 0,00746
log 0,00746 = 0727 — 3
$10g0,00746 = 0,2909 — 1

% = 0,I954.

A. Vorkursus

6. x = 0,837 :0,009418
log x = log 0,837
— log 0,009418

log 0,837 = 0,9227 — 1
log 0,009418 = 0,9740 — 3

Hierfiir ist zu setzen (vgl. 5.):

log 0,837 = 1,9227 — 2
log 0,009418 = 0,9740 — 3

log x = 0,0487 + 1
log x = 1,9487
x = 88,86.

Bei der Subtraktion negativer
Kennziffern ist zu beachten:

(—2)—(—3)=—2+3=+1.

8. x = 0,31643
log x = 3 - log 0,3164
log 0,3164 = 0,5003 — I
log x = 1,5009 — 3
log ¥ = 0,5009 — 2

x = 0,0316g.
5 —
10, x = Y100
log x = { log 100
log 100 = 2,0000
4 log 100 = 06,4000
x = 2,5I2.
12. x == %/0,09 828

log x = £ log 0,09828
log 0,09828 = 0,9925 — 2.

Damit die negative Kennziffer bei
der Division eine ganze Zahl er-
gibt, ist zu schreiben:

log 0,09828 = 3,9925 — 5
1 log 0,09828 = 0,7985 — 1
‘ x = 62,87.
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I3. ¥ = 5843t 1.35 4. 2%=35 (Eﬁponentialglei-
x=A—B, wo A=°3§'8’; o chung)
843 log (2%) = log 35 oder
p_t3r82_Z A
15 N % log 2 = log 35
log 35,8 = 1,5539 5= 0835 Yot _ 2
2 log 0,843 = 0'8516 — T og »3
log A =1,7023 log Z = 0,1886
A = 50,39 log N = 0,4786 — 1
log 4,37 = 0,6405 log % —
log Z = 1,5543 ’
log N ==log 1,55 = 0,1903
log B = 1,3640
B = 23,12
x = 27,27.
Aufgaben:
1. 4,937 * 2,683 - 0,914. 2. 23,96 : 0,1835.
0,01762 : 0,6687. 4, 3459724 |

18,47+ 0,08874

5. V/329; V4,869; V0,173; V22,37; V/126000; }/0,004182; 12,683,
V/509,6; V/0,0721; V0,456. 6. ¥/700; ¥/10; V/0,8; ¥/256.

7. 5i/fi; ‘%/5; V@ %m 8. 4,325; 0,6082; 2,55°%; 0,068%.

9.3/1843% 2,75, 2,608 | 3823
) 4J ;7 . 0,0074 4‘133

11. 17,36 - V19,9. 12. 17,36 + V19,9

18. 2 y/129. W) B i/“’“'- 16, B9V
311 ) 0,386 *V 49,37 1,638)/0,9

17. Berechne x aus: 2% = I00; I,05% = 4; 1,2% = I2.

IV. Reihen.

1. Begriff der Reihe.

Unter einer Reihe versteht man eine gesetzmaBige Folge von Zahlen.
Die Zahlen heiBen die Glieder der Reihe. Die Reihe heiBt steigend,
wenn jedes folgende Glied groBer ist als das vorausgehende; im ent-
gegengesetzten Falle heiBt die Reihe fallend. Beispiele fiir Reihen:
1,2,3, 4 ...;25, 36,49, 64, .. .; 2,6,18, 54, . . .; 2,6, 12, 20, 30, . . .;
.3 +4..5144 1%
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2. Arithmetische Reihe erster Ordnung.

Unter ihr versteht man eine Reihe, bei der die Differenz aus einem
Glied vermindert um das vorausgehende stets denselben konstanten
Wert liefert; dieser heilt die Differenz der Reihe. Die arithmetische
Reihe hat also die Form:

(20) a a+d a+?2%2d a+3d...a+(n-1)d.

a heiBt das Anfangsglied der Reihe, d ist ihre Differenz. Hat die
Reihe # Glieder, so ist das letzte Glied (Endglied):
(21) =a+(n-1)d.

Um den Wert der Summe s aller # Glieder zu finden, schreibt man
die Summe einmal in der natiirlichen und einmal in der umge-

kehrten Reihenfolge untereinander und faBt je zwei iibereinander-
stehende Glieder zusammen. Dann erhilt man:

s =[a]+ [e+4] +--+let+(n—2)d]+[a+ (—1)d]
s=[a+n—0)A]+[a+(n—2)d]+-- -+ [a+d] +{a].
2s=[2a4n—1)d]+[2a4+(n—1)d]+ - +[2a+ (n—1)d)
+[za+ (2— 1) 2]
(22) s=Ra+@m—Ddlg=an+"""g

Mit Benutzung von (21) nimmt (22) die Form an:
(23) s=(a+2) 5

In der arithmetischen Reihe ist jedes Glied das arithmetische
Mittel zu den beiden Nachbargliedern, d. h. die halbe Summe des
(m — 1)** und des (m + 1)*® Gliedes ergibt das mt® Glied. In der
Tatist: 3104 m—2)i+a+ mdl=a+ m—r1)d.

Zeige dies auch an bestimmten Zahlenbeispielen.

3. Geometrische Reihe,

Unter ihr versteht man eine Reihe, bei der der Quotient aus einem
Gliede durch das vorausgehende stets denselben konstanten Wert hat;
dieser heift der Quotient der Reihe. Die geometrische Reihe von
#n Gliedern hat also die Form:

n—1

(24) a aq aq2 aq?’...aq .

a heillt das Anfangsglied der Reihe, ¢ ist der Quotient.
Das n' Glied der Reihe (Endglied) ist:

(25) r=a-q" .
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Um den Wert der Summe aller Glieder zu finden, vermindert man
die gfache Summe um die Summe selbst und erhilt so:
sg=  ag+ag+--+ag "t +ag" " + ag"
s =a+taq+ag¢+---+ag "+ag”’
sq—s=aq"—a . oder s(g—1I)=a(g"—1)

qn_l —a-l_qn'
q—1 = 1—gq

(26) s=a

Jedes Glied der geometrischen Reihe ist mittlere geometrische
Proportionale (oder das geometrische Mittel) zu den beiden Nachbar-
gliedern, d.h. die Quadratwurzel aus dem Produkt des (m— 1)*®
Gliedes mit dem (m -+ 1)%*® Gliede liefert das m' Glied. In der Tat ist:

”m — 1

Vﬂ i gm—z' aqm;_ ag
Ist ¢ > 1, so ist die Reihe steigend, ist 0 < ¢ < 1, so ist sie fallend.

4. Fallende unendliche geometrische Reihe.
Gleichung (26) 148t sich in die Form bringen:

a
(264a) S= T i—g"

q".

Setzen wir nun voraus, daB in der geometrischen Reihe ¢ < 1 ist und
daB der Wert von # unbegrenzt wichst, so wird der Minuend auf der
rechten Seite unverindert bleiben, da er nicht von #» abhingt, der
Subtrahend dagegen enthilt den Faktor ¢®, der mit wachsendem #
beliebig klein wird. Wichst # tiber alle Grenzen, so nihert sich ¢® und

®_ . g" Dbeliebig der Null. Wir schreiben lim (¢") = o.

n >
Somit erhalten wir fiir die fallende unendliche geometrische Reihe

[d. h. fiir ¢ < 1; #—>00] den Wert:

damit auch
1—9q

a
(27) So =714
Beispiel: Die Summe der Reihe 24+ 1+3+1+ 4 +--- ist
r—1 =4
Ist ¢ negativ, etwa ¢ = — ¢, und zugleich ¢, < 1, so wechseln die

Vorzeichen der Glieder der 2. Reihe, und die Summe der unendlichen
Reihe hat den Wert: s’, =

1+
.. 8 6 6
Beispiel: 6—4+§—%‘+g§—+"'=;‘+—?%=3%.

Warum 148t sich ein Summenwert fiir die steigende unendliche geo-
metrische Reihe nicht angeben? [Beispiel: 1+2+4 484164 -]
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5. Graphische Darstellung der Reihen.

Trigt man auf einem Strahl vom Anfangspunkt die Strecken 1,

2, 3, ... ab und errichtet in den gefundenen Punkten Lote von der

GroBe a, a4+ d, a4 2d, ..., so stellen diese die Glieder

einer arithmetischen Reihe dar. Die Endpunkte der
Lote liegen in einer Geraden. (Fig. 1.)

Haben die Lote der Reihe nach die GréBen 4, ag, ag?, .

. ey

so stellen diese die Glieder einer geometrischen Reihe
/
t
1N
8 =
4+ =
a &
S
SO R 4
o z 2 g 4 g & 7 & 0 &
Fig. 1. Fig. 2.

dar. Die Endpunkte der Lote stellen aber keine Gerade dar. son-
dern sie liegen auf einer krummen Linie, die bei der steigenden
Reihe immer stirker ansteigt. (Fig.2.) Stelle auch die fallende
geometrische Reihe dar.

Fiir die fallende unendliche geometrische Reihe kann noch
folgende Darstellung benutzt werden. (Fig. 3.) Im Endpunkte A4
eines Strahles errichtet man das Lot 44, = ¢ und trigt auf dem

Strahl A B'= a ab.

Von B tragt man in

gleicherRichtungdie

Strecke BC=agq ab

und errichtet in B

das Lot BB, = ag,
7z usf. Dann stellen

sowohl die Langen

der Lote, als auch
ihre Abstinde die Glieder der Rejhe dar. Zieht man durch die
Endpunkte der Lote die Parallelen B, A4,, C, B,, ... zu dem Strahl,
so wird:

A a B ag C aff Daf’E
Fig 3.

4, 4 a—agq .
tg AlBlAQ =~BiAZ =—a—=1—9,

— 2
tg B C By =1 =1 —g ust,

d. h.: X A, B Ay =X B, CBy =
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also liegen die Punkte 4, B, C, ... in einer Geraden. Trifft diese
den Strahl in Z, so ist:

Da ferner: BA, T Az =

ist,

AZ=a+ag+a¢*+ ...=s,.

A4y 44 —i—y

a

so wird: ———=1—¢ oder S = (vgl. (34)).

Seo I1—g¢g

6. Aufgaben iiber Reihen.

1. Wie groB ist die Summe aller Zahlen von 1 bis 100, aller geraden

2.

8.

Zahlen von 2 bis 1000, aller ungeraden Zahlen von 17 bis 319?
Wievielmal schligt eine Uhr in 24 Stunden, a) wenn sie nur
ganze Stunden schligt, b) wenn sie auch Viertelstunden durch
I, 2, 3, 4 Schlige anzeigt?

- Der Erfinder des Schachspiels soll sich als Belohnung fiir das erste

Feld des Brettes ein Weizenkorn ausgebeten haben, fiir das zweite
Feld 2, fiir das dritte 4, fiir das vierte 8 Kérner usf. bis zum 64. Felde.
Wieviel Weizenkérner waren dies insgesamt ? Wieviel hl sind dies,
wenn Ihl 1,6 Millionen Kérner enthilt ?

- Verwandle folgende unendliche Dezimalbriiche in gemeine Briiche:

0,3...;0,54...; 0,370...; 0,418...; 0,261...

. . o _ _ 4 18 18 v
[Anleltung. 0,418 - -+ =0,4181818 .. . = 10 1005 T To5005 T
18
-4 Tooo _ 4 i_ﬁ].
10 I —IO+IIO—55
" 100

. A ist gegen B um 144 m voraus; A legt in der Sekunde 1 m, B 3m

zuriick. Wenn also B zu der Stelle gelangt, wo A am Anfang war,
so ist A noch um 48 m voraus. Gelangt B zu dieser Stelle, so ist A
noch um 16 m voraus usf. B wird also zwar stets niher an A
herankommen, ibn aber nie erreichen. Zeige den TrugschluB.
Wann und wo wird A von B wirklich eingeholt ?

. Stelle folgende Reihen in einem geeigneten MaBstab graphisch dar:

a)7; 7%; 8; 8%; ... 11. b) 24,3; 16,2; 10,8; #,2; ...

c) 11; 10}; 9%; 9; ... d) (3 ()% B B4 ...
Summiere folgende Reihen:

a) 3;4%;6; 7%; ... 16} b) 8,2; 5,1; 2,0; —1,1;...—16,6.
€)12;6;3;%; ... & d7; 7-11; 7-1,7% ... 7- LI,

e) 24; —12;6; —3; 13; ...
Eine geometrische Reihe hat das erste Glied 35, das zweite Glied 4.
Wie heiBt das zo. Glied? Wie groB ist die Summe aller 20 Glieder ?

Flechsenhaar, Finanzmathematik. 2. Aufl, 2
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9. Wie groB ist die Summe aller Glieder in 8), wenn die Reihe unend-
lich ist?

10. In einer arithmetischen Reihe ist die Differenz 3, das letzte Glied 32

und die Zahl der Glieder ro. Wie groB ist das erste Glied und die
Summe?

11. In einer arithmetischen Reihe ist die Differenz 2, das letzte Glied
32 und die Summe der Glieder 270. Wie groB sind das erste Glied
und die Anzahl der Glieder?

12. Welche unendliche geometrische Reihe hat die Summe a)

2 .
’
1-—0,05
120

b) 10,06

7. Zusammengesetzte Reihen.

Werden je zwei entsprechende Glieder der arithmetischen Reihe
1,2, 3,...(n—1I), n und der geometrischen Reihe a, ag, a¢?, ...,
ag®—2, ag®-1miteinander multipliziert, so erhilt man die zusammen-
gesetzte Reiheaq, 2aq, 3242, ..., (n —1I)ag®~2 naq™—1 von n Glie-
dern, deren Summe S, berechnet werden soll; es ist:

(28) 1=a +2aq+ 3¢+ + (n — 1) ag®? + nagnt,
Wir subtrahieren dhnlich wie bei der geometrischen Reihe hiervon den
gfachen Wert:
Sig=aq+2a¢®+3a¢®>+-.- 4+ (n —1) ag® ! + nag
und erhalten:
S1—S9=a+aq+ag®+ .-+ +ag"! —nag®

oder mit Hilfe von (26):

Si(x—¢) =uq::: — naq®; daraus folgt:
——n.a.qﬂ—_ qn_x.
(29) Sl_ qg—1 a (q—-I)’

Werden je zwei entsprechende Glieder der beiden Reihen #, (# — 1),
(n—2),...2, 1unda, ag, ag? ...aq" "%, ag®—* miteinander multipli-
ziert, so ergibt sich die zusammengesetzte Reihe na, (n — 1) ag,
(n—2)aq% ...2aq" "% ag® 1. Thre Summe S, wird gefunden, indem
sie von ihrem gfachen Wert subtrahiert wird, also:

(30) Si=na+(@m—1)aqg+m—2)ag®+---+2ag""t+ag*~1
Seq= naq+ (n—1i)ag*+---+3aq9""2+42aq* 14 aq®
529—52= —-Mz—{—ag—}-aq2+...+aqn—2+aqn—1+aqn
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Die rechte Seite ohne das erste Glied kann nach (26) zusammengefaBt

werden. S, (¢ — 1) = —an + ag q":II, also:

Ll § an

(1) 2= aq(q 0 og—r

Beispiele: 1. Wie lautet die Reihe (28) fira = 5, ¢ =3, » = 10?
Wie groB ist ihre Summe? Reihe: 5, 30, 135, 540, ...984150. Die

. 10- 5. 310 310 —1
Summe ist S; = s—1 — 5" = = 1402415.
2. Desgl. fiir die Reihe (30), wenna = 2, ¢ = 4, # = 6 ist?
Reihe: 12, 40, 128, 384, 1024, 2048. S, = 8- 46;1 — Q = 3636.

V. Prozentrechnung.!)
1. Prozente vom Hundert (v. H.).
Unter 1%, (gelesen: 1 Prozent) oder 1 v. H. (vom Hundert) des
Grundwertes G versteht man den Betrag %; % des Grundwertes

sind also:
G
(32) P=20p.

P heiBt der Prozentsatz, P der Prozentwert. Hat also ein Kauf-
mann eine Ware zu G = 600 £/ eingekauft und 9% = 79, daran
gewonnen, so ist sein Gewinn P = 42 /Z.#. Der Verkaufspreis betriagt
mehr als G; er ist G+ P=M = 642 ZMA (vermehrter Wert).
Hitte er 79, verloren, so wire der Verlust wiederum P = 42 #Z./; der
Verkaufspreis wire aber weniger als G, nimlich G — P =W =
558 BM (verminderter Wert). Es ist also allgemein beim Grund-
wert G, beim Prozentsatz p und beim Prozentwert P der ver-
minderte Wert:

(33) W=G—P=G— " p= G(I—-}f:—o)-
Ebenso wird der vermehrte Wert:
(34) M=G+P=G+.o-p=G6(1+2)

100 Y, des Grundwertes ist der Grundwert selber; der verminderte Wert
ist (100 — p) %, der vermehrte Wert (100 4 p) % des Grundwertes.
Die Berechnung aus Grundwert und Prozentsatz heiit Prozentrech-

nung vom Hundert (v. H.).

1) Vgl. hierzu: Feller-Odermann, Teil I, S. 110—150.
2%
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Beispiele:
G ?% p w M
560 M 4% 22,40 BM — 582,40 BM
Einkaufspreis = Gewinn Gewinn Verkaufspreis
96 kg 31% 3,120kg 92,880 kg —
Brutto Tara Tara Netto
6800 AM 6% % 425 BAM — 7225 BM
Kapital Zinsen Zinsen Kapitalu. Zinsen
16,50 M 209, 3,30 BH 13,20 BM —
Ladenpreis Rabatt Rabatt  Nettopreis

2. Prozente im Hundert (i. H.).

Ist der verminderte Wert W und der Prozentsatz p gegeben,
so findet man den Grundwert G aus (33) zu:

. . P\ __ ,Ioco—p 100
(35) G=W:(t—2)=w: =W.

und hieraus den Prozentwert P zu:

— —W. ¥ bW _Wp
(36) P=G—W=W- W= = —

100

Der Ausdruck P = Wp . _

100

ist aber nach (27) die Summe einer

100
unendlichen fallenden geometrischen Reihe mit dem Anfangsglied

W.p . b -
00 und dem Quotienten Too < I. Alsoist:

37) P=ﬂ+ﬂ.-&+W£.Qﬂ)ﬁ.ﬂ.(i)ﬁ_...

Ioo I00 100 100 100 100 100

Das erste Glied ist p %, (v. H.) des verminderten Wertes; es ist kleiner
als P. Jedes folgende Glied ist p 9, (v. H.) des vorausgehenden. Die
Glieder nehmen rasch ab, zumal bei kleinem Prozentsatz; meist sind
alle Glieder vom 4. oder 5. ab ohne EinfluB auf die Rechnung. Die
Berechnung aus dem verminderten Wert heit Prozentrechnung im
Hundert (i. H.). Sie kann nach (6) durch wiederholte Anwendung
der Rechnung v. H. gelést werden (Korrekturmethode).

Beispiel: Nach Abzug von 4} 9, Tara bleibt ein Nettogewicht von
592,100 kg. Wie grof3 sind Bruttogewicht und Tara?
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a) elementar: b) nach der Korrekturmethode:

W ist (100 — p) % vom Grundwert.

95% % v.Bruttog.=592,100kg 4% % V.592,100 kg ist 26,6445 kg
1%, .  =592,100kg:95% +43% ., 26,644 ,, ,, 1,199
I%n » = 61200 » +4%% » 1,199 ,, ,, 0,054 ,,

1009%,,, T 620 ,, + 4% ,, 0,054 ,, ,, 0,002, ,,

Bruttogewicht = 620 ,, Tara = 27,900 kg

Tara = 620kg — 592,100 kg = Die weiteren Glieder sind ohne Ein-

27,900 kg. fluB.

Bruttogewicht = 592,100 kg -+
27,900 kg = 620 kg.

3. Prozente auf Hundert (a. H.). 4
Ist der vermehrte Wert M und der Prozentsatz P gegeben, so
spricht man von Prozenten auf Hundert (a. H.). Aus (34) ergibt sich

der Grundwert:

- A PN _ ,I00+4+p ,_Too .
G=M:( +'mo)—M.~——mo =M%, also:
_ o __ 1ooM _ Mp _M- r .
@) P=M—-G=M 100+p 10o0o-Fp 100 P
1} 700
Der Ausdruck ]1‘—403? 2 ” stellt wieder die Summe einer unendlichen
"+ oo
geometrischen Reihe dar, deren Anfangsglied ];ng, deren Quotient
aber negativg = — ;%5 ist. Also lautet die Reihe:
_Mp  Mp ? Mp P\, Mp P \3 .
P=1F e (~i55) Tre " (“15) 00 (—0s) o oder:
_Mp Mp Mp (p\2 Mp/p)\3
(69) P=7F =2 E s (o) — Tos (Gon) T

Die Vorzeichen der Glieder wechseln; das erste Glied ist % (v. H.)
des vermehrten Wertes; das ist offenbar zu viel. Das zweite Glied
ist p9% (v. H.) vom ersten Glied, usf. Die Korrekturmethode er-
fordert also ein abwechselndes Addieren und Subtrahieren der Prozente
i H.

Beispiel:

EinschlieBlich 3} % Provision stellt sich eine Ware auf 880,40 £/ ;
wie groB ist die Provision und der reine Wert der Ware?
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a) elementar: b) Korrekturmethode:
M ist (100 +p) % vom Grundwert. 3% % v. 880,40 BM = 29,35 M
103} % d. Grundw. = 880,40 A —3%4% » 2935 ,, = 098 ,
1% ,, . = 880,40 ,,:103} Rest = 28,37 ZA4
1%, ., = 852 , +33%v. 098 ,, = 0,03 ,
1009%, ,, ,, =852 " Provision = 28,40 Z.4
reiner Wert = 852 2.4, Provision reiner Wert = 880,40 ZA
= 28,40 AMA. — 28,40 AM = 852 BMA.

[Reichhaltiges Aufgabenmaterial findet sich bei Feller-Odermann
a.a. 0.]

B. Zinseszinsrechnung.
1. Einfache Zinsen.?)

Unter Zinsen versteht man die Vergiitung fiir die leihweise Uber-
lassung eines Geldbetrages, der das Kapital genannt wird. Die Be-
rechnung der Zinsen erfolgt proportional dem Kapital und der Zeit.
Werden fiir je 100 £A Kapital jahrlich p ZA Zinsen bezahlt, so
sagt man, das Kapital sei zu p %, ausgeliehen. p heit der Zinsfu8 oder
Prozentsatz. (Zuweilen wird auch ein Prozentsatz fiir einen Bruchteil
eines Jahres vereinbart.) Fiir das Kapital 1 wird demnach jihrlich

der Zinsbetrag ;% gezahlt, fiir das Kapital K der Betrag:
_K .
@) =150

Man findet also die jahrlichen Zinsen, indem man g des Kapitals
mit dem Prozentsatz multipliziert. So bringen 6282 A/ zu 43 %, jéhr-
lich 62,82 - 4,5 = 282,69 AA Zinsen.

Die Zinsen z, in # Jahren sind das mfache der jahrlichen Zinsen,

also ist:
K. pen
@) S

So bringen 1850 ZA zu 4% in 1 Jahr 6 Monaten (= 1} Jahr)
18,50 * 4 * § = 111 B Zinsen.

In der Zinseszinsrechnung wird statt des Prozentsatzes p manchmal
auch der wahre ZinsfuB ¢ gegeben, der angibt, welche Zinsen vom
Kapital 1 bezahlt werden. Da das Kapital 100 jahrlich die Zinsen p

1) Uber einfache Zinsen vgl. Feller-Odermann, Teil I, S. 150u.f.
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bringt, so erhilt man fiir das Kapital 1 die Zinsen %. Es ist also
i = % Also bringt das Kapital K jdhrlich die Zinsen:

(1a n=K-i.

~

Die Zinsen in # Jahren sind dann:
(za) z,=K-i-n.

So sind die Zinsen von 6200 fl. zum wahren ZinsfuBl ¢ = 0,04 (d. h. 4 %)
in § Jahren 6200 - 0,04 - § = 186 fl.

Umgekehrt gestatten die Gleichungen (1), (2), (1a), (2a) die Berech-
nung der GroBen K, n, p, ¢, wenn die iibrigen Gré8en der Gleichungen
bekannt sind. Man findet leicht:

. R
“ s b
" poteon e
© .

Beispiele:
1. Ein Kapital K, das zu 49, in  Jahren 16,20 A/ Zinsen bringt,

hat nach (3) den Wert K = l;:%l = ;6_20 540 BNH.

2. Ein Kapital von 1680 Fr., das bei 54 % 123,20 Fr. Zinsen bringt,

war nach (4) #» = %o—_'gl—:g = 4 Jahre (= 1 Jahr 4 Monate) ausge-

liehen.
3. Der ZinsfuB3, zu dem 4380 /A4 in 8 Monaten (= § Jahr) 102,20 A4

Zinsen tragen, ist nach (5) p = 4;;22.0% = 3,5,; oder der wahre Zins-

102,20

fuB ist nach (6) ¢+ = 3803 = 0,035.
Werden die sten erst am Ende der Leihzeit von # Jahren zugleich
mit dem Kapital zuriickgezahlt, so betrigt die Riickzahlung:

@) K,=K+zn=K+Kpn=K(x+%) baw. K, = K (1+ in).

100

Die in diesem Abschnitt behandelten Zinsen heiBen einfache
Zinsen. Sie werden i. a. nur fiir ein Jahr oder Bruchteile eines Jahres
berechnet. Sohat auch Gleichung (7) nur fiir diese kurzen Zeitabschnitte
Bedeutung. Zeitangaben in Monaten und Tagen sind in Bruchteile
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eines Jahres umzurechnen, damit die obigen Gleichungen benutzt
werden kénnen.

I. Zinseszinsen.

Kommen Schuldner und Gl4ubiger iiberein, daf} die Zinsen am Ende
des Jahres nicht zuriickbezahlt, sondern zum Kapital hinzugefiigt
und im néchsten Jahre mitverzinst werden, so sagt man, das Kapital
sei auf Zinseszinsen (Zins auf Zins, verbundener Zins) ausgeliehen.
Zwar bestimmt § 248 des Biirgerlichen Gesetzbuches: ,,Eine im voraus
getroffene Vereinbarung, daf fillige Zinsen wieder Zinsen tragen sollen,
ist nichtig.”“ Es werden jedoch so viele Ausnahmen zugelassen, daf
die Berechnung von Zinseszinsen in weitem Umfange doch gestattet ist.

Die Zinseszinsrechnung kann als fortgesetzte Anwendung der ein-
fachen Zinsrechnung aufgefaBt werden, wie das folgende Beispiel zeigt.
Wie groB ist ein Kapital von 20000 £/ mit Zinsen und Zinseszinsen
zu 59, nach 3 Jahren?

20000.— A4 Anfangskapital.

1000.— ,, Zinsen im 1. Jahr zu 59%,.
21000.— A Endwert des Kapitals nach 1 Jahr.
1050.— ,, Zinsen im 2. Jahr (5%, von 21000 Z.4).

22050.— A/ Endwert des Kapitals nach z Jahren.
1102.50 ,, Zinsen im 3. Jahr (59, von 22050 JZ.A).

23152.50 A Endwert des Kapitals nach 3 Jahren.

Die Berechnung von einfachen Zinsen hitte nach Gleichung (7) er-
geben K, = K(I + %) == 20000 (1 + %0—2) = 23000 ZH. Der Un-
terschied wird mit jedem folgenden Jahr gréBer. Da aber die Rechnung

fiir eine groBere Zahl von Jahren recht miihselig wird, benutzt man ein
anderes Verfahren.

III. Grundgleichung der Zinseszinsrechnung.
Nach (1) haben die Zinsen des Kapitals K nach 1 Jabr bei %, den

Wert Koop das Kapital mit Zinsen ist also nach 1 Jahr:

100 ’
K .
K, =K, + n:f =K, (I + ;f;) = K, (1 + 7), oder wenn:
8) 14 £S= I+i=gq gesetzt wird:
(9 K,=Ky-q

g heiBt der Aufzinsungsfaktor (oder Zinsfaktor); ist z. B. p = 3,
so ist ¢ =0,03; ¢=1,03; ist p = 4§, soist 2 =0,0433..., ¢ =1,0433...
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Will man also den Wert eines Kapitals (mit Zinsen) nach Verlauf
eines Jahres feststellen, so kann man entweder die jahrlichen Zinsen
zum Kapital addieren oder man kann das Kapital mit dem Zinsfaktor
multiplizieren. Der erste Weg ist bei der einfachen Zinsrech-
nung iiblich, der zweite bei der Zinseszinsrechnung. Zwischen
Kapital und Zinsen wird kein Unterschied mehr gemacht, sobald die
Zinsen zugefiigt sind. Wir sagen, K, sei das Anfangskapital, K, sei
der Wert des Kapitals nach einem Jahr; denn der Schuldner, der am
Anfang des Jahres das Kapital K, empfangen hat, hat am Ende des
Jahres das Kapital K, = K, - ¢ zuriickzuzahlen. Behilt der Schuldner
das Kapital noch ein weiteres Jahr, so hat es am Anfang des zweiten
Jahres den Wert K, = K g, im Verlauf eines Jahres wird es aber nach
unserer Uberlegung gmal so groB, also ist der Wert am Ende des
zweiten Jahres K, = K, - ¢ = Ky¢?; entsprechend ist der Wert nach
3 Jahren K, = K,q = Ky¢® usf. Nach » Jahren hat also das Kapital
K, den Wert:

(x0) K, = Ky-q™

K, heiBt der Endwert des Kapitals K, nach # Jahren; er wird
gefunden durch Multiplikation des Anfangskapitals mit der
nten Potenz des Aufzinsungsfaktors.

Das Beispiel in II. wiirde nach (10) folgende Lésung erfahren:

K; = K, ¢® = 20000 - 1,05% = 20000 * 1,157625 = 23152,50 JA.4.

Aufgabe:
Welchen Wert hat das Kapital von 3646 S/ bei 69 iger Ver-
zinsung nach 12 Jahren?
Es ist: Ky = 3646 - 1,062
lgg_ 1,06 = 0,02531 NB. Die Logarithmen der Zins-

— faktoren werden meist in den
12 log 1,06 = 0,3037 Tafeln mit einer Stelle mehr

log 3646 = 3,5018 angegeben als die iibrigen Log-
log K,; = 3,8655 arithmen. (Warum?)
K, = 7337.

IV. Berechnung von Anfangskapital, Zinsfufl und Zeit.

Gleichung (10) enthilt vier GréBen; sind drei davon bekannt, so
kann die vierte gefunden werden.

1. Sind K,,, ¢ und # bekannt, so ergibt sich:

(11) Ko=—=Ku-v" wenn:
q
1 1
(12) F=U", -(7='U
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gesetzt wird; v ist der reziproke Wert von ¢ und heit Diskontie-
rungsfaktor (oder Abzinsungsfaktor).

Nach (x1) wird also der Anfangswert des Kapitals gefunden, indem
man den Endwert mit der #*" Potenz des Diskontierungsfaktors
multipliziert oder durch die #*® Potenz des Aufzinsungsfaktors divi-
diert. Bezeichnet man die Berechnung des Endwertes nach # Jahren
aus dem Anfangswert als Vorwirtsdatieren, die umgekehrte Be-
rechnung als Riickwidrtsdatieren, so liit sich das Ergebnis von
(10) und (11) so aussprechen:

Ein Kapital wird um » Jahre vorwartsdatiert, indem
man es mit der #*® Potenz des Aufzinsungsfaktors mul-
tipliziert; es wird um # Jahre riickwidrtsdatiert, indem
man es mit der #*® Potenz des Diskontierungsfaktors
multipliziert oder durch die #* Potenz des Aufzinsungs-
faktorsdividiert.

Aufgabe:
Welches Kapital wichst bei 59, in g9 Jahren an zu 785 £A4?
Es ist: K, = 785

1,05°’

log 785 = 2,8949

9 - log 1,05 = 0,1907

log K¢ = 2,7042

K, = 506; das Anfangskapital betrigt 506 JZ./.

2. Um den ZinsfuB} zu bestimmen, berechnet man aus (10) zunichst
1/Ea
7=V &,

(13) q= T/i:-:; p= (f/f(——: - 1) . 100.

Beispiel: Bei welchem ZinsfuB wachsen 1ooofl. in 22 Jahren an
zu 2370 fl.? Esist:

und dann aus (8) # = (¢ — 1) - 100, also:

. 28 2370 __ 22
= Voo = V237

log 2,37 = 0,3747
35 log 2,37 = 0,0170 = log ¢
g == 1,04, also p = 100 (1,04 —I) = 4.
Das Kapital war zu 4%, ausgelichen.
3. Um den Wert von # zu finden, wird (x0) logarithmiert (vgl. A (18)).
log K, = log K, + log g* = log K4 1 n log g, also:
n-log g = log K, — log K, oder:

log K,, — Jog K,
(14) n= u)g q °
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Beispiel: In wieviel Jahren wachsen 211 B/ bei 539, zu

734,28 AM an?
__log 734,28 —log21r _ 2,8659 —2,3243 _ 0,5416 2
~ " log1,0533... 0,02257 " o,02257 4

V. Relativer Zinsfufl.

Bei der einfachen Zinsrechnung ist es allgemein iiblich, bei 49,
Jahreszinsfuf fiir das Halbjahr 2 %, fiir das Vierteljahr 1%, fiir den

Monat 1% usf. zu berechnen allgemein fiir — — Jahr ﬁ %-. —iv heiBt
derrelative Zinsfuf fir ? Jahr. DaB aber 4% Jahreszms nicht mit

2%, Halbjahreszins iibereinstimmt, erkennt man leicht an folgendem
Beispiel: 100 A wachsen bei 49, Jahreszins in einem Jahre an zu
K, =104 M. Dagegen wachsen 100 24 bei 29, Halbjahreszins
im ersten Halbjahr an zu 102 J/; dazu kommen im zweiten Halbjahr
29% von 102 ZM, d. h. 2,04 BM Zinsen ; der Endwert nach einem Jahr
ist also 104,04 A.#. Ebenso findet man bei vierteljahrlicher Verzin-
sung zu I %, nach dem ersten Vierteljahr den Wert ror £/, nach dem
zweiten 1I0I + I,0I = 102,01 A4, nach dem dritten 103,0301 2.4,
nach dem vierten 104,060401 = 104,06 /.4, nimlich 100 (I + i55)* =
100 * 1,01, Bei monatlicher Verzinsung ergibt sich 104,074 #A4. Es
ist also die Halbjahresverzinsung zu 2 %, gleichwertig einer Jahresver-
zinsung zu 4,04%,, die Vierteljahresverzinsung zu 19/, gleichwertig
mit 4,060401 9, Jahresverzinsung.

Werden allgemein die Zinsen eines Kapitals K, jedesmal nach Ver-

lauf von % Jahr mit —s{i % (entsprechend $ %, im Jahr) zum Kapital ge-
schlagen, so hat das Kapital nach—l— Jahr den Wert K, <I +

100 s)

) nach = ]ahrenK (I +Ioos)3 usf.; nach

nach 3 Jahren K0<I +3
= 1 Jahr ist der Wert K, (I —+ —~—«>s ; dieser Wert ist, wie auch das

1005,

Zahlenbelsp1el oben zeigt, groBer als K, <I -+ I—ﬁo)- Der relative Zins-
ful ? fiir si Jahr ist also fiir den Gliubiger giinstiger als der Zins-

full p fiir das Jahr.

Beispiel: Zu welcher Summe wachsen 8oo A bei der Jahresver-
zinsung zu 69, und zu welcher bei Vierteljahresverzinsung zu 14 9%,
in 10 Jahren an? Erster Fall: 800 - 1,001 = 1432,68 ZA; zweiter
Fall (40 Vierteljahre): 800 - 1,015% = 800 - 1,814018 = 1451,21 ZAX.

V1. Konformer (gleichwertiger) Zinsfufl.

Es werde nun die Frage gestellt, welcher Zinsfuf3 fiir das Halbjahr,

Vierteljahr, .. ;I- Jahr zu wihlen ist, damit das Kapital nach Verlauf
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eines Jahres ebensogroB ist wie bei einer jihrlichen Verzinsung zu ¢ %.

Der so gefundene Zinsful} heiBBt der konforme (gleichwertige) Zins-
I

fuB fiir ; - Jahr; erseip, fiir - Jahr. Das Kapital K, wéchst nach % Jahr

an zu K, (I -+ ;ﬁ—lo), nach % = 1 Jahr zu K0<I + %)s; dieser Wert
soll nach unserer Annahme mit dem Wert von K, nach 1 Jahr bei $ %,

Jahreszins, also mit K, (I -+ ;?0), iibereinstimmen. Es ist also:

(I+%)=I+I—ﬁg=q, d. h. I-}—;{%:f@ oder:
() === (J/1+2L 1) 100

Ist z.B. p =4, ¢ = 1,04, s = 2, so ergibt sich der halbjihrliche Zinsfu3
p1= (V1,04 —1)- 100 = 1,08. In der Tat erhilt man bei halbjihr-
licher Verzinsung zu 1,989, nach einem Jahre das gleiche Endkapital
wie bei 4% iger Verzinsung im Jahr; denn 100 .4 bringen im ersten
Halbjahr zu 1,98 % halbjahrlich 1,98 £/ Zinsen; das Kapital ist also
nach 4 Jahr 101,98 Z/; im zweiten Halbjahr betragen die Zinsen
1,98% von 101,98 B/, d. h. 2,02.84; also ist das Endkapital nach
2 Halbjahren 101,98 ZAM + 2,02 BM = 104 FM, genau so viel, als
wenn das Kapital 1 Jahr zu 4 9, ausgeliehen worden wire.

VIIL Graphische Darstellung.

Fig. 4 gibt ein Bild von dem Anwachsen eines Kapitals K,= 1,
# = 3 im Verlauf von 100 Jahren. Die Gerade stellt
das Anwachsen eines Kapitals bei einfachen Zinsen
dar, die Kurve bei Berechnung von Zinseszinsen.
(Vergleiche und begrinde den Zusammenhang
beider Kurven mit Fig. 1 und 2.) Im Anfang weichen /

die beiden Linien kaum voneinander ab, spiter aber
sehr erheblich. Nach 100 Jahren ist das Kapital bei
einfachen Zinsen vervierfacht, bei Zinseszinsen aber
auf mehr als den 1g9fachen Wert angestiegen. /

VIII. Gebrochene
Werte von 7.

Eigentlich ist (10)
nur fiir eine ganze An-
zahl » von Jahren ab-
geleitet. Ist n eine ge-
brochene Zahl, etwa
n=m -+ v, wo m eine

0 0 20 30 w 0 60 W 80 90 I100Jahre
Fig. 4.
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ganze Zahl, » ein echter Bruch ist, so ist es meist iiblich, bei Berech-
nung des Endwertes nach # Jahren, den Wert des Kapitals nach m
Jahren durch die Zinseszinsformel zu bestimmen, das Anwach-
sen fiir den weiteren Bruchteil » eines Jahres aber nach der ein-
fachen Zinsrechnung.

Es wird also nach (%) und (10):

(16) K;=Ko(x+£5).(1+%§).
Der Unterschied gegeniiber dem durch die Zinseszinsformel (10) ge-
fundenen Wert:
- N\
(17) K,=K, (x + —)

n 100,
ist aber nur gering.

Beispiel: Zu welcher Summe wachsen 630 £/ in 3} Jahren bei
4% an?

1. K, =630 1043(1+ &> 4

oo )— 630 - 1,043 1,02 = 722,87 BM.
2. K,=630"1,04%% = 722,70 BMH.

IX. Tabellen fiir die Zinseszinsrechnung.

In den vorausgehenden Betrachtungen spielen die Potenzen der Zins-
faktoren eine groe Rolle. Man hat sie deshalb in groBen Tabellen-
werken zusammengestellt. Ein Ausschnitt davon befindet sich im
Anhang. Tabelle I gibt die Werte von ¢" fiir p = 5% und p = 3,5%

von # = I bis n = 40. Tabelle IT enthilt die Werte von v*» = qi,, fiir

die gleichen Prozentsitze. Die Zahlen der einen Tabelle sind die rezi-
proken Werte von denen der anderen. Das Produkt zweier entsprechen-
-der Zahlen (9% * v*) ist 1. Die Zahlen sind auf 5 Dezimalen abgerundet.
Der Gebrauch der Tafel ist leicht zu verstehen.

Beispiel 1: Zu welcher Summe wichst 1 £ bei 3,5 % in 12 Jahren
an? Der Endwert ist 1,035!2 = 1,51107 = 1,51 4.4, wie man in der
Spalte 1,035" in der Zeile 12 abliest.

Beispiel2: Zu welcher Summe wachsen 2800 %2/ bei 5% in
16 Jahren an? K, = 2800-1,05%; nach Tabelle I ist 1,05 =
2,18287. (Man schreibt auch hiufig I*$, 50, = 2,18287). Also ist Kyq =
2800 - 2,18287 = 6112,04 ZM.

Soll umgekehrt der Wert eines Kapitals vor # Jahren berechnet
werden, so benutzt man Tabelle II. So hatte z. B. 1 .4 vor 10 Jahren
bei 3,5 % den Wert 0,70892 = 0,71 BM [II 5% = © ,70892]. 2800 ZM



30 B. Zinseszinsrechnung

hatten vor 11 Jahren bei 59, den Wert 2800 - v1 = 2800 - 0,584 68 =
1637,10 AH. Zum gleichen Ergebnis kénnte man auch mit Hilfe der
Tabelle I kommen; es wire zu setzen 2800: 1,05 = 2800: 1,71034 =
1637,10 ZA. Da aber die Multiplikation einfacher ist als die Division,
ist es ratsam, TabelleI fiir das Vorwirtsdatieren, Tabelle II
fiir das Riickwirtsdatieren zu benutzen.

Auch fiir Werte # > 40 lassen sich beide Tabellen benutzen. Es ist
zu beachten, daBl g™ - g = gm+"ist. So ist der Wert eines Kapitals von
120 AMH bei 3,59 nach 50 Jahren 120 - 1,0355 = 120 - 1,035%° - 1,0351¢
= 120 * 3,959 26 * 1,41060 = 670,19 ZA. Ebenso ist das Kapital, das
bei 3,59, in 60 Jahren zu 1200 A4 anwichst, 1200 80 = 1200 - 140 20
= 1200 * 0,25257 * 0,502 57 = 152,32 AA.

SchlieBlich kénnen die Tabellen auch Verwendung finden zur Be-
rechnung von # und p, wenigstens um angenidherte Werte zu erhalten.
Es sei z. B. der Zinsfull gesucht, der bewirkt, daB ein Kapital von
200 ZA in 10 Jahren zu 282,12 A/ anwichst. Nach (10) ist 200 + g10=
282,12, also ¢'® = 1,4106; nach der Tabelle trifft dies zu fiir 3,59%,.
Soll die Zahl der Jahre bestimmt werden, nach deren Verlauf 200 ZA4
zu 645 JAM bei 59, angewachsen sind, so ist zu setzen 200 - 1,05" = 645,
also 1,05" = 3,225; die Tabelle I zeigt unter 59, an, da das Kapital
24 Jahre auszuleihen ist. Dagegen liefert die Frage, nach welcher Zeit
sich ein Kapital bei 5 %, iger Verzinsung verdoppelt, kein ganz genaues
Ergebnis. Man erhilt aus K - 1,05" = 2 K die Bedingung 1,05" = 2,
d. h. » liegt zwischen 14 und 15. Nach 14 Jahren ist das Kapital noch
nicht verdoppelt, nach 15 Jahren ist der doppelte Betrag iiberschritten.
[Bestimme die Zeit genau mit Hilfe von (16).]

Soll schlieBlich die Frage beantwortet werden, zu welchem ZinsfuB3
ein Kapital sich in 25 Jahren verdreifacht, so folgt aus K - ¢?®* = 3 K
oder ¢?5 = 3 nur die Tatsache, daB} der ZinsfuB3 zwischen 3,5 und 5 liegt.
Man erkennt aber leicht, dal durch ausfiithrlichere Tabellenwerke fiir
weitere Prozentsitze die Grenzen fiir das Ergebnis sich in engere Gren-
zen einschliefBen lassen.

X. Aufgaben zur Zinseszinsrechnung mit Hilfe von Tabelle I
und II.
Berechne den Wert des Kapitals K a) bei 5 %,iger, b) bei 3,5 % iger
Verzinsung:

1. 4000 Z.A# nach 12 Jahren. 2. 6000 BH vor 8 Jahren.
3. 586 A nach 15 Jahren. 4. 384 AM vor 32 Jahren.
b. 250 fl. nach 75 Jahren. 6. 186 Fr. nach 100 Jahren.
7. 1000 A4 vor 50 Jahren. 8. 20000 $ vor 65 Jahren.

9. 6853 £ vor 71 Jahren.
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Bestimme in folgenden Aufgaben die Zeit, wenigstens angendhert,

und gib an, ob Tabelle I oder II vorzuziehen ist.

10. 600 Z.H wachsen bei 5%, an zu 1412 BA.

11. 8oo Fr. wachsen bei 3,5%, an zu 1295 Fr.

12. 31 A4 wachsen bei 5%, an zu 100 L.

13. 4088 B4 wachsen bei 3,5% an zu 10000 £A.

14. 500 $ wachsen an zu 800 $ a) bei 5%, b) bei 3,5 %.

15. Wann werden 12000 fl. zu 18000 fl. angewachsen sein bei 5 %iger
Verzinsung ?

16. In welcher Zeit wird sich ein Kapital bei 3,59%, a) verdoppeln,
b) verdreifachen, c) vervierfachen.

17. Desgl. bei 5 %.

18. Berechne aus den Aufzinsungsfaktoren der TabelleI die ent-
sprechenden Abzinsungsfaktoren der Tabelle IT. Z. B. a) 2,44596;
b) 3,07152; ¢) 5,25335; d) 1,035; €) I,340I0.

19. Berechne den Aufzinsungsfaktor aus dem Abzinsungsfaktor. Z.B.
a) 0,40884; b) 0,344 23; ¢) 0,35894; d) 0,952 38; €) 0,71068.
Lése die Aufgaben auch mit Hilfe der Logarithmentafel.

XI. Aufgaben zur Zinseszinsrechnung mit Hilfe von Log-
arithmen.
1. Berechne den Wert eines Kapitals von 1280 JZ/ bei 339, Zinses-
zinsen nach 20 Jahren.
2. Welches Kapital wichst bei 49, Zinseszinsen in 17 Jahren zu
2000 JZH an?
3. Bei wieviel 9%, wichst ein Kapital von 2200 £/ in 12 Jahren zu
3625,23 ZA an?
4. In wieviel Jahren verdoppelt sich ein Kapital bei 59, Zinseszins ?
5. Zu welcher Summe wachsen 875 J./ bei 44 Y, Zinseszins in 8 Jahren
4% Monaten an?
6. Desgl. ein Kapital von 5380 £/ zu 3}, in 12} Jahren?
7. Zu wieviel %, wachsen 5200 £ in 60 Jahren zu 23400 £A an?
8. Bestimme in folgender Tabelle in jeder Zeile aus drei als bekannt
vorausgesetzten GroSen jedesmal die vierte. (20 Aufgaben.)

K, P n K,
1000 RM 4%30 19 Jahre 2106,85 JM
1250 IE) 2 (4] 32 2 2 754)70 EX]
5896,64 ,, 43% 2z, 10000 "
19955,50 ., 6% 20 64000 .
1061,54 2% 100 16000 "

9. Zu welchem Werte wachsen 2000 Z4 in 5 Jahren an, wenn
a) einfache Zinsen zu 4%, berechnet werden, b) Zinseszinsef, die
jihrlich mit 4%, zum Kapital geschlagen werden, c) Zinseszinsen,
die vierteljahrlich mit 1%, dem Kapital zugefiigt werden?
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10. Wie dndern sich die Ergebnisse, wenn das Kapital 25 Jahre aus-
geliehen ist?

11. Zu wieviel 9, jahrlich ist ein Kapital ausgeliechen, wenn es zur
gleichen Hohe anwichst wie ein gleichgroBes, das mit 19, monat-
lich verzinst wird ?

12. Welcher vierteljihrliche (halbjihrliche) ZinsfuB entspricht einem
jihrlichen Zinsful3 von 69,?

13. In welcher Zeit verdoppelt sich ein Kapital mit Zinseszinsen bei
2) 3%, b)33%, ) 4% d) 43%, ) 6%?

14. In welcher Zeit verzehnfacht sich ein Kapital bei 3% [4%]?

15. Eine Schule erhilt eine Stiftung von 2000 2./, die erst dann ver-
wandt werden darf, wenn sie bei 33%iger Verzinsung den Wert
von 10000 A4 iiberschritten hat. Wann ist dies der Fall?

16. Ein Kapital wird erst 12 Jahre zu 3}9,, dann noch 8 Jahre zu 49,
verzinst. Zu welcher Summe ist es nach dieser Zeit angewachsen ?

17, Ein Waldbestand, der auf 400000 cbm veranschlagt ist, vermehrt
sich 1o Jahre hindurch um jihrlich 3%, des Holzbestandes vom
vorausgehenden Jahr. Wie grof3 ist der Bestand nach 10 Jahren ?

18. Ein Kapital von 2863 A4 wird 5 Jahre 4 Monate zu 4,59%, aus-
gelichen. Zu welcher Summe ist es angewachsen? Welchen Unter-
schied liefern Gl. (16) und (17) ?

19, Desgl. fir 1218 A/, die zu 3,75 % 3 Jahre 8 Monate ausgeliehen
werden.

20. Jemand {ibergibt einer Bank 780 /.4, die halbjihrlich mit 2} 9,
verzinst werden. Um wieviel ist der Betrag nach 15 Jahren grofer
als wenn die Bank das Geld zu 4% 9, jahrlich verzinsen wiirde?

21. Welcher gleichwertige ZinsfuB3 entspricht einem jéhrlichen Zinsfufl
von 5% a) im Halbjahr, b) im Vierteljahr, ¢) im Monat?

22. Jemand hat den Gewinn aus einer Lotterie zu 43 9% auf 10 Jahre
angelegt. Nach dieser Zeit konnte er sich fiir das Kapital samt
Zins und Zinseszins ein Haus fiir 55000 %.# kaufen. Wie grof3
war der Gewinn?

23. Ein Vater hat eine Erbschaft von 12600 JZ.# gemacht und das
Geld zu 5,59, festverzinslich angelegt; nach 3 Jahren hat er noch
weitere 2700 A.H zugefiigt, die ihm aber nur zu 5 %, verzinst werden.
Nach weiteren 5 Jahren stirbt der Vater, das Geld wird unter seine
vier Kinder gleichmiBig verteilt. Wieviel erhilt jedes Kind?

24. Ein Kaufmann mietet ein Geschiftslokal fiir 3 Jahre und zahlt
den Mietpreis von jihrlich 1200 #.4 im voraus fiir die ganze Zeit.
Welchem Betrag am Ende der Mietzeit wiirde dies entsprechen bei
69%?

25. Ein Kapital wird erst 3 Jahre mit 6 %,, dann weitere 2 Jahre mit
5,5 %; schlieBlich noch 5 Jahre mit 59, verzinst und erreicht so
den Wert von 11560 A.M4. Wie grol war das Kapital ?
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26. Ein Kiufer will fiir ein Grundstiick 22000 £ bar bezahlen. Ein
zweiter Kiufer ist bereit, sofort die Halfte davon zu zahlen und
nach 6 Jahren noch 14000 #Z.4, ein dritter Kédufer will nach
5 Jahren 27000 Z.# zahlen. Welches der drei Angebote ist fiir
den Verkiufer am giinstigsten, wenn 4% 9 Zinsen gerechnet
werden?

?7. Sparkassen verzinsen oft nur volle Markbetrige. Berechne hier-
nach von Jahr zu Jahr weiterschreitend den Wert einer Einlage
von 5 JA/ nach 10 Jahren und vergleiche das Ergebnis mit dem
nach der Formel errechneten bei 49,.

28. Fithre dasselbe fur eine Einlage von 1000 Z.4 durch.

29. Was folgt aus Aufgabe 27 und 28°?

30. Stelle das Anwachsen eines Kapitals K, = 100 bei 59,iger Ver-
zinsung fiir 30 Jahre graphisch dar a) mit einfachen Zinsen,
b) mit Zinseszinsen. [Suche einen geeigneten Mafstab. Es geniigt
die Berechnung von Kj, K4 K;; ... Kg.] Entnimm aus der
Zeichnung, nach wieviel Jahren sich das Kapital mit einfachen
Zinsen und mit Zinseszinsen verdoppelt, bzw. verdreifacht, bzw.
vervierfacht. Priife die Genauigkeit des zeichnerischen Ergeb-
nisses durch die Rechnung.

31. In Figur 5 stellt Kurve 2 Jan’e
d1eZah1derJahre dar, nach 33
denen sich ein Kapital bei 67 \

\
1% bis 109, verdoppelt. 5 \
Kurve 3 und 5 lassen ent- \ \ \
sprechend erkennen, in “ A ‘\ N
welcher Zeit sich ein Ka- a0 \\ NS
pital bei den verschiede- 20 \\\\ ™
nen Prozentsitzen verdrei- \\\\\:

facht bzw. verfiinffacht.
Lies an den Kurven eine

g 1 2 3 & 6 6 7 &8 9 D

Reihe von Ergebnissen ab, Fig. 5

etwa: a) In wieviel Jahren 45

verdreifacht sich ein Kapital zu 4,5%? b) Zu welchem Zinsfuf3
erreicht ein Kapital in 30 Jahren den fiinffachen Wert? c) Den
wievielfachen Wert erreicht ein Kapital bei 53 %, in 20 Jahren ? usf.
Mache in allen Fillen die Probe durch Rechnung.

32. Stelle auf Millimeterpapier selbst die Figur 5 her; trage zugleich
die Kurve ein fiir den 1ifachen und fiir den 4fachen Wert des
Kapitals. In welcher einfachen Beziehung stehen Kurve 2 und 47

33. Stelle eine entsprechende Zeichnung her fiir das Riickwirts-
datieren eines Kapitals zur Beantwortung der Fragen: Wann hatte
ein Kapital bei verschiedenen Prozentsitzen den halben Wert,
1 des Wertes, usf.? Bezeichne die Kurven mit §, 4, usf. und werte
d1e Kurven aus, entsprechend Aufg. 31.

Flechsenhaar, Finanzmathematik. 2. Aufl. 3
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C. Rentenrechnung.
I Voriibung.

Bei der Rentenrechnung handelt es sich in erster Linie um die Zah-
lung von gleichen Betrigen in gleichen Zeitabstinden. Ein Beispiel
mag dies erliutern: Jemand hat zooo J.4 in 5 Raten zu je 400 ZA
zu zahlen. Die erste Rate ist sofort fillig, jede folgende ein Jahr
spater, die letzte also nach 4 Jahren. Welche Summe kénnte so-
fort an Stelle der 5 Raten bezahlt werden, wenn 5 9%, Zinsen berechnet
werden ?

Man berechnet den Jetztwert jeder Rate und addiert die so ge-
fundenen Betrige. So erhilt man nacheinander unter Benutzung von
Tabelle II fiir die

1. Rate 400 BH = 400,00 AA.

2. ,, 400-v == 400-0,95238 = 380,95 ,, (1 Jahr zuriickdatieren).
3. ,, 400*1v%=400-0,90703 = 362,81 ,, (2 Jahre " ).
4., 400 v3 = 400080384 = 345,54 ,, (3 ” ).
5., 400 - v%= 400°0,82270 = 329,08 ,, (4 ,, . ).

Jetztwert der 5 Raten = S, = 1818,38 . 2A4.

Addiert man die nicht ausgerechneten Betrége, so erhilt man:

S; =400 (X + v -+ v* 4 v® 4+ v%) = 400 (1 + 0,95238 4 0,90703
+ 0,86384 + 0,822 70) = 400 * 4,54595 = 1818,38 A.A.
SchlieBlich kann man auch den Klammerausdruck 1 + v + v2 + v34-v

als geometrische Reihe von 5 Gliedern mit dem Anfangsglied 1 und
dem Quotienten v auffassen, deren Summe nach (A 26.) den Wert hat:

11—  1—0,78353 __ 0,21647
1i—v 1—0,95238 0,04762

Also ist S; = 4,5458 - 400 = 1818,32 AB.A.

Die drei Berechnungsarten ergeben nahezu iibereinstimmend, daB
die 5 Ratenzahlungen von je 400 Z.#4 durch die sofortige einmalige
Zahlung S, = 1818,38 A/ ersetzt werden konnen.

Es soll nun untersucht werden, welche einmalige Zahlung an Stelle
derselben 5 Raten nach Verlauf von 5 Jahren treten kann. Diese
Ersatzsumme S, ist sicher groBer als S,, aber auch groBer als 2000 A4,
da sie erst spater gezahlt wird. Mit Hilfe von Tabelle I findet man als
Endwert nach 5 Jahren fiir die
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1. Rate 400 * g5 = 400 - 1,27628 = 510,51 A.A (5 Jahre zu verzinsen

2. ., 400 : 94 = 400 - 1121551 = 486:20 EH) (4 ”» ’

3. » 400°¢°=400-I,15763 = 463,05 ,, (3 .
4. ,, 400°g%= 400-1,1025 = 441,00 ,, (2 ,,
5. , 400°+q = 400" 1,05 = 420,00 ,, (x ,, ,,

»

»

»

»
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Endwert der 5 Zahlungen S, = 2320,76 ZA.

Addiert man die unausgerechneten Werte 400 ¢% 4 400 ¢* + - -+, so
erhdlt man in umgekehrter Reihenfolge S; = 400 (¢ + ¢% 4 ¢% 4 ¢* +
g°) = 400 [1,05 + 1,102 50 + 1,15763 + 1,2155I + 1,27628] = 400 -

5,80192 = 2320,77 AHA.

Auch hier kann wieder der Klammerausdruck als geometrische Reihe

) . —1_ _ . 1,27628—1
aufgefaBt werden mit der Summe g PR L o5 —1

also ist S, = 400 - 5,801 88 = 2320,75 AA.

=5,80188,

Man erhilt also bei den drei Berechnungsarten nahezu iiberein-
stimmend als Ersatzwert fiir die Ratenzahlungen nach 5 Jahren die

einmalige Zahlung von 2320,76 A.A.

Das dritte Verfahren hat bei einer groBen Zahl von Raten besondere

Vorteile; es wird deshalb im folgenden allgemein behandelt.
IL. Zeitgerade.

Eine in gleichen Zeitabstinden regelmiBig wiederkehrende Zahlung
vom gleichen Betrage g heiBt eine Rente, die einzelne Zahlung heiSt

Rate. Werden die Raten stetsam Anfang des Zeitabschnittes
(Jahres) bezahlt, so heiBt die Rente vorschiissig (pri-
numerando), erfolgt sie am Ende, so heiBt sie nach-
schiissig (postnumerando). Um die an verschiedenen
Zeitpunkten erfolgenden Zahlungen zusammenfassen zu
konnen, miissen sie auf den gleichen Zeitpunkt datiert
werden. Am anschaulichsten 14Bt sich diese Rechnung mit
Hilfe der Zeitgeraden ausfiihren.

Auf einer senkrechten Geraden wird ein Punkt als
Nullpunkt markiert, der die Gegenwart bedeutet. Gleiche
nach oben abgetragene Strecken stellen die darauf-
folgenden Jahre dar; ihre Endpunkte 1, 2, 3, ..., n, die
an der linken Seite bezeichnet werden, entsprechen den

n

3~
2 =

I ~

-1

—2

7 —1

aq

ag?

av?

Endpunkten des ersten, zweiten, ..., #' Jahres. So bedeutet die
Strecke 2 3 das dritte Jahr, der Punkt 3 das Ende des dritten oder
den Anfang des vierten Jahres. Die i. a. nicht benutzten Punkte — 1,
—2,... weisen auf die Vergangenheit hin. An der rechten Seite
werden die zu den betreffenden Zeitpunkten geleisteten Zahlungen
(Kapitalien) angetragen. Jede Summe 4 kann an einem beliebigen

3*
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Zeitpunkt gestrichen werden und dafiir an einen um m Jahre spiteren
Zeitpunkt mit dem Werte a¢g™ oder an einen um m Jahre fritheren

Zeitpunkt mit dem Werte f,; = qy™ eingetragen werden. [Vgl. B. III

und IV, Formel (10) und (11).] So sind z. B. die in der Fig. rechts
angetragenen Zahlungen véllig gleichwertig; d. h. es ist einerlei, ob
ich am Ende des ersten Jahres den Betrag @ zahle oder am Ende
des #n*® Jahres (also # — 1 Jahre spiter) den Betrag ag™~! oder ein

Jabr vor der Gegenwart den Betrag av? = %, usf.

Erfolgen die Zahlungen und die Aufzinsung halbjihrlich, so be-
deuten die Punkte 1, 2, 3, ... je das Ende des 1., 2., 3., ... Halb-
jahres. Entsprechendes gilt fiir andere Zinstermine.

III. Nachschiissige Rente.

Jemand zahlt » Jahre, am Ende jedes Jahres den Betrag go. Zu
welcher Summe R,, ist die Rente am Ende des '™ Jahres angewachsen ?

An die Zeitgerade wird in den Punkten 1,2,3,...,(n—1), n
no je die Summe p angetragen. Alle Zahlungen werden auf den
S Zeitpunkt # datiert. Die letzte Zahlung steht schon an der
. |. richtigen Stelle, die Rate ¢ vom Zeitpunkt » — 1 hat am
- Zeitpunkt # den Wert gg, die vom Zeitpunkt #» — 2 den Wert
| e¢? ... die Zahlung ¢ am Zeitpunkt 2 hat am Zeitpunkt =
*71° den Wert 0gq"~?% die Zahlung am Zeitpunkt 1 den Wert pg” ~1.
3719 An Stelle der # einzelnen Zahlungen von je p kann am Zeit-
2—¢ punkt # demnach die eine Zahlung:
I —
,,_Q etegtof+---+eog" " +egt

treten, die die Summe einer geometrischen Reihe ist

mit dem Anfangsglied ¢ und dem Quotienten ¢. Sie hat also
[nach A. (26)] den Wert:

qn_l

(I) Rn = Q q_l b

R, heiBt der Endwert der nmal nachschiissig gezahlten Rente.
Zu beachten ist, daB » die Zahl der Ratenzahlungen bedeutet
und daB die Berechnung fir den Zeitpunkt der letzten Raten-
zahlung erfolgt ist.

IV. Vorschiissige Rente.

Erfolgen die Zahlungen nicht am Ende, sondern am Anfang jedes
Jahres, so sind die Raten g an die Zeitpunkteo, 1,2,...,# —2, #—1I
anzutragen.
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Werden wieder alle Zahlungen der Reihe nach auf den Zeit-
punkt # datiert, so ergibt sich hier die Summe: % —
R,=eq+eq + e+ --+eg" '+ eg™ »Trme
n—2—p0
Man erhilt also die Summe einer geometrischen Reihe von :
n Gliedern mit dem Quotienten ¢ und dem Anfangsglied gg. | |
Also ist: 3-e
"o T R 2
(2) Rn—Qqq_I—Rn g, ¢
e
was schon daraus hitte gefolgert werden konnen, dafl jede ©-—je

Zahlung p ein Jahr linger auf Zinsen steht als bei der nach-
schiissigen Rente. R/, heiBt der Endwert der # mal vorschiissig ge-
zahlten Rente vom Ratenbetrag p, berechnet auf das Ende des Jahres,
zu dessen Anfang die letzte Zahlung erfolgt.

V. Barwert.

Hiufig ist es erwiinscht, den Wert einer Rente fiir die Gegenwart
zu berechnen, den sogenannten Barwert der Rente. In diesem Falle
sind alle Raten auf den Zeitpunkt o zu datieren. Man erhidlt wieder
eine geometrische Reihe. Ist aber der Endwert bekannt, so 148t sich
der Barwert einfacher dadurch finden, daB man den Endwert um
n Jahre zuriickdatiert. So ergibt sich der Barwert der nach-
schiissigen Rente [aus (1) mit Hilfe von B. (11)] zu:

R

R, = n= q .
© R e s

Entsprechend wird der Barwert der vorschiissigen Rente:

n—1

’ R' [ J— ¥ (J—
(4) R == [} I o (g 1)

g T ¥ g T g — et

Unter Beriicksichtigung der Beziehung v = 7;, q =% kénnen die
Gleichungen fiir die Barwerte noch umgeformt werden. Es ist:

1
gn—1 o I —un

= =] = -1},
®e—n¢ °

G

R,

I ..
oder,da —~ —1=¢ — I =1 ist:
v

I —yh
i

(32) Ry=¢
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I
S 7
. ' " —1 (n ) —_—yn
Ferner ist: Rozgq(}i;—;m=g- ? - =QII__';, also :
U(;—I)
I-—v"
(42) Ry=05—

VI Abkiirzende Bezeichnungen.

Da Endwert und Barwert der vorschiissigen und nachschiissigen
Rente hiufig vorkommen, hat man fiir diese vier Ausdriicke unter
Annahme des Ratenbetrages ¢ = 1 besondere Bezeichnungen ein-
gefiihrt. Es ist nach (1):

=1
(5) 377\= q-—l

der Endwert der nachschiissigen Rente am Zeitpunkt der letzten
Ratenzahlung, wenn sie #mal je mit dem Betrage 1 gezahit wird.

—1
() s;,‘—qq =g

ist der Endwert derselben vorschiissigen Rente am Ende des Zins-
termins (Jahres), an dessen Anfang die letzte Rate gezahlt wurde.

) ap =L o1 i
n' (q_l)qn 1 (Vg-3a)
ist der Barwert der nachschiissigen Rente vom Ratenbetrag 1.
"_1 1‘_011«
) a, = (qi P = y—7 = ;. *q (vgl. 4 und 4a)

ist der Barwert der vorschiissigen Rente vom Ratenbetrag 1. Die

vorschiissige Rente 1, die nur # — 1 Zahlungen umfaBt, hat den
grl—1 gr—t—1
; entsprechend ist 4., = =Dt

Endwert s_—, = gl

Hieraus ergeben smh noch folgende Beziehungen:

_ gt "—q ,g—1 _"—1
St I=¢ g—1 +q—1—q——1+q—1_—q—x—§5
grl—1 _grt—1 | gttt gt —1
a;:i\_*_l:(q_I)qn—1+I—qn__qn—l+qn_qn-l—-qn_qn—l

9= _
I G

Die beiden Gleichungen:
(9) S+ I =85 und:

(x0) a4+ 1 =2a;
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lassen sich so aussprechen : Vermehrt man den Endwert der vorschiissi-
gen Rente von # — I Zahlungen vom Ratenbetrag 1 um die Einheit,
so hat man den Endwert der nachschiissigen Rente von » Zahlungen
vom Ratenbetrag 1. Vermehrt man den Barwert der nachschiissigen
Rente von # — 1 Zahlungen vom Ratenbetrag 1 um die Einheit, so
hat man den Barwert der vorschiissigen Rente von # Zahlungen vom

Ratenbetrag 1.

VIIL. Ewige Rente.

Soll eine Rente vom Ratenbetrag g auf ewige Zeiten bezahlt werden,
so handelt es sich um die ewige Rente. Die Frage nach dem Endwert
ist dabei sinnlos, wohl aber hat die Frage nach dem Barwert einen Sinn.
Hat man z. B. auf ewige Zeiten je 5 A4 am Ende jedes Jahres zu
zahlen, so kann man sofort 100 £/ zu 5%, verzinslich anlegen, um
mit den am Ende jedes Jahres filligen Zinsen von 5 A4 der Verpflich-
tung nachzukommen. Mit 100 / # kann man also beim Zinsful 59,
die ewige Rente von je 5 J.# ablosen. Uberhaupt kann man die
ewige nachschiissige Rente vom Ratenbetrage ¢ durch ein Kapital
A ersetzen, das jahrlich den Betrag ¢ an Zinsen abwirft. Da das
Kapital 4 bei p 9%, jihrlich die Zinsen %% liefert, so ist ‘;% = p, also:
100 o _ e

(11) A= > ==

zu setzen. Bei der vorschiissig zu zahlenden ewigen Rente ist auBer
dem Kapital 4 noch die erste Rate g, die sofort fallig ist, zur Ver-
fiigung zu stellen, also insgesamt das Kapital:

eq _e9q
— 1

P __ 1oog =2 — —
(12) A=A4A+o= +o=5(10+p)=_ .

?
So ist der Barwert der ewigen vorschiissigen Rente von je 320 24
bei 49, Zinsen:
A’ =3 (100 4 4) = 80 - 104 = 8320 RA.

Der Barwert der entsprechenden ewigen nachschiissigen Rente
ist 8000 AA. [A und A’ hitten auch dadurch gefunden werden kénnen,
daB man alle Zahlungen ¢ auf den Nullpunkt datiert hitte und ihre
Summe, eine unendliche fallende geometrische Reihe, nach 4 (27)

berechnet hitte. Fiihre dies aus.]

VIII. Vermehrung oder Verminderung eines Kapitals durch

eine Rente.
Es sei der Endwert E; eines Kapitals K zu bestimmen, wenn am
Ende jedes Jahres auBer den Zinsen noch je ¢ AA zugefiigt werden.
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Die Rente hat am Zeitpunkt » den Wert o qq":ll , das Kapital K, hat

am gleichen Zeitpunkt den Wert Kyq". Also ist:

n q" —1
(13) Ey=K.q"+o¢—G—
Wird die Rente am Ende des Jahres nicht zugefiigt, sondern weg-
genommen, so ergibt sich der Endwert:
=1
q—1

(r4) E=K, 4" — .

Ist in Gleichung (14) der Wert von g gleich dem jihrlichen
n— ¢ Zinsbetrage von K, so dndert das Kapital seinen Wert nicht,

n—1-{p¢ denn es werden dann jihrlich nur die filligen Zinsen abge-
: hoben. Auch rechnerisch 148t sich dies zeigen; es ist in

: diesem Falle o= K,->- = K, (¢— 1), also wird:

4 ~

e n
3-e E2=K3-y"——Ko(y—I)%{—%= L
ze
1o Ist o kleiner als der jahrliche Zinsbetrag von K,, so

0_{ &, Wird E,; mit jedem Jahre gréBer; ist o groBer, so nimmt
E, stets ab.

IX. Tilgung (Amortisation) einer Schuld.

Ist in (14) K, eine Schuld und g die jahrliche Abzahlung ein-
schliefilich der Zinsleistung und gréBer als diese, so wird nach einer
bestimmten Anzahl von Jahren die Schuld getilgt sein; es wird
E,= 0. Man bezeichnet dies als Amortisation (Tilgung) der
Schuld. Es ist also in diesem Falle:

" —1 L
(15) K,-q"=¢ =T OderK:)=9(qq—_,)‘£,7=Qd;\.-

Aus dieser Exponentialgleichung ist der Exponent 7 zu ermitteln.

Es ist: Kog" (9 —T) =¢-¢"— ¢ oder ¢ = ¢" [0 — K, (¢ — 7)),

. n__ e . .
also: = B G=1) oder [nach A (16)—(18)]:
n logg =1logo —log [o — K, (g — 1)] oder:

(16) "= logg— lgg;l[;’g;K:) (¢—1)] .

Auch (16) 14Bt wieder erkennen, daB die Aufgabe nur losbar ist, wenn
¢ > Ky(g— 1) ist, d. h. wenn der idhrliche Zinsbetrag von K,
kleiner ist als die jahrliche Abzahlung g. # bedeutet die Anzahl
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der Riickzahlungen. Ergibt sich # als gebrochene Zahl, etwan = m-+v,
wo m eine ganze Zahl, ¥ ein echter Bruch ist, so bleibt nach der mte»
Riickzahlung noch ein Rest, die (» 4 1)* Riickzahlung ist aber nicht
mehr in voller Hohe zu leisten. Der Rest nach der m'*" Riickzahlung ist:

m__1
(17) d=Ky" — o~

Er wird entweder der Rate o nach m Jahren noch zugefiigt, oder es
wird nach m -} 1 Jahren noch eine Rate ¢- d << p gezahit.

X. Beispiel einer Amortisation.

Aufgabe:

Eine Schuld von 25600 Z./ ist durch jahrliche nachschiissige Raten-
zahlungen von je 1980 £ zu tilgen. Nach wieviel Jahreszahiungen
ist die Tilgung beendet, und was ist im letzten Jahre noch zu zahlen
bei einem ZinsfuB von 434 %,?

x sei die Zahl der Ratenzahlungen Nach x Jahren hat =] 1980
die Rente den Wert 1980 £ , das Kapital hat an diesem .
Zeitpunkt den Wert 25600 q“’. Also ist: 3__ . 9'8 o

25600 ¢* = 1980 f;;l 2-{1080
10457— T 141980
oder: 25600 - 1,045% = 1980 —’—o—a;— 025600

oder: 25600 * 1,045 = 44000 (1,045% — I) = 44000 * I,045% — 44000.
44000 = 18400 + 1,045%,

also: ¥,045% = ‘:‘;:Zg 2;
oder: x - log 1,045 = log 55 — log 23

__logss—log23 o0,74904—0,3617 _ 0,3787
T log1,045 0,01912 " o0,01912

= 19,8.

[Der Wert kann auch durch unmittelbares Einsetzen in Gl. 16 ge-
funden werden.] Nach 19 Zahlungen ist also die Schuld noch nicht
getilgt, die 20. Zahlung ist nicht mehr voll zu leisten.

Der Restbetrag nach 19 Jahren betrigt noch:

1,045 —1
0,045
= 44000 — 18400 - 1,045!° = 44000 — 42470 = 1530,

25600 1,045'—1980 - =25600I,0451% — 44000 (1,045!°—1)

d. h. die 19. Rate wire noch um 1530 ZA4 zu erhdhen, oder es wire
noch eine 20. Rate nach 20 Jahren zu zahlen im Betrage von 1530 * 1,045

= 1599 Z.A.
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XI. Plan fiir die Lésung von Aufgaben aus der Rentenrechnung.

Alle Aufgaben aus der Zinseszins- und Rentenrechnung lassen sich
leicht nach folgendem Plane 16sen: 1. Antragen der Kapitalien
und Renten an die Zeitgerade, 2. Zusammenfassung

14k, aller Renten zu einem Kapital am Zeitpunkt der

13 ] letzten Zahlung nach (1), 3. Datieren aller Kapitalien

12 | auf den gleichen Zeitpunkt nach B (10) oder B (11),

rr 4. Aufstellen der Gleichung, 5. Auswertung der Un-

o] bekannten. Ein Beispiel mag dies erliutern:

09 —a Jemand hat im Jahre 1g9oo ein Kapital K, = 10000 .4

08 4z bei der Bank angelegt; er fiigt 1903 und in jedem folgenden

o Jahre a = 400 / zu, zum letzten Male 1909. Welches Kapital

7—2 .

s da * hat er 19o8 abgehoben, wenn sein Guthaben 1914 noch
K, = 12000 & betrug? Die Verzinsung erfolgt zu 49;

°5=* das Datum der Ein- und Auszahlungen ist in jedem Jahre

°4—? das gleiche, etwa der 1. April.

e 1. Die Kapitalien und Renten werden an die Zeitgerade

°2 angetragen (vgl. Zeitgerade).

o X 2. Die Rente vom Ratenbetrage ¢ hat am Zeitpunkt og

i den Wert a q; — : . [Vgl (3).]

3. Alle Kapitalien werden nach dem Zeitpunkt 14 datiert. K,
behilt also seinen Wert. Das Kapital ¥ wird um 6 Jahre vordatiert
und erreicht den Wert x+ ¢%. Der Endwert der Rente am Zeitpunkt og

ist um 5 Jahre vorwirts zu datieren und hat dann den Wert qq’ — : - go.

Das Kapital K, wird entsprechend zu K- ¢4,
4. Aus dem Wortlaut der Aufgabe ergibt sich so die Gleichung:

—1

7
anKo.gﬂ-{—(l gg*-x 'gs_x'fﬁ-
5. Hieraus ergibt sich fiir x der Wert:
K
a g'—1 n
R A S

Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man auf irgendeinen anderen
Zeitpunkt datiert. (Welchen Vorteil hitte das Datieren auf den
Zeitpunkt 08 ?) Die numerische Auswertung liefert:

x = 13685,70 -+ 3037.81 — 9483,78 = 7239,73.
Die Abhebung im Jahre 1908 betrug also 7239,73 .



XII. Benutzung von Tabellen zur Berechnung von Renten 43
XII. Benutzung von Tabellen zur Berechnung von Renten.

In den Voriibungen ist an einem Beispiel gezeigt worden, wie man
durch wiederholte Benutzung von Tabelle I und II den Barwert und
Endwert einer Rente berechnen kann. Fir eine groBere Zahl von
Raten ist aber das Verfahren recht umstindlich. Man hat daher be-
sondere Tabellen fiir Renten berechnet. Tabelle 111 stellt die Werte
fiir s dar [vgl. Gl (6)], d.h. den Endwert einer vorschiissigen Rente 1.
Handelt es sich also um den Endwert der in den Voriibungen be-
handelten Rente, die vorschiissig 5 Jahre lang am Anfang jedes Jahres
mit g = 400 AM bezahlt wird, berechnet auf das Ende des 5. Jahres,
so liest man aus Tabelle III fiir 5 Raten vom Ratenbetrage 1 den
‘Wert ab III;’% = 5,80191; also ist der Endwert der gesuchten Rente
400 - 5,80191 = 2320,76 AA.

Um den Endwert der nachschiissigen Rente zu finden, beachtet
man Gl (9), nach der s; = s;7 + 1 ist. Werden in dem eben
behandelten Beispiel die Raten von je 400 /A nachschiissig 5 Jahre
bezahlt und man will den Endwert nach 5 Jahren finden, so bestimmt
man zuerst den Endwert fiir die Rente 1; er ist g5 = sp + 1 = III_;%
~+ I ==5,52563. Also ist der Endwert der Rente 400:

400 - 5,52563 = 2210,25 KA.

{NB. Man konnte auch Gl. (6) benutzen, nach der s; = ¢ - s;, also
8.\ = v-sp ist. Dann wiirde sich ergeben s5 = v - s5. = 0,052 38 - 5,80191
= 5,52562 wie¢ oben, doch umstindlicher.]

Tabelle IV gibt den Barwert der nachschiissigen Rente vom
Ratenbetrage 1; d. h. den Wert von ap. Wird also am Ende jedes
Jahres, 5 Jahre lang, je der Betrag 1 gezahlt, so ist der sofortige Wert
(Barwert) IV2o, = 4,32948. Hat die Rate den Wert 400 ZA, so ist
der Barwert 400 - 4,32948 = 1731,79 #A. Um den Barwert a; der
vorschiissigen Rente vom Betrage 1 zu finden, beachtet man Gl. (10),
nach der aj = 4y + 1 ist. Esistalso ap = ag\ + 1, also ap\ = 3,545 95
+ I = 4,54595; somit ist der Barwert der 5 vorschiissigen Raten-
zahlungen von je 400 B/ 400 * 4,54595 = 1818,38 AA.

[NB. Auch hier hitte wieder aus a; = ap - ¢ (vgl. (8)] der Wert
az\ aus az - g = 4,32948 - 1,05 = 4,54595 gefunden werden kénnen.]

Umgekehrt kann in jedem der vier Falle auch leicht der Ratenbetrag
gefunden werden. Ist z. B. der Barwert einer nachschiissigen Rente,
die 15 Jahre mit 59, Zinseszins gezahlt wurde, 3113,90 £.A, so liest
man aus Tabelle IV den Barwert der nachschiissigen Rente 1 ab, die
15 Jahre gezahlt wird; sie ist 10,37966. Dieser Barwert ist in dem ge-
gebenen Barwert 300mal enthalten; also war die Rate der gesuchten

Rente 300 .7 #.



44 C. Rentenrechnung

Auch die Zeit, d.h. die Anzahl der Zahlungen kann, wenigstens an-
gendhert, gefunden werden. Hat z. B. eine vorschiissige Rente von je

50 AM# Ratenbetrag bei 3,5% den Endwert 998,55 £/ erreicht, so

hat die Rente 1 den Endwert 92;%53 = 19,971. In Tabelle III steht

dieser Wert unter 3,5% bei 15. Also war die Rente 15 Jahre gezahlt
worden.

Auch fiir unterjahrige Ratenzahlungen kénnen Tabelle IIT und IV
benutzt werden, soweit die entsprechenden Zinssitze vorliegen.

Beispiel: Jemand spart halbjdhrlich 75 .4 und legt 12 Jahre lang,
am Ende jedes Halbjahres diese Summe zu 3,59, halbjihrlich auf
Zinsen. Welche Summe besitzt er nach 12 Jahren?

Es handelt sich um 24 nachschiissige Zahlungen von je 75 #Z.4 bei
3,5% Verzinsung (fiir den Zinsabschnitt von } Jahr). Nun ist sz =
sz + I = 35,66653 + 1 = 36,66653, also ist der Endwert der ge-
suchten Rente 75 - 36,666 53 = 2749,99 JZ.A.

XTIl Aufgaben aus der Rentenrechnung mit Benutzung der
Tabellen.

Eine Rente wird vorschiissig mit je 850 ./ 12 Jahre gezahlt. Be-
rechne

1. den Endwert bei 5 9, iger Verzinsung,

2. desgl. bei 3,5 %,

3. den Barwert bei 59,

4. desgl. bei 3,5 %.

b.—8. Berechne dieselben Werte, wenn die Rente nachschiissig ge-
zahlt wird.

9.—16. Fiihre die gleichen Rechnungen durch, wenn es sich um eine

Rente von je 892,75 B/ handelt, die 8 Jahre gezahlt wird.

17.—24. Desgl. fiir eine Rente vom Ratenbetrag 62,50 A4, die
32 Jahre bezahlt wird.

25. Jemand zahlt 13 Jahre lang an eine Versicherungsbank halbjihrlich
vorschiissig je 120 A ein. Die Bank kann das Geld mit 3,59, fiir
das Halbjahr anlegen. Welchen Wert haben die Zahlungen zu-
sammen am Ende des 13. Jahres?

26. Welchen Wert hitte der Versicherte sofort zahlen miissen, damit
die Bank bei gleicher Verzinsung dasselbe Endkapital erhalten
hitte? (a) mit Hilfe von Tabelle IV; b) aus dem Ergebnis von 25
mit Tabelle I1.)

27. Eine Rente hat den Barwert 13613,63 #A. Wie groB war die jahr-
liche nachschiissige Rate bei 59%,, wenn die Rente 39 Jahre lauift ?

28, Desgl. bei 3,5%?

29. Der Endwert einer vorschiissigen Rente, die 25 Jahre bezahlt wird,
ist 20156,55 A/ ; wie gro8 ist die Rate bei 3,5%?
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30. Desgl. bei 5%?

31.—32. Berechne das Ergebnis von 27. und 28. unter der Voraus-
setzung, daB die Rente vorschiissig gezahlt wird.

33.—34. Berechne das Ergebnis von 29. und 30. unter der Voraus-
setzung, daB die Rente nachschiissig gezahlt wird.

35. Jemand kauft ein Haus fiir 28000 #ZA4. Welche nachschiissige
Rente konnte statt dessen 8 Jahre bezahlt werden bei 59, jahr-
lichen Zinsen?

36. Desgl. wenn das Haus 42500 £/ kostet und die Rente in 10 vor-
schiissigen Raten bei 5%, bezahlt wird?

37. Was wire sofort fiir ein Haus zu bezahlen, wenn es gestattet ist,
den Kaufpreis in 12 gleichen nachschiissigen Halbjahrsraten von
je 2450 JH bei 3,5 % Verzinsung fiir das Halbjahr zu begleichen ?

38. Desgl. in 8 vorschiissigen jdhrlichen Raten von 5600 £.4 bei 3,5 %
im Jahr?

39. Welche sofort beginnende romal fillige Rente konnte an Stelle
einer einmaligen Zahlung von 7000 A/ nach 10 Jahren treten bei
5% Verzinsung ?

40. Welche Rente konnte a) vorschiissig, b) nachschiissig in 20 Raten

bei 3,5 9% jahrlicher Verzinsung eine einmalige Zahlung von
25000 #./ nach 2o Jahren ersetzen?

41. Wie viele jéhrliche a) vorschiissige, b) nachschiissige Ratenzahlungen
sind zu leisten, damit der Endwert der Rente mindestens das
4ofache der Rate ist bei 59, Verzinsung ?

42. Desgl. bei 3,5%?

43. Wieviel halbjahrliche Ratenzahlungen sind erforderlich a) vor-
schiissig, b) nachschiissig, damit der Barwert der Rente den
12fachen Betrag der Rate tibertrifft? Es sollen halbjdhrlich 3,5 %
Zinsen berechnet werden.

44. Ein Kapital von 2050 A/ wird nach 5 Jahren und in jedem fol-

genden Jahre, im ganzen achtmal um je 250 £/ vermehrt. Wie
groB ist der Wert des Kapitals nach 15 Jahren? (59,.)

XIV. Aufgaben zur Rentenrechnung mit Logarithmen,

Rechne die Aufgaben des Abschnitts XIII. auch mit Logarithmen.

1. Berechne den Endwert einer nachschiissigen Rente vom Raten-
betrag ¢ nach # Jahren, wenn der ZinsfuB $ zugrunde gelegt wird:

a) b) c) d) e) 1)
@ = 500 268,30 4800 54,56 650 30
=45 3,6 5.5 4 3% 4%

n= 17 21 II 17 8 31
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2. Berechne bei gleicher Bezeichnung den Endwert der vorschiissigen
Rente:

a) b) <) d) e) f)
¢ = 982 46 2560 158,20 5,60 1,00
b= 5% 6 3.3 4 4,5 5
n= 7 12 19 36 60 100
3. Berechne in 1. den Barwert der nachschiissigen Rente.

4. Berechne fiir die Zahlenangaben in 2. den Barwert der vor-
schiissigen Rente.

8. In welcher Beziechung miissen die entsprechenden Ergebnisse von
1. und 3. stehen? Ebenso die von 2. und 4.7 Benutze diese Be-
ziehung zur Probe.

6. Zu welcher Summe wachsen 12000 J./ an, wenn 15mal am Ende
jedes Jahres auBler den Zinsen noch je 550 A/ zugefiigt werden
und die Verzinsung zu 349%, erfolgt?

7. Welches Guthaben hat A heute, wenn er nach Wegnahme von
je 800 #ZA am Ende jedes Jahres bei 49,iger Verzinsung nach
10 Jahren noch 1000 J/ iibrig hat?

8. Wie lange kann man von 20000 £/ am Anfang jedes Jahres
1000 .4 wegnehmen, bis das Kapital bei 49, aufgezehrt ist?

9, Nach wieviel Jahren ist eine Schuld von 18370 Z.# getilgt,
wenn jahrlich a) 1200 £A, b) 800 LA bei 5%iger Verzinsung
abgezahlt werden?

10. Einer Schule wird ein Legat zu Pramienzwecken vermacht. Es
werden jedes Jahr 150 £/ zu Primien verwandt. Der Rest der
Zinsen wird zum Kapital geschlagen. So wird das Kapital nach
31 Jahren den Wert von 12500 J./ haben. Wie groB war die
Stiftung anfinglich, wenn sie mit 39, verzinst wurde ?

11. Nach wieviel Jahren wird das Kapital auf 15000 ./ angewachsen
sein?

12. In folgender Tabelle ist K, das Anfangskapital, p der ZinsfuB,
o diec am Ende des Jahres dem Kapital zugefiigte Summe, » die
Anzahl der Einzahlungen, K, der Endwert des Kapitals mit Zu-
zahlungen nach # Jahren. Berechne nacheinander in jeder Zeile
die Werte von K,, K,, 9, #», wenn die iibrigen 4 Gré8en bekannt

sind. [16 Aufgaben.]
n K

Ko b2 e n
5260 BM 3% 420 BM 12 Jahre 13460 AM
4930 ,, 4% goo 8 . 15453 ,,
48200 ,, 4 % 1456 ,, 9 84012
8580 ,, 33% 350 ,, 20 ,, 26970 ,,

13. Welche Werte erhalt man in Aufgabe 12 fiir K,,, wenn die GréBen K,
$, n unverindert bleiben und die Betrige ¢ am Ende jedes Jahres
von dem Kapital weggenommen werden ?
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14. Setze in die Tabelle die neugefundenen Werte fiir K, ein und
berechne dann in jeder Zeile nacheinander die Werte von K,, g, #,
wenn die vier librigen GroBen bekannt sind. [12 Aufgaben.]

15. Berechne die Werte von K, in Aufgabe 12, wenn die Betrige g nicht
am Ende, sondern am Anfang jedes Jahres zugefiigt werden.

16. Versuche in Aufgabe 12 den Wert von $ aus den vier iibrigen GroBen
zu berechnen. Welche Schwierigkeit ergibt sich?

17. Jemand hat 18275 A4 und fiigt am Ende jedes halben Jahres
noch 570 ZA zu. Zu welcher Summe wichst das Kapital in
12} Jahren an bei einer Verzinsung von 2§9, fiir das Halbjahr?

18. Wie wird das Ergebnis, wenn der Betrag von 570 £/ jedesmal
weggenommen wird ?

19. Vom 1. Januar 1900 ab stand ein Kapital von 28000 £ zu 49,
auf Zinseszinsen. Vom 1. Januar 1909 ab werden jdhrlich 4000 A
abgehoben. Wann hatte das Kapital noch den Wert von 22000 .4 ?

20. Jemand versichert sein Leben mit 10000 Z.4 und zahlt dafiir
vorschiissig jéhrlich 300 £/ Primie. Nach der wievielten Zah-
lung haben die Einzahlungen mit 339%iger Verzinsung die Ver-
sicherungssumme erreicht oder iiberschritten ?

21. A hat ein Kapital von 4550 £/, B spart jahrlich 600 £4. Wann
haben die Ersparnisse des B den Wert des Kapitals von A mit
Zinseszinsen zu 49, erreicht oder tiberschritten ?

22. Wie groB ist der Barwert einer vorschiissigen Halbjahresrente, die
in 16 Raten von je 250 A/ zahlbar ist? (p = 2,5.)

23. Desgl. fiir die nachschiissige Rente.

24. Wie groB sind a) Barwert und b) Endwert einer Rente, die 13 Jahre
vierteljihrlich vorschiissig mit je 60 ./ bei einem vierteljahrlichen
ZinsfuB von 1} 9%, bezahlt wird?

2b. Jemand legt 10 Jahre lang am Ende jedes Monats 20 J./ bei einer
Sparkasse an, die ihm das Geld monatlich mit 0,3% verzinst.
Welche Summe hat er nach 10 Jahren gespart ?

26. Berechne den augenblicklichen Wert des Kapitals in Aufgabe 17
und 18.

27. Jemand hat Anspruch auf eine Rente vom jihrlichen Raten-
betrag p = 600 BM, der ihm zwolfmal auszuzahlen ist. Um wie-
viel konnte die Rate erhSht werden, wenn sie bei 4,59, iger Ver-
zinsung nur achtmal zu zahlen ist?

28. Statt einer Rente von 10 Raten zu 1200 JA/ jihrlich wiinscht
jemand eine solche von je 1000 Z/. Wievielmal kann diese aus-
gezahlt werden? (319,.)

29. Das Ergebnis von Aufgabe 28 ist eine gebrochene Zahl; deute das.
Ergebnis.
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30. Eine vorschiissige Rente von je 570 £/ Ratenbetrag, die 12mal
zahlbar ist, ist in eine nachschiissige Rente von je 650 #Z.4 umzu-
wandeln bei 4%,

31. Jemand hat infolge eines Unfalls Anspruch auf eine nachschiissige
Halbjahresrente von je 225 #.#, die 5 Jahre fillig ist. Welche
vorschiissige Jahresrente kénnte ihm dafiir 8 Jahre lang gewdhrt
werden ? (p = 49, fiir das Jahr, 29, fiir das Halbjahr.)

32. Jemand will eine vorschiissige Jahresrente, die 16mal fillig ist,
im Betrage von je 810 £/ ersetzen durch eine nachschiissige
Vierteljahresrente von je 280 &.#. Wielange kann sie thm gewihrt
werden, wenn jdhrlich der Zinssatz von 49, vierteljdhrlich 19,
zugrunde gelegt wird? (Vgl. 29.)

33. Durch welche einmalige Zahlung am Zeitpunkte der Filligkeit
der fiinften Rate kann eine Rente von je 425 £/, die 16 Jahre
lduft, abgelost werden bei 49 iger Verzinsung?

34. Desgl. bei dem ZinsfuB 43.

35. Mit 35 Dienstjahren scheidet ein Beamter aus dem Dienst. Er
lebt noch 1z Jahre und bezieht ein vorschiissig zahlbares Ruhe-
gehalt von jihrlich 4800 Z.#. Wieviel hitte er am Ende jedes
Jahres wihrend seiner Dienstzeit zu 4 9, verzinslich anlegen miissen,
um wihrend der 12 Jahre durch Verbrauch seiner Ersparnisse
das gleiche Einkommen zu haben, das ihm durch sein Ruhegehalt
zuflief3t ?

36. Jemand hat 15000 ZA geerbt und will dafiir eine jdhrliche
1omal zahlbare Rente von einer Bank erwerben. Wie grof} ist jede
Rate, wenn die erste Rate nach 10 Jahren ausbezahlt wird? (49,.)

37. Jemand erhilt bei der Geburt als Patengeschenk ein Sparbuch
iiber 500 £ 4. Vom 6. Geburtstag ab werden ihm bis zum 15. Ge-
burtstage einschlieBlich jahrlich je a Mark zugeschrieben. Am
18., 19., 20. und 21. Geburtstage entnimmt er dem Sparbuch je
3000 ZA als ZuschuB zu seinem Studium. Wie groB ist der
Betrag a, wenn bei 4%, iger Verzinsung das Sparbuch am 25. Ge-
burtstage noch 630 ZA aufweist?

38. Jemand kauft ein Haus und zahlt bar 20000 .4, ferner am Anfang
des fiinften Jahres noch 8ooo A/ ; auBerdem zahlt er 1o Jahre
am Ende jedes Halbjahres 500 &/ ; welches ist der Barwert des
Hauses, wenn halbjéhrlich 29, Zinsen berechnet werden ?

39. Jemand hat einen Wald gekauft; neben dem Kaufpreis hat er
nach 5, 10, 15 und 20 Jahren noch je die Summe von 3400 J.4 zu
‘zahlen. Durch welche einmalige sofortige Zahlung kénnte er die
4 Teilzahlungen abldsen bei 33 % °

40. Eine Gemeinde verpilichtet sich zum Bau und zur Unterhaltung
einer Briicke auf ewige Zeiten jahrlich Vorschuss1g 1200 ZH zu
zahlen. Mit welcher Summe kénnte die ewige Rente abgelést wer-
den bei 4,5%°?
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41. Auf einem Gute ruht die Verpflichtung auf ,,ewige Zeiten halb-
jahrlich je 250 ZA an eine Anstalt zu bezahlen. Mit welchem
einmaligen Betrage konnte die Verpflichtung abgelost werden,
wenn eine Verzinsung von 219, fiir das Halbjahr angenommen
wird und eine Zahlung gerade fillig wird?

42, Mit dem Besitz eines Gutshofes ist die Verpflichtung verbunden,
auf ewige Zeiten fiir laufende Wegreparaturen jihrlich 140 £.4
und alle 10 Jahre fiir groBere Ausbesserungen 840 £/ (statt
140 AAH) an eine Gemeinde zu zahlen. Durch welche Barsumme
konnte die Verpflichtung abgeldst werden, wenn 3,5%, Zinsen
gerechnet werden und eine Zahlung von 140 S/ eben geleistet
und die nidchste Zahlung von 840 £/ nach 4 Jahren zu leisten ist ?
[Wir zerlegen die Summe von 840 £/ in 140 4 700 ZA. Dann
handelt es sich um die Zahlung von je 140 £, die jedes Jahr
fillig ist und auflerdem um die Zahlung von je 700 JZ./4, die nach
4, 14, 24, ... Jahren zahlbar ist. Auf die Gegenwart bezogen hat
die Gesamtheit der Zahlungen den Wert:

140 , 140 140 700 | 700 | 700
KT R
— 140 7%°¢°

= 4000 + 2095 == 6095

Tg—1 g—1
d. h. mit 6095 ZA lieBe sich die Verpflichtung sofort abldsen.]
43. Wie gestaltet sich das Ergebnis von Aufgabe 40, wenn die ewige

Rente von je 1200 #ZA nur alle 5 Jahre fillig ist und eine Rate
a) soeben, b) vor 3 Jahren bezahlt worden war?

44. EinVater hinterli8t seinen 5Kindern ein Vermégen von 60000 Z.4 .
Zwolf Jahre lang wird jedes halbe Jahr vorschiissig ein Betrag von
1800 LA fiir die Erziehung der Kinder verbraucht; dann wird
der Rest unter die Kinder gleichmifig verteilt. Wieviel erhilt
jedes Kind nach 12 Jahren, wenn halbjéhrlich 219, Zinsen gerechnet
werden ?

45. Jn einem Lande von 10000000 Einwohnern betrigt der Uber-
schuB der Geburten iiber die Todesfille jahrlich 29,. Es wandern
aber jihrlich 50000 Menschen mehr aus als ein. Wie grof} ist die
Bevolkerung nach 20 Jahren?

46. Ein Erfinder verkauft seine Erfindung an eine Fabrik, die ihm
achtmal jihrlich vorschiissig 1200 £A bezahit. Welcher ein-
maligen Zahlung bei 439, entspricht dies, wenn die Zahlung
a) sofort, b) nach 8 Jahren geleistet wird?

47. Eine ,,ewige Rente' vom Ratenbetrag 500 A2 soll in eine solche
von 10jdhriger Dauer umgewandelt werden. Wie groB ist ihr
Ratenbetrag bei 439,?

48. Der Besitzer eines Waldes ist verpflichtet, einer Anstalt jihrlich
auf unbestimmte Dauer Brennholz im Werte von 640 £A zu

Flechsenhaar, Finanzmathematik. 2. Aufl. 4



50 C. Rentenrechnung

liefern. Er entledigt sich dieser Verpflichtung durch eine einmalige
Zahlung von 10000 Z.4. a) Wie lange konnte fiir die Abschlags-
zahlung das Holz geliefert werden, wenn das Geld zu 319, verzinst
wird? b) Welche Abschlagszahlung hitte er bei 339, iger Verzin-
sung zahlen miissen, um die ewige Rente abzulésen? c¢) Welchem
ZinsfuB entspricht es, wenn die ,,ewige Rente’ mit 10000 ZA
abgeldst wird?

49.3) Jemand hat 30 Jahre vorschiissig den Betrag ¢ zu zahlen. Zu
welchem Termin kénnte er auf einmal den Betrag 300 bei 59,
Verzinsung zahlen ?

50.1) Desgl. fiir die nachschiissige Rente.

51.)) Zu welchem Zeitpunkt koénnte jemand, der rooo A4 sofort,
500 JM nach 4 Jahren und 600 £/ nach 10 Jahren zu zahlen hat,
die Summe von 2100 £/ auf einmal zahlen? (4,5 %,.)

52.1) Jemand hat als Restkaufgeld fiir ein Haus nach 1 Jahr 2900 2.4,
nach 6 Jahren 4100 ZA zu erhalten. Wann kann er bei 42 9, die
Summe von 7000 £/ auf einmal beanspruchen?

53.1) Jemand hat 1500 £A sofort, 2000 ZA nach 3 Jahren und
3000 JA.H zu einem spiteren Zeitpunkt zu fordern. Er erhilt den
ganzen Betrag von 6500 Z.# nach 4 Jahren. Wann wire die
Summe von 3000 A/ fillig gewesen? (5%.)

b4, Ein Kapital von 52600 Z.4 wird nach Verlauf von 5 Jahren und
dann in jedem folgenden Jahr um je 5260 J#./4 vermindert, im gan-
zen neunmal. Welchen Wert hat das Kapital nach 20 Jahren-
bei 6% ?

65, Ein Kapital, das zu 2,19% im Halbjahr verzinst wird, wird jedes
Halbjahr, zum ersten Male nach 3} Jahren, zum letzten Male
nach 8 Jahren um je 180 Z# vermehrt und hat dann den Wert
von 4000 A4 erreicht. Wie groB3 war das Kapital?

XV. Beispiel fiir die Tilgung einer Schuld (Tilgungsplan I).

Eine Stadt hat zur Erweiterung einer Wasserleitung 500000 %4
geliechen; die Schuld ist mit 49, zu verzinsen und soll in 10 gleichen
Raten am Schlusse jedes Jahres zuriickgezahlt werden. In (14) ist
demnach K,= 500000, ¢= 1,04, #= I0 zu setzen; dann ergibt sich
p = 61645,48 AA. Es ist also 10 Jahre lang am Ende jedes Jahres
diese Summe abzutragen, die zugleich auch die Verzinsung des
Kapitals leistet. Am Ende des ersten Jahres sind 20000 ZA Zinsen
fallig, also kann der Rest von 41645,48 24 an der Schuld abgetragen
werden, die jetzt nur noch 458354,52 JZ.4 betrigt. Fiir diese Schuld
sind im zweiten Jahre 18334,18 Z.#4 Zinsen zu bezahlen, also kdnnen

1) Uber Terminrechnung mit einfachen Zinsen vgl.Feller-Odermann, Teil I,
S. 212f.
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43311,30 ZA an der Schuld abgetragen werden, da ja am Ende
des zweiten Jahres wieder 616045,48 A bezahlt werden, Also be-
trigt die Schuld am Ende des zweiten Jahres und damit am Anfang
des dritten Jahres nur noch 415043,22 Z4, usf. Die Schuld nimmt
alsoimmer mehrab, derZinsaufwand wird jedes Jahr kleiner
und die Tilgung daher stets stirker, Die Rechnung ist sehr mith-
selig und hat den Nachteil, daB ein am Anfang gemachter Rechen-
fehler sich durch die ganze Ausrechnung bemerkbar macht. Man
macht deshalb zweckmiBig noch folgende Uberlegung. Ist ¢, die
Tilgung im ersten Jahre, so ist £, die Tilgung im zweiten Jahre, um
den Betrag groBer, der dadurch gewonnen wird, daB #, im zweiten
Jahre nicht mehr zu verzinsen ist; es ist also:

(x8) ly=1+t4(g—1)=1be
und entsprechend: {#3=1g=14¢, i =144% ...

Die Riickzahlungen werden tabellarisch in einem Tilgungsplan zu-
sammengestellt.

Tilgungsplan L.

Jahr Schuld am An- | Zinsleistung am |Tilgung am Ende Gesam:;lfwand

fang des Jahres | Ende des Jahres des Jahres Ende des Jahres
1 500000,00 20 000,00 41645,48 61645,48
2 458354,52 18334,18 43311,30 61645,48
3 415043,22 16601,73 45043,75 6164548
4 369999,47 14799,98 46845,50 61645,48
5 323153,97 12926,16 48719,32 61645,48
6 274434,05 1097739 50668,09 61645,48
7 223766,56 8950,66 52 694,82 61645,48
8 171071,74 6842,87 54 802,61 61645,48
9 116269,13 46350,77 56994,71 61645,48
10 59274,42 2370,98 5927442 61645,40

Infolge der Abrundungen ergibt sich fir das letzte Jahr ein um den
unbedeutenden Betrag von 0,08 £/ geringerer Aufwand.

XVL. Tilgung éffentlicher Anleihen.

In der eben behandelten Aufgabe wird die Stadt vielleicht keinen
Geldgeber finden, der die ganze Summe von 500000 £A leiht?);
je hoher die Summe ist, um so weniger ist dies méglich. Deshalb
teilt die Stadt die Anleihe in Stiicke ein, etwa in 600 Stiicke von je

1) In Wirklichkeit handelt es sich bei offentlichen Anleihen um erheblich
groBere Betrige und um eine kingere Tilgungsdauer (etwa 30—50 Jahre).
Hier sind der Ubersichtlichkeit halber kleinere Zahlen gewshlt.

4
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500 A/ und in 200 Stiicke von je 1000 ZA. Jedem Anleihestiick
(Schuldbrief) ist ein Zinsbogen beigegeben, der in Abschnitte ge-
teilt ist. Gegen Riickgabe des Abschnittes werden die jeweils filligen
Zinsen am Ende des Jahres bezahlt. Ferner wird am Ende jedes
Jahres eine Zahl der mit Nummern versehenen Stiicke durch Aus-
losung zur Riickzahlung aufgerufen. Da diese aber nur auf ab-
gerundete Summen lauten, 148t sich in diesem Falle nicht jedesmal
genau der Betrag von 61645,48 24 verwirklichen. Der Tilgungsplan
kann dann etwa folgende Gestalt haben

Tilgungsplan IL.
Riickkauf von
Schuld am |Zinszahlung | Anleibestiicken i Gesamt- Agst%:io: te
hr | Anfang des | am Ende | am Ende des eistung am
Ja g Ende des zu
Jahres des Jahres Jahres Jahres
in BM 1000 .ﬂ./{} 500 ZM
I 500000 20000 -41 50Q 61 500 L 17 49
2 458500 18 340 43500 61840 17 53
3 415000 16 600 45000 61600 18 | 34
4 370000 14800 47000 61800 19 | 36
5 323000 12920 48500 i 61420 19 | 59
o 274 500 10980 50500 61480 20 | 61
7 224000 8960 52 500 61460 21 63
8 171000 6860 55000 61860 22 66
9 116000 4660 57000 61660 23 68
10 59 500 2380 59 500 61880 24 71
l 500000 i 200 ] 600

XVIIL. Tilgungsplan bei gegebener Jahresleistung (Annuitit).

Hiufig soll die Tilgung eines Kapitals K in der Weise erfolgen,
daB es mit $,9, verzinst und mit $,9, getilgt (amortisiert) wird;
damit ntfeint man, es soll die Jahresleistung (Annuitit) (p, + $2) %
des Kapitals K betragen. Eine Jahresleistung von p,9%, wiirde nur
die Verzinsung leisten, die Schuld aber unverindert lassen. Je groBer
ps bei gegebenem p, ist, desto schneller wird die Schuld getilgt sein.

Beispiel: Ein Kapital von 1000000 JZ.# ist mit 4%, zu verzinsen
und mit 39, zu tilgen. Der Tilgungsplan ist aufzustellen.

Die Gesamtjahresleistung betrigt 79, der Schuld, also p =70000.2.4.
Die Anzahl » der Zahlungen ergibt sich aus (14) oder mit Hilfe der
Zeitgeraden. Die # Jahresleistungen haben am Zeitpunkt # den

Wert Q%O‘};I, der Wert des Kapitals am gleichen Zeitpunkt ist

K- 1,04", also ist: 1,04% — I

. n__ gt T
K- 1,04 Q o1
1,047 — 1

oder: 1006000 - 1,04™ = 70000
0,04
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oder: 4-1,04" =7 (1,04" — 1)
oder: 3-1,04"=7; 1,04"= %
n = loB7—log3 03679767 __ , ¢
log 1,04 0,0170333

d.h. es sind 21 volle Jahresleistungen erforderlich, die Lei-
stung im 22. Jahre betragt nur einen Teil der Annuitit. Um

3; 9 diesen Teil noch zu bestimmen, ist der Schuldenrest nach

2o 2T Jahren zu berechnen. Er ist nach (17):
1,04 — 1
1—e D = 1000000 - 1,04* — 70000 104

o~ 1000000 = K

log 1,04 = 0,0170333; 21 log 1,04 = 0,3576993;
1,042 = 2,278765,

also: D= 1000000 2,278765 — 70000 1,278765 : 0,04 = 40926.

Es bleibt also nach der Zahlung der 21. Jahresleistung noch ein Rest

von 40926 £, der i. a. im folgenden Jahre einschlieBlich 49, Zinsen

mit 42563 AA gezahlt wird. Der Tilgungsplan hat also folgende Form:

Tilgungsplan II1.
Schulden am An- . . Rest am Ende
Jahr fang des Jahres Zinsen Tilgung des Jahres
1 1000000 i 40000 30000 970000
2 970000 i 38800 31200 938800
3 938800 t 37552 i 32448 906 352
. . ! . | .
22 40926 ; 1637 40026 —

Auch in diesem Falle sind alle Jahresleistungen, von der letzten ab-
gesehen, gleich groB; was bei den spiteren Zahlungen an Zinsen
erspart wird, wird wieder zu einer erthéhten Tilgung verwandt.

XVIII. Tilgung einer Anleihe mit Aufgeld.

Um einen erhéhten Anreiz zur Zeichnung einer Anleihe zu schaffen,
kann man entweder einen héheren Zinsful zusichern oder die Riick-
zahlung mit einem hoheren als dem Nennbetrag garantieren. Der
Zuschlag, der zu je 100 AA Nennwert bei der Riickzahlung zugefiigt
wird, heiBt Aufgeld (Amortisationszuschlag, Agio). Betrigt also
das Aufgeld 109, so wird jedes auf 1000 JZ./ lautende Stiick mit
1100 #A zuriickgezahlt. Wird z. B. eine 49%,ige Obligation iiber
1000 A Nennwert nach einem Jahre schon ausgelost, so erhilt
der Besitzer 1000 #.# Nennwert 4+ 100 ZA Aufgeld 4 40 BA
Zinsen = 1140 #AA, 4. h. er hat sein Geld mit 149, verzinst. Wird
allerdings die Obligation erst nach 30 Jahren ausgelost, so bedeutet
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das Aufgeld von 100 £/ nur eine unwesentliche Erhthung des Zins-
fuBes von 49%,. Je nachdem die Auslosung friith oder spit erfolgt,
bedeutet das Aufgeld einen gréBeren oder geringeren Gewinn.
Soll die Anleihe in XV. mit 109, Aufgeld wieder in 10 Jahren
getilgt werden, so kdnnte man ohne weiteres den Tilgungsplan I oder I1
benutzen. Es wiren nur jedem Tilgungsbetrag 109, der getilgten
Summe als Aufgeld zuzufiigen. Dadurch wiirde aber die jihrliche
Gesamtzahlung nicht mehr in jedem Jahre dieselbe fbzw. im Plane II
nahezu dieselbe] bleiben, da ja der Tilgungsbetrag am Anfang geringer
als spiter ist, also am Anfang weniger, spiter mehr Aufgeld hinzu-
kime. Um gleichgroBe jahrliche Gesamtleistungen zu erhalten, fiihrt
man folgende Uberlegung aus: Die Riickzahlung erfolgt so, als ob
die Schuld nicht 500000 ZA4, sondern (einschlieBlich Aufgeld)
550000 JZ.M# wire. Die Zinsen sind allerdings nur fiir 500000 #Z.4
zu zahlen. Nun ist es aber einerlei, ob man 100 £/ mit 49, verzinst

oder 110 ZA mit % %; die jahrlichen Zinsen sind in beiden Fillen

4 BH. Allgemein bringen 100 Z.# 2u p9Y, dieselben Zinsen wie

(100 + @) BM zu ﬁ% %, nimlich jihrlich p 4. Soll also ein

Kapital K mit e %, Aufgeld bei p %,iger Verzinsung getilgt werden, so kann

die jahrliche Amortisationsquote auch so gefunden werden, daB man

das Kapital K (1+ ;%) mit dem ZinsfuB 27
100

100
unserem Beispiel handelt es sich also um das Kapital 550000 #.4 und
den ZinsfuB __*%—— 3% 9%. Es wirdako g =1+ 2~ = 1,03636 . ..

Genau wie in den vorhergehenden Aufgaben finden wir also den

Jahresbedarf ¢ aus der Gleichung:

voraussetzt. In
o

I __ _ 550000 _ 550000
oder o= glo_ 1 - an

(g—1)g"

Die Ausrechnung liefert g = 66588,08.

Die Jahresleistung ist also nicht einfach um 109, gréBer als in XV,

XIX. Aufstellung des Tilgungsplans mit Aufgeld.

Da die Schuld von 500000 #.4 in XVIII. fiir das erste Jahr einen
Zinsenaufwand von 4%, d. h. 20000 & erfordert, betrigt die Tilgung
im ersten Jahr 66588,08 — 20000 = 46588,08 Z/. In dieser Summe
ist noch das Aufgeld von 109, enthalten, alsoist das Aufgeld ;. dieser
Summe, die eigentliche Tilgung 19, d.h. 42352,80 Z4. Am Ende
des ersten Jahres betrigt also die Schuld nur moch 457647,20 Z.A4.
Also betragen die Zinsen im zweiten Jahre 1830589 Z.4, die Ge-
samttilgung einschlieBlich Aufgeld 48282,19; die eigentliche Tilgung

w__ 92
5500004 = ¢ p—
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betrigthiervon wiederl?, d.h.43892,90, das Aufgel

dr

1’
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d.h.4389,29 24
Die Schuld am Ende des zweiten oder am Anfang des dritten Jahres ist
daher 413754,30 A4, usf. Die Ergebnisse werden zusammengestellt im

Tilgungsplan IV.
Schuld am Tilgung
Jahr Anfang des | Zinszahlung | einschl. Auf- | reine Tilgung Aufgeld
Jahres geld )

1 500 000,00 20000,00 46588,08 42352,80 4235,28
2 457647,20 | 18305,89 48282,19 43892,90 4389,29
3 413754,30 | 16550,17 50037,91 45489,01 4548,90
4 36826529 | 14730,61 51857,47 47 143,15 4714,32
5 321122,14 | 12844,89 53743,19 48857,45 4885,74
6 272264,69 | 10890,59 55697,49 50634,08 5063,41
7 221630,61 8863,22 57722,86 52475,33 5247,53
8 169 155,28 6766,21 59821,87 54 383,52 5438,35
9 114771,76 4 590,87 61997,21 56 361,10 5636,11
10 58410,66 2336,43 64251,73 58410,66 5841,07
Summe | §50000,00 500 000,00 50000,00

Auch hier ergibt sich durch die Abrundungen eine kleine Differenz,
die dadurch ausgeglichen wurde, daB die letzte Jahreszahlung um
8 Pf. erhoht wurde. Aus der ersten Tilgungsrate von 46588,08 kénnen
die folgenden auch hier wieder leicht gefunden werden durch Multi-
plikation mit ¢, ¢, ¢3, ..., ¢% [Nach Gl (18).]

Ist die Schuld wie in XVI. eingeteilt in 200 Obligationen von je
1000 £/ und in 600 Obligationen von je 500 &/, dann kénnen die
jabrlichen Tilgungssummen nicht genau gleich sein. Sie sind so
abzurunden, daB die jahrliche Tilgung ohne Aufgeld eine durch 500
teilbare Zahl ist. So ergibt sich der

Tilgungsplan V.

Schuld am Tilgung Ausgeloste
5| Anfang | Jabres- mit | Tilgung | Aufgeld | Annuitit | Stiicke zu
= 600

des Jahres Aufgeld xﬂ oo ?ﬂo.‘l’l

11 500000 20000 46750 42500 4250 66750 17 (3¢
2| 457500 18 300 48 400 44000 4400 66700 17 | 54
3} 413500 16540 50050 45500 4550 66590 18 | 55
41 368000 14720 §1 700 47000 4700 66420 19 56
5[ 321000 12840 §3900 49000 4900 66740 20 | 58
6| 272000 10880 §5550 50500 5050 66 430 20 | 61
71 221500 8860 57750 52500 5250 66610 21 63
8] 169000 6760 59950 54 500 5450 66710 22 65
9| 114500 4580 61600 56000 5600 66180 23 | 66

10 58 500 2340 64350 58500 5850 66690 23 | 71
550000 l 500000 ] 50000 200 | 600
|

Vergleiche den Plan mit Tilgungsplan II und IV.
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XX. Aufgaben zur Tilgungsrechnung.

1. Eine Schuld von 3000 Z/ ist in 5 Jahren bei 49, Verzinsung

-3
.

10.

11.

12.

durch gleiche Annuitdten zu tilgen. Wie grof ist die Annuitit?
Der Tilgungsplan ist aufzustellen.

. Eine Schuld von 8ooo £.#, die zu 5 9, verzinst wird, wird mit 20 %,

getilgt. Wann ist die Schuld getilgt ? Wieviel ist im letzten Jahre
zu zahlen? Stelle den Tilgungsplan auf.

. A leiht von B 800 J.# mit der Verpflichtung, in 4 Jahren durch

gleiche nachschiissige Raten die Zinszahlung und Riickzahlung der
Schuld zu bewerkstelligen. Wie grol war die jihrliche Zahlung
des A? Stelle den Tilgungsplan auf. (59%.)

. Jemand will bei 4,5 % eine Schuld von 16800 f£.4 durch jidhrliche

Ratenzahlungen von je 3000 ZA tilgen. Wann ist die Schuld
amortisiert? Stelle den Tilgungsplan auf?

. Eine Kirchengemeinde baut ein Gemeindehaus fiir 120000 Z.4.

Sie gibt zu diesem Zwecke 5 9, ige Schuldverschreibungen aus, und
zwar 20 zu 1000 S/, 100 zu 500 L4, 500 zu 100 ZH. In g Jahren
soll die Schuld getilgt werden. Stelle den Tilgungsplan auf.

. Lése Aufgabe 5, wenn die Schuld goooo %.# betrigt und die An-

leihe eingeteilt ist in 20 Stiicke zu 1000 £.#, 8o Stiicke zu 500 L4
und roo Stiicke zu 300 ZA.

Eine zu 329, verzinsbare Schuld von 2500000 £/ ist durch
20 gleiche Jahresraten zu tilgen. Wie groB ist der jahrliche Ge-
samtaufwand? Der Tilgungsplan ist aufzustellen.

Eine Stadt nimmt eine Anleihe von 1200000 B4 auf, die mit
4% verzinst und mit 3%, getilgt werden soll, d. h. am Ende jedes
Jahres werden 79, der urspriinglichen Schuld gezahlt. Wann ist
die Schuld getiigt? Es ist ein Tilgungsplan aufzustellen, wenn die
Anleihe in 1000 Stiicke zu 300 /.4, in 1000 Stiicke zu 500 £A und
in 400 Stiicke zu 1000 A/ eingeteilt ist.

Zum Bau einer Eisenbahn nimmt ein Staat eine 49 ige Anleihe
auf, die er in 20 Jahren tilgt. Wie groB ist die Anleihe, wenn der
Staat jahrlich 735800 A4 aufzubringen hat?

Eine Stadt tilgt mit jihrlich 40000 £/ eine Anleihe von
500000 J.#. Wann ist die Schuld zuriickbezahlt, wenn die Ver-
zinsung anfangs mit 4%, nach 1o Jahren aber mit 339, erfolgt?

Eine Anleihe von S A/ wird mit 59%, verzinst und mit 39, ge-
tilgt. Wann ist die Schuld zuriickbezahlt? Wie hingt das Ergebnis
von der Hohe der Schuld ab?

Eine Anleihe von 300000 Z.# wird mit 39, verzinst und so ge-

tilgt, daB sie nach 31 Jahren zuriickgezahlt ist. Wieviel 9, betrigt
die Tilgung?

1,03 —1

[300000 - 1,033 = 0§ = @

0)03
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Daraus folgt ¢ = 15000 2./ ; die Zinsen des ersten Jahres be-
tragen gooo £/, also die erste Tilgungsrate 6ooo ZA, d.h. 29
der Schuld.]

13. Zeige, daB das Ergebnis von Aufgabe 12 nicht von der Hoéhe der
Schuld abhingt.

14. Ein industrielles Unternehmen beschlieBt eine Erweiterung der
Fabrikanlagen. Eine Bank ist bereit, das Geld vorzuschieBen,
wenn es in 35 Halbjahren bei 29 iger Verzinsung fiir das Halb-
jahr in gleichen Raten zuriickbezahlt wird. Welcher Zinssatz
ist fiir die halbjdhrliche Tilgung vorgesehen ?

15. In der folgenden Tabelle ist p, der Prozentsatz fiir die jdhrliche
Verzinsung, p, der fiur die Tilgung, die Annuitit ist also
(1 + 22)%. » ist die Zahl der Jahre, nach denen die Schuld ge-
tilgt ist. Berechne aus $, und p, den Wert von # und ebenso aus »
und $, den Wert von p,. (18 Aufgaben.)

3

b 3 3% 2% 5 4 4 5 4 2
p | 1 1 1 2 2} 4 5 2% 4
n | 46,90 40,05 39,72 23,98 22,02 17,67 14,21 22,89 19,29

16. Eine Anleihe wird mit 29, verzinst und mit 29, getilgt, eine
zweite wird mit 339, verzinst und mit I‘% getilgt. Welche von
beiden ist zuerst zuruckgezahltT’

17. Ein stidtischer Beamter hat ein Haus in Erbpacht gebaut. Die
Stadt hat ihm das Grundstiick leihweise fiir 60 Jahre gegen einen
jahrlich zahlbaren Mietzins iiberlassen. Das Haus, das er auf eigne
Kosten gebaut hat, bleibt 60 Jahre in seinem Besitz und fillt dann
mit Grund und Boden an die Stadt zuriick. Nach Abzug der Un-
kosten, Steuern und des Pachtzinses hat das Haus einen Mietwert
von jahrlich 1000 #A. Welchen Wert hat das Haus am Anfang,
nach 10, 20, 30, 40, 50, 60 Jahren, wenn ein Zinsfu von 49,
zugrunde gelegt wird?

18. Nach 20 Jahren nimmt der Beamte in Aufgabe 17 eine Hypothek
auf, die zu 4%, zu verzinsen und in 25 Jahren zu tilgen ist. Wie
groB ist die Tilgungshypothek, wenn sie 609, des augehblick-
lichen Wertes des Hauses ist, nach unten abgerundet auf volle
Tausender, und welche jihrliche Gesamtzahlung ist 25 Jahre lang
zu leisten? Warum wird wohl reichsgesetzlich verlangt, da3 eine
solche Hypothek spitestens 10 Jahre vor Ablauf des Erbbau-
rechtes getilgt ist?

19. Stelle aus den in Aufgabe 17 berechneten Werten den Wert des
Hauses fiir den Zeitraum von 60 Jahren graphisch dar und lies
aus der Zeichnung den Wert nach 7, 16, 22, 35, 52, 58 Jahren ab.

20, Die Schuld in Aufgabe I sei einschlieBlich 1219, Aufgeld in 5
gleichen Jahresraten zu tilgen. Stelle den Tﬂgungsplan auf.

21. Desgl. die Anleihe in Aufg. 7, die in 20 gleichen Raten zu tilgen ist.
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XXI. Anleihe~Kurse.

Gibt ein Geldinstitut oder ein Gemeinwesen Schuldscheine aus,
so lauten diese auf einen bestimmten Betrag, den Nennwert und
auf einen bestimmten jdhrlichen (oder halbjihrlichen) Zinssatz.
Manche Wertpapiere (Rentenscheine, Konsols), werden nicht oder
nur durch Riickkauf eingeldst; fiir andere wird der Betrag an einem
bestimmten, im voraus festgesetzten Termin zuriickerstattet (Schatz-
scheine); wieder andre stellen eine langfristige Schuld dar, die durch
Auslosung im Laufe einer Reihe von Jahren getilgt wird (s. XVIu. f.).
Erhoht sich der allgemein iibliche Zinsfu gegeniiber dem in dem
Anleihepapier versprochenen, so wird dieses weniger wertvoll, da
ja der Gldubiger anderweit fiir sein Geld eine bessere Verzinsung
erreichen kann. Verkauft er also das Anleihepapier, so erhilt er fiir
je 100 Z# Nennwert nur eine geringere Summe C, den Kurswert.
Dieser steigt natiirlich {iber 100, wenn der iibliche Zins fillt und der
Schuldbrief daher héhere Zinsen bringt als eine sonstige gesicherte
Geldanlage. Lautet das Papier auf die Summe S und ist der Kurs C,

so ist der Kaufpreis .- —C— - S. Der Kurs bestimmt sich i. a. so, daB sich

beim Einkauf zum Kurswert und bei der vereinbarten Zinszahlung
der iibliche ZinsfuB ergibt. Kauft man z. B. ein 69,iges Wertpapier
zum Kurse von 120, so erzielt man bei 120 24 Kapital 6 Z.# Zinsen,
d. h. 59%,; dieser ZinsfuB heiBt der wirkliche ZinsfuB. Wird der
zum Kurse C gekaufte Schuldbrief zum Nennwert eingelost, so wird
ein Gewinn oder Verlust erzielt, der in die Verzinsung mit eingerechnet
wird. Damit wird der wirkliche ZinsfuB noch beeinfluBt durch
die Dauer, die das Wertpapier noch lduft; denn es ist nicht gleich-
giiltig, ob die Differenz zwischen Kurswert und Riickzahlungsbetrag
sofort oder erst spiter verwirklicht wird. Erschwert wird die Rechnung,
wenn die Schuld durch Auslosung getilgt wird, wenn also nicht im
voraus feststeht, wann ein bestimmtes Anleihepapier zur Riickzahlung
gelangt. Hier verfihrt man nach den Gesetzen der Wahrscheinlich-
keit so, daB man annimmt, der Inhaber des Schuldbriefes habe die
Anleihepapiere der gesamten Schuld in Handen, so daB sich ein
Ausgleich zwischen den zuerst und den zuletzt ausgelosten Papieren
ergibt. Ferner ist zu beachten, daB die Riickzahlung nicht immer
zum Nennwert erfolgt, sondern gelegentlich auch mit emem Abzug
oder mit einem Aufgeld. Fir Rentenscheine und Konsbls besteht
zwischen dem Kurs C, dem ZinsfuB #,, auf den sie lauten und dem
wirklichen ZinsfuB p, die einfache Gleichung:

(z9) C:p,=100p,.
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XXII. Aufgaben zur Kursrechnung.

1. Ein 39%,iges Rentenpapier wird zum Kurse C = go gekauft.
Welches ist die wirkliche Verzinsung ?

2. Desgl. ein 4,5% iges zum Kursego. Desgl. ein 59, iges zum Kurse11o.

3. Zu welchem Kurse kann ein nicht auslosbares 59%,iges Wert-
papier gekauft werden, wenn der wirkliche ZinsfuBl 49, ist?

4. Desgl. ein 41%iges, wenn der wirkliche Zinsfu 339, ist?

b. Ein Wertpapier, das halbjihrlich 219, Zinsen vom Nennwert
bringt, ist zum Kurse g6 gekauft und nach 1o Jahren so verkauft
worden, daB sich eine halbjihrliche Verzinsung von 39, ergab.
Welches war der Verkaufskurs?

{Ausgabe des Inhabers: am Zeitpunkt Null g6 £ A4 ; Einnahme:
20 Zahlungen von je 2} vom Zeitpunkt 1 bis 20 und C am Zeit-
punkte 20, also: .

96- 1,032 = 2,5 855 + C;] 16— 4; 112,5

6. Zu welchem Kurs wurde ein 49, iges Wertpapier ge- 1
kauft, wenn es nach 16 Jahren mit 12,59, Aufgeld
ausgelost wurde und der Inhaber eine Verzinsung von 3 _|
4} 9, erreicht hatte? 2]

7. Auf welchen ZinsfuB lautet ein Wertpapier, das zum | _|
Kurse 102 gekauft und nach 6 Jahren zum Kurse o
109,48 verkauft wurde und eine wirkliche Verzinsung _T

. von 5%, erzielt hatte?

8. Ein 3}9,iges Wertpapier wurde zum Kurse g6 gekauft und nach
8 Jahren bei einer wirklichen Verzinsung von 4%, verkauft.
Welches war der Verkaufskurs?

9. Ein zu 339, ausgegebener Schatzschein soll sich dadurch zu 49%,
verzinsen, daB bei der Riickzahlung nach 25 Jahren ein Aufgeld «
gezahlt wird; wie hoch ist dies?

10. Eine zu 3}Y, verzinsliche Anleihe wird im Laufe von 25 Jahren
durch gleiche Jahresleistungen amortisiert und zum Nennwert
zuriickgezahlt. Welcher Ausgabekurs entspricht dem wirklichen
ZinsfuB 49,?

[Wird die Schuld zu 100 angenommen, so ergibt sich die jahrliche
Gesamtleistung ¢ aus der Gleichung:

1,035 —1 _ . _ . L035%—I1 .
—-—0’6‘33—‘ leg_- Ioo.ﬂ;“\-—— 100 .6,0—3-5-»1,0—-35-’_5

Der Inhaber zahlt also am Zeitpunkt Null den Kurswert C und
erhilt vom Zeitpunkt 1 bis 25 je den Betrag ¢ bei 4%iger Ver-
zinsung; also ist:

[ TR S N

100-1,035% =9

1,04¥% —1 |

1,043 —1
0,04 - 1,043’

oos ) C=eran=e

C-1,04% = o
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oder wenn der Wert von g eingesetzt wird:

7
=100 -
@

C = 100"

1,04 —1  1,035% —1 :]
0,04 - 1,04** ° 0,035-1,035%°

11. Zu welchem Kurs hitte die Anleihe von 500000 £/ in XV. aus-
gegeben werden miissen, damit sie sich zu 4,59, verzinst hitte?

12. Wie ist der Ausgabekurs einer Anleihe festzusetzen, wenn sie mit
$1% verzinst und in # gleichen Jahresraten zum Nennwert ge-
tilgt wird und eine wirkliche Verzinsung von $,9%, erreicht werden
soll? [Verallgemeinerung von Aufgabe 10.]

Es sei I+1£oxc;=71’ I+I~1)()’—o=q2.

Die Annuitit ist ¢=K : a3, wenn K die Gesamtschuld ist. Auf
den Zeitpunkt »# berechnet zahlt der Inhaber K. %-qz" und

- ”— . 1 " s
erhilt g - ?—TI; es ist also C= %’{% -4, oder wenn fir ¢
— A
der Wert eingesetzt wird:
a, 95 — 77 —
C=100.--% =100.—2 ‘I": 1 In»-
an (gs—1)gs (g~ 1) gy

13. Die Anleihe von 500000 ZA4 in XVIII., die mit 49, verzinst und
in 10 gleichen Jahresraten mit 109, Aufgeld zuriickgezahlt werden
soll, soll sich zu 4,59, verzinsen; wie groB mu8 der Ausgabe-
kurs sein ?

[Die jihrliche Riickzahlung ist in XVIII. zu p = 66588 A4 ge-
funden. Der Inhaber der ganzen Anleihe zahlt also beim Ausgabe-
kurs C am Zeitpunkt Null den Betrag 5000- C und erhilt dafiir
zehnmal die Rate p bei einer wirklichen Verzinsung von 4,5%.
cl0
Also ist: 5000 - C'- 1,0450%= ¢ -—I’—O%,%TS-—I-
Hieraus folgt: C = 105,38.]

14. Eine p9%,ige Anleihe vom Betrage S wird in # Jahren mit 9,
Aufgeld getilgt. Wie ist der Ausgabekurs zu wihlen, damit die
Verzinsung zu $,%, erfolgt?

[Die jahrliche Tilgungsrate ¢ ergibt sich nach XVIII. aus der Glei-
chang:

) a _4i—1 __ 100p . 2 .
S (I"*‘E)'ﬁ"@ gl_l,wenn]ﬁl— Ioo+aundg1—1+xoo

Es ist also g =X - (1 —{—ﬁ—) : g;‘—xﬁ=]((1+ -5—): a-,.

100 q"'(ql—l) 100 n)
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Der Inhaber der ganzen Anleihe zahlt am Zeitpunkt Null den
Betrag K t;%—o und erhilt an den Zeitpunkten I, 2.3,---7 je

. C n " —1 P .
den Betrag g, also ist K --—-g,"=p¢ =1 WO =1+ -ist.
ist: C= I Rl S L&
Also ist: C= 100 - re =100 - —= - a\.

(@—1) g
Wird fiir o der Wert eingesetzt, so ergibt sich:

a"
n\ .

o
C=Ioo-(x+l—00-)- ra
15, Nach dem Aufwertungsgesetz vom 16. Juli 1925 werden Hypo-

theken mit 259, aufgewertet und vom I. Januar 1925 ab mit
1,2%, vom I. Juli 1925 ab mit 2,59, vom 1I.1I. 26 ab mit 3%,
vom I.I. 28 ab mit 59, verzinst. Die Riickzahlung kann erst
am I. Januar 1932 verlangt werden. A habe nun eine Hypothek
auf ein Grundstiick von B vor dem Kriege im Betrage von 60000 4
eintragen lassen. Zu welchem Preis kénnte A die Riickzahlung
der Hypothek am 1. Januar 1926 annehmen, wenn ihm C eine bis
1932 reichende Verzinsung von 59 halbjdhrlich zusichert?
{Der ZinsfuB von halbjahrlich 59, werde als wirklicher ZinsfuB
angenommen. Die Zinszahlung erfolgt in jedem Falle halbjéhrlich.]
Die Hypothek hat nach der Aufwertung den Wert 15000 ZA.
A hat von B zu beanspruchen am I.7.26 und jedes folgende
Halbjahr (viermal) 225 #£. /4 Zinsen, am 1. 7. 28 und jedes folgende
Halbjahr (achtmal) je 375 £A Zinsen, ferner am 1I.1I.32 das
Kapital von 15000 £/, also insgesamt auf Zeitpunkt 12 [1. 1. 32]
bezogen:

1,05%* —1
0,05
Statt dessen zahlt B am Zeitpunkt Null [1. 1. 26] den Betrag x,

~ also fiir Zeitpunkt 12 berechnet x- 1,05'%, daher ist:

1,05 — 1
0,05

1,05% —

225 “1,05° 4 375 - g, + 13000,

_ 1,058 —1
x-1,05% = 225 1,052 4+ 375 —’5—0-5——-|—15000
$]

x+ 1,05 = 20014; x = II1145.

A kann also die Riickzahlung mit 11145 2.4 annehmen.
16. Mit welcher Summe wire die Riickzahlung am 1. Januar 1927 zu
leisten, wenn die wirkliche Verzinsung 3%, im Halbjahr betragt?
XXIII. Graphische Darstellungen.

Um sich ein Bild von dem Anwachsen einer Rente zu machen, trigt
man auf dem Grundstrahl gleiche Strecken ab und errichtet in den
Punkteno, 1, 2, 3, . . . die dem Ende der einzelnen Jahre entsprechen,
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Lote, deren Linge die Endwerte der Renten an den betreffenden
Zeitpunkten darstellen. [Gl. (1) und (2)]. Fiihre dies z. B. fiir o = 1,
p = 4 aus. Ebenso konnen die Barwerte dargestellt werden. Auch
die Gleichungen (13) und (14) k6nnen so veranschaulicht werden. Die
Endpunkte der Lote liegen auf Exponentialkurven.

AL In Fig. 6 ist das Anwachsen des Kapitals Ky=10
o dargestellt, das durch die nachschiissige Rente
0 vom Ratenbetrag 1 vermehrt wird. [Gl. 13.] Die
&0 vom Zeitpunkt 10 wagerechte Gerade deute den
0 Wert des Kapitals an, das nicht durch die Rente
" / und nicht durch Zinsen vermehrt wird. Die
- / schiefe Gerade gibt zu jedem Zeitpunkt den Wert
30 / des Kapitals mit der Rente an, aber ohne Ver-
201—4 zinsung. Die Strecken bis zur Kurve bedeuten
10 das Kapital und die Rente nebst 59, Zinsen und

Zinseszinsen.
0 & 10 15 2 zJare  Fig, 7 gibt ein Bild des Tilgungsplanes I.
Fig. 6. Die Zahlen am Grundstrahl bezeichnen das

Ende der einzelnen Jahre, die Linge des Lotes gibt fiir jeden Zeit-
punkt ein Bild fiir die Grofe der noch zu tilgenden Schuld. Die End-
punkte der Lote liegen auf einer Kurve, die von 7000

einer Geraden nicht allzusehr abweicht. 80000
500 000 _ In 'Figur 8 ist di'e 50000
wonoool TN Verteilung der Annui-
N tit auf Zinsen und Til-
500000 \\ gung fiir denselben Til-
200000 A gungsplan veranschau- 20000
200000 \ licht. Die Zahlen auf ,,,,, I
\ dem Grundstrahl be- Th\
0TZ23%5678900 denten die einzelnen ITZ2345678810
Fig. 7. Jahre, die Lote in den ¥ie. 8.

Punkten, gerechnet bis zur wagerechten Geraden, bedeuten die An-
nuitidt. Die unter der Kurve liegenden ausgezogenen Strecken be-
deuten die Zinsen des betreffenden Jahres, die dariiberliegenden
punktierten Teile bedeuten die Tilgung dieses Jahres. Die Annuitit
bleibt in allen Jahren gleich; sie verteilt sich aber nicht gleichmaBig
auf Zinsen und Tilgung. Die Zinsen nehmen mit der Zeit ab, die Til-
gung nimmt zu.
Aufgaben:

1. Stelle wie in Fig. # und 8 andere Tilgungspline graphisch dar.

2. Stelle Renten mit verinderlichen Ratenzahlungen graphisch dar.
(XXIV. und XXV.)
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XXIV.Renten mit Ratenzahlungen, die in geometrischer Reihe
anwachsen.

Bei einer nachschiissigen Rente sei die erste Rate 4, die zweite
a- 7, die dritte a7?, ..., die nt® an®—1. Die Raten wachsen also in
geometrischer Reihe mit dem Quotienten . Auf den
Zeitpunkt »# datiert haben alle Zahlungen den Wert: n—agr—2

G=a.""+ayr=2g e tantqn=? tangt-tagrmt P AT

Die rechte Seite stellt eine geometrische Reihe mit # Glie-

dern und dem Quotientenl dar; ihre Summe ist: 3gne
7 n
(q)n :_‘”7
" e n._ pn 1
20 G=a.gn-1\1 =q. 2”7, 0~
(20) K q9 9—n

Wiirde die Rente vorschiissig bezahlt, so wire jede einzelne Zahlung
um ein Jahr linger zu verzinsen, also wire der Endwert:
qn — ﬂ"
99—
Ist im besonderen 7 = g, so versagen die Gleichungen (20) und (21),
weil der Bruch zu § wird. Man erhilt aber leicht aus dem nicht zu-
sammengefaBten Wert vonG die SummeG =# - ag"~1bzw.G’ = nag™.

XXV. Renten mit Ratenzahlungen, die in arithmetischer Reihe
steigen oder fallen.

Eine Rente mit » Ratenzahlungen werde vorschiissig bezahlt.
Die erste Rate sei p, die zweite g + §, die dritte
o+ 26, ... die #*® g+ (n —1) 3. Auf den Zeit- n—]
punkt # datiert haben die Ratenzahlungen zusam- #—1-—{e+(r—1)d
men den Wert: . .

E,= [0+ —1)8]q+ o+ (r —2) 8] g2 2ot
T2 P et rt e I
odet anders geordnet:

E,=[og+0g%+ -+ 09"~ + 0g"]
+[n—1)8g + (n —2) 6g% + -+ + 28¢"~2 + Sgn—1].

(21) G' =ayq

Der Ausdruck in der ersten Klammer ist nach (2) gqg;——z-f ; die
zweite Klammer enthilt eine Reihe von der Form, wie sie in A (30)
behandelt wurde, wobei zu beachten ist, daB die vorliegende Reihe
nur # — I Glieder hat (statt » in 30). Es ist also in A (31) an Stelle
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von # zu setzen # — 1, an Stelle von a der Wert § - ¢; so ergibt sich

fiir den Ausdruck in der zweiten Klammer:

gf""l—1  (n—1)dg
(q —1)? g—1

- 1—1  (r—1)dg
(z2) L A e

Wire die Rente nachschiissig bezahlt worden, so wire jede Rate,
also auch die Gesamtsumme ein Jahr weniger verzinst worden, also
wire der Endwert E,, = E, : ¢ oder:

, also wird:

dg

I—1  (r—1d

i " rt—1
t@3) Bo=eymr + 00— — s

Aus den Endwerten E,, und £, ergeben sich die entsprechenden Bar-
werte durch Division mit ¢”.

Unter Benutzung der Abkiirzungen (5) und (6) kann geschrieben
werden :

(222) E,=@S;\+q—i_q—l-sﬁ\—~ i — (n—1)].

P) —
(233) E, =¢- 31 +qTqI[§"—l‘ — (i—q—l—)] =93\ + q_—I [sicpn — (» — 1)].

Nehmen die Raten in arithmetischer Reihe ab, so ist fiir § der ent-
sprechende negative Wert zu setzen.

XXVI. Die Ablésungsschuld des Deutschen Reiches mit Aus~
losungsrecht.

Das Deutsche Reich lost von der Ablésungsschuld mit dem Jahre
1926 beginnend am Ende jedes Jahres 55 der Auslosungsscheine aus,
so daB die Schuld in 30 Jahren getilgt ist. Die ausgelosten Scheine
werden mit dem 5fachen Nennwert nebst 44 9%, Zinsen tiir das Jahr vom
1. Januar 1926 bis zum Ende des bei der Ziehung laufenden Kalender-
jahres eingeldst. So wird ein Ende 1926 ausgeloster Schein vom Nenn-
wert 100 BH zuriickgezahlt mit 500 BA + 22,50 A Zinsen. Ein
Ende 1956 ausgeloster Schein vom Nennwert xoo £/ wird eingeldst
mit 500 BM + 22,50 - 30 BH Zinsen, also mit 1175 ZA. [Von, der
Berechtigung des Reiches, die Auslosungen zu verstirken, moége hier
abgesehen werden.]

Der Kurs des Wertpapieres wird also dauernd steigen und kurz vor
der letzten Auslosung C = 1175 sein. Um den Kurs am 1. Januar 1926
zu finden, nehmen wir an, die gesamte Schuld vom Nennwerte 30 y
werde von einem Manne aufgekauft. Dieser erhilt dann durch Aus-
losung jahrlich den Gegenwert fiir den Nennwert y. Die Rechnung
hingt nicht ab von der Hohe der Schuld; d. h. wir kénnen weiterhin
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die Vereinfachung machen, da8 die gesamte Schuld nur 30 Schuld-
scheine von je 100 .4 Nennwert enthilt, von denen in jedem Jahr
ein Schein ausgelost wird, Der Besitzer der Schuld héitte dann beim
Aufkauf der 30 Scheine zum Kurs C den Betrag 30 C zu leisten und
wiirde dafiir erhalten: Ende 1926: 500 -+ 22,5, Ende 192%: 500 4 22,5 2,
Ende 1928: 500 + 22,5 -3, usf.,, Ende 1956: 500 + 22,5-30. Zur
Abkiirzung setzen wir 22,5 = z und 500 = g. (Vgl Zeitgerade.)

Der wirkliche ZinsfuB sei p und es seix +E— 4 30do+302

Der Besitzer der Schuldscheine hat also den Betrag 30 C 4. 0+292
bezahlt oder auf den Zeitpunkt # berechnet 30 C - ¢*. Er
erhilt dafiir die an die Zeitgerade angeschriebenen Be-
trage, die auf den Zeitpunkt # datiert den Wert haben: 3—{e+3+

{0 +302) +(0+292)g+-+-+ {0+ 32)¢* :_ei:z
e 297 09

oder anders geordnet:
lo+eg+eg +- -+ e¢®] + [Boz+292 9+ + 229+ 2 ¢¥].

zweiten Klammer kann aus der Summenformel der zusammengesetzten
Reihe [vgl. A (30) und (31)] abgelesen werden fiir n = 30; sie ist:

& 5 S
also ist: 30Cq30 = g -|— q(q;o_:;, — q3f_zx
oder: €= 3—%4733:7:11) e ?— 1) q"?(;:II) P
oder: C= —o ag\ + —3—0—@—— g5 — q—_’g_l— - %0 oder:

.

Ist z. B. der wirkliche ZinsfuB 5%, so liest man aus Tafel IV den
Wert a5 = 15,37247 und aus Tafel IT 4% = 0,23138 ab, ferner ist
p = 500, z = 22,5 zu setzen. So ergibt sich C = 394,18; d. h. bei
einem wirklichen ZinsfuB zu 59, hat die Ablésungsschuld mit Aus-

1) Neuerdings wird das Papier mit dem Kurs fiir den Auslosungswert
. c
@ = 500 gehandelt, also ist statt des berechneten Wertes C der Wert ; zu

setzen.
Flechsenhaar, Finanzmathematik. 2. Aufl, 5
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losungsscheinen am 1. Januar 1926 den Kurs 394,18. Je hoher der Zins-
fuB} ist, desto niedriger ist der Kurs.

Soll der Kurs nach der m*® Auslosung bestimmt werden, z. B. nach
der zwolften Auslosung, so ist an der Zeitgeraden am Zeitpunkt m (12)
der Betrag (30 —m) C (bzw. 18C) anzutragen; es fallen auBerdem die
Raten:

@ +2), (@ 422, ... (¢ +m2) [bzw. 0 +2), (0 +22) . .. (¢ +182)]
weg.

XXVII. Aufgaben iiber Renten mit verinderlichen Raten~
zahlungen.

1. Jemand hat als Versicherungsprdmie jahrlich im voraus 56z J.4
zu zahlen. Die Primie ermiBigt sich bei der zweiten Zahlung um
10 A, bei der dritten um 2o AA, usf. Wie grofi ist die 14. Pramie?
Welche Summe hat die Versicherungsbank nach 14 Jahren im
ganzen erhalten? (4,5%.)

2. Welche einmalige Versicherungsprimie hitte in voriger Aufgabe
der Versicherte sofort bezahlen miissen, damit die Versicherungs-
bank den gleichen Betrag empfangen hitte?

3. Fiir Pacht eines Gutes hat ein Péichter im ersten Jahre nach-
schiissig 5000 £/ zu zahlen, in jedem folgenden Jahre 100 A
mehr als im vorausgehenden. Was hat der Pichter nach Ablauf
der 10jdhrigen Pachtzeit im ganzen bezahlt, und welche einmalige
Pachtsumme hitte er statt dessen am Anfang der Pachtzeit zahlen
konnen? (4%.)

4. Rechne Aufgabe 3 fiir den Fall, daB die erste Rate 2800 J£.£, der
jahrliche Zuschlag 120 £/ und die Pachtdauer 6 Jahre betrigt
bei einem ZinsfuB3 von 3,5 %.

5. Ein Unternehmer hat im ersten Jahr 12600 £/ UberschuB, in
jedem folgenden 109, mehr als im vorhergehenden. Wie groB ist
der UberschuB des 8. Jahres, und wie groB ist das gesamte Guthaben
nach 8 Jahren, wenn alle Uberschiisse je am Ende des Jahres zu
4% 9, verzinslich angelegt wurden ?

6. Rechne Aufgabe 5, wenn der Uberschu8 in jedem folgenden Jahr
a) um 159, grofer, b) 1,2mal, c) 1,5mal so gro ist als im voraus-
gehenden.

7. Desgl., wenn der UberschuB in jedem folgenden Jahr a) 0,9; b) 0,8;
¢) 0,5; d) o,1mal so groB ist als im vorausgehenden.

8. Desgl., wenn der UberschuB in jedem folgenden Jahr um 43} %
groBer ist als im vorausgehenden.

9. Berechne den Kurs der Ablosungsschuld des Deutschen Reiches
am I. Januar 1926 bei einer wirklichen Verzinsung von a) 39,

b) 3.5%, ©) 4%, d) 45%. €) 5% ) 5.5 % &) 6%:
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10. Berechne den Kurs der Ablésungsschuld unmittelbar vor der
10. Auslosung fiir die Zinssétze in g.

11. Desgl. unmittelbar nach der 1o0. Auslosung.

12. Desgl. unmittelbar vor und nach der 20. Auslosung.

13. Stelle das Ergebnis der Aufgaben g—12 graphisch dar. [Auf dem
Grundstrahl die Jahre, auf den entsprechenden Loten den Kurs

zu dem betreffenden Zinsfufl unmittelbar vor (nach) der betreffen-
den Auslosung.]

D. Kombinatorik.
L. Einfiihrung in die Kombinatorik.

Zum leichteren Verstdndnis der nachfolgenden Begriffe soll eine
Aufgabe vorausgeschickt werden. Es seien die Ziffern 1, 2, 3, 4 ge-
geben; aus ihnen sollen Zahlen gebildet werden. Dabei kann entweder
verlangt werden, daB jede Zahl alle Ziffern enthilt, aber in jeder
beliebigen Reihenfolge, oder es wird verlangt, daB jede Zahl nur
einen Teil der vier Ziffern enthilt. Jm ersten Falle erhilt man
folgende 24 Zahlen: 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 2134,
2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214, 3241, 3412,
3421, 4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 432I. Diese 24 Zusammen-
stellungen der Ziffern heilen Permutationen. Soll eine Zahl nicht
alle Ziffern enthalten, sondern nur einen Teil davon, etwa jedesmal
nur 3, so ergeben sich folgende 24 Méglichkeiten: 123, 124, 132, 134,
142, 143, 213, 214, 231, 234, 241, 243, 312, 314, 321, 324, 341,
342, 412, 413, 421, 423, 431, 432. Diese 24 Zusammenstellungen
der Ziffern heilen Variationen der vier Ziffern zur dritten Klasse.
Wird in diesem Falle noch die Einschrinkung gemacht, daB alle
Zahlen, die aus denselben Ziffern gebildet sind, nur einmal zu
zdhlen sind, so gelten z. B. die sechs Zahlen 123, 132, 213, 231, 312,
321 nur als eine einzige. Die Reihenfolge der Ziffern ist also dabei
gleichgiiltig. Es bleiben von den 24 nur die vier folgenden iibrig:
123, 124, 134, 234. Diese Zusammenstellungen heien Kombina-
tionen der vier Ziffern 1, 2, 3, 4 zur dritten Klasse.

Die Aufgabe kann in der verschiedensten Weise auf andre Dinge
bezogen werden. Statt der vier Ziffern kénnen etwa vier Farben
gewdhlt werden. (I = rot, 2= gelb, 3= griin, 4= blau) Mit
diesen vier Farben kénnen dann (etwa durch farbige Glihlampen
oder Fahnen) Zeichen gegeben werden. Im ersten Falle wiirde jedes
der 24 moglichen Zeichen durch simtliche Farben, aber in verschie-
dener Reihenfolge gegeben; im zweiten Falle wiirde jedes Zeichen
nur drei Farben enthalten und diese wieder in jeder moglichen Reihen-

5*
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folge; im letzten Falle wiirde es sich um die vier Zeichen handeln,
die durch die Farben gebildet sind, deren Reihenfolge keinen Ein-
fluB auf die Bedeutung der Zeichen hat.

Allgemein nennt man die Dinge, die in verschiedener Art zusammen-
gestellt werden, die Elemente. Jede Zusammenstellung heiBt Kom-
plexion. Enthalten die Komplexionen alle » gegebenen Elemente,
aber immer in andrer Reihenfolge, so heilen sie Permutationen.
Komplexionen, die nur % der # gegebenen Elemente enthalten, heiBen
Variationen, wenn die Reihenfolge der Elemente von Bedeutung
ist, dagegen Kombinationen, wenn die Rejhenfolge der Elemente
gleichgiiltig ist. Die gegebenen Elemente bezeichnet man meist mit
a,bc,...odera;, ay a3, ... oderz, 2,3,...

II. Permutationen.

In I. sind die 24 Permutationen der vier Elemente 1, 2, 3, 4 aufge-
zihlt. Es werde nun die allgemeine Aufgabe gestellt, die Anzahl P,
aller moglichen Permutationen von # gegebenen Elementen zu be-
stimmen. Bei einem Element a ist offenbar P, = 1. Fiir zwei Ele-
mente a, b gibt es zwei Permutationen, da b sowohl hinter « als auch
vor a treten kann; es ist also P, = 1- 2. Sind drei Elemente q, b, ¢
gegeben, so kann bei jeder der P, Permutationen der Elemente a, b
das Element ¢ sowohl an den SchluB, in die Mitte und an den An-
fang gesetzt werden. Aus ab 1iBt sich so abc, ach, cab bilden, aus
ba entsprechend bac, bca, cba. Es ist also Py= 3+ P;=3-2'1.
Allgemein ist P, =#n- P,_;; denn hat man alle Permutationen der
#n— I Elemente aufgestellt, so erhidlt man die fiir » Elemente, wenn
man das 7' Element in jeder Permutation der # — 1 Elemente ent-
weder an letzter Stelle, oder an vorletzter Stelle, usf., oder an erster
Stelle einfiigt; d. h. aus jeder Permutation der #» — 1 Elemente werden
n Permutationen der # Elemente. Es ist also P,=#n-P,_;. Da
nun Pg=3-2-1 ist, so wird Py= 4P;=4-3-2-1, usf, all-
gemein ist:

(1) P,o=n-m=1)-(n—2)...3.2.1=mn!

Avuf der rechten Seite von (1) steht das Produkt aller ganzen Zahlen
von I bis #n; es wird bezeichnet mit #! (gelesen ,,» Fakultdt*). Die
Werte fir #! wachsen mit steigendem Wert von # sehr rasch an.
Esist z. B. 1! =1; 2! =12; 3!=6; 4! = 24; 5! = 120; 6! = 720;
7!=5040; 8!==40320; 9! = 362880; 10!= 3628800; usf.

Aus den 10 Ziffern o bis g lassen sich also 10! = 3628800 Zahlen
bilden, die alle 10 Ziffern enthalten, aber jede nur einmal.
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III. Variationen ohne Wiederholung.
Wenn von den n gegebenen Elementen in jeder Komplexion je
% unter sich verschiedene Elemente zusammengestellt werden und
jede andre Anordnung der 2 Elemente eine neue Komplexion bedeutet,
so spricht man von Variationen der » Elemente zur k™"
Klasse ohne Wiederholung. Unter I. wurden die 24 Variationen-
der vier Elemente 1, 2, 3, 4 zur dritten Klasse ohne Wiederholung
angeschrieben. Allgemein bezeichnet man ihre Anzahl mit V%), Nun
ist offenbar V= #%; denn jedes der # Elemente q, b, ¢, ... kann nur
auf eine Art eine Variation zur ersten Klasse bilden. Die Variationen
zur zweiten Klasse entstehen aus denen zur-ersten dadurch, daB
hinter jedes der #» Elemente jedes der (»-— 1) iibrigen Elemente
tritt; so entstehen aus a die Variationen ab, ac, ad, ..., aus b die
Variationen ba, bc, bd, ... usw. Man erkennt sofort, daB auf diese
Weise in der Tat alle Variationen zur zweiten Klasse entstehen und
daB keine von ihnen doppelt auftritt. Es ist also V= n(n—1).
Wenn hinter jede Variation zur zweiten Klasse der Reihe nach jedes
der (#—2) nicht darin enthaltenen Elemente tritt, so ergeben
sich die Variationen zur dritten Klasse. Auch hier sind wieder alle
Komplexionen verschieden; denn alle etwa mit &d gebildeten Varia-
tionen bda, bde, bde,-. . . sind unter sich verschieden und verschieden
von allen mit einer andern Variation zur zweiten Klasse, etwa mit a b,
beginnenden. Auch sieht man leicht, daB in der Tat alle Komplexionen
auf diese Art erhalten werden. Es ist also VP = n(n — 1) (n — 2).
Setzt man die Uberlegung in gleicher Weise fort, so findet man:
VO =m—k+ Ve, also:
2 TP=nm—1)m=—2)...n— k+1)=mj‘__!,_c)_!.
Der Ausdruck ist das Produkt aller ganzen Zahlen von (» — & 4 1) bis 2.

IV. Kombinationen ohne Wiederholung. :

Unter den Kombinationen von #Elementen zur 2*"Klasse
ohne Widerholung versteht man alle Komplexionen von je £ der
gegebenen Elemente, wobei kein Element mehrfach vorkommen
darf und die Reihenfolge der Elemente gleichgiiltig ist. Unter-
scheiden sich zwei Komplexionen also nur durch die Reihenfolge
der Elemente, so gelten sie als dieselbe Komplexion. Unter I.
sind die vier Kombinationen der vier Elemente 1, 2, 3, 4 zur dritten
Klasse ohne Wiederholung angegeben. Die Anzahl aller Kombinationen
von # Elementen zur 4*® Klasse ohne Wiederholung wird mit C®
bezeichnet. Aus den Kombinationen der » Elemente zur 2'" Klasse
ohne Wiederholung findet man die entsprechenden Variationen, wenn
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man jede Kombination in jeder beliebigen Reihenfolge schreibt, d. h.
von jeder Kombination zur %*** Klasse alle k! Permutationen bildet.
Es ist also V¥ = C%®. ki oder:

k) __ #H_nr=DEr—2)...(c—kt+1) (N
(3) W= Vi= =(%)

I
k! 1.2-3...4

Das Zeichen (Z) bedeutet also einen Bruch, dessen Zihler und Nenner

je k Faktoren haben, wobei der erste Faktor im Zihler » ist und
jeder folgende um 1 kleiner und der Nenner als Faktoren alle ganzen
Zahlen von 1 bis % hat.

Beispiel: Wieviel Zeichen lassen sich mit fiinf verschiedenfarbigen
Glithlampen geben [rot (r), gelb (g), blau (b), violett (v), weil (w)],
wenn zu jedem Zeichen drei der fiinf Glithlampen benutzt werden
und die Reihenfolge der Gliihlampen ohne EinfluB ist? Antwort:

(;): —f—:—:—f—;: 10. Es sind folgende Zeichen: rgb, rgv, rgw, rby,
rbw, rvw, gbv, ghw, gvw, bvw.

V. Aufgaben zur Kombinatorik.

1. In wieviel Punkten schneiden sich 8 Gerade, wenn nie mehr als

zwei Gerade durch denselben Punkt gehen und nie zwei Gerade
parallel sind ?

2. Wieviel Verbindungsgeraden lassen sich durch 1z Punkte legen,
wenn niemals mehr als zwei in einer Geraden liegen ?

3. Wieviel Diagonalen hat ein 15-eck?

4. Wieviel Diagonalen hat ein #-eck?

5. Wieviel Dreiecke werden durch 7 regellos verteilte Punkte be-
stimmt ?

6. Auf wieviel Weisen kann der Skat (2 Karten) aus einem Spiel
von 32 Karten gebildet werden?

7. Auf wieviel Arten kann im Skatspiel ein Spieler verschiedene
(10) Karten bekommen?

8. Wieviel verschiedene Wiirfe lassen sich mit 3 Wiirfeln machen,
so daB alle Wiirfel verschiedene Augenzahlen aufweisen ?

9. Wie andert sich das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn die drei
Wiirfel, etwa durch Farben unterschieden werden?

10. Auf wieviel Arten konnen von 30 Losen drei Gewinne gezogen
werden ?

11. Wie lautet das Ergebnis in Aufgabe 10, wenn auch die Reihen-
folge, in der die Lose gezogen werden, beriicksichtigt wird ?

12.In wieviel verschiedenen Reihenfolgen konnen 8 Personen auf
einer Bank Platz nehmen?
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13. Von 10 Schiilern sollen 2 auf der vorderen Bank sitzen; auf wie-
viel Arten kann die Auswahl getroffen werden, wenn a) es gleich-
giiltig ist, wer von beiden rechts oder links sitzt, b) es nicht gleich-
giiltig ist?

14. Berechne die Werte von:

20 o!
120 8) (3), D (5)> 9 (e) @ iar
15. Zeige an Zahlenbeispielen, daB:

n n . 8 8 11 11
(k) = (n_k) ist, z. B. (3) = (5) oder (4) = (7) usw,
16. Wieviel Zahlen lassen sich a) aus den Ziffern 1, 5, 7, b) 2, 4, 6, 8, 0
bilden, so daf} jede Ziffer in jeder Zahl einmal vorkommt ?
17. Wieviel Zahlen lassen sich aus den Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 bilden, wenn
jede Zahl a) zwei, b) drei dieser (verschiedenen) Ziffern enthlt ?
18. Wie gestaltet sich das Ergebnis von 17, wenn von allen Zahlen mit
denselben Ziffern jedesmal nur die kleinste genommen wird ?

19. Auf wieviel Arten lassen sich 12 Karten unter drei Personen ver-
teilen, daB jede 4 Karten erhilt?

20. Auf wieviel Arten lassen sich die 32 Karten des Skatspieles ver-
teilen? (Drei Personen erhalten je 10 Karten, 2 Karten liegen im
Skat.)

21. Bei welchen Aufgaben kann man ohne die Formeln der Kombina-
torik durch einfache Uberlegung leicht zum Ziele kommen ?

E. Wahrscheinlichkeitsrechnung.

L. Begriff der Wahrscheinlichkeit.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat ihren Anfang ge-
nommen von der mathematischen Behandlung der Gliicksspiele,
doch findet sie heute auch vielfach Anwendung auf die Statistik,
das Versicherungswesen und die Physik. Wenn man einen
Wiirfel wirft, so 148t sich nicht sagen, welche Fliche nach oben
kommt; fiir jede der sechs Flichen besteht die gleiche Moglichkeit.
Ebenso kann in einem gut gemischten Spiele Karten jede der 32
Karten zufillig oben liegen oder bei wahllosem Ziehen herausgezogen
werden. Wenn m Fille méglich und gleichberechtigt und nur
g davon fiir das Eintreffen eines Ereignisses giinstig sind, so heil3t
der Bruch:

=L i
(1) W= (wo g < m ist)
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die mathematische Wahrscheinliclikeit fiir das Eintreffen des Ereig-
nisses. Die Wahrscheinlichkeit, eine 4 zu wiirfeln, ist demnach w = &
weil 6 gleichberechtigte Fille méglich sind, aber nur einer
ginstig, nimlich der, daB die 4 oben liegt. Entsprechend ist die
Wahrscheinlichkeit aus einem Kartenspiel von 32 Karten das Kreuzas

zu zichen, w= . Enthilt eine Urne 10 rote, 6 weiBe und 4 grune

Kugeln so ist d1e Wahrschemllchkelt eine rote zu ziehen, w, =1 =1,
3 P 1

eine weiBe zu ziehen, w,, = § = 3, eine griine zu zichen, w, = 6= 1+

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Kugeln gut gemischt sind und das
Ziehen wahllos geschieht, weil nur dann alle Fille gleichberechtigt sind.

II. Grenzwerte von w.

In (1) wurde vorausgesetzt, daB w ein echter Bruch, also g <m
ist. Wird g =, also w= 1, so handelt es sich nicht mehr um ein
unbestimmtes Ereignis, weil ja alle Fille giinstig sind. Ahnliches
gilt fiir g= o, also w= 0; hier liegt iiberhaupt kein giinstiger Fall
vor. w=1 bedeutet also, daB das Ereignis sicher eintreten muB,
w= 0 sagt aus, daB es sicherlich nicht eintritt. Sind z.B. in einer
Urne nur » rote Kugeln, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel

. n . . . . o] N
zu ziehen, »=1L die eine weille zu ziehen, Z=0 d. h. wenn ich aus

der Urne eine Kugel ziehe, so ist sie sicher rot und sicher nicht
weil,

IIL. Entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit.

Wenn unter » moglichen Fillen g giinstige und # ungiinstige sind,
wo g -+ u= m ist, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten

des Ereignisses w = %, fiir das Nichteintreten, die sogenannte ent-

gegengesetzte Wahrscheinlichkeit, we=—:;—. Nun ist aber:
£+

m

%
=1 oder:

ot =Lt o
(2) w,=1—w,

d. h. die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses und
die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit erginzen sich zur Einheit.

Falllv Historisches Beispiel fiir fehlerhafte Auszablung der
e,

Die Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung bieten i. a. eine
doppelte Schwierigkeit: Einmal gilt es, zu untersuchen, ob alle in
Frage kommenden Fille gleichberechtigt sind, dann kommt es
darauf an, diese oft groBe Zahl von Fillen auszuzihlen. Fiir letzteres
leistet die Kombinatorik wertvolle Dienste. Am hiufigsten fithrt die
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erste Schwierigkeit zu Fehlern. Ist z. B. der Wiirfel nicht exakt in
Material und Form, oder werden aus dem Kartenspiel gezogene Karten
oder Kugeln aus der Urne nach dem erstmaligen Ziehen nicht wieder
richtig eingemischt, so sind gewisse Ereignisse bevorzugt.

Ein Freund Galileis machte folgenden TrugschiuB: Er behauptete,
wenn man mit drei Wiirfeln wiirfele, so sei die Zahl der giinstigen
Fille fiir die Augensumme g die gleiche wie fiir die Summe 10. Bedeutet
das Symbol 524, daB von den drei Wiirfeln einer die Augenzahl 5,
einer 2 und einer 4 zeigt, so sind nach seiner Ansicht fiir die Augen-
summe g folgende sechs Fille giinstig 126, 135, 144, 225, 234, 333,
entsprechend fiir die Augensumme 10 die sechs Fille 136, 145, 226,
235, 244, 334. In Wirklichkeit sind aber die Falle 333 und 234 nicht
gleichberechtigt; denn die Augenzahl 333 kann nur auf eine einzige
Art zustande kommen, ndmlich wenn alle drei Wiirfel die 3 zeigen.
Dagegen kann der Wurf 234 auf sechs verschiedene Arten entstehen;
sind die drei Wiirfel numeriert oder durch ihre Grdfe oder Farbe
unterschieden, so erscheint dieser Wurf entweder als 234 oder 243
oder 324 oder 342 oder 423 oder 432, wobei sich die erste Ziffer auf
den ersten, die zweite auf den zweiten, die dritte auf den dritten Wiirfel
bezieht. Entsprechend sind die Wiirfe-126, 135, ... sechsfach zu
zdhlen, die Wiirfe 144, 255, 226, ... dreifach. Es ergeben sich also
fir die Augensumme 9 im ganzen 6+ 643+ 3+ 6+ 1= 25
giinstige Fille, fir die Augensumme 10 entsprechend 6+ 643+ 6
+ 3+ 3= 27 giinstige Fille. Die Gesamtzahl der moglichen
Fille ist 216; denn zu jedem der 6 Wiirfe des ersten Wiirfels konnen
6 Wiirfe des zweiten hinzutreten und mit jedem der so erhaltenen
36 Augenpaare der beiden ersten Wiirfel kann jeder der 6 Wiirfe
des dritten Wiirfels zusammentreffen, so da die Gesamtzahl der
Moglichkeiten 216 ist. Die Wahrscheinlichkeit, mit drei Wiirfeln
die Augenzahl g zu werfen, ist wy = 2; die Wahrscheinlichkeit fiir die
Augenzahl 10 ist w,g= £L =}, also groBer als w,. Entsprechend
findet man die Wahrscheinlichkeit w; fiir die Augensumme 3, w, fiir
die Augensumme 4, usf. Es ist:

I 3 1 6 10 5
“s = 218 =6 =72 T 216 367 YT 216 108’
w7_5175—=7i2’ 8 22;6—72’ w9—§2§§5’ %10 52116=%_’
u 5%116=2:’w13 22156’ Z”1"'=2_21£6—=72’ w“_—z—II%:;s;’
7015:;_:6 = %’ W= % = 3%» Wyq == zsﬁ = ;5’ Wyg == ;’jg

[Weise dies nach!]
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Die Gleichungen w; = wy; w, = w,;; ... werden sofort verstidnd-
lich, wenn man beachtet, dal beim Umlegen eines Wiirfels die zu
7 erginzende Augenzahl nach oben kommt, beim Umlegen aller
3 Wiirfel also die zu 21 erginzende Augensumme.

Ein weiteres Beispiel, das wegen der anfinglich falschen Lésung
eine geschichtliche Bedeutung erlangt hat, siehe unter X.

V. Vollstindige oder totale Wahrscheinlichkeit.

Der Eintritt eines Ereignisses E moge erfiillt sein, wenn eines
der Ereignisse E,, E,, E;, ..., die alle voneinander unabhingig sind,
eintritt. Im ganzen mogen m Fille moglich sein, darunter g, fiir das
Ereignis E, giinstige, g, fiir das Ereignis E,, usf., wog, + go -+ gg 4+ * -
= g < m ist. Dann ist fiir den Eintritt des Ereignisses £, die Wahr-
scheinlichkeit w; = %, fiir das Ereignis E, entsprechend w, = ii, usf.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von E ist:

wt_:g1+g;+--- =%,
da alle g, - g, -+ + - - = g Fille fiir den Eintritt von E giinstig sind.
Esistalso:
(3) wl=w1+w2+w3+"'

Wir nennen w, die totale oder vollstindige Wahrscheinlichkeit
oder die Wahrscheinlichkeit des ,,Entweder — oder*’.

Beispiel 1: Ineiner Urne sind 3 weiBe, 5 rote und 4 griine Kugeln.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da3 eine herausgezogene Kugel
rot oder griinist? Die Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel zu ziehen, ist
w, =3, eine griine zu ziehen, w, = 4 = 1 Also ist die Wahrscheinlich-
keit, eine rote oder griine Kugel zu ziehen, w, = w, + v, = 5 + 3 =4
Bestitige das Ergebnis durch unmittelbares Abzihlen der méglichen

und glinstigen Fille.

Beispiel 2: Eine Urne enthdlt 8 rote und 14 griine Holzkugeln
und g rote und 5 griine Eisenkugeln. Wie grof ist die Wahrscheinlich-
keit, entweder eine rote oder eine Holzkugel zu ziehen? [w= L.
Warum ist folgende Uberlegung falsch?

17 22 39
Wy =260 U= 355 W="1Ur + Wp="g¢"

VI. Zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit.

Ein Ereignis E gelte als verwirklicht, wenn sowohl das Ereignis E;,
als auch E,, als auch E,, usf. eintritt. Fiir das Ereignis E, mdgen
m, mogliche und g, giinstige Fille bestehen, fiir das Ereignis E,
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entsprechend m, bzw. g, Fille, usf. Dann sind die Wahrscheinlich-
keiten fiir das Eintreten der Ereignisse E;, E,, Eg, . . . entsprechend:
£ 13 &s

’w2= ,'a13=——’.-.

wl ==
my my m,

8

Fiir das Ereignis E ergeben sich m, - my- mg ... mogliche Fille und
g1 8 &3 .. glinstige Fille, da jeder mogliche Fall von E, mit jedem
moglichen Fall von E,, usf. zusammentreffen kann und ebenso jeder
giinstige Fall von E; mit jedem giinstigen Fall von E,, usf. Also ist
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen von E:

w, = 5181 E 5 & & oder:
my - my - mg m my My
(4) W, =Wy r Wy Wy=ey

d. h. die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen von E ist gleich dem
Produkt der Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Ereig-
nisse. w, heiBt die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit oder die
Wahrscheinlichkeit des ,,Sowohl-als-auch*.

Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Ereignis E; von
der Wahrscheinlichkeit w; unter den gleichen Bedingungen # mal
nacheinander eintritt:

(3) W= Wy Wy Wy.. .= W,".

Beispiel 1: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, aus einem Karten-
spiel von 32 Karten erst ein As, und wenn dies zuriickgelegt ist, ein
Karo zu ziehen? [wy;=4=14; w,=38=1; w,=w,- w,=1.]

Beispiel 2: Wie groB ist in Beispiel 1 des vorausgehenden Ab-
schnittes V die Wahrscheinlichkeit, zuerst eine rote Kugel zu ziehen
und wenn diese zuriickgelegt ist, eine griine Kugel zu zichen? [w, = J;
w,=3%; w=7.

VII. Beispiel der zwei Urnen.

Eine Urne enthilt a weiBle und b schwarze Kugeln, eine zweite Urne
enthilt @’ weiBé und b’ schwarze Kugeln. Wie gro8 ist die Wahrschein-
lichkeit, daB man bei beliebigem Zugreifen aus einer der beiden Urnen
eine weiBe Kugel zieht ?

Die Wahrscheinlichkeit, die erste Urne zu wihlen, ist §, die, aus ihr

eine weile Kugel zu ziehen, ist Z%[‘Tb; also ist die Wahrscheinlichkeit

dafiir, daB die erste Urne gewihit wird und aus ihr eine weiBe Kugel

gezogen wird, % ‘2 _;z_ 3 (zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit). Ent-
sprechend ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die zweite Urne ge-
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wihlt wird, und daB aus ihr eine weiBe Kugel gezogen wird, % -;,{T_—b, .
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB entweder aus der ersten oder aus
der zweiten Urne eine weile Kugel gezogen wird, ist daher:
1 a 1 a4
2 a + b + 2 a + b
(vollstindige Wahrscheinlichkeit).

Wiren alle Kugeln in eine Urne gelegt worden, so hitte diese
a + b + a' + b Kugeln enthalten, von denen & + a4’ weill waren. Die
Wahrscheinlichkeit, aus dieser Urne eine weile Kugel -zu ziehen, ist
demnach: a--a

PR
w; und w, sind im allgemeinen verschieden.

Beispiel 1: In der ersten Urne sind 5 weile und 3 schwarze
Kugeln, in der zweiten sind 4 weiBe und 8 schwarze Kugeln. Die Wahr-

Wy =

e . . . _I. 5 14
scheinlichkeit, eine weile Kugel zu ziehen, ist w, = 2 5+3 72 758
= ;55 + % = % . Liegen alle Kugeln in einer Urne, so wird die Wahr-

scheinlichkeit fiir das Ziehen einer weiBen Kugel w, = 4. Es ist also
w, von w, verschieden.

Beispiel 2: Die erste Urne enthilt 5 weile und 3 schwarze, die
zweite 10 weiBe und 6 schwarze Kugeln. Hier wird w; = §. Werden
alle 24 Kugeln in einer Umne vereinigt, so ist die Wahrscheinlichkeit,
eine weiBe Kugel zu ziehen w, = 33 = §; also ist hier w, = w,.

VIII. Relative Wahrscheinlichkeit.

Eine Urne enthalte unter 37 Kugeln 10 blaue, 8 rote, 12 griine, 7 vio-
lette. Die Wahrscheinlichkeit, eine blaue Kugel zu ziehen, ist w, = 33,
entsprechend ist fiir die anderen Farben w, =, w, = £, w, = 3.
Wird nun eine Kugel gezogen, und es ist bekannt, daB sie entweder blau
oder rot ist (d. h., daB sie nicht griin und nicht violett-ist}, so ist die
Wahrscheinlichkeit, da8 sie rot ist, W, = &, daB sie blau ist, W, = 3.
Man driickt dies auch so aus: Die Wahrscheinlichkeit, daB eine ge-
zogene Kugel eher rot als blau ist, ist W, = &, daB sie eher blau als
rot ist, ist W, = 2. Man bezeichnet W, und W, als relative Wahr-
scheinlichkeiten; ihre Summe ist 1, ebenso wie die Summe der erstge-
nannten, der absoluten Wahrscheinlichkeiten w, + w, + w, +w, =1
ist. Nun ist: o, _w
ot T mtwy
wie sich leicht bestitigen 148t. Man findet also die relative Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses in bezug auf ein anderes, indem man die
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absolute Wahrscheinlichkeit des ersteren durch die Summe der beiden
absoluten Wahrscheinlichkeiten dividiert. Dabei versteht man all-
gemein unter der relativen Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in
bezug auf ein anderes die Wahrscheinlichkeit, die man erhilt, wenn
man unter allen moéglichen Féllen nur diejenigen beriicksichtigt, die
fiir das Eintreffen eines der beiden Ereignisse glinstig sind. Alle iibrigen
Fille werden vernachldssigt.

Wie die relative Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in bezug auf
mehrere andere aufzufassen ist, ist leicht einzusehen.

Beispiel 1: Die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln eher 8 alsg zu

ﬁ% -5
st

Beispiel 2: Ist in dem obenerwdhnten Beispiel bekannt, daB die
gezogene Kugel nicht griin ist, so ist die Wa.hrscheinlichkeit daB sie

eher blau als rot oder violett ist, W = 33 : [}3 + 35 + 3,] ="=2,

IX. Lottospiel.

In Genua wurden vor ca.z200 Jahren unter oo Senatoren jihrlich
5 durch das Los fiir die hochsten Ehrenstellen ausgewihlt. Auf die
Namen der fiinf ausgewéhlten Senatoren wurden Wetten abgeschlossen.
Hieraus entstand in verschiedenen Lindern das Lottospiel, bei dem
unter go Nummern 5 gezogen wurden. Das Erraten einer Nummer
hieB ein Auszug, das zweier Nummern eine Ambe; entsprechend
war eine Terne, Quaterne, Quine das Erraten von 3, 4, 5 Nummern.
Der Auszug hiel bestimmt, wenn noch angegeben wurde, an welcher
der fiinf Stellen die Nummer gezogen wurde. Die Wahrscheinlichkeit fiir
einen unbestimmten Auszug ist w,= J;= &, da go Nummern
gezogen werden kénnen, aber nur 5 einen Gewmn bnngen Die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen bestimmten Auszug ist w, = J;; denn hier-
bei kommt nur ein giinstiger Fall in Frage. Denn wettet jemand z. B.,
daB an dritter Stelle die Nummer 51 gezogen wird, so kann an dritter
Stelle jede der go Nummern gezogen werden, giinstig aber ist nur
der eine Fall, daB dies die Zahl 51 ist. Handelt es sich um das Er-
raten einer Ambe, so sind (§) Zusammenstellungen von je zwei
Nummern méglich, giinstig aber sind nur (J) von diesen; es ist also:

G _ 54 _ 2

(920)"" g0-89 ~ 8o1

werfen, ist W = weil wg = 35, Wy = 3 ist.

Wy ==

Entsprechend erhilt man die Wahrscheinlichkeit fiir eine Terne:

G_ 543 _ 3
Wy = (90 908988 11748’
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G s432 1
(940)—~ 90-89.88.87 511038’

fir eine Quaterne: w, =

@= 5.4-3-2-1 — 1 .
(950) 90-89-88 87.86 43949268

fir eine Quine: Wy =

Diese Ergebnisse kann man auch auf andrem Wege finden. Soll
z. B. die Wahrscheinlichkeit fiir eine Terne gefunden werden, so wird
zuerst die Wahrscheinlichkeit fiir das Erraten einer Nummer mit
w = & bestimmt; die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine zweite
Nummer richtig geraten wird, ist »’’ = 4, da noch 4 giinstige Falle
und 89 mogliche Fille vorliegen; entsprechend ist die Wahrschein-
lichkeit fiir das Erraten der dritten Nummer »''' = 2. Also ist die
zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit dafiir, daB alle 3 Nummern
gezogen werden:

, 12 2 I
wy=w ' w =95—o-819-§3§=”748.

Ahnlich ist die Betrachtung fiir die Ambe, die Quaterne und die
Quine.

X. Werfen einer Miinze.

Die Wahrscheinlichkeit, mit einer Miinze Kopf zu werfen, ist 1, die,
Schrift zu werfen, ist ebenfalls 3. Die Wahrscheinlichkeit, dreimal
nacheinander Kopf zu werfen, ist (3)3= 1, die Wahrscheinlichkeit,
erst Schrift, dann Kopf, dann wieder Schrift zu werfen, ist ebenfalls
3.3.-3 =1 (zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit). Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, da88 bei zweimaligem Werfen der Miinze min-
destens einmal Schrift erscheint, hat ein historisches Interesse
(vel. IV). d’Alembert gibt folgende Losung: Entweder f4llt beim ersten
Wurf Schrift, dann ist die Forderung erfiillt; oder es fillt erst Kopf
dann Schrift oder erst Kopf dann Kopf. Das sind drei Fille, von
denen die beiden ersten giinstig sind, also ist w== 4. Bezeichnet
man die Tatsache, dal erst Schrift, dann Kopf geworfen wird, durch
das Symbol SK, so sind in Wirklichkeit folgende vier Fille moglich,
SS, SK, KS, KK. Von diesen vier Fillen sind die drei ersten giinstig,
also ist w = §. d’Alembert hat die beiden ersten Fille in einen zusam-
mengezogen und unberechtigterweise diese drei Fille als gleich-
berechtigt betrachtet. Die Aufgabe kann auch anders geldst werden.
Die Bedingung ist erfiillt, wenn nicht beidemale Kopf geworfen
wird. Die Wahrscheinlichkeit, beidemale Kopf zu werfen, ist
w' = (3)*=1, also die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit w =1
—w' =1-—%=4%. Oder man bestimmt die totale Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB entweder beim ersten Wurf Schrift fillt (w; =%,
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der zweite Wurf ist dabei gleichgiiltig) oder dafl beim ersten Wurf
Kopf und beim zweiten Schrift fillt (w,= 1), also w=14 1= %.

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 bei drei Wiirfen mindestens einmal
Kopf erscheint, ist w = %; denn sie ist die entgegengesetzte Wahr-
scheinlichkeit davon, daB alle drei Wiirfe Schrift ergeben, die w, = }
ist. Auch das einfache Abzihlen der mdglichen und giinstigen Fille
liefert dieses Ergebnis. Moglich sind die 8 Falle SSS, SSK, SKS,
KSS, SKK, KSK, KKS, KKK, von denen die 7 letzten giinstig sind.

XI. Aufgaben mit zwei Wiirfeln.

Mit 2 Wiirfeln kénnen 36 verschiedene Wiirfe geworfen werden.
Das Symbol 35 mége bedeuten, daB mit dem ersten Wiirfel 3, mit
dem zweiten 5 geworfen wird. Die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch
(zwei gleiche Augenzahlen) zu werfen, ist w = & = }; denn giinstig
sind nur die sechs Fille 11, 22, 33, 44, 55, 66. Die Wahrscheinlich-
keit, eine Sequenz zu werfen (d. h. zwei aufeinanderfolgende Augen-
zahlen), ist w= 2= 2; denn giinstig sind die 1o Fille 12, 23, 34,
45, 56, 21, 32, 43, 54, 65. Es ist also wahrscheinlicher eine Sequenz
als einen Pasch zu werfen. Die Wahrscheinlichkeit, erst einen Pasch,
dann eine Sequenz zu werfen, ist }+ 5= ;5 (zusammengesetzte
Wabhrscheinlichkeit). Die Wahrscheinlichkeit, g zu werfen, ist wy = %
= 1. [Giinstig sind die Wiirfe 36, 45, 54, 63.] Die Wahrscheinlichkeit,
10 zu werfen, ist wyg= %: 5 Die Wahrscheinlichkeit, nicht xo0
zu werfen, ist die entgegengesetzte der vorigen, also I — L =1L
Die Wahrscheinlichkeit, beim ersten Wurfe nicht 9 und beim zweiten

nicht 10 zu werfen, ist w= 8.U= 2

XII. Losung einiger Aufgaben.

1. Eine Urne enthilt a weifle und b rote Kugeln; wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dafl beim Herausnehmen von ¢ Kugeln alle weil3
sind. Es ist sofort klar, daf3 ¢ kleiner oder héchstens gleich a sein muf3.

Moglich sind <a + b) Fille, ndmlich so viele, als man die {2 + ) Kugeln

c
zu je ¢ kombinieren kann. Giinstig sind (Z) Fille, namlich alle Kom-
V . b
binationen von ¢ weien Kugeln zur Klasse c. Alsoistw = ((Z) : (a_j: )
Beispiel: Enthilt die Urne 6 weie und 4 rote Kugeln und werden
3 Kugeln gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB alle drei Kugeln
. . 6\ , (10 — I .
welﬁsmd,w—<3).<3) 3
2. Jemand hat aus einer Lotterie von 100 Losen mit 5 Treffern 20
Lose genommen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, daB er mit
3 Losen (nicht mehr und nicht weniger) gewinnt ?
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Die 5 Treffer konnen sich auf (IZO) Arten auf die 100 Lose verteilen,

also ist die Zahl der moglichen Fille (I:o) Giinstig fiir den Inhaber der

20 Lose sind alle die Fille, in denen sich drei Gewinne auf seine zwanzig

Lose, zwei weitere auf die iibrigen 80 Lose verteilen, also ist die Zahl
20\ (80

der giinstigen Fille (3) (2 ) Also ist die Wahrscheinlichkeit, daB er

. . . 20\ (8o\ (100\_ 20.19-18.80-79-I0 _ 7505
mit drei Losen gemnnt(s)-(z).( 5 )_ 70099 98-97.96 — 156849

3. Bestimme die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln bei drei auf-
einanderfolgenden Wiirfen wenigstens einmal Pasch zu werfen.
Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf Pasch zu werfen, ist 1; die
Wahrscheinlichkeit, keinen Pasch zu werfen, ist1 — } = £, nimlich
die entgegengesetzte der vorhergehenden. Die Wahrscheinlichkeit, bei
drei aufeinanderfolgenden Wiirfen keinen Pasch zu werfen, ist (§)3. Die
entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit hiervon ist die, daB bei den drei
Wiirfen nicht jedesmal der Pasch verfehlt wird, d. h. daB mindestens
einmal Pasch erscheint, also ist w =1 — (§)¥ =1 — 33 = L. Die
Aufgabe ist ein Sonderfall der folgenden.

4. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dal von drei Ereignissen, fiir
deren Eintritt die Wahrscheinlichkeiten w,, bzw. w,, bzw. w; bestehen,
wenigstens eines eintritt?

Fiir das Nichteintreten des ersten Ereignisses besteht die Wahr-
scheinlichkeit 1 —w,; (entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit). Ent-
sprechendes gilt fiir die beiden anderen Ereignisse. Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB keines der drei Ereignisse eintritt, ist daher
(1 —w,) (T —w,y) (I —w,;) (zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit).
Die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit hiervon ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB nicht zugleich alle drei Ereignisse ausbleiben, d. h.
daB mindestens eines eintritt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit

ist also: w=1I—(I —w,) (T —w,) (I —uw,).

Die Erweiterung der Betrachtung auf vier oder mehr Ereignisse
macht keine Schwierigkeit. Beispiel: Jemand will aus einem Karten-
spiel von 32 Karten beim ersten Zug ein As, beim zweiten eine rote
Karte, beim dritten ein Kreuz ziehen. Die gezogene Karte wird jedes-
mal wieder eingemischt. Wie groB8 ist die Wahrscheinlichkeit, daB
wenigstens ein Zug gelingt. Esist w, = §, w, =4, w; =1, alsow =
I —Pe—Pae—P=1—§-4-}=1-0=7%

XIIL Aufgaben mit dem Kartenspiel von 32 Karten.

Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit,

1. aus einem Spiel Karten ein As, und wenn dies wieder eingemischt

ist, ein Bild zu ziehen?
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2. bei einem Zug ein As oder ein Bild zu ziehen?

3. beim ersten Zug eine rote und nach Einmischen dieser Karte beim
zweiten Zug eme schwarze Karte zu ziehen?

4. dasselbe, wenn die erste Karte nicht wieder eingemischt wird?

b. beim ersten Zuge eine rote Karte zu ziehen und beim zweiten
Zuge nach Zuriicklegen der ersten Karte wieder eine rote?

6. dasselbe, nur soll die erste Karte nicht zurlickgelegt werden?

7. daB von zwei gleichzeitig gezogenen Karten eine rot und eine
schwarz ist?

8. daB zwei gleichzeitig gezogene Karten beide rot sind?

9. daB in dem Skat zwei Asse liegen?

10. daB in dem Skat die zwei hichsten Wenzel liegen ?

11. daBl bei drei aufeinanderfolgenden Ziigen (ohne Zuriicklegen der
gezogenen Karten) drei Wenzel gezogen werden ?

12. daB bei drei aufeinanderfolgenden Ziigen jedesmal eine rote Karte
gezogen wird, a) wenn die gezogene Karte jedesmal zuriick-
behalten wird, b) wenn sie wieder eingemischt wird ?

13. daB bei zwei aufeinanderfolgenden Ziigen wenigstens einmal eine
rote Karte gezogen wird, wenn die gezogene Karte wieder ein-
gemischt wird ?

14. daB bei vier aufeinanderfolgenden Ziigen wenigstens einmal eine
rote Karte gezogen wird, wenn die gezogene Karte jedesmal wieder
eingemischt wird ?

15. daB bei drei aufeinanderfolgenden Ziigen wenigstens einmal ein
Wenzel gezogen wird, wenn die gezogenen Karten wieder ein-
gemischt werden ?

X1V. Vermischte Aufgaben aus der Wahrscheinlichkeitsrech~
nung.

1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln a) 8 zu werfen,
b) 3 oder 5 zu werfen, c) erst g, dann 10 zu werfen, d) erst 4, dann
5, dann 6 zu werfen ?

2. Aus einer Urne mit 5 roten, g gelben, 6 blauen Kugeln werden wahl-
los 3 Kugeln gezogen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit a) drei
verschiedenfarbige, b) 2 gelbe, eine blaue, c) drei gleichfarbige
Kugeln zu ziehen ?

3. Eine Urne enthilt 5 rote und 11 griine Kugeln, eine zweite 7 rote
und 5 griine Kugeln. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, eine rote
Kugel zu ziehen ?

4. Wie andert sich das Ergebnis von 3., wenn alle Kugeln in eine Urne
gelegt werden ?

8. Ein Verein gibt 60 Lose aus. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit
fiir ein Mitglied, mit 2 Losen zu gewinnen, wenn es 1o Lose hat
und die Zahl der Treffer 6 ist?

Flechsenhaar, Finanzmathematik. 2. Aufl. 6
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6. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Mitglied mit einem
einzigen Los gewinnt ?
7. daB es mit keinem Los gewinnt ?

8. Jemand zieht aus einer Urne mit 8 roten, 5 gelben und 7 blauen
Kugeln wahllos drei Kugeln heraus. Wie grof ist die Wahrschein-
lichkeit, a) daB alle drei rot sind, b) alle drei gelb ?

9. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit 3 Wiirfeln zuerst 5, dann 7,
dann 17 zu werfen?

10. Wie groB8 ist die Wahrscheinlichkeit, mit 3 Wiirfeln zuerst weniger
als 6, dann mehr als 14 zu werfen ?

11. Jemand will mit 3 Wiirfeln jedesmal 7 Augen werfen. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, daB8 a) jeder Wurf gelingt, b) nur der erste
Wourf, c) keiner der drei Wiirfe, d) wenigstens einer ?

12. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit 3 Wiirfeln a) entweder
6 oder 16 zu werfen, b) erst 6, dann 16 zu werfen ?

13. Eine Urne enthilt 5 blaue, 7 griine Kugeln, eine zweite 12 blaue
und 8 griine Kugeln. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, a) aus
der ersten eine blaue und aus der zweiten eine griine zu ziehen,
b) aus der ersten zwei griine und aus der zweiten zwei blaue, c} aus
der ersten eine blaue und eine griine, und aus der zweiten drei
griine, d) bei wahllosem Zugreifen aus einer der beiden Urnen eine
blaue Kugel zu ziehen ?

14. In einer Urne sind 12 rote, 8 gelbe und 6 griine Kugeln. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, eher eine rote als eine gelbe zu ziehen?

15. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB bei zwei Wiirfen mit zwei
Wiirfeln wenigstens einmal der Pasch , Doppel-Sechs (6, 6)
fallt?

16. Aus einer Lotterie von 50 Losen, von denen 4 als Gewinne gezogen
werden, besitzt jemand 3 Lose. Wie groB ist die Wahrscheinlich-
keit, a) mit allen 3 Losen zu gewinnen, b) iiberhaupt zu ge-
winnen ?

17. Von einer Schafherde von 66 Stiick gehoren A 5 Schafe. Bei einem
Transport gehen 3 Schafe ein. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
daB a) eines, b) zwei, c) alle drei, d) keines davon dem A gehért?

18. Von 4 Ereignissen wei man, daB sie mit den Wahrscheinlichkeiten
wy =3, wo=4%, wy=14%, wy= 3 eintreten. Wie grof ist die
Wahrschemhchkelt daB a) eher das zweite als das dritte eintritt,

b) eher das dritte als eins der beiden ersten?

19. Jemand wirft 8mal eine Miinze. Wie gro8 ist die Wahrscheinlich-
keit, a) daB jedesmal Schrift fillt, b) daB abwechselnd Schrift (S)
und Kopf (K) fillt in der Form SKSKSKSK, c) daB die Reihen-
folge SSKSKKSS fillt?
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XV. Gesetz der grofien Zahlen.

Wenn man mit einemm Wiirfel wiirfelt, so ist die Wahrscheinlichkeit,
eine 4 zu werfen, w=— 1. Danach wire zu erwarten, daf bei sechs
Wiirfen einmal die 4 fillt; der Versuch zeigt aber, daB dies durchaus
nicht immer zutrifft; manchmal wird unter 6 Wiirfen die 4 iiber-
haupt nicht geworfen, manchmal fllt sie sogar mehrmals. Macht
man aber nicht 6 Wiirfe, sondern mehrere Hundert oder Tausend,
so ergibt sich, daB in groBer Anndherung in  der Wiirfe der Wurf 4
fallt. Langjihrige Beobachtungen der Lebensversicherungsgesell-
schaften haben ergeben, daf etwa die Hilfte aller versicherten 30jdh-
rigen Personen das 65. Lebensjahr erreicht. Hieraus kann nicht ge-
schlossen werden, daB von zwei 30jihrigen Personen gerade eine das
65. Lebensjahr erreicht. Wohl aber zeigt die Erfahrung, da immer
wieder von einer groBen Zahl 3ojihriger Personen ungefihr die
Hilfte 65 Jahre alt wird. Die Erfahrung lehrt, daB bei zahlreichen
Versuchen die Ereignisse nahezu im Verhiltnis ithrer mathematischen
Wabhrscheinlichkeiten eintreten. Dieses Gesetz, das von Jakob Bernoulli
{(1680) in mathematische Form gebracht und bewiesen wurde, heil3t
das Gesetz der gro8en Zahlen. Auf ihm berubt die Anwendung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Probleme der Wissenschaft und
des taglichen Lebens.

XVI. Wahrscheinlichkeit a priori und a posteriori.

In den anfangs behandelten Aufgaben der Wahrscheinlichkeits-
rechnung war aus theoretischen Bedingungen heraus die Zahl der
moglichen und die Zahl der giinstigen Félle und damit die mathe-
matische Wahrscheinlichkeit bestimmt worden, d.h. es handelte
sich um Wabhrscheinlichkeit a priori. Stellt man aber aus der Er-
fahrung heraus die Wahrscheinlichkeit fest als das Verhiltnis der
Zahl der giinstigen Fille zu der Zahl der moglichen Fille, so spricht
man von Wahrscheinlichkeit a posteriori. Hierbei ist das Gesetz
der grofen Zahlen zu beachten. Zieht man aus einer Ume mit rund
30 Kugeln bei 300 Ziigen, wobei die gezogene Kugel jedesmal zurtick-
gelegt und gut gemischt wird, 51mal eine rote Kugel, 102mal eine
griine und 147mal eine gelbe Kugel, so schlieBt man, daB in der Urne
rote, griine und gelbe Kugeln vorhanden sind und daB sie etwa im
Verhiltnis 51 : 102 : 147 oder ungefihr im Verhiltnis 1 :2:3 ge-
mischt sind. [Es wire allerdings verkehrt, schon aus einer kleinen
Zahl von etwa 10 Ziigen einen SchluB auf die Verteilung zu ziehen.]
Wir nehmen dabei ohne weiteres an, daB bei weiteren Ziigen, das Ver-
hiltnis der drei Farben etwa dasselbe bleibt. Auf diesen Uberlegungen
beruht die Statistik, die ebenfalls aus bestimmten zahlenmiBig fest-

6%
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gelegten Beobachtungen bekannter Ereignisse und Zustdnde Schliisse
auf unbekannte Ereignisse zieht.

XVII. Wetten.

SchlieBen zwei Personen auf das Eintreffen eines Ereignisses eine
Wette ab, so sind die Einsitze bei gerechter Verteilung nach der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung so festzustellen, daBB jeder Spieler bei viel-
facher Wiederholung der Wette nach dem Gesetz der grofBen
Zahlen etwa ebensoviel gewinnt wie verliert. Wetten z. B. A und
B auf das Fallen der 4 beim Wiirfel, so daB A gewinnt, wenn die 4 fillt,
B, wenn die 4 nicht fillt, und setzt A 1 £/, so hat B 5 Z.4 zu setzen.
Bei 1800 Wiirfen wiirde dann etwa 300 mal die 4 fallen, A wiirde also
etwa 3oomal 5 £.4 gewinnen und 1500mal 1 .4 verlieren, also eben-
soviel gewinnen als verlieren. Die gerechte Verteilung der Einsitze
ist stets dann erreicht, wenn sich die Einsétze (¢) der beiden Wetten-
den verhalten wie die Wahrscheinlichkeiten (w) dafiir, daB sie gewinnen.

Es muB also sein: bt 6= wy 1w, oder:

(6) 81 Wy = ezwl.

Das Produkt e,w; heiBt die mathematische Erwartung des
ersten Spielers; sie ist also das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit da-
fiir, daB er gewinnt, und aus dem in Aussicht stehenden Gewinn. Die
mathematische Erwartung muB fiir beide Spieler gleich sein. Beim
Lottospiel miiBte bei der Wette auf einen unbestimmten Auszug mit
der Wahrscheinlichkeit 3 [vgl. IX] einer Reichsmark Einsatz ein Gewinn
von 18 ZA oder (nach Abzug des Einsatzes von 1 Z.) ein Reingewinn
von 17 JAM entsprechen. Die Banken und Staaten, die diese Wetten
abschlossen, zahlten allerdings nur 15 £/ aus (statt 18 A.4). Ebenso
wurden auch in den iibrigen Fillen nur geringere Gewinne gezahlt,
als sie nach der Wahrscheinlichkeitslehre zu erwarten waren, z. B.
bei der Ambe meist 270 £A (statt 400,50 JZA), bei-der Terne 5300
bis 5500 ZH (statt 11748 Z.A), bei der Quaterne 60000 bis 70000 A
(statt 511038 AA), bei der Quine, sofern sie iiberhaupt zugelassen
wurde, 1000000 BA (statt 43949268 AA). Esist klar, daB die Staaten
bzw. Banken bei diesen Wetten groBe Gewinne erzielten.

Hat ein Unternehmer A auf ein Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit
w einen Gewinn G ausgesetzt, so wird der Spieler B bei gerechtem Spiel
einen Einsatz ¢ zu leisten haben, der der mathematischen Erwartung
w - G gleichkommt. Es ist also:

(7) e=G-w.

Beispiel: Der Unternehmer A zahlt jedesmal 7z 4, wenn der
Spieler B mit z Wiirfeln 11 wirft. Die Wahrscheinlichkeit, 11 zu werfen,
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ist i, also ist die mathematische Erwartung des B und damit auch
sein Einsatz 72 - % = 4 A/. Bei einem einzigen Spiel ist fiir B nur
sein Einsatz sicher. Bei einer groBen Zahl von Spielen wird voraus-
sichtlich ein Ausgleich dahin eintreten, daB etwa unter 18 Spielen
eines giinstig fiir B ist. Er zahlt fiir 18 Spiele 18 - 4 = 72 £/ ein und
erhilt einen Gewinn von 72 Z#. Da aber der Unternehmer A einen
Gewinn erzielen will, so wird er bei einem Einsatz von 4 £/ einen
kleineren Preis als 72 JZ./ aussetzen,

XVII. Aufgaben zu XV—XVIIL.

1. Beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln zahlt B an C jedesmal 5 %/, wenn
ein Pasch fillt. Was hat dagegen C an B zu zahlen, wenn eine
Sequenz fallt?

2. Wie miissen sich beim Werfen von 2 Wiirfeln die Einsitze des B
und C verhalten, wenn B gewinnt, sooft ein Pasch oder eine Sequenz
fallt, wihrend C in allen anderen Fillen gewinnt?

3. In einer Urne sind 3 weiBle, 8 griine, g blaue Kugeln. Wie gro8 ist
die Wahrscheinlichkeit, daBl man beim Ziehen von 5 Kugeln eine
weille, eine griine und drei blaue Kugeln zieht?

A setzt auf das Eintreffen dieses Ereignisses 2,10 Z./4. Was hat
B dagegen zu setzen?

4. A wettet mit B, daB er mit 3 Wiirfeln g Augen wirft und setzt
5 Juf. B soll gewinnen, wenn die Augenzahl 7 fillt. Was hat B zu
setzen, wenn das Spiel bei jeder anderen Augenzahl unentschieden
bleibt ?

5. Ein Unternehmer setzt einen Preis von 8 £, wenn jemand aus
einem Spiel von 32 Karten den hiochsten Wenzel zieht. Wie gro3
muB der Einsatz sein?

6. Eine Lotterie von 1000 Losen hat 2 Gewinne von je 100 £/ und
6 Gewinne von je 50 Z#. Wie teuer darf ein Los sein?

7. Bei einer Lotterie hat man 1500 Lose zu je 1 £/ ausgegeben und
verspricht 10 Gewinne. Die sechs kleinsten Gewinne sind gleich-
groB; die drei nichsten Gewinne sind je doppelt so gro8, der héchste
Gewinn ist dreimal so gro8 als der kleinste. Wie groB sind die ein-
zelnen Gewinne ?

8. Ein Verein veranstaltet eine Lotterie von goo Losen zu je 2 ZA
mit 6 Gewinnen. Wie gro8 ist jeder Gewinn, wenn 209, der Ein-
nahme von dem Verein zur Deckung der Unkosten und als Uber-
schuB zuriickbehalten werden ?

9. Ein Unternehmer 148t aus einer Urne mit 7 weilen und g roten
Kugeln drei Kugeln ziehen. Wer drei weile Kugeln zieht, erhilt
den Gewinn von 4 %.#. Wie groB ist der Einsatz zu wéhlen?

10. Ein Unternehmer zahlt jedem, der mit 3 Wiirfeln eine der Augen-
zahlen 3, 4, 17, 18 wirft einen Preis. Wie hoch ist dieser zu bemessen,
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wenn er im voraus 209, von dem errechneten Preis fiir sich zuriick-
behilt und der Einsatz 0,50 J./ betrigt ?

11. Versuche das Gesetz der groBen Zahlen durch einfache oft wieder-
holte Versuche zu bestidtigen. [Wiirfel, Karten, Werfen einer
Miinze.]

12. Ein Buch mit 1000 Seiten wird aufgeschlagen. Wie gro8 ist die
Wahrscheinlichkeit, daB in der aufgeschlagenen Seitenzahl a) die
Einerstelle eine 3 ist, b) eine 3 oder eine 5, ¢) daB die Zehnerstelle
eine 4 ist, d) daB die Hunderterstelle eine 2 ist, e) daB die erste
Ziffer der Zahl eine 1 ist ?

13. Untersuche die gleichen Fragen, wenn die Zahl der Seiten des Buches
998, 425, 212, 150, 76, 16, 8 ist?

14. Suche in der Logarithmentafel oder in einer Tabelle am SchluB des
Buches festzustellen, ob die Endziffern o, 1, 2, ... 9 je mit der Wahr-
scheinlichkeit 0,1 auftreten? Wie groB ist die Abweichung?

15. Jemand zieht aus einer Urne, von der er weiB, daB sie 27 Kugeln
enthilt, Tooomal eine Kugel und findet 185mal eine rote, 375mal
eine blaue und 450mal eine griine Kugel. Wieviel rote, blaue und
griine Kugeln sind wahrscheinlich in der Urne?

F. Versicherungsrechnung.

I. Arten der Versicherung.

Wer sich versichert, sucht durch eine einmalige oder wiederholte
Geldleistung fiir einen mit einer Unsicherheit behafteten spiteren
Geldbedarf Vorsorge zu treffen. Meist unterscheidet man Sach- und
Personenversicherungen. Zu ersteren gehéren die Feuer-, die
Hagel-, die Wasserschaden-, die Haftpflichtversicherung
u. a. m., zu letzteren z. B. die Kranken-, die Invaliden-, die Un-
fall-, die Leibrenten- und die Lebensversicherung. Zuweilen
teilt man die Versicherungen auch ein in solche, die einmal in Kraft
treten kénnen, aber nicht miissen (Feuerversicherung, Krankenver-
sicherung, . ..), und in solche, die sicher einmal in Kraft treten miissen
(Versicherung auf den Todesfall).

II. Grundlagen der Versicherung.

Bei der mathematischen Behandlung der Aufgaben aus dem Ver-
sicherungswesen geht man von dem Gedanken aus, daB sich anndhernd
ein Gleichgewicht aus den Leistungen der Versicherungsge-
sellschaft und aus ihren Einnahmen von den Versicherten er-
geben soll. Das ist natiirlich bei der UngewiBheit der Ereignisse, die in
Frage kommen, nie genau méglich und nur bei einer groBen Anzahl von
Versicherten nach dem Gesetz der gro8en Zahlen einigermaBen erreich-
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bar. Dabei ist es unvermeidlich und liegt in der Natur der Sache be-
griindet, daB dem einzelnen Versicherten viel mehr oder viel weniger
ausgezahlt wird, als er eingezahlt hat. Der Schaden des einzelnen
wird eben von der Gesamtheit der Versicherten getragen. Um iiber
die beiderseitigen Leistungen im voraus einen Uberblick zu gewinnen,
ist i.a. eine Statistik der Schadensfille erforderlich. Hat z.B. eine
Feuerversicherung durch langjihrige Erfahrung gefunden, daB jihr-
lich etwa 4%, der bei ihr versicherten Werte durch Brand zerstért
werden, so kann sie voraussichtlich ihren Verpflichtungen dauernd
nachkommen, wenn sie jihrlich von jedem Versicherten eine Primie
von 3%, des versicherten Wertes erhebt. Zu dieser sogenannten Netto-
primie tritt dann noch ein Zuschlag zur Deckung der Unkosten
und zur Ansammlung eines Fonds fiir auBerordentliche Fille; die
so errechnete Primie heit die Bruttoprimie. Je weiter die Ver-
sicherungsgesellschaft ihren Kreis rdumlich zieht, je mehr Versicherte
sie hat, um so mehr werden sich die Schidden in den einzelnen Jahren
und den einzelnen Gegenden nach dem Gesetz der grofen Zahlen aus-
gleichen. Ahnliches gilt fiir andre Versicherungsarten.

1. Sterbetafeln.

Fiir Versicherungen, die sich auf das menschliche Leben beziehen,
ist es wichtig, zu wissen, wie lange der Versicherte voraussichtlich
noch leben wird. Fiir den einzelnen ist hier eine Aussage unmog-
lich, fiir eine groBe Zahl Gleichaltriger dagegen ist aus der Erfahrung
mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit a posteriori eine ungefihre Aus-
sage wohl gerechtfertigt. Fiir genauere Untersuchungen ist zu beachten,
daB Klima, Rasse, Geschlecht, Beruf, Lebensweise, Zeitverhiltnisse
u. a. m. einen wesentlichen EinfluB auf die Sterblichkeit haben. Die
Ergebnisse der Erfahrung werden in Sterbetafeln zusammengestelit.
Dabei geht man von der Annahme aus, man habe iiber das Leben
einer groBen Zahl von Menschen bis zum Tode genau Statistik gefiihrt,
so daB die Zahl der von ihnen Lebenden bei der Geburt, nach 1 Jahr,
nach 2z Jahren, usf. bekannt sei. Diese Statistik, die auf etwa ein
Jahrhundert durchzufiihren wire, begegnet aber uniiberwindlichen
Schwierigkeiten. Auch ein zweiter Weg, bei einer stationiren Be-
volkerung die Zahl der Lebenden in jedem Lebensalter abzuzdhlen,
hat groBe Mingel; denn es wird nicht hiufig ein Land geben, das auf
Jahrzehnte hinaus eine stationire Bevolkerung aufweist; zudem treten
durch Zu- und Abwanderung dauernd Stérungen ein. Man hat des-
halb die modernen Sterblichkeitstafeln auf anderem Wege gefunden,
in erster Linie durch Berechnung der Sterbenswahrscheinlichkeit
(vgl. IV), wie sie sich aus den Erfahrungen der Versicherungsgesell-
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schaften bei den bei ihnen versicherten Personen ergeben haben.
Die am meisten gebrauchte ist die aus den Beobachtungen der 23
deutschen Lebensversicherungsgesellschaften abgeleitete (vgl. An-
hang Tafel IT). Die erste Spalte ist mit x bezeichnet; sie gibt das
Lebensalter an und beginnt mit x= 20, da Lebensversicherungen
vor dem z2o. Lebensjahr kaum abgeschlossen werden. Als x-jdhriger
gilt der, der zwischen x—% und x 4 % Jahre alt ist. Diezweite Spalte,
die mit I, bezeichnet ist, gibt an, wie viele von 100000 Menschen,
die 20 Jahre alt sind, in jedem der folgenden Jahre noch leben;
so bedeutet /3, = 91578, daBl von 100000 20jdhrigen 91578 das 30.
Lebensjahr erreichen. Aus der Spalte /, liBt sich leicht die Zahl 4,
der in jedem Jahre Gestorbenen ablesen. Es ist:

(I) dm=lw—la_-+l,

d.h. die Zahl der im Lebensalter xVerstorbenen wird gefunden, wenn man
die Zahl derer, die das x* Jahr erlebt haben, vermindert um die Zahl
derer, die auch noch das (x - 1)* Jahr erlebt haben. Die Sterbe-
tafel geht nur bis zum Alter go. Genau genommen wire sie fort-
zusefzen, bis alle Versicherten gestorben sind. Da aber nur wenige
Versicherte ein wesentlich hoheres Alter erreichen, so wird die Tafel
selten tiber das go. Lebensjahr fortgesetzt. Das hochste in der Sterbe-
tafel enthaltene Lebensjahr wird mit @ bezeichnet, die Zahl der am
Anfang dieses Jahres Lebenden ist dann 7, die der in diesem Jahre
Sterbenden ist d,= 1, da ja angenommen wird, daB niemand das
folgende Jahr erlebt.

IV. Lebens~ und Sterbenswahrscheinlichkeit.

Von den I, Personen des Alters x erleben I, , Personen das Alter
(* + 1). Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, dall der x-jahrige das
folgende Lebensjahr erlebt:

Lp i1

(2) P =—7"

Dieser Bruch heiBt die Lebenswahrscheinlichkeit des xjahrigen. Ent-

sprechend heiBt der Bruch:
dﬂ,‘
(3) q@ = 4 b4
a

die Sterbenswahrscheinlichkeit des xjahrigen; sie ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB der xjdhrige im kommenden Jahre $tirbt. Es ist
nun py+ gp=—175 — = %: 1 oder ¢, = 1—p,, d. h. ¢, ist die
entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit zu p,. Die Wahrscheinlichkeit,
daB der xjahrige das Alter ¥ 4 » erlebt, ist ,p, = f2+m. gie Wahr-

iy ’
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. qe . . . . 4
scheinlichkeit, daB er im Alter x4 m stirbt, ist ,g,=-%"". Ist
z
wPs=1%, so heiBt # die fernere wahrscheinliche Lebensdauer

des x-jihrigen. Aus der Sterbetafel lesen wir z. B. ab 504 = —iﬂ
41

88
= gc: 5 0; = % Die fernere wahrscheinliche Lebensdauer des 41 jihrigen
betrdgt also 26 Jahre, d. h. von einer groBen Zahl 4xjibriger erlebt
voraussichtlich die Hilfte das 67. Lebensjahr.

V. Arten der Versicherung auf das Leben einer Person.

Die Versicherungen konnen in verschiedener Form abgeschlossen
werden:

1. Es kann bestimmt werden, daB die Versicherungsgesellschaft eine
einmalige bestimmte Summe auszahlt,

a) wenn der Versicherte ein bestimmtes Lebensalter erreicht,
[Erlebensfallversicherung];

b) wenn der Versicherte stirbt [Todesfallversicherung];

c) wenn der Versicherte stirbt, spitestens aber mit Erreichung
eines bestimmten Lebensalters [gemischte Versicherung];

d) wenn der Versicherte stirbt, aber mit der Einschrinkung,
daB die Versicherung nur fillig wird,

a) wenn der Tod innerhalb der nichsten # Jahre eintritt [kurze

oder abgekiirzte Versicherung],
B) wenn der Tod erst nach Verlauf von » Jahren eintritt [Ver-
sicherung mit Karenzzeit];

e) nach » Jahren, unabhingig davon, ob der Versicherte noch
lebt odef nicht [Versicherung mit bestimmter Verfallzeit].

2. Der Versicherungsvertrag kann aber auch so lauten, daB all-
jihrlich, entweder am Anfang jedes Jahres (prinumerando) oder
am Ende jedes Jahres (postnumerando) an den Versicherten eine
bestimmte Summe ausgezahlt-wird, so lange er lebt. In diesem
Falle spricht man von einer Leibrente. Auch hier kénnen verschie-
dene Abdnderungen eintreten. Die Rente kann fillig sein

a) lebenslinglich [lebenslingliche Rentej;

b) # Jahre lang, langstens aber bis zum Tode des Versicherten
{kurze oder aufhorende Rente]; )

c) erst nach = Jahren beginnnend, dann aber bis zum Tode
des Versicherten laufend [aufgeschobene Rente];

d) erst nach m Jahren beginnend, dann # Jahr laufend, aber

hochstens bis zum Tode des Versicherten [kurze aufgeschobene
Rente].
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Es kann ferner bestimmt werden, dafB die Rente nicht in jihrlichen,
sondern in kiirzeren, etwa halbjihrlichen Terminen zur Auszahlung
kommt.

Fir die Leistung des Versicherten bestehen zwei Moglichkeiten.
Entweder er zahlt einen einmaligen Einsatz bei Beginn der Ver-
sicherung oder er zahlt einen bestimmten jihrlichen Beitrag. Die
Zahlung des Versicherten heift Priamie, der einmalige Einsatz heit
gelegentlich auch die Mise. Die Priamien kénnen auch in unter-
jihrigen Raten bezahlt werden, auch kann durch Vertrag die Beitrags-
zahlung zeitlich begrenzt werden oder lebenslinglich erfolgen.

VI. Mathematische Behandlung der Versicherungsaufgaben.

Bei allen Aufgaben wird die Fiktion gemacht, daB nicht ein einzelner
die Versicherung abschliet, sondern alle /, Personen der Sterbe-
tafel vom Alter x. Die Gesamtleistung der Versicherungs-
gesellschaft wird der Gesamtleistung der [, Versicherten
gleichgesetzt. Da die Einzelleistungen zu verschiedenen Zeiten er-
folgen, sind sie vor dem Vergleich auf denselben Zeitpunkt zu
datieren. Welcher Zeitpunkt dabei gewéhlt wird, ist theoretisch gleich-
giiltig; am praktischsten wird der Zeitpunkt Null gewihlt, d. h.
der Geburtstag der /,Personen. Auch hier verwenden wir prak-
tisch wieder die Zeitgerade [vgl. C. 11]. Links werden die Werte von
%, d.h. das Alter der Versicherten, angetragen, rechts jedesmal die
Leistung der Versicherten und der Versicherungsgesellschaft
an den betreffenden Zeitpunkt, evtl. zur besseren Ubersicht beide durch
einen senkrechten Strich getrennt. Nachdem die Zahlungen an die Zeit-
gerade angetragen sind, werden sie auf den Zeitpunkt Null datiert;
dann wird die Gleichung aufgestellt. Bei den folgenden Betrach-
tungen wird stets der ZinsfuB p= 3} zugrunde gelegt; es ist also

g=1,035 und v = —;« = ] ;35. Auch die von einem ZinsfuB abhingigen

Zahlen der Sterbetafel sind fiir den gleichen Zinsfu3 berechnet.

VII. Voriibungen.

1. Samtliche /, Personen vom Alter x zahlen je 1 £/ ein. Welchen
Wert hat die Gesamtleistung am Zeitpunkt der Geburt? Am Zeit-
punkt x betrigt die Gesamtleistung /- 1 £A, also x Jahre vorher
[vgl. B (11)] g} =1, v®* AM. Man setzt zur Abkiirzung:

(4) L, v'=D

ax

und nennt D, die diskontierte Zahl der Lebenden vom Alter x;
fiir jedes Alter ist der Wert von D, in der Sterbetafel in Spalte 4 an-
gegeben,
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2. Die I, Personen vom Alter x zahlen vorschiissig lebenslang,
sofort beginnend, jahrlich je den Betrag 1. Welchen Wert hat die
Gesamtheit der Zahlungen am Zeitpunkt ihrer Geburt?
Am Zeitpunkt x wird von den I, Personen der Betrag [, o=l
gezahlt, am Zeitpunkt x -+ 1 leben nur noch I,,, Per- -
sonen, die die Zahlung [, , leisten, usf. bis zum Zeit- .
punkt @, an dem die noch lebenden Z,, Personen den Betrag * + e +s
I, zahlen. Werden alle Zahlungen auf den Zeitpunkt *+2 e+
Null datiert, so ergibt sich hier die Summe /,v* 1, ; v*+! *+ 17 j"‘"“
1,0+ o+ 0,0°= Dyt Dyt Dyrgt -+ Dy T
Man setzt nun zur Abkiirzung:

6D, +D, ., +D,, ,++D, =2D1)—Nw o

N

3. Welches ist die Leistung der Versicherungsgesellschaft, wenn
sie an die Hinterbliebenen aller d, im Alter x verstorbenen Personen
den Betrag 1 auszahlt, berechnet auf den Zeitpunkt der Geburt der
l, Personen? Die Todesfille erfolgen i.a. ziemlich gleichmiBig auf
das Jahr verteilt. Zuweilen nimmt man an, daB sie in der Mitte des
Jahres gleichzeitig erfolgen. Meist aber wird die Rechnung so durch-
gefiihrt, als ob die Todesfdlle erst am Ende des Jahres erfolgten
und erst dann die Auszahlung der Versicherungsbetrige stattfinde.
Dem schlieBen wir uns auch hier an. Demnach hat in unserem Falle
die Versicherungsgesellschaft am Zeitpunkt x - 1 den Betrag d,
auszuzahlen, der am Zeitpunkt Null den Wert d,- v+ hat. Zur
Abkiirzung wird gesetzt: o+1—de

(6) d, -v"t'=0,.

C_ hei3t die diskontierte Zahl der Toten des Alters x.
Die Werte fiir C, sind in der Sterbetafel in Spalte 6 ver-
merkt.

4. Wie lautet das Ergebnis von 3, wenn jedesmal beim
Tode bis zum Absterben aller I, Personen der Betrag 1
ausgezahlt wird? —

Nach 3 ist am Zeitpunkt x+ 1 der Betrag d, zu zahlen,
am Zeitpunkt x + 2 ist fiir die im vergangenen Jahr o
verstorbenen d,,, Personen der Betrag d,., zu leisten, usf., am
Zeitpunkt o - 1 ist fiir die im vergangenen Jahr verstorbenen 4,

o—ldw _1

x+3~{dx+2
x4-2-ddx 41
x+1—dx

X ]

w
1) 3Dy lies: Summe aller D, von # bis @. X (lies ,,Sigma") ist das

x
griechische S.
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Personen der Betrag d, zu zahlen. Fiir den Zeitpunkt o berechnet
ergibt sich die Summe:

dp- oot b dy vot2 - d, avo 8 oo g o0t
=Cz+cz+1+cz+z+"'+cm‘
Man setzt nun zur Abkiirzung:
(7) C,+Coy+Cpot - +C,=2C =M,

(vgl. Spalte 7 der Sterbetafel).

5. An samtliche I, Personen des Alters x wird lebenslinglich pri-
numerando die Leibrente 1 ausgezahlt. Welchen Wert haben die Aus-
zahlungen am Zeitpunkt der Geburt der [, Personen ?

Die Aufgabe stimmt mit 2. iiberein, nur
daB in diesem Falle die Versicherten den
Betrag erhalten, dort aber zahlten. Die
Summe ist also N,.

- |- 6. Wie grof} ist der Barwert am Zeitpunkt
Ztm+2=lps mis Null, wenn die Leibrente 1 nach m Jahren
Frm I ey mis beginnt und dann » Jahre an alle in diesem

. +;”;”:: ‘ot m Zeitraum noch lebenden Versicherten bezahlt

x+ m + n—
x4mtn—1"llx+m+n—1

wird ?
: An nebenstehender Zahlengeraden sind die
%+ 1] Zahlungen eingetragen. Sie erfolgen vom
P Zeitpunkt x4 m bis x+ m -+ n—1 [n Zah-
ol lungen; abzédhlen!]. Auf den Zeitpunkt Null

datiert haben sie den Gesamtwert:

1 -1
lz+mvz+m + lz+m+1vm+m+ + e+ lz+m+u—1'va"l+m-“l 1 —D,,.,_,,,

+Dz+m+1+Dc+m+z+ ‘"+Dc+m+u-1=Na=+m—Nm+m+n-

Von der letzten Umformung iiberzeugt man sich leicht, wenn man
die Werte fiir N, ,, und N, ,,, » anschreibt.

Die hier angestellten Ubungen hatten hauptsichlich den Zweck,
den Leser in den bei Versicherungsaufgaben eingeschlagenen Ge-
dankengang einzufiihren und ihn mit den abkiirzenden Zeichen D,
C, N, M (den Kommutationszeichen oder Grundzahlen) vertraut
zu machen. Anderseits aber lassen sich alle Versicherungsaufgaben
mit Hilfe dieser Ubungsaufgaben leicht 1sen. Der Leser mége in
allen Fallen versuchen, beide Wege zu gehen, d.h. einmal mit Hilfe
der Ubungen und andererseits durch Anschreiben aller Zahlungen an
die Zahlengerade.
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VIII. Aufgaben zur Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit
und zu den Voriibungen.

1. Wie groB ist die Lebenswahrscheinlichkeit des 20-, 30-, 65-, 80-, 88-
jdhrigen?

2. Desgl. die Sterbenswahrscheinlichkeit ?

3. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB der 25jihrige a) das
50. Lebensjahr erreicht, b) im 50. Lebensjahr stirbt ?

4. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daB3 a) der 42jihrige, b) der
32jihrige, c¢) der 22jihrige @) im 60. Lebensjahre stirbt, §) das
60. Jahr iiberlebt, y) vor dem 60. Jahre stirbt?

8. Wie viele der /,, = 100000 2z0jihrigen der Sterbetafel erreichen
voraussichtlich das 60. Lebensjahr?

6. Wieviele von 2000 Menschen im Alter von 36 Jahren erreichen
voraussichtlich das 72. Lebensjahr? Warum hat die Aufgabe keinen
Sinn, wenn es sich nur um 6 Menschen von 36 Jahren handelt?

7. Aus der Sterbetafel ist die fernere wahrscheinliche Lebensdauer
des a) 54, b) 32, c) 72, d) 24jdhrigen abzulesen (auf Ganze ab-
runden!).

8. Berechne in der Sterbetafel aus der Spalte der [, die Werte der
d,, 2. B. dg;, dysg, dps, dg;.

9. Berechne die Zahl der diskontierten Lebenden des Alters 40 und
vergleiche das Ergebnis mit dem Tafelwert von D, ebenso die Zahl
der diskontierten Toten des Alters 40 aus d,, und vergleiche das
Ergebnis mit dem Tafelwert von C .

10. Fiihre die Rechnungen der Aufgabe g auch aus fiir die Lebensalter
a) 27, b) 33, ¢) 52, d) 84. [Beachte, daB die Tafelwerte auf ganze
Zahlen abgerundet sind.]

11. Bestimme aus den Tafelwerten der D, die Werte von Ngy, Ngy,
Ngs, . - ., ebenso aus der Spalte der C, die Werte Myy, Mgy, Mygg, . - -
(Die Abrundung auf ganze Zahlen bedingt einige Abweichungen.)

12. Jeder der /,5 = 95590 Personen der Sterbetafel zahlt bis zum Tode
jahrlich vorschiissig 200 £/ ein. Welchen Wert haben die Ein-
zahlungen zusammen, berechnet auf das Geburtsdatum?

13. Welchen Wert, berechnet auf das Geburtsdatum, hat die Schuld
der Versicherungsgesellschaft, wenn sie verpflichtet ist, an die
Hinterbliebenen aller /;, = 88280 Personen im Todesfall die Summe
von je 1000 JA M auszuzahlen ?

14. Welchen Wert hat die Schuld in 13., wenn die Versicherungssumme
nur zur Auszahlung gelangt, falls der Versicherte nicht vor Ablauf
von 10 Jahren stirbt ?

15. Alle /,; Personen des Alters 45 haben eine jahrliche lebenslingliche
Leibrente von je 375 #./ zu beziehen. Welchen Wert stellt diese
Summe dar am Zeitpunkt Null?
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16. Eine Versicherungsbank hat die Verpflichtung an alle 45jihrigen
beim Tode bzw. im Erlebensfall am 60, Geburtstage den Betrag von
je 500 Z/ auszuzahlen. Welche Summe, bezogen auf das Geburts-
datum, hat die Bank bereitzustellen?

17. Ein Mann hat das Alter ., die Frau das Alter n. Wie grof8 ist die
Wahrscheinlichkeit, daB nach p Jahren a) der Mann noch lebt,
b) die Frau noch lebt, c) der Mann tot ist, d) die Frau tot ist,
e) beide noch leben, f) beide tot sind, g) der Mann noch lebt, aber
die Frau tot ist, h) der Mann tot ist, die Frau aber noch lebt,
i) wenigstens eines von beiden noch lebt, k) wenigstens eines von
beiden tot ist?

18. Lose die Fragen der vorstehenden Aufgabe fiir a) m = 35, » = 30,
P =30; b)m =48, n= 36, p =12; c) m =40, » = 36, p = 40.

19. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da von einem Ehepaar von
52 bzw. 50 Jahren nach zo Jahren entweder beide tot sind oder
beide leben?

IX. Versicherung auf den Erlebens~ oder Todesfall.

1. Welche einmalige Zahlung ,E, hat ein xjihriger sofort zu leisten,
wenn er nach # Jahren im Erlebensfall den Betrag 1 erhalten soll?

[Erlebensfallversicherung]. Wir machen auch hier wie-

der, wie in allen folgenden Fillen, die Annahme, daB nicht

" nur der eine Versicherte, sondern alle /, Personen der Sterbe-

tafel vom Alter x die Versicherung abschlieBen. Diese

*#—{nzlx zahlen also am Zeitpunkt x die Summe I, * ,E, ein, die am

. Zeitpunkt Null den Wert I, ° ,E,- v®*= D,* ,E, hat. Die

Versicherungsgesellschaft zahlt dafiir am Zeitpunkt x4 #

an jeden der I,,, noch Lebenden den Betrag 1, also

insgesamt I, ,, auf den Zeitpunkt Null berechnet also den Betrag
lpan. vt =D, . esist also D, ,E,= D,,, oder:
'Dul‘
(8) JE, = ___l_)ﬂ

@

Soll jeder Versicherte den Betrag S erhalten (statt 1), so ist die Ein-
zahlung:

R e LY

O

Dy yn
S."Ec= S'%:&’

2. Welche einmalige Einzahlung A, hat ein xjahriger zu leisten,
wenn bei seinem Tode die Summe 1 ausgezahlt werden soll? [Todes-
fallversicherung.]

Nach Voriib. VII 1 und 4 ist der Barwert der Einzahlungen 4, . D,,
der Barwert der Auszahlungen der Versicherungsgesellschaft M, also
ist A,- D = M, oder: o
() 4, ===

ax
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Dieser Wert ist mit S zu multiplizieren, wenn die Versicherungssumme
nicht 1, sondern S ist.

3. Welche einmalige Einzahlung ,4, hat ein x-
jahriger zu leisten, wenn im Falle seines Todes die
Summe 1 an seine Hinterbliebenen gezahlt werden
soll, sofern der Tod im Laufe der néachsten # Jahre .
eintritt?. [Kurze Versicherung auf den Todesfall]l s+2-jdx+1

Der Barwert der Einzahlungen betrigt ,,A l,v® *+1—)dx

2+ n=ldgpn_1
n—I1"1g 4 n—1

= n4.D,, der der Auszahlungen d,v*+1 4 d 0% +2 indz " la
Tt Aoyt =Co -+ Coyy + Coyat+ - o
+Copn1=M,— M, ,, also ist:

My —My,n
(IO) ['nA:c=—x—Dm_+'

4. Welche einmalige Einzahlung ,, .4, hat ein xjahriger zu leisten,
wenn an seine Hinterbliebenen der Betrag 1 ausgezahlt wird, falls
der Tod erst nach Verlauf von m Jahren, aber im Laufe der darauf-
folgenden % Jahre eintritt? {Kurze Todes-
fallversicherung mit Karenzzeit].

Die I, Personen zahlen am Zeitpunkt ¥ den
Betrag ,, ,4..1, ein, der am Zeitpunkt Null ol
den Wert mndetls V= p o4, D, hat. Die x4m41—dg, m
Versicherungsgesellschaft zahlt aus: am Zeit- %+ 7
punkt x -} m 4 1 den Betrag d,,,,, am Zeit- .
punkt x4+ m -4 2 den Betrag d,, ., usf.

xtmtn—ly s myn_
xtmtn—I1—dy min_a

x - 2=

Die letzte Auszahlung am Zeitpunkt x4+ m + n P
hat den Wert dyy ypn_1 Auf den Zeitpunkt P
Null bezogen haben alle Auszahlungen den

O

Gesamtwert :
Byym 0EF™H o dy o pm et g gemin=C
4+ Coimi1tCosmizst "+ Cotminc1=Moym—Mssmin

also ist:
_Mpsm— Mprman
(1 I) '”T”A = D, *

5. Welche einmalige Nettopramie ,, 4, hat ein Versicherter zu leisten,
wenn an seine Hinterbliebenen im Falle seines Todes der Betrag 1 aus-
gezahlt wird, falls der Tod erst nach Verlauf von m Jahren eintritt?
[Todesfall - Versicherung mit # jihriger Karenzzeit.]

Gegeniiber dem vorhergehenden Fall tritt eine Anderung nur inso-
weit ein, als die Zahlungen der Gesellschaft nicht mit dem (m - n) *®
Jahre aufhéren. Diese haben also hier den Barwert Cpy pn+Coy m+1
4+ e 4+ Co= M, also ist:

M,
(12) m]Az = ___z:. m,
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6. Welche einmalige Zahlung A4_; hat ein xjidhriger zu leisten,
wenn der Betrag 1 an seine Erben ausbezahlt wird, falls er im Laufe
der ersten n Jahre stirbt, an ihn selber aber, wenn er das Alter x 4+ #»
erreicht? [Gemischte Versicherung oder Versicherung mit ab-

gekiirzter Versicherungsdauer.]
sbntr]  — Die I, Versicherten zahlen am Zeitpunkt x»
#+ndesnv letn suscammen A,;, -1, die am Zeitpunkt Null den
7 _.I_ ‘f‘””" Wert haben A4;l9*= A\ -D,. Die Ver-
sicherungsgesellschaft zahlt am Zeitpunkt x - 1

% +;_ ;,c“ fir jeden im Alter x Verstorbenen den Be-
x4 1-|d, trag I, also insgesamt den Betrag d,, am
P Zeitpunkt x 4 2 den Betrag d,,; usf., zu-
o letzt am Zeitpunkt x + # den Betrag d,,,_,;

ferner zahlt sie am Zeitpunkt x4 # an die
},, » Uberlebenden den Betrag !, ,. Die Gesamtzahlung hat also am
Zeitpunkt Null den Wert:

d;vw+1 4 dz+1vx+2+ e dz+”_1va:+n + l,+,,v”+"
=C,+ C¢+1+ R o Cm+n-—1+ Dz+n=Mz—Ma:+n+Dz+m

also ist:
(1 A = = Mw_Mw+n+D¢+n
3) LB D

an
@x

Vergleiche das Ergebnis mit dem von 1 und 3. Begriinde die Richtig-
keit der Gleichung A,; = 4z + oEe

X. Aufgaben zu den Versicherungen auf den Erlebens~ oder
Todesfall bei einmaliger Pramie.

1. Ein 36jahriger versichert sein Leben mit S = 10000 JZ.4 auf den
Todesfall; welche einmalige Primie hat er zu zahlen?

2. Ein 31jahriger gewinnt in der Lotterie 2000 Z4 und geht damit
eine Versicherung ein, nach der ihm mit dem 60. Lebensjahr eine
bestimmte Summe ausgezahlt wird, falls er das 60. Lebensjahr er-
lebt. Wie groB ist diese Summe ?

3. Wie dndert sich das Ergebnis von 2., wenn er die 2000 2.4 zu 4%,
verzinslich anlegt?

4. Zu wieviel 9%, hat sich die Summe von 2000 £/ in 2. verzinst, wenn
er das 60. Lebensjahr erlebt ?

5. Mit 28 Jahren schlieBt jemand gegen Einzahlung von 3000 £.4
eine Todesfallversicherung ab. Nach 3 Jahren beabsichtigt er
weitere 1000 A4 und mit dem 36. Lebensjahre noch 2000 J.4 ein-
zuzahlen. Welche Summe kann im Falle seines Todes ausgezahlt
werden ?
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6. Ein 4ojahriger versichert sich so, dafl an seine Hinterbliebenen der
Betrag von 20000 A/ ausgezahlt wird, falls er im kommenden
Jahre stirbt. Welche Priamie ist zu zahlen, wenn diese verfallen ist,
falls er nach Ablauf des Jahres noch lebt?

7. Auf welche Summe konnte sich der 50jihrige versichern, wenn er
bei einjahriger Versicherungsdauer (siehe 6.) eine Primie von
170 M zahlte?

8. Ein 30jihriger hat ein Kapital von 5200 £/ zur Verfiigung, das
er fiir eine gemischte Versicherung anlegt, so daB im Falle seines
Todes, spitestens im 65. Lebensjahr das Versicherungskapital aus-
gezahlt wird. Wie grof ist dieses?

9. Jemand schlieBt im Alter von 30 Jahren eine Erlebensfallver-
sicherung auf das 60. Lebensjahr im Betrage von 8ooo £/ ab. Wie
grof ist die einmalige Pramie?

10. Ein 28jihriger schlieBt eine Todesfallversicherung iiber 12000 Z.A4
ab, ftir den Fall, daB er zwischen dem 40. und 50. Lebensjahr stirbt.
Welche einmalige Primie hat er zu zahlen ?

11. Ein Beamter von 30 Jahren, der erst nach 10 Jahren pensions-
berechtigt ist, zahlt aus seinem Vermdgen an eine Versicherungs-
bank 1000 2/ ein, damit diese an seine Hinterbliebenen eine be-
stimmte Summe auszahlt, falls er vor Ablauf von 10 Jahren stirbt.
Wie groB ist die Versicherungssumme?

12. Jemand zahlt 37jihrig an eine Versicherungsbank 2300 Z.4.
Welche Summe kann bei seinem Tode ausgezahlt werden? Welche
Summe kann ausgezahlt werden, wenn diese nur fillig wird, falls
der Tod nach dem 50. Lebensjahr eintritt ?

13. Ein Kaufmann hat mit einer Firma einen Vertrag auf 8 Jahre ab-
geschlossen; darin ist bestimmt, daB der Kaufmann, der 33 Jahre
alt ist, fiir die Dauer des Vertrages mit 20000 £/ gegen Todesfall
versichert ist. Welche einmalige Einzahlung hat die Firma fiir den
Versicherten zu leisten ?

14. Welche einmalige Primie hat ein 52jihriger zu zahlen, wenn er
eine gemischte Versicherung eingeht, so daB bei seinem Tode,
spitestens mit 65 Jahren eine Summe von 25000 A4 fillig wird ?

15. Desgl. fiir einen 34j4brigen mit dem Endalter 6o0.
XI. Leibrenten.

1. Welche einmalige Zahlung a, hat ein xjahriger sofort zu leisten,
um eine lebenslingliche vorschiissige Leibrente im Betrage 1 zu er-
werben? [Lebenslidngliche vorschiissige Leibrente.]

Die Einzahlungen der /, Personen haben auf den Zeitpunkt Null
bezogen den Wert a, -/, * v*= a,D,, die Auszahlungen der Versiche-

Flechsenhaar, Finanz athematik. 2. Aufl, 7
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rungsgesellschaft l,+ v+ 1, . 92+ oo+ 1, 0*=Dy+ Dy g+ -+
+ D, = N, also ist:

'NG
(r4) L=3_"

x

2. Wird die Leibrente nachschiissig bezahlt, so fillt die Zahlung
I am Zeitpunkt x weg, also ist die Leistung 4, des Versicherten am
Zeitpunkt x:

(15) @p==a,—1I.
Es liBt sich auch folgender SchluB ziehen: In 1. ist die erste Aus-

zahlung wegzulassen, so daB die Gesamtauszahlungen auf den Zeit-
punkt Null bezogen den Wert haben D, ,+ D, o+ -+ D,

= N, also ist: Ny
(152) % ="p_ "

3. Welche Einzahlung ,, ,a, hat ein xjihriger zu leisten, damit ihm

eine Leibrente vom Jahresbetrag 1 gegeben wer-

x+m+n—1—lp  mn_, den kann, die nach m Jahren beginnt und dann

. nmal ausgezahlt wird, hochstens aber bis zu

o B seinem Tode? [Aufgeschobene kurze Leib-
#+m+1"z1mes  rente.]

#tmlatm Am Zeitpunkt Null haben die Einzahlungen

xmpag-1, den Wert: _ .
In %" w m,na-a;la:'vz'—‘ mnde Dm

o= die Auszahlungen:

. -1 __
Lopm VT by v tm+l e qutmin-1=D
+ Dw+m+1 + e Dz+m+n~—1= Nz+m—Na,-+m+m

also ist: w ”
(16) minley = —ZEM__Ehmin Dm”+"‘+”.

4. Als Spezialfille hierzu konnen noch folgende beiden Ergebnisse
abgelesen werden.

Die Leibrente vom Jahresbetrage 1, die sofort beginnt und # Jahre
lauft, aber hochstens bis zum Tode, hat am Zeitpunkt x den Wert:
(17) n8p == k‘,—)@- [Kurze Leibrente.]

x
Die Leibrente, die nach m Jahren beginnt und bis zum Tode des Ver-
sicherten liuft, hat den Wert:

(18) mlBr = iv";—"‘e [Aufgeschobene Leibrente.]
£ 4

Was ergibt sich, wenn hierin m = 1 gesetzt wird?
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XIL Jahrliche Pramien.

Haufig ist der Versicherte nicht in der Lage, die einmalige hohe
Primie (Mise) zu bezahlen und zieht es deshalb vor, entweder lebens-
lang oder eine bestimmte Zeitlang eine jihrliche gleichblei-
bende Primie zu zahlen.

1. Die jahrliche vorschiissige lebenslang gezahlte Primie P mége
die einmalige Zahlung 4 am Zeitpunkt x ersetzen. Zahlen die 7,
Personen am Zeitpunkt x je den Betrag A, so ergibt dies auf den
Zeitpunkt Null bezogen die Summe A4/y*= AD,. Die Primien von
je P, die von den jeweils Lebenden alljahrlich gezahlt werden, haben
am Zeitpunkt Null den Wert:

Pl,v® - Ply qv*+Y 4+ .- 4 Pl o
= P(Dy+ Dyyy + -+ D) = P-N,,
also ist AD,= P - N, oder:
(19) P=A—1-Dv-f-

oder nach (14), wo a, den Barwert einer vorschiissigen Leibrente
bedeutet, die im Ratenbetrage 1 lebenslinglich bezahlt wird,

(20) = %.

Diese Gleichung kann auch durch folgende Uberlegung gefunden wer-
den. Nach (14) ist a, der Barwert am Zeitpunkt # fiir eine lebens-
langliche Zahlung vom Ratenbetrag 1, also a, P der Barwert, wenn
die Rate P ist, also ist 4 = a,* P.

2. Soll die einmalige Zahlung A durch die ¢ Jahre, aber hichstens
bis rum Tode fillige jahrliche Primie ,P ersetzt werden, so ist dei
Wert der einmaligen Einzahlung aller /, Personen Al,v*= AD, am
Zeitpunkt Null; der Wert aller jihrlichen Pramienzahlungen der jeweils
Lebenden ist am gleichen Zeitpunkt:

PvTF gy qvott b oo L v 1]
= PO+ Dgy1+ -+ Dgye )= P(Ng— Nz

also ist: » 7
(21) L= AE:—;’V;;, oder nach (17):
A
P=—
(22) ! 1132

3. In allen Fillen kann ohne Formeln durch Anschreiben an die Zeit
gerade und Datieren auf den Zeitpunkt Null die Jahresprimie ge
funden werden.

7*
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Beispiel: Jemand ist geboren am 2. August 1902; am 1. April 1925
schlieBt er eine Versicherung ab, nach der im Falle seines Todes an
seine Erben S = 12000 £/ ausgezahlt werden, bzw. an ihn selbst,
wenn er noch weitere 37 Jahre lebt. Welche jihrliche Priamie hat er
o+ S; lgo- S 28 zahlen?

:;__ Py |dgS Der Mann ist 23 Jahre alt. Die Auszahlung
. . . erfolgt beim Tode, spitestens mit seinem
. . . 60. Lebensjahr. Die Jahrespramie sei P. An die
25— P« lys |dyy- S Zeitgerade sind die von den /,; Personen der
24— P - lyq | dps* S Sterbetafel eingezahlten Betrige eingetragen,
23— P - Iy ebenso die von der Versicherungsgesellschaft ge-

leisteten Auszahlungen. Auf den Zeitpunkt Null

bezogen betragen die Einzahlungen:
P (L v® +1pg v + L5 V% o015y v50) = P (Ngg — Ngg).
Die Auszahlungen der Gesellschaft:
S (A V¥ + dgg v + - -+ + dyg 050 - digy %0 + gy v%)
=S5 (Mg — Mgy + Dey)-

Also ist P (Ng3 — Ngg) = S (M g3 — My, + D) oder:

_ o Mys— Mg+ Dy —
P=S5 Nys—Ng 244

Die jahrliche Primie betrigt also 244 JA.

XIII. Aufgaben iiber jahrliche Primien und Leibrenten.

1. Ein 36jihriger versichert sein Leben mit S = 10000 #Z.A. Welche
jahrliche Primie hat er zu zahlen?

2. Ein Beamter wird mit 25 Jahren angestellt; da er erst nach 10 Jah-
ren pensionsberechtigt ist, versichert er sein Leben fiir diese Zeit
mit 8000 JZA. Welche jihrliche Primie hat er zu zahlen?

3. Ein 4ojihriger verpflichtet sich, 15 Jahre, doch héchstens bis zu
seinem Tode, vorschiissig eine jihrliche Primie von 250 £/ zu
zahlen. Welche Summe kann bei seinem Tode ausgezahlt werden ?

4. Eine alleinstehende Witwe von 52 Jahren zahlt ihr Vermdégen von
30000 JZA bei einer Versicherungsgesellschaft ein, um dafiir eine
lebenslingliche, jdhrlich prinumerando zu zahlende Leibrente zu
erhalten. Wie groB ist diese?

5. Wie groB ist die Rente, wenn sie postnumerando gezahlt wird?

6. Welche Zinsen wiirde die Witwe jahrlich erhalten, wenn sie das
Geld zu 33 % (43 %) anlegen wiirde?

7. Ein Arzt zahlt vom 40. Lebensjahr 10 Jahre lang jahrlich 1000 24,
um sich vom 60. Jahre an eine lebenslingliche Leibrente zu sichern.
Wie groB ist diese ?
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8. Ein 32jihriger versichert sein Leben so, dal an seine Angehérigen
S = 10000 AH ausgezahlt werden, wenn der Tod erst nach dem
40. Lebensjahr eintritt. Welche jahrliche Pramie hat er zu zahlen ?

9. Jemand zahlt 40jdhrig 4800 A/ bei einer Versicherungsbank ein,
um im Falle des Erlebens vom 50., Jahre ab 10 Jahre lang eine Leib-
rente zu beziehen. Wie gro8 ist ihr jahrlicher Betrag?

10. Wie dndert sich das Ergebnis, wenn in 9. der Betrag bei einer Bank
eingezahlt und vom 50. Jahre ab in 10 gleichen Raten zuriickbezahlt
wird (p = 31), unabhingig davon, ob der Versicherte noch lebt
oder tot ist?

11. Ein 26jahriger Kaufmann will sich mit 40 Jahren selbstindig
machen. Er zahlt jihrlich vorschiissig 600 #/ an eine Ver-
sicherungsbank. Welche Summe zahlt ihm diese mit dem 40. Jahre
aus, wenn die Einzahlungen beim fritheren Tode aufhoren, aber
die geleisteten Zahlungen ebenfalls verfallen sind ?

12. Was wiirde in 11. eine Bank auszahlen (a) p = 3,5%,b) = 4,5 %),
wenn der Tod auf Einzahlungen und Auszahlung ohne EinfluB ist ?

13. Ein 38 jihriger hat fiir eine Versicherung lebenslang jihrlich 150 2/
Primie prinumerando zu zahlen. Welche einmalige sofortige Zah-
lung kann an deren Stelle treten ?

14. Ein 29jahriger zahlt fiir eine Versicherung 2000 JZ.#. Welche jahr-
liche Primie hitte an ihre Stelle treten kénnen, wenn die Primie
bis zum 39. Jahre (einschlieBlich), héchstens aber bis zum Tode
zahlbar ist?

15. Welche Todesfallversicherung kann ein 42 jahriger durch eine jahr-
liche Pramie von je 220 J2./ erwerben ?

16. Welche Jahrespramie ist fiir eine gemischte Versicherung mit dem

Endalter 55 zu zahlen, wenn der Versicherte 28 Jahre alt ist und
die Versicherungssumme 30000 £/ betrigt?

XIV. Deckungskapital oder Priamienreserve.

Versichern alle /, Personen der Sterbetafel ihr Leben auf den Todes-
fall gegen eine einmalige oder jihrlich in gleicher Hohe wiederkehrende
Primie, so wird bei rechnungsmiBigem Verlauf beim Tode des
letzten Versicherten die Versicherungsgesellschaft weder Gewinn
noch Verlust erlitten haben; Ausgaben und Einnahmen heben sich
auf. Dagegen wird dieser Ausgleich nicht in jedem einzelnen Versiche-
rungsjahr erreicht. Bei der Versicherung gegen eine einmalige Pramie
kommen spiter keine Einnahmen mehr, wohl aber dauernd Aus-
zahlungen. Aber auch bei jahrlicher Zahlung gleichbleibender
Primien sind anfangs die Einnahmen groBSer als die Ausgaben, da
die Sterblichkeit in den ersten Jahren (wenn man vom Kindesalter
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absieht) geringer ist als im hoéheren Alter. Die Versicherungsgesell-
schaft erzielt also in den ersten Jahren Uberschiisse die allerdings
nicht einen Gewinn darstellen, sondern eine Riicklage fiir die spiter
die Einnahmen iibersteigenden Ausgaben. Diese Riicklage heiBt die
Primienreserve oder das Dgckungskapital. Da aber die Ge-
samteinnahmen und -ausgaben sich schlieBlich ausgleichen, so muB
dem UberschuB der Einnahmen iiber die Ausgaben in den ersten
m Jahren ein gleichgroBer UberschuB der Ausgaben iiber die Ein-
nahmen in den folgenden Jahren entsprechen, wenn beide Summen
auf den gleichen Zeitpunkt x - m berechnet werden. Die erste Art
der Berechnung heiit retrospektiv, die zweite prospektiv.

Ist die einmalige Einzahlung fiir die Versicherung auf den Todes-

fall mit der Summe 1 nach (9) 4,= JDL”, so ist die Primienreserve
o

nach m Jahren:
M.

a + m
b4
Dw+m

23 me=A.r+m=

denn diese Summe miiBte der Versicherte nach » Jahren einzahlen,
wenn er sich jetzt neu versichern wollte. Sie wiirde es der Gesellschaft
ermdglichen, ohne Gewinn und Verlust bei rechnungsmiBigem Ab-
sterben der Versicherten zu arbeiten. Besteht also die alte Versicherung
weiter, so muB sie fiir jede der noch lebenden /,. ,, Personen diesen
Betrag in Reserve haben und weiterhin entsprechend verzinsen. Da die
Primienreserve gleichsam ein Guthaben des Versicherten ist,
so kann dieser auf sie ein Darlehen bei der Gesellschaft aufnehmen
oder sie (mit einem entsprechenden Abzug) zuriickerhalten, wenn das
Versicherungsverhiltnis aufgelést wird. Bei Versicherungen auf den
Erlebensfall findet allerdings in diesem Falle keine Riickzahlung
statt (warum?).

Etwas schwieriger ist die Berechnung bei jihrlicher Primien-
zahlung. Versichern sich die Z, Personen der Sterbetafel auf den Todes-
fall mit der Summe 1, so ist die jihrliche Primie nach (g) und (xg)

P,= 7% Nach Verlaut von m Jahren ist der UberschuB der Ein-
nahmen {iiber die Ausgaben fiir alle [, Personen berechnet und auf den
Nullpunkt bezogen:
Pollav® 4 b qvo¥ oo Ly g0t ™Y — [dotd
Fdp vt o ey o1V = PNy — Ny )
— M, — M, ]
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Soll der Wert auf den Zeitpunkt x+m  *+7— g+ m—1
bezogen werden und fiir jeden einzelnen *+ 7 — 17 lu+ m=1-Pa|dzym_»
dernochlebendenl, , ., Versichertenberech- .

net werden, soistmitl,, ,,-v*+™=D b
+m 2+ m xt2=lp. o P d
+3‘ e z+13

zu dividieren, so daB sich fiir jeden Ver- PRI P -
sicherten nach mjahrigem Bestand der Ver- . z: T;)z ] .
sicherung das Deckungskapital: |
o
(24) Ve = Py (N“_Na+g)—(Ma—Mm+m)
z+m
Da:+m [M”“"——‘ ¢+m]

ergibt, wobei in der letzten Form fiir P, der Wert emgesetzt ist. Hier
ist das Deckungskapital retrospektiv . .
berechnet worden, die prospektive Be-

. . d .
rechnung, die das gleiche Ergebnis liefert, .4 ;24P 7., p,s d:: : ;,
gestaltet sich folgendermaBen: Die zu- x4 m+ 1Py 75, mia |d,,

kiinftigen Einnahmen der Versicherungs- Xt mmdPyilyys m

gesellschaft sind fiir alle Versicherten

berechnet und auf den Nullpunkt be-

zogen: o=
Pllyym9®* ™+ lyymy QUEFmEL poee e ] %],

die Ausgaben entsprechend:

[dz+mvw+m+1»+ dan+m+1")"”'-l-m-|.2 + o du™t .

-

Werden wieder die abkiirzenden Bezeichnungen eingefithrt und der
UberschuB fiir einen der /., Lebenden am Zeitpunkt x + m be-
rechnet, so ergibt sich:

(24a) mVe=

[Mz+m‘"P‘Nz+m]
M,
o3 )

d. h. der gleiche Wert wie oben. I.a.ist die prospektive Rechnung
vorzuziehen.

Auf andere Darstellungsformen der Primienreserve und auf ihre
Berechnung bei anderen Versicherungsarten, die ganz dhnlich erfolgt,
soll hier nicht eingegangen werden.

XV. Bruttopramie. Gewinn.

Der Ubersicht halber wurde bei allen Aufgaben nur eine Sterbe-
tafel benutzt. In der Praxis hat man fiir Todesfallversicherungen
andre Tafeln als fiir Leibrentenversicherung. Denn es hat sich ge-

Dx
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zeigt, dafl Leute, die eine Leibrentenversicherung eingehen i. a. nicht
nur mit einer héheren Lebensdauer rechnen als die, die eine Todesfall-
versicherung abschlieBen, sondern daB sie auch im Durchschnitt linger
leben. Gelegentlich werden auch noch andere Sonderarten von Sterbe-
tafeln gebraucht.

Die oben durchgefiihrten Aufgaben aus der Versicherungsmathe-
matik wurden durchgefithrt nach dem Grundsatz: Gesamtleistung
der Versicherten=Gesamtleistung der Versicherungsgesell-
schaft. Dieso berechneten Nettoprimien reichen aus, wenn so viele
Versicherte da sind, daf das Gesetz der groSen Zahlen gilt, wenn die
benutzte Sterbetafel den Verhiltnissen entspricht, wenn die Gesell-
schaft ihr Geld zu dem angenommenen Zinssatz verzinsen kann und
wenn sie keine Unkosten hat. Die ersten Bedingungen sind i. a. er-
fillt, nicht aber die letzte. Da die Gesellschaft fiir Verwaltung,
Werbung u.a.m. erhebliche Unkosten hat, erhebt sie einen Zu-
schlag, der mit der Nettopramie zusammen die ausreichende Primie
ergibt. Da die Gesellschaft ferner einen Gewinn erzielen und fiir
»,MiBjahre* einen Reservefonds schaffen will, erhebt sie einen weiteren
Zuschlag und kommt so zur Bruttoprimie, die in den Verdffent-
lichungen der Gesellschaft an Stelle der oben errechneten Nettoprimie
steht. Die Berechnung der Bruttoprimie aus der Nettopriamie erfolgt
fiir die einzelnen Versicherungsarten und bei den verschiedenen Ver-
sicherungsgesellschaften nach verschiedenen Methoden. Die Ergebnisse
der oben durchgefiihrten Aufgaben liefern also ein fiir den Versicher-
ten zu glinstiges Ergebnis. Auch die Berechnung des Deckungs-
kapitals erfihrt auf Grund der ausreichenden Primie eine Ab-
inderung.

So kommt es, daB die Versicherungsgesellschaft, von Ausnahmen
abgesehen, am Schlusse des Geschiftsjahres einen UberschuB erzielt,
zumal sie meist ihr Geld zu einem hoheren als dem angenommenen
ZinsfuB anlegen kann und die Sterblichkeit (infolge der strengen
drztlichen Untersuchung) meist giinstiger verlduft, als dies nach der
Sterbetafel zu erwarten wire. Ein Teil des Reingewinns dient zur
Stirkung des Reservefonds fiir unvorhergesehene Falle (Krieg, Seu-
chen), einen kleinen Teil erhalten die Beamten, der gré8te Teil wird
bei Aktiengesellschaften nach MaBigabe der eingelegten Kapitalien
an die Aktiondre verteilt (z.T. auch an die Versicherten), bei Gesell-
schaften auf Gegenseitigkeit kommt er den Versicherten selbst
zugute. Meist findet allerdings keine Barauszahlung statt, son-
dern die folgenden Primien der Versicherten werden etwa entsprechend
der angesammelten Primienreserve oder der eingezahlten Pramien er-
miBigt, oder das versicherte Kapital wird erhoht.
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Die Versicherung hat mit der Lotterie manches Gemeinsame,
vor allem das Moment der UngewiBheit, das auch in der dhnlichen
mathematischen Behandlung zum Ausdruck kommt. Aber wihrend
die Lotterie manche schlimme Begleiterscheinungen aufweist, die Spiel-
leidenschaft steigert und die Arbeitslust mindert, hat das Versicherungs-
wesen einen groBen volkswirtschaftlichen Nutzen. Viel Not und
Elend kann durch eine Versicherung mit verhiltnismifBig geringen
Opfern verhindert oder doch stark gemildert werden. Es ist deshalb
nicht zu verwundern, daB das Versicherungswesen einen ungeahnten
Aufschwung genommen hat und auf immer weitere Gebiete ausgedehnt
wird.

XVI. Vermischte Aufgaben aus der Versicherungsrechnung.

1. Wie groB ist das Deckungskapital in X 1, wenn der Versicherte
50 Jahre altist?

2. Desgl. in XTII 1. Wie erklirt sich der Unterschied in beiden Fillen ?

3. Wie grofB ist das Deckungskapital in Aufgabe XII 3, wenn der Ver-
sicherte 50 Jahre alt ist?

4. Jemand erwirbt 27 Jahre alt mit 1000 /2. einmaliger Primie eine
gemischte Todesfallversicherung mit dem Endalter 65. Wie grof
ist die Versicherungssumme ?

5. Wie grof ist das Deckungskapital in 4. mit Erreichung des 55. Le-
bensjahres a) prospektiv, b) retrospektiv ?

6. Berechne in 4. und 5. die Versicherungssumme, die durch Ein-
zahlung des Deckungskapitals mit dem 55. Lebensjahr erworben
werden kann, wenn wieder das Endalter der gemischten Versiche-
rung das 65. Jahr ist. Was zeigt das Ergebnis, und wie ist es zu
erkliren?

7. Welche Abfindung wird dem Versicherten in Aufgabe 4 gegeben,
wenn er mit 55 Jahren von der Versicherung zuriicktritt und ihm
65 9% des Deckungskapitals zustehen ?

8. Ein 26 jahriger schlieBt eine Lebensversicherung auf S = 12000 £/
fiir den Todesfall ab. Wie gro8 ist die jahrliche Nettoprimie und
wie groB die Pramienreserve mit Erreichung des 40. Lebensjahres ?

9. Da der Versicherte in Aufgabe 8 mit 40 Jahren die Primie nicht
mehr zahlen kann, bietet ihm die Versicherungsgesellschaft an, ihm
entweder die Primienreserve mit 309, Abzug auszuzahlen oder
die Versicherung als pridmienfreie Versicherung weiterlaufen zu
lassen. In diesem Falle soll die Primienreserve ohne Abzug als ein-
malige Primie gelten. Wie grol wire im ersten Falle die Auszah-
lung und im zweiten Falle die neue Versicherungssumme ?

10. Ein 33jihriger versichert sein Leben durch eine einmalige Einzah-
lung von 5000 JZ# auf den Todesfall. Wie groB ist die Versiche-
rungssumme und wie groB die Primienreserve beim 52. Lebensjahr?
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11. Eine Witwe erhilt mit 48 Jahren bei dem Tode ihres Mannes von
einer Versicherungsgesellschaft 20000 ##. Einen Teil dieser
Summe benutzt sie, um eine nachschiissige lebenslingliche Rente
von jahrlich 1000 £/ zu erwerben. Wieviel behilt sie iibrig, wenn
die einmalige Nettoprimie einen Aufschlag von 10 9, erfihrt ?

12. Berechnein X 1, 6, 9, 10, 13, 14, 15; XII 3; XIII 1, 2, 8, 16 aus der
Nettopramie die Bruttoprdmie, wenn diese durch einen Zuschlag
von 2a) 5%, b) 7,5%, ¢) 8%, d) 10%, €) 12%, ) 15%, g) 20%
erhalten wird.

13. In X 2 sei der Gewinn von 2000 J.4 die Bruttoprimie, die 12%,
héher sei als die Nettopriamie; wie groB ist dann die Nettoprimie
und die Versicherungssumme ?

14. Fiihre die entsprechende Rechnung durch fir X 3, 7, 11, 12, XII 3,
4, 7, 9, wenn die Bruttopriamie um a) 5%, b) 9%, c) 123 %, d) 209,
groBer ist als die Nettopramie.

15. Alle 48jahrigen der Sterbetafel verpflichten sich, soweit sie noch
leben, vom 52. Jahre ab 1o Jahre lang vorschiissig je den Betrag

von 420 A4 zu zahlen. Wie groB ist diese Summe, bezogen auf
das Geburtsjahr?

16. Jemand schlieBt im Alter 26 eine Versicherung auf den Todesfall
ab. Er zahlt 2omal, héchstens bis zum Tode, je 185 #.#. Wie hoch
ist die Versicherungssumme ?

17. Ein Rechtsanwalt ist geboren am 17. Mai18gg9 und schlieBt am
I. Januar 1927 eine Leibrentenversicherung ab. Er zahlt sofort
und jedes folgende Jahr bis einschlieBlich 1. Januar 1940 eine Primie
und erhélt dafiir lebenslidnglich vom 1. Januar 1950 ab je 1000 AA.
Wie groB ist die Bruttopriamie, wenn sie 10 %, groBer als die Netto-
pramie ist?

18. Welche einmalige Bruttoprimie hitte der Rechtsanwalt in 17. zah-
len miissen, wenn sie 8 %, héher ist als die Nettopriamie ?

19. Eine alleinstehende Frau von 55 Jahren zahlt an eine Versicherungs-
bank einen Teil ihres Vermégens, um eine sofort beginnende lebens-
langliche Leibrente von je 1500 A zu erwerben. Wie groB ist die
Nettopramie? Wie groB ist die Bruttoprimie bei einem Aufschlag
von 1249,?

20. Ein 25jdhriger schlieBt eine Erlebensfallversicherung auf das
55. Lebensjahr ab. Wie gro8 ist bei einer Versicherungssumme von
15000 JZ.H/ a) die einmalige Nettoprimie, b) die Bruttopramie bei
10 Y% Aufschlag?

21. Welche Einzahlung hitte er bei einer Bank machen miissen, wenn
diese an ihn (oder im Falle seines Todes an seine Erben) nach
30 Jahren die gleiche Summe ausgezahlt hitte, a) bei 3,5 %, b) bei
5%?



XVI. Vermischte Aufgaben. XVII. Graphische Darstellungen 107

22. Zu wieviel 9, hat sich die Einlage in 20. verzinst, wenn der Ver-
sicherte das 55. Lebensjahr erlebt bei Zugrundelegung a) der Netto-
primie, b) der Bruttoprimie?

23. Ein 45jdhriger Vater schlieft fiir seine zwei Tochter von 5 und
8 Jahren eine Aussteuerversicherung ab. Er zahlt jihrlich, 12 Jahre
lang, hochstens aber bis zu seinem Tode, 500 ZA ein. Beide
Tochter erhalten bei der Volljihrigkeit die gleiche Summe. Wie
groB war diese? Die Auszahlung erfolgt zu den bestimmten Ter-
minen auch dann, wenn die Téchter gestorben sein sollten.

24. Was hitte eine Bank bei der Volljahrigkeit der Tochter ausgezahlt,
wenn der Vater dieselben Einzahlungen 12 Jahre lang gemacht hitte
und die Bank ebenfalls 3,59, Zinsen berechnet hitte?

25. Ein Vater schlieBt mit 33 Jahren eine Versicherung ab, daB an
seinen 5jihrigen Sohn nach 13 Jahren und in jedem der drei folgen-
den Jahre fiir sein Studium je 1000 A/ ausgezahlt werden. Die
Auszahlung erfolgt auf jeden Fall, auch bei dem fritheren Tode des
Kindes. Die Zahlungen des Vaters erfolgen 10mal, doch hért im
Falle des Todes die Primienzahlung auf. Wie hoch ist die Primie ?

26. Wieviel muBte der Vater in 25. jihrlich sofort beginnend romal
an eine Bank einzahlen, um seinem Sohne die gleiche Rente zu
sichern?

2%. Verschaffe dir den Tarif einer Lebensversicherungsgesellschaft und

vergleiche an mehreren Stellen die angegebene Bruttoprimie mit
der selbst errechneten Nettopriamie.

XVII. Graphische Darstellungen aus der Versicherungsrech~
nung.

Um ein Schaubild fiir die Absterbeordnung zu erhalten, kann man
entweder die Lebenden der Sterbetafel (/,) oder die Toten jedes Jahres
(d4) graphisch darstellen. Auf der ;55490

2500
Gfundachs.e Wfarden in gleichen Ab- 80000 L1 2000
stinden die einzelnen Jahre durch \\ ;

die entsprechenden Zahlen bezeich- %% \\ 1
net. Bei jedem Jahre wird die Zahl 40000 — N 090
derl, bzw. derd, als Ordinate nach 2000 \\ 500
oben abgetragen. Die Endpunkte der

Lote werden durch eine Kurve ver- 2 0 4 ‘;”ig g” ™ 80 0

bunden. Die Kurve der /, (ausge-
zogen) beginnt bei 100000 und sinkt mit héherem Alter; die Kurve
der d, (punktiert) fallt erst wenig, steigt dann und fillt dann wieder
(vom 71. Jahre ab). Der MaBstab ist nicht gleich fiir beide Kurven;
die Zahlen links beziehen sich auf die Kurve der Z,, die rechts auf die
der d,. (Fig.9.)
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Ebenso lassen sich die Sterbenswahrscheinlichkeiten darstellen [vgl.

Gl (3)]. Die geringste Sterbenswahrscheinlichkeit von 0,0085 liegt
beim Alter 27; von da ab steigt sie erst langsam, dann stirker an.
(Fig. 10.)

In Fig. 11 ist die Jahrespramie dargestellt, die der 20jihrige fiir

1000 AMH Versicherungssumme bei der gemischten Versicherung fiir
die Endalter 40, 45, 50, . . . 70 zu zahlen hat,

0,

008 40
/

06 30,
g / \\
00% L/ 20 —~— —
a02 10

O Py

20 30 40 50 60 70 &0 40 45 50 55 60 65 0

Fig. 10, Fig, 11.}

In Figur 12 sind auf der Grundachse wieder die Lebensalter markiert.

Als Ordinate ist das Lebensalter eingetragen, bei dem von den /, Per-
sonen der Tafel noch die Hilfte lebt. Die Kurve 1iBt erkennen, welches
Lebensalter der xjihrige mit der Wahrscheinlichkeit 4 erreicht; sie

stellt also die ,,voraussichtliche Lebens-

80,

o A | zeit fiir jedes Alter dar. So zeigt z. B.

» ad die Kurve, daB der 50 jihrige mit der
— Wabhrscheinlichkeit 3 das 69. Lebensjahr

60,

erreicht; von allen Lebenden, die 50 Jahre

1\

30w 30 & g g 2lt sind, wird voraussichtlich die Hélfte

Fig. 12. 69 Jahre alt werden.
Aufgaben.

1. Zeichne Schaubilder fiir die iibrigen Werte der Sterbetafel (D, C,,

N, M,). Der MaBstab ist entsprechend der hochsten vorkommen-
den Zahl zu wihlen.

2. Arbeite fiir eine Sterbekasse, die 500 JA Sterbegeld zahlt, den

Tarif aus, indem du fiir die Eintrittsalter 20, 30, 40, . . ., 60 die jihr-
liche Nettoprimie nach Gl. (9) bestimmst. Stelle die Werte gra-
phisch dar und lies an der erhaltenen Kurve die Zwischenwerte ab.
Priife die Genauigkeit der Zeichnung, indem du die aus dem Schau-
bild entnommenen Werte fiir die Alter 25, 35, . . mit den errechneten
Werten vergleichst. Trage auch die Kurve fiir die Bruttopramien
ein, wenn diese 25 %, groBer als die Nettoprimien sind ?

3. Berechne die einmalige Pramie fiir die gemischte Versicherung auf

1000 S/ bei einem Eintrittsalter von 20 Jahren und dem Endalter
40, 45, 50, . .., 70. Stelle die erhaltene Tabelle graphisch dar. (Er-
ginzung zu Fig. 11.)
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4. Diein Tabellen zusammengestellten Tarife von Lebensversicherungs-
gesellschaften sind fiir verschiedene Versicherungsarten graphisch
darzustellen.

5. Tragein das gleiche Koordinatensystem die Tarife fiir die jahrlichen
Bruttoprimien von zwei verschiedenen Gesellschaften ein (eine
rot, eine griin) und untersuche, welche die billigste ist.

6. Berechne in Aufgabe 3 fiir jedes Alter die Pramienreserve und
zeichne das Schaubild.

7. Erginze Fig. 11 durch Einzeichnen der Primienreserve bei jedem
Alter. [Jdhrliche Primienzahlung!]

8. Stelle fiir jedes Alter die fernere wahrscheinliche Lebensdauer gra-
phisch dar.

9. Fertige ein Schaubild, aus dem abgelesen werden kann, wie groB3
fiir jedes Alter (von 20 bis 70) die Wahrscheinlichkeit ist, noch
20 Jahre zu leben.



Politifdye Arvithmet §
Don Prof. Dr. A.Pagig
Hart. 24 3.20

Das Wert fiihrt in die Lehre von den Sinfen, den Renten und den Anleifen
ein und gibt einen Uberblid iiber die Derfiderungslehre. Die Darftellung ift tnapp
gehalten, alles lebenfad)lidie, was der Lernende felbft finden fann, ift weggelaffen;
andererfeits werden umfaffende Ertidrungen gegeben, wo es fiir das Derftandnis
notwendig erfdjeint. Da an Kenntniffen mathematifdjer Art nidits weiter voraus-
gefet wird, als mit den Gleidungen die gebraudlidften Umformungen vor~
nehmen 3ju fonnen, eignet es fid) aud) fiir weitere intereffierte reife.

Sinan3-NMathematit. (Sinfeszinfen-, Anleihe: und Hursredmung.) Don
Privatdozent Dr. K. Rerold. (Math.-Phyf. Bibl. Bd. 56.) Kart. LA 1.20

Siniesginteml Anleihes und Kursrednung werden auf Grund der Praris und an Hand ifhr
entnommener Beifpiele und Aufgaben, 3u deren Durdirednung 3infessinstafeln beigegeben find,
von fo(htunbi?et Seite fo dargelegt, daB das Banddien audy tn die faufmdannijde und wirtidafts
lidje Seite dieles Gebietes einfiifrt.

Mathematit des Geld-und Sahlungsvertefhrs. DonProf.Dr.A.Loewy.
Geh. M 6.20, geb. AN 8.20

Das Wert bictet, ofne hhere mathematiffie Kenntnifle voraussufeen, Belehrung iiber die
finansiellen Beredinungen, die beim Geldverfehr in der Hauss und Doltswirtidaft von Bedeutung
fEnd, 3. B. 3ins und Disfont, Kontoforrent, Kauf von Wedfeln und Wertpapieren, Arbtirage,
ﬂn::gifat;ionsbqpotbelm, Erbbauredyt, Abjdreibungen, tilgbare Anleifen, Rentenanleifen, Kurs.
pa ujw.

Geldwefen, Sahlungsverfehr und Dermdgensverwaliung. Don
®. NMaier. 2. Aufl. (ANtu® Bd. 398.) Geb. Ak 2.—

n3eder, der Geld erwirbt, oder Geld (eigenes oder frembdes) 3u vermalten hat, wird die auf
¢ingehender Sadylenntnis und reider Erfahrung beruhenden Ausfithrungen und Ratfhldge des
Derfajfers mit befonderem Muen lefen. (Eiterar. 3entralblatt fiir Deutjdland.)

Wahrideinlidleitsredhinung. Don O. Meifner. 2. Aufl. 1. Grunds
Iehren. Mit 3 Sig. II. Anwendungen. Mit 5 Sig. im Text. (Mathem.-Phyy.
Bibl. Bd. 4 u. 35.) ¥art. je £4 1.20

wDer Derfaffer hat es verftanden, die Grundbegriffe und das Wefen der Wahrideinlidyleitss
rednung anfprediend auseinandersufefen und die Gedantenginge, die an die Urteilstraft des
(nidit mathematijdy gebildeten) Lefers immerhin einige Anforderungen ftellen, Har und anidaulid
darzulegen.” (Ardiio der Mathematik und Phnfk.)

Seller-@dermann: Das Ganje der Taufmannijdhen Arithmetit.
£ehr: u. Ubungsbud). Meubearbeitung. Don Oberftudienrat i. R. Prof.
Dr. Br. Kampfe u. Diplomhandelslehrer Oberftudienrat Dr. P. Prater. L Teil.
25. Aufl. Geb. LA 4.80. Il Teil. 22. Aufl. Geb. LA 4.—. Il Teil. 22. Anfl.
Nt Sig. Geb. BA 3.—. IL/1IL. Teilin 1 Bande. 22. Aufl. Mit Sig. Geb. A 6.40.
Aufldjungen ju [ u. Il je A4 1.20, 3u lll 2K 1.—

Kaufmannijdes Redinen jum Selbjtunterridht. Don Studienrat
K. D3Il (Altu® Bb. 724.) (Beb. AK 2.—

WMl jedem auf Grund der auf der Dollss oder hoheren Schule ermorbenen allgemeinen Kennt.
niffe etmdgliden, fidh das dem Kaufmamn notwendige Redmen ohne iel:ur anjueignen. Die
Kontrolle der Redyenaufgaben wird durdy den beigefiigten Sdliiffel ermdglidt.

Derlag von B, . Teubner in £eip3zig und Berlin




Grundsiige des Derfifherungswejens. (Privatverfiderung.) Don Prof.
Dr. A. NManes. 4. Aufl. (ANTu® Bd. 105.) Geb. LA 2.—

»Bibt in Haver Darftellung eine trefflidhe Orientierung iiber Entwidlung, Nufen und Stand
des Derfidierungswefens.” (Annalen des Deutiden Reides.)

Derfiderungswejen. Don Prof. Dr. A. NManes. I: Allgemeine Derfiderungs-
lepre. 4. Aufl. Geb. BK T.—. 11: Befondere Derfidierungslefhre. 4. Aufl. Geb.
RM 10.—

Die NMenauflade beriidfiftigt in der Neuausgabe die Wirtungen des Krieges wie des Ders
failler Dertrages, die Solgen der Geldentwertung, das Sosialijierungsproblem, die Sicuergcie'ge
der NMadyfriegsseit, die Derbandsfelbitverjidierung, die Aufruhrverfidherung, die Kriegsanleihe
und Kriegswatiien:Derjiderung, die Derjidierung Kriegsverlegter, den Reidistarifvertrag der Ders
{idherungsangeitellten u.v.a.

Die mathematijdhen Grundlagen der Cebensverfiderung. Don Dr.
R. Sdiige. (Math-Phyf. Bibl. Bb. 46.) Kart. £A 1.20

Das Bandden gibt eine Darftellung der Lebensverjidierungsmathematit, die feine Kenntniffe
vorausiet, die widytigjten Gefdse durdweg elementar ablettet und ihre Anwendung durd) Sahlen.
betfoiele fomie graphifde Darftellungen veranjhauliht. Im Qnhang find Sormeln, Sinss und
Sterbetafeln jujammengeijtellt worden.

Prattijche NMathematil. Don Prof. Dr. R. Meuendorff. 2 Bande. (Alub
Bb. 341 u. 526,) ®eb. je Ak 2.—

I. Graphifde Darjtellung. Dertiirstes Redinen. Das Redmen mit Tabellen. Niedanijdie
Redyenhilfsmittel. Haufmdnnijhes Rednen im tdglien Ceben. Wahrideinlidleitsredmung.
it 29 Siguren im Tert und 1 Tafel. 3. Aufl. 1. Geometrijdies Seidynen. Projeftionsiehre.
st&djenmei?ung. Korpermefjung. Mit 133 Siguren.

Lehrbud) der Redienvorteile. Sdnellrednen und Redjentunft. Don Ing.
Dr. phil. §.Bojto. 2. Aufl. Nit 3aflr. Ubungsbeifp.(ANu® Bd. 739.) Geb. L4 2.—

Das Bud) will guten oder Durdidmnittsredinern eine Anleitung 3um Sdynellvedinen geben,
bte prattijhe Seite iit dabel befonders betont und die Einiibung der Regeln durd 3a!;lr¢i?;3¢i-
iplele erleiditert, fo daf bdie Darjtellung allen denen die bejten Dienfte Ieiften wird, die bes
ruflidien Ceben viel Redenarbeit ausjufiihren haben.

Abgetiirgte Rednung. Mebft einer Einfiihrung in die Rednung mit Cogas
rithmen. Don Oberftudienrat Prof. Dr. A. Witting. Nit 4 Sig. im Text
und 3ahlreiden Aufgaben. (Math.-Phyf. Bibl. Bd. 47.) Hart. 24 1.20

Der Derfaffer will den Anfinger mit Nlethoden der ,abgetiiriten Rednung” vertraut maden,
gte un[?{'tg%alzflg ausprobiert und unter bejonderer Beriidjihitigung des praftijfien Gebraudes
argeftellt ha :

Die Redenmajdyinen und das Majdhinenvedinen. Don Oberreg-Rat
Dipl-3Ing. K. Cen3. 2. Aufl. it 42 Abb. im Tert. Xart. LK 3.80

Die vorliegende 3weite Auflage gibt unter Beriidjiditigung aude der in lefter Jeit neu auf
den MNarlt gebraditen Sabritate einen llberblid iiber die widtigiten Rediemmafdineninfteme.
3hre haupti@dlidften Bejtandteile werden unter Devanjhaulidung durdy fdematijde SH? en
exl@utert und die verfdyiedenen in Abbildbungen wiedergegebenen Sabritate im Hinblid auf 3«
CEignung fiix die verfdiedenen Arten der Rednung unter Durdfiihrung praftijdier Anwendungss
beijpiele bejdirieben. So wird eine fidr alle, die fihy mit der Anfdaffung oder den Gebraud
von Redjenmafjdyinen 3u befajlen haben, Guferit wertvolle Anleitung geboten.

@heorie und Praris des logarithmijdien Redjenitabes. Don
Oberftudiendirettor A. Rohrberg. 3. Aufl. Mit 2 Sig. (Math.-Phyf. Bidbl.
Bb. 23.) Kart. A4 1.20
D b 1 Biiflein gibt eine Anleitu Derftiandni

des R:;::?P;g:st. "&T&ﬁ?ﬂgﬁ;{ %ﬂ??t:uaee'gfadgg elled}gnfta;t::ben :nge'f‘egtt?;tmunbegie nn?d;t
nur einfadie Rednungen als Nultiplitationen und Divifionen, fondern aud sufammengefeste, wie
Tabellenaufftellung und die Aufldiung quadratiider und tubifdier Gleidhungen mittels des Reden»
ftabes rajdy und leidt durdgefiihrt werden tonnen.
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Betriebswirtidaftslefre in Derbindung mit Redit und Tednit des Randels.
Eine Einfiihrung von Handelsiduldireftor Dr. P. Edardt. Wit einem Geleit-
wort von Prof. K.von der Aa. 1. Band. Nit 52 Abb. Beb. 2K 3.80. 2. Band.
[U. . Pr. 1927.]

Das Wert will faufmdannifdes Denten bilden helfen, Erlenninis der betrichswirtidaftliden
und betriebstednifdien Suiammenhdnge vermitteln und in das Redit des Handels emfithren. Es
ift praftijd) und wiffenidyaftlidy im Inhalt — einfady in der Darjtellung, in devren Mittelpuntt die
Unternehmung fteht. 3ahlreidie Beijpiele aus dem Leben veranjdyaulidien dte {@mierigeren Sragen.

Betriebswirtidhaftslehre. Grundsiige des Redynungswefens und bdes Aufs
baues {faffenswirtfdyaftl. Betriebe, Don Prof.Dr. €. Gelomadjer. 2. Aufl. (Aus:
Teubners Randb d. Staats: u. Wirtjdaftstunde. 1. AbL. 2. Bd. 4. feft.) Kart. LA 2.—
Die Betriebswirtjhaftslehre erfafit die |haffenswirtihaftlichen Betriebe in ifhrem Wefen und
in ihren Lebensbedingungen. Ste will dem berufstitigen Wirrfdyafter einen haltbaren gedantlidhen
Unterban fiir fein tiglidyes Wirfen vermitteln, Unter diefem Gejrditspuntte werden das Redjnungs-
wefen und die Organiiation der jhaffenswirtjdaftlidien Betriebe behandelt. Das Redynungswejen
wird dargejtellt in feinen allgemeinen Grundsiigen und nad) den Einzelyebieten: Kojtenredynung,
CErfolgsredinung und Soncerrednungen. Die Ausfiihrungen iitber @rganifation werden durdy
graphiide Organijationspline veranjdaulidt.
Kaufmdnnijcre Budihaltung und Bilans. DonDr.rer.pol. P. Gerftner.
4, Aufl. Bd. I: Allgem. Budhaliungs- und Bilanzlehre. Nlit 1 jematijdien Dars
ftellung. Bb. lI: Budyhalterifde Oraanijation. (Selbfttoftenfontrollbudyfihrung.)
it 2 {hemat. Darftellungen u. 1 Tafel. (ANu@ Bd.506 u.507.) Geb. je LA 2.—

Eine das gefamte Gebiet des Budihaltungsmefens umiajjende, Theorie und Tednit in gleidier
Weife beriidjidtiaende Daritellung, die fowohl 3um budihalterijdien Denfen anregt, als das
Deritindnis wiriidaftiidien Gejdiehens ermiglicht.

Budihaltungs:-i{bungen fiir Sortgefdrittene 3jum Gebraud an
Handelshod)fdjulen und verwandten Anftalten. Don Beh. Hofrat Studiendireftor
Prof. Dr. A. AdTer. 4. Aufl., bearbeitet von Prof. Dr. €. Pape. Xart. ZX 3.20

Die Neuauflage hat veridiedentlidie Derbefferungen und Erweiterungen exfahren. Hurfe, Sins»
und Steuerfdne find nady dem gegenwdrtigen Stande eingefeygt. Teil | it ein ihematiidyes Beifpiel
eines Abjdyluffes, mit Berudfiditigung der Geldwe tinderung, beigefiigt. Die Ausyabe von Tetls
fduldverjdyreibungen it ausfiihriider behandelt, die Kap talherabjegung gemd der Goldbilanss
verowdnung berﬁdiid}tig,_t. Die Derbudung ffentiidier Abgaben ift in einem Anhang behandelt.
Handelswdrterbucy. Don Juftisrat Dr. N1, Strauf und Handelsidyuls
direftor Dr. D. Sittel. Bugleid) finfipradiges Worterbud) jufammengeftellt
pon D. Armhaus. (Teubners fleine Sadywirterbiidier Bb. 9.) Geb. ZA 4.60

Worterbudy der Warenfunde. Don Prof. Dr. . Pietid). (Teubners
tleine Sadywdrterbiidher Bd. 3.) Geb. A 4.60

Grundrifg der Wirtidhaftsaecographie. Don Prof. K. von der Aa.
8. Aufl. Niit 82 Stizjen. Kart. AA 2.—

Audy in der Neubearbeitung ftellt der Derfaffer Deutidiland in den Ulittelpuntt der Dariteliung,
deffen natiirlidie Wirtidaftsgebiete, verfehrsgeographijdien Derfhalinifie und wirtida- tlidien Grund-
Iagen unter eingehender Beriidiiditigung der IDirfungen des Weltirieges ausfiihrlidy behandelt mwerden.

Aligemeine Wirtjdiafts: u. Dertehrsgeographie. Don Geh. Reg.-Rat
Prot. Dr. K.Sapper. I 70 fartogr. u.ftat..graph. Daritellungen. Geb. LA 12.—

Nidyt lehrhait troden, fondern in lebenswarmer Geftaltung wird den Einwirtungen der Natur
auf die menjdlidie Wirticbaft, den vielfadien Bejiehungen 3wifdien Wienjd) und Wirtivaft nads
gegangen, eine Liberiidht der Giitererseugung geboten, der Umfang fener Sragen abgeleuchtet,
die fid unter geographifdhen Gejiditspuntten fiir fandel und Derfehr ergeben. €in Anhang
bringt in alphabetifher Reifung eine Aufjdhlung der wirt{daftlidien Einheiten der Erde mit -
3ahlireidien wirtidaitsitatijtijen Daten. Alles tn allem: ein voviiglidy entworfenes, audy fadys
{id) einwandfreies Wert, das in gleidier Weife Wiffenfdaft und Praric 3u befruditen vermag.”

(Weit des Kaufmanns.)

Grundsiige der Ldanderfunde. DVon Prof. Dr. & RHetiner. Bd. I:
Gurova. 4. verb. Aufl. Nlit 4 farb. Tafeln, 269 Hdartden und §ig. im Tegt.
Geb B 14—, Bd. 1l: Die aufereuropdifden Erdteile. 3 ,verb. Aufl.
Wit 197 Kartden u. Diagrammen im Tert. Geh. ZA 14.—, geb. Ak 16.—
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Grundsiige des Derfidherungswefens. (Privatverfiderung.) Don Prof.
Dr. A.NManes. 4. Aufl. (ATu® BOL. 105.) Geb. A 2.—

#Bibt tn taver Darftellung eine trefflidie Orientierung iiber Entwidlung, Mufen und Stand
des Derfidierungswefens.* (Annalen des Deutfdien Reides.)

Derjiderungswejen. Don Prof. Dr. A. NManes. I: Allgemeine Derfidierungs-
lebre. 4. Qufl. Geb. A T.—. 1I: Befonbdere Derfiderungslefhre. 4. Aufl. Geb.
BH 10.—

Die Menauflagd® beriidfiditigt in der Yeuausgabe die Wirlungen des Hrieges wie des Ders
failler Dertrages, die Solgen der Geldentwertung, das Sosialifierungsproblem, die Steuergefeyye
der Nadyfriegs3eit, die Derbandsfelbjtverfidierung, die Aufrubroerjiderung, die Xriegsanleihe
und Kriegswailen-Derjidierung, die Derjidierung Kriegsverlegter, den Reidgstarifoertrag der Ders
fiderungsangejtellten u. v.a.

Die mathematijhen Grundlagen der Lebensverfidierung. Don Dr.
B. Sdqiige. (IMath.«Phyf. Bibl. Bo. 46.) YHart. BA 1.20

Das Binbddien gibt eine Darftellung der Lebensveriiderungsmathematit, die feine Xenntniffe
vorausfeit, die widtigften Gefee durdymeg elementar ableitet uns ihre Anwendung durdy Sahlens
beijoiele jowie graphifde Darftellungen veranidauliit. Im Anhang find Sormeln, Jinss und
Sterbetafeln jujammengeitellt worden.

Prattijhe Mathematil. Don Prof. Dr. R. Meuendorff. 2 Biande. (ANub
Bb. 341 u. 526.) ®Geb. je LK 2.—

1. Graphifdhe Darjteilung. Dertiirites Redinen. Das Rednen mit Tabellen. Niedanifde
Redyenhilismittel. Haufmdnniidies Rednen im tdgliden Ceben. Wahrideinlidieitsrednung.
Mit 29 Siguren im Tert und 1 Tafel. 3. Aufl. Ii. Geometrijes Seidhnen. Projettionslehre.
Sladienmeflung. Korpermefjung. Mit 133 Siguren,

Lehrbud) der Redhenvorteile. Sdnellrednen und Redjentunit. Don Ing.
Dr.phil.§.Bojto. 2. Aufl. Mit 3ahlr. Ubungsbeifp.(ANTu® Bbd. 739.) Geb. 24 2.—

Das Budy will guten oder Durdfdinittsrednern eine Anleitung 3um Sdnellredinen geben,
die prattifde Seite ift dabet befonders betont und die Einiibung der Regeln durdy 3ahireidie Beis
fplele erleiditert, fo daf die Darjtellung allen denen die bejten Dienjte [eiften wird, die im bes
tuflidien Leben viel Redyenarbeit ausjufiihren Haben.

Abgetiirjte Redynung. Yebit einer Einfiihrung in die Rednung mit Coga-
rithmen. Don Oberftudienrat Prof. Dr. A. Witting. Nlit 4 Sig. im TWert
und sahlreidien Aufgaben. (Math.Phyf. BibL Bd. 47.) Kart. ZA 1.20

Der Derfafier will den Anfdnger mit NMethoden der ,abgetiirsten Refnung® vertraut madyen,
gle et'tl?ﬂggalfig ausprobiert und unter bejonderer Beriidjiditigung des praftijfien Gebraudyes
argeftellt ha

Die Redenmajdhinen und das NMajdiinenredinen. Don Oberreg.-Rat
Dipl+3ng. K. Len3. 2. Aufl. Nit 42 Abb. im Tert. Xart. LN 3.80

Die vorliegende 3weite Auflage gibt unter Beriidiidittgung aud) der in lefter Jeit neu auf
dent NMiarlt gebradyten Sabrifate einen 1lberblid iiber die widtigiten Redjenmaidineniyfteme.
3hre hauptiadlidijten Bejtandteile werden unter Deranidaulidung durdy fhematijdhe Stizzen
exl@utert und die verjdiedenen in AbBildungen wiedergegebenen Sabrifate im Hinblid auf thre
Eignung fiix die veridiedenen Arten der Rednung unter Durdifiihrung praftijher Anwendungs.
beijpiele bejdrieben. So wird eine filr alle, die fidh mit der Anidhafjung oder den Gebraudy
von Redenmaidiinen 3u befajjen haben, duferft wertvolle Anleitung geboten.

@heorie und Praris des logarithmijdien Redenitabes. Don
Oberftudiendireftor A. Rofrberg. 3. Aufl. Mit 2 Sig. (Math.-Phyf. BibL
Bb. 23.) Xart. A 1.20

Das auBerordentlidy anjhaulidy gefdiriebene Biidlein gibt eine Hnleitungrt?um Derftdandnis
des Redenitabes. Es wird gejeigt, wie ein einfadyes Redenftabmodell angefertigt und wie nidy
nur einfadie Redinungen als Multiplitationen und Divifionen, fondern audy sujammengefete, wie
Tabellenaufjtellung und die Aufldlung quadratiider und tubifher Gleidungen mittels des Redjens
ftabes raf® und leidyt durdygefilhrt werden tonnen.
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Betriebswirtidhaftslehre in Derbindung mit Redit und Tednit des Handels.
Eine Ginfiihrung von Randelsjduldireftor Dr. P. Edardt. Nlit cinem Geleit:
wort von Prof. K. von der Aa. 1. Band. NMit 52 Abb. Geb. 2K 3.80. 2. Band.
[u.s. Pr. 1927.]

Das Wert will faufmannijhes Denten bilden Helfen, Ertenntnis der betrichbswirtidaftliden
und berriebstedynifdien Sufommenhnge vermitteln und in das Redyt des Handels emfithren, Es
it prattijdy und wilfenidaftlid) im Inhalt — einfady in der Darjtellung, in deren Wiittelpuntt die
Unternehmung fteht. Sablreidye Beijpiele aus dem Leben veranjqaulidien die jGwierigeren Sragen.

Betricbswirtfdhaftslehre. Grundsiige des Redynungswefens und des Aufs
baues {faffenswirtidyaftl. Betriebe. Don Prof. Dr.€.Belomadyer. 2. Aufl. (Aus:
Qeubners Handb d.Staats- u. Wirtjdaftstunde. 1. Abt. 2. Bo. 4. feft.) Kart. ZH 2.~
Die BetriebswirtidQaftslehre erfaft die |daffenswirtihaitliden Betriebe in ihrem Wefen und
in ihren Lebensbedingungen. Sie will dem berufstatigen Wirtjdajter einen haltbaren gedantlidhen
Unterbau fiix fein taglidies Wirlten vermitteln. Unter diefem Gefiditspuntte werden das Redymingss
wefen und die Organiiation der fhaffenswirtidaftliden Betriebe behandelt. Das Rednungswejen
wird dargeftellt in feinen all i Grundsiigen und nady den Eingelyehieten: Kojtenredynung,
Erfolgsredinung und Soncerredinungen. Die Rusfiihringen iiber Organijation werden durdy
graphiihe @rganijationspline veranjdaulidt.
Kaujmé@nnijdre Budhaltung und Bilans. DonDr.rer.pol. P.Gerftner.
4. Aufl. Bo. I: Allgem. Budhaltungs: und Bilanjlehre. Nit 1 jhematijdien Dars
ftellung. Bd.1I: Budyhalterifdie Oraanifation. (Selbjtioftentontrollbud)jithrung.)
Mit 2 {demat. Darftellungen u. 1 Tafel. (ANu® Bd.506 u.507.) Geb. je ZH 2.—

Gine das gefamte Gebiet des Budhaltungswefens umrajjende, Theorie und Tednit in gleidyer
MWeife beriidjidbricende Daritellung, die fowohl 3um budihalterijdien Denfen anregt, als das
Deritdandnis wirtidaftliden Gejdehens exmdgliht.

Budihaltungs:Ilibungen fiir Sortgejdrittene jum Gebraudy an
Randelshodfdjulen und verwandten Anftalten. Don Geh Hofrat Studiendireftor
Prof. Dr. A. Adler. 4. Aufl, bearbeitet von Prof. Dr. €. Pape. Kart. 2K 3.20

Die Ieuauflage hat verfidiedentlidie Derbefferungen und Ermeiterungen erfahren. Kurfe, Sins.
und Steuerfdge find nad dem gegenwdrtigen Stande eingefent. Teil I {it ein ihematiides Beifpiel
eines Abjdylufjes, mit Berudjidtigung der Geldwe tinderung, beigefiigt. Die Ausyabe von Teils
fduldveridyreibungen ijt ausfiihriidier befhandelt, die Kap talherabjegung gemdn der Goldbilanss
veroidnung beriidlidtiat. Die Derbudjung offentlidier Abgaben ift in einem Anhang behandelt.

Handelsworterbud). Don Juftisrat Dr. 0T Strauff und Handelsfduls

direftor Dr. D. Sittel. Sugleid) flinffpradiges Worterbud) jufammengeftellt
von D. Armbaus. (Teubners fleine Sadyworterbiider Bd. 9.) Geb. ZA 4.60

Waorterbud) der Warenfunde. Don Prof. Dr. N, Pietidy. (Teubners
Heine Sadyworterbiidier Bd. 3.) Geb. ZA 1.60

Grundrig der Wirtidhaftsacographie. Don Prof. K. von der Aa.
8. Aufl. Nt 82 Stizjen. Kart. AA 2.—

Audy in der Neubearbettung ftellt der Derfalfer Deutidiland in den Mittelpuntt der Daritellung,
deflen natiirlidie Wirtidiaftsgebiete, vertehrsgeographifdien Derhalinifie und wirtida-tlihen Grund»
lagen unter etngehender Beriidiiditigung der Wirfungen des Welttrieges ausiiihrlid) behandelt werden.
Allgemeine Wirtidafts: u. Dertehrsgeographie. Don Geh). Reg.-Rat
Prof. Dr. K.Sapper. . 70 tartogr. u. ftat..graph. Darftellungen. Geb. 24 12.—

, Midyt Lehrhaft troden, fondern in lebenswarmer Geftaltung wird den Einwirfungen der Hatur
auf dle meniglidhe Wirtidaft, den oielfadyen Bejiehungen jmiiden lienjdy und Wirtidaft nadys
gegangen, eine Lberiidit der Giitererseugung geboten, der Umfang jener Sragen abgeleudhtet,
die fify unter geographifden (Geiiditspuntten fiir Handel und Derfehr ergeben. Ein Anbang
bringt in alphabetifder Reihung eine Aufsdhlung der wirt{diaftliden Einheiten der Erde mit
jahireidien wirtidaitsitatijtiiden Daten. FAlies tn allem: ein vorjiiglidy entworfenes, audy fadys
{idy etnwandfreies Wert, das tn gleidier Weife Wiffenfdaft und Praric 3u befruditen vermag.”

(Wett des Kaufmanns.)
Grundsiige der Ldanderfunde. Don Prof. Dr. A. Retiner. Bd. [:
€urovra. 4., verb. Aufl. Mt 4 farb. Tafeln, 269 Kartden und Sig. im Tert.
®eb ZH 14 —. Bd. ll: Die aufereuropdifden Erdteile. 3, verb. Aufl
Mit 197 Hartden u. Diagrammen im Text. Gelh. LA 14.—, geb. BK 16.—
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Geographifdies Worterbudy. Allg. Erdtunde. Don Prof. Dr. . Kenode.
it 3aflr. Abb. 2. Aufl. (Teubners . Sadywdrterbiider Bd. 8.) [U. d. Pr. 1927.]

Deutfdher Handelsidulatlas. Don A. Brunner, Randelsidullehrer der
ftadt. hanodelslehranftalt, Srantfurt a. M. und Dr.£. Doigt, weil.Direttor der ftadt.
Ranbdelslehranftalt, Srantfurt a. IM.5., die Meuordnung beriidfidtigende Auflage.
30,5><24,5 cm. Xart. ZA 3.20

Teubners Weltwirtidhaftstarten. Wandlarten fiir den Arbeitsunterridt.
Don Prof. K.von der Aa und Studienrat Dr. €. Sabian.

Bisher [ind erfdiienen: Baumwolle, Jute, Sladys. — Wolle, Seide,
Xunjtjeide. — Xautjduf, Automobil-Induftrie. — XKaffee, Tee, Kafao.
Weitere Xarten [ind in Dorbereitung. iheres [iehe im Sonderprofpett.

Preis: Auf Papyrolin mit Stiben je AA 7.50, auf Karton jum Einfpannen
in die Wedfelrahmen je AA 4.50, Wed)felrahmen AA 8.—

Die Grundlagen der Weltwirtjhaft. Eine Einfiihrung in das inter-
nationale Wirt{daftsleben. Don Prof. Dr. §. Levy. Geh. K 5.—, geb. ZA T.—

Ein Wegweifer in die Sufunft der Weltwirtidaft, der ihre Struttur Harsulegen verfudyt, der
die Stufungen der Doltswirtidaften, ihren Aufbau als Robhjtoffs und Nahrungsmittelerseuger,
als Sabritatland, Handels: und Sdiffahrismadyt ieigt, der die eingelnen weltwirtidaftlidy widys
tigen Produftionsjweige, ihre Bedeutung und Sutunftsausfidyten erdrtert und den Einfluf der
Wirtidaftspolitit der einzelnen Lander auf die Entwidlung der Weltwirtidaft behandelt.

Der Weltmartt 1913 und heute. Don Prof. Dr. §. Levy. Kart. BK 4.—
Das Wert 3eiqt die Urfadien und die Tragweite der heutigen Weltwirtidaftstrife auf. Es
gibt einen wirllif) flaren Einblid in die verwidelte wirtidaftlide Welilage in Europa
und Uberjee, ein Bild von dem Konturrenzfampf der widtigiten Indujtrieldnder auf dem Weltmartt.
Dabei wird 3um erften Nlale durdy Reranziehung der entipredienden Derhdltniffe von 1913 ein
wirtlidy maBgeblicher Dergleidh mit der heutigen Seit durdygefiifrt.
Handel und Handelspolitit. Don Prof. Dr. f. Sieveting. Banfwejen
und Bantpolitit. Don W. Drenfus. Geldwefen. Don Prof. Dr.
K. Briuer. Dertehrswejen und Derfehrspolitit. Don Prof. Dr.-Ing.
O. Blum. (Teubners Randbud) der Staats= u, Wirt{daftstunde, Abt. II, Bb. 11,
Reft 5.) Xart. ZA 6.—

Grundsiige der Doliswirtidhaftslehre. Don Prof. Dr. 6. Jafn. 2. Aufl.
(8tu® Bd 593.) Geb. AK 2.—

Eine unparteiijde, mit ausfiithrlidjem Citeraturverseidfinis verfehene Einfiihrung in das Ders
ftandnis der Dolfswirtidiaft, die nady ihren Dorvausfegungen, Bedingungen und wefentlidyjten
Beftandteilen, der Giiterereugung, des Giiterumlaufs und der Giitervermendung behandelt wird.

Die deutjche Doltsgemeinjchaft. Wirtidaft, Staat, foziales Leben. Eine
Einfithrung. Don Dr. . Salomon. 2. Aufl. Geb. A 3.80

Das Budy behandelt in einheitlidher Suiammeniaifung das Wirtidiaftsleben und feine Or»
ganifation, die Reditsordnung in Staat und Gemeinde und die aus der gefellihaftlidien Gliedes
rung fidy ergebenden Aufgaben gegenjeitiger SGrderung als die Grundlage der deutidien Dolls»
gemeinjdaft.
Die Reidisverfafjuung vom 11. Auguit 1919. it Einleitung, Exlautes
rungen, Gefamtbeurteilung und einem Anhang, enthaltend den Wortlaut der
Gefdyaftsordnungen fiir den Reidjstag und fiir die Reidysregierung. Don Prof.
Dr. ©. Biihler. 2. Auflage. (AXu® Bd. 1004.) Geb. 2K 3.—

Teubners Handbud der Staats: und Wirtihaftstunde. Staats-

funde: BO. 1 (3 Refte), Bo. Il (4 Refte), Bo. HI (1 Reft). Wirt{dqaftss-

tunde: Bo. I (5 Refte), Bd. 11 (6 Fefte). Jedes Reft ift einjeln tauflidy.
Ausfiihrlidies Derseidnis mit Inhaltsangaben vom Dexlag, Leipsig, Poititr. 3, exhaltliy
Das Randbud will das Bediirfnis befriedigen nad) einer audy dem Laien 3ugdngliden Ein»

fiiljrung in Werden, Wefen und Gejtaltung des Staates, wie die Dafeinsbedins
gungen und Organifationsformen unferes Wirtfqaftslebens.

Derlag von B. 3. Teubner in £eip3zig und Berlin




Sterbetafel

Sterbetafel M. u. W. I der 23 deutschen Gesellschaften (34%).

w

m

x l, d, |Dy=l, vx|N,=2D_ C =d " TH o =3C,

x I x
20 100000 919 502357 1031123 446 15386
21 99081 908 48109 980868 426 14940
22 98173 887 46037 932739 402 14514
23 97286 861 44097 886702 377 14112
24 964235 833 42229 8426058 353 13735
25 95590 816 40449 800376 334 13382
26 94774 804 38747 759927 318 13048
27 93970 797 37119 721180 304 12731
28 93173 795 35560 684061 293 12426
29 92378 800 34062 648 501 2835 12133
30 91578 808 32626 614139 278 11848
31 90770 818 31246 581813 272 11570
32 899352 831 29917 5503567 267 11298
33 89121 831 28637 5206350 261 11031
31 88280 8356 27408 492013 2357 10770
35 87424 873 26224 464605 253 10513
36 86551 889 25084 438381 249 10260
37 85662 906 23987 413297 245 10011
38 81756 928 22931 389310 243 9766
39 83828 950 21913 366379 240 9523
40 82878 975 20933 344466 238 9284
41 81603 1006 19987 323533 237 9046
42 80897 1035 19072 303546 236 3808
43 79862 1063 18192 281474 234 8373
44 78799 1092 17343 266282 232 8339
45 77707 1117 16323 248938 230 8106
46 76590 1140 15736 232415 226 7877
47 75450 1169 14978 216679 224 7651
48 74281 1204 14247 201701 22 7426
49 73077 1246 13542 187454 22 7203
50 71831 1303 12801 173912 2235 6980
51 70528 1362 12201 161051 228 6755
32 69166 1425 113561 1488350 230 6327
53 67741 1490 10940 137289 232 6297
54 66231 1556 10337 126349 235 6063
55 64695 1621 9753 116012 236 5830
56 63074 1691 9187 106259 238 5594
57 61383 1759 8639 97072 239 5356
58 59624 1832 8107 88433 241 5117
59 57792 1900 7593 80326 241 4876
60 55892 1976 7094 72734 242 4633
61 53916 2038 6612 65639 241 4392
62 51878 2097 6147 59027 210 4151
63 49781 2149 5699 52880 238 3911
64 47632 2197 5269 47181 235 3673
65 45435 2246 43856 41912 232 2438




Sterbetafel II
o L]
* 2 d, |D,=l,v|N,=ZD_|C,=a v"t'|M =2C,
x x
66 43189 2302 4460 37056 230 3207
67 40887 2355 4079 32596 327 2977
68 38532 2399 3714 28517 223 2750
69 36133 2432 33635 24803 219 2526
70 33701 2452 3033 21438 213 2308
n 31249 2455 2717 18405 206 2094
72 28794 2436 2419 15688 198 1888
73 26338 2406 2139 13270 189 1690
74 23952 2360 1878 11131 179 1502
75 21592 2299 1636 9252 168 1323
76 19293 2210 1412 7616 156 1155
77 17083 2103 1208 6204 144, 998
78 14950 1982 1024 1996 131 855
79 12998 1848 858 3973 118 724
8o 11150 1730 711 3114 107 606
81 9420 1399 581 2403 95 499
82 7821 1443 466 1823 83 404
83 6378 1264 367 1357 70 321
84 5114 1080 284 990 58 251
85 4034 896 217 705 47 193
86 3138 715§ 163 489 36 146
87 2423 566 122 326 27 110
88 1857 442 90 203 21 83
89 1415 344 66 11§ 16 62
90 1071 1071 48 48 47 47

Tabelle I—-1V siehe umstehend.
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Tabelle 11V

Tabelle 111 (End-
wert der vorschas

sigen Rente 1)
"1

i

3.5% 5%

z.l-l. e

$ERYS BYCSCT BIRIY 220

1035 1,09
10000y | 20503
331494 | 3M101)
430247 | 43258
s.55015 | sSo1gn

6.77941 | 7.14200
Bosgitg | 8340010
9.30850 | vo,02
73139 | 11,57
nigige |t

1360106 | 1491713
16,71 208
18,59 803
s0.57056
2205749

1Moy
2pa3a)8
29.5) 900
32,00 595
M.7192)

3750 511
40.43048
4330300
w0
50,11 343

$3.6691
57402
61322
368 | 65.4)
69,750

742988
m

8. 32031
9483032

LI

13,09 303
1683976

Tabelle IV (Bar-
wert der mach-

':ll“' 172073

90013y | 83064






