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Vorwort zur vierten Auflage. 

Dieses Lehrbuch umfaflt drei Bande. Der erste bringt eine Ein­
fiihrung in die "elementare", das heiflt bewegungsinvariante Differential­
geometrie. der zweite eine Darstellung neuerer Untersuchungen iiber 
affine Dijfermtialge(Jmetrle, der dritte ist den k(Jnf(Jrmt'n und ver­
wandtm KlIgelgeometrim gewidmet. 

Die Differentialgeometrie untersucht die Eigenschaften der krum­
men Linien und Flachen im unendlich Kleinen. Die verschiedenen 
Wendungen des Begriffs "Kriimmung" stehen dabei im Vordergrund, so 
dafl man auch von "Krii'mmungstheorie" spricht. 1m Gegensatz dazu 
betrachtet man in der algebraischen Geometrie die geometrischen Gebilde 
von vornherein in ihrer Gesamterstreckung. Indessen verzichtet auch 
die Differentialgeometrie durchaus nicht auf das Studium der geome­
trischen Figuren im ganzen und die Fragen der "Differentialgeometrie 
im groflen", die die mikroskopischen mit den makroskopischen Eigen­
schaften verkniipfen. gehoren zu den reizvollsten, allerdings aueh zu 
den schwierigsten Fragen unserer Wissenschaft. 

Die Kriimmungstheorie erscheint. wenn man erst die Fesseln der 
Dimensionenzahl Drei und der Maflbestimmung EeKLIDs zerrissen hat, 
nicht mehr blofl als ein eng begrenztes Teilgebiet der Mathematik, 
sondern sie umfaflt einen erhebliehen Teil der theoretisehen Physik. 
A us diesem weiten Gebiete solI in diesem Bueh, das aus V orlesungen 
in Tiibingen und Hamburg entstanden ist, ein Ausschnitt geboten 
werden, der nicht allein im Werdegang der Anwendungen der Analysis 
auf die Geometrie, sondern auch in Gesehmack und Arbeitsrichtung 
des Verfassers begriindet ist. Als Leitstern wird uns F. KLEINS Erlanger 
Programm dienen. Ferner sollen besonders die Beziehungen zur Va­
riationsrechnung gepflegt werden. 

Die neue vierte Auflage muflte wegen des Krieges als unverander­
ter Abdruck der dritten erscheinen. Von Mangeln, die mir inzwischen 
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mitgeteilt wurden, sei insbesondere erwahnt, daB an Stelle der Figur 273, 
auf Seite 229, wie schon 1925 }. HJELMSLEV richtig angegeben hat, 
die folgende zu setzen ist. 

Der Herausgeber der dritten Auflage, mein Freund GERHARD 

THOMSEN, ist 1934 freiwillig aus dem Leben geschieden. 
Spater hoffe ich, in einer "Einfiihrung in die Differentialgeometrie" 

das Verfahren mittels der Formen von PFAFF nach E. CARTAN dar­
stellen zu konnen, ahnlich wie ich in meinem Biichlein von 1942 die 
"Nicht-Euklidische Geometrie" erlautert habe. 

Hamburg, im November 1944. 

W. BLASCHKE. 
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Einleitungo Vektoreno 
§ 10 Skalare Produkte. 

Wir fiihren im Raume ein kartesisches Koordinatensystem ein, 
dessen Achsen so liegen, wic das in der Fig. 1 angedeutet ist. Die drei 
Koordinaten eines Punktes l bezeichnen 3 

wir mit Xl' X2' Xa. AIle betrachteten 
Punkte setzen wir zunachst als reell vor-
aus. 

Zwei in bestimmter Reihenfolge ge­
nommene Punkte ~ und t) des Raumes 
mit den Koordinaten Xl' X2 ' Xa, und YI, 
Y2' Ya bestimmen eine von ~ nach t) 
fiihrende gerichtete Strecke. Zwei zu den 
Punktepaaren l, t) und l, lj gehOrende 
gerichtete Strecken sind dann und nur 1 
dann gleichsinnig parallel und gleichlang, 

.... 6 .............. . 
.~-~ 

2 

Fig. I. 

wenn die entsprechenden Koordinatendifferenzen aIle ubereinstimmen: 

(1) Yi - Xi = Yi - Xi (i = 1, 2, 3). 

Wir bezeichnen das System aller von den samtlichen Punkten des 
Raumes auslaufenden gerichteten Strecken von einer und derselben 
festen Richtung, demselben Sinn und der gleichen Lange als einen 
Vektor. Da fUr diese Strecken die Koordinatendifferenzen der beiden 
Endpunkte immer die gleichen sind, konnen wir diese drei Differenzen 
dem Vektor als seine Koordinaten (oder Komponenten, wie man auch 
sagt) zuordnen, und zwar entsprechen die verschiedenen Systeme der 
als Vektorkoordinaten genommenen Zahlentripel eineindeutig den ver­
schiedenen Vektoren. An den Vektoren ist bemerkenswert, daB ihre 
Koordinaten sich bei einer Parallelverschiebung des Koordinatensystems 
nicht andern im Gegensatz zu den Koordinaten der Punkte. Eine Par­
allelverschiebung des Koordinatensystems ist durch die ForJ1leln 

(2) xl = Xi + ai (i = 1, 2, 3) 

gegeb~n, wo Xi die alten und x: die neuen Koordinaten sind, die ai 

aber fur den ganzen Raum feste Konstante. In der Tat heben sich ja 
die ai bei Bildung der Differenzen z. B. in (1) fort. 

Gleichungen der Art (2), die in allen Koordinaten dieselbe Gestalt 
haben, wollen wir abkurzend in der Form 

(3) 
Blaschke, Difierentiaigeometrie I. 4. Aufl. 
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schreiben, indem wir die FuBmarken weglassen und statt der lateini­
schen Buchstaben der Koordinaten die deutschen (Frakturbuchstaben) 
schreiben. Diese Schreibweise benutzen wir fiir die Koordinaten del' 
Punkte wie auch der Vektoren. Einen Vektor mit den Koordinaten ai 

bezeichnen wir dann auch als Vektor o. Offenbar ist in (3) 0 der Vektor, 
urn den alle Punkte gleichzeitig parallel verschoben werden. Die Koor­
dinaten Xi eines Punktes ! konnen wir auffassen als die Koordinaten 
des Vektors, der yom Koordinatenursprung mit den Koordinaten (0,0,0) 
nach! fiihrt. Wir sprechen dann mit einem gewissen Mangel an Folge­
richtigkeit auch von dem Vektor ! dieses punktes. Dabei ist aber zu 
bemerken, daB dieser "Vektor" des Punktes ! wesentlich abhangt von 
der Wahl des Ursprungs und sich bei Parallelverschiebung des Koor­
dinatensystems andert. Ein Vektor im wirklichen Sinne, der sich bei 
einer solchen Parallelverschiebung nicht andert, wird erst durch zwei 
Punkte mittels ihr.er Koordinatendifferenzen bestimmt. 1m folgenden 
werden wir diesen Unterschied zwischen Punkten und Vektoren nicht 
weiter in der Bezeichnungsweise hervorheben und fur beide deutsche 
Buchstaben gebrauchen. 

Gelten fiir drei Vektoren 0,0 und c die Gleichungen ci = at + bi oder 

(4) c = 0 + 0, 
so bezeichnet man c als die Summe von 0 und o. Ais Produkt eines 
Vektors tl mit einer Zahl c erklaren wir den Vektor mit den Koor­
dinaten c· Vi' Den Ausdruck 

(5) !t) = xIYl + X 2 Y2 + XaY3 

fiir zwei Vektoren ! und t) nennt man ihr skalares Produkt. Wir kurzen 
diesen Ausdruck einfachdurch das Symbol !t) abo Oft werden wir auch 
Klammern setzen: (!t)). Die zu der Bilinearform (5) gehorige quadra­
tische Form 
(6) H = xi + x~ + x~ 
bezeichnen wir als das skalare Quadrat von ! und schreiben statt H 
auch !2. Nehmen wir den Vektor t) - 3, der durch die Koordinaten­
differenzen der Punkte t) und 3 bestimmt wird, so schreiben wir fiir sein 
skalares Quadrat (t) - 3)2 oder (t) - 3) (t) - 3). Entsprechend setzen 
wir Z. B. fur das skalare Produkt zweier durch zwei Punktepaare 0, 0, 
und C, b gebildeter Vektoren (0 - 0) und (c - b): 

(0 - b)(c - b) 
(7) 

= (al - bl) (c1 -dl) + (a2 - b2) (c2 - d2) + (a3 - b3) (Cs - d3)· 

Man bestatigt ferner durch ausfUhrliche Berechnung in Koordinaten 
die folgenden Rechenregeln: 

(8) 
(! + t») + 0 = ! + (t) + 0), 

t)+h=h+t), 

t)5=ht)· 
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Es kommt also auf die Reihenfolge der Vektoren bei Addition und 
skalarem Produkt nicht an. Ferner gilt: 

(9) 
und daher 

(10) 

Eine Vektorgleichung der Form 

(ll) b=Aa+Bb+Cc. 

mit Koeffizienten A, B, C konnen wir mit einem weiteren Vektor u 
"skalar multiplizieren" und erhalten dann: 

(12) (ub) = A (ua) + B (bb) + C (uc). 

Diese Rechenregel werden wir besonders haufig anwenden. Fur die 
eingefuhrte Produktbildung zweier Vektoren gilt aber naturlich nicht 
das assoziative Gesetz (~t») 3 = ~ (t) 3). 

In der analytischen Geometrie zeigt man, daB 

(13) 

das Quadrat der Lange 1 des Vektors ~, d. h. der zugehorigen Strecken 
ist und ferner, daB fur den Winkel fP, 0 <fP < n, der durch die beiden 
Vektoren lJ und 3 gegebenen Richtungen die Formel 

(14) cosfP - (t)6) 
- Il'(t)t)) (66) i 

gilt, wie aus (13) mittels des Kosinussatzes leicht folgt. Die senk­
rechten Striche im Nenner deuten an, daB die positive Wurzel zu 
nehmen ist. Die Bedingung ffir das Senkrechtstehen zweier Vektoren 
ist also durch 
(15) 

gegeben. Allgemein bedeutet nach (13), (14) das skalare Produkt t)3 
das mit geeignetem Vorzeichen genommene Produkt der Langen der 
Vektoren t) und 3 mal dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels. 

1m Gegensatz zu den einzelnen Koordinaten der Vektoren, die sich 
bei Drehungen des Koordinatensystems andern, sind die skalaren Pro­
dukte (und Quadrate) vom Koordinatensystem ganz unabhangige Groj3en, 
wie daraus hervorgeht, daB sie eine yom Koordinatensystem unab­
hangige geometrische Bedeutung besitzen. Bildet man also etwa fur 
einen und denselben Vektor in den Koordinaten, die er in zwei 
verschiedenen Systemen besitzt, jedesmal das skalare Quadrat, so er­
halt man beide Male denselben Wert. Die skalaren Produkte sind, wie 
man sagt, "invariant" gegenuber Koordinatentransformation. Die Vek­
toren bilden ein zweckmaBiges Durchgangsstadium, urn aus den Koor-

1* 
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dinaten gegebener Punkte Ausdrucke zu bilden, die vom Koordinaten­
system nicht abhangen, die also eine von diesem unabhangige geo­
metrische Bedeutung besitzen. Denn indem man von den Koordinaten 
der Punkte zu den Koordinatendifferenzen der Punktepaare, also zu 
Vektoren ubergeht, erh1i.lt man Ausdrucke, die schon von den Parallel­
verschiebungen des Koordinatensystems nicht mehr abhangen; durch 
die Bildung der skalaren Produkte schaltet man dann aber auch noch 
die Drehungen aus. 

Zum Unterschied von den in den Begriff der Vektoren zusamItlen­
gefaBten GroBentripeln wollen wir einfache, mtr aus einer Zahl be­
stehende GroBen als skalare Gro/3en bezeichnen. 

Gelegentlich werden wir fur Vektoren auch griechische Buchstaben 
einfiihren. 

§ 2. Determinanten und Vektorprodukte. 
Ein weiterer invarianter Ausdruck, den man bilden kann, ist die 

dreireihige Determinante aus drei Vektoren ~, t) und b 

(16) 

Diese Determinante ist, wie man in der analytischen Geometrie lehrt, 
gleich dem mit einem geeigneten Vorzeichen versehenen Rauminhalt des 
Parallel/lachs uber den drei Vektoren ~, t) und b. 

Von den Rechenregeln, die fiir Determinanten gelten, seien als Bei­
spiele nur angemerkt: 

(17) 

und 
(18) 

sowie 
(19) 

+ (~,t),b) = + (t),b,~) = + (3,~,t)) = 
- (~,b,t)) = - (b,t),~) = - (t),~,b) 

wenn e ein skalarer Faktor ist. 
Ferner gilt nach dem Multiplikationssatz der Determinanten fur 

das Produkt zweier Determinanten die Formel 

(20) 
H' ~t)' ~5' 

(~,t)'b)(t,t)',b')= t)t t)t)' t)5' 

ot 5t)' 03' 

wo rechts die Determinante aus den 3 X 3 skalaren Produkten steht. 
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Man ordnet zwei Vektoren ! und II einen dritten ~ als ihr "V ektoT­
produkt" oder "iiu/JeTes PTodukt" zu nach den Formeln 

(21) 
Zl = XzYa - XaY2 

Z2 = XaYl - x1Ys ' 

Zs = X1Y2 - X2Yl . 

Fiir (21) schreibt man eine "Vektorgleiehung" 

(22) ~ = ! X t), 

wobei das Zeichen X die Bildung des Vektorprodukts andeutet. Be­
kanntlich laBt sieh der Produktvektor ~ geometrisch durch die Eigen­
schaften erklaren: 1. ~ steht auf! und t) senkrecht, 2. die Lange von ~ 
ist ~leich dem Flacheninhalt des Parallelogramms mit den Seiten ! 
und t), 3. der Sinn von ~ ist so zu wahlen, daB die drei Vektoren !. t) 

und 3 in dieser Reihenfolge eben so aufeinander folgen wie die Koordi­
natenachsen (vgl. Fig. 1). Der Produktvektor 3 ist den Vektoren ! und t) 
also auf eine rein geometrische Weise zugeordnet, er ist, wie man s~, 
"mit den Vektoren ! und 1) auf eine gegeniiber Koordinatentransforma­
tionen invariante Weise verkniipft". Fur die Vektorprodukte gelten. 
wie man sofort sieht, die Rechenregeln: 

(23) !xt)=-t)X!. 

In einem Vektorprodukt sind also die Vektoren nicht 
Das Vektorprodukt ist "alternierend". Weiter gilt: 

(C!) X t) = c (,; X t,) = ! X (c t») , 

! X (t) + 5) = (1; X t))+- (! X ~) • 
(24) 

Ferner ist ! X.! = O. Die Gleichung 

(25) !Xt1=O 

vertauschbar. 

ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die lineaTe A bhiin­
gigkeit der Vektoren !, t). Zwei Vektt)ren ! und t) heiBen dabei linear 
abhangig. wenn man zwei nieht gleichzeitig verschwindende Zahlen a 
und b finden kann, so daB die Vektor-Gleiehung a! + bt) = 0 gilt. 
Ebenso ist 
(26) 

die notwendige und hinreiehende Bedingung fiir die lineare Abhangig­
keit (a! + bt) + c3 = 0) dreier Vektoren. Die lineare Abhangigkeit 
zweier Vektoren bedeutet Obereinstimmung der Richtung und die 
von dreien, daB die Vektoren zu einer Ebene parallel liegen. Vier 
Vektoren sind in unserm dreidimensionalen Raum immer linear ab­
hangig. DaB der Produktvektor 3 = ! X t) auf! und t) senkrecht steht, 
folgt auch aus der wiehtigen Rechenregel 

(27) 
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in der links immer das skalare Produkt aus einem Vektor und einem 
Vektorprodukt steht und rechts cine Determinante. Es handelt sich 
bei dieser Formel (27) urn die Entwickiung der Determinante (~t) 3) 
nach einer Spalte (Determinantenentwickiung von Laplace). 

Weiter geben wir ais Rechenregel noch die "Identitiit von]. L. Lagrange" 
fiir das Skalarprodukt zweier Vektorprodukte an: 

(28) (~X t») (t X t)') = (H')'(t) t)') - (~t)') (t}~') . 

Ferner la13t sich daraus leicht die folgende Formel herleiten: 

(29) 

Zum SchluB bemerken wir noch: Fiir drei Vektoren ~, 1) und 3 ist 

(30) 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein Achsenkreuz 
mit den Richtungen dieser Vektoren durch eine Bewegung so in das 
Achsenkreuz der Fig. 1 iibergefiihrt werden kann, daB Xl > 0, x2 = 0, 
X3 = 0;'Y2 > 0, Y3 = 0; Z3> 0 wird. Fiir (~1)3) < 0 ist eine solche 
Dbcrfiihrung nur durch eine kongruente Abbildung moglich, die aus 
Bewegungen und Spiegelungen zusammengesetzt ist. 

§ 3, Das vollstandige System der Invarianten einer 
Anzahl von Punkten. 

Wenn eine Anzahl von reellen Punkten 

(31) ~(l), ~(2) ••• ~(%» 

gegeben ist, dann werden nur solche analytischcn Ausdriicke in ihren 
Koordinaten X eine allein aus der Figur der Punkte entspringende geo­
metrische Bedeutung besitzen, die von der besonderen Wahl des karte­
sischen Koordinatensystems nicht abhangen. Geht man durch Be­
wegungen und Spiegelungen des urspriinglichen Achsenkreuzes. der 
Fig. 1 zu irgend einem neuen kartesischen Koordinatensystem iiber, 
so hangen die neuen Koordinaten X* mit den alten x bekanntlich durch 
eine lineare Transformation 

(32) 
3 

Xi = (.2bikXZ) + dj (i = 1,2,3) 
k=l 

zusammen, bci der die neun Koeffizie'lten bj k an die sechs Bedingungen 

3 {!fiir k = l (= 1, 2, 3) 
. .2bik biZ= Of" k+l ,= 1 ur 

(33) 

gekniipft sein miissen. Von den drei Parametern d; und den drei weiteren 
in den bik enthaltenen unabhangigen Parametern hangt die allgemeinste 
der in Frage kommenden Koordinatentransformationen abo 
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Wenn wir auf rechnerischem Wege Ausdriicke von geometrischer 
Bedeutung in den Koordinaten der Punkte (31) bestimmen wollen, 
dann haben wir soIche Ausdriicke zu bilden, die bei den Transforma­
tionen (32) (33) auf neue Koordinaten in diesen neuen Koordinaten x* 
genau dieselbe Form wieder annehmen wie in den alten, d. h. soIche 
Ausdriicke, die invariant sind gegenuber den Substitutionen (32) (33). 
Raben wir umgekehrt Ausdriicke in den Koordinaten, von denen wir 
schon wissen, daB ihnen eine geometrische Bedeutung zukommt, so 
wissen wir von diesen auch, daB sie gegeniiber den Transformationen 
(32), (33) invariant sein mussen. Z. B. ist fUr zwei Punkte ~(l) und ~(2). 
der Ausdruck fUr das Quadrat der Entfernung 

3 
.2[X~ll - Xi2lJ2 = [X~ll - X~lJ2 + [x~ll - X~2lJ2 + [X~ll - X~2lJ2 

i=1 

eine Invariante. In der Tat erhalt man aus (32) 

x11l = (.2 bik ~1,1l) + d;, 

" x12l = (.2 bik ~L2l) + d; 

" 
und 3 3 3 

.2[x11l - x12lJ2 = .2 [.2bjk (~LIl - ~L2l)]2 
i=1 i=1k=1 

3 * * (* * = .2 bik bi I (X~l - XL2l) X?l - x12l) . 
i.I:,I= 1 

Nach (33) ist der Ausdruck rechts aber gleich 
3 

.2 [~1,1J - ~L2l]2, 
1:=1 

was zu beweisen war. 
Wir stellen uns nun die Aufgabe, fiir die gegebenen Punkte (31) ein 

vollstandiges System von Invarianten (f), 12' . . Ir) zu bestimmen, d. h. 
so viele Invarianten aufzufinden, daB sich jede weitere als eine 
Funktion F (flo 12 '" Ir) von ihnen ergibt. Durch Anga.be der 
Werte der Invarianten I) . .. Ir ist dann offenbar die geometrische 
Gestalt der. aus den Punkten (31) gebildeten Figur vollstandig be­
schrieben. Um die gestellte Aufgabe zu erledigen, bilden wir zunachst 
aus den p Punkten p - 1 Vektoren fj(l), fj(t) ••• fj(JI-)), indem wir die 
Koordinaten etwa des Punktes r. JI von den iibrigen abziehen: 

(34) fj(l) = ~(l) _ ~(JI) , fj(2) = ~(2) _ ~(JI), • •• fj(JI-1) = ~(JI-1) _ ~(JI). 

Die Vektoren fj transformieren sich dann nach den zu (32) gehOrigen 
homogenen Substitutionsformeln 

(35) s * 
fjj= .2b jk fjk (i= 1,2,3), 

1:=1 

wobei die bik wieder den Gleichungen (33) zu genugen haben. 
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Durch Ubergang zu Vektoren haben wir die drei Konstanten di 

ausgeschaltet, dafiir haben wir jetzt von den 3 p GroBen der Koordi­
naten der Punkte (31) drei verloren, indem wir nur mehr p - 1 Vek­
toren mit 3 p - 3 Koordinaten iibrig behalten. Offenbar ist das Pro­
blem, aus den Punkten (31) die Invarianten zu bestimmen, gIeichwertig 
mit dem, die Invarianten der Vektoren 7J gegeniiber den Substitutionen 
(35) zu bestimmen. Denn unsere Aufgabe ist es ja, aus den Punkten (31) 
Ausdriicke zu bilden, in deren Transformationsformeln die bik , d; eli­
miniert sind. Durch Bildung der 7J haben wir aber gerade schon 
die Elimination der d; erreicht. Die Ausschaltung der di entspricht 
natiirlich der im § 1 erwahnten Ausschaltung der Schiebungen bei den 
Vektoren. 

Jetzt gilt es noch, aus den 17 Ausdriicke herzusteIlen, bei deren Sub­
stitution die bik eliminiert erscheinen. Wir konnen uns jetzt die Vek­
toren aIle v<Jn einem festen Ursprung abgetragen denken, den Substi­
tutionen (35) mit (33) entsprechen dann die aus Drehungen urn den 
Ursprung und Spiegelungen an Ebenen durch den Ursprung zusammen­
gesetzten Abbildungen. 

Zu den Invarianten der Vektoren gehoren sicher die Skalarprodukte 

(36) (7J(a) 7J(P») [il, {3 = 1, 2 ... p - 1], 

denn im § 1 haben wir ja gesehen, daB ihnen eine geometrische Be­
deutung zukommt. Wir konnen nun zeigen, dafJ die Skalarprodukte (36) 
schon ein vollstandiges System von Invarianten unserer Vektoren 7J (bzw. 
unserer Punkte 1;) darstellen. Dazu berner ken wir zunachst: Durch Bil­
dung der Determinanten und Vektorprodukte konnen wir nach . § 2 (25) 
und (26) nachpriifen, welche von unsern Vektoren linear abhangen. 
Wir denken uns dann s Vektoren aus den 7J herausgegriffen, wobei s die 
Maximalzahl linear unabhangiger Vektoren unter den 7J ist. Diese s 
herausgegriffenen Vektoren wollen wir Grundvektoren nennen. s kann 
1, 2 oder 3 sein. Denken wir uns die Numerierung der. Punkte und 
Vektoren so abgeandert, daB die Grundvektoren die erst en s Vektorell 
'1(1), 1](2) ••• 1](') sind, dann konnen wir die iibrigen Vektoren 1]('+1), 

'1(8+ 2) ••• 1](P-l) aus den Grundvektoren linear kombinieren: 

(37) 1](') = ilIrJ(l) + il~1](2) ... + il~1]('), 
wo r von (s + 1) bis P - 1 lauft, mit s (P - 1 - s) Koeffizienten a. 
Diese Koeffizienten a sind nun aIle Invarianten unserer Vektoren, und 
zwar lassen sie sich durch skalare Produkte ausdriicken. Durch skalare 
Multiplikation von (37) mit 1](1) (t = 1, 2 ... s) folgt namlich: 

(1](') 1](t)) = ilI (1](1) '1(1)) + ~~ (1](2) 1](1')) •.• + il~ (1](8) 17!t)) 

[r = (s + 1), (s + 2) ... (P - 1); t = 1, 2 ... s] 
(38) 

Fur jede Reihe von s GroBen a, die zu einem festen Index r gehoren, 
haben wir hier ein System von s linearen Gleichungen. Die screihige 
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Determinante des Gleichungssystems ist jedesmal die aus den Skalar­
produkten der Grundvektoren gebildete: 

(39) 1 (r/') 1}('») I· 
Wir konnen nun immer die a aus den in (38) auftretenden Skalarpro­
dukten berechnen, da diese Determinante sieher nieht verschwindet. 

Urn das einzusehen, unterscheiden wir drei FaIle s = 3, 2, 1. Fur 
s = 3 ist die Determinante (39) nach dem Multiplikationssatz (20) 
einfach gleich dem Quadrat der Determinante 

(40) (1}(l), 1}(2), 1}(3») • 

Diese darf aber wegen der vorausgesetzten linearen Unabhangigkeit 
der Grundvektoren 1}(1), 1}(2), 1'/(3) nach (26) nicht verschwinden. Das 
gleiehe gilt dann von der Determi'1ante (39). Fur s = 2 haben WIT aus 
dem Verschwinden der Determinante (39): 

(41) (1}(1)'1}(1») (1}(2) 1](2») -- (1](1) 1}(2»)2 = 0 . 

Nach (14) mu/3te fiir den Winkel r:p der Vektoren 1}(1) und 1}(2) geIten: 
cos 2 rp = I, d. h. sie mu/3ten den Winkel Null oder n haben, also gleieh­
gerichtet oder entgegengerichtet sein. Gleichgerichtete und entgegen­
gesetzt geriehtete Vektoren sind aber proportional, d. h. linear abhangig. 
Das ware gegen die Voraussetzung. s = 1 hie/3e (1](1),)'1») = O. Das ist 
nach (5) aber nur fiir 1}(1) = 0 moglieh. Diesen Nullvektor konnen wir 
aber ausschlie/3en. Denn nach (34) mu/3ten sonst zwei Punkte zu­
sammenfallen. 

Somit ist gezeigt, da/3 sich die a immer durch Skalarprodukte be­
rechnen lassen. Wir konnen nun leicht zeigen: Die Skalarprodukte der 
Grundvektoren 1}(l) ••• 1}<s) allein und die Koeffizienten " stellen ein 
vollstandiges System der Invarianten dar. Zunachst ist das vollstandige 
System der Invarianten der Grundvektoren allein offenbar durch die 
Skalarprodukte gegeben. Das folgt geometrisch fur die einzelnen Fane 
s = 1,2,3 ohne weiteres. Denn die Skalarprodukte Jer Grundvektoren 
bestimmen ja nach (13) (14) deren Langen und Winkel, und ein System 
von 1, 2 oder 3 linear unabhangigen Vektoren ist in jedem Falle bis 
auf Drehungen und Spiegelungen eindeutig festgelegt, wenn alle ihre 
Langen und Winkel bekannt sind. Jede Invariante ist daher eine Funk­
tion der Langen und Winkel, also der skalaren Produkte. 

Nehmen wir nun aber weiter die Grundvektoren als im Raum 
fest gegeben an, dann ist jeder andere Vektor in allen seinen drei 
Koordinaten bestimmt, wenn nur seine zu der Darstellung (37) ge­
horigen Koeffizienten a bekannt sind. Die Invarianten, die sich aus 
den zu den Grundvektoren hinzukommenden Vektoren noch bilden 
lassen, lassen sich also schon alle bilden, wenn man nur die Gro/3en " 
zu den Skalarprodukten der Grundvektoren hinzunimmt. Da die " 
aber einzeln Invarianten sind, hat man in den " und den Skalarpro-
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dukten der Grundvektoren schon ein vollstandiges System aller In­
varianten. Da die a sieh durch Skalarprodukte ausdriicken, konnen 
wir somit alle Invarianten unserer Punkte allein durch die Skalarpro­
dukte der zugehorigen Vektoren darstellen. 

§ 4. Das vollstandige System unabhangiger Invarianten. 

Die Verwendung der Koeffizienten a der Linearkombinationen hat 
nun aber noch einen besonderen Vorteil, namlich wenn es uns darauf 
ankommt, das vollstandige System von unabhiingigen Invarianten unse­
rer Vektoren zu bilden. Die Skalarprodukte sind namlich nicht aIle 
unabhangig. Wir wissen ja, daB in (37) schon die a und die Skalar­
produkte der Grundvektoren ein vollstandiges System von Invarianten 
ausmachen. Die a lassen sieh aber nach (37) allein aus den Skalarpro­
dukten der Grundvektoren und den links stehenden Skalarprodukten 
der iibrigen Vektoren 1](H 1), 1](0 +2) •.. 1](~ -1) mit den Grundvektoren 
bilden. Es kommen dabei die Skalarprodukte der 1](H1) ... 1](~-1) 

untereinander gar nicht vor. Diese letzteren sind aber einfache Funk­
tionen der iibrigen Skalarprodukte, al~o abhangig von diesen, denn 
nach (37) lassen sich die Skalarprodukte 

(1](~)1]("») [e,G = s + 1, s + 2 .. . p-l] 

mittels der a und der Skalarprodukte der Grundvektoren, also nach 
oem eben Gesagten aus den iibrigen Skalarprodukten berechnen. In 
der Geometrie wird es uns abervor allem darauf ankommen, eine voll­
standige Ubersieht iiber aIle ftnabhiingigen Invarianten zu bekommen. 

Die 5 (5: 1) verschiedenen Skalarprodukte der Grundvektoren und 

die Koeffizienten a sind nun sieher auch unabhangige Invarianten. 
Erstens gilt das fUr die Skalarprodukte der Grundvektoren fUr sich. 
Das folgt aus der Unabhangigkeit der entsprechenden Langen und 
Winkel. Weiter sind dann aber auch die samtlichen a unabhangig, denn 
es ist ja die Angabe der samtlichen a notwendig, urn die iibrigen Vek­
toren in ihrer geometrischen Lage zum System der Grundvektoren 
eindeutig festzulegen. Wenn wir somit das Problem haben, fiir eine 
Anzahl gegebener Punkte (31) ein vollstandiges System unabhangiger 
Invarianten aufzustellen, so konnen wir nach folgender Vorschrift ver­
fahren. 

Wir betrachten die Vektoren 1], die von einem der Punkte, etwa !:(~) 
nach den ubrigen hin/uhren, und grei/en ates den 1] irgendwie die hOchst­
mogliche Zahl s linear unabhiingiger Grundt'ektorm heraus. Kombinieren 
wir dann alle ubrigen Vektoren linear aus den Grundvektoren; so ist das 
t'ollstiindige System der unabhiingigen I nvarianten unserer Punkte durch 
die Skalarprodukte der Gnmdvektoren und die Koellizienten der Linear­
kombinationen gegeben. 
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Zum SchluO fiigen wir noch die folgende Bemerkung an: Betrachten 
wir statt des Dbergangs zu den durch Bewegungen und Spiegelungen 
erzeugten neuen Koordinatensystemen nur die sich durch reine Be­
wegungen ergebenden, die aIle vom Typ der Fig. 1 sind, so sind bekannt­
lich die zugehOrigen Substitutionen nur diejenigen unter den Substi­
tutionen (32), bei denen die dreireihige Determinante 

(42) b = Ibikl = + 1 

ist. Allgemein folgt aus (33) schon fiir die Determinante mit k = 3 Zeilen 
und 1 = 3 Spalten 

3 

\2;'b ik bill = 1 
i=1 

odeI' nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten 

weiter 
b2 = 1. 

Die Substitutionen (32) zerfallen also in zwei Scharen mit b = + lund 
b = - 1, von denen die erste den reinen Bewegungen des Koordinaten­
systems entsprieht. 

GegeniiBer den reinen Bewegungen des Koordinatensystems sind 
nieht nur die Skalarprodukte und Koeffizienten von Linearkombina­
tionen Invarianten, sondern auch die Determinanten von je drei Vek­
toren. Nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten folgt namlich 
aus (32), wenn man fiir drei Vektoren ~, t), 3 die entsprechenden (homo­
genen) Substitutionsformeln ansetzt: 

(43) (!, t), 3) = (t', t)*, 3*)' b. 

Das Quadrat einer Determinante von drei Vektoren ist nach (20) 
auf skalare Produkte zuriickfiihrbar, also gegeniiber den allgemeinen 
Substitutionen (32), (33) invariant. 



1. Kapitel. 

Kurventheorie. 
§ 5. Bogenlinge. 

Eine raumliche Kurve kann man dadurch festlegen, daB man die 
rechtwinkligen Koordinaten Xl' X2' Xa eines Kurvenpunktes als Funk­
tionen eines Parameters t gibt 

(1) X k = xk (t), k = I, 2, 3 . 

Es solI von den Funktionen X k (t) im folgenden in der Regel an genom­
men werden, daB sie "analytisch" sind, sich also an jeder von uns zu 
betrachtenden Stelle to nach Potenzen von t - to entwickeln lassen, 
derart, daB die Reihen fur hinlanglich kleine It - tol konvergieren. Wir 
werden ferner im allgemeinen nur reelle Parameterwerte und nur reelle 
analytische Funktionen zulassen. Natiirlich diirfen unsere drei Funk­
tionen x k (t) nicht alle drei konstant sein, sonst schrumpft die Kurve 
auf einen einzelnen Punkt zusammen. Wir wollen sogar annehmen, daB 
an keiner Stelle t aIle Ableitungen der drei Funktionen gleichzeitig ver­
schwinden, ein Fall, der seinen Grund sowohl in der Parameterdarstellung 
wie auch in einem besonderen Verhalten der Kurve an der Stelle t 
haben kann. 

Das iiber einen Kurvenbogen mit den Endpunkten t = a und t = b 
erstreckte Integral 

• 
(2) s = J -VX~2+X~2+X;2dt . 
wird als die Bogenlange unserer Kurve bezeichpet. Die Striche deuten 
dabei Ableitungen nach tan. Wir werden die Beziehung (2) auch durch 
die Formel 

ds2 = dxi + dx; + dx: 

andeuten und abkurzend davon sprechen, daB das "Bogenelement" 
ds die Entfernung "benachbarter" Kurvenpunkte bedeutet. 

Es sei kurz darauf hingewiesen, wie man diese Bogenlange durch 
Grenzubergang aus der Lange von "einbeschriebenen" Vielecken er­
halt. Setzt man 

(3) a = to < t1 < t2 < ', .. < tn = b , 
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so ist die Lange <1,. des unserm Kurvenbogen einbesehriebenen Vieleeks 
mit den auf der Kurve gelegenen, zu den Parameterwerten (3) gehOrigen 
Eekendureh: 

" 
<1,. = 2 Y {Xl (tk ) - Xl (tk-I) }2 + {X2 (t/J - X2 (tk- I ) }2 + {xa (tk ) - Xa (tk-I) }z 

1:-1 

gegeben. 
Wendet man den Mittelwertsatz der Differentialreehnung auf die 

drei unter dem Wurzelzeiehen stehenden Differenzen an, so gilt: 

(4) Xi (tk ) - Xi (tk - 1) = (tk - tk- I ) X, (t~» [i = 1,2,3], 

wobei die t~) drei Zwisehenwerte mit 

(5) 

sind. Mittels (4) erhii.lt man aus der obigenFormel fUr <1,.: 

" -------- - ---
(6) <1n = 2 (tk. - tk- 1) Y {x~ (t~I» }2 + {x; (t~)}2 + {x; (t'~» }2 • 

1:=1 

An Stelle der drei Mittelwerte t~) soll ein einziger Tk gesetzt und 
der entstehende Fehler abgesehatzt werden. Zunaehst gilt die algebra­
isehe Identitat: 

(7) 1 X~ (t~1»2 + ... - YX~ (Tk)2 + ... 
_ {x~ (t~ll) - x~ (Tk)!} {x~ (t~l') + X~ (Tk)} + ... 
- Y x~ (t~»2 + ... + Y X~ (Tk)2 +--:-.. 

Dabei deuten die Punkte an, daB unter jeder der vier Wurzeln noch je 
zwei Glieder hinzuzufiigen sind, die dureh Vertausehung des Index 1 
mit 2 oder 3 entstehen. Ebenso sind im Zahler der reehten Seite noeh 
zwei entspreehende Glieder hinzuzufiigen. Wir wahlen jetzt die Zwisehen­
werte tk so dieht, daB 
(8) I x; (tk ) - x; (t k - 1 ) I < e 
wird, was wegen der gleiehmaBigen Stetigkeit der x~ in a < t ::;: b 
moglieh ist. Da der Absolutwert der drei in (7) als Faktoren der Klam­
merausdriicke {x; (t(i') - x; (Tk)} auftretenden GroBen 

{x~ (t1:) + x; (Tk)} 

Y{X~'t~I')}2+ :- .. + Y{X~(Tk)}2+ ••• 

sieher ~ 1 ist, so folgt dann aus (7): 

[i=1,2,3] 

(9) I Y X~ (t~1»2 + ... - Y X~ (Tk)2 + .. ·-1 < Ix~ (t~l» - X~ (Tk) I + ... < 3 e. 
Somit ist 

(10) 1<1,. - 2(tk - tk- 1) Y X~ (Tk)2 + x; (Tk)2 + x; (Tk)21 < 3e(b - a). 
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Verfeinert man nun die Einteilung to, t}> ... , tn' so daB e gegen Null 
geht, so wird 

b 

(11) lim an = J dt -V x? + x;z + X~2 , . 
wie behauptet wurde. Die einzige kleine Schwierigkeit, die zu tiber­
winden war, urn auf die tibliche Naherungsformel fUr das bestimmte 
Integral zu kommen, war die Verschiedenheit der drei Zwischen­
werte t~). 

Man kann an Stelle von t als neuen Parameter auf der Kurve den 
Bogen 

I 

(12) S = J -V x? + X;2 + x; 2 d t 
• 

einfiihren. Zur Festiegung dieses besonderen Parameters ist noch die 
Wahl des Anfangspunktes t = a oer Zahlung (s = 0) und die Wahl 
des "positiven Sinnes" auf der Kurve erforderlich, der wachsenden 
s-Werten entspricht. Nimmt man in (12) die Wurzel positiv, so wird 
der positive Sinn auch den zunehmenden t-Werten entsprechen. FUr 
den Bogen als Parameter (s = ± t + konst. und ds = ± dt) ist nach 
(12) kennzeichnend 
(13) x? + x;Z + X;2 = 1 . 

Als einfachstes Beispiel fUr eine unebene Kurve nehmen wir eine 
Schraubenlinie auf einem Kreiszylinder vom Halbmesser a 

(14) 
Wir finden 
(15) 
und daraus 
(16) 

Xl = a cos t , x2 = a sin t , X3 = bt . 

x~ = - a sin t , x; = a cos t x; = b 

§ 6. Tangente und Schmiegebene. 
Wir bezeichnen den Vektor vom Ursprung zum Kurvenpunkt xi(t) 

mit ! (t). Der Vektor 

(17) 

hat dann dieselbe Richtung wie die Verbindungssehne der Kurvenpunkte, 
die zu den Parameterwerten t und t + h gehoren. Fur h -. 0 geht der 
Sehnenvektor tiber in den "Tangentenvektor" 

(18) !' (t) mit den Koordinaten x~ (t) 

an der Stelle t. Deutet man t als Zeit, so nennt man!' (t) den "Ge­
schwindigkeitsvektor". 1st t die Bogenlange der Kurve. so wird bei dieser 



§ 6. Tangente und Schmiegebenc. 15 

Deutung die Kurve mit der konstanten Geschwindigkeit I durch­
laufen. 

Als Grenzlage der Sehne ergibt sich so die Tangente, die mittels 
eines Parameters r folgenderma13en dargestellt werden kann: 

(I9) 

d. h. ausfiihrlich: 
(20) Yi = Xi + rx;. 

Es kann also, wenn alle xi =F 0 sind, 

(21) 

als Gleichungspaar der Tangente in den laufenden Koordinaten Yi an­
gesehen werden. DieTangentenformeln (19) bis (21) werden unbrauchbar, 
wenn der Geschwindigkeitsvektor !' = 0 ist, d. h. wenn alle xi = 0 
sind (i = 1,2,3). DiesenFall haben wir aber im §5 bereits ausgeschlossen. 

Denkt man in (20) t und r veranderlich, so hat man, wenn unsere 
Kurve nicht geradlinig ist, die Parameterdarstellung einer Flache vor 
sieh, die von den Kurventangenten uberstrichen wird. Wie bei der 
Parameterdarstellung einer Kurve ein einziger Parameter t zur Anwen­
dung kommt, so bei der Darstellung einer Flache deren zwei: r, t. 

Fur t = s haben wir nach (13)· 

(22) ~'2 = I. 

Es ist also das skalare Quadrat des Tangentenvektors gleich I. 
Vektoren mit der Lange 1 wollen wir auch als Einheitsvektoren be­
zeichnen. 

Wir mer ken uns noch folgende Regel: 
Sind! und t) beide von einem Parameter t abhangig, so wird das 

skalare Produkt folgenderma13en differenziert: 

(23) 

was sich abgekurzt so schreibt: 

(24) d ()' , de p) =~ t)+P)· 

Ganz entsprechende Regeln kann man fUr die Ableitung der Deter­
min ant en und Vektorprodukte herleiten: 

(25) 
d 
di {! (t) X t) (t)} = (~' X t)) + (~ X t)')' 

(26) :t (~,t),3) = (t,t),3) + (Lt)',3) + (~,t),3')· 
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Legen wir durch drei Kurvenpunkte t, t + h, t + k die Sehnen­
vektoren 

tl = ~ + h~ - ! (1 = t (t) + ;! !" (t) + ~: !'" (t) + .. '. 
(27) 

ttl = ! (t + k1- ..1(1 = t (t) + :! !" (t) + ~: !'" (t) + .... 

so bestimmen sie dieselbe Ebene wie die Vektoren 

tl und 2~_-h'01=~f1(t)+(kt~( ... ). 

Durch den Grenziibergang h -+ 0, k -+ 0 erhaIt man daraus die 
Vektoren 

i (t) und ~" (t), 

die, wenn sie nicht gleichgerichtet sind, die Grenzlage der Ebene durch 
drei benachbarte Kurvenpunkte festlegen. Man bezeichnet diese Ebene 
als Schmiegebene der Kurve im Punkte~. 1st t) ein beliebiger Punkt 
von ihr, so liegen die drei yom Ursprung aus abgetragenen Vektoren 
i, i' und t) - ~ in einer Ebene, was sich nach § 2 (26) durch die Glei­
chung 

(28) 

znm Ausdruck bringen HiBt. (28) ist also die Gleichung der Schmiegebene. 
r:," pflegt man in der Mechanik, wenn der Parameter nicht die Bogen­

Hi.nge, sondem die Zeit ist, als "Beschleunigungsvektor" zu bezeichnen. 
Diese Bezeichnung fiir if woilen WIT hier auch auf unsem Fall iiber­
nehmen. Es ist dann die Schmiegebene durch Kurvenpunkt, Geschwin­
digkeits- und Beschleunigungsvektor festgelegt. 

Ein Ausnahmefail tritt nur dann ein, wenn die Vektoren i und ~" 
gleichgerichtet sind, wenn es also zwei Zahlen a und b gibt, die nicht 
aile beide Null sind, so daB a!' + bi' = 0 ist oder, was nach § 2 (25) 
dasselbe besagt, wenn 
(29) t X ~" = 0 
ist. 

Wann tritt der Ausnahmefall ein, daB i X t' langs einer Kurve 
identisch verschwindet? Da t nicht identisch Null sein darf, wenn die 
Kurve nicht auf einen einzigen Punkt zusammenschrumpfen soil, so 
muB if von i linear abhangen: 

if = q;i. 

Durch Integration dieser drei vektorieil zusammengefaBten Differential­
gleichungen folgt 

(29a) Xi = cd(t) + Gi , I(t) = f eJ",d1dt. 
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Fiihrt man statt 1 (t) einen neuen Parameter t* ein, den man hinterher 
wieder mit t bezeichnet, so hat man: 

Xi = Cit + Ci • 

Dadurch sind aber die geraden Linien gekennzeichnet. Somit ver­
schwindet tXt" nur bei den Geraden identisch. 

DaB die Schmiegebene als Grenzlage einer Ebene durch drei benach­
barte Kurvenpunkte t1, t2, ta aufgefaBt werden kann, sieht man so: 
SoIl die Ebene 3 

1 (t) = .2 Ui Xi (t) + Uo 
1 

durch die Punkte tk gehen, so muB 1 (tk) = 0 sein fUr t1> t2, ta' Nach 
dem Mittelwertsatz gibt es dann innerhalb des kleinsten Intervalls, 
das t1 , t2, t3 enthalt, zwei verschiedene Stellen t" ts, fiirdie /'(t,) = l'(t5 ) = 0 
wird. Durch nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes folgt t" (ts) = 0 
fUr eine neue Stelle ts im alten Intervall. Riicken nun t1 , t2, t3 gegen t, 
so auch t4 , ts, ts' Somit gilt (wenn wir nur Vorhandensein und Stetig­
keit der ersten und zweiten Ableitungen annehmen) fUr die Grenzlage: 

I(t) = I'(t) = I"(t) = o. 

§ 7. Kriimmung und Windung. Kriimmungskreis. 
Nehmen wir jetzt die Bogenl1inge als Kurvenparameter 

t = t(s), t'2 = 1, 
so wird nach (23) 
(30) tt' = 0, 

d. h. der in der Schmiegebene gelegene Beschleunigungsvektor steht 
auf der Kurventangente senkrecht. Man nennt jede Gerade durch den 
Kurvenpunkt r senkrecht zur Tangente t eine "Kurvennormale" und 
insbesondere die Kurvennormale in der Schmiegebene "Hauptnormale". 
r" gibt also die Richtung der Hauptnormalen an. 

Tragt man yom Koordinatenursprung 0 aus den Einheitsvektor r' 
ab, so durchlauft sein Endpunkt auf der Einheitskugel urn 0 eine 
Kurve t (s), wenn r die Kurve t (s) beschreibt. Diese Kurve t (s) 
nennt man das Tangentenbild von t (s). t (s) schrumpft nur dann auf 
einen Punkt zusammen (t (s) = konst.), wenn t (s) geradlinig ist 
(t = t·s + konst.). Das Bogenelement des Tangentenbildes sei mit 
dS l bezeichnet. Wendet man die Formel (12) in der Form 

1/ fd ~ d 1.) 
(31) ds = r \dt-dt . . dt 

'-(d ~) an, so findet man dS l = V d~ d~ ·ds oder 

(32) (~~; y = r"2. 
Blaschke, DifferentiaIl!~ometrie I. 40. Auf!. 2 
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Da ds1 : ds nur fUr die Geraden identisch verschwindet, also gewisser­
maJ3en die Abweichung der Kurve ! (s) an der betrachteten Stelle s 
von der Geraden miJ3t, so nennt man dS I : ds die "Krummung" von! (s) 
an der betreffenden Stelle. Man bezeichnet die Kriimmung iiblicher­
weise mit 1: e. Wir finden also 

(33) I~= dS
l = ~I· (! ds 

Das Vorzeichen der Wurzel kann beliebig gewahlt werden. 11: e list 
also die Lange des Beschleunigungsvektors und e"{' ist ein Einheits­
vektor auf der Hauptnormalen, wenn "{' =l= 0 ist, wie wir hier voraus­
setzen wollen. 

Die Kurvennormale, die auf der Schmiegebene senkrecht steht, 
nennt man "Binormale". Ihre Richtung ist die von !' X!", denn dieser 
Produktvektor steht auf "{ und "{' senkrecht. 

Wir wollen nun drei Einheitsvektoren zu jedem Kurvenpunkt ! (s) 
einfiihren: 1. den T angentenvektor 

(34) 

2. den Hauptnormalenvektor 

(35) 

und 3. den Binormalenvektor ~3 (s). Wir erklaren ihn durch die Formel 

(36) ~3 = ~1 X ~2 = e ("{ X!"). 

~3 steht in der Tat auf ~1' ~2 senkrecht. ~3 ist ein Einheitsvektor; denn 
nach der Identitat von LAGRANGE (§ 2 (28)) und wegen ~1 ~2 = 0 ist 

(37) ~~ = ;r;i - (;1~2)2 = 1. 

SchlieJ3lich folgen die Vektoren ~l' ~2' ~3 nach § 2 SchluJ3 so aufein­
ander wie die drei Einheitsvektoren auf den Koordinatenachsen, denn 
es ist 
(38) 

Aus ;1 X ~2 = ~3 folgt iibrigens fUr un sere drei Einheitsvektoren nach 
§2 (29) auch ~2 X ~3 = ~1 und ~3 X ~1 = ;2' 

Urn die Kriimmung zu erklaren, haben wir yom Ursprung aus die 
Vektoren ;1 (s) abgetragen und die Bogenlange dS1 des entstehenden 
"Tangentenbildes" berechnet. Entsprechend erklaren wir jetzt die 
"Windung" oder "Torsion" dadurch, daJ3 wir yom Ursprung aus die 
Binormalenvektoren ;3 (s) abtragen. Ihre Endpunkte erfilllen das "Bi­
normalenbild" von! (s). Den Quotienten der Bogenelemente 

(39) 

wollen wir als "Windung" bezeichnen. Fiir ebene Kurven ist;3 = konst., 
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also die Win dung Null. Somit ist die Windung ein MaB fUr die Ab­
weichung unsrer Kurve ~ (5) von ihrer Schmiegebene. 

Durch (39) ist 1: T wieder nur abgesehen yom Vorzeichen erklart. 
Wir konnen jedoch diese Unbestimmtheit beseitigen. Der Vektor ~~ 
namlich laBt sich sicher aus den linear unabhangigen Einheitsvektoren 
~l' ~2' ~3 kombinieren: 

(40) 

Nun ist ~3 ein Einheitsvektor, also ~~ = 1 und daraus folgt ~3~; = o. 
Multipliziert man (40) skalar mit ~3 unter Beachtung der Rechenregel 
§ 1 (12), so erhalt man daraus aber a3 = o. Ferner ist nach (35) 

(41) 

und somit 

(42) 

also wegen ~2 ~3 = 0 

Es bleibt also 

(43) 

und nach (39) 

t' _ ~2 "1- -­e 

Wir entscheiden jetzt tiber das Vorzeichen von 1 : T, wenn wir a2 = - l:T 
set zen und somit die Windung durch die Forme! erklaren: 

(44) 

§ 8. Bestimmung der Invarianten einer Kurve. 
Unseren bisherigen Untersuchungen tiber die Kurven haben haupt­

sachlich geometrische Erwagungen die Richtung gegeben. Wir konnen 
die Aufgabe der Kurventheorie aber auch von der rein rechnerischen 
Seite her in Angriff nehmen. Es handelt sich dann darum, eine voll­
standige Dbersicht tiber aIle Ausdrticke in den Funktionen ! (t) und 
ihren Ableitungen zu bekommen, die invariant sind gegentiber den in 
§ 3 (32), (33) gegebenen Substitutionen. Dies Problem ist offenbar dem 
in den §§ 3 und 4 gelosten sehr verwandt. Dort handelte es sich urn 
die Bestimmung der Invarianten einer endlichen Anzahl von Punkten, 
bei der Kurve aber urn die Invarianten einer stetigen Mannigfaltigkeit 
von Punkten. 

Wir wollen uns nun zunachst ganz auf die Fragen der sogenannten 
;,Dilferentialgeometrie im Kleinen" beschranken, d. h. wir wollen uns 

2* 
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vorerst nur mit den Kriimmungseigenschaften einer Kurve in der un­
mittelbaren Umgebung einer und derselben Stelle beschaftigen. 1m 
Gegensatz zu ihr befaBt sich die "Diflerentialgeometrie im GrofJen" mit 
solchen Eigenschaften der Kurve, die sich erst aus ihrem gesamten 
VerIauf erschlieBen lassen. Ein erstes Problem dieser zweiten Art von 
Kurventheorie werden wir erst im § 12 kennenlernen. FUr uns handelt 
es sich zunachst also nur urn die Bestimmung der lnvarianten, die eine 
Kurve auf Grund ihrer zu einer und derselben Stelle gehorigen Kriim­
mungseigenschaften besitzt, das heil3t urn die Bestirnrnung der lnva­
rianten aus den Vektoren 

( 45) ~, ~, ~, ~ ... , 

die zu einer und derselben Stelle t gehoren (Punkte bedeuten Ab­
leitungen nach t). Die Bestimmung der lnvarianten der bis zu einer 
beliebigen Ableitungsordnung gegebenen Vektoren (45) geschieht dann 
aber in der Hauptsache nach den Regeln des § 3 und § 4. Nur ein neues 
Moment haben wir noch zu beriicksichtigen: 1st die Kurve in beliebiger 
Parameterdarstellung gegeben, so werden nur solche Ausdriicke in den 
Skalarprodukten und Koeffizienten von Linearkombinationen - die ja 
die lnvarianten der Vektoren (45) darstellen - auch lnvarianten der 
Kurve sein, welche auch noch invariant sind gegeniiber den Trans­
lormationen 
(46) t = I (t*) 

lur den Vbergang zu einem neuen Parameter t*. 
Die Funktion I set zen wir dabei als analytisch voraus. Bei der 

Substitution (46) wird, wenn wir 

(47) t (t) = ~ (t (t*)) = ~* (t*) 
setzen, z. B. 

(48) ~~ = d'G,. f' 
dt* d t [/' = 1~J 

(49) dl 'G,* _ = dl 'G, I' 2 + d-.l l" dt*z d t 2 d t • 

Beschranken wir uns auf solche Stellen, wo die Ableitung des Vektors 
des Kurvenpunktes ! nach dem Parameter nicht verschwindet, so muB 
nach (48) /' + 0 gelten. Nach (46) gilt weiter 

(50) 
1 

dt* = rdt. 

Da wir uns auf die Umgebung einer Kurvenstelle beschranken, sind die 
GroBen /" /", /'" ... als konstante bei den Transforrnationen auftretende 
Substitutionskoeffizienten zu betrachten. Und zwar tritt bei jeder neuen 
Ableitung des Kurvenpunktes in der Reihe (45) in den zugehorigen Sub-
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stitutionsformeln (48) (49) usw. ein neuer Koeffizient neben den schon 

frillier vorgekommenen auf, namlich bei :~:: der Koeffizient dd~~ 
= l(fI). Die scheinbare Schwierigkeit, aus den Vektoren (45) In­
varianten gegeniiber den Parametertransformationen zu bilden, also 
alle die konsekutiven Koeffizienten 1', I" . . . zu eliminieren, 1aBt sich 
nun mit einem Schlage iiberwinden und die Parametertransformationen 
lassen sich iiberhaupt ganz ausschalten durch Einfiihrung eines invari­
anten Parameters. Ein solcher ist die im § 5 erkl1i.rte Bogenlange, auf 
die wir in den vorangehenden Abschnitten die Kurve bezogen haben. 
Der Einfiihrung dieses invariant en Parameters liegt folgendes zugrunde: 
Wir suchen eine bis auf Parametertransformationen, also gegeniiber den 
Substitutionen § 3 (32), (33) der raumlichen Koordinaten des Flachen­
punktes invariante GroBe VJ auf, die irgendwie aus den Vektoren (45) 
gebildet ist und die sich bei der Substitution (46) nach dem Gesetz 

(51) VJ* = VJ·I' 
transformiert, wobei tp* beziiglich t* in derselben Weise gebildet ist 
wie VJ beziiglich t. Die einfachste namlich von A bleitungen moglichst 
niedriger Ordnung abhangende derartige GroBe ist nun die in (12) 
verwendete GroBe i¥. In der Tat: 

Fiir die Bildung von Invarianten der Vektoren (45) gegeniiber den 
Koordinatentransformationen § 3 (32), (33) kommt ! selbst gar nicht in 
Frage. Fiir den Punkt ! gelten ja die Formeln 

(52) 

wahrend fUr alle Ableitungen, wie man durch Differenzieren von (52) er­
sieht, die zugehorigen homogenen Substitutionsformeln gelten: 

(53) 

usw. Also nur bei dem Punkt !, der im strengen Sinne nach § 1 kein 
Vektor ist, treten die Koeffizienten dt auf. Bei der Bildung von In­
varianten handelt es sich aber urn eine Elimination der bik , dt • Da jede 
einzelne der drei GroBen dt nun nur in den Substitutionsformeln einer 
einzigen der drei Koordinaten Xl' X 2 , X3 vorkommt, bei den Koordinaten 
der Ableitungsvektoren (53) aber nicht mehr, so eliminieren sich die dt 

einfach dadurch, daB man den Punkt ! selbst a1s zur Bildung von In­
varianten nicht in Frage kommend weglaBt. Un sere Aufgabe reduziert 
sich also darauf, aus den Vektoren 

(54) 

die Invarianten gegeniiber den homogenen Substitutionen (53) zu 
bilden. In erster Ableitungsordnung haben wir dann nur den Vektor i: 
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und als einzige solche Invariante das skalare Quadrat ~2. Dieses sub­
stituiert sich bei Parametertransformation nach 

(55) (dl* dl*) _ (dl dl) '2. 
dt*dt* - dtdt ,I, 

also ist -V ~2 tatsachlich die einzige GroBe von den fiir ffJ verlangten 
Eigenschaften, die sich aus ersten Ableitungen berechnen laBt. 

Ein weiterer Ausdruck von den fiir ffJ verlangten Transformations­
eigenschaften ware auch der folgende, etwas verwickeltere: 

(56) 

fiir den das Gesetz (51) leicht mittels (48) (49) nachzuweisen ist. Wir 
wollen uns zunachst noch nicht fiir eine besondere Wahl von ffJ ent~ 
scheiden. 

Raben wir nun einmal eine geeignete GroBe ffJ gefunden, so ist nach 
(50) (51) das Differential da: 

(57) da = ffJdt 

invariant und 
t, 

(58) a=Jrpdt 
t, 

ist eine Integralinvariante. Durch letztere ist ein invarianter Parameter a 

unserer Kurve gegeben, fiir ffJ = fi! erhait man die Bogenlange. 
Nimmt man fiir ffJ den Ausdruck (56), so wird das Differential dffJ, wie 
wir nur erwahnen, gleich dem "unendlich kleinen Winkel benachbarter" 
Kurventangenten, dem sogenannten Kontingenzwinkel. Das zugehorige 
Integral (58) ist dann im Gegensatz zur Bogenlange sogar invariant 
gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen. Mittels einer GroBe ffJ konnen 
wir nun aus irgendeiner parameterinvarianten GroBe S durch Ableitung 
sofort eine neue bilden, namlich durch: 

C" d 5 I 
(59) ..J = dt "q; . 
Denn fiir die parameterinvariante GroBe S gilt 

(60) 

und 

(61) 

S (t) = S (t (t*)) = S* (t*) 

dS* dS , 
di*=di'l, 

woraus die Behauptung folgt. 5' wollen wir auch die invariante Ableitung 
von 5 bezuglich des Ditferentials da nennen. 5' konnen wir nun wieder 
invariant ableiten 

(62) 

drp 
5" _ d Sf I _ d2 SId S (It 

- lit q; - (fi2 rp2 - dt rp3 

und so immer neue Invarianten bilden. 
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Denken wir uns die Kurve auf den invarianten Parameter (58) be­
zogen, so erkennen wir, daB die invarianten Ableitungen nach dem 
Differential d(J einfach die Ableitungen nach dem Parameter (58) sind. 
In der Tat muB, wenn der Parameter (J schon von vornherein mit t 
identisch sein soll, nach (57) und (58) g> = 1 sein, und die invarianten 
Ableitungen fallen dann mit den gewohnlichen zusammen. Diese Ab­
leitungen nach (J lassen sich also auch nach (59) und (62) bilden, ohne 
daB vorher die Quadratur (58) ausgefiihrt und die Kurve explizite auf 
den Parameter (J transformiert wird. 

Wir konnen nun, wenn wir ein allgemeines invariantes Differential 
zugrunde legen, speziell auch fUr die einzelnen Koordinaten von!, die wir 
nach (47) als parameterinvariant anzusprechen haben, die invarianten 
Ableitungen bilden: 

(63) !', f' ~"' ... 
Aus diesen Vektoren lassen sich riickwarts, wenn nur g> festgelegt ist, 
die gewohnlichen Ableitungsvektoren leicht wieder berechnen, aber 
dies ist im allgemeinen gar nicht notig, denn wir konnen ganz im 
Bereich der invarianten Ableitungen bleiben, ohne die gewohnlichen zu 
benutzen. Wir haben es ja mit invarianten geometrischen Problemen 
zu tun, die nur die Kurve und nicht die Parameterwahl betreffen, und 
wir konnen uns die Kurve ja immer auf den speziellen Parameter (J 

bezogen denken. An die hier entwickelten Gedankengange wollen wir 
spater im 5. Kapitel in der Flachentheorie wieder ankniipfen. 

Als invariante Differentialform unserer Kurventheorie wollen wir 
jetzt das Bogenelement 

(64) ds = YF dt 

zugrunde legen. Dann sind fi.ir die Vektoren (63) die Parametertrans­
formationen ganz ausgeschaltet und wir haben, urn die Invarianten 
unserer Kurve zu bekommen, nur noch nach § 3 und § 4 die Invarianten 
der Vektoren gegeniiber den Substitutionen (53) zu bestimmen. Genau 
genommen ist der Parameter (64) und damit die invariante Ableitung 
nur bis auf ein Vorzeichen bestimmt, aber diesen Dbelstand konnen 
wir dadurch ausgleichen, daB wir der Kurve einen bestimmten Durch­
laufssinn zuschreiben, der zu der wachsenden Bogenlange gehoren solI. 
Nehmen wir dann in (64) die Wurzel positiv, so konnen wir sagen, die 
invarianten Ableitungen sind die Ableitungen in Richtung wachsender 
Bogenlange. Fi.ir den erst en der Vektoren (63) gilt nach (13) noch 

(65) !'2 = 1 . 

Daraus ergeben sich fi.ir die folgcndcn Vektoren Beziehungen wie 

(66) !' f' = 0, f t" + f' !" = 0 

usw. AuBer diesen bestehen keinerlei weitcre identische Relationen zwi­
schen den Vektoren (63). 
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Urn nun nach MaBgabe der Regel des § 4 die Invarianten der Vek­
toren (63) zu bestimmen, konnten wir aus den Vektoren die niedrigsten 
linear unabhangigen herausgreifen und die folgenden linear kombinieren 
Fiir die Rechnungen ist es aber zweckmaBig, dies Verfahren etwas ab­
zuandem. Da in (34) !' = ~1 gesetzt wurde, sind die Vektoren (63) 
mit ~l' ~2' ~~' ••• usw. identisch. Nun bestimmen sich aus diesen Vek­
toren aber auch die in (35) (36) eingefiihrten Vektoren ~2 und ~8 mittels 

;~ 
(67) ~2 = l'(;~;~)' ~3 = ~l X ~2' 

Daher ist das Problem der Bestimmung der Invarianten der Vektoren 
(63) gleichbedeutend mit dem der Bestimmung der Invarianten der 
Vektoren 
(68) I: I: I: 1:' 1:' 1:1 1:" 1:" 1:" 1:'" 

~1' f;2J ~3' ~1' ~2' ~3' ~1' <;2' ~3' ~1 ••• 

Diese sind zwar mehr an Zahl und zum Teil iiberzahlig, aber wir haben 
hier den Vorteil, daB wir ~l' ~2 und ~3 als Grundvektoren herausgreifen 
konnen und daB dann fUr diese orthogonalen Einheitsvektoren die 
Tabelle 

~i=~~=~~=l, 

~1~2 = ~2~3 = ~3~1 = 0 
(69) 

fUr die Skalarprodukte gilt, was, wie wir sehen werden, fUr die weiteren 
Rechnungen sehr bequem ist. Aus diesen Grundvektoren haben wir nun 
also zunachst ihre erst en Ableitungen linear zu kombinieren. 

Das wollen wir im nachsten Abschnitt bewerkstelligen. 

§ 9. F ormeln von FRENET. 

Wir hatten in (41) ~~ = ~2 : e und in (44) ~; = - ~2: T gefunden. 
Wir wollen noch die Ableitung ~; aus ~l' ~2' ~3 zusammensetzen. Wir 
hatten in § 7 gefunden 

(70) ~2 = ~3 X ~l 
und daraus folgt 

~~ = (~; X ~l) + (~3 X ~~), 

(71) f = - ;2 Xl! + ¥~">232 
2 • e 

= _ ;1 + ;3 . 

e • 
Die damit aufgestellten Beziehungen 

d;1 
Ts-= * + ;2 

e * , 

d;2 _ ;1 t 

(72) + '3 * -ds e . ' 
'!j~ t 

"1 
* * --ds • 
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stammen von F. FRENET (Toulouse 1847) und bilden die Grundlage 
der ganzen elementaren Differentialgeometrie der raumlichen Kurven. 
Leiten wir (72) nach der Bogenlange s ab und ersetzen wir rechts die 
dabei auftretenden ersten Ableitungen der Grundvektoren ~1' ~2' ~3 
mittels der Gleichungen (72) wieder durch Linearkombinationen aus den 
Grundvektoren selbst, so erhalten wir auch ~~, ~;, ~; als Linearkom­
binationen der Grundvektoren dargestellt. Die Koeffizienten sind dabei 
aus den e, 7: und ihren Ableitungen e', 7:' gebildete Ausdriicke. Durch 
Fortsetzung eines solchen Verfahrens konnen wir dann die samtlichen 
Vektoren der Reihe (68) aus den drei ersten Grundvektoren linear kom­
binieren mit Koeffizienten, die nur aus den e, 7: und ihren Ableitungen 
nach der Bogenlange gebildet sind. Nach § 4 ist nun ein vollstandiges 
System unabbangiger Invarianten der Vektoren (68), also ein voll­
standiges System unabhangiger Invarianten un serer Kurve gegeben 
durch die Skalarprodukte (69) der Grundvektoren, die sich alle auf Kon­
stanten reduzieren, und die Koeffizienten der eben erwahnten Linear­
kombinationen, die sich ja alle aus den e, 7: und ihren Ableitungen 
nach der Bogenlange zusammensetzen. Man sieht auch leicht, daB e, 7: 

und alle einzelnen ihrer Ableitungen fUr die Darstellung der unabhangigen 
Koeffizienten der Linearkombinationen wesentlich in Frage kommen, 
d. h. dafJ die GrofJen 
(73) e, 7:, e', 7:', e", 7:", e"'· .. 
ein System unabhiingiger Invarianten unserer Kurve lie/ern. 

Sind die Funktionen e (s), 7: (s) bekannt, so stellen die Formeln (72) 
von FRENET ein System linearer Differentialgleichungen fUr die neun 
Funktionen ~1 (s), ~2 (s), ~3 (s) dar. Aus 

(74) ! (s) = f~l (s) ds 

crhalt man dann die Kurve. 
Aus der ersten Formel (72) konnen wir sofort die Kurven bestimmen, 

fUr die die Kriimmung 1: (! identisch verschwindet. Man findet durch 
zwei Integrationen 

~:l = 0, ~; = ~1 = konst., 

(75) ! = ~lS + !o, 
also die Geraden. 

Aus dem Verschwinden der Windung folgt 

Da ferner 

~.~ = 0 t k t ds ' <;3 = ons. 

d! 
~3' - = 0 ds 

ist, erbalt man durch nochmalige Integration 

(76) ~3 • ! = konst., 
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d. h. die Kurve liegt in einer Ebene, denn (76) ist eine line are Gleichung 
in Xl' X 2 , X3. 

Wir hatten ~' = ~l. Durch Ableitung folgt t' = ~i = ~2: e und 
weiter 

".'" = _ h _ e'';2 + ';3 
e e2 e2 eT • 

Nimmt man fUr ~ die Reihenentwicklung 

~ = ~~ s + } 6~ S2 + ~ ~~' S3 + 
und setzt man fur die zur Stelle s = 0 gehOrigen Vektoren ~o, ~~, 6~' 
die soeben gefundenen Werte ein, so folgt, wenn man die (~i)B _ 0 der 
Reihe nach mit den Koordinatenachsen zusammenfallen Hi.Bt. also ihnen 
die Koordinatengibt: 

~l = {I, 0, O} 

~2 = to, 1, O} 

~3 = to, 0, 1] 

die sogenannte kanonische Darstellung fUr unsere Kurve In der Um­
gebung von s = 0: 

.---------------1--------· 
Xl = s * - -S3 + 

6 e5 
1 e' x2 = * + - S2 - ~ S3 + 2 eo 6 eo (77) 

1 
X3 = * * + -- S3 + ... 6eoTo 

Da die Reihen rechts beliebig fortgesetzt werden k6nnen, wenn man 
Krummung und Windung in ihrer Abhangigkeit von der BogenHi.nge s 
kennt, so folgt, daB hierdurch und durch die Festlegung der Anfangs­
lage unsres "begleitenden Dreibeins" ~1' ~2' ';3 die Kurve eindeutig be-

2 

a 

3 

b 
Fig. 2. 

3 

c 

stimmt ist. AuBerdem kann man aus der kanonischen Entwicklung ab­
lesen, wie die Normalrisse (senkrechten Projektionen) unsrer Kurve auf 
die ';;';k-Ebenen im Ursprung aussehen. Man vergleiche die beigegebene 
Fig. 2. 
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§ 10. tiber das Vorzeichen der Windung. 
Es war nach (44) 

also 

~ = - ~2~;· 

Wir wollen links die Ableitungen von! einfuhren. Nach (35) (36) wird 

~2 = (} t', 
~; = e(!' X t") + e'(t X!"). 

Somit ist 

und wir haben zur Bestimmung von e und TaUS! (s) die Formeln 

(78) 

Wir wollen die Ausdrucke fur Krummung und Windung noch um­
rechnen fUr den Fall eines beliebigen Parameters t. Deuten die Punkte 
Ableitungen nach t, die Striche Ableitungen nach s an, so ist 

(79) 

". 
r" l + ~ =-- ... , 

f' (r)3 

wo die Punkte in dem Ausdruck fur !'" Glieder andeuten, die sich aus 
~ und t linear zusammensetzen. Daraus ergibt sich 

(80) 

Hieran ist besonders bemerkenswert, daB die Windung sich rational, 
ohne Ausziehen einer mehrwertigen Wurzel berechnen HiBt, sobald nur 
i X ~ 9= o. Ihr Vorzeichen hat also eine geometrische Bedeutung. 
Nehmen wir an, daB das zugrunde gelegte Achsenkreuz so aussieht, 
daB man Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand der Reihe 
nach gleichzeitig mit der X1-, X2-, xa-Achse zur Deckung bringen kann 
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(Fig. 1), dann werden positiv und negativ gewundene Schrauben sche­
matisch durch Fig. 3 dargestellt. 

In der Tat: Berechnen wir fiir unsre Schraube von § 5 (14) Kriim-
mung und Windung, so erhalten wir: 

Xl = - a sin t, Xl = - a cos t, i1 = + a sin t, 

Xz = + a cos t , x2 = - a sin t , i2 = - a cos t, 

Xs = b , %3 = 0 , X3 = 0 , 

und daraus 

t2 = a2 + b2 , !2 = a2 , 

Somit nach (SO): 

t! =0, 
I a e = ± as + bl ' 

a b 
Fig. 3. 

I b 
T = a2 + bl ' 

Die Windung ist also> 0 oder < 0, je nach­
dem b:e 0 ist, was den Fig. 3a und 3b entspricht. 
Entsprechend kann man sich die Bedeutung des 
Vorzeichens von 1: T fiir eine beliebige Kurve, 
etwa an der kanonischen Darstellung (77) deut­
lich machen. 

Spiegelt man unsre Kurve an einer Ebene, 
indem man etwa das Vorzeichen einer der Koor-
dinaten Xi umkehrt, SO andert die Windung 

ihr Vorzeichen. Man konnte eine Kurve vom Typ der Fig. 3a auch als 
weinwendig und eine der Fig. 3b entsprechende auch als kopjenwendig 
bezeichnen, weil die Ranken des Weins positiv und die des Hopfens 
negativ gewunden wachsen. 

§ 11. Kinematische Deutung von FRENETS Formeln. 
Wir bringen jetzt eine kinematische Deutung der FRENETschen 

Formeln, die von G. DARBoux stammtl. 

1 Vgl. G. DARBOUX: Theorie des surfaces, Bd. I, Kap.1. Paris: Gauthier­
Villars 1887. Dieses Werk von DARBOUX, das 4 BlI.nde umfaBt, ist noch heute als eins 
der schonsten und reichhaltigsten Werke iiber Differentialgeometrie anzusehen. 
GASTON DARBOUX wurde 1842 in Nimes geboren. Mit 18 Jahren kam er nach Paris. 
An dem geistigen Leben dieser Stadt hat er dann 57 Jahre lang hervorragenden 
Anteil gehabt. Schon als Student der Ecole poly technique und der Ecole Normale 
erregte er durch seine mathematische Begabung Aufsehen. Sehr bald kam er zu 
Amtern und Ehren. 1880 wutde er der Nachfolger von CHASLES auf dem Lehr­
stuhl fUr Geometrie an der Sorbonne, vier Jahre spater wurde er zum Membre de 
l'Institut ernannt. Seine besondere Lehrbefahigung machte DARBOUX zum Vater 
einer ausgedehnten geometrischen Schule in Frankreich. 

Dber Leben und Werk von DARBOUX vergleiche man: A. Voss: Jahrbuch d. 
KgI: bay. Ak. d. Wiss. 1917, S.26-53, oder Jahresber. d. D. Math. Ver. Bd. 27, 
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Dreht man einen starren Korper urn eine Achse, so haben alle 
Punkte des Korpers, die von der Achse gleichen Abstand besitzen, 
auch die gleiche Geschwindigkeit. Je weiter ein Punkt von der Achse 
entfemt ist, eine urn so groBere Geschwindigkeit wird er besitzen, und 
zwar wachst die Geschwindigkeit direkt proportional dem Abstand von 
der Achse. Die Geschwindigkeit ro aller Punkte im Abstand 1 von der 
Achse pflegt man auch als die Winkelgeschwindigkeit der Drehung zu 
bezeichnen. Hat ein Punkt den Abstand r von der Achse, so ist seine 
Geschwindigkeit durch 

(81) ro·r 

gegeben. 
Wir denken uns nun den Ursprung 0 unseres Koordinatensystems 

auf die Achse der Drehung gelegt. Von 0 aus tragen wir auf der Achse 
den "Drehvektor" b so ab, daB seine Lange ybi gleich ro und sein 
Sinn so ausfallt, daB die Drehung urn den Vektor, wenn man in dessen 
positiver Richtung blickt, entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt. Es sei 
nun weiter l> der Vektor, der vom Ursprung 0 zu einem allgemeinen 
Punkt des starren Korpers hinfiihrt. Der Abstand r dieses Punktes l> 
von der Achse ist dann: 

(82) 

In der Tat gilt nach Fig. 4 

(83) r = t1)2. sin q; , Fig. 4. 

wenn q; der Winkel zwischen l> und b ist. Nach § 1 (14) gilt aber 

somit 
(84) 

~b 
cos q; = 1.1)2 Vb' 

Ersetzt man in (84) die erste Wurzel mittels § 2 (28) durch Y (b Xl» lI, 
so erhaIt man nach (81) fur die Geschwindigkeit v des Punktes l> unter 
Beachtung von ro = yb2: 
(85) v = y(b X l»2. 

Bezeichnet man mit tl den Geschwindigkeitsvektor des Punktes l>, 
so gilt offenbar 

(86) tl = b xl>. 

S. 19~217. 1918. Ferner: L. P. EISENHART und D. HILBERT: Acta mathematica 
Bd.42, S. 257-284 und S. 269-273. 1920. Schlie.Blich sei noch auf den zum Teil 
autobiographischen Vortrag von DARBOUX hingewiesen, den er vor dem romischen 
Mathematikerkongre.B 1908 gehalten hat. Atti del congresso I, S. 10~122. 
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denn da tl sowohl auf b wie auf.):l senkreeht steht, gilt sieher 

tl = A' (b X .):l) 

mit einem Faktor A. Wegen tltl = v2 folgt aber aus (85) 1,2 = 1. Wegen 
der oben getroffenen Entseheidung iiber den Sinn von b ergibt sich dann 
aber weiter A = + 1, womit (86) bewiesen ist. 

Denken wir uns jetzt einen starren K6rper, der im Ursprung fest ist, 
und der sich so bewegt, daB drei senkrechte Aehsen in ihm immer par­
allel zu den Grundvektoren ~l' ~2' ~s einer Raumkurve ~ (s) ver­
bleiben. Die Raumkurve wollen wir dabei mit der Gesehwindigkeit 1 
durchlaufen, so daB wir die Bogenlange s gleieh der Zeit set zen k6nnen. 

Einen Punkt dieses K6rpers k6nnen wir in der Form darstellen: 

.\J = u1 ~1 + u2 ~2 + ua ~a' 

Sein Geschwindigkeitsvektor tl = d.):l : ds wird nach den FRENET­
Formeln 

tl = _ U 2 ~ + (U1 _ 1t3)\ I: + U 2 ~ • e 1 e T "2 T a 

Daraus folgt nach (86) wenn man fiir b eine Linearkombination der ~ 
ansetzt und die auf (38) folgenden Gleiehu'ngen beriicksiehtigt: 

(87) 

Wir finden also: 

I I 
b=-~l+-~a· 

l: e 

Die Komponenten des Drehvektors tiir das begleitende Dreibein einer 
Raumkurve sind: die Windung in der Tangentenrichtung und die Kriim­
mung in der Binormalenrichtung. 

Wenn man umgekehrt Kriimmung und Windung dureh die Formel 
(87) einfiihrt, so ergeben sieh riickwarts sofort die Formeln FRENETS: 

(88) 

d ~l = b X ~l = + ~2 
ds Q ' 

d· • t 
~ - b X f: - _ '1 + ~3 
ds - '>2 - Q T' 

d~3 = b X ~ = _ ~2 • 
ds a l: 

§ 12. Ebene Kurven, Viers~heitelsatz. 

Bei ebenen Kurven kann man, wenn erst iiber den positiven Sinn 
der Zahlung der Bogenlange entschieden ist, der Kriimmung ein be­
stimmtes Vorzeichen zuschreiben. Dazu kommt man folgendermaBen. 
Es sei ! (s) eine Kurve der Ebene Xs = O. Wir setzen 

(88a) x~ = cosA, x; = sinA, x; = 0 

und wahlen als Hauptnormale den Einheitsvektor 
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e x~ = cos ( ;. + ;) = - sin;' = - x;, 

e x~ = sin ( ;. + ;) = + cosA = + x~, 

eX~ = o. 

31 

Wir haben also, wenn wir die verschwinciende xa-Koordinate im fol­
genden weglassen, fur die Ebene als Ersatz der FREtJET-Formeln 

(89) e x~ = - x;, e x~ = + x~. 
Das Vorzeichen des dadurch eindeutig bestimmten e kehrt sich urn, 
wenn man das Vorzeichen von ds umkehrt. 

Wir wollen von den Formeln (89) eine Anwendung machen und zum 
erstenmal einen Lehrsatz aus der Differentialgeometrie "im grojien" 
beweisen. Es sei ! (s) eine geschlossene ebene Kurve, deren Tangenten­
bild ein einmal stets im gleichen Sinn umlaufener Kreis ist. Eine 
solche Kurve, fUr die 1 : e etwa > 0 sein soIl, und die von einer Geraden 
hochstens in zwei Punkten geschnitten wird, nennt man eine "Eilinie" 
oder "Oval". Ein Beispiel einer Eilinie ist die Ellipse. Ein Punkt der 
Kurve, in dem die Krummung ,,= 1: e verschwindende Ableitung 
(,,' = 0) hat, solI ein "Scheitel" genannt werden. Solche Punkte sind 
bei einer Ellipse die Achsenpunkte, und zwar sind diese vier Punkte 
wie man leicht nachrechnet, die einzigen Scheitel einer (nicht kreis­
formigen) Ellipse. 

Es soIl uun gezeigt werden: 

Vierscheitelsatz. Die Mindestzahl der Scheitel einer Eilinie ist vzer. 

Dazu beweisen wir den Hilfssatz, daB das rings urn die Eilinie er­
streckte Integral 

(89a) f(ao + at Xl + a2 x2) ,,' ·ds = 0 

ist, wenn die ai beliebige Konstante, Xl (s), x2 (s) die Koordinaten eines 
Punktes der Eilinie sind und " (s) die zugehOrige Krummung bedeutet. 
Da die ai belie big sind, kommt man auf die drei Gleichungen 

f ,,' d s = 0, f Xl ,,' d s = 0, f X 2 ,,' d s = 0 . 

Die erste Gleichung folgt sofort aus der Geschlossenheit, die zweite 
und dritte bestatigt man durch Integration nach Teilen unter Beach­
tung von (89) 

f Xl ,,' d s = - f x~ " d s = - f x~ d s = 0 . 

Set zen wir ,,(s) als stetig voraus, so gibt es sicher zwei Stellen l' 
und q auf unsrer Eilinie, wo " seinen groBten und seinen kleinsten Wert 
annimmt. Diese sind jedenfalls Nullstellen von ,,', und damit ist das 
Vorhandensein zweier Scheitell', q gesichert. Angenommen, ,,' wechselt 
zwischen l' und q nirgends sein Zeichen, sei also auf dem einen Teil-
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bogen lJ q unsrer Eilinie immer > 0 und auf dem andern stets < O. Es sei 
dann ao + al Xl + a2 X 2 = 0 die Gleichung der Verbindungsgeraden l' q, 
so daB der Ausdruck (ao + al Xl + a2 X 2) x' beim Durchlaufen unsrer 
Eilinie niemals sein Zeichen andert. Dann kann aber das Integral (89a) 
nicht verschwinden. Die Annahme von nur zwei Zeichenwechseln von 
x' auf unsrer Eilinie fiihrt also zu einem Widerspruch mit unserm Hilfs­
satz. Da aber aus der Geschlossenheit der Eilinie hervorgeht, daB die 
Zeichenwechsel von x', falls ihrer nur endlich viele vorhanden sind, 
jedenfalls in gerader Zahl auftreten, so ergibt sich das Vorhandensein 
von mindestens vier Scheiteln. Da wir in der Ellipse eine Eilinie mit 
tatsachlich vier Scheiteln vor uns haben, ist die Vier ~s Mindestzahl 
gesichert. 

Den vorgetragenen Nachweis des mehrfach bewiesenen Vierscheitel­
satzes verdankt der Verfasser einer Mitteilung von G. HERGLOTZ1. 

§ 13. Kriimmungsmittelpunkt und Schmiegkreis. 
Kehren wir zu raumlichen oder "gewundenen" Kurven zuruck, 

halt en wir aber die Voraussetzung !" + 0 fest! Eine Kugel mit dem 
Mittelpunkt t) und dem Halbmesser a kann man offenbar durch die 
Gleichung darstelIen: 

(! - t»)2 = a2, 

wenn die Koordinaten des. Vektors ! die laufenden Koordinaten der 
Punkte der Kugel darstellen. SolI die Kugel mit dem Mittelpunkt t) 
und dem Halbmesser a an der Stelle S = So mit der Kurve ! (s) drei 
zusammenfallende Punkte gemein haben, so muB die Reihenentwick­
lung 

I(s) = (!(s) - tJ)2 - a2 

nach Potenzen von s - So mit den Gliedern dritter Ordnung beginnen, 
d. h. es muG fur s = So 

sein. 

(90) 

Das gibt 

a) 

b) 

c) 

I(s) = 0, I'(s) = 0, I"(s) = 0 

nach den FRENET-Formeln: 

(! - t»)2 = a2 , 

(! - t») ~l = 0 , 

(! - t») .;. + 1 = O. 
(! 

Nach (90b) liegt der Mittelpunkt t) in der Normalebene, nach (90c) 
oder (t) - !) ~2 = (! hat der Normalri13 von tJ auf die Hauptnormale 

1 Andere Beweise bei: MUKHOPADHYAYA: Bull. Calcutta Math. Soc. Bd. 1. 
1909; A. KNESER: H. Weber-Festschrift S.170-180. Leipzig u. Berlin; 1912, 
W. BLASCHKE: Rendiconti di Palermo Bd. 36, S. 220-222.1913; H. MOHRMANN: 
Ebenda Bd. 37, S.267-268. 1914. 
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die Entfernung e vom Punkte!. Setzen wir also von t) voraus, daB 
es in der Schmiegebene liegt, so haben wir: 

(91) 

Es gibt somit genau eine Kugel "durch drei benachbarte" Kurven­
punkte, die ihren Mittelpunkt auf der Schmiegebene liegen hat. Wir 
wollen den Punkt t) in der Schmiegebene, den Mittelpunkt dieser aus­
gezeichneten Kugel, den Krummungsmittelpunkt nennen und den 
Schnittkreis der Kugel mit der Schmiegebene, also den Kreis durch drei 
benachbarte Kurvenpunkte, den Schmiegkreis oder Krummungskreis. 
Damit ist eine geometrische Deutung fUr den "Krummungshalbmesser" 
e, den reziproken Wert der Kriimmung gefunden. Da t) - ! = (}~2 
ist, weist der Hauptnormalenvektor ~2 von! nach dem Kriimmungs­
mittelpunkt t) oder in entgegengesetzter Richtung, je nachdem e > 0 
oder e < 0 gewahlt ist. 

Die Schnittgerade der Ebenen (90 b) und (90 c) , d. h. mit andern 
Worten den Durchschnitt "benachbarter" Normalebenen pflegt man 
als "Krummungsachse" der Kurve zu bezeichnen. Sie steht im Kriim­
mungsmittelpunkt auf der Schmiegebene senkrecht. 

§ 14. Schmiegkugeln. 
Wir wollen jetzt durch vier benachbarte Punkte von X (s) eine 

Kugellegen, 3- sei ihr Mittelpunkt, R ihr Halbmesser. Dann muB 

(92) g(s) = (X - ~)2 - R2 

gleichzeitig mit den Ableitungen bis zur dritten Ordnung Null sein. 
Das gibt neben den schon unter etwas anderer Bezeichnung berech­
neten Formeln (90) noch eine neue 

(!" - aHl = 0, 

(93) (! - 3-) ~I + I = 0 , 
(! 

( ) 1 (~3 \ ~l) ( )' ~t 0 !"-a-----!"-ae-= . 
(} T (} el 

Setzt man zufolge der heiden ersten dieser Gleichungen 

(94) 

so folgt aus der dritten, wenn I : T + 0, 

G = Te'. 
Somit ist der Mittelpunkt der "Schmiegkugel" 

(95) 

Blaschke, Differeotlalgeometrie I. 4, Auf). 3 
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und ihr quadrierter Halbmesser 

(96) R2 = e2 + e'2T2. 

Der Mittelpwlkt 3 der Schmiegkugel liegt nach (95) auf der Kriim­
mungsachse. 

Durch Ableitung von (95) erhalt man nach den FRENET-Formeln 

(97) 3' = {; + (e'T)'} Es· 

Fiir eine unebene Kurve auf einer festen Kugel ist also 

(98) ~ + ~ (T d fl) = 0 . 
T ds ds 

Nehmen wir umgekehrt an, diese Differentialgleichung zwischen den 
Funktionen e (5), T (5) sei identisch erfiillt, dann ist 3' = 0, also 3 = konst. 
und nach (96) 

- = 2 e'T .f. + - (e'T) = 0 dRI { d } 
ds T ds 

oder R = konst. Das heiSt, die Beziehung (98) ist fiir die unebenen 
spharischen Kurven kennzeichnend. 

Nehmen wir einmal eine Kurve mit fester Kriimmung (e' = 0) : 
Dann fallt der Mittelpunkt (95) der Schmiegkugel in den Kriimmungs­
mittelpunkt (91) 

Man findet 

(99) 

und somit 

(100) 

Ferner durch Ableitung von (100) nach 5 

oder 

(101) 

Bildet man das "skalare Quadrat", so folgt 

(102) 
Ferner ist 

e*2 == e2 = konst. 

(103) t)* = 3* = ~* + e* E: = !* - eE2 = !. 

Die Kurven (!) und (~.) haben also beide die gleiche feste Kriimmung 
und jede ist der Ort der Kriimmungsmittelpunkte fiir die andere. 
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§ 15. BERTRAND-Kurven. 35 

Die Formeln (93) lassen noch eine andere Deutung zu. Die erste 
ist bei veranderlichem n die Gleichung der Normalebene unserer Kurve 
! (s). Die beiden ersten Gleichungen zusammen ergeben daher als Schnitt 
benachbarter Normalebenen die Kriimmungsachse, auf der t) und n 
liegen. Nimmt man noch die dritte hinzu, so erkennt man, daB n Schnitt­
punkt dreier benachbarter Normalebenen ist. 

§ 15. BERTRAND-Kurven. 

In den Kurvenpaaren mit fester Kriimmung, die im letzten Para­
graphen betrachtet wurden, haben wir ein Beispiel eines Kurvenpaares 
mit gemeinsamen Hauptnormalen. Aile derartigen Paare hat zuerst 
J. BERTRAND 1 ermittelt, und zwar auf folgende Weise: 

Es sei ! (s) die eine Kurve des Paares, 

(104) 

die zweite. Durch Ableitung mit Benutzling der FRENET-Formeln folgt 

(105) d~* ( a) , a 
dS = 1 - i" ~l + a ~2 + T ~3 • 

Da dieser Tangentenvektor auf '2 senkrecht stehen soli, muG jeden­
falls a' = 0, also a konstant sein. Bezeichnen wir den Winkel zwischen 
~l und dem Einheitsvektor ~: in der Tangente an (!*) mit w, so ist 

(106) ~t = ~l cosw +~a sinw. 

Daraus folgt durch Ableitung 

Solien also die Hauptnormalen Ez und e; zusammenfallen, so muB 
w = konst. sein. Da die Vektoren ~i und d!*: ds gleichgerichtet sind, 
folgt aus (105) und (106) 

(108) \1- ; 
Jcosw 

a 

-r =0, 
sinw 

also eine lineare Gleichung zwischen Kriimmung und Wmdung: 

(109) 
a sin (J) + a cos (J) • 
-- --=smw. e -r 

Fiir w = n/2 kommen wir auf den im vorigen Abschnitt behandelten 
Fall der Kurven mit fester Kriimmung zuriick. Schlie Ben wir den 

1 J. BERTRAND.: Memoire sur la theorie des courbes a. double courbure. Paris, 
Comptes Rendus Bd. 36. 1850 und LiouviIles Journal (1) Bd. 15, S. 332-350. 1850. 

3* 
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trivialen Fall ebener Kurven, der fiir sin (0 = 0 eintritt, aus, so konnen 
wir fUr 

a cotgro = b 

setzen und (109) in der Form schreiben 

(110) ~+~=l. e 't 

Eine solche Beziehung muB also fiir jede Kurve eines BERTRAND­
Paares erfiillt sein. Wenn man die SchluBfolge umgekehrt durchgeht, 
erkennt man die Bedingung (110) auch als hinreichend. FUr eine 
Schraubenlinie (e, T = konst.) gibt es unendlich viele Beziehungen (110) 
und entsprechend unendlich viele Schraubenlinien, die die erste zu 
einem BERTRAND-Paar erganzen. 

§ 16. Natiirliche Gleichungen. 
Es handelt sich darum, ob durch Angabe der Funktionen e = e (s), 

T = T (s) eine Kurve im Raum, abgesehen von Bewegungen, eindeutig 
bestimmt werden kann. Fiir den Fall analytischer Kurven war die Ein­
deutigkeit schon in § 9 (77) mittels der kanonischen Darstellung fest­
gestellt worden. Macht man nur Differenzierbarkeitsvoraussetzungen, 
so kann man den Nachweis folgendermaBen fwen. 

Nach FRENET geniigen die Koordinaten ~ik der Vektoren ~i des be­
gleitenden Dreibeins den linearen, homogenen Differentialgleichungen 
mit schiefsymmetrischer Determinante 

(Ill) 

Angenommen, wir hatten auBer der Kurve ! (s) noch eine zweite i (s), 

deren ~ik denselben Gleichungen (Ill) geniigen. Dann folgt aus der 
schiefen Symmetrie der FRENET-Formeln, daB 

d - - -
(112) ds (ElkEu + EuE2k + ~3kE3k) = 0 

ist. Bewegen wir nun die Kurve ~ (s) so lange, bis das zur Stelle s = 0 
gehorige Dreibein mit dem entsprechenden Dreibein zu ! (s) zusammen­
fallt, so ist fiir s = 0 

(113) 

und somit gilt die Formel wegen (112) fiir jedes s. Also fallen die Ein­

heitsvektoren mit den Koordinaten ~ik' ~ik' i = 1, 2, 3 fiir jedes s 

zusammen: ~ik = ~ik' Insbesondere folgt fiir i = 1 
- d _ 

(114) ~1 - ~1 = ds (! - !) = O. 
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also, da fiir s = 0 nach unsrer Annahme ~ - ~ = 0 ist, allgemein 

(115) 
w.z. b.w. 

Es bleibt noch festzustellen, ob man die Funktionen e (s) und T (s) 
beliebig vorgeben kann. Schreibt man in (111) an Stelle von ~ik kurz 
"i' so hat man das System linearer, homogener Differentialgleichungen 
zu 100en: 

(1l6) 

Sind die Funktionen I: e (s), I: T (s) stetig in einem Intervall urn 
s = 0, so haben diese Differentialgleichungen nach bekannten Existenz­
satzen (vgl. den folgenden § 17) bei beliebig vorgegebenen Anfangs­
werlen ein Losungssystem. Wir wollen drei derartige Losungssysteme 
ermitteln: 

('11> '11' '31); (~12: '22' ~S2); (~IS' ~23' En) 

mit den Anfangswerlen 

(1,0,0); (0, 1,0); (0,0, I). 

Da, wie wir schon im besonderen Fall (i = k) bemerkt haben, 

(1l7) :s.L:~riErk=O , 
ist wegen der schiefen Symmetric der Matrix (111), so erfiillen die Eo: 
nicht nur fiir s = 0, sondem fUr jedes s die Bedingungen einer orlho­
gonalen Matrix 

(118) 

Setzen wir nun 

(119) s 

flir i -+ k, 

fiir i = k, 

Xi = J '1i(s)ds, 
o 

so haben wir eine Kurve gefunden, deren Kriimmung und Windung, 
wie man ohne Miihe bestatigt, die vorgeschriebenen Werle I: e (s), 
I : T (s) haben. 

Durch Angabe der stetigen Funktionen I: e (s) und I: T (s) ist 
also eine Kurve, und zwar wie vorhin bewiesen wurde, abgesehen von 
Bewegungen eindeutig bestimmt. Man nennt deshalb die Formeln: 

(120) e=e(s), T = 1'(S) 

die "natiirlichen Gleichungen" einer Kurve. "Natiirlich", well sie von 
der Koordinatenwahl lmabhangig sind. Unwesentlich ist es, wenn in 
diesen Gleichungen s durch ± s + konst. ersetzt wird. 
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Berechnen wir als Beispiel die natiirlichen Gleichungen einer "Epi­
zykloide", die von einem Umfangspunkt eines rollenden Kreises be­

(122) 

Somit 

(123) 

Fig. 5. 

schrieben wird, det auf einem festen 
Kreis seiner Ebene auBen gleitungs­
los abrollt. Es seien a und Aa die 
Halbmesser des festen und des rollen­
den Kreises. Dann findet sich fur 
die Kurve (Fig. 5) die Parameter­
darstellung 

Xl = a{(1 + A) cos AlP 

- A cos (A + I) IP} , 
(121) 

x2 = a{(1 + A) sin AlP 

- A sin (A + 1)1P} . 

Man findet nach geeigneter 
einer Integrationskonstanten 

Wahl 

s = 4A(1 + A) a cos ~, 4).(1+),) . fP e = 1 + 2), a SIll 2 . 

ergeben sich die naturlichen Gleichungen der Epizykloide 

1 
S2 + (1 + 2A)2e2 = {4A(1 + A) a}2, - = o. 

or 

Es ist bemerkenswert, daB bei dieser im allgemeinen transzendenten 
Kurve die Beziehung zwischen s und e stets algebraisch ist. 

§ 17. Hilfssatz fiber lineare Differentialgleichungen. 
1m vorigen Abschnitt wurde benutzt, daB ein System von Glei­

chungen 

(124) i=I,2,3, 

wenn die Cik (s) in 0 ~ s ~ r stetig sind, ebenda stetige Losungen be­
sitzen, die vorgeschriebene Anfangswerte u? annehmen. Den Nachweis 
erbringt man am einfachsten mittels "schrittweiser Niiherungen". 
Man setze 

(125) 
s 

uf = uf + f .2CikU~ds, 
o k 

, 
ur = uf + f .2CikU~-lds. 

o k 
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1 
Es sei I ci k I < 3" C, I uf I <1. Dann wird 

luI - uf I < C s , 
s 

uf - ul = f ,2 co; (u~ - u£)ds, 
o " 

.sA rft 
I u? - U? - 11 < C" - ~ C" - . •• nl - n! 

Somit ist die Funktionenfolge uf (s) im Intervall 0 < s < r gleich­
maBig konvergent 
(126) lim ur (s) = ui(s) . 

Wegen der gleichmaBigen Konvergenz folgt aus (125) fUr n -+ 00 

(127) 

oder 

(128) 

w. z. h. w 1• 

s 

u i = uf + f ,2Cik ukds 
o 

Ui(O) = uf, 

§ 18. Boschungslinien. 
Kurven, deren Tangenten mit einer festen Richtung einen festen 

Winkel hilden, nennt man nach E. MULLER Boschungslinien. Beispiele 
dafiir sind die ebenen Kurven und die Schrauhen (§ 5). Das Tan­
gentenhild einer Boschungslinie ist ein Kreis. Nennen wir den Ein­
heitsvektor in der festen Richtung e und den festen Winkel {}, so ist 

(129) e~1 = cos {} 
und durch Ahleitung 
(130) 

e liegt somit in der Ebene ~1' ~3' So konnen wir 

(131) e~3 = sin {} 

setzen. Durch Ahleitung von (130) folgt nach FRENET und wegen 
(129), (131) 

(132) 
sin {} _ cos {} __ 0 

oder or = (! tg {} , 
T (! 

d. h. bei einer Boschungslinie stehen Krummung und Windung in testem 
Verhiiltnis. 

1 Zum Eindeutigkeitsbeweis kann man so verfahren wie im 2. Band dieser 
Differentialgeometrie § 50, Hilfssatz 1. 
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1st umgekehrt (132) erfilllt, so ist 

(133) dds (e1 cos {} + e3 sin {}) = 0, 

also die Richtung 

(134) e = ~l cos {} + ~3 sin {} 
und 
(135) 

unveranderlich, unsere Kurve also eine Boschungslinie. Auch (130) oder 

dl
" e d Sl = 0 kennzeichnet 

folgt daraus: 

die Boschungslinien, denn durch Integration 

e :! = konst. 

Wir wollen uns die Boschungslinie auf eine Ebene senkrecht zu e 
projizieren. Der NormalriB sei i (s): 

(136) ~ = ~ - (~e)e . 

Daraus folgt nach (129) 

(137) 

(138) 

Ferner 

(139) 

Somit ist 

~'2 = sin2 {}, 

~' = e1 - e cos {} , 

f' = ;, . 
e 

ds . {} Ts =sm , s = ssin{). 

(140) :;f = ~". (:;y = e Sf~1 {} = ~ . 
Man kann also setzen 

(141) 

§ 19. Boschungslinien auf einer Kugel. 
SolI man auf einer Kugel vom Halbmesser R die unebenen Bo­

schungslinien ermitteln. so kann man zunachst die Forme! (96) von 
§ 14 heranziehen. NamIich 

,i + (!'2Ts = R2 . 

Nach (132) ist T = e tg {}. also 
11 RI - el e2 (1 +e'2tg2{}) =R2, e'tg{)= r , 

(} 

und daraus nach geeigneter Wahl des Kurvenpunktes s = 0 

(142) 

oder 

(143) 

s = - tg {} YRa - e" 

e = YRI - Sl ctg"{}. 



§ 20. BOschungslinien auf einem Drehparaboloid. 

Fiir den NormalriB (§ 18) unserer 
Boschungslinie folgt nach (139) 
und (141) 

(144) e = 'IRa sin' {} - S2 cos? {}. 

Nach § 16 (123) sind diese Nor­
malrisse also Epizykloiden. In 
der Fig. 5a wird dieser Zusam­
menhang zwischen sphli.rischen 
Boschungslinien u ld ebenen Rad­
linien in Auf- und GrundriB ver­
deutlicht. Der GrundriB ist da­
bei doppelt zu durchlaufen. 

Wir wollen von den Bo­
schungslinien einer Kugel fol­
genden Satz erwahnen: 

Denkt man sich mit dem be­
gleitenden Dreibein einer unebe­
nen Boschungslinie auf einer 
Kugel eine Ebene fest verbun­
den, die zur Richtung e weder 
parallel noch senkrecht ist, so 
umhiillt diese Ebene, wenn das 
Dreibein langs seiner Kurve vor­
wartsgleitet, ebenfalls eine Bo­
schungslinie, die auf einem 
Drehellipsoid liegt, dessen Achse 
zu e parallel ist und durch den 
Mittelpunkt unserer Kugel hin­
durchgehtl. 

Fig.5a. 

§ 20. Boschungslinien auf einem Drehparaboloid. 

41 

Als NormalriB der Boschungslinien auf einem Drehparaboloid, 
dessen Achse parallel zur festen Richtung e ist, auf eine Ebene senk­
recht zu e erha.lt man Kreisevolventen, ebene Kurven also, die ihre 
Kriimmungsmittelpunkte auf einem Kreise haben. 

Man kann das aus den Ergebnissen des letzten Abschnitts folgem, 
wenn man den Raum in der Richtung e streckt und durch Grenziiber­
gang aus dem Ellipsoid, das aus der Kugel entstanden ist, ein Paraboloid 
herleitet. Aber man kann die Behauptung auch unabhangig davon, 
und zwar ohne jede Rechnung bestatigen. 

1 Vgl. W. BLASCHKE: Bemerkungen iiber allgemeine Schraubenlinien. Monatsh. 
f. Math. u. Phys. Bd. 19, S. 188--204, bes. S. 198. 1908. 
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Es habe unser Vektor e die Koordinaten 0, O. 1, liege also auf der 
%s-Achse. Die Gleichung des Paraboloids sei: 

(145) 

Eine Schmiegebene unsrer Boschungslinie schlieBt mit %a nach (129) 
und (130) den Winkel {} ein, ihre Gleichung kann also, wenn wir sie 
urn Xa noch geeignet drehen, auf die Form 

(146) Xa = Xl ctg {} + konst. 

gebracht werden. Ihr Durchschnitt mit dem Paraboloid ist eine Ellipse, 
die mit un serer Boschungslinie drei benachbarte Punkte gemein hat. 
Der "GrundriB" dieser Ellipse auf %3 = 0 ist eine neue Ellipse, die mit 
dem GrundriB der Boschungslinie wieder drei benachbarte Punkte ge­
mein hat. Man findet ihre Gleichung durch Eliminieren von %a au," 
(145) und (146), namlich: 

(147) %~ + x~ = 2C%1 ctg {} + konst. 

Das ist aber offenbar ein Kreis, also der Schmiegkreis des Grundrisses 
der Boschungslinie. Sein Mittelpunkt hat von der Drehachse (vom 
Ursprung) die feste Entfernung c ctg {}. Somit ist der Ort der Krfun­
mungsmittelpunkte des Grundrisses unserer Boschungslinie tatsachlich 
ein Kreis. 

§ 21. Evoluten, Evolventen. 
Die Kurven auf der Tangentenflache einer Raumkurve ! (s), die 

die Tangenten senkrecht durchschneiden, nennt man Fadenevolventen. 
Setzt man 

(148) 

so folgt 

(149) 

Also muB sein 

(150) 

d~* , ~2 - = (1 - r ) E - r -. ds 1 e 

d~* 
t1 - = 1 - r' = O. 

ds 

Daraus folgt r = s + konst. Somit haben wir die gesuchten Evolventen 
in der Parameterdarstellung 

(l51) ~. = ~(s) - (s + konst.) d!~S) • 

Anziehender ist die umgekehrte Aufgabe: zu (~*) riickwarts eine 
"Evolute" (~) aufzusuchen. Vertauscht man die Bezeichnungen ~* und ~, 
so handelt es sich darum, Normalen von (~) so anzuordnen, daB sie 
Tangenten einer Kurve (~*) werden. Setzen wir entsprechend 

(152) ~. = ~ + u2E2 + u~Ea. 
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so wird 

(153) d l.* = (1- U2)~ + (u' _"a)f + (u' + U2)~ . ds e 1 ,2 T 2 S T 3 

Sollen die Vektoren !* - ! und d!*: ds linear abhangen, so muB zu­
nachst 
(1&4) u2 = (l 

sein, d. h. die zum Punkt ! gehOrigen Evolutenpunkte !* liegen auf 
der Kriimmungsachse (§ 13) von !. Ferner muB sein 

(155) 

oder 

(156) 

Daraus folgt 

(157) 

Somit ist 

(158) 

, Us 
(l--

T 
u' +.f.. S T =0 

e U IdS arctg - = arctg.-! = -. 
flS Us T 

I dS 
U3 = (lctg T' 

Entsprechend der hier auftretenden Integrationskonstanten haugen die 
Evoluten 

(159) 

noch von einer Konstanten abo Der Winkel, unter den, man zwei ver­
schiedene Evoluten von ~ aus sieht, ist unveriinderlich. Insbesondere gilt 
fiir ebene Kurven 
(160) 

Es gibt also eine einzige ebene Evolute (c = 0) einer ebenen Kurve. Die 
ubrigen sind Boschungslinien, deren Tangenten gegen die Ebene von (!) 
teste N eigung haben. 

§ 22. Isotrope Kurven. 
Es ist, selbst wenn man nur geometrisch anschauliche Ergebnisse 

herleiten will, doch zweckmaBig, gelegentlich auch imaginare Kurven 
zu betrachten, also die Funktionen Xk (t) als komplexe analytische 
Funktionen der komplexen Veranderlichen t = u + iv mit gemein­
samem Existenzgebiet vorauszusetzen. Fiir diese imaginaren Kurven, 
die, wenn wir reelle "Dimensionen" zahlen, Trager von zweifach unend­
Hch vielen Punkten sind, da die Kurvenpunkte von zwei reellen Para­
metern u, v abhangen, ist die hier vorgetragene Theorie im groBen 
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und ganzen anwendbar; nur treten gewisse AusnahmefaIle auf. So ist 
besonders der Fall moglich, daB die BogenHinge einer solchen Kurve 
Null ist, ohne daB sich die Kurve auf einen Punkt zusammenzieht. Aus 

(161) 

folgt namIich jetzt nicht mehr t = O. Die durch t 2 = 0, t =F 0 ge­
kennzeichneten imaginaren Kurven pflegt man isotrope Kurven zu 
nennen (oder auch "Minimalkurven"). Wir werden spater sehen, daB 
diese unanschaulichen imaginaren Kurven zur Herleitung einer sehr 
anschaulichen reellen Flachenklasse verwendbar sind, namlich zur Her­
leitung der "Minimalflachen", in die sich ein Seifenhautchen formt, 
das. langs eines geschlossenen (irgendwie gewundenen) Drahtes aus­
gespannt ist. 

Aus til = 0 folgt ~' ~" = 0, ~' ~'" = - t'll und daher nach dem 
Multiplikationssatz § 2 (20) 

(162) 

o 
(t ~" e /)\! = 0 

- t'll 

o t'll 
t'll * = - (t/2)3. 

* * I 
Ebenso gilt allgemeiner identisch fiir den beliebigen Vektor tl 

(163) 

Daraus folgt, daB (t 't." 't."') oder, was wegen (162) dasselbe ist, 't." 2 

nur dann identisch verschwinden kann, wenn t X t' = 0 ist. Da­
durch waren aber nach § 6 die geraden Linien gekennzeichnet. Wir 
wollen im folgenden diese geradlinigen, isotropen Linien, also die iso­
tropen Geraden ausschlieBen (t'll =F 0). Bei Einfiihrung eines neuen 
Parameters p auf unsrer Kurve ergibt sich 

(~/~" b)" ·(dP)1I = (~/~"b), 
(164) (~/tl).. dt (~'b), • 

Wollen wir also den neuen Parameter p so wahlen, daB 

(165) (t 't." tl),. = - (t tl),. 

wird, so brauchen wir nur 

(166) p =Jl/- (f~"b), dt r (~' b), 

zu setzen, wo tl einen beliebigen konstanten Vektor bedeutet. Dadurch 
ist dieser natiirliche Parameter p, der zuerst von E. VESSIOT und dann 
insbesondere von E. STUDY eingefiihrt worden ist 1, ahnlich wie frillier 
die Bogenlange durch eine (zweiwertige) Quadratwurzel erklart. 

1 E. VXSSIOT: Comptes Rendus Bd.140, S.1381-1384. 1905; E. STUDY: 
Zur Differentialgeometrie der analytischen Kurven. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 10. 
S.I-49. 1909. In dieser Arbeit werden die imaginP.ren Kurven systematisch 
studiert. 
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Fiir t = P wird nach (165) 

(167) t x~" = -t 
und nach (163) 
(168) 
Ferner ist nach (167) 

(169) (t~"t") = - tt" = ~"2 = - 1. 

Wir wollen zeigen, daB sich die Kriimmung des Normalrisses unsrer 
isotropen Kurve auf eine Ebene berechnen Hi.Bt, wenn der Einheits­
vektor e der Normalen auf diese Ebene gegeben ist. Geht die Ebene 
etwa durch den Ursprung, so gilt fiir den NormalriB t) eines Kurven­
punktes ~ 

(170) It) = ~ - (q) e, 
I.)' ==!' - (e t) e, 

t)" = !" - (e ~") e. 

Daraus folgt unter Verwendung der Formeln (161), (168) 

(171) t)' t)" = - (e !') (e !"), I t)'2 = - (et)2, 

t)"2 = - 1 - (e !")2. 

Nach (SO) in § 10 ergibt sich sonlit fiir die Kriimmung von (t») 
1 tj'2 tj"2 - {tj'tj")Z 1 

(172) el = {tj'I)8 = - (e t)' 

oder nach willkiirlicher Entscheidung iiber ein Vorzeichen 

(173) (i.2 = - 1) 

eine Formel, die eine geometrische Deutung des Vektors !' enthaIt. 
Z. B. bekommen wir daraus fiir die Kriimmungsradien der Normal­
risse auf die Koordinatenebenen 

(174) 
und somit 
(175) (h + e2 + e3 = O. 

In Worten: Die Krummungshalbmesser der Normalrisse einer isotropen 
Kurve auf drei paarweise senkrechte Ebenen in zugehOrigen Punkten 
haben bei geeigneter Vorzeichenwahl verschwindende Summe1• 

§ 23. IntegraUose Darstellung der isotropen Kurven. 
Man kann alle krummen isotropen Linien, also die Losungen der 

Differentialgleichung ~'2 = 0 mittels einer willkiirlichen analytischen 

1 W. BLASCHKE: Arch. Math. Phys. Ed. 14. S.355. 1909. Aufgabe 256. 
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Funktion und deren Ableitungen darstellen. In der Tat! Fiir die 
Schmiegebene einer nicht geradlinigen isotropen Linie ist nach (167) 

(176) (t) -~, ~', !") = - (t) - ~, !') = O. 

Der Vektor t, der die Stellung der Ebene festlegt, geniigt aber der 
Gleichung ~'1I = O. Gehen wir umgekehrt von einer Schar solcher 
"isotroper" Ebenen aus, die nicht parallel laufen, so konnen Wlr Sle 
mittels eines Parameters t so ansetzen: 

(177) I (1 - tlI) Yl + i (1 + tll) Y2 - 2 t Ys = 2 i f (t) I, 
wo ill = - 1 und f eine analytische Funktion bedeutet. Leitet .man 
die Gleichung bei festem t) zweimal nach tab, so findet man durch 
Auflosung fiir die umhiillte Linie die gewiinschte Darstellung 

(178) 

- . (f t f' 1 _/2 f" \) Xl-~ - --2- , 

X 2 = (f - t f' + 1 ~ [I /"), 

X3 = - i (I' - t 1") . 

Es folgt daraus: 

(179) dX1 = _ i I-t l f,,, 
dt 2' 

dXa = 1 + /2 f'" 
d t 2 ' 

dx3 = 'tf'" d t $ , 

also ist wegen tl = 0 die Kurve (178) wirklich isotrop. Man hat nur 
vorauszusetzen, daB /'" nicht identisch verschwindet. Fiir den "natiir­
lichen" Pm-ameter p von VESSIOT und STUDY ergibt sich 

(ISO) 

Auch kann man leicht aus der Parameterdarstellung (178) die Ergeb­
nisse vom SchluB des vorigen Abschnitts bestatigen. 

§ 24. Aufgaben und Lehrsatze. 
Zunl!.chst eine Aufgabe zu dem in der Einleitung erIl!.uterten Rechnen mit 

Vektoren: 

1. Man weise die Identitl!.t nach: 

(axb. ex b. exf) = (a. b. b) (c. e. f) - (a. b. c) (b. e. f). 
Weiter bringen wir einige Mitteilungen abet' gewundene Linien. 
2. Die Schmiegebene. In einem Kurvenpunkte t mit 1: e =l= 0 und 1: or =l= 0 

ist die Schmiegebene jene Ebene durch die Tangente ill ~. die die Kurve in ~ zer-
5chneidet. 

8. Ein Satz von BELTRAMI. Die TangentenfHI.che eioer Raumkurve schneidet 
die Schmiegebene in einem Punkte ~ der Kurve in einer ebenen Kurve. deren 
Kriimmungshalbmesser in ~ gleich 4 : 3 des Kriimmungshalbmessers der Raum­
kurve in ~ ist. E. BELTRAMI: Opere I. S. 261. 1865. 
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-I. Man weise mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialr€chnung die Exi­
stenz der Schmiegebene auch fiir den Fall nacho dal3 ffir die Funktionen x, (t) 
der Raumkurve nur vorausgesetzt wird. dal3 sie in einem Intervall a < t < b 
mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig sind. und dal3 in diesem 
Intervall txt' =l= 0 ist. 

0. Rektifizierende Bbene. Die Ebene durch einen Kurvenpunkt senkrecht zu 
~I pflegt man rektifizierende Ebene zu nennen. Die rektifizierenden Ebenen einer 
Kurve (~) umhiillen im allgemeinen die TangentenfUI.che einer Kurve (~). Man 
findet 

_ 1 
t = ~ -)., (). ~l + ~3)' 

(lSI) 

~'= - (f, )' (). ~l + ~3)' 

Somit gehen die rektifizierenden Ebenen alle durch einen festen Punkt. wenn 
)." = 0 oder 

(IS2) 

ist (A. ENNEPER). Man kann diesen Sachverhalt durch eine spll.ter (§ 69) einzu­
fiihrende Ausdrucksweise auch so kennzeichnen. dal3 man sagt: Die Kurven mit 
)." = 0 sind geodll.tische Linien auf Kegelflll.chen. Insbesondere kommen wir fiir 
a = 0 auf die BOschungslinien zuriick. 

6. Die RICcATIsche Gleichung der Kurventheorie. Die Bestimmung der Kurven. 
die zu gegebenen natiirlichen Gleichungen e (s). T (s) gehOren. hll.ngt von der In­
tegration einer einzigen RIccATIschen Differentialgleichung abo (Vgl. etwa 
G. SCHEFFERS: Einfiihrung in die Theorie der Kurven. S. 215. Leipzig: 
Veit u. Co. 1901.) 

7. Bine kennzeichnende Bigenschaft der Boschungslinien. Das Verschwinden 
der Determinante (t'~III~/V). wobei die Ableitungen nach der Bogenlll.nge zu 
nehmen sind. ist fiir die BOschungslinien kennzeichnend. A. R. FORSYTH: Diffe­
rential Geometry. S. 2S. Cambridge 1912. 

8. Boschungslinien eines parabolischen Zylinders. Die B<ischungslinien eines 
parabolischen Zylinders. die mit der durch eine Erzeugende gehenden Symmetrie­
ebene des Zylinders feste Winkel bilden. haben als Normalril3 auf die Symmetrie­
ebene gemeine Radlinien. die von einem Umfangspunkt eines auf einer Geraden 
rollenden Kreises beschrieben werden. 

9. Ober Boschungslinien auf Drehflachen zweiter Ordnung. Betrachten wir 
auf einer DrehfHj,che zweiter Ordnung eine BOschungslinie. die mit der Drehachse 
einen festen Winkel bildet I Die Kurve ihrer Kriimmungsmittelpunkte liegt auf 
einer koaxialen Drehflll.che zweiter Ordnung und hat als Normalril3 auf eine zur 
Drehachse senkrechte Ebene eine Radlinie. die beim Abrollen zweier - nicht not­
wendig reeller - Kreise entsteht. W. BLASCHKE: Monatsh. Math. Phys. Bd. 19. 
S.201. 1905. 

10. Kurven fester Windung. Jede Kurve mit der festen Windung 1: T Hil3t 
sich in der Form darstellen: 

(IS3) 
t 

t = T J ~ X d;. 
o 

wo ; = ~ (t) einen Einheitsvektor bedeutet. 

11. Konstruktion des Beriihrungspunktes. Zwei Punkte ll. q durchlaufen zwei 
raumliche Kurven $ und ,0 unabhangig voneinander; die Symmetrieebene (j; 
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von ~ und q umhullt dann im allgemeinen eine FIAche iJ. Die Ebene in ~ senkrecht 
zu \I! , die Ebene in q senkrecht zu 0 schneiden sich mit IE in der Regel im Be­
ruhrungspunkt von IE mit iJ. Vgl. G. DARBOUX: Surfaces :sa. 1, S. 123--126. 1887. 

12. Ein Satz von HALPHEN iiber raumliche Kraftfelder. Sind alle Bahnkurven, 
die unter Einwirkung eines unver1!.nderlichen Kraftfeldes bei beliebigen Anfangs­
bedingungen zustande kommen, eben, so gehen alle Kr1!.fte des Feldes durch den­
selben festen Punkt. G. H. HALPHEN: Comptes Rendus, Paris 1877, S.939 und 
G. DARBOUX in DESPEYROUS: Cours de Mckanique I, S. 433. Paris 1884. 

Es folgen einige S1!.tze uber imaginal'e KUl'Ven. 

18. Die Parabel als iogarithmische Spirale. Die beiden uneigentlichen Punkte 
einer Ebene, in denen sich aIle Kreise der Ebene durchschneiden, werden a1s "ab­
solute Punkte" der Ebene bezeichnet. Eine (notwendig imagin1!.re) Parabel der 
Ebene, die einen der absoluten Punkte enth1!.lt, hat die Eigenschaft: aIle Geraden 
durch den eigentlichen Punkt der Parabel, dessen Tangente durch den andern 
absoiuten Punkt geht, schneiden die Parabel unter demselben Winkel. 

14. Kurven von STUDY. Neben den isotropen Kurven entziehen sich auch noch 
die Linien in isotropen Ebenen der vorgetragenen Kurventheorie. Diese Kurven 
hat zuerst E. STUDY untersucht: Am. Trans. Bd. 10, S.25--32. 1909. 

10. Zusammenhang zwischen isotropen Kurven und Kurven fester Windung. 
Tr1!.gt man auf den Binormalen einer Kurve der festen Windung Eins die Strecke 
i (it = - 1) ab, so beschreibt ihr Endpunkt eine isotrope Kurve. Die Bogenl1!.nge 
der urspriinglichen Kurve kann gleich dem entsprechenden Wert des natiirlichen 
Parameters p der isotropen Kurve gesetzt werden. E. STUDY: Am. J. Math. 
Bd. 32, S. 264-278. 1910. 

16. Isotrope Kurven als Orte von Kriimmungsmitteipuniden. Die Kriimmungs­
mittelpunkte einer gewundenen Linie auf einem isotropen Kegel liegen auf einer 
isotropen Kurve. Man kann umgekehrt eine krumme isotrope Linie vorschreiben 
und dazu auf einem gegebenen isotropen Kegel eine Linie finden, die die erste 
als Ort der Kriimmungsmittelpunkte hat. E. STUDY: Am. J. Bd. 32, S. M7-263. 
1910. 

17. Eine Invariante isotroper Kurven. Unter Verwendung des natiirlichen 
Parameters p von § 22 tritt an Stelle der Formeln von FRENET bei isotropen 
Kurven die folgende: 
(184) 

Darin bedeutet -p (P) die Differentialinvariante niedrigster Ordnung unsrer Kurve, 
n1!.mlich 

(185) F = -r'''t = 4/3 /&-511 
" 4ft' 

wo rechts die Ableitungen der in § 23 verwendeten Funktion I einzusetzen sind. 
Vgl. E. STUDY: Am. Trans. Bd. 10, S. 1-49. 1909. 

Dann einige Ergebnisse uber KUl'Ven im gl'ofJen. 

18. Kurven konstanter Breite. Haben je zwei parallele Tangenten einer Eilinie 
den festen Abstand b, so hat die Eilinie den Umfang nb. E. BARBIER: Liouvilles J. 
(2) Bd. 5, S. 273--286. 1860. 

19. Ein Satz von L. BERWALD uber Eilinien. Die Mindestzahl der Punkte mit 
funfpunktig beruhrender logarithmischer Schmiegspirale auf einer Eilinie ist vier. 
Bei einer Ellipse sind es die Endpunkte der zu den Achsen symmetrischen, kon­
jugierten Durchmesser. 
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20. Ober die Scheitel einer Eilinie. Hat eine Eilinie mit einem Kreise 2 11 Punkte 
gemein. so hat sie mindestens 2 n Scheitel. W. BLASCHKE: Kreis und Kugel, S. 161. 
Leipzig 1916. 

21. Die Eilinien mit genau vier Scheiteln haben die kennzeichnende Eigen­
schaft. von jedem Kreis in hochstens vier Punkten getroffen zu werden. 

22. Formeln von CROFTON fiber Eilinien. Es sei @eineEilinie; (XI' xI) ein aui3erer 
Punkt;. L ihr Umfang; tl , t. die LlI.ngen der Tangentenstrecken von (XI' x.) aus 
an <E; el' e. die Kriimmungshalbmesser von <E in den zugehorigen Beriihrungs­
punkten und ex der Winkel der beiden Tangenten. Dann ist 

(186) 2)'1;2 =Jfsin ex dXI dxl , LI = 2ffsin ex el e~dxI dxl • 
II tl tl tt 

wenn die Integration iiber das Aui3ere von <E erstreckt wird. M. W. CROFTON: 
Phil. Trans. Bd. 158. 1868; H. LEBESGUE: Nouv. Ann. (4) Bd.12, S.495. 1912. 

28. Ein Satz von JACOBI. Das Hauptnormalenbild einer geschlossenen Kurve 
bcgrenzt auf der Einheitskugel zwei flachengleiche Teile. C. G. J. JACOBI: Werke 
Bd. 7. S. 39. 1842. 

24. Ober geschlossene Kurven. Eine geschlossene regulare raumliche Kurve 
ohne mehrfache Punkte habe die Eigenschaft. dai3 durch jeden ihrer Punkte eine 
Ebcne geht. die die Kurve sonst nirgends trifft. Dann hat die Kurve mindestens 
vier Punkte mit stationll.ren Schmiegebenen. (C. CARATHEODORY). 

21). Ober geschlossene Kurven auf der Kugel. Auf einer Kugel liege eine ge­
schlossene. durchweg regulll.re Kurve ohne mehrfache Punkte, die hochstens zwei 
Schmiegebenen durch den Kugelmittelpunkt schickt. Diese Kurve liegt dann ganz 
auf einer Halbkugel. 

Es sei schlieBlich noch darauf hingewiesen, daB wir im 3. Kapitel 
in der Theorie der Streifen und ferner im 9. Kapitel. §§ 121. 122 neuer­
dings auf die Theorie der Raumkurven unter einem allgemeineren Ge­
sichtspunkt zuriickkommen werden. 

Blaschke, Differentialgeometrie. I. 4. AufI. 4 



2. Kapitel. 

Extreme bei Kurven. 
§ 25. Die erste Variation der BogenHinge. 

Wir wollen jetzt weitere Fragen der Kurventheorie behandeln, in­
dem wir die Methoden der Variationsrechnung heranziehen. Diese Me­
thoden werden fiir !Spatere Entwicklungen (§§ 37 und 69) wichtig werden. 
Es sei ! (s) eine ebene oder raurnliche Kurve. Wir leiten daraus eine 
zweite m her durch den Ansatz: 

(1) ~ = ! + U ~1 + V ~2 + W ~3 = ! + t) , 
wobei die ~i (s) die Einheitsvektorcn des begleitenden Dreibeins von (!) 
und u, v, w Funktionen von s bedeuten,die noch einen Parameter e 
enthalten: 

(2) u = eli (s) , v = e v (s) , w = e w (s) , t) = e ij (s) • 

Ruckt e -+ 0, so ru_kt die Nachbarkurve (~) gegen (!). Wir wollen die 
Lange der Nachbarkurve 

(3) 

nach Potenzen v(.n e entwickeln. Diese Entwicklung wird die Form 
haben 
(4) S = s + !5s + "', 
wenn mit !5s das in e lineare Glied bezeichnet wird: 

(5) 
s-s 

!5s = e lim---. 
.~o 8 

Man nennt !5s die "erste Variation" der Bogenlange. Dieses !5s soil zu­
nachst berechnet werden. 

Zur Abkiirzung fiir Krummung und Windung von (!) fiihren wir 
die Bezeichnungen dn 

(6) 
1 1 

"=-, (]=-:;-, e • 

wodurch die FRENET-Formeln (§ 9) die Gestalt annehmen 

(7) ~ = "~2' ~~ = - "~1 + (]~3' ~~ = - (]~2' 
Aus (1), (2) und (7) folgt: 

(7 a) t)' = e ij' = (u' - "v) ~1 + (v' + "u - (] w) ~2 + (w' + (] v) e3 • 
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Aus (1) folgt nun durch Ableitung nach der Bogenlange s von (~) 

(8) ~'= f + t)'. 
Daraus ist das innere Quadrat 

(9) ~/l! = fliT 2~'t)' + ... , 
wobei die weggelassenen Glieder in e von zweiter Ordnung sind. 
Weiter folgt 

(10) 
d'S , I 

-=I+~t) + ... 
ds 

und durch Integration und Integration nach Teilen mittels (7 a) und 
t = ~1: 

~ ~ 

(11) s = s + J ~/t)'ds + ... = s + [u];;- J ~vds + .... 
s) $1 

Somit ist endlich 

" 
(12) ~s = [u];;- J ~vds. 

" 
Hieraus kann man eine Reihe von Folgerungen ziehen: Da in ~s 

zwar U, v,aber nicht w vorkommt, so sieht man: Die Binormalen einer 
Raumkurve sind dadurch gekennzeichnet, dafl bei beliebiger unendlich 
kleiner Verruckung der Kurve in Richtung der Binormalen die Bogen­
liinge stationiir bleibt. Ferner: haben (~) und (~) die Randpunkte gemein 
[u (S1) = 0, u (S2) = 0], so wird 

I, 

(13) ~s = - J ~vds. 
'I 

v = EV sind die unendlich kleinen auf der Hauptnormalen von (~) ab­
getragenen Komponenten von ~ - ~ = t5!. Wir wollen fUr v auch bn 
schreiben, also s. 

(14) ~s = - J ~·~n·ds. 
'I 

Diese Formel werden wir spater (6. Kapitel) verwerten. 

§ 26. Variationsprobleme von J. RADON. 

Jetzt 5011 ermittelt werden, wie sich die Kriimmung ~ beim Ober­
gang von (~) zur Nachbarkurve m andert. 

Aus l = ~ + eij folgt: 

(15) 
"!" = ~~2 + E ij". 

Nach § 10 (SO) ist die Kriimmung x = 1 : ~ von (~) 

4* 



52 Extreme bei Kurven. 

N ach (15) beginnt die Entwicklung von (!'!") mit Gliedern in e. LaJ3t 
man die in e quadratischen Glieder weg, so wird also 

(16) 
- l'l"s 
" = ----=t2 + .... 

~ 
Somit hat man nach (15) 

x = " + e [(~2 iJ") - 2" (~1 i)')] + .... 
Es ist also fUr die Variation 

(j" = e·lim ~ -" 
,-+0 e 

anzusetzen: 
(17) 

Nach (1), (2), (7a) und der sich mittels (7a) leicht ergebenden Linear­
kombinat ion von ij" aus den Grundvektoren erhalt man daraus: 

(18) <5" = ,,2V - xu' + dds (v' + xU - awl - (w' + av) a. 

Es sei nun nach J. RADON ein "Variationsproblem" von folgender 
Art vorgel~gt. Man soil zwei gegebene Punkte des Raumes durch eine 
Kurve ! miteinander verbinden, langs derer das Integral 

(19) I= J 'P(x)·ds 

eincn extremen Wert bekommt. Dabei sei 'P einc vorgegebene Funk­
tion. Gehen wir dann zu einer Nachbarkurvc (!) mit denselben Rand­
punkten liber, so muB jedenfalls die "erste Variation" von I, das sind 
wieder die in e Unearen Glieder der Reihenentwicklung von I nach 
Potenzen von e, verschwinden. 

Wir wollen der Einfachheit halber die Variation (1) so vornehmen, 
daB u = 0 ist. Wir gehen also von den einzelnen Punkten der ur­
spriinglichen Kurve zu den entsprechenden Punkten der variierten 
Kurve immer durch Antragen von solchen Vektoren t) liber, die zur 
Kurventangente senkrecht sind. Diese Einschrankung ist offenbar des­
halb ganz unwesentlich, well man, wenigstens wenn die Enden un serer 
Kurve festbleiben, zu jeder variierten Kurve durch eine solche "zur 
Kurve senkrechte" Variation gelangen kann. Wegen (10) haben wir 
jetzt ds = (1- xv) ds. Es wird 

(20) j = J'P (x) ds = f'P (x + (jx)·(I- xv)ds + .... 
Also ist 

(21) 

Flir <5x setze man aus (18) mit u = 0 den Wert ein und forme den 
Ausdruck durch Integration nach Teilen urn unter Beachtung der 

1 Vgl. zu dieser Formel auch die Arbeit von G. HAMEL: Sitzgsber. Berl. Math. 
Ges. Bd. 16. S.5. 1917. 
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festen Randpunkte. Dabei wollen wir annehmen, daB am Rand nicht 
nur v und w, sondern auch noch v' verschwinden so11. So erhalt man 

(22) fJ] =Jds [{(x2 - u2) rp' + d2!p' _ X rp} V + {u d tp' + ~ (u rp')} w l. 
d 58 ds ds J 

So11 nun fJ] bei beliebiger Wahl der Verruckungen v(s), w(s), die nur 
verschwindende Randwerte zu haben brauchen, gleich Null sein, so 
miissen die Bedingungen erfiillt sein: 

dl!p' 
(XZ - u2 ) rp' + ds. - x rp = 0, 

d!p' d 
ua,s + ds (urp') = O. 

(25) 

Die zweite Differentialgleichung, die fUr ebene Kurven (u = 0) von 
selbst erfii11t ist, Hi.Bt sich integrieren. Es ist 

(26) 

2u d !pi + ':!.!!... = 0 
ds. rp ds ' 

du + 2 dIP' = 0 
U !p' , 

c 
u=---;a. !p 

Damit ist die Windung der "Extremalen" unseres Variationsproblems 
bestimmt. Als Extremalen bezeichnet man die Kurven. fiirdie fJ] = 0 
ist, fiir die also die Differentialgleichungen (25) gelten. 

§ 27. Bestimmung der Extremalen unserer 
Variationsprobleme. 

RADON hat bemerkt, daB man die gefundenen Differentialgleichungen 
. d , d" h'b k zusammen mlt dS rp = rp liS so sc rel en ann: 

(27) 

d, d!p' 
- (xrp - rp) = + x'-ds ds ' 

:s (~~') = - X (xrp'- rp) + u ;, , 

!.- (~) = _ u. dIP' • 
ds !p' ds 

Diese drei linearen, homogenen Differentialgl~ichungen haben wie die 
FRENET-Formeln (§ 16) eine schiefsymmetrische Matrix. Also gilt 

d { ( d cp' )2 ((" \ 2} 
ds (Xrp'_rp)2+ ---;t;: + 'tp.) =0 

und 

(28) (xrp' _ rp)2 + (d!P'Y + (--',)2 = a2. 
ds I !p 
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Hier kann man " als unabhangige Veranderliche nehmen und ds: d" 
als Funktion von" berechnen. Somit ist die Differentialgleichung (28) 
durch eine einzige Integration (" Quadratur") 16sbar, also auch um­
gekehrt" als Funktion von s zu bestimmen. Da nach (26) (1 (5) bekannt 
ist, so sind damit die natiirlichen Gleichungen der Extremalen ermitteIt. 

Aber noch mehr: Die Forme1n (27) haben nicht nur die schief­
symmetrische Gestalt der FRENET-Formeln, sie sind sogar, wenn man 
fiir ", (1 wieder 1 : e, 1 : T schreibt, mit den FRENET-Formeln identisch. 
Deshalb und wegen (28) kann man das Achsenkreuz so wahlen, daB 

(29) "rp' - rp 
~13=-a-' 

wird. Daraus crgibt sich dann 

(30) 

Ferner ist 

(31) 

Nach (30) und (28) kann man dafiir auch schreiben: 

(32) 

Aus 

oder 

folgt nach (29) 

(dXl)2 + (dXI)2= ~J(!!L)2 + (~)2}. 
d s ds a l l d s rp' 

d,& dl ,& 
-d X -d ,- = "~3 S ., 

Nach (32) ist daraus 

(33) arctg {(~:2) : (dd:1)} = a cf I { d)~s (~)2}' 
rp {dS + p' 

Jetzt sind die Ableitungen von Xl (s) und x2 (s) aus den Gleichungen 
(32) und (33) zu ermitteln und daraus diese Funktionen selbst durch 
Integration. 

Damit ist das Ergebnis von RADON gefunden: 
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Die Extremalen der Variationsprobleme 

(34) 

sind durch Quadraturen auffindbar. 
Betrachten wir den besonderen Fall 

(35) 

so wird nach (26) 

(36) a=4c". 
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Das heiBt nach § 18: die Extremalen sind Boschungslinien. Umgekehrt 
folgt aus (26), daB das Variationsproblem (35) unter denen von der Ge­
stalt (34) im wesentlichen das einzige ist, dessen Extremalen Boschungs­
linien sind. 

hus (28) erh1ilt man fiir " 

(37) 
1 

Die Tangenten der Boschungslinien schlie Ben nach § 18 mit. einer 
festen Richtung e einen fest en Winkel -0 ein, und zwar ist nach (36) 
und nach § 18 (132) 

(38) 4c = ctg-o. 

Fiir Bogenlange und Kriimmung des Normalrisses unserer Boschungs­
linie auf eine zu e senkrechte Ebene haben wir nach § 18 (139), (141) 

s = ssin-o, ,,= xsin2 -o. 

Somit ergibt sich fiir diesen NormalriB die natiirliche Gleichung 

- 1 
" = 4 2 -2 + . 20 1 + 16 c2 • 

a s sm . 4a2 

(39) 

Diese Kurven bezeichnet man als "Kettenlinien". 

§ 28. Die Isoperimetrie des Kreises. 
Unter allen geschlossenen Kurven desselben Umfangs in der Ebene 

solI die ermittelt werden, die den groBten FHi.cheninhalt umschlieBt. 
Das ist die klassische "isoperimetrische" Aufgabe. Beim Dbergang von 
einer geschlossenen zur benachbarten Kurve findet man fiir die Ande­
rung des Umfangs L wegen der Periodizitat der Verriickung v nach (12) 

(40) lJL = - ~ "vds. 

Die Anderung des Flacheninhalts ist offenbar der Streifen, der von 
den benachbarten Kurven begrenzt wird. 

(41) lJF = - fvds, 
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vorausgesetzt, daB man tiber das Vorzeichen von F geeignete Fest­
setzungen trifft. SolI nun die geschlossene Kurve, langs der integriert 
wird, unsere Aufgabe lasen, so muB fiir jede Funktion v (s) mit der 
Periode L, fUr die tJL = 0 ist, von selbst auch tJF = 0 sein. Dafiir ist 
" = konst. hinreichend. 

DaB diese Bedingung auch notwendig ist, erkennt man etwa so. 
Hatte die Funktion " (s), die wir als stetig annehmen wollen, auf der 
Strecke 0 < s < L an zwei Stellen Sl' S2 zwei verschiedene Werte "1' "2' 

so kannte man die Funktion v (s) in der in der Fig. 6 gezeichneten Art 
wahlen, so daB 

f v ds nahezu = tJ (hI + h2 ) , 

:f "v ds nahezu = tJ (hI "1 + h2 "2) 

wird. 1st also "1 + "2' so kann man hI' h2 so wahlen, daB tJL = 0 und 
u tJF + 0 wird, entgegen der Vor-
t ~ !a~ .. _ aussetzung. 

:",. i ~ Wer wegen der nicht analy-
!' tischen Wahl von v (s) in Fig. 6 
h1 Jz2 Bedenken hat, kann sich leicht 

oS eine anal ytische, etwas verwickel­
···o···~----'-···-o .. · ......... --u-··» tere Funktion herstellen, die das­

Fig. 6. 
selbe leistet. 

Gibt es also unter "allen" geschlossenen Kurven der Ebene mit 
vorgegebenem Umfang eine mit graBtem Flacheninhalt, so muB fUr 
sie " = konst., d. h. die Kurve muB ein Kreis sein l . Hier bleibt also 
eine Existenzfrage offen. Ferner kann man den isoperimetrischen 
Satz noch in sehr verschiedenem Umfang beweisen, je nach den Vor­
aussetzungen, die man tiber die zur Auswahl zugelassenen Kurven 
macht2• 

§ 29. Beweis von CRONE und FROBENIUS 3. 

Wenn die Kreislinie wirklich die isoperimetrische Eigenschaft hat, 
so kann man diese Tatsache folgendermaBen fassen. Zwischen Fliichen­
inhalt Fund Umfang L eines Kreises besteht die Beziehung 
(42a) L2-4nF=O 

und fur jede andere geschlossene ebene K urve ist 

(42b) L2 - 4 nF > O. 

1 Es ist namlich der Kriimmungsmittelpunkt in diesem Falle ein fester Punkt: 
d d 

ds (x1 -!? x~) = 0, ds (x2 + exi) = 0 nach § 12 (89). 

2 Unter recht allgemeinen Voraussetzungen findet man den Beweis in clem 
Biichlein des Verfassers "Kreis und Kugel" (Leipzig 1916) gefiihrt. Dort finden 
sich auch Literaturangaben. 

3 CRONE. C.: Nyt Tidskrift f. Math. Bel. 4 XV, S. 73-75.1904; FROBENlUS. (;.: 
"Ober den gemischten Flacheninhalt zweier Ovale. Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss., 
Physik. math. KI. (I). S. 387-404. Berlin 1915. 
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Fiir diesen Satz solI hier ein sehr einfacher Beweis vorgetragen 
werden, den man CRONE und FROBENlUS verdankt, bei dem aber zur 
Auswahl nur Eilinien zugelassen werden. 

Es sei ~ eine nach links herum umlaufene Eilinie, ~21 die auBere 
Parallelkurve im Abstand p, deren Tangenten also von den gleich­
sinnig parallelen Tangenten an ~ den festen Abstand p haben. Offen-

bar ist ~p wieder eine Eilinie1. Es sei femer ~* der nach links um­
fahrene Einheitskreis; 'l) ein Dreieck von Tangenten an ~, dessen 
Flache ~ enthalt, 'l)21 und 'l)* die gieichsinnigparallelen Tangenten­
dreiecke an ~p und ~*. Ferner sei t die Lange der Strecke auf einer 
Tangente an ~ gemessen yom Beriihrungspunkt im positiven Sinn 
der Tangente bis zum Austrittspunkt aus 'l); tf) und t* die entsprechen­
den Strecken auf den gleichsinnig parallelen Tangenten; rp ihr Winkel 
mit einer festen Richtung; D, Df)' D* die Flacheninhalte von 'l), 'l)21' '£* 
und F, F 21 , F* =:n die FHi.cheninhalte von ~, ~P' ~*; endlich r der 
Halbmesser des dem Dreieck 'l) einbeschriebenen Kteises (vgl. die Fig. 7). 

1 Die Beziehungen zwischen der Eilinie G: und der Parallelkurve G: p kann man 
sich etwa so deutlich machen. Es sei in der Bezeichnung von § 12 (SSa) 

Xl sin A - X 2 COS A = h (A) 

die Gleichung der Tangente an G: mit der Richtung A. Dann findet man fiir den 
Kriimmungshalbmesser e von G: 

e = h (A) + h" (A) , 

so daB sich die Konvexitat von G: dadurch ausdriickt, daB 11 ().) die Periode 27t 
hat und h + 11" > 0 ist. Dann gilt aber fiir eine Parallelkurve G:" 

e" = P + II + h", 

und somit folgt aus e > 0, p > 0 auch e" = P + e > O. Darin ist wegen der 
Periodizitat von p + h (A) die Konvexitat von (5;" enthalten. 
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Dann ist 
tp (cp) = t (cp) + pt* (cp), 

+:r 

Fp=Df/-~ft~dcp, 
-:r 

+ .... 
(43) Ff/ = (P + r)2D* - ~ f (t + pt*)2dcp. 

-:r 

Andrerseits gilt fiir den FHicheninhalt der Parallelkurve 

(44) Ff/=F+PL+P2F*, 

wo L den Umfang von ~ bedeutet. Das kann man etwa so einsehen. 
Setzt man auf jedes Bogenelement d s von ~ ein unendlich schmales 
Trapez auf, von dem zwei Seiten in die Normalen an ~ falien und die 
Lange p haben, so hat dieses die Flache 

P(ds + !Pdcp) 
und daher ist wirklich 

Fp -F = ~P(ds + !Pdcp) = PL + p2n. 

Da das in p quadratische Polynom F f/ fur p = 0 positiv und fiir 
p + r = 0 nach (43) < 0 ist, so sind die W1.1.rzeln der Gleichung F 1J = 0 
in p sieher reell, also ist nach (44) 

(45) L2-4nF?::.O, 

was zu beweisen war. 
Es bleibt nur noch der Einzigkeitsbeweis zu fiihren, das heiBt zu 

zeigen, daB in (45) das Gleichheitszeichen nur fiir den Kreis gilt. 
Soli fiir das quadratische Polynom F'J) die "Diskriminante" 

L2 - 4nF = 0 sein, so darf Fp sein Vorzeiehen nieht wechseln. Da 
Ff/ fiir p = 0 positiv ist, darf F", fiir p = - r nicht < 0 sein. Somit 
muB in (43) fiir P = - r das Integral verschwinden, also t: t* = r 
= konst. sein. Andert man eine Seite des Dreiecks il ab, so bleibt 
fiir gewisse Riehtungen (namlich fiir solche Tangenten, deren End­
punkte auf einer anderen Dreieckseite liegen) das Verhaltnis t: t* und 
damit r ungeandert. Somit haben alie unserer Eilinie ~ umschriebenen 
Dreiecke denselben Inkreishalbmesser. Daraus folgt aber sofort, daB ~ 
ein Kreis ist. Halt man namlieh zwei Tangenten fest, so bleibt der 
Inkreis fest; die dritte umhullt also diesen Kreisl 

Der Beweis in der vorgetragenen Form ist dann ohne weiteres 
riehtig, wenn die zur Auswahl zugelassenen Eilinien ij; keine Ecken 
und keine geradlinigen Strecken enthalten. Er laBt sieh aber auch leieht 
auf beliebige Eilinien ausdehnen 1 . 

1 Eine li.hnliche BeweisfUhrung bei H. LIEBMANN: Math. Z. Ed. 4, S.288-294. 
1919. 
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§ 30. Ein Beweis von A. HURWITZ. 

Wir werden spater den isoperimetrischen Satz unter ziemlkh all­
gemeinen Voraussetzungen tiber die zulassigen Vergleichskurven an­
zuwenden haben. Wir wollen deshalb hier noch einen zweiten rech­
nerischen Beweis andeuten, der skh einiger Satze tiber trigonometrische 
Reihen bedient, und der die erstrebte Allgemeingilltigkeit hat. Es sei 

eine stetige geschlossene Kurve, von der wir nur noch anzunehmen 
brauchen, daB sie eine Bogenlange s besitzt, d. h. daB sie "streckbar" 
oder "rektifizierbar" ist. Wir fiihren an Stelle von s den proportio­
nalen Parameter u ein durch die Formel 

2n 
u=y s 

und entwkkeln Xl und x2 in trigonometrische Reihen nach u: 

(46) 

00 

Xl = ~ao + 2)(akcosku + aksinku), 
1 

00 

x2 = ~ bo + 2) (b k COS k u + bk sin k u). 
1 

Wenn die Kurve streckbar ist, sind nach H. LEBESGUE die Funktionen 
Xl (s), X2 (s) im wesentlichen differenzierbar und die FOURIER-Reihen 
der Ableitungen lauten: 

(47) 

dx 00 

-d 1,"" 2)k(akcosku - aksinku) , 
u 1 

dx 00 

-d 2,....., Z k (b: cos k u - bk sin k u) . 
U 1 

Wahrend die Reihen (46) wegen der Voraussetzungen tiber unsere 
Kurve stets konvergieren und die Funktionen darstellen, braucht das­
selbe fUr die Reihen (47) nicht mehr zuzutreffen. 

Nun ist 

Daraus folgt fUr die Differentiation nach dem Parameter u 

und somit 
+Jr 

(48) f{(~:tly + (~~r}du = 2n (2~'S· 
-Jr 
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1st nun 

die FOURIER-Reihe einer Funktion, deren Quadrat U {u)]Z im Sinne 
von LEBESGUE integrierbar ist, so gilt die "V ollstiindigkeitsbeziehung" 
fUr das FOURIER-Orthogonalsystem 

(49) 

Ein wenig allgemeiner: Aus 
.. 

I (u) '" i (xo + Z(rzk cos k 11 + rzk sin k u), 
1 .. 

g (u) '" ! Po + Z(Pk cos k u + fJ',. sin k u) 
1 

folgt 
+:r 

(50) -~fl (u) g (u) du = ! rzo Po + i«(Xk Pk + IXk fJ',.) • 
n 1 

-n 

Somit ergibt sich aus (48), wenn man die Reihenentwicklungen (41) 
einsetzt, nach (49) 

(51) 

ErkHirt man anderseits den FHicheninhalt unserer Kurve durch das 
Randintegral 

(52) 

so erhalt man durch Einsetzen der Reihen (46), (47) wegen (50) .. 
(53) 7€.2) k(akb~ - ak bk) = F. 

1 

Aus den gefundenen Forme1n (51), (53) foIgt aber 
LI .. 
-2 - 2F = 7€ Z{ (kak - bk)Z + (ka'l! + bSI. + (kZ - 1) (bl + bk 2)}. 

n 1 

Darin ist aber offenbar die isoperimetrische Ungleichheit 

L'I.-47€F>0 

enthalten. Man erkennt, daB das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn 

ai + b1 = 0, al - b1 = 0, 
k=2, 3, ... 
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Dann haben die Entwicklungen (46) die Form 

Xl = ~ao + a1 cosu + a~sinu, 
X 2 = ~ bo - a~ cos u + a1 sin u 

und stellen einen Kreis dar. Damit ist ganz allgemein gezeigt: 

61 

Bei allen geschlossenen, streckbaren ebenen Kurven gilt zwischen Um­
fang Lund dem durch (52) erkliirten Fliicheninhalt F die Beziehung 
L2 - 4nF > o. Es ist nur dann L2 - 4nF = 0, wenn die Kurve ein 
Kreis ist. 

Der vorgetragene Beweis stammt von A. HURWITZ aus dem Jahre 
19021. Wegen der benutzten Hilfsmittel aus der Theorie der trigono­
metrischen Reihen vergleiche man ein neueres Lehrbuch iiber diesen 
Gegenstand2• 

§ 31. Sitze iiber Raumkurven fester Kriimmung3• 

Wir wollen den folgenden Satz beweisen: 
Satz Ia: Ein ebener Kurvenbogen bilde mit seiner Sehne die Begren­

zung eines konvexen Bereiches. Dann wird bei jeder Verwindung, d. h. 
bei jeder Transformation der Kurve unter Erhaltung der Bogenliingen und 

Kriimmungen die Sehne langer. Mit anderen Worten: Bezeichnet I die 

Lange der ebenen Kurve, d die Lange ihrer Sehne und 1: e (s) die 
Kriimmung als Funktion der vom Anfangspunkt gemessenen Bogen­
lange und bezeichnen 1, d und 1 : e (s) die entsprechenden GroBen fUr 
die transformierte Raumkurve, so folgt aus 

1 1 
(1(s) e(s) 

(53) 1 = 1, 

die Giiltigkeit der Ungleichung: 

(54) d2d 

Wir wollen gleich einen etwas allgemeineren Satz I b beweisen, der 
den soeben ausgesprochenen als Spezialfall enthalt. Wir zeigen namlich, 
daB schon aus den Annahmen 

(55) 1 = 1, (1 ~S) < i? ~S) 
die Ungleichung (54) folgt. 

Urn die Aufrnerksamkeit nicht abzulenken, setzen wir zunachst vor-

aus, daB die Kriimmung stetig und d > 0 sei. 

1 A. HURWITZ: Quelques applications goometriques des series de Fourier. 
Ann. de l'ecole normale (3), Bd. 19. S. 357-408. bes. s. 392-394. 1902. 

I Etwa CH.-J. DE LA VALLEE-POUSSIN: Cours d' Analyse, tome II. S. 165. Paris 
1926/28. 

8 Der Beweis der Slitze dieses Abschnitts ist der Arbeit von ERHARD SCHMIDT, 
Sitzgsber. Ak. Berl. 1925. S. 485ff. entnommen. 
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Es mogen der Punkt !, die ebene Kurve C und der Punkt ~ die 
Raumkurve C - gleichzeitig von den Anfangspunkten ausgehend - mit 
der Geschwindigkeit 1 durchlaufen. Dann durchlaufen die Richtungs-

punkte; ~ und ~ ihrer Geschwindigkeiten auf der Einheitskugel ihre 
Bahnen mit den Geschwindigkeiten 1: e (s) und 1: e (s). 

- - -
Wegen (55) ist mithin, wenn ~ und f zwei beliebige Lagen der von ~ 

beschriebenen Bahn bezeichnen und ~ und f die entsprechenden Punkte 
der von ~ beschriebenen Bahn sind, 
(56) Bogenlange {~, ~'} < Bogenlange {€, f}. 

Es moge nun [€ €'] den zwischen 0 und n liegenden Winkel zwischen 
den Richtungen bezeichnen, die den Punkten € und €' entsprechen; 
in gleicher Weise erklare man [~~']. 

Da C eben und konvex ist, lauft ~ auf einem groBten Kreise in einem 
Sinne. Wenn also 
(57) Bogenlange {~r}:c:;: n 
ist, so ist 
(58) Bogenlange {H'} = [H']. 
Wegen der geodatischen Eigenschaft der GroBkreisbogen folgt ferner 

(59) [~;'] < Bogenlange{ ~ (}. 

Aus (56), (57), (58), (59) folgt also, daB unter der Voraussetzung (55) 

(60) o<[~e]<[~f]<n 
gilt. 

Es bezeichne nun !' denjenigen Punkt der ebenen Kurve C, in 
welchem die Tangente der Sehne parallel ist. Der Durchlaufungssinn 
der Tangente in !' stimmt dann mit der Richtung der vom Anfangs­
punkt zum Endpunkt gerichteten Sehne iiberein. Die dem Punkte ~' 
auf der Raumkurve C und den Bahnen der Punkte € und ~ entsprechen­
den Punkte seien t, €' und f. Wegen der Voraussetzung der Konvexitat 
des von der ebenen Kurve C und ihrer Sehne begrenzten Bereiches ist 
bei dieser Wahl von j;' fUr alle Punkte € die Voraussetzung (57) ge­
siehert. Mithin gilt die Ungleichung (60). 

Nun ist d gleich der Projektion von C auf die f entsprechende Rich­
tung. Es ist also bei Beriicksichtigung von (55)1: 

I 

(61) d=fcos[~f]ds. 
o 

Ferner ist die Projektion von d auf die ~' entsprechende Richtung 
gleich der Projektion von C auf diese Richtung. Da d nicht kleiner sein 
kann als eine Projektion von d, :so ist mithin: 

I 

(62) d;;:::fcos[;~']ds. 
o 

Aus (60), (61), (62) folgt die zu beweisende Behauptung. 
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1st d = 0, d. h. fallen Anfangs- und Endpunkt des einen konvexen 

Bereich begrenzenden ebenen Kurvenbogens C - etwa im Punkte 
a - zusammen, so wahle man als Punkt~' einen Punkt des Bogens, in 
welchem die Tangente einer Stiitzgeraden in a parallel wird; im iibrigen 
verlauft der Beweis unverandert. 

Besteht die Kurve C etwa aus einer endlichen Anzahl von stetig 
gekriimmten Kurvenstiicken, die miteinander Ecken bilden diirfen, so 
darf die Kurve C an den diesen Ecken entsprechenden Punkten eben­
falls Ecken aufweisen; doch darf der absolute Betrag des Richtungs­
sprunges in den Ecken von C denjenigen des Richtungssprunges in den 

entsprechenden Ecken von C nicht iiberschreiten. Den Ecken ent­
sprechen dann in den Bahnen von; und ~ Liicken. Diese fiille man durch 
GroBkreisbogen < n aus. Sind dann e und e zwei einander entsprechende 

Ecken von C und C, so ist der e entsprechende GroBkreisbogen jeden­
falls nicht kiirzer als der e entsprechende. Man ordne die Bogen punkt­
weise einander so zu, daB, wenn der eine mit konstanter Geschwindig­
keit durchlaufen wird, das auch fUr den anderen gilt. Nunmehr durch­
laufen wieder ~ und; stetige Kurven dergestalt, daB die Ungleichung (56) 
bestehen bleibt. Wahlt man nun als ~' den Richtungspunkt derjenigen 

Tangente oder Stiitzgeraden von C, die mit der yom Anfangspunkt 

zum Endpunkt fiihrenden Sehne i gleichgerichtet ist, so fallt ~' ge­
wiB auf die erganzte Bahn von ~, und der Beweis verlauft wie oben. 

Aus dem Beweise ergibt sich endlich unmittelbar, daB das Gleich­

heitszeichen nur gilt, wenn C und C kongruent sind. 
Aus unserem somit bewiesenen allgemeinen Satz 1 b k6nnen wir 

unmittelbar den folgenden Satz IIa gewinnen. 
Satz II a: J eder von einem Kreisbogen verschiedene Raumkurvenbogen 

mit de"/' konstanten Krummung 1: R, welcher zwei Punkte von der Ent­
fernung d < 2 R verbindet, ist entweder langer als der langere oder kurzer 
als der kurzere der beiden Kreisbogen, welche im Kreise vom Radius R 
zur Sehne d gehoren. 

Wir k6nnen voraussetzen, daB die Lange I des Raumkurvenbogens 
< 2 nR ist, da sonst die Aussage des Satzes IIa von vornherein er­
fiillt ist. Vergleicht man nun die Raumkurve mit einem Bogen von 
gleicher Lange auf dem Kreise mit dem Radius R, so sind die Voraus-

setzungen unseres Satzes Ib erfiillt. Die Sehne dieses Kreisbogens d 
ist also < d, der Bogen mithin entweder gr6Ber als der gr6Bere oder 
kleiner als der kleinere der beiden zur Sehne d geh6rigen Kreisbogen. 

Man kann den Satz II a auch leicht mit der Erweiterung lIb ab­
leiten, daB die Voraussetzung der konstanten Kriimmung durch die 
Voraussetzung einer 1: R nirgends iiberschreitenden Kriimmung er­
setzt wird. 
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Weiter beweisen Wir den Satz III: 

Eine geschlossene Raumkurve mit hOchstens einer Ecke und einer die 
Schranke 1 : R nirgends uberschreitenden Krummung hat mindestens den 
Umfang 2nR. 

Wahlt man namlich im Falle des Vorhandenseins cines Eckpunktes 
diesen, sonst einen beliebigen Punkt als Anfangs- und Endpunkt des 
Raumkurvenbogens, so ist d = o. Ware nun die Lange des geschlosse­
nen Raumkurvenbogens < 2nR, so waren beim Vergleich mit dem 
Bogen von gleicher Lange auf dem Kreise mit dcm Radius R die Vor­
aussetzungen des Satzes Ib erfullt, wahrend sich im Widerspruch zur 

Aussage des Satzes d < d ergabe. Aber auch gleich 2 nR kann die 
Lange dergeschlossenen Raumkurve nur dann sein, wenn die Kurve 
ein Kreis mit dem Radius R ist. Denn der Satz Ib bleibt auch giiltig, 

wenn d = 0, d. h. wenn Anfangs- und Endpunkt des eben en Kurven­
bogens zusammenfallen. 

Die Satze IIa und III sind von H. A. SCHWARZ in den achtziger 
J abren gefunden worden 1 , den Satz I a bat A. SCHUR 1921 2 bewiesen. 
Der Satz Ib sowie der bier gegebcne Bcweis wurde 1925 von ERHARD 
SCHMIDT 3 angegeben, desgleicben der Satz lIb. 

§ 32. Bemerkungen und Aufgaben. 
1. Man leite die der Formel (17) fiir die Variation der Kriimmung entsprcchende 

Forme! fiir die Variation der Torsion 

(63) ~r1 = +" ~3 - r1~1; ij') + :s [~- (~3 ij") J} 
abo G. HAMEL: Sitzgsber. Ak. Berl. 1925, S.5. 

2. Die "Gesamtkriimmung" 

(64) 
I 

f" ds 
o 

einer gcschlossenen Raumkurve ist ;;:: 2 :If. Das Gleichheitszeichcn steht nur fiir 
cbene konvexe Kurven. W. FENCHEL: Diss. Math. Ann. 101 (1929), S.238-252. 

8. Ober die Notwendigkeit von Existenzbeweisen in der Variationsrechnung. 
R. v. MISES hat die Aufgabe gestellt: Zwei gerichtete Linienelemente in der Ebene 
sollen durch eine immer im gleichen Sinn gekriimmte gerichtete Kurve der Ebene 
so verbunden werden, daB die groBte Kriimmung der Kurve moglichst klein wird. 
Man zeige, daB die Aufgabe keine LOsung hat. Dagegen wird die Aufgabe losbar, 
wenn man die Gesamtkriimmung oder die GesamtHl.nge der zulll.ssigen Kurven 
einschrllnkt. W. BLASCHKE: Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Ver­
einigung Bd.27. S.234-236. 1918; R. v. MISES: Ebenda Bd.28, S.92-102. 
1919. Wegen der Existenzfragen vgl. man im folgenden §§ 101, 115. 

1 Die Kenntnis der SCHWARzschen SlI.tze verdankt der Verfasser einer Mit­
teilung von C. CARATHBODORY. 

S Math. NIn. Bd.83, S. 143-148. 1921. 
3 Vgl. das Zitat zu Beginn dieses Abschnitts. 
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4. Variationsproblem von CH. E. DELAUNAY. Die in den letzten Paragraphen 
behandeIten Gegenstll.nde hll.ngen mit folgendem Variationsproblem zusammen: 

Zwei Punkte a und b sollen dunh eine KUrv8 (~) det' testen Krummung Eins 
verbunden werden, deren Richtung in a und b durch die Einheitsvektoren at und f3 
gegeben sei, und deren Bogenliinge ein E:drem ist. 

Wir bekommen fiir den Vektor E = d~: ds folgende Bedingungen: 

~2 = I, 
fJ 

(65) J ~ (Pi dt =J ~ ds = [~(s)] = b - a, 
ct 

fJ 
J fPidt = J ds = Extrem. 
ct 

Die Extremalen dieser Variationsaufgabe lassen sich, wie K. WEIERSTRASZ 1884 
gezeigt hat, mittels elliptischer Funktionen aufstellen. K. WEIERSTRASZ: Dber 
eine die Raumkurven konstanter Kriimmung betreffende von DELAUNA Y her­
riihrende Aufgabe der Variationsrechnung. Werke III, S.183-217. Dort findet 
man auch die Vorgeschichte des Variationsproblemes angegeben. 

5.0ber Kurven mit fester Kriimmung. Man ze\g"e, daB aIle Kurven der Kriim­
mung Eins, die Yom Punkt 
a mit der Richtung at aus­
gehen und deren Lange ::;:;;; n 
ist, einen Korper erfiillen, 
der durch Umdrehung des 
in der Fig. 8 schraffierten 
Flll.chenstiicks urn seine 
Symmetrieachse beschrie­
ben wird. Das Flll.chenstiick 
ist durch zwei Halbkreis­
bogen mit dem Halbmesser 
Eins und durch zwei Bogen 
von Evolventen dieserHalb­
kreise begrenzt. 

Bei der Besprechung der 
geodatischen Kriimmung 
einer auf einer Flll.che ge-

1 1 

Fig. 8. 

zogenen Kurve werden wir auf die im § 31 behandelten Fragen zuriickkommen 
(vgl. § 39). 

6. Variation von Kurven mit fester Windung. Von den Punkten einer Kurve 
mit fester Windung werden in den Schmiegebenen feste unendlich kleine Strecken 
derart abgetragen. daB die Anderung der Bogenlll.nge zwischen irgend zwei Punkten 
verschwindet. Dann hat auch die variierte Kurve feste Windung. Vgl. L. BIANCHI: 
Memorie della societa. italiami delle scienze (3), Bd. 18, S.7-IO. 1913. 

7. Die Isoperimetrie auf der Kugel nach F. BERNSTEIN. Es sei @; eine Eilinie 
auf einer Einheitskugel Sl', eine geschlossene Kurve also, die von jedem GroBkreis 
von i in hochstens zwei Punkten geschnitten wird. Es sei F der Flll.cheninhaIt 
des "Inneren" von @;, d. h. des kleineren der von @; begrenzten zwei Oberflachen­
teile von i, und L der Umfang von @;. Dann driickt sich die isoperimetrische 
Eigenschaft des Kreises in der sphll.rischen Geometrie so aus: Es ist fiir jede 
Eilinie @; 

(66) (2n _F)2 + LI > (2n)1 

und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn @; ein Kreis ist. Zum Beweis 
betrachte man die lI.uBere Parallelkurve @;. im sphll.rischen Abstand 6 von ij, die 

Blaschke, Differentialgeometrie I. .... Auf!. 5 
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;"I; 
fiir 0 ::;;; e < 2" keinen Doppelpunkt hat. Man findet fiir ihren Inhalt F. und ihre 

Unge L. 
(211: - F.) = (211: - F) cos e - L sin e, 

(67) L. = (211: - F) sin e + L cos e: 

(211: - F)I + LI = (211: - F.)I + L,I. 

Somit geniigt es, zu zeigen, daB fiir F. = 211: die Beziehung L. ~ 211: besteht. 
Dazu braucht man nur nachzuweisen, daB jede geschlossene und doppelpunktfreie 
sphll.rische Kurve, die die Kugelflll.che hAlftet, mindest\lns zwei Gegenpunkte ent­
hAlt. F. BERNSTEIN: Math. Ann. Bd. 60, s. 117-136.1905. 

8. Variation isotroper Kurven. 1st ~ (P) eine auf ihren naturlichen Parameter 
bezogene isotrope Kurve (§ 22), so kann man jede benachbarte, ebenfalls isotrope 
Kurve in der Form darstellen l + dl, wobei 

(68) dl = g (P) ~'- h' (P) t' + h (P) l'" 
- -

ist und g und h zwei unendlich kleine Funktionen (g = eg, h = eh, e -+ 0) be· 
deuten. Man findet dann bei festgehaltenen Endelementen fiir die eyste Variation 
von p den einfachen Ausdruck 

IJdF (69) dp = -4,- dp h.dp, 

wo F in § 24 (185) erkU!.rt wurde. Die Extremalen von dp = 0 sind also die iso­
tropen Schrauben F = konst. 



3. Kapitel. 

FUichenstreifen. 
§ 33. Das beg lei ten de Dreibein eines Streifens. 

Die aus einem Punkte ~ und einer hindurchgehenden Ebene E be­
stehende geometrische Figur wollen wir als ein Fliichenelement be­
zeichnen. Fiir die Anschauung ist es zweckmaBig, sich bei einem Flachen­
element von der Ebene E immer nur ein kleines Stuck in der Umgebung 
des Punktes 1; vorzustellen. Zu der Ebene E gehoren zwei entgegen­
gesetzt gerichtete, zu ihr senkrechte Einheitsvektoren, die Einheits­
vektoren der Normalen des Fliichenelements. Zeichnen wir einen der 
beiden Vektoren aus, so wird dadurch eine positive Seite des Flachen­
elements festgelegt, namlich die Seite, nach welcher der Vektor hin­
zeigt. Das Flachenelement wird, wie wir sagen wollen, gerichtet. Durch 
Angabe des Punktes ~ und des Normalenvektors ~ in ihm ist dann 
das gerichtete Flachenelement eindeutig festgelegt. Zu jedem regu­
laren Punkt einer Flache gehort ein Flachenelement, das durch den 
Flachenpunkt und die durch ihn hindurchgehende T angentenebene (§ 41) 
der Flache gebildet wird. Ais Tangentenebene eines Flachenpunktes be­
zeichnen wir dabei die Ebene, die durch alle Tangenten an die von ihm 
auslaufenden Flachenkurven aufgespannt wird. Geben wir allgemein 1; 

und ~ als Funktionen eines Parameters t, so erhalten wir eine Schar 
von FHi.chenelementen. Diese werden sich aber im allgemeinen nicht 
glatt aneinanderschlieBen, wie die Flachenelemente eines Fliichen­
streitens, die durch die Punkte einer auf einer Flache gezogenen Kurve 
und die zugehorigen Tangentenebenen gebildet werden. 1m allgemeinen, 
z. B. bei der Schar der auf einer festen Geraden senkrecht aufsitzenden 
Flachenelemente, werden sie sich nicht glatt aneinanderreihen. Sollen 
sich die Flachenelemente {1; (t), ~ (t)} zu einem Streifen zusammen­
schlieBen, so muB die Ebene des Flachenelements immer durch die 
Tangente der Kurve 1; (t) hindurchgehen, d. h. es muB der Tangenten­
vektor 1;' der Kurve auf dem Vektor ~ senkrecht stehen: 

(1) ~'~=O. 

Wir werden uns in diesem Kapitel mit der Theorie der Fliichen­
streiten oder, wie wir kiirzer sagen wollen, "Streifen" beschaftigen, 
die uns vorbereiten solI auf die Fragen der allgemeinen Lehre von den 
Flachen, die wir im 4. Kapitel zu entwickeln beginnen werden. Wir 
werden unsere Betrachtungen wieder aufs Reelle beschranken. 

5* 
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Wahlen wir jetzt noch als Parameter t = s des Streifens {~ (s), ~ (s)] 
die Bogenlange seiner Kurve! (s), so gilt nach § 5 (13) auBer der eben an­
gefiihrlen Beziehung (1) noch 

(2) t a = t~' = 1 

identisch in S.l Dabei schlie Ben wir den Fall (t t) = 0 oder nach § 5 (13) 
~' = 0 aus, in dem wir es mit Flachenelementen durch einen festen Punkt 
zu tun haben. Wir fiihren jetzt zu ~' und ~ noch den dritten Einheits­
vektor 
(3\ 1] = ~ X ~' 

ein, der in ~ zur Kurventangente t senkrecht ist und in dem Flachen­
element des Streifens enthalten ist. Nach (3) gilt dann fiir t, ~, 'YJ die 
folgende T abelle skalarer Produkte: 

(4) 

Nach 

(5) 

!'2 = ~'1 = 'YJ2 = 1, 

~' ~ = ~ 'YJ = 'YJ~' = o. 
(3) gilt dann noch 

YJX~=t, tX'YJ=~. 

Ferner gilt nach (3), (4) 
(6) 

Wir wollen jetzt fiir die Vektoren des unseren Streifen begleitenden 
Dreibeins die Ableitungsgleichungen aufstellen, indem wir die Ab­
leitungen t', fund 'YJ' unserer Vektoren aus diesen selbst linear kom­
binieren. Wir gelangen dann zu Formeln, die den FRENETschen Formeln 
der Kurventheorie (§ 9) ganz entsprechen. 

Wir erhalten A bleitungsgleichungen der folgenden Gestalt: 

c= * +c'YJ -b~, 

'YJ' = - c t * + a ~ , 

~' = + b t - a fJ .*, 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 

(8) 'YJ ~' = - a, 7;,' ~' = + b, YJ t' = + c. 

In der Tat: Wenn wir etwa 'YJ' linear kombiniert denken: 

(9) 'YJ' = oq' + {U + 'Y 'YJ 

und bedenken, daB aus (8) und (4) folgt: 

(10) 'YJ'YJ'=O, ~''YJ'=-'YJ!''=-c, ~'YJ'=-~''YJ=+a, 

so erhalten wir durch skalare Multiplikation von (9) mit 'YJ, daB 'Y = 0 
sein muB, ebenso fiihrt die Multiplikation mit t und ~ nach (10) auf 

1 Diese Beschrankung in der Freiheit der Parameterwahl ist vollig un­
wesentlich. Vgl. im folgenden § 40, 9. 
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IX = - c und f3 = + a, womit die zweite der Gleichungen (7) be­
wiesen ist. Entsprechend leitet man die andern beiden Gleichungen abo 
Ahnlich wie die in den FRENETschen Formeln § 9 (72) auftretenden 
Koeffizienten 1 : e, 1: or erweisen sick hier die Gropen a, b und c als I n­
varianten unseres Streifens. 

Dabei handelt es sich immer urn den mit einer positiven Flachen­
seite versehenen gerichteten Streifen. a ist genau genommen nur bis 
auf ein Vorzeichen eine Invariante, da der Parameter s nur bis auf ein 
Vorzeichen festgelegt ist und a nach (8) im Gegensatz zu b und c bei 
der Substitution s = - s* sein Vorzeichen wechselt. Auch a laBt sich 
aber als absolute Invariante auffassen, wenn ein Durchlaufssinn fiir 
die positiv zu zahlende Bogenlange auf der Kurve des Streiff'ns fest­
gelegt wird. a und b hangen in den Funktionen {! (t), ~ (t)} des auf einen 
beliebigen Parameter bezogenen Streifens von Ableitungen erster Ord­
nung ab, caber von solchen zweiter Ordnung. 

Entsprechend dem Beweis des § 16 kann man auch -bier zeigen, daB 
durch Angabe der Funktionen a (s), b (s) und c (s) ein Streifen bis auf 
Bewegungen eindeutig bestimmt ist. (Vgl. Aufg.l des § 40.) 

§ 34. Geometrische Deutung der Invarianten eines 
Flachenstreifens. 

Nach § 7 (33) und Formel (7h dieses Abschnitts gilt fiir die Krum­
mung unserer Streifenkurve 

1 
(11) --- = !"I = bZ + ct. el -

Die H auptnormale der Streifenkurve ist ferner nach § 7 (35) durch den 
Vektor 

(12) 

gegeben. Berechnen wir uns noch den Binormalenvektor Ea = !' X E2 
der Streifenkurve, so haben wir insgesamt fiir das im § 7 eingefiihrte 
begleitende Dreibein der Kurve ! (s): 

(13) 

Aus (12) erhalten wir fiir die Winkel 'Pl und 'P2 des Hauptnormalen­
vektors mit ~ und 1]: 

-b 
(14) cos 'Pl = ~' 

bl + ,. 
, 

Nach (11) gilt dann 

(15) 
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Daraus entnimmt man: c und b sind die Krummungen der Kurven, die 
durch senkrechte Projektion der Streifenkurve auf die Tangentenebene 
bzw. auf die Normalebene des Streifens entstehen, wobei wir als die Normal­
ebene die durch 1:' und ~ im Kurvenpunkt aufgespannte Ebene bezeich­
nen. Man nennt uaher auch c die Tangentenkrummung und b die Nor­
malkrummung des Streifens. Fiir c werden wir im § 37 auch noch die 
zweite Bezeichnung geodiitische Krummung verwenden. 

Wir geben noch eine weitere geometrische Deutung von b und c. 
Nach § 13 gelten fiir Mittelpunkt t) und Radius a der allgemeinsten 
Kugel, die durch den Kriimmungskreis der Kurve ~ (s) hindurch geM, 
die Gleichungen § 13 (90). Urn Verwechslungen zu vermeiden, schreiben 
wir hier fiir den Radius Rl statt a. Wahlen wir nun unter diesen Kugeln 
diejenige aus, die das Flachenelement (~, ~) unseres Streifens beriihrt, 
so muB 1: - t) = Rl~ gelten. Die Gleichungen § 13 (90a) und (90 b) 
sind dann identisch erhillt, (90c) liefert aber nach (13) die Bedingung 
b = 1: Rl . Nehmen wir aber unter den Kugeln § 13 (90) durch den Kriim­
mungskreis unsrer Kurve diejenige, die imPunkt ~ zum Streifen senk­
recht steht, so miissen wir ~ - t) = R2 'f} setzen, wo jetzt R2 der Radius 
der neuen Kugel ist. Aus (90c) ergibt sich dann c = - 1: R2• Wir haben 
also: b und c sind die reziproken Werte der Radien der beiden K ugeln, 
die durch den Krummungskreis der Streifenkurve hindurchgehen und von 
denen die erste das Fliichenelement des Streifens beruhrt, die zweite aber 
zu diesem senkrecht ist. Die erste Kugel nennen wir auch die Tangenten­
kugel und die zweite die Normalkugel des Streifens. 

Wir wollen uns jetzt weiter auf der N ormalen unseres Streifens den 
sogenannten Kehlpunkt bestimmen, in dem sie von der Nachbarnormalen 
den kiirzesten Abstand besitzt. Die Normale unseres Streifens konnen 
wir mittels eines Parameters ;t in Punktkoordinaten a in der Form 

(16) 

darstellen, die Nachbarnormale b (p,) mittels eines anderen Parameters I-' 
in der Form 

(17) b(p,) = ~ + tds + I-'(~ + ~'ds) = 1: + (1 + bl-')ds.!' 

+ I-'~ - al-'ds.'f). 

Die Entfernung 1 (l, 1-') zweier Punkte a (l) und b (p,) ist nun durch 

(18) 12 = ta - b)1I = (;t - 1-')2 + (1 ..L b ,.,.)! d S2 + a21-'! d S2 

gegeben. 
Ein Minimum tritt ein fUr 

all a;, =2(A.-1-') =0, 
(19) 

al! 
~.- = - 2 (A. -I-') + 2(1 + b 1-') b ds!! + 2a2 pds! = O. 
a,l 
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(19) ergibt fiir A. und p. die Losung 

(20) 
-b 

A. = p. = at + bl . 

Der gesuchte Punkt f auf der Norrnalen ist also durch 

b 
(21) f = ~ - at + bl ¢. 

gegeben. Das gemeinsame Lot der beiden benachbarten Normalen ist jetzt 
weiter die Gerade, die von diesem Punkt in der Richtung t des zu ¢ 
und ~ + ~'ds senkrechten Vektors ausHi.uft. Es muB dann t zu ~ X f 
oder nach (7), (3), (5) zu a~' + b1j proportional sein. Normen wir t 
als Einheitsvektor, so daB seine Richtung erhalten bleibt, so bekommen 
wlr 

(22) t- at+ b 7} 

- I fat + btl· 

Die Tangente unseres Streifens, die in Richtung dieses Vektors von ~ 
ausHi.uft, nennen wir die zur Kurventangente t konjugierte Tangente 
unseres Streifens. Offenbar entsteht sie auch als Grenzlage des Schnitts 
benachbarter Tangentenebenen unseres Streifens. Fiir die Winkel "PI 

und "P2' die der Vektor t mit t und 1j bildet, erhalten wir 

(23) 
a 

COS"PI = I I ' fat + b2 

Da sich cos "PI: cos "P2 = a: b ergibt, und da b bereits geometrisch 
gedeutet wurde, so ist jetzt auch die Bedeutung von a bekannt. Man 
bezeichnet a auch als geodiitische Windung des Streifens. 

Berechnen wir uns zum SchluB noch mittels der Formel § 10 (78) 
die Windung 1 : T unserer Kurve ~ (s), indem wir !" und t" nach (7) 
durch ~', ~ und 1j linear ausdriicken, so finden wir 

1 (~', - b ~ + e 7}. (- b' + a e) ~ + (e' + a b) 7}) 

T = bt + cl 

oder nach dem Multiplikationsgesetz fiir Determinanten 

1
- b - b'+ ae I 

1 e e' + a b , 
T = bl + cl • (~ • ~. 1j) • 

Nach (6) ergibt das aber 

(24) 
1 b'c-be' 

-y- = - a + bl + ,I 
Die Streifen langs ebener Kurven 1: T = 0 sind hier von den ebenen 
Flachenstreifen a = b = 0 zu unterscheiden, bei denen der Vektor E 
konstant ist. 
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§ 35. Schmiegstreifen, Kriimmungsstreifen und 
geodatische Streifen. 

Wir wollen jetzt einige bemerkenswerte besondere Arten von 
FHichenstreifen untersuchen. 

1. a = O. Nach (6), (7) ist a = - (~' ~ n, und a = 0 besagt dann 
nach § 2 (26), daB die drei Vektoren ~', ~ und f oder, was auf dasselbe 
herauskommt, die drei Vektoren ~', ~ und ~ + d~ in einer Ebene liegen. 
Da nun die beiden benachbarten Normalenvektoren ~ und ~ + d~ 
durch Anfangs- und Endpunkt des von ~ nach ~ + d~ laufenden Linien­
elementes unserer Kurve ~ (s) hindurchlaufen und t die Richtung dieses 
Linienelements anzeigt, kommt unsere Bedingung darauf hinaus, daB 
die "benachbarten Normalen sich schneiden" (vgl. die gleich folgende 
nahere Erklarung) und nicht wie im allgemeinen Fall windschief 
sind. Wir nennen allgemein eine Flache, die als Oct einer einpara­
metrigen Geradenschar angesehen werden kann, eine geradlinige Flache 
oder auch eine Regeltlache in ungliicklicher Obersetzung des franzo­
sischen "surfaces reglees". Insbesondere sollen die besonderen gerad­
linigen Flachen, die Tangentenflachen von Kurven sind (und dann noch 
die Kegel- und Zylinderflachen) als Tors en bezeichnet werden. Offenbar 
sind die Torsen identisch mit denjenigen geradlinigen Flachen, bei 
denen benachbarte Gerade sich schneiden. Darunter ist zu verstehen: 
Der Grenzwert des Quotienten aus dem Abstande benachbarter Geraden 
durch den entsprechenden Zuwuchs eines regularen Parameters fUr 
die Erzeugenden der geradlinigen Flache verschwindet. Wir konnen 
jetzt sagen: Die Streiten mit a = 0 sind dadurch gekennzeichnet, da/3 ihre 
Normalen eine Torse hilden. Diese Streifen wollen wir in spater noch 
zu erlauternder Ausdrucksweise als Krummungsstreiten bezeichnen. 

2. Wir betrachten jetzt die Streifen mit b = O. Nach (14) ist in diesem 
und nur in diesem Faile der Vektor E der Flachennormalen unseres 
Streifens zu dem Hauptnormalenvektor ~2 der Kurve ~ (s) senkrecht, 
das heiBt aber, ~ steht senkrecht auf der durch ~1 =!' und ~2 auf­
gespannten Schmiegebene der Kurve ~ (s), oder noch anders aus­
gedriickt: 

Die Streiten mit b = 0 sind dadurch gekennzeichnet, da/3 die Schmieg­
ebene der Streilenkurve mit der Tangentenebene des Streitens zusammenlallt. 
Diese Streifen wolien wir als Schmiegstreiten oder asymptotische Streilen 
bezeichnen. Aus (22) ersehen wir, daB bei einem Schmiegstreifen die 
Kurventangente mit der konjugierten Tangente zusammenfalit, daB 
dagegen bei einem Kriimmungsstreifen Tangente und konjugierte Tan­
gente zueinander senkrecht sind. 

3. Bei den Streifen mit c = 0 falit die Hauptnormale ~2 mit der 
Flachennormale ~ zusammen und wir haben: Bei den Streilen mit c = 0 
geM die Schmiegebene der Streitenkurve durch diJ Flachennormale hin-
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durch. Wir wollen diese Streifen als geodiitische Streifen bezeichnen, eine 
Benennung, die erst spater (im § 37) ihre Rechtfertigung finden wird. 

1st die Kurve ! (s) unseres Streifens eine Gerade, so muG nach § 6 
t' = 0 gelten. Das ergibt nach (7) b = c = O. Darin steckt das Er­
gebnis: Liegt auf einer Fliiche eine Gerade, so ist der Fliichenstreifen tiings 
dieser Geraden zugleich ein Schmiegstreifen und ein geodiitischer Streifen. 

Da nach (7) gilt - a = (~f ~ n, b = (~f n und - c = (~!' !"), 
so konnen wir die drei Bedingungen zusammenstellen: 

- a = (~' ~ n = 0 fur Krummungsstreifen, 

(25) + b = (~' n = 0 fur Schmiegstreifen, 

- c = (~!' ~") = 0 fur geodiitische Streifen. 

Wenn wir nach den Formeln § 10 (79) von dem Parameter s der 
Bogenlange unserer Streifenkurve zu einem beliebigen Parameter t 
ubergehen, und wenn wir die Differentiale 

(26) d! = tdt, d2 ! = 'i·dt2 + !.d2 t 

einfiihren, so erhalten wir aus den Formeln § 10 (79): 

, d~ " d2~ d~ [(tl).dlt + (h) dtl] 
(27) ! ="ffidt' ~ = tl.dtl -- (tl)2dt8 

Wir konnen daher unsere Bedingung (25), wie sie sich durch. Ein­
setzen ergibt, auch in der Form schreiben: 

(~ d! d~) = 0 Krummungsstreifen, 

(28) (d! d~) = 0 Schmiegstreifen, 

(~ d! d2 !) = 0 geodiitische Strei/en. 

Nach (11) und (24) fallen bei einem Schmiegstreifen geodatische 
Kriimmung und geodatische Windung mit der gewohnlichen Krum­
mung und der gewohnlichen Windung zusammen. 

§ 36. Drehung eines Streifens urn seine Kurve. 
Eine Abanderung eines Streifens, die die Kurve ! (s) fest laGt und 

nur die Normalen ~ (s) verandert, bezeichnen wir als eine Drehung eines 
Streifens urn seine Kurve. Fur den neuen Streifen {~ (s), ~ (s)} muG 
dann offenbar gelten: 

(29) { ~'=!" 
~=a.~+p'1J' 

denn es muG ja der Vektor ~ zu ~'= t senkrecht sein. Aus 
~2 = 1 folgt: a.2 + p2 = 1. Wir konnen dann a. = cos rp; P = sin rp 
setzen und rp ist einfach der Winkel der Vektoren E und~, also der Winkel, 
urn den wir die Tangentenebene beim tJbergang zum neuen Streifen 
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gedreht haben. Aus ~ = i' x ~ folgt ~ = - sin qJ~ + cos qJ'rJ. Wir 
haben also insgesamt: 

!' = 1/, 
(30) £ = cos qJ ~ + sin qJ 17 ' 

'1/ = - sin qJ ~ + cos qJ 17 . 

Nehmen wir den Drehwinkel qJ Hings der Kurve als Funktion der Bogen­
Hinge s an, so haben wir die allgemeinste Drehung unseres Streifens. 
Durch Ableitung nach s folgt aus (30) 

(31) '[" = '[", 
(32) ~'= (b cos qJ - c sin qJ) t + (a _qJ') sin qJ ~ - (a - qJ') cos qJ 17. 

Setzen wir gemaB (8) die Invarianten des neuen Streifens in der Form an: 

b =-lj:I ! S , 

so erhalten wir aus (30), (31), (32) durch Einsetzen unter Benutzung von 
(8) fiir den Zusammenhang der alten mit den neuen Invarianten: 

(33) 

(34) 

ii = a - qJ', 

b = b cos qJ - c sin qJ , 

(35) c = b sin qJ + C cos qJ. 

Aus den Formeln (34), (35) ersehen wir, daB es durch eine Kurve ge­
nau einen Schmiegstreifen und genau einen geodatischen Streifen gibt. 

Denn urn b =0 zu erreichen, hat man nur tg qJ = b : C und urn c = 0 
zu erreichen, hat man nur tg qJ = - c: b zu setzen. Durch den Wert 
von tg qJ ist aber ein Wert von qJ zwischen 0 und:rr: eindeutig bestimmtl. 
Aus den Formeln (34), (35) folgt noch der Satz: Aus einem Schmieg­
streifen entsteht durch Drehung urn :n; : 2 ein geodatischer Streifen und 
umgekehrt. 

Anders wie mit den geodatischen und den Schmiegstreifen durch 
eine gegebene Kurve verhalt es sich mit den Kriimmungsstreifen. 
Deren gibt es durch eine gegebene Kurve immer eine einparametrige 
Schar. Denn urn a = 0 zu machen, haben wir qJ' = a oder 

(36) qJ (s) = fads 

zu setzen. Die Funktion qJ (s) ist dann aber nur bis auf eine additive 
Integrationskonstante bestimmt. Wir konnen somit das Flachenelement 
an einer Stelle So noch willkiirlich durch unsre Kurve hindurchlegen, 
dann gibt es immer genau einen Kriimmungsstreifen durch unsere 
Kurve, der dieses Flachenelement an der Stelle So enthalt. Zugleich ist 
auch eine Deutung der Inetgralinvariante (36) unseres allgemeinen 

1 Hiermit ist zugleich eine neue geometrische Deutung der Invariante b: c 
gefunden. 
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Ausgangsstreifens (wo das Integral uber das Streifenstuck zwischen 
den Punkten ! (Sl) und! (S2) erstreckt wird) gefunden: Wir legen durch 
die Kurve unsres Ausgangsstreifens einen der moglichen Krummungs­
streifen. Bilden dann die Fliichenelemente unseres A usgangsstreifens mit 
den Fliichenelementen des Krummungsstreifens an den SteUen Sl und S2 

die Winkel !PI bzw. !P2' so ist unser Integral gleich der Difjerenz!p2 - !Pl' 
Betrachten wir zwei Krummungsstreifen {! (s), ~ (s)} und {! (s), ~ (s)} 

durch dieselbe Kurve! (s), so folgt aus a = Ii = 0 nach (33) !P = konst. 
Darin steckt der Satz von JOACHIMSTHAL 2: Zwei Krummungsstreifen 
durch diesel be K urve schliefJen einen festen Winkel ein. Es gilt von diesem 
Satz auch die Umkehrung: Dreht man aUe Fliichenelemente eines 
Krummungsstreifens um einen und denselben festen Winkel, so entsteht 
wieder ein Krummungsstreifen. 

Allgemeiner konnen wir auf Grund von (33) auch den Satz aus­
sprechen: Bilden zwei Streifen durch dieselbe Kurve dauernd den­
selben Winkel miteinander, so haben sie uberall gleiche geodatische 
Windungen a. 

§ 37. Verbiegung eines Streifens. 
Wir konnen uns einen jeden Flachenstreifen wenigstens naherungs­

weise mechanisch verv/irklicht denken durch einen dunnen Streifen 
irgendeines biegsamen und nicht dehnbaren Materials (etwa aus Papier). 
Gewisse Streifen stehen nun in einer ganz besonders ausgezeichneten 
Beziehung zu einander, sie gehen namlich durch Verbiegung ausein­
ander hervor. Z. B. konnen wir auf ein ebenes Blatt Papier eine Kurve 
zeichnen und langs der Kurve dann einen dunnen Papierstreifen her­
ausschneiden. Wir erhalten dann offenbar einen ebenen Flachenstreifen. 
Diesen Streifen konnen wir nun in die mannigfachsten Gestalten ver­
biegen, ohne das Papier zu knicken und zu zerreiBen. Dabei nimmt 
auch die auf den Streifen gezeichnete Kurve die Gestalt der verschie­
densten Raumkurven an. Was dieser Verbiegung ohne Knickung und 
Dehnung als idealisierter mechanischer Vorgang entspricht, ist offenbar 
eine solche Abanderung des Streifens, bei der nicht nur die Bogenlangen 
der einzelnen auf der Streifenkurve ! (s) gemessenen Entfernungen er­
halten bleiben, sondern auch die Bogenlangen alier Kurvenstucke, die 
auf dem Streifen in genugender Nachbarschaft zu der Kurve ! (s) ge­
zogen sind, oder kurz gesagt, wir haben es mit einer solchen Abande­
rung zu tun, bei der die inneren MaBverhaltnisse auf dem Streifen nicht 
geandert werden. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wann zwei gegebene Streifen inein­
ander verbiegbar sind. Dabei nehmen wir vorlaufig an beiden Seiten 
offene Stucke von Streifen an. Wir schlie Ben also zunachst geschlossene 
Streifen aus. 

I F. ]OACHIMSTHAL: Crelles Journal Bel. 30. (1846). S.347. 
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Wir brauchen zur Entscheidung unserer Frage eine Formel, die uns 
fiir einen gegebenen Streifen {~ (s), ~ (s)} die Bogenlangen der zu ~ (s) 
benachbarten, gleichfalls auf den Streifen gelegenen Kurven liefert. Be­
nachbart verstehen wir dabei in dem Sinne, daB die kiirzesten Entfernun­
gen der Punkte einer solchen Kurve C von der Kurve ~ (s) klein sind. 
Wir konnen durch ~ (s) also eine beliebige den Streifen beriihrende 
Flache hindurchlegen, und auf dieser die Kurven betrachten, die auf der 
Flache in der Umgebung der Kurve ~ (s) liegen. Wie wir eine Kurve 
mit Hilfe eines Parameters darstellen, so konnen wir eine Flache fest­
legen, indem wir den Flachenpunkt ~ als Funktion ~ (s, v) zweier Para­
meter s und v vorgeben. s hat hier zunachst noch niehts mit einer Bogen­
lange zu tun. Geben wir in den Funktionen ~ = ~ (s, v) dem Para­
meter s einen fest en Wert und lassen nur v variieren, so bekommen 
wir jedesmal eine bestimmte, der Flache angehorige Kurve, und eben so 
bekommen wir fiir die festen Werte von v bei veranderIichem seine 
Kurvenschar auf der Flache. Das "Netz" der zwei Scharen der Kurven 
s = konst. und v = konst. bezeiehnen wir auch als das Netz der Para­
mderkurven auf der Flache. Geben wir v als Funktion v = t (s) von s, so 
entsprieht ihr in der Darstellung ~ = ~ (s, t (s)) eine Kurve auf unserer 
Flache. In einem zu einem festen Wertsystem s, v gehOrigen Flachen­
punkt der Flache ! (s, v) sind die partiellen Ableitungen ~8 und !1I zwei 
Vektoren, die in die beiden Riehtungen der von dem Punkt auslaufen­
den Parameterkurven weisen. 

Geben wir uns nun insbesondere eine Flache ~ (s, v), fiir die 

(36 a} ! (s, 0) = r (s) 

ist, wo rechts die Vektorfunktion unserer Streifenkurve steht, so geht 
diese durch unsere Streifenkurve hindurch. 1st ferner tlllangs der Kurve 
(36a) eine Linearkombination der zu unserm Streifen ~ (s), ~ (s) ge­
hOrigen Vektoren ~' und 'YJ: 

(37) ~lI(S, O} = P(s}'r'(s) + Q (s)''YJ(s), 

so liegt der Tangentenvektor ~1I (s, O) der Flache in derTangentenebene 
des Streifens, es beriihrt die Flache also unsere Kurve ~ (s) langs des 
Streifens. 

Entwickeln wir die Funktion ~ (s, v) bei festgehaltenem slangs der 
Kurve ~ (s), also fiir v = 0 nach Potenzen von v, so ergibt sieh 

oder nach (37) 
(37 a} 

!(s, v) = r (s) + V'!lI (s, O) + ... 

!(s, v) = r(s} + v'[Pr' + Q'YJJ + .... 

Ferner erhaIt man nach (37a) und (7) 

ls = r' + v [(P' - c Q) r' - (P b - Qa) ~ + (Q' + Pc) 'YJJ + .... 
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(38) 

und nach (37) 

(38a) 
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!; = 1 + 2v (P' - c Q) + ... 

!s!v = P + v [ ... J + "', 
wo wir nur das konstante Glied in der Potenzentwicklung nach v 
brauchen werden. Wir wollen uns nun die Bogenlange einer zu ! (s) 
benachbarten FHichenkurve berechnen. Zunachst gilt fiir eine durch 
die Funktion v = I (s) festgelegte Flachenkurve ! (s, I (s)) = i (s): 

dl - - I' d =!. +!v 

und fiir ihre Bogenlange S nach § 5 (2) : 

(39) 

Urn nun diese Kurve i (s) in ! (s) hineinriicken zu lassen, setzen Wlr 

(39 a) v = I (s) = e·rp (s), 

wo die Konstante e gegen Null gehen solI. Ersetzen wir unter dieser 
Annahrne in (38) und (38a) das v durch e' rp und in (39) das f' durch 
e . rp', so erhalten wir 

'. 
S = J i 1 + 2 e (rp P' - rp c Q + rp' P) d s + ... 

" oder 
8. 

5 = f (1 + £(q.> P)' - e q.> c Q) d s + ... 
" 

oder nach Zerlegung des Integranden in seine drei Glieder 

(40) 
'. 

S (e) = S (0) + e {[ rp PJ" - e J rp c Q d s} + .... 
" " 

Hier bedeutet das Glied in der eckigen Klammer die Differenz der 
Werte der Funktion rpP an denbeiden Enden .S2 und SI des Inte­
grationsintervalls. Setzen wir 

<5 r(s) = [aa ! (s, e v)], 
e £=0 

so haben wir nach (37a), (39 a) 

<5! '= (rp P) !' + (rp Q) 1]. 

Wir setzen 
6n = 1] t5! = rp Q, <5t = r <5! = rp P 
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und nennen ~n die Komponente der normalen Verriickung oder die 
normale Variation, ~t aber die tangentiale Verriickung oder die tangentiale 
Variation unserer Kurve ! (s). Die Formel (40) schreibt sich jetzt in 
der Form 

(41) [ dS(E)] '. f" ~s= -- = [M] - c·~n·ds + .... 
dE .=0 " '. 

Man nennt ~s die erste Variation der Bogenliir.ge unserer Streifenkurve. 
Aus der Formel sieht man, daB fiir die MaBverhaltnisse der Um­

gebung der Kurve ! (s) auf unserer Flache die Funktion c (s) aus­
schlaggebend ist, nicht aber die Funktionen a (s) und b (s) des Strei­
fens. Wir werden daher zweiStreifen aujeinander verbiegbar nennen, 
wenn bei geeigneter Wahl der Parameter der Bogenlangen ihrer Kurven 
(man kann ja noch s* = ± s + konst. setzen) die Funktionen c (s) 
ubereinstimmen. 

Nacli (7) folgt fiir einen ebenen Streifen, das heiBt fiir einen Streifen, 
dessen Tangentenebene langs der Kurve! (s) konstant ist, wegen f = 0, 
daB a = b = 0 spin muB. Nach (24) ist dann notwendig auch die Kurve 
1; (s) eben. Bei gegebener Funktion c (s) gibt es nach § 33 SchluB nun 
bis auf Bewegungen genau einen ebenen Flachenstreifen mit a = b = 0, 
c = c (s). Es ist daher jeder gegebene Streifen in genau einen bis auf 
Bewegungen bestimmten ebenen Streifen verbiegbar oder, wie wir sagen 
wollen, abwickelbar. Fiir den ebenen Streifen a = b = 0 ist dann 
aber c (s) einfach die Kriimmung der bei der Abwicklung entstan­
denen ebenen Kurve desStreifens. Damit ist dann eine neue Deu­
tung der Biegungsinvariante c gefunden. Wir wollen - c auch als 
Abwickelkrummung oder geodatische Kriimmung des Streifens be­
zeichnen. 

Das Bisherige gilt nur fiir offene Stiicke von Streifen, sozusagen im 
kleinen. Nehmen wir einen geschlossenen Streifen, so laBt sich dieser 
in seiner ganzen Erstreckung nicht immer auf die Ebene abwickeln. 
Das ist schon an dem Beispiel des Flachenstreifens ersichtlich, 
der zu einem Breitenkreis eines geraden Kreiszylinders gehort. Hier 
treten eben Schwierigkeiten hinzu, die mit den Verhaltnissen der 
Differentialgeometrie im groBen zusammenhangen. (Vgl. Aufg.4 des 
§ 40.) 

Fur die geodiitischen Streilen linden wir als neue kennzeichnende 
Eigenschaft, daft die Abwickelkrummung Null ist, daft ihre Kurven also 
bei der Abwicklung in Geraden der Ebene ubergehen. 

Aus der Formel (35) erhalt man eine neue Deutung der Invariante b, 
wenn man cp = n: 2 setzt. Fiir diesen Fall wird dann c = b und man 
hat: Die Invariante - b eines Streifens ist einfach gleich der geoda­
tischen Kriimmung des Streifens durch dieselbe Kurve, der durch 
Drehung urn n: 2 allS dem urspriinglichcn entsteht. 
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§ 38. Der Parallelismus von LEVI-CIVITA. 

Ein Vektor I, der von dem zum Parameterwert s gehorigen Punkt ~ 
unseres Streifens ausHiuft und in der Tangentenebene des Streifens 
gelegen ist, laBt sich immer als Linearkombination 

(42) I=oct+fJYJ 
der Vektoren ~' und 1] darstellen. Wir denken uns nun in jedem Punkt 
der Streifenkurve einen solchen Vektor t aufgetragen. Dann haben wir 
eine Schar von Vektoren t (s), die durch (42) mit Funktionen (X (s) 
und fJ (s) von s dargestellt sind. Wir wollen nun unsem Streifen stetig 
verbiegen und die Vektoren f dabei so mitnehmen, daB jeweils ihre 
Lange i (XI +7fi und der Winkel, den sie mit der Kurve bilden, also 
auch oc: i (X3 + pa, unverandert bleibt. Das ist gleichbedeutend mit 
der Annahme, daB die Komponenten oc und fJ in der Darstellung (42), 
die der Vektor in jedem Augenblick in seiner Zedegung nach den jedes­
maligen Vektoren t und 1] besitzt, dieselben Werte haben sollen. Wir 
wollen sagen: Wir fuhren die Vektoren mit dem Streifen biegungs­
invariant verbunden mit. 

Wenn wir einen an einer bestimmten Stelle in einem Streifen ge­
gebenen Vektor f parallel mit sich langs der Streifenkurve verschieben, 
so wird er im allgemeinen nicht mehr in dem Streifen bleiben, sondem 
aus dem Streifen in den Raum heraustreten. Ein Vektor laBt sich also 
im allgemeinen in einem Streifen nicht im gewohnlichen Sinne parallel 
mit sich verschieben. Wir wollen nun statt dieses Parallelismus ein an­
deres Verschiebungsgesetz fUr Vektoren in unserem Streifen kennen­
lemen, das von Wichtigkeit fur die Fragen der FHichentheorie sein wird, 
namlich den Parallelismus von LEVI-CIVlTA. Wir erklaren namlich zwei 
Vektoren an ~wei Stellen unseres Streifens als parallel, wenn sie, bei 
der Abwicklung des Streifens auf die Ebene biegungsinvariant mit­
gefUhrt, in der Ebene als parallele Vektoren erscheinen. 

Urn nun das Verschiebungsgesetz von LEVI-CIVITA allgemein ana­
lytisch darzustellen, nehmen wir zuerst einen ebenen Streifen a = b = 0 
an. Sollen fiir den ebenen Streifen die in der festen Ebene gelegenen 
Vektoren t (s) im gewohnlichen Sinne parallel sein, so mull t = konst. 
geIten, oder t' = O. Das ergibt nach (7) und (42) unter Beachtung von 
a = b = 0 fur die Funktionen (X und fJ: 

(43) (X' = c fJ, fJ' = - C (X. 

Dies Gesetz ist aber jetzt schon das Verschiebungsgesetz fiir den all­
gemeinen Fall, denn wir wissen ja, daB die Funktionen oc, fJ, c bei 
biegungsinvarianter Mitfuhrung dieselben bleiben,. und auBerdem ist 
das Verschiebungsgesetz von LEVI-CIVlTA in biegungsinvarianter Weise 
erklart. 
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Die Parallelverschiebung von LEVI-CIVITA hat die folgenden Eigen­
schaften: 1. JederVektor behalt beider Verschiebunglangs des Streifens 
seine Lange. 2. Der Winkel zweier Vektoren 11 = ex,1~' + (PrJ und 
12 = ex,2!, + (PrJ bleibt bei der Verschiebung erhalten. Das folgt aus 
der Definition, laBt sich aber auch mittels der Identitaten, die 
fUr die nach dem Gesetz (43) verschobenen Vektoren eines allgemeinen 
Streifens gelten: 

d d 
ds (ff) = dS (ex,2 + tJ2) = 0, 

~ (11 12) = -~ (ex,1ex,2 + R1 R2) = 0 
ds ds 1'1' 

nachweisen. 
Nehmen wir I als Einheitsvektor, so konnen wir ihn in der Form 

f = cos T!, + sin T rJ 

ansetzen, und T ist der Winkel, den I mit der Kurvenrichtung bildet. 
Die Gleichungen (43) nehmen jetzt die Form an: 

- sin T' T' = c sin T, cos T' T' = - C cos T. 

Das fiihrt auf die eine Bedingung 

(44) T'= -c. 

Aus dieser Gleicbung sehen wir also, wie sich der Winkel T bei Parallel­
verschiebung des Vektors f langs des Streifens andert. Er ist nur fiir 
geodatische Streifen konstant. Bezeichnen wir die Winkelwerte T der 
durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehenden zu den Stellen 
s = S1 und s = S2 gehOrigen Vektoren mitT1, bzw. mitT2' so gilt nach (44) 

'. 
(45) T2 -T1 =-Icds. 

'1 
Das Integral rechts bezeichnen wir auch als die Gesamtkriimmung 
unseres Streifenstiicks. Nach der Bemerkung des vorigen Abschnitts 
kann das Integral 

'. 
(46) -IbdS 

'1 
als Gesamtkriimmungdes urn n: 2 gedrehten Streifens gedeutet werden. 

§ 39. Beweis von RADON fiir einen Satz von SCHW.ARZ. 

J. RADON hat bemerkt, daB man einige der Satze aus § 31 durch 
den Begriff der geodatischen Kriimmung !:ehr dnfach bestatigen kann. 
Beweisen wir z. B. folgendes: 

Eine gescklossene Kurve des Raumes, deren Krummung < Eins ist, 
und die hOckstens eine Ecke besitzt, kat mindestens den Um/ang des Ein­
keitskreises. 
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auf It von 0 aus gezahlt. Dann ist etwa fUr den Bogen in der Halb­
ebene y > 0 

(48) 

also 
(49) 

Ferner 

(50) 

I drl < 1 
Ids = , 

B B 

Y = f cos T • d s :> f cos s d s = sin s. 
o 0 

Da fur l> die Beziehung y = 0 besteht, muB die Bogenlange von 0 bis l> 
somit mindestens = n sein. Dasselbe gilt fUr den Teilbogen von It in 
y < 0 und daher. ist wirklich 

(51) L > 2n. 

Man erkennt aus unserer SchluBweise auch, daB 

(52) 

nur fUr 
L =2n 

dy = 1 
ds ' 

also nur fiir den Kreis eintreten kann. 
Auch weitere Satze aus § 31 sind dem hier vorgetragenen Verfahren 

RADONS zuganglich. 

§ 40. Aufgaben und Lehrsatze. 
1. Bestimmung eines Streifens aus seinen natiirlichen Gleichungen. Man fiihre 

den Beweis, daB zu den nattirlichen Gleichungen a (s), b (s), c (s) genau ein Streifen 
bis auf Bewegungen bestimmt ist. 

2. Kanonische Entwicklung eines Flichenstreifens. Bei gtinstiger Wahl des 
Koordinatensystems kann man die Reihenentwicklungen ftir die sechs Funktionen 
l (5), ~ (s), die den Streifen festlegen, in der Umgebung einer Stelle auf die folgende 
kanonische Form bringen: 

(53) 

Xl = 5 + * - 1 (b8 + C3) 53 + (4) 

xa = * - t bo 51 - t (b~ - ao co) 53 + (4) 

xa = * + t Co 52 + t (c~- ao bo) 53 + (4) 

¢l = * + bo s + t (bo + ao co) S2 + (3) 

¢2 = 1 + * - t (a~ + b3) 52 + (3) 

¢3 = * - ao 5 - -~ (a~ - bo Co) 59 + (3) 

Hier bezeichnen die Indizes 0 bei ao, bo' a~ usw., daB die Werte der Invarianten im 
Ursprung zu nehmen sind, die Klammern (3) bzw. (4) stehen fUr die vernach­
H1ssigten Glieder dritter und vierter Ordnung, die Sterne geben Leerstellen an. 
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Man lege durch die Ecke ~ der Kurve oder, wenn die Kurve glatt 
verlauft, durch irgendeinen ihrer Punkte als Spitze den durch die 
Kurve a; hindurchgehenden Kegel. Durch die Tangentenebenen des 
Kegels wird langs unserer Kurve ein Streifen bestimmt. Durch Ab­
wicklung dieses Streifens in die Ebene geht a; in eine geschlossene 
ebene Kurve a;* iiber. Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts 
ist die Kriimmung 1 : e* von a;* gleich der geodatischen Kriimmung c 
un seres Streifens. Nach (ll) und (13) gilt weiter 

I I 
e* = c = - e' cos f/'l , 

wo e die Kriimmung von ~ und lfJl der WinkeJ zwischen der Streifen­
normalen und der Binormalen von ~ ist. Aus der Annahme 1: e ~ 1 
und aus·1 cos lfJl 1 < 1 folgt dann 

(47) 

Damit ist die Aufgabe auf ein Problem der ebenen Geometrie zuriick­
gefiihrt, denn es geniigt jetzt, unsern Satz iiber den Umfang fiir ~* 
nachzuweisen. 

Ferner kann man leicht einsehen, daB es geniigt, den Satz fiir Eilinien 
zu beweisen. 1st namlich ~* eine nicht konvexe Linie, die den Vor­
aussetzungen geniigt, dann 

geniigt der Rand ~ der (in 
Fig. 9 schraffierten) "kon­
vexen HUlle" von a;* eben­
falls den Voraussetzungen, 
daB I 1 : e I < 1 sein und 
hochstens eine Ecke vor-

handen sein soli. Denn ~ 
fallt zum Tell mit ~* zu-

sammen, und wo ~ sich 
von a;* abhebt, ist <r gerad-
linig. Da aber die gerad- Fig. 9. 

linige Verbindung die kiir-

zeste ist, ist der Umfang von a; hOchstens gleich dem von a;*. 
Zum Beweis fiir den Fall einer Eilinie ~ verfahren wir so. Hat <r 

eine Ecke V, so sei 0 der von V am weitesten entfernte Punkt von ~. 
- -

(Falls ~ glatt verlauft, wahlen wir l> beliebig auf ~.) 

Die Normale an a; in 0, die durch V geht, wiihlen wir zur x-Achse 
eines rethtwinkligen Achsenkreuzes, das V zum Ursprung hat. T sei 
der Winkel der y-Achse mit der Kurventangente, s die Bogenlange 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 4 .. Auf!. 6 
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8. Die Schraubenachse eines Streifens. Denkt man sich das Dreibein der Vek­
toren 1;', '1, ~ Hl.ngs des Streifens so bewegt, daB die Bogenla.nge s mit der 
Zeit zusammenfa.Ilt, so voJlfiihren die Punkte 1; + x"l' + Y'1 + z ~, die mit dem 
Dreibein starr verbunden sind (x, y, z = konst.) in jedem Augenblick eine Be­
wegung mit derselben rA.umlichen Geschwindigkeitsverteilung wie sie eine Schrau­
benbewegung urn die Achse 

(54) 
l+bz-cy 

a b c 

hervorruft. (54) hat die Richtung des Vektors mit den Komponenten a, b, c. Die 
Drehgeschwindigkeit der Schraubenbewegung ist rat + bl + c', die Schiebge­
schwindigkeit aber a: r a l + bl + c·. 

4. Verdrillungszahl eines geschlossenen geoditischen Streifens. Jeder ge­
schlossene geoda.tische Streifen Ia.Bt sich verwirkJichen, indem man einen ebenen 
geradlinigen Papierstreifen verbiegt und die Enden dann ohne Knick zusammen­
heftet. Man zeige: Abgesehen von seiner Gesamtla.nge hat ein geschlossener geo­
datischer Streifen nur eine Biegungsinvariante, die Verdrillungszahl d. h. die ganze 
Zahl n der Verdrillungen (Winkel = n· n), die man mit dem Streifen vor dem 
Zusammenheften der Enden vornimmt. Dabei muB erlaubt werden, daB man eine 
Stelle des Streifens durch eine andere hindurchziehen darf, damit Verknotungen 
lOsbar werden. Einen Streifen mit der Verdrillungszahl n = 1 pflegt man als Mo­
BIUssches Band zu bezeichnen, seinen Rand als Kleeblattschlinge. 

Jeder zweiseitige Streifen (n gerade = 2 m) kann auf einen Zylinder verbogen 
werden, der als Basis einen (m + 1) mal umlaufenen Kreis hat. Man zeige 
insbesondere experimentell, daB ein geschlossener geodatischer Streifen mit n = 2 
erstens auf einen ZyJinderaufgelegt werden kann, der als Basis eine Linie von 
der Gestalt einer 8 hat. und zweitens auf einen Zylinder, der als Basis einen 
zweimal durchlaufenen Kreis besitzt. 

o. Die Torse durch einen gegebenen Streifen. Man zeige, daB sich drei benach­
barte Tangentenebenen unseres Streifens in dem Punkt ~ schneiden, der durch 

(55) 
b (a"l' + b 1]) 

~ = 1; + b' a - a'b + c (as + bl) 

gegeben ist. Der Streifen liegt dann auf der Tangentenflache der durch ~ (s) ge­
gebenen Kurve. 

6. Verbiegung eines Streifens in einen neuen mit vorgegebener Kurve. Zwei 
Kurven, die punktweise so aufeinander bezogen sind, daB sich gleiehe Bogen­
langen entsprechen, wollen wir isometrisch au/einander bezogene Kurven riennen. 
Es gilt dann der Satz: Es ist (auf zwei versehiedene Arten) moglich, einen 
Streifen so zu verbiegen, daB die Punkte seiner Kurve 1; (s) in die entspreehenden 

Punkte einer beliebig vorgegebenen isometrisehen Kurve l (s) iibergehen, wenn 

nur in jedem Punkte von 1; (s) der Absolutwert der Kriimmung groBer ist als der 
Absolutwert der geoda.tischen Kriimmung in dem entsprechenden Punkte von 1; (s). 
Besteht die entgegengesetzte Ungleichung zwischen den Kriimmungen, so ist eine 
Biegung der angegebenen Art nieht mogJich. Sind die Kriimmungen gleich, so laBt 
sich die Biegung nur auf eine Art herstellen 1. 

7. Verbiegung eines Streifens in einen Schmiegstreifen oder Kriimmungsstreifen. 
Es ist auf unendlich viele Weisen moglieh, einen Streifen so zu verbiegen, daB 
er ein Schmiegstreifen wird,und ebenso laBt sieh ein Streifen auf unendlich viele 
Weisen so verbiegen, daB er ein Kriimmungsstreifen wird. (Vgl. das unter Aufg.6 
genannte Lehrbuch S.211.) 

1 Vgl. L. BIANCHI: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Leipzig 1910. S.210. 

6* 
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8. Streifen rechtwinklig zu einer Kugel. Man zeige. daB die Streifen. die 
rechtwinklig auf einer festen Kugel aufsitzen (d. h. bei denen die Kurve des Streifens 
immer auf einer festen Kugel liegt. und die FUichenelell1ente des Streifens zur 
Kugel rechtwinklig sind). identisch sind mit den Kriimmungsstreifen mit konstanter 
geodl!.tischer Kriimmung. 

9. Aligemeinere Form der Ableitungsgleichungen. Die Formeln (7) kann man 
auch so schreiben: 

(56) 

wenn wir die Integralinvarianten 

fJ = +h'd~. 
benutzen. In dieser Gestalt bleiben die Ableitungsgleichungen auch dann brauch­
bar. wenn die Kurve des Streifens auf einen Punkt zusammenschrumpft. 



4. Kapitel. 

Anfangsgriinde der FHichentheorie. 
1m ersten Kapitel waren die bekanntesten Lehren aus der Kriim­

mungstheorie der Kurven zusammengestellt worden. 1m dritten Ka­
pitel hatten wir uns zur Vorbereitung auf die Fragen der Flachentheorie 
mit den Flachenstreifen beschaftigt. Jetzt wollen wir mit der Lehre 
von der Kriimmung der Flachen beginnen, wie sie nach den ersten 
Untersuchungen von L. EULER (1707-1783), dann insbesondere von 
G. MONGE (1746-1818) in seinem klassischen Werk "L'application de 
l'analyse a la geometrie" begriindet worden ist, das 1795 zu er­
scheinen begonnen hat. Die tiefergehenden Gedanken von GAusZ' 
"Disquisitiones circa superficies curvas" (1827) werden in dem vorlie­
genden Kapitel nur zum geringen Teil verwertet und bilden die Grund­
lage des 6. Kapitels. Die Flachentheorie ist ungleich vielgestaltiger und 
anziehender als die Theorie der Kurven, bei der alles Wesentliche 
schon in den Formeln von FRENET steckt. 

§ 41. Die erste Grundform. 
FUr die meisten Untersuchungen ist die zweckmaBigste analytische 

Darstellung krummer Flachen die Parameterform. Wir setzen 

(I) Xk=Xk(U,V); k=I,2,3 

oder vektoriell abgekiirzt 
(2) X = !(u, v). 

Man spricht von der GAuszschen Parameterdarstellung. Die Funk­
tionen X k (u, v) setzen wir als analytisch voraus, also als entwickelbar 
in Potenzreihen in (u - uo), (v - vo)' die fUr geniigend kleine lu-uol, 
Iv-vol konvergieren. Dabei sollen in der Regel nur reell~ Parameter­
werte u, V und reelle Funktionen Xk zugelassen werden. 

Betrachtet man auf der Flache die "Parameterlinien" v = konst., 
u = konst., die man entsprechend auch u-Linien und v-Linien nennen 
kann, so wollen wir die Tangentenvektoren an diese beiden Kurven, 
namlich den Vektor 

und 
!u mit den Koordinaten ~:t 

!1I mit den Koordinaten ~:t 

an den betrachteten Stellen der Flache als linear unabhangig voraus­
setzen: 
(3) !u X !" + 0 . 
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Setzen wir u = u (t), v = v (t), so wird auf unsrer Flache eine 
Kurve festgelegt, die sich aus 

(4) ! (u (t), v (t)) = ! (t) 

bestimmt und die den Tangentenvektor hat: 

(5) 
dt du dv 
de = ! .. at + !" de' 

der nach den Rechenregeln der EiTlleitung (§ 2 (27)) auf dem Vektor­
produkt ! .. X !" senkrecht steht. Aus ! .. X !" + 0 folgt also, daB die 
Tangenten an alle Flachenkurven durch die betreffende Stelle u, v 
aIle zu demselben Vektor (3) senkrecht sind und daher in einer Ebene 
liegen, der Tangentenebene der Flache an dieser Stelle. Diese Tangenten­
ebene steht senkrecht zum Einheit5vektor der Flachennormalen 

(6) 

Fiir die Bogenliinge s unserer durch (4) gegebenen Kurve erhalten wir nach 
§ 5 (12) die Formel 

s= fV(~~ydt= fV!:(~:y+2(! .. !,,)~; ~~ +!v2(~~rdt. 
FOOren wir die von GAUSZ herriihrenden Abkiirzungen ein: 

(7) 

so erhalten wir 

s = f V E (~; r + 2F ~; :~ + G ( ~~ Y dt. 
Fiir das quadrierte Differential ds konnen wir dann schreiben: 

(7a) ds2 = [E (!;y + 2F!; :~ + G(:~ndt2, 
ds ist dabei etwa als "die unendlich kleine Entfernung" oder das "Bogen­
element" zweier benachbarler durch die Parameterwerle t und t + dt 
gegebener Punkte unsrer Kurve anzusprechen. Man pflegt (7 a) auch 
in der Fonn 
(8) d S2 = E d u2 + 2F dud v + G d v2 

zu schreiben. Hieraus wird deutlich, daB der Ausdruck fiir ds 2 

nicht von der Wahl des Parameters t abhangt, mittels dessen die 
Kurve ! (t) in den Funktionen u (t), v (t) dargestellt wurde. Er be­
halt seine Form, wenn man fiir t einen neuen Parameter t = I (t*) auf 
dieser Kurve einfOOrt, und hangt nur ab von den Werlen der Flachen­
parameter u und v in den zwei benachbarlen Punkten u, v und u + du, 
v + dv unsrer Kurve: ds 2 ist eine Funktion der u, v (die in den E, F, G 
stecken) und der du, dv. Nennen wir die aus zwei unendlich benach-
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barten Punkten u, V und u + d u, V + d V unsrer Flache bestimmte 
Figur ein Linienelement unsrer Flache, so ist ds 2 auf Grund seiner geo­
metrischen Bedeutung eine Invariante unsres auf der Flache gezogenen 
Linienelements. !)a ds 2 nach (8) eine quadratische Form in den Diffe­
rentialen du und dv ist, bezeichnen wir ds 2 auch als eine invariante 
quadratische Differentialform unsrer Flache. Natiirlich kommt es uns 
in unsrer Flachentheorie vor allem auf die Bestimmung von Invarianten 
unsrer Flache an, die nieht erst von der Wahl eines speziellen Linien­
elements (oder einer speziellen "Fortschreitungsrichtung" auf der 
Flache) abhangen, sondern die sich unmittelbar aus der Flache ergeben. 
Zu solchen Invarianten gelangen wir 
spater durch etwas verwickeltere Aus­
driicke. Es zeigt sich dann, daB die 
Auffindung von gewissen invarianten 
Differentialformen, auf die man gleieh 
zu Anfang in der Flachentheorie miihe­
los gefiihrt wird, ein vernunftgemaBes 
Durchgangsstadium bildet zur Auf­
findung wirklicher Flacheninvarian­
ten. (1m Kap. 5 wird das verstand­
lich werden.) 

AuBer (8) werden wir im nachsten 
Abschnitt noch eine zweite Differen-
tialform einfUhren. 

m.: 

, 
66 .... 
Fig. 10. 

Geht man mit der Abkiirzung (7) in den Ausdruck (6) fUr die 
FJachennormale hinein, so findet man nach der Identitat von LAGRANGE 
(§ 3 (42)) 

(9) ~ = ~u X ~. 
fEG - F2 

Als Beispiel nehmen wir eine GAuszsche Parameterdarstellung der 
Einheitskugel (Fig. 10), bei der wir statt u, v lieber {), rp schreiben 
wollen, 

(10) 

Xl = sin {) cos rp , 
X2 = sin {) sin q; , 

X3 = cos{). 

{) bedeutet die "Poldistanz" yom "Nordpol" N (0, 0, 1) und q; die 
"geographische Lange". {) = konst. sind die "Parallele" (Breitenkreise), 
q; = konst. die "Meridiane". Die Pole sind singulare Stellen unsrer 
Parameterdarstellung, da a ~ : a rp fUr {) = 0, n verschwindet, also die 
Bedingung (3) nicht mehr erfiillt ist. Diese Bedingung scheidet also 
nicht nur singulare Stellen der Flache aus, wie etwa die Spitze eines 
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Drehkegels, sondern auch Singularitaten der Parameterdarstellung. FUr 
das Bogenelement unsrer Kugel erhalt man 

(ll) ds2 = d{}2 + (sin {} dcp)2, 

fUr den Normalenvektor 
(12) ;= ±~. 

§ 42. Die zweite Grundform. 

Betrachten wir langs unsrer Kurve (4) auch die Flachennormalen 

; (t) = ; (u (t), v (t» , 

so ist durch die Funktionen ~ (t), ; (t) ein Fliichenstreifen bestimmt, 
auf den wir die Formeln unsres Kapitels 3 anwenden konnen. Denken 
wir uns als Parameter t insbesondere die Bogenlange s der Kurve (4) ~ (t) 
gewahlt, so ist nach § 33 (8) die Normalkrummung b unseres Streifens 
durch 

(13) 

gegeben. Setzen wir 

(14) L = - (~u;u), 2M = - (~u;" + ~,,;u)' N = - (~,,;,,), 

so erhalten wir mittels (5) und 

(14a) d;=;udu+;"dv, 

(15) -(d~, d;)=Ldu2 +2Mdudv+Ndv2 • 

Wegen der Invarianz von b und dem in (8) schon ermittelten ds 2 

ist nach (13) der Ausdruck (15) eine neue invariante quadratische Diffe­
rentialform unsrer Flache, die eine Invariante eines auf der Flache ge­
zogenen Linienelements darstellt. Wir haben jetzt die beiden Formen: 

(16) 
E tlu2 + 2F dudv + Gdv2 = I, 
Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 = II. 

Die Formeln (14) kann man auch anders schreiben. Leitet man die 
Identitaten 

nach v und u ab, so folgt 

(17) 

und somit 
(18) 

Leitet man die gleichen Identitaten nach u und v ab, so wird 

~uu; + ~u;ti= 0, ~",,; + ~";,, = o. 
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Man findet nach (14) 

L=!uu~' N=!I]"~' 
Fiihrt man aus (9) den Ausdruck fiir ~ ein, so erMlt man schlieBlich 

L = _,. ~ = (tvut"t.) 
eu u "'IEG-FI' 

(19) M = -,. ~ = -,. ~ = ~hl.!l 
eu I] el] u fEG~FI' 

N = _,. ~ = (t •• t .. t.) 
el] I] (E.G-Fl' 

§ 43. Sitze von MEUSNIER und EULER. 

Nach Formel (ll) und (12) des § 34 ist die Normalkriimmung b 
unsres im vorigen Abschnitt betrachteten Streifens auf unsrer Flache 
auch durch 

(19a) 

gegeben. Hierbei ist ~2 die Hauptnormale und 1 : e die Kriimmung der 
Kurve unseres Streifens, die dabei noch mit einem geeigneten Vorzeichen 
zu nehmen ist. Nach (13), (15) und (16) haben wir auch - b = II : 1, 
somit nach (19a): 

;2; =!!. = Ldu· + 2M dudv + N dl,2 
f2 I Edu2 +2Fdttdv+Gdvl ' 

Diese Formel enthalt eine Reihe geometrischer Satze. Zunachst: Alle 
Flachenkurven, die durch denselben Flachenpunkt gehen und hier die­
selbe Schmiegebene haben, besitzen dort auch gleiche Kriimmung. Urn 
die Verteilung der Kriimmungen der Flachenkurven in einem Flachen­
punkt kennenzulernen, geniigt es also, die ebenen Schnitte der Flache 
zu untersuchen. 

Betrachten wir jetzt alle ebenen Schnitte durch unsern Flachen­
punkt, die hier noch eine Flachentangente gemein haben. 1st e der 
Winkel der Schnittebene mit der Flachennormalen, also ~2~ = cos e, 
so wird 

(20) 
cm e 
-- = konst. 

(! 

Set zen wir e = 0, bekommen wir die Kriimmung 1 : R des Normal­
schnitts. Also 

(21) Icose I I e = Ii" e = Rcose. 

Darin steckt der "Satz von MEUSNIER" (1776): 
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Die Krummungskreise aller ebenen Schnitte durch dasselbe Linien­
element der Plache liegen auf einer Kugel. Oder: AIle zugehorigen 
Krummungsachsen bilden ein Buschel (liegen in einer Ebene und gehen 
durch einen Punkt). Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn die Diffe­
rentiale du und dv des Linienelements der Gleichung II = 0 ge­
nugen. Auf diesen Fall kommen wir am Ende des § 52 zuruck. 

R 

Legen wir aIle Schnitte senkrecht zur 
Zeichenebene durch ein Linienelement, das in 
! auf der Zeichenebene senkrecht steht, so gibt 
Fig. II ein Bild des Satzes von MEUSNIER. 

Setzen wir in (16) jetzt ~2 und ~ gleich­
gerichtet und gleichsinnig voraus, so wird 
~2~ = 1, und wir bekommen fUr die Krum­
mungen der Normalschnitte 

(22) 
1 II 

7f==T' 

Fig. 11. Dabei ist nach den in § 7 uber das Vor-
zeichen der 'Krummung getroffenen Fest­

setzungen R > 0, wenn der zugehorige Krummungsmittelpunkt auf 
der Seite des Flachenpunktes liegt, nach der die (willkiirlich gewahlte) 
Normalenrichtung ~ hinweist. 1m entgegengesetzten Fall ist R < O. 

Da 1= ds 2 > 0 ist, hangt das Vorzeichen von R nur von dem 
von II abo Wir haben zwei wesentlich verschiedene FaIle, je nachdem 
dieses Zeichen mit der Anderung von 'du : dv fest bleibt oder wechselt. 
1st L N - M2 > 0, so hat II festes Zeichen: die Krummungsmittel­
punkte aIler Normalschnitte durch den Flachenpunkt ! liegen auf der­
selben Seite von!. Man sagt, die Flache ist im Punkt ! elliptisch ge­
krummt. (Beispiel: aIle Punkte eines Ellipsoids.) 1st LN - M2 = 0, 
so haben wir zwar noch keinen Zeichenwechsel von 1: R, aber eine 
einzige reeIle Nullrichtung (1: R = 0). Man spricht von einem para­
bolischen Flachenpunkt. Endlich ist LN - M2 < 0 kennzeichnend fUr 
hyperbolische Krummung. 

Deutlicher werden diese Verhaltnisse, wenn wir eine besondere 
ParameterdarsteIlung benutzen: Xl = U, x2 = v, xa = f (u, v). Legen 
wir unsern Flachenpunkt in den Ursprung, seine Tangentenebene in 
die Xl' x2-Ebene, so sieht die Reihenentwicklung von f so aus: 

(23) 

Ferner wird im Ursprung E = G = 1, F = 0; L = r, M = s, N = t; 
also ist nach (22) 

(24) 
1 2' • 2 If = T cos fP + 2 S SIll fP cos fP + t SIll fP, 
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wenn cp den Winkel der Tangentenrichtung im Ursprung mit der 
xl-Achse bedeutet. Setzt man 

so wird 
(25) 

ifRl cos cp = YI , ifRl sin cp = Y2 , 
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die Gleichung eines Kegelschnitts (oder eines Geradenpaares), den 
man als Indikatrix von DUPIN bezeichnet (Fig. 12). Dieser Kegel­
schnitt urn den Ursprung als Mittelpunkt ist ein ahnliches Abbild der 
Naherungsschnittkurven unsrer Flache mit 
Ebenen xa = konst. fiir kleines I xal· 

Aus unsrer Reihenentwkklung folgt, daB ]t'l?; 
bei elliptischer Kriimmung (rt _52> 0) 
die Flache in der Umgebung des Ursprungs 
eine Seite der Tangentenebene Xa = 0 ganz 
freilaBt, wahrend bei hyperbolischer Kriim­
mung die Tangentenebene die Flache in be-
liebiger Nahe des Ursprungs durchschnei- Fig. 12. 
det. Man kann sich iiber solche hyperbo-
lische Flachenpunkte am besten an dem Beispiel Xa = Xl X 2 ein Bild 
machen. Weist die xa-Achse nach oben, so liegen in den beiden Winkeln 
X I X2 > 0 die Berge und in X I X2 < 0 die Taler, die im Ursprung einen 
Sattel bilden. 

SchlieBen wir den parabolischen Fall aus (nehmen also die Voraus­
setzung rt - 52 =+= 0 als erfilllt an), so konnen wir die Achsen der Indi­
katrix als Xl' x2-Achsen wahlen. Dann wird 5 = 0 und (24) bekommt 
die Form 
(26) 

Das ist die Formel von EULER, die die Kriimmung eines beliebigen 
Normalschnittes aus den "Hauptkrummungen" 1: RI und 1: R2 her­
zuleiten gestattet. Dabei sind die Hauptkriimmungen die Kriimmungen 
der Normalschnitte durch die Achsen der Indikatrix von DUPIN. Als 
"Schmiegtangenten" oder "A5ymptoten" der Flache bezeichnet man die 
Asymptoten der Indikatrix. 

§ 44. Die Hauptkriimmungen. 
Es galt fiir die Kriimmungen der Normalschnitte in einem Flachen­

punkt die Gleichung (22) 
1 Lduz +2Mdudv+Ndv2 

(26 a) ]f= Eduz+2Fdudv+Gdv2· 

Schreibt man 1 : R vor, so ist das eine quadratische Gleichung fUr die 
Richtung du: dv 

(27) (R L - E) du2 + 2 (R M - F) du dv + (R N - G) dv2 = O. 
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Wir wollen die Werle von 1: R, fiir die diese Gleichung in du: dv 
eine Doppelwurzel hat, die Hauptkrummungen der Flache nennen in 
Ubcreinstimmung mit der im nichtparabolischen Fall mittels der Indi­
katrix gegeben~n ErkHirung. SoIl (27) in du: dv eine Doppelwurzel 
haben, so muG neben der Gleichung (27) in du: dv noch die gelten, 
die man aus (27) durch Ableitung nach du: dv erhalt. Oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, es miissen nebeneinander die Beziehungen be­
stehen 

(28) 

Daraus folgt fiir 

(RL -E)du + (RM -F)dv = 0, 

(RM -F) du + (RN - G)dv = O. 

R die Gleichung 

j RL -E RM-Fj= 
RM-F RN-G O. 

Diese Gleichung hatte man auch unmittelbar aus (27) entnehmen 
konnen. Sie bedeutet das Verschwinden der Diskriminante von (27). 
Die Determinante gibt ausgerechnet 

(29) (EG -F2) ;1 - (EN - 2F M + GL) ~ + (LN - M2) = O. 

Somit ergeben sich fiir die symmetrischen Grundfunktionen der 
Hauptkriimmungen die Werte 

1 LN-MI 

(30) 
Rl R 2 =EG-FI' 

~+~_ EN-2FM+GL 
Rl Ra - EG-F2 

Man setzt auch 

(31) 

und nennt K das GAuszsche Krummungsma/3 und H die mittlere Krum­
mung der Flache. Diese beiden "Kriimmungen" tr-eten bei FHichen 
an Stelle der einzigen Kriimmung bei Kurven. Es ist schon deshalb 
bequemer, an Stelle von 1: R 1 , 1: R2 die symmetrischen Verbindungen 
K, H einzufiihren, weil diese aus den beiden Grundformen rational zu 
berechnen sind. 

H wechselt das Zeichen, wenn man bei 

(32) 

das Vorzeichen andert, eine Irrationalitat, die nach (19) in der ErkHirung 
der zweiten Grundform steckt, wahrend K vom Vorzeichen dieser 
Wurzel W nicht abhallgt. Nach § 43 ist K> 0 fiir einen Flachenpunkt 
mit elliptischer, = 0 fiir einen Flachenpunkt parabolischer Kriimmung 
und < 0 fiir hyperbolische Kriimmung. 
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§ 45. GAUSzens Theorema egregium. 
DaB K von der Irrationalitat W (32) nicht abhangt, sieht man am 

deutlichsten, wenn man in 
K= LN-MI 

WI 

fUr L, N, M die Werle aus (19) einsetzt: 

(33) K = ~, {(!uu!u !v)(!v,,!u !,,) - (!u,,!u !,,)2}. 

Man kann nun, wenn man auf den Klammerausdruck zweimal den 
Multiklipationssatz fUr Determinanten anwendet, leicht das beriihmte 
Ergebnis von GAUSZ herleiten, daB K allein aus E, F, G und den Ab­
leitungen dieser Funktionen nach u, v bis zur zweiten Ordnung bestimm­
bar ist. Man findet 

__ 1 I (!u u !" ,,) (!uu !u) (!uu !,,) _ !; ~ (!uv !u) (!u" !,,) I 
K - Jr' (!u!",,) E F (!u,,!u) E F 

(!v !v v) F G (!u v!,') F G 
oder _ ~_I {(!uu ~vv) - !!.} (~uu ~u) (!uu I,,) _ 0 (!u" ~u) (!u" ~,,) 1 

(34) K - w'. (~u ~"v) E F (!uv ~u) E F 

(42) 

(!" !vv) F G (!u" ~,,) F G 

Aus der Erklarung 

!u!v = F, ~~ = G 

folgt aber durch Ableitung 

(35) ~uu!u = ~Eu' 
(36) !uv!u = ~E,,; 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

!"v!" = ~G", 
!uv!v = lGu; 

!uu!" = Fu -lE", 

!v v !u = F" - l G u . 

l.eitet man (38) nach u und (39) nach v ab, so erhalt man durch nach­
tragliches Abziehen 

(41) 

Damit ist in (34) alles durch E, F, G ausgedriickt: 

(- ~Guu +Fu"-lE,,,,) ~Eu (Fu-~E,,) 0 lEv lGu 
W'·K= (F" - tGu) E F - ~E" E F 

~G" F G ~Gu F G 
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In dieser einfachen und naheliegenden Art ist das beriihmte GAUSZ­
sche Ergebnis von R. BALTZER hergeleitet worden!. GAUSZ selbst ist 
1826 durch sehr langwierige Rechnungen zu einer gleichwertigen Formel 
gekommen 2• Ihre geometrische Deutung solI erst spater (§ 67) erortert 
werden. 

§ 46. Kriimmungslinien. 

Die Gleichungen (28) oder 

R(Ldu +Mdv)-(Edu+Fdv)=o, 
(43) 

R(Mdu+Ndv) -(Fdu+Gdv)=O 

ergeben, wenn man R herauswirft, fiir die "Hauptrichtungen" auf der 
Flache, die den Achsen der Indikatrix entsprechen, in du: dv die 
quadratische Gleichung 

(44) 

oder 

I Ldu +Mdv 
Mdu+Ndv 

Edu+Fdvl=o 
Fdu+Gdvj 

(45) (LF -- ME) du2 + (LG - N E)dudv + (MG - NF)dv2 =0 

oder endlich 

(46) 

dv2 -dudv du2 

E 

L 

F 

M 
G =0. 
N 

Eine Kurve auf einer Flache, deren Richtung in jedem Flachen­
punkt mit einer zugehorigen Hauptrichtung zusammenfallt, nennt man 
"Krummungslinie". Da die Indikatrix im allgemeinen zwei reelle 
Achsen hat, so gehen durch einen Flachenpunkt im allgemeinen zwei 
reelle aufeinander senkrechte Kriimmungslinien. (44), (45), (46) sind 
verschiedene Formen der Differentialgleichung dieses n:chtwinkligen 
Kurvennetzes auf der Flache. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Flachenstreifen langs der Kriim­
mungslinien die einzigen auf einer Flache vurhandenen Krummungs­
streifen im Sinne des § 35 sind. Dort war fUr einen Kriimmungsstreifen 
die Bedingung 
(47) (~, d~, d~) = 0 

als kennzeichnend nachgewiesen. W ir miissen zeigen, daB die Bedin­
gung (47) mit jeder der eben abgeleiteten Bedingungen (44) bis (46) 

1 R. BALTZER: Ableitung der GAuszschen Formeln fUr die FIll.chenkriimmung. 
Leipziger Ber .• math.-phys. Klasse Bd. 18. s. 1-6. 1866. 

2 Vgl. P. STACKEL: Materialien fiir eine wissefl.:;chaftliche Biographie von 
GAUSZ. V: GAUSZ als Geometer (1918). bes. S. 1'20-125. Ferner im folgenden § 73. 
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zusammenfallt. In der Tat! Nach § 2 (26) folgt aus (47) die lineare Ab­
Mngigkeit 
(48) 1X~+Pd~+yd~=O 

der in der Determinante stehenden Vektoren. Hier diirfen IX, {3 und y 
nicht gleichzeitig verschwinden. Da aus ~2 = 1 folgt ~d~ = 0 und 
da iiberdies nach § 41 (5) ~d~ = 0 gilt, so erMlt man aus (48) durch 
skalare Multiplikation mit ~, daB IX verschwinden muB. Multipliziert 
man die iibrigbleibende Gleichung 

(49) pd~ + yd~ = 0 

einmal mit ~u und zweitens mit ~'" so erMlt man nach (5) und (14a) 
die beiden Gleichungen 

p (E du + F dv) - Y (L du + M dv) = 0, 

P(Fdu + Gdu) - y(Mdu + N dv) = O. 

Da dies Gleichungssystem in nicht gleichzeitig verschwindenden P und y 
lOsbar sein solI, muB die Determinante verschwinden. Das fiihrt aber 
gerade auf (44), w. z. b. w. 

Auf Grund der in § 35 angegebenen Eigenschaft der Kriimmungs­
streifen haben wir den Satz: Eine Flackenkurve ist Krummungslinie der 
Flacke, wenn die Flackennormalen langs der Kurve eine Torse bilden. 

Fiihren wir das orthogonale Netz der Kriimmungslinien als Para­
meterkurven u, v = konst. ein, so muB zunachst ~u ~v = F = 0 sein 
und nach (45) ME = 0, MG = 0, also, da E, F, G nicht alle ver­
schwinden k6nnen (EG _F2 > 0), muB M = 0 sein. 

(50) F= M= 0 

ist notwendig und hinreichend dafUr, daB die Kriimmungslinien Para­
meterkurven sind. 

Aus (49) sehen wir, daB fUr die auf Kriimmungslinien bezogene 
Flache Gleichungen der Form 

(51) Pl~U + Yl~u = 0, P2~V + Y2~" = 0 

gelten mussen. Da nach (3) ~u und ~" nicht verschwinden duden, 
sind dabei Yl und Y2 =F o. Multipliziert man die erste Gleichung mit ~u 
und die zweite mit ~'" so ergibt sich 

PI L PI N 
~= E' Y;=G' 

Nach (30) sind diese Quotienten fUr den Fall M = F = 0 aber nichts 
anderes als die Hauptkrummungen 1 : Rl und 1 : R2 der Flache. Wir 
konnen also nach (51) etwa 

1 1 
(52) ~u = - R~u' ~,,= - R~" 

1 2 

setzen. Die Gleichungen (52) pflegt man nach OLINDE RODRIGUES (1816) 
zu benennen. 
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Auf einer DrehfHiche kann man sofort die Kriimmungslinien er­
mitteln. Es sind das namlich die Parallelkreise und Meridiane der 
Flache; denn die aus den Normalen langs dieser Kurven gebii.deten ge­
radlinigen Flachen sind Torsen. Von den beiden zu einem Punkt einer 
Drehflache gehorigen "Hauptkriimmungsmi.ttelpunkten" ist der eine 
Kriimmungsmittelpunkt des zugehorigen Meridians, der zweite liegt 
auf der Drehachse (Fig. 13). Letzteres kann man einsehen, wenn man 
bedenkt, daB die Normalenflache langs des Parallelkreises ein Dreh­
kegel ist, oder auch mit Hilfe des Satzes von MEUSNIER. 

Nehmen wir jetzt die Flache wieder als gegeben in allgemeinen 
Parametern an, so konnen wir die Differentialgleichung der Kriimmungs­
linien nach (47) wegen (5) und (14a) in der Form schreiben: 

(53) (~r .. ~ .. ) du2 + [(~! .. ~v) + (~!v ~,,)] du dv + (~rv ~v) dv2 = o. 
Da diese Gleichung zur Bestimmung von du : dv mit (45) identisch sein 

muB, muB ihre linke Seite bis auf einen 
Faktor A. mit der von (45) iibereinstimmep. 
Die Faktoren von du 2, du dv und dv 2 in 
(53) sind also bis auf einen gemeinsamen 
Faktor A. gleich den entsprechtnden in (45). 
So haben wir z.B. fUr die Faktoren von 
du 2 und dv 2 

(54) 
(~r .. ~ .. ) =A.(LF -ME), 

(~!,,~,,) = A. (MG - NF). 

Aus diesen Formeln konnen wir leicht den 
folgenden geometrischen Satz ableiten: Be­
trachten wirineinemFliichenpunktirgefl,d zwei 

6 in senkrechten Richtungen auslaufende Kur­
ven, so sind in ihm die geodiitischen W indungen 

Fig. 13. (vgl. § 34) a l und "2 der zu den Kurven gehO­
rigen Fliichenstreifen entgegengesetzt gleich. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar, wenn wir die beiden Kurven 
als u- und v-Kurven eines senkrechten Parameternetzes annehmen. 
Dann konnen wir F = 0 ansetzen und erhalten aus (54): 

(55) (h .. ~,.) _ (h. ~.) 
-E-- G 

Die Ausdriicke der beiden Briiche sind nach § 35 (25h aber gerade die 
geodatischen Windungen a l und a2 unserer beiden Kurven, denn 

fE du und (G dv 

sind nach (8) die Bogenelemente dSl und dS2 unserer beiden Kurven 
dv = 0 und du = o. Bezeichnen wir dann mit 

d~ dd~ (und entsprechend ddt, dd~) 
dsl ' sl s. s. 
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die Ableitungen der Vektoren ~ und ~ Hi.ngs un serer u-Kurve, (bzw. 
v-Kurve) nach der BogenHi.nge, so k6nnen wir wegen d~: dS l = h: {E 
usw. die Gleichung (55) in der Form schreiben: 

woraus nach § 35 (25h unsere Behauptung erwiesen ist. 

§ 47. Nabelpunkte l • 

Nach (46) versagt die Differentialgleichung der Kriimmungslinien 
immer dann, wenn die beiden Grundformen I, II sich nur urn einen 
von du: dv unabhangigen Faktor unterscheiden, wenn also nach (22) 
die Kriimmungen aller Normalschnitte durch den Flachenpunkt iiber­
einstimmen. Einen solchen Flachenpunkt nennt man N abel. Eine Ebene 
und eine Kugel bestehen offenbar nur aus Nabelpunkten. Hier lassen 
sich aile Kurven als Kriimmungslinien ansehen, was auch daraus her­
vorgeht, daB die Normalenflachen langs beliebiger Kurven auf diesen 
Flachen Zylinder oder Kegel, also Torsen sind. 

Es fragt sich, ob die Kugeln (mit EinschluB der Ebenen) durch die 
Eigenschaft, nut Nabelpunkte zu enthalten, gekennzeichnet sind. Gibt 
es auf der Fla,che Punkte mit endlichen Hauptkriimmungshalbmessern, 
so gilt, wenn aile Nabelpunkte sind, Rl = R2 = R (u, v) und, da jede 
Kurve auf der Flache Kriimmungslinie ist, so folgt aus (52) 

(56) 

Leitet man die erste Formel nach v, die zweite nach u ab, so- findet 
man durch Abziehen 

(57) + Rr R" 0 
-ji2 ~ .. - R2 ttl = . 

Wegen der linearen Unabhangigkeit von t .. und ttl gibt (57) R .. = R" = 0 
oder R = konst. und durch Integration von (56) erhalt man das Er­
gebnis ! = - R ~ + o. Das heiBt aber, die Flache t (u, v) ist tatsach­
lich eine Kugel mit dem Mittelpunkt 0 und dem Halbmesser R. 

1st hingegen 1: R identisch Null, so folgt aus (56) ~u = ~r = 0 
oder ~ = konst. Also durch Integration von ~d! = 0 die Gleichung 
einer Ebene ~t = konst. 

Damit ist gezeigt: 
Die Kugeln mit EinschlufJ der Ebenen sind die einzigen nur aus Nabeln 

bestehenden Fliichen. 

1 Vgl. zu diesem Abschnitt die Aufgabe 3 des § 60. 
Blaschke, Difrerentialgeometrie I. 4. Auf!. 7 
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§ 48. Satz von DUPIN iiber rechtwinklige FHichennetze. 
Die Ermittlung der Kriimmungslinien auf manehen Flaehen (z. B. 

auf den Flaehen zweiter Ordnung), also die Integration der Differential­
gleiehung (46) gelingt in besonderen Fallen mittels eines sehonen Satzes 
von CR. DUPIN. Wir denken uns die Koordinaten X k eines Punktes im 
Raum als Funktionen von drei Parametern c.argestellt: 

(58) xk = X k (u, V, w) , 

wofiir wir zur Abkiirzung wieder vektoriell 

~ = ~ (u, v, w) 

sehreiben werden. Dann nennt man u, v, w "krummlinige Koordi­
naten" im Raum, wenn die Gleiehungen (58) naeh den u, v, w lOsbar 
sind, d. h. wenn die Funktionaldeterminante der Xl' X 2 ' Xa naeh u, v, w 
nieht identiseh versehwindet. Wir wollen nun insbesondere annehmen, 
je zwei Flaehen u, v, w = konst. sollen sieh langs ihrer Schnittlinie 
senkreeht durehsehneiden. Dann bilden die drei Flaehenseharen ein 
rechtwinkliges FUichennetz eder, wie man aueh sagt, ein dreifaches Ortho­
gonalsystem. 

~ehmen wir z. B. Polarkoordinaten 

Xl = r sin {} cos ({! , 

x2 = r sin {} sin ({! , 

X3 = reos {}, 

so sind die Flaehen r = konst. konzentrische Kugeln, {} = konst. Dreh­
kegel und ({! = konst. Ebenen. Diese drei Flaehenscharen bilden ein 
reehtwinkliges Flaehennetz. Als Bedingungen dafiir bekommen wir 

(59) Xv Xw = 0, Xw Xu = 0, Xv 1; .. = 0, 

wo z. B. ~u den Vektor mit den Koordinaten 0 X k : 0 u bedeutet. Das 
quadrierte Bogenelement ds 2 = dx~ + dx~ + dx~ des Raumes nimmt 
bei einem dreifaehen Orthogonalsystem die Gestalt an: 

ds'J = ~~ du2 +~; dv2 + X;dw'J. 

Es gilt nun folgender Satz aus CR. DUPINS Hauptwerk: "Deve­
loppements de geometrie" (Paris 1813): 

Die Fliichen eines rechtwinkligen N etzes durchschneiden sich paar­
weise in Krummungslinien. 

Zum Beweise leiten wir die Gleiehungen (59) der Reihe naeh naeh 
U, 11, W abo Das gibt 

odt"f 

1;" v 1;". + 1;", u. 1;v =-= 0, 

1;vw1;" + 1;"v1;w = 0, 

1;lVU 1;v + 1;,·w 1;" = 0 

1;lU"~:V= O. 
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Da alle drei Vektoren !u' Iv und Iuv auf Iw senkrecht stehen, liegen 
sie in einer Ebene: 
(60) (Iuv Iu Iv) = O. 

Betrachten wir jetzt eine Flache w = konst., auf der die u, v GAGSZ­
sche Parameter bilden. Es ist IuIv = F = 0, und nach der Erkliirung 
(19) von M folgt aus (60) auch M = O. F = 0, M = 0 war aber kenn­
zeichnend fur Krummungslinien als Parameterlinien, w. z. b. w. 

Wir konnen diesem Nachweis un seres Satzes auch ein geometri­
sches Mantelchen umhangen. Von einem Punkt unseres dreifachen 
Orthogonalsystems laufen drei Kurven aus, in deren jeder sich zwei 
Flachen des Systems schneiden. Durch jede Kurve gehen dann- zwei 
Streifen, die zu den beiden Flachen gehoren, welche sich in der Kurve 
schneiden. Insgesamt laufen also von einem Punkt sechs zu unserem 
dreifachen Orthogonalsystem gehorige Streifen aus. Die beiden Streifen 
durch eine und dieselbe Kurve schneiden sich senkrecht, haben also 
nach dem am SchluB des § 36 bewiesenen Satze dieselbe geodatische 
Windung. Nennen wir die drei verschiedenen geodatischen Windungen, 
die an den Streifen der drei verschiedenen Kun'en auftreten, aI' a2 
und a3 , so liegen noch je zwei zu verschiedenen Kurven gehorige 
Streifen auf einer und derselben Flache. Da sie zu senkrechten Kun-en 
gehoren, so sind nach dem Ende des § 46 ihre geodatischen \Vin­
dungen entgegengesetzt gleich. Dreimal angewendet, liefert der Satz: 

a1 + a2 = 0, a2 + a3 = 0 , a3 + a1 = 0 , 

das heiJ3t, alle a verschwinden, somit sind nach § 35 aIle vorkommcn­
den Streifen Krummungsstreifen, was zu beweisen war. 

Ein nicht trivialcs Beispiel eines rechtwinkligen Flachennetzcs 
bilden die "konfokalen" Flachen zweiter Ordnung. Beschranken wir 
uns auf den Fall der Mittelpunktsflachen, so kann man die Flachen 
des Netzes mittels eines Parameters t in eine Gleichung zusammen­
fassen: 

(61) 

Es sei a1 > a2 > a3 > 0 und x/,;9= O. Gibt man die x k'> so erhii.lt 
man fUr t cine kubische Gleichung, von der man einsehen kann, daB 
sie nur reene Wurzeln hat. Denn linker Hand st<:'ht in (61) bei festell 
X/o eine Funktion ! (t), die an den Stellen aT< von - 00 nach + 00 

springt und im ubrigen stetig ist. Nach dem Satze von BOLZAXO iiher 
stctige Funktion<:'n muJ3 es also tatsachlich dr<:'i rcelIc Nullstdkll t" 
von t (t) - 1 geben, und zwar allf den folgenden Tcilstrecken: 

tl > a1 > t2 > a2 > t3 > a3 • 

Somit gehen durch jeden Raumpunkt (Xl.; 9= 0) drei reell<:, Fltidll'l1 
unseres Systems (61): ein Ellipsoid f1' ein einschalig<:'s Hyperbolid t2 

7* 
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und ein zweischaliges ta. Die tk sind an Stelle der lit, V, w als krumm­
linige Koordinaten verwendbar. Die Orthogonalitat sieht man so ein: 
Die Flachennormale an die Flache ti = konst. hat die Richtung 

Xl X 2 X3 

tf - a l ' If - a. · t f - as . 

Bilden wir das innere Produkt mit dem Normalenvektor der Flache tk • 

so erhalten wir 
~ ~ ~ 

(61 a) (tf _ al) (tl; - a l) + (tf - al) (tl; - al) + (t~-=- as) (tl; =a;) . 

Dieser Ausdruck ist aber Null; denn aus ! (t;) = 1. ! (tk) = 1 folgt 
! (ti) - ! (tk) = 0, was das Verschwinden von (61 a) ausdriickt. Darin 
ist die behauptete Orthogonalitat enthalten. 

Die Krumm-ungslinien der Fliichen zweiter Ordn-ung sind also im all­
gemeinen Ra-umk-urven vierler Ordn-ung, in denen sich ie zwei konfokale 
Fliichen durchdringen. 

§ 49. Die winkeltreuen Abbildungen des Raumes. 
Setzt man 

wo die Yk analytische Funktionen der X k mit nicht verschwindender 
Funktionaldeterminante sind, so erhalt man, wenn man die Xk und Yk 
als rechtwinklige Koordinaten zweier Punkte ! und t) deutet, eine 
"Abbildung" oder "Punkttransformation" des Raumes. Bleiben bei 
dieser Abbildung die Winkel erhalten, so nennt man die Abbildung 
"winkeltreu" oder (nach GAUSZ) "konform". Triviale Beispiele solcher 
winkeltreuer Abbildungen sind die Ahnlichkeiten. 

Ein nicht triviales Beispiel bildet die "Inversion" 

(62) 

Entsprechende Punkte liegen dabei auf demselben Halbstrahl durch 
den Ursprung. Das Produkt ihrer Er..tfernungen yom Ursprung ist Eins: 

(63) !2lJ2 = 1 • 

Die Einheitskugel (Inversionskugel) bleibt bei dieser Abbildung punkt­
weise fest (! = lJ). Der Ursprung wird ins Unendliche befordert. Die 
Abbildung ist "involutorisch", da die Beziehung der Punkte !, lJ sym­
metrisch ist, also die Abbildung! -lJ mit der inversen lJ _ 1; zusammen­
fallt. Man spricht daher auch von der "Spiegelung" an der Kugel !2 = 1. 
Eine Gleichung von der Form 

(64) Ao + A 1 )'1 + A 2 )'2 + Aa Y3 + A4lJ2 = 0 

behalt diese Gestalt: 

65) 
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d. h. die Gesamtheit der Kugeln und Ebenen geht bei der Inversion 
in dieselbe Gesamtheit iiber. Wir wollen im folgenden die Ebenen 
immer mit zu den Kugeln rechner.. 

Die Winkeltreue der Inversion kann entweder geometrisch aus der 
Invarianz der Kugeln oder wie im folgenden durch Rechnung erwiesen 
werden. Aus (6!Z) ergibt sich 

(66) 
d _~ld~-2(XdX)X 

t} - (Xl) I • 

(67) 
d~1 ds, 

dt}1I = (XI)I' dSt) = y. 
Sind ~ und 'Y} Einheitstangentenvektoren in entsprechenden 
entsprechender Kurven 

(68) t: = ~ 
.. ds, ' 

so folgt aus (66) und (67) 

(69) 
ll~-2(l~)X 

'Y}=--T----· 
l 

Punkten 

Fiir ein zweites Paar entsprechender Kurven durch dasselbe Punkte­
paar ~, t) ergibt sich ebenso 

(70) - ll~ - 2(X-~)X 
"1 = II 

und daraus 
(71) 

worin die Winkeltreue enthalten ist. 
Wir werden nun umgekehrt zeigen, daB aus der Winkeltreue die 

Invarianz der Kugeln folgt: 
Satz von LIOUVILLE. J ede winkeltreue riiumlicke A bbildung fukrl 

die Kf4geln wieder in Kugeln uber1• 

Zunachst folgt aus der Winkeltreue, daB ein rechtwinkliges Flli.chen­
netz bei konformer Abbildung wieder in ein solches iibergeht. Daraus 
schlieBen wir: 

Bei winkeltreuer A bbildung bleiben die Krummungslinien erhalten. 
Wir brauchen dazu nach DUPIN nur zu zeigen, daB jede Flache 

~ (u, v) in ein rechtwinkliges Flachennetz "eingebettet" werden kann. 
Wir nehmen die Kriimmungslinien auf der Flache als u, v-Kurven und 
setzen (~= Einheitsvektor der Flachennormalen) 
(72) ~=~(u,v)+w~(u,v), 

dann bilden die geradlinigen Flachen (Torsen) u, v = konsL und die 
"Patallelflachen" w = konst. zur urspriinglichen Flache (w = 0) ein 
solches Netz. Es ist namlich 

(73) 

1 J. LIOUVILLE: Note VI in MaNGES Application de l'_-\nalyse, S.609-616. 
Paris 1850. 
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oder nach OLI:\DE RODRIGUES (52) 

(74) - - J: 
~w -". 

Die drei Vektoren sind parallel zu tu' tv, ~, also tatsachlich paarweise 
senkrecht. Aus der Invarianz der Krlimmungslinien folgt aber nach 
§ 47 die behauptete Invarianz der Kugeln. 

Der damit bewiesene Satz von LIOUVILLE laBt sich auch so fassen: 
] ede winkeltreue A bbildung (die nicht iihnlich ist) liifJt sich durck eine 
A ufeinanderfolge einer Inversion und einer Ahnlickkeit vermitteln. 

Man zeigt dies etwa auf folgende Weise. Es sei t --+ t) eine vorgelegte 
winkeltreue Abbildung. Wir nehmen ein rechtwinkliges Flachennetz 
von Kugeln an, die durch einen Punkt to hindurchgehen und hier drei 
paarweise zueinander rechtwinklige Ebenen berlihren. Dieses Netz 
geht durch die vor,gelegte Abbildung in ein ganz entsprechend wieder 
aus Kugeln aufgebautes Netz durch den entsprechenden Punkt t)o 
liber. ]etzt nehmen wir zwei Inversionen, von denen die eine t --+ 1;* 

den Punkt to ins Unendlichc bef6rdert (~: = (0), die andere t) - t)* 
den Punkt t)o (t): = (0). Von der so entstehenden Abbildung ~* - t)* 
lal3t sich nun einsehen, daB sie eine Ahnlichkeit ist. Die beiden Kugel­
netze sind durch die Inversion in Ebenennetze (etwa xt = konst., 
yt = konst.) libergefiihrt worden. Die Abbildung ~* - t)* hat also eine 
analytische Darstellung von der getrennten Form 

yt = yZ (x;). 

Ferner ist die Abbildung t*·- t)*, die durch Zusammenfassung winkel­
treuer Abbildungen entstanden ist, selbst winkeltreu, fiihrt also die 
Kugelschar t*2 = konst. in die Kugeln t)*2 = konst. liber. Daraus 
schlieBt man aber leicht auf die Ahnlichkeit t)* = konst.· !*, womit 
die Behauptung erwiesen ist. 

Die eine der hier zum Beweis verwandten Inversionen kann man 
auch sparen, wenn man etwa to gleich im Unendlichen wahlt. 

§ 50. GAUSZ' spharisches Abbild einer Flache. 
Denken wir uns, wahrend ein Punkt t (u, v) eine krumme Flache 

beschreibt, den Einheitsvektor ~ (u, v) der zugehOrigen Flachennormalen 
vom Ursprung aus abgetragen, so ist der Endpunkt ~ dieses Vektors 
auf der Kugel ~2 = 1 beweglich. Die FHiche (t) ist so "durch parallele 
Normalen" auf die Einheitskugel (~) abgebildet. Man spricht vom 
spharischen Abbild nach GAUSZ. Wir wollen nun ahnlich, wie wir 
beim Tangentenbild einer krummen Linie das Verhalten entsprechen­
der Linienelemente festgestellt haben, jetzt beim "Normalenbild" er­
mitteln, wie sich entsprechende "Flachenelemente" von (t) und (~) 
verhalten. 
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Die Ober/tache l einer krummen Flache erklart man (zweiwertig) 
durch das Doppelintegral 

(75) II ("[u du, !v dv, ;) = II W dudt'o 

Das "Flachenelement" 
(76) 

stellt man sich am einfachsten vor als "unendlich kleines Parallelo­
gramm" zwischen den Vektoren "[ud~t, "[,.dl'. Man kann leicht ein­
sehen, daB die Erklarung (76) von der Parameterwahl unabhangig ist. 
Sind namlich U, t' neue Parameter, so wird 

(77) 
II ('cr;) dudv = II (r u- + r v, r 1(" +"[ '1',;) dudv eu ev e u u e v u eu v ·V v 

= II (! ! ;) (u-v- - u-v-) dudv = II (! "[ ;) dudv u v u v v u u v 

nach der bekannten Formel fUr die Einfiihrung neuer Veranderlicher 
in ein Doppelintegral. 

Das entsprechende Oberflachenelemcnt der Einheitskugel ist 

(78) 

Nehmen wir als Parameterlinien etwa die Kriimmungslinien und setzen 
"[udu = dl!' !vdv = d2! und nach OLINDE I~ODRIGUES (§ 46 (52)) 

so wird 
(79) 

Wir haben dam it 

(80) 

do = Rl R2 (dl ;, d2~'~) 

= Rl R2 dOl. 

gefunden: 

I dw =_l_=K I 
do RIR2 • 

Das GAuszsche KriimmungsmaB ist also gleich dem Quotientel1 
entsprechender Flachenelemente von (~) und (!). Man kann hier 
wieder eine Bemerkung tiber das Vorzeichen machen. do und dOl 
haben einzeln willkiirliches Zeichen, da wir aber in der Erklarung (76), 
(78) dieser Flachenelemente beidemal denselben Normalenvektor ~ ver­
wendet haben, so sind diese Zeichen so aneinander gebunden, daB 
dw:do> 0 oder <0 ist, je nachdem die Vektoren ~udu, ~vdv, ~ 
eben so aufeinander folgen wie die Vektoren ! ... dtt, !vdv, ~ oder niclit, 
je nachdem also -las spharische Abbild "gleichsinnig" oder "gegen-
sinnig" ist. 

1 Eine geometrische Erklarung der "OberfHl.che" entsprcchend der der Bogen­
lange in § I findet man etwa bei H. BOHR und J. :\IOLLERUP, l'IIathematisk .-lna­
lyse II. S. 366. Kopenhagen 1921. 
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Man fiihrt 

(81) I d~2 = e d1,2 + 21 dudv + gdv2 = III I 
(82) I e = ~~, 1 = ~ .. ~ 1) , g = ~~ I 
gelegentlich als dritte Grundlarm ein. Die quadratischen Formen I, II, 
III sind aber linear abhangig. Aus den Fortschreitungen langs der 
Hauptrichtungen kann man jede andere Fortschreitungsrichtung auf 
un sere Flache linear kombinieren: 

d ~ = d1 ~ + d2 ~ , 

d ~ = d1 ~ + d2 ~ = _ (dl ~ + d2 ~) • 
RI R2 

(83) 

Danach wird 
I = + d 1;2 = d1 1;2 + d2 ~2 , 

.J d t d l ~2 I d 2 ~2 
(84) II = - 't?; ;> = -k-; --, -R-;' , 

III = 'd~2 = dl~~ + d2~~ 
--, Ri R~ • 

Wirft man aus den drei Gleichungen dl~2, d21;2 heraus, so folgt 

III ! 

(85) II 
RI R2 =0 

III 
1 1 

Ri R~ 
oder 

(86) IKI-2HII+III=0, I 
wenn mit H wieder die mittlere Kriimmung (31) bezeichnet wird. In 
(86) ist die behauptete lineare Abhangigkeit enthalten. Ausfiihrlich 
schreibt sich diese Beziehung der drei Grundformen: 

KE-2HL +e=O, 

(87) KF-2HM+I=0, 

KG-2HN +g=O. 

§ 51. Normalensysteme. 
Es sei 1; (u, v) eine Flache. Durer. jeden Punkt ~ der Flache legen 

wir eine Gerade, deren Richtung durch den Einheitsvektor 1j (u, v) ge­
geben sei, also in Parameterdarstellung 

(88) 

Wann gibt es zu diesem System von Geraden, d~s von zwei Parametern 
u, v abhangt, eine orthogonale Flache; wann bilden also diese Ge-
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raden das System der Normalen einer Flache? Es sei in (88) t) Cu, v) 
diese orthogonale Flache. Dann brauchen wir nur w (u, v) so zu be­
stimmen, daB 1J' d 1) = 0 wird. Es ist 

(89) dt) = (~u + w1Ju) du + (~tl + w1Jtl) dv + 1J dw , 

Also gibt 1J ·dl.) = 0 die Bedingung, daB 

(90) - dw = ~u 1J du + ~tl1Jdv 
ein vollstandiges Differential ist (man beachte, daB 1J2 = 1 und daher 
1J1Ju + rJ1Jtl = 0). Somit folgt 

(91) (~u 1J)tl = (~tl1J)u 
oder 
(92) ~u 1Jtl - ~tl 1Ju = 0 1 

als notwendige und hinreichende Bedingung fUr ein Normalensystem. 
Nehmen wir rechtwinklige Parameterlinien auf unsrer Flache, und 

zwar insbesondere so, daB 
(93) ~u 1J = 0 

wird, so liegen die drei Vektoren e, 1J, ~tl in einer Ebene, der "Einfalls­
ebene" von 1J. Unter der Annahme (93) nimmt unsere Bedingung fUr 
das Normalensystem (91) die Form an: 

(94) 

Bezeichnet man den "Einfallswinkel", d. h. den Winkel des Vektors 
1J mit dem Normalenvektor e, durch lfJ, so wird 

sin lfJ = (~I11J): l' ~~ 
und es kann die Bedingung (94) fUr ein Normalensystem auch so ge­
schrieben werden: 
(95) 

Verandert man daher die Lage des Strahls in seiner Einfallsebene, so 
daB an Stelle von lfJ (nach dem Brechungsgesetz) der Winkel ip vermoge 
der Gleichung 
(96) sin ip = n sin lfJ, n = konst. 

tritt, so gilt wiederum 

(97) (~sin ip)u = n (ii!. sin lfJ)" = 0, 

d. h. die gebrochenen Strahlen bilden wieder ein Normalensystem. Da­
mit ist der Satz von MALUS und DUPIN bewiesen: 

Werden die Strahlen eines N ormalensystems an einer Plache nack 
dem Gesetz (96) von SNELLIUS gebrochen, so bilden auch die gebrochenen 
Strahlen ein Normalensystem. 

1 Fiir ; = 1] ist das eine schon friiher hergeleitete Formel § 42 (18). 
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Nebenbei: Seine cigcntliche QueUe hat dieser Satz allerdings nicht 
in der hier durchgefiihrten Rechnung, sondern in dem Prinzip von 
HUYGHENS. Die Spiegelung (n = - 1) ist unter Brechung mit enthalten. 

Auf die aus der Optik stammende Theorie der Strahlensysteme 
werden wir im 9. Kapitel ein wenig eingehen. 

§ 52. Schmiegtangentenkurven. 
Die Linien auf einer FHi.che, langs derer die zweite quadratische 

Grundform verschwindet, 
(98) L du2 + 2M d1t dv + N d'/}2 = 0 

nennt man "Asymptotenlinien" oder auch "Schmiegtangentenkurven" 
der FHi.che. Die Tangenten an die Asymptotenlinien sind die Asymp­
toten oder Schmiegtangenten der Flache. Der Normalschnitt durch 
eine solche Tangente hat dort einen Wendepunkt. Man spricht deshalb 
auch von "W endelinien" der Flache. Die Differentialgleichung (98) lafit 
sich nach (19) ausfiihrlich so schreiben: 

(99) ("~uud1t2 + 2~ut.dudv + l;vv dv2 , l;u' ~v) = O. 

1st die Flache hyperbolisch gekriimmt (K < 0, LN - M2 < 0), so 
gehen durch jeden Flachenpunkt zwei reelle Asymptotenlinien hin­
durch. Die Tangenten an sie fallen mit den Asymptoten der Indikatrix 
von DUPIN (vgl. § 43 (25)) zusammen, liegen also symmetrisch beziiglich 
der Hauptrichtungen der Flache, die mit den Achsen der Indikatrix 
zusammenfallen. In parabolischen Flachenpunkten (LN - M2 = 0) 
gibt es, wenn II nicht identisch verschwindet, nur eine Asymptotenrich­
tung. 1m elliptischen Fall (K> 0, LN - M2 > 0) werden die Schmieg­
tangentenlinien imaginar. 

Da nach § 42 (13) (15) (16) fi.ir die Normalkriimmung b eines Flachen­
streifens gilt b = - II: I, folgt, daG die Streifen langs unserer Asymp­
totenlinien identisch sind mit den im § 35 erklarten Schmiegstreifen 
auf unserer Flache. Demnach konnen wir die folgende mehr geometrisch­
anschauliche Erklarung der Schmiegtangentenlinien geben: 

Die Asymptotenlinien einer Flache sind die Kurven aut der Flache. 
deren Schmiegebenen gleichzeitig Tangentenebenen der Flache sind. 

In innigem Zusammenhang mit der Erklarung der Asymptoten­
richtungen steht die der "konjugierten" Richtungen. Zwei Richtungen, 
du: dv und (ju: (jv auf der Flache in einem Flachenpunkt u, v nennt 
man konjugiert, wenn sie durch die Schmiegtangenten in dem­
selben Punkt harmonisch getrennt werden. Es muG dann die "Polaren­
bildung" der zweiten Grundform, namlich 

(101) LduOu + M (duov + dvou) + N dvov = 0 

verschwinden. Diese Beziehung (101) behalt auch fi.ir K > 0 ihre reelle 
Bedeutung. 
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Nach (101) sind die Parameterlinien (du, dv = 0; !5u = 0, !5v) 
konjugiert, wenn M = 0 ist. Die Kriimmungslinien bilden also ein 
Kurvennetz, das gleichzeitig orthogonal (F = 0) und konjugiert ist 
(M = 0). 

Aus der geometrischen Deutung der Asymptotenlinien kann man 
leicht den SchluB ziehen, daB diese Kurven mit der FHi.che nicht nur 
gegeniiber Bewegungen, sondern gegeniiber Kollineationen und Korrela­
tionen invariant verbunden sind, eine Tatsache, auf die wir spater noch zu­
riickkommen werden. Entsprechendes gilt fUr konjugierte Richtungen. 

Auf die geometrische Deutung der konjugierten Richtungen und 
ihren Zusammenha!lg mit den im § 34 erklarten konjugierten Tan­
genten eines Flacr.enstreifens kommen wir bald zu sprechen (§ 54). 

Der Satz von MEUSNIER § 43 ist fUr die ebenen Schnitte einer 
Flache durch eine Schmiegtangente so abzuandern: Diese ebenen 
Schnitte haben im Beriihrungspunkt der Schmiegtangente notwendig 
aIle Wendepunkte mit Ausnahme des Schnitts der Flache mit ihrer 
Tangentenebene an der 'betrachteten Stelle. Vgl. § 60, Aufgabe 8. 

§ 53. Schmiegtangentenlinien auf geradlinigen Flachen. 
Die Ermittlung der Asymptotenlinien vereinfacht sich ein wenig fUr 

die Flachen, die von einer Schar geradliniger "Erzeugenden" bedeckt 
werden, also fUr die geradlinigen Flachen. Man kann eine solche Flache 
stets so darstellen 
(102) ! = tl(v) + o(v).u, 

wobei etwa 32 = 1 gewahlt werden kann. Es folgt: 

(103) !u = 0' !" = tlv + ov u; 
(104) !uu = 0, !uv = 0", !vv = l:)vv + ov"U 
und somit fUr die Asymptotenlinien nach (99) 

(20v dudv + (tl"v + ovv U )dv2 , 0' tl" + o"u) = 0 
oder 
(105) dv·{2(0"olJ,,)du+(tlv,,+Ovv U ,0, tl,,+ovu)dv} =0. 

Das Verschwinden des ersten Faktors (dv = 0) ergibt die Schar der 
geradlinigen Erzeugenden. 

Der Klammerausdruck gleich Null gesetzt, ergibt eine zweite, die 
Flache einfach bedeckende Schar von Asymptotenlinien. 1st 

(106) (0" 0 tl,,) =1= 0, 

so hat die entstehende Differentialgleichung die Form 
du 

(107) Tv = Pu2 + 2Qu + R, 

wo P, Q und R nur von v abhangen. Man pflegt eine solche Differential­
gleichung nach dem italienischen Geometer J. RICCATI zu benennen. 
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Aus der Form dieser Gleichung kann man leicht ablesen, daB vier 
Losungen Uk (v); k = 1, 2, 3, 4 festes, d. h. von v unabhangiges Doppel­
verh1i.ltnis besitzen: 

(108) 

Dazu braucht man nur zu zeigen, daB 

(109) 

verschwindet. In der Tat erhalt man unter Benutzung der Glei­
chung (107) z. B. 

Daraus folgt die Richtigkeit von (109). 
Geometrisch bedeutet unser Ergebnis, daB die neue Schar von Schmieg­

tangentenlinien die alte Schar, also die geradlinigen Erzeugenden, 
nach festen Doppelverh1i.ltnissen durchsetzt. Sind beide Scharen von 
Schmiegtangentenlinien geradlinig, so erh1i.lt man geradlinige Flachen 
zweiter Ordnung, deren Eigenschaften man hier bestatigt findet. 

Es bleibt noch der ausgeschlossene Sonderfall zu beriicksich-
tigen, daB 
(110) 

identisch verschwindet. Wir unterscheiden zwei Unterfalle: 
1. 3" und 3 sind linear abhangig: 3" = A.. 3· Wegen52 = 1, 53" = 0 

folgt dann durch skalare Multiplikation mit 3,daB A. = 0, also 3 = konst. 
ist. Nach (102) haben wir somit eine allgemeine Zylinderfliiche. 

2. Es sind 3" und 3 nicht linear abhangig. Dann folgt aus (110) eine 
Darstellung 

(Ill) iJ" = ex (v) . 3 + ,8 (v) 3". 
Set zen wir nun 
(112) ~ (v) = t) - ,8 3 . 

so ist t), falls nur ij" nicht identisch verschwindet, eine Kurve auf der 
Flache (102). Schlie Ben wir diesen Fall zunachst aus, so haben wir 
nach (112), wenn wir (Ill) verwenden: 

(113) t)" = (ex - ,8v) 3 mit ex - ,8" + o. 
Statt (102) konnen wir nach (112) und (113) dann schreiben, wenn wir 
t) und 3 durch t) und tj" ausdriicken: 

- __ . - p+u 
! = t) + U t)" mlt u = --p-. 

0( - • 

Daraus geht hervor, daB unsere geradlinige Flache die T angentenfliiche 
einer Kurve, namlich tj (v) ist. In dem Ausnahmefall tj" = 0 haben wir 
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nach (113) oc = {J'I}' In diesem Fall gehen aIle Erzeugenden v = konst. 
unserer Flache durch den Punkt 

i = 1) - 3· (J(v) , 
der wegen 

im Raurne fest ist, und der sich auf jeder fUr u = - (J ergibt, hindurch. 
Wir haben also einen Kegel. 

AIle in 1. und 2. vorkommenden speziellen Fane von Flachen haben 
wir im § 3 als Torsen bezeichnet. Wir finden somit: Die Bedingung (110) 
kennzeichnet unter den geradlinigen Flachen die T orsen. 

Die Gleichung (103) ergab: 

Diese Vektoren liegen fUr alle u in einer Ebene, wenn nach (110) 
3, 1)" und 3'1} in einer Ebene liegen. Die Bedingung (110) bedeutet also, 
daB beim Fortschreiten langs einer Erzeugenden un serer Flache die 
Tangentenebene der Flache sich nicht urn die Erzeugende dreht, son­
dem fest bleibt. Wir haben also gezeigt: 

Eine Torse wird langs jeder Erzeugenden von einer festen Ebene 
beriihrt und die Torsen sind die einzigen geradlinigen Flachen mit 
dieser Eigenschaft. Somit konnen wir jetzt nachtraglich die Torsen 
auch so erklaren: 

Eine geradlinige Flache, die langs jeder Erzeugenden von einer testen 
Ebene beriihrt wird, sol! eine "Torse" heiflen. 

Die durch (102) und (106) gekennzeichneten allgemeineren geradlinigen 
Flachen nennt man "windschief". 

§ 54. Konjugierte Netze. 
Die konjugierten Richtungen auf einer Flache lassen folgende geo­

metrische Deutung zu. Gehen wir von einer Flachenkurve aus, und 
betrachten wir die Torse, die von den Tangentenebenen der Flache 
in den Punkten def Kurve umhilllt wird! Die Erzeugenden dieser, der 
Flache langs unsrer Kurve umschriebenen Torse sind zu den Tangenten 
der Kurve konjugiert. Das konnen wir etwa so einsehen. Ist 1) ein in der 
Tangentenebene beweglicher Punkt, ! der Beriihrungspunkt und ~ 
der Vektor der Flachennormalen in !, so ist die Gleichung der Tan­
gentenebene 

Schreiten wir langs unserer Flachenkurve fort, so ergibt sich nach der 
SchluBweise am Ende von § 6 fUr die Einhiillende dieser Tangenten­
ebenen die zweite Gleichung 

- d!· ~ + (1) - ~) d ~ = 0, 
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oder, da das erste Glied wegfallt, - wenn man noch 11 - ! = 151; setzt-

(114) 

Ausfiihr lich geschrieben nach (19) 

(!,. bu + 1;v bv). (~,. du + ~v dv) 

= - {L du bu + M (du bv + dv bu) + N dv bv} = O. 

Das ist genau unsere Bedingung (101) fUr konjugierte Richtungen. Auf 
Grund der geometrischen Erklarung der konjugierten Richtungen sehen 
wir, daB die zu den Tangentenrichtungen einer Flachenkurve konjugier­
ten Richtungen mit den Richtungen der konjugierten Tangenten des zur 
Kurve gehorigen Streifens identisch sind, die wir im § 34 erklart haben. 

Diese Konstruktion konjugierter Richtungen gestattet, auf jeder 
Flache ein Netz konjugierter Kurven herzustellen. Es laBt sich nam­
lich die Beziehung zwischen Parallelkreisen und Meridianen so ver­
allgemeinern: Die Beriihrungslinien aller Kegel, die einer Flache um­
schrieben sind, und deren Spitzen auf einer Geraden liegen, bilden zu­
sammen mit den Schnittlinien der Flache mit den Ebenen durch die­
selbe Gerade ein konjugiertes Netz auf der Flache. 

Dafiir, daB die Parameterlinien ein konjugiertes Netz bilden, hatten 
wir die Bedingung M = 0 oder 

(115) 

in § 52 abgeleitet. Diese letzte Bedingung (115) ist sicher erfiillt, wenn 
!uv = 0 ist, wenn also 1; die Gestalt hat 

(116) 

Solche Flachen, die besonders von S. LIE studiert worden sind, nennt 
man "Schiebfliichen" 1 oder "Translationsfliichen", da sie durch Parallel­
verschiebung einerseits der Kurve 1; = I) (u), andererseits der Kurve 
:x; = () (v) erzeugt werden k6nnen. Auch die Sehnenmittenflache einer 
Raumkurve 
(117) :x;=~{t)(u)+t)(v)} 

geh6rt zu den Schiebflachen. 

§ 55. Ableitungsformeln von WEINGARTEN. 

Will man einen tieferen Einblick in die Flachentheorie gewinnen, 
so muB man, den Formeln FRENETS in der Kurventheorie und den 
Formeln des § 33 fiir die Streifen entsprechend, invariante Grund­
vektoren einfUhren und die Ableitungen dieser Grundvektoren selbst 
linear kombinieren. In der Flachentheorie im Kleinen handelt es sich 

1 Vgl. iiber (liese FHi.ehen auch den Band II dieses Lehrbuchs, §§ 37, 68, 85 bis 88. 
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ja urn die Bestimmung der Invarianten der zu eir.er und derselben 
FHichenstelle gehorigen Vektoren 

(lI8) 

Man hat wieder nach den allgemeinen Vorschriften der §§ 3 und 4 zu 
verfahren. Wie im § 8 (vgl. Formel (52) und (53)) schlieJ3t man hier, 
daJ3 der Vektor des Punktes 1; selbst fUr die Bildung von Invarianten 
nicht in Frage kommt. Dem Verfahren bei den Kurven ent­
sprechend (vgl. § 8 Schlu13) wahlen wir, nun nicht die drei niedrigsten 
linear unabhangigen der in (118) auf! folgenden Vektoren als,Grund­
vektoren, sondern wir fUgen den Vektor ~ der Flachennnormalen hinzu, 
der sich ja nach (9) aus den Vektoren (118) berechnen la13t, und nehmen 
~u,' !v und ~ als Grundvektoren. Diese Vektoren bilden zwar bei Vor­
aussetzung ganz allgemeiner Flachenparameter kein rechtwinkliges Drei­
bein von Einheitsvektoren, aber ~ ist wenigstens ein zu !u und !. recht­
winkliger Einheitsvektor, und schon das bringt gegenuber der Beschran­
kung auf die Vektoren (118) wesentliche rechnerische Vereinfachungen 
mit sich. Da ~ aus den Vektoren (118) bestirhmbar, ist das Problem der 
Bestimmung der Invarianten aus den in (118) auf ~ folgenden Vektoren 
gleichwertig mit dem Problem der Bestimmung der Invarianten der 
Vektoren 

(119) ~u' !,,'~, !uu' ~UV' !VV' ~11' ~V' ~uuu'···, ~uu,··· 

usw. bis zu beliebig hohen Ableitungsordnungen. Wir haben dann die 
Ableitungen der Grundvektoren !,., !v und ~, also ~uu, !!tV und !vv, ~u 
und ~v aus !u, !" und ~ selbst linear zu kombinieren. Mittels dieser Ab­
leitungsgleichungen kann man dann ahnlich wie bei den Kurven leicht 
auch beliebig hohe Ableitungen der Grundvektoren linear kombinieren. 
In den SkalaTprodukten der Grundvekto:-en und den Koeffizienten der 
Linearkombinationen hat man dann nach den §§ 3 und 4 das System un­
abhangigeT Invarianten der Vektoren (119) gegenuber den Substitutionen 
§ 8 (52) der kongruenten Abbildungen des Raumes gefunden. 

Damit erhalten wiT aber noch nicht die absoluten Invarianten un­
serer Flache. Denn einen Funkt haben wir noch ganz iibersehen: Die 
Ttansformationen 

(119a) u = u(u*, v*), v= v (u*, v*) 

der Parameter, mittels derer die Flache dargestellt wird, wo U (u*, v*) 
und v (u*, v*) im we sent lichen willkurliche Funktionen ihrer ATgumente 
sein konnen. Wenn WiT in der DaTstellung ! (u, v) die 1t und v nach 
(lI9a) durch die It* und v* ersetzen, so erhalten wir eine neue Dar­
stellung !* (u*, v*) derselben Flache in neuen Parametern. Invariantcn 
der Flache werden nur solche Ausdrucke in den Funktionen ! (u, v) sein, 
deren zahlenmal3iger Wert sich bei einer Parametersubstitution nicht 
andert, die sich also durch die !* (u*, v*) formal genau so ausdrucken, 
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wie durch die! (u, v). Wir haben also aus den mittels der Ableitungs­
gleichungen errnittelten Invarianten gegeniiber den kongruenten Ab­
bildungen des Raumes noch solche Kombinationen zu bilden, die auch 
noch pararneterinvariant sind. Erst dann bekommen wir absolute In­
varianten unserer Flache. Wir wollen in diesem Kapitel nun nur den 
ersten Schritt, den der Bildung der Invarianten gcgeniiber den kon­
gruenten Abbildungen erledigen, und die systematische Bildung von 
Parameterinvarianten erst im Kapitel 5 vollziehen. 

Wir wollen mit der Aufstellung der Ableitungsgleichungen den Anfang 
machen, indem wir zunachst $ .. und ~t1 aus X .. , tv und ~linear kombinieren. 

Aus ~2= 1 folgt 

also haben wir 
~ .. = a! .. + b !v' 

~,,= q .. +d!~. 

Multipliziert man skalar mit ! .. , !11' so folgt nach (19) 

- L = :lE+bF, -M=cE+dF, 

-M=aF+bG, -N=cF+dG. 

Berechnet man daraus a, b, c, d, so erhalt man durch Einsetzen der 
gefundenen Werte in die vorhergehenden Formeln die gewiinschten 
Gleichungen, die von J. WEINGARTEN (1861) angegeben worden sind, 

I: = (FM - GL)! .. + (FL - EM)!. 
.... EG - F2 ' 

(120) 
~ = (F N - G 111) !u + (F M - EN) !. 

v EG- F2 

Hieraus kann man leicht einige Schliisse ziehen; z. B. kann man 
neuerdings die Formel (86) von § 50 bestatigen. Ferner sieht man jetzt 
leicht ein: Sind aut einer Flache alle Kurven Schmiegtangentenlinien, 
so ist die Flache eben. 

Aus (98) L = M = N = 0 folgt namlich wegen (120) ~ .. = ~v = 0 
oder ~ = konst.; d!· ~ = 0 ergibt durch Integration t ~ + konst. = 0, 
also wirklich die Gleichung einer Ebene. 

Ferner: Die Torsen sind die einzigen Flachen mit lauter Punkten 
parabolischer Kriimmung (K = 0). 

1st narnlich LN - M2 = 0, so wird die Differentialgleichung der 
Asymptotenlinien (98) 

( ,- r-)2 II= lL·du+1N.dv =0, 
wo 

(121) 

ist. Es gibt also nur eine Schar von Asymptotenlinien, die die Flache 
schlicht iiberdeckt (wenn wir den Fall des identischen Verschwindens 
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von II jetzt ausschlieBen.) Wahlen wir diese Kurven als Parameter­
linien v = konst., so wird L = M = 0 und nach WEINGARTEN ~u = O. 
Somit ist 
(122) tu ~ = (t ~),. = 0 
oder 
(123) 

Die Ableitung nach v ergibt 

(124) 

Also ist unsre FHiche die Einhiillende der Ebenenschar (123), d. h. 
wirklich eine Torse. Umgekehrt kann man fiir eine Torse, etwa nach 
(105), immer L = M = 0 erreichen. Somit sind die Torsen durch die 
Identitat K = 0 gekennzeichnet. 

§ 56. Satz von BELTRAMI und ENNEPER "tiber 
die Windung der Asymptotenlinien. 

Da die Schmiegebenen einer Asymptotenlinie auf einer Flache mit 
den Tangentenebenen der Flache iibereinstimmen, fallen die Binor­
malen der K;urve mit den Flachennormalen zusammen (~3 = ~) .. Des­
halb laBt sich die Windung einer Asymptotenlinie leicht berechnen: 

(125) 

Nach § 50 (86) war 
KI - 2H II + III = O. 

Da langs einer Asymptotenlinie II = 0 ist, so folgt 

(126) 

Diesen Zusammenhang zwischen der Windung der Asymptotenlinien 
und dem GAuszischen KriimmungsmaB der Flache haben E. BELTRAMIl 
(1866) und A. ENNEPER (1870) angegeben. Auf geradlinige Asymptoten­
linien ist die Formel nicht ohne weiteres anwendbar. 

"Ober das Vorzeichen der Windung laBt sich durch eine genauere 
Untersuchung feststellen, daB die Windungen der beiden durch einen 
Flachenpunkt gehenden Asymptotenlinien entgegengesetztes Vorzeichen 
haben. Das kann man so einsehen: Nach § 34 (24) ist die Windung 1: T 

der Kurve eines Schmiegstreifens (b = 0), d. h. einer Asymptotenlinie 
gleich der geodatischen Windung a des Strei+·-::ns. 1st die FHichc auf 
Asymptotenlinien bezogen, so ist die geodatische Windung a1 des Strei­
fens der u-Kurve aber durch 

1 II: I: I a1 = E ." t,. ~u. 

1 E. BELTRAMI: Opere mathernatiche I, S. 301. 1902. 
Blaschke. Differentialgeometrie I. 4. Aufl. 8 
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gegeben. Das folgt aus § 35 (25h, wenn man bedenkt, daB die dortigen 
Vektoren t und ~' hier gleich t .. : (it und ~u: {Ii zu ersetzen sind. 
Analog erhaIt man fUr die geodatische Windung des v-Streifens 

I 
a2 = G 1 ~ tv ~v I· 

Ersetzt man nun unter der Annahme L = N = 0 die Vektoren ~ .. und 
~v in den Determinanten nach (120) durch die Grundvektoren, so er­
gibt sich 

-M 
a1 = - az = KG~F21 ~ tu!:v I, 

woraus die Behauptung folgt. 

§ 57. Die Ableitungsformeln von GAUSZ. 

In § 55 hatten wir begonnen, das fHi.chentheoretische Gegenstiick 
der Kurvenformeln von FRENET abzuleiten. Damit wollen wir jetzt 
fortfahren. Es mu13 sich z. B. ru .. in der Form darstellen lassen: 

(127) !:Ull = A tu + B tv + C~. 
Es bleiben die Faktoren A, B, C zu berechnen. Aus tu ~ = 0 folgt 
durch Ableitung nach 1t zunachst wegen (19) 

(128) 

Multipliziert man (127) skalar mit tu und tv' so erhalt man unter Ver­
wendung von § 45 (35) und (39) fUr A und B die beiden Gleichungen: 

(129) 

(130) 
Daraus ist 

(131) 

(132) 

~Eu=AE+BF, 

Fu -~Ev = AF + BG. 

A = GE,!~2FFu+FE. 
2W2 • 

B _ -FEu + 2EFu - EE. - ----2W2-----. 

Fahrt man so fort, so erhalt man schlieBlich das Formelsystem, durch 
das sich tu .. , !:uv' tvv aus t .. , tv. ~ aufbauen. In diesem GAuszischen 
Formelsystem wollen wir die Faktocen gleich in der etwas verwickel­
ten, von CHRISTOFFEL herriihrenden Bezeichnung schreiben: 

_{II) {II}. 
J;u U - I J J;u + 2 1;v + L ~ , 

(133) _{I21 {I2} t .. v - I J tu + 2 !:v + M ~. 

_{221 {22} 
J;V1J - I JJ;u + 2 rv+N~. 
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In diesen Ableitungsformeln von GAUSZ haben die "Dreizeigersymbole" 
CHRISTOFFEl.S folgende Werte: 

{ I Il_+GE,,-2FFu+FE. Ill\_-FEu+2EFu-EE. 
1 J - 211"2 ' 1 2 J - 2 W 2 , 

(134) {12t_ GE.-FG" f121_ EG,,-FE. 
\ 1 J - 2 IP 1 2 J - 2 W2 

{ 2 2t= -FG.+2GFv -GG" f221=_±!'G.-2FF"+FG,, 
1 J 21P , I 2 J 2 W2 • 

Wir wollen die Formeln (133) auf die Einheitskugel selbst anwenden, 
indem wir ~ an Stelle von ! treten lassen und fUr ~ wieder ~ setzen 
(§ 41 (12)). Dann tritt an die Stelle von 

1= d!2 und II = - d!.d~ 
entsprechend 

III = d~2 und - III = - d~2 

und die Formeln (133) gehen uber in 

;: _flIt t+[111 I: J: 
"uu -) 1 J '>u I 2 J '>v - e" , t III ' III 

(135) I: _{12} t +{l 2} t _II: 
"uv- 1 '>u 2 '>v '" 

III III 

~ (22) f22} 
~vv=l I J' ~u+) 2 ~v-g~· 

t III t /11 

Hier sind die Dreizeigersymbole bezuglich der dritten Grundform (81) 
zu berechnen, so daB z. B. 

Jl2} Ige.-fgu 
1 1 m= 2 c g - tt 

bedeutet. 

§ 58. Grundformeln von GAUSZ und CODAZZI1. 
In den Gleichungen (120) und (133) zusammen haben wir das voll­

standige System der Ableitungsgleichungen fur unsere Flachentheorie 
zusammengestellt. Durch Differenzieren k6nnen wir aus diesen Glei­
chungen auch beliebig hohe Ableitungen der ! .. , !v, ~ als Linearkombi­
nation der Grundvektoren darstellen. Die Koeffizienten drucken sich 
dann jedesmal durch die Koeffizienten der Gleichungen (120), (133) 
und ihre Ableitungen aus. Das vollstandige System der Invarianten 
gegenuber den kongruenten Abbildungen des Raumes ist also durch 
die Skalarprodukte der Grundvektoren - diese sind aber, soweit sie 
nicht 0 oder 1 sind, gleich E, F, G - und die in (120), (133) auftreten­
den Koeffizienten sowie deren Ableitungen gegeben. Aus E, F, G und 

1 Eine einfache Herleitung der CODAZZI schen Gleichungen findet sich bei 
A. Voss: Sitzgsber. bayr. Akad. 1927, H. I, S.1. 

8* 
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den Koeffizienten von (120) (133) lassen sich aber L, 1'vl. und N berechnen, 
und umgekehrt aus E, F, G, L, M, N wieder die Koeffizienten in (120), 
(133). Somit ist das vollstandige System der Invarianten gegeniiber 
den kongruenten Abbildungen durch die E, F, G, L, M, N und ihre 
Ablcitungen gegeben. Aus diesen sechs Koeffizienten der Grundformen 
I und II und ihren Ableitungen werden sich dann weiter aIle absoluten 
Invarianten der Flache als die aus ihnen kombinierbaren Parameter­
invarianten berechnen lassen. (Vgl. Kapitel 5.) 

In (120) und (133) haben wir bei gegebenen E, F, G, L, M, N ein 
System partieller linearer Differentialgleichungen fUr die sechs Funk­
tionen t. (u, v), ~ (u, v). 

Damit dies System 16sbar sei, miissen die Integrierbarkeitsbedin­
gungen 

(136) t.uuv = t.uvu, !uvv = !vvu' 

bestehen. Daraus ergibt sich , daB die Funktionen E, F, G, L, M, N 
nicht willkiirlich wahlbar sind, sondern wir werden gleich sehen, daB 
zwischen ihnen drei Bedingungen bestehen miissen, damit das System 
(120), (133) integrierbar wird und damit es eine zugehOrige Flachq (u, v) 
gibt. Diese drei Bedingungen, die I ntegrierbarkeitsbedingungen ! der A b­
leitungsgleichungen vervollstandigen dann das System der Grun~formeln 
der Flachentheorie. ' 

Differenzieren wir (133h nach v und (133)2 nach u und driicken wir 
die in den sich ergebenden Formeln auftretenden ersten Ableitungen 
der Grundvektoren nach (120), (133) wieder durch diese selbst aus, so 
erhalten wir fUr t.uuv - t-uyu eine Linearkombination der t.u, !1I' ~: 

h"" - !,,"" = 1X1!" + fJ1!" + Y1~· 
Berechnen wir uns ebenso !""" - !1I"" und ~"" - ~1I'" so erhalten wir 
weitere Kombinationen 

!u"" - !v" u = ()(2!u + fJ2 t.1I + Y2 ~ , 

~u"-~",, =1X3!u+fJ3!"+Y3~· 

Wegen der Bedingungen (136) miissen dann die linken Seiten, also 
auch die rechten verschwinden, das heiBt aber alie 9 Koeffizienten ()(, fJ, Y 
miissen einzeln Null werden. Die Rechnung, die wir hier nieht explizit 
durchfiihren wollen, ergibt folgendes' 

Aus (1.1 = fJI = 1X2 = fJ2 = 0 entspringt dieselbe Grund/ormel von 
GAUSZ, die besagt, daB sieh das Kriimmungsma/3 

(137)' 
LN-M2 

K= EG-F2-

allein durch die erste Grundform ausdriicken laBt. Diese Formel, die 
wir in § 45 in einer von R. BALTZER angegebenen Gestalt geschrieben 
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hatten, Hi.l3t sich nach G. FROBENIUS iibersichtlich auch m folgende 
(nur scheinbar irrationale) Form bringen: 

(138) 
1 

K = - 4W' 

EE"E" I 

FF F __ l_{~E.-Fu_~F.-~} 
"" 2W au W au W . 

GG"G" 

Die Gleichungen Yl = Y2 = 0:3 = f3a = 0 liefern hingegen etwas Neues, 
namlich zwei Formeln, die auf G. MAINARDI (1857) und D. CODAZZI (1868) 
zuriickgehen, und zwar liefern Yl = 0 und eta = 0 einerseits und Y2 = 0 
und f3a = 0 andrerseits jedesmal dieselbe Formel. Man kann diese 
Formeln in einer von E. STUDY angegebenen Art iibersichtlich so an­
ordnen: 

(139) 

E E"L 
(EG - 2FF + GE)(L" - M,,) 

-(EN-2FM+GL)(E" -F,,) + F F"M 
GGuN 

(EG -2FF +GE)(M,,-N,.) 
-(EN-2FM+GL)(F" -Gu) + 

EE"L 
FF"M 
G G"N 

=0, 

=0. 

Die Bedingung Ya = 0 fiihrt auf eine identisch erfilllte Gleichung. 
Durch die Beziehungen (138), (139) sind somit die Abhangigkeiten zwi­
schen den beiden Grundformen I, II erschOpft und durch Angabe von 
I und II ist, wie aus (120), (133) gefolgert werden kann, unsre FHi.che im 
wesentlichen eindeutig bestimmt (0. BONNET 1867). Wir werden eincn 
ganz ahnlichen Beweis im zweiten Bande §§ 50, 51 durchfiihren. 

§ 59. G. MONGE. 

Die heutige Differentialgeometrie gebt, wenn wir von Vorlaufern 
wie EULER absehen, im wesentlichen auf zwei Quellen zuriick, einer­
seits auf MONGE (1746--1818) und seine Schiller und andrerseits auf 
GAUSZ (1777-1855). Die beiden Hauptwerke sind: von MONGE das 
Lehrbuch "Application de l'Analyse a la Geometrie" (von 1795 an cr­
schienen), von GAUSZ die Abhandlung "Disquisitiones circa superficies 
curvas" (1827). Beide Werke haben ein voUig verschiedenes Geprage. 
Bei MONGE handelt es sich urn eine Sarnrnlung von einzelnen Pro­
blemen, urn eine Reihe von Untersuchungen iiber besondere, in den 
Anwendungen haufig vorkommende Flachenfamilien. Die Darstellung 
ist den Lehrzwecken angepaBt und leicht lesbar. Bei GAUSZ hingegen 
handelt es sich urn eine einheitliche und tiefe, aber auch urn eine etwas 
unnahbare Theorie. Beiden Werken gemeinsam ist der innige Zusarn­
rnenhang mit praktischen Dingen. Die Gegensatze sind in den Person-
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lichkeiten der beiden Mathematiker begriindet. MO!l1GE war ein hochst 
erfolgreicher Lehrer und gHinzender Organisator, der mitten im Ge­
triebe der Politik stand, zuerst als iiberradikaler "Konigsmorder", 
spater als Monarchist und treuer Anhanger des groBen NAPOLEON. GAUSZ 
hat ein einsames und stilles Gelehrtenleben in recht engen Verhaltnissen 
gefiihrt. Er hat seinen allerdings elementaren Unterricht als Last emp­
funden, sich urn Politik kaum gekummert und vom Staate nur gefordert, 
daB er ihm die Moglichkeit ungestorten Schaffens gabc 

MONGE lehrte zunachst in der Kriegsschule zu Mezieres und hat 
dort den Unterricht in darstellender Geometrie ausgebildet. In der 
schlimmsten Umwalzung, zur Zeit der groBten Geldentwertung wurde 
1794 in Paris die Ecole Poly technique gegriindet, wie JACOBI sagt 
"eine Schule ohne Vorbild und ohne Nachbild in Europa"l, und zwar 
als ein militarisches Internat. Revolutionszeiten, in denen man viel 
vom ewigen Frieden redet, sind ja dem Emporkommen neuer milita­
rischer Einrichtungen immer giinstig gewesen. MONGE war als Lehrer 
und Organisator die treibende Kraft dieser Offiziersschule, und er er­
reichte, daB die Geometrie zuin Mittelpunkt ihres unglaublich intensiven 
Lehrbetriebes wurde. Die bedeutendsten Mathematiker Frankreichs wur­
den an die Schule berufen. Durch die Veroffentlichungen der Vorlesungen 
reichte die Wirksamkeit ihres Unterrichts iiber die Grenzen Frank­
reichs hinaus. So ist von MONGE auBer dem genannten Werk iiber 
Differentialgeometrie besonders noch ein Lehrgang der darstellenden 
Geometrie, der ebenfalls 1795 zu erscheinen begonnen hat, beriihmt 
geworden. 

Der auBerordentlich anregenden Lehrbegabung von MONGE gelang 
es, eine geometrische "Schule" zu begriinden, der vor aHem CH. DUPIN 
(1784-1873) angehOrt, dessen Name in diesem Kapitel wiederholt ge­
nannt wurde. Wahrend bei MONGE die geometrische Anschauung und 
die Handhabung der analytischen Rechenverfahren noch aufs innigste 
verkniipft sind, tritt bei dem zweiten groBen "Schiller" von MONGE, 
J. V. PONCELET (1788-1867), dem Begriinder der projektiven Geo­
metrie, eine vol1ige LoslOsung eines Zweiges der Geometrie von der 
Analysis ein. Die Arbeiten aus der Schule von MONGE sind groBtenteils 
in GERGONNES ,,!.nnales des mathematiques pures et appliquees" 
C\"imes 1810-1831), der ersten rein mathematischen Zeitschrift, ver­
offentlicht. 

Von den auBen'n Lebensschicksalen von MONGE sei noch erwabnt, 
daB er wahrend dl'r Revolution Marineminister war, in nahen Be­
ziehungen zu NAPOLEO!l1 stand, mit ihm den ersten italienischen Feld­
zug und das agyptische Abenteuer mitgemacht hat. Den Sturz seines 
Kai:;crs hat :\iONGE nicht lange iiberlebt. 

1 C. C J. l\COBl: \Yerke YII, S.356. 
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§ 60. Au£gaben und Lehrsatze. 
1. Ein duales Gegenstiick zum Satz von MEUSNIER. Ein Drehkegel, der mit 

einer Torse drei benachbarte Tangentenebenen gemein hat, 5011 "Kriimmungs­
kegel der Torse" heillen. Es sei nun :t eine Tangente einer Flache 5. Der Be­
riihrungspunkt \) von :r mit 5 sei kein parabolischer Punkt von 5. Wir denken 
von den Punkten von :r aus der Flache 5 Kegel umbeschrieben und die zur Er­
zeugenden :t gehiirigen Kriimmungskegel dieser Kegel ermittelt. Alle diese Dreh­
kegel umhiillen dann cine Kugel, die 5 in \) beriihrt. B. HOSTINSKY: Nouv. Ann. 
de matMmatiques (4) Bd.9, S.399-403. HIO!}; E. MULLER: \Yiener Ber. 1917, 
S.311-318. 

2. Ein duales Gegenstiick zum Satz von EULER iiber die Kriimmungen der 
Normalschnitte. Es sei r der Kriimmungshalbmesser des Normalquerschnittes 
eines Zylinders, der eine Flache 5 in einem nichtparabolischen Punkt \) beriihrt 
und rp der Winkel der Zylindererzeugenden mit einer Hauptrichtung von 5 in \). 
Bei festem \) drUckt sich dann die Abhangigkeit von r und ffJ so aus: 

(140) 

W. BLASCHKE: Kreis und Kugel, S.118. Leipzig 1916. 
3. Isotrope Regelflachen. Die in § 47 angegebene Bedingung Rl = R2 kcnn­

zeichnet nur im Reellen die Kugeln und Ebenen. Lallt man auch komplexe Flachen 
zu, so kennzeichnet Rl = R2 die Regelflachen mit isotropen Geraden (vgl. § 22) 
als Erzeugenden, soweit sie nicht Tangentenflil.chen isotroper Kurven oder iso­
trope Kegel sind. G. MONGE: Application de I'analyse a la geometrie. 5rne ed. 
1850. S. 196-211. ]. A. SERRET: ]ourn. de Math. (1). 13 (1848). S.361-368. 
Vgl. auch das Literaturverzeichnis bei L. BERWALD: Munch. Sitzungsber. 1913. 
S.143. 

4. Ein von BELTRAMI angegebenes duales Gegenstiick zum Satz von JOACHIMS­
TAL aus § 36. Eine Ebene @ rolle auf zwei krummen FBichen 51 und 52: a) die 
Entfernung entsprechender Beriihrungspunkte von ij mit 51 und 52 sei fest; b) der 
Ort der Beriihrungspunkte auf 51 sei Kriimmungslinie von 51' c) der Ort der Be­
ruhrungspunkte auf 5. sei Krummungslinie von 52' Aus zwei dieser Annahmen 
folgt die dritte. E. BELTRAMI: Opere I, S. 130. 1864. 

o. DARBOUX' Umkehrung des Satzes von DUPIN (1866). Hat man zwei Scharcn 
von FH!.chen, die sich in Kurven senkrecht durchsetzen, die auf der einen FH!.chen­
schar Kriimmungslinien sind, so laBt sich eine dritte Flachenschar finden, die die 
beiden ersten zu einem dreifachen Orthogonalsystem erganzt. G. DARBOVX: 
Le~ons sur les systemes orthogonaux ... , 2. Auf!., S. 10. Paris 1910. 

6. Ein Satz von BELTRAMI iiber koaxiale Drehflachen. Zu einer Schar von 
Drehflachen, die aus einer von ihnen durch Verschiebung langs der Achse ent­
steht, werde eine neue koaxiale Drehflache konstruiert, die die Flachen der Schar 
senkrecht durchschneidet. ras Krummungsmal3 der neuen Flache in einem Punkt 
ist dann entgegengesetzt gleich dem Kriimmungsmal3 der durch diesen Punkt hin­
durchgehenden Flilche der Schar. E. BELTRAMI: Opere I, S. 200. 1864. 

7. Parallelf1achen. Geht man von einer Flache l (u, v) dadurch zu ciner Par­
alldflache iiber, daB man langs der FIl!.chennormalen das feste Stiick n abtragt 
- .-
(! = l + n;), so erhll.lt man fiir das KriimmungsmaB K und die mittlere Kriim-

mung H dieser Parallelflll.che die Ausdriicke 

- K K = ---~~- ._ .. -
1 - 2 n H + lIl]( , 

(141) 
- H -1Il( 

H=1_21lH+1l2 ]{ • 



120 Anfangsgnlnde der FHi.chentheorie. 

Zwischen zusammengehorigen Normalen und HauptkriimmungshaIbmessern be­
stehen die Beziehungen 

(142) 
Ra=Ra- n . 

Fiihrt man das zuerst von J. STEINER und spll.ter besonders von H. MINKOWSKI 
betrachtete Integral der mittleren Kriimmung 

(143) M=JHdo 

ein. so ist fiir geschiossene FIlI.chen z. B. (0 = OberfIlI.che) 

(144) M2 - 4nO 

invariant gegeniiber dem Ubergang zur ParallelfIlI.che. Weitere Invarianten bei 
H. LIEBMANN: Miinch. Ber. 1918. S.489-505. 

Man vergieiche dazu den § 92 und die Aufgabe 1 in § 118. 
S. tiber die Kriimmung der Asymptotenlinien. Der KriimmungshaIbmesser 

einer Asymptotenlinie in einem Punkt list gieich 2 : 3 des Kriimmungshalbmessers 
des die Asymptotenlinie beriihrenden Astes der Schnittkurve zwischen der FIlI.che 
und der Tangentenebene in l. E. BELTRAMI: Opere I. S. 255. 1865. 

9. Kanonische Reihenentwicklung. Entwickelt man die Gleichung dner kJ'lIIm­
men FIlI.che in der Form 

(145) Xa = t (an x~ + an x§) + l (a l1l, xi + 3 amxix. + 3 alllx1 xi 

+ amxl) + ... , 
so hll.ngen die 'Werre der Koeffizienten a mit den HauptkriimmungshaIbmessern 
im Ursprung so zusammen 

(146) a 1 
am = a;- y' 

1 1 

1 
an=y' 

1 

a 1 
alla = -ax R' 

2 1 

1 
ass=T; 

I 

E. BELTRAMI: Opere I. S.297. 298. 1866. 
10. Deutungen des KriimmungsmaBes. Es sei 4> eine Stelle elliptischer Kriim­

mung auf einer FIll.che 0: und V der Rauminhalt eines kleinen Eikorpers (kon­
vexen Korpers). der einerseits von ~ und andrerseits von einer Parallelebene im 
Abstand h zur Tangentenebene von ~ in,p begrenzt wird. Dann gilt fiir das Kriim­
mungsmaB von ~ in 4> 

(147) K=lim(nhB)1 
h-+O V 

W. BLASCHKE: Jahresber. Dtsch. Math. Ver. Bd.27. S.149. 1919. Bedeutet 0 
den krummen Teil der Oberflli.che unseres Eikorpers. so ist 

(148) 
. (2n h)2 K=hml-- . 

h-+O \ 0 

11. Nabelpunkte. Es sind die Nabelpunkte auf der FHi.che xlxzxa = 1 zu er­
mittein. 

12. Asymptotenlinien. Es sind die Asymptotenlinien auf einer Ringflliche zu 
bestimmen. die durch Umdrehung eines Kreises um eine Tangente entsteht. 

13. H. MINKOWSKIS StUtzfunktion. Es sei ~ eine Flache. die keine Torse ist. 
Die Entfernung p der Tangentenebene vom Ursprung sei ais Funktion der Koor­
dina ten ~l' ~2' ~a des Einheitsvektors der FIlI.chennormaien dargestellt. 
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\Yegen ~2 = 1 kann man die "Stiitzfunktion" P von ~ so normieren, daB 

(149) 
und 
(150) 

wird fiir ft > O. Wird dann zur Abkiirzung fiir die Ableitungen 

(151) oap(gl' ~2' ga)_ = Plk o (XI 0 (Xk 

ges'chrieben, so gilt fiir beliebige a~ die Gleichung 

Pu P12 P13 a l 

Pn Paz Paa a2 

P3l Pa2 Paa aa 

a l a2 aa 0 
(152) RIR2 =-

(algI + aag! + aaEa)2 

Vgl. L. PAINVIN: J. Math. (2), Bd.17, S.219-248. 1872 und im folgenden § 94. 
14. Ein Satz von A. Voss tiber Kanalflachen. SchHigt man um die Punlde ~ 

einer Kurve t) (14) Kugeln vom HalbmesSer r (14), so umhiillen diese eine sogenannte 
Kanalfll!.che, die man folgendermaBen durch Parameter 14, v darstellen kann: 

(153) ~(u,v)=t)-r""~1+rll-r'2·(E2cosv+~asinv). 

Dabei bedeuten die ~~ (14) die Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins der 
Kurve t) (14). Betrachtet man nun zwei solche Kanalfll!.chen, wobei die zugehOrigen 
Leitlinien t) (14), t)1 (14) (t)' 2 = 1. t)~2 = 1) in entsprechenden Punkten gl~iche 
Kriimmung, aber verschiedene Windung haben (11,14) = 111 (14), T (14) + Tl (14)), so 
haben diese Kanalfll!.chen in Punkten, die gleichen 14, v-Werten entsprechen, 
gleiche Hauptkriimmungen. A. Voss: Zur Theorie der Kanalfll!.chen .. Miinch. Ber. 
1919, S. 353--368. 

16. Ein Satz von E. STUDY tiber Normaiensysteme. Man kann die Geraden des 
Raumes derart auf die Punktepaare -~, q einer Ebene abbilden, daB einem Nor­
malensystem im allgemeinen eine fHl.chentreue Abbildung '" -+ q in der Ebene 
entspricht und umgekehrt. W. BLASCHKE: Ein Beitrag zur Liniengeometrie. 
Rendiconti di Palermo Bd. 33, S.247-253. 1912. 

16. Flachentreue Abbildung. Die Punkte Xl' X2 einer Ebene lassen slch auf 
die Punkte derselben Ebene dadurch unter Gleichheit entsprechender FI!l.chen­
inhalte abbilden, daB man setzt 

o/(u,v) 
Xl = 14 + OV ' 

• of(u,v) 
Xl = U - av ' 

(157) 
of(u,v) .o/(u,v) 

xa=v---oU-' X2=1I+ oU ' 

02/ OS / (02/ .)2 
ou2'a;z- ouav +101=0. 

G. SCHEFFERS: Math. Z. Bd.2, S. 181. 1918. Ein Sonderfall bei GAUSZ: Werke 
III, S.373. Vgl. auch D.-A. GRAVE: J. math. (5) Bd.2, S.317-361. 1896, sowie 
Math. Zeitschr. (26) (1927), S. 691-693. 

17. Aquiionge Abbildungen. Betrachtet man eine Zuordnung (j; ...... (j;* der 
Ebenen des Raumes, so sind entsprechende Ebenen (j;, (j;* im allgemeinen kollinear 
aufeinander abgebildet, wenn man die Schnittlinien mit unendlich benachbarten, 
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einander zugeordneten Ebenen sich entsprechen latH. Nach einer von E. STUDY 
eingefuhrten Bezeichnu'lg nennt man die Zuordnung a; -+ a;* "aquilong", wenn 
entsprechende Ebenen stets kongruent aufeinander bezogen sind. Schreibt man 
die Glcichung einer Ebene in der Form 

(158) 
11+V . u-v I-11v W 
---x -2---X +---x =----, 
l+uv 1 l+uv 2 1+1IV 3 l+tlV 

dann kann man in den Ebenenkoordinaten u, v, W, die zuerst von O. BONNET 
benutzt wurden. die aquilongen Abbildungen so darstellen: 

(159) 1/* = fl* (1/), V* = v* (v), JI '-du*dv* 
w*= ±-_.--.w+f(tt,v). 

dtl dv 

Dazu kommen noch die Abbildungen, die man durch Vertauschung von u. ver­
halt. W. BLASCHKE: Arch. Math. Phys. (3) Bd. 16, S.182-189. 1910. Die ent­
sprechenden Geradentransformationen in der Ebene bei G. SCHEFFERS: Math. Ann. 
Bd.60, S.491-531. 1905 und E. STUDY: Bonn, Ges. f. Natur- u. Heilk., Ber. 
5. Dez. 1904. 

18. tiber Schiebflachen. Dafiir, daJ3 auf einer SchiebWi.che sich die erzeugendcn 
J(urven tiber all senkrecht durchschneiden, ist notwendig, daJ3 die Flache ein Zy­
linder ist. 

19. Eine Formel von E. LAGUERRE. Fiir, aile J(urven auf ciner Flache, die sich 
in einem Punkte bcriihrcn, stimmen dart die Ausdriickc 

(160) 

iiberein. Dabei bedeutet eden 'Vinkel zwischen Haupt- und Flachennormale. 
E. LAGUERRE: Werke II, S.129-130. 1870; E. GOURSAT: Cours cl'Analyse I, 
3. Auf!., S.641-642. Paris 1917. 



3. Kapi tel. 

Invariante Ableitungen auf einer Fliiche\ 
§ 61. Invariante Ableitungen langs der Kriimmungslinien. 

Die Grundgleichungen der Flachentheorie, die wir in den §§ 55, 57 
und 58 zusammengestellt haben, sind nicht parameterinvariant gl'­
schrieben: Sie liefern uns wohl eine tTbersicht tiber den vollstandigen 
Vorrat an unabhangigen Invarianten, die wir aus den un sere Flache 
bestimmenden Vektoren § 5;3 (119) bilden k6nnen, aber die Skalar­
produkte der Grundvektoren ! ... , ~v' ~ sowie die Koeffizienten der in 
den Gleichungen (120) und (133) dargestellten Linearkombinationcn 
sind nicht invariant gegentiber einer Transformation der Parameter: 

(1) u=u(1t*,v*), v = v (u*, v*) 

unsrer Flache auf eine neue Form 

! (tt, v) = r (tt[u*, v*], v [u*, v*]) = r* (u*, v*). 

Den Vektoren ! ... , rv, ~ ... , ~t!' ! ... " usw. und auch ihren Skalarprodukten 
und Koeffizienten von Linearkombinationen kommt im allgemeinen 
keine von dem Netz der an sich willktirlichen Parameterkurven 
u = konst., v = konst. unabhangige und nur die Flache betreffende 
Bedeutung zu. Es ist aber unser Ziel, Invarianten zu finden, die allein 
von den Krtimmungseigenschaften der Flache abhangen. Auf Grund 
ihrer geometrischen Bedeutung haben wir schon wiederholt gewisse 
Ausdrticke als 1nvarianten crkennen k6nnen, z. B. die Hauptkrtim­
mungsradien Rl und R 2 , das GAuszische KrlimmungsmaJ3 K und die 
mittlere Krlimmung H (vgl. § 44). Aber jetzt wollen wir uns systematisch 
auf rein rechnerischem Wege eine Ubersicht liber aIle vorhandenen 1n­
varianten unserer Flache von beliebig hoher Ableitungsordnung ver­
schaffen. 

Wir sind unserm Ziele schon einen Schritt naber, wenn wir unsre 
Flache auf ein Kurvennetz von invarianter Bedeutung beziehen. Am 
besten nehmen wir das Netz der Krlimmungslinien, da dieses immer 
reell ist. "Tir haben dann nur die Nabelpunkte (vgl. § 47) von der Be­
trachtung auszuschlieBen. [Als die Flachen mit lauter Nabelpunkten 

1 Die in diesem Kapitel entwickelte Methode der invarianten Ableitungen 
ist schon von viden Geometern angewandt worden wie z. B. von C. RICCI. Sie 
ist ausfiihrlich behandelt in dem Lehrbuch von J. KNOBLAUCH: .. Grundlagcn der 
Differentialgeometrie", Leipzig 1913. 
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haben wir ja in § 47 die Kugeln und Ebenen erkannt. Diese Flachen 
schlieJ3en wir somit ganz von der Betrachtung aus.] Nach § 46 (50) wird 
fUr die Kriimmungslinien als Parameterkurven F=M =0. Jetzt kommt 
z. B. schon den Richtungen der Vektoren 1;" und 1;" als den Tangenten­
richtungen der Kriimmungslinien eine nur von der Flache abhangige 
invariante Bedeutung zu. Aber den Vektoren ~" und ~v kommt ihrer 
Lange nach noch keine invariante Bedeutung zu. Denn durch den Dber­
gang zu dem invarianten Parameternetz der Kriimmungslinien haben 
wir die Parametertransformationen noch nicht vollkommen ausgeschaltet. 
Wir konnen noch die Transformationen 

(2) u=t(u*), * [d t dg ] v=g(v) du. =1=0, dv. =1=0 

ausfiihren, ohne das Netz der Parameterkurven zu andern. Dabei wird 
dann z. B. a!*: a u* = [a!: au].1' mit I' = dt: du*. Der Substitution 
(2) entspricht folgendes: Jeder Kurve der Schar u = konst. des Para­
meternetzes entspricht ein bestimmter konstanter u-Wert; wir wollen 
sagen, den einzelne~ Exemplaren der Kurven der Schar u = konst. ist 
eine bestimmte Skala von u-Werten zugeschrieben. Ebenso gehort zu 
den Kurven v = konst. eine bestimmte Skala von v-Werten. Nun ent­
spricht einer Transformation (2) einfach eine Abanderung der beiden den 
Kurvenscharen beigeschriebenen Skalen, die das Kurvennetz als Ganzes 
natiirlich ungeandert laJ3t. 

Man konnte vielleicht auf den Gedanken kommen, auch diese 
Skalentransformationen, etwa bei zugrunde gelegtem Netz der Kriim­
mungslinien, noch ausschalten zu wollen, indem man die Parameter ft, v 
so wahlt, daJ3 sie auf den Kriimmungslinien die Bogenlangen messen. 
Solches ist aber im allgemeinen gar nicht moglich. Wohl kann man es 
durch eine Skalentransformation erreichen, daB u und v je auf einer 
herausgegriffenen Kriimmungslinie von jeder Schar die BogenHinge 
messen. Damit sind aber die Skalen vollstandig bestimmt, und auf den 
iibrigen Kriimmungslinien messen u und v im allgemeinen nicht mehr 
die Bogenlangen. 

Wie verhalten sich nun dieeinzelnen GroJ3en der Flachentheorie bei 
einer Substitution (2)? 

Wenn wir einmal eine absolute Invarjante unsrer Flache S gefunden 
haben (wir k6nnen uns unter 5 z. B. eine der Invarianten H und. K 
vorstelien), dann sind doch schon ihre Ableitungen 5" und 5f) auch 
bei Verwendung der Kriimmungslinienparameter nicht mehr invariant. 
Denn bei der Transformation (2) substituieren sie sich nach 

(3) 
iJS· 
iJu. = 5"·/,, 

as· 
av. = 5 v ·g'· 

Wir k6nnen jetzt aber ein Verfahren angeben, wie wir aus einer In­
variante 5 durch Ableitung sofort zwei neue Invarianten gewinnen. 
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Es sind zwar nicht 51' und 51)' aber die beiden GroBen 

(4) 

wieder Invarianten. In.der Tat gilt nach § 41 (7) bei der Substitution (2): 

(5) E*=E,/,2, G*=G·g'2. 

Aus (3) und (5) folgt dann in deT Tat 

I as* su 1 uS* So· 

1 E* c"'* 1 E ' 1 G* iJv· fG' 
Wir nennen 51 und 52 die invarianten Ableitungen von 5, und deuten 
die invariante Ableitung durch Fettdruckindizes an, und zwar die erste 
invariante Ableitung in (4) durch den Index 1 und die zweite durch 
den Index 2. Geometrisch sind 51 und 52 einfach die Ableitungen der 
auf der Flache gegebenen Ortsfunktion 5 langs der Kriimmungslinien 
nach der Bogenlange der Kriimmungslinien. In der Tat ist das Bogen­
element der u-Kriimmungslinie v = konst. durch 

(6) dS l = (Ji du 

und das der v- Kriimmungslinie durch 

(7) 

gegeben. Aus d5 = 5u du + 5f) dv folgt dann: 

(8) 

dSl und dS2 sind zwei invariante Differentiale unsrer FIache. Fiir 
ein gegebenes nicht in Richtung einer der Kriirnmungslinien weisen­
des Linienelement {u, v} - {u + du, v + dv} unserer Flache sind dS1 

und dS2 einfach die Bogenelemente seiner Projektionen auf die beiden 
Kriimmungslinien durch den Punkt u, v. 

Auf die Invarianten 51 und 52 konnen wir nun die beiden invariant en 
Differentiationsprozesse wieder anwenden, indem wir z. B. 

(9) 5 _ SU~ I suE~ 
12- fEG - 2E 1EG 

bilden. Analog erhalten wir aus 5 11 zwei neue Invarianten 5111 und 5 jll!" 

Invariante Ableitung bezeichnen wir dabei jedesmal durch einen an­
gehangten Fettdruckindex. Dabei ist die Reihenfolge der Indizes wesent­
lich. Statt der Integrierbarkeitsbedingung 

(10) 5uv = 5 vu 

fiir die gewohnlichen gemischten zweiten Ableitungen einer GroBe 5 
gilt namlich iiir die gemischten invariant en Ableitungen 512 und 5 111 

die Beziehung 
(11) 5 1ll + q5. = 5 l1• + 1j5l1 , 
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wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 

(12) 

In der Tat folgt, wenn man in (ll) die invarianten durch die gewohn­
lichen Ableitungen ausdriickt, das identische Bestehen dC'r Gleichung 
mittels der gewohnlichen Bedingung (10). 

q und q sind -absolute Invarianten unsrer FHiche, die sich bei den 
Transformationen (2) nicht andern. Wir werden sie im § 62 in aH­
gemeinen Parametern schreiben und dann in § 63 geometrisch deuten. 
Wir bemerken besonders: Immer, wenn wir fUr irgendeine GroBe 5 
die zweiten invarianten Ableitungen 512 und 5:11 bilden, gilt die Inte­
grierbarkeitsbedingung (II) mit stets den gleichen Koeffizienten q und q, 
die von der betrachteten GraBe 5 nicht abhangen. Von der ver­
schiedenen Form der Integrierbarkeitsbedingungen abgesehen, kann man 
mit den invarianten Ableitungen eben so rechnen wie mit den gewohn­
lichen. Gilt z. B. fUr drei GraBen 5, U, V: 

5·U=V, 

so erhaIt man fUr die invariante Ableitung des Produkts 

51 U + 5 U t = VI und 52 U + 5 U2 = V2 • 

Das folgt aus der Definition (4) sofort. Die invariant en Differentiations­
prozesse kannen wir nun auch auf den Vektor r unsres Flachenpunktes 
anwenden und z. B. 

!u 
(13) !1 = l E' 

bilden. Die Vektoren 

(14) 

die durch invariante Ableitung entstehen, sind dann aIle parameter­
invariant. Da namlich die einzelnen Komponenten xdu, v), x2 (u, v), 
xa (u, v) der Vektorfunktion r (u, v) der Flache als einfache Ortsfunk­
tionen als parameterinvariante GraBen zu betrachten sind, so gilt dies 
auch von ihren invariant en Ableitungen. (Sie sind natiirlich nicht in­
variant gegeniiber den Bewegungen des Raumes.) 

Wir konnen nun das Problem, aus den zu der betrachteten Stelle 
unsrer Flache gehOrenden Vektoren § 55 (llS) aIle Invarianten der Flache 
zu bestimmen, ersetzen durch das einfachere, die Invarianten der Vek­
toren (14) zu bestimmen. 

Aus den Vektoren (14) lassen sich namlich riickwarts die Vektoren 
§ 55 (llS) bestimmen, wenn man nur die Funktionen E (u, v) und G (u, v) 
kennt. Dabei nehmen wir an, daB die Vektoren § 55 (llS) zu einer Dar­
steHung in den Parametern der Kriimmungslinien geharen. Das ist un-
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mittelbar aus der Definition (4) einzusehen. Durch Umkehrung von (4), 
(9) erhalt man z. B. 

(15) _,IEGf ~lIG,,} 
!,," -- Y l!u + 2 G f E • 

Somit hatten wir zunachst unser Problem darauf zuriickgefUhrt, aus 
den Vektoren (14) und den Funktionen E(u, v), G(u, v), d. h. aus E, G 
uud aus deren samtlichen gewohnlichen Ableitungen an der zu be­
trachtenden Stelle die samtlichen Invarianten zu bestimmen. Von den 
E, G und ihren Ableitungen konnen wir aber sicher alle entbehren ~u/3er 
den folgenden: 

(16) E, E", E"", E""" ... , 

G, G", Gv ", G""v ... , 

also au/3er den reinen Ableitungen von E nach u und den reinen Ab­
leitungen von G nach v. Denn alle iibrigen Ableitungen von E und G 
lassen sich aus den Gro/3en (16) und aus den Vektoren (14) berechnen. 
Da ~1 und !s linear unabhangig sind, lassen sich namlich aus zwei ge­
eigneten der drei nach (11) giiltigen Gleichungen 

(17) 

die Gro/3en q und q mittels erster und zweiter invarianter Ableitungen 
des Vektors ~ berechnen, dann lassen sich aber natiirlich auch alle 
weiteren invariant en Ableitungen von q und q, also q1' qs' qI'" . aus 
entsprechend hoheren invarianten Ableitungen des Vektors ~ berechnen. 
Aus q, q und den Gro/3en (16) lassen sich nun nach (12) aber E" und G" 
berechnen, und, wie man weiter leicht sieht, aus qI' qs' qt' qs und den 
GroJ3en (16) die Ableitungen E"", E"", G"", G"" von G und E usw. 
Allgemein ergibt sich dann: Alle Ableitungen von E und G, die in (16) 
nicht enthalten sind, lassen sich aus den Gro/3en q und q und ihren in­
varianten Ableitungen und aus den Gro/3en (16) berechnen. Das hei/3t 
aber, weil sich die q, q, qt' qs' qt"" aus den Vektoren (14) er­
geben haben: Alle Ableitungen von E und G, die nicht in (16) enthalten 
sind, lassen sich berechnen aus den Gro/3en (16) und den Vektoren (14). 
Damit ist gezeigt, da/3 zur Bildung samtlicher Invarianten unsrer 
Flachen die Vektoren (14) und die Gro/3en (16) geniigen. Nun kann 
man aber weiter die Gro/3en (16) einfach weglassen, denn sie konnen 
fUr die Bildung von Invarianten gar nicht in Frage kommen. Es sind 
ja die Komponenten der Vektoren (14) aIle einzeln parameterinvariant. 
Fur die Gro/3en (16) gelten aber die Substitutionsformeln: 

E* = E'1'2, G*=G·g'2, 

E:. = E .. 1'3 + 2E I' r, G;. = GII g'3 + 2Gg' g", 

E:.u. = E .... 1'4 + 5E .. 1'2 t" + 2E /"2 + 2 E I' I'"~ usw. 
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Die Bildung von Parameterinvarianten kommt nun aber darauf 
hinaus, solche Ausdriicke zu bilden, in deren Transformationsformeln 
die einzelnen Substitutionskoeffizienten /', /", g', g", /''', ... usw. eli­
miniert erscheinen. Dabei ist zu beachten, daB diese Koeffizienten aile 
fiir die eine zu betrachtende Stelle unsrer Flache zu nehmen ~ind, dort 
also die Bedeutung von lauter voneinander unabhangigen konstanten 
Substitutionskoeffizienten haben. Nun kommen die t, g', /", ... aber 
nur bei der Substition der GroBen (16) vor, nicht aber bei der der 
parameterinvarianten Vektoren (14), und zwar gibt es ebenso viele 
Substitutionskoeffizienten wie GroBen E, G, E u , G",... Bei jeder 
neuen Ableitung der E, G tritt immer eine SubstitutionsgroBe auf, 
z. B. bei Euu und G"" die GroBen /'" und gil'. Daher lassen sich die 
/', g', /", gil, f'" usw. durch Kombination mit Komponenten der Vek­
toren (14) iiberhaupt nicht eliminieren. Die GroBen '(16) konnen also 
zur Bildung parameterinvarianter GroBen keinen Beitrag liefern. 

Damit ist unsere Behauptung bewiesen, daB alle Invarianten unsrer 
Flache sich allein aus den Vektoren (16) bilden lassen. 

Da die GroBen y E und y G in (4) wegen der Wurzelzeichen nur 
bis auf einen Vorzeichenfaktor bestimmt sind, so gilt dies auch von 
den invarianten Ableitungen, und auch die hier und im folgenden auf­
tretenden Invarianten werden daher haufig nur bis auf Vorzeichen be­
stimmt resp. bis auf Vorzeichen invariant sein. Auf diesen Umstand 
wollen wir im folgenden aber kein groBes Gewicht legen und auch bei 
GroBen, die nur bis auf ein Vorzeichen invariant bestimmt sind, von 
Invarianten sprechen. Wir brauchen die in Frage kommenden Ausdriicke 
ja nur ins Quadrat zu erheben, urn streng genommen Invarianten zu 
erhalten. Auch scheint bei unsrer Behandlung die eine Schar der Kriim­
mungslinien ausgezeichnet, namlich die zu der der Ableitungsindex 1 
gehort, wahrend sie streng begrifflich durch kein Merkmal von der an­
dern unterschieden ist. 

§ 62. Ubergang von beliebigen Parametern zu den 
invarianten Ableitungen. 

Bevor wir daran gehen, das vollstandige. System der Invarianten 
unsrer Flache nach den Vorschriften des § 4 aus den Vektoren (14) 
zu bestimmen und die Grundformeln der Fladlentheorie in invarianter 
Schreibv. eise zusammenzustellen, wollen wir unseren invarianten Ab­
leitungen noch eine neue Auffassung zugrunde legen. Es ist in jedem 
Fall wiinschenswert, die Grundformeln der Flachentheorie in all­
gemeinen Parametern herzuleiten, denn dann bekommt der Formel­
apparat eine groBere Anpassungsfahigkeit und Schmiegsamkeit an 
spezielle Probleme. Wir konnen dann jederzeit noch nach Belieben 
auf die verschiedensten Parameter spezialisieren, z. B. auf die der 
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Asymptotenlinien und Krummungslinien, ohne uns vorzeitig auf die 
eine dieser Moglichkeiten festzulegen. Wir '.vollen jetzt zeigen, daB 
es fUr die Bestimmung der im vorigen Abschnitt erklarten invarianten 
Ableitungen langs der Krummungslinien nicht notig ist, die Flache 
vorher auf die Parameter der Krummungslinien zu transformieren, 
und daB es uberhaupt nicht notig ist, dafUr die explizite Darstellung 
der Fl.ache in Krummungslinienparametern zu besitzen, sondern wir 
werden zeigen, daB man auch direkt zu ihnen gelangen kann, wenn die 
Flache in beIiebigen Parametern vorliegt. 

Wir betrachten die folgenden beiden quadratischen Differential­

formen A und A, die durch Linearkombination aus den Grundformen 
I und II entstehen: 

(17) 

wobei Rl und R2 die Hauptkrummungsradien sind. Machen Wir fUr 
diese Formen den Ansatz 

(18) 

(19) 

A = In d1l2 + 2/12 du dv + 122 dv2, 

A = In d u2 -+- 2112 d 11 d v + fz2 d v2 , 

so ergibt sich fUr die Koeffizienten 

In = RIL - E, 111=R2L -E, 

/12 = R2M -1', 

122 = R2N - G. 

(20) /12 = RIM -1', 

122=R1 N-G, 

Nach § 44 sind nun aber Rl und R2 gerade die beiden Werte fUr R, 
fur die die Gleichung § 44 (29)erfUllt ist. Das heiSt, cs gilt 

(21) / 111 la I = 0 und 
112 122 

I [11 ~21 = o. I /12 122 

Quadratischc Formen wic (17), deren Determinante wic in (21) ver­
schwindet, pflegt man als ausgeartete Formen zu bezeichnen. Die aus­
gearteten Formen sind nun auch dadurch gl'kennzeichnet, daB sie sich 
als das Quadrat einer Linearform darstellen lassen. In der Tat: SetzCl1 
wir etwa: 
(22) 

so ergibt sich aus (21) und 111 = P~, 112 = PI· P2: 
(23) 122 = P;, 
wobei die beiden GroBen PI und P2 aus (22) bis auf das in y III :-;tcckende 
gemeinsame Vorzeichen bestimmt sind. \Vir erhalten dann 

(24) 

(25) 

A = (Pldu + P2dv)2, ,-
}A = p1 dll + P2dv. 

Blaschke, Difierentialgeometrie I. 4. Aufl. 9 
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Ebenso gilt, wenn wir 

(26) Pl = ~, P2 = 112 : Y711 
setzen, 

(27) 

Die Bedeutung der Formen y A und Y A erkennen wir, wenn wir 
Kriimmungslinienparameter einfiihren. 

Dann wird F = M = 0 und nach § 44 (30), (31): 

(28) 

Der Vergleich mit § 44 (31) lehrt, daB wir fiir die Hauptkriimmungs­
radien setzen konnen ~ 

(29) Rl = G : N, R2 = E : L. 

Nach (20) haben wir dann 

(30) 

Wir haben also 

(31) VG E y--P = _.- -1· Edu-
IN· L ' 

oder nach (6) uod (7): 

(32) 

Da dSl und dS2 als Projektionen des Bogenelements auf die Kriim­
mungslinien gedeutet sind, ist uns daher auch die geometrische Be-

deutung der Formen yA und f A bekannt. Die Nullinie jeder der 
beiden Formen (25) und (27) ist offenbar eine Kriimmungslinie. Zugleich 
sehen wir, daB wir die Differentialausdriicke dSl und ds2 , die wir im 
§ 61 in den Parametem des Kriimmungslinien durch (6), (7) geschrieben 
hatten, jetzt in r jgemeinen Parametem durch die Linearformen 

darstellen konnen. dSl und dS2 sind, wie es sein muB, nur bis 
auf je ein Vorzeichen bestimmt. Urn im folgenden unsre Formeln 
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hesser schreiben zu konnen, wollen wir die Parameter u und v auch 
mit 
(34) 

bezeichnen. Setzen wir dann 

(35) 

(36) 

so erhalten wir aus (33): 

(37) 
2 

dSl =,2 nidui ; 
i=1 

(i = 1, 2) 

2 
dS2 = ,2ni du i • 

.=1 

Wie aus ihrer geometrischen Bedeutung hervorgeht, sind die Formen 
dS I und dS2 invariante lineare Differentialfotmen. Das heiBt: Bei einer 
allgemeinen Parametertransformation 

(38) 

gilt fiir die transformierten GroBen: 

(39) 
2 * *. 2 

,2 ni du' =.2 nj dui , 
2 * 2 
~--d*' ~-d i ~ ni u =~ ni U. 

;=1 i=1 i-1 i=1 

Die Formen ds1 , dS2 haben in den neuen Parametern dieselbe Gestalt 
wie in den alten. Aus (38) folgt 

(40) 
2 

d i - "auld*k U-LJ..-u, 
i=1 au. 

(i = 1, 2) 

und daher gilt nach (39) identisch in den Richtungen d:4 l : d: 2 

(41) 
2 2 
,,~ *. "'_ ault *. 

LJ ni du' = LJ nk~dlt'. 
• • L au .=1 ., .. =1 

Also haben wir fUr die n., n, die Substitutionsformeln: 

(42) 

Wir bestimmen nun zu den nl , 11'2' nl' n 2, neue GroBen nl, n2 als Lo­
sungen der beiden linearen Gleichungen 

(43) 
2 

~nin·=l ~ . , 
.=1 

2 

,2ni ni = O. 
;=1 

9* 
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Diese haben immer eine Lasung, denn etwa aus (30), (33) ergibt sich 
leicht, daB flir regulare Flachenpunkte, die keine Nabelpunkte sind, 
die Formen dSl und dS2 nie proportional sind, daB also stets 

(44) 

iilt. Ebenso bestimmen wir Gra13en nl und n2 aus 

2 2 

(45) .21£' ii j = 1, .En; nj = O. 
;=1 i=1 

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die ni und iii bei den Substitutionen 
(38) benehmen. Zunachst muO auch nach der Transformation (38): 

(46) 
~ •. .! .:E n' tli = 0 

; 

gelten, also nach (43) 

(47) .2 *.* ~. n'n·="n'n· , I , 

i 

Aus (42) erhalt man dann 

(48) 
2[9*:>k ] \ 1 -. vU L_ 

n'--n" -t; t; at! 11],; - O. 

Wegen (44) folgt daraus die gewunschte Formel 

(49) 
2 *. iJlt k 

nk = ~n' _ ..... 
,.:::.; O*i 
;=1 11 

Ebenso erhaIt man fur die iii: 

(50) 

o 
- * " • -k }) -. vII 

1t = n' -..-. 
OU • ;=1 

Die n1c und iik transformieren sich also genau so wie die Differen­
tiale dUk' 

Dies ist eine sehr wichtige Eigenschaft. Haben wir namlich jetzt 
wieder eine allgemeine Ortsfunktion S (u 1, u 2) auf unserer auf all­
gemeine Parameter bezogenen Flache, so gilt bei einer Substitution (38) 
flir die Ableitungen der Funktion S 

(51) 
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Daraus ersieht man, daf3 fiir die aus den Ableitungen gebildeten Aus­
driicke 

(52) 

gilt: 

(53) 

2 

S - ~, l uS 
1 - .£.t n () u' ' 

;=1 

und 
2 II 

~ ~. as- ~ _, as n'-= no _. a.' au' ;=1 u ;=1 

Das erhaIt man ohne weiteres, indem man die ni, ni aus (49) und (50) 
und die liS·: lIJ' aus (51) einsetzt. Die Ausdriicke S1' SI sind also, 
wenn sie aus den Ableitungen einer parameterinvarianten GroBe S ge­
bildet werden, wieder Invarianten. Wenn wir auf die Parameter der 
Krummungslinien spezialisieren, so wird nach (30) 

(54) P2 = n2 = 0 und PI = til = 0 

und nach (43) und (45) 

(55) n2 = til = 0, 
I 1 

nl= -=-
111 fE' 

Damit erkennen wir aber, daJ3 unsre invarianten Differentiations­
prozesse (52) nichts anderes sind als die invariant en Ableitungen 
unsres vorigen Abschnitts, nur jetzt geschrieben in allgemeinen Para­
metern. Die geometrische Bedeutung ist natiirlich jetzt dieselbe wie 
friiher. 

Wir sehen jetzt auch, worauf die eigentliche Idee der invarianten 
Ableitmigen beruht: Wenn wir nur einma} irgendwie zwei aus den 
Funktionen ! (u, v) der Flache bestimmbare GroJ3ensysteme ni und ti' 
gefunden haben, die die Transformationseigenschaften der Formeln 
(49), (50) besitzen, so konnen wir mit ihnen zwei invariante Differen­
tiationsprozesse erklaren, die aus jeder Parameterinvariante durch 
Aoleitung sofort zwei neue aufzufinden gestatten. Fur die ni, ni muJ3 
dabei notwendig die sich aus (44), (45), (46) leicht ergebende Bedingung 

(56) 

bestehen. Wir konnen dann ganz im Bereich der invarianten Ablei­
tungen arbeiten, da wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, daB sich 
alle invarianten Ausdriicke der Flache allein aus den Vektoren (14) be­
stimmen. 

Wir geben zum SchluJ3 noch einmal zusammenfassend an, wie sich 
die GroJ3en n' und ni, auf die es allein ankommt, aus den Funktionen 
1:(u, v) der Flache resp. aus den in (20) erkHirten GroJ3en f bestimmen. 

Wir haben uns zunachst aus den Funktionen ! (~t, tl) nach § 41 (7) die 
E, F, G und nach § 42 (19) die L, M, N und dann nach § 44 (30) die R1 , 

R2 zu bestimmen. Sodann bestimmen wir nach der Reihe aus (20) die 
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Ii k' Ii k' aus (22), (26) die Pi' Pi, aus (35), (36) die ni' ni und endlich aus 
(43), (45) die ni, ni. 

Zum SchIuB wollen wir noch sehen, wie sich die Integrierbarkeits­
bedingung (11) bzw. die Invarianten q und q, die darin auftreten, in 
allgemeinen Parametern schreiben. 

Zunachst gilt nach (52), wie man durch Elimination der as: a u' 
erkennt: 

(58) (i = 1,2) 

Die Gleichungen (58) e::-lauben, aus den invarianten Ableitungen einer 
beliebigen GroBe die gewohnlichen zu berechnen. Differenzieren wir 
(58) nach Uk und setzen in der Gleichung, die man erhaIt, nach der Vor­
schrift (58) 

9 as. s - s 
(5 ) au' = n i 11 + n i 111' 

so ergibt sich 

(60) al s ani San, S S - S - S - - S 
!lui auk a Ilk 1 + aUk i+nink 11 +nink U+nink 21 +nink IS' 

Die Integrierbarkeitsbedingung 
als azs 

au i auk = auk ilu i 

fUr die gewohnlichen zweiten Ableitungen konnen wir nun in der Form 
schreiben: 

(61) 

denn wei! das GroBensystem ni ilk - nk iii in i und k schiefsymmetrisch 

ist, bedeutet (61) gerade die Symmetrie des Systems a;l:f4k ini undk. 

Aus (60) und (61) ergibt sich dann, wenn man (43), (45) beriicksichtigt, 
eine Gleichung der Form (II), wo jetzt nur q und q durch 

(62) q = .2 (ni nk - nk iii) ~:'k ; 
i. " 

zu ersetzen sind. 

§ 63. Grundformeln der Flachentheorie in invarianter 
Schreibweise. 

Wir gehen jetzt, nachdem wir gesehen haben, wie wir von allgemeinen 
Parametern aus zu den invarianten Ableitulolgen gelangen konnen. an 
die Aufstellung der Grundformeln der Flachentheorie. 

Aus (13) folgt zunachst in Kriimmungslinienparametern: 

(63) ~1 ~1 = 1 , ~1 ~s = 0 , ~I ~I = 1, 
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was dann natiirlich auch fUr beliebige Parameter richtig ist, wenn wir 
~l und III durch 

(64) 

erklaren. Der Vektor der Flachennormalen ~ ergibt sich jetzt als 

(65) ~ = II X III . 

In der Tat ist ~ nach § 2 (28) Einheitsvektor. 
Da der Vektor ~ sich aus II und II berechnen laBt, fallen die samt­

lichen Invarianten, die sich aus den Vektoren 

(66) l, ~l' ll' ~'lu. lll' lit> ls!. ~l' ~s. lUI··· 
berechnen lassen, mit den Invarianten der Vektoren (14) allein zusam­
men. Wir verfahren wieder nach den Vorschriften des § 55, lassen ~ 

weg und benutzen als Grundvektoren die Vektoren ll' t:?' ~. Fur sie 
gilt die Tabelle skalarer Produkte: 

(67) 
li = d = ~z = 1, 

II til = tl ~ = ti ~ = O. 

Jetzt wollen wir die Ableitungen der Grundvektoren aus diesen 
selbst linear kombinieren. Wir machen zu dem Zweck den Ansatz: 

lu = OCu II + OCIZ til + OCl3 ~ , 

lill = OCZI II + OC~9 til + OC23 ~ , 

lill = OCS1 II + OC32 til + OC33 ~ , 

li! = OCu II + OC42 III + OC43 ~ , 
(68) 

~l == ocOllI + OC62 li + OC53 ~ , 

~! = OC8l !l + CX62 !s + OC63 ~ 

Wir miissen uns jetzt uber die Gesamtheit der wesentlichen, unab­
hangigen Beziehungen klar werd~n, die auf Grund unsrer geometrischen 
Annahmen zwischen den Vektoren bestehen. DaB ~ Einheitsvektor der 
Flachennormalen ist, kommt in den Gleichungen ~ll = ~ll = 0, e~ = 1 
zum Ausdruck. DaB unsere invarianten Ableitungen langs der Krum­
mungslinien genommen werden, kommt nach § 46 (47) in den Glei­
chungen 

(69) (~ll ~l) = 0, (~ls es) = 0 

zum Ausdruck. Da die Kriimmungslinien notwendig rechtwinklig sind, so 
muB sich als eine Folge von (69) ergeben, daB die Tangentenvektoren 
II und II an die Krummungslinien rechtwinklig sind, was auf die Bedin­
gung II ts = 0 fiihrt. DaB die invarianten Ableitungen nach den Bogen­
langen der Krummungslinien genommen werden, kommt nach §5 (13) in 
tIll = rsts = 1, also darin zum Ausdruck, daB die tl und t:! Einheits­
vektoren sind. Damit sind aber auch alle unsere geometrischen Voraus-
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setzungen erschopft, und die samtlichen Relationen, die iiberhaupt 
zwischen unsern Vektoren bestehen, sind in den Gleichungen (67) und 
(69) enthalten, und natiirlich in den daraus sich durch Apleitung er­
gebenden Gleichungen sowie den jeweils bei zweimaliger Ableitung auf­
tretenden Integrierbarkeitsbedingungen der Form (U) resp. (17) (62). 
Aus (69) folgt mittels (tl tll~) = 1: 

(70) 

also 
(71) 

Durch Ableitung von ~tl = 0 nach dem Index 2 und von ~t:! = 0 nach 1 
ergibt sich dann auch 

(72) rJ.23 = ~ tIll = 0 und 1X33 = ~ till = 0 . 

Aus ~~ = 1 folgt ~~l = ~~2 = 0, also nach (68) 

(73) 1X53 = 1X63 = 0 . 

Aus tl Xl = t2 t2 = 1 und It I2 = 0 folgt weiter durch Ableitung 

It II:! = 0, 

(74) tll til + 1;t r2l = 0, rl:! r2 + It t22 = 0, 

t2 till = 0 , t2 t2ll = 0 . 

Aus (74). und (74)6 ergibt sich also mittels (68) 

lXu = 1X42 = 0 

und aus tl It2 = t2 I:ll = 0 folgt einerseits 

(75) 

und nacn skalarer Multiplikation der Gleichung 

ttll + q tl = tilt + q Is 
mit It und t2 wciter 

(76) q = II tllt = 1X3l , tll It2 = 1X22 = q. 
Aus (74)a und (74)4 ergibt sich dann schlie13lich 

(77) rJ.12 = III t2 = - q, lXu = II Ill!! = - q. 

Damit haben wir alles, was wir iiber die spezielle Form des Gleichungs­
systems (68) entnehmen konnen, benutzt. 

Schreiben wir statt 1X13 noch r und statt 1X43 weiter r, so haben wir 
wegen ~lIl = - ~Ill und ~2t2 = - ~Illll die Grundgleichungen: 

(78) 
III = - q I2 + r ~ Iu = q Is 

Ill!! = - q tl + r ~ !u = q tl 

(79) ~t = - 71:t II ~ll = -rt!ll 
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Die Gleichungen sind einfach die Formeln der §§ 55, 57, die Ablei­
tungsgleichungen von GAUSZ und WEINGARTEN in invarianter Schreib­
weise. Wir hatten sie auch direkt aus den dortigen Formeln durch ein­
faches Umschreiben auf invariante Ableitungen gewinnen k6nnen. Da 
fur die Kriimmungsrichtungen nach § 46 (52) in Krummungsparametern 
die Gleichungen von RODRIGUES 

(80) 
1 

~- = --! und 
U Rl U 

gelten, so erhalt man nach Division 

(81) 

1 
~,,= -1?!" 

2 ,-
durch l E bzw. {i; nach (4): 

Daraus folgt, daB in (79) die Gr6Ben r und r einfach die reziprokm 
Hauptkrummungsradien Rl und R2 sind. 

Nach (78) gilt wegen I ~!1 III I = 1 

(82) I e !1 !n I = - q , I e til !ilill = + Ii· 
Die GroBen q und q sind also, vom Vorzeichen abgesehen, nach § 35 (25)3 
die geodatischen Krummungen der Krummungsstreifen. 

1m § 58 haben wir gesehen, daB sich die Gleichungen von CODAZZI 
und das Theorema egregium von GAusz als die Integrierbarkeits­
bedingungen unsres SyE:tems linearer Differentialgleichungen ergeben, 
das durch die Ableitungsgleichungen von GAUSZ und WEINGARTEN ge­
bildet wird. Diese Integrierbarkeitsbedingungen haben wir nun noch 
in den invariant en Ableitungen zu schreiben. Statt die Gleichungen 
(138) und (139) des § 58 umzuschreiben, wollen wir die Bedingungen 
der CODAzzIschen Gleichungen und des Theorema egregium gewinnen, 
indem wir fUr das System (78), (79) die fUr die Ableitungen der 
Vektoren !u' !12' !SI' !22' ;1 und ~2 nach (Il) notwendig gilltigen 
Integrierbarkeitsbedingungen: 

(83) 
tU!! + q!u = !m + q IlS ' 

!212 + q 1;21 = !221 + q !22 ' 

';12 + q';l = ';ill + 7j';2 

zugrunde legen. Durch invariante Ableitung von (78Jt nach 2 erhalten 
wir z. B., wenn wir !!!2 und ';s hinterher wieder nach (78) (79) durch 
Linearkombinationen der Grundvektoren ersetzen: 

(84) !112 = - q2!2 - q (- 1i!1 + r~) + r2 e - rr tS 

ebenso durch Ableitung von !IS nach dem Index 1: 

(85) !m = ~ 1;2 + q 7j!1 . 

Aus (83h ergibt sich dann 

(86) - qil !s + q 1i!1 - q r .; + rile - r r !il - q2 1;2 + q r e 
= ql !s + q 1i!1 + Ij2 !2 . 
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Die einzelnen Faktoren der Grundvektoren miissen dann rechts 
und links gleich sein. Das ergibt, da die Faktoren von ~1 identisch 
iibereinstimmen, die zwei Bedingungen 
(87) - ql - q2 - q2 - q2 = r r , 
(88) r 2 = q (r - r) . 

Aus den Bedingungen (83)2' (83)3 ergeben sich durch die entsprechende 
Rechnung zum Teil die Gleichungen noch einmal. Man erhalt nur eine 
neue Gleichung 
(89) '1 = q (r - r). 

(87) ist das Theorema egregium von GAUSZ, rechts steht das Kriimmungs­
maB rr. (88) und.(89) sind die beiden CODAzzIschen Gleichungen. Wir kon­
nen also das System von Integrierbarkeitsbedingungen zusammenstellen: 

(90) 1- ql - q2 - q2 - q2 = r r I 
r2 = q (r -r) 

r1 = q (r - r) (91) 

Nach § 4 ist das vollstandige System der Invarianten unsrer Flache, 
d. h. der Vektoren (66), durch die Skalarprodukte der Grundvektoren 
];1' ~l!' ; und die Koeffizienten der Linearkombinationen der iibrigen 
Vektoren aus ihnen gegeben. Erstere sind nach (67) aber 1 oder 0, 
liefern also nichts, letztere sind nach (78), (79) durch die dort auf­
tretenden Koeffizienten q, q, r, r und ihre samtlichen invarianten Ab­
leitungen gegeben. Denn wie man durch invariante Ableitung des 
Systems (78), (79) erkennt, treten nur diese bei den in Frage kommenden 
Linearkombinationen auf. Nun lassen sich aber die GroBen q und q 
aus (91) durch die r, r und ihre invariant en Ableitungen ausdriicken, 
denn bei AusschluB von Nabelpunkten ist nach § 47 immer r - r =l= O. 
Somit sind die samtlichen absoluten Invarianten un serer Flache durch 
'!, r und ihre invarianten Ableitungen geg:-ben. Die r, , haugen von Ab­
leitungen zweiter Ordnung des Flachenpunktes ab, die GroBen r 1 , r l , 

'1' r2 sind die vier weiteren unabhangigen Invarianten dritter Ordnung 
(auch die q, q sind von dritter Ordnung). Von vierter Ordnung gibt es 
fiinf neue von den friiheren und untereinander unabhangige Invarianten. 
Denn zwischen den acht GroBen 

- - - -
I'll' '12' '21' rill 

bestehen drei Beziehungen, die Integrierbarkeitsbedingungen 

r 12 + q r 1 = r 21 + q r 2 , 

'II +q'l = r:!1 + Q'2 
und die Gleichung (90), in der man q und q nach (91) ersetzt zu denken hat. 
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Weiter konnen wir den Satz aussprechen: Eine Flache ist bis auf 
Bewegungen festgelegt, wenn ihre beiden Linearformen 

d Sl = n l d u + n2 d v , 
(92) dS2 = nl du + n2 dv 

und ihre mittlere Kriirnmung H = t (r + r) als Funktion irgendwelcher 
Parameter gegeben sind. In der Tat: Aus den ni, ni der Formen dsl , dS2 

erhalt man mittels (43), (45) die ni, ni undnach (62) dann die q, q. Fernel 
ergeben sich nach del' Definition (52) auch alle invariant en Ableitungen 
der q, q allein aus den Formen ni, ni' Nach (90) erhalt man dann auch 
K = y·r. Aus H und K kann man dann Rl und R2 , d. h. y und , be­
rechnen, mittels der ni, ni ergeben sich dann aber auch aile invarianten 
Ableitungen der r, " d. h. aber alle Invarianten der Flache, w. z. b. w. 

Eine nahere Untersuchung zeigt, daB man die Funktion H (u, v) 
im allgemeinen sogar entbehren kann und daB die Flache im allgemeinen 
allein durch ihre Formen dSl und dS2 eindeutig bis auf kongruente Ab­
bildungen bestimmt ist. Wir werden in den §§ 87 und 88 des nachsten 
Kapitels auf diese Frage ausfiihrlich zu sprechen kommen. 

Zum SchluB wollen wir noch sehen, wie sich unsre urspriinglichen qua­
dratischen Grundformen I, II und III durch die Formen dsl , dS2 aus­
driicken. Nach (58) l'.aben wir, wenn wir wieder u = ul , V = u 2 setzen: 

iJ~ + -a Iti = ni!l ni 62 ' 

a~ 1: + - 1: 
cJ ;" = ni \it ni \;2' 

Aus 

folgt dann: 

(93) 

III = r2 dsi + ,2 ds; . 

Diese Formeln hatten wir schon im § 50 (84) gefunden. 

§ 64. Gesimsflachen und Kanalflachen. 
Wir wollen die Flachen mit 

(94) q.q = 0 

untersuchen, also die Flachen, bei denen eine der Invarianten q oder q ver­
schwindet. Wegen r - , =+= 0 ist die Gleichung (94) nach (91) offenbar mit 

(95) y 2' '1 = 0 
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aquivalent. Wir wollen ctwa q = r2 = 0 annehmen. Nach (8:2) sind 
dann die Kriimmungsstreifen der Schar, auf die sich der Ableitungs­
index 1 bezieht, gleichzeitig geodatische Streifen. Nach § 34 (24) sind 
dabei die Kurven der Streifen, die Kriimmungslinien, notwendig eben, 
was man auch direkt durch das Verschwinden der Determinante 
(!l' !ll' !lll) nachweisen konnte. Da die Hauptnormalen einer eben en 
Kurve alle in ihter Ebene enthalten sind, und da bei unseren geoda­
tischen ebenen Kriimmungsstreifen die Flachennormalen mit den 
Hauptnormalen zusammenfallen, erkennt man, daD die Flache die 
Schar der Ebenen senkrecht durchsetzen muD, in denen die Kriim­
mungslinien der ausgezeichneten Schar liegen. Unsere Flachen mit 
q = 0 sind also orthogonale Trajektorienflachen einer Schar von Ebenen, 
also solche FHi.chen, die entstehen, wenn wir auf einer der Ebenen eine 
beliebige Kurve C zeichnen, und von den einzelnen Punkten von C 
aus die rechtwinkligen Trajektorien der Ebenenschar ziehen, also die 
Kurven, deren Tangente an jeder Stelle zu der hindurchgehenden 
Ebene der Schar normal ist. Diese Eigenschaft ist auch kennzeich­
nend fiir un sere Flachen mit q = O. Denn man sieht ohne weiteres, 
daD bei einer Orthogonalflache einer Ebenenschar die Schnitte mit den 
Ebenen der Schar Kriimmungslinien sind, da sich langs derselben die 
in der Ebene gelegenen Flachennormalen schneiden. Andrerseits fallen 
die Flachennormalen mit den Hauptnormalen der verschiedenen Kurven 
zusammen, also sind die zugehorigen Streifen geodatisch, das heiDt aber 
nach (82): Es ist q = O. Man nennt die Flachen mit q = 0 nach ihrem 
Entdecker MONGE "surfaces moulures" oder Gesimsfliichen. 

Wir wollen noch eine sehr einfache mechanische Erzeugung der 
Gesimsflachen angeben. Die Ebenen der Kriimmungslinien der aus­
gezeichneten Schar umhiillen offenbar eine Torse. Geht man von dieser 
Torse aus, so kann man von ihr durch die folgende Konstruktion zu der 
Gesimsflache gelangen: 

Man zeichnet aUf einer der T angentenebenen der ganz beliebig anzu­
nehmenden Torse eine beliebige Kurve Sf. Lapt man dann die Tangenten­
ebene ohm zu gleiten aUf der Torse rollen, so dap sie diese immer langs 
einer Erzeugenden beriihrt, so beschreibt Sf die allgemeinste Gesimsflache. 

Die Richtigkeit dieser Konstruktion ergibt sich daraus, daD bei 
dem mechanischen Vorgang des gIeitungsfreien Rollens die Bahnkurven 
der Punkte von Sf jeweils senkrecht sind zu der Ebene von Sf. 

Das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen 

q=q=O 

kennzeichnet die allgemeinen Zylinderflachen. In der Tat folgt aus (90) 
rr = O. Wir konnen dann etwa r = 0 annehmen. Aus !ll = !12 = 0 
folgt dann die Konstanz des Vektors !1 auf der ganzen Flache. Daraus 
folgt weiter, daD die Kriimmungslinien der Schar 1 lauter parallele Ge-
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raden sind. Also ist die Flache eine Zylinderflache. Umgekehrt folgt 
fUr eine Zylinderflache aus der Konstanz von !. die Gilltigkeit von 
q = q = O. 

Wir wollen nun noch eine andere Flachenklasse kurz behandeln, 
namlich die durch 
(96) 

gekennzeichnete, die ein Gegenstiick zu der Flachenklasse (95) dar­
stellt. Wegen der Gleichberechtigung von r. und '2 k6nnen wir etwa r. = 0 annehmen. Aus 
(97) r.=O 

und der CODAzzIschen Gleichung (vgl. (91)) 

rs = q (r - r) 

folgt mittels der Integrierbarkeitsbedingungen 

r 12 + q r 1 = r 21 + q r S ' 

(q. + q q) (, - r) + q'. = O. 

Mittels (91)2 erhalt man daraus nach Weglassen des Faktors r _. r 
(98) ql = 0 

Aus r. = ql = 0 leitet man nun leicht her, daB die Detenninante 
(1;., /;11' 1;111)' verschwindet. Die Kriimmungslinien sind also wieder 
eben. Aus (78) und (67) folgt dann weiter 

(99) (!1l !1l) = q2 + r2 . 
Nun ist aber nach § lO (78) 

(100) !1l !1l = 1: (/ 
das Quadrat der Kriimmung 1: e der Kriimmungslinie der Schar l. 
Aus (97) und (98) folgt aber (!1l !U)l = (r2 + q2)1 = O. Die Kriimmung 
ist also Hi.ngs der ganzen Kurve konstant. Die Kriimmungslinie ist also 
eine ebene Kurve konstanter Kriimmung, das heiBt ein Kreis. Die 
Kriimmungslinien der einen Schar unsrer Flache sind also aile Kreise. 
Da nun weiter die Normalkriimmung b = (e1 !1) = - r unsrer Kriim­
mungsstreifen konstant langs der ganzen Kurven ist, folgt, daB die 
im Kapitel3, S.70 erwahnte Kugel jeweils fUr den ganzen Streifen fest 
ist, das heiBt, daB der ganze Streifen auf einer und derselben Kugel 
liegt. Daraus ersieht man: Unsre Flachen sind einfach die HUllfliichen 
einer einparametrigen Schar von Kugeln. Die Hiillflachen solcher Kugel­
scharen pflegt man auch als Kanalfliichen zu bezeichnen. Auch um­
gekehrl ist leicht einzusehen, da13 die Gleichung (96) kennzeichnend 
fiir Kanalflachen ist. 

1st in (96) gleichzeitig r. = 0 und r s = 0, so erhaIten wir die so­
genannten Zykliden von DUPIN l ), die gleichzeitig als Hiillflachen von 
zwei Kugelscharen aufgefaBt werden k6nnen. 

1 Vgl. die Ausfilhrungen iiber diese bemerkenswerten Fillchen in § 55; Bd. III 
dieses Lehrbuchs. 
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Wir wollen jetzt noch die Fliichen bestimmen, die gleichzeitig Ge­
sims/liichen und Kanal/liichen sind. Nach (95) Wld (96) haben wir wegen 
der Gleichberechtigung der GroBen 1'1' '2 und weiter der Gleichberech­
tigung der beiden GroBen 1', und'l sowie der Gleichberechtigung beider 
aufgefiihrten GroBenpaare miteinander nur zwei wesentlich verschie­
dene FaIle 

I 

II 

1'1=1'2=0, 

r1 ='1=0 

[oder r1 = '2 = 0] 

[oder '2=1'2=0]. 

1m Fall 1 ist nach (99), (100) l' der Radius der Kugeln der Kanalflache. 
Aus 1'1 = 1', = 0 folgt aber nach (52) das Verschwinden der gewohn­
lichen Ableitungen r .. = rf) = O. Das heiBt, wir haben speziell die Hiill­
fliiche einer Schar von Kugeln mit gleichem Radius. Solche FHi.chen pflegt 
man als Roh1'en/liichen zu bezeichnen. 1m Fall II haben wir nach (91) 
zunachst auch q = O. Weiter bemerken wir: Fiir Kanalflachen 1'1 = 0 
sind ja die KriimmWlgslinien 1 als Kreise eben. Fiir den Einheitsvektor 
senkrecht zu der Ebene der Kriimmungslinie 1, also ihren Binormalen­
vektor ~3 [vgl. § 34 (13)] wegen r; = 1, ~3!1 = ~3 !11 = 0 

(101) I: _ +q~+rlil 
!i3 - l'r2 + q. . 

~3 ist natiirlich langs der Kriimmungslinien 1 fest (~3)1 = O. Durch 
Ableitung folgt aus (101) unter Beriicksichtigung von q = 0 

(102) (~3)2 = ~ {[- 1'2 + qr + r2 ~ q2 (rr2 + qq,) J t, 
+ [- q:? ~ r, + r l ! ql (rr, + q q,) ] ~}. 

Wegen q = 0 nehmen die Gleichungen (90) und (91) nWl die Form an: 

q'j = _q2 _ rr, 

r2=qr-qr. 
(103) 

Daraus erhalt man 

(104) ''', + qq. 
r2 + q2 = - q. 

Und mittels (103) und (104) ergibt dann die Gleichung (102) 

(105) 

Der Vektor ~3 ist also iiberhaupt konstant. Die Kreise der Ebenen, in 
der sich die benachbarten Kugeln der Schar der Kanalflache schneiden, 
liegen somit alle in parallelen Ebenen. Das ist aber nur moglich. wenn 
die Mittelpunkte der Kugeln alle auf der festen Geraden liegen. Die 
Hiillflache einer solchen Kugelschar ist aber eine Drehfliiche. Man iiber­
zeugt sich leicht, daB II die Drehflachen kennzeichnet. 
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§ 65. Invariante Ableitungen in beliebiger Richtung. 

Die vorhergehenden Untersuchungen konnten den Anschein er­
wecken, als ob die invarianten Ableitungen nur bei Fragen mit Erfolg 
verwandt werden konnen, die in besonderer Beziehung zu dem Netz 
der Kriimmungslinien stehen. Wir wollen hier ztigen, daB sie sieh auch 
auf die Theorie beliebiger Flachenkurven anwenden lassen. 

Ziehen wir von einem Flachenpunkt aus auf der Flache eine Kurve 
in beliebiger Riehtung, so ist der Einheitsvektor ta ihrer Tangenten in 
der Form 
(106) t" = cos oc t1 + sin oc tl! 

darstellbar. In der Tat gilt toto = 1 und oc ist der Winkel, den unsre 
Kurve mit der Kriimmungsrichtung 1 bildet. Geben wir den Winkel oc 
als Funktion 
(107) oc = ex (s) 

der Bogenliinge der Kurve, so ist dadurch eine Art natiirlicher Glei­
chung der allgemeinen Flachenkurve gegeben, durch die sie eindeutig 
festgelegt ist. 1st 5(u, v) eine Ortsfunktion auf unsrer FHiche und 
bilden wir die Ableitung So von 5 langs der Kurve (107) nach der Bogen­
lange der Kurve, so muB 

(108) Sa = cos oc 51 + sin oc 5! 

sein. In der Tat ergibt sich ja auch der Tangentenvektor to in (106) 

mittels des Differentiationsprozesses (108). Fiir oc = 0 und oc = ....:!. 
2 

ergeben sieh, wie es sein muB, die gewohnlichen invarianten Differen­
tiationen langs der Kriimmungslinien. Mit dem DifferentiationsprozeB 
at konnen wir bei dem Differenzieren von Gleichungen wieder nach den 
gelaufigen Regeln arbeiten. Wir konnen auch die hoheren Ableitungen 
des Vektors !a nach den Bogenlangen der Kurve (107) bilden. Es er­
gibt sich aus (106), wenn wir wieder 

t.ot = cos oc !11 + sin oc t.! ' (109) 
tilot = cos oc t!l + sin OCt!!! 

setzen und bedenken, daB 

(110) oc' = cos oc • oci -+- sin oc . oc!! 

die Ableitung der Funktion. (107) ist: 

(111) !au = tU cos2 oc + (!1! + !!!1) sin oc cos oc + t!!! sin2 oc 
+ oc' (-!1 sin oc + te cos oc). 

Driicken wir darin nach (78), (79) alle Vektoren durch die Grund­
vektoren aus, so erhalten wir: 

!ua = (- oc' + q cos oc - q sin oc) sin oc· t1 
(112) + (oc' _ q cos oc + q sin oc) cos OCts+(rcos2 oc + r sin2 oc)~ • 
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Wir konnen uns jetzt fiir einen heliehigen Flachenstreifen die In­
varianten a, b und c herechnen. Nach § 35 muB jetzt 

sein. Wegen 

a = (~!a~I1)' 

b = (!11 ~11)' 

C = - (~!a !11,.} 

(113) ~a = cos IX ~1 + sin IX~! = - r cos 1X!1 - , sin 1X!2 

ergiht die Rechnung 
(114) a = (r - ,) sin IX cos IX , 

(115) 

(116) 

b = -- r cos2 ot - , sin 2 ot , 

- c = ot' - q cos ot + q sin ot • 

Aus (115) ersehen wir, daB sich die Funktion ot der heiden Asym­
ptotenlinien durch 
(117) tg IX = ± y~ r: , 
herechnet. 

Den heiden Losungen ott und 1X2 von (117) entsprechen die heiden 
Winkel, die die heiden Asymptotenlinien mit der Kriimmungslinie 1 
einschlieBen. Fiir den Winkel g; = IX} + 1X2 der heiden Schmiegtangenten 
erhalt man 

(11S) ( y +r~ cosg; = - -- . 
y - I' 

Auf die Flachen r + , = 0 oder H = 0 mit normalen Schmiegtangenten, 
auf die sogenannten MinimalfHi.chen, werden wir im § 105f£. zu sprechen 
kommen. 

Fiir die geodatischen Streifen c = 0 auf einer Flache erhalten wir 
eine Differentialgleichung erster Ordnung fur die Funktion .:x. (s). Von 
einem Flachenpunkt aus laufen also nach allen Richtungen noch geo­
datische Streifen. 

Mit den geodatischen Streifen und den zugehorigen Kurven, den 
geodiitischen Linien auf der Flache, wollen wir uns im nachsten Kapitel 
heschaftigen. 

§ 66. Aufgaben und Lehrsatze. 
1. Zentraflichen einer gegebenen Fliche. Die auf der Normalen einer Flache 

~ (u, v) gelegenen Punkte 

(119) 1 - I l: 
5 = ! + r ~ und. 5 = }; + -i 5" 

beschreiben (im allgemeinen Fall) je eine Fla.che, die von den Normalen der Ur­
flll.che umhiillt wird. Die beiden Fla.chen h (14, v) und 3 (u, v) sind die einzigen 
Hiillflll.chen des Strahlensystems (vgl. § 123) der Normalen unserer Fla.che lind 
heiLlen auch Zentl'afliichen oder Evolutenfliichcn. Wir wollen ,.;; 9= 0, I' - ; 9= 0 



§ 66. Aufgaben und Lehrsatze. 145 

voraussetzen. Die Zentraflll.chen konnen dann nur noch fiir Kanalflll.chen in 
Ktirven ausarten. Nehmen wir 1'1 ;;2 + 0 an, so haben wir zwei regulll.re Flll.chen 3 
und a. Man zeige: 

a) Den Kriimmungslinien der Schar 1 entsprechen auf der Flll.che 3 geodll.tische 
Linien (und ebenso den Kriimmungslinien der Schar 2 auf der Flll.che '3). 

b) Die Flll.chen, bei denen identisch in u und v zwischen l' und ;; eine Beziehung 
der Form 

(120) !(r,r) = 0 
besteht, sind dadurch gekennzeichnet, daB sich die Asymptotenlinien ihrer beiden 
Zentraflll.chen entsprechen. Diese sogenannten Flachen von WEINGARTEN (oder 
W-Flll.chen) sind auch gekennzeichnet durch die Differentialgleichung: 

(121) 

c) Bei den Flll.chen mit 

1 1 
- - -=- = konst. 
l' ,. 

und nur bei diesen entsprechen sich auf den beiden Zentraflll.chen die Kriim­
mungslinien. 

2. Sind bei zwei von einem Punkt in senkrechten Richtungen auslaufenden 
Flll.chenstreifen die Normalkriimmungen gleich, so sind die beiden Richtungen 
notwendig die Richtungen der Winkelhalbierenden der Kriimmungslinien. 

3. Man zeige: Durch ". q = q. " sind die FllZchen mit eine,. Scha" ebene" K"am­
mungslinien 1, durch 

(~11 q. - r. qll) (rr. + qq.) = 0 
aber fiir ". q + q1 " die Flachen mit eine" Schar spharische" K"Qmmungslinien 1 ge­
kennzeichnet. Ftir q 1 = 0 erge ben sich. die Flll.chen, die aus· einer Schar von 
Orthogonaltrajektorien einer beliebigen Kugelschar gebildet sind. Bei ihnen liegen 
die Kriimmungslinien 1 alle auf zur Flll.che senkrechten Kugeln. 

,. SchlieBt man die ,\VEINGARTENSchen Flll.chen der Aufgabe 1 b aus ["1 r:! 
- "I Y1 + 0], so kann man als Parameter u, f1 der einzelnen Punkte der Flll.che die 
dortigen Werte der Hauptkriimmungen r und r annehmen. Man zeige, daB eine 
Flll.che his auf kongruente Abbildungen festgelegt ist, wenn nur ihre vier Invarianten 
dritter Ordnung "1' "I' 71 und 7S als Funktionen "1 (", Y); "S (", ,,~); 71 (". ,); 7S (", Y) 
von" und Y festgelegt sind. Welchen Integrierbarkeitsbedingungen miissen die vier 
Funktionen genfigen, damit zu ihnen eine Flll.che gehort? Zur Idee, gewisse In­
varianten einer Flll.che durch "natiirliche Gleichungen" festzulegen, indem man 
weitere Invarianten als Funktionen dieser vorgibt, vergleiche man etwa G. SCHEF­
FERS, Einfiihrung in die Theorie der Flll.chen, S.433. Leipzig: Veit &: Co. 1913. 

Blaschke, DifferentiaIlleometrie 1. 4. Aufl. 10 



6. Kapitel. 

Geometrie auf einer FUiche. 
§ 67. Verbiegung. 

In diesem Kapitel solI der Grundgedanke von GAUSZ' flachen­
theoretischen Untersuchungen auseinandergesetzt werden. Denkt man 
sich eine Flache aus einem biegsamen, undehnbaren Stoff hergestellt, 
wie er etwa durch Papier verwirklicht wird, so laBt diese Flache (oder 
ein genugend kleines Stuck von ihr) auBer ihrer Beweglichkeit als 
starrer Korper im allgemeinen auch noch Formanderungen, sogenannte 
"Verbiegungen" zu. Die Undehnbarkeit auBert sich dadurch, daB die 
Bogenlangen aller auf der Flache gezogenen Kurven bei der Verbiegung 
ungeandert bleiben. Etwas allgemeiner bezeichnet man als "liingentreue" 
oder "isometrische Abbildung" zweier Flachen aufeinander eine Trans­
formation mit Erhaltung der Langen. Verbiegungen von Flachenstreifen 
haben wir ja schon im § 37 behandelt. Jetzt wollen wir uns mit der 
Verbiegung ganzer Flachen beschaftigen. 

Wahrend nun die gewohnliche Flachentheorie die Eigenschaften 
der Flachen untersucht, die erhalten bleiben, wmn man die Flache 
als starren Korper bewegt, untersucht die GAuszsche "Geometrie auf 
einer Flache" die gegenuber Hingentreuen Abbildungen invariant en 
Eigenschaften, also die "inneren" Eigenschaften der Flache, die nur 
von den MaBverhaltnissen auf der Flache selbst und nicht von denen 
des umgebenden Raumes abhangen. Diese Betrachtungsweise ist auf 
praktischem Boden erwachsen, narnlich aus der Frage der Geodasie, 
was man aus Messungen auf der krummen Erdoberflache uber diese 
Flache aussagen kann. 

Wir wollen in diesem Kapitel wieder zur gewohnlichen Schreib­
weise der Flachentheorie zuruckkehren, wie wir sie im 4. Kapitel be­
nutzt haben, so daB die Kenntnis des 5. Kapitels fUr das Verstandnis 
dieses 6. Kapitels nicht notig ist. 

Als Beispiel der langentreuen Abbildung solI gezeigt werden, daB 
man ein genugend kleines Stuck einer Torse langentren auf die Ebene 
abbilden kann. Nehmen wir an, urn einen bestimmten Fall heraus­
zugreifen, die Torse sei die Tangentenflache einer Raumkurve 

(1) != t)(u) +vt)'(u), t)'2=1. 

Setzen wir t)' =;1 und wenden wir die Formeln § 9 (72) von FRENET 
an, so folgt 

(2) 
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und fiir das Linienelement der Tangentenflache 

(3) l=ds2 =(1+ ::)dU2+2dudv+dv~. 
Ordnen wir unsrer Raumkurve (1:)) eine ebene Kurve (1:)*) so zu, daB 
bei Hingentreuer Ab'bildung der beiden Kurven e (s) = e* (s) wird und 
beziehen wir die Tangentenflache (1) von (I:)) auf die Tangentenflache 
(die Ebene) von (t)*) 
(4) !*= t)*(u) +vl:)*'(u) 

durch gleiche u, v-Werte, so ergibt sich derselbe Wert des Bogen­
elements (I = 1*). Damit ist der gewunschte Nachweis erbracht. Ahnlich 
laBt sich die "Abwickelbarkeit" der Kegel und Zylinder auf die Ebene 
beweisen. Wir kommen auf diese "Abwickelbarkeit" der Torsen spater 
(§ 73) zuruck. 

Sind zwei langentreu zugeordnete Flachen so auf Parameter u, v 
bezogen. daB entsprechenden Punkten dieselben Parameterwerte zu­
gehoren, so stimmen die zugehorigen ersten Grundformen, also E, F, G, 
fUr beide FHichen uberein. Diese Dbereinstimmung sichert die Langen­
treue. In der Formel (42) von § 45 ist nun das Hauptergebnis von 
GAUSZ enthalten, daB man das KriimmungsmaB K nur aus E, Fund G 
berechnen kann. Das laBt sich jetzt so aussprechen: Bei zwei liingen­
treu aufeinander abgebildeten Fliichen stimmen in entsprechenden Punkten 
die Krummungsma/3e uberein. Diesen Satz hat GAUSZ 1822 abgeleitet 
(vgl. § 89). 

Es wird sich im folgenden zunachst darum handeln, etwas deut­
licher den geometrischen Grund dieser Biegungsinvarianz von K auf­
zuhellen. 

Da wir fruher (§ 55) gezeigt haben, daB die Torsen durch iden­
tisches Verschwinden von K gekennzeichnet sind, so folgt aus dem 
GAuszschen Satz: Die Torsen sind die einzigen auf die Ebene langentreu 
abbildbaren Flachen. Diese Tatsache war schon EULER (1770) und 
MONGE bekannt. Man nennt die Torsen wegen der "Abwickelbarkeit" 
auf die Ebene auch "abwickelbare Fliichen". LieBe man auch imaginare 
Flachen zu, oder faBte man im reellen Gebiet den Flachenbegriff sehr 
allgemein1, so ware dieser Satz mit Einschrankungen zu versehen. 

§ 68. Geodatische Kriimmung. 
Da ein Flachenstreifen auf unsrer Flache bei einer Verbiegung der 

gesamten FHi.che fiir sich eine Verbiegung im Sinne des § 37 erfahrt, 
und da sich die dort erkllirte geodatische Kriimmung c bei einer soIchen 
Streifenbiegung nicht andert, so ist c eine Invariante gegenuber Bie­
gungen der Flache. 

1 H. LEBESGUE: Comptes Rendus Bd. 128. S. 1502-1505. Paris 1899. Die 
TangentenfIlI.chen der isotropen Kurven (§ 19) sind nicht "abwickelbar". 

10* 
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c ist natiirlich keine allein von der Flache abhangige Biegungsinva­
riante (wie etwa K), sondern bestimmt sich erst durch eine auf der 
Flache gezogene Kurve. Durch die Kurve und die Flache ist der Flachen­
streifen langs der Kurve und c als deren geodatische Kriimmung dann 
bestimmt. 

Man nennt die schon von GAUSZ betrachtete Kriimmung c, deren 
Invarianz gegeniiber Biegungen von F. MINDING (1806-1830) erkannt 
worden ist, nach J. LIOUVILLE (1809-1882) dann auch einfach "geo­
diitische Krummung der Fliichenkurve" 1. Bei GAUSZ heiSt c "Seiten­
krummung" . 

Wir wollen im folgenden noch zur Abkiirzung 1 : c = (lg setzen und 
bezeichnen (!II dann als geodatischen Krummungsradius. 

Auf unsrer Flache 1; (u, v) sei eine Kurve 

(5) e (s) = e(u (s), v (s)) 

gezogen, die wir uns dadurch festgelegt denken, daB wir die ParameteI 
u und v als Funktionen ihrer BogenHinge s geben. Dann ist nach 
§ 35 (25)s: 

(6) 
1 (e. e .. ~) = eo . 

Nach § 6 kehrt sich das Vorzeichen von (!g urn, wenn man die Rich­
tung des Flachennormalenvektors umkehrt. Ebenso wechselt 1: (!g 

sein Zeichen, wenn man den positiven Sinn der Zah!ung der Bogen­
Hinge s urndreht, wie wir das im besonderen Fall der ebenen Kurven, 
fiir die ja nach § 37 die geodatische Kriimmung gleich der gewohnlichen 
ist, in § 12 festgestellt haben. Was dort iiber das Vorzeichen gesagt 
wurde, Hi.Bt sich sofort auf den hier vorliegenden, allgemeineren Fall 
iibertragen. Die geodatische Kriimmung ist also zunachst nur abgesehen 
yom Vorzeichen erklart. Das Zeichen kann aber dadurch festgelegt 
werden. daB man 1. den positiven Sinn wachsender s auf der Kurve 
auswlihlt und 2. iiber den Sinn des Normalenvektors ~ entscheidet. 

Nach § 34 (11) und (14h hangt die geodatische mit der gewohnlichen 
Kriimmung zusammen durch die Formel: 

(7) 

wo (! die gewohnliche Kriimmung und ~3 die Binormale unserer Kurve 
ist. Wir wollen aus unsern Formeln einige Schliisse ziehen. Zunachst 
gilt, well (!g nur vom Streifen unserer FHichenkurve abhangt: 

Beruhren sich zwei Fliichen tangs einer KUl've, so hat diese auf beiden 
Fliicken dieselbe geodiitische Krummung. 

1 F. MINDING: Bemerkung tiber die Abwicklung ..• Crelles Journal Bd.6, 
S. 159. 1830; J. LIOUVILLE in MONGES Application ... 1850, S. 568 unten. 
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Wenden wir ferner dieses Ergebnis auf die einer Flache langs ciner 
Kurve umschriebene Torse an, und beachten wir, daB flu biegungs­
invariant ist und auBerdem, daB bei einer ebenen Kurve die geodatische 
mit der gewohnlichen Kriimmung zusammenfallt, so erhalten wir weiter: 

Die geodiitische Krummung einer Fliichenkurve ist gleich der "A b­
wickelkrummung"; d. h. der gewohnlichen Krummung der ebenen Kurve, 
die man durch Abwicklung der unsrer Pliiche liings der Kurve umschriebe­
nen Torse erhiilt. 

Dieser Satz steckt natiirlich auch unmittelbar in den Ergebnissen 
des § 37 iiber die Abwickelung eines Streifens in die Ebene. Nach § 34 
haben wir weiter: 

Die geodiitische Krummung einer Fliichenkurve ist gleich der ge1c'ohn­
lichen Krummung ihres Normalrisses aut die Tangentenebene. 

§ 69. Geodatische Linien. 
Nach der Forme! § 37 (41a) haben wir fiir die Variation der Bogen­

lange einer FHi.chenkurve, wenn wir wieder Qu fiir 1: C set zen bei fest­
gehaltenen Enden 

f t51t 
<5s=- -ds. 

g. 
(8) 

Also verschwindet die erste Variation <5s der Bogenlange fiir beliebige 
Verriickungen <5n fiir die Flachenkurven mit identisch verschwinden­
der geodatischer Kriimmung. Man nennt seit der Mitte des 19. Jahr­
hunderts dicse Linien auf der Flache, die an Stellen der geraden Linien 
in der Ebene treten, und die schon EULER betrachtet hat, geodii#sche 
Linien. Die geodatischen .Linien sind natiirlich dic zu den geodatischcn 
Streifen gehOrigen Flachenkurven. Vnter ihnen sind jedcnfalls die kur .. 
zesten Verbindungen auf einer FHi.che zwischen zwei vorgcgebenen 
Flachenpunkten zu suchen, denn bei festgehaltcnen Endpunkten ver­
schwindet in § 37 (41) das Glied [<5tJ:: und fUr c = 0 hat die BogenHinge 
der Kurve gegeniiber allen Nachbarkurven cinen stationtl.ren Wert. 

Nach (6) geniigen die geodatischen Linien der 13edingung 

(9) (!. ! .. ~) = O. 

D. h. geometrisch, ihre Schmiegeben{;lfll gehen duych die zugelzorigen 
Fliichennormalen. Auch die geraden Lini('ll (rs X Xu = 0) auf dner 
Flache geniigen der Bedingung (9). 

Ferner ergibt sich aus (9), daB die geodatischen Linien einer Difk .. 
rentialgleichung zweiter Ordnung geniigen. Wir werden diese Differen­
tialgleichung im § 83 (129) explizit aufschreiben. In 

( dt')2 dlt dv (dV)2 d 2 u d 2 u 
(1O) ! .. = !,," ds + 2!UVds ds + !vv d'S +!tl (f';2 +!v ds2 

steckcn namlich die zwciten Ableitnngen der die Flachenkurve bestim­
menden Funktionen tl (s) und v (s). Wir konnen daher erwarten, daB 
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durch jedes Linienelement1 der Flache eine einzige geodatische Linie 
hindurchgeht, was sich aus der Regularitat der Flache auf Grund von 
Existenzsatzen iiber gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ord­
nung streng begriinden laBt. 

Nehmen wir eine einparametrige Schar geodatischer Linien, die ein 
Flachenstiick " schlicht " iiberdeckt, so daB also durch jeden Punkt 
des Flachenstiicks nur eine einzige Kurve der Schar hindurchgeht. 
Diese Schar - nach WEIERSTRASZ spricht man auch von einem "Feld" 
geodatischer Linien - nehmen wir als Kurven v = konst., wahrend 
die Kurven u = konst. die orthogonalen Trajektorien sein sollen. Fiir 
das Bogenelement 

finden wir dann wegen 

!. = !,,: rE, 
(il) 

);"" 1 Ell 
! •• =y - 2!U £2 

nach § 57 (133) die Bedingung 

(12) 1 _ (fE)" - 0 
fl, --l"EfG - , 

d. h. E ist nur von u abhangig, nicht von v. Fiihren wir nun an Stelle 
von u einen neuen Parameter 

ffEdu 

ein, er sei nachtraglich wieder mit u bezeichnet, so nimmt das Bogen­
element die einfache von GAUSZ ang~gebene Gestalt an 

(13) dsi = du2 + Gdv2 • 

Fiir v = konst. wird 
"1 

S = f du = u 1 - uo· 
u, 

Das gibt sofort den Satz: Die orlhogonalen Trajektorien eines geo­
diitischen F eldes schneiden aut den geodiitischen Linien des F eldes gleiche 
Liingen abo 

Umgekehrt: Schneiden die Kurven u = konst. auf ihren ortho­
gonalen Trajektorien. fJ = konst. gleiche Langen aus, so sind die Linien 
v = konst. geodatisch. 

1 Das Wort .. Linienelement" oder .. Bogenelement" wird in zwei verschiede­
nen Bedeutungen kebraucht. WlI.hrend sonst immer die erste Grundform der 
FllI.chentheorie'darunter zu verstehen ist, ist hier ein Punkt mit hindurchgehender 
Richtung gemeint. 
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Die Kurven u = konst. nennt man geodiitisch parallel. Fill die 
BogenHi.nge erner Kurve des Feldes v =.v(u), v (uo) = v (u1) = Vo er­
halt man 

III 

(14) s =f VI + G (::r d~t. 
110 

Wegen G > 0 folgt danach 

(15) 

Daraus ergibt sieh, daB die geodatischen Linien kurzeste sind. 

Laf3t sich ein Bogen einer geodatischen Linie in ein "Feld" einbetten1, 

so lie/ert die geodatische Kurve die kurzeste Verbindung zwischen zweien 
ihrer Punkte im Vergleich zu allen anderen innerhalb des F eldes verlau/en­
den Kurven. 

Die Bedingung des Einbettens 1st dabei nieht iiberfliissig. Davon 
kann man sich am besten auf der Kugelflache iiberzerigen. Die GroB­
kreise der Kugel sind dort die geodatischen Linien. Jeder GroBkreis­
bogen, der kleiner als ein Halbkreis ist, laBt sieh in ein Feld von GroB­
kreisbogen einbetten, hingegen ein GroBkreisbogen, der diametral 
gegeniiberliegende Punkte enthalt, nieht. Tatsachlieh liefert aber auch 
ein GroBkreisbogen, der iiber einen Halbkreis hinausragt, fill die Bogen­
lange keih Extrem. 

§ 70. Geodatische Polarkoordinaten. 

Es sei 0 ein Punkt einer Flache, rp der Winkel einer durch 0 gehen­
den geodlitischen Linie mit einer festen Richtung durch 0, und r die 
auf dieser geodatischen Linie gemessene Entfernung eines ihrel" Punkte 
von o. Diese GroBen r, rp kann man als das Gegenstiick der Polar­
koordinaten der Ebene als geodatische Polarkoordinaten bezeiehnen. 
Aus der Formel § 37 (41) fiir die Variation der BogenHinge der geoda­
tischen Linie ~s = [~t]:: leitet man leieht ab, daB die Kurven r = konst., 
rp = konst. der geodatischen Polarkoordinaten sieh rechtwinklig schnei­
den. 1m Ursprung des Polarkoordinatensystems wird namlich ~tl = 0 
und somit folgt aus 

auch 

d. h. die behauptete Rechtwinkligkeit. 

1 Die Bedingung des Einbettens ist; nahe verwandt mit der sogenannten Be­
dingung JACOBIS, auf die wir spAter (§ 99) zu sprechen kommen werden. 
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Das Linienelement hat nach den Satzen des vorigen Abschnitts fUr 
diese Paramder r, cp zunachst die GAuszsche Form (13) 

(16) ds2=dr2 + Gdcp2. 1 ) 

Hierin ist enthalten, daB die "geodatischen Kreise" r = konst. ihre 
geodatischen Radien cp = konst. senkrecht durchschneiden. Es bleibt 
festzustellen, wie sich die Funktion G (r, cp) an der fiir die Parameter­
darstellung ausgezeichneten Stelle r = 0 verhalt. Offenbar sind 

(17) r cos cp = u, r sin cp = v 

in 0 regulare Parameter, die man als N ormalkoordinaten oder als RIE­
MA~NS kanonische Koordinaten in 0 zu bezeichnen pflegt. Sie treten 
an die Stelle der rechtwinkligen Koordinaten in der Ebene. Es ist 

(18) 

(19) 

(20) 

dr = 11 dll + v dv 
r 

v 
cp = arctg -; , 

d _ ftdv -v du 
cp - 1'2 

u 2 duB + 2 uv dudv + v2 dv 2 112 dv 2 2-uv du dv + v2 d!t2 

d S2 = 1'2 . + G -----"'.,..----'---

Soll dieses Linienelement die Form 

(21) 

haben, wo E l' F l' G1 reguHire Potenzreihen an der Stelle tt, V = 0 
sind, so muB G (r, cp) die Form haben 

(22) G (r, (p) = 1'2 [I + r2 $ (u, v) 1 , 

wo $ cine konvergente Potenzreihe in u, v ist. Ziehen wir aus dieser 
noch das konstantc Glied heraus, so haben wlr 

(23) G (r, cp) = r2 {l + r2 [u + n (u, v)]} 
oder 

(24) G (r, cp) = 1'2 + a 1'4 + r5 • (fJ cos cp + y sin cp) + .. " 
wo die nicht hingeschriehenen Glieder in r von mindestens sechster 
Ordnung sind. 

Die Form (16) des Bogcnelcments bezogcn auf H.IEMANNS Normal­
koordinaten bekommt jetzt die Reihel1t'ntwicklung 

(25) ds2 = dtt2 + dv2 + (I. (tt dv - v dtt)2 + .. '. 
Dreht man unser Polarkoordinatensystem urn 0, so bleibt r un­

geandert, cp wachst urn eine Konstante, und (!. bleibt fest. Daraus 
ergibt sich, daB IX nur vom Punkt 0 abhangt, also eine Biegungs­
invariante der :F1ache fiir denPunkt 0 ist. Es bleibt festzustellen, wic 
IX mit den Bewegungsinvarianten von § 44 zusammenhangt. 

1 Auf die Frage, in welchem Umkreis urn 0 diese geodatischen Polarkoordinaten 
brauchbar sind, kommen wir spater zu sprechen. 
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§ 71. Biegungsinvariante Deutung des KriimmungsmaBes. 
1m vorigen Abschnitt sind wir ganz naturgemaB zu einer Biegungs­

invariante CY.. gelangt, von der wir nur festzustellen brauchen, daB sie 
mit dem KriimmungsmaB K = 1: RIR2 (§ 44) bis auf einen Zahlen­
faktor zusammenfallt. 

Wir brauchen nur die Formel (138) von GAUSZ in § 58 heranzuziehen. 
Setzt man darin E = 1, F = 0, so wird 

1 a2 ,/-
(26) K = - -= d~ Y G. lG r 

Hieraus ergibt sich sofort mittels (24) fUr den Wert Ko von K im Ur­
sprung des geodatischen Polarkoordinatensystems: 

(27) oc = - ~Ko, 

so daB also tatsachIich oc im wesentlichen mit dem KriimmungsmaB 
im Ursprung zusammenfallt. 

Aus unsren Formeln folgt leicht eine geometrische Deutung des 
KriimmungsmaBes, die seine Biegungsinvarianz in helles Licht riickt. 
Es war fUr gcodatische Polarkoordinaten 

(28) ds2 = dr2 + (r2 _ ~oy4 + ... ) dq;2. 

Berechnen wir hieraus die Umfange L der Kurven r = konst., die man 
nach GAUSZ als "geodiitische Kreise" bezeichnet, so finden wir 

(29) 

-n -;r 

oder 

(30) L = 2 n r - ~ Ko r3 + .... 
Somit ist, WIe ]. BERTRAND und V. PUISEUX 1848 gefunden haben1, 

(31) K _ l' 3. 2 n r - L 
0- Im- .~< 

r-+O n r-

Das ist die gewiinschte "innere" geometrischc Deutung von K. Man 
kahn sic auch mit DIGUET (1848)1 noch etwas anders fassen. Der 
Flacheninhalt F unseres geodatischen Kreises ist namlich 

(32) 

und darans folgt 

(33) 

r 

F = fL d'r = n r 2 - :r, Ko r 4 + ... 
• l2 
o 

K - l' 12 n r2 -- F 1 
0-- 1m -:-.-~-

r-)ooO " r' 

1 Vgl. G. MONGE: ApplicatiuIl ... ,5. Auf1.1850, 4. Note, S. 58:l-588. DIGt:ET: 
Journ. de :J1atMmatiques (1), BU.. 13, S.83-86. 1848. 
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§ 72. Zwei verschiedene Erklarungen der geodatischen 
Kreise. 

Wir haben im vorigen Abschnitt die geodatischen Kreise einer 
Flache durch ihre Mitte!punktseigenschaft erklart, indem wir namlich 
auf allen durch einen Punkt 0 der Flache gehenden geodatischen 
Linien von 0 aus diese!ben Entfemungen abgetragen haben. Wir wollen 
die so erklarten geodatischen Kreise im folgenden "Entternungskreise" 
nennen. 

Ebenso gut kann man a:ber die isoperimetrische Eigenschaft der 
Kreise (§ 28) verwenden, um ihre Definition von der Ebene auf eine 
krumme Flache zu iibertragen. Die· erste Variation des Umfangs L 
einer auf der Flache gezogenen geschlossenen Kurve ist (vgl. § 69 (8)) 

(34) ~ ~n 
lJL = - -·ds 

e. 
und die Variation des auf der Flache umgrenzten Flacheninhalts 

(35) lJF=-§lJn·ds. 

D~aus ergibt sich genau wie in § 28 als Differentialgleichung die Extre­
malen des isoperimetrischen Problems (L = gegeben, F = Maximum) 

(36) ..!.... = konst. e, 
Diese Kurven mit fester geodatischer Kriimmung, die von S. LIE und 
G. DARBOUX als "geodatische Kreise" bezeichnet wurden, sollen hier 
(geodatische) "Krummungskreise" genannt werden. 

Wir wollen zeigen: Datur, dafJ die beiden Erklarungen der geoda­
tischen Kreise auf einer Placke zusammenfallen, ist notwendig. dafJ die 
Flacke testes KrummungsmafJ (K = konst.) besitzt. 

Dazu setzen wir das Bogenelement in geodatischen Polarkoordi­
naten an (vgl. § 70). 

(37) dsl = drl + 1'1 {I + at,.1 + (fJ cos rp + 'Y sin rp) 1'3 + ... } dq;2. 

Entwickeln wir auch K nach Potenzen von l' I Es war nach (26) 

I al fi-
K=-lG a,. G. 

Setzt man fiir G seinen Wert aus (37) ein, so folgt: 

(38) - K = 3« + 6 (fJcosrp + 'Y sin rp)r + ... 
Andrerseits findet sich fiir die geodatische Kriimmung der Entfemungs­
kreise l' = konst. nach der der Forme! (12) entsprechenden Forme! 

I (fG)r I {'I II 3 fJ . _, } (39) -= - ---=- = - - + «1' + -( cos'll + 'Ysmrp)T- + .... e, 1 G' 2 
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Dafiir, daB diese Entfernungskreise auch gleichzeitig Kriimmungskreise 
sind, ist notwendig fJ =" = o. Dann aber hat K nach (38) an der 
betreffenden Stelle einen stationaren Wert, da oK: or fiir jede Rich­
tung f!J verschwindet. Soli das an jeder Stelle unsrer Flache der Fall 
sein, so muB tatsachlich K langs der Flache fest bleiben. 

Spater (§ 84) soli gezeigt werden, daB. sich die notwendige Be­
dingung K = konst. schon aus der schwacheren Forderung herleiten 
laBt, daB alle Kriimmungskreise geschlossen sein sollen, was bei den 
Entfernungskreisen von selbst der Fall ist. 

§ 73. FHichen festen KriimmungsmaBes. 
Durch unsere Fragestellung sind wir ganz von selbst auf die wich­

tige Klasse von Flachen mit festem K gefiihrt worden. Urn nun fest­
zustellen, in welchem Umfang die gefundene Bedingung K = konst. 
fiir die Dbereinstimmung der Kriimmungskreise mit den Entfernungs­
kreisen auch hinreicht, wollen wir die MaBverhaltnisse auf einer solchen 
Flache untersuchen, womit schon 1830 F. MINDING begonnen hat. 

Dazu fUhren wir auf einer solchen Flache ein GAuszsches geoda­
tisches Parametersystem von der im § 69 geschilderten Art ein: 

ds2 = du2 + Gdv 2 

und wahlen insbesondere auch die Kurve u = 0 als geodatische Linie 
mit v als Bogenlange. Dann ist 

(40) G(0,v)=1, G,,(O,v)=O. 

Ferner hatt-en wir fiir das KriimmungsmaB die Formel (26)' 

(41) - ~ aa:s yG = K. 

Durch die Differentialgleichung (41) und die beiden Randbedingungen 
(40) ist aber die Funktion G leicht berechenbar. 1st zunachst K = 0, 
so wird 
(42) yG =A(v)u + B(v). 

Wegen der Randbedingungen ist B = 1, A = O. Somit haben wir 

(43) ds2 = du2 + dv2 , 

die MaBbestimmung in der Ebene EUKLIDS. Dadurch ist aufs neue 
bestatigt (vgl. § 67), daB die Torsen (K = 0) im Kleinen auf die Ebene 
langentreu abbildbar sind. 

Nehmen wir zweitens K> o. Dann hat die allgemeine Losung von 
(41) die Form 

(44) fG =A(v)cos(yKu) + B(v) sin(-yKu). 

Unter Beriicksichtigung der Randwerte ergibt sich 

A=1, B=O. 
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Somit bekommen wir das Linienelement 

(45) 

Es bleibt noch der Fall K < O. Man findet entsprechend 

(46) 

wo der hyperbolische Kosinus die Bedeutung hat 

(47) ch tp = .~ (e+'I' + e-'P) • 

In den damit gewonnenen Ergebnissen ist enthalten: Zwei ge­
nugend kleine Stucke zweier Fliichen mit demselben GaufJschen Kriim­
mungsmafJ sind stets aufeinander langentreu abbildbar. 

DaB der entsprechende Satz fiir Flachen in ihrer Gesamterstreckung 
nicht mehr gilt, soli spater gezeigt werden (§ 93). Da ferner, urn zu 
unsren Normalformen des Linienelements zu kommen, der Punkt 
u = 0, v = 0 und durch ihn die Richtung von v = 0 noch belie big 
wahlbar ist, erkennt man: Jede Flache festen KrummungsmafJes gestattet 
eine Gruppe langentreuer Abbildungen auf sich selbst; und zwar kann 
man einem Punkt und einer hindurchgehenden Richtung einen beliebigen 
andern Punkt und eine beliebige Richtung durch ihn zuordnen. 

Da die "Spiegelung" u* = - u, v* = v ebenfalls isometrisch ist, 
wird durch die Zuordnung der zwei "Linienelemente" (Punkt + Rich­
tung durch ihn) die Abbildung zweideutig bestimmt. 

§ 74.- Abbildung der ·FHichen festen negativen 
KriimmungsmaJ3es auf POINCARES Halbebene. 

Als einfachen Typus fUr die Flachen K = 0 haben wir die Ebencn, 
fiir K > 0 die Kugeln. Fiir K < 0 konnten wir Kugeln mit rein imagi­
narem Halbmesser einfiihren. Doch wird eine reelie Darstellung wiin­
schenswert sein. Dazu konnte man etwa aIle Drehflachen mit festem 
K ermitteln, was sich mittels elliptischer Integrale leicht ausfiihren 
laBt l . Aber das anschaulichste Bild der MaBbestimmung auf einer Flachp, 
etwa mit K = - 1, bekommt man auf folgende Weise. 

Es wird fiir eine solche Flache mit dem GAuszschen Bogenelement 
des § 73 

iJ2 .-- ,/-
a-;i2" IG = y G. 

Der Typus der bctrachtetcll Flache blcibt erhalten, wenn wir ('twa 

set zen 
(48) ds2 = du2 + e2udv2 • 

1 Vgl. etwa G. SCHEFFERS: Theorie der Fldchen, 2. Aufl.,S. 139f£., bzw. die 
Figur S. 141. Leipzig 1913. 
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Es seien nun x, y rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene. Wir 
bilden die Flache auf diese Ebene ab, indem wir set zen 

(49) x = v, y = e- U • 

Das Abbild der Flache auf die Ebene liegt dann jedenfalls in der oberen 
Halbebene y > O. Dann wird 

(50) d 2 _ dx2 + dy2 
S - I • 

Y 

Was sind die ebenen Bilder der geodatischen Linien? Dazu brauchen 
wir etwa nur die Extremalen der Variationsproblems 

(51) ~ J ds = ~ Jfl ~ Y'-'-dx = 0 

zu ermitteln. 

Hat man ein Variationsproblem von der Form 

(52) J = J I(x, y. y') dx = Extrem, 

und betrachtet man Variationen von der Gestalt 

(53) y = y(x) + 81[(X), 

so findet man fiir 

(54) ~ J = e [J' (8)].=0 = 8 J (/" rJ + 111 , rJ') dx. 

1st an den Enden der Integrationsstrecke 'YJ = 0, so folgt durch Inte­
gration nach Teilen 

(55) 

SolI also fiir beliebiges 'YJ stets ~ J = 0 sein, so muB die Kurve y = y (x) 
der Differentialgleichung von EULER und LAGRANGE geniigen 

d 
(56) 1,,- odor I'll' = 0 

oder a usfiihrlich 
(57) 

In unsrem Fall (51) hangt I von x nicht abo Es ist daher 

(58) d~V (/ - y'I,,·) = y' (/'1 - ddx 111/)' 

Die Differentialgleichung von EULER und LAGRANGE hat also hier ein 
"erstes Integral" 
(59) 1- y'I", = konst. 

Setzt man fiir I seinen Wert ein 

(60) I = f I ~ y/l, 

so erhaIt man 
y Yl+ y'2 = a 
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und daraus durch eine weitere Integration 

(61) (x - xo)2 + y2 = a2 

als Gleichung der Extremalen. 
Die Abbilder der geodiitischen Linien sind also Halbkreise, die auf 

der Achse y = 0 senkrecht aufsitzen. Dazu sind auch die Halbgeraden 
x = konst. zu rechnen, die sich der Darstellung y = y(x) entziehen. 

Von der Abbildung unsrer FHi.che auf die Halbebene kann man 
leicht einsehen, daB sie winkeltreu ist. Der Winkel q; zweier Linien­
elemente 

d~ = ~udu + ~"dv, 
<5~ = ~u<5u + ~,,<5v 

auf einer Flache ist durch die Formel bestimmt 

(62) cos q; = dl· 15 l. = E du l5u + F (du I5v + ~v l5u) + Gdv I5v 

ds·l5s lEdus +2Fdudv+Gdv. fEl5ul+2Fl5ul5v+Gl5v2 

Fur die Form (48) des Bogenelementes ergibt sich also wegen (49) 

dxl5:t: + dy l5y 
cosq; = .. _. 

l d x 2 + d y2 ll5 x2 + t5 y2 

Das ist genau der gewohnliche Winkel q; in der x, y -Ebene. Etwas 
vereinfachen kann man diese Rechnung dadurch, daB man die Invarianz 
des Ausdrucks reehts in (62) nachweist und dann diesen Ausdruck fUr 
das Bogenelement (50) aufstellt. 

§ 75. Uingentreue Abbildungen einer FUiche 
mit K = - 1 auf sich selbst. 

Es solI jetzt untersucht werden, was den langentreuen Abbildungeu 
unsrer Flache auf sich selbst in der Halbebene y > 0 entspricht. Nach 
den Ergebnissen von § 74 sehen wir: Die langentreuen Abbildungen 
der Flache auf sich selhst sowie die Abbildungen der Halbebene auf sich 
selbst sind winkeltreu. Wir set zen nach GAUSZ 

z=x+iy, i 2 =-1 

und behaupten: jeder Substitution 

(63) z* = ocz U 
yz+I5' 

wo oc, p, 1', <5 vier reelle Zahlen mit positiver Determinante sind 
(oc<5 - PI'> 0), entspricht eine isometrische Abbildung der Flache. 

Dazu braucht man nur zu zeigen, daB das Bogenelement (50) bei 
der Abbildung (63) erhalten bleibt. Man findet 

d * - ~ R dz z - (ocu-pl') (YZ+b)2 
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und aus 

ergibt sich 

Daraus folgt 

(63 a) 

* (IX(x+iy)+P}-{y(x-iy)+b) 
Z = -- - -I yz + b i2 

ds* =~;t = Idzl = ds, 
y y 

wie behauptet wurde. Nimmt man zu den Transformationen (63) noch 
die Abbildung 

%*=-%, y*= Y 

hinzu, so bekommt man durch Zusammensetzung alle Abbildungen 
unsrer Halbebene Y > 0, die den Hingentreuen Abbildungen der Flache 
in sich entsprechen. Dazu braucht man nur zu zeigen, daB man durch 
eine Abbildung (63) jedes Linienelement in y > 0 in jedes andere El~­
ment derselben Halbebene iiberfiihren kann. Jeden Punkt Zo = %0 + i Yo 
mit Yo > 0 kann man iiberfiihren in den Punkt z* = i durch die Sub­
stitution 

(63b) 
1 

z* = - (z - %0) • 
Yo 

AuBerdem laBt sich unsre Halbebene y > 0 urn den Punkt z = i 
durch einen beliebigen Winkel w "drehen", was durch die Substitution 

(64) z* = 

fI) 

tg"2+ z 

1- ztg~ 
2 

gelingt. Man findet narnlich aus (64) durch Differenzieren fUr z = ~ 

dz* = e'oo dz • 

Damit haben wir also die Gesamtheit 
der Hingentreuen Abbildungen unsrer 
Flache auf sich selbst in den Parametem 
%, yoder deren komplexer Verbindung 
% + i Y = z analytisch dargestel1t. 

Man kann jetzt leicht einsehen, was das Integral 

I\t 

(65) 5 = f YdX2+dYi y , 

*, 

Fig. 14. 

genommen zwischen zwei Punkten Z1' Z2 (Yk > 0) langs des. Abbildes 
der geodatischen Linie, also langs des sie verbindenden auf y = 0 senk­
rechten Halbkreises, fiir eine Bedeutung hat. Die Schnittpunkte dieses 
Halbkreises mit y = 0 seien mit ZO' Zoo bezeichnet (zo < ZaJ Fig. 14). 
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Durch die Substitution 

(66) z* = Zo- z , 
Z - Zoo 

die das Integral (65) ungeandert la13t (vgl. (63a)), werfen wir unsern 
Halbkreis auf die Halbachse der positiven y. Jetzt wird 

Das la13t sich auch durch ein Doppelverhaltnis ausdriicken 

1 * * * * I S = InDv (Zl ZgZOzoo),. 

Da aber das Doppelverhaltnis bei linearen Substitutionen ungeandert 
bleibt, haben wir schlie13lich 

S = IInDv (Zl Z2 Z0 Z",) I. 
Darin ist die gewiinschte Deutung von S enthalten. 

Was ist das Abbild der "Entfernungskreise" in unsrer Halbebene? 
Nach § 69 schneiden die Entfernungskreise ihre geodatischen Radien 
senkrecht. Da die Abbildung auf die Halbebene winkeltreu ist, k6nnen 
wir das Abbild der Entfernungskreise urn den Punkt Zo so konstruieren. 
Wir zeichnen alle Halbkreise durch Zo senkrecht zu y = 0 (Fig. 15). 
Die orthogonalen Trajektorien dieses Halbkreisbiischels sind bekallnt-

Fig. 15. 

lich wieder Kreise. Das Abbild der Entfernungskreise sind also gew6hn­
liche Kreise, die ganz in der Halbebene y > 0 verlaufen. 

Urn festzustellen, daB alle diese Entfernungskreise auch gleich­
zeitig Kriimmungskreise sind, kann man so verfahren. Man schafft 
durch (63b) Zo nach i. Dann bemerkt man, daB durch die Transfor­
mationsgruppe (64) die Kreise urn den "Mittelpunkt" i (im geodatischen 
Sinne gemeint!) in sich fortgeschoben werden, also wegen der Invarianz 
von ell gegen langentreue Abbildungen feste geodatische Kriimmung 
besitzen, w. z. b. w. 

Es gibt aber auch Kriimmungskreise, die keinen Mittelpunkt haben, 
und die sich auf die Halbebene y > 0 in Kreisbogen abbilden, die auf 
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der Achse y = 0 in reellen Punkten Zo, ZrIJ aufsitzen. DaB diese Kurven 
Abbilder von K:-iimmungskreisen sind, kann man etwa so einsehen. 
Man schafft durch (66) die Schnittpunkte zo, ZrIJ nach 0, 00, wodurch 
der Kreisbogen in eine vom Ursprung ausgehende Halbgerade iibergeht. 
Die hat aber festes eo, da sie durch die Substitution 

(67) z* = exz; ex> 0 

in sich fortgeschoben wird. Eine besondere Stellung nehmen noch die 
Kriimmungskreise ein, die in y > 0 durch Kreise dargestellt werden, 
die die x-Achse beriihren. Schafft man durch eine Substitution (66) 
den Beriihrungspunkt ins Unendliche, so erhaJ.t man insbesondere die 
Geraden y = konst. 

Die heiden Kreisfamilien, einerseits die Entfernungskreise und andrer­
seits die Kriimmungskreise, decken sich also nicht, sondern es ist die 
erste Familie ein Teil der zweiten. 

Die MaBbestimmung in der Halbebene y > 0 durch das Bogenelement 

ds = fdx 2 + dy2 

Y 

spielt eine Rolle in beriihmten funktionentheoretischen Untersuchungen 
von H. POINCAR~ (1854-1912) aus dem Beginn der achtziger Jahre 
des vergangenen Jahrhunderts1 . Wir haben hier eine Verwirklichung 
der auf GAUSZ, den Russen NIKOLAJ IWANOWlTSCH LOBATSCHEFSKIJ 
(1793-1856) und den Ungarn JOHANN BOLYAI (1802-1860) zuriick­
gehenden sogenannten hyperbolischen Geometrie vor uns, einen Zweig 
der "nicht-Euklidischen" Geometrie. "Nicht-Euklidische" Unter­
suchungen von GAUSZ beginnen 1792, BOLYAI und LOBATSCHEFSKIJ 
haben etwa 1826 ihre Untersuchungen durchgefiihrt. 

"Nicht-Euklidisch nennt's die Geometrie, 
spottet ihrer selbst und weiB nicht wie", 

hat sich in Anlehnuug an Faust KURD LASZWITZ iiber diese Bezeich­
nung lustig gemacht. 

Man kann sich die hyperbolische Geometrie der Ebene an unsrer 
MaBbestimmung der Halbehene y > 0 leicht klarmachen. 

§ 76. Das Integral der geodatischen Kriimmung. 
Wir wollen jetzt wieder zur inneren Geometrie einer beliebigen 

krummen Flache zuriickkehren und den Sonderfall K = konst. verlassen. 
Wir betrachten mit GAUSZ das langs einer Kurve genommene Inte­

gral ihrer geodatischen Kriimmung 

~~ f~· e. 
1 H. POINCARE: Acta mathematica Bd. 1. S. 1-62. 1882. 
Blaschke, Diffenmtialgeometrie I. 4. Auf!. 11 
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Von der Kurve wollen wir annehmen, daB sie geschlossen sei, keine 
mehrfachen Punkte habe und sich durch ihr "Inneres" hindurch stetig 
auf einen Punkt zusammenziehen lassen solI. Ihr Inneres ist dann 
"einjach zusammenhiingend". Eine Kurve z. B., die urn einen Ring 
herumgeschlungen ist, begrenzt in diesem Sinne keint: einfach zusam­
menhlingenden Teil der Oberflache. Dagegen umschlieBt jede doppel­
punktsfreie, geschlossene Kurve auf der Kugelflache zwei solche Flachen­
stiicke. 

Wir wollen einen Zusammenhang herleiten zwischen dem Integral 
der geodatischen Kriimmung langs einer solchen Kurve (t und dem 
Oberflachenintegral 

(69) 

erstreckt iiber das "Innere" von (t. Dieses Oberflachenintegral hat 
ebenfalls GAUSZ eingefiihrl und als "Gesamtkrummung" (curvatura 
integra) bezeichnet. 

Wir nehmen unsre Kurve (t als Kurve v = 0 eines orthogonalen 
Parametersystems 
(70) ds2 = A 2 du2 + B2 dv2 ; A>O, B>O 

und setzen voraus, daB 
(71) (~,.~"E»O. 

Wir denken unsre Flache von der Seite betrachtet, daB !" "links" von 
!,. liegt. Der Sinn wachsender u auf (t solI so gewahlt werden, daB das 
"Innere" von (t links von (t liegt, also !1I mit der nach innen gerich­
teten Normalen zusammenfallt. Dann haben wir nach (12) 

(72) 1-~ = 1- --A~Adu = 1-_ ~dtt. fh f AB f B 
11 

Es ist 

~1-~=1-_(~) duo 
dv 'f e, 'f B" 

Andrerseits ist die Ableitung des FHtchenintegrals 

ddUfKdo= -fKABdu. 

Fiihrt man in die allgemeine Formel § 58 (138) fUr K unser besonderes 
Linienelement (70) ein, so wird 

(73) K = __ l_{~~ + ~ Bu}. 
A B av B au A 

Somit ist wegen der Geschlossenheit von (t 

(74) t KA Bdtt = f - (-~. )lIdu , 



§ 77. Folgerungen aus der Integralformel von GAUSZ und BONNET. 163 

also 

(75) 

Wir denken uns nun die Kurvenschar v = konst. als geschldssene 
Kurven gewahlt., die sich etwa als geodatische Mitte!punktskreise urn 
einen Punkt im Innern von (t zusammenziehen lassen. Dann wird, 

wenn man fUr 1: eu nach (39) und fiir ds = {C'd rp nach (22) die 
Potenzreihenentwicklung einsetzt und zur Grenze r = 0 iibergeht, 

(76) limf:: =2n, limfK.do=O. 

Somit finden wir die wichtige Integralformel, die O. BONNET (1819 bis 
1892) im Jahre 1848 entdeckt haP, 

(77) I~T.+ JKd'~2~·1 
Darin ist das Randintegral links iiber den Rand des einfach zu­
sammenhangenden Flachenstiicks zu erstrecken, auf den sich das 
Flachenintegral bezieht, und zwar in dem Sinne, da/3 die Flache zur 
Linken bleibt und 1: eo etwa durch (~!s tss) auch dem Vorzeichen nach 
erklart ist. 

Die Forme! (77) ist eine der wichtigsten der Flachentheorie. Ver­
mutlich hat schon GAUSZ sie besessen. Daher sprechen manche (sogar 
franzosische) Geometer von der "Formel von GAusz-BoNNET". 

§ 77. Folgerungen aus der Integralformel 
von GAUSZ und BONNET2. 

Die Forme! (77) gilt zunachst nur fiir den Fall, da/3 die Rand­
kurve des einfach zusammenhangenden Flachenstiicks eine einzige 
analytische Kurve ist. Doch bleibt, wie man sofort sieht, die Formel 
giiltig, wenn sich der Rand aus endlich vie!en regularen analytischen 
Bogen glatt zusammensetzt. Schlie/3en zWf'i Bogen hingegen nicht 
gleichsinnig tangentiell aneinander, tritt also eine Ecke auf mit dem 
Au/3enwinkel w, so kann man diese durch einen kleinen geodatischen 
Kreis abrunden und dann den Grenziibergang zur Ecke machen. Es 
la/3t sich dann leicht einsehen, da/3 die Ecke zum Kriimmungsintegral 
den Beitrag w liefert. 

1 O. BONNET: Journal de l'Ecole Poly technique Bd. 19. S. 131. 1848. 
I Ansll.tze zu einer Methode, wie man die Sl!.tze dieses Abschnitts und iiber­

haupt die wichtigsten Sl!.tze der Biegungsgeometrie der FllLchen mittels Approxi­
mation der FIll.che durch Vielflache beweisen konnte, finden sich in der Arbeit von 
J. C. MAXWELL: Transformation of surfaces by bending. Scientific papers of J. C. 
MAXWELL, Vol. I, p.80. Vgl. auch R. SAUER: Miinchner Sitzungsberichte, 1928. 
S.97-104. sowie Jahresber. d. deutsch. Math. Vgg. Bd. 38. 2. Abt .• S.9. 1-929. 

11* 
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Wenden wir die FJrmel BONNETS auf den Fall an, daB es sich urn 
ein dreieckiges Flachenstiick handelt, das von einem Kurvenbogen 
von der Lange Lt s und den zwei geodatischen Tangenten in den End­
punkten des Bogens begrenzt wird; dann ist (Fig. 16) 

(78) f~: +2n+Lt1'+ fKdo =2n. 

Der Beitrag 2n linker Hand stammt von den Spitzen. Lt l' bezeichnet 
den Winkel zwischen den geodatischen Tangenten. 

Die geodatischen Linien dagegen 
liefern wegen I: (!g = 0 keinen Beitrag 
zum Randintegral. Macht man den 
Grenziibergang mit Lt s -+ 0 und beach­
tet, daB das Flachenintegral mit Lt S2 

klein wird, so findet sich 

(79) ~=lim~. e. LI s 

Fig. 16. Dabei wird der Ausdruck > 0, wenn 
die Kurve (wie in der Figur) "links" 

von ihren geodatischen Tangenten liegt. (Vgl. § 76.) Die Eigenschaft 
(79) der geodatischen Kriimmung entspricht vollig der Grundeigenschaft 
der gewohnlichen Kriimmung einer Kurve (§ 7). 

Wenden wir die Formel von GAusz-BoNNET auf ein "geodatisches 
Dreieck" an, das von drei geodatischen Linien begrenzt ist und die 
AuBenwinkel Wk, also die Innenwinkel r:t.k = n - Wk hat, unter der 
Annahme, daB K = konstant ist, so finden wir, wenn F den Inhalt 
des Dreiecks bedeutet, 

oder 
(80) 

Diese Formel von GAUSZ lehrt, daB die Winkelsumme im Dreieck, 
die fur K = 0 bekanntlich gleich n ist, fUr K > 0 groBer und fUr K < 0 
kleiner als n ausfallt. 

Es hangt das aufs innigste mit den beiden Arten der nicht­
Euklidischen Geometrie zusammen, die wenigstens im Kleinen auf den 
Flachen festen KriimmungsmaBes verwirklicht werden, wie insbesondere 
E. BELTRAMI gezeigt hatl. 

Wir wollen schlieBlich noch feststellen, weIche Aussagen sich auf 
Grund der Formel von BONNET iiber die Gesamtkriimmung einer ge­
schlossenen Flache mach en lassen. 

Nehmen wir als erstes Beispiel eine Flache "vom Zusammenhang 
der Kugel", die also ein eindeutiges und stetiges Abbild der Kugel-

1 E. BELTRAMI: Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea. 
Werke I, S. 374-405. 1868. 
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oberfHi.che ist. Durch einen doppelpunktfreien geschlossenen Schnitt 
zerfaIlt die Flache in zwei einfach-zusammenhangende Stiicke I, II, 
auf deren jedes wir unsre Integralformel anwenden konnen. Es ist 

~ dS -I- fK .do = 2n n I , 

'" I 

,kdS+fK.do=2n. ':Y e. II 

Beide Male ist der Integrationsweg so zu beschreiben, daB das zu­
gehOrige Flachenstiick I oder II links bleibt; d. h. die beiden Umlaufs­
sinne sind entgegengesetzt. Also haben zusammengehorige (lg-Werte 
zur Summe Null. Durch Addition folgt daher 

(81)0 fK.do=4n. 

Die Gesamtkrummung einer gescklossenen Flacke vom Zusammenkang der 
K14gel ist 4 n. 

Als zweites Beispiel wollen wir eine Flache vom Zusammenhang 
einer Ringflache betrachten. Durch zwei Schnitte kann man die Ring­
flache in ein einfach zusammenhangendes Flathenstiick verwandeln, 

Fig. 17. Fig. 18. 

das von einer Randkurve mit vier zusammenfallenden Ecken begrenzt 
wird. Eine solche Zerschneidung nennt man eine "kanonische Zer­
schneidung" der RingfHiche. Wendet man den BONNETschen Satz auf 
diese Flache an, so heben sich die Randintegrale gegenseitig weg, da 
jedes Randstiick zweimal gegensinnig durchlaufen wird (Fig. 17). Es 
bleiben nur die vier Winkel an den Ecken iibrig, die zusammen 2 n er­
geben. Somit ist 

(81h fK.do=O 

fUr jede FHiche vom Zusammenhang der RingfHiche. 
Ganz entsprechend findet man fiir eine geschlossene Flache, die 

man sich (Fig. 18, P = 2) als eine Kugel mit P "Henkeln" denken 
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moge, durch eine entsprechende "kanonische Zerschneidung", wie diese 
in der Fig. 18 fiir p = 2 angegeben ist: 

(81)S) f K . do = 4n (1 - p) . 
Die ganze Zahl p nennt man nach RIEMANN (1857) des "Geschlecht" 
der Flache. 

Wir sind, ausgehend von der Formel von GAusz-BoNNET, auf Dinge 
gekommen, die zwischen der Differentialgeometrie der Flachen und 
der sogenannten Topologie oder Analysis Situs der Flachen die Briicke 
bilden. Noch deutlicher wird dies werden, wenn wir den sogenannten 
Polyedersatz EULERS auf unserem Wege herleiten, den EULER in andrer 
Form 1752 gefunden hat, der aber nach einer Mitteilung von LEIBNIZ 
schon hundert Jahre vorher CARTESIUS bekannt war. 

Denken wir uns eine geschlossene Flache ~, die durchweg regular 
ist, aufgebaut aus einfach zusammenhangenden Flachenstiicken ~. 
Zwei benachbarte ~ von ~ mogen eine "Kante", also etwa ejnen regu­
laren analytischen Kurvenbogen auf ~ gemein haben, die in "Ecken" 
endigen, an denen mindestens drei ~ zusammenstoBen. ~ heiBt "orien­
tierbar", wenn sich auf allen ~ ein Umfahrungssinn so festsetzen lailt, 
daB jede Kante in entgegengesetzten Sinnen durchfahren wird beim 
Umlauf beider von der Kante bcgrenzter ~. Fiir jedes ~ ist nach GAUSZ­
BONNET 

JdS + .J; w + f K do = 2n, 
e. ~ (!' 

(!' 

\\TO w die AuBenwinkel an den Ecken von ~ bedeutet (0 < w < n) . 
Statt der AuBenwinkel wollen wir lieber die Innenwinkel 'IjJ = n - w 
einfiihrE'n. Durch Acldition dieser Formeln folgt dann fiir eine orien­
tierbare Flache 3-, da jede Kante zweimal in entgegengesetztem Sinn 
durchlaufen wird, die zugehorigen Integrale sich also wegheben, 

.J;(n - 'IjJ) + f K do = 2n I, 
\Y \Y 

wenn I die Anzahl der ~ bedeutet. Summanden n kommen so viele 
als Winkel, also doppelt so viele als Kanten VOL Die Winkel 'IjJ geben 
an jeder Ecke summiert 2 n. 1st also e die Ecken- und k die Kanten­
zahl, so wird 

Wir finden also 

(82) 

.J;(n - 'IjJ) = 2n (k - e) . 
\Y 

Aus der linken Seite von (82) folgt, daB die Anzahl unabhangig 
davon ist, wie wir unsre Flache in Teilstiicke ~ zerschneiden. Aus der 



§ 78. -aber Hiillkurven von geodatischen Linien. 167 

rechten Seite folgt, daB die Anzahl bei allen stetigen Formanderungen 
der Flache erhalten bleibt. Durch Vergleich mit (81)l! ergibt sich die 
gesuchte Polyederlormel EULERS 

(83) 1- k + e = 2 (1- P), 

die EULER fur p = 0 gekannt hat. 
Statt "orientierbar" sagt man wohl auch "zweiseitig". Das ein­

fachste Beispiel einer geschlossenen "nichtorientierbaren" oder "ein­
seitigen" FHi.che erhalt man aus einer Kreisflache, deren Rand man so 
an sich selbst "angeheftet" denkt, daB diametral gegenuberliegende 
Randpunkte zusammenfallen. 

§ 78. tiber Hiillkurven von geodatischen Liniep. 

1m § 37 (41), (41a) haben wir fUr die BogenHi.nge einer zu einer ge­
gebenen Flachenkurve unendlich benachbarten Kurve die Formd ge­
funden: 

(84) 

Dabei bedeuten {In und tJt die Komponenten der Verruckung unsrer 
Kurve in Richtung der Normalen (in der Tangentenebene) und in 
Richtung der Tangente. 1st insbesondere die Ausgangskurve geodatisch 
(1: (lg = 0), so vereinfacht sich die Formel zu 

(85) 

Betrachten wir jetzt eine Schar geodatischer 
Linien, die eine Kurve ~ senkrecht durchschneiden 
und eine Kurve ~ einhilllen (Fig. 19), so gibt (85), 
angewandt auf die geodatischen Bogen zwischen 
~ und ~, da im Schnittpunkt mit ~ {Jt = 0 und 
im Beriihrungspunkt mit ~ stets {Jt gleich dem 
Bogenelement von ~ ist, den "Hullkurvensatz" 

..--. ..-.. 
(86) aa' +a'b' = bb'I). 

a 

Fig. 19 . 

In Worten: der Zuwachs der geodatischen Entfernung ~, ist gleich 
dem entsprechenden Bogen der Einhilllenden. Dabei sind natiirlich 
gewisse Vorzeichenfestsetzungen zu beachten. 

Das gilt insbesondere auch dann, wenn alle geodatischen Bogen 
durch denselben Punkt a laufen, wenn sich also gewissermaBen die 

I Flir den Fall der ebenen Geometrie ist das ja die bekannte Beziehung zwi­
schen Evolute und Evolvente von § 21 (Fadenkonstruktion). 
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Kurve (£ auf den einzigen Punkt a zusammenzieht. Dann wird (vgl. 
Fig. 20, _____ _____ 

a b' + b' a' = a a' 1) . 

Es sei noch eine Bemerkung von H. POINCARE iiber die geodatische 
Kriimmung der Einhiillenden .\) hinzugcfiigt. Nimmt man a zum Ur­
sprung eines Systems geodatischer Polarkoordinaten auf der Flache, 

Fig. 20. 

so bekommt das Linienelement die Form 

ds2 = dr2 + B2 dcp2 . 

Langs .\) ist B (r, cp) = O. Der Abstand be­
nachbarter geodatischer Radien durch a ist 
Bdcp. Deshalb ist 

aB 
-dgJ 
ar 

der "geodatische Kontingenzwinkel" von .\), d. h. der Winkel benach­
barter geodatischer Tangenten. Da das entsprechende Bogenelement 
von.\) gleich dr ist, bekommen wir nach (79) fiir die geodatische Kriim­
mung von.\) die einfache Formel 

1 aB dr 
(87) e. = Tr:drp' 

wenn r(cp) die geodatische Entfernung von a bis zum nachsten Be­
riihrungspunkt mit.\) ist. Da auf.\) B (r, cp) = 0 ist, erhalt man durch 
Ableitung 

aB~+aB=O. 
ar dip arp 

Setzt man hieraus den Wert von dr: dgJ in (87) ein, so erhalt man fUr 
die geodatische Kriimmung von .\) schliel3lich den Ausdruck 

(88) 

§ 79. BELTRAMIS erster Differentiator. 
Urn die geodatische Kriimmung einer Flachenkurve bei beliebiger 

Wahl der Flachenparameter u, v darstellen zu konnen, ist es zweck­
ma13ig, gewisse Differentiationsprozesse abzuleiten, die gegeniiber 
langentreuen Abbildungen invariant sind, und die gestatten, aus einer 
auf der Flache gegebenen Funktion eine zweite zu bestimmen, die mit 
ihr invariant verkniipft ist. 

Ein solches Differentiationsverfahren, das aus einer Funktion cp(u, v) 
auf unsrer Flache mit dem Bogenelement 

d S2 = Ed u2 + 2 F dud v + G d v2 

1 Nach G. DARBOUX stammen diese Sitze von JACOBI. Vgl. DARBOUX: Sur­
faces III, S. 87. 

2 Vgl. H. POINCARE: Am. Trans. Bd.6, S.241. 1905. 
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ein MaB fUr die Steilheit des Anstieges der Funktion q; an einer Stelle 
liefert, bekommen wir folgendermaBen. Wir suchen an dieser Stelle 
den GroBtwert von (dq;: dS)2, wenn wir ds urn den Punkt drehen. Es 
solI also 

(89) (~~ r = (q;u u' + q;" V')2 = Maximum 

werden unter der Nebenbedingung 

(90) t/J = E u' 2 +2 F u' v' + G v' I = 1 . 

Nach der bekannten Multiplikatorregel von EULER und LAGRANGE 
bildet man 

(91) ( d fP )2 Q = ods - A t/J 

und sucht die freien Extreme von Q. Die Gleichungen a Q : au' = 0, 
oQ: ov' = 0 geben 

(q;u u' + q;f) v') q;u - A (E u' + Fv') = 0 
(92) 

(q;u u' + q;f) v') q;f) - A (F u' + G v') = o. 
Multipliziert man beide Formeln mit u', v' und addlert, so erhalt man 

(93) 

Entfemt man andrerseits u', v' aus den beiden Gleichungen (92), so 
folgt 

A (E G - F2) = E 9'; - 2F q;u q;f) + G q;~. 
Somit ist 

(94) (~!E.)2 = E tp~ - 2F tpu 11'. + G 11'; • 
ds Maximum E G - FI 

Wir wollen fiir diesen "ersten Ditterentiator von BELTRAMI", der schon 
bei GAUSZ vorkommt, 

(95) 

schreiben. V kann man etwa "Nabla" lesen. Die Benennung "Diffe­
rentiator" stammt von F. ENGEL. Es ist auch 

E F q;u I 

(96) 
1 

V q; = - "kG _ FI F G q;f) 
q;u q;f) 0 

Setzen wir an Stelle von q; ein: q; + P"I', wo P konstant ist, so wird 

V (q; + P "1', q; + P "1') = V (q;, q;) + 2p V (q;, "1') + p2 V ("1', "1'), 
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worin 

(97) V ( ) = E qJ. !P. - F (qJu !P. + qJ. !Pu) + G qJu !Pu 
fP,1p EG _ F2 

ist, oder auch 

(98) EG-F2 

E F fPu 

F G fP" 

1pu 1p" 0 

Nach seiner Herleitung ist V (fP, 1p) ebenfalls ein yom Parametersystem 
U, v unabhangiger Differentialausdruck. 

§ 80. Eine geometrische Anwendung des ersten 
Differentiators von BELTRAMI. 

Wir denken uns eine Kurvenschar auf unsrer Flache durch eine 
Gleichung 
(99) (/) (u, v) = konst. 

gegeben. Wir wollen sehen, welche geometrische Bedeutung dem Diffe­
rentiator V (/) fUr diese Kurvenschar zukommt. Zu diesem Zweck denken 
wii- uns durch 
(100) it = t «(/) (u, v») , 

wo t eine beliebige Funktion ihres einen Arguments ist, statt u einen 
neuen Parameter u auf der Flache eingefUhrt. u = konst. liefert dann 
die Kurven (99) als Parameterkurven. Zu diesen Kurven wollen wir 
als zweite Schar des Parameternetzes it = konst. die orthogonalen Tra­
jektorien der Kurven (99) einfiihren. Bezeichnen wir die auf die neuen 
Parameter it, v beziiglichen Flachengr6Ben durch Querstriche, so haben 
wir F = O. Da jetzt (/) langs der Kurven u = konst. konstant ist, gilt 
o if> : ov = O. Wir haben dann wegen der Invarianz von J7 'JJ auch in 
den U, v die Formel 

E F ~2 
(101) V(/) = -

EG-F2 

1 F G (}tP = ~ (i)tP)2 
ali E ail . 

atP atP 0 
au ali 

Es ist also -y J7 if> einfach gleich der langs der orthogonalen Trajektorien 
von (99) genommenen Ableitung von if> nach der Bogenlange dieser 
Kurven. Aus § 79 ergibt sich somit, daB die Funktion if> in Richtung 

dieser Kurven das groBte Gefalle besitzt. Wir konnen -y v<i> schlecht­
hin als das Gefalle der Funktion (/) oder der Kurvenschar (99) bezeichnen. 
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Nimmt man in der Darstellung (99) einer Kurvenschar auf der 
FHiche eine solche Funktion tP, die eine Losung der Gleichung 

(102) VtP = 1 

ist, so haben wir eine Schar von Kurven, die iiberall das Gefalle 1 hat. 
Solche Kurvenscharen nennen wir Parallelkurvenscharen, da je zwei be­
nachbarte Kurven tP = C und tP = C + dC langs ihrer ganzen Er­
streckung die feste senkrechte Entfernung dC voneinander haben. 
Nehmen wir nun an, wir batten eine Losung der Gleichung (102) fUr 
die Familie der Parallelkurvenscharen gefunden, die noch einen will­
kiirlichen Parameter it enthalt. Wir wollen also annehmen, daB wir 
eine einparametrige Familie tP (u, v, it) = C (it) von Parallelkurven­
scharen gefunden hatten. Wir setzen dabei voraus, daB tP (u, v, it) 
den Parameter it nicht additiv enthalt, also nicht die Gestalt hat: 
tP (u, v) + g (it). Wir geben jetzt dem Parameter die beiden benach­
barten Werte it und it + dit und betrachten die beiden Kurvenscharen 
tP (it) = C und tP (it + dit) = C + dC, deren einzelne Kurven natiir­
lich nur unendlich wenig voneinander verschieden verlaufen. Wenn wir 
tP (it + d)') = C + dC nach Potenzen von d). entwickelt denken und 
mit dem Gliede d)' abbrechen, so treten an Stelle der eben genannten 
die folgenden beiden Gleichungen 

(103) 

wo C,l, eine neue Konstante bedeuten wird. Der geometrische Ort fUr 
die Schnittpunkte entsprechender Kurven aus den beiden Scharen 
tP ().) = C und tP (). + d)') = C + dC ist hier durch die Gleichung 
a tP: a it = CI. gegeben. Wir behaupten jetzt: Dieser geometrische Ort 
ist eine geodiitische Linie und man kann durch Abiinderung der beiden 
Parameter ). und C,l, aile genugend benachbarten geodiitischen Linien der 
Fliiche erhalten. 

Wir haben also zu zeigen, daB die Kurven, die die Gleichung 
tP,l, (u, v, ).) = konst. befriedigen, geodatisch sind. Greifen wir einen 
festen Wert von). heraus und zeigen wir zunachst, daB die Kurven 
tP;. = konst. die Schar der Parallelkurven tP = konst., die zu dem­
selDen Wert von ). gehort, senkrecht durchschneidet. Nach Voraus­
setzung ist 

1 
(104) V tP (u, v, ).) = -- -k G _ F2 F G tP" = 1 

tP .. tP" 0 

und daraus folgt durch Teilableitung nach ). 

1 E F tP,l,u I 
(105) EG-FI F G tP,l,1J =V(tP,tP,l,) =0. 

tP .. tP'I) 0 I 
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Die Bedeutung dieser invarianten Beziehung ist aber gerade die Ortho­
gonalitat der Kurvenscharen <P = konst. und <Pl = konst. Fiihrt man 
namlich wie zu Anfang dieses Abschnitts durch (100) einen neuen 
Parameter u ein und nimmt zu den Parameterkurven (99) dann noch 
als Kurven v = konst. wieder die orthogonalen Trajektorien hinzu, so 
sind diese letzteren jetzt als orthogonale Trajektorien einer Parallel­
kurvenschar, die auf ihnen gleiche Bogenlangen ausschneidet, nach 
§ 69 geodatische Linien. 

Wegen der Invarianz von V(<P, <Pd gilt die Gleichung (105) jetzt 
auch in den neuen Parametern, fiir die F = 0 und 0 <P: ov = 0 wird. 
Wir haben also 

E 0 <Pl.; 

(106) 0 G <Pl; = - <Pii,. G . <Pi. Ii, = 0 

<P; 0 0 

wegen <Pu =f= 0, G =f= 0 also 

(107) o<PJ.:ou = 0 oder <PJ. = konst. 

langs der Kurven v = konst. Die Kurven <Pl = konst. fallen mit 
denen v == konst. zusammen, sind also wirklich zu den Kurven 
<P = konst. senkrecht und somit geodatische Linien. 

Die Gleichungen (103) ergeben somit eine zweiparametrige Schar, 
also in einer gewissen Nachbarschaft "alle" geodatischen Linien. Kennt 
man also auf einer Plache eine Schar von Parallelkurven, die noch von 
einem Parameter A abhangt, so kann man durch (103) die geodiitischen 
Linien dieser Flache bestimmen. 

§ 81. BELTRAMIS zweiter Differentiator. 
Urn zu einem weiteren invarianten Differentiationsverfahren zu 

kommen, gehen wir von einem Variationsproblem auf einer Flache 
aus, das die naturgemaBe Verallgemeinerung der sogenannten erst en 
Randwertaufgabe der Potentialtheorie ist. Es soIl namlich auf einem 
einfach zusammenhangenden Flachenstiick eine Funktion ({J mit vor­
geschriebenen Randwerten so bestimmt werden, daB das Integral 

(108) D", =JJV (({J, ({J) Wdudv 

moglichst klein ausfillt. Darin bedeutet W dtt dv = do das Oberflachen­
element. Es sei -({J + e1p eine Vergleichsfunktion, also 1p auf dem Rande 
Null. Dann ist 

(109) D",+.'I' = D", + 2e J J V (({J, 1p) W dudv + e2 D'I'. 

Fiir das Minimum ist notwendig und wegen D'I' > O'auch hinreichend, 
daB das mittlere Integral fiir jedes 1p verschwindet. Man erhalt durch 
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Integration nach Teilen unter Beriicksichtigung der verschwindenden 
Randwerte von tp 

(110) f f V (IP, tp) W du dv = f f (Elf. - F 1f,,)!P. ~ (GIf" - F If.) !p" dudv 

= -Jf~{(EIf.;;FIf")v + (GIf,,;;Ftp·)jWdudv. 

Setzen wir 

(111) 

so haben wir also gefunden 

(112) IIv (IP, tp) Wdudv = - II tp.L1 IP' Wdudv 

und als Differentialgleichung fiir IP 

(113) L1 IP = 0 , 

die Verallgemeinerung der LAPLAcEschen Differentialgleichung flir die 
Ebene 

(114) 

Da die Gleichung (112) identisch in IP und tp gilt, da ferner 
W du dv = do und die linke Seite der Gleichung invariante Bedeutung 
haben, so muG auch L1 IP biegungsinvariant sein. Man nennt L1 IP 
BELTRAMIS zweiten Differentiator der Funktion IP. 

E. BELTRAMI hat im AnschluG an Untersuchungen von G. LAME 
seine Differentiatoren in einer hervorragenden Abhandlung aus den 
Jahren 1864 und 1865 eingeflihrtl. 

§ 82. Formeln nach GREEN. 

Als erste Anwendung der Differentiatoren sollen zwei Formeln 
hergeleitet werden, die die Obertragung zweier bekannter Formeln 
GREENS auf die FHi.chentheorie bilden. Es seien IP' tp zwei Funktionen 
auf einem einfach zusammenhangenden Flachenstiick. Dann ist 
(do = Wdudv) 

wobei 

Es folgt 

Iv (IP,tp)do = II (Ptpu + Qtp,Jdudv, 

p = G If" - F If. , 
W 

Q = E If. ;; F If" . 

(U5) f V (IP, tp) do = f f {a (:: !p) + iJ(~v!P) } du dv - f tp L1 IP' do. 

1 E. BELTRAMI: Ricerche di analisi applicata alia geometria. Opere I. S. 107 
bis 198. Besonders Nr. XIV und XV. 
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Das erste Integral rechts kann man nach der gewohnlichen, nach GAUSZ 

oder GREEN benannten Formel in ein Randintegral iiberfiihren: 

(116) R = J J {(P1f') .. + (Q1f')v}dudv = ~1f' (Pdv - Qdu). 

Dabei ist der Rand so zu durchlaufen, daJ3 das Flachenstiick links bleibt 
(!v links von ~ .. ). Nehmen wir die im richtigen Sinn umfahrene Rand­
linie fUr den Augenblick als u-Kurve eines orthogonalen Parameter­
systems, so wird 

(117) R = - ~1f'lPv ~ du = - ~1f' :: ds, 

wenn durch a : an die Ableitung in Richtung !v, also tn Richtung der 
inneren Normalen angedeutet wird. Somit haben wir als erste Formel 
von GREEN gefunden: 

(US) 1 J V (~, '1') ·do ~ - ~ 'I' ~ d, - J 'I' ·LI~ ·do I· 
Setzt man statt 1f' in (118) l·1f', so erhaIt man etwas allgemeiner: 

JlV(IP,1f')do=-J1f'V(IP, l)do- ~l1f' ~~ds-Jl'1f'·L1IP·do 
=-J1f'W(IP,l)+lL1lP]do- ~l1f'~:dS. 

Vertauscht man in (118) IP und 1f' unter Beachtung der Symmetrie von 
V (IP, 1f'), so foIgt durch Abziehen die zweite Forme! GREENS: 

(119) J {IP' L11f' - lp' L11P} do + ~ {IP ~ - 1p ~} ds = 0 

§ 88. Neue Forme! fiir die geodatische Kriimmung. 
Denken wir uns unsere Flache auf ein orthogonales Parameternetz 

bezogen, so konnen wir das Linienelement in der Form an set zen : 
ds2 = A2 du2 + B2 dv2 

mit A 2 = E und B2 = G. Die geodatische Kriimmung einer Kurve 
v = konst. wird dann nach (12) durch den Ansdruck 

A. 
e,' = - AB-

dargestellt. Mittels der Differentiatoren kann man sich jetzt Ieicht von der 
besonderen Koordinatenwahl befreien, Man findet im vorliegenden Fall 

(120) 
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(121) 

(122) 

(123) L1 1 (A) A. B. 
V = A B 13. = A B2- - B3' 

(124) V (v, B) = !;. 
N ach den drei Gleichungen (122) bis (124) wird 

(125) _1 =-~-V(v _1 ) 
e. l'J7V 'lvv· 

Allgemein ergibt sich daraus fiir die geodatische Kriimmung einer 
Kurve q;(u, v) = konst. folgender von BELTRAMI (1865, Werke I, S. 176) 
angegebene Ausdruck 

(126) :. = - ~ - V (q;, r~·;)· 
Diese invariante Formel gilt fiir beliebige Koordinaten u, v. Ausfiihr­
lich lautet die Formel, wic O. BONNET 1860 gefunden hat, 

(127) ]- = ~ {( 9 F CPo - G CPu 2) + ( 2 F cpu - E CPo ..\ l. 
fl. W fE CPo - 2 F CPu CPo + G CPu u Y E CPo - 2 F CPu CPo + G CPu).J 

1st die Flachenkurve in der Form 

u = u (t), v = v (t) 

vorgelegt, so erhalt man fUr die geodatische Kriimmung 

1 1 r 
(128) e. = w· (EU'2 + 2Fu'v' + Gv'2)".' 

worin r die Bedeutung hat: 

r = W2 (u' V" - V' u") 

(129) + (E u' + F v') [(F .. - ! E,,) U'2 + G .. u' v' + ! G" V'2] 

- (F u' + Gv') [! E .. U'2 + E" u' v' + (F" - ! G,,) V'2]. 

Diese Formel findet sich bei BELTRAMI (Werke I, S. 178). Sie hat vor 
der vorhergehenden den Vorteil, daB keine weitere Verabredung wegen 
des Vorzeichens notig ist. 

§ 84. Flachen, deren geodatische Kriimmungskreise 
geJchIossen sind. 

Mittels der eben abgeleiteten Formel fiir die geodatische Kriimmung 
soIl jetzt eine Behauptung von G. DARBOUX1 bestatigt werden. Datiir, 
dap aut einer Flache aUe Kurven mit tester geodatischer Krt"immung 

1 G. DARBOUX: Theorie des surfaces III, S. 151. 1894. 
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geschlossen sind, ist notwendig, dap die Flache testes Kriimmtmgsmap 
besitztl. 

Gehen wir von geodatischen Polarkootdinaten aus (§ 70), und set zen 
wir das Linienelement in der Form an: 

ds2 = dr2 + G (r, q;) dq;2, 

dann ist das KrummungsmaB 

K(r,q;) = - ~~fG. 
r G orB 

Hieraus folgt umgekehrt fUr YC unter Benutzung von (24) die Reihe 

fG = r - Ko r3 _ ~ (OK) y4 + .... (130) 
3! 4! or 0 

Fur die geodatische Krummung der Kurve ergibt sich nach (127), 
wenn man fiir die dort mit q; bezeichnete Funktion r(q;) - r einsetzt: 

GolG .(1+2~)-(Gr"+ oVG .r' or G otp 
(131) 

1 

Ga,. (1 + ~Ir' 

Fiihrt man hier den Ausdruck (130) ein, so wird 

-=- 1-~r2-- - r3+ ... 1+- 1+-r2 +- - r3+ ... J 1 l{( K 1 (OK) )( 2r'2[ Ko 1 (OK) J\ 
e. r 3 4 or 0 r· 3 6 or 0 I 

_!~ (1 + Ko ,2 + ~ (OK) r3 + ... \) _ ~ _~ (OK) rr' + ... l 
r 3 6 or 0 4! otp or 0 ) 

{I + r'B (1 + Ko ,2 + ~(OK_) ,3 + ... )}. 
rB \ 3 6 or 0 

Setzt man hierin (lg konstant, so hat man die Differentialgleichung der 
"Kriimmungskreise" vor sich. 

Da fiir kleines (lg der Kriimmungskreis nahezu ein ebener Kreis 
wird, liegt es nahe, fiir , eine Entwicklung nach Potenzen von (lg in 
der Form anzusetzen: 

(133) r = (l, + b (q;) (l; + c (q;) (l; + d (q;) (l~ + ... 
Gehen wir mit dieser Reihe in die Formel (132) hinein, so bekommen 
wir durch Koeffizientenvergleichung Differentialgleichungen fiir die 
Funktionen b (q;), c (q;) .... Zunachst erhalt man 

also 

(134) 

:. = :. {l - (b + b") (l, + . , . }, 

b + b" = O. 

1 Die Bedingung reicht aber durchaus rieht hin. Tragt man z. B. auf den 
Tangenten einer Schraubenlinie gleiche Lll.ngen abo so bilden die Endpunkte auf 
der Tangentenflaehe einen offenen Kriimmungskreis. 
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Wir konnen also b = 0 setzen. Dann erhalten wir 

...!... = ...!...{1 - (e + e" + Ko) r/ - (d + d" + ~ (OK) )e3 + ... ) e. e. 3 (/ 4 0 You J 
und daraus fUr e und d die Differentialgleichungen 

K 
e" + e = - --'!. 3 . 

d" + d = _ ~ (OK) . 
4 Oy 0 

(135) 

AUe Losungen der ersten haben die Periode 2 n 

(136) e = - ~o + A cos ffJ + B sin ffJ. 

Anders bei der zweiten! Die rechte Seite hat, wenn man als Richtung 
ffJ = 0 die Richtung starksten Anstiegs von K nimmt, die Form 

(137) ( °oK) = (OoK) . . cos ffJ = C cos ffJ . 
r 0 r MaXImum 

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung 

d" d C + = - "4COS ffJ 
ist 

(138) d = - ~ ffJsinffJ + A cosrp + BsinffJ, 

wo A, B beliebige Konstante bedeuten. 
Verlangen wir nun, daB sich' die Krummungskreise (133) aUe 

schlieBen, so mussen die b, e, d, ... die Periode 2 n (oder 2 n n) haben. 
Das ist bei d nur moglich, wenn C = 0 ist. Dann haben wir 

(139) (OK) =0. or 0 

Also hat K im Ursprung r = 0 einen stationaren Wert. Da diese Stelle 
keine ausgezeichnete Rolle auf der Flache spielt, sondern l:-eliebig ge­
wahlt werden kann, so muB K konstant sein, wie zu Anfang behauptet 
wurde. 

DaB die Bedingung K = konst. fur die Geschlossenheit nicht vollig 
hinreicht, kann man aus § 75 entnehmen1 . 

§ 85. Isotherme Parameter 2. 

Es liegt die Frage nahe, ob man jedes Bogenelement 

d S2 = E d u2 + 2 F dud v + G d v2 

1 Die Entwicklungen dieses Abschnitts sind einer vom Verfasser veranlaBten 
Arbeit von B. BAULE entnommen: -aber Kreise und Kugeln im RIEMANNschen 
Raum 1. Math. Ann. Bd. 83, S. 286-310. 1921. 

I Eine geometrische Deutung der isothermen Kurvennetze findet sich im 
Band III dieses Lehrbuches, § 72. 

Blaschke, Differentialgeometrie 1. 4. Aufl. 12 
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durch Einfiihrung neuer Parameter p, q auf die sogenannte "isotherme" 
Form 
(140) ds2=A.(P,q)·(dp2+dq2) 

bringen kann. In diesem Fall nimmt der zweite Differentiator (Ill) 
die besonders einfache Form an: 

(141) 

so daB also 
(142) 

A m _9'PP+9' •• LJ.,.- ). , 

ist. Die isothermen Parameter p (u, v), q (u, v) geniigen also beide der­
selben linearen, homogenen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, der Verallgemeinerung der Differentialgleichung von LA­
PLACE. 

Urn den Zusammenhang zwischen p und q zu bekommen, be­
rechnen wir uns auch noch die ersten Differentiatoren nach (95) und (97) 

(143) 

(144) 
also 

2 + 2 V f/J = 9'1> ). 9'g. 

V (f/J, 11') = 9'" 'P" 1" 9'. 'P., 

1 
Vp =Vq =T' 

V(P,q) = O. 

Die letzte Gleichung lautet ausfiihrlich in den Veranderlichen u, v 
(vgl. 97) 
(145) (Epv - FPu)qv+ (GPu - Fpv)qu = O. 
Daraus ist 

qu = - fl (EPv - Fpu), 

qv = + fl (G Pu - F Pv)· 

Bildet man linker Hand V q (u, v), so fcilgt wegen V p = V q 

(146) 2 1 
fl =EG-F's· 

Somit haben wir 

J qu = -
EP.-FPu 

w 
(147) 

1 qv = + GPu-FP. 
W 

und umgekehrt 

J Pu = + 
E q. - F quo 

w 
(148) 

1 Pv =-
Gqu - Fq. 

W 
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1st insbesondere schon das System u, v isotherm, so vereinfachen sich 
unsre F ormeln zu 
(149) Pu = + q", p" = - qu, 

wenn man etwa W > 0 nimmt. Diese Gleichungen sind das System 
der Differentialgleichungen von CAUCHY und RIEMA!olN aus der Funk­
tionentheorie; die Formeln (147) oder (148) sind als die Verallgemeine­
rung dieses Gleichungssystems anzusehen. 

1st eine Losung p von L1 p = 0 bekannt, so bekommt man die 
dazugehOrigen q durch Integration tiber ein vollstandiges Differential: 

(150) q = f - (E P. - Fpu) dl~+ (Gpu - FP.) dv . 

Es ist ja gerade der Inhalt der Voraussetzung L1 p _°0 oder 

(151) 

daB der Ausdruck unterm Integralzeichen in (150) ein vollstandiges 
Differential bedeutet. 

Die komplexe Verbindung z = p + i q z'weier zusammengehoriger 
isothermer Parameter bezeichnet man als eine komplexe analytische 
Funktion auf unsrer Flache. 1st w = t(z) = u + iv eine analytische 
Funktion der komplexen Veranderlichen, so ist z 

-<uso 

(152) 

dw = t'(z)dz, 

\ dw I = I f'(z) I ds , 
P 

d 2 -). (d 2 d 2 
S - I f' (z) 12 U + v). 

Das Bogenelement hat wieder die isotherme Form, d. h. durch Zer­
spaltung von win Real- und Imaginarteil erhalt man wieder isotherme 
Parameter auf unsrer Flache. 

Die Gleichung dz = dp + idq = 0 oder z = konst. liefert wegen 
ds 2 = (dP + idq) (dP - idq) = 0 auf unsrer Flache eine Schar von 
imaginaren Kurven mit der Lange Null, die wir in § 22 als isotrope 
Kurven bezeichnet haben. So kann man die Bestimmung der isothermen 
Funktionen p, q und der komplexen analytischen Funktionen auf einer 
Flache auf die Ermittlung der isotropen Kurven der Flache zuriickfiihren, 
wenn man die Flachen von vornherein als analytisch voraussetzt. 

Macht man nur Differenzierbarkeitsannahmen, so ist der Existenz­
beweis ffir die Losungen der Differentialgleichung L1 p = 0 mit Schwie­
rigkeiten verbunden1. 

1 Wegen der Literatur iiber diesen Gegenstand vgl. man L. LICHTENSTEIN: 
Zur Theorie der konformen Abbildung ... Bull. Acad. Cracovie 1916. S.192-217. 

12* 
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86. Winkeltreue Abbildung. 
Sind p und q zwei zusammengehorige isotherme Parameter auf 

einer Flache, hat also das Linienelement die Form 

so bekommt man eme winkeltreue Abbildung unsrer Flache auf die 
Ebene, wenn man p undo q als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene 
deutet. Der Winkel cp zweier Richtungen d! und b! auf der Flache 
bestimmt sich durch die Gleichung 

dr·bT cos cp = _~ _e . 
ds. (j s 

Das gibt bei Einfiihrung unsrer isothermen Parameter den Winkel 
der entsprechenden Richtungen in der p, q-Ebene. (Vgl. die Ableitung 
am SchluB von § 74). 

Urn jetzt alle winkeltreuen Abbildungen unsrer Flache auf die 
Ebene aufzustellen, geniigt es - wegen der Zusammensetzbarkeit 
der winkeltreuen Abbildungen -, alIe winkeltreuen Abbildungen der 
p, q-Ebene auf sich selbst zu ermitteln. Es seien p, q und u, v zwei in 
einer winkeltreuen Abbildung mit Erhaltung des Umlaufsinnes ("eigent­
lich" winkeltreu) entsprechende Punkte. Dann muO die Matrix der 
Substitution 

dp = Pudu + Pv dv 

dq = qudu + qt.dv 

einer eigentlich orthogonalen Matrix proportional sein. Das gibt die 
Gleichungen 
(153) Pu = + qv, Pv = - q" 

von CAUCHY und RIEMANN, die aussagen, daB z = p + iq analytisch 
von w = u + iv abhangt: z = f(w). Bezeichnet man mit w die zu w 
konjugiert komplexe Zahl, so werden durch die Beziehungen 

(154) 
und 
(155) 

z = f(w) 

z = f(w) 

die alIgemeinsten winkeltreuen Abbildungen der Ebene dargestellt, wo 
(155) als "uneigentlich" winkeltreue Abbildung bezeichnet wird. 

1st allgemeiner z = p + iq eine analytische Funktion auf einer 
krummen FHiche und w = u + iv eine analytische Funktion auf einer 
zweiten Flache, so wird durch die Beziehungen (154) und (155) die alIge­
meinste winkeltreue Abbildung der beiden Flachen aufeinander vermittelt. 

Die Aufgabe, die winkeltreuen Abbildungen, die man nach einem 
Vorschlag von GAUSZ (1843) auch "konform" nennt, zu bestimmen, 



§ 87. Isomctrische Abbildung mit Erhaltung dcr Krummungslinicn [crstcr Fal1] 181 

entstand bei der Herstellung ebener "Landkarten" von krummen 
Flachen. So haben schon die alten Griechen die "stereographische Pro­
jektion" der Kugel besessen, bei der die Kugel (vgl. Fig. 31, S. 239) 

(156) Xl = sin {} cos 9', x2 = sin {} sin 9', X3 = cos {} 

winkeltreu auf die p q-Ebene abgebildet wird 

(157) P = sin l} cos qJ 

1 + cos f} , 

sin f} sin qJ 

q = 1 + cos f}' 

Nach besonderen Untersuchungen von G. MERCATOR (1512-1594) und 
J. H. LAMBERT (1728-1777) haben dann LAGRANGE, EULER und GAUSZ 
die allgemeine Theorie entwickelt. 

§ 87. Isometrische Abbildung mit Erhaltung der 
Kriimmungslinien [erster Fall]. 

Wir wollen in diesem Abschnitt wieder an die Untersuchungen des 
5. Kapitels und die Behandlung der Flachentheorie mit invarianten 
Ableitungen ankniipfen. 1m § 63 hatten wir die Frage beriihrt, ob und 
wann eine Flache durch Angabe ihrer Linearformen 

(158) 
d Sl = ttl d It + n2 d v, 

dS2 = iiI du + n2 dv 

schon bis auf 1wngruente Abbildungen eindeutig bestimmt ist. Wir be­
handeln die Frage erst an dieser Stelle, weil wir ihr jetzt eine an schall­
liche geometrische Deutung geben konnen. Stimmen fUr zwei punkt­
weise durch gleiche u, v-Werte aufeinander bezogene Flachen die Formen 
(158) iiberein, so tun es nach § 63 (93) auch die erst en Grundformen I 
der Bogenelemente der Flachen. Wir haben also sicher zwei isometrisch 
bezogene oder, was dasselbe ist, zwei ineinander verbiegbare Flachen. 
Da die Nullinien der Formen (158), die Kriimmungslinien, sich nun 
weiter !loch entsprechen miissen, haben wir sicher eine isomeirische 
Abbildung mit Erhaltung der Kriimmungslinien. Umgekehrt stimmen 
fUr zwei isometrisch mit Erhaltung der Kriimmungslinien aufeinander 
bezogene Flachen sicher die Formen dS l und dsz als Bogenelemente 
der Kriimmungslinien iiberein, wenigstens bis auf die bei den Formen 
noch willkiirlichen beiden Vorzeichenfaktoren. Diese konnen dann aber 
natiirlich hinterher noch zur Ubereinstimmung gebracht werden. 
Unsere Frage, ob eine Flache durch ihre Formen (158) bis auf kongruente 
A bbildungen festgelegt ist, ist somit gleichbedeutend mit der: La/3t sich 
eine Flache so verbiegen, da/3 ihre Kriimmungslinien erhalten bleiben, 
oder in anderer Ausdrucksweise: Gibt es zu einer vorgelegten Flache 
zugehorige andere Flachen, auf die sie isometrisch mit Erhaltung der 
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Kriimmungslinien abgebildet werden kann? Diese letztere Frage hat 
schon BONNET1 gelost. Und zwar hat er gefunden, daB die Frage im 
allgemeinen Fall im negativen Sinne beantwortet werden muB. Somit 
ist im allgemeinen Fall eine Plache dunh ihre zwei Linearformen (158) 
his auf kongruente Abhildungen eindeutig festKelegt. Nur bei drei FHichen­
klassen tritt, wie wir sehen werden, eine Ausnahme cin. Es gibt also 
gewisse spezielle Flachen, die sich mit Erhaltung der Kriimmungslinien 
verbiegen lassen. 

\Vir werden annehmen, daB auf den zu betrachtenden Flachen ein 
eindeutig bestimmbares reguJares Netz von Krummungslinien existiert, 
also 
(159) r - r =1= 0 

voraussetzen, womit wir nach § 47 die Kugeln und Ebenen ausschlieJ3en. 
Durch die Formen (158) sind nach § 62 auch die Invarianten q und Ii 
sowie die GroBen ni und ni, mit denen die invarianten Ableitungen ge­
bildet werden, bestimmbar. Unser Problem lauft analytisch offenbar 
auf die Frage hinaus: Lassen sich fur eine gegebene Flache die Invarian­
ten r und r allein aus den Formen (158) berechnen oder nicht? Denn 
wenn man die r und r berechnen konnte, dann waren auch alle inva­
rianten Ableitungen von r und r, berechenbar, weil ja die bei dem invari­
ant en AbleitungsprozeB zu verwendenden ni und 1ii sich allein aus den For­
men (158) bestimmen, und weiter waren natiirlich ohne weiteres die q, q 
und ihre samtlichen invarianten Ableitungen bekannt, das heiJ3t aber 
nach § 63: Wir batten iiberhaupt alle absoluten Invarianten der Flache 
durch die Formen (158) ausgedriickt. Die FHi.che ware dann bis auf 
kongruente Abbildungen durch ihre beiden linearen Differentialformen 
bestimmt. 

Nun sind fiir eine Flache die Hauptkriimmungen r, r eben so wie die 
Hauptkriimmungsradien Rl und R2 [vgl. § 44 (30), (31)] iiberhaupt nur 
bis auf ein gemeinsames Vorzeichen bestimmbar, denn nach § 42 (19) 
sind ja auch die L, M, N nur bis auf das in der Wurzel im Nenner 
steckende gemeinsame Vorzeichen bestimmt. Es geniigt also zur ein­
deutigen Bestimmung der Flache aus ihren Formen (158), wenn wir 
etwa die GroJ3en 
(160) rr=K 

(K = GauBsches KriimmungsmaB) und 

(161) r2 = s, 

wo seine Abkiirzung ist, aus diesen berechnen konnen. Wenn K und s 

bestimmt sind, konnen wir r = y; mit beliebigem Vorzeichen nehmen 

1 o. BONNET: Sur la theorie des surfaces applicables sur une surface donnee. 
Journal de l'Ecole poly technique. XXV (Cahier 42). S.58ff. 1867. 
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und "i dann aus rr = K bestimmen. Nun gelten zwischen unsern 
Flaclteninvarianten § 63 (90), (91) die Beziehungen 

(162) 

(163) 

(164) 

- ql - q2 - q2 - q2 = r r = K, 

r2 = q(i - r), 

il = q (r - i). 

Nach der ersten Gleichung ist K = rr miUels der Formen (158) und 
der aus ihnen ableitbaren q, q, ql' q2 berechenbar. Die Frage ist nun, 
ob eine Berechnung aus den Formen (158) auch fiir s = r2 moglich ist. 

Wir wollen den Fall der Torsen, fUr den wir etwa annehmen konnen: 

(166) r=O (r =t= 0) 

dem allgemeinen Fall vorwegnehmen. 
Aus (164) folgt dann 7j = 0, und aus (162) qi + q2 = O. Wir behalten 

fiir r nur mehr die Gleichung 

(167) r" -:-= -q 

oder nach (161) fiir s die Gleichung: 

(168) (lg s)!! = - 2q 

iibrig, aus der s nicht eindeutig bestimmbar ist. Fiihren wir Kriim­
mungslinienparameter ein (vgl. §§ 61, 62): 

(169) 

so sind -y E und {G durch die Formen dSl1 dS2 bestimmt und (168) 
nimmt nach § 61 (4) (12) die Gestalt an: 

(170) 
Das ergibt 

(171) 

(lg s)" = - (lg E)v . 

1 s =-. U(u) 
E 

mit einer willkiirlichen Funktion U von u allein. s ist also nur bis auf 
eine willkiirliche Funktion einer Variablen bestimmbar. Da seine In­
variante ist, sind die zu verschiedenen U gehorigen Torsen alle wesent­
lich verschieden, d. h. sie gehen nicht nur durch kongruente Abbildung 
auseinander hervor. Zu einer gegebenen Torse gibt es also immer noch 
eine von einer willkiirlichen Funktion abhangige Farriilie von Flachen, 
die mit ihr bei geeigneter punktweiser Zuordnung gleiche Formen (158) 
besitzen. Da Flachen mit gleichen Formen (158) ineinander verbiegbar 
sind, sind diese Flachen natiirlich wieder Torsen. Die Torsen bilden 
den ersten unsrer drei AusnahmefaIle. 

In welcher geometrischen Beziehung stehen Torsen mit gleichen 
Linearformen zueinander? 
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Bei den Torsen sind die Erzeugenden die eine Schar von Krum­
mungslinien, deren orthogonale Trajektorien die andere Schar. Wir 
haben also eine isometrische Abbildung zweier Torsen, bei der sich die 
Erzeugenden entsprechen. 

Eine Torse ist nach § 35 entweder ein Zylinder oder ein Kegel oder 
eine Tangentenflache einer Raumkurve. Nach § 64 sind die Zylinder 
durch die zu unsern fur alle Torsen giiltigen Gleichungen 

(172) 1=0, q=O, qS+q2=O 

hinzutretende Bedingung 
(173) q=O 

gekennzeichnet. Da q und q = 0 sind, verschwinden dann auch alle 
invariant en Ableitungen von q und q. Somit sind alle aus den Formen 
(158) berechenbaren Invariallten bei allen Zylindern gleich: AIle Zy­
linder haben bei geeigneter Zuordnung der Parameter dieselben Formen 
(158), und wei! (173) eine Bedingung in den Formen (158) allein ist, 
konnen Zylinder nur mit Zylindern gleiche Linearformen besitzen. 

Man kann weiter leicht berechnen, da/3 bei den allgemeinen Kegeln 
statt (173) zu (172) die Bedingung 

(174) ql = 0 

hinzukommt. Wegen (172) q2 = - q2 hat dann ein Kegel nur eine ein­
zige allein aus den Formen (158) berechenbare Invariante, namlich q 
selbst. Alle Kegel mit gleicher Invariante q in entspreclienden Punkten 
haben daher bei geeigneter Zuordnung der Flachenparameter dieselben 
Formen (158), und nur derart zugeordnete Kegel untereinander konnen 
wegen (174) uberhaupt dieselben Formen besitzen. q ist nach § 63 die 
geodatische Kriirnmung der nichtgeradlinigen Krummungslinien des 
Kegels. d. h. des Radius der Kreise, in den diese bei einer Abwicke­
lung in die Ebene ubergehen. 

Fur Tangentenflachen von Raumkurven ist 

(175) 

Die Torse ist dann Tangentenflache der Raumkurve 
1 

(176) 5 = t - qts· 

Wegen der sich aus § 63 (78) mittels (172) ergebenden Bedingung 52 = 0 
schrumpft 3 wirklich auf eine Kurve zusammen, deren Krummung 1 : (! 
und Torsion 1: T nach § 10 (SO) durch 

1 _ (3{t) (3i) - (31311)2 

und 
e2 - (3i)3 

I 31 311 3lll I 
T (3i) (3il) - (31 311)2 

gegeben sind. Die Rechnung liefert nach (172) und § 63, (78) (79): 
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3111 = [2(lgq)1l- (lgq)iJ ~l + [ ... ] ~2 + r ~l ~. 
Daraus erhalt man: 

Somit ist die Kriimmung (! allein aus den Formen (158) ermittelbar, 
die Torsion 1: 1" kann aber je nach der fUr r in (171) auftretenden will­
kiirlichen Funktion noch eine ganz beliebige Funktion werden. Wir 
haben also: Die Tangentenfliichen irgend zweier Raumkurven, die mit Er­
haltung der Bogenliinge so aufeinander bezogen sind, dafJ sie in entspre­
chenden Punkten gleiche Krummung besitzen, haben bei geeigneter Zu­
ordnung der Parameter dieselben Linearformen (158), und nur Tangen­
tenflachen von Raumkurven gleicher Kriimmung k6nnen iiberhaupt 
dieselben Linearformen besitzen. 

§ 88. Isometrische Abbildung mit Erhaltung der 
Kriimmungslinien [zweiter und dritter Fall]. 

Wir wenden uns jetzt von den Torsen dem allgemeinen Fall zu. 
Durch Ableitung von (160) erhiilt man: 

(177) 

wo nach (162) K = - ql - q2 - q2 - q2 und ebenso natiirlich KI 
allein aus den Formen (158) berechenbar ist. Multiplizieren wir einmal 
(177) mit 2 r und ersetzen r1 nach (164) und multiplizieren wir anderer­
seits (163) mit 2 r, so erhalten wir die beiden Gleichungen 

(178) 
I - - 2 q 2 + 2 (- -L K1) Sl - ]( S S \ q I K ' 

1 S2 = - 2 q s + 2 q K, 

die offenbar die einzigen Gleichungen sind, die wir zur Bestimmung 
von s verwenden k6nnen. Ersetzen wir in der Integrierbarkeitsbedingung 

sIS + q Sl = SSI + q s:2 

die Ableitungen der s nach (178) und den durch Differenzieren daraus 
entstehenden Gleichungen durch s aUein, so erhalten wir die folgende 
Bedingung fiir s: 

(179) [- UJ:2 + r· q ] s~ + [ (I~):l + q ~l + q:2 + q I - 2 q q] S 

+K2[-UJI+ ~.qJ=o. 
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Diese Gleichung allein kommt fiir die Ermittlung von s in Frage. Wir 
nehmen zuerst den Fall, daB gleichzeitig 

(180) 
(l)~= l·q, (q) q-

K = K'q, 
, . 

(Kl) Kl - -
7< II + q7( + q'J + q. = 2 qq. 

gilt, wobei K nach 

(181) 

(162) durch 

definiert ist. Dann ist (179) identisch erfilllt. s ist jetzt selbst nicht be­
stimmbar, fur s gilt aber das integrable System (178) von Differential­
gleichungen erster Ordnung, deren Losung seine Integrationskonstante 
enthalt. Die speziellen FBichen (ISO) lassen sich also zu je 00 1 auf die 
gleichen Linearformen bringen. Jede von ihnen HiBt sich auf 00 1 Weisen 
in gleichartige Flachen mit Erhaltung der Krummungslinien verbiegen. 
Das ist unser zweiter Ausnahmefall. Fuhren wir die Parameter der 
Krummungslinien ein und setzen 

(181 a) fE=e, 

so konnen wir fUr (ISO). und (ISO)2 wegen (12) § 61 schreiben: 

(182) (lg ;: e)" = 0, (lg Kg it = O. 

Aus (ISO)a ergibt sich dann: 

(183) (lg K e g)u v = 4 e g q g, 
wahrend (181) die Gestalt 

(184) 

annimmt. Durch Integration von (182) erhalten wir 

(185) q=KeU, q=KgV, 

wo U eine Funktion von u und V eine Funktion von 11 allein ist. U und 
V diirfen nicht beide = 0 sein, da wir fur q = q = 0 auf Zylinder, also 
auf abwickelbare Flachen zuruckgelangen wurden (vgl. § 64). Es muG 
nun aber mindestens eine der Funktionen U und V verschwinden. 
Denn sonst k6nnten wir es durch eine Anderung der Parameter 

u =!p (u), 

bei der sich e und g nach 

e=e'q;', 

11 = 1p (i1), 

substituieren, erreichen, daB U = V = - 1 wird. In diesem FaIle 
hatten wir 
(186) q =-Ke, q = - Kg. 
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Wiirden wir in (183) einerseits und in (184) andererseits die q undq 
nach (186) ersetzen, so wiirden wir erhalten: 

(187) [lg (K e g)] .. v = 4 (K e g)2, 
(188) [lg (Ke g)] .. + [lg (K e g)Jv = 1. 

Diese Gleichungen haben aber keine gemeinsame Losung in der Funk­
tion egK, denn aus (188) erhalt man als allgemeine Losung: 

u+tl 

(189) Keg = cP (u - "I!).e2 , 

wo cP eine willkiirliche Funktion des einen Arguments 'u - v ist. Setzt 
man (189) in (187) ein, so erhalt man 

(190) ~ [CP CP" - CP'2] = - 4 e"+v, 

wo die Striche Ableitungen von cP nach seinem Argument bedeuten. 
Da rechts eine Funktion von u + v, links aber eine von u - v steht, 
leitet man leicht einen Widerspruch her. 

Wir konnen daher U = 1, V = 0, also 
(191) q = K e , q = 0 

annehmen, so daB dann der Parameter u vollig und der Parameter v 
bis auf eine Transformation v = 1p (iI) festgelegt ist. Nach § 64 haben 
wir wegen q = 0 Gesimsfliichen, und zwar solche spezieller Art, denn 
aus (181), (ISO) ergibt sich jetzt: 

(192) K = - ql - q2, (i)! = 0, (lgK)u + q!= O. 

Von diesen Gleichungen dient jetzt die erste zur Definition von K 
allein aus den Formen (158). Setzen wir den Wert von K in die letzten 
beiden Gleichungen ein, so bekommen wir nach einigem Umformen 
die beiden Bedingungen: 
(193) [Ig (ql + 'q2)]! = (lg q}I' 
(194) [lg (ql + (2)]n + q! = O. 

Wegen q = 0 gilt die Integrierbarkeitsbedingung 

[lg (gl + (2)Jl!l = [lg (gl + (2)J!1 + q [lg (qJ + (2)]:!. 

Wir konnen also (194) auch schreiben: 

(195) [lg (iii + (2)]!1 + q [lg (ql + (2)]! + q! = O. 
Nun konnen wir aber erkennen, daB (195) einfach eine Folge von (193) 
ist. Denn ersetzen wir in (195) das zweite Glied nach (193), und das 
erste nach der aus (193) dUTCh Ableitung folgenden Gleichung, so er­
gibt sich mittels der Integrierbarkeitsbedingung 

q12 = q!1 + q q! 
genau wieder (193). Wir haben also iiberhaupt nur eine wesentliche 
Gleichung (193) gefunden, die auf3er q = 0 in unserm zweiten Ausnahme­
fall bestehen muS. Schreiben wir (193) in der Form 

(196) (lg 7])12 + 7]2 = 0, 



188 Geometrie auf einer Flliche. 

so k6nnen wir sagen: Die FHi.chen unsres zweiten Ausnahmefalls sind 
durch 
(197) q = 0, (lg q)12 + q2 = 0 

gekennzeichnet. Statt (197)2 konnen wir, wenn wir wieder die r, ., be­
nutzen, auch eine andere Gleichung schreiben. Nach (162), (163) gilt 
wegen q = 0: 
(198) ,1 = -- ql - q2, r2= O. 

Leitet man (198h nach 2 ab, so folgt mittels (198)2 und (197)2 

(199) 

Umgekehrt folgt aus (199) wieder (197)2' Statt (199) konnen wir nach 
§ 63 (78), (79) wegen q = 0 auch 

(200) I t2 t22 t222 I = 0 

schreiben. Wir haben also besondere GesimsfHi.chen mit (200). Nach § 64 
sind die Vektoren t2 die Normalenvektoren der Ebenen, in denen die 
Kriimmungslinien 1 liegen. Diese Ebenen sind nach (200) jetzt alle zu 
einer festen Richtung parallel, sie umhiillen also einen allgemeinen 
Zylinder. Bei der Erzeugung, die wir im § 64 fUr unsre allgemeinen Ge­
simsfHi.chen angegeben hatten, wird die dort erwahnte Torse in unserm 
jetzigcn Fall ein Zylinder. Wir haben also fUr die Flachen unsres zweiten 
Ausnahmefalles die Erzeugung: Man nehme einen beliebigen allgemeinen 
Z ylinder und zeichne aul eine seiner T angentenebenen eine beliebige 
Kurve K. Lii/lt man dann die Tangentenebene aul dem Zylinder ohne zu 
gleiten rollen, so erzettgt K die allgemeinste Gesimslliiche unsrer Art. Auf 
Grund dieser geometrischen Erzeugung oder auch durch Integration 
der in Kriimmungslinienparametern geschriebenen Gleichungen § 63 (78) 
und (79), wobei iiber die Wahl der Skala der v-Kurven noch geeignet 
zu verfiigen istl, kann man leicht sehen, daB sich jede unsrer Flachen 
bei geeigneter Koordinatenwahl durch 

(201) 

U' 
Xl = --a- cos a v + f V sin a v dv , 

- U ' 
X2 = -- sin a v + f V cos a v d v , 

a 

X =fUIVe-2tt-~dU 3 a2 

in expliziter Form in Kriimmungslinienparametern darstellen laBt. 
Hier sind U und V willkiirliche Funktionen von u oder v allein. a ist 
eine Konstante. Die Rechnung zeigt, daJ3 fiir Flachen mit gleichen 
Funktionen U, V und verschiedenen a die Formen (158) identisch in 
u und v iibereinstimmen, wahrend die r (oder s = r2) verschieden sind. 
Fur leste U, V und veriinderliches a erhalten wir in (201) also immer eine 

1 Vgl. die am Anfang von § 87 zitierte Arbeit von BONNET. 
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Schar von Flach-en, die aujeinander isometrisch mit Erhaltung der Krum-
mungslinien bezogen sind. . 

Dber den letzten Ausnahmefall wollen wir nur kurz berichten. Sind 
in (179) nicht alle drei Ausdriicke (180) gleichzeitig = 0, so konnen wir 
annehmen, daB 

(202) ( q) q--- +_·q=l=O 
K 1 K 

ist, denn sonst wiirden wir aus (179) als eine Losung s = 0 erhalten; 
was auf eine Torse zuruckfiihren wiirde. Gabe es aus (179) dann wirk­
lich zwei aufeinander isometrisch mit Erhaltung der Kriimmungslinien 
abbildbare Flachen entsprechend den beiden Losungswerten s, so miiBte 
auch die zweite Flache als auf die erste verbiegbar eine Torse sein. 
Diesen Fall haben wir schon behande1t. Wir nehmen daher jetzt (202) 
an. Fiihren Wlr die Abkiirzungen ein: 

-(q)+qq 
~= K OJ K 

K2 rL- (i..) + ~ q 1 ' 
K. K J 

(203) 

(204) 
>8= (~)2+q(~)+(i2+ql-2qq 

2 K2 [ - (~). + ~ qJ ' 
so schreibt sich (179) in der Form 

(205) ~ S2 + 2 ~ s + 1 = O. 
Die L05ung ist 

(206) 

Hier konnen wir ~ - >8 2 =+= 0 annehmen, da sonst die beiden Losungen 
zusammenfallen wiirden, und wir ja gerade Flachen suchen, bei denen s 
aus (205) nicht eindeutig, sondern mehrdeutig bestimmbar ist. Fiir 
~ - >82 = 0 ergibt sieh, wie wir nur erwahnen, der allgemeine Fall der 
Flachen, die nicht isometrisch mit Erhaltung der Kriimmungslinien ver­
biegbar sind. Die beiden Losungen (206) miissen fUr ~ - >82 =+= 0 nachtrag­
lich noch die Gleichungen (178) befriedigen. Daraus erhalten wir, da wir 
zwei Losungswerte s in je zwei Gleichungen einzusetzen haben, vier Be­
dingungen. Die Rechn ung 1 zeigt, daB man fiir das G leichungssystem dieser 
vier Bedingungen nach einigen Umformungen das folgende setzen kann: 

(206) 2 K >8 >81 - K ~1 + 4 (>811 - ~) (K. + q K) = 0 , 

(207) K ~{. + 4 q >8 + 4 q ~ K + 4 ~ K. = 0, 

(208) (912 - 4 ~ q) (2 >811 - ~) = (>82 - 2>8 q) . 2 ~ >8 , 

(209) >82 = 2 q (>8 + 2 >82 K - K I){) • 

1 Die Rechnung ist in der zu Beginn des § 87 zitierten Arbeit von BONNET 
durchgefiihrt. 
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Hier sind natiirlich die m: und ~ nach (203) und (204) wieder ersetzt zu 
denken. Wir haben also vier Gleichungen, die allein die q, q und ihre 
invarianten Ableitungen enthalten. Kist wieder durch (181) erkHirt 
zu denken. Fiihrt man Kriimmungslinienparameter ein, und beachtet, 
daB unter der Bezeichnungsweise (181 a) gilt: 

(209 a) q = ev : e g; q = gu ; e g, 

so erhalt man aus (206) und (208) durch Integration: 

(209 b) (~!! - 2{) e4 = 2{2. U und K4 g4 (~!! - m) = V, 

wo U eine Fnnktion von u und V eine soIche von v allein ist. Man 
erkennt leicht, daB man durch geeignete Wahl der Parameterskalen 
wegen K =+= 0, e =+= 0, g =+= 0, m: =+= 0, ~2 - m: =+= 0 immer U = V = 1 
machen kann. Man erhalt daBn aus (209b) 

(2lo.) 2( = ± e!! ; (K g)~, 

(211) ~ = 'VI ± (Keg)!!: (Kg)2. 

Die genauere Untersuchung, die in der Arbeit von BONNET durchgefiihrt 
ist, zeigt, daB sich aus den zwei Bedingungen (206), {208) [oder integriert 
(210), (211)] die andern beiden (207), (209) als einfache Folgerungen er­
geben. Wenn wir namlich 2( und ~ aus (210), (211) in (203) und (204) ein­
setzen, so erweisen sich (207), (209) als mit (203), (2()4) identisch. Urn das 
zu erkennen, hat man iiberall q, q und K nach (184), (209a) durch die 
e und g auszudriicken. (206), (208) sind zwei Differentialgleichungen 
fiinfter Ordnung in den Punktkoordinaten der Flache, wie man aus der 
Definition von 2( und ~ leicht ersehen kann, wenn man bedenkt, daB 
das Kriimmungsma/3 K nur von zweiter Ordnung ist. In unserm dritten 
A usnahmefall haben wir den beiden Werten von s entsprechend immer 
genau ein Paar von Flachen, die einander isometrisch mit Erhaltung der 
Krummungslinien zugeordnet sind. BONNET hat die Flachen (206), (208) 
zwar nicht integrallos dargesteIlt, aber sie geometrisch folgendermaBen 
gekennzeichnet: Zu jeder der Flachen, die den beiden Dilferentialgleichungen 
funfter Ordnung (206) und (208) genugen und nur zu diesen geMrt immer 
eine Flache konstanten Krummungsma!les, die mit ihr auf der Einheitskugel 
von GAUSZ (vgl. § 50) das sphlirische Bild der Krummungslinien gemein­
sam hat. Von den isometrisch mit Erhaltung der Krummungslinien bezoge­
nen Flachenpaaren hat dann immer eine dieses spharische Bild mit einer 
Plache konstanter positiver Krummung, die andere aber mit einer Flache 
konstanter negativer Krummung gemein. 

§ 89. Die Forderung der FHichentheorie durch GAUSZ. 

Von GAUSZ gibt es zwei bedeutende Abhandlungen zur Flachen­
theorie. Die erste hat GAUSZ 1822 als Preisschrift der Kopenhagener 
Akademie eingereicht. Sie ist 1825 erschienen unter dem Titel: "Die 
Teile einer gegebenen Flache auf einer anderen gegebenen Flache so 
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abzubilden, daB die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten 
Teilen ahnlich wird" (Werke Bd. 4, S. 189-216). Ungleich wichtiger 
als diese Abhandlung iiber die winkeItreue Abbildung ist die zweite 
GAuszsche Schrift zur Flachentheorie, die 1827 erschienen ist, die "Dis­
quisitiones generales circa superficies curvas" (Werke Bd.4, S.22O bis 
S. 258). Beide Abhandlungen sind nicht aus reinem Denken entstanden, 
sondem Ergebnisse seiner geodatischen Arbeiten bei der von ihm ge­
leiteten Vermessung von Hannover (1821-1841). 

Das Hauptergebnis der "Disquisitiones", namlich die Biegungs­
invarianz des KriimmungsmaBes, hat GAUSZ schon 1816 gekannt und 
1822 an der isothermen Form des Bogenelements hergeleitet. 

Erst 1826 gelang ihm die allgemeine Herleitung des Kriimmungs­
maBes aus einem beliebig vorgeschriebenen Bogenelement. 

Die Verbiegung von Flachen ist schon vor GAUSZ von EULER und 
MONGE untersucht worden, und zwar haben beide nach den krummen 
Flachen gefragt, die auf die Ebene langentreu abbildbCir sind. Die 
geodatische Kriimmung ("Seitenkriimmung") und ihr Integral ist zu­
erst von GAUSZ behandeIt worden (Werke Bd. 8, S. 386). Vielleicht hat 
er auch schon die Integralformel (77) von BONNET besessen, die den Zu­
sammenhang zwischen der Flachentheorie und der nicht-Euklidischen 
Geometrie herstellt, zu der ebenfalls GAUSZ den Grund gelegt hat. 

Die "Disquisitiones" haben als erster groBer Fortschritt in der 
Flachentheorie seit MONGE einen bedeutenden EinfluB auf die Ent­
wicklung der Geometrie gehabt. So haben sich Arbeiten von MINDING, 
MAINARDI, CODAZZI, BONNET und JACOBI angeschlossen. Die wichtigste 
Weiterbildung der Gedanken von GAUSZ hat aber B. RIEMANN in 
seinem Habilitationsvortrag von 1854 gegeben, auf den wir spater 
eingehend zuriickkommen werden. 

Eine geschichtliche Wiirdigung der geometrischen Leistungen des 
"Princeps mathematicorum" findet man in der Schrift von P. STACKEL: 
C. F. GauB als Geometer. Leipzig 1918. 

§ 90. Aufgaben und Lehrsatze. 
1. Eine geometrische Deutung des KriimmungsmaBes. Bedeutet 5 (e) die 

Bogenlll.nge einer Parallelkurve zu einer geodll.tischen Linie im geodll.tischen Ab­
stand e, so ist 

d2 S(O) = _ JKd 
des S, 

wenn K die Werte des KriimmungsmaBes ll!.ngs der geodl!.tischen Linie bedeutet. 
Vgl. im folgenden § 99 und F. ENGEL: Leipz. Ber., Bd.53, S.409. 1901. 

2. Besondere Form der Gleichung der geodatischen Linien. 1st eine FHiche 
auf geodatische Parameter bezogen, so daB 

ds2 = dUB + G (u, v) dv2 

ist, so beschreibt ein FHl.chenpunkt u, v dann eine geodll.tische Linie auf der FHl.che, 
wenn der Winkel 01., unter dem die u-Kurven (v = konst.) von der geodl!.tischen 
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Linie geschnitten werden, der Beziehung geniigt: 

drx aye 
Tv=-ijU' 

GAUSZ: Werke IV, S.244. 

S. Eine geometrische Deutung von BELTRAMIS Differentiator J. Es seirp eine 
Funktiun auf einer krummen Flache, Sl' s2 die Bogenlangen zweier in einem 
Punkt sich senkrecht schneidenden Flachenkurven, gl und g2 deren geodatische 
Kriimmungen im Schnittpunkt. Dann gilt dort 

dZrp d2 rp drp drp 
Ll rp = dsi + ds~ + gz dSl + gldsz • 

E. CESARO: Lezioni di geometria intrinseca, S. 165. Napoli 1896. 
4. J. LIOUVILLES Ausdruck flir das KriimmungsmaB. Es seien 1: e", 1: e. 

die geodll,tischen Kriimmungen der Parameterlinien v = konst., u = konst. auf 
einer FIll,che und [J der Winkel der Parameterlinien. Dann ist 

(212) K=~{~_~(fG) +~(1E\}. w au av au e. . ave:) 
J. LIOUVILLE: Comptes Rendus Bd.32, S.533. 1851. 

o. Ein Satz von LIOUVILLE tiber geodatische Linien. Gibt es auf einer FHiche 
zwei Felder geodMischer Linien, die sich unter festem Winkel schneiden, so ist 
die FIll,che eine Torse (K = 0). DARBOUX, G.: Surfaces III, S. 422, 423. 

6. Ein Ausdruck von LIOUVILLE flir die geodatische Krtimmung. Es seien 1 : e,., 
1 : e. die geodll.tischen Kriimmungen eines Systems von orthogonalen Parameter­
linien. Dann gilt flir die geodll.tische Kriimmung einer Kurve, die die u-Linien 
(v = konst.) unter dem Winkel T durchsetzt, 

(21" 3) 1 d T cos T sill"f -=-+-+--. e. ds e,. e. 
Vgl. MONGES "Application ... " von 1850, S.575. 

7. Flachen von LIOUVILLE. Hat das Linienelement einer FHi.che die Form 

(214) ds 2 = {rp(u) + 1jI(v)}(du2 + dv Z), 

so sind die geodll.tischen Linien durch die Gleichung gegeben: 

(215) f du -f dv - b 
Vrp(u)+a V1jI(v)-a - , 

in der a, b Konstante bedeuten. (Ebenda S.577-582.) Es ist zu zeigen: Die 
Drehflll,chen und die lYs gehoren zu den FIll.chen LIOUVILLES. 

8. Deutung des Bogenelements von LIOUVILLE nach ZWIRNER und BLASCHKE. 
Dafiir, daB in allen auf einer Flache aus den Parameterlinien u, v = konst. ge­
bildeten Vierecken die geodatischen Diagonalen gleichlang seien, ist notwendig 
und hinreichend, daB das Bogenelement beziiglich dieser Parameter auf die" Ge­
stalt (214) gebracht werden kann. Vgl. etwa W. BLASCHKE: Sull' elemento !ineare 
di LIOUVILLE, Rom Accademia Lincei (6a) I) (1927), S. 396--400 und Math. Zeitschr. 
27 (1928). S. 653-668. Hieraus folgt sofort: Bringt man das Bogenelement der 
Ebene auf die Gestalt (214), so sind die Parameterlinien konfokale Kegelschnitte 
oder Ausartungen davon. 

9. Ein Satz von K. BRAUNER. Damit eine Flache konstantes KriimmungsmaB 
besitze, ist notwendig und hinreichend, daB jeder ihrer Punkte fUr einen geodll,­
tischen (Entfernungs-) Kreis mit auf der ganzen Flll.che konstantem geodll.tischen 
Radius geodll.tischer Mittelpunkt ist und diese Kreise konstante geodll,tische 
Kriimmung besitzen. (Aus einer brieflichen Mitteilung von 1929 an den Verfasser.) 
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10. Mechanische Verwirklichung geodatischer Linien. Eine Stahllamelle mit 
rechteckigem Querschnitt, die, in die Ebene ausgebreitet, geradlinig ist, ergibt, 
wenn man sie mit ihrer Breitseite lAngs einer krummen Flache anlegt, eine geo­
dlUische Linie dieser FlAche ... Hochkant" gestellt ergibt sie hingegen eine Asym­
ptotenlinie der FlAche. S. FINSTERWALDER: Mechanische Beziehungen bei der 
Flll.chendeformation. Jahresber. Dt. Math. Ver. Bd.6, S.45-90. 1899. 

11. Ein Satz von GAUSZ tiber kleine geodatische Dreiecke. Es scien ex i die Innen­
winkel, a, die gegeniiberliegenden Seiten, K, die KriimmungsmaBe in den Ecken, 
F der Flll.cheninhalt eines kleinen geodlUischen Dreiecks. Dann ist der Quotient 

(216) 
F 

ex. - 12 {K. + Kl + Kg + K 3 } 

sin a, 
nahezu unabMngig von i (= 1,2,3). GAUSZ: Disquisitiones ... , Werke IV, S. 257; 
den Sonderfall Ki = K hat LEGENDRE angegeben. 

12. Geodatische Kegelschnitte auf einer Flache. Die Kurven auf einer Flache, 
die die Eigenschaft haben, daB die Summe oder Differenz der geodll.tischen Ent­
fernungen ihrer Punkte von zwei festen Kurven konstant ist, bilden ein Ortho­
gonalsystem, das die konfokalen Kegelschnitte als Sonderfall enthll.lt. Das Bogen­
element in bezug auf dieses Orthogonalsystem kann auf die Form gebracht werden: 

(217) 
du Z dv 2 

ds 2 =-_+ __ . 
sinZ~ cos2~ 

2 2 

Solche .. Kegelschnitte" konnen nur dann ein Isothermensystem bilden, wenn das 
Linienelement sich auf die Form von LIOUVILLE (Aufg.7) bringen laBt. U. DINI: 
Annali di matematica Bd. 3, S. 269. 1869. 

13. Ein Satz von G. DARBOUX tiber geodatische Kegelschnitte. LaBt sich ein 
Orthogonalsystem auf zwei verschiedene Arten als System geodatischer Kegel­
schnitte deuten, so ist diese Deutung auf unendlich viele Arten moglich. Das Linien­
element lABt sich auf die Form von LIOUVILLE bringcn. G. DARBOUX.: Surfaces III, 
S.19. 

14. Eine kennzeichnende Eigenschaft dec Flachen festen KciimmungsmaJ3es. 
UBt sich eine Flache im kleinen so auf die Ebene abbilden, daB dabei die geoda.­
tischen Linien in die Geraden der Ebene iibergehen, so hat die Flll.che notwendig 
festes KriimmungsmaB. E. BELTRAMI: Opere I, S.262-280. 1866; vgl. auch 
G. DARBOUX: Surfaces III, S.40-44. 

15. Flachen mit geodatischen Schattengrenzen. Es sind die FHichen zu er­
mitteln, die nicht Torsen sind und die von allen umschriebenen Zylindern langs 
geodll.tischer Linien beriihrt werden. Vgl. 2. Bd. § 45, S. 121. 

16. Man zeige, daB in der Schreibweise des Kap. 5 die Isothermflachen, d. h. die 
Flachen, bei denen die Kriimmungslinien isotherme Parameter bilden, durch die 
Bedingung q. = q!! gekennzeichnet sind, wahrend (q: t"lt = (q: il, die Flachen 
kennzeichnet, bei denen die Kriimmungslinien im spharischen Bild auf der Ein­
heitskugel isotherm sind. 

17. Setzt man E = ni + ni; F = nl'lz + HI nz; G = n~ + n:, so sind da­
durch bei gegebenem Bogenelement einer Flache die vier GraBen n" ni bis auf 
eine SUbstitution 

(218) 
nt = cos w n, - sin w n, , 
iir = ± sin w n, ± cos w H, 

bl'Stimmt, wobei w eine beliebige FunktiOlI von u und v ist. 
Blaschke, DifferentiaJlleometrie I. 4. Auf!. 13 
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dSl = 211, du' und ds. = 2 n, du' , , 
sind die Bogenelemente der Kurven eines senkrechten Netzes auf der Flache 
und die verschiedenen Moglichkeiten, die n" n, aus den E, F, G zu bestimmen, 
entsprechen gerade den verschiedenen Moglichkeiten, ein senkrechtes Netz auf 
der Flache zu wahlen. Man ~ige, daB der Ausdruck auf der linken Seite von (90) 
sich bei einer Substitution (128) nicht andert, wenn man die q, q formal nach 
(62). (43), (45) erklart. und weise so die Biegungsinvarianz von K nacho Ferner 
zeige man: ql = q2 ist kennzeichnend fiir ein isothermes Netz. wahrend ql + 3qq 
= q2 + 3qq = 0 kennzeichnend fiir ein LIOUVILLEaChes Netz [vgl. (214)] ist. 

18. Man stelle im AnschluLl an das Verfahren der Aufgabe 17 das vollstandige 
System der Biegungsinvarianten einer Flache auf, in dem man aus den q, q. ql' q •• 
ql' q., qll ... Ausdrilcke bildet, die sich bei Substitutionen (218) nicht andem. 



7. Kapitel. 

Fragen der FUichentheorie im GroBen. 
§ 91. Unverbiegbarkeit der Kugel. 

Ein geniigend kleines Flachenstiick laBt stets langentreue Form­
anderungen zu. Anders ist es bei Flachen in ihrer Gesamterstreckung, 
wenigstens, sobald wir an unseren friiheren Regularitatsvoraussetzungen 
festhalten. So hat schon 1838 F. MINDING als Vermutung ausgesprochenl, 
daB die Kugelflache als Ganzes "starr" ist. Aber erst 1899 hat H. LIEB­
MANN diese Behauptung begriinden konnen ll• Auf die allgemeinen Satze, 
die damals H. MINKOWSKI schon gefunden, aber noch nicht veroffent­
licht hatte, kommen wir spater zuriick. Da nach GAUSZ bei langentreuen 
Abbildungen das KriimmungsmaB erhalten bleibt, Hi.Bt sich der Satz 
LIEBMANNS so fassen: 

Die einzige geschlossene Plache mit GAUszschem /estem Krummungs­
map ist die Kugel. 

Ohne einschrankende Regularitatsannahmen ist die Behauptung 
sicher nicht richtig. Schneiden wir namlich eine Kugelkappe ab und 
ersetzen sie durch ihr Spiegelbild an der Schnittebene, so erhalten wir 
eine .. eingedriickte Kugel", die zwar konstantes KriimmungsmaB hat. 
aber eine Kante besitzt. Wir wollen indessen daran festhalten, daB es 
sich urn durchweg regulare analytische Flachen handeln soll. Allerdings 
lieBe sich der folgende Beweis, der von D. HILBERT stammt 3, auch 
leicht unter etwas weiteren Voraussetzungen fiihren. 

Fiihrt man auf einer Flache die Kriimmungslinien als Paramett'f­
linien ein (F = M = 0), so ergeben sich aus der ersten Formel des 
§ 44 fiir die Hauptkriimmungen, wenn man einmal dv = 0 und zwei­
tens du = 0 setzt, die Werte: 

(I) 

1 F. MINDING: 'Ober die Biegung krummer Flachen. Crelles J. Bd. 18. S.365 
bis 368, bes. S. 368. 1838. 

I H. LIEBMANN: Eine neue Eigenschaft der Kugel. Gott. Nachr. 1899. S.44 
bis 55. Der Beweisversuch von J. H. JELLET IBM ist unzureichend. 

a D. HILBERT: 'Ober Flachen von konstanter GAuszscher Kriimmung. ab­
gedruckt in HILBERTS Grundlagen der Geometrie. 3. Aufl .• Anhang V. Leipzig 
und Berlin 1909. 

13* 
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Fiir die reziproken Werte l' = 1: Rl und r = 1.: R2 bekommt man: 
L _ N 

(2) l' = E ' l' = G· 

Die GAuszsche Formel [§ 58 (138)] vereinfacht sich jetzt zu 

(3) K = LN = __ l_{~ ~}E)" ~ OG)ul 
EG tEfG dv 1G + dll fE J 

und die von CODAZZI (§ 58 (139») 
1 I L N' 

LI) = 2 E" \E + G) , 

1 (L N' 
N U=2 GU E+C)· 

(4) 

Mittels (2) erhalt man daraus: 
1 E. -

(5) 1'1)=2£(-r+r), 

(6) 

Wir wollen den Satz LrEBMANNS etwa unter der Voraussetzung K = 1 
beweisen. K = 0 miissen wir namlich ausschlieBen; denn die Torsen 
enthalten geradlinige Erzeugende, sind also sieher offene Flachen. 
Ebenso ergibt K < 0 keine geschlossenen Flachen, da in einem "hoch­
sten" Punkt (etwa xa = Maximum} der Flache K> 0 sein miiBte. Es 
bleibt somit nur K > 0 zu behandeln und durch eine Almliehkeit laBt 
sieh immer K = 1 oder 1'1 = 1 erreiehen. 

1st auf un serer :Flache durchweg r = r = l, so besteht sie nur aus 
Nabelpunkten, ist also nach § 47 eine Kugel. Nehmen wir nun eine 
von der Kugel verschiedene Flache an, die aus der Kugel durch Ver­
biegung entsteht, so gibt es auf der Flache sieher Punkte mit l' 9= r. 
r und T konnen wir dann als stetige Funktionen auf der Flache be­
trachten. Wegen der Geschlossenheit der Flache erreiehen beide GroBen 
r nnd r ein Maximum. Von mindestens einem dieser Maxima konnen 
wi.r annehmen, daB es > 1. ist. N ehmen wir an, l' erreiche im Punkte Po 
ein Maximum> 1. Dann ist in einer gewissen Umgebung von Po 

(6a) l' > 1, r < 1. 

und r erreieht im Punkte Po ein Minimum. Da Po kein Nabelpunkt 
ist, konnen wir in seiner Umgebung ein regulares Netz von Kriimmungs­
linien annehmen, so daB die Formeln (1) bis (6) gelten. 

Wegen rr = 1 konnen wir dann fiir (5) und (6) schreiben: 

(7) 

und durch 

(8) 

Integration erhalten wir: 

1 
E = U (u) -y2 _ 1 ' 

1 
G = V(v) -1 -2· -y 
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Da ffir die Bogenelemente dS1 und dS2 der Kriimmungslinien gilt 

ds~ = Gdv l , 

so haben wir E > 0, G > 0 und wegen (6a) folgt aus (8) ffir die Um­
gebung von Po: 

U>O, V>O. 

Ffir ein Maximum von r und ein Minimum von i miissen nun an der 
Stelle Po die Bedingungen gelten: 

Aus (5), (6) ergibt sich aber durch die Rechnung daraus ffir die Stelle Po: 

(9) G,,=O, 

Setzen wir E" = G" = 0 in (3) ein, so ergibt sich ffir die Stelle Po: 

1 
K = - 2EG (G"" + E",,). 

Hierin ist aber die rechte Seite nach (9) negativ, die linke dagegen 
positiv = 1. Die Annahme, daB unsre Flache keine Kugel ist, fiihrt 
also auf einen Widerspruch. 

Damit ist der Nachweis beendet. Man kann das Ergebnis unsres 
Beweisganges auch so fassen: Innerhalb eines FliichenstUcks von fester 
positiver Krummung kann an einer Stelle, die kein Nabelpunkt ist, 
keiner der Hauptkrummungshalbmess~ einen griipten oder kleinsten Wert 
haben. 

Es sei nebenbei erwahnt: Schneidet man in eine Kugelflache ein 
beliebig kleines Loch, so wird die iibrigoleibende Flache verbiegbar1• 

§ 92. Die Kugeln als einzige Eiflachen mit fester mittlerer 
Kriimmung. 

Ein ganz ahnlicher Satz wie der im vorigen Abschnitt gilt auch 
fUr den Fall, daB an Stelle des KriimmungsmaBes die mittlere Kriim-
mung 

1 1 
2H=-+-

Rl R z 

langs der Flache fest sein soli, wie ebenfalls H. LIEBMANN gefunden hat2• 

1 H. LIEBMANN: Die Verbiegung von geschlossenen und offenen FUI.chen 
positiver Krummung. Munch. Ber. 1919, S. 267 -291. Vgl. ferner die Arbeiten: 
E. REMBS: Heidelberger Berichte 1927 (Bew. des Satzes f. d. punktierte ver­
langerte Rotationsellipsoid). - A. SCHUR: Crelles Journal, Bd.159 (1928) S. 82.­
ST. COHN-VOSSEN: Gott. Nachr. 1927, S.125. - W. SOsz: Japanese Journal of 
Math. (4) 1927, S.203. 

2 H. LIEBMANN: t)ber die Verbiegung der geschlossenen FU1chen positiver 
Krummung. Math. Ann. Bd. 53,.S. 81-112, 1900; bes. § 6, S.107. 
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Eine geschlossene konvexe Flache, die wir als durchweg regular 
und analytisch, ferner als iiberall positiv gekriimmt (K> 0) annehmen 
wollen, 5011 kurz eine "Eifliiche" heiBen. Dann lautet der zu beweisende 
Satz: 

Die einzigen Eifliichen mit fester mittlerer Kritmmung sind die 
Kttgeln. 

Man kann diese Behauptung durch einen von O. BONNET 1867 an­
gegebenen Kunstgriff auf die Dberlegungen des § 91 zuriickfiihren, 
wenn man bemerkt: Unter dm Parallelfliichen einer Pliiche festen p.si­
tiven Kriimmttngsmapes gibt es eine mit fester mittlerer Kriimmung und 
umgekehrt. 

Es sei namlich ~(u, v) eine Flache mit K = 1, ~ der Einheitsvektor 
ihrer Flachennormalen. Dann hat die Parallelflache 

(lO) 

die mittlere Kriimmung 2H = 1. In der Tat: Fiir die Kriimmungslinien 
von (~) gilt nach O. RODRIGUES [vgl. § 46 (52)] 

d~ + Rd~ = 0 
oder 

d~ + (R + 1) d~ = O. 

Den Kriimmungslinien auf (~) entsprechen wegen ~ = ~ wieder Kriim­
mungslinien auf m. Fiir entsprechende Hauptkriimmungshalbmesser 
gilt 

(11) R = R + 1. 

Somit ist wegen 
R1 R2 = 1 

(12) 2H=.--!.- +_1_ = _1_ + __ 1_ = 1 
R1 R2 R1 + 1 Ra + 1 . 

Ebenso verlauft die umgekehrte SchluBweise. 
Haben wir nun eine Eiflache mit 2 H = 1, so gilt 

1 1 - +-=1 H1 R:.a . 

Somit ware, wenn die Eiflache nicht Kugelgestalt batte, 

~«~) <1 
2 R Max 

oder 

1 < (R)MJn < 2. 

Fiir den zugehorigen Hauptkriimmungshalbmesser 

R=R-l 
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der Flache (~) mit K = 1 hatten wir 

0< (R)Hin < 1 

in Widerspruch mit dem SchluBergebnis von § 91. Damit ist unser Satz 
bewiesen. 

§ 93. Starrheit der Eifla.chen. 

Der Satz von der Starrheit der Kugel 5011 in engerem Umfang jetzt 
auch fiir be1iebige Eiflachen (§ 72) bewiesen werden. Dieses Ergebnis 
verdankt man wiederum H. LIEBMANN l . Der folgende Beweis stammt 
von H. WEYL und dem Verfasser2• Der fragliche Lehrsatz laBt sich 
etwa so fassen: 

SoU eine Eitlache stetig und langentreu veriindert werden, so ist sie 
nur als starTer Korper beweglich. 

Von dieser "Abanderung" wird vorausgesetzt, daB sie sich folgender­
maBen darstellen laOt. Es sei ~ (u, v) eine Parameterdarstellung eines 
Stuckes der Eiflache. Wir set zen 

(13) ~(u,v) = ~(u,v; 0); 

und ~(u, v; t) sel m allen drei Veranderlichen allalytisch. Den ver­
schiedenen t-Werten entsprechen die verschiedenen Lagen unsrer ver­
anderten Flache. Die Teilableitung nach t sei im folgenden durch ein 
vorgesetztes IS gekennzeichnet. SolI dann die Abanderung so erfolgen, 
daB die Bogenlangen der auf den Flachen t = konst. gezogenen Kurven 
erhalten bleiben, so muO 

(14) 

sein. Oder es mull, wenn man fiir 

a" = ~ ot 0 

setzt, das skalare Produkt verschwinden: 

d~.d3 = O. 

Man kann deshalb den Vektor d3 mittels eines Hilfsvektors t)(u, v; t) 
darstellen in der Form 

(15) 

Da d~ ein Buschel von Vektoren durchlauft (bei veranderlichem du: dv), 
so ist t) durch diese Formel eindeutig bestimmt. 

1 H. LIEBMANN: Gott. Nachr. IS99. Math. Ann. Bd. 53. 1900 und Bd. 54. 190I. 
Fur konvexe Polyeder hat A. CAUCHY einen weitergehenden Satz bewiesen. J. 
de l'Ecole polytechn. Bd. 9 (16). ISI3; <Euvres (2) Bd. l, S.26-3S. 

2) .W. BLASCHKE: GOtt. Nachr. 1912, S.607-61O; WEYL, H.: Berliner 
Sltzungsberichte 1917, S. 250--266; W. BLASCHKE: Die Starrheitder Eiflllchen. 
Math. Z. Ed. 9, S. 142-146. 1921. Vgl. auch den sehr einfachen Beweis bei 
A. DUSCHEK: Monatsh. f. Math. u. Phys. Bd. 36, S.131-134. 1929. 
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Nach (15) ist bei festem t 

t) X d~ = (t) X ~v) du + (t) X ~,,) dv 

ein vollstandiges Differential und somit 

(16) r .. X t)" = ~" X t)v' 

Die Vektoren t) .. , t)" miissen sich deshalb aus den nach Voraussetzung 
linear unabhangigen ~u' ttl darstellen lassen 

(17) 

Aus (16) folgt 

(18) oc+<5=O. 
Ferner ergibt sich durch Ableitung aus (16) 

(~ .... X t),,) - (~ .. " X t) .. ) = (~" X t) .... ) - (~ .. X t) .. tI) , 

(~"tlX t),,) - (~"v X t) .. ) = (~" X t) .. v) - (~v X t)",,). 

Multipliziert man die erste Gleichung skalar mit ~tI' die zweite mit ~ .. 
und subtrahiert, so folgt 

(19) (rv r .... t),,) - (~v r .. v t) .. ) = (r .. r .. v t)v) - (r .. rvtl tJ .. ) 
oder, wenn man nach (19) in § 42 die Koeffizienten der zweiten Grund­
form einfiihrt, 

(20) yL - 20cM - pN = O. 

1st (1;) elliptisch gekriimmt: 

(21) LN-M2>0, 

so sind auf (r) und (t) entsprechende Umlaufsinne entsprechender 
Stellen entgegengesetzt, d. h. es ist 

(22) 

In der Tat: die Punkte (die ~k bedeuten homogene Punktkoordinaten 
in der Ebene) 

~1 = + L, ~2 = + M , ~3 = + N; 

~i = - P , ~~ = + ex, ~~ = + y 

sind wegen (20) oder 

(23) 

zum Kegelschnitt ~1 gs - ~; = 0 konjugiert. Der erste ist nach (21) 
innerer, also der zweite auBerer Punkt dieses Kegelschnitts. Somit ist 
in der Regel 

und nur dann 
- ex2 - p y = 0, 
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wenn die homogcnen Punktkoordinaten f versagen, wenn also die 
Beziehung gilt 

(24) oc={3=}'=!5..:....0. 

Haben wir zwei einfach zusammenhangende Flachenstiicke ~ (u, v), 
1)(tt, v), so bleibt das Doppelintegral 

f f (~1)" 1),,) du dv 

ungeandert, wenn man ffir u, v neue gleichsinnige Veranderliche ein­
fiihrt. Es ist 

f) 

av (~1)" 1» = (~" 1)" 1» + (~1)"" 1» + (~1)" 1)v), 

i) 

uu (~1)" 1» = (~" 1)" I) + (I; 1)"" 1) + (I; 1)" 1),,). 

Daraus folgt durch Abziehen 

(25) 2 (~1)" 1),,) = (~" 1)" 1» - (~" t)" 1» + .:fv (~1)" 1) - i:/u (! 1)" 1». 

Wegen (16) heben sich in unserm Sonderfall die ersten zwei Glieder 
rechts weg. Fiir unser Doppelintegral ergibt sivh also, wenn es iiber 
einfach zusammenhangcnde Flachenstiicke erstreckt wird, ein im ge­
eigneten Sinn genommenes Randintegral 

(26) 

Die Flache (~) soil nun eine Eiflache sein. Wir konnen daher (!) 
durch eine doppelpunktfreie, geschlossenc Linie in zwei einfach zu­
sammenhangende Teilflachen zerschneiden, auf jede die Formel (26) 
anwenden und addieren. S'o ergibt sich 

(27) 

Andrerseits ist ffir jede der beiden Teilflachen 

(28) f f (~1)" 1),,) dudv = f f (U" !,,) (oc!5 - {3 y) du dv . 

Wahlen wir den Ursprung im Innern von (!) und die Parameter u, v 
in beiden Teilflachen so, daB (~~" !,,) > 0 wird, so ist in (28) rechts 
wegen (22) der Integrand .::S: 0 und 'das Integral, welches nach (27) 
verschwinden muB, kann nach (24) nur so zu Null werden, daB 
r:J. = (J = y = 6 einzeln verschwinden. Dann ist aber nach (1'7) 
tJ u = 1)" = 0, also 1) (t) nur von t abhangig. Die Integration von (15) 
liefert 

(29) 3 = ~~ = 30 (t) + 1) (t) X ! (u, v; t). 

Das bedeutet, daB die Eiflache als starrer Korper bewegt wird. Denn, 
haben wir zwei Punkte 

7;1 = ~ (u1, VI; t), ~2 = ~ (u2, Vz; t), 
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so bleiht ihre raumliche Entfernung erhalten: 

(30) d (~2 - ~1)2 = 2 (52 - 51' ~2 - ~1) dt = 2 (t), ~2 - ~l' ~2 - ~l) dt = O. 

Damit ist der Nachweis beendet. 
H. WEYL hat allgemeiner bewiesen, daB zwei langentreu aufein­

ander abgebildete Eiflachen entweder kongruent oder symmetrisch 
sein mussen. Ja noch mehr! Er hat zu zeigen versucht: Zu einem 
vOTgegebenen Bogenelement positiver KTummung gibt es stets eine und im 
wesentlichen nUT eine Eilliiche. Indessen sind H. WEYLS Beweise sehr 
verwickelt und nicht zu Ende gefiihrtl. 

§ 94. MINKOWSKIS Stiitzfunktion. 
Fiirdas Folgende ist es zweckmaBig, einige auch sonst verwendbare 

Formeln der Flachentheorie herzuleiten, die auf H. MINKOWSKI zu­
ruckgehen. Denken wir uns eine krumme Flache dadurch dargesteIlt, 
daB die Entfernung p der Tangentenebene yom Ursprung in ihrer Ab­
hangigkeit yom Einheitsvektor der Flachennormalen ~ vorgeschrieben 
ist: 

Wir set zen 
T ~ i = O(i , T > 0 , 

,/ !l + !l + 2. P (1X1 IXI -=0==1X=3=====) rO(! 0(2 0(3, ~, , _" 
llX¥ + IX~ + IXg Y IX¥ + IX~ + exg f ex¥ + ex~ + ex: 

= p (0(1,0(2,0(3)' 

und haben, wenn die Vorzeichen positiv genommen werden, in Peine 
von erst em Grad "positiv homogene" Funktion der or. vor uns: 

P (ft 0(1' ft CX2 ' ft 0(3) = ft P (0(1' cx2 , CX3); ft > 0 . 

Dieses P ist MINKOWSKIS "Stutzlunktion". 

Wegen der Homogeneitat von P ist nach EULER 

(31) 

wo 
p. = oP 

• a (Xl 

bedeutet. Die Gleichung der Tangentenebene an unsre Flache ist 

OC1 Xl + 0(2 X 2 + 0(3 X3 = P. 

1 H. WEYL: Dber die Bestimmung einer geschlossenen, konvexen FI1\che 
durch ihr Linienelement. Vierteljahrsschrift der naturlorschenden Gesellschaft 
in Zurich Bd. 61. S. 40-72. 1915. Ein neuer Beweis fur einen Teil von WEYLS 
Behauptungen findet sich bei ST. COHN-VOSSEN: Gott. Nachr. 1927. Herr COHN­
VOSSEN hat kiirzlich auch gezeigt, daB es unstarre geschlossene Drehflachen gibt. 
Math. Ann. Bd. 102, S. 10-29. 1929. 
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Wir konnen uns darin fiir den Augenblick lXa festgehalten denken und 
finden dann durch partielle Ableitung, z. B. nach 1X1 bei fest en x fur 
den Beriihrungspunkt mit der umhiillten Flache 

Xl = Pl' 

Aus Symmetriegriinden mussen daher die Beziehungen gelten: 

(32) 

Dabei ist es unwesentlich, daB die IX homogene Veranderliche, also 
nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Denn die Pi 
sind als Ableitungen einer im ersten Grad homogenen Funktion im 
nullten Grad homogen: 

Pi (ft lXI' ft 1X2' ft IXs) = Pi (lXI' 1X2' lXa); ft > O. 

Wir wollen nun die Halbmesser R l , RJ. der Hauptkrummungen unsrer 
Flache aus der Stutzfunktion ermitteln. Nach OLINDE RODRIGUES 

[§ 46 (52)] gilt fiir die Fortsehreitung auf einer Krummungslinie 

dXj + Rd~i = 0 
oder nach (32) 

(33) ..2Pikd~k+Rd~j=O. 
k 

Darin ist, ausfiihrlieh geschrieben, 

P _ f)2p (~1' ~2' ~3) 
ik - iJ~.iJ~~ • 

Da die d~inicht alle Null sind, mu13 die Determinante des Gleichungs­
systems (33) versehwinden: 

Pu + R P12 PIa 

(34) P 21 P22 + R P aa = O. 

PSI PS2 PS3 + R 

Diese scheinbar kubische Gleichung fiir R la13t sich leicht auf eine 
quadratische zuruckfuhren. Aus (31) folgt namlich durch Ableitung 
nach lXi: 

.J;PiklXk = O. 

Somit verschwindet die Determinante der PH' Die Gleichung (34) 
hat also, wenn man R weghebt, die Gestalt 

R2 + (Pu + P22 + Pas) R + (*) = O. 

Daraus folgt das gesuehte Ergebnis 

(35) - (Rl + R2 ) = Pu + P22 + Pas' 

wobei reehts die normierten Veranderlichen Ei einzusetzen sind l . 

1 Vgl. dazu die Angaben von Aufgabe 13 des § 60. 



204 Fragen der Flachentheorie im GroBen. 

§ 95. Ein Sab von CHRISTOFFEL iiber geschlossene Flachen. 
Als Anwendung der Formel (35) fiir Rl + R2 soIl jetzt folgender 

von E. B. CHRISTOFFEL 1865 gefundener Satzl bewiesen werden: 

Betrachten wir eine geschlossene Plache ts: , die sich dUTch (passend 
gerichtete) paraUele Normalen eineindeutig aut die Einheitskugel abbilden 
lapt. Durch die Angabe von Rl + R2 als stetige und etwa analytische 
Funktion aut dem spharischen Bilde ist die Plache ts: bis aut ParaUel­
verschiebungen eindeutig bestimmt. 

Zum Beweise wollen wir die Funktion (Rl + R2) auf der Einheits­
kugel nach sogenannten "Kugelfunktionen" entwickeln. Das heiBt, wir 
setzen 

(36) 

wobei Uk eine Form vom Grad k in den (f. ist, die der Differentialgleichung 
von LAPLACE geniigt: 

(37) 

Die Moglichkeit und Eindeutigkeit dieser Entwicklung setzen wir als 
bekannt voraus2• Entsprechend soIl die Stiitzfunktion P von ts: nach 
Kugelfunktionen entwickelt werden: 

Wir wollen nun P zu einer in den IX. homogenen Funktion ersten 
Grades machen. Dazu brauchen wir nur zu set zen 

(38) 

r=VlXi+~+IX;. 
Auf die normierte Funktion konnen wir die Formel (35) anwenden. 

Es ist 

( ~ {)2) VI: 1 ~ al VI: ~ a VI: a 1 
(39) £.; 011.2 rI=1 = yH L.t al1.2 + 2 L.t ----a;- Ol1.j rI-1 

• I ,I i j 

1 E. B. CHRISTOFFEL: 'Ober die Bestimmung der Gestalt einer krummen 
Flache durch lokale Messungen auf derselben. Werke I. S. 162-177. Leipzig und 
Berlin 1910. Vgl. auch A. HURWITZ: Sur quelques applications geometriques des 
series de Fourier. Ann. de l'Ecole Normale (3) Bd. 19. S. 357 -408. 1902. 

S Vgl. etwa E. HEINE: Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl., Leipzig 1881. 
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Das erste Glied rechts fallt weg, da V k ebenso wie Uk der Differential­
gleichung von LAPLACE (37) geniigt. Andrerseits ist 

(40) 
al k IXI ----= - ( -1)-

dlXl r k - I r HI 

und somit wegen der Homogeneitat von V k 

"av/c a 1 ~_ k (k - 1) V; 
£.J art: ~ yk-I - -~+-1 - k' 

, I j 

Ferner hat man durch nochmalige Ableitung von (40) 

'\' a2 1 _ 1 n 2 IXW _ kl - 3 k + 2 
~ aIX2 ,k-l - - 3 (k - 1) yk+1 + L.; (k - 1) yk+3 - yk+l • 

, I i 

Somit nimmt die Formel (39) die Gestalt an 

(41) ( 57 ~) 3_ = _ (ki + k - 2) V = _ (k - 1) (k + 2) V; 
..::...; alX~ r k- 1 rHl k yk+1 k' , / 

Aus (38) ergibt sich also, wenn gliedweise AbleituJlg zulassig ist, nach 
(35) fiir r = 1 

v,'egen der Eindeutigkeit der Reihenentwicklung muB die letzte Reihe 
mit der unter (36) Glied fUr Glied iibereinstimmen. Es ist also 

(42) k=0,2,3,4 ...• 

In der Entwicklung von (42) verschwindet der Koeffizient VI' Also 
ist VI = Cl~l + C2~2 + C3~3 beliebig, was damit zusammenhangt, daB 
der Ursprung willkiirlich wahlbar ist. In der Reihenentwicklung von 
Rl + R2 muB dann das lineare Glied U1 fehlen, was wegen der "Ortho­
gonalitatseigenschaft" der Kugelfunktionen 1 bedeutet, daB 

(43) J (Rl + R 2) ~i dO) = 0 

sein muB. Darin bedeutet dO) das Flachenelement der Kugel. Die Inte­
gration ist iiber die ganze Kugelflache zu erstrecken. 1m iibrigen. darf 
die Funktion Rl + R2 auf der Kugel beliebig vorgeschrieben werden. 
Die dazugeh6rige Stiitzfunktion P ist aus (42) (bis auf beliebiges VI) 
eindeutig bestimmt. 

Es soll noch schnell gezeigt werden, daB die Integralgleichungen 
(43) tatsachlich fiir jede geschlossene Flache gelten. Es seien d(11' d(12 
die Bogenelemente des spharischen Bildes, .die den Bogenelementen 
ds1, dS2 der Kriimmungslinien entsprechen. Dann gilt fUr das Ober­
flachenelement 

do = ds1· dS2 = (R1d(11)' (R2d(12) 

1 fV;Vkdw=O fiir i=fk. 
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und fiir das FHi.chenelement der Parallelflache im Abstand h: 

(44) do" = (Rl + h) da1 ' (R2 + h) da2 = do + h (Rl + R2) dw + h2 dw. 

Nun ist offenbar identisch in h 

f ~ido" = O. 

d. h. die Projektion unsrer geschlossenen Flache auf eine Ebene hat 
den Gesamtflacheninhalt Null. Setzt man fiir do" aus (44) den Wert 
ein, so ergibt sich die Richtigkeit unsrer Behauptung: 

f (Rl + R2)~idw = O. 

Von Konvergenzschwierigkeiten ist hier abgesehen worden. Sie 
werden von vornherein vermieden, wenn wir die betrachteten Funk­
tionen als regular und analytisch auf der Flache voraussetzen. 

§ 96. Ein Satz von HILBERT tiber FHi.chen festen 
negativen KrtimmungsmaBes. 

Ahnlich, wie wir in § 91 Formeln fiir Flachen mit K = 1 ab­
geleitet haben, wollen wir jetzt Formeln fUr K = - 1 berechnen. 
Wir setzen, indem wir wieder dip Krommungslinien als Parameterlinien 
wahlen, 

Rl = tga, R2 = - ctga. 

Es gelten wieder die Gleichungen (i», (6) des § 91 und man hat 

r = ctg a, r = - tg a, 

E,. 2 
E = a" ctg a I 

G. 2 G = - a" tga. 

Die letzten Glekhungen geben integriert 

E = U (~t) sin2 a I 

G = V(v)cos2 a. 

Durch geeignete Wahl der Parameterskalen auf den Kriimmungslinien 
kann man 

U=V=1 

machen, so daB man hat: 

VE=sina, 

und daraus nach § 91 (2) 

,-
1 G = cosa 

L = + sin a cosa, N = - sirla cosa. 
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Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien hat somit die Form 

(45) (du + dv) (du - dv) = o. 
Fiihren wir also durch die Formeln 

u=p-q, v=P+q 

neue Parameter P, q ein, so sind die neuen Parameterlinien p, q = konst. 
oder 14 ± v = konst. die Asymptotenlinien der Flache. Das Bogen­
element hat die Form 

(46) ds2 = d142 sin2 (1 + dv2 coS2 (1 = dp2 + 2dpdqcos2(1 + dq2. 

Hieraus ergibt sich nebenbei, daB bei einem Viereck aus Asymptoten­
linien die Gegenseiten gleich lang sind. Solche Kurvennetze (mit 
E = G = 1) auf beliebigen Flachen hat der russische Mathematiker 
P. L. TSCHEBYSCHEFF 1878 untersucht 1 2. Spannt man ein Fischnetz 
fiber eine krumme Flache, so bildet es eine solche Figur. 

Wendet man auf das Bogenelement in P, q die Formel von GAUSZ 

(§ 58) an, so findet man fUr den Winkel 2 (1 = w der Asymptotenlinien 
die Differentialgleichung 

(47) 
alOJ • 

apaq = smw. 

Hieraus kann man z. B. fiir die Oberflache 

F = II sinwdpdq 

einfache Folgerungen herleiten. Fiir ein Viereck aus Asymptotenlinien 
PI < P < P2' qI < q < q2 erMlt man 

F = W (PI' qI) - W (A, q2) + W (PI' q2) - w (PI' qI) 

1 P. L. TSCHEBYSCHEFF: Sur la coupe des v~tements. <Euvres II, S.708. -
A. Voss: Dber ein neues Prinzip der Abbildung krummer OberfULchen. Math. Ann. 
Bd.19, S. 1-26.1882. Vgl. auch die Arbeit von L. BIEBERBACH: Sitzungsber. 
Berliner Akad. 1926, S. 294-321. 

I VgI. auch das Lehrbuch von L. BIANCHI: Lezioni di geometria differenziale. 
3. Aufl., I, S. 153-162. 1920. Dieses Lehrbuch, das auch in einer verkiirzten 
deutschen Dbersetzung erschienen ist, ist eines der bedeutendsten neueren Werke 
fiber Differentialgeometrie. LUIGI BIANCHI war durch lange Jahre Professor der 
Mathematik an der Universita.t und als Nachfolger DINIS Direktor der Seuola 
normale in Pisa (geb. in Patma 1856, gest. 1928). Er hat die Differentialgeo­
metrie urn eine Fiille schonster Ergebnisse bereichert, in Italien eine ausgedehnte 
mathematische Lehrtll.tigkeit entfaltet und Anregung zu einer groBen Zahl wissen­
schaftlicher Arbeiten gegeben. Er hat Lehrbiicher iiber sehr verschiedene mathe­
matische Gebiete verfaBt.Dieser unermiidliche Gelehrte war gegen seine Mit­
menschen und insbesondere gegen seine SchUler, zu denen sich auch der Ver­
fasser zl!.hlen darf, von solcher hilfsbereiten Liebensw1irdigkeit und trotz schwerer 
Lebensbedingungen von so heiterer Lebensart, daB er wohl kaum einen Feind 
hinterlassen hat. Vgl. die Nachrufe von G. FUBINI: Bolletino Unione Mat. Italiana 
Bd.7, 1928 und Annali di Mat. (4) Bd. 6, S.45-83. 1928/29. 
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oder, wenn man die Innenwinkel mit (1.k bezeichnet (Fig. 21): 

(48) F = (1.1 + et2 + et3 + et4 - 2 n; 0 < etk < n, 

eme Formel, die 1878 von J. N. HAZZIDAKIS angegeben worden istl. 

Fig. 21. 

Die bekannten FHi.chen mit K = - 1, wie 
die von MINDING gefundenen SchraubenfHichen 
sind alle mit singuHiren Linien behaftet. 
D. HILBERT hat deshalb die Frage aufgeworfen, 
ob es auch unberandete und im Endlichen iiber­
ali regulare, analytische FHi.chen mit K = -1 
gibt. Er hat gezeigt, daB dies nicht der Fall ist. 

Gabe es eine solche Flache, so waren ihre 
Asymptotenlinien im Endlichen durchweg re­
gulare, analytische Kurven, von denen durch 
jeden Flachenpunkt zwei mit verschiedenen 
Tangenten hindurchliefen, so daB wir den Win­
kel 00 auf die Werte 0 < 00 < n beschranken 

konnten. Deuten wir die Parameter P, q gleichzeitig als rechtwinklige 
Koordinaten in einer Ebene, so entspricht jedem Punkt der Ebene 
sicher ein einziger Flachenpunkt. Die Flache ist ein eindeutiges Ab­
bild der Ebene. In umgekehrter Richtung braucht die Abbildung von 
vornherein nicht eindeutig zu sein, da es geschlossene Asymptotenlinien 
geben konnte. Da nach (47) 00 langs keiner Asymptotenlinie fest bleibt, 
konnten wir den Ursprung der P, q auf der Flache und die positive 
P-Richtung so wahlen, daB 00 (P, 0) fUr 0 ~ P < P2 w;lchst. Dann 
hatten wir 

pq 

(49) 00 (P, q) - 00 (0, q) = 00 (P, 0) - 00 (0, 0) + f f sin 00' dpdq. 
00 

Hieraus folgt: 00 wachst auf jeder Strecke 
q = konst. > 0, 0 < P < P2 mindestens ebenso 
shirk wie auf der Strecke q = 0, 0 < P < P2 
(da das Doppelintegral positiv ist). 

Betrachten wir dann (Fig. 22) das Viereck 
o < P < PI < P2' 0 < q < ql' und setzen wir 
00 (P2' 0) - 00 (PI' 0) = 8. Dann gibt es in 
diesem Viereck ffir geniigend groBes ql sicher 

;Pi 1'2 ('inc Steli(', an der 
Fig. 22. Ii 

oo=n- 2 

ist. Bliebe narnlich stets 00 < n - (e: 2), so wiirde in (49) das Inte­
gral ffir gcniigend groBes q beliebig groB werden, da etwa fiir 

1 J. N. HAZZIDAKIS: tiber einige Eigenschaften der Flll.chen mit konstantem 
Kriimmungsma13. Crelles .T. Rd. 88, S. 68-73. 1880. 
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PI : 2 < P < PI stets 

(50) OJ (~1 , 0) - (() (0, 0) < OJ (P, q) < n - ; 

ist. Also bliebe sin OJ tiber einer positiven Schranke. Dann konnte man 
aber OJ (P j q) belie big vergroBern entgegen der Annahme OJ < n. Es sei 
nun Po' qo eine Stelle (0 < Po < PI)' wo 

Ii 
OJ (Po, qo) = n - 2' 

ist. Nach (49) ware 
P. q" 

(51) (() (P2' qo) - OJ (Po, qo) = w (P2' 0) - OJ (Po, 0) + J J sinOJ·dp·dq 
P .. 0 

> OJ (P2' 0) - OJ (PI' 0) = B 

und daher 
OJ (P2' qo) > n + i· 

Somit tiberschritte der Winkel OJ den Wert n auf der Strecke Po < P < P2' 
q = qo entgegen der Voraussetzung. Dieser einfache Unmoglichkeits­
beweis stammt von ERIK HOLMGREN 19021. 

SchlieBlich sei noch kurz auf den Gedanken des urspriinglichen 
yon HILBERT stammenden Beweises hingewiesen. Aus der Tatsache, 
daB die Asymptotenlinien ein TSCHEBYSCHEFF-Netz bilden, schlieBt 
HILBERT, daB es keine geschlossenen Asymptotenlinien geben kann. 
Deshalb ware jede Flache der gewiinschten Art eineindeutiges Abbild 
der P q-Ebene. Aus der Forme! (48) von HAZZIDAKIS fiir die Flache 
eines Vierecks aus Asymptotenlinien konnte man entnehmen, daB jede 
solche Flache < 2 n sein muB, daB daher die Gesamtflache < 2 n sein 
wiirde. Hingegen kann man aus der Abbildung auf die Halbebene von 
POI~CARE (§ 74) leicht sehen, daB die Gesamtflache 

II d:~Y = 00 

1/>0 

unendlich ist. Somit fiihrt die Annahme de~ Vorhandenseins einer 
singularitatenfreien und unbeyandeten Flache mit K = - 1 auch auf 
diesem Wege zu einem Widerspruch. 

§ 97. Bemerkungen fiber geschlossene geodatische Linien 
auf einer Eiflache nach H. POINCARE. 

Ausgehend von asironomischen Fragestellungen tiber das "Drei­
korperprohlem" hat POINCARE die geschlossenen geodatischen Linien 

l' E. HOLMGREN: Comptes Rendus Bd.I34, S.74O-743. 1902. Eine Kritik 
des HOLMGRENSchen Beweises findet sich bei L. BIEBERBACH, Acta Math. Bd. 48. 
1926:."Hilberts Satz iiber FIlI.chen konstanter Kriimmung". In dieser Arbeit ist 
der Nachweis dafiir erbracht, daB je zwei Asymptotenlinien verschiedener Scharen 
auf unsrer Fla.che sich schneiden. 

Blaschke, Differentialgeometrie J. 4. Aufl. 14 
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auf einer Eiflache untersucht1. Man kann sich leicht veranschaulichen, 
daB es auf jeder Eiflache mindestens eine solche geschlossene geodatische 
Linie geben muB. 

Wendet man namlich zunachst auf eine derartige Linie, deren Vor­
handensein noch fraglich ist, die Integralformel von BONNET (§ 76 (77» 
an, so ergibt sich f 

Kdo = 2n, 

d. h. das von unsrer Kurve umschlossene Flachenstiick hat die Gesamt­
kriimmung 2 n. Bilden wir unsere Eiflache etwa durch parallele 
auBere Normalen auf die Einheitskugel ab, so konnen wir feststeilen: 
Das sphiit'ische Abbild einet' geschlossenen geodiitischen Linie hiilftet die 
Ober/liiche der Einheitskugel. 

Deshalb liegt es nahe, umgekehrt von allen auf unsrer Eiflache 
liegenden geschlossenen Linien auszugehen, deren spharisches Abbild 
die Kugel halftet, und unter diesen die kiirzeste aufzusuchen. Es wird 
behauptet, daB diese kiirzeste eine geodatische Linie ist. Gehen wir 
von einer geschlossenen Kurve auf unsrer Eiflache zu einer benach­
barten iiber dadurch, daB wir senkrecht zur Kurve die Strecke bn ab­
tragen, so andert sich der Umfang L nach der Formel § 69 (8) • 

bL=-,h~ds. r e, 
Die Anderung der Gesamtkriimmung des umschlossenen Oberflachen­
teils der Eiflache ist (vgl. § 72 (35)) 

bD = - f K·bn.ds. 

Soil nun die Ausgangskurve bei gegebenem D = 2 n den Kleinstwert 
des Umfangs ergeben, so muB aus bD = 0 folgen lJL = O. Daraus 
schlieBt man wie in § ~8: 

(52) 

Nun ist nach BONNET 

also 

(53) 

1 
-=).K Il, , ). = konst. 

Da aber auf der Eiflache das KriimmungsmaB K > 0 ist, folgt i. = 0 
und 1: ell = O. D. h. unsre Kurve ist in der Tat geodatisch. 

Das Vorhandensein einer Losung des Variationsproblems D = 2 n 
L = Minimum ist aber recht einleuchtend und kann auch nach Me-

1 H. POINCARi: Sur les !ignes g60desiques des surfaces convexes. Am. Trans­
actions Bd. 6, S. 237 -274. 1905. 
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thoden bewiesen werden, die im AnschluB an HILBERTS Untersuchungen 
uber das sogenannte Prinzip von DIRICHLET ausgebildet worden sind 1. 

POINCARE hat durch ein physikalisches Gedankenexperiment deutlich 
zu machen gesucht, daB die lOsende geschlossene geodatische Linie 
keine mehrfachen Punkte besitzt. 

Das Vorhandensein einer geschlossenen geodatischen Linie konnte 
man sich vieileicht noch anschaulicher auch auf folgendem Wege klar­
machen. Wir denken uns die Eiflache als OberfHtche eines starren Kor­
pers und denken uns einen geschlossenen, nicht dehnbaren aber bieg­
samen Faden, der so lang ist, daB man den Korper bei geeigneter 
Steilung durch den Faden hindurchschieben kann. LaBt man nun den 
Faden kfuzer werden, so gibt es eine Grenzlange, bei der der Korper 
bei geschickter Lage des Korpers und des Fadens eben noch hindurch­
schlupfen kann. 1m Augehblick des Hindurchtritts muB dann der Faden 
auf dem ganzen Korper aufliegen, da er sonst noch kfuzer gemacht 
werden konnte. Aus demselben Grunde muB bei dieser Lage der Faden 
eine geschlossene geodatische Linie des Korpers bilden. 

Dies Problem ist nicM zu verwechseln mit dem, urn eine Eiflache 
den Zylinder vom kleinsten Umfang zu beschreiben, denn die Tangenten­
ebenen langs der geschlossenen geodatischen Linie brauchen keinen 
Zylinder zu bilden. 

N achdem auf diese Weise das Vorhandensein einer geschlossenen 
geodatischen Linie auf jeder Eiflache veranschaulicht ist, soil nach 
einer Mitteilung von G. HERGLOTZ gezeigt werden, daB es ihrer min­
destens drei geben muB, die keinen Doppelpunkt haben. 

Zu diesem Zweck ordnen wir zunachst jeder geschlossenen Kurve 
emen Vektor b zu nach der Formel: 

(54) 

wo das Integral rings urn die Kurve zu erstrecken ist 2• Wit nehmen 
nun zu unserem Variationsproblem (auf der gegebenen Eiflache eine 
geschlossene Kurve mit Q = 2n und L = Min. zu finden) noch die 
Bedingung hinzu, daB der Vektor b der Kurve zu einer Geraden & 
durch 0 parallel sein soil. Auf & tragen wir von 0 aus nach beiden 
Seiten hin den Kleinstwert von Lab. Dreht man & urn 0, so be­
schreiben die Endpunkte dieser Strecken, wie man zeigen kann, eine 
stetige Flache fr' die offenbar 0 zum Mittelpunkt hat und nicht durch 0 

hindurchgehtB. Dem Punktepaar von fr' das am nachsten von 0 liegt, 

1 Man vgl. etwa O. BOLZA: Vorlesungen tiber Variationsrechnung, Kap. IX. 
5.419-433. Leipzig und Berlin 1909. Vgl. im folgenden § 101. 

I Man kann iibrigens leicht sehen, daB U von der Wahl des Koordinaten­
ursprungs nicht abhAngt. 

8 Es gibt stets geschlossene doppelpunktfreie Kurven auf unsrer Eiflll.che, 
fiir die der Vektor U = 0 ist. Die Kugel um 0, die den Umfang einer solchen Kurve 
zum Halbmesser hat, liegt innerhalb von tr. 

14* 
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entspricht auf der EifHiche die frillier betrachtete geschlossene geoda­
tische Linie. Da es bei allen diesen Fragen aber nur auf erste Ab­
leitungen ankommt, so leuchtet ein: Jedem zu 0 symmetrischen Punkte­
paar auf tr, dessen Entfernung von 0 einen stationaren Wert hat, ent­
spricht auf der Flache eine geschlossene geodatische Linie. Wir haben 
also nur mehr festzustellen, wie viele zu 0 symmetrische Punktepaare 
extremer Entfernung von 0 auf un serer Flache tr vorhanden 
sind, die 0 zum Mittelpunkt haben. Zunachst gibt es das Paar lJ, q 
weitester Entfernung und das Paar geringster Entfernung. Verbindet 
man auf tr die Punkte lJ und q derart, daB man sich auf diesem Wege 
von 0 moglichst fernhalt, so entspricht dem 0 zunachst gelegenen Punkt 
des Weges ein Sattelwert der Entfernung. Somit gibt es mindestens 
drei Punktepaare "extremer" Entfernung, oder besser "stationarer" 
Entfernung von 0 auf tr, Punktepaare, in denen die Tangentenebenen 
senkrecht auf der Verbindungsstrecke des Paares stehen. 

Damit ware, wenn man diesen Beweisansatz ausgestaltete l , gezeigt: 
] ede Eifliiche besitzt mindestens drei geschlossene geodiitische Linien. 

Weitgehende mechanische Untersuchungen, die mit der Frage der 
geSChlOSsenen geodatischen Linien zusammenhangen, sind von dem 
Amerikaner G. D. BIRKHOFF angestellt worden2 • 

§ 98. ERDMANNS Eckbedingung. 

O. BONNET hat 1855 gezeigt, daB zwischen der Kriimmung und 
der Gesamterstreckung einer Eiflache der Zusammenhang besteht: 1st 
das Kriimmungsma/3 K aUf einer Eifliiche durchweg > ] : A 2, SO ist 
die Entfernung irgend zweier Fliichenpunkte stets < n A. Wir gehen 
darauf aus, den besonders geistvollen Beweis dieses Satzes, dessen 
Gedanke ebenfalls von BONNET stammt, vorzufiihren. Wir beginnen 
damit, eine auch an und fUr sich anziehende Hilfsbetrachtung aus der 
Variationsrechnung einzuschalten. 

~ehmen wir eine Variationsaufgabe einfachster Art. Es sollen zwei 
Punkte Xl' Yl; X2' Y2 durch eine Kurve Y = Y (X) so verhunden werden, 
daB das Integral 

"" (55) ] = f f (x, y, y') dx , 
x, 

langs dieser Kurve erstreckt, einen extremen Wert bekommt. Dabei 
wollen wir untersuchen, oh es moglich ist, daB die losende Kurve 

1 Es wAre dabei z. B. die Differenzierbarkeit der FIAche g:. nachzuweisen. 
2 G. D. BIRKHOFF: Dynamical systems with two degrees of freedom. Am. 

Transactions Bd. 18, S. 199-300. 1917. Neue Ergebnisse iiber geodAtische Linien 
auf Eiflll.chen bei A. SPEISER: Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft 
in Zurich Bd.56, S.28-33. 1921. 
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Y = Y (x) an emer Stelle xa' Ya einen Knick haben kann. Wir setzen 
dann 

(56) 
y' (Xa - 0) = *y', 

y' (Xa + 0) = y'*. 

und es gilt jetzt: 

y (X3 - 0) = Y (X3 + 0), *y' 9= y' * . 
Gehen wir zu einer Nachbarkurve iiber 

y (x) + 8 r; (x) , 

mit r; (Xl) = r; (x2) = 0, so wird, unter der vereinfachenden Annahme. 
daB der Knickpunkt auf der Geraden x = xa fortriickt, 

~ ~ 

J (8) = f I (x, y + 8 r;, y' + 8 r;') dx + f / (x, y + 8 r;, y' + 8 r;') dx • 
~ ~ 

Daraus folgt durch Ab1eitung: 

¥~ x'.! 

]' (0) = f(/lI r; + Iy' r;') dx + f(lll1] + Iy' 17') dx 
"'. 

und durch Integration nach Teilen: 

XJ x:! 

(57) ]' (0) =5(111 - ~ /y.) r;dx + 5(/11- :x /y.) r; dx + r;a (*I.,,·-I.n . 

Darin bedeutet 1]a den Wert, den 1] an der Stelle Xa annimmt und 

*1,,' = /11' (x3• Y3' *y') . 

Wegen der Freiheit in der Wahl von 'YJ ist fur], (0) = 0 notwendig 

(58) 

daB also die beiden Teile der Kurve Y = Y (x) der Differentia1g1eichung 
(58) von EULER und LAGRANGE geniigen. Dazu kommt noch die fo1-
gende Eckbedingung ERDMANNS: 

(59) *Iy' = g, . 
Obwohl spater kein Gebrauch davon gemacht wird, sel m Kiirze 

angegeben, wie man die zweite Eckbedingung ERDMANNS aufstel1t. 
Deuten wir das "Grundintegral" J unseres Variationsproblems a1s Zeit, 
die ein Punkt braucht, um die Bahn Y (x) zu durchlaufen, und tragen 
wir dann die zu einem festen Punkt xa' )'a und einer veranderlichen 
Richtung Y' gehOrigen Geschwindigkeitsvektoren 

dx 1 dy y' 
~=dI=I' 1]=dj=T 
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vom Punkt xa' Ya aus ab, so erfilllen die Endpunkte dieser Vektoren 
die sogenannte Eichkurve oder Indikatrt'x des Punktes Xa' Ya' Fur die 
Richtung der Eichkurve erha,lt man 

(60) d1] TIY' Y' ,y' - / 
d~ = k = -7,,-,---

und fiir ihre Tangente die Gleichung 

y' y' /y' - I ( 1 \ 
'YJ~7=/}-" - ~-7)' 

Daraus folgt fUr den Schnittpunkt mit ~ = 0 

1 
(61) 'YJ = /y" 

Die erste Bedingung (59) ERDMANNS sagt also aus, daB die zu den 
Richtungen *Y' und Y'* gehorigen Punkte der Eichkurve Tangenten 
besitzen, die die Gerade ~ = 0 im gleichen Punkt treffen. Da aber die 
Eckbedingung und die Eichkurve von der Achsenwahl unabhiingig 

.,~yl 

..... y'* 

. xzYz 

--6-------------------6-

sind, miissen die Tangenten zu-
sammenfallen (Fig. 23). Das gibt nach 
(59) und (60) die zweite ERDMANN­
Bedingung 

(62) *(f - y' I,,') = (f - y' 1,,')* . 

Die beiden Eckbedingungen 

*Iy' = Iyft, 

*(f - y'I,,') = (f - y' I},,)* 

hat G. ERDMANN 1875 1 und etwa 
zur selben Zeit K. WEIERSTRASZ in Fig. 23. 
seinen Vorlesungen iiber Variations­

rechnung angegeben. Die geometrische Deutung der Eckbedingung 
stammt von C. CARATHtODORy2. Die beiden Richtungen *Y' und y'* an 
der Eichkurve des Knickpunkts miissen zu den Beriihrungspunkten 
emer Doppeltangente hinzielen (Fig. 23). 

§ 99. Die Bedingung von JACOBI. 

Wenn ein GroBkreisbogen auf einer Kugel zu einem seiner Punkte 
auch den diametral gegeniiberliegenden innerhalb des Bogens enthalt, 
so gibt dieser GroBkreisbogen sieher nicht die kiirzeste Verbindung 
seiner Eckpunkte. Es handelt sich darum, diese einfache Bemerkung 

1 G. ERDMANN: Dber unstetige Losungen in der Variationsrechnung. Crelles J. 
Bd.82. S.21-30. 1877. 

Z C. CARATHlioDORV: Dber die diskontinuierlichen Losungen in der Variations­
rechnung. Diss. Gottingen 1904, vgl. den SchluB S.71. 
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allf eine beliebige geodatische Linie einer beliebigen Flache zu iiber­
tragen. 

Wir nehmen auf dem zu untersuchenden geodatischen Bogen den 
Anfangspunkt a zum Ursprung eines Systems geodatischer Polarkoor­
dinaten (§ 70) 

dsS = drs + Gdcp2, 

dann geniigt, auf dem geodatischen Kreis r = konst. gemessen, die 
Entfernung 

<5n = fG drp 

zur unendlich benachbarten geodatischen Linie durch a der Differential­
gleichung (§ 71 (26)) oder 

(63) 
dZ {j /I d,- + K (r) . <5n = 0, 

wo K (r) das KriimmungsmaJ3 der Flache auf unsrer geodatischen Linie 
ist. Die Verallgemeinerung des zu a diametral gegeniiberliegenden 
Punktes wird der zu a "konjugierte" P.unkt a' auf unsrem geodatischen 
Bogen genannt. Der ist so erklart: Man ermittelt die bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmte Losung <5n der "JACoBIschen Differen­
tialgleichung" (63), die in a verschwindet. Die auf a folgende Nullstelle 
dieser Losung <5n gibt den konjugierten Punkt a'. Wir werden erwarten 
konnen: Liegt a' vor b, so ergibt unser geodiitischer Bogen a b keinen 
kiirzesten Weg ·zwischen seinen Endpunkten. 

Zum Nachweis nehmen wir unsre geodatische Linie als Kurve 
l' = 0 cines rechtwinkligen N etzes von Parameterlinien, wahrend wir 
als Kurven u = konst. die die Kurve v = 0 senkrecht schneidenden 
geodatischen Linien wahlen (vgl. § 69). Dann bekommen wir das GAUSZ­
schc Bogenelement 

mit 
A(u,O)=l, A,,(u,O)·=O. 

Fiir die Bogenlange der variierten Kurve 

v = v (u) = eli (u) 

erhalten wir, wenn wir nach Potenzen von e entwickeln, 

S(e)=f-yA2+V'2du 

= f f 1+ v2 A"" (u, 0) + V'2 + ... du 

= f du + ~ f {v2A"" (u, 0) + v' 2}du + ... 
Setzeu wir, wie iiblich 

S (e) = S (0) + <5S + ~ <52 S + ... , 
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so ergibt sich also neben dem selbstverstandlichen b S = 0 fUr die 
"zU'eite Variation" der BogenHinge der Ausdruck 

(64) blS=J{v2 A.,.,+V'2}du. 

Nach § 71 (26) hat das KriimmungsmaJ3 1angs unsrer geodatischen 
Linie v = 0 den Wert 

(65) 

Schreiben wir statt u noch s (Bogenl1i.nge auf v = 0), so haben Wlr 
fiir die zweite Variation die endgiiltige Formel 

(66) b2S=J{v'2-K(s).v2}ds 1 • 

Soll die Ausgangskurve v = 0 einen kiirzesten Weg zwischen ihren 
Endpunkten ergeben, so muJ3 neben S' (0) = 0 noch die bekannte Be­
dingung S" (0) > 0 oder 

blS ~O 

gelten fiir jedes v, das in den Randpunkten verschwindet. Falls das 
KriimmungsmaJ3 K durchweg < 0 ist, ist tliese Bedingung sicher er­
fiillt. Wir wollen im folgenden den entgegengesetzten Fall K > 0 be­
handeln. Urn auch dann iiber das Vorzeichen von b2 S ins klare zu 
kommen, benutzen wir einen hiibschen, von G. A. BLTSS stammenden 
Gedanken I. Soll blS > 0 sein fiir alle v, so muJ3 die Kurve v = 0 ein 
Minimum des Integrals 

b2 S = J {V'2 -K (s) v2}ds 

ergeben. Dieses Integral l1i.J3t sich als Sonderfall des Grundintegrals 
fiir das in § 98 behandelte Variationsproblem betrachten. Wir konnen 
also die dort entwickelte Theorie hier anwenden. Die Differential­
gleichung von EULEF und LAGRANGE (58) nimmt hier die Gestalt an 

(67) v"+K·v=O, 

fant also mit der Differentialgleichung JACOBIS (63) zusammen. Be­
stimmen wir von dieser Differentialg1eichung die im Anfangspunkt a 
unseres geod1i.tischen Bogens verschwindende (aber nicht identisch ver­
schwindende) Losung. Ihre in der Richtung der wachsenden s n1i.chste 
Nullstelle auf v = 0 faile nach a' vor den Endpunkt b df!s geod1i.tischen 
Bogens. Dann konstruieren wir eine Funktion v (s), die zwischen a 
und a' mit der eben aufgesteliten zusammenf1i.llt, und die von a' an 
identisch Null ist. Wir haben dann 

n' 

(68) J{v'2-Kii2}ds= -Jv{v"+Kv}ds=O. 
n 

1 Fiir v = konst. bekommt man hieraus die Formel § 90, Aufg. 1. 
2 G. A. BLISS: Jacobis condition ... , Am. Transactions Bd.17, S.195 bis 

206. 1916. 
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Da wir die Kurve in beliebiger Nahe von v = 0 (Fig.24) wahlen 
konnen (e beliebig klein), so miiBte, da fiir v(s) die Bedingung b2 5 =0 
erfiillt ist, die Kurve ebenfalls ein Minimum 
1.5 2 5 stets > 0 sein soll. Also miiBte v (s) 
eine geknickte Extremale des Variations- U 
problems (62 5 = Extrem) sein. Wenden 
wir auf den Knick an der Stelle a' die 
Eckbedingungen ERDMANNS an, so ergibt a. 
die erste 

*v' =. v' * = 0 . 

von 62 5 ergeben, wenn 

<xl b S 
Fig. 24. 

Das ist aber unmoglich, da eine nicht triviale Losung der jAcoBIschen 
Gleichung v" + K v = 0 nicht gleichzeitig mit ihrer Ableitung ver­
schwinden kann. 

Damit ist die Notwendigkeit von jACOBIS Bedingung erwiesen: 
50U ein geodiitischer K urvenbogen a b die kurzeste Verbindung seiner 
Endpunkte ergeben, so darl der zu a konjugierte Punkt a' nicht in deu 
Bogen hineinlallen (a' > b). 

Natiirlich ist hierin auch die Moglichkeit enthalten, daB es gar 
keinen zu a konjugierten Punkt a' gibt, wie bei Flachen mit K < O. 

Noch eine Bemerkung! Aus dem vorigen ergibt sich, daB man flir 
a' < b stets in beliebiger Nahe von v = 0 eine Verbindung zwischen a 
und b mit einem Knick herstellen kann, fiir die 62 5 < 0 wird. Dann 
kann man aber immer die Ecke so abrunden, daB sich der Integral­
wert 62 5 so wenig andert, daB auch fiir die abgerundete Kurve v (s) 
noch 62 5 < 0 ausfillt. 

Dieser von BLISS stammende Beweis fiir die Notwendigkeit von 
jAcOBIS Bedingung IaBt sich ganz entsprechend fiir allgemeinere 
Variationsprobleme durchfiihren. Die ersten Beweise fiir die Notwen­
digkeit der Bedingung jACOBIS gehen auf K. WEIERSTRASZ, G. ERD­
MANN und H. A. SCHWARZ zuriick. Sie benutzen ebenfalls die zweite 
Variation l . JACOBI hat seine Bedingung 1836 gefunden2• 

Es gibt noch ein von G. DARBOUX3 stammendes, anschauliche~ 

Verfahren, urn die Notwendigkeit der Bedingung jAcoBIS einzusehen. 
Nur versagt dieses Verfahren in gewissen Ausnahmefillen. Die erst en 
zu einem Punkte a einer Flache konjugierten Punkte erfiillen im all­
gemeinen eine Kurve, die die geodatischen Linien durch a einhiillt. 
Es sei nun a, a' ein Paar konjugierter Punkte. Die Einhiillende habe 
in a' keine Spitze. Dann kann man in der Nahe von a' einen Punkt h' 
der Einhiillenden so wahlen, daB nach dem Hiillkurvensatz (§ 78) 

1 Vgl. etwa o. BOLZA: Vorlesungen iiber Variationsrechnung, S. 82-87. 
Leipzig 1909. Ein einfacher Beweis fiir die Bedingung Jacobis im Fall der geo­
dlltischen Linien findet sich bei G. DARBOUX: Surfaces III, S. 97. 1894. 

Z C. G. J. JACOBI: Zur Theorie der Variationsrechnung. Werke IV, S.39-55. 
3 G. DARBOUX: Surfaces ITT, S.86-88. 



218 Fragen der Flachentheorie im GroJ3en. 

zwischen den Bogen die Beziehung besteht (vgl. Fig. 20, S. 168) 

an' = ab' + b"Ct' • 
Nun gibt es zwischen den Punkten b', a' sicher noch einen kiirzeren 
Weg als die Einhiillende, da diese nicht geodatisch ist. Denn durch 
jedes Linienelement geht nur eine geodatische Linie. Somit gibt es 
von a nach a' im allgemeinen eine'1 kiirzeren Weg als den vorgegebenen 
geodatischen. 

Diese Betrachtung versagt, wenn die Einhiillende in a' eine a "zu­
gewandte" Spitze hat (vgl. Fig. 29, S.231). 

§ 100. Satz von BONNET iiber den Durchmesser einer 
EifHiche. 

Nach den Vorbereitungen von § 98 und § 99 sind wir jetzt in cler 
Lage, den zu Beginn von § 98 angekiindigten Satz BONNETS zu be­
weisen, den man auch so fassen kann: 

Wenn fur das KrummungsmafJ in allen Punkten einer Eiflache die 
Beschrankung K > (1: A 2) besteht, so gilt lur ihren Durchtnesser D < nA. 

Dabei ist unter "Durchmesser" die GroBtentfernung zweier Flachen­
punkte zu verstehen. Zum Beweise greifen wir auf der Eiflache irgend 
zwei Punkte a, b heraus und nehmen als bekannt an, daB es einen 
allerkiirzesten Weg auf der Flache zwischen a und b gabe, und daB 
dieser einer geodatischen Linie angehore. Dann liegt (§ 99) sicher 
der zu a konjugierte Punkt a' nicht diesseits b (a' > {)). Die raum­
liche Entfernung von a nach b ist jedenfalls nicht groJ3er als die geo­
datische Entfernung zwischen a und a'. Dann braucht man also nur 
mehr zu zeigen: 

A us K > (1 : A 2) folgt, daf3 die geodiitische Entfernung 5 zweier kon­
jugierter Punkte einer geodiitischen Linie < n A ist. 

Das laBt sich folgendermaBen einsehen. Hat man zwei Differential­
gleichungen 

wobei 

v" + K (s) v = o. 
w" + L (s) w = 0 , 

K (s) 2 L (s) 

ist, so liegen nach einem Satz von J. C. F. STURM1 (1836) die Null­
stellen von v (s), kurz gesagt, dichter als die von w (s). D. h. bei wac/;­
sendem Kr£immungsmafJ rucken die konjugierten Punkte dichter zusammen. 
Hat man also zwei Losungen v, w mit einer gemeinsamen Nullstelle S1' 

so kann die nachste Nullstelle S2 von '/£' nicht vor der nachsten Null-

1 J. C. F. STURM: Memoire sur les equations differentielles du second ordre. 
Journ. Liouville Bd. t. S. 131. 1836. 
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stelle von v liegen. Wir hatten namlieh sonst 
I. 

(69) f {v (w" + Lw) - w (v" + Kv)}ds = 0 
I, 

oder durch Integration nach Teilen 

'. 
['ow' - wV']"=f vw(K-L)ds. '1 " 

Wegen der Randbedingungen (v (Sl) = W (Sl) = W (S2) = 0) gibt das 

" (70) v (S2) w' (S2) = f v w (K - L) ds. 
I. 

Ware nun v> 0 in Sl < s < S2 und w> 0 in Sl < s < S2' so hatten 
wir 'w' (S2) < 0, da w von positiven zu negativen Werten iibergeht. 
Also ware die linke Seite von (70) sieher kleiner als Null, wahrend die 
rechte Seite > 0 ist, was einen Widerspruch ergibt. Ahnlich erledigen 
sieh die iibrigen Fane. 

Setzen wir insbesondere L = 1 : A 2 = konst., so wird 

(71) w = a cos ( ~ ) + b sin (~-) 
und demnach wegen w (s + JtA) = - w (s) 

S2 - Sl = JtA = konst. 

Somit gilt fiir die Entfernung 5 benachbarter Nullstellen von v jeden­
falls S:::;;;JtA. 

Damit ist die Behauptung bestatigt. Der franzosische Mathematiker 
STURM (1803--1855), von dem der hier benutzte Satz und verwandte 
Satze aus der Algebra helliihren, solI der eigenen Wertschatzung dieser 
schonen "STuRMschen Satze" in seinen Vorlesungen dadurch Ausdruck 
verliehen haben, daB er von Theoremen sprach, "deren Namen zu 
tragen ieh die Ehre habe". 

:\fittels der eben vorgetragenen SchluBweise zeigt man auch leicht: 
Zwischen zwei aujeinanderjo?genden Nullstellen einer Losung der Dille­
rentialgleichung v" + K v = 0 liegt immer genau eine Nullstelle jeder 
davon linear unabhiingigen Losung derselben Gleichung. 

BONNET hat seinen Satz und im wesentlichen auch den hier mit­
geteilten Beweis 1855 veroffentlichtl. 

An den von MINDING aufgestellten spindelformigen Drehflachen 
konstanter Kriimmung kann man leicht feststellen, daB die Ungleich­
heit BONNETS die wahre Schranke liefert, d. h. daB D dem WertJtA 
beliebig nahe riicken kann. 

Die ganze vorgetragene Beweisart hat noch einen Haken. Es wurde 
namlich als "selbstverstandlieh" hingestellt, daB es zwischen zwel 

1 O. BmINET: Comptes Rendus Bd.40, S. 1311-1313. 1855. 
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Punkten einer Eiflache wirklich stets cinen allerkiirzesten Weg gibt, 
der einer geodatischen Linie angehOrt. Auf diese Schwierigkeit kommen 
wir im nachsten Abschnitt zuriick. Einen Beweis, der die Existenz­
frage umgeht und auch weitergehende Ergebnisse liefert, hat der Ver­
fasser 1916 erbracht1 . 

§ 101. Das Vorhandensein kiirzester Wege auf Eifla.chen. 

Es ist im vorhergehenden die Frage aufgetaucht: Gibt es zwischen 
zwei Punkten a und {) einer Eiflache tj immer einen kiirzesten Weg 
auf tj-? Wenn ja, ist dann dieser kiirzeste Weg geodatisch? Fiir diese 
vom Standpunkt des Physikers ziemlich selbstverstandliche Tatsache 
soil hier ein Beweis erbracht werden unter der Voraussetzung, daB die 
Eiflache beschrankt und durchweg regular und analytisch sein soil. 
Bezeichnen wir den groBten Wert des KriimmungsmaBes K auf tj mit 
1 : B2, so folgt aus K < 1 : B2 nach dem STuRMschen Satz von § 100 
fiir die geodatische Entfernung 5 zweier konjugierter Punkte 

(72) 5 >nB 

genau entsprechend, wie wir vorhin S nach oben hin abgeschatzt haben. 
Ziehen wir daher von einem Punkte a auf ~ aus in allen Rich­

tungen geodatische Bogen von der Lange nB, so iiberdecken diese 
den geodatischen Entfernungskreis {a, nB}. Dreht man namlich 
diesen "geodatischen Radius" so urn seinen Anfangspunkt a, daB der 
Anfangswinkel rp mit einer festen Richtung in der Tangentenebene von 
a stetig wachsend die Werte von 0 < rp < 2 n durchlauft, so hat nach 
Voraussetzung die Differentialgleichung JACOBIS 

as bn 
---;[;2 + K bn = 0 . 

worin (vgl. § 70) 

bn = (C--:dcp, 

die Entfernung zum unendlich benachbarten Radius angibt, eine posi­
tive Losung (bn> 0 fiir 0 < r < nB). Deshalb bewegt sich dieser 
Radius stets nach derselben Seite vorwiirts. Da er schlieBlich (cp = 2 n) 
in die Ausgangslage (rp = 0) zuriickkehrt, ist man versucht zu schlieBen, 
daB die geodatischen Radien durch a mit der Lange n B die Kreis­
flache {a, nB} "schlicht" iiberdecken, d. h. daB durch jeden inneren 
Punkt (=+= a) der Flache ein einziger dieser Radien hindurchgeht. Von 
der Unzulassigkeit dieser SchluBweise kann man sich am bestcn 
an einer diinnen und langen Ringflache iiberzeugen, wo ein derartiger 
Kreis ahnlich wie das Deckblatt einer Zigarre urn den Ring herum­
geschlungen ist. 

1 Man vgl. etwa W. BLASCHKE: Kreis und Kugel. S. 119. Leipzig 1916. 
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Es handelt sich fiir das Folgende darum, sich eincn geodatischen 
Radius 2 R > 0 so zu verschaffen, daB aIle Kreise {a, 2 R} auf unsrer 
Eiflache ~ schlicht ausfallen bei beliebiger Wahl des Mittelpunkts a. 
Das kann man etwa so erreichen. Angenommen, der Kreis {a, nB} 
sei nicht schlicht. Dann verkleinern wir bei festem Mittelpunkt a den 
geodatischen Halbmesser so lange, bis der Kreis aufhort, sich selbst 
zu uberdecken. Der erste solche Kreis habe den geodatischen Radius T. 
Er wird sich selbst in einem Umfangspunkt .\J beruhren und seine 
beiden Radien durch .\J werden zusammen ein geodatisches Eineck mit 
der Ecke a bilden, denn in .\J schlieBen sie glatt aneinander, da beide 
den Umfang senkrecht durchschneiden. Auf dieses Eineck wenden wir 
die Formel von G.WSZ-BON~ET (§ 76, 77) an und finden 

oo+fK.do=2n, 

wenn 00 den AuBenwinkel bei a bedeutet. Wenn wir eine geeignete 
unter den beiden von unserm Eineck begrenzten Flachen auswahlen, 
so wird 0 < w < n und daher 

n<fKdo<2n 

sein. Das Integral ist die yom spharischen Abbild unsres Einecks auf 
der Einheitskugel umschlossene Flache !J. Nach dem iS0perimetrischen 
Satze fur Kurven auf der Kugel (§ 32, Aufgabe 7) gilt demnach fur 
den Umfang A des spharischen Bildes unsres Einecks 

A2 > 4n2 - (2n - Q)2 > 3n2 • 

Es seien nun ds und da entsprechende Bogenelemente auf der Eiflache 
~ und ihrem spharischen Bilde und e das Minimum von (ds: da) auf ~. 
Nebenbei ist e der kleinste Hauptkrummungshalbmesser von ~. Dann 
haben wir fUr den Umfang 2 T unsres Einecks 

2T~eA > f3ne. 

1st nun 2 R die kleinere der beiden Zahlen n B und tVa ne, so wissen 
wir, daB jeder geodatische Mittelpunktskreis {a, 2 R} auf ~ von seinen 
Radien schlicht bedeckt wird. 

Liegt nun b innerhalb oder auf dem Rande des Kreises {a, 2 R}, 
so gibt der Teilbogen r des "geodatischen Radius" dieses Kreises, 
der von a nach b fiihrt, den kiirzesten Weg zwischen diesen Punkten. 
Fiihrt man namlich geodatische Polarkoordinaten (§ 70) mit a als Ur­
sprung auf ~ ein, so ist wegen G > 0 in leicht verstandlicher Bezeich-
nungsweise 

[l b b 

(73) f d s = f Y d r2 + G d q;2 > f I d r I > r . 
(t (t (t 

Das gilt fur alle Kurven, die den Kreis {a, 2 R} nirgends verlassen. 
Tritt hingegen eine a, b verbindende Kurve aus diesem Kreise bei c 
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heraus, so ist nach dem eben bewiesenen schon ihr Teilbogen von a 
bis c sieher ~ 2 R > r. 

Man kann das Ergebnis auch so fassen: Gibt es zwischen zwei 
Punkten a, b von tr einen Weg von der Lange 5 < 2 R, dann gibt es 
immer auch eine kurzeste Verbindung, namlich aut einem geodiitischen 
Radius des Kreises {a, 2 R}. 

Die Lange dieses kiirzesten Weges wollen wir die geodatische Ent­
fernung von a und b nennen und mit [a b] = [6 a] bezeichnen. Davon 
kann also zunachst nur dann die Rede sein, wenn es zwischen a und b 
einen Weg 5::::::: 2 R gibt. 

So bIeibt nun der Fall zu behandeln, daB b auBerhalb des Kreises 
{a, 2 R} liegt. 

Wir verbinden zunachst a und b auf tr dureh einen Weg (t von end­
lieher Lange S. Dieser Kurve (t soIl in folgender Weise eine "geo­

Fig. 25. 

datisehe Gelenkkette von der Glied-
lange R" einbesehrieben werden. 
(Vgl. Fig. 25.) Wir verbinden a ra­
dial mit dem ersten Austrittspunkt 
al von (t aus dem Kreise {a, R}, 
so daB [a al ] = R wird. Ebenso al 

mit dem erst en Austrittspunkt az 
von (t aus dem Kreise {aI' R}. 
Dieses Verfahren setzen wir so 
lange fort, bis wir zu einem Punkt 
an von (t kommen, fiir den 

[an b] ::::::: R ist. Diesen Punkt an erreiehen wir in endlich vielen, namlich 
in n < 5: R Schritten, denn jeder Bogen ak-l ak ist langer 

(~) [ak- 1 ak] = R, 

also ist 5> nR, wie behauptet wurde. an verbinden wir mit b durch 
den von b ausgehenden geodatisehen Radius. Damit ist unsere Gelenk­
kette vollendet. Fiir ihre Lange L gilt 

(74) 5 ~ L = n R + [an b]. 

Da die Lange 5 der urspriinglichen Kurve (t jedenfalls ~ der Lange L 
der einbeschriebenen Kette ist, so brauchen wir nur zu zeigen, daB es 
unter den Langen dieser a und b verbindenden Ketten mit der Glied­
lange R, deren Gliedzahl hOchstens n ist, eine kiirzeste gibt. Das ist 
aber verhaItnismaBig leieht einzusehen. 

Es sei Lo die untere Grenze der Langen aller "zulassigen" Ketten, 
wie wir kurz sagen wollen. Wir konnen jed nfalls aus der Menge dieser 
zulassigen Ketten eine Folge herausgreifen, so daB fiir die zugehOrigen 
Bogen die Beziehung besteht 

L~ -+Lo fur ,,-+ 00 • 
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Die zugehOrigen Gelenke a; haben jedenfalls einen Haufungspunkt 
auf ~, da ~ beschrankt ist. Wir konnen daher aus der Folge unserer 
Ketten eine Teilfolge so aussondern, daB, wenn wir die alte Bezeich­
nung beibehalten, die Beziehung besteht: 

a~ -a~ fiir v- 00. 

Daraus sondern wir eine neue Folge aus, so daB auch die Punktfolgo:: 
der a2 konvergiert: 

usf. Dann haben wir 

a1 - aZ fUr k = 1, 2, ... , m < n, 

wenn m die letzte FuBmarke ist, fiir die der zugehorige Haufungspunkt 
nicht innerhalb {o, R} falIt. 

Es wird behauptet: Die so gefundene Kette a, a~, a~, ... , a~, {l 

ist zulassig und hat die Lange Lo. Dazu ist zu zeigen 

(75) [a~-l aZJ = R 

und 

(76) [a~ oJ = lim [a:n oJ. 
Da beide Nachweise gleich verlaufen, geniigt es, etwa den ersten zu 
fiihren. Wegen der Konvergenz 

lim [ai-l aZ-l J = 0, lim [ai an = 0 
.".......co "~OJ 

ist fiir hinlanglich groBes v 

S = [aZ-l ai-d + [ai-l at] + [ai a~] < 2R • 

Also existiert nach dem hUber hervorgehobenen Ergebnis die geoda­
tische Entfernung von a~-l nach a~. Es ist 

[a~-l aZJ ~ S • 
Daraus folgt fiir ,,-- 00 

[aZ-l aZl ~ R • 

Vertauscht man in dieser Oberlegung die Rolle der oberen Marken v 
und 0, so zeigt man ebenso 

[aZ-l aZl ~ R. 

Es bleibt somit nur die Moglichkeit (75) ubrig. 
Damit ist das Vorhandensein eines kiirzesten Weges zwischen a 

und 0 bewiesen, und zwar ist dieser kiirzeste Weg eine Kette. Jetzt 
kann man leicht einsehen, daB die Glieder dieser Kette an den Ge­
lenken aZ glatt aneinanderschlieBen, daB also die ganze Kette auf 
einer einzigen geodiitischen Linie aufliegt. Un sere Kette muB nam-
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lich wegen ihrer Kleinsteigenschaft auch zwischen den Punkten 
a1-1' a1+1 (k = 1,2, ... , m - 1) die ktirzeste Verbindung ergeben, also 
(da zwischen diesen Punkten ein Weg der Lange 2 R vorhanden ist) 
mit dem geodatischen Radius zusammenfallen, der ak - 1 mit ak+l ver­
bindet. Damit ist gezeigt, daB in aZ keine Ecke sein darf. Entsprechend 
erkennt man dies auch noch fUr am. Damit ist der Nachweis beendet 
und gezeigt: 

Unter den zwei Punkte a und b auf einer Eifliiche verbindenden 
TVegen gibt es stets einen allerkiirzesten. Dieser geMrt einer geodiitischen 
Linie an. 

Seit D. HILBERTS Untersuchungen von 1899 tiber das DIRICHLET­
sche Prinzip sind die Fragen nach dem Vorhandensein eines absoluten 
Extremums besonders von H. LEBESGUE und C. CARATHEODORY be­
handelt worden l . Das hier vorgetragene Verfahren hat den Vorteil -
wenn wir uns etwas anders ausdrticken als in diesem Abschnitt - nur 
den Satz von WEIERSTRASZ tiber das Vorhandensein eines Extremums 
bei stetigen Funktionen heranzuziehen. Freilich gibt es neuerdings "Ex­
pressionisten" (vielleicht konnte man auch sagen: "Boischewisten") 
unter den Mathematikern, die auch die Berechtigung dieses Hilfs­
mittels leugnen. 

§ 102. Flachen, deren konjugierte Punkte festen 
geodatischen Abstand haben. 

Es mogen hier einige Bemerkungen tiber eine besonders anzlehende 
Aufgabe der Flachentheorie folgen. Man kann diese Aufgabe auf zwei 
verschiedene Arten fassen. 

Geht man von einem Punkt a einer Flache langs einer geodatischen 
Linie bis zum konjugierten Pun~t a' (§ 99), so wird der zuriickgelegte 

Weg aa' im allgemeinen vom Ausgangspunkt und von der Ausgangs­
richtung abhangen. Man kann sich nun fragen: 

I. Welches sind die Fliichen, bei denen die geodiitische Entfernung 
konjugierter Punkte test ist. 

Nach dem Hilllkurvensatz von § 78 muB sich dann die Einhilllende 
alier geodatischen LinieIi durch einen Punkt ader Flache auf einen 
einzigen Punkt a' zusammenziehen. D. h. a hat auf der Flache nur 
einen einzigen konjugierten Punkt a'. Somit liegt die Fragesteliung nahe: 

II. Alle Fliichen zu suchen, bei denen zu jedem Punkt nur ein ein­
ziger konjugierter Punkt vorhanden ist. 

Wir wollen zeigen, daB dann notwendig die geodatische Entfernung 
konjugierter Punkte unveranderlich ist, so daB also die Fragen I und II 
gleichwertig sind. Durchlauft man eine geodatische Linie von a aus-

1 Literaturangaben bei O. BOLZA: Vari.tionsrechnung, 9. Kap., S.419. 
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gehend bis zum konjugierten Punkt 0' und dariiber hinaus, so kommt 
man wegen der Wechselseitigkeit der Beziehung der konjugierten PuIikte 
zum Ausgangspunkt 0 zuriick, und zwar mit der Anfangsrichtung, so 
daB alle geodatischen Linien geschlossen sind. Fielen namlich Aus­
gangs- und Endrichtung des geodatischen Bogens in 0 nicht zusammen, 
so miiBte, wenn man 0' nach 0' vorriickt, der zugehorige konjugierte 
Punkt zu b', da sich die NullsteIlen 
der Differentialgleichung ] ACOBIS nach '0" 
STURM (§ 100) trennen, im selben Sinne 
auf unsrer geodatischen Linie fort­
wandern. Also wiirde er, je nachdem 
malJ. den "vorwarts" oder "riick­
warts" konjugierten Punkt auswahlt, Fig. 26. 

0..' 

'0' 

in zwei verschiedene Punkte b", b fallen, was sich mit der Voraus­
setzung nicht vertragt. (Fig. 26.) 

]etzt laBt sich zunachst einsehen, daB unsre Flache den Zusammen­
hang der Kugel hat. AIle geodatischen Bogen zwischen 0 und 0' haben 
namlich nach dem Satz iiber Einhiillende (§ 78.) dieselbe Lange 2 R. 
Nach der SchluBweise von § 101 wird der "geodatische Entfernungs­
kreis" mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius 2 R von seinen Radien 
genau einfach iiberdeckt. Da alle Radien in 0' zusammenlaufen, kann 
man diese Fig\4 wirklich eineindeutig und stetig einer Kugel mit den 
auf ihr gezeichneten Meridianen zuordnen. Die Punkte 0, 0' halften 
den Umfang jeder durch sio laufenden, geschlossenen geodatischen 
Linie. 

Aus den Beziehungen von STURM (§ 100) zwischen den NullsteIlen 
von Losungen linearer homogener Differentialgleichungen zweiter Ord­
nung folgt, da13 die Paare konjugierter Punkte einer geschlossenen 
geodatischen Linie einander trennen. Wenn man daher aile geschlosse­
nen geodatischen Linien durch 0, 0' betrachtet, so erkennt man, daB 
jede unter ihnen die Flache in zwei Teile zerschneidet, so daB die 
Punkte des einen Tells zu denen des andern konjugiert sind. Da jede 
weitere geschlossene geodatische Linie zu jedem ihrer Plinkte auch den 
konjugierten enthalt, erkennt man, daB irgend zwei unsrer geschlosse­
nen geodatischen Linien sich schneiden miissen, und zwar offen bar in 
konjugierten Punkten. Daraus folgt aber, daB aile unsre geschlossenen 
geodatischen Linien denselben Umfang haben, da13 also die Entfernung 
konjugierter Punkte, die gleich dem halben Umfang ist, konstant sein 
muB, wie behauptet wurde. 

Von unsren Flachen kann man noch leicht sehen, daB sie durch 
die Zuordnung 0 - 0' langentreu auf sich selbst abgeblldet sind. 
Riickt narnlich 0 urn ein Stiickchen auf einer geodatischen Linie fort, 
so riickt 0' auf derselben geodatischen Linie irn gleichen Sinne urn 
dasselbeStiick vorwarts. Also sind die Linieneleinente durch 0 langen-

Blaschke, DifferentiaIgeometrie I. 4. Auf!. 15 
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treu auf die durch a' bezogen. Nach GAuszens Theorema egregium 
stimmen demnach die KriimmungsmaBe unsrer Flache in a und a' 
iiberein. 

Es sei noch erwahnt, daB fUr das KriimmungsmaB K auf unsrer 
Flache die Beziehung besteht: 

.l' 

(77) faK 
(J1iuvw ds= o. 

Il 

Darin bedeuten u, V. w irgend drei Losungen der Differentialgleichung 
von JACOBI U" + Ku = 0 langs des geodatischen Integrationswegs 
und 0 K : 0 n bedeutet die Ableitung des KriimmungsmaBes senkrecht 
zu diesem Integrationsweg. Sind namlich r, gJ geodatische Polarkoor­
dinaten mit dem Ursprung a und ist ds2 = dr2 + u2 dgJ2 das Linien­
element, so geniigt u als Funktion von r der Gleichung von JACOBI: 

u" +Ku = O. 

Durch Ableitung nach gJ folgt daraus 

u" + K u = _ a K • U = _ a K u2. 
<p <P arp an 

Multipliziert man die erste dieser Differentialgleichungen mit u<p' die 
zweite mit u, so folgt durch Subtraktion und Integration 

~ ~ 

J{tt<p (u" +- K 1/) - U (u~ -+- K u<p)} dr = [1t9' u' - U u~]~' = J~! u3 dr. 
n n 

Da am Rande u und u'l' verschwinden, so folgt 

Hieraus ergibt sich leicht die ein wenig allgemeinere FormeI (77), wenn 
man fUr u eine Linearkombination mehrerer Losungen einsetzt. Die 
Integration ist langs eines geodatischen Bogens zwischen zwei konju­
gierten Punkten zu erstrecken. 

Es sollen hier noch einige Warnungstafeln errichtet werden, einige 
Hinweise, wie man den Beweis der Satze I und II nicht weiter­
fiihren darf. 

Man ordne unsre Flache vom Zusammenhang der Kugel zweiein­
deutig einer neuen Flache zu, so daB jedem Paar konjugierter Punkte 
ein. einziger Punkt der neuen Flache entspricht. Dann hat die neue 
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Flache, wie man leicht einsieht, den Zusammenhang der projektiven 
Ebene. Das Abbild der geodatischen Linien ist eine zweiparametrige 
Kurvenschar mit der Eigenschaft, daB durch irgend zwei Flachen­
punkte genau eine Kurve der Schar geht, und daB zwei Kurven der 
Schar stets einen Schnittpunkt gemein haben. Wenn es auf Grund dieser 
topologischen Eigenschaften allein moglich ware, zu beweisen. daB 
unsre neue Flache mit ihrer Kurvenschar sich eineindeutig auf die 
projektive Ebene mit den Geraden der Ebene abbilden lieBe, dann 
ware unsre urspriingliche Flache "geodatisch" auf die Ebene ab­
gebildet. D. h., daB die geodatischen Linien in die Geraden iiber­
gingen. Nach einem Satz von E. BELTRAMI (§ 90, Aufg. 14) hatte die 
Flache dann festes KriimmungsmaB und miiBte wegen ihrer Geschlossen­
heit eine Kugel sein (§ 91). 

Indessen ist die benutzte topologische Annahme unzulassig: Es 
lassen sich in der projektiven Ebene zweiparametrige Kurvenscharen 
angeben, so daB durch zwei Punkte eine Kurve der Schar hindurchgeht 
und zwei Kurven immer 
einen Schnittpunkt haben, 
die sich aber nicht in die 
Geraden iiberfiihren las­
sen. Dafiir hat D. HILBERT 
ein sehr anschauliches 
Beispiel erbracht 1. Man 
schneide aus der projek­
tiven Ebene das Innere 
einer Ellipse heraus und 
ersetze jede Gerade, soweit 
sie ins Innere der Ellipse 
eindringt, durch einen an­
schlieBenden Kreisbogen, 
dessen Verlangerung durch 
einen festen Punkt ~ in der 

Fig.2i. 

Verlangerung der groBen Achse geht (Fig. 27). Die so entstandene Kurven-· 
schar kann nicht durch Verzerrung der Ebene aus den Geraden hervor­
gehen, denn sonst miiBte fiir die abgeanderten "Geraden" der Satz von 
DESARGUES gelten: Schneiden sich entsprechende Seiten (afak' at a:) 
zweier Dreiecke auf einer Geraden, so gehen die Verbindungsstrecken 
entsprechender Ecken (af at) durch einen Punkt. Das ist aber, wie man 
aus unsrer Figur erkennt, im allgemeinen nicht der Fall!. 

1 D. HILBERT: Grundlagen der Geometric. 3. Aufl.. § 23. S. 72 u. f. Leipzig 
und Berlin 1909. 

2 Bei den Ausfiihrungen dieses Abschnitts hat sich der Verfasser mehrfach 
auf miindliche Mitteilungen seines verehrten Kollegen J. RADON stiitzen konnen. 
Vgl. im folgenden § 104 Aufgabe 15. 

15* 



228 Fragen der FHkhentheorie im GroBen. 

Nun noch eine groBere Wamungstafel. Es Hi.Bt sieh ohne allzu 
groBe Schwierigkeiten zeigen - wir beriehten das hier nur -, daB auf 
einer Flache mit den Eigenschaften I und II die geodatischen Entfer­
nungskreise, zu denen, wie sieh zeigt, auch ihre geodatischen Linien 
gehoren, ein Kurvensystem mit folgenden Eigenschaften bilden: 

A. Die Kurven des Systems sind geschlossen und doppelpunktfrei. 

B. Irgend drei Flachenpunkte bestimmen genau eine hindurchgehende 
Kurve des Systems. 

Man konnte nun glauben, daB folgender topologischer Satz gilt: 
Es se1 ~ eine Flache vom Zusammenhang der Kugel una 6 ein System 
geschlossener doppelpunktfreier Kurven aUf der Flache. Bestimmendann 
irgend drei Punk,,te von ~ eindeutig eine Kurve aus @, so lapt sich ~ so 
auf eine konvexe Flache ~ abbilden, dap das System 6 in das System % 
der ebenen Schnitte von @ ubergeht. 

Wenn dieser Satz giiltig ware, dann konnten wir leieht die am An­
fang dieses Abschnittes aufgestellten Satze I und II als kennzeich­
nend allein fiir die Kugel nachweisen. Wir konnten dann namlich -
wie wir wieder nur kurz berichten - eine solche Flache als die Flache ~ 
unseres topologischen Satzes annehmen und die geodatischen Ent­
fernungskreise als die Kurven des Systems 6. Bei der Abbildung des 
Systems 6 auf die ebenen Schnitte % von @ wiirden den Paaren von 
konjugierten Punkten von ~ auf @ gewisse Paare von Punkten ent­
sprechen, die wir als Gegenpunkte auf @ bezeichnen konnten. Es lieBe 
sich nun zeigen: Die Schnittgeraden je zweier Tangentenebenen in 
zwei Gegenpunkten von @ liegen aile auf einer und derselben, 
die Eiflache @ nieht schneidenden festen Ebene e. Vnd weiter: Die 
der Flache @ umschriebenen Kegel, die ihre Spitzen auf e haben, be­
riihren die Flache gerade langs der Kurven Sf, aie den geodatischen 
Linien von ~ entsprechen. Wir konnten dann durch eine Projektivitat e 
in die uneigentliche Ebene und @ dabei in eine neue Flache @' iiber­
fiihren. Die Kurven Sf wiirden in die Beriihrungskurven Sf' der um­
schriebenen Zylinder iibergef:iihrt. Wiirden wir dann @' durch parailele 
Normalen auf eine Kugel Sf abbilden, so wiirden die Kurven St! in die 
GroBkreise von St iibergehen. Auf dem Umwege iiber die Abbildungen 
~ -+ @, @ -+ &' und @' -+ St hatten wir dann die geodatischen Linien 
von ~ auf die GroBkreise von St abgebildet. 1m Kleinen lassen sich diese 
GroBkreise (etwa durch stereographische Projektion) auf die Geraden 
der Ebene abbilden. Wir hatten also die geodatischen Linien von ~ 
im Kleinen auf die geodatischen Linien der Ebene abgebildet. Nach 
dem Satz von BELTRAMI (§ 90, Aufg. 14) miiBte dann aber ~ konstante 
Kriimmung besitzen und als geschlossene Flache konstanter Kriimmung 
nach dem Satze von LIEBMANN (§ 91) die Kugel sein. Damit ware dann 
der Beweis gefiihrt. 
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Nun ist der angegebene topologisehe Satz aber nieht riehtig, wie 
wir jetzt naeh J. HJELMSLEV1 dureh ein Gegenbeispiel zeigen wollen. 
FUr das Bestehen einer in dem topologisehen Satze angegebenen Ab­
bildung ~ _ & ist sieher notig, daB 
fUr die Kurven.6 auf ~ die fol­
gende Konfigurationseigensehaft 2 

giiltig ware (vgl. Fig. 27 a) 
Man nehme auf einer beliebigen 

Kurve 6 1 von 6 vier verschiedene 
Punkte an und lege durch je 
zwei aufeinanderfolgende je eine 
6-Kurve: 6 2, 6 4 , 6 3 , 6 5 , Dann 
liegen die vier zweiten Schnitt­
punkte dieser vier Linien von selbst 
auf einer und derselben 6-Kurve 6 e. Fig. 27a. 

Diese Konfiguration muB fUr die ebenen Schnitte einer EifHiche. 
wie man sich leieht uberzeugen kann, bestehen, also, wenn die Ab­
bildung moglich sein solI, auch fur die Kurven 6 auf ~. 

Diese Konfigurationseigenschaft, die wir im folgendeI1 als Eigen­
schaft C bezeiehnen wollen, folgt nun nicht aus den beiden angenom­
menen Eigenschaften A und B, wie wir an einem Gegenbeispiel zeigen 
werden. 

Ein festes (ungleichaehsiges) Ellipsoid werde zunaehst mit einem 
System von Kugeln, deren Mittelpunkte in einer festen Ebene (X gelegen 
sind, gesehnitten. Die zu (X senkreehten Ebenen werden aueh unter die 
Kugeln gereehnet. Die Ebene (X sei weit yom Ellipsoid ertfernt ge­
wiihlt, etwa so, daB sie von keinem Krummungskreis gesehnitten wird. 
Die hierdureh entstehenden Schnittkurven bilden auf dem Ellipsoid 
ein Kurvensystem 6, fUr welches die Bedingungen A, B erfiillt sind. 
Und die oben angegebene Konfigurationseigenschaft C ist auch erfiillt. 
Wir greifen nun auf dem Ellipsoid eine Konfiguration (wie in der Figur 
angegeben) heraus, und richten es durch gewisse Abanderung des 
Systems de!, Kurven, bei der die Eigensehaften A und B erhalten bleiben, 
so ein, daB die Punkte P", Pe, P7 , Pa nicht in einer Ebene liegen. 

Die Kurven 6 1 , 6 2 , 6 3 , 6 4, 6", 6 e liegen, wie wir annehmen konnen, 
auf sechs nicht ausgearteten Kugelflachen, deren Mittelpunkte 0 1 , O2 , 

0 3 , 0 4 , 0", Oe in der Ebene (X enthalten sind. Mit Os als Mittelpunkt 
schlagen wir in der Ebene (X einen kleinen Kreis k (so klein, daB die an­
dem Mittelpunkte 0 1 , O2 , 0 3 , 04 , 0" auBerhalb des Kreises fallen). 

1 Nach einer brieflichen Mitteilung von 1925 an den Verfasser. 
2 A;uf diese fiir die Kreise auf der Kugel giiltige Konfiguration hat zuetst 

A. MIQUEL hingewiesen: Theoremes de geometrie. LiouvilIes Journal Bd. 3 (1838), 
S. 517 .. 
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Die ganze Ebene oc werde nun mittels einer kleinen Abanderung durch 
eine neue Flache folgendermaBen ersetzt: Das auBerhalb des Kreises k 
liegende Stiick von oc behalten wir bei, dieses Stuck solI auch der neuen 
Flache oc' angehoren. Das innerhalb des Kreises liegende Stuck von oc 
hingegen ersetzen wir durch eine kleine flache Kugelkalotte, die von k 
begrenzt wird. Die neue Flache oc' besteht sonach aus einem unendlich 
groBen Stiick von oc (auBerhalb des Kreises k) und der genannten Kugel­
kalotte. Wir set zen voraus, daB die Kalotte so flach gewahlt ist, daB 
sie von der Achse jedes Kreises, der durch drei beliebige Punkte des 
Ellipsoids hindurchgelegt ist, hOchstens einmal getroffen wird. 

Wir· definieren nun auf dem Ellipsoid ein neues System 6' von 
Kurven, indem wir das Ellipsoid mit Kugeln durchschneiden. deren 
Mittelpunkte auf der neuen Flache oc' liegen. (Das neue System 6' 
fillt teilweise mit 6 zusarnmen, aber die EinfUhrung der Kugelkalotte 
statt eines kleinen Stiicks der Ebene oc hat kleine Anderungen einiger 
der Kurven nach sich gezogen. 

Das neue System 6' erfiillt die Bedingungen A und B. Die Eigen­
schaft C ist aber fUr dieses System nicht erfiillt, was auf folgende Weise 
gezeigt werden kann. 

Die Kurven 6 1 , 6 2 , 6 3 , 6 4 , 6 5 gehoren alle den beiden Systemen 
6 und 6' an. Wenn nun die Konfigurationseigenschaft C auch fUr 6' 
giiltig ware, muBte eine Kurve 6 0 des Systems 6' durch die Punkte 
P5 , Pe, P7 ' Ps hindurchgehen. Die Kurven 6 e und 6~ miiBten auf zwei 
verschiedenen Kugeln liegen (auf einer mit dem Mittelpunkt Oe in der 
Ebene oc, und auf einer andern mit dem Mittelpunkt O~ auf der Kugel­
kalotte). Die vier Punkte P5 , Pe, P7 , Ps muBten dann in einer Ebene 
liegen, gegen die Voraussetzung. 

Wir haben also tatsachlich ein System 6' konstruiert, fUr welches 
die Eigenschaften A, B erfiillt sind, die Bedingung Caber nicht. 

§ 103. Ein Satz CARATHEoDORYS iiber die Hiillkurven 
geodatischer Linien auf Eiflachen. 

Es sei ~ eine Eiflache, also eine durchweg regulare analytische, ge­
schlossene konvexe Flache. Das KriimmungsmaB auf der Flache genuge 
den Bedingungen 

(78) 

Dann bestehen nach § 100 fUr die geodatische Entfernung konjugierter 
Punkte die Beziehungen 

(79) 

Betrachten wir einen durch einen Punkt a der Eiflache gehenden 
gerichteten Extremalenbogen (Fig. 28). Dann gibt es darauf (§ 102) 
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einen zu a konjugierten Punkt a'. 1m allgemeinen hort der Bogen schon 
vor a' auf, einen kleinsten Weg von a aus zu liefern, wie die SchluBweise 
am Ende von § 99 lehrt. Es gibt also im allgemeinen einen Punkt b 
auf unsrer Extremalen zwischen a und a', so daB der Extremalbogen 
ae, wenn e vor b liegt, einen kiirzesten Weg ergibt, nicht aber, wenn e 
hinter b liegt. Dann gibt es offenbar von a nach 1) zwei gleichlange 
kurzeste Wege. Diese Wege liegen getrennt und begrenzen auf der Flache 

Fig. 28. 

ein Zweieck. Geht man von einer zweiten 
geodatischen Linie durch a aus, so kommt 
man zu einem andern solchen geodatischen 
Zweieck. Zwei solche Zweiecke liegen, wegen 
der Kleinsteigenschaft def begrenzenden geo­
datischen Bogen, getrennt, so daB jedes ganz 
in eines der einfach zusammenhangenden 
Stucke unsrer Eiflache fallt, in das unsre 

a. 

a.' 1 

Il' 2. 

Eiflache durch das andre zerschnitten wird. Es muB deshalb min­
destens zweimal vorkommen, daB unsre Zweiecke sich auf eine dop­
pelt uberdeckte Strecke zusammenziehen. Der von a verschiedene End­
punkt einer solchen Strecke ist aber eine Spitze der Einhiillenden der 
geodatischen Linien durch a, soweit sie alS Crt der ersten zu a konju­
gierten Punkte anzusehen ist. Man erhalt auf diese Art die dem Punkt 
a zugekehrten Spitzen der Einhiillenden (Fig. 29), die nach dem Satz 
von § 78 einem Mindestwert der geodatischen Entfernung a a' entsprechen. 
Wegen der Stetigkeit gibt es dazwischen auch mindestens zwei GroBt­
werte von a a', die den von a abgekehrten Spitzen en.tsprechen. Somit ist 
das Vorhandensein von mindestens vier Spitzen gesichert, wenn der Ort 
des Punktes a' nicht auf ·einen einzigen Punkt zusammenschrumpft. 

Scheinbare Ausnahmefalle konnen nur dann auftreten, wenn bei 
der Drehung des geodatischen Bogens urn a der Punkt a' die Hiillkurve 
mehr als einmal durchliefe. Dann waren aber die Spitzen mit der be­
treffenden Vielfachheit zu zahlen. 

Damit ist folgender Satz bewiesen, dessen Kenntnis der Verfasser 
einer Mitteilung des Herrn C. CARATHEODORY (1912) verdankt: 

Der art der zu einem Punkte der Ei/lache konjugierten Punkte hat 
mindestens vier Spitzen. 
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DaJ3 es soIche Hilllkurven mit genau vier Spitzen wirklich gibt 
kann man am Ellipsoid sehen. 

Der ganze Beweis gilt allgemeiner auch fiir beliebige. positiv definite 
Variationsprobleme auf der Kugel. bei denen die Eichkurven (§ 98) 
konvex sind. 

§ 104. Aufgaben und Lehrsatze. 
1. Eine Kennzeichnung der Eiflachen. Eine geschlossene, zweiseitige und 

iiberal! positiv gekriimmte FUl.che ist notwendig eine Eiflllche. J. HADAMARD: 
Liouvilles J. (5) Bd. 3, S. 352. 1897. 

2. Zum System von CHRISTOFFEL. Die Formel (35) fiir RI + R2 HiBt sich nach 
WEINGARTEN auch so schreiben: 

(80) R 1 +R2 =(2+,J)P. 

wobei p (~l' ~2' ~3) die SWtzfunktion auf der Einheitskugel ist und Ll den zweiten 
Differentiator BELTRAMIS beziiglich des Bogenelements der Kugel bedeutet. Die 
in § 95 mittels deT Kugelfunktionen geloste Differentialgleichung 

(81) (2 + Ll) P = t 
auf der KugellllBt sich auch mittels einer GREENschen Funktion losen: 

(82) 

Die Formel (80) steht bei J. WEINGARTEN: nber die Theorie der aufeinander ab­
wickelbaren Oberfll!.chen. Festschrift der Technischen Hochschule Berlin 1884. 

S. Flacheninhalte der Normalrisse einer Eiflache. Es sei g: eine EifHiche, auf 
der das KriimmungsmaJ3 

(78) 

den Bedingungen geniigt 

2-<K<J.-. 
A2 = = B'I. 

Es sei F der Fillcheninhalt des Normalrisses (der orthogonalen Projektion) von lJ 
auf eine Ebene. Dann ist 

(83) 
und ein Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn 3'- eine Kugel ist. Andrerseits 
gilt fiir die Oberflache 0 

(83*) 
4. Eine Ungleichheit von CARATH£ODORY fUr die Flacheninhalte der Normal­

risse einer Eiflache. Sind Ft. die FHicheninhalte der Normalrisse auf drei paar­
weis senkrechte Ebenen, F der auf eine beliebige vierte Ebene, so ist 

(84) 
Vgl. W. BLASCHKE: Kreis und Kugel, S.148. 

6. Kugeln in einer Eiflache. Die groBte Kugel, die in einer EifHl.che unbehindert 
rollen kann, hat den kleinsten Hauptkriimmungshalbmesser der Eiflllche zum Halb­
messer. Vgl. ebenda S.118-119. 

6. Kugeln urn eine Eiflache. Die kleinste Kugel, in der eine Eifll!.che un­
behindert rollen kann, hat dim groJ3ten Hauptkriimmungshalbmesser der Ei­
flache zum Halbmesser. Ebenda S.118-119. 

i. Urnkehrung eines Satzes von ARCHIMEDES tiber die Kugel. Aus einer Ei­
flache werde durch irgend zwei sie schneidende, parallele Ebenen im Abstand h 
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stets eine Zone mit der Oberflache 2 nah ausgeschnitten. Dann ist die Eifll!.che 
notwendig eine Kugel vom Halbmesser a. Man zeige zunl!.chst, daB die Kriimmung 
konstant gleich 1: as ist. 

Die allgemeinere Aufgabe, die man erhalt, wenn man a nicht als unabhl!.ngig 
von der Stellung der SChnittebenen voraussetzt, scheint ziemlich schwierig zu sein. 

8. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Kugel. Die einzigen Eiflachen, bei 
denen zwischen Kriimmung K und Entfernung P der Tangentenebene von einem 
Festpunkt 0 die Beziehung besteht: 

(85) K-~ k t - pI' C = ons., 

sind die Kugeln. 
Man zeige zunachst durch Betrachtung der Flachenstellen, wo ~ seinen groBten 

und kleinsten Wert annimmt, daB c = 1 sein muB. Bedeutet nun do das Element 
der Oberfiache, dw das des spharischen Bildes, so folgt aus K = 1: p2 = d w: do 
das Bestehen der Beziehung 

(86) 

D. h. aber: der Rauminhalt der Eifll!.che ist gleich dem Rauminhalt ihrer FuB­
punktsflache beziiglich des Festpunktes o. Bei einer nichtkugeiformigen Flache 
liegt nun die FuBpunktsflache auBerhalb der urspriinglichen Eiflache. Somit 
ist dann 

(87) 
9. EidrehfUichen mit lauter geschlossenen geodatischen Linien. U.Bt sich zu 

einer Eilinie @; mit der Symmetrieachse 2l ein Kreis sr so angeben, daB jede Par­
allele zu 2l von @; und sr gleichlange 
Bogen abschneidet, so entsteht durch 
Umdrehung von @; um 2l eine Eiflache, 
deren 'sl!.mtliche geodl!.tische Linien ge­
schlossen sind. Vgl. G. DARBOUX: Sur­
faces, Beginn des 3. Bandes. Weitere 
Literatur iiber Flachen mit geschlossenen 
geodatischen Linien: O. ZOLL: Math. 
Ann. Bd.57, S. 108. 1903 und P. FUNK: 
Math. Ann. Bd. 74, S.278. 1913. Vgl. 
ferner B. CAMBIER: Bull. sc. math. (2) 
Bd.49, S.57--64,74--96, 104--128. 1925, 
sowie das Buch desselben Verfassers: 
"Surfa~es ayant unds2 de LIOUVILLE ... ". 
Paris 1929. 

Mittels der Konstruktion von VARBOUX 
lassen sich auch Nicht-Drehflll.chen, die 
aber aus Stiicken von Drehflachen zu-

Fig. 30. 

sammengesetzt sind, angeben, die die gewiinschte Eigenschaft haben. Es mag 
dieser Gedanke, der von G. THOMSEN (1921) stammt, durch die beigegebene Figur 
angedeutet werden (Fig. 30). Andert mannamlich cine aquatoriale Zone der Kugel 
nach DARBOUX ab, so werden in dieser Zone die geodatischen Linien so ver­
bogen, daB ihre Randelemente fest bleiben. Durch die abgeanderte Zone hindurch 
hangen also die geodatischen Linien der nicht gell.nderten Kugelteile ebenso zu­
sammen wie vorher. Drei zonenweise Anderungen der Kugel wie in Fig. 30 storen 
sich also untereinander nicht. 

10. Geodatische Zweiecke. Auf einer Fll1che negativen KrummungsmaBes kann 
es niemals zwei verschiedene, zwischen zwei verschiedenen Punkten der FHl.che 
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verlaufende geodatische Linien geben, die auf der Flache stetig ineinander iiber­
fiihrbar waren. J. HADAMARD: Liouvilles J. (5) Bd. 3, S. 331. 1897. 

11. tiber geodatische Linien auf Eiflachen. Durch jeden Punkt einer EifHiche 
gibt es eine ausgezeichnete Richtung, 50 daB die in dieser Richtung von dem 
Punkte auslaufende geodatische Linie wieder zu dem Punkt zuriickkehrt, nach­
dem sie unterwegs nur einen zum Ausgangspunkt konjugierten Punkt durch­
laufen hat (C. CARATH~ODORY). 

12. Eine Frage von C. CARATH£ODORY. Gibt es auf jeder Eiflache ein Punkte­
paar, so daB jede geodatische Linie durch den einen Punkt des Paares notwendig 
auch durch den andern geht? Auf einem Ellipsoid spielen bekanntlich die Nabel­
punkte eine 50Iche Rolle. Davon, daB die Antwort "nein" lautet, kann man sich 
etwa folgendermaBen iiberzeugen: Man nehme als Grenzfall einer Eiflache das 
doppeIt iiberdeckte Innere einer Eilinie, die keine Ellipse ist. 

IS. Ein Satz von L. BERWALD iiber Flachen mit fester mittlerer Kriimmung. 
Auf einer Flache lassen sich nur dann die natiirlichen Parameter (§ 22) der iso­
tropen Linien als Flachenparameter einfiihren. wenn die Flache feste mittIere 
Kriimmung hat (1921). 

14. Integralformel von M. W. CROFTON fUr Eikorper. Eine gerichtete Ebene 
werde festgelegt durch ihre Entfernung p vom Ursprung und die Polarkoordinaten 
fTJ, {1 des Punktes der Einheitskugel, dessen Halbmesser zur positiven Normalen 
der Ebene gleichsinnig parallel lauft. Dann ist 

(88) f f fsin {J.d{1. dfTJ·dp 

eine Integralinvariante gegeniiber Bewegungen. Das Integral, erstreckt iiber alle 
Ebenen, die einen Eikorper schneiden, ist gleich dem Integral der mittleren 
Kriimmung 

(89) S~· (~+~).dO, 2 Rl R2 

erstreckt iiber die Oberfll\che des Eikorpers. Vgl. die Aufgabe 20 in § 24 und 20 in 
§ 133 und etwa E. CZUBER: Wien. Ber. II, S. 719-742. 1884. 

16. Flachen mit festem Abstand der konjugierten Punkte. Erganzend zu den 
Ergebnissen von § 102 hat P. FUNK gezeigt: Man kann die Gestalt der Kugel 
stetig nicht so abl\ndern, daB sie die Eigenschaften lund n von § 102 beibehalt. 
Math. Z. Ed. 16, S.159-162. 1923. 



8. Kapitel. 

Extreme bei FUichen. 

§ 105. Erste Variation der OberfHiche. 

Wir wollen berechnen, wie sich die Ober£lache einer krummen 
Flache bei eiIier Formanderung verMlt. Es sei ~ (u, v) die Ausgangs­
£lache. Auf deren Flachennormalen tragen wir die Langen 

n (u, v) = en (u, v) 

ab und kommen dadurch zur Nachbar£lache 

! = ~ + n~, 
die fiir e -+ 0 in die Ausgangs£lache hineinriickt. Durch Ableitung folgt 

ill =~" + n,,~ + n~u, 
~11 = ~" + n" ~ + n ~" . 

Berechnen wir daraus 

E=i~, F=~"~II' G=i;, 

indem wir Glieder, die in e von zweiter Ordnung sind, weglassen, erhalten 
wir nach § 42 (19) : 

(1) 

E=E-2nL, 

F=F-2nM, 

G=G-2nN. 

Hieraus ergibt sich weiter fiir 

W2=EG-P 
der Ausdruck 

WI = EG-P - 2n(EN - 2F M + GL) 

und daraus nach § 44 (30) 

(2) W = W(I- 2nH), 

wo H die mittlere Kriimmung der Ausgangs£lache (~) bedeutet. 
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Fiir die Oberflache von (i) folgt daraus 

(3) ffwdudv=Jfwdudv-2ffnHWdudv. 

Somit ist die erste "Variation" der Oberflache, wenn man an Stelle 
von n wie iiblich 1m schreibt, 

IJO = - f f IJn· 2H· W du dv 
oder 

(4) \1J0=-flJn.2H.do ,. 

Darin bedeutet do das Oberflachenelement von (~). Man kommt so 
durch die Variation der Oberflache ganz von selbst zum Begriff der 
mittleren Kriimmung H, genau so, wie wir durch die Variation der 
Bogenlange einer Kurve zu deren Kriimmung 1: e gelangt sind (§ 25). 
Damit hat man wieder ein Hilfsmittel zur Hand, urn den Begriff der 
mittleren Kriimmung auf allgemeinere MaBbestimmungen zu iiber­
tragen, wovon wir spater Gebrauch machen werden. 

§ 106. Die Minimalflachen als Schiebflachen. 

Physikalische Betrachtungen bei der Statik diinner Seifenhautchen 
legen das "Problem von J. PLATEAU"l nahe: Gegeben sei eine ge­
schlossene Kurve. Man soU iiber diese Kurve eine Plache mit moglichst 
kleiner Ober/lache ausspannen. Haben wir eine Flache, die diese For­
derung erfiillt, so muB in (4) stets IJO = 0 sein fiir jedes auf der Rand­
linie verschwindende IJn. Daraus folgt, daB auf den gesuchten Flachen 
H = 0 sein muB. H = 0 ist die von J. L. LAGRANGE 17602 aufgestellte 
Differentialgleic~ung der "Extremalen" unsres Variationsproblems. 
Man nennt deshalb die Flachen mit identisch verschwindender Kriim­
mung, da sie als Losungen der Minimumaufgabe PLATEAUS in Be­
tracht kommen, "Minimalflachen". Es gibt wohl kaum eine zweite 
Flachenfamilie, die wie die Minimalflachen die Aufmerksamkeit der 
groBten Geometer auf sich gezogen hatte. So haben, urn nur die wich­
tigsten Namen zu nennen, J. L. LAGRANGE, G. MONGE, B. RIEMANN, 
K. WEIERSTRASZ, H. A. SCHWARZ, E. BELTRAMI, S. LIE und A. RI­
BAUCOUR Untersuchungen iiber Minimalflachen angestellt. 

Man kann die Bestimmung der Minimalflachen, wenn man sich von 
vornherein auf analytische Flachen beschrankt, sehr leicht auf die 
Bestimmung der isotropen Kurven (§§ 22, 23) zuriickfiihren und hat 
darin wohl das glanzendste Beispiel fiir die Anwendung imaginarer 

1 ]. PLATEAU: Recherches experimentales et tMoriques sur les figures d'equi­
libre d'une masse liquide sans pesanteur. Memoires de l'Academie royale de Bel­
gique Bd. 36. 1866. 

2 J. L. LAGRANGE: Werke I, S.335. 
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geometrischer Gebilde (wie die isotropen Kurven) auf reelle und phy­
sikalisch wichtige Flachen. Fiihren wir namlich auf einer krummen 
Flache die beidenScharen isotroper Kurven, fUr die ds 2 = 0 ist, als 
Parameterlinien einl, so haben wir E = 0, F 9= 0, G = 0 und fUr die 
mittlere Kriimmung nach § 44 

(5) H = ]f 
F' 

Aus H = 0 folgt also M = 0 oder ~!u" = 0 m der Bezeichnung von 
§ 42 (18). Aus 

E = !~ = 0, G = !~ = 0 

ergibt sich aber durch Ableitung nach v und u, daB !u!u" = 0, 
!"! .. ,, = O. Somit geniigt der Vektor !u" gleichzeitig den Bedingungen 

(6) 

Da !u' !,,' ~ linear unabhangig sind, ·folgt hieraus das identische Ver­
schwinden von ! .. ". Wir haben somit 

(7) 2! = ~ (1/) + 3 (v), 

wobei der Faktor 2 ganz unwesentlich ist, nnd wegen E = G = 0 

(8) ~'2=0, 3'2=0. 

Umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (7) und (8) fiir die 
Flache (!) riickwarts H = O. 

Wenn wir daher eine Ausdrucksweise von § 54 hier wieder ver­
werten, so haben wir gefunden: Die M inimaljliichen sind Schiebjliichen, 
deren Erzeugende' isotrope Kurven sind. 

Somit kommt die Integration der Differentialgleichung H = 0 
zuriick auf die Bestimmung der isotropen Kurven, die uns in § 22 
schon gelungen ist. Die vorgetragene Deutung der Formeln von 
G. MONGE fUr MinimalfHichen2 riihrt von S. LIE (1877)3 her. 

§ 107. Formeln von WEIERSTRASZ fur MinimaIfUi.chen. 

Wenn man beachtet, daB auf einer reellen MinimalfHiche die iso­
tropen Linien paarweise konjugiert imaginar sind, und wenn man in (7) 
fUr ~ die Parameterdarstellung von § 23 einfUhrt, so erhaIt man fUr 

1 Hier wird der Fall tibergangen, daB es bloB eine soIche Kurvenschar gibt, 
was nur bei imaginl!.ren Torsen moglich ist, deren Erzeugende isotrope Ge­
raden sind. 

I Vgl. etwa G. MONGES "Application ... " von 1850, § XX, S. 211-222. Die 
ersten Versuche MONGES tiber Minimalfliichen gehen bis auf 1784 zurtick. 

a S. LIE: Beitrl!.ge zur Theorie der Minimalfll!.chen. Math. Ann. Bd. 14, S. 33l. 
1879. 
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reelle analytische Minimalflachen die integrallose Darstellung 

(9) 

ro . (I t I' I - tZ I") Xl = iI~ ~ - - --2 ' 

X2 = m (I - t I' + I ~ t2 f"). 
xa = m - i (/' - t 1") . 

Dabei bedeutet I eine analytische Funktion der komplexen Verander­
lichen t und m den Realteil der dahinterstehenden analytischen Funk­
tion. Die Ebene entzieht sich dieser Darstellung, obwohl man sie mit 
zu den Minimalflachen zahlen kann. Ferner hat man wie in § 23 von 
der Funktion I vorauszusetzen, daB ihre dritte Ableitung nicht identisch 
verschwinde. Die Formeln (9) oder gleichwertige Formeln sind von 
K. WEIERSTRASZ 1866 angegeben worden1 • Aus diesen Formeln folgt, 
daB zu einer analytischen Funktion eine Minimalflache gehOrt. Es 
besteht also zwischen der seit CAUCHY, RIEMANN und WEIERSTRASZ 
so viel beackerten Theorie der Funktionen einer komplexen Verander­
lichen und der Theorie der Minimalflachen ein inniger Zusammenhang. 

Wir wollen feststellen, welche Bedeutung die komplexe Verander­
liche t fiir die Minimalflache hat. Dazu berechnen wir uns aus der Dar­
stellung (9) von WEIERSTRASZ den Einheitsvektor ~ der Flachennor­
malen. Zunachst erhalt man durch Ableitung fiir eine Fortschreitung 
auf der Flache 

worin 

. 1 _ 12 
<5x1 = m- ~-2-A., 

1+ t2 

<5x2 = m + -2-A., 

<5xa = m + itA., 

A. = /''' (t) M 

bedeutet. Daraus erhalt man nach wiIlkiirlicher Wahl eines Vorzeichens 
folgenden Vektor ~, der fiir aIle A. auf <5 ~ senkrecht steht: 

(10) t _ +. _ ~l + i ~B _ I - ~~ 
- r u - 1 + ~3 - ~l - i ~I • 

Durch Angabe der komplexen Zahl t = r + is (1', s reell!) ist also der 
Normalenvektor ~ festgelegt und umgekehrt. Dieser Zusammenhang 

1 K. WEIERSTRASZ: Untersuchungen iiber die FHl.chen, deren mittlere Kriim­
mung iiberall gleich Null ist. Werke III, S. 39-52; bes. S.46 (35). 
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zwischen den Punkten ~ der Einheitskugel ~2 = 1 und den t-Werten 
wird durch "stereographische Projektion" vermittelt. Verbindet man 
jeden Punkt ~ mit dem "Sudpol" (0, 0, - 1) der Einheitskugel, so 
wird die Aquatorebene X3 = 0 von diesem Strahl im Punkte ~* mit den 
Koordinaten r, S, 0 geschnitten 
(vgl. Fig. 31). FaBt man also die 3 
Ebene X3 = 0 als GAuszsche 
Ebene der komplexen Zahlen 
t = r + is = Xl + i x2 auf, und 
ordnet man dieselben t-Werte 
den Punkten der Einheitskugel 
x2 + x2 + x2 = 1 zu die aus 1 1I 8 ' 
den Punkten (r, s, 0) durch Pro-
jektion aus (0,0, - 1) entstehen, 
so hat man die Zahlenkugel RIE­
MANNS vor sich. FUr unsre Mi­
nimalflache bedeutet also t RIE­
MANNS komplexe Veranderliche 
fUr das GAuszsche spharische 
Abbild der Flache durch par­
allele ~ormalen. 

~ach WEIERSTRASZ kann man 
Fig. 31. 

unschwer einsehen, daB man in der Darstellung (9) alle algebraischen 
Minimalflachen erhhlt, wenn man fur t (t) eine algebraische Funktion 
einsetzt. 

§ 108. Formeln von STUDY fiir MinimalWichen. 

Gehen wir von der Darstellung (7) einer im allgemeinen imaginaren 
Minimalflache (~) durch zwei isotrope Kurven (t)) und (b) aus: 

(11) 2~ = t) (u) + b (v); t)'2 = b'2 = 0, 

so liegt nach § 22 der Gedanke nahe, mit STUDY die beliebigen Para­
meter u, v durch die naturlichen Parameter p, q zu ersetzen, so daB 

(12) 

wird1. Es ist 

(13) 

t)' x t)" = - t)', t)"2 = - 1 ; 

b' x b" = - b', b"2 = - 1 

1 Vgl. dazu § 104, Aufg.13. 
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bei willkiirlicher Entscheidung tiber das Vorzeichen. Aus ~2 = 1. folgt 
~~1' = 0 oder 

(14) 

Andrerseits ist ~ ~i = O. Durch Ableitung nach P folgt daraus ~ 11~' = O. 
Deshalb ist nach (14) 

~1'~' = a t)' ~' = 0, also a = O. 

Ebenso folgt aus ~t)' = 0 durch Ableitung und aus (14) 

~ l' t)' = ~ ~ t)" = b .~' ~' . 
Somit ist 

~ t)" . (t)' 1)" 3') 
b = -' 1)' 3' = ~ (1)' 3')2 

oder endlich nach (12) 

(15) 

Entsprechend erhalt man 

(15)* 

Neben den Parametern p, q auf der MinimalfHiche soIlen noch zwei 
weitere Parameterpaare verwendet werden: 

l P=U+iv=lXl~i/, . IX-lf3 
q=U-H=I=i; 

2 2 ' jtt=P+Q=+IX+f3 

(16) P _ q IX - f3 
v=~= --2-' ; 

1 
IX = U - v = P1-=-il ' 

P + iq 
(3=U+V=!Ti' 

Setzen wir fiir den Augenblick 

2 
1)' 3' = '2 ~ l' ~ q = A., 

so wird 
d! = + !(t)' dP + ~' dq), 

d~ = - i2). (~' dp - t)' dq), 



§ 109. Eine allgemeine Forme! von GAUSZ fur die erste Variation der Oberflache. 24:1 

und daraus (§§ 42, 50) 

dp dq dt41 + dv· da.2 + dfJl 
1= + d!.d! = -J.- = J. = 2). J 

i 1 
II = - d! ·d~ = -2" (dP2 - dq2) = - 2 dudv = "2 (doc2 - d{J2) , 

J. 
III = + d~ ·d~ = Adpdq = A (du2 + dV2) ="2 (docl + d{J'). 

Nach § 50 war 
.KI-2HII+III=O; 

also ist hier wegen H = 0 

KI+III=O. 

Somit folgt fiir das KriimmungsmaB unsrer MinimalfHiche 

{17) K = _ ~2 = _ (~)2 
1\ t}'3' . 

Beachten wir, daB II = 0 die Differentialgleichung der Asymptoten­
linien ist, so ergibt sich, daB u, v = konst. oder p ± q = konst. die 
Asymptotenlinien unsrer Flache sind. Fiihren wir andrerseits (X, {J = konst. 
als Parameterlinien ein, so fehlt in I und II das gemischte Glied; also 
sind diese Kurven p ± iq = konst. nach § 46 (F = 0, M = 0) die 
Krummung:;linien unsrer Flache. Hat man also erst die natiirlichen 
Parameter p, q ermittelt, so sind damit die Kriimmungslinien und 
Asymptotenlinien gleichzeitig aufgefunden. 

Die Formeln dieses Abschnittes hat E. STUDY in einer Vorlesung 
1909 angegeben, in der er die Theorie der Minimalflachen neu be­
arbeitet haP. 

Setzt man wie in § 55 die Entfernung P der Tangentenebene vom 
Ursprung als positiv homogene Funktion eines (nicht norrnierten) Nor­
malenvektors der Flache an, so lautet nach § 94 (35) die Differential­
gleichung der Minimalflachen 

alp alp alp 

a~i + a~~ + a~~ = O. 

Hieraus folgt, daB die Theorie der Minimalflachen aufs innigste mit 
den Kugelflachenfunktionen zusammenhangt. Darauf soll aber hier 
nicht eingegangen werden. 

§ 109. Eine allgemeine Formel von GAUSZ fUr die erste 
Variation der Oberflache. 

\Vir wollen die Formel von § 105 fiir ~O noch einmal unter der 
ailgemeineren Annahme herleiten, daB die Verriickung ~! des Flachen-

1 Vgl. die Angaben am Schlusse der Abhandlung E. STUDY: "Ober einige ima­
ginlU"e Minimalfll!.chen. Leipz. Akad.-Ber. Bd.63, S. 14-26. 1911. 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 4. Auf!. 16 
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punkts in beliebiger Richtung erfolgt. Legen wir beispielsweise die 
Kriimmungslinien als Parameterkurven auf der AusgangsfHiche zu­
grunde, so lauten die Ableitungsgleichungen nach § 57 (135), (136): 

und (§ 55): 

Eu E. + L I: 
!uu = + 2E !u - 2G!1I ;; , 

!Ull = + :~!u + ~G!" + M~, 
!~1I = - ~~ !u + ~!1I + N~, 

L N 
~u = - E fu' ~1I = - G!lI' 

Wir gehen nun von unsrer Flache ! (u, v) zu einer Nachbarflache 

~ = !(u, v) + ~!(u,v) 
iiber, indem wir setzen: 

~! = P!u + nll + n ~ , 
(18) p=ep(u,v), q=eq(u,v), n=en(u,v); 

e-+O. 

Wir kommen also durch Spezialisierung p = q = 0 auf den in § 105 
behandelten Sonderfall zuriick. Hier ergibt sich durch Ableitung unter 
Beachtung der Ableitungsformeln 

_ ( p Eu P + E. q - 2 L n\ I () () I: 
~u = I + u + 2E )!u I * ·!1I + * ;;, 

~" = (*) bu + (I + q" + Gu P + G2 ~ - 2 Nn)!" + (*) ~. 
Dabei deuten die Symbole (*) Ausdriicke an, die e in erster Ordnung 
enthalten. Beriicksichtigt man nur die in e hochstens linearen Glieder, 
so folgt: 

l ~u X i" = (I + Pu + q" + Eu P + ~·i - 2Ln 

(19) Gyp + G.q - 2Nn + 2G ) (!u X!,,) + ( * )(!" x~) + (*)(~ x !u) • 

Da die Parameterlinien Kriimmungslinien sind, so sind die Vek­
toren !u, !,,' E und daher auch die Vektoren !u x ! tI' !" x E, E x !u 
paarweise orthogonal. Somit lautet da~ innere Quadrat von (19), wenn 
wir wieder die in e quadratischen Glieder weglassen: 

(~u X ~1I)2 = (/)2 (!u X !,,)2 = (/)2 E G , 

wo (/) den Koeffizienten von !u x !" in (19) bcdeutet. Somit wird die 
Oberflache von ! (u, v) 

O=fV'("[.ux~·v)2dudv =f(/) V'KC"dudv =0 + ~O. 
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Darin ist 

{JO = J J{:u (p fEG) + :v (q fEG) }dudv 

- ff(~ + ~)nfEGdudv. 
Das zweite Glied ist das uns schon Von § 105 bekannte 

-2jHndo, 

wahrend man das erste Doppe1integral durch Integration nach Teilen 
("Formel von GREEN") in ein llings des Randes erstrecktes Kurven­
integral umformen kann: 

;f (Pdv - qdu) Y EG. 

Nun folgt aber aus (18) wegen (~!lr.,,~) = YE G: 

PYEG=({J~,~",~), 

q Y E G = (~u' {J~, ~) . 
Das gibt eingesetzt in das Randintegral 

;f ({J~, d~, ~) , 

wenn d~ = ~ud1t + ~"dv das vektorielle Linienelement der Rand­
kurve ist. 

Somit erhalten wir schlieBlich fUr dO die gewiinschte allgemeine 
Formel 

oder; wenn wir auch noch n durch die Verriickung <5~ ausdriicken: 

(20) I {JO=~(<5~,d~,~)-fj2H·({J~'~u,~,,)dudv I· 
Fiir das Randintegral gilt darin die Zeichenregel: Stellt man sich auf 
die FHi.che ~ (u, v), so daB der Vektor ~ nach oben weist, so ist das 
Randintegral nach links herum zu nehmen, wenn wir voraussetzen, 
daB die x2-Achse links von der x1-Achse liegt. 

Die Formel (20) fiir {JO ist 1829 von GAUSZ angegeben worden l . 

§ 110. Eine Formel von SCHWARZ fiir die Oberflache einer 
Minimalflache. 

Wir wollen die Formel von GAUSZ fiir {JO dazu verwenden, urn eine 
auf Untersuchungen von RIEMANN zuriickgehende, von H. A. SCHWARZ 

1 c. F. GAVSZ: Principia generalia theoriae figurae fluidoTum in statu aequi­
librii. Werke Bd.5, S.29-77, bes. S.65. 

16· 
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1874 angegebene Formel herzuleiten1, die die Oberflache eines Minimal­
flachenstiicks durch ein langs der Randkurve erstrecktes Linienintegral 
ausdriickt. 

Wir betrachten eine Schar ahnlicher und beziiglich des Ursprungs 
ahnlich gelegener derartiger Flachenstiicke 

!*(U,v, J.) =A!(U,V), O<A<l. 
Setzen wir 

~!* = ~A.!, 
so ist nach der Formel (20) wegen H = 0 und ~* = ~ 

<50* = <5A ~ (!, d!*, ~) = A ~A ~ (!, d!, ~) . 

Hieraus ergibt sich wegen 0* (0) = 0 durch Integration nach A zwischen 
den Grenzen Null und Eins die gewiinschte Forme]: 

(21) 

Aus (21) folgt z. B., daB man die Vektoren ~ langs des Randes sicher 
nicht beliebig vorschreiben darf. Denn wegen seiner Bedeutung muG 
das Integral 0 unabhangig von der Wahl des Ursprungs sein, d. h. es 
muB 

~ (! + b, d!, ~) 

unabhangig von der Wahl des (langs der Kurve festen) Vektors b sein. 
Das ergibt die Bedingung: 

(22) 

Das Verschwinden dieses Integrals fiir jede geschlossene, ein einfach 
zusammenhangendes Flachenstiick begrenzende Flachenkurve ist aber 
fiir die Minimalflachen kennzeichnend. Wir haben nlimlich 

~ ~ X d! = ~ {(~ X!,,) du + (~ X!,,) dv} 

und finden als Bedingung, daB der Integrand ein vollstandiges Diffe­
rential ist: 

oder 

(23) ~tI X !" -~" X !II = O. 

Mittels der Ableitungsformeln WEINGARTENS (§ 55) ergibt sich daraus 
die Behauptung H = O. 1m iibrigen kann man H = 0 aus (22) noch 
einfacher mittels der Formel (20) von GAUSZ herleiten. 

Es sei nebenbei erwahnt, daB man die Beziehung (22) auch mecha­
nisch deuten kann. Denkt man sich die Minimalflache durch eine diinne 
Haut verwirklicht und in dieser einen solchen Spannungszustand her-

1 H. A. SCHWARZ: Mathematische Abhandlungen I, S.178. 
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gestelit, daB auf das Linienelement d! der Spannungsvektor d; wirkt, 
so ist wegen 

~d; = 0, ~! X d; = 0 

die Haut im Gleichgewicht. 
Statt die MinimalfHiche zu verwirklichen, kann man ebensogut die 

Einheitskugel (;) oder ein SHick von ihr durch eine Haut ersetzen und 
im Linienelement d; die Spannung d! herstellen. Wegen 

~ d! = 0, ~ ~ X d! = 0 

herrscht dann wiederum Gleichgewicht. 

Die Flachen (!) und (~) stehen in der Beziehung, daB man die 
eine als "reziproken Krafteplan" zu den Spannungen in der andem 
ansehen kann 1 • 

§ 111. Bestimmung einer Minimalf18,che durch einen Streifen. 
(Aufgabe von E. G. BJORLING.) 

Nach dem letzten Ergebnis ist das auf einer Minimalflache erstreckte 
Integral 

f ~ X d! 

vom Integrationsweg unabhangig 2 • Wir wollen dieses Integral auf eine 
andre Form bringen, indem wir die Parameterdarstellung (12) der Mi­
nimalflache zugrunde legen. Wir setzen also 

2d!=t)'dP+5'dq 

und finden nach der Rechenregel § 3 (43) oder 

(24) 

das Ergebnis 

(25) 

Aus den Gleichungen 

(13 X q) X r = (13 r) q - (q r) 13 

dt) +d5 = 2d! 

dt)-d3= +2i~xd! 

folgen die 1874 von H. A. SCHWARZ3 gefundenen Formeln 

d t) = d! + i (; X d!) , 

d5 = d! - i (; X d!) 

1 VgJ. W. BLASCHKE: Reziproke Kraftepil!.ne zu den Spannungen in einer 
biegsamen Haut. Congress Cambridge Bd.2. S.291-297. 1912. 

2 Es ist das ein Sonderfall eines Satzes von Frl!.uiein E. NOETHER tiber in­
variante Variationsprobleme. Gott. Nachr. 1918. S.235-257. 

3 H. A. SCHWARZ: Mathematische Abhandlungen I. S.179. S.181. 
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t) = ~ + i J ~ X d~ , 
3=~-iJ~Xd~. 

Hierin ist in iibersiehtlichster Art die Losung einer 1844 durch den 
Professor an der Universitat in Upsala E. G. B]ORLING behandelten 
Aufgabe enthalten: Alle Minimal/lachen durch einen vorgeschriebenen 
"Strei/en" zu ermitteln. D. h. die Minimalflache soIl so bestimmt 
werden, daB sie durch eine vorgegebene (offene) Kurve hindurchgeht 
und in den Punkten der Kurve gegebene Tangentenebenen besitzt. 
Die Kurve sei ~ (t), die Tangentenebene werde durch den Vektor ~ (t) 
der FHi.chennormalen bestimmt (~2 = 1, ~t' = 0). Dann kann man 
die Integrale (26) langs der Kunre ~ (t) erstrecken. Man findet so die 
isotropen Kurven t) (t) und 3 (t), durch die die gesuchte Minimalflache 
durch den Streifen eindeutig bestimmt ist. Eine Ausnahme konnte 
nur dann eintreten, wenn Iangs ~ (t) entweder 

~' - i ~ X ~' = 0 oder ~' + i ~ X t = 0 

ware. Da der Vektor ~ X t auf t senkrecht steht, kann er nur dann 
die Richtung t haben, wenn die Kurve ~ (t) isotrop ist (~'2 = 0). Somit 
ergibt sich: 

Durch einen Strei/en (dessen Kurve nicht isotrop ist,. also insbesondere 
durch jeden reel/en Strei/en) geht eine und nur eine MitJimal/lache hin­
durch, die dmch die Formeln vo" SCHWARZ (26) bestimmt ist. 

SCHWARZ hat bemerkt1, daB hierin die besonderen Ergebnisse ent­
halten sind: 

Enthiilt eine Minimal/lache eine (nicht isotrope) gerade Linie, so 
juhrt eine Drehung durch den Winkel ~ um diese Gerade die Minimal­
jlache in sich selbst uber. 

Liegt au/ einer Minimal/lache eine (etwa reeUe) ebene geodat-ische 
Linie, so ist die Flacke zur Ebene dieser K urve symmetrisch. 

Entsprechend beweist man nach STUDy2: Ein konischer Doppel­
punkt einer Minimal/lache ist stets Mittelpunkt der Plache. 

§ 112. Ein Satz von T. CARLEMAN iiber den Kreis. 
Wir haben in § 29 und § 30 die isoperimetrische Haupteigenschaft 

des Kreises bewiesen, unter "allen" geschlossenen, ebenen Kurven ge­
gebenen Umfangs den groBten Flacheninhalt zu umgrenzen. Diese 
Tatsache laBt sieh, wie T. CARLEMAN gefunden hat3, in bemerkenswerter 

1 H. A. SCHWARZ: Mathematische Abhandlungen I, S. 179, S. 181. 
2 E. STUDY: Leipz. Ber. Bd.63, S.23, 26. 1911. 
3 T. CARLEMAN: Zur Theorie der Minimalflttchen. Math. Z. Bd. 9, S. 154 his 

160. 1921. 
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Art auf die raumliche Geometrie tibertragen. Hier soli das Ergebnis 
CARLEMANS unter engeren Voraussetzungen, dafUr aber auf sehr an­
schauliche Art hergeleitet werden. 

Spannt man tiber eine geschlossene raumliche Kurve, die man sich 
durch einen Draht verwirklicht den ken moge, ein diinnes Fltissigkeits­
hautchen - etwa einer Seifenlosung - aus, S0 ist dessen Gleichgewichts­
figur die Minimalflache, die von allen tiber die Kurve ausgespannten 
Flachen die kleinste Oberflache besitzt. Der mathematische Nachweis 
fUr das Vorhandensein einer Losung dieses "Problems von PLATEAU" 
ist unter recht allgemeinen Voraussetzungen tiber den Rand von 
S. BERNSTEINl erbracht worden. 

Gehen wir von einer geschlossenen Raumkurve OC vom Umfang L 
aus, und nehmen wir an, es gehe durch OC eine Plliche M kleinster Ober­
flliche. Mist dann eine Minimalfliiche, ihre Oberflliche sei O. Es soU nun 
gezeigt werden: Zwischen Lund 0 besteht die Beziehung 

(27) L2 - 4 n 0 > 0 , 

'find es ist nur dann L2 - 4 nO = 0, wenn [ ein Kreis ist. 
Beschrankt man sich auf ebene Kurven OC, so erhaIt man den alten 

isoperimetrischen Satz (§ 29) als Sonderfall. 
Zum Nachweis wahlen wir auf OC einen beliebigen Punkt s aUs und 

bestimmen die Kegelflache Sf, die S zur Spitze hat und durch [hindurch­
geht. Wickelt man Sf in die Ebene ab, so geht OC in eine geschlossene ebene 
Kurve OC* tiber, deren Flacheninhalt F gleich der Oberflache des 
Kegels , Sf, also wegen der Kleinsteigenschaft der Minimalflache M 
sicher > 0 ist, und deren Umfang List. Nach § 30 gilt 

(28) L2 - 4nF > 0 

und wegen 

(29) F>O 

folgt die zu beweisende Behauptung 

L2-4nO>L2-4nF>O. 

Es bleibt nur noch festzustellen, wann in (27) die Gleichheit gilt. 
Dazu muB sowohl in (28) wie in (29) das Gleichheitszeichen richtig 
sein. 1st F = 0, so muB Sf eine Minimalflache sein. Da nun die Ebene 
als einzige (reelIe I) Flache gleichzeitig Torse und Minimalflache ist, so 
ist ~ = Meine Ebene. FUr eine ebene Kurve [* = [ gilt aber nach 
§ 30 nur dann L2 = 4 nF, wenn [ ein Kreis ist. Damit ist auch noch 
der Einzigkeitsbeweis erbracht. 

Es sei noch einmal der Urtterschied zwischen den "Randwertauf­
gaben" von BJORLING (§ Ill) und PLATEAU (§ 106) hervorgehoben. Bei 

I S. BERNSTEIN: Math. Ann. Ed. 69, S.126, 127. 1910. 
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BJORLING soli durch ein offenes Kurvenstuck eine Minimalflache ge­
legt werden, die langs dieser Kurve gegebene Tangentenebenen hat. 
Bei PLATEAU hingegen handelt es sich urn das mathematisch ungleich 
schwierigere Problem, die Minimalflachen durch eine geschlossene Kurve 
zu bestimmen, so daB die Kurve ein einfach zusammenhangendes 
Stuck der Minimalflache berandet. Legt man mittels der Formeln von 
SCHWARZ (§ Ill) durch einen geschlossenen Streifen die Minimalflache, 
so wird der Streifen in der Regel kein regulares, einfach zusammen­
hangendes Stuck ihrer Flache begrenzen. 

§ 113. Isoperimetrie der Kugel. 

Das einfachste Gegenstuck zur isoperimetrischen Eigenschaft des 
Kreises in der Ebene ist in der raumlichen Geometrie nicht der im 
letzten Abschnitt auseinandergesetzte Satz CARLEMANS, sondern die 
entsprechende Eigenschaft der Kugel, unter "allen" geschlossenen Fliichen 
mit gegebener Oberftache den gro/3ten Rauminhalt zu umgrenzen, oder, 
was auf dasselbe hinauslauft, bei gegebenem Rauminhalt kleinste Ober­
flache zu besitzen. 

Es sei zunachst darauf hingewiesen, wie man die Differentialgleichung 
des Problems aufstelit. Fur die Variation der Oberflache hatten wir 
in § 105 die Formel 

~O=-2f~n.H.do 

gefunden. Fiir die Variation des Rauminhalts ergibt sich bei geeigneter 
Vorzeichenbestimmung offenbar 

~V=-f~n.do. 

SoIl nun aus (jO = 0 folgen (j V = 0, so muB sein 

H = konst., 

was man genau so wie den entsprechenden Satz in der Ebene be­
grundet § (28). Durch H = konst. sind aber (wenigstens unter den Ei­
flachen) nactJ. LIEBMANN (§ 92) die Kugeln gekennzeichnet. Somit 
kommen als Losungen der isoperimetrischen Aufgabe unter Eiflachen 
nur die Kugeln in Betracht. 

Hierfur soli nun noch ein zweiter, weit einfacherer Beweis erbracht 
werden, den man dem phantasievolien Geometer J. STEINER (1796 bis 
1863), einem der Mitbegrunder der projektiven Geometrie, verdankt. 
Dbrigens war JAKOB STEINER (trotz seines ostlich klingenden Namens) 
ein urwuchsiger Schweizer Bauernsohn. Das wichtigste Hilfsmittel des 
Beweises ist STEINERS "Symmetrisierung", ein Verfahren, das gestattet, 
aus jedem Eikorper einen neuen, inhaltsgleichen herzuleiten, der eine 
Symmetrieebene und in der Regel kleinere Oberflache besitzt. 
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Dazu denken wir uns den Ausgangseikorper ~ aus parallelen, "ver­
tikalen" Stabchen aufgebaut. Die vertikale Richtung sei etwa die 
x3-Richtung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Wir verschieben 
jedes Stabchen auf seiner Geraden so lange, bis sein Mittelpunkt in 
die Ebene X3 = 0 zu liegen kommt. Die so verschobenen Stabchen 
erfilllen dann eine zu X3 = 0 symmetrische Punktmenge ~*. Es ist 
zunachst zu zeigen, daB aus der Konvexitat von ~ die von ~* folgt, 
daB also auch der "syinmetrisierte" Korper ~* ein Eikorper ist. Dazu 
ist nur zu zeigen, daB mit zwei Punkten pi, q: immer auch deren Ver­
bindungsstrecke in ~* liegt. Es seien V:' q: die Spiegelpunkte von 
~:, q: an X3 = 0 und ~ I, ql; lJ 2' q2 die vier Punkte in ~, durch deren 
Vertikalverschiebung lJ~, q~; lJ:, q: entstanden sind. Da ~ ein Ei­
korper ist, enthaIt ~ die konvexe Vierecksflache mit den Ecken VI' ql; 
V2' q2' Infolge seiner Entstehung enthaIt demnach auch ~. die aus 
dieser Vierecksflache durch die Symmetrisierung entstehende mit den 
Ecken ~i, q~; lJ:, q: ' also auch insbesondere die Strecke vi q:, w. z. b. w. 

DaB ~ und ~* inhaltsgleich sind, folgt aus dem sogenannten Prinzip 
von B. CAVALIERI (1598-1648). Man zeigt es auch folgendermaBen: 
Bedeutet t (Xl' X2) (:2: 0) die Lange der vertikalen Strecke, in der ~ 
durch die Gerade geschnitten wird, deren Punkte die vorgeschriebe­
nen Xl' x2-Koordinaten haben, so gilt fUr den Rauminhalt von ~ die 
Formel 

und, da t fiir ~* dasselbe ist, gilt diese Gleichung auch fiir den Inhalt 
von ~*. 

Bevor wir zur Verkleinerung der Oberflache ubergehen, soli gezeigt 
werden: 1st die den Eikorper ~ b,egrenzende Eiflache ~ durchweg 
regular und analytisch, so hat auch die Begrenzung ~* von ~. diese 
Eigenschaft. Eine Singularitat konnte narnlich hochstens dort ent­
stehen, wo die Tangentenebenen von ~ vertikal, d. h. parallel X3 sind. 
Fur eine solche Stelle laBt sich durch geeignete Achsenwahl die Dar­
stellung 

Xl = a x: + 2 b x2 X3 + c x: + ... 
herbeifiihren mit a, c, ac - b2 > O. Fiir die symmetrisierte Eiflache ~. 
ergibt sich dann an der entsprechenden Stelle die Entwicklung 

a c - bl 9 2 
Xl = --c-Xl! + CXs + .. " 

woraus die Regularitat von ~* einleuchtet. 

§ 114. Wirkung von STEINERS Symmetrisierung auf die 
Oberfla.che. 

Zum Beweis fiir die Oberflachenverringerung zerschneiden wir unsre 
Eiflache ~ durch die Kurve der vertikalen Tangentenebenen in zwei 
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Teile, in den "oberen" Teil ~ und den unteren g:. Beide beziehen \Vir 
auf Parameter u, v, so daB 

Xl (u, v) = !l (u, v) = Xl (u, v) , 

x2 (u, v) = ~2 (u, v) = x2 (u, v) 

wird. Wir setzen femer 

l+t- I-t 
Xs (u, v; t) =-2-X3 (u, v) - -2-~s (u, v) 

und 
lP (t) = J J r A2 + B2 + C2dudv; 

A = a XI [) X 3 _ a x .. a x ~ = 1 + t A __ 1 - t A 
i)u av i)v au 2 2 _' 

B=aXaaXl_aXaaXl= l+t'B_ 1 - t B 
au av av au 2 2 -' 

C _ aXl ax. aXl ax, 
- i)u av - av ifii" . 

Dann driickt sich unsere Behauptung iiber die Verkleinerung der Ober­
Wiehe durch Symmetrisierung durch die Forme! aus: 

(30) lP (+ 1) - 2 lP (0) + tP (- 1) > O. 

In der t, lP.-Ebene bedeutet (30) (vgl. Fig. 32), daB der Mittelpunkt der 
n. beiden Punkte 
'i'(-1) cp 
~+1) 
. . . 
;-1 :0 ;+1 
:)-----40>---------<0 

Fig. 32. 

-1,tP(-I) und +1,tP(+I) 

tiber der Stelle 0, lP (0) liegt, was durch 
die Konvexitatsbedingung lP" (t) :2:: 0, fiir 
- 1 < t < + 1 sichergestellt ware. 

Man erhalt 

lP"(~ =If {A (B + B) - B (A + A)}I + {eA ~ ,4)2 + (E + B)I}CI du dv. 
4{AI + BI + Cll I, 

Daraus ist aber lP" (t) :2:: 0 ersichtlich und somit die Behauptung be­
wiesen, daB die Oberflache beim Symmetrisieren im allgemeinen ab­
nimmt. 

Es bleibt noch die Frage zu erledigen: Wann bleibt die Oberflache 
beim Symmetrisieren erhalten? Dazu ist notwendig, daB lP" (t) = 0 
fiir alle -1 < t < + 1 und daher 

(31) A+.4=B+ll=O, 

da C im Innem des Integrationsbereichs 1= 0 ist (~8 1= 0) . Aus (31) und 

C=~=C 
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ergibt sieh aber, daB der obere und untere FHichenteil zu einer Ebene 
xa = konst. symmetrisch sind i . 

Wir finden also zusammenfassend: STEINERS Symmetrisientng ver­
wandelt jede regulare Ei/lache wieder in eine regulare Ef/lache, die zur 
ersten inhaltsgleich und in der Regel kleiner an Ober/lache ist. Die 
Ober/lache bleibt nur in dem trivialen Fall ungeandert, dafJ schon die 
ursprungliche Flacke senkrecht zur Symmetrisierungsrichtung eine Sym­
metrieebene hatte. 

Die einzige Eiflache, bei der dieser Ausnahmefall fUr jede Richtung 
zutrifft, ist die Kugel. Denn diese Eiflache hat zunachst sieher drei 
paarweis senkrechte Symmetrieebenen, also deren Schnitt zum Mittel­
punkt o. Dann muB jede Ebene durch 0 Symmetrieebene sein. Somit 
wird die Eiflache alle Geraden durch 0 senkrecht durchschneiden, was 
wirklich nur bei der Kugel der Fall ist. 

Damit ist aber gezeigt: J ede niehtkugelige Eiflache kann man 
durch Symmetrisierung in eine inhaltsgleiehe mit kleinerer Oberflache 
verwandeln. Falls daker die isoperimetrische Grundaufgabe der raum­
lichen Geometrie unter den regularen Eifliichen uberhaupt eine Lasung 
hat, so kann diese Lasung nur die Kugel sein. 

Das ist der Gedanke von J. STEINERS Beweis aus dem Jahre 18362• 

§ 115. Konvergenzbeweis von WILHELM GROSS. 

\Venn man das Vorhandensein einer Losung unsres isoperime­
trischen Problems als selbstverstandlich ansieht, so ist mit dem Er­
gebnis des letzten Abschnitts die Frage vollig erledigt. Will man aber 
iiber diese Schwierigkeit nicht ebenso leichtsinnig hinweggleiten, wie 
das in ahnliehen Fallen (§ 97; § 112) schon geschehen ist, so ist man 
durchaus noch nicht iiber den Berg. 

O. PERRON hat die Notwendigkeit von Existenzbeweisen an einem 
zwar trivialen, aber dafUr urn so schlagenderen Beispiel so auseinander­
gesetzt: Gibt es unter den Zahlen 1, 2, 3, ... eine groBte, so ist es 
die Zahl Eins. Denn durch das Verfahren des Quadrierens wird jede 
andre dieser Zahlen vergroBert. Das ist genau dieselbe SchluBweise 
wie die vorgetragene, von STEINER herriihrende. An Stelle der Zahlen 
1, 2, 3, . . . hatten wir dort die unendliche Menge der inhaltsgleichen 
Eiflachen. Anstatt zu quadrieren, wurde dort symmetrisiert. 

Der erste, der auf Grund von Methoden, die K. WEIERSTRASZ in 
die Variationsrechnung eingefUhrt hat, die isoperimetrische Haupteigen-

1 Man kann zu dem eben gefiihrten Nachweis auch folgenden Mittelwertsatz 
von O. HOLDER (1884) heranziehen: 

4> (- 1) - 24> (0) + 4> (+ 1) = 4>"(11); I" I < 1. 

2 J. STEINER: Einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsatze. "Verke II. 
S.75-91. 
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schaft der Kugel einwandfrei begriindet hat, war H. A. SCHWARZ im 
Jahre 18841 . Ein neues Beweisverfahren, auf das wir im zweiten Teile 
zuriickkommen werden, hat 1903 H. MINKOWSKI ersonnen. 1916 hat 
der Verfasser auf Grund von STEINERS Symmetrisierung einen strengen 
Beweis gefiihrt2. In neuer und besonders schoner Weise hat dann 
1917 WILHELM GROSS diesen Gedanken wieder aufgenommen8• Das 
Verfahren von GROSS, der 1918 im Alter von 32 Jahren in Wien ein 
Opfer der Grippe geworden ist, solI hier unter der Beschrankung auf 
Eiflachen wiedergegeben werden. 

Es handelt sieh darum, fOlgendes zu zeigen: Man kann jede Ei­
flache ~ durch geniigend haufiges Symmetrisieren in eine neue inhalts­
gleiehe Eiflache ~" verwandeln, deren Oberflache sieh urn beliebig 
wenig von der Oberflache Ott der inhaltsgleiehen Kugel se unterscheidet. 
Dann gilt nach § 114 fiir die Oberflachen: 

o ~ 0", limO" = 0" 
also 

w. z. h. ist. 
Zum Nachweis nehmen wir innerhalb von ~ einen Punkt 0 an und 

schlagen urn 0 als Mittelpunkt zwei Kugeln, erstens eine Kugel sro, 
die in ~ liegt, zweitens die zu ~ inhaltsgleiehe Kugel se. Der Raum­
inhalt von se, der auBerhalb ~ liegt, sei mit rp bezeiehnet. Da ~ und se 
inhaltsgleieh sind, ragt dann auch ~ iiber se urn rp hinaus. Wir wollen 
zeigen: 

Es laBt sich eine stetige Funktion q, (rp) angeben, so daB fiir rp> 0 
auch q, > 0 ist und daB zu jeder Eiflache ~, die die Kugel sro enthalt 
und urn rp iiber die zu ~ inhaltsgleiehe Kugel se hinausragt, zwei Kugeln 
des Inhalts q, ermittelt werden konnen, die eine 6 in ~ auBerhalb sr, 
die andere 6' in se auBerhalb ~ (Fig. 33). 

Wir schlagen urn 0 die Kugel, die iiber se urn die Schale vom In­
halt rp hinausragt. Diese neue Kugelliegt sieher nicht ganz auBerhalb 
der zu ~ inhaltsgleiehen ~. Also gibt es auf der Oberflache der neuen 
Kugel einen Punkt l> in ~. Wir konstruieren die Kugel {Fig. 34), die 
se von auBen, und den Kegel, der von l> als Spitze an sro gelegt ist, von 
innen beriihrt. Der Inhalt der so gefundenen Kugel (Fig. 34), die sieher 
in ~ liegt, sei q,1 (rp). Andrerseits ragt die Kugel urn 0 innerhalb sr, 
die mit se zusammen eine Schale des Inhalts rp begrenzt, sieher iiber 
~ hinaus. Wir konnen daher in dieser Schale eine Kugel ermitteln, 

1 H. A. SCHWARZ: Beweis des Satzes, daB die Kugel kleinere OberfH1che be­
sitzt als jeder andere Korper gleichen Volumens. Gesammelte Abhandlungen II, 
S.327-34O. 

2 W. BLASCHKE: Kreis und Kugel. Leipzig 1916. 
3 W. GROSS: Die Minimaleigenschaft der Kugel. Monatsh. Math. Phys. Bd. 28, 

S.77-97. 1917. 
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die die beiden die Schale begrenzenden Kugeln beriihrt, und die auBer­
halb ~ liegt. Ihr Inhalt sei (}j2 (p). Wir k6nnen ihren Mittelpunkt etwa 
auf dem Fahrstrahl wahlen, der von 0 nach dem am nachstenliegenden 
Punkt von ~ hinweist. Die so erklarten Funktionen (}j1 (p), (}j2 (p) 
k6nnte man elementar berechnen. Sie sind aber sicher stetig und posi­
tiv. Die kleinere unter ihnen 

p 
Fig.83. 

hat die behauptete Eigenschaft. Da bei wachsenden P die Kugeln 
(5, (5' offenbar groBer werden, so ist die Funktion (}j (p) sieher monoton 
zunehmend. 

Jetzt wollen wir ~ so zu einer Eiflache ~I syrnmetrisieren, daB 
die Symmetrisierungsrichtung (xa-Richtung in der Bezeiehnung von 
§ 113) in die Verbindungsgerade der Mittelpunkte der Kugeln 6 und 
6' fant und die Symrnetrieebene (X3 = 0) durch 0 hindurchgeht. Dann 
enthalt ~I wieder die alte Kugel ~o. Der Raurninhalt PI' urn den ~I 
uber die inhaltsgleiehe Kugel ~ hinausragt, genugt der Bedingung 

o ~ PI < P - (}j (p) , 

da die ganze Kugel (5 beim Syrnmetrisieren innerhalb ~ Platz findet. 
Das Verfahren k6nnen wir jetzt auf ~l neuerdings anwenden 

unter Wiederverwendung der alten Kugeln ~o und ~. Fur den Raurn, 
inhalt P2' urn den die neue Eiflache ~2 uber ~ hinwegragt, gilt dann 

Pa ~ fPI - (}j ( fPI) . 

So fahren wir fort. Da die Funktion (}j (p) rnonoton wachsend ist 

folgt aus fP - fPI ~ (}j (fP) , 

fPI - fP2 ~ fP (~I) , 

fP .. -I - P .. ~ fP (fP .. -l) 

fP - fP" > n fP (p,,) 
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l,nd daraus rp 
n < tp (rpn) • 

Will man also durch n-malige Symmetrisierung eine EifHi.che erreiehen, 
die iiber die inhaltsgleiche Kugel ~ nur urn den Raumteil e hervorragt, 
so geniigen 

n ~ rp 
<.... tp(e) 

Wiederholungen des Symmetrisierungsverfahrens. 

Damit haben wir einen genauen Einblick in die Konvergenz unsres 
Verfahrens genommen und konnen wirklieh eine zu tr inhaltsgleiche 

Fig. 35. 

Eiflache tr" auffinden, deren Oberflache sich urn 
beliebig wenig von der inhaltsgleiehen Kugel ~ 
unterscheidet. Das kann man so feststellen 
(Fig. 35). 

Wir zeiehnen urn 0 eine Kugel ~* ,- durch 
deren Tangentenebenen von Sf ein Raumstiick 
vom Inhalt e abgeschnitten wird. Dann liegt $f* 
sieher in tr". Suchen wir femer einen Punkt q 
auBerhalb ~ auf. so daB der Korper, der von dem 
Kegel von q an Sf* und von der Kugel Sf begrenzt 
wird, den Inhalt e hat, so liegt die Kugel Sf** urn 
o durch q sieher auBerhalb tr". (Immer unter der 

Voraussetzung. daB trn iiber Sf nur urn e hinausragt.) Aus der Lagen­
beziehung 

~* < trn < ~**, 
st* < ~ < sr**, 

und den daraus folgenden Beziehungen zwischen den OberfHi.chen 1 

0* < On < 0·*. 

0* < OR < 0** . 
folgt nun I Oe - On I < 0** - 0* . 

Da aber fiir hinreiehend kleines e die berechenbare Differenz rechts 
beliebig herabgedriickt werden kann, ist darin das gewiinschte Ergeb­
nis enthalten. Unser Konvergenzbeweis geniigt allen Forderungen der 
Exaktheitsfanatiker und "Finitisten". Denn man kann, wenn der 
Fehler ! 0" - Oe I vorgesthrieben ist, die Anzabl n der zu dieser An­
niihen1llg notwendigen Symmetrisierungen durch Berechnung einiger 
elementarer Funktionen ermitteln. 

1 DaB bei EifHichen aus St· < St·· fiir die Oberflil.chen 0* < 0" folgt. kann 
man z. B. aus der Formel (4) von § 105 fiir die Variation einsehen. Umgekehrt 
kann man diese Ungleichheit auch zur Definition des Begriffs Oberflil.che einer 
Eiflil.che verwenden. wie es der Verfasser in seinem Biichlein "Kreis und Kugel" 
S. 58, Leipzig 1916, durchgefiihrt hat. 
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Bemerkt man schlieBlich, daB zwischen Rauminhalt V und Ober­
fHiche 0 bei einer Kugel die Gleichung gilt 

03-36nV2=0, 

dann kann man das Ergebnis so fassen: 

Zwischen Rauminhalt V und Ober/lache 0 einer Ei/lache besteht die 
Beziehung 

(32) 

und zwar gilt nur /iir die Kugeln das Gleichheitszeichen. 

Die einschrankenden Regularitatsforderungen, die wir der Kiirze 
halber eingefillut haben, sind unwesentlich. Auch die Beschrankung 
auf Eiflachen ist fiir das Beweisverfahren unnatig; wie man bei GROSS 
nachlesen mage. 

Spater, im zweiten Teil dieser Vorlesung, werden wir die isoperi­
metrische Ungleichheit (32) unter einem allgemeineren Zusammenhang. 
den H. BRUNN und H. MINKOWSKI entdeckt haben, wiederfinden. 

§ 116. Zweite Variation der Oberflache. 

Wir wollen jetzt die Rechnung von § 105 dahin verfeinern, daB wir 
bei der Berechnung der Anderung der Oberflache beim V'bergang zu 
einer Nachbarflache 

;t;=~(u,v)+ne(u,v), n=en(u,v) 

auch noch die Glieder zweiter Ordnung in e ausrechnen. Wir haben 

~,,= ~" + n e" + n" e, 

daraus ist 
~,,=~,,+ne,,+ ~,,~; 

E = ~~ = E - 2 n L + nil ~ + n~, 
F = ~"~,, = F - 2 n M + nl e" e" + n" n", 

G = ~; = G - 2 n N + n2 ~ + n~ 
oder nach § 50 (83), (87) 

E = E - 2 n L + nil (2 H L - K E) + n~, 
F = F - 2 n M + nil (2 H M - K F) + nu n", 

G = G - 2 n N + nil (2 H N - KG) + n; . 
Hieraus ergibt sich weiter, wenn wir 

EG-FI=W2 
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berechnen und die Abkiirzung aus § 79 (95) 

E n; - 2 F nu n~ + G n~ 
\l n = W2 

verwenden, 

(33) W = W {l - 2 n H + n2 K + l \l n} + .... 
Fiir die OberfHi.che folgt daraus durch Integration: 

(5 = 0 - 2 f n H· do + f (n2 K + l \l n) do + .... 
Setzen wir wie iiblich 

(5 = 0 + ~O + ~ ~IO + ... , 
so haben wir fiir die "zweite Variation" der Oberflache die Formel 
gefunden: 

(34) 

1st die Ausgangsflache insbesondere eine Minimalflache (H = 0), 
so konnen wir, anstatt den Differentiator \l fiir die erste Grundform I 
zu berechnell, den fiir die dritte Grundform III = d';2 verwenden. Es 
ist in diesem Faile (§ 50 (86)) 

III=-K·I, 

vIn = -K·vI/In. 
Fiihrl man noch das Flachenelement des spharischen Bildes K d 0 = dO) 
ein, so erhalt man schlieBlich 

(35) ~ 0 = f { 2 n2 - \l III n} dO), 

eine Formel, die in etwas anderer Form von H. A. SCHWARZ 1872 an­
gegeben worden ist l . Es ist besonders auffailend, daB in dieser Formel 
nur mehr die Funktion n auf der Einheitskugel des spharischen Bildes 
auf tritt, daB jede Spur der besonderen Minimalflache, von der aus­
gegangen wurde, aus der Formel verschwunden ist. 

Es son hier mit einigen Worlen fiber die Schliisse berichtet werden, 
die H. A. SCHWARZ in seiner beriihmten Festschrift von 18852, die fiir 
die Begriindung der Integralgleichungen in der Dissertation von 
E. SCHMIDT neuerdings vorbildlich geworden ist, aus der Formel (35) 
fiir ~110 bei Minimalflachen gezogen hat. 

Genau wie in § 99 findet man mittels der Obedegung von BLISS 
aus der Bedingung ~20 ~ 0 die Bedingung von JACOBI fiir das vor­
liegende Problem von PLATEAU, namlich 

2n + b.mn = O. 

1 H. A. SCHWARZ: Gesammelte Abhandlungen I, S.157. 
2 H. A. SCHWARZ: Gesammelte Abhandlungen I, S.223-269. 
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Dabei bedeutet Lo IH den zweiten Differentiator BELTRAMIS beziiglich 
der quadratischen Differentialform III, d. h. beziiglieh des Bogen­
elements des spharischen Bildes. Fiihren wir noch einen auf der Kugel 
unveranderlichen Parameter ). in un sere Differentialgleichung ein: 

(36) 2).n+6/IIn=O, 

dann k6nnen wir das Ergebnis von SCHWARZ so aussprechen: 

Datur, dafJ bei testgehaltenem Rand eine Minimaltlache den kleinsten 
Wert der Obertlache unter den benachbarten Flachen ergibt, ist notwendig, 
dafJ aile Eigenwerte A der Difterentialgleichung (36) der Bedingung 

(37) A > 1 

geniigen, und hinreichend, dafJ 

(38) A> 1. 

Dabei heiBt die Konstante ). ein Eigenwert von (36), wenn es eine 
nichttriviale L6sung n dieser Gleichung gibt, die auf dem Rande ver­
schwindet. 

L. LICHTENSTEIN hat diese Ergebnisse von SCHWARZ neuerdings 
auf allgemeinere Variationsprobleme iibertragen1. 

§ 117. Erste Variation von H und K. 

Zum AbschluB dieses Kapitels sei noch festgestellt, wie sich die 
beiden Kriimmungen H und Keiner Flache ! (u, v) bei einer "Normal­
variation" 

i (u, v) = ~ (u, v) + n (u, v) ~ (u, v) , 

n (u, v) = eli (u, v), e --- 0 

andern. Durch Ableitung erhalt man: 

~" = ~u + n~" + n" ~, 
~" =!;" + n~" + n,,~; 
~"" = ~"U + n~"u + 2n,,~u + n"u~' 
~"" = ~uv + n ~uv + n"~,, + nv~" + n"v ~, 

i"" = t"" + n~"" + 2n,,~v + n",,~. 
Hieraus ergibt sieh, wenn man Glieder, die in e von zweiter und 
h6herer Ordnung sind, weglaBt: 

(39) 1 
~=E-2Ln, 

F=F-2Mn, 

G=G-2Nn; 

1 L. LICHTENSTEIN: Untersuchungen tiber zweidimensionale reguHl.re Varia­
tionsprobleme I. Monatsh. Math. Phys. Bd.28. S.3-51. 1917. 

Blaschke, Differentialgeometrie 1. 4. Auf!. 17 
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L=L +(KE-2HL)n +nll , 

M = M + (K F - 2 H M) n + n12' 

N = N + (KG - 2H N) n + n22 • 

Dabei bedeuten die n,k die "kovarianten zweiten Ableitungen" der Funk­
tion n, namlich 

_ {II) {II} 
nll-nuU - 1 )nU - 2 n", 

n12 =nU "-{ \2 }nu-{ \2 }n", 

{22} f22} n22 = nil" - 1 nu - l 2 n". 

Die Dreizeigersymbole CHRISTOFFELS wurden in § 57 erklart. Statt der 
Ausdtiicke K E - 2 H L, . '.' k6nnten wir nach § 50 (87) auch die 
Koeffizienten der dritten Grundform III (des Bogenelements des 
spharischen Bildes) einfiihren. 

Aus (39) und (40) ergeben sich jetzt die gewunschten Formeln: 

j it = K + 2 H K + L n 2Z - 2 M n12 + N nll + ... n EG _ F2 , 

H=H+(2H2-K)n+ ~En22-2Fn12+Gnll+ ... 
2 EG- p2 

(41) 

Dabei ist 

(42) 

nichts anderes als der uns wohlbekannte zweite Differentiator BEL­

TRAMIS (§ 81) in etwas veranderter Schreibart. 
Aus der zweiten Formel (41), die wir auch so schreiben wollen: 

(43) ~ H = (2 H2 - K) n + ~ 6. n, 

konnen wir neuerdings die Formel (34) fur ~20 herleiten. 

Aus der Formel (4) fiir die erste Variation von 0, das heiSt aus 

(44) ~do = - 2nH·do 

ergibt sich n1i.mlich durch neuerliche Anwendung des Differentiations­
prozesses ~ bei festgehaltenem n 

lJ2do = - 2n (H·lJdo + ~H·do) = 
= (2 K n2 - n t:, n) do. 

Durch Integration folgt daraus wieder (34), wenn wir beachten, daB 
fiir verschwindende Randwerte von n nach § 82 (128) 

(45) f \l n·do = - f n t:, n·do. 

ist. 
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§ 118. Aufgaben und Lehrsatze. 
1. GroBteigenschaft der Minirnalflachen nach STEINER (1840). Ein Stuck einer 

Minimalflache hat stets groBeren Flacheninhalt als die benachbarten Parallel­
flachen. STEINER, J.: Ges. Werke II, S. 176. 

2. Verbiegung der Minirnalflachen nach O. BONNET (1853). Es sei 2 ~ = 1) (u) 
+ 3 (v) eine Minimalflache (§ 92), 1)'2 = 3'2 = O. Wir betrachten die von einem 
Parameter a: abhangige Schar von Minimalflachen 

(46)1 
deren Bogenelement die Form hat 

(47) 2 d S2 = 1)' 3' d u dv . 

AIle diese "assoziierten" Minimalflachen sind also langentreu aufeinander abge­
bildet (ds 2 ist unabhangig von a:). Die einzigen Minimalflachen, die auf eine ge­
gebene abwickelbar sind, sind im wesentlichen ihre Assoziierten. Die Tangenten­
ebenen in entsprechenden Punkten assoziierter Flachen sind parallel. Umgekehrt: 
sind zwei Flachen langentreu aufeinander so bezogen, daB in entsprechenden 
Punkten die Tangentenebenen parallel laufen, so sind sie entweder kongruente 
oder assoziierte Minimalflachen. E'ntsprechende Linienelemente auf zwei assoziierten 
Flachen schlieBeneinenfesten \Vinkelein. Die Flachen, dieden Parameterwerten a: =0, 
a: = :n: 2 entsprechen, heiBen adjungiert. Adjungierte Flachen sind so aufeinander 
bezogen, daB entsprechende Linienelemente senkrecht stehen und den Asym­
ptotenlinien der einen die Krummungslinien der anderen entsprechen, und um­
gekehrt. Sind zwei Flachcn so aufeinander langentreu abbildbar, daB entsprechende 
Linienelemente senkrecht stehen, so sind sie adjungierte Minimalflachen. (BONNET, 
0.: Comptes Rendus Bd. 37, S. 529-532. ~S53.) Jede von zwei adjungierten Fla­
chen laBt sich in der Art von § 110 als Krafteplan von Spannungen in der anderen 
deuten. Es treten dann nur Normalspannungen mit konstantem Absolutwert auf, 
wie das bei einem Flussigkeitshautchen der Fall ist. 

3. G. DARBOUX' Erzeugung der Minirnalflachen von ENNEPER. Zwci Para­
beln, die in senkrechten Ebenen so liegen, daB der Brennpunkt der einen in den 
Scheitel der anderen faUt und umgekehrt, nennt man Fokalparabeln. LaBt man 
zwei Punkte belie big auf zwei Fokalparabeln wandern, so umhullt ihre Symmetrie­
ebene eine Minimalflache mit ebenen Krummungslinien. ENNEPER, A.: Z. Math. 
Phys. Bd. 9, S. lOS. IS64. - DARBOUX, G.: TMorie des Surfaces Bd. 1, S. 31S. 
IS87. 

4. Kettenflache. Die cinzige redic, unchenc :MinimalfHiche, die zuglcich Dreh­
flache ist, entsteht durch Umdrehung einer Kettfmlinie: 

(48) 
--- a +- --

( 
20, 201 ) 

-yxi + x~ = 2 e a + ea. 

S. Wendelflache. Die einzigen reellen ~linimalfHichen, die gleichzeitig wind­
schiefe Flachen sind, sind die "Wendelflachen", die durch Schraubung einer Ge­
raden urn einesie rechtwinklig schneidende Achse entstehen. CATALAN, E.: J. de 
MatMmatiques (1) Bd. 7, S.203. 1842. Wendelflache und Kettenflache sind ad­
jungierte Minimalflachen (vgl. Aufg. 2). 

6. LIEs irnaginare Minirnalflache dritter Ordnung. Dic Schnenmittenflache 
einer isotropen Raumkurve dritter Ordnung ist eine algebraische, windschiefe Mi­
nimalflache dritter Ordnung. STUDY hat uber diese Flachen LIES folgendes be­
wiesen: AIle soIche Flachen sind untereinander kongruent. Sie lassen sich als 
Schrallbenflachen erzellgen und sind auf unendlich viele Arten Spiralflachen. Die 

17* 
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Gleichung der Fll!.che ll!.llt sich durch geeignete Achsenwahl auf die Gestalt bringen: 

(49) 2 (xl - i xl)a - 6 i (xl - i XI) xa - 3 (Xl + i x2) = 0', 

LIE, S.: Math. Ann. Bd. 14, S. 353. 1879. - STUDY, E.: Leipz. Ber. Bd. 63, S. 14 
bis 26. 1911. 

7. Imaginare Minimaiflache vierter Ordnung nach GEISER. N ach STUDY Hi.llt 
sich die Minimalfll!.che 

(50) (Xl - i x~)' + 3 (xi + x~ + .~5) = 0 

als Drehfll!.che um die auf ihr liegende isotrope Gerade 

(51) Xa= 0 

auffassen. STUDY, E.: Ebenda (vgl. Aufg. 6). 

8. Ein Satz von STEINER zum Problem von PLATEAU (1842). Durch eine ge­
schlossene Kurve konnen unmoglich zwei verschiedene FHl.chen allerkleinster Ober­
flll.che hindurchgehen, die sich in der Gestalt xa = 11 (Xl> x2), xa = 12 (Xl, XI) dar­
stellen lassen; denn die FIl!.che 2 xa = 11 (Xl' XI) + la (Xl' XI) hMte kleinere Ober­
flll.che als beide. STEINER, J.: Werke II, S.298. 

9. Ein Satz von BELTRAMI tiber Minimalflachen (1868). Es sei X~ (u, v); 
(k = 1, 2, 3) eine Minimalflll.che. Dann ist LI Xk = 0, wenn LI den zweiten Diffe­
rentiator BELTRAMIS bezeichnet. Die "Hohenlinien" Xk = konst. und die zu­
gehorigen orthogonalen Tr<Ljektorien bilden also eine Schar isothermer Kurven. 
BELTRAMI, E.: Werke II, S.25. 

10. Eine Aufgabe tiber Minimalflachen. Nach den Formeln (9) von WEIER­
STRASZ besteht zwischen den analytischen Funktionen einerseits und den Minimal­
flll.chen andererseits eine innige Beziehung. Es miissen sich also die Eigenschaften 
der analytischen Funktionen in entsprechenden Eigenschaften der Minimalflll.chen 
widerspiegeln und umgekehrt. Man untersuche nun, was fiir Eigentiimlichkeiten 
der Minimalflll.chen den Eigenschaften der analytischen Funktionen entsprechen, 
die man in neuerer Zeit in Zusammenhang mit dem Satz von E. PIC.ARD gefunden 
hat. Vgl. dazu die neuerschienene vortreffliche Darstellung in dem Enzyklopll.die­
artikel von L. BIEBERBACH: Neuere Untersuchungen iiber Funktionen von 
komplexen Variablen. Enzyklopll.die II C 4, S.409 u. ff. 1921. 

11. Gleichgewicht einer gravitierenden FliiSsigkeit. Eli sei ~ ein Karper mit 
vorgegebenem Rauminhalt V, dVl und dVa zwei Raumelemente von Sl: mit der 
Entfernung 1'. Das Integral 

E = II dV\dV2 

if it 

erreicht dann und nur dann seinen groBten Wert, wenn st eine Kugel ist (A. LIA­
POUNOFF). Man kann diesen Nachweis wohl am einfachsten mittels STEINERS Sym­
metrisierung crbringen. T. CARLEMAN: Math. Z. Bd. 3, S. 1-7. 1919. Verwandte 
isoperimetrische Aufgaben bei W. BLASCHKE, Math. Z. Bd. 1, S.52-57. 1918. 

12. Literatur tiber Minimalflachen. An zusammenfas,senden Darstellungen der 
Theorie der Minimalflll.chen seien genannt: H. A. SCHWARZ: Math. Abhandlungen 
I. Berlin 1890; G. DARBOUX: TMorie des surfaces I, Livre III. Paris 1887. Es 
ist dies eines der schonsten Kapitel in dem ausgezeichneten ""erk von DARBOUX 
(1842-1917). A. RIBAUCOUR: Etude des Elassoides ... , Bruxelles, Memoires 
couronnees par I' Academie de Belgique Bd. 44. 1881; E. BELTRAMI: Sulle pro­
prieta generali delle superficie d'area minima. Opere II, S. 1-54. 1868. An 
neueren Schriften iiber Minimalflachen seien genannt: A. HAAR: Dber das Pla­
teausche Problem. T. RADO: Dber den analytischen Charakter der Minimalflachen. 



9. Kapitel. 

Liniengeometrie. 

Von J. PLUCKER (1801-1868) stammt der Gedanke, als Baustein 
fiir eine raumliche Geometrie statt der Punkte oder Ebenen h6here 
Gebilde, z. B. Geraden oder Kugeln zu verwenden. In beiden Fallen 
wird unser gew6hnlicher Raum Trager einer vierdimensionalen Ge­
samtheit, denn sowohl die Geraden wie die Kugeln hangen von vier 
Konstanten abo F. KLEIN, der 1866-1868 PLUCKERS physikalischer 
Assistent war, hat PLUCKERS Werk zu Ende gefiihrt: "Neue Geometrie 
des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als 
Raumelement" (1868, 1869), in dem PLUCKER seine "Liniengeometrie" 
hauptsachlich in algebraischer Richtung aufgebaut hatte. Schon vorher 
ist die Liniengeometrie in Zusammenhang mit der geometrischen Optik 
insbesondere durch W. R. HAMILTON (1805-1865) und E. KUMMER 
(1810-1893) in differentialgeometri.scher Hinsicht entwickelt worden. 
HAMILTONS Abhandlungen sind 1828, 1830 erschienen und KUMMERS 
Schrift iiber unsern Gegenstand 1860. Spater ist die Liniengeometrie 
in innige und vielfache Beziehungen zur Flachentheorie gekommen 1. 

Hier 5011 eine Seite der Liniengeometrie behandelt werden, die auf 
einem sehr reizvollen "Obertragungsprinzip" von E. STUDY beruht, der 
in Bonn PLUCKERS geistiges Erbe verwaltet. 

§ 119. Duale Zahlen. 

STUDY hat gezeigt, daB man die (in dem eben genannten Sinn vier­
dimensionale) Liniengeometrie in einen merkwiirdigen Zusammenhang 
mit der (zweidimensionalen) Geometrie auf einer Kugelflache bringen 
kann, und zwar dadurch, daB man auf der Kugel eine besondere Art 
komplexer Punkte einfiihrt. 

1 Eine zusammenfassende Darstellung der Liniengeometrie bei K. ZINDLER: 

Liniengeometrie I, II. Leipzig 1902, 1906. Von demselben Geometer: Die Ent­
wicklung und der gegenwartige Stand der differentiellen Liniengeometrie. Jahres­
bericht Dt. Math. Ver. Bd.15, S. 185-213. 1906. Man vgl. ferner den 1921 er­
schienenen ersten Band der gesammelten Abhandlungen von F. KLEIN, Berlin 
1921. Ein i!.lteres Lehrbuch der Liniengeometrie ist das von G. KOENIGS: La geo­
metrie reglee et ses applications. Paris 1895. 
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Neben das System der gewohnlichen komplexen Zahlen a + ill 
mit i2 = - 1 tritt namlich in mancher Hinsicht gleichberechtigt das 
System der sogenannten "dualen Zahlen" A = a + eb des englischen 
Geometers W. K. CLIFFORD (1845-1879). Hier sollen a und b als reelie 
Zahlen aufgefaBt werden und die neue Einheit e der Rechenregel 
e2 = 0 geniigen. Wir nennen a den Realteil und b den Dualteil von A. 

Fiir Produkt und Summe zweier dualer Zahlen A = a + e b und 
A = ii + eb gilt dann 

(1) { A +_1 = (a + a) + : (b + b) 
A·A = aa+ e(ab + ba). 

In den Formeln (1) ist die ganze Definition der dualen Zahlen enthalten, 
indem zwei Paaren (a, b) und (a, b) auf zwei Weisen wieder ein reelies 

Zahlenpaar zugeordnet wird und zwar einmal {a + ii, b + b} als 

"Summe" und zweitens {aa, ab + bii} als "Produkt". Wir konnen e 
als eine HilfsgroBe ansehen, die auf Grund ihrer Eigenschaft 

e2 = 0 

nur eine bequeme Ubersicht iiber diese Zuordnungen vermitteln soli. 
Offenbar sind, da in beiden Verbindungen die Paare {a, b} und {a, b} 
ganz symmetrisch vorkommen, Summen- und Produktbildung' kom­
mutativ 

Die Gleichung 

[X = x + BY] 

ist in X eindeutig losbar, denn die Gleichungen 

sind in x und y eindeutig losbar. Wir schreiben dann natiirlich X = A-A 
und die Subtraktion ist eindeutig erkliirt. Erkliiren wir die Zahl 0 da­
durch, daB fiir jedes A gilt A + 0 = A , so muB 0 offenbar das Zahlen­
paar {o, 01 sein. Wie ist es nun mit der Umkehrung der Multiplikation ? 

A • X = A heiBt, wenn man die Zahlenpaare zedegt, 

ax= a, 

Diese Gleichungen sind nur .?ann na·;h x und y eindeutig losbar, wenn 
a =1= o. Die Division X = A : A ist also nur dann ausfiihrbar, wenn 
der Realteil des Nenners nicht verschwindet. Durch "rein duale" Zahlen 
{O, b.} darf man nicht dividieren. Hier weisen die Rechenregeln der 
dualen Zahlen eine Abweichung von denen der reellen Zahlen auf, 
denn bei diesen ist die Zahl 0 die einzige, durch die man nicht dividieren 
dad, wahrend bei den dualen Zahlen nicht nur das Paar {O, O} aus-
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geschlossen wird, das die Rolle der 0 spielt, sondern jede Zahl {O, b}. 
Die iibrigen Gesetze, z. B. die assoziativen Gesetze sowie das distribu­
tive Gesetz, sind erfilllt, aber natiirlich gilt hier nicht die Regel, daB 
ein Produkt nur verschwinden kann, wenn mindestens ein Faktor 
Null ist. Die Zahlen {O, b} sind "Nullteiler". Hinsichtlich des £ mit 
dem verschwindenden Quadrat £2 konnen wir sagen: Man rechnet 
mit den dualen Zahlen a + £ b so, wie mit Potenzreihen in £, die man 
nach den linearen Gliedern in £ abbricht. 

Als Co sinus und Sinus eines dualen Winkels (]> = g; + £ip erkHi.ren 
wir in Analogie zu den Verhiiltnissen bei gewohnlichen komplexen 
GroBen die Potenzreihen 

1P2 IP' 
cos (]> = I - 2T + 4T ... 

. IPS 1P6 
sm (]> = (]> - 3T + 5T .... 

Ersetzen wir (]> durch g; und ip, so haben wir: 

_ ( rp2 rp' ) 
cos (g; + £ g;) = 1 - 2! + 4! ... 

oder 

(la) cos (g; + £ Ip) = cosg; - £ Ip sing;. 

Diese Formel werden wir spater benutzen. 
Ebenso findet man 

(1 b) sin(g; + £Ip) = sing; + £lpcosg;. 

§ 120. STUDYS tibertragungsprinzip. 

Wir fiihren nun zunachst PL OCKERS Linienkoordinaten ein. Eine 
Gerade III sei durch zwei auf ihr liegende Punkte ! und t) bestimmt. 
Wir set zen 

(2) 

wo (! einen von Null verschiedenen und im iibrigen beliebigen Faktor 
bedeutet. Die sechs Komponenten ak, ak dieser beiden Vektoren sind 
PLOCKERS homogene Koordinaten der Geraden Ill. Sie sind offenbar 
an die Bedingung 

(3) an = 0 

gekniipft. Wir wollen nun, urn den Faktor (! festzulegen, iiberdies 

(4) 



264 Liniengeometrie. 

fordern, was im reellen Falle, auf den wir uns hier in der Regel be­
schranken, immer, und zwar auf zwei verschiedene Arten erreichbar 
ist. ]etzt konnen wir die beiden Vektoren a, a zur Kennzeichnung 
der gerichteten, d. h. mit einem Durchlaufungssinn versehenen Ge­
raden 2! nehmen, und zwar gibt der Vektor a die Richtung. In der 
Ausdrucksweise der Mechanik ist der zweite Vektor a das "vektorielle 
Moment" der in der Geraden 2! wirkenden Einheitskraft a urn den Ur­
sprung. Die Bedingung dafiir, daB ein Punkt r auf 2! liegt, ist 

(5) 

Wir berechnen den FuBpunkt ~. des Lotes yom Ursprung auf 2!. Es ist 

(6) a=axil. 

Tatsachlich liegt nach (5) dieser Punkt auf 2!, denn es ist nach (29) 
in § 2 

g X a = (a a) a - (a a) a = a, 
und andrerseits ist 

ag=O. 

Wir setzen nun nach STUDY 

(7) a +di = 1]( 

und fuhren damit den "dualen Vektor" 2! ein mit den Komponenten 

(8) k = 1,2,3. 

2! ist ein Einheitsvektor, denn wir haben wegen 

die Beziehung 

(9) 

a2 = 1, aa=O 

1]{2 = (a + e a)2 = a2 + 2 e a a = 1. 

In dieser Abbildung der Geraden des Raumes aut die dualen Punkte der 
Einheitskugell](2 = 1 besteht STUDYS Obertragungsprinzip, das vielleicht 
den wesentlichsten Inhalt seines groBen Werkes "Geometrie der Dy­
namen" (Leipzig 1903) bildetl. 

DaB diese dem ersten Anschein nach recht willkiirliche Zuordnung 
einen guten Sinn hat, sieht man sofort ein, wenn man nachrechnet, 
was dem inneren oder skalaren Produkt 1](2!* zweier Vektoren im 
Linienraun. entspricht. Wir setzen: 

2!=a+ea, 
(10) 

1](* = a* + e a* 
und finden: 

(Il) 1]( 2!* = a a* + e (a ii* + a* a). 
1 Vgl. dort besonders § 23, S. 195 und die Literaturangaben S. 207, 208. 
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Wir behaupten: Die beiden Bestandteile reehts sind Bewegungsinva­
rianten der beiden Geraden Ill, Ill*. Zunaehst ist namlieh aa* der Kosinus 
des Winkels rp der beiden gerichteten Geraden. Es bleibt also nur 
noeh die Bedeutung des Klammerausdrueks zu ermitteln. W1ihlen wir 
auf III zwei Punkte ~ und ~ + a = 1) und auf Ill* die Punkte ~* und 
~* + a* = t}*, so gibt die Determinante 

I Xl Xz xa 

(12) V= I YI Yz Ya 
I xt xr x: 
1 yt yr yr 

naeh ihren beiden ersten Zeilen naeh dem Determinantensatz von 
LAPLACE entwiekelt, gerade den gewUnsehten Ausdruek 

(13) v = a ii* + a* ii . 

Subtrahiert man in der Determinante die dritte Zeile von der vierten 
und dann die erste von der zweiten und dritten, so folgt 

(14) V=(a, ~*-~, a*), 

wo reehts eine dreireihige Determinante steht. Verlegt man die Punkte 
~ und ~* auf den Geraden Ill, Ill* in die FuBpuhkte des gemeinsamen 
Lotes, so erkennt man, daB 

(15) v = - qJ·sin rp 

ist, wenn ip die Lange dieses gemeinsamen Lotes, d. h. den kiirzesten 
Abstand der Geraden bedeutet. Dabei ware iiber die Vorzeiehen noeh 
eine geeignete Festsetzung zu treffen. In der Meehanik nennt man V 
das Moment der einen Geraden urn die andere. Sein Vorzeichen ist von 
der Reihenfolge der Geraden unabhangig, abhangig aber vom Sinn der 
gerichteten Geraden. 

Setzen wir 

(16) 

so ist wegen (Ia) nach (11) und (15) 

(17) 2( 2(* = cos lJ) = cos rp - e qJ sin rp • 

Der "duale Winkel" lJ) der Geraden Ill, Ill* setzt sich aus dem gewohnlichen 
Winkel rp und dem kurzesten Abstand Ij5 zusammen: 

lJ)=rp+elp. 

Insbesondere ergibt sich als Bedingung, daB sich zwei Geraden Ill, Ill* 
senkrecht schneiden. 

(IS) III Ill* = O. 
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Bezeichnen wir mit 
9t (A) und ~ (A) 

Real- und Dualteil der Zahl A, so haben wir nach (17) fiir Winkel 9' 
und kiirzesten Abstand q; der beiden Geraden m und m*, wenn wir den 
Fall paralleler Geraden fiir den Augenblick ausschliel3en; 

Es ist also 

(lSa) 

cos q; = 9t (m ~{*); 
- :i) (IX IX*) 

q; = 11 - DR (IX IX*)]2' 

9t (~{ 91*) = 0 

die Bedingung fiir die senkrechte Lage windschiefer Geraden und 

(ISb) 

die Bedingung fiir das Schneiden zweier Geraden. (Fiir 9t = ± 1, 
~ = 0 haben wir parallele Gerade.) 

Unterwirjt man jetzt die Einheitskugel m2 = 1 der Gruppe der dualen 
Drehungen, d. h. den orthogonalen Substitutionen mit dualen Koejjizienten, 
so entsprechen ihnen die Euklidischen Bewegungen des Linienraums und 
umgekehrt. Denn die Bewegungen des Raumes sind als stetige Gruppe 
von Transformationen dadurch gekennzeichnet, dal3 bei ihnen der 
duale Winkel zweier Geraden, also kiirzester Abstand und Winkel, er­
halten bleibt. 

Den so hergestellten Zusammenhang zwischen der dualen Geo­
metrie auf der Kugel und der Liniengeometrie wollen wir zunachst 
dazu benutzen, urn die geradlinigen Flachen zu untersuchen. 

Wir schicken noch die folgenden Bemerkungen voraus: 
Die Bewegungen des Linienraurns sind in den dualen Linienkoordi­

naten A durch die Substitutionsformeln 
3 

A,= .2 B,kAt 
k=l 

gegeben, wo die 9 dualen Koeffizienten den sechs Relationen 

s _ {I fUr k = 1 (= 1,2,3) 
i~B'kB'I- 0 ffir k+l 

geniigen. Denn es sind ja nach dem eben Gesagten die kongruenten 
Abbildungen des dualen Raumes der AI' A 2 , A a, die die Einheitskugel 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, den Vrsprung fest lassen. Wir 
hahen also formal dieselben Transformationen, wie in § 3 (35), (33) fUr 
die Vektoren. Fiir die Invariantenhildung kommen dann wieder die 
Satze des § 4 zur Anwendung. Soll das vollstandige System unah­
hangiger Invarianten einer Reihe von Geraden bestimmt werden, so 
sind diese durch die Reihe ihrer dualen Einheitsvektoren 

~{(1), ~{(2), m(3) ••• ~(p) 
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gegeben. Nach § 4 haben wir aus diesen Vektoren irgendwie die Hochst­
zahl linear unabhangiger Vektoren als Grundvektoren herauszugreifen 
und aus den Grundvektoren dann alle weiteren linear zu kombinieren. 
Das vollstandige System der unabhangigen Invarianten ist dann durch 
die Skalarprodukte der Grundvektoren und die Koeffizienten der Li­
nearkombinationen gegeben. Jede dieser Invarianten ist eine duale 
GroBe, bei Zerlegung in Real- und Dualteil gibt das jedesmal zwei un­
abhangige reelle geometrische Invarianten. Ein Vektor j8 laBt sich 
natiirlich aus drei linear unabhangigen 2((1), 2(2), m(3) in eindeutiger 
\V eise linear kombinieren: 

(19) 

mit skalaren dualen Koeffizienten Ai = Ai + e Ai' (19) gibt in Real- und 
Dualteil gespalten: 

{ 
b = Al a(l) -t- ~ a(2) + A3 a(3) 

(19a) b = ~1 a(l) + X2 a(2) + I3 a(3) + Al 0(1) + A2 0(2) + A3 a(3). 

Die se.::hs GraBen At, Ai sind Invarianten der vier Vektoren m(1), 
m'(2), m(3), j8. 

Die lineare Kombination des Paares der Dreiervektoren b, baus 
den sechs Vektoren a, ii nach Art von (19a) ist in eindeutig bestimmter 

Weise maglich. Zwar ist in der zweiten Gleichung 0 auf sehr viele Weisen 
durch die sechs Vektoren a, ii kombinierbar, aber nur auf eine Weise so, 
daB bei der Kombination die Koeffizienten der drei a dieselben werden 
wie die Koeffizienten der ersten Gleichung. Die ii substituieren sich bei 
einer Bewegung nicht wie Vektoren im strengen Sinne, im Gegensatz 
zu den a. 

§ 121. Geradlinige FHichen. 

Stellen wir den dualen Einheitsvektor 

(20) 2( = a (t) + e a (t) 
in seiner Abhanglgkeit von einem reellen Parameter t dar, so ist uns 
dadurch eine geradlinige Flache gegeben. Dabei wollen wir, urn das 
Stirnrunzeln des gestrengen Geometers zu vermeiden, dem dieses 
Biichlein gewidmet ist, ausdriicklich den Fall ausschlieBen, daB a und ii 
nur konstante Vektoren sind. Fiir den dualen Winkel zweier benach­
barter Erzeugender haben wir 

(20 a) dfP"= (dcp + ed7j;)2 = dm2 = (da + eda)". 

Daraus ist 

(21) 



268 

und in 

(22) 

Liniengeometrie. 

1 dip a'· a' 
d = dq; = To' 

haben wir die einfachste Differentialinvariante der geradlinigen Flachen. 
Die Invariante d pflegt man seit M. CHASLES (1793-1880) mit dem 
langweiligen Namen "Verteilungsparameter" zu belegen. Wir wollen sie 
kiirzer den "Drall" der Flache nennen. Der Ausdruck (22) fiir 1 : d wird 
nur bei den Zylindern a'2 = 0 unbrauchbar (wenn wir uns, wie erwahnt. 
auf Reelles beschranken). Sein identisches Verschwinden ist fUr die 
Torsen kennzeichnend. Die Zylinder schlieBen wir im folgenden aus. 
Geradlinige Flachen, die keine Torsen sind, hatten wir als "windschief" 
bezeichnet. Eine geometrische Deutung des Dralles folgt unten. 

]etzt fiihren wir ein unsre geradlinige Flache begleitendes Dreibein 
ein, das erst ens aus der Erzeugenden m: = WI besteht und zweitens aus 
der Geraden 

(23) 
~' 

W2 =p' 

endlich drittens aus der Geraden 

(24) 

Urn die geometrische Bedeutung von m:2 und Wa festzustellen, beachten 
Wlr, daB aus m: 2 = 1 durch Ableitung nach t 

(25) ~r~{' = 0 

folgt. Wir behaupten nun zunachst, daB Wa das gemeinsame Lot be­
nachbarter Erzeugender m: und ~r + m:' d t ist. Tatsachlich! Wir haben 
dazu nach (18) nur zu bestatigen, daB 

(26) 

ist, und daB m:a der Normierungsbedingung genugt: 

(27) 

Den Schnittpunkt r der drei Geraden unsres Dreibeins m:I , W2 , m:a. 
also den Punkt auf m:1 , der von der Nachbarerzeugenden die klfinste 
Entfernung hat, werden wir als "Kehlpunkt"l der Flache bezeichnen 
und den Ort ~ (t) dieses Punktes als ihre "Kehllinie". Statt Kehlpunkt 
und Kehllinie sagt man wohl auch "Hauptpunkt" und "Striktionslinie". 
m:a ist die Tangente unsrer Flache im Kehlpunkt, die zur Erzeugenden 
m:1 senkrecht ist. m:2 ist die Flachennormale im Kehlpunkt. Die Ebene 
durch m:1 , m:2 nennt man "Asymptotenebene" unsrer Flache. 

1 Dieser Kehlpunkt begegnete uns schOll im § 34. 
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Wir wollen nun die Ableitungen ~lk der drei dualen Vektoren ~k 
aus den mk linear aufbauen: 

(28) 

Aus 

(29) 

folgt durch Ableitung 

(30) 

d. h. die Matrix der akZ ist ~chiefsymmetrisch. Das Gleichungssystem 
(28) hat also die Form 

(31) 

~(~ = a 12 \)(2 - aal \){a , 

\)l~ = a23 m3 - a12 \)ll , 

~{~ = a31 m1 - a23 m2 • 

Nach (23) war aber m' = m~ = pm2 , es ist also au = P, a31 = 0, 
und es bleibt nur 

(32) 

zu berechnen. Aus (23) folgt durch Ableitung 

(33) 

und da andrerseits nach (24) 
I}{ x I}{' 

(34) ~{3 = m1 X \){2 = ----p -

war, so finden wir fUr a2a , wofiir wir Q setzen wollen, den Ausdruck 

(35) 
(I}{ I}{' I}{") (I}{ I}{' I}{") 

Q = pa = -1}{'2('-. 

Somit haben unsre Ableitungsgleichungen schlieBlich die Gestalt: 

(36) 

m~ = + P\){2, 

~(~ = - P m1 + Q ~{3 , 

~(~ = - Qm2 ; 

P = 1'2{'2, 

(I}{ I}{' I}{") 
Q=~-. 

Trennen wir hierin Reelles und Duales und setzen wir 

so finden wir, falls wir 

(38) 
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einfiihren, das Gleichungssystem 

(39) 

(40) 

j a~ = + pa2, 
a~ = - pal + q as , 
a; = - qa2; 

j a~ = + P a2 + p a2 , 
~~ = - ~ al + q ~s - P a1 + q as ' 
as = - q a2 - q a2 • 

Darin sind 

(41) 

- a'a' P= l/a'2, p 

(a a' a") 
q=-~, 

= 1 a'2 ' 

_. (n a' a") + (a il' a") + (a a' a") (a a' a") (a' a') 
q = a'l - 2 (a'I)2 

In diesen Formeln ist der Parameter, auf den wir die Regelflache be­
ziehen, noch nicht in invarianter Weise festgelegt. 

Fiir die "duale Lange" der spharischen Kurve S}{1 (t) erhaIten wir 
nach (36), (37) 

(42) f i2{~2dt = f Pd~ = f (P + ep) dt 

und fiir die duale Lange von 12(3 (t) 

(43) f-V2{~2dt=fQdt=f(q+eq)dt. 

Dabei blieb ein Vorzeichen willkiirlich. Somit sind die Integrale 

f pdt, fpdt, f qdt, fqdt 

I ntegralinvarianten unsrer geradlinigen Plache m: (t) 

Ferner findet man mittels der Formel (22) fUr den Drall d1 der 
Flache S}{1 (t) den Wert 

(44) 

p = 0 kennzeichnet dann die Zylinder. 
Urn den Drall geometrisch zu deuten, wollen wir uns jetzt noch die 

Geraden ;r. darstellen, welche zu der Erzeugenden 12{ = S}{1 senkrecht 
sind und die Nachbargerade m: + ds}{ = m: + S}{' dt schneiden, d. h. die 
Tangenten ;r. unscer Regelflache, welche von den Punkten von ~{ aus­
laufen und zu dieser Erzeugenden S}{ senkrecht sind. Setzen wir ::t als 
Linearkombination 
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mit dualen Koeffizienten At, A 2 , As an, so folgt aus ~mt = 0, daB 
At = 0 sein muB. Wegen ~~ = 1 gilt A~ + A~ = 1 und wir konnen 

~ = sin rp . m2 + cos rp ~{a 
mit 

sin rp = sin 91 + e 7p cos 91 ; cos rp = cos 91 - e 7p sin 91 

setzen. Soil ~ noch die Nachbargerade m + m'dt schneiden, so muB 
weiter nach (ISb): 

gelten oder nach (23) 

(44a) 

Spalten wir in Real- und Dualteil, so gilt: 

sin(j)· P = sin 91' P + e [sin 91' P + 7p cos 91' Pl. 
Die Bedingung (44a) fiihrt also mittels (44) auf 

(45) 
_ P 1 
If = - -tglP = - -tglP. P d1 

Somit haben wir fiir unsre von dem einen Parameter 91 abhangigen 
senkrechten Tangenten, wenn WIT den Fall der Zylinder p = 0 aus-
schlieBen: 

~ (91) = sin 91 02 + cos 91 Os 

+ e { sin 91 0'2 + cos 91 0'3 - d~ sin 9102 + :1 sin 91 tg 91 Os} • 

Fiir 91 = 0 ergibt sich offenbar die senkrechte Tangente ~{a im Kehl­
punkt. Nehmen wir nun irgend eine Tangente ~, so gilt 

(~ma) = cos (/J • 

Nach (17) ist also 91 der Winkel zwischen ~ und ma und 7p der kiirzeste 
Abstand beider Geraden. 

Zwischen beiden und dem Drall unsrer Flache besteht nach (45) die 
Beziehung 

(46) 

Da m das gemeinsame Lot von ~ und 91a ist, so hat man in 9J einfach 
den Abstand desjenigen Punktes M, in dem ~ Tangente ist, vom Kehl­
punkt, und 91 ist der Winkel, den die Tangentenebenen in M und im 
Kehlpunkt miteinander bilden. Die Formel (46) gibt uns also einen 
AufschluB datiiber, wie sich die Tangentenebene langs der Erzeugenden 
unsrer Regelflache dreht, wenn man vom Kehlpunkt urn die Strecke -
auf der Erzeugenden fortschreitet. Setzen wir 9J = 1, so haben wir 

d1 = - tglP 
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und damit die folgende geometrische Deutung des Dralles: 1st lp der 
Winkel zwischen der Tangentenebene unsrer Regel/lache im Kehlpunkt 
und der Tangentenebene in einem der beiden Punkte, die vom Kehlpunkt 
im Abstand 1 au/ der Erzeugenden gelegen sind, so ist der Drall unsrer 
Regel/lache gleich - tg lp. 

Entsprechend der Formel (44) fur den Drall der Fliiche ~l (t) finden 
wir fiir den Drall der Flache ~2 (t) 

I a~ii~ p:p+qq 
d2 a~2 pI + ql 

und schlieBlich fUr den Drall der Flache ~3 (t) 

(46 a) 

Um den Geschwindigkeitsvektor !' des Kehlpunktes ! zu gewinnen, 
beachten wir, daB ~3 die von (~l) bestrichene Flache in ! beriihrt, 
daB also 

(47) 

sein muB. Leiten wir andrerseits die Gleichungen 

(48) 

die aussagen, daB der Kehlpunkt ! auf ~l und ~3Iiegt, mittels (39), (40) 
und (47) ab, so folgt 

(49) a = q, b = p. 
Damit haben wir die gewiinschte Ableitungsgleichung fUr den Kehl­
punkt 

(50) 

und daraus 

(51) 

Aus (50) ergibt sich eine geometrische Deutung der Integralinvarianten 

Jqdt, Jpdt. 
Es ist namlich 

(52) 

die auf ~l gemessene Entfernung des Kehlpunkts von einer Kurve 
auf unsrer geradlinigen Flache (~l)' die die Erzeugenden ~l senkrecht 
durchschneidet, und entsprechend 

(53) 

die Entfernung von einer senkrechten SchnittIinie der ~{3. 
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p = 0 kennzeiehllet die Zylinder ~( (t). 1st P = 0, ohne daB p = 0 
ist, so hat ~ (t) naeh (44) unendlieh groBen Drall, also ist ~ (t) auf 
jeden Fall eine Torse, wenn p = 0 ist. Aus q = 0 folgt naeh (39) a~ = 0 
oder as = konst. Wegen al as = 0 bedeutet also q = 0, daB die Er­
zeugenden von ~1 (t) einer Ebene ("Richtebene") parallel sind. Es bleibt 
nClCh der Fall q = 0 zu untersuehen. 

1m allgemeinen, d. h, fiir P =+= 0, q =+= 0 entspreehen sich die Flaehen 
~(1 (t) und ~s (t) gegenseitig, d. h. jede besteht aus den kiirzesten Ab­
standen der Naehbarerzeugenden der andern. DaB namlich ~s das Lot 
von ~1 und ~1 + d~1 ist, driiekt sieh so aus [vgl. (36)]: 

(54) 

und die umgekehrte Beziehung durch 

(55) 

Beide Ausdriieke haben dabei einen guten Sinn, da die Realteile p, q 
der Nenner nieht versehwinden. Soil nun q = 0 sein, so hat ~s (t) naeh 
(46 a) unendlich groBen Drall, ist also eine Torse. ~1 (t) besteht aus 
den gemeinsamen Loten benachbarter Erzeugenden der Torse, also aus 
den Binormalen der von der Torse im allgemeinen urnhiillten Raum­
kurve. q = 0 bedeutet also, daB ~1 (t) in der Regel aus den Binormalen 
einer Kurve besteht. 

In dem Sonderfall p = 0 stee~t in unsrer Theorie der geradlinigen 
Flachen die Theorie der Raumkurven (q =+= 0) und gleichzeitig (f = 0) 
die der Kegel. 1m ersten Fall wird namIich naeh (50) !' = qa1 , !,2 = q2 
und somit naeh willkiirlieher Entseheidung iiber das Vorzeichen der 
Bogenlange s der Kehllinie 

s=jqdt. 
Die Formeln (39) bekommen also die Gestalt 

dOl P 
-d =+-=-a2, s q 

dOB P q 
ds' = - q a1 + q as, 

dOa q 
Ts=- q 02' 

Durch Vergleich mit den Formeln (71) von FRENET in § 9 ergeben 
sich somit fiir Kriimmung und Windung'von (~) die Werte 

1 p 1 q 
(56) e = q' T = q . 

Nebenbei bemerkt, kann man auBer unsern vier Integralinvarianten 
fiir geradlinige Flaehen leicht noch weitere bilden, so z. B. die von 

Blaschke, Differentialgeometrie I. 4. Auf!. 18 
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dem franzosischen Geometer G. KOENIGS betrachtete 

(57) f yppdt = f Ya'a'dt. 

Stellen wir einen beliebigen Punkt t) einer geradlinigen Flache, 
f\.usgehend von der Kehllinie 1; (t) in der Form t) = 1; + ra1 durch die 
Parameter r, t dar, so findet sich nach (39), (50) fiir das Bogenelement 
der Flache der Ausdruck: 

(581) dt)2 = dr2 + 2q.drdt + (P2 r2 + p2 + q2) dt2. 

Daraus folgt etwa mittels (42) in § 36 fiir das KriimmungsmaB 

K-- p { r }2 
- p2 r2 + pI • 

Langs einer Erzeugenden hat also K, wenn p, p + 0 sind, fiir r = 0, 
also im Kehlpunkt seinen absolut groBten Wert. 

Aus der Biegungsinvarianz von K (§ 45) folgt: Sind zwei wind­
schiele (K + 0) geradlinigeFlachen langentreu so auleinander abgebildet, 
daf3 sich die geradlinigen Erzeugenden entsprechen, so entsprechen sick 
auch die Kehllinien. Ferner: Dalur, daf3 zwei windschiele Fliichen derart 
auleinander abbildbar sind, ist notwendig und hinreichend, daf3 lur ent­
sprechende Erzeugende die Verhiiltnisse p: p : q ubereinstimmen. 

Merken wir uns zum SchluB noch einige F ormeln lur den Kehlpunkt ! 
einer geradlinigen FHi.che an. Set zen wir dazu 

); = cx1 a1 + cx2 a2 + CXs as , 

so gibt die Tatsache, daB 1; auf 2f1 liegt 

1; X a1 = aI' 
wobei 

1; X a1 = - CX2 as + CXs a2 • 

Multipliziert man mit a2 • so findet sich wegen ~ = 1. a2 QS = 0 das 
Ergebnis CXs = a201• 

Daraus durch zyklische Vertauschung 

(591) + ~ = (as 0.2) a1 + (a1 as) a2 + (a2 a1 ) as 

oder auch, da 2ft und 2(k (i =+= k) sich schneiden (ai(lk + aka; = 0) 

(592) - ~ = (a2 as) a1 + (as ( 1 ) a2 + (a1 ( 2 ) as· 

Mittels (39) und (40) ergibt sich weiter 

(59s) 

oder nach (6) 

(594) 

- . (aa'a') 
~=axa"1' ~a 

a'a' 
,. = a - --- a 1. e _ a'2 

1 Entsprechend dem hier Vorgetragenen 11!.13t sich besonders symmetrisch flir 
die nicht-Euklidische Geometrie eine Theorie der geradlinigen FI1!.chen aufstellen. 
Vgl. W. BLASCHKE: Math. Zcitschrift. Bd. 15, S. 309-320. 1922. 
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§ 122. Besondere geradlinige FHi.chen. 

Wir wollen von der vorhin entwickelten Theorie eine kleine Anwen­
dung machen, indem wir den Drall LI derjenigen geradlinigen Flache be­
rechnen, die von einer mit dem begleitenden Dreibein einer gegebenen 
geradlinigen Flache m (t) starr verbundenen Geraden @ beschrieben 
wird, 

Zu dem Zweck setzen wir den dualen Vektor @ linear aus den 
dualen Vektoren m1 , m2 , ma zusammen: 

(60) 

Dabei bedeuten die Gk feste duale Zahlen mit der Quadratsumme @2 = 1 .. 
Durch Ableitung folgt wegen (36) 

(61) @' = - G2 P~(1 + (G1 P - GaQ) ~(2 + G2 Q ~(a. 

Daraus ergeben sich nebenbei fUr die im Augenblick ruhende Gerade 
(@I = 0) die Bestimmungsstiicke 

(62) 

Ferner folgt aus (61) 

@'2 = G; p2 + (G1P - GaQ)2 + G;Q2 

oder wegen G~ + G2 + G2 = 1 
1 2 3 

(631) (lJ'2 = p2 + Q2 - (Ga P + G1 Q)2. 

Daraus durch Trennung des Real- und Dualteils: 

G,,=gk+egk' 
@=g+eg; 

g'2 = p2 + q2 - (gaP + gl q)2 , 

g'g' = P P + qq - (gaP + gl q) (ga P + gl q + g3P + gl q). 

So mit gilt fUr den gesuchten Drall LI : 

(64) 1 g'g' P15+QQ-(g3P+glq)(g3P+glQ+gaP+gd) 
7= g'g' = p2+Q2-(gap+glQ)2 

Suchen wir jetzt insbesondere die Geraden @ durch den Kehlpunkt 
! auf, fUr die der Drall unendlich groJ3, wird. FUr die Geraden durch 
~ sind die gl.; = 0; denn die gk bedeuten die Drehmomente von @ urn 
die mk • Somit findet sich die Bedingung 

(65) 

Das ist die Gleichung eines Kegels zweiten Grades durch ~. Fragen 
wir nun: Fur weiche Flachen m (t) behiilt dieser Kegel, dessen Erzeugende 
Torse11,. beschreiben, Gestalt und Lage innerhalb des Dreibeins ~{" (t) bei? 

18* 
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Nach (65) ist offenbar dafiir notwendig und hinreichend, da6 p: q 
und p: q langs 5H (t) konstant (also unabhangig von t) bleiben. Wir 
wollen nun die geometrische Bedeutung der Bedingungen p: q und 
p: q = konst. ermitteln. p: q = konst. bedeutet, daB die Erzeugenden 
m: (t) mit einer festen Richtung einen festen Winkelbilden. In der Tat: 
Nimmt man in (61) die Realteile, so erhalt man 

(66) 

Daraus folgt, daB die im Dreibein feste Richtung 

(67) P 
g3 = -Vp2+ q2 

auch im Raum fest ist (0' = 0), was sich leicht umkehren laBt. Aus (51) 
folgt andrerseits, daB p: q = kOI)st. diejenigen geradlinigen Fliichen 
kennzeichnet, fur welche die Kehllinie mit der Erzeugenden m: (t) einen 
festen Winkel bildet'. Da sowohl die Richtung (67) wie die Tangenten­
rich tung t in der Ebene durch 5H1 und 5H3 liegen, ist auch der Winkel 
zwischen t (50) und der raumfesten Richtung (67) unveranderlich. 
In der Ausdrucksweise von § 18 heiBt das: Die Kehllinie ist eine 
Boschun,gslinie. 

Da 02 auf der fest en Richtung und auf !' senkrecht steht und die 
Hauptnormale ~2 einer Boschungslinie nach § 18 dieselbe Eigenschaft 
hat, so konnen wir ~2 = 02 setzen. 

Gehen wir jetzt umgekehrt von einer Boschungslinie ! (t) aus --und 
konstruieren dazu eine von unsern geradlinigen FHichen 5H (t), die ! (t) 
zur Kehllinie hat, so muB wegen ~2 = 02 die Beziehung bestehen: 

(68) 0 1 = ~1 cos{} + ~3 sin {}, {} = konst. 

Daraus folgt durch Ableitung mittels der Formeln von FRENET aus § 9 

(69) 
, _ I: (COS f) sin If ) ° c,; -----1- 2 (! T' 

Somit ist 

(70) 

Also ist die Kurve ! (t) auf der Flache 

(71) 

tatsachlich Kehllinie. Umalso eine geradlinige Flache mit p : q = konst., 
p: q = konst. zu. konstruieren, braucht man nurd~trch die Punkte ! einer 
Boschungslinie die Erzeugenden mit der Richtung 

a = ~l cos {} + ~3 sin {}, {} = konst. 
zu legen. 
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Dabei ist der Winkel -0 so zu wahlen, daB die Richtung a nicht 
raumfest ausfaIlt. Das Dreibein der ~k ist mit dem der ak starr ver­
bunden. Eine Gerade @, die mit den 2{k starr zusammenhangt, ist also 
auch mit den ~k in unveranderlichem Zusammenhang. Somit gibt es 
bei jeder Boschungslinie einen mit dem begleitenden Dreibein der ; 
starr verbundenen Kegel mit der Spitze im Kurvenpunkt, dessen Er­
zeugende bei der Bewegung des Dreibeins Torsen umhillien. Diese Eigen­
schaft ist fiir die Boschungslinien kennzeichnend. Damit sind wir auf 
ein von P. ApPELL herriihrendes Ergebnis zuruckgekommen i . 

Nach (60) ist fiir beliebige geradlinige Flachen die Gerade 

(72) ~ (t) = Q 2ll + P 2la 
lPs + QZ 

das, was dem spharischen Kriimmungsmittelpunkt auf der dualen 
Kugel entspricht, also etwa die "Krummungsachse" der geradlinigen 
Flache 2{ (t). ~ (t) konnte man dann die Evolutenflache zu 2{ (t) nennen. 

Setzt man in ~ fur 2{I' 2{3' P,Q die Werte aus (23), (24), (36) ein, 
so erhalt man: 

(2l2l' 2l") 
Q = 2l'2 • 

Bezeichnet man den dualen Winkel zwischen ~{und }B mit 

e = -0 + 8 -0, so erhalt man aus (72): 

ct e = ct -0 _ 6 D = 9 = (2l 2l' 2l") . 
g g sins f) P (2l'2)";" 

ctg-D- = .!L p 

§ 128. Strahlensysteme. 

Eine Gesamtheit von Geraden, die von zwei wesentlichen Para­
metern abhangt, nennt man ein "Strahlensystem" oder eine "Kon­
gruenz". Wir wollen den Einheitsvektor 2( als Funktion zweier reeller 
Parameter'll, v darstellen. 

(74) 2{ = a (11, v) + 8 it (u, v) 

und haben so ein Strahlensystem gegeben. Das duale Bogenelement 

d2{2 = {(au dl£ + a" dv) + 8 (au du + a" dv)}2 

(75) = (a~du2 + 2au a"dudv + a;dv2) 

+ 28 {au a" du2 + (a" av + av a,,) du dv + av a" dV2) 

1 P. ApPELL: Arch. Math. Phys. (I) Bd. 64, S. 19-23. 1879. 
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kiirzen wir so ab: 

d~(2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 
(76) 

=edu2 + 21dudv + gdv2 + e{edu2 + 27dudv -+ gdV2} 

indem wir set zen : 

E=e+ee, F=I+e/, G=g+eg; 

(77) e = o~, 1= au a", g = a;; 
e = 2ouau, 1= auav + avau, g = 2a"0,,. 

Wir werden im folgenden die "zylindrischen" Strahlensysteme, 
d. h. solche, deren spharisches Bild a (u, v) auf eine Kurve zusammen­
schrumpft (eg - 12 = 0), ausschlieBen. 

Urn die Abhangigkeit zwischen den beiden quadratischen Diffe­
rent alformen 1 

1= edu2 + 21dudv + gdv2 , 

II = edu2 + 2/dudv +gdv2 
(78) 

aufzufinden, brauchen wir nur hinzuschreiben" daB die duale Differen­
tialform 1+ ell das GAuszsche KriimmungsmaB Eins hat. Mittels 
der Formel (138) in §58 erMlt man: 

e eu e" 

(79) 1=-4~4 I lui" -2~{a: e.-:/u_it/·-:/,,}, 
g gu gv 

w2 =eg-f2 

und eine zweite, etwas Hingliche Formel 

(80) 

wo 

+ ~{.i.. e t • - tu _.i.. t. - gu} _ ~{.i.. e, - t~ _ .i..1. - gu} 
w dv w au w 2w av w au w 

+ ~f.i..h e.- I" _ ~ h'.- gu} 
w liJv watt w ' 

4h=e g - 2If+g e 
eg - r 

gesetzt ist. 

1 Diese Formen hat systematisch zuerst G. SANNIA zur Grundlage der diffe­
rentialgeometrischen Behandlung der Strahlensysteme gemacht (Math. Ann. Bd .. 68, 
S.409-416. 1910), nachdem schon K. ZINDLER beide Formen eingefiihrt hatte_ 
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)Ian kann (SO) mittels (79) noch ein wenig umformen. 
Ubertragt man auch die Ableitungsformeln (135) (§ 57) von GAUSZ 

auf den vorliegenden Fall, indem man (fiir ! = ~ = ~) nach (77) 

E=-L=e+se, 
F=-M=I+sl, 
G=-N=g+sg 

setzt, so sieht man z. B., daJ3 durch die Grundformen I, II mit den 
Bedingungen (79) und (SO) das Strahlensystem im wesentlichen be­
stimmt ist. 

Untersuchen wir den Drall d der geradlinigen Flachen, die durch 
eine Gerade ~ unseres Systems hindurchgehen und aus Systemgeraden 
bestehen! Wir finden 

(81)~ = a' ii' _ (au dft + a. dv) (iiu du + ii. dv) =~. e du2 + 2/ du dv + "it dv 2 

d a'2 - (a u du+a.dv)2 2 edu2 +2Idudv+gdvl ' 

Genau durch die entsprechenden Betrachtungen wie in §§ 44, 46 erhalt 
man fiir die extremen Werte von daIs Funktion der IIFortschreitungs­
richtung" du: dv die Formeln: 

(82) 

und dataus 

(2 e - ed) du + (2 I -td) dv = 0 

(2 I -Td) du + (2 g - gd) dv = 0 

- -
4(e g - 12) - 2 (e g - 2ft + g e) d + (e g - 12) d2 = 0 

oder 

(83) 1-2hd+kd2 =O, 

(84) 

(85) 

Dabei sind die Nenner + 0, wenn das Strahlensystem nicht zylindrisch 
ist, wie wir angenommen hatten. Aus (82) folgt ferner durch Entfernung 
von d fiir die IIHauptrichtungen" du: dt' 

I - ! 

I (edu + Idv) Cedu + Idv): 

(86) (tdu + gdv) (tdu + gdv) 1=0. 
Da die Differentialform I> 0 definit ist, so sind die geradlinigen 
Flachen, die der Bedingung (86) geniigen, stets reell. Diese Flachen, die 
den Kriirnmungslinien entsprechen, k6nnte man wohl als "Hallpt­
Iliichen" bezeichnen. 
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Aus (86) folgt, wenn wir den Ausnahmefall, daB die Differential­
formen I, II linear abhangen, auf spater (§ 127) verschieben, daB 1 = 0 

und 1 = 0 wird, sobald man die Hauptflachen zu Parameterflachen 
u, v = konst. nimmt. 

Merken wir noch an, wie sich die Formeln (79), (SO) in diesem Fall 
vereinfachen. Wir finden: 

(87) 1- __ 1_{_iJ e~ + ~gul 
- 2w av w au w I' 

(88) 4h=2-{~2he~-e~+~2hgu-gu}. 
w av w iJu w ' 

wo jetzt zur Abkiirzung gesetzt ist: 

(89) 

Dazu kommen die Ableitungsformeln nach § 57 (136), (137): 

~{,," = + :i ~(" - :~ ~tI - E~r. 

(90) (11 _ E~ (11 + Gu Sl1 
U,," - + 2E u" 2G .ttl I 

mu = - ~i ~,,+ ~~ ~{" - G~(. 
Die einzigen Integrierbarkeitsbedingungen fiir das System (90) sind 

dann die Gleichungen (87) (88). 1m § 129 wollen wir diese Grundglei­
chungen der Theorie der Strahlensysteme invariant schreiben. 

Durch die Differentialgleichung 

(91) II = edu2 + 21dudv + gdv2 = 0 

sind nach (81) die Torsen definiert, die in unserm Strahlensystem ent­
halten sind. Wahrend die Hauptflachen. stets reell sind, k6nnen die 
Torsen auch imaginar sein (e g - 12 > .0). 

§ 124. Ubertragung der Integralformel von GAusz-BoNNET 
auf Strahlensysteme. 

Nach O. BONNET driickt sich die Gesamtkriimmung eines einfach 
zusammenhangenden Flachenstiickes folgendermaBen durch ein Rand­
integral aus (§ 76): 

f K·do+ f~: =2n. 

Wir wollen diese Formel auf den Sonderfall eines Flachenstiicks auf 
der Einheitskugel K = + 1, ~ =! anwenden, wo die geodatische 
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KriimmuIJg nach § 68 (6) durch den Ausdruck erk11i.rt ist: 

(92) 

Wir finden jetzt 

(93) f do + ~ (t~,r) dt =2n. 

Diese Forme! wollen wir dual erweitern und auf ein Stuck eines 
Strahlensystems anwenden, dessen sphlirisches Abbild ein einfach zu­
sammenhiingendes Stuck der Einheitskugel ist. Wir haben zunachst 

(94) !do=!!yEG-F2dudv=!!(1+2eh)feg-f2 dudv 

oder, wenn wir das Flachenelement des spharischen Bildes 

(95) (aaua,,)dudv= yeg-f2 dudv=dw 

einfuhren, 

(96) J do = J (I + 2eh)dw. 1 

Ferner ist 

(97) f (~~'~") dt =fQdt 
~'B ' 

wenn wir wie in (36) 

(98) 
(21~' ~") 

Q = -'--~='=I----'-

setzen. Somit ist 

(99) f (I + 2eh)dw + ~Qdt = 2n 

oder, wenn man Realteil und Dualteil trennt, 

(100) 

(101) 

fdw+~qdt=2n, 

-2fh.dw = ~qdt. 
Hieraus folgt: Die Strahlensysteme mit h = 0 haben die kennzeich­

nende Eigenschaft, daf3 aUf ihnen das Integral 

(102) Jqdt 

nicht vom Wege abhiingt. 

Diese Strahlensysteme mit h = 0 sind niehts anderes als die von 
uns schon in § 51 betrachteten Normalensysteme. Es folgt das sofort 
aus der Una,bhiingigkeit des Integrals (102) vom Wege und aus der in 
§ 121 aus (50) entnommenen geometrischen Deutung dieses Integrals. 

1 Das tiber ein Strahlensystem erstreckte Doppelintegral J "d ()) dilrfte zu­
erst von E. CARTAN betrachtet worden sein. Bull. Soc. Math. France Bd. 24, S. 140 
bis 177. 1896. (Vgl. § 133, Aufg.24.) 
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§ 125. Brennflachen eines Strahlensystems. 

Nehmen wir e g -72 + 0, so k6nnen wir die Torsen zu Parameter­
fHi.chen machen, wenn wir das Strahlensystem analytisch voraussetzen 
und uns nicht scheuen, gegebenenfalls (k> 0) imaginare Parameter­
flachen zu verwenden. Fiir die Kehlpunkte der Torsen, d. h. fiir die 
Beriihrungspunkte mit dem Hilllgebilde, haben wir dann nach (59h 

(113) 

- (a a au) 
:t =axa+-u-a 
01 a;' 

32 = a X a + (aa~,a.) a. 
a; 

Nun ist in unsrem Fall e = g = 0 und somit nach (77) 

(114) 
(a au a,,) (a au au) = + (a~) (a" au), 

Daraus folgt 
- + (a. au) 

51=aXa -(--la, a au a. 

- (au a.) 
52 = a X a - (a au ar) a, 

(115) 

(11 (au a.) + (a. au) 7 
32 - 51 = - (aaua.) a = - (a au a.) a. 

(117 D'I + 32 - 1 (au a.) - (a. au) 
m=-2-=axa--2 ( ) a. aa" a. 

Von der letzten Formel sieht man sofort, daB sie von der Parameter­
wahl nicht abhangt, denn es ist 

118) - - o(a, a) o(a, a) o(UI, vI) 
( au a., - at! au = -;--( ) = -~ (--) -~-( -) . 

C/ u, v u Ul' VI u 11, V 

2\fan nennt die Punkte 5k die "Brennpunkte" des Strahls ~ unseres 
Systems; ihren Mittelpunkt m den "Mittelpunkt" des Strahls ~. Fiir 
die Entfernung der Brennpunkte folgt aus (116) 

eg- f2 
11l9) (52 - 51)2 = - ---III = - 4k. 

e g - I 

wenn wir die Formel gleich invariant schreiben. 
1m allgemeinen werden die Punkte 51 (u, v), 52 (u, v) Flachen be­

schreiben. Da bei unsrer speziellen Parameterwahl 

(120) 

ist [die Flachen u, v = konst. sind Torsen], so liegt die Richtung a 
unseres Systemstrahls in den Tangentenebenen, die durch die Vektoren 

(121) iJ31 iJ3k 
""(J!t, dv 
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bestimmt sind, wenn au x a" =+= o. Die 5 ystemstrahlen sind also im. all­
gemeinen gemeinsame Tangenten der beiden "Brennlliichen" ak (u, v). 

Fiir spater merken wir uns die bei beliebigen Parametern giiltigen 
Formeln fiir die Brennpunkte an: 

(122) 

(123) 

cr=m±ay-k, 
- 1 au n. - a. au 

m = a x a - -2 ( ) a. a a" a. 

§ 126. Formeln von HAMILTON und MANNHEIM. 

Urn das Verhalten eines Strahlensystems in der Nahe eines Strahls 
einfach zu beschreiben, WOlle"ol wir an dieser Stelle die Parameter u, v 
so wahlen, daB sie zu den Hauptflachen (§ 123) gehOren, so daB I = 0, 

I = 0 wird und daB in diesem Punkte e = g = 1 ausfillt. Den Ursprung 
wollen wir in den Mittelpunkt m unsres Strahls verlegen. Dann wird 
schlieBlich, wenn dl , d2 die Dralle der Hauptflachen bedeuten, 

(124) 
au au = 1, 

au au = 1 : d1 , 

au a" = 0, a" a" = 1, 

a"a" = 0, a" a" = 0, avav = 1 :d2 • 

Unsre Formel (81) fur den Drall einer Systemflache vereinfacht sich zu 

1 1 
- dtt! + -dv2 
dl da 

du2 + dv2 

Fiihren wir endlich den Winkel 0: der Asymptotenebenen (§ 121) ein: 

du: dv = cos 0:: sin 0:, 

so wird: 

(125) 1_1 2 +1. 2 
-d - T cos Ot T sm Ot. 

I 2 

Diese Formel fiir die Dralle aller geradlinigen Flachen eines Strahlen­
systems durch einen Systemstrahl hat A. MANNHEIM 1872 angegebenl. 

Fiir die Kehlpunkte unsrer geradlinigen Flachen haben wir 
nach (59)3 

! = a x a + r a, 
(a, au du + a. dv, au du + n. dv) 

r= 
(a" du + a. dv)2 

oder wegen der Normierung (124) unsrer Koordinaten, wenn man 

1 A. MANNHEIM: Liouvilles J. (2) Ed. 17, S. 126. 1872. 
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Zahler und Nenner von r nach dem Multiplikationssatz fiir Deter­
minanten mit (OOUOl1) multipliziert, 

(dl - dz) du dv 
r=-:-=--~~:---:---~;;:­dl dz (dUB + dVB) . 

Fiihrt man wieder den Winkel ot ein, so folgt 

(126) dl - dz . 2 
r =-2d d SIn ot. 

I 2 

Dieser Zusammenhang zwischen dem Winkel ot der Asymptotenebenen 
und der Entfernung r des Kehlpunktes vom Mittelpunkt mist zuerst 
von W. R. HAMILTON 1830 gefunden worden 1. 

Die Punkte auf unserm Systemstrahl, die den Werten 2 ot = ' n: 2 
entspr;echen: 

+ dl- dB r= ---
- 2dl dz 

werden wohl als "Grenzpunkte" bezeichnet. Aus der Formel von MANN­
HElM erkennt man anch die Gestalt der geradlinigen Flache, die von 
den gemeinsamen Loten unsres Systemstrahls mit seinen Nachbar­
strahlen erfiillt wird 2. 

§ 127. Isotrope Strahlensysteme. 

Die Differentialgleichung (86) der Hauptflachen versagt, wenn 

(127) e : j : g = e :7 : g 
ist. Solche Strahlensysteme mit der kennzeichnenden Eigenschaft, daB 
aIle (reeUen) SystemjIiichen durch einen Systemstrahl dort denselben Drall 
besitzen (vgl. Formel (81)), nennt man nach A. RIBAUCOUR isotrop3. 

Legen wir fiir das spharische Bild 0 (ft, v) isotherme Parameter 
(vgl. § 85) zugrundc: 

(128) dOl = ).2 (du2 + dv2), 

so konnen wir nach (76) setzcn: 

(129) d&2 = A2 (du2 + dv2), A = ). (1 + e #); 

(130) 

j e = ).2, 

8=2).2#, 

t = 0, g = ).2; 

t = 0, g = 2 ).2#. 

I (0 au 0.) = ).2, 

k = #2, h = #. 

I W. R. HAMILTON: Transact. of the Irish Ac. Bd. 15. 1828 und Bd. 16. 1830. 
2 Vgl. § 133. Aufgabe 3. 
a A. RIBAUCOUR: Etude des elassoides ou surfaces a. courbure moyenne nulle. 

M~m. cour. Bd. 44. Briissel 1881. Der Ausdruck "Elassoid" fiir MinimalfHlche hat 
sich nichi eingebiirgert. 
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Es gilt der Satz: Alle Systemtliichen eines isotropen Strahlensystems 
d1trCn denselben Systemstrahl haben dort denselben Kehlpunkt. 

Fur ein isotropes Stra.hlensystem ist namlich d1 = d2 und daher 
nach der Formel (126) von HAMILTON r = O. Umgekehrt ist die ge­
fundene Eigenschaft fiir die isotropen Strahlensysteme kennzeichnend. 
Denn aus (126) folgt, daB r nur fiir d1 = d2 unabhangig von oc sein 
kann; und dann ist nach der Formel (125) von MANNHEIM auch d 
unabhangig von oc, also das Strahlensystem tatsachlich isotrop. 

Stellen wir unter Verwendung des Bogenelements (129) fiir die iso­
tropen Strahlensysteme die Hauptformeln zusammen. Es ist das Krum­
mungsmaB 

(131) 1 ({)2 ()2 ) 
- A2 au2 + [)--;2 19 A = 1. 

Beachtet man, daB 

(132) 19 A = 19 A + S fl, 

so folgt durch Abtrennung des Realteils 

(133) 
1 ( a2 [j2 \ 

-12 au' + av2 JIg A = I, 

(134) 

Aus (90) folgt 

2luu = + ~u 9(u - ~. ~(" _A2 ~{, 

(135) ru A. ru Au~ 
ztu " = + A ztu + A zt", 

~{,," = _ ~u 2lu + ~v W,,_A2~1. 

Durch Trennung der reellen und imaginaren Teile ergibt sich daraus 

+ Au Av ~2 
auu·= Tau - T a" - II. a, 

(136) A. + )'u 
au" = + Tau T a" *, 

Au + A. ~2 atl" = -Tau T all- II. a; 

(137) 

- ~2 Au - A. - '2 -au = - flu au + fltl a" - 2 II. fl a - Tau + T all - II. a. 
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§ 128. Beziehungen der isotropen Strahlensysteme 
zu den Minimalflachen. 

Aus (123) folgt wegen 1= aua" + a"nu = 0 fiir den Mittelpunkt m 
der Brennpunkte 

(138) - au a. - + a. au 
m=axa-~a=axa ~a. 

Wir wollen daraus die Ableitungen mu und m" ermitteln. Wir finden 

(139) - - + - _ au u a. + au au. 2 au a. )... _ a .. a. 
mu - au x a a X au ).2 a + ).S a ).2 a" 

Zerlegen wir diesen Vektor nach den drei paarweise senkrechten Rich­
tungen a, au, a", so erhalten wir 

(140) _ ( -) _ a .... a. + au au. + 2-au a. ). .. mu a - a au a ).2 ).S. 

Beachten wir, daB nach dem Multiplikationsgesetz fur Determinanten 

(a au a) (a au a,,) = A2 (a au a) = A2 a" a 
oder 

(aaua) = a"a 

ist, und rechnen wir das zweite Glied rechts in (140) mittels der Ab­
leitungsformeln (136), (137) urn, so finden wir 

mua = -p,,,, 

wenn wir beachten, daB wegen an = 0 durch Ableitung a"a + ao" = 0 
ist. Entsprechend findet sich 

und somit ist 

(141) 

Ebenso erhalten wir 

(142) 

Es ist 

muau = 0, mua" = A2p, 

(143) (a mu m,,) = A2 p,2, 

fiir A + 0 und p, + 0 beschreibt also der Mittelpunkt m eine Flache. 
Diese Mittenflache steht nach RIBAUCOUR in einer merkwiirdigen Be­
ziehung zur Kugel a2 = 1. Es ist namlich: 

(audu + a"dv) (mu du + m" dv) 

(144) = (audu + a"dv){(- p,,,a + p, al)} du + (P,ua - P, au) dv} = 0, 

d. h.: Entsprechende Linienelemente der Kugel a (u, v) und der Mitten­
Ilache m (u, v) stehen auleinander senkrecht. 
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Umgekehrt konnen wir zeigen: Entspricht eine Plache m (u, v) der 
Einheitskugel a (u, v) unter Orthogonalitat zugeordneter Linienelemente, 
so bilden die Strahlen durch m mit der Richtung a eine isotrope Kon­
gruenz. 

Wir wollen die Kugel a (u, v) auf ein isothennes Parametersystem 
beziehen, so daJ3 

(145) 

wird und die Bedingungen (136) gelten. Dann folgt aus der Voraus­
setzung 

(146) 

daJ3 sich m", m1) in der Form darstellen lassen: 

m" = IX a + fl a1) , 
mv = f3 a - fl au· 

(147) 

Unter Beriicksichtigung von (136) ergibt dann die Integrabilitats­
bedingung mU 1) = m1) u das Gleichungssystem 

IX = - flv' f3 = + flu 

fluu + flvv = - 2.A,2 fl· 
Setzen wir j etzt 

a =a, ii = m X a, 

so bekommen wir fiir das Strahlensystem dieser Geraderi 2{ das duale 
Bogenelement 

.A,2 (1 + 2 e fl) (du2 + dv2 ). 

Darin ist die Bestatigung unsrer Behauptung enthalten, daB dieses 
Strahlensystem isotrop ist. 

Errichten wir jetzt auf jedem Systernstrahl 2{ im Mittelpunkt m 
die senkrechte Ebene und bestimmen wir die Hiillflache dieser Ebenen! 
Es gelten fiir den Beriihrungspunkt ! nach (141), (142) die Gleichungen 

(148) 

(! - m) a = 0, 

(! - m) au = m" a = - flv' 

(! - m) av = m1) a = + flu 

und daraus ergibt sich fiir den Beriihrungspunkt 

(149) 

UntersucheQ wir jetzt die Brennflachen! Nach (122), (130) beschreibt 
der Punkt 
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eine dieser BrennfHi.chen, deren Tangentenebene durch III geht, also 
in laufenden t) die Gleichung 

(t)-m, a, (m+i,ua)u)=O 
oder 

(t) - m, a, (m + i,u a),,) = 0 

besitzt. Beides gibt nach (141), (142) wegen 

a x (a" + i au) = - au + i a" 
(150) (t) - m) (au - i a,,) = O. 

Da (au - ia,,)2 = 0 ist, ist demnach diese Ebene isotrop Wld somit 
die Brennflache eine isotrope Torse, also im allgemeinen die Tangenten­
flache einer isotropen Kurve. Urn den Beriihrungspnnkt t) mit der 
umhiillten Kurve zu ermitteln, brauchen wir nur die GleichWlg (150) 
bei festem t) zweimal nach U oder v abzuleiten und finden unter Be­
achtung der Gleichung (150) selbst mittels (136), (141), (142) 

(151) (t)-m)a =ip" 

(152) (t) - m) au = i(,uu + i ,u,,). 

Aus (150) und (152) folgt 

(153) (t) - m) a" = ,uu + i ,u" 

und aus (150) bis (153): 

(154) . . flu + i fl" ( . t)=m+t,ua+t ,1.2 au-ta.). 

Der konjugiert imaginare BrennpWlkt m - i,ua beschreibt die kon­
jugiert imaginare Torse, und wir erhalten den konjugiert imaginaren 
Beriihrungspunkt mit dem Hiillgebilde 

(155) . . flu - i fl~ ( . 
3 = m - ~ ,u a - 1 ,1.2 au + t atl )· 

Vergleicht man nun die Formeln (154), (155) Wld (149), so ergibt sich 

(156) 

Da nWl t) Wld 3, wenn sie nicht beide fest sind, isotrope Kurven durch­
laufen, so beschreibt nach (156) ~ im allgemeinen eine Minimalflache 
(§ 106 (7)). 

Die M ittelebenen der Strahlen eines isotropen Strahlensystems um­
Millen in der Regel eine Minimal/lache (RIBAUCOUR 1880). 

Diese Minimalflache schrumpft nur dann auf einen einzigen Punkt 
zusammen, wenn t) und 3 im Raume festliegen, wenn also die Brenn­
fiachen unsres Strahlensystems mit den isotropen Kegeln zusammen­
fallen, die diese Punkte zu Spitzen haben. 



§ 129. Grundformeln der Strahlensysteme in invarianten Ableitungcn. 289 

Umgekehrt gilt: 

Bringt man die konjugiert imaginiiren T angentenebenen zweier kon­
jugiert imaginiirer isotroper Torsen zum 5chnitt, so ist die Gesamtheit 
der 5chnittgeraden ein isotropes 5trahlensystem. 

Ohne Rechnung ist das so einzusehen. Bringt man alle Paare von 
Tangentenebenen der beiden Torsen zum Schnitt, so erhalt man neben 
den reellen auch noch die imaginaren Strahlen unsres Systems und 
erkennt sofort, daB die im System enthaltenen Torsen in die Tangenten­
ebenen der gegebenen Torsen fallen. Die spharischen Bilder aller Strahlen 
einer solchen isotropen Ebene fallen in die Punkte einer geradlinigen 
Erzeugenden der Kugel a2 = 1, also in eine isotrope Gerade der Kugel. 
Aus dem Verschwinden der quadratischen Form II fiir eine System­
flache folgt also das Verschwinden des Bogenelements des spharischen 
Bildes. D. h. die Differentialformen I und II haben gemeinsame Null­
linien und daher ist 

e:j:g=e:j:g. 

Das war aber die Definitionseigenschaft der isotropen Strahlensysteme. 

§ 129. Grundformeln der Strahlensysteme in 
invariant en Ableitungen. 

Wie im Kap. 5 die Flachentheorie, wollen wir jetzt auch die Strahlen­
systeme in invarianten Ableitungen behandeln. Wir denken uns dabei 

das System auf die Hauptflachen bezogen: F = j = 1 = O. Dabei 
mussen wir dann allerdings die isotropen Strahlensysteme von der Be­
trachtung ausschlieBen (vgl. § 127). Wir definieren jetzt die invarianten 
Ableitungen einer Ortsfunktion 5 im Strahlensystem durch die Formeln: 

(156a) 

Fur die zweiten gemischten invarianten Ableitungen 51:l und 521 gilt 
jetzt entsprechend 

512 + q51 = 521 + q5:l' 

wo jetzt die Invarianten q und q durch 

1 e~ 
q =2-;(i' 

1 g. 
q= 

2 gye 

erklart sind. Wir wollen jetzt die Gleichungen (90) invariant schreiben. 
Zu dem Zweck spalten wir (90) in Real- und Dualteil: 

Blaschke, Differentialgeometrie 1. 4. Auf!. 19 
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1 etl 1 e. 
au u = 2 e au - -2 g a" - e a, 

1 e. 1 g" 
au" =28 au + 2g a", 

a =-~g"a +~§~a -gao 
"" 2 e u 2 g" , 

_ 1 etl - 1 e. - - + 1 (C" c e,,) a =--a ---a -ea - - -- a uu 2 e u 2 g " 2 e el u 

(156b) 
1 (c. "it e.) -- 2 g - ga av - e a, 

- 1 e. _ + 1 g" _ + 1 (Cn C e.) a = - - a -- -. a - - - - a 
u II 2 e u 2 g" 2 e e. u 

+ ~ (g" _ g gu) a 
2 g .ga 11' 

- 1.g,,-+l g.- - l(g" C?u) 
all" = - 2 ;- au 2 g- a1l - g a - 2 8 - ~ au 

1 (g. Ii g.) -+2 g--y a1l -ga. 

Nach (156a) gilt jetzt: 

au = fe a.. a" = fi a9 , 

+ 1 e" 
auu = eau 2 Ye al ' 

,/- 1 e 
auv = reg a19 +2 ~a1' 

)e 

- r;;; +~ g" a" u - 1 e g a91 2 Jig a9 • 

+ 1 g. 
a"" = g a99 2" l' gall ' 

und genau dieselben Gleichungen bestehen, wenn wir iiberall die a 
durch die a ersetzen. 

Setzen wir das in (156b) ein und fiihren die Abkiirzungen ein: 

(157) 
c 

r=8' 
- g r =-, 

g 

so erhalten wir die Ableitungsgleichungen: 

au = - q as - a , 
a12 = q a2 , 

a21 = q ai' 

a22 = - q a1 - a; 
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all = - q ail - a + i r. a. - [irs + q (r - ;)] all - r a, 

als = + qas + ! r 2 a. -/- i r• ail' 

a21 = + qal -/- !rlla. + irlall , 
ail! = - g iiI - a - [!;. + q (; - r)] a. + P:il all - ; a, 

Urn die Bedingungen (87) und (88) der Integrierbarkeit in invarianter 
Schreibweise zu bekommen, brauthen wir wieder nur von den zu dem 
System (156b) gehOrigen Bedingungen 

(157a) 

am + q 0.11 = am + q a.2 ' 

ail12 + qall1 = all!. + gOil!!' 

om + q all = am + g aJ2 ' 
am + q as. = am + q ailil 

auszugehen. Ersetzen wir in (157a) alle hOheren Ableitungen der a, a 
durch die a, af , a!, a, ai' a2 , selbst nach (156b), so erhaIten wir aus 
jeder Gleiehung (157 a) eine Linearkombination der a, a., ail' a, a., al!. 
Hier miissen dann nach (19a) die Koeffizienten einzeln verschwinden. 
AuBer vielen Identitaten fiihrt das auf die zwei wesentlichen Be­
dingungen 

qi. -/- qs + q2 -/- q2 + 1 = 0 , 

rS! + rll + q (2r2 - ;il) + q (2,. - r.) 

+ 2r (qil + q2 + 1) + 2r (q. + q2 + I) = 0, 

von denen die erste (87) und die zweite (88) entspricht. 

Nach (84) (85) (157) hangen die r, r mit den Drallen d1 und d2 der 
HauptfHichen nach 

2 
r=-' 

d" 1 

_ 2 
r=­

da 

zusammen. r und r sind die zwei Invarianten des Strahlensystems von 
erster und r., ril , 'I' 'il' q, q die sechs hinzukommenden unabhangigen 
Invarianten zweiter Ordnung. Well wir die isotropen Stra:hlensysteme 
ausschlieBen, gilt r - r 9= o. r + r = 0 kennzeiehnet die Normalen· 
systeme, rr == 0 die Strahlensysteme, bei denen die Torsen, d. h. bei 
denen die beiden Brennflachen zusammenfallen. Die Formen 

sind jetzt die Bogenelemente der spharischen Bilder der Hauptflachen, 
und die invarianten Ableitungen werden langs der HauptfHl.chen nach 
diesen Bogenelementen genommen. Es ist nieht schwer, die Formeln 
aufzustellen, mittels derer man von beliebigen Parametern aus zu 

19* 
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diesen linearen Differentialformen und den invarianten Ableitungen 
gelangt. Man verfahrt ahnlich wie in § 621. 

Fur die Verwendung der Grundformeln dieses Abschnitts mussen 
wir uns merken, daB fUr die Skalarprodukte der Grundvektoren nach 
(77) die folgenden Beziehungen gelten. 

00 = 0101 = a2aj! = I, 001 = aall = alall = 0, 

(I57b) 
_ _ 1 

a a = 0, a1 0 1 = 2" r , 
.. 1 _ 

a!!all = "2" 

a al + a 01 = a all + a O2 = 0, Cllo!!+alaj!=O. 

Die Kenntnis der einzelnen Skalarprodukte 001, a a!!, 0 1°2 usw. ist 
nicht notig, da nach § 120 bei invariant en geometrischen Problemen 
immer nur die in (I57b) auftretenden Kombinationen derselben auf­
treten. Anwendungen der Formeln dieses Abschnitts finden sich in den 
Aufgaben 26 und 27 des § 133. 

§ 130. Darstellung der isotropen Strahlensysteme durch 
stereographische Linienkoordinaten. 

Wir wollen jetzt die Theorie der isotropen Strahlensysteme neuer­
dings begrunden, und zwar mittels eines Verfahrens, das im wesent­
lichen auf J. GRONWALD (1876-1911) zuruckgeht. Dieses Verfahren 
hat den Vorteil, eine auBerst einfache Darstellung der isotropen 
Strahlensysteme zu ergeben, die mit den Formeln von WEIERSTRASZ 
fur Minimalflachen (§ 107) nahe zusammenhangt. Dafiir muB man den 
Nachteil volliger Unsymmetrie in Kauf nehmen. 

Benutzen wir die Formeln (10) von § 107, urn die Punkte 2! der 
dualen Einheitskugel 2{2 = 1 auf die dualen Punkte einer Ebene stereo­
graphisch abzubilden. Wir set zen dementsprechend fUr die Koordinaten 
Ak von 2!: 

(158) 

und umgekehrt 

(I58a) 

2H 
Al = 1 + (H2-+ 52)' 

25 
A2 = 1 + (HZ + 5Z) , 

1- (HZ + 52) 
Aa = I + (HZ + 52) 

1 Eine Differentialgeometrie der Strahlensysteme unter Verwendung des in 
Bd. II dieser Vorlesungen auseinandergesetzten "Ricci-Kalkiils" findet sich bei 
M. M. SLOTNICK: Math. Zeitschr. Ed. 28, S. 107-115. 1928. 
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Die rechtwinkligen Koordinaten R und 5 fassen wir jetzt zu einer 
komplex-dualen Verbindung zusammen, indem wir die R-, S-Ebene 
als Zahlenebene von GAUSZ ansehen: 

(159) R+iS=T. 

Setzen wir 

(160) R = r + e r, 5 = S + f S, T = t + e t , 1 

so haben wir also 

(161) 
t=r+is, 

t=r+is, 

wo r, s, r, s reelle und t, t gewahnliche komplexe Zahlen sind 2 • 

Wir kannen nun das Paar komplexer Zanlen t, t als Koordinaten 

fiir unsre gerichtete Gerade ~ verwerten. Man kannte t, t vielleicht 
als stereographische Linienkoordinaten bezeichnen. Dann gilt der Satz: 

Die isotropen St1ahlensysteme sind durch eine analytische Beziehung 

zwischen den stereographischen Linienkoordinaten t, t gekennzeichnet 
(J. GRUNWALD). 

Zum Nachweis berechnen wir den Drall einer geradlinigen Flache. 
. -

die dadurch gegeben sein mage, daB t, t als komplexe Funktionen 
einer reeUen Veranderlichen vorgeschrieben sind. Es ergibt sich aus 
(158a) wegen ~2 = 1 

(162) /~~a = '(dR2 + dS2 = '(dr2 + ds2 (1 + e dr :r~! ::zdS). 
Nun gilt fiir den Drall d nach (22) 

(163) ld~ = ydcii {I + ~} = lda2 {I + e (~ _ ~)} 
I+Aa (l+aa)(l+I~:J l+aa d l+aa 

Bildet man in (162) und in (163) den Quotienten aus dem mit e be­
hafteten und dem von e freien Teil, so ergibt sich durch Gleichsetzen 
der beiden Quotienten 

(164) ~ = ~+ drdr+dsds 
d 1 + aa drs + ds l 

SoU nun T (r, s), 5 (r, s) ein isotropes Strahlensystem sein 3, so ist 

1 Die neuen GroBen i, r haben nichts mit den Invarianten r, ;; des vorigen 
Paragraphen zu tun. 

S Wegen dieser Zuordnung vgl. man J. GRtlNWALD: Monatsh. Math. Phys. 
Bd.17, S. 81-136. 1906 und W. BLASCHKE: Ebenda Bd. 21. S. 201-306. 1910. 

a Bei einem nicht-zylindrischen Strahlensystem konnen wir immer r, s als un­
abhangige Veranderliche nehmen. 
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dazu nach § 127 notwendig und hinreichend, daB der Drall d einer 
Systemflache unabhangig von der Fortschreitungsrichtung dr: ds aus­
fallt. Es muB also 

(165) 
Oy 'Oy as) Os 

d d - + d d- -ar dr2 + (-os + -or drds + -os ds· r I' s s \ 
""drs + ds2- - dr2 + dsS 

unabhangig von dr: ds werden. Dazu ist notwendig und hinreichend 
das Bestehen der Gleichungen von CAUCHY und RIEMANN: 

(166) 
ay os 
-~ - -- = 0 or os ' 

Oy + as = 0 
os or . 

Diese Gleichungen sagen aber tatsachlich aus, daB t = r + is eme 
analytische Funktion von t = r + is ist, w. z. b. w. 

Daraus folgt, daB durch Transformationen von der Form 

(167) 

und 

(168) 

r* + i s* = q; (r + is, r + is), 

r* + i s* = 'IjJ (r + is, r + is) 

r* - i s* = q; (r + is, r + is), 

r* - i s* = 'IjJ (r + is, r + is), 

wo q; und 'IjJ analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenz­
bereich sind, die isotropen Strahlensysteme wieder in solche iibergefiihrt 
werden. Dnter geeigneten Voraussetzungen laBt sich iiberdies zeigen, 
daB diese Eigenschaften fiir unsre Transformationen kennzeichnend sind. 

Hier'fiir sei ein Beweis von A. OSTROWSKI mitgeteilt. Setzen wir 

r + i s = t, r - i s = 1'; 

r+is=t, r-is=T, 
(169) 

dann konnen wir von unsern Transformationen annehmen, daB sie sich 
in der Form schreiben lassen: 

(170) 
t* = r* + i s* = q; (t, t; 1', i), 
- -
t* = r* + is* = 'IjJ(t, t; 1', "i), 

wo q;, 'IjJ analytische Funktionen ihrel vier Veranderlichen sind, zwischen 
denen keine identische Abhangigkeit besteht. Set zen wir dann 

t=/(t), i=!(1'); 

wo ! eine reelle analytische Funktion bedeutet, so muB nach Voraus­

setzung zwischen t* und t* ':!ine analytische Abhangigkeit bestehen, 
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wenn t und't" konjugiert imaginar sind, und daher muB die Funktional­
determinante 

o(t*, t*) I CPt + CPt It, cP~ + CPT I~ I (171) - -0 
o (I, or) - "Pt + "Pt It> "P~ + "PT t. t = t(t) -

T~f(') 

sein. Da die reelle analytische Funktion I belie big ist, folgt, daB die 
analytische Funktion 

I cP, + cP~ z, CP. + CPT C I 
"P, + "Pt z, "P. + "PTC I 

in den sechs Veranderlichen t, t, z; 't", T, C verschwindet, wenn die 
letzten drei zu den ersten drei konjugiert-imaginar sind. Daraus folgt 
aber durch analytische Fortsetzung, daB die Funktion iiberhaupt iden­
tisch verschwindet. Denn ist z. B. 

co (r + i s, r - i s) = 0 

fiir reelle r, s, so folgt daraus auch das Verschwinden fiir komplexe r, s. 
Somit folgt das Verschwinden der vier Funktionaldeterminanten 

o(rp,1p) = 0 o(rp,1p) = 0 
0(/, or) 'o(t,'i') , 

0(!,1p) = 0, 0(!,1p) = O. 
o(t,or) o(t,'i) 

(172) 

Ware nun im Gegensatz zu den Annahmen (167), (168) das Funktionen­
paar cP, "P etwa von dem Paar t, :r: von Veranderlichen abhangig, so 
folgte aus den beiden oberen Gleichungen in (172), die linear in CPt, "Pt 
sind, und aus den beiden linken Gleichungen (172), die in CP., "P. linear 
sind, auch noch 

(173) 

Nach (172), (173) waren aber die Funktionen cP, "P voneinander ab­
hangig entgegen der Voraussetzung. 

Damit ist also gezeigt: SoU durch eine analytische Zuordnung 

(r, s, "T, s) -+ (r*, s*, "T*, s*) 

jeder analytischen Beziehung zwischen r + is und r + is wieder eine 
solche zwischen r* + is*, r* + is* entsprechen, so mup die Zuordnung 
die Form (167) oder (168) haben1• 

Zur Giiltigkeit des Beweises sind ziemlich erhebliche Voraus­
setzungen iiber die Existenzbereiche der auftretenden analytischen 
Funktionen erforderlich. 

1 Das hat schon E. STUDY behauptet: Sugli enti analitici, Rendiconti di Pa­
lermo ·Bd. 21, S. 345-359. 1906. Fiir seinen etwas allgemeineren Satz hat STUDY 
dem Verfasser 1921 einen Beweis mitgeteilt. 
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§ 131. Weitere Formeln fUr stereographische 
Linienkoordinaten. 

Wir wollen in (158) die reellen Bestandteile absondern und er-
halten so: 

(174) 

(175) 

Darin bedeuten 6 

a I a2 = I + y2 + 52 ' 

I - (y2 + ,2) a - -,----:-'--;;---;; 
3 - 1+ y2 + 52 , 

- br+c s 
a = 2 I + y2 + 52 • 

und c die Vektoren 

1+ y2+ 52' 

(176) 

II - y2 + 52 

- 2Y5 6 ----1+ y2 + S2' 

I -2Y5 

1+ y2 + 52' 

1+ y2 _ 52 

C 1 + y2 + 52' 

-2r -25 
1 + y2 +52 ' 1 + r2 + S2 • 

Die drei Vektoren a, 6, c bilden ein orthogonales Dreibein von Ein­
heitsvektoren 

(177) a X 6 = c, 6 x c = a, C x a = 6. 

Aus dieser Darstellung der Vektoren a, ii folgt: Die stereographischen 
Linienkoordinaten haben folgende Bedeutung: t = r + is gibt die Rich­
tung, und zwar ist t RIEMANNS komplexe Zahl auf dem sphiirischen Bilde. 

t = r + is legt die Lage des Strahls im Bundel gleichsinnig paralleler 

Strahlen fest, und zwar ist die Gau/3sche Zahlenebene der t iihnlich ab­
gebildet auf das Feld der Schnittpunkte der Strahlen des Parallelbundels 
mit einer dazu senkrechten Ebene. 

Diese Deutung unsrer Koordinaten k6nnen wir benutzen, urn mit 
ihrer Hilfe eine einfache Abbildung aus der Gruppe (167) darzustellen, 
die schon RIBAUCOUR betrachtet hat und die wir J{urz als "Schwen­
kung" bezeichnen wollen. 1st 2( ein Strahl, so wird der entsprechende 
2(* nach folgender Vorschrift gefunden: Man lege durch den Ursprung 
den zu 2( gleichsinnig parallelen Strahl 2(0 und schwenke 2( urn die 
Achse 2(0 durch einen positiven rechten Winkel nach 2(*. In stereo­
graphischen Linienkoordinaten schreibt sich diese "Schwenkung" 
offenbar so: 

- -
(178) t* = t, t* = it· 
oder ausfiihrlicher: 

(179) 
r* = r, s* = s; 

r* = - s, s* = + r 
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und in den Vektoren a, ii folgendermaBen: 

(180) a* = a, ii* = a X Ii. 

Geben wir nun eine geradlinige Flache, d sei ihr Drall und 1 die 
Entfernung yom FuBpunkt des Lotes aus dem Ursprung auf eine Er­
zeugende bis zum Kehlpunkt dieser Erzeugenden. Dann ist nach (22) 
und (593): 

(181) 
1 
d 

(aa'a') 
l=--­a'2 

Uben wir auf diese Flache die Schwenkung aus, so finden wir fiir die 
transformierte FHiche 

(182) 
1 
--= -I d* , 

1 
l* = + d-' 

Die Forme! (164) fiir d ki:innen wir jetzt wegen (166) auch so schreiben: 

(183) 
1 rr+ss ii 
d = - 2 1 + 1'2 + S2 + ~ d t ' 

wenn ~ den Realteil heraushebt. 

Fiir die Schwenkung folgt daraus nach (179) 

(184) 
1 y s - 5 Y . de 

d* = -l = - 21 + 1'2 + 52 + ~t lit· 
Somit ist 

(185) 
Ys-sr .de 

1 = 2 1 + y2 + 52 - ~ ~ dt . 

Hierin steckt, daB alle Systemflachen durch einen Strahl eines iso­
tropen Strahlensystems denselben Kehlpunkt haben und, daB dies die 
isotropen Strahlensysteme kennzeichnet, was wir frillier anders be­
wiesen hatten (§ 127). 

§ 132. Zusammenhang mit der Theorie der MinimalfHichen 
von WEIERSTRASZ. 

Urn jetzt wieder auf die Minirnalflachen :lU komrnen, bernerken wir 
zunachst folgendes. Man kann die (reellen, eigentlichen und gerichteten) 
Strahlen eineindeutig auf hindurchgehende isotrope Ebenen abbilden. 
Dazu setzen wir die Gleichung einer durch den Strahl 2( laufenden iso­
tropen Ebene in der F orrn an: 

(186) 
(g -in)! = 02 , 

g=axii. 
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Zunachst geht namlich diese Ebene durch den FuJ3punkt a des Lotes 
vom Ursprung auf ~!, dann geht sie durch a wegen -

(g - ia) a = 0 

und schlieJ31ich ist sie· isotrop wegen 

(g - ia)2 = o. 
Wir wollen nun die Ebenengleichung (186) auf unsre stereogra­

phischen Linienkoordinaten umrechnen. Wir finden aus (175) wegen (176) 

(187) - cr-bs 
\! = a x a = 2 1 + 1'1 + s2 • 

Daraus ist 

(188) g-iii=2I:~~SI(C-ib). 
Ferner ist nach (175) 

_~ P+S2 
(189) a- = 4 (1 + 1'2 + s2)2· 

Durch Einsetzen in (186) erhalten wir schlieBlich fiir unsre isotrope 
. Ebene durch den Strahl m die Gleichung 

(190) - i (1 -- t2) Xl + (1 + t2)X2 + 2i txs = 2t~ 
Unsre stereographischen Linienkoordinaten bestimmen also aufs ein­
fachste die isotrope Ebene und vermitteln den Zusammenhang zwischen 
den Strahlen und isotropen Ebenen. 

Aus (190) ist der Zusammenhang zwischen isotropen Strahlen­
systemen und isotropen Torsen klar erkennbar: Jeder ana)ytischen 

AbMngigkeit der komplexen Koordinaten t, t entspricht im Linien­
raum ein isotropes Strahlensystem und· andrerseits eine durch die 
Strahlen des Systems hindurchgelegte, von einem komplexen Para­
meter abhangige Schar isotroper Ebenen, die eine isotrope Torse um­
hilllen, d. h. im allgemeinen die Tangentenflache einer isotropen Kurve. 

Set zen wir 

(191) t = t (t). 
so geht unsre Forme! (190) genau in die Forme! (177) von § 23 iiber, 
die wir der integrallosen Darstellung der isotropen Kurven zugrunde 
gelegt hatten. Wir haben daher nach (178) § 23 fiir den Beriihrungs­
punkt t) mit der (im allgemeinen) umhiillten isotropen Kurve: 

.(- dt I-t2 d21) 
Yl = ~ t - t lit - -2-dt2 , 

(192) ( 
- d t 1 + /2 d 2 i) 

Y2 =. t- t dt + -2-dt2 , 
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Nennen wir den konjugiert imaginaren Punkt &' so ergibt sich fiir den 
Mittelpunkt ! von t) und & das Formelsystem (9) von § 107 fiir die 
Minimalflache ! (r, s). Die umhilllte isotrope Kurve t) (t) und infolge­
dessen auch die Minimalflache ! (r, s) schrumpft auf einen Punkt zu-

sammen, wenn t ein in t quadratisches Polynom ist. Hingegen gibt es 
auch in diesem Faile ein zugehOriges isotropes Strahlensystem, das im 
allgemeinen aus den Erzeugenden einer konfokalen Schar von Dreh­
hyperboloiden, im besonderen aus einem Strahlenbiindel besteht. 

§ 133. Bemerkungen und Aufgaben. 

1. Bewegungsparameter von STUDY. Die Drehungen urn einen Punkt kann 
man nach EULER auf zwei Arten durch Parameter darstellen, erstens durch die 
"EULERschen Winkel" und zweitens in symmetrischer Form durch die homogenen 
Parameter von EULER. 'Obertr1l.gt man die zweite Art von Parametern mittels des 
'Obertragungsprinzips (§ 119) auf den Linienraum, so erhalt man die von STUDY 
eingefiihrten Parameter fiir die Bewegungen im Raume EUKLIDS. Vgl. E. STUDY: 
Math. Ann. Bd. 39, S. 441-566. 1891. 

2. Parallele geradlinige Flachen. Zu einer geradlinigen FBiche 2{ (t) konstruiere 
man die "Parallelfl1l.che" 2{* (t), wobei 

(193) 

und €I = fj + e if. konstant ist. Zwischen den zugeMrigen Gr611en (§ 121) hesteht 
die Beziehung: 

P* = P cos fj - q sin fj, 

(194) 
q* = P sin {} + q cos {}; 

p* = p cos {} - q sin {} - if (+ p sin {} + q cos (}), 

q* = p sin {} + q cos {} - i) (- p cos {} + q sin (}) . 

Es ist das die 'Obertragung des Begriffs der sph1l.rischen Parallelkurven auf den 
Linienraum. Man kann auch dem Begriff der spharischen Kurven konstanter 
Breite ein r1l.urnliches Gegenstiick gegeniiberstellen und zwischen den Integral­
invarianten einer derartigen zu sich selbst parallel laufenden geradlinigen Fliiche 
Beziehungen herleiten. 

3. Zylindroid. Die gemeinsamen Late zwischen einem Strahl eines Systems 
und allen Nachbarstrahlen des Systems bilden im allgemeinen eine geradlinige 
FI1l.che dritter Ordnung, die man als Zylindroid zu bezeichnen pflegt. Man ver­
gleiche etwa K. ZINDLER: Liniengeometrie II, S. 82. Leipzig 1906. 

4. Ein Satz von P. APPELL tiber das Zylindroid. Fallt man von einem beliebigen 
Punkt auf die Erzeugenden eines Zylindroids die Late, so ist der Ort der Full­
punkte stets eine ehene Kurve. Dadurch sind die Zylindroide unter den nicht zy­
lindrischen geradlinigen FI1l.chen gekennzeichnet. P. ApPELL: Bull. Soc. Math. 
France Bd. 28, S. 261-265. 1900. Die Fragestellung ApPELLS h1l.ngt aufs innigste 
mit einer von G. DARBOUX zusammen, n1l.rnlich nach allen stetigen Bewegungs­
vorg1l.ngen eines starren K6rpers, wobei jeder Punkt des K6rpers eine ebene Bahn 
beschreibt. Comptes Rendus Bd. 92, S. 118. 1881. 

5. Ein Gegensttick zum Satz von MEUSNIER. Die Kriimmungsachsen (§ 122) 
aller Systemfl1l.chen eines Strahlensystems, die sich 11l.ngs einer Erzeugenden be­
riihren, bilden ein Zylindroid. Dabei sind natiirlich die Krtimmungsachsen ge-
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meint, die zur Beriihrungserzeugenden gehoren. Auch zum Satz von EULER iiber 
die Kriimmungen der Normalschnitte einer Flache gibt es bei Strahlensystemen 
ein Gegenstiick, das von den Kriimmungsachsen der Systemflachen mit Richt­
ebene handelt. Indessen ist dieser Satz etwas verwickelt. 

6. Strahlensysteme mit einer einzigen Brennflache. Durch das Verschwinden 
der Invariante k sind die Systeme mit einer einzigen Brennflache gekennzeichnet. 
Es umhiillen in diesem Fall die Torsen des Strahlensystems eine Schar von Asym­
ptotenlinien der Brennflache. Man vgl. etwa G. KOENIGS: These 1882 oder G. 
SANNIA: Math. Ann. Bd. 68, S.414. 1910. 

7. Dichte eines Strahlensystems nach KUMMER. Urn einen Punkt t eines 
Systemstrahls, senkrecht zu diesem, legen wir ein Flachenelement do. Das spha­
rische Bild aller durch do gehenden Systemstrahlen erfiille das Flachenelement 
dw der Einheitskugel. Dann nennt man nach KUMMER: 

(195) 
dw I 
To=k + (!2 

die Dichte des Strahlensystems an der Stelle t. Zwischen der Dichte und der In­
variante k (vgl. § 123) besteht die hingeschriebene Beziehung, wenn (! die Ent­
fernung von t auf dem hindurchgehenden Systemstrahl bis zu dessen Mittelpunkt 
(§ 125) bedeutet. E. KUMMER: Crelles J. Bd. 57, S. 189-230. 1860; bes. S. 208 u.f. 
Es sei die Rechnung kurz angedeutet. Einen Punkt auf einem Strahl 21 unsres 
Systems kann man in der Form!! + ra ansetzen und findet fiir das von ihm be­
schriebene Flachenelement 

(196) 
do = «a + r a)u, (a + r a)., a) dtt dv - -

= (au + rau • a. + ra., a)dttdv. 

Durch Division mit dem entsprechenden Element dw der Kugeloberflache folgt 
nach einer Umrechnung 

do (au a. a) (au a. a) + (au a. a) 
- = --=-=-- + - r + 1'2 
dw (au a. a) (au a. a) 

(197) = c g - (au 0.) (a. au) + (al< 0.) - (a. au) r + r2 

e g - f2 (au a. a) 

=cg-f2 +{r+ (Uu o.)-(a.au)}2=k+ 2. 
e g - f2 2 (au av a) (! 

8. Divergenz eines Strahlensystems. Denken wir uns in jedem Punkt eines 
Strahls (a, 0) eines Systems den Einheitsvektor a abgetragen, so ist dadurch ein 
"Vektorfeld" erklart. AIs Divergenz eines Vektorfeldes ak (Xl' X2 , Xa) bezeichnet 
man den Ausdruck 

oa l oaa oaa -+-+-
oXI oX2 axa ' 

Fiir die Divergenz des eben erklarten Feldes findet man den Wert 

(198) (! 
2-k--Z ' 

+(! 

wo k und (! dieselbe Bedeutung wie in der vorhergehenden Aufgabe haben. 

9. {ther die Gesamtkrummung eines Strahlensystems. Man dehne die Integral­
formel (§ 124 (101)) 

- 2 J h d w = fq dt 

auf geradlinige Flachen mit Kanten aus. 
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10. Synektische Strahlensysteme. Nach dem Vorbild einer analytischen Funk­
tion einer komplexen Veranderlichen kann man die "synektischen Funktionen" 
einer dualen Veranderlichen erklaren. Man findet 

(199) /(tt+ ev)=t(u)+ evt'(ft). 

Gibt man den dualen Einheitsvektor m als derartige Funktion vor 

(200) ~ (u + ev) = m (u) + e v m' (u), 

so ist dadurch ein zylindrisches Strahlensystem erklart, das man nach STUDY 
wieder "synektisch" nennt. Man zeige, daB diese Strahlensysteme aus den Nor­
malen einer Torse bestehen. E. STUDY: Geometrie der Dynamen, S. 305 u. f. 

11. tiber isotrope Strahlensysteme. Man ermittle zu einer gegebenen Minimal­
flache alle zugehorigen isotropen Strahlensysteme, die die Minimalflache zur Ein­
hiillenden der Mittelebenen haben, und gebe die einfache Konstruktion an, die 
von einem dieser Systeme zu irgend einem andern fiihrt. A. RIBAUCOUR: Briissel 
memo cour. Bd.44. 1881. 

12. Strah1ensysteme von BIANCHI. Wenn h und k konstant sind, so haben 
die BrennfHichen festes KriimmungsmaB. L. BIANCHI: Annali di matematica (2) 
Bd. 15 (1887). 

13. Strahlensysteme von GUICHARD. Das duale Bogenelement dm2 eines 
Strahlensystems lasse sich auf die Form von TSCHEBYSCHEFF bringen: 

(201) d~l2 == du2 + 2 F du dv + dv 2• 

Dann ist also e = g = 1, Ii = g = O. Man zeige, daB die Torsen des Systems die 
Brennflachen in Kriimmungslinien beriihren. C. GUICHARD: Ann. de l'Ecole nor­
male (3) Bd.6, S.333-348. 1889. 

14. Synektische Transformationen des Strahlenraumes. In den Linienkoordi· 
naten R = " + er, S = s + es von § 130 schreibt sich eine synektische Trans­
formation in der Form 

R* = t (R, S) = / (Y, s) + e {~: r + g~ s}, 
(202) 

S* = g (R, 5) = g (Y, s) + e {~! r + ~: s }, 

wo / und g synektische Funktionen im Sinne der Aufgabe 10 sind. Man zeige, daB 
diese Transformationen die synektischen Strahlensysteme unter sich vertauschen. 

10. Dual konforme Abbildungen. Vnter den synektischen Abbildungen (Aufg. 14) 

sind die dual-konformen enthalten, die sich in der Veranderlichen T = t + et so 
schreiben lassen: 

(203) T* =F(T) =F(t) + eF'(t).e, 

wo F eine Potenzreihe mit komplexdualen Koeffizienten bedeutet. Die "Winkel­
treue" dieser Abbildungen auflert sich so: 1st d cp + edrp der duale Winkel zweier 
N achbarstrahlen, d cp* + f: d rp* der der entsprechenden, so ist 

(204) 

(205) 

dcp* + e dip* = (a + eb){dcp + e dip), 

dip* dcp 
d cp* = ti rp + a , 

wo a, b nur vom Orte, nicht von der Richtung abba,ngen. Die Transformationen 
(203) gehoren zu den Transformationen (167). J. GRtiNWALD: Monatsh. Math. 
Phys. Bd.17, S. 118 U. f. 1906. 
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16. Die dualen Kreisverwandtschaften. Eine Untergruppe der dual-konformen 
Abbildungen entsteht, wenn wir fur F eine lineargebrochene Funktion nehmen: 

(206) T*= AT+B 
CT+D' 

Dieselbe (12gliedrige) Gruppe von Transformationen des Linienraumes kann man 
auch auf anderem Wege erhalten: Man unterwerfe die isotropen Ebenen den 
komplexen EUKLIDischen Bewegungen, dann entspricht diesen Transformationen 
der isotropen Ebenen vermoge der Abbildung von § 132 auf die Strahlen im Linien­
raum die Gruppe (206). Man vergleiche dazu neben der eben genannten Arbeit 
von J. GRttNWALD noch E. v. 'WEBER: Leipz. Ber. Bd. 55, S. 384-408.1903 und 
W. BLASCHKE: Monatsh. Math. Phys. Bd.21, S. 201-308. 1910. 

17. Dual flachentreue Abbildungen. Eine andere Untergruppe der in Auf­
gabe 14 besprochenen synektischen Abbildungen sind die, bei denen das duale 
Flll.chenelement der Kugel 2{1 = 1 erhalten bleibt. Man beweise, daB diesen Trans­
formationen Abbildungen der Strahlen entsprechen, bei denen die Normalen­
systeme untereinander vertauscht werden. 

18. Formanderung von Minimalflachen. Man unterwerfe ein isotropes Strahlen­
system einer Transformation (203) oder (206), wie ll.ndert sich dann die zugehorige 
Minimalflll.che ? 

19. Ein Satz von W. R. HAMILTON. Es sei a,. (Xl' XI' X3) ein Vektorfeld. Unter 
seiner "Rotation" versteht man den Vektor 

(207) 

r
oas_oal 
OXI oXs ' 

oal oas 
rot a I ;;---;;--. vXs vXl 

oa. oal 
OXl-OXI ' 

Wenn a2 = 1 ist, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Gerad­
linigkeit der Kraftlinien des Feldes: 

(208) a x rot a = O. 

W. R. HAMILTON: Transactions of t'tJ.e Irish Academy Ed. 15. 1828; R. ROTHE: 
Jahresber. Dt. Math. Ver. Bd. 21. S.256. 1912. Weitere Literatur bei H. ROTHE: 
Enzyklopl!.die III A B 11, S. 1363 u. ff. 

20. Integralinvarianten der Liniengeometrie. Neben den in § 124 betrachteten 
beiden Doppelintegralen kann man auch Bewegungsinvarianten drei- und vier­
facher Integrale betrachten. Urn sie einfach schreiben zu konnen, wollen wir unsre 

Linienkoordinaten a,., a,. durch vier unablll.ngige Vetll.nderliche rp, iji, (), i aus­
drucken: 

(209) 

al = cos () cos rp. al = - cos () sin rp."ip - sin () cos rp.O-, 

a2 = cos () sin rp, az = + cos () cos rp. ip - sin () sin rp' 0-, 
as = sin () • as = * + cos () .7J . 

Dann ist das uber eine von drei Parametern abUl.ngige Gesamtheit von Geraden 
erstreckte dreifache Integral 

(210) ! !{sin{).d{)drp!l'cos2 D.dip2+d&l} 

und ebenso das vierfache Integral 

(211) Jf{sinD.dDdrpfflcosDI·dO-dip} 
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bewegungsinvariant. Erstreckt man das dreifache Integral tiber alle (gerichteten) 
Geraden, die ein Kurvensttick schneiden, so ist der Wert des Integrals gleich 
n 2 X Llinge des Kurvenstticks. Erstreckt man das vierfache Integral tiber aile 
Geraden, die ein Flachensttick treffen, so ergibt sich, wenn man die Vielfachheit 
der Schnittpunkte berticksichtigt, als Integraiwert 2 n X Oberflliche des Fllichen­
stiickes. Das vierfache Integral hat in etwas anderer Schreibweise schon E. CAR­
TAN betrachtet: Bull. Soc. Math. France Bd.24, S.140-177. 1896. Man vgl. 
auch die Aufgaben 22 in § 24 und 14 in § 104 und die dort angegebane Literatur. 

21. Ein Satz von G. DARBOUX. Eine Gerade III sei so beweglich, daB auf ihr 
drei Punkte p~ mit festen Abstanden in drei festen paarweis senkrechten 
Ebenen gleiten kc5nnen. Dann beschreibt III das Normalensystem einer FJache, 
die yom Mittelpunkt der Strecke beschrieben wird, deren eines Ende nach p~ fallt, 
und deren andres Ende der FuBpunkt des Lotes yom Schnittpunkt der festen 
Ebenen auf III ist. Comptes Rendus Bd. 92, S. 446. 1881. 

22. Ein Lehrsatz zur Kinematik. Ein Strahl eines Strahlensystems heiBt 
"isotrop", wenn dort dl = ds (§'123) ist. Man zeige: Die geraden Linien eines 
mit zwei Freiheitsgeraden beweglichen starren Kc5rpers, die in einem Bewegungs­
augenblick von allgemeiner Art isotrope Strahlen der von ihnen durchlaufenen 
Strahlensysteme sind, bilden ein isotropes Strahlensystem, das aus den Erzeugen­
den der Paraboloide einer konfokalen Schar besteht. W. BLASCHKE: Arch. Math. 
Phys. (3) Bd. 17, S. 194~195. 1911. 

23. tiber geradlinige FUichen. Fiihrt man in § 121 an Stelle der ilk die Koordi­
naten cx~ ein: 

(212) 

durch die sich der Kehlpunkt ~ so darste1llfn Ill.Bt: 

(213) 
so treten an Stelle von (39), (40) die Ableitungsgleichungen: 

(214) 

24. Strahlensysteme von A. ScHUR. Man bestimme die Strahlensysteme, dere!1 
Brennfllchen durch die Strahlen isometrisch aufeinander bezogen sind. SCHtIR, A.: 
Math. Z. Bd.19, S.114-127. 1923 sowie M. SLOTNICK: Math. Z. Bd.28, S.107 bis 
115. 1928. 

26. Verhalten eines Strahlensystems bei Verbiegung seiner Leitflachen. Legt 
man durch ein Strahlensystem eine beliebige Fllche hindurch und fiihrt bei Ver­
biegungen dieser Fllche die Strahlen des Systems als starr mit den Fll1chen­
elementen der Flliche verbunden mit, so bleibt das im § 124 (101) betrachtete 
Integral 

[hdw 

ungel1ndert. E. CARTAN: Bull. Soc. Math. France Bd.24, S. 140-177. 1896. 

26. Formeln fiir Tangenten an die Brennfiachen. Unter Verwendung der 
Formeln des § 129 zeige man, daB die beiden dualen Vektoren 

1 ~ = 1/ r - (1 - e. r) Ill. + 1/ ' - (l - er) 9fS 
(215) V r - r V r - , 

ml = 1/ r _ (l - e r) Illl - 1/ "_ (l - e r) 2(s Vr-r Vr-, 
die beiden Geraden darstellen, die in den beiden Brennpunkten die BrennfHichen 
beriihren und zum Systernstrahl senkrecht sind. 
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27. Kriimmungslinien der Brennflachen. Man zeige, daB die Kriimmungslinien 
der BrennfHiche, die zu der Geraden )8 in (215) gehort, die Nullinien der quadra­
tischen Differentialform 

~ [(d2l d2l) + (d!8 d!8)] 

sind, wahrend die Kriimmungslinien der zweiten Brennfliiche entsprechend durch 

~ [(d2l d2l) + (d~ d~)] = 0 
gegeben sind. 

Zum SchluB sei erwahnt, daB sich die hier vorgetragenen Methoden 
der Liniengeometrie auch dazu verwenden lassen, urn die Differential­
geometrie der "Linienkomplexe" zu behandeln, d. h. der von drei 
wesentlichen Parametern abhangigen Mannigfaltigkeiten von geraden 
Linien. Indessen wurde bisher die elementare Differentialgeometrie 
dieser Gebilde noch wenig untersuchtl, vielleicht da kein AnstoB dazu 
aus der geometrischen Optik erfolgt ist, aber die algebraische Seite 
ist z. B. von F. KLEIN entwickelt worden, wobei er wieder auf die 
beriihmte nach KUMMER benannte Flache gekommen ist, die den 
Gegenstand der Untersuchungen vieler Geometer gebildet hat. 

1 Vgl. etwa G. SANNJA: Annali di matematica (3) Bd. 17, S. 179-223. 1910. 
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