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Vorwort zur vierten Auflage.

Dieses Lehrbuch umfait drei Bande. Der erste bringt eine Ein-
filhrung in die ,elementare*, das heifit bewegungsinvariante Differential-
geornetrie, der zweite eine Darstellung neuerer Untersuchungen iiber
affine Differentialgeometrie, der dritte ist den konformen und ver-
wandten Kugelgeometrien gewidmet.

Die Differentialgeometrie untersucht die Eigenschaften der krum-
men Linien und Fliachen im unendlich Kleinen. Die verschiedenen
Wendungen des Begriffs ,,Kriimmung* stehen dabeiim Vordergrund, so
dafl man auch von ,Kriimmungstheorie“ spricht. Im Gegensatz dazu
betrachtet man in der algebraischen Geometrie die geometrischen Gebilde
von vornherein in ihrer Gesamterstreckung. Indessen verzichtet auch
die Differentialgeometrie durchaus nicht auf das Studium der geome-
trischen Figuren im ganzen und die Fragen der ,Differentialgeometrie
im grofen®, die die mikroskopischen mit den makroskopischen Eigen-
schaften verkniipfen, gehdren zu den reizvollsten, allerdings auch zu
den schwierigsten Fragen unserer Wissenschaft.

Die Kriimmungstheorie erscheint, wenn man erst die Fesseln der
Dimensionenzahl Drei und der MaBbestimmung EUKLIDs zerrissen hat,
nicht mehr blof als ein eng begrenztes Teilgebiet der Mathematik,
sondern sie umfafit einen erheblichen Teil der theoretischen Physik.
Aus diesem weiten Gebiete soll in diesem Buch, das aus Vorlesungen
in Tiibingen und Hamburg entstanden ist, ein Ausschnitt geboten
werden, der nicht allein im Werdegang der Anwendungen der Analysis
auf die Geometrie, sondern auch in Geschmack und Arbeitsrichtung
des Verfassers begriindet ist. Als Leitstern wird uns F. KLEINs Erlanger
Programm dienen. Ferner sollen besonders die Beziehungen zur Va-
riationsrechnung gepflegt werden.

Die neue vierte Auflage mufite wegen des Krieges als unverander-
ter Abdruck der dritten erscheinen. Von Mingeln, die mir inzwischen



Vi Vorwort zur vierten Auflage.

mitgeteilt wurden, sei insbesondere erwihat, da8 an Stelle der Figur 27a
auf Seite 229, wie schon 1925 ]. HJELMSLEV richtig angegeben hat,
die folgende zu setzen ist.

Der Herausgeber der dritten Auflage, mein Freund GERHARD
THOMSEN, ist 1934 freiwillig aus dem Leben geschieden.

Spiter hoffe ich, in einer ,,Einfiihrung in die Differentialgeometrie
das Verfahren mittels der Formen von PFAFF nach E. CARTAN dar-
stellen zu konnen, dhnlich wie ich in meinem Biichlein von 1942 die
,Nicht-Euklidische Geometrie“ erliutert habe.

Hamburg, im November 1944.
W. BLASCHKE.
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Einleitung. Vektoren.
§ 1. Skalare Produkte.

Wir fithren im Raume ein kartesisches Koordinatensystem ein,
dessen Achsen so liegen, wie das in der Fig. 1 angedeutet ist. Die drei
Koordinaten eines Punktes g bezeichnen 3
wir mit x,, %,, x;. Alle betrachteten
Punkte setzen wir zunichst als reell vor-

aus.
Zwei in bestimmter Reihenfolge ge- 0

nommene Punkte ¢ und {) des Raumes

mit den Koordinaten x,, x,, %3, und y,,

Y., ¥; bestimmen eine von ¢ nach y

filhrende gerichtete Strecke. Zwei zu den

Punktepaaren g, § und r, y gehérende 2
gerichtete Strecken sind dann und nur 7
dann gleichsinnig parallel und gleichlang,
wenn die entsprechenden Koordinatendifferenzen alle iibereinstimmen :

Fig. 1.

() yi— %=y, —% (=12, 3).

Wir bezeichnen das System aller von den simtlichen Punkten des
Raumes auslaufenden gerichteten Strecken von einer und derselben
festen Richtung, demselben Sinn und der gleichen Linge als einen
Vektor. Da fiir diese Strecken die Koordinatendifferenzen der beiden
Endpunkte immer die gleichen sind, kénnen wir diese drei Differenzen
dem Vektor als seine Koordinaten (oder Komponenten, wie man auch
sagt) zuordnen, und zwar entsprechen die verschiedenen Systeme der
als Vektorkoordinaten genommenen Zahlentripel eineindeutig den ver-
schiedenen Vektoren. An den Vektoren ist bemerkenswert, daB3 ihre
Koordinaten sich bei einer Parallelverschiebung des Koordinatensystems
nicht dndern im Gegensatz zu den Koordinaten der Punkte. Eine Par-
allelverschiebung des Koordinatensystems ist durch die Formeln

2) f=2%4+a; (=12, 9

gegeben, wo x; die alten und x} die neuen Koordinaten sind, die a;
aber fiir den ganzen Raum feste Konstante. In der Tat heben sich ja
die a; bei Bildung der Differenzen z. B. in (1) fort.

Gleichungen der Art (2), die in allen Koordinaten dieselbe Gestalt
haben, wollen wir abkiirzend in der Form

(3) =t+4a

Blaschke, Differentialgeometrie 1. 4. Aufl. 1



2 Einleitung. Vektoren.

schreiben, indem wir die FuBmarken weglassen und statt der lateini-
schen Buchstaben der Koordinaten die deutschen (Frakturbuchstaben)
schreiben. Diese Schreibweise benutzen wir fiir die Koordinaten der
Punkte wie auch der Vektoren. Einen Vektor mit den Koordinaten a;
bezeichnen wir dann auch als Vektor a. Offenbar ist in (3) a der Vektor,
um den alle Punkte gleichzeitig parallel verschoben werden. Die Koor-
dinaten x; eines Punktes ¢ konnen wir auffassen als die Koordinaten
des Vektors, der vom Koordinatenursprung mit den Koordinaten (0,0,0)
nach ¢ fiihrt. Wir sprechen dann mit einem gewissen Mangel an Folge-
richtigkeit auch von dem Vektor ¢ dieses Punktes. Dabei ist aber zu
bemerken, daB dieser ,,Vektor des Punktes ¢ wesentlich abhingt von
der Wahl des Ursprungs und sich bei Parallelverschiebung des Koor-
dinatensystems #ndert. Ein Vektor im wirklichen Sinne, der sich bei
einer solchen Parallelverschiebung nicht dndert, wird erst durch zwes
Punkte mittels ihrer Koordinatendifferenzen bestimmt. Im folgenden
werden wir diesen Unterschied zwischen Punkten und Vektoren nicht
weiter in der Bezeichnungsweise hervorheben und fiir beide deutsche
Buchstaben gebrauchen.

Gelten fiir drei Vektoren a, b und ¢ die Gleichungen ¢; = a; + b; oder
4) t=a+b,
s0 bezeichnet man ¢ als die Summe von a und b. Als Produkt eines
Vektors v mit einer Zahl ¢ erkliren wir den Vektor mit den Koor-
dinaten ¢-v;. Den Ausdruck
(5) Th = %191+ XYy + %395
fiir zwei Vektoren ¢ und y nennt man ihr skalares Produkt. Wir kiirzen
diesen Ausdruck einfach durch das Symbol gf) ab. Oft werden wir auch
Klammern setzen: (ry). Die zu der Bilinearform (5) gehorige quadra-
tische Form
(6) tr=+ a3+ a3
bezeichnen wir als das skalare Quadrat von ¢ und schreiben statt gy
auch g2 Nehmen wir den Vektor y — 3, der durch die Koordinaten-
differenzen der Punkte y und 3 bestirnmt wird, so schreiben wir fiir sein
skalares Quadrat (y — 3)% oder (y — 3) (v — 3). Entsprechend setzen
wir z. B. fiir das skalare Produkt zweier durch zwei Punktepaare q, b,
und ¢, b gebildeter Vektoren (a — b) und (¢ — b):

) (@—Db)(c—D)

= (ay — b)) (c; — dy) + (aa — by) (cp — dy) + (a5 — b3) (c3 — dy) .
Man bestitigt ferner durch ausfiihrliche Berechnung in Koordinaten
die folgenden Rechenregeln:

T+9)+s=zt+(n+3),
(8) t)+5:8+t)’
D5 =3Yy.



§ 1. Skalare Produkte, 3

Es kommt also auf die Reihenfolge der Vektoren bei Addition und
skalarem Produkt nicht an. Ferner gilt:

9) th+3)=1ty+u3

und daher

(10) (9 + 32 =199+ 295+ 33.
Eine Vektorgleichung der Form

(11) b=Ada+Bb+Cec.

mit Koeffizienten A, B, C kénnen wir mit einem weiteren Vektor v
,,skalar multiplizieren und erhalten dann:

(12) (bd) = 4 (va) + B (vb) + C (vc).

Diese Rechenregel werden wir besonders hiufig anwenden. Fiir die
eingefithrte Produktbildung zweier Vektoren gilt aber natiirlich nicht
das assoziative Gesetz (£9))3 =1 (93).

In der analytischen Geometrie zeigt man, daB

(13) rr=g==~_

das Quadrat der Linge | des Vektors r, d. h. der zugehérigen Strecken
ist und ferner, daB fiir den Winkel ¢,0 < ¢ < &, der durch die beiden
Vektoren ) und 3 gegebenen Richtungen die Formel

(n3)
14 COSQ = ——rt—
(14 = Wow el
gilt, wie aus (13) mittels des Kosinussatzes leicht folgt. Die senk-
rechten Striche im Nenner deuten an, daB die positive Wurzel zu

nehmen ist. Die Bedingung fiir das Senkrechtstehen zweier Vektoren
ist also durch

(15) D=0

gegeben. Allgemein bedeutet nach (13), (14) das skalare Produkt y3
das mit geeignetem Vorzeichen genommene Produkt der Lingen der
Vektoren y) und 3 mal dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels.

Im Gegensatz zu den einzelnen Koordinaten der Vektoren, die sich
bei Drehungen des Koordinatensystems dndern, sind die skalaren Pro-
dukte (und Quadrate) vom Koordinatensystem ganz unabhingige Grifen,
wie daraus hervorgeht, daB sie eine vom Koordinatensystem unab-
hingige geometrische Bedeutung besitzen. Bildet man also etwa fiir
einen und denselben Vektor in den Koordinaten, die er in zwei
verschiedenen Systemen besitzt, jedesmal das skalare Quadrat, so er-
hilt man beide Male denselben Wert. Die skalaren Produkte sind, wie
man sagt, ,,snvariant’’ gegeniiber Koordinatentransformation. Die Vek-
toren bilden ein zweckmaBiges Durchgangsstadium, um aus den Koor-

1*



4 Einleitung, Vektoren,

dinaten gegebener Punkte Ausdriicke zu bilden, die vom Koordinaten-
system nicht abhingen, die also eine von diesem unabhingige geo-
metrische Bedeutung besitzen. Denn indem man von den Koordinaten
der Punkte zu den Koordinatendifferenzen der Punktepaare, also zu
Vektoren tibergeht, erhilt man Ausdriicke, die schon von den Parallel-
verschiebungen des Koordinatensystems nicht mehr abhingen; durch
die Bildung der skalaren Produkte schaltet man dann aber auch noch
die Drehungen aus.

Zum Unterschied von den in den Begriff der Vektoren zusammen-
gefaBten GroéBentripeln wollen wir einfache, nur aus einer Zahl be-
stehende GréBen als skalare Grofen bezeichnen.

Gelegentlich werden wir fiir Vektoren auch griechische Buchstaben
einfithren.

§ 2. Determinanten und Vektorprodukte.

Ein weiterer invarianter Ausdruck, den man bilden kann, ist die
dreireihige Determinante aus drei Vektoren g, ) und 3

| x, RN
(16) 93 =098 =% % 2z
%3 Y3 23|

Diese Determinante ist, wie man in der analytischen Geometrie lehrt,
gleich dem mit einem geeigneten Vorzeichen versehenen Rauminhalt des
Parallelflachs iiber den drei Vektoren g, § und 3.

Von den Rechenregeln, die fiir Determinanten gelten, seien als Bei-
spiele nur angemerkt:

am +@y.8=+050=+06zt.y=
—(@39=—06,90=—0.t13)

und

(18) (t+a, 9,3 =1(t9,3 + (a3,

sowie

(19) (e-t.9.3) =¢0-(.9.3).

wenn g ein skalarer Faktor ist.
Ferner gilt nach dem Multiplikationssatz der Determinanten fiir
das Produkt zweier Determinanten die Formel

oty Ty |
(20) (t.9.3) (X' v.3) =9 vy by’
3T 3y 8

wo rechts die Determinante aus den 3 X 3 skalaren Produkten steht.



§ 2. Determinanten und Vektorprodukte. 5

Man ordnet zwei Vektoren g und 4 einen dritten 3 als ihr ,,Vektor-
produkt’ oder ,,duferes Produkt' zu nach den Formeln

2y = Xg¥Ys — X3}
(21) 2y = X3y — %1Y3,

23 = %1Yp — %Y1
Fir (21) schreibt man eine ,,Vektorgleichung*
(22) §=tXW,

wobei das Zeichen X die Bildung des Vektorprodukts andeutet. Be-
kanntlich 148t sich der Produktvektor 3 geometrisch durch die Eigen-
schaften erkliren: 1. § steht auf 7 und t senkrecht, 2. die Linge von 3
ist gleich dem Flicheninhalt des Parallelogramms mit den Seiten g
und 9, 3. der Sinn von 3 ist so zu wihlen, daB die drei Vektoren 1, y
und 3 in dieser Reihenfolge ebenso aufeinander folgen wie die Koordi-
natenachsen (vgl. Fig. 1). Der Produktvektor 3 ist den Vektoren g und
also auf eine rein geometrische Weise zugeordnet, er ist, wie man sagt,
,,nit den Vektoren g und y auf eine gegeniiber Koordinatentransforma-
tionen invariante Weise verkniipft. Fir die Vektorprodukte gelten,
wie man sofort sieht, die Rechenregeln:

(23) IXyp=—yXxXrt.
In einem Vektorprodukt sind also die Vektoren nicht vertauschbar.
Das Vektorprodukt ist ,,alternierend. Weiter gilt:

) X p=c(r Xy =gX(y),

ExX O+ =@Exy +Exs).

Ferner ist ¢ X.tr = 0. Die Gleichung

(25) IXh=0

ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die lneare Abhin-
gigkest der Vektoren t, 1). Zwei Vektoren g und y heiBen dabei linear
abhingig, wenn man zwei nicht gleichzeitig verschwindende Zahlen a

und b finden kann, so daB die Vektor-Gleichung ayg + by =0 gilt.
Ebenso ist

(26) (k93 =0

die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die lineare Abhingig-
keit (ar 4 by 4- c¢3 = 0) dreier Vektoren. Die lineare Abhingigkeit
zweier Vektoren bedeutet Ubereinstimmung der Richtung und die
von dreien, daB die Vektoren zu einer Ebene parallel liegen. Vier
Vektoren sind in unserm dreidimensionalen Raum immer linear ab-
hiangig. DaB der Produktvektor 3 = ¢ X ) auf ¢ und t) senkrecht steht,
folgt auch aus der wichtigen Rechenregel

(27) THXF =0(EXE) =3(E&XY) =(£9,3),

(24)
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in der links immer das skalare Produkt aus einem Vektor und einem
Vektorprodukt steht und rechts eine Determinante. Es handelt sich
bei dieser Formel (27) um die Entwicklung der Determinante (rY3)
nach einer Spalte (Determinantenentwicklung von Laplace).

Weiter geben wir als Rechenregel noch die,, [dentitit von J. L. Lagrange'
fiir das Skalarprodukt zweier Vektorprodukte an:

(28) (®x ) (&' x1") = () hY)— (&) (hr).
Ferner liBt sich daraus leicht die folgende Formel herleiten:
(29) (xx9)xz=(z3)h —(y3)z.
Zum SchluB bemerken wir noch: Fiir drei Vektoren g, y und j ist

(30) (th3) >0

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein Achsenkreuz
mit den Richtungen dieser Vektoren durch eine Bewegung so in das
Achsenkreuz der Fig. 1 iibergefilhrt werden kann, da8 x;, >0, x, =0,
%3=0;.9,>0, y,=0; 23>0 wird. Fiir (g3) <0 ist eine solche
Uberfilhrung nur durch eine kongruente Abbildung moglich, die aus
Bewegungen und Spiegelungen zusammengesetzt ist.

§ 3. Das vollstindige System der Invarianten einer
Anzahl von Punkten.

Wenn eine Anzahl von reellen Punkten
(31) £, 5@ g

gegeben ist, dann werden nur solche analytischen Ausdriicke in ihren
Koordinaten x eine allein aus der Figur der Punkte entspringende geo-
metrische Bedeutung besitzen, die von der besonderen Wahl des karte-
sischen Koordinatensystems nicht abhingen. Geht man durch Be-
wegungen und Spiegelungen des urspriinglichen Achsenkreuzes der
Fig. 1 zu irgend einem neuen Kkartesischen Koordinatensystem iiber,
so hidngen die neuen Koordinaten x* mit den alten x bekanntlich durch
eine lineare Transformation

3
(32) xt=(2b1kx;:)+dl (7’=1,2’3)

k=1
zusammen, bei der die neun Koeffizienten b,, an die sechs Bedingungen
lfirk=1(=1,2,3)
Ofirk =41
gekniipft sein miissen. Von den drei Parametern 4; und den drei weiteren

in den b, enthaltenen unabhingigen Parametern hingt die allgemeinste
der in Frage kommenden Koordinatentransformationen ab.

3
(33) _glbuc by =
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Wenn wir auf rechnerischem Wege Ausdriicke von geometrischer
Bedeutung in den Koordinaten der Punkte (31) bestimmen wollen,
dann haben wir solche Ausdriicke zu bilden, die bei den Transforma-
tionen (32) (33) auf neue Koordinaten in diesen neuen Koordinaten x*
genau dieselbe Form wieder annehmen wie in den alten, d. h. solche
Ausdriicke, die imvariant sind gegemdiber dem Substitutionen (32) (33).
Haben wir umgekehrt Ausdriicke in den Koordinaten, von denen wir
schon wissen, daB ihnen eine geometrische Bedeutung zukommt, so
wissen wir von diesen auch, daB sie gegeniiber den Transformationen
(32), (33) invariant sein miissen. Z. B. ist fiir zwei Punkte £® und ¢'®.
der Ausdruck fiir das Quadrat der Entfernung

3
ST — PP = [ — AP + [ — PP+ [ — AP

eine Invariante. In der Tat erhidlt man aus (32)

x‘“ — (szk *(1)) +d,,
A = (Zbu 3P) +

e S — P = 3 [ 30 (0 — I
=
o IZ’Ibik b,y (x;cl) — x},z’) (;c?’ — x(m)
L, KL=
Nach (33) ist der Ausdruck rechts aber gleich

2 [*(1) i_z)]z,
was zu beweisen war.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, fiir die gegebenen Punkte (31) ein
vollstindiges System von Invarianten (/,, J, . ..J,) zu bestimmen, d. h.
so viele Invarianten aufzufinden, daB sich jede weitere als eine
Funktion F (J,, J, ... J,) von ihnen ergibt. Durch Angabe der
Werte der Invarianten J,... J, ist dann offenbar die geometrische
Gestalt der aus den Punkten (31) gebildeten Figur vollstindig be-
schrieben. Um die gestellte Aufgabe zu erledigen, bilden wir zunichst
aus den p Punkten p — 1 Vektoren 5V, 9® . . . 5#-1 indem wir die
Koordinaten etwa des Punktes g? von den iibrigen abziehen:

(34) 7 =g — g @ =g _gn | gD = pe-D _ g(»)

Die Vektoren # transformieren sich dann nach den zu (32) gehérigen
homogenen Substitutionsformeln

3
(35) "7:‘ =k2;bik ;;k (i = 1, 2:3) ’

wobei die b;, wieder den Gleichungen (33) zu geniigen haben.
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Durch Ubergang zu Vektoren haben wir die drei Konstanten d;
ausgeschaltet, dafiir haben wir jetzt von den 34 GroBen der Koordi-
naten der Punkte (31) drei verloren, indem wir nur mehr p — 1 Vek-
toren mit 3 p — 3 Koordinaten iibrig behalten. Offenbar ist das Pro-
blem, aus den Punkten (31) die Invarianten zu bestimmen, gleichwertig
mit dem, die Invarianten der Vektoren » gegeniiber den Substitutionen
(35) zu bestimmen. Denn unsere Aufgabe ist es ja, aus den Punkten (31)
Ausdriicke zu bilden, in deren Transformationsformeln die b, d; eli-
miniert sind. Durch Bildung der 7 haben wir aber gerade schon
die Elimination der d; erreicht. Die Ausschaltung der d; entspricht
natiirlich der im §1 erwidhnten Ausschaltung der Schiebungen bei den
Vektoren.

Jetzt gilt es noch, aus den # Ausdriicke herzustellen, bei deren Sub-
stitution die b;; eliminiert erscheinen. Wir kénnen uns jetzt die Vek-
toren alle von einem festen Ursprung abgetragen denken, den Substi-
tutionen (35) mit (33) entsprechen dann die aus Drehungen um den
Ursprung und Spiegelungen an Ebenen durch den Ursprung zusammen-
gesetzten Abbildungen.

Zu den Invarianten der Vektoren gehéren sicher die Skalarprodukte

(36) ) [, f=12...p—1],

denn im §1 haben wir ja gesehen, daB ihnen eine geometrische Be-
deutung zukommt. Wir kinnen nun zeigen, daff die Skalarprodukte (36)
schon etn vollstindiges System von Invarianten unserer Vektoren n (bzw.
unserer Punkte t) darstellen. Dazu bemerken wir zunichst: Durch Bil-
dung der Determinanten und Vektorprodukte kénnen wir nach § 2 (25)
und (26) nachpriifen, welche von unsern Vektoren linear abhingen.
Wir denken uns dann s Vektoren aus den % herausgegriffen, wobei s die
Maximalzahl linear unabhingiger Vektoren unter den % ist. Diese s
herausgegriffenen Vektoren wollen wir Grundvektoren nennen. s kann
1, 2 oder 3 sein. Denken wir uns die Numerierung der Punkte und
Vektoren so abgeindert, daB die Grundvektoren die ersten s Vektoren
7V, #» .. x® sind, dann kénnen wir die iibrigen Vektoren n®+1,
7@+ ®-1 aus den Grundvektoren linear kombinieren:

(37) 70 =aln® +agn® ...+ oy,

wo 7 von (s -+ 1) bis p — 1 Jduft, mit s (p — 1 — s) Koeffizienten «.

Diese Koeffizienten ¢ sind nun alle Invarianten unserer Vektoren, und

zwar lassen sie sich durch skalare Produkte ausdriicken. Durch skalare

Multiplikation von (37) mit ' ((=1, 2...s) folgt nimlich:

(7 n®) = af () + af (P D) . . . + of (n® n?)
r=@64+1,(+2...6—-1); t=12...5]

Fiir jede Reihe von s GréBen «, die zu einem festen Index r gehoren,

haben wir hier ein System von s linearen Gleichungen. Die s-reihige

(38)



§ 3. Das vollstandige System der Invarianten einer Anzahl von Punkten. 9

Determinante des Gleichungssystems ist jedesmal die aus den Skalar-
produkten der Grundvektoren gebildete:

(39) | n®) [

Wir kénnen nun immer die a aus den in (38) auftretenden Skalarpro-

dukten berechnen, da diese Determinante sicher nicht verschwindet.
Um das einzusehen, unterscheiden wir drei Fille s = 8, 2, 1. Fir

s = 3 ist die Determinante (39) nach dem Multiplikationssatz (20)

einfach gleich dem Quadrat der Determinante

(40) (W, n, ),

Diese darf aber wegen der vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit
der Grundvektoren 5!V, 7'®, ¥ nach (26) nicht verschwinden. Das
gleiche gilt dann von der Determinante (39). Fiir s = 2 haben wir aus
dem Verschwinden der Determinante (39):

(41) (M n®) (@ g ®) — (P 7®)2 = 0.

Nach (14) miiBte fiir den Winkel @ der Vektoren ¥ und #'® gelten:
cos2@ =1, d. h. sie miiiten den Winkel Null oder » haben, also gleich-
gerichtet oder entgegengerichtet sein. Gleichgerichtete und entgegen-
gesetzt gerichtete Vektoren sind aber proportional, d. h. linear abhingig.
Das wire gegen die Voraussetzung. s = 1 hieBe (nV%V) = 0. Das ist
nach (5) aber nur fiir #'¥ == 0 mdéglich. Diesen Nullvektor kénnen wir
aber ausschlieBen. Denn nach (34) miillten sonst zwei Punkte zu-
sammenfallen.

Somit ist gezeigt, daB sich die a immer durch Skalarprodukte be-
rechnen lassen. Wir kénnen nun leicht zeigen: Die Skalarprodukte der
Grundvektoren 7V ...%® allein und die Koeffizienten « stellen ein
vollstindiges System der Invarianten dar. Zunichst ist das vollstindige
System der Invarianten der Grundvektoren allein offenbar durch die
Skalarprodukte gegeben. Das folgt geometrisch fiir die einzelnen Fille
s =1, 2, 3 ohne weiteres. Denn die Skalarprodukte der Grundvektoren
bestimmen ja nach (13) (14) deren Lingen und Winkel, und ein System
von 1, 2 oder 3 linear unabhingigen Vektoren ist in jedem Falle bis
auf Drehungen und Spiegelungen eindeutig festgelegt, wenn alle ihre
Lingen und Winkel bekannt sind. Jede Invariante ist daher eine Funk-
tion der Lingen und Winkel, also der skalaren Produkte.

Nehmen wir nun aber weiter die Grundvektoren als im Raum
fest gegeben an, dann ist jeder andere Vektor in allen seinen drei
Koordinaten bestimmt, wenn nur seine zu der Darstellung (37) ge-
horigen Koeffizienten a bekannt sind. Die Invarianten, die sich aus
den zu den Grundvektoren hinzukommenden Vektoren noch bilden
lassen, lassen sich also schon alle bilden, wenn man nur die Gréen «
zu den Skalarprodukten der Grundvektoren hinzunimmt. Da die o
aber einzeln Invarianten sind, hat man in den ¢ und den Skalarpro-
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dukten der Grundvektoren schon ein vollstindiges System aller In-
varianten. Da die a sich durch Skalarprodukte ausdriicken, kénnen
wir somit alle Invarianten unserer Punkte allein durch die Skalarpro-
dukte der zugehorigen Vektoren darstellen.

§ 4. Das vollstindige System unabhingiger Invarianten.

Die Verwendung der Koeffizienten a der Linearkombinationen hat
nun aber noch einen besonderen Vorteil, nimlich wenn es uns darauf
ankommt, das vollstindige System von unabhingigen Invarianten unse-
rer Vektoren zu bilden. Die Skalarprodukte sind nidmlich nicht alle
unabhingig. Wir wissen ja, daB in (37) schon die a und die Skalar-
produkte der Grundvektoren ein vollstindiges System von Invarianten
ausmachen. Die a lassen sich aber nach (37) allein aus den Skalarpro-
dukten der Grundvektoren und den links stehenden Skalarprodukten
der ibrigen Vektoren nt*+V, yls+2  5»-1 mijt den Grundvektoren
bilden. Es kommen dabei die Skalarprodukte der gts+1 ... gi?-1
untereinander gar nicht vor. Diese letzteren sind aber einfache Funk-
tionen der iibrigen Skalarprodukte, also abhingig von diesen, denn
nach (37) lassen sich die Skalarprodukte

Ry [p,o=s+1,s+2...p—1]

mittels der a und der Skalarprodukte der Grundvektoren, also nach
dem eben Gesagten aus den ibrigen Skalarprodukten berechnen. In
der Geometrie wird es uns aber vor allem darauf ankommen, eine voll-
stindige Ubersicht iiber alle wnabhingigen Invarianten zu bekommen.

Die s—(s——;-—l) verschiedenen Skalarprodukte der Grundvektoren und

die Koeffizienten a sind nun sicher auch unabhingige Invarianten.
Erstens gilt das fiir die Skalarprodukte der Grundvektoren fiir sich.
Das folgt aus der Unabhingigkeit der entsprechenden Lingen und
Winkel. Weiter sind dann aber auch die simtlichen a unabhingig, denn
es ist ja die Angabe der simtlichen a notwendig, um die iibrigen Vek-
toren in ihrer geometrischen Lage zum System der Grundvektoren
eindeutig festzulegen. Wenn wir somit das Problem haben, fiir eine
Anzahl gegebener Punkte (31) ein vollstindiges System unabhingiger
Invarianten aufzustellen, so kénnen wir nach folgender Vorschrift ver-
fahren.

Wir betrachten die Vektoren v, die von einem der Punkte, etwa 1
nach den iibrigen hinfiihren, und greifen aus den n irgendwie die hochst-
mogliche Zahl s linear unabhingiger Grundvektoren heraus. Kombinieren
wir dann alle wibrigen Vektoren linear aus den Grunduvekioren; so ist das
vollstindige System der umabhingigen Invarianten unserer Punkie durch
die Skalarprodukte der Grundvektoren und die Koeffizienten der Linear-
Rombinationen gegeben.
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Zum SchluB fiigen wir noch die folgende Bemerkung an: Betrachten
wir statt des Ubergangs zu den durch Bewegungen und Spiegelungen
erzeugten neuen Koordinatensystemen nur die sich durch reine Be-
wegungen ergebenden, die alle vom Typ der Fig. 1 sind, so sind bekannt-
lich die zugehorigen Substitutionen nur diejenigen unter den Substi-
tutionen (32), bei denen die dreireihige Determinante

(42) b= by = +1
ist. Allgemein folgt aus (33) schon fiir die Determinante mit # = 3 Zeilen
und / = 3 Spalten
3
:21 bix bn‘ =1

%

oder nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten

3
l.zbikbill = ‘biki' Ibill = b2,
weiter i=1
=1,

Die Substitutionen (32) zerfallen also in zwei Scharen mit & = 4 1 und
b = — 1, von denen die erste den reinen Bewegungen des Koordinaten-
systems entspricht.

Gegeniiber den reinen Bewegungen des Koordinatensystems sind
nicht nur die Skalarprodukte und Koeffizienten von Linearkombina-
tionen Invarianten, sondern auch die Determinanten von je drei Vek-
toren. Nach dem Multiplikationssatz fiir Determinanten folgt ndmlich
aus (32), wenn man fiir drei Vektoren g, 1), 3 die entsprechenden (homo-
genen) Substitutionsformeln ansetzt:

(43) (€. 9,3) = (" 9% 3% 0.
Das Quadrat einer Determinante von drei Vektoren ist nach (20)

auf skalare Produkte zuriickfiihrbar, also gegeniiber den allgemeinen
Substitutionen (32), (33) invariant.



1. Kapitel.
Kurventheorie.
§ 5. Bogenlinge.

Eine rdumliche Kurve kann man dadurch festlegen, daB man die
rechtwinkligen Koordinaten #;, #,, *; eines Kurvenpunktes als Funk-
tionen eines Parameters ¢ gibt

(1) xkzxk(t)! k=1:2:3-

Es soll von den Funktionen x; (¢) im folgenden in der Regel angenom-
men werden, daB sie ,,analytisch’’ sind, sich also an jeder von uns zu
betrachtenden Stelle #, nach Potenzen von ¢ — £, entwickeln lassen,
derart, daB die Reihen fiir hinlinglich kleine |¢ — #,| konvergieren. Wir
werden ferner im allgemeinen nur reelle Parameterwerte und nur reelle
analytische Funktionen zulassen. Natiirlich diirfen unsere drei Funk-
tionen x, (f) nicht alle drei konstant sein, sonst schrumpft die Kurve
auf einen einzelnen Punkt zusammen. Wir wollen sogar annehmen, da88
an keiner Stelle ¢ alle Ableitungen der drei Funktionen gleichzeitig ver-
schwinden, ein Fall, der seinen Grund sowohl in der Parameterdarstellung
wie auch in einem besonderen Verhalten der Kurve an der Stelle ¢
haben kann.

Das iiber einen Kurvenbogen mit den Endpunkten { =4 und £ = b
erstreckte Integral

2 s= [ V22 a2+ x2de

wird als die Bogenlinge unserer Kurve bezeichnet. Die Striche deuten
dabei Ableitungen nach ¢ an. Wir werden die Beziehung (2) auch durch
die Formel

ds? =dx? + dx) 4 da?

andeuten und abkiirzend davon sprechen, daB8 das ,,Bogenelement*
ds die Entfernung ,benachbarter’* Kurvenpunkte bedeutet.

Es sei kurz darauf hingewiesen, wie man diese Bogenlinge durch
Grenziibergang aus der Linge von ,.einbeschriebenen’ Vielecken er-
halt. Setzt man

3) a=1l, <l <t,<-.-<t,=b,
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so ist die Linge ¢,, des unserm Kurvenbogen einbeschriebenen Vielecks
mit den auf der Kurve gelegenen, zu den Parameterwerten (3) gehérigen
Ecken durch:

Oy =k§:;]/ {%,(8x) — %, (b)) 12+ (%) — 25 (Bemn) 2+ (%380 — %5 (By) 2

gegeben.
Wendet man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die
drei unter dem Wurzelzeichen stehenden Differenzen an, so gilt:

(4) X)) — % (hemy) = (B — L) % (1) [1=1,2,3],

wobei die # drei Zwischenwerte mit
() LaSB <1,

sind. Mittels (4) erhidlt man aus der obigen Formel fiir o,:

n S N
(6) On =k21 (b= 1)) V{5 B0 + (% P + (25 D) 2.

An Stelle der drei Mittelwerte #" soll ein einziger 7; gesetzt und
der entstehende Fehler abgeschitzt werden. Zunichst gilt die algebra-
ische Identitit:

(7 VHRER+ - — VA @)+
(A A @A) + @)+ -

Dabei deuten die Punkte an, daB unter jeder der vier Wurzeln noch je
zwei Glieder hinzuzufiigen sind, die durch Vertauschung des Index 1
mit 2 oder 3 entstehen. Ebenso sind im Zihler der rechten Seite noch
zwei entsprechende Glieder hinzuzufiigen. Wir wihlen jetzt die Zwischen-
werte ¢, so dicht, daB

(8) % () — % (tea)| < &

wird, was wegen der gleichmiBigen Stetigkeit der #; in a <t < b
moglich ist. Da der Absolutwert der drei in (7) als Faktoren der Klam-
merausdriicke {%; (/{)) — %] (z;)} auftretenden GréBen

{2 (69) + % (m)}
]/{x; )+ -+ ]/{xi (T 2+ - -
sicher = 1 ist, so folgt dann aus (7):

[{=1,2,3]

O [VA@R+ - — YA @rE+ <
Somit ist

(10) |00 — Z(te— tiy) V71 (5)2 + %5 (5 + % ()2 <3e (0 — ).

%, (89) — # (vg)| + - < 3e.
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Verfeinert man nun die Einteilung ¢, ¢,, .. ., #,, so daB ¢ gegen Null
geht, so wird

b
(11) lim o, = fdt J 232 + x5 + x32,

wie behauptet wurde. Die einzige kleine Schwierigkeit, die zu iiber-
winden war, um auf die iibliche Niherungsformel fiir das bestimmte
Integral zu kommen, war die Verschiedenheit der drei Zwischen-
werte £,

Man kann an Stelle von ¢ als neuen Parameter auf der Kurve den
Bogen

H
(12) s= [ VaEF 22 + x2de

einfiihren. Zur Festlegung dieses besonderen Parameters ist noch die
Wahl des Anfangspunktes ¢ = a der Zihlung (s =0) und die Wahl
des ,,positiven Sinnes auf der Kurve erforderlich, der wachsenden
s-Werten entspricht. Nimmt man in (12) die Wurzel positiv, so wird
der positive Sinn auch den zunehmenden #-Werten entsprechen. Fiir
den Bogen als Parameter (s = 4 ¢ 4 konst. und ds = 4 d¢) ist nach
(12) kennzeichnend

(13) 2t a+al=1.

Als einfachstes Beispiel fiir eine unebene Kurve nehmen wir eine
Schraubenlinie auf einem Kreiszylinder vom Halbmesser «

(14) %, =acost, x,=asint, x,=>5t¢.
Wir finden

(15) Xy = —asint, x,=acost x3=2>0
und daraus

(16) s =1t Ja? + b2.

§ 6. Tangente und Schmiegebene.
Wir bezeichnen den Vektor vom Ursprung zum Kurvenpunkt x,(?)
mit ¢ (¢). Der Vektor

tt+h)—z()
(17) L

hat dann dieselbe Richtung wie die Verbindungssehne der Kurvenpunkte,
die zu den Parameterwerten ¢ und ¢ + 4 gehoren. Fir 21— 0 geht der
Sehnenvektor iiber in den ,,Tangentenvektor‘

(18) 1’ (!) mit den Koordinaten z; (#)

an der Stelle £. Deutet man ¢ als Zeit, so nennt man g’ (f) den ,Ge-
schwindigkeitsvektor'’. Ist ¢ die Bogenlinge der Kurve, so wird bei dieser
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Deutung die Kurve mit der konstanten Geschwindigkeit 1 durch-
laufen.

Als Grenzlage der Sehne ergibt sich so die Tangente, die mittels
eines Parameters r folgendermaBen dargestellt werden kann:

(19) p=t+rr|,
d. h. ausfiihrlich:
(20) Ve = X; + rx,f .

Es kann also, wenn alle x; == 0 sind,

(21) Yi— %1 _ Ye— % Y3 —

’ ’ ’
x] x4 x4

als Gleichungspaar der Tangente in den laufenden Koordinaten y; an-
gesehen werden. Die Tangentenformeln (19) bis(21) werden unbrauchbar,
wenn der Geschwindigkeitsvektor ' =0 ist, d.h. wenn alle x; =0
sind (1 = 1, 2, 3). Diesen Fall haben wir aber im §5 bereits ausgeschlossen.
Denkt man in (20) ¢ und r verdnderlich, so hat man, wenn unsere
Kurve nicht geradlinig ist, die Parameterdarstellung einer Fliche vor
sich, die von den Kurventangenten iiberstrichen wird. Wie bei der
Parameterdarstellung einer Kurve ein einziger Parameter ¢ zur Anwen-
dung kommt, so bei der Darstellung einer Fliche deren zwei: 7, t.
Fir ¢ = s haben wir nach (13)

(22) r2=1.
Es ist also das skalare Quadrat des Tangentenvektors gleich 1.
Vektoren mit der Linge 1 wollen wir auch als Einheitsvektoren be-

zeichnen.
Wir merken uns noch folgende Regel:

Sind g und {) beide von einem Parameter ¢ abhingig, so wird das
skalare Produkt folgendermafBen differenziert:

d ’ ’
(23) il 2xy= 2xny: + 3%y,
was sich abgekiirzt so schreibt:
d ’ ’
(24) &y =try+zy.

Ganz entsprechende Regeln kann man fiir die Ableitung der Deter-
minanten und Vektorprodukte herleiten:
d ’ ’
(25) GO Xy} =@ x9+@E&xy)

(26) %mma=@mw+@wm+@m1»
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Legen wir durch drei Kurvenpunkte ¢, ¢ + &, £ + & die Sehnen-
vektoren
t h) — t ’ h " h? e
p=HFDZE i+ 0+ GO+
(27) h 2! 3!
¢ Ry —1(t , kE k2 e
=Py + S o+ g0+

so bestimmen sie dieselbe Ebene wie die Vektoren

2(w—0v ’r (k+h
o und 200 — gy + BN,
Durch den Grenziibergang 5 — 0, 2 — 0 erhilt man daraus die
Vektoren

() und (),

die, wenn sie nicht gleichgerichtet sind, die Grenzlage der Ebene durch
drei benachbarte Kurvenpunkte festlegen. Man bezeichnet diese Ebene
als Schmiegebene der Kurve im Punkte z. Ist y ein beliebiger Punkt
von ihr, so liegen die drei vom Ursprung aus abgetragenen Vektoren
1’, t” und y — g in einer Ebene, was sich nach §2 (26) durch die Glei-
chung

(28) [h—z.2.8)=0

zum Ausdruck bringen liBt. (28) ist also die Gleichung der Schmiegebene.

t” pflegt man in der Mechanik, wenn der Parameter nicht die Bogen-
linge, sondern die Zeit ist, als ,, Beschleunigungsvektor” zu bezeichnen.
Diese Bezeichnung fiir ¢ wollen wir hier auch auf unsern Fall iiber-
nehmen. Es ist dann die Schmiegebene durch Kurvenpunkt, Geschwin-
digkeits- und Beschleunigungsvektor festgelegt.

Ein Ausnahmefall tritt nur dann ein, wenn die Vektoren ¢’ und ¢
gleichgerichtet sind, wenn es also zwei Zahlen 2 und b gibt, die nicht
alle beide Null sind, so daB8 ag’ + bg"” =0 ist oder, was nach § 2 (25)
dasselbe besagt, wenn
(29) P XY =0
ist.

Wann tritt der Ausnahmefall ein, daB ¢’ X g’ lings einer Kurve
identisch verschwindet ? Da ¢’ nicht identisch Null sein darf, wenn die
Kurve nicht auf einen einzigen Punkt zusammenschrumpfen soll, so
muBl ¢ von g’ linear abhingen:

t'=¢t.

Durch Integration dieser drei vektoriell zusammengefaiten Differential-
gleichungen folgt

(292) wi=cif )+ Ciy  [() = [ Soddt.



§ 7. Krimmung und Windung, Kriimmungskreis, 17

Fithrt man statt f (f) einen neuen Parameter #* ein, den man hinterher
wieder mit ¢ bezeichnet, so hat man:

x; =¢;t+ C;.

Dadurch sind aber die geraden Linien gekennzeichnet. Somit ver-
schwindet ¢’ X ¢ nur bei den Geraden identisch.

DaB die Schmiegebene als Gremzlage einer Ebeme durch drei benach-
barte Kurvenpunkte i, t,, t; aufgefaBt werden kann, sieht man so:
Soll die Ebene 3
10 = er‘uixi ®) + uo

durch die Punkte ¢, gehen, so muB f(¢,) = 0 sein fir ¢, f,, #,. Nach
dem Mittelwertsatz gibt es dann innerhalb des kleinsten Intervalls,
dast,, ¢,, t;enthilt, zwei verschiedene Stellen ¢,, 4, fiirdie f'(¢,) = f'(¢;) =0
wird. Durch nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes folgt f (f5) =0
fiir eine neue Stelle ¢, im alten Intervall. Riicken nun £, ¢,, ¢, gegen ¢,
so auch ¢, 4, f;. Somit gilt (wenn wir nur Vorhandensein und Stetig-
keit der ersten und zweiten Ableitungen annehmen) fiir die Grenzlage:

fO=1@=1"@=0.

§ 7. Kriimmung und Windung. Kriimmungskreis.
Nehmen wir jetzt die Bogenlinge als Kurvenparameter
t=1(s), ¥*=1,
so wird nach (23)
(30) z1 IIl =0 R

d. h. der in der Schmiegebene gelegene Beschleunigungsvektor steht
auf der Kurventangente senkrecht. Man nennt jede Gerade durch den
Kurvenpunkt g senkrecht zur Tangente y’ eine ,,Kurvemnormale’* und
insbesondere die Kurvennormale in der Schmiegebene ,,Hauptnormale'’.
t"’ gibt also die Richtung der Hauptnormalen an.

Trigt man vom Koordinatenursprung o aus den Einheitsvektor 1’
ab, so durchliuft sein Endpunkt auf der Einheitskugel um o eine
Kurve g’ (s), wenn g die Kurve g (s) beschreibt. Diese Kurve g’ (s)
nennt man das Tangentenbild von ¢ (s). t’'(s) schrumpft nur dann auf
einen Punkt zusammen (3’'(s) = konst.), wenn g(s) geradlinig ist
(x = t'*s + konst.). Das Bogenelement des Tangentenbildes sei mit
ds, bezeichnet. Wendet man die Formel (12) in der Form

dyd
(31) as = |/(SE5E) - at
an, so findet man ds; = V(;—f %) «ds oder

ds,\2
32 1 — Ilz
(32) L) — g,
Blaschke, Differentialgeometrie I. 4. Aufl. 2
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Da ds;: ds nur fir die Geraden identisch verschwindet, also gewisser-
maBen die Abweichung der Kurve g (s) an der betrachteten Stelle s
von der Geraden mifit, so nennt man ds, : ds die ,,Krimmung'‘ von g (s)
an der betreffenden Stelle. Man bezeichnet die Kriimmung iiblicher-
weise mit 1: o. Wir finden also

l dS /7
(33) T = V2|

Das Vorzeichen der Wurzel kann beliebig gewdhlt werden. |1:p | ist
also die Linge des Beschleunigungsvektors und pg” ist ein Einheits-
vektor auf der Hauptnormalen, wenn ¢’ 4= 0 ist, wie wir hier voraus-
setzen wollen.

Die Kurvennormale, die auf der Schmiegebene senkrecht steht,
nennt man ,,Binormale’. Thre Richtung ist die von ¢’ X ¢", denn dieser
Produktvektor steht auf ¢’ und g senkrecht.

Wir wollen nun drei Einheitsvektoren zu jedem Kurvenpunkt g (s)
einfithren: 1. den Tangentenvekior

(34) '(s) = &(9),

2. den Hauptnormalenvektor

(35) oL’ (s) = @&1(s) = &(9)

und 3. den Binormalenvektor &, (s). Wir erkliren ihn durch die Formel

(36) L= X&E=0( XT").
&, steht in der Tat auf &;, &, senkrecht. &; ist ein Einheitsvektor; denn
nach der Identitit von LAGRANGE (§2 (28)) und wegen £ &, = 0 ist

(37) 5:% = 5%52 - (5152)2 =1.

SchlieBlich folgen die Vektoren &, &,, &; nach §2 SchluB so aufein-
ander wie die drei Einheitsvektoren auf den Koordinatenachsen, denn
es ist

(38) E1bbs) =5 X&) EG=8=+1

Aus & X & = &, folgt iibrigens fiir unsere drei Einheitsvektoren nach
§2(29) auch & X & =4§, und & X &, =§,.

Um die Krimmung zu erkliren, haben wir vom Ursprung aus die
Vektoren &, (s) abgetragen und die Bogenlinge ds,; des entstehenden
,,Tangentenbildes berechnet. Entsprechend erkliren wir jetzt die
Windung' oder ,,Torsion” dadurck, daB wir vom Ursprung aus die
Binormalenvektoren &, (s) abtragen. Ihre Endpunkte erfiillen das ,,Bz-
normalenbild’ von g (s). Den Quotienten der Bogenelemente

(39) ‘“s —yEE=L

wollen wir als ,,Windung‘‘ bezeichnen. Fiir ebene Kurven ist £; = konst.,
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also die Windung Null. Somit ist die Windung ein MaB fiir die Ab-
weichung unsrer Kurve g (s) von ihrer Schmiegebene.

Durch (39) ist 1: 7 wieder nur abgesehen vom Vorzeichen erklirt.
Wir konnen jedoch diese Unbestimmtheit beseitigen. Der Vektor &
niamlich 148t sich sicher aus den linear unabhingigen Einheitsvektoren
&, &,, & kombinieren:

(40) &3=a,& + a & + a3 &;.

Nun ist &, ein Einheitsvektor, also é; =1 und daraus folgt &£} =0.
Multipliziert man (40) skalar mit &; unter Beachtung der Rechenregel
§ 1 (12), so erhdlt man daraus aber a3 = 0. Ferner ist nach (35)

(41) =2
und somit
(42) 72 6abe) = (B + (15 =0,
also wegen £,&, =0
£&5=0a,=0.

Es bleibt also

(43) fy=a,§,
und nach (39)
, 1
& =aj= e
Wir entscheiden jetzt tiber das Vorzeichenvonl: 7, wenn wira, = — 1:7
setzen und somit die Windung durch die Formel erkliren:
(44) g =t

z

§ 8. Bestimmung der Invarianten einer Kurve.

Unseren bisherigen Untersuchungen iiber die Kurven haben haupt-
sdchlich geometrische Erwigungen die Richtung gegeben. Wir kénnen
die Aufgabe der Kurventheorie aber auch von der rein rechnerischen
Seite her in Angriff nehmen. Es handelt sich dann darum, eine voll-
stindige Ubersicht iiber alle Ausdriicke in den Funktionen g (f) und
ihren Ableitungen zu bekommen, die invariant sind gegeniiber den in
§ 3 (32), (33) gegebenen Substitutionen. Dies Problem ist offenbar dem
in den §§3 und 4 gelosten sehr verwandt. Dort handelte es sich um
die Bestimmung der Invarianten einer endlichen Anzahl von Punkten,
bei der Kurve aber um die Invarianten einer stetigen Mannigfaltigkeit
von Punkten.

Wir wollen uns nun zunichst ganz auf die Fragen der sogenannten
s, Differentialgeometrie im Kleinen' beschrinken, d.h. wir wollen uns

2%



20 Kurventheorie.

vorerst nur mit den Kriimmungseigenschaften einer Kurve in der un-
mittelbaren Umgebung einer und derselben Stelle beschiftigen. Im
Gegensatz zu ihr befaBt sich die ,,Differentialgeometrie im Grofen’’ mit
solchen Eigenschaften der Kurve, die sich erst aus ihrem gesamten
Verlauf erschlieBen lassen. Ein erstes Problem dieser zweiten Art von
Kurventheorie werden wir erst im § 12 kennenlernen. Fiir uns handelt
es sich zunichst also nur um die Bestimmung der Invarianten, die eine
Kurve auf Grund ihrer zu einer und derselben Stelle gehérigen Kriim-
mungseigenschaften besitzt, das heit um die Bestimmung der Inva-
rianten aus den Vektoren

(45) LELEL T

die zu einer und derselben Stelle ¢ gehoren (Punkte bedeuten Ab-
leitungen nach ¢). Die Bestimmung der Invarianten der bis zu einer
beliebigen Ableitungsordnung gegebenen Vektoren (45) geschieht dann
aber in der Hauptsache nach den Regeln des § 3 und § 4. Nur ein neues
Moment haben wir noch zu beriicksichtigen: Ist die Kurve in beliebiger
Parameterdarstellung gegeben, so werden nur solche Ausdriicke in den
Skalarprodukten und Koeffizienten von Linearkombinationen — die ja
die Invarianten der Vektoren (45) darstellen — auch Invarianten der
Kurve sein, welche auch noch invariant sind gegeniiber den T7rans-
formationen

(46) t= 1 (%)

fiir den Ubergang zu einem neuen Parameter t*.
Die Funktion f setzen wir dabei als analytisch voraus. Bei der
Substitution (46) wird, wenn wir

(47) ) =c(f %) =r*@*
setzen, z. B.
dg* _dr [, df
(48) ar=ai! =]
di t 2 , -
(49) =y

Beschrinken wir uns auf solche Stellen, wo die Ableitung des Vektors
des Kurvenpunktes ¢ nach dem Parameter nicht verschwindet, so muf3
nach (48) /' = 0 gelten. Nach (46) gilt weiter
(50) A% = %dt.

Da wir uns auf die Umgebung einer Kurvenstelle beschrinken, sind die
GréBen f, f, /' . . . als konstante bei den Transformationen auftretende
Substitutionskoeffizienten zu betrachten. Und zwar tritt bei jeder neuen
Ableitung des Kurvenpunktes in der Reihe (45) in den zugehérigen Sub-
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stitutionsformeln (48) (49) usw. ein neuer Koeffizient neben den schon
frilher vorgekommenen auf, nimlich bei ::—f: der Koeffizient %,,.f;
= f®, Die scheinbare Schwierigkeit, aus den Vektoren (45) In-
varianten gegeniiber den Parametertransformationen zu bilden, also
alle die konsekutiven Koeffizienten f’, f“ ... zu eliminieren, 148t sich
nun mit einem Schlage iiberwinden und die Parametertransformationen
lassen sich iiberhaupt ganz ausschalten durch Einfilhrung eines invari-
anten Parameters. Ein solcher ist die im §5 erklirte Bogenlinge, auf
die wir in den vorangehenden Abschnitten die Kurve bezogen haben.
Der Einfiithrung dieses invarianten Parameters liegt folgendes zugrunde:
Wir suchen eine bis auf Parametertransformationen, also gegeniiber den
Substitutionen § 3 (32), (33) der raumlichen Koordinaten des Flichen-
punktes invariante GréBe ¢ auf, die irgendwie aus den Vektoren (45)
gebildet ist und die sich bei der Substitution (46) nach dem Gesetz
(51) pr=g¢-f
transformiert, wobei @* beziiglich #* in derselben Weise gebildet ist
wie @ beziiglich ¢. Die einfachste nimlich von Ableitungen méglichst
niedriger Ordnung abhingende derartige GréBe ist nun die in (12)
verwendete GroBe }/? In der Tat:

Fiir die Bildung von Invarianten der Vektoren (45) gegeniiber den

Koordinatentransformationen § 3 (32), (33) kommt g selbst gar nicht in
Frage. Fir den Punkt g gelten ja die Formeln

(52) #y= (kgalb.-kx:) +d,,

wihrend fiir alle Ableitungen, wie man durch Differenzieren von (52) er-
sieht, die zugehorigen homogenen Substitutionsformeln gelten:

3 3
(63) %= b, ¥, = Db %y
k=1 k=1

usw. Also nur bei dem Punkt g, der im strengen Sinne nach §1 kein
Vektor ist, treten die Koeffizienten d; auf. Bei der Bildung von In-
varianten handelt es sich aber um eine Elimination der b,,, 4;. Da jede
einzelne der drei Grofen 4; nun nur in den Substitutionsformeln einer
einzigen der drei Koordinaten x,, x,, ¥, vorkommt, bei den Koordinaten
der Ableitungsvektoren (53) aber nicht mehr, so eliminieren sich die 4;
einfach dadurch, da8 man den Punkt g selbst als zur Bildung von In-
varianten nicht in Frage kommend weglidBt. Unsere Aufgabe reduziert
sich also darauf, aus den Vektoren

(54) LI, L...
die Invarianten gegeniiber den homogenen Substitutionen (53) zu
bilden. In erster Ableitungsordnung haben wir dann nur den Vektor 1
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und als einzige solche Invariante das skalare Quadrat r2. Dieses sub-
stituiert sich bei Parametertransformation nach

dy*dg*\ _ (9295 .
(65) (aisale) = @)1=
also ist }/32 tatsachlich die einzige GroBe von den fiir ¢ verlangten
Eigenschaften, die sich aus ersten Ableitungen berechnen 148t.
Ein weiterer Ausdruck von den fiir ¢ verlangten Transformations-
eigenschaften wire auch der folgende, etwas verwickeltere:

(56) V@) @ — @02 ()

fiir den das Gesetz (51) leicht mittels (48) (49) nachzuweisen ist. Wir
wollen uns zunichst noch nicht fiir eine besondere Wahl von ¢ ent-
scheiden.

Haben wir nun einmal eine geeignete GroBe ¢ gefunden, so ist nach
(60) (51) das Differential do:

(57) do = gdt
invariant und
t
(58) o= [gdt
te

ist eine Integralinvariante. Durch letztere ist ein invarianter Parameter o
unserer Kurve gegeben, fir ¢ = }/_f?— erhilt man die Bogenlinge.
Nimmt man fiir ¢ den Ausdruck (56), so wird das Differential dg, wie
wir nur erwihnen, gleich dem ,,unendlich kleinen Winkel benachbarter
Kurventangenten, dem sogenannten Kontingenzwinkel. Das zugehorige
Integral (58) ist dann im Gegensatz zur Bogenlinge sogar invariant
gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen. Mittels einer Gréfe ¢ konnen
wir nun aus irgendeiner parameterinvarianten GréBe S durch Ableitung
sofort eine neue bilden, nimlich durch:

as 1

Sl = ——
(69) S =g
Denn fir die parameterinvariante GréSe S gilt
(60) S () = S(f (%) = S* (t*)
und

ds* _ds ,
(61) =3

woraus die Behauptung folgt. S’ wollen wir auch die invariante Ableitung
von S beziiglich des Differentials de nennen. S’ kénnen wir nun wieder
invariant ableiten do

ds’1 _ d:S 1 Sdt
(62) "= a

T dr g di P

und so immer neue Invarianten bilden.
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Denken wir uns die Kurve auf den invarianten Parameter (58) be-
zogen, so erkennen wir, daB die invarianten Ableitungen nach dem
Differential do einfach die Ableitungen nach dem Parameter (58) sind.
In der Tat muB, wenn der Parameter ¢ schon von vornherein mit ¢
identisch sein soll, nach (57) und (58) ¢ = I sein, und die invarianten
Ableitungen fallen dann mit den gewohnlichen zusammen. Diese Ab-
leitungen nach o lassen sich also auch nach (59) und (62) bilden, ohne
daB vorher die Quadratur (58) ausgefithrt und die Kurve explizite auf
den Parameter ¢ transformiert wird.

Wir kénnen nun, wenn wir ein allgemeines invariantes Differential
zugrunde legen, speziell auch fiir die einzelnen Koordinaten von ¢, die wir
nach (47) als parameterinvariant anzusprechen haben, die invarianten
Ableitungen bilden:

(63) A A
Aus diesen Vektoren lassen sich riickwirts, wenn nur ¢ festgelegt ist,
die gewodhnlichen Ableitungsvektoren leicht wieder berechnen, aber
dies ist im allgemeinen gar nicht nétig, denn wir kdnnen ganz im
Bereich der invarianten Ableitungen bleiben, ohne die gewdhnlichen zu
benutzen. Wir haben es ja mit invarianten geometrischen Problemen
zu tun, die nur die Kurve und nicht die Parameterwahl betreffen, und
wir kénnen uns die Kurve ja immer auf den speziellen Parameter ¢
bezogen denken. An die hier entwickelten Gedankenginge wollen wir
spater im 5. Kapitel in der Flichentheorie wieder ankniipfen.

Als invariante Differentialform unserer Kurventheorie wollen wir
jetzt das Bogenelement
(64) ds = Y2 dt
zugrunde legen. Dann sind fiir die Vektoren (63) die Parametertrans-
formationen ganz ausgeschaltet und wir haben, um die Invarianten
unserer Kurve zu bekommen, nur noch nach § 3 und § 4 die Invarianten
der Vektoren gegeniiber den Substitutionen (53) zu bestimmen. Genau
genommen ist der Parameter (64) und damit die invariante Ableitung
nur bis auf ein Vorzeichen bestimmt, aber diesen Ubelstand kénnen
wir dadurch ausgleichen, daB wir der Kurve einen bestimmten Durch-
laufssinn zuschreiben, der zu der wachsenden Bogenlinge gehéren soll.
Nehmen wir dann in (64) die Wurzel positiv, so kénnen wir sagen, die
invarianten Ableitungen sind die Ableitungen in Richtung wachsender
Bogenlinge. Fiir den ersten der Vektoren (63) gilt nach (13) noch

(65) r’'2=1.
Daraus ergeben sich fiir die folgenden Vektoren Beziehungen wie
(66) EI E,, — 0, El Elll + zll gll — O

usw. Aufer diesen bestehen keinerlel weitere identische Relationen zwi-
schen den Vektoren (63).
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Um nun nach MaBgabe der Regel des § 4 die Invarianten der Vek-
toren (63) zu bestimmen, kénnten wir aus den Vektoren die niedrigsten
linear unabhingigen herausgreifen und die folgenden linear kombinieren
Fiir die Rechnungen ist es aber zweckmiBig, dies Verfahren etwas ab-
zuindern. Da in (34) ¢’ = &, gesetzt wurde, sind die Vektoren (63)
mit &, &,, 51 .. usw. identisch. Nun bestimmen sich aus diesen Vek-
toren aber auch die in (35) (36) eingefiihrten Vektoren £, und &; mittels

&
(67) 52 Yﬁ) ’ 53 51 X 52 .
Daher ist das Problem der Bestimmung der Invarianten der Vektoren
(63) gleichbedeutend mit dem der Bestimmung der Invarianten der
Vektoren
(68) 1,60, 65, 61, 60, 6, 87, 87 6L 8-

Diese sind zwar mehr an Zahl und zum Teil iiberzihlig, aber wir haben
hier den Vorteil, daB wir &;, & und &, als Grundvektoren herausgreifen
kénnen und daB dann fiir diese orthogonalen Einheitsvektoren die
Tabelle

(69)

g=g=8=1,

5152 == 5253 = 5351 =0

fiir die Skalarprodukte gilt, was, wie wir sehen werden, fiir die weiteren
Rechnungen sehr bequem ist. Aus diesen Grundvektoren haben wir nun

also zunichst ihre ersten Ableitungen linear zu kombinieren.
Das wollen wir im nidchsten Abschnitt bewerkstelligen.

§ 9. Formeln von FRENET.

Wir hatten in (41) & =&,:0 und in (44) & = — &,: 7 gefunden.
Wir wollen noch die Ableitung &; aus §,, &,, & zusammensetzen. Wir
hatten in § 7 gefunden
(70) Ez = 53 X ‘51
und daraus folgt

&= (& X &)+ (& X &),

(71) B = — iéé + ?‘Q;Hf_z
-S4l
Die damit aufgesteliten Beziehungen
L .y % .,
(72) Pre %1 MRS
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stammen von F. FRENET (Toulouse 1847) und bilden die Grundlage
der ganzen elementaren Differentialgeometrie der raumlichen Kurven.
Leiten wir (72) nach der Bogenlinge s ab und ersetzen wir rechts die
dabei auftretenden ersten Ableitungen der Grundvektoren &, &,, &
mittels der Gleichungen (72) wieder durch Linearkombinationen aus den
Grundvektoren selbst, so erhalten wir auch &7, &, & als Linearkom-
binationen der Grundvektoren dargestellt. Die Koeffizienten sind dabei
aus den g, v und ihren Ableitungen g’, t’ gebildete Ausdriicke. Durch
Fortsetzung eines solchen Verfahrens kénnen wir dann die simtlichen
Vektoren der Reihe (68) aus den drei ersten Grundvektoren linear kom-
binieren mit Koeffizienten, die nur aus den g, v und ihren Ableitungen
nach der Bogenlidnge gebildet sind. Nach §4 ist nun ein vollstindiges
System unabhingiger Invarianten der Vektoren (68), also ein voll-
stindiges System unabhingiger Invarianten unserer Kurve gegeben
durch die Skalarprodukte (69) der Grundvektoren, die sich alle auf Kon-
stanten reduzieren, und die Koeffizienten der eben erwihnten Linear-
kombinationen, die sich ja alle aus den g, v und ihren Ableitungen
nach der Bogenlinge zusammensetzen. Man sieht auch leicht, daB g, v
und alle einzelnen ihrer Ableitungen fiir die Darstellung der unabhingigen
Koeffizienten der Linearkombinationen wesentlich in Frage kommen,
d. h. dapB die Gréfen
(73) e,7,0,7,0", 7, 0" -+
ein System unabhingiger Invarianten unserer Kurve liefern.

Sind die Funktionen g (s), T (s) bekannt, so stellen die Formeln (72)

von FRENET ein System linearer Differentialgleichungen fiir die neun
Funktionen &, (s), &, (s), & (s) dar. Aus

(74) £(s) = J& () ds
erhidlt man dann die Kurve.

Aus der ersten Formel (72) kénnen wir sofort die Kurven bestimmen,
fiir die die Kriimmung 1: g identisch verschwindet. Man findet durch
zwei Integrationen

(75) E=§1S+201

also die Geraden.
Aus dem Verschwinden der Windung folgt
%% =0, &; = konst.

Da ferner
&, - ar _ 0
3 ds

ist, erhilt man durch nochmalige Integration
(76) &; - ¢ = konst.,
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d. h. die Kurve liegt in einer Ebene, denn (76) ist eine lineare Gleichung
in %, %,, %g.

Wir hatten ¢’ = &;. Durch Ableitung folgt ¢’ =& =§&,: ¢ und
weiter

o i — 9’52 5:3
A T
Nimmt man fiir ¢ die Reihenentwicklung
TR PAT I U NA

und setzt man fiir die zur Stelle s = 0 gehdorigen Vektoren x4, Lo, Lo
die soeben gefundenen Werte ein, so folgt, wenn man die (§,), ., der
Reihe nach mit den Koordinatenachsen zusammenfallen 148t, also ihnen
die Koordinaten gibt:

& ={L0,0]

&£=1{0, 1,0

& = {O: 0, 1}
die sogenannte kamonische Darstellung fir unsere Kurve in der Um-
gebung von s = 0:

1
= _— g3
X =S$ 1 6938 + )
)
X, = % —_— 52— =03 .« ..,
(77) 2 +290 605 +
1
= 3 .
%3 * +690"o +

Da die Reihen rechts beliebig fortgesetzt werden kénnen, wenn man
Kriimmung und Windung in ihrer Abhingigkeit von der Bogenldnge s
kennt, so folgt, daB hierdurch und durch die Festlegung der Anfangs-
lage unsres ,,begleitenden Dreibeins'” &, &,, & die Kurve eindeutig be-

2 3 3

D A

a b c
Fig. 2.

stimmt ist. AuBerdem kann man aus der kanonischen Entwicklung ab-
lesen, wie die Normalrisse (senkrechten Projektionen) unsrer Kurve auf
die &;&,~-Ebenen im Ursprung aussehen. Man vergleiche die beigegebene
Fig. 2.
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§ 10. Uber das Vorzeichen der Windung.
Es war nach (44)

A 1

=2,
also

1

7= &b

Wir wollen links die Ableitungen von g einfiithren. Nach (35) (36) wird

&=01", &=o@ X1,
=00 X))+ X1").

Somit ist
1 4 7 ’” 11
T = —&&E=001" "),
und wir haben zur Bestimmung von ¢ und 7 aus ¢ (s) die Formeln
1 . _”_2_ l . (EIEHE”,)
(78) ? - }/2 ’ T - guz .

Wir wollen die Ausdriicke fiir Kriimmung und Windung noch um-
rechnen fiir den Fall eines beliebigen Parameters . Deuten die Punkte
Ableitungen nach ¢, die Striche Ableitungen nach s an, so ist

(79) ‘E :Té— AV R

g!Il — E. + .
V(22
wo die Punkte in dem Ausdruck fir ¢'"’ Glieder andeuten, die sich aus
¥ und g linear zusammensetzen. Daraus ergibt sich

e

1P —Gr _ Gxa?
2 - — .

(80) ° e L
1_ Gy
T (gxp?

Hieran ist besonders bemerkenswert, daB die Windung sich rational,
ohrie Ausziehen einer mehrwertigen Wurzel berechnen 148t, sobald nur
£ X ¥ 4+ 0. Thr Vorzeichen hat also eine geometrische Bedeutung.
Nehmen wir an, daB das zugrunde gelegte Achsenkreuz so aussieht,
daB man Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand der Reihe
nach gleichzeitig mit der x;-, %,~, ¥5-Achse zur Deckung bringen kann
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(Fig. 1), dann werden positiv und negativ gewundene Schrauben sche-
matisch durch Fig. 3 dargestellt.

In der Tat: Berechnen wir fiir unsre Schraube von § 5 (14) Kriim-
mung und Windung, so erhalten wir:

%, = —asint, X% = —acost, % = + asint,
%= +acost, %, = —asint, %, = —acost,
g =D, By =0, %, =0,

und daraus

p=a b2, P=a, §i=0, (tif)=ath.
Somit nach (80): ! _ a

?_ia’-}-b”
1 b
T a3’

P \ Die Windung ist also > 0 oder < 0, je nach-
.= dem bz 0ist, was den Fig. 3a und 3b entspricht.
/ \ Entsprechend kann man sich die Bedeutung des
/ \ Vorzeichens von 1:7 fiir eine beliebige Kurve,
_____ > etwa an der kanonischen Darstellung (77) deut-
/‘ < lich machen.
= Spiegelt man unsre Kurve an einer Ebene,
* Fgs. indem man etwa das Vorzeichen einer der Koor-
dinaten x; umkehrt, so #ndert die Windung
ihr Vorzeichen. Man koénnte eine Kurve vom Typ der Fig. 3a auch als
wetnwendig und eine der Fig. 83b entsprechende auch als kopfenwendsg
bezeichnen, weil die Ranken des Weins positiv und die des Hopfens
negativ gewunden wachsen.

§ 11. Kinematische Deutung von FRENETs Formeln.

Wir bringen jetzt eine kinematische Deutung der FRENETschen
Formeln, die von G. DARBOUX stammt?.

1 Vgl. G.DarBoUx: Théorie des surfaces, Bd.I, Kap.1. Paris: Gauthier-
Villars 1887. Dieses Werk von DARBOUX, das 4 Binde umfaBt, ist noch heute als eins
der schonsten und reichhaltigsten Werke iiber Differentialgeometrie anzusehen.
GasToN DARBOUX wurde 1842 in Nimes geboren. Mit 18 Jahren kam er nach Paris.
An dem geistigen Leben dieser Stadt hat er dann 57 Jahre lang hervorragenden
Anteil gehabt. Schon als Student der Ecole polytechnique und der Ecole Normale
erregte er durch seine mathematische Begabung Aufsehen. Sehr bald kam er zu
Amtern und Ehren. 1880 wutde er der Nachfolger von CHAsLEsS auf dem Lehr-
stuhl fiir Geometrie an der Sorbonne, vier Jahre spater wurde er zum Membre de
I'Institut ernannt. Seine besondere Lehrbefahigung machte DARBOUX zum Vater
einer ausgedehnten geometrischen Schule in Frankreich.

Uber Leben und Werk von DarRBOUX vergleiche man: A. Voss: Jahrbuch d.
Kgl: bay. Ak. d. Wiss. 1917, S. 26—53, oder Jahresber. d. D. Math. Ver. Bd. 27,
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Dreht man einen starren Koérper um eine Achse, so haben alle
Punkte des Korpers, die von der Achse gleichen Abstand besitzen,
auch die gleiche Geschwindigkeit. Je weiter ein Punkt von der Achse
entfernt ist, eine um so gréBere Geschwindigkeit wird er besitzen, und
zwar wichst die Geschwindigkeit direkt proportional dem Abstand von
der Achse. Die Geschwindigkeit w aller Punkte im Abstand 1 von der
Achse pflegt man auch als die Winkelgeschwindigkeit der Drehung zu
bezeichnen. Hat ein Punkt den Abstand » von der Achse, so ist seine
Geschwindigkeit durch
(81) w-r
gegeben.

Wir denken uns nun den Ursprung o unseres Koordinatensystems
auf die Achse der Drehung gelegt. Von o aus tragen wir auf der Achse
den ,,Drehvektor b so ab, daB seine Linge ]/_52 gleich @ und sein
Sinn so ausfillt, daB die Drehung um den Vektor, wenn man in dessen
positiver Richtung blickt, entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt. Es sei
nun weiter p der Vektor, der vom Ursprung o zu einem allgemeinen
Punkt des starren Korpers hinfithrt. Der Abstand 7 dieses Punktes p
von der Achse ist dann:

(82) r=Y(b x p)2:1p2
In der Tat gilt nach Fig. 4
(83) r=7Yptsing, Fig. 4.
wenn ¢ der Winkel zwischen p und b ist. Nach §1 (14) gilt aber
b

, 050 = ot e
somit
(84) r = Y(p?) (b%) — (pb)2: b2

Ersetzt man in (84) die erste Wurzel mittels § 2 (28) durch (b X p)3,
so erhdlt man nach (81) fiir die Geschwindigkeit v des Punktes p unter
Beachtung von w = y b2:

(85) v=Y(b X p)2.

Bezeichnet man mit b den Geschwindigkeitsvektor des Punktes p,
so gilt offenbar

(86) p=>Xp.

S.196—217. 1918. Ferner: L. P. EISENHART und D. HILBERT: Acta mathematica
Bd. 42, S. 257—284 und S. 269—273. 1920. SchlieBlich sei noch auf den zum Teil
autobiographischen Vortrag von DarBOUX hingewiesen, den er vor dem réomischen
Mathematikerkongre8 1908 gehalten hat. Atti del congresso I, S. 105—122.
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denn da b sowohl auf d wie auf p senkrecht steht, gilt sicher
b=A1:(b X p)

mit einem Faktor 4. Wegen bp = v2 folgt aber aus (85) A2 =1. Wegen
der oben getroffenen Entscheidung iiber den Sinn von b ergibt sich dann
aber weiter A = -4 1, womit (86) bewiesen ist.

Denken wir uns jetzt einen starren Kérper, der im Ursprung fest ist,
und der sich so bewegt, daB drei senkrechte Achsen in ihm immer par-
allel zu den Grundvektoren &,, &,, &; einer Raumkurve g (s) ver-
bleiben. Die Raumkurve wollen wir dabei mit der Geschwindigkeit 1
durchlaufen, so daB wir die Bogenlinge s gleich der Zeit setzen kénnen.

Einen Punkt dieses Korpers kénnen wir in der Form darstellen:

p=u b+ u &+ b

Sein Geschwindigkeitsvektor v = dp:ds wird nach den FRENET-

Formeln
. | U ) ot
b= g 4 (- Dg, 4 2,
Daraus folgt nach (86) wenn man fiir b eine Linearkombination der &
ansetzt und die auf (38) folgenden Gleichungen berticksichtigt:

1 1
(87) b=?§1+?§3-
Wir finden also:

Die Komponenten des Drehvektors fiir das begleitende Dreibein einer
Raumkurve sind: die Windung in der Tangentenrichtung und die Kriim-
mung in der Binormalenrichtung.

Wenn man umgekehrt Kriimmung und Windung durch die Formel
(87) einfiihrt, so ergeben sich riickwirts sofort die Formeln FRENETS:

d N

Til = b x EI = + —02—,

dé&, £ 5 &
(88) ds b X &, (4 T’

d53 Ez

§ 12. Ebene Kurven, Vierscheitelsatz.

Bei ebenen Kurven kann man, wenn erst iiber den positiven Sinn
der Zahlung der Bogenlinge entschieden ist, der Kriimmung ein be-
stimmtes Vorzeichen zuschreiben. Dazu kommt man folgendermalen.
Es sei z (s) eine Kurve der Ebene x; = 0. Wir setzen
(88a) ¥y=cosd, xy=sind, x=0

und wihlen als Hauptnormale den Einheitsvektor
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oxy = cos(l + %) = —sind = —xj,
0 Xy = sin(l—{- g—) = 4+ cos A= + x1,

ex3 =0.

Wir haben also, wenn wir die verschwindende x,-Koordinate im fol-
genden weglassen, fiir die Ebene als Ersatz der FRENET-Formeln
(89) o¥ = — X, 0% = + .

Das Vorzeichen des dadurch eindeutig bestimmten g kehrt sich um,
wenn man das Vorzeichen von ds umkehrt.

Wir wollen von den Formeln (89) eine Anwendung machen und zum
erstenmal einen Lehrsatz aus der Differentialgeometrie ,im grofen‘t
beweisen. Es sei g (s) eine geschlossene ebene Kurve, deren Tangenten-
bild ein einmal stets im gleichen Sinn umlaufener Kreis ist. Eine
solche Kurve, fiir die 1: ¢ etwa > 0 sein soll, und die von einer Geraden
hochstens in zwel Punkten geschnitten wird, nennt man eine ,,E¢line’*
oder ,,Oval“. Ein Beispiel einer Eilinie ist die Ellipse. Ein Punkt der
Kurve, in dem die Kriimmung x = 1: ¢ verschwindende Ableitung
(»' =0) hat, soll ein ,,Scheitel genannt werden. Solche Punkte sind
bei einer Ellipse die Achsenpunkte, und zwar sind diese vier Punkte
wie man leicht nachrechnet, die einzigen Scheitel einer (nicht kreis-
férmigen) Ellipse.

Es soll nun gezeigt werden:

Vierscheitelsatz. Diec Mindestzahl der Scheitel einer Eilinie ist vier.

Dazu beweisen wir den Hilfssatz, daB3 das rings um die Eilinie er-
streckte Integral
(89a) $(ao + a2, + ay %) %' -ds =0
ist, wenn die a; beliebige Konstante, x, (s), x, (s) die Koordinaten eines
Punktes der Eilinie sind und # {s) die zugehorige Kriimmung bedeutet.
Da die a; beliebig sind, kosumt man auf die drei Gleichungen

$§u'ds =0, $x,%ds=0, $x,2'ds=0.
Die erste Gleichung folgt sofort aus der Geschlossenheit, die zweite

und dritte bestitigt man durch Integration nach Teilen unter Beach-
tung von (89)

$r,x'ds = —$xynds = —§fxds =0.

Setzen wir x (s) als stetig voraus, so gibt es sicher zwei Stellen p
und q auf unsrer Eilinie, wo % seinen gréBten und seinen kleinsten Wert
annimmt. Diese sind jedenfalls Nullstellen von %', und damit ist das
Vorhandensein zweier Scheitel p, q gesichert. Angenommen, %’ wechselt
zwischen p und q nirgends sein Zeichen, sei also auf dem einen Teil-
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bogen p q unsrer Eilinie immer = 0 und auf dem andern stets £ 0. Es sei
dann a, + a,%; + a,%, = 0 die Gleichung der Verbindungsgeraden pq,
so daB der Ausdruck (a, + @, %, + a, x,) » beim Durchlaufen unsrer
Eilinie niemals sein Zeichen dndert. Dann kann aber das Integral (89a)
nicht verschwinden. Die Annahme von nur zwei Zeichenwechseln von
%’ auf unsrer Eilinie fiihrt also zu einem Widerspruch mit unserm Hilfs-
satz. Da aber aus der Geschlossenheit der Eilinie hervorgeht, daB die
Zeichenwechsel von #’, falls ihrer nur endlich viele vorhanden sind,
jedenfalls in gerader Zahl auftreten, so ergibt sich das Vorhandensein
von mindestens vier Scheiteln. Da wir in der Ellipse eine Eilinie mit
tatsidchlich vier Scheiteln vor uns haben, ist die Vier als Mindestzahl
gesichert.

Den vorgetragenen Nachweis des mehrfach bewiesenen Vierscheitel-
satzes verdankt der Verfasser einer Mitteilung von G. HERGLOTZL.

§ 13. Kriimmungsmittelpunkt und Schmiegkreis.

Kehren wir zu rdumlichen oder ,,gewundenen’* Kurven zuriick,
halten wir aber die Voraussetzung g’ 34 0 fest! Eine Kugel mit dem
Mittelpunkt ) und dem Halbmesser 4 kann man offenbar durch die
Gleichung darstellen:

(€ —19)*=a,
wenn die Koordinaten des.Vektors i die laufenden Koordinaten der
Punkte der Kugel darstellen. Soll die Kugel mit dem Mittelpunkt y
und dem Halbmesser 2 an der Stelle s = s, mit der Kurve g (s) drei
zusammenfallende Punkte gemein haben, so muB3 die Reihenentwick-
lung
fs) = (x(s) — p)—a?

nach Potenzen von s — s, mit den Gliedern dritter Ordnung beginnen,
d.h. es muB fir s = s,

f(S):O, f’(8)=0, f”(S):O

sein. Das gibt nach den FRENET-Formeln:

2) (t— ) =a,
(9)  b) (t— )& =0,
) G—n2+1=0.

Nach (90b) liegt der Mittelpunkt 1 in der Normalebene, nach (90c)
oder (y — z) &, = o hat der NormalriB von 1) auf die Hauptnormale

1 Andere Beweise bei: MUKHOPADHYAYA: Bull. Calcutta Math. Soc. Bd. 1.
1909; A. KnEser: H. Weber-Festschrift S.170—180. Leipzig u. Berlin; 1912,
W. BLASCHKE: Rendiconti di Palermo Bd. 36, S.220—222. 1913; H. MOHRMANN:
Ebenda Bd. 37, S.267—268. 1914.
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die Entfernung ¢ vom Punkte g. Setzen wir also von t) voraus, daB
es in der Schmiegebene liegt, so haben wir:

(91) y =1+ 0é

Es gibt somit genau eine Kugel ,,durch drei benachbarte* Kurven-
punkte, die ihren Mittelpunkt auf der Schmiegebene liegen hat. Wir
wollen den Punkt g in der Schmiegebene, den Mittelpunkt dieser aus-
gezeichneten Kugel, den Krimmungsmittelpunkt nennen und den
Schnittkreis der Kugel mit der Schmiegebene, also den Kreis durch drei
benachbarte Kurvenpunkte, den Schmiegkreis oder Kriimmungskress.
Damit ist eine geometrische Deutung fiir den ,,Krimmungshalbmesser
@, den reziproken Wert der Kriimmung gefunden. Da y — ¢ = o§,
ist, weist der Hauptnormalenvektor £, von ¢ nach dem Kriimmungs-
mittelpunkt 1 oder in entgegengesetzter Richtung, je nachdem ¢ >0
oder ¢ < 0 gewihlt ist.

Die Schnittgerade der Ebenen (390b) und (90c), d. h. mit andern
Worten den Durchschnitt ,benachbarter’* Normalebenen pflegt man
als ,,Kriimmungsachse'* der Kurve zu bezeichnen. Sie steht im Kriim-
mungsmittelpunkt auf der Schmiegebene senkrecht.

§ 14. Schmiegkugeln,

Wir wollen jetzt durch vier benachbarte Punkte von g (s) eine
Kugel legen, 3 sei ihr Mittelpunkt, R ihr Halbmesser. Dann muB

(92) gls)=(@—3F—R

gleichzeitig mit den Ableitungen bis zur dritten Ordnung Null sein.
Das gibt neben den schon unter etwas anderer Bezeichnung berech-
neten Formeln (90) noch eine neue

(t—3é& =0,
(93) E—92+1=0,
—alh &8
(x we@ J t—3e' ;5 =0.
Setzt man zufolge der beiden ersten dieser Gleichungen
(94) §=t+eé+0é;,

so folgt aus der dritten, wenn 1:7 <=0,
a=1p".
Somit ist der Mittelpunkt der ,,Schmiegkugel

(95) §=t+eb+o'tés

Blaschke, Differentialgeometrie I. 4, Aufl, 3
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und ihr quadrierter Halbmesser
(96) R2 = g2 4 o212,
Der Mittelpunkt 3 der Schmiegkugel liegt nach (95) auf der Kriim-

mungsachse.
Durch Ableitung von (95) erhilt man nach den FRENET-Formeln

©7) ¥ =2+ @ole

Fiir eine unebene Kurve auf einer festen Kugel ist also
d/ d

(98) £+ (x38) =o.

Nehmen wir umgekehrt an, diese Differentialgleichung zwischen den
Funktionen p (s), T (s) seiidentisch erfiillt, dann ist 3’ = 0, also § = konst.
und nach (96)

S —2erff+ L 'r)}=0
ds eTe as\@
oder R = konst. Das heiBt, die Beziehung (98) ist fiir die unebenen
sphirischen Kurven kennzeichnend.

Nehmen wir einmal eine Kurve mit fester Kriimmung (¢’ = 0):
Dann fillt der Mittelpunkt (95) der Schmiegkugel in den Kriimmungs-
mittelpunkt (91)

y=3=rt+ & =1*

Man findet
dr¥* ds*
(99) Gr=vh L =E7
und somit
dg* *
(100) ’a‘s‘;=§1 =4 &.

Ferner durch Ableitung von (100) nach s

@ _gg_zh

o* T T
oder

34 &
101 = — .
(101 =

Bildet man das ,,skalare Quadrat®, so folgt

(102) 0*2 = p? = konst.
Ferner ist
(103) P =3 =" +o*'&=1" —obr=1.

Die Kurven (z) und (z*) haben also beide die gleiche feste Kriimmung
und jede ist der Ort der Kriimmungsmittelpunkte fiir die andere.
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Die Formeln (93) lassen noch eine andere Deutung zu. Die erste
ist bei verinderlichem 3 die Gleichung der Normalebene unserer Kurve
z (s). Die beiden ersten Gleichungen zusammen ergeben daher als Schnitt
benachbarter Normalebenen die Kriimmungsachse, auf der § und 3
liegen. Nimmt man noch die dritte hinzu, so erkennt man, da8 3 Schnitt-
punkt dreier benachbarter Normalebenen ist.

§ 15. BERTRAND-Kurven.

In den Kurvenpaaren mit fester Kriimmung, die im letzten Para-
graphen betrachtet wurden, haben wir ein Beispiel eines Kurvenpaares
mit gemeinsamen Hauptnormalen. Alle derartigen Paare hat zuerst
J. BERTRAND! ermittelt, und zwar auf folgende Weise:

Es sei ¢ (s) die eine Kurve des Paares,

(104) tf=t+a,
die zweite. Durch Ableitung mit Benutzung der FRENET-Formeln folgt

dg* a , a
(105) }T=<1"?>§1+“§z+?§s-
Da dieser Tangentenvektor auf §, senkrecht stehen soll, muB jeden-
falls @’ = 0, also & konstant sein. Bezeichnen wir den Winkel zwischen
&, und dem Einheitsvektor £ in der Tangente an (*) mit o, so ist

(1086) & = & cosw +&;sinw .
Daraus folgt durch Ableitung
d&* ds* £,* ds* cos @ sin w dcosw dsin w
107) 7?1‘—‘_.7?;_9_’*”7?:52(51 B )+£1 ds +4& ds

Sollen also die Hauptnormalen £, und &} zusammenfallen, so muB
o = konst. sein. Da die Vektoren ¢} und dg*: ds gleichgerichtet sind,
folgt aus (105) und (106)

a a
-5 =

lcosw  sinw

(108) =0,

also eine lineare Gleichung zwischen Kriimmung und Windung:
asinw |, acosw
e T
Fiir = n/2 kommen wir auf den im vorigen Abschnitt behandelten
Fall der Kurven mit fester Kriimmung zuriick. SchlieBen wir den

=sinw.

(109)

1 J. BERTRAND.: Mémoire sur la théorie des courbes 4 double courbure, Paris,
Comptes Rendus Bd. 36. 1850 und Liouvilles Journal (1) Bd. 15, S. 332—350. 1850.
3t
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trivialen Fall ebener Kurven, der fiir sin & = 0 eintritt, aus, so kénnen
wir fir
acotgw =15

setzen und (109) in der Form schreiben
a b
(110) —9_ + = 1.

Eine solche Beziehung muB also fiir jede Kurve eines BERTRAND-
Paares erfiillt sein. Wenn man die SchluBfolge umgekehrt durchgeht,
erkennt man die Bedingung (110) auch als hinreichend. Fiir eine
Schraubenlinie (g, T = konst.) gibt es unendlich viele Beziehungen (110)
und entsprechend unendlich viele Schraubenlinien, die die erste zu
einem BERTRAND-Paar erginzen.

§ 16. Natiirliche Gleichungen.

Es handelt sich darum, ob durch Angabe der Funktionen ¢ = g (s),
7 =7 (s) eine Kurve im Raum, abgesehen von Bewegungen, eindeutig
bestimmt werden kann. Fiir den Fall analytischer Kurven war die Ein-
deutigkeit schon in §9 (77) mittels der kanonischen Darstellung fest-
gestellt worden. Macht man nur Differenzierbarkeitsvoraussetzungen,
so kann man den Nachweis folgendermaBen fithren.

Nach FRENET geniigen die Koordinaten §;, der Vektoren &; des be-
gleitenden Dreibeins den linearen, homogenen Differentialgleichungen
mit schiefsymmetrischer Determinante

by _fn dbn_ _bx be Eas

»

ds o ' ds 0 T ds T

(111)

Angenommen, wir hitten auBer der Kurve g (s) noch eine zweite % (s),

deren &, denselben Gleichungen (111) geniigen. Dann folgt aus der
schiefen Symmetrie der FRENET-Formeln, da8

(112) %(511:511: + Ezkf_zk + §3kgak) =0

ist. Bewegen wir nun die Kurve £ (s) solange, bis das zur Stelle s = 0
gehorige Dreibein mit dem entsprechenden Dreibein zu g (s) zusammen-
fallt, so ist fiir s =0

(113) 51k§1k + §2k£2k + fskgak =1

und somit gilt die Formel wegen (112) fir jedes s. Also fallen die Ein-
heitsvektoren mit den Koordinaten &,,, &;;, + =1, 2, 3 fir jedes s
zusammen: &,; = §;,. Insbesondere folgt fiir 7 =1

(114) —h=1G—-D=0,



§ 16. Natiirliche Gleichungen. 37

also, da fir s = 0 nach unsrer Annahme ¢ — = 0 ist, allgemein

(115) £(s) =%(s),
w.z.b. w.

Es bleibt noch festzustellen, ob man die Funktionen g (s) und 7 (s)
beliebig vorgeben kann. Schreibt man in (111) an Stelle von &;, kurz
#%,, so hat man das System linearer, homogener Differentialgleichungen
zu losen:

(116)

duy 4y duy dug %y

*“ U3
ds g’ ds Q+1’ ds T’

Sind die Funktionen 1:p(s), 1:7(s) stetig in einem Intervall um
s = 0, so haben diese Differentialgleichungen nach bekannten Existenz-
sitzen (vgl. den folgenden §17) bei beliebig vorgegebenen Anfangs-
werten ein Losungssystem. Wir wollen drei derartige Lésungssysteme
ermitteln:

(Ell’ Ell’ 681); (512: 522’ 532); (613’ 523’ 533)
mit den Anfangswerten
(1,0,0); (0,1,0); (0,0,1).
Da, wie wir schon im besonderen Fall (i = %) bemerkt haben,

(117) 2 SEibn=0

ist wegen der schiefen Symmetrie der Matrix (111), so erfiillen die &,
nicht nur fiir s = 0, sondern fiir jedes s die Bedingungen einer ortho-
gonalen Matrix

—o
(118) Zfrifrk'—‘aik‘ll: 1
Setzen wir nun

, fri4k,
, firi=%,

(119) s
X = bffn(s)ds ’

so haben wir eine Kurve gefunden, deren Kriimmung und Windung,
wie man ohne Miihe bestitigt, die vorgeschriebenen Werte 1:p (s),
1:7 (s) haben.

Durch Angabe der stetigen Funktionen 1:g(s) und 1:7(s) ist
also eine Kurve, und zwar wie vorhin bewiesen wurde, abgesehen von
Bewegungen eindeutig bestimmt. Man nennt deshalb die Formeln:

(120) e=e(s), T=71()

die , natiirlichen Gleichungen‘* einer Kurve. , Natiirlich”, weil sie von
der Koordinatenwahl unabhingig sind. Unwesentlich ist es, wenn in
diesen Gleichungen s durch + s 4 konst. ersetzt wird.
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Berechnen wir als Beispiel die natiirlichen Gleichungen einer ,,Epi-
zykloide’’, die von einem Umfangspunkt eines rollenden Kreises be-
schrieben wird, der auf einem festen
Kreis seiner Ebene auBen gleitungs-
los abrollt. Es seien a4 und Aa die
Halbmesser des festen und des rollen-
den Kreises. Dann findet sich fiir
die Kurve (Fig. 5) die Parameter-
darstellung

%, =a{(l + A)cos Ap

— Acos (A + 1)¢},
%y =a{(l + A)sin A¢

— Asin (A 4 1)@} .
Man findet nach geeigneter Wahl
einer Integrationskonstanten

_4AQ+A . @
——_—1+2A asmf.

Somit ergeben sich die natiirlichen Gleichungen der Epizykloide

(121)

(122) s=42(1+ }.)acos%,

(123) o+ (14202t = (441 + Nap, +=0.
Es ist bemerkenswert, da8 bei dieser im allgemeinen transzendenten

Kurve die Beziehung zwischen s und g stets algebraisch ist.

§ 17. Hilfssatz iiber lineare Differentialgleichungen.

Im vorigen Abschnitt wurde benutzt, daB ein System von Glei-
chungen

|

Uy

|

3
(124) =Zcikuk; i=1’2’ 3’
k=1

|

s

wenn die ¢;; (s) in 0 < s < 7 stetig sind, ebenda stetige Lésungen be-
sitzen, die vorgeschriebene Anfangswerte #) annehmen. Den Nachweis
erbringt man am einfachsten mittels ,schrittweiser Niherungen®‘.
Man setze

$
1 — 40 0
wp=uf + [ Seonds,

(125) wp=u + [ S, upds,
0 4

S
up = u?-{-éf%c,-ku;‘“lds.
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Es sei |¢;;| < —;—C, |49 | £ 1. Dann wird
|u} —u@| < Cs,

W —u} = fzcik(uk—“k)dss

|up —wp=t| < Cr SO

Somit ist die Funktionenfolge #{ (s) im Intervall 0 < s < gleich-
miBig konvergent

(126) Lim % (s) = u,(s) .
Wegen der gleichmiBigen Konvergenz folgt aus (125) fiir n - o
(127) ;= + [ e uds
]
oder
du‘
(128) = DlCixth, %;(0) = uf,

w.z.b.wl,

§ 18. Boschungslinien.

Kurven, deren Tangenten mit einer festen Richtung einen festen
Winkel bilden, nennt man nach E. MULLER Béschungslinien. Beispiele
dafiir sind die ebenen Kurven und die Schrauben (§5). Das Tan-
gentenbild einer Boschungslinie ist ein Kreis. Nennen wir den Ein-
heitsvektor in der festen Richtung e und den festen Winkel ¥4, so ist

(129) eé, = cos P

und durch Ableitung

(130) ef,=0.

e liegt somit in der Ebene &;, &;. So kénnen wir
(131) eé; =sind

setzen. Durch Ableitung von (130) folgt nach FRENET und wegen

(129), (131)
(132) ﬂ __cos )

T

=0 oder T=ptg?,

d. h. bes einer Bischungslinie stehen Kriimmung und Windung in festem
Verhiiltnis.

1 Zum Eindeutigkeitsbeweis kann man so verfahren wie im 2. Band dieser
Differentialgeometrie § 50, Hilfssatz 1.
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Ist umgekehrt (132) erfiillt, so ist

(133) 2 (tcos® + &,sin8) =0,

also die Richtung

(134) e =§ cosd + & sind

und

(135) e &, = cos ¢

unverinderlich, unsere Kurve also eine Béschungslinie. Auch (130) oder
2

e iidT’E = 0 kennzeichnet die Boschungslinien, denn durch Integration

folgt daraus: e %f_ — Konst.

Wir wollen uns die Bdschungslinie auf eine Ebene senkrecht zu e
projizieren. Der Normalril sei % (s):

(136) T=1— (zre)e.
Daraus folgt nach (129)
(137) I'=¢§ —ecos?,
(138) = %’
Ferner
(139) r2=sin?$, i;% =sin®#, §=ssind
Somit ist
g o, (ds\2_ & &
(140) = (F) =mmr =1

Man kann also setzen
(141) £, =% und §=psin?d.

§ 19. Boschungslinien auf einer Kugel.

Soll man auf einer Kugel vom Halbmesser R die unebenen B&-
schungslinien ermitteln, so kann man zunichst die Formel (96) von
§ 14 heranziehen. Namlich

92 + Q’ﬂtﬂ = R2 .
Nach (132) ist T = p tg &, also

, / VYR — ¢! edg
2 2402 9) — R3 — —
e*(1+ o 2tg*9) =R, o'tgd . VR,_Q,tgﬂ ds

und daraus nach geeigneter Wahl des Kurvenpunktes s = 0
(142) s=—tgdyR® — o?
oder

(143) o= YR —stctg?d.
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Fiir den NormalriB3 (§ 18) unserer
Boschungslinie folgt nach (139)
und (141)

(144) @ = YR2sin*® — s2cos? §.
Nach §16 (123) sind diese Nor-
malrisse also Epizykloiden. In
der Fig.5a wird dieser Zusam-
menhang zwischen sphirischen
Boschungslinien u1d ebenen Rad-
linien in Auf- und Grundri8 ver-
deutlicht. Der GrundriB ist da-
bei doppelt zu durchlaufen.

Wir wollen von den Bé-
schungslinien einer Kugel fol-
genden Satz erwihnen:

Denkt man sich mit dem be-
gleitenden Dreibein einer unebe-
nen Béschungslinie auf einer
Kugel eine Ebene fest verbun-
den, die zur Richtung e weder
parallel noch senkrecht ist, so
umhiillt diese Ebene, wenn das
Dreibein lings seiner Kurve vor-
wirtsgleitet, ebenfalls eine B&-
schungslinie, die auf einem
Drehellipsoid liegt, dessen Achse
zu e parallel ist und durch den

Mittelpunkt unserer Kugel hin-
durchgeht!.

Fig. ba.

§ 20. Boschungslinien auf einem Drehparaboloid.

Als NormalriB der Boschungslinien auf einem Drehparaboloid,
dessen Achse parallel zur festen Richtung e ist, auf eine Ebene senk-
recht zu e erhdlt man Kreisevolvenien, ebene Kurven also, die ihre
Kriimmungsmittelpunkte auf einem Kreise haben.

Man kann das aus den Ergebnissen des letzten Abschnitts folgern,
wenn man den Raum in der Richtung e streckt und durch Grenziiber-
gang aus dem Ellipsoid, das aus der Kugel entstanden ist, ein Paraboloid
herleitet. Aber man kann die Behauptung auch unabhingig davon,
und zwar ohne jede Rechnung bestitigen.

1 Vgl. W. BLASCHKE : Bemerkungen iiber allgemeine Schraubenlinien. Monatsh.
f. Math. u. Phys. Bd. 19, S.188—204, bes. S. 198. 1808.
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Es habe unser Vektor e die Koordinaten 0, 0, 1, liege also auf der
x5-Achse. Die Gleichung des Paraboloids sei:

(145) 2%+ 2% = 2cx,.

Eine Schmiegebene unsrer Béschungslinie schlieBt mit x, nach (129)
und (130) den Winkel ¥ ein, ihre Gleichung kann also, wenn wir sie
um «x, noch geeignet drehen, auf die Form

(146) %3 = %, ctg & + konst.

gebracht werden. Ihr Durchschnitt mit dem Paraboloid ist eine Ellipse,
die mit unserer Boschungslinie drei benachbarte Punkte gemein hat.
Der ,,GrundriB* dieser Ellipse auf x4 = 0 ist eine neue Ellipse, die mit
dem Grundri8 der Boschungslinie wieder drei benachbarte Punkte ge-
mein hat. Man findet ihre Gleichung durch Eliminieren von x, aus
(145) und (146), namlich:

(147) %% + x% = 2cx, ctg ® + konst.

Das ist aber offenbar ein Kreis, also der Schmiegkreis des Grundrisses
der Béschungslinie. Sein Mittelpunkt hat von der Drehachse (vom
Ursprung) die feste Entfernung c ctg#. Somit ist der Ort der Kriim-
mungsmittelpunkte des Grundrisses unserer Béschungslinie tatsichlich
ein Kreis.

§ 21. Evoluten, Evolventen.

Die Kurven auf der Tangentenfliche einer Raumkurve g (s), die
die Tangenten senkrecht durchschneiden, nennt man Fadenevolventen.
Setzt man

(148) r=r—r§,
so folgt
dr* , &
(149) —d%=(1—r)§1—r—e’—.
Also muf} sein
dyp* ,
(150) fo-=1—7=0.

Daraus folgt = s + konst. Somit haben wir die gesuchten Evolventen
in der Parameterdarstellung

(151) £* = £(5) — (s + konst.) ZE).

Anziehender ist die umgekehrte Aufgabe: zu (¢*) riickwirts eine
,Evolute’ () aufzusuchen. Vertauscht man die Bezeichnungen ¢* und 1,
so handelt es sich darum, Normalen von (x) so anzuordnen, daB sie
Tangenten einer Kurve (r*) werden. Setzen wir entsprechend

(152) * =+ %6 + usdy,
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so wird

153)  ZE—(1-2)g+ (n—2) 6+ (5 +2)6.

\ T

Sollen die Vektoren z* — g und dz*:ds linear abhingen, so muB zu-
nichst
(154) Uy =1¢

sein, d. h. die zum Punkt g gehorigen Evolutenpunkte ¢* liegen auf
der Kriimmungsachse (§ 13) von g. Ferner muB sein

[ Uy ’ e
— = u + =
(155) T BTT
e Ug
oder
o ug—upo 1
(156) AT =T
Daraus folgt
(157) arctg & = arctg 22 = J'%f .
3 3
Somit ist
ds
(158) 4y = o ctg f =3

Entsprechend der hier auftretenden Integrationskonstanten hingen die
Evoluten

(159) =+ eft+ &etg ([T + o))

noch von einer Konstanten ab. Der Winkel, unter den man zwei ver-
schiedene Evoluten von g aus sieht, ist unverinderlich. Insbesondere gilt
fiir ebene Kurven

(160) =1+ & +coés.

Es gibt also eine einzige ebene Evolute (c = 0) einer ebenenm Kurve. Die
tibrigen sind Boschungslinien, deren Tangenten gegen die Ebene von ()
feste Neigung haben.

§ 22. Isotrope Kurven.

Es ist, selbst wenn man nur geometrisch anschauliche Ergebnisse
herleiten will, doch zweckmiBig, gelegentlich auch imaginire Kurven
zu betrachten, also die Funktionen x; (f) als komplexe analytische
Funktionen der komplexen Verinderlichen ¢= % + fv mit gemein-
samem Existenzgebiet vorauszusetzen. Fiir diese imaginiren Kurven,
die, wenn wir reelle ,,Dimensionen‘‘ zihlen, Triger von zweifach unend-
lich vielen Punkten sind, da die Kurvenpunkte von zwei reellen Para-
metern #, v abhingen, ist die hier vorgetragene Theorie im grofSen
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und ganzen anwendbar; nur treten gewisse Ausnahmefille auf. So ist
besonders der Fall méglich, daB die Bogenlinge einer solchen Kurve
Null ist, ohne daB sich die Kurve auf einen Punkt zusammenzieht. Aus

(161) rr=x2 4+ 224 252 =0

folgt ndmlich jetzt nicht mehr ¢ = 0. Die durch ¢'2 =0, ¢’ 4+ 0 ge-
kennzeichneten imaginiren Kurven pflegt man isofrope Kurvem zu
nennen (oder auch ,,Minimalkurven). Wir werden spiter sehen, daB
diese unanschaulichen imaginiren Kurven zur Herleitung einer sehr
anschaulichen reellen Flichenklasse verwendbar sind, nimlich zur Her-
leitung der ,Minimalflichen, in die sich ein Seifenhdutchen formt,
das. lings eines geschlossenen (irgendwie gewundenen) Drahtes aus-
gespannt ist.

Aus ¢'2=0 folgt ¢'t” =0,r't" = — ¢"”? und daher nach dem
Multiplikationssatz §2 (20)

O 0 _2,’2
1) @rEr=| o g o
— 1'% o« *

Ebenso gilt allgemeiner identisch fiir den beliebigen Vektor b

(163) (&' z"0)? = —g"2 (¢'v).

Daraus folgt, daB (r't’’t"”’) oder, was wegen (162) dasselbe ist, "2
nur dann identisch verschwinden kann, wenn ¢’ X ¢” =0 ist. Da-
durch waren aber nach §6 die geraden Linien gekennzeichnet. Wir
wollen im folgenden diese geradlinigen, isotropen Linien, also die iso-
tropen Geraden ausschlieBen (g2 4= 0). Bei Einfilhrung eines neuen
Parameters p auf unsrer Kurve ergibt sich

—— @

&), (4P\2_ &'E"0)
(164) o, (ar) = e
Wollen wir also den neuen Parameter p so wihlen, daB
(165) ("), = — (£'0),

wird, so brauchen wir nur

®'zr” v) n);
(166) ".“/ @,

zu setzen, wo b einen beliebigen konstanten Vektor bedeutet. Dadurch
ist dieser natiirliche Parameter p, der zuerst von E. VEssIoT und dann
insbesondere von E. STuDY eingefithrt worden ist!, dhnlich wie frither
die Bogenlinge durch eine (zweiwertige) Quadratwurzel erklirt.

1 E. Vessior: Comptes Rendus Bd. 140, S.1381—1384. 1905; E. Stupvy:
Zur Differentialgeometrie der analytischen Kurven. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 10,
S.1—49. 1909. In dieser Arbeit werden die imaginiren Kurven systematisch
studiert.
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Fiir £ = p wird nach (165)

(167) EI X gu — _El
und nach (163)

(168) = —1.

Ferner ist nach (167)

(169) (Elzllzlll) —_ 2IEIII — EII2: — 1.

Wir wollen zeigen, daB sich die Kriimmung des Normalrisses unsrer
isotropen Kurve auf eine Ebene berechnen 1i8t, wenn der Einheits-
vektor e der Normalen auf diese Ebene gegeben ist. Geht die Ebene
etwa durch den Ursprung, so gilt fiir den NormairiB {) eines Kurven-
punktes g

h =z —(exe,
(170) Tt —(ex)e,
t)ll j— zl’ _— (e EII) e.
Daraus folgt unter Verwendung der Formeln (161), (168)
h'?=—(ex)?
(171) p'y’ = —(er) (ex"),
t)llz —_ 1 . (e 2”)2-
Nach (80) in § 10 ergibt sich somit fiir die Kriimmung von ()

A _ 9y -yt 1
(172) et TN T (et
oder nach willkiirlicher Entscheidung iiber ein Vorzeichen
(173) Vie=ev, @=—1)

eine Formel, die eine geometrische Deutung des Vektors g’ enthilt.
Z.B. bekommen wir daraus fiir die Kriimmungsradien der Normal-
risse auf die Koordinatenebenen

(174) View =2
und somit
(175) g1+ 0 +0:.=0.

In Worten: Die Kriimmungshalbmesser der Normalrisse einer isotropen
Kurve auf drei paarweise senkrechte Ebenem in zugehirigen Punkien
haben bei geeigneter Vorzeichenwahl verschwindende Summe?.

§ 23. Integrallose Darstellung der isotropen Kurven.

Man kann alle krummen isotropen Linien, also die Losungen der
Differentialgleichung ¢’? = 0 mittels einer willkiirlichen analytischen

1 'W. BLAsCHKE: Arch. Math. Phys. Bd. 14, S. 355. 1909. Aufgabe 256.
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Funktion und deren Ableitungen darstellen. In der Tat! Fiir die
Schmiegebene einer nicht geradlinigen isotropen Linie ist nach (167)

(176) W—z)=—0b—11)=0

Der Vektor t', der die Stellung der Ebene festlegt, geniigt aber der
Gleichung ¢'# =0. Gehen wir umgekehrt von einer Schar solcher
,isotroper” Ebenen aus, die nicht parallel laufen, so kénnen wir sie
mittels eines Parameters ¢ so ansetzen:

(177) A=)y +s(1+ By, — 28y, =24if(t) |,

wo t2 = — 1 und f eine analytische Funktion bedeutet. Leitet .man
die Gleichung bei festem f) zweimal nach ¢ ab, so findet man durch
Auflésung fiir die umbhiillte Linie die gewiinschte Darstellung

n=i(f—tr =255,
(178) = (f—tf’—{-“—t /,,>
Xy = —1i(f'—¢tf").

Es folgt daraus:

dvy . 1—#' . dz, 14t
9 Z=—t— 1" =

dx:,
rn

z t/’ll

also ist wegen ¢'* = 0 die Kurve (178) wirklich isotrop. Man hat nur
vorauszusetzen, daB f*’ nicht identisch verschwindet. Fiir den ,,natiir-
lichen* Parameter $ von VEsSsIOoT und STUDY ergibt sich

(180) p=[VI"@a.
Auch kann man leicht aus der Parameterdarstellung (178) die Ergeb-
nisse vom SchluB des vorigen Abschnitts bestitigen.

§ 24. Aufgaben und Lehrsitze.

Zunichst eine Aufgabe zu dem in der Einleitung erliuterten Rechnen mit
Vektoren:

1. Man weise die Identitit nach:
(@xb,exd, exfy=1(a,b,d)(c.e,f)—(a,b,¢) b, e, ).

Weiter bringen wir einige Mitteilungen #ber gewundene Linien.

2. Die Schmiegebene. In einem Kurvenpunkte gmit 1:90%0 und 1:730
ist die Schmiegebene jene Ebene durch die Tangente ip g, die die Kurve in f zer-
schneidet.

8. Ein Satz von BELTRAMI. Die Tangentenfliche einer Raumkurve schneidet
die Schmiegebene in einem Punkte g der Kurve in einer ebenen Kurve, deren
Kriimmungshalbmesser in g gleich 4:3 des' Kriimmungshalbmessers der Raum-
kurve in g ist. E. BELTRAMI: Opere I, S. 261. 1865.
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4. Man weise mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung die Exi-
stenz der Schmiegebene auch fiir den Fall nach, daB fiir die Funktionen x, (#)
der Raumkurve nur vorausgesetzt wird, daB sie in einem Intervall a <t < b
mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig sind, und daB in diesem
Intervall ¢’ X ¢’ % 0 ist.

5. Rektifizierende Ebene. Die Ebene durch einen Kurvenpunkt senkrecht zu
&, pflegt man rektifizierende Ebene zu nennen. Die rektifizierenden Ebenen einer
Kurve (¢) umhiillen im allgemeinen die Tangentenfliche einer Kurve (). Man
findet

1
§=£—17(151+§3). A=

CRES)

(1s1) ye (zl) A&+ &)

Somit gehen die rektifizierenden Ebenen alle durch einen festen Punkt, wenn
A” = 0 oder

(182) §=a5+b

ist (A. ENNEPER). Man kann diesen Sachverhalt durch eine spiter (§69) einzu-
fiihrende Ausdrucksweise auch so kennzeichnen, daB man sagt: Die Kurven mit
A” = 0 sind geoditische Linien auf Kegelflichen. Insbesondere kommen wir fiir
a = 0 auf die Bsschungslinien zuriick.

6. Die Riccatische Gleichung der Kurventheorie. Die Bestimmung der Kurven,
die zu gegebenen natiirlichen Gleichungen g (s), 7 (s) gehdren, hingt von der In-
tegration einer einzigen RiccATischen Differentialgleichung ab. (Vgl. etwa
G. Scuerrers: Einfiilhrung in die Theorie der Kurven, S. 215. Leipzig:
Veit u. Co. 1901.)

7. Eine kennzeichnende Eigenschaft der Béschungslinien. Das Verschwinden
der Determinante (r’”’t”’z’”), wobei die Ableitungen nach der Bogenlinge zu
nehmen sind, ist fiir die Béschungslinien kennzeichnend. A.R. ForsyrH: Diffe-
rential Geometry, S.28. Cambridge 1912.

8. Béschungslinien eines parabolischen Zylinders. Die Boschungslinien eines
parabolischen Zylinders, die mit der durch eine Erzeugende gehenden Symmetrie-
ebene des Zylinders feste Winkel bilden, haben als Normalri8 auf die Symmetrie-
ebene gemeine Radlinien, die von einem Umfangspunkt eines auf einer Geraden
rollenden Kreises beschrieben werden.

9. Uber Béschungslinien auf Drehflichen zweiter Ordnung. Betrachten wir
auf einer Drehfliche zweiter Ordnung eine Bdschungslinie, die mit der Drehachse
einen festen Winkel bildet! Die Kurve ihrer Kriimmungsmittelpunkte liegt auf
einer koaxialen Drehfliche zweiter Ordnung und hat als Normalri8 auf eine zur
Drehachse senkrechte Ebene eine Radlinie, die beim Abrollen zweier — nicht not-
wendig reeller — Kreise entsteht. W. BLAscHKE: Monatsh. Math. Phys. Bd. 19,
S. 201. 1908.

10. Kurven fester Windung. Jede Kurve mit der festen Windung 1:7 148t
sich in der Form darstellen:

t
(183) t=1[Exde,
0

wo & = £ (t) einen Einheitsvektor bedeutet.

11. Konstruktion des Berithrungspunktes. Zwei Punkte p, g durchlaufen zwei
rdumliche Kurven P und £ unabhingig voneinander; die Symmetrieebene ¢
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von P und q umhiillt dann im allgemeinen eine Fliche . Die Ebene in p senkrecht
zu P, die Ebene in q senkrecht zu { schneiden sich mit € in der Regel im Be-
rithrungspunkt von § mit §. Vgl. G. DArRBoux: Surfaces Bd. 1, S. 123—126. 1887.

12. Ein Satz von HALPHEN iiber rdumliche Kraftfelder. Sind alle Bahnkurven,
die unter Einwirkung eines unverdnderlichen Kraftfeldes bei beliebigen Anfangs-
bedingungen zustande kommen, eben, so gehen alle Krifte des Feldes durch den-
selben festen Punkt. G.H. HALPHEN: Comptes Rendus, Paris 1877, S.939 und
G. DarBoux in DEsPEYROUs: Cours de Mécanique I, S. 433. Paris 1884.

Es folgen einige Sitze iiber imagindre Kurven.

18. Die Parabel als logarithmische Spirale. Die beiden uneigentlichen Punkte
einer Ebene, in denen sich alle Kreise der Ebene durchschneiden, werden als ,,ab-
solute Punkte der Ebene bezeichnet. Eine (notwendig imaginire) Parabel der
Ebene, die einen der absoluten Punkte enthilt, hat die Eigenschaft: alle Geraden
durch den eigentlichen Punkt der Parabel, dessen Tangente durch den andern
absoluten Punkt geht, schneiden die Parabel unter demselben Winkel.

14. Kurven von STUDY. Neben den isotropen Kurven entziehen sich auch noch
die Linien in isotropen Ebenen der vorgetragenen Kurventheorie. Diese Kurven
hat zuerst E. STuDY untersucht: Am. Trans. Bd. 10, S.25—32. 1909.

15. Zusammenhang zwischen isotropen Kurven und Kurven fester Windung.
Tragt man auf den Binormalen einer Kurve der festen Windung Eins die Strecke
i (12 = — 1) ab, so beschreibt ihr Endpunkt eine isotrope Kurve. Die Bogenlinge
der urspriinglichen Kurve kann gleich dem entsprechenden Wert des natiirlichen
Parameters p der isotropen Kurve gesetzt werden. E. Stupy: Am. J. Math.
Bd. 32, S.264—278. 1910.

16. Isotrope Kurven als Orte von Kriimmungsmittelpunkten. Die Krimmungs-
mittelpunkte einer gewundenen Linie auf einem isotropen Kegel liegen auf einer
isotropen Kurve. Man kann umgekehrt eine krumme isotrope Linie vorschreiben
und dazu auf einem gegebenen isotropen Kegel eine Linie finden, die die erste
als Ort der Kriimmungsmittelpunkte hat. E. Stupy: Am. J. Bd. 32, S. 257—263.
1910.

17. Eine Invariante isotroper Kurven. Unter Verwendung des natirlichen
Parameters p von §22 tritt an Stelle der Formeln von FRENET bei isotropen
Kurven die folgende:

(184) UV =3} F'¢'+ Fy”.

Darin bedeutet F (p) die Differentialinvariante niedrigster Ordnung unsrer Kurve,
namlich

__FR{%
(185) F = Em’ — M

41§ '

wo rechts die Ableitungen der in § 23 verwendeten Funktion f einzusetzen sind.
Vgl. E. Stupy: Am. Trans. Bd. 10, S. 1—49. 1909.

Dann einige Ergebnisse iiber Kurven im grofen.

18. Kurven konstanter Breite. Haben je zwei parallele Tangenten einer Eilinie
den festen Abstand b, so hat die Eilinie den Umfang zwb. E. BARBIER: Liouvilles J.
(2) Bd. 5, S.273—286. 1860.

19. Ein Satz von L. BERWALD iiber Eilinien. Die Mindestzahl der Punkte mit
fiinfpunktig beriihrender logarithmischer Schmiegspirale auf einer Eilinie ist vier.
Bei einer Ellipse sind es die Endpunkte der zu den Achsen symmetrischen, kon-
jugierten Durchmesser.
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20. Uber die Scheitel einer Eilinie. Hat eine Eilinie mit einem Kreise 2 1 Punkte
gemein, so hat sie mindestens 2 n Scheitel. W. BLascHKE: Kreis und Kugel, S. 161.
Leipzig 1916.

21. Die Eilinien mit genau vier Scheiteln haben die kennzeichnende Eigen-
schaft, von jedem Kreis in héchstens vier Punkten getroffen zu werden.

22, Formeln von CROFTON iiber Eilinien. Es sei € eine Eilinie; (x,, ;) ein duBerer
Punkt; L ihr Umfang; ¢,, 7, die Lingen der Tangentenstrecken von (¥;, #,) aus
an §; g,, 0, die Kriimmungshalbmesser von € in den zugehorigen Beriihrungs-
punkten und « der Winkel der beiden Tangenten. Dann ist

(186) 272 = Sn adxl dxy, L2=2]|sin o0, dx,,
1
1ty Ity

wenn die Integration iber das AuBere von € erstreckt wird. M. W. CROFTON:
Phil. Trans. Bd. 158. 1868; H. LEBESGUE: Nouv. Ann. (4) Bd. 12, S.495. 1912.

28. Ein Satz von JAcoBl. Das Hauptnormalenbild einer geschlossenen Kurve
begrenzt auf der Einheitskugel zwei flichengleiche Teile. C. G. J. Jacosi: Werke
Bd.7, S.39. 1842.

24. Uber geschlossene Kurven. Eine geschlossene regulire raumliche Kurve
ohne mehrfache Punkte habe die Eigenschaft, daB durch jeden ihrer Punkte eine
Ebene geht, die die Kurve sonst nirgends trifft. Dann hat die Kurve mindestens
vier Punkte mit stationiren Schmiegebenen. (C. CARATHEODORY).

25. Uber geschlossene Kurven auf der Kugel. Auf einer Kugel liege eine ge-
schlossene, durchweg regulire Kurve ohne mehrfache Punkte, die héchstens zwei
Schmiegebenen durch den Kugelmittelpunkt schickt. Diese Kurve liegt dann ganz
auf einer Halbkugel.

Es sei schlieBlich noch darauf hingewiesen, daB wir im 3. Kapitel
in der Theorie der Streifen und ferner im 9. Kapitel, §§ 121, 122 neuer-

dings auf die Theorie der Raumkurven unter einem allgemeineren Ge-
sichtspunkt zuriickkommen werden.

Blaschke, Differential trie. I 4. Aufl. 4



2. Kapitel.

Extreme bei Kurven.
§ 25. Die erste Variation der Bogenlinge.

Wir wollen jetzt weitere Fragen der Kurventheorie behandeln, in-
dem wir die Methoden der Variationsrechnung heranziehen. Diese Me-
thoden werden fiir spitere Entwicklungen (§§ 37 und 69) wichtig werden.
Es sei g (s) eine ebene oder raumliche Kurve. Wir leiten daraus eine
zweite (T) her durch den Ansatz:

(1) I=r+tub+ovl+wl=x+y,
wobei die &; (s) die Einheitsvektorcn des begleitenden Dreibeins von (x)

und %, v, w Funktionen von s bedeuten, die noch einen Parameter &
enthalten:

(2) u=cu(s), v=cv(s), w=ce¢w(s), P=cbh(s).

Riickt € — 0, so rii_kt die Nachbarkurve () gegen (x). Wir wollen die
Linge der Nachbarkurve

Sa

(3) s=Jvi?ds

Sy

nach Potenzen vcn € entwickeln. Diese Entwicklung wird die Form
haben
4) s=s+ds+4---,

wenn mit s das in ¢ lineare Glied bezeichnet wird:
(5) ds = elim >,
e>0 ¢

Man nennt ds die ,,erste Variation der Bogenlinge. Dieses ds soll zu-
nichst berechnet werden.

Zur Abkiirzung fiir Kriimmung und Windung von () filhren wir
die Bezeichnungen cin

(6) x=%, ——

wodurch die FRENET-Formeln (§9) die Gestalt annehmen

(7) Gl==n&, &Gi=—uxb+ob, &=—0k.

Aus (1), (2) und (7) folgt:

(7a) Y =¢p =@ —xv)&; + (V' +xu—ocw)é + (@' + ov) &;.
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Aus (1) folgt nun durch Ableitung nach der Bogenlinge s von ()

(8) r=t+y.
Daraus ist das innere Quadrat
(9) ti=rtr2ry + -,

wobei die weggelassenen Glieder in & von zweiter Ordnung sind.
Weiter folgt

(10) e =ltry 4

und durch Integration und Integration nach Teilen mittels (7a) und
v = . .

1) s—=s+fg't)’ds+---=s+[u]:;—fxvds+---.

Somit ist endlichsj "

(12) ds = [u]s* — fxvds.

Hieraus kann man eine Reihe von Folgerungen ziehen: Da in ds
zwar #%, v, aber nicht @ vorkommt, so sieht man: Die Binormalen einer
Raumkurve sind dadurch gekennmzeichnet, daf bei beliebiger unendlich
kleiner Verriickung der Kurve tn Richtung der Binormalen die Bogen-
linge stationdr bleibt. Ferner: haben (x) und () die Randpunkte gemein
[# (s) =0, u(s,) = 0], so wird

(13) 6s = — [ xvds.

v = £v sind die unendlich kleinen auf der Hauptnormalen von (r) ab-
getragenen Komponenten von f — g = 6x. Wir wollen fiir v auch d»
schreiben, also

(14) 8s = — [x-dn-ds.

Diese Formel werden wir spiter (6. Kapitel) verwerten.

§ 26. Variationsprobleme von J. RADON.

Jetzt soll ermittelt werden, wie sich die Kriimmung % beim Uber-
gang von (g) zur Nachbarkurve (x) #dndert.
Aus t = ¢ + ef) folgt:
(15) Eohrer
t'=x&+ep”.
Nach §10 (80) ist die Kriimmung # = 1: g von ()
¥z*)?°
4*
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Nach (15) beginnt die Entwicklung von (¢'t”) mit Gliedern in ¢. LaBt
man die in ¢ quadratischen Glieder weg, so wird also

¥r*

(16) %= -glg +.
Somit hat man nach (15)
x=2x+e[(§:h") — 2% Y)]+ .

Es ist also fiir die Variation

. ox—
O0x = ¢g-lim —=
e>»0 €
anzusetzen:

(17) 0x = ¢&[(&:9") — 22 (6,91}

Nach (1), {2), (7a) und der sich mittels (7a) leicht ergebenden Linear-
kombination von %' aus den Grundvektoren erhilt man daraus:

(18) 6x=x2v——xu’+dis(v'+ xu—ogw)— (w4 ov)o.

Es sei nun nach J. RADON ein ,,Variationsproblem‘‘ von folgender
Art vorgelegt. Man soll zwei gegebene Punkte des Raumes durch einc
Kurve g miteinander verbinden, lings derer das Integral

19) J=Jo)-ds

einen extremen Wert bekommt. Dabei sei ¢ eine vorgegebene Funk-
tion. Gehen wir dann zu einer Nachbarkurve (r) mit denselben Rand-
punkten iiber, so muB jedenfalls die ,,erste Variation” von J, das sind
wieder die in ¢ linearen Glieder der Reihenentwicklung von J nach
Potenzen von g, verschwinden.

Wir wollen der Einfachheit halber die Variation (1) so vornehmen,
daB % =0 ist. Wir gehen also von den einzelnen Punkten der ur-
spriinglichen Kurve zu den entsprechenden Punkten der variierten
Kurve immer durch Antragen von solchen Vektoren y iiber, die zur
Kurventangente senkrecht sind. Diese Einschrinkung ist offenbar des-
halb ganz unwesentlich, weil man, wenigstens wenn die Enden unserer
Kurve festbleiben, zu jeder variierten Kurve durch eine solche ,,zur
Kurve senkrechte* Variation gelangen kann. Wegen (10) haben wir
jetzt ds = (1— xv) ds. Es wird
(20) J=[omds= @@+ ox)-(1—xv)ds 4.

Also ist

(21) 8] = [¢'onds — [gnvds.

Fiir 0% setze man aus (18) mit » = 0 den Wert ein und forme den
Ausdruck durch Integration nach Teilen um unter Beachtung der

1 Vgl. zu dieser Formel auch die Arbeit von G. HAMEL: Sitzgsber. Berl. Math.
Ges. Bd. 16, S. 5. 1917.
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festen Randpunkte. Dabei wollen wir annehmen, daB am Rand nicht
nur v und w, sondern auch noch v" verschwinden soll. So erhilt man

(22) 6]=J‘ds [{(x’—a?-) tp’+d — q)}v-{-{d%—i—%(uW)} w} .

g

ds?
Soll nun 6] bei beliebiger Wahl der Verriickungen »(s), w(s), die nur
verschwindende Randwerte zu haben brauchen, gleich Null sein, so
miissen die Bedingungen erfiillt sein:

’

dty’
B—oY g+ F —xp=0,

(25) o
d ,

Die zweite Differentialgleichung, die fiir ebene Kurven (o = 0) von
selbst erfiillt ist, 148t sich integrieren. Es ist

do’ ,do
205t =0
do do’
T +2 ¢l - Or
¢
(26) o=

Damit ist die Windung der ,,Extremalen’ unseres Variationsproblems
bestimmt. Als Extremalen bezeichnet man die Kurven, fiir die 6 ] =0
ist, fiir die also die Differentialgleichungen (25) gelten.

§ 27. Bestimmung der Extremalen unserer
Variationsprobleme.
RaADON hat bemerkt, daB man die gefundenen Differentialgleichungen

., d dx .
zusammen mit —— @ = @’—— so schreiben kann:

d , _ do’
HY—p)=+x——,

d (de’ , c

(27) ()=~ — e o,
d e\ __ de’
E(?>__G. ds °

Diese drei linearen, homogenen Differentialglgichungen haben wie die
FRENET-Formeln (§ 16) eine schiefsymmetrische Matrix. Also gilt

si{er —or+ (G5 + (5] =0
und

(28) (o' —or+ () + () =a.




54 Extreme bei Kurven.

Hier kann man x als unabhingige Verinderliche nehmen und ds: dx
als Funktion von % berechnen. Somit ist die Differentialgleichung (28)
durch eine einzige Integration (,,Quadratur*) lgsbar, also auch um-
gekehrt x als Funktion von s zu bestimmen. Da nach (26) o (s) bekannt
ist, so sind damit die natiirlichen Gleichungen der Extremalen ermittelt.

Aber noch mehr: Die Formeln (27) haben nicht nur die schief-
symmetrische Gestalt der FRENET-Formeln, sie sind sogar, wenn man
fiir 2, o wieder 1: ¢, 1: % schreibt, mit den FRENET-Formeln identisch.
Deshalb und wegen (28) kann man das Achsenkreuz so wihlen, daB

xp — 1 do’ c 1
(29) bia= an_qz, 523=;'%» 533=;7

wird. Daraus ergibt sich dann

(30) % = L’a—l.
Ferner ist
dx,\2 dxg\2 dx
(31) (Es—l> + (ds’> 1— (dss)
Nach (30) und (28) kann mar dafiir auch schreiben:
dx,\2 dx 2_ 1 do’\2 c \2
(52) @+ (@) ==E)+ @)
Aus
51 X 52 = 53

oder

d d?

2 X g =%k

folgt nach (29)

Nach (32) ist daraus

dx; d%zy, dxy dix,

ds ds? ds  dst _ "
R e
und durch Integration
(33) arctg N j xds __
{< ) (d )= (p,{(%)il_*_ (?)2}

Jetzt sind die Ableitungen von x, (s) und x, (s) aus den Gleichungen
(32) und (33) zu ermitteln und daraus diese Funktionen selbst durch
Integration.

Damit ist das Ergebnis von RapoN gefunden:




§ 28. Die Isoperimetrie des Kreises. 5%

Die Extremalen der Variationsprobleme

(34) 8f@x)ds=0
sind durch Quadraturen auffindbar.
Betrachten wir den besonderen Fall

(35) 9 () =Vx,
so wird nach (26)
(36) o=4cx.

Das heiBt nach §18: die Extremalen sind Boschungslinien. Umgekehrt
folgt aus (26), daB das Variationsproblem (35) unter denen von der Ge-
stalt (34) im wesentlichen das einzige ist, dessen Extremalen Boschungs-
linien sind.

Aus (28) erhilt man fiir »

1

1+16¢% °

(37) ®=—
4a2s2 + i

Die Tangenten der Boschungslinien schlieBen nach §18 mit einer
festen Richtung e einen festen Winkel @ ein, und zwar ist nach (36)
und nach §18 (132)

(38) 4c =ctgd.

Fiir Bogenlinge und Kriimmung des Normalrisses unserer Béschungs-
linie auf eine zu e senkrechte Ebene haben wir nach §18 (139), (141)

s=ssind, = % sin2¢.
Somit ergibt sich fiir diesen NormalriB die natiirliche Gleichung
1
44252 4 sin2d-

(39) %=

1416¢2°
4 a2

Diese Kurven bezeichnet man als ,,Kettenlinien*.

§ 28. Die Isoperimetrie des Kreises.

Unter allen geschlossenen Kurven desselben Umfangs in der Ebene
soll die ermittelt werden, die den gréBten Flicheninhalt umschlieBt.
Das ist die klassische ,,isoperimetrische’ Aufgabe. Beim Ubergang von
einer geschlossenen zur benachbarten Kurve findet man fiir die Ande-
rung des Umfangs L wegen der Periodizitit der Verriickung v nach (12)

(40) 0L = — §xvds.

Die Anderung des Flicheninhalts ist offenbar der Streifen, der von
den benachbarten Kurven begrenzt wird.

(41) 0F = — §vds,
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vorausgesetzt, daB man iiber das Vorzeichen von F geeignete Fest-
setzungen trifft. Soll nun die geschlossene Kurve, lings der integriert
wird, unsere Aufgabe losen, so muB fiir jede Funktion v (s) mit der
Periode L, fiir die 6L =0 ist, von selbst auch 6F = 0 sein. Dafiir ist
»# = Kkonst. hinreichend.

DaB diese Bedingung auch notwendig ist, erkennt man etwa so.
Hitte die Funktion x (s), die wir als stetig annehmen wollen, auf der
Strecke 0 =< s << L an zwei Stellen s, , s, zwei verschiedene Werte x,, x,,
so kénnte man die Funktion v (s) in der in der Fig. 6 gezeichneten Art
wihlen, so daB

$vds nahezu =6 (h, + h,),
$xvds nahezu = 0 (hyx; + hy %)

wird. Ist also »; + #%,, so kann man 4,, k, so wihlen, daB L = 0 und
6F < 0 wird, entgegen der Vor-

v S

A § e aussetzung.

: Pt o Wer wegen der nicht analy-
YT : tischen Wahl von v (s) in Fig. 6

: h, }:ZZ Bedenken hat, kann sich leicht

. s eineanalytische, etwas verwickel-

o—LA-0 ©O-L——0->" {ore Funktion herstellen, die das-

Fig. 6.
® selbe leistet.

Gibt es also unter ,,allen” geschlossenen Kurven der Ebene mit
vorgegebenem Umfang eine mit gréBtem Flicheninhalt, so mufl fir
sie % = konst., d. h. die Kurve muB ein Kreis seinl. Hier bleibt also
eine Existenzfrage offen. Ferner kann man den isoperimetrischen
Satz noch in sehr verschiedenem Umfang beweisen, je nach den Vor-
aussetzungen, die man iiber die zur Auswahl zugelassenen Kurven
macht2,

§ 29. Beweis von CRONE und FROBENIUS®.

Wenn die Kreislinie wirklich die isoperimetrische Eigenschaft hat,
so kann man diese Tatsache folgendermaBen fassen. Zwischen Flichen-
inhalt F und Umfang L eines Kreises besteht die Beziehung

(42a) L2 —4nF =0
und fiir jede andere geschlossene ebene Kurve ist
(42b) L —4nF >0.

1 Es ist ndmlich der Kriimmungsmittelpunkt in diesem Falle ein fester Punkt:
;—s(xl——gx’2=0, ‘%(x2+gx§)=0nach§l2 (89).

2 Unter recht allgemeinen Voraussetzungen findet man den Beweis in dem
Biichlein des Verfassers ,,Kreis und Kugel”“ (Leipzig 1916) gefithrt. Dort finden
sich auch Literaturangaben.

3 CronE, C.: Nyt Tidskrift f. Math. Bd. 4 XV, S. 73—75. 1904; FROBENIUS, G.:
Uber den gemischten Flicheninhalt zweier Ovale. Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss,,

Physik. math. K. (1), S. 387—404. Berlin 1915.
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Fiir diesen Satz soll hier ein sehr einfacher Beweis vorgetragen
werden, den man CRONE und FROBENIUS verdankt, bei dem aber zur
Auswahl nur Eilinien zugelassen werden.

Es sei € eine nach links herum umlaufene Eilinie, €, die duBere
Parallelkurve im Abstand p, deren Tangenten also von den gleich-
sinnig parallelen Tangenten an € den festen Abstand p haben. Offen-

bar ist €, wieder eine Eilinie!. Es sei ferner €* der nach links um-
fahrene Einheitskreis; ® ein Dreieck von Tangenten an €, dessen
Fliche § enthilt, D, und D* die gleichsinnig parallelen Tangenten-
dreiecke an &, und €*. Ferner sei ¢ die Linge der Strecke auf einer
Tangente an € gemessen vom Berithrungspunkt im positiven Sinn
der Tangente bis zum Austrittspunkt aus ®; ¢, und #* die entsprechen-
den Strecken auf den gleichsinnig parallelen Tangenten; @ ihr Winkel
mit einer festen Richtung; D, D,, D* die Flicheninhalte von ®, ®,, T*
und F, F,, F* = 5 die Flicheninhalte von €, €,, €*; endlich 7 der
Halbmesser des dem Dreieck ® einbeschriebenen Kfeises (vgl. die Fig. 7).

1 Die Beziehungen zwischen der Eilinie € und der Parallelkurve € » kann man
sich etwa so deutlich machen. Es sei in der Bezeichnung von § 12 (88a)

xysind — xycos A=k (A)

die Gleichung der Tangente an § mit der Richtung A. Dann findet man fiir den
Kriitmmungshalbmesser ¢ von €

o =h(H)+ 4 (),

so daB sich die Konvexitit von § dadurch ausdriickt, daB % (4) die Periode 2 &
hat und & + A" > 0 ist. Dann gilt aber fiir eine Parallelkurve €,

0, =b+h+h",

und somit folgt aus @ >0, p > 0 auch ¢, = p 4 ¢ > 0. Darin ist wegen der
Periodizitit von p + h (1) die Konvexitat von §, enthalten.
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Dann ist
ty (@) =t(p) + pt* (@),
+x
Fm:Dp_]th;d‘:":
+7
(43) F,=(p+72D* — 1 [(t+ pt*1dg.

Andrerseits gilt fir den Flicheninhalt der Parallelkurve
(44) F,=F+pL+ p*F*,

wo L den Umfang von € bedeutet. Das kann man etwa so einsehen.
Setzt man auf jedes Bogenelement ds von € ein unendlich schmales
Trapez auf, von dem zwei Seiten in die Normalen an € fallen und die
Linge $ haben, so hat dieses die Fliche

pds+3pdg)
und daher ist wirklich

F,—F=§p(ds+1pdg)=pL+ pa.
Da das in p quadratische Polynom F, fiir $ = 0 positiv und fiir

p + r = 0 nach (43) < 0 ist, so sind die Wurzeln der Gleichung F, = 0
in p sicher reell, also ist nach (44)

(45) I2—4nF =0,

was zu beweisen war.

Es bleibt nur noch der Einmzigkeitsbeweis zu fithren, das heiBt zu
zeigen, daB in (45) das Gleichheitszeichen nur fiir den Kreis gilt.

Soll fiir das quadratische Polynom F, die , Diskriminante*
L? — 47F =0 sein, so darf F, sein Vorzeichen nicht wechseln. Da
F, fiir p = 0 positiv ist, darf F, fiir p = — 7 nicht <0 sein. Somit
muB in (43) fir p = — r das Integral verschwinden, also ¢: t* =7
— konst. sein. Andert man eine Seite des Dreiecks ® ab, so bleibt
fiir gewisse Richtungen (ndmlich fiir solche Tangenten, deren End-
punkte auf einer anderen Dreieckseite liegen) das Verhaltnis £:¢* und
damit 7 ungeindert. Somit haben alle unserer Eilinie € umschriebenen
Dreiecke denselben Inkreishalbmesser. Daraus folgt aber sofort, daB €
ein Kreis ist. Hilt man nimlich zwei Tangenten fest, so bleibt der
Inkreis fest; die dritte umhiillt also diesen Kreis;

Der Beweis in der vorgetragenen Form ist dann ohne weiteres
richtig, wenn die zur Auswahl zugelassenen Eilinien € keine Ecken
und keine geradlinigen Strecken enthalten. Er 14Bt sich aber auch leicht
auf beliebige Eilinien ausdehnen?.

1 Eine #hnliche Beweisfiihrung bei H. LIEBMANN: Math. Z. Bd. 4, S. 288—294.
1919.
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§ 30. Ein Beweis von A. HURWITZ,

Wir werden spiter den isoperimetrischen Satz unter ziemlich all-
gemeinen Voraussetzungen iiber die zulissigen Vergleichskurven an-
zuwenden haben. Wir wollen deshalb hier noch einen zweiten rech-
nerischen Beweis andeuten, der sich einiger Sitze iiber trigonometrische
Reihen bedient, und der die erstrebte Allgemeingiiltigkeit hat. Es sei

% =2%(5), X=12(); O0=s=sL

eine stetige geschlossene Kurve, von der wir nur noch anzunehmen
brauchen, daB sie eine Bogenlinge s besitzt, d. h. daB sie ,,streckbar'
oder ,rektifizierbar‘ ist. Wir filhren an Stelle von s den proportio-
nalen Parameter % ein durch die Formel

2n

=7

und entwickeln x, und x, in trigonometrische Reihen nach u:

2 =38 +Z?(akcosku + agsinku),
(46) '
%y = 3 by + %‘(bkcosku—{- bisinku).

Wenn die Kurve streckbar ist, sind nach H. LEBESGUE die Funktionen
%, (s), %, (s) im wesentlichen differenzierbar und die FouRIER-Reihen
der Ableitungen lauten:

dxy

o0
Hrw}jk(a,ﬁcosku-—aksinku),
1

(47) s
2~ Sk(brcosku — bysinku).
du 1

Wiahrend die Reihen (46) wegen der Voraussetzungen iiber unsere
Kurve stets konvergieren und die Funktionen darstellen, braucht das-
selbe fiir die Reihen (47) nicht mehr zuzutreffen.

Nun ist
dx)\2 dx,\2
@)+ @) =1
Daraus folgt fiir die Differentiation nach dem Parameter «

@+ G-

und somit

(48) f {(‘%)’Jr (%?)2}du =27 <2L—1)2
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Ist nun
f(u)~ 24 Z(akcosku + ok sin ku)

die FouriEr-Reihe einer Funktion, deren Quadrat [f (%)]? im Sinne
von LEBESGUE integrierbar ist, so gilt die ,,Vollstindigkeitsbeziehung'
fir das Fourier-Orthogonalsystem

+

(49) %J.f(u)’du =1ad + {V:'o(ak + ax?)

-7

Ein wenig allgemeiner: Aus

/(u)~§a0 + é’o(akcosku + af sinkw),

g(u)~ % B, + g(ﬂkcosku + B sin ku)
folgt

+7
(50) ‘}{ff(“)g(“)d":%“oﬂo+$(akﬂk+a;zﬁz)-

Somit ergibt sich aus (48), wenn man die Reihenentwicklungen (47)
einsetzt, nach (49)

> N ’ q oy o L \2
(51) ﬂf\:'k’(ak-i-akz + b + bk)-—-27l<2n).

Erklirt man anderseits den Flicheninhalt unserer Kurve durch das
Randintegral

(52) F= fx, "t 4u,

so erhilt man durch Einsetzen der Reihen (46), (47) wegen (50)
(53) nZk(akbf, —ayb,)=F
1
Aus den gefundenen Formeln (51), (53) folgt aber

;—;—2F=n§{(kak——bg)a+(kafk + b2 4 (B — 1) (b +bi3)).

Darin ist aber offenbar die isoperimetrische Ungleichheit
It —4aF =0
enthalten. Man erkennt, daB das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn
ai +5=0, a-—0b =

k=2,3,...
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Dann haben die Entwicklungen (46) die Form
%, =31ay+ a,cosu + ajsinu,
Xy =1by — ajcosu + a,sinu
und stellen einen Kreis dar. Damit ist ganz allgemein gezeigt:

Bei allen geschlossenen, streckbaren ebenem Kurven gilt zwischen Um-
fang L und dem durch (52) erklirten Flicheminhalt F die Beziehung
L2 —47aF =0. Es 1st nur dann L2 — 4aF =0, wenn die Kurve ein
Kreis 1st.

Der vorgetragene Beweis stammt von A. HURWITZ aus dem Jahre
19021. Wegen der benutzten Hilfsmittel aus der Theorie der trigono-
metrischen Reihen vergleiche man ein neueres Lehrbuch iiber diesen
Gegenstand?.

§ 31. Sétze iiber Raumkurven fester Kriimmung?®.

Wir wollen den folgenden Satz beweisen:

Satz Ia: Ein ebener Kurvenbogen bilde mit seiner Sehne die Begren-
zung eines konvexen Bereiches. Dann wird bei jeder Verwindung, d. h.
bet jeder Transformation der Kurve unter Evhaltung der Bogenlingen und
Kriimmungen die Sehne linger. Mit anderen Worten: Bezeichnet ! die
Linge der ebenen Kurve, d die Linge ihrer Sehne und 1:p (s) die
Kriimmung als Funktion der vom Anfangspunkt gemessenen Bogen-

linge und bezeichnen /, d und 1: g (s) die entsprechenden GréBen fiir
die transformierte Raumkurve, so folgt aus

7 1 1
1=7 1 _ 1
(53) @ T Ee
die Giiltigkeit der Ungleichung:
(54) d=d

Wir wollen gleich einen etwas allgemeineren Satz Ib beweisen, der
den soeben ausgesprochenen als Spezialfall enthilt. Wir zeigen nimlich,
daB schon aus den Annahmen

(55) =1,

die Ungleichung (54) folgt.
Um die Aufmerksamkeit nicht abzulenken, setzen wir zunichst vor-
aus, daB die Kriimmung stetig und d > 0 sei.

1 A. Hurwitz: Quelques applications géométriques des séries de Fourier.
Ann. de I’école normale (3), Bd. 19, S. 357—408, bes. S. 392—394. 1902.

2 Etwa CH.-]. DELA VALLEE-PoussIN: Cours d’Analyse, tome 11, S. 165. Paris
1926/28.

3 Der Beweis der Sitze dieses Abschnitts ist der Arbeit von ERHARD SCHMIDT,
Sitzgsber. Ak. Berl. 1925, S. 485ff. entnommen.
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Es moégen der Punkt r, die ebene Kurve C und der Punkt T die
Raumkurve C — gleichzeitig von den Anfangspunkten ausgehend — mit
der Geschwindigkeit 1 durchlaufen. Dann durchlaufen die Richtungs-
punkte; & und & ihrer Geschwindigkeiten auf der Einheitskugel ihre
Bahnen mit den Geschwindigkeiten 1:5 (s) und 1: ¢ (s).

Wegen (55) ist mithin, wenn & und &' zwei beliebige Lagen der von &
beschriebenen Bahn bezeichnen und £ und &’ die entsprechendén Punkie
der von & beschriebenen Bahn sind,

(56) Bogenlange {&, &'} < Bogenlange {£, £').

Es moge nun [£ £'] den zwischen 0 und x liegenden Winkel zwischen
den Richtungen bezeichnen, die den Punkten & und £ entsprechen;
in gleicher Weise erklire man (& &'].

Da C eben und konvex ist, lduft .{-‘_ auf einem groBten Kreise in einem
Sinne. Wenn also

(57) Bogenlinge {é£')< =

ist, so ist . -

(58) Bogenlinge {£€'}=[£E].

Wegen der geoditischen Eigenschaft der GroBkreisbogen folgt ferner
(59) [£&] < Bogenlange {£ £}

Aus (56), (57), (58), (59) folgt also, daB unter der Voraussetzung (55)
(60) 0L [E¢]<[EE]1<n

gilt.

Es bezeichne nun ¢’ denjenigen Punkt der ebenen Kurve C, in
welchem die Tangente der Sehne parallel ist. Der Durchlaufungssinn
der Tangente in g’ stimmt dann mit der Richtung der vom Anfangs-
punkt zum Endpunkt gerichteten Sehne iiberein. Die dem Punkte ¢’
auf der Raumkurve C und den Bahnen der Punkte £ und & entsprechen-
den Punkte seien ¢’, £ und &. Wegen der Voraussetzung der Konvexitat

des von der ebenen Kurve C und ihrer Sehne begrenzten Bereiches ist

bei dieser Wahl von ' fiir alle Punkte § die Voraussetzung (57) ge-
sichert. Mithin gilt die Ungleichung (60).

Nun ist d gleich der Projektion von C auf die £ entsprechende Rich-
tung. Es ist also bei Beriicksichtigung von (55),:

1
(61) d= [cos[EE']ds.
0

Ferner ist die Projektion von d auf die & entsprechende Richtung
gleich der Projektion von C auf diese Richtung. Da d nicht kleiner sein
kann als eine Projektion von d, so ist mithin:

1
(62) d= [cos[EE']ds.
0
Aus (60), (61), (62) folgt die zu beweisende Behauptung.
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Ist 4 =0, d. h. fallen Anfangs- und Endpunkt des einen konvexen

Bereich begrenzenden ebenen Kurvenbogens C — etwa im Punkte
@ — zusammen, so wihle man als Punkt ¢’ einen Punkt des Bogens, in
welchem die Tangente einer Stiitzgeraden in a parallel wird; im iibrigen
verliuft der Beweis unverindert.

Besteht die Kurve C etwa aus einer endlichen Anzahl von stetig
gekrimmten Kurvenstiicken, die miteinander Ecken bilden diirfen, so
darf die Kurve C an den diesen Ecken entsprechenden Punkten eben-
falls Ecken aufweisen; doch darf der absolute Betrag des Richtungs-
sprunges in den Ecken von C denjenigen des Richtungssprunges in den

entsprechenden Ecken von C nicht iiberschreiten. Den Ecken ent-
sprechen dann in den Bahnen von £ und £ Liicken. Diese fiille man durch
GroBkreisbogen < maus. Sind dann e und e zwei einander entsprechende

Ecken von C und C, so ist der e entsprechende GroBkreisbogen jeden-
falls nicht kiirzer als der e entsprechende. Man ordne die Bogen punkt-
weise einander so zu, daB, wenn der eine mit konstanter Geschwindig-
keit durchlaufen wird, das auch fiir den anderen gilt. Nunmehr durch-
laufen wieder £ und & stetige Kurven dergestalt, daB die Ungleichung (56)
bestehen bleibt. Wihlt man nun als £ den Richtungspunkt derjenigen

Tangente oder Stiitzgeraden von C, die mit der vom Anfangspunkt

zum Endpunkt fithrenden Sehne 4 gleichgerichtet ist, so fillt £ ge-
wiB auf die erginzte Bahn von £, und der Bewe=is verliuft wie oben.

Aus dem Beweise ergibt sich endlich unmittelbar, da8 das Gleich-
heitszeichen nur gilt, wenn C und C kongruent sind.

Aus unserem somit bewiesenen allgemeinen Satz Ib kénnen wir
unmittelbar den folgenden Satz IIa gewinnen.

Satz I1a: Jeder von einem Kreisbogen verschiedene Raumkurvenbogen
mit der konstanten Kriimmung 1: R, welcher zwei Punkte von der Ent-
fernung d << 2 R verbindet, ist entweder linger als der lingere oder kiirzer
als der kiirzere der beiden Kreisbogen, welche im Kreise vom Radius R
2ur Sehne d gehoren.

Wir konnen voraussetzen, daB die Linge ! des Raumkurvenbogens
< 2nR ist, da sonst die Aussage des Satzes IIa von vornherein er-
filllt ist. Vergleicht man nun die Raumkurve mit einem Bogen von
gleicher Linge auf dem Kreise mit dem Radius R, so sind die Voraus-

setzungen unseres Satzes Ib erfiillt. Die Sehne dieses Kreisbogens d
ist also < d, der Bogen mithin entweder gréBer als der gréBere oder
kleiner als der kleinere der beiden zur Sehne 4 gehorigen Kreisbogen.

Man kann den Satz ITa auch leicht mit der Erweiterung IIb ab-
leiten, daB die Voraussetzung der konstanten Kriimmung durch die
Voraussetzung einer 1: R nirgends iiberschreitenden Kriimmung er-
setzt wird.
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Weiter beweisen wir den Satz III:

Eine geschlossene Raumkurve mit hochstens einer Ecke und einer die
Schranke 1: R nirgends iiberschreitenden Kriimmung hat mindestens den
Umfang 2nR.

Wihlt man nimlich im Falle des Vorhandenseins cines Eckpunktes
diesen, sonst einen beliebigen Punkt als Anfangs- und Endpunkt des
Raumkurvenbogens, so ist 4 = 0. Wire nun die Linge des geschlosse-
nen Raumkurvenbogens < 2z R, so wiren beim Vergleich mit dem
Bogen von gleicher Linge auf dem Kreise mit dem Radius R die Vor-
aussetzungen des Satzes Ib erfiillt, wihrend sich im Widerspruch zur

Aussage des Satzes d <d ergibe. Aber auch gleich 27 R kann die
Linge der geschlossenen Raumkurve nur dann sein, wenn die Kurve
ein Kreis mit dem Radius R ist. Denn der Satz Ib bleibt auch giiltig,

wenn 4 = 0, d. h. wenn Anfangs- und Endpunkt des ebenen Kurven-
bogens zusammenfallen.

Die Sitze IIa und III sind von H. A. ScHwARzZ in den achtziger
Jahren gefunden worden?, den Satz Ia hat A. SCHUR 19212 bewiesen.
Der Satz Ib sowie der hier gegebene Beweis wurde 1925 von ERHARD
ScumIDT? angegeben, desgleichen der Satz IIb.

§ 32. Bemerkungen und Aufgaben.

1. Man leite die der Formel (17) fiir die Variation der Kriimmung entsprechende
Formel fiir die Variation der Torsion

(63) S0 = e{(u fo— 0ty )+ e [—,l; (& t‘)")}}

ab. G. HAMEL: Sitzgsber. Ak. Berl. 1925, S. 5.
2. Die ,,Gesamtkriimmung‘‘

!
(64) Sxas
0

einer geschlossenen Raumkurve ist > 2 #. Das Gleichheitszeichen steht nur fiir
ebene konvexe Kurven. W. FENcHEL: Diss. Math. Ann. 101 (1929), S.238—252.

8. Uber die Notwendigkeit von Existenzbeweisen in der Variationsrechnung.
R. v. Misks hat die Aufgabe gestellt: Zwei gerichtete Linienelemente in der Ebene
sollen durch eine immer im gleichen Sinn gekriimmte gerichtete Kurve der Ebene
so verbunden werden, da8 die groBte Kriimmung der Kurve moglichst klein wird.
Man zeige, daB die Aufgabe keine Lésung hat. Dagegen wird die Aufgabe 16sbar,
wenn man die Gesamtkriimmung oder die Gesamtlinge der zuldssigen Kurven
einschrankt. W. BLASCHKE: Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Ver-
einigung Bd. 27. S.234—236. 1918; R. v. Mises: Ebenda Bd.28, S.92—102.
1919. Wegen der Existenzfragen vgl. man im folgenden §§ 101, 115.

1 Die Kenntnis der Scawarzschen Sitze verdankt der Verfasser einer Mit-
teilung von C. CARATHEODORY.

2 Math. Ann. Bd. 83, S.143—148. 1921.

3 Vgl. das Zitat zu Beginn dieses Abschnitts.
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4. Variationsproblem von CH. E. DELAUNAY. Die in den letzten Paragraphen
behandelten Gegenstinde hingen mit folgendem Variationsproblem zusammen:

Zwei Punkte @ und b sollen durch eine Kurve (g) der festen Kriimmung Eins
verbunden werden, deven Richtung in a und b durch die Einheitsvektoren o und f
gegeben sei, und deven Bogemldnge ein Extrem ist.

Wir bekommen fiir den Vektor & = dt: ds folgende Bedingungen:

§2= l:

g
(85) JeyEiar=ftas=fg(9)=b—a,

8
f }‘?d: = fds = Extrem.
a

Die Extremalen dieser Variationsaufgabe lassen sich, wie K. WEIERsTRASZ 1884
gezeigt hat, mittels elliptischer Funktionen aufstellen. K. WEeIErsTRASZ: Uber
eine die Raumkurven konstanter Kriimmung betreffende von DELAUNAY her-
rithrende Aufgabe der Variationsrechnung. Werke III, S. 183—217. Dort findet
man auch die Vorgeschichte des Variationsproblemes angegeben.

5. Uber Kurven mit fester Kriimmung. Man zeige, daB alle Kurven der Krim-
mung Eins, die vom Punkt
a mit der Richtung « aus-
gehen und deren Linge < =
ist, einen Korper erfiillen,
der durch Umdrehung des
in der Fig. 8 schraffierten
Flachenstiicks um seine
Symmetrieachse beschrie-
ben wird. Das Flachenstiick
ist durch zwei Halbkreis-
bogen mit dem Halbmesser
Eins und durch zwei Bogen
von Evolventen dieser Halb-
kreise begrenzt.

Bei der Besprechung der
geodatischen  Kriimmung
einer auf einer Fliche ge-
zogenen Kurve werden wir auf die im § 31 behandelten Fragen zuriickkommen
(vgl. § 39).

6. Variation von Kurven mit fester Windung. Von den Punkten einer Kurve
mit fester Windung werden in den Schmiegebenen feste unendlich kleine Strecken
derart abgetragen, daB die Anderung der Bogenlinge zwischen irgend zwei Punkten
verschwindet. Dann hat auch die variierte Kurve feste Windung. Vgl. L. BiaNcHI:
Memorie della societd italiana delle scienze (3), Bd. 18, S. 7—10. 1913.

7. Die Isoperimetrie auf der Kugel nach F. BERNSTEIN. Es sei € eine Eilinie
auf einer Einheitskugel &, eine geschlossene Kurve also, die von jedem GroBkreis
von § in héchstens zwei Punkten geschnitten wird. Es sei F der Flicheninhalt
des ,,Inneren‘ von &, d. h. des kleineren der von € begrenzten zwei Oberflichen-
teile von &, und L der Umfang von §. Dann driickt sich die isoperimetrische
Eigenschaft des Kreises in der sphérischen Geometrie so aus: Es ist fiir jede
Eilinie ¢
(66) @rn—FPR + L= (2m)?
und das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn € ein Kreis ist. Zum Beweis
betrachte man die auBere Parallelkurve €, im spbarischen Abstand € von €, die

Blaschke, Differentialgeometrie I. 4. Aufl. 5

Fig. 8.
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T

fir0ge< 3 keinen Doppelpunkt hat. Man findet fiir ihren Inhalt F, und ihre
Linge L,

(2n—F,) = (2n— F)cos¢ — Lsine,
(67) L,= (2n — F)sine 4 L cos¢;

Rrn—F 4+ 18 = 2 —F,) + L.

Somit geniigt es, zu zeigen, daB fir F, = 2 % die Beziehung L, > 2 ® besteht.
Dazu braucht man nur nachzuweisen, dal jede geschlossene und doppelpunktfreie
sphirische Kurve, die die Kugelflache halftet, mindestens zwei Gegenpunkte ent-
halt. F. BERNSTEIN: Math. Ann. Bd. 60, S. 117—136. 1905.

8. Variation isotroper Kurven. Ist g (p) eine auf ihren natiirlichen Parameter
bezogene isotrope Kurve (§ 22), so kann man jede benachbarte, ebenfalls isotrope
Kurve in der Form darstellen ¢ 4 8¢, wobei

(68) Sg=¢g @) — WP '+ hp) g™

ist und g und h zwei unendlich kleine Funktionen (g = ¢ g_, h =&h, €— 0) be-
deuten. Man findet dann bei festgehaltenen Endelementen fiir die erste Variation
von p den einfachen Ausdruck

69) 0= [ nar,

wo F in § 24 (185) erklirt wurde. Die Extremalen von dp = 0 sind also die iso-
tropen Schrauben F = konst.



3. Kapitel.
Flachenstreifen.

§ 83. Das begleitende Dreibein eines Streifens.

Die aus einem Punkte g und einer hindurchgehenden Ebene & be-
stehende geometrische Figur wollen wir als ein Flichenelement be-
zeichnen. Fiir die Anschauung ist es zweckmiBig, sich bei einem Flichen-
element von der Ebene ¢ immer nur ein kleines Stiick in der Umgebung
des Punktes g vorzustellen. Zu der Ebene ¢ gehéren zwei entgegen-
gesetzt gerichtete, zu ihr senkrechte Einheitsvektoren, die Einheits-
vektoren der Normalen des Flichenelements. Zeichnen wir einen der
beiden Vektoren aus, so wird dadurch eine positive Seite des Flichen-
elements festgelegt, nimlich die Seite, nach welcher der Vektor hin-
zeigt. Das Flichenelement wird, wie wir sagen wollen, gerichtet. Durch
Angabe des Punktes ¢ und des Normalenvektors & in ihm ist dann
das gerichtete Flichenelement eindeutig festgelegt. Zu jedem regu-
liren Punkt einer Fliche gehért ein Flichenelement, das durch den
Flichenpunkt und die durchihnhindurchgehende Tangentenebene (§41)
der Fliche gebildet wird. Als Tangentenebene eines Flichenpunktes be-
zeichnen wir dabei die Ebene, die durch alle Tangenten an die von ihm
auslaufenden Flichenkurven aufgespannt wird. Geben wir allgemein g
und & als Funktionen eines Parameters #, so erhalten wir eine Schar
von Flichenelementen. Diese werden sich aber im allgemeinen nicht
glatt aneinanderschlieBen, wie die Flichenelemente eines Flichen-
streifens, die durch die Punkte einer auf einer Fliche gezogenen Kurve
und die zugehorigen Tangentenebenen gebildet werden. Im allgemeinen,
z. B. bei der Schar der auf einer festen Geraden senkrecht aufsitzenden
Flichenelemente, werden sie sich nicht glatt aneinanderreihen. Sollen
sich die Flichenelemente {x (f), £ ()} zu einem Streifen zusammen-
schlieBen, so muB die Ebene des Flichenelements immer durch die
Tangente der Kurve g (f) hindurchgehen, d. h. es mu3 der Tangenten-
vektor ¢’ der Kurve auf dem Vektor & senkrecht stehen:

1) rE=0.

Wir werden uns in diesem Kapitel mit der Theorie der Flichen-
streifen oder, wie wir kiirzer sagen wollen, ,,Streifen‘* beschiftigen,
die uns vorbereiten soll auf die Fragen der allgemeinen Lehre von den
Flichen, die wir im 4. Kapitel zu entwickeln beginnen werden. Wir
werden unsere Betrachtungen wieder aufs Reelle beschrinken.

5%
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Wihlen wir jetzt noch als Parameter ¢ = s des Streifens {x (s), & (s))
die Bogenlinge seiner Kurve g (s), so gilt nach § 5 (13) auBer der eben an-
gefithrten Beziehung (1) noch

@) i=rr=1

identisch in s.2 Dabei schlieBen wir den Fall (¢’ t') =0 oder nach § 5 (13)
1’ =0 aus, in dem wir es mit Flichenelementen durch einen festen Punkt
zu tun haben. Wir fithren jetzt zu g’ und & noch den dritten Einheits-

vektor
(3) n=£§&XY¢

ein, der in ¢ zur Kurventangente ¢’ senkrecht ist und in dem Flichen-
element des Streifens enthalten ist. Nach (3) gilt dann fiir ¢’, &, # die
folgende Tabelle skalarer Produkte:
2o gt g2 =1,
® T
vé=§&n=ny =0.
Nach (3) gilt dann noch

(8) nxé=y, ¢xn=E¢&.
Ferner gilt nach (3), (4)
(6) ®né) =1.

Wir wollen jetzt fiir die Vektoren des unseren Streifen begleitenden
Dreibeins die Ableitungsgleichungen aufstellen, indem wir die Ab-
leitungen ¢, & und %’ unserer Vektoren aus diesen selbst linear kom-
binieren. Wir gelangen dann zu Formeln, die den FRENETschen Formeln
der Kurventheorie (§9) ganz entsprechen.

Wir erhalten Ablestungsgleichungen der folgenden Gestalt:

(T t'= =+ +on —b¢,

(7)e n=—ct » +ai,

(7)s E=+4by —an »,

wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

(8) né'=—a, ¥=+>b, nr'=+c.
In der Tat: Wenn wir etwa 7’ linear kombiniert denken:
9) =o'+ BE+ vy

und bedenken, daB aus (8) und (4) folgt:

(10) #n'=0, gr@=—ng'=—c, &n=—¥8n=+a,

so erhalten wir durch skalare Multiplikation von (9) mit , daB y =0
sein muB, ebenso fithrt die Multiplikation mit ¢’ und & nach (10) auf

1 Diese Beschrinkung in der Freiheit der Parameterwahl ist vollig un-
wesentlich. Vgl. im folgenden § 40, 9.
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o= —c und B = + a, womit die zweite der Gleichungen (7) be-
wiesen ist. Entsprechend leitet man die andern beiden Gleichungen ab.
Ahnlich wie die in den FRENETschen Formeln §9 (72) auftretenden
Koeffizienten 1: o, 1:7 erweisen sich hier die Grofen a, b und c als In-
varianten unseres Streifens.

Dabei handelt es sich immer um den mit einer positiven Flichen-
seite versehenen gerichteten Streifen. a ist genau genommen nur bis
auf ein Vorzeichen eine Invariante, da der Parameter s nur bis auf ein
Vorzeichen festgelegt ist und & nach (8) im Gegensatz zu b und ¢ bei
der Substitution s = — s* sein Vorzeichen wechselt. Auch 4 148t sich
aber als absolute Invariante auffassen, wenn ein Durchlaufssinn fiir
die positiv zu zihlende Bogenlinge auf der Kurve des Streifens fest-
gelegt wird. @ und b hingen in den Funktionen { (¢), £ ()} des auf einen
beliebigen Parameter bezogenen Streifens von Ableitungen erster Ord-
nung ab, ¢ aber von solchen zweiter Ordnung.

Entsprechend dem Beweis des § 16 kann man auch hier zeigen, daB
durch Angabe der Funktionen a (s), b (s) und c (s) ein Streifen bis auf
Bewegungen eindeutig bestimmt ist. (Vgl. Aufg. 1 des §40.)

§ 34. Geometrische Deutung der Invarianten eines
Flichenstreifens.

Nach §7 (33) und Formel (7), dieses Abschnitts gilt fiir die Krsim-
mung unserer Streifenkurve

ay Lopaopia
Die Hauptnormale der Streifenkurve ist ferner nach §7 (35) durch den
Vektor

& — b&

gegeben. Berechnen wir uns noch den Binormalenvektor & = ¢’ X &,
der Streifenkurve, so haben wir insgesamt fiir das im § 7 eingefiihrte
begleitende Dreibein der Kurve g (s):

- _¢on—>b¢ _ _bntcé
(13) 51 —'E » fz - Vm;, 53 ——“""ym

Aus (12) erhalten wir fir die Winkel ¢, und ¢, des Hauptnormalen-
vektors mit & und 1.

—b
(14) COS @y = VT—T;, COS @, = _b'V—iT_—c_’ .
Nach (11) gilt dann

(15) %cos%: — b, —;~cos1p2=c.
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Daraus entnimmt man: ¢ und b sind die Kriimmungen der Kurven, die
durch semkrechte Projektion der Streifenkurve auf die Tangenienebene
bzw. auf die Normalebene des Streifens entstehen, wobei wir als die Normal-
ebene die durch ¢’ und § im Kurvenpunkt aufgespannte Ebene bezeich-
nen. Man nennt daher auch ¢ die Tangentenkriimmung und b die Nor-
malkriimmung des Streifens. Fiir ¢ werden wir im § 37 auch noch die
zweite Bezeichnung geoddtische Kriimmung verwenden.

Wir geben noch eine weitere geometrische Deutung von & und c.
Nach §13 gelten fiir Mittelpunkt 1 und Radius a der allgemeinsten
Kugel, die durch den Kriimmungskreis der Kurve g (s) hindurch geht,
die Gleichungen § 13 (90). Um Verwechslungen zu vermeiden, schreiben
wir hier fiir den Radius R, statt . Wahlen wir nun unter diesen Kugeln
diejenige aus, die das Flichenelement (g, £) unseres Streifens beriihrt,
so muB g — 9 = R,& gelten. Die Gleichungen §13 (90a) und (90b)
sind dann identisch erfiilt, (90c) liefert aber nach (13) die Bedingung
b=1:R,. Nehmen wir aber unter den Kugeln § 13 (90) durch den Kriim-
mungskreis unsrer Kurve diejenige, die im-Punkt ¢ zum Streifen senk-
recht steht, so miissen wir ¢ — ) = R, 7 setzen, wo jetzt R, der Radius
der neuen Kugel ist. Aus (90c¢) ergibt sich dann ¢ = — 1: R,. Wir haben
also: b und ¢ sind die reziproken Werte der Radien der beiden Kugeln,
die durch den Kriimmungskreis der Streifenkurve hindurchgehen und von
denen die erste das Flichenelement des Streifens beriihrt, die zweite aber
2u diesem senkrecht ist. Die erste Kugel nennen wir auch die Tangenten-
kugel und die zweite die Normalkugel des Streifens.

Wir wollen uns jetzt weiter auf der Normalen unseres Streifens den
sogenannten Kehlpunkt bestimmen, in dem sie von der Nachbarnormalen
den kiirzesten Abstand besitzt. Die Normale unseres Streifens konnen
wir mittels eines Parameters A in Punktkoordinaten a in der Form

(16) a(d)=r+Aé

darstellen, die Nachbarnormale b () mittels eines anderen Parameters u
in der Form

a7 bu=cr+zdstué+&ds)=c+(1+bu)ds-¢
+ué—apds.
Die Entfernung ! (A, u) zweier Punkte a (4) und b () ist nun durch

(18) B=(a—BF=A—p?+ 1+ burds+atutds®

gegeben.

Ein Minimum tritt ein fiir
S —2(—p=0
ai !

(19) o

== — 2(A— )+ 2(1 + bu)bds® + 24 uds®=0.

du
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(19) ergibt fiir A und u die Losung

—b

Der gesuchte Punkt f auf der Normalen ist also durch
b
(21) = I — PO &,

gegeben. Das gemeinsame Lot der beiden benachbarten Normalen ist jetzt
weiter die Gerade, die von diesem Punkt in der Richtung t des zu &
und & 4 &'ds senkrechten Vektors ausliuft. Es muB3 dann t zu & X &
oder nach (7), (3), (5) zu at’ + by proportional sein. Normen wir t
als Einheitsvektor, so daB seine Richtung erhalten bleibt, so bekommen
wir
ag’ +b7
(22) t= Tk

Die Tangente unseres Streifens, die in Richtung dieses Vektors von g
auslduft, nennen wir die zur Kurventangente y’ konjugierte Tangente
unseres Streifens. Offenbar entsteht sie auch als Grenzlage des Schnitts
benachbarter Tangentenebenen unseres Streifens. Fiir die Winkel o,
und vy,, die der Vektor t mit ¢’ und # bildet, erhalten wir

b

(23) cosy, = 0S 9, = W—’-i-——bq .

a

Vo +o2|’

Da sich cos 9, : cos 9, = a: b ergibt, und da b bereits geometrisch
gedeutet wurde, so ist jetzt auch die Bedeutung von @ bekannt. Man
bezeichnet & auch als geoddtische Windung des Streifens.

Berechnen wir uns zum SchluB noch mittels der Formel § 10 (78)
die Windung 1 :7 unserer Kurve g (s), indem wir ¢’ und ¢’” nach (7)
durch ¢’, & und % linear ausdriicken, so finden wir

1 _ @, —béten, (—b+ac)é+ (+ab)y
T - b8+52

oder nach dem Multiplikationsgesetz fiir Determinanten

—b —b+4ac
1 ¢ c’+ab ,
T Bt (g &)
Nach (8) ergibt das aber
1 b'e—bc
(24) e

Die Streifen lings ebener Kurven 1:7 = 0 sind hier von den ebenen
Flichenstreifen @ = b = 0 zu unterscheiden, bei denen der Vektor ¢
konstant ist.
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§ 85. Schmiegstreifen, Kriimmungsstreifen und
geodidtische Streifen.

Wir wollen jetzt einige bemerkenswerte besondere Arten von
Flichenstreifen untersuchen.

1. a = 0. Nach (6), (7) ist a = — (' £&'), und @ = 0 besagt dann
nach §2 (26), daB die drei Vektoren ¢’, & und & oder, was auf dasselbe
herauskommt, die drei Vektoren ', £ und £ + 4£ in einer Ebene liegen.
Da nun die beiden benachbarten Normalenvektoren & und & + d¢
durch Anfangs- und Endpunkt des von g nach ¢ 4 d¢ laufenden Linien-
elementes unserer Kurve g (s) hindurchlaufen und ¢’ die Richtung dieses
Linienelements anzeigt, kommt unsere Bedingung darauf hinaus, daB
die ,,benachbarten Normalen sich schneiden‘“ (vgl. die gleich folgende
nihere Erklirung) und nicht wie im allgemeinen Fall windschief
sind. Wir nennen allgemein eine Fliche, die als Ort einer einpara-
metrigen Geradenschar angesehen werden kann, eine geradlinige Fliche
oder auch eine Regelfliche in ungliicklicher Ubersetzung des franzs-
sischen ,,surfaces réglées’*. Insbesondere sollen die besonderen gerad-
linigen Flichen, die Tangentenflichen von Kurven sind (und dann noch
die Kegel- und Zylinderflichen) als Torsen bezeichnet werden. Offenbar
sind die Torsen identisch mit denjenigen geradlinigen Flichen, bei
denen benachbarte Gerade sich schneiden. Darunter ist zu verstehen:
Der Grenzwert des Quotienten aus dem Abstande benachbarter Geraden
durch den entsprechenden Zuwuchs eines reguliren Parameters fiir
die Erzeugenden der geradlinigen Fliche verschwindet. Wir kénnen
jetzt sagen: Die Streifen mit a = O sind dadurch gekennzeichnet, daf thre
Normalen eine Torse bilden. Diese Streifen wollen wir in spiter noch
zu erlduternder Ausdrucksweise als Kriimmungsstreifen bezeichnen.

2. Wir betrachten jetzt die Streifen mit b = 0. Nach (14) ist in diesem
und nur in diesem Falle der Vektor & der Flichennormalen unseres
Streifens zu dem Hauptnormalenvektor &, der Kurve g (s) senkrecht,
das heiBt aber, & steht senkrecht auf der durch & = ¢’ und &, auf-
gespannten Schmiegebene der Kurve g (s), oder noch anders aus-
gedriickt:

Die Streifen mit b = 0 sind dadurch gekennzeichnet, daf die Schmieg-
ebene der Streifenkurve mit der Tangentenebene des Streifens zusammenfillt.
Diese Streifen wolien wir als Schmiegstreifen oder asymptotische Streifen
bezeichnen. Aus (22) ersehen wir, daf bei einem Schmiegstreifen die
Kurventangente mit der konjugierten Tangente zusammenfilit, daB
dagegen bei einem Kriimmungsstreifen Tangente und konjugierte Tan-
gente zueinander senkrecht sind.

3. Bei den Streifen mit ¢ = 0 fillt die Hauptnormale &, mit der
Flichennormale & zusammen und wir haben: Bei den Streifen mit ¢ = 0
geht die Schmiegebene der Streifenkurve durch diz Flichennormale hin-
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durch. Wir wollen diese Streifen als geoddtische Streifen bezeichnen, eine
Benennung, die erst spiter (im § 37) ihre Rechtfertigung finden wird.

Ist die Kurve g (s) unseres Streifens eine Gerade, so muBl nach §6
1" = 0 gelten. Das ergibt nach (7) 4 = ¢ = 0. Darin steckt das Er-
gebnis: Liegt auf einer Fliche eine Gerade, so ist der Flichenstreifen lings
dieser Geraden zugleich ein Schmiegstreifen und ein geodditischer Streifen.

Da nach (7) gilt —a=('§¢&), b=('¢) und —c=(£¢' 1),
so kénnen wir die drei Bedingungen zusammenstellen:

—a=(¢'£&) =0 fir Krimmungsstreifen,
(25) +b=1(1'8) =0 fiir Schmiegstreifen,
—c=(¢Y't") =0 fir geoditische Streifen.
Wenn wir nach den Formeln §10 (79) von dem Parameter s der

Bogenlinge unserer Streifenkurve zu einem beliebigen Parameter ¢
ibergehen, und wenn wir die Differentiale

(26) dy = gdt, dx=¢%-de+ p-d2t
einfithren, so erhalten wir aus den Formeln § 10 (79):

,___ 4% n__ _d ay [(§%)-d* 4 (i §) 44
(27) t —-V_t‘idt = ar @ an .

Wir kénnen daher unsere Bedingung (25), wie sie sich durch. Ein-
setzen ergibt, auch in der Form schreiben:
(& dg d&) =0 Krismmungsstreifen,
(28) (dr d&) =0 Schmiegstreifen,
(¢ dy d®x) =0 geoddtische Streifen.
Nach (11) und (24) fallen bei einem Schmiegstreifen geoditische

Krimmung und geoditische Windung mit der gewohnlichen Kriim-
mung und der gewShnlichen Windung zusammen.

§ 36. Drehung eines Streifens um seine Kurve.

Eine Abidnderung eines Streifens, die die Kurve g (s) fest 148t und
nur die Normalen & (s) verindert, bezeichnen wir als eine Drehung eines
Streifens um seine Kurve. Fiir den neuen Streifen { (s), £ (s)} muB
dann offenbar gelten:

{ v=t,

29 Z

) E=af+ fn,

denn es muB ja der Vektor £ zu [’ =7 senkrecht sein. Aus
g =1 folgt: a®+ f2=1. Wir konnen dann a =cosp; f =sing
setzen und g ist einfach der Winkel der Vektoren £ und £, also der Winkel,
um den wir die Tangentenebene beim Ubergang zum neuen Streifen
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gedreht haben. Aus 7 = ¢’ x £ folgt 7 = — sin @& + cos py. Wir
haben also insgesamt:

r=1,
(30) § =cosp&+singy,

7 =—sing&+ cosgy.

Nehmen wir den Drehwinkel @ lings der Kurve als Funktion der Bogen-
lange s an, so haben wir die allgemeinste Drehung unseres Streifens.
Durch Ableitung nach s folgt aus (30)

(31) =1

(32) &= (bcosp—csing)y' + (@ —¢)singpé — (@ — ¢) cos 7.

Setzen wir gemiB (8) die Invarianten des neuen Streifens in der Form an:
_a=’—7§71 b=i,gr E__—ﬁi”x

so erhalten wir aus (30), (31), (32) durch Einsetzen unter Benutzung von

(8) fiir den Zusammenhang der alten mit den neuen Invarianten:

(33) a=a-—¢,
(34) b=bcosp — csing,
(33) c="bsing + ccosg.

Aus den Formeln (34), (35) ersehen wir, daB es durch eine Kurve ge-
nau einen Schmiegstreifen und genau einen geoditischen Streifen gibt.
Denn um b =0 zu erreichen, hat man nur tgp =4:c und um ¢ =0
zu erreichen, hat man nur tg ¢ = — ¢: b zu setzen. Durch den Wert
von tg ¢ ist aber ein Wert von ¢ zwischen 0 und % eindeutig bestimmt?.
Aus den Formeln (34), (35) folgt noch der Satz: Aus einem Schmieg-
streifen entsteht durch Drehung um 7 : 2 ein geoditischer Streifen und
umgekehrt.

Anders wie mit den geoditischen und den Schmiegstreifen durch
eine gegebene Kurve verhilt es sich mit den Kriimmungsstreifen.
Deren gibt es durch eine gegebene Kurve immer eine einparametrige
Schar. Denn um & = 0 zu machen, haben wir ¢’ = a oder

(36) () = [ads

zu setzen. Die Funktion ¢ (s) ist dann aber nur bis auf eine additive
Integrationskonstante bestimmt. Wir kdnnen somit das Flichenelement
an einer Stelle s, noch willkiirlich durch unsre Kurve hindurchlegen,
dann gibt es immer genau einen Kriimmungsstreifen durch unsere
Kurve, der dieses Flichenelement an der Stelle s, enthilt. Zugleich ist
auch eine Deutung der Inetgralinvariante (36) unseres allgemeinen

1 Hiermit ist zugleich eine neue geometrische Deutung der Invariante b:c¢
gefunden.
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Ausgangsstreifens (wo das Integral iiber das Streifenstiick zwischen
den Punkten g (s;) und g (s,) erstreckt wird) gefunden: Wir legen durch
die Kurve unsres Ausgangsstreifens einen der moglichen Kriimmungs-
streifen. Bilden dann die Flichenelemente unseres Ausgangsstreifens mit
den Flichenelementen des Kriimmungsstreifens an den Stellen s, und s,
die Winkel @, bzw. @,, so ist unser Integral gleich der Differenz ¢, — @,.

Betrachten wir zwei Kriimmungsstreifen {z (s), £ (s)} und {z (s), £ (s)}
durch dieselbe Kurve g (s), so folgt aus a = @ = 0 nach (33) ¢ = konst.
Darin steckt der Satz von JOACHIMSTHAL?: Zwei Kriimmungsstreifen
durch dieselbe Kurve schliefien einen festen Winkel ein. Es gilt von diesem
Satz auch die Umbkehrung: Dreht man alle Flichenelemente eines
Kriimmungsstreifens um einen und denselben festen Winkel, so entsteht
wieder etn Kriimmungsstreifen.

Allgemeiner konnen wir auf Grund von (33) auch den Satz aus-
sprechen: Bilden zwei Streifen durch dieselbe Kurve dauernd den-
selben Winkel miteinander, so haben sie iiberall gleiche geoditische
Windungen a.

§ 87. Verbiegung eines Streifens.

Wir konnen uns einen jeden Flichenstreifen wenigstens niherungs-
weise mechanisch verwirklicht denken durch einen diinnen Streifen
irgendeines biegsamen und nicht dehnbaren Materials (etwa aus Papier).
Gewisse Streifen stehen nun in einer ganz besonders ausgezeichneten
Beziehung zu einander, sie gehen nidmlich durch Verbiegung ausein-
ander hervor. Z. B. kénnen wir auf ein ebenes Blatt Papier eine Kurve
zeichnen und lings der Kurve dann einen diinnen Papierstreifen her-
ausschneiden. Wir erhalten dann offenbar einen ebenen Flichenstreifen.
Diesen Streifen kénnen wir nun in die mannigfachsten Gestalten ver-
biegen, ohne das Papier zu knicken und zu zerreiBen. Dabei nimmt
auch die auf den Streifen gezeichnete Kurve die Gestalt der verschie-
densten Raumkurven an. Was dieser Verbiegung ohne Knickung und
Dehnung als idealisierter mechanischer Vorgang entspricht, ist offenbar
eine solche Abinderung des Streifens, bei der nicht nur die Bogenlingen
der einzelnen auf der Streifenkurve g (s) gemessenen Entfernungen er-
halten bleiben, sondern auch die Bogenlidngen aller Kurvenstiicke, die
auf dem Streifen in geniigender Nachbarschaft zu der Kurve g (s) ge-
zogen sind, oder kurz gesagt, wir haben es mit einer solchen Abdnde-
rung zu tun, bei der die inneren MaBverhiltnisse auf dem Streifen nicht
geindert werden.

Wir wollen jetzt untersuchen, wann zwei gegebene Streifen inein-
ander verbiegbar sind. Dabei nehmen wir vorldufig an beiden Seiten
offene Stiicke von Streifen an. Wir schlieBen also zunichst geschlossene
Streifen aus.

2 F. JoacHIMsTHAL: Crelles Journal Bd. 30, (1846). S. 347.
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Wir brauchen zur Entscheidung unserer Frage eine Formel, die uns
fiir einen gegebenen Streifen {g (s), £ (s)} die Bogenlingen der zu g (s)
benachbarten, gleichfalls auf den Streifen gelegenen Kurven liefert. Be-
nachbart verstehen wir dabei in dem Sinne, daB die kiirzesten Entfernun-
gen der Punkte einer solchen Kurve C von der Kurve g (s) klein sind.
Wir kénnen durch g (s) also eine beliebige den Streifen beriihrende
Fliche hindurchlegen, und auf dieser die Kurven betrachten, die auf der
Fliche in der Umgebung der Kurve g (s) liegen. Wie wir eine Kurve
mit Hilfe eines Parameters darstellen, so kénnen wir eine Fliche fest-
legen, indem wir den Flichenpunkt g als Funktion % (s, v) zweier Para-
meter s und v vorgeben. s hat hier zun4chst noch nichts mit einer Bogen-
linge zu tun. Geben wir in den Funktionen ¢ = (s, v) dem Para-
meter s einen festen Wert und lassen nur v variieren, so bekommen
wir jedesmal eine bestimmte, der Fliche angehérige Kurve, und ebenso
bekommen wir fiir die festen Werte von v bei verinderlichem s eine
Kurvenschar auf der Fliche. Das ,,Netz* der zwei Scharen der Kurven
s = konst. und v = konst. bezeichnen wir auch als das Netz der Para-
meterkurven auf der Fliche. Geben wir v als Funktion v = f (s) von s, so
entspricht ihr in der Darstellung £ = % (s, f (s)) eine Kurve auf unserer
Fliche. In einem zu einem festen Wertsystem s, v gehorigen Flichen-
punkt der Fliche £ (s, v) sind die partiellen Ableitungen f, und g, zwei
Vektoren, die in die beiden Richtungen der von dem Punkt auslaufen-
den Parameterkurven weisen.

Geben wir uns nun insbesondere eine Fliche (s, v), fiir die

(36a) t(s,0)=z(s)

ist, wo rechts die Vektorfunktion unserer Streifenkurve steht, so geht
diese durch unsere Streifenkurve hindurch. Ist ferner g, lings der Kurve
(36a) eine Linearkombination der zu unserm Streifen g (s), & (s) ge-
horigen Vektoren ¢’ und #:

37 To(s, 0) = P(s)-7'(s) + Q ()7 (s),

so liegt der Tangentenvektor I, (s, 0) der Fliche in der Tangentenebene
des Streifens, es beriihrt die Fliche also unsere Kurve g (s) lings des
Streifens.

Entwickeln wir die Funktion (s, v) bei festgehaltenem s lings der
Kurve g (s), also fiir v = 0 nach Potenzen von v, so ergibt sich

s 0)=3() +vg(s, 0+ -
oder nach (37)

(372) s, 9)=g() + v [P+ 0On+---.
Ferner erhilt man nach (37a) und (7)
L=t +o[(P—cQy —(Pb—Qa)é+(Q0'+ Pl +---.
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Daraus ergibt sich

(38) B=1+20F —cQ)+-
und nach (37)
(382) tE=P+ol. ]+

wo wir nur das konstante Glied in der Potenzentwicklung nach v
brauchen werden. Wir wollen uns nun die Bogenlinge einer zu g (s)
benachbarten Flichenkurve berechnen. Zunichst gilt fiir eine durch
die Funktion v = f (s) festgelegte Flichenkurve ¢ (s, f (s)) = I (s):

af _ - -

T =Lt/

und fiir ihre Bogenlinge S nach §5 (2):

82 )
(39) S=[VE+2Gz)/ + @ rids.
LA
Um nun diese Kurve g (s) in g (s) hineinriicken zu lassen, setzen wir

(39a) v=1f(s) =e9(s),

wo die Konstante & gegen Null gehen soll. Ersetzen wir unter dieser
Annahme in (38) und (38a) das v durch &- ¢ und in (39) das /' durch
e+¢’, so erhalten wir

S=[V1+2:@ P —9pcQ+¢Pds+ -

oder

82
S=[Q+e@P)—cpcQds+ -
oder nach Zerlegung des Integranden in seine drei Glieder

(40) S(&) =S (0) + ellp Pl —s [ pe0ds) £,

Hier bedeutet das Glied in der eckigen Klammer die Differenz der
Werte der Funktion ¢ P an den beiden Enden.s, und s, des Inte-
grationsintervalls. Setzen wir

01(5) =55t (s0)]
so haben wir nach (37a), (39a)
dr=(pP)r'+ (9 Q).

on=ndt =¢Q, O6t=Y¢0r=¢P

b
£ =

Wir setzen
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und nennen dn die Komponente der mormalen Verriickung oder die
normale Variation, 8¢ aber die tangentiale Verriickung oder die tangentiale
Variation unserer Kurve g (s). Die Formel (40) schreibt sich jetzt in
der Form

(41) as=[%‘G”]E?O[az]::—‘f'c.an.ds+

Man nennt ds die erste Variation der Bogenlirge unserer Streifenkurve.

Aus der Formel sieht man, daB fiir die MaB8verhiltnisse der Um-
gebung der Kurve g (s} auf unserer Fliche die Funktion ¢ (s) aus-
schlaggebend ist, nicht aber die Funktionen « (s) und b (s) des Strei-
fens. Wir werden daher zwei ‘Streifen aufeinander verbiegbar nennen,
wenn bei geeigneter Wahl der Parameter der Bogenlingen ihrer Kurven
(man kann ja noch s* = 4+ s 4 konst. setzen) die Funktionen c (s)
tiberetnstimmen.

Nach (7) folgt fiir einen ebenen Streifen, das heiBt fiir einen Streifen,
dessen Tangentenebene kings der Kurve ¢ (s) konstant ist, wegen & = 0,
daB @ = b = 0 sein muB. Nach (24) ist dann notwendig auch die Kurve
1z (s) eben. Bei gegebener Funktion ¢ (s) gibt es nach § 33 SchluB nun
bis auf Bewegungen genau einen ebenen Flichenstreifen mit a = 4 =0,
¢ =c(s). Es ist daher jeder gegebene Streifen in genau einen bis auf
Bewegungen bestimmten ebenen Streifen verbiegbar oder, wie wir sagen
wollen, abwickelbar. Fiir den ebenen Streifen @ = b =0 ist dann
aber ¢ (s) einfach die Kriimmung der bei der Abwicklung entstan-
denen ebenen Kurve des Streifens. Damit ist dann eine neue Deu-
tung der Biegungsinvariante ¢ gefunden. Wir wollen — ¢ auch als
Abwickelkriémmung oder geoditische Kriimmung des Streifens be-
zeichnen.

Das Bisherige gilt nur fiir offene Stiicke von Streifen, sozusagen im
kleinen. Nehmen wir einen geschlossenen Streifen, so 148t sich dieser
in seiner ganzen Erstreckung nicht immer auf die Ebene abwickeln.
Das ist schon an dem Beispiel des Flichenstreifens ersichtlich,
der zu einem Breitenkreis eines geraden Kreiszylinders gehért. Hier
treten eben Schwierigkeiten hinzu, die mit den Verhiltnissen der
Differentialgeometrie im groBen zusammenhingen. (Vgl. Aufg. 4 des
§40.)

Fir die geoditischen Streifen finden wir als neue kennzeichnende
Eigenschaft, daf die Abwickelkriimmung Null ist, daf ihre Kurven also
bei der Abwicklung in Geraden der Ebene tibergehen.

Aus der Formel (35) erhidlt man eine neue Deutung der Invariante b,
wenn man ¢ = 7 : 2 setzt. Fir diesen Fall wird dann ¢ = b und man
hat: Die Invariante — b eines Streifens ist einfach gleich der geodi-
tischen Kriimmung des Streifens durch dieselbe Kurve, der durch
Drehung um 7z : 2 aus dem urspriinglichen entsteht.
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§ 88. Der Parallelismus von LEVI-CIVITA.

Ein Vektor ¥, der von dem zum Parameterwert s gehérigen Punkt ¢
unseres Streifens ausliuft und in der Tangentenebene des Streifens
gelegen ist, 148t sich immer als Linearkombination

(42) t=ar'+ 7

der Vektoren ¢’ und 7 darstellen. Wir denken uns nun in jedem Punkt
der Streifenkurve einen solchen Vektor ¥ aufgetragen. Dann haben wir
eine Schar von Vektoren f (s), die durch (42) mit Funktionen « (s)
und B (s) von s dargestellt sind. Wir wollen nun unsern Streifen stetig
verbiegen und die Vektoren ¥ dabei so mitnehmen, daB jeweils ihre
Linge Ya2 4 f* und der Winkel, den sie mit der Kurve bilden, also
auch «: Y o34 2, unverdndert bleibt. Das ist gleichbedeutend mit
der Annahme, daB die Komponenten « und f§ in der Darstellung (42),
die der Vektor in jedem Augenblick in seiner Zerlegung nach den jedes-
maligen Vektoren g’ und # besitzt, dieselben Werte haben sollen. Wir
wollen sagen: Wir fithren die Vektoren mit dem Streifen biegungs-
invariant verbunden mit.

Wenn wir einen an einer bestimmten Stelle in einem Streifen ge-
gebenen Vektor ¥ parallel mit sich lings der Streifenkurve verschieben,
so wird er im allgemeinen nicht mehr in dem Streifen bleiben, sondern
aus dem Streifen in den Raum heraustreten. Ein Vektor 148t sich also
im allgemeinen in einem Streifen nicht im gewohnlichen Sinne parallel
mit sich verschieben. Wir wollen nun statt dieses Parallelismus ein an-
deres Verschiebungsgesetz fiir Vektoren in unserem Streifen kennen-
lernen, das von Wichtigkeit fiir die Fragen der Flachentheorie sein wird,
nidmlich den Parallelismus von LEVI-CiviTA. Wir erkliren nimlich zwei
Vektoren an zwei Stellen unseres Streifens als parallel, wenn sie, bei
der Abwicklung des Streifens auf die Ebene biegungsinvariant mit-
gefithrt, in der Ebene als parallele Vektoren erscheinen.

Um nun das Verschiebungsgesetz von Levi-CiviTa allgemein ana-
lytisch darzustellen, nehmen wir zuerst einen ebenen Streifen @ = b = 0
an. Sollen fiir den ebenen Streifen die in der festen Ebene gelegenen
Vektoren f (s) im gewohnlichen Sinne parallel sein, so muB ¥ = konst.
gelten, oder t' = 0. Das ergibt nach (7) und (42) unter Beachtung von
a = b = 0 fiir die Funktionen « und g:

(43) a'=cB, PBp=—cua.

Dies Gesetz ist aber jetzt schon das Verschiebungsgesetz fiir den all-
gemeinen Fall, denn wir wissen ja, daB die Funktionen «, f§§, ¢ bei
biegungsinvarianter Mitfilhrung dieselben bleiben, und auBerdem ist
das Verschiebungsgesetz von LEVI-CIvITA in biegungsinvarianter Weise
erklirt.
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Die Parallelverschiebung von LEVI-C1viTA hat die folgenden Eigen-
schaften: 1. Jeder Vektor behilt beider Verschiebung lings des Streifens
seine Linge. 2. Der Winkel zweier Vektoren ! = alg’ -+ f'n und
t2 = a2z’ + B%xn bleibt bei der Verschiebung erhalten. Das folgt aus
der Definition, 148t sich aber auch mittels der Identititen, die
fiir die nach dem Gesetz (43) verschobenen Vektoren eines allgemeinen
Streifens gelten:

S =2+ ) =0,
SO =@+ p ) =0

nachweisen.
Nehmen wir f als Einheitsvektor, so kénnen wir ithn in der Form

f=costy +sinty

ansetzen, und 7 ist der Winkel, den f mit der Kurvenrichtung bildet.
Die Gleichungen (43) nehmen jetzt die Form an:

—sint-7'=csint, cost-T'= —ccosT.
Das fiihrt auf die eine Bedingung
(44) 7= —c.
Aus dieser Gleichung sehen wir also, wie sich der Winkel 7 bei Parallel-
verschiebung des Vektors f lings des Streifens andert. Er ist nur fiir
geoditische Streifen konstant. Bezeichnen wir die Winkelwerte = der

durch Parallelverschiebung auseinander hervorgehenden zu den Stellen
s=s; und s = s, gehorigen Vektoren mit 7;, bzw. mit z,, so gilt nach (44)

82
(45) 12——11=——fcds.

Das Integral rechts bezeichnen wir auch als die Gesamtkriimmung
unseres Streifenstiicks. Nach der Bemerkung des vorigen Abschnitts
kann das Integral

82
(46) — [bas
8
als Gesamtkriimmung des um 7 : 2 gedrehten Streifens gedeutet werden.

§ 39. Beweis von RADON fiir einen Satz von SCHWARZ,

J. RapoN hat bemerkt, daB man einige der Sitze aus §31 durch
den Begriff der geoditischen Kriimmung cehr cinfach bestitigen kann.
Beweisen wir z. B. folgendes:

Eine geschlossene Kurve des Raumes, deren Krimmung < Eins ist,
und die hichstens eine Ecke besttzt, hat mindestens den Umfang des Ein-
hettskreises.
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auf € von o aus gezdhlt. Dann ist etwa fiir den Bogen in der Halb-
ebene y =0

8

dt dr

(48) Eél’ Tzfz'ds,
0

also
(49) [T| <.
Ferner

8 8
(50) y=fcost-dsgfcossds=sins.

0 0

Da fiir p die Beziehung y = 0 besteht, muB die Bogenlinge von o bis p

somit mindestens = 7 sein. Dasselbe gilt fiir den Teilbogen von € in
¥ =<0 und daher ist wirklich

(51) L=2an.
Man erkennt aus unserer SchluBweise auch, da
(52) L=2n
nur fiir
=1,

also nur fiir den Kreis eintreten kann.
Auch weitere Sitze aus § 31 sind dem hier vorgetragenen Verfahren
RapoNs zuginglich.

§ 40. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Bestimmung eines Streifens aus seinen natiirlichen Gleichungen. Man fithre
den Beweis, daB zu den natiirlichen Gleichungen a (s), b (s), ¢ (s) genau ein Streifen
bis auf Bewegungen bestimmt ist.

2. Kanonische Entwicklung eines Flidchenstreifens. Bei giinstiger Wahl des
Koordinatensystems kann man die Reihenentwicklungen fiir die sechs Funktionen
£ (s), & (s), die den Streifen festlegen, in der Umgebung einer Stelle auf die folgende
kanonische Form bringen:

n=s+ * —}OI+Ds® +@
%y =% — }bos® —§ (bf — agco) s* + (4)
xg=% + }cos? + 3 (ch —agby) s® + (4)
i =%+ bos + §bp+ a,¢) s* +(3)
=1+ » —%(@+b)s* +(3

Sg=#— ags— }(ah—dycy)s®+ (3)

(33)

Hier bezeichnen die Indizes 0 bei ag, by, aa usw., daB die Werte der Invarianten im
Ursprung zu nehmen sind, die Klammern (3) bzw. (4) stehen fiir die vernach-
lassigten Glieder dritter und vierter Ordnung, die Sterne geben Leerstellen an.
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Man lege durch die Ecke p der Kurve oder, wenn die Kurve glatt
verlauft, durch irgendeinen ihrer Punkte als Spitze den durch die
Kurve @ hindurchgehenden Kegel. Durch die Tangentenebenen des
Kegels wird lings unserer Kurve ein Streifen bestimmt. Durch Ab-
wicklung dieses Streifens in die Ebene geht € in eine geschlossene
ebene Kurve €* iiber. Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts
ist die Kriimmung 1: p* von €* gleich der geoditischen Kriimmung ¢
unseres Streifens. Nach (11) und (13) gilt weiter

1 == ! COos
Q* 0 ®1

wo g die Kriimmung von € und ¢; der Winkel zwischen der Streifen-
normalen und der Binormalen von € ist. Aus der Annahme 1:p <1
und aus | cos ¢, | < 1 folgt dann

(47) {;—,igl.

Damit ist die Aufgabe auf ein Problem der ebenen Geometrie zuriick-
gefithrt, denn es geniigt jetzt, unsern Satz iiber den Umfang fiir §*
nachzuweisen.

Ferner kann man leicht einsehen, daB es geniigt, den Satz fiir Eilinien
zu beweisen. Ist nimlich €* eine nicht konvexe Linie, die den Vor-
aussetzungen geniigt, dann
geniigt der Rand € der (in
Fig. 9 schraffierten) ,,kon-
vexen Hiille' von €* eben-
falls den Voraussetzungen,
daB |1:9] =1 sein und
héchstens eine Ecke vor-
handen sein soll. Denn €
fallt zum Teil mit €* zu-
sammen, und wo € sich
von &* abhebt, ist € gerad-
linig. Da aber die gerad-
linige Verbindung die kiir-
zeste ist, ist der Umfang von € hochstens gleich dem von €*.

Zum Beweis fiir den Fall einer Eilinie € verfahren wir so. Hat €
eine Ecke p, so sei o der von p am weitesten entfernte Punkt von €.
(Falls € glatt verlduft, wihlen wir p beliebig auf €.)

Die Normale an € in o, die durch p geht, wihlen wir zur x-Achse
eines rethtwinkligen Achsenkreuzes, das p zum Ursprung hat. 7 sei

der Winkel der y-Achse mit der Kurventangente, s die Bogenlinge
Blaschke, Differentialgeometrie I. 4.. Aufl. [}
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8. Die Schraubenachse eines Streifens. Denkt man sich das Dreibein der Vek-
toren ', 9, & langs des Streifens so bewegt, daB die Bogenlinge s mit der
Zeit zusammenfallt, so vollfihren die Punkte ¢ 4 xt’ + y# 4 2§, die mit dem
Dreibein starr verbunden sind (», ¥, # = konst.) in jedem Augenblick eine Be-
wegung mit derselben riumlichen Geschwindigkeitsverteilung wie sie eine Schrau-
benbewegung um die Achse

1+bz2—¢ cx—az ay—bx
(54) + y _ _ay

a b c

hervorruft. (54) hat die Richtung des Vektors mit den Komponenten a, b, ¢. Die
Drehgeschwindigkeit der Schraubenbewegung ist | af 4 b® 4 %, die Schiebge-
schwindigkeit aber a: | a® + b¥ 4 (3.

4. Verdrillungszahl eines geschlossenen geoditischen Streifens. Jeder ge-
schlossene geodatische Streifen 148t sich verwirklichen, indem man einen ebenen
geradlinigen Papierstreifen verbiegt und die Enden dann ohne Knick zusammen-
heftet. Man zeige: Abgesehen von seiner Gesamtlinge hat ein geschlossener geo-
datischer Streifen nur eine Biegungsinvariante, die Verdrillungszahl d. h. die ganze
Zahl # der Verdrillungen (Winkel = n.7), die man mit dem Streifen vor dem
Zusammenheften der Enden vornimmt. Dabei mu8 erlaubt werden, daB man eine
Stelle des Streifens durch eine andere hindurchziehen darf, damit Verknotungen
l6sbar werden. Einen Streifen mit der Verdrillungszahl # = 1 pflegt man als M6~
Biussches Band zu bezeichnen, seinen Rand als Kleeblattschlinge.

Jeder zweiseitige Streifen (n gerade = 2m) kann auf einen Zylinder verbogen
werden, der als Basis einen (m + 1) mal umlaufenen Kreis hat. Man zeige
insbesondere experimentell, daB ein geschlossener geodatischer Streifen mit » = 2
erstens auf einen Zylinder aufgelegt werden kann, der als Basis eine Linie von
der Gestalt einer 8 hat. und zweitens auf einen Zylinder, der als Basis einen
zweimal durchlaufenen Kreis besitzt.

5. Die Torse durch einen gegebenen Streifen. Man zeige, daB sich drei benach-
barte Tangentenebenen unseres Streifens in dem Punkt p schneiden, der durch

blag’ +bm)
—a’b + ¢ (a® + b?)
gegeben ist. Der Streifen liegt dann auf der Tangentenfliche der durch p (s) ge-
gebenen Kurve.

6. Verbiegung eines Streifens in einen neuen mit vorgegebener Kurve. Zwei
Kurven, die punktweise so aufeinander bezogen sind, daB sich gleiche Bogen-
lingen entsprechen, wollen wir isometrisch aufeinander bezogene Kuyven nennen.
Es gilt dann der Satz: Es ist (auf zwei verschiedene Arten) méglich, einen
Streifen so zu verbiegen, da8 die Punkte seiner Kurve g (s) in die entsprechenden

(85) p=t+ 4,

Punkte einer beliebig vorgegebenen isometrischen Kurve g (s) iibergehen, wenn
nur in jedem Punkte von g (s) der Absolutwert der Kriimmung gréBer ist als der
Absolutwert der geod4tischen Kriimmung in dem entsprechenden Punkte von g (s).
Besteht die entgegengesetzte Ungleichung zwischen den Kriimmungen, so ist eine
Biegung der angegebenen Art nicht méglich. Sind die Kriimmungen gleich, so 148t
sich die Biegung nur auf eine Art herstellenl.

7. Verbiegung eines Streifens in einen Schmiegstreifen oder Kriimmungsstreifen,
Es ist auf unendlich viele Weisen méglich, einen Streifen so zu verbiegen, daB
er ein Schmiegstreifen wird, und ebenso 138t sich ein Streifen auf unendlich viele
Weisen so verbiegen, daB er ein Kriimmungsstreifen wird. (Vgl. das unter Aufg.6
genannte Lehrbuch 8. 211.)

1Vgl. L. BiaNncH1: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Leipzig 1910. S.210.
6*
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8. Streifen rechtwinklig zu einer Kugel. Man zeige, daB die Streifen, die
rechtwinklig auf einer festen Kugel aufsitzen (d. h. bei denen die Kurve des Streifens
immer auf einer festen Kugel liegt, und die Flichenelemente des Streifens zur
Kugel rechtwinklig sind), identisch sind mit den Kriimmungsstreifen mit konstanter
geodatischer Kriimmung.

9. Allgemeinere Form der Ableitungsgleichungen. Die Formeln (7) kann man
auch so schreiben:

dy’ =ndy — £df
(56) dn = &da —g’dy
dé =y dfi— nda

wenn wir die Integralinvarianten

a=—fndt, P=+[rdt, y=-—[¢dn
benutzen. In dieser Gestalt bleiben die Ableitungsgleichungen auch dann brauch-
bar, wenn die Kurve des Streifens anf einen Punkt zusammenschrumpft.



4. Kapitel.

Anfangsgriinde der Flachentheorie.

Im ersten Kapitel waren die bekanntesten Lehren aus der Kriim-
mungstheorie der Kurven zusammengestellt worden. Im dritten Ka-
pitel hatten wir uns zur Vorbereitung auf die Fragen der Flichentheorie
mit den Flichenstreifen beschiftigt. Jetzt wollen wir mit der Lehre
von der Kriimmung der Flichen beginnen, wie sie nach den ersten
Untersuchungen von L. EULER (1707—1783), dann insbesondere von
G. MONGE (1746—1818) in seinem klassischen Werk ,,L’application de
I'analyse 4 la géométrie’’ begriindet worden ist, das 1795 zu er-
scheinen begonnen hat. Die tiefergehenden Gedanken von Gausz’
,,Disquisitiones circa superficies curvas‘‘ (1827) werden in dem vorlie-
genden Kapitel nur zum geringen Teil verwertet und bilden die Grund-
lage des 6. Kapitels. Die Flichentheorie ist ungleich vielgestaltiger und
anziehender als die Theorie der Kurven, bei der alles Wesentliche
schon in den Formeln von FRENET steckt.

§ 41. Die erste Grundform.

Fiir die meisten Untersuchungen ist die zweckmiBigste analytische
Darstellung krummer Flichen die Parameterform. Wir setzen

1) 2, =2%,(u,v); k=123
oder vektoriell abgekiirzt
(2) r=r1r(u,v).

Man spricht von der Gauszschen Parameterdarstellung. Die Funk-
tionen x; (¥, v) setzen wir als analytisch voraus, also als entwickelbar
in Potenzreihen in (¥ — u,), (v — v,), die fiir geniigend kleine |u—u,|,
|v—v,| konvergieren. Dabei sollen in der Regel nur reellé Parameter-
werte #, v und reelle Funktionen x, zugelassen werden.

Betrachtet man auf der Fliche die ,,Parameterlinien‘‘ v = konst.,
u == konst., die man entsprechend auch u-Linien und v-Linien nennen
kann, so wollen wir die Tangentenvektoren an diese beiden Kurven,
nimlich den Vektor
0,
du

0xy

dv

an den betrachteten Stellen der Fliche als linear unabhingig voraus-
setzen:

@) Tu X L+ 0.

1, mit den Koordinaten

und

t, mit den Koordinaten
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Setzen wir u = u (), v=v (), so wird auf unsrer Fliche eine
Kurve festgelegt, die sich aus

(4) @), v@®)=1x(@

bestimmt und die den Tangentenvektor hat:
dx du d

(5) T{=Eu27+£v}":i:

der nach den Rechenregeln der Einleitung (§ 2 (27)) auf dem Vektor-
produkt g, X t, senkrecht steht. Aus g, X g, + 0 folgt also, daB die
Tangenten an alle Flichenkurven durch die betreffende Stelle u, v
alle zu demselben Vektor (3) senkrecht sind und daher in einer Ebene
liegen, der Tangentenebene der Fliche an dieser Stelle. Diese Tangenten-
ebene steht senkrecht zum Einheitsvektor der Flichennormalen

6) o 2at

( ¥ (gu <)

Fiir die Bogenlinge s unserer durch (4) gegebenen Kurve erhalten wir nach
§ 5 (12) die Formel

S—fV “at = IV '+ 2 e o5 o + 12 (57 ) 4t

Fiihren wir d1e von Gausz herrithrenden Abkiirzungen ein:

) E=g)? F=zy,, G=z

so erhalten wir

s—f]/E J+ 2F 555 + G () at.
Fiir das quadrierte Differential ds konnen wir dann schreiben:
(72) ast=[E (244 2F S5 50 + G (57 ]an,

ds ist dabei etwa als ,,die unendlich kleine Entfernung‘‘ oder das ,,Bogen-
element'‘ zweler benachbarter durch die Parameterwerte ¢ und ¢ 4 d¢
gegebener Punkte unsrer Kurve anzusprechen. Man pflegt (7a) auch
in der Form

(8) ds?=FEdu? 4 2Fdudv + Gdv?

zu schreiben. Hieraus wird deutlich, daB der Ausdruck fiir ds?
nicht von der Wahl des Parameters ¢ abhingt, mittels dessen die
Kurve g (¢) in den Funktionen « (f), v (f) dargestellt wurde. Er be-
hilt seine Form, wenn man fiir / einen neuen Parameter ¢ = f (#*) auf
dieser Kurve einfiihrt, und hingt nur ab von den Werten der Flichen-
parameter 4 und v in den zwei benachbarten Punkten %, v und « + du,
v + dv unsrer Kurve: ds? ist eine Funktion der , v (dieinden E, F, G
stecken) und der du, dv. Nennen wir die aus zwei unendlich benack-
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barten Punkten #,v und # 4 d#, v + dv unsrer Fliche bestimmte
Figur ein Linienelement unsrer Fliche, so ist ds? auf Grund seiner geo-
metrischen Bedeutung eine Invariante unsres auf der Fliche gezogenen
Linienelements. Da ds? nach (8) eine quadratische Form in den Diffe-
rentialen d# und dv ist, bezeichnen wir ds? auch als eine ‘nvariante
quadratische Differentialform unsrer Fliche. Natiirlich kommt es uns
in unsrer Flichentheorie vor allem auf die Bestimmung von Invarianten
unsrer Fliche an, die nicht erst von der Wahl eines speziellen Linien-
elements (oder einer speziellen , Fortschreitungsrichtung auf der
Fliche) abhingen, sondern die sich unmittelbar aus der Fliche ergeben.
Zu solchen Invarianten gelangen wir
spater durch etwas verwickeltere Aus-
driicke. Es zeigt sich dann, da8 die
Auffindung von gewissen invarianten
Differentialformen, auf die man gleich
zu Anfang in der Flichentheorie miihe-
los gefiihrt wird, ein vernunftgemaBes
Durchgangsstadium bildet zur Auf-
findung wirklicher Flicheninvarian-
ten. (Im Kap. 5 wird das verstind-
lich werden.)

AuBer (8) werden wir im nédchsten
Abschnitt noch eine zweite Differen- Fig. 10.
tialform einfithren.

Geht man mit der Abkiirzung (7) in den Ausdruck (6) fiir die
Flichennormale hinein, so findet man nach der Identitit von LAGRANGE

(§3 (42))
(9) 5 — E“ X Ev

VEG —F¢'

Als Beispiel nehmen wir eine GAvuszsche Parameterdarstellung der
Einheitskugel (Fig. 10), bei der wir statt #, v lieber &, ¢ schreiben
wollen,

%, = sind cosp,
(10) %, = sindsing,
%3 = cos?.

# bedeutet die ,,Poldistanz”“ vom ,,Nordpol“ N (0, 0, 1) und ¢ die
,,geographische Lange®. # = konst. sind die ,,Parallele” (Breitenkreise),
@ = konst. die , Meridiane”. Die Pole sind singulire Stellen unsrer
Parameterdarstellung, da dg:0 ¢ fir & = 0, & verschwindet, also die
Bedingung (3) nicht mehr erfillt ist. Diese Bedingung scheidet also
nicht nur singuldre Stellen der Fliche aus, wie etwa die Spitze eines
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Drehkegels, sondern auch Singularititen der Parameterdarstellung. Fiir
das Bogenelement unsrer Kugel erhilt man

(11) ds? = d9? 4 (sind dg)?,
fiir den Normalenvektor
(12) E==1g.

§ 42. Die zweite Grundform.
Betrachten wir lings unsrer Kurve (4) auch die Flichennormalen
EQ)=E@m®),v®),

so ist durch die Funktionen g (f), & (f) ein Flichenstreifen bestimmt,
auf den wir die Formeln unsres Kapitels 3 anwenden konnen. Denken
wir uns als Parameter ¢ insbesondere die Bogenlinge s der Kurve (4) g (£)
gewidhlt, so ist nach §33 (8) die Normalkriimmung b unseres Streifens
durch
(13) b=
gegeben. Setzen wir
(14) L= —(x.és), 2M=—(t.é,+1,é), N=—(¢),
so erhalten wir mittels (5) und
(14a) dE = £, du+ &,dv,
(15) — g, d&)=Ldu*+2Mdudv + Ndv2,

Wegen der Invarianz von b und dem in (8) schon ermittelten ds2
ist nach (13) der Ausdruck (15) eine neue invariante quadratische Diffe-

rentialform unsrer Fliche, die eine Invariante eines auf der Fliche ge-
zogenen Linienelements darstellt. Wir haben jetzt die beiden Formen:

dy d¢ 1
ﬁ-g =—5 g, df)

Edu? - 2Fdudv +Gdvr =1,

16
(16) Ldu? 4+ 2Mdudv +Ndvi=1I.

Die Formeln (14) kann man auch anders schreiben. Leitet man die
Identitaten

zuf =0, Ivé =0
nach v und » ab, so folgt

(17 Tuof T 2.6, =0, Luoé+12,6u=0
und somit
(18) —Iu£v= —Eofuzguvé =M.

Leitet man die gleichen Identitéiten nach # und v ab, so wird

Euu§+£u£u'=0: Evv'f‘*'gva:o-
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Man findet nach (14)
L=Euu§’ N=Ivv§'
Fiihrt man aus (9) den Ausdruck fiir £ ein, so erhidlt man schlieBlich

= — — (Euululs)
L W= Ee -
M= — = — (BusZuls)
(19) - Eufv gvsu Y——EG‘—-F' )

N—=— _ (ZesZato) )
e o

§ 43. Sitze von MEUSNIER und EULER.

Nach Formel (11) und (12) des §34 ist die Normalkriimmung b
unsres im vorigen Abschnitt betrachteten Streifens auf unsrer Fliche
auch durch

& &
9 _p="525
(19s) .
gegeben. Hierbei ist £, die Hauptnormale und 1: g die Kriimmung der
Kurve unseres Streifens, die dabei noch mit einem geeigneten Vorzeichen
zu nehmen ist. Nach (13), (15) und (16) haben wir auch —b =1I:1,
somit nach (19a):

&6 11 _ Ldu'4 2Mdudy 4 Ndv?

o I Edu't2Fdudv 4 Gdv® *

Diese Formel enthilt eine Reihe geometrischer Sitze. Zunichst: Alle
Flachenkurven, die durch denselben Flichenpunkt gehen und hier die-
selbe Schmiegebene haben, besitzen dort auch gleiche Kriimmung. Um
die Verteilung der Kriimmungen der Flichenkurven in einem Flichen-
punkt kennenzulernen, geniigt es also, die ebenen Schnitte der Fliche
zu untersuchen.

Betrachten wir jetzt alle ebenen Schnitte durch unsern Flichen-
punkt, die hier noch eine Flichentangente gemein haben. Ist @ der
Winkel der Schnittebene mit der Flichennormalen, also £, = cos @,
so wird
20) co;(")

= konst.

Setzen wir @ = 0, bekommen wir die Kriimmung 1: R des Normal-
schnitts. Also

(21) ol 0= Rcos®.

o
0 R

Darin steckt der ,,Satz von MEUSNIER" (1776):
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Die Kriimmungskreise aller ebenen Schwitte durch dasselbe Linien-
element der Fliche liegen auf einer Kugel. Oder: Alle zugehérigen
Kriimmungsachsen bilden ein Biischel (liegen in einer Ebene und gehen
durch einen Punkt). Eine Ausnahme tritt nur ein, wenn die Diffe-
rentiale 4# und dv des Linienelements der Gleichung II =0 ge-
niigen. Auf diesen Fall kommen wir am Ende des § 52 zuriick.

Legen wir alle Schnitte senkrecht zur
Zeichenebene durch ein Linienelement, das in

g auf der Zeichenebene senkrecht steht, so gibt

Fig. 11 ein Bild des Satzes von MEUSNIER.

Setzen wir in (16) jetzt &, und & gleich-
gerichtet und gleichsinnig voraus, so wird

&,& =1, und wir bekommen fiir die Kriim-
? mungen der Normalschnitte

1 II
Fig. 11. Dabei ist nach den in §7 iiber das Vor-

zeichen der Kriimmung getroffenen Fest-
setzungen R >0, wenn der zugehérige Kriimmungsmittelpunkt auf
der Seite des Flichenpunktes liegt, nach der die (willkiirlich gewahite)
Normalenrichtung & hinweist. Im entgegengesetzten Fall ist R < 0.

Da I =ds?> 0 ist, hingt das Vorzeichen von R nur von dem
von II ab. Wir haben zwei wesentlich verschiedene Fille, je nachdem
dieses Zeichen mit der Anderung von ‘du : dv fest bleibt oder wechselt.
Ist LN — M2> 0, so hat II festes Zeichen: die Kriimmungsmittel-
punkte aller Normalschnitte durch den Flichenpunkt g liegen auf der-
selben Seite von g. Man sagt, die Fliche ist im Punkt ¢ elliptisch ge-
kriimmt. (Beispiel: alle Punkte eines Ellipsoids.) Ist LN — M2 =0,
so haben wir zwar noch keinen Zeichenwechsel von 1: R, aber eine
einzige reelle Nullrichtung (1: R = 0). Man spricht von einem para-
bolischen Flichenpunkt. Endlich ist LN — M? < 0 kennzeichnend fiir
hyperbolische Krimmung.

Deutlicher werden diese Verhiltnisse, wenn wir eine besondere
Parameterdarstellung benutzen: %, =, x, =v, %3 = f{(u,v). Legen
wir unsern Flichenpunkt in den Ursprung, seine Tangentenebene in
die x,, ¥,-Ebene, so sieht die Reihenentwicklung von f so aus:

(23) Xy =L(ral+ 2sxyx, +25) + -

Ferner wird im Ursprung E=G =1, F=0; L=7, M =5, N ={;
also ist nach (22)

(24) % = 7 cos?p + 2ssingcosg + sin’e,
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wenn ¢ den Winkel der Tangentenrichtung im Ursprung mit der
x,-Achse bedeutet. Setzt man

: ViR|cosg =9, V|R|sing=y,,
so wird

(25) ryi+2syy, Hity; =+1

die Gleichung eines Kegelschnitts (oder eines Geradenpaares), den
man als Indikatrix von DUPIN bezeichnet (Fig.12). Dieser Kegel-
schnitt um den Ursprung als Mittelpunkt ist ein dhnliches Abbild der
Niherungsschnittkurven unsrer Fliche mit
Ebenen %3 = konst. fiir kleines | x4 |.

Aus unsrer Reihenentwicklung folgt, dag
bei elliptischer Kriimmung (r¢ —s2 > 0)
die Fliche in der Umgebung des Ursprungs
eine Seite der Tangentenebene x; =0 ganz
freilaBt, wihrend bei hyperbolischer Kriim-
mung die Tangentenebene die Fliche in be-
liebiger Nihe des Ursprungs durchschnei- Fig. 12.
det. Man kann sich iiber solche hyperbo-
lische Flichenpunkte am besten an dem Beispiel x; = x,x, ein Bild
machen. Weist die x3-Achse nach oben, so liegen in den beiden Winkeln
%1%, > 0 die Berge und in x,%, < 0 die Tiler, die im Ursprung einen
Sattel bilden.

SchlieBen wir den parabolischen Fall aus (nehmen also die Voraus-
setzung 7¢ — s2 == 0 als erfiillt an), so konnen wir die Achsen der Indi-
katrix als x,, x,-Achsen wihlen. Dann wird s = 0 und (24) bekommt
die Form

1 cos?p | sin?g

(26) ="F o

Das ist die Formel von EULER, die die Krimmung eines beliebigen
Normalschnittes aus den , Hauptkriimmungen* 1: R, und 1: R, her-
zuleiten gestattet. Dabei sind die Hauptkriimmungen die Kriimmungen
der Normalschnitte durch die Achsen der Indikatrix von DupIN. Als
»Schmiegtangenten'” oder ,,Asymptoten’’ der Fliche bezeichnet man die
Asymptoten der Indikatrix.

§ 44. Die Hauptkriimmungen.

Es galt fiir die Kriimmungen der Normalschnitte in einem Flichen-
punkt die Gleichung (22)
1 Ldut 4+ 2Mdudv -} Ndv?

(26a) R~ EdwF 2Fdudv + Gdo®

Schreibt man 1: R vor, so ist das eine quadratische Gleichung fiir die
Richtung du :dv

27) (RL—E)du?+ 2(RM —F)dudv + (RN — G)dv? =0.
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Wir wollen die Werte von 1: R, fir die diese Gleichung in dwu:dv
eine Doppelwurzel hat, die Hauptkriimmungen der Fliche nennen in
Ubereinstimmung mit der im nichtparabolischen Fall mittels der Indi-
katrix gegebenzn Erklirung. Soll (27) in du:dv eine Doppelwurzel
haben, so muB neben der Gleichung (27) in d%:dv noch die gelten,
die man aus (27) durch Ableitung nach du:dv erhilt. Oder, was auf
dasselbe hinauskommt, es miissen nebeneinander die Beziehungen be-
stehen

28) (RL —E)du+ (RM —F)dv=0,

(RM —F)du+ (RN — G)dv = 0.

Daraus folgt fiir R die Gleichung
RL —E RM-—F
RM—-F RN —G
Diese Gleichung hitte man auch unmittelbar aus (27) entnehmen

konnen. Sie bedeutet das Verschwinden der Diskriminante von (27).
Die Determinante gibt ausgerechnet

=0.

(29) (EG—FZ)%—(EN—2FM+GL)-I:_+(LN_Mz)=0_

Somit ergeben sich fiir die symmetrischen Grundfunktionen der
Hauptkrimmungen die Werte

1 1 _LN—M?
R, R, EG_Ft’
(30) 1 2
1 1 _ EN—2FM+GL
R1+F,_ EG—F?
Man setzt auch
1 1 1,1,

und nennt K das Gauszsche Krimmungsmaf und H die mittlere Kriim-
mung der Fliche. Diese beiden ,,Krimmungen‘ treten bei Flichen
an Stelle der einzigen Kriimmung bei Kurven. Es ist schon deshalb
bequemer, an Stelle von 1: R, 1: R, die symmetrischen Verbindungen
K, H einzufiihren, weil diese aus den beiden Grundformen rational zu
berechnen sind.

H wechselt das Zeichen, wenn man bei

(32) VEG—F:=W

das Vorzeichen 4ndert, eine Irrationalitit, die nach (19) in der Erklirung
der zweiten Grundform steckt, wihrend K vom Vorzeichen dieser
Waurzel W nicht abhingt. Nach § 48 ist K > 0 fiir einen Flichenpunkt
mit elliptischer, = 0 fiir einen Flichenpunkt parabolischer Kriimmung
und < 0 fiir hyperbolische Kriimmung.
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§45. Gavuszens Theorema egregium.

§ 45. GAUSzens Theorema egregium.

DaB K von der Irrationalitit W (32) nicht abhingt, sieht man am
deutlichsten, wenn man in

LN — M2
K="

w3
fiir L, N, M die Werte aus (19) einsetzt:

1
(33) K "—“_WT{(Euugu L) (EovZule) — (Luvlu 20)2} .

Man kann nun, wenn man auf den Klammerausdruck zweimal den
Multiklipationssatz fiir Determinanten anwendet, leicht das beriihmte
Ergebnis von Gausz herleiten, daB K allein aus E, F, G und den Ab-
leitungen dieser Funktionen nach #, v bis zur zweiten Ordnung bestimm-
bar ist. Man findet

L[] Eunoo) (Buntu) (Funto) Tio (Euolu) (uvko) i
K=+t E F |—|(t.t) E F
(Tt F G (tuol) F G|
oder
. {(Buu o) — Tite) (Bun Bu) (FuuTo) 0 (LuoZu) (Tuols)
34) K== (TuToo) E F |—i(tusls) E F
(Lo vo) F G (tuszo) F G
Aus der Erklirung
.=E, w,=F =G
folgt aber durch Ableitung
(35) Tuulu=3Eu,
(36) Tuvbu=13E,;
(37) LovEo =5Gy,
(38) Tuvks = 3Gu;
(39) tuwlo=F, —3E,,
(40) Toolu=F,—3G,.

(42)

Leitet man (38) nach # und (39) nach v ab, so erhilt man durch nach-

trigliches Abziehen

(41) guu!vv_23t=—%Guu+Fuv_%Evo'
Damit ist in (34) alles durch E, F, G ausgedriickt:
(—%Guu+Fuv_%Evv) ‘IEEu (Fu—%Eu) 0 %Ev %Gu
WK = (F,—1G,) E F |—|lE, E F
16, F G 6, F G
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In dieser einfachen und naheliegenden Art ist das berithmte Gausz-
sche Ergebnis von R. BALTZER hergeleitet wordenl. GaAusz selbst ist
1826 durch sehr langwierige Rechnungen zu einer gleichwertigen Formel
gekommen?. Thre geometrische Deutung soll erst spiter (§ 67) erdrtert
werden.

§ 46. Kriimmungslinien.
Die Gleichungen (28) oder

R(Ldu + Mdv)— (Edu + Fdv) =0,

43) RMdu—+ Ndv) — (Fdu + Gdv) =0

ergeben, wenn man R herauswirft, fiir die ,,Hauptrichtungen’ auf der
Fliche, die den Achsen der Indikatrix entsprechen, in du:dv die
quadratische Gleichung

Ldu 4+ Madv Edu + Fdv

(44) Mdu+Ndv  Fdu+Gdv|

0

oder
(45) LF—-ME)dw?+ (LG — NE)dudv+ (MG — NF)dv?=0
oder endlich
dv? —dudv du?
(46) E F G |=0.
L M N

Eine Kurve auf einer Fliche, deren Richtung in jedem Flichen-
punkt mit einer zugehorigen Hauptrichtung zusammenfillt, nennt man
Krismmungslinie’'. Da die Indikatrix im allgemeinen zwei reelle
Achsen hat, so gehen durch einen Flichenpunkt im allgemeinen zwei
reelle aufeinander senkrechte Kriimmungslinien. (44), (45), (46) sind
verschiedene Formen der Differentialgleichung dieses rechtwinkligen
Kurvennetzes auf der Fliche.

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Flichenstreifen lings der Krim-
mungslinien die einzigen auf einer Fliche vorhandenen Krimmungs-
streifen im Sinne des § 35 sind. Dort war fiir einen Kriitmmungsstreifen
die Bedingung
(47) (&, dg, d&)=0

als kennzeichnend nachgewiesen. Wir miissen zeigen, daB8 die Bedin-
gung (47) mit jeder der eben abgeleiteten Bedingungen (44) bis (46)

1 R. BALTZER: Ableitung der Gauszschen Formeln fiir die Flichenkriimmung.
Leipziger Ber., math.-phys. Klasse Bd. 18, S. 1—6. 1866.

2 Vgl. P. STACKEL: Materialien fiir eine wissenschaftliche Biographie von
Gausz, V: Gavusz als Geometer (1918), bes. S. ¥20—125. Ferner im folgenden § 73.
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zusammenfillt. In der Tat! Nach § 2 (26) folgt aus (47) die lineare Ab-
hingigkeit
(48) wé+ fdy +ydé =0

der in der Determinante stehenden Vektoren. Hier diirfen «, # und y
nicht gleichzeitig verschwinden. Da aus &2=1 folgt £df =0 und
da iiberdies nach §41 (5) £dr = 0 gilt, so erhilt man aus (48) durch
skalare Multiplikation mit &, daB « verschwinden muB. Multipliziert
man die ibrigbleibende Gleichung

(49) Bdr+ydé=0

einmal mit g, und zweitens mit x,, so erhilt man nach (5) und (14a)
die beiden Gleichungen

B(Edu+ Fdv) —y(Ldu + Mdv) =0,
B(Fdu+ Gdu) —y(Mdu + Ndv)=0.

Da dies Gleichungssystem in nicht gleichzeitig verschwindenden § und y
losbar sein soll, muB die Determinante verschwinden. Das fithrt aber
gerade auf (44), w.z.b. w.

Auf Grund der in § 35 angegebenen Eigenschaft der Kriimmungs-
streifen haben wir den Satz: Eine Flichenkurve ist Kriimmungslinie der
Fliche, wenn die Flichennormalen lings der Kurve eine Torse bilden.

Fiihren wir das orthogonale Netz der Kriimmungslinien als Para-
meterkurven %, v = konst. ein, so muB zunichst g,g, = F = 0 sein
und nach (45) ME =0, MG =0, also, da E, F, G nicht alle ver-
schwinden koénnen (EG — F2> 0), muB M = 0 sein.

(50) F=M=0

ist notwendig und hinreichend dafiir, daB die Kriimmungslinien Para-
meterkurven sind.

Aus (49) sehen wir, daB fiir die auf Kriimmungslinien bezogene
Flache Gleichungen der Form

(81) ﬂ1£u+7’1§u=0» ﬂ220+72§v=0

gelten miissen. Da nach (3) g, und g, nicht verschwinden diirfen,
sind dabei ¥, und y, = 0. Multipliziert man die erste Gleichung mit g,
und die zweite mit g, so ergibt sich

H_L B

n E’ 7
Nach (30) sind diese Quotienten fiir den Fall M = F = 0 aber nichts
anderes als die Hauptkriimmungen 1: R; und 1: R, der Fliche. Wir
konnen also nach (51) etwa

1 1
(52) §u= —73';2.“ §v=_f2'§n

N
—é— .

setzen. Die Gleichungen (52) pflegt man nach OLINDE RODRIGUES (1816)
zu benennen.
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Auf einer Drehfliche kann man sofort die Kriimmungslinien er-
mitteln. Es sind das namlich die Parallelkreise und Meridiane der
Fliche; denn die aus den Normalen Lings dieser Kurven gebildeten ge-
radlinigen Flichen sind Torsen. Von den beiden zu einem Punkt einer
Drehfliche gehorigen ,,Hauptkrimmungsmittelpunkten®* ist der eine
Kriimmungsmittelpunkt des zugehérigen Meridians, der zweite liegt
auf der Drehachse (Fig. 13). Letzteres kann man einsehen, wenn man
bedenkt, daB die Normalenfliche lings des Parallelkreises ein Dreh-
kegel ist, oder auch mit Hilfe des Satzes von MEUSNIER.

Nehmen wir jetzt die Fliche wieder als gegeben in allgemeinen
Parametern an, so konnen wir die Differentialgleichung der Kriimmungs-
linien nach (47) wegen (5) und (14a) in der Form schreiben:

(63) (fruél)du® + [(fr.é) + (1. é0)]dudy + (1, &,)dv* = 0.

Da diese Gleichung zur Bestimmung von d : dv mit (45) identisch sein
muB, muB3 ihre linke Seite bis auf einen
Faktor A mit der von (45) iibereinstimmen.
Die Faktoren von d#2, du dv und dv2 in
(53) sind also bis auf einen gemeinsamen
Faktor A gleich den entsprechenden in (45).
So haben wir z. B. fiir die Faktoren von
du® und dv?

(tuts) =A(LF —ME),
) (£1,6) =A(MG — NF).

‘Aus diesen Formeln kénnen wir leicht den

folgenden geometrischen Satz ableiten: Be-

trachien wir ineinemFlichenpunktirgend zwei

in senkrechten Richtungen auslaufende Kur-

ven,so sind in thmdie geoddtischen Windungen

Fig. 13. (vgl. § 34) a, und a, der zu den Kurven gehi-

rigen Flichenstreifen entgegengesetzt gleich.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar, wenn wir die beiden Kurven

als #- und v-Kurven eines senkrechten Parameternetzes annehmen.
Dann konnen wir F = 0 ansetzen und erhalten aus (54):

(5 gu Eu) — (E T Ev)
(55) = .

Die Ausdriicke der beiden Briiche sind nach § 35 (25), aber gerade die
geodatischen Windungen a, und 4, unserer beiden Kurven, denn

YEdu und YGdv

sind nach (8) die Bogenelemente ds; und ds, unserer beiden Kurven
dv =0 und d« = 0. Bezeichnen wir dann mit
dy a& E d E)

dsy’ ds; dsg’ ds,

(und entsprechend
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die Ableitungen der Vektoren g und & lings unserer u-Kurve, (bzw.

v-Kurve) nach der Bogenlinge, so kénnen wir wegen dg:ds, = ¢, : ]/f

usw. die Gleichung (55) in der Form schreiben:
dy d&\ _ dgr d§
) =— (@ w)-

woraus nach § 35 (25), unsere Behauptung erwiesen ist.

§ 47. Nabelpunkte®,

Nach (46) versagt die Differentialgleichung der Kriimmungslinien
immer dann, wenn die beiden Grundformen I, II sich nur um einen
von du:dv unabhingigen Faktor unterscheiden, wenn also nach (22)
die Kriimmungen aller Normalschnitte durch den Flichenpunkt iiber-
einstimmen. Einen solchen Flichenpunkt nennt man Nabel. Eine Ebene
und eine Kugel bestehen offenbar nur aus Nabelpunkten. Hier lassen
sich alle Kurven als Kriimmungslinien ansehen, was auch daraus her-
vorgeht, daB die Normalenflichen lings beliebiger Kurven auf diesen
Flichen Zylinder oder Kegel, also Torsen sind.

Es fragt sich, ob die Kugeln (mit EinschluB der Ebenen) durch. die
Eigenschaft, nur Nabelpunkte zu enthalten, gekennzeichnet sind. Gibt
es auf der Flache Punkte mit endlichen Hauptkriimmungshalbmessern,
so gilt, wenn alle Nabelpunkte sind, R, = R, = R (%, v) und, da jede
Kurve auf der Fliche Kriimmungslinie ist, so folgt aus (52)

= 1 1
(56) fuz—'ﬁgu; 51}:—'72@-

Leitet man die erste Formel nach v, die zweite nach «# ab, so findet
man durch Abziehen

R, R,
(57) +_ﬁgu'—7€a—gv=0'

Wegen der linearen Unabhingigkeit von g, und ¢, gibt (57) R, = R, = 0
oder R = konst. und durch Integration von (56) erhilt man das Er-
gebnis ¢ = — R& 4 p. Das heilt aber, die Fliche g (#, v) ist tatsich-
lich eine Kugel mit dem Mittelpunkt o und dem Halbmesser R.

Ist hingegen 1: R identisch Null, so folgt aus (56) &, =&, =0
oder & = konst. Also durch Integration von £dg = 0 die Gleichung
einer Ebene &g = konst.

Damit ist gezeigt:

Die Kugeln mit Einschiuf der Ebenen sind die einzigen nur aus Nabeln
bestehenden Flichen.

1 Vgl. zu diesem Abschnitt die Aufgabe 3 des § 60.
Blaschke, Differentialgeometrie I. 4. Aufl. 7
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§ 48. Satz von DUPIN iiber rechtwinklige Flichennetze.

Die Ermittlung der Kriimmungslinien auf manchen Flichen (z. B.
auf den Flichen zweiter Ordnung), also die Integration der Differential-
gleichung (46) gelingt in besonderen Fillen mittels eines schénen Satzes
von CH. DupiN. Wir denken uns die Koordinaten x; eines Punktes im
Raum als Funktionen von drei Parametern dargestellt:

(58) X, = %, (4,7, w),
wofiir wir zur Abkiirzung wieder vektoriell

t=t(u,v,)
schreiben werden. Dann nennt man #, v, » ,krummlinige Koordi-
naten’ im Raum, wenn die Gleichungen (58) nach den #, v, w l6sbar
sind, d. h. wenn die Funktionaldeterminante der x;, x,, x3nach #, v, w
nicht identisch verschwindet. Wir wollen nun insbesondere annehmen,
je zwei Flichen #, v, w = konst. sollen sich lings ihrer Schnittlinie
senkrecht durchschneiden. Dann bilden die drei Flichenscharen ein
rechtwinkliges Flichennetz cder, wie man auch sagt, ein dreifaches Ortho-
gonalsystem.
Nehmen wir z. B. Polarkoordinaten

% =rsindcosg,
%, =7sin dsing,
%3 =rcos?,
so sind die Fliachen » = konst. konzentrische Kugeln, ¢ = konst. Dreh-

kegel und @ = konst. Ebenen. Diese drei Flichenscharen bilden ein
rechtwinkliges Flichennetz. Als Bedingungen dafiir bekommen wir

(59) L.lw=0, wau=0’ ngu—_-o»
wo z. B. g, den Vektor mit den Koordinaten 0 x;:0 % bedeutet. Das
quadrierte Bogenelement ds? = dx; + dx; + dx, des Raumes nimmt
bei einem dreifachen Orthogonalsystem die Gestalt an:
ds? =2 du® + g2 dv® + ¢l dw®.

Es gilt nun folgender Satz aus CH. DupPiNs Hauptwerk: ,,Déve-
loppements de géométrie’* (Paris 1813):

Die Flichen eines rechtwinkligen Netzes durchschneiden sich paar-
wetse in Kriimmungslinien.

Zum Beweise leiten wir die Gleichungen (59) der Reihe nach nach
#, v, w ab. Das gibt

Luvo L T Lwu by = 0,

Lewlu T Euwluw = 0,

Lwuky + Lowke = 0
oder
Iua;):‘w:O» Irwruzos Iwugv:O'
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Da alle drei Vektoren i,, t, und g,, auf r, senkrecht stehen, liegen
sie in einer Ebene:
(60) (gu'v Lu Ev) =0.

Betrachten wir jetzt eine Fliche w = konst., auf der die #, v Gausz-
sche Parameter bilden. Es ist r,r, = F =0, und nach der Erklirung
(19) von M folgt aus (60) auch M = 0. F =0, M = 0 war aber kenn-
zeichnend fiir Krilmmungslinien als Parameterlinien, w. z. b. w.

Wir konnen diesem Nachweis unseres Satzes auch ein geometri-
sches Mintelchen umhingen. Von einem Punkt unseres dreifachen
Orthogonalsystems laufen drei Kurven aus, in deren jeder sich zwei
Flichen des Systems schneiden. Durch jede Kurve gehen dann- zwei
Streifen, die zu den beiden Flichen gehoren, welche sich in der Kurve
schneiden. Insgesamt laufen also von einem Punkt sechs zu unserem
dreifachen Orthogonalsystem gehorige Streifen aus. Die beiden Streifen
durch eine und dieselbe Kurve schneiden sich senkrecht, haben also
nach dem am SchluB des § 36 bewiesenen Satze dieselbe geoditische
Windung. Nennen wir die drei verschiedenen geoditischen Windungen,
die an den Streifen der drei verschiedenen Kurven auftreten, a,, 4,
und a;, so liegen noch je zwei zu verschiedenen Kurven gehorige
Streifen auf einer und derselben Fliche. Da sie zu senkrechten Kurven
gehoren, so sind nach dem Ende des §46 ihre geoditischen Win-
dungen entgegengesetzt gleich. Dreimal angewendet, liefert der Satz:

a,+a,=0, a+a;=0, a;+4+a, =0,

das heifit, alle a verschwinden, somit sind nach § 35 alle vorkommen-
den Streifen Kriimmungsstreifen, was zu beweisen war.

Ein nicht triviales Beispiel eines rechtwinkligen Flichennetzes
bilden die ,konfokalen Flichen zweiter Ordnung. Beschrinken wir
uns auf den Fall der Mittelpunktsflichen, so kann man die Flichen
des Netzes mittels eines Parameters ¢ in eine Gleichung zusammen-
fassen:

(61) 10 = 2+ 2+

Es sei a; > a,> a3 > 0 und x, £ 0. Gibt man die x,, so erhiit
man fir ¢ eine kubische Gleichung, von der man einsehen kann, dal}
sie nur reelle Wurzeln hat. Denn linker Hand steht in (61) bei festen
x;, eine Funktion f(f), die an den Stellen a, von — o nach + ®
springt und im {ibrigen stetig ist. Nach dem Satze von BoLzaxo iiber
stetige Funktionen muB es also tatsdchlich drei reelle Nullstellen ¢,
von f(f) — 1 geben, und zwar auf den folgenden Teilstrecken:

Hh>a >t >a, >t >a,.

Somit gehen durch jeden Kaumpunkt (x, 4 0) drei reclle Flichen
unseres Systems (61): ein Ellipsoid #;, ein cinschaliges Hyperbolid ¢,
T*
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und ein zweischaliges ¢;. Die #; sind an Stelle der », v, w als krumm-
linige Koordinaten verwendbar. Die Orthogonalitit sieht man so ein:
Dic Flichennormale an die Fliche #; = konst. hat die Richtung

1 o) X3

h—ay'  h—ay’  4—ay’
Bilden wir das innere Produkt mit dem Normalenvektor der Fliche ¢,
so erhalten wir

(61a)

x3 x3 3

el T G—ala—a) T h—a)h—ay’
Dieser Ausdruck ist aber Null; denn aus f(¢;) =1, /() =1 folgt
f () —f () =0, was das Verschwinden von (6la) ausdriickt. Darin
ist die behauptete Orthogonalitit enthalten.

Die Kriimmungslinien der Flichen zweiter Ordnung sind also im all-
gemeinen Raumkurven vierter Ordnung, in demen sich je zwei konfokale
Flichen durchdringen.

§ 49. Die winkeltreuen Abbildungen des Raumes.

Setzt man
Vi = Vi (%1, %2, %3)

wo die y, analytische Funktionen der x; mit nicht verschwindender
Funktionaldeterminante sind, so erhilt man, wenn man die x; und y;
als rechtwinklige Koordinaten zweier Punkte ¢ und 1 deutet, eine
,,Abbildung‘ oder ,Punkttransformation” des Raumes. Bleiben bei
dieser Abbildung die Winkel erhalten, so nennt man die Abbildung
,winkeltreu“ oder (nach Gausz) ,konform‘. Triviale Beispiele solcher
winkeltreuer Abbildungen sind die Ahnlichkeiten.
Ein nicht triviales Beispiel bildet die ,,Inversion‘

(62) p=1%.

Entsprechende Punkte liegen dabei auf demselben Halbstrahl durch
den Ursprung. Das Produkt ihrer Ertfernungen vom Ursprung ist Eins:
(63) fyr=1.

Die Einheitskugel (Inversionskugel) bleibt bei dieser Abbildung punkt-
weise fest {f = ). Der Ursprung wird ins Unendliche beférdert. Die
Abbildung ist ,,involutorisch’, da die Beziehung der Punkte g, § sym-
metrisch ist, also die Abbildung ¢ — 1) mit der inversen §) — £ zusammen-

fillt. Man spricht daher auch von der ,,Spiegelung’’ an der Kugel 2 = 1.
Eine Gleichung von der Form

(64) Ay +Ayy + A9, + A3y, + 4,92 =0
behilt diese Gestalt:
65) Ao+ 4%, +Adox, + Agx, +4,=0,
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d. h. die Gesamtheit der Kugeln und Ebenen geht bei der Inversion
in dieselbe Gesamtheit iiber. Wir wollen im folgenden ‘die Ebenen
immer mit zu den Kugeln rechner.

Die Winkeltreue der Inversion kann entweder geometrisch aus der
Invarianz der Kugeln oder wie im folgenden durch Rechnung erwiesen
werden. Aus (62) ergibt sich

__tdy —2(tdy:
(66) dy = R L
drt ds
(67) dm:é)—,, ds.,:z,i.

Sind & und % Einheitstangentenvektoren in entsprechenden Punkten
entsprechender Kurven

d d
(68) E=i. 1=11
so folgt aus (66) und (67)
1E—2(¢
(69) n= E__F(EJL

Fiir ein zweites Paar entsprechender Kurven durch dasselbe Punkte-
paar g, 3 ergibt sich ebenso

_ prE—2(r¢
und daraus )
(71) n7=¢§,

worin die Winkeltreue enthalten ist.

Wir werden nun umgekehrt zeigen, daB aus der Winkeltreue die
Invarianz der Kugeln folgt:

Satz von Liwuviue. Jede winkeltreue riumliche Abbildung fiihrt
die Kugeln wieder in Kugeln tiberl.

Zunichst folgt aus der Winkeltreue, daB ein rechtwinkliges Flichen-
netz bei konformer Abbildung wieder in ein solches iibergeht. Daraus
schlieBen wir:

Bei winkeltreuer Abbildung bleiben die Kriimmungslinien erhalten.

Wir brauchen dazu nach DUPIN nur zu zeigen, daB jede Fliche
t (4, v) in ein rechtwinkliges Flichennetz ,.eingebettet’* werden kann.
Wir nehmen die Kriimmungslinien auf der Fliche als %, v-Kurven und
setzen (£ = Einheitsvektor der Flichennormalen)

(72) r=g(,v)+wé(u,v),
dann bilden die geradlinigen Flichen (Torsen) #, v = konst. und die

,,Parallelflichen” w = konst. zur urspriinglichen Fliche (w = 0) ein
solches Netz. Es ist nimlich

(73) Euzgu—*—w&ur —gv=zv+w§v’ fw:‘E

1 J. LiouviLLE: Note VI in MonGEs Application de I’Analyse, S. 609—616.
Paris 1850.
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oder nach OLINDE RODRIGUES (52)
(RN

(74) qu(l_%>gu: iv:<1_";-2)gv! iwzf

\

Die drei Vektoren sind parallel zu ¢, 1,, &, also tatsichlich paarweise
senkrecht. Aus der Invarianz der Kriimmungslinien folgt aber nach
§ 47 die behauptete Invarianz der Kugeln.

Der damit bewiesene Satz von LIOUVILLE ldBt sich auch so fassen:
Jede winkeltreue Abbildung (die nicht dhnlich ist) lift sich durch eine
Aufeinanderfolge einer Inversion und einer Ahnlichkeit vermitteln.

Man zeigt dies etwa auf folgende Weise. Es sei g — 1) eine vorgelegte
winkeltreue Abbildung. Wir nehmen ein rechtwinkliges Flichennetz
von Kugeln an, die durch einen Punkt g, hindurchgehen und hier drei
paarweise zueinander rechtwinklige Ebenen beriithren. Dieses Netz
geht durch die vorgelegte Abbildung in ein ganz entsprechend wieder
aus Kugeln aufgebautes Netz durch den entsprechenden Punkt p,
iber. Jetzt nehmen wir zwei Inversionen, von denen die eine ¢ — t*
den Punkt g, ins Unendliche befordert (r) = oo), die andere y— p*
den Punkt 1, (y,= o). Von der so entstehenden Abbildung r* — y*
1aBt sich nun einsehen, daB sie eine Ahnlichkeit ist. Die beiden Kugel-
netze sind durch die Inversion in Ebenennetze (etwa x} = konst.,
v§ = konst.) iibergefiihrt worden. Die Abbildung t* — 1* hat also eine
analytische Darstellung von der getrennten Form

yE = vk (%5) .
Ferner ist die Abbildung g*— y*, die durch Zusammenfassung winkel-
treuer Abbildungen entstanden ist, selbst winkeltreu, fiihrt also die
Kugelschar g*2 = konst. in die Kugeln §*2 = konst. iiber. Daraus
schlieBt man aber leicht auf die Ahnlichkeit y* = konst. - x*, womit
die Behauptung erwiesen ist.

Die eine der hier zum Beweis verwandien Inversionen kann man
auch sparen, wenn man etwa g, gleich im Unendlichen wihlt.

§ 50. GAuUSz’ sphirisches Abbild einer Fliche.

Denken wir uns, wihrend ein Punkt g (#,v) eine krumme Flache
beschreibt, den Einheitsvektor & (#, v) der zugehérigen Flichennormalen
vom Ursprung aus abgetragen, so ist der Endpunkt & dieses Vektors
auf der Kugel &2 = 1 beweglich. Die Fliche (x) ist so ,,durch parallele
Normalen“ auf die Einheitskugel (£) abgebildet. Man spricht vom
sphirischen Abbild nach Gausz. Wir wollen nun Zhnlich, wie wir
beim Tangentenbild einer krummen Linie das Verhalten entsprechen-
der Linienelemente festgestellt haben, jetzt beim ,,Normalenbild er-
mitteln, wie sich entsprechende ,Flichenelemente von (r) und (£)
verhalten.
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Die Oberfliche* einer krummen Fliche erklirt man (zweiwertig)
durch das Doppelintegral

(75) ff(lud“:ivdV,f)ZIf Wdude.
Das , Flichenelement
(76) do = (Eudu’ grdv, é‘)

stellt man sich am einfachsten vor als ,,unendlich kleines Parallelo-
gramm’‘ zwischen den Vektoren p,d#, r,dv. Man kann leicht ein-
sehen, daB die Erklirung (76) von der Parameterwahl unabhingig ist.
Sind niamlich #, v neue Parameter, so wird

J[ e, dudv=[[( u + Tty L+ L, &) dudo
=[] @58 tgr, — wr) dudv = [[ (1,8 dudv

nach der bekannten Formel firr die Einfithrung neuer Verinderlicher
in ein Doppelintegral.
Das entsprechende Oberflichenelement der Einheitskugel ist

(78) do = (&,du, &, dv, §).

(77)

Nehmen wir als Parameterlinien etwa die Kriimmungslinien und setzen
T.du = d,x, 1,dv = d,xr und nach OLINDE RODRIGUES (§ 46 (52))

dyr=—R,-d,§, dyr = — Ry-dy&,

so wird

(79) do= R, R, (d,&, d,&, &)
=R, R,dow.

Wir haben damit gefunden:
dw 1

Das Gavuszsche KriimmungsmaB ist also gleich dem Quotienten
entsprechender Flichenelemente von (£) und (r). Man kann hicr
wieder eine Bemerkung iiber das Vorzeichen machen. do und dw
haben einzeln willkiirliches Zeichen, da wir aber in der Erklirung (76},
(78) dieser Flichenelemente beidemal denselben Normalenvektor & ver-
wendet haben, so sind diese Zeichen so aneinander gebunden, daf
dw:do> 0 oder <0 ist, je nachdem die Vektoren £,du, &,dv, &
ebenso aufeinander folgen wie die Vektoren g,du, 1,dv, £ oder nicht,
je nachdem also das sphirische Abbild ,gleichsinnig” oder ,,gegen-
sinnig* ist.

1 Eine geometrische Erklarung der ,,Oberflache’* entsprechend der der Bogen-

lange in § 1 findet man etwa bei H. Bosr und J.MorLLERUP, Mathematisk Ana-
lyse 11, S. 366. Kopehhagen 1921.
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Man fijhrt
(81) At =e¢du? 4 2fdudv + gdv? = III
(82) e=§,2“ f=¢&.8&, g=§%

gelegentlich als dritte Grundform ein. Die quadratischen Formen I, 11,
III sind aber linear abhingig. Aus den Fortschreitungen lings der
Hauptrichtungen kann man jede andere Fortschreitungsrichtung auf
unsere Fliche linear kombinieren:
&) dy =dix +doz,
_ — (Gt | %t
af = dii+dpt = — (FE4+ 55
Danach wird
I=+dgt =d?+dy2?,

dg® | dp?

p—y -—’i d — _}_ ~—-?-— )

(84) 11 tdé R, TR,
— — dlE_’ d,gf
III——rd§2 ——7}4‘73-

Wirft man aus den drei Gleichungen 4,12, d,r? heraus, so folgt

I 1 11
11
I & —
(85) R, R, | =0
1 1
I 7 R
oder
(86) KI—2HII+III =0,

wenn mit H wieder die mittlere Kriimmung (31) bezeichnet wird. In
(86) ist die behauptete lineare Abhingigkeit enthalten. Ausfiihrlich
schreibt sich diese Beziehung der drei Grundformen:

KE—2HL +e=0,
(87) KF —2HM +f=0,
KG—2HN +g=0.

§ 51. Normalensysteme.

Es sei g (#, v) eine Fliche. Durck jeden Punkt g der Fliche legen
wir eine Gerade, deren Richtung durch den Einheitsvektor % (x, v) ge-
geben sei, also in Parameterdarstellung

(88) b =1+ wn.
Wann gibt es zu diesem System von Geraden, das von zwei Parametern
u,v abhingt, eine orthogonale Fliche; wann bilden also diese Ge-
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raden das System der Normalen einer Fliche? Es sei in (88) y (u, v)
diese orthogonale Fliche. Dann brauchen wir nur w (¥, v) so zu be-
stimmen, daB %-dy = 0 wird. Es ist

(89) ay = (t, +wn,)du + (t, +wn,) dv +ndw,
Also gibt #-dy = 0 die Bedingung, daB
(90) —dw =g, ndu+g,ndv

ein vollstindiges Differential ist (man beachte, daB 2 = 1 und daher
NMu + 1My = 0). Somit folgt

(91) (Iu ’7)1, = (2«; n)u
oder
(92) Tully — LMy =01

als notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein Normalensystem.
Nehmen wir rechtwinklige Parameterlinien auf unsrer Fliche, und
zwar insbesondere so, daB

(93) =0

wird, so liegen die drei Vektoren &, 7, g, in einer Ebene, der ,,Einfalls-
ebene von 7. Unter der Annahme (93) nimmt unsere Bedingung fiir.
das Normalensystem (91) die Form an:

(94) (TsMu=0.
Bezeichnet man den ,,Einfallswinkel®, d. h. den Winkel des Vektors
n mit dem Normalenvektor &, durch ¢, so wird

sing = (,7): V&2

und es kann die Bedingung (94) fiir ein Normalensystem auch so ge-
schrieben werden:

(95) (Y& - sing), = 0.

Verindert man daher die Lage des Strahls in seiner Einfallsebene, so
daB an Stelle von @ (nach dem Brechungsgesetz) der Winkel § vermége
der Gleichung

(96) sinp =#nsinp, n = konst.

tritt, so gilt wiederum

(97) (Veising)u = n(Yel-sing), =0,
d. h. die gebrochenen Strahlen bilden wieder ein Normalensystem. Da-
mit ist der Satz von MaLUS und DUPIN bewiesen:

Werden die Strahlen eines Normalensystems an eimer Fliche mach
dem Gesetz (96) von SNELLIUS gebrochen, so bilden auch die gebrochenen
Strahlen eitn Normalensystem.

1 Fiir £ = 7 ist das eine schon frither hergeleitete Formel § 42 (18).
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Nebenbei: Seine cigentliche Quelle hat dieser Satz allerdings nicht
in der hier durchgefithrten Rechnung, sondern in dem Prinzip von
HuvcHENS. Die Spiegelung (n = — 1) ist unter Brechung mit enthalten.

Auf die aus der Optik stammende Theorie der Strahlensysteme
werden wir im 9. Kapitel ein wenig eingehen.

§ 52. Schmiegtangentenkurven.

Die Linien auf einer Fliche, lings derer die zweite quadratische
Grundform verschwindet,

(98) Ldu? + 2Mdudv -+ Ndv?=0

nennt man ,,Asymptotenlinien’ oder auch ,,Schmiegtangentenkurven'
der Fliche. Die Tangenten an die Asymptotenlinien sind die Asymp-
toten oder Schmiegtangenten der Fliche. Der Normalschnitt durch
eine solche Tangente hat dort einen Wendepunkt. Man spricht deshalb
auch von ,,Wendelinien'* der Fliche. Die Differentialgleichung (98) 14t
sich nach (19) ausfiihrlich so schreiben:

(99) (Luu d® 4 2y, dudv g, ,d0%, 1, 1,) = 0.

Ist die Fliche hyperbolisch gekrimmt (K <0, LN — M?2? <<0), so
gehen durch jeden Flichenpunkt zwei reelle Asymptotenlinien hin-
durch. Die Tangenten an sie fallen mit den Asymptoten der Indikatrix
von DuPIN (vgl. §43 (25)) zusammen, liegen also symmetrisch beziiglich
der Hauptrichtungen der Fliche, die mit den Achsen der Indikatrix
zusammenfallen. In parabolischen Flichenpunkten (LN — M2 =0)
gibt es, wenn I I nicht identisch verschwindet, nur eine Asymptotenrich-
tung. Im elliptischen Fall (K>0,LN— M2>0) werden die Schmieg-
tangentenlinien imaginir.

Da nach § 42 (13) (15) (16) fir die Normalkriimmung b eines Flichen-
streifens gilt & = — II: I, folgt, daB die Streifen lings unserer Asymp-
totenlinien identisch sind mit den im §35 erklirten Schmiegstreifen
auf unserer Fliche. Demnach kénnen wir die folgende mehr geometrisch-
anschauliche Erklirung der Schmiegtangentenlinien geben:

Die Asymptotenlinien einer Fliche sind die Kurven auf der Fliche,
deven Schmiegebenen gleichzeitig Tangentenebenen der Fliche sind.

In innigem Zusammenhang mit der Erklirung der Asymptoten-
richtungen steht die der ,,konjugierten’* Richtungen. Zwei Richtungen,
du:dv und du:dv auf der Fliche in einem Flichenpunkt #, v nennt
man konjugiert, wenn sie durch die Schmiegtangenten in dem-
selben Punkt harmonisch getrennt werden. Es muf} dann die ,,Polaren-
bildung*‘ der zweiten Grundform, nimlich

(101) Ldudu -+ M@udv+dvdu) - Ndvdv =0

verschwinden. Diese Beziehung (101) behilt auch fiir K > 0 ihre reelle
Bedeutung.
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Nach (101) sind die Parameterlinien (du, dv =0; du =0, dv)
konjugiert, wenn M =0 ist. Die Kriimmungslinien bilden also ein
Kurvennetz, das gleichzeitig orthogonal (F =0) und konjugiert ist
(M =0).

Aus der geometrischen Deutung der Asymptotenlinien kann man
leicht den Schlu8 ziehen, daB diese Kurven mit der Fliche nicht nur
gegeniiber Bewegungen, sondern gegeniiber Kollineationen und Korrela-
tionen invariant verbunden sind, eine Tatsache, auf die wir spéter noch zu-
riickkommen werden. Entsprechendes gilt flir konjugierte Richtungen.

Auf die geometrische Deutung der konjugierten Richtungen und
ihren Zusammenhang mit den im §34 erklirten konjugierten Tan-
genten eines Flichenstreifens kommen wir bald zu sprechen (§54).

Der Satz von MEUSNIER § 43 ist fiir die ebenen Schnitte einer
Fliche durch eine Schmiegtangente so abzuindern: Diese ebenen
Schnitte haben im Berithrungspunkt der Schmiegtangente notwendig
alle Wendepunkte mit Ausnahme des Schnitts der Fliche mit ihrer
Tangentenebene an der betrachteten Stelle. Vgl. § 60, Aufgabe 8.

§ 53. Schmiegtangentenlinien auf geradlinigen Flichen.

Die Ermittlung der Asymptotenlinien vereinfacht sich ein wenig fiir
die Flichen, die von einer Schar geradliniger ,,Erzeugenden bedeckt
werden, also fiir die geradlinigen Flichen. Man kann eine solche Fliche
stets so darstellen

(102) r=19() +3@)u,

wobel etwa 32 = 1 gewihlt werden kann. Es folgt:

(103) =% =1 T8%

(104) Tuw =0, Luv = du» Too = Doy 1 300 %

und somit fiir die Asymptotenlinien nach (99)
(26vdudv + (t)vv + &vv“) dvz’ 8’ t)‘v + 8‘!’ u) = 0

oder
(105)  dv-{2(3,39,) % 4 (Y0 T Fo0 > 3 Dy 1 3, %) 4V} = 0.

Das Verschwinden des ersten Faktors (dv = 0) ergibt die Schar der
geradlinigen Erzeugenden.

Der Klammerausdruck gleich Null gesetzt, ergibt eine zweite, die
Flache einfach bedeckende Schar von Asymptotenlinien. Ist

(106) (3039, +0,
so hat die entstehende Differentialgleichung die Form
(107) 2~ Purt20utR,

wo P, @ und R nur von v abhingen. Man pflegt eine solche Differential-
gleichung nach dem italienischen Geometer J. RiccaTr zu benennen.
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Aus der Form dieser Gleichung kann man leicht ablesen, daB vier
Losungen #, (v); £ =1, 2, 3, 4 festes, d. h. von v unabhingiges Doppel-
verhiltnis besitzen:

(108) D=22=" MM gongt,

Uy — Uy Uy — Uy
Dazu braucht man nur zu zeigen, daB

’ ’ ’ ’ ’ ’
ul—ul  uf—uy  u . — u]

d . {1—ul  u
(109) —ElgD— Uy — Uy Uy — Ug ul—u‘_‘_u,—u‘
verschwindet. In der Tat erhdlt man unter Benutzung der Glei-

chung (107) z. B.
gl_—l = P (u; + u5) +20.
Daraus folgt die Richtigkeit von (109).

Geometrisch bedeutet unser Ergebnis, daB die neue Schar von Schmieg-
tangentenlinien die alte Schar, also die geradlinigen Erzeugenden,
nach festen Doppelverhiltnissen durchsetzt. Sind beide Scharen von
Schmiegtangentenlinien geradlinig, so erhilt man geradlinige Flichen
zweiter Ordnung, deren Eigenschaften man hier bestitigt findet.

Es bleibt noch der ausgeschlossene Sonderfall zu beriicksich-
tigen, daB
(110) (3039,) =0

identisch verschwindet. Wir unterscheiden zwei Unterfille:

1. 3, und 3 sind linear abhingig: 3, = A-3. Wegen 32 =1, 33, =0
folgt dann durch skalare Multiplikation mit 3, daBl 4 = 0, also 3 = konst.
ist. Nach (102) haben wir somit eine allgemeine Zylinderfliche.

2. Es sind 3, und 3 nicht linear abhingig. Dann folgt aus (110) eine
Darstellung

(111) Do = (v) 35+ B(v)3,.
Setzen wir nun
(112) p(v) =9 —Ps.

so ist ), falls nur 1), nicht identisch verschwindet, eine Kurve auf der
Fliache (102). SchlieBen wir diesen Fall zunichst aus, so haben wir
nach (112), wenn wir (111) verwenden:

(113) 9, = («—pB,)4 mit «—f,=40.
Statt (102) kénnen wir nach (112) und (113) dann schreiben, wenn wir
y und 3 durch §) und 1), ausdriicken:

t=09+up, mit ﬁ=€f;,-

Daraus geht hervor, daBl unsere geradlinige Fliche die Tangentenfliche
einer Kurve, nimlich 1) (v) ist. In dem Ausnahmefall §, = 0 haben wir
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nach (113) « = f,. In diesem Fall gehen alle Erzeugenden v = konst.
unserer Fliche durch den Punkt

t=19—35B0),
der wegen
Zv=aa+ﬂ5v_3vﬂ—aﬂv’:_‘0
im Raume fest ist, und der sich auf jeder fiir ¥ = — B ergibt, hindurch.

Wir haben also einen Kegel.

Alle in 1. und 2. vorkommenden speziellen Fille von Flichen haben
wir im § 8 als Torsen bezeichnet. Wir finden somit: Die Bedingung (110)
kennzeichnet unter den geradlinigen Flichen die Tovsen.

Die Gleichung (103) ergab:

=8 L=, T 3%
Diese Vektoren liegen fiir alle # in einer Ebene, wenn nach (110)
3, 9, und 3, in einer Ebene liegen. Die Bedingung (110) bedeutet also,
daB beim Fortschreiten lings einer Erzeugenden unserer Fliche die
Tangentenebene der Fliche sich nicht um die Erzeugende dreht, son-
dern fest bleibt. Wir haben also gezeigt:

Eine Torse wird lings jeder Erzeugenden von einer festen Ebene
berithrt und die Torsen sind die einzigen geradlinigen Flichen mit
dieser Eigenschaft. Somit konnen wir jetzt nachtriglich die Torsen
auch so erkliren:

Eine geradlinige Fliche, die lings jeder Evzeugenden von einer festen
Ebene beriibrt wird, soll eine ,,Torse’* heifen.

Die durch (102) und (106) gekennzeichneten allgemeineren geradlinigen
Flichen nennt man ,,windschief".

§ 54. Konjugierte Netze.

Die konjugierten Richtungen auf einer Fliche lassen folgende geo-
metrische Deutung zu. Gehen wir von einer Flichenkurve aus, und
betrachten wir die Torse, die von den Tangentenebenen der Fliche
in den Punkten der Kurve umhiillt wird! Die Erzeugenden dieser, der
Fliche lings unsrer Kurve umschriebenen Torse sind zu den Tangenten
der Kurve konjugiert. Das kdnnen wir etwa so einsehen. Ist §) ein in der
Tangentenebene beweglicher Punkt, g der Berithrungspunkt und &
der Vektor der Flichennormalen in g, so ist die Gleichung der Tan-
gentenebene

h—1x)é&=0.

Schreiten wir lings unserer Flichenkurve fort, so ergibt sich nach der
SchluBweise am Ende von §6 fiir die Einhiillende dieser Tangenten-
ebenen die zweite Gleichung

—dg-f+(H—1df=0,
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oder, da das erste Glied wegfillt, — wenn man noch y — ¢ = dg setzt —
(114) or-dE =0.
Ausfiihrlich geschrieben nach (19)

(Xuau + Ly 61))(5“(1“ + Svdv)
=—{Ldudu+ M @udv+dvéu) + Ndvoév} =0.

Das ist genau unsere Bedingung (101) fiir konjugierte Richtungen. Auf
Grund der geometrischen Erklirung der konjugierten Richtungen sehen
wir, daB3 die zu den Tangentenrichtungen einer Flichenkurve konjugier-
ten Richtungen mit den Richtungen der konjugierten Tangenten des zur
Kurve gehorigen Streifens identisch sind, die wir im § 34 erklart haben.

Diese Konstruktion konjugierter Richtungen gestattet, auf jeder
Fliche ein Netz konjugierter Kurven herzustellen. Es laBt sich niam-
lich die Beziehung zwischen Parallelkreisen und Meridianen so ver-
allgemeinern: Die Beriihrungslinien aller Kegel, die einer Fliche um-
schrieben sind, und deren Spitzeh auf einer Geraden liegen, bilden zu-
sammen mit den Schnittlinien der Fliche mit den Ebenen durch die-
selbe Gerade ein konjugiertes Netz auf der Fliche.

Dafiir, dal die Parameterlinien ein konjugiertes Netz bilden, hatten
wir die Bedingung M = 0 oder

(115) (TuvEu ) =0

in § 52 abgeleitet. Diese letzte Bedingung (115) ist sicher erfiillt, wenn
Tuy = 0 ist, wenn also r die Gestalt hat

(116) t=b(u) +3().

Solche Flichen, die besonders von S. LiE studiert worden sind, nennt
man ,,Schiebflichen'* oder ,, Translationsflichen’, da sie durch Parallel-
verschiebung einerseits der Kurve r = {) (#)}, andererseits der Kurve
L = j (v) erzeugt werden konnen. Auch die Sehnenmittenfliche einer
Raumkurve

(117) =13 +y@)
gehoért zu den Schiebflichen.

§ 55. Ableitungsformeln von WEINGARTEN.

Will man einen tieferen Einblick in die Flichentheorie gewinnen,
so muB man, den Formeln FRENETs in der Kurventheorie und den
Formeln des §33 fiir die Streifen entsprechend, invariante Grund-
vektoren einfiihren und die Ableitungen dieser Grundvektoren selbst
linear kombinieren. In der Flichentheorie im Kleinen handelt es sich

1 Vgl. iiber diese Flaehen auch den Band 11 dieses Lehrbuchs, §§ 37, 68, 85 bis 88.
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ja um die Bestimmung der Invarianten der zu eirer und derselben
Flachenstelle gehorigen Vektoren

(118) T Tur Lo Tuws Luvs Loor Suuur - -+ -

Man hat wieder nach den allgemeinen Vorschriften der §§3 und 4 zu
verfahren. Wie im §8 (vgl. Formel (52) und (53)) schlieBft man hier,
daB der Vektor des Punktes g selbst fiir die Bildung von Invarianten
nicht in Frage kommt. Dem Verfahren bei den Kurven ent-
sprechend (vgl. § 8 SchluB) wahlen wir nun nicht die drei niedrigsten
linear unabhingigen der in (118) auf ¢ folgenden Vektoren als»Grund-
vektoren, sondern wir fiigen den Vektor & der Flichennnormalen hinzu,
der sich ja nach (9) aus den Vektoren (118) berechnen l46t, und nehmen
T4 L, und & als Grundvektoren. Diese Vektoren bilden zwar bei Vor-
aussetzung ganz allgemeiner Flichenparameter kein rechtwinkliges Drei-
bein von Einheitsvektoren, aber £ ist wenigstens ein zu g, und g, recht-
winkliger Einheitsvektor, und schon das bringt gegeniiber der Beschrin-
kung auf die Vektoren (118) wesentliche rechnerische Vereinfachungen
mit sich. Da & aus den Vektoren (118) bestimmbar, ist das Problem der
Bestimmung der Invarianten aus den in (118) auf ¢ folgenden Vektoren
gleichwertig mit dem Problem der Bestimmung der Invarianten der
Vektoren

(119) xu’ Iv’ E’ Zu‘u’ Euv’ EU’U’ 5“’ E‘v’ qu‘u’ trt Euu’ cee

usw. bis zu beliebig hohen Ableitungsordnungen. Wir haben dann die
Ableitungen der Grundvektoren g,, g, und &, also €,,, L., und I,,, &
und &, aus g, £, und & selbst linear zu kombinieren. Mittels dieser Ab-
leitungsglerchungen kann man dann dhnlich wie bei den Kurven leicht
auch beliebig hohe Ableitungen der Grundvektoren lincar kombinieren.
In den Skalarprodukten der Grundvektoren und den Koeffizienten der
Linearkombinationen hat man dann nach den §§3 und 4 das System un-
abhingiger Invarianten der Vektoren (119) gegeniiber den Substitutionen
§ 8 (52) der kongruenten Abbildungen des Raumes gefunden.

Damit erhalten wir aber noch nicht die absoluten Invarianten un-
serer Fliche. Denn einen Punkt haben wir noch ganz iibersehen: Die
Transformationen

(119a) u = u(u*, v¥), v=uv(u*,v*)

der Parameter, mittels derer die Fliche dargestellt wird, wo u (u*, v*)
und v (#*, v*) im wesentlichen willkiirliche Funktionen ihrer Argumente
sein kénnen. Wenn wir in der Darstellung g (%, v) die # und v nach
(119a) durch die #* und v* ersetzen, so erhalten wir eine neue Dar-
stellung ¢*(u*, v*) derselben Fliche in neuen Parametern. Invarianten
der Fliche werden nur solche Ausdriicke in den Funktionen g (%, v) sein,
deren zahlenmiBiger Wert sich bei einer Parametersubstitution nicht
indert, die sich also durch die g* (#*, v*) formal genau so ausdriicken,
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wie durch die g (%, v). Wir haben also aus den mittels der Ableitungs-
gleichungen  ermittelten Invarianten gegeniiber den kongruenten Ab-
bildungen des Raumes noch solche Kombinationen zu bilden, die auch
noch parameterinvariant sind. Erst dann bekommen wir absolute In-
varianten unserer Fliche. Wir wollen in diesem Kapitel nun nur den
ersten Schritt, den der Bildung der Invarianten gegeniiber den kon-
gruenten Abbildungen erledigen, und die systematische Bildung von
Parameterinvarianten erst im Kapitel 5 vollziehen.

Wir wollen mit der Aufstellung der Ableitungsgleichungen den Anfang
machen, indem wir zunichst &, und £, aus 1,,, £, und £ linear kombinieren..

Aus &2 =1 folgt

&,=8,=0,
also haben wir

Eu =agy +bzv’

fo=cr,tdz,.

Multipliziert man skalar mit g, g,, so folgt nach (19)
—L=2E+4+bF, —M=cE-+{dF,
—M=aF+4+bG, — N=cF-+4d¢G.

Berechnet man daraus «, b, ¢, d, so erhilt man durch Einsetzen der

gefundenen Werte in die vorhergehenden Formeln die gewiinschten
Gleichungen, die von J. WEINGARTEN (1861) angegeben worden sind,

E _ (FM—GL)Eu‘*' (FL—EM)Ev

v EG—F? ’
(120)

£ — (FN —GM)y, + (FM—EN)g,

v EG_ F? .

Hieraus kann man leicht einige Schliisse ziehen; z. B. kann man
neuerdings die Formel (86) von § 50 bestéitigen. Ferner sicht man jetzt
leicht ein: Sind auf einer Fliche alle Kurven Schmiegtangentenlinien,
so ist die Fliche eben.

Aus (98) L = M = N =0 folgt namlich wegen (120) &, =&, =0
oder & = konst.; dr-£ =0 ergibt durch Integration g& -+ konst. =0,
also wirklich die Gleichung einer Ebene.

Ferner: Die Torsen sind die einzigen Flichen mit lauter Punkien
parabolischer Kriimmung (K = 0).

Ist ndmlich LN — M? =0, so wird die Differentialgleichung der
Asymptotenlinien (98)

II=(fL-du-+}N-dvf=o,
wo
(21) VLY N=M

ist. Es gibt also nur eine Schar von Asymptotenlinien, die die Fliche
schlicht iiberdeckt (wenn wir den Fall des identischen Verschwindens



§ 56. Satz von BELTRAMI und ENNEPER iiber Windung der Asymptotenlinien. 113

von II jetzt ausschlieBen.) Wihlen wir diese Kurven als Parameter-
linien v = konst., so wird L = M = 0 und nach WEINGARTEN §, = 0.
Somit ist

(122) é= (s =0

oder

(123) &) =2(v).
Die Ableitung nach v ergibt

(124) téy = b,

Also ist unsre Fliche die Einhiillende der Ebenenschar (123), d.h.
wirklich eine Torse. Umgekehrt kann man fiir eine Torse, etwa nach
(103), immer L = M = 0 erreichen. Somit sind die Torsen durch die
Identitit K == 0 gekennzeichnet.

§ 56. Satz von BELTRAMI und ENNEPER iiber
die Windung der Asymptotenlinien.

Da die Schmiegebenen einer Asymptotenlinie auf einer Fliche mit
den Tangentenebenen der Fliche iibereinstimmen, fallen die Binor-
malen der Kurve mit den Flichennormalen zusammen (&; = £). Des-
halb 148t sich die Windung einer Asymptotenlinie leicht berechnen:

(125) (l)z _48 _ae 1

T _dgi_ﬁi= 1"
Nach §50 (86) war
KI —2HII+III =0.

Da ldngs einer Asymptotenlinie 17 = 0 ist, so folgt

(126) () ="F=-x

Diesen Zusammenhang zwischen der Windung der Asymptotenlinien
und dem Gauszischen Kriimmungsmaf der Fliche haben E. BELTRAMI?
(1866) und A. ENNEPER (1870) angegeben. Auf geradlinige Asymptoten-
linien ist die Formel nicht ohne weiteres anwendbar.

Uber das Vorzeichen der Windung 148t sich durch eine genauere
Untersuchung feststellen, daB die Windungen der beiden durch einen
Flichenpunkt gehenden Asymptotenlinien entgegengesetztes Vorzeichen
haben. Das kann man so einsehen: Nach § 34 (24) ist die Windung 1: 7
der Kurve eines Schmiegstreifens (b = 0), d. h. einer Asymptotenlinie
gleich der geoditischen Windung a des Streifens. Ist die Fliche auf
Asymptotenlinien bezogen, so ist die geoditische Windung a, des Strei-
fens der #-Kurve aber durch

1
alzflszusu}

1 E. BELTRAMI: Opere mathematiche I, S. 301. 1902.
Blaschke, Differentialgeometrie 1. 4. Aufl, 8
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gegeben. Das folgt aus § 35 (25);, wenn man bedenkt, da8 die dortigen
Vektoren ¢’ und & hier gleich r,: JE und &,: Y E zu ersetzen sind.
Analog erhilt man fiir die geoditische Windung des v-Streifens

ﬂz:’Gl‘T&vav!-

Ersetzt man nun unter der Annahme L = N = 0 die Vektoren £, und
£, in den Determinanten nach (120) durch die Grundvektoren, so er-
gibt sich
— M
a) = —ay = EfGtﬁzlfgugv}v

woraus die Behauptung folgt.

§ 57. Die Ableitungsformeln von GAUSZ.

In §55 hatten wir begonnen, das flichentheoretische Gegenstiick
der Kurvenformeln von FRENET abzuleiten. Damit wollen wir jetzt
fortfahren. Es muB sich z. B. 1,, in der Form darstellen lassen:

(127) Luuw = A4 Lu - Bgv + Cé&.

Es bleiben die Faktoren 4, B, C zu berechnen. Aus ¢,& = 0 folgt
durch Ableitung nach # zunichst wegen (19)

(128) nguuﬁt:_gu‘fu:L'

Multipliziert man (127). skalar mit ¢, und g,, so erhilt man unter Ver-
wendung von §45 (35) und (39) fir 4 und B die beiden Gleichungen:

(129) 3E,=AE 4 BF,
(130) F,—3E,=AF + BG.
Daraus ist
__GE,—2FF,+FE,
(131) A= —
_—FE,+2EF,—EE,
(132) B = ST -2,

Fahrt man so fort, so erhilt man schlieBlich das Formelsystem, durch
das sich Lyy, Luvs Leo AUS Iy, Iy, & aufbauen. In diesem Gauszischen
Formelsystem wollen wir die Faktoren gleich in der etwas verwickel-
ten, von CHRISTOFFEL herrithrenden Bezeichnung schreiben:

zuu={lll}xu+{l2l}xv+L$,
(133) zw={112}xu+{122}xv+Mf.

s = {2 e+ {3 e
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In diesen Ableitungsformeln von Gausz haben die ,,Dreizergersymbole’
CHRISTOFFELS folgende Werte:

11\ _+GE,—2FF,+FE, |11\_—FE,+2EF,—EE,
1) 212 12y 2W? ’
f12)_ GE,—FG, 12, EG,—FE,
(134) 11/ 2we 12— 2wz
22| _ —FG,+2GF,—GG, (22| _ +EG, —2FF,,+FG
1) 212 V2T 2we

Wir wollen die Formeln (133) auf die Einheitskugel selbst anwenden,
indem wir & an Stelle von g treten lassen und fiir & wieder & setzen
(§41 (12)). Dann tritt an die Stelle von

I=dy* und Il = —dy-dé&
entsprechend
III=d& und —1IIl= —dg

und die Formeln (133) gehen iiber in

= e e
(135) fur=1{") } +{'7] e—18,
o (22 (22) _

BT ot
Hier sind die Dreizeigersymbole beziiglich der dritten Grundform (81)
zu berechnen, so daB z. B.

bedeutet.

§ 58. Grundformeln von GAUSZ und CODAZZI!,

In den Gleichungen (120) und (133) zusammen haben wir das voll-
stindige System der Ableitungsgleichungen fiir unsere Flichentheorie
zusammengestellt. Durch Differenzieren kénnen wir aus diesen Glei-
chungen auch beliebig hohe Ableitungen der g, £,, & als Linearkombi-
nation der Grundvektoren darstellen. Die Koeffizienten driicken sich
dann jedesmal durch die Koeffizienten der Gleichungen (120), (133)
und ihre Ableitungen aus. Das vollstindige System der Invarianten
gegeniiber den kongruenten Abbildungen des Raumes ist also durch
die Skalarprodukte der Grundvektoren — diese sind aber, soweit sie
nicht 0 oder 1 sind, gleich E, F, G — und die in (120), (133) auftreten-
den Koeffizienten sowie deren Ableitungen gegeben. Aus E, F, G und

1 Eine einfache Herleitung der Copazzischen Gleichungen findet sich bei
A. Voss: Sitzgsber. bayr. Akad. 1927, H. I, S. 1.

8*
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den Koeffizienten von (120) (133) lassen sich aber L, M und N berechnen,
und umgekehrt aus E, F, G, L, M, N wieder die Koeffizienten in (120),
(133). Somit ist das vollstindige System der Invarianten gegeniiber
den kongruenten Abbildungen durch die E, F, G, L, M, N und ihre
Ableitungen gegeben. Aus diesen sechs Koeffizienten der Grundformen
I und II und ihren Ableitungen werden sich dann weiter alle absoluten
Invarianten der Fiiche als die aus ihnen kombinierbaren Parameter-
invarianten berechnen lassen. (Vgl. Kapitel 5.)

In (120) und (133) haben wir bei gegebenen E, F, G, L, M, N ein
System partieller linearer Differentialgleichungen fiir die sechs Funk-
tionen (%, v), & (u, v).

Damit dies System losbar sei, miissen die Integrierbarkeitsbedin-
gungen

(136) Cuvo = Luvus Luvo = Lovus Euu=§vu

bestehen. Daraus ergibt sich , daB die Funktionen E, F, G, L, M, N
nicht willkiirlich wihlbar sind, sondern wir werden gleich sehen, daB
zwischen ihnen drei Bedingungen bestehen miissen, damit das System
(120), (133) integrierbar wird und damit es eine zugehorige Flache g (, v)
gibt. Diese drei Bedingungen, die Integrierbarkestsbedingungenider Ab-
leitungsgleichungen vervollstindigen dann das System der Grundformeln
der Flichentheorie.

Differenzieren wir (133), nach v und (133), nach # und driicken wir
die in den sich ergebenden Formeln auftretenden ersten Ableitungen
der Grundvektoren nach (120), (133) wieder durch diese selbst aus, so
erhalten wir fiir f,,, — Tugu eine Linearkombination der g,, t,, ¢:

Luuv ™ Luvu = “1Iu+.31l‘u+)’15

Berechnen wir uns ebenso T,,, — Lysy Uund &,, — &,,, so erhalten wir
weitere Kombinationen

guvu— Lovu = a22u+ ﬂZIv + Y2§'
Suv—Evu =Ly + Bat. + V3¢

Wegen der Bedingungen (136) miissen dann die linken Seiten, also
auch die rechten verschwinden, das heiBt aber alle 9 Koeffizienten «, 8,
miissen einzeln Null werden. Die Rechnung, die wir hier nicht explizit
durchfiihren wollen, ergibt folgendes-
Aus o, = f; =a, =P, =0 entspringt dieselbe Grundformel von
Gavusz, die besagt, daB sich das KriimmungsmaB
LN —M?

(137y K=7%c-Fr

allein durch die erste Grundform ausdriicken 148t. Diese Formel, die
wir in §45 in einer von R. BALTZER angegebenen Gestalt geschrieben
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hatten, 1aBt sich nach G. FroBENIUS iibersichtlich auch in folgende
(nur scheinbar irrationale) Form bringen:

EE,E, 5 E —F 8 F —G
1 1 { v L v Yy
(138) | K = — 53| F F, F, —TW{—av W gu W }
GG,G,

Die Gleichungen y, = y, = o3 = 3 = 0 liefern hingegen etwas Neues,
namlich zwei Formeln, die auf G. MAaINARDI (1857) und D. Copazz1 (1868)
zuriickgehen, und zwar liefern ¥, = 0 und oy = 0 einerseits und y, = 0
und B; =0 andrerseits jedesmal dieselbe Formel. Man kann diese
Formeln in einer von E. STUuDY angegebenen Art iibersichtlich so an-
ordnen:

(EG —2FF +GE)(L M,) EE,L
o v WL FF M| =0
—(EN—2FM+GL)(E, —F “ ’

- ( +GL)(E, w GG, N

o EG —2FF +GE)(M,— N EE,L
( - + )( v u) + FFDM :O.

—(EN—2FM +GL)(F, —G,) e N

Die Bedingung y; = 0 fiihrt auf eine identisch erfiillte Gleichung.
Durch die Beziehungen (138), (139) sind somit die Abhéngigkeiten zwi-
schen den beiden Grundformen I, II erschopft und durch Angabe von
I und II ist, wie aus (120), (133) gefolgert werden kann, unsre Fliche im
wesentlichen eindeutig bestimmt (O. BoNNET 1867). Wir werden einen
ganz dhnlichen Beweis im zweiten Bande §§ 50, 51 durchfiihren.

§ 59. G. MONGE.

Die heutige Differentialgeometrie geht, wenn wir von Vorldufern
wie EULER absehen, im wesentlichen auf zwei Quellen zuriick, einer-
seits auf MoNGE (1746—1818) und seine Schiiler und andrerseits auf
Gavusz (1777—1855). Die beiden Hauptwerke sind: von MONGE das
Lehrbuch ,,Application de I’Analyse a la Géométrie'* (von 1795 an er-
schienen), von Gausz die Abhandlung ,,Disquisitiones circa superficies
curvas’ (1827). Beide Werke haben ein véllig verschiedenes Geprige.
Bei MoNGE handelt es sich um eine Sammlung von einzelnen Pro-
blemen, um eine Reihe von Untersuchungen iiber besondere, in den
Anwendungen hiufig vorkommende Flichenfamilien. Die Darstellung
ist den Lehrzwecken angepalit und leicht lesbar. Bei Gausz hingegen
handelt es sich um eine einheitliche und tiefe, aber auch um eine etwas
unnahbare Theorie. Beiden Werken gemeinsam ist der innige Zusam-
menhang mit praktischen Dingen. Die Gegensitze sind in den Person-
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lichkeiten der beiden Mathematiker begriindet. MONGE war ein hdchst
erfolgreicher Lehrer und glinzender Organisator, der mitten im Ge-
triebe der Politik stand, zuerst als iiberradikaler ,,Konigsmorder,
spiter als Monarchist und treuer Anhinger des groen NAPOLEON. GAUSz
hat ein einsames und stilles Gelehrtenleben in recht engen Verhiltnissen
gefiihrt. Er hat seinen allerdings elementaren Unterricht als Last emp-
funden, sich um Politik kaum gekiimmert und vom Staate nur gefordert,
daB3 er ihm die Moglichkeit ungestérten Schaffens gibe.

MoNGE lehrte zunidchst in der Kriegsschule zu Méziéres und hat
dort den Unterricht in darstellender Geometrie ausgebildet. In der
schlimmsten Umwilzung, zur Zeit der groBten Geldentwertung wurde
1794 in Paris die Ecole Polytechnique gegriindet, wie JacoBI sagt
,,eine Schule ohne Vorbild und ohne Nachbild in Europa‘“?!, und zwar
als ein militdrisches Internat. Revolutionszeiten, in denen man viel
vom ewigen Frieden redet, sind ja dem Emporkommen neuer militd-
rischer Einrichtungen immer giinstig gewesen. MONGE war als Lehrer
und Organisator die treibende Kraft dieser Offiziersschule, und er er-
reichte, daB die Geometrie zum Mittelpunkt ihres unglaublich intensiven
Lehrbetriebes wurde. Die bedeutendsten Mathematiker Frankreichs wur-
den an die Schule berufen. Durch die Verdffentlichungen der Vorlesungen
reichte die Wirksamkeit ihres Unterrichts {iber die Grenzen Frank-
reichs hinaus. So ist von MONGE auBer dem genannten Werk iiber
Differentialgeometrie besonders noch ein Lehrgang der darstellenden
Geometrie, der ebenfalls 1795 zu erscheinen begonnen hat, beriihmt
geworden.

Der auBerordentlich anregenden Lehrbegabung von MoNGE gelang
es, eine geometrische ,,Schule’‘ zu begriinden, der vor allem CH. DupIN
(1784—1873) angehort, dessen Name in diesem Kapitel wiederholt ge-
nannt wurde. Wihrend bei MONGE die geometrische Anschauung und
die Handhabung der analytischen Rechenverfahren noch aufs innigste
verkniipft sind, tritt bei dem zweiten groBen ,,Schiiler'* von MONGE,
J. V. PoNCELET (1788—1867), dem Begriinder der projektiven Geo-
metrie, eine vollige Loslosung eines Zweiges der Geometrie von der
Analysis ein. Die Arbeiten aus der Schule von MoNGE sind gréBStenteils
in GERGONNES ,,Annales des mathématiques pures et appliquées”
(Nimes 1810—1831), der ersten rein mathematischen Zeitschrift, ver-
Offentlicht.

Von den duBeren Lebensschicksalen von MONGE sei noch erwihnt,
daB er wihrend der Revolution Marineminister war, in nahen Be-
zichungen zu NAPOLEON stand, mit ihm den ersten italienischen Feld-
zug und das dgyptische Abenteuer mitgemacht hat. Den Sturz seines
Kaisers hat MoNGE nicht lange iiberlebt.

1 C. G 3. Jaconr: Werke VII, S. 356.
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§ 60. Aufgaben und Lehrsitze.

1. Ein duales Gegenstiick zum Satz von MEUSNIER. Ein Drehkegel, der mit
einer Torse drei benachbarte Tangentenebenen gemein hat, soll ,,Kriimmungs-
kegel der Torse'* heifien. Es sei nun & eine Tangente einer Fliche §. Der Be-
rithrungspunkt p von ¥ mit §§ sei kein parabolischer Punkt von §. Wir denken
von den Punkten von ¥ aus der Fliche § Iegel umbeschrieben und die zur Er-
zeugenden ¥ gehorigen Krimmungskegel dieser Kegel ermittelt. Alle diese Dreh-
kegel umhiillen dann eine Kugel, die §§ in p berithrt. B. HosTinsk?: Nouv. Ann.
de mathématiques (4) Bd. 9, S. 309—403. 1909; E. MULreR: Wiener Ber. 1917,
S. 311—-318.

2. Ein duales Gegenstiick zum Satz von EULER iiber die Kriimmungen der
Normalschnitte. Es sei » der Kriitmmungshalbmesser des Normalquerschnittes
eines Zylinders, der eine Fliche §§ in einem nichtparabolischen Punkt $ beriihrt
und @ der Winkel der Zylindererzeugenden mit einer Hauptrichtung von  in p.
Bei festem p driickt sich dann die Abhingigkeit von » und ¢ so aus:

(140) r = Rycos?p + Rysin? .

W. BLascHKE: Kreis und Kugel, S.118. Leipzig 1916.

8. Isotrope Regelflichen. Die in § 47 angegebene Bedingung R, = R, kenn-
zcichnet nur im Reellen die Kugeln und Ebenen. LaBt man auch komplexe Flachen
zu, so kennzeichnet R; = R, die Regelflichen mit isotropen Geraden (vgl. § 22)
als Erzeugenden, soweit sie nicht Tangentenflachen isotroper Kurven oder iso-
trope Kegel sind. G. MoNGE: Application de l'analyse & la géométrie. 5me éd.
1850. S. 196—211. J. A. SErrET: Journ. de Math. (1). 13 (1848). S.361—368.
Vgl. auch das Literaturverzeichnis bei L. BERwarp: Miinch. Sitzungsber. 1913.
S. 143.

4. Ein von BELTRAMI angegebenes duales Gegenstiick zum Satz von JOACHIMS-
TAL aus § 86. Eine Ebene € rolle auf zwei krummen Flachen §; und §,: a) die
Entfernung entsprechender Beriihrungspunkte von € mit §, und §, sei fest; b) der
Ort der Berithrungspunkte auf §, sei Krimmungslinie von §,, ¢) der Ort der Be-
rithrungspunkte auf &, sei Kriimmungslinie von §,. Aus zwei dieser Annahmen
folgt die dritte. E. BELTRAMI: Opere I, S. 130. 1864.

5. DARBOUX’ Umkehrung des Satzes von DUPIN (1866). Hat man zwei Scharen
von Flichen, die sich in Kurven senkrecht durchsetzen, die auf der einen Flichen-
schar Kriimmungslinien sind, so 148t sich eine dritte Flichenschar finden, die die
beiden ersten zu einem ‘dreifachen Orthogonalsystem ergdnzt. G. DarBoUXx:
Legons sur les systémes orthogonaux ..., 2. Aufl,, S.10. Paris 1910.

6. Ein Satz von BELTRAMI iiber koaxiale Drehflichen. Zu einer Schar von
Drehflachen, die aus einer von ihnen durch Verschiebung lings der Achse ent-
steht, werde eine neue koaxiale Drehflache konstruiert, die die Flichen der Schar
senkrecht durchschneidet. Das KriimmungsmaB der neuen Fliache in einem Punkt
ist dann entgegengesetzt gleich dem Kriimmungsmal der durch diesen Punkt hin-
durchgehenden Flache der Schar. E. BELTrRAMI: Opere I, S. 200. 1864.

7. Parallelflichen. Geht man von einer Fliche ¢ (%, v) dadurch zu ciner Par-
alleiflache iber, daB man lings der Flichennormalen das feste Stiick % abtragt

(E =t 4 n£), so erhidlt man fiir das Kriimmungsma8 K und die mittlere Kriim-
mung H dicser Parallelfliche die Ausdriicke

— K

R=ygwmimk’
(141) ok

ﬁ —nn

. - 2nH + n°K "
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Zwischen zusammengehdrigen Normalen und Hauptkriimmungshalbmessern be-
stehen die Beziehungen

E=¢,

(142) _
Ry=R,—mn, Ry=Ry—mn,.

Fiihrt man das zuerst von J. STEINER und spiter besonders von H. MINKOWSKI
betrachtete Integral der mittleren Kriimmung

(143) M= [Hdo
ein, so ist fiir geschlossene Flichen z. B. (O = Oberfliche)
(144) M2~ 470

invariant gegeniiber dem Ubergang zur Parallelfliche. Weitere Invarianten bei
H. LiEBMANN: Miinch. Ber. 1918, S.489—505.

Man vergleiche dazu den § 92 und die Aufgabe 1 in § 118.

8. Uber die Kriimmung der Asymptotenlinien. Der Krimmungshalbmesser
einer Asymptotenlinie in einem Punkt g ist gleich 2 : 3 des Kriimmungshalbmessers
des die Asymptotenlinie beriihrenden Astes der Schnittkurve zwischen der Fliche
und der Tangentenebene in . E. BELTrAMI: Opere I, S. 255. 1865.

9. Kanonische Reihenentwicklung. Entwickelt man die Gleichung einer kzum-
men Fliche in der Form

(145) %y =} (853 4% + @gp #3) 4 % (211 43 + Bapya #4375 + B agy ¥, 4§
+ Ggax ) 4 -+,

so hiangen die Werte der Koeffizienten a mit den Hauptkriimmungshalbmessern
im Ursprung so zusammen

1
“11—T: an—ﬁy
146
(146) d 1 J0 1 0 1 Jd 1
=375 =i pH  G%1=x3- p» %Y=z pH -
0x; R dxy Ry 0%y Ry 0%y Ry

E. BeLtramI: Opere I, S. 297, 298. 1866.

10. Deutungen des KriimmungsmaBes. Es sei p eine Stelle elliptischer Kriim-
mung auf einer Fliche § und V der Rauminhalt eines kleinen Eikdrpers (kon-
vexen Korpers), der einerseits von & und andrerseits von einer Parallelebene im
Abstand & zur Tangentenebene von § in p begrenzt wird. Dann gilt fiir das Kriim-
mungsmaf von § in p

T hE\2
(147) K= 1im< ) X
a0\ V

W. BrLascHKE: Jahresber. Dtsch. Math. Ver. Bd. 27, S.149. 1919. Bedeutet O
den krummen Teil der Oberfliche unseres Eikorpers, so ist

(148) K =lim{ Ei’ﬁ)s.
a0\ O

11. Nabelpunkte. Es sind die Nabelpunkte auf der Fliche #7343 =1 zu er-
mitteln.

12. Asymptotenlinien. Es sind die Asymptotenlinien auf einer Ringfliche zu
bestimmen, die durch Umdrehung eines Kreises um eine Tangente entsteht.

13. H. MINKOWSKIS Stiitzfunktion. Es sei § eine Flache, die keine Torse ist.
Die Entfernung p der Tangentenebene vom Ursprung sei als Funktion der Koor-
dinaten &, &,, &; des Einheitsvektors der Flichennormalen dargestellt.
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Wegen §2 = 1 kann man die ,,Stiitzfunktion’* P von § so normieren, daB

(149) P(Ep 52:53)=f’(51, 52: Ea),
und
(150) Puay, pag, pag) = p P (g, oy, o3)

wird fiir g > 0. Wird dann zur Abkiirzung fiir die Ableitungen

BP (& dy)

(151) doy 0oy

= Py

geschrieben, so gilt fiir beliebige a, die Gleichung
Py Py Py oa
Py Py Py ay |
Py Py Py ay

a, ag a3 0

(152) R,Ry = —
(a181 + a &, + ag&;)?

Vgl. L. PaINvIN: J. Math. (2), Bd. 17, S.219—248. 1872 und im folgenden § 94.
14. Ein Satz von A.Voss iiber Kanalflichen. Schligt man um die Punkte g

einer Kurve Y) (4) Kugeln vom Halbmesser 7 (#), so umhiillen diese eine sogenannte

Kanalflache, die man folgendermaBen durch Parameter u, v darstellen kann:

(153) t(u,v)=p—rv& 47yl —r2. (§cosv 4 &3sinv).

Dabei bedeuten die &, () die Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeins der
Kurve 1) (4). Betrachtet man nun zwei solche Kanalflachen, wobei die zugehdrigen
Leitlinien Y (»), 1, (%) (h’2=1, v)® =1) in entsprechenden Punkten gleiche
Kriimmung, aber verschiedene Windung haben (g{u) = g, (¥), 7 (#) F 7 (u)), so
haben diese Kanalflichen in Punkten, die gleichen %, v-Werten entsprechen,
gleiche Hauptkriimmungen. A. Voss: Zur Theorie der Kanalflachen. Miinch. Ber.
1919, S. 353—368.

15. Ein Satz von E. STUDY iiber Normalensysteme. Man kann die Geraden des
Raumes derart auf die Punktepaare-p, q einer Ebene abbilden, daB einem Nor-
malensystem im allgemeinen eine flichentreue Abbildung p — q in der Ebene
entspricht und umgekehrt. W. Brascuke: Ein Beitrag zur Liniengeometrie.
Rendiconti di Palermo Bd. 33, S.247—253. 1912.

16. Flichentreue Abbildung. Die Punkte #,, 7, einer Ebene lassen sich auf
die Punkte derselben Ebene dadurch unter Gleichheit entsprechender Flichen-
inhalte abbilden, daB man setzt

af(u,v) x._u_af(u, v)

=144 50 , = o ,
81 (u, af (v,
(157) xz:,,_%“uv), v fgu“v),
ot 9 92f \2
W.W—<6uav>+l#0'

G. ScHEFFERS: Math. Z. Bd. 2, S.181.1918. Ein Sonderfall bei Gausz: Werke
III, S.373. Vgl.auch D.-A. GravE: J. math. (5) Bd. 2, S.317—361. 1896, sowie
Math. Zeitschr. (26) (1927), S. 691—693.

17. Kquilonge Abbildungen. Betrachtet man eine Zuordnung & — @* der
Ebenen des Raumes, so sind entsprechende Ebenen &, * im allgemeinen kollinear
aufeinander abgebildet, wenn man die Schnittlinien mit unendlich benachbarten,
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einander zugeordneten Ebenen sich entsprechen 138t. Nach einer von E. Stupy
eingefiihrten Bezeichnung nennt man die Zuordnung € — €* ,,iquilong’’, wenn
entsprechende Ebenen stets komgruenmt aufeinander bezogen sind. Schreibt man
die Gleichung einer Ebene in der Form

u—f—vx Z,u—vx l—uvx_ w
1+ uv 17 1+ uv 2—i_l-i—'uv ST 14w

dann kann man in den Ebenenkoordinaten #, v, w, die zuerst von O. BONNET
benutzt wurden, die 4quilongen Abbildungen so darstellen:

(158)

T du* duo*
(159)  w*=u*(n), o*=10*(v), w*:V:i; tf;; ~ddL'w+/(“,”)-

v

Dazu kommen noch die Abbildungen, die man durch Vertauschung von u, v er-
halt. W. BrLascHKE: Arch. Math. Phys. (3) Bd. 16, S. 182—189. 1910. Die ent-
sprechenden Geradentransformationen in der Ebene bei G. ScHEFFERS: Math. Ann.
Bd. 60, S.491—531. 1905 und E. Stupy: Bonn, Ges. f. Natur- u. Heilk., Ber.
5. Dez. 1904.

18. Uber Schiebflichen. Dafiir, daB auf einer Schiebfliche sich dic erzeugenden
Kurven iiberall senkrecht durchschneiden, ist notwendig, daB die Flache ein Zy-
linder ist.

19. Eine Formel von E. LAGUERRE. Fiir alle Kurven auf ciner Fliche, die sich
in einem Punkte berithren, stimmen dort die Ausdriicke

d® 2\ sin@® d /1y
(350 +5)7 0 —ds(;g)'c‘“@
iiberein. Dabei bedeutet & den Winkel zwischen Haupt- und Flichennormale.
E. LacuErre: Werke II, S.129—130. 1870; E. Goursat: Cours d’Analyse I,
3. Aufl., S.641—642. Paris 1917.

(160)



5. Kapitel.
Invariante Ableitungen auf einer Fldche'.

§ 61. Invariante Ableitungen lings der Kriimmungslinien.

Die Grundgleichungen der Flichentheorie, die wir in den §§ 55, 57
und 58 zusammengestellt haben, sind nicht parameterinvariant ge-
schrieben: Sie liefern uns wohl eine Ubersicht iiber den vollstindigen
Vorrat an unabhingigen Invarianten, die wir aus den unsere Fliche
bestimmenden Vektoren §53 (119) bilden koénnen, aber die Skalar-
produkte der Grundvektoren t,, 1,, § sowie die Koeffizienten der in
den Gleichungen (120) und (133) dargestellten Linearkombinationen
sind nicht invariant gegeniiber einer Transformation der Parameter:

§9)] u = u(u* v¥), v=uvu* v¥
unsrer Fliche auf eine neue Form
T (1, v) = g (u[u*, v*], v[u*, v¥]) = g* (u*, v¥).

Den Vektoren £, ,, &u, &, Luw usw. und auch ihren Skalarprodukten
und Koeffizienten von Linearkombinationen kommt im allgemeinen
keine von dem Netz der an sich willkiirlichen Parameterkurven
u = konst., v = konst. unabhingige und nur die Fliche betreffende
Bedeutung zu. Es ist aber unser Ziel, Invarianten zu finden, die allein
von den Kriimmungseigenschaften der Fliche abhingen. Auf Grund
ihrer geometrischen Bedeutung haben wir schon wiederholt gewisse
Ausdriicke als Invarianten erkennen konnen, z. B. die Hauptkriim-
mungsradien R; und R,, das Gauszische KrimmungsmaBl K und die
mittlere Kriimmung H (vgl. § 44). Aber jetzt wollen wir uns systematisch
auf rein rechnerischem Wege eine Ubersicht iiber alle vorhandenen In-
varianten unserer Fliche von beliebig hoher Ableitungsordnung ver-
schaffen.

Wir sind unserm Ziele schon einen Schritt niher, wenn wir unsre
Fliche auf ein Kurvennetz von invarianter Bedeutung beziehen. Am
besten nehmen wir das Netz der Kriimmungslinien, da dieses immer
reell ist. Wir haben dann nur die Nabelpunkte (vgl. §47) von der Be-
trachtung auszuschlieBen. [Als die Flichen mit lauter Nabelpunkten

1 Die in diesem Kapitel entwickelte Methode der invarianten Ableitungen
ist schon von vielen Geometern angewandt worden wie z. B. von C. Riccr. Sie
ist ausfihrlich behandelt in dem Lehrbuch von J. KNoBLAUCH: ,,Grundlagen der
Differentialgeometrie*, Leipzig 1913.
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haben wir ja in §47 die Kugeln und Ebenen erkannt. Diese Flichen
schlieBen wir somit ganz von der Betrachtung aus.] Nach § 46 (50) wird
fiir die Kriimmungslinien als Parameterkurven F =M =0. Jetzt kommt
z, B. schon den Richtungen der Vektoren ¢, und g, als den Tangenten-
richtungen der Kriimmungslinien eine nur von der Fliche abhingige
invariante Bedeutung zu. Aber den Vektoren g, und g, kommt ihrer
Liange nach noch keine invariante Bedeutung zu. Denn durch den Uber-
gang zu dem invarianten Parameternetz der Kriimmungslinien haben
wir die Parametertransformationen noch nicht vollkommen ausgeschaltet.
Wir kénnen noch die Transformationen

(2) u= [0, V=g [s +0, 2k +0]
ausfiihren, ohne das Netz der Parameterkurven zu dndern. Dabei wird
dann z. B. 0¢g*:0u* = [0g:0u]-f mit /= df:du*. Der Substitution
(2) entspricht folgendes: Jeder Kurve der Schar # = konst. des Para-
meternetzes entspricht ein bestimmter konstanter u-Wert; wir wollen
sagen, den einzelnen Exemplaren der Kurven der Schar » = konst. ist
eine bestimmte Skala von #-Werten zugeschrieben. Ebenso gehért zu
den Kurven v = konst. eine bestimmte Skala von v-Werten. Nun ent-
spricht einer Transformation (2) einfach ein€ Abinderung der beiden den
Kurvenscharen beigeschriebenen Skalen, die das Kurvennetz als Ganzes
natiirlich ungeindert 148t.

Man koénnte vielleicht auf den Gedanken kommen, auch diese
Skalentransformationen, etwa bei zugrunde gelegtem Netz der Kriim-
mungslinien, noch ausschalten zu wollen, indem man die Parameter «, v
so wihlt, daB sie auf den Kriimmungslinien die Bogenlingen messen.
Solches ist aber im allgemeinen gar nicht méglich. Wohl kann man es
durch eine Skalentransformation erreichen, daB # und v je auf einer
herausgegriffenen Kriimmungslinie von jeder Schar die Bogenldnge
messen. Damit sind aber die Skalen vollstindig bestimmt, und auf den
iibrigen Kriimmungslinien messen # und v im allgemeinen nicht mehr
die Bogenldngen.

Wie verhalten sich nun die einzelnen GréBen der Flichentheorie bei
einer Substitution (2)?

Wenn wir einmal eine absolute Invariante unsrer Fliche S gefunden
haben (wir kénnen uns unter S z. B. eine der Invarianten H und K
vorstellen), dann sind doch schon ihre Ableitungen S, und S, auch
bei Verwendung der Kriimmungslinienparameter nicht mehr invariant.
Denn bei der Transformation (2) substituieren sie sich nach

* *
) =Sl g =S¢

ou* dv*

Wir konnen jetzt aber ein Verfahren angeben, wie wir aus einer In-
variante S durch Ableitung sofort zwei neue Invarianten gewinnen.
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Es sind zwar nicht S, und S,, aber die beiden GréBen

Sy
wieder Invarianten. In.der Tat gilt nach § 41 (7) bei der Substitution (2):
(5) EX*=E.f'2, G*=G-g'2
Aus (3) und (5) folgt dann in der Tat

1 as* S, 1 gs* s,
YE* ou* ],f’ if? av* ]—:G_

Wir nennen S, und S, die invarianten Ableitungen von S, und deuten
die invariante Ableitung durch Fettdruckindizes an, und zwar die erste
invariante Ableitung in (4) durch den Index 1 und die zweite durch
den Index 2. Geometrisch sind S; und S, einfach die Ableitungen der
auf der Fliche gegebenen Ortsfunktion S lings der Kriimmungslinien
nach der Bogenlinge der Kriimmungslinien. In der Tat ist das Bogen-
element der #-Kriimmungslinie v = konst. durch

(6) ds,=YVEdu
und das der v- Kriimmungslinie durch
W) ds, =G dv
gegeben. Aus dS = S, du + S,dv folgt dann:
_ (d5)a.- __(@S)au—o,
® Si="ge o S =

ds, und ds, sind zwei invariante Differentiale unsrer Flache. Fir
ein gegebenes nicht in Richtung einer der Kriimmungslinien weisen-
des Linienelement {u, v} — {« + du, v + dv} unserer Fliche sind ds,
und ds, einfach die Bogenelemente seiner Projektionen auf die beiden
Kriimmungslinien durch den Punkt %, v.

Auf die Invarianten S, und S, kénnen wir nun. die beiden invarianten
Differentiationsprozesse wieder anwenden, indem wir z. B.

Sidu _ Suu SuEy Suv SuE,

1 yE E 2 E* BT 4EG 2EVEG
bilden. Analog erhalten wir aus S, zwei neue Invarianten Sy und Sg,.
Invariante Ableitung bezeichnen wir dabei jedesmal durch einen an-
gehingten Fettdruckindex. Dabei ist die Reihenfolge der Indizes wesent-
lich. Statt der Integrierbarkeitsbedingung

(10 Suv=Sou
fiir die gewoShnlichen gemischten zweiten Ableitungen einer GroBe S
gilt ndmlich fiir die gemischten invarianten Ableitungen S, und S,,

die Beziehung
(11) Sig+ Sy = Sey + ¢5e,
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wo zur Abkiirzung gesetzt ist:
1_E,
1= 3Ey¢

Gy

(12) oE

- 1
=3

In der Tat folgt, wenn man in (11) die invarianten durch die gew6hn-
lichen Ableitungen ausdriickt, das identische Bestehen der Gleichung
mittels der gewohnlichen Bedingung (10).

¢ und ¢ sind -absolute Invarianten unsrer Fliche, die sich bei den
Transformationen (2) nicht dndern. Wir werden sie im §62 in all-
gemeinen Parametern schreiben und dann in § 63 geomectrisch deuten.
Wir bemerken besonders: Immer, wenn wir fiir irgendeine GréBe S
die zweiten invarianten Ableitungen S,, und S, bilden, gilt die Inte-
grierbarkeitsbedingung (11) mit stets den gleichen Koeffizienten ¢ und g,
die von der betrachteten GréBe S nicht abhingen. Von der ver-
schiedenen Form der Integrierbarkeitsbedingungen abgesehen, kann man
mit den invarianten Ableitungen ebenso rechnen wie mit den gewohn-
lichen. Gilt z. B. fiir drei GréBen S, U, V:

S U=V,
so erhilt man fiir die invariante Ableitung des Produkts
SSU+SU, =V, und S, U4 SU;=171,.
Das folgt aus der Definition {4) sofort. Die invarianten Differentiations-

prozesse koénnen wir nun auch auf den Vektor ¢ unsres Flichenpunktes
anwenden und z. B.

u uvr l VGu
(13) L= ‘,E:: Yoy = Lo E

" JEG 2G)EG
bilden. Die Vektoren

(14) T, Ly Las Lano Lyzs Topo Loas Spap - - oo

die durch invariante Ableitung entstehen, sind dann alle parameter-
invariant. Da ndmlich die einzelnen Komponenten x, (%, v), x,(%, v),
%5 (4, v) der Vektorfunktion g (#, v) der Fliche als einfache Ortsfunk-
tionen als parameterinvariante GréBen zu betrachten sind, so gilt dies
auch von ihren invarianten Ableitungen. (Sie sind natiirlich nicht in-
variant gegeniiber den Bewegungen des Raumes.)

Wir koénnen nun das Problem, aus den zu der betrachteten Stelle
unsrer Fliche gehdrenden Vektoren § 55 (118) alle Invarianten der Fliche
zu bestimmen, ersetzen durch das einfachere, die Invarianten der Vek-
toren (14) zu bestimmen.

Aus den Vektoren (14) lassen sich nimlich riickwirts die Vektoren
§ 55 (118) bestimmen, wenn man nur die Funktionen E (¥, v) und G (%, v)
kennt. Dabei nehmen wir an, daf3 die Vektoren §55 (118) zu einer Dar-
stellung in den Parametern der Kriimmungslinien gehoren. Das ist un-
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mittelbar aus der Definition (4) einzusehen. Durch Umkehrung von (4),
(9) erhilt man z. B.

—VE —VEC 1 1,6,
(15) zu_}EZI’ g""-_VEG{§’1+2Gyf}'

Somit hitten wir zunichst unser Problem darauf zuriickgefiihrt, aus
den Vektoren (14) und den Funktionen E (%, v), G(#,v), d. h. aus E, G
uud aus deren simtlichen gewGhnlichen Ableitungen an der zu be-
trachtenden Stelle die simtlichen Invarianten zu bestimmen. Von den
E, G und ihren Ableitungen konnen wir aber sicher alle entbehren guBer

den folgenden:
16 E’ Eui Euu:
(16) G, G, G

E
G

uuy

vV vYoY

also auBler den reinen Ableitungen von E nach # und den reinen Ab-
leitungen von G nach v. Denn alle iibrigen Ableitungen von E und G
lassen sich aus den GréBen (16) und aus den Vektoren (14) berechnen.
Da g, und 7, linear unabhingig sind, lassen sich nimlich aus zwei ge-
eigneten der drei nach (11) giiltigen Gleichungen

(17) Tie + 9% =y + q2s

die GroBen g und g mittels erster und zweiter invarianter Ableitungen
des Vektors ¢ berechnen, dann lassen sich aber natiirlich auch alle
weiteren invarianten Ableitungen von ¢ und ¢, also ¢;, ¢, ¢;, . . . aus
entsprechend héheren invarianten Ableitungen des Vektors ¢ berechnen.
Aus ¢, ¢ und den GroBen (16) lassen sich nun nach (12) aber E, und G,
berechnen, und, wie man weiter leicht sieht, aus g¢,, g,, 4y, 9o und den
GroBen (16) die Ableitungen E,,, E,,, G,,, Gy, von G und E usw.
Allgemein ergibt sich dann: Alle Ableitungen von E und G, die in (16)
nicht enthalten sind, lassen sich aus den GréBen ¢ und ¢ und ihren in-
varianten Ableitungen und aus den GréBen (16) berechnen. Das heiBt
aber, weil sich die ¢, g, 9y s ?jl,_. .. aus den Vektoren (14) er-
geben haben: Alle Ableitungen von E und G, die nicht in (16) enthalten
sind, lassen sich berechnen aus den Gré8en (16) und den Vektoren (14).
Damit ist gezeigt, daB zur Bildung simtlicher Invarianten unsrer
Flichen die Vektoren (14) und die GréBen (16) geniigen. Nun kann
man aber weiter die GroBen (16) einfach weglassen, denn sie koénnen
fir die Bildung von Invarianten gar nicht in Frage kommen. Es sind
ja die Komponenten der Vektoren (14) alle einzeln parameterinvariant.
Fiir die GroBen (16) gelten aber die Substitutionsformeln:

E*=E-[*, G*=G-g*,
E¥=E,f*4+2Eff°, =G, '3+ 2Gg'g",
Efew=E, 't +5E, /2" + 2Ef" + 2Ef' /' usw.
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Die Bildung von Parameterinvarianten kommt nun aber darauf
hinaus, solche Ausdriicke zu bilden, in deren Transformationsformeln
die einzelnen Substitutionskoeffizienten f', /', ¢, g”, '”,... usw. eli-
miniert erscheinen. Dabei ist zu beachten, dafl diese Koeffizienten alle
fiir die eine zu betrachtende Stelle unsrer Fliche zu nehmen $ind, dort
also die Bedeutung von lauter voneinander unabhingigen konstanten
Substitutionskoeffizienten haben. Nun kommen die f, g’, f/,... aber
nur bei der Substition der GréBen (16) vor, nicht aber bei der der
parameterinvarianten Vektoren (14), und zwar gibt es ebenso viele
Substitutionskoeffizienten wie GréBen E, G, E,, G,,... Bel jeder
neuen Ableitung der E, G tritt immer eine SubstitutionsgréBe auf,
z.B. bei E,, und G,, die GréBen f** und g'’’. Daher lassen sich die
e, 1, g”, ["" usw. durch Kombination mit Komponenten der Vek-
toren (14) iberhaupt nicht eliminieren. Die GroSen +(16) kénnen also
zur Bildung parameterinvarianter GréBen keinen Beitrag liefern.

Damit ist unsere Behauptung bewiesen, daB alle Invarianten unsrer
Fliche sich allein aus den Vektoren (16) bilden lassen.

Da die GréBen ]/—E— und ]/5 in (4) wegen der Wurzelzeichen nur
bis auf einen Vorzeichenfaktor- bestimmt sind, so gilt dies auch von
den invarianten Ableitungen, und auch die hier und im folgenden auf-
tretenden Invarianten werden daher hiufig nur bis auf Vorzeichen be-
stimmt resp. bis auf Vorzeichen invariant sein. Auf diesen Umstand
wollen wir im folgenden aber kein groBes Gewicht legen und auch bei
GréBen, die nur bis auf ein Vorzeichen invariant bestimmt sind, von
Invarianten sprechen. Wir brauchen die in Frage kommenden Ausdriicke
ja nur ins Quadrat zu erheben, um streng genommen Invarianten zu
erhalten. Auch scheint bei unsrer Behandlung die eine Schar der Kriim-
mungslinien ausgezeichnet, nimlich die zu der der Ableitungsindex 1
gehort, wihrend sie streng begrifflich durch kein Merkmal von der an-
dern unterschieden ist.

§ 62. Ubergang von beliebigen Parametern zu den
invarianten Ableitungen.

Bevor wir daran gehen, das vollstindige. System der Invarianten
unsrer Fliche nach den Vorschriften des §4 aus den Vektoren (14)
zu bestimmen und die Grundformeln der Flichentheorie in invarianter
Schreibweise zusammenzustellen, wollen wir unseren invarianten Ab-
leitungen noch eine neue Auffassung zugrunde legen. Es ist in jedem
Fall wiinschenswert, die Grundformeln der Flichentheorie in all-
gemeinen Parametern herzuleiten, denn dann bekommt der Formel-
apparat eine groBere Anpassungsfihigkeit und Schmiegsamkeit an
spezielle Probleme. Wir koénnen dann jederzeit noch nach Belieben
auf die verschiedensten Parameter spezialisieren, z. B. auf die der
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Asymptotenlinien und Kriimmungslinien, chne uns vorzeitig auf die
eine dieser Moglichkeiten festzulegen. Wir wollen jetzt zeigen, daB
es fiir die Bestimmung der im vorigen Abschnitt erklirten invarianten
Ableitungen lings der Kriimmungslinien nicht notig ist, die Fliache
vorher auf die Parameter der Kriimmungslinien zu transformieren,
und daB es iiberhaupt nicht nétig ist, dafiir die explizite Darstellung
der Fliche in Kriimmungslinienparametern zu besitzen, sondern wir
werden zeigen, daB man auch direkt zu ihnen gelangen kann, wenn die
Fliche in beliebigen Parametern vorliegt.

Wir betrachten die folgenden beiden quadratischen Differential-

formen A und ;1, die durch Linearkombination aus den Grundformen
I und II entstehen:

(17) A=RII—1, A=R,II-—1I,

wobei R; und R, die Hauptkriimmungsradien sind. Machen wir fiir
diese Formen den Ansatz

(18) A=f,dut 4+ 2f,dudv + f,,dr?,

(19) A = fdu? 4 2f,dudv + f,,dv?,

so ergibt sich fiir die Koeffizienten

ln=RL —E, f,=RL —E,

(20) fo=RM—F, [,=R,M—F,

fao = RyN — G, fra= R.N —G.
Nach §44 sind nun aber R, und R, gerade die beiden Werte fiir R,
fir die die Gleichung §44 (29) erfiillt ist. Das heiBt, es gilt

/11 112 I{-ll }ilz
f12 f22 /12 22 |

Quadratische Formen wic (17), dercn Determinante wie in (21) ver-
schwindet, pflegt man als ausgeartete Formen zu bezeichnen. Die aus-
gearteten Formen sind nun auch dadurch gekennzeichnet, da3 sic sich
als das Quadrat einer Lincarform darstellen lassen. In der Tat: Setzen
wir etwa:

(21) =0 und =0.

(22) b=Vl pr=heVln,
so ergibt sich aus (21) und f;, = p}, f1, = Py ps:
(23) faz = P§ ,

wobei die beiden GréBen p, und $, aus (22) bis auf das in }},, steckende
gemeinsame Vorzeichen bestimmt sind. Wir erhalten dann

(24) A = (pdu + p,dv)?,
(25) VA = prdu + pdv.

Blaschke, Differentialgeometrie I. 4. Aufl. 9
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Ebenso gilt, wenn wir

(26) pr= Vfl—p Py = f_lz : V:
setzen,
@7) VA =p,du + B dv.

Die Bedeutung der Formen ]/Z und VZ erkennen wir, wenn wir
Kriimmungslinienparameter einfiihren.

Dann wird F = M = 0 und nach §44 (30), (31):

L N L N

Der Vergleich mit §44 (31) lehrt, daB wir fiir die Hauptkriimmungs-
radien setzen kdnnen:

(29) R,=G:N, R,=E:L.
Nach (20) haben wir dann

h=Vth= ],/%L—Edu $=0

§1=17_11=-0 §2=}/%N—de

(30)

Wir haben also

(31) pl=l/—%:—}é—1-Vfdu; ‘p‘,=l/%:%—l}’5dv,

oder nach (6) und (7):

— R —= R
(32) }M:'/ﬁ—ldsl, 'VA—-:‘/?:—ldsz.

Da ds; und ds, als Projektionen des Bogenelements auf die Kriim-
mungslinien gedeutet sind, ist uns daher auch die geometrische Be-
deutung der Formen ]/Z und ¥4 bekannt. Die Nullinie jeder der
beiden Formen (25) und (27) ist offenbar eine Kriimmungslinie. Zugleich
sehen wir, daB wir die Differentialausdriicke ds; und ds,, die wir im
§ 61 in den Parametern des Kriimmungslinien durch (6), (7) geschrieben
hatten, jetzt in ¢ Igemeinen Parametern durch die Linearformen

]/ 2 Rz 5.
d$1= Ti‘ﬁ;(Pldu+P2dv) und d82=l/m—_—R; (Pldu'*‘Pzdv))

darstellen konnen. ds, und ds, sind, wie es sein muB, nur bis
auf je ein Vorzeichen bestimmt. Um im folgenden unsre Formeln
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besser schreiben zu konnen, wollen wir die Parameter # und v auch
mit

(34) U = ul, v = u

bezeichnen. Setzen wir dann

— R,
(35) m= ) = RzP‘
(36) 7 = VR,~R i, (=12
so erhalten wir aus (33):
2 2
(37) ds, = ndut; ds,= 3 ndut.
=1 =1

Wie aus ihrer geometrischen Bedeutung hervorgeht, sind die Formen
ds, und ds, invariante lineare Differentialformen. Das heiBt: Bei einer
allgemeinen Parametertransformation

(38) W = 1! (;“1, ;'2), U — 12 (;“1, 1}'2)

gilt fiir die transformierten GréBen:
LA 2 LAY S 2 _
(39) Sndut =3 n dw, D ndu' = 3 ndut,
i=1 i=1 i-1 i=1

Die Formen ds,, ds, haben in den neuen Parametern dieselbe Gestalt
wie in den alten. Aus (38) folgt

2
i
(40) dus = 3 Z—fd&*k, (i=1,2)
k=1 %%

und daher gilt nach (39) identisch in den Richtungen du!: du

(41) szm— an o Zn,du'— iy Sedil.

k=1 |,I:—1

Also haben wir fiir die n;, #; die Substitutionsformeln:

du* * ~ Odu*
(42) anau‘ ”i—Z”ka—{g'

k=1

Wir bestimmen nun zu den #,, #,, #,, #,, neue GréBen n!, n2 als Lé-
sungen der beiden linearen Gleichungen

43) Suing=1, Suin,=0.
i=1

i=1

9#
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Diese haben immer eine Losung, denn etwa aus (30), (33) ergibt sich
leicht, daB fiir regulire Flichenpunkte, die keine Nabelpunkte sind,
die Formen ds, und ds, nie proportional sind, daB also stets

(44) Ny, — Ny, +0
ist. Ebenso bestimmen wir GréBen #! und 72 aus
2 2
(45) Dnwin, =1, Snn, =0,
$=1 i=1

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die #* und %’ bei den Substitutionen
(38) benehmen. Zunichst mufl auch nach der Transformation (38):
(46) SHh=1, Yhm=0
gelten, also nach (43)

47) Zaih = Snn, Shw, = S,

%

Aus (42) erhilt man dann

ol $p o
> < Mgm T m=0,
(48) k=1 Li=1

v X out _
2/ au n,=20.
i=1

=1

Wegen (44) folgt daraus die gewiinschte Formel

2
ko x, duk
(49) n Zn o
=1
Ebenso erhilt man fiir die »nt
_ 2 * Jut
50 k= Nn -
(50) 211 ot
i=

Die #* und #* transformieren sich also genau so wie die Differen-
tiale du,.

Dies ist cine sehr wichtige Eigenschaft. Haben wir nimlich jetzt
wieder eine allgemeine Ortsfunktion S (!, 4?) auf unserer auf all-
gemeine Parameter bezogenen Fliche, so gilt bei einer Substitution (38)
fir die Ableitungen der Funktion S

aS* 85 r} u"

‘-=

ot Py r) uk 0 bt

(51)
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Daraus ersieht man, daB fir die aus den Ableitungen gebildeten Aus-
driicke

Yy , 08 —, 85
(52) Si= s, Se= D)WL
gilt:
2 ]
()S"‘ S 5% JS* _, 0S8

u‘

Das erhilt man ohne weiteres, indem man die #*, #¢ aus (49) und (50)
und die 6S*: du° aus (51) einsetzt. Die Ausdriicke S, Sg sind also,
wenn sie aus den Ableitungen einer parameterinvarianten GréBe S ge-
bildet werden, wieder Invarianten. Wenn wir auf die Parameter der
Kriimmungslinien spezialisieren, so wird nach (30)

(54) Po=mn,=0 und p,=n,=0
und nach (43) und (45)
- 1 1 - 1 1
2 — pnl — 1 — = 2 = =
(55) n=n1=0, =n " YR n AT

Damit erkennen wir aber, daB unsre invarianten Differentiations-
prozesse (52) nichts anderes sind als die invarianten Ableitungen
unsres vorigen Abschnitts, nur jetzt geschrieben in allgemeinen Para-
metern. Die geometrische Bedeutung ist natiirlich jetzt dieselbe wie
friiher.

Wir sehen jetzt auch, worauf die eigentliche Idee der invarianten
Ableiturigen beruht: Wenn wir nur einmal irgendwie zwei aus den
Funktionen g (%, v) der Fliche bestimmbare GroBensysteme #? und #*
gefunden haben, die die Transformationseigenschaften der Formeln
(49), (50) besitzen, so kénnen wir mit ihnen zwei invariante Differen-
tiationsprozesse erkliren, die aus jeder Parameterinvariante durch
Ableitung sofort zwei neue aufzufinden gestatten. Fir die #*, #n* muB
dabei notwendig die sich aus (44), (45), (46) leicht ergebende Bedingung

(56) ntn? —ninl 40

bestehen. Wir konnen dann ganz im Bereich der invarianten Ablei-
tungen arbeiten, da wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, daB sich
alle invarianten Ausdriicke der Fliche allein aus den Vektoren (14) be-
stimmen.

Wir geben zum SchluB noch einmal zusammenfassend an, wie sich
die GréBen #* und #¢, auf die es allein ankommt, aus den Funktionen
T (#, v) der Fliche resp. aus den in (20) erklirten GréBen f bestimmen.

Wir haben uns zunichst aus den Funktionen g (1, v) nach §41 (7) die
E, F, G und nach §42 (19) die L, M, N und dann nach § 44 (30) die R,
R, zu bestimmen. Sodann bestimmen wir nach der Reihe aus (20) die
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fixs fir» aus(22), (26)die p;, p;, aus (35), (36) die #,, %, und endlich aus
(43), (45) die #*, n'.

Zum SchluB wollen wir noch sehen, wie sich die Integrierbarkeits-
bedingung (11) bzw. die Invarianten ¢ und g, die darin auftreten, in
allgemeinen Parametern schreiben.

Zunichst gilt nach (52), wie man durch Elimination der dS:0 u*
erkennt:

(58) 9 =

Die Gleichungen (58) erlauben, aus den invarianten Ableitungen einer
beliebigen GroBe die gewdhnlichen zu berechnen. Differenzieren wir
(68) nach #, und setzen in der Gleichung, die man erhilt, nach der Vor-
schrift (58)

as — S,
(59) Fa =MSu F 7S, 57 =Sy + 1Sy,
so ergibt sich
%S a7
(60) W au" S + ams,-}-n,nksu-}-n nkSls‘{"n nkSol—i"n nkSQS

Die Integrierbarkeitshedingung
#s &S
Juiduk  Jukout
fiir die gewohnlichen zweiten Ableitungen kénnen wir nun in der Form
schreiben:
(61) Z(n‘n"—n"n‘ RS =0,

6u' uk
i, k=1 3

denn weil das GroBensystem #*#¥ — n*¥%* in ¢ und % schiefsymmetrisch

ist, bedeutet (61) gerade die Symmetrie des Systems 5% ins undX.

Aus (60) und (61) ergibt sich dann, wenn man (43), (45) beriicksichtigt,
eine Gleichung der Form (11), wo jetzt nur ¢ und ¢ durch

(62) q—-Z(n‘n"—n"n‘) 3"'“ §=2n‘n"—n"n‘)
ik

a7
dur

zu ersetzen smd.

§ 63. Grundformeln der Flichentheorie in invarianter

Schreibweise.
Wir gehen jetzt, nachdem wir gesehen haben, wie wir von allgemeinen
Parametern aus zu den invarianten Ableitungen gelangen kénnen, an

die Aufstellung der Grundformeln der Flichentheorie.
Aus (13) folgt zunidchst in Kriimmungslinienparametern:

(63) nuh=1, 55L=0, =1,
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was dann natiirlich auch fiir beliebige Parameter richtig ist, wenn wir
t, und g, durch

. 0 —, 0
(64) n=ngE, =gk
erkliren. Der Vektor der Flichennormalen & ergibt sich jetzt als
(65) =1 X

In der Tat ist & nach §2 (28) Einheitsvektor.
Da der Vektor § sich aus ¢, und g, berechnen laBt, fallen die simt-
lichen Invarianten, die sich aus den Vektoren

(66) T % 890 &0 Tars Tago Lo Zaes €15 S0 Tann - - -
berechnen lassen, mit den Invarianten der Vektoren (14) allein zusam-
men. Wir verfahren wieder nach den Vorschriften des §55, lassen g

weg und benutzen als Grundvektoren die Vektoren g,, r,, &. Fiir sie
gilt die Tabelle skalarer Produkte:

== &=1,
Lhia=5é=1é&=0.

Jetzt wollen wir die Ableitungen der Grundvektoren aus diesen
selbst linear kombinieren. Wir machen zu dem Zweck den Ansatz:

(67)

Ty =Ly + % %s + 038,

Tig = %g1 Ly + %o Ta + %55 &,

Loy = %1 &y + g2 Ta 1 03 &,

Tee = Gy + %o Ta + %€,

§y =05ty + %2 g + %3,

§g = g1 Iy + Ugp T3 + %3 &
Wir miissen uns jetzt iiber die Gesamtheit der wesentlichen, unab-
hingigen Beziehungen klar werden, die auf Grund unsrer geometrischen
Annahmen zwischen den Vektoren bestehen. Da3 & Einheitsvektor der
Flichennormalen ist, kommt in den Gleichungen £, = §xg =0, &6 =1
zum Ausdruck. DaB unsere invarianten Ableitungen lings der Kriim-
mungslinien genommen werden, kommt nach §46 (47) in den Glei-
chungen

(69) 1 é) =0, (£ré)=0

zum Ausdruck. Da die Kriimmungslinien notwendig rechtwinklig sind, so
muB sich als eine Folge von (69) ergeben, daB die Tangentenvektoren
%, und g, an die Kriimmungslinien rechtwinklig sind, was auf die Bedin-
gung 1, = 0 fithrt. DaB die invarianten Ableitungen nach den Bogen-
lingen der Kriimmungslinien genommen werden, kommt nach §5 (13) in
T,L; = Ia¥e = 1, also darin zum Ausdruck, daB die r, und ry Einheits-
vektoren sind. Damit sind aber auch alle unsere geometrischen Voraus-

(68)
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setzungen erschopft, und die simtlichen Relationen, die iiberhaupt
zwischen unsern Vektoren bestehen, sind in den Gleichungen (67) und
(69) enthalten, und natiirlich in den daraus sich durch Ableitung er-
gebenden Gleichungen sowie den jeweils bei zweimaliger Ableitung auf-
tretenden Integrierbarkeitsbedingungen der Form (11) resp. (17) (62).
Aus (69) folgt mittels (g, £oé) = 1:

(70) gy = 0tg; =0,
also
(71) S1re =61

Durch Ableitung von &g, = 0 nach dem Index 2 und von &1, = 0 nach 1
ergibt sich dann auch

(72) U =ETe =0 und ag =&y =0.

Aus £& =1 folgt &£ == &£, = 0, also nach (68)

(73) O5q = Og3 = 0.

Aus g, r, = 1,5, = 1 und x, x, = 0 folgt weiter durch Ableitung
Ltn=290, L4 =0,

(74) ntet Lty =0, Ipl+Ila=0,
T2t =0, T2tae=0.

Aus (74); und (74)4 ergibt sich also mittels (68)
Wy =0y =0

und aus ;s = Ls%s, = O folgt einerseits

(75) Uy = gy =0

und nach skalarer Multiplikation der Gleichung

Tie + 9% =12+ q2s
mit g, und g, weiter

(76) g =1%1%ay = %31, Talie = %o = .
Aus (74); und (74), ergibt sich dann schlieBlich
(77) Uy =%y 8= —¢, Oy =%Leg=—4.

Damit haben wir alles, was wir iiber die spezielle Form des Gleichungs-
systems (68) entnehmen koénnen, benutzt.

Schreiben wir statt a,, noch » und statt a,, weiter 7, so haben wir
wegen &1, = — £x,, und &1, = — &1, die Grundgleichungen:

In=—4qt+r¢ Tia =qLe

(78) : _
Toe=—9q5 +7& ||t =914

(79) fi=—1ry y=—17
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Die Gleichungen sind einfach die Formeln der §§ 55, 57, die Ablei-
tungsgleichungen von GAuUsz und WEINGARTEN in invarianter Schreib-
weise. Wir hitten sie auch direkt aus den dortigen Formeln durch ein-
faches Umschreiben auf invariante Ableitungen gewinnen konnen. Da
fir die Kriimmungsrichtungen nach § 46 (52) in Kriimmungsparametern
die Gleichungen von RODRIGUES

1 1
(80) E-u = - *RTzu und Ev = - ‘}gtv

gelten, so erhdlt man nach Division durch VE bzw. YG mnach 4):

1 1
(81) 51:_'13:21’ fsz“TzEr

Daraus folgt, daB in (79) die GréBen » und 7 einfach die reziproken
Haupthriommungsradien R, und R, sind.
Nach (78) gilt wegen |&x,1,| =1

(82) [Ettul=—9, |étatasl=+7.
Die GroBen ¢ und g sind also, vom Vorzeichen abgesehen, nach § 35 (25),
die geoditischen Kriimmungen der Kriimmungsstréifen.

Im §58 haben wir gesehen, daf8 sich die Gleichungen von Copazzi
und das Theorema egregium von GAusz als die Integrierbarkeits-
bedingungen unsres Systems linearer Differentialgleichungen ergeben,
das durch die Ableitungsgleichungen von GAvusz und WEINGARTEN ge-
bildet wird. Diese Integrierbarkeitsbedingungen haben wir nun noch
in den invarianten Ableitungen zu schreiben. Statt die Gleichungen
(138) und (139) des § 58 umzuschreiben, wollen wir die Bedingungen
der Cobazzischen Gleichungen und des Theorema egregium gewinnen,
indem wir fiir das System (78), (79) die fiir die Ableitungen der
Vektoren t,,, T;s, Ty, La2» & und & nach (11) notwendig giiltigen
Integrierbarkeitsbedingungen:

Tue T 9% =Ty + 9L
(83) Tage T 9 Tey = Loay + G Zea,
it 98 =&y +98&

zugrunde legen. Durch invariante Ableitung von (78), nach 2 erhalten
wir z. B., wenn wir g,, und &, hinterher wieder nach (78) (79) durch
Linearkombinationen der Grundvektoren ersetzen:

(84) tue = —9ake —9(— g4 +78) + 78 —7r7 g,
ebenso durch Ableitung von g, nach dem Index 1:

(85) e =®te+ 99k

Aus (83), ergibt sich dann

(86)  —Gatetgqr —grétrab—rrEs—Pratgré

=qtat 995+ 1.
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Die einzelnen Faktoren der Grundvektoren miissen dann rechts
und links gleich sein. Das ergibt, da die Faktoren von g, identisch
ibereinstimmen, die zwei Bedingungen
(87) — ¢ — 99— —¢=r7,

(88) 72=q(;—7).

Aus den Bedingungen (83),, (83); ergeben sich durch die entsprechende
Rechnung zum Teil die Gleichungen noch einmal. Man erhilt nur eine
neue Gleichung .

(89) n=q{r—r).

(87) ist das Theorema egregium von GAUsz, rechts steht das Kriimmungs-
maB r7. (88) und-(89) sind die beiden Copazzischen Gleichungen. Wir kon-
nen also das System von Integrierbarkeitsbedingungen zusammenstellen :

(90) — @ —9s—F—¢=r7

ra=q(r—7)

91 _ _ -~
b ry=q(r—7)

Nach § 4 ist das vollstindige System der Invarianten unsrer Fliche,
d. h. der Vektoren (66), durch die Skalarprodukte der Grundvektoren
I, Ly, & und die Koeffizienten der Linearkombinationen der iibrigen
Vektoren aus ihnen gegeben. Erstere sind nach (67) aber 1 oder 0,
liefern also nichts, letztere sind nach (78), (79) durch die dort auf-
tretenden Koeffizienten ¢, ¢, 7, 7 und ihre sdmtlichen invarianten Ab-
leitungen gegeben. Denn wie man durch invariante Ableitung des
Systems (78), (79) erkennt, treten nur diese bei den in Frage kommenden
Linearkombinationen auf. Nun lassen sich aber die GréBen ¢ und ¢
aus (91) durch die 7, 7 und ihre invarianten Ableitungen ausdriicken,
denn bei AusschluB von Nabelpunkten ist nach §47 immer » — 7 & 0.
Somit sind die simtlichen absoluten Invarianten unserer Fliche durch
7, 7 und ihre invarianten Ableitungen gegben. Die 7, 7 hingen von Ab-
leitungen zweiter Ordnung des Flichenpunktes ab, die GréBen 7,, 7,
;1' 73 sind die vier weiteren unabhingigen Invarianten dritter Ordnung
(auch die ¢, ¢ sind von dritter Ordnung). Von vierter Ordnung gibt es
fiinf neue von den friiheren und untereinander unabhingige Invarianten.
Denn zwischen den acht Gré8er

STURSTURS THE D)
71 e Taps Ta
bestehen drei Beziehungen, die Integrierbarkeitsbedingungen
et a7 =79+ 9",
e tqr =715 +97;
und die Gleichung (90), in der man g und ¢ nach (91) ersetzt zu denken hat,
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Weiter koénnen wir den Satz aussprechen: Eine Fliche ist bis auf
Bewegungen festgelegt, wenn ihre beiden Linearformen

ds, =n,du -+ n,dv,
(92) ds, = fy du + ny<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>