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Allgemeine physikalische Konstanten (Ende 1925)").

Gravitationskonstante . . . . e e e e+ . . .665-10"8dyn-cm?-g~2
Normale Schwerebeschleumgung . . . .« . . . . 980,665cm-sec—2

1 Meterkilogramm (mkg) . . . . . . . . . . . 0980665 108 erg
Normale Atmosphére (atm) . . . . . . . . . . 1,01325-10%dyn-cm~2
Technische Atmosphire . . . . . . . 0980665 10°% dyn-cm~2
Maximale Dichte des Wassers be1 1 atm .. . 0,999972 g - cm~3
Normales spezifisches Gewicht des Quecksﬂbers . 13,5955

Absolute Temperatur des Eispunktes . . . . . . 273,2,°

Normales Molvolumen idealer Gase . . . . . . 22,41,-10% cm?

0,8204, - 102 cm®-atm - grad“x
0,83124 - 108 erg - grad 1
0,8308, - 10 int joule - grad —1
1,985, cal - grad—1

Gaskonstante fiir ein Mol .

Loscamipsche Zahl . . . . . . . . . . . . . 606y -10%® mol~1
BoLtzmannsche Konstante 2 . . . . . . . . . 1,37, 10" erg-grad-?
1/, der Masse des Sauerstoffatoms . . . . . . . 1,65 10" %#g
Atomgewicht des Sauerstoffs. . . . . . . . . . 16,000

Atomgewicht des Silbers . . . . . . . . . . . 107,88

4,184, int joule

1,1623 - 10~ % int k-watt-st
4,1865 - 107 erg

4,268g - 10~ 1 mkg

Energiedquivalent der 15°-Kalorie (cal) .

1 internationales Ampere (int amp) . . . . . . 4,0000, abs amp
1 internationales Ohm (int ohm) . .« . . 1,0005, abs ohm
Elektrochemisches Aquivalent des Sllbers . . . . 1,11800- 10~3 g - int coul -1
Faraday-Konstante fiir die Valenz 1 . . . 0,9649, * 10° int coul + mol -~
(gleich Ionisier.-Energie/Ionisier. Spannung in
Volit)

{1,592 - 10~ 19 int coul

Elektrisches Elementarquantum e 4,77, 10710 dyn'2 - cm

Masse des Elektrons m . . e . .90;10"8g
Spezifische Ladung des ruhenden ‘Elektrons e/m . 1,765+ 10% int coul - g—1
Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) . . . . . . . 2,998;+10¥ cm - sec—?
Wellenlinge der roten Kadmiumlinie . . . . . . 6438,470, - 1078 cm

(in trockener Luft von 15° und 1 atm)
RvypBERGsche Konstante fir unendl. Kernmasse . 109737,1 cm—1
5,75 - 10712 int watt - cm—2 - grad ~*
STEFAN-BoLTzMANNsche Strahlungskonstante o . { 1,37, 10~12 cal - cm~2-sec~1 - grad
Konstante des WikENschen Verschiebungsgesetzes . 0,288 cm - grad

WieN-Prancksche Strahlungskonstante ¢, . . . . 1,43 cm - grad
Proportionalitidtskonstante des PLANCKschen

Strahlungsgesetzes . . . e e . < . . 58910 %erg-cm?-sec—t
Prancksches erl\.ungsquantum ho. . . . . 6,55-10"% erg - sec
Quantenkonstante fiir Frequenzen f = h/k .+ . 4,78 10" sec - grad

1) Erlauterungen und Begriindungen s. ds. Handb. II, Artikel HENNING-JAEGER



Zur Beachtung!

Das Vorwort wird den zuerst erscheinenden Biinden
nur lose beigegeben, da es beim ersten Bande wiederholt
werden wird.



Vorwort.

Das Handbuch der Physik, deren erste Binde hiermit der Offentlichkeit
iibergeben werden, soll eine liickenlose Darstellung des derzeitigen Standes der
experimentellen und theoretischen Physik bieten. EsumfaBt insgesamt 24 Binde,
von denen Bd. 1 bis 3 Geschichte, Vorlesungstechnik, Einheiten, Mathematische
Hilfsmittel; Bd. 4 Grundlagen der Physik; Bd. 5 bis 8 Mechanik einschliellich
Akustik; Bd. 9 bis 11 Wirme; Bd. 12 bis 17 Elektrizitit und Magnetismus;
Bd. 18 bis 21 Optik aller Wellenlingen; Bd. 22 bis 24 Aufbau der Materie und
Wesen der Strahlung behandeln. Durch weitgehende Unterteilung des gesamten
Stoffes auf die in den einzelnen Sondergebieten titigen Forscher wurde eine
wirklich moderne und kritische Darstellung der Physik angestrebt.

Der Plan des Handbuches reicht bis zum Jahre 1922 zuriick. Um seine
erste Entwicklung haben sich die Herren M. BorN-Géttingen, F..EMDE-Stutt-
gart, J. FRANCK-GOttingen, W. Kosser-Kiel, R. PorL-Go6ttingen, E. REGENER-
Stuttgart und M. VoLMER-Charlottenburg verdient gemacht, denen wir auch
an dieser Stelle unseren herzlichsten Dank fiir ihre Bemiihungen aussprechen.
Beim weiteren Ausbau unseres Werkes haben wir uns der tdtigen Mitarbeit
der Herren R. GRAMMEL-Stuttgart, F. HENNING - Berlin, H. KoNEN - Bonn,
H. THIRRING-Wien, F. TRENDELENBURG-Berlin, W. WESTPHAL-Berlin zu erfreuen,
welche die Redaktion einzelner Zweige der Physik iibernommen haben.

Berlin und Kiel, im Januar 1926.
Die Herausgeber.



Kapitel 1.

Zustand des festen Koérpers.

Von
E. GRUNEISEN, Charlottenburg.
Mit 11 Abbildungen.

a) Aufbau fester Korper.

1. Einleitende Bemerkung. Da auBer der thermischen Ausdehnung die
in das Kapitel ,,Warme** gehorigen Eigenschaften fester Korper bereits in anderen
Teilen dieses Werkes behandelt werden, so kann es sich in den folgenden Ab-
schnitten nur darum handeln, einen Uberblick iiber den Zusammenhang der
thermisch-elastischen Eigenschaften fester Koérper zu geben, wobei als Ziel vor-
schwebt, diese Eigenschaften auf wenige charakteristische GroBen der Atome
oder letzten Endes auf deren Bau selbst zuriickzufithren. Es wird sich dabei
empfehlen, als Richtschnur der Darstellung die Theorie fester Kérper zu wahlen,
deren Ergebnisse wir, um Wiederholungen zu vermeiden, vielfach von anderen
Stellen dieses Werkes iibernehmen werden.

2. Definition des festen Korpers!). Dem iiblichen Sprachgebrauch folgend,
bezeichnete die klassische Elastizitéitstheorie als ,fest jeden Stoff, der einer
dauernden, auf Gestaltsinderung hinzielenden Einwirkung elastischen Wider-
stand entgegensetzt. Die Gliser wiren hiernach ebensowohl feste Stoffe wie der
Diamant oder die Metalle, ja man muf} sogar die Gliser vom Standpunkt der
elastischen Kontinuumstheorie als besonders einfache — isotrope — feste Stoffe
ansehen, deren Eigenschaften von der rdumlichen Richtung unabhingig sind.
Die physikalische Chemie hingegen bezeichnet einen Stoff dann als fest, wenn er
aus dem fliissigen Zustand durch allmihliche Abkiihlung bei einem scharf defi-
nierten Erstarrungspunkt, unter Auslésung einer mehr oder weniger grofen
Wirmetonung, in den im Sinne der Elastizititslehre festen Zustand iibergefiihrt
ist. Niahere Untersuchung lehrt, daBl der Stoff in diesem Zustand kristallinische
Struktur, nach verschiedenen riumlichen Richtungen also im allgemeinen ver-
schiedene Eigenschaften besitzt. Erist anisotrop. Gliser haben keinen scharfen
Erstarrungspunkt. Aus dem in hoher Temperatur fliissigen Zustand abgekiihlt,
werden sie ziher und ziher, die Zeit, in der sie formidndernden Kriften nachgeben,
wird linger und ldnger, so daB sie zwar mehr und mehr als feste Kérper im Sinne
der Elastizitdtstheorie wirken, aber vom Standpunkt der physikalischen Chemie als
unterkiihlte Fliissigkeiten anzusehen sind. Thre Kristallisation ist durch Reibungs-
krifte hintangehalten, kann aber nach lingerer Zeit noch eintreten (Entglasung).

Die Molekulartheorie fester Kérper wird nur solche Systeme von kleinsten
Bausteinen als fést bezeichnen, die sich im inneren Gleichgewicht befinden, bei
denen also ein jeder Baustein eine Gleichgewichtslage besitzt, in die er, daraus
entfernt, ‘zuriickzukommen sucht. Diese Bedingung erfiillen nach unserer heu-

1) Vgl. G. TAMMANN, Aggregatzusténde. Leipzig 1922.
Handbuch der Physik. X. 1



2 Kap. 1. E. GRUNEISEN: Zustand des festen Korpers.

tigen Anschauung die homogenen anisotropen Kristalle, nicht aber die isotropen
Glaser. Wenn trotzdem in molekulartheoretischen Betrachtungen iiber elastische
Eigenschaften fester Koérper auf den Fall isotroper Stoffe abstrahiert wird, so ge-
schieht dies um rechnerischer Vereinfachung willen. Realisiert finden wir diesen
Fall nicht streng, sondern nur angenihert in den Konglomeraten verschieden orien-
tierter kleiner Kristallite, wie wir sie z. B. in Metallen gewdhnlich vor uns haben.
Je Kkleiner die Kristallite sind, und je regelloser sie orientiert sind, um so mehr er-
scheint ihr Gemenge isotrop. Man nennt ein Gemenge von Kristalliten, welches
einen hohen Grad-von Isotropie erreicht hat, nach W. Voier quasiisotrop.
Das weite Gebiet der Mischkristalle, die sich selten im inneren Gleichgewicht
befinden werden, sowie die Deformationen iiber die Elastizititsgrenze hinaus
(Plastizitit) finden im Rahmen der folgenden Abschnitte nicht Platz.

3. Die Raumgitterstruktur fester Kérper. Rein kristallographische Unter-
suchungen einerseits, die Réntgenstrahlenanalyse der Kristalle andererseits haben
zu der Erkenntnis gefithrt, daB die Bausteine der Kristalle in regelm#Bigen
Raumgittern angeordnet, sind?). Das allgemeinste Raumgitter kénnen wir uns
mit BorN?) auf folgende Weise erzeugt denken: Von einem beliebigen Punkte 0
aus mogen drei Vektoren qa, b, ¢ ausgehen, durch dié ein kleinstes Elementar-
parallelepiped bestimmt wird. Innerhalb desselben sollen sich s Teilchen,
die ‘Bausteine des Kristalls, befinden, welche teils gle1cher teils verschiedener
Art sein kénnen. Auch der Ausgangspunkt 0 oder die in ihm zusammentreffenden
Seitenflichen kénnen Teilchen enthalten. Die Gesamtheit der s Teilchen heiBt
die Basisgruppe. Das Raumgitter entsteht jetzt dadurch, daB man die Basis-
gruppe allen Translationen unterwirft, die durch ganzzahlige Vielfache der Vek-
toren a, b; ¢ charakterisiert werden. Dabei liefert jedes der s Teilchen ein ein-
faches Gitter, das aus lauter gleichén Teilchen besteht, die in den Schnitt-
punkten dreier Scharen paralleler, dquidistanter Ebenen sitzen. Das allgemeinste
Raumgitter besteht also aus parallel ineinandergestellten einfachen Gittern.

Nicht allein ‘die regelmiBige Gitteranordnung, sondern auch die Art der
Kristallbausteine wurde durch die Analyse mittels Rontgenstrahlen in vielen
Fallen sichergestellt. Es zeigte sich, daB es atomare Teilchen sind, die in den
Gitterpunkten sitzen3). Auch mehratomige feste Verbindungen lassen sich aus
einfachen Gittern zusammenstellen, deren jedes mit einer Atomart besetzt ist.
Dabei verliert haufig der Begriff des chemischen Molekiils im festen Zustand
seine Bedeutung, da es bei der RegelmiBigkeit der Atomanordnung im Gitter
nicht zu entscheiden ist, welche Atome zu einem Molekiil gerechnet werden
sollen. Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist das Steinsalz, bei dem ein flichen-
zentriertes kubisches Na-Gitter mit einem ebensolchen Cl-Gitter derart inein-
andergestellt ist, daf} ein einfaches kubisches Gitter mit regelmiBig abwechselnder
Besetzung durch Na und Cl entsteht.

Dennoch kommt es sowohl bei einatomigen, wie bei mehratomlgen Raum—
gittern vor, dafl mehrere Atome der Basisgruppe unter sich eine engere Zusammen-
gehorigkeit zeigen, als mit den #ibrigen Atomen, was sich entweder schon in der
Anordnung der Basisgruppe ausprégt, oder durch physikalische oder chemische
Elgenschaften nachweisbar ist. Solche Atomgruppen innerhalb der Basisgruppe
umfassen in der Regel diejenigen Atomie, welche zu einem chemischen Molekiil

1) Wegen der einschldgigen Literatur sei z. B. verwiesen auf P. P. EwaLDp, Kristalle
und Rontgenstrahlen, S. 312 ff. Berlin 1923. — Siehe ferner ds. Handb. XXIV. -

2) M. BorN, Dynamik der Kristallgitter, 1. Aufl. 1915; 2. Aufl. als ,,Atomtheorie des
festen Zustandes* 1923.

3) Uber die bisherigen Kristallanalysen s. besonders W. H. u. W. L. BRAGG X-Rays
and Crystal Structure, London 1924; ferner P. P. EwaLD, 1. c.



Ziff. 3. Aufbau.fester Korper. . . 3

oder wenigstens zu einem Radikal gehtren. Bekannte Beispiele fiir solche Raum-
gitter mit Gruppenbildung sind Kristalle organischer Verbindungen, z. B. Naph-
talin, bei dem sich die Basisgruppe zu zwei Molekiilen gruppieren 148t, und die
Karbonate, Nitrate, Sulfate u. a. der anorganischen Chemie, in denen die Radikale
COa, NO,, SO, im wesentlichen unabhingig vom iibrigen Teil der Verbmdung
eine bestimmte, also in sich gefestigte Gruppierung bilden.

Man sieht, daB man nach dem Gesagten die Kristallgitter einteilen kénnte in

1. einatomige Gitter ohne Gruppenbildung (z. B. Diamant und die meisten
Metalle),

2. einatomige Gitter mit Gruppenblldung (z. B. Schwefel ; auch Wismut und
Antimon sind hierher zu rechnen, obwohl rein geometnsch die Gruppenbildung
zu vier Atomen nur schwach ausgeprigt ist)l),

3. mehratomige Gitter ohne Gruppenbildung (z. B. die Alkalihalogensalze),

4. mehratomige Gitter mit Gruppenbildung (s. die’ obengenannten Bei-
spiele).
- Die Einreihung der Kristalle in diese vier Kategorlen W1rd oft unsicher sein.
Die Entscheidung, ob Gruppenbildung vorliegt, ist auf rein geometrischem Wege
versucht worden?), wird sich aber wahrscheinlich nur auf .Grund physikalischer
Eigenschaften fallen lassen, die dariiber Auskunft geben, ob die Atomgruppe in
sich eine festere Bindung zeigt, als die Gruppen unteremander Nur dann hat
die Gruppenbildung physikalische Bedeutung.

“Wir haben bisher die Frage nicht beriihrt, Welche Art atomarer Teilchen
in den Gitterpunkten anzunehmen ist. Ohne hier auf die Struktur dieser Teil-
chen niher einzugehen, stellen wir fest, daB der Unterschied, der in der Chemie
zwischen homdopolaren und heteropolaren (unitarischen  oder "dualistischen)
Verbindungen gemacht wird, sich auch im Kristallgitter zu erkennen gibt. Bei
heteropolaren Verbindungen, d. h. solchen von ausgesprochenem Salzcharakter,
sind die Gitterpunkte ohne Zweifel mit Ionen abwechselnden Vorzeichens be-
setzt3), d. h. mit Atomen, die ein oder mehrere. Elektronen abgegeben oder
aufgenommen haben, je nachdem das Atom einem elektropositiven oder elektro-
negativen Element zugehért. Das wird am deutlichsten durch die Fihigkeit
solcher Gitter bewiesen, unter dem EinfluB elektrischer Wechselfelder von der
Frequenz ultraroter Warmestrahlen zu Eigenschwingungen angeregt zu werden.
Man nennt Gitter, deren Punkte mit Ionen besetzt sind, Ionengitter, und
zwar Atomionengitter, falls die Ionen aus einzelnen Atomen entstanden sind,
Radikalionengitter, falls wenigstens ein Teil der Ionen aus Radikalen besteht, die
in sich zu festerer Gruppierung im Gitter gebunden sind. Auch die Radikale, wie
SO,, CO3, NO; usw., sowie die Atomgruppen einer wahrscheinlich groBen Zahl
von Kristallen anorganischer und organischer Verbindungen  miissen innerhalb
der Gruppe entgegengesetzt geladene Ionen enthalten, da sie fiir die jeweilige
Gruppe typische ultrarote Eigenschwingungen besitzen4). Es ist jedoch bisher
unbekannt, um welche Art Ionen es sich hier handelt. Nur das scheint sicher,

1) Vgl. P. P. EwaLDp, Kristalle und Rontgenstrahlen, S. 155. Berlin 1923.

) A. Reis, ZS. f. Phys. Bd. 1, S.204. 1920; K. WEISSENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 34,
S. 433. 1925; ZS. f. Kristallographie Bd. 62, S. 52. 1925.

8) Dieser Gedanke findet sich zuerst bei E. MADELUNG, Phys, ZS. Bd. 11, S. 898. 1910

+
ausgesprochen und begrunde'c Nach ihm besteht z. B. das Steinsalz aus einem Na-Ionen-
gitter und einem Cl-Ionengitter.

4) W.W. CoBLENTZ, Jahrb. d. Radloakt Bd. 4, S. 7. 1907; Bd. 5, S. 1. 1908;
CL. SCHAEFER u. M. SCEUBERT, Ann. d. Phys. (4) Bd. 50, S.283. 1916; ZS. f. Phys. Bd. 7,
S. 297, 309, 313. 1921; Tr. LieBiscE u. H. RuBeNs, Berl. Ber. 1919, S. 198 u. 876;
REINKOBER, ZS.{. Phys. Bd. 3, S. 1. 1920; C. J. BRESTER, ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 324. 1924.

1%
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daB die Radikalgruppe als Ganzes die ihr in der Elektrolyse zukommende Uber-
schuBladung besitzt, wihrend die ein Molekiil bildende Gruppe als Ganzes
elektrisch neutral ist.

In homoopolaren einatomigen Stoffen lassen sich Ionen nicht nachweisen.
Die in ibren Gitterpunkten sitzenden Teilchen sind scheinbar elektrisch neutrale
Atome. Man nennt deshalb solche Gitter Atomgitter. Die homg&opolaren
organischen Verbindungen nennt man, da sie héchstens innerhalb des Molekiils
Ionen enthalten, von Molekiill zu Molekiil aber homd&opolar gebunden sind,
Molekiilgitter.

Welche Stellung nehmen aber nun unter diesem Gesichtspunkte die Metalle
ein? Die Tatsache, daB sie die Elektrizitit so viel besser leiten als Nichtmetalle,
und daB die Leitung durch bewegte Elektronen stattfindet, legt die Vermutung
nahe, dafl die Metalle eine mittlere Stellung zwischen den Ionengittern und den
Atomgittern haben. Indem sich die Valenzelektronen zeitweise weit von ihrem
Kern entfernen, wie es BoHR fiir freie Metallatome annimmt, lassen sie ein Ion
zurtick. Geschieht dies zur gleichen Zeit bei Nachbaratomen, so hat man momen-
tan und ortlich begrenzt ein Gitter von positiven Ionen mit eingestreuten nega-
tiven Elektronen. Im nichsten Stadium werden sich diese Elektronen den Kernen,
aus denen sie stammten, oder auch den Nachbarkernen genihert haben und
mit diesen Atome bilden. So kann man vermutlich die Bausteine des mietalli-
schen Raumgitters bald als Ionen + Elektronen, bald als Atome. bezeichnen.

4, Verteilung der Elemente und Verbindungen auf die verschiedenen
Kristallsysteme., Die Einteilung der Kristalle nach Systemen und Klassen
wird in anderen Teilen dieses Werkes behandelt und darf deshalb als bekannt
vorausgesetzt werden. Hier sei nur eine Statistik dariiber aufgenommen, wie sich
die chemischen Elemente und Verbindungen auf die verschiedenen Kristall-
systeme verteilen. Fiir die Elemente ist das aus nachstehender Tafel des peri-
odischen Systems (Tab. 1) sofort zu tibersehen, Jedem Element ist die Ordnungs-
zahl und, soweit bekannt, das System beigeschrieben, in dem es kristallisiert.
Dabei bedeuten die Abkiirzungen k. = kubisch, rz. = raumzentriert, fz. = flichen-
zentriert, hex. =hexagonal, tetrag. = tetragonal, trig. =tngona1 rhomb. =rhom-
bisch, monokl. = monoklin.

Man erkennt, daB bei weitem die meisten Elemente (32) regulir oder kubisch
kristallisieren, d. h. in dem System hochster Symmetrie, eine ebenfalls stattliche
Zahl (11) hexagonal, wihrend die Systeme geringerer Symmetrie nur wenige
Vertreter aufzuweisen haben (4 tetragonal, 6 trigonal, 2 rhombisch, 1 monoklin.
Elemente, die in verschiedenen Systemen vorkommen, sind jedesmal mitgezahlt).
Tabelle 1 lehrt aber mehr. Die Kristallstruktur steht in nahem Zusammenhang
mit der Periodizitit der chemischen Eigenschaften, ist also selbst angenihert
eine periodische Eigenschaft der Elemente. Man vergleiche z. B. das Auftreten
der hexagonalen Struktur in der Gruppe IIb sowie in IVa, das der tetragonalen
in IITb, das der trigonalen in Vb. Die Elemente Si, Ge, Sn (grau) der Gruppe IV
folgen in ihrer Struktur dem C als Diamant, indem sie regulir kristallisieren,
und zwar in zwei flichenzentrierten Wiirfeln, die um !/, Wiirfeldiagonale lings
dieser gegeneinander verschoben sind, usw. Hervorgehoben sei noch, daBl Systeme
geringerer Symmetrie nur bei solchen Elementen vorkommen -(ausgenommen
Graphit und y-Mangan), die am Ende einer Periode stehen.

Dieser Befund spricht dafiir, daB die fiir die Kristallstruktur maBgebenden
Krifte mit den chemischen Valenzkriften identisch sind, oder, wie wir vom Stand-
punkt des Bonrschen Atommodells aus sagen kénnen, daBl die Kristallstruktur
ebenso wie die chemische Valenz der Elemente durch den #duBeren Bau des
Atoms bedingt ist. -
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6 Kap. 1. E. GRUNEISEN: Zustand des festen Korpers.

Fiir Verbindungen gilt in entsprechender Weise der schon von Buys-BaLLoT
(1846) aufgestellte Satz, daB chemisch einfach zusammengesetzte Stoffe vor-
zugsweise regulir oder hexagonal kristallisieren. Je komplexer die Verbindung
zusammengesetzt ist, um so geringer ist im allgemeinen die Symmetrie des
Systems, in dem die Verbindung kristallisiert, wobei allerdings das tetragonale
und trikline System besonders unbeliebt zu sein scheinen. Das zeigt deutlich
eine freilich schon vor lingerer Zeit aufgestellte Tabelle von RETGERS!), die wir
beziiglich der chemischen Elemente korrigiert haben (s. Tab. 2). Das trigonale
System ist mit dem hexagonalen zusammengerechnet.

Tabelle 2.
Verteilung der chem. Elemente und Verbindungen auf die verschiedenen
Kristallsysteme.
Anorganische Verbindungen aus Org‘:;xéische
Kristallsystem | Elemente |72 4¢omen | 3 At. 4 At 5At. |mehrals5At.| bindungen
% % % % % % %
Kubisch . . . . 57 68,5 42 - 5 12 5,8 2,5
Hexagonal . . . 31 19,5 11 35 38 14,6 4,0
Tetragonal . . . 7 4,5 19 5 6 7,0 5,0
Rhombisch 4 3,0 23,5 50 36 27,3 33,0
Monoklin 1 4,5 3 5 6 37,3 47,5
Triklin 0 0 1,5 0 2 8,0 7,0
Anzahl der unter-
suchten Faille 56 67 63 20 - 50 673 585

5. Die Raumerfiillung der Atome im festen Zustand. Die Anhiufung
gleicher Kugeln, die moéglichst dicht gepackt sind, hat entweder kubische oder
hexagonale Symmetrie, und zwar ist das Achsenverhiltnis des so erhaltenen
hexagonalen Systems c¢:a = 1,633. Dieser Satz ist an Modellen leicht nachzu-
weisen?). Es liegt nahe, in ihm den Grund fiir das Ergebnis des vorigen Abschnitts
zu sehen, daB die weitaus meisten Elemente und einfachsten Verbindungen
ebenfalls kubische oder hexagonale Symmetrie besitzen und daB ein groBer Teil
der_hexagonalen Stoffe ein Achsenverhiltnis zeigt, das sich von 1,633 nur um
wenige Prozent unterscheidet?), Wir werden schlieBen diirfen, daB bei vielen
Stoffen die regulire oder hexagonale Struktur der Ausdruck dafiir ist, daB jedes
Atom zu seinen Nachbaratomen in der gleichen Beziehung steht, also in keiner
Weise mehr an das eine als an das andere gebunden ist, und daB umgekehrt,
wo die Forderungen der dichtesten Kugelpackung nicht erfiillt sind, die Atome
nach verschiedenen Richtungen verschiedene Beziehungen zu ihren Nachbarn
haben.

Die Vorstellung starrer Kugeln, die sich bis zur Berithrung genihert haben,
kann gewill nur ein sehr rohes Bild von der wahren Anordnung der Atome im
Kristall geben. Dennoch ist es interessant, eine Konsequenz dieser Vorstellung
zu verfolgen. Nach ihr miilten ndmlich die Abstinde der Atome von ihren nich-
sten Nachbarn in den einfacheren Kristallstrukturen sich additiv zusammen-
setzen aus den Radien der ,,Atomkugeln®. W. L. BrRAGG3) hat dies Additions-
gesetz gepriift und annihernd bestitigt gefunden. Es gelang ihm, indem er z. B.
vom Abstand der C-Atome im Diamant ausging, den Elementen konstante, fiir

1) J. W. RETGERS, ZS. f. phys. Chem. Bd. 14, S. 1. 18%4.

%) W. Barrow u. W. J. PopE, Rapp. du Conseil de Physique Solvay (1913). S. 141.
Paris 1921. Das regulare System dichtester Packung ist das flichenzentrierte,

3) W. L. BraGg, Phil. Mag. Bd. 40, S. 169. 1920.
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jedes Element charakteristische Kugelradien zuzuschreiben derart, daf durch
Addition dieser Radien die kiirzesten Abstinde zweier Atome in einem kristal-
lisierten Element oder in einer kristallisierten einfachen Verbindung annihernd
richtig berechnet werden kénnen. Die Beziehung gilt am genauesten fiir-die
Verbindungen und die elektronegativen Elemente, Weniger genau fiir die Metalle,
welche im metallischen Zustand teils gréBere (bis zu 209%,), teils kleinere Kugel-
radien ergeben, als im Zustand der Verbindung. Welche praktische Bedeutung
die Kenntnis dieser Radien fiir die Entscheidung iiber bisher unsichere Kristall-
strukturen haben kann, zeigt F. RINNE1) an dem Beispiel der Caesiumhalogen-
salze CsCl, CsBr, CsJ. Nimmt man.an, dal sie den gleichen Gittertyp haben
wie NaCl, so berechnen sich die Molvolumina aus den anderwirts bekannten
Atomkugelradien von Cs, Cl, Br, J viel groBer, als aus Dichte und Molekularge-
Wicht, wihrend die Annahme, daB ein einfaches Cs-Wiirfelgitter raumzentriert
in ein einfaches Halogenwiirfelgitter eingebaut ist, zwischen beiden Berechnungs-
weisen ziemlich gute Uberem-

stimmung gibt (vgl. Tab.3)., Es Tabelle 3.

kann daher -nicht zwelfelhaft Prufung des Additionsgesetzes der ,,Atom-

sein, daB die Cs-Salze raumzen- kugelradien’.

trierte Elementarwiirfel haben. Molvolumen

Diese Struktur wurde auch mit Molgewicht | ber. aus | ber. aus raum-

Rontgenstrahlen bestitigt?). Dichte ‘NaCl-Typ zentr. Typ
_Die BracGschen Kugel- CsCl 41,80 (55.28) 42,56

radien zeigen nun eine dhnliche, CsBr 47,40 (63;28) 48,72

sogar noch regelmiBigere Be- CsJ . 56,85 (76,25) 58,70

ziehung zum periodischen Sy-

stem der Elemente, wie die Atomvolumma nach LoTHAR MEYER Sle nehmen
innerhalb jeder Perlode von einem ausgeprigten Maximum fiir das Alkalimetall
stetig ab bis zu elnem Minimum fiir das elektronegative Element am Ende der
Periode, um von hier wieder auf den hohen Wert des foIgenden Alkalimetalls zu
springen. - Von einer Mitteilung der Zahlenwerte -sehen wir hier ab, da der
Gegenstand ds. Handb. XXII ausfithrlich behandelt wird.

Es fragt sich, welche physikalische Deutung diesen BraGGschen Radien oder
Atombereichen zu geben ist. Auf Grund seiner Ableitung ist der Radius des
Atom- oder Tonenbereiches im BraGGschen Sinne diejenige Entfernung vom Zen-
trum des Atoms oder Ions, bis zu welcher bei gewShnlicher Temperatur unter den
gegebenen Verhiltnissen des duBleren Drucks und der inneren Krifte ein anderer
Atombereich sich im Mittel nihern kann. Die GréBe des BRAGGschen Atombe-
reichs ist also unmittelbar nur bedingt durch die Ausdehnung der Kraftfelder, nicht
durch die Ausdehnung der materiellen Teile des Atoms, deren Gesamtheit einen
Raum beansprucht, den man als wahres Atomvolumen bezeichnen kénnte. Dieses
wiirde nach BoHR den' ‘positiven Kern und die Elektronen umfassen, die gruppen-
weise in mehr oder weniger gestreckten Bahnen den Kern umlaufen, es ist also,
besonders fiir den festen Zustand, noch wenig genau definiert und wahrscheinlich
von der Nachbarschaft anderer Atome abhingig?). BRrAGGscher Atombereich
und wahres Atomvolumen kénnen also sehr wohl verschieden sein, und daB sie
es in vielen Fillen sind, hat BRAGG selbst in seiner zitierten Arbeit hervorgehoben.
Er begegnet dadurch dem scheinbaren Widerspruch, der darin liegt, daB die

1) F. RinNE, ZS. f. phys. Chem. Bd. 100, S. 408. 1921.
’) W. P. Davey u. F. G. Wick, Phys. Rev. Bd. 17, S. 403. 1921.
3) Vgl. uber die sog. Ionendeformation K. Fajans, u. G. Joos; ZS. {. Phys. Bd. 23, S. 1.
1924; M. BorN u. W. HEISENBERG, ebd. Bd. 23, S. 388. 1924 M. Born, ZS. f. Elektro-
chem. Bd. 30, S. 382. 1924. .
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Radien der Alkalimetallbereiche nach ihm viel gré8er sind als die der Halogen-
bereiche, obwohl nach der BoHR-KossELschen Theorie vom Atombau angenommen
werden muB, daB z. B. die Gruppe von Elektronen, die den Na-Kern im Stein-
salz umgibt, kleinere Dimensionen hat, als die Gruppe von Elektronen, welche
den Cl-Kern umgibt. Auffallend ist, daB das BracaGsche Verfahren nur geringe
Unterschiede fiir die Ionen- und Atombereiche ergibt.

Da nach den Borr-KosseLschen Vorstellungen die Ionen riumlich geschlos-
senere Gebilde sind als die Atome, so war es gewiBl zweckmiBig, wenn besonders
Fajans, GrimM, HERZFELD sich darauf beschrinkten, zunichst fiir Ionen die
wahren Radien oder Volumina zu suchen. Das BraGGsche Verfahren wird nur
zur Bestimmung der Differenz von Ionenradien benutzt, und zwar fiir solche

Tonen, welche den gleichen Bautyp der duBlersten Elektronengruppen haben,
—_ — —— — + + + + e e —— ++ ++ ++

so z. B. fur F, Cl, Br, J oder Na, K, Rb, Cs, oder O, S, Se, Te oder Mg, Ca, Sr,

++

Ba usw. In den so ermittelten Differenzen ist noch kein bedeutender Unterschied

gegen die BragGschen Zahlen zu bemerken?). Dieser tritt erst auf durch neue An-
nahmen, die eingefithrt werden miissen, um die Absolutwerte der Ionenradien
zu berechnen. Fiir die Alkalihalogensalze sind diese Annahmen folgende?):
1. Die 8 duBersten Elektronen jedes Ions werden im AnschluB an eine von BORN
frither gemachte Annahme in den Eckpunkten eines Wiirfels, der Kern in seiner
Mitte ruhend, vorausgesetzt. Die BORN-LANDEsche Theorie (Ziff. 9ff.) erlaubt die
Gleichgewichtsbedingung fiir Anziehung und AbstoBung der parallel orientierten
Ionenwiirfel aufzustellen, in die auBer bekannten Zahlen nur die Dimensionen
dieser Wiirfel (Radien der umbeschriebenen Kugeln) und der Ionenabstand ein-
gehen. Dieser wird dem Experiment entnommen. Dadurch gewinnt man fiir
jedes Salz eine Gleichung zwischen den beiden Ionenradien des Salzes. — 2. Es ge-
niigt nun, fiir ein Salz (z. B. KCl) das Radienverhiltnis anzunehmen, um dann die
-+

Absolutwerte fiir K und CI, und daraus fiir simtliche Alkali- und Halogenionen
—_— +
zu berechnen. Das Verhiltnis Cl : K wird mit Riicksicht auf die Forderung der

+
Bonr-KosseLschen Theorie (ndmlich weil die Kernladung des K-Ions groBer ist

als die des Cl-Tons bei sonst gleichem Bau) etwas groBer als 1 gewshlt, und zwar
so, daB die samtlichen, aus den Ionenradien riickwirts ausgerechneten Ionenab-

stinde der Alkalihalogensalze mit den beobachteten am besten iibereinstimmen.
— *
Diéser Forderung geniigt Cl : K == 1,2, also ein von dem BrRaGGschen Kugelradien-

verhiltnis Cl : K = 0,51 sehr verschiedener Wert.

Aus dhnlichen Uberlegungen ergeben sich Werte der Ionenradien fiir andere
Gruppen chemischer Verbindungen3). Wegen der Zahlenwerte sei auf Bd. XXTI
verwiesen. IThrer ganzen Berechnungsart nach sind die Absolutwerte der
Ionenradien noch recht unsicher. Es verdient aber hervorgehoben zu werden,
daB fiir die elektronegativen Ionen sich Zahlen ergeben, die von den BrRAaGGschen
Kugelradien nicht sehr verschieden sind. Nur fiir die elektropositiven Ionen
finden Fajans, HERZFELD, GRiMM viel kleinere Dimensionen als BRAGG, woraus
das fiir uns wichtige Resultat folgt, daBl nach Fajans und HERZFELD die wahren
Ionenvolumina den Raum des heteropolaren Alkalihalogenkristalls bei weitem
nicht ausfiillen. Man darf diesen Satz aber gewi3 nicht beliebig verallgemeinern.
Die Raumerfiillung wird gréfler sein fiir die Atomgruppen innerhalb eines Kristalls,

1) H. G. Grimwy, ZS. f. Elektrochem. Bd. 28, S. 75. 1922; Tab. 2.
?) K. Fajans u. K. F. HErzFELD, ZS. f. Phys. Bd. 2, S. 309. 1920.
3) H. GrimM, ZS. {. phys. Chem. Bd. 98, S.353. 1921.
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die als Radikalionen oder Molekiile in sich fester gebunden sind. Man nimmt an,
daB in diesen Fillen die duBeren Elektronenbahnen benachbarter Atome sich
bis zu einem gewissen Grade ineinander mischen. Daher wiirden hier auch die
BraGaGschen Radien mit denen der wahren Atomvolumina nahe iibereinstimmen.
DaB in Metallen und in Salzkristallen die Zwischenrdume der Atome und
Ionen nicht unerheblich sein koénnen, folgt auch aus den Erschemungen der
Diffusion und der Ionenwanderung bei der elektrolytischen Leitung in Kri-
stallen, die durch die Wiarmebewegung der Atome und Ionen erméglicht werden,
also beweisen, daBl die Liicken, die giinstigenfalls durch die Elongationen zweier
Nachbarteilchen entstehen, geniigen, um ein drittes hindurchzulassen?),

b) Die zwischen den Atomen wirksamen Krifte.

6. Allgemeines. Die Erfahrung lehrt, daB die festen Korper jeder Gestalts-
oder Volumiénderung, sei sie im einen oder andern Sinn, elastischen Widerstand
entgegensetzen, oder anders ausge- Hraff
driickt, daBl sowohl die Annéherung
wie die Entfernung zweier Atome
auf elastischen Widerstand st68t.

Diese Tatsache 148t sich am leichte- Ay

sten verstehen, wenn man den in %

den Kristallgitterpunkten angenom- §

menen Atomen gleichzeitig an- N

. " se Q

ziehende und abstoBende Krifte P Atomabstand

R

sehr viel rascher mit der Entfernung
der Atome sich dndern, als die an-
ziehenden. Man wird zunichst an
Zentralkrifte denken, welche nur
von der Entfernung der Atome ab-
hingen. In der Abb. 1 soll K, die
abstoBende (negative)Kraft zwischen
zwei Atomen darstellen, die mit
wachsendem Atomabstand o sehr
viel rascher sinkt, als die anziehende
(positive) Kraft K. Beide setzen sich
zusammen zu K, —K,, d.h. zu einer
Kraft, die fiir 9 < g, negativ oder .
abstoBend, fiir o> g, positiv oder Abb. 1. Uberlagerung von Anziehung und Ab-
anziehend wirkt, fiir o = o, aber ver- stoBung.

schwindet. Im Abstand g, sind die

beiden Atome im Gleichgewicht. Wire die fiir K;—K, gezeichnete Kurve
eine gerade Linie, so wire die Kraft, welche ein aus der Gleichgewichtslage
entferntes Atom dahin zuriicktreibt, offenbar proportional der Entfernung aus
der Gleichgewichtslage, das Hookesche Gesetz, welches die Grundannahme der
klassischen Elastizitdtstheorie des Kontinuums bildet, wire erfiillt. In Wirk-
lichkeit ist die Kurve fiir K;—K, nach den gemachten Annahmen zweifellos
krumm, doch diirfen wir sie auf kurzer Strecke, d. h. fiir sehr kleine Abstands-
dnderungen der Atome als geradlinig betrachten. Demnach wird auch eine
geringe Deformation eines Kristallgitters aus seiner Gleichgewichtslage fiir

beilegt, von denen die absto8enden /K1—K2

AbstoBung

1) Naheres bei G. v. HEVEsy, ZS.f. phys. Chem. Bd. 101, S. 337. 1922; s. auch Ziff. 28.
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jedes einzelne Atom eine Kraft erzeugen, die der Abstandsinderung der
benachbarten Atome in erster Naherung proportional ist (quasielastische
Kraft).

Kann man nun unter dieser Voraussetzung quasielastischer Krifte fiir ein
Kristallgitter die wohlbekannten, fiir ein Kontinuum aufgestellten Grundglei-
chungen der klassischen Elastizitdtstheorie ableiten, welche die Gesamtheit der
zur Elastizititslehre gehorigen Erscheinungen fester Korper darstellen? Um
diese Frage stritt man sich bereits vor 100 Jahren. Damals unterlag die mole-
kulare Elastizitdtstheorie, denn sie vermochte nicht die nétige Zahl von Elasti-
zitdtskonstanten in ihre Gleichungen hineinzubringenl). So sollte z. B. nach
Poisson fiir den einfachen Fall des gedehnten isotropen Stabes das Verhiltnis
u von Querkontraktion zu Langsdilatation gleich 1/, sein, unabhéngig vom Stoff.
Da die Versuche dem widersprachen, schien die Molekulartheorie gerichtet. Erst
viel spater hat Lord KELVIN und neuerdings M. BorN nachgewiesen, daB auch
die Molekulartheorie die richtige Zahl von Konstanten gibt, wenn man nur das
Raumgitter des Kristalls in gehériger Weise aufbaut. Ein einfaches Punkt-
gitter (Ziff. 3) liefert in der Tat nicht die volle Konstantenzahl, wohl. aber
ein aus wenigstens zwei ineinandergestellten einfachen Gittern entstandenes
Raumgitter, wie wir es z. B. beim raumzentrierten CsCl-Gitter vor uns haben.
Da alle bekannten Krlstallgltter durch Ineinanderstellung mehrerer einfacher
Gitter gebildet sind oder, wie im Falle der einatomigen Metalle, deshalb nicht
als einfache Gitter aufgefaBt werden kénnen?), weil die den Atomkern umgeben-
den Elektronen eine betrichtliche Verschiebbarkeit besitzen, so lassen sich die
Ergebnisse der klassischen Elastizitdtstheorie auf die Kristallgitter iibertragen.
Sie verlieren erst da ihre Giiltigkeit, wo die punktweise Verteilung der Masse
mit endlichen Abstinden der Gitterpunkte auf die Erscheinungen EinfluB ge-
winnt.

Die Annahme quasielastischer Krifte genﬁgt nicht mehr zur Erklirung der
thermischen Ausdehnung, wie man leicht an dem einfachen Schema der Abb. 1
erkennt. Im Abstand g, sollten sich die zwei Atome im Gleichgewicht befinden.
Halt man etwa das eine fest und st68t das andere an, so wird es um die Gleich-
gewichtslage schwingen. Wire die K, — K, darstellende Kurve eine Gerade
(quasielastische Kraft), so wiirde das Atom reine Pendelschwingungen ausfiihren,
da die Direktionskraft, d. h. der Quotient aus Kraft und Elongation konstant
wire. Der mittlere Abstand der Atome wiirde sich nicht dndern. Ein Grund zur
thermischen Ausdehnung des Kristalls infolge der thermischen Bewegung der
Atome wire nicht gegeben. Ist aber die Kurve fiirr K; — K, gekrummt wie in
Abb. 1, so nimmt die Direktionskraft des Atoms bei Entfernung von seinem Nach-
bar ab, bei Annidherung zu, die Elongation bei Entfernung vom Nachbar wird
groBer als bei Annaherung an ihn. Der mittlere Abstand der Atome wichst,
es tritt im allgemeinen eine Ausdehnung des festen Kérpers infolge der thermischen
Bewegung der Atome ein.

Wie aus dem Gesagten hervorgeht, hingt die thermische Ausdehnung aufs
innigste mit der Verdnderlichkeit der Direktionskraft zusammen. Diese muf
aber auch Abweichungen vom Hooxeschen Gesetz zur Folge haben, indem z. B.
die Dehnung beschleunigt, die Zusammendriickung verzégert mit dem Druck
wichst. Thermische Ausdehnung und Abweichungen vom Hookkschen Gesetz
sind also eng miteinander verkniipft [DEBYES3)].

1) Nzheres bei M. BorN, Dynamik der Kristallgitter, 1. Aufl. 1915.

2) M. BorN, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 570.

3) DEBYE, Vor’crage iber die kinetische Theorie der Materie und der Elektrizitat,
S. 17, B. G. Teubner 1914, . .



Ziff. 7. . Die zwischen den Atomen wirksamen Krifte. 11

7. Annahme von Kriften, die sich nach einer Potenz des reziproken
Atomabstands dndern. G.MIe?) hat in seiner grundlegenden Arbeit iiber die
kinetische Theorie der einatomigen Koérper die Annahme eingefiihrt, dal sowohl
die anziehende, wie die abstoBende Kraft zwischen zwei Atomen ein Potential
hat, das einer Potenz ihres Abstands umgekehrt proportional ist. Danach wire
die potentielle Energie zweier im gegenseitigen Abstande o ruhender Atome ge-
geben durch

: a
Q—m
wo sich der erste Summand auf die anziehende, der zweite auf die abstoBende
Kraft bezieht, 2 und 4 Konstanten sind?). Da ¢ die potentielle Energie dar-
stellt, die das einzelne Atom infolge der Nachbarschaft des anderen hat, so er-
hilt man fiir die potentielle Energie des Grammatom, sofern die zu ihm gehérigen
N-Atome in ihren fiir die jeweilige Temperatur geltenden mittleren Lagen als
ruhend angenommen werden,

a 1 b 1
S=——_—N — 4+ — -,
2 Z o™ + 2 N o"
wo o den Abstand eines bei der Summation festgehaltenen zentralen, d. h.
hinreichend weit von der Oberfliche entfernten Atoms von allen iibrigen be-
zeichnet. Uber die hinzutretende potentielle Schwingungsenergie s. Ziff. 13.
Es ist zweckmiBig, alle Abstinde ¢ auf einen Fundamentalabstand » zu

beziehen, der z. B. dadurch definiert werden mag, daf§ das Atomvolumen V = N#3
sei. Dann wird ) ’ '

b
pg=—2 42 1
o W

— —aN On
G =—aN %4 bN 2, , )

wo die iiber die Abstdnde eines Atoms von allen iibrigen gebildeten Summen
1 7\™ 1 r\"

Um=32(’g) > 011:52(‘9“) (3)

nur von der riumlichen Anordnung der Atome, d. h. von der Kristallstruktur und

von den Exponenten m und # abhingen. Die nahe der Oberfliche liegenden

Atome bleiben hier auler Betracht3).. Fithrt man noch das Atomvolumen V= N #3
ein, so wird :

m n
@:-———im—l——BT; A=aN3's,; B=0bN?''g,. (2a)
Vs Vs

Wir bemerken, dal 4 und B nur solange als Konstante betrachtet werden diirfen,
als die o konstant sind, d. h. nur dann, wenn keine Verzerrung des Kristallgitters
eintritt.

Da beim absoluten Nullpunkte (7" = 0) und beim #“uBeren Druck p =0
die Atome sich in einer Gleichgewichtslage befinden, so mufl hier @ ein Mini-
mum haben, woraus folgt

mac, nbo,  mA nB
e = ks @
0 7o . V(? Vég .

1) G. M1g, Ann. d. Phys. Bd. 11, S. 657. 1903; s. auch E. GRUNEISEN, ebd. Bd. 39,
S.257. 1912. _ - o

2) In ADbD. 1, Ziff. 6, ist m = 1, » = 3 angenommen.

3) Uber die Oberflichenenergie s. BorN, Atomtheorie usw.
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Mittels dieser Beziehungen lassen sich b und B durch 4 und A ausdriicken, wobei
7o und V,, die Werte von # und V fiir p = 0 und T = 0, als Konstante zu behan-
deln sind. Unter diesen Verhiltnissen wird die potentielle Energie des Grammatom

@Gz_aNyfnm %;mz_%n;m' (S)
0 'V03

Von den Exponenten s und # kann zunichst behauptet werden, dal3 # >m
ist (Ziff. 6). Eine zweite Aussage iiber m erhilt man durch die Bedingung, daf
on stark konvergent sein muB, d. h. daB schon die Summation tiber die nihere
Umgebung des zentralen Atoms mit groBer Niherung den Wert von g, ergibt,
denn die Erfahrung lehrt, daB die Nihe der Oberfliche die Energie eines Atoms
im festen Kristall nicht wesentlich beeinfluft. Sind also alle Atome einander
gleich und andere Kraftzentren nicht vorhanden, ist auch keine abschirmende
Wirkung der nichsten Nachbaratome vorhanden, so muB3 # >3 sein?). Andern-
falls kann diese Beschrinkung fortfallen. MIE rechnete mit m = 3, GRUNEISEN
hat auBler diesem auch den Fall betrachtet, daB die Wirkung entfernterer Atome
durch die nichsten Nachbarn abgeschirmt wird. Dann ist die Wahl von m un-
beschrinkt. Weder MIE noch GRUNEISEN haben iiber den Ursprung der Krifte
Annahmen gemacht, die Potenzgesetze sind bei ihnen nur eine Arbeitshypothese,
um die thermisch-elastischen Eigenschaften einatomiger fester Stoffe in theo-
retischen Zusammenhang zu bringen. So konnten die fiir die Atomkrifte charak-
teristischen Konstanten a, b, m und » giinstigstenfalls nur empirisch bestimmt
werden.

8. Sublimationswirme und Kompressibilitit einatomiger Stoffe beim abso-
luten Nullpunkt. Zwei zur Konstantenbestimmung brauchbare experimentelle
Moglichkeiten ergeben sich ohne weitere Annahmen. Erstens stellt der negative
Betrag von @, die Arbeit dar, welche notwendig ist, um die hier als unverinder-
lich angenommenen Atome eines Grammatoms aus dem Gitterverband in groBe
gegenseitige Entfernung zu bringen. Das ist aber die Sublimationswirme
beim absoluten Nullpunkt, welche einer angeniherten experimentellen Bestim-
mung zuginglich ist.

Zweitens 148t sich durch eine einfache Rechnung?) die Kompressibilitdt
beim absoluten Nullpunkt

__i@n
%o = Vo dplv=0, T=0

ableiten. Man erhilt3) (s. Ziff. 22)

e — 9rg*? _ 9V3+1 ©)
" mm—m)o,a  mn—m)A’ ’

und durch Kombination mit Glexchung (5) die Subhmatlonswarme

9 Vo

mu %,

— @y = (7)
Besonders diese letzte Gleichung erscheint wertvoll, da sie das Produkt der Ex-
ponenten 7 und # aus beobachtbaren GroBlen zu berechnen erlaubt.

9. Elektrostatische Kohision in heteropolaren Gittern. DaB die wesent-
liche Ursache der Kohdsion in einatomigen festen Korpern die CouLomBsche Kraft

1) Vgl. E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 39, S.266. 1912.
2) M. BorN u. A. Lanp%, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 20, S. 210. 1918
3) E. GRUNEISEN, L c. Gleichung (28) und (41).
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zwischen Atomionen und Elektronen sein kénne, hat zuerst HABER?!) ausge-
sprochen und durch Rechnungen belegt, die den Charakter von Dimensional-
betrachtungen haben. Er ging von der Vorstellung aus, daBl der feste Stoff ein
Raumgitter von Elektronen enthalte, in welches die Atomionen eingelagert sind.
Mit viel groBerer Berechtigung als auf einatomige Stoffe, deren konstruktiver
Aufbau aus Atomen und Elektronen noch recht ungeklirt ist (Ziff. 3), konnten
Borx und LaND£2) die Annahme elektrostatischer Kohidsion auf die hetero-
polaren zwelatomigen Salze iibertragen, nachdem bei diesen die zuerst von
MAaDELUNG erkannte Ineinanderstellung positiver und negativer Ionengitter dank
der BraGgGschen Rontgenstrahlenanalysen zur Gewi$heit geworden war. Aus der
CouromBschen Kraftwirkung der in den Gitterpunkten konzentriert gedachten
Valenzladungen der Ionen, die sich teils anziehen, teils abstoBen, resultiert im
ganzen eine Kohision, deren potentielle Energie pro Mol aus der potentiellen
Energie der Anziehungskraft in Ziff. 7 hervorgeht, wenn man setzt

m=1; a = ¢? (¢ = Elementarladung). (7a)

Den Fundamentalabstand » wollen wir wieder durch die Beziehung V = N#®
definieren, wo aber jetzt ¥V das Molvolumen ist.

In der Summe o, [Gleichung (3)] erhilt jedes Glied als Faktor noch das Produkt
der mit dem Vorzeichen der Ladung einzusetzenden Wertigkeiten w, des zentralen
Ions und w; des im Abstande g; befindlichen %-ten Ions, so daB

1 W, Wy,

Op = —7

2

(32)

k Ok

‘Wir erhalten also fiir die potentielle Energie der Kohision pro Mol fir T =0,
p=0
e2
@6 =—N Op 70' .

Zur Berechnung der Summen o, hat MADELUNG eine Methode angegeben,
deren sich BoRN und LANDE bedienen konnten. DaB trotz des niedrigen Ex-
ponenten m = 1 die o,, rasch konvergieren, rithrt von dem abwechselnden Vor-
zeichen der Reihenglieder her. Die o, [Gleichung (3 a)] sind fiir fiinf Gittertypen
berechnet worden3):

NaCl CaF, ZnS CsCl  Cu,O
om = 2,2017 7,3305 9,5324 2,0354 9,5044.

Damit sind fiir diese Typen die @&; genau bekannt, da  aus Molekulargewicht
M, Dichte s und LoscaMibTscher Zahl N = 6,06 - 1028 zu berechnen ist:

e
T AN/ \sN/ "

10. Elektrostatische Deutung der AbstoBungskraft auf Grund der Bour-
schen Atommodelle. In der obenzitierten Arbeit haben BorN und LANDE auch
einen einleuchtenden Grund dafiir angegeben, daB3 die elektrostatische Anziehung
von einer Abstofung begleitet ist, die einer hohen Potenz des Ionenabstands
umgekehrt proportional gesetzt werden kann. Wenn man nimlich die Ionen
nicht mehr, wie in Ziff. 9, als punktférmige Ladungen auffaBt, sondern ent-

sprechend den Vorstellungen von RUTHERFORD, BOHR, KOSSEL als Systeme mit
positivem Kern und umlaufenden Elektronen ansieht, so erscheint die Valenz-

1) F. HABER, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd 13, S. 1117. 1911.
%) M. BorN u. A. LaNDE, Berl. Ber. 1918, S. 1063.
3) M. BorN, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 746. Leipzig 1923.
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ladung nur als der UberschuB der Kernladung iiber die Gesamtladung der Elek-
tronen oder umgekehrt. Denn in groBerer Entfernung wirkt die Elektronen-
ladung dhnlich, wie wenn sie im Kern konzentriert wire, und zwar um so dhn-
licher, je geschlossener das Elektronensystem den Kern umgibt. In der Nihe
aber sind die Wirkungen des Kerns und der Elektronensysteme gesondert zu
betrachten. Sie fithren zu einem Potential in Form einer Reihe, die mit 4 e¢fg
beginnt und nach steigenden ungeraden Potenzen von 1/p fortschreitet, wenn o
der Abstand des betrachteten duBeren Punktes. vom Ionenkern ist. Das erste
Glied der Reihe, welches nach dem CouromBschen wesentlich in Frage kommt,
hat bereits einen hohen Exponenten und entspricht einer AbstoBung. Die Héhe
des Exponenten dieses Gliedes hingt von der Geschlossenheit und Symmetrie
des Elektronensystems ab. Unter sehr vereinfachenden Annahmen, nimlich Ver-
nachlissigung der Elektronenbewegung, ausschlieBliche Beriicksichtigung der
duBersten Elektronen, wihrend die inneren zum Kern gerechnet werden, An-
nahme der #uBersten Elektronen in den Ecken eines Tetraeders oder Wiir-
fels, gelingt es, den Exponenten # im Potential der abstoBenden Kraft 4 b/o" zu
berechnen. Dieser wird z. B. gleich 5 fiir Tetraederanordnung, gleich 9 fiir Wiir-
felanordnung mit parallelen Wiirfelflichen der Nachbarionen. Diese letztere mit
ihren 8 AuBenelektronen wird von BorN fiir die Alkali- und Halogenionen (auBer

-+
Li) als Ndherung benutzt?).

Die GroBe & enthilt die Dimensionen der um die Elektronenanordnungen
umbeschriebenen Kugeln (Ionenradien) und ist daher nicht bekannt. Fir die
potentielle Energie der AbstoBungskrifte pro Mol fiir T=0, p =0 gilt

@ =4No |

7o

und fiir die gesamte potentielle Energie pro Mol bei T =0, p =0

2
»@0=%+%’=—N("’"e —9‘3), | (8)

7 7
wofiir wir auf Grund der Gleichung (4), welche jetzt die Form hat
bo, oy
o nr,

, (42)

schreiben kénnen

- =E(-3)
®D,=—N v 1 ) (8a)

11. Gitterenergie und Kompressibilitit heteropolarer Gitter beim abso-
luten Nullpunkt?). Wenn man # als bekannt ansieht (s. oben) oder aus der Kom-
pressibilitit berechnet [Gleichung (9)] und 7, aus dem Molvolumen, so ist @,
vollig bestimmt. Das ist von gréBter Bedeutung, denn — @, stellt hier die Arbeit
dar, welche notwendig ist, um die Ionen aus dem Gitterverband (p = 0, T = 0)
in groBe gegenseitige Entfernung zu bringen (vgl. dagegen Ziff. 8). Diese. soge-
nannte elektrostatische GitterenergieliBt sich auch auf einem ganz anderen
Wege berechnen, nimlich aus der Bildungswirme des Salzes aus festem Metall
und gasférmigem Halogen, aus der Sublimationswirme deés Metalls, der Ioni-
sierungsenergie des Metalls, der Dissoziationswidrme des Halogens und der Elektro-
affinitidt des Halogens. Beide Arten der Berechnung fithren zu guter Uberein-

1) M. Bory, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 20, S.230. 1918.
?) M. BornN, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 733 ff.
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stimmung, wie in ds. Handb. XXIV ausfithrlich auseinandergesetzt isf, und
stiitzen damit die Annahme, daB in den einfachsten heteropolaren Verbindungen
die elektrostatischen Krifte fiir den Zusammenhalt des Gitters maBgebend sind.

Eine weitere Bestitigung hierfiir erhdlt man durch Berechnung der Kom-
pressibilitit », aus Gleichung (6) und (7a)

97
(n—1)ope®’ ©)

Mit # =9, den empirischen 7, und den MADELUNGschen Zahlen o, erhilt
man fiir die Na- und K-Halogene, sowie auch fiir FluBspat die Kompressibilitat
in der richtigen GréBenordnung. Setzt man umgekehrt die fiir gewdhnliche
Temperatur beobachteten » in Gleichung (9) ein, so folgt

NaCl NaBr NaJ KCl KBr KJ CaF,
n=784 861 845 886 978 931 74.

Die Inkonstanz von # kann auf verschiedene Ursachen zuriickgefithrt werden:
Bewegung der Elektronen, das Vorhandensein weiterer Glieder auf der rechten
Seite von Gleichung (8) u.a. m. Daf} der zu zweit genannte Umstand eine wesent-
liche Rolle spielt, haben FAjans und HERzFELDY) ndher begriindet. Indem sie
auBer dem AbstoBungsglied mit # = 9 noch Glieder mit der 5. und 7. Potenz
von 1/r, beriicksichtigten, in denen ebenfalls die Ionenradien vorkommen, gelang
es ihnen zunichst, eine der Gleichung (4a) entsprechende aufzustellen, aus der sie,
wie in Ziff. 5 beschrieben, Werte fiir die Ionenradien ableiteten, und dann mit
deren Hilfe Korrektionsglieder fiir @, zu-berechnen. SLATER hat versucht, die
» auf T =0 zu extrapolieren und aus den so erhaltenen », die # zu berechnen.
Seine Zahlen werden spiter in Tabelle 11 wiedergegeben.

Die Gitterenergie folgt auch aus Gleichung (7) mit m = 1.

ScHOTTKY?) hat gegen die vorstehende Ableitung der Gitterenergie einge-
wandt, daB die Ionen im Gitterverband und im Gaszustand nicht identisch wéiren.
Wenn man das Kristallgitter als System elektrisch geladener Teilchen auffasse,
von denen die meisten, nimlich die Elektronen, auch beim absoluten Nullpunkt
noch eine kinetische Energie besitzen, und man wende Arbeit auf, um die Ionen
beim absoluten Nullpunkt zu vergasen, so werde nach einem bekannten Satze
der statistischen Mechanik die kinetische Energie der Elektronen um den Betrag
der aufgewandten Arbeit verringert, wodurch die Ionen verdndert, und zwar ver-
groBert wiirden. Die Gitterenergie sei also nicht die potentielle Energie zwischen
ungednderten Ionen. Das ist wohl richtig, doch hat BorN darauf hingewiesen,
daB erstens die Anderung der kinetischen Energie, d. i. die Gitterenergie, nur
klein sei im Verhiltnis zum gesamten Energiegehalt der Ionen und zweitens die
Erfahrung entscheiden miisse, ob die angendherte Form des AbstoBungspoten-
tials — denn nur dies, nicht die Coulombsche Anziehung, dndert sich mit der
Gestalt der Ionen — der Verinderung der Ionen geniigend Rechnung trage.

‘Auch BripGMAN3) sieht in der bei Kompression eines festen Kérpers nach
ScHOTTKY eintretenden Zunahme der kinetischen Elektronenenergie einen Grund
zur Abnahme der Ionen- oder Atomradien, also eine.Begriindung zu der von
RicuARDS4) schon frith vermuteten Atomkompressibilitit. Er schlieBt daraus,
daB3 der Koeffizient b im AbstoBungspotential nicht konstant sei. Man kénne

M0=

1) K. FAJANS u. K. F. HerzrELD, ZS. f. Phys. Bd. 2, S. 309. 1920.

2) W. ScuoTTRY, Phys. ZS. Bd. 21, S.232. 1920; BorN, Atomtheorie des festen Zu-
standes, S. 737.

3) P. W. BrIDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 58, S. 165. 1923; besonders S. 2271f.

4) T. W. RICHARDS, Journ. chem. soc. Bd. 99, S. 1201. 1911 (Faraday Lecture); Journ.
Amer. Chem. Soc. Bd. 36, S. 2417. 1914.
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hierauf die Tatsache zuriickfithren, daB der AbstoBungsexponent # nicht nur
nicht konstant ist, sondern auch oft merkwiirdig kleine Werte bekommt (s. Tab. 10).

Born1?) ist es gelungen, fiir die einfachste Klasse regulirer Gitter (zentrische
Diagonalgitter) auBer der Kompressibilitit auch die Elastizititskonstanten c;;
und ¢;, = ¢4y formelmaBig durch #,, #, #» und die Elementarladung e darzustellen.

12. Elektrische Kohision in homéopolaren Gittern. Die AbstoBungskrifte
konnen in homd&opolaren Gittern wohl im wesentlichen ebenso erklirt werden,
wie in heteropolaren, nimlich durch die bei groBer Nihe der Atome iiberwiegende
elektrostatische Abstoung der duBersten mit dem Kern durch Quantengesetze
gekoppelten Elektronen?). Schwieriger und bisher noch recht unsicher sind die
Versuche, die Kohision in homéopolaren Gittern durch elektrische Krifte zu
deuten. Wir wollen hier nur auf einige dieser Versuche kurz eingehen, in denen
nach unserer Meinung ein richtiger Kern steckt.

HaBeR3) hat die schon am Fingang von Ziff.9 erwihnte Vorstellung vom
Aufbau einatomiger Metalle spiter wieder aufgenommen. Die ineinandergestellten
Gitter aus einwertigen Atomionen und Elektronen werden wie ein heteropolares
Gitter nach BorRN und LANDE behandelt. Aus den Formeln (8a) und (9) ergeben
sich mit Hilfe von Nebenrechnungen, auf die hier nicht eingegangen zu werden
braucht, Werte des AbstoBungsexponenten # von verniinftiger Gré8enordnung,
z. B. Cu 8,0; Ag 9,0; Alkalimetalle 2,4 bis 3,4. Nun sind freilich verschiedene
Griinde vorhanden, welche gegen die Annahme eines festen Elektronengitters
sprechen, besonders bei den Metallen. Aber auch wenn man, wie in Ziff. 3 am
SchluB angedeutet, dem Elektronengitter nur eine zeitweilige, ortlich begrenzte
Existenz und Ionen bindende Wirkung zuspricht, so bleibt doch die HaBERsche
Grundvorstellung von einer wesentlich elektrostatischen Kohidsion bestehen 4),

LanD£®) fithrt die Kohdsion homdopolarer, auch einatomiger Kristalle auf
die Annahme zuriick, daB die duBeren Valenzelektronen benachbarter Atome
synchron, d. h. dauernd in gleicher oder wenigstens bestimmt geregelter Phase
ihre Kerne umlaufen. DaB hierbei anziehende Krifte entstehen kénnen, macht
LANDE an folgendem einfachen Beispiel klar: Zwei neutrale H-Atome vom Radius
a, in einer Ebene im Kernabstand 7 nebeneinander liegend, geben, wenn die
gesamten Kreisbahnen gleichm4Big mit der Ladung e belegt aufeinander wirken
wiirden, ein AbstoBungspotential der Ordnung 1:75. Haben aber die krei-
senden Elektronen beider Atome dauernd die gleiche Phase (Abb. 2a), so wirken
die Atome in jedem Augenblick wie parallel gestellte Dipole aufeinander und
im Zeitmittel mit einem Anziehungspotential — a%¢2?:2#3. Besteht dabei
eine Gegenbewegung (Abb. 2b) der Elektronen, so ist das Anziehungspotential
dreimal so groB. In analoger Weise erhdlt nun LANDE in dem sehr viel kompli-
zierteren Fall des Diamantgitters und unter Zugrundelegung eines von ihm vor-
geschlagenen C-Atommodells ein Potential, das mit dem Gliede — const - #-5

1) M. BorN, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 696ff. u. 739. 1923.

%) Vgl hierzu P. DeBvE, Phys. ZS. Bd. 22, S. 302. 1921, wo nachgewiesen wird, wie
die AbstoBungskraft auch bei der fiir die Stabilitit des Atoms notwendigen Elektronen-
bewegung um den Kern zustande kommt.

%) F. HABER, Berl. Ber. 1919, S. 506 u. 990.

%) Vgl. auch die hiermit verwandten Untersuchungen von P. W. BRIDGMAN, Proc.
Amer. Acad. Bd. 58, S. 165. 1923, der die Hauptschwierigkeit in der Erklarung der Ab-
stoBungskraft zwischen Elektronengitter und Ionengitter sieht, und von J. J. THOMSON,
Phil. Mag. (6) Bd. 43, S. 721; Bd. 44, S. 657. 1922, der sich nicht auf einwertige Stoffe be-
schrankt, sondern eine der Wertigkeit des Atoms entsprechende Zahl von Valenzelektronen
in regelmaBiger Weise innerhalb des Atomionengitters fest anordnet und fir das ganze
System die potentielle Energie und die Kompressibilitiat elektrostatisch berechnet.

5 A.LaNDE, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 410. 1921; Bd. 6, S. 10. 1921; s. auch M. BorN u.
W. HEISENBERG, ebenda. Bd. 14, S. 44. 1923.
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beginnt, dem ein weiteres Anziehungsglied mit 7-7 und ein AbstoBungsglied
mit »~% folgt. Die Gitterkonstante des Diamanten wird auf etwa 109, richtig
erhalten. Die Sublimationswirme ergibt sich zu 262 kcal/Mol an Stelle der
von H. KouN beobachteten 168 kcal/Mol.t). In Ordnung ist also die LANDEsche
Theorie wohl noch nicht, doch enthilt der Grundgedanke des Gittersynchronismus
wahrscheinlich etwas richtiges und stelit einen beachtenswerten Versuch dar,
die Bewegung der Elektronen zu beriicksichtigen. Wir merken jedenfalls an,
daB ein Anziehungspotential #-3 oder #-% fiir homdopolare Gitter theoretisch

nichts Unwahrscheinliches an sich hat (Ziff. 7). :
' Noch eine dritte Méglichkeit, die Kohésion @i— @\4—
zwischen gleichartigen Molekiilen auf elektrische , ‘ ‘
Krifte zuriickzufiithren, ist besonders von KEE- a 5

som und DEBYE?) erértert worden. Wenn solche

Molekiile zwar elektrisch neutral sind, aber doch

elektrische Dipole oder Quadrupole enthalten 3), -

die entweder von vornherein im Molekiil vor- b

handen sind oder durch Polarisierbarkeit (De-

formierbarkeit) im elektrischen Felde der Nach- -
barmolekiile entstehen koénnen, so ziehen sich
die Molekille an. KEeEsom und DEBYE sehen
hierin den Ursprung der vAN DER WAALSschen
Kohision in komprimierten Gasen. Aber auch fiir den Zusammenhalt der
festen Stoffe, insbesondere der Molekiilgitter, wird man derartige Krifte als
Ursache annehmen konnen, wie BorN und KORNFELD?) an dem Beispiel der
Halogenwasserstoffe nachzuweisen versucht haben, deren geringe Sublimations-
wirme auf jene Erklirungsmoglichkeit hindeutet.

Diese ganzen Fragen der Kohision, insbesondere auch, ob der Forderung der
Chemie nach riumlich gerichteten Valenzkriften durch die elektrische Deutung
der Kriftc geniigend Rechnung getragen wird5), sind noch stark in der Ent-
wicklung begriffen.

Abb. 2. Zur Erklarung der Kohasion.

c) Der Energieinhalt fester Korper.

13. Die thermische Energie einatomiger Kristallgitter ohne Gruppen-
bildung. Die bisher besprochene potentielle Energie @ der in ihren Schwingungs-
mittelpunkten ruhend gedachten Atome ist nur ein Teil des gesamten Energie-
inhalts fester Korper. Ein anderer Teil wird durch die thermische Energie E
gebildet, d. h. durch.die Energie der Schwingungen, welche die Gitterbausteine
um ihre Ruhelagen ausfithren. Demnach ist der gesamte Energieinhalt eines
Mols des festen Kérpers bei der Temperatur T

U=®+E. ' (10)
Dabei ist E gegeben durch den Energiezuwachs, den das Mol gewinnt, wenn es

1) Nach neueren Versuchen von KOHN u. GUCKEL hilt Fajans die Zahl 147 kcal
fiir wahrscheinlicher: ZS. f. Elektrochem. Bd. 31, S. 63. 1925.

2) W. H. KeesoM, Phys. ZS. Bd. 22, S. 129, 643. 1921; Bd. 23, S. 225. 1922; P. DEBYE,
ebenda Bd. 21, S. 178. 1920; Bd. 22, S. 302. 1921.

3) Stimmt der Schwerpunkt der positiven elektrischen Ladungen eines Molekiils nicht
iiberein mit dem der negativen, so verhalt sich das Molekiil wie ein Dipol; fallen die Schwer-
punkte zwar zusammen, besitzen die Ladungen aber elektrische Trigheitsmomente, so ver-
halt sich das Molekiil wie ein elektrischer Quadrupol.

4) M. BorN u. H. KornNFELD, Phys. ZS. Bd. 24, S. 121. 1923. | }

5 Dies wird besonders von W. NERNST bezweifelt. Vgl. dessen Theoretische Chemie,
8. bis 10. Aufl. 1921, S. 437ff.; dagegen M. Born, ZS. f. Elektrochem. Bd. 30, S. 382. 1924

Handbuch der Physik. X. 2



18 Kap. 1. E. GRUNEISEN: Zustand des festen Korpers.

vom absoluten Nullpunkt aus bei konstant gehaltenem Volumen bis zur Tem-
peratur T erwirmt wird. Ob hier das Volumen V oder V' konstant gehalten wird,
macht wenig Unterschled Wir setzen

E=~fc,,dT. (11)

Wie schon in Ziff. 6 angedeutet wurde, kann die Direktionskraft des Atoms
unter dem Einflufl der Nachbaratome nicht konstant sein, weil es sonst keine
thermische Ausdehnung geben wiirde. Trotzdem darf bei nicht zu hohen Tem-
peraturen, solange also die Anderung der Direktionskraft mit der Amplitude
nicht merklich ist, die mittlere kinetische Energie gleich der mittleren potentiellen
Energie der Atome in bezug auf ihre Schwingungsmittelpunkte gesetzt werden
wie fiir jede reine Sinusschwingung; E ist also mit der angegebenen Einschrin-
kung zur Hilfte kinetische, zur Hilfte potentielle Energie. Hierauf beruht die
von BorLTzMANN?Y) und spiter von RicHARZ?) gegebene Begriindung des Dulong-
Petitschen Gesetzes. Denn unter Annahme des Gleichverteilungssatzes der
Energie wiirde E fiir das Grammatom eines einatomigen festen Korpers doppelt so
grof sein miissen wie die mittlere kinetische Energie eines Grammatoms im idealen
Gaszustand, also E.=2:4RT =3 RT; Cy=3R=15,96 cal/Grad. DaBl das
Experiment die Konstanz der Atomwirme héchstens fiir ein beschrinktes Tem-
peraturgebiet ergeben hat, nach tiefen Temperaturen hin aber einen starken
Abfall bis zum Verschwinden in der Nihe des absoluten Nullpunktes3), und daB
sich dieses Verhalten in weitgehendem MaBe erkliren 148t, wenn man statt des
Gleichverteilungssatzes der Energie die Quantentheorie zugrunde legt, wird in
anderen Teilen dieses Werkes ausfithrlich dargelegt. Wir konnen hier nur die-
jenigen Ergebnisse kurz wiederholen, welche fiir das Folgende wesentlich sind.

Den Ausgangspunkt der neueren Theorie der spez. Wirmen bildete EIN-
STEINS Formel fiir ein monochromatisch schwingendes Grammatom

E= 3RTP(vT@~); Px) = —— - (PLanc), (12)

wo ©-mit der Frequenz » des Atoms und mit den PLANCKschen Strahlungskon-

konstanten % und 2 = R/N durch die Beziehung @ = hv/k zusammenhingt und

eine fiir die Anderung des Energiegehalts des betreffenden festen Kérpers charak-

teristische Temperatur bedeutet. Fiir die Atomwirme folgt aus Gleichung (12)
x2 6%

also eine Funktion, welche vom Werte 0 fiir T = 0 aus um so langsamer zum
Grenzwert 3 R fiir groBe T ansteigt, je héher die Frequenz » oder die charakte-
ristische Temperatur © ist. Obwohl sich die Fruchtbarkeit des EINSTEINschen
Ansatzes insofern klar erwies, als sich der Abfall der Atomwirme einatomiger
fester Korper nach einer universellen Funktion von O/T ziemlich gut bestatigte,
geniigte doch die Form der Funktion H (x) keineswegs.

Eine sehr befriedigende Anniherung an das Experiment erreichte DEBYEY),
indem er annahm, dal die Wirmeschwingungen nicht monochromatisch seien,

(12a)

1) L. BoLtzMANN, Wiener Ber. Bd. 63, 2. Abt.,, S. 731. 1871.

%) F. RicHARz, Wied. Ann. Bd. 48, S. 708. 1893.

3) Vgl. W. NErNsT, Die theoretischen und experimentellen Grundlagen des neuen
Warmesatzes, 2. Aufl.,, Halle 1924. .

4) P. DEBYE; Anr. d. Phys. (4). Bd. 39, S. 789. 1912 die Ausrechnung der Funktionen
D (») und G () s..daselbst und bei W. NERNsT, Grundlagen des neuen Wirmesatzes.



Ziff. 13. Der Energieinhalt fester Korper_ 19
sondern das gesamte Gebiet der elastischen in dem Korper méglichen Schwin-

gungen umfassen. Er erhielt fiir die Schwingungsenergie des Grammatoms eines
einatomigen, isotropen Stoffs die Formeln

_ 0). I

E=3RTD(): D(x>—x3/g;_1d5 (13)
0

und fiir die Atomwirme

3%

e —1°

z
0 12 z3
0

Dabei bedeutet jetzt die Frequenz », welche mit 4/k multipliziert die charakte-
ristische Temperatur @ des Stoffes liefert, eine obere Grenze des elastischen
Schwingungsspektrums, deren Existenz sich leicht als notwendig erkennen 148t.
Sie wird etwa erreicht sein, wenn benachbarte Atome mit 180 ° Phasenverschiebung
gegeneinander schwingen. Indem DEBYE annahm, daB selbst fiir diese héchste
Grenzfrequenz noch die gleiche Geschwindigkeit elastischer Wellen gelte wie fiir
langsame akustische Schwingungen, und indem er weiter nur eine mittlere Schall-
geschwindigkeit % einfiihrte, die mit den Geschwindigkeiten fiir longitudinale
Wellen #; und transversale Wellen #; zusammenhingt durch

(13a)

1 1 1 1]
“av?[zu—ﬁu—?x

erhielt er die einfache Beziehung

o b Z1/3N

RV aav (14)

mittels deren also die charakteristische Temperatur oder Grenzfrequenz der
Atomschwingungen sich aus den elastischen Eigenschaften des Stoffs berechnen
lassen soll.

Von besonderer Einfachheit ist nach DERYE der Verlauf der Atomwirme
in tiefster Temperatur. Ist T' << O, so gilt mit weniger als 19, Fehler
_3a* R . _12a* R
=5 e It Cy= : @3T . (15)
Die Gleichungen (13), (13 a) und (415) sind von NERNST und seinen Mitarbeitern
fiir einatomige reguldr kristallisierende Stoffe gut bestitigt worden, weniger
sicher ist die Giiltigkeit von Gleichung (14) (s. spiter).

Die strengere BorNschel) Formulierung der Theorie der Atomwirme fiir
einatomige Kristallgitter ohne Gruppenbildung (Ziff. 3) trennt die longitudinalen
und transversalen elastischen Wellen und beriicksichtigt die Anderung ihrer
Geschwindigkeiten mit der Richtung im Kristall. Sie ergibt nach Integration
iber den Raumwinkel ©

sorrXo(2)42 emn3e(2)42

E

1) M. BorN u. TH.v. KARMAN, Phys. ZS. Bd. 13, S. 297. 1912; im fibrigen M. BoRN,
Atomtheorie des festen Zustandes, S. 645ff.

2%



20 Kap. 1. E. GRUNEISEN: Zustand des festen Korpers.

ibernimmt aber fiir @; als erste Néherung die DEBYEsche Formel
h 3N

EY anv

wo § die Wellenart bezeichnet und © und « noch von der Richtung abhingen.
Auf eine Anderung der Schallgeschwindigkeiten mit der Wellenlinge (elastische
Dispersion) ist auch hier keine Riicksicht genommen, worin noch ein Mangel
der Gleichung (14a), insbesondere bei Anwendung auf nicht reguldr kristalli-
sierende einatomige Stoffe zu liegen scheintl), fiir welche die Gleichungen (10)
sonst gelten sollten.

Die Grenzgesetze (15) bleiben auch nach BorN und v. KARMAN in tiefen
Temperaturen giiltig, wenn man unter @ einen geeigneten Mittelwert versteht.
In hoheren Temperaturen ist aber die Atomwéirme nicht notwendig durch den-
selben oder iiberhaupt nur durch einen @-Wert darstellbar.

14. Die thermische Energie der iibrigen Kristallgitter. Mehratomige
Gitter ohne Gruppenbildung fiigen sich denselben Gesetzen wie die soeben be-
sprochenen einatomigen Gitter, wenn die Massen der Verbindungskomponenten
einander nahe gleich sind (z. B. KCl). Das ist experimentell von NERNST und
seinen Mitarbeitern festgestellt und auch theoretisch verstindlich. Sind dagegen
die Massen sehr verschieden, so bildet das elastische Spektrum nicht ein einziges
durch die Grenzirequenz abgeschlossenes Gebiet ,,akustischer’ Schwingungen,
sondern es besitzt noch mehr oder weniger abgetrennte, in erster Naherung als
monochromatisch zu behandelnde Spektralzweige hoéherer Frequenz?), deren
Anzahl fiir ein p-atomiges Gitter hochstens 3 (p — 1) ist.

Ahnliches gilt fiir die Gitter mit Gruppenbildung, mdgen sie einatomig (w1e
bei Schwefel) oder mehratomig sein. Fiir sie hat schon NERNST gezeigt, daf
man innerhalb der fester gebundenen Gruppen gleichsam monochromatische
Schwingungen annehmen miisse, deren Energiebeitrag durch Gleichung (12) wieder-
gegeben werden kénne. Zu formell dem gleichen Ergebnis kommt die BorNsche
‘Theorie mehratomiger Gitter3), nach der sich die thermische Energie eines p-ato-
migen Koérpers pro Mol angendhert darstellen lassen sollte durch

E:RT{;’/D(%)Z—eré’P(%)} | 1)

und die Molwérme durch

cV=R{ch(@’) Z (% )} (174)

Die Glieder, welche durch § = 1 bis 3 gekennzelchnet sind, beziehen sich auf
die Beitrige der longitudinalen und zweier transversaler Schwingungsspektren,
ihre ©; hiangen von der Richtung im Kristall ab; die durch § = 4 bis 3 p gekenn-
zeichneten Glieder sind die Beitrige der mehr oder weniger monochromatisch
wirkenden inneren Schwingungen, die sich unter Umstinden durch die metallische
Reflexion im ultraroten Gebiet bemerklich machen (Reststrahlen).

15. Die thermische Energie in hoher Temperatur. Die Formeln der
vorigen Abschnitte setzen voraus, daf8 die Atome quasielastisch schwingen, was
nur bei kleinen Schwingungsamplituden, dlso in tiefer Temperatur, der Fall ist.

6, = (14a)

1) E. GRUNEISEN u. E. Goens, ZS. {. Phys. Bd. 26, S.250. 1924.
2) M. BorN u, TH. v. KARMAN, Phys. ZS. Bd. 13, S. 297. 1912.
3) M. BORN, Atomtheorie des festen Zustandes S. 646.
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Bei groBeren Amplituden giit das HookEsche Gesetz nicht mehr (Ziff. 6) und des-
halb muB z. B. die Atomwéirme eines einatomigen festen Korpers in hoher Tem-
peratur iiber den aus Gleichung (13 a) oder (16) folgenden Grenzwert 3 R = 5,96 cal
ansteigen. Hierauf hat bereits RiCHARZ?!) vor langer Zeit hingewiesen. BORN
und Bropy?) berechneten den EinfluB des anharmonischen Charakters der
Schwingungen und erhielten fiir die Atomwirme eines einatomigen festen Kor-
pers in hoher Temperatur

Cyr=3R[1 —63RT].

o ergibt sich auch theoretisch als wahrscheinlich negativ. Die Atomwirme Cy
soll also geradlinig mit wachsendem T ansteigen, und zwar so, als ob dieser An-
stieg vom Werte 3 R bei T = 0 aus dauernd beibehalten wiirde. Die Priifung
an Platin und Kupfer scheint diesen Verlauf zu bestitigen3). Niheres s. diesen
Band, Artikel SCHRODINGER

d) Die Zusfandsénderung’en fester Korper.

16. Freie Energie und Entropie fester Korper. Alle Fragen, welche die
Zustandsinderungen fester Korper betreffen, lassen sich prinzipiell beantworten,
wenn eine der charakteristischen Funktionen, die man als freie Energie oder
Entropie bezeichnet, bekannt ist. Wir wollen von der freien Energie ausgehen
und wihlen zum Ausgangspunkt wiederum die aus der Pranckschen Theorie
folgende Formel fiir die freie Energie eines Resonators?)

=kTF(—?~), wo F(x) =1log(1 —e?).

Hieraus ergibt sich die freie Energie eines monochromatisch schwingen-
den Grammatoms?®) eines einatomigen festen Kérpers

F— @+3RTF<?>,. | : (18)

Die potentielle Energie @ der in ihren Schwingungsmittelpunkten ruhend ge-
dachten Atome ist bei konstant gehaltenem Volumen von 7 unabhingig. Dem-
nach ergibt sich fiir die Entropie

s==n),-smplF) -7 W

Die Annahme monochromatischer Schwingungen trifft, wie wir sahen, mit
einer gewissen Annéherung nur fiir die inneren Schwingungen von Atomgruppen
zu. Fir die Wirmebewegung der Atome hat man aber nach DEeBYES) das
gesamte elastische Frequenzspektrum zu beriicksichtigen und erhilt bei An-
nahme der Isotropie und eines einzigen mittleren © (entsprechend der DEBYEschen

1) F. RicaArRz, Wied. Ann. Bd. 48, S. 708. 1893.

%) M. BorN u. E. Bropy, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 132. 1921; <. auch E. SCHRODINGER,
ebenda Bd. 11, S. 170, 393. 1922.

%) A. Macnus, ZS. f. Phys. Bd. 7, S. 141. 1921; G.v. Hevesy, ZS. {f. phys. Chem.
Bd. 101, S. 337. 1922.

4) Zum Beispiel M. PLaNCK, Theorie der Warmestrahlung. 4. Aufl. 1921, S. 127 u. 203.

5) L. S. ORNSTEIN, Proc. Amsterdam Bd. 14, S. 983. 1912.

%) P. DEBYE, Gottinger Vortriage 1914, S. 29.
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Grenzfrequenz) fiir die freie Energie des einatomigen festen Kérpers
. o/T

F= Q5+3RT-3(—1—(;«)3/F(x)x2dx
0

_ @+3RT[F(~?>_%D(%>}

und fiir die Entropie des einatomigen isotropen festen Koérpers

s omfio(@) e e

Die Entropie 1st also auch hier eine Funktion von O[T .

Im allgemeinen Falle eines p-atomigen festen Korpers, dessen thermische
Energie sich nicht durch eine Grenzfrequenz (©) wiedergeben 1iBt, sondern nach
Gleichung (16) oder (17), hat man nach Born?) die freie Energie aus Gleichung
(18) und (20) zusammenzusetzen und tiber F und D in (20) rdumliche Mittelwerte
zu bilden, wodurch man folgenden, allerdings auch nur angenihert giiltigen Aus-
druck erhilt: Die freie Energie eines beliebigen Kristallgitters, dessen
kleinste Zelle, aus der das Gitter aufgebaut werden kann, p Atome enthilt,
ist pro Mol

o mr 3 ()~ 0[] 42 + e Ze(2). n

Die Entropie ist in diesem Falle

= ~(2F) -3 [40(2) A )] 22 5 STr ) -+( ) o

=4

 17. Die Zustandsgleichungen fester Korper. TFiir einen einatomigen iso-
tropen festen Korper ergibt sich die gewShnliche Zustandsgleichung aus Gleichung
(20) nach der bekannten thermodynamischen Bezichung

(22,

Y Y C B

oder mit Riicksicht auf Gleichung (13)

iy dlog O
(’5 + aV) V=g £

Wenn man unter E irgendeine Funktion von ©/T versteht und nicht die spezielle
DEBYEsche Form, so ist Gleichung (24 a) wesentlich identisch mit der von MiE?)
und GRUNEISENS) aus dem Virialsatz und unter Annahme der Potenzkraftgesetze
fiir @ [s. Gleichung (2) und (2a)] abgeleiteten Zustandsgleichung. Die Deutung

zu

(244a)

1) M. BorN, Atomtheorie des festen Zustandes, Gleichung (317), S. 678. 1923.

2) G. Mig, Ann. d. Phys. Bd. 11, S. 657. 1903, Gleichung (28).

3) E. GRUNEISEN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 13, S. 836. 1911, Gleichung (1) u. S. 843;
Ann. d. Phys. Bd. 39, S.257. 1912; Rapport du Conseil de Physique Solvay 1913, Paris
1921, S. 243.
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des Faktors von E als des negativen Quotienten aus den relativen Anderungen
der Atomfrequenz und des Volumens gab GRUNEISEN. Die Ableitung der Gléichung
aus der Entropie stammt von RATNOWSKY 1), aus der freien Energie von DEBYE2).

Die Zustandsgleichung (24 a) gilt fiir beliebige Formen von @ und E, wenn
nur E durch eine einzige charakteristische Frequenz bestimmt ist. Sie darf also
auch fiir einatomige regulire Kristalle ohne Gruppenbildung als giiltig- angesehen
werden, wenn sich deren Atomwirme durch die DeEBYEsche Gleichung (13 a)
darstellen 148t.

Um auch mit Gestaltsinderung verbundene Zustandsinderungen beriick-
sichtigen zu kénnen, hat man @ als quadratische Form der 6 Deformationskom-
ponenten x,, ¥y, 2, ¥;, %, %, anzusetzen, auch @ als von diesen abha.nglg an-
zusehen und die Beziehungen zu benutzen

_ _9(FV) _ _9(FV)
Xx‘—"_'—a_x;-_’ Yy——-‘—‘—a—j’;‘—, LRI
y,__ 2EM)

oy, .

Man erhilt auf diese Weise aus Gleichung (20) 6 Zustandsgleichungen3) .
‘ _8(P[V)  olog® E ,
. 0%, 0x, V' (25)

&

X, =~

Die Zustandsgleichungen verlieren sofort an Einfachheit und Ubersicht-
lichkeit, wenn wir zum Falle eines beliebigen Kristallgitters ibergehen, dessen
freie Energie pro Mol durch Gleichung (22) gegeben ist. Man erhilt dann an Stelle
der Gleichungen (25)

Xz=_6(¢/V)~RTZ[610g@ ()d[) RT X 810g@JP<@

0%, 4n V& 0,

T)’ (26)

Man erkennt, da diese Gleichungen nur dann in die einfache Form der Glei-

) 1 ;

——%@’— von der Rich-
z

tung im Kiristall und von der Art der Schwingung unabhingig einen konstanten

Wert hitten. Denn dann trite dieser vor die Raumintegrale und Summen X

chungen (25) iibergehen konnten, wenn die Faktoren

als gemeinsamer Faktor von —f/:— [s. Gleichung (1L7)]. Im allgemeinen werden

jene Faktoren aber fiir verschiedene Richtungen und Schwingungsarten ver-
schieden sein.

18. Verdnderlichkeit der Atomfrequenzen bei Deformationen. Frequenz-
formel von MADELUNG-EINSTEIN. Aus der Form der Zustandsgleichungen des
festen Korpers geht hervor, welche ausschlaggebende Rolle bei den Zustands-
inderungen die Verinderlichkeit der Atomfrequenzen bei Deformationen des
festen Korpers spielt. Wir miissen versuchen, iiber diese Verinderlichkeit Auf-
schluB zu erhalten. Was zunichst die Grenzfrequenzen des elastischen Spektrums
betrifft, so kénnte man meinen, die Frage nach der Verdnderlichkeit von © oder

1) S. RarNowsKY, Ann. d. Phys. Bd: 38, S. 637. 1912.

%) P. DEBYE, Gottinger Vortrage iiber die kin. Theorie der Materie, S. 17. 1914.

%) R. OrTvAY, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S.773. 1913 P DEBYE, 1 c. unter 2);
K. FORSTERLING, Ann. d. Phys. Bd. 61, S. 549. 1920.-
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©); sei in den Gleichungen (14) und (14 a) mit beantwortet. Das ist jedoch nicht
der Fall, weil diese Gleichungen das Hooktsche Gesetz zur Voraussetzung haben
und es sich hier gerade um die Veridnderlichkeit der elastischen Konstanten bei
einer Deformation, also um die Abweichungen vom Hookeschen Gesetz handelt.

Eine Moglichkeit zur Beriicksichtigung dieser Abweichungen gibt uns der
Ansatz der Potenzgesetze fiir die Atomkrifte (Ziff. 7—12). Indem wir beziiglich
einer strengeren Darstellung auf BORNS Atomtheorie des festen Zustandes?) ver-
weisen, begniigen wir uns hier, eine hinsichtlich des Absolutwertes zwar rohe,
hinsichtlich des Einflusses einer Voluminderung aber hinreichend genaue Be-
rechnung der Grenzfrequenz eines einatomigen festen Korpers aus den Potenz-
gesetzen abzuleiten?).

Es werde angenommen, dafl alle Atome auBler einem festgehalten sind.
Dieses cine werde um £ aus seiner Ruhelage verschoben, wodurch die potentielle
Energie 4 D {? entstehe (D = Direktionskraft). Ist u die Masse des Atoms,
so kann es unter dem EinfluB} der iibrigen Atome Schwingungen ausfithren mit
der Frequenz —

1 D
y=— /=
2a) u
Nach den Potenzgesetzen der Ziff. 7 wirkt zwischen zwei Atomen im Abstande o

die Kraft
ma nbd

f(9)=_9m+1 +E)m-

Ist N, die Anzahl der Atome eines reguliren Gitters im Abstande g, von dem
schwingenden Atom und ¢, der Winkel der Verbindungslinie zum schwingenden
Atom mit der Schwingungsrichtung ¢, so ist die zuriickziehende Kraft

— D¢ = D'{ep+ ) — fop — &)} Nycos? 9,
p .

oder angenihert

—D¢=2¢ D' (0,) Nycos? 9y,
»

wenn die Summe iiber die Atome eines Halbraumes erstreckt wird. Bei Summation
iiber den ganzen Raum und Einfilhrung des Wertes von f(g¢) und des Funda-

3~
mentalabstandes 7 = V’ZI\/T folgt

m(m -+ 1) n(n+1)

gz Sm —{———-—-—~——7n+2 bs,,

wo s, entsprechend s, gebaut ist und

y \nt2
S, = 2 (—é—) N, cos?
» 14

nur von # und der Gitterstruktur des festen Korpers abhéingt. Eliminiert man b
mittels Gleichung (4) und setzt mit Ricksicht auf Gleichung (3)

y n+2
2 (Q—) N,cos??,

D=—

Sp )
Yn=—""=

o 1 (=)
2 2 ©p
- P
1) S. 674f.

%) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 39, S.257. 1912.

(27)



Ziff. 18. Die Zustandsanderungen fester Kérper. 25

so ergibt sich schliellich

1 D mao 7o\~ ™

Indem man hier die Gleichung (6) benutzt, kann man schreiben

e oot 0w () — o nwa (%))

- 472 (n — m) px,

wodurch die Atomfrequenz wiederum mit den elastischen Eigenschaften des
Stoffes, in diesem Falle allerdings nur mit dem Grenzwert der Kompressibilitidt
fir T = 0, p = 0 in Zusammenhang gebracht ist, wihrend DEBYES Formel (14)
die Schallgeschwindigkeiten und damit auch die iibrigen Elastizitdtskonstanten
enthélt (beim isotropen Stoff also noch das Verhiltnis von Querkontraktion zu
Liangsdilatation).

Fiihrt man noch das Atomvolumen ¥V = N#3 und das Atomgewicht M = N p
ein, so 14Bt sich Gleichung (29) schreiben

1
2 y3
2 _— 2N3 0
% 2N Wy’ (29a)
wo der Zahlenfaktor
AR A
3
o 0w (%) — it 1y (72)

jedenfalls von der GroBenordnung 1 ist, sich aber mit dem Volumenverhiltnis
V :V, andert.

Die Annahme der Potenzgesetze beeinfluBt nur den Faktor z2. Abgesehen
von diesem ist Gleichung (29a) identisch mit der zuerst von MADELUNG?Y) fiir
Halogensalzgitter, spiter von EINSTEIN?) fiir einatomige Stoffe aufgestellten
Formel, die sich zur Berechnung der Grenzfrequenz fiir die Darstellung der
beobachteten Atomwirmen verwerten 148t, wenn man etwa 22 = 0,13 setzt.

Was die GroéBe der Zahlen v, und v, betrifft, die durch Gleichung (27)
definiert sind, so konnen fiir groBes # die Summen im Zihler und Nenner schon
nach Beriicksichtigung der nichsten Nachbaratome abgebrochen werden, so daf
vy, unabhingig von » wird. Mit abnehmendem Exponenten aber miissen
auch entferntere Atome beriicksichtigt werden, besonders im Nenner von v,
wodurch dieser wesentlich groBer wird als der Zahler. In dem von Mik und GRUN-
EISEN betrachteten Falle m 3, der sich nach Ziff.12 fiir homdoopolare Stoffe
theoretisch vielleicht begriinden lieBe, wird 6, > su, Yn<<yy,, so dall

2 1 n+2
o O+ 1y, _m_(@)”“z 9(n+ 1)y, N> V§ (I’,O) 3 (20D)
4% (n —m) pay \7 472 (n—m) M x,

4

Unter der genannten Voraussetzung v,, < v,, die wohl auch fiir die einfachsten
reguldren Ionengitter ohne Gruppenbildung zutrifft, wird also die relative An-
derung der Grenzfrequenz v oder der charakteristischen Temperatur ® = % y/k mit
dem Atomabstand oder Volumen gegeben durch

dlogy _ dlog® =n+2 ~  dlogy  dlog® ~ n+2
dlogr ~  dlogr = 2 ° dlogV ~ dlogV _'T 6
1) E. MADELUNG, Gottinger Nachr. 1909, S. 100; 1910, S. 43; Phys. ZS. Bd. 11, S. 898.

1910; s. auch W. SUTHERLAND, Phil. Mag. (6) Bd. 20, S. 657. 1910.
?) A. EINsTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 34, S.170. 1911.

(31)




26. Kap. 1. E. GRUNEIsEN: Zustand des festen Korpers.

Die relative Frequenzinderung wird also ein niedrigzahliges Vielfaches der
relativen Voluminderung, wobei der Zahlenfaktor p in einer einfachen Beziehung
zum Exponenten der AbstoBungskraft steht, Die Zahl y ist von der GréBen-
ordnung 1 und unter den gemachten Annahmen fiir jeden Stoff eine Konstante.
Stoffe mit gleichen AbstoBungsexponenten sollten das gleiche y besitzen.

Fiihrt man nicht die Annahme vy, <y, €in, so erhilt man aus Gleichung
(29a) allgemeiner?) ’

dlogv 1 (m+1)(m+2)y, — (m+1)(m+ 2)yn,

alog? ~7 6 5+ Dy (m+ 1y - 62
Es ist leicht einzusehen, daB bei festgehaltenem # im Falle der Vernachldssigung
von y,, der Wert von y kleiner herauskommt, als wenn ,, merkliche Betréige hat.
Denn im Zihler von (32) ist das zweite Glied im Verhiltnis zum ersten kleiner
als im Nenner. Der Nenner wird relativ stirker vermindert. als der Zihler,
y wichst mit wachsendem EinfluB des Strukturfaktors Wn- Im Grenzfalle Ym = Y

wird

Im allgemeinen hingen die @ nicht allein vom Volumen, sondern von allen
6 Deformationskomponenten x,, ¥,; 2, ¥,=2,, % =%,, %, =21Y,, durch
die eine beliebige Deformation beschrieben werden kann, ab. Der bisher betrach-

teten Grofe y = — %%/Q entsprechen die partiellen Differentialquotienten
0log O - _'Glog@ , - dlog® |+
rz = ox, ° Vyy = — ayy PR Yoy = — axy . (34)

Diese. Koefflz1enten sind im allgememen fir jede Schwingungsart verschieden
und fiif das elastische Frequenzspektrum von der Richtung der Welle im Kristall
abhingig. Uber ihre Zahlenwerte 1iBt sich theoretisch nur weniges sagen?).
Fiir reguldre einatomige Gitter, bei denen man meist mit ¢inem @ aus-
kommt, gilt
sz = VYyy = V2ez = V>
denn es ist bei einer Volumeninderung (y, = z, = %, = 0)

A@
@ = Yoz ¥z + Vyy Yy + Y2 =7y

=7ty +a).

Fiir regulire Ionengitter ohne Gruppenbildung werden zwar im allgemeinen
mehrere @ fiir die thermische Energie maBgebend sein, aber gleichwohl wird man
als Naherung annehmen diirfen, daf3

(yj)zx = (yj)yy = (y]')zz =7 (3;)
und alle y;,(f = 1,2,...3p) einander gleich sind.
Fiir nichtregulire Gitter ohne Gruppenbildung sind y,,, ¥4y, 7. im allgemeinen
verschieden, aber doch von gleicher GréB8enordnung.
Hat ein Gitter Atomgruppen, welche in sich stirker gekoppelt sind als die
Gruppen untereinander, so werden durch eine Voluminderung oder andere
Deformationen die Abstinde der Atome innerhalb der Gruppen weniger stark

1) E. GRUNEISEN, Ann.d. Phys. Bd. 39. S. 269. 1912, Gleichung (11a). Eine strengere
Berechnung der GroB8e p fiir zentrische Diagonalgitter gibt BorN, Atomtheorie des festen
Zustandes, S. 691 ff.

2) Vgl. hierzu P. DEBYE, Vortrage iiber .die kin. Theorie der Materie und der Elek-
trizitat, S.40. 1914.
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verindert werden als die Abstinde der Gruppenschwerpunkte, zwischen denen
verhiltnismaBig schwache Krifte wirksam sind. Daher werden auch die auf
der starken Koppelung innerhalb der Gruppen beruhenden hohen Frequenzen,
denen die 6; (j = 4, . .. 3p) der Gleichungen (17) und (17 a) entsprechen, sicherlich
weniger beeinfluBt werden als die verhiltnismiBig niedrigen DEBYEschen Grenz-
frequenzen des elastischen Spektrums, fiir welche die lose Koppelung zwischen
den Gruppen maBgebend ist. Wir kénnen es also je nach der Art der Schwin-
gungen mit ganz erheblich verschiedenen y-Werten zu tun haben. Sehen wir
von den Unterschieden in den drei Richtungen x,y,z ab, so miissen wir ver-
muten, daB die y; (j =4, ... 3p) wesentlich kleiner sein kénnen als die y,(j =1, 2, 3),
und das um so mehr, je fester die Koppelung innerhalb der Gruppen ist, und
wir kénnen ferner annehmen, daB die y; (f = 1, 2, 3) etwa die gleiche Grée haben
miissen wie die y fiir regulire einatomige Gitter ohne Gruppenbildung.

Die vorstehenden Betrachtungen sind zwar nur qualitativer Art und ent-
behren noch eines festen Fundaments, sie werden uns aber bei der Deutung der
Folgerungen aus den Zustandsgleichungen von Nutzen sein.

19. Zustandsgleichung fiir isotrope oder reguldr kristallisierende ein-
atomige feste Korper bei Annahme der Potenzkraftgesetze. Aus Glei-
chung (24a) folgt nach Einfilhrung des Wertes von & aus Gleichung (2a) und

desjenigen fir — z}lf)oi—g aus Gleichung (31) die Zustandsgleichung
4 n B 2
S i vl L 39
.V‘3— +1 V—3* +1

Setzt man hier E = 3 RT, m = 3, so hat man die Miesche Zustandsgleichung.
Statt (36) werden wir abkiirzend schreiben

PV +G(V)=yE, (37)
WO
A n B
G =5 =5 (38)
, 183 18
In Ubereinstimmung mit Gleichung (4) ist also fiir p =0 und 7 =0
G(Vy =0. (38a)

20. Zustandsinderung bei konstantem Volumen. Einatomige regu-
lire Kristalle. Wenn wir einen festen Korper, dessen thermische Energie E sich
durch eine einzige charakteristische Temperatur © darstellen 148t, bei konstant
gehaltenem Volumen erwirmen, so gilt, gleichgiiltig welche spezielle Form @
haben mag, nach Gleichung (24a)

c‘)jb) .
(57 =l

also mit Riicksicht auf eine bekannte thermodynamische Beziehung

var),  vler),
~ - - =7. 39)
o), o),

Der Index S moge die adiabatische Zustandsinderung andeuten. Auf der linken
Seite von Gleichung (39) stehen lauter beobachtbare Gréfen, Atomvolumen,
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thermischer Ausdehnungskoeffizient, Atomwirme und Kompressibilitit, aus
denen die wichtige Zahl y berechnet werden kann.

Tabelle 4 gibt die y-Werte fiir alle regulidr kristallisierenden Elemente,
fiir welche die fraglichen GroBlen bekannt sind (s. die ersten Spalten der Tabelle).

Tabelle 41). .
Thermoelastische Eigenschaiten regular kristallisierender Elemente (20°C).

Gruppe Ausd.- ; oV

des | Atom- | e | Atome | Koefi Koopressid. | @ romwarme| . T aus

period. | gow. | TN | volum | 4 gy ’?(T) c10m |20 5% =7 | Glehg

Systems v oT 'plT Cy YT (31)
Li I 6,04] 0,546, 12,7 | 180 8,9 22,0 1,17 5.0
Na 23,000 0,971 23,7 | 216 15,8 26,0 1,25 5,5
K 39,10/ 0,862 45,5 | 250 33 25,8 1,34 6,0
Rb 85,5 | 1,53 | 56,0 270 40 25,6 1,48 6,9
Cs 132,8 | 1,87 | 71,0 290 61 26,2 1,29 5,7
Cu 63,57 8,92 7,1 49,2 0,75 23,7 1,96 9,8
Ag 107,8810,49 | 10,3 57 1,01 24,2 2,40 12,4
Au 197,2 [19,2 10,3 43,2 0,59 24,9 3,03 16,2
Al 111 | 26,97 2,70 | 10,0 67,8 1,37 22,8 2,17 11,0
C?) IV | 12,00 3,51 | 3,42 2,91 0,16 5,66 1,10 4,6

(Diamant)

Pb 207,2 [11,35 | 18,2 86,4 2,30 25,0 2,73 14,4
P vV | 31,04/ 1,83 17,0 | 370 20,5 24 1,28 5,7
(weiB)
Ta 181,5 |16,7 | 10,9 19,2 0,49 24,4 1,75 3,5,
Mo VI 96,0 10,2 9,5 15,0 0,36 25,2 1,57 7.4
W 184,0 [19,2 0,6 13,0 0,30 25,8 1,62 7,7
Mn VII 54,93, 7,37 7,7 63 0,84 23,8 2,42 12,5
Fe - | VIII | 55,84/ 7,85 | 7.1 33,6 0,60 24,8 1,60 7,6
Co 58,97/ 8,8 6,7 37,2 0,55 24,2 1,87 9,2
Ni 58,68 8,7 6,7 38,1 0,54 25,2 1,88 93
Pd 106,7 12,0 8,9 34,5 0,54 25,6 2,23 11,4
Pt 195,2 21,3 9,2 26,7 0,38 25,5 2,54 13,2

Mangan ist mit aufgenommen, obwohl es in drei Modifikationen vorkommen:
soll3), von denen zwei je einem komplizierten kubischen System, die dritte dem
tetragonalen System angehoren und es zweifelhaft ist, auf welche Modifikation
sich die Beobachtungen der Tabelle beziehen.

In der letzten Spalte von Tabelle (4) sind noch unter der Annahme, daB3.
Gleichung (31) giiltig sei, die Exponenten # = 6y — 2 berechnet worden. Da.
iiber den Wert von s keine Annahme gemacht zu werden braucht, so kdnnte
sowohl die Vorstellung neutraler Atome in den Gitterpunkten, zwischen denen

1) Die Zahlen sind teils aus LANDOLT-BORNSTEIN, Physik.-Chem. Tabellen 1923 tiber-
nommen, teils aus den Arbeiten von Tu. W. RicuArDs, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 37,
S. 1643. 1915; E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 25, S. 825. 1908; Bd. 33, S. 1239. 1910;
E. MADELUNG u. R. Fucss, ebenda Bd. 65, S. 289. 1921; L. H. Apawms, E. D. WILLIAMSON
u. JoHN JoHNSTON, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 41, S.1. 1919; L. H. Apawms, Journ.
Washington Acad. Bd. 11, S. 45. 1921; P. W. BRiDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 58, S. 163.
1923. Die Kompressibilititen gelten fiir den Druck 0. Alle Zahlen gelten fiir Zimmertem-

eratur.
P 2) Die Kompressibilitit des Diamanten ist von ApaMs und WILLIAMSON spater (Journ.
Frankl. Inst. Bd. 195, S. 475. 1923) noch erheblich héher zu 0,19 - 10~12 gefunden. Wir
bleiben bei der zuerst bestimmten Zahl, da die Kompressibilitit des Bezugsmaterials Stahl
mit 0,60 - 10~ 12 mit Riicksicht auf das angewendete hohe Druckintervall (2000 bis 10000
Megabar) etwa um 0,03 - 10~ 2% zu hoch angesetzt sein dirfte.
3) A. WESTGREN u. G. PEraGMEN, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 777. 1925.
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Krifte vorliufig unbekannter Art anziehend wirken, wie auch die HABERsche
Vorstellung ineinandergestellter Atomionen und Elektronen od.dgl. zur Anwen-
-dung kommen.

Die y und # sind, wie die Theorie verlangt, fiir die verschiedenen Elemente
von gleicher GréBenordnung, was in Anbetracht der im Verhiltnis 1 : 400 ver-
schiedenen Kompressibilitdten sehr beachtenswert ist. Sie schwanken zwar nicht
unbetrichtlich von Element zu Element, aber die Schwankungen sind nicht
zufillig, sondern zeigen gewisse GesetzmiBigkeiten, die man am besten erkennt,
wenn man die Elemente, welche gleiche Kristallstruktur besitzen, zusammenstellt.
Tabelle 5a vereinigt die raumzentrierten, 5b die flichenzentrierten kubischen
Elementel). Ihre Reihenfolge
entspricht ihrer Ordnungszahl, Tabelle 5. Ab stoBungsexponenten.
nur daB die Alkalimetalle als

. . a) Raumzentrierte Kuben b) Flichenzentrierte Kuben
‘Gruppe fiir sich vorangestellt
sind. Man erkennt nun folgen- Y " 4 i
des: Die Alkalimetalle haben die Li | 1,17 5,0 Al 2,17 | 11,0
kleinsten y und #, die iibrigen Na 1,25 | 5,5 Co 1,87 9,2
raumzentrierten Elemente haben K 1,34 | 6,0 Ni 1,88 9,3
deutlich 168 Werte. i halb RDb 1,48 6,9 Cu 1,96 9,8
‘eut ich groBere Werte, innerha Cs 120 | 57 Pd 223 | 114
jeder Gruppe ist eine bemerkens- Fe 1,60 | 7.6 Ag 2,40 | 12,4
werte Konstanz zu erkennen. }\r’lo 1,57 §,4 f;t 2,54 12,2
; . 3 a 1,75 ,5 u 3,03 16,2
Die flichenzentrierten Elemente W 163 g Pb 573 | 144

haben noch gréere y und », die
im groBen und ganzen mit wach-
sender Ordnungszahl steigen. Der Diamant mit seiner besonderen Struktur
und Phosphor wiirden sich der Gruppe der Alkalimetalle anpassen, Mangan
der Gruppe der flichenzentrierten kubischen Elemente.

Wie frither angegeben (Ziff. 10) sind Werte von # zwischen 5 und 9 von
BorN und LANDY fiir gewisse Spezialfille elektrostatisch sich abstoBender Elek-
tronensysteme theoretisch abgeleitet worden. Ein Anwachsen der n-Werte iiber
9 148t sich entweder auf Elektronensysteme zurtickfithren, die den Atomkern
sehr geschlossen einhiillen, wie bei schweren Atomen, oder darauf, dal die An-
wendung der Gleichung (31) zur Berechnung von # unzulissig ist und daf} viel-
mehr Gleichung (32) Platz greifen miiite. Nach dieser wiirden sich die #» aus den
y kleiner ergeben, und zwar im Grenzfall (Gleichung 33) um » + 1 (d. h. um
2 bis 4). Aus den Gleichungen (8) und (9) hatte HABER unter der Annahme
der ineinandergestellten Atomionen- und Elektronengitter fir Cuz = 8,0, fiir
Agn = 9,0 abgeleitet, Zahlen, die in der Tat etwas kleiner sind, als die in
Tabe]le 5.

Sehr auffallend ist die Kleinheit des y fiir den Diamanten. Sie deutet darauf
hin, daB seine homd&opolare Bindung von anderer Art ist, als die der Metalle.
LANDE?) hat aus der Sublimationswérme (168 kcal./Mol) und der Kompressibilitat
(0,46 - 102 cm?/Dyn) nach Gleichung (7) das Produkt m -# = 27 ermittelt. An-
dererseits hat er fiir sein Diamantgittermodell ein Potential abgeleitet, das
mit einem Anziehungsglied vom Exponenten 7 = 5 beginnt. Der AbstoBungs-
exponent # wiirde damit ebenso unwahrscheinlich klein herauskommen, wie in
Tabelle 4, nimlich ungefihr von gleicher GréBe wie m. Es scheint daher entweder
die Kompressibilitit oder die Sublimationswirme des Diamanten zu grof ein-
gesetzt (s. Ziff. 12) oder der Ansatz der Potenz-Kraftgesetze und damit auch

) Von Rb und Cs ist die Struktur noch nicht bekannt doch ist wohl wahrscheinlich,
daB sie auch raumzentriert kristallisieren. ‘
?) A. Lanpg, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 10. 1921:
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die Deutung von y nach Gleichung (31) oder (32) fiir homéopolare Bindungen,
wie sie der Diamant hat, unerlaubt. zu sein. -

L4Bt man den Diamanten vorliufig als zweifelhaft auler Betracht, so 148t
sich zusammenfassend sagen, daB fiir die regulir kristallisierenden Elemente
die aus Gleichung (39) abgeleiteten Exponenten der AbstoBungskraft diejenige
GréBenordnung haben, die nach der elektrostatischen Deutung dieser Kraft zu
erwarten istl). '

In recht befriedigender Weise ist die Forderung aus Gleichung (31) erfiillt,
daB y von der Temperatur unabhingig sein soll. Denn die Erfahrung %) hat ge-
zeigt, daB fiir die obengenannten Stoffe, einschlieBlich Diamant, das Verhiltnis
ov ..
Fha Cp, in tiefer Temperatur
nahezu unabhingig von T ist, in hoherer Temperatur langsam ansteigt. Das-

0
selbe gilt von der adiabatischen Kompressibilitit %(%) . Also kann sich
s

auch y nur sehr wenig mit T 4ndern. Niheres s. Ziff. 24.

Mehratomige reguldre Kristalle ohne Gruppenbildung.
Ahnlich einfach, wie die bisher besprochenen Stoffe, verhalten sich die zwei-
atomigen reguldren Ionengitter ohne Gruppenbildung, denen wir FluBspat und
vielleicht auch mit einer gewissen Einschrinkung wegen seines Parameters3) den
Pyrit zurechnen diirfen. Sind nimlich die Bedingungen (35) erfiillt, so geht die
Zustandsgleichung (26) iiber in (25), der Kristall verhilt sich bei reiner Volumen-
anderung wie ein isotroper fester Kérper, und daraus folgt wieder die Beziehung
(39), wo nunmehr ¥ das Molvolumen, C, die Molwirme bedeutet. Da fiir diese
Ionengitter die angendherte Giiltigkeit der Potenz-Kraftgesetze mit m = 1,
#>m am sichersten erwiesen ist, so darf auch Gleichung (31)

_n+2
6

als angenihert giiltig angenommen werden und daher erhalten wir aus Gleichung
(39) wiederum Werte fiir den AbstoBungsexponenten #, die wir mit dem theo-
retischen BorNschen Werte # = 9 oder mit den frither angegebenen aus der
Kompressibilitit abgeleiteten (Ziff. 11) vergleichen kénnen. Wie Tabelle 6 be-
weist, haben sowohl die y fiir die einfachsten Ionengitter die gleiche GréBen-
ordnung wie der Mittelwert von y fiir die eindtomigen Elemente, als auch sind
die hier erhaltenen # in verhiltnismaBig befriedigender Ubereinstimmung mit
# =9, bzw. mit den von BORN aus der Kompressibilitit berechneten Zahlen.
Vgl. auch die Zusammenstellung der # in Tabelle 11.

Aus der hier gegebenen Darstellung wiirde folgen, daB8 auch fiir die be-
sprochenen Ionengitter y, und damit auch angenihert das Verhiltnis von Aus-
dehnungskoeffizient und Molwirme, unabhingig von der Temperatur sein miiBte.
Dafl diese Folgerung sich ziemlich gut bestitigt, wird in Ziff. 24 gezeigt
werden.

Borns strengere Rechnung?) ergibt allerdings ein Anwachsen von y mit der
Temperatur. Beim absoluten Nullpunkt sollte fiir die Alkalihalogensalze vom
NaCl-Typ etwa y = 1,5, in hoher Temperatur = 2,2 sein.

von Ausdehnungskoeffizient zu Atomwirme

1) Uber eine Abschatzung der Werte y und # « » fiir Argon vgl. F. SIMON u, CL. v. StM-
soN, ZS. f. Phys. Bd. 25, S. 160. 1924.

?) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 26, S. 211. 1908.

3) P. P. EwaLp, Kristalle und Rontgenstrahlen, S. 304. 1923.

4) M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 697 u. 741. 1923. . -
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Tabelle 61).

Thermoelastische Eigenschaften reguldr kristallisierender Verbindungen
ohne Gruppenbildung.

. )4
. | Mol- Ausd.-Koeff. Kompressib. n
vor, | P | v | TG )| e | T e
U v | var v \ap)r v c% (31)
NaCl 58,46| 2,16 | 27,1 121 4,2 47,6 1,63 7,8
NaBr [102,9 | 3,20 | 32,1 (120) 5,1 48,4 (1.56) (7.4)
KCl1 74,6 | 1,99 | 37,5 114 5,6 47,7 1,60 7,6
KBr 119,0 | 2,75 | 43,3 126 6,7 48,4 1,68 8,1
KJ 166,0 | 3,12 | 53,2 128 8,6 48,7 1,63 7,8
RbBr [165,4 | 3,35 | 49,4 (107) 7,9 48,9 (1,37) (6,2)
Rb] 212,4 | 3,55 | 59,8 (102) 9,6 49,5 (1,41) (6,5)
AgCl  [143,3 | 5,55 | 25,8 99 2,4 50,2 2,12 10,7
AgBr |187,8 | 6,32 | 29,7 104 2,7 50,1 2,28 11,7
CaF, 78,1 | 3,18 | 24,6 56,4 1,24 65,8 1,70 8,2
(FluBspat)
FeS, |120,0 | 4,98 | 24,1 26,2 0,71 59,9 1,47 6,8
(Pyrit)
PbS 239,3 | 7,55 | 31,7 60 1,96 50 1,94 9,6
(Bleiglanz)

Nicht reguldre Kristalle. Fiir nicht reguldre Stoffe hat die Bildung
des Ausdrucks (39) einen zweifelhaften Wert. Immerhin gibt er hiufig (s. Tab. 7)
einen Anhalt dafiir, ob man es mit Stoffen ohne oder mit Gruppenbildung zu
tun hat. Im ersten Falle [z. B. Mg, Zn, Cd, Tl, Sr, J(?)] hat jener Ausdruck die
normale GroBenordnung (wieder mit wachsendem Atomgewicht steigend) und
ist auch wenig abhingig von der Temperatur?), weil anscheinend auch hier die
Bedingung (35) einigermafBen erfiillt ist, im zweiten Falle (As, Sb, Bi, S, Te, Quarz,
Kalkspat usw.) ist jener Ausdruck wesentlich kleiner, weil der Ausdehnungs-
koeffizient unverhiltnismiBig klein ist, und nimmt vermutlich erst in tiefster
Temperatur, wo die inneren Schwingungen (j = 4. . . 3 p) mit ihren kleineren y;
{Ziff. 18) keine merkliche Energie mehr besitzen, die normale Gré8e an3). Be-
stitigt wird diese theoretische Folgerung dadurch, daB bei Sb, Bi4), und noch
viel deutlicher beim Quarz?), der kubische Ausdehnungskoeffizient mit T lang-
samer sinkt als Cy, so daB z. B. fiir Quarz im Intervall 20,4°—80,6° abs.

( Vg;/‘) (CV(ZI;) mehr als doppelt so groB ist, wie die Zahl der Tabelle 7,

also dem normalen Wert fiir einatomige Elemente schon sehr nahe geriickt ist.
Fiir die iibrigen Stoffe fehlt es bisher noch an Messungen in tiefer Temperatur.
Solche wiren besonders fiir Kalkspat und Aragonit von Interesse. Denn hier
scheint eine Ausnahme der oben ausgesprochenen Regel betreffs Gruppenbildung
vorzuliegen. Der Aragonit besitzt, obwohl er nach W. L. BracG$) dieselben

1) Die Zahlen sind den Landolt-Bornstein-Tabellen entnommen; besonders beriick-
sichtigt sind E. MADELUNG u. R. Fucas, Ann. d. Phys. Bd. 65, S. 289. 1921; J. C. SLATER,
Phys. Rev. Bd. 23, S. 488. 1924; BAXTER u. WALLACE, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 38,
S. 259. 1916 (wiedergegeben bei FajanNs u. GrimM, ZS. f. Phys. Bd. 2, S. 300. 1920); die
meisten Ausdehnungskoeffizienten sind nach Fizeau zitiert, nur fiir NaBr, RbBr und Rb]
nach BAXTER u. WALLACE; deren Ausdehnungskoeffizienten sind durchweg zu klein, wie
ein Vergleich mit Fizeau lehrt, daher geklammert.

%) E. GRUNEISEN u. E. Goens, ZS. f. Phys. Bd. 29, S. 141. 1924.

3) Naheres s. bei E. GRUNEISEN, Rapports du Conseil Solvay (1913) 1921, S. 276ff.

4) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 33, S. 73. 1910. °

5 Cu. L. LINpDEMANN, Phys. ZS. Bd. 13, S. 737. 1912.

6) W. L. BrRAGG, Proc. Roy. Soc. London Bd. 105, S. 16. 1924.
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Tabelle 71).

Thermoelastische Eigenschaften nicht regularer Elemente und Verbin-
dungen, teils ohne, teils mit Gruppenbildung. Alle Zahlen gelten fiir Zimmer-

temperatur.
we | v
es 16V _1emy, P R |
gerod: | M s v Sonete V(a];) 100 | Cp-10 o7
Struktur | Vép
Mg 11 24,32 1,69 | 14,4 75 3,0 23,8 1,51
Zn hex. | 65,37 7,13 | 9.2 90 1,72 24,0 2,01
cd 112,4 | 8,65 | 13,0 | 93 2,25 24,5 2,19
Tl IIT  {204,0 |11,8 | 17,3 | 90 2,3 24,8 2,73
tetrag
Sn IV |118,7 | 7,30 | 16,3 | 64 1,91 25,5 2,14
As A\ 74,96 5,7 13,2 16 4,5 24,3 0,19
Sb trig. |120,2 | 6,68 | 18,0 | 33 2,7 24,1 0,92
Bi 209,0 | 9,80 | 21,3 | 40 2,97 25,2 1,14
S }rhomb- 32,07) 2,07 | 155 | 180 12,9 21,6 1,00
VI ’
Te trig. {127,5 | 6,2 | 20,6 52,8 5,18 252 0,83
VII
.J rhomb. |126,9 | 4,9 25,9 | 250 13,0 24,1 2,07
(5111212‘2) trig. | 60,3 | 2,649 22,8 36,2 2,67 43,7 0,71
'(Eﬁﬁ) tetrag. | 80,1 | 4,250/ 18,9 | 23,7 0,58 59 1,3
Si0,7Zr0, . o s o
(Zirkon) etrag. |1182,9 | 4,6 | 39, 9,1 0,85 100 43
Bes&lggigs)s hex. |539,3 | 2,703/199 1,22) 0,57 447 0,09
(Kiiﬁgfat) trig. l 2,71 | 37,0 | 154 1,34 80,5 0,51
100,07
(Aizggﬁit) j| rhomb. 2932 342 61,9 1,53 81,5 1,68

wCO;;—Gruppen wie der Kalkspat enthilt, einen viel gréBeren Volumausdehnungs-
koeffizienten als der Kalkspat und demnach einen normalen Wert fiir
oV ov

- Vet (CV 5—7;) . Es muB in der anderen Anordnung der CO,;-Gruppen und

oT’
dem infolgedessen dichteren (und doch kompressibleren !) Kristallgitter des Ara-
gonit begriindet liegen, daB3 durch Deformationen die Frequenzen der inneren
Schwingungen stirker beeinfluBt werden, als beim Kalkspat. Jedenfalls wire zu

GITZ/: :Cyp sich mit abnehmender
Temperatur verhaltnismiBig wenig dndert. Ahnliches gilt fir Rutil.

Die in Gleichung (39) ausgedriickte Beziehung gehért zu den #ltesten Be-
stinden der Theorie fester Kérper. GULDBERG?) hat fiir ,ideale feste Stoffe*

erwarten, dal beim Aragonit das Verhiltnis

!) Siehe die Anmerkungen zu Tabelle 4 und 6. Wegen der therm. Ausdehnung sei
verwiesen auf die Zusammenstellung von K. Scuurz, Fortschr. d. Mineral., Kiristallogr. u.
Petrogr. Bd. 4, S. 337. 1914; Bd. 5, S.293. 1916; Bd. 6, S. 137. 1920; Bd. 7, S. 327. 1922.
Hier findet sich auch in Bd. 4, S. 376 der Hinweis, daB der in die deutsche Literatur aus
Pogg. Ann. Bd. 135, S. 372. 1868 iibernommene Ausdehnungskoeffizient von Zirkon nach
F1zeau durch Fortlassen einer Null 10mal zu groB ist. Oben ist der Wert aus der Original-
abhandlung in den C. R. genommen, welcher offenbar der richtige ist. .

%) Von Fi1zeau und BENoIT nicht ganz tibereinstimmend gemessen.

3) GULDBERG, Forh. Kristiania 1867, S. 140; Ostwalds Klassiker Nr. 139, S. 8.
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die Gleichung ov P

V—oq——:,: = const — 3
aufgestellt und gibt an, daB sie schon frither von VoGEL gefunden sei. Spiter sind
SLorTE?) und MIE?) zu Gleichungen derselben oder dhnlicher Form gelangt.
GRUNEISEN schreibt Gleichung (39) auch in der Form

(),

wo w = U/V die Energie im cm3, d.h. die Energiedichte des festen Kérpers
bedeutet. Man kann die Beziehung dann so aussprechen: Die Anderung des
Drucks mit der Energiedichte bei konstant gehaltenem Volumen ist fiir iso-
trope und reguldr kristallisierende Stoffe ohne Gruppenbildung von gleicher
GroBenordnung und fast unabhingig von der Temperatur.

21. Verhiltnis der spezifischen Warmen fiir Stoffe mit nur einem y. Aus
der bekannten thermodynamischen Gleichung fiir das Verhiltnis der spezifischen
Wérmen bei konstantem Druck und konstantem Volumen

Gy
&=1——T oT 4 GTM’.CQK
Cy C <8V> oV v oT
"\ " ap
folgt fiir diejenigen festen Kérper, fiir welche die Beziehung (39) gilt, die ein-
fache Formel c, T 10V 00 ;
6;=1+7V(W),,=1f‘@(@"f); - (40)

welche sich auch praktisch gut verwerten 148t, weil die Zahl y (Gr6B8enordnung 2)
als temperaturunabhingig gelten kann. Zur Reduktion von C,-Beobachtungen
auf Cy haben NERNST und LINDEMANN 3)

unter nochmaliger Einfithrung der Be- Tabelle 8.

. i oV . Verhaltnis der spez. Wiarmen bei
ziehung, daB oT : Cp merklich unab-  ygonst. Druck und konst. Volumen

. . . i ° i i D k.
hingig von T ist, statt (40) die Formel bel 20°C und niedrigem Druck.

Cp _ CV =aT ny ’ Element Cr Element Cr
angewandt, wo a fiir eine Temperatur ;ia :'8; 8 i;:) :’8(1)‘;
bestimmt sein muB. Tabelle 8 zeigt, K 1.10 W 1,006
wie verhiltnismiBig gering fiir ‘die mei- Rb 1,11 Mn 1,044
sten einatomigen Elemente der Unter- C | 1,11 Fe 1,016
schied zwischen C, und Cy ist. 2‘1 :'823 1%‘1’ : g;‘:
 22.AdiabatischeZustandsénderung. A1g1 1,038 Pd 1,022
Anderung der adiabatischen Al 1,043 Pt 1,020
Kompressibilitdt mit Tempera- Pb 1,067

tur und Druck. Nach der Thérmo- ,
dynamik tritt bei adiabatischer Druckinderung eine Temperaturinderung ein

55, =%, (o7);

1) Svorte, Ofversigt Finska Vetensk.-Soc. Férh. Bd. 35, S. 16. 1893.
2) G. Mig, Ann. d. Phys. Bd. 11, S. 657. 1903, Gleichung (37).
3) W. NErRNsST u. F. A. LINDEMANN, ZS. f. Elektrochem. Bd. 17, S. 817. 1911. -

Handbuch der Physik., X. 3
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Demnach ist fiir alle festen Koérper, fiir welche Gleichung (39) gilt,

L(ﬂ) __1,(‘9_1’) - _t(a_V) _i(iﬁ) (1)
T\opls~ C,\aT1),~ 7V \ep)s™ ©\ap/s

Die relative Temperaturinderung ist gleich der relativen Frequenz-
inderung und y-mal, d. h. etwa doppelt so grol wie die Kom-
pressibilitdt. Dieser Satz folgt auch unmittelbar daraus, daB fiir jene Stoffe
die Entropie S eine Funktion von ©/T ist, daB also bei konstant gehaltener

Entropie auch ©/T konstant bleiben muB. Weiter folgt, daB auch jede Funktion
von O/T konstant bleibt, z. B. Cy, wihrend nach Gleichung (13) und (41)

Bt

Die thermische Energie indert sich bei adiabatischer Druckin-
derung im gleichen Verhiltnis wie die Frequenz (0),

Die adiabatische Kompressibilitit erhilt man durch Differentiation der
Zustandsgleichung (37) nach p bei konstanter Entropie mit Riicksicht auf (42)
nach einigen Umformungen

oV 14
-(Z) - . @)
), U+ +C W) +L6W)

Wir entnehmen hieraus zunichst, daB beim absoluten Nullpunkt und fiir niedrige
Drucke nach Gleichung (38a)

ov v,
- (”5%“),,:0, reo G (Vo) (432)

und daher die Kompressibilitit, wie schon in Gleichung (6) vorausgenommen,

m
et () vy ___onn
° 0\0p/y 0T=o——m(ﬂ—.M)A m(n — m) o, a

Uber die Form dieses Ausdrucks nach Einfithrung der CourLomBschen Kraft
und seine Priifung an der Erfahrung s. Ziff. 11.

Fiir beliecbige Temperaturen, aber bei so niedrigen Drucken, daB das erste
Glied im Nenner von Gleichung (43) vernachlissigt werden kann, erhilt man nach
einigen leichten Rechnungen?)

(6)

’ ov ’ v m+n+6_y
3
=g (6—1))5 = %, (“17;) , (44)
oder angenihert
3 0

Nun ist wegen der wiederholt benutzten Beziehung zwischen Atomwirme und
Ausdehnungskoeffizient in erster Naherung [s. Ziff. 24, Gleichung (54)]

V-V, E
Vo Q

1) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 39, S.2771ff. 1912.
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wenn c, e
Qo= (1—57,—> = (W) (45)
V 8T /peo \0p/poo
gesetzt wird, Also kénnen wir (44a) auch schreiben
xs=x0[1+(w_y)£], (44b)
3 Qo

Aus Gleichung (44) folgt

1 Oxg _(m+n+6_ )_L av

ns 0T 3 Y|V 8T

Die adiabatische Kompressibilitdit wichst mit zunehmender Tem-
peratur um einen Betrag, der der thermischen Energie proportio-
nal ist. Der Temperaturkoeffizient von x»g ist ein niedrigzahliges
Vielfaches des Volumausdehnungskoeffizienten. Er ist also sehr klein.
Ahnlich ergibt sich der Druckkoeffizient der Kompressibilitdit durch loga-
rithmische Differentiation von Gleichung (43) nach $ bei konstanter Entropie zu

1 Oxg m-+n-+9
xg 9 i) - 3 %S . (47 )

Die adiabatische Kompressibilitit nimmt ab mit wachsendem
Druck, und zwar ist der Druckkoeffizient ein niedrigzakliges Viel-
faches der Kompressibilitdt selbst. Je kompressibler der Stoff, um so
stiarker dndert sich seine Kompressibilitit mit dem Druck.

Da in der Regel die isotherme, nicht aber die adiabatische Kompressibilitit
beobachtet wird, 148t sich eine experimentelle Bestitigung der Formeln (46) und
(47) nicht unmittelbar geben. Andererseits ist der theoretische Nachweis des

1 (@ V) .
=] i c
V0<0p i m Hinblick
auf Gleichung (39} wichtig, weil damit aus der theo.etisch geforderten Kon-

(46)

kleinen positiven Temperaturkoeffizienten von xg= —

stanz von y der experimentell nachgewiesene nur geringe Anstieg von %—K :Cp
mit wachsendem 7" auch theoretisch folgt. T

23. Isotherme Zustandsdnderung. Anderung der isothermen Kom-
pressibilitit mit Temperatur und Druck. Wir fragen zunichst wieder
nach der Anderung von Atomfrequenz (@), Atomwirme und thermischer
Energie fiir solche Stoffe, die der Gleichung (39) geniigen. Nach der Diffe-

rentiationsregel s s s 0T
(5;5)3 = (W)TJF (ﬁ) (a_p’)

folgt mit Riicksicht auf die Gleichungen (40), (41) und (42)

SE-sE0e- 50, w
o) - 54 29),
Bt

3*
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Bei isothermer Drucksteigerung wichst also die Atomfrequenz im
Verhialtnis C,:Cy stiarker als bei adiabatischer Drucksteigerung,
Atomwirme und thermische Energie nehmen ab. Denn (0E[0T), hat
einen Wert zwischen C, und Cy [s. Gleichung (52)], also ist der Ausdruck in der
eckigen Klammer positiv.

Die isotherme Kompressibilitit erhilt man durch Differentiation der Zu-
standsgleichung (37) nach p bei konstantem T oder am einfachsten aus Gleichung
(44a) auf Grund der thermodynamischen Beziehung

#r _ Gy T or
v Cy 1TV aT

zu

B m+n-+4 6 )V—Vo T oV }
”T'-”o['l‘f‘( 3 4 Vo +7? oT +"' (49)
Da T—g—;— jedenfalls groBer ist als V—V, so ist
1 aKT m+n+6 1 oV 1 8%3
Yo 9T 3V, 0T ng 0T (50)

Setzt man in Gleichung (49) auf Grund der annihernden Konstanz von —g% 1 G,
nach Gleichung (45)

19V _G V-V, _E
Ver @’ Vo Qo
so wird .
6 '
= o +~’f‘—t—;‘—i~—QE; —Qy:(TCp—Eﬂ- (492)

Man erkennt aus dieser Gleichung, daB das dritte Glied in der eckigen Klammer
einéen Betrag hat, der im Bereich des T%-Gesetzes fiir E dem zweiten Gliede an
GroBe nabe kommt, aber auch in mittleren und hohen Temperaturen einen
merklichen Bruchteil (fir 7 = © etwa 30%,) ausmacht.

Den Druckkoeffizienten der isothermen Kompressibilitit finden GRUN-
EISEN1) und BrRIDGMAN?), indem sie in Gleichung (37) E = O setzen, was fiir
sehr hohe Drucke und niedrige Temperaturen zulissig sein mag, praktisch ebenso
gro wie den Druckkoeffizienten der adiabatischen Kompressibilitit, also

(51)

Das Verhiltnis des Druckkoeffizienten der Kompressibilitat zu dieser selbst
sollte also ebenso wie das Verhiltnis des Temperaturkoeffizienten der Kom-
pressibilitit zum Volumausdehnungskoeffizienten eine Zahl von der Groéfen-

ordnung (ﬁgﬁg) sein. Es wire z. B.
fir m =3, nw=09: ﬁ;—t2=7
fi'lr’m:=1, #=0: =6,3.

DaB diese Zahlen nur der GréBenordnung nach stimmen kénnen ist bei der Ver-
einfachung, die in dem Ansatz der Potenzgesetze liegt, und wegen der Annahme
E = 0 in Gleichung (51) klar.

1) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 283, Gleichung (37). 1912.
?) P. W. BrRIDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 58, S.234. 1923.
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Wir wollen jetzt die zuletzt gewonnenen Formeln an der Erfahrung priifen.
Freilich muB man bedenken, daB, wenn schon die Messung der Kompressibilitat
fester Kérper zu den schwierigeren gehért, ihre Anderung mit Temperatur und
Druck nur mit m#Biger Genauigkeit festgestellt werden kann. .

DaB Gleichung (49) oder (49a) die Verdnderlichkeit der Kompressibilitat
mit der Temperatur bei kleinen Drucken ziemlich richtig wiederzugeben vermag,

wenn man x», und mtmnt6 den Beobachtungen anpaBt, hat GRUNEISEN 1) durch

Versuche an Kupfer-, Platin- und Eisenrohren gezeigt, die bei Innendruck-
erhohung eine der Kompressibilitit proportionale Verlingerung erfuhren. Die
Temperatur der Rohre wurde zwischen —190° Cund +165° Cverdndert. Tabelle 9
zeigt, daB die beobachteten und berechneten » sehr gut iibereinstimmen. Aller-
dings mufBite
fir Kupfer Platin Eisen

1”-+—;—-ﬂ = 89 86 095
gesetzt werden, d. h. Zahlenwerte, die etwas gréBer sind, als man erwarten sollte.
Nimmt man z. B. mit MIE # = 3 an und # nach Tabelle 4, so erhilt man statt der
obigen die Zahlen 6,3; 7,4; 5,5. Fiir Aluminium und Silber gentigte Gleichung (49a)
in hoherer Temperatur nicht mehr. Gleichwohl kann man eine Priifung
der Formel (50) fiir das Intervall von —190° bis 4-18° vornehmen. Hier ergeben
GRUNEISENs Messungen Al Ag

1 dx 1 0V
: 21 7.3

% 0T 'V 6T
also jedenfalls wieder die richtige GréBenordnung.

Tabelle 9. Anderung der Kompressibilitat mit der Temperatur. -

#1012 [C.G.S] —273° —190° + 17° + 131° +165°C
Cu beob. . . . . - . 0,718 0,773 0,815 0,828
ber. . . . . . 0,710 0,717 0,776 0,815 0,825
Pt { beob. . . . . - 0,374 0,392 0,401 0,404
ber. . . . . . 0,371 0,374 0,391 0,401 0,404
Fe { beob . — 0,606 0,633 . 0,664 0,675
ber. . . . . . 0,600 0,603 0,638 0,663 0,672

BRIDGMAN 2) hat in einer groBen Experimentaluntersuchung die Kompressi-
bilitdt der Metalle, sowie ihre Verinderung mit Temperatur und Druck bestimmt.
Die Temperatur wurde nur zwischen 30°und 75° C, der Druck bis zu 12000 kg/cm?
verindert, deshalb ist der Temperaturkoeffizient von » wohl nicht sehr genau.
Tabelle 10 enthilt fiir die regulér kristallisierenden Metalle die von BRIDGMAN
gefundenen Verhiltnisse

1 0x 10V tox (L1 97)
x 8TV oT % dp '\ V apl

Die Zahlen der Tabelle schwanken ziemlich stark um die theoretisch er-

warteten Werte. BRIDGMAN selbst sieht den Grund hierfiir in einem Versagen

und

1) E. GRUNEISEN, Ann.d. Phys. Bd. 33, S. 1239. 1910; Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 13,
S. 491. 1911; Ann. d. Phys. Bd. 39, S.284. 1912. Vgl. an der zweitgenannten Stelle auch
die graphische Darstellung. -

2) P. W. BRIDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 58. 1923.
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Tabelle 10.
Temperatur-und Druckkoeffizientder Kompressibilitit nach BRIDGMAN-

Gruppe | = - 10°(30°) | 4 g, 4 6V 1 0, | |Gruppe|x-100309)| 4 4, 4 o7 I 0%
dgsyg:.r fﬁ:‘lg:l;go WA VT | wop i | dessygte.r. f\::rmz:/;go + T VT — &g
Li I 8,7 3.8 2,6 Pbj IV 2,4 6,3 4,6—6,1
Na 15,6 4,4 49 |Tal Vv 0,48 2,6 2,2
K 35,6 5,6 9,8 [Mo| VI 0,35 5,7 16—21
Cu 0.72 4,2—9,4 10,0 ||W 0,30 1,2—13,7 | 32—35
Ag 0,99 6,7 9,0 U 0,97 — 5.4
Au 0,58 —_ 18,7 Fe| VIII 0,587 6,3 12
Cal| II 5,7 7, 2,9 [Co 0,54 8.9 14
St 8,2 - 22 |INi 0,53 6,0 15
Al} III 1,34 7,6—13,2 | 4,0—5,7 | Pd 0,52 3,4 15
Ge| IV 1,38 ~ 72 |Pt 0,36 9,2 28

des Ansatzes der Potenz-Kraftgesetze, weil diese keine Riicksicht nehmen auf
den Schottky-Effekt (Ziff. 11) oder die Kompressibilitit der Atome. Wir méchten
glauben, daB die Unsicherheit der schwierigen Messungen einschlieBlich der M4ngel
der Versuchskdrper doch auch eine groBe Rolle spielen. Insbesondere erscheinen
die Druckkoeffizienten von Au, W, Pt unwahrscheinlich hoch, die von Li, Ca,
Sr, Ta erstaunlich klein.

Von besonderem Interesse sind Versuche von J. C. SLATER?) an den zwei-
atomigen, reguldren Alkalihalogenkristallen, fiir welche nach Ziff. 20 die Formeln
(49) bis (51} ebenfalls gelten diirften Da fiir diese Salze #m = 1 und auch #~9
besser begriindet ist, als fiir Metalle, so ist eine schirfere Priifung der Formeln
moglich. In Tabelle 11 sind die von SLATER gemessenen Kompressibilititen,
Temperaturkoeffizienten (30 °bis 75 ° C) und Druckkoeffizienten (bis 12000 kg/cm?)

. Tabelle 11.
Kompressibilitat, Temperatur- und Druckkoeffizient nach J. C. SLATER.

Ausdehnungskoeffizient von NaCl, KCl, KBr, KJ nach Fizeauv, NaBr und Rb]J nach
BAXTER u. WALLACE (unsicher, s.S. 31).

nf.ﬁ:-()lnf—s(z:) ! éi A Q -1 é’f : bernaus L4 bernaus
cm’z/)D—yn o VT v op” (5.1a) ber. aus (9) 31) 0. (39)
LiF 1,53 - 7,6 14,3 5,9 -
LiCl 3,41 — 5,8 11,9 8,0 -
LiBr 4,31 — 5,7 12,8 8,7 -
NaCl 4,20 5,6 5.2 9,8 9,1 7,8
NaBr - 5,08 6,2 5,0 9,5 9,5 (7,4)
KF 3,31 — 6,1 8,9 7,9 —
KCl 5,63 4,2 4,7 6,5 9,7 7,6
KBr 6,70 - 4,8 4,7 7,1 10,0 8,1
KJ 8,54 4,7 4,6 6,8 10,5 7.8
RbBr 7,94 —_ 4,4 6,2 10,0 (6,2)
Rb] 9,58 6,7 4,5 6,8 11,0 (6.5)

sowie die Ausdehnungskoeffizienten nach FizEau und BAXTER und WALLACE
benutzt, um die Verhiltnisse dieser Gréfen zu bilden. Gegeniiber dem theo-
retischen Wert 6,3 erscheinen sie zwar im Durchschnitt etwas zu klein, doch
erklart sich das zum Teil daraus, daB wir » nicht auf den absoluten Nullpunkt
extrapoliert haben. Dadurch wiirden Theorie und Experiment in recht befrie-

1) J. C. SLATER, Phys. Rev. Bd. 23, S. 488. 1924.
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digende Ubereinstimmung kommen, was die GroBenordnung anbetrifft. SLATER
selbst hat die Extrapolation auf », gewagt, um aus der Gleichung
1 0% n+10

"o op 3

fiir die Salze der Tabelle den Exponenten # des AbstoBungspotentials zu be-
rechnen. Wir geben seine Zahlen fiir # mit allem Vorbehalt in Spalte 5 der Ta-
belle 11 wieder. DaB die Gréflenordnung # =9 mehr oder weniger gut heraus
kommen muB, ist nach dem bereits Gesagten klar. Was aber vor allem auffilit,
ist die Hohe von # fiir die Li-Salze. Denn fiir das Li-Ion ist weder # = 9 noch
ein héherer Exponent theoretisch begriindet. DaB hier die Theorie noch unvoll-
kommen ist, erkennt man aus der nichsten Spalte 6, in der die aus der Kom-
pressibilitit selbst nach Gleichung (9) berechneten #-Werte angegeben sind,
allerdings nicht die von Born fiir Zimmertemperatur (s. Ziff. 11), sondern die
von SLATER aus seinen extrapolierten x, berechneten. Die Differenz zwischen
Spalte 5 und 6 ist fiir die Li-Salze besonders groB. Die letzte Spalte gibt endlich
noch die auf dem dritten unabhédngigen Wege aus Gleichung (39) und (31)
berechneten # (s. Tab. 6).

Man konnte nach den obigen Ausfithrungen zu der Meinung kommen, daf
der Zusammenhang zwischen den Temperaturkoeffizienten der Kompressibilitat
und dem Volumausdehnungskoeffizienten regulirer Kristalle sich dhnlich auch
bei den anderen Elastizititskonstanten wiederfindet. Das ist in durchsichtiger
Weise nicht der Fall. Nach Versuchen von VoiGT!) und STEINEBACH?) ist fiir
Steinsalz der Temperaturkoeffizient der Elastizitdtsmoduln von der Orientierung
im Kiristall stark abhingig, obwohl doch die thermische Ausdehnung nach allen
Richtungen gleich ist.

24. Zustandsinderung bei konstantem Druck. Thermische Aus-
dehnung regulidrer Kristalle ohne Gruppenbildung. Nach dem
Energieprinzip ist die gesamte bei konstantem Druck dem Grammatom zuge-
filhrte Wérme gleich der Gesamténderung der inneren Energie plus duBerer
Arbeit, also nach Gleichung (10)

* (512)

/deT=d5—d50+E+fpdV.
0 4]

Hieraus 14Bt sich ableiten3)

OFE 1 0V 1 00
(57), = Crt 1 e T Cr—El = Cr— GG TCy—E]. (52)
Die Anderung der thermischen Energie mit der Temperatur bei konstantem
Druck liegt also, wie man durch Vergleich mit Gleichung (40) erkennt, zwischen
C,und Cyp. Mit steigender Temperatur nihert sich TCy — E einem konstanten
Werte 9/8 RO, wenn fir E Gleichung (13) angesetzt wird.
Die Anderung der Atomfrequenz mit der Temperatur ist fiir Stoffe mit

einem y gegeben durch
GRC) ov
@(6T> Vv(a:r) (522)

1) W. Voigt, Pogg. Ann., Erg.-Bd. 7, S. 1. 1876.
2) TH. STEINEBACH, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 664. 1925.
3) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 279, 280. 1912.
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Die. thermische Ausdehnung regulirer Kristalle ohne Gruppenbildung,
welche der Zustandsgleichung (24a) folgen, ist in ihren wesentlichen Ziigen
schon durch Gleichung (39)
. 1 aV _ CVJ{

Vo oT 77V

bestimmt. Nimmt man noch die Potenz-Kraftgesetze an und wihlt Ionengitter,
fiir die nach BorRN m = 1, # = 9 ist, so kann man auch den Absolutwert des
Ausdehnungskoeffizienten annihernd berechnen 1). Z. B. hat man fiir Stein-
salz (NaCl) in gewdhnlicher Temperatur, indem man die Molwirme Cp = 6R,
die Kompressibilitit unter Vernachldssigung ihrer Anderung mit der Temperatur
gleich x, [Gleichung (9)] setzt,

ii‘)_l/;_n-}—z 6R 97t _on+2 kr
Vo 0T 6 Nt n—1)o,e2 “n—1 oye2’
also mit £ =1,37-10-1, e = 4,77 -10-19, q,, = 2,202 (Ziff. 9), » = 3,55 .10"8
1 0V

9 120.10-6 » .10-6
7 aT 120 - 10 (statt des beob. 121.10-6),

Fiir Bleiglanz (PbS), Typus CsCl, ist oy, = 42,0354 = 8,142; r = 3,74 10",
also mit w =1, =9 ' '

1.0V 6 e

EW = 34-10 (stgtt des beob. 60-10 ‘).
Fir FluBspat (CaF,) mit o, = 7,33, ¥ = 3,44-10-8, Cy =9R, m = 1, n=09
folgt 1 ov

— e — . -6 R -6

V. dT 52. 1Q (statt des beob. 56-10-9),

Auch das Gesetz, nach dem sich der Ausdehnungskoeffizient mit der Tem-
peratur dndert, ist, wie schon wiederholt hervorgehoben, in der Gleichung (39)
enthalten. Wegen der geringen Temperaturverinderlichkeit von x wichst in
nicht zu hoher Temperatur der Ausdehnungskoeffizient proportional mit der
Atomwirme. Insbesondere steigt er vom Werte 0 bei 7 = 0 zunichst co 73 an.

Wir wollen das Ausdehnungsgesetz der obengenannten einfachen Stoffe noch
in etwas anderer Form herleiten, indem wir die Kompressibilitit eliminieren.
Der duBere Druck sei verschwindend klein (p = 0). Dann entwickeln wir die linke
Seite der Zustandsgleichung (37)

G(V)=yE
in eine Reihe nach fortschreitenden Potenzen von 4 = V— Ve, also

G(V) =G (Vo) + 4G (Vo) 4 -5 G (V) + -

und beriicksichtigen, daB nach Gleichung (38a) und (43 a)

’ 1
GV, =0, G (Vo) = —
)
und ferner, wie sich leicht zeigen 148t, ) -
oo mAnt3 1
G (Vy) = — ,
( 0) 3 ”0 V()

1) Vgl. M. Bory, Atomtheorie; S. 741.



Ziff, 24. Die Zustandsinderungen fester Korper. 44

dann folgt
4 4
G(V)=_[1__w T ]_7E,
N N 6
oder auch, wenn in dem Korrektionsglied der Klammer 4 == yE », gesetzt
wird,

A — V“OE
_m4n+3 yu
! 6 7, BT
Fithren wir gemdf Gleichung (45) und (39) ,
Vo Cp _
7”0—<L_6_V_) ‘QO (53)
V 0T /p_o
ein, so wirdl)
4 E : :
W“Q[1_m+n+3£]' 4)
° 6 Qo

Da @, stets groB_gegen E ist, so ergibt sich der Satz: Die relative Volum-
dnderung zwischen den Temperaturen 0 und T wichst anndhernd
proportional der thermischen Energie. Je kleiner T gegen 6, je kleiner
also E, um so strenger muBl jene Proportionalitdt erfiillt sein. In héherer Tem-
peratur wichst A schneller als E, da (m 4 % + 3)/6 cine positive Zahl ist.

Die thermische Ausdehnung héngt also von den drei Konstanten Q,, @ und
(m + n + 3)/6 ab (vgl. jedoch die folg. Ziff.). Durch passende Wahl derselben
muf sich die Ausdehnung eines reguléiren Kiristalls ohne Gruppenbildung dar-
stellen lassen. Die so gefundenen © miissen identisch sein mit denen, die zur
Darstellung von Cy geeignet sind. Die Konstante (m + » -+ 3)/6 sollte theo-
retisch den Wert 2 bis 3 haben. DaB diese letzte Bedingung erfiillt ist, wird man
kaum erwarten diirfen, wenn man E nach der Debyeschen Formel (13) mit einem
vom Volumen (Temperatur) unabhingigen @ berechnet. Der damit begangene
Fehler ist von der gleichen GréBenordnung wie das Korrektionsglied im Nenner.
Denn wenn man E in eine Reihe nach ®— 6, entwickelt und den Wert von E fiir
0, mit E, bezeichnet, so erhilt man

E=E,+(6— @0)(‘”5) .

00
E,
= E + }/ Q (TCV ) + « e
Damit 148t sich Gleichung (54) auch schreiben
A4 E,
v [ mEnTs By TCy— TG - E] (342)
' 6 0% T

Berechnet man also E mit einem konstanten 6, so ist nach Gleichung (54a),
besonders in mittleren Temperaturen, ein stirkerer Anstieg von 4 zu erwarten,
als nach Gleichung (54). Dies ist ein Beispiel dafiir, daB man mit der Berechnung
des Korrektionsgliedes im Nenner der Ausdehnungsformel an der Grenze dessen

1) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys Bd. 39, S. 286. 1912 Bd. 55, S. 371. 1918; Bd. 58,
S. 753. 1919. o )
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angelangt ist, was die Theorie mit der hier befolgten Niherung liefern kann.
Man wird sich damit begniigen miissen, daB sie die Gré8enordnung des Korrek-
tionsgliedes richtig angibt.

GRUNEISEN hat die Formel (54) und die daraus abgeleitete

0E
1 0V (W),,
7, 0T—Q[1_m+n+3£]2 (55)
0 6 Qo

an einer Anzahl kubisch kristallisierender ein- und mehratomiger Stoffe gepriift,
indem er die lineare Ausdebnung gleich einem Drittel der kubischen setzte und

fir (Z_‘;‘;) statt des Ausdrucks (52) einfach Cy nahm, wodurch die theoretische

Kurve fiir den Ausdehnungskoeffizienten in mittleren Temperaturen etwas ab-
geflacht wird. Bei groBeren Temperaturintervallen ist der mittlere lineare
Ausdehnungskoeffizient gebildet

1 01 _1 4, — 4,
TOT 3 T — Ty’

wo die 4 aus Gleichung (54) berechnet sind. In Tabelle 12, 13 und 15 sind die
Rechnungen und Beobachtungen zusammengestellt. Die Beobachtungen stam-
men fiir den Diamanten von A. DEMBowskA?), fiir Platin und Iridium von
VALENTINER und Warror?), ScHEEL?), HoLBORN und Dayv?), HorBORN und
VALENTINER 5) und GRUNEISEN®), fiir Kupfer von Dorsey?), CH. L. LiNDE-
MANN 8), HENNING?) und DITTENBERGERY), fiir Gold von Dorsey, Fizeau,
MULLER) und GRUNEISEN, fiir FluBspat und Pyrit von VALENTINER und
WaLLoT, sowie FizEAU.

Tabelle 12. Ausdehnungskoeffizient von Diamant.

1 0
AT wer ' ber. —beob.
ber. beob.

. 84,8/194,1 0,16 0,18 —02
Diamant 194,1/273,2 0,61 0,58 + 03

6 = 1860 273,2/296,2 0,97 0,97 +

Qo= 457 kecal | 296,2/328,0 1,17 © 1,17 +
328,0/351,1 1,37 1,45 — 08

Die interessanteste Priifung der Theorie gestattet der Diamant, dessen
6 == 1860, von NERNST und LINDEMANN!2) aus der spez. Wiarme ermittelt, so

-

W. C. RONTGEN, Miinchener Ber. 1912, S. 381. :
VALENTINER u. J. WaLroT, Ann. d. Phys. Bd. 46, S. 837. 1915.

)
? S.
3) K. ScreEL, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 9, S. 3. 1907.
4) L. HoLBORN u. A. DAy, Ann. d. Phys. Bd. 4, S. 104. 1901.
5 L. HoLBORN u. S. VALENTINER, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 16. 1907.
%) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 33, S. 33. 1910.
7) H. G. DorsEY, Phys. Rev. Bd. 25, S. 98. 1907.
8) Cu. L. LiNDEMANN, Phys. ZS. Bd. 12, S. 1197. 1911.
9)' F. HENNING, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 631. 1907.
10) 'W. DITTENBERGER, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 46, S. 1532. 1902.
11y A. MULLER, Phys. ZS. Bd. 17, S.29. 1916.
12) W, NERNST u. F. A. LINDEMANN, Berl. Ber. 1912, S. 1160.
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groB ist, daB die bei der Ausdehnungsmessung verwendeten Temperaturinter-
valle in einen Bereich der DEBYEschen Cp-Funktion fithren, der unterhalb des
Wendepunktes in der bekannten Kurvendarstellung der Funktion liegt und zum
guten Teil mit dem Gebiet des T3-Gesetzes zusammenfillt, welches zwischen
0° und 155° abs. auf weniger als 19, gelten sollte. Das groBe © hat weiter zur
Folge, daB das Korrektionsglied in Gleichung (54) noch nicht in Frage kommt.
Die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung in Tabelle 12 be-
deutet also Proportionalitit zwischen Ausdehnungskoeffizient und spez. Wirme,
oder zwischen Volumdehnung und thermischer Energie.

Bei den folgenden Stoffen konnte der Zahlenfaktor des Korrektionsgliedes
{m + n 4+ 3)/6 aus den Beobachtungen in hoher Temperatur mitbestimmt wer-
den. Er ergibt sich fiir Cu und Au in befriedigender Ubereinstimmung mit den

Tabelle 13. Thermischer Ausdehnungskoeffizient einiger Metalle.

1 91 1 01
— ——- 108 . —_——
- Uy 6T ber.— beob. AT lf, or 10° ber.— beob.
ber. beob, ber. ‘beob.
Plati 962 ] 662 | 666] —o04 289/329 | 8.85 8,95 ~10
atin 139,2 | 7,64 | 7,571 o7 320/373 | 9,02|. 9,11 —09
6 = 230: 190,90 | 8,24 | 8,16] 08 289/523 | 9,18 9,23 —05

— 231 keal: 217,2 | 8,42 8,28 14 523/773 9,87 9,84 +03
Qo = 231 kcal; 2259 | 8,48 | 8,42| 06 773/1023 | 10,60 | 10,52 + 08

m4n43 247,14 | 8,60 | 8,57 -03 1023/1273 | 11,38 |11,1—11,4
—5 =48 | 267,2| 8,70 | 874 —o04
283,6 | 8,76 8,85] —09
98,0 | 4,44 | 4,43] o1 90/290 | 5,77 571 -+06
Iridium 132,3 | 527 | 522 05 290/373 | 6,62 6,58 +04
209,2 | 6,09 | 585 -24 295/2003 | 8,66 8,75 —09

6 = 283; 2200 | 622 | 6,19| 03
Qp = 307 keal; | 266,5 | 6,40 | 6,38 02
283,0 | 6,46 | 6,72] —26
mAnt3_ oo (1445 |93 | 92| 41,
6 1696 10,1 10,1 +
1924 (10,9 | 10,8 | 1

103 [10,6 | 10,4 +2 20,4/80,5 | 4,0 3,8 42
K £ 123 12,1 12,1 —+ 82/289 14,0 14,2 -2
upier -1 443 13,1 | 131 + 289/523 | 17,4 17,2 42
0 = 325; 163 13,9 14,4 —5 2225648 18,7 18,2 +1
183 |14,5 | 14,7 -2 48/773 | 19,5 19, —1
Qo = 120 kcal; 203 15.0 15,0 +
w43 223 154 | 15,9 —5
— =28 | 243 [158 |16, -3
263 16,0 16,1 —1
283 16,3 | 16,3 +
103 [11,7 | 11,8 —1 83/290 | 13,2 13,2 +
123 |12,4 12,3 +1 290/373 | 14.4 14,3 -+1
Gold 143 |12,8 12,7 +1
0 = 190: 163 |13,4 | 13,05 05 323 14,4 | 14,4 £
= 190; 183 [13.4 [ 13,3 | 1 373 14,6 | 14,6 +
Qp = 145 kcal; 203 [13,6 | 13,7 —1. 573 15,5 15,5 =+
223 13,75 | 1415 —4 773 16,4 16,3 +1
mAnt+3_so | 243 [139 | 142 -3
6 263 |14,0 14,3 -3
283 [14,1 | 14,4 -3

323 14,4 14,5 —1




44 Kap. 1.

E. GRUNEISEN: Zustand des festen Korpers.

theoretisch erwarteten Werten (fiir m = 3 und mit den # der Tab. 4 gébe Cu 2,7,
Au3,7) fiir die iibrigen Stoffe etwas gréBer, was nach dem oben Gesagten nicht

Tabelle14. Charakteristische TemperatureinigerElemente.

verwunderlich ist.
Bemerkenswert

Diamant Platin Tridium Kupfer Gold ist die gute Dar-

: stellung der Aus-
6, ber. 1860 236 280 325 180 dehnung durch
6 beob. 1860 230 283 325 190 Formel (54) fir

die mehratomigen

Kristalle Flufispat und Pyrit, deren Molwirmen nach EUCKEN und SCHWERS?)
sich durch eine DeEBYEsche Funktion mit den @ der Tabelle 15 wiedergeben
lasseri. Beim Pyrit hitte man diesen Erfolg nicht erwarten miissen, da eine

Tabelle 15.

Gruppenbildung bei
iim nicht ausgeschlos-
sen ist.

Nach den mitgeteilten
Beispielen scheinennicht

" allein die einatomigen,

Thermischer Ausdehnungskoeffizient wvon
. FluBspat und Pyrit. '
’ 1 a1
. —— . 10®
T tor ber. — beob.
ber. beob. '
94,4 | 7,10 717 | —o7
FluB8spat (CaF,) | 1249 | 1042 | 10,26 +16
0 — 474: 157,3 13,09 | 13,02 +07
= 474; 186,9 | 14,83 | 14,65 | +18
Qo = 309 keal; 209,8 | 15,93 | 16,04 —11
231,4 | 16,80 | 16,78 402
mtrt3_ 2556 | 17,62 | 17,58 | +o4
6 : 278,6 18,30 | 18,53 —23
' 313,0 | 19,22 | 19,12 +10
Pyrit (FeS,) 108,0 2,88 2,95 —07
. 129,7 4,00 3,92 08
6 = 645; 155,0 5,15 5,16 —01
Qo = 556 keal; 214,83 7,22 7,00 | +13
237,4 7,77 7,73 +04
mtnt3_ 465 269,7 8,41 843 | —o02
6 313,0 9,10 9,08 | 402

sondern auch die mehr-
atomigen reguldren Kri-
stalle ohne Gruppenbil-
dung dem in Gleichung
(54) ausgesprochenenGe-
setz der thermischen
Ausdehnung zu folgen,
wobei allerdings der Zah-
lenfaktor des Korrek-
tionsgliedes  empirisch
bestimmt werden muB
und mit dem theore-
tischen (m-+n--3)/6nur
ungefihriibereinstimmt.
Ein abschlieBendes Ur-
teil ist erst moglich,
wenn weitere Messungen
vorliegen.

25 Berechnung der Grenzfrequenz (@) aus dem Verhdltnis des Aus-
dehnungskoeffizienten zur Atomwirme. Von den drei Konstanten, welche zur
Darstellung der thermischen Ausdehnung in voriger Ziffer sich als nétig erwiesen,
sind © und Q, bei einatomigen reguliren Kristallen nicht unabhingig vonein-
ander. Aus den Gleichungen (29a) und (53) folgt nimlich fiir die Grenzfrequenz

2 =y2N?

wo y22000,20 ist, und daher fir T-=10 -

5 QO _ 2 QO
2 =T 3
JVIVO'S‘» B
6, = c] —QO—Z—,
MV§

) -

(56)

- (563)

1) A. Euckex u. F. Scawers, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 578. 1913.
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wo PR
C==>N"1ra,
also mit Riicksicht auf Gleichung (30) und (32)
c= byt 2 CEN O ve ot Dt Dvalt

k 8 n2 n—m

C ist also durch die Kraftgesetze bestimmt. Empirisch hat sich als bester Wert
C =1437

ergeben, wenn man'(Q, in gcal zahlt, Fir die Stoffe in Tabelle 12 und 13 sind
in Tabelle 14 die aus den @, nach (56a) berechneten €@, mit den ,,beobachteten*
verglichen, d. h. mit den in Tabelle 12 und 13 angegebenen, aus dem Verlauf
des Ausdehnungskoeffizienten mit der Temperatur ermittelten.

26. Thermische Ausdehnung nichtreguldrer Kristalle!). In jedem homo-
genen Kristall gibt es drei aufeinander senkrechte Richtungen, die wihrend
der thermischen Ausdehnung zwar ihre Lage im Raum #ndern konnen, je-
doch nach der Deformation wieder aufeinander senkrecht stehen. Es sind dies
die Hauptachsen dés Deformationsellipsoides, das aus einer Kugel mit dem
Radius 1 durch die Temperaturinderung hervorgegangen ist. Sie heilen
,,thermische Achsen’ oder ,,Hauptachsen der thermischen Dilatation”. Sie
mogen in ihrer urspriinglichen Lage mit den Achsen eines rechtwinkligen xyz-
Koordinatensystems zusammenfallen. Einer jeden Achse entspricht ein beson-

derer ,,Hauptausdehnungskoeffizient” «,, «,, «,, wenn abkurzend & = ; 06 ;
gesetzt wird.

Wihrend fiir die Kristalle des regulidren Systems, wie fiir isotrope Korper,
&, = &, = &, ist, sind bei den nichtreguldren Kristallen die & von der Richtung
abhingig. Die Abhingigkeit entspricht der Symmetrie des Kristalls.

In den Kristallen des hexagonalen, trigonalen und tetragonalen
Systems ist die Lage der thermischen Achsen stets dieselbe. Eine der ther-
mischen Achsen (z) fallt mit der kristallographischen c-Achse zusammen. Die
beiden anderen (¥ und y) diirfen zwei beliebige auf der ¢-Achse und aufeinander
senkrechte Achsen sein, da in der auf der ¢-Achse senkrechten Ebene die lineare
thermische Ausdehnung von der Richtung unabhingig ist (ocm = &y; Op = Oy)-
Das Deformationsellipsoid ist ein Rotationsellipsoid.

Bei den Kristallen des rhombischen, monoklinen und triklinen
Systems sind die Hauptausdehnungskoefﬁzienten alle voneinander verschieden.
Das Deformationsellipsoid ist ein dreiachsiges Ellipsoid.

In den Kristallen des rhombischen Systems ist die Lage der thermischen
Achsen von der Temperatur unabhingig, da sie bei jeder Temperatur mit den
kristallographischen Achsen zusammenfallen.

In den Kiristallen des monoklinen Systems hat nur eine der thermischen
Achsen eine von der Temperatur unabhingige Lage, sie fillt mit der kristallo-
graphischen b-Achse zusammen. Die beiden anderen Achsen liegen in der zu

1) Alles, was bis zum Jahre 1920 iiber die thermische Ausdehnung der Mineralien,
Gesteine und kiinstlich hergestellten Stoffe von entsprechender Zusammensetzung bekannt
war, findet sich sorgfaltig zusammengestellt in einer Studie von K. Scuurz, Fortschr. d.
Mineral., Kristallogr. u. Petrogr. Bd. 4, S. 337. 1914; Bd. 5, S. 293. 1916; Bd. 6, S. 137.
1920; Bd. 7, S. 327. 1922. Ihr sind auch.die.ersten Sitze dieser Ziffer wesentlich unver-
andert entnommen. — Weitere Messungsergebnisse s. bei P. W. BRIDGMAN, Proc. Amer. Acad.
Bd. 60, S. 305. 1925.
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der b-Achse senkrechten Ebene. Ihre Lage muB fiir jede Temperatur besonders
ermittelt werden.

Bei den Kristallen des triklinen Systems ist die Lage aller drei thermischen
Achsen fiir jede Temperatur eine andere; sie muf bei jeder Temperaturinderung
besonders ermittelt werden.

)
Der Volumausdehnungskoeffizient —:7 9—; ist annihernd
fiir das regulidre System 3,

,» » hex., trig., tetrag. System 20, + o,
»» s Thomb., monokline, trikline System &, + &, + «,.
Auch die Summe des linearen Ausdehnungskoeffizienten in drei beliebigen auf-
1 oV
VaT
Der lineare Ausdehnungskoeffizient in irgendeiner Richtung,
welche mit den Hauptdilatationsachsen x, y, z die Winkel ¢,, ¢,, ¢, bildet,
ist gegeben durch die Formel?)
o = &, CoS%@, + &, Cos?p, | &,Co8?@,. (57)

Die thermische Ausdehnung ist also vollstindig bestimmt, wenn man die drei
Konstanten «,, &,, &, kennt, oder im Falle des hexagonalen, trigonalen und
tetragonalen Systems die zwei &, = &, und «,, aus denen dann

o = o, sin?g, + &, cos?g, (57a)

einander senkrechten Richtungen ergibt?)

zu berechnen ist.
Fir die Hauptausdehnungskoeffizienten gelten die thermodynamlschen
Formeln

o aS) B (35) 3 (55)
V~(X¢——-—-<~é~X;T, V'Oiy-—-——ﬁ’;l’, Vea,=— 0Z, T’

wo die Entropie S des Mol durch Gleichung (23) gegeben ist. S ist nur insofern
von X,, ... abhingig, als es die @; sind. Man erhilt

_szalog@jc(@j) cii) +R% 8log@, H( ) (58)

Da die durch Gleichung (12a) und (13a) definierten Funktionen ¢ und H fiir
T = 0 verschwinden, so gilt das gleiche fiir «,, «,, «,, wie es sein muB, da die
Ausdehnungskoeffizienten jedes chemisch homogenen festen Korpers sich bei
abnehmender Temperatur unbegrenzt dem Werte Null nidhern?). Von einer auch
nur angeniherten Proportionalitit der Hauptausdehnungskoeffizienten mit der
Molwirme [Gleichung (17a)] kann aber im allgemeinen nicht die Rede sein (vgl.
den Schluf von Ziff. 17 und 18 und die Bemerkungen iiber nichtregulire
Stoffe in Ziff. 20).

27. Thermische Ausdehnung hexagonaler Kristalle (Zink, Kadmium).
Die weitere Behandlung und Anwendung der Gleichungen (58) ist nur unter ver-
einfachenden Annahmen moglich, wie sie z. B. GRUNEISEN und GOENS3) zwecks
Darstellung der thermischen Ausdehnung von Zink- und Kadmiumkristallen

1) W. Voigt, Lehrbuch der Kristallphysik, S.290ff. Leipzig 1910.
?) M. Pranck, Thermodynamik, §285.
%) E. GRUNEISEN u. E. Goens, ZS. f. Phys. Bd. 29, S. 141. 1924.
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eingefithrt haben. Diese Kristalle gehéren dem hexagonalen System an und
bilden keine Atomgruppen. Das zweite, auf innere Schwingungen beziigliche
Glied auf der rechten Seite von Gleichung (58) fillt also fort, # und y sind gleich-
wertig, z ist Achsenrichtung. )
Die Druckinderung 60X, oder 6Z, hat Deformationen x,, y,, 2, zur Folge.
Daher ist
dlog®;  0dlog®; dx, dlog ®; dy, 0log®; 0z,
X, = 90x, 90X, oy, 0X, 0z, 0X,

und ebenso fiir Z,. Nun gilt fiir das hexagonale System?)

0%, 0yy 0z,
X, =W gx, T T%w 3x, T W

wo die s,, die ,,Hauptelastizitditsmoduln‘‘ in VoicTscher Bezeichnungsweise sind.
Fithrt man schlieBlich nach Gleichung (34) noch die (y;);. .- ein, so wird

0 log O;
6}g{x L = (7)) (S11 + S12) + (7). 5135

0log 6;
6§z 2= 2 (Yj)zzslli + (Y.i)zzs33'

Fithrt man diese Ausdriicke in die Gleichungen (58) ein, so erhilt man

By = (sll + 312) 9z + $18 22> } (59)
&K, = - 258139z + S35z
WO
3
R o;\ 422
oo = 20 Ji0(7) 4
j=1
(60)

3
R @j) a0
q9.. = Vgﬁyf)zzc (T 47 ’

die sogenannten thermischen Druckkoeffizienten in den Richtungen .l und Il
zur hexagonalen Achse sind.

Die Absolutwerte der Hauptausdehnungskoeffizienten sind also ganz wesent-
lich durch die Gré8e der Hauptelastizititsmoduln s,, bestimmt, ihre Verdnder-
lichkeit mit der Temperatur aber durch die Veridnderlichkeit der thermischen
Druckkoeffizienten, da die s,, sich nur verhiltnismaBig wenig mit der Tempe-
ratur indern. Durch das Wechselspiel dieser Einfliisse treten unter Umstédnden
merkwiirdige Erscheinungen zutage, wie gerade die folgenden Beispiele Zink
und Kadmium beweisen. Diese Metalle haben als Einkristalle eine sehr starke
elastische Anisotropie?), daher auch von der Richtung stark abhingige ©. In
Richtung z sind die 0, klein, senkrecht dazu gro8. Uber die y kann theoretisch
wenig Bestimmtes gesagt werden. Sie hingen’ebenfalls von der Richtung ab, und
zwar im vorliegenden Falle wahrscheinlich so, daB y,, ein Maximum in der Rich-
tung z, y,, ein Maximum senkrecht zu z hat. Die Funktionswerte G gehen also
bei der riumlichen Mittelung in ¢,, und ¢,, mit verschiedenen Gewichten ein.
Ohne sich auf eine nihere Diskussion der Raumintegrale einzulassen, kann man

1) W. Voigr, Lehrbuch der Kristallphysik, § 280 u. 374.
2) E. GRUNEISEN u. E. Goexs, ZS. f. Phys. Bd. 26, S. 235 u. 250. 1924; P. W. BRIDG-
MAN, Proc. Nat. Acad. Amer. Bd. 10, S. 411. 1924; Proc. Amer. Acad. Bd. 60, S. 305. 1925.
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versuchen, den geschilderten Verhaltnissen mit einer gewissen Annéherung Rech-
nung zu tragen, indem man

Flf) el
sz—‘ﬁ“?’x»'c T ’ G2z = Vv ?z c ‘T‘ (603)

setzt, wo die y,, 7,, 0,, 0, vorliufig unbekannte Mittelwerte darstellen. Dadurch
ist eine groBe Vereinfachung der Formeln (59) erzielt. Die thermischen Druck-
koeffizienten ¢ sind jetzt einfachen DEBYEschen Atomwirmefunktionen proportio-
nal. Die thermische Ausdehnung |lund 1 zur hexagonalen Achse soll sich mit
den vier genannten Konstanten darstellen lassen, solange wenigstens die elasti-
schen Konstanten s, als unabhingig von T angenommen werden diirfen, d. h.
in nicht zu hoher Temperatur.

Tabelle 16 gibt die beobachteten und die nach Gleichung 59 und 60a be-
rechneten Hauptausdehnungskoeffizienten von Zink und Kadmium nach GRiUN-

Tabelle 16.
Ausdehnungskoeffizienten von Zink und Kadmium il und L zur hexagonalen
B Achse.
tjts T AT 108 xy - 108 s (x 1l + Zal) « 108
°Q abs. beob. berechn. beob. berechn. beob. berechn. :
+ 100/4 20 333,2 + 63,9 — + 14,1 — -+ 30,7 —
+ 20/— 20 |273,2 64,3 + 62,5 12,5 +12,0 29,7 + 28,8
u| — 20/— 60 |233,2 65,1 62,8 11,3 11,2 29,2 28,4
B4 — 60/—100 |193,2 654 | 63,2 10,1 10,1 28,5 27,8
N1 —100/—140 |153,2 65,6 63,7 8,3 8,4 27,4 26,8
—140/— 180 }113,2 64,4 63,9 + 50 | + 50 24,8 24,6
— 187/—253 53,2 52,5 51,2 | — 21 — 3,9 16,1 14,5
+ 100/+ 20 3332 | +52,6 - +21,4 - + 31,8 —
g| + 20/— 20 ]2732 54,3 | +57.8 19,1 | +16,8 30,8 | 4+30,5
B — 20/— 60 |]233,2 55.4 57,9 17,8 16,4 30,3 30,2
g§¢ — 60/—100 |193,2 56,7 58,1 16,4 15,8 29,9 29,9
9l —100/—140 |153,2 58,0 58,5 14,6 14,6 29,1 29,2,
24 — 140/— 180 113,2 58,9 58,8 11,7 12,3 27,4 27,8
—187/—253 53,2 54,5 543 | + 36 | + 23 20,6 19,6

EISEN und GOENS, ebenso den Volumausdehnungskoeffizienten a, 4 24,.
Tabelle 17 enthalt die zur Rechnung benutztens,,, dieebenfalls von den genannten
Autoren gemessen sind, und die den Beobachtungen angepaBten Konstanten y

und ©. In den Abb. 3 und 4 entsprechen die gestrichelten Kurven den Beob-

Tabelle 17. Thermisch-elastische Konstanten voh Zink und Kadmium.

Oz 0, J’z . Te (811 + 810) + 108 815 1018 835« 1018
Zink . . . . 320 200 2,04 1,68 + 7.5 —6,05 | +28,2
Kadmium . . 214 160 2,9 2,36 +10,8 —9,3 + 35,5

achtungen, die ausgezogenen der Rechnung. Die Richtungen || und L haben
verschiedenen MaBstab, so daB3 der groBe Unterschied zwischen «, und o, hier
nicht in die Augen fallt, woll aber das véllig verschiedene Verhalten mit sin-
kender Temperatur: fiir o, rascher Abfall bis zu negativen (fiir Zink auch beob-



Ziff, 27.

achteten) Werten, fiir o, An-
stieg bis zu einem (fiir beide
Metalle beobachteten) Maxi-
mum und dann duBerst rascher
Abfall zu Null.

Die y, und p, haben die
fur Kristalle ohne Gruppen-
bildung zu erwartende GréBen-
ordnung (vgl. Tab. 7, letzte
Spalte, Werte fiir Zn und Cd),
die 6, und 6, sind etwas gré-
Ber, als man sienach dem Ver-
lauf der Atomwirme erwarten
wiirde. Bisher fehlt jede Mog-
lichkeit diese Mittelwerte theo-
retisch zu erfassen.

Die oben in Formeln ge-
gebene Darstellung der ther-
mischen Ausdehnung von Zink
und Kadmium 148t sich in
Worten etwa so anschaulich
machen: Denken wir uns einen
Zn- oder Cd-Kristall vom ab-
soluten Nullpunkt aus, wo alle
atomaren  Schwingungsfrei-
heitsgrade frei von Wirme-
energie sind, etwas erwirmt,
so wird eine merkliche Energie
zunichst nur auf die lang-
sameren Schwingungen || zur
Achse iibertragen und erst bei
weiterer Vermehrung allmih-
lich auf andere Richtungen bis
zu den raschen Schwingun-
gen | zur Achse verteilt wer-
den. Da nun die thermische
Ausdehnung in irgendeiner
Richtung die Folge der Schwin-
gungen in dieser Richtung ist,
weil nach DEBYE infolge der
Abweichung vom HOOKEschen
Gesetz durch die Schwingung
eine Verlagerung des Schwin-
gungsmittelpunktes eintreten
muB} (Ziff. 6), so werden bei
beginnender Erwidrmung vom
Nullpunkt aus die Schwin-
gungen zunichst nur eine Aus-
dehnung |l zur Achse bewir-
ken, die relativ groB ist, weil

Die Zustandsinderungen fester Korper.
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Abb. 3. Hauptausdehnungskoeffizienten von Zink in

Abhingigkeit von der Temperatur.
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Abb. 4. Hauptausdehnungskoeffizenten von Kadmium

in Abhangigkeit von der Temperatur,

in dieser Richtung die elastische Dehnbarkeit (s5;) groB ist. Mit dieser ther-
mischen Ausdehnung ist aber eine elastische Querkontraktion | zur Achse (nach

Handbuch der Physik. X.

4
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MaBgabe der Konstante s;3) verbunden, die als negativer Ausdehnungskoeffi-
zient in Erscheinung tritt, weil in dieser Richtung noch keine merklichen
Wirmeschwingungen stattfinden. Bei weiterer Temperatursteigerung lagert sich
nun iiber den bisher geschilderten Vorgang ein zweiter: die positive thermische
Ausdehnung ] zur Achse, welche entsprechend der geringen elastischen Dehn-
barkeit } zur Achse (s;;) nur klein ist, aber doch die negative elastische Deh-
nung mehr und mehr kompensiert und schlieBlich das Vorzeichen umkehrt;
und die elastische Querkontraktion |l zur Achse (s;5), welche das Tempo des
Anstiegs der «; verlangsamt und deren Maximum herbeifithrt. Der Verlauf der
Kurven fiir &) und o, bei tiefer Temperatur gibt also einen anschaulichen Be-
weis fiir die Forderung der Quantentheorie, daB Oszillatoren héherer Frequenz
erst bei hoherer Temperatur Energie aufzunehmen beginnen als Oszillatoren
niederer Frequenz.

Bekanntlich zeigen Zink und Kadmium im polykristallinen Zustande bei
rascher Abkiihlung (auf —190° C z. B.) klingendes Gerdusch und bei jedem
raschen Temperaturwechsel oft lang andauernde Nachwirkungen der thermischen
Ausdehnung. Diese Erscheinungen sind bei Einkristallen nicht zu finden, hin-
gen also wahrscheinlich mit den infolge der starken Anisotropie der regellos
orientierten Kristallite zwischen ihnen entstehenden inneren Spannungen und
Gleitungen zusammen.

28. Das Verhidltnis der mittleren Schwingungsamplitude zum Atom-
abstand1)., Mit der Frage nach der wahren Gr68e oder Raumerfiillung der Atome
(Ziff. 5) hiangt offenbar nahe zusammen die Frage nach der GréBe der Schwin-
gungsamplituden. Definiert man die mittlere Amplitude ¢ des Einzelatoms bei
der hinreichend hohen Temperatur T durch die Gleichung 2)

E = §/3n2v2e2 M, (61)
wo » die DEBYEsche Grenzfrequenz ist, setzt nach Gleichung (56)
My2=yz? 229
"o
und nach Gleichung (54)
Y| m-t+n-+3 4
E = Qov(‘) ['1 -6 V; ,
so folgt 4 .
P i o
e |/ 4 6 Vo
7V Vo o 8B3atys

oder unter Vernachla551gung des Korrektionsgliedes im Zahler und Einfithrung
des groBeren 23 statt 22 im Nenner

ez _V 4 (62)
7y 8/3n27z0 .

1) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 296. 1912; P. LENARD, Sitzungsber. Heidelb.
Akad. A, 1914, S.41/42.

2) Setzt man namlich die Energie einer Sinusschwingung von der Amplitude ¢ gleich
der mittleren Energie eines PraNckschen Oszillators und bildet den Mittelwert & durch
Integration fiber das elastische Frequenzspektrum, so erhilt man fiir hohe Temperaturen
9 kT
BT
woraus mit E =3NAT und M = N u Gleichung (61) folgt.

22 =
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Der Zahlenfaktor 8/3 #2y 2 hat fiir einatomige regulire Stoffe etwa den Wert 8.
Soweit dieser fiir verschiedene Stoffe als konstant betrachtet werden kann,
gelten demnach folgende Sitze:

1. Das Verhiltnis der mittleren Amplitude zum mittleren Abstand benach-
barter Atome wichst mit der Temperatur annihernd wie die Quadratwurzel
aus dem Volumenzuwachs.

2. Fiir verschiedene einatomige regulire Kristalle ist bei gleicher relativer
Ausdehnung die Schwingungsamplitude ungefihr der gleiche Bruchteil des
Atomabstandes.

Nun ist der Schmelzpunkt T, erfahrungsgemaf3 1) eine Temperatur, fiir welche
der Gr6Benordnung nach

)
S = 0,08 63)
<V0 T=Ts (
ist, also wird B
(i> = 0,10;. (64)
1’0 T=Ts

Die mittlere Amplitude betrigt also selbst beim Schmelzpunkt
nur etwa 10%, des kiirzesten Atomabstands, der etwas groBer ist
als 7,

Nihme man mit F. A. LINDEMANN?) an, dal beim Schmelzen die ,,wahren‘
Bereiche (Ziff. 5) benachbarter Atome zusammenstoBen, so miilte man aus
der oben abgeleiteten Zahl auf eine ziemlich groBe fiir verschiedene Elemente
im Verhiltnis zu ihrem sog. Atomvolumen ungefihr gleiche Raumerfiillung der
Atome schlieBen. Doch ist zu bedenken, daf ¢ einen Mittelwert der Amplitude
darstellt, der bei den Schwingungen einzelner Atome bedeutend iiberschritten
werden kann. Auf diese Weise muB ein Ausgleich mit dem Ergebnis von Ziff. 5
gesucht werden, wonach die Raumerfiillung verhiltnismiBig klein war.

Auch die Anderung der Amplitude mit Temperatur und Druck
kann aus Gleichung (61) berechnet werden. Es wird

i(_‘?‘?_)~ 11(@) L(f_@_)
:\oT),= T2 E\e7), "0 \0T),’

also nach Gleichung (52), (52a) und (40)

(Qlost) 117G, 1266 171G, 1(C, )
dlogT/, 2 E 2 dlogT 2 E 2 \Cy )

Bei einer adiabatischen Druckinderung bleibt % konstant, also folgt

aus (61)
L(ﬁi) ﬂ_ii(@) __}_L(EK) _r1 (W)
e\dpls 2 O\dply 2 C,\0T/), 2V \dpls"
Da die Volumkompressibilitit das Dreifache der linearen Kompressibilitit ist
und y oo 2, so ergibt sich, daB die Amplitude bei adiabatischer Druckerhthung
etwa dreimal so stark relativ abnimmt, wie der Atomabstand. Absolut ist die
Amplitudendnderung jedoch noch betrichtlich kleiner als die Abstandsinderung,
so daB eine Anndherung der Schwingungsrdume der Atome bei adiabatischer
Kompression stattfindet.

1) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. Bd. 39, S. 296. 1912.
2) F. A. LiNnDEMANN, Phys. ZS. Bd. 11, S. 609. 1910; Berl. Ber. 1911, S. 318.

4%
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Bei isothermer Kompression ist die relative Amplitudenidnderung im Ver-
I Ologe
hiltnis 1 + ( Jlog T |
29. Beziehungen der Schmelztemperatur zu anderen Eigenschaften des
festen Stoffs. LiNDEMANNsche Schmelzpunktsformel. Der sehr lange
bekannte Zusammenhang zwischen Schmelztemperatur und Ausdehnungs-
koeffizient findet durch Gleichung (63) den verniinftigsten Ausdruck und wird
durch die Ausfithrungen von Ziff. 28 physikalisch verstindlich.
Wichtiger ist eine von F. A. LINDEMANN?) gefundene Beziehung zwischen
Schmelzpunkt und Grenzfrequenz der Atome. Setzt man in Gleichung (61)

E =3 RT, und nach (64) & = 0,1057,, so erhilt man fiir die Atomfrequenz beim
Schmelzpunkt

) groBer als bei adiabatischer.

2
s 9R T, _ 9RN? T,

Vs = = , (65)
80103 A 8t 0108 1%
das ergibt
vo= 25100 |/ —Le, @s=119V L
MV MVE

Da die Frequenz etwa doppelt so schnell mit der Temperatur abnimmt, wie das
Volumen wichst, so sind », und ©, etwa um 16%, gréBer. Die Formel hat sich
gut bewihrt.

Eine andere Beziehung zwischen Schmelzpunkt und Kompressibilitit er-
gibt sich durch Elimination der Atomfrequenz aus den Formeln (29a) und (65).
Danach wird ungefihr?)

e) Experimentelle Methoden zur Bestimmung der Wirme-
ausdehnung fester Korper.

80. Interpolationsformeln. An Stelle der theoretisch begriindeten Aus-
dehnungsgesetze (Ziff. 24, 26, 27) werden meistens die bequemeren Interpolations-
formeln von der Form

=1+ prt+ BB+ fst® + -]

benutzt, wo ¢ die vom Eispunkt an gezdhlte Temperatur, /, also die Linge des
Probekérpers beim Eispunkt, g, f,, fs,.. Konstanten sind, deren Anzahl man
nach Méglichkeit beschrinkt. Der lineare Ausdehnungskoeffizient bei der Tem-
peratur ¢

1 dl

Iy dt
stimmt dann mit der frither &« bezeichneten GréBe iiberein, wenn man davon
absieht, daB /, jetzt beim Eispunkt und nicht beim absoluten Nullpunkt genom-
men wird.

— But 2Bt 3Fs P 4

1) F. A. LinpEMANN, Phys. ZS. Bd. 11, S. 609. 1910; Berl. Ber. 1911, S. 318.
2) Besser stimmt anscheinend die von TH. W.RICHARDS etwas abgeanderte empirische

Formel » = 0,00021 3

-—————1,25(],3_ 509 " Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 37, S. 1652. 1915.
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Als mittleren linearen Ausdehnungskoeffizienten zwischen den Tempera-
turen # und #” bezeichnet man die GréBe

I N o .
8= g =it fa '+ )+
0

Eine besonders in tiefer Temperatur fiir manche Stoffe brauchbare Inter-
polationsformel von THIESEN?) lautet

lz"l1= A(T’:}—T{‘),

wo I, I, die Langen bei den absoluten Temperaturen T, T, und A und %2 Kon-
stanten bedeuten.

Die genannten Interpolationsformeln gestatten in begrenzten Temperatur-
gebieten die Lingen als Funktion der Temperatur oft mit gréBerer Genauigkeit
darzustellen als die theoretischen Formeln, sie sind aber zu Extrapolationen
ungeeignet und theoretisch #uBerst uniibersichtlich. Bei Stoffen, wo es an
theoretischen Formeln fehlt, insbesondere bei amorphen Glisern, Legierungen
und vielen nichtreguldren Kristallen ist man natiirlich auf Interpolationsformeln
der obengenannten Art angewiesen.

In der Nihe von Umwandlungspunkten des festen Stoffs pflegt die Aus-
dehnung UnregelmiBigkeiten zu zeigen, die sich nicht durch Formeln darstellen
lassen.

81. Absolute und relative Ausdehnungsmessungen. Bei absoluten Me-
thoden wird nur der Probekérper auf verschiedene Temperaturen gebracht und
seine Lingeninderung gemessen. Experimentell leichter auszufiihren sind rela-
tive Messungen, bei denen Probe- und Vergleichskorper gemeinsam auf verschie-
dene Temperaturen gebracht werden und der Unterschied ihrer Langen4dnderung
gemessen wird. Der Vergleichskérper wird aus einem Stoff gewdhlt, dessen
Wirmeausdehnung in dem fraglichen Temperaturbereich genau bekannt und
wenn moglich auch sehr klein ist.

Als bester Stoff dieser Art gilt Quarzglas, fiir welches folgende Inter-
polationsformeln aufgestellt worden sind:

Bereich

—253°/4100° L =I,[1 + 0,08362¢ + 0,04181 £2 — 0,0,00340 #] 2),
0°/4+100° I = I, [1 + 0,06353 £ + 0,04131 2] 3),
0°/4500° I, =y [1 + 0,06395 £ -+ 0,041282 £2 — 0,0,,01698 5] %),
+100°/41000° L =1I,[1 + 0,0455 £ 9).

Danach ist die Ausdehnung des Quarzglases®) im ganzen Bereich von —253 ° bis
+-1000° sehr klein und bewirkt meistens nur eine geringfiigige Korrektion. Be-
achtung verdient aber, daB das Quarzglas bei etwa —60° C ein Dichtemaximum
hat, sich also bei weiterer Abkiihlung wieder ausdehnt um Betrége, die gerade
in tiefsten Temperaturen, wo die Ausdehnungskoeffizienten aller Stoffe sehr Kklein
werden, stark ins Gewicht fallen.

Auch das Jenaer Glas 1565 III eignet sich wegen seiner geringen Ausdehnung
gut zur Herstellung von Vergleichskérpern. Nach ScHEEL?) gilt zwischen 0 und

1) M. THieseN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 10, S. 410. 1908.

2) K. ScHeEL u. W. Heusg, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 1. 1914.

3) P. Cuappruis, Verh. d. naturf. Ges. Basel Bd. 16, S. 173. 1903; K. ScHEEL, Verh.
d. D. Phys. Ges. Bd. 5, S. 119. 1903.

4) K. SceEEL, ZS. f. Phys. Bd. 5, S. 167. 1921.

% L. HorLBorN u. F. HENNING, Ann. d. Phys. Bd. 10, S. 446. 1903.

6) Weitere Lit. s. bei Kave, Phil. Mag. Bd. 20, S. 718. 1910.
7) K. ScHEEL, ZS. f. Phys. Bd. 5, S. 167. 1921.



54 Kap. 1, E. GRUNEISEN: Zustand des festen Korpers. Ziff, 32.

500° C die Formel

b= 1,1 4+ 0,0,3300 ¢ 4 0,0414574 #3].
GRUNEISEN und GOENs?!) geben fiir den mittleren linearen Ausdehnungskoeffi-
zienten in tiefer Temperatur folgende Werte:

4 -185,2° | -139,8° | -99,1° -50,6° | +18,9°
t -1398° | -99,1° - 50,6° +19,6° | +99,4°

&.108= | 40,67 | +1,48 | 4237 | +2,66 | +3.4

Im iibrigen kann man aber auch jeden anderen gut definierten Stoff, dessen
Ausdehnung genau bekannt ist, z. B. Quarzkristall, reines Platin u. a., zum Ver-
gleichskorper wihlen. Ein reiches Zahlenmaterial iiber thermische Ausdehnung
findet sich in LANDOLT-BORNSTEINS Tabellen, in den Wirmetabellen der Reichs-
anstalt sowie in der schon mehrfach zitierten Studie von K. ScHULZ in den Fort-
schritten der Mineralogie, Kristallographie und Petrographie.

32. Mikrometrische Messung der Lingendnderungen. Der Probekdrper
in Stabform wird an beiden Enden mit kurzen Teilungen versehen, welche
mittels zweier feststehender, zweckmiBig auf einer Schiene aus Invar
(® = 1,6 - 1078) befestigter Mikroskope mit Okularmikrometern anvi-
siert werden. Zu Messungen in hoher Temperatur?) wird der Probe-
stab, Teilungen nach unten, in ein lingeres horizontales elektrisch ge-
heiztes Porzellanrohr gelegt, das am Ort der Teilungen nach unten
Offnungen besitzt. Unter diesen befinden sich total reflektierende
Prismen, durch welche die Teilungen in den horizontalen Strahlen-
gang der Mikroskope gespiegelt werden. Zu Messungen in tiefer
Temperatur?) liegt der Probestab, Teilungen nach oben, in einem
Metallrohr, das ganz in ein Fliissigkeitsbad (z. B. fliiss. Luft) ein-
taucht. Durch zwei aus dem Bad herausragende Rohransitze, die
oben durch diinne Glasfenster geschlossen sind, werden die Teilungen
beobachtet. Die Summe der mikrometrisch gemessenen Verschie-
bungen je eines Teilstrichs an beiden Stabenden gibt die absolute
Ausdehnung des Stabes zwischen den Teilstrichen, falls nicht durch
eine Temperaturdnderung der Invarschiene noch eine kleine Korrek-
tion hinzukommt. Die Stabtemperaturen mit man mit Thermo-
elementen oder Widerstandsthermometern, die man in unmittelbare
Nihe bringt.

Einfacher ist die Anordnung fiir relative Ausdehnungsmessung?).
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" In einem langen vertikalen, unten geschlossenen Rohr (Abb. 5) aus
einem gut definierten Glase (Quarzglas, Jenaer Glas, s. Ziff. 31) ruht
4 1) unten auf einer Spitze der Probestab; auf ihm, wieder mittels einer

Spitze, ein zweiter Stab, der aus demselben Glase hergestellt ist wie
Abb. 5. das Rohr. Dieser Stab und das Rohr sind am oberen, aus dem Tempe-

Iﬁlisgiig: raturbad herausragenden Ende halbzylinderférmig angeschliffen und

paratnach auf den Schliffflichen mit Teilungen versehen. Die Verschiebung der
Hennive. Teilungen gegeneinander beim Einbringen des Apparats in das Bad

1) E. GRUNEISEN u. E. Gogens, ZS. f. Phys. Bd. 29, S. 144. 1924.

2) L. HOLBORN u. A. DAY, Ann. d. Phys. Bd. 2, S. 505. 1900; Bd. 4, S. 104. 1901;
HoLBORN u. S. VALENTINER, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 1. 1907, woselbst ein frei ausgespanntes
elektrisch geglithtes Iridiumband bis 1632° C gemessen wird.

%) K. ScEeL u. W. Heusg, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 9, S. 449. 1907.

4) F. HENNING, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 631. 1907; HorLBOorRN u. HENNING, ZS. f.
Instrkde. Bd. 32, S. 122. 1912.



Ziff. 33. 34. Experimentelle Methoden zur Bestimmung der Warmeausdehnung. 55

hoher oder tiefer Temperatur wird mit Mikroskop und Okularmikrometer ge-
messen und gibt die relative Ausdehnung des Probestabes gegen ein Glasrohr
gleicher Linge. Vorausgesetzt ist dabei, da8 der Glasstab im Innern und das
ihn eng umschlieBende Rohr die gleiche Temperaturverteilung besitzen. Wegen
der Unsicherheit dieser Bedingung ist es gut, ein Glas kleiner Ausdehnung zu
wihlen. Ist dies nicht méglich, so kann man auch nacheinander den Probestab
und einen Quarzglasstab gleicher Linge unter genau gleichen Bedingungen (Bad-
hoéhe usw.) in einem Rohr aus gewdhnlichem Glase messen und die Differenz
beider Ablesungen bilden.

Zu Messungen in fliissigem Wasserstoff mul, um die Kondensation von
Luft auszuschlieen, das Rohr mit Wasserstoffgas gefiillt und oben geschlossen
werden?). Oder das Rohr wird durch einen offenen Rahmen aus Quarzglas er-
setzt 2), so daB der Probestab vom flissigen Wasserstoff umspiilt wird.

33. Messung der Lingenidnderung mittels Poceenporrrscher Spiegelablesung.
Die Langeninderungen werden durch Hebeliibertragung in Winkeldnderungen
umgewandelt, deren Betrag mittels Spiegel, Fernrohr und Skala in iiblicher Weise
gemessen wird. Seit den ersten Versuchen von PrafvF (1858) ist die Methode
in mannigfachen Formen wieder angewandt worden. Ein neuer gut durchge-
bildeter Apparat von LEmMaN und WERNER3) #hnelt der HENNINGschen Anord-
nung (vor. Ziff.), nur daB die gegenseitige Verschiehung von Rohr (oder Rahmen)
und Stab die Neigung eines kleinen dreibeinigen Tischchens mit Spiegel bewirkt.

34. Lingenmessung mit Lichtinterferenz (Fizeau). Das Prinzip der
Methode besteht darin, daf die durch thermische Ausdehnung hervorgerufene
Langenidnderung zwei geschliffene spiegelnde Flichen, zwischen denen eine Inter-
ferenzerscheinung erzeugt ist, parallel gegeneinander néhert oder entfernt und da-
durch eine Wanderung der Interferenzstreifen bewirkt. Fizeau4) selbst benutzte
noch NEwToNsche Ringe, jetzt sind die fast geraden, dquidistanten Interferenz-
streifen gleicher Dicke (F1zEAU) in Gebrauch, die zwischen planen, schwach gegen-
einander geneigten spiegelnden Flichen in monochromatischem Lichte entstehen.
Wir beschreiben hier die Anordnung, wie sie von ABBE und PULFRICH’) ange-
geben wurde und noch heute im wesentlichen unverindert®) benutzt wird.

Der eigentliche Interferenzapparat besteht (Abb.6) aus einem Ring R,
einer Grundplatte G und einer Deckplatte D, sdmtlich avs geschmolzenem Quarz.
Der Quarzring (Abb. 7) ist aus einem Vollzylin- :
der hergestellt, der mit ebenen, schwach gegen-
einander geneigten Flichen versehen und dann

erst ausgebohrt ist. Von den ebenen Flichen 3]

sind jedoch nur beiderseits je drei symmetrisch

angeordnete Kkleine dreieckige Auflageflichen g i

iibriggeblieben, der Hauptteil der Ringflichen ist G ' sl
in der abgebildeten Weise ausgearbeitet. ._!

Die kreistérmige Deckplatte ist schwach keil- Apb. 6 und 7. Ringsystem des Aus-
formig geschliffen, um das an ihrer Oberfliche dehnungsapparates nach Fizeau.

1) E. GRUNEISEN u. E. GoEns, ZS. f. Phys. Bd. 29, S. 141. 1924.

?) Cu. L. LiNpDEMANN, Phys. ZS. Bd. 12, S. 1197. 1911.

3) A. LEMAN u. A. WERNER, ZS. f. Instrkde. Bd. 33, S. 65. 1913; A. WERNER, ZS. f.
Dampfkessel- u. Masch.-Betr. Bd. 36, S.227. 1913.

4) Fizeau, Ann. chim. phys. (4) Bd. 2, S. 143. 1864; Bd. 8, S. 335. 1866; Pogg. Ann.
Bd. 119, S. 87. 1863; Bd. 123, S. 515. 1864; Bd. 128, S. 564. 1866; ferner R. BeNoIT, Trav.
et Mém. du Bur. intern. Bd. 1. 1881; Bd. 6. 1888.

%) C. PurrricH, ZS. f. Instrkde. Bd. 13, S. 365, 401, 437. 1893; E. REIMERDES, Inaug.-
Diss. Jena 1896.

) Uber einige Verbesserungen s. K. ScHEEL, Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 837. 1902.
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Abb. 8. Fizeauscher Ausdehnungsapparat fiir Tempera-
turen itber 0°.

entstehende Spiegelbild aus
dem Gesichtsfelde zu schaf-
fen. An der unteren Fliche
der Deckplatte, welche bei
absoluter Messung des
Quarzringes mit der oberen
Fliche der Bodenplatte,
oder bei relativen Messun-
gen mit der plan geschliffe-
nen Oberfliche des inner-
halb des Ringes stehenden
Versuchskorpers (nicht ge-
zeichnet) die Interferenz-
streifen ergibt, befindet sich
ein kleines Silberscheibchen
von etwa 3/, mm Durch-
messer, welches als feste
Marke fiir die Verschie-
bung der Interferenzstrei-

1) Nach K. ScHEEL, Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 837. 1902 und ZS. {f. Instrkde. Bd. 24,
S. 285. 1904. S. auch S. VALENTINER u. J. Warror, Ann. d. Phys. Bd. 46, S. 837. 1915.
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raum taucht in ein Bad (z. B. fliiss. Luft, Wasserstoff). Dadurch erreicht man
eine fast vollige Konstanz der Temperatur im Hohlraum. .

Abb. 10 zeigt die ABBEsche Einrichtung von monochromatischer Licht-
quelle und Beobachtungsfernrohr. Das Licht einer lingsdurchsichtigen GEISSLER-
schen Réhre (mit etwas Quecksilber und Wasserstoff oder besser Helium gefiillt)
wird in dem kleinen Prisma P konzentriert und total reflektiert, durch das nicht
gezeichnete Fernrohrobjektiv parallel gemacht und durch zwei ebenfalls nicht
gezeichnete Prismen mit vertikaler brechender Kante (bei der neueren Form)
spektral zerlegtl). Das nun-
mehr einfarbige Licht gelangt
in den Interferenzapparat
(Abb. 8 und 9), nachdem es
die total reflektierenden Pris-
men passiert hat. Die Farbe
des Lichtes kann durch eine
leichte Drehung des Fernrohrs
und ersten Prismas um eine
vertikale Achse gewechselt
werden. :

Die von dem Interferenz-
apparat normal reflektierten
Strahlen kehren auf demselben
Wege in das Fernrohr zuriick.
Durch das Okular des Fern-
réhrchens F mit Doppelfaden

erblickt man ein System ver- | b=

tikaler, iquidistanter Inter- :@ ;PLII:

ferenzstreifen inder jeweilsein- !

gestellten Farbe, dazwischen M

das Bild des Silberscheibchens.

Den vertikalen Doppelfaden Abb. 10. Optische Einrichtung far den FizeAuschen
stellt man auf einen Streifen Apparat.

oder das Scheibchen ein, in-
dem man das Fernréhrchen F mittels der Mlkrometerschraube M um eine ver-
tikale Achse dreht.

Bei einer Temperaturinderung des Interferenzapparates verschiebt sich das
Streifensystem, und zwar entspricht einer Verschiebung um x Streifenbreiten
eine Abstandsinderung der die Interferenz bewirkenden Flichen um 4/2-x,
wenn A die Wellenlidnge des benutzten Lichtes ist. Um die Zahl x nicht abzihlen
zu miissen, was sich oft verbietet, weil bei rascher Temperaturinderung die
Streifen voriibergehend verschwimmen, hat ABBE die Beobachtung mit mehreren
Wellenlingen 1, 4,, 4;... eingefiihrt.

In der Farbe 1, seien %, + &, Streifenbreiten an der Marke vorbeigewandert.
Dabei sei %, eine ganze Zahl, £ ein Bruchteil einer Streifenbreite. Entsprechen-
des gelte in den Farben 4y, 4;..., dann ist die gesuchte Abstandsinderung

y) 2
412?1(7‘1“}‘51):'2i

Die Wellenlidngen 1, 45, 45... sind bekannt, &, &, &;... sind bei Temperatur-
gleichgewicht, d. h. bei ruhenden Interferenzstreifen, mikrometrisch ausgemessen.

1y pPurrricH, ZS. f. Instrkde. Bd. 13, S. 374. 1893. S. dort Ausfihrliches iiber die
optische Einrichtung.

A
(x2+§2)=?3(x3+53)---
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Dann findet man die ganzen Zahlen %,, %,, %3 ... auf folgende Weise. Es ist

Ay Z2&,, und ebenso fiir 1, - - -

A 'y
Die rechte Secite ist ein echter Bruch, wenn 1, << 4;, und ist bekannt. Man be-
rechnet nun, wihrend x; die Reihe der ganzen Zahlen durchliuft, die zugehdrigen
%5. Nur dann, wenn x, sehr nahe ganzzahlig herauskommt, ist das ganzzahlige
Wertepaar x,, x, eine mdogliche Losung der letzten Gleichung. Unter den so ge-
wonnenen Losungen ist die zu wihlen, deren x,-Wert auch bei andern Farben-
kombinationen 4,, 13 oder 1;, 1, usw. als Losung fiir x; wiederkehrt. Mit dem
richtigen #; hat man auch die %,, #;... und damit auch die entsprechende Menge
von Werten fiir 4, aus denen das Mittel zu nehmen ist.

Bisher wurde angenommen, dafl die Wellenldngen 1 wihrend der Versuchs-
dauer konstant seien. Das ist nur dann der Fall, wenn der Heiz- oder Kiihl-
raum des Interferenzapparates evakuiert wird. Ist er gasgefiillt, so ist die Licht-
wellenlinge vom Brechungsvermdgen » des Gases abhingig, und zwar gilt

ni=1,,

wo 4, die Wellenldnge im Vakuum bedeutet.

Bezeichnen wir die den beiden Zustinden vor und nach der Temperatur-
dnderung entsprechenden Werte von # und 1 mit #’, A’ und »”, ’" und die Ab-
stinde der Interferenzflichen an der Stelle des Silberscheibchens mit a’ und a”’,
so wird jetzt die Anzahl der Interferenzstreifenbreiten, welche der Abstands-
dnderung 4 = a’’'— a’ entspricht, gegeben durch

Xy — %y =& —

a/l al '
r+i=2(f— 7).
also p

,, v a

Das Korrektionsglied fiir die beobachtete Streifenzahl ist also um so kleiner,
je Kleiner die Dicke a der Gasschicht zwischen den spiegelnden Flichen ist. Bei
relativen Messungen, wo man diese Schicht diinn machen kann, kommt die
Korrektion wenig in Betracht, dagegen kann sie bei der absoluten Messung der
Ausdehnung des Quarzringes selbst ein Vielfaches der Beobachtungstehler sein.

Das Brechungsvermdégen #’, welches zur Temperatur # und zum Barometer-
stand b’ des Gases gehort, berechnet sich aus dem Brechungsvermégen # bei
0°C unter normalem Druck von 760 mm Hg nach der Gleichung

1 v
1+ 0,00367 £ 760

Da man nach der Fizeauschen Methode die Abstandsidnderung der reflek-
tierenden Flichen auf einige tausendstel u messen kann, so ist diese Methode
allen andern an Genauigkeit iiberlegen, insbesondere wenn die Ausdehnung
kleiner Stiicke und wenn sie in kleinen Temperaturintervallen gemessen werden
soll. Das ist aber gerade in tiefen Temperaturen von Bedeutung, wo sich der
Ausdehnungskoeffizient rasch mit der Temperatur dndert.

35. Messung einer Neigungsdnderung mit Lichtinterferenz. Eine am
Bureau of Standards von J. G. PRIEST!) ausgearbeitete Methode benutzt die
schon von PULFRICH bemerkte Tatsache, daB die Anzahl von Interferenzstreifen,

(w —n")|.

wWo—1=(n—1)

1) J. G. PriesT, Scient. Pap. Bureau of Stand. Bd. 15, S. 669. 1920.
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welche zwischen zwei festen Geraden auf einer der spiegelnden Flichen liegen,
ein sehr genaues Maf fiir die Neigung der beiden spiegelnden Flichen bildet.

Der Apparat (Abb. 11) besteht aus einer plangeschliffenen Deckplatte
aus Glas und einer besonders geformten Grundplatte aus Glas, Quarzglas
oder einem andern Stoff von wohldefiniertem Ausdehnungskoeffizienten. Die
Grundplatte besitzt eine Schneide SS, die plan-
geschliffene Spiegelfliche b0 und den ihr paral-
lelen Absatz fiir den Probekérper in der Ebene aa.
Der Probekorper, in der Abbildung ein Zylinder
mit drei FiiBen und der Spitze X, paBit in einen
nutartigen FEinschnitt der Grundplatte. Seine
Linge ist nahe gleich dem Abstand der Schneide SS

von der Ebene aa, so daB zwischen der Grund- Al '

plattenoberfliche b6 und der auf SS und X auf- | \ ]J }

liegenden Deckplattenfliche cc bei Beleuchtung | S [ I |

mit monochromatischem Licht Interferenzstrei- } | i }
i

fen || SS erscheinen, deren schwache Kriimmung ]

|
gegen X konkav oder konvex ist, je nachdem die /
Spitze tiber oder unter dem Niveau der Schneide /%//;“ 7/////%
liegt. Auf der Ebene bb sind parallel zu SS zwei c-X5 %

parallele Strichmarken im gegenseitigen Abstand 4 v -~y

gezogen, welche eine bestimmte Anzahl Interferenz- DIDIMN Z
streifenbreiten (z. B. 10, hochstens 20) begrenzen. , _| \ K é%_ @
Die iibrige optische Einrichtung ist ebenso zu \'\

treffen wie in der vorigen Ziffer. i -

Bei einer Temperaturverdnderung des Appa- | ea—
rates tritt entsprechend den verschiedenen Aus- Y "
dehnungskoeffizienten von Probekdérper und
Grundplatte eine Neigungsinderung der Deck-
platte gegen die Grundplatte ein und damit eine
Anderung der Streifenzahl zwischen den festen Marken. Ist 4 wieder die relative
Ausdehnung des Probekérpers gegen ein gleich hohes Stiick der Grundplatte,
D der Abstand der Spitze X von SS, so ist die Neigungsinderung

_4
(p—'D'

Abb. 11. Interferenzapparatnach
PRIEST.

Hat sich andererseits die Anzahl von Streifenbreiten (Farbe 1) zwischen den
Strichmarken um x 4 & gedndert, wobei das richtige Vorzeichen an der Kriim-
mung der Interferenzstreifen erkannt wird, so ist die Neigungsinderung
_AxE
T2 4
4=22 e,

womit der mittlere relative Ausdehnungskoeffizient des Probekérpers (Linge )
gegen die Grundplatte zwischen den Temperaturen # und #” gegeben ist zu
— A4
==t
Die PRIESTsche_Methode hat gegeniiber der Fizeauschen den Vorteil, daB3 die
Korrektion wegen Anderung der Luftdichte praktisch eliminiert ist.

also wird



Kapitel 2.

Schmelzen, Erstarren und Sublimieren.
Von
F. KoRrBER, Diisseldorf.
Mit 41 Abbildungen.

a) Thermodynamik der Gleichgewichtskurven.

1. Einteilung der Aggregatzustdnde. Die klassische Physik teilte ent-
sprechend ihrer phinomenologischen Einstellung die Aggregatzustinde in fest,
flissig und dampfférmig ein. Auf Grund atomistischer Vorstellungen und
hier noch zu besprechender thermodynamischer Betrachtungen unterscheidet
G. TammaNN?) zwischen isotropen und anisotropen Zustidnden. Im dampffor-
migen sowie im fliissigen Zustande befinden sich die Molekiile bzw. Atome in
ungeordneter Verteilung und Bewegung. Im glasartigen oder amorphen Zu-
stande sind ebenfalls keine GesetzmiaBigkeiten der Atomanordnung festzustellen;
ein Glas unterscheidet sich von einer Fliissigkeit nur durch besonders hohe Werte
der inneren Reibung; die Beweglichkeit der Molekiile ist verschwunden, so daB
ein glasiger Stoff dulleren Kriften gegeniiber seine Form bewahrt, im Sinne der
alten Einteilung der Aggregatzustinde also zu den festen Stoffen gehért. Die
innere Reibung nimmt in einer Fliissigkeit mit sinkender Temperatur zu. Bei
der Abkiihlung tritt in der unterkiihlten Fliissigkeit in einem h4ufig eng begrenz-
ten Temperaturintervall ein sehr starker Anstieg der Viskositit ein, bei dem sich
jedoch die Temperaturkoeffizienten anderer Eigenschaften nicht merklich dndern.
Der Stoff geht kontinuierlich von dem fliissigen in den glasigen Zustand {iber.
Glaser sind demnach als unterkiihlte Fliissigkeiten anzusehen. Sie zeichnen sich
durch hohe Festigkeit?) und Sprodigkeit aus. Samtliche Eigenschaften von Glas,
Flissigkeit und Dampf sind von der Richtung unabhingige GréBen, Skalare.
Der glasformige, der fliissige und der dampfférmige Zustand sollen unter dem
Begriffe der isotropen Zustinde zusammengefaBt werden. Beim Ubergang eines
isotropen Zustandes in einen anderen isotropen tritt im allgemeinen eine dis-
kontinuierliche Anderung der physikalischen Eigenschaften ein; jedoch kann man
den Ubergang auch so fithren, daB er kontinuierlich, ohne sprunghafte Eigen-
schaftsinderungen, erfolgt, da der molekulare Aufbau simtlicher isotropen Phasen
nicht wesensverschieden ist.

Der Gruppe der isotropen Zustidnde stehen die anisotropen oder kristallinen
gegeniiber. Ein Kristall ist dadurch gekennzeichnet, daB eine Reihe seiner Eigen-
schaften Vektoren sind. Diesen gerichteten Eigenschaften entspricht eine be-
sondere Struktur. Die Atome sind streng gesetzmiBig nach Raumgittern ge-

1) G. TAMMANN, Aggregatzustinde, Leipzig 1922.
%) A. L. Day u. E. T. AL1EN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 54, S. 32. 1906.
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ordnet, in denen zum Unterschied vom isotropen Zustand nicht alle Richtungen
iquivalent sind.

Bei einer Reihe von Stoffen treten verschiedene Raumgitteranordnungen,
polymorphe Formen, auf. Dabei sind jedoch kontinuierliche Uberginge unter-
einander oder in isotrope Zustinde als unausfithrbar anzusehen.

Wir gelangen damit zu folgender eindeutigen und vollstindigen Einteilung?):

Isotrope Zustande ' Anisotrope Zustinde
Gas, Flissigkeit, Glas Verschiedene Kristallarten
Atome, ungeordnet im Raum Nach Raumgittern geordnete Atome
Alle Eigenschaften sind Skalare Die Eigenschaften sind teils Skalare, teils
Vektoren
Kontinuierliche Uberginge untereinander Der Ubergang amsotroper Zustande inein-
sind moglich ander oder in einen isotropen vollzieht
sich immer diskontinuierlich.

DaB auch in Gliasern und Fliissigkeiten durch duBeren Zwang vektorielle
Eigenschaften zu erzielen sind, kann nicht als Einwand gelten; so wird z. B. ein
isotropes Glas unter Belastung doppelbrechend. Entsprechende erzwungene
Anisotropie zeigen Gliser nach ungleichméBiger Abkiihlung als Folge der dabei
auftretenden inneren Spannungen. Auch in Flissigkeitsschichten, die sich mit
verschiedener Geschwindigkeit gegeneinander bewegen, ist Doppelbrechung be-
obachtet worden?). Diese vektoriellen Eigenschaften verschwinden aber, sobald
die Stoffe in ihren natiirlichen, spannungsfreien Zustand zuriickkehren, auf welch
letzteren allein obige Einteilung sich beziehen soll.

2. Die Phasenregel. Ein heterogenes System setzt sich aus in sich homo-
genen, gegeneinander rdumlich abgegrenzten und in den physikalischen Eigen-
schaften unterschiedenen Teilen zusammen, die als Phasen bezeichnet werden.
Die Gleichgewichtsbedingungen zwischen den verschiedenen Phasen werden
durch die Phasenregel gegeben. Diese Regel wurde von J. W. GiBs?®) auf der
Grundlage der Gesetze der Thermodynamik ganz allgemein und ohne irgendeine
hypothetische Aussage iiber den molekularen Aufbau der auftretenden Stoffe
und Phasen abgeleitet. Die heterogenen Gleichgewichte sind dadurch ausge-
zeichnet, daB sie unabhingig sind von den Mengen der beteiligten Phasen, voraus-
gesetzt daB nicht eine derselben verschwindet. Das Gleichgewicht wird ledig-
lich bestimmt durch die Werte der unabhingigen Verinderlichen: Druck, Tem-
peratur und Konzentration. Je nach der Art des Zustandes des Systems kdnnen
diese verinderlichen Faktoren simtlich oder nur zum Teil willkiirlich geidndert
werden, ohne daB das Gleichgewicht gestort wird. Zur vollkommenen Bestim-
mung des Zustandes des Systemes muf also eine mit der Art des Gleichgewichtes
wechselnde Anzahl der Verdnderlichen willkiirlich festgelegt werden. Die so be-
stimmte Zahl F der Freiheitsgrade des Systems hingt ab von der Zahl 7
der im Gleichgewicht stehenden Phasen und der Anzahl #» der Komponenten,
unter der die Mindestzahl der zum Aufbau der simtlichen Phasen des Systems
notwendigen chemischen Individuen verstanden ist. Die Phasenregel sagt dann
aus, daB F =#n 4- 2 — 7 ist.

Wegen der Ableitung der Phasenregel und der allgememen daraus fiir die
heterogenen Glelchgewmhte herzuleitenden Folgerungen sei auf ds. Handb. IX,
Kap. 1, verwiesen.

1) G, TAMMANN, Aggregatzustande, S. 2.

2) A. Kunpt, Wiedem. Ann. Bd. 13, S.110. 1881; D. VORLANDER, ZS. phys. Chem.
Bd. 118, S. 1, 1925.

3) J. W. GiBBs, Scieant. Pap. Bd. I, S. 96. London 1906.
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3. Das Einstoffsystem. Nachstehend sollen die Betrachtungen iiber die
heterogenen Gleichgewichte zun4chst auf Einstoffsysteme beschrinkt werden. Die
Zahl der Komponenten ist also gleich Eins, # =1, so daB gilt F = 3 — 7.

Abb. 1 stellt das Gleichgewichtsdiagramm fiir den kristallinen, fliissigen
und dampfférmigen Zustand eines chemisch einheitlichen Stoffes in der Druck (p)-
Temperatur(7)-Ebene dar.

Die Zustandsfelder d, f und & stellen die Gebiete dar, in denen Dampf, Fliissig-
keit bzw. Kristall als stabile Phase existenzfihig sind. Die Zahl der Freiheits-
grade betrigt 2, so daB Druck und Temperatur innerhalb des ganzen Gebietes
beliebig gedndert werden kénnen, ohne daf sich die Zahl der Phasen (1) 4andert.

Langs der Begrenzungskurven zwischen den einzelnen
Zustandsgebieten sind jeweils die beiden Phasen miteinander
a7 im Gleichgewicht, deren Existenzbereiche durch die betreffende
Gleichgewichtskurve geschieden werden.
! Das System besitzt nur einen Freiheitsgrad, so daB beide
Variable, Druck und Temperatur, sich nur in gegenseitiger Ab-
hingigkeit, die durch die betreffende Gleichgewichtskurve ge-
geben ist, dndern kénnen. Die Gleichgewichtskurve Dampf-
Abb. 1. Zustands- Fliissigkeit wird als Dampfdruckkurve, die zwischen Fliissig-
diagramm  des Keit und anisotroper Phase als Schmelzkurve und diejenige
Einstoffsystems. zwischen Dampf und anisotroper Phase als Sublimationskurve
bezeichnet. Im Schnittpunkt von zwei Kurven sind Druck
und Temperatur eindeutig bestimmt, bei denen drei Phasen miteinander im Gleich-
gewicht sind, da den Gleichgewichten lings der beiden Kurven stets eine Phase ge-
meinsam ist. Das System besitzt in diesem Zustandspunkt keinen Freiheitsgrad.
Dieser Schmttpunkt muB} gleichzeitig ein Punkt der dritten Gle1chgew1chts-
kurve sein; die drei Gleichgewichtskurven schneiden sich also in einem Punkte,
dem Tripelpunkt. Fiir die gegenseitige Lage der Gleichgewichtskurven im
Tripelpunkt gilt, daB die Verlangerung einer Gleichgewichtskurve iber den
Tripelpunkt hinaus immer in dem von den beiden anderen be-
grenzten Zustandsgebiete verliuft?),

Sind zwei Kristallarten %, und %,
vorhanden, so tritt zu den bisherigen
Gleichgewichtskurven die Umwand-
lungskurve hinzu, auf der die beiden
anisotropen Phasen miteinanderkoexi-
stieren konnen. Diese kann nach
b) z é&bhb zldif Sublimﬁtiqr(llskurve c()id%r die
. . chmelzkurve schneiden, so daB ein
Abb- 22 u. b. éif::;i?:i;gramm PR Zweiter Tripelpunkt in dem System

auftritt.

4. Instabile Zustinde. Es ist nicht notwendig, daB beim Uberschreiten
einer Gle1chgew1chtskurve die dem Ubergang aus dem Stabilitétsbereich einer
Phase in den einer andern entsprechende Umwandlung sofort einsetzt. Viel-
mehr ist ein Bestehenbleiben der betreffenden Phase im instabilen Zustande
moglich, der jedoch bestrebt ist, in die in dem neuen Zustandsfeld stabile Phase
tiberzugehen. Eine Fliissigkeit 4Bt sich in das Stabilitdtsgebiet der anisotropen
Phase hinein unterkiihlen; die Dampfdruckkurve kann iiber den Tripelpunkt
hinaus verfolgt werden (Abb. 1). Ebenso kann eine Kristallphase im Zustands-
felde einer anderen anisotropen Phase im instabilen Zustande bestehen, so daB

1) G. TaMMaNN, Aggregatzustinde, S. 55 u. 147.
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die Sublimations- bzw. Schmelzkurven iiber den Tripelpunkt hinaus zu ver-
lingern sind (Abb. 2). Die Uberhitzung eines Kristalles und damit die Verfol-
gung der Grenzkurve des Zustandsfeldes einer anisotropen Phase in das einer
isotropen hinein ist dagegen nicht moglich (vgl. Ziff. 18).

5.Verlauf der Gleichgewichtskurven ; Auftreten eines kritischen Punktes.
Auf den Gleichgewichtskurven hat das System einen Freiheitsgrad, so daB sich
der Druck $ und die Temperatur T nur in gegenseitiger Abhingigkeit dndern
lassen. Die von den beiden Veridnderlichen zu erfiillende Bedingung ist gegeben
durch die Craustus-CLAPEYRONsche Gleichung?)

aT Tdv

ap Q
Dabei bezeichnet Q die bei konstantem Druck je Masseneinheit bei der Zustands-
anderung auftretende Wirmeténung, 4 v die gleichzeitig stattfindende Volumen-
anderung (vgl. ds. Handb. IX, Kap. 1).

Die Dampfdruckkurve ist ebendort und in ds. Bd., Kap. 3, behandelt. Sie ist
dadurch ausgezeichnet, da8 sie in einem kritischen Punkt endigt, in dem % = %
gilt, da 4v und Q gleichzeitig Null werden; beide Phasen werden identisch. Aus
diesem Grunde ist es méglich, die Uberfiihrung einer fliissigen Phase in den dampf-
férmigen Zustand so zu leiten, daB ein Uberschreiten einer Gleichgewichtskurve,
also diskontinuierliche Eigenschaftsinderungen, vermieden werden. Atomistisch
findet die Moglichkeit dieser Art der Zustandsinderung auf voéllig kontinuier-
lichem Wege ihre Erklirung in der ungeordneten Verteilung der Atome in beiden
Phasen.

Denselben stetigen Ubergang halten J. H. PoyNTING2) M. Pranck?®) und
W. OstwaLD?) zwischen kristalliner und {fliissiger Phase fiir moglich. Es soll
also auch die Schmelzkurve in einem kritischen Punkte endigen. OSTWALD be-
griindet diese Auffassung in erster Linie damit, daB er in einem p-v-Diagramm
eine stetige Isotherme zwischen beiden Phasen als moglich annimmt. Sie wiirde
eine fiir beide Zustinde gemeinsame Zustandsgleichung, wie sie fiir die isotropen
Phasen bekannt ist (vgl. ds. Bd., Kap. 3), bedingen. Die bisherigen Versuche,
eine solche aufzustellen, sind als ergebnislos anzusehen’). G. TAMMANNS®) hat die
Bedenken, die der Annahme eines kontinuierlichen Uberganges zwischen iso-
tropen und anisotropen Phasen entgegenstehen, eingehend erdrtert. Auch die
Plastizitdt, das FlieBen der Kristalle unter Einwirkung duBeren Druckes, kann
nicht als Beweis eines allméhlichen Uberganges in den fliissigen Zustand gedeutet
werden (s. Ziff. 20).

G. TaAMMANN®) geht bei seinen Erorterungen iiber den Verlauf der Schmelz-
kurve von einer grundsitzlich abweichenden Auffassung aus. Infolge ihrer un-
geordneten Atomanordnung sind isotrope Phasen identisch, sobald ihre spezi-
fischen Volumina gleich werden, daher muB auf der Gleichgewichtskurve mit
A gleichzeitig Q verschwinden, so daB ein kritischer Punkt auftritt. Dagegen
ist die unmittelbare Folge des verschiedenen atomistischen Aufbaues von Kristall
und Schmelze, daBl bei iibereinstimmenden Volumen die beiden Phasen keines-

1) M. PLaNCK, Vorlesungen iitber Thermodynamik, S. 149. Leipzig 1921,

J. H. Poy~NTING, Phil. Mag. (5) Bd. 12, S. 32. 1881.

M. PLANCK, a. a. O., S. 165. 1921.

‘W. OstwaLp, Lehrbuch der allgem. Chem. Bd. II 2, S. 389. 1902.
Enzyklopadie d. m. W. V., Heft 5, Artikel 10, S. 890.

. TaAMMANN, Ann. d. Phys. Bd. 36, S. 1027. 1911; Bd. 40, S.297. 1913.

]
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wegs identisch sind, auch wenn sie miteinander im Gleichgewicht stehen. Daher
kénnen auf der Gleichgewichtskurve Q) und Av nicht gleichzeitig verschwinden.
Die Méglichkeit des Auftretens eines kritischen Punktes auf der Schmelzkurve
wird daher aus atomistischen Griinden abgelehnt, vielmehr ist als die allgemeinste
Form der Umgrenzung des Zustandsfeldes der anisotropen Phase eine in sich
geschlossene Schmelzkurve anzusehen.

Im nachstehenden sollen die von TAMMANN aus der Nichtexistenz eines
kritischen Punktes auf der Schmelzkurve abgeleiteten Folgerungen kurz be-
sprochen werden. Zur Behandlung der Gleichgewichtskurven werde das thermo-
dynamische Potential herangezogen.

6. Das thermodynamische Potential. Fine der Masseneinheit eines
Stoffes zugefithrte Warmemenge d (), welche die Temperatur um d T steigert,
wird zur Erhéhung des Energiegehaltes um 4 U und zur Leistung der &duBeren
Arbeit d A = pdv verbraucht:

AQ=dU+dA=dU+ pdv.
d U ist ein totales Differential, U ist damit als eindeutige Zustandsfunktion ge-
kennzeichnet, deren Anderung nur vom Anfangs- und Endzustand bestimmt
2

wird. Demgegeniiber hingt der Wert von 4 = ] p dv wesentlich vom Wege ab,

1
auf dem Druck und Volumen geindert werden. Gleiches gilt dann fiir Q. Der

s o . . 1
integrierende Faktor ergibt sich nach dem zweiten Hauptsatze zu TI)' Daher
2

ist %, die Entropie, eine Zustandsfunktion. / %Q hat einen von dem Wege,

. 1
auf dem die Anderung der Zustandsvariabeln erfolgt, unabhéngigen Wert, und
zwar ist derselbe gleich der Differenz der Entropiewerte fiir die beiden Zustands-
punkte, in denen sich der Stoff zu Beginn und Ende des Vorganges befindet:

2

i
f%:sz—sl.

1

Aus dQ=dU +pdv und dS = d—TQ folgt -als Gleichung der Energiefliche

AU =TdS — pdv.
Hieraus lassen sich durch Bildung der ersten und zweiten Ableitungen Neigung
und Kriimmung der Energiefliche gegen die Koordinaten-Ebenen im U-, v-, S-Raum
bestimmen. Diese Variablen sind der Beobachtung schlecht zuginglich. Eine

LecENDREsche Transformation fithrt zu den drei-einfachen, charakteristischen
thermodynamischen Funktionen

U—TS=F mit den unabhingigen Variabeln v und T,
U+pv=] }X) » » Iz ‘Uund ﬁ’
U—-TS+pv=G ,, ,, , pund T.

Wegen der guten experimentellen Bestimmung von p und T sei der letzten, der
G-Funktion, der Vorzug gegeben.

1) G. TAMMANN, Aggregatzustinde, S. 47.
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Bei einem Massenumsatz in einem System #ndert sich dessen Energie, und
zwar proportional der umgesetzten Menge dm um udm, wo u das thermodyna-
mische Potential bedeutet. Fiir die gesamte Energiednderung ergibt sich folglich

dU=TdS — pdv+ udm;
da dG =4dU —TdS — SdT + pdov +vdp
ist, gilt: dG = —SdT +vdp+ ndm.

' 0
Daraus folgt fiir unveranderliches p und T : a—% = u oder auch, wenn wir alles

auf die Masseneinheit beziehen:

. nw==0G;
die G-Funktion ist also das auf die Masseneinheit bezogene thermodynamische
Potential.

Wird die Masseneinheit des Stoffes von der Phase « in die Phase b in einem
Gleichgewichtspunkt bei konstantem p und T iibergefiihrt, so ist die dabei auf-
genommene Wirmemeunge T (S, — S,) und die geleistete Arbeit # (v, — vp).
Nach dem ersten Hauptsatz gilt fiir die Anderung der inneren Energie
V Uy — Uy =T(Sa — Sp) — p(va— )
oder

’ Ua —TSa—i— p‘va = Ub'—‘TSb —_ p'()b,
Ga = Gb .

Die Bedingung fiir die Koexistenz zweier Phasen und fiir isotherm-isobare Vor-
ginge zwischen denselben ist die Gleichheit ihrer G-Werte in dem betreffenden
Zustandspunkt.

Jeder Phase entspricht eine besondere G-Fliache. Schneiden sich die G-Flichen
zweier Phasen, so werden diese lings der Schnittkurve miteinander im Gleich-
gewicht sein; die Projektion der Schnittkurve auf die p-7-Ebene gibt den Ver-
lauf der Gleichgewichtskurve der beiden Phasen wieder. In Zustandspunkten
auBerhalb der Gleichgewichtskurve sind die G-Werte und damit die Stabilititen
verschieden, und zwar entspricht der stabileren Phase immer der kleinere G-Wert
[vgl. ds. Handb. IX, Kap. 11)]. Da im Einstoffsystem das Gleichgewicht unab-
hingig von dem Mengenverhiltnis ist, werden hier besonders einfache Be-
dingungen gelten. :

Die Richtung und Kriimmung der G-Isothermen und G-Isobaren legen den
Verlauf der Fliche fest. Sie sind gegeben durch die beiden ersten Ableitungen
von G nach p und T:

6G_ 826_611
Y 9 0p

06 _ ¢ BG o
oT ’ oT? T

Da v fiir alle Phasen immer positiv ist, so steigen die G-Isothermen mit $ an;
. dv , .

sie sind konkav zur p-Achse gekriimmt, da a—; in realisierbaren Zust4nden stets

negativ ist. Da ferner S und ¢, stets positiv sind, fallen die G-Isobaren mit zu-

nehmender Temperatur und sind ebenfalls konkav zur T-Achse gekriimmt.

1) In dem von HerzreLD verfaBten Kapitel sind zum Teil andere Bezeichnungen
gewahlt: der Energiecinhalt U wird dort E,, die freie Energie F wird F, und das thermo-
dynamische Potential G wird F, genannt. .

Handbuch der Physik. X. 5
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7. Die gegenseitige Lage der G-Flachen. Uber die gegenseitige Lage
der G-Flichen der verschiedenen Phasen lassen sich folgende Aussagen machen
(vgl. Abb. 3). Wegen des stets grofleren Volumens des Dampfes gegeniiber der
Flissigkeit verlaufen die G-Isothermen des ersteren stets steiler als die der letz-
teren. Die G-Flichen von Dampf und Fliissigkeit stoBen lings einer Kante a ¢
zusammen, deren Projektion auf die $-7-Ebene die Dampfdruckkurve a’ ¢’ ist.
Da oberhalb des kritischen Punktes ¢’ die beiden Phasen nicht mehr zu unter-
scheiden sind, miissen dort die beiden G-Flichen stetig ineinander iibergehen.
Die G-Fliche des Anisotropen schneidet die der isotropen Phasen in den Raum-
kurven d g e und A f ¢, deren Projektionen auf die $-T-Ebene wieder die betreffen-

7; den Gleichgewichtskurven des Zu-
standsdiagrammes 4'g’¢’ = Sublima-
tionskurve, d’'f' ¢’ = Schmelzkurve
sind. Entsprechend der aus ato-
mistischen Griinden geforderten Un-
moglichkeit eines kontinuierlichen
Uberganges von der anisotropen zu
einer isotropen Phase miissen diese
Schnittlinien einen geschlossenen Kur-
venzug bilden. Innerhalb der ge-
schlossenen Gleichgewichtskurve An-
isotrop-Isotrop werden, der oben be-
sprochenen Stabilitdtsbedingung ent-
sprechend, die G-Werte des Kristalli-
sierten kleiner als die von Schnielze
und Dampf sein.

Der Teil der G-Fliche des Iso-
tropen, der zwischen der Schmelz-
kurve d # { und der G-p-Ebene legt,
entspricht einem Zustandsgebiet, in
dem der betreffende Stoff als Glas
stabil sein wiirde.

Die G-Flichen aller isotropen
Phasen, Dampf, Schmelze und Glas,
gleichgiiltig, ob im stabilen oder instabilen Zustande, gehen kontinuierlich
ineinander iiber.

8. Die neutralen Kurven. Legt man jeweils in zwei iibereinanderliegen-
den Punkten Tangenten parallel der G-p-Ebene an die G-Flichen von Schmelze s
und Kristall %, so sind diese bei Annahme eines monotonen Verlaufes der G-Iso-
thermen nur fiir solche Werte des Druckes einander parallel, fiir welche die Be-
dingung gilt:

Abb. 3. Die G-Flachen im Einstoffsystem.

G,  0Gp

—a—jb— = Uy = 3 ? = V.
Die Projektion der Beriithrungspunkte solcher Tangentenpaare liefert in der
p T-Ebene eine Kurve, lings der 4v = 0 ist. Nach der CLAUSIUS-CLAPEYRONschen
Gleichung entsprechen deren Schnittpunkte mit der Schmelzkurve deren Tem-
peraturmaximum bzw. -minimum. Analog ist eine zweite neutrale Kurve Q = 0
als Projektion der iibereinanderliegenden Beriithrungspunkte je zweier paralleler
Tangenten der G-Isobaren gegeben, die die Gleichgewichtskurven in Punkten
maximalen und minimalen Druckes schneidet. Im allgemeinen werden die
Tangentialebenen in Punkten mit gleichem p und T an die beiden G-Flichen
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von Kristall und Schmelze sich schneiden. Nur in einem Punkte laufen sie
einander parallel. Fiir diesen ist dann:
0G, 0G; 0G,  0G,
0p  0p oT — 6T’
v, —v=dv=0; T(S,—S;)=0Q=0.
In dem entsprechenden Punkt der p-T-Ebene schneiden sich beide neutralen

Kurven. Es sind hier aber keineswegs beide Phasen identisch, da dieser Punkt
nicht auf einer Gleichgewichtskurve liegt, mithin

GG, dh U=+U,

und

gilt.

Der allgemeine Verlauf der Gleichgewichtskurven wird durch die Lage des
Tripelpunktes und der neutralen Kurven festgelegt. Die Kurve 4v = 0 muB
immer steiler verlaufen als die 7 b)

Kurve Q = 0, da sich sonst die 7 &) P

Schmelzkurve zu unendlich hohen 7 pd

Temperaturen erstrecken wiirde; ./~ ! / y l

dies wiirde mit den atomistischen / B L"“Z" 7
A

/
Vorstellungen iiber den Aufbau der - A
anisotropen Phase nicht zuvereinen “g& —— ~o--F

sein, da anzunehmenist, daBinfolge Abb. 4a u. b. Der Verlauf der neutralen Kurven.
der mit steigender Temperatur

immer lebhafter werdenden thermischen Bewegung der Atome sich deren
Schwingungsamplituden den Gitterabstinden nihern, bis beim Schmelzpunkt
die gittererhaltenden Krifte iiberwunden werden?). Die neutralen Kurven teilen
das Gebiet innerhalb der Schmelzkurve in vier Quadranten. Der Schnittpunkt
beider kann- entweder in das Gebiet realer Zustinde fallen, oder ein Schneiden
tritt erst bei negativen Werten von p und T ein (Abb. 4). Welche Teile der
Schmelzkurve in das Gebiet realisierbarer Zustinde fallen, richtet sich nach
dem Verlauf der neutralen Kurven und der Anderung von A4v und Q auf
der Gleichgewichtskurve.

9. Die Bedingungen fiir das Auftreten eines zweiten Gleichgewichts-
druckes bzw. einer zweiten Gleichgewichtstemperatur. Gleichbedeutend mit
dem Vorhandensein einer maximalen Schmelztemperatur und eines maximalen
Schmelzdruckes ist das Auftreten zweier Gleichgewichtsdrucke bei derselben
Temperatur bzw. zweier Gleichgewichtstemperaturen bei demselben Druck.

Um die hierfiir aus der gegenseitigen Lage der G-Flichen sich ergebenden
Bedingungen abzuleiten, legen wir Schnitte parallel der 7-G- und der $-G-Ebene
durch dieselben. Erfahrungsgemif gilt ganz allgemein

1

Vg > Vg 2 U
und
0vg _ Ov, _ 0wy
9p " ap~ op
d. h. PGy OG,  G,

0 p? = 0 p? op2’
Die G-Isotherme des Dampfes ist also stets stirker als die der Flisssigkeit und
diese stiarker als die des Kristalles gekriimmt.

1) F. A. LinpEMANN, Phys. ZS. Bd. 10, S. 609. 1911.
5*
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Bezughch der gegenseitigen Lage des Tripelpunktes und des Schnittpunktes
der neutralen Kurve und der Gleichgewichtskurve sind drei Fille zu unterscheiden:

1. Der Tripelpunkt liegt bei kleineren Werten von p als der Schnittpunkt
von 4v = 0 mit der Schmelzkurve; beim Tripelpunkt ist also v, > v;.

7 Abb. 5au. b stellt sche-
Y S R matisch die verschiedenen Mog-
R Ny ::::'_7_27 lichkeiten der gegenseitigen
L2 N fn/ Lage der G-Isothermen von Kiri-
A IO ‘-"75&) : - stall £, Schmelze s und Dampt d

dar. Der einfacheren Darstel-
. lung "wegen sind die beiden
Z letzteren fiir die Schnitte bei
o den verschiedenen Tempera-
.turen T; bis T, unverdndert
angenommen. Zwei Gleich-
gewichtsdrucke treten bei den
Temperaturen T, bis T, auf.
Bei T liegt der zweite Schnitt-
punkt der G-Isothermen von
Schmelze und Kristall im Sta-
- bilititsgebiete des Dampfes
und ist demgem4B nicht reali-
7 sierbar. Bei der Temperatur 7,
Abb. 5a u. b. Die Isothermen des p-T-Diagramms riicken die beiden Schnitt-
und der G-Flachen. punkte zusammen; die G-Iso-
thermen von Schmelze und
Kristall beruhren sich in einem Punkt A, dessen Projektion auf die p-T-Ebene
das Maximum auf der Schmelzkurve ergibt.

Ist die Kompressibilitdt des Kristalles bis zu den hdchsten Drucken kleiner
als die der Schmelze, bleibt also die Kriimmung der G-Isothermen der aniso-
tropen Phasen stets kleiner, als die der isotropen, so miissen dieselben bei geniigend
hohem Druck nochmals zum Schnitt kommen.

Da nun die Erfahrung lehrt, daB die Kompressibilitit von Schmelze und
Kristall mit steigendem Druck abnimmt, die G-Isothermen also immer gerad-
liniger werden, riickt der Druck, bei dem die Isothermen einander parallel
werden (4 v = 0), und erst recht ihr zweiter Schnittpunkt zu héheren Drucken,
als entsprechend der gegenseitigen Neigung und Kriimmung der G-Isothermen
beim Tripelpunkt zu erwarten ist. Der zweite Gleichgewichtsdruck muf3 aber
auftreten, sofern nur der Fall ausgeschieden wird, dafl die Kompre&351b1htaten
bei endlichen Drucken verschwinden.

2. Der Tripelpunkt fillt mit dem Schnittpunkt der neutralen Kurve 4v = 0
und der Schmelzkurve zusammen. In diesem Falle berithren sich die G-Isother-
men von Kristall und Schmelze im Punkt 4 (Abb. 5), durch den jetzt auch
die G-Isotherme des Dampfes geht. Der Punkt A wiirde also dem Tripelpunkt
entsprechen. Oberhall des Tripelpunktes sind Dampf und Schmelze die stabilen
Phasen. Bei Temperaturen unterhalb des Tripelpunktes ist nur der bei hoheren
Drucken liegende Gleichgewichtspunkt realisierbar. Der erste Quadrant der
Schmelzkurve wiirde dagegen in das Stabilitdtsgebiet des Dampfes fallen, dem-
nach nicht:zu realisieren sein.

3. Der Druck des Tripelpunktes 1st groBer als der des Schnittpunktes von
Av = 0 und der Schmelzkurve. Fiir diesen Fall ist der Verlauf der G-Isothermen
schematisch in Abb. 6 dargestellt.
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Bei Temperaturen oberhalb des Tripelpunktes T, und T, treten nur Dampf
und Schmelze als stabile Phasen auf. Bei der Temperatur des Tripelpunktes T’y
koexistieren alle drei Phasen
in einem Zustandspunkt. Unter- &
halb des Tripelpunktes (T',) tritt
ein Stabilitdtsbereich fiir den
Kristall auf; wieder ist nur
der bei hoéheren Drucken lie-

gende Gleichgewichtsdruck rea- A4
lisierbar. /7///

In ganz entsprechender /// .
Weise wiirde die Lage des bei .7
der geschlossenen Schmelzkurve /.
moglichen zweiten Tripelpunk- |, ‘ ‘
tes (dampfformiger, glasig-amor- ~ 7
pher und kristallisierter Zu- Abb. 6. Isothermen der G-Flichen.
stand) gegeniiber der neutralen
Kurve fiir den Verlauf der Schmelzkurve im dritten und vierten Quadranten
malgebend sein.

Fiir das Auftreten zweier Gleichgewichtstemperaturen bei demselben Druck
muBl der Verlauf der G-Isobaren der durch Abb. 7 skizzierte sein.
0G, 6G,c
T~ 0T
= — S folgt also firr T, : S;; > S,; die Schmelzwirme ist positiv. Bei dem

Beider Temperatur T, mufl ——=
oG-
0T
zweiten, bei tieferer Temperatur liegenden Schmelzdruck muB8 das Neigungs-

G

gelten. Ausderallgemeinen Beziehung

K

I
i
1
|
1
!
I
I
!

| L 7=0 77
T2 nr T

Abb. 7. Isobaren der G-Flachen. ) Abb. 8. Isobaren der G-Flachen.

verhiltnis der G-Isobaren das entgegengesetzte sein, so daB S; < S,, die Schmelz-
wirme negativ ist. Es muBl also zwischen T; und T, eine Temperatur T
geben, bei der S, = Sy, ist, die beiden Isobaren also einander parallel sind.

Als notwendige Vorbedingung fiir einen derartigen gegenseitigen Verlauf
der G-Isobaren muB die Kurve der Schmelze stirker als die des Kristallisierten ge-
kriimmt sein. Diese Bedingung sagt aus, daB die spezifische Wirme der isotropen
Phase groBer als die der anisotropen ist, was nach der Erfahrung allgemein
zutrifft.

Kommen die beiden G-Isobaren nicht oberhalb des absoluten Nullpunktes
der Temperatur zum zweitenmal zum Schnitt, so miissen Neigung und Kritmmung
beider Kurven beim absoluten Nullpunkt verschwinden (Abb. 8), da nach dem
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NEerNsTschen Warmetheorem?) Entropie und
spezifische Wirme mit sinkender Temperatur
dem Nullwert zustreben.

Hilt man an der durch die Erfahrung
gestiitzten Beziehung fest, daBl die spezi-
fische Warme der Schmelze stets gréBer als
die des Kiristalles ist, ¢, > ¢p,, so wird fiir
alle isobaren Schnitte die Schmelzwirme erst
im absoluten Nullpunkt der Temperatur ver-

g=0 schwinden. Die neutrale Kurve Q =0 fallt
7 dann mit der p-Achse zusammen.
Abb. 9. Schmelzkurve. Der maximale Schmelzdruck wird in

diesem Falle bei der Temperatur T = 0 er-
reicht werden, so daB der Verlauf der Schmelzkurve der durch Abb. 9 an-
gedeutete sein wiirde.

b) Schmelzkurven.

Im folgenden sollen die wichtigsten Versuchsergebnisse beziiglich der Ab-
hingigkeit des Schmelzpunktes von Druck und Temperatur und die zu deren
Bestimmung in Frage kommenden Verfahren besprochen werden. Auf Grund
der bisher gewonnenen Erkenntnisse iiber den Verlauf der Schmelzkurve und die
Abhingigkeit der Anderung des Volumens und des Wirmeinhaltes beim Uber-
gang der isotropen in die anisotrope Phase wird dann ein Urteil mdglich sein,
welche der im vorigen Kapitel angegebenen, einander entgegenstehenden ‘Auf-
fassungen durch die Erfahrung gestiitzt wird.

10. Eigenschaftsdnderungen beim Schmelzpunkt. Unter dem Schmelz-
punkt eines Stoffes schlechthin sei die Temperatur verstanden, bei der bei einem
dufleren Druck von 1 kg/cm? kristalline und fliissige Phase koexistieren. Beim
Ubergang vom anisotropen in den isotropen Zustand zeigt ein Teil der Eigenschaf-
ten eine sprunghafte Anderung, z. B. das spezifische Volumen, der Warmeinhalt,
das elektrische Leitvermdgen, die thermoelektrische Kraft, die magnetische
Suszeptibilitit und die Loslichkeit fiir fremde Stoffe, wihrend der Schmelzvor-
gang fiir andere Eigenschaften, wie Dampfdruck, thermodynamisches Potential
und die E. M. K. von Umwandlungselementen nur durch eine plétzliche Ande-
rung der Temperaturabhingigkeit ausgezeichnet ist.

o) Volumendnderung beim Schmelzpunkt. Das spezifische Volumen
springt beim Schmelzpunkt mit nur wenigen Ausnahmen zu héheren Werten.
Die Kurven 111 in Abb. 10a und b stellen fiir einen chemisch homogenen Stoff
die Volumenisotherme bzw. -isobare dar.

Beimengungen, die sich in der isotropen, nicht aber in der anisotropen Phase
l6sen, bewirken eine Erniedrigung der Temperaturen des Beginns und Endes
des Schmelzens oder eine Erhéhung der Anfangs- und Endschmelzdrucke, wobei
gleichzeitig der beim chemisch homogenen Stoff isotherm bzw. isobar verlaufende
Schmelzvorgang in einem Temperatur- bzw. Druckintervall vor sich geht (Kur-
ven 2 und 3, Abb. 10).

Der Ausdehnungskoeffizient dv/dT und die Kompressibilitit dv/dp werden
im Bereiche des vollstindig Kristallisierten bzw. Geschmolzenen durch Bei-
mengungen wenig beeinfluBlt, so daB auBBerhalb des Schmelzbereiches die Volumen-
isothermen und -isobaren der reinen und der mit Beimengungen versehenen
Stoffe nahezu zusammenfallen. Im Schmelzintervalle werden dagegen beide

1) M. PranNck, Vorlesungen itber Thermodynamik, 3. Aufl., S.272. Leipzig 1911.
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Eigenschaftswerte infolge des Einflusses der Beimengungen zu groB gemessen,
weil hier mit steigender Temperatur bzw. sinkendem Druck ein teilweises Schmel-
zen erfolgt, das mit VolumenvergréBerung verbunden ist. Die Bestimmung der
Volumeninderung beim Schmelzpunkt selbst ergibt infolgedessen in der Regel
zu kleine Werte.

Aus dem Verlauf der Kurven, die die Anderung des Volumens mit Druck
und Temperatur wiedergeben, lassen sich die Einfliisse der Beimengungen eli-
minieren und so die diskontinuierlichen Volumeninderungen beim Schmelzen
des reinen Stoffes ermitteln?).

Neben den Beimengungen ist ein weiterer Faktor, der die Bestimmung der
Volumen#nderung ungiinstig beeinflult, die Vakuolenbildung bei der Erstarrung.
Bei der Kristallisation bilden sich um so weniger Hohlrdume, je niher die Bad-
temperatur der Schmelztemperatur liegt. H. Brock?) lie§ die Erstarrung in
Glasréhren 0,2 bis 0,25° unterhalb des Schmelzpunktes vor sich gehen. Ist die
Weite des Rohres hinreichend klein gewihlt — nach H. BLock < 1,5 mm —,
so erstarrt die Schmelze zu einem einzigen Kristall. Gleichzeitig erfolgt in diesen
engen Kapillaren eine selbsttidtige Ausscheidung der Beimengungen im noch

b ———

s T

Ps P
Abb. 10a. Volumenisothermen. Abb. 10b. Volumenisobaren.

nicht kristallisierten Teil; da dieser infolge der Anreicherung der Beimengungen
bei wesentlich tieferer Temperatur erstarrt als der reine Stoff, konnen sie leicht
abgesaugt werden. Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens 138t sich
eine sehr weitgehende Reinigung erzielen. )

B) Schmelzwédrme. “Beim Schmelzpunkt tritt eine sprunghafte Anderung
des Wirmeinhaltes um den Betrag der Schmelzwirme Q ein. Bei Stoffen, die sich
aus mehr als 6 bis 8 Atomen aufbauen, betrigt nach P. WALDEN die molekulare

Q TM , wobei M das Molekulargewicht und T,

8
die Schmelztemperatur bedeuten, 12,5 bis 14,8 cal3). Ist dieser Ausdruck
erheblich kleiner, so werden die Stoffe im fliissigen Zustande assoziiert sein.

Bei einem reinen Stoff zeigt die Abhingigkeit der spezifischen Wirme von
der Temperatur beim Schmelzpunkt einen Sprung. Enthilt der Stoff aber Bei-
mengungen, so wird in Analogie zu dem EinfluB auf die Volumeninderung in-
folge teilweisen Schmelzens bereits unterhalb der Schmelztemperatur des reinen
Stoffes Warme an das Kalorimeter abgegeben. Die Folge ist, daB die spezifische
Wirme fiir chemisch nicht homogene Kristalle bei Anniherung an den Schmelz-
punkt zu groB ausfallt.

Entropieinderung beim Schmelzen

1) G. TammaNN, Aggregatzustinde, S. 86 u. 87.
2) H. Brock, ZS. f. phys. Chem. Bd. 78, S. 385. 1912.
3) P. WaLpEN, ZS. f. Elektrochem. Bd. 14. S. 713. 1908.
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Fiir die Temperaturabhingigkeit der Schmelzwirme, welche die diskon-
tinuierliche Anderung des Energieinhaltes eines Stoffes beim Schmelzpunkt dar-
stellt, gilt bei konstant gehaltenem Druck:

0Q

o~ T

fiir die Druckabhingigkeit bei konstanter Temperatur:

30 (61}8 ka)
5};——[‘7)—‘7‘ ﬁ_-é_f .

Auf der Schmelzkurve selbst gilt ganz allgemein
aQ = —Z—Q aT + %@ ap.

T op
Durch Einsetzen der Werte fiir
9Q 9Q
T und Tp
’ dv, Oug
folgt: AQ = (cp, — Cp) AT 4 Avydp — T 5T~ 9T ap.

Die Bestimmung der Schmelzwirme erfolgt im allgemeinen kalorimetrisch.
Zu diesem Zwecke miissen die Kurven der Temperaturabhingigkeit des Wérme-
inhaltes fiir die isotrope und anisotrope Phase bestimmt werden, deren Abstand
bei der Temperatur des Schmelzpunktes des reinen Stoffes T, die gesuchte
Schmelzwirme ergibt.

Um die Schmelzwirme bei verschieden weit fortgeschrittener Unterkithlung
festzustellen, bringt O. PETTERSEN?) die unterkiihlte Schmelze in Glaskapillaren
in ein Quecksilberkalorimeter. Nach eingetretenem Wirmeausgleich wird ge-
impft. Bei geniigend groBer Kristallisationsgeschwindigkeit tritt in kurzer Zeit
vollkommene Kristallisation ein, und die freiwerdende Kristallisationswdrme
wird dem Kalorimeter momentan mitgeteilt. Sind nach diesem Verfahren die
Schmelzwirmen fiir verschiedene Grade der Unterkiithlung bestimmt, so JETAN
sich eine Extrapolation auf die Gleichgewichtstemperatur ausfiihren.

Bei héheren Drucken kann man zur Ermittlung der Schmelzwéirme ebenfalls
ein Kalorimeterverfahren anwenden. Genauere Werte erhilt man auf indirektem
Wege. Aus der CLaustus-CLAPEYRONschen Gleichung

ap _ @
dT ~ AvT

148t sich, wenn 4 v, iiber dessen Bestimmung bei héherem Druck in Ziff. 12 be-
richtet wird, und der Verlauf der Schmelzkurve bekannt sind, die Schmelzwirme
Q berechnen.

7) Anderung der elektrischen Leitfihigkeit beim Schmelzen.
Das elektrische Leitvermdgen nimmt ohne Ausnahme diskontinuierlich beim
Ubergang aus einer Phase in die andere zu bzw. ab. Abb. 11a und b zeigen sche-
matisch die Abhingigkeit der metallischen und elektrolytischen Leitfihigkeit
von der Temperatur.

Die metallische Leitfahigkeit nimmt mit steigendem Druck zu. Dement-
sprechend ist zu erwarten, daB der Widerstand beim Schmelzen abnimmt, so-

1) O. PETTERSEN, Berl. Ber. 1879, S. 1718.
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fern dieses unter Kontraktion erfolgt, daB er dagegen zunimmt, wenn beim
Schmelzen Dilatation eintritt. In der folgenden Tabelle ist der Quotient
Widerstand des fliissigen Metalles

Widerstand des kristallisierten Metalles

fiir eine Anzahl von Metallen angegeben.

b)
7
a)
H
I
I
! i
z |
I 1
L\g /s .
! |
770 7s T =0 7s 7
Abb. 11 a. Temperaturabhangigkeit der Abb. 11b. Temperaturabhingigkeit der
metallischen Leitfahigkeit. elektrolytischen Leitfahigkeit.

Tabelle 1.

Relative Anderung des elektrischen Widerstandes beim Schmelzen
des kristallisierten Metalles.

Al 1,65 Tsutsimi, Sc. Reports Tohoku Univ. 1918, S. 793.

Sb 0,70 DE LA Rive, C. R. Bd. 56, S. 588. 1863; Bd. 57, S. 698. 1863.

Pb 2,06 Tsvutsimi, L. c.

Cd 1,97 Wassura, Cim. (3) Bd. 31, S.25. 1892.

Cs 1,65 Hackspirr, C. R. Bd. 151, S. 305. 1910. :

Ga 0,58 BripGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 52, S. 571. 1917; Bd. 56,
S. 61. 1921.

Au 2,28 NorTHRUP, Journ. Frankl. Inst. Bd. 177, S. 1 u. 287. 1914;

) Bd. 178, S. 85. 1914.

K 1,39 BerNINI, Cim. (5) Bd. 6, S.2 u. 289. 1903; Phys. ZS. Bd. 5,
S. 241 u. 406. 1904.

Cu 1,97 TsuTsimi, 1. c. ’

Li 1,96 BerNINi, Cim. (5) Bd.8, S.262. 1904; Phys. ZS. Bd. 6,
S. 74. 1905.

Na 1,34 BERNINI, L c.

Ag 1,98 NoORTHRUP, 1. c.

Bi 0,45 NORTHRUP, L. c.

Zn 2,00 DE LA RivE, L c. ‘

Sn 2,01 SieMENs, Pogg. Ann. Bd. 110, S. 1. 1860; Ann. chem. phys.
(3) Bd. 60, S. 250. 1860; Phil. Mag. (4) Bd. 21, S. 24. 1861;
Berl. Ber. 1880, S. 1.

Bei fast allen Metallen liegt der Wert des Quotienten iiber 1 entsprechend ihrer
Volumenzunahme beim Schmelzen. Das unter Kontraktion schmelzende Wismut
zeigt den kleinsten Wert mit 0,45. Ga und Sb, die im geschmolzenen Zustande
ein groBeres Volumen einnehmen, zeigen, abweichend von der Regel, nach
den bisher vorliegenden Versuchsergebnissen ebenfalls Werte, die kleiner
als 1 sind..

8) Anderung des Losungsvermdogens beim Schmelzen. Der An-
derung des molekularen Aufbaues beim Schmelzpunkt entspricht eine sprunghafte
Anderung der Gasloslichkeit.
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70 Als Beispiel fiir die diskontinuier-
liche Anderung der Loslichkeit eines
PA+H Stoffes bei Anderung des Aggregatzu-
standes des Losungsmittels sind in
Abb. 12 die Sittigungskonzentrationen
einiger Metalle fiir Wasserstoff in Ab-
hingigkeit von der Temperatur einge-
zeichnet1).

11. Methoden zur Bestimmung
des Schmelzpunktes. Um den Schmelz-
punkt zu bestimmen, verfolgt man die
Anderung einer Eigenschaft des Stoffes
mit der Temperatur. Fiir die Bestim-
-1 mung des Schmelzpunktes kommen vor

P allem die beim Ubergange von der iso-
cfe tropen in die anisotrope Phase dis-
i

S

S
Q

Vo 100g Metall geloste Menge Hz in mg

|

i

|

|

!

!
Ni*H —//Cu;\'

20 kontinuierlich sich #ndernden Eigen-
| schaften in Frage. Das gebriduchlichste

Hi Verfahren zur Bestimmung des Schmelz-

10 /,-/ %-’ punktes ist die Aufnahme einer Ab-
/ - kithlungs- oder Erhitzungskurve?). Tritt

= beim Abkithlen der Schmelze Kristalli-

TuH sation ein, so wird die Kristallisations-

%05 w007 wo0°  %00°  70° wirme frei. Umgekehrt muB beim
Abb. 12. Loslichkeit des Wasserstoffs in  Erreichen der Schmelztemperatur die
Metallen. gleiche Wiarmemenge als Schmelzwirme
wieder zugefithrt werden. Dadurch
wird in jedem Falle die Geschwmdlgkelt der Temperaturdnderung ver-
kleinert. Sind Erhitzungs- und Abkiihlungsgeschwindigkeit nicht zu gro8, ist
die Warmeleitfihigkeit hinreichend gut und die Trigheit des thermometrischen
Apparates gentigend klein,
so wird die Temperatur
vom Beginn bis zum Ende
des Kristallisierens bzw.
des Schmelzens unverin-
dert bleiben, und die so auf
der Erhitzungs- und Ab-
kiithlungskurve erhaltenen
Haltepunkte werden bei
derselben Temperatur lie-
gen (Abb. 13 a).
Zeit Zeit Uberschreitet die Abkiih-
Abb. 13a u. b. Abkithlungs- und Erhitzungskurven. lungskurve den Schmelz-
punkt stetig, so ist eine
Unterkiihlung eingetreten. Setzt in der unterkiihlten Schmelze Kristallisation
ein, so kann, falls die freiwerdende Wirmemenge dazu ausreicht, die Temperatur
wieder auf die Gleichgewichtstemperatur steigen (Abb.13b). Benutzt man bei
der Aufnahme der Abkiithlungskurven stets gleiche Stoffmengen unter gleichen
Abkiihlungsverhiltnissen, so ist die Dauer des Haltepunktes ein MaB fiir die

1) A. Sieverrs, ZS. f. phys. Chem. Bd. 60, S.129. 1907; Bd. 74, S. 277. 1910; Bd. 77,
S. 591. 1911; Chem. Ber. Bd. 43, S. 893. 1910.
?) G.TammanN, Lehrb. d. Met. S. 201 ff. Leipzig 1923.
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GréBe der Schmelzwirme. Tritt die Kristallisation erst nach so weitgehen-
der Unterkithlung ein, daB die freiwerdende Schmelzwirme nicht mehr aus-
reicht, um die Temperatur auf die Schmelztemperatur zu steigern, so kann man
durch Impfen dicht unterhalb des Schmelzpunktes eine Kristallisation erzwingen

12. Bestimmung des Schmelzpunktes bei hoheren Drucken. Bei hoheren
Drucken ist die Bestimmung der Schmelzpunkte an druckfeste GefiBe ge-
bunden.

E. H. Amacat?!) und W. WaHL?) verwandten Stahlgefile, die mit einem
Glasfenster versehen waren, durch das das Eintreten des Kristallisierens des
Stoffes beobachtet wurde. Sie konnten auf diese Weise ihre Versuche bis zu
2000 kg/cm? ausdehnen. )

Bei noch héheren Drucken ist man gezwungen, mit undurchsichtigen Druck-
gefiBen zu arbeiten. Zur vorldufigen Orientierung ist das durch seine Einfachheit
sich auszeichnende Verfahren von Mousson3) bis zu Drucken von 10000 kg/cm? mit
Erfolg angewandt worden. Man 148t einen Stahlstift im Stoffe einfrieren und
findet als Gleichgewichtskoordinaten die Temperatur und den Druck, bei denen
der Stahlstift frei beweglich wird, so daB er beim Umkippen des Druckgefifes
deutlich horbar auf den GefiBiboden schligt Doch ist zu beachten, daf} die
Viskositit der Schmelze mit steigendem Druck zunimmt Es wird also einen
Druck bei jeder Temperatur geben, bei dem der Stift auch in der Schmelze so
langsam fillt, daBl das Aufschlagen nicht mehr zu héren ist.

H. Rost und O. MiGGE4) und A. GELLERS) betten den Kristall in sehr fein
geschlimmten, getrockneten Ton bzw. Graphit ein, die beide die Eigenschaft
haben, einen von auBen einseitig ausgeiibten Druck vollkommen hydrostatisch
zu verteilen. Wird der Schmelzpunkt erreicht, so dringt die Schmelze in die Poren
des Einbettungsmittels ein, so daB das Manometer in demselben Augenblick
zuriickgeht. In dem Aussehen des Tones nach erfolgter Entlastung hat man eine
Bestitigung dafiir, daBl das Schmelzen tatsichlich eingetreten und der geschmol-
zene Versuchsstoff in die Einbettungsmasse eingedrungen ist. Dieses Verfahren
gestattet, besonders hohe Drucke zu erreichen. Bei Temperaturen bis zu 300°
sind Bestimmungen bis zu 40000 kg/cm? ausgefithrt worden.

Zu einer genauen Bestimmung der Koordinaten der Schmelzkurve dient
folgendes Verfahren der Bestimmung des Schmelzdruckes bei konstanter
Temperatur.

Hilt man die Temperatur unverindert und 4dndert gléichm#Big den auf den
Stoff wirkenden Druck, so wird beim Uberschreiten einer Gleichgewichtskurve,
dhnlich wie bei den Erhitzungskurven, ein Haltepunkt auf den Druck-Zeitkurven
auftreten. Doch bereitet es experimentell groBe Schwierigkeiten, den Druck
wirklich genau gleichmiBig zu 4ndern.

Bringt man dagegen den kristallisierten Stoff durch Steigerung der Tempe-
ratur fast zum Schmelzen und dndert dann den Druck, bis ein teilweises Schmel-
zen eintritt, so stellt sich mit der Zeit ein Druck ein, der dem des Gleichgewichts
nahe kommt$).

Durch mehrfache Wiederholung dieses Verfahrens unter Ndherung des Aus-
gangsdruckes an den sich einstellenden Enddruck gelingt es, den Schmelzpunkt fiir
die konstant gehaltene Versuchstemperatur genau festzulegen. Dabei wird man

1) E. H. Amacar, C. R. Bd. 105, S. 165. 1887.

%) W. WasL, ZS. f. phys. Chem. Bd. 83, S. 708. 1913.

3) MoussoN, Wied. Ann.Bd. 105, S.105. 1858; G.TAMMANN, Kristallisieren und Schmelzen,
S. 92ff. Leipzig 1903.

4) H. RosE u. O. MtGGgE, N. Jahrb. f. Min. Bd. 40, S. 250. 1923.
5) A. GELLER, ZS. f. Krist. Bd. 60, S. 414. 1924.
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entsprechend Abb. 14 den Ausgangsdruck zweckmiBig abwechselnd oberhalb und
unterhalb des Gleichgewichtsdruckes wihlen. W. P. BRIDGMAN hat in dieser
Weise bis zu Drucken von 12000 kg/cm? gearbeitetl). Dieses Verfahren wird

\

\
NN

Zejf ——>

Abb. 14. Genaue Be-
stimmung des Schmelz-
druckes.

l— 7
Abb. 15. p-T-Linie
zur  Schmelzpunkt-
bestimmung.

jedoch versagen, sobald die Kristallisation mit sehr ge-
ringer Geschwindigkeit erfolgt. :

Ein erheblich einfacheres, wenn auch nicht gleich ge-
naues Verfahren ist das der Aufnahme von ¢-T-Linien?).
Steigert man bei nahezu unverdndert gehaltenem Volumen
die Temperatur, so werden die auftretenden Druckinde-
rungen anzeigen, ob in dem Zustandsgebiet ein Uber-
schreiten einer Gleichgewichtskurve stattgefunden hat.
Geht man von einem Zustandspunkt unterhalb der Gleich-
gewichtskurve aus, so steigt vor dem Schmelzen der Druck
gleichmiBig mit der Temperatur an (Abb. 15:a b).

Wihrend des Schmelzens wird der Druck bei unver-
anderter Erwirmungsgeschwindigkeit schneller zunehmen,
sofern der Stoff unter Volumenvergré8erung schmilzt. Bei
einem chemisch reinen Stoff wiirde die Druckinderung
der Schmelzkurve ¢ folgen. Nach beendigtem Schmelzen
steigt der Druck wieder weniger stark an (c4).

Beimengungen haben zur Folge, da das Schmelzen
und dementsprechend der verstdrkte Druckanstieg bereits
bei einer Temperatur e einsetzt, die unterhalb der Schmelz-
kurve liegt. Der dem Ende des Schmelzens entsprechende
Punkt ¢ wird auch in diesem Falle ein Punkt der Schmelz-
kurve des reinen Stoffes sein.

Die beim Schmelzen bei konstanter Temperatur ein-
tretende Druckzunahme Ap ergibt sich durch folgende
Konstruktion: Man zieht eine Parallele durch ¢ zur p-Achse.
Die Differenz der Abszissenwerte von ¢ und dem Schnitt-
punkt 7 der Verlingerung von ab mit dieser Parallelen
gibt dann die entsprechende Druckzunahme Ap fiir die
Temperatur des Endes des Schmelzens an. Eicht man die
Apparatur, indem man die einer bestimmten Volumen-
dnderung entsprechende Druckdnderung ermittelt, so 148t

sich aus Ap auf die entsprechende Volumeninderung Av bei isothermem

Schmelzen schlieBen.

‘Die p-T-Linie, die durch die maximale Schmelztemperatur geht, ist dadurch
gekennzeichnet, daB ein Knick zwischen den Kurvenstiicken oberhalb und unter-
halb der Schmelzkurve auftritt; bei der maximalen Schmelztemperatur geht Ap
und damit 4dv durch den Nullpunkt.

Bei der Bestimmung von 4v bei hohen Drucken verfahren G. Taum-
MANN3) und spiter W. P. Bripgman4) folgendermaBen: Wenig unterhalb der
Gleichgewichtskurve wird die Stellung eines Kolbens in einem Zylinder, der mit
der Druckbombe kommuniziert, einmal, wenn alles kristallisiert, und dann,
wenn alles geschmolzen ist, bestimmt. Aus der Differenz der Kolbenstellungen
erhilt man durch Multiplikation mit dem Kolbenquerschnitt unmittelbar

1

o

)
)
)
)

4

den Wert von A4u.

BRIDGMAN konnte durch Anwendung einer besonderen

‘W. P. BrRipgMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 49, S. 627. 1914.
2) G.TamMMANN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 80, S. 743. 1912.

G. TamMMaNN, Ann. d. Phys. Bd. 3, S. 101. 1900.

W. P. BripGgMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 49, S. 627. 1914.
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Kolbendichtung Messungen bei Drucken bis zu 12000 kg/cm? erfolgrelch aus-
fithren:

18. Der Verlauf der Schmelzkurven. Die altesten aus dem Jahre 1850
stammenden Untersuchungen iiber den Verlauf der Schmelzkurve mit Ande-
rung des Druckes von R. BuNsex?) und W. THOMSON?) beschrinken sich auf
die Festlegung der Richtung der Schmelzkurve fiir Drucke, die von Atmosphéren-~
druck nur wenig abweichen. Erst E. H AMAGAT3) und C. BArRUS¢) dehnten die
Untersuchungeh iiber die Verschiebung des Schmelzpunktes mit dem Druck bis
zu Drucken von mehr als 1000 kg/cm? aus.

Umfassendere und bis zu weit héheren Drucken sich erstreckende Unter-
suchungen wurdeén dann vor allem von G.TAMMANNS®) bis zu 3000 kg/cm?
ausgefithrt. Dieser bestimmte fiir etwa 40 Stoffe die Schmelzkurven und
zum Teil auBerdem ‘die Anderungen von Volumen und Wirmeinhalt beim
Uberschreiten der Gleichgewichtskurve nach den vorstehend beschriebenen
Verfahren.

Bei Stoffen, die bei Atmosphirendruck unter VolumenvergréBerung schmel-
zen, deren Schmelzkurve also mit dem Druck ansteigt, nehmen die Volumen-
#nderungen 4 v durchweg auf den Gleichgewichtskurven mit wachsendem 7 und p
ab. Die Ergebnisse lassen sich durch einfache Interpolationsformeln innerhalb
der Fehlergrenzen des Bestimmungsverfahrens zur Darstellung bringen, unter
anderen durch die Gleichung:’

Av=A — Bp.

Fiir die Abhingigkeit der Schmelzwirme von der Temperatur stellte TAMMANN
durch direkte Bestimmung oder durch Berechnung aus der CLAUSIUS-CLAPEY-
RoNschen Gleichung fest, daB sich die Schmelzwirme bis zu 2000 kg/cm? auf der
Schmelzkurve nicht merklich dndert. Oberhalb dieses Druckes ist eine Zunahme
der Schmelzwirme mit der Schmelztemperatur festzustellen; ihre Temperatur-
abhingigkeit nihert sich zuweilen der Beziehung

Q

= konst.

Diese Ergebnisse TamMManNs wurden durch die Untersuchungen von BRIDG-
MAN 8) bestitigt, der bis zu 12000 kg/cm? die Koordinaten der Schmelzkurven
verfolgte und jeweils die 4 v-Werte bestimmte. 4 v nimmt auf Schmelzkurven,
die mit wachsendem Druck zu héheren Temperaturen ansteigen, durchweg stark
ab; mit alleiniger Ausnahme des Quecksilbers ist bis 12000 kg/cm? die Volumen-
dnderung auf weniger als den halben Wert bei Atmosphirendruck gesunken.
Bei einigen Stoffen (Kalium, Benzol, Tetrachlorkohlenstoff) ist die Abnahme
weit stirker. Bei diesen wurde-eine schwache Abnahme der Schmelzwirme fest-
gestellt, wihrend sie im allgemeinen einen méiBigen Anstieg zeigte.

. Alle diese Beobachtungsresultate sprechen dafiir, dal die 4v- und Q-Werte
sich auf der Schmelzkurve nicht gleichzeitig dem Nullwerte nihern. Zu demselben
Ergebnis haben die Untersuchungen solcher Stoffe gefithrt, deren Volumen beim
Schmelzen eine Abnahme zeigt, deren Schmelzpunkt also mit steigendem Druck
sinkt. Fir Wismut stellte BRIDGMAN einen Anstieg.der 4 v-Werte unter gleich-

) R. BunseN, Pogg. Ann. Bd. 81, S. 153. 1850.

2) ‘W, TaomsoN, Pogg. Ann. Bd. 81, S. 163. 1850.

3) E. H. Amacart, C. R. Bd. 105, S. 165. 1887.

4) C. Barus, Bull. Geol. Survey 1892, Nr. 96.

) G. TAMMANN, Aggregatzustdnde, S, 100.

6) W. P. BripgMAN, Phys. Rev. Bd. 3, S.127. 1914; Bd. 6, S. 1. 1915.
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zeitiger deutlicher Abnahme der Schmelzwirme fest. 4v und Q #ndern sich
also fiir diesen Stoff in dem Sinne, wie es fiir den zweiten Quadranten der ge-
schlossenen Schmelzkurve zu erwarten ist.

Uber den Verlauf der Schmelzkurven lassen sich folgende Aussagen machen.
Fiihrt man die bei Drucken bis zu 2000 kg/cm? geltenden Beziehungen fiir die
Volumeninderung und die Schmelzwirme

AvT = A —Bp (1)
Q = konst. (2)
in die CrAusiUs-CLAPEYRONsche Gleichung ein, so ergibt sich: A
iT_4_B
a Q Q
A B
T —Tpo= ”Q—P "‘5@1’2-
In diesem Druckbereich muB sich also die Schmelzkurve durch eine Parabel der
Form
T —Tyoo=uap—bp? (3)

annihern lassen, was durch die Erfahrung bestitigt wird. Die fiir die Schmelz-
kurve abgeleitete Gleichung 148t sich umformen in:

Avy_oT 1 ddoeT)

T —Tpoo= —— 2, T4

. »=0 Qp:O 2@ d? P ( )

Es geniigt mithin, zur Bestimmung der Schmelzkurven in dem Giiltigkeitsbereich
der Beziehungen 1 und 2, 4v und Q bei 4 = 0 und id(#;ﬂ zu kennen. Wiirde

der durch Gleichung (3) angegebene parabolische Verlauf der Schmelzkurve bei-
behalten werden, so miiite die maximale Schmelztemperatur bei p = 5% liegen.

Bei einigen der untersuchten Stoffe wire alsdann das Maximum der Schmelz-
kurve bereits bei Drucken von wenig iiber 4000 kg/cm? zu erwarten. Die Aus-
dehnung der Messungen bis zu noch betrichtlich héheren Drucken hat dies je-
doch nicht bestitigt. Schon bei Drucken zwischen 2500—3500 kg/cm? fand
TammaNN die Abnahme von 4 v T geringer als bei kleinen Drucken. Die Inter-
polationsformel Gleichung (3) verliert somit oberhalb 2000 kg/cm? ihre Giiltig-
keit. Infolgedessen wurden bei den zunichst von G. TAMMANN bis 10000 kg/cm?
und spiter von BRIDGMAN bis 12000 kg/cm? ausgedehnten Schmelzpunktsbe-
stimmungen die Maxima auf den Schmelzkurven nicht erreicht. Nach
den sehr zuverlissigen Messungen des letzteren diirften dieselben bei den
von ihm untersuchten Stoffen erst bei Drucken von mehr als 20000 kg/cm?
liegen.

+14. Die Schmelzkurve des Glaubersalzes. Aussicht auf Erfolg, das Vor-
handensein eines Maximums auf der Schmelzkurve experimentell bestitigen zu
kénnen, bieten vornehmlich solche Stoffe, deren Volumeninderung beim Schmel-
zen besonders klein ist. Zwei Gruppen von Stoffen, die Salzhydrate und die
tertidren Alkohole, sind durch kleine Av-Werte ausgezeichnet. In- der Tat ist
beim Glaubersalz Na,SO, - 10 H,O, das besonders eingehend untersucht worden
ist, die maximale Schmelztemperatur erreicht worden. Abb. 16 zeigt die Schmelz-
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kurve nach den Bestimmungen von E. A, Brock?!) nach dem Verfahren der
pT-Linien bis zu 3000 kg/cm?2.

Das Schmelzpunktsmaximum liegt bei 460 kg/cm?2. Zu beachten ist, daB das
Glaubersalz unter Zersetzung in ein wasserfreies Salz und eine gesittigte Losung
schmilzt:

Na,S0, - 10 H,0 - Na,SO, - ges. Losung.

Beim Schmelzpunkt sind also drei Phasen miteinander im Gleichgewicht. Die
Léslichkeit des Na,SO, in der gesittigten Lésung nimmt mit wachsendem Druck
zu, so daB es einen Druck mit unendlich groBer Loslichkeit gibt, bei dem das
Glaubersalz homogen schmilzt. Hier wiirde dann das System als reines Ein-
stoffsystem nur noch zwei Phasen haben.

Solange drei Phasen miteinander im Gleichgewicht stehen, besitzt das System
zwei Komponenten, so daB es auf der Schmelzkurve wie ein Einstoffsystem nur
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Abb. 16. Die Schmelzkurve des Glaubersalzes,

von E. A. BLock bestimmt,
~~~~~ von G. TAMMANN berechnet.

einen Freiheitsgrad besitzt. Das Gleichgewicht ist damit ein vollstindiges, die
Craustus-CLAPEYRONsche Gleichung bleibt demnach anwendbar. Ist die Abhingig-
keit der 4 v-Werte vom Druck bekannt, so kann daraus unter Annahme der Kon-
stanz von @ die Gleichung der Schmelzkurve abgeleitet werden. G. TAMMANN
fand fir die Volumeninderung beim Schmelzen des Glaubersalzes nach der in
Ziff. 12 beschriebenen Methode: :

4v = 0,0037 — 0,000008 - p .
Daraus folgt nach Gleichung (4) fiir die Schmelzkurve:
‘ t=32,6 4 507-10"%+p — 5,5-10-7p2.

Die entsprechenden Werte sind in Abb. 15 gestrichelt eingezeichnet. Die gute
Ubereinstimmung zwischen der von BLock gefundenen und der von TAMMANN
berechneten Schmelzkurve zeigt, daBl die Voraussetzungen fiir die Berechnung
zulissig sind. _

-Auch bei einem Gashydrat SO,-6 H,0 ist von G. TAMMANN und G. KRIGE ?)
auf der Schmelzkurve ein Maximum festgestellt worden.

A. GELLER3) hat die Schmelzkurve des Glaubersalzes ebenfalls bestimmt. Er
bediente sich des oben (Ziff. 12) erwihnten Verfahrens, den Stoff in Ton
einzubetten. Bis 3000 kg/cm? ergab sich eine gute Ubereinstimmung mit

1) E. A. Brock, ZS. {. phys. Chem. Bd. 82, S. 429. 1913.
%) G. TaMMANN und G. KRiGE, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 146, S. 179. 1925.
%) A. GELLER, ZS. {f. Krist. Bd. 60, S. 414. 1924. .
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den obigen Werten von Brock bzw. TAMMANN. Bei weiterer Drucksteigerung
fiel die Schmelzkurve zunichst weiter zu tieferen Temperaturen. Oberhalb
5000 kg/cm? stieg die Schmelzkurve wieder an. MUGGE und GELLER nehmen an,
daB dieser Knickpunkt auf der Gleichgewichtskurve durch den Ubergang von
dem 3-Phasen- in das 2-Phasen-System bedingt ist, da infolge der bei diesem Druck
unendlich groB gewordenen Loslichkeit des wasserfreien Salzes bei diesem Druck
die eine Phase verschwindet. Durch eine solche Anderung der Phasenzahl, bei
der das Gleichgewicht ein vollstindiges bleibt, wird ein Knick auf der Schmelz-
kurve nicht bedingt. Eine sprunghafte Richtungsinderung auf einer Gleichge-
wichtksurve kann nur in einem Trlpelpunkt erfolgen. Im Zustandsfeld des
kristallisierten Glaubersalzes ist demnach eine in den Knickpunkt der Schmelz-
kurve einmiindende Umwandlungskurve anzunehmen, deren experimentelle Be-
stitigung noch aussteht.

In gleicher Weise wurden die Schmelzkurven von anderen Salzhydraten:
Kainit (KCIMgSO, 3 H,0), Bischoffit (MgCl, 6H,0) und Karnallit (KCIMgCl,
6H,0) untersucht. In allen Fillen wurde das Maximum der Schmelzkurve iiber-
schritten und ein Wiederansteigen der letzteren beobachtet. Auch hier wird die
letztere Erscheinung auf den Ubergang vom 3-Phasen- in ein 2-Phasen-Gleich-
gewicht zuriickgefiihrt. Beim Karnallit wurde ein zweites Maximum bei 220°
und 11500 kg/cm? erreicht.

Die von atomistischen Vorstellungen iiber den Aufbau der isotropen und
anisotropen Phasen ausgehende Ablehnung eines kontinuierlichen Uberganges
vom Zustandsfeld des Anisotropen zu dem des Isotropen fithrte zu der Forderung
der geschlossenen Schmelzkurve. Der bisherige experimentelle Befund iiber den
Verlauf der Schmelzkurven, insbesondere die Realisierung des Schmelzpunkt-
maximums fir Salzhydrate und die Anderung der Av- und Q-Werte mit dem
Gleichgewichtsdruck stehen in Einklang mit den in Ziff. 13 aus der An-
nahme der geschlossenen Schmelzkurve hergeleiteten Beziehungen. Die Er-
fahrung spricht also gegen die Annahme eines kritischen Punktes auf der Schmelz-
kurve,

c) Kristallisation einer Schmelze.

15. Das spontane Kristallisationsvermoégen. «) Unterkithlungsfihig-
keit und chemische Konstitution. Bei zahlreichen Stoffen kann, vom
isotropen Zustande ausgehend, durch Anderung des Druckes oder der Temperatur
die Grenzkurve des anisotropen Zustandsfeldes iiberschritten werden, ohne daB3
Kristallisation eintritt. Die isotrope Phase befindet sich dann im instabilen Zu-
stande; die Schmelze ist unterkiihlt.

Derartige Unterkithlungen sind erfahrungsgemiB bei allen Stoffen, wenn
auch in verschieden starkem AusmaBe, moglich. Am geringsten ist die Unter-
kithlungsfahigkeit der Metalle. Der Grad der Unterkiihlung, d. h. die Temperatur-
spanne, um welche die Gleichgewichtstemperatur unterschritten werden kann,
ehe spontan die Kristallisation einsetzt, ist fiir die einzelnen Metalle verschieden
groB und wird wesentlich von der Abkiihlungsgeschwindigkeit beeinfluft. In
keinem Falle ist es aber gelungen, ein Metall in den glasigen Zustand iberzufithren.
Dies ist dagegen bei einigen Metalloiden erreicht worden: die Uberfithrung des
Schwefels in den amorphen unterkiithlten Zustand ist allgemein bekannt. In
ahnlicher Weise 148t sich auch Selen als Glas erhalten, und beim Sauerstoff hat
W.WAHL ein Zihflissigwerden vor dem Einsetzen der Kristallisation beobachtet?).

1) W.WaHL, ZS. {f. phys. Chem. Bd. 84, S. 116. 1913.
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Alle iibrigen Elemente haben sich nicht bis zum glasigen Zustand unterkiihlen
lassen, auch nach schroffster Abkiithlung waren sie bei Raumtemperatur kristalli-
siert. Dieser kristalline Charakter lieB sich zuweilen erst durch réntgenspektro-
skopische Untersuchungen nachweisen. Die frither als amorph angesprochenen
Formen der Elemente Bor, Kohlenstoff und Silizium wurden auf diese Weise
als kristalline Korper gekennzeichnet?!). Ganz anders verhalten sich eine grofle
Reihe von Verbindungen. Als Gliser konnten dargestellt werden: von den Sul-
fiden Sb,S; und As,S; und von den Oxyden B,0;, SiO,, P,O5, As,O5 und V,05.
Auch Salze dieser Siaureanhydride lassen sich vielfach zu Glidsern unterkiihlen,
und zwar um so leichter, je stirker ihr saurer Charakter ausgeprigt ist. Hierzu
gehoren in erster Linie die sauren Borate und Silikate, die auch bei langsamer
Abkithlung nicht kristallisieren, wodurch ihre Eignung als Grundsubstanz der
normalen Glassorten bedingt ist. Bei organischen Stoffen wird die Unterkiihlungs~
fahigkeit durch die Konstitution bestimmt. So wichst die Neigung zur Unter-
kithlung mit der Zahl der Hydroxylgruppen, und weiter lassen sich die Meta-
derivate des Benzols besser als die Ortho- und diese wieder besser als die Para-
derivate unterkiihlen. Ein besonders geringes spontanes Kristallisationsver-
mogen besitzen die Zuckerarten. Dagegen zeigen die Kohlenwasserstoffe, ihre-
Halogen- und Nitroderivate und die Mono- und Dikarbonsiuren nur geringe
Unterkiithlungsfihigkeit.

p) Temperaturabhingigkeit der Kernzahl. Der Umstand, daB in
vielen Fiallen fiir die Unterkithlung zum Glas die Abkiihlungsgeschwindigkeit
eine entscheidende Rolle spielt, 1iBt erkennen, da8 die spontane Kristallbildung
in einer unterkiihlten Schmelze vom Grade der Unterkiihlung, d. h. von der Tem-
peratur abhingig ist.

Diese Temperaturabhingigkeit des spontanen Kristallisationsvermégens hat
‘G. TAMMANN?) fiir eine groB3e Zahl von Stoffen niher untersucht. Er geht dabeivon
der Erfahrung aus, daB die Kristallisation unterkiihlter Schmelzen an einzelnen
Punkten beginnt.und sich von dort aus ausbreitet. Da somit die Zahl der Kristalli-
sationskeime gegeniiber der Gesamtzahl der Molekiile klein ist, miissen offenbar
bestimmte Bedingungen erfiillt sein, damit an einer Stelle der isotropen Phase
die Umwandlung in den anisotropen Zustand einsetzt. Die spontane Kristalli-
sation unterliegt dementsprechend den Wahrscheinlichkeitsgesetzen. Ist die
Zahl der in der Zeiteinheit sich bildenden Kristallisationskerne gegeniiber der
Zahl der Molekiile der isotropen Phase zu vernachlissigen, so ist bei gleichblei-
bender Unterkiihlung ein linearer Anstieg der Zahl der in der Raumeinheit ge-
bildeten Kerne mit der Zeit zu erwarten. TAMMANN hat infolgedessen als MaB3 des
spontanen Kristallisationsvermégens die Kernzahl, die Anzahl der in der Zeiteinheit
(1 Minute) in der Raumeinheit sich bildenden Kristallisationszentren, festgelegt.

Bilden sich die Kerne bei einer Temperatur, bei der sie schnell weiterwachsen,
so stellen sich ibrer Zahlung bei groBer Kernzahl und Kristallisationsgeschwindig-
keit Schwierigkeiten entgegen. TAMMANN und seine Schiiler haben daher die
GesetzmiBigkeiten der Kernbildung bei solchen Stoffen studiert, bei denen sich
die Kerne vornehmlich in einem Temperaturgebiet bilden, in dem sie nicht mit
merklicher Geschwindigkeit wachsen. Diese Bedingung ist fiir eine Reihe von
organischen Substanzen (z. B. Betol, Salol, Piperin) erfiillt.

Die Kernzahlbestimmungen bei diesen Stoffen werden in folgender Weise
vorgenommen: In einem geschlossenen GefiB, am einfachsten einem zugeschmol-

1) P. SCHERRER, Phys. ZS. Bd. 18, S. 291. 1917; F. WEvER, Mitt. a. d. Kais.-Wilh.-
Inst. f. Eisenforsch. Bd. 4, S. 81. 1922.

2) G. TamMaNN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 25, S. 442. 1898; Kristallisieren u. Schmelzen,
S. 148; Aggregatzustande, S. 223.
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zenen Haarréhrchen, wird eine bestimmte Menge des Stoffes geschmolzen und
sodann schnell fiir eine bestimmte Zeit in ein Bad der Temperatur gebracht,
bei der die Kernzahl gemessen werden soll. Um die in submikroskopischen Ab-
messungen gebildeten Kerne sichtbar zu machen, wird der Stoff in ein Bad
hoherer Temperatur gebracht, bei der die Kristalle schneller wachsen, anderer-
seits aber nur verschwindend wenig neue Kerne entstehen.

Abb. 17 zeigt schematisch den Verlauf der Kernzahl in Abhingigkeit von
der Unterkiithlung, wie er bei einer Reihe organischer Stoffe festgestellt worden

ist. Die Kernzahl ist bei miBiger Unterkithlung
sehr klein und steigt in einem eng begrenzten
Temperaturbereich zu hohen Werten an. Bei
weiterer Unterkiithlung fillt sie schroff wieder zu
verschwindenden Werten ab.
Bei allen Stoffen, deren Abhidngigkeit der
Kernzahl von der Temperatur dem in Abb. 17
7 Unterkinlungen. dargestellten Verlauf entspricht, sollte es mdog-
Abb. 17. Abhangigkeit der Kern- liCh sein, durch Uberspringen des Gebietes merk-
" zahl von der Temperatur. lichen spontanen Kristallisationsvermégens den
glasigen Zustand zu erhalten.

G. TammaNN1) konnte in der Tat von 153 organischen Stoffen schon bei
nicht besonders hoher Abkiihlungsgeschwindigkeit etwa 389, auf Zimmertem-
peratur unterkiihlen, ohne daB eine Kernbildung eingetreten war. Bei schrofferer
Abkiithlung lieBe sich die Zahl der zum Glas zu unterkiihlenden Stoffe sicherlich
bedeutend steigern.

Die in Abb. 17 dargestellte Temperaturabhingigkeit der Kernzahl 148t sich
in einfacher Weise deuten. Entsprechend der mit fortschreitender Unterkiihlung
wachsenden Differenz der G-Werte der isotropen und anisotropen Phase nimmt
die Instabilitdt der unterkiihlten Schmelze zu. Daher ist ein Anstieg der Kern-
zahl mit der Unterkithlung zu erwarten, sofern nicht Anderungen der physika-
lischen Eigenschaften der Schmelze mit sinkender Temperatur die Kernbildung
erschweren. Eine solche Behinderung der Kernbildung hat die mit sinkender
Temperatur zunehmende Viskositit der Schmelze zur Folge. Bei sehr starker
Unterkithlung wird die innere Reibung so groB8 werden, daf} eine Umgruppierung
der ungeordneten Molekiile zur gesetzmiBigen Anordnung des anisotropen Zu-
standes nicht mehr stattfinden kann. Hierdurch erklirt sich die Abnahme der
mit der Unterkithlung zunichst stark ansteigenden Kernzahl mit weitersinkender
Temperatur.

Die Beobachtung, dafl bei vielen Stoffen die Kernbildung in merklichem
MaBe erst bei groSerer Unterkithlung einsetzt, hat W. OstwaLrp?) dahin gedeutet,
daB es dicht unterhalb des Schmelzpunktes ein Unterkiihlungsintervall mit
der Kernzahl Null gebe. In diesem ,,metastabilen” Gebiet, dessen Ausdehnung
er fiir Phenol z. B. zu 18° annimmt, soll nur die Berithrung mit der anisotropen
Phase eine Kristallisation der Schmelze einleiten kénnen. P. OTHMER3) zeigte
jedoch, daf auch in diesem Gebiet nach lingerem Warten noch Kerne beobachtet
werden kénnen. So stellte er bei der Laurinsiure schon 0,4 ° unterhalb des Schmelz-
punktes den ersten Kern fest. Da mit abnehmender KorngroBe des Kristalls
seine Gleichgewichtstemperatur mit der Schmelze erniedrigt wird4), so konnte
bei der geringen Grofe der Kristallisationszentren dicht unterhalb des normalen

-~ Hernzohl

1) G. TamManN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 25, S. 472. 1898.
2) W. OstwaLD, ZS. f. phys. Chem. Bd. 21, S. 289. 1897.
3) P. OTHMER, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 91, S.209. 1915.
%) F. MEISSNER, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 110, S. 169. 1920.
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Schmelzpunktes ein Gebiet bestehen, in dem sich Kerne nicht bilden kénnen.
Dieser Bereich wird aber iiber wenige Zehntelgrade kaum hinausgehen kénnen.
Die Kenntnis seiner GroBe und der Beziehung zwischen Korngré8e und Schmelz-
punktserniedrigung wiirde einen SchluB auf die GroBe der Kristallisationskerne
gestatten. Im Gebiet kleiner Kernzahl kann die Kristallisation eingeleitet werden,
indem man die unterkithlte Schmelze impft. Das geschieht dadurch, daf3 man einen
Kristall — nach JoHNSEN?) geniigen dazu z. B. fiir Natriumchlorat 10-g —
in die Schmelze bringt. Als Impfkern kann nicht nur ein Kristall desselben Stoffes
dienen, sondern auch isomorphe Kristalle kénnen die Kristallisation der unter-
kithlten Schmelze einleiten.

y) EinfluB des Druckes und von Beimengungen auf die Kern-
zahl. Der Druck iibt nach Versuchen von M. HASSELBLATT?) einen sehr geringen
EinfluB auf das spontane Kristallisationsvermdégen aus.

Beimengungen wirken in sehr verschiedener Weise auf die Bildung von
Kernen. Losliche Zusitze bedingen zum Teil eine Verschiebung der Temperatur
des Kernzahlmaximums, zum Teil dndern sie nur mehr oder weniger stark die
GroBe desselben. Aber auch der Zusatz von unléslichen Beimengungen, ja sogar
die Einfithrung sorgfiltig gereinigter Metalldrihte beeinflussen die Kernzahl-
werte, u. U. in ganz auBerordentlichem AusmaBe. Die Temperatur des Maxi-
mums der Kernzahl zeigt in diesem Falle nur unbedeutende Verschiebungen.
Stets wurde beobachtet, daB die sich bildenden Kerne nicht im Zusammenhang
mit den eingefithrten unloslichen Partikeln stehen; es handelt sich also nicht um
eine Einleitung der Kristallisation durch Keime wie beim Impfen 3).

Von EinfluB auf die Kernzahl ist ferner die thermische Vorbehandlung der
Schmelze. Steigerung der Hochsttemperatur der Schmelze vor der Unterkiih-
lung wirkt ebenso wie eine Verlingerung der Erhitzung stark vermindernd auf
die Kernzahl. .

16. Die Kristallisationsgeschwindigkeit. «) Die Kristallisations-
geschwindigkeit in den verschiedenen kristallographischen Rich-
tungen. Ist die Wachstumsgeschwindigkeit eines Kristalles in allen Richtungen
die gleiche, so muf3 er sich als kugelférmiges Gebilde ausscheiden. Derartige
Wachstumserscheinungen sind von R. NACKEN 4) in nur ganz wenig unterkiihlten
Schmelzen beobachtet worden. Mit zunehmender Unterkithlung treten an der
kugelférmigen Oberfliche zunichst vereinzelte, dann zahlreicher werdende Ab-
flachungen wegen der sich ausbildenden Unterschiede der Wachstumsgeschwin-
digkeiten in den verschiedenen kristallographischen Richtungen auf.

H. MOLLER) hat beim Salol die lineare Kristallisationsgeschwindigkeit auf
finf verschiedenen Kiristallflichen in Abhingigkeit von der Temperatur ge-
messen. In der Nihe des Schmelzpunktes besitzen alle Flichen annihernd die
gleiche Kristallisationsgeschwindigkeit. Dagegen treten mit zunehmender Unter-
kithlung immer stirkere Unterschiede auf den einzelnen Flichen hervor. Der
Habitus der bei den verschiedenen Temperaturen gebildeten Kristalle wird durch
das jeweilige Verhiltnis der Wachstumsgeschwindigkeiten der verschiedenen
Kristallflaichen bestimmt. Mit sinkender Temperatur dringen die Flichen gréBerer
Kristallisationsgeschwindigkeit die langsamer wachsenden immer mehr zuriick;
der Kristall wird flichenidrmer®).

1) JomnsgN, Centralbl. f. Min. Bd. 18, S. 87. 1917.

2) M. HasseLBLATT, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 119, S. 353. 1921.

%) G. TaMMANN, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 91. S.241. 1915. Aggregatzustande, S. 228.

4) R. NackEiN, N. Jahrb. f. Min. 1915 II, S. 133; 1917, S. 191.

5) H. MOLLER, Centralbl. f. Min. 1925, A, S. 131—143.

6) H. MOLLER, Die Gesetze des Keim- und Kristallwachstums mit besonderer Beriick-
sichtigung der Keimauslese und des orientierten Kristallwachstums. Diss. Greifswald 1924.

6*
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p) Die Temperaturabhingigkeit der Kristallisationsgeschwin-
dlgkelt In besonders einfacher Weise 148t sich die Abhangigkeit der jeweils
groBten linearen Kristallisationsgeschwindigkeit iiber ein weites Temperatur-
gebiet verfolgen. Die ersten Versuche rithren von D. GERNEZ1) und B. MOORE 2)
her. Der zu untersuchende Stoff wurde in einem U-férmigen Glasrohr mit Lingen-
einteilung eingeschmolzen und die Schmelze bis zu der Versuchstemperatur
unterkithlt. Dann wurde an dem einen Ende die Kristallisation durch Impfen
eingeleitet und das Fortschreiten der sichtbaren Grenze zwischen Kristall und
Schmelze beobachtet. Die so gemessene Kristallisationsgeschwindigkeit nahm

| | mit fallender Temperatur, d.h. wach-

XS ‘ i sender Unterkiithlung zu. Diese Fest-
-§_§, ! i | stellung stand in schroffem Gegen-
EE : ! satz zu den sonstigen Beobachtungen
§§ ! ! ! iiber die Temperaturabhingigkeit
g | ; : o von Geschwindigkeiten molekularer
B } | i Umsetzungen. Erst G.TAMMANNS auf

A | Unterseiblungen | i £ _ ein weiteres Unterkithlungsintervall

~—Schmelzpunkt i ] ausgedehnte Untersuchungen und
Abb. 18. Abhangigkeit der Kristallisations- 3ie von ihm gegebenen Deutungen

geschwindigkeit von der Temperatur. brachten Aufklirung®). Seine Mes-
sungen bestitigten fiir kleine Unterkiihlungen die Beobachtungen von D. GERNEZ
und B. Moore; er stellte aber bei geniigend weitgehender Unterkithlung eine
Wiederabnahme der Kiristallisationsgeschwindigkeit u. U. bis zu verschwin-
dend kleinen Werten fest. In Abb. 18 ist schematisch die Temperatur-
abhingigkeit der Kristallisationsgeschwindigkeit wiedergegeben, wie sie' bei
Benzophenon festgelegt worden ist, das sich durch gute Unterkithlungsfihigkeit,
bis um etwa 100°, auszeichnet.

TamMmaNN unterscheidet fiinf Unterkithlungszonen A bis E, die sich durch
besondere Kristallwachstumsbedingungen kennzeichnen lassen. Im Gebiete 4,
1 bis 5° unterhalb des Schmelzpunktes, bilden sich flichenreiche, zur Rohrachse
verschieden gerichtete Kristalle. Etwaige Konvektionsstrome, Beimengungen,
wie auch der Rohrdurchmesser beeinflussen in starkem MaBe die Versuchs-
ergebnisse. Man erhilt infolgedessen hier wenig iibereinstimmende Werte. Im
Gebiete B, 5 bis 30° unterhalb des Schmelzpunktes haben sich bereits groBere
Unterschiede der Wachstumsgeschwindigkeiten auf den einzelnen Kristallflichen
herausgebildet. Die Kristallisation erfolgt vornehmlich in einer Richtung, der
‘der groBten Kristallisationsgeschwindigkeit. Daher scheiden sich hauptsichlich
in der N#ahe der Rohrwandung parallel der Rohrachse wachsende Kristallfiden
aus. Die Kristallisation der inneren Schichten der Schmelze bleibt gegen die der
Randschicht zurtick. Im Gebiete C schieben sich gleichzeitig mit der Kristalli-
sation der Randschicht auch in den zentralen Zonen des Rohres Kristallfiden
vor, die mit wachsender Unterkiihlung den Querschnitt immer dichter erfiillen.
Im Gebiete D werden vielfach mit der Versuchsdauer ansteigende Werte der
‘Kristallisationsgeschwindigkeit beobachtet. Die Anfangsgeschwindigkeiten, die
anmittelbar nach dem Einleiten der Kristallisation gemessen werden, sind stark
durch die Versuchsbedingungen, in erster Linie durch die Wirmeableitung be-
einfluBt. In der letzten Zone E ist zwischen den einzelnen Kristallfiden
keine Fliissigkeit mehr vorhanden. Die Grenzfliche zwischen der Schmelze

1) D. Ger~nez, C. R. Bd. 95, S.1278. 1882.

2) B. Moorg, ZS. f. phys. Chem. Bd. 12, S. 545. 1893.

%) G. Tammany, ZS. f. phys. Chem. Bd. 23, S. 326. 1897; Bd. 26, S. 306. 1898; Bd. 29,
S. 52. 1899; Bd. 81, S. 171. 1912,
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und den Kristallen ist konvex zur Schmelze gekriimmt, da die Abkiih-
lung der duBeren der Rohrwandung benachbarten Schichten stdrker als die
der inneren ist.

y) Erklirung der Temperaturabhingigkeit der Kristallisations-
geschwindigkeit. Der Erklirung TAMMANNS fiir die eigenartige Temperatur-
abhingigkeit der Kristallisationsgeschwindigkeit liegt die Annahme zugrunde;
daB an der Berithrungsfliche von Schmelze und Kristall die Schmelztempe-
ratur herrscht, so lange die gemessene lineare Kristallisationsgeschwindig-
keit ansteigt bzw. ihren Hochstwert beibehdlt. Die Temperatursteigerung
der Grenzfliche gegeniiber dem Bade ist eine Folge der bei der Kristallisa-
tion freiwerdenden Wirmemenge. Die in Abb. 18 dargestellte Abhingigkeit
der Kristallisationsgeschwindigkeit von der Badtemperatur 1i8t sich dann
durch die Wirmeableitungsbedingungen erkliren, die durch die unterschied-
lichen Kristallwachstumserscheinungen in den einzelnen Unterkiithlungszonen
bestimmt sind.

Im Gebiete C der konstanten linearen Kristallisationsgeschwindigkeit ver-
schieben sich die Stirnflichen der am schnellsten wachsenden Kristallfiden in
der unterkiihlten Schmelze entsprechend der von TAMMANN angenommenen
Temperaturkonstanz der Grenzfliche mit einer der Kristallfliche eigentiimlichen
Geschwindigkeit. Mit sinkender Badtemperatur erfordert die gréBere Unter-
kithlung und die dadurch bedingte stirkere Wirmeableitung das Freiwerden
einer groBeren Wiarmemenge, um die Grenzfliche Kristall-Schmelze auf die
Schmelztemperatur zu bringen. Entsprechend wird im Gebiete C die Vermehrung
der sich ausscheidenden Kristallfdden mit sinkender Badtemperatur beobachtet.
Die untere Grenztemperatur des Gebietes C ist dadurch gekennzeichnet, daf3
der ganze Rohrquerschnitt von Kristallfaden erfiillt ist, die mit gleicher Geschwin-
digkeit in die Schmelze hineinwachsen. Wird die Unterkiihlung noch gréBer,
so reicht die freiwerdende Schmelzwirme nicht mehr aus, um die Grenzschicht
Schmelze-Kristall auf die Schmelztemperatur zu erwirmen. Infolgedessen ver-
mag sich diese nicht mehr mit der der Schmelztemperatur eigenttimlichen Ge-
schwindigkeit vorzuschieben, wodurch die Abnahme der Kristallisationsgeschwin-
digkeit in den Gebieten D und E erklirt wird. Bei schlechter Warmeableitung,
wie sie z. B. in einem Glasrohr gegeben ist, kann im Gebiete D mit langerer Zeit-
dauer des Versuches eine Vorwirmung der Schmelze eintreten, als deren Folge
ein Wiederanstieg der Kristallisationsgeschwindigkeit bis zu dem Hochstwerte
des Gebietes C méglich ist. Bei Verbesserung der Wirmeableitung, wie sie sich
z. B. durch Ersatz des Glasrohres durch ein gut leitendes Metallrohr erzielen
14Bt, tritt ein solcher Anstieg nicht ein. Wiirde sich in den Gebieten A und B
die Kristallisationsgrenze mit der gleichen Geschwindigkeit wie im Gebiete C
vorschieben, so wiirde die Wirmeableitung infolge der geringen Temperatur-
differenz des Bades gegen die Schmelztemperatur nicht ausreichen, die freiwer-
dende Schmelzwirme abzuleiten. Infolgedessen kénnen hier die Kristalle nicht
mit der maximalen Geschwindigkeit wachsen, wie sie im Bereiche C beobachtet
wird, da sonst eine Uberhitzung der Grenzschicht iiber die Schmelztemperatur
hinaus erfolgen wiirde.

Die in Abb. 18 wiedergegebene Kurve stellt also nicht die Abhingigkeit
der Kristallisationsgeschwindigkeit von der Temperatur der Grenzschicht Schmelze-
Kristall dar, bei der sich die Umlagerung der Molekiile der isotropen Phase zur
Raumgitteranordnung der anisotropen Phase vollzieht. In Abhingigkeit von
der in der Grenzschicht herrschenden Temperatur wiirde die Kristallisations-
geschwindigkeit wie die Geschwindigkeit jeder molekularen Umsetzung mit
sinkender Temperatur abnehmen.
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R. Nacken?) suchte die Auffassung TaMMaNNS, daBl im Gebiete der maxi-
malen Kristallisationsgeschwindigkeit in der Grenzschicht die Schmelztemperatur
herrscht, experimentell zu priifen. Er stellte bei seinen Temperaturmessungen,
die er in moglichster Ndhe der Grenzfliche Kristall-Schmelze ausfithrte, stets
niedrigere Werte als die Schmelztemperatur fest. Er deutet diese Versuchs-
ergebnisse als Widerlegung der Annahme TAMMANNS und erklirt den Anstieg
der Kiristallisationsgeschwindigkeit mit der Unterkiithlung durch das mit der
Entfernung von der Gleichgewichtstemperatur steigende Bestreben, in den
stabileren Zustand iiberzugehen. Den Abfall der Kristallisationsgeschwindigkeit
bei stidrkeren Unterkiithlungen fithrt er auf die in der Fliissigkeit mit sinkender
Temperatur wachsenden Hemmungen des Kristalliasationsvorganges zuriick.
TamMANN?2) hilt demgegeniiber an seiner Auffassung fest. Er erachtet die Ver-
suchsanordnung NACKENS nicht fiir einwandfrei, da die Dicke der Thermo-
elementdrihte bei weitem die der Grenzschicht iibertrifft. Erst Messungen mit
Thermoelementen abnehmender Dicke und Extrapolation auf verschwindende
Abmessungen desselben wiirden die wahre Temperatur der Grenzfliche ergeben.

0) EinfluB der chemischen Natur, der Beimengungen und des
Druckes auf die Kristallisationsgeschwindigkeit. Die GréBe der maxi-
malen linearen Kristallisationsgeschwindigkeit ist bei den einzelnen Stoffen sehr
verschieden. Bei der iiberwiegenden Mehrzahl der untersuchten organischen
Stoffe und einer Reihe von Salzhydraten, die sich durch gute Unterkithlungs-
fahigkeit auszeichnen, wurden Werte in den Grenzen von wenigen Millimetern
pro Minute bis zu mehr als 1100 mm/min gemessen. Die GroBle der maximalen
linearen Kristallisationsgeschwindigkeit ist bestimmend fiir den Verlauf der
Kurve, die die Temperaturabhingigkeit der Kristallisationsgeschwindigkeit von
der Badtemperatur darstellt. Die in Abb. 18 wiedergegebene Form tritt nur bei
Stoffen mit einem Hochstwert der Kristallisationsgeschwindigkeit von mehr als
5mm/min auf Bei sehr kleinen maximalen Kristallisationsgeschwindigkeiten
(< 3 mm/min) zieht sich das Gebiet dieses Hochstwertes infolge der Verringerung
der in der Zeiteinheit an der Kristallisationsgrenze freiwerdenden Wirmemenge
zu einem Punkte zusammen.

Das beschriebene Verfahren der Bestimmung der Kristallisationsgeschwindig-
keit 148t sich nur bei durchsichtigen Schmelzen anwenden.

Einen Anhalt iiber die GroBe der Kristallisationsgeschwindigkeiten der
Metalle haben Messungen von J. CzoCHRALSK1®) gegeben. Nach dem von ihm
angegebenen Verfahren kann man aus einer nur wenig iiber die Erstarrungstem-
peratur erhitzten Metallschmelze Kristallfiden herausziehen, die sich als Ein-
kristalle erweisen. Steigert man die Ziehgeschwindigkeit bis zum Abreifien des
Fadens, so hat man in der Endgeschwindigkeit ein MaB fiir die Kristallisations-
geschwindigkeit des Metalles unter den gegebenen Bedingungen. Bei Zink, Zinn
und Blei fand CzoCHRALSKI nach diesem Verfahren Werte zwischen 90 und
140 mm/min. Da bhei diesen Versuclen die Kristallisation in unmittelbarer
Nihe der Schmelztemperatur vor sich geht, stellen die erhaltenen Werte keines-
wegs die Hoéchstwerte der Kristallisationsgeschwindigkeiten dar. Daf$ schon bei
geringfiigigen Unterkiihlungen so erhebliche Werte der Kristallisationsgeschwin-
digkeiten gefunden worden sind, deutet in Ubereinstimmung mit den Erfahrungen
iiber die Kristallisation von geschmolzenen Metallen auch bei schroffster Ab-
schreckung darauf hin, daB die Kristallisationsgeschwindigkeiten der Metalle

1) R. NackeN, N. Jahrb. f. Min. 1915 II, S. 133; 1917, S. 191.
2) G. TAMMANN, Aggregatzustinde, S.251, Anm.

3) J. CzocuraLrski, ZS. f. phys. Chem. Bd. 92, S.219. 1918; Moderne Metallkunde,
Berlin 1924, S. 76.
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von einer héheren GroBenordnung sind, als sie bei gut unterkiihlbaren orga-
nischen Stoffen, Salzhydraten und Glisern gemessen sind.

Aquimolekulare Zusitze nichtisomorpher Beimengungen erniedrigen die
Schmelztemperatur um gleiche Betrige. E. v. PICKARDT!) fand, dal bei der
iiberwiegenden Mehrzahl der von ihm untersuchten Zusitze zum Benzophenon
dessen Kristallisationsgeschwindigkeit durch &dquimolekulare Mengen um an-
gendhert gleiche Betrige herabgedriickt wird. Da sich somit die Schmelztem-
‘peratur als bestimmend fiir den Wert der maximalen Kristallisationsgeschwindig-
keit erweist, bedeuten diese Feststellungen v. PICKARDTS eine Stiitze der Auf-
fassung TamMMaNNs, daB die Kristallisation einer unterkiihlten Schmelze im Ge-
biete der ansteigenden oder gleichbleibenden Kristallisationsgeschwindigkeit bei
der Schmelztemperatur erfolgt.

Auch die Beobachtungen iiber die Beeinflussung der maximalen Kristalli-
sationsgeschwindigkeit durch isomorphe Zusitze stehen mit dieser Auffassung
in Einklang. Hat bei Mischkristallen die Komponente mit dem hdheren Schmelz-
punkt auch die gréBere Kristallisationsgeschwindigkeit, so ist fiir die bei den
einzelnen Konzentrationen auftretenden Hochstwerte die Temperatur an der
Kristallisationsgrenze maBgebend. Die Kurven, welche die Abhingigkeit der Kri-
stallisationsgeschwindigkeit von der Zusammensetzung darstellen, haben nach
Untersuchungen von A. BoGOJAWLENSKI?) sowie von M. HASSELBLATT?) einen
ahnlichen Verlauf wie die durch die Mitten der Schmelzintervalle gelegten Kur-
ven. Beim Auftreten einer Mischungsliicke nimmt die Kristallisationsgeschwindig-
keit ebenfalls in Ubereinstimmung mit dem Verlauf der Schmelzkurven von den
Komponenten aus nach mittleren Konzentrationen zu stark ab. Ist jene Be-
dingung nicht erfiillt, so kann der Einflu8 der Temperatur der Krlstalhsatlons-
fliche durch andere Einfliisse iiberdeckt werden.

Der Druck &ndert die Art des Verlaufes der Temperaturabhingigkeit der
Kristallisationsgeschwindigkeit bis zu 1000 kg/cm? nicht4). Die maximale Kri-
stallisationsgeschwindigkeit nimmt bei den meisten Stoffen mit dem Drucke ab,
bei einigen bleibt sie unverindert, nur in einem Falle, beim Ca(NO,),'4 aq, ist
ein merklicher Anstieg beobachtet worden. Wiirde auch in diesem Falle die
Schmelztemperatur vornehmlich fiir die GréBe der Kristallisationsgeschwindig-
keit bestimmend sein, so wire in der Mehrzahl der Fille entsprechend der Schmelz-
punktssteigerung durch den Druck ein Anwachsen der Kristallisationsgeschwin-
digkeit zu erwarten. Offensichtlich iiberwiegt der die Kristallisationsgeschwindig-
keit herabsetzende EinfluBl des Druckes die Wirkung der Anderung der Schmelz-
temperatur.

17. Bedingungen der Unterkiihlungsfahigkeit einer Schmelze. Die GriéBe
der Kernzahl und der Kristallisationsgeschwindigkeit und die gegenseitige
Lage der Temperaturbereiche, in denen diese merkliche Werte haben, sind
entscheidend dafiir, ob eine Schmelze bei der Abkithlung unter den Schmelz-
punkt zur Kristallisation kommt, oder ob sie zum amorphen Glase unterkiihlt
werden kann.

Das Gebiet der merklichen Kristallisationsgeschwindigkeit liegt stets dicht
unterhalb des Schmelzpunktes. Entstehen Kristallisationskerne erst bei tieferen
‘Temperaturen (Abb. 19, Kurve 1), so wird bei nicht zu langsamer Abkiihlung
eine spontane Kristallisation der Schmelze nicht mehr eintreten, da die gebil-
deten Kerne wegen der verschwindenden Kristallisationsgeschwindigkeit nicht

1) E. v. PickarpT, ZS. f. phys. Chem. Bd. 42, S. 17. 1903.

2) A. BoGOJAWLENSKI, Ber. d. naturf. Ges. Dorpat Bd. 15, S. 4. 1906.
3) M. HasseLBLATT, ZS. f. phys. Chem. Bd. 83, S. 1. 1913.

%) M. HasseLBLATT, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 119, S. 353. 1921.
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weiterwachsen. Die Schmelze wird sich bei gentigend schneller Abkiihlung zum
Glase unterkiihlen lassen.

Ganz anders liegen die Verhiltnisse in dem durch Kurve 2 veranschaulichten
Falle. Bei nicht zu schneller Abkiithlung muB3 mit sinkender Temperatur not-
wendig eine Kristallisation der Schmelze eintreten, da die in groBer Zahl sich
bildenden Kerne sofort mit der maximalen Kristallisationsgeschwindigkeit
weiterwachsen kénnen. Da nun die Zahl der Kerne von der Zeitdauer abhingig
ist, wihrend der die unterkiihlte Schmelze im Bereiche der Kurve 2 bei der Ab-
kithlung verweilt, kann sie durch Beschleunigung der Abkiihlung verringert
werden. Je groBer die Werte der Kernzahl und der Kristallisationsgeschwindigkeit

Hristallisotions - sind, um so schwieriger wird es sein, den
eschwind|gheit Stoff durch beschleunigte Abkiithlung
zum Glase zu unterkiihlen.
Hernzahl Umgekehrt sind Stoffe mit kleiner
Kernzahl und Kiristallisationsgeschwin-
digkeit, besonders im Falle, daf3 die Ge-
s T Dbiete ihrer Hochstwerte nicht zusammen-
Abb. 19. Unterkihlungsfahigkeit von Stoffen. fallen, zuweilen nur schwer zur Kristalli-
sation zu bringen. Ohne genau iiber die
Lage der Gebiete merklicher Kristallisationsgeschwindigkeit und Kernzahl unter-
richtet zu sein, kann man in diesen Fillen eine spontane Kristallisation dadurch
erzwingen, daB man in einer Fliissigkeitssiule des betreffenden Stoffes ein Tem-
peraturgefille vom Schmelzpunkt zu tieferen Temperaturen hin erzeugt. Die
Kristallisation wird dann an der Stelle einsetzen, an der Kernzahl und Kristalli-
sationsgeschwindigkeit gleichzeitig moglichst groBe Werte haben?). ’

18. Die Uberhitzung von Kristallen. Im Gegensatz zur Unterkiihlungs-
fahigkeit vieler Stoffe im isotropen Zustande ist fiir die anisotrope Phase eine
Uberschreitung der Schmelzkurve ohne gleichzeitiges Schmelzen niemals beob-
achtet worden. Das Bestehen eines Kristalls im Bereiche des Zustandsfeldes
der fliissigen Phase im metastabilen Zustande ist demnach nicht méglich., Wah-
rend bei der Kristallisation der Ubergang der Phasen nur in bestimmten Punkten,
den Kristallisationszentren, einsetzen kann, geht offenbar das Schmelzen eines
Kristalls nach Uberschreiten der Schmelztemperatur nicht von einzelnen, son-
dern spontan von allen Punkten seiner Oberfliche gleichmaBig vor sich.

G. TAMMANN?) nimmt an, daB in der Nihe der Gleichgewichtstemperatur,
ganz entsprechend wie bei der Kristallisation, an der Grenzflache Kristall-Schmelze
die Schmelztemperatur herrscht. Der Schmelzvorgang wird alsdann durch die
der Schmelztemperatur entsprechende Schmelzgeschwindigkeit, die gleich der
maximalen linearen Kristallisationsgeschwindigkeit angenommen wird, und durch
die Bedingungen des Wirmeflusses geregelt. Wahrend aber bei der Kristalli-
sation der mit sinkender Temperatur wachsende WirmeabfluB bei geniigend
groBen Unterkithlungen zu einer Erniedrigung der Temperatur der Grenzfliche
und damit einer Abnahme der Kristallisationsgeschwindigkeit fithrt, wiirde beim
Schmelzen mit wachsender Uberhitzung des Kristalls eine Steigerung der Tem-
peratur der Grenzfliche eintreten, infolge deren die Schmelzgeschwindigkeit
dauernd ansteigen wiirde. Bestimmend fiir den Grad der mdglichen Uberhitzung
eines Kristalls ist also seine maximale Kristallisationsgeschwindigkeit; nur bei
sehr kleinen Werten derselben wird die Uberhitzung merkliche Betrige annehmen
kénnen. Da dieselbe aber nur unter gleichzeitigem Schmelzen moglich ist, wird
der iiberhitzte Kristall sich nur kurze Zeit in der Schmelze halten.

1) G. TAMMANN, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 87, S.248. 1914.
2) G. TAMMANN, Aggregatzustinde, S. 274.
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19. Entglasen. Ist die Schmelze iiber das Gebiet der merklichen Kernbil-
dung hinaus unterkiihlt worden, so ist sie als Glas iiber lange Zeiten bestindig.
Wenn sich auch in einem solchen unterkiihlten Glase im Laufe der Zeit Kristalli-
sationskeime bilden werden, so bleiben dieselben wegen ihrer geringen Wachs-
tumsgeschwindigkeit unmerkbar klein. Ihr Vorhandensein ist aber durch eine
geniigend hohe Erwirmung nachzuweisen, bei der ein Anwachsen der bei tieferer
Temperatur gebildeten Kerne erfoigt. Hierher gehért die bekannte Erscheinung
des Entglasens lang aufbewahrter Glasvorrite; bei der Erwirmung treten in-
folge des Anwachsens der Kristallisationskerne Spannungen in dem Glase auf,
die zum Zerspringen desselben fithren kénnen. Diese Beobachtungen bestitigen,
daB selbst Gliser, die sich durch eine hohe Bestindigkeit auszeichnen, instabile
Phasen sind und sich in die stabile anisotrope Phase umzuwandeln bestrebt sind.

Erfolgt das Anwachsen der in dem Glase gebildeten Kerne bei hoherer Tem-
peratur mit groBer Kristallisationsgeschwindigkeit oder tritt in einem durch
schroffes Abschrecken gebildeten Glase bei héherer Temperatur die Bildung zahl-
reicher, schnell wachsender Kerne ein, so kann infolge der freiwerdenden Kristalli-
sationswirme ein starker Temperaturanstieg eintreten. Bei der Erwirmung
von glasigem Natriummetasilikat (Na,SiO;) wurde eine spontane Temperatur-
steigerung um mehr als 200° infolge der lebhaft einsetzenden Kristallisation
beobachtet?).

20. Die Deformation von Kristallen. Zwischen dem isotropen und an-
isotropen Zustande besteht auch hinsichtlich der Forminderungsfihigkeit und
des Forminderungsmechanismus ein grundsitzlicher Unterschied. Deswegen
kann die an den fliissigen Zustand erinnernde Plastizitit kristalliner Phasen,
die mit Annidherung an den Schmelzpunkt stark anwichst, nicht als Stiitze fiir
die Auffassung der Moglichkeit eines kontinuierlichen Uberganges der beiden
Phasen gedeutet werden (vgl. Ziff. 5).

In Fliissigkeiten bzw. Schmelzen bewegen sich die einzelnen Atome oder
Molekiile unter der Einwirkung duBerer Krifte, der durchaus regellosen Vertei-
lung entsprechend, auf beliebig gestalteten Bahnen. Mit zunehmender Unter-
kiithlung steigt die innere Reibung, bis schlieBlich die Molekiile keine Bewegungs-
fahigkeit gegeneinander mehr besitzen; die Schmelze ist zum harten und spréden
Glase erstarrt. Wahrend der Stoff im kristallisierten Zustande bei entsprechenden
Temperaturen dhnliche Werte der Hérte und Festigkeit zeigt, besitzt er zum
Unterschiede vom glasig amorphen Zustande vielfach eine betrichtliche plastische
Forminderungsfihigkeit. Die Forméinderungen unter der Wirkung #uBlerer
Krifte kénnen ein solches AusmaB annehmen, dal man von einem ,,FlieBen
des kristallinen Stoffes spricht. Esist moglich, durch Anwendung geniigend hoher
Drucke Eis und eine Reihe von Metallen bei Raumtemperatur, andere erst bei
erhohter Temperatur, durch eine diinne Diise zu pressen?). Auch seien in diesem
Zusammenhang die Bewegungen-des Gletschereises unter der Wirkung seiner
eigenen Schwere erwihnt.

Diese an die Beweglichkeit viskoser Fliissigkeiten erinnernde Forménderungs-
fahigkeit hat vielfach zu der Auffassung gefithrt, daB die Forminderusigen der
kristallisierten Stoffe unter voriibergehendem Schmelzen und nachfolgendem
Wiedererstarren vor sich gehen. J.H. PoyNTING®), W. OsTWALD4) und P. N16GL1%)
haben auf verschiedenen Wegen thermodynamische Berechnungen durchgefiihrt,

© 1) G. TAMMANN, Aggregatzustiande, S.272.
%) G. TAMMANN, Aggregatzustande, S. 198. . .
3) J. H. PoyNTING, Phil. Mag. (5) Bd. 12, S. 32. 1881.
4) W. OstwaLD, Lehrb. d. allg. Chem. Bd. II 2, S. 374. 1902.
5) P. NigGri, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 91, S. 107. 1918%.
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nach denen unter der Wirkung eines nicht allseitigen Druckes der Schmelzpunkt
sehr stark herabgedriickt werden soll. Unter Beriicksichtigung, daB auch unter
Wirkung einseitigen Zwanges stets die Gleichgewichtsbedingungen zwischen
Kristall und Schmelze erfiillt sein miissen, sind J. W. GiBBs?) und E. RIECKE %)
zu dem abweichenden Ergebnis gekommen, daB bis zur Elastizitdtsgrenze ge-
steigerte Druck- und Zugbeanspruchungen von Kristallen, die mit ihrer Schmelze
im Gleichgewicht sind, die Schmelzpunktskoordinaten nur innerhalb der Fehler-
grenzen der Bestimmungsverfahren beeinflussen. Gegen die Auffassung, daB
die Forméinderungen kristalliner Stoffe unter voriibergehendem teilweisen Schmel-
zen und Wiederkristallisieren vor sich gehen sollen, spricht weiterhin die Ande-
rung der mechanischen Eigenschaften der Metalle infolge von bei Raumtempe-
ratur vorgenommenen Verformungen. Es tritt eine mit der Forminderung
steigende Erhéhung der Festigkeitseigenschaften unter gleichzeitiger Abnahme
der Forménderungsfihigkeit ein, die durch die Annahme der teilweisen Umschmel-
zung des Stoffes eine Erklarung nicht finden kann.

Somit miissen offenbar andere Vorginge die starken Forménderungen
kristalliner Stoffe ermoglichen. Deren eingehendes Studium hat gezeigt, daB
in den einzelnen Kristallen nach ganz bestimmten, durch den Raumgitteraufbau
gegebenen Ebenen Verschiebungen stattfinden. Dabei unterscheidet man zwischen
,,Translation’, bei der auBer dem Raumgitteraufbau auch die Orientierung
der gegeneinander verschobenen Teile des Kristalls erhalten bleibt, und ,,ein-
facher Schiebung”, bei der der abgeschobene Kristallteil in die Zwillingsstellung
zur Ausgangsstellung umklappt. Je zahlreicher und je leichter sich in einem
kristallinen Stoff Gleitflichen bilden, um so leichter wird er plastlsche Ver-
formungen erleiden.

Auf dieser Grundbeobachtung der Gleitung baut sich die von G. TAMMANN 3)
gegebene Deutung der Kaltverformung und Kalthirtung von Metallen auf, die
als Translationstheorie bekannt geworden ist. Die Deformierbarkeit
eines Metalles ist bestimmt durch seine Fihigkeit, Gleitflichen zu bilden. Tam-
MANN hat dariiber hinaus ein Bild fiir den Mechanismus der bei der Kaltverfor-
mung beobachteten starken Verfestigung gegeben. Die Kraft, bei der eine
‘Gleitung in einem Kristall stattfindet, hingt von der Orientierung der in ihm
moglichen Gleitebenensysteme zur Richtung der duBeren Kraft ab. In den
regellos gelagerten Kristalliten eines Metalles treten daher die Verschiebungen
nach und nach ein, und zwar in den am giinstigsten gelegenen zuerst. Eine weitere
Forminderung ist erst moglich, wenn die duBere Kraft soweit gesteigert wird,
daB in neuen, bisher durch die Lage der Gleitebenensysteme geschiitzten Kristall-
kornern Verschiebungen vor sich gehen. So muB die duBere Kraft, die zum Fort-
schreiten der plastischen Deformation erforderlich ist, stindig ansteigen, bis
schlieBlich auch in den am ungiinstigsten gerichteten Kristalliten die Bedingung
fiir ein Eintreten der Gleitung erfiillt ist. Die allein auf dem Raumgitteraufbau
der Metallkristalle und der Beobachtung der Gleitung aufbauende Translations-
hypothese TAMMANNS gestattet also die Erklirung einer gewissen Kaltver-
festigung. Das wesentliche Kennzeichen dieser Translationshypothese ist, daf
der Raumgitteraufbau in der Gleitfihigkeit einen Schutz gegen Zerstérung be-
sitzt und daher auch bei weitgehender Verformung unverindert erhalten bleibt.

J. CzocuraLski4) lehnt dagegen die Grundlage der Translationshypothese,
die Erhaltung des Raumgitters bei der Kaltverformung, ab. Bei der plastischen

Y
%)
)
)

4

J. W. GiBss, Scient. Pap. Bd. I, S. 148ff.

E. Riecke, Wiedem. Ann. Bd. 54, S. 731. 1895.

G. Tammann, Lehrb. d. Metallogr., 3. Aufl., Leipzig 1923, S. 641f.
S. z. B. J. CzocurAaLsKI, Moderne Metallkunde, Berlin 1924.

]
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Forminderung sollen Stérungen (Verlagerungen) des Gitters eintreten, die mit
steigender Verformung bis zur vollstindigen Zerstérung des Raumgitters fithren
konnen. Mit dieser Raumgitterverlagerung werden die Anderungen der mecha-
nischen Eigenschaften erklirt. :

Ausgehend von der Auffassung von G. J. BeiLBy?!), daB beim Polieren
einer Metallfliche das Metall in einer diinnen Schicht seinen kristallinen Charakter
vollig verliert, so daB es als amorph anzusprechen ist, hat sich, besonders von
‘W. RoseNHAIN geférdert, die Theorie der ,,amorphen Schichten® ent-
wickelt 2). Bei jeder Gleitung soll sich in unmittelbarer Nachbarschaft der Gleit-
ebene eine ,,amorphe Schicht*“ bilden, wihrend im iibrigen das Metall seinen
kristallinen Raumgitterauibau beibehilt. Hier seien nur die Bedenken geltend
gemacht, die vom theoretischen Standpunkt aus gegen die Entstehung einer
amorphen Phase aus dem Kristallisierten innerhalb dessen Stabilititsbereiches
erhoben werden miissen.

Die Anwendung réntgenanalytischer Methoden auf das Studium des Ver-
formungs- bzw. Verfestigungsmechanismus der Metalle hat ergeben, daf auch
bei den stirksten Verformungen die an den Raumgitteraufbau gebundenen Inter-
ferenzerscheinungen mit ungeminderter Schirfe zu beobachten sind. Da die
Lage der Interferenzlinien keine merkliche Verschiebung erfihrt, bleibt der
Raumgitteraufbau bei der Verfoermung erhalten. Es findet lediglich mit fort-
schreitender Kaltverformung eine allmihliche Drehung der Kristallelemente in
eine bestimmte Lage zur Hauptforminderungsrichtung statt, die beim Recken
und Ziehen, zuweilen auch beim Walzen, als eine Lage héchsten Schubwider-
standes auf den Gleitebenen gegeniiber der duBeren Kraft gekennzeichnet werden
kann 3).

M. Poranvi4) und R. Gross®) haben auf Grund von Studien iiber Defor-
mationsvorginge an metallischen Einkristallen bzw. durch Verkniipfung der aus
der Kristallographie bekannten Gesetze der Kristallverschiebungen mit Ergeb-
nissen von Rontgenstudien an verformten Steinsalz- und Glimmerkristallen
iibereinstimmend die Auffassung entwickelt, daBl bei der iiberelastischen Bean-
spruchung eines Kristalls eine Aufspaltung in diinne, gleitfihige Schichten ein-
tritt, die eine elastische Verbiegung erleiden konnen. In dieser Verbiegung der
Gleitebene (Biegegleitung), bei der gleichzeitig eine feine Filtelung derselben
eintritt, und in der dadurch erfolgenden Hemmung der Gleitung wird die haupt-
sichlichste Ursache der Verfestigung bei der Kaltverformung gesehen. Diese
Vorstellung nihert sich der dlteren Anschauung von P. Lubpwik ¢), daf} die Ver-
festigung durch eine bei der Forméinderung auftretende ,,Blockierung der Gleit-
flichen* zu deuten sei.

Verformung und Verfestigung erkliren sich also in Fortentwicklung der
Translationshypothese durch innerkristalline Vorginge, bei denen die einzelnen
Atome durch den Raumgitteraufbau bedingte Bewegungen ausfithren. Die
Annahme einer Uberfithrung in den isotropen Zustand, sei es, daB diese
lediglich als eine voriibergehende oder als eine bleibende angesehen wird,
ist weder notwendig noch mit der Gesamtheit der Erfahrungstatsachen ver-
triglich.

1) G. J. BELBY, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 76, S. 462. 1905.

2) W. RosenHAIN, Internat. ZS. f. Metallogr. Bd. 5, S. 65. 1914.

3) F. KORBER, Mitt. a. d. K.-W.-Inst. {. Eisenforsch. Bd. 3 II, S. 1. 1922; ZS. {. Elektro-
chem. Bd. 29, S.275. 1923; F. WeveRr, Mitt. a. d. K.-W.-Inst. {. Eisenforsch. Bd. 5, S.69.
1924.

4) M. Poranvi, ZS. f. Phys. Bd. 12, S. 115. 1923.

% R. Gross, ZS. f. Metallkde. Bd. 16, S.23 u. 349. 1924.

6) P. Lupwik, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 63, S. 142. 1919.
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21. Rekristallisation kaltverformter Kristalle. Die so entwickelten Vor-
stellungen von der Verfestigung betrachten das kaltverformte Metall als in einem
Spannungszustand befindlich, der mit steigender Kaltverformung immer
starker wird. Esist klar, daB das elastisch verspannte Raumgitter einen instabilen
Zustand darstellt und bestrebt ist, seinen natiirlichen Gleichgewichtszustand,
dem das normale Raumgitter entspricht, wieder anzunehmen. Die mikrosko-
pische Gefiigeuntersuchung zeigt dabei die Bildung von neuen Kristallen oder
ein Zusammenwachsen der bereits vorhandenen, die Probe ,,rekristallisiert”;
gleichzeitig verschwindet die Kalthdrtung, und die urspriinglichen mechanischen
Eigenschaften kehren wieder,

Bei den meisten Metallen, abgesehen von den niedrig schmelzenden, wie
Blei und Zinn, tritt bei Raumtemperatur noch keine merkliche Rekristallisation
ein; vermutlich ist die innere Reibung so groB, daB sie den elastischen Verspan-
nungen des Gitters das Gleichgewicht hilt. Wird aber mit steigender Temperatur
die Beweglichkeit der Atome grofer, so beginnt auch die Neuordnung des Gitters.
Erklarlicherweise setzt die Rekristallisation um so friihzeitiger ein, je stirker
der Stoff verformt worden ist; Versuche iber die Abhingigkeit der Temperatur
des Beginns der Rekristallisation vom Verformungsgrad haben diese Tatsache
wiederholt bestitigt.

Nach den iiber den Mechanismus der Kaltverformung entwickelten Vor-
stellungen miissen wir nach dem Vorgange von G. MASING!) annehmen, daB die
Riickbildung des normalen Gitters von Stellen verhiltnism4Big geringer elastischer
Verspannung desselben ausgeht. Eine Kornneubildung, wie sie von J. Czo-
CHRALSKI?) in Analogie mit der Bildung von Kristallisationszentren in einer unter-
kithlten Schmelze angenommen wird, ist abzulehnen. Fiir diese Auffassung
spricht auch die wiederholt gemachte Feststellung, daB die durch die Réntgen-
analyse im kaltverformten Metall nachgewiesene Orientierung der Kristall-
elemente zu den Hauptverformungsrichtungen im rekristallisierten Werkstoff
merklich erhalten bleibt 3). Die zunichst gebildeten kleinen Kérner wachsen mit
steigender Temperatur zu groBeren Kristallindividuen zusammen. Dieses
Kristallwachstum ist so zu verstehen, daB ein Kristall von besonders groBer
Gitterstabilitit weniger stabilen Nachbarkristallen seine Orlentlerung aufzwingt,
der erstere also auf Kosten der letzteren gréBer wird. Nach einer von G. TAMMANN?)
aufgestellten Hypothese ist der Gleichgewichtszustand erst dann erreicht, wenn
alle sich beriihrenden Kristallite zu einem einzigen zusammengewachsen sind.
Somit hitten wir zu erwarten, daB bei geniigend hoher Temperatur und bei ge-
niigend langer Glithdauer jedes polykristalline Metallstiick in einen Einkristall
umgewandelt wird. Daf3 das nicht der Fall ist, wird durch die die Berithrung
der Kristalle stérende Zwischensubstanz?) verhindert.

Die bei der Rekristallisation erfolgende KorngroBe ist abhingig von einer
Reihe von Faktoren: AusgangskorngréB8e des unverformten Stoffes, Rekristalli-
sationstemperatur, Verformungsgrad und Glithdauer. Die wichtigsten Faktoren
sind BearbeltungsmaB und Glithtemperatur. Die KorngréBen sind fiir eine
Reihe von Metallen in Abhingigkeit von diesen beiden Verinderlichen festge-
stellt worden, Abb. 20 zeigt die Ergebnisse fiir Kupfer von hohem Reinheits-
grade®). Man sieht, daB mit steigendem BearbeltungsmaB die Temperatur des

G. MasING, ZS. f. Metallkde. Bd. 12, S. 457. 1920.

J. CzocurALSKI, Internat. ZS. f. Metallogr. Bd. 8, S. 1. 1916.

R. GLockER u. E. Kaupp, ZS. f. Metallkde. Bd. 16, S. 180. 1924.
G. TaMMANN, Lehrb. d. Metallogr., 3. Aufl.,, S. 107. Leipzig 1923.
G. TaMMANN, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 121, S.275. 1922.

E. Rassow u. L. VELDE, ZS. f. Metallkde. Bd. 12, S. 369. 1920.
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Beginnes der Rekristallisation sinkt, und daB mit steigender Glithtemperatur
und abnehmendem Bearbeitungsma8 die KorngréBe zunimmt. Durchweg fithrt
bei einem reinen Metall eine sehr kleine iiberelastische Forminderung, wenn sie
nur einen bestimmten Betrag iibersteigt, bei der darauffolgenden Glithung zu
den groBten Kristallabmessungen. Auf diesem Wege ist es gelungen, Metall-
stibe von mehreren Zentimeter Dicke und mehreren Dezimeter Linge in Ein-
kristalle zu verwandeln.

Verformungs- und nachfolgende Rekristallisationserscheinungen ganz ana-
loger Art, wie sie bei den Metallen eingehend studiert worden sind, spielen auch
in anderen Gebieten eine hervorragende Rolle. So finden die geologisch
bedeutungsvollen  Vor-
ginge der Bildung des
groben Gletscherkornes?)
und der Struktur der kri-
stallinen Schiefer?) ihre §
Erklirung durch die An-
nahme einer plastischen |
Verformung infolge Be- °
anspruchung in bestimm-
ten Richtungen wunter
gleichzeitiger Rekristalli-
sation.

J & v 43 wo
Vegformung in %

Abb. 20. Rekristallisationsdiagramm des Kupfers.

d) Sublimieren.

22. Allgemeine Betrachtungen. Wie der fliissigen Phase ein bestimmter
Dampfdruck zukommt, so zeigt auch die anisotrope Phase eine bestimmte
Dampftension, die bei gewdhnlicher Temperatur meist sehr klein ist, aber mit
steigender Temperatur betrichtliche Werte annehmen kann. Die Kurve des
$, T-Diagramms, die die Anderung des Dampfdruckes der anisotropen Phase
mit der Temperatur angibt, ist die Sublimationskurve. Ist der Sublimations-
druck bei Temperaturen unterhalb des Schmelzpunktes gleich oder groBer als
Atmosphirendruck, so wird der Stoff in den dampfférmigen Zustand tibergehen,
ohne zu schmelzen.

Das Sublimationsgleichgewicht verhilt sich vollkommen analog dem Ver-
dampfungsgleichgewicht. Hat man in einem geschlossenen Gefi eine aniso-
trope Phase und ihren Dampf, so wird, wenn der auf dem kristallinen Stoff
lastende Druck kleiner als der der betreffenden Temperatur zugehorige Subli-
mationsdruck ist, der Stoff verdampfen, bis der Gleichgewichtsdruck erreicht
ist. Sublimations- und Dampfdruckkurve schneiden sich im Tripelpunkt (Ziff. 3).

Mit sinkender Temperatur wird der Sublimationsdruck kleiner und nihert
sich mit Anniherung an den absoluten Nullpunkt der Temperatur dem Null-
werte, sofern nicht auf der Sublimationskurve durch Auftreten einer neuen,
bei tiefen Temperaturen stabilen Phase ein weiterer Tripelpunkt auftritt.

Da allgemein die instabile Phase die gréBere Dampispannung besitzt, so
verlauft die Dampfdruckkurve der unterkiihlten Schmelze bei héheren Drucken
als die Sublimationskurve der in dem betreffenden Temperaturbereich stabilen
anisotropen Phase. Hat man mithin in einem geschlossenen Gefill unterkiihltes
Wasser und Eis, so wird das Wasser zum Eis hiniiberdestillieren.

1) G. TaMMANN, Aggregatzustinde, S. 214ff.

2) H. E. Boege u. W. E1teL, Grundlagen der physikalisch-chemischen Petrographie,
S. 535ff. Berlin 1923.
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Wie eine Fliissigkeit sich unterkiihlen 14Bt, kann ein Dampf iibersittigt
werden, ohne daBl ein Ausscheiden der anisotropen Phase eintritt.

Eine Kondensation des Dampfes tritt aber sicher dann ein, wenn in dem
iibersattigten Dampfe Kondensationskerne vorhanden sind. Als solche kommen
nicht nur Flissigkeits- bzw. Kristallkeime der gleichen Substanz in Frage, son-
dern Staub, Luftionen oder durch elektrische Strahlungen hervorgerufene Ionen
wirken in hohem Mafle als Kondensationszentren?).

Da fiir den Ubergang des isotropen Dampfes in den ebenfalls isotropen fliis-
sigen Zustand nicht die Bedingungen erfiillt sein miissen, denen fiir die Bildung
von kristallinen Kondensationskeimen geniigt werden muB, wird vielfach trotz
der groBeren Stabilitit der anisotropen Phase eine Kondensation des Dampfes
zu Flissigkeitstropfchen eintreten. Unterkithlt man durch adiabatische Ex-
pansion einen gesittigten Dampf bei einer Temperatur unterhalb des Tripel-
punktes, so 148t sich die Frage, ob sich hier Keime einer fliissigen oder kristallinen
Phase bilden, dadurch entscheiden, daB man die Impfwirkung auf eine unter-
kiithlte Flissigkeit beobachtet. Tritt eine solche ein, so haben sich bei der Kon-
densation des Dampfes kleine Kristdllchen gebildet. Andernfalls wird der Dampf
in die fliissige Phase iibergegangen sein.

So 148t sich aus der Tatsache, daB zwischen 0 und —4° kondensierter
Wasserdampf in keinem Falle unterkiihltes Wasser durch Impfen zum Erstarren
gebracht hat, schlieBen, daB oberhalb dieser Temperatur der unteren Grenze,
bis zu der gréBere Wassermengen fiir lingere Zeit unterkiihlt werden kénnen,
primér kein Schnee, sondern stets Regen gebildet wird.

F. BECkER?) erkannte dagegen aus der Beobachtung der Kondensation von
Déampfen organischer Stoffe mit hohem Sublimationsdruck, die durch adiabatische
Expansion hervorgerufen wurde, daB sich keine Fliissigkeitstrépfchen, sondern
stets kleine Kristallchen bildeten. Die Temperaturen, bei denen diese spon-
tane Bildung anisotroper Kerne beobachtet wurde, stimmten mit den Tempe-
raturen gut iiberein, bei denen sich der Dampf in Kristallform an einer Glaswand
niederschligt.

G. TammANN und J. D. STARINKEWITCHS) stellten eine Untersuchung dariiber
an, in welcher Form die Kondensation von Dampf an einer Glimmerplatte,
deren Temperatur in weiten Grenzen verindert werden konnte, erfolgte. Ihre
Ergebnisse lassen sich dahin zusammenfassen, daB iibersittigter Dampf sich bei
den Stoffen in Form isotroper Tropfen kondensiert, bei denen das spontane
Kristallisationsvermégen der unterkiihlten Fliissigkeiten klein ist. Ist dagegen
die Neigung zu einer spontanen Kristallisation in der unterkiithlten Schmelze sehr
groB, so wird auch der iibersittigte Dampf sich meistens primar zu Kristill-
chen kondensieren.

H. KauLEr?%) fand bei der réntgenspektroskopischen Untersuchung von
Metallniederschligen, die durch Atomstrahlen erzeugt waren, keine Interferenz-
linien und sprach die Niederschlige daher als amorph an. W. GERLACHS) fand
dagegen bei der Untersuchung von durch Atomstrahlen gewonnenen Silbernieder-
schlagen nach der DEBYE-SCHERRER-Methode deutliche normale Interferenzlinien.

Uber den Mechanismus der Molekiilabscheidung bei der Bildung von solchen
Metallniederschligen aus Molekularstrahlen und iiber deren Struktur konnten

7) Vgl. z. B. MULLER-POUILLET, Lehrb. d. Physik Bd. 4, Buch V, S. 1131. Braun-
schweig 1914. .

%) F. BECKER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 78, S. 39. 1912.

%) G. TAMMANN u. J. D. STARINKEWITCH, ZS. f. phys. Chem. Bd. 85, S. 573. 1913.

4) H. KAHLER, Phys. Rev. Bd. 18, S.210. 1921.

%) W. GErLACH, Ergebn. d. exakt. Naturwiss. Bd. 3, S. 190. 1924.
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auf Grund einer Reihe von Untersuchungen bestimmte Vorstellungen entwickelt
werden1).

Beim Auftreffen von Atomen auf eine Unterlage kénnen diese entweder
alle dort haften bleiben, oder es tritt eine teilweise oder voéllige Reflexion der-
selben ein. Im ersteren Falle bleibt jedes Atom aber durchaus nicht an der Stelle,
an der es aufgetroffen ist. Es vermag vielmehr eine gewisse ,,BRowNsche Be-
wegung'‘ auszufithren und so auf andere Atome des Strahles zu stofen. Ist die
Bewegung gentigend klein geworden und haben sich durch Zusammensto3 ge-
niigend viel Atome vereinigt, so wird sich ein ruhender Kristallisationskern
ausbilden kénnen. Durch Anlagerung weiterer Atome entstehen aus diesen einzelne
Kiristillchen, die ultramikroskopisch festgestellt werden kénnen. Wie weit die
Atomstrahldichte verringert werden kann, um noch einen Niederschlag zu be-
kommen, ist nicht bekannt.

Nach den Versuchen von M. und B. KNUDsEN?Z), R. W. WooD ?) und J. LanG-
MUIR %) wird die Reflexion der Atome auf der Unterlage als ein ,,Wiederverdamp-
fen* aufgefaBBt. Es besteht hiernach kein wesentlicher, sondern nur ein gradueller
Unterschied zwischen den reflektierten und nichtreflektierten Atomen. Die
ersteren zeichnen sich nur durch eine kiirzere Verweilzeit auf der Oberfliche
aus. Die Moglichkeit, daB zwei oder mehr Atome vor dem Wiederverdampfen
sich treffen, wird mit wachsender Strahldichte steigen. Infolgedessen ist bei
der Erhohung derselben auch von reflektierenden Atomen ein Niederschlag er-
halten worden.

Bei groBerer Strahldichte ist obendrein die Moglichkeit gegeben, dafB3 die
reflektierten Atome mit den ankommenden vor der Auffangefliche zusammen-
treffen. Die reflektierten werden wieder zuriickgeworfen, und es bildet sich eine
»ibersattigte Dampfschicht®, die sich kondensieren wird. Bringt man z. B. in
einen Na-Atomstrahl eine Glasblende, so werden die auf das Glas treffenden Atome
kondensiert, die iibrigen kénnen die Blende aber ungehindert passieren. Er-
setzt man jetzt die Glasblende durch eine die Na-Atome reflektierende Eisen-
blende, so sinkt die Intensitit des die Blende passierenden Atomstrahles auf
einen Bruchteil seiner vorigen Gréfe, da vor der Blende die iibersittigte Natrium-
dampfschicht einen groBen Teil der Atome absorbiert.

23. Thermodynamik der Sublimation. Wie bei jedem anderen Phasen-
iibergang tritt auch beim Sublimieren eine bestimmte Wirmeténung auf: als
Sublimationswirme wird die Warmemenge bezeichnet, die aufgewandt werden
muf, um die Gewichtseinheit der anisotropen Phase isotherm und reversibel in
den dampfférmigen Zustand tiberzufithren, ]

Bezeichnet B die Sublimationswirme, v, und v; die spezifischen Volumina
von Dampf und Kristall, so gilt fir die Richtung der Sublimationskurve die
CrAus1Us-CLAPEYRONsche Gleichung:

ip B

dT— (vd——vk)T’
v, kann meistens gegeniiber v; vernachlissigt werden. Es ist also
ip _ B
adT v T
1) W. Gerracs, Ergebn. d. exakt. Naturwiss. Bd. 3, S. 182—198. 1924; M. VOLMER
u. J. EsTERMANN, ZS. f. Phys. Bd. 7, S. 1. 1921.
?) M. u. B. KNUDSEN, Ann. d. Phys. Bd. 47, S.697. 1915; Bd. 48, S.1113. 1915;
Bd. 50, S.472. 1916.
%) R. W. Woop, Phil. Mag. Bd. 30, S.300. 1915; Bd. 32, 1916; Proc. Roy. Soc.

London (A) Bd. 99, S. 367—371. 1921.
4) J. LaneMUIR, Phys. ZS. Bd. 14, S. 1273. 1913.
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Unter Annahme der Giiltigkeit der Gasgesetze fiir den Dampf v = % ergibt sich:

ip _ p-B
iT  R.T%
1dp B
PpdT ~ RT>’
dlnp B
dT ~ RT?"

Bezeichnet p; den Dampfdruck der kristallisierten, $, den der fliissigen
Phase, so gilt fiir die Richtung der Sublimationskurve im Tripelpunkt:

dpp B
ar T -vy’
fiir die Richtung der Verdampfungskurve:
by _ L .
aT Tv;’

dabei bezeichnet L die Verdampfungswirme der Fliissigkeit.
Beim Tripelpunkt ist die Sublimationswirme B gleich der Schmelzwirme
Q plus der Verdampfungswirme L: B = Q + L. Fiir den Tripelpunkt gilt also:

Q=B —L =Ty, (%‘%)-

Der Klammerausdruck bestimmt den Winkel, den die Dampfdruckkurven der
anisotropen und der flissigen Phase miteinander im Tripelpunkt bilden. Der

gegenseitige Verlauf der Sublimations- und Verdampfungskurve wird also durch
die Schmelzwirme bestimmt?1).

Fir die Berechnung der Sublimationskurve {iber einen groBeren Temperatur-
bereich muf} die Anderung der Sublimationswérme (unter EinschluB der Leistung

der duBeren Arbeit puvg) mit der Temperatur beriicksichtigt werden. Analog
wie fiir die Schmelzwirme (s. Ziff. 10) gilt:

iB
_— — P
aT ~ % e

daraus folgt:
Uy T
B=DB,+ |c2dT — [c2adT.
Jaer=]

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung fiir die Sublimationskurve, so ergibt sich:

7 T

dnp _ By 4 [ . 1 [,
aT “z—e?z+RT2/cde—RT2/”ddT’
o] 0
T

B, (] 1 1 [
= .20 LI N L Y]
Inp RT+V/ RT cgdT RTz/cddT aT +c.
0 0

1) K. JELLINEK, Lehrb. d. phys. Chem., Bd. 2, S. 573. Stuttgart 1915.
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24. Experimentelle Methoden. Die Verfahren zur experimentellen Be-
stimmung der Sublimationsdrucke entsprechen denen zur Feststellung der Dampf-
drucke von Fliissigkeiten:

1. Bei der statischen Methode stellt man in einem evakuierten, geschlos-
senen Gefal den sich tiber der kristallisierten Phase einstellenden Gleichgewichts-
druck unmittelbar mit einem Manometer fest. Dieses bei Fliissigkeiten sehr ge-
brauchliche Verfahren ist fiir die Bestimmung der vielfach sehr kleinen Subli-
mationsdrucke wenig geeignet.

2. Die Mitfiithrungsmethode ist von H. v. WARTENBERG?) bei der Be-
stimmung der sehr niedrigen Sublimationsdrucke von Metallen angewendet
worden. Man leitet ein inertes Gas iiber das erhitzte Metall und bestlmmt die
Konzentration des Metalldampfes in dem Gase.

3. J. LanGMUIR?) bestimmte aus der Verdampfungsgeschwindigkeit
im Vakuum den Dampfdruck metallischen Wolframs. Seinen Beobachtungen
liegt die Annahme zugrunde, daB das Gleichgewicht Kristall—Dampf ein dyna-
misches ist, daB also nach Erreichen des Gleichgewichtsdruckes in der Zeitein-
heit ebenso viele Molekiile bzw. Atome sich kondensieren wie verdampfen.

Ist « die Durchschnittsgeschwindigkeit der Molekiile, mithin % die mittlere

Komponente der Geschwindigkeit nach jeder Richtung, so ist die Gesamtmasse #,
die pro Zeiteinheit die Flicheneinheit des Metalles trifft bzw. von ihr ausgesandt
wird, wenn o die Dichte des Dampfes ist:

m=2400&.

p-M ist und daB fiir den Zusammenhang zwischen

Beachtet man, dall ¢ = - RT

p und der mittleren Geschwindigkeit «

p= 9062

gilt, so folgt durch Einsetzen des Ausdruckes fiir o:

« = /5T
aM
oder fir m
. M .
" _VanT'?' M

Wird der sich bildende Metalldampf an einer gekiihlten Fliche kondensiert,
herrscht also kein Gleichgewichtszustand, so miBt die Zahl s die Verdampfungs-
geschwindigkeit.

Die Verminderung des Gewichtes und die Erhéhung des Widerstandes der
Wolframdrihte wurde gemessen und daraus # bestimmt. Damit ist die Berech-
nung von p nach Gleichung (1) erméglicht. Fiir den Dampfdruck in Abhingigkeit
von der Temperatur ergab sich unter Verwendung des Wertes B=21780—1,8 T cal
die Formel 47440

logiop = 15,502 — 7 0,9log T .
Die abgeleiteten Beziehungen werden offenbar nur gelten, wenn jedes Atom,
das auf das Metall trifft, sich auch kondensiert. Wird dagegen ein Bruchteil »

1) H. v. WARTENBERG, ZS. f. Elektrochem. Bd. 19, S. 482. 1913.
?) J. LANGMUIR, Phys. ZS. Bd. 14, S. 1273. 1913.
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reflektiert, so wiirde der Dampfdruck im Verhiltnis 1: (1 — #) groBer sein als
der sich aus der Gleichung (1) ergebende Wert. Dabei ist zu beriicksichtigen,
daB Untersuchungen von M. und B. KNUDSEN 1) und R. W. WooD?) ergeben haben,
daB eine Substanz ihre eigenen Atome nicht reflektiert, dal in diesem Falle also
die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Betrachtungen von J. LANGMUIR er-
fullt ist.

Fiir den Ablauf des Verdampfungsvorganges der anisotropen Phase hat es

sich von Bedeutung erwiesen, ob diese aus den gleichen Molekiilarten aufgebaut
ist, wie sie im Dampfe auftreten. B. Roozesoom3) hat die wichtigsten Fille
eingehend erdrtert, daB dem Stoff in der kristallisierten und dampfférmigen Phase
die gleiche MolekiilgréBe zukommt, oder daBl bei der Verdampfung eine Auf-
spaltung polymerer Molekiile eintritt, die entweder vollstindig oder nur zum Teil
vor sich gehen kann. In allen diesen Fillen werden die thermodynamischen Be-
trachtungen iiber den Sublimationsvorgang ihre Giiltigkeit behalten, nur wird
die GroBe der auftretenden Wirmeténungen und Voluminderungen durch die
molekularen Umwandlungen beeinfluBt sein. Die Einstellung des Gleichgewichtes
zwischen kristalliner und dampfférmiger Phase wird bei langsamem Ablauf
dieser Vorginge im Vergleich zur Verdampfungsgeschwindigkeit Verzégerungen
erleiden.
_ Ob im anisotropen Zustande eine teilweise Polymerisation mdglich ist, was
bedeuten wiirde, dal die Kristallphase eine Mischung mehrerer Molekiilarten
darstellt, ist eine offene Frage. A. SmITs%) nimmt einen solchen Aufbau der an-
isotropen Phase als den normalen an und erklirt die Beeinflussung der Eigen-
schaften bei Anderung von Druck und Temperatur und insbesondere das Auf-
treten. polymorpher Umwandlungen mit Verschiebungen der molekularen Zu-
sammensetzung. Gegen seine Vorstellungen sind jedoch gewichtige Einwinde
zu erheben?).

e) Polymorphismus.

25. Polymorphe Kristallformen. Es wurde bereits erwihnt, daB gewisse
Stoffe in mehreren Kristallarten auftreten kénnen (Ziff. 3). Diese Erscheinung,
die zuerst von E. MITSCHERLICH beobachtet worden ist, wird als Polymorphismus
bezeichnet. Die Erfahrung hat gelehrt, daB es sich um eine bei kristallinen Stoffen
haufig vorkommende Erscheinung handelt. Die verschiedenen Formen, Modi-
fikationen, unterscheiden sich durch ihre Kristallform und ihre physikalischen
Elgenschaften so daB sie als besondere Phasen anzusprechen sind, denen jeweils
ein bestimmtes Zustandsfeld im p7T-Diagramm des Einstoffsystems zukommt.
Die gemeinsame Grenzlinie der Zustandsfelder polymorpher Kristallformen ist
die Umwandlungskurve, in deren Punkten die beiden anisotropen Phasen mit-
einander im Gleichgewicht stehen.

Die duBere Kristallform ist fiir die einzelnen anisotropen Phasen nicht kenn-
zeichnend, da sie von den Wachstumsbedingungen abhingig ist (vgl. Ziff. 16«).
Der Wesensunterschied der einzelnen Formen liegt in ihrem strukturellen Auf-
bau, dem auch die Unterschiede in den physikalischen Eigenschaften zuzuschrei-
ben sind. Verschiedenen polymorphen Formen eines Stoffes entsprechen also ver-
schiedene Raumgitteranordnungen, wie sie durch die réntgenanalytischen Ver-

) M. u. B. KNUDSEN, Ann. d. Phys. Bd. 47, S.697. 1915; Bd. 48, S.1113. 1915;
Bd. 50, S.472. 1916.
. W. Woop, Phil. Mag. Bd. 30, S.300. 1915; Bd. 32, 1916.

S

R
8) B. RoozepooM, Lehrb. d. heterog. Gleichgewichte, Bd. I, S. 61. Braunschweig 1901.
A .
G

)
)
%)
)

5

. Smits, Theorie der Allotropie. Leipzig 1921.
. Tammann, ZS. f. phys. Chem. Bd. 83, S. 728. 1913.
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fahren festgelegt werden kénnen. Die diskontinuierlichen Eigenschaftsinderungen
sind auf dem Boden der Strukturtheorie gegeben, da diese nur eine diskrete An-
zahl von Raumgitteranordnungen als mit den Symmetrieeigenschaften der
Kristalle vereinbar nachgewiesen hat.

NiGeL1l) hat sich vom strukturtheoretischen Gesichtspunkte aus mit den
verschiedenen bisher beobachteten Typen polymorpher Umwandlungen be-
schiftigt?).

26. Bestimmung der Umwandlungspunkte. Der Umstand, daf3 die Umwand-
lung polymorpher Formen unter diskontinuierlicher Anderung der Eigenschaften
erfolgt, gibt die Mittel an Hand, die Umwandlungspunkte festzulegen. Dabei
wird man sich zweckmiBig solcher Eigenschaften bedienen, die sich beim wechsel-
seitigen Ubergang der kristallinen Formen sprunghaft indern. Dadurch wird
die grundsitzliche Ubereinstimmung der anzuwendenden Verfahren mit den bei
der Schmelzpunktsbestimmung besprochenen gegeben. Weil jedoch die bei der
polymorphen Umwandlung auftretenden Besonderheiten, vornehmlich die viel-
fach nur sehr kleinen Eigenschaftsinderungen, gewisse Abinderungen jener Ver-
fahren bedingen, sollen dieselben nachstehend besprochen werden.

Die polymorphen Umwandlungen sind stets mit einer Wirmeténung ver-
bunden. Infolgedessen wird auf der Erhitzungs- bzw. Abkithlungskurve ein
Haltepunkt auftreten, dessen GréBe ein MafB fiir die Umwandlungswirme ist.
Doch werden auch hier wie beim Kristallisieren Uberschreitungen der Gleich-
gewichtstemperatur vorkommen, die bewirken, daB die Haltepunkte auf der
Abkiihlungs- und Erhitzungskurve nicht bei der gleichen Temperatur gefunden
werden. Wihrend aber beim Ubergang der anisotropen Phase in den isotropen
Zustand die Unmdglichkeit der Uberhitzung des Kristalles (s. Ziff. 18) die Be-
stimmung der Schmelztemperatur sicherstellt, ist hier die wahre Gleichgewichts-
temperatur lediglich zwischen den Haltepunkten auf der Erhitzungs- und Ab-
kithlungskurve eingegrenzt. Durch Verminderung der Uberschreitungen der
Gleichgewichtstemperatur, wie sie z. B. durch geeignetes Impfen erreicht werden
kann, 148t sich die Genauigkeit der Bestimmung der Umwandlungstemperatur
steigern. Ebenso bewirkt eine Verminderung der Geschwindigkeit der Tempe-
raturdnderung bei der Aufnahme der Kurven eine Anniherung des Haltepunktes
an die wahre Gleichgewichtstemperatur?). Erfolgt die Umwandlung mit einer
geringen linearen Umwandlungsgeschwindigkeit, so kann der Haltepunkt in
einen Bereich verzogerter Abkiihlung entarten und sich-so unter Umstinden
der Beobachtung entziehen. Das wird besonders dann eintreten, wenn die Um-
wandlungswidrme nur einen kleinen Wert hat.

Mit wenigen Ausnahmen bleibt die GroBe der Umwandlungswirme gegen-
iiber der der Schmelzwirme erheblich zuriick. In besonders starkem MaBe ist
dies bei einem Teil der bei Metallen beobachteten Umwandlungen der Fall,
so daB} sich in der Metallographie wesentlich verfeinerte Methoden zur Bestim-
mung von Umwandlungspunkten herausgebildet haben4). Bei der OsMoNDschen?)
Anordnung wird die reziproke Abkiilﬂungsgeschwindigkeit in Abhingigkeit von
der Temperatur aufgenommen. DEJEANS) hat eine Methode angegeben, bei der
die Anderungsgeschwindigkeit der Temperatur als Funktion der Temperatur be-

1) Niceri, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums. Leipzig 1919.

2) Vgl. auch die zusammenfassende Darstellung von F. WEVER, Habilitationsschrift,
Phil. Fakultat Koln 1924.

3) RoozeBooM, ZS. f. phys. Chem. Bd. 32, S. 1550. 1900.

4) Siehe P. GoereNs, Lehrb. d. Metallogr., S. 150. Halle 1915.

% OsmonD, Transformations du fer et du carbone dans les fers, Paris 1888.

§) DejeEAN, Rev. Mét. Bd. 2, S. 701. 1905.

7*
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stimmt wird. Bei dem Differentialverfahren nach RoBERTS-AUSTEN?) wird die
Abkiihlung eines Stoffes mit Umwandlungspunkten mit der eines solchen ohne
Umwandlungspunkte verglichen. Die auftretenden Temperaturdifferenzen zwi-
schen Probe und Vergleichskorper kénnen in Abhingigkeit von der jeweiligen
Temperatur durch optische Registrierung mit Hilfe eines Doppelgalvanometers
nach SALADIN?Z) aufgenommen werden., F. WEVER und K. APEL3) haben ein-
gehend die verschiedenen Methoden diskutiert.

Die dilatometrischen Verfahren benutzen die zwischen beiden Formen be-
stehende Volumendifferenz, um den Umwandlungspunkt festzustellen, oder sie
bestimmen die Anderung des Ausdehnungskoeffizienten bei der Umwandlung.

VaN't HorF bediente sich einfacher Dilatometer4); der Stand der Hilfs-
flissigkeit 4ndert sich bei der Umwandlung diskontinuierlich und zeigt so die
Umwandlungstemperatur an. Auch hier fallen die bei der Erwidrmung und Ab-
kithlung gefundenen Temperaturwerte nicht zusammen, wenn die Umwandlung
infolge von Uberhitzung oder Unterkithlung verzoégert eintritt.

Ist die Umwandlungsgeschwindigkeit beiderseits des Gleichgewichtspunktes
nur klein, so wird diese Methode zweckmiBig durch folgende Identititsmethode
ersetzt. Da in diesem Falle beide Modifikationen leicht iiber einen gréBeren
Temperaturbereich hinaus nebeneinander bestehen konnen, wird man als Ma8
fiir die Umwandlungsgeschwindigkeit die im Dilatometerrohre auftretende je-
weilige Anderung des Fliissigkeitsstandes ablesen. Der Umwandlungspunkt ist
durch Verschwinden der Umwandlungsgeschwindigkeit gegeben.

D. GERNEZ®) bestimmte auf diese Weise die Umwandlungstemperatur der
monoklinen und rhombischen Schwefelformen zu 97° und E. COHEN und VAN
Evck®) die des grauen und weiBen Zinns zu 20°. Ferner kann man die Umwand-
lungsgeschwindigkeit nach dem gleichen Verfahren wie die lineare Kristalli-
sationsgeschwindigkeit bestimmen, indem man die Umwandlung in einem ent-
sprechend gebauten Rohr vor sich gehen 148t (s. Ziff. 16 8); dem Umwandlungs-
punkt entspricht wieder ein Verschwinden der Umwandlungsgeschwindigkeit.

Zur Bestimmung von Volumeninderungen, die sich wegen ihrer Kleinheit
nach den angégebenen Verfahren der Beobachtung entziehen wiirden, dienen
besondere Differentialdilatometer. Bei der von CHEVENARD gegebenen Anord-
nung?) wird der Unterschied zwischen den Lingenidnderungen zweier Stibe,
eines Vergleichsstabes und eines Versuchsstabes, die genau gleiche Abmessungen
haben und beim Versuch den gleichen Bedingungen unterworfen sind, festgestellt.
Zu Vergleichskérpern eignen sich nur solche Stoffe, .die selbst in dem Versuchs-
bereich keine Stérungen oder Besonderheiten im Ausdehnungsverlauf zeigen.

Weitere Verfahren zur Bestimmung von Umwandlungspunkten griinden sich
auf die beim Umwandlungspunkt auftretenden Anderungen der optischen Eigen-
schaften. Vor allem sind die Anderungen oder das Auftreten der Doppelbrechung
bei Beobachtung diinner Schichten im Polarisationsmikroskop zu nennen$).
Le CHATELIER?) bediente sich beim Quarz zur Auffindung der Umwandlung bei

1) ROBERTS-AUSTEN, Proé. Inst. Mech. Eng. 1897, S. 31; 1899, S. 35.

2) SaLapIN, Rev. Mét. Bd. 1, S. 134. 1904. .

) F. Wever u. K. ApeL, Mitt. a. d. K.-W.-Inst. f. Eisenforsch. Bd. 4, S. 87. 1922.
)

)

&

4) Van't Horr, ZS. f. phys. Chem. Bd. 17, S. 50. 1895.

D. GernEez, Journ. de phys. 1884, S. 286; 1885, S. 349.
%) E. CoHEN u. vaN Evcxk, ZS. f. phys. Chem. Bd. 30, S. 601. 1899; Bd. 33,-S. 57.-1900;
Bd. 35, S. 588. 1900. -
?) CHEVENARD, Rev. Mét. Bd. 14, S. 610. 1917; P. OBERHOFFER u. L. E. DAWECKE,
Stahl u. Eisen Bd. 45, S.887. 1925; GuiLLeT, Alliages Metalliques, S. 119. Paris 1923.
8) B. Roozesoom, Die heterogenen Gleichgewichte, Bd. I, S. 119. Braunschweig 1901.
%) Le CHATELIER, C. R. 12. Aug. 1889; Ann. chim. phys. (7) Bd. 6, S. 90. 1895.

o
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570° der hier plétzlich einsetzenden Anderung der Zirkularpolarisation und der
Brechungsindices. In einigen Fillen tritt mit der polymorphen Umwandlung
ein scharfer Farbumschlag ein.

Der Mineraloge benutzt die bei der Umwandlung héufig erfolgende Anderung
der optischen Eigenschaften zur Bestimmung des Umwandlungspunktes im
Erhitzungsmikroskop?).

Auch die diskontinuierliche Anderung der elektrischen Leitfahigkeit hat sich
in vielen Fillen als ein brauchbares Kennzeichen fiir die Ermittlung der Um-
wandlungstemperatur erwiesen (LANDOLT-BORNSTEIN S. 1047, 1923).

Eigenschaften, die bei der Umwandlung keine sprunghafte Anderung zeigen,
koénnen ebenfalls zur Bestimmung der Gleichgewichtstemperatur dienen. Ver-
folgt man diese Eigenschaften {iber ein Temperaturintervall beiderseits des Um-
wandlungspunktes, so wird sich der letztere als Schnittpunkt der beiden Kurven
ergeben, die die Temperaturabhingigkeit der betreffenden Eigenschaft fiir die
beiden polymorphen Formen angeben.

E. Couen?) bestitigte die Umwandlungstemperatur des Zinns bei 20°, in-
dem er die elektromotorische Kraft eines Umwandlungselementes in Abhingig-
keit von der Temperatur verfolgte, dessen Elektroden aus weilem bzw. grauem
Zinn bestanden, wihrend eine Lésung von SnCl, als Elektrolyt diente. Unter-
halb 20° war das hier stabile graue Zinn negativ. Bei 20° war die von dem
Element gelieferte E.M.K. Null.

Ist es nicht moglich, die instabile Form unterhalb der Umwandlungs-
temperatur geniigend lange bestehen zu lassen, so kann man sich dadurch helfen,
daB man oberhalb der Umwandlungstemperatur die eine Form, unterhalb der-
selben die andere als eine Elektrode, als zweite Elektrode aber ein zweites
Metall nimmt. Bestimmt man dann die Temperaturabhingigkeit dieser beiden
EM.K., so wird man zwei sich beim Umwandlungspunkt schneidende Kurven?)
bekommen. Diese beiden Methoden zeichnen sich durch besonders groBe Genauig-
keit aus, lassen sich jedoch nur auf Metalle und Metallverbindungen (auch auf
Oxyde) anwenden.

Ebenso koénnte man auf der Messung der Temperaturabhéngigkeit der
Loslichkeit und des Dampfdruckes ein Bestlmmungsverfahren aufbauen. Auch
hier wiirde der Umwandlungspunkt als Schnittpunkt zweier Kurvenziige gegeben
sein. Doch ist der Dampfdruck unterhalb des Schmelzpunktes zu klein, um gute
Resultate zu liefern. Die Loslichkeitsmethode hat nur wenig’Anwendurig gefunden.

Das Auftreten mehrerer polymorpher Formen ist eine weitverbreitete Eigen-
schaft der Elemente wie der Verbindungen4). Bei den anorganischen und or-
ganischen Verbindungen scheint der Polymorphismus bei einfach gebauten Ver-
bindungen weit hiufiger als bei den komplizierten vorzukommen.

In allen bisher untersuchten Fillen ist festgestellt worden, daB den ver-
schiedenen polymorphen Modifikationen verschiedene Kristallanordnungen ent-
sprechen, sei es, daB dieselben durch die Anderung der kristallographischen
Eigenschaften, sei es, daBl sie durch die réntgenanalytisch erkannten Struktur-
unterschiede erwiesen wurden. Nur bei einer Gruppe von Umwandlungen hat
die Strukturuntersuchung das Auftreten eines neuen Raumgitters nicht ergeben.
Bei den magnetischen Umwandlungen der ferromagnetischen Metalle bleibt das

1) W. EireL, Physikalisch-chemische Mineralogie und Petrologie, S. 16. Dresden-
Leipzig, 1925.

2) E. CoHEN, ZS. {. phys. Chem. Bd. 14 S. 53. 1894.

3) E. Conen, ZS. f. Elektrochem. Bd. 6, S. 85. 1899.

4) P. GrotH, Elemente der phy51ka.llschen und, chemischen Kr1sta.110graph1e, S. 319.
Miinchen u. Berlin 1921. . )
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Raumgitter unverindert. Besonderes Interesse beansprucht in dieser Beziehung
das Eisen, das auBler der magnetischen auch polymorphe Umwandlungen aufweist.
Auf der Abkiihlungskurve des Eisens treten aufler dem Haltepunkte bei

der Kristallisation bei drei weiteren Temperaturen Verzdgerungen der Abkiih-
lung auf?); man hat demnach vier verschiedene Modifikationen des Eisens an-
genommen, deren Stabilitdtsbereiche in der folgenden Tabelle angegeben sind:

x-Eisen bis 768°

f-Eisen 768 bis 900°

y-Eisen 900 ,, 1401°

J-Eisen 1401,, 1528° (Schmelzpunkt).

Bei der a-f-Umwandlung verliert das Eisen seine ferromagnetischen Eigen-
schaften. Da nun nach Réntgenuntersuchungen beide Phasen dasselbe kubisch-
raumzentrierte Gitier aufweisen?) und der Verlust der Magnetisierbarkeit mit
einer Wirmeténung verbunden ist3), wird diese Umwandlung als rein thermo-
magnetische Erscheinung aufzufassen sein4). Die «-Phase ist mit der g-Phase
identisch. DaBl die magnetische Umwandlung auch bei anderen Stoffen nicht
mit einer Anderung des Gittertypus verbunden ist, haben Untersuchungen am
Nickel und Eisenkarbid (Fe,C) bestitigen kénnen?).

Weiter haben Versuche von P. WE1ss und G. FoEx®) iiber den Verlauf der
magnetischen Suszeptibilitit und von SCHNEIDER?) und A. GOETz8) iiber den Ver-
lauf der Temperaturabhingigkeit der thermoelektrischen Kraft der verschiedenen
Eisenmodifikationen gezeigt, daB die Kurven fiir die -Phase als kontinuierliche
Fortsetzung des Verlaufs der Kurven im Gebiete der «-Phase angesehen werden
kénnen. Da obendrein die Raumgitter nach A. WESTGREN?®) dieselben sind, und
die Bildung der y-Phase, die ein kubisch-flichenzentriertes Gitter besitzt, nach
Versuchen von F. WEVER mit P. GiaNI und W. REINECKEN1?) durch steigenden
Zusatz von Silizium bzw. Zinn unterdriickt wird, so dal ein kontinuierlicher
Ubergang von der «-(f)- in die -Phase nachgewiesen werden konnte, sind die
a-(f)-Phase und die J-Phase als identische Phasen anzusprechen. Beim Eisen
treten mithin zwei verschiedene Phasen auf, eine Form mit einem kubisch-
raumzentrierten Gitter unterhalb 900° und oberhalb 1400° und eine zweite
Form mit einem kubisch-flichenzentrierten Gitter, deren Stabilitdtsbereich von
900 bis 1400° reicht11),

27. Thermische Kristallgruppen. Neben diesen reversibeln Umwand-
lungen zweier anisotroper Phasen sind irreversible beobachtet worden, bei denen
keine Gleichgewichtstemperatur besteht, vielmehr die Umwandlung nur in einer
Richtung verlaufen kann.

Je nachdem nun die Umwandlung reversibel oder irreversibel vor sich geht,
unterscheidet O. LEEMANN!2) zwischen enantiotropen und monotropen Formen.

1) P. OBERHOFFER, Das technische Eisen, S. 10. Berlin 1925.

%) A.W. Huirr, Phys. Rev. Bd. 9, S. 84. 1917; Bd. 10, S. 661. 1917.

3) P. WEiss u. A. PIckaRrRD, Arch. de Genéve Bd. 45, S. 329. 1918.

Handb. d. Radiologie Bd. 4, S. 748. Leipzig 1924.

4) K. HoNDa, Journ. Iron and Steel Inst. Bd. 99, S.457. 1919.

5 F. WEVER, Mitt. a. d. K.-W.-Inst. f. Eisenforsch. Bd. 3, S. 17. 1923; Bd. 4, S. 67.
1923; A. W. Hurt, Phys. Rev. Bd. 10, S. 691. 1917; H. BosLIN, Ann. d. Phys. Bd. 61,
S. 421. 1920. .

6) P. Weiss u. G. FoEx, Arch. sc. phys. et nat. Bd. 31, S. 39. 1911.
7) SCHNEIDER, OBERHOFFER, l. c.S. 14. '
8) A. Goetrz, Phys. ZS. Bd. 25, S. 562. 1924.

%) A. WESTGREN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 102, S. 1. 1922.

10) F. WEVER u. P. Giani, Mitt. a. d. K.-W.-Inst. f. Eisenforsch. Bd. 7. S. 59.
1925; F. WEVER u. W. REINECKEN ebenda S. 69.

1) ¥. WEVER, Stahl u. Eisen Bd. 45, S. 1208. 1925.

12) O. LeEMANN, ZS. f. Krist. Bd. 1, S. 97. 1877.
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Es ist aber zu beachten, daB dieser Einteilung das gegenseitige Verhalten der
polymorphen Formen bei einem bestimmten Druck, dem Atmosphirendruck,
zugrunde liegt. Mit Anderung der Zustandsbedingungen kann eine Anderung
des Charakters der polymorphen Umwandlungen eintreten, so daB bei Atmo-
sphidrendruck monotrop verlaufende Vorginge bei hdherem Druck in enantio-
trope iibergehen kénnen. Die von LEHMANN gegebene Einteilung der Kristall-
formen ist somit nicht ausreichend.

Eine eindeutige und vollstindige Einteilung der kristallinen Formen eines
Stoffes fiir das ganze Zustandsfeld hat dagegen G. Tamman~?) auf Grund der
Stabilitdatsbeziehungen gegeben.

Ein Mal der Stabilitit einer Phase gibt das thermodynamische Potential
G=U—TS + pv. Lings der Schnittkurven der G-Flichen zweier Phasen be-
sitzen also beide die gleiche Stabilitit, d. h. sie sind miteinander im Gleichgewicht.
Bei auflerhalb der Gleichgewichtskurve liegenden Zustandspunkten besitzt je-
weils die Phase die gro8te Stabilitit, die den kleinsten G-Wert hat; die Phase mit
dem hoheren G-Wert ist ihr gegeniiber instabil.

Beim Uberschreiten der Gleichgewichtskurve, die einem Schnitt der G-Flichen
entspricht, tritt ein Stabilitdtswechsel ein. Die vorher stabile Phase wird instabil und
umgekehrt. - Handelt es sich um zwei anisotrope Phasen desselben Stoffes, so be-
sitzen beide einen Stabilit4tsbereich; die Formen sind partiell stabil bzw. instabil.

Kommen die beiden G-Flichen im Existenzbereich der anisotropen Phase
nicht zum Schnitt, so bleibt die Form mit dem hoheren G-Wert im ganzen Zu-
standsfeld instabil, sie wird als total instabil, die andere als total stabil bezeichnet.

Ob totale Stabilitit vorliegt, 148t sich nicht leicht entscheiden, da dazu
Kenntnisse iiber die gegenseitige Lage der G-Flichen fiir das ganze Zustandsfeld
vorliegen miiBten. Wihrend fiir gewisse Stoffe schon bei verhiltnismaBig nie-
drigen Drucken Umwandlungskurven im Zustandsdiagramm festzustellen sind,
gibt es auch Stoffe, die bis zu 12000 kg/cm? keine Umwandlung zeigen. Doch
ist es nicht ausgeschlossen, daf§ man auch in diesen Fillen bei hoheren Drucken
noch Umwandlungspunkte finden wird, in welchen Fillen sich die anscheinend
total stabile Form als nur partiell stabil erweisen wiirde. Leichter 148t sich da-
gegen der Nachweis totaler Instabilitit erbringen, da alsdann die Gleichgewichts-
kurve mit einer isotropen Phase s ganz innerhalb der Gleichgewichtskurve der
stabilen anisotropen Form mit derselben isotropen Phase verlaufen muf. Wird
die Gleichgewichtskurve einer instabilen Form von der etwa parallel verlaufenden
stabilen umschlossen, so deutet dies auf eine Verwandtischaft der beiden G-
Flachen. Die so ausgezeichneten Formen, deren G-Flichen sich nicht schneiden,
sollen als die Glieder einer thermischen Gruppe zusammengefat werden.
Die Glieder der gleichen Gruppe k6nnen untereinander nicht ins Gleichgewicht
kommen, wohl aber die verschiedener Gruppen.

DaB3 die Gleichgewichtskurve der instabilen Form mit einer isotropen
Phase ganz im Innern des Zustandsfeldes der stabileren Modifikation liegt,
folgt ohne weiteres aus dem Verlauf und der gegenseitigen Lage der
G-Flichen. Der Verlauf der G-Flichen ist bekanntlich (Ziff. 6) so, daB die
G-Werte mit wachsendem p-Werte ansteigen und mit wachsendem T-Werte
abnehmen. Durch die G-Flichen einer stabilen Form £, einer total instabilen
Form % und der isotropen Phase s (Abb. 21) sei je ein Schnitt parallel der $- und
der T-Achse gelegt. Die Projektion der Schnittkurven der G-Fliche der Phase s
mit denen der beiden Formen %und %’ liefert die Gleichgewichtskurven s kund s %',
Es muB dann, da immer die G-Fliche fiir &’ oberhalb der fiir die stabilere Form

1) G. TaMmmANN, Ann. d. Phys. Bd. 40, S.297. 1913; Aggregatzustande, S. 112ff,
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Ziff. 28.

k liegt, auch die Projektion s#' innerhalb sk verlaufen. Ein Schneiden darf
nicht stattfinden. Fiir die beiden in Abb. 21 eingezeichneten Schnitte parallel
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Abb. 21. Gegenseitige Lage der G-Flachen von Schmelze
und Kristallarten.

der Druck- und Temperatur-
achse fallen die Schmelzdruck-
werte der instabilen Form 2}
und pj zwischen die der stabi-
len p, und p,. Fiir die gegen-
seitige Lage der Schmelzkur-
ven innerhalb der einzelnen
Quadranten kann man somit
folgende Regel aufstellen. Im
ersten und vierten Quadranten
ist der Gleichgewichtsdruck
der stabilen Form mit der iso-
tropen Phase kleiner als der
der instabilen mit derselben
Phase. Das Umgekehrte gilt
in "den beiden anderen Qua-
dranten. Die Gleichgewichts-
temperatur liegt in den beiden
ersten Quadranten fiir die sta-
bile Form oberhalb der fiir die
total instabile und unterhalb
derselben im dritten und wer-
ten Quadranten.

28. Relative Stabilitit
und Lage der Gleichgewichts-
punkte polymorpher Kristall-
arten. Treten in einem Ein-
stoffsystem zwei anisotrope
Phasen % und %' auf, die mit
der isotropen Phase s ins
Gleichgewicht kommen, sosind
die Stablhtatsbedmgungen

durch dJe gegenseitige Lage der G-Flichen gegeben. In dem in Abb 22. ge-
zeichneten Falle ist % entsprechend der tieferen Lage seiner G-Fliche die stabile,
k' die instabile anisotrope Modifikation. Da nun G eine Zustandsfunktion ist,

gilt die Beziehung:

daraus folgt:

|
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Abb. 22. Gegenseitige Lage
der G-Isothermen von Schmel-
ze und Kristallarten.
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Diese Gleichung gilt unabhingig davon, ob die G-Isothermen der beiden
polymorphen Formen in ihrem Verlauf zu hoheren Drucken zum Schnitt kommen
oder nicht, d. h. ob & eine partiell oder total instabile Form ist.

Es sei jetzt die Annahme gemacht, daB in dem betrachteten Druckintervall
die G-Funktion sich linear mit dem Druck 4ndert. Dies wird bei Beschrinkung
auf kleine Intervalle, in denen die Gleichgewichtskurven durch Geraden, die
G-Flichen durch ihre Tangentialflichen angenihert werden kénnen, erlaubt
sein. Unter diesen Voraussetzungen gilt dann:

(G — Ga)yy = (05 — v3) (21 — ).

Fiir eine weitere instabile Form £”, deren Gleichgewichtsdruck mit der isotropen
Phase p"’ sei, gilt analog:

(GE — Gr)pp = (vs — va) (PY — ) -

(G —Gr)yy 7 — P

Es sind also die Differenzen der G-Werte der instabilen Formen &' und 2"
gegen die stabile Form % beim Schmelz- (Verdampfungs-)Druck der betreffenden
instabilen Form proportional den Differenzen der Schmelz- (Verdampfungs-)
Drucke beider Formen. Diese Druckdifferenzen stellen mithin ebenfalls ein
MaB der gegenseitigen Stabilitit der Phasen dar.

Eine entsprechende Beziehung 148t sich aus der Lage der G-Isobaren fiir
die Schmelzpunktsdifferenzen bei dem betreffenden Druck ableiten. Unter An-
nahme eines geradlinigen Verlaufs der G-Isobaren in dem in Frage kommenden
Temperaturbereich ergibt sich also die Beziehung

(Gi—G)T _ T,—T;
G —G)T ~ T,—T7

Die Gleichungen gelten auch fiir den Fall, da die Kristallformen %, %/,
k'’ an Stelle der isotropen Phase s mit einer anderen anisotropen Phase ins Gleich-
gewicht kommen.

Diese Beziehungen sind die allgemeine Formulierung von dlteren Aussagen
iiber die gegenseitige Lage der Tripelpunkte bzw. Schmelzpunkte einer Reihe
instabiler Kristallarten. Nach van’t HoFF!) kommt eine instabile Form bei
einer tieferen Temperatur mit der dampfférmigen und fliissigen Phase ins Gleich-
gewicht als die stabile, und nach TaAMMANN2) stimmt die Reihenfolge der Schmelz-
punkte mit der der relativen Stabilitit der verschiedenen Kristallarten iiberein.

29. Bedingungen totaler und partieller Instabilitit. Ob es sich bei
der instabilen Kristallart 2 um eine total oder partiell instabile Form handelt,
hingt von dem gegenseitigen Verlauf der G-Flichen der stabilen und instabilen
Form ab. Schneiden sich die G-Flichen iiber dem von der Schmelzkurve ein-
geschlossenen Zustandsfeld des Anisotropen, so tritt beim Uberschreiten der
Schnittlinie ein Stabilititswechsel ein; es liegt partielle Instabilitdt vor.

Kommen die G-Flichen einer stabilen und einer instabilen Kristallform gar
nicht oder erst im Stabilititsgebiet der isotropen oder einer neuen anisotropen
Phase zum Schnitt, so liegt der Fall totaler Instabilitit vor. Ist der Verlauf der
G-Fliachen nur fiir einen Teil des Zustandsfeldes bekannt, so-lassen sich mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit Aussagen iiber deren weiteren Verlauf machen.

Daraus folgt:

1) van’t HorF, Vorlesungen iiber theoretische und physikalische Chemie 1899, 2. Heft,
S. 217. - .
2) G. TamMaNN, ZS. {f. phys. Chem. Bd. 29, S. 67. 1899.
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Die Neigung und Kriimmung der G-Isothermen wird durch % =v und
52 0 . .
-%;b—i = 5-; bestimmt. Unter der Annahme, dal die Kompressibilitidten sich mit
dem Druck nicht 4ndern, die G-Isothermen also eine gleichbleibende Kriimmung
besitzen, sind vier Fille des gegenseitigen Verlaufs derselben zu unterscheiden,
die durch die GréBenbeziehungen von Volumen und Kompressibilitit fiir At-

mosphirendruck gekennzeichnet werden koénnen:

, a‘l)]; a'Uk
Log>u i<
0 v} dv
> k> 5y =g
, 0 v avk
3. <<y "675—>79?’
, (97);0 0'Uk
4. U << Vg a—i)<a_?_'

Im ersten Fall konnen die G-Isothermen unmoglich zum Schnitt kommen, im
letzten Falle konvergieren sie zwar, brauchen sich aber nicht zu schneiden.
In den beiden anderen F#llen muB jedoch ein Schneiden der G-Isothermen ein-
treten. Bestimmend dafiir, ob totale oder partielle Instabilitdt vorliegt, ist
dann wieder, ob bei dem Druck des Schnittpunktes eine neue Phase mit geringeren
G-Werten, also groferer Stabilitdat besteht oder nicht.

Ganz analoge Betrachtungen lassen sich fiir die G-Isobaren anstellen, deren

Neigung und Kriimmung durch Entropie und spezifische Wiarme,
G _ g 866
oT o012 T

gegeben sind.

G. TamMann?) faBt die Ergebnisse dieser Betrachtungen in einer einfachen
Regel zusammen, die es mit einiger Wahrscheinlichkeit gestattet, lediglich aus
den GroBenbeziehungen der Volumen und der Schmelzwirmen zweier Formen
verschiedener Stabilitdt auf totale bzw. partielle Stabilitit zu schlieBen. Wenn
die instabilere Form das groflere Volumen und die kleinere Schmelzwéirme hat,
so tritt ein Stabilitatswechsel fiir beide Formen wahrscheinlicherweise nicht ein.
Derselbe ist aber zu erwarten, wenn fiir die Volumen und Schmelzwirmen die
umgekehrte GroBenbeziehung besteht.

30. Atomische Deutung der thermischen Kristallgruppen. Die Gleich-
gewichtskurven der Formen einer thermischen Kristallgruppe mit einer iso-
'tropen oder einer nicht zu der Gruppe gehorigen anisotropen Phase verlaufen
s0, daB die der instabileren Form von der der stabileren umschlossen wird. Diese
Beziehung ergab sich aus dem gegenseitigen Verlauf der G-Flichen, die fiir die
Formen einer Kristallgruppe innerhalb des Zustandsfeldes deren stabiler Form
nicht zum Schnitt kommen. Der gleichartige Verlauf der G-Flichen 148t eine
nahe Verwandtschaft der verschiedenen Formen einer thermischen Kristall-
gruppe vermuten, als deren Ursache G. TaAMMANN?2) erkannt hat, daB in den
Formen derselben Gruppe die gleiche Molekiilart verschiedene Raumgitter be-
setzt, wihrend die Gitter der Kristallarten verschiedener Gruppen desselben
Stoffes von verschiedenen Molekiilarten aufgebaut werden.

1) G. TAMMANN, Aggregatzustinde, S. 137.
?) G. TAMMANN, Aggregatzustinde, S. 140.
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TAMMANN geht von der Auffassung aus, daB die Raumgitter der Kristalle
nur von solchen Molekiilarten besetzt werden, die bereits in der Schmelze vor-
handen sind. Mehrere Kristallgruppen, die sich durch das Auftreten von Um-
wandlungskurven im Zustandsfeld anzeigen, sind demnach nur bei assoziierten
Stoffen zu erwarten, deren Schmelzen verschiedene Molekiilarten enthalten,
wihrend sich bei normalen Stoffen, die im fliissigen Zustande aus einer Mole-
kiilart bestehen, nur Formen derselben Kristallgruppe ausscheiden kénnen. Ob
eine Fliissigkeit normal oder assoziiert ist, 148t sich aus der GréBe der E6TvOsschen
d(y (M v)f)

aT
und dessen Temperaturabhingigkeit schlieBen; y bezeichnet darin die Ober-
flichenspannung in C.G.S.-Einheiten, Mv das molekulare Volumen in- Kubik-
zentimetern. Bei normalen Fliissigkeiten ist der Wert des Temperaturkoeffizienten
groBer als 2,0 und unabhingig von der Temperatur, bei assoziierten ist er
dagegen Kkleiner als 2,0 und wird mit steigender Temperatur kleiner. Wie
die von G. TAMMANNY) zusammengestellte Tabelle 2 erkennen liBt, scheiden
sich aus normalen Fliissigkeiten durchweg nur die Kristallarten einer ther-
mischen Kristallgruppe ab, wogegen bei assoziierten Fliissigkeiten in vielen
Fillen mehrere Kristallgruppen auftreten. Jeder dieser Kristallgruppen

Zahl des Temperaturkoeffizienten der molekularen Oberflichenenergie

Tabelle 2. Zahl der Kristallgruppen bei assoziierten und nichtasso-
ziierten Flussigkeiten und die Anderung ihrer molekularen Ober-
flachenenergie mit der Temperatur.

Anzahl . .
der o | _abwe®) | eboem’)
Kristall- instabilen ar a1
gruppen Formen
Wasser . 5 4 bzw. 2 0,88 <0
Essigsdure. 2 - 0,90 <0
Ameisensiure . 1 — 0,90 < 0
Schwefel 2 4 1,51 <0
Assoziiert{ Phenol . . 2 — 1,80 <0
Palmitinsaure . 1 — 1,60 0
Formanilid 1 1 1,66 <0
p-Toluidin. 1 — 1,91 0
o-Kresol 2 — 1,93 0?
Laurinsiure . 1 — © 2,00 0
“Anilin . . . . . . . 1 — 2,05 0
Tetrachlorkohlenstoff 1 1? 2,10 0
Menthol . 1 2 2,12 0
p-Chlortoluol 1 —_ 2,15 0
Athylendibromid 1 — - 2,20 0
Kohlensaure 1 — 2,22 0
Nitrobenzol . 1 — 2,23 0
p-Kresol . . . 1 - 2,24 (¢]
p-Dichlorbenzol 1 — 2,31 (]
Naphthalin . 1 — 2,29 ]
p-Xylol . 1 — 2,34 0
Benzol . 1 — 2,37 0
Azetophenon 1 - 2,40 0
Anethol 1 — 2,48 0
Myristinsaure 1 — 2,53 0
Diphenylamin . 1 - 2,62 0
Benzophenon - 1 2 2,63 0
Benzylanidin 1 - 2,70 0
Veratrol 1 1 2,93 0

1} G. Tammany, Ann. d. Phys. Bd. 40, S. 297. 1913; ZS. {. phys. Chem. Bd. 82, S. 176.
1913. :
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entspricht eine bestimmte Molekiilart, deren Menge in der Fliissigkeit von
Druck und Temperatur abhingig ist. Stets wird mit steigendem Druck der Ge-
halt der Schmelze an der Molekiilart kleineren Volumens, mit steigender Tem-
peratur an der Molekiilart gréBeren Warmeinhaltes zunehmen. Ist bei kleineren
Drucken die Konzentration der Molekiilart gréBeren Volumens so gro8, dafl das
Raumgitter der sich ausscheidenden Kristallarten von ihr besetzt wird, so
nimmt mit steigendem Druck die Konzentration der Molekiilart kleineren Vo-
lumens in solchem MaBe zu, daB sie sich kristallbildend betitigen wird. Besetzen
dagegen trotz der Anwesenheit mehrerer Molekiilarten bereits bei kleinen Drucken
die Molekiile mit den kleinsten Volumen das Raumgitter, so ist mit steigendem
Druck kein AnlaBl zum Auftreten einer neuen Kristallgruppe gegeben, wodurch
in erster Linie verstindlich gemacht wird, daB nicht in allen Fillen assoziierten
Flissigkeiten mehrere Kristallformen zukommen.

Die Zahl der Kristallgruppen ist also beschrinkt durch die Zahl der in der
Schmelze auftretenden Molekiilarten. Die Zahl der Kristallarten innerhalb einer
einzelnen Gruppe, in der sich eine bestimmte Molekiilart kristallbildend betitigt,
unterliegt keiner sol-
chen Einschrinkung.

“r Die Ahnlichkeit
; / der Kristallformen ei-

a° ner Gruppe in ihrem
thermodynamischen

Verhalten hat da-
mit eine atomistische
Deutung erfahren.
31. Das Zustands-
diagramm des Eises.
Die Zustandsfelder
partiell stabiler Kri-
stallformen sind im
$,T-Diagrammdurch
Gleichgewichtskur-
ven begrenzt, bei
denen die betreffende
Kristallart mit einer
anisotropen Phase ei-
70570 Zﬂﬂﬂ Jﬂﬂﬂ 7000 5000 oo 7[700 Mﬂﬂ 9000 70000 ner anderen Kristall-
hgpro7gem  gruppe oder mit einer
Abb. 23. Zustandsdiagramm des Wassers. isotropen Phase im
Gleichgewicht steht.
Als besonders lehrreiches Beispiel sollen die Versuchsergebnisse beziiglich des Zu-
standsdiagramms des Eises nachstehend kurz besprochen werden?). Nach den Unter-
suchungen von G. TAMMANN 2) und P. W. BripcmAN3) sind beim Eise in dem
bisher bis 20000 kg/cm? untersuchten Teil des Diagramms die Zustandsfelder
von nicht weniger als 5 partiell stabilen Modifikationen sicher festgestellt worden
(Abb 23). Von diesen Formen koénnen 4 mit dem Wasser ins Gleichgewicht

- 500

-806°

-100°)

~720°)

1) Zusammenstellungen iiber weitere Zustandsdiagramme von Einstoffsystemen finden
sich z. B. bei G. TamMaNN, Kristallisieren und Schmelzen, Leipzig 1903; Aggregatzustinde,
Leipzig 1922 und bei W. Eirer, Physikalisch-chemische Mmeralogle und Petrologie,
Dresden-Leipzig 1925.

2) G. TamMMANN, Kristallisieren und Schmelzen, S. 315. Leipzig 1903.

3) P. W. BrRiDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 47, S. 441. 1912.
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kommen. BRIDGMAN konnte die Schmelzkurve der Eisart VI bis zu 20670 kg
und 76,35° verfolgen, ohne das Auftreten einer weiteren Kristallart zu beob-
achten. Aus der Richtung der Schmelzkurven ist zu folgern, daB Eis I unter
Volumenausdehnung, die iibrigen Modifikationen unter Kontraktion kristalli-
sieren. Auf der fallenden Schmelzkurve des Eises I nimmt die Volumeninderung
beim Schmelzen mit dem Druck zu, auf den ansteigenden Schmelzkurven der
Eisarten III, V und VI dagegen ab, wihrend die Schmelzwirmen sich in ent-
gegengesetzter Weise andern. Die Anderung des Wirmeinhaltes und des Vo-
lumens beim Schmelzen verliuft also auf den Schmelzkurven simtlicher Eis-
arten in dem Sinne, wie er als Bedingung fiir das Nichtauftreten eines kritischen
Punktes angegeben worden ist (s. Ziff. 5 ff.).

Kiithlt man unter hohem Druck stehendes Wasser ab, so bildet sich nicht
immer die Eisart, deren stabiler Teil der Schmelzkurve iiberschritten wird. Bis
2700 kg/cm? bildet sich immer nur Eis I, obwohl der Tripelpunkt von Eis I,
Eis IIT und Wasser bereits bei 2100 kg und — 22° liegt. Ebenso lassen sich die
Kristallisationskurven der Eisarten III und VI noch im Zustandsfelde der Eis-
art V verfolgen. So entstehen bei der Abkithlung bei 4000 kg/cm? noch Kerne
von Eis ITI und iiber 5000 kg schon solche von Eis VI. Weiter 148t sich die Gleich-
gewichtskurve Eis I — Eis III weit in das Zustandsgebiet von Eis II verfolgen.
Eis IT erhilt man nur durch Kompression des Eises I unterhalb —70°.

Mit sinkender Temperatur nimmt die lineare Umwandlungsgeschwindigkeit
stark ab Infolgedessen ist es schwer, die steil nach tieferen Temperaturen ver-
laufenden Umwandlungskurven der verschiedenen Eisarten festzulegen. Ist
nur eine Kristallart vorhanden, so kann der Druck erheblich iiber den Umwand-
lungsdruck gesteigert werden, ehe die neue dichtere Form sich bildet und um-
gekehrt. Die Umwandlungskurven kénnen um so mehr iiberschritten werden,
ohne daf sich die neue, nunmehr stabile Eisart bildet, je geringer die Umwandlungs-
geschwindigkeit, d. h. je tiefer die Temperatur ist. In Abb. 23 sind die Grenzen,
bis zu denen die Kristallisation der neuen Modifikation ausbleibt, durch strich-
punktierte Kurvenziige angedeutet. Daraus ist zu ersehen, da unterhalb —130°
Eis I bis 3000 kg/cm? und Eis IIT bis zu gewo6hnlichem Druck bestdndig ist.

Besondere Beachtung verdient die Umwandlungskurve Eis I/III, da auf
ihr die Umwandlungswirme durch den Nullwert geht, wihrend 4v einen end-
lichen Wert besitzt. Zwar jst bei vielen Umwandlungskurven festgestellt worden,
daf Q kleine Werte annimmt. Aber die Umwandlungskurve Eis I/III ist neben
der von Benzol I und Benzol II die einzige, bei der der Ubergang der Wirme-
tonung der Umwandlung von positiven zu negativen Werten nachgewiesen werden
konnte. Die folgende Tabelle enth#lt die Versuchsergebnisse von G. TAMMANN;
bei — 40° verschwindet Q, so daB bei dieser Temperatur die Umwandlungskurve
riickldufig wird.

Nach BripGMaN?) verschwindet Tabelle 3.
in guter Ubereinstimmung mit den Umwandlungswarme Eis I/IIL
TammaNNschen Bestimmungen @ bei Temp. Druck p dp Q
—43°. °C in kg/cm? ar cal/g
BRIDGMAN hé}t dieVolumenfliche —op° 2200 3.1 3.6
des Wassers bis zu 13000 kg/cm? und —30° 2225 —3,0 2,9
40° festgelegt. Sie zeigt in diesem Be- —40° 2255 0 0
reich eine Reihe von UnregelmiBigkei- —46° 2255 +1.2 —1.2
. . —50 2250 +1.4 | —14
ten, die G. TAMMANN mit dem Auftreten —60° 2236 16 —17
der verschiedenen Eisarten in Verbin- —70° 2200 — —

1) P.-W. BrRIDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 47, S. 524 u. 526. 1912.
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dung gebracht hat. Bei bestimmten Drucken, die von der Temperatur nur wenig
beeinfluBt werden, nimmt die Kompressibilitit des Wassers besonders stark
ab. In Abb. 23 sind diese Druckwerte durch die punktierten Kurven 1 bis 3
angedeutet.

Es wurde bereits gezeigt (Ziff. 30), daB die sich kristallbildend betitigenden
Molekiilarten bereits in der Schmelze vorhanden sein miissen. Da die verschie-
denen in den assoziierten Fliissigkeiten vorkommenden Molekiilarten sich hin-
sichtlich ihres Molekularvolumens und ihres Energieinhaltes unterscheiden, so
werden sich bei Anderung von Temperatur und Druck ihre Konzentrationen
verschieben miissen. Tritt unter bestimmten Zustandsbedingungen eine besonders
starke Konzentrationsinderung ein, so wird sich diese in einer Stérung der Vo-
lumenfliche bemerkbar machen. Verstirkte Abnahme der Konzentration der
Molekiilart  groBferen
Volumens beieinem be-
stimmten Druck wird
eine gréBere Abnahme
der Kompressibilitdt
als bei hoéheren und
kleineren Drucken zur
Folgehaben.IndenFel-
dern derVolumenfliche
zwischen zwei Kurven
verstirkter Kompressi-
bilititsinderung wird
die Molekiilart in iiber-
wiegender Menge in der
Fliissigkeit vorhanden
sein, die das Raum-
gitter der Kristallart
besetzt, deren stabile
Schmelzkurve an den
3 | 1 1 | betreffenden Streifen
2000 2100 @ 2200 2300 3600 kg femz  der Volumenfliche an-

Abb. 24. Gleichgewichtskurven der instabilen Eisformen. grenzt. Die Relhen—

: , folge der Volumina der

verschiedenen Molekiilarten des Wassers entspricht der der Volumina der ver-

schiedenen Eisarten. Das von den Kurven 2 und 3 begrenzte Feld, in dem die

Molekiile besonders zahlreich vorhanden sind, die das Eis V bilden, besitzt eine

geringere Ausdehnung als die stabile Schmelzkurve dieser Modifikation. Damit

steht die oben bereits angefithrte Beobachtung in Einklang, daB bei der Ab-

kithlung des Wassers unter Druck die Eisart V sich spontan nur in einem eng-
begrenzten Gebiet bildet.

Diese Beziehungen des Zustandsdiagramms des Eises zu den Kurven anor-
maler Kompressibilitit des Wassers sind eine weitere wichtige Stiitze fiir die
Annahme, da nur solche Molekiile sich kristallbildend betitigen, die bereits
in der Schmelze vorhanden sind.

Beim Wasser sind neben den genannten stabilen Formen noch weitere
Kiristallarten festgestellt worden, denen jedoch im ganzen untersuchten Bereich
der Zustandsebene ein Stabilititsfeld nicht zukommt. Das Zustandsfeld von
Eis III ist allseitig von der Schmelzkurve und von Umwandlungskurven um-
schlossen. Das Zustandsfeld einer total instabilen Form derselben Kristallgruppe
mull vollkommen innerhalb des Zustandsbereiches der stabilen Form liegen.
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Die Gleichgewichtskurven einer total instabilen Form des Eises III’ mit den
Kristallarten anderer Gruppen oder mit dem Wasser werden infolgedessen den
entsprechenden Gleichgewichtskurven der stabilen Form III annihernd parallet
verlaufen miissen. Abb. 24 zeigt, daB in der Tat im Eis III” der Fall totaler
Instabilitit verwirklicht werden konnte. Die Zahl der total instabilen Formen
des Eises ist recht betrichtlich. Neben dem Eis I gibt es noch eine instabile
Form I, die sich zwar selten aus dem Wasser, aber immer aus Eis III bei Vo-
lumenvergréBerung bildet. Deren Schmelzkurve verliuft 0,5° unterhalb der
von Eis I und miindet in den Tripelpunkt 4, in dem die Eisarten I’ und IIT’
mit dem Wasser koexistieren. Der instabilen Form I’ reiht sich eine andere,
noch instabilere Form Eis I und gar noch ein Eis I"’" an. Alle Formen dieser
Gruppe Eis I schmelzen unter Volumenverkleinerung, ihre Schmelzkurven laufen
in groBen Ziigen der der stabilen Form Eis I paraliel.

Ohne die von TAMMANN gegebene Einteilung in Kristallgruppen wiirde es
kaum gelungen sein, die zahlreichen Beobachtungen iiber das Auftreten poly-
morpher Modifikationen im Zustandsfelde des Eises zu einem klaren und syste-
matischen Bilde zu ordnen.

f) Mehrstoffsysteme.

Bei den Systemen mit mehr als einer Komponente sollen nur die wichtigsten
allgemeinen Gesichtspunkte, die fiir den Ubergang anisotroper Phasen in andere
anisotrope oder in den isotropen Zustand bedeutsam sind, dargestellt werden.
Fiir ein eingehendes Studium sei vor allem auf das Werk von B. RoozEBoom
und seinen Schiilern verwiesen: Die heterogenen Gleichgewichte vom Stand-
punkte der Phasenlehre, Braunschweig 1901, 1913, 1918. Eine kiirzere Darstel-
lung gibt G. TAMMANN in seinem Lehrbuch der heterogenen Gleichgewichte,
Braunschweig 1924. Wegen der Anwendung der Lehre der heterogenen Gleichge-
wichte auf Sondergebiete seien die metallographischen Lehrbiicher von R. RUERY),
W. GUERTLER?), P. GOERENS?) und G. TaAMMANNY%) und die ,,Grundlagen der
physikalisch-chemischen Petrographie” von H. E. BoEKE und W. E1TEL, Berlin
1923, ferner ,,Physikalisch-chemische Mineralogie und Petrologie“ von W. E1TEL,
Dresden-Leipzig 1925, erwdhnt, die auch kurzgefaBte allgemeine Darlegungen
der theoretischen Grundlagen enthalten.

32. Zweistoffsysteme. Die Darstellung der Gleichgewichte der verschie-
denen Phasen eines Zweistoffsystems erfolgt im Druck-Temperatur-Konzen-
trationsdiagramm. Bei der Behandlung fliissiger und kristalliner Kérper ohne
Beriicksichtigung der Dampfphase geniigt es im allgemeinen, sich auf die Fest-
legung der Gleichgewichtskurven fiir Atmosphdrendruck zu beschrinken. Die
Darstellung geschieht fiir einen solchen isobaren Schnitt im Temperatur-Kon-
zentrationsdiagramm. Die Zusammensetzung einer Mischung ist bestimmt, wenn
die Masse der Mischung und die einer Komponente bekannt ist. Wird erstere
unverdndert gleich 1 gehalten, so kann die Anderung der Zusammensetzung
einer Reihe bindrer Mischungen als Funktion einer Variabeln angesehen werden.
Entweder kann man die Zusammensetzung der- Mischung in Gewichts-
prozenten der einen Komponente ausdriicken, oder man bedient sich des Molen-
bruchs x zur Kennzeichnung Letzterer gibt den Bruchteil der Atome oder
Molekiile der einen Komponente von der Gesamtzahl der in der Mischung vor-
handenen Atome oder Molekiile an.

1
2

) R. RUER, Metallographie in elementarer Darstellung, Leipzig 1921.
) W. GUERTLER, Metallographie, Lehr- und Handbuch. Berlin 1913.
) P. GoEreENns, Lehrb. d. Metallogr. Halle 1915.

) G. TammannN, Lehrb. d. Metallogr. Leipzig 1923.
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a) Gleichgewichtsbedingungen im Zweistoffsystem. Findet in
einem Zweistoffsystem ein Massenumsatz dm statt, so wird damit eine Energie-
dnderung verbunden sein:

AU =TdS — pdv 4+ pdm.

Einem Massenumsatz entspricht hier eine Anderung der Konzentration x der

an der Umsetzung beteiligten Phasen. Ist M das Molekulargewicht, so ist
dm = Madx,

demnach gilt:

) AU=TdS —pdv+ uMdx.
Nun ist

dG =4dU — TdS — SdT + pdv +vdp= —SdT +vdp + nMdx.
Fiir konstanten Druck und konstante Temperatur folgt daraus:

oG
i nM.
Als Gleichgewichtsbedingung zweier Phasen 1 und 2 gilt wieder:
P = Mg
0G, ¢G,
d- h- ?‘x‘— —_— ax .

Im Zweistoffsystem sind also im Gleichgewicht nicht, wie im Einstoffsystem, die
G-Werte selbst gleich, sondern ihre Ableitungen nach dem Molenbruch % bei kon-
stantem p und 7. Geometrisch besagt dies, daB im Falle des Gleichgewichtes an
die G-Kurven der beiden Phasen eine gemeinsame Tangente zu legen ist. Die
Projektion der Berithrungspunkte auf die x-Achse gibt die Zusammensetzung
der beiden im Gleichgewicht befindlichen Phasen an.

Die Stabilitdtsbedingung ist dieselbe wie im Einstoffsystem; der stabilen
Phase entspricht der kleinere G-Wert.

Uber die Gestalt der G-Kurve in einem T, »-Diagramm liBt sich allgemein
folgende Aussage machen: Besitzen die beiden Komponenten keine gegenseitige
Léslichkeit, so wird der G-Wert der Gemenge sich nach der Mischungsregel aus
denen der Komponenten ergeben. Sind die beiden Komponenten in irgendeinem
Aggregatzustande liickenlos miteinandér mischbar, so ist in jedem Falle diese
homogene Mischung stabiler als das heterogene Gemenge der Komponenten.
Folglich liegt der G-Wert der homogenen Mischung fiir eine beliebige Zusammen-
setzung unterhalb der die G-Werte der Komponenten verbindenden Geraden.
Die G-Kurve fiir eine liickenlose Reihe homogener Mischungen ist also immer

konvex zur x-Achse gekriitmmt ist stets positiv.

2

 Ox?
Fir die Koexistenz zweier Phasen 1 und 2 gilt nach J. D. VAN DER WAALS

und Pu. KonnsTaMM?!) allgemein folgende Differentialgleichung, in der v das

spezifische Volumen, S die Entropie und x die molekulare Konzentration be-

deuten (s. ds. Band Kap. 3 u. 4):

oS

0
(va—0y) — (Fp— %) oo tdp = (Sy— Sy) — (Fg— %)
0%, 0%,

02G
}dT + (%5— %) <W> ER
Der Faktor von dp gibt die Voluménderung bei der Lésung der Phase 1 in einer
sehr groBen Menge von 2 an, der Faktor von d T stellt die dazugehérige Losungs-
wirme und der Faktor von dx die Potentialdnderung dar.

1) J. D. vaAN DER Waars u. Pu. KouNstamyM, Lehrb. d. Thermodynamik, Bd. II,
S. 76. Leipzig 1912.
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p) Bindre Schmelzdiagramme. Essollen eine Reihe von Grundtypen von
bindren Schmelzdiagrammen behandelt werden, aus denen sich die realen Zu-
standsdiagramme der bindren Systeme zusammensetzen lassen.

1. Sind beide Komponenten im kristallinen und fliissigen Zu-
stand liickenlos mischbar, so lassen sich bei konstantem Druck aus den
G-Flichen der Schmelze und des Kristallisierten die Gleichgewichtstemperaturen
und die Zusammensetzungen koexistierender Phasen ableiten.

Die G-Flichen sind bei konstant gehaltenem Druck Funktionen der Tem-
peratur T und der molekularen Konzentration.x. Die G-Isobaren der Kompo-
nenten sind Kurven, die konkav zur T-Achse gekriitmmt sind und mit zunehmender

7
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Abb. 25. a) Verlauf der G-Flichen bei einer biniren liickenlosen Mischkristallreihe.
b) Das T, ¥-Diagramm. c) Die Abkiihlungskurve.

Temperatur fallen (s. Ziff. 6). Dasselbe wird fiir die Isobaren der Mischungen gel-
ten, da diese ebenfalls homogene Phasen darstellen. Die Isothermen sind immer
konvex zur x-Achse gekriimmt.

Bei Temperaturen unterhalb des Schmelzpunktes beider Komponenten ist
die kristalline Phase, oberhalb desselben die Schmelze die stabile Phase. Ober-
halb der Schmelzpunkte werden deshalb die G-Werte der Schmelze unter denen des
Kiristalls, bei Temperaturen unterhalb der Schmelzpunkte iiber denen des Kristalls
liegen (Abb. 25a).

In den Schmelzpunkten der beiden Komponenten miissen sich, da beide Phasen
im Gleichgewicht sind, die G-Isobaren schneiden. In einem bestimmten Tem-
peraturintervall wird es mdglich sein, parallel der G, x-Ebene an die G-Kurven
beider Phasen eine gemeinsame Tangente zu legen. Das bedeutet, daBl bei der
betreffenden Temperatur zwischen den beiden Mischungen der Konzentrationen
% = % erfilllt ist. Die Projektion

0x 0%
der Berithrungspunkte auf diex, T-Ebene ergibt die Zusammensetzung der beiden

%, und x, die Gleichgewichtsbedingung

Handbuch der Physik. X. 8
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miteinander im Gleichgewicht befindlichen Phasen. Die Projektion des Stiickes
der Doppeltangente zwischen den beiden Beriithrungspunkten ist die Konode, die
die koexistierenden Phasen verbindet. Die Projektionen der Beriihrungspunkte
aller Doppeltangenten erzeugen die Kurven der Zusammensetzungen der Schmel-
zen und der damit im Gleichgewicht befindlichen kristallinen Phasen. Uber den
reinen Komponenten schrumpft die von den Doppeltangenten gebildete Regel-
fliche zu einem Punkte zusammen. In Abb. 25bist das so abgeleitete T, x-Diagramm
noch einmal gesondert gezeichnet. Es besteht das Gebiet homogener Schmelze
oberhalb der Liquiduslinie C DE, das Gebiet der homogenen festen Lésung unter-
halb der Soliduslinie CD’E und zwischen beiden Kurven das heterogene Gebiet,
in dem die Mischungen in eine kristalline und eine fliissige Phase zerfallen, die
miteinander in Gleichgewicht stehen. Bei der Temperatur T, zerfillt z. B. die
Mischung der Zusammensetzung 4 in die Schmelze ¢ und den Mischkristall e.
Deren gegenseitige Mengenverhiltnisse werden durch die sogenannte Hebel-
beziehung geregelt, nach der sich die Mengen von Schmelze und Kristall wie
die Strecken de und cd verhalten:

Menge der Schmelze de

Menge des Kristalls  cd

Verfolgen wir den Abkiihlungsvorgang einer Schmelze der soeben behandelten
Zusammensetzung, so beginnt beim Uberschreiten der Liquiduslinie bei der
Temperatur T, aus der Schmelze die Ausscheidung eines Mischkristalles der
Konzentration 5. Mit weiterer Abkiihlung verschiebt sich unter Voraussetzung
geniigender Diffusion der Komponenten im kristallisierten Zustande die Kon-
zentration des Mischkristalles l4ngs der Soliduskurve zu hoéheren Werteh der
niedriger schmelzenden Komponente A, wihrend gleichzeitig die Schmelze sich
lings der Liquiduskurve ebenfalls an A anreichert. Bei der Temperatur T, be-
zeichnen ¢ und ¢ die Konzentration von Mischkristall und Schmelze. Die Kri-
stallisation geht zu Ende, sobald die Temperatur bis auf 75 gesunken ist, bei der
die Zusammensetzung des Mischkristalles g die der Ausgangsschmelze a4 erreicht
hat, wihrend gleichzeitig die Menge der noch vorhandenen Schmelze f Null ge-
worden ist.

Auf der Abkiihlungskurve duBlert sich die Ausscheidung der Mischkristalle
durch eine Verzogerung der Abkithlungsgeschwindigkeit (Abb. 25¢). Ein Halte-
punkt tritt wegen der sich dauernd verschiebenden Konzentration der kristalli-
sierten Phase nicht auf. Die Verzogerung hilt solange an, bis simtliche Schmelze
kristallisiert ist. Beginn 2 und Ende g dieses Intervalles ergeben die Temperaturen
der Liquidus- und Soliduslinie fiir die betreffende Konzentration.

Einen anders gearteten Verlauf zeigen die Gleichgewichtskurven des T, x-
Diagramms, wenn die Schmelzpunkte beider Komponenten durch- Zusatz der
anderen im gleichen Sinne beeinfluBt werden. Bei Erniedrigung der Schmelz-
temperaturen tritt ein Minimum,. bei Erhchung derselben ein Maximum auf
den Solidus- und Liquiduskurven auf. Fiir in diesem Sinne ausgezeichnete Punkte

. oT . . . . . .
mul3 bei konstantem Druck —— = 0 sein. Die allgemeine Differentialgleichung

Ox
fiir koexistierende Phasen geht fiir konstanten Druck (dp = 0) iiber in:
02G
oT (¥ — %) Ere)
ox 39S’

(Sg — Sp) — (% — xy) E’x"l

625

0x2

ist stets positiv, S,—S; und %, — #; sind immer endliche GréBen. Es kann
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damit ein Nullwerden dieses Ausdruckes nur eintreten, wenn (%, — %,) verschwin-
det. Im Maximum oder Minimum der Kurven beginnender und endender Kri-
stallisation haben beide koexistierenden Phasen also gleiche Zusammensetzung;
dann muB die Kristallisation isotherm erfolgen, so daB sich beide Kurven im
Maximum oder Minimum berithren miissen.

2. In gleicher Weise 148t sich das Schmelzdiagramm aus der G-Funktion
ableiten, wenn im fliissigen Zustande beide Komponenten liickenlos
mischbar sind, Mischkristallbildung aber nicht erfolgt. Schmelze
und Kiristall werden fiir solche Temperaturen im Gleichgewicht sein, fiir die
vom G-Wert des Kristalls, der in diesem Fall der reinen Komponente entspricht,
an die konvex zur x-Achse gekriimmte G-Kurve der flilssigen Mischung eine
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Abb. 26 a—e Verlauf der G-Isothermen im Zweistoffsystem bei liickenloser Mischbarkeit

nur im fliissigen Zustande.

Tangente zu legen ist. Da bei der Temperatur T'; oberhalb der Schmelzpunkte
beider Komponenten die G-Werte der Kristalle hoher als die der Schmelze liegen,
ist es nicht méglich, eine solche Tangente zu zeichnen (Abb.26a). Unterhalb der
Schmelzpunkte der Komponenten sind die G-Werte der Kristallphase kleiner als
die der Schmelzen. Es lassen sich dann in jedem Falle Tangenten an die G-Kurve
legen (Abb. 26 b—e).

Die x-Werte der Beriihrungspunkte geben die Zusammensetzung der mit
dem Kristall koexistenten Schmelze an. Wenn die Verbindungsgerade der
G-Werte beider Komponenten die G-Kurve der Schmelze berithrt (Abb. 26d),
so werden bei dieser Temperatur T, beide Kristallarten gleichzeitig mit der
Schmelze im Gleichgewicht sein. Die durch den Berithrungspunkt bestimmte
Schmelze ist die eutektische.

Unterhalb dieser eutektischen Temperatur T, schneidet oder beriihrt die
Verbindungsgerade der G-Werte der beiden Komponenten die G-Kurve der

S*
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Mischungen nicht mehr; daher wird hier nur ein Gemenge beider Kristallarten
stabil sein. Die Berithrungspunkte 5. und 6 der jetzt an die G-Kurven der Mi-
schungen gelegten Tangenten geben die Zusammensetzungen der Schmelzen an,
die sich im iibersittigten Zustande mit Kristallen im labilen Gleichgewicht be-

finden wiirden. Die Ubertragung der
fiir die verschiedenen Temperaturen ge-
wonnenen Beriihrungspunkte in ein
Temperatur - Konzentrationsdiagramm
ergibt das Schmelzdiagramm (Abb. 27).

Wird bei der Aufnahme einer Ab-
kithlungskurve die Gleichgewichtskurve
iberschritten, so tritt infolge der primér
einsetzenden Kristallisation der reinen
Komponente eine Verzogerung der Ab-
kithlungsgeschwindigkeit und damit
ein Knick auf der Temperatur-Zeit-
kurve auf. Infolge der Anreicherung
der Schmelze an der anderen Kompo-
nente wird sich die Temperatur und
die Zusammensetzung der Schmelze
auf der Kurve der beginnenden Kri-
stallisation #ndern. Erreicht sie die
Zusammensetzung des eutektischen Ge-
menges, so beginnt die gleichzeitige
Ausscheidung derzweiten Kristallar't bei

28/t —s

Abb. 27. Das T, x-Diagramm eines Zweistoff-
systems beim Feblen von Mischbarkeit im

anisotropen Zustand.

konstanter Temperatur. Eine Schmelze
der Zusammensetzung des Eutektikums
wiirde nur diesen eutektischen Halte-
punkt aufweisen. Bei den reinen Kom-
ponenten ist die eutektische Halte-

zeit Null. Sie nimmt bis zur Zusammensetzung des Eutektikums linear zu,
so daBl dessen Konzentration auch als Schnittpunkt der beiden Geéraden fiir die
eutektischen Haltezeiten gekennzeichnet ist. Abb. 27 zeigt in ihrem unteren
Teil die Gestalt der Abkithlungskurven fiir verschiedene Konzentrationen.
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Abb. 28. Auftreten einer Verbindung
im Zweistoffsystem.

3. Bilden die beiden Komponenten
im kristallisierten Zustande eine Ver-
bindung 4,,B,, so kénnen unter der An-
nahme vollstindiger Mischbarkeit im fliissigen
Zustande zwei Fille unterschieden werden:
Die Verbindung schmilzt kongruent unter
Bildung einer Schmelze von derselben Zu-
sammensetzung oder inkongruent, indem aus
der Verbindung eine Schmelze, die reicher
an einer Komponente ist, und Kristalle der
andern Komponente entstehen.

a) Die Verbindung 4,, B, schmilzt kon-
gruent (Abb. 28). Unterhalb des Schmelz-
punktes der Verbindung liegt deren G-Wert
unter der G-Kurve der fliissigen Mischungen.
Die Bertihrungspunkte der beiden von hier an
die G-Kurve der Schmelze gelegten Tangenten
geben die Zusammensetzung der beiden mit
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der Verbindung im Gleichgewicht befindlichen Schmelzen an. Mit stgigender
Temperatur nihern sich die Zusammensetzungen beider Schmelzen einander,
um bei dem Schmelzpunkt der Verbindung gleich zu werden. Hier wird die

. T s .
Schmelzkurve ein Maximum aufweisen; es gilt: %6— == 0. Die Léslichkeitskurve

der Verbindung schneidet bei tieferen Temperaturen die Gleichgewichtskurven
der reinen Komponenten mit den Schmelzen. Beide Schmttpunkte sind eutek-
tische Punkte, in denen die Kristalle der Verbmdung und je einer Komponente
mit der Schmelze im Gleichgewicht sind. Das in Abb. 28 dargestellte Diagramm
setzt sich also formal aus zwei Einzeldiagrammen der vorher besprochenen Art
zusammen, in denen die Verbindung A, B, die Rolle der einen Komponente
ibernimmt. Beider Zusammen-
setzung der Verbindung ver-
schwinden die eutektischen 77
Haltezeiten.

DaB im Maximum der Lés-
lichkeitskurve der Verbindung
eine Schmelzpunktserniedrigung
durch Zusatz kleiner Mengen
der Komponenten nicht eintritt, 4
ist darauf zuriickzufithren, dal z Am&n
die Verbindung unter teilweiser a
Dissoziation in ihre Komponen-
ten schmilzt?).

- b) Die Verbindung schmilzt
inkongruent (Abb. 290 a—d). Bei
der Schmelztemperatur T, der
Verbindung sind drei Phasen
miteinander im Gleichgewicht:
die Verbindung A4,B,, die
B-Kristalle und die Schmelze ¢. 4
Ihre G-Werte werden demnach

auf einer eraden liegen

(Abb. 29 %b rhalb di gser Abb. 29. a—c) Verlauf der G-Isothermen beim
i a') erha 1e' Auftreten einer inkongruent schmelzenden Verbin-

Gleichgewichtstemperatur wird dung. d) Das T, »-Diagramm.

die Verbindung nur noch in-

stabil sein. Ihr G-Wert liegt oberhalb der Tangente, die vom G-Wert der
Komponente B an die G-Kurve der fliissigen Mischungen gelegt werden kann
(Abb. 29b). Die Abszissenwerte 2 und 3 der Beriihrungspunkte der vom G-Wert
der Verbindung an die G-Kurve der Schmelzen zu legenden Tangenten geben
die Zusammensetzungen der Schmelzen an, mit denen die instabil gewordene
Verbindung im Gleichgewicht sein wiirde. Der Teil der Léslichkeitskurve der
Verbindung im instabilen Gebiet 148t sich nicht realisieren, da Kristalle nicht
iiberhitzt werden kénnen.

Bei der Temperatur 7, unterhalb des Schmelzpunktes der Verbindung er-
geben die von ihrem G-Wert an die G-Kurve der Schmelze gelegten Tangenten
die Gleichgewichtspunkte 4 und 6 zwischen den Kristallen der Verbindung und
der Schmelze. Der Berithrungspunkt 5 der Tangente vom G-Wert der Kompo-
nente B an die G-Kurve der Schmelze gibt die Konzentration der Schmelze an,
die mit den B-Kristallen im instabilen Gleichgewicht steht. Die Ubertragung der

)

x Ambn 5 4 x AmBn

1) R. RUER, ZS. f. phys. Chem. Bd. 59, S. 1. 1907.
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x-Werte der bei den verschiedenen Temperaturen miteinander im Gleichgewicht
befindlichen Phasen liefert das Zustandsdiagramm in der x-T-Ebene (Abb.29d).
Lings der Kurve d ¢ beginnt die Ausscheidung von B-Kristallen. Bei Warme-
entziehung wird sich die Schmelze an 4 anreichern, und ihre Zusammensetzung
andert sich lings dc. Hat die Schmelze die Temperatur des Punktes ¢ erreicht,
so reagieren bei dieser Temperatur die ausgeschiedenen B-Kristalle unter Bildung
der Verbindung A4,, B, mit der Schmelze, bis unter Voraussetzung vollstindig
verlaufender Reaktion die B-Kristalle verschwunden sind. Bei weiterer Warme-
entziehung scheiden sich primir A4,, B,-Kristalle aus der Schmelze aus; die Zu-
sammensetzung der Schmelze #ndert sich lings ¢ . Hat die Schmelze die Kon-
zentration & erreicht, so kristallisiert die Verbindung A4,B, bei konstanter
Temperatur gemeinsam mit der Komponente A eutektisch. _

Die Zusammensetzung der Verbindung 148t sich in zweifacher Weise fest-
legen. Die Zeitdauer des Haltepunktes bei Bildung der Verbindung weist bei
ihrer Konzentration bei vollstindig verlaufender Reaktion einen Hochstwert
auf, wihrend gleichzeitig die eutektische Haltezeit verschwindet (Abb. 29d.)

4. Sind die beiden Komponenten nicht in allen Verhiltnissen
mischbar, so treten Mischungsliicken im fliissigen oder kristallisierten Zu-
stande auf.

a) Die beiden Komponenten mischen sich im kristallisierten
Zustande nicht in allen Verhidltnissen. Die vollstindige Mischbarkeit
zweier Komponenten im kristallisierten Zustande ist an gewisse Bedingungen
gekniipft, die die Komponenten hinsichtlich ihres strukturellen Aufbaus erfiillen
miissen. Die Untersuchung einer groBen Anzahl von Zweistoffsystemen hat ge-
zeigt, daB eine notwendige, wenn auch nicht hinreichende Vorbedingung' zur
Blldung einer liickenlosen Mischkristallreihe die Ubereinstimmung des Raum-
gittertypus beider Komponenten ist. Die Mischkristallbildung ist mithin ato-
mistisch dahin zu deuten, daB die Atome der zugesetzten Komponente in allen
Mischungsverhiltnissen in das Gitter der anderen eintreten konnen, ohne dafl
die Stabilitit gestért wird. Entsprechend dem dadurch gegebenen kontinuier-
lichen Ubergang der anisotropen Phasen der beiden Komponenten, wird die
Anderung der G-Werte mit der Konzentration durch einen kontinuierlichen
Kurvenzug wiedergegeben.

Ganz anders liegen die Verhiltnisse, wenn die beiden Komponenten 4 und B
sich im Raumgittertypus ihrer stabilen Form unterscheiden. Die Erfahrung
zeigt, daB dann das Raumgitter der einen Komponente den Eintritt von Atomen
der anderen nur bis zu einer gewissen Grenze ertrigt. In Mischungen, deren
Zusammensetzung diese Grenze iiberschreitet, zerfillt die anisotrope Phase in
die beiden Kristallarten, deren Konzentration durch jene Grenzwerte bestimmt
wird. Die Grenzen einer solchen Mischungsliicke, die Konzentrationen der ge-
sittigten Mischkristalle, lassen sich durch folgende Uberlegungen bestimmen.
Wire es moglich, iiber die Sattigungsgrenze hinaus in das Raumgitter der Kom-
ponente A Atome der Komponente B einzulagern, so wiirde diesen jetzt instabilen
Mischkristallen mit dem Raumgitter der Komponente 4 im Konzentrations-
bereich der stabilen Mischkristalle mit dem Raumgitter der Komponente B ein
hoherer Wert des thermodynamischen Potentials entsprechen?). Die G-Isotherme
der ganzen gedachten Mischkristallreihe mit dem Raumgitter der Komponente A4
wiirde die Form der Kurve A der Abb. 30 a haben. Bei der Konzentration der
reinen Komponente B wiirde sie bei einem G-Wert endigen, der groBer ist als
der G-Wert der stabilen Kristallart B. In entsprechender Weise wiirde sich

1) A. Smirs, Theorie der Allotropie, Leipzig 1921, S. 4.
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unter Annahme einer unbegrenzten Mischkristallreihe mit dem Raumgittertypus
der Komponente B das thermodynamische Potential auf der Kurve B dndern.
Dabei beziehen sich die gestrichelten Teile der Kurven auf nicht realisierbare
Mischkristalle.

Nach der Gleichgewichtsbedingung koexistieren bei der angenommenen
Temperatur T, (Abb. 30a) die Mischkristalle der Konzentrationen « und b, die
den Berithrungspunkten der gemeinsamen Tangenten an beiden G-Kurven ent-
sprechen. Bei Konzentrationen, die diese Gleichgewichtskonzentration {iber-
schreiten, sind die G-Werte der Gemenge der beiden gesittigten Mischkristalle
kleiner als die der Mischkristallreihen; diese sind daher nicht stabil. Der Verlauf

B8 A r
d . e f

Abb. 30a—e) Verlauf der G-Isothermen beim Auftreten einer Mischungsliicke im
festen Zustande. f) Das T, »-Diagramm.

der G-Isotherme der Schmelze bei héheren Werten bedeutet, daf3 bei der Tem-
peratur T, alles kristallisiert ist.

Mit Anderung der Temperatur dndert sich auch die gegenseitige Lage der
G-Isothermen. Bei der Temperatur T, (Abb. 30b) beriithrt die Doppeltangente
obendrein -die ‘G-Isotherme der Schmelze; drei Phasen, die beiden gesittigten
Mischkristalle ¢ und e und die Schmelze d, sind miteinander im Gleichgewicht.
Die Temperatur T, ist die eutektische Bei der noch hdéheren Temperatur T
{Abb. 30c¢) sind drei Doppeltangenten an die G-Isothermen méglich, von denen
jedoch die den beiden Mischkristallreihen gemeinsame ein Gleichgewicht in-
stabiler Phasen kennzeichnen wiirde. Bei dieser Temperatur sind also je ein
Mischkristall f und 7 des Raumgittertypus 4 bzw. B mit je einer Schmelze g und %
im stabilen Gleichgewicht. Die Temperatur T, (Abb. 30d) liegt oberhalb des
Schmelzpunktes der Komponente B, da der G-Wert der Schmelze kleiner als der
der stabilen anisotropen Phase dieser Komponente ist. Hier ist nur der Misch-
kristall der Zusammensetzung 2 mit der Schmelze / koexistent. Bei der Tempe-
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ratur T; (Abb. 30e) sind kristallisierte Zustdnde nicht mehr existenzfihig. In
Abb. 301 sind die Konzentrationen der bei den einzelnen Temperaturen im sta-
bilen Gleichgewicht stehenden Phasen zum 7T-x-Diagramm zusammengestellt.
Die Richtung der Kurven ¢ 4 und e b gibt die Anderung der Konzentration der.
gesdttigten Mischkristalle bei Temperaturen unterhalb der eutektischen an.

Wird der Schmelzpunkt der einen Komponente durch Zusatz der andern
erniedrigt, der der andern Komponente dagegen erhoht, so kann die Zusammen-
setzung der mit den gesittigten Mischkristallen bei der eutektischen Temperatur
im Gleichgewicht stehenden Schmelze auBerhalb der Mischungsliicke liegen.
Der Verlauf der Gleichgewichtskurven entspricht dann dem in Abb. 31 dar-
gestellten.

b) Auch im fliissigen Zustande kann der Fall beschrinkter
Mischbarkeit eintreten. Tritt keine Verbindung zwischen den Komponenten
auf, so entspricht der Verlauf der Gleichgewichtskurve dem Diagramm in Abb. 32.

&
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Abb. 31. Mischungsliicke im  Abb. 32. Auftreten einer Abb. 33. Die Verbindung
Zweistoffsystem. Mischungsliickeim fliissigen schmilzt unter Bildung
Zustande. zweier fliissiger Schichten.

In dem von der Kurve a ¢ b umgrenzten Teil des Zustandsfeldes teilt sich die
Schmelze in zwei Schichten, deren Konzentrationsunterschiede mit steigender
Temperatur abnehmen. Abb. 33 gibt das entsprechende Diagramm fiir den Fall,
daB eine Verbindung unter Bildung zweier flissiger Phasen schmilzt.

y) Reaktionen im anisotropen Zustande. Auch nach vollendeter
Kristallisation bindrer Systeme sind bei der weiteren Abkiihlung in einer Reihe
von Fillen durch Wirmet6énungen oder andere diskontinuierliche Eigenschafts-
dnderungen angezeigte Reaktionen beobachtet worden. Die Ursachen derselben
liegen teils in polymorphen Umwandlungen, die die reinen Komponenten oder
auch Verbindungen derselben erleiden, teils handelt es sich um Entmischungs-
erscheinungen in Mischkristallreihen, teils schlieBlich um Bildung oder Zerfall
von Verbindungen. i

Die Zustandsdiagramme lassen sich beim Auftreten solcher Umsetzungen
durch entsprechende Gleichgewichtskurven ergidnzen, fiir deren Verlauf die
gleichen Gesichtspunkte gelten, wie fiir die Schmelzkurven.

Abb. 34 stellt den Fall dar, daB eine Komponente (B) eine polymorphe
Umwandlung erleidet. Die dieser Umwandlung entsprechenden Haltezeiten auf
den Abkiihlungskurven nehmen mit zunehmendem Gehalt der anderen Kompo-
nente linear ab. Besitzen in Mischkristallen eine oder beide Komponenten einen
Umwandlungspunkt, so sind die Umwandlungen der biniren Gemische analog
der Kristallisation von Mischkristallen zu behandeln. Die Umwandlung voll-
zieht sich in einem Temperaturintervall. Fiir die koexistierenden Phasen gilt
wieder die Ziff.32a erwdhnte allgemeine Differentialgleichung.
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d) Eigenschaften bindrer Systeme. In engem Zusammenhang mit dem
Zustandsdiagramm steht die Abhingigkeit der physikalischen Eigenschaften der
biniren Mischungen von der Zusammensetzung. Im Falle liickenloser Mischbar-
keit lassen sich sehr einfache Beziehungen aufstellen. Die Anderung erfolgt stets
kontinuierlich mit der chemischen Zusammensetzung. Das spezifische Volumen
ist eine additive Eigenschaft; es nimmt linear mit der Zusammensetzung zu
oder ab. Die elektrische Leitfihigkeit einer metallisch 4
leitenden Komponente nimmt durch Zusatz der darin 7
16slichen Komponenten ab, und zwar ist die Abnahme
fiir gleiche Zusitze bei geringen Konzentrationen weit %4
stirker als bei héheren. Infolgedessen wird der Verlauf 2
der Leitfihigkeit mit der Konzentration allgemein durch
eine Kurve der in Abb. 35 schematisch gezeichneten ,
Art wiedergegeben. Die Hirte nimmt bei Mischkristall-
bildung zu; der Verlauf der Kurve der Anderung der ;
Hérte mit der Konzentration ist der umgekehrte wie
der der Kurve der Leitfahigkeitsinderung.

In den Mischungsliicken, in denen zwei Kristall-
arten in wechselndem Mengenverhiltnis nebenein-
ander bestehen, dndern sich die physikalischen Eigen-
schaften linear mit der Konzentration. In diesem Be-
reiche ist die Berechnung nach der Mischungsregel aus
den Werten der Komponenten bzw. der gesittigten
Mischkristalle moglich.

Die Konzentrationen von Verbindungen sind auf
den Eigenschaftskurven durch ausgezeichnete Punkte,
Maxima oder Minima von zuweilen sehr scharfer Aus-
bildung oder Knickpunkte, gekennzeichnet.

Im Gegensatz hierzu stehen die chemischen und
galvanischen Eigenschaften der.biniren Mischkristall-
reihen. Diese zeigen sprunghafte Anderungen, die durch
das Zustandsdiagramm nicht erkldrt werden koénnen.
G. TaMMaNN1) hat unter Annahme einer gleichmiBigen
Verteilung beider Atomarten im Raumgitter fiir diese
scheinbaren Anomalien eine Deutung gegeben.

33. Dreistoffsysteme. &) Darstellung der Zu-
sammensetzung ternirer Mischungen. Um die
Mengenverhiltnisse dreier Komponenten allgemein A x
zeichnerisch zur Darstellung bringen zu konnen, hat  app. 35,  Anderungen
sich die Fliche eines gleichseitigen Dreiecks als zweck- der Eigenschaften in
miBig erwiesen. Die Ecken desselben geben die drei Mischkristallreihen.
reinen Komponenten A, B, C, die Dreieckseiten die
drei biniren Mischungsreihen und die Punkte der Dreiecksfliche die terniren
Mischungen wieder. Im gleichseitigen Dreieck ‘ist die Summe der Abstinde
eines beliebigen Punktes der Dreiecksebene von den drei Seiten gleich der Drei-
eckshéhe. Legt man ferner durch einen Punkt der Dreiecksfliche Parallele zu
den Seiten, so ist die Summe der Strecken auf diesen Parallelen bis zu den
Dreiecksseiten gleich der Linge einer Dreiecksseite. Mit Hilfe dieser Sitze ist
die Zusammensetzung einer ternidren Mischung leicht zu ermitteln.

Auf einem Schnitt parallel einer Dreiecksseite bleibt der Gehalt der gegen-
iiberliegenden Komponente konstant. Ebenso dndert sich auf einem Schnitt

1) G. TAMMANN, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 107, S. 1. 1919.

A V4
Abb. 34. Auftreten einer
polymorphen Umwandlung.
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durch eine Ecke des gleichseitigen Dreiecks das Verhiltnis der Mengenanteile
der beiden anderen Komponenten nicht. Wenn mithin aus einer terniren Mi-
schung eine Komponente sich allein ausscheidet, so wird sich die Zusammen-
setzung der zuriickbleibenden Mischung auf einer Geraden durch den Dreiecks-
punkt der Mischung und den Eckpunkt der sich ausscheidenden reinen Kom~
ponente von dem letzteren fortbewegen.

Der Hebelbeziehung in den biniren Systemen entspricht hier eine Schwer-
punktsbeziehung. Wenn man die Massen m,, m,, m4 dreier Phasen mit den Kon-
zentrationen c¢;, ¢,, ¢g mischt, so ist die Zusammensetzung der Mischung durch
den Schwerpunkt des Dreiecks gegeben, an dessen Ecken in ¢,, ¢, und ¢, die Massen
my, my und mg befestigt gedacht sind. Fiir diese vier Punkte gilt dann die Be-
ziehung m, ¢, -+ my ¢y -+ mg ¢5 = my ¢,, die als geometrischer Ausdruck einer Um-
setzung der Mischungen ¢;, ¢, und ¢; zu ¢, angesehen werden kann.

Bilden die vier Punkte ¢,, ¢,, ¢; und ¢, ein Phasenviereck, so lautet die durch
dasselbe veranschaulichte Reaktion:

My Cy + My Cy X Mg Cy - MyCy.

" Will man bei konstant gehaltenein Druck die Temperaturabhéingigkeit einer
Eigenschaft in einem terniren System in Abhingigkeit von der Konzentration
zur Darstellung bringen, so ergibt sich ein Raumdiagramm iiber dem Konzentra-

tionsdreieck.

p) Das ternire Eutektikum. Sind beim terniren System zwei Phasen
vorhanden, so hat es drei Freiheitsgrade. Wird der Druck konstant gehalten,
so bleiben zwei willkiirlich zu dndernde Variable iibrig. Dementsprechend liegen
die Schmelztemperaturen der an einem Bodenkdrper gesittigten Schmelzen auf
einer Fliche im Innern des Prismas iiber dem Konzentrationsdreieck. Auf der
Schnittkurve solcher Sittigungsflichen liegen die an zwei Kristallarten ge-

- sittigten Schmelzen. Im Schnittpunkt der drei Kurven doppelgesittigter
Schmelzen ist die isotrope Phase mit drei Kristallarten im Gleichgewicht.
Das System besitzt keinen Freiheitsgrad mehr.-

A

B‘K
s -

Abb. 36. Temperatﬁrkonzentra-
tionsdiagramm eines terniren
Eutektikums.

. Abb. 36 stellt den Sonderfall dar, daB als
Kiristalle nur die reinen Komponenten auftreten
und die Fliissigkeiten sich in allen Verhiltnissen
mischen. Auf den Seitenflichen des Prismas
sind die Zweistoffsysteme aufgetragen. Die Kur-
ven doppelt gesittigter Schmelzen verlaufen
von den bindren eutektischen Punkten aus zu
tieferen Temperaturen. Der Schnittpunkt der
drei Kurven, das ternire Eutektikum, ist dann
die tiefste Temperatur, bei der noch eine
Schmelze bestehen kann.

Wird eine Schmelze der Zusammenset-
zung o' abgekiihlt, so beginnt im Punkte &
die Kiristallisation, indem sich A-Kristalle aus-
scheiden. Die Temperatur und die Zusammen-
setzung der Schmelze 4ndern sich lings & g, der
Schnittkurve der Fliche des Beginns der Kristalli-
sation und der durch die Prismenkante 44 und
den Punkt & gelegten Ebene. Im Punkt 8 be-
ginnt die gleichzeitige Ausscheidung von B-Kri-
stallen, die Schmelze dndert bei weiterer Ab-
kithlung ihre Zusammensetzung und Temperatur
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lings der Kurve f0 der Sittigung an den beiden Komponenten 4 und B. Im
Punkte 0 kristallisiert neben den beiden Kristallarten 4 und B noch die dritte
Komponente C aus. Die Kristallisation verliuft bei konstanter Temperatur zu
Ende.

Diesem Kiristallisationsverlauf entsprechend, sind auf der Abkiihlungskurve
dieser Schmelze drei Gebiete verzogerter Abkiithlung zu unterscheiden. Die
primire Ausscheidung der A-Kristalle im Punkte & bewirkt eine erste Verzogerung
der Abkiihlungsgeschwindigkeit. Bei Beginn der sekundiren Kristallisation der
B-Kristalle zeigt die Abkiihlungskurve einen erneuten Knick, wihrend der eutek-
tischen Erstarrung ein Haltepunkt entspricht.

Liegt die Zusammensetzung der Schmelze auf der Projektion einer der drei
Kurven doppelt gesittigter Schmelzen, so tritt nur ein Knickpunkt auf der Ab-
kithlungskurve auf. Féllt die Zusammensetzung der terniren Legierung mit der
des eutektischen Punktes zusammen, so findet sich auf der Abkiithlungskurve
nur ein Haltepunkt. Dieser wird bei gleichen Mengen der Schmelze und unter
gleichen Abkiihlungsbedingungen hier seinen groften Wert haben und mit der

A 1

Abb. 37 a—c) Projektion der Kurven des Beginns der Kristallisation bei Auftreten einer
bin4dren Verbindung auf die Konzentrationsebene.

Entfernung von der eutektischen Konzentration abnehmen, um auf den Dreiecks-
seiten zu verschwinden.

R. SAHMEN und A. v. VEGESACK!) haben Methoden angegeben, um die Zu-
sammensetzung der eutektischen Mischung auf moglichst rationellem Wege zu
bestimmen.

y) Bindre und ternire Verbindungen im Dreistoffsystem. Wird
Mischkristallbildung ausgeschlossen und sind die drei Komponenten im {fliissigen
Zustande in allen Verhiltnissen mischbar, so sind beim Auftreten einer biniren
Verbindung drei Fille zu unterscheiden: 1. Die Verbindung D schmilzt im biniren
wie terndren Gebiet stets kongruent ; 2. die Verbindung schmilzt stets inkongruent;
3. der Zerfall der Verbindung tritt nur in terniren Mischungen auf.

Die vier Flichen des Beginns der Kristallisation schneiden sich in fiinf
Raumkurven, auf denen ternire Schmelzen mit zwei Kristallarten koexistieren.
In Abb. 37a—c sind die Projektionen dieser Kurven auf die Konzentrations-
ebene angegeben, durch die Pfeile der Kurven seien die Richtungen der auf den
Raumkurven fallenden Temperaturen angegeben.

Die Mischungen lings der Geraden D C kénnen durch Zusatz von C zur
Verbindung D erhalten werden. Verliuft DC nur in Gebieten der primiren
Kiristallisation von D und C, so liegt eine kongruent schmelzende Verbindung
vor (Abb. 37a). Wird dagegen auch das Feld der primiren Kristallisation der
B-Komponente geschnitten (Abb. 37b), oder wird, wie im Falle ¢, das Feld der
primidren Kristallisation der Verbindung {iberhaupt nicht getroffen, so scheiden

1) R. SAHMEN u. A. v. VEGESACK, ZS. {. phys. Chem. Bd. 59, S. 257. 1907.
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sich mindestens aus einem Teil der Schmelzen mit den durch Punkte der Geraden
D C gegebenen Zusammensetzungen B-Kristalle aus, die spiter mit der Schmelze
und einer anderen kristallinen Phase sich zur Verbindung D umsetzen.

Im Falle einer kongruent schmelzenden Verbindung bildet die Fliche ihrer
priméren Kristallisation eine Kuppe mit dem Gipfel iiber der Zusammensetzung
D’ der Verbindung. Die Schnittkurve dieser Fliche mit der der beginnenden
Ausscheidung von C-Kristallen besitzt im Punkte p ein Maximum. Man kann
das Diagramm durch die Gerade D C sich in zwei Teile geteilt denken; jeder
wiirde den Fall eines einfachen terniren Eutektikums darstellen.

In dhnlicher Weise 148t sich das Auftreten von zwei biniren Verbindungen
behandeln. Die Loslichkeitskurven der dann vorhandenen fiinf Kristallarten
ergeben drei.eutektische Punkte, bei denen die Schmelze mit drei Kristallarten
koexistiert. Durch zwei Schnittebenen senkrecht zur Konzentrationsebene kann
man dies Diagramm in drei einfache ternire Systeme mit je drei Kristallarten
unterteilen. :

Beim Auftreten einer terniren Verbindung mit kon-
gruentem Schmelzpunkt entstehen drei ternire Eutektika.
Dem Schmelzpunkt der Verbindung entspricht das Maxi-
mum der kuppelférmigen Ausscheidungsfliche, die in ihm
eine horizontale Tangentialebene besitzt. Durch die drei
Ebenen, die senkrecht zur Konzentrationsebene durch den
Punkt der Zusammensetzung der terniren Verbindung
und je einer der drei Komponenten gelegt werden, ist wieder
eine Unterteilung in drei Teildiagramme mit einfachem
terndren Eutektikum zu erreichen. In dhnlicher Weisé 148t
sich der Fall einer unter Zersetzung schmelzenden Ver-
bindung erértern.

Abb. 38. Ternare d) Mischkristalle in Dreistoffsystemen. Bilden
Mischkristallreihen.  die drei Komponenten liickenlose binire und ternire Misch-

kristallreihen, so ist das Schmelzdiagramm sehr leicht
seiner allgemeinen Lage nach zu iiberblicken (Abb. 38). Zwischen den konkav
bzw. konvex zur Konzentrationsebene gekriimmten Flichen des Beginns und
des Endes der Kristallisation befindet sich das heterogene Gebiet, oberhalb der
Flache des Beginns der Kristallisation das Gebiet der homogenen Schmelze, unter-
halb der Fliche des Endes der Kristallisation das der homogenen Mischkristalle.

Entsprechend dem Auftreten eines Maximums oder Minimums auf den
Gleichgewichtskurven bindrer liickenloser Mischkristallreihen kénnen auch im
Dreistoffsystem die Flichen des Beginns und des Endes der Kristallisation durch
das Auftreten von Punkten mit einer horizontalen Tangentialebene ausgezeichnet
sein. In diesen Punkten, die ein Maximum, ein Minimum oder auch einen Sattel-
punkt der Gleichgewichtsflichen darstellen kénnen, miissen sich die Solidus-
und Liquidusfliche beriihren. In diesen Punkten geht also die Kristallisation der
Schmelze ohne Konzentrationsinderung isotherm vor sich.

Wenn nur in einem bindren System, z. B. 4 C, eine Mischungsliicke im
anisotropen Zustande auftritt (Abb. 39), so wird sich letztere im terniren Gebiete
mit wachsendem Zusatz der dritten Komponente schlieBen miissen; die Flichen
des Beginns der Kristallisation von 4 und C bzw. ihrer gesittigten Mischkristalle
D und E schneiden sich in einer Raumkurve, die vom eutektischen Punkte F
des bindren Systems A C ausgeht. Mit der Schmelze G, deren Konzentration
mit Punkten der Projektion dieser Raumkurve zusammenifillt, kommen zwei
Mischkristalle H und J ins Gleichgewicht, deren Zusammensetzungen sich bei
Zusatz der dritten Komponente immer mehr nihern werden.
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Sind in zwei biniren Systemen AB und BC Mischungsliicken vorhanden
(Abb. 40), so kénnen sie sich durch Zusatz der anderen Komponente schlieBen,
oder sie kénnen sich im terniren Gebiete zu einem heterogenen Bande vereinigen.
Der erstere Fall 148t sich auf das eben besprochene Auftreten von nur einer
Mischungsliicke zuriickfithren. Im zweiten stehen bei den Gemischen, die inner-
halb des heterogenen Bandes liegen, zwei Mischkristalle mit einer Schmelze im
Gleichgewicht. Die beiden biniren eutektischen Punkte E und H und die bin4dren
gesittigten Mischkristalle D, F, G und J sind dann untereinander durch Raum-
kurven verbunden. . ‘

- Treten in allen drei biniren Systemen Mischungsliicken auf und schneiden
sich die Grenzkurven derselben, so sind sieben verschiedene Zustandsfelder mit

A

& H J
Abb. 39. Auftreten einer Abb. 40. Auftreten von Abb. 41. Auiftreten von
binaren Mischungsliicke im zwei binaren Mischungs- drei binaren Mischungs-
anisotropen Zustande. liicken im anisotropen Zu- liicken im anisotropen Zu-
stande. . stande.

kristallinen Phasen zu unterscheiden (Abb. 41), drei Felder (1) homogener Misch-
kristalle, drei Felder (2) mit zwei und ein Feld (3) mit drei gesittigten Misch-
kristallen1).

Die behandelten Fille des Verlaufs der Gleichgewichtsflichen und -kurven
des Dreistoffsystems stellen nur eine Auswahl der allereinfachsten und iiber-
sichtlichsten Schmelzdiagramme dar. Bei der Behandlung der hiufig sehr ver-
wickelten ternidren Realdiagramme muf man in erster Linie bestrebt sein, das
Raummodell durch geeignete Schnitte senkrecht zur Konzentrationsebene in
moglichst einfache Grundtypen der terniren Diagramme zu zerlegen.

Mit der Zahl der Komponenten werden die moglichen Gleichgewichtsdia-
gramme immer verwickelter und uniibersichtlicher, vor allem auch wegen der
Schwierigkeit der anschaulichen geometrischen Darstellung. Diese erfordert
bereits im Vierstoffsystem fiir jede Temperatur und fiir jeden Druck ein drei-
dimensionales Raummodell, durch das die Konzentrationen der unter den be-
treffenden Bedingungen koexistierenden Phasen zur Darstellung gebracht werden.

1) R. SamMeN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 79, S. 421. 1912.



Kapitel 3.

Zustand der gasformigen und fliissigen
Korper.

J. D. vAN DER WAALS JR., Amsterdam?).
Mit 37 Abbildungen.

a) Die Zustandsgleichung.

Ableitung der Zustandsgleichung.

1. Einleitung. Im Jahre 1873 ist die Schrift von vAN DER WaALS er-
schienen: ,,Over de Continuiteit van den Gas- en Vloeistoftoestand?)®. Seit
jener Zeit unterscheidet man nicht mehr prinzipiell drei Zustinde der Korper:
fest, fliissig und gasférmig, sondern nur zwei: fest (d. h. kristallinisch) und, fluid
(gasférmig, fliissig und glasartig).

Beim Studium des fluiden Zustandes steht die Frage nach der Abhingigkeit
von Druck, Volum und Temperatur (p, V, T) voneinander an erster Stelle. Die
Relation zwischen diesen drei GréBen nennt man ,,thermische Zustandsgleichung
der fluiden Phase oder kurz ,,die Zustandsgleichung®. Der Kompressibilitits-
koeffizient, der Spannungskoeffizient fiir das homogene Gebiet und der Aus-
dehnungskoeffizient werden aus der Zustandsgleichung gefunden durch einfache
Differentiation. Der Spannungskoeffizient fiir das heterogene Gebiet wird aus
ihr gefunden mittels des MAXwELLschen Prinzips. Die kalorischen GréBen werden
aus ihr berechnet mittels thermodynamischer Relationen.

Umgekehrt kann man erst eine kalorische Zustandsgleichung aufstellen,
d.h. man kann erst eine Relation zwischen irgendeiner kalorischen GréBe
(Energie U, Entropie S, freie Energie F usw.) und zwei der GroBen p, V, T
suchen. Daraus kann man dann die dritte der GréBen p, V, T als Funktion
der beiden anderen ableiten. Eine Relation zwischen drei ZustandsgroSen,
welche gestattet, die andere ZustandsgréBe durch einfache Differentiation zu
berechnen, wird von J. W. GiBBs3) fundamentale Zustandsgleichung genannt.
Far eine einheitliche Substanz wird solches geleistet von einer Beziehung
zwischen U, S und V.

Ich werde hier die Ableitung der thermischen Zustandsgleichung nach
einer Methode ziemlich ausfithrlich mitteilen (Ziff. 2, 3, 4, 5) und die anderen
Methoden kurz angeben (Ziff. 6).

1) Dr. A. MIcHELS, Assistent des ,,van der Waals-Fonds", hat mich mit der Beschreibung
der experimentellen Methoden und mit dem Zeichnen der Figuren in dankenswerter Weise
unterstiitzt.

2) Leiden, Verlag von A. W. Sythoff. Deutsche Ubersetzung von Dr. FriEDRICH ROTH:
Die Kontinuitat des gasférmigen und flitssigen Zustandes. Leipzig: J. A. Barth 1881.

3) J. W. GiBBs, Connecticut Trans. Bd. 3, S. 142. 1875.
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Vorher aber sei das Folgende erwdhnt: R. BovLE stellte 1662 ind MARIOTTE
1679 das bekannte Gesetz auf:
pV = konstant, (1)

welches bei gegebener Temperatur ¢ die Anderung von p mit V fiir viele Gase
ziemlich genau darstellt. Gay Lussac (1816) und CHARLES (1746—1823) haben
auch die Temperaturabhingigkeit beriicksichtigt und dem Gesetz die Form

pV =C( + at)=RT (2)

gegeben, wenn ¢ die Temperatur in Celsiusgraden, T die absolute oder Kelvin-
Temperatur bedeutet. Hat man eine molekulare Menge der Substanz, so ist R
die absolute Gaskonstante, d.h. R hat den gleichen Wert fiir verschiedene Sub-
stanzen. Ein Gas, das dieses Gesetz befolgt, wird ideales oder vollkommenes
Gas genannt. DaB das Verhalten von jedem wirklichen Gase von dem eines
idealen Gases abweicht, ist besonders von REGNAULT festgestellt worden.

Die Flisssigkeiten befolgen das ideale Gasgesetz gar nicht, fiir sie benutzte
man die empirische Naherungsformel:

V=Vo(l —fp)(1 + a1, (3)
wo « und g fiir verschiedene Stoffe verschiedene Konstanten sind.

Fir die theoretische Einsicht in die Bedeutung der Formel (2) hat CLausius
GroBes geleistet, indem er den Druck berechnete, welcher von den Zusammen-
stoBen der Molekiile gegen die GefiBBwand geleistet wird, wenn man die Molekiile
als schnell bewegte Massenpunkte betrachtet, welche auller im Zusammensto8
keine Krifte aufeinander ausiiben.

Im Jahre 1873 hat van DER WaaLs die Annahmen beziiglich der Art der
Molekiile abgedndert, indem er sie nicht als Punkte betrachtete, sondern als
kleine Korper, welche ein eigenes Volum haben und einander anziehen. Weiter
hat er angenommen, daBl dieses sowohl zutrifft fiir Fliussigkeiten wie fiir Gase,
welche zwei Zustinde keine prinzipielle, sondern nur quantitative Differenzen
aufweisen. Auf dieser Grundlage hat vAN DER Waars eine Theorie fiir den
fluiden Zustand geschaffen, welche der Ausgangspunkt fiir fast alle spiteren
Betrachtungen und fiir die wichtigsten experimentellen Arbeiten auf diesem
Gebiete geworden ist. ‘

2. Die Virialmethode. Das Virial des Druckes der Wande. Dazu ging
VAN DER WaALS aus von dem von CrAusius aufgestellten Virialsatz.

Dieser Satz wird auf folgende Weise abgeleitet. Wir denken uns in einem
Gefill eine Menge Molekille in stationirem Zustande, d.h. die individuellen
Molekiile dndern ihren Ort und ihre Geschwindigkeit. Im Mittel aber bleiben
die Dichtigkeit und die molekulare Geschwindigkeit in einem Volumelement
ungedndert. Sei nun x die Cartesianische Koordinate irgendeines Molekiils,
so bleibt die Summe von x? iiber alle Molekiile konstant, d. h.

D'x? = konstant. 4y

Differenziert man diese Gleichung zweimal nach der Zeit, so bekommt man:

_Zxa'é = —1—29'62 = %ZxX, (4a)

wenn X die Kraft vorstellt, welche am Molekiil angreift. Die GréBe D>xX
hat von Craustus den Namen Virial bekommen. Analoge Gleichungen kann
man fiir die y- und z-Koordinaten der Molekiile niederschreiben. Wenn man
sie summiert, bekommt man:

—D7rRcosp = —mDs?, (4b)
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wenn ¢ den Winkel bedeutet zwischen dem Fahrstrahl » und der Resultante
der Krifte R und s die Geschwindigkeit der thermischen Bewegung der
Molekiile.

Zum richtigen Verstindnis der Gleichung ist zu bemerken, daf man korre-
spondierende Gleichungen fiir andere GroBen aufstellen kann. Man hat ebenso-
gut D2 = konstant oder >R} = konstant, und man kann daraus ableiten:

"Zw di _+;1{ZR3 wmd = >R, dt2 2( )2'

Wenn man mit Hilfe dieser Gleichung die Zustandsgleichung einer Substanz
ableiten will, fingt man damit an, daB man die Krifte, welche auf die Molekiile
der Substanz ausgeiibt werden, in drei Gruppen unterscheidet: 1. die Krifte,
die von der Wand ausgeiibt werden, 2. die gegenseitigen Attraktionskrifte der
Molekiile, 3. die abstoBenden Krifte beim ZusammenstoS der Molekiile. Es ist
fraglich, ob 2. und 3. verschiedenartige Krifte darstellen oder ob man eher
sagen mufB, daB die Molekiile in groBeren Entfernungen einander anziehen
und in kleineren einander abstoBen, welche beide Wirkungen vielleicht von
einer kontinujerlichen Formel dargestellt werden kénnen. Es ist aber prak-
tisch, die anziehenden und die abstoBenden Krifte absonderlich in Betracht
zu ziehen.

Es ist leicht zu beweisen, daB das Virial der Krifte der Wand, welche einen
gleichm#Bigen Druck nach innen ausiibt 3V betrigt. Wenn die Wandkrifte
die einzigen Krifte wiren, wiirde die Virialgleichung:

PV =} Sms? (5)

geschrieben werden konnen, oder wenn man N Molekiile (die Zahl der Molekiile
im Mol.) hat:

pv =% Nms?, )

wenn v das Volum pro Mol und s? den Mittelwert von s? fiir alle Molekiile
bezeichnet.

8. Das Virial der Kohas1onskrafte Ein Molekiil im Innern -einer
fluiden Phase ist an allen Seiten von anderen Molekiilen umgeben. Man kann
denken, daB die Attraktions- oder (sog. vaN DER WaaLschen) Kohisionskrifte
sich da aufheben. Die Molekiile ganz in der Nihe der Oberfliche aber werden
eine resultierende Kraft nach innen empfinden. Die Resultante aller Krifte
fur die Molekiile, welche in einem Quadratzentimeter der Oberfliche liegen,
kann man als einen Druck p, betrachten (Kohisionsdruck oder innerer Druck).
Dieser Druck wird einerseits proportional der Dichte der anziehenden, anderer-
seits proportional der Dichte der angezogenen Molekiile sein. Man kann daher
setzen:

bo = {,a_z’ a = konstant, (6)

a ist charakteristisch tiir die Substanz. Es ist aber von der Zahl der Molekiile
abhingig. Denkt man sich ndmlich eine Phase derselben Dichte, aber N’ Mole-

kille enthaltend, so ist das Volum v = UTNV—’ und schreibt man p, = o)

2

. N .
ist @' = a7 Insbesondere: nimmt man 1 g statt der molekularen Menge

(1 Mol), so bekommt man a, =

>

m=
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Das Virial der Kohisionskrifte ist 3%1). LiBt man noch die StoBkrifte
auBler Betracht, so wird die Virialgleichung:

({)-}—%)v:%ngg, (5¢)

P+ % nennt man den totalen, kinetischen oder ‘thermischen Druck. Es ist der

Druck, welcher die Molekiile verhindert, die Oberfliche zu iiberschreiten und
die Phase zu verlassen.

Wenn aber die Kohidsionskrifte sehr schnell mit der Entfernung abnehmen,
wird auch auf ein Molekiil im Innern der Phase im allgemeinen eine resultierende
Kraft wirken, und das Virial der Attraktionskrifte solcher Molekiile wird nicht
verschwinden. Die obige Ableitung ist dann nicht zutreffend. Nichtsdesto—

wemger bekommt man auch dann ein Kohisionsvirial von der Form 3
wie BoLTzMANN?Y) gezeigt hat.

Nennt man die Attraktionskraft zweier Molekiile in der Entfernung 7:F (7)
und die Zahl der Molekiile pro Kubikzentimeter #, so wird das Virial der Krifte
auf ein bestimmtes Molekiil f ny F(r)4nr?dv. Wenn F () mit wachsendem 7
schneller wie #-% gegen Null geht, w1rd dieser Ausdruck praktisch unabhingig

von der oberen Integrationsgrenze, und man kann fiir das Integral schreiben:
2

N . . . N
ne=c—-. Fir dasVirial aller Attraktionskrifte findet man nun: %—v—c oder
3%1}. Der Faktor { muBte hinzugefiigt werden, weil man sonst alle Krifte

zwischen zwei Molekiilen zweimal zihlen wiirde. Von Bedeutung ist aber nur,
daB { N%¢ eine Konstante ist, fiir welche man auch 34 schreiben kann.

Von SmorLucHowskr hat bemerkt, daB, weil p, dem Quadrat der Dichte
proportional ist, das Virial der AttraktionsgroBe vergréBert wird infolge der
zufilligen Dichteschwankungen. AuBerdem wird das Virial vergroBert infolge
der Dichteschwankungen, welche von der Bortzmannschen Verteilungsfunktion
bestimmt sind (Ziff. 7). Daraus. folgt, daB & nur in erster Anniherung eine
Konstante sein kann, *

Hat man eine so kleine Menge einer Phase, daB diese hauptsichlich aus
kapillarer Schicht besteht, so wird die obere Grenze fiir 7 in dem Integral nicht
so groBl sein, dal der Wert des Integrals praktisch von der oberen Grenze un-
abhingig wird.

Wiirde F(r) weniger schnell gegen Null gehen wie #~¢, so wiirde das
Integral tiberhaupt nicht von der oberen Grenze unabhingig. Der Druck wiirde
dann nicht nur von der Dichte und der Temperatur abhidngen, sondern auch
davon, ob man eine groBe oder eine kleine Menge einer Phase hatte. Da dieses
erfahrungsgemaB nicht der Fall ist, muB man annehmen, daB F(r) wenigstens
schneller wie 7~% gegen Null geht. [Fiir die Funktion F (#) vgl. Ziff. 19 u. 20.]

4. Das Virial der StoBkrifte. In erster Anniherung nehmen wir an,
daB die Molekiile Kugeln vom Radius { ¢ sind. Sie sollen sich beim Zusammen-
sto vollkommen elastisch verhalten. AuBerdem sollen sie starr sein (d. h. sie
sollen sich beim StoB unendlich wenig deformieren) und glatt (d. h. beim Zu-
sammenstof soll keine translatorische Energie in rotatorische Energie verwandelt
werden). Die gegenseitige Entfernung der Mittelpunkte der Molekiile beim

1) L. BortzMmANN, Vorlesungen iiber Gastheorie Bd. II, S. 151—153. Leipzig:
J. A. Barth 1896.
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ZusammenstoB ist ¢. Eine Kugel von einem molekularen Mittelpunkt mit einem
Radius ¢ nennt man eine Deckungssphire. Sie ist achtmal so groB3 wie das Mole-
kiil selbst. '

Man kann das Virial aller StoBkrifte der St6Be, bei welchen ein bestimmtes
Molekiil A beteiligt ist, reduzieren auf das Virial eines Druckes auf der Deckungs-
sphire von A. Dieser Druck auf der Deckungssphire ist gleich dem thermischen
Drucke. Er verhindert die Molekiilmittelpunkte der anderen Molekiile in die
Deckungssphire einzudringen. DaB man wenigstens in erster Annéherung wirk-
lich den thermischen Druck findet, obschon die Verhiltnisse bei der Deckungs-
sphire von denen an einer festen Wand abweichen, ist von J. D. VAN DER
WaaLs Jr.}) nachgewiesen. Um das totale StoBvirial zu finden, muf man das
Virial fiir ein einziges Molekiil noch mit 4 N multiplizieren. Der Faktor } ist
wieder hinzugefiigt, weil man sonst alle Zusammenst68e zweimal zdhlen wiirde.
Schreibt man noch ;N - 4m0® = b, so bekommt man fiir die Virialgleichung:

<Ib+;“§)(y-—b)=%Nms—2-=RT. (5)

Das negative Vorzeichen des StoBvirials bedeutet, daBl die stoBenden Molekiile
nicht in den Deckungssphiren eingeschlossen, sondern aus derselben aus-
geschlossen sind. Fiir die Gleichsetzung von 1 Nms? und RT vgl. man d.
Handb. IX. :

Der EinfluB der Ausdehnung der Molekiile, welcher sich in der GroBe b
der Zustandsgleichung kundgibt, ist von vaN DER Waars (L. c.) auf andere
Weise berechnet. Er berechnete nimlich, daB die Zahl der Zusammenst6Be der
Molekiile infolge der sog. ,,Dicke der Molekiile, d. h. infolge ihrer Ausdehnung

v
v—b
groBert wird, D. J. KORTEWEG?) hat gezeigt, daB nicht nur die Zahl der gegen-
seitigen ZusammenstoBe der Molekiile, sondern auch die der StoBe gegen die
Wand in demselben Verhiltnis vergréBert wird.

Wir haben hier die zuerst von H. A. LoRENTZ®) gegebene Ableitung ge-
wihlt, in welcher in konsequenter Weise auch fiir die StoBkrifte die Virial-
methode benutzt wird, LORENTZ nimmt aber a priori fiir den Druck auf den

in der Richtung der relativen Geschwindigkeit, in dem Verhiltnis

ver-

Deckungssphiren RTT . Er bekommt dann:
a b
v<p+;}—2>=RT(1+?>. (5d)

b . . . . .
Ist o= klein, so stimmen die Gleichungen (5) und (5d) in erster Annihe-

rung iiberein. Fiir kleine Volumina ist das aber gar nicht mehr der Fall, und
aus (5d) 14Bt sich nicht das Auftreten von koexistierenden Phasen und nicht
die Existenz eines kritischen Punktes folgern. Es ist leicht zu verstehen, warum
die Gleichung (5d) in diesem Falle scheitern muB; denn statt des kinetischen
Druckes, welcher anfangs unbekannt ist und welcher eben aus der Zustands-

. . . . ... RT
gleichung ermittelt werden muB, ist bei der Berechnung des StoBvirials Y
geschrieben, was nur in der Nihe des AvocaDpRoschen Zustandes eine brauchbare

1) J. D. vAN DER WAALS JR., Arch. Néerland. (2) Bd. 8, S.285. Akad. Amsterdam
Bd. 11, S. 624. Proc. Amst. Bd. 5, S. 487. 1902.

2) D. J. KoRTEWEG, Ann. d. Phys. Bd. 12, S. 136. 1881.
%) H. A. LorenTz, Ann. d. Phys. Bd. 12, S. 127. 1881.
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Anniherung gibt. Aus Gleichung (5) dagegen 14Bt sich das qualitative Ver-
halten des Stoffes vollstindig ableiten, selbst wenn man a und & konstant halt.
Um auch fiir kleine Volumina gute quantitative Ubereinstimmung zu er-
zielen, muB man die Verinderlichkeit von @ und b mit » und 7 in Betracht
ziehen (Ziff. 7). Wir werden darum bei der Diskussion der Zustinde der Gase
und Fliissigkeiten die Zustandsgleichung immer in der Form (5) und nicht in
der Form (5d) schreiben. Wir werden Gleichung (5) mit konstanten a, b und R
die ,, Hauptzustandsgleichung® nennen.

Noch systematischer ist die von BoLTzMANN!) gegebene Ableitung. Es
sei ¢, die potentielle Energie zweier Molekiile in der gegenseitigen Entfernung 7,

s a .
dann ist ihre gegenseitige Kraft — % und das Virial dieser Kraft —rki;. Die

Wahrscheinlichkeit einer Entfernung 7 ist nach dem MAXwELL-BoLTzMANNschen
Verteilungsgesetz:
4nrzd7noe_ﬁ .

. a . : . .
Die StoBkraft — % wird nur von Null verschieden sein, wenn ¢ > 7 > ¢ — ¢ mit
0 = sehr klein. Man kann daher 7, wo es explizit auftritt, gleich o setzen. So
findet man fiir das mittlere Virial der StoBkrifte eines einzigen Molekiils

—4modn ?l—ff[ k% dr = 4mo3n kTe_% "

o) dr - o 7y’
&, ist, falls » merklich kleiner als ¢, unendlich und fiir > ¢ = 0. Daher redu-
ziert das Virial sich auf

4ndng kT .

Hat man N Molekille, so findet man fiir das gesamte StoBvirial, wenn man
beachtet, daB man jeden ZusammenstoB zwischen zwei Molekiilen nur einmal
zihlen muB:

2o ng NET

Die Methode liefert also in erster Anniherung die LorENTzsche Form der
Zustandsgleichung. Weitere Anniherungen kann man berechnen, indem man
die Anderung der Wahrscheinlichkeit einer Entfernung zufolge der Korrektion
fiir den verfiigbaren Raum in Betracht zieht (vgl. Ziff. 6).

5. Zusammengesetzte Molekiile. Wir haben bis jetzt die Molekiile als
starre Kugeln betrachtet. Die wirklichen Molekiile aber werden eine ganz andere
Konstitution zeigen. Sie werden aus verschiedenen Atomen zusammengesetzt
sein. Und auch die einatomigen Molekiile werden nach BoHR aufgebaut sein
aus einem Kern und einem oder mehreren Elektronen. Die vollstindige Virial-
gleichung wird auf der rechten Seite die kinetische Energie aller dieser Teilchen
enthalten. Diese kinetische Energie kann man in zwei Teile zerlegen: die Trans-
lationsenergie der Molekiile und die innere Rotations- und Vibrationsenergie
im Molekiil. Auf der linken Seite der Virialgleichung ist nun aber auch noch
ein Glied zuzufiigen fiir das Virial der Krifte, welche die Teilchen im Molekiil
zusammenhalten.

Nun ist aber jedes Molekiil als ein stationdres System zu betrachten. Man
hat daher fiir jedes Molekiil: Virial der inneren Krifte = 2mal innere kinetische
Energie. Schreibt man eine derartige Gleichung fiir jedes Molekiil und subtra-
hiert man die Summe dieser Gleichungen von der vollstindigen Virialgleichung,

1) L. BoLTzMANN, Gastheorie, Bd. II, § 51 u. 52.
9*
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50 bekommt man eine mit (5) identische Gleichung, in welcher also auf der
rechten Seite nur die kinetische Energie der Translationsbewegung der Molekiile
-zu schreiben ist.

Allgemeiner: Wenn #’ Teilchen wahrend einer bestimmten Zeit eine Gruppe
bilden, welche geniigend stabil und stationir ist, daB fiir sie die Virialgleichung
anwendbar ist, so kann man auf zwei Weisen verfahren: man kann die voll-
stdndige Virialgleichung fiir die ganze fluide Phase hinschreiben, oder aber man
kann in ihr die innere kinetische Energie der Gruppe und das Virial der inneren,
die Gruppe zusammenhaltenden, Krifte fortlassen. Im zweiten Fall zihlt die
ganze Gruppe nur fiir ein ,,Molekiill und hat nach dem Aquipartitionssatz im
Mittel die gleiche kinetische Energie wie ein einfaches Molekiil. Andert sich
die Zahl der Gruppen oder die Zahl der Teilchen in einer Gruppe mit v oder T,
so mufl man — wenn man dieses Verfahren wihlt — auch auf der rechten Seite
der Virialgleichung die Zahl der ,,Molekiile” abindern.

6. Andere Methoden zur Ableitung der Hauptzustandsgleichung. &) Der
verfiighare Raum?). Den Raum, soweit er nicht von den Deckungs-
sphiren der Molekiile eingenommen ist, nennt BortzmMANN verfiigbaren Raum.
Wenn die Deckungssphiren einander nicht teilweise iiberdecken, findet man fiir
den verfiigbaren Raum in einem Volum V, das # Molekiile enthilt, V— n 4 7 63,
also im Raum, der eine molekulare Menge (1 Mol) enthilt, » — 25. Nimmt
man aber ein Volum, das die folgenden Eigenschaften hat: 1. es liegt in einer
Entfernung { ¢ von der Wand entfernt, 2. seine Dicke normal zur Wand ist
sehr klein gegen o, so ist der verfigbare Raum, welcher es enthilt, nicht

dv (1 — %[— %n 03), sondern ( 1 — -;— %L %{n 03), weil es keine Molekiilmittel-

punkte zwischen der Wand und der Deckungsfliche (d. h. einer Fliche in einer
Entfernung 4 ¢ von der Wand) geben kann.

BortzMaNN nimmt nun an, dafl gleiche Volumina des verfiigbaren Raumes
gleiche Zahlen Molekiile enthalten. Der Beweis dieses Satzes wird in der sta-
tischen Mechanik gegeben. BOLTZMANN leitet daraus ab, daBl der Wanddruck
infolge dieser groBeren Dichte der Molekiilmittelpunkte in der Deckungsfliche

vergroBert wird im Verhiltnis Sl = (in erster Anndherung) ——-1——— So
1—20bfv 1—bfv
bekommt man statt p = - die Formel:
_RT 1 RT

p=

v A—bv  wv—b

Fiir den Fall, daBl die Deckungssphiren einander teilweise iiberdecken, vgl.
Ziff. 7. A
f) Kalorische Methoden. Fiir diese Methoden ist die Kenntnis der
MaxweLL-BorTzMaNNschen Verteilungsfunktion eine prinzipielle Voraussetzung.
Wir nehmen also an. daB bei Temperaturgleichgewicht die Zahlen der Molekiil-
mittelpunkte in zwei Volumelementen 4V, und 4V, sich verhalten wie

_ ¥ Y
aVie *¥T:4dV,e *T. (6)

u, und u, sind respektive die potentielle Energie der Molekiile im Element 4V,
und dV,, und 27 ist die doppelte kinetische Energie pro Freiheitsgrad. Man

1) L. Bor1zMANN, Vorlesungen iiber Gastheorie Bd. II, S. 7—9.
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kann das Gesetz auch schreiben:
uw

n ekT — ny = konstant, (6a)
wo n die Zahl der Molekiile pro Kubikzentimeter des verfiigbaren Raumes be-
deutet, also # = ;—%’ und #, dieselbe Zahl an einer Stelle, wo die poten-

tielle Energie eines Molekiils Null ist.
Wenn man a und b als konstant betrachtet und wenn man keine duBeren
Krifte in Betracht zieht, folgt aus:

(5o)y= =2 +7(55),.
U=—24F(D),

wo U die Energie des Stoffes fiir das Mol bedeutet. Die potentielle Energie

ist — % (vel. Ziff. 60). Tn diesem Fall ist u = — 2% Fir den Faktor 2

Nv
vgl. Ziff. 3.

In den Vorlesungen uber Gastheorie Bd. II berechnet Bortzmann (S. 173) die
Entropie mit Hilfe dieser Formel und des H-Theorems. Aus der Entropie kénnen
dann die anderen thermodynamischen Gréfen abgeleitet werden.

Viel einfacher aber ist es, die Gleichung (6a) selbst als kalorische Zustands-
gleichung zu benutzen, indem man R T log#,, welche Grée beim Gleichgewicht
im Raume konstant ist, als dquivalent dem GiBBsschen thermodynamischen
Potential ©1) betrachtet. Zieht man noch in Betracht, daB fiir eine einheitliche
Substanz

p=G=u—TS+pv und NERT =RT,

so bekommt man:

G=——RTl(v—2b)—27a
OF .
Aus G —pv=F und s = —p folgt weiter:
T

(5= (2,

Die Integration dieser Gleichung mit konstanten Werten a und b liefert wieder
eine Gleichung, welche in erster Anniherung mit der Hauptzustandsgleichung
identisch ist. Diese Methode ist ausfithrlich von Z. J. pE LANGEN?) ausgearbeitet.
Sie ist auch sehr geeignet fiir die Berechnung der Korrektionen, wenn man a
und b nicht linger als Konstante betrachtet.

Die strengste und schénste Ableitung ist wohl diejenige, welche die sta-
tische Mechanik von GiBBS3) benutzt. In dieser Methode ist jedes molekular-
physische Gleichgewichtsproblem (analog der Behandlungsweise geometrischer
Probleme in der Cartesischen analytischen Geometrie) zu einem analytischen
Problem reduziert. Man berechnet z. B. die freie Energie aus den GiBsschen
,,Kanonical ensembles”. Differentiation nach v liefert —p. Diese Methode ist

1) J. W. GisBs, Trans. Conn. Acad. Bd. 3, T1. 1, S. 116. 1875.

2) Z. ]J. pE LaNGEN, Diss. Groningen: Verlag von W. de Waal 1907.

3) J. W. Giess, Elementary principles in statistical Mechanics. New York: Scrlbnels
Sons, u, London: Edw. Arnold 1902. Deutsch von E, ZErMELO. Leipzig 1905.
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von ORNSTEIN?Y) ausgearbeitet. Auch sie liefert in erster Anniherung die Haupt-
zustandsgleichung und ist auch fiir genauere Berechnungen anzuwenden.

7. Verdnderlichkeit von @ und &. Theoretischer Teil. &) Die Quasi-
Verkleinerung von b. Es gibt zwei Ursachen, welche veranlassen kénnen,
daB die GréBe b der Zustandsgleichung eine Funktion von v oder T wird. 1. Das
teilweise Zusammenfallen der Deckungssphéren wird veranlassen, dall & Kkleiner
wird wie ¥ N 47 o6®, welche GroBe wir in der Folge b, nennen werden. 2. Das
Volum der Molekule selbst kann sich 4dndern als Folge von Anderungen des
Druckes und der Temperatur. Eine Anderung der ersteren Art werden wir eine
Quasi-Verkleinerung von b nennen; eine der zweiten Art eine reelle. Die
Theorie gestattet uns nicht, an der Existenz der Quasi-Verkleinerung zu zweifeln.
Wenn sie experimentell nicht nachzuweisen ist, mul man annehmen, dal} eine
reelle VergroBerung die Quasi-Verkleinerung kompensiert. Wir konnen dieses
um so eher tun, als wir nicht imstande sind, aus theoretischen Griinden etwas
Sicheres iiber die reelle Verinderung auszusagen, da wir die Natur der Molekiile
nicht so genau kennen, wie zu diesem Zwecke erforderlich wire.

Wenn wir annehmen, daB die Molekiile starre Kugeln sind, ist es wenigstens
im Prinzip moglich, die Quasi-Verkleinerung genau zu berechnen. Bei dieser
Berechnung miissen wir aber einen Unterschied machen zwischen dem b in dem
Faktor v — b der Zustandsgleichung und demjenigen in dem Ausdruck fiir den
verfiigharen Raum v — 25. Bei sehr groem Volum fallen die Deckungssphiren
alle ganz auBerhalb einander, und dann sind die beiden b einander gleich Wenn v
aber kleiner wird, wird auch & kleiner. Man muB3 den Faktor in der Zustands-
gleichung dann schreiben:

¥ — (b — 4y b)
und den verfiigbaren Raum:
v — 2 (boo — 4, b).

4,b wird die Druckkorrektion und 4,b die Volumkorrektion genannt. Diese
beiden Korrektionen sind nicht dieselben.
VAN DER WaALs?) hat 4,5 berechnet und gefunden:

17 b2,

32 v

Er hat diesen Wert anfinglich aber auch irrtiimlich fiir 4,5 benutzt. J. J. vAN
3

Ayb =

LAaR®) hat noch einen zweiten Term von 4,b berechnet von der Form f —i.

Er findet § = 0,0958. BOLTZMANN hat diesen Wert zur Berechnung eines zwelten
Terms von 4,b benutzt und findet — 0,03695%) und daher fir die Zustands-
gleichung:
RT a
p= 3 b2 B vt (5¢)
v—b+§—1)-—0,03695;}?

1) L. S. OrNsSTEIN, Diss. Leiden 1908; Akad. Amsterdam Bd. 20, S. 790. 1911. Proc.
Amstetdam Bd. 14, S. 853. 1912.

2) J. D. vaNn DER Waars, Zithingsverslag der Akademie zu Amsterdam (im weiteren
einfach zitiert als Akad. Amsterdam. Die englische Ubersetsung wird zitiert als Proc.
Amsterdam) Bd. 5, S. 150. 1896.

3) J. J. van Laar, Arch. Musée Teyler (2) Bd. 6, S. 327. 1900.

4 Die Richtigkeit dieser Werte ist bestatigt von H. HaprEL, welcher eine kiirzere
Berechnungswelse benutzte. Ann. d. Phys. Bd. 21, S. 359. 1906.
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Fiir eine genaue Erkenntnis der GréBe 4,5 miiBten noch Terme von der Form
4

Vs UsW. hinzugefiigt werden. Die Koeffizienten y usw. sind aber nicht be-

rechnet worden :

Wie die GroBe 4, b infolge der teilweisen Uberdeckung der Deckungssphiren
berechnet werden muB, ist selbstverstandlich. Die Berechnung von A,b ist
nicht so selbstverstindlich, sie kann auf sehr verschiedene Weise stattfinden
G. JAGER?) hat sie zuerst berechnet und gefunden:

2
v——(boo~——3—b7'°> statt v —b.

8
BOLTZMANN berechnet bis in zweiter Anniherung:
5 %, %)
v — (boo —_ ‘g *;—- —I— 0,03695 '1)2 .

In den Vorlesungen iiber Gastheorie berechnet BoLTzZMANN sie auf zwei Weisen ;
erstens nach seiner Methode des verfiigbaren Raumes, wobei die Kriitmmung
der Deckungssphiren in Betracht zu ziehen ist. Auf demselben Prinzip hat
J. D. vAN DER WaALS JR.2) eine kiirzere Berechnungsmethode fiir den Koeffi-
zienten § durchgefithrt. Zweitens deduziert BorTzMANN den Wert von 4,5 aus
demjenigen von 4,5, indem er eine kalorische Zustandsgleichung aufstellte, in
welche (vgl. Ziff. 68) der verfiigbare Raum eingeht und aus der man mittels
thermodynamischer Betrachtungen die Gleichung fiir p ableitet. Auch DE LANGEN3)
leitet den Koeffizienten £ aus seiner kalorischen Zustandsgleichung ab.

H. Happer?) hat auch die weiteren Terme von 4, b ausfiihrlich diskutiert.

B) Einfliisse der Maxwell-Boltzmannschen Verteilungsfunktion.
Es gibt noch eine andere Ursache fiir eine Quasi-Verinderung von a und b;
das ist die gegenseitige Anziehung der Molekiile. Diese Anziehung veranlaBt
eine VergroBerung der StoBzahl, was eine VergroBerung des StoBvirials invol-
viert. DaB die Anziehung nicht eine VergroBerung der mittleren Geschwindig-
keit im Augenblick eines StoBes veranlaBt (wie TAIT u. a. gemeint haben), ist
von der statischen Mechanik geniigend dargetan.

Die VergroéBerung der StoBzahl infolge der Anziehung ist von W. SUTHER-
LAND®) in elementarer Weise berechnet worden. Viel einfacher und strenger
laBt sich dieser Umstand beriicksichtigen, wenn man mit M. REINGANUMS®)
die Maxwell-Boltzmannsche Verteilungsfunktion heranzieht. Denn die StoBzahl
wird in demselben Verhiltnis durch die Attraktion vergroBert, wie die Dichte
der anderen Molekiilmittelpunkte in einer Deckungssphare infolge der Attraktion
grofer ist wie in einem anderen Punkte des Raumes. Es ist aber klar, daB dieser
Umstand auch das Attraktionsvirial vergréBern wird. So kommt REINGANUM
zu der Zustandsgleichung:

(p_;_a(T)) (v——beR—CT>=RT. (51)

p2

wo a(7T) andeutet, daB a jetzt auch eine Funktion der Temperatur ist. % ist
1) G. JAGER, Wiener Ber. Bd. 105, S. 15 u. 97. 1896.

J. D. vaN DER WaaLs jr., Arch. Néerland. (2) Bd. 8, S. 285. 1903.
Z. ]J. pE LANGEN, Diss. Groningen: Verlag von W. de Waal 1907.
H. HappeL, Ann. d. Phys. Bd. 21, S. 342. 1906.

W. SuTHERLAND, Phil. Mag. (5) Bd. 36, S. 507. 1893.

M. REINGANUM, Phys. ZS. Bd. 2, S.241. 1901; Ann. d. Phys. Bd. 6, S. 533. 1901;
Bd. 10, S. 334. 1903; auch Diss. Géttingen 1899.

>

e

)
)
)
)
)
)

o o
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der Energieverlust, welchen ein Molekiil erleidet, wenn es aus groBer Entfernung
bis zum Kontakt mit einem anderen Molekiil gebracht wird. Wenn das Korre-
spondenzgesetz gelten soll (vgl. Ziff. 46 usw.), so muBl C fiir verschiedene Stoffe
deren kritischen Temperaturen proportional sein. Falls wir annehmen, dafl die
Attraktionskrifte nur in einer Entfernung ¢ oder sehr wenig mehr titig sind,
wird die VergroBerung des Attraktionsvirials diejenige des StoBvirials fast genau
kompensieren. Ein gleiches Verhalten wird auch von vaN LAAR?') gefunden:
der Einflul der Attraktion und der daraus folgenden Temperaturabhingigkeit
von a und b auf die Zustandsgleichung scheint nicht so grol zu sein, wie man

ohne die Kompensation erwarten wiirde. Fiir die Theorie der Reibung dagegen
c

ist die VergroBerung der StoBzahl im Verhiltnis ¢ET von groBer Bedeutung;
es ist REINGANUM gelungen, mittels ihr die Temperaturabhidngigkeit des Reibungs-
koeffizienten zu erkldren. In einigen Fillen leitet er aus der Reibung Werte
fir C ab, welche sich wirklich wie die kritischen Temperaturen verhalten (vgl.
Ziff. 56). o

Der REINGaANUMSche Faktor ¢27 ist aber nur dann zu benutzen, wenn die
Mehrzahl der Molekiile sich an Stellen befinden, wo man die potentielle Energie
Null setzen kann (d. h. wo sie denselben Wert hat wie im Unendlichen).

Wenn die Molekiile infolge der Kohision Gruppen bilden, welche lingere
Zeit beieinander bleiben, kann man eine Gruppe auch als ein zusammengesetztes
Molekiil betrachten (vgl. Ziff. 5). Vax DER Waa1s?) nennt das Quasi-Assozia-
tion. Bezeichnet# die mittlere Zahl der Molekiile in einer Gruppe, 1 — x die Zahl
der einfachen Molekiile, ¥ die Zahl der Molekiile, welche Komplexe gebildet
haben, und % eine Konstante, so findet er:

(p+ et —(1_k)x]2) (0 — b)= RT(1 — ";196)

02

Eine Verinderlichkeit von b mit dem Assoziationsgrad ist vernachlissigt. Der
Assoziationsgrad wird mit Hilfe des thermodynamischen Gleichgewichtsprinzips
berechnet (ireie Energie = Minimum). Fiir #» wird etwa 8 gefunden.

7) Auler diesen Quasi-Anderungen von a und b, welche gewissermaBen
a priori berechnet werden kénnen, gibt es vielleicht reelle Anderungen; z. B.
kann a eine Funktion der Temperatur sein, d. h. die Kraft f(r) zwischen zwei
Molekiilen in gegenseitiger Entfernung » kann eine Temperaturfunktion sein. Die
theoretischen Ansitze fiir eine derartige Hypothese werden weiter unten be-
sprochen (Ziff. 20). Fir eine eventuelle Volumabhingigkeit von a4 wird man
wahrscheinlich eher an eine Quasi-Abhingigkeit zu denken haben.

Auch b kann eine Funktion von » und 7 sein infolge einer reellen Ande-
rung des eigenen Volums der Molekiile. Am einfachsten wird es sein, b als eine
Funktion von Druck und Temperatur zu betrachten, wobei als Druck auf die

Oberfliche des Molekiils naturgemidB der ganze kinetische Druck
rechnen ist.

Einen expliziten Einflul der Temperatur wird man meistens nicht zu er-
warten haben. VAN DER WaALs3) hat wohl eine Formel dafiir aufgestellt; bei
seiner Berechnung ist aber angenommen, daB die Vibrationsenergie im Molekiil

zu

1} J. J. vaN Laar, Zustandsgleichung von Gasen und Fliissigkeiten. Leipzig: Leopold
Voss 1924. In der Folge zitiert als ,,VAN LAAR Zust.c.

%) J.D.vaN pEr WaaLs, Akad. Amsterdam Bd. 19, 1, S. 78. 1910, Proc. Amsterdam
Bd. 13, 1, S. 107. 1910; vgl. auch G. van Ry, Diss. Amsterdam 1908.

3 J. D. van pEr Waars, Akad. Amsterdam Bd. 9, S. 586, 614, 701. 1901. Proc.
Amsterdam Bd. 3, S. 515, 571, 643. 1901.
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der Temperatur proportional anwichst. Nach der spiter entwickelten Quanten-
theorie wird dieses aber keineswegs zutreffen, und die Werte der spezifischen
Wéirme bei konstantem Volum zeigen, daBl bei den Temperaturen der meisten
Isothermbestimmungen die innere Vibrationsenergie konstant ist und daf} eine
thermische Ausdehnung der Molekiile daher nicht zu erwarten ist.

Der Druckeinflul auf & wird wohl nicht anders als eine Verkleinerung bei
steigendem Druck sein kénnen. Es ist aber fraglich, ob man fiir die Berechnung
des StoBvirials bei zusammendriickbaren Molekiilen die StoBkrafte durch einen
gleichmifBigen Druck ersetzen kann. Die StoBkrdfte nidmlich haben nur im
Augenblicke eines ZusammenstoBes einen von Null verschiedenen und dann
einen sehr groflen Wert, und nur in diesem Augenblicke deformieren sie das
Molekiil. Daher ist zu erwarten, daBl das Volum eines Molekiils im Augenblicke
eines ZusammenstoBes (und fiir solch einen Augenblick muBl das Virial berechnet
werden) kleiner sein wird wie der mittlere Wert des Volums. Falls ein Molekiil
immer nur mit einem einzigen anderen Molekiil zusammenst68t und nur von
diesem deformiert wird, wird also das Volum wihrend eines ZusammenstoBes
unabhingig von den anderen ZusammenstéBen sein, d.h. b wird unabhingig
von der Dichte.

Dagegen wird eine Erhohung der Temperatur veranlassen, daf} jeder Zu-
sammensto hiufiger und die Deformation gréBer wird, was Anla gibt zu der
scheinbar paradoxen These, daB die Molekiille bei Temperaturerhéhung ein-
schrumpfen werden. Ein derartiges Verhalten ist auch von vaN LaAAr?!) aus
den experimentellen Ergebnissen abgeleitet.

Eine quantitative Berechnung der Veridnderlichkeit des Volums der Molekiile
scheint aber bei dem jetzigen Stande der Physik nicht moglich, und die dafiir
angegebenen Formeln sind, soweit sie mit den experimentellen Ergebnissen ver-
triglich sind, als empirische Formeln zu betrachten. VAN DER WaALs gab (L. c.):

b—1b, ‘b—b0)2
v—2b _f{1_(zg_——bo }’ (72)
vAN Laar (L. c. S.78): b
b= . (7b)
1_{_39——_5_9

v

In (7a) stellt b, den Wert von b vor bei T = 0 oder bei p = oo (was nach VAN
DER WaaLs denselben Wert von & geben soll), b, den Wert von & bei der ge-
gebenen Temperatur 7 und v = oco. f ist eine Konstante in der Ndhe von 1
oder 2. In (7b) hat b, dieselbe Bedeutung wie in (7a); & aber ist der Wert
von b bei T =0 und p = 0 (der nach vaN LAAR gréBer sein wird als der Wert
bei p ='o).

8. Andere Formen der Zustandsgleichung. Verschiedene Autoren haben
noch mehrere andere Formen der Zustandsgleichiing aufgestellt.

R. Crausius?) hat vorgeschlagen:

{ﬁ+(vffc))2}(v~b) —RT.

7(T) stellt eine Funktion von 71" dar. Meistens schreibt er f(7T) = i, aber er
hat auch andere Funktionen untersucht. T

BATELLI?) setzte: f(I)=aT-"—dT+m

1) J. J. vaN LaaRr, Zustandsgleichung, u. a. S.12.
?2) R. Crausius, Wiedem. Ann. Bd. 9, S. 337. 1880.
3) A. BAaTELLI, Ann. chim. phys. (6) Bd. 25, S. 38. 1892; Bd. 29, S.239. 1893.
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und benutzte die so entstandene Gleichung zur Darstellung seiner Beobach-
tungen iiber Ather und Schwefelkohlenstoff.

SARRAUY) setzte: HT) = ae-T
und priifte diese Annahme an den Beobachtungen von Amacat fiir CO, und N,.

d
Endlich setzte JiGERY): [(T) = —¢ 7.

T ‘
D. BErRTHELOT?) hat eine Gleichung in reduzierten GroéBen (vgl. Ziff. 46)
aufgestellt: ] 1
(n+ w2+2mw+n) (w o >= c#,
AL
) " Bw

in welcher die Konstanten A, B, [, m, #, C (pro Mol) fiir alle Stoffe dieselben
Werte haben, wenn das Korrespondenzgesetz erfiillt ist.
Tarr?) hat geschrieben:

plv—b =RT — A E

v—c  v—d’ .

_ Rose INNEs?®) zur Darstellung der Versuche von Ramsay und YouNG iiber
Ather und Isopentan:

1 a . d
p+—— do=RT (14— \.
| v(v+tc) vle— —fg
v ¥
DieTERICI®) hat bei seinen ausfiihrlichen Berechnungen iiber die Zustands-
gleichungen verschiedene Formen benutzt, u. a.

(p+ %) o —n=rT

d 8
un plv—b) = RT ¢ &Tw.
Die letztere Gleichung ist interessant wegen ihrer theoretischen Begriindung.
DieTERICI geht ndmlich von dem BorrzmanNschen Raumverteilungsgesetz aus.
Nach seiner Meinung sind die Molekiile an einer Wand der molekularen An-

ziehung entzogen und ist das Verhiltnis ihrer Dichte zur Dichte der Molekiile
a

in der Mitte der Fliissigkeit durch den BorTzMaNNschen Faktor ¢ YET gegeben.
Der Druck auf die Wand wird daher im gleichen Verhiltnis kleiner sein, wie er
sonst sein wiirde. Diese Betrachtung ist bestechend. Sie scheint aber nicht
zutreffend zu sein. Die Dieterici-Schicht an der Wand ist eigentlich eine neue
Phase, welche mit der betrachteten Phase koexistiert, und das ist nur unter-
halb der kritischen Temperatur und gerade bei dem Sittigungsdruck moglich.
Man muf} die Gleichung von DIETERICI eher als eine Form der Dampfdruck-
kurve denn als eine Form der Zustandsgleichung betrachten. Auch sollte nicht
a d 2a
ST sondern ——r
1) Sarravg, C. R. Bd. 101, S. 941, 994, 1145. 1885; Bd. 110, S. 880. 1890.

E.
) G. JAGER, Wiener Ber. Bd. 101, S. 1675. 1892.

) D. BERTHELOT, Livr. Jub. Lorentz. Arch. Néerland. (2) Bd. 5, S.417. 1900.
) P.

) J.

)

im Exponenten geschrieben werden.

DAL

G. Tarr, Trans. Edinbg. Roy. Soc. Bd. 36, S.257. 1892.

5 Rose InnEes, Phil. Mag. (5) Bd. 44, S. 76. 1897; Bd. 45, S. 102. 1898.

8) C. DietTERICcI, Wiedem. Ann. Bd. 66, S. 826. 1898; Bd. 69, S. 685. 1899; Drud. Ann.
Bd. 5, S. 51. 1901.
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Von den vielen anderen teilweise sehr komplizierten Zustandsgleichungen
erwihnen wir noch:

12,2 ¢
[(v-zﬁ)ﬂ— — } 3,344\ 4
R Eo| (0 -2+
ae’ T {v —pe [ v ]} RT
P . p T

y?2 23 M
nach REINGANUM, '

b+ s+ B+

v? vy (v —c) v¥) T3 M v —c¢

nach’ VoGert!) und

y8 ('U"—'l'n) T B_bT4 deﬂv'Ul’z‘}—’é

RT a c
b= T v @

nach WosnL?).

Auch Amaca13) und HappeL%) haben Zustandsgleichungen mit Hilfe von
Reihenentwicklungen aufgestellt. Von derartigen Gleichungen wird hier nur
die empirische Zustandsgleichung von KAMERLINGH ONNES erwdhnt werden
(Ziff. 16), welche in letzterer Zeit viel Anwendung findet. Die Zustandsgleichun-
gen, welche auf das NErnstsche Prinzip, die Quantentheorie und daher auch
die Gasentartung Riicksicht nehmen, mégen bei der Besprechung dieser Gegen-
stinde eine Stelle finden.

9. Die Zustandsgleichung eines Gemisches. Die Zustandsgleichung eines
Gemisches wird auf dieselbe Weise abgeleitet wie diejenige eines reinen Stoffes.
Betrachten wir z. B. ein binires Gemisch. Nimmt man nun (wenn x << 1) 1—%
Mole des ersteren und x Mole des zweiten Stoffes, so hat man ein Mol des Gemisches.
Nennt man das Volum dieser Stoffmenge v, so ist die Dichte des ersten Stoffes

(ausgedriickt in Mol pro cm?) L—ifc— und diejenige des zweiten Stoffes %

Fir das Attraktionsvirial der Molekiile des ersten Stoffes untereinander

. 2
findet man daher 3%@—1) und fiir dasjenige der Molekiile des zweiten
2
Stoffes untereinander 3 azazc v. AuBerdem gibt es aber noch Krifte von Mole-

kiilen der ersteren Art ausgeiibt auf Molekiile der zweiten Art und umgekehrt.
2a (1 — %)

Das Virial dieser Krifte kann man durch 3 2 v darstellen. a,, ist

ein Koeffizient, welcher von der gegenseitigen Attraktion der zwei Stoffe be-

dingt ist. D. BERTHELOT®) hat die Vermutung ausgesprochen, dall a,, = }a, 4,
sein wiirde.

Auch bei dem StoBvirial muB man drei Gruppen von ZusammenstoBen
unterscheiden: diejenigen zwischen den Molekiilen des ersten Stoffes unter-
einander, diejenigen zwischen den Molekiilen des zweiten Stoffes untereinander
und die gegenseitigen StoBe zwischen Molekiilen der ersten und der zweiten Art.
Das Virial der St6Be der ersten Gruppe ist

3(1 — %) pror § 7ol
wenn Pt den totalen Druck darstellt. Wenigstens wird es annihernd diesen

1) VogeL,-ZS. {. phys. Chem. Bd. 73, S. 429. 1910.

2) A. WonL, ZS. f. phys. Chem. Bd. 87, S.1. 1914; Bd. 99, S. 207, 226, 234. 1921.

3) AMAGAT, La Statique des Fluides. Paris et Liége 1917.

)
) H. Happer, Ann. d. Phys. Bd. 21, S. 342. 1906. .
) D. BErTHELOT. Vergl. Kap. 4, Ziff. 22.

o
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Wert haben, wenn man auBler Betracht lassen darf, daB sich die Deckungs-
sphiren teilweise {iberdecken.

Das Virial der StéBe der zweiten Gruppe wird annihernd

3 %% Prot § 7103
betragen und dasjenige der St68e der dritten Gruppe
32(1 — %) prot $ woys, *

o1, bedeutet hier § (o, + 6,), denn das ist die gegenseitige Entfernung der Molekiil-
mittelpunkte bei einem ZusammenstoB dieser Gruppe.

Auf diese Weise findet man fiir die Zustandsgleichung eines biniren Ge-
misches:

(p+%) 6 —sa=rT, 59
a,=(1—2x)2a, +2x(1 — x)a,y + x2a,, (5g,a)
b= (1 —2)2by 4221 — %) byy + 22 by, (5g.b)

3 3 3, —
Vbsz = Vb, + V0. (58 c)

Auch andere Methoden fiir die Aufstellung der Zustandsgleichung fithren
zu demselben quadratischen Ausdruck fiir &} und b,.

b) Diskussion der Zustandsgleichung.

10. Die Isothermen. Allgemeine Orientierung. Fiir eine allgemeine quali-
tative Diskussion der Zustinde der Gase und Fliissigkeiten geniigt 'die
Zustandsgleichung mit konstantem a und 5. Eine graphische Darstellung im
p—v-Diagramm ist dabei von groBem Nutzen. Mit T = konstant bedeutet die
Zustandsgleichung eine Beziehung zwischen $ und v, welche im Diagramm von
einer Kurve repriasentiert wird. Diese Kurve nennt man Isotherme. Nach dem
BovLEeschen Gesetz wiren alle Isothermen Hyperbeln. Nach der Hauptzustands-
gleichung bekommt man die Isothermen aus diesen Hyperbeln, indem man die
folgenden zwei Verdnderungen vornimmt: 1. Man verschiebt alle Punkte um
eine Strecke & in der Richtung der v-Achse. Die Grofe b reprisentiert hier das
kleinste Volum, in welches die Substanz eingeschlossen werden kann (das Limit-
volum). Dem Zweig der p, v-Kurve fiir v << b werden wir jede physikalische
Bedeutung absprechen. Es liegt nahe, dieses Limitvolum als das Volum zu
interpretieren, welches von den kugelférmigen Molekiilen erfiillt wird, wenn sie
so dicht wie mdglich zu einem Kugelhaufen gepackt sind. Dieses Volum ist
aber nur 0,338 (b = 4mal das Volum der Molekiile). Dieses Faktum zeigt
schon, daB3 b keine Konstante sein kann, sondern bei kleinem Volumen bis zu
etwa 1/; des Wertes bei groBem Volumen abnimmt. 2. Dem Einflusse der At-
traktion der Molekiile trigt man Rechnung, indem man alle Punkte in der Rich-
tung der negativen p-Achse verschiebt. Hierbei muf man aber die Verschiebung

fiir die verschiedenen Punkte verschieden wihlen, nimlich e So bekommt
man die Kurven der Abb. 1.
Lost man die Gleichung nach $ auf, so sieht man, daB die Drucke selbst

—b
negativ werden kénnen, wenn R7T <C —a'(%g—l. Das kann nur vorkommen,
wenn RT < %. Differenziert man nach v, so bekommt man:
(ﬁé> ____RT 2a
ovlpy  (w—02" 3’
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L . op . .
Es zeigt sich, daB bei geniigend hohen Temperaturen 6—2? immer negativ
T

bleiben wird. Die Kurve hat dann keine Maxima oder Minima (die Kurven T
und S der Abb. 1). ( b

)
Fiir kleinere Werte von T wird 51—}) bei sehr groBem Volum und fiir Volu-
T

mina, die wenig groBer als b sind, negativ bleiben. Fiir miBige Werte von v

aber kann man T so klein wihlen, daB (%) > 0. Der Differentialquotient
T

wechselt also zweimal sein Vorzeichen, und die Kurve hat ein Maximum und

ein Minimum (die Kurven O und P).

Den Ubergang zwischen diesen beiden Typen von Kurven hat man, wenn
das Maximum und das Minimum zusammenfallen zu einem Inflexionspunkt K
mit horizontaler Tangente
(Kurve R). Man nennt diesen 7
Punkt den kritischen Punkt,
und die GréBen T, 9, v, welche
zu ihm gehoren, kritische Tem-
peratur usw.

Die Isotherme oberhalb
der kritischen Temperatur T
zeigt anfinglich noch einen
Inflexionspunkt, aber mit ne-
gativen (g%) (Kurve S). Bei

T
noch hoherem T ist der In- ,i\
flexionspunkt ~ ganz  ver- J—/
schwunden. Unterhalb T hat
man einen Inflexionspunkt
mit (ﬁB) >0.
0 U/p

Man kann den kritischen Abb. 1. Isothermennetz.
Punkt auch dadurch bestim-
men, daB unterhalb T verschiedene Geraden p = konstant die Kurve dreimal
schneiden, oberhalb T immer nur einmal. Bei T = T und p = p; haben die
drei Wurzeln denselben Wert »,. Wenn man aber in Betracht zieht, daB b
genauer genommen eine Funktion von v ist, so ist die Kurve nicht linger eine
Kurve dritten Grades und man kann das Merkmal, das sich auf die drei
Schnittpunkte mit einer Geraden stiitzt, nicht linger benutzen. Daher findet
das Merkmal, daB der kritische Punkt der Inflexionspunkt mit horizontaler
Tangente ist, eine allgemeinere Anwendung.

Im kritischen Punkte hat man also (mit ¢ und b konstant):

S

6p) RT 2a
(%T~“(v—b)2+$5.“0’
(02;5) _ _2RT _6a _
0?)y | (v—10)® vt

Die Losung dieser Gleichungen mit der Hauptzustandsgleichung als der dritten
Gleichung liefert:
8 a
R Tk =, 75]0 ==

7 Vi=3b (8a, b, c)

)
Tl =
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Da zwei koexistierende Phasen gleiches T und $ haben, kann es ober-
halb T} keine Koexistenz geben, unterhalb aber wohl, was auch als Definition
von T} gegeben wird. Die koexistierenden Phasen sind immer die Schnittpunkte
einer horizontalen Geraden mit einer Isotherme, z. B. 4; und C; auf der Iso-
therme P und A4, und C, auf der Isotherme O. Die mittleren Schnittpunkte B,
und B, reprisentieren labile Phasen (vgl. Ziff. 24, 26). Uber ein Kriterium fiir das
Auffinden der Koexistenzpunkte A und C auf einer Isotherme vgl. man Ziff. 30.

11. Kontinuitdt. Wir sehen aus Abb. 1, daB es moglich sein wird, eine
Substanz aus dem Gaszustande (z. B. C;) in den fliissigen Zustand (z. B. 4,)
iiberzufithren, ohne daB sie Kondensationserscheinungen zeigt, d. h. ohne daf
sie sich in zwei Schichten, Fliissigkeit und Dampf, scheidet. Zu diesem Zwecke
kann man das Gas isochor (d. h. bei konstantem Volum) erwérmen, bis 7" und
héher als T} und p; geworden sind. Dann kann man die Substanz isopiestisch
(d. h. bei konstantem Druck) zusammenpressen, bis das Volum gleich dem Volum
von A, geworden ist. SchlieBlich kann man die Substanz isochor wieder ab-
kiihlen, bis 7" und p dieselben Werte wie bei A angenommen haben.

Weil er die Moglichkeit einer derartigen kontinuierlichen Uberfithrung von
Gas in Fliissigkeit experimentell festgestellt hat, sprach ANDREwWs von der
Kontinuitit der beiden Zustinde.

Bei vaN DER WaALs hat das Wort Kontinuitit noch eine prinzipiellere Be-
deutung, nidmlich die, daB die beiden Punkte auf derselben kontinuierlichen
Kurve liegen, was wieder bedeutet, daB3 sie durch dieselbe Gleichung dargestellt
werden, d.h. daB beide Zustinde demselben Gesetz unterworfen sind. Man
kann daher sagen, dal die Zustinde nicht prinzipiell unterschieden sind und
daB sie sich nur unterscheiden in den quantitativen Dichteverhiltnissen.

In den Isothermen fiir T > T3 brauchen wir keine besonderen Zweige zu
unterscheiden. Bei T << T3, z. B. bei der Isotherme P, haben die verschiedenen
Teile die folgende Bedeutung: Die Punkte rechts von C; stellen den ungesittigten
Dampf vor, C, den gesittigten Dampf, A4, die Fliissigkeit beim Siedepunkt
(gesattigte Flissigkeit), die Punkte links von A, die komprimierte Fliissigkeit.
Die Kurve C; Ny B, M, A, stellt teilweise labile, teilweise metastabile Zustinde
vor (vgl. Ziff. 25).

Bei geniigend tiefem T kann der Druck auch kleiner als Null werden. In
einem gut gereinigtem Barometerrohr kann man dies z. B. bei ausgekochtem Hg
verwirklichen. Aus der Hauptzustandsgleichung findet man, daB negative

Drucke fsich verwirklichen lassen, wenn die Gleichung $ =0 = RT — %

reelle Wurzeln hat, d. h. wenn v—=b v
a 27

RT<2{E oder T<3_2 Tk- (9)

12. Der kritische Punkt. Experimentelle Ergebnisse und Theorie. Der
kritische Zustand ist zuerst von CAGNIARD DE LA ToUR im Jahre 1822 und
von ANDREWS im Jahre 1869 beobachtet worden. Nachdem KAMERLINGH ONNES
im Jahre 1908 das Helium verfliissigt hat, wird wohl nicht mehr bezweifelt
werden, daB der kritische Zustand eine allgemeine Eigenschaft der Stoffe ist.
In Ziff. 10, Gleichung (8 a, b, ¢) sahen wir, wie man die kritischen GréBen
wiirde berechnen koénnen, wenn « und b konstant wiren. Ein Kriterium, inwie-
weit die kritischen Daten durch die Verdnderlichkeit von & und & beeinfluB3t

werden, liefert die GréBe (%1) =s, welche wohl kritischer Koeffizient genannt
k

wird. Nach der Zustandsgleichung wird das Verhalten der Stoffe nur von zwei
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charakteristischen GroBen bestimmt, ndmlich ¢ und 4. Die drei GréBen T3, px
und v, sind daher Funktionen von nur zwei GréBen, es muBl also eine Beziehung
zwischen ihnen bestehen. Nach Gleichung (8 a, b, ¢) ist diese Beziehung:
RT; 8
= —=2,67. 10
Prvr 3 (10)
Anstatt dessen wird experimentell fiir s meistens 3,6 bis 4 gefunden, wie
die folgende Tabelle zeigt:

Tabelle 1. Der kritische Koeffizient.

Helium . . . . . . . . . 3,274 Fluorbenzol . . . . . . . 3,78
Wasserstoff, . . . . . . . 3,2762) Chlorbenzol . . . . . . . 3,78
Neon . . . . . . . . .. 3,2499%) Jodbenzol . . . . . . . . 3,78
Stickstoff . . . . . . . . 3,412%) Brombenzol . . . . . . . 3,80
Argon . . . . . . . . .. 3,424%) Diisobutyl . . . : . . . 3,81
Sauerstoff . . . . . . . . 3,4195) Athylather . . . . . . . . 3,81
Kohlendioxyd . . . . . . 3,457) Hexan . . . . . . . . . 3,83
Athan . . . . . . . . .. 3,558) Heptan . . . . . . . . . 3,86
Methylchlorid . . . . . . 3,489) Oktan . . . . . . . . .. 3,86
Schwefeldioxyd . . . . . . 3,62 Ester . . . . . . . . . . |3,86Dbis 3,94
Tetrachlorkohlenstoff . . . 3,67

Hexamethylen . . . . . . 3,71 Anomale Substanzen:

Isepentan . . . . . . . . 3,73 Propylalkohol . . . . . . 4,00
Diisopropyl . . . . . . . 3,74 Athylalkohol . . . . . . . 4,02
Tetrachlorzinn . . . . . . 3,74 Methylalkohol . . . . . . 4,55
Benzol . . . . . . . .. 3,75 Essigsdure . . . . . . . . 4,99
Pentan . . . . . . . .. 3,76

Wenn man & (und vielleicht auch ) als Volumfunktion, beide GréBen aber
als von T unabhingig betrachtet, findet man:

Setzt man (T aﬁ) =f; und v = ¥bpeo, WO Dpeo den Wert von b bei Tj, und

b 0T/,
groem Volum bedeutet, so findet man:

a 1
S — 81D’

B e r = (&b

1) Matuias, CROMMELIN u. KAMERLINGH ONNEs, Comm. Leiden Nr. 172; Akad.
Amsterdam Bd. 34, S. 334; Proc. Amsterdam Bd. 28, S. 526. 1925.

%) KAMERLINGH ONNES, CROMMELIN u. KaTH, Comm. Leiden Nr. 151; Akad. Amster-
dam Bd. 26, S. 124. 1917; Proc. Amsterdam Bd. 20, S. 178. 1918.

3) MatHias, CROMMELIN u. KAMERLINGH ONNES, Comm. Leiden Nr.162; Ann. d.
phys. Bd. 19, S. 231. 1923.

%) KAMERLINGH ONNES, DOrRsMAN u. HorsT, Comm. Leiden Nr. 145; Akad. Amster-
dam Bd. 23, S. 982; Proc. Amsterdam Bd. 17, S. 950. 1914. )

%) CroMMELIN, Comm. Leiden Nr. 115; Akad. Amsterdam Bd. 18, S. 924; Proc.
Amsterdam Bd. 13, S. 54 u. 607. 1910.

%) KaMERLINGH ONNES, DorsMAN u. Horst, Comm. Leiden Nr. 145; Akad. Amster-
dam Bd. 23, S. 982.; Proc. Amsterdam Bd. 17, S. 950. 1914.

") KeesoM, Comm. Leiden Nr. 88; Akad. Amsterdam Bd. 12, S. 391 u. 533; Proc.
Amsterdam Bd. 6, S. 532 u. 554. 1903.

8) KueENEN u. RoBsoN, Phil. Mag. (6) Nr. 3, S. 622. 1902.

®) Die folgenden Zahlen beruhen alle auf den Angaben von S. Young, Phil. Mag.
(5) Bd. 50, S.291. 1900.
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Obschon a und b gewil nicht streng unabhingig von 7 sind (vgl. Ziff. 15),
findet vAN DER WaaLsl), daB die Gleichungen (8 a, b) mit groBer Anndherung
gelten, daB man aber in (8 ¢) den Koeffizienten 3 durch einen Koeffizienten #
ersetzen muf}, der meistens nicht viel mehr als 2 betrigt.

Der Faktor 7—201—1) in (8b') wird dann wieder den Wert L oder einen
. —
wenig abweichenden Wert annehmen. Das gibt, wenn 7 ein wenig gréfer als 2
ist, fir f; etwa den Wert 7. Die Hauptzustandsgleichung wiirde f; = 4 liefern
(vgl. Ziff. 32). ap
Die Bestimmung von f; mittels direkter Beobachtung von ( 3 T) ist nicht
leicht. GiBBs und PranNck haben aber bewiesen, daB3 o'k

(7).~ (&%),

Hier bedeutet “ den Temperaturkoeffizienten des gesittigten Druckes

aT
und ( d;;) den Grenzwert dieser GroBe, wenn man sich der kritischen Tem-

peratur nahert. Und diese Grofle ist experimentell viel besser zu bestimmen

als (E’ﬁ) fiir homogene Phasen.
0T /o1 ap

Tabelle 2 enthélt einige Zahlen fiir g— <—) nach DieTERICI?). Die Beob-

aT.
achtungen bei CO, sind von AMAGAT, bei SO, von CAILLETET, bei den iibrigen
Substanzen von SYDNEY YOUNG.

Tabelle 2. Der Koeffizient —-——(dp)

P \dT
Normalpentan . . . . . . . . ‘ 6,93 Normaloktan . . . . . . . . . 7,90
Isopentan. . . . . . . . . .. 7,00 Diisopropyl . . . . . . . . . . 7,29
COp . . . . ... 7,14 Diisobutyl . . . . . . . . .. 7,81
SO . . ..o 6,96 Ather . . . . . . . . . . .. 8,29
Benzol . . . . . . . . . . .. 6,94 Hexamethylen . . . . . . . . 5,84
Normalheptan . . . . . . . . 7,67

Das Ergebnis, daB (8a) und (8b) fast ungeandert gelten, ist bestitigt von

vAN LaAR3) und von BERGER%). ob
Wenn man die Verinderlichkeit von b mit v in Betracht zieht und £ =0,
2 4
—2—% = 4" und 1vkb’2, = B¢ setzt, bekommt man fiir die Bestimmung der
v — O
kritischen Groflen:
8p> RT ne , 20
(3), == ge 0 — ¥ + 3% =,
82;15) 2RT ne RT .,  6a
(5t o T T g =0

1) J. D. vaNn DER WaaLs, Akad. Amsterdam Bd. 19, S. 88. 1910; Proc. Amsterdam
Bd. 13, S. 118. 1910.

2) C. DieTERICI, Ann. d. Phys. Bd. 7, S. 146. 1903.

3) J. J. van Laar, Zust. S. 134ff.; auch Akad. Amsterdam Bd. 22, S. 793. 1914;
Proc. Amsterdam Bd. 17, S. 451. 1914.

4) J. BERGER, ZS. {. phys. Chem. Bd. 111, S. 147. 1924. BERGER beschiftigt sich aber
nicht mit p;, sondern nur mit 7. .
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Hieraus berechnet man:

b _r—1 2 1-b

U r 31 —3p7 ,
VAN LAAR findet fiir die meisten Stoffe, ndmlich fiir diejenigen mit nicht
sehr niedriger T, etwa b/ = { und Sy = — 1, und folglich » = 2 statt 3.

Man berechnet hieraus:

8 ., a . 27 (r—1)2 2
RTy=—121 — by == e "
S 57 M, mit h=g " T—u (8a”)
1, a : 27 (1' —1 2 ) "
=1k t )= — = —1]).
Pr 27t mi Ay e PR 1 (8b")
Mit den oben gegebenen Werten von b/ usw. folgt:
27
h=1=—.
1 2 28

Stoffe, welche der Hauptzustandsgleichung folgen; nennt van LAAR ideale
Stoffe, diejenigen, fiir welche die obigen Werte von b/, 7 und folglich von 7,
2, und 1, gelten, nennt er Grenzstoffe. Er findet noch, wenn man den redu-
zierten Richtungskoeffizienten des ,,geraden Diameters von MaTTHIAS” (vgl
Ziff. 33 und Abschnitt e ,,Das Korrespondenzgesetz*“) y nennt, die empirische
Formel:

b . .
2y = bl (by = Grenzwert von b im kleinstméglichen Volum).
- 0
Es folgt:
¥ = 1+ und s = ——§L .
7 7 +1

Mit a und b konstant wiirde man finden:

. (T d{)) . RT;
=3 ar)h™ po -
Nennt man die rechte Seite dieser Gleichung f’, so findet man, wenn man
die Verinderlichkeit von a und b beachtet:
fr=1(1—1 (x= eine kleine Grole) .
Mit den obigen Annahmen von vaN LaAR findet man:

1

f=hi—=8y.

Fiir die Priifung der van Laarschen Annahmen vergleiche man Tabelle 3
fiir sechs von vAN LaARr diskutierte Substanzen. In der fiinften Spalte sind aber
nicht die Werte fiir /* eingetragen, wie sie aus yesp., sondern wie sie aus Yrormei
berechnet werden. Die Werte yrormet sind berechnet nach der von van Laar
aufgestellten Formel

2y =1+40,038YT. (11)
Bei den meisten Stoffen macht es keinen groBlen Unterschied, ob man yeyp. oder

yFormel WahIt. Fiir H, und He aber ist der Unterschied groB, und wenn man /'
aus 7exp. berechnet, stimmt sein Wert sehr schlecht mit f, {iberein.

Handbuch der Physik. X. 10
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Tabelle 3.
. .. Ty (dp .
Vergleichung des Koeffizienten ? aT mit den nach vaNx LAAR be-
2 3
rechneten Werten.
fx aus den
Texp. = E_i ! ngungs' 1/ aus 8y Yexp. YFormel
4 l koeffizienten
Isopentan . . . | 2,14 210 | 68 73 | 0911 | 00908
Fluorbenzol . . 2,11 2,06 7,1 7,6 0,947 ‘1 0,949
Xenon . . . . 2,21 2,21 >6,4 6,6 0,780 | 0,823
Argon . . . . . 2,34 2,34 5,9 6,0 ‘ 0,745 0,745
‘Wasserstoff . . 2,44 2,64 | 4,9 4,9 0,42 0,61
Helium . . . . 2,61 2,84 | 4,36 4,35 |0,27 bis 0,12| 0,54
. .. . . . ov
Die kritische Dichte. Im kritischen Punkt ist a7 = — oo und aus
dv dv 0p dv dv T
= — . —— folgt = oo, denn ——— ist weder Null, noch unend-
T, 9pp 0T, & T, oT,

lich. Dieser Umstand hat zur Folge, daB das kritische Volumen nicht leicht
genau bestimmt werden kann. Die kleinsten Ungenauigkeiten in T und p
haben groBe Abweichungen der GroBe v von v zur Folge. Eine magnetisch
getriebene Riihrvorrichtung nach KUENEN ist daher erwiinscht, da sonst die
Temperatur im GefdB nicht iiberall denselben Wert hat.

Aber infolge der Schwere kann der Druck im Gefil nicht konstant sein,
und auch das bedingt schon merkliche Abweichungen der Dichte unten und
oben im GefiB. Einerseits erlaubt eigentlich erst dieser Umstand die, Wahr-
nehmung des kritischen Zustandes; denn sonst wiirde, wenn das Volum nicht
genau das kritische wire, der Meniskus bei Temperaturinderung entweder
ganz oben oder ganz unten in der Rohre verschwinden, d.h. man wiirde bei
der kritischen Temperatur immer in einem anderen Punkte als dem kritischen
sein. Da nun aber durch den EinfluB der Schwere nicht eine Dichte, sondern
eine ganze stetige Reihe vorkommt, 148t es sich so einrichten, daB man irgendwo
in der Rohre gerade die kritische Dichte, d.h. den vollstindig abgeplatteten
Meniskus vorfindet. In welcher Héhe, das hingt dann von dem Totalvolum ab.

Andererseits erschwert dieser Umstand aber noch mehr die genaue Be-
stimmung der Dichte, da die Rohre nicht homogen gefiillt ist. Zur Bestim-
mung der kritischen Dichte (des kritischen Volums) benutzt man daher 6fters
eine indirekte Methode: man zeichnet das Diagramm (Abb. 9, Ziff. 33) fiir die
Matuiassche Mittellinie und sucht den Schnittpunkt der Mittellinie mit der
Geraden T = T. Die Ordinate des Schnittpunktes ist die kritische Dichte.
Die Methode kommt auf eine Extrapolation des Geraden-Mittellinie-Gesetzes bis
zur kritischen Temperatur (welche experimentell bestimmt sein muB) hinaus.

13. Abweichungen vom Boyleschen Gesetz. Der Boyle-Punkt. Nach

0
dem Boyleschen Gesetz ist (ﬂ> und (@) gleich Null. REGNAULT schlof3
d V/gp 0p Vi
aus seinen Beobachtungen, daf3 (%%) fiir alle Gase bei Zimmertemperatur
T

kleiner ist, d.h. daB die Gase leichter kompressibel sind, als sie es nach dem
Boyleschen Gesetz sein wiirden. Nur Wasserstoff war weniger kompressibel.
Hitte er auch Helium untersuchen kénnen, so hiitte er eine zweite Ausnahme
gefunden.

AMAGAT leitet aus seinen Beobachtungen fiir CO, ein Diagramm ab, indem
er fiir verschiedene Temperaturen die Kurven zeichnet, welche das Produkt pv
als Funktion von p darstellen (Abb. 2).
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Die Kurven zeigen auf jeder Isotherme einen Minimumwert fiir po. Mittels
Extrapolation fand AmaGAT, daB das Minimum bei » = 0 zu finden war bei
einer Temperatur von +636°C oder 909° der Kelvinskala. Oberhalb jener
Temperatur wiirde das Minimum fehlen und wiirden die Kurven von $ = 0 an
mit zunehmendem Drucke steigen.

0
Weil am Orte der Minima (%—;) = 0 und weil dort also das Boylesche Gesetz
. 7
fiir einen Augenblick erfiillt ist, kann man sie Boyle-Punkte nennen. Sie liegen
auf einer parabelartigen Kurve, welche in der Abbildung gestrichelt ist. Be-
sonders aber nennt man Boyle-Temperatur die Temperatur, bei welcher das

Minimum bei p = 0 (bei unendlicher Verdiinnung) gefunden wird.
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Abb. 2. pv als Funktion von p bei Isothermen von CO, nach AMAGAT.

Da der kritische Punkt fiir CO, bei 304° K liegt, ist die geschitzte Boyle-
Temperatur 2,98mal die kritische. Dasselbe Verhiltnis der beiden Tempera-
turen wird von LEDUC und SACERDOTE?!) aus ihren Beobachtungen bei ver-
schiedenen Gasen abgeleitet. Aus der Zustandsgleichung findet man mit kon-
stanten Werten von « und b: '

b a
(@_@)_apv. v Tt )
oplyr  Ouvp 675T-___RT 1 _,__2_1’ )
(v—"0)* " o3
(%ﬁ—;) wird also positiv, Null oder negativ, je nachdem<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>