
Die Grundlagen der Tragflfigel
und Luftschraubentheorie 

Von 

H. Glanert 
M. A., Fellow of Trinity College 

Cambridge 

Ubersetzt von 

Dipl.-Ing. B. Boll 
Danzig 

Mit 115 Textabbildungen 

Berlin 
Verlag von Julius Springer 

1929 



AHe Rechte vorbehalten 

ISBN-I3: 978-3-642-47 I 76-6 e-ISBN-I3: 978-3-642-47494- I 
001: 10.1007/978-3-642-47494-1 

Softcover reprint of the hardcover I st edition 1929 



Vorwort zur deutschen Ausgabe. 
Bei der Ubersetzung bestand keine Veranlassung, von der 

englischen Fassung abzuweichen. Es wurden lediglich einige An
merkungen zugefugt, die die Sachlage noch etwas genauer er
kHiren sollen oder zum Hinweis auf deutsche Verhaltnisse dienen. 
(Es sind dies die Anmerkungen ohne Literaturhinweis.) Dagegen 
bereitete die Wahl der Bezeichnungen etwas mehr Schwierig
keiten. Es wurden schlieBlich die Vorschlage des Hydraulik
ausschusses (Wasserkraft 1926, S.239£f.) als Richtlinien gewahlt, 
wodurch wohl eine groBere Einheitlichkeit der Bezeichnungen 
erreicht wurde. 

Fur tatkraftige Forderung bei der Vbersetzung bin ich meinem 
verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr.-lng. Flugel, Danzig, zu 
groBem Dank verpflichtet. 

Langfuhr, im Marz 1929. H. Holl. 



Vorwort zur englischen Ausgabe. 
Eine Tragfliigeltheorie hat das Ziel, die am Tragfliigel auf

tretenden Krafte zu erklaren und vorauszubestimmen. In den 
letzten J ahren ist nun eine befriedigende Theorie entwickelt worden 
fiir die Auftriebskraft im gewi:ihnlichen Arbeitsbereich unterhalb 
des kritischen Anstellwinkels und fiir den Anteil des Widerstandes, 
der von der Zahigkeit der Luft unabhangig ist. Man hat auch schon 
betrachtliche Einsicht in das Wesen des Zahigkeitswiderstande8 
und in das Verhalten eines Tragfliigels bei und iiber dem kritischen 
Winkel gewonnen, jedoch ist die Theorie bis jetzt noch unvoll
standig. Das Problem der Luftschraube ist wesentlich ein Teil 
der Tragfliigeltheorie, denn die Blatter einer Luftschraube sind 
Tragfliigel, welche schraubenfi:irmige Wege beschreiben; man hat 
auch durch Anwendung der Grundgesetze der Tragfliigeltheorie 
eine befriedigende Theorie der Luftschraube entwickelt. 

Der Zweck dieses Buches ist eine Darstellung der Tragfliigel
und Luftschraubentheorie in einer Form, welche sich auch fiir 
Leser eignet, die keine hydrodynamischen Vorkenntnisse besitzen. 
Die ersten fUnf Kapitel geben eine kurze Einfiihrung in die Teile 
der Hydrodynamik, welche zur Entwicklung einer Tragfliigel
theorie ni:itig sind. Die folgenden Kapitel behandeln der Reihe 
nach den Auftrieb eines Tragfliigels in zweidimensionaler Stri:i
mung, die Wirkung der Zahigkeit und ihre Bedeutung in der Trag
fliigeltheorie und die Theorie des Tragfliigels von endlicher Spann
weite. Die letzten drei Kapitel sind der Entwicklung der Luft
schraubentheorie gewidmet. 

Mit Riicksicht auf den Zweck des Buches wurden schwierige 
mathematische Entwicklungen nach Mi:iglichkeit vermieden; in 
einigen wenigen Fallen wurden Ergebnisse ohne Beweis angefiihrt 
unter Hinweis auf bekannte Lehrbiicher oder auf Originalarbeiten 
iiber den Gegenstand. 

Farnborough, April 1926. H. Glauert. 
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I. Einfiihrung. 

1.1. 
Es ist eine Tatsache alltaglicher Erfahrung, daB ein Korper, 

der durch eine Fliissigkeit bewegt wird, eine resultierende Kraft 
erfahrt, die in den meisten Fallen im wesentlichen ein Widerstand 
gegen die Bewegung ist. Es gibt jedoch eine Art von Korpern, 
bei denen die senkrecht zur Bewegungsrichtung ausgeiibte Kraft 
viele Male groBer ist als die der Bewegung entgegenwirkende 
Komponente, und die Moglichkeit des Fliegens eines Flugzeugs 
beruht auf der Verwendung eines Korpers dieser Art fiir die Trag
flachen. 

Eine Tragflache oder ein Tragfliigel besitzt eine Symmetrie
ebene durch den Halbierungspunkt seiner Spannweite; die Be
wegungsrichtung wie auch die Wirkungslinie der resultierenden 
Kraft liegen gewohnlich in dieser Ebene. Der Querschnitt eines 
Tragfliigels in einer zur Symmetrieebene parallelen Ebene ist von 
langlicher Form mit einem gerundeten Kopf und einem ziemlich 
scharfen Hinterende. Es ist gewohnlich moglich, eindeutig eine 
Doppeltangente an die Unterflache des Tragfliigelquerschnittes zu 
ziehen, und man bezeichnet dann die Projektion des Tragfliigel
querschnittes auf diese Tangente als Fliigelsehne. In den Fallen, 
wo diese eindeutige Doppeltangente nicht vorhanden ist, erfordert 
die Sehne eine besondere Definition, und man definiert sie dann 
haufig als die Verbindungslinie der Kriimmungsmittelpunkte der 
Vorderkante und der Hinterkante des Pro£ilsl . Als Anstellwinkel ~ 
des Tragfliigels bezeichnet man den Winkel zwischen der Sehne 
und der Bewegungsrichtung relativ zur Fliissigkeit, und als Druck
punkt 0 bezeichnet man den Punkt, in welchem die Wirkungslinie 

1 In Deutschland pflegt man in solchen Fallen die Sehne zu defi
nieren als die Projektion des Fliigelquerschnittes auf die Tangente an 
die Unterflache des Fliigels in der Hinterkante. 

Glauert-Holl. Luftschrauben. 1 
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der resultierenden Kraft P die Sehne AB schneidet (Abb. 1). Die 
resultierende Kraft zerlegt man in zwei Komponenten, den Auf
trieb Pa senkrecht zur Bewegungsrichtung und den Widerstand Pw 
parallel zu dieser, aber der Bewegung entgegenwirkend. Es ist 
iiblich, die Vorderkante A der Sehne als Bezugspunkt zu beniitzen. 

Bewe,g'vI1gsrichlvng 

Abb.l. 

Die resultierende Kraft hat dann ein Moment um diesen Punkt, 
dessen Drehsinn positiv gerechnet werden solI, wenn es den An
stellwinkel zu vergroBern sucht. Die GroBe dieses Momentes ist 

M =-AC(Pacoscx. + Pwsincx.), 

worin AC die Entfernung des Druckpunktes von der Sehnenvorder
kante bedeutet. 

Die auf einen Tragfliigel von gegebener Form bei einem be
stimmten Anstellwinkel ausgeiibte Kraft hangt hauptsachlich ab 
von der Dichte (! der Fliissigkeit, der Relativgeschwindigkeit Wo 

zwischen Tragfliigel und Fliissigkeit und einer den Tragfliigel 
kennzeichnenden Lange 1. Diese drei GroBen konnen eindeutig 
in der Form 12 (! w~ zusammengestellt werden, damit sie die Dimen
sion einer Kraft ergeben; man kann dann dimensionslose Auftriebs
und Widerstandsbeiwerte definieren als Quotienten aus den Kraft
komponenten und diesem Produkte. Die Auftriebs- und Wider
standsbeiwerte eines Tragfliigels sind definiert durch die Glei
chungen 

w2 

P w = I;w' F . (! 2°. 

Dabei bedeutet F die groBte Projektion des Tragfliigels, die sich 
bei einem rechteckigen Tragfliigel als Produkt aus Sehne und 
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Spannweite ergibt. Die entsprechende Definition fUr den Mo
mentenbeiwert ist 

worin t die Fliigelsehne bezeichnet. Diese Definitionen sind nicht 
einheitlich, so beniitzt z. B. das britische Standardsystem nur 
e W5 statt des Staudrucks 
! e w5, so daB die Bei
werte nur halb so groB 
werden wie oben. 

Auftriebs- und Wider
standsbeiwerte eines 
Tragfliigels sind ab
hangig vom Austell
winkel; Abb. 2 zeigt die 
Kurven fiir einen ty
pischen Tragfliigel; der 
Widerstand ist dabei 
fiinfmal so groB aufge
tragen wie der Auftrieb. 
Der Auftriebsbeiwert 
andert sich in einem ge
wissen Bereich linear mit 

0,8 

dem Anstellwinkel und 0,2 

erreicht ein Maximum 
ungefahr beim "kriti
schen" Anstellwinkel1. 
Der geradlinige Teil der 
Auftrie bskurve stellt den 
praktisch wichtigen Ar
beitsbereich eines Trag
fliigels dar; in diesem 
Bereich ist der Wider-

Abb.2. 

lIrllckptlnkliibBiwBrf 

AnsfB//winkB/ 

Abb.3. 

stand klein im Vergleich zum Auftrieb; wenn man sich jedoch 
dem kritischen Winkel nahert, wachst der Widerstand rasch an. 

Abb.3 zeigt die Veranderung der Lage des Druckpunktes, 
und zwar ist die Entfernung des Druckpunktes von der Vorder-

1 Als "kritischer" AnstelIwinkeI solI der Anstellwinkel bezeichnet 
werden, bei dem die Stromung auf der Saugseite (unter intensiver Wir
belbildung) abreiBt. 

1* 
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kante des Tragfliigels in Bruchteilen der Sehnenlange ausgedriickt. 
Analytisch ergibt sich dieser Druckpunktskoeffizient zu 

AO f;m f;m 
AB =-f;acosa+f;wsina==-f;a' 

Theorie und Experiment stimmen darin iiberein, daB der Mo
mentenbeiwert sich unterhalb des kritischen Winkels linear mit 
dem Auftriebsbeiwert andert. Der Druckmittelpunkt eines Profils 
riickt normalerweise mit abnehmendem Anstellwinkel nach hinten 
und geht gegen Unendlich bei dem negativen Anstellwinkel, fiir 
den (~aCOS1X + ~wsin1X) verschwindet, d.h. wenndie resultierende 
Kraft parallel zur Sehne ist. Dieser Anstellwinkel ist ungefahr 
gleich dem Winkel, bei dem der Auftrieb verschwindet. 

Die Hauptaufgabe der Tragfliigeltheorie ist, den Auftrieb und 
den Widerstand, welche ein Tragfliigel erfahrt, zu erklaren und 
vorauszusagen; es ist auch in den letzten Jahren eine befriedi
gende Theorie fiir den gewohnlichen Arbeitsbereich unterhalb des 
kritischen Anstellwinkels entwickelt worden. Die Bestimmung des 
maximalen Auftriebes eines Tragfliigels und des kritischen Win
kels, bei dem er eintritt, ist noch nicht moglich, obgleich man schon 
etwas Einsicht in die Ursache der Erscheinung gewonnen hat. 

1. 2. Die Entwicklung der Tragfliigeltheorie. 
Die Erklarung der Auftriebskraft eines Tragfliigels hangt 

wesentlich von der Art der Fliissigkeit ab, und die Schwierigkeit 
einer befriedigenden Theorie ist verkniipft mit der Schwierigkeit 
einer einfachen und zuverlassigen Erfassullg der wesentlichen 
Fliissigkeitseigenschaftell. 

Ein friiher Versuch, die auf eine schrag angestromte, ebene 
Platte ausgeiibte Kraft zu bestimmen, stammt von Newton, der 
annahm, daB die Fliissigkeit aus einer groBen Anzahl fester 
Korperchen bestehe. Diese Korperchen sollten unelastisch sein, 
so daB beim Auftreffen auf die Platte die senkrechte Geschwindig
keitskomponente zerstort wird. Die Fliissigkeitsmasse, welche in 
der Zeiteinheit auf eine Platte mit der Flache Fund dem Anstell
winkel 1X auftrifft, ist F (! Co sin 1X, die Geschwindigkeit senkrecht 
zur Platte ist Co sin 1X. Damit wiirde die Platte eine Kraft senk
recht zu ihrer Oberflache erfahren von der GroBe 

p = F·ec~sin21X. 
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Wenn man die Korperchen als vollkommen elastisch annimmt, 
wird diese Kraft doppelt so groB; in beiden Fallen ist jedoch die 
durch diese Theorie gegebene Kraft fUr kleine Anstellwinkel zu 
klein. Die Schatzung des Widerstandes einer ebenen Platte, die 
senkrecht zur Stromrichtung gestellt wird, ist befriedigender und 
gibt die richtige GroBenordnung. 

Eine bessere Einsicht in die Bewegung einer Fliissigkeit er
zielt man, wenn man die Fliissigkeit als zusammenhangendes 
homogenes Medium betrachtet. Ein wesentliches Kennzeichen 
einer Fliissigkeit ist, daB sie im Gleichgewichtszustand keine 
Schubspannungen iibertragen kann; wenn sich jedoch benach
barte Schichten relativ zueinander bewegen, dann treten Schub
spannungen auf und hemmen die Bewegung. Diese Eigenschaft 
kommt von der inneren Reibung oder Zahigkeit der Fliissigkeit. 
Die Zahigkeit der Luft ist klein und kann in vielen Fallen vernach. 
lassigt werden; manchmal ist jedoch die Zahigkeit von grund
legender Bedeutung; sie scheint in allen Fallen einen bestimmenden 
EinfluB auf das auftretende Strombild auszuiiben, auch wenn 
die Stromung sich genau so vollzieht wie in einer reibungsfreien 
Fliissigkeit. Eine weitere Eigenschaft einer Fliissigkeit ist ihre 
Kompressibilitat, die fiir die gewohnlichen Fliissigkeiten vernach
lassigbar, fiir ein Gas jedoch von Wichtigkeit ist. Die Luftdichte 
muB im allgerneinen als eine Funktion von Temperatur und Druck 
betrachtet werden; jedoch sind die Druckanderungen bei der Um
stromung eines Korpers gewohnlich geniigend klein, um die An
nahme konstanter Luftdichte zu rechtfertigen. Diese Annahme 
verliert jedoch ihre Giiltigkeit, wenn die Stromungsgeschwindig
keit ihrer GroBe nach der Schallgeschwindigkeit vergleichbar wird; 
dann muB man die Kompressibilitat beriicksichtigen. 

Diese Erwagungen fiihrten dazu, die Luft als ideale Fliissigkeit 
zu betrachten, d. h. als zusammenhangendes, inkompressibles, 
reibungsfreies Medium. Auf diesen Begriff griindet sich die Theorie 
der Fliissigkeitsbewegung, deren Ergebnisse in vielen Fallen von 
groBem Wert sind. Leider fUhrt diese Theorie zu dem erstaunlichen 
SchluB, daB ein Korper, der sich durch eine ideale Fliissigkeit 
bewegt, iiberhaupt keine resultierende Kraft erfahrt. 

Einen Versuch, diese KluEt zwischen Theorie und Tatsachen 
zu iiberbriicken, unternahmen Helmholtz und Kirchhoff; sie 
nahmen an, daB die Stromung nicht um die ganze Oberflache 
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herumgeht, sondern daB hinter dem Korper ein Totwassergebiet 
bleibt. Diese Methode der unstetigen Stromung1 ist auf eine 
geneigte ebene Platte in zweidimensionaler Stromung, die einem 
Tragfliigel von unendlicher Spannweite entspricht, angewandt 
wordeu und ergibt eine resultierende Kraft senkrecht zur Ober
Wiche von der GroBe 

p nsinlX F 2 = 4 + nsinlX • eOo· 

Diese Kraft gibt fiir kleine Anstellwinkel und auch fUr die senk
recht zum Strom gestellte Platte die richtige GroBenordnung, 
aber die wirklichen Zahlenwerte stimmen nicht gut mit Versuchs
ergebnissen iiberein. 

Eine Auftriebskraft kann man auch in einer idealen Fliissigkeit 
erhalten, wenn man annimmt, daB die Stromung das Bestreben 
hat, urn den Korper herum zu zirkulieren. Auf diesem Begriff fuBt 
die heutige Tragfliigel- und Luftschraubentheorie. Die Entwick
lung der Theorie fUr einen Tragfliigel mit unendlicher Spannweite, 
die einer zweidimensionalen Stromung entspricht, verdanken wir 
in erster Linie Kutta 2 und Joukowski3• Die Ausdehnung auf 
den allgemeinen, dreidimensionalen Fall, die den von Lanchester4 
vorgeschlagenen allgemeinen Umrissen folgt, verdanken wir 
Prand tI5. Diese Theorie liefert Ergebnisse, die mit den Ver
suchen in gutem Einklang stehen; es bleibt jedoch die Schwierig
keit, den Ursprung der Zirkulation zu erklaren. In einer idealen 
Fliissigkeit konnte diese Zirkulation nicht entstehen, und man 
muB sie der Wirkung der Zahigkeit in den Anfangsstadien der 
Bewegung zuschreiben. 

Die allgemeine Tragfliigeltheorie ergibt eine Widerstandskraft, 
den induzierten Widerstand, der mit dem Auftrieb des Tragflugels 

1 Wegen der Ableitung der Theorie s. Lamb (deutsch v. Friedel: 
Hydrodynamik, § 73ff. 

2 Auftriebskrafte in striimenden Flussigkeiten. Illustr. aeronaut. Mitt. 
1920. - Uber eine mit den Grundlagen des Flugproblems in Beziehung 
stehende zweidimensionale Striimung. Sitzungsber. d. k. bayr. Akad. d. 
Wiss. 1910. 

3 Uber die Konturen der Tragflachen der Drachenflieger. ZFM 1910. 
4 Aerodynamik (deutsch v. C. u. A. Runge) 1909. EinBerichtuberdiese 

Theorie in einer weniger entwickelten Form wurde im Jahre 1894 von Lan
c h est e r der Birmingham Natural History and Philosophical Society gege ben. 

5 Tragflugeltheorie. Giittinger Nachr. 1918 u. 1919. 
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verkniipft ist; fiir zweidimensionale Bewegung wird jedoch dieser 
induzierte Widerstand Null, und man muB wieder auf die Zahigkeit 
der Fliissigkeit zuriickgreifen, um die kleine Widerstandskraft 
(den Profilwiderstand) zu erklaren, die tatsachlich noch vorhanden 
ist. Die Entwicklung der Tragfliigeltheorie griindet sich deshalb 
in erster Linie auf die Annahme, daB die Luft eine vollkommene 
Fliissigkeit ist; die Zahigkeit wird dann an einer spateren Stelle 
eingefiihrt, um den Ursprung der Zirkulation und das Vorhanden
sein des Profilwiderstandes zu erklaren. 

1. 3. Atmospharische Beziehungen. 
Wenn auch die Kompressibilitat der Luft in den meisten Auf

gaben iiber die Umstromung eines Korpers vernachlassigt werden 
kann, so kann man die Luftdichte doch nicht als absolute Kon
stante betrachten, sondern muB sie als Funktion von Druck und 
Temperatur nach folgendem physikalischen Gesetz ansetzen: 

p (! T 
Po = eo' To' 

worin p den Druck, f! die Dichte und T die absolute Temperatur 
darstellen. 

In der Atmosphare sind Druck und Dichte durch folgende 
Gleichung mit der Rohe iiber dem Erdboden verkniipft: 

dp 
(J]1; =-gf!. 

Um jedoch den Zustand in beliebiger Rohe bestimmen zu 
konnen, muB man auch den Zusammenhang zwischen Temperatur 
und Rohe kennen. Dieser Zusammenhang wird an verschiedenen 
Orten und zu verschiedenen Zeiten verschieden sein, jedoch haben 
viele Lander eine Normalatmosphare als Vergleichsgrundlage an
genommen. Diese Normalatmosphare wird definiert durch einen 
Druck auf dem Erdboden von 760 mm Quecksilber und das 
Temperaturgesetz 

t = 10 -0,005 h, 

worin t die Temperatur in Grad Celsius und h die Rohe in Metern 
ist. Dieses Gesetz gibt die mittleren Verhaltnisse in Mitteleuropa 
wieder und gilt bis hinauf zu der Rohe, wo die Temperatur infolge 
der Annaherung an die isotherme Schicht nicht mehr faUt. Die 
Abhangigkeit von Druck und Temperatur von der Rohe in dieser 
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Rohe 

m 

o 
1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
8000 

10000 

Einfiihrung. 

Tabelle 1. Normalatmosphare. 

Druck 
.L 
Po 

1 
0,890 
0,784 
0,695 
0,610 
0,533 
0,465 
0,354 
0,267 

Dichte 
.!L 
120 

1 
0,906 
0,812 
0,733 
0,657 
0,585 
0,520 
0,412 
0,324 

Temperatur 
o C 

10 
5 
o 

-5 
-10 
-15 
-20 
-30 
-40 

Normalatmosphare ist durch Tabelle 1 gegeben. Wenn eine 
Druckanderung so rasch vor sich geht, daB zwischen benachbarten 
Flussigkeitsteilchen kein Warmeaustausch stattfindet, so ge
horchen Druck und Dichte dem adiabatischen Gesetz 

P ((! )" p;=e;' 
wo " das Verhaltnis der beiden spezifischen Warmen des Gases 
ist, das fUr Luft den Zahlenwert 1,4 besitzt. Das adiabatische 
Gesetz ware in der Atmosphare erfullt, wenn der Temperatur
gradient 10 0 0 auf 1000 ill betruge; wenn der Temperaturgradient 
diesen Wert uberschreitet, sind die Luftverhaltnisse instabil, und 
es entstehen Konvektionsstromungen. 

1. 4. Einheiten. 
Man benutzt gewahnlich das technische MaBsystem, dessen 

Zeiteinheit die Sekunde, dessen Langeneinheit das Meter und 
dessen Krafteinheit das Kilogramm ist. Fur die entsprechende 
Masseneinheit ist der Name "ein Newton" vorgeschlagen worden. 

In englischen Werken ist es ublich, in British Engineering 
Units zu rechnen und als Zeiteinheit die Sekunde, als Langen
einheit den FuB und als Krafteinheit das englische Pfund zu 
nehmen. Man braucht dann auch eine neue Masseneinheit, die 
durch die Bedingung definiert ist, daB die Einheit der Kraft an 
der Masseneinheit die Einheit der Beschleunigung hervorbringt. 
Diese Masseneinheit heiBt slug, und zwar hat ein Karper, der W 

englische Pfund wiegt, eine Masse von W slugs (wobei g = "'32,2). 
g 
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Die wichtigsten Beziehungen zwischen den zwei MaBsystemen 
sind folgende: 

Lange: 
Kraft: 
Masse: 

1 FuB = 0,3048 m 
1 lb = 0,4536 kg 
1 slug = 1,488 Newton, 

und die Normaldichte der Luft auf dem Erdboden ist 0,125 Newton 
pro Kubikmeter oder 0,00237 slugs pro KubikfuB. 

II. Die Bernoullische Gleichung. 
2. 1. Stromlinien und stationare Bewegung. 

Wenn sich ein Korper mit der gleichfOrmigen Geschwindigkeit 
Wo in einer bestimmten Richtung durch eine Flussigkeit bewegt, 
so sind die Stromungsverhaltnisse genau dieselben, als wenn der 
Korper in einer gleichformigen Stromung mit der Geschwindigkeit 
Wo in Ruhe ware; es ist gewohnlich bequemer, die Aufgabe in 
der zweiten Form zu betrachten. 1m allgemeinen werden wir also 
den Korper als ruhend ansehen und die Stromung relativ zum 
Korper betrachten. Eine Darstellung der Stromung um einen 
Korper erhalt man, wenn man die Stromlinien zeichnet, die durch 
die V orschrift definiert sind, daB die Richtung der Stromlinie 
in irgendeinem Punkt die Bewegungsrichtung des Flussigkeits
elements an dieser Stelle angibt. 1m allgemeinen wird sich die 
Form der Stromlinien mit der Zeit verandern; dann fallen die 
Stromlinien nicht mit den Bahnen der Flussigkeitsteilchen zu
sammen. Haufig andert sich das Strombild jedoch nicht mit der 
Zeit, und die Geschwindigkeit ist in jedem Punkt der Stromung 
nach GroBe und Richtung konstant. Die Stromung heiBt dann 
stationar, und die Stromlinien fallen mit den Bahnen der Flussig
keitsteilchen zusammen. Die Stromlinien, die durch eine kleine 
geschlossene Kurve hindurchgehen, bilden eine zylindrische 
Flache, die man Stromrohre nennt; da nun die Stromlinien die 
Bewegungsrichtung der Flussigkeit darstellen, so kann keine Flus
sigkeit durch den Mantel einer Stromrohre hindurchtreten. Die 
Theorie der Stromung um einen Tragflugel oder eine Luftschraube 
wird fast vollstandig als stationare Stromung entwickelt, und wenn 
nicht anders angegeben, solI die Flussigkeit als inkompressibel 
und reibungsfrei betrachtet werden. 
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2.2. Die Bernoullische Gleichung. 
Bei stationarer Bewegung besteht ein einfacher Zusammen

hang zwischen Druck und Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt 
einer Stromlinie. Die Bewegungsgleichung fiir ein kleines Fliissig
keitsteilchen einer Stromlinie ist 

Abb.4. 

de dp 
eFc- =-F-ds ds ' 

worin F die Querschnittsflache der 
Stromrohre an dem betrachteten 
Punkt und 8 eine langs der Strom

rohre gemessene Koordinate sind. Wenn man langs der Strom
rohre integriert, erhalt man allgemein 

~C2 + fd: = konst., 

und fiir eine inkompressible Fliissigkeit: 

p+!'e c2 =H. 

Dieses Ergebnis wird als Bernoullische Gleichung bezeichnet; 
die GroBe H, die langs einer Stromlinie konstant ist, heiBt Ber
noullische Konstante oder Gesamtdruck. 1m allgemeinen kann H 
fiir verschiedene Stromlinien verschiedene Werte annehmen; 
wenn jedoch die Stromlinien von einem Gebiet konstanten Druckes 
und konstanter Geschwindigkeit ausgehen, so hat H offenbar iiber
all denselben Wert. Wenn sich der Wert von H fiir verschiedene 
Stromlinien andert, so ist dies mit dem Auftreten von Wirbeln 
in der Fliissigkeit verkniipft (s. 4.3.2); in einer wirklichen Fliissig
keit konnen solche Anderungen des Wertes von H durch die Wir
kung der Zahigkeit erzeugt werden. 

Die Bernoullische Gleichung zeigt, daB der Druck in der 
Fliissigkeit dort am groBten ist, wo die Geschwindigkeit einen 
Kleinstwert besitzt, und daB H den in irgendeinem Punkt er
reichbaren maximalen Druck bedeutet. Dieser maximale Druck 
tritt immer an einem bestimmten Punkt des V orderendes eines 
Korpers auf, wo die Fliissigkeit zum Stillstand kommt und der 
Strom sich teilt, urn an der Oberflache des Korpers entlang zu 
flieBen. Die Messung der Geschwindigkeit eines Luftfahrzeugs 
beruht auf diesem Ergebnis, da das normale Staurohr den Unter
schied zwischen Gesamtdruck und hydrostatischem Druck miBt. 



Die Schallgeschwindigkeit. 11 

Das Instrument muB mit seiner Achse parallel zur Richtung der 
Stromlinien an die MeBstelle gebracht werden und bestimmt dann 
die dort vorhandene Relativgeschwindigkeit. Diese Geschwindig
keit kann jedoch von der des Luftfahrzeugs abweichen infolge 
der Storung der allgemeinen Stromung durch das Luftfahrzeug. 

Der Querschnitt einer Stromrohre ist mit der Geschwindigkeit 
durch die Bedingung verknupft, daB e' c· F konstant bleiben 
muB, da durch die Oberflachen der Stromrohre keine Flussigkeit 
hindurchflieBt. Fur eine inkompressible Flussigkeit ist F also 
umgekehrt proportional c, und die Stromrohre zieht sich bei 
wachsender Geschwindigkeit zusammen. Die Geschwindigkeit 
kann jedoch nicht unbegrenzt wachsen, da der Druck negativ 

werden wiirde, wenn die Geschwindigkeit den Wert 112: uber

schreitet, und da eine Flussigkeit ja keine negativen Driicke auf
nehmen kann. 

Um eine zahlenmiiBige Abschatzung dieser Grenzgeschwindig
keit fUr Luft bei normalen Verhaltnissen zu bekommen, wollen 
wir fur den Wert H den normalen Luftdruck 760 mm Hg ein
setzen; dann erhalten wir fUr die Grenzgeschwindigkeit 410 m/sec. 
Diese Geschwindigkeit ist groBer als die Schallgeschwindigkeit; 
die Annahme, daB die Luft als inkompressible Flussigkeit betrach
tet werden konne, wird also bereits bei viel kleineren Geschwindig
keiten ungultig. 

2.3. Die Schallgeschwindigkeit. 
Wenn an irgendeinem Punkt einer inkompressiblen Flussigkeit 

eine Storung, etwa eine plOtzliche Druckerhohung, auf tritt, so 
pflanzt sie sich momentan durch die ganze Flussigkeit hindurch 
fort; in einer kompressiblen Flussigkeit wandert die Storung in 
Form einer Druckwelle mit einer bestimmten Geschwindigkeit, 
namlich der Schallgeschwindigkeit, durch die Fliissigkeit. 

Wir wollen die eindimensionale Bewegung langs eines geraden 
Rohres von konstantem Querschnitt F betrachten. W enn ~ die 
Verschiebung der Teilchen zur Zeit t bezeichnet, deren ungestorte 
Lage durch die Koordinate x bestimmt wird, dann wird die ur
spriinglich zwischen x und x + d x gelegene Flussigkeit zur Zeit t 
zwischen den Grenzen 

liegen. und 
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Die Kontinuitatsgleiehung, welehe aussagt, daB die Masse eines 
Fliissigkeitselementes konstant bleiben muB, lautet deshalb: 

e(1 + ~!) = eo, 

worin eo die Diehte der ungestorten Fliissigkeit ist. Wenn wir 
e = eo (1 + s) setzen, wird fiir kleine Storungen die Kontinuitats· 
gleiehung 

o~ 
s=-ax' 

Die Bewegungsgleiehung fiir die Bewegung der Fliissigkeit 
langs der Rohre ist 

iJs~ op 
eo·F.dxW =-Fax dx 

oder 
oS~ op 

eoW=-ax' 

Nun ist aber der Druck eine Funktion der Diehte, und fiir 
solche kleinen Storungen konnen wir setzen 

P = Po + (~:)o (e - eo) = Po + seo (~:)o' 
Hieraus folgt 

as~ os (d p ) oS~ (d p ) 
eoW = - ox eo a:e 0= oxS eo a:e o' 

Dafiir konnen wir schreiben 

wenn 

gesetzt wird. 

as~ _ 2 as~ 
W - c. oxS' 

Die Losung der Differentialgleiehung fiir ; ist 

~ = f (x - cst) + F (x + cst) . 

Sie stent zwei Wellen dar, die mit der Gesehwindigkeit c. in ent. 
gegengesetzten Riehtungen laufen. Diese Gesehwindigkeit Cs ist 
unabhangig von der Art oder Periode der Storung und stellt die 
Schallgesehwindigkeit in der Flussigkeit dar. 



Die Bernoullische Gleichung in einer kompressiblen Flussigkeit. 13 

Wenn die Temperatur eines Gases konstant bleibt, sind Druck 
und Dichte durch das Boylesche Gesetz verkniipft: 

P [! 
Po [!o 

Die Schallgeschwindigkeit ist dann 1/ Po, und fUr den Normal-r [!o 
zustand erhalt man hieraus 288 m/sec. Dieser Wert liegt erheb-
lich unter dem experimentell bestimmten Wert; die schlechte 
Ubereinstimmung ist der Tatsache zuzuschreiben, daB die Tem
peratur wahrend der Storung nicht konstant bleibt. Die Druck
schwankungen gehen so rasch vor sich, daB dabei kein Warme
austausch zwischen benachbarten Flussigkeitsteilchen stattfindet; 
Druck und Dichte sind deshalb durch das adiabatische Gesetz 
verknupft: 

P ([! )'" 
Po = eo ' 

wobei fUr Luft u = 1,4 ist. Die Schallgeschwindigkeit ist deshalb 

1/ u Po ; der entsprechende numerische Wert ist 342 m/sec, was V [!o 
mit den experimentellen Bestimmungen gut ubereinstimmt. 

Allgemein ist Po proportional der absoluten Temperatur T; eo 
der gegebene Zahlenwert von Cs entspricht der normalen Boden-
temperatur von 15 0 C. Fur irgendeine andere Temperatur wird 

Cs = 20,lp[m/sec], 

wobei T die absolute Temperatur ist. 

2.4. Die Bernoullische Gleichung in einer kompressiblen 
Fliissigkeit. 

Die allgemeine Form der Bernoullischen Gleichung ist 

! c2 + fd: = konst. 

In einem kompressiblen Gas sind Druck und Dichte durch das 
adiabatische Gesetz verknupft: 

:0 = ([!~r 
Durch Integration der Bernoullischen Gleichung erhalt man 
daher: 1 2 x P 1 2 x Po 

-c +--'---CO+--'-2 x-I [! - 2 x-I [!o· 
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Wir wollen zunachst den Druck betrachten, welcher an einem 
Staupunkt auf tritt, wo die Fliissigkeit, etwa an der Nase eines 
Korpers, zum Stillstand gebracht wird. Wenn wir Co = 0 setzen, 
dann ist der Staudruck Po durch die Gleichung bestimmt: 

lo . ~ = 1 + ~ '" - 1 ~ = 1 + '" - 1 . ~ 
p eo 2 '" P 2 c~ , 

wo Cs die dem Druck P und der Dichte e des ungestorten Stromes 
entsprechende Schallgeschwindigkeit ist; denn es ist 

c2 = dp =:x. ~ 
8 de e 

Ferner ist 
,,-1 

~ :0 = (~)-,,-; 
hieraus ergibt sich schlieBlich 

" 
Po = P (1 + '" ; 1 . ~; )" - 1 . 

Diese Gleichung tritt an die Stelle der einfacheren Form 

Po = P +!e c2 , 

die wir fUr eine inkompressible Flussigkeit erhielten. 
Wenn die Geschwindigkeit c klein gegen die Schallgeschwindig

keit c. ist, kann man den Ausdruck fUr den Staudruck Po in eine 
Reihe entwickeln: 

( '" c2 
'" c4 

) Po = P 1 + 2 ci +8 ci + .. . 

= P + ie c2 (1 + i(~J + ... ). 
Wir konnen hieraus ablesen, daB der Staudruck groBer wird 

als in einer inkompressiblen Flussigkeit. Die Geschwindigkeit 
eines Luftfahrzeugs wird nun durch ein normales Staudruckgerat 
nach der Gleichung 

c = V2 (Poe- p) 

bestimmt; die Geschwindigkeit wird also etwas uberschatzt 
werden, wenn die Kompressibilitat der Luft vernachlassigt wird. 
Die GroBe dieses Fehlers gibt Tabelle 2 an; man sieht, daB der 
Fehler fur gewohnliche Fluggeschwindigkeiten unter 1 % bleibt 
und fur 480 km/st nur 2 % ausmacht. 
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Tabelle 2. 

e 
e. 

0,1 0,2 0,5 1,0 

Po 1,007 1,028 1,187 1,893 
P 
e' 

1,001 
e 

1,005 1,032 1,129 

Die Querschnittsanderung einer Stromrtihre wird durch die 
Kontinuitatsgleichung bestimmt: 

ecF = konst. 
Wir erhalten hieraus 

~. dF +! ~ + ! _ 0 
F de e de e - . 

Wenn wir auch die Bernoullische Gleichung differenzieren, 
bekommen wir 

oder 

c+e~~=o e de ' 

wenn c, die Schallgeschwindigkeit an der betreffenden Stelle 
bezeichnet. 

Hieraus folgt: 
dF = _ F (1 _ ~) . 
de c. e: 

Diese Gleichung zeigt, daB sich die Stromrtihre zusammenzieht, 
wenn die Geschwindigkeit zunimmt, solange die Strtimungs
geschwindigkeit kleiner als die Schallgeschwindigkeit an der be. 
treffenden Stelle ist, und daB sie sich ausdehnt, wenn die Strti
mungsgeschwindigkeit diesen Wert iiberschreitet. Es folgt hier
aus, daB sich das Strombild um einen Ktirper sehr erheblich ver
andern muB, wenn die Geschwindigkeit sich der Schallgeschwindig. 
keit nahert oder sie iiberschreitet. 

Der Querschnitt einer Stromrtihre hat einen Kleinstwert, wenn 
die Geschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit an der be
treffenden Stelle ist. Die kennzeichnenden GrtiBen in irgendeinem 
Punkt der Stromrtihre ktinnen zweckmaBig als Vielfache ihres 
Wertes im kleinsten Querschnitt, der durch den Index m be-
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zeichnet werden solI, ausgedriickt werden. Druck, Dichte und 
Schallgeschwindigkeit sind durch die Gleichung verkniipft: 

,,-1 

(.'L)-" = (!L)" -1 = (~)2, 
'Pm I?m CSm 

und die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Schallgeschwin
digkeit an einer bestimmten Stelle ergibt sich aus der Bernoulli
schen Gleichung zu: 

(u - 1)c2 + 2c~ = (u + 1)cs~. 
SchlieBlich ist der Querschnitt der Stromrohre: 

(Fm)"-1 = (~)"-1 
F I?mCSm 

=" + 1 (~)"-1 _ " - 1 (~)"+1. 
2 CSm 2 CSm 

Diese Gleichungen fUhren zu dem interessanten SchluB, daB 
es fiir die Geschwindigkeit eine obere Grenze gibt: 

Cmax = 1/" + 1 = 2,45, 
CSm " - 1 

die der Bedingung entspricht, daB Druck, Dichte und ortliche 
Schallgeschwindigkeit samtlich auf Null abgesunken sind. 1m 
anderen Grenzfall, wenn die Geschwindigkeit Null ist, ergeben 
die Gleichungen die Werte: 

~ = V" + 1 = 1 095 
CSm 2 " 

" 
l!!!.. = (" + 1)"-1 = 1 893 
'Pm 2 " 

1 

:: = (" ~ 1)"-1 = 1,577. 

In aeronautischen Problemen ist die Geschwindigkeit gewohn
lich geniigend niedrig, urn die Annahme zu rechtfertigen, daB die 
Luft eine inkompressible Fliissigkeit ist; im Falle einer mit hoher 
Winkelgeschwindigkeit rotierenden Luftschraube und gegebenen
falls in bestimmten Sonderfallen ist es jedoch notwendig, die Kom. 
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pressibilitat der Luft zu beriicksichtigen. Die Kompressibilitat 
kann auch die Stromung um einen Korper beeinflussen, der sich 
mit niederer Geschwindigkeit relativ zur Fliissigkeit bewegt, wenn 
die ortliche Geschwindigkeit in irgendeinem Gebiet einen hohen 
Wert erreicht. 

ITI. Die Stromfunktion. 
3.1. 

Die Bestimmung der Stromung um irgendeinen Korper hangt 
ab von der Bestimmung der GroBe und Richtung der Geschwindig
keit fiir aIle Punkte der Fliissigkeit; man driickt diesen Geschwin
digkeitsvektor zweckmaBig durch seine drei Komponenten 
(e"" ey, ez) parallel zu den Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten
systems (x, y, z) aus. Das Problem nimmt eine einfachere Gestalt 
an, wenn der Korper ein unendlich langer Zylinder ist, dessen 
Mantellinien senkrecht zur Richtung der ungestorten Stromung 
verlaufen, und wenn die Stromung keine Komponente parallel 
zu diesen Mantellinien besitzt. Wir wahlen die z-Achse parallel 
zu den Mantellinien, so daB an allen Punkten ez = 0 wird; die 
Stromung wird dann in allen Ebenen, die zur Ebene z = 0 parallel 
sind, genau dieselbe sein. Es geniigt deshalb, die Stromung in 
irgendeiner zu den Mantellinien senkrechten Ebene zu betrachten; 
das Problem wird so auf eine nur zweidimensionale Bewegung 
zuriickgefiihrt. Um die physikalische Wirklichkeit zu bewahren, 
nimmt man an, daB diese Ebene in Richtung der z-Achse die Dicke 
Eins besitze, und daB Kurven, welche man auf der Ebene zieht, 
zylindrische Oberflachen der Lange y 
Eins in dieser Richtung darstellen. 

Die stationare Bewegung einer 
vollkommenen Fliissigkeit kann man 
zweckmaBig durch Zeichnen der 
Stromlinien der Bewegung und durch 
Einfiihrung der Stromfunktion lJF 
bestimmen. Es sei irgendein An
fangspunkt 0 gegeben und lJF sei der 
FluB in der Zeiteinheit iiber die 

p' 

Abb.5. 

Kurve OAP (Abb. 5), die den Anfangspunkt mit irgendeinem 
Punkt P der Fliissigkeit verbindet. Der FluB wird im Uhr-

Glauert-Holl, Luftschrauben. 2 
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zeigersinn um 0 als positiv angenommen, d. h. von links nach 
rechts tiber die Kurve, wenn man von 0 aus der Kurve ent
lang nach P blickt. Der Wert von lJf hangt im allgemeinen nicht 
von der Kurve ab, die zwischen 0 und P gezogen ist; denn wenn 
OBP eine andere solche Kurve ist, so muB der FluB tiber OBP 
gleich dem FluB tiber OAP sein, wenn nicht in dem von beiden 
Kurven eingeschlossenen Gebiet Fltissigkeit entsteht oder ver
schwindet. lJf ist also eine Funktion der Koordinate von P, 
und ihr Wert wird sich mit der Lage von P andern. Die Wahl 
eines anderen Anfangspunktes 0' wiirde den Wert von lJf an allen 
Punkten nur um einen konstanten Betrag erhohen, der gleich 
dem FluB tiber irgendeine Kurve 0 '0 ist. 

Es sei nun P' ein anderer Punkt der Stromlinie, welche durch P 
geht, und wir betrachten OAP P' als die Kurve, welche pi mit 
dem Anfangspunkt verbindet. Da tiber die Stromlinie P pi kein 
FluB vorhanden ist, so ist der FluB tiber OAP pi ebenso groB wie 
der tiber OAP, und der Wert von lJf in P' ist derselbe wie sein 
Wert in P. Es folgt hieraus, daB der Wert von lJf Hings einer 
Stromlinie konstant ist, und man nennt lJf deshalb die Strom
funktion. Die Bewegung der Fltissigkeit ist vollkommen bestimmt, 
wenn der Wert von lJf als Funktion der Koordinaten fUr aIle 
Punkte der Fltissigkeit bekannt ist. Die Gleichung irgendeiner 
Stromlinie ist lJf = C, und man kann die Stromlinien zeichnen, 
indem man der Konstanten C verschiedene Werte erteilt. Zu 
diesem Zwecke ist es am besten, lJf oder C Werte zu erteilen, die 
um jeweils gleiche Betrage ansteigen, so daB zwischen je zwei 
Stromlinien immer die gleiche Fltissigkeitsmenge flieBt. Die senk

y 

A-' p ex 

t N 
c,y 

rechte Entfernung zweier benachbar
ter Stromlinien ist dann umgekehrt 
proportional der Geschwindigkeit; 
starke Annaherung der Stromlinien 
in irgendeinem Bereich zeigt hohe Ge
schwindigkeit an. 

3.1. 1. Die Geschwindigkeit der 
Fltissigkeit in irgendeinem Punkt 

o'------------,x"'" kann auf einfache Weise aus der 
Abb.6. Stromfunktion bestimmt werden. 

Wenn P und pi zwei benachbarte Punkte auf verschiedenen 
Stromlinien darstellen (Abb.6), so ist der FluB tiber das Ele-
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ment PP' gleich dem FluB iiber PN und NP', und kann in 
Ubereinstimmung mit der Definition der Stromfunktion folgender
maBen ausgedriickt werden: 

d 'P = Cx dy - cy dx . 
Es gilt aber auch 

fJlJF fJlJF 
d'l' = fJx dx + oy dy. 

Hieraus ergibt sich: 
fJlJF 

Cx = fJy' 

fJlJF 
cy = - ox' 

Aligemein erhiilt man die Geschwindigkeitskomponente in 
irgendeiner Richtung durch Differenzieren der Stromfunktion 
senkrecht dazu, und zwar nach links hin. In Polarkoordinaten 
sind deshalb die Radial- und Umfangskomponenten bzw.: 

1 fJlJF 
Oy=r:fJcp' 

fJlJF 
Cu = - fJr' 

Da sowohl das kartesische wie auch 
das Polarkoordinatensystem in vielen 
Fallen zweckmaBig sind, sollen die 
Ergebnisse im allgemeinen in beiden 
Formen angegeben werden. 

x 
Abb.7. 

3.1. 2. Die einfachsten Beispiele ffir die Stromfunktion ent
sprechen einer gleichformigen Stromung parallel zu einer der 
Koordinatenachsen. Fiir 
eine Geschwindigkeit Ox 

parallel der x-Achse und 9 

fiir eine Geschwindigkeit 2 

cy parallel zur y-Achse 
sind die Stromfunktio
nen bzw.: o 

'P= Ox' Y = Cx ' rsinq? 
und 
'P= -cyx= -oy·rcosq? 

-1 

/ 

/ 

/ 

,/ 

2 

/ 
/ 

" / 

/ 
/ 

/" 
/" 

/ 

" / 
/ 

,/ 

,/ 

/'" / 

" ,/ 
/ 

" " / 

" / 

" ,/ 

,/ 

,// 
/ 

9 /-1 ,,'" 1 0 
/ / '" '" / 

,/ " / ",-1 / " " " / / 
/ / ,/ ,/ 

" / ,/ ",-3 ,/ ,/ 

/ / /,/ " ,/ " / " / ,/ / ",-9 
/ 

,/ / / 

/ ,/ 
/ 

/ 
,/ // 

,/ ,/ ;/ ,/ 
,/ ,/ 

,/ / / 

,/ 

Q -1 -2 -3 
Abb.8. 

Abb. 8 zeigt die Stromlinien ffir gleichformige Stromung 
parallel zu den Achsen ffir den Fall Ox = 1,5 cy ; die Zahlen auf 

2* 
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den Linien sind die Werte von T. Die gestrichelten Linien sind 
durch die Punkte gezogen, welche einen konstanten Wert fiir die 
Summe der beiden Stromfunktionen ergeben und stellen eine 
gleichformige Parallelstromung dar, die zu den Achsen geneigt ist. 
Man kann zwei Stromfunktionen immer auf diese Weise zusammen
setzen, entweder analytisch oder graphisch, und zwar entspricht 
diese Methode dem Zusammensetzen der Geschwindigkeits
komponenten in jedem Punkt der Fliissigkeit. Durch passende 
Kombination gewisser einfacher Strombilder ist es moglich, eine 
Anzahl interessanter Ergebnisse abzuleiten, im besonderen die 
Stromung um einen Kreis, aus der die Stromung um irgendein 
Tragfliigelprofil durch einen anderen analytischen ProzeB abgeleitet 
werden kann. 

3. 2. Quellen und Senken. 
Die Entwicklung verschiedener Strombilder wird erleichtert 

durch den Begriff der Quellen und Senken. Eine QueUe ist ein 
Punkt, in dem Fliissigkeit in gleichmaBigem Strom zutage tritt, 
eine Senke ist eine negative Quelle oder ein Punkt, in dem Fliissig
keit verschwindet. Wenn die Stromung nicht gestort wird, wird 
die Fliissigkeit gleichmaBig nach allen Richtungen langs der 
Radiallinien nach auBen flieBen; bezeichnet 'm die Starke der 
Quelle oder das in der Zeiteinheit ausflieBende Fliissigkeits

Abb.9. 

volumen, dann ergibt sich fiir die 
Radialgeschwindigkeit in der Ent· 
fernung r von der Quelle 

m 
c, = 2nr' 

Die Stromlinien sind die von der 
QueUe ausstrahlenden Geraden; der 
Wert der Stromfunktion wird langs 
jedes dieser Strahlen konstant sein. 
Es sei irgendein StrahlOA als Strom· 
linie T = 0 angenommen. Wenn dann 

P ein Punkt auf dem Strahl ist, der einen Winkel q; mit OA 

bildet, dann wird der FluB durch den Bogen AP durch ;:. q; 

gegeben; das ist der Wert der Stromfunktion fiir den StrahlOP. 
Hieraus folgt: 

rp = 2m q; = 2m arctgK. 
n n X 
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Der Fall einer Quelle ist eine Ausnahme zu der allgemeinen 
Regel, daB die Stromfunktion an jedem Punkt einen eindeutigen 
Wert besitzt; denn wenn man eine Kurve wahlt, welche die 
Quelle mehrmals vollstandig umschlingt, dann ist es moglich, 
den Wert von lJf um ein beliebiges Vielfaches von m zu vergroBern. 
Die Addition einer Konstanten zur Stromfunktion andert jedoch 
das Strombild nicht, und wir konnen den Wert von lJf eindeutig 
machen, wenn wir ubereinkommen, daB q; immer zwischen den 
Grenzen ± II liegen solI. 

3. 3. Quellen im Parallelstrom. 
Wir wollen jetzt den Fall betrachten, daB gleichzeitig eine 

Quelle im Ursprung von der Starke m und eine gleichformige 
Str6mung mit der Geschwindigkeit - Co parallel zur x-Achse vor
handen sind. Die Stromfunktion fUr diese Stromung ist 

m 
lJf = -Co' Y + 2n q;, 

d. h. die Summe der Stromfunktionen der beiden Einzelstro
mungen. Wenn wir m = 2 coh schreiben, wird die Stromfunktion: 

lJf=co(h:-Y). 

Sie enthalt dann die beiden Parameter Co und h. Co ist die Ge
schwindigkeit des Parallelstroms, h ist eine Lange, deren Bedeu
tung im Laufe der Untersuchung klar werden wird. 

Die Stromlinien der beiden Einzelstromungen sind bzw. die 
zur x-Achse parallelen Geraden und die yom Anfangspunkt aus
gehenden Strahlen; die Stromlinien der kombinierten Stromung 
konnen sofort eingezeichnet werden als die Kurven, welche durch 
die Punkte hindurchgehen, in denen die Summe der beiden Strom
funktionen einen kons'tanten Wert hat. 

Diese geometrische Methode ist in Abb.lO fur die Zahlenwerte 
Co = 1 und h = 1 durchgefUhrt. Die Stromlinie lJf = 0 besteht 
aus dem positiven Teil der x-Achse und einer parabelahnlichen 
Kurve BAB'. Die Stromung der Quelle liegt vollstandig inner
halb der Kurve BAH; der Parallelstrom teilt sich im Scheitel A 
und flieBt uber und unter der Kurve vorbei. Nun kann man jede 
Stromlinie durch ein e feste Begrenzung ersetzen, ohne daB da
durch das Strombild geandert wurde, und man erhalt eine inter-
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essante Deutung der Stromung, wenn man die Kurve xAB als 
eine solche Begrenzung ansieht. Der Parallelstrom flieBt dann 
iiber eine horizontale Ebene, bis er auf die Begrenzung AB trifft, 
die ihn so ablenkt, wie die Stromlinien der Abb. 10 angeben. Mit 

Abb.10. 

dieser Deutung wird die Quelle dem Bereich der Fliissigkeit ent
riickt und kann einfach als mathematischer Kunstgriff angesehen 
werden, um die Wirkung der Begrenzung darzustellen. 

Die Form der Begrenzung wird durch die Gleichung lJf = 0 ge
geben und ergibt sich folglich zu 

. h'P rsmlf? = y = -;;, 

wo If? Werte von 0 bis Jl annehmen kann. Der Parameter h stellt 
die maximale Hohe der Begrenzung dar, wenn r unendlich groB 
wird und If? gegen Jl geht. So bestimmen die Paramater Co und h 
die Windgeschwindigkeit bzw. die Hohe der Begrenzung; die 
Begrenzung hat immer dieselbe Form. Man kann jedoch auch 
andere Formen bekommen, wenn man statt der einen Quelle 
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im Ursprung eine Anzahl von passend verteilten Quellen und 
Senken wahlt. 

Wir k6nnen die Stromung auch mit Hilfe der Geschwindigkeits. 
komponenten parallel zu den Achsen betrachten. Fur die QueUe 
sind diese Geschwindigkeitskomponenten 

m m x 
c'" = 2nr cosT = 2n';2' 

m. m y 
cy = 2nr SlllT = 2n;2' 

und wir erhalten fur die Str6mung um die Begrenzung: 

c = -c (1- ~~) '" 0 n r2 , 

h Y 
cy =co-;-;2' 

Es ist uns jetzt moglich, die Lage des Scheitels A zu be· 
stimmen, denn dieser ist ein Staupunkt der Str6mung (c", = cy = 0). 
Die Koordinaten von A sind deshalb 

y=o. 

Die Ausdrucke fUr die Geschwindigkeitskomponenten konnen wir 
auch beniitzen, um die Kurven konstanter Vertikalgeschwindig. 
keit, konstanter Neigung der StromHnien oder mit ahnlichen 
Eigenschaften zu bestimmen. Die Kurven konstanter Vertikal· 
geschwindigkeit sind als Beispiel gewahlt, da sie das Gebiet dar· 
steUen, in denen Segelflug moglich ist. Diese Kurven sind die 
Kreise 

die durch den Anfangspunkt gehen und deren Mittelpunkte auf 
der y.Achse liegen. Einige dieser Kreise sind in Abb.lO gestrichelt 
eingezeichnet; sie bestimmen das fUr den Segelflug geeignetste 
Gebiet. Die maximale Vertikalgeschwindigkeit tritt auf der Ober· 
flache der Begrenzung auf und kann folgendermaBen bestimmt 
werden: Die Vertikalgeschwindigkeit in irgendeinem Punkt ist 

Co h sin 'P 
cy = ----;- -r-
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Auf der Oberflache der Klippe ist also 
sinS cp 

cy = co--; 
cp 

das ergibt einen Maximalwert von Cy = 0,725 Co im Punkte 
cp = 66,8°, Y = 0,37 h. 

Dieses Beispiel wurde etwas genauer besprochen, um die 
Methode der Kombination zweier Strombilder und der Deutung 
der Ergebnisse als Stromung um eine feste Begrenzung zu zeigen. 
Die Quellen und Senken werden einfache analytische Kunstgriffe, 
um die Wirkung der festen Begrenzung darzustellen; diese Begren
zung muB immer so gewahlt werden, daB sie aIle Quellen und 
Senken einschlieBt. 

3.4. Die Methode der Spiegelbilder. 
Die Stromung zweier Quellen gleicher Starke illustriert eine 

andere analytische Methode von einiger Wichtigkeit. Die Strom
linien von zwei gleichen Quellen in den Punkten Al und A2 sind 
sehr einfach mit der gewohnlichen graphischen Methode ableitbar 
und sind in Abb. 11 gezeichnet. Man kann zeigen, daB die Strom

Abb.11. 

linien in diesem Fall 
Hyperbeln sind, die 
durch die Punkte Al 
und A2 hindurch
gehen; ihre wichtig
ste Eigenschaft ist 
jedoch, daB die Mit
telsenkrechte PQ auf 
AlA2 eine Stromlinie 
darstellt und durch 
eine feste Wand er-
setzt werden kann. 

Die Stromlinien rechts von PQ stellen dann die Stromung einer 
Quelle in Gegenwart einer geradlinigen Begrenzung dar; der Ein
fluB dieser Begrenzung auf die Stromung der Quelle Al wurde 
analytisch erfaBt durch Einfuhrung des Spiegelbildes A2 der Quelle 
in bezug auf die Linie PQ. 

Diese Methode der Spiegelbilder kann auch in verwickelteren 
Fallen verwendet werden. Statt der einzelnen Quelle Al kann 
man irgendein System von Quellen und Senken oder irgendeine 
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geschlossene Kurve nehmen, die einen Korper darstellt. Die Stro
mung um diesen Korper in Gegenwart einer geradlinigen Be
grenzung PQ kann man dann durch Hinzunahme des Spiegelbildes 
des Systems in bezug auf die Linie PQ erhalten, denn die ent
stehende Stromung wird dann offenbar symmetrisch in bezug auf 
die Gerade PQ und besitzt diese Gerade als Stromlinie. Die 
Methode der Spiegelung kann deshalb beniitzt werden, um die 
Stromung urn einen Korper in Bodennahe zu erhalten. 

3. o. QueUe und Senke im ParaUelstrom. 
Die Kombination einer Quelle mit einem Parallelstrom fiihrte 

zu einer festen Begrenzung, die sich in der einen Richtung ins 
Unendliche erstreckt; wir konnen jedoch auch eine geschlossene 
Kurve bekommen, wenn wir eine QueUe und eine Senke gleicher 
Starke verwenden. Als Koordinatenanfangspunkt sei der Punkt 
in der Mitte zwischen der Quelle Al und der Senke A2 gewahlt, 
die Gerade A2Al sei die x-Achse. Die Stromfunktion in irgend
einem Punkt P ist ffir das System Quelle und Senke 

m m 
IJf = 2n (911 - (12) = 2n b, 

wobei 911 den Winkel xA1P, fiJ2 den Winkel xA2P und b den 
Winkel Al P A2 bezeichnen. Die Stromlinien sind also ein System 
von koaxialen Kreisen, die durch die Punkte Al und A2 hindurch
gehen. Wenn 28 die Entfernung zwischen Quelle und Senke 
bedeutet, so gilt auch 

und hieraus ergibt sich 

y 
tg911 = --, x-s 

t - Y gcpg - x + s' 

2ys 
tgb = tg(911 - (12) = x2 + y2 _ S2 , 

m 2ys 
IJf = -2 arctg 2 + a 2 n x y - s 

Wenn wir jetzt einen Parallelstrom mit der Geschwindigkeit 
- Co dariiberlagern, so wird die Stromfunktion der kombinierten 
Stromung 

m 2ys 
IJf = -coY + -2 arctg 2 + 2 sa n x y-
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Die Stromlinien dieser Stromung konnen mit der gewohnlichen 
graphischen Methode konstruiert werden und sind in Abb. 12 fUr 

y einen typischen Fall 
p gezeichnet. Die Strom-

-:::::=:j:::=.i-- linie lJf = 0 besteht aus 
der x-Achse mit Aus
nahme des Stiickes 

----<--t----{~4n-_J,~-L_ji----~-x'i". AIA2 und einer ovalen 
Kurve, die man als 
feste Begrenzung an
nehmen kann. Die 
Gleichung dieser ova
len Kurve ist Abb.12. 

2JlC 
x2 + y2 - 82 = 2 y 8 ctg -~ Y . m 

Die Lange b der kleinen Halbachse der ovalen Kurve erhalt man 
sofort aus dieser Gleichung als den Wert von y fUr x = 0: 

2Jl Co b2 - 82 = 2 b 8 ctg -- b . 
m 

Das konnen wir noch vereinfachen zu 

'!. = ctg Jl Co b = ctg (Jl Co S • '!.) . 
s m m s 

Die Lange a der groBen Halbachse ist bestimmt durch die Be
dingung, daB der Punkt (a,O) ein Staupunkt der Stromung ist. 
Die Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt ist aber gleich der 
Summe aus der Parallelstromgeschwindigkeit - Co und den Kom
ponenten, die von Quelle und Senke herriihren, also 

Cx = - Co + 2: (a ~ s - a ~ s) 
ms 

=-cO +;7t(a2 _s2)' 

1m Staupunkt ist Cx = 0; hiermit folgt: 

a2 m 
'82= 1 + ""CoS' 

Die Form der ovalen Kurve hangt von dem einzigen Parameter 

cos ab; Tabelle 3 zeigt die Zusammenhange zwischen den verm 
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Tabelle 3. 

cob !!:. b a 
CoS 

m b 

0,4 1,231 1,122 0,325 3,45 
0,3 0,413 1,331 0,727 1,83 
0,2 0,145 1,786 1,376 1,30 
0,1 0,032 3,285 3,078 1,07 

schiedenen GroBen. Bei den Rechnungen wurde von einer pas

senden Reihe von Werten fiir cob ausgegangen; dabei zeigt sich, m 
daB das Verhaltnis der Achsenlangen der ovalen Kurve dem 

Werte 1 zustrebt, wenn der Paramater coS gegen Null geht. Dieser m 
Grenzfall entspricht einem unendlich nahen Aneinanderriicken von 
Quelle und Senke. 

3.6. Kreiszylinder. 
Wir betrachten den Fall, daB Quelle und Senke sich einander 

nahern, wahrend das Produkt aus Quellstarke und Abstand 
zwischen QueUe und Senke einen konstanten, endlichen Wert 
behalt. Wenn wir schreiben 

fL=2ms, 

wird die Stromfunktion fiir Quelle und Senke 

fl 2ys 
lJf=4-arctg 2+ 2 2' nS X y - s 

und wenn s gegen Null geht, strebt die Stromfunktion der Grenze zu: 

ITT ft Y fl· 
T = -2-~+ 2 = -2 smrp . n X y nr 

Diese Kombination einer Quelle und einer Senke, fiir welche s 
gegen Null geht, wiihrend fL endlich bleibt, heiBt eine Doppel
quelle von der Starke fL; die Gerade, welche die Senke mit der 
Quelle verbindet, heiBt Achse der Doppelquelle. Die einer Doppel
quelle entsprechenden Stromlinien sind die Kreise, welche durch 
die Doppelquelle hindurchgehen und die Achse beriihren. 

Wir wollen jetzt dieser Stromung einen Parallelstrom in Rich
tung der x-Achse mit der Geschwindigkeit - Co ii berlagern; die 
Stromfunktion der kombinierten Stromung wird dann 

ITT _ + fl Y T--CoY -2~+2' n x y 
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Die Stromlinie lJ! = 0 besteht aus der x-Achse und dem Kreis 

Wenn wir schreiben 

x2 + y2 = _fl_ . 
2nco 

ft = 2:n:a2 co, 

dann wird die Stromfunktion 

lJ! = -CoY(l - -;:-) = -co (r _ ~2) sinrp, 

und zwar stellt sie die Stromung urn einen Kreiszylinder vom 
Radius a mit dem Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt in 

einem Parallelstrom Co parallel zur 
negativen x-Achse dar. Die Strom-a linien konnen wir durch unsere 
graphische Methode bekommen 

<:: <:: 
(Abb.13). 

Die Geschwindigkeit in irgend
einem Punkt driickt man am be-

Abb. 13. quemsten in Polarkoordinaten aus, 
und zwar ergeben sich die Radial

und Umfangskomponenten bzw. zu 

1 8lJF (a2 ) cr = r 7fq; = - Co 1 - f2 cos rp , 

cu =- ~~ =Co(l+ ;:)sinrp. 

Auf dem Umfang des Kreiszylinders ist die Radialkomponente 
Cr gleich Null und die Umfangskomponente 

Cu = 2cosinrp. 

Das ergibt den Hochstwert 2 co' wenn rp = ; . 
Den Druck an irgendeiner Stelle der Fliissigkeit erhalten wir 

aus der Bernoullischen Gleichung zu 

P = Po + ! e c~ - ! e (c; + c~J. 
Auf dem Umfang des Zylinders wird dies: 

P = Po + !ec6(1 - 4sin2 rp). 

Der Druck ist symmetrisch in bezug auf die beidenKoordinaten
achsen; es kann deshalb durch die Druckverteilung iiber die Ober-
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£lache keine resultierende Kraft auf den Zylinder ausgeubt werden. 
Dieser SchluB steht im Widerspruch zur Erfahrung; Abb. 14 zeigt 
die theoretische Druckverteilung im Vergleich zu einer experi
mentell bestimmten Ver-

1~--------------------' 

teilung1 . Die beobachtete p 

und die berechnete Druck- g' c,j 

verteilung stimmen auf o~-+-----------+--f 
der Vorderseite des Zy
linders uberein, auf der 
Ruckseite dagegen zeigen -1 

sie groBe Unterschiede. 
Diese Unstimmigkeit 
kommt daher, daB sich 
die Stromung von der -20 

Zylinderoberflache ablOst 

90° 
Abb.14. 

780 0 

und ein Wirbelgebiet bildet (s. Kap. VIII). Die theoretische 
Losung ist jedoch wichtig als Grundlage der Stromung um einen 
Tragflugel, die man durch eine passende analytische Transforma
tion daraus ableiten kann. 

IV. Zirkulation und Rotation. 
4. 1. Zirkulation. 

Die Untersuchungen des vorigen Kapitels fiihrten zur Be
stimmung der theoretischen Stromung um einen Kreiszylinder im 
Parallelstrom; es ist jedoch noch II 

eine andere Stromung moglich, bei 
der die Flussigkeit um den Zylin- p+dp 

der kreist. Die einfachste Form 
einer solchen kreisenden Stromung 
ist diejenige, bei der die Geschwin
digkeit nirgends eine Radialkom
ponente besitzt, wahrend die Um
fangskomponente Cu unabhangig 
vom Winkel cp ist und nur vom 
radialen Abstand r abhangt. Wenn 

,1L.);1~l---+--x 

Abb.15. 

1 Taylor, G. I.: Pressure distribution round a cylinder. RM1916, 
Nr. 191. Die in Abb. 14 gezeigten Ergebnisse beziehen sich auf einen Zylinder 
von 0,5 FuB (15 cm) Durchmesser bei einer Geschwindigkeit von 55 f. p. s. 
[16,8 m/sec]. 
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man das Gleichgewicht eines kleinen Fliissigkeitselements be
trachtet, ergibt sich 

c~ dp = e-;dr, 

damit der Druck auf die Begrenzung die Zentrifugalkraft aus
gleicht. Wenn auBerdem der Gesamtdruck H der Bernoullischen 
Gleichung 

p+iec~=H 

iiberall in der Fliissigkeit denselben Wert haben soll, so muB das 
Produkt Cu r konstant sein. Diese Bedingung liefert den grund
legenden Fall der Zirkulationsstromung. 

Um die Stromfunktion fiir diese um einen Zylinder kreisende 
Stromung zu bestimmen, haben wir die Gleichungen 

1 alJf 
r7Ji = cr = 0 

alJf z 
-75r=cu =2nr' 

wobei Z eine Konstante ist. Hieraus folgt fiir die Stromfunktion: 
z p= -~lnr. 

Die Stromlinien dieser Stromung sind die zum Kreiszylinder 
konzentrischen Kreise; das Integral iiber die Geschwindigkeit um 
den Umfang irgendeiner dieser Stromlinien hat den konstanten 
Wert Z, den man als Zirkulation der Stromung bezeichnet. All
gemeiner ist die Zirkulation um irgendeine geschlossene Kurve 

definiert als das Integral iiber die 
Tangentialkomponente der Geschwin

C digkeit langs der Kurve. Wenn c 
die resultierende Geschwindigkeit in 
irgendeinem Punkt P der geschlosse
nen Kurve C darstellt und 0(, den 

Abb. 16. Winkel zwischen der Richtung der 
Geschwindigkeit c und dem Element 

ds der Kurve bei P bezeichnet, dann wird die Zirkulation Z um 
die Kurve C 

Z = f c cos IX d s . 
o 
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Die Zirkulation solI entgegen dem Uhrzeigersinn als positiv 
gelten. Fur den besonderen Fall del' durch die Stromfunktion 

IJf c..= - ~ In r 
2n 

bestimmten zirkulierenden Bewegung hat die Zirkulation fUr aIle 
Kurven, die den Zylinder umschlieBen, den WertZ, fur aIle anderen 
Kurven ist sie Null (s. 4.33). 

4. 2. Kreiszylinder mit Zirkulation. 
Wenn man diese Zirkulationsstromung del' Stromung eines 

Parallelstromes um einen Kreiszylinder (3.6) uberlagert, dann 
wird die Stromfunktion: 

IJf = -c Y 1 - - - -lnr ( a2) Z 
o r2 2n ' 

= - Co (r - :2) sin (J! - 2Zn In r . 

Abb. 17 zeigt die Form der zugehorigen Stromlinien fUr einen 
verhiUtnismiWig kleinen Wert von Z. Die Wirkung der Zirkulation 
ist eine VergroBerung der Ge
schwindigkeit uber dem Zy
linder und eine Verminderung 
auf der Unterseite. Es wird 
folglich der Druck auf der 
Oberseite herabgesetzt und 
~ 8' 

auf der Unterseite vergroBert; Abb.17. 

der Zylinder erfahrt also einen Auftrieb parallel zur y-Achse. 
Die Radial- und Umfangskomponenten der Geschwindigkeit 

in irgendeinem Punkt sind bzw. 

C = - - = -c 1 - - cos m 1 ()'Jf (a2 ) 

r r{)tp 0 r2 .' 

{)'Jf ( a2 ). Z Cu = - Tr = Co 1 + ~ Slll(J! + 2nr . 

In einem Punkt del' Zylinderobel'flache ist c,_ = 0 und 

Cu = 2cosin(J! + -2Z . na 

Die Zirkulation bewirkt ein Abwartswandern der Staupunkte 
von A und A' gegen B'; die beiden Staupunkte fallen mit dem 
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Punkt B' zusammen, wenn die Zirkulation Z den Wert 4n a Co 

hat. Wenn die Zirkulation diesen Wert iiberschreitet, entsteht 
eine Stromung, wie Abb. 18 zeigt; der Staupunkt liegt dann in 

Abb.18. 

der Fliissigkeit bei o. In diesem 
Fall kreist ein Tell der Fliissig
keit dauernd urn den Zylinder 
und flieBt nicht mit dem Haupt
strom stromabwarts. 

Der Druck in irgendeinem 
Punkt der Fliissigkeit ergibt sich 
aus der Bernoullischen Glei
chung zu 

p = H - i e (c; + c~) . 
Hieraus folgt fUr einen Punkt der Zylinderoberflache 

p = H - ~ e (2 Co sin cp + 2: a r 
H eZ2 eco Z . 22.2 

= - 8",,2 a2 - ----;asm cp - e Co sm cp. 

Die Komponenten der infolge der Druckverteilung auf den 
Zylinder ausgeiibteri resultierenden Kraft sind 

y 

p 

2", 

X = - J pacoscpdcp, 
o 
2", 

Y = - J pasincpdcp; 
o 

!;L-lL----I---x durch Integration erhalten wir 

Abb.19. X=O, 
Y = ecoZ. 

Wir haben also durch Kombination der Zirkulation Z mit dem 
Parallelstrom Co eine Auftriebskraft ecoZ erhalten. Dieses Ergebnis 
ist von grundlegender Wichtigkeit fiir die Entwicklung der Trag
fliigeltheorie. 

4.2. 1. Eine tiefere Einsicht in die Wirkungsweise der Auftrie bs
kraft erhalten wir, wenn wir die Verhaltnisse in groBem Abstand 
vom Zylinder betrachten. Wir wollen das Gleichgewicht der 
Fliissigkeit untersuchen, die zwischen der Zylinderoberflache und 
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einem groBen, dazu konzentrischen Kreis vom Radius r ein
geschlossen ist. Wenn c die Geschwindigkeit in irgendeinem 
Punkt des groBen Kreises bezeich- r 
net, dann ergibt sich der Druck aus 
der Gleichung ",,"C,xo 

p = H - iec2; 

die Druckkrafte an dieser auBeren 
Begrenzung werden auf die im In
neren liegende Fliissigkeit eine 
Kraft mit folgenden Komponenten 
ausiiben: 

2n 2n 
Abb.20. 

Xo = -I pr coscp dcp = !e I c2r coscp dcp , 
o 0 

2n 2n 

Yo = -I pr sincp dcp = !e I c2r sincp dcp . 
o 0 

Nun ist 

Wenn aber r groB ist und gegen Unendlich strebt, geniigt es, 

nur das von r unabhangige Glied und das Glied mit ~ zu behalten, 
T 

um die Kraftkomponenten Xo und Yo zu bestimmen. Damit 
er halten wir 

2 2 + coZ sin Ii' 
C = Co 1fT 

und hieraus 
Xo=O, 
Yo = !eco Z . 

Hierzu miissen wir noch die Komponenten der Kraft dazu
zahlen, die infolge der Druckverteilung iiber die Zylinderoberflache 
auf die Fliissigkeit ausgeiibt werden. Damit bekommen wir fUr 
die resultierende Kraft, die auf die Fliissigkeit zwischen dem 
Zylinder und dem groBen Kreis ausgeiibt wird, die Komponenten 

X 1 = Xo - X= 0, 
Y1 = Yo - Y=-!eco Z . 

Glauert-Holl, Luftschrauben. 3 
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Diese auf die Fliissigkeit ausgeiibte resultierende Kraft wirkt 
senkrecht zur Richtung des ungestorten Stromes Co und muB gleich 
der Anderung des Impulses der Fliissigkeit sein. Die in der Zeit
einheit durch den groBen Kreis bei P nach auBen stramende 
Fliissigkeitsmenge ist eCrrdcp; die Komponenten des in der Zeit
einheit iiber diese Begrenzung getragenen Impulses sind also 

2", 

J x = f e Cr Cx r d cp , 
o 
2,,; 

J y = f e Cr Cy r dcp . 
o 

1 
Bis auf GraBen der Ordnung r sind die Geschwindigkeitskom-

ponenten 

Cr = -Co coscp , 
. Z 

Cu = CoSlncp + 2nr' 

. Z . 
Cx = Cr coscp - Cu slncp = -Co - 2nr Slncp , 

. Z 
Cy = crsmcp + CuCOSCP = 2nrCOs CP • 

Bei der Integration ergibt sich: 

Jx=O, 

Jy=-iecoZ , 

also dieselben Ausdriicke wie fiir die Komponenten der auf die 
Fliissigkeit ausgeiibten Kraft. 

Diese Untersuchung der Verhiiltnisse in groBer Entfernung 
yom Zylinder zeigt, daB die auf den Zylinder ausgeiibte Auftriebs
kraft in groBer Entfernung yom Zylinder zur Halfte als Impuls
anderung und zur anderen Halfte als Druckverteilung auf dem 
Umfang des groBen Kreises auftritt. 

4.3. Rotation. 
Die Zirkulation um irgendeine geschlossene Kurve wurde de

finiert als das Integral iiber die Tangentialkomponente der Ge
schwindigkeit langs der Kurve. Wenn man als Kurve ein kleines 
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Rechteck mit zu den Koordinatenachsen parallelen Seiten wahlt, 
dann ergibt sich der Wert der Zirkulation zu 

dZ = (8ey _ 8e",) dx dy. 
8x 8y 

cx'~dg 

Wenn wir jetzt setzen d!l 0, ,+1,:tix 
ex 

ro = ~ (8ey _ 8e",) 
2 8x 8y 

p d.x 

Abb. 21. 

und wenn dF die Flache des Elements bezeichnet, wird die Zirku
lation 

dZ = 2rodF. 
In dieser Form gilt die Gleichung fiir ein Element von beliebiger 
Form, und wenn man sie auf einen kleinen Kreis vom Radius r 
anwendet, 

dZ = 2ro:;rr2 = 2nr· ror, 

so folgt daraus, daB ro die Winkelgeschwindigkeit des Elements 
um seinen Mittelpunkt darstellt. Es ist also der Wert von ro 
in irgendeinem Punkt P der Fliissigkeit gleich der Winkelgeschwin
digkeit eines kleinen Elements, das den Punkt P umgibt. Die 
Rotation in irgendeinem Punkt der Fliissigkeit ist nun definiert 
als der Wert 2 ro, und die Zirkulation um ein kleines Element ist 
dann das Produkt aus der Rotation und der Flache des Elements. 
Ein Fliissigkeitsteilchen, welches eine Rotation besitzt, heiBt 
Wirbelelement; die Starke eines Wirbelelements wird durch die 
Zirkulation um das Wirbelelement definiert. 

Durch die Stromfunktion ausgedriickt, ist 

8'[f 
0", = By ; 

und damit wird die Rotation 

2ro = Bcy _ 8c", = _(B2'l' + B2l[1\ = -V2 lJf 
Bx By Bx2 By?') . 

In Polarkoordinaten ist die Zirkulation um ein kleines Element 

oder 

( BC" + c" 1 BCr ) d d . - ----r cp r 
Br r r B'P ' 

3* 
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hieraus erhalten wir 

2w = iJcu + ~-"- _ ~ ~ = _{fJ2'l' + ~ 0'1' + ~ 02'l'} 
or r r ocp or2 r or r2 ocp2 

oder 
02 ']f 1 0 ']f 1 02 rp 

(721J!= - + - ~ +--or2 r or r2 Ocp2' 

Die durch irgendeine geschlossene Kurve begrenzte Flache 
kann man durch eine doppelte Schar sich schneidender Geraden, 
die ein Netzwerk auf der Flache bilden, in eine groBe Anzahl 
kleiner Elemente unterteilen. Die 
Summe der Zirkulationen um 

Abb.22. Abb.23. 

alle diese Elemente, im positiven Sinn gerechnet, ist gleich der 
Zirkulation um die Begrenzung der Flache, denn der Anteillangs 
einer Geraden, die zwei Elementen gemeinsam ist, tritt zweimal 
mit entgegengesetztem Vorzeichen auf und faUt aus dem Ergebnis 
heraus. Es bleiben nur die Anteile langs der Begrenzung der 
Flache, und diese liefern die Zirkulation um die geschlossene Kurve. 
Die Zirkulation um irgendein kleines Element ist abel' gleich dem 
Produkt aus Rotation und Flache des Elements; es ergibt sich 
also fiir jede einfach geschlossene Kurve die Zirkulation zu 

z = ff2wdF = f f(:~ - :;X)dF, 
wo das Doppelintegral iiber die von der Kurve eingeschlossene 
Flache zu el'strecken ist. Dieses Ergebnis zeigt, daB die Zirkulation 
um irgendeine geschlossene Kurve gleich der Summe der von der 
Kurve eingeschlossenen Wirbelstarken ist. 

4.3.1. Konstanz von Zirkulation und Rotation. Die Rotation 
irgendeines kleinen Elementes einer vollkommenen Fliissigkeit 
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bleibt wahrend der ganzen Bewegung konstant. Die Rotation in 
irgendeinem Punkt P der Fliissigkeit ist die doppelte mittlere 
Winkelgeschwindigkeit eines kleinen Elements, das den Punkt 
umgibt, und wenn man als Element einen kleinen Kreis mit dem 
Mittelpunkt in P wahlt, so ist einleuchtend, daB der Druck auf 
die Begrenzung kein Moment um den Punkt P erzeugen kann, das 
die Winkelgeschwindigkeit veranderte. Folglich bleibt die Rota
tion des Fliissigkeitselements, das P umgibt, ungeandert, wahrend 
es sich durch die Fliissigkeit bewegt. Anderungen der Rotation 
kannen nur durch Tangentialkrafte an den Grenzen eines Fliissig
keitselements hervorgebracht werden, und diese treten in einer 
vollkommenen Fliissigkeit nicht auf. In wirklichen, zahigkeits
behafteten Fliissigkeiten kommen jedoch Tangentialkrafte VOl', 
besonders da, wo die Fliissigkeit nahe an einem festen Karpel' 
vorbeistreicht. Auf diese Weise kann eine Rotation entstehen. 

Da die Rotation del' Fliissigkeitselemente in einer vollkom
menen Fliissigkeit konstant ist, so folgt, daB die Zirkulation um 
eine geschlossene Kurve, welche sich mit del' Fliissigkeit bewegt, 
ebenfalls konstant ist. Wahrend sich die Kurve mit del' Fliissigkeit 
bewegt, bleibt sie stetig und zusamrnenhangend und muB immer 
dieselben Fliissigkeitselemente umschlieBen, denn kein Fliissig
keitselement kann die Kul've iiberschreiten, ohne sie unstetig zu 
machen. Die Zirkulation urn die Kurve zu irgendeinem Zeitpunkt 
ist aber gleich der Summ e der von ihr umschlossenen Wirbel
starken, und die Rotation aller Fliissigkeitselemente bleibt wah
rend del' ganzen Bewegung konstant. Die Zirkulation um irgend
eine geschlossene Kurve, die sich mit del' Fliissigkeit bewegt, muE 
also ebenfalls wahrend del' ganzen Bewegung konstant bleiben. 

Wenn sich eine geschlossene Kurve durch die Fliissigkeit hin
durchbewegt, wird ihre Zirkulation nicht konstant bleiben, sondern 
gleich del' Summe del' in einem bestimmten Augenblick eingeschlos
senen Wirbelstarken sein; del' Zuwachs del' Zirkulation in il'gend
einem Zeitraum wird gleich der Surnme der Wirbelstarken sein, 
welche inzwischen iiber die Begrenzung del' Kurve gewandert sind. 

4.3.2. Die Bernoullische Gleichung. Die Anderung del' Ber
noullischen Konstanten odeI' des Gesamtdruckes H hangt eng 
mit del' Rotation del' Fliissigkeit zusammen. Wir wollen ein 
Fliissigkeitselement PQQ' P' betrachten, dessen Seiten PQ und 
P'Q' Elemente zweier benachbarter Stromlinien sind, wahrend 
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PP' und QQ' dazu senkrecht stehen. Es sei PQ = ds, PP' = dn 
und R der Kriimmungsradius der Stromlinie. 

Wir erhalten die Bernoullische Gleichung, wenn wir die 
Bewegung langs der Stromlinie verfolgen. Wenn c die Geschwin

Abb.24. 

digkeit des Fliissigkeitselements bezeich
net, so gilt: 

oe op 
(!ds dn c os = -7f8 ds dn 

oder 
op oe 
-:0- + ec-;;- = o. 
uS os 

Hieraus folgt 
p + iec2 = H, 

wobei H langs der Stromlinie kon
stant ist. 

Senkrecht zur Stromlinie bekommen WIr das Gleichgewicht 
zwischen Druck- und Zentrifugalkraften 

e2 op 
edsdn R=-on dnds 

oder 
op + (!e2 = 0 
on R . 

Die Zirkulation um das Element ist nun 

2m ds dn = cds - (c + :~ dn) ds', 
wobei 

Hieraus folgt, daB 

ds' R - dn 
d8=-R--

2m-~ -R 
oe 
on . 

Wenn wir hieraus den Kriimmungsradius eliminieren, bekommen 
wir 

op ( oe) - + (!C 2m + -- = 0 on on 
oder o 

on (p + i(!c2 ) = -2m(!c, 

d. h. 
dH 
dn =-2m(!c. 
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Diese Gleichung bestimmt die Anderung der Bernoullischen 
Konstanten H, und zwar ergibt sich hieraus, daB ein konstanter 
Wert fiir H Wirbelfreiheit bedingt und umgekehrt. 

4.3.3. Wirbelfreie Bewegung. Wenn die Rotation in allen 
Punkten der Flussigkeit Null ist, dann heiBt die Stromung wirbel
frei, denn die Winkelgeschwindigkeit irgendeines kleinen Elementes 
ist dann Null. Diese Stromung ist von besonderer Wichtigkeit, 
denn wenn die Bewegung zu irgendeinem Zeitpunkt wirbelfrei ist, 
so bleibt sie immer wirbelfrei; denn wie wir gezeigt haben, kann 
in einer vollkommenen Flussigkeit keine Rotation entstehen. 

In einer wirbelfreien Stromung hat die Bernoullische Kon
stante in der ganzen Flussigkeit einen konstanten Wert, und die 
Stromfunktion 'If edullt in allen Punkten der Flussigkeit die 
Gleichung 172 'If = O. Die in Kap. III betrachteten Stromungen 
sind alle wirbelfrei, da die Stromfunktionen diese Bedingung er
fUllen. 

Wenn die Rotation in allen Punkten der Flussigkeit Null ist, 
dann muB die Zirkulation um eine geschlossene Kurve, die nur 
Flussigkeit einschlieBt, auch Null sein; wenn die Kurve jedoch 
einen Korper einschlieBt, ist eine besondere Betrachtung not
wendig. Als wir die Zirkulationsstromung um einen Zylinder ent
wickelten, setzten wir voraus, daB der Gesamtdruck H durch die 
ganze Flussigkeit hindurch konstant sei; hieraus folgt, daB die 
Bewegung wirbelfrei ist. Die Zirkulation um eine Kurve, welche 
nur Flussigkeit einschlieBt, ist Null; die Zirkulation um irgend
eine Kurve, die den Zylinder einschlieBt, hat jedoch den Wert Z. 
Nun wollen wir annehmen, daB der Kreiszylinder durch Flussig
keit ersetzt werde, die mit der Winkelgeschwindigkeit 

Z 
w = 2Jla2 

rotiert, wobei a den Zylinderradius bezeichnet. Die Strom
geschwindigkeit wird auf dem Zylinderumfang stetig sein, die 
Bewegung auBerhalb des Zylinders wird ungeandert bleiben. Der 
feste Korper ist jedoch durch rotierende Flussigkeit ersetzt, die 
in allen Punkten die Rotation 2 w besitzt. Es wird also jede 
Kurve, welche den Zylinder einschlieBt, die Zirkulation 

Z = 2wna2 

besitzen, die die gesamte Wirbelstarke darstellt, wahrend jede 
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geschlossene Kurve, welche den Zylinder nicht einschlieBt, die 
Zirkulation Null ergeben wird. 

Aus dieser Betrachtung erhellt, daB eine wirbelfreie Stromung 
eine Zirkulation um den Korper besitzen kann und daB diese 
Stromung folgende Kennzeichen hat: Der Gesamtdruck H hat 
einen konstanten Wert, und die Rotation ist fUr aIle Punkte der 
Fliissigkeit gleich Null; die Zirkulation ist Null fiir aIle Kurven, 
welche nur Fliissigkeit umschlieBen und besitzt einen konstanten 
Wert fUr aIle Kurven, die den Korper einschlieBen, und die Strom
funktion erfiillt die Gleichung J72lJf = o. 

4.3.4. Wirbel. Die Zirkulation um ein kleines Flilssigkeits
element haben wir in der Form 

Z = 20JF 

ausgedriickt, wo F die FHiche des Elements und OJ seine mittlere 
Winkelgeschwindigkeit sind. Der Begriff eines Wirbels entsteht 
dadurch, daB man sich vorstellt, daB die Flache F auf Null ab
nimmt, wahrend die Winkelgeschwindigkeit zunimmt und die 
Zirkulation Z konstant bleibt. Die Starke des Wirbels ist einfach 
als die Zirkulation Z um den Wirbel definiert. 

Die Stromfunktion fiir einen Wirbel folgt sofort aus der Zirku
lationsstromung um einen Kreiszylinder 

Z 
lJf = - 2n1nr. 

Dieser Ausdruck enthalt den Radius des Zylinders nicht und 
behalt infolgedessen seine Giiltigkeit, wenn die gesamte durch 
den Zylinder vertretene Wirbelstarke in der Mittellinie konzen
triert wird. Die Stromlinien eines Wirbels sind die konzentrischen 
Kreise mit dem Wirbel als Mittelpunkt; die Stromung ist mit 
Ausnahme des Wirbels selbst in allen Punkten der Fliissigkeit 
wir belfrei. 

Die Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt steht senkrecht zu 
der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Mittelpunkt und 

hat die GroBe -2Z • Obgleich der Wirbel und die Geschwindigkeit 
nr 

eng zusammenhangen, kann man genau genommen doch keines 
von beiden als von dem andel'll verursacht bezeichnen. Die all
gemeine Geschwindigkeitsverteilung, die zu einem Wirbel gehort, 
werden wir als sein Geschwindigkeitsfeld, die Geschwindigkeit in 
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irgendeinem Punkt als die in diesem Punkt vom Wirbel induzierte 
Geschwindigkeit bezeichnen. 

Wirbel k6nnen wir in der gleichen Weise wie Quellen und 
Senken zum Aufbau verwickelterer Str6mungen beniitzen, und 
irgendeine passende Stromlinie kann dann wieder durch eine feste 
Begrenzung ersetzt werden. Diese Grenze solI aIle Wirbel ein
schlieBen. Die auBere Stromung wird dann im ganzen Bereich 
der Fliissigkeit wirbelfrei sein. Als Beispiel betrachten wir zwei 
gleiche Wirbel mit entgegengesetztem Vorzeichen (ein Wirbel
paar) , die auf der y-Achse in den Punkten y = ± s liegen. Die 
Stromfunktion dieser Stromung ist 

IJf = -£In Al~, 
2.n A 2 P 

und die Stromlinien sind 
die koaxialen Kreise, welche 
zwischen Al undA 2 hindurch
gehen. Wenn wir jetzt s gegen 

y 

Null gehen lassen, wahrend _______ +_-+_ = __ _ 

2 Zs = J1 konstant bleibt, so 
kommen wir, ahnlich wie bei 
dem Fall einer Quelle und 
einer Senke, zu einem Dop
pelwirbel. Der Grenzwert 
der Stromfunktion ist 

IP=~-Y-
2.n x2 + y2 • 

Abb.25. 

Er ist identisch mit dem bei QueUe und Senke gefundenen Wert 
(3.6). Wenn wir einem Wirbelpaar einen Parallelstrom iiberlagern, 
erhalten wir eine Reihe von ovalen Korpern, ahnlich den in 3.5 
behandelten, aber mit der groBen Achse senkrecht zum Strom. 
Wenn man zu dem Fall eines Doppelwirbels iibergeht, erhalt man 
wieder die Stromung um einen Kreis. Die Zirkulation um den 
Kreis (4.2) bekommt man, wenn man einen Wirbel im Anfangs
punkt hinzufiigt. 

4.3.5. UnstetigkeitsfHichen. Der Begriff einer Unstetigkeits
flache der Geschwindigkeit wurde von Helmholtz und Kirch
hoff (s. 1. 2) eingefiihrt, um die auf einen Korper ausgeiibte Kraft 
zu erklaren. Die Form und die Lage der Unstetigkeitsflache bleiben 
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relativ zum Korper fest; die Stromung erfolgt tangential zu diesel' 
Flache, wobei abel' die Geschwindigkeit auf beiden Seiten del' 
Flache verschiedene Werte hat. Bei zweidimensionaler Bewegung 
wird aus del' Unstetigkeitsflache eine Unstetigkeitslinie. 

Wir betrachten das kleine Rechteck mit den zwei Seiten AB 
und A' B' von del' Lange ds parallel zu einem Element del' Un
stetigkeitslinie und auf verschiedenen Seiten davon. Wenn c und c' 

p 
Abb.26. 

€ die Geschwindigkeiten auf den beiden Seiten 
del' Unstetigkeitslinie sind, dann ergibt 
sich die Zirkulation um das Elementar
rechteck zu 

dZ = (c -c')ds, 

denn langs del' Seiten AA' und BB' ist keine Stromung vor
handen. Die Seiten AA' und BB' konnen unendlich klein gemacht 
werden; hieraus folgt, daB die Unstetigkeitslinie PQ aus einer 
Belegung von Wirbeln von del' Starke (c - c') pro Langeneinheit 
bestehen muB. Diese Wirbel werden mit del' Hauptmasse del' 
Fliissigkeit mit del' Geschwindigkeit ! (c + c') langs del' Strom
linie PQ fortwandern. Die von den Wirbeln in einem Punkt in 
del' Nahe del' Unstetigkeitslinie induzierte Geschwindigkeit wird 
auf den beiden Seiten der Unstetigkeitslinie entgegengesetzt 
gleiche Werte ± ! (c - c') besitzen. 

Es folgt aus diesel' Betrachtung, daB eine Unstetigkeitsflache 
del' Geschwindigkeit einer Wirbelflache gleichwertig ist, und daB 
die Wirbel, welche diese Wirbelflache bilden, zwischen den beiden 
Stromen verschiedener Geschwindigkeit ahnlich wie Kugellager 
wirken. Die von Helmholtz und Kirchhoff erstmalig unter
suchten Stromungen mit Unstetigkeitsflachen stiitzen sich auf 
die Annahme, daB an den Seiten des Korpers Wirbelflachen ent
stehen, die ein Totwassergebiet einschlieBen. 

v. Das Geschwindigkeitspotential und die 
PotentiaUunktion. 

5. 1. Das Geschwindigkeitspotential. 
Wir betrachten irgendeine Kurve OAP, die den Anfangspunkt 

Omit einem Punkt P del' Fliissigkeit verbindet, und es sei (jj 

das Integral del' Tangentialkomponente der Geschwindigkeit langs 
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der Kurve von 0 nach P. Wenn c die resultierende Geschwindig
keit in einem Punkt der Kurve und 0(. der Winkel zwischen der 
Richtung der Geschwindigkeit c und dem Element ds der Kurve 
sind, dann wird 

q, = jccosO(.ds. 
OAP 

Im allgemeinen wird der Wert q, von 
der Wahl der Kurve abhangen, die 0 mit 
P verbindet, denn wenn OBP eine zweite Abb.27. 

c 

solche Kurve darstellt, so ist die Zirkulation um die geschlossene 
Kurve OAP BO: 

z = q,OAP - q,OBP. 

Diese Zirkulation ist ihrerseits wieder gleich der Summe der von 
der Kurve eingeschlossenen Wirbelstarken. Bei wirbelfreier Be
wegung, bei der die Rotation in allen Punkten der Fliissigkeit gleich 
Null ist, hat q, im Punkt P einen eindeutigen Wert und heiBt 
dann Geschwindigkeitspotential. Eine andere Wahl des Anfangs
punktes vergroBert den Wert von q, in allen Punkten nur um 
einen konstanten Betrag. 

Das Integral fUr q, kann auch in folgender Form ausgedriickt 
werden: 

P 

q, = j(cxdx + cydy) , 
o 

wo Cx und cy die Geschwindigkeitskomponenten parallel zu recht
winkligen Koordinatenachsen sind; hieraus folgt 

01"> 01"> 
Cx = ax ' cy = oy . 

Mit Hilfe der Stromfunktion ausgedriickt, gilt: 

01JT 01JF 
Cx = oy , cll = - ox . 

Das Geschwindigkeitspotential muB also die Gleichung erfiillen 

oc'z + oey = 0 
ox oy 

oder 
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Diese Gleichung ist eine unmittelbare Folge der Stetigkeit der 
Stromung und ist als Kontinuitatsgleichung bekannt. 

Der Fall einer wirbelfreien Stromung, die um einen Korper 
zirkuliert, bildet eine Ausnahme zu der Regel, daB das Geschwin
digkeitspotential in jedem Punkt der Fliissigkeit einen eindeutigen 

Wert besitzt. Die Zirkulation ist Null fUr 
aIle Kurven, welche nur Fliissigkeit ein
schlieBen; sie besitzt jedoch einen kon
stanten Wert Z fiir alle Kurven, die den 
Korper einmal umschlieBen. Es folgt 
hieraus, daB der Wert von (fj um Z zu-

Abb.28. nimmt, wenn man um die Kurve P ABP 
(Abb. 28) herumgeht; (fj ist dann eine 

zyklische Funktion. Dieser besondere Fall ist dem ahnlichen 
Verhalten der Stromfunktion einer QueUe vergleichbar (s. 3.2). 

5.1. 1. Die verschiedenen in Kap. III behandelten Stromungs
typen konnen statt mit der Stromfullktion ebensogut mittels des 
Geschwindigkeitspotentials untersucht werden; irgendeine solche 
Stromung ist vollkommen bestimmt, wenn eine der beiden Funk
tionen bekannt ist. Die Ausdriicke fiir das Geschwindigkeits
potential und die Stromfunktion seien fUr die grundlegellden 
Stromungen hier noch einmal zusammengestellt: 

Parallelstrom Co parallel zur x-Achse: 

Parallelstrom Co parallel zur y-Achse: 

(p = coY; 

Quelle im Anfangspunkt: 

(fj=~lnr 
2", ' 

m 
lJf = 2", cp; 

Doppelquelle im Anfangspunkt mit del' Achse in Richtung der 
x-Achse: 

Wirbel iro Ursprung: 

Z 
(j) = 2% cp, 

z 
IJI=--lnr· 

2% ' 
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Stromung parallel zur negativen x-Achse mit einer Zirkulation 
um einen Kreis vom Radius a mit dem Mittelpunkt im Anfangs
punkt: 

P=_CoY(1_a2
)_ Zln~. 

r2 2"" a 

Diese Ausdriicke fUr die Stromfunktion sind schon weiter oben 
entwickelt worden, und man kann leicht nachpriifen, daB die ent
sprechenden Ausdriicke fUr das Geschwindigkeitspotential in allen 
Punkten zu denselben Weden der Geschwindigkeitskomponenten 
Cx und cy fiihren und die Kontinuitatsgleichung erfiillen. 

5.12. Durch konstante Werte des Geschwindigkeitspotentials 
konnen wir Aquipotentiallinien ziehen, und zwar schneiden diese 
Linien die Stromlinien unter rechten 
Winkeln. Wenn dn ein Element der rfJ1 

N ormalen zur Stromlinie in irgendeinem 
Punkt P ist und MP die zugehOrige <jl~ 
Anderung der Potentialfunktion dar
stellt, dann ist die Geschwindigkeit 

langs der Normalen gleich ~:. Laut 
Abb.29. 

Definition gibt es jedoch keine Ge
schwindigkeitskomponente normal zu einer Stromlinie. Es kann 
also langs einer Normalen auch keine Anderung des Geschwindig
keitspotentials auftreten, und das Element dn ist infolgedessen 
ein Element der Aquipotentiallinie. 

Wenn ds ein Element der Stromlinie und dn ein Element der 
Aquipotentiallinie im Punkt P bezeichnen, so liegt die Geschwin
digkeit C in Richtung der Stromlinie und hat die GroBe 

oip oP 
C = 08 = an ; 

wenn die Stromlinien und die A.quipotentiallinien fUr gleiche Zu
wiichse von 'Jf und <P gezeichnet sind, dann werden die zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Linien liegenden Abschnitte ds und dn 
von gleicher Lange sein. Es folgt also, daB die Stromlinien und 
die Aquipotentiallinien irgendeiner Stromung, wenn sie fiir gleiche 
kleine Zuwiichse von 'Jf und <P gezeichnet sind, das ganze Gebiet 
der Fliissigkeit in ein Netzwerk von kleinen Quadraten einteilen. 
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Wenn die Zuwuchse endlich sind, werden diese elementaren Qua
drate verzerrt und ihre Seiten gekrummt werden, aber die Winkel 
der einzelnen Flachen werden rechte Winkel bleiben. 

Abb. 30 zeigt eine 
Schar von Orthogonal
linien fur eine Quelle und 
eine Senke in den Punk
ten Al und A 2 , wobei die 
Aquipotentiallinien durch 
die gestrichelten Kurven 
gegeben sind. Diese Figur 
konnen wir aber auch als 
die Stromung eines Wir
belpaares in den Punkten 
Al und A2 deuten, wenn 
wir Strom- und Aqui-

Abb. 30. potentiallinien vertau-
schen. Dieses Beispiel er

lautert den allgemeinen Grundsatz, daB jedes System von Or
thogonallinien zwei mogliche Stromungen darstellt, denn man 
kann jede Linienschar als die Stromlinien ansehen. Man muB 

jedoch danndieRandbedingungen 
der Stromung anpassen. Abb.31 
zeigt die Orthogonallinien fur 
einen Kreis im Parallelstrom ; 
wenn man dabei die gestrichelten 
Linien als Stromlinien ansieht, 
dann muB man den Umfang mit 
Quellen und Senken belegen, um 
die Randbedingungen zu erfullen, 
denn die Flussigkeit hat dann 

Abb. 31. eine bestimmte Geschwindigkeit 
senkrecht zum Kreisumfang. 

Abb. 31 zeigt uns noch etwas Wichtiges. Gewohnlich schneiden 
sich Strom- und Aquipotentiallinien unter rechten Winkeln; das 
gilt aber nicht mehr in den Punkten A und B, die die Staupunkte 
der Stromung darstellen. Der Beweis, daB Strom- und Aqui
potentiallinien sich unter rechten Winkeln schneiden, verliert hier 

seine Giiltigkeit, denn der Wert von ~~ ist in allen Richtungen 
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gleich Null, und die Stromlinie kann im Staupunkt einen Knick 
haben. Spater wird gezeigt werden, daB die Aquipotentiallinie in 
diesem Sonderfall gleiche Winkel mit den beiden Asten der Strom
linie bildet. 

o. 2. Die komplexe Veranderliche. 
Die Koordinaten eines Punktes P haben wir entweder in kar

tesischen oder in Polarkoordinaten ausgedriickt. Es ist jedoch 
moglich, die beiden in jedem von diesen Systemen beniitzten 
Koordinaten zu einer einzigen komplexen Koordinate z zusammen
zufassen, die durch die Gleichung 

z = x + iy = r(cosrp + isinrp) 

definiert ist, wo i = 1-1 ist und den gewohnlichen algebraischen 
Regeln gehorcht. Nun ist 

d ( + .. ) . +. a;q; cosrp 2S111rp = -SlUrp ~cosrp 

= i (cosrp + i sin rp) 
oder 

~ (cos rp + i sinrp) 

cosrp + isinrp 

wenn wir wieder integrieren, wird: 

== i ~ 

In ( cos rp + i sin rp) = i cp 
oder 

cos rp + i sin 'P = ei rp • 

Die komplexe Koordinate des Punktes P kann man deshalb 
in der Form ausdriicken: 

z = reirp • 

Die Koordinaten (x, y) oder (r, rp) de
finieren die Lage des Punktes P in be
zug auf den Anfangspunkt 0 und die 
Achse OA (Abb.32), die komplexe Koor
dinate z deuten wir jedoch zweckmaBiger 

x 
Abb.32. 

p 

y 

A 

als eine Darstellung des Vektors OP. Die Lange dieses Vektors 
ist gleich r und heiBt der Modul von z. Man beniitzt dafiir die ver
schiedenen Schreibweisen 

r = mod z = I z I . 
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Der Winkel rp, der die Richtung des Vektors angibt, heiBt das 
Argument von z. 

Wenn man z in der Form (x + i y) ausdriickt, heiBen x und y 
der reelle bzw. imaginare Anteil von z; der Modul von z ist dann 
yx2 + y2. Wenn der Modul Null ist, muB offenbar sowohl x als 
auch y Null sein. Man kann nun jede Funktion f(z) der kom
plexen Veranderlichen z in ihren reellen und ihren imaginaren 
Anteil zerlegen und sie in der Form (X + iY) ausdriicken, wo X 
und Y reell sind. Hieraus folgt, daB irgendeine komplexe Glei
chung f (z) = 0 den beiden Gleichungen gleichwertig ist, die man 
erhalt, wenn man den reellen und den imaginaren Anteil fiir sich 
gleich Null setzt. 

Die Multiplikation zweier komplexer GroBen gibt 

Dieses Produkt stellt einen Vektor dar, dessen Modul gleich dem 
Produkt der einzelnen Moduln und dessen Argument gleich der 
Summe der Argumente von Zl und Z2 ist. Wenn man also irgend
eine komplexe Zahl mit z multipliziert, so wird die Lange des 
Vektors um den Faktor I z I oder r vergroBert und seine Richtung 
um den Winkel rp gedreht. Der Faktor eirp dreht einen Vektor 

um den Winkel rp; setzt man rp = ;, so sieht man, daB der 

Faktor i den Vektor um einen rechten Winkel dreht. 

5.3. Die Potentialfunktion. 
Es sei eine komplexe Funktion mit iiberall eindeutigem Diffe

rentialquotienten gegeben. 
Es sel 

t(z)=~+ir;, 
und 

dt + . lIZ = p ~q. 

Den Differentialquotienten konnen wir in folgenden Formen 
ausdriicken: 
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Hieraus ergibt sich 
o~ or; ax = oy = p, 

o~ or; 
Ty= -Tx= -q. 

Aus diesen letzten Gleichungen folgt auch 

J72 ~ = J72 'f} = 0 . 
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Wenn wir diese Ergebnisse mit den Gleichungen vergleichen, 
die das Geschwindigkeitspotential f/J, die Stromfunktion '1' und 
die Geschwindigkeitskomponenten c'" und Cy bei einer beliebigen 
wirbelfreien Stromung verkniipfen (5.1), so sehen wir, daB wir 
~ und 'f} durch f/J und 1Jf, p und q durch c'" und - cy ersetzen konnen. 
Wenn also f/J und 'l' der reelle und imaginare Antell irgendeiner 
komplexen Funktion f(z) sind, so stellen sie mogliche Formen des 
Geschwindigkeitspotentials und der Stromfunktion einer wirbel
freien Bewegung dar. Man schreibt gewohnlich 

U' = f/J + ilJ' = f(z) ; 
dann ist 

dio . 
IIi = c'" - ~Cy • 

Die komplexe Funktion w heiBt die Potentialfunktion der 
Stromung, und jede beliebige wirbelfreie Stromung wird durch 
sie vollstandig beschrieben. 

5.31. Die Grundtypen von Stromungen, die in 5.11 zusammen
gestellt sind, konnen wir sofort durch die Potentialfunktion dar
stellen, die dafiir folgende einfache Formen annimmt: 

Parallelstrom Co in Richtung der x-Achse: 

w = coz; 

Parallstrom Co in Richtung der y-Achse: 

w = -icoz; 

QueUe im Ursprung: 

w=~lnz' 
2n ' 

Doppelquelle im Ursprung mit der Achse in Richtung der 
x-Achse: 

Glauert-Holl, Luftschrauben. 

w=-~· 
2nz ' 

4 
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Wirbel im Ursprung: 
. Z 1 w = -~ 2n nz; 

Stromung in Richtung der negativen x-Achse mit Zirkulation 
um einen Kreis vom Radius a mit dem Mittelpunkt im Ursprung: 

w = -co(z + :2) -i 2: ln~. 
Diese Stromungstypen werden mit Hilfe der drei einfachen 

Funktionen z, -.!.. und In z der komplexen Veranderlichen z darz 
gestellt. Durch passende Wahl der Ausdrucke kann man andere 
Stromungen bekommen. 

Wir wollen als Beispiel die Stromung betrachten, die durch 
folgende Potentialfunktion dargestellt wird: 

y I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

o 

\ 
\ 
\ 
\ , , 

" 
" 

w = -coz2 = -CO {(x2 - y2) + 2ixy}. 

------...r-_______ _ 
x 

Die Stromlinien sind eine Schar von 
gleichseitigen Hyperbeln, deren Asymp
toten die Achsen sind; wenn man die 
Achsen als feste Begrenzungen ansieht, 
bekommt man die Stromung in der 
Ecke zweier aufeinander senkrechter 
Wande. 

Wenn wir allgemeiner folgende 
Potentialfunktion annehmen: 

Abb.33. w = -cozn = -corn (cosngJ + isinngJ), 
dann erhalten wir die Stromung in der Ecke zweier gerader Wande, 

die miteinander den Winkel 0(, = !!.- bilden. Abb.34 zeigt die n 

Abb.34. 

Strombilder fUr n = 4 und n = i, die die Stromung in einer schar
fen Ecke bzw. um die AuBenseite eines rechten Winkels darstellen. 
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Man kann jede komplexe Funktion als Potentialfunktion einer 
wirbelfreien Stromung deuten; die praktisch wichtigen Falle sind 
jedoch die, bei denen die Stromung in groBem Abstand vom An
fangspunkt in einen gleichformigen Parallelstrom iibergeht. Die 
Potentialfunktion wird dann so beschaffen sein, daB sie fUr groBe 
Werte von jzj durch die Reihe 

00 

w = Az + Blnz + ~ ~: 
1 

ausgedruckt werden kann, wobei die Koeffizienten A, B, An 
komplexe Zahlen sein konnen. 

VI. Die Umformung eines Kreises 
in ein Tragfltigelprofil. 
6. 1. Konforme Abbildung. 

Wir wollen eine Funktion t(z) der komplexen Veranderlichen z 
betrachten, die in jedem Punkt der z-Ebene einen eindeutigen 
Wert und einen eindeutigen endlichen Differentialquotienten be
sitzt, und es seien ~ und 1) die reellen und imaginaren Anteile 
dieser Funktion: 

l; = ~ + i 1) = f (z) . 

Wir konnen die Kurven konstanter ~ und 1) auf der z-Ebene 
zeichnen; sie werden eine Doppelschar von Kurven bilden, die 

!I 

o 0' 
Abb.35. 

3 

-+-~i--o---+- 7;'3 

~-I----I--++-1J2 

Abb.36. 

sich unter rechten Winkeln schneiden, da ja eben (s. 5.3) gezeigt 
wurde, daB ~ und 1) als Geschwindigkeitspotential und Strom
funktion einer wirbelfreien Bewegung aufgefaBt werden konnen. 
Andererseits konnen wir ~ und 1) als Abszisse und Ordinate eines 
neuen Koordinatensystems betrachten, fur das l; die komplexe 

4* 
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Veranderliche darstellt; wir konnen dann irgendeine Kurve a der 
z-Ebene in die neue ~-Ebene iibertragen. Bei diesem Vorgang 
wird das Netzwerk der Kurven auf der z-Ebene in ein Netz von 
zueinander senkrechten Geraden iibergefiihrt, und die Kurve a 
der z·Ebene wird infolgedessen in einer verzerrten Form 0' auf 
der ~-Ebene erscheinen. 

Es sei PQR ein Elementardreieck der z-Ebene und P'Q'R' 
das entsprechende, durch eine solche Transformation in der Ebene 

z-Ebene 
!/ R 

j)e 
p 

1 
0 X 

"l 

0' 
Abb.37. 

erhaltene Dreieck. Ferner sei 

dl; f . 7iZ = (z) = ae'cx. 

Dann werden die elemen
taren Vektoren PQ (dz) und 
P'Q' (d~) durch die Glei

S chung 

verkniipft sein; hieraus ergibt sich 

Id~1 = aldzl, 

argd ~ = x + argdz. 

Die Transformation bewirkt also eine VergroBerung der Lange 

des Vektors PQ um den Faktor a oder I~; lund eine Drehung des 

Vektors um den Winkel x oder arg ~;. Dabei ist jedoch die Be· 

merkung wichtig, daB die Transformation des Vektors PQ nicht 
von seiner Richtung, sondern nur von der Lage des Punktes P 
abhangt. Es folgt, daB das Elementardreieck PQR in ein ahnliches 
Dreieck transformiert wird, das um den Faktor a vergroBert und 
um den Winkel x gedreht ist. Eine solche Transformation, bei 
der die Form der Elementarfiguren erhalten bleibt, heiBt konforme 
Abbildung. 

6.1.1. Wir haben der Funktion t(z) die Bedingung auferlegt, 
daB sie in jedem Punkt der z-Ebene einen eindeutigen Wert 
besitze; es wird also jeder Punkt eindeutig auf der ~-Ebene dar
gestellt werden. Es konnen jedoch zwei oder mehr Punkte der 
z-Ebene durch denselben Punkt der ~-Ebene dargestellt werden. 
So ergibt z. B. die Abbildung 

~= Z2 
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denselben Punkt der ~-Ebene fUr die beiden Punkte ± z der 
z-Ebene. In diesem Falle ist es zweckmaBig, nur die obere Halfte 
der z-Ebene zu betrachten, die dann auf die ganze ~-Ebene ab
gebildet wird. Die Abbildung ist in Abb. 38 veranschaulicht, wo 
gleiche Buchstaben entsprechende Punkte bezeichnen; wie man 

18 
i Z -Ebel7B ~-Ebi?n(J 

C' I c --------r--------
I 

A' Je A 

_~-----C 
" /' 

8 '0 A 
------,-" A' 

" ....................... _--c' 
Abb.38. 

sieht, wird die reelle Achse AOA' der z-Ebene in sich selbst zuriick
gebogen, so daB sie nur den positiven Zweig der reellen Achse der 
~-Ebene gibt. Man kann leicht zeigen, daB die zu den Koordi
natenachsen parallelen Geraden in Parabeln umgeformt werden, 
deren Achsen mit der reellen Achse der ~-Ebene zusammenfallen. 

Wir konnen jetzt die Abbildungsfunktion verallgemeinern, in
dem wir die Beschrankung fallen lassen, daB sie in der ganzen 
Ebene eindeutig sei; denn wir konnen ja auch die Abbildung eines 
begrenzten Bereichs der z-Ebene auf einen begrenzten Bereich 
der ~-Ebene betrachten. Die Funktion t(z) muB dann nur fiir 
diese abgegrenzten Bereiche einen eindeutigen Zusammenhang 
zwischen z und ~ liefern. 

6.1. 2. Singulare Stellen. Das einfache Beispiel einer konformen 
Abbildung, das in Abb.38 dargestellt ist, veranschaulicht noch 
einen weiteren wichtigen Punkt. Durch die konforme Abbildung 
wird der Winkel zwischen zwei sich schneidenden Linien nicht ge-

andert; in dieser speziellen Abbildung ist jedoch der Winkel ; 

zwischen den Linien OA und OB der z-Ebene auf J'l in der ~-Ebene 
angewachsen. Die Abbildung ist also im Punkt 0 nicht mehr 
konform. 

Das Verhaltnis zweier Linienelemente auf den beiden Ebenen 

ist I ~; I; es besitzt im allgemeinen einen endlichen Wert. Wenn 

I~;I gleich Null wird, dann zieht sich eine kleine, abel' endliche 

Lange der z-Ebene auf der ~-Ebene zu Null zusammen und um-
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gekehrt, wenn I~;I unendlich groB wird. Ein Punkt, in dem 1:;1 
Null oder Unendlich ist, heiBt ein singularer Punkt der Abbildung; 
in einem solchen Punkt hort die Abbildung auf, komorm zu sein. 

Wir wollen annehmen, daB I:~I im Punkte Zo gleich Null sei. 

Wenn to den entsprechenden Wert von t darstellt, konnen wir 
die Abbildung in der Form schreiben: 

t - to = (z - zo)n F(z), 

wo F (z) im Punkt Zo nicht Null oder Unendlich wird, und wo n 

groBer als Eins ist, damit I~;I in diesem Punkt zu Null werden 

z -chene 

Abb.39. 

kann. Es bewege sich jetzt der betrachtete Punkt auf der z-Ebene 
auf dem kleinen Kreis 

z = Zo + rei<p ; 

dann ist die zugehorige Anderung von t durch die Gleichung 
gegeben: 

t = to + rnein<p F (zo)' 

Der betreffende Punkt der t-Ebene beschreibt also auch einen 
Kreisbogen mit einem kleinen Radius, aber der Winkel rp der 
z-Ebene entspricht einem groBeren Winkel nrp der t-Ebene. 

Wenn 1:;1 unendlich groB wird, kann man ahnlich vorgehen; 

dann entsteht aus dem Winkel q; in der z-Ebene ein kleinerer 
Winkel in der t-Ebene. 

Ein singularer Punkt, der auf der Begrenzung des betrachteten 
Bereichs auf tritt, kann durch einen kleinen Kreisbogen aus
geschlossen werden, wie Abb.38 andeutet; dann wird die Ab
bildung fur alle Punkte des Bereichs komorm. Der Kreisbogen 
kann uberdies unendlich klein gemacht werden, so daB also ein 
singularer Punkt auf der Grenze des Bereichs die Gultigkeit der 
Abbildung nicht zu zersti:iren braucht. Es ist jedoch wesentlich, 
daB in dem abzubildenden Gebiet kein singularer Punkt vor-
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kommt; auch ein singularer Punkt auf der Begrenzung muB 
gewisse Bedingungen erfiillen. 

Wir wollen den speziellen Fall der Umformung eines Kreises 
in ein Tragfliigelprofil betrachten und annehmen, daB auf dem 
Kreisumfang bei Zo ein singularer Punkt vorhanden sei. Wenn 
die Abbildung in der Nahe dieses Punktes die Form 

~ = ~o + (z -- zo)n F (z) 

hat, dann wird der AuBenwinkel n des Kreises bei Zo in den 
AuBenwinkel nn des Tragfliigelprofils bei ~o iibergefiihrt. Es ist 

,{;-EbentJ 

Abb.40. 

sofort ersichtlich, daB der Wert von n nicht groBer als 2 sein 
darf, und daB er, damit man eine typische Tragfliigelform erhalt, 
nur wenig unter diesem Wert liegen solI. Wenn t der Winkel ist, 
unter dem sich die Ober- und Unterflache des Profils an der 
Hinterkante treffen, dann bestimmt sich der Wert von n aus 
der Gleichung 

t = (2 - n)n. 

In dem Sonderfall n = 2 wird das Profil einen Riickkehrpunkt 
an der Hinterkante besitzen. 

6.1. 3. Abbildung von Stromungen. Die Stromung um einen 
beliebigen Korper oder eine einfache geschlossene Kurve 0 der 
z-Ebene ist durch die Potentialfunktion w = ~ + i 'Jf bestimmt 
und wird durch Aquipotential- und Stromlinien dargestellt. 
Diese charakteristischen Linien bilden ein Orthogonalsystem, 
und nach einer Abbildung auf die ~-Ebene werden sie auch 
dort ein Orthogonalsystem bilden, das mit einer einfachen 
geschlossenen Kurve 0' verkniipft ist. Die konforme Abbildung, 
die die Kurve 0 in die Kurve 0' iiberfiihrt, fiihrt also auch die 
Stromung urn 0 in die Stromung um 0' iiber. 



56 Die Umformung eines Kreises in ein TragfIiigelprofil. 

Die Geschwindigkeitskomponenten c~ und c~ in irgendeinem 
Punkt der '-Ebene werden gegeben durch die Gleichung 

I • I dw dw dz ( .) dz 
Cx - ~ cy = df = liZ' d[ = Cx - ~ cy d[. 

Die resultierenden Geschwindigkeiten c' und C in entsprechen
den Punkten der beiden Ebenen sind durch die Beziehung ver
kniipft: 

I I dz I c=cd[. 

I~~I hat im allgemeinen endliche, von Null verschiedene 

Werte; in einem singularen Punkt kann jedoch einer endlichen 
Geschwindigkeit in der einen Ebene eine unendlich groBe Ge
schwindigkeit in der andern entsprechen. So fiihrt z. B. in Abb. 40 
ein endlicher Wert der Geschwindigkeit c im Punkt Zo zu einer 
unendlich groBen Geschwindigkeit c' im Punkt '0 des Tragfliigel
profils. 

Die wirbelfreie Stromung um einen Kreis ist bekannt; damit 
ist es jetzt moglich, den Kreis in irgendein gegebenes Tragfliigel
profil zu transformieren. Die Stromung um irgendeinen Trag
fliigelquerschnitt kann also mittels konformer Abbildung ge
wonnen werden, und die Aufgabe, diese Stromung zu bestimmen, 
kann man also zuriickfiihren auf die Bestimmung der konformen 
Abbildung des Tragfliigelprofils auf den Kreis. 

6. 2. Gerade und Kreis. 
Ein interessantes und wichtiges Beispiel der konformen Ab

bildung einer Stromung ist Anwendung der Abbildung 
a2 

'=z+-z 
auf den Kreis Izi = a. Der allgemeine Punkt z = rei", geht in 
einen Punkt iiber mit den Koordinaten: 

~ = (r + :2) coscp 

'Y} = (r _ :2) sin<p . 

Es folgt hieraus sofort, daB der Kreis r = a der z-Ebene in den 
Teil der reellen Achse iibergefiihrt wird, der zwischen den Punkten 
~ = ± 2a liegt. 
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Die Abbildung laBt eine einfache geometrische Deutung zu. 
Die komplexe Veranderliche z stellt den Vektor OP von der 
Lange r und mit dem Winkel T gegen die reelle Achse dar. Almlich 

a Z a Z a2 
stellt- oder - (cos<p -i sin<p) den Vektor OPl mit der Lange-z r r 
und dem Winkel- <p gegen die reelle 
Achse dar; die Lage von P 1 konnen 
wir durch den doppelten Vorgang 
der Inversion in bezug auf den Kreis 

B r = a und der Spiegelung an der reel-
len Achse erhalten. Den Vektor OP', 
der die komplexe Veranderliche C 
darstellt, erhalt man schlieBlich, 
wenn man die Vektoren 0 P und 0 P 1 

I 
I 
I 

Abb.41. 

p' 

A 

geometrisch addiert oder dasParallelogrammPO~P'vervollstandigt. 
Durch diese geometrische Methode oder durch unmittelbare 

Anwendung der Abbildungsgleichungen kann man aus den Strom
linien der Stromung um den Kreis die entsprechende Stromung 
um die gerade Linie bekommen. 

6.2. 1. Die Potentialfunktion fur einen Parallelstrom in der 
C-Ebene parallel zum negativen Zweig der reellen Achse ist 

W = - coC. 
Sie stellt den Strom langs der Geraden AB dar. Wenn wir auf 
die z-Ebene abbilden, offnet sich die Linie AB zu einem Kreis; 
die Stromung um diesen Kreis hat die Potentialfunktion 

W = - Co C = - Co (z + 11;) . 
Wir erhalten also durch konforme 
Abbildung sofort ein Ergebnis, 
dessen Auffindung uns oben viel 
mehr Muhe gemacht hat. 

y 

6.2.2. Die Vertikalstromung x 

x,y' 

um einen Kreis konnen wir aus Abb. 42. 

der Horizontalstromung bekommen durch die Abbildung , . 
z = ~z. 

Sie entspricht einem Zuruckdrehen der Achsen um einen rechten 
Winkel. Die Potentialfunktion wird 

. (' a2
) W = ~co z - Z' . 
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Die Potentialfunktion fur einen Parallelstrom Co in Richtung der 
negativen imaginaren Achse des ursprunglichen Systems lautet 
dann 

. ( a2
) w = tCo z - Z . 

6.2. 3. Wenn wir den Kreis wieder auf eine gerade Strecke 
zurucktransformieren, so erhalten wir die Potentialfunktion fur 
die Stromung senkrecht zu dieser Strecke in der Form 

w = ico Y,2 - 4a2 . 

Dieses Ergebnis form en wir zweckmaBig durch die Substitution 

1; = ~sin(A + i/1) 

um, wobei b = 4a gesetzt ist und die Spannweite der Strecke be
deutet. Mit dieser Substitution wird: 

~ = % sin2l\l:of/1, 

1) = cocos2 ®ht/1. 

Die Strecke selbst wird dargestellt durch die Werte f-t = 0 und 
2 = 0 bis 2 Jl. Die Potentialfunktion wird: 

w = - Co ~ cos (2 + i /1). 

Abb.43. Abb.44. 

Die Stromfunktion ergibt sich zu 

lJ1 = Co ~ sinA ®in/1. 

Die Stromlinien dieser Stromung sind in Abb.43 gezeichnet 
und stellen die Stromung relativ zu der geraden Strecke dar. Die 
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Stromung relativ zur Hauptmasse der Fliissigkeit konnen wir 
einfach dadurch ableiten, daB wir in jedem Punkt die Vertikal
geschwindigkeit Co zufiigen; das dadurch entstehende Strombild 
ist in Abb. 44 dargestellt. Diese Stromlinien stellen die Bewegung 
dar, die in der Fliissigkeit verursacht wird, wenn sich die Strecke 
senkrecht zu sich selbst mit der Geschwindigkeit Co bewegt. 

6. 3. Tragflugelprofil und Kreis. 
Um das Strombild um einen Tragfliigel zu bekommen, miissen 

wir die konforme Abbildung bestimmen, die das Profil in der 
Weise in einen Kreis iiberfiihrt, daB das Gebiet im Unendlichen 
nicht geandert wird l . Fiir ein gegebenes Tragfliigelprofil in der 
C-Ebene gibt es eine eindeutige konforme Abbildung, die das 
Gebiet auBerhalb eines Tragfliigels in das Gebiet auBerhalb eines 
Kreises in der z-Ehene iiherfiihrt; dieser Kreis ist auch nach 
GroBe und Lage eindeutig hestimmt. Diese konforme Ahhildung 
hat folgende Form: 

;- Al Az z=<'+Y+-[i+···' 
worin die Koeffizienten AI' A 2 ,... im allgemeinen komplexe 
Zahlen sind. 

Umgekehrt kann ein Kreis der C-Ebene in ein Tragfliigelprofil 
in der z-Ebene iihergefiihrt werden durch eine konforme Ah
hildung von der Form 

;- a1 a2 
<, = Z + Z + Z2 + ... ; 

durch passende Wahl des Kreises und der Koeffizienten aI' a2, ... 
kann man jedes gegehene Profil erhalten. Fiir die Koeffizienten 
hestehen keine Beschrankungen, jedoch muD der Kreis aIle die 

singularen Punkte der Ahhildung, in denen I~;I Null oder Un

endlich wird, einschlieBen. Die allgemeine Ahbildung liefert 

di; = 1 _ a1 _ 2a2 _ ••• 

dz Z2 Z3 

Dieser Ausdruck wird nur im Anfangspunkt Unendlich, kann aber 
in einer Anzahl von Punkten ZI' Z2' •.. zu Null werden. 

1 Die allgemeine Theorie wurde von R. v. Mises entwickelt: ZFM 
1917 u. 1920, "Zur Theorie des TragfHtchenauftriebes". 
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6.3. 1. Die Hypothese von J oukowski. Die allgemeine Stromung 
um einen Kreis enthalt einen willkiirlichen Parameter, namlich 
die Zirkulation Z der Stromung um den Kreis; dieser Parameter 
bleibt auch willkiirlich, wenn die Stromung auf eine Stromung 
um einen Trag£liigel transformiert ist. Ein Trag£liigelprofil hat 
nun gewohnlich an der Hinterkante nur einen sehr kleinen 
Kriimmungsradius; £iir die Entwicklung der Trag£liigeltheorie 
ist es zweckmaBig, die Annahme zu machen, daB die Ober- und 
Unter£lache des Profils an der Hinterkante unter einem scharfen 
Winkel zusammenlaufen. Der Punkt B des Kreises, der als 

Hinterkante des Profils erscheint, wird dann £iir ~~ den Wert 

Null liefem; wenn nun die Geschwindigkeit c im Punkt B des 
Kreises einen endlichen Wert hat, so muB die entsprechende 
Geschwindigkeit c' an der Hinterkante des Profils unendlich groB 
werden, denn 

, I dz I c = c de . 

Um diese unendliche Geschwindigkeit an der Hinterkante zu 
vermeiden, schlagt J oukowski vor, die Zirkulation Z so zu 
wahlen, daB der Punkt B ein Staupunkt £iir die Stromung um 
den Kreis ist und die Geschwindigkeit c gleich Null wird. Die 
Stromung um das Profil erfolgt dann so, daB sie die Hinterkante 
in Richtung der Winkelhalbierenden verlaBt und die Geschwindig
keit in allen Punkten endlich bleibt. 

Die Hypothese von J oukowski bestimmt die Zirkulation Z 
eindeutig, wenn das Profil eine scharfe Hinterkante besitzt, was 
wir immer annehmen wollen. Die kritische Erorterung der J ou
kowskischen Hypothese behalten wir einem spateren Kapitel 
(s. 9.3) vor. 

6.3.2. Wenn die Transformationsformel durch die endliche 
Reihe 

gegeben wird, dann bestimmen sich die singularen Punkte aus der 
Gleichung 
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Durch Ausmultiplizieren ergibt sich 

2 Zi=O, 

2ZiZk = -a1 usw. 
i=/=k 
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Die Gleichung 2: Zi = 0 zeigt, daB der Anfangspunkt als Mittel
punkt der singularen Punkte gewahlt wurde; die Richtung der 
Achsen ist jedoch noch unbestimmt. Der Kreis, der in das Profil 
ubergefiihrt werden soll, muB aber alle 
singularen Punkte umfassen, damit die 
Abbildung konform wird. Andererseits 
ist das Hinterende eines Profils an
nahernd eine scharfe Kante, und um 
diese Eigenschaft des Profils zu bekom
men, muB einer der singularen Punkte B 
gerade auf dem Kreisumfang liegen. 
Als reelle Achse wahlt man zweckmaBig 
die Linie BO. 

Wir konnen jetzt den Vorgang bei 

x 
B 

y 

x x 
x 

o 
x 

Abb.45. 

der Konstruktion eines Profils allgemein beschreiben. Man wahle 
n Punkte der z-Ebene, die die Nullstellen der Abbildung sein 
sollen, und nehme als Anfangspunkt 0 den Mittelpunkt dieser 
Nullstellen. Man schlage dann irgendeinen Kreis, der durch eine 
der Nullstellen B hindurchgeht und die ubrigen einschlieBt. Wenn 
man dann BO als x-Achse nimmt und wenn Zl' Z2' ••• die kom
plexen Koordinaten der Nullstellen sind, dann lautet die Abbil
dung: 

Wenn man verschiedene Kreise und verschiedene N ullstellen 
wahlt, kann man eine unendliche Mannigfaltigkeit von Profilen 
ableiten. In jedem Fall wird der Punkt B des Kreises in die 
Hinterkante des Profils ubergefiihrt; nach 6.12 sieht man, daB 
die Ober- und Unterflache des Profils an der Hinterkante eine 
gemeinsame Tangente besitzen. 

6.3.3. 1m allgemeinsten Fall ist die Abbildungsfunktion die 
unendliche Reihe r a1 a2 ,,=z+Z-+Z2+'.' 
oder de a1 2a2 --=1-----··· dz Z2 Z3 
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Der Kreis, der in ein Profil iibergefUhrt werden solI, muB so 

beschaffen sein, daB ~: auBerhalb des Kreises nirgends ver

schwindet oder Unendlich wird. Wenn der Tragfliigel eine scharfe 

Hinterkante haben solI, dann muB ein Nullwert von ~; auf 

dem Umfang des Kreises im Punkte B(z = zi) liegen. 
Die Abbildung kann dann in der Form 

~: = (1 - ~r-l j(z) 

geschrieben werden, wo j(z) in allen Punkten auf dem Kreis
umfang und auBerhalb davon einen von Null verschiedenen, end
lichen Wert besitzt. In der Nachbarschaft der Nullstelle B wird 
die Abbildung die Form haben 

C = Co + (z - Zi)n F (z) . 

Aus 6.12 folgt, daB die Ober- und Unterflache des Profils unter 
dem Winkel 

7: = (2 - n)n 
a ufeinandertreffen. 

Um Profile mit iiblicher Form zu gewinnen, muB man also n 
wenig unter 2 wahlen; wenn n bis zu diesem Grenzwert ansteigt, 
haben Ober- und Unterflache des Profils an der Hinterkante eine 
gemeinsame Tangente. 

6.4. Die Joukowski-Transformation. 
Die einfachste Abbildungsfunktion enthalt zwei Nullstellen A 

und B; in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie wahlen 
wir die Verbindungslinie dieser bei
den Punkte als reelle Achse und 

/ 
/ 

Abb.46. 

C' 
den Mittelpunkt von AB als An
fangspunkt O. Die Koordinaten der 
N ullstellen sind dann z = ± a, und 
die Abbildungsfunktion lautet: 

-= 1-- 1+- =1--de ( a)' (a) a2 

dz z z Z2 

oder 
a2 

1; = Z + --. z 
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Einige spezielle Anwendungen dieser Abbildung haben wir in 
6.2 betrachtet, wo wir zeigten, daB der Kreis mit AB als Durch
messer in den zwischen den Punkten ~ = ± 2 a gelegenen Teil 
der reellen Achse iibergeht. Die Abbildung kann jedoch all
gemeiner auf jeden Kreis angewandt werden, der die Punkte A 
und B umschlieBt. Urn jedoch ein Profil mit scharfer Hinterkante 
zu bekommen, muB man den Kreis C so wahlen, daB er durch den 
Punkt B geht. Wenn der Kreis ein wenig groBer ist, so daB der 
Punkt B gerade innerhalb des Kreisumfangs liegt, dann bekommt 
man ein Profil mit gerundeter Hinterkante; jedoch ist es dann 
nicht mehr moglich, die Zirkulation mittels der J oukowskischen 
Hypothese eindeutig zu bestimmen. 

Den Kreis C werden wir festlegen durch seinen Radius at und 
den Winkel f3 zwischen der reellen Achse und der Verbindungslinie 
des Punktes B mit dem Mittelpunkt M des Kreises. Urn eine 
iibliche Profilform zu bekommen, muB der Winkel f3 klein und 
der Radius at nur wenig groBer als afcosf3 gewahlt werden. Die 
Lage des Kreismittelpunktes konnen wir auch angeben durch 
die Lange m der Linie OM und den Winkel (j, den diese Strecke 
mit der reellen Achse bildet. Die komplexe Koordinate des Mittel
punktes M laBt sich dann in den verschiedenen Formen schreiben: 

z = meio = a' eifJ - a. 

6.4.1. Kreisbogenprofile1 • Wir betrachten zunachst den Fall, 
daB der Mittelpunkt M auf der y-Achse liegt, so daB der Kreis C 
durch beide Nullstellen A und B hindurchgeht und der Radius 
des Kreises at = a/cosf3 ist. Der allgemeine Punkt P des Kreises 
hat die komplexe Koordinate z = reicp ; nach der Abbildung wird 
dieser Punkt 

~ = (r + ~) cos tp 

rJ = (r - ~)sintp. 
Wenn wir hieraus r eliminieren, wird 

~2 sin2 tp - rJ2 cos2 tp = 4a2 sin2 tp cos2 tp. 

1 Kreisbogenprofile wurden behandelt von W. M. Kutta: Auftriebs
krafte in stromenden Fliissigkeiten. lliustr. aeronaut. Mitt. 1902. - Uber 
eine mit den Grundlagen des Flugproblems in Beziehung stehende zwei
dimensionale Stromung. Ber. d. bayr. Akad. d. Wiss. 1910. 
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Aus dem Dreieck OPM ergibt sich 

oder 

und hieraus 
r2 - a2 = 2ratgjJsincp, 

r2_a2 
11 = --- sincp = 2 a tgjJ sin2 cp. 

r 

c 

Abb.47. 

/I 

Wenn man schlieBlich den Winkel cp eliminiert, so bekommt 
man fur die transformierte Kurve 0': 

~2 + (11 + 2a ctg 2 jJ)2 = (Si!~pr 

Das ist die Gleichung eines Kreises; da jedoch gezeigt wurde, 
daB 'YJ proportional sin2cp ist, so folgt, daB die Kurve 0' nur aus 
dem Kreisbogen besteht, der oberhalb der reellen Achse liegt. 
Die oberen und unteren Teile des Umfangs des Kreises 0 bilden 
die Ober- und Unterflache dieses Kreisbogens. Die Endpunkte A' 
und B' des Kreisbogens sind die Punkte ~ = ± 2 a. Die groBte 
Ordinate ist 11 = 2a tgfJ, also gerade das Doppelte von OM. Die 
WOlbung dieses Kreisbogens, die als Quotient aus der maximalen 
Ordinate und der Sehnenlange definiert wird, ist infolgedessen 
gleich HgjJ. 

6.4. 2. Symmetriscbe Profile. Wenn der Mittelpunkt M des 
Kreises 0 auf der x-Achse gewahlt wird und wenn der Radius a' 
wenig groBer als die Grundlange a ist, dann wird der Kreis in 
ein symmetrisches Profil ubergefuhrt. 
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Wenn wir schreiben a' = a(l + s), WO 8 eine kleine GroBe ist, 
dann ist die Koordinate der Vorderkante des Profils 

~ = a (1 + 2 8) + 1: 2 e = 2 a (1 + 2 82 + ... ) . 
Da das Hinterende des 
Profils durch den Punkt 
~ = - 2 a bezeichnet wird, 
so ist die Sehne des Profils 
ingroBer Annaherung gleich 
4a (1 + 8 2); fur die meisten 
Zwecke ist es genugend ge
nau, das Quadrat von 8 zu 
vernachlassigen und die 
Sehne gleich 4a zu setzen. 

1m allgemeinen PunktP 
des Kreises gilt 

c 

Abb.48. 

a'2 = r2 + (a/ - a)2 - 2r (a/ - a) cos({i , 

und wenn hierin wir nur die erste Potenz von 8 behalten, wird 

r = a {I + S (1 + cos ({i)} • 
Hieraus folgt 

~ = (r + ;2) cOS({i = 2a cos({i, 

11 = (r - ;2) sin({i = 2a8 (1 + cos<p) sin({i . 

Mit Hilfe dieser Gleichungen konnen wir das symmetrische Profil 
konstruieren. Die Dicke des Profils im Mittelpunkt ist gleich dem 

;n; 
doppelten Wert von 1] fUr ({i = "2' also 

dm = 4a· s. 

Die maximale Dicke tritt auf fUr cos({i = !, d. h. an dem Punkt, 
der urn ein Viertel der Sehnenlange von der Vorderkante ent. 
fernt ist; sie hat den Wert 

3Y3 
dmax = 4a~8. 

Die gerade Linie von der Lange 4a, die wir in 6.2 betrachtet haben, 
konnen wir als die Mittel- oder Nullinie des symmetrischen Profils 
ansehen. Die Dicke der Profile ist proportional 8, und fUr 8 = 0,1 

GJauert-Holl, Ll1ftschral1ben 5 
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ergibt sich eine maximale Dicke vom O,13fachen der Sehnenlange. 
Dieser Wert wird in der Praxis selten uberschritten, und die 
Vernachlassigung des S2 in dem Ausdruck fUr die Sehne wird des
halb einen Fehler verursachen, der unter 1 % bleibt. 

6.4.3. Joukowski-Profile l • 1m allgemeinen Fall mussen wir den 
Mittelpunkt M des Kreises 0 so wahlen wie in Abb.46 oder in 
Abb.49. Wenn BM die y-Achse bei Mo schneidet, so wird der 
Kreis 0 0 mit dem Mittelpunkt Mo und dem Radius MoB in einen 
Kreisbogen ubergefUhrt, wahrend der Kreis 0 in ein Profil uber
gefiihrt wird. Der Kreisbogen wird zur Mittellinie des Profils, 

C' 

pI 

Abb.40. Abb.50. 

und wir konnen dann das Profil als ein symmetrisches Profil 
ansehen, dessen Mittellinie in einen Kreisbogen mit der Wolbung 
i tgfJ verbogen worden ist. Die Dicke des Profils ist proportional 
der Lange MMo. Die Form eines Joukowski-Profils hangt also 

von den beiden Parametern fJ und a' ab, die die Wolbung der a 
Mittellinie bzw. die Dicke des Profils bestimmen. 

Die Form eines Joukowski-Profils kann durch eine einfache 
geometrische Konstruktion gewonnen werden2 • Die Methode, mit 
der man den Punkt P' aus dem entsprechenden Punkt P ableitet, 
ist in 6.2 entwickelt worden. Man bestimmt zunachst einen Hilfs
punkt PI durch Inversion in bezug auf den Kreis mit AB als 
Durchmesser und durch Spiegelung an AB, dann erhalt man P' 

1 Diese .Art von Profilen wurde von Joukowski eingefiihrt: Uber 
die Konturen der Tragflachen der Drachenflieger. ZFM 1910. 

2 Trefftz, E.: Graphische Konstruktion Joukowskischer Tragflachen. 
ZFM 1913. 
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durch Vervollstandigung des Parallelogramms POP1P'. Die In
version des Kreises 0 ergibt abel' einen anderen Kreis mit dem 
Mittelpunkt auf del' Linie MO. Nach del' Spiegelung wird del' 
Mittelpunkt dieses Hilfskreises 0 1 auf del' Geraden liegen, die das 
Spiegelbild von OM in bezug auf AB odeI' auch die y-Achse ist. 
Wenn man die Verhaltnisse bei Punkt B betrachtet, so folgt auch, 
daB del' Hilfskreis 0 1 den ursprii.nglichen Kreis 0 in B beriihren 
muB; del' Mittelpunkt Ml des Hilfskreises wird also del' Punkt 
del' Linie BM, fUr den OM und OM1 gleiche Winkel mit del' 
y-Achse bilden. 

Entsprechende Punkte P und PI auf den Kreisen 0 und 0 1 

konnen wir jetzt konstruieren, wenn wir zunachst vom Anfangs
punkt 0 aus Strahlen nach entgegengesetzten Seiten del' x-Achse 
ziehen, die mit ihr gleiche Winkel bilden; den Punkt P' des 
Profils bekommen wir dann, indem wir das Parallelogramm 
POP1P' vervollstandigen. Wir erhalten die Form des Profils, in
dem wil' die Konstruktion fiir eine Anzahl von Punkten auf dem 
Umfang des Kreises wiederholen. 

6. 5. Die allgemeine Transformation. 
Die Joukowski-Transformation enthalt zwei Nullstellen und 

fiihrt auf eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Profilen. 
Eine allgemeinere Transformationsformel, die drei odeI' mehr Null
stellen enthalt, fUhrt zu einer groBeren Mannigfaltigkeit von Pro
filen. Die dadurch ableitbaren Profile sind von R. v. Mises1 und 
W. M iiller 2 untersucht worden. Diese Transformation fiihrt je
doch nul' zu Tragfliigeln mit einer einzigen Endtangente an del' 
Hinterkante; eine wichtigere Verallgemeinerung del' Joukowski
Transformation ist jene, die zu einem Profil fiihrt, dessen Ober
und Unterflache sich an del' Hinterkante unter einem endlichen 
Winkel treffen. 

Die Joukowski-Transformation 
a2 

C=z+-
Z 

konnen wir in del' Form schreiben: 

<:"+ 2a = (z+ a)2. 
<:" - 2a Z - a 

1 Zur Theorie des Tragflachenauftriebes. ZFM 1920. 
2 Zur Konstruktion von Tragflachenprofilen. ZAMM 1924. 

5* 
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In der Nahe der Nullstelle B wird naherungsweise 

1; + 2a = _ (z + a)2 . 
a 

Um einen endlichen Winkel t an der Hinterkante des Proms 
zu bekommen, muB die Transformation in diesem Gebiet die 

Abb.51. 

Form haben (s. 6.12): 

1; -1;0 = (z - Zo)n. F(z) , 

dabei muB n den Wert 

n=2-~ 
:rt: 

besitzen. 
Diese Form erhalt 

man, wenn man die Joukowski-Transformation in folgender 
Weise verallgemeinert: 

C + na = (z + a)n. 
C - na z - a 

Diese Transformation hat zwei Nullstellen z = ± a. Die 
Mittellinie des Profils wird aber jetzt durch zwei Kreisbogen1 

gebildet, die sich unter dem Win-

-""""'~=::======::>3T kelt treffen. Die Sehne des Pro
fils ist 2na. Die Transformation 

c::::::::-____ 3> 

Abb.52. 

kann auch als unendliche Reihe 
geschrieben werden, deren erste 
Glieder lauten: 

n 2 - 1 a2 

1;=z+-3-'z+'" . 
FUr Profile dieser Art gibt es 

keine einfache geometrische Kon
struktion, und auch die Berech
nung schon eines symmetrischen 

1 Der Doppelkreisbogen als Mittellinie des Tragflugels wurde von 
W. M. Kutta vorgeschlagen: Uber ebene Zirkulationsstriimungen. Ber. 
d. bayr. Akad. d. Wiss. 1911. Die Transformation wurde von T. v. Karman 
und E. Trefftz untersucht: Potentialstriimung um gegebene Tragflachen
querschnitte. ZFM 1918, und von Muller: Zur Konstruktion von Trag
flachenprofilen. ZAMM 1924. 
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Profils ist ziemlich verwickelt1. Die Profile dieses verallgemei
nerten Joukowski-Typus enthalten drei willkiirliche Parameter, 
die die Wolbung, die Dicke und den Winkel an der Hinterkante 
bestimmen; durch diese Methode kann man eine groBe Mannig
faltigkeit von Profilquerschnitten entwickeln, die als Flugzeug
tragfliigel brauchbar sind. Einige typische Profilquerschnitte von 
J oukowskischem und verallgemeinertem Typus zeigt Abb.52. 

VII. Der Tragfltigel in zwei Dimensionen. 
7.1. Allgemeine Beziehungen fUr Auftrieb und Moment. 
Wenn die Potentialiunktion w der Stromung um irgendeinen 

Korper in Abhangigkeit von der komplexen Variabeln z bekannt 
ist, dann kann man einfache analytische Ausdriicke aufstellen 
fiir die Kraft und das Moment, die auf den Korper wirken. Wir 
wollen einmal die Bewegung der Fliissigkeit zwischen der Korper
oberflache und irgendeiner einfach geschlossenen Kurve C be
trachten, die den Korper umgibt. Wenn X und Y die Kompo
nenten der auf den Korper wirkenden Kraft sind, so wird die 
Fliissigkeit eine gleich groBe, aber entgegengesetzt gerichtete 
Reaktion von der Korper- !I 

o berflache her erhalten; da
zu kommen die Druckkrafte, 
die senkrecht zur Kurve C 
wirken. Diese Kraftkompo
nenten gleichen die Impuls
erhohung aus, die die Fliissig
keit erfahren hat, wenn sie 
das betrachtete Gebiet ver
laBt; damit erhalten wir 

~------~~~-----x 

Abb.53. 

-x - f pdy = f ec",(c",dy - cydx) 
a a 

- Y + f pdx = f eCy(c",dy - cydx) , 
a a 

wo die Integrale langs der Kurve C zu erstrecken sind. 

1 Uber Einzelheiten der Berechnungsmethode s. H. Glauert: A 
generalised type of Joukowski aerofoil. RM 1924, Nr.9Il. 
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Wenn die Bewegung wirbelfrei ist, wird der Gesamtdruck in 
allen Punkten der Flussigkeit einen konstanten Wert H besitzen, 
und der Druck an irgendeiner Stelle wird sein: 

p = H - i Q (c; + c~) . 
Dann gilt auch: 

X - iY = -/ p(dy + idx) - / Q(c", - iCy)(c",dy - cydx) 
a a 

= !Q/{(c;, + c;)(dy + idx) - 2(c", - iCy)(c",dy - cydx)} 
a 

= ! Q / (c; - c; - 2i c",cy) (i dx - dy) . 
a 

Nun ist aber 
dw . 
--=C -~c dz '" y 

und wir erhalten schlieBlich 

X - iY =!Q i.f(~:rdz. 
a 

Das Moment der auf den Karper wirkenden resultierenden Kraft 
in bezug auf den Anfangspunkt kannen wir auf ahnliche Weise 
ermitteln, indem wir namlich den in der Zeiteinheit aus dem 
Gebiet abwandernden Drall betrachten. Wenn Mo das Moment 
in bezug auf den Karper darstellt, dann ist die Bewegungsgleichung 
der Flussigkeit: 

--Mo + / p(xdx + ydy) = / Q(cyx - c",y) (c",dy - cydx) . 
a a 

Hieraus folgt 

Mo = -t Q/(c;, + c;)(xdx + ydy) - 1]/ (cyx - c",y) (c",dy - cydx) 
a a 

= -!I]/{c;, - c;)(xdx - ydy) + 2c",cy(ydx + xdy)}. 
a 

Nun ist aber 

.f (~:yzdz =I (c; - c~ - 2ic",cy) (x + iy) (dx + idy) . 
a a 
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Der reelle Anteil dieses Integrals ist gerade das in dem Ausdruck 
fur Mo auftretende Integral. Hiermit ergibt sich 

1 f(dW')2 d Mo= - 2" e R dz Z z. 
o 

Diese Integralausdrucke fUr die Kraft und das Moment um 
den Anfangspunkt gelten fur eine beliebige Anzahl von K6rpern, 
wenn diese nur von der Kurve 0 eingesC'hlossen sind, und k6nnen 
fur jede einfache Kurve, die die K6rper umgibt, ausgewertet 
werden. Wenn wir das Quadrat des Differentialquotienten der 
Potentialfunktion fur groBe Werte von z durch die Reihe 

(d W)2 = Ao + Al + A2 + ... 
dz z ~ 

ausdrucken, dann erhalten wir fur die Werte der Integrale sofort 

und 
X - iY = ! ei(2niA1) = -neAl 

Mo =-ieR(2niA2) =-ngR(iA2) ' 
wie man nachprufen kann, wenn man als Kurve 0 einen Kreis 
mit groBem Radius und mit dem Mittelpunkt im Koordinaten
anfangspunkt wahlt. In diesen letzten Ausdrucken werden die 
Koeffizienten Al und A2 im allgemeinen komplexe Gr6Ben sein; 
X, Y und Mo werden infolgedessen samtlich endliche Werte be
sitzen. 

7. 2. Auftrieb und Moment eines Profils. 
Um diese Berechnungsmethode auf ein Profil anwenden zu 

k6nnen, das durch die konforme Abbildung !; = f (z) aus einem 

Co 

Kreis abgeleitet wurde, mussen 
wir zunachst die Potentialfunk
tion fUr die Str6mung um einen 
Kreis bestimmen. 1m allge
meinen Fall wird der Koordi
natenanfangspunktO als Mittel-

dC~~~~--n ~------~~~~--~~ punkt der Nullstellen von dz :r;;' 

gewahlt, und der Kreis urn
schlieBt aIle Nullstellen mit 
Ausnahme der einen, die auf 
dem Kreisumfang liegt. Diese 

Abb.54. 

Nullstelle B auf dem Umfang liefert die Hinterkante des Profils. 
Die reelle Achse legen wir durch B, dessen komplexe Koordi-
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nate dann z = - a wird. Der Kreis solI den Radius a' haben, 
und sein Mittelpunkt soIl in dem Punkt 

z = -a + a'eifl = meiiJ 

liegen, wie es in Abb. 54 angegeben ist. 
Der ungestorte Strom habe eine Geschwindigkeit co' die unter 

dem Winkel IX gegen die negative reelle Achse geneigt ist, und die 
Zirkulation Z sei in Ubereinstimmung mit der J oukowskischen 
Hypothese (s. 6.31) so gewahlt, daB der hintere Staupunkt der 
Stromung im Punkt B des Kreises liegt. Durch die komplexe 
Koordinate z' ausgedriickt, die den Anfangspunkt im Kreismittel
punkt und die reelle Achse entgegengesetzt der Stromrichtung 
haben solI, wird die Potentialfunktion der Stromung um den Kreis 
(aus 5.31): 

w=-c Z _1- - --In-. ( , a' 2) iZ z' 
o I z' 2"" a' 

Die Koordinate von B ist z' = -a' ei(rx+fI). 

Fur diese Stromung ist 

dw (a'2) iZ 
dz' = - Co 1 - Z'2 - 2nz' ; 

die Zirkulation Z muB so gewahlt werden, daB dieser Ausdruck 
im Staupunkt B verschwindet. Also wird 

c (1- e-2i«x+fI)) = iZ e-i(lX+fI). 
o 2",,~ 

Das fuhrt zu dem Wert fur die Zirkulation: 

Z = 4na'cosin(1X + fJ). 

7.2.1. Das Profil wird aus dem Kreis durch die allgemeine 
konforme Abbildung 

gewonnen, wobei die Koeffizienten im allgemeinen komplex sind. 
Um die auf das Profil ausgeubte Kraft zu bestimmen, mussen 

wir uns zunachst den Wert ~~ fur die Stromung verschaffen. Die 

Veranderlichen z und z' sind durch die Gleichung 

z' = (z - meii!) eirx 
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verknupft. Damit wird 

( a' 2 iZ) io< -c +c ---- e dw dw dz' dz 0 0 Z'2 2nz' 

dl:; = dz" dz • dl:; = (1 _ a 1 _ ~~~ _ ... ) • 

Z2 Z3 

Wenn wir z' durch z ausdrucken und nach abnehmenden Potenzen 
von z entwickeln, wird dieser Ausdruck: 

dw . iZ 1 (,. . iZ '0) 1 - = - Co e' IX - - • - + a 2 C e - ,0< - a C et 0< - - met - + ... : dl:; 2n z 0 I 0 2n Z2 • 

hieraus folgt 

wo 

(dW)2 Al A2 - = Ao + - + -- + ... d I:; Z Z2 , 

Ao = c6 e2i o< 

A - icoZ io< 
l-~e 

A • 2' '0 i Co Z • m . ( 0) Z2 
2 = 2al cOe tao - 2a 2CO + --n--et 0<+ - 4n2 ' 

7.2.2. Der allgemeine Ausdruck fur die Kraft auf einen K6rper 
liefert jetzt fUr das Profil: 

also 

oder 

x - iY = ! ei f(~~Y d, = ; eif(~Er ¥Zdz 
c c 

1 'j'(A Al A2 ) (a l ) d = 2'e t 0 + z + Z2 + .. , 1 - z,i- - ••• z 
c 

= i ei (2 ni AI), 

x - iY = -ieco' Zeio< 

{
X = e Co Z sin IX 

Y = e Co Z cos IX • 

Das sind die Komponenten einer senkrecht zum Strom Co 

wirkenden Kraft e Co Z . Das Profil erfahrt also einfach einen 
Auftrieb 

P a = ecoZ = 4n a' eC5 sin (ex + fJ) • 
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7.2.3. Das Moment der Auftriebskraft um den Koordinaten
anfangspunkt wird 

Mo = - ~ (}Rf (~~y t; dt; 
c 

1 Rf(dW)2 ( a1 a2 ) (1 a1 ) = - 2 () d!; Z + Z + Z2 + . . . - Z2 - ••• dz 
c 

1 f( Al ..12 ) (a2 ) d = - 2 eR Ao + z + Z2 + . " 1 - Z3 - • •• z z 
c 

= -! eR (2:n:iA 2) . 

Mo ist also der imaginare Anteil von :n:(}A2. Wenn wir in dem 
Ausdruck flir A2 setzen 

a 1 = b2 e2ir , 

dann ergibt sich fur den Wert von M 0 : 

Mo = 2:n: b2 e co2 sin 2 (IX + 1') + eCoZm cos (IX + ~) . 
Dieser Ausdruck stellt das Moment um den Koordinaten-

anfangspunkt dar; das Moment um den Kreismittelpunkt erhalten 
wir sofort zu 

= 2:n:b2(}c02 sin 2 (IX + 1'). 

Der Wert dieses Momentes hangt vom Wert des komplexen 
Koeffizienten a1 der Abbildungsfunktion ab, die t; als Funktion 
von z ausdruckt. Die Auftriebskraft verschwindet fur den Anstell
winkel - fJ, und das Moment hat dann den Wert 

Mrn = 2:n: b2(}C5 sin 2 (I' - fJ)· 
Wenn das Profil eine konstante Lage des Druckpunktes haben 

solI, d. h. wenn die Auftriebskraft immer durch einen bestimmten 
Punkt gehen solI, dann muB dieses Moment Null werden. Die not
wendige und hinreichende Bedingung fur eine konstante Lage des 
Druckpunktes ist also, daB fJ = I' oder daB der Koeffizient a1 

der konformen Abbildung von der Form a1 = b2e 2ifJ ist. 
7.2.4. Die allgemeinen Ausdrucke fUr den Auftrieb und das 

Moment nehmen einfache Form an flir die J oukowski-Profile, die 
mittels der konformen Abbildung 

a2 

t;=z+-
abgeleitet werden. Z 
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Fur Profile kleiner Walbung und geringer Dicke ist die Sehne 
naherungsweise gleich 4a, und der Auftriebsbeiwert kann deshalb 
geschrie ben werden: 

Z:a = 2n (IX + (3) . 

Diese Form gilt auch fUr die meisten Profile, die nicht vom 
Joukowskisehen Typus sind (s. auch 7.3), und wird durch die 
vorhandenen Versuchsergebnisse bestatigt. Der theoretische An
stieg der Kurve des Auftriebsbeiwertes in Abhangigkeit vom 
Anstellwinkel ist 2n je Bogengrad oder 0,110 je Grad; der ver
suchsmaBig festgestellte mittlere Anstieg ist wegen der Abwei
chung del' Stramung von der idealen Form etwas kleiner, und ein 
Anstieg von 6 je Bogengrad kann als normaler Wert fUr ein gutes 
Profil angesehen werden. 

In der Joukowski-Transformation hat der Koeffizient a1 den 
Wert a 2, und das Moment um den Kreismittelpunkt wird 

]JIm = 2na2ec6sin2IX. 

Das Moment um die Vorderkante des Profils ist in groDer An
naherung 

JJ1 = ]JIm - 2aPa. 

Um den entsprechenden Koeffizienten abzuleiten, ist es genugend 
genau, den kleinen Unterschied zwischen a' und a zu vernaeh
lassigen. Damit erhalten wir 

Jt Jt 1 Z:m = -2- IX - n{IX + (3) = -2 (3 - 4" Z:a· 

Auch diese Formel wurde durch Versuchsergebnisse vollauf be
statigt, und man kann im allgemeinen den Momentenbeiwert eines 
Profils mit groJ3er Genauigkeit durch 

Z:m = Z:mo - t Z:a 
a.usdrucken, wo z:mo den Momentenbeiwert beim Auftrieb Null 
bedeutet. Die Lage des Druckpunktes, bestimmt durch den Bruch
teil der Sehne, um den er von der Vorderkante des Profils abliegt, 
erhalt man, wenn man den Momentenbeiwert durch den Auf
triebsbeiwert dividiert; es folgt daraus, daJ3 ein groJ3er Wert von 
Z:mo eine rasche Verschiebung des Druckpunktes in sich schlieJ3t. 
Wenn z:mo Null ist, dann hat das Profil einen konstanten Druck
punkt, der um ein Viertel der Sehnenlange von der Vorderkante 
entfernt ist. 
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7. 3. Dunne Profile. 
Die obige Untersuchung bestimmt den Auftrieb und das Mo

ment irgendeines Profils, wenn die konforme Abbildung, durch 
die es aus einem Kreis erzeugt wird, bekannt ist. Meist ist jedoch 
die Form des Profils gegeben, die Bestimmung der zugehorigen 
konformen Abbildung bietet aber erhebliche Schwierigkeiten. 
Eine Methode, urn diese Aufgabe fur dunne Profile zu lOsen, wurde 
von M unk! angegeben. Das Profil wird durch die gekrummte 
Linie ersetzt, die das Mittel aus Ober- und Untermiche des Profils 
darsteIlt, und zwar wird diese Kurve als nahezu geradlinig an
gesehen. Eine zweckmiWigere Methode hat Birnbaum 2 ein
gefiihrt. Die folgende Untersuchung ist das Ergebnis einer An
wendung der Methode der Fourierschen Reihen auf Birnbaums 
Auffassung des Tragflugelproblems. 

Wir wahlen den Koordinatenanfangspunkt in der Vorderkante 
des Profils, die x-Achse langs der Sehne t nach hinten und die 
y-Achse senkrecht nach oben und betrachten die Stromung, wenn 
sich das Profil in einem Parallelstrom befindet, der urn den kleinen 
Winkel IX- gegen die Sehne geneigt ist. Es wird eine Zirkulation 
urn das Profil vorhanden sein, die einer Verteilung von Wirbeln 

y 

k 

langs der Oberflache des Pro
fils entspricht. Es sei kd x die 
Wirbelstiirke im Element dx 
des Profils; dann wird 

t 

Z = Jkdx. 
o 

Abb.55. Urn das Geschwindigkeits-
feld dieser Wirbelbelegung ab

zuschiitzen, nehmen wir an, daB die Wirbel aIle auf der Sehne des 
Profils angeordnet seien; dann ergibt sich die im Punkt x' des 
Profils induzierte Geschwindigkeit zu 

t 

( ') j' kdx 
Ci x = 2;n;(x _ x') . 

o 
1 General theory of thin wing sections. NACA, 1922, Nr. 142; s. auch 

Glauert: A theory of thin aerofoils. RM 1924, Nr.91O. 
2 Die tragende Wirbelflache als Hilfsmittel zur Behandlung des ebenen 

Problems der Tragfliigeltheorie. ZAMM 1923. 
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Diese Geschwindigkeit gilt fur einen Punkt del' Sehne; wir ki::innen 
sie abel' auch gleich del' induzierten Geschwindigkeit an dem 
entsprechenden Punkt des Profils selbst setzen. Die Richtung 
del' resultierenden Geschwindigkeit muB am Profil parallel zu 
dessen Oberflache sein; es gilt deshalb fUr jeden Punkt des Profils 

IX -I- Ci = dy. 
Co dx 

Diese Gleichungen genugen fiir eine vollstandige Li::isung des Pro
blems in Abhangigkeit von del' Form del' gekrummten Linie, die 
das Profil darstellt. Die Analysis stutzt sich auf die EinfUhrung 
einer neuen Koordinate rp fur die Punkte des Profils, die durch 
die Beziehung definiert ist: 

x = it(l - cosrp) , 

so daB rp langs del' Profilsehne von 0 bis n variiert. Man kann 
dann annehmen, daB die Wirbelverteilung k durch die Reihe dar
gestellt werden kann: 

k = 2co {Ao ctg ~ -I- ~ An sinnrp} 

odeI' 

kdx = t· Co {Ao (1 -I- cosrp) -I- ~ An sinn (p sinrp} drp , 

wo das erste Glied die Wirbelverteilung fur ein geradliniges Profil 
darstellt und die Beiwerte del' Sinusreihe von del' Form des Trag
flugels abhangen. Die Auftriebskraft und das Moment um die 
V orderkante des Profils ki::innen wir einfach als Funktionen del' 
Beiwerte diesel' Reihe ausdrucken. Die Auftriebskraft wird 

n 

= fteC~{Ao(l -I- cosrp) -I- ~AnSinnrpSinrp}drp 
o 

= n t e c5 (Ao -I- i AI) . 

Das ergibt einen Auftriebsbeiwert 

'a = 2n(Ao -I- iA I ) • 
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Ahnlich wird das Moment um die Vorderkante 
t 

M = - ((!Cokxdx 
o 

= - f !t2(!c5{Ao(1 - cos2 cp) + ~A1Isinncp (sincp - !Sin2CP)}dCP 
o 

= - : t2(!C~(Ao + Al - ~ A 2). 

Das liefert einen Momentenbeiwert 

Cm = - ; (Ao + Al - ~ A2) 

:rr: 1 
= "4 (A2 - AI) - "4 Ca . 

Diese Ausdriicke enthalten nur die ersten drei Koeffizienten 
der Reihe fiir die Wirbelstarke; die iibrigen Koeffizienten ent
sprechen deshalb Gestaltanderungen des Profils, die keinen Ein
fluB auf die Auftriebskraft und das Moment besitzen. 

Mit dem fiir die Wirbelstarke angenommenen Wert wird die 
induzierte Geschwindigkeit im Punkt x' oder cp: 

JA O(1 + coscp) + t iA,,{cos(n - 1)cp - cos(n + 1)cp} 
c.(x) - Co I d 

• -:rr: coscp' - coscp cp 
o 

= C 1_ A +..!. ~ A sin(n + 1)!p'.- sin(n - 1)9"1 
o 0 2 ~ 11 smcp' , 

I 

denni 

n 

f cosncp d = n si~n", . 
coscp - cos'" cP sm", 

o 

Die induzierte Geschwindigkeit im Punkt cp des Tragfliigels 
wird schlieBlich: 

1 Siehe Anmerkung am Ende des Kapitels. 
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Die Bedingung, daB die Stromung tangential zur Oberflache des 
Pro£ils verlauft, gibt die Beziehung: 

dy = 
d- = a - Ao + ~An cosnl)? 

x 1 

Dann kann man die Beiwerte An aus der Form des Pro£ils durch 
die Auswertung folgender Integrale ableiten: 

" 
1 !'dY a-A =- -dm o 11: dx r' 
o 

n 

2 j'dY An = --;; dx cos n I)? d I)? • 

o 
Es ist im allgemeinen nicht notig, jeden Koeffizienten zu be

stimmen, da man einfache Ausdriicke fUr Auftrieb und Moment 
urn die Vorderkante unmittelbar in Abhangigkeit von der Form 
des Profils aus folgenden Integralen erhalten kann: 

Co = ! f~ 1 +d:OS 97 1 

2 O[y 1/1- 008 97]" 2/"1 dy dx 1/1- 008 97 d ) 
= --;; tV 1+ 00897 0 - --;;0 t dx • dtp r 1 + CoS97 I)? 

(1) 

Der erste Ausdruck verschwindet, wenn y an der Hinterkante des 
Profils starker als Vt x gegen Null geht. Dann ist 

" n J Y [y, ]'" J 1 dy dx . 110 = t cosCf dl)? = t SIn I)? 0 - t dx d97 SInqJ dl)? (2) 

o 0 

'" 
= - !! ~; (1 + cos21)?)dl)? = - : (a - Ao - ~ A2) . J 

Auf diese Weise ergibt sich mit Hilfe der beiden Integrale Co und 110 

Ca = 2n(a + co) , 

Cm= 2(110 - : co) - ! Ca· 
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Die Bestimmung der Auftriebs- und Momentenbeiwerte irgend
eines dUnnen Profils ist also auf die Auswertung der beiden ein
fachen Integrale EO und "'0 zuriickgefiihrt; die Koeffizienten sind 
von derselben Form wie fiir ein Joukowski-Profil (s. 7.24). 

7.3.1. Wenn die Form eines Profils durch einen einfachen 
analytischen Ausdruck gegeben ist, dann kann man die Werte 
von Eo und "'0 durch unmittelbare Integration gewinnen. Ein 
Beispiel von einiger Bedeutung ist das Profil, das durch die Glei
chung 

gegeben ist. Wenn A- zwischen 1 und 2 Jiegt, stellt es ein Profil 
mit gegen die Hinterkante zu nach oben gerichteter Kriimmung 
dar. Durch Integration findet man fiir EO und "'0: 

EO = ih(4 - 3A), 

also 

'mo = ~ h (7 A- - 8) . 

Man erhiUt also ein Profil mit konstantem Druckpunkt, wenn A

den Wert t annimmt. 
1m allgemeinen nimmt man die Auswertung der Integrale am 

besten graphisch vor. Zu diesem Zweck driickt man sie in kar
tesischen Koordinaten mit der Sehne als Langeneinheit aus; 
dann ist 

wo 

und 
1 

"'0 = J yf2(X)dx, 
o 

1 
fI(x) = ,r==o:;==-

.n(1 - x) rx(1 - x) 

1- 2x 
Mx) = yx(1 _ x) • 

Die numerischen Werte dieser Funktionen in passenden 
Punkten der Profilsehne sind in Tabelle 4 auf Seite 81 ge
geben. 
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Die Bestimmung von flo bietet keine Schwierigkeiten, da 
Y/2(X) im allgemeinen an beiden Endpunkten des Profils gegen 
Null geht, obgleich /2(X) ins Unendliche strebt. Fur 80 jedoch 
geht der Wert von yfl(X) an der Hinterkante des Profils gewohn
lich gegen Unendlich; diese Schwierigkeit liiJ3t sich jedoch um
gehen, wenn man die graphische Integration von der Vorderkante 
nur bis zum Punkt x = 0,95 durcbfiihrt und den ubrigen Teil 
analytisch schatzt mit Hille der Annahme, daB dieser letzte Ab
schnitt eine gerade Linie sei. Man kann leicht zeigen, daB der 
noch ubrige Anteil zum Wert von Co gleich 2,9 y' ist, wenn y' 
die Ordinate im Punkte x = 0,95 bezeichnet. 

Diese theoretische Methode der Bestimmung des Anstell
winkels und des Momentenbeiwertes beim Auftrieb Null fiihrt zu 
Ergebnissen, die mit den versuchsmaBig gefundenen Werten gut 
ubereinstimmen. Wenn man diesen Vergleich anstellt, muB man 
eine leichte Korrektur anbringen, um der Tatsache Rechnung zu 
tragen, daB die Theorie den Anstellwinkel von der Verbindungs
linie der Vorder- und Hinterkante des Profils aus miBt, wahrend 
die experimentellen Werte gewohnlich auf die Tangente an die 
Unterflache des Profils bezogen sind. 

Tabelle 4. 

x I,(x) I,{x) x I,{x) 1,(x) 

0,025 2,09 6,10 0,50 

I 
1,27 ° 0,05 1,54 4,13 0,60 1,62 -0,41 

0,10 1,18 2,67 0,70 2,31 -0,87 
0,20 1,00 1,50 0,80 3,98 ~1,50 

0,30 0,99 0,87 0,90 10,6 ~2,67 

0,40 1,08 0,41 0,95 29,2 -4,13 

Anmerkung. Der Wert des Integrals 
:n; 

I -f~~d n - cosrp - cosV' q;. 
o 

Die Auswertung dieses Integrals erfordert mmge Aufmerk
samkeit in bezug auf die Integrationsgrenzen, da der Nenner im 
Punkt q; = 1jJ verschwindet. Man muJ3 deshalb, urn den Wert 
von In zu bekommen, erst von 0 bis 1jJ - 8, dann von 1jJ + 8 bis 
n integrieren und schlieBlich 8 zur Grenze Null gehen lassen. 

Glauert·Holl, Luftscbrauben. 6 
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Wenn wir zunachst 10 betrachten, wird 
'P - e 

j dcp = [_I_In sin! (11' + cp)]VJ-e 
cos cp - cos 11' sin 11' sin! (11' - cp) 0 

o 

= --;-~{lnsin('!p -~e) -lnsin~e}. Sllllp 2 2 . 
:n; 

j dcp = [_I_In sin!(cp + lp)]n 
coscp - cOSlp sin 11' sin!(cp -11') 'p+< 

'P+< 

= ~ {In sin ~e - In sin ('!p + ].-c)} , 
Sllllp 2 2 ' 

hiermit wird 

11 wird: 
n 

I - ( cos I/' d 
1 -. coslp - coslp rp 

o 
n 

- j'(l + ~1p-) drp 
- cos I/' - COSlp 

o 
= 'J1, + 10 cos '!p 
='J1, 

und allgemeiner, wenn n 2: 1 : 
n 

1+1 =jCOS(n+I)cp+cOS(n-I)CPd 
n + 1 n - 1 cos cp _ cos 11' rp 

o 
n 

_j2coscpcosncp d 
- coscp - COS 11' rp 

o 
n 

= j(2 cos n + 2 cos 11' cos ncp) d 
, rp cos cp - COSlp rp 

o 
= 2 cos '!pIn' 

Die Auflosung dieser Rekursionsformel mit den Anfangsbedin
gungen 10 = 0 und 11 = ;n; fiihrt zu dem Endergebnis: 

n 

I =j~~d = :n;sinnlp 
n cos cp - cos 11' rp sin 11' • 

o 
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VIne Ziihigkeit und Widerstand. 
8. 1. Der Widerstand eines stumpfen Korpers. 

Die Theorie der zweidimensionalen Stramung einer Fliissigkeit 
hat mit Hilfe der Annahme einer Zirkulation der Stramung zur 
Bestimmung des Auftriebs eines Profils gefiihrt. Die Lasung ist 
jedoch in verschiedener Hinsicht unvollstandig. Die Umstande, 
die zu Beginn der Bewegung die Ausbildung einer Zirkulation 
verursachen, werden nicht untersucht, und die GraBe der Zirku
lation ist unbestimmt, wenn das Profil nicht eine scharfe Hinter
kante besitzt. J oukowskis Hypothese, daB die Zirkulation so 
zu wahlen ist, daB an der Hinterkante glatte Abstramung erfolgt, 
bedarf noch kritischer Untersuchung. SchlieBlich ergibt die 
Theorie auch keinerlei Profilwiderstand. 

Um die Probleme genauer zu untersuchen, muB man von der 
einfachen Annahme einer vollkommenen Fliissigkeit abgehen und 
die Einfliisse der Zahigkeit oder inneren Reibung bestimmen. 
Einige Einsicht in den Widerstand eines Karpers kannen wir 
jedoch auch ohne diese Komplikation noch bekommen. Bei der 
Entwicklung der Theorie der Auftriebskraft war es zweckmaBig, 
solche Karper zu betrachten, die im Vergleich zu ihrem Wider
stand einen hohen Auftrieb ergeben, so daB man jenen vernach
lassigen konnte, ohne die wesentlichen Verhaltnisse des Problems 
zu verschieben. Aus ahnlichen Griinden ist es bei der Unter
suchung des Widerstandes zweckmaBig, in erster Linie Karper 
von gedrungener, breiter Form zu wahlen, die zur Stromrichtung 
symmetrisch sind, so daB der Auftrieb Null und der Widerstand 
groB ist. Es solI, wie friiher, zweidimensionale Bewegung voraus
gesetzt werden. 

Die einfachste Form eines solchen stumpfen Karpers bildet 
eine gerade Platte, die senkrecht zum Hauptstrom steht. Sie sei 
in zwei Dimensionen durch die Linie AB von der Breite b dar
gestellt. Die wirbelfreie Bwegung einer vollkommenen Fliissigkeit 
um diese Platte veranschaulicht Abb. 43. Dieses Strombild ergibt 
jedoch keinen Widerstand und ist auch deshalb unbefriedigend, 
weil an den Kanten der Platte die Stramungsgeschwindigkeit 
unendlich groB wird. Um diese Schwierigkeiten zu iiberwinden, 
haben Kirchhoff und Helmholtz ein anderes Strombild vor· 

6* 
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geschlagen, das durch Abb.56 dargestellt wird. Es wird dabei 
angenommen, daB von den Kanten A und B Unstetigkeitsflachen 
ausgehen, die ein Totwassergebiet einschlieBen. Die Platte erfahrt 
infolgedessen auf der Vorderseite einen groBeren Druck als auf 

Abb.56. 

der Riickseite, und es ergibt sich 
eine Widerstandskraftl 

Pw = 4 ~-.;;;bec5. 
Das entspricht einem Widerstands
beiwert 

r 2n 
<"w = z:r-+ n) = 0,88. 

Dieser Widerstandsbeiwert ist etwa halb so groB, wie er sich 
aus Versuchen an einer flachen Platte ergibt. Die Auffassung, daB 
die Stromung sich an den Kanten von der Platte ablOst, steht 
jedoch mit der Wirklichkeit im Einklang und kann als Grundlage 
fiir die Entwicklung einer Theorie des Widerstandes beniitzt werden. 

8.1. 1. Wirbelstrallen. Die Unstetigkeitsflachen der Geschwin
digkeit AA' und BB', die an den Plattenkanten entspringen, sind 
ihrem Wesen nach Wirbelflachen (s. 4.35) und konnen als eine 
Folge von Wirbellinien gedeutet werden, die wie KugeIlager 
zwischen dem Totwassergebiet und dem Hauptstrom wirken. Nun 
kann man aber zeigen, daB eine einzelne Reihe gleich starker, 
gerader Wirbellinien, die gleichmaBig langs einer Geraden verteilt 
sind, instabil ist. 1m GleichgewichtsfaIl sind aIle Wirbel in Ruhe, 
da die induzierten Geschwindigkeitskomponenten in irgendeinem 

Wirbel, die von zwei gleich weit 
~ entfernten, auf verschiedenen 
x a Seiten liegenden Wirbeln her-

Abb.57. "h t ttl' h ru ren, en gegengese z g mc 
sind. Wenn jedoch irgendein Wirbel eine kleine Verschiebung (x, y) 
erfahrt, dann werden in ihm folgende Geschwindigkeitskompo
nenten induziert: +00 

Z '" Y Cx = - 2n ...::;.; (na _ X)2 + y2 , 
-00 

+00 
Z ~ na-x 

cy = - 2n"'::;'; (na - xJ2 + y2 , 
-00 

1 Siehe Lamb: Hydrodynamik, § 76. 
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wo Z die Starke eines Einzelwirbels und a die Entfernung zwischen 
aufeinanderfolgenden Wirbeln ist; die Summen sind iiber aIle von 
Null verschiedenen ganzen Werte von n zu erstrecken. Fiir kleine 
Storungen kann man diese Ausdriicke durch die Naherungen 
ersetzen: 

-00 

Die Bewegungsgleichungen fiir den betrachteten Wirbelpunkt sind 
also: 

wobei 

dx at+1y= 0, 

dy at + 1x = 0, 

3/: Z 1=-·-, 
6 aZ ' 

wenn man y eliminiert, wird 

d2 x 
dt2 - 12x = O. 

Die Losung dieser Differentialgleichung ist 

x = Ae'-t + Be-At. 

Dieser Ausdruck stellt eine instabile Bewegung dar, denn das 
erste Glied wachst unbeschrankt mit der Zeit; der Wirbel entfernt 
sich also mehr und mehr von der Gleichgewichtslage. 

Die Verhaltnisse hinter einem stumpfen Korper sind ver
wickelter, da dort zwei Wirbelreihen vorhanden sind; urn die 
Stabilitat zu betrachten, muB man jedem Wirbel eine kleine Sto
rung erteilen. Weit hinter dem Korper miissen die Wirbel auf 
zwei zur Bewegungsrichtung parallelen Geraden liegen, und man 
kann leicht zeigen, daB es nur zwei mogliche Anordnungen gibt. 
Damit die Wirbel auf den beiden parallelen Geraden bleiben, 
muB die induzierte Geschwindigkeit in jedem Wirbel parallel zu 
ihnen sein. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn jedem Wirbel BI 
der einen Reihe ein Wirbel Al der anderen Reihe genau gegeniiber 
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liegt, oder wenn er gegeniiber dem Mittelpunkt zwischen zwei 
Wirbeln Al und A2 der anderen Reihe liegt; in jedem Wirbel 
wird da,nn dieselbe Geschwindigkeit c., in dem in Abb. 58 gezeich
neten Sinne induziert. Dieses c., ist die Geschwindigkeit der 
Wirbel relativ zur Hauptmasse der Flussigkeit. Fiir jede andere 

Anordnung hat die Geschwin
a: IX .;/J 1 digkeit eine Komponente senk-

er - '" recht zu den Wirbelreihen, 
___ ')~_~a;'--_~I}--. __ -.:L*_ die die Anordnung zerstort. 

81 iii Die Stabilitat dieser zwei 
Abb.58. Systemeistvon Karman und 

Rubach l untersucht worden; es zeigte sich, daB die erste Anord
nung mit den Wirbelpaaren auf jeden Fall instabil ist, wahrend 
die zweite Anordnung mit abwechselnden Wirbeln stabil ist, wenn 
der Abstand h der Reihen und die Entfernung a zwischen auf
einanderfolgenden Wirbeln einer Reihe durch die Gleichung ver
knupft sind: 

oder 

r;-,'.' nh 1 
~m-= 

a 

h = 0,281 a. 

Eine doppelte Wirbelreihe dieser stabilen .Art soIl eine Kar
mansche WirbelstraBe heiBen. Die Starke Z jedes einzelnen 
Wirbels soIl die Starke der StraBe, und die Entfernung h zwischen 
den Reihen die Breite der StraBe genannt werden. Die Ent
fernung a zwischen den einzelnen Wirbeln ist ein konstantes Viel
faches der Breite h, und die in jedem Wirbel induzierte Geschwin
digkeit c., wird durch die Gleichung 

Z = 2-y2ac., 
gegeben. 

S.l. 2. Der Formwiderstand. Weit hinter einem stumpfen Kor
per besteht eine voll entwickelte Karmansche WirbelstraBe; es 
muB jedoch ein Zwischenstadium vorhanden sein, das in Abb. 59 
durch die gestrichelten Linien dargestellt wird, die die Wirbel-

1 v. Karman: Dber den Mechanismus des Widerstandes, den ein be
wegter Kiirper in Fliissigkeit erfahrt. Giittinger Nachr. 1911. - v. Karman 
u. Rubach: Dber den Mechanismus des Fliissigkeits- und Luftwider
standes. Phys. Z. 1912. Die Untersuchung ist in Lamb: Hydrodynamik, 
§ 156 wiedergegeben. 
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straBe mit dem Karper verbinden. Die Wirbel wandern mit der 
Geschwindigkeit (Co. - cx) relativ zum Karper stromabwarts; an 
den beiden Seiten des Karpel's miissen infolgedessen immer neue 
Wirbel gebildet werden, was auch mit den Beobachtungen an 
stumpfen Karpern im Ein- _---- 4:;)--.----

klang steht. Die Haufigkeit 11"'/ f 
del' Wirbelbildung an einer .f4 L 

K&pe'~D: "Wi~. :'iD. i~ ________ r.J..-_~~9-'"" 
a Abb.59. 

Die Bildung dieser Wirbel zusammen mit der allgemeinen Druck
verteilung im Stromfeld verursacht einen Wider stand 1 

h Z2 
Fw = eZ(co - 2c",)- + e-2 ; a na 

wenn man die Werte von a und Z durch h und Cx ausdriickt, dann 
wird dies 

odeI' 
Fw = he c6{2,83 (~:) - 1,12 (~:n 

Cw = 2· ~ {2,83 (~) - 1,12 (~:r}. 
Die Widerstandskraft, welche von den an den Seiten des 
Karpers abgehenden Wirbeln und der Karmanschen Wirbel
straBe herriihrt, wollen wir als Formwiderstand bezeichnen, zum 
Unterschied von dem Widerstand, der von den Tangential
kraften und der Wandreibung an del' Karperoberflache herriihrt. 
Karmans Theorie steht in gutem Einklang mit den tatsachlichen 
Verhaltnissen; wenn man namlich die Werte fiir Cx und h experi
mentell bestimmt, dann fiihrt die Gleichung zu einem mit dem 
beobachteten Widerstand gut iibereinstimmenden Wert!. Die 
Theorie ist jedoch unvollstandig und erfordert noch weitere Unter
suchungen des Gebiets zwischen dem Karpel' und der Wirbel
straBe, um zu einer theoretischen Bestimmung del' Werte von Cx 
und h zu kommen. 

Del' Formwiderstand hangt von del' Gestalt des Korpers abo 
Als erste rohe Annaherung kann man den Widerstandsbeiwert 
setzen: h Z 

C = 5 66 - . ~:". = 0 562 -- . 
w , b Co ' bcv 

1 Karman: a. a. O. 
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Bei dieser Annaherung ist der Widerstand einfach proportional 
der Starke der Wirbel, die an den Seiten des Karpers abgehen. 
Ein breiter Karper, besonders wenn er scharfe Kanten hat wie 
eine flache Platte, wird starke Wirbel aussenden und einen groBen 
Formwiderstand besitzen; bei einem Karper von "guter" Form 
jedoch, etwa einem symmetrischen Tragflugelprofil, wird der 
Formwiderstand vernachlassigbar klein sein, und der auftretende 
Widerstand wird hauptsachlich den Tangentialkraften und der 
Wandreibung zuzuschreiben sein. 

8. 2. Zahigkeit. 
Alle wirklichen Flussigkeiten besitzen die Eigenschaft der 

inneren Reibung oder Zahigkeit, die bewirkt, daB Tangential
spannungen in der Trennungsflache zweier benachbarter Flussig
keitselemente auftreten kannen. Diese Tangentialspannungen sind 
gleich Null, wenn die Flussigkeit in Ruhe ist, und hangen im all
gemeinen von der gegenseitigen Relativgeschwindigkeit benach
barter Flussigkeitselemente abo Die Zahigkeit einer Flussigkeit 
definieren wir zweckmaBig durch die Betrachtung der stationaren 
Bewegung in zur y-Achse senkrechten Schichten. Die Flussigkeits
schicht zwischen den Ebenen y und y + d y wird in allen Punkten 
die Geschwindigkeit c., besitzen, die nur von y abhangen wird. 
Wenn sich die Flussigkeit in dieser Weise in Schichten bewegt, 
dann nennt man das laminare Stramung. Die Relativgeschwindig-

keit zweier benachbarter Schichten ist ~;x dy, und die Tangential-

kraft in der Trennungsflache ist 'Yj ~;x je Flacheneinheit, wenn 'Yj 

die Zahigkeit der Flussigkeit bezeichnet. Diese Definition der von 

y 

o 

z 

';Jcx 
... ex r By dy 

_ex --
Abb.60. 

der Zahigkeit herruhrenden Tan
gentialkraft grundet sich auf die 
Auffassung, daB die Reibungs
kraft von der gegenseitigen Ge
schwindigkeit del' benachbarten 
Flussigkeitselemente abhangt und 
wird durch die Genauigkeit der 
daraus abgeleiteten Ergebnisse 
gerechtfertigt. 

Wenn sich zwei parallele Flussigkeitsschichten in derselben 
Richtung, aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten bewegen, 
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dann ist die Trennungsflache eine Wirbelflache, und die elemen
taren Wirbel dieser Flache wirken wie Kugellager zwischen den 
beiden Flussigkeitsschichten. Die Tangentialspannung in der 
Trennungsflache ist aufs engste mit dieser Wirbelflache verknupft; 
die Arbeit, die gegen die Tangentialspannung geleistet werden 
muE, wird durch die Energiezerstreuung dargestellt, die in den 
Wirbeln stattfindet. 

Um die Festsetzungen uber die Natur einer zahen Fliissigkeit 
zu vervollstandigen, miissen wir die Verhaltnisse an einer festen 
Begrenzung betrachten. Die Bewegung der Fliissigkeit entlang 
der Oberflache eines Ki:irpers wird eine endliche Tangentialkraft 
auf der Oberflache verursachen, woraus folgt, daB die unmittelbar 
mit der Ki:irperoberflache in Beriihrung stehende Fliissigkeits
schicht relativ zur Oberflache in Ruhe sein muB; denn wenn das 

nicht der Fall ware, dann wiirde ~~ an der Oberflache unendlich 

groB werden und die Tangentialkraft ebenfalls, wenn nicht der 
Reibungskoeffizient zwischen festem Ki:irper und Fliissigkeit un
endlich klein gegen den zwischen zwei Fliissigkeitsschichten ware. 
Diese Bedingung des Festhaftens wird durch Versuch und auch 
durch die Genauigkeit der damit abgeleiteten Ergebnisse bestatigt. 

Die Reibungskraft in der Trennungsflache zweier Fliissigkeits-

schichten bei laminarer Bewegung wurde definiert als 'YJ ~~ je 

Flacheneinheit; die auf ein Fliissigkeitselement mit der Dicke d y 
und der senkrecht zur y-Achse gemessenen Flache F ausgeiibte 
Kraft wird also 

d h 82 C",. R . h . 
• • 'YJ 8y2 Je aumem Cit. 

je Masseneinheit zu rech
nen, so daB sich fUr die 
betrachtete Laminar
stri:imung ergibt: 

x = '/'L 82 c", = 'jJ ~~ 
e 8y2 8y2 , 

Es ist jedoch ublich, mit der Kraft 

I r----,.......--)o~'9~;'" +dy:;'li 
dy {ti:; 

do: 

Abb.61. 

WO 'jJ den Quotienten aus Zahigkeit und Dichte der Fliissigkeit 
darstellt, der als kinematische Zahigkeit bezeichnet wird. 
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8.2.1. Laminare Stromung zwischen ebenen Platten. Wir konnen 
jetzt die Laminarstromung zwischen zwei parallelen ebenen Platten 
AB und A'B' bestimmen. Die Bewegungsgleichung der Fliissig

keit ist: 
I 
I 8 02Cx dp 

11 oy2 = dx . I 

Abb.62. 

Sie drlickt die Tatsache 
aus, daB die Zahigkeits
kraft an jedem Element 
durch den Druckunter-

schied ausgeglichen werden muB. Die Geschwindigkeit c'" ist eine 
Funktion von y, der Druck eine Funktion von x. 

Durch Integration der Bewegungsgleichung bekommen wir 

_ b 1 dp 2. 
C'" - a + y + 21] dx Y , 

wenn wir den Anfangspunkt 0 in der Mitte zwischen den zwei 
Grenzflachen wahlen, die den Abstand 2h haben sollen, so wird 

I dp 
Cx = - 2ry dx (h2 - y2) . 

Der Druck sinkt gleichmaBig langs des Kanals, die Geschwindig
keitsverteilung liber den Kanal ist parabolisch. Die mittlere 
Geschwindigkeit Co des Stromes ist durch die Gleichung bestimmt: 

+h 
1 f h2 dp 

Co = 2h c'" dy = - 31] dx 
-h 

und hieraus 
3 ( y2) 

C'" = 2" Co 1 -}iii. . 

Die Reibungskraft auf der Lange Z und der Breite b der beiden 
Wande des Kanals konnen wir aus dem Druckabfall schatzen zu 

P w = 2hb( -Z~~) = 31]Co~ , 

wo F die "benetzte" Oberflache 2bZ bedeutet. Andererseits konnen 
wir die Reibungskraft auch unmittelbar aus der Tangentialkraft 
an der Oberflache schatzen zu 

Pw = 11 (~C;)o F. 
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Dabei bedeutet der Index, daB ~~ an der Begrenzung mit d y 
nach der Fliissigkeit hin zu nehmen ist. Nun ist 

also 

oem 3eo • y 
-oy= -~ 

(Oem) = 3eo 
oy;' h' 

Damit crhalten wir fUr 
aus dem Druckabfall. 

die Reibungskraft denselben Wert wie 

8.2.2. Zahlenwerte. Aus den Gleichungen fUr die Zahigkeits
kraft an einem Fliissigkeitsteilchen ersehen wir, daB die Zahigkeits
zahlen folgende Dimensionen besitzen: 

T} ml-lt- l 

v Pt- l . 

1m besonderen besitzt die kinematische Zahigkeit v die Dimension 
einer Lange mal einer Geschwindigkeit. In den folgenden Tabellen 
sind die Werte von 'YJ und v im CGS-System im technischen 
MaBsystem und im British-Engineering-System angegeben. 

Die dynamische Zahigkeit T} eines Gases ist unabhangig vom 
Druck und steigt mit der Temperatur etwas langsamer als die 
absolute Temperatur an. 

Tabelle 5. Werte von 'YJ fur LufV. 
Temperatur (J em - 1 sec - 1 kg sec m - , I slug ft - 1 sec - 1 

0° C 1,71,10- 4 1,74.10- 6 0,358 '10- 6 

15° C 1,81 1,84 0,378 
100 ° C 2,21 I 2,33 0,461 

Wenn die Dichte e bekannt ist, dann kann man die kine
matische Zahigkeit v sofort aus dieser Tabelle ableiten, da ja 

v =!l ist. Die Werte von v fUr Luft bei 760 mm Quecksilberdruck e 
sind in Tabelle 6 ange- Tabelle 6. Werte von ')J fur Luft bei 
ge ben; allgemein ist der 
Wert von v bei einer be
stimmten Temperatur um
gekehrt proportional dem 
Druck. 

normalem Barometerstand. 

Temperatur cm2 sec- 1 

0,133 
0,148 
0,234 

1 Kaye and Laby: Physical and Chemical Constants. 

ft' sec- 1 

1,43 '10- 4 

1,59 
2,52 
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SchlieBlich sind in Tabelle 7 noch die Werte fUr die kine
matische Zahigkeit von Wasser angegeben zum Vergleich mit den 
Werten fiir Luft. 

Tabelle 7. Werte von v fiir Wasser. 

Temperatur em' ft' 
00 sec sec 

0° C 0,0179 1,92.10 -5 

5 0,0152 1,63 
10 0,0131 1,41 
15 0,01l5 1,23 
20 0,0101 1,08 
25 0,0090 0,97 

8.2.3. Dimensionsbetrachtungen. In einer vollkommenen Fliis
sigkeit haben wir die auf einen Korper ausgeiibte Kraft in der 

Form p = ~'e . cgz2 

dargesteUt, wo e die Dichte der Fliissigkeit, Co die Goschwindigkeit 
des Korpers gegen die Fliissigkeit und l eine kennzeichnende Lange 
des Korpers bedeuten. Der Beiwert , ist dimensionslos und hangt 
nur von der Form und Lage des Korpers abo Dieser Ausdruck ist 
die einzig mogliche Zusammenstellung der drei Grundparameter e, 
Co lmd l, die die Dimension einer Kraft ergibt, und kann deshalb 
ohne irgendeine Bezugnahme auf das Strombild urn den Korper 
aufgestellt werden. 

1m FaIle einer zahen Fliissigkeit kommt noch ein Parameter 
hinzu, namlich die kinematische Zahigkeit 'V, die die Dimension 
einer Lange mal einer Geschwindigkeit besitzt. Wir Mnnen jetzt 
die dimensionslose Funktion 

R = lco 
v 

bilden und miissen im allgemeinen die auf einen Korper wirkende 
Kraft ansetzen zu 

P _ 1 1-' 2121 (leo) 
-2<,e' cO v· 

Dieser allgemeine Ausdruck fUr die Kraft behalt richtige Dimen
sionen, welche Form man auch der Funktion 1 geben mag. In 
einer vollkommenen Fliissigkeit ist die Zahigkeit Null, und die 
Funktion nimmt den Wert an 

IC~o)=l. 
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In dem speziellen, in 8. 2. 1. behandelten Falliaminarer Stromung 
erwies sich die Widerstandskraft als 1'j col proportional; die Funk
tion f nimmt also die Form 

f (leo) v v = leo an. 

Man geht gewohnlich so vor, daB man den urspriinglichen Aus
druck fiir die Kraft beibehalt: 

und den dimensionslosen Beiwert l; als Funktion des dimensions

losen Parameters leo oder R ansieht, den man die Reynoldssche 
v 

Zahl der Stromung nennt. Wenn die Krafte an ahnlichen Korpern 
verschiedener GroBe 3,0 
bestimmt worden sind, 
etwa an einem Flug
zeug und an seinem 2,0 

Modell im Windkanal, 
dann werden die Bei
werte l; verschieden 
ausfallen, wenn die 
Versuche nicht bei der
selbenReynoldsschen 
Zahl angestellt wurden. 
Dies ist jedoch meist 

:\ 
\.. --...... 

2 310'1-
~/ogR 

Abb.63. 

" L 
5 Il 

unmoglich, da 'P in beiden Fallen denselben Wert besitzt, wah
rend lund Co in einem Windkanal beide kleiner sind als beim 
freien Fluge eines Flugzeugs. Man muB deshalb die Abhangigkeit 
des Beiwertes l; von der Reynoldsschen Zahl ermitteln und, wenn 
moglich, eine brauchbare Methode fiir die Extrapolation vom Modell 
auf den wirklichen MaBstab ausfindig machen. Die Anderung des 
Beiwertes l; mit der Reynoldschen Zahl wird haufig als "MaB
stabswirkung" bezeichnet. Abb. 63 zeigt den Widerstandsbeiwert 
eines langen Kreiszylinders in Abhangigkeit von der Reynolds
schen Zahl. Der Widerstandsbeiwert ist durch die Gleichung 
definiert 

Pw = i l;wec~F, 
wo F die Flache senkrecht zum Strom, also das Produkt aus 
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Lange und Durchmesser des Zylinders darstellt; als Reynolds
sche Zahl solI dabei gelten: 

R=co·d 
v ' 

wo d der Durchmesser des Zylinders ist. Dieses Beispiel zeigt, 
daB mit zunehmender Reynoldsscher Zahl pl6tzliche, erhebliche 
Anderungen des Widerstandsbeiwertes auftreten konnen. Anderer
seits sind Schwankungen dieser GroBe nicht allgemein, und fiir 
viele .Axten von Korpern, darunter auch die Tragflugelprofile, 
zeigt sich, daB der Widerstandsbeiwert bald einem Grenzwert 
zustrebt. Die Anderung des Widerstandsbeiwertes mit wachsender 
Reynoldsscher Zahl ist mit einer Anderung des Strombildes ver
knupft, und eine p16tzliche Anderung des Widerstandsbeiwertes 
setzt eine plotzliche Anderung des Strombildes urn den Korper 
voraus. 

8.2.4. Stromung in kreisrunden Rohren. Ein weiteres Beispiel 
fiir die Wichtigkeit der Reynoldsschen Kennzahlliefert die Stro
mung in einem kreisrunden Rohr. Wenn r die radiale Entfernung 
einer zylindrischen Schicht der Fliissigkeit von der Rohrachse 
und x die langs der Achse gemessene Koordinate darstellen, dann 
lautet die Bewegungsgleichung fUr laminare Stromung: 

oder 
:r (2nrn ~;) = 2nr ~~ 

!:"(rdCx) _ ~ dp 
dr dr - 'I} dx' 

Wenn wir diese Gleichung integrieren und als Grenzbedingung 
das Festhaften an der Wand einfiihren, finden wir fur die Ge
schwindigkeit 

1 dp 
ca; = - 4'1} dx (a2 - r2) , 

wo a den Radius des Rohres bezeichnet. Die mittlere Geschwindig
keit der Stromung wird 

a 
1 f ~ dp 

Co = -2 2nrcz dr = - -8 d-; 
:n:a 1'/ x 

o 
hieraus erhalten wir 
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Die Reibungskraft auf die Lange l des Rohres wird schlieBlich 

Pw=na2(-l;~)=41}Co! ' 
wo F die benetzte Oberflache 2nal bezeichnet. Der Druckabfall 
langs des Rohres wird bei laminarer Stromung 

dp = _ 811co = _8(~')(>c~. 
dx a2 aco a 

Dieses Ergebnis beniitzt man, um die Zahigkeit einer Fliissigkeit 
aus dem Druckabfall langs eines Rohres zu bestimmen. Man 
findet durch Versuche, daD sich in einem Rohr immer Laminar
stromung einstellt, wenn die Reynoldssche Zahl kleiner als der 
kritische Wert 1160 ist; durch entsprechende VorsichtsmaDnahmen, 
durch die die Turbulenz der Fliissigkeit beim Eintritt in das Rohr 
vermieden wird, kann man jedoch bis zu viel hoheren Werten 
der Reynoldsschen Zahl noch Laminarstromung erreichen. 

Fiir groDe Werte der Reynoldsschen Zahl ist die Stromung 
turbulent; der Druckabfall folgt dann dem empirischen Gesetzl 

'!:.E. = --0 066 (~)t (>c5 
dx ' aco a' 

wie eine groDe Anzahl von Versuchen ergeben hat. Die Rei
bungskraft an der Wand ist bei turbulenter Stromung proportional 
co1,75, im Gegensatz zur Laminarstromung, wo sie einfach propor
tional Co ist. 

Dieses empirische Gesetz fiir die turbulente Stromung in kreis
runden Rohren wurde von Karman2 beniitzt, um das Gesetz 
der Anderung der Geschwindigkeit mit dem Abstand von der 
Rohrwand abzuleiten. Allgemein muD die Spannung i an der 
Oberflache, d. h. die Kraft je Flacheneinheit der Oberflache, die 

Form haben: i = ec~f(R), 

wenn R die ReynoldsscheKennzahl aco der Stromung bezeichnet; 
v 

die Geschwindigkeit in der Entfernung y = ay' von der Rohr
wand muD von der Form sein: 

Cx = coF(y',R). 

1 Blasius: Z. Math. u. Phys. 1908. 
2 Uber laminare und turbulente Reibung. ZAl\!f.M 1921. Eine all

gemeinere Behandlung gibt Prandtl: Bericht uber Untersuchungen zur 
ausgebildeten Turbulenz. ZAMM 1925. 
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In der Nahe der Wand kann man jedoch die Geschwindigkeit 
auch in Abhangigkeit von (!, Y, Y und T, unabhangig von a und Co 

ausdriicken. Durch Betrachtung der Dimensionen dieser Para
meter ergibt sich die Form der Geschwindigkeit zu 

Wenn man nun die beiden Ausdriicke fUr die Geschwindigkeit 
gleichsetzt und die Spannung T an der Oberflache eliminiert, dann 
erhalt man eine Gleichung, welche die Parameter R und y' ver
kniipft: 

ifJ (y'R (f) = y' RF (y', R) . 

Um zu einer Losung dieser allgemeinen Gleichung zu gelangen, 
nimmt Karman an, daB die Geschwindigkeitsverteilung iiber den 
Rohrquerschnitt fUr den Bereich, in dem das Blasiussche Ge
setz gilt, unabhangig von der Reynoldsschen Zahl sei. Dann wird 

ifJ (y'R (f) = y' RF (y') . 

In der Nahe der Wand geniigt es, nur die niedrigste Potenz von y' 
in den Entwicklungen der Funktionen ifJ und F zu behalten. 
Es folgt damit: 

(y'R {f)1+n = konst. y'Ry'n 
oder 

2n 

t = konst. R n+l' 

Das empirische Gesetz hat aber die Form 

t = konst. R-k, 

und damit wird schlieBlich 

k 
n=2_k' 

Die Geschwindigkeit nahe an der Wand andert sich wie yn, 
wobei sich der Wert von n folgendermaBen mit dem empirischen 
Wert von k andert: 

k=l ! i 0, 

n=ll + 0. 

Bei laminarer Stromung ist k = 1, und die Geschwindigkeit andert 
sich geradlinig mit dem Abstand von der Wand. Fiir turbulente 
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Stromung gibt Blasius k = tan, und die Geschwindigkeit andert 
sich mit der Siebtelpotenz des Abstandes von der Wand. Wenn 
der Wert von k bei hoheren Reynoldsschen Zahlen noch mehr 
abnimmt, dann steigt die Geschwindigkeit an der Wand noch 
rascher an; im Grenzfall, wenn die Spannung T an der Oberflache 
einfach proportional !?c5 ist (k = 0), dann ist die Geschwindigkeit 
iiber den ganzen Querschnitt gleichformig. 

Das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung in Abhangigkeit 
vom Abstand von der Wand verliert seine Giiltigkeit in unmittel-

barer Nahe der Wand, da es einen unendlich groBen Wert von ~~ 
statt des wahren Wertes ~ ergibt. Diese Unstimmigkeit ist der 

(lV 

Tatsache zuzuschreiben, daB die Fliissigkeitsschicht in unmittel
barer Nachbarschaft der Wand immer in laminarer Bewegung ist, 
und daB deshalb das empirische Gesetz fUr die turbulente Stromung 
nur bis zur auBeren Grenze dieser laminaren Schicht gilt. Die 
Kurve Cz = konst yn ist also bis zu dem Punkt anzunehmen, in 

dem °ocx = 2. wird und ist dann durch die Tangente an diese Y (lV 

Kurve bis zum Anfangspunkt fortzusetzen. 

8. 3. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen. 
Bis jetzt haben wir die einfache Laminarstromung einer zahen 

Fliissigkeit betrachtet. Um die allgemeineren Bewegungstypen zu 
erortern, miissen wir die BewegungsglelChungen der Fliissigkeit 
aufstellen. Bei zweidimensionaler Stromung ist die Geschwindig
keit der Fliissigkeit in irgendeinem Punkt durch ihre Komponenten 
Cz und cy parallel zu rechtwinkligen Achsen bestimmt; diese Ge
schwindigkeitskomponenten miissen die Kontinuitatsgleichung 
(5. 1) erfiillen: OCx + oCy _ 0 

ox oy - . 

Die Geschwindigkeitskomponenten Cz und cy bestimmen die 
Geschwindigkeit des Fliissigkeitsteilchens im Punkt (x, y). Nach 
einer kleinen Zeit dt wird sich das Teilchen im Punkt (x + czdt, 
y + cydt) befinden, und die Geschwindigkeitskomponenten er
geben sich dann bzw. zu 

oCx d + oCx d + oCx d 
Cz + 7ft t ox Cz t oy cy t, 

+ oCYd + c!cy d + oCy d cy 7ft t ox Cz t oy cy t. 

Glauert-Holl, Luftschrauben. 7 
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In einer vollkommenen Fliissigkeit ist die einzige Kraft, die 
auf das Teilchen wirkt, der Druck auf seine Grenzflachen; er 
besitzt pro Volumeneinheit die Komponenten 

_ op und _ op . 
ox oy 

Damit ergeben sich die Bewegungsgleichungen fiir das Fliissig
keitsteilchen: 

iJcx + c oCx -L C iJcx __ ~ iJp 
iJt XiJx J YiJy- e iJx 

iJcy + c iJcy + c iJcy __ ~ iJp 
iJt x iJx Y iJy - e iJy' 

In einer zahen Fliissigkeit erfahrt das Teilchen an seinen 
Grenzflachen auch Tangentialkrafte, die von seiner Bewegung 
gegen die benachbarten Fliissigkeitsteilchen abhangen; dadurch 
erscheinen auf der rechten Seite Zusatzglieder 'I' J7 2cx bzw. 'I' J7 2 cy • 
Die Ableitung dieser Ausdriicke aus den Grundtatsachen ist in 
den Lehrbiichern der Hydrodynamik1 zu finden; die folgende 
Erorterung soll nur die physikalische Bedeutung der Ausdriicke 
klarstellen. 

Wenn c'" die Geschwindigkeitskomponente im Punkt (x, y) 
parallel zur x-Achse bedeutet, dann konnen wir die entsprechende 
Geschwindigkeitskomponente in dem Nachbarpunkt (x + ~, 
y + 1]) schreiben: 

, _ + (I: iJcx + iJCx ) + 1 (1:2 iJ2 cx + 2 I: iJ2 cx + 2 iJ2Cx) 
Cx - Cx r; iJx 1] iJy "2 r; iJx2 r; 1] iJxiJy 1] oy2 , 

wenn wir hohere Potenzen von ~ und 1] als die zweite vernach. 
lassigen. Der mittlere Wert dieser Geschwindigkeitskomponenten 
in den vier Punkten (x ± ~, Y ± 1]) ist 

-, _ __ ~ ( 2 iJ2 C• 2 a2Cx) 
Cx -- Cx I 2 \~ ox2 + 1] ay2 • 

Fiir einen Kreisring von Punkten, die den Punkt (x, y) umgeben, 
sind die mittleren Werte von ~2 und 1]2 gleich. Also bekommen wir 

-, k t (fPCx iJ2Cx) 
Cx - Cx = ons . iJx2 + iJy2 

= konst . J72 Cx • 

1 Z. B. Lam b: Hydrodynamik, Kap. XI. 
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Bei del' LaminarstroIDung, die in 8.2) betrachtet wurde, um 
die Ziihigkeitskraft zwischen zwei benachbarten FliiRsigkeits
teilchen zu definieren, war nun die Geschwindigkeit eine Funktion 
von y allein, und die Kraft je Masseneinheit del' Fliissigkeit ergab 
sich zu 

(PC 
X = y vy:' 

Diese Kraft hiingt von del' gegenseitigen Bewegung del' benach
barten Fliissigkeitsteilchen ab; fiir die Ziihigkeitskraft pro Massen
einheit konnen wir deshalb im allgemeinen Fall erwarten 

X = y /12 cx , 

wozu ein entsprechender Ausdruck fUr die zur y-Achse parallele 
Komponente hinzukommt. Die vollstiindigen Bewegungsglei
chungen fiir die zweidimensionale Stromung einer ziihen Fliissig
keit sind: 

vCx + C iJcx + c iJcx = _ ~ iJp + y /12 C 
iJt x iJx Y iJ Y e iJx x 

iJcy + iJcy + iJcy _ 1 iJp + /12 
7ft cXBX CY 8ij - -r; oy y cY • 

Bei stationarer Bewegung sind die Glieder ~~x und ~ci gleich Null. 

Die Losung diesel' Gleichungen fiir die Stromung um einen Korper, 
an dessen Oberflache die Bedingung des Festhaftens (cx = cy = 0) 
besteht, bietet mit Ausnahme einiger besonderer FaIle fast uniiber
windliche Schwierigkeiten, und man muB deshalb zu irgendeiner 
Naherungsmethode greifen. Del' Begriff einer idealen Fliissigkeit 
griindet sich auf die Tatsache, daB die Zahigkeit einer Fliissigkeit 
klein ist und daB die Glieder, welche das Y enthalten, gegeniiber 
den dynamischen Gliedern, in denen das Quadrat del' Geschwindig
keit vorkommt, vernachlassigbar sind. 1m anderen Grenzfall 
kann man die langsame, stationare Stromung einer zahen Fliissig
keit betrachten, bei del' die dynamischen Glieder gegeniiber den 
Ziihigkeitsgliedern vernachlassigbar sind. Die linken Seiten del' 
Bewegungsgleichungen verschwinden dann; wenn man den Druck 
eliminiert und die Geschwindigkeitskomponenten durch die Strom
funktion lJ! ausdriickt, erhiilt man eine einzige Gleichung: 

( iJ2 iJ2)(iJ2 iJ2 ) 
/14 'Jf = iJx2 + iJy2 iJx2 + iJy2 lJ! = O. 

7* 
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Einige Probleme sind auf dieser Grundlage gelOst worden; die 
Losungen gelten aber nurfiir auBerordentlich niedrige Geschwindig
keiten. 1m allgemeinen braucht man eine Naherung, die sowohl die 
dynamischen als auch die Zahigkeitsglieder erfaBt, die jedoch die 
Gleichungen auf eine einfachere Form zuriickfiihrt. 

8.4. Die Grenzschichttheorie. 

Prandtls Naherung fiir die allgemeinen Bewegungsglei
chungen zaher Fliissigkeiten 1 griindet sich auf die Tatsache, daB 
die Zahigkeit einer Fliissigkeit klein ist und daB sie eine merkliche 
Wirkung nur dort ausiibt, wo die Geschwindigkeit von Punkt zu 
Punkt rasch ansteigt. Nun treten aber rasche Geschwindigkeits
anderungen nur in unmittelbarer Nahe einer Korperoberflache 
auf, wo die Geschwindigkeit von Null an der Oberflache bis zu 
ihrem Wert im Hauptstrom ansteigt. Die Prand tlscheAuffassung 
des Problems geht also dahin, daB die Wirkung der Zahigkeit nur 
in einer schmalen Grenzschicht, welche die Korperoberflache um
gibt, von Wichtigkeit ist, und daB man in der freien Fliissigkeit 
auBerhalb dieser Grenzschicht die Zahigkeit vernachlassigen kann. 
In der Grenzschicht steigt die Geschwindigkeit der Fliissigkeit 
rasch von Null auf ihren Wert im freien Strom an, und wie klein 
auch die Zahigkeit sei, in dieser Schicht behalt sie immer ihre 
Wichtigkeit. 

Wir wollen jetzt die allgemeinen Bewegungsgleichungen auf 
die Grenzschicht anwenden. Die Koordinate x solI langs einer 
ebenen Oberflache gemessen werden; die GroBen x, Cx und p 
seien endlich, wahrend y und cy klein von der Ordnung c sein 

sollen. In der ersten Bewegungsgleichung ist ~2:: klein im Ver-

gleich zu ~:i, und die Gleichung wird 

o Cx + C 0 Cx + C 0 Cx = _ ~ 0 P + y 02 C~ • 
ot x OX y oy e OX oy2 , 

dabei ist das letzte Glied von der Ordnung :. Wenn Y klein gegen 
E 

c2 ist, dann verschwindet das letzte Glied, und die Gleichung 
geht in die einer idealen Fliissigkeit iiber. Wenn y groB gegen c2 

ist, dann konnen wir die dynamischen Glieder mit dem Quadrat 

1 Verh. d. III. intern. math. Kongresses (Heidelberg 1904). 
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der Geschwindigkeit vernachHissigen, und die Gleichung gilt fur 
sehr langsame Bewegung. lm allgemeinen muB 'J! von derselben 
Ordnung wie 82 sein; die Ordinaten der Grenzschicht sind dann 
proportional fv. 

Die zweite Bewegungsgleichung fUhrt zu dem sehr einfachen 
Ergebnis 

o = _~ op 
e oy' 

da aIle anderen Glieder klein im Vergleich zu diesem Druckglied 
sind. Diese Gleichung zeigt, daB der Druck senkrecht durch die 
Grenzschicht hindurch gleichbleibt und nur von x abhangt. 

Die Gleichungen, welche die Stromung in der Grenzschicht 
beherrschen, sind: 

ocx + c ocx + c oCx = _ ~ op + y 02cx 
at '" ax y ay e ax ay2 

acx + acy = 0 ax ay . 

Diese Gleichungen sind fUr die Stromung langs einer ebenen Wand 
aufgesteUt; man kann sie jedoch in derselben Form allgemeiner 
auf eine gekrummte Flache beziehen, wenn man die Koordinate x 
langs der Flache und die Koordinate y senkrecht dazu miBt. 

8.4.1. Widerstand einer ebenen Platte. Die Grenzschichttheorie 
ist von H. Blasius! angewandt worden, um die Laminarstromung 
langs einer e benen Platte undden 
dabei auftretenden Reibungs-
widerstand zu bestimmen. Wenn Co 

man die Koordinate x von der -
V orderkante an langs der Platte 
miBt, so ergibt sich die Dicke 

iy 
I oLcc ______ =_ x 

Abb.64. 

der Grenzschicht als proportional zu 1;:;X; die Reibungskraft auf Vc; 
beiden Seiten einer Platte von der Lange l wird fUr die Breite 
Eins: 

1 Grenzschichten in Flussigkeiteu mit kleiner Reibung. Z. Math. u. 
Phys. 1908. 
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Der Widerstand ist also proportional col ,5, und der Widerstands
beiwert der ebenen Platte, die wir als Tragflugel ansehen, ist 

'W = 2,654 V l:o . 
Die Dicke der Grenzschicht ist nicht genau bestimmbar, da 

sich die Geschwindigkeit c'" in der Grenzschicht asymptotisch der 
Geschwindigkeit Co des freien Stroms nahert; wenn man jedoch die 
auBere Oberflache der Grenzschicht durch die Bedingung definiert, 
daB sich c'" bis auf einen willkiIrlich kleinen Prozentsatz der Ge
schwindigkeit Co genahert habe, dann kann man die Dicke der 
Grenzschicht annehmen zu 

b = 4,51/"x . 
Co 

Der Wert l Co = 106 'jJ bezeichnet die Grenze zwischen dem 
Modellbereich und dem Bereich naturlicher GroBe fiir Tragflugel; 
bei diesem Wert ist die groBte Dicke der GrenzschichtO,0045l. 

Die Losung von Blasius entspricht laminarer Stromung langs 
der Platte und stellt deshalb die wirkliche Stromung nur fiir 
kleine Werte der Reynoldsschen Zahl dar. Karman 1 erhielt 
eine Losung fur die turbulente Stromung langs einer ebenen 
Platte, indem er das von Blasius fUr die turbulente Stromung 
in einem Rohr aufgestellte Gesetz (8.2.4) analysierte; fUr den 
Widerstandsbeiwert bekam er: 

(
V )0.2 'w = 0,144 lco • 

Der Widerstand ist also proportional co1.8, die Dicke der Grenz
schicht proportional XO,8. Man kann Karmans Ergebnis mit der 
experimentellen Bestimmung 2 

'W = 0,075 (l:y,15 
vergleichen. Fiir den Bereich der Versuche (R = 3 . 105 bis 7 . 106) 

zeigen die Zahlenwerte, die in Tabelle 8 gegeben sind, gute Uber
einstimmung. Es sind zum Vergleich noch die Zahlenwerte bei
gefUgt, die die Blasiussche Formel gibt; sie zeigen, daB der 
Ubergang von laminarer zu turbulenter Stromung eine Erhohung 
des Widerstandes verursacht. 

1 Uber laminare und turbulente Reibung. ZAMM 1921. 
2 Ergebnisse der aerodynam. Versuchsanstalt zu Gottingen 1. 1921. 
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Tabelle 8. Reibungswiderstandsbeiwert einer eben en Platte. 

= R= 3 ·10' 10' 7 ·10' 

Versuch 0,0114 0,0094 0,0070 
Karman 0,0116 0,0090 0,0061 
Blasius 0,0048 0,0026 O,OOlO 

8.4.2. Die Grenzschichttheorie konnen wir auch beniitzen, um 
die Erscheinung des Ablosens der Stromung yom Korper und die 
Bildung einer WirbelstraBe zu erklaren. In einer vollkommenen 
Fltissigkeit vereinigen sich die tiber und unter dem Korper vorbei
flieBenden Strome wieder und hilden einen Staupunkt S auf der 
Oberflache. Von A bis S nimmt die Geschwindigkeit der Fltissig
keit ab und der Druck zu; die Fltissigkeitsteilchen verlieren also 
kinetische Energie, indem sie sich ihren Weg langs der Oberflache 
entgegen dem anwachsenden Druck erzwingen. Wenn in der am 
Korper anliegenden Grenzschicht auch Zahigkeitskrafte wirken, 
dann werden die Fliissigkeitsteilchen ihre Energie noch rascher 
verlieren und schon zur Ruhe kommen, ehe sie den Punkt S er
reichen; es wird dann ein Gegenstrom von S gegen A einsetzen, 

Abb.65. Abb.66. 

wie es Abb.66 zeigt. Derselbe Vorgang wird auf der Unterseite 
des Korpers einsetzen. Es werden so zwei Unstetigkeitsflachen 
entstehen, wie sie in der Helmholtz-Kirchhoffschen Theorie 
angenommen wurden. Diese Unstetigkeitsflachen sind instabil 
und fiihren ZUl' Entwicklung einer Karmanschen WirbelstraBe 
hinter dem Korper. 

Die Bedingung fUr das Ablosen der Stromung hangt mit 
der Druckerhohung langs der Oberflache zusammen; fiir eine ge
gebene Druckverteilung langs der Oberflache kann man mittels 
der Gleichungen fUr die Grenzschicht den Punkt berechnen, an 
dem die Stromung sich ablOst. Leider ist es nicht geniigend genau, 
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die fUr eine ideale Flussigkeit vorhandene Druckverteilung zu
grunde zu legen, und auch wenn man die Punkte bestimmt hat, 
von denen die Unstetigkeitsflachen ausgehen, dann ist doch noch 
ein weiterer Ausbau der Theorie n6tig, um die Starke und Breite 
der entstehenden WirbelstraBe zu bestimmen. Das Problem des 
Formwiderstandes eines K6rpers harrt deshalb noch der L6sung, 
wenn auch die Theorie bereits die Bildung der Unstetigkeits
£lachen und die Art der sich ergebenden WirbelstraBe angibt. 

IX. Die Grundlage der Tragfliigeltheorie. 
9.1. 

Die Theorie der Auftriebskraft, die ein Tragflugel in zweidimen
sionaler Str6mung liefert, wurde entwickelt unter der Annahme 
idealer Flussigkeit und Zuhilfenahme der J oukowskischen Hypo
these, daB der Strom an der Hinterkante glatt abflieBe. Wir 
mussen jetzt die innere Grundlage dieser Theorie betrachten und 
uns klar werden, bis zu welcher Grenze die angenommene Str6-
mung mit den bei einer zahigkeitsbehafteten Flussigkeit wirklich 
vorhandenen Verhaltnissen ubereinstimmt. 

AIle wirklichen Flussigkeiten besitzen die Eigenschaft der 
Zahigkeit; der Begriff einer idealen Flussigkeit ware so zu wahlen, 
daB sie den Grenzfall einer Flussigkeit darstellt, wo die Zahigkeit 
verschwindend klein geworden ist. Wir wissen nun, daB der Grenz
wert einer Funktion f(x), wenn x gegen Null geht, nicht gleich 
dem Wert der Funktion fUr x gleich Null zu sein braucht; es genugt 
also fUr den richtigen Begriff einer idealen Flussigkeit nicht, die 
Zahigkeit einfach gleich Null zu setzen. Man muB die Zahigkeit 
in den Bewegungsgleichungen beibehalten und die Str6mung einer 
idealen FlUssigkeit dadurch gewinnen, daB man die Zahigkeit 
verschwindend klein macht. 

9. 2. Gleiten auf der Grenzflache. 
Zunachst mussen wir vor aHem die Bewegung der Flussigkeit 

an der Oberflache eines K6rpers betrachten. In einer zahen Flussig
keit ist die Relativgeschwindigkeit an der Oberflache eines K6rpers 
Null. Der K6rper wird von einer schmalen Grenzschicht umgeben, 
in der die Geschwindigkeit rasch auf einen endlichen Wert ansteigt. 
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Die Dicke diesel' Grenzschicht, die ihrem Wesen nach ein Wirbel
gebiet darstellt, ist proportional yv und geht mit der Zahigkeit 
gegen Null. Del' Grenzfall diesel' Grenzschicht ist also eine Wirbel
£lache, welche die Oberflache des Karpel's umgibt, deren Wirbel 
als Kugellager zwischen del' Karperoberflache und del' Hauptmasse 
del' Fliissigkeit wirken. Die Annahme einer idealen Fliissigkeit 
mit einer Wirbelschicht um die Oberflache des Karpel's stellt also 
den Grenzfall einer zahen Fliissigkeit dar, wenn die Zahigkeit 
gegen Null geht; das Bestehen del' Wirbelflache bewirkt, daB die 
Lasung fUr die ideale Fliissigkeit die Bedingung des Festhaftens 
an del' Begrenzung nicht zu erfiillen braucht. Wenn c die Ge
schwindigkeit del' idealen Fliissigkeit an del' Oberflache darstellt, 
dann ist die Wirbelstarke del' Wirbelflache pro Langeneinheit 
gleich c. Wenn man annimmt, daB eine Wirbelflache den ganzen 
Karpel' umgibt, dann ist die Bedingung des Festhaftens erfUllt; 
die Geschwindigkeit steigt jedoch beim Durchgang durch die un
endlich diinne Wirbelschicht auf den Wert can; auBerhalb del' 
Grenzschicht sind die Bedingungen genau dieselben, als wenn die 
Wirbelschicht nicht vorhanden und die Bedingung des Festhaftens 
an del' Begrenzung verlassen ware. Die Summe del' Wirbelstarken, 
die die Wirbelschicht bilden, ist gleich del' GraBe del' Zirkulation 
um den Karpel', die bei del' Lasung fUr die ideale Fliissigkeit auf
tritt. 

Die Grenzschicht iibertragt den Druck normal zu sich selbst 
ohne Anderung; die wirkliche Druckverteilung auf del' Oberflache 
des Karpel's ist also ebenso, wie man sie mit del' Bernoullischen 
Gleichung aus del' Lasung fUr die ideale Fliissigkeit erhalt. 

Wenn man mit del' Zahigkeit zur Grenze Null iibergeht, muB 
man jedoch das bei del' zahigkeitsbehafteten Fliissigkeit wirklich 
auftretende Strombild beibehalten. Bei einem Kreiszylinder zum 
Beispiel last sich die Stramung in zwei Wirbelflachen von del' 
Oberflache los, die sich in eine Karmansche WirbelstraBe ent
wickeln, und dieses Strombild muB auch im Grenzfall beibehalten 
werden. Das in 3.6 behandelte Strombild, bei dem die Fliissigkeit 
glatt bis zur Riickseite des Zylinders flieBt, ist offenbar unbrauch
bar und stellt die wirkliche Stramung, auBer vielleicht auf del' 
Zylindervorderseite (s. Abb. 14), auch nicht annahernd richtig dar. 
Die Stelle auf dem Zylinder, wo sich die Stramung von del' Ober
flache ablOst, und die Art del' entstehenden WirbelstraBe wird 
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von der Zahigkeit abhangen; man kann jedoch leicht einsehen, 
daB dieses Merkmal der Stromung nicht verschwinden kann, wenn 
die Zahigkeit gegen Null geht. In Abb. 67 sei die Korperoberflache 
von einer Wirbelschicht umgeben; das Wirbelelement in P hat 

~~c ~ ~:n~:!: c;::h~~~~:fa~~! 
-co ~ (s. 4.3. 5), die Wirbelele-

mente laufen also auf der 
Abb.67. Korpero berflache standig 

von vorn nach hinten. Diese Wirbelelemente miissen den Korper 
schlieBlich verlassen und wandern dann als Karmansche Wirbel
straBe weiter stromabwarts. Die Breite und Starke dieser Kar
m anschen WirbelstraBe wird von der Form des Korpers abhangen; 
man muB jedoch in allen Fallen eine WirbelstraBe dieser Art 
annehmen. 

9. 3. J oukowskis Hypothese. 
Die Stromung einer idealen Fliissigkeit um ein Profil kann 

man mit jeder willkiirlichen Zirkulation der Stromung um das 
Profil ansetzen; in der Entwicklung der Theorie wurde jedoch 
die Zirkulation um ein Profil mit scharfer Hinterkante mit Hilfe 
der J oukowskischen Hypothese, daB die Fliissigkeit am Hinter
ende glatt abstrome, bestimmt. Mit jedem anderen Wert der 
Zirkulation ware die Geschwindigkeit der Fliissigkeit an der 
Hinterkante unendlich groB, und die Zahigkeitskraft konnte in 
diesem Punkt auch dann nicht vernachlassigt werden, wenn die 
Zahigkeit unendlich klein ware, denn wie klein auch der Wert 
von y gewahlt wiirde, es gabe doch immer ein Gebiet in der Nahe 
der Hinterkante des Profils, wo das Produkt aus y und der 

Be 
Geschwindigkeitsanderung {Tn groB ware. Hieraus folgt, daB die 

einzige Losung fUr ideale Fliissigkeit, die wir als Grenzfall der 
wirklichen Losung fUr die zahigkeitsbehaftete Fliissigkeit ansehen 
konnen, jene ist, welche die unendliche Geschwindigkeit an der 
Hinterkante vermeidet; diese Losung wird durch die J oukowski
sche Hypothese festgelegt. 

Die Bedingung, daB die Fliissigkeitsgeschwindigkeit in allen 
Punkten endlich bleiben muB, konnen wir allgemeiner als ein 
Kriterium fUr die Giiltigkeit irgendeiner fiir ide ale Fliissigkeit 
geltenden Losung anwenden. So ist die Stromung um eine Platte 



J oukowskis Hypothese. 107 

in Abb. 43 offenbar als Grenzlosung einer wirklichen zahigkeits
behafteten Fliissigkeit fiir verschwindende Zahigkeit unmoglich; 
die wirklieh Stromung muD deshalb so erfolgen, daB sie sieh 
an den Enden der Streeke von der Oberflaehe ab16st (Abb.56). 

Die GroBe der Zirkulation um ein Profil, die sieh naeh der 
J oukowskisehen Hypothese ergibt, ist nieht ganz genau, da sie 
den EinfluB der WirbelstraBe hinter dem Profil vernaehlassigt. 
Die Stromung an der Unterflaehe des Tragfliigels, langs der del' 
Druck gegen die Hinterkante zu abnimmt, wird stetig zur Hinter
kante laufen und dort glatt abgehen; die Stromung auf der Ober
seite, langs welcher der Druck gegen die Hinterkante zunimmt, 
wird sich von del' Oberflache ab16sen, ehe sie die Hinterkante 
erreicht hat, und wird dort die obere Grenze des Wirbelgebiets 
bilden. Die wirkliche Zirkulation wird also um einen geringen 
Betrag kleiner sein, als sie sich aus del' J oukowskischen Hypo
these ergibt. Es zeigt sich jedoch, daB Profile von guter Form 
bei kleinen Anstellwinkeln einen auBerordentlich kleinen Form
widerstand (s. 9.5) besitzen, und daB das Wirbelgebiet zu schwach 
und zu schmal ist, um eine merkbare Wirkung auf die Zirkulation 
auszuiiben. Bei groBen Anstellwinkeln ist das Wirbelgebiet von 
groBerem EinfluB, da sich die Stromung dann eher von der Ober
flache des Profils ablost. Die J oukowskische Hypothese verliert 
dann ihre Giiltigkeit vollstandig, der Auftrieb steigt nicht mehr 
mit dem Anstellwinkel und das Profil erreicht seinen kritischen 
Winkel. In diesem Gebiet gilt die Tragfliigeltheorie des VII. Kapi
tels nicht mehr; das Profil ist als stumpfer Korper anzusehen, und 
der wichtigste Zug der Stromung ist weit mehr das Wirbelgebiet 
als die Zirkulation. 

1m gewohnlichen Arbeitsbereich eines Tragfliigels kann man 
mittels der J oukowskischen Hypothese dieZirkulation mit groBer 
Genauigkeit bestimmen; diese Bestimmung hangt nicht vom ge
nauen Wert der Zahigkeit ab, den man nur sehr klein anzunehmen 
braucht. Es ist deshalb in diesem Bereich keine nennenswerte 
MaBstabswirkung fUr den Auftrieb eines Profils zu erwarten. Wenn 
man sieh jedoeh dem kritischen Winkel nahert, dann lost sieh die 
Stromung auf der Oberseite des Profils ab und bildet ein breites 
Wirbelgebiet; dann kann eine erhebliehe MaBstabwirkung auf
treten, da die Natur des Wirbelgebiets von der Reynoldssehen 
Zahl der Stromung abhangen wird. 
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9.4. Ursprung der Zirkulation. 
Der Vorgang, durch den die Zirkulation urn ein Profil beim 

Anfahren aus der Ruhe entsteht, bietet gewisse theoretische 
Schwierigkeiten, denn in einer idealen Flussigkeit ware dieser 
Vorgang unmoglich; man muB deshalb wieder den Grenzfall be
trachten, in dem die Zahigkeit gegen Null geht. Bei auBerordent
lich kleinen Geschwindigkeiten, wenn das Profil aus der Ruhe 
anfahrt, wird sich die Stromung in der Nahe der Hinterkante wie 
in Abb. 68 (a) ausbilden mit einem Staupunkt S auf der Oberseite 
in gewissem kleinen Abstand von der Hinterkante. Wenn die Um-

a Abb.68 b 

stromungsgeschwindigkeit ansteigt, dann konnen die Stromlinien 
der Unterflache wegen der Zahigkeitskrafte, die durch den hohen 
Geschwindigkeitsabfall hervorgebracht werden, nicht mehr urn 
die Hinterkante herumflieBen; die Stromung lOst sich von der 
Hinterkante los und bildet zwischen der Hinterkante und dem 
alten Staupunkt S einen Wirbel, wie Abb. 68 (b) zeigt. Wenn 
dieser Wirbel eine gewisse GroBe erreicht hat, lOst er sich vom 

8 

Abb 69. 

OE 

Profil los und wandert 
im Wirbelgebiet strom
abwarts. Die Zirkulation 
urn irgendeineweiteKon
tur ABeD (Abb. 69), die 
das Profil ursprunglich 
umgab, war anfangsNull 

und muB auch Null bleiben; da diese Kontur jetzt den Wirbel E 
einschlieBt, muB eine Zirkulation Z urn das Profil vorhanden 
sein, die der Zirkulation urn den Wirbel E genau entgegengesetzt 
gleich ist. 1m Laufe der Zeit wandert der Wirbel E weit strom
abwarts, wo er die Stromung urn den TragflUgel nicht mehr 
beeinflussen kann; das Profil befindet sich dann in einem sta
tionaren Strom, der eine Zirkulation urn das Profil besitzt. 

Das Vorhandensein des Wirbels E in den ersten Stadien der 
Bewegung kann man versuchsmaBig in sehr einfacher Weise da
durch nachweisen, daB man eine ebene Platte in Wasser taucht 
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und sie ruckweise in einer Richtung bewegt, die unter einem 
kleinen Winkel gegen ihre Oberflache geneigt ist. Wenn sich die 
Stromung nicht ruckweise, sondern langsam entwickelt, dann 
werden von der Hinterkante eine ganze Reihe von Wirbeln ab
gehen; die obige Uberlegung bleibt jedoch giiltig, und die ent
stehende Zirkulation um den Tragfliigel ist ihrer GroBe nach 
gleich der Summe der abgegangenen Wirbelstarken. 

Al1gemein ist die GroBe der Zirkulation um ein Profil durch 
die Starke der Wirbel bestimmt, die in den Anfangsstadien der 
Bewegung oder zu irgendeiner Zeit ausgesandt wurden, wo sich 
die Geschwindigkeit oder die Lage anderten; sie ist jedoch auBer
dem kleinen Schwankungen unterworfen. Die Wirbel der Grenz
schicht wandern stromabwarts in das Wirbelgebiet und bilden 
eine Karmansche WirbelstraBe; um dieses System aufrecht
zuerhalten, werden abwechselnd von der Ober- und Unterflache 
Wirbel von entgegengesetztem Vorzeichen ausgesandt. Da die 
Summe der Zirkulation um das Profil und aile Wirbel des Wirbel
gebietes Null sein muB, so folgt, daB die Zirkulation um das Profil 
zwischen den Grenzen Z ± ! k schwanken muB, wenn Z die mitt
lere Zirkulation und k die Starke der WirbelstraBe bedeuten. FUr 
ein gutes Profil ist bei kleinem Anstellwinkel das Wirbelgebiet 
klein und schwach, und die Zirkulation um das Profil praktisch 
konstant; wenn sich die Lage des Profils dem kritischen Winkel 
nahert oder diesen iiberschreitet, dann kann die GroBe der Zirku
lationsschwankung einen erheblichen Teil der mittleren Zirkulation 
ausmachen. 

9. 5. Der Widerstand eines Profils. 
Bei del' Entwicklung der Theorie des Auftl'iebs eines Profils 

wurde der Widerstand vollstandig vernachlassigt; dieses V orgehen 
wird nur durch die Tatsache gerechtfertigt, daB der Widerstand 
einen so kleinen Bruchteil des Auftriebs darstellt, daB die zur 
Erklarung des Widerstandes notige Abanderung der Stromung 
keinen merklichen EinfluB auf die Eigenschaften der Stromung 
ausiibt, die den Auftrieb bestimmen. Die Methode wird offenbar 
ungiiltig in der Nahe des kl'itischen Winkels, wo der Widerstand 
infolge der Entwicklung eines starken Wirbelgebiets rasch an· 
wachst, und ebenso in der Nahe des Winkels, bei dem kein Auf
tl'ieb eintritt, da dort Auftl'ieb und Widerstand von gleicher 
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GroBenordnung sind. Da del' Widel'stand von del' Zahigkeit ab
hangt und sich mit derReynoldsschenZahl del' Stl'omung andert, 
so ist sowohl in del' Nahe des Winkels, bei dem kein Auftrieb ein
tritt, als auch in del' Nahe des kl'itischen Winkels eine MaBstabs
wirkung auf den Auftrieb zu erwarten. 

Del' Widel'stand eines Profils in zweidimensionaler Stromung 
heiBt Profilwiderstand, da er wesentlich von del' Gestalt des Profils 
abhangt. Diesen Profilwiderstand kann man in zwei Teile zer
legen, den Formwidel'stand, del' mit del' WirbelstraBe hinter dem 
Profil zusammenhangt, und den Reibungswiderstand an del' Ober
flache des Profils. Eine Messung del' Druckverteilung an del' Ober
flache des Profils kann den Auftrieb und den Formwiderstand 
liefern; den Reibungswiderstand kann man jedoch auf diese Weise 
nicht bestimmen. 

Del' Profilwiderstandsbeiwert eines guten Profilquerschnittes 
ist auBerordentlich niedrig; die folgende TabeIle gibt die Werte 
der kleinsten Profilwiderstandsbeiwerte einiger Profilquerschnitte 
fur die Reynoldssche Zahl R = 2,5 . 105, bei del' del' Reibungs
widerstandsbeiwert einer ebenen Platte 0,0116 betragt. 1m FaIle 
eines dunnen, symmetrischen Querschnitts, Gottingen 443, wurde 
bei R = 4 . 105 ein Profilwiderstandsbeiwert von 0,0054 erreicht, 
also nul' die Halfte des Reibungswiderstandsbeiwertes einer Platte 
bei demselben Wert del' Reynoldsschen Zahl. 

Tabelle 9. Kleinste Profilwiderstandsbeiwerte. 

RAF 15 
RAF25 
RAF30 

0,0116 
0,0080 
0,0112 

Diese Versuchswerte rechtfertigen die Annahme, die bei del' 
Entwicklung del' Tragflugeltheorie gemacht wurde, daB del' Wider
stand im gewohnlichen Anstellbereich im Vergleich zum Auftrieb 
verschwindend klein ist. Es zeigt sich auch, daB del' Profilwider
stand eines Tragflugelprofils kleiner sein kann als del' Reibungs
widerstand einer ebenen Platte mit del' gleichen Sehnenlange. Der 
Formwiderstand muB also auBerordentlich klein sein; man kann 
deshalb das Wirbelgebiet mit gutem Gewissen vernachlassigen 
und die GroBe del' Zirkulation nach del' J oukowskischen Hypo
these bestimmen. 
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x. Der Tragfliigel in drei Dimensionen. 
10. 1. Zirkulation und Rotation. 
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Die fUr zwei Dimensionen aufgestellte Definition der Zirku
lation um eine geschlossene Kurve als Integral der Tangential
komponente der Geschwindigkeit um die Kurve herum konnen 
wir sofort auf den allgemeinen Fall dreidimensionaler Stromung 
ausdehnen, indem wir die Beschrankung fallen lassen, daB die 
Kurve in einer bestimmten Ebene liege. Wenn man irgendein von 
dieser Kurve umschlossenes Flachenstiick durch eine Schar sich 
schneidender Linien in ein Netzwerk auflost, kann man zeigen, 
daB die Zirkulation um diese Kurve gleich der Summe der Zirku
lationen um die von demNetzwerkgebildetenElementarflachen ist. 

Die Rotation eines Fliissigkeitselementes war fUr zweidimen
sionale Bewegung als die doppelte Winkelgeschwindigkeit des Ele
ments definiert (s. 4.3). Diese Definition behalten wir in dem 
allgemeineren Fall dreidimensionaler Stromung bei, nur kann jetzt 
die Drehachse beliebig gerichtet sein. Wenn wir immer in Richtung 
der Drehachse aufeinanderfolgender Fliissigkeitsteilchen weiter
gehen, erhalten wir eine gekriimmte Linie, deren Richtung in 
jedem ihrer Punkte mit der Drehachse des entsprechenden Fliissig
keitspunktes zusammenfallt. Eine solche Linie heil3t Wirbellinie. 

Die Wirbellinien, die durch den Umfang einer kleinen ge
schlossenen Kurve 0 hindurchgehen, bilden die Oberflache einer 
Wirbelrohre, zu der 0 ein Querschnitt ist. Wenn in diesem Quer
schnitt die Rotation 2 wist, und wenn man den Querschnitt senk
recht zur Achse der Rohre annimmt, dann ist die Zirkulation Z 
um die Kurve 0 gleich 2wF, namlich das 
Produkt aus Rotation und Flache. Wenn 
man den Querschnitt so wahlt, daB seine 
Normale unter dem vVinkel f{J gegen die 
Rohrenachse geneigt ist, dann wird die Flache 
auf Flcos f{J vergroBert, die Komponente der 
Winkelgeschwindigkeit um die Normale des 
Querschnittes wird jedoch auf w cos f{J ver- Abb. 70. 

kleinert; die Zirkulation, die ja das doppelte 
Produkt aus dies en beiden GroBen darstellt, bleibt also un
geandert. Die Zirkulation um eine kleine Kurve, die auf der 
Oberflache der Wirbelrohre liegt, wird Null sein, da ja die Kompo. 



112 Der Tragfliigel in drei Dimensionen. 

nente der Winkelgeschwindigkeit senkrecht zur Rohrenflache 
Null ist. 

Wenn man auf der Oberflache einer Wirbelrohre eine Kurve 
zeichnet, wie Abb.71 angibt, dann ist die Zirkulation um diese 
Kurve Null. Wenn nun F (AB) den Beitrag des Integrals langs 

einer Kurve AB bezeichnet, kann man dieses 
Ergebnis in der Form ausdriicken: 

F (PQR) +F (RR') +F (R'Q' P') + F (P' P) = 0; 

wenn P P' und RR' zusammenfallen, dann 
wird 

F (PQR) = F (P'Q' R'). 

Die Zirkulation hat also fiir aIle Kurven, die 
die Wirbelrohre umschlieBen, denselben Wert. Der Wert Z dieser 
Zirkulation heiBt Starke der Wirbelrohre. 

10.1.1. Den Begriff der Wirbellinie erhalt man aus dem einer 
Wirbelrohre, wenn man die Querschnittsflache der Rohre gegen 
Null gehen laBt, wahrend ihre Starke Z ungeandert bleibt. Die 
Wirbellinie bei dreidimensionaler Stromung entspricht der Wirbel
geraden bei zweidimensionaler Stromung; wahrend diese aber eine 
gerade Linie von unendlicher Lange senkrecht zu der Ebene dar
stellt, in der die zweidimensionale Stromung stattfindet, kann 
eine Wirbellinie im allgemeinen irgendeine Kurve sein. Die Zirku
lation um irgendeine geschlossene Kurve ist gleich der Summe 
der Wirbelstarken aller Wirbellinien, die irgendeine von dieser 
Kurve begrenzte Flache durchstoBen; hieraus folgt, daB eine 
Wirbellinie nicht in der Fliissigkeit endigen kann. Sie muB ent
weder eine geschlossene Kurve bilden oder an einer festen Be
grenzung aufhoren1• Eine Wirbellinie entspricht genau einem 
elektrischen Strom fiihrenden Draht; die Starke der Wirbellinie 
entspricht der Starke des elektrischen Stromes, die induzierte 
Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt entspricht der vom elek
trischen Strom hervorgerufenen magnetischen Kraft. 

1 In Wirklichkeit Mren die Wirbellinien an den Begrenzungen auch 
nicht auf. Bondern sie laufen an den Begrenzungen entlang und miissen 
sich BchlieBlich (genau wie ein elektrischer Stromkreis) irgendwie wieder 
schlieBen, Die oben beniitzte, streng genommen unrichtige Ausdrucks
weise ist jedoch in vielen Lehrbiichern zu finden. 
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10.1.2. Die von einem Element einer Wirbellinie in einem 
Punkte P induzierte Geschwindigkeit ist durch die Gleichung 
bestimmtl 

d Zds. 
e = 4nr2 smtp , 

wo Z die Starke und ds ein Langen
element der Wirbellinie, r die Ent

z.., d,s 
Abb.72. 

p 

fernung des Punktes P von dem Element und tp den Winkel 
zwischen der Richtung des Elements und seiner Verbindungslinie 
mit dem Punkt P darstellen. Die Geschwindigkeit de steht senk
recht zu der Ebene durch r und ds, und zwar besitzt sie denselben 
Drehsinn um die Wirbellinie wie die Zirkulation Z. 

Ein Element ds einer Wirbellinie kann jedoch nicht fUr sich 
allein bestehen; die Gleichung ist deshalb eigentlich nur zur 
Integration der Gesamtwirkung einer vollstandigen Wirbellinie zu 
beniitzen. Haufig kann 
man jedoch eine Wirbel
linie aus einer Anzahl 
von geraden Stiicken 
aufbauen; es ist daher 

p 

A~8 
niitzlich, die durch eine Abb. 73. 

Wirbellinie von endlicher Lange AB induzierte Geschwindigkeit 
zu bestimmen. Wenn PN, die Normale von irgendeinem Punkt P 
auf die Strecke AB, die Lange h besitzt, und wenn Q ein be
liebiger Punkt der Wirbellinie ist, dann wird die von dem bei Q 
gelegenen Element ds im Punkt P induzierte Geschwindigkeit: 

Z.ds. Z.hds 
de = -4 2 SIn tp = -~4 3 • nr nr 

Sie steht senkrecht auf der Ebene PAB. Wenn nun VJ den Winkel 
N PQ bezeichnet, kann man das Langenelement ds folgendermaBen 
ausdriicken: 

hd'IjJ 
ds = d(htgVJ) = --. 

COS2 'IjJ 

Hiermit erhalten wir 
Z 

de = 4nh cosVJdVJ· 

1 Siehe Lamb: Hydrodynamik, § 149. 

Glauert-Holl, Luftschrauben. 8 
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Die insgesamt von del' Wirbellinie A B induzierte Geschwindigkeit 

erhalten wir durch Integration von 1f! = - (; -- IX) bis 1f! = (; - p') , 
wo IX und P' die Winkel PAB bzw. P BA sind. Es wird also schlieB
lich 

z 
c = 4nh (cos IX + cosP'). 

Wenn die Wirbellinie unendlich lang ist, erhalten wir daraus 

Z 
c = 2nh' 

Das stimmt mit der Gleichung fUr die induzierte Geschwindigkeit 
einer Wirbelgeraden im Zweidimensionalen iiberein. 

N 

Wir wollen uns hier auch anmerken, daB die in der Lotebene 

Abh.74. 

durch den Punkt N induzierte Geschwin-
digkeit einer Geraden, die im Punkte N 
anfangt und nur nach einer Richtung ins 
Unendliche lauft, gegeben ist durch 

Z 
c = 4Jlh' 

Dieses Ergebnis wird bei der Entwicklung der Tragfliigeltheorie 
wiederholt beniitzt. 

10.2. Das Wirbelsystem eines Tragflligels. 
Bei der Behandlung des Problems eines Tragfliigels mit end

licher Spannweite machen wir die Annahmen, daB die Sehne des 
Tragfliigels klein im Vergleich zu seiner Spannweite ist, daB wir 
die Spannweite als geradlinig und rechtwinklig zur Stromungs
richtung ansehen diirfen und daB der Tragfliigel nach beiden 
Seiten in bezug auf den Halbierungspunkt der Spannweite sym
metrisch ist. Abgesehen von diesen Beschrankungen konnen sich 
die Sehne, der Anstellwinkel und die Form des Tragfliigels in 
beliebiger Weise iiber die Spannweite andern. 

Wenn der Tragfliigel einen Auftrieb erfahrt, muB eine Zirku
lation der Stromung um die Profilquerschnitte vorhanden sein; 
es lauft also eine Wirbellinie oder ein Wirbellinienbiindel an der 
Spannweite des Tragfliigels entlang. Diese Wirbellinien, die sich 
mit dem Tragfliigel bewegen, heiBen die gebundenen Wirbellinien 
des Tragfliigels; sie werden durch die Grenzschicht oder Wirbel-
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Hache gebildet, die die Oberflache des Tragflugels umgibt. In 
Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie konnen diese Wirbel 
nicht an den Enden des Tragflugels aufhoren, sondern mussen 
sich als freie Wirbellinien in der Flussigkeit fortsetzen. Es wird 
auch jedes Flussigkeitselement, das durch die Beruhrung mit dem 
gebundenen Wirbelsystem des Tragflugels eine Wirbelbewegung 
erhalten hat, mit der Hauptmasse der Flussigkeit stromab
warts schwimmen, so daB also 
an der Oberflache des Tragflugels 
frcic Wirbellinien entspringen, 
und, wie in Abb. 75 gezeichnet, -
langs der Stromlinien stromab
warts laufen. Diese Wirbcllinien 
heiBen freic Wirbelenden des 
Tragflugels. Abb.75. 

Das Wirbelsystem wird weit hinter dcm Tragflugel durch einen 
parallel zur Spannweite liegenden Querwirbel vervollstandigt, der 
den zu Beginn der Bewegung von der Hinterkante abgehenden 
Anfahrwirbel darstellt (s. 9.4). Fur aIle praktischen Zwecke kann 
man jedoch annehmen, daB die freien Wirbelenden unbegrenzt weit 
stromabwarts gehen. 

10.2.1. Das einfachste Wirbelsystem tritt dann auf, wenn die 
Zirkulation um den Tragflugelquerschnitt uber die ganze Spann
weite konstant ist. Man kann dann das gebundene Wirbelsystem 
als eine einzige Wirbellinie von der Starke Z auffassen; die freien 
Wir belenden sind dann zwei Wir bellinien 
gleicher Starke, die an den Enden des t : 
Tragflugels entspringen und in Richtung z 
der Stromlinien stromabwarts gehen. Diese '-___ + ___ _ 
Wir bellinien werden infolge der Verschie
denheit der Abwartskomponente der Ge Abb.76. 

schwindigkeit in verschiedenen Entfernungen hinter dem Trag
Hugel gekrummt sein; fUr die meisten Zwecke ist es jedoch ge
nugend genau, sie als gerade Linien parallel zur Bewegungs
richtung anzunehmen. Auf diese Weise erhalt man den ein
fachen Begriff eines "Hufeisenwirbels", den Abb.76 zeigt. 

Das tatsachliche Wirbelsystem eines Tragflugels ist verwickelter 
als dieses einfache System, weil die Zirkulation nicht uber die 
Spannweite konstant bleibt, sondern gewohnlich in der Mitte 

8* 
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ein Maximum besitzt und gegen die Enden bis auf Null abnimmt. 
Man kann aber jede Zirkulationsverteilung iiber die Spannweite 
durch Ubereinanderlagern einer Anzahl der einfachen Hufeisen
wirbel aufbauen; daraus ergibt sich, daB das System der freien 

[ 

,....,.------I~ Wirbelenden gewohnlich eine an 
der Hinterkante entspringende Wir

Abb.77. 

belflache darstellt. 
10.2.2. Den Ursprung des freien 

Wirbelsystems kann man auch von 
einem etwas anderen Gesichts
punkt aus betrachten. Wenn die 
Auftriebsverteilungiiberdie Spann-

weite des Tragfliigels in der Mitte einen Hochstwert besitzt, dann 
wird dort eine starke Druckerhohung auf der Unterseite und eine 
starke Druckverminderung auf der Oberseite eintreten; diese 
Druckdifferenzen werden gegen die Fliigelspitzen hin abnehmen 

Abb.78. 

(Abb. 78). Als Folge dieser Druckverteilung 
werden die Stromlinien auf der Oberseite 
nach der Mitte hin und auf der Unterseite 
nach auBen streben. Wenn diese Stromlinien 
die Hinterkante iiberschreiten, bilden sie eine 

Unstetigkeitsflache (Abb. 79); die freien Wirbelenden des Trag
fliigels stellen dann die Wirbelstarke dieser Unstetigkeitsflache dar. 

x ~ I 

b ~ 
L\ 

'" 0" 0 0 0 
E )0 

Abb.79. Abb.80. 

10.2.3. Die Unstetigkeitsflache, die durch die freien Wirbel
enden dargestellt wird, ist instabil und rollt sich in zwei Wirbel
rohren auf, die mit einer etwas kleineren Entfernung als der Spann
weite stromabwarts laufen (s. 12.4). Das System der freien Wirbel. 
enden entspricht deshalb dem in Abb. 80 gezeichneten Bild1• Der 
EinfluB des Systems der freien Wirbelenden in der Nahe des Trag-

1 Dieses Wirbelsystem wurde von Lanchester vorausgesagt: Aero
dynamik, 1908. 
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£Iugels wird mit genugender Genauigkeit durch die Annahme er
faBt, daB die einzelnen Wirbellinien, die an der Hinterkante des 
Tragflugels entspringen, als gerade Linien stromabwarts laufen. 
Fur Punkte des Wirbelgebiets ist es jedoch genauer, einen Huf
eisenwirbel anzunehmen, dessen Spannweite etwas kleiner ist als 
die des Tragflugels; fUr Punkte, die vom Tragflugel und dem 
Wirbelgebiet weiter entfernt sind, sind beide Darstellungen mit 
gleicher Genauigkeit brauchbar. 

10.3. Die induzierte Geschwindigkeit. 
Infolge des Einflusses des Systems der abgehenden Wirbel

enden unterscheidet sich die Stromung um irgendeinen Quer
schnitt des Tragflugels von der Stromung, die sich bei zweidimen
sionaler Umstromung des Profils einstellen wurde. Die induzierte 
Geschwindigkeit dieses Wirbelsystems steht senkrecht zur Spann
weite des Tragflugels und zur Bewegungsrichtung; sie ist im all
gemeinen nach abwarts gerichtet. Die induzierte Abwarts
geschwindigkeit oder Storungsgeschwindigkeit in einem Punkt 
des Tragflugels solI mit Cio 1 bezeichnet werden; sie sei klein im 
Vergleich zur Geschwindigkeit Co des allgemeinen Stroms. Die 

Abb.81. 

Wirkung der induzierten Geschwindigkeit ist dann gleichwertig 
einer Verkleinerung des Anstellwinkels des Tragflugelquerschnittes 

um den kleinen Winkel Cio (Ab b. 81); wenn IX den geometrischen 
Co 

Anstellwinkel des Profils bezeichnet, dann wird der wahre Anstell-
winkel 

Genau genommen muBte man die induzierte Geschwindigkeit als 
langs der Profilsehne veranderlich betrachten, wo sie eine Ande
rung der effektiven Wolbung des Profils herbeifUhrt; die Theorie 
cines Tragflugels endlicher Spannweite kann jedoch mit genugender 

1 Der Index 0 von Cio solI die Verhaltnisse auf der tragenden 
Linie selbst bezeichnen. 
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Genauigkeit unter der Annahme entwickelt werden, daB die Sehne 
des Profils klein und die induzierte Geschwindigkeit langs der 
Sehne konstant ist. Die Geschwindigkeitskomponente parallel zur 
Spannweite des Tragfliigels wird bei der Entwicklung der Theorie 
ebenfalls vernachlassigt, da diese Komponente, auBer vielleicht 
an den Enden des Tragfliigels, klein und unwichtig ist. 

Der Tragfliigelquerschnitt verhalt sich genau so, als ob er zu 
einem Tragfliigel mit unendlicher Spannweite mit dem Anstell
winkel ~o gehOrte; er gibt den Auftriebsbeiwert 1;a und den Profil
widerstandsbeiwert 1;w, die der zweidimensionalen Stromung bei 
diesem Anstellwinkel entsprechen. Die Auftriebskraft ist jedoch 

c· 
um den kleinen Winkel ~ nach riickwarts geneigt und gibt des-

Co 

halb eine Komponente in Richtung der Widerstandskraft. Diese 
Komponente heiBt induzierter Widerstand, da sie durch die in
duzierte Geschwindigkeit der abgehenden Wirbelenden verursacht 
wird. Der induzierte Widerstandsbeiwert des Profils ist 

der Gesamtwiderstandsbeiwert des Tragfliigelquerschnittes als 
Teil eines Eindeckers ist 

r r C,o r 
<,w = <,wp + c- Sa' 

o 

Die Arbeit, die der induziel'te Widerstand an del' Fliissigkeit 
leistet, erscheint wieder als die kinetische Energie des Systems 
der abgehenden Wirbelenden, die mit der Zeit immer langer 
werden. 

Da sich der Tragfliigelquerschnitt genau so verhalt wie bei 
zweidimensionaler Stromung, so tritt bei irgendeinem bestimmten 
Wert des Auftriebsbeiwertes keine Anderung des Momenten
beiwertes oder der Lage des Druckpunktes ein. 

Die Eigenschaften eines Eindeckers sind bestimmt, wenn man die 
induzierte Storungsgesphwindigkeit Cio und den wahren Anstell
winkel iXo fUr jeden Punkt der Spannweite feststellt, dazu die ent
sprechenden elementaren Auftriebs- und vViderstandskrafte be
stimmt und dann iiber die Spannweite des Tragfliigels integriert. 
Der erste Schritt bei der Berechnung der Eigenschaften eines 
Eindeckers ist deshalb die Bestimmung der induzierten Geschwin-
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digkeit fur einen Punkt des TragflUgels als Funktion der Starke 
der abgehenden Wirbelenden. 

10.3.1. Das einfachste System abgehender Wirbelenden tritt 
auf, wenn die Zirkulation uber die Spannweite den konstanten 
Wert Z besitzt. Dieser Fall gleichmaBiger Belastung, der dem 
einfachen "Hufeisenwirbel" entspricht, stellt nicht die wahren 
Verhaltnisse irgendeines wirklichen Tragflugels dar; wir benutzen 
fun hier nur als einfachesBeispielfUr dieBerechnung der induzierten 
Geschwindigkeit. 

Den Auftrieb des Tragflugels mit der FliicheF und der Spann
weite b kann man in den Formen 

Pa = i?;aF(!C6 = b(!coZ 
ausdrucken; wir erhalten hieraus 

Z F I' I . 
= 2b <"a Co = 2 (a' t· Co, 

wo t die mittlere Sehne des Trag
£Iugels darstellt. Das System der 
abgehenden Wirbelenden besteht 
einfach aus zwei von den Flugel
enden abgehenden Wirbeln von 
der Starke Z; wenn wir das 

x z 

z 
Abb.82. 

normale Koordinatensystem (Abb.82) mit dem Anfangspunkt in 
del' Mitte des Tragflugeis einfUhren, dann wird die in einem Punkt 
des Tragfliigels induzierte Geschwindigkeit: 

odeI' 
Ci, 1,;. b2 

Co = 8nl.· (b-)2 2' 
"2 -y 

wo A. das Seitenverhiiltnis } des Tragfliigels bedeutet. Die 

induzierte Geschwindigkeit Cio hat in diesem FaIle in der Mitte 
des Tragfliigels ein Minimum und steigt an den Enden des Trag
fliigels auf Unelldlich an; wegen dieser iibermaBigen Geschwindig
keit kann del' einfache "Hufeisenwirbel" fiir keinen Tragfliigel 
die Verhiiltnisse richtig darstellen. 
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10. 3.2. 1m allgemeinen wird sich die Zirkulation Z um einen 
Tragflugel uber die Spannweite andern; sie wird symmetrisch in 
bezug auf den Mittelpunkt sein und an den Enden auf Null ab
fallen. Zwischen den Punkten Y und y + d y nimmt die Zirkulation 

dZ 
um den Betrag - dydy ab; es muD also vom Element dy der 

y 

x liz 
~1 

z 
Abb.83. 

( 
_ dZ dy 

ely 

Spannweite ein freier Wirbel von 
dieser Starke nach hinten ab
gehen, wie Abb. 83 zeigt. Es ist 
deshalb eine Flache von abgehen
den Wirbelenden vorhanden, die 
sich uber die Spannweite erstreckt; 
die induzierte Geschwindigkeit er

gibt sich als Summe der Wirkungen aller abgehenden Wirbel 
dieser Flache. Die induzierte Geschwindigkeit im Punkte Yl des 
Tragflugels ist b 

x 

+"2 

f -~: dy 
Cio (Yl) = 4n (y - Yl) 

b 
-2 

Eine zweite Gleichung kann man auf eine andere Art ableiten. 
!I Das Element d y des Trag£lugels 

z,./----E--

z 
Abb.84. 

k6nnen wir als Elementartrag
£lugel mit der konstanten Zirku-
lationZ und einem entsprechenden 
Paar freier Wir belenden von der 
Starke Z ansehen. Die indu-
zierte Geschwindigkeit im Punkt 
Yl des Tragflugels ist 

Z Z 
dCio (Yl) = - 4n (y - Yl) + 4n (y + dy - Yl) 

Zdy . 
- 4;(y - Yl)2 , 
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wenn wir iiber die Spannweite integrieren, wird 
b +-
2 

1 f Zdy 
Cio (Yl) = - 4"" (y - Yl)2 . 

b 
-2 
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Man kann zeigen, daB die Gleichung dem oben erhaltenen 
Ergebnis gleichwertig ist; denn wenn man partiell integriert, wird 

Hierin verschwindet aber das erste Glied, da Z an den Fliigel
enden Null ist. 

Fiir die meisten Zwecke ist die beste Gleichung fiir die Sto
rungsgeschwindigkeit am Tragfliigel: 

b 
+2 

1 f~!dY 
cio (Yl) = 4"" Yl - Y . 

b 
2 

Die Auswertung des Integrals verlangt jedoch einige Vorsicht, 
da der Integrand im Punkt Y = Yl unendlich groB wird. Der Wert 

des Integrals ist so zu bestimmen, daB man von - ~ bis Yl - Ii 

und von Yl + Ii bis ; integriert und dann mit Ii zur Grenze Null geht. 

XI. Der Eindecker. 
11. 1. Gl'undgleichungen. 

Wenn Z die Zirkulation urn irgendeinen Querschnitt des Trag~ 
£Iiigels bezeichnet, dann ist die Storungsgeschwindigkeit durch die 
Gleichung bestimmt: 
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das typische Tragfliigelprofil erfahrt dann einen Auftrieb, welcher 
in zweidimensionaler Stromung bei dem wahren Anstellwinkel 

auftreten wiirde. Die Richtung der Wirkungslinie dieser Kraft 

wird um den kleinen Winkel CiO nach riickwarts geneigt (s. Abb. 81); 
Co 

der Widerstand des Tragfliigels setzt sich jetzt aus Profilwider-
stand und induziertem Widerstand (letzterer das Produkt aus 

CiO und dem Auftrieb des Profils) zusammen. 
Co 

Wenn man nun die Winkel1X und 1Xo von der Lage aus miBt, 
in der kein Auftrieb auf tritt, dann wird der Auftriebsbeiwert 

i;a = ao (xo , 

wo ao die Neigung der Kurve des Auftriebsbeiwertes in Abhangig
keit vom Anstellwinkel bei zweidimensionaler Stromung darstellt. 
Die Zirkulation um das Profil ergibt sich zu 

Z = Ua· t· Co = !ao· t (Co 1X - Cio) • 

Dies ist eine zweite Gleichung, die die Zirkulation Z mit der 
Storungsgeschwindigkeit Cio verkniipft. Mittels dieser zwei Glei
chungen ist es moglich, die Zirkulation und die Quergeschwindig
keit fUr einen beliebigen Tragfliigel in Abhangigkeit von der Sehne 
und dem Anstellwinkel der Tragfliigelquerschnitte, die sich iiber 
die Spannweite andern konnen, darzustellen. 

Genau genommen miiBte man die GroBe ao als abhangig von 
der Form des Tragfliigelquerschnittes ansehen; die Theorie eines 
Profils in zweidimensionaler Stromung hat jedoch gezeigt, daB 
ao fUr aIle praktisch vorkommenden Profile ungefahr gleich 2 n 
ist, so daB man die Veranderlichkeit von ao ohne merkliche Ein
buBe an Genauigkeit vernachlassigen kann. Da ein Profil aber 
vom theoretischen Wert ao = 2 n abweichen kann, so solI fiir die 
Theorie des Tragfliigels von endlicher Spannweite ao als Neigung 
der Kurve des Auftriebsbeiwertes in Abhangigkeit vom Anstell
winkel bei zweidimel1sionaler Stromung beibehalten werden; der 
Wert ao = 2 n solI nur in Zahlenbeispielen fiir die allgemeinen 
Gleichungen vcrwendet werden. 

Wenn die Zirkulation Z und die induzierte Quergeschwindig
keit CiO irgendeines Eindeckers bestimmt sind, dann erhiilt man 
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den Auftrieb und den induzierten Widerstand durch Auswerten 
der Integrale: 

b 
+:; 

Pa = {ecoZ dy , 
b 

-2 
b 

+2" 
Pw = f eCioZdy. 

b 

2 

11.2. ·Losungsmethode. 
Eine zweckmaBige Methode fur die Inangriffnahme des Pro

blems irgendeines Eindeckers besteht darin, die Koordinate y, 
die von der Mitte des Tragflugels langs der Spannweite nach Steuer
bord hin gemessen wird, durch den Winkel q; zu ersetzen, der durch 
die Gleichung definiert ist: 

b 
Y = -"2 cosq;; 

Damit andert sich q; uber die Spannweite von Backbord nach 
Steuerbord von 0 bis n. Die Zirku]ation Z, die eine Funktion 
von y ist, kann man dann durch die Fourier-Reihe ausdrucken: 

00 

Z = 2bco ~ An sin nq;. 
1 

Die Werte der Koeffizienten An sind so zu bestimmen, daB sie 
mit den beiden Gleichungen fur Z und ciO im Einklang stehen. 
Die fUr die Zirkulation Z gewahlte Reihe erfullt die Bedingung, 
daB die Zirkulation an den Enden des Tragflugels auf Null ab
nimmt; da der Tragflugel symmetrisch zu seinem Mittelpunkt ist, 
werden nur ungerade Werte von n in der Reihe auftreten. 

Die induzierte Geschwindigkeit im Punkt Yl oder (Pi des Trag
flugels wird nun 

2 A sinncp] =c n -_. 
o n sin 'P1 ' 
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n f cosnrpdrp sinn'IjJ 
cosrp-COS'IjJ=:n sin'ljJ· 

o 

In dem beliebigen Punkt cp des Tragfliigels wird also 

CiosinCP = Co 1;'nAn sinncp . 

Die zweite Gleichung, welche die Zirkulation und die induzierte 
Geschwindigkeit verkniipft, wird 

~. 1 { ~nAn sinnrp} 
2bco..::.,. Ansmncp = 2aotco rx - sinrp 

oder 
1;'An sinncp (nf-l + sincp) = f-lrx sincp , 

wo a o • t 
f-l="4b. 

Dies ist die Grundgleichung fUr die Bestimmung der Werte der 
Koeffizienten An fiir irgendeinen Eindecker. Die Gleichung muE 
in allen Punkten des Tragfliigels erfiillt sein; da aber der Trag
£liigel symmetrisch zu seinem Mittelpunkt ist, so geniigt es, die 

Werte von cp zwischen 0 und ; zu betrachten. Der Parameter f-l, 

der der Sehne proportional ist, und der Anstellwinkel rx miissen 
im allgemeinsten Fall als Funktionen von cp angesehen werden. 

11.2.1. Auftrieb und induziel'tel' Widel'stand. Der Auftrieb und 
der induzierte Widerstand eines Eindeckers bestimmen sich sehr 
einfach durch die Koeffizienten der Reihe fiir die Zirkulation. Der 
Auftrieb des Trag£liigels ist 

b +--
2 

Pa = f (]coZdy 
b 
2 

1 
= 2 :nb2 (]C5 A l 

oder durch den Auftriebsbeiwert ausgedriickt: 

F 
Al = -b2 • !:;a· 

n 
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Es zeigt sich, daB der Auftrieb durch den Wert des Koeffizienten Al 
bestimmt ist, und daB die anderen Koeffizienten der Reihe fiir 
die Zirkulation die Form der Belastungskurve iiber die Spann
weite beeinflussen, ohne den Gesamtauftrieb zu andern. 

Den Ausdruck n~2' der in der Gleichung zwischen Al und f;a 

vorkommt, kann man noch anders schreiben. Die mittlere 
Sehne des Trag£liigels wird de£iniert als Quotient aus Flache und 
Spannweite; dann ist das Seitenverhaltnis definiert als Quotient 
aus Spannweite und mittlerer Sehne. Fiir einen Eindecker ist also 

b2 F 1 
A= Fund --nb2 - nJ. • 

Die Gleichungen, die diesen Parameter enthalten, werden wir 
F 

gewohnlich mit nb2 schreiben; in einigen Sonderfallen und fiir 
1 

zahlenmaBige Auswertung ist jedoch die zweite Form n J. vor-

zuziehen. 
Der induzierte Widerstand des Tragfliigels ist 

b 
+"2 n 

PWi = f (lCiO Z dy = fb2(lC~ (2'nAnsinn IP) (2'An sinnIP) dIP 
b 0 

-"2 

= inb2(lc~2'nA~. 

Man schreibt zweckmaBig 

1 + b = ~nA~ 
A~ , 

wo b eine positive, gewohnlich kleine GroBe ist; dann wird 
2 P _ (1 + iJ) Pa 

Wi - tnb2ec~ 

oder 

Den Gesamtwiderstand des Tragfliigels erhalt man, wenn man 
induzierten Widerstand und Pro£ilwiderstand zusammenzahlt. 
Wenn der Tragfliigel iiber die ganze Spannweite dasselbe Profil 
und denselben wahren Anstellwinkel besitzt, dann wird der Profil-
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widerstandsbeiwert jedes Querschnittes denselben Wert I;wp be
sitzen, und der Gesamtwiderstandsbeiwert wird sein 

I;w = I;wp + n~2 (1 + b) I;~ . 
1m allgemeinen werden sich das Profil und der wahre Anstell

winkel tiber die Spannweite des Tragfltigels hin andern; dann 
erhalt man den Profilwiderstandsbeiwert als den Wert des Integrals 

b 
+2-

~ J Cwp • t • dy . 
b 
2 

Diese Verfeinerung ist jedoch nur notig, wenn sich das Profil 
tiber die Spannweite des Tragfltigels erheblich andert. 

11.2.2. Anstellwinkel. Wegen der induzierten Geschwindig
keit ist der wahre Anstellwinkel exo irgendeines Querschnittes des 
Tragfltigels kleiner als der scheinbare Anstellwinkel ex, und der 
Tragfliigel gibt deshalb einen geringeren Auftrieb als in zwei
dimensionaler Stromung bei dem AnstellwinkellX. Die Werte der 
Koeffizienten An und im besonderen der von Al werden in Ab
hangigkeit vom Anstellwinkel aus der Grundgleiehung bestimmt: 

~An sinntp (n,u + sintp) = ,u ex sintp . 

Da Al auch dem Auftriebsbeiwert Ca proportional ist, haben wir 
damit eine Beziehung zwischen dem Auftriebsbeiwert und dem 
Anstellwinkel des Tragfliigels. Die Neigung a der Kurve des 
Auftriebsbeiwertes in Abhangigkeit vom Anstellwinkel ist kleiner 
als der Wert ao, der bei zweidimensionaler Stromung um das 
Profil auftreten wtirde. 

Die Beziehung zwischen Auftriebsbeiwert und Anstellwinkel 
nimmt eine einfache Form an, wenn der Tragfltigel tiber die ganze 
Spannweite einen konstanten Anstellwinkel besitzt. Die Koeffi
zienten An sind dann dem AnstellwinkellX einfach proportional, 
und die Gleichung 

liefert sofort 
~ = JlJ. • Ai 
ao ao ex 
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Der Anstellwinkel IX- iibertrifft den Anstellwinkel IX-o bei zwei
dimensionaler Stromung, die denselben Auftriebsbeiwert liefern 
wiirde, um den Winkel 

IX- - ~o = Ca(! - a~)· 
Es ist zweckmaBig, dieses Ergebnis in einer ahnlichen Form zu 

schreiben wie die Gleichung fUr den Widerstand des Tragfliigels: 

F 
IX- = IXo + nb2 (1 + 1') Ca, 

wo 
1 + l' = nb2(~ _~) = ~ _ ~~. 

F a ao Al ao 

1m allgemeineren Fall eines verwundenen Profils verandert 
sich der Anstellwinkel IX iiber die Spannweite und la.Bt sich in der 
Form ausdriicken: 

IX = IX + t (q;) , 

wo ~ den Anstellwinkel des Profils in der Mitte bedeutet. Die 
Werte der Koeffizienten An erhalten wir dann in zwei Anteilen 
aus der Grundgleichung; der erste ist proportional ~, der zweite 
davon unabhangig. Der Auftriebsbeiwert des Tragfliigels hat daher 
die Form 

1;a = aIX + k. 

11. 3. Elliptische Auftriebsverteilung. 
Der Auftrieb und der induzierte Widerstand eines Tragfliigels 

ergaben sich in den }'ormen 

Pa = !nb2e~AI' 

PWi = !nb2e~~nA~. 

Wenn ein Tragfliigel von bestimmter Spannweite bei der Ge
schwindigkeit Co den Auftrieb Pa ergibt, dann hat der Koeffizient 
Al einen bestimmten Wert, der von der Form des Tragfliigels 
unabhangig ist; der induzierte Widerstand wird ein Minimum 
sein, wenn aIle anderen Koeffizienten An in der Reihe fUr die 
Zirkulation Null sind. Die Zirkulationsverteilung iiber die Spann
weite wird dann einfach 

Z ~ 2b,,· A, . .m<p ~ 2b"A, VI - (ry. 
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Die GroBe der Zirkulation in irgendeinem Punkt der Spann
weite ist proportional der Ordinate einer Ellipse mit der Spann
weite als groBer Achse. Diese Belastungsverteilung heiBt deshalb 
elliptische Auftriebsverteilung. 

Die elliptische Zirkulations- oder Auftriebsverteilung tiber die 
Spannweite eines Tragfiigels ist wichti~" einmal, weil sie zum 
kleinstmoglichen induzierten Widerstand fiir einen gegebenen Ge
samtauftrieb ftihrt, und zweitens, weil sich die Auftriebsverteil1mgs
kurven der meisten Tragfltigel tiblicher Form nicht sehr von der 
elliptischen Form unterscheiden. Die Ergebnisse, die man unter 
der Annahme elliptischer Auftriebsverteilung ableitet, sind deshalb 
die bestmoglichen und stellen eine gute Annaherung an die Wirk
lichkeit dar. 

Bei elliptischer Auftriebsverteilung hat die induzierte Geschwin
digkeit den tiber die Spannweite konstanten Wert 

F 
CiO = COAl = nb2 coCa; 

der induzierte Widerstandsbeiwert des Tragfliigels hat den Wert 

CWi = n~2~~ 
Wenn (X: den scheinbaren Anstellwinkel in irgendeinem Punkt 

der Spannweite bezeichnet, dann ist der wahre Anstellwinkel 

gleich ((X: - ;j, ein konstanter scheinbarer Anstellwinkel ergibt 

also auch einen konstanten wahren Anstellwinkel. Der Auftriebs
beiwert wird dann fiir alle Querschnitte des Tragfliigels denselben 
Wert besitzen. Die Zirkulation Z um irgendeinen Querschnitt 
ist gleich i Ca' t· Co; da sich die Zirkulation elliptisch tiber die Spann
weite verteilt, so wird sich auch die Sehne in gleicher Weise 
andern. Wir erhalten also die elliptische Auftriebsverteilung an 
einem Eindecker mit elliptischem UmriB und konstantem Anstell
winkel. In diesem Fall sind der scheinbare und der wahre Anstell
winkel durch die Gleichung verkntipft: 

F 
(X: = (X:O + nb2 Ca. 

Man kann elliptische Auftriebsverteilung tiber die Spannweite 
auch an Tragfltigeln mit anderem UmriB erhalten, wenn man den 
Anstellwinkel langs der Spannweite verandert; derartig verwun-
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dene Profile geben jedoch die elliptische Auftriebsverteilung nur 
fUr eine bestimmte Lage, da die notige Verwindung yom mittleren 
Anstellwinkel des Tragfliigels abhangt. 

11.3.1. Einflu.G des Seitenverhiiltnisses. Die Formeln, die fUr 
den Anstellwinkel und den Widerstandsbeiwert eines elliptischen 
Tragfliigels entwickelt wurden, konnen wir beniitzen, um den Ein
fluB des Seitenverhiiltnisses zu berechnen. Wenn das Seiten
verhiiltnis von A auf A' herabgesetzt wird, dann sind die Ande
rungen des Anstellwinkels bzw. des Widerstandsbeiwertes bei 
einem gegebenen Auftriebsbeiwert: 

(X'-(X=~(~-~)C 
"" l/ l. a, 

C~ - Cw = ~ (:, - ~) C~ . 
Fiir das fUr Modellversuche normale Seitenverhiiltnis A = 6 be

sitzt der Faktor ""\ den Wert 0,053; wenn man den Anstellwinkel 

in Graden miBt, dann wird dieser Faktor 3,05°. 
Die Transformationsformel fUr den Widerstandsbeiwert gilt 

nur fUr elliptische Auftriebsverteilung; die Auftriebsverteilung 
weicht jedoch fiir rechteckige Tragfliigel und fiir die Mehrzahl der 
Flugzeugtragflachen nicht sehr von der elliptischen Form ab, so 
daB man die Transfol'mationsformel allgemein verwenden kann, 
um die Wirkung einer kleinen Anderung des Seitenverhiiltnisses 
zu berechnen. Die genauen Formeln HiI' rechteckige und trapez
formige Tragfliigel werden in 11.4 bzw. 11.5 entwickelt. 

Die Transformationsformel fUr den Anstellwinkel gilt nur fiir 
Tragfliigel elliptischen Umrisses mit iiber die Spannweite kon
stantem Anstellwinkel und kann fUr Tragfliigel mit anderem 
UmriB nur als rohe Niiherung beniitzt werden. Die Formel fiir 
den Anstellwinkel fiihrt auch zu einer einfachen Bestimmung der 
Neigung der Auftriebskurve. Wenn ao die Neigung bei zwei
dimensionaler Stromung darstellt und a die Neigung fUr einen 
elliptischen Tragfliigel mit dem Seitenverhiiltnis A bezeichnet, 
dann erhiilt man aus 

1 (X = (Xo +, Ca 
""",-

durch Differentiation 

Glauert-HoJl, Luftschraubeu. 
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oder 
a }. 
-=----

l+-=-;' 
ao 

Nun ergibt die Theorie eines Profils flir zweidimensionale 
Stromung naherungsweise den Wert ao = 2 n; die entsprechenden 
Werte von a sind in der folgenden Tafel gegeben. Es sind auch 
die Werte von a angegeben, wenn IX in Graden ausgedriickt ist, 
da Versuchsergebnisse meist in dieser Form angefiihrt sind. 

Tabelle 10. N eigung der Auftrie bskurve ftir elliptische Trag
flachen. 

.l ex> 10 8 I 6 4 

a (je Bogengrad) 6,28 5,24 5,02 
I 

4,70 4,18 
a (je Grad) . 0,110 0,092 0,088 0,082 0,074 

11.4. Rechteckige Tragfliigel. 
Wenn die Zirkulation um einen Tragfliigel in der Form aus

gedriickt wird: 
z = 2bco~Ansinn<p, 

dann miissen die Koeffizienten An so gewahlt werden, daB sie 
die Grundgleichung 

,2'An sinn<p (n,u + sin<p) = ,uIX sin<p 
erfiillen, wo 

Die aufeinanderfolgenden Koeffizienten AI' A 3 , Ao, ... nehmen 
rasch ab, so daB es geniigt, nur die ersten drei oder vier Koeffi
zienten beizubehalten, um eine gute Bestimmung des Auftriebs 
und des Widerstandes eines Tragfliigels zu erhalten. Die Losungs
methode besteht darin, daB man, wenn p Koeffizienten bestimmt 
werden sollen, diese so bestimmt, daB die Grundgleichung in den 
p-Punkten 

mn 
<p = -2p , m= 1,2,3 ... p 

erfiillt ist. Die in untenstehender Tabelle angegebenen Zahlen
werte wurden unter Beibehaltung der ersten vier Koeffizienten 
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At, As, A 5 , A7 gefunden, wobei die Grundgleichung in den vier 
Punkten 

cp = 22t 

JL = 0924 
b ' 
2 

45 

0,707 

67~ 

0,383 

90 Grad, 

o 

erfullt wurde. Wenn man diese "vier Werte von cp wieder in die 
Grundgleichung einsetzt, erhalt man vier lineare Gleichungen fUr 
die vier Koeffizienten. Man muB in diese Gleichung die genauen 
Werte von !l und IX einsetzen, die von cp abhangig sind. 

Der einfachste Fall ist der eines rechteckigen Tragflugels i mit 
uber die Spannweite konstanter Sehne t und konstantem Anstell
winkel IX. Der Parameter ~ hat den konstanten Wert: 

ao 
~=4T. 

Die Koeffizienten AI' A 2 ,... bestimmt man zweckmaBig als 
Vielfache von ~IX. Die Neigung der Kurve des Auftriebsbeiwertes 
in Abhangigkeit vom Anstellwinkel fUr den Tragflugel ist dann 

a Jl Al 
ao "4 (t0l.. 

Der Anstellwinkel und der Widerstand, die dem Auftriebskoeffi
zienten 1;a entsprechen, sind: 

I 
IX = IXo + ;;: (1 + T) 1;a, 

1;00 = 1;wp + :J. (1 + b) !;~, 
wo 

1 + T = ~ (~; - :), 
~nA~ 

1 + b=~. o~--~4~5----~1~o----~~~5----~0o 

ao 
Abb.85. 

Die mit dieser Methode er-
haltenen Zahlenwerte sind in 
Tabelle 11 angegeben. In Abb. 85 sind auch die Werte der Eindecker-

1 Die L6sung fiir den rechteckigen Tragfliigel wurde zuerst von Betz 
auf einem anderen und viel miihsameren Wege gefunden: "Beitrage zur 
Tragfliigeltheorie mit besonderer Beriicksichtigung des einfachen recht
eckigen Flilgels". Diss. G6ttingen 1919. 

9* 
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koeffizienten i und 0 dargestellt. Die Werte von 0 sind klein, 
so daB man eine gute Annaherung des induzierten Widerstands
beiwertes erhalt, wenn man 0 vernachlassigt und elliptiscbe Auf
trie bsverteilung annimmt. Die Werte von r sind nicht so klein; man 
muB deshalb diesen Koeffizienten immer beibehalten, wenn man 
den Anstellwinkel eines rechteckigen Tragfliigels bestimmen will. 

11.4.1. Genauigkeit der Ergebnisse. Um die Genauigkeit der 
Ergebnisse zu zeigen, die man erhalt, wenn man nur vier Koeffi
zienten AI' A 2 , As, A4 in der Reihe fiir die Zirkulation beibehalt, 
sind die Rechnungen in einem Fall (1 = ao) der Reihe nach mit 
einem, zwei, drei und vier Gliedern der Reihe durchgefiihrt 
worden. Die Ergebnisse zeigt Tabelle 12; sie zeigen, daB die Werte 
fUr i und 0 fast ihre Grenzwerte erreicht haben, wenn man vier 
Glieder beibehalt. Fiir rasche Rechnungen diirften drei Glieder 
schon eine gute Annaherung an die wahren Werte ergeben. 

Tabelle 11. Rechteckige Tragfliigel. 
,\ A, As A, A, 

I 
a A-

" - - , 
ao ucx ftC< I'ex I'ex ao a 

0,5 0,748 0,060 0,009 0,0014 0,587 0,85 0,10 0,019 
0,75 0,859 0,090 0,016 0,0027 0,675 I,ll 0,14 0,034 
1,0 0,928 0,115 0,023 0,0041 0,729 1,37 0,17 0,049 
1,25 0,976 0,136 0,030 0,0055 0,767 1,63 0,20 0,063 
1,50 1,0n 0,154 0,036 0,0070 0,794 1,89 0,22 0,076 
1,75 1,038 0,169 0,042 0,0084 0,815 2,15 0,24 0,088 

Tabelle 12. Schrittweise Naherungen. 

Anzah! A, As A, A, 

I 
, 

I 
0 der Glieder !'IX I'ex I'ex 1'0< 

I 0,800 - - -
I 

0,86 

I 

0,0 
2 0,917 0,084 - - 0,22 0,025 
3 0,926 o,no 0,016 -

I 
0,18 0,044 

4 0,928 I 0,1l5 0,023 I 0,004 0,17 0,049 
I 

11.4.2. Wirkung des Seitenverhiiltnisses. Die Umrechnungs
formeln fiir den Ubergang vom Seitenverhaltnis A. zu l' sind fiir 
einen rechteckigen Tragfliigel: 

IX' - IX = ~ (1 + ~ - ! + ")" C n ~ A a, 

;-, _ C = ~ (~+ (3' _ 1 + (3) C' "w W n).' ). a· 
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Tabelle 11 und Abb. 85 geben die Werte von '(; und d in Abhangig

keit von ~. Die Beziehung zwischen ~ und ~ kann man aus 
ao a ao 

derselben Tabelle oder aus Abb. 86 gewinnen; sie ist mit groBer 
Annaherung durch das lineare Gesetz 

~ = 0,33 + 1 04 ~ a . , ao 

gegeben. Die experimentelle Bestimmung der kennzeichnenden 
GroBen eines rechteckigen Tragflugels yom Seitenverhaltnis J. gibt 

den Wert von ~; die entsprechenden Werte von .~, '(; und d kann 
a ~ 

man dann aus den Kurven ·entnehmen. Damit ist der Wert ao 
bekannt und die Werte von '(;' und d' konnen fur irgendein anderes 
Seitenverhaltnis )" sofort aus . 2,5 
Abb.85 entnommen werden. 

Wenn ao = 2n ist, dann 
erge ben sich die Werte fur das 
normale Seitenverhaltnis 6 zu 

'(; = 0,163, 

<5 = 0,046. 

Wenn man dann den Anstell
winkel in Graden ausdruckt, 
wird 

tX = tXo + 3,55 . f;a , 

f;w = f;wp + 0,0555 f;~ • 

Diese Zahlenwerte entsprechen 
den Werten 3,5 0 und 0,053 beim 
elliptischen Tragflugel mit 
demselben Seitenverhaltnis. 

1,5 

a 

/ 
V 

L 
,/ 

I 

I 
I 

1,0 
. .& ao 

Abb.86. 

/ 
I' 

---

I 

IJ 
J 

In Tabelle 13 ist schlieBlich noch die Neigung der Auftriebs
kurve fUr rechteckige Tragflachen mit verschiedenem Seitenver
haltnis angegeben. Diese Werte liegen alle etwas unter den in 
Tabelle 10 angegebenen entsprechenden Werten fur elliptische 
Tragflugel. 

Tabelle13. N eigung del' A uftrie bskurve fiir rechteckige Tragfl iigel. 

J. 10 I 8 6 4 

a (BogenmaB) . 
a (Grad) ... 

6,28 
0,110 

5,04 ! 4,84 
0,088 0,084 

4,54 
0,080 

4,12 
0,072 
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11.4.3. Aufbilummoment. Die Beziehung zwischen dem Mo
mentenbeiwert und dem Auftriebsbeiwert eines gleichformigen 
rechteckigen Tragfliigels ist dieselbe wie fiir das Profil in zwei
dimensionaler Stromung, also von der Form 

Cm = mo + mI (;a 

wo mo und ml in der Regel beide negativ sind. Denn wenn diese 
Gleichung den Momentenbeiwert des Fliigelprofils in zweidimen
sionaler Stromung darstellt, dann wird das Aufbaummoment um 
die Vorderkante des rechteckigen Tragfliigels: 

b 
+"2 

! ·Cm· t • F .QC5= !f(mO+ml~~)t2QC5dy, 
b 
2 

WO 2t Z fUr den Auftriebsbeiwert des Fliigelprofils geschrieben ist. 
Co 

Wenn wir setzen: 
b 

Y = - -2cos<P 

F = bt 

Z = 2bco 2' An sinn<p , 

dann erhalten wir 

denn 

n 

Cm = ! f{mo + 4btm1 ~ Ansinn<p} sin<p dIP 
o 

:n;b 
=mo+m1TAI 

= mo + mICa 

11. 5. Trapezformige Tragfliigel. 
Eine andere, wichtige Art von Tragfliigeln ist die, bei denen 

die Sehne von einem Wert to in der Mitte gleichmaBig auf to(l- u) 
an den Spitzen abnimmt. 1m allgemeinen ist diese Anderung der 
Sehne mit einer Anderung des Fliigelprofils verbunden; wir wollen 
jedoch zunachst annehmen, daB der Tragfliigel keine aerodyna-
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mische Verwindung besitze, d. h. daB der von der neutralen Linie 
der Querschnitte aus gemessene Anstellwinkel uber die ganze 
Spannweite hin konstant sei. 

Wir erhalten wie oben Losungen aus der Grundgleichung 

~ An sinn<p (nfJ + sin<p) = fJO> sin<p . 
Die Losung ergibt slch in derselben Weise, nur hat jetzt fJ an 
den betrachteten vier Punkten 

<p = 22 i 0 , 45 0 , 67 i 0 , 90 0 

verschiedene Werte. FiiT diesen Bereich ist 

wenn 

t = to(l - u cos<p) 
fJ = fJo (1 - u cos<p) 

Die Flache des Profils ist 
F = (1 - iu) b . to , 

das Seitenverhaltnis ist 
1- 2b _ ao 

- {2 - ,,)to - 2· (2 - "){Lo • 

Zahlenwerte, die den EinfluB der Abnahme der Sehne 
zeigen, gibt fur das Seitenverhaltnis 1 = ao Tabelle 14; die ent
sprechenden Werte der Eindeckerkoeffizienten T und 0 sind in 
Abb. 88 gegeben. Es zeigt 0,2.---,....---,.---.... ----, 
sich, daB man die besten 
Ergebnisse erhiilt, wenn die 
Sehne am Flugelende ein (V t-\\----t----t----V'----j 

Drittel bis ein Halb der 
mittleren Sehne ist, denn 
es ist wunschenswert, T und 
o so klein als moglich zu 
machen. 

o 0,25 0,50 0,75 ~oo 
Sehne aupen. Behne in der Mitte. 

Abb.88. 

Tabelle 14. Tra pezfiirmige Tragfl ugel (J. = ao)' 

" 
A, A, As 
IX IX IX 

° 0,232 0,029 0,006 
0,25 0,236 0,020 0,008 
0,50 0,240 0,007 0,010 
0,75 0,241 -0,012 0,010 
1,00 0,232 -0,050 0,002 

A, 
IX 

0,001 
0,000 1-0,001 

-0,002 
-0,004 

a 
ao 

0,729 
0,742 
0,754 
0,757 
0,729 

T 

0,17 
0,10 
0,03 
0,01 
0,17 

0,049 
0,026 
0,01l 
0,016 
0,141 
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11. 6. Verwnndene TragfHigel. 
Wenn sich die Form des Tragfliigelquerschnittes iiber die 

Spannweite hin andert, wahrend die Sehnen der Querschnitte in 
einer Ebene liegen, dann bezeichnen wir das Profil als aero
dynamisch verwunden. Wegen der Veranderung des Austell
winkels fiir die Nullinien der Querschnitte wird der dicke Quer
schnitt in der Mitte des Tragfliigels einen groBeren wahren Austell
winkel besitzen als die diinnen Querschnitte in der Nahe der 
Enden. 

Ais Beispiel fiir die Berechnung der kennzeichnenden GroBen 
eines verwundenen Tragfliigels wollen wir einen rechteckigen Trag
£liigel mit konstantem Querschnitt betrachten, dessen Anstell
winkel von der Mitte nach den Enden hin gleichmaBig abnimmt. 
Es sei iX der Anstellwinkel in der Mitte des Tragfliigels und s die 
Abnahme von der Mitte nach jedem Ende. Fiir die Backbord
halfte des Tragfliigels ist dann der Anstellwinkel 

IX = IX - S cosq:>; 

die Grundgleichung fiir die Koeffizienten AI' A 2 , • • • der Reihe 
fiir die Zirkulation wird damit: 

~Ansinnq:>(n,u + sinq:» = ,usinq:>(iX - scosq:». 

Die Losung fiir die ersten vier Koeffizienten der Reihe erfolgt 
wie oben, jedoch wird jetzt jeder Koeffizient in zwei Tellen be
stimmt, wovon der erste proportional ,uiX und der zweite pro
portional ,us ist. Zahlenwerte fiir den Fall A = ao sind 

Al = 0,928,uiX - 0,408,us, 

As = 0,115,uiX - 0,242,us, 

A5 = 0,023,uiX + O,OIO,us , 

A7 = 0,004,uli - 0,023,us . 

Der Auftriehsbeiwert deft verwundenen Trag£liigels ist 

nbS 
Ca = F· Al = 4,56 iX - 2,02 s . 

Seine Neigung ist dieselbe wie fiir den entsprechenden nicht ver
wundenen Tragfliigel. 
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Den induzierten Widerstandsbeiwert des Tragfliigels konnen 
wir wieder in der Form schreiben: 

~Wi = n~2 (1 + t5) C~ . 

Der Koeffizient t5 hallgt aber jetzt yom Anstellwinkel des Trag
fliigels abo Wenn e = 0,1 Bogengrade (5,7°) ist, dann sind die 
kennzeichnenden GroBen des Tragfliigels bei verschiedellen Anstell
winkeln folgende: 

IX Ca ,} 

0,10 0,256 0,205 
0,15 0,484 0,027 
0,20 0,712 0,009 
0,25 0,940 0,003 

Diese VVerte von (J entsprechen dem Wert 0,049 fUr den zugeho
rigen unverwundenen rechteckigen Tragfliigel; es zeigt sich also, 
daB der verwundene Tragfliigel mit einem Abfall des Anstell
winkels gegell die Enden auBer bei sehr kleinen Auftriebs
beiwerten einen kleineren Widerstand besitzt. 

Der allgemeinere Fall eines verwundenen trapezformigen Trag
fIiigels kann ahnlich gelost werden; die einzige Allderung ist, daB 
der Parameter f1, jetzt als FUllktioll der Koordinate cp (wie in 
11. 5) betrachtet werden muB. 

11.7. Auftriebsverteilung. 
Die Losung des Problems eines Eindeckers mit Hilfe einer 

Fourier-Reihe fUr die Zirkulation konnen wir auch beniitzen, um 
die Form der Auftriebsverteilung iiber die Spannweite des Trag
fIiigels zu bestimmell, da ja der Auftrieb irgendeines Elements 
der Spannweite des Tragfliigels proportional der Zirkulation um 
dieses Element ist. 1m allgemeinen haben wir nur die ersten vier 
Glieder der Fourier-Reihe bestimmt; die entsprechende Auftriebs
verteilungskurve hat deshalb sinusartigen Charakter. Die Losung 
ist jedoch nur an den vier Punkten cp = 22!, 45, 67! und 90° 
der halben Spannweite genau, die zur Bestimmung der Koeffi
zienten der Fourier-Reihe beniitzt wurden. Die Auftriebsvertei
lungskurve ist deshalb als glatte Kurve durch die in diesen Punkten 
bestimmten Werte zu ziehen. 
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Abb. 89 zeigt die Auftriebsverteilungskurven fUr verschiedene 
Tragflugelformen, die auf diese Weise bestimmt wurden; der Ordi

o 

Ellipse 
~ Trupez 

natenmaBstab ist da
bei so gewahlt, daB 
jeder Tragflugel den
selben Gesamtauf
trieb besitzt. Ein Flu-

Rechfeclr 

gel von elliptischem 
UmriB gibt eine ellip
tische Auftriebsver
teilung, einTragflugel 
mit irgendeiner an
deren Form gibt eine 
Auftriebsverteilung, 

0,2 ~~ ~6 0,8 ~o die eine Zwischen-
form zwischen der 
Form des Tragflugels 

und der Ellipse darstellt. Aerodynamisch wird die Guto eines 
Tragflugels durch den Grad der Annaherung seiner Auftriebs
verteilung an die elliptische Form gemessen. 

En!fernvng Icings der Spunnweite 
Abb.89. 

XII. Die Strornung urn einen Tragfliigel. 
12.1. Das Strombild. 

Die Abweichung der wirklichen Geschwindigkeit von cler un
gestorten Co in irgendeinem Punkt der FlUssigkeit ruhrt von dem 
vom Tragflugel erzeugten Wirbelsystem her und kann als Ge
schwindigkeitsfeld dieses Wirbelsystems berechnet werden. Die 
allgemeine Natur dieses Wirbelsystems, das die Zirkulation um 
den Tragflugel und die von seiner Hinterkante abgehenden Wirbel
enden umfaBt, ist in 10.2 besprochen worden; die Untersuchung 
des Kapitels XI liefert eine Methode, die Starke des Wirbelsystems 
irgendeines Eindeckers zu bestimmen. Die Untersuchung grundet 
sich auf die Annahme, daB man den Tragflugel durch eine Auf
trieb liefernde Strecke ersetzen kann; die auf diese Annahme auf
gebauten Rechnungen versagen offenbar fUr die Bestimmung der 
Stromung in unmittelbarer Nachbarschaft des Tragflugels, wo die 
Profilform das Strombild beeinfluBt. In der Nahe des Wirbel
gebietes muB man auch das Bestreben der abgehenden Wirbelflache 
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zum Aufrollen in zwei endliche Wirbel berucksichtigen. Ab
gesehen von diesen beiden Beschrankungen kann man aus der 
einfachen Annahme einer Adtriebslinie mit. geraden Wirbellinien, 
die stromabwarts laufen, eine oefriedige:r de Darstellung des Strom
bildes um einen Tragflugel beromwen. In groBen Entfernungen 
vom Tragflugel und seinem Wim elgebiet schlieBlich wird das Ge
schwindigkeitsfeld nur vom Aururieb des Tragflugels abhangen 
und unabhangig von der Spannwelte und der Auftriebsverteilung 
sein. 

Zur Bestimmung des Stromfe}Jes um einen Tragflugel 
wollen wir das normale Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt 
in der Mitte des Tragflugels benutzen. Die x-Achse lauft in der 
Bewegungsrichtung des Tragflugels relativ zur Luft nach vorn, 
die y-Achse erstreckt !J 

sich langs der Spann
weite nach Steuerbord, a: 

und die z-Achse liegt 
senkrecht zu den beiden 
anderen (s. Abb. 90). 
Das Geschwindigkeits
feld des Wirbelsystems, 
das die StCirung des
gleichformigen Stromes 

z 
Abb.90. 

Co durch den Tragflugel darstellt, wollen wir durch seine Ge
schwindigkeitskomponenten ciz, Ciy und Ciz parallel zu den Achsen 
ausdrucken. 

Aus der einfachen Form, die wir fUr das Wirbelsystem an· 
genommen haben, folgt sofort, daB die Langskomponente der 
Geschwindigkeit Ci1) nur von der Zirkulation um den Trag
£lugel abhangt und daB die Komponente langs des Tragflugels 
Ciy nur vom System der abgehenden Wirbelenden stammt, 
wahrend die normale Komponente Ciz vom ganzen Wirbelsystem' 
herruhrt. 

Das Strombild soll zunachst unter der Annahme gleichmaBiger 
Auftriebsverteilung uber die Spannweite untersucht werden, und 
zwar wollen wir hauptsachlich die senkrechte Geschwindigkeits
komponente Ciz betrachten. Die Wirkung anderer Auftriebsver
teilung solI nur in einigen wenigen Gebieten von besonderer Wich
tigkeit untersucht werden. 
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12. 2. GleichmaBige Auftriebsverteilung. 
Das Wirbelsystem eines Tragfliigels mit gleichm1tBiger Auf

triebsverteilung iiber die Spannweite besteht aus dem Tragfliigel 
AA' und den beiden geradlinigen abgehenden Wirbelenden AB 

z 
Abb.91. 

Y und AB'; die Zirkula-

8' 

tion ist fiir das ganze 
System gleich Z. Der 
Punkt P, in dem die in
duzierte Geschwindig

fJ keit bestimmt werden 
solI, ist zweckmaBig mit 
negativen Werten fUr 
die Koordinaten x und z 
zu wahlen, wie Abb. 91 
zeigt. Es seien PL, PM 
die Ebene Ox y und die und PN bzw. die Normalen von P auf 

Geraden Oy und AB. Dann ist 
ML= --x = x', 
OM=y, 
PL=-z=z', 

OA = OA' =; . 
Die von der Zirkulation Z um den Tragfliigel AA' herriihrende 

in P induzierte Geschwindigkeit steht senkrecht zur Ebene P }'!fO 
und hat den Wert 

Ci, = 4.71:~ M (cosPA' A + cosPAA') 

z 1 Y+-~- Y-~ I 
= 4.71: y;'2 + Z'2 V X'2 + Z'2 + (Y + -;-y - y x'2 + Z'2 + (Y - ; r . 

Die Komponenten dieser Geschwindigkeit sind: 

Ci,x = - 4~ • :22 ~ z'21 Y + ~ b 2 - r- Y - ~ b 21 
YX'2 + Z'2+(Y+-2-) VX'2+z'2+(y- 2 ) 

C· = 0 
," b b 

~,,~ .:", ~ ·,1 tx" + ::+(y + :r v",, + '~~ +'(, - :y). 
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Die von der Zirkulation Z um das Wirbelende AB herriilirende 
im Punkt P induzierte Geschwindigkeit steht senkrecht zu der 
Ebene PAB und hat den Wert: 

Z 
Ci, = 4nP N (1 + cosP AB) 

.. jI '" :(Y -u 11+ y:;;. + ,,~+ (. -i)' \; 
die Komponenten dieser Geschwindigkeit sind: 

C;. ~ - .z. "'+ (: _ :yj' + jlx"+ ".:(. _ i)' \ 
b 

""'~-:.. '(2,),\1+,--- xl 2\ 
Zl2 + y -"2 V X'2 + zl2 + (Y - :) . 

Ahnlich ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten in P, 
die von der Zirkulation um das Wirbelende A' B' herriihren, zu 

". ~ :"" + (: +il'l1+ Vx" +:. +(Y+ i)' \ 

' .. ~;. • ( i • )' 11 + x, f 2\ 
ZI2 + Y + 2 11 xl 2 + Z'2 + \Y + :) . 

Die Komponenten der in P induzierten Geschwindigkeit, die 
vom Tragfliigel und seinen abgehenden Wirbelenden herriihren, 
ergeben sich als Summen der obigen Ausdriicke: 

Ciz = Ci1X ' 

C'g = Cioy + Ciau 

Ciz = ci,., + Ci .. + Ci •• 

Die genaue Untersuchung dieser Ausdriicke soll auf die Ge
biete beschrankt werden, die besonderes Interesse besitzen, d. h. 
auf Punkte der Querebene (x = 0) und auf Punkte der x-Achse. 
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Die induzierte Geschwindigkeit ist proportional der Zirkulation 
Z, die mit dem Auftrieb des Tragfliigels durch die Gleichung ver
kniipft ist: 

oder 
Z F 

-b = ",b2Co i;u. 
"'2 

Dieser letzte Ausdruck ist gleich der induzierten Starungs
geschwindigkeit CiO eines Tragfliigels mit elliptischer Auftriebs
verteilung (s. 11.3); es ist zweckmaBig, die induzierten Ge
schwindigkeitskomponenten im allgemeinen Punkt Pals Viel
fache von CiO auszudriicken. 

12.2.1. Die Querebene. Die Langskomponente der induzierten 
Geschwindigkeit in einem Punkt der Querebene (x = 0) ist 

Cix = 4! zlf ! y (% b (V y - % b rJ ; 
V Z2 + Y + 2 Z2 + (Y - 2 

fiir Punkte der z-Achse vereinfacht sich dieser Ausdruck zu 

b 
Z 2 

Cix = 2", V'~ (b)2 
Z Z2 + _ 

2 

1 b2 F· coCa 
= 2 V (b)2 4n~. 

Z Z2 + _ 
2 

Die Langskomponente der Luftgeschwindigkeit relativ zum 
Tragfliigel ist (co -Cix); iiber dem Tragfliigel, wo z und ci., negativ 
sind, wird sie also vergraBert, unter dem Tragfliigel verkleinert. 
Die Anderung der Langsgeschwindigkeit zeigen folgende Zahlen
werte: 

z 
k 1 1, b=t 2 

Cix = 142 
CiO ' 

,62 0,35 0,11. 

FUr einen Tragfliigel mit dE n Seitenverhaltnis 6 hat die Ge
schwindigkeit Cio den Wert 0, 53 coi;u. Die Anderung der Langs-
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geschwindigkeit ist also bei dem hohen Auftriebsbeiwert von 1,0 
in einer Tiefe von einer halben Spannweite unter dem Tragflugel 
nur von der GroBenordnung von 2 %. 

12.2.2. Die seitliche und die Normalkomponente der induzierten 
Geschwindigkeit in einem Punkt der Querebene (x = 0) sind 

Z byz 

Ciy = 2:,; [y2 + Z2-+-(~, ~,-c)~2~r:-_-y-2-82 ' 

Z ~ [y2 - Z2 - ( ~ rJ 
Ciz = -- -211 [y2 + Z2 _ (~ rr _ y2 b2 • 

Der Nenner dieser beiden Ausdrucke ist immer positiv. Die 
seitliche Komponente ist also uber dem Tragflugel nach innen 
und unter dem Tragflugel nach au13en gerichtet, wahrend das Vor
zeichen der senkrechten Komponente von dem des Ausdrucks 

[y2 - Z2 -(~-Yl abhangt. 

In groBer Entfernung vom Tragflugel nahern sich die Aus
drucke den Werten 

Z byz 2yz Fcot,a c· - ---- ---- - ---- ------
·u - 211 (y2 + Z2J2 - (y2 + Z2)2 8,-,; , 

b 2 2 
Z 2 (y - z) y2 - Z2 Fcot,a 

Ciz = - 2:,; (y2 + Z2)2 = - (y2 + z2)if s;- , 

Auf der z-Achse ist die Normalkomponente der induzierten 
Geschwindigkeit: 

. _ Z ~ _ 1 (-~r Fcot,a 
Ciz - 2,-,; ~-;-(b)2 -2~--(b)2 ~ 

'" + -2- z + 2 

Sie besitzt folgende Zahlenwertc: 
z 1 1 
b -6- -3-

1 
1 

2 

Ciz = ° 45 0,35 
Cio ' 

0,25 0,10. 

Fur einen Tragflugel mit dem Seitenverhaltnis 6 hat die Ge
schwindigkeit Cio den Wert 0,053 co~a; in einer Tiefe von einer 
halben Spannweite unter dem Tragflugel ist die Abwartsgeschwin-
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digkeit 0,01325 coCa, was einem Neigungswinkel von 0,75° Ca ent
spricht. 

12.2.3. Die Langsachse. In einem Punkt der x-Achse (y = z = 0) 
sind die Langs- und die seitliche Komponente der induzierten 
Geschwindigkeit Null, die Normalkomponente besitzt den Wert 

b 

Z ""2 Zj x I 
Ci

z = -~ XVx2+(~r + nb 1- vX2+(~r 

=~j1-- V~)I. nb X2 
Vor dem Tragflug \1 ist die Normalgeschwindigkeit negativ; 

die Luft str6mt nach 0 )en, dem Tragflugel entgegen. Hinter dem 
Tragflugel ist die Nor.nalgeschwindigkeit positiv, und in einer 
Entfernung l hinter dem Tragflugel ist die Neigung der Strom
richtung s gleich 

Wenn wir fur den Neigungswinkel mit Hilfe der Vergleichs
geschwindigkeit Cio schreiben 

CiO F T-
So = Co = nb2 <"a, 

dann wird der Ausdruck fUr den Neigungswinkel hinter dem Trag
£lugel 

Er ergibt folgende Zahlenwerte: 

l 1 1 
7; 6 "3 

!.- = 2,08 
"0 

lAO 

1 
2 

1,21 

1, 

1,06. 
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12. 3. Elliptische Anftriebsverteilung. 

Wir haben das Strombild bis jetzt unter der Annahme iiber die 
Spannweite des Tragfliigels konstanter Auftriebsverteilung be
trachtet. Diese Bedingung wird von keinem Trag£liigel erliillt; 
jedoch k6nnen wir die tatsachliche Auftriebsverteilung stets durch 
"Uberlagerung einer Anzahl einfacher Hufeisenwirbel (s. 10.2.1 und 
Abb. 77) aufbauen. Urn die entsprechenden Werte der induzierten 
Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt abzuleiten, ersetzen wir 

die Lange {der Gleichungen von 12.2 durch eine langs der Spann

weite des Tragfliigels gemessene Koordinate 1J und die Zirkula

tion Z durch - ~Z d'YJ und integrieren die Ausdriicke von 1J = 0 

bis 'YJ = ; . Diese I~tegration ist jedoch im allgemeinen auBerordent

lich verwickelt. 
FUr den Fall elliptischer Auftriebsverteilung (s. 11.3) wird 

die Zirkulation in irgendeinem Punkt des Tragfliigels 

h 2b"A, V' tt )', 
die induzierte Geschwindigkeit am Tragfliigel ist 

CiO = CoAl' 
Hieraus folgt: 

Z = 4CiOV(~r - 'YJ2, 

dZ 4Ci01) 

- dri V(~r _1)2 • 

12.3.1. Die Hoehaehse. FUr die induzierte Geschwindigkeit in 
einem Punkt der z-Achse erhielten wir in 12.2.2 fUr gleichmaBige 
Auftriebsverteilung b 

Z '2 
ci. = 2n --(-b)2' 

Z2 + '2 

FUr elliptische Auftriebsverteilung wird also 

GJauert·HolI, Luftschrauben. 10 
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Das liiBt sich durch die Substitution 1] = % sin rp einfach integrieren 
und gibt: 

Diese Gleichung liefert die Zahlenwerte: 

z 1 I 1 
I, 

b -6 3 2 

Ciz = 0,68 
CiO 

0,45 0,29 O,ll. 

Ein Vergleich mit den in 12.2.2 fUr gleichmiiBige Auftriebsvertei
lung gegebenen Werten zeigt, daB in einer Tiefe von einer halben 
Spannweite unter dem Tragflugel del' Unterschied der induzierten 
Geschwindigkeit 0,04 CiO betriigt. Diesen Unterschied ki:innen wir 
vernachHissigen, denn er entspricht fUr einen Tragflugel mit dem 
Seitenverhiiltnis 6 einem Unterschied der Stromlinienneigung von 
nur 0,12° ta. 

Fur groBe Entfernung vom Tragflugel stre bt die induzierte 
Geschwindigkeit sowohl fUr gleichmiiBige als auch fUr elliptische 
Auftriebsverteilung dem Wert 

1 b2 F 
ci, = -8 2 cio = -8 2col:;a Z '<z 

zu und bestiitigt damit den allgemeinen Satz, daB in groBer Ent
fernung vom Tragflugel und seinem Wirbelgebiet die induzierte 
Geschwindigkeit nul' vom Gesamtauftrieb abhiingt, wiihrend sie 
von Spannweite und Form der Auftriebsverteilung unabhiingig ist. 

12.3.2. Die Querebene. Bei elliptischer Auftriebsverteilung 
ki:innen wir die Stri:imung in der Querebene (x = 0) aus del' Tat
sache ableiten, daB die induzierte Geschwindigkeit uber die ganze 
Spannweite des Tragflugels den konstanten Wert Cio besitzt. Die 
Stri:imung ist deshalb identisch mit del' Stri:imung, die eine Platte 
von der Liinge b vel'ursacht, wenn sie sich mit del' Geschwindig
keit Cio senkrecht zu sich selbst bewegt. Die Stl'omfunktion diesel' 
Stri:imung wurde in 6.2.3 angegeben, und das Strombild wil'd 
durch Abb.44 veranschaulicht. Wenn wir schreiben: 

y = ~- sin A cr:of/~, 

z ==~ -t cos;' C5inJl , 
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so kann man zeigen, daB die Normalgeschwindigkeit 

{ @5in fl (£of fl } . 
ei = eio 1 - (£ "2 • 2' wlrd. 

z 01 fl - sm A 

Die Zahlenwerte von Ciz ' die diese Formel Hit Punld,e in rter 
Niihe des Tragfliigels ergibt, sind in Tabelle 15 angegeben und in 
Abb.92 veranschaulicht. 

z 

~o~--------~----__________________ ~ 

Ciz 
Cio 

o 11 Il/Z5 

-~oL--------------------"':---------' 

o 

Abb.92. 

Ciz 
Tabelle 15. Werte von --. 

C'iO 

0,125 I 0,250 I 0,375 I 0,45 0,55 0,625 

b=O 1,00 

0,90 
0,80 
0,71 
0,63 
0,55 

1,00 1,00 1,00 

0,89 0,84 0,68 
0,79 0,72 0,46 
0,69 0,60 0,351 
0,60 I 0,51 I 0,29 
0,53 0,44 0,25 

1,00 

0,17 
0,09 
0,07 
0,09 
0,11 

-1,40 -0,67 

0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 

-0,89 
-0,48 
-0,26 
-0,13 
-0,06 

-0,58 
-0,44 
-0,32 
-0,22 
-0,15 

0,75 

-0,34 

-0,32 
-0,29 
-0,26 
-0,21 
-0,16 

In groBer Entfernung vom 1'ragfliigct1 werden folgende Grenz
werte erreicht: 

oder 

y = i be!' sin2 , 

z = tbe"cos2, 
Ciz = 2e-2 ,u(cos2 2 _ sin22) 
CiO 

b2 y2_z2 
= -8 (y2 + Z2)2 

y2 _ Z2 FCo!;a 
eiz = -- (y2 + Z2)2 • -8--;;:-- . 

10* 
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Das ist aber wieder derselbe Grenzwert, den wir auch in 12. 2.2 
unter Annahme gleichmiWiger Auftriebsverteilung erhielten. 

12.3.3. Die Langsachse. Die Neigung der Stromlinien in einem 
Punkt der x-Achse haben wir in 12.2.3 fUr gleichmaBige Auftriebs-

verteilung in der Form I r:;-( b )2) 
Z t 1 + z-

e=- 1+----
:Jr bco 1 

erhalten; damit ergibt sich fUr die elliptische Auftriebsverteilung 

b 

, ~ }-~,. ]I (i):~ )' + ii' i '·ld. 
o 

b 

~ ~ ,/11 + ii'; 'lV(}r H' 

Wenn wir setzen: b 
'Y) = Z-coscp, 

12 = I - k2 (~)2 
k2 2' 

dann wird dieses Integral 

2 

~ = ~f{1 + V'~ - k2 Sinll?:} dcp 
"0:Jr I - k2 

o 
2 E 

= 1 + - --;-=-..=c , 
:Jr VI - k2 

wo E das vollstandige elliptische Integral 

bedeutet. 

2 

E = f y[--- k2 sin2 cp d cp 
o 

Aus dieser Gleichung erhalt man folgende Zahlenwerte fUr die 
N eigung der Stromlinien: 

1 I 
b 6 

s_ = 323 
o " <'0 

1 
3 

2,43, 

1 
2 

2,22, 

1, 

2,06. 
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Diese Werte sind betrachtlich hoher als die in 12.2.3 angegebenen, 
die fiir gleichmaBige Auftriebsverteilung abgeleitet wurden. 
Sie streben iiberdies fiir Unendlich werdendes l dem Wert 280 

statt 80 zu. Es kann keine dieser Wertereihen als befriedigend 
angesehen werden. Sie griinden sich auf die Annahme, daB die 
abgehenden Wirbelenden sich geradlinig bis ins Unendliche er
strecken; wenn man zu einer verlaBlichen Schatzung der Neigung 
der Stromlinien hinter dem Tragfliigel kommen will, dann muf3 
man der Tatsache Rechnung tragen, daf3 die Flache der abgehenden 
Wirbelenden instabil ist und sich in ein Wirbelpaar aufrollt. 

12.4. Neigung der Stromlinien. 
Die Gleichungen fUr die induzierte Geschwindigkeit Ciz auf der 

Langsachse, die in den Abschnitten 12.2.3 und 12.3.3 entwickelt 
wurden, stiitzen sich auf die Annahme, daf3 sich die abgehenden 
Wirbelenden geradlinig bis ins Unendliche erstrecken. In Wirklich
keit ist die Flache der abgehenden Wirbelenden instabil und rollt 
sich in ein Wirbelpaar auf, dessen Abstand b' etwas kleiner als 
die Spannweite b des Tragfliigels ist. Die Starke jedes dieser 
entstehenden Wirbel wird offenbar gleich der Zirkulation Z um 
die Mitte des Tragfliigels sein. In Punk
ten, die yom Tragfliigel und seinem 
Wirbelgebiet weit entfernt sind, wird b 1/ 

dieses abgeanderte Wirbelsystem einem 
Tragfliigel von der Spannweite b' mit 
gleichmaBiger Auftriebsverteilung Z Abb.93. 

gleichwertig sein; hiermit konnen wir die Entfernung b' be
stimmen aus der Gleichung 

P a = b' . (! coZ . 

Nun kann aber jede Auftriebsverteilung iiber die Spannweite 
eines Tragfliigels wie in 11.2 durch die Reihe 

Z = 2 bco 2'A"sinn 9? 

dargestellt werden; dann wird 

Pa = ~~nb2(!C6Al' 
Z = 2bco(Al - As + A5 - ... ) . 
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Hiermit ergibt sich 
b' p. 31: Al 
b = becoZ ="4 (AI - As + As - .•. ) . 

Die induzierte Geschwindigkeit Ci. in einem Punkte der Langs
achse in einiger Entfernung hinter dem Tragfliigel wird mit Hille 
dieses abgeanderten Wirbelsystems genauer erfaBt werden als mit 
der Annahme, die das Aufrollen der Wirbelflache vernachlassigt. 
Wir nehmen also als Wirbelsystem das eines Tragfliigels von der 
Spannweite b' mit konstanter Auftriebsverteilung Z an; dann 
wird die induzierte Abwartsgeschwindigkeit nach 11.2.3: 

Ci.= ~/(1+ V~~(~r) 
=~(1 I V~f)) 

3I:bl2eco" l . 

Die N eigung der Stromlinien ist also 

t = ! ~: (1 + V l2 ~ (~r) to, 

wo 
to = 3I:~2 1;", ist. 

Der Grenzwert der Neigung fiir unendlich werdende Entfernung ist 

b2 

t=b'sto· 

Die Werte von ~ konnen fiir rechteckige Tragflachen aus den 

in Tabelle 11 (Kap. XI) gegebenen Zahlen berechnet werden und 
sind in Tabelle 16 zusammen mit den entsprechenden Werten von 

!.... im Punkt l = 2b und den Grenzwerten fiir unendlich groB wer
eo 
dende Entfernung eingetragen. 

Die Anderun g der Stromlinienneigung schlieBlich wird 

de 1 b2 ( V (bl)2) 
drx ="2 b'2 1 ~2 ~dCa_.!....~ 

+ l 3I:b2 drx - So 3I:A • 

Der Wert dieses Ausdrucks im Punkt l = ~ ist ebenfalls in Ta
belle 16 eingetragen. 
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Tabelle 16. N eigung der Stromlinien. 

Tragfliigelform 
b' 

I 
.'!... (Grenzwert) .'!... (l=~) dE (l=~) b E. E. 2 d", 2 

Ellipse 0,785 1,62 1,84 0,44 (J. = ao) 
). 

Rechteck:- =0,50 ao 
0,844 1,40 1,62 0,61 

0,75 0,862 1,35 1,57 0,45 
1,00 0,875 1,31 1,52 0,35 
1,25 0,887 1,27 1,48 0,29 
1,50 0,896 1,25 1,46 

I 
0,25 

1,75 0,903 1,23 1,44 0,21 

Die Definition der Lange list etwas unsicher, da die Berech
nungen auf der Annahme aufgebaut sind, daB der Tragflugel durch 
eine Wirbellinie ersetzbar ist, wobei jedoch die Lage dieser tra
genden Linie im Tragflugel nicht festgelegt wurde. Die tragende 
Linie muB jedoch offenbar II-r-------------, 
durch den Druckpunkt des 
Tragflugels gehen; die Lange l 
ist also die Entfernung hinter 3 

dem Druckpunkt des Trag - e 
eo £lugels. 

Die Anderung der Nei- 2 

gung der Stromlinien mit der 
Entfernung hinter dem Trag
£lugel zeigt Abb. 94, wo die 
Kurven fUr einen elliptischen 
und einen rechteckigen Trag-

\ 
\ 
\ 
\ 

\'" 

... ........ -------~'!!!!!.'!...----
Ellipse 

Hechte&; 

£lugel yom Seitenverhaltnis 0 Q!:---q;!;2:;:"5---;;o,';;;50'-T"-Q,~,7.:;;:'5---::;-!1,QQ 
J.. = ao gezeichnet sind. Die F 
gestrichelten Linien stellen Abb. 94. 

die entsprechenden Werte fiir gleichmaBige und elliptische Auf. 
triebsverteilung dar, wenn das Aufrollen der Wirbelflache vernach. 
lassigt wird. 

Die Ergebnisse des Kapitels beziehen sich samtlich auf einen 
Eindecker; man kann jedoch hieraus das Strombild fiir einen 
Doppeldecker ableiten, wenn man die von den beiden Einzelflugeln 
herriihrenden Wirkungen addiert. 1m besonderen wird die Neigung 
der Stromlinien hinter einem Doppeldecker, der aus zwei recht
eckigen Tragflachen mit dem Seitenverhaltnis J.. besteht, nahezu 
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doppelt so groB sein wie hinter einem Eindecker mit dem gleichen 
Seitenverhaltnis und demselben Auftriebsbeiwert. Andererseits 

wird :: nicht verdoppelt, da :; fUr einen Doppeldecker kleiner 

wird. Wenn wir die in 1l.4.2und13.2.4angegebenenZahlenwerte 
fUr rechteckige Tragfliigel vom Seitenverhaltnis 6 beniitzen, finden 

wir, daB der Wert von :: fiir den Eindecker etwa 0,35 und fiir 

den Doppeldecker etwa 0,55 betragt. 

XIII. Der Doppeldecker. 
13. 1. Zweidimensionale Stromung. 

Das Problem der zweidimensionalen Stromung um ein Trag
£liigelpaar, das einen Doppeldecker bildet, ist sehr verwickelt; voll
standige Losungen sind nur fiir den Fall aufgestellt worden, daB 
die Trag£liigelquerschnitte gerade Linien sind. Es wird hier nur 
eine kurze 1Jbersicht gegeben, um die Untersuchungsmethode und 
die Art der Ergebnisse zu zeigen. 

13.1.1. Tandemdoppeldecker. Wir betrachten zuerst eine Tan
demanordnung, die von zwei Abschnitten AB und A' B' der reellen 
Achse gebildet wird, deren Endpunkte bei x = ± p, ± q Iiegen. 
Die allgemeinste wirbelfreie Stromung um diese Anordnung kann 
in der Form ausgedriickt werden: 

dw Z2 - m2 
c - ic = - = c' + c" ::r=::;;=====;~~ '" Y dz 0 0 y(p2 _ Z2)(Z2 _ q2) 

+~ Z + Z' n 
;n; t'(p2 _ Z2) (Z2 _ q2) ;n; y(p2 _ Z2) (Z2 _ q2) , 

wo die vier Ausdriicke vier Teilstrome darstellen: einen Parallel
strom mit der Geschwindigkeit Co in Richtung der x-Achse, einen 

IY Parallelstrom mit der Ge-
I schwindigkeit Co in Richtung 
I 
i der y-Achse, eine Zirkula-

.;::.8_' __ ..:,.4' J~_,::8 __ ---;:A' ______ ~ tionsstromung mit gleicher 
~ ~ I ~ ~ 

: ZirkulationZ um jeden Trag-
I £liigel und eine Zirkulations-

Abb.95. stromung mit positiver Zir
kulation Z' um den ersten und negativer Zirkulation Z' um den 
zweiten Tragfliigel. Die GroBen m und n sind Konstanten, deren 
Wert spater als FUllktioll von p und q bestimmt wird. 
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Der allgemeine Ausdruck steUt eine mogliche wirbelfreie Stro
mung dar, denn die Potentialfunktion wist eine Funktion der 
komplexen Veranderlichen z und besitzt fUr unendlich groB wer
dendes z den richtigen Grenzwert; sie liefert an den Oberflachen 
der Tragfliigel keine Normalkomponente der Geschwindigkeit und 
gibt endliche Geschwindigkeiten an allen Punkten mit Ausnahme 
der Endpunkte der Tragflachen. Das Vorzeichen der Wurzel 
y(p2 _ Z2) (Z2 -- q2) ist in Ubereinstimmung mit der vektoriellen 
Deutung des Ausdrucks zu wahlen. Das V orzeichen ist positiv an 
der Unterseite von AB und an der Oberseite von A' B ' , negativ 
an den entgegengesetzten Oberflachen. 

Den Wert der Konstanten m bestimmt die Bedingung, daB fiir 
die einfache Vertikalstromung C;; um keinen der beiden Tragfliigel 
eine Zirkulation vorhanden ist; der Wert der Konstanten n ergibt 
sich aus der Bedingung, daB fUr den vierten Teilstrom um den 
Tragfliigel AB eine Zirkulation Z' vorhanden ist. Diese Werte sind: 

m=pV; , 
JC P 

n=-<j'X' 

wo E und K die vollstandigen elliptischen Integrale fiir den Modullc 
darstellen, die durch die Gleichungen definiert sind: 

p2 _ q2 
k2 =--p2 , 

1 

; '1/I=-k2 X 2 

E = V 1- X2 dx, 
o 

1 

K =/ _ dx Y (l=-=X )C;C2 ~(l=_=:=:k2C=X~2) • 
o 

Die Punkte x == ± m sind die Staupunkte der einfachen Ver
tikalstromung auf der Oberflache der Tragfliigel. 

Um fiir den Anstellwinkel ()(, die Stromung zu bekommen, die 
an den Hinterkanten B und 13' glatt abflieBt, miissen wir schreiben: 

c~ = --co cos ex , c~ = Co sin eX • 

Die Werte von Z und Z' sind so zu wahlen, daB der Zahler iiber 
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der Wurzel in dem allgemeinen Ausdruck fur Cx - icy in den 
Punkten B und B' Null wird. Damit ergibt sich 

~~ Z=n(p-q)cosin<x 
8' ;4' IJ A 

Z' = 2 (pE - qK) Co sin <x . 

Abb.96. 

Die resultierende Kraft 
auf das Tandemsystem ist 
der Auftrieb 

Fa = 212 coZ = 2n (p - q) I2C5 sin <x , 
der der Gesamtzirkulation 2Z entspricht; das Tandemsystem ergibt 
also denselben Gesamtauftrieb wie ein einfacher Tragflugel mit 
der gleichen gesamten Sehnenlange 2 (p - q). 

Die auf jeden einzelnen Tragflugel ausgeubten Krafte k6nnen 
wir bestimmen, wenn wir das Integral 

. i ef(dW)2 X - ~y = 2" dz dz 

der Reihe nach um die Oberflache jedes Tragflugels auswerten. 
Wenn man das ausfiihrt, ergibt sich, daB der vordere Tragflugel 
AB eine gr6Bere Auftriebskraft erfahrt als der ruckwartige A' B', 
und daB der ruckwartige Tragflugel einen Widerstand erfahrt, 
der durch einen gleichgroBen Vortrieb des vorderen Tragfliigels 
ausgeglichen wird. 

13.1. 2. Der ungestaffelte Doppeldecker. Durch die konforme 
Abbildung 

df; Z2 - m2 

dz y(p2 _ Z2) (Z2 _ q2) 

kann man aus dem Tandemsystem die Anordnung eines un
gestaffelten Doppeldeckers gewinnen, der von zwei gleichen, par

z-Ebene 

i 
8 ' N' ,i B N --fi.;.;",.-AT --;;r--II , , 

Abb.97. 

~-Eb8I7e 
I 

'8' I4f---1~lV' 
~ 

----l-----
I 

M-t:T-1I 

allelen Tragflachen gebildet 
ist. Die Lage entsprechen
der Punkte der zwei Ebenen 
zeigt Abb. 97. 1m beson
deren entsprechen die End
punkte der Tragflachen des 
Doppeldeckers den Stau

punkten z = ± m des Tandemsystems, wahrend die Mittelpunkte 
der Tragflachen des Doppeldeckers den Endpunkten z = ± p, ± q 
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der TandemtragfUichen entsprechen. Den Abstand h der Doppel. 

deckertragfHichen erhalt man als Integral tiber ~ von B bis A', 

und die Sehne t als das Doppelte des Integrals tiber ~~ von M 

bis A. Die entsprechenden Werte ergeben sich mit Hil£e von 
elliptischen Integralen in der Form: 

h = 2p{EI _ p2 ;2 m2 K'l, 
t = 2p{E(k,r) - ;: F(k,r)}, 

wo 
1/p2- m2 , q 

r = V p2 _ q2 , k = P 
1 

I JV1- k'2 X2 E = 1 2 dx -x 
o 

r 

I~l/l- k2x2 
E (le, r) =. V -r=xT dx 

o 
T 

F (k,r) = J Y(l _ X2)d(~ _ k2x2) • 
o 

In groEer Entfernung von den Tragfltigeln wird die Trans· 
formation C = - i z. Dm die Stromung zu erhalten, die zur Sehne 
des Doppeldeckers unter dem Winkel (X geneigt ist, muE also der 
Grenzwert der Potentialfunktion sein: 

W = - Co (COM + i sin1X) ~ 

= - Co (sin1X - i COS1X) z. 

Die allgemeine Stromung in der z.Ebene, die in die gewtinschte 
Stromung in der C·Ebene tibergeftihrt wird, ist dann: 

dw. Z2 - m2 1 Zz + Z'n 
-- = - Co sm 1X - Co cos 1X + - -:;::;=:;;=~7=:=~=;;:; d z y(p2 _ ;;;2) (Z2 _ q2) Jt y(p2 _ Z2) (Z2 _ q2) 

wo m und n die oben bestimmten Werte darstellen. Dm an den 
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Hinterkanten M und M' des Doppeldeckers endliche Geschwindig
keiten zu erhalten, muB der Zahler uber der Wurzel in den 
Punkten M und M' des Tandemsystems Null werden. Wenn wir 

Z' = 0, 

Abb.98. 

die Verschiedenheit 
des V orzeichens der 
Wurzel bei M und 
M' beriicksichtigen, 
liefert diese Bedin
gung: 

Z - ;n;eo sinlX ,/-( 2- 2) (2 2) 
--~rp-m m-q. 

Die Zirkulation hat also um beide Tra~ flachen denselben Wert. 
Die auf den Doppeldecker ausgeiibt ~ resultierende Kraft ist 

die Auftriebskraft 

Der Auftriebsbeiwert des Doppeldeckers kann also in der Form 
geschrieben werden: 
1,t/,----,,----,----,-----,0'o75 Ca = 2TlB sin IX , 

wo 
jl(p2 _ m2) (m2 _ q2) 

~~-I_--I_-~~=-_______Io,050 B = -----:;:nt---- . 

B 

~oo 

fJ Del' Faktor B steUt die 
Verringerung des Auftriebs
beiwertes eines nicht ge
staffelten Doppeldeckers ge
genii bel' dem eines Eindeckers 
bei gleichem Anstellwinkel 

Abb.99. 
dar; die Zahlenwerte von B 

sind in Tabelle 17 angegeben. Fur kleine Anstellwinkel kann man 
das Ergebnis auch durch die VergroBerung des Anstellwinkels dar
stellen, die man bei einem Doppeldecker braucht, um denselben 
Auftriebsbeiwert wie beim Eindecker zu erreichen. Wenn IX den 
AnsteIlwinkel des Doppeldeckers und IXo den des Eindeckers be
zeichnet, dann kann man leicht zeigen, daB 

wo 
IX = IXo + {lCa, 

I-B . {J = ------ 1st 
2;n;B 
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Die auf die einzelnen TragfHichen des Doppeldeckers aus
geiibten Krafte konnen mit derselben Methode wie fiir die Tandem
anordnung bestimmt werden; dabei ergibt sich, daB der obere 
Trag£liigel eine groBere Auftriebskraft erfahrt als der untere. 

Tabelle 17. Korrekturfaktoren fiir einen Doppeldecker. 

h 
t 

0,50 
0,75 
1,00 
1,25 
1,50 

B 

0,730 
0,800 
0,855 
0,895 
0,920 

0,059 
0,039 
0,027 
0,019 
0,014 

13.1. 3. Der allgemeine Doppeldecker. Ein gestaffelter Doppel
decker, der von zwei gleichen parallelen Flachen gebildet wird, 
kann aus dem Tandemsystem durch die konforme Abbildung 

dl;. Z2 _ m2 

-- = - sm cp + cos cp -;==::===c~=::=="" 
d Z y(p2 _ Z2) (Z2 _ q2) 

gewonnen werden, wo cp den Staffelungswinkel des Doppeldeckers 
bezeichnet. Allgemeiner kann man auch einen Doppeldecker mit 
ungleichen parallelen Trag£lachen erhalten, wenn man von einem 
Tandemsystem mit ungleich biefen Tragflachen ausgeht und eine 
passende konforme Abbildung anwendet. 

Die Untersuchung dieser allgemeineren FaIle wird hochst ver
wickelt, und die Ergebnisse gelten in allen Fallen nur fur ebene 
Tragflachen. Es ist deshalb niitzlich, eine Naherungsmethode fur 
die Losung des Doppeldeckerproblems zu entwickeln, die eine 
klarere Einsicht in die gegenseitige Beeinflussung der beiden Trag
flachen gibt und eine Methode liefert, die auch den EinfluB der 
Form des Tragflugels abzuschatzen erlaubt. 

Die Beein£lus~mng des einen Tragflugels durch den anderen 
ruhrt von der von diesem verursachten Verzerrung der Stromung 
her. Man kann eine Naherungsmethode zur Losung des Problems 
darauf aufbauen, daB man den storenden Tragfliigel durch eine 
Wirbellinie von der richtigen Starke durch den Druckpunkt des 
Tragfliigels ersetzt. Diese Methode wird fUr groBe Werte des 
Verhaltnisses von Abstand zu Sehne befriedigend sein; ihre Ge
nauigkeit im allgemeinen Fall kann man priifen durch Vergleich 
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der von dieser Methode fUr ebene Tragflachen gelieferten Ergeb
nisse mit den genauen Werten der Tabelle 17. 

13.1. 4. NiiherungslOsung. Die Zirkulation Z um den unteren 
Tragfliigel des Doppeldeckers sei im Druckpunkt C angenommen. 
Die Stromung in der Nahe des oberen Tragfliigels, die von dieser 
Zirkulation und dem Parallelstrom Co herriihrt, wird nach unten 
gekriimmt sein. 1m Punkt P des oberen Tragfliigels in der Ent
fernung x hinter C', das senkrecht iiber C liegt, ist die von der 
Zirkulation Z induzierte Geschwindigkeit 

Z x 
~ Ciz = ~ h2 + x2 • 

'~" : Der Kriimmungsradius R der Stromlinien, 
!h die von der ZirkulationZ und dem Parallel-
I 

! strom Co erzeugt werden, kann dann in der 
a;r-,(!~z---- Form geschrieben werden: 

Abb.100. Co dc;z Z h2 - x2 

R = dX = 2n (h2 + X 2)2 , 

c~ dci _ 
wenn man die beiden verschiedenen Formen R und Co dx· der 

Normalbeschleunigung einander gleichsetzt. In der Nachbarschaft 
des oberen Tragfliigels wird auch die Langsgeschwindigkeit ver
groBert; die Wirkung dieser VergroBerung auf die KenngroBen 
des Doppeldeckers wird jedoch durch eine ebenso groBe Abnahme 
fiir den unteren Tragfliigel gerade ausgeglichen, so daB wir die 
Anderung der Langsgeschwindigkeit vernachliissigen k6nnen. 

Die Beeinflussung, die der obere Tragfliigel erfiihrt, wird 
nun durch die induzierte Geschwindigkeit im Mittelpunkt 
des Tragfliigels und durch die Kriimmung der Stromlinien in 
seiner Nachbarschaft dargestellt; bei der Entwicklung von Nahe
rungsausdriicken fiir diese Einfliisse solI das Verhiiltnis von Ab
stand zu Sehne groB angenommen werden. Wenn cp den Druck
punktsbeiwert des unteren Tragfliigels bedeutet, dann kann man 
die induzierte Geschwindigkeit im Mittelpunkt des oberen Trag-
£Iiigels setzen: Z t 

Cio = 2n:h2 (i - cp) ; 

der Kriimmungsradius wird 

Co Z 
li 2n:h2' 
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Der untere Trag£lugel erfahrt dieselben Beeinflussungen durch 
die Zirkulation um den oberen Tragflugel; man kann also diese 
Formeln auf den ganzen Doppeldecker anwenden. 

Die Zirkulation um einen Tragflugelquerschnitt ist gleich 
t~atco; der Druckpunktsbeiwert kann durch den Momentenbei
wert (;m = - cP (;a ersetzt werden. Damit wird die induzierte Sto
rungsgeschwindigkeit 

CiO = ~: (-~ Y «(;a + 2(;m) . 

Um denselben Auftrieb wie fur einen Eindecker zu erhalten, muG 
man also den Anstellwinkel des Doppeldeckers um den kleinen 

Winkel CiO vergroGern. 
Co 

Eine weitere Korrektur ist wegen der Krummung der Strom-
linien anzubringen. Ein Tragflugel mit kreisbogenfOrmigem Quer-

t 
schnitt vom Radius R, der Sehne t und der Wolbung Yo = 8R 

wurde sich in der gekrummten Stromung genau so verhalten wie 
ein ebener Tragflugel im Parallelstrom; die Krummung der Strom
bahnen ist also einer Herabsetzung der wirksamen Krummung 
um Yo gleichwertig. Fur einen Tragflugel mit kreisbogenformigem 
Querschnitt von der Wolbung I' ist aber 

'a = 2:n(cx- + 21'), 

(;m = -Ua - ny. 

Um also denselben Auftriebsbeiwert zu behalten, muG man den 
Anstellwinkel um 2 Yo vergroBern; damit ergibt sich ein ent
sprechender Zuwachs nyo fUr den Momentenbeiwert. Der Wert 
von Yo ist auch 

t Zt 1 (t)2 
Yo = 8R = 16nh2 co = 32 h (;a' 

Wenn wir diese beiden Korrekturen zusammenzahlen, dann 
muG der Anstellwinkel des Doppeldeckers um 

1 ( t)2 . 
IX - iXo = 16n h [3(a + 4,,,,], 

= SIn (it «(;a + 2'm.) 

groBer sein als der des Eindeckel's; dabei bedeutet (;m, den Wert 
des Momentenbeiwertes beim Auftrieb Null. Fur die Neigung del' 
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Kurve des Momentenbeiwertes in Abhangigkeit vom Auftriebs
beiwert ergibt sich fUr die einzelnen Tragfliigel des Doppeldeckers: 

d Cm = _ ~ {I _ ~ (i)2} 
de. 4 8 h . 

Diese Ausdriicke sind nul' Annaherungen an die wirklichen 
Werte und sind mit Hilfe del' Annahme gewonnen worden, daB 
das Verhaltnis von Abstand zu Sehne groB ist. Man erhalt einen 
Vergleich mit den genauen Werten fiir ebene Tragflachen, fiir 
die 'mo Null ist, wenn man die Werte von fJ aus Tabelle 17 mit 

dem angenaherten Ausdruck L: ( ~ Y vergleicht. 

Tabelle 18. 

h 
f3 ~(i-r t 8,,; h 

0,50 0,059 0,159 
0,75 0,039 0,071 
1,00 0,027 0,040 
1,25 0,019 0,026 
1,50 0,014 0,oI8 

Die Naherungsformeln geben fiir den gewohnlichen Doppel
decker zu groBe Werte; man kann sie abel' vielleicht beniitzen, 
um die Wirkung einer Anderung des Trag£liigelprofils zu iiber
sehen. Dabei solI als Anstellwinkel eines Doppeldeckers del' Winkel 

IX = IXo + fJ (Co, + 2Cmo) 

= IXo + fJ (Fa + 2Cm) 
bezeichnet werden. Diese Korrektur vom Eindecker auf den 
Doppeldecker besitzt betrachtliche Bedeutung. Fiir ein Verhaltnis 
von Abstand zu Sehne gleich Eins wird die Neigung del' Kurve des 
Auftriebs in Abhangigkeit vom Anstellwinkel von 6,28 auf 5,36 
und des Momentenbeiwertes in Abhangigkeit vom Auftriebsbei
wert von 0,250 auf 0,219 verringert. 

13. 2. Der Doppeldecker mit endlicher Spannweite. 
Wenn die beiden Tragfliigel des Doppeldeckers endliche Spann

weite besitzen, dann verhalt sich jeder Tragfliigel wie ein Ein
decker und schickt eine Flache abgehender Wirbelenden aus. 



Der Doppeldecker mit endlicher Spannweite. 161 

Die Starung in irgendeinem Punkt ist dann die induzierte Ge
schwindigkeit, die von der Zirkulation um die Tragflachen und 
den zwei Wirbelflachen herriihrt; die induzierte Geschwindigkeit 
iibersteigt dann fUr jeden Querschnitt die fUr den Eindecker auf
tretende um die von der Wirbelflache des zweiten Tragfliigels 
induzierten Geschwindigkeit. Um diese zusatzliche Geschwindig
keit zu berechnen, kann man die abgehenden Wirbelenden wie 
beim Eindecker als geradlinig stromabwartsgehend annehmen. 

Die Bestimmung des induzierten Widerstandes eines Doppel
deckers wird vereinfacht durch Munks Aquivalenztheorem fiir 
die Staffelung1 ; dieses sagt aus, daB der insgesamt induzierte 
Widerstand irgendeines Mehrdeckers nicht geandert wird, wenn 
man irgendeines der tragenden Elemente in Richtung der Be
wegung verschiebt, wenn man nur die Lage der Elemente so ver
andert, daB die Auftriebsverteilung dieselbe bleibt. Die Richtig
keit dieser Behauptung folgt sofort aus der Tatsache, daB die vom 
induzierten Widerstand geleistete Arbeit gleich ist der Zunahme 
der kinetischen Energie des abgehenden Wirbelsystems (s. 10.3), 
und diese kinetische Energie wird durch eine geometrische Trans
formation, wie sie das Theorem verlangt, nicht beeinfluBt. Auf 
Grund dieses Satzes kann man jedes gestaffelte System durch ein 
entsprechendes ungestaffeltes ersetzen, fUr das dieselben Bezie
hungen zwischen Gesamtauftrieb und Wider stand gelten. Die 
Verteilung des Widerstands auf die einzelnen Tragfliigel wird in 
beiden Fallen verschieden sein. In einem vorwarts gestaffelten 
Doppeldecker wird der obere Tragfliigel weniger und der untere 
mehr Widerstand erfahren als bei dem entsprechenden ungestaf
felten System mit derselben Auftriebsverteilung iiber die beiden 
Tragfliigel. 

In einem ungestaffelten Doppeldecker ist der induzierte Wider
stand des einen Tragfliigels, der vom EinfluB der abgehenden 
Wirbelenden des zweiten Tragfliigels her
riihrt, gleich dem induzierten Widerstand 
des zweiten Tragfliigels, der von den ab
gehenden Wir belenden des ersten herriihrt ; 
denn wir k6nnen jeden Tragfliigel in eine 
groBe Anzahl kleiner Elemente einteilen, 

! 
~ 

Abb.101. 

1 Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges. Diss. Got
tingen 1918. 

Glauert·HolI, Luftschrauben. 11 
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von denen jedes dieselbe kleine Auftriebskraft aufnimmt; wenn PI 
und P2 zwei solche Elemente auf den beiden Trag£liigeln darstellen, 
dann wird die an PI von den von P 2 abgehenden Wirbelenden in
duzierte Geschwindigkeit gleich der an P 2 von den von PI 
abgehenden Wirbelenden induzierten sein. Da die Auftriebskrafte 
an beiden Elementen gleich sind, miissen es auch die induzierten 
Widerstande sein, die von dem Element des anderen Fliigels her
riihren. Dieser Zusammenhang gilt fiir jedes Elementenpaar; 
wenn man die Wirkungen aller Elemente des ersten Trag£liigels 
auf P g zusammenzahlt, so zeigt sich, daB der induzierte Wider
stand des Elementes P2 , der vom abgehenden Wirbelsystem des 
ersten Trag£liigels herriihrt, gleich ist dem induzierten Widerstand 
des ersten Trag£liigels, der von den von P g abgehenden Wirbel
enden herriihrt. Wenn man schlieBlich die Wirkungen aller Ele
mente des zweiten Trag£liigels zusammenzahlt, dann ist die Rich
tigkeit des Satzes nachgewiesen. 

13.2.1. Der induzierte Widerstand. Wegen des Munkschen 
Aquivalenzsatzes fUr die Staffelung geniigt es, den Fall eines 
ungestaffelten Doppeldeckers zu betrachten. Es soU ferner ellip
tische Auftriebsverteilung iiber die Spannweite jedes Tragfliigels 
angenommen werden, da sich die Auftriebsverteilung der meisten 
Tragfliigel dieser Form eng anpaBt, und da mit dieser Methode 
die gegenseitige Beeinflussung mit geniigender Genauigkeit be
stimmt wird. 

Es sei h der Abstand, bI und b2 die Spannweiten der beiden 
Trag£liigel und Pal und Pa, die Auftriebskrafte auf die beiden 
Trag£liigel. Dann sind die Widerstandskrafte der beiden Trag
£liigel, die von ihren eigenen Wirbelenden induziert werden: 

P =~ 
Wi, t.nb~ e cg , 

P -~. 
Wi, - t.nb~ec~ , 

der von den abgehenden Wirbelenden des anderen Tragfliigels 
induzierte Widerstand wird von der Form sein: 

p aP",Pa, 

Wi" = i.nb1 b2 /?cg' 
wo a eine Funktion der Langen h, bi und b2 ist. 

Die Werte des Koeffizienten a kann man durch eine einfache 
graphische Methode bestimmen. Abb.92 zeigt die Normal-
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geschwindigkeit fUr einen beliebigen Punkt iiber oder unter einem 
Fliigel mit elliptischer Belastung; sie bestimmt deshalb die StO
rungsgeschwindigkeit Ci", die in irgendeinem Punkt des ersten 
Tragfliigels von den abgehenden Wirbelenden des zweiten in
duziert wird. Den gegenseitig induzierten Widerstand P w" kann 
man durch Auswerten des 1.00...---.---,----,---...., 
Integrals 7 

P -fei" dP 
Wl2. - Co al 

iiber die Spannweite des ersten (') 
Tragfliigels bestimmen. Ohne 
Beeintrachtigung der Allge- qso 
meingiiltigkeit kann die Lange 
b1 kleiner oder gleich b2 an- 1----1----+----] 

0.25 --
genommen werden. Die Werte 7 

des Koeffizienten (J sind dann 
eine Funktion der zwei Para-

b1 d h d' d meter b;. un b1 + b2 ' Ie as 
Verhaltnis der Spannweiten 

°O~-~4+~~-~0~m~~h--~01~5----~0~ 
0,+02, 

Abb.102. 

der beiden Tragfliigel und das Verhaltnis des Abstandes zur Summe 
der Spannweiten darstellen. Zahlenwerte1 fiir (J geben Tabelle 19 
und Abb. 102. 

Tabelle 19. Werte von (J. 

h 

° I 
0,025 0,050 I 0,075 0,100 0,150 0,200 

h, +6, = 

b1 
b2 = 1,0 1,000 0,780 0,655 0,561 0,485 0,370 0,290 

0,8 0,800 0,690 0,600 0,523 0,459 0,355 0,282 
0,6 0,600 0,540 0,485 0,437 0,394 I 0,315 0,255 

Der induzierte Widerstand der zwei Tragflachen des ungestaf
felten Doppeldeckers ist 

P _p +p _ 1 (P~,+ Pa,Pa,) 
w, - Wl1 W" - l.:n;-;;(ji b2 (J bb-

2,,01 12 

p __ p + P _ 1 (P!, + Pa,Pa,). 
w, - W" W12 - l.:n;oC2 V (J b-b - , 

21:::0 2 12 

1 Prand tI, L.: Tragfliigeltheorie. Gottinger Nachr. 1919. 

11* 
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der gesamte induzicrte Widerstand des Doppeldeckers ist: 

P = __ 1~(!~~ + 20 Pa,Pa, + P~,) 
w tnec~ b~ bI b2 b~' 

]'ur einen gegebenen Gesamtauftrieb (Pa• + Pa,) ist del' in
duzierte Widerstand ein Minimum, wenn 

P a, _ bI (bI - ob2 ) • 

p - b2 (b2 - ObI) , 

diese Gleichung bestimmt die beste Verteilung des Auftriebs auf 
die beiden Tragflugel. Del' zugehi5rige kleinste induzierte Wider
stand ist 

P' 1-02 

P w = :r-"2 b.-2 b-b--b2' zneco 1 - 0 1 2 + 2 

13.2.2. Tragfliigel von gleicher Spannweite. :Fur einen Doppel
decker mit Tragflugeln von gleicher Spannweite wird del' induzierte 
Widerstand am kleinsten, wenn jeder Flugel denselben Auftrieb 
aufnimmt: 

odeI' 

Nun ist abel' fur einen Doppeldecker, dessen beide Flugel 
gleiche Abmessungen besitzen, das Seitenverhaltnis A definiert als 

del' Wert von 2:2, um mit del' Definition fUr den Eindecker im 

Einklang zu bleiben. Die Formel fUr den induzierten Widerstands
beiwert konnen wir also auch schreiben: 

':w = -\ (1 + 0) .:~ . 
n" 

Del' induzierte Widerstandsbeiwert ist gegenuber seinem Wert 
fUr einen Eindecker von gleichem Seitenverhaltnis um den Faktor 
(1 + 0) erhOht. 

Diese Formel fur den induzierten Widerstandsbeiwert kann 
man mit guter Genauigkeit uber einen groBeren Bereich verwenden, 
als sie eigentlich gilt. Die Wirkung einer kleinen Anderung in der 
Verteilung der Auftriebskraft auf die beiden Tragflugel ist ganz 
unwesentlich; denn wenn Pa, = xPa, ist, dann kann man die 
allgemeine Formel fur den induzierten Widerstand eines Doppel-
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deckers mit TragfUichen gleicher Spannweite in der Form aus-
drucken: 

P! {I + 0' 1 - 0' (X - 1)2} 
PW=t:n;b2ec~ -2+-2- x+l . 

Auch mit den ziemlich extremen Werten x = 1,25 und a = 0,4 
stellt das Zusatzglied einen Zuwachs des induzierten Widerstands 
von nur 0,5 % zu seinem Kleinstwert dar; es ist also in den meisten 
praktischen Fallen genugend genau, mit dem Ausdruck fUr den 
kleinsten induzierten Widerstand zu rechnen. 

Die Formeln sind auf der Grundlage elliptischer Auftriebs
verteilung tiber die Spannweite jedes Tragflugels entwickelt wor
den, was fUr die Abschatzung der gegenseitigen Beeinflussung 
genugend genau sein durfte; es kann jedoch wunschenswert er
scheinen, den Korrekturfaktor (1 + 0) fUr den induzierten Wider
stand der Tragflugel infolge ihrer eigenen Wirbelschleppe, der in 
der Theorie des Eindeckers vorkommt (s. 11.2.1), beizubehalten. 
Der induzierte Widerstandsbeiwert eines Doppeldeckers mit Trag
flachen von gleicher Spannweite erhalt dann die Form: 

!;w = ], (1 + b + a)!;~ . 
:n;" 

Der gesamte Widerstandsbeiwert eines Doppeldeckers ubertrifft 
den induzierten Widerstandsbeiwert um den Profilwiderstands
beiwert des Tragflugelquerschnittes; der gesamte Widerstands
beiwert eines Doppeldeckers wird also schlieBlich: 

!;w = !;"'p + J,- (1 + b + a)!;~. 
:n;" 

Er ubertrifft den eines Eindeckers von gleichem Seitenverhalt
nis um 

1 2/'2 
:n;l a ;,a' 

13.2.3. Anstellwinkel. Dm von einem Doppeldecker denselben 
Auftriebsbeiwert zu erhalten wie von einem Eindecker mit gleichem 
Seitenverhaltnis, muB man einen groBeren Anstellwinkel wahlen, 
teils wegen der zusatzlichen induzierten Geschwindigkeit, teils 
wegen der unmittelbaren Beeinflussung der Tragflugel, die schon 
bei zweidimensionaler Bewegung auftritt. Fur einen Doppeldecker 
mit TragfHichen von gleicher Spannweite betragt die Erhohung 
des Widerstandsbeiwertes gegenuber dem Eindecker von gleichem 
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Seitenverhaltnis 4 a~~, und die entsprechende VergroBerung ",. 
des Anstellwinkels wird einfach -.!:, a~a. Auch die Korrektur fUr :nl. 
die unmittelbare gegenseitige Beeinflussung der Trag£lugel haben 
wir schon fruher gefunden (13.1. 4) in der Form f3(t~a + 2~m); 
die gesamte VergroBerung des Anstellwinkels ist also 

:n\a~a+f3(: ~a+2Cm). 
Wir konnen schlieBlich den Anstellwinkel eines Doppeldeckers 

in der Form ausdrucken: 

It = lto + :l (1 + T + a)~a + p (; Ca + 2Cm) , 

wo lto denAnstellwinkel des Tragflugelprofils in zweidimensionaler 
Stromung darstellt, der den Auftriebsbeiwert Ca liefert, und wo T 

der beim Eindecker auftretende Faktor ist (s. 11.2.2). 
13.2.4. Zusammenfassung. Ein ungestaffelter Doppeldecker mit 

Tragflugeln von gleicher Spannweite ist durch die Gleichungen 
gekennzeichnet: 

0;. = 0;.0 + :n\ (1 + T + a)Ca + f3 (~ Ca + 2Cm), 

Cw = Cwp+ 4(1 +!5 + a)~~, :nA 

wo 0;.0 und Cwp die KenngroBen des Tragflugelprofils in zwei
dimensionaler Stromung bedeuten, die dem Auftriebsbeiwert Ca 
entsprechen; A. ist das Seitenverhaltnis, f3 und a sind die in 
Tabelle 17 und 19 angegebenen Doppeldeckerkoeffizienten, und T 

und !5 sind die Eindeckerkoeffizienten aus Kapitel XI, die vom 
UmriB der Trag£liigel abhangen. 

In Uberschlagsrechnungen kann man T und !5 vernachlassigen 
und Cm gleich -:1- Ca setzen, so daB sich die Ausdrucke fUr den 
Anstellwinkel und den Widerstandsbeiwert naherungsweise er· 
geben zu 

1 
0;. = 0;.0 + <77:l (1 + a)Ca + f3Ca 

Cw = CVJP + :l (1 + a) C~ . 
Diese Formeln fUr die KenngroBen eines ungestaffelten Doppel

deckers mit Tragflugeln von gleicher Spannweite gelten nUl' fur 
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den normalen Anstellbereich, da das Maximum des Auftriebs
beiwertes beim Doppeldecker niedriger liegt als beim entsprechen
den Eindecker. Die Verringerung des Auftriebs bei einem ge
gebenen Anstellwinkel in zweidimensionaler Stromung wird durch 
den Faktor B der Tabelle 17 dargestellt; dieser Faktor gibt auch 
eine rohe Schatzung fUr die Verringerung, die man fUr den 
maximalen Auftriebsbeiwert erwarten darf. 

Fiir einen Doppeldecker, der von zwei rechteckigen Tragflachen 
vom Seitenverhaltnis 6 gebildet wird bei einem Verhaltnis von 
Abstand zu Sehne gleich Eins, sind die Werte fiir die verschiedenen 
Koeffizienten: 

T = 0,163, 

fJ = 0,027, 

0=0,046, 

(j = 0,535. 

Wenn man also Cm = !Ca setzt, dann ergeben die Formeln 

Cw = CwP + 0,084 C~ , 
IX = iXo + 0,117 Ca ; 

wenn man den Anstellwinkel in Graden miBt, gilt: 

IX = IXo + 6,70 Co;. 
Die Neigung der Kurve des Auftriebskoeffizienten in Abhangig

keit vom Anstellwinkel ist 3,62 je Bogengrad statt 6,28 fiir das 
Tragfliigelprofil in zweidimensionaler Stromung und statt 4,54 
fiir einen Eindecker von gleichem Seitenverhaltnis. 

XIV. Der Tragfliigel im Windkanal. 
14.1. 

Die beschrankte Ausdehnung des Luftstromes in einem Wind
kanal, sei er nun mit offenem oder geschlossenem Arbeitsraum aus
geriistet, erlegt der Stromung um einen Tragfliigel oder einen 
anderen zu untersuchenden Korper gewisse Beschrankungen auf; 
die Bestimmung der GroBe dieses Einflusses ist von erheblicher 
Bedeutung, da sich zeigt, daB man an den aerodynamischen Kenn
groBen eines Tragfliigels, die durch Versuche im Windkanal ge
wonnen wurden, gewisse Korrekturen anbringen muB, damit sie 
fiir die Verhaltnisse im freien Luftstrom brauchbar sind. Diese 
Korrektur ist unabhangig von irgendeiner Korrektur, die vielleicht 
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durch das MaBstabsverhaltnis von Modell zu einem wirklichen 
Tragflugel hereinkommt, und ist zu dieser hinzuzufUgen. 

Die Theorie dieses Einflusses ist von Prand tl in seiner zweiten 
Tragflugelarbeitl durch Betrachtung der an der Grenze des Luft
strahls zu erfUllenden Bedingung entwickelt worden. Die Wind
kanale auf dem Festlande haben gewohnlich einen offenen Arbeits
raum; an den Begrenzungen des Luftstromes muB dann die Be
dingung konstanten Druckes erfullt sein. Britische Windkanale 
haben dagegen einen abgeschlossenen Arbeitsraum von quadra
tischem oder rechteckigem Querschnitt; die Grenzbedingung 
nimmt dann die Form an, daB die Geschwindigkeitskomponente 
senkrecht zu den Kanalwanden Null ist. Diese Grenzbedingung 
kann analytisch erfUllt werden, wenn man eine passende Anzahl 
von Spiegelbildern des Modells einfUhrt; die Beeinflussung des 
Modells ist dann die von den Wirbelsystemen dieser Bilder in
duzierte Geschwindigkeit. Das Problem des Windkanaleinflusses 
besteht also in der Wahl des geeigneten Spiegelbildersystems und 
der Bestimmung der entsprechenden am Modell induzierten Ge
schwindigkeit. Die Untersuchung wird durch die Tatsache ver
einfacht, daB es bei einer Spannweite des Tragflugelmodells von 
weniger als dreiviertel der Windkanalbreite genugt, den Auftrieb 
gleichmaBig uber die Spannweite des Tragflugels verteilt an
zunehmen und vorauszusetzen, daB am ganzen Tragflugel dieselbe 
induzierte Geschwindigkeit wie in der Mitte des Windkanals auf
tritt. 

14.2. Kanal mit Kreisquerschnitt. 
Wir betrachten einen Tragflugel von der Spannweite b und 

der Flache F in einem geschlossenen Windkanal mit Kreis
querschnitt mit dem Radius R. Wenn wir gleichmaBige Auftriebs

8' 
<; 8 

Abb.103. 

verteilung uber die ganze Spann
weite annehmen, dann sind nur 
zwei abgehende Wirbelenden 
vorhanden, von denen jedes die 
Starke Z, namlich die Zirkula
tion um den Flugel, besitzt. Im 

QuerschniU (Abb. 103) liegen diese Wirbel bei A und B, also 
auf einem Durchmesser des Kreises, der die Begrenzung des Kanals 

1 Tragfliigeltheorie. Giittinger Nachr. 1919. 
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darstellt, in einer Entfernung : von dessen Mittelpunkt. Die 

Spiegelbilder A' und B' liegen auBerhalb des Kreises auf dem
R2 

selben Durchmesser in einer Entfernung b vom Mittelpunkt. 

"2 
Die Starke der Spiegelbilder ist ebenso groB wie die der ursprung
lichen Wirbel, nur der Zirkulationssinn ist entgegengesetzt. Dieses 
System von Spiegelbildern grundet sich auf die Tatsache, daB der 
Kreis eine Stromlinie fiir jedes der Wirbelpaare AA' und BB' ist. 

Die am Tragflugel induzierte Geschwindigkeit ist die Summe 
der von den Wirbeln A' und B' hervorgebrachten Wirkungen und 
berechnet sich sofort zu 

Z Zb 
Ci= -2 4nOA'= - 4nR2' 

Das negative Vorzeichen ergibt sich deshalb, weil die St6rungs
geschwindigkeit Ci nach abwarts positiv gerechnet wird, wahrend 
die Spiegelbilder in 0 eine nach oben gerichtete induzierte Ge
schwindigkeit hervorrufen. Mit Hilfe der Gleichung fUr den Auf
trieb des Tragflugels 

erhalt das Ergebnis die Form 

Es sei F 0 der Querschnitt des Kanals und 101 die Aufwarts
neigung der Stromlinien infolge der Wirkung der Begrenzung oder 
der Spiegelbilder; dann wird 

Ci 1 F ". 
101 = - - = -8 F <,a' 

Co 0 

Der KanaleinfluB ist einer Aufwartsneigung der Stromlinien 
um den Winkel 101 gleichwertig; die Auftriebskraft ist also um 
denselben Winkel nach vorwarts geneigt und verursacht deshalb 
eine Verringerung des Widerstandes gegenuber den Verhaltnissen 
im freien Luftstrom. Ebenso wird der wahre Anstellwinkel des 
Tragflugels um dies en selben Winkel 101 gr6Ber sein als die Neigung 
der Tragflugelsehne gegen die Kanalachse. Die Korrekturen, die 
man an den Windkanalbeobachtungen anbril1gel1 muB, um den 
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Zwang durch die Wandungen zu erfassen, mussen also folgende 
Formen annehmen: 

F 
Lloc = (j F !;a , 

o 

LI!;w = (j; !;~. 
o 

Fur einen Kanal von kreisformigem Querschnitt hat (j den Zahlen
wert 0,125. Der Anstellwinkel ist in dieser Formel naturlich im 
BogenmaB einzusetzen. Man bemerkt, daB die Korrektur pro
portional dem Auftrieb ist und nicht vom UmriB oder dem Seiten
verhiHtnis abhangt. Die Korrektur kann also auf jedes Flugel
system, sei es ein Eindecker oder ein Doppeldecker, angewandt 
werden. 

Eine eingehendere Untersuchung des Problems wurde von 
PrandtP gegeben; er nimmt elliptische Auftriebsverteilung uber 
die Spannweite des Tragflugels an und erhalt den Koeffizienten (j 
in der Form 

(j = ~ {I + 2:6 (~ r + .. .J-
Auch wenn die Spannweite dreiviertel des Windkanaldurch

messers betragt, stellt das zweite Glied eine Korrektur von (j 

von nur 6% dar und ist praktisch vollkommen vernachlassigbar. 
Prandtl betrachtet auch den Kanal mit offenem Arbeitsraum 

und findet genau dieselbe Form fUr die Korrektur, nur mit um
gekehrtem Vorzeichen. Es werden also der Anstellwinkel und der 
Widerstandsbeiwert bei einem bestimmten Auftriebsbeiwert in 
einem Kanal mit offenem Arbeitsraum zu hoch und in einem Kanal 
mit geschlossenem Arbeitsraum zu niedrig gemessen. 

14.3. Vertikale und horizontale Begrenzungen. 
1m Fall eines Kanals von rechteckigem Querschnitt2 wollen 

wir annehmen, daB der Tragflugel mit seiner Spannweite horizontal 
in der Mitte des Kanals liegt. Ais Koordinatenanfangspunkt solI 
der Mittelpunkt des Tragflugels gewahlt werden mit der y-Achse 
horizontal nach Steuerbord und der z-Achse nach abwarts. Ehe 
wir jedoch den rechteckigen Kanal betrachten, ist es lehrreich, 

1 Prandtl: a. a. O. 
2 Glauert, H.: The interference of wind channel walls on the aero

dynamic characteristics of an aerofoil. RM 1923, S.867. 
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die Wirkung der vertikalen und horizontalen Begrenzungen ge
sondert zu betrachten. 

Das System der Spiegelbilder fUr vertikale Begrenzungen, die 
den Abstand l voneinander haben, ist in Abb. lO4 dargestellt. 
Die Spiegelbilder sind aIle mit dem urspriinglichen Tragfliigel 
identisch und bilden eine unend-
liche Reihe, die in den Punkten 
y = ± ml gleichmaBig langs der 
y-Achse angeordnet ist, wobei m 
aIle positiven ganzen Zahlen 
durchlauft. Dieses System liefert 

Abb.104. 

offenbar keine Geschwindigkeitskomponente senkrecht zu den 
vertikalen Begrenzungen und erfiiIlt also die Bedingungen des 
Problems. 

Nun ergibt sich aber aus 12.2, daB die induzierte Geschwindig
keit weit auBerhalb des Tragfliigels in Richtung seiner Spannweite 
gesetzt werden kann: 

F 
Ci = - 8~ 1;a • Co • :n:y 

Urn nun die Wirkung des Systems der Spiegelbilder zu erhalten, 
muB man y durch ml ersetzen und iiber aIle positiven und nega
tiven ganzen Werte von m summieren. Die Aufwartsneigung der 
Stromung infolge des Zwanges durch die Begrenzungen ist deshalb 

c· F.!; ~ 1 :n: F 
£.1 = i; = 4:n:Z; ...::::.. m2 = 24 7J1;a. 

1 

Horizontale Wande iiber und .unter dem Tragfliigel werden in 
ahnlicher Weise behandelt. Man braucht wieder eine unendliche 
Anzahl von Spiegelbildern, die auf del' z-Achse in den Punkten 
z = ± nh liegen; sie haben jetzt abwechselndes Vol'zeichen, posi
tives wie del' ursprungliche Tragflugel fUr gerades n undnegatives 
fUr ungerades n. Die induzierte Geschwindigkeit weit auBen in 
der Richtung der z-Achse ist (aus 12.2.2): 

F 
Ci = 8~1;aco. nz 

Die Wirkung des ganzen Systems von Spiegelbildern ist also 
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Ein Vergleich dieses Ergebnisses mit dem vorhergehenden zeigt, 
daB die seitlichen, vertikalen Begrenzungen einen groBeren EinfluB 
ausuben als die horizontalen, parallel zur Spannweite liegenden 
Begrenzungen. In jedem Fall bewirkt dieser EinfluB eine Ver
kleinerung des Anstellwinkels und des Widerstandsbeiwertes in 
einem geschlossenen Windkanal im Vergleich zu den Verhaltnissen 
im freien Luftstrom. 

14.4. Kanal mit rechteckigem Querschnitt. 
Fur einen rechteckigen Kanal von der Breite b und der Hohe h 

braucht man eine zweifach unendliche Reihe von Spiegelbildern, 
die in den Punkten (y = mb, Z = nh) liegen, wo m und n aIle 

I I I I positiven und negativen ganzen Zah-
--r-----I-----I-----t- len annehmen mit Ausnahme des 

I - I - I - I 
I I I I Paares (0, 0). Die Zirkulation des -r-:-- r--:-;;:1--~-1-- Spiegelbildes ist fur gerades n positiv, 

_--I _____ ~------j-- fur ungerades n negativ. 
I I I I Die induzierte Geschwindigkeit 
i : : I -""1-----t------I------1- im Punkt (y, z) in groBer Entfernung 
I + I + I + I vom Tragflugel ist (aus 12.2.2): 
I I I I 

-i------(-----i------t- I y2 - Z2 
ci = - 8~ (-y2 + Z2)2 F· Ca' Co • Abb.105. ,. 

Die Wirkung des ganzen Systems von Spiegelbildern bewirkt 
also eine Aufwartsneigung des Stromes 

wo h = lb ist. Die zweifache Summation erstreckt sich uber aIle 
Spiegelbilder, d. h. fiber aIle ganzen Werte von m und n mit Aus
nahme des Paares (0,0). Fur die Summe dieser Reihe ist noch 
keine einfache Form gefunden worden; man kann aber folgende 
Reduktionsmethode anwenden: Wir gehen aus von der Ent
wicklung1 

1 Hobson: Plane Trigonometry, S.334. 
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1 ~"" 1 ctg z = - + 2z -2-22' z z - m;;z 
1 

setzen z = il:nx; 
dann erhalten wir 00 

1 2)'x ~ 1 lrtgl:nx =-, + - 2 +).2 2 • A:n:X :n: m x 
1 

Dann wird unmittelbar und durch Differentation nach x: 

durch Addition ergibt sich: 

Dieses Ergebnis fiihrt zur Summation 

00 00 

=- 2~:2 - 2:n2~.2:(-1)npe-2).nnp 
1 1 

SchlieBlich wird 

00 

- 77!-+2 2 "'" P - - 24).2 :n .-::;. 1 + e2).np . 
1 

00 

:n:2 ~ p 
= 3" + 8:n2.-::;. 1 + e2.tnp . 

1 
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Hieraus kann man die Zahlenwerte rasch ausrechnen, da es ge
nugt, von der letzten Exponentialreihe nur das erste Glied bei
zubehalten. Wenn wir den Winkel der Abweichung der Strom
linien cl in der Form 

F 
Cl = 0 Fo 1.;" 

ausdrucken, wo Fo der Querschnitt des Windkanals ist, dann 
erhalten wir folgende Zahlenwerte: 

Rechteckige Windkanale. 

h J. k 
1 

1 2 4. 
b 4 )72 
0 0,262 0,137 0,119 0,137 0,262 0,524. 

Diese Zahlenwerte zeigen das merkwurdige Ergebnis, daB fur 
den betrachteten Wertebereich der EinfluB unverandert bleibt, 
wenn man den Kanal von der Breite b und der Hohe h durch einen 

,/- b 
solchen von der Breite h V 2 und der Hohe V2 ersetzt. Das beste 

Verhaltnis von Breite zu Hohe fUr einen gegebenen Querschnitt 
ist 11'2; der EinfluB der Wande ist dann ein wenig kleiner als in 
einem Kanal mit kreisfOrmigem Querschnitt, fur den 0 den Wert 
0,125 besitzt. 

14.0. Neigung der abgehenden WirbelfHiche und Einstellwinkel 
des Hohenruders. 

Die obige Untersuchung bezieht sich auf die Beeinflussung 
eines Tragflugels oder Tragflugelsystems durch den Zwang der 
Kanalwande und fuhrt zu Korrekturen, die an den im Wandkanal 
gemessenen GroBen des Anstellwinkels und des Widerstands
beiwerts anzubringen sind. Wir fanden diesen EinfluB in Form 
einer zusatzlichen Neigung cl der Wirbelflache nach oben. Dieser 
EinfluB wird in der Nahe der Ruderflachen eines Flugzeugmodells 
noch um einen weiteren Winkel vergroBertl. Die Neigung der 
abgehenden Wirbelflache und der zum Trimmen des Flugzeuges 
notige Einstellwinkel CXT des Leitwerkes werden also in einem 

1 Glauert and Hartshorn: The interference of wind channel walls 
on the downwash angle and tailsetting. RM Nr 947, 1924. 
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Windkanal kleiner als in freier Luft gemessen und erfordern 
folgende Korrekturen: 

.d£ = £} + £2' 

.dIXT = £2. 

Zur Berechnung des Winkels £2 miissen wir die von den Spiegel
bildersystemen in der Nahe der Ruderflachen des Modells induzierte 
Geschwindigkeit bestimmen. Wir betrachten zunachst die Wir
kung eines einzelnen Tragfliigels mit gleichformiger Auftriebs
verteilung iiber die Spannweite in dem allgemeinen Punkt (x, y, z), 
wo x stromabwarts, y nach Steuerbord hin und z nach abwarts 
gemessen werden sollen. Der vollstandige Ausdruck fUr die 
Storungsgeschwindigkeit ist (s. 12.2): 

4n Ci x { Y + 8 Y - 8 } 

---:z- = x2 + '1,2 y(y + 8)2 + x2 + '1,2 - y(y _ 8)2 + Xl + '1,2 

+ y + 8 {I + x } 
(y + 8)2 + '1,2 V(y + 8)2 + x2 + '1,2 

_ y - 8 {I + x } 
(y - 8)2 + '1,2 y(y _ 8)2 + Xl + '1,2 ' 

wobei 8 die halbe Spannweite des Tragfliigels bedeutet. 
Wir konnen diesen Ausdruck jedoch vereinfachen, wenn wir 

annehmen, daB x von derselben GroBenordnung wie 8 und daB 
y y2 + Z2 groB gegen 8 ist. In erster Naherung wird dann der 
Wert von Ci: 

Ci 1 y2 - '1,2 1 X(y2 - 2'1,2) 
Co = - 8n (y2 + '1,2)2 F . Ca - 8n (y2 + Z2)! F Ca , 

wobei Z durch :8 CaCo ersetzt wurde. Der erste dieser Ausdriicke 

ist von x unabhangig, und zwar ist es derselbe Ausdruck, den wir 
oben zur Berechnung des Wertes von £1 verwandten. Der zweite 
Ausdruck stellt den zusatzlichen EinfluB £2 auf die Ruderflachen 
eines Flugzeugmodells dar. Der Wert von £2 fUr einen Windkanal 
von rechteckigem Querschnitt ist also zu berechnen aus 
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wo wie friiher h = lb gesetzt ist. Dieses Ergebnis konnen wir in 
der Form schreiben: 

Fiir den Beiwert ()' ergeben sich folgende Zahlenwerte: 

l- ~ -2 

l=l 

()' = 0,293 

()' = 0,240. 

14.6. Zusammenfassung. 
Die aerodynamischen KenngroBen eines Flugzeugmodells, die 

man durch Versuche in einem Windkanal mit geschlossenem 
Arbeitsraum gewonnen hat, erfordern wegen des Einflusses der 
Kanalwande folgende Korrekturen: 

Anstellwinkel A IX- = el 
Einstellwinkel AIX-T = e2 
Neigung der abgehenden Wirbelflache Ae = el + e2 

Widerstandsbeiwert ACw = £1 Ca, 

wobei £1 und £2 durch die Gleichungen definiert sind: 

hierbei bedeuten: 

F = Gesamtfliigelflache des Modells, 
x = Entfernung der Ruderflache vom Schwerpunkt, 

F 0 = Querschnitt des Windkanals, 
h = Hohe des Windkanals senkrecht zur Fliigelspannweite. 

AIle Winkel sind im BogenmaB zu nehmen. FUr typische Falle 
haben die Beiwerte () und ()' folgende Werte: 

Windkanalquerschnitt 
Kreisformig . . . . 
Quadratisch . . . . 
Rechteckig (b = 2 h) 

J 
0,125 
0,137 
0,137 

0,240 
0,293 
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Eine Luftschraube besteht gewohnlich aus einer Anzahl gleich
maBig verteilter radialer Blatter von gleicher Form; der Quer
schnitt eines Blattes in irgendeinem radialen Abstand r hat die 
Form eines Tragfliigelprofils, dessen Sehne mit der Drehebene 
einen Winkel fJ bildet. Der Blattwinkel fJ und die WOlbung des 
Profils nehmen langs des Blattes nach auBen hin abo Wenn sich 
die Luftschraube durch die Luft wie durch ein festes Medium 
bewegen wiirde, dann wiirde sie je Umdrehung um 2 n r tg fJ 
fortschreiten; diese GroBe wiirde die Steigung der Schraube be
stimmen. In Wirklichkeit wird diese GroBe nicht fUr aIle Radial
elemente des Blattes denselben Wert haben; es ist deshalb ge
brauchlich, als geometrische Steigung der Luftschraube den Wert 
von 2nrtgfJ in einem radialen Abstand von zwei Drittel des 
Spitzenradius zu bezeichnen1 • Eine Luftschraube rotiert in einer 
nachgiebigen Fliissigkeit, und ihr Fortschritt entspricht deshalb 
nicht der geometrischen Steigung, sondern kann jeden Wert an
nehmen. Einige Bedeutung besitzt der Wert des Fortschritts je 
Umdrehung, fiir den der Schub der Luftschraube verschwindet; 
denn die Eigenschaften einer Luftschraube sind in vieler Hin
sicht durch das Verhaltnis dieses besonderen Fortschrittsgrades 
zum Durchmesser bestimmt. 

Eine gewohnliche Treibschraube erfahrt ein Drehmoment, das 
ihrer Drehung entgegenwirkt, und erzeugt einen Schub in Richtung 
ihrer Achse. Der Schub S und das Drehmoment M werden aus
gedriickt in Abhangigkeit von der Axialgeschwindigkeit co' der 
Anzahl der Umdrehungen in der Zeiteinheit n (oder der Winkel
geschwindigkeitw) und dem Durchmesser D. Der Betriebszustand 
einer Luftschraube ist gekennzeichnet durch den Fortschritt je 
Umdrehung; es ist jedoch vorzuziehen, diesen Parameter in der 
dimensionslosen Form 

l=~=~ 
nD:n; u 

auszudriicken. Die britischen dimensionslosen Normalbeiwerte fUr 
Schub und Drehmoment einer Luftschraube sind 

S M 
ks = ~D4 bzw. lcM = ~D5 • en en 

1 In Deutschland pflegt man den Wert von 2 nrtgP an der Spitze 
des Schraubenblattes als die Steigung der Schraube zu bezeichnen. 

Glauert-Holl, Luftschrauben. 12 
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Es ist manchmal zweckmaBig, folgende anderen Beiwerte zu be
niitzen: 

Von anderen Autoren werden andere Formen dieser Beiwerte 
beniitzt; man kann eine groBe Mannigfaltigkeit von Formen er
halten, wenn man statt n die Winkelgeschwindigkeit w, statt D2 

die Scheibenflache ~ D2, und den Staudruck ~ ec~ statt eC5 ein

setzt. Diese Beiwerte sind aIle von den oben definierten nur durch 
einen Zahlenfaktor unterschieden; jede Form hat in bestimmten 
Fallen ihre V orziige. 

Luftschrauben werden fiir verschiedenartige Zwecke ver
wendet. Es seien davon folgende erwahnt: 

1. Propeller: Eine Luftschraube, die zum Antrieb etwa eines 
Luftfahrzeugs dient und so ausgelegt ist, daB sie fUr eine gegebene 
Antriebsleistung Mw eine hohe Schubleistung SCo ergibt. 

2. Windmiihle: EineLuftschraube, die aus ihrer Axialbewegung 
relativ zur Luft durch das dabei entstehende Drehmoment Arbeit 
gewinnt. Man muB unterscheiden zwischen einer auf einem Flug
zeug angebrachten Windmiihle, wo der Widerstand von Wichtig
keit und die Axialgeschwindigkeit hoch ist, und einer auf der Erde 
feststehenden Windmiihle, wo der Widerstand unwesentlich und 
die Axialgeschwindigkeit klein ist. 

3. Ventilator: Eine Luftschraube, die einen Luftstrom erzeugt. 
4. Anemometer: Eine Luftschraube, mit der man aus der 

Drehzahl die relative Axialgeschwindigkeit bestimmt. 
Die Theorie des Verhaltens einer Luftschraube baut sich in 

gleicher Weise fiir aHe Luftschrauben auf, welches auch ihr Ver
wendungszweck sei. Die Auslegung wird jedoch verschieden sein; 
auBer aerodynamischen Gesichtspunkten sprechen auch Fragen 
der Festigkeit und der GroBe mit. Es konnen auch andere An
ordnungen denselben Dienst leisten wie die Luftschrauben; so 
werden besonders halbkugelige Schalen an radialen Armen sowohl 
als Windmiihlen als auch als Anemometer beniitzt; sie bilden 
jedoch eine besondere, von den Luftschrauben verschiedene Klasse. 

Wenn eine Luftschraube einen groBen Durchmesser oder eine 
hohe Drehzahl besitzt, dann kann die Spitzengeschwindigkeit bis 
zu Werten ansteigen, die von derselben GroBenordnung wie die 
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Schallgeschwindigkeit sind; danlt beeinfluBt die Kompressibilitat 
der Luft die Krafte, die auf das Blattelement ausgeiibt werden. 
Die Wirkung wird erst betrachtlich, wenn die Spitzengeschwindig
keit nnD den Wert 250 m/sec iiberschreitet; bei der Entwicklung 
der Theorie der Luftschraube wollen wir deshalb annehmen, da13 
die Wirkul1g der Kompressibilitat der Luft vernachlassigt werden 
kann. Es besteht bis jetzt noch keine Theorie, die die Wirkung 
der Kompressibilitat beriicksichtigt; man muB deshalb die Ande
rung der KenngroBen einer Luftschraube infolge hoher Spitzen
geschwindigkeit aus besonderen Versuchen schatzen. 

15.2. Einfacbe Impulstbeorie. 
Eine einfache Methode, die Wirkungsweise einer Luftschraube 

zu erklaren, die sich auf die Arbeit von Rankine und Froude 
aufbaut, griindet sich auf die Betrachtung des Impulses und der 
kinetischen Energie des Systems. Die Lauftschraube solI dabei 
eine groBe Anzahl von Blattern besitzen, so daB sie ihrer Wirkung 
nach zu einer kreisfOrmigen Scheibe wird; weiter wird angenom
men, daB sich der Schub gleichmaBig iiber die Scheibe verteilt. 
Die Rotation des Schraubenstroms infolge der Wirkung des Dreh
moments wird vernachlassigtl, und die Axialgeschwindigkeit der 
Fliissigkeit muB beim Durchgang durch die Luftschraube stetig 
bleiben, damit die Stetigkeit der Stromung gewahrt bleibt. An
drerseits erhalt der Fliissigkeitsdruck einen p16tzlichen Zuwachs pi, 
der gleich dem Schub pro Flacheneinheit der Scheibe ist, so daB 
hinter der Luftschraube ein Schraubenstrom mit erhohter 
Axialgeschwindigkeit gebil-
det wird. Man kann nun '-co Prope//erkreilj'(ikhe ~co 
durch Betrachtung des Im-
pulses und der Energie des --co ~co+.dc 
Schraubentroms eine Reihe 0 

interessanter Ergebnisse ab- .:.TL;;.;o:-____ ~ 
lei ten. Abb. 106. 

Wir betrachten eine solche idealisierte Luftschraube in einem 
Strom von der Geschwindigkeit co' fiir die das allgemeine Strom
bild in Abb. 106 dargestellt ist. Bei der Annaherung an die 

1 Eine Erweiterung der Impulstheorie einer Luftschraube, welche die 
Rotation einschlieBt, ist von H. Betz gegeben worden: Eine Erweiterung 
der Schraubenstrahltheorie. ZFM 1920. 

12* 
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Scheibe steigt die Axialgeschwindigkeit auf Co + LI c, und der 
Druck falIt von Po auf p. Die Axialgeschwindigkeit bleibt beim 
Durchgang durch die Scheibe konstant, steigt aber im endgiil
tigen Schraubenstrom auf Co + LI c; der Druck steigt unmittel
bar hinter der Scheibe auf p + p' und falIt dann wieder auf 
seinen urspriinglichen Wert Po. Die ganze Str6mung wird mit 
Ausnahme des Drucksprungs beim Durchgang durch die Scheibe 
als wirbelfrei angesehen; wir sind deshalb berechtigt, die Ber
noullische Gleichung auf die Bewegung vor und hinter der 
Scheibe gesondert anzuwenden. Der Gesamtdruck in den beiden 
Gebieten hat die Werte 

Ho = Po -+ ie c5 = p + ie(co + LlC')2, 

HI = Po + ie(co + LlC)2 = P + ']I + ie(co + LlC')2; 

damit ergibt sich 

p' = HI - Ho = e(co + iLlc)Llc. 

Wenn wir den Zuwachs an axialem Impuls in der Zeiteinheit be
trachten, erhalten wir fUr den Schub: 

S = Fe(co + Llc')Llc, 

wo F die Propellerkreisflache ist; da p' den Schub pro Flachen
einheit der Scheibe darstellt, so wird 

']I = e (co + LI c') LI c . 
Durch Vergleich der beiden Ausdriicke fUr p' folgt 

Llc'=iLlc. 

Die HaUte des Geschwindigkeitszuwachses des Schraubenstroms 
stellt sich also vor der Luftschraube, die andere HaUte hinter 
ihr ein, und der Schub der Luftschraube wird 

S = 2F e(co + Llc') Llc'. 

Die ErhOhung der kinetischen Energie der Fliissigkeit pro 
Zeiteinheit ist 

E = iF e(co + LI c'){(co + LI C)2 - cg} 

= 2F e (co + LI C')2L1c' 

=S(co+Llc'). 

Das ist die Arbeit, die durch den Schub der Luftschraube an der 
Fliissigkeit geleistet wird. Wenn w die Winkelgeschwindigkeit 
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und M das Drehmoment der Luftschraube darstellen, dann ist die 
gesamte, von der Luftschraube geleistete Arbeit auch gleich Mw; 
es folgt daraus: 

Mw = S(co + Ac'). 
Wir wollen jetzt den nachsten Fall betrachten, wo die Haupt
masse der Fliissigkeit in Ruhe ist und die Luftschraube mit der 
Geschwindigkeit Co vorwartsschreitet. Der Zusammenhang zwi
schen Schub und Geschwindigkeit wird nicht geandert, die yom 
Schub geleistete Arbeit ist jedoch jetzt SCo an der Luftschraube 
und SA r! an der Fliissigkeit; dieser zweite Ausdruck ist gleich 
der Erhohung der kinetischen Energie der Fliissigkeit in der Zeit
einheit: 

E = !Fe(co + Ar!)Ac2 

= 2Fe(co +- A r!)A C'2 

= SAc'. 
15.2.1. Idealer Wirkungsgrad. Der Wirkungsgrad der Luft

schraube, definiert als Verhaltnis der nutzbaren zur gesamten 
Arbeit, wird: 

_ SCo _ _ c_o_ 
f} - M OJ - Co + Llc' • 

Es ist gebrauchlich, LI c' = aco zu schreiben, und damit wird der 
Wirkungsgrad 

1 
f}=l+a' 

Dieser Ausdruck stellt den idealen Wirkungsgrad einer Luft
schraube dar, der in Wirklichkeit niemals erreicht wird. Er wurde 
mit Hille der Annahme gewonnen, daB der einzige Energiever
lust durch die kinetische Energie der Axialgeschwindigkeit des 
Schraubenstroms verursacht wird. Es sind jedoch noch folgende 
weiteren Energieverlustquellen vorhanden: 

1. Reibungswiderstand der Blatter der Luftschraube, 
2. Kinetische Energie der Rotation des Schraubenstroms, 
3. Periodizitat der Stromung und Schubverlust gegen die 

Enden der Blatter, so daB der Schub nicht gleichmaBig iiber die 
Scheibe verteilt ist. 

Die wichtigste dieser Zusatzwirkungen ist meist der Reibungs
widerstand der Luftschraubenblatter. Unter gewohnlichen Be
triebsverhaltnissen ist der wirkliche Wirkungsgrad einer Luft-
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schraube etwa 85 % des idealen Wirkungsgrades. Eine Unter
suchung des idealen Wirkungsgrades ist deshalb ein niitzlicher 
Anhalt fUr den wirklichen Wirkungsgrad, den man von einer Luft
schraube erwarten kann. 

Mit S = 2Fec6(l + a)a, 

wird 
1/--8- 1/ 8 k 

1 + 2a = V 1 + )7; a = ~ 1 + )7;3 l~ , 

wo diejenige Wurzel der quadratischen Gleichung eingesetzt wurde, 
die a mit dem Schub verschwinden laBt. Wenn Co gleich Null ist, 
wird a unendlich groB; die Geschwindigkeit der Stromung durch 
die Luftschraube hat jedoch den endlichen Wert Ac': 

Llc' _ aco _ 1/2 k 
nD - nD - V)7; S, 

Es werde nun angenommen, daB in eine LuItschraube vom 
Durchmesser D eine Leistung N hineingesteckt werde. Wenn wir 

'fjN der vom Schub in der 
Zeiteinheit geleisteten Arbeit 
gleichsetzen, wird 

'fjN=Sco=; D2ec~(1+a)a 
oder 

I-n 2 N 
----:;r 

Diese Gleichung bestimmt 
den idealen Wirkungsgrad 
durch die Leistung, den Luft-

075o!.--o.-;;',e::------:O';;'-;,'1-:--:N:-;;~"'8---;!;~"'--:'1,O schra u bendurchmesser und 
{felDz die Geschwindigkeit. Die 

Abb. 107. L . . d b E Clstung 1St a ei in in-
heiten einzusetzen, die denen der anderen GroBen entsprechen. 
Die Beziehung zwischen dem Wirkungsgrad und dem Kra£tbeiwert 
geben Tabelle 20 und Abb.107. Der Wirkungsgrad £aUt rasch ab, 
wenn der Kraftbeiwert ansteigt; dieser Abfall stent den Verlust 
dar, der auf tritt, wenn man eine groBe Leistung durch eine Luft
schraube mit kleinem Durchmesser abgibt. 
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Tabelle 20. Leistung und idealer Wirkungsgrad. 

I 
N N N 

'1 -- 'I 
ec~Da '1 --ec8D'I. (!c5D2 

100 0 90 0,216 80 0,614 
97 1/ 2 0,042 

I 
87 1/ 2 0,294 77 1/ 2 0,759 

95 0,092 85 0,384 75 0,932 
921/ 2 0,149 821/ 2 0,490 721/2 1,133 

Die von einer Maschine abgegebene Leistung ist fiir gegebene 
Druck- und Temperaturverha,ltnisse eine einfache Funktion der 
Drehzahl; es ist deshalb fiir manchen Zweck vorteilhaft, den Aus
druck fiir den idealen Wirkungsgrad in die Form 

1-'7 2 1 N -T = -;4- ,1,3 en3D5 

zu bringen. Dabei ist n die sekundliche Drehzahl der Luftschraube, 
die von jener der Maschine verschieden ist, wenn ein Vorgelege ver
wendet wird. Wir konnen jetzt die Kurve von 1] in Abhangigkeit 

von A fUr jeden bestimmten Wert von ~D5 auftragen; diese 
en 

Kurve steUt dann den idealen Wirkungsgrad einer Luftschraube 
dar, die durch Anderung der ~or--::-----:::::::;;::=-::.::::.:::=] 
Blattsteigung immer auf eine 
konstante Drehzahl eingestellt 08 

werden kann. Abb.108 zeigt ~ 
~ typische Kurven, die die Ande- ~ 0,8 

rung des idealen Wirkungs- ~ 
.!:: 

grades mit dem Fortschrittsgrad = 0. if 
... ' der Luftschraube darstellen. Der ~ 
~ ideale Wirkungsgrad steigt mit 

A zuerst rasch, dann langsamer 
an und erreicht im Grenzfall 
den Wert Eins. 

15.2.2. Windmiihlen. Die ein-
fache Impulstheorie konnen wir 

~ ~8 

a (t1 qz 03 qll 45 ~6 
., Co Co " ... -u:-.iUiJj 

Abb.108. 

auch anwenden auf das Problem einer Windmiihle, die aus ihrer 
Bewegung relativ zur Fliissigkeit Leistung entnehmen soU. Die 
Windmiihle erfahrt einen negativen Schub oder Widerstand, und 
die Fliissigkeit im Schraubenstrom wird verzogert. Es ist deshalb 
zweckmaBig, L1 cl =- L1 c' zu schreiben. Die Gleichung, die diese 
Geschwindigkeit mit dem Widerstand R verkniipft, lautet: 

R = 2 F • g (co - L1 cD L1 ci . 
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Wir wollen zunachst den Fall einer Windmuhle auf einem 
Flugzeug betrachten. Die von der Windmuhle in der Zeiteinheit 
an die Ll1ft abgegebene Energie ist 

E = 2F e (co - Llc~) Llc?, 
wahrend die Arbeit des Flugzeugs an der Windmiihle gleich Rco 
ist. Es folgt, daB man aus der Windmuhle die Leistung entnehmen 
kann: 

N = M w = Rco -, E = 2Fe (co - LlcD2L1cl' 
Den Wirkungsgrad der Windmuhle konnen wir definieren: 

, Mw co-Llcf 
'YJ = Reo = --c-o-' 

Das ist gerade das Reziproke des Wirkungsgrades einer Luft
schraube. 

Die Beziehung zwischen dem Wirkungsgrad und der Leistung 
der Windmuhle wird 

'2(1- ') -~~ 
'YJ 'YJ - 11: ec~D2' 

Fur einen gegebenen Durchmesser ist die Leistung ein Maxi
mum, wenn 'YJ' = i und LI c~ = t Co ist, und zwar hat die maximale 
Leistung den Wert 

N - 211: 3 D2 - 0 232 3 D2 max - 27 e Co -, e Co • 

Der Fall einer Windmuhle auf der Erde stellt sich etwas anders 
dar, da der Widerstand jetzt unwesentlich ist. Die von der Wind
muhle abgegebene Leistung hat denselben Wert wie vorher; der 
Wirkungsgrad erfordert jedoch eine neue Definition. Wenn die 
Windmuhle keine Starung der Stromung hervorbrachte, dann 
ware die in der Zeiteinheit durch me Windmuhlenflache hindurch
gehende Energie: 

E=!Fecg. 
Wir konnen nun den Wirkungsgrad passend definieren als das 
Verhaltnis der von der Windmuhle abgegebenen Leistung zu dieser 
GroBe. Der Wirkungsgrad wird dann 

/I 4(co - LlC~)2L1ci 
'YJ = C& • 

Er besitzt den Maximalwert 

'YJ~ax = !~ = 0,593 . 
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XVI. Die Luftschraube: Tragfliigeltheorie. 
16.1. 

185 

Um eine genauere Kenntnis des VerhaItens einer Luftsehraube 
zu erlangen, als sie die einfaehe Impulstheorie vermittelt, miissen 
wir die auf die Luftsehraubenblatter ausgeiibten Krafte unter· 
suehen und zu diesem Zweek jedes Blattelement als einen Trag. 
£liigel betraehten, der sieh in geeigneter Weise bewegt. Fiir die 
Entwieklung der Theorie ist es zweekmaBig, eine gewohnliehe 
Treibsehraube bei normalen Betriebsverhaltnissen zu betraehten. 
Die Verhaltnisse bei anderen Luftsehraubentypen und anderen 
Betriebsbedingungen kann man dann als Sonderfalle der all· 
gemeinen Theorie untersuehen. 

Die Luftsehraube habe eine Winkelgesehwindigkeit w um ihre 
Aehse und befinde sieh in einem Parallelstrom mit der Gesehwin· 
digkeit Co in Riehtung der Drehaehse. Die Quersehnitte der Blatter 
der Luftsehraube haben die Form von Tragfliigelprofilen, und die 
von einem Blattelement bei seiner Bewegung relativ zur Fliissig. 
keit aufgenommenen Krafte miissen deshalb mit einer Zirkulation 
der Stromung um das Blatt verkniipft sein. Infolge der Anderung 
dieser Zirkulation langs des Blattes von der Nabe bis zur Spitze 
werden vom Blatt Wirbelenden abgehen und annahernd sehrauben. 
Wrmig stromabwarts laufen. Diese Wirbel sind besonders an den 
Spitzen und an der Nabe angehauft; der Sehraubenstrom der Luft· 
sehraube besteht also aus einem Gebiet von in Rotation befind· 
lieher Fliissigkeit mit einer starken Wirbelanhaufung auf der 
Aehse und an den Grenzen des Slipstroms. Aus der allgemeinen 
Tragfliigeltheorie folgt, daB das Blattelement als Tragfliigel im 
zweidimensionalen Strom zu betraehten ist, der auBerdem noeh 
den Induktionswirkungen des Systems der abgehenden Wirbel· 
enden unterworfen ist. Die genaue Bestimmung der Induktions· 
wirkungen ist sehr verwiekelt wegen der Periodizitat der Stro. 
mung; fiir die meisten Zweeke ist es jedoeh geniigend genau, die 
in Wirkliehkeit vorhandene periodisehe Stromung dureh ihren 
Mittelwert zu ersetzen. Dieser Sehritt entsprieht der Annahme, 
daB es fiir die Sehatzung der Induktionswirkungen des Systems 
der abgehenden Wirbelenden geniigt, den Sehub und das Dreh· 
moment, die in einer bestimmten Entfernung von der Aehse auf 
eine endliehe Zahl von Blattelementen verteilt sind, zu ersetzen 
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durch eine gleichmaBige Verteilung von Schub- und Drehmoment 
iiber den ganzen Umfang des Kreises von gleichem Radius. 

Fiir die Entwicklung der Theorie wollen wir ferner annehmen, 
daB die Winkelgeschwindigkeit der Luftschraube nicht so groB 
wird, daB die Umfangsgeschwindigkeit der Blattspitzen sich der 
Schallgeschwindigkeit zu sehr nahert; denn iiber die Wirkung der 
Kompressibilitat der Luft auf die Kennzahlen eines sich mit hoher 
Geschwindigkeit bewegenden Tragfliigels ist nur wenig bekannt, 
und es sind sowohl in der Theorie als auch im Experiment noch 
Fortschritte zu machen, ehe man in der Theorie der Luftschraube 
diese Wirkung beriicksichtigen kann. 

16.1.1. Bei der Besprechung der Stromung um eine Luft-
schraube verwenden wir zweckmaBig folgende Bezeichnungen: 

Zustrom: Die Stromung unmittelbar vor der Luftschraube. 
Abstrom: Die Stromung unmittelbar hinter der Luftschraube. 
Wirbelgebiet: Die Stromung im Schraubenstrom weit hinter der 

Luftschraube. 
Induktionsstrom: Das Geschwindigkeitsfeld, das vom System 

der abgehenden Wirbelenden an den Blattern induziert wird. 
Wenn wir zunachst die Drehbewegung betrachten, so ist klar, 

daB das Drehmoment der Luftschraube im Schraubenstrom eine 
Rotationder Stromung um die Achse bewirkt, wahrend vorderLuft
schraube oder auBerhalb der Grenzen des Schraubenstroms keine 
Drehung auftreten kann 1. Diese Drehbewegung ist teils dem System 
der abgehenden Wirbelenden, teils der Zirkulation um die Blatter 
zuzuschreiben. Infolge der abgehenden Wirbelenden wird die 
Stromung in der Luftschraubenebene eine Winkelgeschwindig
keit LI OJ von gleichem Drehsinn wie die Luftschraube besitzen, und 
die Zirkulation um die Schraubenblatter wird gleich groBe, aber 
entgegengesetzt gerichtete Winkelgeschwindigkeiten des Zustroms 
und des Abstroms verursachen. Die Summe dieser beiden Kom
ponenten muB im Zustrom Null sein, da keine Drehung moglich 
ist, ehe die Stromung das von der Luftschraube erzeugte Wirbel
system erreicht hat. Hieraus folgt, daB die Winkelgeschwindigkeit 
des Abstroms 2 LI OJ ist, und daB der Induktionsstrom, der nur von 

1 Dieses Ergebnis folgt sofort aus dem allgemeinen Satz in 4.3.1. 
S. auch G. I. Taylor: The rotational inflow factor in propeller theory. 
RM Nr 765, 1921. 
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dem System der abgehenden Wirbelenden herrtihrt, die Winkel
geschwindigkeit ,1 w besitzt. 

Der Drall des Abstroms ist eng mit dem Drehmoment der 
Luftschraube verkntipft. Wir wollen die Blattelemente dr mit 
dem Achsenabstand r betrachten; es sei dM das Drehmoment 
dieser Elemente und Cz die Axsialgeschwindigkeit durch den kreis
formigen Querschnitt der Luftschraube. Wenn wir dann das 
Drehmoment gleich der Zunahme des Dralls in der Zeiteinheit 
setzen, so ergibt sich 

dM = 2nrdr· ecz . 2,1 wr2, 
oder 

wo 
Cz = co(1 + a), 

L1w=wa. 

Die GroBen a und a' stellen den Induktionsstrom dar und 
heiBen Induktionsfaktoren fUr die Axial- bzw. Drehstromung. 

16.1.2. Die Axialgeschwindigkeit muB beim Durchgang dnrch 
die Luftschraubenscheibe stetig sein und im Zu. und Abstrom 
denselben Wert Cz besitzen. Die Zunahme von Cz gegentiber der 
Geschwindigkeit Co des ungestorten Stromes ist nur dem EinfluB 
des Systems der abgehenden Wirbelenden zuzuschreiben. Die 
Axialkomponente der induzierten Geschwindigkeit ist (cz - co) 
oder aco. Um die GroBe dieses axialen Induktionsstromes ab
zuschatzen, nehmen wir an, daB die abgehenden Wirbelenden in 
regelmaBigen Schraubenlinien stromabwarts laufen. Diese An
nahme entspricht einer Vernachlassigung der Kontraktion des 
Schraubenstromdurchmessers, die tatsachlich auftritt und unter 
Umstanden eine Berticksichtigung erfordert, wenn der Induktions· 
faktor a nicht mehr klein ist. Die von diesem idealen Wirbel
zylinder induzierte Geschwindigkeit in einem Punkt des Wirbel· 
gebiets wird doppelt so groB sein wie die induzierte Geschwindig. 
keit in der Schraubenscheibe, die sich am Ende des Zylinders 
befindet. Damit ergibt sich die Axialgeschwindigkeit im Wirbel. 
gebiet zu Co (1 + 2a). Dieses Ergebnis stimmt mit dem SchluB 
iiberein, den wir aus der einfachen Impulstheorie gezogen haben. 
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Wir konnen jetzt unmittelbar die Axialimpulsgleichung fUr 
die Blattelemente schreiben 

~~ = 41lrec5(l + a)a. 

Diese Gleichung gilt nicht streng. Sie griindet sich auf die An
nahme, daB die Kontraktion des Schraubenstromes fiir die Induk
tionswirkung vernachlassigbar ist, und beriicksichtigt auch nicht 
die Tatsache, daB sich infolge der Drehbewegung im Wirbelgebiet 
ein geringerer Druck einstellt. Der durch diese Vereinfachungen 
hervorgerufene Fehler ist fiir eine Treibschraube unter gewohn
lichen Arbeitsbedingungen vernachlassigbar; es kann sich jedoch 
in gewissen Sonderfallen als notwendig erweisen, diese Impuls
gleichung durch eine genauere Beziehung zu ersetzen, z. B. wenn 
eine Luftschraube beim E'ortschrittsgrad Null arbeitet. 

16.1. 3. Eine Betrachtung des Systems der abgehenden Wirbel
enden fiihrt zu dem wichtigen SchluB, daB der Induktionsstrom, 
den die Blattelemente mit dem Achsenabstand r erfahren, nur 
von den Kraften abhangt, die auf diese Elemente ausgeiibt werden; 
er wird dagegen nicht beeinfluBt von den Blattelementen mit 
groBerem oder kleinerem Achsenabstand. Wir wollen die Wirkung 
der Blattelemente dr mit dem Achsenabstand r betrachten, wah
rend der iibrige Teil jedes Blattes wirkungslos zu denken ist. Die 
Wirbelenden, die von den Endpunkten des Elementes abgehen, 
liegen auf zwei Kreiszylindern mit den Radien r und r + dr; 
wir konnen dann die Wirbelstarke in zwei Komponenten auf
spalten, von denen die Achse der einen der Luftschraubenachse 
parallel ist, wahrend die andere in Umfangsrichtung liegt und 
einer Folge von Wirbelringen entspricht. Die erste Komponente 
der Wirbelstarke wirkt als Kugellager zwischen der rotierenden 
Luftschale, die durch die zylindrischen Oberflachen und die Haupt
luftmasse begrenzt ist. Die Hauptmasse der Luft kann aber keine 
Zirkulation um die Achse annehmen; die durch das Dtehmoment 
der Blattelemente hervorgerufene Drehung ist also auf das Gebiet 
zwischen den zwei Zylinderflachen beschrankt. Es wirkt also 
auch die vom Wirbelsystem induzierte Umfangskomponente nur 
auf die Blattelemente, die die Wirbel verursachen. 

Ahnlich kann man bei der zweiten Komponente der Wirbel
starke vorgehen; damit ist dann die Unabhangigkeit der Blatt
elemente mit verschiedenem Achsenabstand nachgewiesen. Dieses 
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theoretische Ergebnis ist von groBer Wichtigkeit und ist fur die 
Abschnitte eines Luftschraubenblattes, die den Hauptteil der 
Arbeit leisten, durch besondere Versuche nachgewiesen1 . Gegen 
die Enden der Luftschraubenblatter konnen die Verhaltnisse durch 
die Radialstromung der Luft, die in der Theorie vernachlassigt 
wurde, geandert werden. 

16.2. 
Wir wollen jetzt die aerodynamischen Krafte betrachten, die 

das Blattelement mit dem Achsenabstand r erfahrt. Das Blatt
element ist einer Axialgeschwindigkeit Co (1 + a) und einer Um
fangsgeschwindigkeit rw (1 - a'l ausgesetzt, so daB die resul
tierende Geschwindig
keit w um den Winkel cp 
gegen die Drehebene ge
neigt ist, wo 

t =~ l+a 
gcp rwl-a" 

~a~ ~l'O(l"'o.) 
~ rw I-a.' 

~7V 
Abb.109. 

Wenn fJ den Blattwinkel bezeichnet, dann arbeitet das Ele
ment bei einem Anstellwinkel IX = fJ - cp und ergibt die entspre
chenden Auftriebsbeiwerte 1;a und 1;w wie ein Tragflugel im zwei
dimensionalen Strom. Die Komponenten dieser Kraftbeiwerte in 
Richtung von Schub und Umfangskraft sind bzw.: 

Al = H1;a coscp - 1;w sincp), 

A2 = i (1;a sincp + 1;w coscp); 

die Elemente von Schub und Umfangskraft, die das Blattelement 
mit der Flache tdr ergibt, sind also: 

dB = A1 (}w2 tdr, 
dM = A2 (}w2 trdr. 

Diese Ausdriicke sind mit der Blattzahl i zu multiplizieren, um 
die Elemente des Schubs und des Drehmoments fUr die ganze 
Luftschraube zu bekommen; statt der Sehne fUhrt man dabei 
eine dimensionslose GroBe '" ein, die durch die Gleichung defi-
niert ist: it 

'" = 2nr' 

1 Lock, Bateman and Townend: Experiments to verify the in
dependence of the elements of an airscrew blade. RM Nr 953, 1924. 
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Diese GroBe u stellt das Verhaltnis der Summe alIer Blatt· 
breiten zum Kreisumfang dar und kann als Volligkeitsgrad be· 
zeichnet werden. 

Die Elemente von Schub und Drehmoment der Luftschraube 
konnen wir jetzt folgendermaBen ausdriicken: 

dS_ 2 2(1-L )22 I dr - nurQco I a '1 sin2<p , 

= 2nur3Qw2(1- a')2}'1 ~, cos <p 

dM _ 2 2 2(1 + )2' I -d - nur QCo a 11.2 -'-2- , r 8m <p 

= 2nur4Il w 2(1- a')2). ~l_. 
0:: 2 cos2 <p 

Wir haben aber schon zu Beginn dieses Kapitels Ausdriicke 
fUr die Elemente des Schubs und des Drehmoments erhalten durch 
Betrachtung des Axialimpulses und des DraUs; wenn wir die 
verschiedenen Formen einander gleich setzen, bekommen wir fol· 
gende Gleichungen fiir die Axial. und Drehinduktionsfaktoren: 

a ,,21 

1 + a = 1 - cos 29" ' 

a' ,,22 

1 - a' = sin2<p . 

Del' Fortschrittsgrad der Luftschraube wird schlieBlich gegeben 
durch die Gleichung 

). _ Co _, r Co _ r 1 - a' t 
- nDn: - R· rw - R 1 + a gcp, 

und die Elemente des Schubs und des Drehmoments lassen sich 
in den dimensionslosen Formen ausdriicken: 

R dks = '!:'n3(!..)3 u(l- a')2), _1_ 
d r 2 R, 1 C082 <p , 

d kM 1 (r)4 ,. 1 
R---a;;:-='4n3 R u(1-a)2A2c082<p' 

16.2.1. Die Methode fUr die Berechnung der KenngroBen einer 
Luftschraube besteht darin, eine Anzahl Elemente langs des Blattes 

zu wahlen, wo fiir jedes Element die Werte ~, u, fJ und die Profil· 

kenngroBen (iX, Ca, Cw) bekannt sind; wenn man bei jedem Element 
mit einer Reihe von iX·Werten anfangt, dann kann man dazu 
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Tabelle 21. Rechn ungen fur ein Blattelemen t. 
r 
Ii = 0,70, u = 0,10, 

ex 'P it, I., a a' ",it R (ddk:) R (d::) 
4° 20° -0,006 0,018 -0,003 0,003 0,80 -0,004 0,0038 
6 18 0,102 0,044 0,056 0,007 0,67 0,059 0,0089 
8 16 0,205 0,066 0,156 0,012 0,54 0,115 0,0130 

10 14 0,305 0,082 0,353 0,017 0,40 0,166 0,0156 
12 12 0,390 0,089 0,820 0,021 0,25 0,207 0,0166 
14 10 0,482 0,093 4,00 0,0261 0,08 0,250 0,0169 
16 8 0,568 0,090 -3,13 0,032 -0,14 0,288 0,0160 

die entsprechenden Werte von a, a', l, dks und dkM ausrechnen. 
Ein Berechnungsbeispiel fur ein typisches Blattelement zeigt 
Tabelle 21. Dann zeichnet man 0,9.-------------. 
fur jedes Element die Kurven 
von d ks und d kM in Abhangig
keit von lund tragt schlieB
lich die Werte von dks/dr und 
dkM/dr fiir die verschiedenen 
Blattelemente bei irgendeinem 
gewahlten Wert von l in Ab
hangigkeit vomAchsenabstand 
auf, um die Kurven fUr die 
Zunahme des Schubs und des 

Abb.110. 

Drehmoments langs des Blattes zu bekommen. Die Integration 
dieser Kurven liefert den gesamten Schub und das Gesamtdreh
moment der Luftschraube, wobei jedoch noch eine kleine empi
rische Korrektur am Schub anzubringen ist, die den Widerstand 
der Nabe beriicksichtigt. 

16.2.2. Wegen der Anderung des Blattwinkels, der Sehne und 
des Profils langs des Blattes ist es nicht moglich, einfache ana
lytische Ausdriicke fUr den Schub und das Drehmoment einer 
Luftschraube zu erhalten; wir konnen jedoch die allgemeine Natur 
der LuftschraubenkenngroBen durch Betrachtung eines typischen 
Blattelements erkennen. 

Bei dem Fortschrittsgrad Null (J, = 0) wird der Axial
induktionsfaktor a unendlich groB, da die Axialgeschwindig
keit durch die Luftschraubenscheibe endlich bleibt, wahrend 
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die Geschwindigkeit Co gegen Null geht. Dies tritt ein, 
wenn 

"AI = 2sin2rp; 

da rp ein kleiner Winkel ist, konnen wir naherungsweise schreiben 

"I;a = 4rp2 , 

wo I;a fiir den Anstellwinkel (fJ - rp) zu nehmen ist. Dieser Zu
stand entspricht fiir eine gewohnliche Treibschraube einem posi
tiven Wert von rp. 

Die andere Grenze des Arbeitsbereichs einer Luftschraube tritt 
dann auf, wenn der Schub verschwindet; dieser Punkt wird durch 
die Gleichung gegeben: 

I;a = I;w ctgrp . 

Das Blattelement erfahrt also noch eine kleine positive Auftriebs
kraft. Das Drehmoment ist in diesem Punkt positiv; es ver
schwindet bei einem etwas groBeren Fortschrittsgrad, der der 
Bedingung 

I;a = - I;wctgrp 

entspricht. Zwischen diesen beiden Punkten wirkt die Luft
schraube als Bremse; jenseits des Punktes, in dem das Dreh
moment negativ wird, wirkt die Luftschraube als Windmiihle. 

wo 

Der Wirkungsgrad des Blattelements ist 

_ eodS _~.~_~-a' ~~ 
'YJ - rodM - rro 22 - 1 + a tg (rp + y)-' 

I;w = I;a tgy . 

Diesen Ausdruck konnen wir mit dem idealen Wirkungsgrad 1 ~ a 

vergleichen, den wir mittels der einfachen Impulstheorie ableiteten; 
es zeigt sich, daB noch zusatzIiche Verlustquellen vorhanden sind, 
die herriihren von 

1. a', der Wirkung der Drehung des Schraubenstroms, 
2. y, der Wirkung des Profilwiderstands der Blatter. 
Der erste dieser Einfliisse ist im Hauptarbeitsbereich einer 

Luftschraube gering, der Profilwiderstand dagegen erhalt groBe 
Bedeutung, besonders wenn sich die Blattelemente der Nullage 
nahern. Abb. III zeigt den Wirkungsgrad des Blattelements, 
dessen Kennzahlen in Tabelle 21 gegeben wurden; die gestrichelte 
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Kurve stellt den Wirkungsgrad dar, der amtreten wiirde, wenn 
der Profilwiderstand Null ware. 

Wir konnen den Verlust an Wirkungsgrad auch durch die 
Betrachtung des Energieg1eichgewichtes des Blatte1ementes ver
anschaulichen. Die in der 

~Or---------------------~ Zeiteinheit am Blattelement .." ohne WidBr~p!lff 
geleistete Arbeit ist wdM; ,/ 
diese Energie zerfallt in fo1- {},8 /,/ 

gende Anteile: /' 
// 

codS, die Nutzarbeit des / 
Schubs, ~ 0,6 1/ 

acodS, die kinetische Ener- ~ ! 
gie der Axia1stro- ~ / 

.~ M / 
mung, ~ , / 

a' wdM, die kinetische Ener- / / 
gie der Drehbe- ! 

I. wegung, h 

dE, der Verlust info1ge 
des Blattwider- o 
standes. 

Den Wert von dE erha1ten wir als 

g10 0,15 

Abb.111. 

dE = (1 - a')wdM - (1 + a)codS 
= (lw2i. tdr{(1 - a')wrA2 - (1 + a) CoAl} 
= (lW2 i· tdrw(A2 cOSqJ - Al sinqJ) 
= Hw(lw2itdr.w. 

{},20 

Das ist aber offenbar die gegen den B1attwiderstand geleistete 
Arbeit, wenn sich die Blattelemente mit der Geschwindigkeit w 
re1ativ zur Fliissigkeit bewegen. 

Von Interesse ist auch der Zusammenhang zwischen der Zirku-
1ation um die B1attelemente und der Rotation des Schrauben
stroms. Die Zirkulation um ein B1atte1ement mnS gleich i C atw 
sein; die entsprechende Zirku1ation des Schraubenstroms ist 
dann Z = iitwCa = nxrwCa, 
wahrend die Gesamtzirkulation des Schraubenstroms ist: 

Z' = 2nr· 2wa' 

= 4nr2w(1 - a')xA2 ~2 
8m rp 

= n:xrw(Ca + CwctgqJ). 
GIauert-Holl, Luftschrauben. 13 
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Hieraus folgt 
Z' Casin?" + Cwcos?" 
Z Casin?" 

Die Zirkulation des Schraubenstroms riihrt her teils von der 
Zirkulation um die Blattelemente, die mit der Auftriebskraft zu
sammenhangt, und teils von dem Widerstand der Blattelemente, 
der die Luft in Richtung der Bewegung des Blattes mitzureiBen 
stre bt. Diese zwei Wirkungen werden im selben Verhaltnis stehen wie 
die Elemente der Umfangskraft, die yom Auftrieb und yom Wider
stand herriihren, d. h. im Verhaltnis Casin<p zu Cwcos<p; diese 
Wirkung des Widerstandes der Blattelemente erklart die Ver
schiedenheit der Zirkulationen Z und Z'. Die Wirbelverteilung in 
der Luftschraubenscheibe ist also ziemlich verwickelt; sie besteht 
teils aus der Zirkulation um die Blatter und teils aus freien Wirbel
linien, die yom Blattwiderstand herriihren. 

16.2.3. Die Rechnungen fiir ein typisches Blattelement konnen 
wir auch beniitzen, um die Anderung der KenngroBen einer Luft-

~o schraube mit der mitt-

0,8 

leren Steigung zu zei
gen. Abb. 112 gibt die 
Wirkungsgradkurven 

fiir ein Blattelement, 
wenn der Blattwinkel 
gegeniiber dem ur
spriinglichen Wert um 
4 0 vergroBert oder ver
kleinert wird; wir sehen 
daraus, daB eine Ver
groBerung der Stei
gung auch eine Ver
groBerung des maxi-

0,05 ~10 0,15 0;20 0;25 0,30 malen Wirkungsgrades 
Abb. 112. bedeutet. Aerodyna-

mische Erwagungen zeigen also den Vorteil von Luftschrauben 
mit groBem Durchmesser und hoher Steigung, konstruktive Er
wagungen beschranken jedoch die Ausniitzungsmoglichkeit dieser 
Vorteile. Eine Luftschraube wird so ausgelegt, daB sie bei einer 
bestimmten Drehgeschwindigkeit ein bestimmtes Drehmoment 
aufnimmt; eine VergroBerung des Durchmessers oder des Blatt-



Anderung der BetriebsverhaItnisse. 195 

winkels erfordert also eine Verringerung der Blattbreite; diese 
MaBnahme ist aber beschrankt durch die Bedingung, daB das 
Blatt stark genug sein muB, um den auftretenden Zentrifugal- und 
Torsionskraften standzuhalten; der Luftschraubendurchmesser 
wird auch dadurch beschrankt, daB es wiinschenswert ist, die 
Spitzengeschwindigkeit betrachtlich unter der Schallgeschwindig
keit zu halten. Man kann diese Schwierigkeiten teilweise ver
meiden, wenn man ein V orgelege zwischen Maschine und Luft
schraube einschaltet, so daB die Luftschraube mit kleinerer Dreh
zahl als die Maschine lauft. Die 
Aufgabe wird jedoch durch das 
Gewicht und den Wirkungsgrad 
des Vorgeleges erschwert. Eine 
ausfiihrliche Besprechung der 
Wahl der besten Luftschraube 
in irgendeinem gege benen Fall 
iiberschreitet indessen den Rah
men dieses Buches. 

16.3. 
Die aerodynamische Theorie 

wurde fiir eine Treibschraube 
entwickelt, die einen Schub in 
Richtung ihrer Axialbewegung 
ergibt; wir miissen nun unter
suchen,ob die Theorie auch auf 
andere Betriebsverhaltnisse ei
ner Luftschraube anwendbar 
ist. Abb. 113 zeigt schematisch 
die verschiedenen Stromtypen, 
die bei einer gewohnlichen Treib
schraube bei verschiedenen po
sitiven und negativen Fort
schrittsgraden vorkommen kon
nen. Type (2) stellt den nor

Nr 

1 

2 

3 

'I 

5 

{J 

Sfrombild. 

Co- ~ ~ 

co~ ==s: -. 

co-O t ........ 

~ ~- -co -
:~~~::1- ----co 

- ~ -co 

Abb.113. 

malen Betriebszustand dar; wenn die Axialgeschwindigkeit Co 

wachst, geht die Luftschraube in den Zustand (1) iiber, wo sie 
zuerst als Bremse und dann als Windmiihle wirkt. Ein anderes 
Strombild stellt sich em, wenn die Luftschraube negativen Fort-

13* 
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schrittsgrad besitzt. Type (3) stellt die Stromung fur den Fort
schrittsgrad Null dar, der einen Grenzfall der normalen Type (2) 
bildet; sobald jedoch die Axialgeschwindigkeit Co negativ wird, 
bildet sich ein Wirbelring um die Luftschraube, wie Type (4) 
zeigt. Fiir groBere negative Geschwindigkeiten kann die Stromung 
den Typen (5) und (6) entsprechen. Die erste stellt den Fall dar, 
daB die Luftschraube eine Wirbelbewegung wie hinter einem 
stumpfen Korper ergibt; die zweite bildet eine Ruckkehr zur 
Type (1), nur sind jetzt die Richtungen umgekehrt. 

Die Theorie nimmt einen Schraubenstrom der ublichen Art an 
und ist auf die Typen (1) und (2) anwendbar. In dem Wirbelring
stadium verlieren die Impulsgleichungen ihre Gultigkeit sowohl fur 
die Axial- als auch fiir die Drehbewegung, und der Schub und das 
Drehmoment werden hauptsachlich von der Energiezerstreuung 
im Wirbelring abhangen. Die Theorie gilt ebenfalls nicht fur die 
durch Type (5) dargestellte Stromung und ist fUr Type (3) wahr
scheinlich nur eine rohe Annaherung an die Wirklichkeit, da sie 
ja den Ubergang vom Wirbelringstadium ZUlli normalen Betriebs
zustand darstellt. Der letzte Zustand (6) gleicht der Type (1), 
und die Theorie sollte eigentlich darauf anwendbar sein; es sind 
jedoch gewisse Anderungen an den Impulsgleichungen anzu
bringen, die der Tatsache Rechnung tragen, daB die Stromung 
durch die Luftschraubenebene in umgekehrter Richtung erfolgt. 
Bei der Entwicklung dieser Gleichungen steUt die Geschwindig
keit Co (1 + a) die Geschwindigkeit der Stromung durch die 
Luftschraubenscheibe dar und muB immer als positiv be
trachtet werden. Fiir negative Fortschrittsgrade ist also das 
Vorzeichen von Schub und Drehmoment umzukehren; dies ent-

spr~cht einer Umkehr des Vorzeichens der Ausdrucke 1 : a und 

-1 a --; in 16.2. Mit dieser einfachen Abanderung kann man die -a 
Theorie auch auf eine Luftschraube mit negativem Fortschritts
grad anwenden, vorausgesetzt, daB hinter der Luftschraube ein 
Schraubenstrom der ublichen Art gebildet wird. Die Bedingung 
fiir die Gultigkeit der Theorie ist also, daB der Wert des Axialin
duktionsfaktors a die Ungleichung a> - i- erfullt. Mit dieser 
Einschrankung ist die Theorie auf jede Luftschraubenart anwend
bar, ohne Rucksicht auf den Zweck (Propeller, Windmiihle, Venti
lator usw.), fiir den sie ausgelegt wird. 
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XVII. Die Luftschraube im Windkanal. 
Ein Luftschraubenmodell im Windkanal stort die yom Um

walzventilator erzeugte Parallelstromung und verursacht Geschwin
digkeitsanderungen, die sich bis zu betrachtlichen Entfernungen 
von der Luftschraube auswirken. Die Stromung wird durch die 
Kanalwande beeinfluBt; die gleichformige Axialgeschwindigkeit Co, 
die im Kanal in geniigender Entfernung vor der Luftschraube auf
tritt, ist deshalb verschieden von der Geschwindigkeit, die sich 
in der freien Luft einstellen wiirde. Man muB deshalb eine ent
sprechende freie Luftgeschwindigkeit Co bestimmen, die der Ge
schwindigkeit Co im Kanal entspricht, bei der die Luftschraube bei 
gleicher Winkelgeschwindigkeit wie im Kanal denselben Schub 
und dasselbe Drehmoment ergibtl. Eine theoretische Losung des 
Problems kann man ableiten, wenn man die einfache Impulstheorie 
auf den Fall einer in einem Windkanal rotierenden Luftschraube 
erweitert. Die entsprechende freie Luftgeschwindigkeit wird de
finiert als die Geschwindigkeit, die dieselbe Axialgeschwindigkeit 
durch die Luftschraubenscheibe ergibt wie im Kanal, denn diese 
Bedingung erhalt fiir die Luftschraubenblatter dieselben Betriebs
verhaltnisse aufrecht, wenn man die Beeinflussung der Dreh
geschwindigkeit vernachlassigen kann. Die entsprechende freie 
Luftgeschwindigkeit ist bei den gewohnlichen Betriebsverhalt
nissen einer Luftschraube kleiner als die Kanalgeschwindigkeit. 

Die Annahme, daB die Drehgeschwindigkeit nicht beeinfluBt 
wird, erscheint begriindet; die Darstellung der Beeinflussung durch 
den Ubergang von der Bezugsgeschwindigkeit im Kanal zur freien 
Luftgeschwindigkeit bedingt gleiche Axialgeschwindigkeit iiber 
die ganze Luftschraubenscheibe. Diese Bedingung ist im Haupt
arbeitsgebiet der Luftschraubenblatter erfiillt, versagt aber gegen 
die Blattspitzen. Infolgedessen kann die Form der Schub- und 
Drehmomentverteilung langs des Luftschraubenblattes in der Nahe 
der Spitzen in freier Luft etwas anders sein als im Windkanal, 
obgleich die Korrektionsmethode fiir den Gesamtschub und das 
gesamte Drehmoment der Luftschraube geniigend genau ist. Die 
Korrektionsmethode wird auch beim Fortschrittsgrad Null der 
Luftschraube unzuverlassig, da das in der Theorie vorausgesetzte 
iibliche Schraubenstrombild dann nicht mehr zutrifft. 

1 Wood and Harris: Some notes on the theory of an airscrew working 
in a wind channel. RM Nr 662, 1920. 
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Das in der Untersuchung angenommene Strombild zeigt 
Abb. 114. Co ist die Kanalbezugsgeschwindigkeit, c die Geschwin
digkeit durch die Luftschraubenebene, ci die Schraubenstrom

geschwindigkeit und ci die Ge-
--c! schwindigkeit im Kanal auBer-£_-----;.{;--,- halb des Schraubenstroms. Der 

_ Druck steigt vom urspriinglichen 
Wert P auf den Wert PI im 

-'Tl~' _________ --!.:::L1"t Schrau benstromge biet. 
Abb.114. Es sei F die Flache der Luft-

schraubenscheibe, FI der Quer
schnitt des Schraubenstroms und Fo der des Kanals. Dann er
gibt die Kontinuitatsbedingung: 

Flc! = Fc 
(Fo - FI)ci = Foco - Fc. 

Mit Hilfe der Bernoullischen Gleichung wird 

% = (PI + ~ e ci) - (p + ~ e c6) 

= (PI + ~ eci) - (PI + ~ e ci2) 

I (2 12) ="2 e CI- Cl . 

Die Gleichung fUr den Axialimpuls lie£ert schlieBlich 

S = FlecI(CI - co) + (Fo - F I )ec1(cl- co) + FO(PI - p) 

= FleCl(ci - co) + (Fo - F1)ec1(cl- co) + !Foe(c5 - C~2). 
Wir setzen nun S 4 r=--=-o' 

F(!cg ~' 

wenn wir ci und c1 mittels der Kontinuitatsgleichungen eliminieren, 
erhalten wir fUr die beiden Ausdriicke fUr den Schub: 

2rFHFo - FI)2C6 = (Fo - FI)2F2c2 - m(Foco - FC)2 
und = 2Fo(Fo - FI)Fc(Fc - FICO) - F6(Fc - F I co)2 

2rFFI(Fo - FI)2C6 = 2(Fo - Fl)2Fc(Fc - FICO) 
- 2F1 (Fo - FI)(FocO - Fc)(Fc - FICO) 
+ FoFd(Fo - FI)2C5 - (Foco - FC)2} 

= 2Fo(Fo - FI)Fc(Fc - FICO) - FoFI(Fc - F l cO)2. 
Hieraus £olgt sofort 

2rFI(F - FI)(Fo - F1)C5 = Fo(Fc - F 1 cO)2 
rFI(FoF - Ff} c5 = FoFc(Fc - FICO)' 



Die Luftschraube im Windkanal. 199 

Die entsprechende freie Luftgeschwindigkeit c~ muB fur c und S 
dieselben Werte liefern. In freier Luft ist aber 

S = 2Fec(c - co) 
28 (2c - C')2= - + C,2 o eF 0 

oder 

= 2rc5 + cO2 

Wir setzen 
Co = ).c~ 
x2 = 1 + 2rl2 

und erhalten dann die Bedingung fUr freie Luft: 

Wir setzen ferner 

(x + I)co 
c = 2), 

F= ocFo 
Fl = fJF, 

wo IX gewohnlich klein ist und fJ zwischen 1,0 und 0,5liegt. Dann 
erhalten wir fUr die beiden Windkanalgleichungen: 

4 (x2 - 1) fJ (1 - fJ) (1 - IXfJ) = (x + 1 - 2fJ).)2 
2 (x - 1)fJ(1 - IXfJ2) = (x + 1- 2fJ).). 

Hieraus konnen wir J.. sofort eliminieren und erhalten eine Glei
chung fUr x in Abhiingigkeit von IX und fJ, wahrend die zweite 
Gleichung den Wert von J.. bestimmt. 

Die Aufgabe der Bestimmung der entsprechenden freien Luft
geschwindigkeit ist jetzt mittels der HilfsgroBen x und fJ zuruck
gefuhrt auf die Bestimmung von). fUr gegebene Werte von IX und r. 
Zu diesem Zweck schreiben wir die drei Gleichungen in der Form 

x-I (1 -P)(I - rxP) 
x + 1 P(I- rxp2)2 

A = 1 + (x _ 1) IXfJ2 _ (2P - 1) x-I 
2(1 

(x + 1) (x - 1) 
r = 2),2 • 

Wir konnen jetzt eine Methode allmahlicher Annaherung be
nutzen, indem wir verschiedene Werte von fJ einsetzen, bis wir 
den richtigen Wert fUr r bekommen. Als Anhalt fUr den Wert 
von fJ kann dienen, daB fJ in freier Luft durch die Gleichungen 
bestimmt ware: x2 = 1 + 2r 

{J =x+! 
2x . 
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In diesen Gleichungen ist IX das Verhaltnis der Flache der Luft
schraubenscheibe F zum Kanalquerschnitt F 0' 7: ist die beobachtete 

GroBe FS 
2 • Die entsprechende freie Luftgeschwindigkeit erhalt e Co 

man schlieBlich, wenn man die Kanalbezugsgeschwindigkeit Co 

durch die GroBe A dividiert. Kurven von c~ in Abhangigkeit von 
CO 

~F 2 fUr eine Anzahl von Werten fUr FF zeigt Abb. 115. Die 
Ie ~ 0 
gewohnliche GroBe einer Modelluftschraube fUr die Untersuchung 

F 
im Windkanal entspricht etwa einem Wert von IT = 0,15. 

o 

1,20.-----------------, Die theoretische 

",15 

1,0 

Abb.115. 

Korrektur kann 
man fiir Priifungen 
von Luftschrauben
modellen in einem 
Windkanal beniit
zen; es ist jedoch 
nicht moglich, die 
Theorie auf eine 
Luftschraube aus
zudehnen, die vor 

6;0 K einem orper von 
halbwegs betracht
licher GroBe ein-

gebaut ist. Ausmessungen der Axialgeschwindigkeitllangs radialer 
Linien unmittelbar vor und hinter der Drehebene der Luftschraube 
haben jedoch gezeigt, daB sich die Geschwindigkeit einem Grenz
wert nahert, der gleich der entsprechenden freien Luftgeschwindig
keit ist, die die Theorie liefert, wenn kein Korper vorhanden ist. 
Diese Untersuchungsmethode wurde angewandt fiir Zusammen
stellungen von Luftschrauben und Korpern und wurde durch 
besondere Windkanalversuche bestatigt2. 

1 Fage, Lock, Bateman and Williams: Experiments with a family 
of airscrews, Part 2. RM Nr 830, 1922. 

2 Lock and Bateman: The effect of wind tunnel interference on a 
combination of airscrew and tractor body. RM Nr 919, 1924. 
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