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Yorwort zur deutschen Ausgabe.

Bei der Ubersetzung bestand keine Veranlassung, von der
englischen Fassung abzuweichen. Es wurden lediglich einige An-
merkungen zugefiigt, die die Sachlage noch etwas genauer er-
klaren sollen oder zum Hinweis auf deutsche Verhiltnisse dienen.
(Es sind dies die Anmerkungen ohne Literaturhinweis.) Dagegen
bereitete die Wahl der Bezeichnungen etwas mehr Schwierig-
keiten. Es wurden schlieBlich die Vorschlige des Hydraulik-
ausschusses (Wasserkraft 1926, S. 239{f.) als Richtlinien gewihlt,
wodurch wohl eine gréfere Einheitlichkeit der Bezeichnungen
erreicht wurde.

Fiir tatkraftige Férderung bei der Ubersetzung bin ich meinem
verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr.-Ing. Fliigel, Danzig, zu
groBem Dank verpflichtet.

Langfuhr, im Marz 1929. H. Holl.



Yorwort zur englischen Ausgabe.

Eine Tragfliigeltheorie hat das Ziel, die am Tragfliigel auf-
tretenden Krifte zu erkliren und vorauszubestimmen. In den
letzten Jahren ist nun eine befriedigende Theorie entwickelt worden
fiir die Auftriebskraft im gewdShnlichen Arbeitsbereich unterhalb
des kritischen Anstellwinkels und fiir den Anteil des Widerstandes,
der von der Zahigkeit der Luft unabhéngig ist. Man hat auch schon
betrichtliche Einsicht in das Wesen des Zihigkeitswiderstandes
und in das Verhalten eines Tragfliigels bei und {iber dem kritischen
Winkel gewonnen, jedoch ist die Theorie bis jetzt noch unvoll-
stindig. Das Problem der Luftschraube ist wesentlich ein Teil
der Tragfliigeltheorie, denn die Blitter einer Luftschraube sind
Tragifliigel, welche schraubenformige Wege beschreiben; man hat
auch durch Anwendung der Grundgesetze der Tragfliigeltheorie
eine befriedigende Theorie der Luftschraube entwickelt.

Der Zweck dieses Buches ist eine Darstellung der Tragfliigel-
und Luftschraubentheorie in einer Form, welche sich auch fiir
Leser eignet, die keine hydrodynamischen Vorkenntnisse besitzen.
Die ersten fiinf Kapitel geben eine kurze Einfithrung in die Teile
der Hydrodynamik, welche zur Entwicklung einer Tragfliigel-
theorie nétig sind. Die folgenden Kapitel behandeln der Reihe
nach den Auftrieb eines Tragfliigels in zweidimensionaler Strd-
mung, die Wirkung der Zihigkeit und ihre Bedeutung in der Trag-
fliigeltheorie und die Theorie des Tragfliigels von endlicher Spann-
weite. Die letzten drei Kapitel sind der Entwicklung der Luft-
schraubentheorie gewidmet.

Mit Riicksicht auf den Zweck des Buches wurden schwierige
mathematische Entwicklungen nach Moglichkeit vermieden; in
einigen wenigen Fiéllen wurden Ergebnisse ohne Beweis angefiihrt
unter Hinweis auf bekannte Lehrbiicher oder auf Originalarbeiten
iiber den Cegenstand.

Farnborough, April 1926. H. Glauert
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Abkiirzungen.

Bei den Literaturangaben wurden folgende Abkiirzungen beniitzt:

RM = Reports and Memoranda of the Aeronautical Research Com-
mittee.

NACA == Reports of the National Advisory Committee for Aeronautics
(U. 8. A).

ZFM = Zeitschrift fiir Flugtechnik und Motorluftschiffahrt.
ZAMM = Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik.



1. Einfithrung.

1.1.

Es ist eine Tatsache alltiglicher Erfahrung, daBl ein Korper,
der durch eine Fliissigkeit bewegt wird, eine resultierende Kraft
erfahrt, die in den meisten Fallen im wesentlichen ein Widerstand
gegen die Bewegung ist. Es gibt jedoch eine Art von Korpern,
bei denen die senkrecht zur Bewegungsrichtung ausgelibte Kraft
viele Male groBer ist als die der Bewegung entgegenwirkende
Komponente, und die Moglichkeit des Fliegens eines Flugzeugs
beruht auf der Verwendung eines Korpers dieser Art fiir die Trag-
flachen.

Eine Tragfliche oder ein Tragfliigel besitzt eine Symmetrie-
ebene durch den Halbierungspunkt seiner Spannweite; die Be-
wegungsrichtung wie auch die Wirkungslinie der resultierenden
Kraft liegen gewoShnlich in dieser Ebene. Der Querschnitt eines
Tragfliigels in einer zur Symmetrieebene parallelen Ebene ist von
langlicher Form mit einem gerundeten Kopf und einem ziemlich
scharfen Hinterende. Es ist gewthnlich mdglich, eindeutig eine
Doppeltangente an die Unterfliche des Tragfliigelquerschnittes zu
ziehen, und man bezeichnet dann die Projektion des Tragfliigel-
querschnittes auf diese Tangente als Fliigelsehne. In den Féllen,
wo diese eindeutige Doppeltangente nicht vorhanden ist, erfordert
die Sehne eine besondere Definition, und man definiert sie dann
héufig als die Verbindungslinie der Kriimmungsmittelpunkte der
Vorderkante und der Hinterkante des Profilst. Als Anstellwinkel &
des Tragfliigels bezeichnet man den Winkel zwischen der Sehne
und der Bewegungsrichtung relativ zur Flissigkeit, und als Druck-
punkt C bezeichnet man den Punkt, in welchem die Wirkungslinie

1 In Deutschland pflegt man in solchen Fallen die Sehne zu defi-
nieren als die Projektion des Fliigelquerschnittes auf die Tangente an
die Unterfliche des Fliigels in der Hinterkante.

Glauert-Holl, Luftschrauben. 1



2 Einfiihrung.

der resultierenden Kraft P die Sehne A B schneidet (Abb. 1). Die
resultierende Kraft zerlegt man in zwei Komponenten, den Auf-
trieb P, senkrecht zur Bewegungsrichtung und den Widerstand P,
parallel zu dieser, aber der Bewegung entgegenwirkend. Es ist
iiblich, die Vorderkante A der Sehne als Bezugspunkt zu beniitzen.

-
Bewegungsrichhing

Abb. 1.

Die resultierende Kraft hat dann ein Moment um diesen Punkt,

dessen Drehsinn positiv gerechnet werden soll, wenn es den An-

stellwinkel zu vergroflern sucht. Die Grofle dieses Momentes ist
M=—AC(P,cosa + P,sina),

worin AC die Entfernung des Druckpunktes von der Sehnenvorder-

kante bedeutet.

Die auf einen Tragfliigel von gegebener Form bei einem be-
stimmten Anstellwinkel ausgeiibte Kraft hangt hauptsichlich ab
von der Dichte ¢ der Fliissigkeit, der Relativgeschwindigkeit w,
zwischen Tragfliigel und Fliissigkeit und einer den Tragfliigel
kennzeichnenden Linge I. Diese drei Groflen kdnnen eindeutig
in der Form 12 ¢ w? zusammengestellt werden, damit sie die Dimen-
sion einer Kraft ergeben ; man kann dann dimensionslose Auftriebs-
und Widerstandsbeiwerte definieren als Quotienten aus den Kraft-
komponenten und diesem Produkte. Die Auftriebs- und Wider-
standsbeiwerte eines Tragfliigels sind definiert durch die Glei-
chungen

2
Py=10,-F-0,

2
PwZCzO'F'Q%-

Dabei bedeutet F die gréfite Projektion des Tragfliigels, die sich
bei einem rechteckigen Tragfliigel als Produkt aus Sehne und
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Spannweite ergibt. Die entsprechende Definition fiir den Mo-
mentenbeiwert ist
M=%Cm‘t'F'Qw(2)s

worin ¢ die Fliigelsehne bezeichnet. Diese Definitionen sind nicht
einheitlich, so beniitzt z. B. das britische Standardsystem nur
o Wi statt des Staudrucks 2
Lowd, so daB die Bei-
werte nur halb so grof
werden wie oben. 08l

Auftriebs- und Wider-
standsbeiwerte eines
Tragfliigels sind ab- %
hingig vom Anstell-
winkel; Abb. 2 zeigt die ~A

]/]ﬂSfe’//W/’/I/fé‘/ ' |
1
o . -5 5° 0° 759 20°
Kurven fiir einen ty- /
pischen Tragfliigel; der Abb. 2
Widerstand ist dabei ¥ -

fiinfmal so groB aufge-
tragen wie der Auftrieb.

. . \ Druckpunkisbeiwert
Der  Auftriebsbeiwert ¥ raeRpanseen
andert sich in einem ge-

wissen Bereich linear mit

dem Anstellwinke! und 92+

erreicht ein Maximum

ungefihr beim , kriti- '\ /llﬂsfe//W/ﬂ/'re/ | .
schen** Anstellwinkell. -52 7 50 7a° 759 200

Der geradlinige Teil der

Auftriebskurvestelltden

praktisch wichtigen Ar-

beitsbereich eines Trag-

fliigels dar; in diesem gl Abb. 3.

Bereich ist der Wider-

stand klein im Vergleich zum Auftrieb; wenn man sich jedoch

dem kritischen Winkel nahert, wachst der Widerstand rasch an.
Abb. 3 zeigt die Verinderung der Lage des Druckpunktes,

und zwar ist die Entfernung des Druckpunktes von der Vorder-
1 Als , kritischer Anstellwinkel soll der Anstellwinkel bezeichnet

werden, bei dem die Stromung auf der Saugseite (unter intensiver Wir-
belbildung) abreifit.

1*
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kante des Tragfliigels in Bruchteilen der Sehnenldnge ausgedriickt.
Analytisch ergibt sich dieser Druckpunktskoeffizient zu

ac Lm Ln

HM_Mina—N '

Theorie und Experiment stimmen darin iiberein, daf der Mo-
mentenbeiwert sich unterhalb des kritischen Winkels linear mit
dem Auftriebsbeiwert &ndert. Der Druckmittelpunkt eines Profils
riickt normalerweise mit abnehmendem Anstellwinkel nach hinten
und geht gegen Unendlich bei dem negativen Anstellwinkel, fiir
den ({,cosa + £, sin®) verschwindet, d. h. wenn die resultierende
Kraft parallel zur Sehne ist. Dieser Anstellwinkel ist ungefahr
gleich dem Winkel, bei dem der Auftrieb verschwindet.

Die Hauptaufgabe der Tragfliigeltheorie ist, den Auftrieb und
den Widerstand, welche ein Tragfliigel erfahrt, zu erkliren und
vorauszusagen; es ist auch in den letzten Jahren eine befriedi-
gende Theorie fiir den gewShnlichen Arbeitsbereich unterhalb des
kritischen Anstellwinkels entwickelt worden. Die Bestimmung des
maximalen Auftriebes eines Tragfliigels und des kritischen Win-
kels, bei dem er eintritt, ist noch nicht méglich, obgleich man schon
etwas Einsicht in die Ursache der Erscheinung gewonnen hat.

1.2. Die Entwicklung der Tragfliigeltheorie.

Die Erklarung der Auftriebskraft eines Tragfliigels héngt
wesentlich von der Art der Flissigkeit ab, und die Schwierigkeit
einer befriedigenden Theorie ist verkniipft mit der Schwierigkeit
einer einfachen und zuverldssigen Erfassung der wesentlichen
Fliissigkeitseigenschaften.

Ein frither Versuch, die auf eine schrig angestromte, ebene
Platte ausgelibte Kraft zu bestimmen, stammt von Newton, der
annahm, dall die Flissigkeit aus einer groBen Anzahl fester
Koérperchen bestehe. Diese Kérperchen sollten unelastisch sein,
so daf} beim Auftreffen auf die Platte die senkrechte Geschwindig-
keitskomponente zerstért wird. Die Fliissigkeitsmasse, welche in
der Zeiteinheit auf eine Platte mit der Fléche F und dem Anstell-
winkel o auftrifft, ist Fo ¢y sin®, die Geschwindigkeit senkrecht
zur Platte ist ¢, sin ®. Damit wiirde die Platte eine Kraft senk-
recht zu ihrer Oberfliche erfahren von der GroBe

P =F.ocsinx,



Die Entwicklung der Tragfliigeltheorie. B

Wenn man die Kérperchen als vollkommen elastisch annimmt,
wird diese Kraft doppelt so grofi; in beiden Fillen ist jedoch die
durch diese Theorie gegebene Kraft fiir kleine Anstellwinkel zu
klein. Die Schitzung des Widerstandes einer ebenen Platte, die
senkrecht zur Stromrichtung gestellt wird, ist befriedigender und
gibt die richtige GréBenordnung.

Eine bessere Einsicht in die Bewegung einer Fliissigkeit er-
zielt man, wenn man die Fliissigkeit als zusammenhéngendes
homogenes Medium betrachtet. Ein wesentliches Kennzeichen
einer Fliissigkeit ist, dall sie im Gleichgewichtszustand keine
Schubspannungen {ibertragen kann; wenn sich jedoch benach-
barte Schichten relativ zueinander bewegen, dann treten Schub-
spannungen auf und hemmern die Bewegung. Diese Higenschaft
kommt von der inneren Reibung oder Zihigkeit der Fliissigkeit.
Die Zahigkeit der Luft ist klein und kann in vielen Fallen vernach-
lassigt werden; manchmal ist jedoch die Zahigkeit von grund-
legender Bedeutung; sie scheint in allen Fallen einen bestimmenden
EinfluBB auf das auftretende Strombild auszuiiben, auch wenn
die Stromung sich genau so vollzieht wie in einer reibungsfreien
Flissigkeit. Eine weitere Eigenschaft einer Flissigkeit ist ihre
Kompressibilitat, die fiir die gewdhnlichen Fliissigkeiten vernach-
lassigbar, fiir ein Gas jedoch von Wichtigkeit ist. Die Luftdichte
muB} im allgemeinen als eine Funktion von Temperatur und Druck
betrachtet werden; jedoch sind die Druckénderungen bei der Um-
stromung eines Korpers gewohnlich geniigend klein, um die An-
nahme konstanter Luftdichte zu rechtfertigen. Diese Annahme
verliert jedoch ihre Giiltigkeit, wenn die Strémungsgeschwindig-
keit ihrer Grofle nach der Schallgeschwindigkeit vergleichbar wird ;
dann mufl man die Kompressibilitit beriicksichtigen.

Diese Erwagungen fithrten dazu, die Luft als ideale Fliissigkeit
zu betrachten, d.h. als zusammenhéngendes, inkompressibles,
reibungsfreies Medium. Auf diesen Begriff griindet sich die Theorie
der Flissigkeitsbewegung, deren Ergebnisse in vielen Fillen von
groBem Wert sind. Leider fithrt diese Theorie zu dem erstaunlichen
Schlufl, dafBl ein Korper, der sich durch eine ideale Fliissigkeit
bewegt, {iberhaupt keine resultierende Kraft erfdahrt.

Einen Versuch, diese Kluft zwischen Theorie und Tatsachen
zu {iberbriicken, unternahmen Helmholtz und Kirchhoff; sie
nahmen an, dafl die Stromung nicht um die ganze Oberflache
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herumgeht, sondern daB hinter dem Koérper ein Totwassergebiet
bleibt. Diese Methode der unstetigen Strémung! ist auf eine
geneigte ebene Platte in zweidimensionaler Stréomung, die einem
Tragfliigel von unendlicher Spannweite entspricht, angewandt
wordeu und ergibt eine resultierende Kraft senkrecht zur Ober-

flache von der Gréfle
7T BINX
P = 4 +nsinocF'QGg'
Diese Kraft gibt fiir kleine Anstellwinkel und auch fiir die senk-
recht zum Strom gestellte Platte die richtige GréBenordnung,
aber die wirklichen Zahlenwerte stimmen nicht gut mit Versuchs-
ergebnissen iiberein.

Eine Auftriebskraft kann man auch in einer idealen Fliissigkeit
erhalten, wenn man annimmt, daf die Strémung das Bestreben
hat, um den Kérper herum zu zirkulieren. Auf diesem Begriff fult
die heutige Tragfliigel- und Luftschraubentheorie. Die Entwick-
lung der Theorie fiir einen Tragfliigel mit unendlicher Spannweite,
die einer zweidimensionalen Strémung entspricht, verdanken wir
in erster Linie Kutta? und Joukowski3. Die Ausdehnung auf
den allgemeinen, dreidimensionalen Fall, die den von Lanchestert
vorgeschlagenen allgemeinen Umrissen folgt, verdanken wir
Prandtl®. Diese Theorie liefert Ergebnisse, die mit den Ver-
suchen in gutem Einklang stehen; es bleibt jedoch die Schwierig-
keit, den Ursprung der Zirkulation zu erkliren. In einer idealen
Fliissigkeit konnte diese Zirkulation nicht entstehen, und man
muf} sie der Wirkung der Zihigkeit in den Anfangsstadien der
Bewegung zuschreiben.

Die allgemeine Tragfliigeltheorie ergibt eine Widerstandskraft,
den induzierten Widerstand, der mit dem Auftrieb des Tragfliigels

1 Wegen der Ableitung der Theorie s. Lamb (deutsch v. Friedel:
Hydrodynamik, § 731f.

2 Auftriebskréfte in stromenden Flussigkeiten. Illustr. aeronaut. Mitt.
1920. — Uber eine mit den Grundlagen des Flugproblems in Beziehung
stehende zweidimensionale Strémung. Sitzungsber. d. k. bayr. Akad. d.
Wiss. 1910.

3 Uber die Konturen der Tragflichen der Drachenflieger. ZFM 1910.

¢ Aerodynamik (deutsch v. C.u. A. Runge) 1909. Ein Bericht tiber diese
Theorie in einer weniger entwickelten Form wurde im Jahre 1894 von Lan-
chester der Birmingham Natural History and Philosophical Society gegeben.

5 Tragfliigeltheorie. Gottinger Nachr. 1918 u. 1919.
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verkniipft ist; fiir zweidimensionale Bewegung wird jedoch dieser
induzierte Widerstand Null, und man mu8 wieder auf die Zahigkeit
der Flussigkeit zuriickgreifen, um die kleine Widerstandskraft
(den Profilwiderstand) zu erkliren, die tatséchlich noch vorhanden
ist. Die Entwicklung der Tragfliigeltheorie griindet sich deshalb
in erster Linie auf die Annahme, daf3 die Luft eine vollkommene
Fliussigkeit ist; die Zahigkeit wird dann an einer spateren Stelle
eingefithrt, um den Ursprung der Zirkulation und das Vorhanden-
sein des Profilwiderstandes zu erkléren.

1.3. Atmosphiirische Beziehungen.

Wenn auch die Kompressibilitdt der Luft in den meisten Auf-
gaben iiber die Umstrémung eines Korpers vernachlissigt werden
kann, so kann man die Luftdichte doch nicht als absolute Kon-
stante betrachten, sondern muf} sie als Funktion von Druck und
Temperatur nach folgendem physikalischen Gesetz ansetzen:

r_e T

P e To’
worin p den Druck, ¢ die Dichte und 7 die absolute Temperatur
darstellen.

In der Atmosphire sind Druck und Dichte durch folgende
Gleichung mit der Hohe {iber dem Erdboden verkniipft:

d
L —=—go.

Um jedoch den Zustand in beliebiger Ho6he bestimmen zu
kénnen, mufl man auch den Zusammenhang zwischen Temperatur
und Hohe kennen. Dieser Zusammenhang wird an verschiedenen
Orten und zu verschiedenen Zeiten verschieden sein, jedoch haben
viele Lander eine Normalatmosphére als Vergleichsgrundlage an-
genommen. Diese Normalatmosphére wird definiert durch einen
Druck auf dem Erdboden von 760 mm Quecksilber und das
Temperaturgesetz
t=10—0,0054,

worin ¢ die Temperatur in Grad Celsius und % die Hohe in Metern
ist. Dieses Gesetz gibt die mittleren Verhiltnisse in Mitteleuropa
wieder und gilt bis hinauf zu der Héhe, wo die Temperatur infolge
der Anndherung an die isotherme Schicht nicht mehr f&llt. Die
Abhéngigkeit von Druck und Temperatur von der Hohe in dieser
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Tabelle 1. Normalatmosphére.

Héhe Dr; ok Dlghte Temperatur
m E g—u °C

0 1 1 10
1000 0,890 0,906 5
2000 0,784 0,812 0
3000 0,695 0,733 — 5
4000 0,610 0,657 —10
5000 0,533 0,585 —15
6000 0,465 0,520 —20
8000 0,354 0,412 —30
10000 0,267 0,324 —40

Normalatmosphére ist durch Tabelle 1 gegeben. Wenn eine
Druckénderung so rasch vor sich geht, dafl zwischen benachbarten
Flissigkeitsteilchen kein Wéirmeaustausch stattfindet, so ge-
horchen Druck und Dichte dem adiabatischen Gesetz

nela)

po \e/’
wo % das Verhdltnis der beiden spezifischen Wirmen des Gases
ist, das fiir Luft den Zahlenwert 1,4 besitzt. Das adiabatische
Gesetz wire in der Atmosphére erfiillt, wenn der Temperatur-
gradient 10° C auf 1000 m betriige; wenn der Temperaturgradient
diesen Wert iiberschreitet, sind die Luftverhiltnisse instabil, und
es entstehen Konvektionsstrémungen.

1.4. Einheiten.

Man beniitzt gewthnlich das technische Maflsystem, dessen
Zeiteinheit die Sekunde, dessen Langeneinheit das Meter und
dessen Krafteinheit das Kilogramm ist. Fir die entsprechende
Masseneinheit ist der Name ,,ein Newton‘ vorgeschlagen worden.

In englischen Werken ist es tiblich, in British Engineering
Units zu rechnen und als Zeiteinheit die Sekunde, als Léngen-
einheit den Full und als Krafteinheit das englische Pfund zu
nehmen. Man braucht dann auch eine neue Masseneinheit, die
durch die Bedingung definiert ist, dall die Einheit der Kraft an
der Masseneinheit die Einheit der Beschleunigung hervorbringt.
Diese Masseneinheit heif3t slug, und zwar hat ein Korper, der W

englische Pfund wiegt, eine Masse von —ZK slugs (wobei g =~32,2).
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Die wichtigsten Beziehungen zwischen den zwei Maflsystemen
sind folgende:

Liange: 1 FuBl = 0,3048 m

Kraft: 11b =0,4536kg

Masse: 1 slug = 1,488 Newton,

und die Normaldichte der Luft auf dem Erdboden ist 0,125 Newton
pro Kubikmeter oder 0,00237 slugs pro Kubikfuf.

II. Die Bernoullische Gleichung.

2.1. Stromlinien und stationire Bewegung.

Wenn sich ein Korper mit der gleichférmigen Geschwindigkeit
w, in einer bestimmten Richtung durch eine Fliissigkeit bewegt,
so sind die Stromungsverhédltnisse genau dieselben, als wenn der
Korper in einer gleichférmigen Strémung mit der Geschwindigkeit
w, in Ruhe wire; es ist gewShnlich bequemer, die Aufgabe in
der zweiten Form zu betrachten. Im allgemeinen werden wir also
den Korper als ruhend ansehen und die Strémung relativ zum
Korper betrachten. Eine Darstellung der Strémung um einen
Korper erhdlt man, wenn man die Stromlinien zeichnet, die durch
die Vorschrift definiert sind, dafl die Richtung der Stromlinie
in irgendeinem Punkt die Bewegungsrichtung des Fliissigkeits-
elements an dieser Stelle angibt. Im allgemeinen wird sich die
Form der Stromlinien mit der Zeit verdndern; dann fallen die
Stromlinien nicht mit den Bahnen der Fliissigkeitsteilchen zu-
sammen. Héufig dndert sich das Strombild jedoch nicht mit der
Zeit, und die Geschwindigkeit ist in jedem Punkt der Stromung
nach Grofle und Richtung konstant. Die Stromung heilit dann
stationér, und die Stromlinien fallen mit den Bahnen der Fliissig-
keitsteilchen zusammen. Die Stromlinien, die durch eine kleine
geschlossene Kurve hindurchgehen, bilden eine zylindrische
Fliche, die man Stromréhre nennt; da nun die Stromlinien die
Bewegungsrichtung der Fliissigkeit darstellen, so kann keine Fliis-
sigkeit durch den Mantel einer StromrShre hindurchtreten. Die
Theorie der Stromung um einen Tragfliigel oder eine Luftschraube
wird fast vollstéindig als stationdre Strémung entwickelt, und wenn
nicht anders angegeben, soll die Fliissigkeit als inkompressibel
und reibungsfrei betrachtet werden.
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2.2. Die Bernoullische Gleichung.

Bei stationdrer Bewegung besteht ein einfacher Zusammen-
hang zwischen Druck und Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt
einer Stromlinie. Die Bewegungsgleichung fiir ein kleines Fliissig-
keitsteilchen einer Stromlinie ist

de dp
eFegs =—F4;,

. worin F die Querschnittsfliche der

§
Zzb. " Stromréhre an dem betrachteten
Punkt und s eine langs der Strom-
réhre gemessene Koordinate sind. Wenn man ldngs der Strom-
réhre integriert, erhalt man allgemein

1, dp
EC +fv@— = konst.,
und fiir eine inkompressible Flilssigkeit:

p+iect=H.

Dieses Ergebnis wird als Bernoullische Gleichung bezeichnet;
die GréBe H, die lings einer Stromlinie konstant ist, heiit Ber-
noullische Konstante oder Gesamtdruck. Im allgemeinen kann H
fiir verschiedene Stromlinien verschiedene Werte annehmen;
wenn jedoch die Stromlinien von einem Gebiet konstanten Druckes
und konstanter Geschwindigkeit ausgehen, so hat H offenbar iiber-
all denselben Wert. Wenn sich der Wert von H fir verschiedene
Stromlinien &ndert, so ist dies mit dem Auftreten von Wirbeln
in der Flussigkeit verkniipft (s. 4.3.2); in einer wirklichen Fliissig-
keit kénnen solche Anderungen des Wertes von H durch die Wir-
kung der Zshigkeit erzeugt werden.

Die Bernoullische Gleichung zeigt, dall der Druck in der
Fliissigkeit dort am gréBten ist, wo die Geschwindigkeit einen
Kleinstwert besitzt, und daB H den in irgendeinem Punkt er-
reichbaren maximalen Druck bedeutet. Dieser maximale Druck
tritt immer an einem bestimmten Punkt des Vorderendes eines
Kérpers auf, wo die Fliissigkeit zum Stillstand kommt und der
Strom sich teilt, um an der Oberfliche des Kérpers entlang zu
flieBen. Die Messung der Geschwindigkeit eines Luftfahrzeugs
beruht auf diesem Ergebnis, da das normale Staurohr den Unter-
schied zwischen Gesamtdruck und hydrostatischem Druck mift.
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Das Instrument muB mit seiner Achse parallel zur Richtung der
Stromlinien an die MeBstelle gebracht werden und bestimmt dann
die dort vorhandene Relativgeschwindigkeit. Diese Geschwindig-
keit kann jedoch von der des Luftfahrzeugs abweichen infolge
der Storung der allgemeinen Stromung durch das Luftfahrzeug.

Der Querschnitt einer Stromrohre ist mit der Geschwindigkeit
durch die Bedingung verkniipft, daB g - ¢+ F konstant bleiben
muf, da durch die Oberflachen der Stromréhre keine Fliissigkeit
hindurchflieBt. Fir eine inkompressible Flissigkeit ist F also
umgekehrt proportional ¢, und die Stromréhre zieht sich bei
wachsender Geschwindigkeit zusammen. Die Geschwindigkeit
kann jedoch nicht unbegrenzt wachsen, da der Druck negativ

werden wiirde, wenn die Geschwindigkeit den Wert Vz—g itber-

schreitet, und da eine Fliissigkeit ja keine negativen Driicke auf-
nehmen kann.

Um eine zahlenméfBige Abschitzung dieser Grenzgeschwindig-
keit fiir Luft bei normalen Verhiltnissen zu bekommen, wollen
wir fir den Wert H den normalen Luftdruck 760 mm Hg ein-
setzen ; dann erhalten wir fiir die Grenzgeschwindigkeit 410 m/sec.
Diese Geschwindigkeit ist grofer als die Schallgeschwindigkeit;
die Annahme, dafl die Luft als inkompressible Fliissigkeit betrach-
tet werden konne, wird also bereits bei viel kleineren Geschwindig-
keiten ungiiltig.

2.3. Die Schallgeschwindigkeit.

Wenn an irgendeinem Punkt einer inkompressiblen Flissigkeit
eine Stérung, etwa eine plotzliche Druckerhshung, auftritt, so
pilanzt sie sich momentan durch die ganze Fliissigkeit hindurch
fort; in einer kompressiblen Flissigkeit wandert die Stérung in
Form einer Druckwelle mit einer bestimmten Geschwindigkeit,
néamlich der Schallgeschwindigkeit, durch die Flissigkeit.

Wir wollen die eindimensionale Bewegung lings eines geraden
Rohres von konstantem Querschnitt F betrachten. Wenn & die
Verschiebung der Teilchen zur Zeit ¢ bezeichnet, deren ungestorte
Lage durch die Xoordinate x bestimmt wird, dann wird die ur-
spriinglich zwischen « und » + d 2 gelegene Flissigkeit zur Zeit ¢
zwischen den Grenzen

) dx

x4+ ¢ und w+5+(1+

0é
liegen. oz
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Die Kontinuitétsgleichung, welche aussagt, dafl die Masse eines
Flussigkeitselementes konstant bleiben muf, lautet deshalb:

9¢
4 (1 + 55) = Qo>
worin g, die Dichte der ungestorten Fliissigkeit ist. Wenn wir

0 = 0¢ (1 -} 8) setzen, wird fiir kleine Stérungen die K ontinuitéts-

gleichung
0¢

8=""6—x—.

Die Bewegungsgleichung fir die Bewegung der Fliissigkeit
langs der Rohre ist

o2 0
QO-F-dxmg—z—FT:dx
oder
#E _ Op
Q0 gr T T 8

Nun ist aber der Druck eine Funktion der Dichte, und fiir
solche kleinen Storungen kénnen wir setzen

Hieraus folgt

*RE 0s dp . o2& dp
o0 g =~y 2o at),= 7 0o 2o

Dafiir kénnen wir schreiben

BE 29
o = % gg

s __ (dp
%= (%)0
gesetzt wird.
Die Losung der Differentialgleichung fir & ist
§=flw—ct) + Fx+ o).

Sie stellt zwei Wellen dar, die mit der Geschwindigkeit ¢, in ent-
gegengesetzten Richtungen laufen. Diese Geschwindigkeit ¢, ist
unabhiingig von der Art oder Periode der Stérung und stellt die
Schallgeschwindigkeit in der Fliissigkeit dar.

wenn
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Wenn die Temperatur eines Gases konstant bleibt, sind Druck
und Dichte durch das Boylesche Gesetz verkntpft:
P _2

Po g
Die Schallgeschwindigkeit ist dann V Po und fiir den Normal-

zustand erhdlt man hieraus 288 m/sec.goDieser Wert liegt erheb-
lich unter dem experimentell bestimmten Wert; die schlechte
Ubereinstimmung ist der Tatsache zuzuschreiben, daB die Tem-
peratur wahrend der Stérung nicht konstant bleibt. Die Druck-
schwankungen gehen so rasch vor sich, dafl dabei kein Wirme-
austausch zwischen benachbarten Fliissigkeitsteilchen stattfindet;
Druck und Dichte sind deshalb durch das adiabatische Gesetz
verkniipft: P ( o ),{
Po \eo/’
wobei fiir Luft » = 1,4 ist. Die Schallgeschwindigkeit ist deshalb

l/”%; der entsprechende numerische Wert ist 342 m/sec, was
0
mit den experimentellen Bestimmungen gut iibereinstimmt.
Allgemein ist % proportional der absoluten Temperatur 7';
0

der gegebene Zahlenwert von ¢, entspricht der normalen Boden-
temperatur von 15° C. Fiir irgendeine andere Temperatur wird

¢, = 20,1 ﬁ[m/sec] ,
wobei 7' die absolute Temperatur ist.

2.4. Die Bernoullische Gleichung in einer kompressiblen
Fliissigkeit.

Die allgemeine Form der Bernoullischen Gleichung ist
%02 -{—/%3 == konst.

In einem kompressiblen Gas sind Druck und Dichte durch das
adiabatische Gesetz verkniipft:

P (&)
Po 2/’
Durch Integration der Bernoullischen Gleichung erhalt man
daher: 1 % 1
2 Pty %P
IR el i e albvyuns thlaat
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Wir wollen zunichst den Druck betrachten, welcher an einem
Staupunkt auftritt, wo die Flissigkeit, etwa an der Nase eines
Korpers, zum Stillstand gebracht wird. Wenn wir ¢, = 0 setzen,
dann ist der Staudruck p, durch die Gleichung bestimmt:

Ps @ 1 x—1 gc? -1 c*
Lo & _ 142 LAy, [T A A
p e T2 p 1Ty
wo ¢, die dem Druck p und der Dichte ¢ des ungestérten Stromes

entsprechende Schallgeschwindigkeit ist; denn es ist

H

s _4p _ P
C‘,,——EE——%'?.
Ferner ist
-1
&gzggu;
P Qo P

hieraus ergibt sich schliefilich

e — 1 02;’_‘—
vo= {1+ 5 5

Diese Gleichung tritt an die Stelle der einfacheren Form
Po=p+ec?,
die wir fiir eine inkompressible Fliissigkeit erhielten.
Wenn die Geschwindigkeit ¢ klein gegen die Schallgeschwindig-

keit ¢, ist, kann man den Ausdruck fiir den Staudruck p, in eine
Reihe entwickeln:

c? ct
po——-p(l—f—%;‘g—l-%g—f—“')

2
- esfos 3 )

Wir kénnen hieraus ablesen, dafl der Staudruck gréBer wird
als in einer inkompressiblen Fliissigkeit. Die Geschwindigkeit
eines Luftfahrzeugs wird nun durch ein normales Staudruckgerét
nach der Gleichung

r_ 1/20—p)

¢= 1/ e
bestimmt; die Geschwindigkeit wird also etwas {iberschitzt
werden, wenn die Kompressibilitdt der Luft vernachlassigt wird.
Die Grofle dieses Fehlers gibt Tabelle 2 an; man sieht, daBl der
Fehler fiir gewohnliche Fluggeschwindigkeiten unter 1% bleibt
und fir 480 km/st nur 2% ausmacht.
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Tabelle 2.
[
— 0,1 0,2 0,5 1,0
%’ 1,007 1,028 | 1,087 | 1,893
/7
% 1,001 1,005 1,032 | 1,129

Die Querschnittsinderung einer Stromrshre wird durch die
Kontinuititsgleichung bestimmt:
ocF = konst.
Wir erhalten hieraus
1 dF | 1do | 1 _
Fde ToacTe=0

Wenn wir auch die Bernoullische Gleichung differenzieren,
bekommen wir

oder
v
%28 o,

wenn ¢; die Schallgeschwindigkeit an der betreffenden Stelle
bezeichnet.

Hieraus folgt:

de ™ e \" T e

Diese Gleichung zeigt, daB sich die Stromréhre zusammenzieht,
wenn die Geschwindigkeit zunimmt, solange die Stromungs-
geschwindigkeit kleiner als die Schallgeschwindigkeit an der be-
treffenden Stelle ist, und daB sie sich ausdehnt, wenn die Stro-
nmungsgeschwindigkeit diesen Wert tiberschreitet. Es folgt hier-
aus, daf} sich das Strombild um einen Kérper sehr erheblich ver-
dndern muB, wenn die Geschwindigkeit sich der Schallgeschwindig-
keit néhert oder sie iiberschreitet.

Der Querschnitt einer Stromréhre hat einen Kleinstwert, wenn
die Geschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit an der be-
treffenden Stelle ist. Die kennzeichnenden Gréfen in irgendeinem
Punkt der Stromréhre kénnen zweckmiBig als Vielfache ihres
Wertes im kleinsten Querschnitt, der durch den Index m be-

dF —F~(1— 62)‘
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zeichnet werden soll, ausgedriickt werden. Druck, Dichte und
Schallgeschwindigkeit sind durch die Gleichung verkntipft:

#o1
) =G =G
Pm B Om - Csm ’
und die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Schallgeschwin-

digkeit an einer bestimmten Stelle ergibt sich aus der Bernoulli-
schen Gleichung zu:

(6 — )2+ 2¢] = (¢ + 1) g, -
SchlieBlich ist der Querschnitt der Stromroéhre:

(Fm>z—1 ( ec¢ )%—1
F - Om Csm
c3 (c >~—1
- Csy, \Osm

__x—i—l ¢ V-1 x-—1/¢ \*t1
T2 \Gsm 2 \esa/

Diese Gleichungen fiihren zu dem interessanten SchluB, daf}
es fiir die Geschwindigkeit eine obere Grenze gibt:

Omex l/"Ti = 2,45,

Csm % —

die der Bedingung entspricht, daB Druck, Dichte und &rtliche
Schallgeschwindigkeit samtlich auf Null abgesunken sind. Im
anderen Grenzfall, wenn die Geschwindigkeit Null ist, ergeben
die Gleichungen die Werte:

L V’Li_l — 1,095,
2

Csm

Po x4+ 1\ #-1

p—Z( ! ) — 1,803,
R

s—*’:(";l)”“l — 1,577.

In aeronautischen Problemen ist die Geschwindigkeit gewdhn-
lich geniigend niedrig, um die Annahme zu rechtfertigen, daf} die
Luft eine inkompressible Fliissigkeit ist; im Falle einer mit hoher
Winkelgeschwindigkeit rotierenden Luftschraube und gegebenen-
falls in bestimmten Sonderfillen ist es jedoch notwendig, die Kom-
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pressibilitdt der Luft zu berlicksichtigen. Die Kompressibilitét
kann auch die Stromung um einen Korper beeinflussen, der sich
mit niederer Geschwindigkeit relativ zur Fliissigkeit bewegt, wenn
die ortliche Geschwindigkeit in irgendeinem Gebiet einen hohen
Wert erreicht.

II1. Die Stromfunktion.
3.1.

Die Bestimmung der Strémung um irgendeinen Ké6rper hingt
ab von der Bestimmung der Gréfie und Richtung der Geschwindig-
keit fiir alle Punkte der Fliissigkeit; man driickt diesen Geschwin-
digkeitsvektor zweckmifig durch seine drei Komponenten
(€xs €y €.) parallel zu den Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems (z, ¥, 2) aus. Das Problem nimmt eine einfachere Gestalt
an, wenn der Korper ein unendlich langer Zylinder ist, dessen
Mantellinien senkrecht zur Richtung der ungestdrten Strémung
verlaufen, und wenn die Stromung keine Komponente parallel
zu diesen Mantellinien besitzt. Wir wahlen die z-Achse parallel
zu den Mantellinien, so dafl an allen Punkten ¢, = 0 wird; die
Strémung wird dann in allen Ebenen, die zur Ebene z = 0 parallel
sind, genau dieselbe sein. KEs geniigt deshalb, die Strémung in
irgendeiner zu den Mantellinien senkrechten Ebene zu betrachten;
das Problem wird so auf eine nur zweidimensionale Bewegung
zurtickgefiithrt. Um die physikalische Wirklichkeit zu bewahren,
nimmt man an, dafl diese Ebene in Richtung der z-Achse die Dicke
Eins besitze, und dafl Kurven, welche man auf der Ebene zieht,
zylindrische Oberflaichen der Lange
Eins in dieser Richtung darstellen.

Die stationire Bewegung einer P
vollkommenen Fliissigkeit kann man
zweckmiflig durch Zeichnen der
Stromlinien der Bewegung und durch
Einfiithrung der Stromfunktion ¥
bestimmen. Es sei irgendein An-
fangspunkt O gegeben und ¥ sei der ¢ Abb. 5 z
Fluf in der Zeiteinheit tber die
Kurve OAP (Abb. 5), die den Anfangspunkt mit irgendeinem
Punkt P der Flissigkeit verbindet. Der Flufli wird im Uhr-

Glauert-Holl, Luftschrauben. 2

Pl
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zeigersinn um O als positiv angenommen, d.h. von links nach
rechts iiber die Kurve, wenn man von O aus der Kurve ent-
lang nach P blickt. Der Wert von ¥ héingt im allgemeinen nicht
von der Kurve ab, die zwischen O und P gezogen ist; denn wenn
OBP eine andere solche Kurve ist, so muf3 der Flu3 iiber OBP
gleich dem FluB iiber OAP sein, wenn nicht in dem von beiden
Kurven eingeschlossenen Gebiet Fliissigkeit entsteht oder ver-
schwindet. ¥ ist also eine Funktion der Koordinate von P,
und ihr Wert wird sich mit der Lage von P #&ndern. Die Wahl
eines anderen Anfangspunktes O" wiirde den Wert von ¥ an allen
Punkten nur um einen konstanten Betrag erhShen, der gleich
dem FluB iiber irgendeine Kurve O'O ist.

Es sei nun P’ ein anderer Punkt der Stromlinie, welche durch P
geht, und wir betrachten OAPP’ als die Kurve, welche P’ mit
dem Anfangspunkt verbindet. Da iiber die Stromlinie PP’ kein
FluB vorhanden ist, so ist der Fluf} iiber 04 PP’ ebenso grofl wie
der iiber OAP, und der Wert von ¥ in P’ ist derselbe wie sein
Wert in P. Es folgt hieraus, daB der Wert von ¥ lings einer
Stromlinie konstant ist, und man nennt ¥ deshalb die Strom-
funktion. Die Bewegung der Fliissigkeit ist vollkommen bestimmt,
wenn der Wert von ¥ als Funktion der Koordinaten fiir alle
Punkte der Fliissigkeit bekannt ist. Die Gleichung irgendeiner
Stromlinie ist ¥ = C, und man kann die Stromlinien zeichnen,
indem man der Konstanten C' verschiedene Werte erteilt. Zu
diesem Zwecke ist es am besten, ¥ oder C Werte zu erteilen, die
um jeweils gleiche Betriige ansteigen, so dal zwischen je zwei
Stromlinien immer die gleiche Fliissigkeitsmenge flieft. Die senk-

rechte Entfernung zweier benachbar-

ter Stromlinien ist dann umgekehrt

x proportional der Geschwindigkeit;

2 4 starke Anniaherung der Stromlinien

in irgendeinem Bereich zeigt hohe Ge-
schwindigkeit an.

3.1.1. Die Geschwindigkeit der

Fliissigkeit in irgendeinem Punkt

0 = kann auf einfache Weise aus der

Abb. 6. Stromfunktion bestimmt werden.

Wenn P und P’ zwei benachbarte Punkte auf verschiedenen

Stromlinien darstellen (Abb. 6), so ist der Flull iiber das Ele-

¥
P,

g@—)
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ment PP’ gleich dem FluB} iiber PN und NP, und kann in
Ubereinstimmung mit der Definition der Stromfunktion folgender-
maBen ausgedriickt werden:
d¥V =c,dy — cydx.
Es gilt aber auch
o o
a¥ = 5207 + 7y dy .

Hieraus ergibt sich:

o
szég,
oV
Cyz'—"%.

Allgemein erhdlt man die Geschwindigkeitskomponente in
irgendeiner Richtung durch Differenzieren der Stromfunktion
senkrecht dazu, und zwar nach links hin. In Polarkoordinaten
sind deshalb die Radial- und Umfangskomponenten bzw.:

1l o¥ Cun
Cr =T g’ cr
o
Cy = — W . 2
Da sowohl das kartesische wie auch 7

das Polarkoordinatensystem in vielen
Fillen zweckmifBig sind, sollen die q
Ergebnisse im allgemeinen in beiden g ibh ;
Formen angegeben werden. o

3.1.2. Die einfachsten Beispiele fiir die Stromfunktion ent-
sprechen einer gleichférmigen Stréomung parallel zu einer der
Koordinatenachsen. Fiir y

. T . ¥ 3
eine Geschwindigkeit ¢, AT Fd J 0
- - 7
parallel der z-Achse und $ e W e e U P
o . . . . e - e
fiir eine Geschwindigkeit , " L7 127 < i ok
- < - - -2
¢y parallel zur y-Achse Pl Pl gl ol Bl it
sind die Stromfunktio- S I -2
e e e < - Ve 7
. - -
nen bzw.: 0 = = = = = Z
-~ - e s rd
y— . - // // // - //
=Gy Y=Cpe SN -7 — - _
und P2 7 -7 -2 -3
VY= —c,x=—c, rcosp. AbD- 8.

Abb. 8 zeigt die Stromlinien fiir gleichférmige Stromung
parallel zu den Achsen fiir den Fall ¢, = 1,5 ¢,; die Zahlen auf

2%
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den Linien sind die Werte von ¥. Die gestrichelten Linien sind
durch die Punkte gezogen, welche einen konstanten Wert fiir die
Summe der beiden Stromfunktionen ergeben und stellen eine
gleichférmige Parallelstromung dar, die zu den Achsen geneigt ist.
Man kann zwei Stromfunktionen immer auf diese Weise zusammen-
setzen, entweder analytisch oder graphisch, und zwar entspricht
diese Methode dem Zusammensetzen der Geschwindigkeits-
komponenten in jedem Punkt der Flissigkeit. Durch passende
Kombination gewisser einfacher Strombilder ist es méglich, eine
Anzahl interessanter Ergebnisse abzuleiten, im besonderen die
Stromung um einen Kreis, aus der die Strémung um irgendein
Tragfliigelprofil durch einen anderen analytischen Proze8 abgeleitet
werden kann.

3.2. Quellen und Senken.

Die Entwicklung verschiedener Strombilder wird erleichtert
durch den Begriff der Quellen und Senken. Eine Quelle ist ein
Punkt, in dem Fliissigkeit in gleichméBigem Strom zutage tritt,
eine Senke ist eine negative Quelle oder ein Punkt, in dem Fliissig-
keit verschwindet. Wenn die Strémung nicht gestért wird, wird
die Flissigkeit gleichm&Big nach allen Richtungen lings der
Radiallinien nach auBen flieen; bezeichnet m die Starke der
Quelle oder das in der Zeiteinheit ausflieBende Flissigkeits-

volumen, dann ergibt sich fiir die
Radialgeschwindigkeit in der Ent-
/0
fernung » von der Quelle
m
¥ o = 9ar"

A Die Stromlinien sind die von der
Quelle ausstrahlenden Geraden; der
Wert der Stromfunktion wird langs
jedes dieser Strahlen konstant sein.
Abb. 9. Es sei irgendein StrahlO4 als Strom-

linie ¥ = 0 angenommen. Wenn dann
P ein Punkt auf dem Strahl ist, der einen Winkel ¢ mit 04

bildet, dann wird der Flufl durch den Bogen AP durch 2%-{ @
gegeben; dag ist der Wert der Stromfunktion fiir den Strahl OP.
Hieraus folgt: _m  m y

=5,9= Earctg;.
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Der Fall einer Quelle ist eine Ausnahme zu der allgemeinen
Regel, daB die Stromfunktion an jedem Punkt einen eindeutigen
Wert besitzt; denn wenn man eine Kurve wahlt, welche die
Quelle mehrmals vollstindig umschlingt, dann ist es mdglich,
den Wert von ¥ um ein beliebiges Vielfaches von m zu vergrofern.
Die Addition einer Konstanten zur Stromfunktion &ndert jedoch
das Strombild nicht, und wir kénnen den Wert von ¥ eindeutig
machen, wenn wir tibereinkommen, dafl ¢ immer zwischen den
Grenzen -7 liegen soll.

3.3. Quellen im Parallelstrom.

Wir wollen jetzt den Fall betrachten, dall gleichzeitig eine
Quelle im Ursprung von der Stirke m und eine gleichférmige
Stromung mit der Geschwindigkeit — ¢, parallel zur z-Achse vor-
handen sind. Die Stromfunktion fiir diese Strémung ist

W=—toy+ 4.0

d.h. die Summe der Stromfunktionen der beiden Einzelstro-
mungen. Wenn wir m = 2 ¢,k schreiben, wird die Stromfunktion:

T:c(,(h% — y)

Sie enthalt dann die beiden Parameter ¢, und k. ¢, ist die Ge-
schwindigkeit des Parallelstroms, 4 ist eine Lénge, deren Bedeu-
tung im Laufe der Untersuchung klar werden wird.

Die Stromlinien der beiden Einzelstrémungen sind bzw. die
zur #-Achse parallelen Geraden und die vom Anfangspunkt aus-
gehenden Strahlen; die Stromlinien der kombinierten Strémung
kénnen sofort eingezeichnet werden als die Kurven, welche durch
die Punkte hindurchgehen, in denen die Summe der beiden Strom-
funktionen einen konstanten Wert hat.

Diese geometrische Methode ist in Abb. 10 fiir die Zahlenwerte
¢ =1 und % == 1 durchgefithrt. Die Stromlinic ¥ = 0 besteht
aus dem positiven Teil der x-Achse und einer parabelihnlichen
Kurve BAB'. Die Stromung der Quelle liegt vollstindig inner-
halb der Kurve BAB'; der Parallelstrom teilt sich im Scheitel 4
und flieBt tiber und unter der Kurve vorbei. Nun kann man jede
Stromlinie durch eine feste Begrenzung ersetzen, ohne daB da-
durch das Strombild gedndert wiirde, und man erhalt eine inter-
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essante Deutung der Strémung, wenn man die Kurve zAB als
eine solche Begrenzung ansieht. Der Parallelstrom flieBt dann
iiber eine horizontale Ebene, bis er auf die Begrenzung A B trifft,
die ihn so ablenkt, wie die Stromlinien der Abb. 10 angeben. Mit

— N\ %® g A
Q\E\ v \/\\ QSJ/ -09

Z N Y
. R % /0,300 N / -0

ST P NOX !
7 Y BTN %

Abb. 10,

dieser Deutung wird die Quelle dem Bereich der Flissigkeit ent-
riickt und kann einfach als mathematischer Kunstgriff angesehen
werden, um die Wirkung der Begrenzung darzustellen.

Die Form der Begrenzung wird durch die Gleichung ¥ = 0 ge-
geben und ergibt sich folglich zu

reing =y = h%,

wo ¢ Werte von 0 bis 7 annehmen kann. Der Parameter % stellt
die maximale Hohe der Begrenzung dar, wenn r unendlich groB
wird und @ gegen 7 geht. So bestimmen die Paramater ¢, und 4
die Windgeschwindigkeit bzw. die Héhe der Begrenzung; die
Begrenzung hat immer dieselbe Form. Man kann jedoch auch
andere Formen bekommen, wenn man statt der einen Quelle
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im Ursprung eine Anzahl von passend verteilten Quellen und
Senken wiahlt.

Wir kénnen die Strémung auch mit Hilfe der Geschwindigkeits-
komponenten parallel zu den Achsen betrachten. Fiir die Quelle
sind diese Geschwindigkeitskomponenten

Cyp = e CO == x

2= 5 OBP T 9

o m o m y
= o—SInQ = ;- %

¥ 2ar ¥ 2x 2’

und wir erhalten fiir die Strémung um die Begrenzung:

h oz
654;:—60(1—‘;72“),

by
cy::c(,?z—ﬁ.

Es ist uns jetzt mdoglich, die Lage des Scheitels 4 zu be-
stimmen, denn dieser ist ein Staupunkt der Stromung (¢, = ¢, = 0).
Die Koordinaten von 4 sind deshalb

h

Die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitskomponenten kénnen wir
auch beniitzen, um die Kurven konstanter Vertikalgeschwindig-
keit, konstanter Neigung der Stromlinien oder mit &hnlichen
Eigenschaften zu bestimmen. Die Kurven konstanter Vertikal-
geschwindigkeit sind als Beispiel gewéhlt, da sie das Gebiet dar-
stellen, in denen Segelflug moglich ist. Diese Kurven sind die
Kreise

ot gt = ;ﬁ% %y ;
die durch den Anfangspunkt gehen und deren Mittelpunkte auf
der y-Achse liegen. Einige dieser Kreise sind in Abb. 10 gestrichelt
eingezeichnet; sie bestimmen das fiir den Segelflug geeignetste
Gebiet. Die maximale Vertikalgeschwindigkeit tritt auf der Ober-
fliche der Begrenzung auf und kann folgendermaflen bestimmt
werden: Die Vertikalgeschwindigkeit in irgendeinem Punkt ist

__¢yh sing
Y7 om or
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Auf der Oberfliche der Klippe ist also
in2
¢, = OSln(p(p :
das ergibt einen Maximalwert von ¢, = 0,725¢, im Punkte
@ = 66,8°, y=0,37h.

Dieses Beispiel wurde etwas genauer besprochen, um die
Methode der Kombination zweier Strombilder und der Deutung
der Ergebnisse als Stromung um eine feste Begrenzung zu zeigen.
Die Quellen und Senken werden einfache analytische Kunstgriffe,
um die Wirkung der festen Begrenzung darzustellen; diese Begren-
zung mull immer so gewdhlt werden, dafB sie alle Quellen und
Senken einschlief3t.

3.4. Die Methode der Spiegelbilder.

Die Strémung zweier Quellen gleicher Stirke illustriert eine
andere analytische Methode von einiger Wichtigkeit. Die Strom-
linien von zwei gleichen Quellen in den Punkten 4; und 4, sind
sehr einfach mit der gewohnlichen graphischen Methode ableitbar
und sind in Abb. 11 gezeichnet. Man kann zeigen, dafl die Strom-
linien in diesem Fall
Hyperbeln sind, die
durch die Punkte 4,
und 4, hindurch-
-~ —>"] gehen; ihre wichtig-
4% A7 . .
< ste Eigenschaft ist
jedoch, daB die Mit-
telsenkrechte PQ auf
A, 4, eine Stromlinie
4 darstellt und durch

AbD. 11. eine feste Wand er-

setzt werden kann.

Die Stromlinien rechts von P stellen dann die Stromung einer

Quelle in Gegenwart einer geradlinigen Begrenzung dar; der Ein-

flufl dieser Begrenzung auf die Stromung der Quelle 4, wurde

analytisch erfafit durch Einfiihrung des Spiegelbildes 4, der Quelle
in bezug auf die Linie Pg.

Diese Methode der Spiegelbilder kann auch in verwickelteren
Féllen verwendet werden. Statt der einzelnen Quelle 4, kann
man irgendein System von Quellen und Senken oder irgendeine

P
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geschlossene Kurve nehmen, die einen Korper darstellt. Die Stro-
mung um diesen Korper in Gegenwart einer geradlinigen Be-
grenzung P@ kann man dann durch Hinzunahme des Spiegelbildes
des Systems in bezug auf die Linie PQ erhalten, denn die ent-
stehende Strémung wird dann offenbar symmetrisch in bezug auf
die Gerade PQ und besitzt diese Gerade als Stromlinie. Die
Methode der Spiegelung kann deshalb beniitzt werden, um die
Stromung um einen Kérper in Bodenndhe zu erhalten.

3.5. Quelle und Senke im Parallelstrom.

Die Kombination einer Quelle mit einem Parallelstrom fiihrte
zu einer festen Begrenzung, die sich in der einen Richtung ins
Unendliche erstreckt; wir kénnen jedoch auch eine geschlossene
Kurve bekommen, wenn wir eine Quelle und eine Senke gleicher
Starke verwenden. Als Koordinatenanfangspunkt sei der Punkt
in der Mitte zwischen der Quelle A, und der Senke 4, gewihlt,
die Gerade A,A4, sei die z-Achse. Die Stromfunktion in irgend-
einem Punkt P ist fiir das System Quelle und Senke

m m
V=g (py— @) =759,
wobei @; den Winkel xzA4,P, ¢, den Winkel #4,P und 6 den
Winkel A4, P4, bezeichnen. Die Stromlinien sind also ein System
von koaxialen Kreisen, die durch die Punkte A, und 4, hindurch-

gehen. Wenn 2s die Entfernung zwischen Quelle und Senke
bedeutet, so gilt auch

tgp, = ;%/——s’
¥
tg‘pz: .'E-|—8’
und hieraus ergibt sich
2ys
tgd = tg(p, — @2) = “xz—_i‘jyiz:“s*z‘s

__om 2y s

W—ﬂarotgm.

Wenn wir jetzt einen Parallelstrom mit der Geschwindigkeit
— ¢, dariiberlagern, so wird die Stromfunktion der kombinierten
Strémung

2ys
Wy —

V= —c,y -+ é%arctg
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Die Stromlinien dieser Stromung kénnen mit der gewohnlichen
graphischen Methode konstruiert werden und sind in Abb. 12 fiir
o einen typischen Fall

P gezeichnet. Die Strom-
linie ¥ == 0 besteht aus
der x-Achse mit Aus-
nahme des Stiickes
(2 /’% = 4,4, und einer ovalen
¢ Kurve, die man als
feste Begrenzung an-
nehmen kann. Die
Gleichung dieser ova-
Abb. 12. len Kurve ist

\

xt 4 y? — s = 2ysctg%§9y.

Die Lénge b der kleinen Halbachse der ovalen Kurve erhélt man
sofort aus dieser Gleichung als den Wert von y fir x = 0:

2
b2 — 82 = 2bsotg 2.
m
Das konnen wir noch vereinfachen zu
b @b (wees b
;—Ctg m —Ctg(m 'E)

Die Lénge o der grofien Halbachse ist bestimmt durch die Be-
dingung, daf} der Punkt (@, 0) ein Staupunkt der Stromung ist.
Die Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt ist aber gleich der
Summe aus der Parallelstromgeschwindigkeit -— ¢, und den Kom-
ponenten, die von Quelle und Senke herriihren, also

m 1 1
c“:”c°+ﬂ(a~s—m)

—Cy + m .
Im Staupunkt ist ¢, = 0; hiermit folgt:
a? m

s—2=1+ncos'

Die Form der ovalen Kurve hingt von dem einzigen Parameter

E:;S ab; Tabelle 3 zeigt die Zusammenhéinge zwischen den ver-
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Tabelle 3.
b o g 2 .
m ° s s b
0,4 1,231 1,122 0,325 3,45
0,3 0,413 1,331 0,727 1,83
0,2 0,145 1,786 1,376 1,30
0,1 0,032 3,285 3,078 1,07

schiedenen GréBen. Bei den Rechnungen wurde von einer pas-
senden Reihe von Werten fiir coﬁb ausgegangen; dabei zeigt sich,
daB das Verhiltnis der Achsenlingen der ovalen Kurve dem
Werte 1 zustrebt, wenn der Paramater %8 gegen Null geht. Dieser

Grenzfall entspricht einem unendlich nahen Aneinanderriicken von
Quelle und Senke.
3. 6. Kreiszylinder.

Wir betrachten den Fall, daf3 Quelle und Senke sich einander
nahern, wahrend das Produkt aus Quellstirke und Abstand
zwischen Quelle und Senke einen konstanten, endlichen Wert
behalt. Wenn wir schreiben

n=2ms,
wird die Stromfunktion fiir Quelle und Senke
“ 2ys
V= —arctg FrE

und wenn s gegen Null geht, strebt die Stromfunktion der Grenzezu:

= —2% xz-ykgﬁ = ﬁsm(p.
Diese Kombination einer Quelle und einer Senke, fiir welche s
gegen Null geht, wihrend p endlich bleibt, heifit eine Doppel-
quelle von der Stirke u; die Gerade, welche die Senke mit der
Quelle verbindet, heiBt Achse der Doppelquelle. Die einer Doppel-
quelle entsprechenden Stromlinien sind die Kreise, welche durch
die Doppelquelle hindurchgehen und die Achse beriihren.

Wir wollen jetzt dieser Stromung einen Parallelstrom in Rich-
tung der x-Achse mit der Geschwindigkeit — ¢, tiberlagern; die

Stromfunktion der kombinierten Strémung wird dann

“ Y
Ve —coy + 5 AL
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Die Stromlinie ¥ = 0 besteht aus der z-Achse und dem Kreis

2?4yt = #

2mey "

Wenn wir schreiben
n=2na%c,

dann wird die Stromfunktion

2 2
?I’——-—coy<1 — %) = —Cy (r — %)sin«p:

und zwar stellt sie die Stromung um einen Kreiszylinder vom
Radius ¢ mit dem Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt in
einem Parallelstrom ¢, parallel zur
A negativen z-Achse dar. Die Strom-
/\(__ linien konnen wir durch unsere
graphische Methode bekommen
(Abb. 13).
\/ Die Geschwindigkeit in irgend-
\/ einem Punkt driickt man am be-
Abb. 13. quemsten in Polarkoordinaten aus,
und zwar ergeben sich die Radial-
und Umfangskomponenten bzw. zu

1 0% a?
crz?w—_c()(l __ﬁ)cos(p,
oY a?\ .

Cy = — 5= = co<1 -}—F)smtp.

Auf dem Umfang des Kreiszylinders ist die Radialkomponente
¢, gleich Null und die Umfangskomponente
Cy = 2¢psineg.
Das ergibt den Hochstwert 2 ¢, wenn ¢ =% .
Den Druck an irgendeiner Stelle der Flissigkeit erhalten wir
aus der Bernoullischen Gleichung zu
p=m+ied— ol +cl)
Auf dem Umfang des Zylinders wird dies:
p=mp +tec(l —4sin*p).
Der Druck ist symmetrisch in bezug auf die beiden Koordinaten-
achsen; es kann deshalb durch die Druckverteilung iiber die Ober-
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fliche keine resultierende Kraft auf den Zylinder ausgeiibt werden.
Dieser Schluf3 steht im Widerspruch zur Erfahrung; Abb. 14 zeigt
die theoretische Druckverteilung im Vergleich zu einer experi-
mentell bestimmten Ver-
teilung!. Die beobachtete
und die berechnete Druck- §%
verteilung stimmen auf
der Vorderseite des Zy-
linders iiberein, auf der
Riickseite dagegen zeigen
sie groBe Unterschiede.

Diese Unstimmigkeit

kommt daher, dafl sich 2 ' ) .

. I E o a

die Stromung von der 7 %° 90° s 0
Abb. 14.

Zylinderoberflache ablost

und ein Wirbelgebiet bildet (s. Kap. VIII). Die theoretische
Losung ist jedoch wichtig als Grundlage der Strémung um einen
Tragfliigel, die man durch eine passende analytische Transforma-
tion daraus ableiten kann.

1V. Zirkulation und Rotation.
4.1, Zirkulation.

Die Untersuchungen des vorigen Kapitels fiihrten zur Be-
stimmung der theoretischen Stromung um einen Kreiszylinder im
Parallelstrom; es ist jedoch noch y
eine andere Stromung moglich, bei
der die Fliissigkeit um den Zylin-
der kreist. Die einfachste Form
einer solchen kreisenden Strémung f
ist diejenige, bei der die Geschwin-
digkeit nirgends eine Radialkom- 0
ponente besitzt, wihrend die Um-
fangskomponente ¢, unabhéngig
vom Winkel ¢ ist und nur vom
radialen Abstand r abhingt. Wenn b, 15.

prdp

1 Taylor, G. I.: Pressure distribution round a cylinder. RM19186,
Nr.191. Die in Abb. 14 gezeigten Ergebnisse beziehen sich auf einen Zylinder
von 0,5 FuBl (15 cm) Durchmesser bei einer Geschwindigkeit von 55 f.p.s.
[16,8 m/sec].
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man das Gleichgewicht eines kleinen Fliissigkeitselements be-
trachtet, ergibt sich

2
dp = g%dr,

damit der Druck auf die Begrenzung die Zentrifugalkraft aus-
gleicht. Wenn auBerdem der Gesamtdruck H der Bernoullischen
Gleichung

p+iec,=H

iiberall in der Fliissigkeit denselben Wert haben soll, so muf} das
Produkt ¢, r konstant sein. Diese Bedingung liefert den grund-
legenden Fall der Zirkulationsstrémung.
Um die Stromfunktion fiir diese um einen Zylinder kreisende
Strémung zu bestimmen, haben wir die Gleichungen
1 o7
T 8¢
v 7z

=, == —
ar “ 2ar’

wobei Z eine Konstante ist. Hieraus folgt fiir die Stromfunktion :

¢, =10

Z
’Pz———z—;lnr.

Die Stromlinien dieser Stromung sind die zum Kreiszylinder
konzentrischen Kreise; das Integral {iber die Geschwindigkeit um
den Umfang irgendeiner dieser Stromlinien hat den konstanten
Wert Z, den man als Zirkulation der Strémung bezeichnet. All-
gemeiner ist die Zirkulation um irgendeine geschlossene Kurve
definiert als das Integral iiber die
Tangentialkomponente der Geschwin-
digkeit léngs der Kurve. Wenn ¢
die resultierende Geschwindigkeit in
irgendeinem Punkt P der geschlosse-
, nen Kurve C darstellt und & den
Abb. 16. Winkel zwischen der Richtung der

Geschwindigkeit ¢ und dem Element
ds der Kurve bei P bezeichnet, dann wird die Zirkulation Z um
die Kurve C

Z=/ccosocds.
c
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Die Zirkulation soll entgegen dem Uhrzeigersinn als positiv
gelten. Fir den besonderen Fall der durch die Stromfunktion

Z
gf-“—"-' —%lnr

bestimmten zirkulierenden Bewegung hat die Zirkulation fiir alle
Kurven, die den Zylinder umschlieBen, den Wert Z, fiir alle anderen
Kurven ist sie Null (s. 4.33).

4, 2. Kreiszylinder mit Zirkulation.
Wenn man diese Zirkulationsstromung der Strémung eines
Parallelstromes um einen Kreiszylinder (3.6) iiberlagert, dann
wird die Stromfunktion:

a* Z
Y- —Coy(l - F) — %lnr,

ol Ve £
= 60("' TSIHQD %nr.

Abb. 17 zeigt die Form der zugehérigen Stromlinien fiir einen
verhaltnismaBig kleinen Wert von Z. Die Wirkung der Zirkulation
ist eine Vergroferung der Ge-
schwindigkeit iiber dem Zy-
linder und eine Verminderung
auf der Unterseite. Es wird
folglich der Druck auf der ; :
Oberseite herabgesetzt und e T~
auf der Unterseite vergroBert; Abb. 17.
der Zylinder erfahrt also einen Auftrieb parallel zur y-Achse.

Die Radial- und Umfangskomponenten der Geschwindigkeit
in irgendeinem Punkt sind bzw.

10¥ a?
Pl —co(l — 72—)00399,
o a*\ . Z
by = — 3, = c,,(l + F)smqa + St
In einem Punkt der Zylinderoberfliche ist ¢, = 0 und
. Z
€y = 2¢y8in g 4 oma

Die Zirkulation bewirkt ein Abwirtswandern der Staupunkte
von 4 und 4’ gegen B’; die beiden Staupunkte fallen mit dem
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Punkt B’ zusammen, wenn die Zirkulation Z den Wert 4w a ¢,
hat. Wenn die Zirkulation diesen Wert {iberschreitet, entsteht
eine Stromung, wie Abb. 18 zeigt; der Staupunkt liegt dann in
der Fliissigkeit bei C. In diesem
Fall kreist ein Teil der Fliissig-
keit dauernd um den Zylinder
und flieBt nicht mit dem Haupt-
strom stromabwérts.

Der Druck in irgendeinem
Punkt der Fliissigkeit ergibt sich
aus der Bernoullischen Glei-
chung zu

Avb. 18 p=H—}o(c+c).
Hieraus folgt fiir einen Punkt der Zylinderoberfliche
1 . Z \2
p=H— @Q(Qcosmcp + 275)

Z? Z . .
=H— 8%;2112 — %—smcp — 2pcksinp.

Die Komponenten der infolge der Druckverteilung auf den
Zylinder ausgeiibten resultierenden Kraft sind

27
y X:—fpacosgvdcp,
0
D 27
Y = ——fpasingvdcp;
9
) 4 r z durch Integration erhalten wir
Abb. 19. X=0,

Y =pc4%.

Wir haben also durch Kombination der Zirkulation Z mit dem
Parallelstrom ¢, eine Auftriebskraft gc,Z erhalten. Dieses Ergebnis
ist von grundlegender Wichtigkeit fiir die Entwicklung der Trag-
fliigeltheorie.

4.2.1. Eine tiefere Einsicht in die Wirkungsweise der Auftriebs-
kraft erhalten wir, wenn wir die Verhiltnisse in groBem Abstand
vom Zylinder betrachten. Wir wollen das Gleichgewicht der
Fliissigkeit untersuchen, die zwischen der Zylinderoberfliche und
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einem groBen, dazu konzentrischen Kreis vom Radius r ein-
geschlossen ist. Wenn ¢ die Qeschwindigkeit in irgendeinem
Punkt des grofen Kreises bezeich-
net, dann ergibt sich der Druck aus
der Gleichung

p=H—4oc?;

die Druckkréfte an dieser duBeren
Begrenzung werden auf die im In-
neren liegende Flissigkeit eine
Kraft mit folgenden Komponenten
ausiiben :

Abb. 20.

27 27
X, :~/preos<pdcp = %Q/czreoscpdcp,
0 0

Y, = ~—7;or sinpdo = %02/”627‘ sinpdg.
Nun ist ’ 0
= — cgeoszqo(l _ Z_Z)z_{_ {Co sing <1 -+ Z—z) + 5%}2
Wenn aber r grol ist und gegen Unendlich strebt, gentigt es,

nur das von 7 unabhingige Glied und das Glied mit % zu behalten,

um die Kraftkomponenten X; und Y, zu bestimmen. Damit
erhalten wir

9 9 | CZsing
ct=c;+ T
und hieraus
‘X() =0 s
YO = %Q Coz .

Hierzu miissen wir noch die Komponenten der Kraft dazu-
zéhlen, die infolge der Druckverteilung {iber die Zylinderoberfliche
auf die Flilssigkeit ausgeiibt werden. Damit bekommen wir fiir
die resultierende Kraft, die auf die Fliussigkeit zwischen dem
Zylinder und dem grofien Kreis ausgeiibt wird, die Komponenten

‘Xl -— XO - .X = 0 5
Y,=Y,— Y =—1pc,Z.
Glauert-Holl, Luftschrauben. 3
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Diese auf die Fliissigkeit ausgelibte resultierende Kraft wirkt
senkrecht zur Richtung des ungestdrten Stromes ¢, und muf gleich
der Anderung des Impulses der Fliissigkeit sein. Die in der Zeit-
einheit durch den groflen Kreis bei P nach auflen strémende
Fliissigkeitsmenge ist oc,rdg; die Komponenten des in der Zeit-
einheit iiber diese Begrenzung getragenen Impulses sind also

2
Jx:fgc,cxrdqa,
0

Jy:/Qc,rcyrdqa.
0

Bis auf Gréflen der Ordnung -i— sind die Geschwindigkeitskom-

ponenten
€, = —CyCOSQ,
. Z
€, = CySing -}—2_”;,
. Z .
Cp = €, COSQ — ¢, 8INQ = —¢y — g—sing,
T

. Z
Cy = ¢, 8InQ + ¢, cosQ = 5,5 COSQ .

Bei der Integration ergibt sich:
J, =0,
Jy=—%0cyZ,
also dieselben Ausdriicke wie fiir die Komponenten der auf die
Flissigkeit ausgelibten Kraft.

Diese Untersuchung der Verhiltnisse in groBler Entfernung
vom Zylinder zeigt, dafl die auf den Zylinder ausgeiibte Auftriebs-
kraft in grofler Entfernung vom Zylinder zur Hélfte als Impuls-
dnderung und zur anderen Hélfte als Druckverteilung auf dem
Umfang des groflen Kreises auftritt.

4.3. Rotation.

Die Zirkulation um irgendeine geschlossene Kurve wurde de-
finiert als das Integral {iber die Tangentialkomponente der Ge-
schwindigkeit lings der Kurve. Wenn man als Kurve ein kleines
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Rechteck mit zu den Koordinatenachsen parallelen Seiten wéhlt,
dann ergibt sich der Wert der Zirkulation zu

__ (¢, de, cuor 5= dy
dz_(%—@)dxdy. Y
4 P
Wenn wir jetzt setzen I oy 5 4
Cx
1 <6cy de, £ 2z
© =90y, Abb. 21.

und wenn dF die Flache des Elements bezeichnet, wird die Zirku-

lation
dZ = 2wdF .

In dieser Form gilt die Gleichung fiir ein Element von beliebiger
Form, und wenn man sie auf einen kleinen Kreis vom Radius r
anwendet,

dZ = 2wart = 2nr-wr,
so folgt daraus, daB o die Winkelgeschwindigkeit des Elements
um seinen Mittelpunkt darstellt. Es ist also der Wert von o
in irgendeinem Punkt P der Fliissigkeit gleich der Winkelgeschwin-
digkeit eines kleinen Elements, das den Punkt P umgibt. Die
Rotation in irgendeinem Punkt der Fliissigkeit ist nun definiert
als der Wert 2 w, und die Zirkulation um ein kleines Element ist
dann das Produkt aus der Rotation und der Fléche des Elements.
Ein Fliissigkeitsteilchen, welches eine Rotation besitzt, heilit
Wirbelelement; die Stirke eines Wirbelelements wird durch die
Zirkulation um das Wirbelelement definiert.

Durch die Stromfunktion ausgedriickt, ist

ov. o

Oy = W H Gy == dx ?
und damit wird die Rotation
_de,  Be, (V| PV 5
In Polarkoordinaten ist die Zirkulation um ein kleines Element

(e + Sedr)r+ an — W}d(p _ o

¥
Oder

(% Cu 1 de,

ar e agﬂ)rchpdr;

8%
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hieraus erhalten wir
20 — de, €y 1 de, L 82‘P+ 1 oY 1 &7
@ =3 7 r dg dr? T Or T 2 QP

oder

1 9% 1 &y

(972 + T dr U2 gt
Die durch irgendeine geschlossene Kurve begrenzte Fliche
kann man durch eine doppelte Schar sich schneidender Geraden,
die ein Netzwerk auf der Flache bilden, in eine grofie Anzahl
kleiner Elemente unterteilen. Die T"T

pry =

Summe der Zirkulationen um el
4
f;r//%
///7
ﬁ&
Abb. 22. Abb. 23.

alle diese Elemente, im positiven Sinn gerechnet, ist gleich der
Zirkulation um die Begrenzung der Fliche, denn der Anteil lings
einer Geraden, die zwel Elementen gemeinsam ist, tritt zweimal
mit entgegengesetztem Vorzeichen auf und fallt aus dem Ergebnis
heraus. Es bleiben nur die Anteile lings der Begrenzung der
Flache, und diese liefern die Zirkulation um die geschlossene Kurve.
Die Zirkulation um irgendein kleines Element ist aber gleich dem
Produkt aus Rotation und Flache des Elements; es ergibt sich
also fiir jede einfach geschlossene Kurve die Zirkulation zu

z=[[2waF = f/‘%J a—”)

wo das Doppelintegral iber die von der Kurve eingeschlossene
Flache zu erstrecken ist. Dieses Ergebnis zeigt, dafl die Zirkulation
um irgendeine geschlossene Kurve gleich der Summe der von der
Kurve eingeschlossenen Wirbelstarken ist.

4.3.1. Konstanz von Zirkulation und Retation. Die Rotation
irgendeines kleinen Elementes einer vollkommenen Fliissigkeit
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bleibt wéhrend der ganzen Bewegung konstant. Die Rotation in
irgendeinem Punkt P der Fliissigkeit ist die doppelte mittlere
Winkelgeschwindigkeit eines kleinen Klements, das den Punkt
umgibt, und wenn man als Element einen kleinen Kreis mit dem
Mittelpunkt in P wihlt, so ist einleuchtend, dafl der Druck auf
die Begrenzung kein Moment um den Punkt P erzeugen kann, das
die Winkelgeschwindigkeit verdnderte. Folglich bleibt die Rota-
tion des Fliissigkeitselements, das P umgibt, ungetndert, wéhrend
es sich durch die Fliissigkeit bewegt. Anderungen der Rotation
kdnnen nur durch Tangentialkrifte an den Grenzen eines Fliissig-
keitselements hervorgebracht werden, und diese treten in einer
vollkommenen Fliissigkeit nicht auf. In wirklichen, z&higkeits-
behafteten Flissigkeiten kommen jedoch Tangentialkrifte vor,
besonders da, wo die Fliissigkeit nahe an einem festen Korper
vorbeistreicht. Auf diese Weise kann eine Rotation entstehen.

Da die Rotation der Fliissigkeitselemente in einer vollkom-
menen Flissigkeit konstant ist, so folgt, daf die Zirkulation um
eine geschlossene Kurve, welche sich mit der Flissigkeit bewegt,
ebenfalls konstant ist. Wahrend sich die Kurve mit der Fliissigkeit
bewegt, bleibt sie stetig und zusammenhéngend und mufl immer
dieselben Flissigkeitselemente umschliefen, denn kein Fliissig-
keitselement kann die Kurve tiberschreiten, ohne sie unstetig zu
machen. Die Zirkulation um die Kurve zu irgendeinem Zeitpunkt
ist aber gleich der Summe der von ibr umschlossenen Wirbel-
stdrken, und die Rotation aller Flissigkeitselemente bleibt wéh-
rend der ganzen Bewegung konstant. Die Zirkulation um irgend-
eine geschlossene Kurve, die sich mit der Fliissigkeit bewegt, mufl
also ebenfalls wihrend der ganzen Bewegung konstant bleiben.

Wenn sich eine geschlossene Kurve durch die Fliissigkeit hin-
durchbewegt, wird ihre Zirkulation nicht konstant bleiben, sondern
gleich der Summe der in einem bestimmten Augenblick eingeschlos-
senen Wirbelstirken sein; der Zuwachs der Zirkulation in irgend-
einem Zeitraum wird gleich der Summe der Wirbelstérken sein,
welche inzwischen {iber die Begrenzung der Kurve gewandert sind.

4.3.2. Die Bernoullische Gleichung. Die Anderung der Ber-
noullischen Konstanten oder des Gesamtdruckes H hingt eng
mit der Rotation der Flissigkeit zusammen. Wir wollen ein
Fliussigkeitselement PQ@'P’ betrachten, dessen Seiten P und
P'Q' Elemente zweier benachbarter Stromlinien sind, wéhrend
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PP’ und Q@' dazu senkrecht stehen. Es sei PQ = ds, PP’ = dn
und R der Krimmungsradius der Stromlinie.

Wir erhalten die Bernoullische Gleichung, wenn wir die
Bewegung langs der Stromlinie verfolgen. Wenn ¢ die Geschwin-
digkeit des Fliissigkeitselements bezeich-
net, so gilt:

odsdnelt =L asan

oder

op dec

o5 + Qg = 0.
Hieraus folgt

P+ 21'962 =H,

wobei H ldngs der Stromlinie kon-
stant ist.

Senkrecht zur Stromlinie bekommen wir das Gleichgewicht
zwischen Druck- und Zentrifugalkriften

Abb. 24,

2
stdn%z —~§—Z:dnds
oder
ap et
et BT 0.
Die Zirkulation um das Element ist nun

2wdsdn = cds — (c + %d%)ds’,

wobel
ds’ R —dn
ds R
Hieraus folgt, daBl
90y — ¢ de

Wenn wir hieraus den Kriimmungsradius eliminieren, bekommen

wir P o
[
53_{_ Qc(2w+5—7;) =0
oder P
a0+ 300 = —2wgc,
d. h.

ai
T —2wec.
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Diese Gleichung bestimmt die Anderung der Bernoullischen
Konstanten H, und zwar ergibt sich hieraus, dafl ein konstanter
Wert fiir H Wirbelfreiheit bedingt und umgekehrt.

4.3.3. Wirbelireie Bewegung. Wenn die Rotation in allen
Punkten der Fliissigkeit Null ist, dann heifit die Stromung wirbel-
frei, denn die Winkelgeschwindigkeit irgendeines kleinen Elementes
ist dann Null. Diese Strémung ist von besonderer Wichtigkeit,
denn wenn die Bewegung zu irgendeinem Zeitpunkt wirbelfrei ist,
so bleibt sie immer wirbelfrei; denn wie wir gezeigt haben, kann
in einer vollkommenen Flissigkeit keine Rotation entstehen.

In einer wirbelfreien Stromung hat die Bernoullische Kon-
stante in der ganzen Fliissigkeit einen konstanten Wert, und die
Stromfunktion ¥ erfilllt in allen Punkten der Flissigkeit die
Gleichung V2% = 0. Die in Kap. III betrachteten Stromungen
sind alle wirbelfrei, da die Stromfunktionen diese Bedingung er-
fiillen.

Wenn die Rotation in allen Punkten der Fliissigkeit Null ist,
dann muB die Zirkulation um eine geschlossene Kurve, die nur
Fliissigkeit einschliefit, auch Null sein; wenn die Kurve jedoch
einen Korper einschlieBt, ist eine besondere Betrachtung not-
wendig. Als wir die Zirkulationsstromung um einen Zylinder ent-
wickelten, setzten wir voraus, dafBl der Gesamtdruck H durch die
ganze Fliissigkeit hindurch konstant sei; hieraus folgt, dal} die
Bewegung wirbelfrei ist. Die Zirkulation um eine Kurve, welche
nur Fliissigkeit einschlieBt, ist Null; die Zirkulation um irgend-
eine Kurve, die den Zylinder einschlie3t, hat jedoch den Wert Z.
Nun wollen wir annehmen, daB der Kreiszylinder durch Flissig-
keit ersetzt werde, die mit der Winkelgeschwindigkeit

Z
@ e
rotiert, wobei a den Zylinderradius bezeichnet. Die Strom-
geschwindigkeit wird auf dem Zylinderumfang stetig sein, die
Bewegung auBerhalb des Zylinders wird unge#ndert bleiben. Der
feste Korper ist jedoch durch rotierende Flissigkeit ersetzt, die
in allen Punkten die Rotation 2 w besitzt. Es wird alsc jede
Kurve, welche den Zylinder einschliefit, die Zirkulation

Z = 2wna?

besitzen, die die gesamte Wirbelstarke darstellt, wihrend jede
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geschlossene Kurve, welche den Zylinder nicht einschlieit, die
Zirkulation Null ergeben wird.

Aus dieser Betrachtung erhellt, daBl eine wirbelfreie Stromung
eine Zirkulation um den Korper besitzen kann und dafBl diese
Stromung folgende Kennzeichen hat: Der Gesamtdruck H hat
einen konstanten Wert, und die Rotation ist fiir alle Punkte der
Flissigkeit gleich Null; die Zirkulation ist Null fiir alle Kurven,
welche nur Fliissigkeit umschlieBen und besitzt einen konstanten
Wert fiir alle Kurven, die den Kérper einschlieBen, und die Strom-
funktion erfiillt die Gleichung V2¥ — 0.

4.3.4. Wirbel. Die Zirkulation um ein kleines Fliissigkeits-
element haben wir in der Form

Z =2wF

ausgedriickt, wo F' die Fliche des Elements und w seine mittlere
Winkelgeschwindigkeit sind. Der Begriff eines Wirbels entsteht
dadurch, daB3 man sich vorstellt, daf3 die Fliche F auf Null ab-
nimmt, wihrend die Winkelgeschwindigkeit zunimmt und die
Zirkulation Z konstant bleibt. Die Stdrke des Wirbels ist einfach
als die Zirkulation Z um den Wirbel definiert.

Die Stromfunktion fiir einen Wirbel folgt sofort aus der Zirku-
lationsstromung um einen Kreiszylinder

Z
T=—2—nln7‘.

Dieser Ausdruck enthélt den Radius des Zylinders nicht und
behilt infolgedessen seine Giiltigkeit, wenn die gesamte durch
den Zylinder vertretene Wirbelstiérke in der Mittellinie konzen-
triert wird. Die Stromlinien eines Wirbels sind die konzentrischen
Kreise mit dem Wirbel als Mittelpunkt; die Stromung ist mit
Ausnahme des Wirbels selbst in allen Punkten der Fliissigkeit
wirbelfrei.

Die Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt steht senkrecht zu
der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Mittelpunkt und

hat die GréBe —2% Obgleich der Wirbel und die Geschwindigkeit

eng zusammenhéingen, kann man genau genommen doch keines
von beiden als von dem andern verursacht bezeichnen. Die all-
gemeine Geschwindigkeitsverteilung, die zu einem Wirbel gehort,
werden wir als sein Geschwindigkeitsfeld, die Geschwindigkeit in
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irgendeinem Punkt als die in diesem Punkt vom Wirbel induzierte
Geschwindigkeit bezeichnen.

Wirbel kénnen wir in der gleichen Weise wie Quellen und
Senken zum Aufbau verwickelterer Strémungen beniitzen, und
irgendeine passende Stromlinie kann dann wieder durch eine feste
Begrenzung ersetzt werden. Diese Grenze soll alle Wirbel ein-
schlieBen. Die duflere Stromung wird dann im ganzen Bereich
der Flissigkeit wirbelfrei sein. Als Beispiel betrachten wir zwei
gleiche Wirbel mit entgegengesetztem Vorzeichen (ein Wirbel-
paar), die auf der y-Achse in den Punkten y = 4 s liegen. Die
Stromfunktion dieser Stromung ist

z 4,P, v
und die S’oromhmen sind \

die koaxialen Kreise, welche v
zwischen 4, und 4, hindurch- 47

gehen. Wenn wir jetzt s gegen
Null gehen lassen, wahrend
2 Zs = u konstant bleibt, so

kommen wir, dhnlich wie bei

dem Fall einer Quelle und <42 '
einer Senke, zu einem Dop-

pelwirbel. Der Grenzwert

der Stromfunktion ist

T—Q—nﬁ—ky

Er ist identisch mit dem bei Quelle und Senke gefundenen Wert
(3.6). Wenn wir einem Wirbelpaar einen Parallelstrom tiberlagern,
erhalten wir eine Reihe von ovalen Korpern, dhnlich den in 3.5
behandelten, aber mit der groBen Achse senkrecht zum Strom.
Wenn man zu dem Fall eines Doppelwirbels tibergeht, erh&lt man
wieder die Strémung um einen Kreis. Die Zirkulation um den
Kreis (4.2) bekommt man, wenn man einen Wirbel im Anfangs-
punkt hinzufiigh.

4.8.5. Unstetigkeitsflichen. Der Begriff einer Unstetigkeits-
fliche der Geschwindigkeit wurde von Helmholtz und Kirch-
hoff (s. 1.2) eingefiihrt, um die auf einen Kdorper ausgeilibte Kraft
zu erkldren. Die Form und die Lage der Unstetigkeitsfléche bleiben
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relativ zum Koérper fest; die Stromung erfolgt tangential zu dieser
Flache, wobei aber die Geschwindigkeit auf beiden Seiten der
Flache verschiedene Werte hat. Bei zweidimensionaler Bewegung
wird aus der Unstetigkeitsfliche eine Unstetigkeitslinie.

Wir betrachten das kleine Rechteck mit den zwei Seiten 4B
und 4’B’ von der Lénge ds parallel zu einem Element der Un-
stetigkeitslinie und auf verschiedenen Seiten davon. Wenn ¢ und ¢’
g die Geschwindigkeiten auf den beiden Seiten

der Unstetigkeitslinie sind, dann ergibt

sich die Zirkulation um das Elementar-
rechteck zu

dZ = (¢ —c')ds,

Abb. 26.

denn léngs der Seiten AA’ und BB’ ist keine Stromung vor-
handen. Die Seiten 44 und BB’ kénnen unendlich klein gemacht
werden; hieraus folgt, dafl die Unstetigkeitslinie P¢) aus einer
Belegung von Wirbeln von der Starke (¢ —¢’) pro Léngeneinheit
bestehen mufl. Diese Wirbel werden mit der Hauptmasse der
Flitssigkeit mit der Geschwindigkeit £ (¢ -+ ¢’) lings der Strom-
linie PQ fortwandern. Die von den Wirbeln in einem Punkt in
der Nahe der Unstetigkeitslinie induzierte Geschwindigkeit wird
auf den beiden Seiten der Unstetigkeitslinie entgegengesetzt
gleiche Werte 4= % (¢ —¢’) besitzen.

Es folgt aus dieser Betrachtung, daf} eine Unstetigkeitsfliche
der Geschwindigkeit einer Wirbelflache gleichwertig ist, und daf}
die Wirbel, welche diese Wirbelfliche bilden, zwischen den beiden
Stromen verschiedener Geschwindigkeit ahnlich wie Kugellager
wirken. Die von Helmholtz und Kirchhoff erstmalig unter-
suchten Stromungen mit Unstetigkeitsflichen stiitzen sich auf
die Annahme, dafl an den Seiten des Kérpers Wirbelflichen ent-
stehen, die ein Totwassergebiet einschlieflen.

V. Das Geschwindigkeitspotential und die
Potentialfunktion.

5.1. Das Geschwindigkeitspotential.

Wir betrachten irgendeine Kurve OA P, die den Anfangspunkt
O mit einem Punkt P der Fliissigkeit verbindet, und es sei @
das Integral der Tangentialkomponente der Geschwindigkeit lings
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der Kurve von O nach P. Wenn ¢ die resultierende Geschwindig-
keit in einem Punkt der Kurve und & der Winkel zwischen der
Richtung der Geschwindigkeit ¢ und dem Element ds der Kurve
sind, dann wird P

@z[ccosocds. 8
O4AP ) ot ¢

Im allgemeinen wird der Wert ¢ von
der Wahl der Kurve abhingen, die O mit ,
P verbindet, denn wenn OBP eine zweite
solche Kurve darstellt, so ist die Zirkulation um die geschlossene
Kurve OAPBO:

Z]

Abb. 27,

Z = Posp — DPogp -

Diese Zirkulation ist ihrerseits wieder gleich der Summe der von
der Kurve eingeschlossenen Wirbelstdrken. Bei wirbelfreier Be-
wegung, bei der die Rotation in allen Punkten der Fliissigkeit gleich
Null ist, hat @ im Punkt P einen eindeutigen Wert und heilt
dann Geschwindigkeitspotential. Eine andere Wahl des Anfangs-
punktes vergréBert den Wert von @ in allen Punkten nur um
einen konstanten Betrag.

Das Integral fiir @ kann auch in folgender Form ausgedriickt
werden :

P
b = [(e,dz + o,dy),
0

wo ¢, und ¢, die Geschwindigkeitskomponenten parallel zu recht-
winkligen Koordinatenachsen sind; hieraus folgt

0P 0P
Cp = -(9; 5 Gy = %— .
Mit Hilfe der Stromfunktion ausgedriickt, gilt:
o o
Cy = a—y’ s Cy = R

Das Geschwindigkeitspotential muf8 also die Gleichung erfiillen

9 Ty 0
oder
EP

- i
Vagp —= xz + T
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Diese Gleichung ist eine unmittelbare Folge der Stetigkeit der
Strémung und ist als Kontinuitétsgleichung bekannt.

Der Fall einer wirbelfreien Stromung, die um einen Korper
zirkuliert, bildet eine Ausnahme zu der Regel, daBl das Geschwin-
digkeitspotential in jedem Punkt der Fliissigkeit einen eindeutigen
Wert besitzt. Die Zirkulation ist Null fiir
alle Kurven, welche nur Fliissigkeit ein-
schlieBen; sie besitzt jedoch einen kon-
stanten Wert Z fiir alle Kurven, die den
Kérper einmal umschliefen. s folgt
hieraus, daB der Wert von @ um Z zu-

Abb. 28. nimmt, wenn man um die Kurve PABP

(Abb. 28) herumgeht; @ ist dann eine

zyklische Funktion. Dieser besondere Fall ist dem &hnlichen
Verhalten der Stromfunktion einer Quelle vergleichbar (s. 3.2).

5.1.1. Die verschiedenen in Kayp. ITT behandelten Stromungs-
typen konnen statt mit der Stromfunktion ebensogut mittels des
Geschwindigkeitspotentials untersucht werden; irgendeine solche
Strémung ist vollkommen bestimmt, wenn eine der beiden Funk-
tionen bekannt ist. Die Ausdriicke fiir das Geschwindigkeits-
potential und die Stromfunktion seien fiir die grundlegenden
Stréomungen hier noch einmal zusammengestellt:

Parallelstrom ¢, parallel zur z-Achse:

D = cox; ¥ = cyy;
Parallelstrom ¢, parallel zur y-Achse:

D = cyy; V= —cy;
Quelle im Anfangspunkt:

m m
@=ﬂlnr, :ﬂ(p,

Doppelquelle im Anfangspunkt mit der Achse in Richtung der
x-Achse:
—_rz 1Y,
= 2z 72° ¥= w2’
Wirbel im Ursprung:

Z Z
D=5-q, V=—5-Inr;
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Strémung parallel zur negativen x-Achse mit einer Zirkulation
um einen Kreis vom Radius ¢ mit dem Mittelpunkt im Anfangs-
punkt:

n oz
@=~—cox<1 +%>+%qa,

a? Z 7
!Z’:—-—coy(l — F) — ﬂln;.

Diese Ausdriicke fiir die Stromfunktion sind schon weiter oben
entwickelt worden, und man kann leicht nachpriifen, daf die ent-
sprechenden Ausdriicke fiir das Geschwindigkeitspotential in allen
Punkten zu denselben Werten der Geschwindigkeitskomponenten
¢ und ¢, fithren und die Kontinuitétsgleichung erfiillen.

5.12. Durch konstante Werte des Geschwindigkeitspotentials
kénnen wir Aquipotentiallinien ziehen, und zwar schneiden diese
Linien die Stromlinien unter rechten
Winkeln. Wenn dn ein Element der 7 &,
Normalen zur Stromlinie in irgendeinem Tr—_
Punkt P ist und 4P die zugehdrige %,
Anderung der Potentialfunktion dar-
stellt, dann ist die Geschwindigkeit

.. .. 6
lings der Normalen gleich 7 . Laut

Abb. 29.

Definition gibt es jedoch keine Ge-
schwindigkeitskomponente normal zu einer Stromlinie. Es kann
also lings einer Normalen auch keine Anderung des Geschwindig-
keitspotentials auftreten, und das Element dn ist infolgedessen
ein Element der Aquipotentiallinie.

Wenn ds ein Element der Stromlinie und dn ein Element der
Aquipotentiallinie im Punkt P bezeichnen, so liegt die Geschwin-
digkeit ¢ in Richtung der Stromlinie und hat die Grofe

0 ov

T e T an’
wenn die Stromlinien und die Aquipotentiallinien fiir gleiche Zu-
wiichse von ¥ und @ gezeichnet sind, dann werden die zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Linien liegenden Abschnitte ds und d=»
von gleicher Lénge sein. Es folgt also, daf die Stromlinien und
die Aquipotentiallinien irgendeiner Stromung, wenn sie fiir gleiche
kleine Zuwiichse von ¥ und @ gezeichnet sind, das ganze Gebiet
der Flissigkeit in ein Netzwerk von kleinen Quadraten einteilen.
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Wenn die Zuwiichse endlich sind, werden diese elementaren Qua-
drate verzerrt und thre Seiten gekriimmt werden, aber die Winkel
der einzelnen Flichen werden rechte Winkel bleiben.

Abb. 30 =zeigt -eine
Schar von Orthogonal-
linien fiir eine Quelle und
eine Senke in den Punk-
ten 4, und A,, wobei die
Aquipotentiallinien durch
die gestrichelten Kurven
gegeben sind. Diese Figur
kénnen wir aber auch als
die Stromung eines Wir-
belpaares in den Punkten
A, und A, deuten, wenn
wir Strom- und Aqui-

Abb. 30. potentiallinien vertau-
schen. Dieses Beispiel er-
lautert den allgemeinen Grundsatz, dall jedes System von Or-
thogonallinien zwei mdgliche Strémungen darstellt, denn man
kann jede Linienschar als die Stromlinien ansehen. Man muf
jedochdanndieRandbedingungen
der Strémung anpassen. Abb. 31
zeigt die Orthogonallinien fiir
einen Kreis im Parallelstrom;
wenn man dabei die gestrichelten
Linien als Stromlinien ansieht,
dann muB man den Umfang mit
Quellen und Senken belegen, um
die Randbedingungen zu erfiillen,
denn die Flussigkeit hat dann
Abb. 81, eine bestimmte Geschwindigkeit

senkrecht zum Kreisumfang.

Abb. 31 zeigt uns noch etwas Wichtiges. Gewdhnlich schneiden
sich Strom- und Aquipotentiallinien unter rechten Winkeln; das
gilt aber nicht mehr in den Punkten 4 und B, die die Staupunkte
der Stromung darstellen. Der Beweis, daB Strom- und Aqui-
potentiallinien sich unter rechten Winkeln schneiden, verliert hier

seine Giiltigkeit, denn der Wert von g—f ist in allen Richtungen
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gleich Null, und die Stromlinie kann im Staupunkt einen Knick
haben. Spéter wird gezeigt werden, daB die Aquipotentiallinie in
diesem Sonderfall gleiche Winkel mit den beiden Asten der Strom-
linie bildet.

5.2. Die komplexe Verinderliche.

Die Koordinaten eines Punktes P haben wir entweder in kar-
tesischen oder in Polarkoordinaten ausgedriickt. Hs ist jedoch
moglich, die beiden in jedem von diesen Systemen beniitzten
Koordinaten zu einer einzigen komplexen Koordinate z zusammen-
zufassen, die durch die Gleichung

z2=1u + ¢y = r(cosp 4 ¢sing)

definiert ist, wo: = 1/ — 1ist und den gewdhnlichen algebraischen
Regeln gehorcht. Nun ist

E%;(cosgv + ising) = —sing -+ tcos ¢
= 4(cos @ + ¢sing)
oder

d ..
e (cos @ + 2sing)

cos @ | ¢sing
wenn wir wieder integrieren, wird:
In(cosp + ising) =i ¢
oder
cos @ + isin g = &',
Die komplexe Koordinate des Punktes P kann man deshalb
in der Form ausdriicken:

z2=re®, P

Die Koordinaten (z, ) oder (r, ¢) de- r
finieren die Lage des Punktes P in be-
zug auf den Anfangspunkt O und die i
Achse 04 (Abb. 32), die komplexe Koor-
dinate 2z deuten wir jedoch zweckmé&Biger
als eine Darstellung des Vektors OP. Die Linge dieses Vektors
ist gleich 7 und heiBt der Modul von z. Man beniitzt dafiir die ver-
schiedenen Schreibweisen

r = modz = |z].

Abb. 32.
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Der Winkel @, der die Richtung des Vektors angibt, heifit das
Argument von 2.

Wenn man z in der Form (« -} 7%) ausdriickt, heilen x und y
der reelle bzw. imagindre Anteil von 2; der Modul von z ist dann
1/9:2 + y2. Wenn der Modul Null ist, muB offenbar sowohl z als
auch ¥ Null sein. Man kann nun jede Funktion f(z) der kom-
plexen Verédnderlichen z in ihren reellen und ihren imaginéren
Anteil zerlegen und sie in der Form (X + ¢Y) ausdriicken, wo X
und Y reell sind. Hieraus folgt, daB irgendeine komplexe Glei-
chung f(z) = 0 den beiden Gleichungen gleichwertig ist, die man
erhélt, wenn man den reellen und den imagindren Anteil fiir sich
gleich Null setzt.

Die Multiplikation zweier komplexer Groflen gibt

212 = 1,75 Pt @) |

Dieses Produkt stellt einen Vektor dar, dessen Modul gleich dem
Produkt der einzelnen Moduln und dessen Argument gleich der
Summe der Argumente von z; und z, ist. Wenn man also irgend-
eine komplexe Zahl mit z multipliziert, so wird die Lénge des
Vektors um den Faktor |z| oder 7 vergroBert und seine Richtung
um den Winkel ¢ gedreht. Der Faktor ¢% dreht einen Vektor

um den Winkel @; setzt man ¢ = %, so sieht man, daB der
Faktor ¢+ den Vektor um einen rechten Winkel dreht.

5.3. Die Potentialfunktion.

Es sei eine komplexe Funktion mit {iberall eindeutigem Diffe-
rentialquotienten gegeben.

Es sei
und
d .
d—£=p+@q-

Den Differentialquotienten kénnen wir in folgenden Formen
ausdriicken :

. _af _8f _9E | .oy
PHU= g T o = 9w T "0
1 of

. . . OE dn
=T ‘e T oy
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Hieraus ergibt sich

0¢ _ On _
oz oy P
0t . dy .
9y dw

Aus diesen letzten Gleichungen folgt auch
Veg=1V2y=0.

Wenn wir diese Ergebnisse mit den Gleichungen vergleichen,
die das Geschwindigkeitspotential @, die Stromfunktion ¥ und
die Geschwindigkeitskomponenten ¢, und ¢, bei einer beliebigen
wirbelfreien Stromung verkniipfen (5.1), so sehen wir, daf} wir
& und 7 durch @ und ¥, p und ¢ durch ¢, und — ¢, ersetzen kdnnen.
Wenn also @ und ¥ der reelle und imaginére Anteil irgendeiner
komplexen Funktion f(2) sind, so stellen sie mogliche Formen des
Geschwindigkeitspotentials und der Stromfunktion einer wirbel-
freien Bewegung dar. Man schreibt gewthnlich

w=@+i¥V=1{f();
dann ist
dw .
Ty = G ey

Die komplexe Funktion w heit die Potentialfunktion der
Stromung, und jede beliebige wirbelfreie Stromung wird durch
sie vollstindig beschrieben.

5.31. Die Grundtypen von Strémungen, die in 5.11 zusammen-
gestellt sind, kénnen wir sofort durch die Potentialfunktion dar-
stellen, die dafiir folgende einfache Formen annimmt:

Parallelstrom ¢, in Richtung der x-Achse:

w = Cy2;
Parallstrom ¢, in Richtung der y-Achse:
W= —1icy2;
Quelle im Ursprung:

= " Ingz;
w—zn ’

Doppelquelle im Ursprung mit der Achse in Richtung der
2-Achse:

Glauert-Holl, Luftschrauben. 4
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Wirbel im Ursprung:

YN

w=—i5-Inz;
Strémung in Richtung der negativen x-Achse mit Zirkulation
um einen Kreis vom Radius ¢ mit dem Mittelpunkt im Ursprung:

a? . Z z
w = ——Co(z —"‘7) ~7/§;1n;
Diese Stromungstypen werden mit Hilfe der drei einfachen
. 1 . .

Funktionen z, — und Inz der komplexen Verénderlichen 2 dar-

gestellt. Durch passende Wahl der Ausdriicke kann man andere
Strémungen bekommen.

Wir wollen als Beispiel die Stromung betrachten, die durch
folgende Potentialfunktion dargestellt wird:

w=—cyz? = —co{(x® — y?) + 2¢2y}.

Die Stromlinien sind eine Schar von
gleichseitigen Hyperbeln, deren Asymp-
toten die Achsen sind; wenn man die
Achsen als feste Begrenzungen ansieht,
bekommt man die Strémung in der
Ecke zweier aufeinander senkrechter
Winde.

Wenn wir allgemeiner folgende
Potentialfunktion annehmen:

Abb-. 33. W= —cy2" = —cy 1" (cosnp + isinng),

dann erhalten wir die Strémung in der Ecke zweier gerader Wande,

die miteinander den Winkel & = % bilden. Abb. 34 zeigt die

ity

Abb. 34.

Strombilder fiir n =4 und n = 3§, die die Strémung in einer schar-
fen Ecke bzw. um die Auflenseite eines rechten Winkels darstellen.
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Man kann jede komplexe Funktion als Potentialfunktion einer
wirbelfreien Strémung deuten; die praktisch wichtigen Fille sind
jedoch die, bei denen die Stromung in groflem Abstand vom An-
fangspunkt in einen gleichférmigen Parallelstrom iibergeht. Die
Potentialfunktion wird dann so beschaffen sein, daB sie fiir grofie
Werte von |z| durch die Reihe

w:Az—i—Blnz—{—ZA"
1

2%

ausgedriickt werden kann, wobei die Koeffizienten 4, B, A4,
komplexe Zahlen sein kénnen.

VI. Die Umformung eines Kreises
in ein Tragfligelprofil.

6.1. Konforme Abbildung.

Wir wollen eine Funktion f(z) der komplexen Veridnderlichen z
betrachten, die in jedem Punkt der z-Ebene einen eindeutigen
Wert und einen eindeutigen endlichen Differentialquotienten be-
sitzt, und es seien & und % die reellen und imaginiren Anteile
dieser Funktion:

C=¢+in=1/().
Wir kénnen die Kurven konstanter & und % auf der z-Ebene
zeichnen; sie werden eine Doppelschar von Kurven bilden, die

7 é 7 53 :‘;3
¥ 7 73

7 L }

72 \ / 77
7

o z o g
Abb, 35. Abb. 36.

/3

sich unter rechten Winkeln schneiden, da ja eben (s. 5.3) gezeigt
wurde, dafl & und % als Geschwindigkeitspotential und Strom-
funktion einer wirbelfreien Bewegung aufgefaft werden kénnen.
Andererseits kénnen wir & und % als Abszisse und Ordinate eines
neuen Koordinatensystems betrachten, fiir das { die komplexe

4*
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Verénderliche darstellt; wir konnen dann irgendeine Kurve C der
z-Ebene in die neue {-Ebene iibertragen. Bei diesem Vorgang
wird das Netzwerk der Kurven auf der z-Ebene in ein Netz von
zueinander senkrechten Geraden iibergefithrt, und die Kurve C
der z-Ebene wird infolgedessen in einer verzerrten Form ¢’ auf

der {-Ebene erscheinen.
Es sei PQR ein Elementardreieck der z-Ebene und P'Q'R’
das entsprechende, durch eine solche Transformation in der Ebene
erhaltene Dreteck. Ferner sei

- Loene
R’ d¢ , :
z—Foene 7 dz fz)=ae~
Y R a’
Dann werden die elemen-
3 taren Vektoren P@ (dz) und
P V-4 P'Q (df) durch die Glei-
0] = o z chung

Abb. 37. dl =ae*dz

verkniipft sein; hieraus ergibt sich
|d¢| = aldz|,
argd{ = o -+ argdz.
Die Transformation bewirkt also eine Vergroflerung der Lange

des Vektors PQ um den Faktor a oder

Z—i‘ und eine Drehung des

Vektors um den Winkel & oder arg Z—i Dabei ist jedoch die Be-

merkung wichtig, daf die Transformation des Vektors P nicht
von seiner Richtung, sondern nur von der Lage des Punktes P
abhingt. Es folgt, daBl das Elementardreieck PQR in ein dhnliches
Dreieck transformiert wird, das um den Faktor ¢ vergréfiert und
um den Winkel & gedreht ist. Eine solche Transformation, bei
der die Form der Elementarfiguren erhalten bleibt, heifit konforme
Abbildung.

6.1.1. Wir haben der Funktion f(z) die Bedingung auferlegt,
daB sie in jedem Punkt der z-Ebene einen eindeutigen Wert
besitze; es wird also jeder Punkt eindeutig auf der {-Ebene dar-
gestellt werden. Es koénnen jedoch zwei oder mehr Punkte der
z-Ebene durch denselben Punkt der {-Ebene dargestellt werden.
So ergibt z. B. die Abbildung

[ =2t
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denselben Punkt der {-Ebene fiir die beiden Punkte -+ z der
z-Ebene. In diesem Falle ist es zweckm&Big, nur die obere Hilfte
der z-Ebene zu betrachten, die dann auf die ganze {-Ebene ab-
gebildet wird. Die Abbildung ist in Abb. 38 veranschaulicht, wo
gleiche Buchstaben entsprechende Punkte bezeichnen; wie man

z —Lbeng & —Loerne
/A R g I
/// -
A Y A4 8 ,( j j,

\s,_“_‘a,

Abb. 38.

sieht, wird die reelle Achse AOA’ der z-Ebene in sich selbst zuriick-
gebogen, so dafl sie nur den positiven Zweig der reellen Achse der
{-Ebene gibt. Man kann leicht zeigen, dafB die zu den Koordi-
natenachsen parallelen Geraden in Parabeln umgeformt werden,
deren Achsen mit der reellen Achse der {-Ebene zusammenfallen.

Wir kénnen jetzt die Abbildungsfunktion verallgemeinern, in-
dem wir die Beschrinkung fallen lassen, dafl sie in der ganzen
Ebene eindeutig sei; denn wir kénnen ja auch die Abbildung eines
begrenzten Bereichs der z-Ebene auf einen begrenzten Bereich
der {-Ebene betrachten. Die Funktion f(z) muB dann nur fir
diese abgegrenzten Bereiche einen eindeutigen Zusammenhang
zwischen z und { liefern.

6.1.2. Singulire Stellen. Das einfache Beispiel einer konformen
Abbildung, das in Abb. 38 dargestellt ist, veranschaulicht noch
einen weiteren wichtigen Punkt. Durch die konforme Abbildung
wird der Winkel zwischen zwei sich schneidenden Linien nicht ge-

#ndert; in dieser speziellen Abbildung ist jedoch der Winkel %

zwischen den Linien 04 und OB der z-Ebene auf sz in der -Ebene
angewachsen. Die Abbildung ist also im Punkt O nicht mehr
konform.

Das Verhialtnis zweier Linienelemente auf den beiden Ebenen

., |de
ist ‘(E

; es besitzt im allgemeinen einen endlichen Wert. Wenn

j—it gleich Null wird, dann zieht sich eine kleine, aber endliche

Lange der z-Ebene auf der {-Ebene zu Null zusammen und um-
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gekehrt, wenn )%é;! unendlich grofl wird. Ein Punkt, in dem Ig—i

Null oder Unendlich ist, heiflt ein singularer Punkt der Abbildung;
in einem solchen Punkt hért die Abbildung auf, konform zu sein.

Wir wollen annehmen, dafl Z—i’ im Punkte z, gleich Null sei.

Wenn £, den entsprechenden Wert von { darstellt, kénnen wir
die Abbildung in der Form schreiben:

=8 =(—2)"F(2),
wo F(2) im Punkt z, nicht Null oder Unendlich wird, und wo »

in diesem Punkt zu Null werden

d
grofler als Eins ist, damit 'd—i

2z —Fbene E—Evere
L \<n£/
v
Z5 Lo
Abb. 39.

kann. Es bewege sich jetzt der betrachtete Punkt auf der 2-Ebene
auf dem kleinen Kreis
z=1zy+ ret?;

dann ist die zugehorige Anderung von { durch die Gleichung
gegeben :

= o -+ M en? F (zy) .
Der betreffende Punkt der {-Ebene beschreibt also auch einen
Kreisbogen mit einem kleinen Radius, aber der Winkel ¢ der
z-Ebene entspricht einem grofieren Winkel ng der {-Ebene.

Wenn l:—;—g‘ unendlich grof wird, kann man &hnlich vorgehen;
dann entsteht aus dem Winkel @ in der z-Ebene ein kleinerer
Winkel in der [-Ebene.

Ein singulidrer Punkt, der auf der Begrenzung des betrachteten
Bereichs auftritt, kann durch einen kleinen Kreisbogen aus-
geschlossen werden, wie Abb. 38 andeutet; dann wird die Ab-
bildung fiir alle Punkte des Bereichs konform. Der Kreishogen
kann iiberdies unendlich klein gemacht werden, so daf also ein
singuldrer Punkt auf der Grenze des Bereichs die Giiltigkeit der
Abbildung nicht zu zerstéren braucht. Es ist jedoch wesentlich,
daB in dem abzubildenden Gebiet kein singularer Punkt vor-
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kommt; auch ein singuldrer Punkt auf der Begrenzung muB
gewisse Bedingungen erfiillen.

Wir wollen den speziellen Fall der Umformung eines Kreises
in ein Tragfliigelprofil betrachten und annehmen, daf auf dem
Kreisumfang bei 2, ein singulérer Punkt vorhanden sei. Wenn
die Abbildung in der Néhe dieses Punktes die Form

C =Ly + (2 — 29)" F (2)

hat, dann wird der AuBenwinkel 7 des Kreises bei z, in den
AuBenwinkel nsw des Tragfliigelprofils bei {, tibergefithrt. Es ist

z~Ebene
£~ Fhene

.7Z z
e

7

Abb. 40.

sofort ersichtlich, daB der Wert von » nicht groBer als 2 sein
darf, und daB er, damit man eine typische Tragfliigelform erhilt,
nur wenig unter diesem Wert liegen soll. Wenn 7 der Winkel ist,
unter dem sich die Ober- und Unterfliche des Profils an der
Hinterkante treffen, dann bestimmt sich der Wert von » aus
der Gleichung

T=(2—m)x.

In dem Sonderfall » = 2 wird das Profil einen Riickkehrpunkt
an der Hinterkante besitzen.

6.1.3. Abbildung von Stromungen. Die Stromung um einen
beliebigen Korper oder eine einfache geschlossene Kurve C der
2-Ebene ist durch die Potentialfunktion w = @ + i ¥ bestimmt
und wird durch Aquipotential- und Stromlinien dargestellt.
Diese charakteristischen Linien bilden ein Orthogonalsystem,
und nach einer Abbildung auf die [-Ebene werden sie auch
dort ein Orthogonalsystem bilden, das mit einer einfachen
geschlossenen Kurve ¢’ verkniipft ist. Die konforme Abbildung,
die die Kurve C in die Kurve ¢’ tiberfiihrt, fithrt also auch die
Strémung um € in die Strémung um € iiber.
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Die Geschwindigkeitskomponenten ¢; und ¢, in irgendeinem
Punkt der {-Ebene werden gegeben durch die Gleichung

dw dw dz . dz

/——-'/:—z——‘-—__ -_—
Cp =10 = % 4z dT (¢ ’Cy)d;r'

Die resultierenden Geschwindigkeiten ¢’ und ¢ in entsprechen-
den Punkten der beiden Ebenen sind durch die Beziehung ver-
kniipft:
dz
dc

d
{ d—z;‘ hat im allgemeinen endliche, von Nuil verschiedene

d=c¢

Werte; in einem singuldren Punkt kann jedoch einer endlichen
Geschwindigkeit in der einen Ebene eine unendlich grofle Ge-
schwindigkeit in der andern entsprechen. So fiithrt z. B. in Abb. 40
ein endlicher Wert der Geschwindigkeit ¢ im Punkt z, zu einer
unendlich groBen Geschwindigkeit ¢’ im Punkt {, des Tragfliigel-
profils.

Die wirbelfreie Stréomung um einen Kreis ist bekannt; damit
ist es jetzt moglich, den Kreis in irgendein gegebenes Tragfliigel-
profil zu transformieren. Die Strémung um irgendeinen Trag-
fliigelquerschnitt kann also mittels konformer Abbildung ge-
wonnen werden, und die Aufgabe, diese Strémung zu bestimmen,
kann man also zurtickfithren auf die Bestimmung der konformen
Abbildung des Tragfliigelprofils auf den Kreis.

6.2. Gerade und Kreis.

Ein interessantes und wichtiges Beispiel der konformen Ab-
bildung einer Strémung ist Anwendung der Abbildung

a2
{==z+ >
auf den Kreis |2| = a. Der allgemeine Punkt z = ref? geht in
einen Punkt tiber mit den Koordinaten:
2
&= (r + %7> cos @

a?\ .
n= (r — 7) sing .
Es folgt hieraus sofort, daB der Kreis » = @ der z-Ebene in den

Teil der reellen Achse tbergefithrt wird, der zwischen den Punkten
§ = 4 2a liegt.
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Die Abbildung 148t eine einfache geometrische Deutung zu.
Die komplexe Verdnderliche z stellt den Vektor OP von der
Liinge 7 und mit dem Winkel ¢ gegen die reelle Achse dar. Ahnlich

a2
r

2 2

stellt %— oder %— (cosp — ¢ sin@) den Vektor OP; mit der Lénge
und dem Winkel —¢ gegen die reelle P
Achse dar; die Lage von P, kiénnen P
wir durch den doppelten Vorgang
der Inversion in bezug auf den Kreis 5 v —
r == ¢ und der Spiegelung an der reel- A
len Achse erhalten. Den Vektor O P’ \J
der die komplexe Verdnderliche ¢
darstellt, erhalt man schlieBlich, Abb. 41.
wenn man die Vektoren OP und OP,
geometrisch addiert oder dasParallelogramm POR P'vervollstindigt.

Durch diese geometrische Methode oder durch unmittelbare
Anwendung der Abbildungsgleichungen kann man aus den Strom-
linien der Strémung um den Kreis die entsprechende Strémung
um die gerade Linie bekommen.

6.2.1. Die Potentialfunktion fiir einen Parallelstrom in der
{-Ebene parallel zum negativen Zweig der reellen Achse ist

w=—¢C.

Sie stellt den Strom lings der Geraden AB dar. Wenn wir auf

die 2-Ebene abbilden, 6ffnet sich die Linie AB zu einem Kreis;
die Stromung um diesen Kreis hat die Potentialfunktion

N
=

w=—c,{ = ——co(z—!—(z;).

Wir erhalten also durch konforme

Abbildung sofort ein Ergebnis, Q

zy’
dessen Auffindung uns oben viel

mehr Miithe gemacht hat.
6.2.2. Die Vertikalstromung

um einen Kreis kénnen wir aus Abb. 42.

der Horizontalstromung bekommen durch die Abbildung
, .
Z=1z.

Sie entspricht einem Zuriickdrehen der Achsen um einen rechten
Winkel. Die Potentialfunktion wird

. , a?
w——ZCOZ“? .
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Die Potentialfunktion fiir einen Parallelstrom ¢, in Richtung der
negativen imagindren Achse des urspriinglichen Systems lautet

dann . a?
w = 1Cy (z - —z—> .

6.2.3. Wenn wir den Kreis wieder auf eine gerade Strecke
zurticktransformieren, so erhalten wir die Potentialfunktion fiir
die Stromung senkrecht zu dieser Strecke in der Form

w = ico YT — 4a? .
Dieses Ergebnis formen wir zweckméBig durch die Substitution
¢ = 2sin(l + ip)

um, wobei b = 4a gesetzt ist und die Spannweite der Strecke be-
deutet. Mit dieser Substitution wird:

& = & sin2 Gofp,
7 = cocosl Sinp .

Die Strecke selbst wird dargestellt durch die Werte ¢ = 0 und
A =0 bis 2x. Die Potentialfunktion wird:

w= —cogcos(l + ).

v

Abb. 48. Abb. 44.

Die Stromfunktion ergibt sich zu
Y= Cog sind Ginp .

Die Stromlinien dieser Strémung sind in Abb. 43 gezeichnet
und stellen die Stromung relativ zu der geraden Strecke dar. Die
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Strémung relativ zur Hauptmasse der Fliissigkeit konnen wir
einfach dadurch ableiten, daB wir in jedem Punkt die Vertikal-
geschwindigkeit ¢, zufiigen; das dadurch entstehende Strombild
ist in Abb. 44 dargestellt. Diese Stromlinien stellen die Bewegung
dar, die in der Fliissigkeit verursacht wird, wenn sich die Strecke
senkrecht zu sich selbst mit der Geschwindigkeit ¢, bewegt.

6.3. Traglliigelprofil und Kreis.

Um das Strombild um einen Tragfliigel zu bekommen, miissen
wir die konforme Abbildung bestimmen, die das Profil in der
Weise in einen Kreis iiberfiihrt, daf das Gebiet im Unendlichen
nicht gedndert wird®. Fiir ein gegebenes Tragfliigelprofil in der
{-Ebene gibt es eine eindeutige konforme Abbildung, die das
Gebiet auBerhalb eines Tragfliigels in das Gebiet auBlerhalb eines
Kreises in der z-Ebene iiberfiithrt; dieser Kreis ist auch nach
GroBe und Lage eindeutig bestimmt. Diese konforme Abbildung
hat folgende Form:

A
p=C PR
worin die Koeffizienten A4,, A4,,... im allgemeinen komplexe
Zahlen sind.

Umgekehrt kann ein Kreis der {-Ebene in ein Tragfliigelprofil
in der z-Ebene iibergefiithrt werden durch eine konforme Ab-
bildung von der Form

a a.
L=zt S+ 4+

durch passende Wahl des Kreises und der Koeffizienten a,, a,, . . .
kann man jedes gegebene Profil erhalten. Fiir die Koeffizienten
bestehen keine Beschriankungen, jedoch mufl der Kreis alle die

singuliren Punkte der Abbildung, in denen 'j—g] Null oder Un-
endlich wird, einschliefen. Die allgemeine Abbildung liefert

e _a 20

dz ~ 22 28
Dieser Ausdruck wird nur im Anfangspunkt Unendlich, kann aber
in einer Anzahl von Punkten z,, 2, ... zu Null werden.

1 Die allgemeine Theorie wurde von R. v. Mises entwickelt: ZFM
1917 u. 1920, ,,Zur Theorie des Tragflichenauftriebes*.
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6.3. 1. Die Hypothese von Joukowski. Die allgemeine Strémung
um einen Kreis enthilt einen willkiirlichen Parameter, namlich
die Zirkulation Z der Stromung um den Kreis; dieser Parameter
bleibt auch willkiirlich, wenn die Strémung auf eine Stromung
um einen Tragfliigel transformiert ist. Ein Tragfliigelprofil hat
nun gewohnlich an der Hinterkante nur einen sehr kleinen
Kriimmungsradius; fir die Entwicklung der Tragfliigeltheorie
ist es zweckmiBig, die Annahme zu machen, daf3 die Ober- und
Unterflache des Profils an der Hinterkante unter einem scharfen
Winkel zusammenlaufen. Der Punkt B des Kreises, der als

Hinterkante des Profils erscheint, wird dann fiir g—i den Wert

Null liefern; wenn nun die Geschwindigkeit ¢ im Punkt B des
Kreises einen endlichen Wert hat, so muf} die entsprechende
Geschwindigkeit ¢’ an der Hinterkante des Profils unendlich grof3

werden, denn
dz

d¢

Um diese unendliche Geschwindigkeit an der Hinterkante zu
vermeiden, schligt Joukowski vor, die Zirkulation Z so zu
wihlen, daBl der Punkt B ein Staupunkt fiir die Strémung um
den Kreis ist und die Geschwindigkeit ¢ gleich Null wird. Die
Stromung um das Profil erfolgt dann so, daf sie die Hinterkante
in Richtung der Winkelhalbierenden verla3t und die Geschwindig-
keit in allen Punkten endlich bleibt.

Die Hypothese von Joukowski bestimmt die Zirkulation Z
eindeutig, wenn das Profil eine scharfe Hinterkante besitzt, was
wir immer annehmen wollen. Die kritische Erérterung der Jou-
kowskischen Hypothese behalten wir einem spéteren Kapitel
(s. 9.3) vor.

6.3.2. Wenn die Transformationsformel durch die endliche
Reihe

4

¢cC =¢

ay a Ay 1
5—’——2"{‘?"{‘;22‘—%""—% i1

gegeben wird, dann bestimmen sich die singuldren Punkte aus der
Gleichung
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Durch Ausmultiplizieren ergibt sich

Zzi:—“ 0’

> 2%y = —(; USW.
iTr

Die Gleichung > #; = 0 zeigt, daB der Anfangspunkt als Mittel-
punkt der singuliren Punkte gewahlt wurde; die Richtung der
Achsen ist jedoch noch unbestimmt. Der Kreis, der in das Profil
tibergefiihrt werden soll, mufl aber alle

singuldren Punkte umfassen, damit die
Abbildung konform wird. Andererseits
ist das Hinterende eines Profils an-
ndhernd eine scharfe Kante, und um X%
. X
E] \

diese Eigenschaft des Profils zu bekom-
men, muf einer der singuldren Punkte B
gerade auf dem Kreisumfang liegen.
Als reelle Achse wahlt man zweckmiBig
die Linie BO.

Wir kénnen jetzt den Vorgang bei
der Konstruktion eines Profils allgemein beschreiben. Man wéhle
n Punkte der z-Ebene, die die Nullstellen der Abbildung sein
sollen, und nehme als Anfangspunkt O den Mittelpunkt dieser
Nullstellen. Man schlage dann irgendeinen Kreis, der durch eine
der Nullstellen B hindurchgeht und die iibrigen einschlieit. Wenn
man dann BO als z-Achse nimmt und wenn z;, 2,, . . . die kom-
plexen Koordinaten der Nullstellen sind, dann lautet die Abbil-
B S e

2 2 2 2

Wenn man verschiedene Kreise und verschiedene Nullstellen
wihlt, kann man eine unendliche Mannigfaltigkeit von Profilen
ableiten. In jedem Fall wird der Punkt B des Kreises in die
Hinterkante des Profils iibergefiihrt; nach 6.12 sieht man, daB
die Ober- und Unterfliche des Profils an der Hinterkante eine
gemeinsame Tangente besitzen.

6.3.3. Im allgemeinsten Fall ist die Abbildungsfunktion die
unendliche Reihe

Abb. 45.

=22 4% 4.
oder dc
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Der Kreis, der in ein Profil tibergefithrt werden soll, mufl so
beschaffen sein, daB g—i aulBlerhalb des Kreises nirgends ver-

schwindet oder Unendlich wird. Wenn der Tragfliigel eine scharfe
Hinterkante haben soll, dann mulBl ein Nullwert von g—j auf

dem Umfang des Kreises im Punkte B(z = z;) liegen.
Die Abbildung kann dann in der Form

dc z\n-1

==(1-9""®
geschrieben werden, wo f(z) in allen Punkten auf dem Kreis-
umfang und auflerhalb davon einen von Null verschiedenen, end-
lichen Wert besitzt. In der Nachbarschaft der Nullstelle B wird
die Abbildung die Form haben

=80+ —2)"F(2).
Aus 6.12 folgt, dafl die Ober- und Unterfliche des Profils unter
dem Winkel

t=(2—n)x

aufeinandertreffen.

Um Profile mit iiblicher Form zu gewinnen, mufl man also n
wenig unter 2 wéhlen; wenn % bis zu diesemm Grenzwert ansteigt,
haben Ober- und Unterfliche des Profils an der Hinterkante eine
gemeinsame Tangente.

6.4. Die Joukowski-Transformation.

Die einfachste Abbildungsfunktion enthilt zwei Nullstellen 4
und B; in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie wihlen
wir die Verbindungslinie dieser bei-
den Punkte als reelle Achse und
den Mittelpunkt von AB als An-
fangspunkt O. Die Koordinaten der
Nullstellen sind dann z = 4, und
die Abbildungsfunktion lautet:

7 ﬁ a7 ¢ al a a’
\\ ) Cﬁz( ——)( —l—;):l'——?

z 4

uv7

S — oder

C=z+~“;-
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Einige spezielle Anwendungen dieser Abbildung haben wir in
6.2 betrachtet, wo wir zeigten, dall der Kreis mit 4B als Durch-
messer in den zwischen den Punkten & = 4-2a gelegenen Teil
der reellen Achse iibergeht. Die Abbildung kann jedoch all-
gemeiner auf jeden Kreis angewandt werden, der die Punkte A
und B umschlieft. Um jedoch ein Profil mit scharfer Hinterkante
zu bekommen, mufl man den Kreis € so wihlen, daf3 er durch den
Punkt B geht. Wenn der Kreis ein wenig groBer ist, so dal3 der
Punkt B gerade innerhalb des Kreisumfangs liegt, dann bekommt
man ein Profil mit gerundeter Hinterkante; jedoch ist es dann
nicht mehr maoglich, die Zirkulation mittels der Joukowskischen
Hypothese eindeutig zu bestimmen.

Den Kreis ¢ werden wir festlegen durch seinen Radius ¢ und
den Winkel £ zwischen der reellen Achse und der Verbindungslinie
des Punktes B mit dem Mittelpunkt M des Kreises. Um eine
iibliche Profilform zu bekommen, muB der Winkel § klein und
der Radius o’ nur wenig groBer als a/cosf gewidhlt werden. Die
Lage des Kreismittelpunktes konnen wir auch angeben durch
die Linge m der Linie OM und den Winkel 9, den diese Strecke
mit der reellen Achse bildet. Die komplexe Koordinate des Mittel-
punktes M 146t sich dann in den verschiedenen Formen schreiben:

z=me?=d'e!¥ —q.

6.4.1. Kreisbogenprofilel. Wir betrachten zunichst den Fall,
dal3 der Mittelpunkt M auf der y-Achse liegt, so daB der Kreis C
durch beide Nullstellen 4 und B hindurchgeht und der Radius
des Kreises o’ = a/cos § ist. Der allgemeine Punkt P des Kreises
hat die komplexe Koordinate z = 7¢!¥; nach der Abbildung wird
dieser Punkt

&= (7‘ - %2>oos<p

a?\ .
n = (7‘ — 7>sm<p.
Wenn wir hieraus 7 eliminieren, wird
Eginp — 72 costp = 4asin?p cos?.
! Kreisbogenprofile wurden behandelt von W. M. Kutta: Auftriebs-
krifte in strémenden Fliissigkeiten. Illustr. aeronaut. Mitt. 1902. — Uber

eine mit den Grundlagen des Flugproblems in Beziehung stehende zwei-
dimensionale Stréomung. Ber. d. bayr. Akad. d. Wiss. 1910.
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Aus dem Dreieck OPM ergibt sich

2
73‘0%2‘3 =a'2 =1+ a?tg?f — 2ratgfsing
oder

12 — a2 =2ratgfsing,
und hieraus
72 g

7 = sing = 2atgfsine.

r

4/7

Abb. 47,

Wenn man schlieBlich den Winkel ¢ eliminiert, so bekommt
man fir die transformierte Kurve C':

2
&+ (n + 2actg2/3)2 = (81121(;‘3) .

Das ist die Gleichung eines Kreises; da jedoch gezeigt wurde,
dafB # proportional sin®g ist, so folgt, daB die Kurve ¢’ nur aus
dem Kreisbogen besteht, der oberhalb der reellen Achse liegt.
Die oberen und unteren Teile des Umfangs des Kreises ¢ bilden
die Ober- und Unterflache dieses Kreisbogens. Die Endpunkte A’
und B’ des Kreisbogens sind die Punkte & = 4-2a. Die grofte
Ordinate ist # = 2a tgf, also gerade das Doppelte von OM. Die
Woélbung dieses Kreisbogens, die als Quotient aus der maximalen
Ordinate und der Sehnenlinge definiert wird, ist infolgedessen
gleich $tgp.

6.4.2. Symmetrische Profile. Wenn der Mittelpunkt M des
Kreises C auf der z-Achse gewéhlt wird und wenn der Radius o
wenig groler als die Grundlénge a ist, dann wird der Kreis in
ein symmetrisches Profil tibergefiihrt.
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Wenn wir schreiben o’ = a (1 + ¢), wo ¢ eine kleine GroSe ist,
dann ist die Koordinate der Vorderkante des Profils

5=a(1+2e)+ﬂ‘—’%=2a(1+282+...).

Da das Hinterende des
Profils durch den Punkt
& = — 2a bezeichnet wird,
so ist die Sehne des Profils
ingrofier Anndherung gleich
4a (1 -+ &2); fiir die meisten
Zwecke ist es geniigend ge-
nau, das Quadrat von ¢ zu
vernachléssigen und die
Sehne gleich 4a zu setzen.

Im allgemeinen Punkt P
des Kreises gilt

Abb. 48.

W =1+ (@ — ) — 2r (@ — a)cosp,

und wenn hierin wir nur die erste Potenz von ¢ behalten, wird

r=a{l + ¢(1 4 cosp)}.
Hieraus folgt

&= <?‘ + -Zj)cosqo = 2acosg,

2
) = (7‘ — %) sing = 2a¢ (1 + cosg) sing .
Mit Hilfe dieser Gleichungen konnen wir das symmetrische Profil
konstruieren. Die Dicke des Profils im Mittelpunkt ist gleich dem
doppelten Wert von # fir ¢ = —721, also

dw =4a-¢€.

Die maximale Dicke tritt auf fiir cosep = 3, d. h. an dem Punkt,
der um ein Viertel der Sehnenléinge von der Vorderkante ent-
fernt ist; sie hat den Wert
373
Amax = 4a Tf €.
Die gerade Linie von der Linge 4a, die wir in 6.2 betrachtet haben,
kénnen wir als die Mittel- oder Nullinie des symmetrischen Profils
ansehen. Die Dicke der Profile ist proportional ¢, und fiir e=0,1

Glavert-Holl, Luftschrauben 5
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ergibt sich eine maximale Dicke vom 0,13fachen der Sehnenlénge.
Dieser Wert wird in der Praxis selten iiberschritten, und die
Vernachlassigung des &% in dem Ausdruck fiir die Sehne wird des-
halb einen Fehler verursachen, der unter 1% bleibt.

6.4.3. Joukowski-Profilel. Im allgemeinen Fall miissen wir den
Mittelpunkt M des Kreises C so wihlen wie in Abb. 46 oder in
Abb.49. Wenn BM die y-Achse bei M, schneidet, so wird der
Kreis C, mit dem Mittelpunkt M, und dem Radius M B in einen
Kreisbogen iibergefithrt, wahrend der Kreis € in ein Profil iiber-
gefiihrt wird. Der Kreisbogen wird zur Mittellinie des Profils,

/D/

Abb. 49. Abb. 50.

und wir konnen dann das Profil als ein symmetrisches Profil
ansehen, dessen Mittellinie in einen Kreisbogen mit der Wolbung
4 tgf verbogen worden ist. Die Dicke des Profils ist proportional
der Linge MM,. Die Form eines Joukowski-Profils hingt also

von den beiden Parametern § und -Z— ab, die die Wolbung der

Mittellinie bzw. die Dicke des Profils bestimmen.

Die Form eines Joukowski-Profils kann durch eine einfache
geometrische Konstruktion gewonnen werden?. Die Methode, mit
der man den Punkt P aus dem entsprechenden Punkt P ableitet,
ist in 6.2 entwickelt worden. Man bestimmt zunichst einen Hilfs-
punkt P; durch Inversion in bezug auf den Kreis mit AB als
Durchmesser und durch Spiegelung an AB, dann erhdlt man P’

* Diese Art von Profilen wurde von Joukowski eingefithrt: Uber
die Konturen der Tragflichen der Drachenflieger. ZFM 1910.

2 Trefftz, E.: Graphische Konstruktion Joukowskischer Tragflachen.
ZFM 1913.



Die allgemeine Transformation. 67

durch Vervollstdndigung des Parallelogramms POP,P’. Die In-
version des Kreises C ergibt aber einen anderen Kreis mit dem
Mittelpunkt auf der Linie MO. Nach der Spiegelung wird der
Mittelpunkt dieses Hilfskreises C; auf der Geraden liegen, die das
Spiegelbild von OM in bezug auf 4B oder auch die y-Achse ist.
Wenn man die Verhaltnisse bei Punkt B betrachtet, so folgt auch,
dalB der Hilfskreis C; den urspriinglichen Kreis C in B berithren
muB; der Mittelpunkt M, des Hilfskreises wird also der Punkt
der Linie BM, fir den OM und OM, gleiche Winkel mit der
y-Achse bilden.

Entsprechende Punkte P und P; auf den Kreisen € und C,
kénnen wir jetzt konstruieren, wenn wir zunichst vom Anfangs-
punkt O aus Strahlen nach entgegengesetzten Seiten der x-Achse
ziehen, die mit ihr gleiche Winkel bilden; den Punkt P’ des
Profils bekommen wir dann, indem wir das Parallelogramm
POP; P’ vervollstandigen. Wir erhalten die Form des Profils, in-
dem wir die Konstruktion fiir eine Anzahl von Punkten auf dem
Umifang des Kreises wiederholen.

6. 5. Die allgemeine Transformation.

Die Joukowski-Transformation enthélt zwei Nullstellen und
fithrt auf eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Profilen.
Eine allgemeinere Transformationsformel, die drei oder mehr Null-
stellen enthélt, fiihrt zu einer gréBeren Mannigfaltigkeit von Pro-
filen. Die dadurch ableitbaren Profile sind von R. v. Mises! und
W. Miiller? untersucht worden. Diese Transformation fiihrt je-
doch nur zu Tragfliigeln mit einer einzigen Endtangente an der
Hinterkante; eine wichtigere Verallgemeinerung der Joukowski-
Transformation ist jene, die zu einem Profil fithrt, dessen Ober-
und Unterfliche sich an der Hinterkante unter einem endlichen
Winkel treffen.

Die Joukowski-Transformation

aZ
=2+ >
konnen wir in der Form schreiben:
{4 2a (z + a,)z
t—2a \e—a)’

1 Zur Theorie des Tragflichenauftriebes. ZFM 1920.
2 Zur Konstruktion von Tragflichenprofilen. ZAMM 1924.

5%
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In der Nihe der Nullstelle B wird nédherungsweise

_(z+ap

{4+ 2a=

Um einen endlichen Winkel 7 an der Hinterkante des Profils

zu bekommen, muf3 die Transformation in diesem Gebiet die
Form haben (s. 6.12):

{—Cl=@—2" F(),
e > dabei muBl » den Wert

7’ 7 % 4 a7 .
n=2—=
JT

Abb. 51, besitzen.

Diese Form erhidlt
man, wenn man die Joukowski-Transformation in folgender
Weise verallgemeinert:

{4+ na (z + a)"

t—na \z—a

Diese Transformation hat zwei Nullstellen 2z = -+a@. Die
Mittellinie des Profils wird aber jetzt durch zwei Kreisbogen!
gebildet, die sich unter dem Win-
kel © treffen. Die Sehne des Pro-
fils ist 2na. Die Transformation
kann auch als unendliche Reihe
geschrieben werdén, deren erste
Glieder lauten:

nt—1 ad?

Fiir Profile dieser Art gibt es
keine einfache geometrische Kon-
struktion, und auch die Berech-
nung schon eines symmetrischen

\(
\/ VA

Abb. 52.

1 Der Doppelkreisbogen als Mittellinie des Tragfliigels wurde von
W. M. Kutta vorgeschlagen: Uber ebene Zirkulationsstromungen. Ber.
d. bayr. Akad. d. Wiss. 1911. Die Transformation wurde von T. v. K4érmén
und E. Trefftz untersucht: Potentialstrémung um gegebene Tragflichen-
querschnitte. ZFM 1918, und von Miiller: Zur Konstruktion von Trag-
flachenprofilen. ZAMM 1924.
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Profils ist ziemlich verwickelt'. Die Profile dieses verallgemei-
nerten Joukowski-Typus enthalten drei willkiirliche Parameter,
die die Wélbung, die Dicke und den Winkel an der Hinterkante
bestimmen ; durch diese Methode kann man eine grofle Mannig-
faltigkeit von Profilquerschnitten entwickeln, die als Flugzeug-
tragfliigel brauchbar sind. Einige typische Profilquerschnitte von
Joukowskischem und verallgemeinertem Typus zeigt Abb. 52.

VII. Der Tragfliigel in zwei Dimensionen.

7.1. Allgemeine Beziehungen fiir Auftrieb und Moment.

Wenn die Potentialfunktion w der Strémung um irgendeinen
Korper in Abhéngigkeit von der komplexen Variabeln z bekannt
ist, dann kann man einfache analytische Ausdriicke aufstellen
fiir die Kraft und das Moment, die auf den Korper wirken. Wir
wollen einmal die Bewegung der Flissigkeit zwischen der Korper-
oberfliche und irgendeiner einfach geschlossenen Kurve C' be-
trachten, die den Koérper umgibt. Wenn X und Y die Kompo-
nenten der auf den Korper wirkenden Kraft sind, so wird die
Fliissigkeit eine gleich grofle, aber entgegengesetzt gerichtete
Reaktion von der Korper- y
oberfliche her erhalten; da- - r
zu kommen die Druckkrifte,
die senkrecht zur Kurve C
wirken. Diese Kraftkompo-
nenten gleichen die Impuls- /9 7Aoo
erhShung aus, die die Fliissig- g =
keit erfahren hat, wenn sie
das betrachtete Gebiet ver-
148t; damit erhalten wir

1

Abb. 53.
—X — [pdy = [oc.lesdy — ¢,de)
¢ ¢

—Y +/pdx =]Qcy(cxdy — cydx),
d d

wo die Integrale lings der Kurve C zu erstrecken sind.

1 Uber Einzelheiten der Berechnungsmethode s. H. Glauert: A
generalised type of Joukowski aerofoil. RM 1924, Nr. 911.



70 Der Tragfliigel in zwei Dimensionen.

Wenn die Bewegung wirbelfrei ist, wird der Gesamtdruck in
allen Punkten der Fliissigkeit einen konstanten Wert H besitzen,
und der Druck an irgendeiner Stelle wird sein:

p=H—}ol;+¢).
Dann gilt auch:

X——in——/p(dy—l—idx /Q — icy) (c,dY — cyd)
¢

l

o

1
2

/{(cf, + ) (dy + idx) — 2(c, — i¢,) (cody — ¢ d)}

Q

o=

= 9/(03 — ¢t — 2icye,) (idw — dy) .
C

Nun ist aber
dw

g =G Gy

und wir erhalten schlieBlich

it =t

Dag Moment der auf den Korper wirkenden resultierenden Kraft
in bezug auf den Anfangspunkt konnen wir auf dhnliche Weise
ermitteln, indem wir ndmlich den in der Zeiteinheit aus dem
Gebiet abwandernden Drall betrachten. Wenn M, das Moment
in bezug auf den Korper darstellt, dann ist die Bewegungsgleichung
der Flissigkeit:

_.Mo —}—/p(xdx + ydy) :/Q(cyyc — C,Y) (cxdy — cydx) .
¢ d
Hieraus folgt
M, = ﬁ%gf(cz + &) (xde + ydy) — ef(cyx — ¢:Y) (csdy — cyd )
¢ ¢

= —%Qf{ci — ) (wdx — ydy) + 2¢,¢,(ydx + xdy)} .
¢

Nun ist aber

J() sz = [ (2 — 6t — 2icwe) @ + i) dw + idy).
C

¢
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Der reelle Anteil dieses Integrals ist gerade das in dem Ausdruck
fir M, auftretende Integral. Hiermit ergibt sich

duw\2
Moz—-leR/(a%)) zdz .
¢

Diese Integralausdriicke fiir die Kraft und das Moment um
den Anfangspunkt gelten fiir eine beliebige Anzahl von Kérpern,
wenn diese nur von der Kurve € eingeschlossen sind, und kénnen
fiir jede einfache Kurve, die die Korper umgibt, ausgewertet
werden. Wenn wir das Quadrat des Differentialquotienten der
Potentialfunktion fiir groBe Werte von z durch die Reihe

dw\ A, | 4,

(z;) =g+ E 24
ausdriicken, dann erhalten wir fiir die Werte der Integrale sofort
X —iY = {pi(2nid,) =—mpo4,
My,=—30R(2ntA,) =—mnp R(i4,),
wie man nachpriifen kann, wenn man als Kurve ¢ einen Kreis
mit groBem Radius und mit dem Mittelpunkt im Koordinaten-
anfangspunkt wahlt. In diesen letzten Ausdriicken werden die
Koeffizienten 4, und 4, im allgemeinen komplexe Gréfen sein;

X, Y und M, werden infolgedessen simtlich endliche Werte be-
sitzen.

und

7.2. Autftrieb und Moment eines Profils.

Um diese Berechnungsmethode auf ein Profil anwenden zu
konnen, das durch die konforme Abbildung £ = f(z) aus einem
Kreis abgeleitet wurde, miissen p
wir zundchst die Potentialfunk-
tion fiir die Strémung um einen
Kreis bestimmen. Im allge-
meinen Fall wird der Koordi-
natenanfangspunktO als Mittel- al

punkt der Nullstellen von g—i AN = e
gewahlt, und der Kreis um-

schliet alle Nullstellen mit
Ausnahme der einen, die auf Abb. 54.

dem Kreisumfang liegt. Diese

Nullstelle B auf dem Umfang liefert die Hinterkante des Profils.
Die reelle Achse legen wir durch B, dessen komplexe Koordi-
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nate dann z = —a wird. Der Kreis soll den Radius ¢’ haben,
und sein Mittelpunkt soll in dem Punkt
z=—a+ a'e’f = med

liegen, wie es in Abb. 54 angegeben ist.

Der ungestérte Strom habe eine Geschwindigkeit ¢,, die unter
dem Winkel & gegen die negative reelle Achse geneigt ist, und die
Zirkulation Z sei in Ubereinstimmung mit der Joukowskischen
Hypothese (s. 6.31) so gewahlt, dall der hintere Staupunkt der
Stromung im Punkt B des Kreises liegt. Durch die komplexe
Koordinate 2" ausgedriickt, die den Anfangspunkt im Kreismittel-
punkt und die reelle Achse entgegengesetzt der Stromrichtung
haben soll, wird die Potentialfunktion der Stromung um den Kreis
(aus 5.31):

a’? 1Z., 7
w=—00<z’ + ~,—> —g-In—.

P4

Die Koordinate von B ist 2’ = —a’et(*+5),
Fiir diese Stromung ist
dw _ (1 ﬁ) iz
dz o\t T yE) T g

die Zirkulation Z muf} so gewdhlt werden, dafl dieser Ausdruck
im Staupunkt B verschwindet. Also wird

co (1 — ¢~ 2i@+A) :E%Za_,e—i(wﬂ)_

Das fithrt zu dem Wert fur die Zirkulation:
Z =A4ndcysin(a + ).

v.2.1. Das Profil wird aus dem Kreis durch die allgemeine
konforme Abbildung
a a,
C=z—!——j+;§+---
gewonnen, wobei die Koeffizienten im allgemeinen komplex sind.
Um die auf das Profil ausgeiibte Kraft zu bestimmen, miissen
wir uns zunéchst den Wert dw fiir die Strémung verschaffen. Die

d
Veranderlichen 2z und 2’ sind durch die Gleichung

Z = (z — me'd) &%
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verkniipft. Damit wird

(1/2 1 Z i
— Co + C0212 - Sxal e

Wenn wir 2’ durch z ausdriicken und nach abnehmenden Potenzen
von z entwickeln, wird dieser Ausdruck:

dw . 1Z 1 . . 1 Z A1
2 X S ’2 -t toa 7 t6Y e
ar = Cy€ o 2 -{—(a Co€ @y Coe on me )22 —+ N

hieraus folgt
dw\2
(E) = 4 + + : -

wo
— 221
Ay =cje
7Y

A, = Ll

JT
. icgZiem Yz
Az — 2(1/10862“1 — 2(1/203 + _"T_e@(zx+6) — i

7.2.2. Der allgemeine Ausdruck fiir die Kraft auf einen Kérper
liefert jetzt fir das Profil:

X—~iY=-;~Qin(Z ) ar=Loi /(dw)zdé ,

1 .
“peiflas e -3 e
d
= 01 (2mi 4;),
also
X —iY = —igcy- Ze*
oder

X =pcoZsina
Y =pcyZcosa.

Das sind die Komponenten einer senkrecht zum Strom c,
wirkenden Kraft oc,Z. Das Profil erfahrt also einfach einen
Auftrieb

P,=pcyZ =4ndoctsin (& -+ f).
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7.2.3. Das Moment der Auftriebskraft um den XKoordinaten-
anfangspunkt wird

o= enlgf i
C

o I SS SR R
c

Qg

= —goRf(ag+ 2+ T+ (1= — e
C

= —30R(2n14,).
M, ist also der imaginiire Anteil von npd,. Wenn wir in dem
Ausdruck fir A4, setzen

a; = b2 2%y,

dann ergibt sich fiur den Wert von M,:

My = 2nb29ce?sin 2 (& + y) + 0coZm cos (& -+ ).

Dieser Ausdruck stellt das Moment um den Koordinaten-

anfangspunkt dar ; das Moment um den Kreismittelpunkt erhalten

wir sofort zu M, = M, — Py cos(x -+ 6)
= 2nblpc?sin2 (& + 7).
Der Wert dieses Momentes héngt vom Wert des komplexen
Koeffizienten ¢, der Abbildungsfunktion ab, die { als Funktion

von z ausdriickt. Die Auftriebskraft verschwindet fiir den Anstell-
winkel —f, und das Moment hat dann den Wert

M, =2nb29ctsm2(y — f).

Wenn das Profil eine konstante Lage des Druckpunktes haben
soll, d. h. wenn die Auftriebskraft immer durch einen bestimmten
Punkt gehen soll, dann mul} dieses Moment Null werden. Die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir eine konstante Lage des
Druckpunktes ist also, daB f =y oder daBl der Koeffizient a,
der konformen Abbildung von der Form @, = b2¢2%# ist.

7.2.4. Die allgemeinen Ausdriicke fiir den Auftrieb und das
Moment nehmen einfache Form an fiir die Joukowski-Profile, die
mittels der konformen Abbildung

. a?
abgeleitet werden. b=ty
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Fir Profile kleiner Wolbung und geringer Dicke ist die Sehne
néherungsweise gleich 4a, und der Auftriebsbeiwert kann deshalb
geschrieben werden:

la=2n(x + f).

Diese Form gilt auch fiur die meisten Profile, die nicht vom
Joukowskischen Typus sind (s. auch 7.3), und wird durch die
vorhandenen Versuchsergebnisse bestétigt. Der theoretische An-
stieg der Kurve des Auftriebsbeiwertes in Abhéngigkeit vom
Anstellwinkel ist 27 je Bogengrad oder 0,110 je Grad; der ver-
suchsmilig festgestellte mittlere Anstieg ist wegen der Abwei-
chung der Stromung von der idealen Form etwas kleiner, und ein
Anstieg von 6 je Bogengrad kann als normaler Wert fiir ein gutes
Profil angesehen werden.

In der Joukowski-Transformation hat der Koeffizient a; den
Wert a2, und das Moment um den Kreismittelpunkt wird

M, = 2napcisin2e .
Das Moment um die Vorderkante des Profils ist in grofer An-
naherung
M-=M, — 2aP,.
Um den entsprechenden Koeffizienten abzuleiten, ist es geniigend

genau, den kleinen Unterschied zwischen ¢’ und @ zu vernach-
lassigen. Damit erhalten wir

b= o —a@+f=—FF— 7L
Auch diese Formel wurde durch Versuchsergebnisse vollauf be-
statigt, und man kann im allgemeinen den Momentenbeiwert eines
Profils mit groller Genauigkeit durch
Cm - Cm() - % Ca

ausdriicken, wo Cmo den Momentenbeiwert beim Auftrieb Null
bedeutet. Die Lage des Druckpunktes, bestimmt durch den Bruch-
teil der Sehne, um den er von der Vorderkante des Profils abliegt,
erhdlt man, wenn man den Momentenbeiwert durch den Auf-
triebsbeiwert dividiert; es folgt daraus, dafi ein groBer Wert von
Cm 0 eine rasche Verschiebung des Druckpunktes in sich schliefit.
‘Wenn é‘mo Null ist, dann hat das Profil einen konstanten Druck-
punkt, der um ein Viertel der Sehnenlinge von der Vorderkante
entfernt ist.
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7.3. Diinne Profile.

Die obige Untersuchung bestimmt den Auftrieb und das Mo-
ment irgendeines Profils, wenn die konforme Abbildung, durch
die es aus einem Kreis erzeugt wird, bekannt ist. Meist ist jedoch
die Form des Profils gegeben, die Bestimmung der zugehérigen
konformen Abbildung bietet aber erhebliche Schwierigkeiten.
Eine Methode, um diese Aufgabe fiir diinne Profile zu 16sen, wurde
von Munk?! angegeben. Das Profil wird durch die gekriimmte
Linie ersetzt, die das Mittel aus Ober- und Unterflache des Profils
darstellt, und zwar wird diese Kurve als nahezu geradlinig an-
gesehen. Eine zweckméfBigere Methode hat Birnbaum? ein-
gefithrt. Die folgende Untersuchung ist das Ergebnis einer An-
wendung der Methode der Fourierschen Reihen auf Birnbaums
Auffassung des Tragfliigelproblems.

Wir withlen den Koordinatenanfangspunkt in der Vorderkante
des Profils, die z-Achse lings der Sehne ¢ nach hinten und die
y-Achse senkrecht nach oben und betrachten die Strémung, wenn
sich das Profil in einem Parallelstrom befindet, der um den kleinen
Winkel & gegen die Sehne geneigt ist. Es wird eine Zirkulation
um das Profil vorhanden sein, die einer Verteilung von Wirbeln
langs der Oberfliche des Pro-
fils entspricht. Es sei kdx die
Wirbelstirke im Element dx
des Profils; dann wird

Z:/tkdx.
0

Abb. 55. Um das Geschwindigkeits-
feld dieser Wirbelbelegung ab-
zuschitzen, nehmen wir an, daBl die Wirbel alle auf der Sehne des
Profils angeordnet seien; dann ergibt sich die im Punkt 2’ des
Profils induzierte Geschwindigkeit zu
¢

, kdx
)= [5ta 2
0

1 @eneral theory of thin wing sections. NACA, 1922, Nr. 142; s. auch
Glauert: A theory of thin aerofoils. RM 1924, Nr. 910.

2 Die tragende Wirbelfliche als Hilfsmittel zur Behandlung des ebenen
Problems der Tragfliigeltheorie. ZAMM 1923.
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Diese Geschwindigkeit gilt fiir einen Punkt der Sehne; wir kénnen
sie aber auch gleich der induzierten Geschwindigkeit an dem
entsprechenden Punkt des Profils selbst setzen. Die Richtung
der resultierenden Geschwindigkeit mufl am Profil parallel zu
dessen Oberflache sein; es gilt deshalb fiir jeden Punkt des Profils

¢, dy
o+ _0 = "
Diese Gleichungen geniigen fiir eine vollstindige Losung des Pro-
blems in Abhéngigkeit von der Form der gekriimmten Linie, die
das Profil darstellt. Die Analysis stiitzt sich auf die Einfiilhrung
einer neuen Koordinate @ fiir die Punkte des Profils, die durch

die Beziehung definiert ist:
x = $£(1 — cos¢g),

so dafl ¢ langs der Profilsehne von O bis # variiert. Man kann
dann annehmen, daf die Wirbelverteilung k¥ durch die Reihe dar-
gestellt werden kann:

k= 2¢, {AO otg% + >4, sinntp}
T
oder

kdx =1t- CO{AO(I + cosg) + D d,sinng sintp}dtp ,
T

wo das erste Glied die Wirbelverteilung fiir ein geradliniges Profil
darstellt und die Beiwerte der Sinusreihe von der Form des Trag-
fligels abhingen. Die Auftriebskraft und das Moment um die
Vorderkante des Profils kénnen wir einfach als Funktionen der
Beiwerte dieser Reihe ausdriicken. Die Auftriebskraft wird

¢
P, :fgcokdx

—[tgco{ 1 + cosg) —{—ZA smntpsmtp}dtp

=mtoc(dy,+ 24,).
Das ergibt einen Auftriebsbeiwert
lo=2m(4, + £4y) .
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Ahnlich wird das Moment um die Vorderkante
¢

M= —/Qcokxdx

T

= -—f%tzgcg{Ao(l — cos?g) —i—Z;Ansinntp(sin(p — %sin2<p)}d<p
0
5 1
=—%tzgcg<Ao o4, — —2-A2>.

Das liefert einen Momentenbeiwert

Cm:—“%<Ao + 4, —%A2>

1
=7y —4) — 3l

Diese Ausdriicke enthalten nur die ersten drei Koeffizienten
der Reihe fiir die Wirbelstdrke; die {brigen Koeffizienten ent-
sprechen deshalb Gestaltinderungen des Profils, die keinen Ein-
fluBl auf die Auftriebskraft und das Moment besitzen.

Mit dem fiir die Wirbelstirke angenommenen Wert wird die
induzierte Geschwindigkeit im Punkt «’ oder ¢:

T

on(l + cosg) + %i‘oAn{cos(n — 1)p — cos(n + 1) ¢}
o 1

Yy — O
(@) = 7 cosgp’ — Cosg dg
0
1 N0, sin(m+ )¢/ —sinfn — )¢/
" , sin(n ¢/ —sin{n — 1) ¢
:CO _A0+—§—2An Sinw’ >
1
denn?

JT
cosn sinny
[ —ap=aSitt.
COosg — COsYy smy

Die induzierte Geschwindigkeit im Punkt ¢ des Tragfliigels
wird schlieBlich:

e e > A,cosng .
Co <

1 Siehe Anmerkung am Ende des Kapitels.
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Die Bedingung, daf3 die Strémung tangential zur Oberfliche des

Profils verlauft, gibt die Beziehung:
dy

T—a—A0+ZA COSN .

Dann kann man die Beiwerte 4, aus der Form des Profils durch
die Auswertung folgender Integrale ableiten:

d
& — 4, ~—/dyd<p,

j—cosmp do.

Es ist im allgemeinen nicht notlg, jeden Koeffizienten zu be-
stimmen, da man einfache Ausdriicke fiir Auftrieb und Moment
um die Vorderkante unmittelbar in Abhingigkeit von der Form
des Profils aus folgenden Integralen erhalten kann:

_2 Jy do
b0 = t 1+ cosg
K 1
_ 2 y 1~cos<p 2 }_Qdﬁ 1—cos<p
T 1+ cosglo t do de ) 1+ cosep

Der erste Ausdruck verschwmdet, wenn y an der Hinterkante des
Profils starker als }¢ — x gegen Null geht. Dann ist
& :-l L (1 cosp)dp = Ay + 5 4, — &

dz
0

Mo = /—cos<pd<p-— [—y—SIIl(p} fltag sinp dg 2)
0

1d 1
= Z&%(l + cos2¢)de =~%(0¢—Ao“§f12)-
0

Auf diese Weise ergibt sich mit Hilfe der beiden Integrale &, und u
fo=2m(x + &),

1
Cn= 2(#0 - ’2 30) - Z‘:a'
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Die Bestimmung der Auftriebs- und Momentenbeiwerte irgend-
eines diinnen Profils ist also auf die Auswertung der beiden ein-
fachen Integrale ¢, und g, zuriickgefiihrt; die Koeffizienten sind
von derselben Form wie fiir ein Joukowski-Profil (s. 7.24).
7.3.1. Wenn die Form eines Profils durch einen einfachen
analytischen Ausdruck gegeben ist, dann kann man die Werte
von g, und g, durch unmittelbare Integration gewinnen. Ein
Beispiel von einiger Bedeutung ist das Profil, das durch die Glei-

chung
Yy —p21-2\1-12
; 13 ; (1 t)(l A t)

gegeben ist. Wenn 1 zwischen 1 und 2 liegt, stellt es ein Profil
mit gegen die Hinterkante zu nach oben gerichteter Kriimmung
dar. Durch Integration findet man fiir ¢ und g,:

g = $h(4 —34),

7

Mo = @kl’
also
L = 35 BT — 8) .

Man erhilt also ein Profil mit konstantem Druckpunkt, wenn 1
den Wert ¢ annimmt.

Im allgemeinen nimmt man die Auswertung der Integrale am
besten graphisch vor. Zu diesem Zweck driickt man sie in kar-
tesischen Koordinaten mit der Sehne als Léngeneinheit aus;
dann ist

1 1
o :/yfl(x)dx und /"o:/?/fz(x)dx,
0 0

WO

1
h@ = w(l — x) Vol — 2)
1—22
falz) = e

Die numerischen Werte dieser Funktionen in passenden
Punkten der Profilsehne sind in Tabelle 4 auf Seite 81 ge-
geben.
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Die Bestimmung von i, bietet keine Schwierigkeiten, da
yfo{x) im allgemeinen an beiden Endpunkten des Profils gegen
Null geht, obgleich f,(#) ins Unendliche strebt. Fiir ¢, jedoch
geht der Wert von yf, (x) an der Hinterkante des Profils gew6hn-
lich gegen Unendlich; diese Schwierigkeit 146t sich jedoch um-
gehen, wenn man die graphische Integration von der Vorderkante
nur bis zum Punkt z = 0,95 durchfithrt und den iibrigen Teil
analytisch schitzt mit Hilfe der Annahme, dal} dieser letzte Ab-
schnitt eine gerade Linie sei. Man kann leicht zeigen, dal der
noch {ibrige Anteil zum Wert von ¢, gleich 2,9 5" ist, wenn ¥’
die Ordinate im Punkte z = 0,95 bezeichnet.

Diese theoretische Methode der Bestimmung des Anstell-
winkels und des Momentenbeiwertes beim Auftrieb Null fithrt zu
Ergebnissen, die mit den versuchsméafig gefundenen Werten gut
iibereinstimmen. Wenn man diesen Vergleich anstellt, mufl man
eine leichte Korrektur anbringen, um der Tatsache Rechnung zu
tragen, daB die Theorie den Anstellwinkel von der Verbindungs-
linie der Vorder- und Hinterkante des Profils aus mifBt, wihrend
die experimentellen Werte gewohnlich auf die Tangente an die
Unterfliche des Profils bezogen sind.

Tabelle 4.

z @) falz) z fi(®) o)
0,025 2,09 6,10 0,50 1,27 0
0,05 1,54 4,13 0,60 1,62 —0,41
0,10 1,18 2,67 0,70 2,31 —0,87
0,20 1,00 1,50 0,80 3,98 —1,50
0,30 0,99 0,87 0,90 10,6 —2,67
0,40 1,08 0,41 0,95 29,2 —4,13

Anmerkung. Der Wert des Integrals

. cOSnQ
COS® — GOS8 q)

Die Auswertung dieses Integrals erfordert einige Aufmerk-
samkeit in bezug auf die Integrationsgrenzen, da der Nenner im
Punkt ¢ = v verschwindet. Man muB deshalb, um den Wert
von I, zu bekommen, erst von 0 bis v —¢, dann von vy + ¢ bis
s integrieren und schliefllich ¢ zur Grenze Null gehen lassen.

Glavert-Holl, Luftschrauben. 6
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Wenn wir zunéchst 7, betrachten, wird

W&
dy [ 1 sind(ptpfr-e
COsS@ — COSY

T [siny T sind (v — ¢)jo

0
1§ 1 )_1 it
= iy nsin{y 5¢ nsingep,
T
/ do [l g, snslp -+ )
cosp — cosy  |siny  sind(p — @)lpte
e 1 1 1
= Sim/j{ln sin5-& — In sin (1/) -+ —2~8>} ;

hiermit wird

{ 1 lnsin(w—%e)}z

1y = lim siny 7 sin (y + % ¢)

&=> 0

1, wird:

T

I, = / cosw_dq)

| cos¢p — cosy
0

[ cosy
_/<1 + cosp — cosw)d(’v
0

=n 4 I cosp

=T

und allgemeiner, wenn n=1:

I 1:/71005( 1)<p+cos(n—-1)qad

COS @ — COSY

/2 cos g cosn<p

cosgp — cosw
0

_ 2 cosy cos ng
_/(2 cosn g + s g — cosw)d
d
=2cosyl,.
Die Auflésung dieser Rekursionsformel mit den Anfangsbedin-
gungen [, =0 und 11 =z filhrt zu dem Endergebnis:

cos N sin ny
= =T .
cosp — cosy; siny
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VIII. Zahigkeit und Widerstand.

8.1. Der Widerstand eines stumpfen Korpers.

Die Theorie der zweidimensionalen Stromung einer Flissigkeit
hat mit Hilfe der Annahme einer Zirkulation der Strémung zur
Bestimmung des Auftriebs eines Profils gefiihrt. Die Losung ist
jedoch in verschiedener Hinsicht unvollstdndig. Die Umsténde,
die zu Beginn der Bewegung die Ausbildung einer Zirkulation
verursachen, werden nicht untersucht, und die GréBe der Zirku-
lation ist unbestimmt, wenn das Profil nicht eine scharfe Hinter-
kante besitzt. Joukowskis Hypothese, daBl die Zirkulation so
zu wihlen ist, daB an der Hinterkante glatte Abstromung erfolgt,
bedarf noch kritischer Untersuchung. Schliefllich ergibt die
Theorie auch keinerlei Profilwiderstand.

Um die Probleme genauer zu untersuchen, mufl man von der
einfachen Annahme einer vollkommenen Fliissigkeit abgehen und
die REinflisse der Zahigkeit oder inneren Reibung bestimmen.
Einige Einsicht in den Widerstand eines Xo6rpers konnen wir
jedoch auch ohne diese Komplikation noch bekommen. Bei der
Entwicklung der Theorie der Auftriebskraft war es zweckmiBig,
solche Xorper zu betrachten, die im Vergleich zu ihrem Wider-
stand einen hohen Auftrieb ergeben, so dall man jenen vernach-
lassigen konnte, ohne die wesentlichen Verhéltnisse des Problems
zu verschieben. Aus &hnlichen Griinden ist es bei der Unter-
suchung des Widerstandes zweckm&fig, in erster Linie Xorper
von gedrungener, breiter Form zu wihlen, die zur Stromrichtung
symmetrisch sind, so dafl der Auftrieb Null und der Widerstand
grof3 ist. Es soll, wie frither, zweidimensionale Bewegung voraus-
gesetzt werden.

Die einfachste Form eines solchen stumpfen Korpers bildet
eine gerade Platte, die senkrecht zum Hauptstrom steht. Sie sei
in zwei Dimensionen durch die Linie 4B von der Breite b dar-
gestellt. Die wirbelfreie Bwegung einer vollkommenen Fliissigkeit
um diese Platte veranschaulicht Abb. 43. Dieses Strombild ergibt
jedoch keinen Widerstand und ist auch deshalb unbefriedigend,
weil an den Kanten der Platte die Strémungsgeschwindigkeit
unendlich groB wird. Um diese Schwierigkeiten zu tiberwinden,
haben Kirchhoff und Helmholtz ein anderes Strombild vor-

6*
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geschlagen, das durch Abb. 56 dargestellt wird. HEs wird dabei
angenommen, daBl von den Kanten 4 und B Unstetigkeitsflichen
ausgehen, die ein Totwassergebiet einschlieffen. Die Platte erfdhrt
infolgedessen auf der Vorderseite einen gréferen Druck als auf

der Riickseite, und es ergibt sich

> A" eine Widerstandskraft!
A z .
c, , P, w = m bQCO .
s Das entspricht einem Widerstands-
5’ beiwert
2
Abb. 56. A
Zw-(4+ﬂ)w0,88.

Dieser Widerstandsbeiwert ist etwa halb so grol}, wie er sich
aus Versuchen an einer flachen Platte ergibt. Die Auffassung, dal}
die Strémung sich an den Kanten von der Platte ablost, steht
jedoch mit der Wirklichkeit im Einklang und kann als Grundlage
fiir die Entwicklung einer Theorie des Widerstandes beniitzt werden.

8.1.1. Wirbelstrafien. Die Unstetigkeitsflaichen der Geschwin-
digkeit 44’ und BB’, die an den Plattenkanten entspringen, sind
ihrem Wesen nach Wirbelflichen (s. 4.35) und kénnen als eine
Folge von Wirbellinien gedeutet werden, die wie Kugellager
zwischen dem Totwassergebiet und dem Hauptstrom wirken. Nun
kann man aber zeigen, dall eine einzelne Reihe gleich starker,
gerader Wirbellinien, die gleichm&Big lings einer Geraden verteilt
sind, instabil ist. Im Gleichgewichtsfall sind alle Wirbel in Rubhe,
da die induzierten Geschwindigkeitskomponenten in irgendeinem

Wirbel, die von zwei gleich weit
~ ﬂ:«"m\a entfernten, auf verschiedenen
* = &> Reiten liegenden Wirbeln her-

Abb. 57. rithren, entgegengesetzt gleich
sind. Wenn jedoch irgendein Wirbel eine kleine Verschiebung (2, ¥)
erfahrt, dann werden in ihm folgende Geschwindigkeitskompo-

nenten induziert: too
__Z Yy
=g D) e T
— 00
+co

__Z _na—x
%= T35 (na —x)* + y2°

1 Siehe Lamb: Hydrodynamik, § 76.

fonY
S

&
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wo Z die Stéirke eines Einzelwirbels und ¢ die Entfernung zwischen
aufeinanderfolgenden Wirbeln ist; die Summen sind iiber alle von
Null verschiedenen ganzen Werte von n zu erstrecken. Fiir kleine
Stérungen kann man diese Ausdriicke durch die Naherungen

ersetzen:
+oo

Y/ y o= y
to=—gm D wm = L

-0

+o0
Z 1 z P 2 z
CF‘%Z;&(H%;):—?ZW

Die Bewegungsgleichungen fiir den betrachteten Wirbelpunkt sind
also:

dx

d
d—‘z + de =0,
wobei
w Z
b=
wenn man ¥ eliminiert, wird
d2

Die Losung dieser Differentialgleichung ist
x = At 4 Be .

Dieser Ausdruck stellt eine instabile Bewegung dar, denn das
erste Glied wichst unbeschrankt mit der Zeit ; der Wirbel entfernt
sich also mehr und mehr von der Gleichgewichtslage.

Die Verhiltnisse hinter einem stumpfen Korper sind ver-
wickelter, da dort zwei Wirbelreihen vorhanden sind; um die
Stabilitdt zu betrachten, mul man jedem Wirbel eine kleine Sto-
rung erteilen. Weit hinter dem Kérper miissen die Wirbel auf
zwei zur Bewegungsrichtung parallelen Geraden liegen, und man
kann leicht zeigen, dafl es nur zwei mégliche Anordnungen gibt.
Damit die Wirbel auf den beiden parallelen Geraden bleiben,
muB die induzierte Geschwindigkeit in jedem Wirbel parallel zu
ihnen sein. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn jedem Wirbel B,
der einen Reihe ein Wirbel A4, der anderen Reihe genau gegeniiber
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liegt, oder wenn er gegeniiber dem Mittelpunkt zwischen zwei
Wirbeln 4; und 4, der anderen Reihe liegt; in jedem Wirbel
wird dann dieselbe Geschwindigkeit ¢, in dem in Abb. 58 gezeich-
neten Sinne induziert. Dieses ¢, ist die Geschwindigkeit der
Wirbel relativ zur Hauptmasse der Fliissigkeit. Fiir jede andere
4 4, 2 Anordnung hat die Geschwin-
y's z 2 CE digkeit eine Komponente senk-
£p— %~ recht zu den Wirbelreihen,
! die die Anordnung zerstort.
Die Stabilitdt dieser zwei
Systeme ist von Kdrmén und
Rubach?! untersucht worden; es zeigte sich, dal die erste Anord-
nung mit den Wirbelpaaren auf jeden Fall instabil ist, wahrend
die zweite Anordnung mit abwechselnden Wirbeln stabil ist, wenn
der Abstand A der Reihen und die Entfernung ¢ zwischen auf-
einanderfolgenden Wirbeln einer Reihe durch die Gleichung ver-
kniipft sind:

B

RoNZ
afaga

Abb. b8.

. ah
@m; =1
oder
h=0281a.

Eine doppelte Wirbelreihe dieser stabilen Art soll eine Kér-
méansche Wirbelstralle heilen. Die Stirke Z jedes einzelnen
Wirbels soll die Stiarke der Strafle, und die Entfernung b zwischen
den Reihen die Breite der StraBe genannt werden. Die Ent-
fernung a zwischen den einzelnen Wirbeln ist ein konstantes Viel-
faches der Breite %, und die in jedem Wirbel induzierte Geschwin-
digkeit ¢, wird durch die Gleichung

Z = 2]/5(1090
gegeben.

8.1.2. Der Formwiderstand. Weit hinter einem stumpfen Koér-
per besteht eine voll entwickelte Kdrménsche Wirbelstralle; es
muB jedoch ein Zwischenstadium vorhanden sein, das in Abb. 59
durch die gestrichelten Linien dargestellt wird, die die Wirbel-

1 v.K4rmén: Uber den Mechanismus des Widerstandes, den ein be-
wegter Korper in Flissigkeit erfahrt. Gottinger Nachr. 1911. — v. Kdérmén
u. Rubach: Uber den Mechanismus des Fliissigkeits- und Luftwider-
standes. Phys. Z. 1912. Die Untersuchung ist in Lamb: Hydrodynamik,
§ 156 wiedergegeben.
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straBe mit dem Kérper verbinden. Die Wirbel wandern mit der
Geschwindigkeit (¢, — ¢,) relativ zum Korper stromabwirts; an
den beiden Seiten des Korpers miissen infolgedessen immer neue
Wirbel gebildet werden, was auch mit den Beobachtungen an

stumpfen Kérpern im Ein- 5
klang steht. Die Haufigkeit 277"
der Wirbelbildung an einer & ’ h.
Korperkante wird sein: s
e S~ 45
f= e Abb. 59.

Die Bildung dieser Wirbel zusammen mit der allgemeinen Druck-
verteilung im Stromfeld verursacht einen Widerstand?!
ZZ
ma’
wenn man die Werte von ¢ und Z durch 4 und ¢, ausdriickt, dann
wird dies ¢ e\2
P, = hoctf2:83(%) — 1,12(2]
Co Cp
oder 3 e, e\
fo =228 (E) - Liz(Ef].

Die Widerstandskraft, welche von den an den Seiten des
Korpers abgehenden Wirbeln und der Karmaéanschen Wirbel-
straBe herriihrt, wollen wir als Formwiderstand bezeichnen, zum
Unterschied von dem Widerstand, der von den Tangential-
kraften und der Wandreibung an der Korperoberflache herriihrt.
Kérmans Theorie steht in gutem Einklang mit den tatséchlichen
Verhiltnissen; wenn man némlich die Werte fiir ¢, und 2 experi-
mentell bestimmt, dann fithrt die Gleichung zu einem mit dem
beobachteten Widerstand gut iibereinstimmenden Wert!. Die
Theorie ist jedoch unvollstéindig und erfordert noch weitere Unter-
suchungen des Gebiets zwischen dem Korper und der Wirbel-
straBe, um zu einer theoretischen Bestimmung der Werte von ¢,
und % zu kommen.

Der Formwiderstand hingt von der Gestalt des Korpers ab.

Als erste rohe Anndherung kann man den Widerstandsbeiwert
setzen :

h
Pw:QZ(co_zcx)_a‘_;‘Q

Cx

hoe, Y/

1 Karmén: a.a. 0.
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Bei dieser Anndherung ist der Widerstand einfach proportional
der Stérke der Wirbel, die an den Seiten des Korpers abgehen.
Ein breiter Korper, besonders wenn er scharfe Kanten hat wie
eine flache Platte, wird starke Wirbel aussenden und einen groBen
Formwiderstand besitzen; bei einem Koérper von ,,guter” Form
jedoch, etwa einem symmetrischen Tragfliigelprofil, wird der
Formwiderstand vernachléssigbar klein sein, und der auftretende
Widerstand wird hauptséichlich den Tangentialkréften und der
Wandreibung zuzuschreiben sein.

8.2. Zihigkeit.

Alle wirklichen Flissigkeiten besitzen die Eigenschaft der
inneren Reibung oder Zahigkeit, die bewirkt, daBl Tangential-
spannungen in der Trennungsfliche zweier benachbarter Flissig-
keitselemente auftreten kénnen. Diese Tangentialspannungen sind
gleich Null, wenn die Fliissigkeit in Ruhe ist, und héngen im all-
gemeinen von der gegenseitigen Relativgeschwindigkeit benach-
barter Fliissigkeitselemente ab. Die Zihigkeit einer Flussigkeit
definieren wir zweckm&Big durch die Betrachtung der stationdren
Bewegung in zur y-Achse senkrechten Schichten. Die Flissigkeits-
schicht zwischen den Ebenen y und 4 + dy wird in allen Punkten
die Geschwindigkeit ¢, besitzen, die nur von y abhingen wird.
Wenn sich die Flissigkeit in dieser Weise in Schichten bewegt,
dann nennt man das laminare Stromung. Die Relativgeschwindig-

. . ., de, . .
keit zweier benachbarter Schichten ist (% dy, und die Tangential-

kraft in der Trennungsfliche ist n% je Flicheneinheit, wenn 7

die Zahigkeit der Fliissigkeit bezeichnet. Diese Definition der von
der Zahigkeit herrithrenden Tan-

Y gentialkraft griindet sich auf die

___,cx,;%dy Auffassung, daf die Reibungs-

— Y kraft von der gegenseitigen Ge-

schwindigkeit der benachbarten

¢ s Flissigkeitselemente abhdngtund

/ wird durch die Genauigkeit der

% daraus abgeleiteten Ergebnisse

Abb. 60. :

gerechtfertigt.

Wenn sich zwei parallele Fliissigkeitsschichten in derselben
Richtung, aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten bewegen,
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dann ist die Trennungsfliche eine Wirbelfliche, und die elemen-
taren Wirbel dieser Fliche wirken wie Kugellager zwischen den
beiden Fliissigkeitsschichten. Die Tangentialspannung in der
Trennungsfliche ist aufs engste mit dieser Wirbelfliche verkniipft;
die Arbeit, die gegen die Tangentialspannung geleistet werden
mull, wird durch die Energiezerstreuung dargestellt, die in den
Wirbeln stattfindet.

Um die Festsetzungen iiber die Natur einer zdhen Fliissigkeit
zu vervollstdndigen, miissen wir die Verhéltnisse an einer festen
Begrenzung betrachten. Die Bewegung der Fliissigkeit entlang
der Oberfliche eines Korpers wird eine endliche Tangentialkraft
auf der Oberfléche verursachen, woraus folgt, dafl die unmittelbar
mit der Korperoberfliche in Beriihrung stehende Fliissigkeits-
schicht relativ zur Oberfliche in Ruhe sein muf}; denn wenn das

nicht der Fall wire, dann wiirde g—;" an der Oberfliche unendlich

groB3 werden und die Tangentialkraft ebenfalls, wenn nicht der
Reibungskoetfizient zwischen festem Korper und Fliissigkeit un-
endlich klein gegen den zwischen zwei Fliissigkeitsschichten wére.
Diese Bedingung des Festhaftens wird durch Versuch und auch
durch die Genauigkeit der damit abgeleiteten Ergebnisse bestétigt.

Die Reibungskraft in der Trennungsfliche zweier Fliissigkeits-

. . . . . dc, .
schichten bei laminarer Bewegung wurde definiert als 1779—6?7 je

Fldcheneinheit; die auf ein Flissigkeitselement mit der Dicke dy
und der senkrecht zur y-Achse gemessenen Flache F ausgeiibte
Kraft wird also

(96,; 6262 acz 6269:
1+ aF ) g F =gy,
2
d.h. g g—yc; je Raumeinheit. HEs ist jedoch tiblich, mit der Kraft

je Masseneinheit zu rech-

2
nen, so daf sich fiir die 7 %7‘4},5;%7
betrachtete  Laminar- 2y
stromung ergibt: Fcy dx

Ty
xXx =21 Pey » &Fe, Abb. 61.
e 9y? oy*’

wo v den Quotienten aus Zahigkeit und Dichte der Fliissigkeit
darstellt, der als kinematische Zahigkeit bezeichnet wird.
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8.2.1. Laminare Stromung zwischen ebenen Platien. Wir kénnen
jetzt die Laminarstrémung zwischen zwei parallelen ebenen Platten
AB und A’B bestimmen. Die Bewegungsgleichung der Fliissig-

ly keit ist:
4 ! i Ge, _ dp
i >z oyt dz’
OL"—”'é——'~_—~““x Sie driickt die Tatsache
7 = aus, dal die Zahigkeits-
Abb. 62. kraft an jedem Element

durch den Druckunter-
schied ausgeglichen werden muB. Die Geschwindigkeit ¢, ist eine
Funktion von ¥y, der Druck eine Funktion von =z.
Durch Integration der Bewegungsgleichung bekommen wir
i 1 dp , .
cm*a+by+ﬂ_d?y2:
wenn wir den Anfangspunkt O in der Mitte zwischen den zwei
Grenzflichen wihlen, die den Abstand 2% haben sollen, so wird
. Lldp
Cp = “ﬁﬁ(ﬁz—yz)
Der Druck sinkt gleichméfig lings des Kanals, die Geschwindig-
keitsverteilung {iber den Kanal ist parabolisch. Die mittlere
Geschwindigkeit ¢, des Stromes ist durch die Gleichung bestimmt:

1 . 2 dp
Co—ﬁfcxdy ——3—773%
-h
und hieraus
3 Yy
Cy :‘—?C()(l ——7';, .

Die Reibungskraft auf der Lange ! und der Breite b der beiden
Wande des Kanals kénnen wir aus dem Druckabfall schatzen zu

d F
szzhza(—zalg):39700z ,

wo F die ,,benetzte’ Oberflache 2b1 bedeutet. Andererseits kénnen
wir die Reibungskraft auch unmittelbar aus der Tangentialkraft
an der Oberfliche schitzen zu

dc,
Py=1 (%)0 F.
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Dabei bedeutet der Index, dal ?9_(; an der Begrenzung mit dy

nach der Flissigkeit hin zu nehmen ist. Nun ist

de,  Beyey
oy T R
also 6%) 3¢
(@y o k'’

Damit erhalten wir fiir die Reibungskraft denselben Wert wie
aus dem Druckabfall.

8.2.2. Zahlenwerte. Aus den Gleichungen fiir die Zahigkeits-
kraft an einem Fliissigkeitsteilchen ersehen wir, daf} die Zéhigkeits-
zahlen folgende Dimensionen besitzen:

7 mil-1t-1

v -1,
Im besonderen besitzt die kinematische Zahigkeit » die Dimension
einer Linge mal einer Geschwindigkeit. In den folgenden Tabellen
sind die Werte von % und ¥ im CGS-System im technischen
Mafsystem und im British-Engineering-System angegeben.

Die dynamische Zihigkeit 7 eines Gases ist unabhingig vom
Druck und steigt mit der Temperatur etwas langsamer als die
absolute Temperatur an.

Tabelle 5. Werte von 7 fiir Luftl.

Temperatur | g cn~sec—? kgsecm 2 slugft—‘sec—1?

0° C 1,71-10°* 1,74 -10°§ 0,358 -10~¢
15° C 1,81 1,84 0,378
100° C 2,21 2,33 0,461

Wenn die Dichte ¢ bekannt ist, dann kann man die kine-
matische Zihigkeit » sofort aus dieser Tabelle ableiten, da ja

Y = % ist. Die Werte von » fiir Luft bei 760 mm Quecksilberdruck
sind in Tabelle 6 ange- Tabelle 6. Werte von » fiir Luft bei

geben; allgemein ist der normalem Barometerstand.
Wert von » bei einer be- Temperatur ; omn® 5601 } £t so0 -1
Stfn;l?n Temp:.ratulr gm’ 0° ¢ 0133 | 1,43-10-¢
gekehrt proportional dem 15° C 0,148 1.59
Druck. 100° C 0,234 2,52

1 Kaye and Laby: Physical and Chemical Constants.
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SchlieBlich sind in Tabelle 7 noch die Werte fiir die kine-
matische Zahigkeit von Wasser angegeben zum Vergleich mit den
Werten fiir Luft.

Tabelle 7. Werte von » fiir Wasser.

Temperatur gnf i_t’_
°C sec sec
0°C 0,0179 1,92-10°°
5 0,0152 1,63
10 0,0131 141
15 0,0115 1,23
20 0,0101 1,08
25 0,0090 0,97

8.2.3. Dimensionshetrachtungen. In einer vollkommenen Fliis-
sigkeit haben wir die auf einen Korper ausgetibte Kraft in der
Form PZ%:Q°C(2)Z2
dargestellt, wo o die Dichte der Flussigkeit, ¢, die Geschwindigkeit
des Kérpers gegen die Flilssigkeit und [ eine kennzeichnende Linge
des Kdorpers bedeuten. Der Beiwert { ist dimensionslos und hiangt
nur von der Form und Lage des Korpers ab. Dieser Ausdruck ist
die einzig mogliche Zusammenstellung der drei Grundparameter o,
¢, und [, die die Dimension einer Kraft ergibt, und kann deshalb
ohne irgendeine Bezugnahme auf das Strombild um den Kérper
aufgestellt werden.

Im Falle einer zahen Flussigkeit kommt noch ein Parameter
hinzu, nadmlich die kinematische Zahigkeit », die die Dimension
einer Lange mal einer Geschwindigkeit besitzt. Wir kénnen jetzt
die dimensionslose Funktion

R=1

V4
bilden und miissen im allgemeinen die auf einen Korper wirkende
Kraft ansetzen zu

P=1Ce-qrt{).

Dieser allgemeine Ausdruck fiir die Kraft behalt richtige Dimen-
sionen, welche Form man auch der Funktion f geben mag. In
einer vollkommenen Fliissigkeit ist die Zahigkeit Null, und die
Funktion nimmt den Wert an

)1
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In dem speziellen, in 8.2. 1. behandelten Fall laminarer Stromung
erwies sich die Widerstandskraft als 7¢,! proportional; die Funk-
tion f nimmt also die Form

f(l»o—g> = -~ an.

v leg

Man geht gewohnlich so vor, dafl man den urspriinglichen Aus-
druck fiir die Kraft beibehalt:

P = §locil

und den dimensionslosen Beiwert { als Funktion des dimensions-
l . .
losen Parameters —VG—O oder R ansieht, den man die Reynoldssche

Zahl der Strémung nennt. Wenn die Krifte an dhnlichen Kérpern

verschiedener Gréfle .,
7

bestimmt worden sind, \

etwa an einem Flug-
zeug und an seinem 20
Modell im Windkanal, \

dann werden die Bei- [
Tw ]

werte { verschieden
ausfallen, wenn die
Versuche nicht bei der-

selbenReynoldsschen 7 E i n :
Zahl angestellt wurden. Abb. 63,

Dies ist jedoch meist

unmdglich, da » in beiden Fillen denselben Wert besitzt, wih-
rend I und ¢, in einem Windkanal beide kleiner sind als beim
freien Fluge eines Flugzeugs. Man muB deshalb die Abhéingigkeit
des Beiwertes { von der Reynoldsschen Zahl ermitteln und, wenn
mdglich, eine brauchbare Methode fiir die Extrapolation vom Modell
auf den wirklichen MafBstab ausfindig machen. Die Anderung des
Beiwertes ¢ mit der Reynoldschen Zahl wird hiufig als ,,MaB-
stabswirkung® bezeichnet. Abb. 63 zeigt den Widerstandsbeiwert
eines langen Kreiszylinders in Abhingigkeit von der Reynolds-
schen Zahl. Der Widerstandsbeiwert ist durch die Gleichung
definiert

P, = %ngch ’

wo F die Flache senkrecht zum Strom, also das Produkt aus
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Lange und Durchmesser des Zylinders darstellt; als Reynolds-
sche Zahl soll dabei gelten:
R = G d ,

v

wo d der Durchmesser des Zylinders ist. Dieses Beispiel zeigt,
daB mit zunchmender Reynoldsscher Zahl plétzliche, erhebliche
Anderungen des Widerstandsbeiwertes auftreten kénnen. Anderer-
seits sind Schwankungen dieser GroBe nicht allgemein, und fiir
viele Arten von Korpern, darunter auch die Tragfliigelprofile,
zeigt sich, daB der Widerstandsheiwert bald einem Grenzwert
zustrebt. Die Anderung des Widerstandsbeiwertes mit wachsender
Reynoldsscher Zahl ist mit einer Anderung des Strombildes ver-
kniipft, und eine plétzliche Anderung des Widerstandsbeiwertes
setzt eine plotzliche Anderung des Strombildes um den Korper
voraus.

8.2.4. Stromung in kreisrunden Rohren. Ein weiteres Beispiel
fiir die Wichtigkeit der Re ynoldsschen Kennzahl liefert die Stro-
mung in einem kreisrunden Rohr. Wenn r die radiale Entfernung
einer zylindrischen Schicht der Fliissigkeit von der Rohrachse
und « die langs der Achse gemessene Koordinate darstellen, dann
lautet die Bewegungsgleichung fiir laminare Strémung:

d de d
Ir (2717‘17 —d;‘> = 2nr d_fc)
oder
d { de, rd

Wenn wir diese Gleichung integrieren und als Grenzbedingung

das Festhaften an der Wand einfiithren, finden wir fiir die Ge-
schwindigkeit
1 dp
4y dx
wo a den Radius des Rohres bezeichnet. Die mittlere Geschwindig-
keit der Stréomung wird

== @ =),

a
1 . a? dp
CO_WanTdeT-_%E’
]

hieraus erhalten wir
2
Cy = 200(1 — a%)
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Die Reibungskraft auf die Lange ! des Rohres wird schlieflich

P,= na‘z(—l%g) = 4‘}700% R
wo F die benetzte Oberfliche 27al bezeichnet. Der Druckabfall
lings des Rohres wird bei laminarer Strémung

dp 83¢, v\ ok

7= =)
Dieses Ergebnis beniitzt man, um die Zshigkeit einer Flissigkeit
aus dem Druckabfall lings eines Rohres zu bestimmen. Man
findet durch Versuche, daf sich in einem Rohr immer Laminar-
stromung einstellt, wenn die Reynoldssche Zahl kleiner als der
kritische Wert 1160 ist ; durch entsprechende Vorsichtsmafnahmen,
durch die die Turbulenz der Flissigkeit beim Eintritt in das Rohr
vermieden wird, kann man jedoch bis zu viel héheren Werten
der Reynoldsschen Zahl noch Laminarstrémung erreichen.

Fiir grofle Werte der Reynoldsschen Zahl ist die Strémung
turbulent; der Druckabfall folgt dann dem empirischen Gesetz!

a2 — 0,066 (1—>i e
x acy) a
wie eine grofle Anzahl von Versuchen ergeben hat. Die Rei-
bungskraft an der Wand ist bei turbulenter Stréomung proportional
o™, im Gegensatz zur Laminarstromung, wo sie einfach propor-
tional ¢, ist.

Dieses empirische Gesetz fiir die turbulente Strémung in kreis-
runden Rohren wurde von K4armén? beniitzt, um das Gesetz
der Anderung der Geschwindigkeit mit dem Abstand von der
Rohrwand abzuleiten. Allgemein mufl die Spannung 7 an der
Oberfliche, d. h. die Kraft je Flicheneinheit der Oberfliche, die
Form haben: 1= ocf(R),

wenn REdie Reynoldssche Kennzahl _‘?? der Strémung bezeichnet;

die Geschwindigkeit in der Entfernung ¥ = ey’ von der Rohr-
wand mufl von der Form sein:
c: = cF(y', R).

1 Blasius: Z. Math. u. Phys. 1908.

2 Uber laminare und turbulente Reibung. ZAMM 1921. Eine all-
gemeinere Behandlung gibt Prandtl: Bericht tber Untersuchungen zur
ausgebildeten Turbulenz. ZAMM 1925.
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In der Néhe der Wand kann man jedoch die Geschwindigkeit
auch in Abhéngigkeit von ¢, ¥, y und 7, unabhéngig von @ und ¢,
ausdriicken. Durch Betrachtung der Dimensionen dieser Para-
meter ergibt sich die Form der Geschwindigkeit zu

o= 2 222,

Wenn man nun die beiden Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit
gleichsetzt und die Spannung 7 an der Oberfliche eliminiert, dann
erhilt man eine Gleichung, welche die Parameter R und y’ ver-
kniipft:

OYRY) =y RFW, R).
Um zu einer Losung dieser allgemeinen Gleichung zu gelangen,
nimmt Kdrmén an, daB die Geschwindigkeitsverteilung tiber den

Rohrquerschnitt fiir den Bereich, in dem das Blasiussche Ge-
setz gilt, unabhéngig von der Reynoldsschen Zahl sei. Dann wird

Py RV) =yRFW).
In der Nahe der Wand geniigt es, nur die niedrigste Potenz von ¥’
in den Entwicklungen der Funktionen @ und F zu behalten.
Es folgt damit:
(Y RY])1*" = konst. y Ry
oder
2n

f=konst. R »*1-
Das empirische Gesetz hat aber die Form
f = konst. R-%,
und damit wird schlieBlich
-k
22—k
Die Geschwindigkeit nahe an der Wand &ndert sich wie %7,

wobei sich der Wert von n folgendermafilen mit dem empirischen
Wert von k &ndert:

n

k=1 % % 0,
n=1 % 4+ 0.

Bei laminarer Strémung ist £ = 1, und die Geschwindigkeit dndert
sich geradlinig mit dem Abstand von der Wand. Fiir turbulente
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Strémung gibt Blasius £ = 1 an, und die Geschwindigkeit &ndert
sich mit der Siebtelpotenz des Abstandes von der Wand. Wenn
der Wert von % bei hoheren Reynoldsschen Zahlen noch mehr
abnimmt, dann steigt die Geschwindigkeit an der Wand noch
rascher an; im Grenzfall, wenn die Spannung 7 an der Oberfléche
einfach proportional g¢j ist (k = 0), dann ist die Geschwindigkeit
tiber den ganzen Querschnitt gleichférmig.

Das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung in Abhéngigkeit
vom Abstand von der Wand verliert seine (tiiltigkeit in unmittel-

barer Nahe der Wand, da es einen unendlich groBen Wert von Z—(Z
statt des wahren Wertes é ergibt. Diese Unstimmigkeit ist der

Tatsache zuzuschreiben, daf die Fliissigkeitsschicht in unmittel-
barer Nachbarschaft der Wand immer in laminarer Bewegung ist,
und daB deshalb das empirische Gesetz fiir die turbulente Stromung
nur bis zur AuBleren Grenze dieser laminaren Schicht gilt. Die

Kurve ¢, = konst 4" ist also bis zu dem Punkt anzunehmen, in

0 . . .
dem 6_2 = Q—rv wird und ist dann durch die Tangente an diese
Kurve bis zum Anfangspunkt fortzusetzen.

8.3. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen.

Bis jetzt haben wir die einfache Laminarstromung einer zahen
Fliissigkeit betrachtet. Um die allgemeineren Bewegungstypen zu
erdrtern, miissen wir die Bewegungsgleichungen der Fliissigkeit
aufstellen. Bei zweidimensionaler Strémung ist die Geschwindig-
keit der Flissigkeit in irgendeinem Punkt durch ihre Komponenten
¢z und ¢, parallel zu rechtwinkligen Achsen bestimmt; diese Ge-
schwindigkeitskomponenten miissen die Kontinuitétsgleichung
(5.1) erfiillen:

oz T oy — 0.

Die Geschwindigkeitskomponenten ¢, und ¢, bestimmen die
Geschwindigkeit des Fliissigkeitsteilchens im Punkt (x, y). Nach
einer kleinen Zeit d¢ wird sich das Teilchen im Punkt (x + c.dt,
y -+ ¢ydt) befinden, und die Geschwindigkeitskomponenten er-
geben sich dann bzw. zu

(961
+ di + 6x Z cpldit + 6 cydt
¢ + ac”dt + % ydt + cydt

Glauert-Holl, Luftschrauben. 7
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In einer vollkommenen Flissigkeit ist die einzige Kraft, die
auf das Teilchen wirkt, der Druck auf seine Grenzfléchen; er
besitzt pro Volumeneinheit die Komponenten

Damit ergeben sich die Bewegungsgleichungen fiir das Fliissig-

keitsteilchen :
de, de, | e, 1 dp

at T o waz Fley T T g 0
6cJ de, 60”__ 1 dp

In einer zdhen Flissigkeit erfahrt das Teilchen an seinen
Grenzflichen auch Tangentialkréfte, die von seiner Bewegung
gegen die benachbarten Fliissigkeitsteilchen abhéngen; dadurch
erscheinen auf der rechten Seite Zusatzglieder »V2¢, bzw. »V2¢,
Die Ableitung dieser Ausdriicke aus den Grundtatsachen ist in
den Lehrbiichern der Hydrodynamik! zu finden; die folgende
Erérterung soll nur die physikalische Bedeutung der Ausdriicke
klarstellen.

Wenn ¢, die Geschwindigkeitskomponente im Punkt (z, )
parallel zur z-Achse bedeutet, dann kénnen wir die entsprechende
Geschwindigkeitskomponente in dem Nachbarpunkt (x -+ &,
y -+ ) schreiben:

, de, de, 02 e, d2c, d%c,
cx=cx+<§m+n;@)+—(§ +25"axay+’72WZ)’

wenn wir hohere Potenzen von & und % als die zweite vernach-
lassigen. Der mittlere Wert dieser Geschwindigkeitskomponenten
in den vier Punkten (x-- &, y 4 #) ist

_ 1 /., 0%, o2c,
Gy = €+ ’2—(52 gzt T 7725‘?/7>-

Fir einen Kreisring von Punkten, die den Punkt (x, y) umgeben,
sind die mittleren Werte von &2 und %2 gleich. Also bekommen wir

- d2c, . O%c,
cx’ — Oy = konst . (W "l“ a-yg)
= konst - V¢, .

1 Z.B. Lamb: Hydrodynamik, Kap. XI.
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Bei der Laminarstromung, die in 8.2) betrachtet wurde, um
die Zahigkeitskraft zwischen zwei benachbarten Fliissigkeits-
teilchen zu definieren, war nun die Geschwindigkeit eine Funktion
von y allein, und die Kraft je Masseneinheit der Fliissigkeit ergab
sich zu
P,
ik

Diese Kraft hingt von der gegenseitigen Bewegung der benach-
barten Fliissigkeitsteilchen ab; fiir die Zahigkeitskraft pro Massen-
einheit konnen wir deshalb im allgemeinen Fall erwarten

X =9vl2¢,,
wozu ein entsprechender Ausdruck fiir die zur y-Achse parallele
Komponente hinzukommt. Die vollstindigen Bewegungsglei-

chungen fiir die zweidimensionale Stromung einer zéhen Flissig-
keit sind:

X=9

(90,, 1 dp

T e 0z

Loy,

+zax+ 3’63/ +v Ve,

6cy+ xac”_ 6@,_
Cyg

Bei stationdrer Bewegung sind die Glieder a—; und 5}:@ gleich Null.

Die Losung dieser Gleichungen fiir die Strémung um einen Kdérper,
an dessen Oberfliche die Bedingung des Festhaftens (¢, = ¢, = 0)
besteht, bietet mit Ausnahme einiger besonderer Fille fast uniiber-
windliche Schwierigkeiten, und man muf} deshalb zu irgendeiner
Naherungsmethode greifen. Der Begriff einer idealen Flissigkeit
griindet sich auf die Tatsache, daf} die Zahigkeit einer Fliissigkeit
klein ist und daB die Glieder, welche das » enthalten, gegeniiber
den dynamischen Gliedern, in denen das Quadrat der Geschwindig-
keit vorkommt, vernachlissigbar sind. Im anderen Grenzfall
kann man die langsame, stationdre Strémung einer zihen Flissig-
keit betrachten, bei der die dynamischen Glieder gegeniiber den
Zshigkeitsgliedern vernachlassigbar sind. Die linken Seiten der
Bewegungsgleichungen verschwinden dann; wenn man den Druck
eliminiert und die Geschwindigkeitskomponenten durch die Strom-
funktion ¥ ausdriickt, erhilt man eine einzige Gleichung:
&2 6\ /[ o8
re¥= (6%2 + ¢9y)<6x2 + (93/) ¥=0.
7%
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Einige Probleme sind auf dieser Grundlage gelést worden; die
Losungen gelten aber nur fiir auflerordentlich niedrige Geschwindig-
keiten. Im allgemeinen braucht man eine Néherung, die sowohl die
dynamischen als auch die Zahigkeitsglieder erfaflt, die jedoch die
Gleichungen auf eine einfachere Form zuriickfiihrt.

8.4. Die Grenzschichttheorie.

Prandtls Niaherung fiir die allgemeinen Bewegungsglei-
chungen zéher Fliissigkeiten! griindet sich auf die Tatsache, dal
die Zahigkeit einer Flissigkeit klein ist und daf sie eine merkliche
Wirkung nur dort ausiibt, wo die Geschwindigkeit von Punkt zu
Punkt rasch ansteigt. Nun treten aber rasche Geschwindigkeits-
dnderungen nur in unmittelbarer Néhe einer Korperoberfliche
auf, wo die Geschwindigkeit von Null an der Oberfliche bis zu
ihrem Wert im Hauptstrom ansteigt. Die Prandtlsche Auffassung
des Problems geht also dahin, dafl die Wirkung der Zahigkeit nur
in einer schmalen Grenzschicht, welche die Korperoberfliche um-
gibt, von Wichtigkeit ist, und dall man in der freien Fliissigkeit
auBlerhalb dieser Grenzschicht die Zéhigkeit vernachlissigen kann.
In der Grenzschicht steigt die Geschwindigkeit der Fliissigkeit
rasch von Null auf ibren Wert im freien Strom an, und wie klein
auch die Zshigkeit sei, in dieser Schicht behilt sie immer ihre
Wichtigkeit.

Wir wollen jetzt die allgemeinen Bewegungsgleichungen auf
die Grenzschicht anwenden. Die Koordinate z soll lings einer
ebenen Oberfliche gemessen werden; die Groflen #, ¢, und p
seien endlich, wihrend y und ¢, klein von der Ordnung ¢ sein

2
sollen. In der ersten Bewegungsgleichung ist %% klein im Ver-
o? .
gleich zu 55;”—, und die Gleichung wird
de, de, de, 1 dp &e,
T T gy T Ty s T Y g

dabei ist das letzte Glied von der Ordnung 8—’; Wenn » klein gegen

€% ist, dann verschwindet das letzte Glied, und die Gleichung
geht in die einer idealen Fliissigkeit iiber. Wenn » grof} gegen &2
ist, dann konnen wir die dynamischen Glieder mit dem Quadrat

1 Verh. d. IIL. intern. math. Kongresses (Heidelberg 1904).
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der Geschwindigkeit vernachléssigen, und die Gleichung gilt fiir
sehr langsame Bewegung. Im allgemeinen muf » von derselben
Ordnung wie &2 sein; die Ordinaten der Grenzschicht sind dann
proportional ]/;

Die zweite Bewegungsgleichung fithrt zu dem sehr einfachen

Ergebnis
1 dp

~Foy
da alle anderen Glieder klein im Vergleich zu diesern Druckglied
sind. Diese Gleichung zeigt, da der Druck senkrecht durch die
Grenzschicht hindurch gleichbleibt und nur von # abhingt.
Die Gleichungen, welche die Strémung in der Grenzschicht
beherrschen, sind:

de, 1 9p e,
(% +c”6x+ gy = " dx TV ap
de, , de,
Jz T ay =0

Diese Gleichungen sind fiir die Strémung lings einer ebenen Wand
aufgestellt; man kann sie jedoch in derselben Form allgemeiner
auf eine gekriimmte Fliche beziehen, wenn man die Koordinate z
lings der Flache und die Koordinate y senkrecht dazu mifit.
8.4.1. Widerstand einer ebenen Platte. Die Grenzschichttheorie
ist von H. Blasius! angewandt worden, um die Laminarstrémung
langs einerebenen Platteund den
dabei auftretenden Reibungs-
widerstand zu bestimmen. Wenn
man die Koordinate # von der ™~ oS~—___"___
Vorderkante an lings der Platte
miBt, so ergibt sich die Dicke

1

¥

X

Abb. 64.

der Grenzschicht als proportional zu l/ ; die Reibungskraft auf

beiden Seiten einer Platte von der Lange ! wird fiir die Breite

Eins:
P, =1.327 i/li;;lgcg.

1 Grenzschichten in Flissigkeiten mit kleiner Reibung. Z. Math. u.
Phys. 1908.
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Der Widerstand ist also proportional ¢yl-5, und der Widerstands-
beiwert der ebenen Platte, die wir als Tragfliigel ansehen, ist

o= 2,654 ]/72—

0

Die Dicke der Grenzschicht ist nicht genau bestimmbar, da
sich die Geschwindigkeit ¢, in der Grenzschicht asymptotisch der
Geschwindigkeit ¢, des freien Stroms nahert; wenn man jedoch die
juBere Oberflidche der Grenzschicht durch die Bedingung definiert,
daB sich ¢, bis auf einen willkiirlich kleinen Prozentsatz der Ge-
schwindigkeit ¢, genfdhert habe, dann kann man die Dicke der
Grenzschicht annehmen zu

5:4,5]/—”?;’-”-.

Der Wert lcy = 10%v bezeichnet die Grenze zwischen dem
Modellbereich und dem Bereich natiirlicher GroBe fir Tragfliigel ;
bei diesem Wert ist die groBte Dicke der Grenzschicht -0,0045 1.

Die Losung von Blasius entspricht laminarer Strémung langs
der Platte und stellt deshalb die wirkliche Strémung nur fir
kleine Werte der Reynoldsschen Zahl dar. Karmdn?! erhielt
eine Losung fiir die turbulente Strémung lings einer ebenen
Platte, indem er das von Blasius fiir die turbulente Strémung
in einem Rohr aufgestellte Gesetz (8.2.4) analysierte; fiir den
Widerstandsbeiwert bekam er:

» \0.2
g0 = 0144 (77",
Der Widerstand ist also proportional ¢,!-®, die Dicke der Grenz-
schicht proportional 2%8. Man kann Karm4ns Ergebnis mit der
experimentellen Bestimmung?2
» \0,16
&= 0,075(75)
vergleichen. Fiir den Bereich der Versuche (R = 3 - 105 bis 7 - 108)
zeigen die Zahlenwerte, die in Tabelle 8 gegeben sind, gute Uber-
einstimmung. Es sind zum Vergleich noch die Zahlenwerte bei-
gefiigt, die die Blasiussche Formel gibt; sie zeigen, daB der
Ubergang von laminarer zu turbulenter Strémung eine Erhéhung
des Widerstandes verursacht.

1 Uber laminare und turbulente Reibung. ZAMM 1921.
2 Ergebnisse der aerodynam. Versuchsanstalt zu Gottingen I. 1921.
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Tabelle 8. Reibungswiderstandsbeiwert einer ebenen Platte.

R~ l 3. 108 j 108 7100
Versuch . . . . . . . 0,0114 0,0094 0,0070
Karmén . . . . . . . 0,0116 0,0090 0,0061
Blasius . . . . . . . 0,0048 0,0026 0,0010

8.4.2. Die Grenzschichttheorie kénnen wir auch beniitzen, um
die Erscheinung des Ablésens der Strémung vom Korper und die
Bildung einer Wirbelstrafe zu erkléren. In einer vollkommenen
Fliissigkeit vereinigen sich die tiber und unter dem Kérper vorbei-
flieBenden Strome wieder und bilden einen Staupunkt S auf der
Oberfliche. Von 4 bis 8 nimmt die Geschwindigkeit der Fliissig-
keit ab und der Druck zu; die Fliissigkeitsteilchen verlieren also
kinetische Energie, indem sie sich thren Weg lings der Oberflache
entgegen dem anwachsenden Druck erzwingen. Wenn in der am
Korper anliegenden Grenzschicht auch Zahigkeitskrifte wirken,
dann werden die Flissigkeitsteilchen ihre Energie noch rascher
verlieren und schon zur Ruhe kommen, ehe sie den Punkt S er-
reichen; es wird dann ein Gegenstrom von § gegen 4 einsetzen,

Abb. 65.

wie es Abb. 66 zeigt. Derselbe Vorgang wird auf der Unterseite
des Korpers einsetzen. Es werden so zwei Unstetigkeitsflichen
entstehen, wie sie in der Helmholtz-Kirchhoffschen Theorie
angenommen wurden. Diese Unstetigkeitsflichen sind instabil
und fithren zur Entwicklung einer K4rmé&nschen Wirbelstralle
hinter dem Korper.

Die Bedingung fiir das Ablésen der Strémung hingt mit
der Druckerhéhung léings der Oberfliche zusammen; fiir eine ge-
gebene Druckverteilung lings der Oberflaiche kann man mittels
der Gleichungen fiir die Grenzschicht den Punkt berechnen, an
dem die Strémung sich ablost. Leider ist es nicht gentigend genau,
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die fiir eine ideale Fliissigkeit vorhandene Druckverteilung zu-
grunde zu legen, und auch wenn man die Punkte bestimmt hat,
von denen die Unstetigkeitsflichen ausgehen, dann ist doch noch
ein weiterer Ausbau der Theorie nétig, um die Stiarke und Breite
der entstehenden WirbelstraBle zu bestimmen. Das Problem des
Formwiderstandes eines Korpers harrt deshalb noch der Losung,
wenn auch die Theorie bereits die Bildung der Unstetigkeits-
flichen und die Art der sich ergebenden WirbelstraBle angibt.

IX. Die Grundlage der Tragfliigeltheorie.

9.1.

Die Theorie der Auftriebskraft, die ein Tragiliigel in zweidimen-
sionaler Strémung liefert, wurde entwickelt unter der Annahme
idealer Fliissigkeit und Zuhilfenahme der J ouk owskischen Hypo-
these, daB der Strom an der Hinterkante glatt abflieBe. Wir
miissen jetzt die innere Grundlage dieser Theorie betrachten und
uns klar werden, bis zu welcher Grenze die angenommene Stro-
mung mit den bei einer zdhigkeitsbehafteten Fliissigkeit wirklich
vorhandenen Verhéltnissen iibereinstimmt.

Alle wirklichen Fliissigkeiten besitzen die Eigenschaft der
Zahigkeit ; der Begriff einer idealen Fliissigkeit wire so zu wéhlen,
daf} sie den Grenzfall einer Fliissigkeit darstellt, wo die Zahigkeit
verschwindend klein geworden ist. Wir wissen nun, daB der Grenz-
wert emer Funktion f(x), wenn 2 gegen Null geht, nicht gleich
dem Wert der Funktion fiir « gleich Null zu sein braucht; es geniigt
also fiir den richtigen Begriff einer idealen Fliissigkeit nicht, die
Ziahigkeit einfach gleich Null zu setzen. Man mul die Zihigkeit
in den Bewegungsgleichungen beibehalten und die Stromung einer
idealen Fliissigkeit dadurch gewinnen, dafl man die Zahigkeit
verschwindend klein macht.

9.2. Gleiten auf der Grenzfliche.

Zunéchst miissen wir vor allem die Bewegung der Fliissigkeit
an der Oberfliche eines Korpers betrachten. In einer zéhen Fliissig-
keit ist die Relativgeschwindigkeit an der Oberfliche eines Korpers
Null. Der Kérper wird von einer schmalen Grenzschicht umgeben,
in der die Geschwindigkeit rasch auf einen endlichen Wert ansteigt.
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Die Dicke dieser Grenzschicht, die ihrem Wesen nach ein Wirbel-
gebiet darstellt, ist proportional 1/17 und geht mit der Zahigkeit
gegen Null. Der Grenzfall dieser Grenzschicht ist also eine Wirbel-
fliche, welche die Oberfliche des Koérpers umgibt, deren Wirbel
als Kugellager zwischen der Kérperoberfliche und der Hauptmasse
der Fliissigkeit wirken. Die Annahme einer idealen Fliissigkeit
mit einer Wirbelschicht um die Oberfliche des Kérpers stellt also
den Grenzfall einer zdhen Fliissigkeit dar, wenn die Zihigkeit
gegen Null geht; das Bestehen der Wirbelfliiche bewirkt, daB die
Losung fiir die ideale Flussigkeit die Bedingung des Festhaftens
an der Begrenzung nicht zu erfiillen braucht. Wenn ¢ die Ge-
schwindigkeit der idealen Fliissigkeit an der Oberfliche darstellt,
dann ist die Wirbelstirke der Wirbelfliche pro Lédngeneinheit
gleich ¢. Wenn man annimmt, dall eine Wirbelfliche den ganzen
Kérper umgibt, dann ist die Bedingung des Festhaftens erfiillt;
die Geschwindigkeit steigt jedoch beim Durchgang durch die un-
endlich diinne Wirbelschicht auf den Wert ¢ an; auBerhalb der
Grenzschicht sind die Bedingungen genau dieselben, als wenn die
Wirbelschicht nicht vorhanden und die Bedingung des Festhaftens
an der Begrenzung verlassen wire. Die Summe der Wirbelstérken,
die die Wirbelschicht bilden, ist gleich der GréBe der Zirkulation
um den Korper, die bei der Losung fiir die ideale Fliissigkeit auf-
tritt.

Die Grenzschicht iibertragt den Druck normal zu sich selbst
ohne Anderung; die wirkliche Druckverteilung auf der Oberflache
des Korpers ist also ebenso, wie man sie mit der Bernoullischen
Gleichung aus der Losung fiir die ideale Fliissigkeit erhilt.

Wenn man mit der Zahigkeit zur Grenze Null iibergeht, muB
man jedoch das bei der zahigkeitshehafteten Fliissigkeit wirklich
auftretende Strombild beibehalten. Bei einem Kreiszylinder zum
Beispiel 16st sich die Strémung in zwei Wirbelflichen von der
Oberfliche los, die sich in eine KArméansche WirbelstraBe ent-
wickeln, und dieses Strombild muB auch im Grenzfall beibehalten
werden. Das in 3.6 behandelte Strombild, bei dem die Fliissigkeit
glatt bis zur Riickseite des Zylinders fliefit, ist offenbar unbrauch-
bar und stellt die wirkliche Stromung, auBer vielleicht auf der
Zylindervorderseite (s. Abb. 14), auch nicht anndhernd richtig dar.
Die Stelle auf dem Zylinder, wo sich die Strémung von der Ober-
flache ablost, und die Art der entstehenden WirbelstraBle wird
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von der Zahigkeit abhingen; man kann jedoch leicht einsehen,
daB dieses Merkmal der Stromung nicht verschwinden kann, wenn
die Zahigkeit gegen Null geht. In Abb. 67 sei die Korperoberfliache
von einer Wirbelschicht umgeben; das Wirbelelement in P hat

dann die Geschwindigkeit

v S2c - >

. 3¢ langs de'r Obferflache
> (3. 4.3.5), die Wirbelele-

mente laufen also auf der

Abb. 67. Kérperoberflache stéandig
von vorn nach hinten. Diese Wirbelelemente miissen den Kérper
schlieBlich verlassen und wandern dann als Kérménsche Wirbel-
straBe weiter stromabwirts. Die Breite und Stérke dieser K 4r-
manschen Wirbelstrale wird von der Form des Kérpers abhangen;
man muB jedoch in allen Fillen eine Wirbelstrafle dieser Art
annehmen.

9.3. Joukowskis Hypothese.

Die Stromung einer idealen Fliissigkeit um ein Profil kann
man mit jeder willkiirlichen Zirkulation der Strémung um das
Profil ansetzen; in der Entwicklung der Theorie wurde jedoch
die Zirkulation um ein Profil mit scharfer Hinterkante mit Hilfe
der Joukowskischen Hypothese, daf} die Fliissigkeit am Hinter-
ende glatt abstrome, bestimmt. Mit jedem anderen Wert der
Zirkulation ware die Geschwindigkeit der Fliissigkeit an der
Hinterkante unendlich groB, und die Zahigkeitskraft kdnnte in
diesem Punkt auch dann nicht vernachlissigt werden, wenn die
Zahigkeit unendlich klein wire, denn wie klein auch der Wert
von ¥ gewdhlt wiirde, es gibe doch immer ein Gebiet in der Nahe
der Hinterkante des Profils, wo das Produkt aus » und der

Geschwindigkeitsénderung g—; groB wire. Hieraus folgt, daB die

einzige Losung fiir ideale Fliissigkeit, die wir als Grenzfall der
wirklichen Losung fiir die zéhigkeitsbehaftete Fliissigkeit ansehen
kdnnen, jene ist, welche die unendliche Geschwindigkeit an der
Hinterkante vermeidet; diese Losung wird durch die Joukowski-
sche Hypothese festgelegt.

Die Bedingung, da die Fliissigkeitsgeschwindigkeit in allen
Punkten endlich bleiben muB, kénnen wir allgemeiner als ein
Kriterium fiir die Giiltigkeit irgendeiner fiir ideale Fliissigkeit
geltenden Losung anwenden. So ist die Strémung um eine Platte
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in Abb. 43 offenbar als Grenzlosung einer wirklichen zéhigkeits-
behafteten Flissigkeit fiir verschwindende Zahigkeit unméglich;
die wirklich Strémung mufl deshalb so erfolgen, dafl sie sich
an den Enden der Strecke von der Oberfliche ablsst (Abb. 56).

Die Gréfle der Zirkulation um ein Profil, die sich nach der
Joukowskischen Hypothese ergibt, ist nicht ganz genau, da sie
den Einflu der WirbelstraBle hinter dem Profil vernachléssigt.
Die Stromung an der Unterfliche des Tragfliigels, langs der der
Druck gegen die Hinterkante zu abnimmt, wird stetig zur Hinter-
kante laufen und dort glatt abgehen; die Strémung auf der Ober-
seite, laings welcher der Druck gegen die Hinterkante zunimmt,
wird sich von der Oberfliche ablésen, ehe sie die Hinterkante
erreicht hat, und wird dort die obere Grenze des Wirbelgebiets
bilden. Die wirkliche Zirkulation wird also um einen geringen
Betrag kleiner sein, als sie sich aus der Joukowskischen Hypo-
these ergibt. Es zeigt sich jedoch, dafl Profile von guter Form
bei kleinen Anstellwinkeln einen auflerordentlich kleinen Form-
widerstand (8. 9.5) besitzen, und daf das Wirbelgebiet zu schwach
und zu schmal ist, um eine merkbare Wirkung auf die Zirkulation
auszuiiben. Bei groBlen Anstellwinkeln ist das Wirbelgebiet von
groBerem EinfluB, da sich die Stromung dann eher von der Ober-
flache des Profils ablést. Die Joukowskische Hypothese verliert
dann ihre Giiltigkeit vollstéindig, der Auftrieb steigt nicht mehr
mit dem Anstellwinkel und das Profil erreicht seinen kritischen
Winkel. In diesem Gebiet gilt die Tragfliigeltheorie des VII. Kapi-
tels nicht mehr; das Profil ist als stumpfer Kérper anzusehen, und
der wichtigste Zug der Strémung ist weit mehr das Wirbelgebiet
als die Zirkulation.

Im gewdhnlichen Arbeitsbereich eines Tragfliigels kann man
mittels der Jouk o wskischen Hypothese die Zirkulation mit grofer
Genauigkeit bestimmen; diese Bestimmung héngt nicht vom ge-
nauen Wert der Zahigkeit ab, den man nur sehr klein anzunehmen
braucht. Es ist deshalb in diesem Bereich keine nennenswerte
MaBstabswirkung fiir den Auftrieb eines Profils zu erwarten. Wenn
man sich jedoch dem kritischen Winkel nahert, dann 16st sich die
Strémung auf der Oberseite des Profils ab und bildet ein breites
Wirbelgebiet; dann kann eine erhebliche Mafstabwirkung auf-
treten, da die Natur des Wirbelgebiets von der Reynoldsschen
Zahl der Stromung abhéngen wird.
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9.4. Ursprung der Zirkulation.

Der Vorgang, durch den die Zirkulation um ein Profil beim
Anfahren aus der Ruhe entsteht, bietet gewisse theoretische
Schwierigkeiten, denn in einer idealen Fliissigkeit wire dieser
Vorgang unmdéglich; man muf} deshalb wieder den Grenzfall be-
trachten, in dem die Zahigkeit gegen Null geht. Bei auBerordent-
lich kleinen Geschwindigkeiten, wenn das Profil aus der Ruhe
anfiahrt, wird sich die Strémung in der Nihe der Hinterkante wie
in Abb. 68 (a) aushilden mit einem Staupunkt S auf der Oberseite
in gewissem kleinen Abstand von der Hinterkante. Wenn die Um-

S o

a ADbb. 68 b

stromungsgeschwindigkeit ansteigt, dann kénnen die Stromlinien
der Unterflache wegen der Zahigkeitskrifte, die durch den hohen
Geschwindigkeitsabfall hervorgebracht werden, nicht mehr um
die Hinterkante herumflieBen; die Strémung l6st sich von der
Hinterkante los und bildet zwischen der Hinterkante und dem
alten Staupunkt S einen Wirbel, wie Abb. 68 (b) zeigt. Wenn
dieser Wirbel eine gewisse GroéBe erreicht hat, 16st er sich vom
Profil los und wandert

8
im Wirbelgebiet strom-
z P OF ¢ abwirts. DieZirkulation
A\ == umirgendeine weiteXKon-
v tur ABCD (Abb. 69), die
AbD 69, das Profil urspriinglich

umgab, war anfangs Null
und muB auch Null bleiben; da diese Kontur jetzt den Wirbel £
einschlieBt, mul3 eine Zirkulation Z um das Profil vorhanden
sein, die der Zirkulation um den Wirbel I genau entgegengesetzt
gleich ist. Im Laufe der Zeit wandert der Wirbel £ weit strom-
abwirts, wo er die Strémung um den Tragfliigel nicht mehr
beeinflussen kann; das Profil befindet sich dann in einem sta-
tiondren Strom, der eine Zirkulation um das Profil besitzt.
Das Vorhandensein des Wirbels E in den ersten Stadien der
Bewegung kann man versuchsmifBig in sehr einfacher Weise da-
durch nachweisen, daB3 man eine ebene Platte in Wasser taucht
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und sie ruckweise in einer Richtung bewegt, die unter einem
kleinen Winkel gegen ihre Oberfliche geneigt ist. Wenn sich die
Stromung nicht ruckweise, sondern langsam entwickelt, dann
werden von der Hinterkante eine ganze Reihe von Wirbeln ab-
gehen; die obige Uberlegung bleibt jedoch giiltig, und die ent-
stehende Zirkulation um den Tragfligel ist ihrer GriéBe nach
gleich der Summe der abgegangenen Wirbelstérken.

Allgemein ist die GréBe der Zirkulation um ein Profil durch
die Stirke der Wirbel bestimmt, die in den Anfangsstadien der
Bewegung oder zu irgendeiner Zeit ausgesandt wurden, wo sich
die Geschwindigkeit oder die Lage &nderten; sie ist jedoch auBer-
dem kleinen Schwankungen unterworfen. Die Wirbel der Grenz-
schicht wandern stromabwirts in das Wirbelgebiet und bilden
eine Kdrméansche Wirbelstrale; um dieses System aufrecht-
zuerhalten, werden abwechselnd von der Ober- und Unterfliche
Wirbel von entgegengesetztem Vorzeichen ausgesandt. Da die
Summe der Zirkulation um das Profil und alle Wirbel des Wirbel-
gebietes Null sein mulf}, so folgt, daf die Zirkulation um das Profil
zwischen den Grenzen Z -+ £ k schwanken muf}, wenn Z die mitt-
lere Zirkulation und % die Stéirke der Wirbelstralle bedeuten. Fiir
ein gutes Profil ist bei kleinem Anstellwinkel das Wirbelgebiet
klein und schwach, und die Zirkulation um das Profil praktisch
konstant; wenn sich die Lage des Profils dem kritischen Winkel
nahert oder diesen iiberschreitet, dann kann die GréBe der Zirku-
lationsschwankung einen erheblichen Teil der mittleren Zirkulation
ausmachen.

9.5. Der Widerstand eines Profils.

Bei der Entwicklung der Theorie des Auftriebs eines Profils
wurde der Widerstand vollstindig vernachlissigt; dieses Vorgehen
wird nur durch die Tatsache gerechtfertigt, dall der Widerstand
einen so kleinen Bruchteil des Auftriebs darstellt, daB die zur
Erkldrung des Widerstandes nttige Ab#nderung der Stromung
keinen merklichen Einflul auf die Eigenschaften der Stromung
ausiibt, die den Auftrieb bestimmen. Die Methode wird offenbar
ungiiltig in der Néhe des kritischen Winkels, wo der Widerstand
infolge der Entwicklung eines starken Wirbelgebiets rasch an-
wichst, und ebenso in der Nahe des Winkels, bei dem kein Auf-
trieb eintritt, da dort Auftrieb und Widerstand von gleicher
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GroéBenordnung sind. Da der Widerstand von der Zahigkeit ab-
hiéngt und sich mit der Reynoldsschen Zahl der Strémung &ndert,
so ist sowohl in der Nahe des Winkels, bei dem kein Auftrieb ein-
tritt, als auch in der Nahe des kritischen Winkels eine MaBstabs-
wirkung auf den Auftrieb zu erwarten.

Der Widerstand eines Profils in zweidimensionaler Strémung
heiBt Profilwiderstand, da er wesentlich von der Gestalt des Profils
abhingt. Diesen Profilwiderstand kann man in zwei Teile zer-
legen, den Formwiderstand, der mit der Wirbelstrafle hinter dem
Profil zusammenhéngt, und den Reibungswiderstand an der Ober-
flache des Profils. Eine Messung der Druckverteilung an der Ober-
flache des Profils kann den Auftrieb und den Formwiderstand
liefern ; den Reibungswiderstand kann man jedoch auf diese Weise
nicht bestimmen.

Der Profilwiderstandsbeiwert eines guten Profilquerschnittes
ist auBerordentlich niedrig; die folgende Tabelle gibt die Werte
der kleinsten Profilwiderstandsbeiwerte einiger Profilquerschnitte
fir die Reynoldssche Zahl B = 2,5 - 105, bei der der Reibungs-
widerstandsbeiwert einer ebenen Platte 0,0116 betrigt. Im Falle
eines dilnnen, symmetrischen Querschnitts, Géttingen 443, wurde
bei R =4 - 105 ein Profilwiderstandsbeiwert von 0,0054 erreicht,
also nur die Halfte des Reibungswiderstandsbeiwertes einer Platte
bei demselben Wert der Reynoldsschen Zahl.

Tabelle 9. Kleinste Profilwiderstandsbeiwerte,

RAF 15 0,0116
RAT 25 0,0080
RAF 30 0,0112

Diese Versuchswerte rechtfertigen die Annahme, die bei der
Entwicklung der Tragfltigeltheorie gemacht wurde, dafi der Wider-
stand im gewohnlichen Anstellbereich im Vergleich zum Auftrieb
verschwindend klein ist. Es zeigt sich auch, dafl der Profilwider-
stand eines Tragfliigelprofils kleiner sein kann als der Reibungs-
widerstand einer ebenen Platte mit der gleichen Sehnenlénge. Der
Formwiderstand mufl also auBerordentlich klein sein; man kann
deshalb das Wirbelgebiet mit gutem Gewissen vernachléssigen
und die GréBe der Zirkulation nach der Joukowskischen Hypo-
these bestimmen.
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X. Der Tragtliigel in drei Dimensionen.
10.1. Zirkulation und Rotation.

Die fir zwei Dimensionen aufgestellte Definition der Zirku-
lation um eine geschlossene Kurve als Integral der Tangential-
komponente der Geschwindigkeit um die Kurve herum kénnen
wir sofort auf den allgemeinen Fall dreidimensionaler Strémung
ausdehnen, indem wir die Beschrinkung fallen lassen, daf die
Kurve in einer bestimmten Ebene liege. Wenn man irgendein von
dieser Kurve umschlossenes Flachenstiick durch eine Schar sich
schneidender Linien in ein Netzwerk auflost, kann man zeigen,
daB die Zirkulation um diese Kurve gleich der Summe der Zirku-
lationen um die von dem Netzwerk gebildeten Elementarfléchen ist.

Die Rotation eines Fliissigkeitselementes war fiir zweidimen-
sionale Bewegung als die doppelte Winkelgeschwindigkeit des Ele-
ments definiert (s. 4.3). Diese Definition behalten wir in dem
allgemeineren Fall dreidimensionaler Strémung bei, nur kann jetzt
die Drehachse beliebig gerichtet sein. Wenn wir immer in Richtung
der Drehachse aufeinanderfolgender Fliissigkeitsteilchen weiter-
gehen, erhalten wir eine gekriimmte Linie, deren Richtung in
jedem ihrer Punkte mit der Drehachse des entsprechenden Fliissig-
keitspunktes zusammenfillt. Bine solche Linie heiflt Wirbellinie.

Die Wirbellinien, die durch den Umfang einer kleinen ge-
schlossenen Kurve € hindurchgehen, bilden die Oberfldche einer
Wirbelrshre, zu der € ein Querschnitt ist. Wenn in diesem Quer-
schnitt die Rotation 2 w ist, und wenn man den Querschnitt senk-
recht zur Achse der Réhre annimmt, dann ist die Zirkulation Z
um die Kurve C gleich 2w#, namlich das
Produkt aus Rotation und Fliche. Wenn
man den Querschnitt so wihlt, daB seine
Normale unter dem Winkel ¢ gegen die
Réhrenachse geneigt ist, dann wird die Fliche
auf F/cos ¢ vergroBert, die Komponente der
Winkelgeschwindigkeit um die Normale des T
Querschnittes wird jedoch auf w cos ¢ ver- Abb. 70.
kleinert; die Zirkulation, die ja das doppelte
Produkt aus diesen beiden GroBen darstellt, bleibt also un-
gedndert. Die Zirkulation um eine kleine Kurve, die auf der
Oberflache der Wirbelrshre liegt, wird Null sein, da ja die Kompo-

e
/) N
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nente der Winkelgeschwindigkeit senkrecht zur Rdéhrenfliche
Null ist.

Wenn man auf der Oberfliche einer Wirbelrhre eine Kurve
zeichnet, wie Abb. 71 angibt, dann ist die Zirkulation um diese
Kurve Null. Wenn nun F(4B) den Beitrag des Integrals lings
einer Kurve AB bezeichnet, kann man dieses
Ergebnis in der Form ausdricken:

F(PQR)+F(RR)+F(RQP') +F(P'P)=0;

wenn PP’ und RR’ zusammenfallen, dann
wird

7
Abb. 71.

F(PQR) = F(P'Q'R').

Die Zirkulation hat also fiir alle Kurven, die
die Wirbelrshre umschlieBen, denselben Wert. Der Wert Z dieser
Zirkulation heifit Stdrke der Wirbelréhre.

10.1.1. Den Begriff der Wirbellinie erhalt man aus dem einer
Wirbelrohre, wenn man die Querschnittsfliche der Réhre gegen
Null gehen 1a8t, wiahrend ihre Stidrke Z ungedndert bleibt. Die
Wirbellinie bei dreidimensionaler Stréomung entspricht der Wirbel-
geraden bei zweidimensionaler Strémung; wiahrend diese aber eine
gerade Linie von unendlicher Lange senkrecht zu der Ebene dar-
stellt, in der die zweidimensionale Strémung stattfindet, kann
eine Wirbellinie im allgemeinen irgendeine Kurve sein. Die Zirku-
lation um irgendeine geschlossene Kurve ist gleich der Summe
der Wirbelstirken aller Wirbellinien, die irgendeine von dieser
Kurve begrenzte Fliche durchstoBen; hieraus folgt, dal eine
Wirbellinie nicht in der Fliissigkeit endigen kann. Sie muf} ent-
weder eine geschlossene Kurve bilden oder an einer festen Be-
grenzung aufhoren!. KEine Wirbellinie entspricht genau einem
elektrischen Strom fithrenden Draht; die Starke der Wirbellinie
entspricht der Stdrke des elektrischen Stromes, die induzierte
Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt entspricht der vom elek-
trischen Strom hervorgerufenen magnetischen Kraft.

1 In Wirklichkeit héren die Wirbellinien an den Begrenzungen auch
nicht auf, sondern sie laufen an den Begrenzungen entlang und miissen
sich schliefllich (genau wie ein elektrischer Stromkreis) irgendwie wieder
schlieBen, Die oben beniitzte, streng genommen unrichtige Ausdrucks-
weise ist jedoch in vielen Lehrbiichern zu finden.



Zirkulation und Rotation. 113

10.1.2. Die von einem Element einer Wirbellinie in einem
Punkte P induzierte Geschwindigkeit ist durch die Gleichung

estimmt?! P
de — Zds . ”
c= Ssing, .
. ot A 4
wo Z die Stirke und ds ein Léingen- £< a5
element der Wirbellinie, r die Ent- Abb. 72.

fernung des Punktes P von dem Element und ¢ den Winkel
zwischen der Richtung des Elements und seiner Verbindungslinie
mit dem Punkt P darstellen. Die Geschwindigkeit d¢ steht senk-
recht zu der Ebene durch 7 und ds, und zwar besitzt sie denselben
Drehsinn um die Wirbellinie wie die Zirkulation Z.

Ein Element ds einer Wirbellinie kann jedoch nicht fiir sich
allein bestehen; die Gleichung ist deshalb eigentlich nur zur
Integration der Gesamtwirkung einer vollstindigen Wirbellinie zu
beniitzen. Haufig kann

man jedoch eine Wirbel- /;

linie aus einer Anzahl 5

von geraden Stiicken 3 Vi
aufbauen; es ist daher A ) s

niitzlich, die durch eine Abb. 73.

Wirbellinie von endlicher Lange AB induzierte Geschwindigkeit
zu bestimmen. Wenn PN, die Normale von irgendeinem Punkt P
auf die Strecke 4B, die Lénge % besitzt, und wenn @ ein be-
liebiger Punkt der Wirbellinie ist, dann wird die von dem bei @
gelegenen Element ds im Punkt P induzierte Geschwindigkeit:

__Z-hds

.ds .
== ———= SIn _
472 ¥ 4mrd

de

Sie steht senkrecht auf der Ebene PAB. Wenn nun ¢ den Winkel
N PQ bezeichnet, kann man das Lingenelement ds folgendermafien
ausdriicken:

hdvy

cos?y

ds = d(htgy) =
Hiermit erhalten wir

Z
de = inh cosydy.

1 Siehe Lamb: Hydrodynamik, §149.
Glauert-Holl, Luftschrauben. 8
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Die insgesamt von der Wirbellinie 4B induzierte Geschwindigkeit
erhalten wir durch Integration von ¢ =— (% — cx> bisy = <12t- — ﬁ) ,
wo & und f die Winkel PAB bzw. PBA sind. Es wird also schlie§3-
lich

Z
¢ = m(coszx + cosf).
Wenn die Wirbellinie unendlich lang ist, erhalten wir daraus
_Z
¢ == %}; .

Das stimmt mit der Gleichung fir die induzierte Geschwindigkeit
einer Wirbelgeraden im Zweidimensionalen iiberein.

Wir wollen uns hier auch anmerken, daf} die in der Lotebene
» durch den Punkt NV induzierte Geschwin-
digkeit einer Geraden, die im Punkte N
anfangt und nur nach einer Richtung ins

o 5 Unendliche lauft, gegeben ist durch

z

Abb. 74, - Z

4xh”

Dieses Ergebnis wird bei der Entwicklung der Tragtliigeltheorie
wiederholt beniitzt.

10.2. Das Wirbelsystem eines Tragfliigels.

Bei der Behandlung des Problems eines Tragfliigels mit end-
licher Spannweite machen wir die Annahmen, daf} die Sehne des
Tragfligels klein im Vergleich zu seiner Spannweite ist, daf wir
die Spannweite als geradlinig und rechtwinklig zur Stromungs-
richtung ansehen diirfen und daf der Tragfliigel nach beiden
Seiten in bezug auf den Halbierungspunkt der Spannweite sym-
metrisch ist. Abgesehen von diesen Beschrinkungen kénnen sich
die Sehne, der Anstellwinkel und die Form des Tragfliigels in
beliebiger Weise tiber die Spannweite dndern.

Wenn der Tragfliigel einen Auftrieb erfihrt, mufl eine Zirku-
lation der Stromung um die Profilquerschnitte vorhanden sein;
es lauft also eine Wirbellinie oder ein Wirbellinienbiindel an der
Spannweite des Tragfliigels entlang. Diese Wirbellinien, die sich
mit dem Tragfliigel bewegen, heifien die gebundenen Wirbellinien
des Tragfliigels; sie werden durch die Grenzschicht oder Wirbel-



Das Wirbelsystem eines Tragfliigels. 115

fliche gebildet, die die Oberflache des Tragfliigels umgibt. In
Ubereinstimmung mit der allgemeinen Theorie kénnen diese Wirbel
nicht an den Enden des Tragfliigels aufhdren, sondern miissen
sich als freie Wirbellinien in der Fliissigkeit fortsetzen. Es wird
auch jedes Fliissigkeitselement, das durch die Berithrung mit dem
gebundenen Wirbelsystem des Tragfliigels eine Wirbelbewegung
erhalten hat, mit der Hauptmasse der Fliissigkeit stromab-
wirts schwimmen, so da3 also

an der Oberfldche des Tragfliigels

freie Wirbellinien entspringen,

und, wie in Abb. 75 gezeichnet, —>
langs der Stromlinien stromab-

warts laufen. Diese Wirbellinien
heilen freie Wirbelenden des
Tragfliigels.

Das Wirbelsystem wird weit hinter dem Tragfliigel durch einen
parallel zur Spannweite liegenden Querwirbel vervollstandigt, der
den zu Beginn der Bewegung von der Hinterkante abgehenden
Anfahrwirbel darstellt (s. 9.4). Fiir alle praktischen Zwecke kann
man jedoch annehmen, da8 die freien Wirbelenden unbegrenzt weit
stromabwérts gehen.

10.2.1. Das einfachste Wirbelsystem tritt dann auf, wenn die
Zirkulation um den Tragfliigelquerschnitt iiber die ganze Spann-
weite konstant ist. Man kann dann das gebundene Wirbelsystem
als eine einzige Wirbellinie von der Stirke Z auffassen; die freien
Wirbelenden sind dann zwei Wirbellinien

Abb. 75.

gleicher Stéirke, die an den Enden des S
Tragfliigels entspringen und in Richtung “|* Z
der Stromlinien stromabwérts gehen. Diese »
Wirbellinien werden infolge der Verschie- Abb\ .

denheit der Abwirtskomponente der Ge-
schwindigkeit in verschiedenen Entfernungen hinter dem Trag-
fliigel gekriimmt sein; fiir die meisten Zwecke ist es jedoch ge-
niigend genau, sie als gerade Linien parallel zur Bewegungs-
richtung anzunehmen. Auf diese Weise erhilt man den ein-
fachen Begriff eines ,,Hufeisenwirbels”, den Abb. 76 zeigt.

Das tatsichliche Wirbelsystem eines Tragfliigels ist verwickelter
als dieses einfache System, weil die Zirkulation nicht iiber die
Spannweite konstant bleibt, sondern gewdhnlich in der Mitte

8%
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ein Maximum besitzt und gegen die Enden bis auf Null abnimmt.
Man kann aber jede Zirkulationsverteilung iiber die Spannweite
durch Ubereinanderlagern einer Anzahl der einfachen Hufeisen-
wirbel aufbauen; daraus ergibt sich, dafi das System der freien
Wirbelenden gewdhnlich eine an
der Hinterkante entspringende Wir-
belflache darstellt.
10.2.2. Den Ursprung des freien
Wirbelsystems kann man auch von
einem etwas anderen Gesichts-
b, 7(7‘ punkt aus betrachten. Wenn die
Auftriebsverteilungiiberdie Spann-
weite des Tragfliigels in der Mitte einen Hochstwert besitzt, dann
wird dort eine starke Druckerhdhung auf der Unterseite und eine
starke Druckverminderung auf der Oberseite eintreten; diese
Druckdifferenzen werden gegen die Fliigelspitzen hin abnehmen
(Abb. 78). Als Folge dieser Druckverteilung
- werden die Stromlinien auf der Oberseite
~—_*+_ " nach der Mitte hin und auf der Unterseite
nach auBen streben. Wenn diese Stromlinien
die Hinterkante {iberschreiten, bilden sie eine
Unstetigkeitsfliche (Abb. 79); die freien Wirbelenden des Trag-
fliigels stellen dann die Wirbelstarke dieser Unstetigkeitsfliche dar.

\/ \/

>

.

Abb. 78.

) J -
F ; .
A AN —
0. 0. 00 .
Abb. 79. Abb. 80.

10.2.3. Die Unstetigkeitsfliche, die durch die freien Wirbel-
enden dargestellt wird, ist instabil und rollt sich in zwei Wirbel-
réhren auf, die mit einer etwas kleineren Entfernung als der Spann-
weite stromabwirts laufen (s. 12.4). Das System der freien Wirbel-
enden entspricht deshalb dem in Abb. 80 gezeichneten Bildl. Der
EinfluB des Systems der freien Wirbelenden in der Nahe des Trag-

1 Dieses Wirbelsystem wurde von Lanchester vorausgesagt: Aero-
dynamik, 1908.
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fliigels wird mit genitigender Genauigkeit durch die Annahme er-
faBt, daB} die einzelnen Wirbellinien, die an der Hinterkante des
Tragfliigels entspringen, als gerade Linien stromabwérts laufen.
Fir Punkte des Wirbelgebiets ist es jedoch genauer, einen Huf-
eisenwirbel anzunehmen, dessen Spannweite etwas kleiner ist als
die des Tragfliigels; fiir Punkte, die vom Tragfliigel und dem
Wirbelgebiet weiter entfernt sind, sind beide Darstellungen mit
gleicher Genauigkeit brauchbar.

10.3. Die induzierte Gesehwindigkeit.

Infolge des Einflusses des Systems der abgehenden Wirbel-
enden unterscheidet sich die Strémung um irgendeinen Quer-
schnitt des Tragfliigels von der Stromung, die sich bei zweidimen-
sionaler Umstrémung des Profils einstellen wiirde. Die induzierte
Geschwindigkeit dieses Wirbelsystems steht senkrecht zur Spann-
weite des Tragfliigels und zur Bewegungsrichtung; sie ist im all-
gemeinen nach abwirts gerichtet. Die induzierte Abwéarts-
geschwindigkeit oder Stérungsgeschwindigkeit in einem Punkt
des Tragfligels soll mit ¢;,! bezeichnet werden; sie sei klein im
Vergleich zur Geschwindigkeit ¢, des allgemeinen Stroms. Die

A €a
N €,

c
P
12 cg

Abb. 81,

Wirkung der induzierten Geschwindigkeit ist dann gleichwertig
einer Verkleinerung des Anstellwinkels des Tragfliigelquerschnittes

um den kleinen Winkel — % (Abb. 81); wenn & den geometrischen

Anstellwinkel des Profils bezelehnet dann wird der wahre Anstell-
winkel ¢
By = O — E—") .

0
Genau genommen miifite man die induzierte Geschwindigkeit als
lings der Profilsehne veriéinderlich betrachten, wo sie eine Ande-
rung der effektiven Wolbung des Profils herbeifiihrt; die Theorie
cines Tragfliigels endlicher Spannweite kann jedoch mit geniigender

1 Der Index O von ci soll die Verhidltnisse auf der tragenden
Linie selbst bezeichnen.
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Genauigkeit unter der Annahme entwickelt werden, da die Sehne
des Profils klein und die induzierte Geschwindigkeit lings der
Sehne konstant ist. Die Geschwindigkeitskomponente parallel zur
Spannweite des Tragfliigels wird bei der Entwicklung der Theorie
ebenfalls vernachlissigt, da diese Komponente, auBer vielleicht
an den Enden des Tragfliigels, klein und unwichtig ist.

Der Tragfliigelquerschnitt verhilt sich genau so, als ob er zu
einem Tragfliigel mit unendlicher Spannweite mit dem Anstell-
winkel &, gehorte; er gibt den Auftriebsbeiwert {, und den Profil-
widerstandsbeiwert {,,, die der zweidimensionalen Strémung bei
diesem Anstellwinkel entsprechen Die Auftriebskraft ist jedoch

um den kleinen Wlnkel —2 nach riickwirts geneigt und gibt des-

halb eine Komponente in Rmhtung der Widerstandskraft. Diese
Komponente heifit induzierter Widerstand, da sie durch die in-
duzierte Geschwindigkeit der abgehenden Wirbelenden verursacht
wird. Der induzierte Widerstandsbeiwert des Profils ist

Ca
Cwi = z@'é-ug
0

der Gesamtwiderstandsbeiwert des Tragfliigelquerschnittes als
Teil eines Eindeckers ist

C pr ™ 7 Clo é—a

Die Arbeit, die der induzierte Widerstand an der Fliissigkeit
leistet, erscheint wieder als die kinetische Energie des Systems
der abgehenden Wirbelenden, die mit der Zeit immer ldnger
werden.

Da sich der Tragfliigelquerschnitt genau so verhilt wie bei
zweidimensionaler Strémung, so tritt bei irgendeinem bestimmten
Wert des Auftriebsbeiwertes keine Anderung des Momenten-
beiwertes oder der Lage des Druckpunktes ein.

Die Eigenschaften eines Eindeckers sind bestimmt, wenn man die
induzierte Storungsgeschwindigkeit ¢;, und den wahren Anstell-
winkel &, fiir jeden Punkt der Spannweite feststellt, dazu die ent-
sprechenden elementaren Auftriebs- und Widerstandskrifte be-
stimmt und dann {iber die Spannweite des Tragfliigels integriert.
Der erste Schritt bei der Berechnung der Eigenschaften eines
Eindeckers ist deshalb die Bestimmung der induzierten Geschwin-
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digkeit fiir einen Punkt des Tragfliigels als Funktion der Stirke
der abgehenden Wirbelenden.

10.3.1. Das einfachste System abgehender Wirbelenden tritt
auf, wenn die Zirkulation tiber die Spannweite den konstanten
Wert Z besitzt. Dieser Fall gleichméfBiger Belastung, der dem
einfachen ,,Hufeisenwirbel”“ entspricht, stellt nicht die wahren
Verhéltnisse irgendeines wirklichen Tragfliigels dar; wir beniitzen
ihn hier nur als einfaches Beispiel fiir die Berechnung der induzierten
Geschwindigkeit.

Den Auftrieb des Tragfliigels mit der Fliche # und der Spann-
weite b kann man in den Formen

Py =38 Foc=bocZ

ausdriicken ; wir erhalten hieraus ¥

r 1.
Z:%é'ac():’g‘ga't'c(h

wo £ die mittlere Sehne des Trag- = 7 z
fligels darstellt. Das System der z
abgehenden Wirbelenden besteht

einfach aus zwei von den ¥ligel-

enden abgehenden Wirbeln von ibb -

der Stirke Z; wenn wir das

normale Koordinatensystem (Abb. 82) mit dem Anfangspunkt in
der Mitte des Tragfliigels einfiihren, dann wird die in einem Punkt
des Tragfliigels induzierte Geschwindigkeit:

. 7 7 Z b
W= N T aape
”(5 ~1) ”(5 + -’/) <§> —Y
oder
e, & b2
- TURNE s
¢, 8zl (%) o

wo 4 das Seitenverhiltnis —?— des Tragfliigels bedeutet. Die

induzierte Geschwindigkeit ¢;; hat in diesem Falle in der Mitte
des Tragfliigels ein Minimum und steigt an den Enden des Trag-
fliigels auf Unendlich an; wegen dieser tiberm#Bigen Geschwindig-
keit kann der einfache , Hufeisenwirbel” fiir keinen Tragfliigel
die Verhaltnisse richtig darstellen.
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10. 3.2. Im allgemeinen wird sich die Zirkulation Z um einen
Tragfliigel {iber die Spannweite &ndern; sie wird symmetrisch in
bezug auf den Mittelpunkt sein und an den Enden auf Null ab-
fallen. Zwischen den Punkten y und y 4 dy nimmt die Zirkulation

um den Betrag — ccll—jdy ab; es mull also vom Element dy der

Spannweite ein freier Wirbel von
dieser Stirke nach hinten ab-
gehen, wie Abb. 83 zeigt. Es ist
deshalb eine Flache von abgehen-
den Wirbelenden vorhanden, die
sich tiber die Spannweite erstreckt;
die induzierte Geschwindigkeit er-
gibt sich als Summe der Wirkungen aller abgehenden Wirbel
dieser Fliache. Die induzierte Geschwindigkeit im Punkte y, des
Tragfliigels ist

4
Abb. 83.

b
e

dZ
o (Y1) = iz (y — )

b

_1|a
4n) Y~y
b

2

Eine zweite Gleichung kann man auf eine andere Art ableiten.

7 Das Element dy des Tragfliigels

z kénnen wir als Elementartrag-

fliigel mit der konstanten Zirku-

- 9 lationZund einem entsprechenden

Paar freier Wirbelenden von der
Starke Z ansehen. Die indu-
zierte Geschwindigkeit im Punkt

z
Abb. 84. y, des Tragfliigels ist
Z Z
daol) =~y Ty T =

o Zdy .
- da(y —y,)?°
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wenn wir idber die Spannweite integrieren, wird
b

Y
1 Zdy
Cio (1) = Tin) Gy
b

2

Man kann zeigen, daf die Gleichung dem oben erhaltenen
Ergebnis gleichwertig ist; denn wenn man partiell integriert, wird

[ fdzdy'
1 z dy

C: = —— — } —

io (42) 4x Y- T Y — Y.

Hierin verschwindet aber das erste Glied, da Z an den Fligel-
enden Null ist.

Fiir die meisten Zwecke ist die beste Gleichung fiir die Sto-
rungsgeschwindigkeit am Tragfliigel:

+£
2

_b

+—

Die Auswertung des Integrals verlangt jedoch einige Vorsicht,
da der Integrand im Punkt y = y; unendlich groB wird. Der Wert

des Integrals ist so zu bestimmen, dall man von — % bis y; — ¢

und von g, -+ & bis - integriert und dann mit ¢ zur Grenze Null geht.

XI. Der Eindecker.
11.1. Grundgleichungen.

Wenn Z die Zirkulation um irgendeinen Querschnitt des Trag-
fliigels bezeichnet, dann ist die Storungsgeschwindigkeit durch die

Gleichung bestimmt:
+_§.
2
~dZ
dy
Yy’

dy
1
Cio (Y1) = in

NN

rof o
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das typische Tragfliigelprofil erfahrt dann einen Auftrieb, welcher
in zweidimensionaler Strémung bei dem wahren Anstellwinkel
Cig
Gg =& — 22

0 Co

auftreten wiirde. Die Richtung der Wirkungslinie dieser Kraft
wird um den kleinen kael —® nach riickwirts geneigt (s. Abb. 81);

der Widerstand des Tragﬂugels setzt sich jetzt aus Profilwider-
stand und induziertem Widerstand (letzterer das Produkt aus

2% und dem Auftrieb des Profils) zusammen.

Wenn man nun die Winkel & und &, von der Lage aus mift,
in der kein Auftrieb auftritt, dann wird der Auftriebsbeiwert

é‘a =y Xy,
wo a, die Neigung der Xurve des Auftriebsbeiwertes in Abhéngig-

keit vom Anstellwinkel bei zweidimensionaler Stromung darstellt.
Die Zirkulation um das Profil ergibt sich zu

Zo=3Lo-tco=%ap-t(co — C) -

Dies ist eine zweite Gleichung, die die Zirkulation Z mit der
Stérungsgeschwindigkeit ¢;, verkniipft. Mittels dieser zwei Glei-
chungen ist es moglich, die Zirkulation und die Quergeschwindig-
keit fiir einen beliebigen Tragfliigel in Abhéngigkeit von der Sehne
und dem Anstellwinkel der Tragfliigelquerschnitte, die sich iiber
die Spannweite dndern kénnen, darzustellen.

Genau genommen miiite man die Gréfe a, als abhéngig von
der Form des Tragfligelquerschnittes ansehen; die Theorie eines
Profils in zweidimensionaler Strémung hat jedoch gezeigt, dafB
a, tir alle praktisch vorkommenden Profile ungefdhr gleich 2 =
ist, so daB man die Verinderlichkeit von a, ohne merkliche Ein-
buBe an Genauigkeit vernachlassigen kann. Da ein Profil aber
vom theoretischen Wert a, = 2 7 abweichen kann, so soll fiir die
Theorie des Tragfliigels von endlicher Spannweite a, als Neigung
der Kurve des Auftriebsbeiwertes in Abhéngigkeit vom Anstell-
winkel bei zweidimensionaler Stromung beibehalten werden; der
Wert a, = 27 soll nur in Zahlenbeispielen fiir die allgemeinen
Gleichungen verwendet werden.

Wenn die Zirkulation Z und die induzierte Quergeschwindig-
keit ¢; irgendeines Eindeckers bestimmt sind, dann erhalt man
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den Auftrieb und den induzierten Widerstand durch Auswerten
der Integrale:

11. 2. "'Losungsmethode,

Eine zweckméfige Methode fir die Inangriffnahme des Pro-
blems irgendeines Eindeckers besteht darin, die Koordinate #,
die von der Mitte des Tragfliigels lings der Spannweite nach Steuer-
bord hin gemessen wird, durch den Winkel ¢ zu ersetzen, der durch
die Gleichung definiert ist:

b .
Y= — 5 Co8Q;

Damit &ndert sich ¢ tiber die Spannweite von Backbord nach
Steuerbord von 0 bis . Die Zirkulation Z, die eine Funktion
von ¥ ist, kann man dann durch die Fourier-Reihe ausdriicken:

7 = ZbCOEAn sinn .
1

Die Werte der Koeffizienten A4, sind so zu bestimmen, dalB3 sie
mit den beiden Gleichungen fiir Z und ¢, im Einklang stehen.
Die fiir die Zirkulation Z gewahlte Reihe erfillt die Bedingung,
daf die Zirkulation an den Enden des Tragfliigels auf Null ab-
nimmt; da der Tragfliigel symmetrisch zu seinem Mittelpunkt ist,
werden nur ungerade Werte von n in der Reihe auftreten.

Die induzierte Geschwindigkeit im Punkt y; oder ¢, des Trag-
fliigels wird nun

¢ [ nd, cosn
Cig (1) = ;0 cza(p — cos;:

0
sin ng,
= Co ZnA” sin @
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T
denn cosngdy . sinny
cosp — cosy | siny

In dem beliebigen Punkt ¢ des Tragfliigels wird also
CioSINQ = ¢y 2 nAd,sinng .

Die zweite Gleichung, welche die Zirkulation und die induzierte
Geschwindigkeit verkniipft, wird

20c, ) dysinng = Lagtey o — Zdesinne]

sme
oder > A,smne (np + sing) = pasing,
wo
oyt
T 4b

Dies ist die Grundgleichung fiir die Bestimmung der Werte der
Koeffizienten 4, fiir irgendeinen Eindecker. Die Gleichung muf
in allen Punkten des Tragfliigels erfiillt sein; da aber der Trag-
fliigel symmetrisch zu seinem Mittelpunkt ist, so gentigt es, die

Werte von ¢ zwischen 0 und % zu betrachten. Der Parameter u,

der der Sehne proportional ist, und der Anstellwinkel & miissen
im allgemeinsten Fall als Funktionen von ¢ angesehen werden.

11.2.1. Auftrieb und induzierter Widerstand. Der Auftrieb und
der induzierte Widerstand eines Eindeckers bestimmen sich sehr
einfach durch die Koeffizienten der Reihe fiir die Zirkulation. Der
Auftrieb des Tragfligels ist

+P_

P,= ch()Zdy

w}w

+2

= szch(ZA sinng) sing dp
b

w[

= l wb?oc5 4,
oder durch den Auftriebsbeiwert ausgedriickt:

'A - nbz Ca
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Es zeigt sich, dafl der Auftrieb durch den Wert des Koeffizienten 4,
bestimmt ist, und daBl die anderen Koeffizienten der Reihe fiir
die Zirkulation die Form der Belastungskurve iiber die Spann-
weite beeinflussen, ohne den Gesamtauftrieb zu dndern.

Den Ausdrucki der in der Gleichung zwischen 4, und {,

ab??
vorkommt, kann man noch anders schreiben. Die mittlere
Sehne des Tragfliigels wird definiert als Quotient aus Fliche und
Spannweite; dann ist das Seitenverhiltnis definiert als Quotient
aus Spannweite und mittlerer Sehne. Fiir einen Eindecker ist also
F 1
2T i

b2
A= 7 und

Die Gleichungen, die diesen Parameter enthalten, werden wir

gewthnlich mitj% schreiben; in einigen Sonderfillen und fiir

. s . . 1
zahlenméflige Auswertung ist jedoch die zweite Form — vor-

zuziehen.
Der induzierte Widerstand des Tragiliigels ist

b
+..—
2 7
Py=focwZ dy = [b20c}(ZnA,sinng) (> A,sinnp)de
b 0
2
= sab2oci DnAl.

Man schreibt zweckmiBig
_ Sl
1+0==4",

wo O eine positive, gewdhnlich kleine GréBe ist; dann wird

P)
’ 3wbPoct
oder

b = s (L4 8 22

Den Gesamtwiderstand des Tragfliigels erhdlt man, wenn man
induzierten Widerstand und Profilwiderstand zusammenzihlt.
Wenn der Tragfliigel iiber die ganze Spannweite dasselbe Profil
und denselben wahren Anstellwinkel besitzt, dann wird der Profil-
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widerstandsbeiwert jedes Querschnittes denselben Wert ,, be-
sitzen, und der Gesamtwiderstandsbeiwert wird sein

Co=Lop + 2 (L + O 2.

Im allgemeinen werden sich das Profil und der wahre Anstell-
winkel iiber die Spannweite des Tragfliigels hin dndern; dann
erhilt man den Profilwiderstandsbeiwert als den Wert des Integrals

iy
2
1
-F—[pr-i-dy.
N
2

Diese Verfeinerung ist jedoch nur nétig, wenn sich das Profil
iiber die Spannweite des Tragfliigels erheblich &dndert.

11.2.2. Anstellwinkel. Wegen der induzierten Geschwindig-
keit ist der wahre Anstellwinkel &, irgendeines Querschnittes des
Tragfliigels kleiner als der scheinbare Anstellwinkel &, und der
Tragfliigel gibt deshalb einen geringeren Auftrieb als in zwei-
dimensionaler Strémung bei dem Anstellwinkel ®. Die Werte der
Koeffizienten 4, und im besonderen der von A, werden in Ab-
hingigkeit vom Anstellwinkel aus der Grundgleichung bestimmt:

DA, sinng(np + sing) = posing .

Da A, auch dem Auftriebsbeiwert {, proportional ist, haben wir
damit eine Beziehung zwischen dem Auftriebsbeiwert und dem
Anstellwinkel des Tragfligels. Die Neigung ¢ der Kurve des
Auftriebsbeiwertes in Abhéngigkeit vom Anstellwinkel ist kleiner
als der Wert a,, der bei zweidimensionaler Stromung um das
Profil auftreten wiirde.

Die Beziehung zwischen Auftriebsbeiwert und Anstellwinkel
nimmt eine einfache Form an, wenn der Tragfliigel iiber die ganze
Spannweite einen konstanten Anstellwinkel besitzt. Die Koeffi-

zienten A, sind dann dem Anstellwinkel « einfach proportional,
und die Gleichung

lefert sofort
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Der Anstellwinkel & {ibertrifft den Anstellwinkel o, bei zwei-
dimensionaler Stréomung, die denselben Auftriebsbeiwert liefern
wiirde, um den Winkel

&K — &g = Ca(i_i>
a  a

Es ist zweckmabig, dieses Ergebnis in einer dhnlichen Form zu
schreiben wie die Gleichung fiir den Widerstand des Tragfliigels:

06=50+;r%(1+r)5a;
WO

4, )

Im allgemeineren Fall eines verwundenen Profils verdndert
sich der Anstellwinkel « iiber die Spannweite und 138t sich in der
Form ausdriicken:

ab?(1 1 o al
=" ()

a=a-+f(@),

wo & den Anstellwinkel des Profils in der Mitte bedeutet. Die
Werte der Koeffizienten A4, erhalten wir dann in zwei Anteilen
aus der Grundgleichung; der erste ist proportional &, der zweite
davon unabhingig. Der Auftriebsbeiwert des Tragfliigels hat daher

die Form B
la=ax + k.

11.3. Elliptische Auftriebsverteilung.

Der Auftrieb und der induzierte Widerstand eines Tragfliigels
ergaben sich in den Formen

P, = inb%pci4,,
P, = tnboci DnAl.

Wenn ein Tragfliigel von bestimmter Spannweite bei der Ge-
schwindigkeit ¢, den Auftrieb P, ergibt, dann hat der Koeffizient
A; einen bestimmten Wert, der von der Form des Tragfliigels
unabhiingig ist; der induzierte Widerstand wird ein Minimum
sein, wenn alle anderen Koeffizienten A, in der Reihe fiir die

Zirkulation Null sind. Die Zirkulationsverteilung iiber die Spann-
weite wird dann einfach

Z =2bcy- 4, - singp = 2bcoA1V1 ——(—3;)2——2.
3
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Die GréBe der Zirkulation in irgendeinem Punkt der Spann-
weite ist proportional der Ordinate einer Ellipse mit der Spann-
weite als grofer Achse. Diese Belastungsverteilung heift deshalb
elliptische Auftriebsverteilung.

Die elliptische Zirkulations- oder Auftriebsverteilung iiber die
Spannweite eines Tragfiigels ist wichtig, einmal, weil sie zum
kleinstmdglichen induzierten Widerstand fiir einen gegebenen Ge-
samtauftrieb fiihrt, und zweitens, weil sich die Auftriebsverteilungs-
kurven der meisten Tragfliigel iiblicher Form nicht sehr von der
elliptischen Form unterscheiden. Die Ergebnisse, die man unter
der Annahme elliptischer Auftriebsverteilung ableitet, sind deshalb
die bestmoglichen und stellen eine gute Anndherung an die Wirk-
lichkeit dar.

Bei elliptischer Auftriebsverteilung hat die induzierte Geschwin-
digkeit den iiber die Spannweite konstanten Wert

Cip = Cod; = n—bgco:a >
der induzierte Widerstandsbeiwert des Tragfliigels hat den Wert

r
Cw,- = puy ] c%;
Wenn & den scheinbaren Anstellwinkel in irgendeinem Punkt
der Spannweite bezeichnet, dann ist der wahre Anstellwinkel

i0Q

gleich (zx — Z—), ein konstanter scheinbarer Anstellwinkel ergibt
0

also auch einen konstanten wahren Anstellwinkel. Der Auftriebs-
beiwert wird dann fiir alle Querschnitte des Tragfliigels denselben
Wert besitzen. Die Zirkulation Z um irgendeinen Querschnitt
ist gleich 3{,-t-¢,; da sich die Zirkulation elliptisch iiber die Spann-
weite verteilt, so wird sich auch die Sehne in gleicher Weise
dndern. Wir erhalten also die elliptische Auftriebsverteilung an
einem Eindecker mit elliptischem UmriB und konstantem Anstell-
winkel. In diesem Fall sind der scheinbare und der wahre Anstell-
winkel durch die Gleichung verkniipft:
6= o+ ﬂ—ﬁl;—z- Co-
Man kann elliptische Auftriebsverteilung iiber die Spannweite
auch an Tragfliigeln mit anderem Umri erhalten, wenn man den
Anstellwinkel léings der Spannweite verindert; derartig verwun-



Elliptische Auftriebsverteilung. 129

dene Profile geben jedoch die elliptische Auftriebsverteilung nur
fiir eine bestimmte Lage, da die nétige Verwindung vom mittleren
Anstellwinkel des Tragfliigels abhéngt.

11.3.1. EinfluB des Seitenverhiiltnisses. Die Formeln, die fiir
den Anstellwinkel und den Widerstandsbeiwert eines elliptischen
Tragfliigels entwickelt wurden, kénnen wir beniitzen, um den Ein-
fluB des Seitenverhaltnisses zu berechnen. Wenn das Seiten-
verhiltnis von 4 auf 1’ herabgesetzt wird, dann sind die Ande-
rungen des Anstellwinkels bzw. des Widerstandsbeiwertes bei
einem gegebenen Auftriebsbeiwert:

1/1 1
06/—05=;<77—7)Ca,

L= to= =z — 1)

Fiur das fiir Modellversuche normale Seitenverhiltnis 2 = 6 be-

1
sitzt der Faktor ) den Wert 0,053 ; wenn man den Anstellwinkel

in Graden miBt, dann wird dieser Faktor 3,05°.

Die Transformationsformel fiir den Widerstandsbeiwert gilt
nur fiir elliptische Auftriebsverteilung; die Auftriebsverteilung
weicht jedoch fiir rechteckige Tragfliigel und fiir die Mehrzahl der
Flugzeugtragflichen nicht sehr von der elliptischen Form ab, so
dafl man die Transformationsformel allgemein verwenden kann,
um die Wirkung einer kleinen Anderung des Seitenverhaltnisses
zu berechnen. Die genauen Formeln fiir rechteckige und trapez-
formige Tragfliigel werden in 11.4 bzw. 11.5 entwickelt.

Die Transformationsformel fiir den Anstellwinkel gilt nur fiir
Tragfliigel elliptischen Umrisses mit {iber die Spannweite kon-
stantem Anstellwinkel und kann fiir Tragfligel mit anderem
UnriBl nur als rohe N&herung beniitzt werden. Die Formel fiir
den Anstellwinkel fiihrt auch zu einer einfachen Bestimmung der
Neigung der Auftriebskurve. Wenn a, die Neigung bei zwei-
dimensionaler Strémung darstellt und @ die Neigung fiir einen
elliptischen Tragfliigel mit dem Seitenverhiltnis 1 bezeichnet,
dann erhdlt man aus

1,
a‘:ao”*_ﬁgu

durch Differentiation 1 1 1

a ay = 7k

Glavert-Holl, Luftschrauben. 9
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oder
a y)

= —.
1+E;l

Nun ergibt die Theorie eines Profils fiir zweidimensionale
Stromung niherungsweise den Wert @, = 2 7; die entsprechenden
Werte von ¢ sind in der folgenden Tafel gegeben. Es sind auch
die Werte von @ angegeben, wenn & in Graden ausgedriickt ist,
da Versuchsergebnisse meist in dieser Form angefiihrt sind.

Tabelle 10. Neigung der Auftriebskurve fiir elliptische Trag-

flachen.
2 o | 10 8 | 6 | 4
a (je Bogengrad) . 6,28 5,24 5,02 4,70 4,18
a (je Grad) . . . . 0,110 0,092 0,088 0,082 0,074

11.4. Rechteckige Tragfliigel.

Wenn die Zirkulation um einen Tragfliigel in der Form aus-
gedriickt wird :
Z =2bcy X Aysinneg,
dann miissen die Koeffizienten 4, so gewihlt werden, dall sie
die Grundgleichung

DAy sinng (np + sing) = posing
erfiilllen, wo

t .
M= %—"3 1st.
Die aufeinanderfolgenden Koeffizienten 4,, 4;, 4;, ... nehmen

rasch ab, so dafl es geniigt, nur die ersten drei oder vier Koeffi-
zienten beizubehalten, um eine gute Bestimmung des Auftriebs
und des Widerstandes eines Tragfliigels zu erhalten. Die Losungs-
methode besteht darin, daf3 man, wenn p Koeffizienten bestimmt
werden sollen, diese so bestimmt, dafl die Grundgleichung in den
p-Punkten

mx
2p

m=1,2,3...p

erfiillt ist. Die in untenstehender Tabelle angegebenen Zahlen-
werte wurden unter Beibehaltung der ersten vier Koeffizienten
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Ay, 44, 45, A, gefunden, wobei die Grundgleichung in den vier
Punkten

% =0,924 0,707 0,383 0
F}

erfillt wurde. Wenn man diese vier Werte von ¢ wieder in die
Grundgleichung einsetzt, erhélt man vier lineare Gleichungen fiir
die vier Koeffizienten. Man muB in diese Gleichung die genauen
Werte von g und o einsetzen, die von ¢ abhingig sind.

Der einfachste Fall ist der eines rechteckigen Tragfliigels! mit
iber die Spannweite konstanter Sehne ¢ und konstantem Anstell-
winkel &. Der Parameter # hat den konstanten Wert:

[27
M= gr
Die Koeffizienten 4., 4,,... bestimmt man zweckmiBig als
Vielfache von px. Die Neigung der Kurve des Auftriebsbeiwertes
in Abhingigkeit vom Anstellwinkel fiir den Tragfliigel ist dann

a x4
oy | 4 po”
Der Anstellwinkel und der Widerstand, die dem Awuftriebskoeffi-
zienten , entsprechen, sind: .
7
1
“:0‘0+ﬁ(1+‘[)§a9 /
1 s 92 //
Cw:é_wp_%‘"ﬁ(l_}_a) @ <
wo
1 [pua 24 g1 )
= ——— — — /
1 + T P ( Al 4)> P /
Z‘nA?’L ‘/
1+6= qz 0 45 70 35 2,0
1 L4
. . . a
Die mit dieser Methode er- Abb. gs.

haltenen Zahlenwerte sind in
Tabelle11 angegeben. In Abb. 85 sind auch die Werte der Eindecker-

! Die Losung fiir den rechteckigen Tragfliigel wurde zuetst von Betz
auf einem anderen und viel mithsameren Wege gefunden: ,,Beitrige zur
Tragfliigeltheorie mit besonderer Beriicksichtigung des einfachen recht-
eckigen Fligels“. Diss. Gottingen 1919.

%
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koeffizienten T und & dargestellt. Die Werte von 6 sind klein,
80 daBl man eine gute Anndherung des induzierten Widerstands-
beiwertes erhilt, wenn man 6 vernachlissigt und elliptische Auf-
triebsverteilung annimmt. Die Werte von 7 sind nicht so klein ; man
muB deshalb diesen Koeffizienten immer beibehalten, wenn man
den Anstellwinkel eines rechteckigen Tragfliigels bestimmen will.
11.4.1. Genauigkeit der Ergebnisse. Um die Genaunigkeit der
Ergebnisse zu zeigen, die man erhalt, wenn man nur vier Koeffi-
zienten 4,, A4,, 4, 4, in der Reihe fir die Zirkulation beibehilt,
sind die Rechnungen in einem Fall (A = @,) der Reihe nach mit
einem, zwei, drei und vier Gliedern der Reihe durchgefiihrt
worden. Die Ergebnisse zeigt Tabelle 12; sie zeigen, dafl die Werte
fiir T und 0 fast ihre Grenzwerte erreicht haben, wenn man vier
Glieder beibehdlt. Fiir rasche Rechnungen diirften drei Glieder
schon eine gute Anndherung an die wahren Werte ergeben.

Tabelle 11. Rechteckige Tragfliigel.
1] 4 | 4 | A | 4 | o | 2

— — 7 4
@y wo pne y2z.3 pno -9 a

0,5 0,748 | 0,060 | 0,009 | 0,0014 | 0,587 | 0,85 | 0,10 | 0,019
0,75 | 0,859 | 0,090 | 0,016 | 0,0027 | 0,675 | 1,11 0,14 | 0,034
1,0 0,928 | 0,115 | 0,023 | 0,0041 | 0,729 | 1,37 0,17 | 0,049
1,25 | 0,976 { 0,136 | 0,030 | 0,0055 | 0,767 | 1,63 0,20 | 0,063
1,50 { 1,011 | 0,154 | 0,036 | 0,0070 | 0,794 | 1,80 | 0,22 | 0,076
1,75 | 1,038 | 0,169 | 0,042 | 0,0084 | 0,815 | 2,15 | 0,24 | 0,088

Tabelle 12. Schrittweise Naherungen.

Anzahl A, A5 4q Az - ! s
der Glieder pa oo pre pne
1 0,800 —_— — — 0,86 | 00
2 0,917 0,084 — — 0,22 ‘ 0,025
3 0,926 0,110 0,016 — 0,18 0,044
4 0,928 0,115 0,023 0,004 0,17 k 0,049

11.4.2. Wirkung des Seitenverhiiltnisses. Die Umrechnungs-
formeln fiir den Ubergang vom Seitenverhiltnis 4 zu 4’ sind fiir
einen rechteckigen Tragfliigel:

, 1<1—§—z'__1—}:z')é_a,
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Tabelle 11 und Abb. 85 geben die Werte von 7 und § in Abhéangig-
keit von ;—. Die Beziehung zwischen % und A kann man aus
0

derselben Tabelle oder aus Abb. 86 gewinnen; sie ist mit grofer
Anndherung durch das lineare Gesetz

2 A
7 =03+ 104

gegeben. Die experimentelle Bestimmung der kennzeichnenden
GroBen eines rechteckigen Tragfliigels vom Seitenverhéltnis 4 gibt

i
den Wert von —-; die entsprechenden Werte von j— , 7 und 6 kann

man dann aus den Kurven‘entnehmen. Damit 1st der Wert a,
bekannt und die Werte von ¢’ und 6’ kénnen fiir irgendein anderes
Seitenverhaltnis A’ sofort aus 55
Abb. 85 entnommen werden.
Wenn a, = 27 ist, dann /
ergeben sich die Werte fiirdas 2¢ 7

normale Seitenverhéltnis 6 zu /
7 =10,163,

8 = 0,046 . 2 /i
a
Wenn man dann den Anstell- /

winkel in Graden ausdriickt, 5 /
wird

o =&y + 3,66-0,, 95

Cw = pr - 0,0655 thv .
Diese Zahlenwerte entsprechen
denWerten 3,5°und 0,063 beim 7 45 gj 5 %0
elliptischen Tragfliigel mit b Zg
demselben  Seitenverhaltnis. o

In Tabelle 13 ist schliefllich noch die Neigung der Auftriebs-

kurve fiir rechteckige Tragflichen mit verschiedenem Seitenver-
héltnis angegeben. Diese Werte liegen alle etwas unter den in
Tabelle 10 angegebenen entsprechenden Werten fiir elliptische
Tragfliigel.

Tabelle13. Neigung der Auftriebskurvefiirrechteckige Tragfliigel.
A | o | 10 | 8 8 4

a (BogenmaB). . . | 628 | 504 | 484 | 454 4,12

a (Grad) . . . . . I 0,110 . 0,088 | 0,084 i 0,080 0,072

i
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11.4.3. Aufbiummoment. Die Beziehung zwischen dem Mo-
mentenbeiwert und dem Auftriebsbeiwert eines gleichformigen
rechteckigen Tragfliigels ist dieselbe wie fiir das Profil in zwei-
dimensionaler Strémung, also von der Form

Cm = my + My L,
wo m,y und m, in der Regel beide negativ sind. Denn wenn diese
Gleichung den Momentenbeiwert des Fliigelprofils in zweidimen-
sionaler Stromung darstellt, dann wird das Aufbdummoment um
die Vorderkante des rechteckigen Tragfligels:

wo ?TZ fiir den Auftriebsbeiwert des Fliigelprofils geschrieben ist.
0
Wenn wir setzen:

b
Y = — 5 COSQ
F = bt
Z =2bcy X Ay sinneg,

dann erhalten wir

7T

Ep = %/{mo -+ %%7—”—1 ZAnsinmp} sinpde
0

nb
= mqy -+ my TA1
= My -+ mlCa
denn

F t
A= be= 23 b

11. 5. Trapezformige Tragiliigel.

Eine andere, wichtige Art von Tragfliigeln ist die, bei denen
die Sehne von einem Wert ¢, in der Mitte gleichmaBig auf ¢,(1— 2)
an den Spitzen abnimmt. Im allgemeinen ist diese Anderung der
Sehne mit einer Anderung des Fliigelprofils verbunden; wir wollen
jedoch zundchst annehmen, dall der Tragfliigel keine aerodyna-
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mische Verwindung besitze, d. h. da} der von der neutralen Linie
der Querschnitte aus gemessene Anstellwinkel iiber die ganze
Spannweite hin konstant sei.
Wir erhalten wie oben Losungen aus der Grundgleichung
DA, sinneg (nu + sing) = pasing .
Die Losung ergibt sich in derselben Weise, nur hat jetzt u an
den betrachteten vier Punkten
@ =221°, 45°, 67%°, 90°

verschiedene Werte. Fiir diesen Bereich ist

£ =t,(1 — xcose)

po= py (L — % cos ) -ty
wenn

a,l,
o= 3

Die Flache des Profils ist
F=(1—1%x)b-t,
das Seitenverhiltnis ist

A

ist.
Abb. 87.

20 a,
TE- A 2@ 0

Zahlenwerte, die den EinfluB der Abnahme der Sehne
zeigen, gibt fiir das Seitenverhiltnis 4 = @, Tabelle 14; die ent-
sprechenden Werte der Eindeckerkoeffizienten v und ¢ sind in

Abb. 88 gegeben. Es zeigt g2

Ergebnisse erhilt, wenn die

sich, dal man die besten \
Sehne am Fliigelende ein 0,7\

Drittel bis ein Halb der T

mittleren Sehne ist, denn 5

es ist witnschenswert, T und e

s S al salich 0 0,25 5,50 075 1,00
so klein als moglich zu Sehne aufien. Sehne in der Mitte.

machen. Abb. 88.

Tabelle 14. Trapezformige Tragfligel (2 = a,).

Ax 4s 45 A a
% — — — — — T 3
24 -2 & & Qo
0 0,232 0,029 0,006 0,001 0,729 | 0,17 0,049

0,25 0,236 0,020 0,008 0,000 { 0,742 | 0,10 0,026
0,50 0,240 0,007 0,010 | —0,001 0,754 | 0,03 0,011
0,75 0,241 |—0,012 0,010 | —0,002 0,757 | 0,01 0,016
1,00 0,232 | —0,050 0,002 |—0,004 | 0,729 | 0,17 0,141
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11. 6. Verwundene Tragfliigel.

Wenn sich die Form des Tragfliigelquerschnittes iiber die
Spannweite hin dndert, wihrend die Sehnen der Querschnitte in
einer Ebene liegen, dann bezeichnen wir das Profil als aero-
dynamisch verwunden. Wegen der Verinderung des Anstell-
winkels fiir die Nullinien der Querschnitte wird der dicke Quer-
schnitt in der Mitte des Tragfliigels einen groBeren wahren Anstell-
winkel besitzen als die diinnen Querschnitte in der Nahe der
Enden.

Als Beispiel fiir die Berechnung der kennzeichnenden GréfBen
eines verwundenen Tragfliigels wollen wir einen rechteckigen Trag-
fliigel mit konstantem Querschnitt betrachten, dessen Anstell-
winkel von der Mitte nach den Enden hin gleichméBig abnimmt.
Es sei & der Anstellwinkel in der Mitte des Tragfliigels und ¢ die
Abnahme von der Mitte nach jedem Ende. Fir die Backbord-
hilfte des Tragfliigels ist dann der Anstellwinkel

o =0 — eCOSQ;
die Grundgleichung fir die Koeffizienten A4;, 4,, ... der Reihe
fiir die Zirkulation wird damit:
DA, sinng (np + sing) = psing (& — ecosg) .

Die Losung fiir die ersten vier Koeffizienten der Reihe erfolgt
wie oben, jedoch wird jetzt jeder Koeffizient in zwei Teilen be-
stimmt, wovon der erste proportional u® und der zweite pro-
portional pe ist. Zahlenwerte fiir den Fall 1 == a, sind

A, = 0,928 uox — 0,408 e,
A; =011 pux — 0,242 e,
Ay = 0,023 u& + 0,010 e,
4, = 0,004 px — 0,023 ue.
Der Auftriebsbeiwert des verwundenen Tragfliigels ist

2
o= %.A1=4,56&—2,028.

Seine Neigung ist dieselbe wie fiir den entsprechenden nicht ver-
wundenen Tragfliigel.
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Den induzierten Widerstandsbeiwert des Tragfliigels kénnen
wir wieder in der Form schreiben:

Co= g L+ ).

Der Koeffizient 6 hingt aber jetzt vom Anstellwinkel des Trag-
fligels ab. Wenn ¢ = 0,1 Bogengrade (5,7°) ist, dann sind die
kennzeichnenden Gré8en des Tragfliigels bei verschiedenen Anstell-
winkeln folgende:

o Z. [}
0,10 0,256 0,205
0,15 0,484 0,027
0,20 0,712 0,009
0,25 0,940 0,003

Diese Werte von 0 entsprechen dem Wert 0,049 fiir den zugehs-
rigen unverwundenen rechteckigen Tragfliigel; es zeigt sich also,
daf der verwundene Tragfliigel mit einem Abfall des Anstell-
winkels gegen die Enden auBer bei sehr kleinen Auftriebs-
beiwerten einen kleineren Widerstand besitzt.

Der allgemeinere Fall eines verwundenen trapezférmigen Trag-
fliigels kann ahnlich gelost werden; die einzige Anderung ist, daB
der Parameter u jetzt als Funktion der Koordinate ¢ (wie in
11.5) betrachtet werden muf8.

11. 7. Auffriebsverteilung,

Die Losung des Problems eines Eindeckers mit Hilfe einer
Fourier-Reihe fiir die Zirkulation konnen wir auch beniitzen, um
die Form der Auftriebsverteilung tiber die Spannweite des Trag-
fliigels zu bestimmen, da ja der Auftrieb irgendeines Elements
der Spannweite des Tragfltigels proportional der Zirkulation um
dieses Element ist. Im allgemeinen haben wir nur die ersten vier
Glieder der Fourier-Reihe bestimmt; die entsprechende Auftriebs-
verteilungskurve hat deshalb sinusartigen Charakter. Die Losung
ist jedoch nur an den vier Punkten ¢ = 221, 45, 674 und 90°
der halben Spannweite genau, die zur Bestimmung der Koeffi-
zienten der Fourier-Reihe beniitzt wurden. Die Auftriebsvertei-
lungskurve ist deshalb als glatte Kurve durch die in diesen Punkten
bestimmten Werte zu ziehen.
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Abb. 89 zeigt die Auftriebsverteilungskurven fiir verschiedene
Tragfliigelformen, die auf diese Weise bestimmt wurden; der Ordi-
natenmaBstab ist da-
bei so gewdhlt, dal
jeder Tragfliigel den-
Drejeck -1 selben  Gesamtauf-

2/0 T T f T

s

%5
. trieb besitzt. Ein Fli-

“““““ f///p e Trapez gel von elliptischem

" UnnriB gibt eine ellip-

tische Auftriebsver-
teilung, einTragfliigel
mit irgendeiner an-
deren Form gibt eine
| Auftriebsverteilung,
96 4% 3¢ die eine Zwischen-

Ortliche Aufiriebsverteriu.
=

1 i
0 92 T

Enffernung lings der Sparnnweife .
rfernung i ob. 50 wann form zwischen der
o Form des Tragfliigels

und der Ellipse darstellt. Aerodynamisch wird die Giite eines
Tragfliigels durch den Grad der Anndherung seiner Auftriebs-
verteilung an die elliptische Form gemessen.

XII. Die Stromung um einen Tragfliigel.
12.1. Das Strombild.

Die Abweichung der wirklichen Geschwindigkeit von der un-
gestdrten ¢, in irgendeinem Punkt der Flissigkeit rithrt von dem
vom Tragfliigel erzeugten Wirbelsystem her und kann als Ge-
schwindigkeitsfeld dieses Wirbelsystems berechnet werden. Die
allgemeine Natur dieses Wirbelsystems, das die Zirkulation um
den Tragfliigel und die von seiner Hinterkante abgehenden Wirbel-
enden umfafBt, ist in 10.2 besprochen worden; die Untersuchung
des Kapitels XT liefert eine Methode, die Stiarke des Wirbelsystems
irgendeines Eindeckers zu bestimmen. Die Untersuchung griindet
sich auf die Annahme, daB} man den Tragfliigel durch eine Aui-
trieb liefernde Strecke ersetzen kann; die auf diese Annahme auf-
gebauten Rechnungen versagen offenbar fiir die Bestimmung der
Stromung in unmittelbarer Nachbarschaft des Tragfliigels, wo die
Profilform das Strombild beeinflufit. In der Nzhe des Wirbel-
gebietes mufl man auch das Bestreben der abgehenden Wirbelfléche
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zum Aufrollen in zwei endliche Wirbel beriicksichtigen. Ab-
gesehen von diesen beiden Beschrinkungen kann man aus der
einfachen Annahme einer Acvftriebslinie mit geraden Wirbellinien,
die stromabwérts laufen, eine oefriediger de Darstellung des Strom-
bildes um einen Tragfliigel berommwen. In groBen Entfernungen
vom Tragfliigel und seinem Wimelgebiet schlieBlich wird das Ge-
schwindigkeitsfeld nur vom Aumrieb des Tragfliigels abhiingen
und unabhiingig von der Spannwelte und der Auftriebsverteilung
sein.

Zur Bestimmung des Stromfelues um einen Tragfliigel
wollen wir das normale Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt
in der Mitte des Tragfliigels beniitzen. Die z-Achse lduft in der
Bewegungsrichtung des Tragfliigels relativ zur Luft nach vorn,
die y-Achse erstreckt v
gich lings der Spann-
weite nach Steuerbord, = >
und die z-Achse liegt a
senkrecht zu den beiden
anderen (3. Abb. 90).

Das Geschwindigkeits-

feld des Wirbelsystems,

das die Stoérung des-
gleichférmigen Stromes

¢y durch den Tragfliigel darstellt, wollen wir durch seine Ge-
schwindigkeitskomponenten ¢;,, ¢;, und ¢;, parallel zu den Achsen
ausdriicken.

Aus der einfachen Form, die wir fiir das Wirbelsystem an-
genommen haben, folgt sofort, daB die Lingskomponente der
Geschwindigkeit ¢;, nur von der Zirkulation um den Trag-
fliigel abhingt und daB die Komponente lings des Tragfliigels
¢y nur vom System der abgehenden Wirbelenden stammt,
wihrend die normale Komponente ¢;, vom ganzen Wirbelsystem’
herriihrt.

Das Strombild soll zunédchst unter der Annahme gleichmiBiger
Auftriebsverteilung tiber die Spannweite untersucht werden, und
zwar wollen wir hauptséichlich die senkrechte (teschwindigkeits-
komponente ¢; betrachten. Die Wirkung anderer Auftriebsver-
teilung soll nur in einigen wenigen Gebieten von besonderer Wich-
tigkeit untersucht werden.

Abb. 90.
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12.2. GleichmiBige Auftriebsverteilung.

Das Wirbelsystem eines Tragfliigels mit gleichmé&figer Aui-
triebsverteilung iiber die Spannweite besteht aus dem Tragfliigel
AA’ und den beiden geradlinigen abgehenden Wirbelenden 4B
und 4B’; die Zirkula-
tion ist fiir das ganze
System gleich Z. Der
Punkt P, in dem die in-
duzierte Geschwindig-
keit bestimmt werden
soll, ist zweckm&Big mit
negativen Werten fir
die Koordinaten = und 2
zu wahlen, wie Abb. 91

AbD. 91. zeigt. Es seien PL, PM
und PN bzw. die Normalen von P auf die Ebene Oxy und die
Geraden Oy und AB. Dann ist

ML= —x =4,
oM =y,

PL=—z=2,
04 = 04’ =

Die von der Zirkulation Z um den Tragfliigel A4’ herriihrende
in P induzierte Geschwindigkeit steht senkrecht zur Ebene PMO
und hat den Wert

o Z ’ ’
¢, = m—(cosPA A+ cosPAA’)
b b
. z Y¥y o )
- 72 2]/ 2 AT
47 VZ' + =z ] S (y + _gi) x’? 4 2% (y _ _;)
Die Komponenten dieser Geschwindigkeit sind:
b b
z vty )
Cow™ — y R -
i 4w 2’2 4 22 2 / )
]/;’2 + Z’2+<y+-;—> ]/x’2+ z’%(y—%)
Ciy = 0
b b
z & vty Y73 l

C'J“=Ex’2+z’2 /’ A : pref-
Lx’2+z’2+(y+?) ‘/x’z—{-z’z-i-(y—?)]
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Die von der Zirkulation Z um das Wirbelende 4 B herriithrende
im Punkt P induzierte Geschwindigkeit steht senkrecht zu der
Ebene PAB und hat den Wert:

Z
C;, = m(l + COSPAB)
B Z x

— 1+ i :
4”]/,2’2 +< ~§)2 1/9&’2 + 22+ (y ~;)2}

die Komponenten dieser Geschwindigkeit sind:

Cipe = 0

. Z 4 1 a
cq’,w‘_‘ - I]; e b\2 -+ 7 AL
Y5 x’2+z’2+ky——k)

2

Sl

Y — 5 ’
Z 2 1+ x
4z ’2 b\ ! e b\¢¢.
2 +(y——2~> ]/x’~+z’2+(y—?)

c@’gz T -

Ahnlich ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten in P,
die von der Zirkulation um das Wirbelende A4’'B’ herriihren, zu

xl
1+ —
@'+ 2% +(y + g)

Cie = 0
_Z 4

cisy - b\2
4nz/2 _{__ (3/ + ?>

b
y+5
2 x
Cigz"“ 4ﬂz’2+ +_b_2 1+ - " 7 b2
¥yT3 z'% 4 2 +(y+?

Die Komponenten der in P induzierten (Geschwindigkeit, die
vom Tragfliigel und seinen abgehenden Wirbelenden herriihren,
ergeben sich als Summen der obigen Ausdriicke:

/

Ciz = Ciy 5
Ciy = Ciy + Cisy
Cip = Cipy + Oy 4 G,
Die genaue Untersuchung dieser Ausdriicke soll auf die Ge-
biete beschrinkt werden, die besonderes Interesse besitzen, d. h.
auf Punkte der Querebene (# = 0) und auf Punkte der x-Achse.
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Die induzierte Geschwindigkeit ist proportional der Zirkulation
Z, die mit dem Auftrieb des Tragfliigels durch die Gleichung ver-
kntipft ist:
bQCO'Z:Pa: %CaF'QCE
oder

Z F
T g Cobe
&

Dieser letzte Ausdruck ist gleich der induzierten Stérungs-
geschwindigkeit ¢;o eines Tragfliigels mit elliptischer Auftriebs-
verteilung (s. 11.3); es ist zweckmé&fBig, die induzierten Ge-
schwindigkeitskomponenten im allgemeinen Punkt P als Viel-
fache von ¢;, auszudriicken.

12.2.1. Die Querebene. Die Langskomponente der induzierten
Geschwindigkeit in einem Punkt der Querebene {x = 0) ist

[ v+l y— 2
2 2

Jbed Vb))

fir Punkte der z-Achse vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

V/

Cir = 4nz

b
.z 2
[ 5 —-——_f—_.fbi~—2
Yo+ (3)
1 b2 F . COC(,

) T 7p\e 4mb
Y+ (3)

Die Langskomponente der Luftgeschwindigkeit relativ zum
Tragfliigel ist (¢, —¢;;); liber dem Tragfliigel, wo z und ¢;, negativ
sind, wird sie also vergréfert, unter dem Tragfliigel verkleinert.
Die Anderung der Lingsgeschwindigkeit zeigen folgende Zahlen-

werte:
¥4

=t 0+ i L
%— =142 62 035 0,11.
i

Fir einen Tragfliigel mit de n Seitenverhéltnis 6 hat die Ge-
schwindigkeit ¢, den Wert 0, 53 ¢y{,. Die Anderung der Léngs-
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geschwindigkeit ist also bei dem hohen Auftriebsbeiwert von 1,0
in einer Tiefe von einer halben Spannweite unter dem Tragfliigel
nur von der Gréflenordnung von 2%.

12.2.2. Die seitliche und die Normalkomponente der induzierten
Geschwindigkeit in einem Punkt der Querebene (x = 0) sind

e Z byz
w 2 2 2 byn? 2 ’
y+z+—2—~ — s
b, o 6)2
. Z ?[y—-z~<-2—:‘
= T 9. 272 )
2 [y2+z2_(7g)]_yzb2

Der Nenner dieser beiden Ausdriicke ist immer positiv. Die
seitliche Komponente ist also iiber dem Tragfliigel nach innen
und unter dem Tragfliigel nach auflen gerichtet, wihrend das Vor-
zeichen der senkrechten Komponente von dem des Ausdrucks

[yz — 22 ——(;-)2] abhéngt.
In grofier Entfernung vom Tragfliigel ndhern sich die Aus-
dritcke den Werten

Z byz 2yz  Feyl,

T 5 R AT P+ AP 8a

b

9o 2
c~——__Z_2(y Z)___ ¥ -2 Feyl,
T 2x (P22 T (B4R 8a

Auf der z-Achse ist die Normalkomponente der induzierten
Geschwindigkeit:

1 b
o — VA 2 1 (? Feyt,
= 9a . (BE 2, [bV ab?
S
Sie besitzt folgende Zahlenwerte:
z 1 1 1 1
b6 3 2
2 —045 035 025 0,10.
Cio

Fiir einen Tragfliigel mit dem Seitenverhdltnis 6 hat die Ge-
schwindigkeit ¢;, den Wert 0,053 co{,; in einer Tiefe von einer
halben Spannweite unter dem Tragfliigel ist die Abwirtsgeschwin-
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digkeit 0,01325 ¢,{,, was einem Neigungswinkel von 0,756° {, ent-
spricht.

12.2.3. Die Liingsachse. In einem Punkt der x-Achse (y = 2=0)
sind die Léngs- und die seitliche Komponente der induzierten
Geschwindigkeit Null, die Normalkomponente besitzt den Wert

zZ 2 b/ z
Ci, = — o ——b‘2 + E{l—— ——:——__.___bb—‘)‘é}

2 2

_ g{l V=)
b '
Vor dem Tragflig:l ist die Normalgeschwindigkeit negativ;
die Luft stromt nach osen, dem Tragfliigel entgegen. Hinter dem
Tragfliigel ist die Normalgeschwindigkeit positiv, und in einer

Entfernung ! hinter dem Tragfliigel ist die Neigung der Strom-

richtung & gleich
S (57
o, _ 2 [ l/ P (_2') }
— Y 14—

el

o mhe,

1+Vl;:l_@éi gl

1
;b_géa-

Wenn wir fir den Neigungswinkel mit Hilfe der Vergleichs-
geschwindigkeit ¢; schreiben
Cio

F
go:c_():;b—zé'a,

dann wird der Ausdruck fiir den Neigungswinkel hinter dem Trag-

fliigel
—
1 [ e+ (3) }
= ——"L | &.

2 L

Er ergibt folgende Zahlenwerte:

i1 1 1
b~ 6 3 2 ’

£ =208 1,40 1,21 1,06.

£y
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12. 3. Elliptische Auftriebsverteilung.

Wir haben das Strombild bis jetzt unter der Annahme tiber die
Spannweite des Tragfliigels konstanter Auftriebsverteilung be-
trachtet. Diese Bedingung wird von keinem Tragfliigel erfiillt:
jedoch kénnen wir die tatsichliche Auftriebsverteilung stets durch
Uberlagerung einer Anzahl einfacher Hufeisenwirbel (s. 10.2.1 und
Abb. 77) aufbauen. Um die entsprechenden Werte der induzierten
Geschwindigkeit in irgendeinem Punkt abzuleiten, ersetzen wir

die Lénge fgder Gleichungen von 12.2 durch eine lings der Spann-
weite des Tragfliigels gemessene Koordinate 1 und die Zirkula-
tion Z durch ——j—z dn und integrieren die Ausdriicke von # =0
bis = % Diese Integration ist jedoch im allgemeinen auflerordent-

lich verwickelt.
Fiir den Fall elliptischer Auftriebsverteilung (s. 11.3) wird
die Zirkulation in irgendeinem Punkt des Tragfligels

Z = 2bcoA1]/1 ~ <b7>2
2

die induzierte Geschwindigkeit am Tragfliigel ist

Cio = CoA;.
Hieraus folgt: 3P
Z = 4ci0|/ (5) - 172,
. %_ _ dcio7

12.3.1. Die Hochachse. Fir die induzierte Geschwindigkeit in
einem Punkt der z-Achse erhielten wir in 12.2.2 fiir gleichméBige
Auftriebsverteilung b

o - 2 2
= 9n , (b
#+(5)

Fiir elliptische Auftriebsverteilung wird also

4(;1 1
[ V — zz__ nzdn'

Glauert-Holl, Luftschrauben. 10
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b
Das 148t sich durch die Substitution 5 = 3 sin @ einfach integrieren
und gibt:
z
C;, = C;p 1l — ——=\.
o)
*+(3)
Diese Gleichung liefert die Zahlenwerte:

z 1 1 1
7= 3 =z b
-Z-— = 0,68 045 0,29 0,11.
10
Ein Vergleich mit den in 12.2.2 fiir gleichméaBige Auftriebsvertei-
lung gegebenen Werten zeigt, daf} in einer Tiefe von einer halben
Spannweite unter dem Tragfliigel der Unterschied der induzierten
Geschwindigkeit 0,04 c;, betrégt. Diesen Unterschied kdnnen wir
vernachlissigen, denn er entspricht fiir einen Tragfliigel mit dem
Seitenverhiltnis 6 einem Unterschied der Stromlinienneigung von
nur 0,12°¢,.

Fiir groBe Entfernung vom Tragfliigel strebt die induzierte
Geschwindigkeit sowohl fiir gleichméBige als auch fiir elliptische
Auftriebsverteilung dem Wert

18 F
¢, = g 2 Cio = g, %0
zu und bestdtigt damit den allgemeinen Satz, daB in groBer Ent-
fernung vom Tragfligel und seinem Wirbelgebiet die induzierte
Geschwindigkeit nur vom Gesamtauftrieb abhingt, wihrend sie
von Spannweite und Form der Auftriebsverteilung unabhingig ist.

12.3.2. Die Querebene. Bei elliptischer Auftriebsverteilung
kénnen wir die Strémung in der Querebene (x = 0) aus der Tat-
sache ableiten, daB die induzierte Geschwindigkeit iiber die ganze
Spannweite des Tragfliigels den konstanten Wert ¢;, besitzt. Die
Stromung ist deshalb identisch mit der Strémung, die eine Platte
von der Lange & verursacht, wenn sie sich mit der Geschwindig-
keit ¢;4 senkrecht zu sich selbst bewegt. Die Stromfunktion dieser
Strémung wurde in 6.2.3 angegeben, und das Strombild wird
durch Abb. 44 veranschaulicht. Wenn wir schreiben:

y = % sind Cofye,

b .
z = cosd Ginp,



Elliptische Auftriebsverteilung. 147

so kann man zeigen, daBl die Normalgeschwindigkeit
. _ GinuGoju .
G, = cm{l GoPp —si sim} wird.

Die Zahlenwerte von ¢; , die diese Formel fiir Ponkte in der
Nihe des Tragfliigels ergibt, sind in Tabelle 15 angegeben und in
Abb. 92 veranschaulicht.

70

Ciz
Cig

95

Abb. 92.
¢,
Tabelle 15. Werte von o
£ 0
—g— = 0 0,125 | 0,250 | 0,375 0,45 0,55 0,625 0,75

=0 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | —1,40 | —0,67 | —0,34

0,05 | 0,90 | 0,89 | 0,84 | 0,68 | 0,17 | —0,89 | —0,58 | —0,32
0,10 | 0,80 | 0,79 | 0,72 | 0,46 | 0,09 | —0,48 | —0,44 | —0,29
0,15 | 0,71 | 0,69 | 0,60 | 0,35 | 0,07 | —0,26 | —0,32 | —0,26
0,20 | 0,63 | 0,60 | 0,51 | 0,29 | 0,09 | —0,13 | —0,22 | —0,21
0,25 | 0,55 | 0,53 | 0,44 | 0,25 | 0,11 | —0,06 | —0,15 | —0,16

SN

In groBer Entfernung vom Tragfliigel werden folgende Grenz-

werte erreicht: y=}bersin,
z = L be* cosd,
2—:) == 2¢~2#(cos? A — sin?l)
b2 y2 J— 22
- ) (yz + zz)z
oder Tyt — 22 Feyl,
i, =

T WA 8a
10%
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Das ist aber wieder derselbe Grenzwert, den wir auch in 12. 2.2

unter Annahme gleichm#Biger Auftriebsverteilung erhielten.
12.3.3. Die Liingsaehse. Die Neigung der Stromlinien in einem

Punkt der a-Achse haben wir in 12.2.3 fiir gleichmé&fige Auftriebs-

verteilung in der Form TR
Jr+(3)
N

Z
erhalten; damit ergibt sich fiir die elliptische Auftriebsverteilung

= wbeg
e — 1 4650__ 1 + Vl2 -+ 772 d
| 2xc, b l K

N = 5 CO8Q,
g LR by
-5,

wo B das vollstindige elliptische Integral

JT

z
E = /]/1 — sin?ep de
bedeutet. 0
Aus dieser Gleichung erhilt man folgende Zahlenwerte fiir die

Neigung der Stromlinien:

11 1 1 .

b~ 6 3 2 ’

L8238, 243, 222, 206.

&



Neigung der Stromlinien. 149

Diese Werte sind betréchtlich hdher als die in 12.2. 3 angegebenen,
die fiir gleichméafige Auftriebsverteilung abgeleitet wurden.
Sie streben iiberdies fiir Unendlich werdendes I dem Wert 2 ¢,
statt & zu. Bs kann keine dieser Wertereihen als befriedigend
angesehen werden. Sie griinden sich auf die Annahme, dal} die
abgehenden Wirbelenden sich geradlinig bis ins Unendliche er-
strecken ; wenn man zu einer verlafllichen Schatzung der Neigung
der Stromlinien hinter dem Tragfliigel kommen will, dann muf
man der Tatsache Rechnung tragen, daf3 die Flache der abgehenden
Wirbelenden instabil ist und sich in ein Wirbelpaar aufrollt.

12.4. Neigung der Stromlinien.

Die Gleichungen fiir die induzierte Geschwindigkeit ¢; auf der
Langsachse, die in den Abschnitten 12.2.3 und 12.3.3 entwickelt
wurden, stiitzen sich auf die Annahme, daf} sich die abgehenden
Wirbelenden geradlinig bis ins Unendliche erstrecken. In Wirklich-
keit ist die Fliche der abgehenden Wirbelenden instabil und rollt
sich in ein Wirbelpaar auf, dessen Abstand &' etwas kleiner als
die Spannweite b des Tragfliigels ist. Die Stirke jedes dieser
entstehenden Wirbel wird offenbar gleich der Zirkulation Z um
die Mitte des Tragfliigels sein. In Punk-

ten, die vom Tragfliigel und seinem =
Wirbelgebiet weit entfernt sind, wird & z '
dieses abgednderte Wirbelsystem einem  [™~__ s
Tragfliigel von der Spannweite b’ mit ~

Abb. 9.

gleichmaBiger  Auftriebsverteilung Z
gleichwertig sein; hiermit konnen wir die Entfernung &' be-
stimmen aus der Gleichung

Pa:b,'QCOZ'

Nun kann aber jede Auftriebsverteilung iiber die Spannweite
eines Tragfliigels wie in 11.2 durch die Reihe

Z =2bcy > Aysinn g
dargestellt werden; dann wird
P, = jabedid,,
Z = 2bcy(A, — Ay + A5 — --+).
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Hiermit ergibt sich
vV P, = 4, )
?HbQGOZ—Z(Al—Aa‘FAs‘“"‘) '

Die induzierte Geschwindigkeit c;, in einem Punkte der Léngs-
achse in einiger Entfernung hinter dem Tragfliigel wird mit Hilfe
dieses abgednderten Wirbelsystems genauer erfalt werden als mit
der Annahme, die das Aufrollen der Wirbelfliche vernachlissigt.
Wir nehmen also als Wirbelsystem das eines Tragfliigels von der
Spannweite b mit konstanter Auftriebsverteilung Z an; dann
wird die induzierte Abwé.rtsgeschwmdigkeit nach 11.2.3:

iz b 1

nbfzgc( Vlz ())

Die Neigung der Stromlinien ist also

el o),

R

wo F .
€0 = 1 £, Ist.

Der Grenzwert der Neigung fiir unendlich werdende Entfernung ist
b2

el

4
Die Werte von % kénnen fiir rechteckige Tragflichen aus den

E =

in Tabelle 11 (Kap. XI) gegebenen Zahlen berechnet werden und
sind in Tabelle 16 zusammen mit den entsprechenden Werten von

— im Punkt ! = —g— und den Grenzwerten fiir unendlich groB wer-

dende Entfernung eingetragen.
Die Anderung der Stromlinienneigung schlieBlich wird

de 1 8 ]l_ﬁ'é
=29 + ()
(1—{-— li)]”dé'a__sa

AB da = g il

Der Wert dieses Ausdrucks im Punkt I = —Z—)- ist ebenfalls in Ta-
belle 16 eingetragen.
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Tabelle 16. Neigung der Stromlinien.

’ v . (22| aef_b
Tragfliigelform 5 :o (Grenzwert) o (l— 2) ix (l— 2)
Ellipse 0,785 1,62 1,84 0,44 (A = a,)
Y3
Rechteck:a— =0,50 0,844 1,40 1,62 0,61
(]
0,75| 0,862 1,35 1,57 0,45
1,00, 0,875 1,31 1,52 0,35
1,25 0,887 1,27 1,48 0,29
1,50] 0,896 1,25 1,46 0,25
1,75 0,903 1,23 1,44 0,21

Die Definition der Liange ! ist etwas unsicher, da die Berech-
nungen auf der Annahme aufgebaut sind, da8 der Tragfliigel durch
eine Wirbellinie ersetzbar ist, wobei jedoch die Lage dieser tra-
genden Linie im Tragfliigel nicht festgelegt wurde. Die tragende
Linie mufl jedoch offenbar
durch den Druckpunkt des
Tragfliigelsgehen ; die Langel
ist also die Entfernung hinter
dem Druckpunkt des Trag-

o

£
fliigels. S
Die Anderung der Nei- ,|
gung der Stromlinien mit der
Entfernung hinter dem Trag- | ™S~ _~
fliigel zeigt Abb. 94, wo die ,| R

o s ogs Ayt ;
Kurven fiir einen elliptischen Yriedsertoilung

und einen rechteckigen Trag-
fliigel vom Seitenverhiltnis of o "
A = aqy gezeichnet sind. Die 2
gestrichelten Linien stellen
die entsprechenden Werte fiir gleichmiBige und elliptische Auf-
triebsverteilung dar, wenn das Aufrollen der Wirbelfliche vernach-
lassigt wird.

Die Ergebnisse des Kapitels beziehen sich simtlich auf einen
Eindecker; man kann jedoch hieraus das Strombild fiir einen
Doppeldecker ableiten, wenn man die von den beiden Einzelfliigeln
herrithrenden Wirkungen addiert. Im besonderen wird die Neigung
der Stromlinien hinter einem Doppeldecker, der aus zwei recht-
eckigen Tragflichen mit dem Seitenverhiltnis 4 besteht, nahezu

1
475 100

Abb. 94.
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doppelt so groB sein wie hinter einem Eindecker mit dem gleichen
Seitenverhaltnis und demselben Auftriebsbeiwert. Andererseits

wird :ll—; nicht verdoppelt, da % fiir einen Doppeldecker kleiner

wird. Wenn wir die in 11.4.2 und 13.2.4 angegebenen Zahlenwerte
fiir rechteckige Tragfliigel vom Seitenverhiltnis 6 beniitzen, finden

wir, daB3 der Wert von 0% fir den Eindecker etwa 0,35 und fiir
den Doppeldecker etwa 0,55 betrigt.

XIII. Der Doppeldecker.

13.1. Zweidimensionale Stromung.

Das Problem der zweidimensionalen Strémung um ein Trag-
fliigelpaar, das einen Doppeldecker bildet, ist sehr verwickelt; voll-
stindige Losungen sind nur fiir den Fall aufgestellt worden, daB
die Tragfliigelquerschnitte gerade Linien sind. Es wird hier nur
eine kurze Ubersicht gegeben, um die Untersuchungsmethode und
die Art der Ergebnisse zu zeigen.

13.1.1. Tandemdoppeldecker. Wir betrachten zuerst eine Tan-
demanordnung, die von zwei Abschnitten 4B und 4’B’ der reellen
Achse gebildet wird, deren Endpunkte bei x = - p, - ¢ liegen.
Die allgemeinste wirbelfreie Stromung um diese Anordnung kann
in der Form ausgedriickt werden:

. dw , ” 22 — m?
c,—-zc,,za—z=co—{—co———

+ Z z z n
(e T R Tk
wo die vier Ausdriicke vier Teilstrome darstellen: einen Parallel-
strom mit der Geschwindigkeit ¢, in Richtung der x-Achse, einen
y Parallelstrom mit der Ge-
schwindigkeit ¢f in Richtung
der y-Achse, eine Zirkula-

—————hg—g

_ ,f/ _fr’l “; : Z tionsstrémung mit gleicher
Zirkulation Z um jeden Trag-
fliigel und eine Zirkulations-

ADb. 95.

strémung mit positiver Zir-
kulation Z' um den ersten und negativer Zirkulation Z’ um den
zweiten Tragfliigel. Die GroBen 7 und n sind Konstanten, deren
Wert spiter als Funktion von p und ¢ bestimmt wird.
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Der allgemeine Ausdruck stellt eine mogliche wirbelfreie Stro-
mung dar, denn die Potentialfunktion w ist eine Funktion der
komplexen Verinderlichen z und besitzt fiir unendlich grof wer-
dendes z den richtigen Grenzwert; sie liefert an den Oberflichen
der Tragfliigel keine Normalkomponente der Geschwindigkeit und
gibt endliche Geschwindigkeiten an allen Punkten mit Ausnahme
der Endpunkte der Tragflichen. Das Vorzeichen der Wurzel
V(p? — 22) (22 — ¢?) ist in Ubereinstimmung mit der vektoriellen
Deutung des Ausdrucks zu wihlen. Das Vorzeichen ist positiv an
der Unterseite von 4B und an der Oberseite von 4’B’, negativ
an den entgegengesetzten Oberflachen.

Den Wert der Konstanten m bestimmt die Bedingung, daB fiir
die einfache Vertikalstromung ¢; um keinen der beiden Tragfliigel
eine Zirkulation vorhanden ist; der Wert der Konstanten n ergibt
sich aus der Bedingung, daB fiir den vierten Teilstrom um den
Tragfliigel A B eine Zirkulation Z’ vorhanden ist. Diese Werte sind :

-}

- 2 K ’
wo E und K die vollsténdigen elliptischen Integrale fiir den Modul k&
darstellen, die durch die Gleichungen definiert sind:

k2 pZ — QZ

2 »
- f’l—k%?

K = dx
f YT —=pd — Ba?)
0

Die Punkte & = 4- m sind die Staupunkte der einfachen Ver-
tikalstromung auf der Oberfliche der Tragfliigel.

Um fiir den Anstellwinkel & die Strémung zu bekommen, die
an den Hinterkanten Bund B glatt abilie8t, miissen wir schreiben:

€h = —Cu COS K, ¢y = ¢osing .
Die Werte von Z und Z’ sind so zu wihlen, daB der Zahler iiber
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der Wurzel in dem allgemeinen Ausdruck fiir ¢, —icy, in den
Punkten B und B’ Null wird. Damit ergibt sich

g’ S~ . Z =n(p —q) csina
& \ Z/:z(pE”“qK)COSInlx
00 Die resultierende Kraft

S = auf das Tandemsystem ist
Abb. 96. der Auftrieb

P,=2pcZ =2n(p—q) ocsing,
der der Gesamtzirkulation 2Z entspricht ; das Tandemsystem ergibt
also denselben Gesamtauftrieb wie ein einfacher Tragfliigel mit
der gleichen gesamten Sehnenlinge 2 (p — g¢).
Die auf jeden einzelnen Tragfliigel ausgetibten Krafte konnen
wir bestimmen, wenn wir das Integral

X —iv=2[( a
der Reihe nach um die Oberfliche jedes Tragfliigels auswerten.
Wenn man das ausfiihrt, ergibt sich, daBl der vordere Tragfliigel
AB eine groflere Auftriebskraft erfahrt als der riickwirtige 4'B’,
und daB der riickwirtige Tragfliigel einen Widerstand erfahrt,
der durch einen gleichgrofen Vortrieb des vorderen Tragfliigels
ausgeglichen wird.
13.1.2. Der ungestaffelte Doppeldecker. Durch die konforme
Abbildung
ac 2 — m?
9 Yt — ) @ — )
kann man aus dem Tandemsystem die Anordnung eines un-
gestaffelten Doppeldeckers gewinnen, der von zwei gleichen, par-
allelen Tragflachen gebildet

=~Ebere g_ffgfe ist. Die Lage entsprechen-

o ”""—'Jrf',r-—ﬂ” der Punkte der zwei Ebenen
8t 5t S zeigt Abb. 97. Im beson-
i # _,,l%_,_/! deren entsprechen die End-

Abb. 07. punkte der Tragflachen des

Doppeldeckers den Stau-
punkten z == - m des Tandemsystems, wiahrend die Mittelpunkte
der Tragflichen des Doppeldeckers den Endpunkten z = 4 p, 4 ¢
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der Tandemtragflichen entsprechen. Den Abstand A der Doppel-
deckertragflichen erhélt man als Integral dber 5 el ~ von B bis 4,

und die Sehne ¢ als das Doppelte des Integrals tiber E% von M

bis A. Die entsprechenden Werte ergeben sich mit Hilfe von
elliptischen Integralen in der Form:

, —m?
h=2plE LK,
t—2p{E(kr) %ZF(k,r)},

2 2
=) v
/Vl—k’zxz

1 — 22
, dx
K:fm:‘zzm@s

0

T

B (k,7) =f

0

WO

1 — ka2
1 — 22

dz

P = [
0

In grofer Entfernung von den Tragfliigeln wird die Trans-
formation { = —4z. Um die Stromung zu erhalten, die zur Sehne
des Doppeldeckers unter dem Winkel & geneigt ist, muB} also der
Grenzwert der Potentialfunktion sein:

w = — ¢y {cos& + isina)
= — ¢y (sincx — tcosx)z

Die allgemeine Strémung in der z-Ebene, die in die gewiinschte
Stréomung in der {-Ebene iibergefithrt wird, ist dann:
dw . 2% — m? 1 Zz 4+ Z'n
ZZ«‘—:—COSIH(X—COCOSOC 3 3 3 5 -— - 2 5 5
@ V=A@~ "V -2 &~ )

wo m und 7 die oben bestimmten Werte darstellen. Um an den
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Hinterkanten M und 3’ des Doppeldeckers endliche Geschwindig-
keiten zu erhalten, mull der Zihler uber der Wurzel in den
Punkten M und M’ des Tandemsystems Null werden. Wenn wir

" ' die Verschiedenheit

des Vorzeichens der
Wurzel bei M und

M’ beriicksichtigen

S~ V4 N % gen,

i‘%> Liefert diese Bedin-
Abb. 98. gung:

Z=0, Z="0 Y ) et = ).

Die Zirkulation hat also um beide Tragflachen denselben Wert.
Die auf den Doppeldecker ausgeiibt: resultierende Kraft ist
die Auftriebskraft
V@? - m?) (m* — ¢%)
m

P,=20¢,Z = 2nmgc}sinx

Der Auftriebsbeiwert des Doppeldeckers kann also in der Form
geschrieben werden:

70 4075 fo=2nBsinx,

wo

/(0% — m2) (m? — o2
w\/s\ 7 gy B =TT
8

8 s Der Faktor B stellt die
28 - goes Verringerung des Auftriebs-
' / TT~———_] beiwertes eines nicht ge-

staffelten Doppeldeckers ge-
T 7% 75 7 s’ genilberdem eines Eindeckers

Abb. 66 z bei gleichem Anstellwinkel

dar; die Zahlenwerte von B
sind in Tabelle 17 angegeben. Fiir kleine Anstellwinkel kann man
das Ergebnis auch durch die VergroBerung des Anstellwinkels dar-
stellen, die man bei einem Doppeldecker braucht, um denselben
Auftriebsbeiwert wie beim Eindecker zu erreichen. Wenn & den
Austellwinkel des Doppeldeckers und &, den des Eindeckers be-
zeichnet, dann kann man leicht zeigen, daf

“:0‘0+ﬂé‘a>
WO 1-B

f=-55
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Die auf die einzelnen Tragflichen des Doppeldeckers aus-
geiibten Krafte kénnen mit derselben Methode wie fiir die Tandem-
anordnung bestimmt werden; dabei ergibt sich, daf3 der obere
Tragfliigel eine groBere Auftriebskraft erfihrt als der untere.

Tabelle 17. Korrekturfaktoren fiir einen Doppeldecker.

h
+ B A
0,50 0,730 0,059
0,75 0,800 0,039
1,00 0,855 0,027
1,25 0,895 0,019
1,50 0,920 0,014

13.1.3. Der allgemeine Doppeldeecker. Ein gestaffelter Dopypel-
decker, der von zwei gleichen parallelen Flichen gebildet wird,
kann aus dem Tandemsystem durch die konforme Abbildung

a¢ 22 _ 2

5, — —sing -+ coswvmm

gewonnen werden, wo ¢ den Staffelungswinkel des Doppeldeckers
bezeichnet. Allgemeiner kann man auch einen Doppeldecker mit
ungleichen parallelen Tragflichen erhalten, wenn man von einem
Tandemsystem mit ungleich tiefen Tragflachen ausgeht und eine
passende konforme Abbildung anwendet.

Die Untersuchung dieser allgemeineren Félle wird héchst ver-
wickelt, und die Frgebnisse gelten in allen Fallen nur fiir ebene
Tragflichen. Es ist deshalb niitzlich, eine Naherungsmethode fiir
die Losung des Doppeldeckerproblems zu entwickeln, die eine
klarere Einsicht in die gegenseitige Beeinflussung der beiden Trag-
flichen gibt und eine Methode liefert, die auch den Einflufl der
Form des Tragfliigels abzuschétzen erlaubt.

Die Beeinflussung des einen Tragfliigels durch den anderen
rithrt von der von diesem verursachten Verzerrung der Strémung
her. Man kann eine Naherungsmethode zur Losung des Problems
darauf aufbauen, dafl man den stérenden Tragfliigel durch eine
Wirbellinie von der richtigen Stirke durch den Druckpunkt des
Tragfliigels ersetzt. Diese Methode wird fiir grofle Werte des
Verhéltnisses von Abstand zu Sehne befriedigend sein; ihre Ge-
nauigkeit im allgemeinen Fall kann man priifen durch Vergleich
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der von dieser Methode fiir ebene Tragflichen gelieferten Ergeb-
nisse mit den genauen Werten der Tabelle 17.

13.1.4. Nidherungslosung. Die Zirkulation Z um den unteren
Tragfliigel des Doppeldeckers sei im Druckpunkt €' angenommen.
Die Strémung in der Nihe des oberen Tragfliigels, die von dieser
Zirkulation und dem Parallelstrom ¢, herrithrt, wird nach unten
gekriimmt sein. Im Punkt P des oberen Tragfliigels in der Ent-
fernung x hinter €", das senkrecht iiber C liegt, ist die von der
Zirkulation Z induzierte Geschwindigkeit

Z x
¢z %= S Bt
% Der Kriimmungsradius R der Stromlinien,
ih die von der Zirkulation Z und dem Parallel-
! strom ¢, erzeugt werden, kann dann in der
(E‘Z Form geschrieben werden:

Abb. 100. ¢y dc, Z B —a?
R dx T 2x (BEaPR
. . . 6(2) dc'i Ed
wenn man die beiden verschiedenen Formen — und ¢, = der

Normalbeschleunigung einander gleichsetzt. In der Nachbarschaft
des oberen Tragfliigels wird auch die Lingsgeschwindigkeit ver-
groBert; die Wirkung dieser VergréBerung auf die Kenngréfien
des Doppeldeckers wird jedoch durch eine ebenso grole Abnahme
fiir den unteren Tragfliigel gerade ausgeglichen, so daB wir die
Anderung der Liangsgeschwindigkeit vernachlissigen kénnen.

Die Beeinflussung, die der obere Tragfliigel erfihrt, wird
nun durch die induzierte Geschwindigkeit im Mittelpunkt
des Tragfligels und durch die Kriimmung der Stromlinien in
seiner Nachbarschaft dargestellt; bei der Entwicklung von Néhe-
rungsausdriicken fiir diese Einfliisse soll das Verhéltnis von Ab-
stand zu Sehne grofl angenommen werden. Wenn ¢ den Druck-
punktsbeiwert des unteren Tragfliigels bedeutet, dann kann man
die induzierte Geschwindigkeit im Mittelpunkt des oberen Trag-
fliigels setzen: 7t

o= 5.7 (5 — 9);

der Kriimmungsradius wird
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Der untere Tragfliigel erfahrt dieselben Beeinflussungen durch
die Zirkulation um den oberen Tragfliigel; man kann also diese
Formeln auf den ganzen Doppeldecker anwenden.

Die Zirkulation um einen Tragfliigelquerschnitt ist gleich
3 &,tcy; der Druckpunktsbeiwert kann durch den Momentenbei-
wert {,, = — @, ersetzt werden. Damit wird die induzierte Sto-
rungsgeschwindigkeit

o =52 (3) G+ 280).

Um denselben Auftrieb wie fiir einen Eindecker zu erhalten, mu8
man also den Anstellwinkel des Doppeldeckers um den kleinen

. e ,
Winkel —> vergrofern.
(1]

Eine weitere Korrektur ist wegen der Kriimmung der Strom-

linien anzubringen. Ein Tragfliigel mit kreishogenférmigem Quer-

schnitt vom Radius R, der Sehne t und der Wolbung y, = é‘t]_{

wiirde sich in der gekriimmten Stromung genau so verhalten wie
ein ebener Tragfliigel im Parallelstrom ; die Kritmmung der Strom-
bahnen ist also einer Herabsetzung der wirksamen Kriimmung
um y, gleichwertig. Fiir einen Tragfliigel mit kreisbogenformigem
Querschnitt von der Wélbung y ist aber

La = 27(a + 27),
é‘m = _'thl‘é.a — Y.

Um also denselben Auftriebsbeiwert zu behalten, mufl man den

Anstellwinkel um 2y, vergroBern; damit ergibt sich ein ent-

sprechender Zuwachs 7y, fiir den Momentenbeiwert. Der Wert
von 7, ist auch

L m 1o,
70 = R = 16aktc,  32\K) %o
Wenn wir diese beiden Korrekturen zussmmenzihlen, dann

muB der Anstellwinkel des Doppeldeckers um

rom (1) 132 + 421,

— 52 (1) €+ 20

groBer sein als der des Eindeckers; dabei bedeutet £, den Wert
des Momentenbeiwertes beim Auftrieb Null. Fiir die Neigung der

& — Oy =
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Kurve des Momentenbeiwertes in Abhéngigkeit vom Auftriebs-
beiwert ergibt sich fiir die einzelnen Tragfliigel des Doppeldeckers:

Ay _ 1f; 1 t)z
7:7_'"1{ _§<ﬁ }
Diese Ausdriicke sind nur Annéherungen an die wirklichen
Werte und sind mit Hilfe der Annahme gewonnen worden, daf3
das Verhéltnis von Abstand zu Sehne grof} ist. Man erhilt einen

Vergleich mit den genauen Werten fiir ebene Tragflichen, fiir
die {,, Null ist, wenn man die Werte von f aus Tabelle 17 mit

£\
dem angendherten Ausdruck ~81—ﬂ (7) vergleicht.

Tabelle 18.
h 1 (¢t
0 s 52l7)
0,50 0,059 0,159
0,75 0,039 0,071
1,00 0,027 0,040
1,25 0,019 0,026
1,50 0,014 0,018

Die Naherungsformeln geben fiir den gewdhnlichen Doppel-
decker zu grofle Werte; man kann sie aber vielleicht beniitzen,
um die Wirkung einer Anderung des Tragfliigelprofils zu iiber-
sehen. Dabei soll als Anstellwinkel eines Doppeldeckers der Winkel

o = &y ﬂ(Ca + QCmn)
= O+ ﬂ(nga + 28n)
bezeichnet werden. Diese Korrektur vom Eindecker auf den
Doppeldecker besitzt betréchtliche Bedeutung. Fiir ein Verhéltnis
von Abstand zu Sehne gleich Eins wird die Neigung der Kurve des
Auftriebs in Abhéngigkeit vom Anstellwinkel von 6,28 auf 5,36
und des Momentenbeiwertes in Abhéngigkeit vom Auftriebsbei-
wert von 0,250 auf 0,219 verringert.

13. 2. Der Doppeldecker mit endlicher Spannweite.

Wenn die beiden Tragfliigel des Doppeldeckers endliche Spann-
weite besitzen, dann verh&lt sich jeder Tragfliigel wie ein Ein-
decker und schickt eine Fliche abgehender Wirbelenden aus.
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Die Storung in irgendeinem Punkt ist dann die induzierte Ge-
schwindigkeit, die von der Zirkulation um die Tragflichen und
den zwei Wirbelflichen herrithrt; die induzierte Geschwindigkeit
iibersteigt dann fiir jeden Querschnitt die fiir den Eindecker auf-
tretende um die von der Wirbelfliche des zweiten Tragfliigels
induzierten Geschwindigkeit. Um diese zusitzliche Geschwindig-
keit zu berechnen, kann man die abgehenden Wirbelenden wie
beim Eindecker als geradlinig stromabwirtsgehend annehmen.

Die Bestimmung des induzierten Widerstandes eines Doppel-
deckers wird vereinfacht durch Munks Aquivalenztheorem fiir
die Staffelung?; dieses sagt aus, daB der insgesamt induzierte
Widerstand irgendeines Mehrdeckers nicht geéindert wird, wenn
man irgendeines der tragenden Elemente in Richtung der Be-
wegung verschiebt, wenn man nur die Lage der Elemente so ver-
dndert, daB die Auftriebsverteilung dieselbe bleibt. Die Richtig-
keit dieser Behauptung folgt sofort aus der Tatsache, daB die vom
induzierten Widerstand geleistete Arbeit gleich ist der Zunahme
der kinetischen Energie des abgehenden Wirbelsystems (s. 10.3),
und diese kinetische Energie wird durch eine geometrische Trans-
formation, wie sie das Theorem verlangt, nicht beeinflufit. Auf
Grund dieses Satzes kann man jedes gestaffelte System durch ein
entsprechendes ungestaffeltes ersetzen, fiir das dieselben Bezie-
hungen zwischen Gesamtauftrieb und Widerstand gelten. Die
Verteilung des Widerstands auf die einzelnen Tragfliigel wird in
beiden Fallen verschieden sein. In einem vorwarts gestaffelten
Doppeldecker wird der obere Tragfliigel weniger und der untere
mehr Widerstand erfahren als bei dem entsprechenden ungestaf-
felten System mit derselben Auftriebsverteilung iiber die beiden
Tragfliigel.

In einem ungestaffelten Doppeldecker ist der induzierte Wider-
stand des einen Tragfliigels, der vom Einflul der abgehenden
Wirbelenden des zweiten Tragfliigels her- A

rithrt, gleich dem induzierten Widerstand
des zweiten Tragfliigels, der von den ab-
gehenden Wirbelenden des ersten herriihrt;

denn wir kénnen jeden Tragfliigel in eine %
groBe Anzahl kleiner Elemente einteilen, Abb. 101.

1 Tsoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges. Diss. Got-
tingen 1918.

Glauert-Holl, Tuftschrauben. 11
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von denen jedes dieselbe kleine Auftriebskraft aufnimmt; wenn P,
und P, zwei solche Elemente auf den beiden Tragfliigeln darstellen,
dann wird die an P, von den von P, abgehenden Wirbelenden in-
duzierte Geschwindigkeit gleich der an P, von den von P,
abgehenden Wirbelenden induzierten sein. Da die Auftriebskrifte
an beiden Elementen gleich sind, miissen es auch die induzierten
Widerstdnde sein, die von dem Element des anderen Fliigels her-
rithren. Dieser Zusammenhang gilt fiir jedes Elementenpaar;
wenn man die Wirkungen aller Elemente des ersten Tragfliigels
auf P, zusammenzihlt, so zeigt sich, daBl der induzierte Wider-
stand des Elementes P,, der vom abgehenden Wirbelsystem des
ersten Tragfliigels herriihrt, gleich ist dem induzierten Widerstand
des ersten Tragfliigels, der von den von P, abgehenden Wirbel-
enden herriihrt. Wenn man schlieflich die Wirkungen aller Ele-
mente des zweiten Tragfliigels zusammenzahlt, dann ist die Rich-
tigkeit des Satzes nachgewiesen.

13.2.1. Der induzierte Widerstand. Wegen des Munkschen
Aquivalenzsatzes fiir die Staffelung geniigt es, den Fall eines
ungestaffelten Doppeldeckers zu betrachten. Es soll ferner ellip-
tische Auftriebsverteilung iiber die Spannweite jedes Tragfliigels
angenommen werden, da sich die Auftriebsverteilung der meisten
Tragfliigel dieser Form eng anpaft, und da mit dieser Methode
die gegenseitige Beeinflussung mit geniigender Genauigkeit be-
stimmt wird.

Es sei % der Abstand, b, und b, die Spannweiten der beiden
Tragfliigel und P,, und P,, die Auftriebskrafte auf die beiden
Tragfliigel. Dann sind die Widerstandskrifte der beiden Trag-
fliigel, die von ihren eigenen Wirbelenden induziert werden:

2

P, — - Lu
" = fablee;”
P — sz .
v = Tabjoc

der von den abgehenden Wirbelenden des anderen Tragfliigels
induzierte Widerstand wird von der Form sein:
¢P, P,
wo o eine Funktion der Langen %, &, und b, ist.
Die Werte des Koeffizienten ¢ kann man durch eine einfache
graphische Methode bestimmen. Abb. 92 zeigt die Normal-
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geschwindigkeit fiir einen beliebigen Punkt iiber oder unter einem
Fligel mit elliptischer Belastung; sie bestimmt deshalb die Sto-
rungsgeschwindigkeit ¢; , die in irgendeinem Punkt des ersten
Tragfliigels von den abgehenden Wirbelenden des zweiten in-
duziert wird. Den gegenseitig induzierten Widerstand P, kann
man durch Auswerten des
Integrals

Py, = / fco— iP,

475 \ >
iiber die Spannweite des ersten ;- \ g~
Tragflugels bestimmen. Ohne \\ 2
Beeintrachtigung der Allge- g
meingiiltigkeit kann die Lange
b, kleiner oder gleich b, an- %
genommen werden. Die Werte
des Koeffizienten o sind dann
eine Funktion der zwei Para- ¢

300

7
J

b h 608 910 _h_ G75 gz0
meter ?fl und R die das bty
2 1o Abb. 102.

Verhéltnis der Spannweiten
der beiden Tragfliigel und das Verhéltnis des Abstandes zur Summe
der Spannweiten darstellen. Zahlenwerte® fiir 6 geben Tabelle 19
und Abb. 102.

Tabelle 19. Werte von o.

P 0 0,025 | 0,050 | 0,075 | 0,100 0,150 0,200
b
b—1=1,0 1,000 | 0,780 | 0,655 | 0,561 | 0,485 | 0,370 | 0,290
2

0,8 0,800 | 0,690 | 0,600 | 0,523 | 0,459 | 0,355 | 0,282
0,6 0,600 | 0,540 | 0,485 | 0,437 | 0,394 | 0,315 | 0,255

Der induzierte Widerstand der zwei Tragflichen des ungestaf-
felten Doppeldeckers ist

. 1 P P, P,
P P+ P = g (35 07505, ")
1 /P P, P.,\
Pou= Paut Pa. = o (37 + 0 55,2

1 Prandtl, L.: Tragfliigeltheorie. Gottinger Nachr. 1919.
13*
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der gesamte induzierte Widerstand des Doppeldeckers ist:
1 (P P, P, . P
o (1 H 20 ).
Fiir einen gegebenen Gesamtauftrieb (P, -+ P,) ist der in-
duzierte Widerstand ein Minimum, wenn

Pa, by (by ~ 0by)

P by (by — by’
diese Gleichung bestimmt die beste Verteilung des Auftriebs auf
die beiden Tragfliigel. Der zugehorige kleinste induzierte Wider-

stand ist

P,=

P P2 1—o6%
Y Lapcd b2 — 20byby + b3

13.2.2. Tragfliigel von gleicher Spannweite. Fiir einen Doppel-
decker mit Tragfliigeln von gleicher Spannweite wird der induzierte
Widerstand am kleinsten, wenn jeder Fliigel denselben Auftrieb

aufnimmt :
P 1+o
Pu=fapeq” 2
oder
y _F elto
gz e 2

Nun ist aber fiir einen Doppeldecker, dessen beide Fliigel
gleiche Abmessungen besitzen, das Seitenverhaltnis 4 definiert als

2
der Wert von %1?—, um mit der Definition fiir den Eindecker im

Einklang zu bleiben. Die Formel fiir den induzierten Widerstands-
beiwert kénnen wir also auch schreiben:

bo= 27l + o).

Der induzierte Widerstandsbeiwert ist gegeniiber seinem Wert
fiir einen Eindecker von gleichem Seitenverhaltnis um den Faktor
(1 4 o) erhoht.

Diese Formel fiir den induzierten Widerstandsbeiwert kann
man mit guter Genauigkeit tiber einen gréferen Bereich verwenden,
als sie eigentlich gilt. Die Wirkung einer kleinen Anderung in der
Verteilung der Auftriebskraft auf die beiden Tragfliigel ist ganz
unwesentlich; denn wenn P, = x P, ist, dann kann man die
allgemeine Formel fiir den induzierten Widerstand eines Doppel-
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deckers mit Tragflaichen gleicher Spannweite in der Form aus-

driicken:
P l1+o 1 -0/ —1\2
Po=ppal 3+ 5 () )

Auch mit den ziemlich extremen Werten # = 1,25 und ¢ = 0,4
stellt das Zusatzglied einen Zuwachs des induzierten Widerstands
von nur 0,5% zu seinem Kleinstwert dar; es ist also in den meisten
praktischen Fillen gentigend genau, mit dem Ausdruck fir den
kleinsten induzierten Widerstand zu rechnen.

Die Formeln sind auf der Grundlage elliptischer Auftriebs-
verteilung iiber die Spannweite jedes Tragfliigels entwickelt wor-
den, was fiir die Abschitzung der gegenseitigen Beeinflussung
geniigend genau sein diirfte; es kann jedoch wiinschenswert er-
scheinen, den Korrekturfaktor (1 4 &) fiir den induzierten Wider-
stand der Tragfliigel infolge ihrer eigenen Wirbelschleppe, der in
der Theorie des Eindeckers vorkommt (s. 11.2.1), beizubehalten.
Der induzierte Widerstandsbeiwert eines Doppeldeckers mit Trag-
flachen von gleicher Spannweite erhdlt dann die Form:

fo= 7 (L+ 0+ 0)22.

Der gesamte Widerstandsbeiwert eines Doppeldeckers iibertrifft
den induzierten Widerstandsbeiwert um den Profilwiderstands-
beiwert des Tragfliigelquerschnittes; der gesamte Widerstands-
beiwert eines Doppeldeckers wird also schlieBlich:

bo=Cup + o A+ 8+ 0) 2.

Er dbertrifft den eines Eindeckers von gleichem Seitenverhalt-
nis um

;lz 022,

13.2.3. Anstellwinkel. Um von einem Doppeldecker denselben
Auftriebsbeiwert zu erhalten wie von einem Eindecker mit gleichem
Seitenverhéltnis, mufl man einen gréBeren Anstellwinkel withlen,
teils wegen der zusdtzlichen induzierten Geschwindigkeit, teils
wegen der unmittelbaren Beeinflussung der Tragfliigel, die schon
bei zweidimensionaler Bewegung auftritt. Fiir einen Doppeldecker
mit Tragflichen von gleicher Spannweite betrigt die Erhéhung
des Widerstandsbeiwertes gegeniiber dem Eindecker von gleichem
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Seitenverhéltnis %O’Ci , und die entsprechende VergréBerung
des Anstellwinkels wird einfach ~17 o6&, . Auch die Korrektur fiir
Th

die unmittelbare gegenseitige Beeinflussung der Tragfliigel haben
wir schon frilher gefunden (13.1.4) in der Form f(£&, + 24,);
die gesamte Vergroflerung des Anstellwinkels ist also

;tl—laé‘a+ﬂ<%5a+ 2Cm>

Wir kénnen schlieilich den Anstellwinkel eines Doppeldeckers
in der Form ausdriicken:

& = 0‘0_"%(1+t+a)5a+ﬂ(%'za+2é.m)a

wo &, den Anstellwinkel des Tragfliigelprofils in zweidimensionaler
Strémung darstellt, der den Auftriebsbeiwert £, liefert, und wo
der beim Kindecker auftretende Faktor ist (s. 11.2.2).

13.2.4. Zusammenfassung. Kin ungestaffelter Doppeldecker mit
Tragfliigeln von gleicher Spannweite ist durch die Gleichungen
gekennzeichnet:

o= ag+ (L7 + 0+ B Lat 28a),

Cu): pr"‘%(l + 6+ G)Z?z:

wo o, und {,, die KenngroBen des Tragfliigelprofils in zwei-
dimensionaler Strémung bedeuten, die dem Auftriebsbeiwert {,
entsprechen; 4 ist das Seitenverhédltnis, § und ¢ sind die in
Tabelle 17 und 19 angegebenen Doppeldeckerkoeffizienten, und z
und 6 sind die Eindeckerkoeffizienten aus Kapitel XI, die vom
Umnrifl der Tragfliigel abhéngen.

In Uberschlagsrechnungen kann man 7 und & vernachlassigen
und &, gleich — &, setzen, so daB sich die Ausdriicke fiir den
Anstellwinkel und den Widerstandsbeiwert naherungsweise er-
geben zu

& = g+ (1 + 0)Cu + Bla

bo = Lup + o7 (L + 0) 22

Diese Formeln fiir die Kenngréfien eines ungestaffelten Doppel-
deckers mit Tragfliigeln von gleicher Spannweite gelten nur fiir
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den normalen Anstellbereich, da das Maximum des Auftriebs-
beiwertes beim Doppeldecker niedriger liegt als beim entsprechen-
den Eindecker. Die Verringerung des Auftriebs bei einem ge-
gebenen Anstellwinkel in zweidimensionaler Strémung wird durch
den Faktor B der Tabelle 17 dargestellt; dieser Faktor gibt auch
eine rohe Schitzung fiir die Verringerung, die man fiir den
maximalen Auftriebsbeiwert erwarten darf.

Fiir einen Doppeldecker, der von zwei rechteckigen Tragfléichen
vom Seitenverhéltnis 6 gebildet wird bei einem Verhiltnis von
Abstand zu Sebne gleich Eins, sind die Werte fiir die verschiedenen
Koeffizienten:

7 = 0,163, 0 = 0,046,
f=0,027, 6 =0,535.

Wenn man also {, = 1+, setzt, dann ergeben die Formeln

i = Lup + 0,084 5,
& = oy 4+ 0,117,
wenn man den Anstellwinkel in Graden miBit, gilt:
& = &y -+ 6,7°C,.
Die Neigung der Kurve des Auftriebskoeffizienten in Abhéngig-
keit vom Anstellwinkel ist 3,62 je Bogengrad statt 6,28 fir das

Tragfliigelprofil in zweidimensionaler Strémung und statt 4,54
tiir einen Eindecker von gleichem Seitenverhéltnis.

XIV. Der Tragfliigel im Windkanal.
14.1.

Die beschrankte Ausdehnung des Luftstromes in einem Wind-
kanal, sei er nun mit offenem oder geschlossenem Arbeitsraum aus-
geriistet, erlegt der Strémung um einen Tragfligel oder einen
anderen zu untersuchenden Kérper gewisse Beschrinkungen auf;
die Bestimmung der Grifie dieses Einflusses ist von erheblicher
Bedeutung, da sich zeigt, dafl man an den aerodynamischen Kenn-
groflen eines Tragfliigels, die durch Versuche im Windkanal ge-
wonnen wurden, gewisse Korrekturen anbringen mufl, damit sie
tir die Verhaltnisse im freien Luftstrom brauchbar sind. Diese
Korrektur ist unabhéngig von irgendeiner Korrektur, die vielleicht
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durch das MafBstabsverhiltnis von Modell zu einem wirklichen
Tragfligel hereinkommt, und ist zu dieser hinzuzufiigen.

Die Theorie dieses Einflusses ist von Prandtl in seiner zweiten
Tragfliigelarbeit! durch Betrachtung der an der Grenze des Luft-
strahls zu erfiillenden Bedingung entwickelt worden. Die Wind-
kandle auf dem Festlande haben gewdhnlich einen offenen Arbeits-
raum; an den Begrenzungen des Luftstromes mufl dann die Be-
dingung konstanten Druckes erfiillt sein. Britische Windkanile
haben dagegen einen abgeschlossenen Arbeitsraum von quadra-
tischem oder rechteckigem Querschnitt; die Grenzbedingung
nimmt dann die Form an, daB die Geschwindigkeitskomponente
senkrecht zu den Kanalwinden Null ist. Diese Grenzbedingung
kann analytisch erfiillt werden, wenn man eine passende Anzahl
von Spiegelbildern des Modells einfithrt; die Beeinflussung des
Modells ist dann die von den Wirbelsystemen dieser Bilder in-
duzierte Geschwindigkeit. Das Problem des Windkanaleinflusses
besteht also in der Wahl des geeigneten Spiegelbildersystems und
der Bestimmung der entsprechenden am Modell induzierten Ge-
schwindigkeit. Die Untersuchung wird durch die Tatsache ver-
einfacht, dall es bei einer Spannweite des Tragfliigebmodells von
weniger als dreiviertel der Windkanalbreite geniigt, den Auftrieb
gleichm&Big tiber die Spannweite des Tragfliigels verteilt an-
zunehmen und vorauszusetzen, dafl am ganzen Tragfliigel dieselbe
induzierte Geschwindigkeit wie in der Mitte des Windkanals auf-
tritt.

14. 2. Kanal mit Kreisquerschnitt.

Wir betrachten einen Tragfliigel von der Spannweite b und
der Fliche F in einem geschlossenen Windkanal mit Kreis-
querschnitt mit dem Radius E. Wenn wir gleichmaBige Auftriebs-
verteilung iiber die ganze Spann-
weite annehmen, dann sind nur
& > & zwei abgehende Wirbelenden

U vorhanden, von denen jedes die
Starke Z, namlich die Zirkula-
ADb. 103. tion um den Fliigel, besitzt. Im

Querschnitt (Abb. 103) liegen diese Wirbel bei 4 und B, also
auf einem Durchmesser des Kreises, der die Begrenzung des Kanals

1 Tragfliigeltheorie. Gottinger Nachr. 1919.

LORN
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darstellt, in einer Entfernung —12)- von dessen Mittelpunkt. Die

Spiegelbilder 4’ und B’ liegen auBerhalb des Kreises auf dem-
2

selben Durchmesser in einer Entfernung % vom Mittelpunkt.

2
Die Stirke der Spiegelbilder ist ebenso groB wie die der urspriing-
lichen Wirbel, nur der Zirkulationssinn ist entgegengesetzt. Dieses
System von Spiegelbildern griindet sich auf die Tatsache, daf der
Kreis eine Stromlinie fiir jedes der Wirbelpaare 44’ und BB’ ist.

Die am Tragfliigel in