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Vorwort.

In der vorliegenden Arbeit habe ich mir die Aufgabe gestellt,
die vielseitige Anwendungsmoglichkeit der,,Ausgleichungsrechnung
nach der Methode der kleinsten Quadrate* nicht nur auf geodi-
tische, sondern auch auf physikalische, maschinenbau- und elektro-
technische Messungen zu zeigen. Hinsichtlich geoditischer und phy-
sikalischer Messungen ist diese Anwendungsmoglichkeit sowie die
gelegentliche Notwendigkeit, die Beobachtungen korrekt auszu-
gleichen, unbestritten, nicht aber auch bei technischen Messungen,
deren hiufig geringe Genaunigkeit die Aufwendung besonderer Rechen-
arbeit nicht lohnend erscheinen 1aBt; zudem wird vielfach ange-
nommen, daBl das Ziel des Ausgleichungsvérfahrens lediglich die
Ermittelung des wahrscheinlichsten Wertes aus den Beobachtungen
sel, und man tibersieht, daB der ,mittlere Fehler, den die Rech-
nung gleichzeitig ergibt, einen iiberaus wertvollen Anhalt zur Be-
urteilung der vermutlichen Zuverlissigkeit der Einzelbeobachtung
wie des errechneten wahrscheinlichsten Mittelwertes bietet. Gerade
bei technischen Messungen ist die Kenntnis des vermutlichen Zu-
verlissigkeitsgrades von nicht zu unterschitzendem Werte, vor allem
wenn die Messungsergebnisse in irgendwelche Rechnungen eingehen
oder aus ihnen Schliisse gezogen werden sollen.

Den praktischen Zwecken, denen das Buch dienen will, ent-
sprechend, ist der zahlenmifligen Rechnung ein ganz besonders
breiter Raum zugestanden worden, wibrend die Theorie lediglich
50 weit behandelt ist, als es zum-Verstéindnis der benutzten Formeln
notwendig erschien. Immerhin diirften die den Aufgaben voran-
gestellten mathematischen Ableitungen austithrlich genug sein, um
auch dem Neuling auf dem Gebiete der Ausgleichungsrechnung
klar zu machen, worauf es ankommt, zumal ich mich bei aller
Kiirze moglichster Einfachheit des Ausdruckes befleifigte. Die be-
handelten Aufgaben, die fast sdmtlich neu gebildet wurden, sind
den Gebieten: Technische Physik, Elektrotechnik, MaschinenmeB-
kunde und der Geodisie entnommen; sie sind teils vollstindig durch-
gerechnet, teils durch Angabe wenigstens der Losung sichergestellt.

V. Happach.
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I. Allgemeines iiber Fehler und Genaunigkeit einer
Messung,

1. Einteilung der Fehler; Aufgabe der Ausgleichungs-
rechnung. Die Ergebnisse aller experimentellen Forschung stiitzen
sich auf Messungen. Infolge der Unvollkommenheit der benutzten
Hilfsmittel sowie unserer Sinne, schlieBlich auch infolge gewisser
duBerer, unkontrollierbarer Einfliisse sind unsere Messungen selbst
bei Beobachtung aller erdenklicher Vorsicht niemals ganz fehler-
frei. Gehen die fehlerbehafteten MaBzahlen noch in irgendwelche
Gleichungen ein, so sind auch die aus diesen Gleichungen bestimmten
GroBen mit Fehlern behaftet, die im allgemeinen die mdgliche
Rechengenauigkeit bei weitem iibersteigen.

Es ist in der Regel nicht mdglich, die GréBe des walren Fehlers
einer Beobachtung jeweils anzugeben, da ja der Zweck der Messung
gewOhnlich der ist, einen der Wahrheit moglichst nahekommenden
Wert erst zu finden; man kennt bestenfalles die Ursachen, welche
Fehler bzw. Unsicherheiten der Messung veranlassen. Sieht man
von grober und von den durch geeignete Messungsmethoden gleich-
falls meistleicht vermeidlichen systematischen und konstanten Fehlern
ab, so sind die im Messungsresultat in die Erscheinung tretenden
restierenden Widerspriiche bzw. Fehler sog. zufillige Fehler, deren
Ursachen man nach Berndt einteilen kann in

1. innere (Konstruktionsméngel der Instrumente, wie Teilungs-
ungenauigkeiten usw., ferner elastische Nachwirkung bei
Tedern usf.);

. suBere (unkontrollierbare Emﬂusse der Temperatur, Luft-
feuchtigkeit usw., fremde Magnetfelder, elektrostatische Ein-
fliisse u. dgl.);

3. physiologische (Schitzungsfehler, Folgen der Ermiidung).

o

Die aufgezihlten Einfliisse wirken teils zusammen, zum andern
Teil heben sie sich auf — bei jeder Messung jedoch in verschiedenem
MaBe und in verschiedener Weise.

Aufgabe der Ausgleichungsrechnung ist es nun, durch Ablei-
tung eines alle unvermeidlichen Fehlerursachen einschliefenden
sog. ,,mittleren** Fehlers einen Anhalt zur Beurteilung der mut-
maflichen-Genauigkeit der Einzelbeobachtung zu geben; aufierdem
soll das Rechnungsverfahren in Fillen, wo iiberschiissige Beob-
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achtungen zur Bestimmung einer oder mehrerer Groben ausge-
fithrt wurden, den wahrscheinlichsten Wert derselben sowie ihren
mittleren Fehler zu bestimmen suchen.

2. Der mittlere Fehler als MaB fiir die Genauigkeit einer
Messung; der zulissige Maximalfehler. Es werde zuniichst an-
genommen, der wahre Wert X einer Beobachtung sei bekannt. Fiihrt
man mehrere Beobachtungen L, L, ... L, aus, so werden sie im
allgemeinen von dem Sollwert X um kleinere Betrige ¢, & ... ¢,
abweichen. Die Differenzen Weakrer Wert minus Beobachtung, also
die GréBen &, & ... ¢,, nennen wir Fehler, und die Gleichungen

X—L,=¢
X —Ly=¢ )
X—L,=¢,

heiflen entsprechend Fehilergleichungen.

Sind die Beobachtungen frei von groben oder systematischen
Feblern, so wird die Summe der Fehler, also der Ausdruck

g+t te,

oder in der von Gaufl vorgeschlagenen, im folgenden stindig an-
gewandten kiirzeren Schreibweise

[e]
(lies: Summe der ¢) gleich oder nahe gleich Null sein:
[e] o (2)

Das Erfiilltsein dieser Bedingung bildet, sofern eine nicht zu kleine
Anzahl von Beobachtungen vorliegt, eine wertvolle, freilich nicht
untriigliche Kontrolle fiir das Fehlen grober oder einseitiger Fehler,
d. h. fiir die Richtigkeit der Messung.

Die &, &, usw. konnen als MaBstab fiir die Genauigkeit') jeder
einzelnen Beobachtung dienen; da sie aber im allgemeinen sowohl
ihrer GrsfBe nach als auch hinsichtlich ihres Vorzeichens unter-
scheiden, geben sie an sich noch keinen Aufschluf iiber die.Ge-
nauigkeit der einzelnen Beobachtung im Durchschnitt. Um hierfiir
einen zahlenmiBigen Ausdruck zu finden, kann man verschieden
verfahren. Laplace schlug z. B. vor, die Einzelfehler ¢ ohne Beriick-

1) Man beachte den Unterschied zwischen den Begriffen ,richtig' und
.genau‘*! Die Erdbeschleunigung g ist beispielsweise mit g = 9,79235
genauer angegeben als mit g = 9,81; der scheinbar ungenauere Wert
9,81 kann aber sehr wohl der richtigere sein, wenn niimlich der wirk-
liche Wert g = 9,8124 ist. Streng genommen ist nur die Ausgleichung
richtiger Beobachtungen méglich. — Der Begriff ,zuverlissig* schlieBt
den der Richtigkeit und der Genauigkeit in sich ein.
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sichtigung ihres Vorzeichens zu addieren und die Summe durch
die Anzahl der Beobachtungen zu dividieren. Der sich ergebende
Ausdruck [abs. ]

a L ®)
heiBt dwrchschnittlicher Fehler; seine allgemeine Anwendung stoBt
jedoch auf Schwierigkeiten, die vorziiglich darin begriindet liegen,
daf den Einzelfehlern ¢ durch Wegnahme ihres Vorzeichens Gewalt
angetan werden muf. Von diesem Mangel frei ist der von GauB
vorgeschlagene, oben bereits erwihnte ,mittlere Fehler, der durch

die Gleichung .
m—+ /1 @

definiert ist. Wegen der Quadrierung der einzelnen Fehler liefert
die Wurzel stets reelle Werte; das doppelte Vorzeichen deutet an,
daf der mittlere Fehler einer Beobachtung ebensogut positiv wie
negativ sein kann.

Durch Multiplikation des mittleren Fehlers mit dem Koeffizienten
0,68 erhilt man den wahrscheinlichen Fehler w, d. h. jene Zahl,
von der mit gleicher Wahrscheinlichkeit behauptet werden kann,
daB der wirklich begangene Fehler kleiner, wie dafl er groBer sei

als sie: w = 0,68 m (5)

Fir die Wissenschaft wie fiir die Rechenpraxis hat jedoch lediglich
der mittlere Fehler Bedeutung erlangt; er ist — abgesehen von dem
unwahrscheinlichen Fall, dafl simtliche Einzelfehler, absolut ge-
nommen, unter sich gleich sind — stets grifer als der durchschnitt-
liche Fehler, er wertet aber auch die einzelnen Abweichungen er-
heblich strenger als dieser, da die griBeren Abweichungen bei der
Bildung der I'ehlerquadrate ganz besonders ins Gewicht fallen. Ein
Beispiel moge dies erldutern:

Die Brdbeschleunigung, deren wahrer Wert g = 9,80890 sei.
wurde von zwei verschiedenen Beobachtern nach dem gleichen Ver-
fahren je 10mal bestimmt; die erhaltenen Wertesind in den Spalten I
der nachstehenden Auswertung zusammengestellt (s. nichste Seite).

Die DBerechnung des durchschnittlichen Fehlers 18t die erste
Beobachtungsreihe als die weniger gute erscheinen, wéhrend sie
unserem Empfinden nach doch offenbar zuverlissiger ist als die
zweite, in der das Vorkommen zweier, den Durchschnitt betricht-
lich tibersteigenden Abweichungen unser Bedenken erregt. Die Be-
rechnung des mittleren Fehlers ergibt denn auch im zweiten Falle
einen erheblich groferen Wert als im ersten, woraus wir schlieBen
diirfen, dafl die erste Beobachtungsreihe tatsiichlich die zuver-
lissigere und deswegen wertvollere ist. dligemein gilt der reziproke

Wert des wmitileren Fehlers als Mafstab fiir die Genauigkeit einer
Messungsreihe.
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I. Beobachter II. Beobachter
Beobachtung Rechnung Beobachtung ~ Rechnung
el) & i
L 4+ | — |e-e L + | - ‘ g8
9,8084 5 25 9,8081 8 64
86 3 9 91 2 4
93 41 16 89 0 0
91 2 4 88 1 1
84 5 25 99 10 | 100
93 4 16 85 4 16
92 3 9 89 0 0
86 3 9 o1 2 4
94 5 25 91 2 4
91 2 4 90 1 1
| 16 | —20 | 142 ] 18] —17 | 194
[e]=—4¢ ; []=—4
16 - 20 . . .
dy = j(; = 3,6 Einheiten der 4. Dezimale
13 117
d11= 10 = 370 » nom 5
142
my = ET + 318 ” » 9 i)
194
My = E + 44 noon 3

Das Vorkommen der groBen Abweickungen in der zweiten Beob-
achtungsreihe fithrt zur Erorterung der Frage: Bis zu welchem Be-
trage sind die Fehler noch als zufallig, von welchem Betrage ab
sind sie als grobe.Fehler anzusehen?

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung zeigt, da8

der 1-fache m. F, unter .3 Beobachtungen
” 2 ” kh} ” . ” 22 "
” 3 1 » ”» ” 368 bal
” 4 ” ” ” ” 15800 "

einmal tiberschritten wird. Diese Zahlen geben zwar einen gewissen
Anbalt, doch -ist eine in allen Fillen gerechte Entscheidung wegen
der Natur der verschiedenen Fehlerursachen nicht méglich. Tm all-
gemeinen ist es iiblich, einen Fehler noch als zulissig anzusehen,
solange er nicht den 3-fachen Betrag des m. F. iiberschreitet:

Emax = 3m (6)

Fiir die Praxis bedeutet das, dall unter je rund 400 Beobachtungen
eine als unbrauchbar ausgeschaltet wird, obwohl lediglich infolge

1) Als Fehler sind hier die Abweichungen in der 4. Dezimalstelle
genommen, ein Verfahren, von dem wegen der grofieren Bequemlich-
keit der Zahlenrechnung hiufig Gebrauch gemacht wird.
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einer ungliicklichen Héufung der Fehlereinfliisse der Fehler zufillig
einmal den Betrag von 3m tberstieg, withrend andererseits grobe
Fehler bis zu demselben Betrage unbeanstandet bleiben.

1. Aufgabe. Die nachstehend zusammengestellten Produkte, die
simtlich etwa den Wert 300 haben, sind einmal mit einem Rechen-
schieber von 25 cm Linge, zum andern direkt berechnet worden.
Es soll zur Beurteilung der Genauigkeit, mit der der Rechenschieber
das Produkt 300 bei einmaliger Berechnung mitzuteilen gestattet,
der m. F. eines Rechenschieberresultates berechnet werden.

X L 1 X L
(Direkte|(Rechensch.-! (Direkte|(Rechensch.-
Produlcte Ausr.) | Resultat) S Ausr.) | Resultat)
14,82 - 15,94 34,65 - 56,38
- k| 291,5 0T 800,7 E
08125 | 290,8 )5 5,496 300, 301
14,55 - 8,344 78,84 - 89,52
Ehik bt 301.5 At hdal :
0.4035 300,9 01,5 3518 304,5 304
22,27 - 40,81 98,74 - 12,85
kel kehiotid ket - 307,5 || 27 307,2 3
2,950 08,1 » 3,920 ! o7
2,844 - 18,98 296,6 297
0,1815

Lisung: Man vervollstindige die Zusammenstellung durch Be-
rechnung der ¢ und ¢ - &. Aus der Summe der se:

[ee] = 1,75
ergibt sich dann der m. F. nach Gl 4 zu

3. Der mittlere Fehler, bedingt durch mehrere Fehler-
ursachen. Es wurde bereits darauf hingewiesen, daB die einzelnen
Beobachtungsfehler meist die Folge des Zusammenwirkens mehrerer
TFehlerursachen sind. Wenn nun in dem (wahren oder mittleren)
Endfehler m einer Beobachtung die einzelnen Ursachen, welche die
Fehler my, my ... m, zur Folge haben mogen, erkennbar sind, so
gilt die Beziehung

m = Vi ®

2. Aufgabe. Um die Genauigkeit zu ermitteln, mit der mittels
eines fehlerfrei geteilten AnlegemafBstabes eine Linge aus einer
Zeichnung entnommen werden kann, mift man 10 verschiedene
Lingen je 2mal, und zwar in der Weise, daf der MaBstab nicht mit
der Nullmarke, sondern mit einem beliebigen, jedesmal besonders
zu bestimmenden MaBe an das eine Ende der 10 Strecken gelegt
wird. Wie groB sind:
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a) Der m. F. einer Differenz?
b) Der m. T. einer Liingenmessung ?
¢) Der m. F. einer Ablesung am MaBstab?

E Messung I Messung II Messung I Messung I1
Anfang | Ende | Anfang | Ende || Anfang | Ende | Anfang | Ende
-~ mm mm mm mm mm mm mm mm

21,9 | 1197 | 46,1 | 143,9 51,0 96,1 | 221 67,2
313 | 127,9 | 758 | 172,83 33,9 | 1933 | 40,9 | 2004
55,8 | 116,8 | 40,1 | 101,1 12,7 | 953 | 546 | 137,3
54 | 1088 | 21,2 | 1246 L6 | 1117 | 354 15,2

|
16,5 | 181,7 | 53,9 169,0i 16,8 1144,7 26,0 | 155,8
|

Lisung: a) Der Sollwert der Differenz zweier jeweils zasammen-
gehériger Lingenmessungen ist Null; die sich ergebenden Ab-
weichungen sind somit als wahre Fehler der Differenz anzusehen,
deren mittlerer Fehler sich nach Gl. 4 berechnen 148t. Im vor-
liegenden Falle erhilt man als m. F. einer Differenz

my = 4 0,078 mm,

b) Zur Bestimmung des m. F. m ,, einer Lingenmessung tiber-
lege man, daB m, sich zusammensetzt aus den mittleren Fehlern,
mit denen jede der beiden Einzelmessungen behaftet ist. Da beide
Messungsreihen mit gleicher Sorgfalt aufgestellt wurden, muB an-
genommen werden, da ihre m. . gleich sind, so daB GL 7 ergibt:

my = Vo F i, = VT,
Hiernach berechnet sich der mittlere Fehler einer Lingenmessung zu
m
m, = i/§=—— 4+ 0,055 mm.

¢) Jede Liingenmessung ist aus zwei Ablesungen zustande ge-
kommen, deren jede mit dem gleichen m. F. m, behaftet sein wird.
Gleichung 7 liefert wieder

m

mL=V§E§; m, = -1«/5 —= + 0,039 mm.

3. Aufgabe. Die Lingenausdehnungskoeffizienten von 5 Metallen
wurden simtlich mit denselben Apparaten und nach dem gleichen
Verfahren je zweimal bestimmt zu:

Gtesucht wird der m. F. einer Messung.

Lisung: Man bestimme wieder die
Fehler der einzelnen Differenzen und er-

L. Messung ‘ IL. Messung
0,00001126 | 0,00001132

2879 2891

2504 9496 | hilt, wenn man der bequemeren Rechnung
1849 1859 | wegen lediglich die Abweichungen in der
0788 0791 | 8. Dezimale betrachtet,

e e] = 8583.
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Hieraus folgt als m. F. einer Differenz
m, ==+ 8,4 Einheiten der 8. Dezimalstelle.

Dieser Fehler ist zusammengesetzt aus den als gleichgroB anzu-
sehenden mittleren Fehlern von zwei Messungen; fiir die Hinzel-
messung ergibt sich somit:

m == —;%;; = -+ 6 Einheiten in der 8. Dezimale.

Allgemein 16t sich aus Beobachtungsdifferenzen der m. F. der Einzel-

messung berechnen zu L
[e-e]
n=1" ®

wobei » die Anzahl der Doppelmessungen, ¢ die Beobachtungs-
differenzen bedeuten.

4. Aufgabe. Gelegentlich der Bestimmung der Empfindlichkeit
einer Wage wurden folgende Beobachtungen gemacht:

a) Bei der Belastung 10 g b) Bei der Belastung 10g - 5mg

Ubergewicht.
1. Beobachtung [;II.Beobachtung_l L. Beobachtung |II. Beobachtung
Zeigerstellungen Zeigerstellungen
links |rechts|| links | rechts links |rechts|| links | rechts
35 (156 |42 | 152 36 1134 le2 | 106
41 (152 || 47 | 145 42 1127 1 6.7 | 10,1
4,8 | 5,3 48 B
Mittel: 4,133(15,400] 4,733 | 14,85ﬂ brittel: 4,200]13,050| 6,733 | 10,350

Es ist der m. F. einer Ruhelagebestimmung anzugeben.
Lisung:

| Hieraus der m. F. einer Ruhe-
Ruhelage lagebestimmung nach GIl..8
B S D O -0 R
a | 9,767 [ 9,792 | 425 ! 625 | o —1/7** . + 43 Binheiten
b | 8,625 |8542 | —83 6889 in der 3. Dezimale.
— 58| 7514

1) Fehler in der 3. Dezimale.
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II. Ausgleichung direkter Beobachtungen gleicher
Genauigkeit.

4. Das arithmetische Mittel. Bei den bisherigen Betrachtungen
war angenommen, daf die Wahrheit X — der Sollwert der Beob-
achtungen — hekannt sei. Bei den weitaus meisten physikalischen
und technischen Messungen ist dies aber keineswegs der Fall; viel-
mehr soll gewGhnlich die Wahrheit oder doch wenigstens ein Wert,
der ihr moglichst nahe kommt, durch die Versuche bzw. durch Rech-
nung erst ermittelt werden.

Liegen mehrere gleich genaue, unter einander aber etwas ver-
schiedene Beobachtungen L,, Z, ... L, zur direkten Bestimmung
einer unbekannten GréBe # vor, so wire es ungerechtfertigt, aus
den vorliegenden Beobachtungen eine einzige als die ,richtige* will-
kiirlich herauszugreifen und die iibrigen, weil mit der ausgew#hlten
in Widerspruch stehend, auszuschalten; die iibrigen Beobachtungen
wiiren ja dann zwecklos gemacht worden. Man wird vielmehr unter
Verwendung simtlicher Messungen einen Wert zu bestimmen suchen,
der mit allen Beobachtungen nach M&glichkeit wenig in Widerspruch
steht. Dieser Wert miifite in bezug auf die Einzelbeobachtungen
gewisse Bedingungen, die vorher festzulegen sind, erfiillen. So
konnte man sich beispielsweise dahin einigen, dafl man als ,,gtin-
stigsten” Wert grundsiitzlich den ansieht, fiir den die Summe der
Widerspriiche gleich Null wird: In der Tat fiihrt diese Bedingung
im vorliegenden Sinn zu einem befriedigenden Resultat, denn die
Gleichungen o — I, = v, '

% — Ly = vy
z—1L,=wv,
liefern addiert die Beziehung na — [ L] = [v], aus der fir[v¢]|=0
folgt:
o (L]
n
d. h. das arithmetische Mittel aus siimtlichen Beobachtungen.
Leider fiihrt dieses einfache Verfahren nicht iiberall zum Ziele,
da gelegentlich die Bedingung [v] = O nicht geniigt und dann un-
endlich viele Liésungen zulifit. GauB hat deswegen vorgeschlagen,
es solle derjenige als glinstigster Wert angesehen werden, fiir den
die Summe der vv ein Minimum werde. Auf dieser Bedingung hat
er eine vollstindige Theorie der Beobachtungsfehler sowie seine
Ausgleichungsrechnung nach der’,,Methode der kleinsten Quadrate®
aufgebaut nnd damit ein Verfahren geschaffen, das stets nicht nur
eindeutig zum Ziele fiihrt, sondern auch unter gewissen Voraus-
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setzungen die nach den Lehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung
mywahrscheinlichsten® Werte ergibt. »
DaB das arithmetische Mittel auch die GauBsche Bedingung

[vv] soll Minimum

erfiillt, 148t sich leicht nachweisen.
Die Gleichungen a) «— L, = v,
x — Ly =1,

@ — L, =v,
n(z) —[L]=[v] liefern quadriert:

b) o — 2z L, + L=,
#?—2x Ly + L2 = v,0,

2 — 2z L, + L =wp,
ihre Summe ist ns*— 2z [ L] +[L¥]=[v-v].

Wenn nun [v - v] ein Minimum werden soll, ist die Summengleichung
nach der Unbekannten z zu differenzieren und der Differential-
quotient gleich Null zu setzen, also:

¢) 2nz— 2[L]=0;
(L]

hiermit berechnet sich tatsiichlich « zu = was wir beweisen wollten.

Wir setzen also fest:
Als giinstigster Wert einer Reihe gleichartiger und gleichgenauer
Beobachtungen gilt grundsdtzlich der, fiir den die Summe der vv
oo SEermm v [v+ 2] soll Minimum, (9)
Gleichzeitig merken wir an, daf der auf Grund der Bedingung 9
errechnete der wahrscheinlichste Wert ist, der sich nach MaBgabe
des verwerteten Beobachturigsmaterials iiberhaupt angeben 148t.%)
Liegen n gleichgenaue, direkte Beobachtungen L, , L, . .. L, vor,
so ergibt die Anwendung der Bedingung 9 als wahrscheinlichsten
Wert der Einzelbeobachtung das arithmetische Mittel
_ ]
== (10)
Br ist dadurch gekennzeichnet, dall er auBer der GauBschen noch
die Bedingung erfiillt: [v] =0 (11)

was bei der Zahlenrechnung eine wertvolle Kontrolle fiir die richtige
Mittelbildung darstellt. —

1) Vgl hierzu Helmert, a. a. O. S. 39.
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Wie groB ist nun der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels?
Gleichung 10 1iBt sich in der Form schreiben

new=2L+Ly+ Lsg+ ...+ 1L,.

Setzen wir nun die mittleren Fehler der einzelnen Beobachtungen
unter sich gleich — was wir unbedenklich tun diirfen, da ja kein
Grund vorliegt, den Beobachtungen, die wir als gleich genau voraus-
“gesetzt haben, verschiedene mittlere Fehler zuzuerkennen — und
zwar gleich m, so a8t sich der Fehler des Produktes » nach

Gleichung 7 bestimmen zu
Ve — » "
My, == ]/nmL = mL]/n.

Der Fehler in z allein ist offenbar gleich dem nten Teile dieses
Fehlers, also m,
= (12
Es bleibt zu ertrtern, welche GroBe m, besitzt.
Wire x in Gleichung 10 — also der Mittelwert der % Beob-
achtungen — identisch mit dem wahren Wert X, so konnten wir,
wie friiher, die Fehlergleichungen aufstellen:

d) X—L, =¢ ;¢
X — Ly = & ; &5
. . L3
X—L‘n=£n;e’n.eﬂ

nX —[L]=[el;[c-¢]

und dann den mittleren Fehler der Einzelbeobachtung berechnen zu:

) /A

Tatsichlich ist aber « nur ein Wert, der vielleicht der Wahrheit X
sehr nahe kommt, aber mit ihr auf keinen Fall identifiziert werden
darf. Die Differenzen z — L; usw. (Gleichung a) geben ja nicht
die wahren, sondern nur ,wermutliche’ Fehler; sie sind Verbesse-
rungen, die zu den Beobachtungen I hinzugeschlagen werden miissen,
damit der wahrscheinlichste Wert 2 herauskomme. Allgemein lassen
sich also die Gleichungen a) lesen:

Wahrscheinlicher Wert minus Beobachtung gleich Verbesserung,
weswegen sie am besten wohl ,,Verbesserungsgleichungen'‘ genannt
wiirden; doch ist es iblich, sie gleichfalls ,Fehlergleichungen® zu
nennen, da man ja schlieBlich auch Verbesserungen als Fehler im
weiteren Sinne auffassen kann.l)

1) Vgl hierzu Helmert, a. a. O. S, 39.
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Die Kombination der Gleichungen a) und d) liefert nun

f) & =uv + (X —2)
g =ty + (X —x) usf
Quadriert folgt:
g) 81"51“‘”1 o + 20, (X —2) + (X —x)®
B e =0l + 2@2 (X— x) + (X — 1)?

Summe: [s ] = [v v] + 2[v](X—x) + n(X—x)2
Nach Gleichung 11 ist [#] = O; von der Summengleichung bleibt

also iibrig :
h) [e-¢] =[v-v] + n(X— 2>
woraus zuniichst lediglich zu ersehen ist, daf

1) fere]l>[v-v]
Wenn nun in der Gleichung e) der unbekannte Ausdruck [ & - e] durch
den kleineren Wert [v.v], den wir berechnen konnen, ersetzt wird,
so wird unbedingt der Nenner % gleichfalls entsprechend verkleinert

werden miissen. Die Frage ist jetzt, in welchem MaBe das zu ge-
schehen hat.

Die Differenz (X — #), d. i. die Abwelchung des arithmetischen
Mittels von dem unbekannten wahren Wert X, 118t sich naturgemis -
ihrer wahren GroBe nach niemals angeben, doch haben wir in dem
oben (GI. 12) abgeleiteten mittleren Fehler m, des arithmetischen
Mittels einen guten Nihrungswert, durch dessen Einfiihrung
Gleichung h) iibergeht in

ms,
le-e]=1[v-v]+n e

oder 0 [eoe] = [0+ -

Andererseitsist[e ¢ ]mit aller Strenge definiert durch Gleichung 4 zu
) [e-e] =n-m,
woraus folgt [v-¢] -+ md: = nm?
und weiter m, = —1 nﬁf]l (13)
als mittlere Fehler ciner Einzelbeobachtung.
Der Nenner # — 1 stellt darin die Anzahl der iiberschiissigen

Beobachtungen dar. Den mittleren Fehler des arithmetischen Mittel-
wertes selbst geben nunmehr die Gleichungen 12 und 13 zu

[v]
m, = Vn(n — 1) (14>
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Zur zahlenm#Bigen Ausgleichung gleichgenauer Beobachtungen, die
simtlich zur direkten Bestimmung derselben Grjfen z dienen sollen,
sind demgemiB folgende Rechenoperationen notig:

1. Bilden des arithmetischen Mittels; dies ist der gesuchte wahr-

scheinlichste Wert.

2. Durch Bilden der Differenzen (Mittelwert minus Beobachtung)
erhilt man die Verbesserungen v, deren Summe gleich Null
sein muf.

. Quadrieren dereinzelnen v; Addition der Quadrate gibt [v- v].

4. Berechnen der mittleren Fehler der Einzelbeobachtung wie

des Mittelwertes nach den Gleichungen 13 und 14.

oo

5. Aufgabe. Mit einer Mohrschen Wage wurde die Dichte einer
Fliissigkeit 10 mal bestimmt. Welches ist der wahrscheinlichste
Wert und sein mittlerer Fehler? Wie groB ist der mittlere Fehler
einer Einzelmessung?

Beobachtungen| Berechnung Ljsung: Siehe nebenstehend;
L ) ) man erhilt als wahrscheinlich-
T sten Wert
0,93:2 g g z = 0,93 480 + 0,00 008
59 416 und fiir den m. F. der Einzel-
471 1 beobachtung
ﬁ 2 12 m, = + 0,00026.
ig " 3 ‘; 6. Aufgabe. Den Durchmesser
46 | 9 4 einesDrahtes miftman miteinem
51 3/ 9 Mikrometer an 10 verschiedenen
Mittel: 0,03 480 10| - 10/60=[p.v]| Stellen wie folgt:
1.0 2.3 | 4| 5 Messg.
Kontrolle; [v] =0 D =0,64/0,62/0,67/0,61/0,63 ma__
m, = V 80 | 96Rinh.inder | 6. |7 [8 |9 [10.Meiog.
’ 9 D =0,65/0,680,630,65'0,66 mm

4. Dezimale
Es ist der Mittelwert und sein

2,6 .
m, = = = + 0,8 Einh.inder ~m. F. zu bestimmen.
S 74T Lsuna:
4. Dezimale voung:
B D, = 0,644 -+ 0,007 mm.

7. Aufgabe. Derstiindliche Dampfverbrauch einer Dampfmaschine
wurde mehrmals unter stets denselben Bedingungen ermittelt wie
folgt: 4. 9 3. 4 5 Messung

1527 1512 1531 1543 1518 kg.

Bs ist der Mittelwert und der Grad der Zuverlissigkeit dieser
Angabe in Prozenten anzugeben.
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Losung: Der Mittelwert ist 1513,0 kg; [vv] berechnet sich zu
542 hieraus folgt m,= + 5,2 kg = 0,349, von 1513; somit

© = 1513 kg + 0,349,

8. Aufgabe. Bei der Bestimmung der Konstanten C einer Tan-
gentenbussole stellte man wihrend der Dauer des Versuches in
gleichen Zeitabstinden 5mal den Ablenkungswinkel ¢ fest, indem
man jedesmal beide Nadelenden ablas, den Strom wendete und
nochmals beide Nadelenden ablas. Welche Genauigkeit beansprucht
das Mittel aus allen Beobachtungen?

|| Strom gewendet Lisung :
Ne. | Nadelenden Nadelenden o= 44,41° 4 0,04°
“\| links | rechts| links | rechts Ind .

S— e ———-—u| Indem angegebenen mittle-
1 H 44,20 | 44,3° [ 44,40 | 44.2° | yen Fehler sind enthalten:
Z 446 446 i ads 44t 1. Die Ungenauigkeiten der
3 || 443 | 445 | 444 | 445 "
4 | 442 | 443 ‘ 442 | 443 Ablesungen durch Schit-
5 || 445 | 447 ’ 46 | 445 zungsfehler; 2. Die Unge-

nauigkeiten der Zeigerein-
stellungen infolge Stromschwankungen, Reibung der Nadel und
andere Zufilligkeiten.

9. Aufgabe. Es ist der m. F. einer Winkelmessung fiir einen Theo-
dolit zu bestimmen. Das Fernrohr 168t einen mittleren Visurfehler
m,= = 8", jeder der beiden Nonien einen Ablesefehler m,— - 6”
erwarten. Bei jeder Richtungsmessung werden die Ablesungen an
den Nonien gemittelt.

Losung :

1. Der m. F. einer Fernrohreinstellung ist m,.

2. Der m. F. des Mittels aus den beiden Nonienablesungen ist
, m,

2

m, Ve

3. Der m. F. einer Richtungsmessung ist daher

ey M
SV 3
4. Der m. F. einer Winkelmessung, die durch zwei Richtungs-
messungen zustande kommt, folgt somit zn

M=) 2md + md =+ 7,3".

10. Aufgabe. Fir eine Rechnung braucht man die Summe der
Winkel @ und . «und § sind Mittelwerte aus 12 bzw. 18 Messungen;
diese wurden mit einem Theodolit ausgefiihrt, der fiir die einzelne
Winkelmessung einen m. F. von - 7,3” erwarten liBt. Mit welchem

m. F. ist die Summe z = « 4 § behaftet?
Teubn. Leitf. 18: Happach, Ausgleichsrechnung. 2
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Lisung : x=a-+f

S~ DU * )
“ y19’ LAY

m = V= 37

95.5 11. Aufgabe. Um festzustellen, wie genau sich mit einer
21:8 Kreuzscheibe ein rechter Winkel abstecken liBt, verfuhr
23,6 | man folgendermaBen: Von einem Standpunkt 4 aus visierte
24,0 | man eine Bake B an und wies alsdann eine zweite Bake C

3;’3 im rechten Winkel zur ersten ein. An einem Zentimeter--

26,0 | maBstab, der parallel zu A B in C lag, las man die neben-
22,7 | stehend zusammengestellten Einweisungen ab. Auf wieviel
Zi’g Bogenminuten genau 148t sich demnach mit dem justierten

: Instrument durch eine Sicht -ein rechter Winkel abstecken,
wenn die beiden Baken etwa 50 m vom Standpunkté 4 des Beob-
achters entfernt waren?

Lisung: Die Genaunigkeit einer Absteckung berechnet sich zu

25,44
V = = + 1,68 om;

dem entspricht bei 50 m Zielentfernung ein Winkel von
1,68-3438 ’

oo — = L2
my,

5. Graphische Darstellung der Gleichung Mg = —=

-

Gleichung 12 sagt aus, daB der m. F. des arithmetischen Mittels
umgekehrt proportional der Wurzel aus der Anzahl der Beobach-
tungen zunimmt. Was dies fiir die Praxis bedeutet, zeigt die fiir
m, =1 und n]f" ausgefithrte graphische Darstellung der

11 Am<?  Gleichung my,

Die hyperbelartige Kurve nihert sich mit zunehmendem »
asymptotisch der Null, ohne
diesen Wert je zu erreichen.
Bei den ersten 5 bis 10 Be-
C =z 3ws 0 20 obachtungen nimmt der m.

Fig. 1. F. m, schuell ab, d. h. die Ge-
nauigkeit des Mittels nimmt zu; bei noch hiufiger Wiederholung
hingegen hat diese nur wenig EinfluB auf die Verringerung des
mittleren Fehlers. Um beispielsweise den mittleren Fehler, der sich
bei 10 facher Wiederholung ergibt, auf die Hilfte herabzudrii: ken,
miiBte man noch 30 weitere Messungen von der gleichen Genauig-
keit ausfiihren; das heift: Es ist unwirischaftlich, die durch Mangel
an Sorgfalt oder durch die Unzuldnglichkeit der Instrumente be-

05
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dingten Ungenauigkeiten der Beobachtunnen durch héufige Wieder-
holung kompensieren zut wollen; wvorteilhafter ist es vielmehr, von
vornherein Beobachtungsmethode und Apparatur der gewiinschien
Genauigkeit des Endergebnisses anzupassen.

6. Mittlerer Fehler einer Funktion von Beobachtungen.
(GauBsches Fehlerfortpflanzungsgesetz.) Ist ein durch Rech-
nung zu bestimmendes Resultat L von mehreren Beobachtungen
L,, L, ... L, derart abhiingig, dafl die Beziehung besteht:

L=f(L, L, ... L),
und sind ferner m, m, ... m, die wahren oder mittleren Fehler

der einzelnen Beobachtungen Ln L, usw., so gilt fir den m. F.
des Resultates die Glelchung

m, = —l—V ml (aallj ) 4. +( ) (15)

Diese Gleichung helBt auch Gaupsches Fehlerfortpﬂanzuwgsgesctz.
Sie ist fiir die physikalische Rechenpraxis von eminenter Bedeutung,
gibt sie doch ein Mittel, sich bei gegebener Versuchsanordnung usw.
Ubersicht iiber die GroBe des zu erwartenden Endfehlers oder iiber
den Einflufl dieses oder jenes Fehlers in einer beobachteten GriBe
auf das Resultat zu verschaffen. Da die Fehler m , my . . . gegen
die L,, L, ... meist klein sind, gibt die Gleichung auch dann
noch brauchbare Zuhlen, wenn fiir die L, L, .. . nicht die strengen,
sondern nur geniherte Werte eingefiihrt werden. Auch sonst lassen
sich aus.ihr wichtige Schliisse beziiglich der Fehlerfortpflanzung
ziehen. So folgt beispielsweise fiir

L=a-L,

wobei @ eine Konstante bedeute,

m, = am,; (16)
fiir das arithmetische Mittel
L:L1+L2+."+Ln
n

ergibt sich, wenn man m,; == m, = --- = m setut,
m Vnm? m
== e = e,
L n n

wie wir oben bereits auf andere Weise ableiteten.
12. Aufgabe. Zur Bestimmung des Volumens eines prismatischen
Korpers mift man mittels einer Schublehre die drei Kanten
a = 13,4 mm
b =253
c= 18,7 ,,
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je auf 0,05 mm genau. Wie grof ist das Volumen und dessen mut-
mafBlicher Fehler?

Losung: Es ist das Volumen V = abc und der gesuchte m. K.
nach GL. 15 m .=V (bc-m_ )+ (ac-m,)? + (ab-m,)?; der Rechen-
schieber liefert genau genug: m V——=V5.*58iiji 57+ 286 =32 mm?.

Das gesuchte Volumen ist

V = 6340 4~ 32 mm®.

Man erkennt, daB es unsinnig wire, simtliche bei der direkten
Ausrechnung erhaltenen Ziffern (im Beispiel also das Resultat mit
¥V = 6339,674 mm®) mitzuteilen, da bereits die dritte Stelle um
8 Einheiten unsicher ist!

13. Aufgabe. Das spezifische Gewicht eines Korpers berechnet
sich aus seinem Gewichte G, in Luft und dem Gewichte &, in

Wasser zu
GL

e,

a) Wie groB ist der m. F. in s, wenn die Fehler in ¢, und G,
bzw. my und m, sind?
b) Wie hoch berechnet sich m speziell fiir G,=185,54 0,05 gr
und G,= 161,64 0,08 gr?
Lisung: a) Gleichung 15 ergibt

2.2 | 2.2
VG_me + Gim,

= -+

T (GG
b) m, = + 0,032 c%,,, das gesuchte spezifische Gewicht ist da-
her mit s = 7,76 - 0,03

genau genug angegeben!
Man beachte die verhiltnismiBig grofie Ungenauigkeit des Re-
sultates! (Vgl. Aufg. 31.)

14. Aufgabe. Bin elektrischer Kombinationswiderstand aus zwei
parallel geschalteten Einzelwiderstéinden berechnet sich zu

. W,
= wy - 2w, .
Welches ist der m. F. in w fiir w, = 10,3 4- 0,1 2
1wy = 15,6 4+ 0,2 ?

i m2 L 08 me
Lisung : m,, = ]{%@1:'__—1-701{’)12@ = + 0,073
1 2

w = 6,24 4+ 0,07 Q.
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15. Aufgabe. Die Erdbeschleunigung ¢ soll nach der Formel
n®l
9= 3=
experimentell bestimmt werden. Mit welcher Schirfe kann dies ge-
schehen, wenn das ca. 2 m lange Pendel auf 0,32 mm und die
Schw1ngungs7e1t t auf ) Sekunde genau gemessen werden kann?

ZZoszmg
2m,\ 0,001 4+ 0-[)8 cm
qV —" = 981V T — £ 139 G

Diese Rechnung Zelgt, daB die Fehler in ! und ¢ einen ganz ver-
schiedenen Einfluf auf den Fehler des Resultates haben; im vor-
liegenden Falle z. B. ist der Fehler des Resultates so gut wie ganz
auf das Konto der nicht ausreichend genauen Zeitmessung zu setzen.

16. Aufgabe. Wie genau miiBte im vorigen Beispiel die Schwin-
gungsdauer ¢ bestimmt werden, damit ihr Fehler auf den Fehler
in g von demselben Einflul wie der Fehler in ! sei?

Losung: Beide Fehlereinfliisse werden gleich, wenn

mi 4mj
I 3

. m t
hieraus L= s =

T "™t _ 1 0,000011 sek.
1

ny

21
17. Aufgabe. Wie genau miite der ca. 2 m betragende Abstand }

zwischen Spiegel und Ableseskala beim Apparat von Lavoisier zur

Bestimmung des linearen Léingendehnungskoeffizienten o gemessen

werden, damit der m. F. im Resultat 0,5%, nicht tibersteige? Die

Konstanten des Apparates sowie die iibrigen durch Messung zu be-

stimmenden Daten mogen als fehlerfrei vorausgesetzt werden:

r=25mm; !=250cm; Atwvn80% ew2m.

Zur Auswertung diene die Formel

_r-dae,

T 2eldt

" r-da \2 m
Losung: — m, = V(mm) m=t ey

Der griBte fiir Metalle in Frage kommende Ausdehnungskoeffizient
ist etwa 2 . 10~*; m, somit 10~%; also

-6_9.10-%. M in Milli
107°=2 - 107*. 5 (1 in Millimetern)

= 4+ 10 mm.

Ubrigens hiitte im vorliegenden Falle eine clementare Betrachtung
zu demselben Ergebnis gefithrt.
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18. Aufgabe. Fiir die Stromstiirke 7, welche die Nadel einer Tan-
gentenbussole um den Winkel ¢ ablenkt, gilt bekanntlich:
i= Ctg v
wobei C eine Apparatkonstante bedeutet. Bei welchem Ablenkungs-
winkel ¢ hat ein bestimmter Fehler in ¢ den geringsten Ein-

fluB auf die nach der oben gegebenen Formel errechnete Strom-
stirke ?

Lisung: Bs ist:

CPmiy _Cmg _ d-my _ 2imy
costgp  cos*g sing - cosgp  sin2¢

m, =

(wegen sin 2« = 2 sin « - cos )

. m,; sin 2
im = i FL 2P,
@ 2 !

dieser Ausdruck soll ein Minimum werden, daher

a(-mg)
do ~O~2

ey

+2-cos2¢@; cos2¢ =0
@ = 45°,

19. Aufgabe. Es ist der m. F. des Trigheitsmomentes einer recht-
eckigen Querschnittsfliiche anzugeben. Die Seiten seien b 4- m und
h 4 m; das Triigheitsmoment soll sich auf die durch den Schwer-
punkt parallel zu b gehende Achse beziehen.

2
Losung: m,= + n_;;»_ VR + 90,
Ist h << b, so wird myen J-?ihﬂ-
20. Aufgabe. Wie genau 1i8t sich die Hypotenuse ¢ eines recht-
winkeligen Dreiecks zeichnen, wenn die Katheten auf 0,1 mm und
der rechte Winkel auf 4- 0,1° genau aufgetragen werden?

Liosung: Bs ist ¢ = Va4 b*— 2ab cosy,

hieraus my = Viam,)* + (MZ”)Z + (abmy)*,

Unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB 19 = -1 = 0,01745

in absolutem MaB ist, ergibt die Zahlenrechnung:
m,= 4 0,124 mm.

21. Aufgabe. Der Flicheninhalt eines Quadrates wurde aus der
Seite zu F = a® = 2670 + 20 mm? bestimmt. Mit welcher Ge-
nauigkeit wurde demnach die Quadratseite ermittelt?
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Lisung: Aus

folgt

Hieraus:

ma=

My
2a

19

F = a?
M=+ 2a-m,.

4

20
T 2.51.6

= 4- 0,2 mm.

22. Aufgabe. Wie genau 1iBt sich der obere Heizwert eines m®
Leuchtgas auf Grund des nachstehenden Versuchsprotokolls an-
geben, wenn die Auswertung nach der Formel zu geschehen hat:

W, — t,)
Hy— -2
+ . w G Liosung: Man berechne die
Cl" 02° I ’ Mittelwerte fir £, und ¢, und die
g ——— | zugehorigen m. F.:
17,93 ]30,95] 3,320 10,00 _ ..
17,90 | 30,95 | 40,005+ 0,03 f=17,89 + 0,02+;
17,86 | 30,95 t,= 30,99 -+ 0,056.
17,87 |3 ol qe .
17.86 3i gg Mit diesen Zahlen ergibt das Gauf-
17.92 | 31,05 sche Fehlerfortpflanzungsgesetz
7,90 0 .
17138 | a 3(2) Hy= 4,359 4 0,025,
i | | was einer Zuverlissigkeit von rund

0,6 9, entspricht.

23. Aufgabe. Die Neigung einer Setzlinie wird mit Hilfe einer
justierten Libelle in der Weise bestimmt, dafl man die Stellung der
Blase an beiden Enden abliest und das Mittel bildet. Wie genau
kann diese Messung erfolgen, wenn der Teilwert der Libelle ( Ab-
stand zweier benachbarter Teilstriche) 6 und die Unsicherheit einer
Ablesung + 0,1 Intervall betrigt?

Losung: Das linke Blasenende werde mit 4,, das rechte mit 4,
bezeichnet. Die gesuchte Neigung betriigt dann:

A, — 4,
==
daher m, = 1VYm? + m? = 4 0,07 Intervall = 4 0,4”.
24. Aufgabe. Eine Rauchgasanalyse ergab folgendes Resultat:

1. Versuch: 7,0%,C0, 12,5% 0, 089 CO 79.7%N
2’ 1 5’8 0/0 ” 16‘0 0/0 ” 1’2 0/0 ” 77’0 0/0 ”
3. 2 9,0 0/0 ” 6,4 0/0 w O 0/0 ” 84,6 0/0 3
4. » 718‘ 0/0 ” 8,3 0/0 D) Oa5 0/o » 83,4 0/0 ”
Es ist der LuftiiberschuB ! nach der Gleichung
I— N
N — 79 (0, — 1 CO)

zu berechnen und anzugeben, innerhalb welcher Grenzen der Wert
wiihrend der Versuchsdauer schwankte.
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Lisung: Die Berechnung der Mittelwerte ergibt
T4 4 0,679, C0,; 10,8 4 2,13% 0,5 0,62 4- 0,24 9/, CO;
81,2 + 1,74 % N
Damit liefern die gegebene Formel und das Fehlerfortpflanzungs-
goset: 1 =1,95 + 389, Luftiberschub,
d. h. der Luftiiberschufl schwankte zwischen 1,6 und 2,3 %/,.

7. Bestimmung des mittleren Fehlers mit Hilfe logarith-
mischer Differenzen. Die in den Beispiclen des vorigen Ab-
schnittes getibte Fehlerberechnung durch Ditferenzieren ist gelegent-
lich umsténdlich; sie 148t sich aber, sofern der gegebene Ausdruck
logarithmischer Behandlung zugéinglich ist, mit Hilfe sog. logarith-
mischer Differenzen erheblich vereinfachen.

Ist der gesuchte Wert L von den Beobachtungen a, b, ¢, die mit
den mittleren Fehlern m, m,, m, behaftet sein mogen, abhingig
und besteht die Beziehung

ab
L=,
so folgt log I = log a + log b — loge.

Der Fehler, mit dem log Z behaftet ist, berechnet sich nach
Fritherem zu

logL V( loga) + (mlogb) + (mlog; = V}}li—{;ig:‘_ lg’ (17)
wobei Myogq = 4 den Fehler in log a darstellt vsw.:
my,., =k =1log (a4 m,) —loga (1)

logu

usw.

Diese durch Gleichung (18) definierten ,.logarithmischen Differensens.
sind ohne weiteres aus der Logarlthmentafel zu entnehmen als der-
jenige EinfluB, den beispielsweise die Anderung des Numerus @ um
den Betrag m, in der letzten Stelle der Mantisse ausiibt. Den m. F.
des Resultates findet man ganz entsprechend nach Bildung der
Fehlerquadrate 11 und Berechnuncr vonm,  , gemif Gleichung 17)

beim Aufschlagen des Numerus I, indem man untersucht, um
welchen Betrag (= m L) sich der Numerus L iindert, wenn logL

um Einheiten in der letzten Stelle vermehrt oder vermindert

wird, Es mag, obgleich es selbstverstindlich ist, noch erwihnt
werden, daB in die Glelchungen (17) und (18) die Beobachtungen
und 1hre mittleren Fehler stets in gleichen MaBlen einzufiihren sind.

25. Aufgabe. Gegeben ist das Gewicht G == 13 857 g 4 5 mg
eines Korpers und sein Volumen ¥V = 1,643 cm® - 3 mm3 Wie
groB ist sein spezifisches Gewicht und dessen mittlerer Fehler?
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L(')'szmg | R

s = 37 logs = log G —log V. G|1,14167 |155] 265
. |4 * ,78436%) | 79 | 6241
s ist mlogs———]/6506 = 80,7; < T0.02603 5506
daher s = 8,434 4 0,016.
Unter Umstinden geniigt die Angabe s = 8,43 + 0,02.

26. Aufgabe. Zur Ermittlung Q@
der Konstanten einer Tangenten- 0,3294-t.tg e
bussole mittelst eines Kupfervolta-  log € = log @ — log 0,3294

Lisung: C =

meters bestimmte man das Ge- — log? — log tg o.
wicht des Kupferniederschlages zu ,

Q = 0,4387 g + 0,3 mg, die Zeit l V| om
des Stromflusses zu {= 1200 sek Q 2,64217 | 29 841
+ 2 sek und den Ablenkungs- 0,3?94 *g,ggggg 72 | 5184
winkel zu o= 43,3+ 0,1% Wie 392

groB ist demnach die Konstante C bge | 002579 |150 22500
und ihr m. F. m? C 0,07106 ‘ 28525

Hieraus m = 169 und C = 1,1778 + 0,004 6.

27. Aufgabe. Zur Bestimmung des .. ., _ Sina
Brechungsquotienten eines Glases ermittelte 0SNG N = S g
man den Einfallswinkel zu logn = log sin«

o = 30,25° + 0,05 — log sin §.
und den Brechungswinkel zu | R
_ 0 0 a| 9,7022 6 | 36
o = 18,50° 4 0,08% B 1*0.4985 |18 | 324

Es ist der Brechungsquotient und sein |7, 0,2007 I%O
m. F. anzugeben,

Aus [42] = 360 folgt m = 19; somit

n = 1,587 + 0,007.

Wollte man die vorstehende Aufgabe mit Hilfe der Gleichung (15)
16sen, so hiitte man:

cos2 sin2 o cos?f
— 2
mn — V + T entg

e gin® K sin

Die m. F. der Winkel miissen, bevor sie in diese Gleichung ein-
gesetzt werden konnen, in analytisches MaB umgerechnet werden,

also: 0,05 0,08
o Mo =Frgi My= s
1) Statt log ¥ zu subtrahieren, ist es bequemer, die dekadische Er-

ginzung von log V zu addieren; es bedeutet *78436 — 0,78436 —1
= — 0,21564 = — log V,



22 L Ausgleichung direkter Beobachtungen gleicher Genauigkeit

und man erhilt

+ V (0 ,05 - cos 300 i (0,‘6§ sin 30° cos 180)2
M = 57,8 - sin 18° 57,3 sin® 180 USW.

Die groflere Einfachheit der logarithmischen Rechnung ist ohne
weiteres einleuchtend.

28. Aufgabe. Die Hohe % eines Losung:
Schornsteines wird durch Messen “

einer Distanz-d und einer Zenith- 4 | L2
distanz 2z so bestimmt, daB 68,3 - 015 || 1.8344 [ 9 | 81
. 52,59 0,1° || 9,8850 | 16 | 256
h=4d-ctgez wird. ==
1,7194 l 337
Es ist die Schornsteinhdhe und
ibr m. F. anzugeben fir den Fall, V3‘3“7~ = 4183
b g 683+015m = 52,41 4 0,21 m.

z = 52,59 4-0,1°.

8. Der prozentuale mittlere Fehler. Gelegentlich, besonders
bei rein technischen Rechnungen oder Messungen, hat man weniger
Interesse daran, den absoluten Betrag des m. F., als vielmehr seine
prozentuale Grofle im Vergleich zum Resultat kennen zu lernen.
Setzt man
m; = mittlerer Fehler der Beobachtung I,
p;= m. F. der Beobachtung L,, ausgedriickt in Prozenten von I,

so gelten die Beziehungen

w; L

m; = =5 (19)
100 m,

W=7 (20)

‘s

Damit geht das GauBsche Fehlerfortpflanzungsgesetz iiber in

my, _+oo1]/3L oy +(59Lf ‘pr Tg) oo (21)

1 Ll jfv 2L2 2+
V(aL"' f(L“L(aL)“ ) L (29)

2

Wenn die Beobachtungen tatsichlich frei sind von groben oder
systematischen Fehlern, so kinnen die prozentualen mittleren Fehler
als Maf fiur die Zuverliissigkeit dienen, wihrend die absoluten
mittleren Fehler lediglich ein MaB fiir die Genauigkeit darstellen.
Die prozentualen mittleren Fehler sind daher im folgenden ge-
legentlich als mittlere Zuverldssigkeit, die absoluten mittleren Fehler
als mitllere Genauigkeit bezeichnet.

In den folgenden Beispielen sind die mittleren Fehler in Pro-
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zenten des Ergebnisses fiir den Fall berechnet, daB die prozentualen
Fehler der Einzelwerte unter sich gleich sind, d. h.
100m, _ 100m, _ - _
L, ~ L ~ Tk
1. L = 1L,— L,.

_ VL) + - Ly _ VLi+ 1§
L, — I, e P
Man erkennt, daf der in Prozenten des Resultates ausgedriickte
m. F. je grofer ausfillt, je kleiner die Differenz L, — L, wird.
Ist beispielsweise L, = 10 &= 1%, und Ly =9 + 1%, so wird
p,= == 9%, Fiir die Rechenpraxis ist diese Unsicherheit der Diffe-
renzen von beachtlicher Bedeutung.
2. L=IL—1].
_VeLw® 4 @Lw? _ 9 VLI + I3
b= I — 13 Y R 2
Auch hier zeigt sich, daB das Ergebnis um so unsicherer wird, je
geringer die Differenz 72
3. L =1L, L.
. V(Lg l»":l——ll)2 + (LypLy)®
L= T wye.
Ebenso 1i8t sich zeigen, daf fiir
L=1I, Ly Lg--
der m. F. B = V; wird.

Wesentlich anders wird freilich das Ergebnis, wenn wir an-
nehmen, daB die absoluten Betrige der m. ¥. unter sich gleich
seien, wenn also m, = my - -+ = m. Dann wird fiir

L =1L, _

m,=VILim® + L m*=mV L+ L.

Der prozentuale Fehler des Ergebnisses wird jetazt:
100m VL -+ L

LI '
Dieser Ausdruck wird ein Minimum fiir I; = L,; er wird oo fiir
L, oder L,= 0, d. h. bei gleichen mittleren Fehlern der Faktoren
wird das Ergebnis einer Multiplikation um so unsicherer, je mehr
die einzelnen Faktoren ihrem absoluten Betrage nach verschieden
sind. Hat man also zwei aus einem Plane oder aus einer Zeichnung
graphisch ermiticlte Lingen zu multiplizieren, so wird man es stets

so cingurichten suchen, daf die beiden Strecken ungefihr gleiche
Ldnge haben.

ist,
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1

4.L=Z::—*

R A
was noch ungiinstiger ist als das unter 1. fir L = L, — L, ge-
fundene Resultat. : ’

1
b L= g7
_ 2 L+ 1}
BT WLtV LI
Auch dieser mittlere Fehler ist wesentlich griBer als der unter 2.
gefundene.

6. Fir I = . I,
erhdlt man mit B, = sz

denselben Unsicherheitsgrad wie im Falle L = L L.

29. Aufgabe. Die Reibungsverluste N, einer Dampfmaschine er-
hilt man als Unterschied aus der indizierten Leistung N, und der
gebremsten Leistung N,. Wie groB ist der zu fiirchtende®) pro-
zentuale Fehler in N, , wenn N,—= 100 PS +2%: N,=90PS 429,

ermittelt wurde ?

Lisung: Aus N,= N,— N,
27/100% — 90*
folgt fyp= >%W:W = 4 87 0/0.

30. Aufgabe. Das von einer in Gang befindlichen Kraftmaschine
erzeugte Drehmoment kann mit Hilfe des Pronyschen Zaumes ge-
messen und daraus die Leistung der betreffenden Maschine errechnet
werden. Fiir die Auswertung benutzt man die Gleichung:

Npg = C - P - n,
wobei C = eine Apparatkonstante,
P = die vermittelst eines Hebels mit einer Wage gemessene
Kraftwirkung in kg, :
n = die minutliche Umdrehungszahl der Maschine bedeutet.

Mit welcher prozentualen Genauigkeit miissen P und » ermittelt
werden, wenn die Unsicherheit in der Angabe der Leistung 2 %,
nicht {ibersteigen soll und die Konstante C'=0,001 als fehlerfrei
angesehen werden darf?

Losung: w=V2 =+ 1,49,
Es geniigt also, die Kraft sowohl wie auch die Tourenzahl auf
1,4%, genau zu bestimmen.

1) Mittlerer zu firchtender Fehler (error medius mej:uendus): eine
von GtauB eingefithrte prizisere Bezeichnung fiir den mittleren Fehler.
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31. Aufgabe. Zur Bestimmung des spezifischen Gewichts eines
festen Korpers fithrte man zwei Wigungen aus, die eine in Luft:
G,=185,5 40,05 g, die andere in Wasser: G,,=161,6 + 0,08 g.
Mit welcher Zuverlissigkeit 148t sich hieraus das spezifische Ge-
wicht berechnen?

GL
G,—G, "

w, = 0,027,
Wy == 0,0494 %,
Mit diesen Werten liefert Gleichung (22):
fg = i 0743 0/0‘

Obgleich die grofite vorkommende Unsicherheit der Beobachtungen
noch unter 0,5 pro Tausend bleibt, ist die Unsicherheit des Resul-
tates infolge der unter dem Bruchstrich auftretenden Differenz fast
10mal groBer!

32. Aufgabe. Zur Errechnung der mittelst einer Wheatstoneschen
Briicke verglichenen Widerstiinde bedient man sich der Gleichung

Losung: Bs ist § =

7,16

z=R%,

wobei % = der gesuchte Widerstand,
R = ein bekannter Vergleichswiderstand,
a und b = gemessene Liingen sind.
Bs ist der prozentuale mittlere Fehler in & anzugeben, wenn R
als fehlerfrei angesehen werden darf, und die Liingen @ und b mit
dem gleichen mittleren Fehler m behaftet sind.

1
Lisung: Bs ist  p,= p, = p = f?’f’..
Gleichung (22) liefert damit '
100
J— %Mbjf 'Va2 + bz

Dieser Ausdruck wird ein Minimum fiir
a=D.
In diesem Falle wird u = 100 -m -}/2;

fiir a = 4 erhilt man p, = 100m V5.

2
. b

33. Aufgabe. Die Zuverldssigkeit eines Produktes L = aT wurde
bei Verwendung eines Rechenschiebers von 125 mm Teilungslinge
zu 0,17 %, bestimmt. Welcher mittleren Ablesegenauigkeit entspricht
dies in mm?

Lésung: Bs ist gleich, ob man rechnet a-b: ¢ oder (@ :¢) - b;
in jedem Falle macht man 4 Einstell- bzw. Ablesefehler, deren
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Grofle wir als unter sich gleich groB ansehen wollen. Nach Fritherem
ist demuach die Grofle eines Ablese- bzw. Einstellfehlers

o = ;1 = =+ 0,085 %/,.

Nun ist log 10 = 125 mm auf der Teilung
loga= oz , , »

hieraus z =125 loga

und =+ 1—52{

a?

wenn M = log nat C und m, der m. F. in a bedeutet.
Mit m, = 0,00085 o erhilt man also

m,= 125 - 0,434 - 0,00085 — = 0,046 mm.

III. Ausgleichung direkter Beobachtungen
ungleicher Genauigkeit.

9. Das Gewicht. Zwei Groflen L, und L,, die als arithmetisches
Mittel aus einer jeweils verschiedenen Anzahl von Beobachtungen
gefunden wurden, haben nicht denselben Wert fiir die weitere
rechnerische Behandlung, sie haben, wie man sagt, verschiedenes
Gewicht. Einem Ergebnis, das aus einer gréBeren Anzahl von Beob-
achtungen hervorgegangen ist, wird man eine grolere Genauigkeit
und demnach ein groferes Gewicht zusprechen miissen als einem
aus weniger Beobachtungen errechneten. Ks ist iiblich, das Ge-
wicht p einer GréBe der Anzahl n von Beobachtungen, aus der sie
bestimmt wurde, proportional zu setzen:

P My ;

Dy Py (23)
Die Gleichung (12) gestattet nun, statt der Anzahl der Beobach-
tungen, deren mittleren Fehler zur Bestimmung des Gewichtes
heranzuziehen. Es ist

2

m3, my,
M= Es M= e
. P m
somit 104; = 3’ (24)
d. h. die Gewichte verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate der
mittleren Fehler.
34. Aufgabe. Einer Beobachtung mit dem m. F. m;= + 0,5 gibt
man das Gewicht p, = 1. Welches Gewicht erhilt alsdann eine
gleichartige Beobachturg mit dem m. F. my= + 0,47

7 04* 0,25
Losung: = 05t P2= 51

= 1,56.
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35 Aufgabe. Der m. F. einer Binzelbeobachtung sei my= + 2,2.
Wie oft ist sie zu wiederholen, damit sie das Gewicht 2 erhalte?
Der m. F. der Gewichtseinheit sei 4 1,8.

1 m3

§=’1j'822'3 m§=1,62’

d. h. der m. F. der Beobachtungen mull durch die nfache Wieder-
holung auf }/1,62 herabgedriickt werden. Gleichung (12) liefert
dann 2,22

"=162"

Losung:

36. Aufgabe. Fiir die Dichte eines Kérpers fand man die.nach-
stehenden Zahlen. Welche Gewichte

I Methode | IL Methode | kommen den Mittelwerten zu?
6632 | 6540 |  Losung: Die mittleren Fehler der
38 J 35 Mittelwerte berechnen sich zu
30 i 37
2 32 my ==+ 2,6
28 | 36 myp =+ 1,3.

Aus Gl. (24) folgt damit
P 1,82 1
Rl

T 2,62

Py
d. h.: Gibt man dem Resultat der 1. Beobachtungsreihe das Ge-
wicht 1, so kommt dem 2. Ergebnis das Gewicht 4 zu.
37. Aufgabe. In dem Ausdruck

x____2,5L1+L2':"'+Ln

seien I, L, usw. Beobachtungen, die mit dem gleichen mittleren
Fehler m behaftet sind.
Bine Beobachtung mit dem m. F. 2m habe das Gewicht 1,5;
wie grof} ist demnach das Gewicht von z?
m

Lésung: m, == 2,5 ﬁ’
im? 1,5-4m?*. n
daher p,=p m?,; = w = 0,96 n.

38. Aufgabe. Bei der Messung der drei Winkel eines Dreiecks
gelangen drei Theodolite von verschiedener Leistungsfihigkeit zur
Verwendung. Der zur Messung des Winkels « benutzte Theodolit
gestattet, eine Winkelmessung auf + 2", der bei der Messung von
verwendete, sie auf -+ 8", und der zur Bestimmung von y benutazte,
sie anf 4 5" genau auszufiihren. Wie oft ist jede Messung aus-
zufiihren, wenn die Gewichte der drei Mittelwerte unter sich gleich
und zwar =1 werden sollen, wobei voransgesetzt werde, daB einer
Winkelnressung mit dem m. F. 4 1” das Gewicht p = 1 zukomme?
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Lisung: Aus den beiden fiir das Gewicht giiltigen Sitze

P ™moona P ﬁ
Ds Ny Do mi
P My V "
folgt P n,

fir p; =1, m; =1 und %, = 1 folgt daraus
n? = m3 - p3.

Da p, in allen Fillen = p, = 1 werden soll, ergibt sich

Ny = m3

n,= 22 =14
ng=3"=9
n, = 5% = 25.

10. Das allgemeine arithmetische Mittel. Liegen mehrere
gleichartige Beobachtungen L, L, ... von ungleicher Genauigkeit,
d.h. also von verschiedenem Gewicht p, p, ... vor, so gibt das ge-
wohnliche arithmetische Mittel nicht den nach der bisherigen De-
finition giinstigsten Wert. Es bietet aber keine Schwierigkeit, zu
einem befriedigenden Ausdruck zu gelangen, wenn man bedenkt,
daB eine Beobachtung vom Gewichte p gewissermaBen p Beob-
achtungen vom Gewichte 1 ersetzt. Unter Beriicksichtigung dessen
ergibt sich als Mittelwert

r = plLl—t;ija + e + ann
Pt Pt

oder in kiirzerer Schreibweise

[pL)
v =" (25)
Dieser Ausdruck heiBt allgemeines arithmetisches Dittel.
Um den m. F. dieses allgemeinen arithmetischen Mittels bzw.
den einer Beobachtung von gegebenem Gewicht zu berechnen, stelle
man wieder die Fehlergleichungen auf:

2z — L, = v, mit dem Gewicht p,

t—Ly=wvy 5 n Py USW.
Durch Multiplikation mit den zugehorigen Gewichten p gehen sie
iiber in wp,— L, py = p,0,

8Py — Ly Py = pyvy USW.
Addiert geben sie die Summengleichung
z[p] — [Lp] = [pv]

Aus dieser letzteren 1iBt sich nun die Beziehung (25) nur fiir den
Fall ableiten, daB [p-o] =0, (26)
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was wir anmerken wollen, da diese Tatsache fiir die numerische
Rechnung eine wertvolle Kontrolle bildet.

Die Weiterbehandlung der Gleichungen nach demselben Prinzip,
das frither beim gewdhnlichen arithmetischen Mittel angewandt
wurde, ergibt schlieBlich den mittleren Fehler einer Beobachtung

vom Gewichte 1 zu po7]
m == VJ?_‘ ! (27)

n—1

ferner den miltleren Fehler einer Beobachtung vom Gewichte Py 7

[p- o]
und endlich den mittleren Fehler des Mittelwertes zu
P - vr]
=V a5 (29)

39. Aufgabe. Das spezifische Gewwht eines Korpers wurde von
4 Beobachtern mehrere Male bestimmt; man erhielt

1. 7,437 4+ 5 Einheiten in der 3. Dezimalstelle

2' 7,446 i_ 8 kAl kAl Mo b2l

B.OTARET . oo

4. 7 441 * 5 i IR TR T} "
Welches ist der Mittelwert und sein-m. F.?

Lisung: Zunichst leite man aus den gegebenen m. ¥. die Ge-
wichte ab. Setzt man das Gewicht einer Beobachtung mit dem m. F.
m = 10 gleich 1, so liefert Gleichung (24)

py=4; p,= 1,55; py=2,05; p,= 4.

Um fiir dic weitere Rechnung bequeme Zahlen zu erhalten, sub-
trahiere man von allen Beobachtungen den Wert 7,430 und be-
stimme das Mittel der Reste in der 3. Dezimalstelle nach Glei-
chung (25) zu
_ T-4416-1,65 4 2-205 4114
11,6

= 8,7.

Die nun erforderliche Berechnung der v, pv und p v+ geschieht am
besten tabellarisch:

L »p v Popew ' Pp-ov
+ | — | F ] =]

714 1,7 6,8 i 11,6
_ 16 | 1,55 7.8 11,3 | 82,5
2=8T |75 95| 67 137 | 918
11| 4 2,3 91,2
| 20,5 ! 20,5 } 207,1

-

[pv] =0

Teubn. Leitf. 18: Happach, Ausgleichsrechnung. 3
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Hieraus nach Gleichung (29):
207,1
m,— Vm = 4 92,4 Einheiten in der 3. Dezimalstolle.
Resultat: s, = 17,4387 4 0,0024.
40. Aufgabe. Die Dicke eines Drahtes miBt man mit zwei ver-
schiedenen Mikrometern; es ist der Mittelwert der Beobachtungen

zu bestimmen.
1. Mikrometer 2. Mikrometer

0,625 mm 0,635 mm
0,640 ,, 0,650 ,,
0,630 ., 0,655 ,,
0,640 ,, 0,645 ,
0,635 ,, 0,630 ,,

Lisung: Die Bestimmung des arithmetischen Mittels und seines

m, F. liefert im ersten Falle

L, = 0,634 4 2,9 Einheiten in der 3. Dezimalstelle,
im zweiten Falle

Ly = 0,643 4 4,6 Einheiten in der 3. Dezimalstelle.
Aus den mittleren Fehlern erhidlt man, sofern man einer Beobach-
tung mit dem m. F. m = 10 das Gewicht 1 beilegt,

n=12; py=4T.
Das allgemeine arithmetische Mittel aus den oben bestimmten
Mittelwerten- ergibt sich damit zu
z = 0,6366.
Die Berechnung des m. F. in = nach dem in der vorigen Aufgabe
engverwandten Schema liefert endlich
m, = -4 4 Einheiten der 3. Dezimale.

Endresultat: z = 0,637 4~ 0,004 mm.

41. Aufgabe. Ein Stab von rechteckiger Querschnittsfliche wurde
an einem Ende festgeklemmt. Das freie Ende des horizontalen Stabes
wurde alsdann mit P kg belastet und aus den bei verschiedenen Stab-
lingen ! sich érgebenden Durchbiegungen h jedesmal der Elastizitats-
modul & berechnet.

Querschnitt
Hohe « | Breite b P l h
Nr. mm mm kg mm mm

1 {54005 7005 01 0,0005 | 600+ 0,5 | 4,5 4~ 0,1
2 || 54 0,05 |7 005 0,1 0,0005 | 400+ 0,5 | 1,3 - 0,1
3 |i 5+ 00574005 | 04 - 0,0005 | 300+ 0,5 | 2,4 + 0,1

Welches ist der wahrscheinlichste Wert fiir £ und sein mittlerer
Fehler?
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Ljsung: Es gilt fiir den einseitig eingeklemmten Stab von recht-
eckigem Querschnitt: ot P
R

Der Bau dieser Gleichung 188t die Berechnung des m. T'. jeder
Bestimmung von E nach der Methode der logarithmischen Diffe-
renzen bequem erscheinen; also:

log £ = log4 + 3 logl + log P — 3 loga — log b — log .

Fiir die 1. Beobachtungsreihe erhilt man:

1] m Hieraus:
4 0,60206 E, = 21943 4 860.
600% 8,33445 108 11664 . -
0.1 000000 —1| 217| 47089 Auf dieselbe Weise findet
! 2,09691 1299 | 1689730 mans
5 ' E, = 22505 -+ 1890
| —0,84610 309| 95481 E,= 20570 - 1080.
1 7 Bevor zur Bildung des
— | —0,65821 955 | 912025 ' Laung
4:5 allgemeinen Mittels ge-
E 4,34129 2755989 | schritten werden kann, sind

den Werten E,, I, und E,
Gewichte beizulegen. Geben wir dem zweiten Resultate als dem
ungenauesten das Gewicht 1, so folgt nach Gleichung (24):

py=458; py=1; p;=3,08,
und man erhilt aus

_ 4,58-21943 4 1-22505 + 3,08-20570

E 8,66

genau genug E = 21520.
Die weitere Rechnung liefert
[p - vv] = 4541000,
woraus my =+ 510  folgt.
Das Ergebnis der Ausgleichung ist

E = 91520 + 510 -8

mm?

Bem. Hitte man aus den Werten E,, K, und E; das gewdhn-
liche arithmetische Mittel genommen, so wiirde fiir den Ausdruck

B, + B, +E,
B=g

Gleichung (15) ergeben:
{ o
mE=§]/m§ + mg 4+ mi = 4 780,
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d. h. das so gefundene Resultat

kg
B~ 21670 + 780 =,
wiire betriichtlich unzuverlissiger als das oben errechnete.

42. Aufgabe. Die Durchbiegung eines durch verschiedene Ge-
wichte P belasteten Stabes wurde ermittelt
1. bei P= 100 gr zu 1,22 mm
2., P=200, , 268 |,
3. , P=300, ., 378 .
4. , P=400, , 544

Es ist die mittlere Durchbiegung bei 100 gr Belastung anzugeben.

Lisung: Wollte man setzen:

1,22 4 2,68 -+ 3,78 - 5,44
r= 10

= 1,312 mm,

so wiirde dies bedeuten, daf man
der Messung 1 das Gewicht 1

kil ” 2 3] ] 2
” " 3 3 2 3
5 il 4 L3 " 4

zuerkenﬁt; zu einer-solchen Bewertung der einzelnen Beobachtungen
liegt jedoch nicht die mindeste Veranlassung vor.

Richtig ist:
68 3,78 5,44
1,22 4 2”2‘- + 5+ -7

[P i = 1,295 mm.

Der mittlere Fehler dieser Angabe berechnet sich zu
m, = -4 0,033 mm.

43. Aufgabe. Die Messung der Weite einer Kapillarrolire ergibt

1. nach der Quecksilberfadenmethode 0,5502 4- 0,0040 mm

2. mit dem Mikroskop 0,5476 4+ 0,0063 ,
Gesucht ist der Mittelwert und sein mittlerer Fehler.

Ldsung: z = 0,5493 4- 0,0012 mm.

44. Aufgabe. Die Beobachter 4, B und C bestimmen je dreimal
die Zeit fiir 100 Schwingungen
eines Pendels. Man erhielt die | Beobachter| 4 | B | ¢
nebenstehenden Werte. N

1. Versuch

) C 168,5 | 168,38 | 168,6
Die 'Beobachtungen sind einer | o° 168,9 | 168,6 | 168,0
Ausgleichung zu unterwerfen,d. h. | ..,  |168,2|168,7 | 168,9

es ist der wahrscheinlichste Wert
fiir eine Schwingung und sein mittlerer Fehler anzugeben.
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Lisung: Je nach den Voraussetzungen, die bezliglich der Fehler-
ursachen gemacht werden miissen, kommt man zu verschiedenen
Ergebnissen.

1. Die drei Beobachter seien unter sich gleichwertig und die
Versuchsbedingungen in allen Fillen dieselben; die Widerspriiche
werden also auf unkontrollierbare Zufilligkeiten zurtickgefiihrt.

Der wahrscheinlichste Wert ist hier das arithmetische Mittel
aus allen Beobachtungen:

Zy0p = 168,57 + 0,10 sek. fiir 100 Schwingungen
x = 1,6857 4 0,0010 sek. fiir eine Schwingung.

2. Die Beobachter sind ungleichwertig; die Versuchsbedingungen
sind tiberall dieselben.

In diesem Falle sind zunéchst die Mittelwerte und die Gewichte
der von A4, B und C beobachteten Zeiten abzuleiten. Die Rech-
nung liefert:

4 B C

1,6853 40,0020 1,6870 < 0,0006 - 1,6850 <+ 0,0026.

Aus den mittleren Fehlern erhilt man die Gewichte (p0= 1
gesetzt): p,—17 p,—21 p,=1.

Mit diesen erhilt man schlieBlich das allgemeine arithmetische
Mittel : © = 1,6868 - 0,0004 sek.

3. Die Beobachter sind gleichwertig; die Versuchsbedingungen
sind von Fall zu Fall als verschieden anzusehen.
Die Mittel fiir die drei Versuche sind:
1. Versuch: 2. Versuch: 3. Versuch:

1,6863 4+ 0,0009 1,6850 40,0026  1,6860 + 0,0021.
Gibt man dem 2. Versuche das Gewicht 1, so folgt entsprechend:
=9 p,=1 p;=106

und damit: 2z =1,6862 4 0,0003 sek.

4. Sind endlich die verschiedenen Beobachter unter sich ungleich-
wertig und miissen auflerdem die Versuchsbedingungen als jedesmal
verindert angesehen werden, so bleibt nichts iibrig, als wieder das
gewdhnliche arithmetische Mittel aus allen Beobachtungen als den
wahrscheinlichsten Wert anzusehen, also:

x=1,6857 4 0,0010 sek

Das vorstehende Beispiel zeigt, daBl das Ergebnis einer Mittel-
wert- und Fehlerberechnung in hohem Mafle von gewissen Voraus-
setzungen abhingt, die man bez. der Art und der Verteilung der
einzelnen Fehlerursachen macht; es 1dBt deutlich erkennen, wie
sehr es darauf ankommt, vor der Ausgleichung die einzelnen Fehler-
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ursachen gegenseitig richtig abzuwigen. Ganz allgemein darf be-
hauptet wevden, daf cin durch irgendein Ausgleichungsverfahren
gefundener Mittelwert nur dann Anspruch auf cinige Wahrscheinlich-
Leit erheben darf, wenn die Voraussetzungen, dic man hinsichilich
des Einflusses der verschiedenen Fellerursachen auf die Beobach-
tungen stillschweigend machte, auch wirklich zutreffen; andernfalls
ist die ,, Wahrscheinlichkeil” des DMittelwertes bzw. die aus seinem
m. F. abgelcitele Genauigheit nur eine cingebildete. Von der Ge-
wissenhaftigkeit, der Urteilskraft und der Erfahrung des Beob-
achters wird es also abhéingen, mit welchem Rechte der ausgeglichene
Wert der ,,wahrscheinlichste genannt werden darf. Bei der hier
behandelten Bestimmung der Schwingungszeit 1i8t es sich z. B. so
einrichten, daf der Einflufl der Uhrfehler, der verinderten Versuchs-
bedingungen usw. gegeniiber den eigentlichen Beobachtungsfehlern
verschwinden; fiir diesen Fall wiirde dann der unter 2. berechnete
Wert den wahrscheinlichsten darstellen.

IV. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen.

11. Theorie der Ausgleichung vermittelnder Beobach-
tungen gleicher Genauigkeit. Liegen etwa zur Bestimmung
dreier Ohmscher Widerstinde W, W, und W, folgende Beobach-
tungen vor:

Ll = W‘v L, = M
_ 8= W, W,

L="7, W—.FWJ

LW Li= w5,

Ly=TW,+ W,

L5 — VVy + Wz usw.,

so ist das bisher geiibte Ausgleichungsverfahren nicht mehr an-
wendbar, weil die Beobachtungen z. T. nicht nur eine, sondern
gleichzeitig mehrere Unbekannte in verschiedener algebraischer Ver-
bindung enthalten. Um zu einer Losung zu gelangen, betrachten
wir den Fall ganz allgemein; wir nehmen zu diesem Zwecke an,
daB jede Beobachtung L abhiingig sei von den GroBen X, Y, Z
(den W, W, und W, im Beispiel entsprechend) gem#fl der Be-
ziehung

) L=/(X,Y,2).

Zur zahlenmiBigen Festlegung der ihrem wahren oder wahr-
scheinlichen Werte nach unbekannten GréBen X, Y, Z wiirden drei
Beobachtungen gentigen; sobald mehr als drei Beobachtungen vor-
liegen und alle zur Mittelbildung gleichmiBig herangezogen werden
sollen, ist eine Ausgleichung nach den frither angedeuteten Gesichts-
punkten geboten.
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Fiir den Fall, daB alle Beobachtungen fehlerfrei sind, wird fiir jede
b) f(X,Y,Z)—L=0.
Da aber die L wohl nie absolut genau beobachtet werden konnen,
bediirfen sie einer Verbesserung, so da Gleichungen b) #ibergehen
in die Fehlergleichungen:

(X, Y, Z)-L=uv

Nun zerlege man die gesuchten Werte X, Y, Z in Summanden:

¢) X=N,+2; Y=N,+y; Z=N,+z2,

wobei die N irgendwie gewonnene Ndherungswerte der Unbekannten
und z, y, 2 Zuschldge darstellen, die man zu den Niéherungswerten
bzw. N,, N, N, addieren mufl, um die wahrscheinlichen Werte
X, Y, Z zu erhalten. Diese Zuschlige z, 9, z sind von nun ab die
Unbekannten der weiteren Rechnung; sie sollen so klein sein, daf
ihre zweiten und héheren Potenzen gegeniiber denen der N#herungs-
werte vernachlissigt werden diirfen. Die Gleichungen c¢) gehen
somit tber in

d) f{<Nx+x)7 (lvy‘i‘f’/), (Nz+z)}_L=7}

oder nach Taylor entwickelt unter Vernachlissigung der zweiten
und héheren Potenzen:

0 0 0
e) f(N,, N, NZ)+~51—<;;w+—a—l%y+a—lcz—L=v.
Setzt man zur Abkiirzung
f(Ny N, N)—L=1

of _ . Of _ 4. Of _
aN,~ Y TN, T 7 GN, T %

so erhiilt man fiir jede Beobachtung eine lineare Fehlergleichung
von der allgemeinen Form:

und

f) ax + by +cz+l=v
oder im einzelnen:
g) 4o+ by +eetl =

Ay 4 byt + o2+ 1y = v,

a,x+ b,y +cz+l,=v,.

Aus diesen Fehlergleichungen sollen nun die Zuschlige 2, ¥, z so
bestimmt werden, daB sie den wahrscheinlichsten Wert darstellen,
wobei als wahrscheinlichste wieder diejenigen angesehen werden
sollen, fiir welche die Summe der Fehlerquadrate [vv] ein Minimum
wird. Man quadriere also beide Seiten der Fehlergleichungen,addiere,
differenziere sodann [ov] der Reihe nach nach z, y und #, und setze
die so erhaltenen Differentialquotienten gleich Null; also:
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h)  a @® Fbbyt 4ol 2 LA 2abxy 4 a3 + 20,8
+2bcye+2bliy+2cliz=n1v0v

otg & = Doy + ¢y 2 + Iy ly + 2aby 2y + 2a5¢,72 + 2 aylyn

' + 2bgcoyz+ 200y 2 ¢y ly 2 = vy0,

usw.

Samtliche Gleichungen dieser Form liefern addiert die Summen-
gleichung:
i) [ov)=[aa]2® 4 [bb]y?+ [cc] 22+ [U] + 2 [ablay + 2[ac)az
+ 2[al]le 4+ 2[belys + 2 [blly + 2 [cl]2.
Diese der Reihe nach nach , y, # differenziert und gleich Null
gesetzt gibt:

k) 8_51;3] = 2[aalz + 2[ably 4 2[ac]z + 2[al] = 0O

010} _ 9lub)z + 2[b0]y + 2[be]z + 2[b1] = O

dd
5w = 2lacle+2[bely + 2[oc]z + 2[cl] = 0.

¢ [vo]
Durch Division dieser Gleichungen mit 2 folgen hieraus die sog.
Normalgleichungen:

1) [aalz + [ably + [ac]z + [al] =0
lablz 4 [bbly + [belz +[b1] =0
[acle +[bely + [eelz 4+ [cl] = 0.

Mit der Aufstellung der Normalgleichungen ist die eigentliche
Ausgleichungsaufgabe prinzipiell geldst; die Gleichungen brauchen
nur nach irgendeiner der gebriuchlichen Methoden nach den Un-
bekannten aufgeldst und diese zu den gehorigen Niherungswerten
addiert zu werden. Fiir die praktische Rechnung aber, die ja auBer
der Bestimmung der Unbekannten auch noch die Ermittlung deren
mittlerer Fehler zum Ziele hat, ist es bequemer, die Auflosung
grundsitzlich nach der von Gaufl angegebenen Methode der Reduk-
tion vorzunehmen. Durch dieses Verfahren wird zunichst die erste

(linksstehende) Unbekannte — im vorliegenden Falle also # —
dadurch eliminiert, daf man
die mit — L—} multiplizierte 1. Normalgleichung zur 2. addiert
und dann
¢ .
die mit — % (l!! ” ” » 3

Das Ergebnis dieser ,1. Reduktion sind zwei neue Gleichungen
zwischen den Unbekannten y und z. Fiihrt man die Rechnung aus,
50 erhilt man:
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b
m) ([o0] = [2 davl)y + (1vel — g lacl) -
-+@u—@ﬂ[m
(e~ 19 1an))y + ([ee] — 28 [ac]) -
+ (et = food [at]) = 0
oder nach dem Vorgange Gauf)’ kiirzer geschrieben:
n) [bb - 1))y + [be- 1]z +[p1-1] =0
[be-1ly +ee-1]z+[cl-1]=0.

Aus diesen ,einmal reduzierten* Normalgleichungen eliminiert man
[be-1]
[b5-1]

auf genau die gleiche Weise y, indem man zu der mit —

multiplizierten ersten Gleichung m) die zweite addiert:

0) ([cc-l]—%zzzﬂ[bc-l])z + (fer-1) —g’;:]’ [b2-1]) =0

oder in GauBscher Schreibweise:

[ec- 2]z + [cl-2]=0.

p) Hieraus folgt Pp— A

Es ist nun von Wert, bei numerischen Rechnungen sich eine
Reihe von Rechenkontrollen zu verschaffen, deren durchgreifendste
die Mitfiihrung der , Summengleichungen® ist.

Nennt man a+b+ct+l==
[aa] + [ab] + [ac] + [al] = [as] usw.,

so laft sich die Aufldsung der Normalgleichungen einschlieBlich
der Rechenproben (unter Weglassung der Argumente und der sich
wiederholenden Koeffizienten) in folgendes Schema bringen:

[ac] [ab] Lac] [al] [as]
[bb]-*[bc]—»[bl]—»[bs]

[ec] - [Cl] ~[es]

[+

[ss]

Nach einmaliger Reduktion ergibt sich entsprechend:

1) [bb - 1] lies: Summe der einmal reduzierten b - b.
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[bb-1] [be-1] [0¢-1]][bs-1]
[ec-1] [e?-1] | [es- 1]
[22-1] | [?s-1]

[ss-1]
Die 2. Redulktion ergibt:
[ec-2] [et-2]] [es-2]
[te-2] | [1s-2]
[ss- 2]

Hieraus folgt, wie oben schon bemerkt,

_[el-2]

T Jee - 2] (30)
als wahrscheinlichster Wert der 8. Unbekannten. Das Gewicht dieses
Wertes ist gleich dem Nenner des Quotienten:

p,=[ecc- 2] (31)
Als weitere Kontrolle ist die dritte und letzte Reduktion wertvoll:
[2t-38] | [ts- 3]

[ss- 3]
wobei [10-8)=[is- 8] =[ss-38]=[vo] (32)

Das Schema zeigt, daB durch die Reduktionen die Normalglei-
chungen jedesmal nach der an letzter Stelle stehenden Unbekannten
aufgelost werden. Zur Berechnung von beispielsweise y miissen
daher die Koeffizienten umgeschrieben werden, und zwar so, daf
alle Koeffizienten von y in der letzten -— hier: dritten — Spalte
stehen; auBerdem ist die Reihenfolge der Normalgleichungen ent-
sprechend zu wihlen.

a ¢ b ! s

a [aa] [ac] [ab] [al] | [as]
¢ lee] [be] [el] | [es]
b [06] [v1] | [bs]
l e | [¢s]

s [ss]
Die 1. Reduktion ergibt:
[ec-1] [be-1] [el-1]][es-1]
[3b-1] [b2-1]|[bs-1]
[br-1]|[ts-1]
[ss-1]
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Die 2. Reduktion ergibt:
[bo-2] [b1-2] ] [bs- 2]
[2t-2) | [Is-2]
[ss-2]
Die zur Kontrolle durchgefiihrte 3. Reduktion liefert endlich:

[11-3] [is- 8]

[ss- 3]
[22-8]=[ls-8] =[ss-3]=wv]
. bl-2
Das Resultat ist Y= — %b b 2} (33)
mit dem Gewicht »,=[bb-2]. (34)
Ganz entsprechend erhélt man schlieBlich
___[al-2]
= " laa- (35)
mit dem Gewicht p,= laa-2]

Den mittleren Fehler einer nicht ausgeglichenen Beobachtung (vom
Gewichte 1) berechnet man nach der Formel:

[v?]
my, =+ | =5, (36)
worin % = Anzahl simtlicher Beobachtungen,
k = Anzahl der Unbekannten, und somit
n — k = Anzahl der iiberschiissigen Beobachtungen bedeutet.
Der m. F. der Unbekannten berechnet sich wie friither zu

"lL ’lnL ﬂlL (3 7)
m,, == —— m, == — m, = ——=-
T Ve, U Ve 7 Vo,

Als Schlupkontrolle berechne man noch die einzelnen v aus den
Fehlergleichungen, bilde vv und [vv]; der letzte Wert muB mit
dem gemiB (32) gefundenen iibereinstimmen.

Das Endergebnis der Ausgleichung ist:

X=N,+aotm, Y=N,+ytm, Z=N,+ztm,. (38)

Fiir die Zahlenrechnung moge man noch folgendes beachten:
1. Gleichung ) sagt aus, daf die Verbesserungen v gleich sein

sollen dem durch die Ndherungswerte bestimmten Sollwerte minus
der beobachteten GroBe, also:

Soll — Ist = Verbesserung
(vgl. hierzu 8. 10). Sind die hiernach aufgestellten Fehlerglei-
chungen von vornherein linear, so eriibrigt sich die Entwicklung

nach Taylor; es ist dann Gleichung @) identisch mit den Gleichungen
f) bzw. g).
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2. Fiwr die praktische Ausrcchnung ist es bequem, wenn die
Koeffizienten [aa], [@b] usw. der Normalgleichungen simtlich von
der gleichen Grofenordnung sind. Man erreicht dies durch eine
entsprechende Modifizierung der Fehlergleichungen, indem man
andere MaBeinheiten, als-die urspriinglichen Gleichungen aufweisen,
einfiihrt.

3. Wenn die Beobachtungen hinreichend genau und die N#he-
rungswerte zweckmiiBig gewihlt sind, fallen die Koeffizienten der
Fehlergleichungen so klein aus, dafl die Genauigkeit des gewdhn-
lichen Rechenschiebers zur Auswertung vollig gentigt. Andern-
falls rechne man mit fiinfstelligen Logarithmen, wobei man die
logarithmische Rechnung neben der Hauptrechnung fithrt. Auch
gréBere Multiplikationstafeln (Crelle usw.) leisten gute Dienste.

4. Zur Bestimmung der [aa], [ab] usw. lege man eine iibersicht-
liche Zusammenstellung an, in der man fortlaufend erst alle Werte,
die beispielsweise den Faktor @ enthalten, also aq, ab, ac, al und
as berechnet, dann die mit dem Fakior b usw. Etwaige Rechen-
fehler findet man durch Priifung der besiiglichen Summen [as],
[bs] ustf.

5. Die Produkte, die man bei den Reduktionen erhiilt, wenn
man die oberste Gleichung der Reihe nach mit dem Quotienten

2. Koeffizient
"~ 1. Koeffizient
Zahlen, zu denen sie addiert werden sollen.

Die Anwendung dieser Vorschriften zeigen die nachstehend durch-
gefithrten Beispiele.

45. Aufgabe. Um die Genauigkeit zu ermitteln, mit der sich mit
einer bestimmten Wage und einem gegebenen Gewichtssatz eine
Wiagung ausfilhren 148t, werden drei Korper Ky, Kj; und Ky auf
dieser Wage und mit dem gegebenen Gewichtssatz gewogen; auBer-
dem bestimmte man die Gewichte K+ Ky, Ky -+ Ky und Ky -+ Ky
Die Wigungen sollen einer Ausgleichung unterworfen werden.

IL,= 18,3754 gr = K;

Ly= 15,3496 , = K;

L= 71645 , = K,

L,= 23,7256 ,, — K; + K
L= 255392 ,, = K; + K1y
Lg= 12,5144 |, — K+ K.

Losung: Zur Bestimmung simtlicher Gewichte hitten drei Wi-
gungen gentigt, etwa die 1., 2. und 3., deren Ergebnis als N#he-
rungswerte eingefiihrt werden mogen:

N, ==183754 - 10 *gr
N,= 53496 - 107,
N, = 71645 -107* .

usw. multipliziert, schreibe man gleich ber die
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Die Fehlergleichungen von der allgemeinen Form
f{(Nx+ x)7 (Ny+ f‘/)’ (Nz+ z)} — L=

sind im vorliegenden Falle ohne weiteres linear; sie lauten:

x . -+ 0=
Sy 0=,

z 4+ 0=,
r+y —6=uv

e e+ T ==y
Yy +z2—3=uv;.
Die Koeffizienten der Unbekannten sowie die | werden nun in

einer Tabelle zusammengestellt und nach folgendem Schema aus-
gewertet:

Nr. !a‘bic‘ l | s iaa‘ab!aclallas bb’bclbllbs‘ccicl‘cslll'lsi ss
1!10001\100)0\ 000000)0001
201001000}10010 0| 0 0 1
3 |lojol1| o[ tjolofo| o ololol o o1} ol 100 1
4 [1/1]0|-6|-4/ 1|10 -6/-4/1/0-6-40| 0 03624 16
5 |j1fojt] 7/ 9]1{0|1| 7 9]0 /0] 0| 01| 7 9]49/63| 81
6 lol1|1-s-1/0l0/0] 0 01|1—3-11—3—1 9 3 1
Summo:(|3[8/3-21 7[ 81| 1] 1] 6/8[1|-9|-4]3] 4| 9]94/90[101

Die Normalgleichungen') lauten demnach:
v+ y+ 24+1=0
st 3y 4+ 2—9=0
z+ y+324+4=0
5% + 5y + bz — 4 = 0 (= Summengleichung).

Zur Reduktion der Normalglelchungen verwenden wir das oben
angegebene Schemas:

1. Berechnung von z: Faktoren :
3 1 1 1 6 —0,33; —0,33; —0,33; —2
—038 —038 —-033 @ —i2
3 1 —9 | —4
—038 —033 | —2
3 4 9
—03s @ —2
94 90
3 —12
101

1) Die Aufstellung der Normalgleichungen ist eigentlich dberflissig,
da ja die fiir die weitere Rechnung bendtigten Summenkoeffizienten
direkt aus der Tabelle entnommen werden konnen. Sie erfolgt hier
lediglich zur besseren Ubersicht fiir den Anfinger.
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1. Reduktion:

2,67 0,67 —9,33 | —6 —025; +35; +225
—017 4238 +1,5
267 3,67 7
—33,7 | —e10
93,67 | 88
—135
89
2. Reduktion: 2,5 6 85 —24; —34
—144 | —203
61 | 67
—289
75,5
3. Reduktion: 46,6 | 46,7
| 46,6
Man erhilt somit:
6
f=—g5=—24 p,—25; [00]=466.

II. Die Berechnung von y geht von dem Schema aus:

a ¢ b 1
e 3 11 1, 6 —033; —033 —0,33 —2
¢ 3 1 4 9
b 3 9| —4
l 94 90
| 101
Im iibrigen ist das Verfahren wie vorher. Das Ergebnis ist:
- _:;_gﬁ — 44,15 p,—25; [v0] = 46.6.

III. Fiir die Berechnung von z hat man endlich:
b ¢ a l

b 3 1 1 1| 6 —0,33; —0,33; —0,33; —2
e 31 —9 | —4
a 3 4 9
! 94 | 90
101
Das Ergebnis der durchgefiihrten Reduktionen ist:
x=——-22L,2§=—9; p,= 2,5; [vv] = 46,6.

Der mittlere Fehler einer Wigung ist:
m, = 1/58 — & 58,
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Die mittleren Fehler der drei Unbekannten sind wegen der Gleich-

heit der Gewichte D=, =0, = 25

ebenfalls gleich, und zwar

3,93
" V25 +%
Als Endresultat hat man unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB

die Zuschlige z, y, und # wie auch die mittleren Fehler fiir die
4. Dezimale gelten:.

K; = 18,3754 — 0,00009 = 18,3753, gr 4 0,25 mg

K = 5,3496 4 0,00041 = 5,3500, gr 4 0,25 mg

K= 7,1645 — 0,00024 = 17,1642, gr 4 0,25 mg.
Die einzelne Wigung ist auf 4- 0,4 mg genau

Als SchluBkontrolle errechne man noch die einzelnen v, v v, bilde

[vo] und vergleiche diese Summe mit den oben gefundenen Re-
sultaten:

VY

v, =—20,9| 0,8
vy = + 4,1 | 16,8
vg= — 24 | 57
vy=—281 78
vy= + 3,7 | 18,7
vg=—1,3 | 1,7
[ov] = | 46,5

Die Ubereinstimmung mit dem oben gefundenen Wert ist be-
friedigend.

46. Aufgabe. Zwei Widerstinde w,; und w, wurden erst einzeln,
dann hintereinandergeschaltet und schlieBlich in Parallelschaltung
gemessen, wobei folgende Werte gefunden wurden:

wy = 3,47

wy = 4,52

wy + wy = 8,02
Wy - Wy

Die Messungen sind einer Ausgleichung zu unterwerfen, auch ist
der m. F. einer einzelnen Widerstandsbestimmung anzugeben.

Losung: Wenn der wahrscheinliche Wert des ersten Wider-
standes x, der des zweiten Widerstandes y genannt wird und als
Naherungswerte N,=35 N,=45

eingefiihrt werden, so lauten die Fehlergleichungen:
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er +x —3,47=’01
N, +y— 4,53 =,
N+N + x +y— 8,02 =,

N . N, N, \? N, \?
v (v aw) o+ () v — 192 =
Fir 1\7m und N, dic obigen Werte eingesetzt, folgt:
x + 0,03 = v,
¥y — 0,02 =
@ + y — 0,02 = v,
0,315z + 0,19y + 0,05 = v,.

Um die freien Koeffizienten auf eine fiir die weitere Rechnung
bequemere GrofBeneordnung zu bringen, driicke man die gemessenen
Widerstiinde in Zenti-Obhm aus; man erreicht dadurch, daf die
Absolutglieder 100mal grofler werden, wihrend die iibrigen Ko-

effizienten unverindert bleiben. Die Auswertung erfolgt wieder
tabellarisch:

Nrl a [ b 1] s Iaafab al‘asibbi bl |b (Zl[lsi ss
11 o0 34) s| 40| of ofol1a] 16
2 0 | 11-2 1 0 0] 01| —2(—1]4/ 2| 1
311—201111—201 2 0/4 0] 0
4 0,3150,19 55505010006155171004]095 10525275(3025

2,1 —3,05/0,05/42/41,5/47,25

Die Normalgleichungen lauten demmach:
2,100 + 1,06y 4+ 2,65 =0
1,06z + 2,04y — 3,05 = 0.
Zur Berechnung der Unbekannten ist hier jedesmal nur eine Re-
duktion notig; die zweite ergibt bereits [v+]; man erhilt:
x = — 2,67 Zenti-Ohm; y = 2,87 Zenti-Ohm
Pe=1,= 1,55 [vv] = 26,4,
Der mittlere: Fehler einer Beobachtung ist
m, = + 3,64 Zenti-Ohm, der einer ausgeglichenen
Beobachtung My =m, =+ 3 Zenti-Ohm. Als End-
resultat hat man somit
wy = 3,474 4- 0,03 L
1wy = 4,562, 4 0,03 Q.
47. Aufgabe. Auf einer Station § sind durch ein-
maliges Messen séimtlicher Kombinationen die sechs

Winkel L, Ly, ..., Lg jeweils unter den gleichen
Fig. 2. Bedingungen bestimmt worden:

M-INU
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L= 48°17" 14" L,= 51" 618"
Ly= 99°23" 36" Ly=122°27 39"
L,= 180 44" 51" Lg= 171°21" 20"

Die Winkel sind einer Ausgleichung zu unterwerfen.

Losung: Fihrt man die drei ersten Messungen als Niherungs-
werte ein, so erhilt man folgende Fehlergleichungen:

T ° . c =
y . -=/I]2
2 =y

—2+y -+4d=09
—& - +z—2=uy
=y +z—5=u,
Die hieraus folgenden Normalgleichungen:
3z — y— 2—2=0
—z+3y— 24+9=0
—ac— y+32—T7T=0

liefern: [vv] = 11,5 Py=p,=p,=2
g=+4+05" y=—225"; z—+1,75"
M, = m, = m, = }g = 414"

Als Endergebnis hat man somit:

X= 48°17 145" 4 1,4”

Y= 99°28 338" 4 14"

Z =170 44" 52,7" - 14"
Bemerkenswert ist, dal das Gewicht eines ausgeglichenen Winkels
doppelt so grof ist wie das Gewicht der einmaligen Winkelmessung.

12. Ausgleichungvermittelnder Beobachtungen ungleicher
Genauigkeit. Haben die einzelnen Beobachtungen I ungleiche
Genauigkeit, was man bekanntlich durch Zuerkennung verschiedener
Gewichte p andeutet, so leite man zuniichst die Fehlergleichungen
in der bekannten Weise ab. Sie lauten:

a % + by + ¢z + 1, = v, wit dem Gewicht p,

aﬁx + b2y + 022 + lZ = 772 ” 3 1] pz
g% + bgy + 32 by =03 ,, » Py
anx + bny + an + ln = //"n 9 il ” .p,.'

Um diese Fehlergleichungen auf die Gewichtseinheit umzurechnen,

konnte man jede Gleichung mit der Wurzel des ihr zugehdrigen

Gewichts multiplizieren; fiir die Zahlenrechnung ist es jedoch be-
Teubn. Leitf. 18: Happach, Ausgleichsrechnung. 4
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quemer, die Produkte aap usw. direkt — also ae - p, nicht aus
a]/p a]/p — zu errechnen. Nachstehend der Kopf des Rechen-
schemas:

=
=

i' b ' cl I l s lplqap'abphcpl alp)asp‘ bbp| bcp’blp 8 ccp‘clplcsp| llp'lsp'is‘z{

IR

Die aus der Summierung der einzelnen Koeffizientenprodukte
sich ergebenden Normalgleichungen
laaplz + [abply + [acp]z + [alp] =0
[abplz 4 [bbply + [beplz + [bIp] =0
[aep]lz + [beply + [cep]z+ [elp] =0
werden wieder durch Reduktion aufgeldst und man erhalt
[alp-2]  _  [blp-2], __ _ [dp-2]
[aap]- 9d Y= [bbp- 2]’ ST T Jeep - 2] (39)
= [aap-2]; p,=[0bp-2]; p,=[ccp-2] (40)
Der m. F. einer nicht ausgeglichenen Beobachtung vom Gewichte

€r = —

p=1 1ist o—
m, =+ /e, (41)
Die mittleren Fehler der ausgeglichenen Beobachtungen sind

m m
Loom,=—L (42)

m L
L= W, == ] .
N V x ’ Y pr ' sz
Die dritte Reduktion liefert in jedem Falle die Kontrolle

m

[tip- 8] =[tsp - 8] = [ssp- 8] = [vvp] (43)
48. Aufgabe. Zur Bestimmung zweier Kapazititen liegen folgende
Messungen vor: ¢, = 510+ 5ecm

C,=1028+4+ 8 ,,
C,+ Cy,=1545 4+ 6
O{f‘_i—_%% = 338410 ,,
Welches sind die wahrscheinlichsten Werte der Kapazitéiten und
ihr m. F.?
Lésung: Wihlt man als Niaherungswerte
N,=510 und N,=1030
und gibt man einer Beobachtung mit dem m. F. m = 4 10 das
Gewicht 1, so erhiilt man folgende Fehlergleichungen:
x +0 =9 p =400
Y+ 2 =wy py=156
%+ y—5 =g py=277
0,440 2 + 0,11y 4 3,1 == v,; p,= 1,00,
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Die Berechnung der Summenkoeffizienten liefert:

[aap]|[abp]| [alp] | [asp) [bbp] [blp) | [bsp)|[ilp]|[1sp]|[ssp]
6,97 ' 2,82 }~124.{—268| 4,34 [— 1089[—3 3\85 10\62 24]56 33

Die Reduktion der hieraus folgenden Normalgleichungen ergibt:
y=17; p,=32 z=11; p,=351; [vop]=
Hieraus das Endergebnis:
X=0C = 5111423 cm
Y=C,= 1031,74-2,9 ,,

49. Aufgabe. In dem nebenstehenden skizzierten Nivellements-
netz sind die folgeuden Hohenunterschiede

. . . o
ermittelt worden; die Messungen sind aus-
zugleichen.
i .Hi)’henunterschied Entfg. e
Beobachtung l zwischen 1 km /;27 s
L, | A und B| 26,318 | 13,0
L, ‘ . C| 6245 192 w
L, 4, C 32,557 24,6 q 2
I, |4 . Dlso2id| 363 .
I, to , Di47,702 | 12,6 | 4 70X B
I, B ., D|53914 288 Fig. 3.

Lésung: Zur Bestimmung simtlicher Hohenunterschiede hitten
drei Messungen geniigt, etwa die 1., 3. und 4. Fithrt man die Er-
gebnisse dieser Messungen als N#herungswerte ein, so lassen sich
aus der Figur ohne weiteres die Fehlergleichungen aufstellen. Da
die Hohenunterschiede sich auf verschieden lange Strecken be-
ziehen, muB man ihnen verschiedene Gewichte zuerkennen; denn
ein Nivellement ist je ungenauer, je linger die nivellierte Strecke
ist. Setzt man das Gewicht eines 100 km langen Nivellements-
zuges gleich 1, so berechnet sich das Gewicht eines Nivellements

von e km Linge zu 100
p="
Die Tehlergleichungen lauten: Gewicht
- . S o=y 7,7
— &ty c— 6 = vy 5,2
4y . - =0 4.1
4z - o=y, 2,7

c—y+ 2 — 15 = 7,9
—x -z 12 =y 3,5

Die Auflésung der hieraus folgenden Normalgleichungen:
4*
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1642 — 52y —. 35:—108=10
—522 4+ 172y — 7,92+ 873=0
—352x— 79y + 14,12—76,5=0

liefert z =+ 04; y =—38,2; 2z =+ 38
p.= 11,55 p,—= 95; p,= 81
[vv - p] = 1898;

demnach m,= 4 7,4; wm, = -+ 8,2; m,= + 88.
Die ausgeglichenen Hohenunterschiede sind:
X = 26,3184 4- 0,0074 m
Y = 32,5538 4 0,0082 m
Z = 80,2478 4 0,0088 m.

V. Konstantenbestimmung.

13. Rechnerische Konstantenbestimmung. Hiufig kommen
die gesuchten Grofen neben einer oder mehreren beobachteten
Grofen nur in Gleichungen vor, die man nicht nach den gesuchten
GroBen auflosen will oder nicht auflésen kann. Die gesuchten
Werte spielen alsdann die Rolle von Konstanien, die so bestimmt
werden sollen, dafl den Beobachtungen geniigt wird. Dieser Fall
ist beispielsweise gegeben, wenn es sich darum handelt, den linearen
Ausdehnungskoeffizienten eines Stabes aus Lingen, die bei ver-
schiedenen Temperaturen beobachtet wurden, zu ermitteln; es gilt
alsdann die bekannte Beziehung:

=1+ 1, ot

wobei 7, und ¢ beobachtet werden, [, und « hingegen die zu be-
stimmenden Konstanten darstellen.

Bezeichnet man verallgemeinernd’ die links vom Gleichheits-
zeichen stehende Beobachtung mit 7, die iibrigen mit r,’s, ¢, und
nennt man weiter die zu bestimmenden Koeffizienten X, Y, Z, 's6
148% sich die betrachtete Beziehung auf die allgemeine Form bringen:

L=f(X,Y, Znst).
Nach Zerlegung der Unbekannten in Niherungswerte und Zuschlige

in der bekannten Weise erhilt man die Fehlerglelchungen von
der Form:

A+ ), N+ 9) (N 42 nst)—L=v

oder nach Taylor entwickelt unter Vernachlissigung der zweiten
und hoheren Potenzen:

PNy Ny N1, 8,0) 502+

bzw. in gekiirzt geschnebener Form:
ax 4+ by + cz — 1=

. of _
+3 z2—L=v
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Die Bestimmung der Zuschlige #, y, z aus diesen Fehlerglei-
chungen bzw. der Gang der Ausgleichung deckt sich vollig mit dem
im Abschnitt 11 dargelegten Verfahren und bedarf daher keiner
weiteren Erliuterung. Nur eines ist noch zu bemerken: Die Beob-
achtungen 7, s,¢ spielen bei der Differentiation die Rolle von Koeffi-
zienten, werden also als fehlerfrei vorausgesetzt. Samtliche Beob-
achtungsfehler werden als lediglich in L begangen gedacht, und
durch die Ausgleichung ausschlieBlich auf diese verteilt. Das Ver-
fahren entspricht aber nicht ganz den wirklichen Verhiltnissen,
ist jedoch in vielen Fillen deswegen anwendbar, weil tatsiichlich
die Fehler gewisser Beobachtungen die anderer hiiufig bei weitem
iiberwiegen. So werden in dem angezogenen Beispiel die Fehler
der Lingenmessungen relativ ganz erheblich gréfer ausfallen als
die der Temperaturmessungen — normale Temperaturen voraus-
gesetzt — oder es werden z. B. bei der Bestimmung eines Elasti-
zitdtsmoduls aus Lingenmessungen eines belasteten Drahtes die
Fehler der Gewichte gegen die der Léngenmessungen verschwinden.
Will man also das vorstehende Verfahren anwenden, so 1§se man
gegebenenfalles die Gleichungen zwischen'den Beobachtungen und
den zu bestimmenden Koeffizienten nach derjenigen Beobachtung L
auf, der man die groBte Unsicherheit zuschreibt.

50. Aufgabe. Die Linge eines zu kontrollierenden Metermal-
stabes, der auch fiir hthere Temperaturen dienen soll, wird bei
verschiedenen Temperaturen gemessen, und zwar:

bei t; = 20° zu L, = 1000,22 mm
fy=40° | L,=1000,65
ty==50° , L,=1000,90 .,
t,=60° ,, L,=1001,05 ,

Zwischen L und t bestehe die Beziehung
L=X4+Y-t
Die Konstanten X und Y sind zu bestimmen.
Lisung: Aus der beispielsweise ersten und letsten Beobachtung
ergeben sich die Niherungswerte:
N,= 999,8; N, =0,021.
Damit nehmen die Fehlergleichungen die allgemeine Form an:
x4yt 4 (999,8 4+ 0,021¢ — L)y = v
bzw, im einzelnen: z 4 20y +0 =,
x4+ 40y — 0,01 = v, usw.
Fiir die Zahlenrechnung ist es bequem, wenn die Koeffizienten von

der gleichen GroBenordnung sind und méglichst nahe an 1 liegen.
Im vorliegenden Falle erreicht man das dadurch, daB man die be-
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obachteten Lingen in Hundertstel-Millimetern und die Tempera-
turen in Zehnergraden ausdriickt. Die Feblergleichungen lauten

alsdann: L p 4 (99980 + 21t — L) = o
bzw. im einzelnen: x4+ 2y 4+ 0 =v
x4+ 4y —1=uw,
v+ by — 5 =u,
z 4+ 6y + 1=y,
Sie werden nach dem bekannten Schema ausgewertet, das diesmal

eine wesentliche Vereinfachung dadurch erfihrt, daB simtliche
Koeffizienten von x gleich 1 sind:

alabl al

a bb| bl | 1Y Die Reduktionen der hieraus
a | b { [ folgenden Normalgleichungen er-
1] 2 0] 4 o] o | geben:

14 —1/16 — 4] 1 _ . — 04

15 5‘25‘>_-25 25 o= 05 =04

1] 6 1,3 6] 1 y=+021; p,= 8,6;

4 |17 | —5 |81 —23] 27 v'0'] = 20,4.
Damit wird X — 99980,5 =+ 5 baw. 999,80, - 0,05

Y= 2121+1,1 , 0,021, + 0,001.

Endergebnis: L = 999,80 + 0,021,1.

Die als SchluBkontrolle durchgefiihrte Einzelberechnung der o
und vo und die hieraus ermittelte [vv] zeigt befriedigende Uber-
einstimmung mit dem oben gefundenen Wert.

51. Aufgabe. Wenn man zu wisseriger schwefliger Séure Jod-
sdurelosung zusetzt, so findet Abscheidung von Jod statt. Die
Reaktion erfolgt bei konzentrierten Fliissigkeiten sofort; bei Ver-
wendung verdiinnter Losungen hingegen hilt sich die Mischung eine
Weile, um sich dann ganz pldtzlich zu bliuen. Werden die Wasser-
menge und die schweflige Stiure konstant gehalten, die Jods#ure
aber variiert, so findet sich, daB die Reaktionsdauer ¢ gleich ist

t=X:n¥
(H.Landolt). Hierin ist # die Anzahl der Molekiile Jodstiure; Xund ¥
sind Konstanten, die aus nachstehender Versuchsreihe ermittelt

werden sollen: t= 2330 n=12
17,12 1,5

13,12 1,8

8,48 2,4

6,23 3,0

4,82 3,6

3,88 4,2

1) Die Summenkontrolle ist hier wegen der Einfachheit der Zahlen
als tberfliissig weggelassen.
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Losung: Die durch Entwicklung nach Taylor sich ergebenden
linearen Fehlergleichungen haben die allgemeine Form:

N, x N,
e — —F . Jogmatn -y —t = 0.
Ny TN T, og na Y

Setzt man N,=380,217; N, = 1,425,

s0 erhilt man im einzelnen:
0,772 — 0,043 y + 0,003 = v,
0,56 £ — 0,069y — 0,164 = v,
0,432 — 0,077y — 0,044 = v,
0,292 — 0,076y + 0,199 == v,
0,212z — 0,069y + 0,085 = v,
0,16 z — 0,062y + 0,050 = v,
0,132 — 0,056 y + 0,080 = v,.

Die Auflosung der hieraus folgenden Normalgleichungen ergibt:
%=+ 0,189 + 0,169; y = + 0,014 4+ 0,011.7)

52. Aufgabe. Bei der Messung der Zeitkonstante eines Wider-
standes fiir hochfrequente Strome wurden in einer Wechselstrom-
briicke einmal folgende Beobachtungen gemacht:

i i~ Ohmsche :

qur' !i Konstante Kapazititen Widerstinde Zeitkonstante
er | .

Mes—‘{-‘ stE‘lll‘lll—ng Messung Rechnung

sung.

I C, R, R, T

1 [[1.1078Fd 24,97-108Fd| 25082 | 145 | —112,5.10"8sek
2 Y . 220 ,, | 18,3, |—112,5-10-8 ,,
3 } N . 200, | 124, |—110,0-10-8
4 . N 150, | 10,4, |—110,0-10-8 ,
5 " " | 100, | 83, |—107,5-1078
6 ” ” } 50 » 63, |—107,5. 10-8 »

Die Berechnung der Zeitkonstantendifferenzen I' erfolgen nach der
Gleich m
erchung T=R,C,— R,C,.

Die systematische Abhingigkeit der errechneten 7" von der Grofe
der Widersténde R, 148t darauf schlieBen, daB C,oder C, unrichtig
angegeben ist. Da C, nachgepriift werden konnte und der in die
Rechnung eingefithrte Wert als richtig anerkannt werden mubBte,
so bleibt als einzige verdidchtige GréBe C, iibrig. Es soll daher
der wahrscheinlichste Wert fiir €, im Wege der Ausgleichung be-
rechnet werden.

1) Nach Helmert, a. a. O. S. 3851
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Lisung: Da das Abgleichen der Briiche durch Variieren des
Widerstandes R, erfolgte und daher diese Grole die meiste Un-
sicherheit aufweist, ist die vorgelegte Gleichung nach R, aufzu-

losen: B R C —T
9 O b

2
a

wobei also I'u. €, die zu berechnenden Konstanten,
Eju. C, die fehlerfreien, und
R, die fehlerbehafteten Beobachtungen hedeuten.

Wihlt man nun
als Einheit der Kapazitit 1108 Fd
5 Zeit 1-108sek
und als Niherungswerte N, = — 100
N, = 24,0, so folgen aus

I'=N,+a; C=N,+y

” ”

R —T
R2= 102 H
die Fehlergleichungen

xz , R, -+ 100

24 R, — R, — 100 _ ,
—_— — s e =
2 247

y -+ 2
oder, wenn man zur Vereinfachung der Rechnung setzt:

v =240"")
o TE 10, 4 (94 m,— B —100) =0

Hieraus folgt:

al b , 4 s
aa ! ab | al as bb bl bs 1 ls. ss
1 | 14,6 | —2,0|13,6| 213 — 29,1198 | 4,00 | — 27,1 | 184
1 13,3 —08|135| 177 | —10,7 180 | 064 | — 10,8 | 183
1 |125| —24 11,1 156 | — 80,0 | 188 | 5,76 | — 26,7 | 123
1 ]104| —05 109|108 | — 52| 118| 0,25 |— 5,4 | 119
1| 83| —08! 85| 69 | — 6,7| 71| 064 | — 68| 73
1] 62| 412| 85 885| 4 7,5 53| 144 | 4+101} 71
6 | 653 | —53)661]| 761,5| — 74,2 | 753 | 12,7 | — 66,7 \ 753
Das Ergebnis der Reduktionen ist:
y =+ 0,33; = 50 -
Y + ) k] 171/ }[”WJ —_ 2’6
a=—28; p.= 04
m, =+ 0,13; m,=+1,3
Daher: r?=-—-1028 -+ 1,3 (107 %sek)
Cy= 24,33 -+ 0,13 (10~ Fd).

1) Das Ergebnis der Ausgleichung indert sich nicht, wenn man die
Fehlergleichungen mit einem konstanten Faktor multipliziert!



13. Rechnerische Konstantenbestimmung h3

Bemerkung: Der wahre Wert der Kapazitit 3 wurde spiiter
zu 24,24 - 1078 Fd bestimmt; der errechnete Wert liegt also inner-
‘halb der erwarteten Fehlergrenzen.

Ubrigens kann die durchgefiihrte Berechnung keinen Anspruch
auf absolute Strenge machen, da die Gewichte der einzelnen Beob-

achtungen, die doch offenbar verschieden sind, unberticksichtigt
blieben. Vgl. hierzu Abschnitt 16.

53. Aufgabe. Zwei parallel im Gesichtsfelde eines Fernrohres
gespannte Fiaden konnen bekanntlich im Verein mit einer Nivellier-
latte zur Distanzmessung henutzt werden. Fiir die zu ermittelnde
Distanz D gilt die Gleichung

D=c+a-k,
wobei ¢ = die sog. kleine Konstante des betr. Instrumentes,
@ = den zwischen den Fiden gesehenen Lattenabschnitt,

k = die Hauptkonstante des Distanzmessers bedeutet.
Um die Konstante % zu ermitteln, wur- ..
a . Gemessene | Liingen-
en die nebenstehend zusammengeste}lten | “Distanz | abschnitt
Messungen ausgefiihrt; auerdem ist ¢ direkt D a
und zwar zu ¢ = 0,40 m bestimmt worden. |—————=——
Es - ist der wahrscheinlichste Wert fiwr % ig m gﬁig m
anzugeben. ' 60 0.599 :
Lisung: In der Gleichung 80 ,, 0,797 .,
Decta-k 100 ,, | 0,998 .,

stellen D und a Beobachtungen, ¢ und % die zu bestimmenden
Konstanten dar. Nun ist aber ¢ bereits anderweitig, und zwar
sicher weit genauer, als es das Ausgleichungsverfahren liefern
wiirde, bestimmt worden, scheidet als Unbekannte also aus. Die
Gleichung geht somit {iber in
D = 0,40 -+ ak

oder ak — (D — 0,40) = 0.

Zu den Fehlergleichungen tibergehend erhiilt man, wenn man fiir k

zunichst einen Niherungswert IV, und als Unbekannte den hierzu
erforderlichen Zuschlag x einflihrt:

a2+ (a-N,—D+0,4)=v
bzw. im einzelnen (fir IV, = 100):
0,296 x o=
0,447 2 4 0,1 = v,
0,599 & 4+ 0,3 = 0,
0,797 + 0,1 = v,
0,998 % + 0,2 = v;.
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Hieraus folgt die Normalgleichung:

2,276 2 + 0,504 = 0,
deren Auflosung die Werte:

= — 0,222
[ve] = 0,038
P, = 2,276

liefert. Als Endergebnis hat man:
k= 99,778 + 0,020.

14. Graphische Konstantenbestimmung. Bei den zuletzt
behandelten Aufgaben gelangten wir dadurch zu Niherungswerten,
daB wir aus dem vorgelegten Beobachtungsmaterial soviel Wert-
paare herausgriffen, als Unbekannte vorhanden waren, und daraus
die Konstanten in erster Niherung berechneten. Dieses Verfahren
ist aber nicht immer unbedenklich. Es kionnten ja die eine der
willkiirlich herausgegriffenen Beobachtungen oder vielleicht sogar
mehrere zufillig besonders ungenau ausgefallen sein; die Folge
wire, daB die im Ausgleichungsverfahren errechneten Zuschlige
so grof} ausfielen, daf} ihre 2. Potenzen schon nicht mehr vernach-
lassigh werden diirften. Da dies dennoch geschieht, wire das Resultat
unbefriedigend, und die ganze Ausgleichung miifite mit.giinstigeren
Naherungswerten nochmals durchgefithrt werden. Diese Sonder-
arbeit 14Bt sich vermeiden, wenn man die Beobachtungen in ein
kartesisches Koordinatensystem eintriigt und die der theoretischen
entsprechende ,ausgleichende“ Kurve einzeichnet. Hat diese die

Gleichung L =X4Yr
<= ?
s0 ist sie eine Gerade, die 50 zu legen ist, daB die Punkte P{f

etwa gleichmiig links und rechts verteilt sind; auch bei anderen
theoretischen Zusammenhtingen 148t sich die ausgleichende Kurve
meist ohne Schwierigkeit zeichnen. Auf Grund derselben errechnet
man dann die Ndherungswerte séimtlicher Unbekannten und fihrt
schlieBlich die Ausgleichung nach den in den fritheren Abschnitten
erliuterten Grundsitzen zu Ende.

Bei manchen technischen Messungen eriibrigt sich tibrigens die
strenge Ausgleichung, und man begniigt sich mit dem angegebenen
graphischen Niherungsverfahren. So einfach diese Methode ist, ge-
stattet sie dennoch mit Hilfe der aus der maBstéblichen Zeichnung
entnommenen Abweichungen v eine filr viele Zwecke ausreichend
genaue Ausgleichung und Fehlerbestimmung ~— vorausgesetzt, dafl
der theoretische Zusammenhang zwischen den Beobachtungen und
den Konstanten bekannt ist. — Legt man, falls man etwa im
Zweifel ist, nicht nur eine, sondern zwei oder mehrere Kurven
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durch die gegebenen Punktreihen, so ist diejenige Kurve die wahr-
scheinlichste, fir welche der Ausdruck [vv] den kleinsten Wert
ergibt.

Der Erfahrung und der Verantwortung des Rechners muf es
natiirlich im einzelnen Falle iiberlassen bleiben, zu entscheiden, wo
es ang#ngig erscheint, auf die strenge Rechnung zu verzichten, und
es bei der bequemeren graphischen Bestimmung bewenden zu lassen.

54. Aufgabe. Zur Bestimmung der Kon- \m ek ' L min
stanten ound 8 eines hydrometrischen Fliigels | Nr. || v /
wurden die nebenstehend zusammengestellten |-l . ,L:?,* .
Umdrehungszahlen # bei den daneben ge- | 1 || 0,49 20
schriebenen Wassergeschwindigkeiten V beob- | 2 | 0,55 | 32
achtet. Fir das Instrument gilt die Gleichung i g’gz ‘;g

V—o+pB-n 5 081 @ 57

. s . 6 0,91 64
Der wahrscheinlichste Wert der Konstanten ist | 105 | 7
anzugeben. 8 || 1,18 | 90
Lésung: Um brauchbare Niherungswertezu | 9 || 1,22 | 90

erhalten, trage man die beobachteten Wert-
paare in ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein (Fig. 4). Die
ausgleichende Kurve muBl wegen des Baues der vorgelegten Fliigel-
gleichung eine Gerade seinj; -sie v
geht, nach dem Augenmal} ein- |
getragen, durch die Punkte
v =043 v = 1,27
Pl{n=20 2{n=100.
09
Mit diesen Werten geht die Fliigel-
gleichung iiber in .
0,43 =a+20 B
1,27 = « 4 100 f,

woraus sich

o
o=0,22 uwd f§=0,0105 B T T T R TR
Tig 4.

ohne weiteres berechnen lassen.

Das Ergebnis der graphischen Konstantenbestimmung wire somit
die Fliigelgleichung:

V = 0,22 4 0,0105 n.
Fir die strengere Ausgleichung sind diese graphisch ermittelten
Konstanten lediglich Naherungswerte, die in die Fehlergleichungen
eingehen; diese lauten allgemein: 4
@+ ny + (0,22 + 0,0105n — V) = v
oder im einzelnen: z 4 20y — 0,060 = v,
%+ 82y — 0,006 = v, usw.
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Um fiir die Rechoung bequemere Zahlen, die méglichst nahe an 1
liegen, zu erhalten, fithren wir fiir die V und # andere Mafein-
heiten ein.

Die Koeftizienten von y sind Umdrehungen/Minute. Nun sind
20 Umdy./min = 2 Umdr./0,1 min; d. h. wir beziehen die Um-
drehungszahlen nicht auf die Minute, sondern auf die Zehntelminute,
wodurch die Koeffizienten von g sich auf den 10. Teil ihrer urspriing-
lichen GroBe reduzieren. .

Aus der allgemeinen Fehlergleichung erkennen wir ferner, da8
die freien Koeffizienten der speziellen Gleichungen Geschwindig-
keitsdifferenzen sind, ausgedriickt in m/sek. Nun sind 0,06 m/sek
= 6 cm/sek; 0,006 m/sek = 0,6 cm/sek, woraus wir schlieBen diirfen,
daf die Einfilhrung des MaBes cm/sek fiir die Geschwindigkeiten
hier die fiir die Weiterrechnung erwiinschten bequemen Zahlen
liefern wird.

Die Umrechnung der beobachteten Werte geschieht durch eine
einfache Umstellung des Kommas.

Die auf die neuen MaBle bezogenen Fehlergleichungen lauten

nunmehr:
z+2 y—6,0=0y

¥+ 3,2y + 0,6 = v,

2+ 45y + 4,3 = v,

%+ 55y + 3,8=y,

x+ 5Ty + 0,9 = v,

x4+ 6,4y —18 =,

x+ 1,1y — 22 =0

a4 90y — 1,5 =

x4+ 9,6y -+ 08 =u,.
Die Abweichungen — 6,0, 4 0,6, + 4,3 usw. hitte man, statt zu
berechnen, auch aus der Zeichnung entnehmen kdnnen; man er-
kennt, dafl die Abweichungen aller Punkte oberhalb der Geraden
negativ, die iibrigen positiv in die Fehlergleichung eingehen.

Die Auswertung geschieht wieder nach dem bekannten Schema.
Das Endergebnis ist:

o =230+ 3,2; [ =10,35+0,5.
V= 0,230 + 0,0103 n.
Der Koeffizient « ist, wie die Grofe des m. F. erkennen 14Bt, ver-
hiltnismiBig sehr unsicher.

55. Aufgabe. Mit dem in Aufg. 53 berechneten hydrometrischen
Fliigel werde eine Wassergeschwindigkeitsmessung vorgenommen;
man erhilt » = 85 Umdr,/min. Welcher Wassergeschwindigkeit
entspricht dies und welchen Grad der Zuverlissigkeit beansprucht
diese Angabe?
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Lisung: Es ist
V= 0,22 4 0,0105 - 85 = 1,11 m/sek.

Sieht man » als fehlerfrei an, so ergibt das Fehlerfortpflanzungs-
gesetz:

m., = 1/0,032% + (85 - 0,0005%) = + 0,0532 m/sek,

was einer prozentualen Unsicherheit von + 4,89, entspricht.

15. Verfahren bei gleichen Intervallen. Wenn fiir die durch
die zugeordneten Beobachtungen I und » zu bestimmenden Kon-
stanten X und Y die lineare Beziehung

L=X4+7Yr

besteht und die Beobachtungen # in jeweils gleichen Zeit- baw.
Lingenabstinden gemacht werden, so kann die Rechnung u. TU.
betriichtlich vereinfacht werden.

BEs lassen sich némlich dann die Beobachtungen » und Z in Form
von MaBstiben auftragen (Fig. 5),und x "
es bedeutet in der obigen Gleichung: — J T !._J T EL—l —

. 12}«’5755111”"1«,
X = eine Ablesung an dem MaB- 4
stab If;, die einem beliebig Fig. 5.

angenommenen, im weiteren Verlauf der Rechnung aber
konstant beibehaltenen Teilstrich 7, des zu untersuchenden
»MaBstabes“ M zugeordnet ist; '

Y = wabrscheinlicher Abstand zweier Teilstriche des zu unter-
suchenden Mafstabes.

Ist nun » die laufende Nummer eines beliehigen Teilstriches
auf B, so ist das zugehdrige r = (n—1r,), wihrend unter L die
Ablesung auf M, beim rten Teilstriche des Maflstabes M, zu ver-

stehen ist. Die obige Gleichung geht somit @iber in
L=X+4+(n—r)7

Die Aufstellung und Auflosung der Normalgleichungen geschieht
nach den im Abschnitt 13 bzw. frither gegebenen Regeln. Die an-
gedeutete Vereinfachung der Operationen erzielt man dadurch, da8
man fiir 7, das arithmetische Mittel aus sémtlichen beobachteten n
einfiihrt und durch eine geeignete Anzahl bzw. Anordnung der Beob-
achtungen dafiir Sorge trigt, daB r, eine ganze Zahl wird. [r]wird
alsdann Null.

56. Aufgabe. Fiinf Knotenpunkte eines Wellenzuges wurden mit
einem MillimetermaBstab wie folgt gemessen:

Knotenpunkt Nr.: 1 2 3 4 5 (=n)

Ablesung am mm-MaBstab: 12,5 24,25 36,70 48,78 60,85 (=1).

Welches ist die ausgeglichene Knotenpunktsentfernung?
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Lisung: Bs ist  L=X-+ (n—r)Y.
Wihlt man fiivr  »y = ﬁ—?i%+~%+ - 3

N,= 36,75 N,=121,
so nehmen die Fehlergleichungen die Form an:
x4+ n—r)y+ {N,+ (n—r) N,— L} =v;

im einzelnen also, wenn die 7 im Interesse einer bequemeren Rech-
nung in Hundertstel-Millimetern eingefithrt werden:

x— 2y — 0=y

X~ 1y — 5 =1,

z—~ O‘.'I/ — 0 =u,

e+ 1y + 2=y,

4+ 2y + 5 = v,
Die Auswertung der hieraus folgenden Normalgleichungen liefert

y=—17; p,=10; [vv]=243; m,=+0,9.

Das Endergebnis ist y = 12,083 4 0,009 mm.
Auf die Berechnung von X kann aus naheliegenden Griinden ver-
7ichtet werden.

57. Aufgabe. Um die GanghShe einer Mikrometerschraube zu
ermitteln, verschaffte man sich einen Abdruck des Gewindes auf
Papier und machte dann mit Hilfe eines genauen MaBstabes und
einer Lupe folgende Ablesungen:

Schraubengang: 1 7 13 18 35 49 56 61
MaBstab: 15,35 18,5 21,68 24,32 33,32 40,70 44,42 47,05.

Die Ganghéohe ist zu ermitteln.
Lisung: Ganghthe Y = 0,5286 + 0,00015 mm.

58. Aufgabe. Zur Bestimmung der Empfindlichkeit von Rohren-
libellen bedient man sich des sog. Legebrettes. Es ist dies ein recht-
eckiges Brett, an dessen einer Schmalseite sich zwei Fiille befinden;
in der Mitte der anderen Schmalseite ist eine Mikrometerschraube
derart angeordnet, dafl die Neigung des flachliegenden Brettes gegen
die Horizontale durch mehr oder minder tiefes Einschrauben dieser
Stellschraube verindert werden kann. Der Winkel, um welchen das
Brett sich neigt, wenn die Schraube gerade einmal herumgedreht
wird, heifit Konstante des Legebrettes. Um sie zu bestimmen, wurde
von dem Gewinde der Stellschraube ein Abdruck auf Papier her-
gestellt; dann wurden mit Hilfe eines genauen MaBstabes und einer
Lupe folgende Ablesungen gemacht:

Gewinde: 1 8 19 28 39
Mafstab: 7,656 10,55 15,15 18,90 23,60 mm.
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Der senkrechte Abstand der Mikrometerschraube von der durch die
Spitzen der beiden anderen Fiile gehenden Verbindungslinie wurde
zu @ = 432,85 + 0,08 mm ermittelt. Es sind die Konstante dieses
Legebrettes und ihr m. F. anzugeben.

Losung: Die Ausgleichung liefert fiir die Ganghohe der Schraube
I =0,4197 4- 0,0016 mm.

Dreht man die Schraube einmal herum, so betriigt der Winkel, um
welchen das Brett dadurch geneigt wird:

«= 206265 ;—ZSekunden.
Die Auswertung, die zweckmifBig logarithmisch erfolgt (vgl. Ab-

e swets
shnitb 7), liefert — _ 560,0 + 0,8 Sekunden.

Die Berechnung 148t erkennen, daB der Fehler in « ausschlieBlich
durch die Ungenauigkeit in der Bestimmung der Ganghthe % be-
dingt wird.

59. Aufgabe. Mit einer Taschenuhr beobachtete man an 7 auf-
einanderfolgenden Tagen 1™ mittags das mit Hilfe eines Senders
fiir elektrische Wellen von der Funkstation Nauen gegebene Zeit-
signal wie folgt:

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. Tag
Zeit: 1M 1mng0%% 124 18,2 156 194 21,8 24,2 sek.
Was folgt aus diesen Beobachtungen fiir den Gang der benutzten Uhr?

Lisung: Die Ausgleichung liefert bei N, = 15,65 N, = 2,7
folgende Werte:
y=—0,15; p,=28; [ov] =5,19; m, =+0,93; m, =+ 0,18.

Daraus entnehmen wir:

1. Die Uhr geht tiglich (d. h. innerhalb des Zeitraumes zwischen
zwel aufeinanderfolgenden Beobachtungen) 2,7 — 0,15 = 2,55 Se-
kunden vor; diese Angabe ist vermutlich um 4+ 0,18 Sekunden
unsicher.

2. Jede Einzelbeobachtung ist mit einem m. F. von 40,93 Se-
kunden behaftet; nimmt man an, dal mit einer Taschenuhr die
Zeit sich auf + 0,2 Sekunden genau ablesen lasse, so bleibt nach
Gleichung 7 als mittlerer Uhrfehler pro Tag ein Betrag von

10,932 — 0,2% = -+ 0,91 sek
ibrig. Dieser ist durch ungleichférmigen Gang der Uhr bedingt.
16. Verfahren bei verschiedener Genauigkeit der Beob-
achtungen. Es wurde frither bereits darauf hingewiesen, dal bei
dem bisher angewandten Verfahren die Fehler auf nur eine der beob-

achteten Grofen geschoben werden. Sind nun die mittleren Fehler
der cinzelnen Beobachtungsgréfen bekannt und haben sie simtlich
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einen nicht zu vernachlissigenden Einflul auf das Resultat, so ist das
bisherige Verfahren nicht mehr zuliissig; folgende Betrachtungen
fithren jedoch alsbald zum Ziele:

Bringt man den naturgesetzlichen Zusammenhang auf die Form:
a) (XY, Z, ... vy t...)=0,

wo X, Y, Z usw. die durch die Beobachtungen 7, s, # usw. zu be-
stimmenden Koeffizienten darstellen, und fithrt man far X, ¥, Z. ..
wieder die Naherungswerte N, N,, N,... ein, so erhélt man ganz
ihnlich wie friher die Fehlerglelchungen von del allgemeinen Form:

b) f(NmN N,1,9t)+a m—{—a 1I+aal\£z~1/

oder nach Einfiihrung von [ fiir f(N N,N, rst):

¥
c) afx—l—a y—{—a z—i—[—v

Diese Fehlergleichungen bzw. die einzelnen » haben nun wegen der
etwa verschiedenen mittleren Fehler in 7, s, ¢ usw. — sie mdgen mit
m,,, M, M, usw. bezeichnet werden —, verschicdencs Gewicht. Um
dieses fiir jede Gleichung angeben zu kdnnen, berechne man zu-
nichst nach Gleichung 15 deren mittleres Fehlerquadrat zu

o of\? 0f\2

2 2 e (91 2 (O7\°,

a) md = m (07‘) + m? (3s) + m? (at) ;

hieraus folgt das Gewicht der einzelnen Fehlergleichungen zu
m?

e) b, = '”T?, i

wobei unter m der mittlere Fehler der beliebig zu wiihlenden Ge-
wichtseinheit zu verstehen ist.

Die weitere Behandlung der so erhaltenen, mit Gewichten ver-
sehenen Fehlergleichungen deckt sich villig mit derira Abschnitt 12
beschriebenen und braucht daher nicht nochmals erdrtert »u werden.

Sollen schliefllich die Fehler auf die einzelnen Beobachtungen

7,8, ... verteilt werden, so geschieht dies mit Hilfe der Beziehungen:
2 2
f) r=m 8f =m 8)" =ﬁt_.9f

m2 or m3 " os m2 ot

’

wobel 1,3,t... die Fehler bedeuten, mit denen die bzw, Beobach-
tungen #, s, ¢... behaftet sind.

60. Aufgabe. Der elektrische Widerstand eines Drahtes, der zu
pyrometrischen Zwecken Verwendung finden soll, folge dem Gesetz:

w,= w + at + B

worin w, und ¢ Beobachtungen, und , ¢ und § Konstanten dar-
stellen, die durch die Beobachtungen bestimmt werden sollen. Man
filhrte vier Messungen aus, die folgende Werte ergaben:
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Temperatur ¢: 650 4- 6 684 43,56 7124+ 2 780 + 9 (°
Widerstand a,:
2,421 4- 0,004 2,533 40,005 2,638 4- 0,003 2,880 4 0,005 L.
Es sind die Fehlergleichungen aufzustellen und ihre Gewichte an-
zugeben.

Losung: Der naturgesetzliche Zusammenhang 1iBt sich auf die
Form bringen:
a) w4t + 2 + w,= 0
oder wenn man fiir die Konstanten die gebriuchlichen Symbole
X, Y, Z setzt:
b) X+tY -+ #Z—w,=0
bzw. ¢) X4+ tY + 272 — w,=w.
Entwickelt man diese Fehlergleichungen in der bekannten Weise
nach Taylor, so nehmen sie die Form an:
d) w4ty + 24 (N, + tN, + &N, — w,) = v.
Fiihrt man weiter aus hinreichend bekannten Griinden die Tempera-

turen ¢ in Tausender-Graden, die Widerstinde w, aber in Hundertstel-
Ohm ein, und wihlt man schlieBlich als Niherungswerte etwa:

e) N,=53; N, =212; N, =117,
so lauten die Fehlergleichungen im einzelnen:
f) x4 0,650y + 0,4222 — 1,9 = v, mit dem Gewicht p,

1 + 0,684—y "l— 0,486 & — 0,5 = Vs » ” V2
x4 0,712y + 05072 — 0,6 = v5 ,, . . Py
X + 0,780y + 0,609 £+ 1,5 = V4 9 5 » Py

Das Gewicht jeder dieser Gleichungen ist gleich dem Gewicht der
entsprechenden urspriinglichen Gleichung von der Form ¢), deren
mittleres Fehlerquadrat sich berechnet zu

g) mi=m Y4+ m?(2¢2)%+ mit =m (Y24 42 2%) + m?

IU/
Da die strengen Werte fiir Y und Z noch nicht bekannt sind,
fithren wir, um die numerische Berechnung der einzelnen m, be-
werkstelligen zu konnen, statt ihrer die oben angegebenen Nihe-
rungswerte ein, was wir ja mit Riicksicht auf unsere Bemerkung
auf Seite 15 unhedenklich tun diirfen. Unter Beachtung ferner des
Urostandes, daf die m. F. in ¢ und w, in den fir die Fehlerglei-
chungen gewiihlten MaBeinheiten eingesetzt werden miissen, er-
hiilt man:
h) fiir die 1. Fehlergleichung m? = 0,0062 (212* 4 4 - 0,65%- 117%)
+ 0,4% = 0,993

by 2 " m2 ==1,058
» » 3. . m? = 0,381
now 4 5 3 = 6,092

Teubn, Leitf. 18: Happach, Ausgleichsrechnung. B
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Hieraus folgen schlieBlich, wenn man beispielsweise der 4. Fehler-
gleichung mit dem m. F. 6,592 das Gewicht 1 zuerkennt, mit Riick-
sicht auf die Beziehung

m?
p,= E%' )
die einzelnen Gewichte:
py= 6,63
Py = 6,22
Py = 17,28
pg=1,00.

VI. Ausgleichung bedingter Beobachtungen.

17. Theorie des Ausgleichungsverfahrens und Anwen-
dungsbeispiel. Wenn in einem ebenen Dreieck die drei Winkel

Li=a; Ly=p; Ly=y=180—(«+ f)

gemessen sind, so ergeben sich nach dem bisher angewendeten Ver-
fahren drei Fehlergleichungen, die im vorliegenden Falle

x ==y
Yy —ly=1,
—x— Yy — =1

lauten wiirden, und deren Zustandekommen keiner Erlduterung
mehr bedarf.

Man kann aber auch anders verfahren. Zur eindeutigen Be-
stimmung der Dreieckswinkel brauchten nur zwei Winkel — etwa
o und B — gemessen zu werden; der dritte ergibt sich aus der be-
kannten Beziehung

y =180 —a—f.

Wird nun der dritte Winkel trotzdem gemessen, so muB er auch
nach der Ausgleichung der Bedingung

=180"— o« —§

genfigen, weswegen diese Gleichung Bedingungsgleichung genannt
wird:

Statt wie bisher direkt auf Grund des vorliegenden Beobachtungs-
materials die Fehlergleichungen aufzustellen, kann man nun auch
s0 vorgehen, dafl man

1. die fiir die Definition der Unbekannten erforderlichen Glei-

chungen, sowie ,
2. die aus den iiberschiissigen Beobachtungen sich ergebenden
Bedingungsgleichungen aufstellt, und schlieBlich

3. die eigentliche Ausgleichung nach einem entsprechenden Ver-

fahren durchfiihrt.
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Dieses Verfahren, das man kurz ,,Ausgleichung nach bedingten Beob-
achtungen* nennt, mége im folgenden generell dargestellt werden.

Zur Bestimmung der # Unbekannten X,, X,, ..., X, seien die
direkten Beobachtungen

Ly, Ly, .., L (1)

n

mit den Gewichten p;; p, ..., p, ausgefiihrt, die ausgeglichenen
Werte der Unbekannten X, X, usw. sollen die Bedingungen

o (X, Xpy oo, X,) =0
¢2(X17 XQ’ RS Xn) =0 (2>
oy ( Xy, X5, - ey Xﬂ) =0

erfilllen. Ersetzt man in diesen Bedingungsgleichungen die Un-
bekannten X durch die mit Verbesserungen v versehenen Beob-
achtungen I:

Xy =L;+ v
Xy = Ly + v
X,=L,+ v, so erhiilt man

o (Ly + vy Lg +vgy ..y L, +0,) =0

@y (Iy + vy, Ly + 0y, .., Ly +0,)=0 ®

9, (Ly + vy, Ly 4 v, ..., L, +0,) = 0.
Entwickelt man nach Taylor und setzt man zur Abkiirzung:
o, o9, 09,

oL =Y AL, T or, T %

oL, oL, oL, ™

0P, Oy _ 09, .

aLl = cl m CS 5‘171; = Cn usw.;
ferner: Py (Lla L2> ey Ln) =Wy

@y (Lyy Lgy o ooy L) = 1wy
o3 (Ly, Lgy - .y L) = wy,

so ergeben sich bei Vernachlissigung der zweiten und hheren Po-
tenzen von v die Gleichungen:

a v+ agvg+ -+ a0, +w =20
bo,+ byvg+ - - -+ b,0,+ wy=0 4

6o F Cvy + - A, + wy= 0.
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Nunmehr stelle man mit Hilfe der Koeffizienten der Gleichungen (4)
die Normalgleichungen nach folgendem Schema auf:

T [t [ s

B}b oy - [%9] Ty + ['Z}c]lgﬁ. + oy =0 (5)

ac be cc
ﬂﬁjmq-fﬁ]@4-[§]@4-mr_a
Diese Normalgleichungen werden nach der GauBschen Methode nach
den HilfsgroBen oder ,Korrelaten* % aunfgeldst. Sind diese ermittelt,

so lassen sich die gesuchten Zuschlige v, v,,..., v, aus den Kor-
relatengleichungen bestimmen, welche lauten:

q=%@+ﬁ@+im

2—ﬁk+27+%@ (6)

" q ’ c
b=l b .

n
Der m. F. einer Beobachtung vom Gewichte p = 1 berechnet sich zu

m, =1/t 8, ()

wobei  die Anzahl der Bedingungsgleichungen bedeutet. Im vor-

liegenden Falle ist r = 3 (s. Gl. (2)).
Zur Kontrolle berechne man schlieBlich noch [w - &]; es mufl

nimlich [vo-pl=—1[w-%] sein
61. Aufgabe. In dem nebenstehend skizzierten Nivellementsnets
sind die folgenden Hohenunterschiede er-

mittelt worden; die Messungen sind nach
bedingten Beobachtungen auszugleichen.

0

Beobachtung H('i?lenunterschied ! Entfg. e
| zwischen 1 m km
L, Aund B 26,318 | 13,0
I, B, C] 6245 192
L, A4, C|32557 24,6
i I, 4 D1 80,244 ' 36,3
A 1(%) 8 I, o, 47,702 | 12,6
Fig. 6. I, B, D’ 53.914 {288

Ldisung: Zur Bestimmung der in der Figur gezeichneten Hohen-
unterschiede hiitten drei Messungen geniigt — etwa die 1., 3. und 4.:
L,= 26,318
Ly — 32,557
L, =80,244.
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Da die Teilnivellements sich tiber verschiedene Léngen erstrocken,
haben sie verschiedene Gewichte; diese setzt man im vorliegenden
Falle am einfachsten nmgekehrt proportional der Entfernung, und
man erhilt: 1

P17 13
1 .
Do = E, 2 ust.

Die iiberschiissigen Beobachtungen miissen zu den oben ausge-
withlten in Beziehung gebracht werden; sie liefern alsdann, wenn
man die Figuren rechtldufig umfihrt und das Steigen (Richtung
der Pfeile) als positiv ansieht, folgende voneinander unabhiingige
drei Bedingungsgleichungen :

— Lyt o) + Ly + v5) — Ly + “’2) =0; (A ABO)

(L;‘*‘ vy) = (Ly+ v5) — (L + v5) = 0; (A ADC)
(Ly + v9) + (L5 + v5) — (Lg+v) = 0; (A DBC).
Nach Taylor entwickelt folgt hieraus gemif Gleichung (4):
— VT V3—V— 6=0
Vy— Ty — U3 — 15 =0
vy + vy — v+ 33 = 0.

Die Koeffizienten der Normalgleichungen berechnet man zweck-
miBbig wieder tabellarisch wie folgt:

l 1| ': \ aa ab ac | bd be ce
el b e | — | — — | = — — W
P \ ‘ » D P p D »
130/—1| o] o 130] o0 010 0 |0 |—6
19,2|—1| 0] 1]19,2 0 |—192]| 0 0 [19,2/—15
246|41/—1] 0/246|—246 0 |246 0 | 0 |+33
863/ 0 1] 0 0 | 0 0 |363 0| o0
126 o0l—1| 1l 0 | 0 0 12,61 — 126|126
288 o0/ 0/—1] 0 [ 0 0|0 0 288
134,5}—1 —1 —}-1.56,8!—24,6 — 192|736 | — 12,6 | 60,6

Die Normalgleichungen lauten demnach:
56,8% — 24,6k, — 192k — 6 =0
— 246k + 78,5k — 126k — 15 =10
— 19,2k — 12,6 &y + 60,6 k; + 33 = 0.
Lst man sie nach den Korrelaten auf, so findet man:
k= — 0,0307
Iy = + 0,102
kg = — 0,533.
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Die Verbesserungen v lassen sich nunmehr nach Gleichung (6)

bestimmen; man erhilt:

vy= 04 vy =+ 3,6

vy = — 9,66 vy = — 8,0

vy = — 3,5 v = + 15,4
Bildet man die Produkte vv « p und addiert sie, so folgt

[vo « p] = 18,97.
Andererseits erhilt man fir [w - &]:
+ 0,18 — 1,683 — 17,59 = — 18,94.

Die Bedingung [vv - p| = — [w¥k] ist also hinreichend genau erfiillt.

Der m. F. eines Nivellements von der Gewichtseinheit, d. h. hier
von 1 km Linge berechnet sich gemi8 Formel 7 zu
18,97
my == —léf=—{_—2,5mm.
Die ausgeglichenen Hohenunterschiede, die keine Widerspriiche
mehr zeigen, sind:

L+ v, — 26,3184 L, + v, = 80,2476
Lo+ v,—= 62353 I, -+ v, — 47,6940
Ly4 v;— 325535 L4+ v, = 33,9294.

Die vorstehende Aufgabe ist bereits in Abschn.IV nach dem fiir
»vermittelnde Beobachtungen® gebriiuchlichen Verfahren durch-
gerechnet worden. Welcher Methode man sich in einem gegebenen
Falle bedient, ist an sich gleichgiiltig; ausschlaggebend wird im
allgemeinen die Miihe sein, welche die Aufldsung. der Normal-
gleichungen verursachen wird. Die Ausgleichung nach vermittelnden
Beobachtungen verdient aber im allgemeinen den Vorzug, vor allem
bei nichtlinearer Form der Fehler- bzw. Bedingungsgleichungen,
da hier die Ermittelung der Gewichte nicht selten Schwierigkeiten
bereitet.

VII. Einige andere Probleme, die sich mit Hilfe
der Methode der kleinsten Quadrate losen lassen.

18. Awusgleichung periodischer Vorginge. Das Wesen der
Ausgleichung besteht in den bisher behandelten Fillen darin, daB
man die vorgelegten Beobachtungen durch Anbringen von Ver-
besserungen v derart modifiziert, daf sie gewisse mathematische
Bedingungen, die in der Regel durch bekannte Naturgesetze ge-
geben sind, erfiillen. AuBerdem bestimmt man die v so, daB bei
gleich genauen Beobachtungen [vv], bei verschieden genauen Beob-
achtungen [vv - p] ein Minimum wird. Die GriBe der einzelnen
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Abweichungen v von den Beobachtungen bilden die Grundlage zur
Ermittelung der Zuverlissigkeit bzw. Genauigkeit der Einzelbeob-
achtungen und des Ergebnisses. Das Naturgesetz war also bisher
das Feststehende (das Primire), dem die Beobachtungen unter-
geordnet werden muften.

Aber auch der umgekehrte Fall wire denkbar, niimlich, daB die
Beobachtungen als feststehend angesehen werden miissen und nun
die Aufgabe besteht, ein Naturo'esetz zu finden, das sich den Beob-
achtunoen nach Moglichkeit a.npa,Bt

Wir besclnanken unseve Betrachtungen zunichst auf solche Zu—
sammenhiinge, die periodischer Natur sind, oder sich doch wenigstens
als solche auffassen bzw. darstellen lassen. Bekanntlich kann man
diese analytisch durch eine nach sin und cos der ein-, zwei-, drei-
fachen usw. Werte der Variablen fortschreitende Reihe ausdriicken:

f(t)“__»L:Ao-l‘Al COSt—I—A2 cos 2t 4 - -+

1
+ By sint + By sin 2¢ + - - - ®)
wobei nach Fourier o
4= % ff(t) cosit - dt
5,
2
1 .
= ;r—,/ f(t) sinit - dt (2)
0

i=1,2,8...0

Hat man einen Vorgang durch eine endliche Anzahl » von Beob-
achtungen, die sich in gleichen Abstinden tiber eine Periode er-
strecken, fixiert, so ergibt die Berechnung von » Koeffizienten
Ay, By, A, ... eine genaue Darstellung dieser Beobachtungswerte.
Berechnet man weniger, so gibt die Reihe nur eine mehr oder
minder gute Anndheruny, die jedoch fiir manche Zwecke, z. B. zur
Erkennung gewisser GesetzmiBigkeiten innerhalb des periodischen
Verlaufs oder fiir die rechnerische Interpolation wertvoller sein
kann als die strenge Darstellung. Die Koeffizienten 4, B, 4, ...
der niiherungsweisen Darstellung entsprechen der M. d. kl. Qu,
wenn man auf Grund der Gleichungen (1) die Fehlergleichungen
aufstellt und hieraus die Normalgleichungen in der bekannten Weise
ableitet und auswertet.

62. Aufgabe. Fiirnachstehende Beobachtungen, welche die mittlere
tigliche Amplitude der Lufttemperatur innerhalb eines Jahres nach
Quetelet darstellen, soll eine Interpolationsformel angegeben werden.
Monat: Jan, Febr. Mirz April Mai Juni Juli Aug. Sept.

L =466 542 6,77 8,59 9,87 10,09 9,71 9,14 8,16
Okt. Nov. Dez.
6,55 5,10 4,41 Celsiusgrade.
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Lisung: Die Periode beginnt Mitte Januar und ist in 12 gleiche
Teile geteilt; daher:

Mitte Jan. Febr. Mirz April

f=% o
im GradmaB (=0 300 60" 90°
Allgemein also t =301,

wenn ¢ die Anzahl der Monate von Januar ab bedeutet.
Fir jede Amplitude I, gilt Gleichung (1):
L,= A4, + B, sin 307 + A, cos 30i
+ B, sin 60 + 4, cos 604
-+ Bj sin 90¢ + By cos 904
4o +--.

Begniigt man sich mit nur 3 Koeffizienten, so erhilt man mit
Riicksicht auf die vorgelegten Beobachtungen I folgende Fehler-
gleichungen:

4, + 1,000 4, — 4,66 = v,
4y + 0,600 By + 0,886 4, — 5,42 == v,
4,4 0,866 B, + 0,5004, — 6,77 = v,
4, + 1,000 B, — 8,59 =y,
A+ 0,866 B, — 0,500 4, — 9,63 = v,
A, + 0,500 B, — 0,866 4, — 10,09 = v,
A, — 1,000 4, — 9,71 = v,
Ay— 0,500 B, — 0,866 4, — 9,14 = v
44— 0,866 B, — 0,600 4, — 8,16 = v,
4,— 1,000 B, — 6,55 = vy,
4,— 0,866 B + 0,500 4, — 5,10 = vy,
Ay— 0,500 B, 4 0,866 4, — 4,41 = v,,.
Hieraus folgen die Normalgleichungen:
12 4, — 8843 =0
6 B, — 5912=0
6.4, 4 16,250 =0
und man erhilt:
Ay=+17369; B, = -4 0,925; A = — 2,708;
die gesuchte Gleichung lautet demnach:
L;= 17,569 4 0,985 sin 307 — 2,708 cos 304.
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t=] (=1
Die nebenstehende Zu- ‘ T
sammenstellung der bhe- | Monat | beab. | berechn. v oo
obachteten und der ge- ; o
miiB dieser Gleichung be- | Jan. | 466 | 462 |—0,04/ 00016
n 5
rechneten Werte gestattet l&fag‘; L E";g z’é’g i gg? g’ggi‘é
ein Urteil ﬁber den Grad April I 8’59 I 8’43 ——0:16 0’0256
. . rY k) k ]
derbereitserreichtenUber- | Mai || 9,83 ‘ 9,65 | — 0,28 | 0,0786
einstimmung_ Juni “‘10,09 ‘ 10,20 +0,‘1 0,0121
bl Juli | 9,71 | 10,08 |- 0,37 0,1440
Aus[vv]=0,8997folgt | 10 Lot 924 | - 0,10 | 0,0100
als mittlere Abwewhung Sept. X} 8,16 i 7,89 __0’27 0’0719
~ /03597 Okt. || 6,55‘ 6,41 | — 0,14 0,0196
w= ‘/ Y =10,21% | Nov. @ 510! 517 |4 0,09 0,0081
12 —3 Dez. . 441 | 4,54 |+ 0,13 0,0189
Durch Bestimmung wei- | ” ! | %0,3997
terer Konstanten nach dem '

gleichen Verfahren kann die mittlere Abweichung auf ein beliebig
geringes MaB herabgedriickt werden.

19. Ndherungsweise Darstellung beliebiger Funktionen.
Auch andere Funktionen lassen sich niiherungsweise darstellen,
d.h. durch andere Funktionen einfacheren Baues wenigstens inner-
halb gewisser Intervalle ersetzen. An sich konnen natiirlich der-
artige Aufgaben auch ohne Anwendung der Methode der kleinsten
Quadrate geldst werden, indem man einfach die gegebene Funktion
fiir das betr. Bereich aufzeichnet und nun die Ersatzkurve (Kreis
oder Gerade) so eintriigt, daB sie sich der gegebenen Kurve mog-
lichst anschmiegt. So kdnnen gewisse Teile der Kriimmungskreise
an analytisch definierten Kurven als recht gute Néherungskurven
fiir die eigentliche Funktion in der Gegend des Bertihrungspunktes
angesehen werden, Auch die Fliigelgleichung der Aufg. 54 (Fig. 4,
8. 55) kann man als eine niherungsweise Darstellung des wirk-
lichen — hier iibrigens nicht bekannten — naturgesetzlichen Zu-
sammenhanges aunffassen.

In welcher Weise man zu verfabhren hat, wenn man eine ge-
gebene Funktion innerhalb gewisser Grenzen durch eine Gerade
ersetzen will, die so liegt, daB die Abweichungen zwischen den
(teraden und der genauen Kurve der M. d. kl. Qu. entsprechen, mag
folgendes Beispiel zeigen.

63. Aufgabe. Es soll die Parabel y = /1 + & fur A]*! durch
eine Gerade y’' =1 ax so dargestellt werden, daf die Quadrate
der Differenzen /1 + z — (1 + ) ein Minimum werden.

Losung: Die Fehlergleichungen lauten allgemein:

Vidtas—(1+ar)=v oder az~— V1+z— 1)=w

Nimmt man fiir « verschiedene Werte an, so 148t sich fiir jeden
eine Fehlergleichung aufstellen:
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s [ Vite—1
—1 | —1 —e¢ +1  =u
—08| —0553 — 08¢ + 0,558 = o,
— 06! —0,369 — 0,60 + 0,369 — v,

Auf Grund dieser Fehlergleichungen kann nach dem bekannten
Schema die Normalgleichung aufgestellt werden. Schuneller und
eleganter jedoch fithrt folgende Uberlegung zum Ziele.

Nimmt man die Anderung von @ in ganz kleinen Intervallen da
vor und gibt man jeder Fehlergleichung das Gewicht dx, so ergibt
sich ohne_ weiteres als Normalgleichung:

e[22de]’ = [z VI F & — ) do]’*

S (@Y1 Fz—a)da

=1
+1
fx’dx
=1

Die Auswertung dieses Integrals liefert:

oder o=

Die gesuchte Gerade hat daher die Gleichung:
y=1-4 0,66z

VIII. Zuldssigkeit der Anwendung der Methode
der kleinsten Quadrate.

Wir haben im vorstehenden die einzelnen Methoden der Aus-
gleichungsrechnung auf die verschiedensten Probleme der physika-
lischen, technischen und geoditischen MeBtechnik angewendet, ohne
uns dartiber Rechenschaft zu geben, ob denn diese Anwendung auch
immer zuliissig sei. Iis wurde oben bereits davauf hingewiesen, da8
eigentlich nichts zur allgemeinen Annahme des GauBschen Aus-
gleichungsverfahrens zwingt; man hat es gleichwohl angenommen,
weil es in seinen Konsequenzen zu keinen Widerspriichen fiihrt, und
weil die Ergebnisse, solange die auszugleichenden Beobachtungen
gewisse Voraussetzungen erfiillen, in jeder Beziehung befriedigen.
Diese Voraussetzungen sind:

1. Die Beobachtungsfehler, die durch das Ausgleichungsverfahren
eliminiert werden sollen, miissen zufillige Fehler sein, d. h. die
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Beobachtungen miissen frei sein von systematischen und konstanten
Fehlern.

2. Die Beobachtungsfehler sollen im Vergleich zu den gemessenen
Werten von so geringer GroBenordnung sein, daf ihre zweiten und
hoheren Potenzen vernachlissigt werden diirfen. —

In jedem Falle miifite also wor der Ausgleichung untersucht
werden, ob diese beiden Forderungen erfiillt sind.

‘Was zuniichst die systematischen und konstanten Fehler anlangt,
so ist dazu folgendes zu bemerken:

Im allgemeinen ist man bestrebt, diese Art Fehler durch ge-
eignete Messungsmethoden, durch Wiederholung der Messung mit
anderen Instrumenten oder nach verschiedenen Verfahren usw. zu
eliminieren. Trotzdem kommt es nicht selten vor, daB konstante
bzw. systematische Fehler aus nicht erkannten oder nicht beachteten
Quellen in die Messungen eingehen und das Resultat filschen. Die
Folge ist dann, daB die errechneten mittleren Fehler zur Beurteilung
der erzielten Zuverlissigkeit unbrauchbar sind; sie lassen alsdann
lediglich einen Schlufl auf die erzielte Ablese- oder Einstellgenauig-
keit zu. Der Irrtum, dal die Ablesegenauigkeit gleich der MeB-
genauigkeit gesetzt wird, ist so auBerordentlich hiufig, daf ein
Hinweis darauf nicht iiberfliissig erscheint. Um ein Beispiel anzu-
fithren: Ein KlappmaBstab (Zollstock) ist bekanntlich in Millimeter
eingeteilt und gestattet daher, Ablesungen auf ein mm, ja u. U.
sogar noch genauer zu machen. Trotzdem wire es hier zwecklos,
die Ablesegenauigkeit bis zum #uflersten zu treiben, da infolge
der nicht genau angebrachten Scharniere, vorhandener Teilungs-
fehler usw. die wirkliche MeBgenauigkeit selten héher als 4+ 2 mm
sein wird.

Doch kehren wir zum Ausgangspunkte zurtick. — Eine Ent-
scheidung, ob in einem vorgelegten Beobachtungsmaterial die auf-
tretenden Widerspriiche ausschlieBlich auf zufillige Fehler zuriick-
zufiihren seien, ist schwerlich zu treffen. Imierhin bietet die Art
der Fehlerverteilung, d. h. das Verhiltnis

GroBe des Kinzelfehlers
Hiufigkeit des Fehlers
einen gewissen Anhalt.

Auf Grund systematischer Untersuchungen und unter den Voraus-
setzungen, daf

1. ein positiver und ein gleich groBer negativer Fehler ¢ gleich

wahrscheinlich sei,

2. daB es wahrscheinlicher sei, einen kleinen als einen groferen

Fehler ¢ zu begehen,
3. daB es am wahrscheinlichsten sei, eine Beobachtung fehler-
frei zu erhalten,
hat nimlich GauB ein nach ihm benanntes Fehlergesetz abgeleitet,
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auf welches sich seine ganze Ausgleichungsrechnung stiitzt. Bs

lautet: . o
B = Lo,

wobei ¢ == Basis der natiirlichen Logarithmen,
I = eine von der Genauigkeit der Beobachtungen und der
MaBeinheit, in der der Fehler ¢ ausgedriickt ist,-ab-
hiingige Konstante bedeutet.

Nur wenn dic Beobachtungsfehler dieses Gesetz befolgen, liefern dic
behandelten Ausgleichungsver fahren die wahrscheinlichsten Werte,und
dic gegcbenen Formeln die der Definition entsprechenden mittleren
Iehler.

Trigt man die Fehler ¢ als Abszissen, die Werte fiir ¢(e) als

Ordinaten in ein Kartesisches Koordinatensystem ein, so erhilt man

eine Kurve von der Form der Fig. 7;
o) bei gegebenem % kann man aus ihr ohne
weiteres die wahrscheinliche Héufigkeit
eines Fehlers von gegebener GriBe ent-
nehmen.

Die Erfahrung lehrt nun, daf die wirk-
lichen Beobachtungsfehler, ganz gleich,
ob es sich um solche bei exakten geoditi-
schen und physikalischen oder solche bei
groberen technischen Messungen handelt,
sich in einer dieser Kurve entsprechenden Weise verteilen, so daB
in diesem Falle also die erste Forderung als erfiillt angesehen
werden darf.

Auch anderweit, wenn man nimlich irgendwelche GriBen oder
sonstige zablenmiBig erfaBbare Werte, die unter dem Einflufl von
»Naturgesetzen” stehen, und die bei ihrer Entstehung vielerlei Zu-
filligkeiten ausgesetzt sind, miteinander vergleicht, findet sich das
GauBsche Fehlergesetz vielfach bestitigt.

LBt man eine Kugel oftmals ein mit Nigeln gespicktes Brett
herabrollen, so wird man beobachten, daB sie nicht immer dieselbe
Stelle am Ende des Brettes erreicht; sie wird vielmehr gelegentlick
mehr links, dann wieder mehr rechts von der im allgemeinen er-
reichten Stelle ankommen. Trigt man die Abweichungen von dem
mittleren Endpunkt der Kugelbahnen als Abszissen, die Hiufigkeit
des Erreichens dieser Punkte als Ordinaten in ein Koordinaten-
system ein, so ergibt sich eine Kurve von der Form der Fig. 7.

Oder stellt man, um ein weiteres Beispiel dieser Art anzufiihren,
die nach Noten bewerteten Leistungen der Schiiler einer bestimmten
Klasse zusammen, so findet man bekanntlich meist nur wenige
Schiiler mit besonders guten und besonders schlechten Noten; im
allgemeinen werden sich die Leistungen um einen gewissen Durch-
schnitt gruppieren. Die graphische Darstellung liefert auch hier

Fig. 1.
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wieder eine Kurve von der Form der Fig. 7; das bedeutet nichts
weniger, als daB die Berechnung der Durchschnittsleistung nach
dem GauBschen Ausgleichungsverfahren den wahrscheinlichsten
Mittelwert?) liefern wird.

Nicht ganz so klar liegen die Verhiltnisse beziiglich der GriBen-
ordnung der einzelnen Beobachtungsfehler. Bei geodiitischen und
exakten physikalischen Messungen sind die Fehler in der Regel so
klein, daB die oben aufgestellte zweite Forderung als erfiillt an-
gesehen werden kann. Nicht immer ist dies aber der Fall bei solchen
rein technischen Messungen, bei denen sich die Versuchshedingungen
von Augenblick zu Augenblick &ndern. Man denke beispielsweise
an eine im Betriebe vorgenommene Ranchgasanalyse, die, mehrfach
wiederholt, jedesmal bis zu 100 %, vom Durchschnitt abweichende
Werte liefert. Soll da eine exakte Ausgleichung iiberhaupt noch
einen Sinn haben? Da die zweite Bedingung nicht erfullt ist, wire
eine Ausgleichung nicht zulissig; wiirde sie trotzdem vorgenommen,
so wiren eben die errechneten Mittelwerte nicht die wahrschein-
lichsten Werte. Nun kommt es aber, wie an anderer Stelle bereits
ausgefithrt wurde, bei der Ausgleichung technischer Messungen
weniger auf die Bestimmung des wahrscheinlichsten Wertes der
Beobachtungen als vielmehr darauf an, die Zuverlissigkeit der An-
gaben zu ermitteln, wozu bekanntlich der mittlere Fehler heran-
gezogen wird. Im allgemeinen sind die im Ausgleichungsverfahren
gefundenen mittleren Fehler der Kinzelbeobachtungen bzw. der
Mittelwerte selbst unter so ungiinstigen Verhiltnissen, wie oben
angenommen wurde, noch genau genug, um einigermaBen sichere
Schliisse ziehen zu konnen. Allerdings verliert in solchen Fillen
der mittlere Fehler seine Bedeutung als MaB fiir die ,,Genauigkeit®
der einzelnen Messung; er gibt dann vielmehr an, zwischen welchen
mittleren Grenzen die — an sich fehlerfrei gedachten — Beob-
achtungen wihrend der Versuchsdauer schwankten. Dal} diese
Kenntnis von Bedeutung sein kann, zeigt Aufgabe 25. Jedenfalls
steht fest, daB auch eine Ausgleichung von Betriebsmessungen,
beim Vorhandensein groBerer unkontrollierbarer (d. h. zufilliger!)
Schwankungen, brauchbare Ergebnisse zeitigt: Kein anderes, ein-
facheres Verfahren ist imstande, einen wahrscheinlicheren Wexrt fiir
die durchschnittlichen Verh#ltnisse zu liefern oder die GréBe der
Betriebsschwankungen u. dgl. sicherer zu bewerten, als dies der im
Ausgleichungsverfahren gefundene ,,mittlere Fehler tut. Diese Er-
kenntnis ist {ibrigens auBerordentlich wertvoll; bereitet sie doch
der Anwendung der Ausgleichungsrechnung den Boden auch dort,
wo sie bisher als tiberfliissige, weil zwecklose Rechenarbeit ange-
sehen wurde.

1) Fiir die Auswertung von Intelligenzpriifungen, wie sie heute die
Industrie zur Erlangung mdglichst hochwertigen Nachwuchses anstellt,
ist diese Tatsache von Bedeutung.
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Zusammenstellung der physikalischen und tech-
nischen Beispiele.
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kessels . . . .7 (Landolt) . . . . . . . . 51
Durchbiegung eines Sta.bes . 41 Rechenschieber. . . . . . 1,33
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Gang einer Uhr . . . . . . 59 messer . . 53
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Gravitationskonstante. . . . 15 dels. . . . .. 16,44
Heizwert eines Gases. . . . 22  Spezifisches Gewicht 5, 18, 25, 31
Hohe einer Esse , . . 28 36, 39
Hydrometrischer Fluoel 54 55 Tangentenbussole . . 8,18, 22
Kapazitit . . . . . . 48  Tagliche Tempera.tmamph-
Knotenpunktsabstand ) eines tade . . . . . .. ... 62

Wellenzuges. . . . . . . 56 Theodolit . . . . . . ... 38
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Zeichnung . . . . . 2,20,21 Wage. . . R N )
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Mikrometer . . . . . . . 6,40 Widerstand . . . . . 14,46,60
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Neigung einer Setzlinie. . . 23



Die angegebenen als unverbindlich anzusehenden Preise sind Grundpreise.
Die Ladenpreise ergeben sich fiir den allgemeinen Verlag aus halbiertem
Grundpreis >< Schliisselzahl des Bérsenvereins (Mérz1923: 2000), fir Schulbiicher
(mit * bezeichnet) aus vollem Grundpreis >< besondere Schliisselzahl (z. Z. 600)

Die Ausgleichungssrechnung nach der Methode der kleinsten
Quadrate. Von Geh. Reg.-Rat Prof. £. Hegemann, Berlin. Mit 11 Fig. im
Text. [IV w. 127 8] 8. 1919. Kart. M. 2.40, geb. 3.—

Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten
Quadrate. Mit Anwendungen auf die Geodaisie, die Physik und die Theorie

der MeBinstrumente. Von Geh.Reg.-Rat Prof. Dr. 7. R. Helmert, weil. Dir. des
Geodit. Instituts zu Potsdam. 3. Aufl. [In Vorb. 23.] ' ' i

Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von O.Meifner, wissensch. Hilfsarb. am
Geodit.Inst.Potsdam.2.Afl.1.Grundlehren.M.3Fig.[56S.)1919.1.Anwendungen.
Mit 5 Fig. im Text. [IVu 52 S.] 8. 1919. (MPhB 4 u. 33.) Steif je M. 1.40

Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler-
ausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. Von Hofrat Dr.
E.Czuber, Prof an der Techn. Hochschule Wien. 1.Bd. Wahrscheinlich-
keitstheorie, Fehlerausgleichung, Kollektivmablehre. 4.Aufl. [In Vorb. 23.]
II. Bd. Mathematische Statistik. Mathematische Grundlagen der Lebensver
sicherung. 3., durchgeseh. Aufl. Mit 34 Fig. [X u. 470 S.] “gr. 8. 1921-
(TmL 9, 1 u.2.) Geh.M.12.40, geb. M. 15.40

Philosophische Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Von Hofrat Dr. E. Czuber, Prof. a. d. Techn. Hochschule Wien. (Wissen-
schaft und Hypothese.) [In Vorb. 1923.]

Geodisie. EineAnleitungzugeodit. Messungen fiir Anfinger mit Grundziigen
der direkten Zeit- und Ortsbestimmung. Von Dr. H. Hokhenner, Prof. a.d.Techn.
Hochschule Darmstadt. Mit216Abb. [X1Iu.3478S.] gr.8. 1910. Geb. M. 12.—

Einfthrung in die Geodidsie. Von Dr. 0. Eggert, Prof. a. d. Techn.
Hochsch. zu Danzig. Mit 237 Fig. [X u.437 S.] gr. 8. 1907. Geb. M. 16.—

Grundziige der Geodisie mit EinschluB der Ausgleichung srechnung. Von
Dr.-Ing. M. Nibauer, Prof. a. d. Techn. Hochsch. Karlsruhe i. B. Mit 277 Fig.
[XVu.420S.] 8. 1915. (Handb.d. ang. Math. Bd. 3.) Geh. M.10.—, geb. M. 14.80

Geodédsie und Geophysik. (Encyklopidie der math. Wissenschaften
mit Einschluf ihrer Anwendungen, Bd. VI, Teil 1) Redigiert von Prof.
Dr. Ph. Furtwéingler in Wien und Geh. Reg.Rat Prof. Dr. £. Wiechert in
Géttingen. In 2 Teilbdnden: A. Heft 1. 1go6. M, 2.55. Heft 2. 1907.
M. 2.70. Heft 3. 1909. M. 3.— B. Heft 1. 1908. Geh. M, 2.—. Heft 2,
1910. Geh. M. 2.25. Heft3, 1912. Geh.M, 1.35. Heft4. 1918. Geh. M. 4.80

Feldbuch fur geoditische Praktika. Nebst Zusammenstellung der wicht.
Methoden u. Regeln sowie ausgef. Musterbeisp. Von Dr.-Ing. O. Is7ae/, Dresden.
Mit 46 Fig. [IV u. 160 S.] 1920. Kart. M. 4.20

Der Hohennersche Prizisionsdistanzmesser u, seine Verbindung
mit einem Theodolit. (D. R. P. Nr. 277000,) Einrichtung und Gebrauch
des Instrumentes f. d. verschiedenen Zwecke d. Tachymetrie; mit Zahlenbeisp.
sowie Genauigkeitsversuchen. Vion Dr.-Ing. H. Hokenner, Prof. an der Techn.
Hochsch., Darmstadt. Mit7 Abb. i. T.u. 1 Taf. [V u.59S.] 8. 1919. (Abhandl
u. Vortrage a. d. Gebiete d. Math., Naturw. u, Techn. H. 4.) Geh. M. 3.20

Verlag von B. G.Teubner in Leipzig und Berlin

Anfragen ist Riickporto beizufiigen



Die angegebenen als unverbindlich anzusehenden Preise sind Grundpreise.
Die Ladenpreise ergeben sich fiir den allgemeinen Verlag aus halbiertem
Grundpreis >< Schlilsselzahl des Bérsenvereins (Mirz 1923: 2000), fiir Schulbiich er
(mit * bezeichnet) aus vollem Grundpreis >< besondere Schliisselzahl (z. Z. 600)

Uber den Bildungswert der Mathematik. Ein Beitrag zur philo-
sophischen Pidagogik. Von Dr. I17. Birkemeier, Berlin. [VI u. 191 S} 8.
1923. Geh. M. 9.—, geb. M. 10.—

Leehrbuch d.Physik zum Gebr. b. Unterr., bei akad.Vorles. u. zum Selbststud.
Von Prof. E£. Grimsekl, weil. Dir. a. d. Oberrealschule a.d.Uhlenhorst Hamburg,
2 Bde. I.Bd. Mechanik,W#rmelehre, Akustik u. Optik. 6. Aufl. [U.d.Pr.1923.]
II. Bd. Magnetismus und Elektrizitst. 5., verm. u. verb. Aufl. Hrsg. von Prof.
Dr. IWW. Hillers, unter Mitarbeit von Prof. Dr. /. Starke. Mit 580 Fig.im Text.
[X u. 780 S.] gr.8 1922. Geh. M. 15.—, geb. M. 20.—

Lehrbuch der praktischen Physik. Von Prof. Dr. #. Kokirausch,
weil. Prasident der physik.-techn. Reichsanstalt, Berlin. 14. stark verm. Aufl.
Neu bearb. von E. Brodhun, H. Geiger, E. Giebe, E. Griineisen, L. Holborn,
K. Scheel, O. Schonrock u. E. Warburg. Mit 395 Fig. im Text. [XXVIII
u. 8oz S.] gr.8 1922. Geh. M. 24.—, geb. M. 28.—

Kleiner Leitfaden der praktischen Physik. Von Prof. Dr. 7. Koklrausch,
weil. Prisident d. physikal.-techn. Reichsanstalt zu Berlin. 4. Aufl. bearb. von
Dr. A. St/zo%, Prof. an der Univ. Leipzig. Mit 165 Abb. im Text. [X u.
320 S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 8.40, geb. M. 10.80.

Vorlesungen tiber technische Mechanik, In 6 Bdn. Von Geh. Hofrat
Dr. 4. Fopp!l, Prof. an der Technischen Hochschule Miinchen.

I Bd. Einfiihi¥ag in die Mechanik. 7. Aufl. Mit 104 Fig. im Text. [XVI
u. 414 S.] gr. 8. 1921. Geh. M. 12.—, geb. M. 17.—

II. Bd. Graphische Statik. 6. Aufl. Mit 209 Abb. im Text. [XII u. 404 S.]
gr. 8. 1922. Geh. M. 11.—, geb. M. 16.—

III. Bd. Festigkeitslehre. 9. Aufl. Mit 114 Abb. im Text. [XVIII u. 446 S.]
gr. 8. 1922. Geh. M. 13.—, geb. M. 18.—

1IV. Bd. Dynamik. 7. Aufl. Mit 86 Fig. im Text. [X u.417 S.] gr.8. 1923.
Geh. M. 10.—, geb. M. 14.40

V. Bd. Die wichtigsten Lehren der héheren Elastizititstheorie. 4. Aufl.
Mit 44 Abb. im Text. [XII u. 372 S.] gr.8. 1922. Geh. M, 10.—, geb, M. 15.—
V1. Bd. Die wichtigsten Lehren der hoheren Dynamik. 4. Aufl. Mit 33 Abb.
;m Text. [XII u. 456 S] gr. 8. 1922. Geh. M, 13.—, geb. M. 18.—

Theorie der Elektrizitit. Von Prof. Dr. M. Abrakam. 1.Bd.: Einfiihrung
in die Maxwellsche Theorie der Elektrizitit. Mit einem einleitenden Ab-
schnitt {iber das Rechnen mit Vektorgr6Ben in der Physik von Geh. Hofrat
Dr. 4. Foppl, Prof. a. d. Techn. Hochschule Miinchen. 7. Aufl. Mit 14 Fig.
[VIII u.390 S.] 1923. Geh. M. 8.—, geb. M. 10.20.

Allgemeine Elektrotechnik. Hochschul-Voriesungen von 2. Janet, Prof.
an der Universitit Paris. Autorisierte deutsche Bearbeitung v. Dr. /7. Szichiting,
Prof. a. d. Bergakad. in Clausthal a. Harz, u. Diplom-Ing. £. Riecke, Sterkrade.
[. Bd.: Grundlagen, Gleichstréme. Bearb. von #7. Sichting. Nach der 3.franz,,
verb. und verm. Aufl. Mit180 Fig. [V u. 269S.] gr. 8. 1912. M. 6.—, geb. M. 7.—

Maschinenbau. Von Ing. O. Sto/zenberg. 1: Werkstoffe d. Maschinenbaues
u. ihre Bearbeit. a. warm. Wege. Mit 225 Abb. i. Text. [IVu. 177 S.] gr. 8. 1920.
Geb. M. 4.60 II: Arbeitsverfahren. Mit 750 Abb. i. T. [IV u. 315S] gr. 8
1921. Geb. M. 8.40. 1lI: Methodik der Fachkunde u. Fachrechnen. Mit
35 Abb. i. Text. [IV u. 99 S.] gr. 8. 1921. Kart. M. 2.60.

Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin

Anfragen ist Riickporto beizufiigen



Die angegebenen als unverbindlich anzusehenden Preise sind Grundpreise.
Dle Ladenpreise ergaben sich fiir den allgemeinen Veriag aus halbiertem Grundpreis >< Schliissel -
zah! des Birsenvereins (April 1923: 2500), fiir Sohulbiicher (mit * bezelchnet) aus vollem Grund-
preis >< besondere Schliisselzah! (z. Zt. 500).

TEUBNERS TECHNISCHE LEITFADEN

Erdbau, Stollen- und Tunn~lbau. Von Dipl.-Ing. A, Birk, Prof. a.d. Techn.
Hochschule zu Prag. Mit 110 Abb. [V u.117 S.) 1920. Kart. M.3.20. (Bd.7.)

Landstraienbau einschliellich Trassieren. Von Oberbaurat W. Euting,
Stuttgart. Mit54 Abb.i.Textu.a.2 Taf. {IVu.1008.] 1920, Kart. M. 3.20. (Bd.9.)

Dampfturbinen und Turbokompressoren. Von Dr.-Ing. H. Baer,
Professor an der Technischen Hochschule in Breslau. [U. d. Pr. 1923]

Eisenbetonbau. Von H. Kayser, Professor an der Technischen Hoch-
schule zu Darmstadt. (Bd. 19.) [U. d. Pr. 1923,

Hochbau in Stein. Von Geh.Baurat H. Walbe, Prof, an der Tech. Hochsch.
zu Darrastadt. Mit 302 Fig.i.Text. [VI u. 110 S.j 1920, Kart. M. 3.50. (Bd.10.)

Veranschlagen, Bauleitung, Baupolizei, Heimatschutzgesetze.
Von Stadtbaurat Fr. Schultz, Bielefeld. Mit 3 Taf. [IV u. 150 S.] 1921. l

Kart. M. 4.20. (Bd. 12.)

Leitiaden der Baustoffkunde. Von Geh. Hofrat Dr. M. Foerster, Professor
an der Technischen Hochschule Dresden. Mit57 Abb. im Text. [V u.2208S.]
1922. M. 5.80. (Bd. 15)

Mechanische Technologie. Von Dr. R. Escher, weil. Professor a. d. Eid-
genossischen Technischen Hochschule zu Zarich. 2. Aufl. Mit418 Abb.
[Vl u. 164 S.] 1921, Kart. M. 4.40. (Bd. 6.)

In Vorbereitung befinden sich:

Hohere Mathematlk. 2 Biande. Von Dr, R. Rothe, Professor an der Tech-
nischen Hochschule Beriin.

Mechanik. 2 Bande. Von Dr.-Ing. A.Prall, Prof. a, d. Techn. Hochschule
in Hannover. Bd. I: Dynamik. Bd. II: Technische Statik

Maschinenelemente.ZBde.V.K.Kutzbach,Prof.a.d.Techn.Hochsch.Dresden.

Thermodynamik. 2 BAnde. Von Geh. Hofrat Dr. R. Mollier, Professor an
der Technischen Hochschule Dresden.

Kotbenkraitmaschinen. V.Dr.-Ing.A.N a g el, Prof.a.d.Techn.Hochsch. Dresden,
Wasserkraftmaschinen und Kreiselpumpen. Von Oberingenieur Dr.-Ing. F

F. Lawaczeck, Haille.
Grundlagen der Elektrotechnik. 2 Bande. Von Dr, E. Orlich, Professor
an der Technischen Hochschule Berlin.
Elektrische Maschinen. 4 Bande. Von Dr.-Ing. M. K108, Prof. an der Techn.
Hochschule Berlin.
I: Transformatoren und asynchrone Motoren.
II: Drehstrom-Maschinen (Synchronmaschinen). *
II1: Gleichstrommaschinen.
IV: Wechselstrom-Kommotaturmaschinen.
Eisenbau. Von Dr. A. Hertwig, Prof. an der Techn. Hochschule Aachen.
Hydrographie. Von Dr.H.Gravelius, Prof.a.d. Techn.Hochschule Dresden.
Hochbau in Holz. Von Geh. Baurat H, Walbe, Professor an der Tech-
nischen Hochschule Darmstadt.

VERLAG VON B.G.TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN "

—

Anfragen ist Rilckporto beizuflgen



TEUBNERS TECHNISCHE LEITFADEN
BAN D 19

H. KAVYSER
EISENBETONBAU

@

IG - VERLAG B.G.TEUBNER - BERLIN





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /DEU <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




