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Vorwort. 
Die vorliegende Arbeit ist entstanden aus meiner Tatigkeit wahrend del' zweiten 

Halfte des Krieges, wo ich auf del' Vulcan-Werft in Hamburg mit der Untersuchung 
del' Verdrehungsschwingungen in U-Bootswellenleitungen betraut war. Allenthalben 
begann man damals in del' beteiligten Industrie diese wichtige Angelegenheit ein
gehender zu bearbeiten, und auch die Marinebehorde wandte erhebliche Mittel fUr 
eine experimentelle KIarung del' einzelnen Fragen auf. 1m wesentlichen aber ge
langte die rechnerische Erkenntnis nicht uber jenes Niveau hinaus, das auch schon 
Gumbel in seiner klassischenArbeit uber Verdrehungsschwingungen (Z. d. V. d. 1. 1912) 
erreicht hatte. 

In dem Zeitabschnitt bis zum Kriegsende hatte ich zahlreiche und weite Lucken 
und Unklarheiten in den einschlagigen Fragen und auch erste Ansatze zu ihrer Be
hebung erkannt. Als daher nach Kriegsende alles tatige Leben auf den Werften 
darniederlag, entschloB ich mich, die einzelnen Gesichtspunkte systematisch zu 
untersuchen und so auch auf diesem Gebiete einige Fruchte del' Kriegsarbeit in die 
Zukunft hinuber zu retten. 1m Februar 1919, inmitten der Revolutionswirren auf 
Hamburgs Werften, begann ich damit, diese Arbeit niederzuschreiben. Nach einigen 
groBeren Unterbrechungen wandte ich mich an der Jahreswende Munchen zu und 
brachte dort im Sommer 1920 die Arbeit zum AbschluB; insbesondere entstand daselbst 
im IV. Abschnitt des zweiten Telles der wichtigste Absatz der ganzen Abhandlung. 
Flir die endgtiltige leider verzogerte Drucklegung des Buches wurden einzelne Kapitel 
des zweiten Teiles etwas erweitert und vertieft und dafUr der erste Teil an manchen 
Stellen entsprechend gekurzt. 

Bei diesem Ruckblick auf den Werdegang der Arbeit ist es mir ein besonderes An
liegen, den Vulcanwerken Hamburg und Stettin, vor allem HerrnDirektor 
Dr. phil. und Dr. Ing. e. h. G. Bauer fUr manche Forderung und fur die mil' ge
wahrte groBe Bewegungsfreiheit und Selbstandigkeit meinen bleibenden Dank aus
zusprechen. In entgegenkommendster Weise wurde ich von Herrn Direktor F r a h m 
und von del' Maschinenfabrik Augsburg-Nurnberg durch UberIassungvon 
Versuchsmaterial unterstutzt. In Munchen erfuhr ich mit meiner Arbeit wohl
wollendste Forderung seitens meiner allverehrten Lehrer Dr. M. S c h rot e r und 
Dr. A. Foppl, sowie durch Herrn Dr. G. Zerkowitz. 

Die Verlagsbuchhandlung Julius Springer hat bei der Wiedergabe der 
vielen Figuren in Anbetracht der gegenwartigen Verhaltnisse sehr Beachtenswertes 
geleistet; allen meinen Wunschen bezuglich Ausstattung des Buches wurde bereit
willigst Rechnung getragen. Beides mochte ich an dieser Stelle dankbarst anerkennen. 

Moge die Arbeit allen Studierenden und den in der Praxis tatigen Ingenieuren 
behllflich sein, auf dem heute noch als "schwierig" geltenden Gebiete der Schwingungs
vorgange rasch und ohne allzu groBe Muhe heimisch zu werden. Darliber hinaus 
gebe ich mich der Hoffnung hin, daB mit dieser Arbeit auch der Weg fur wirksamere 
Beherrschung der unerwlinschten Schwingungen und fur neue Entwicklungsmoglich
keiten freigelegt sei. 

Mun?hen-Kiel, Dezember 1921. 

H. Wydler. 



Inhaltsverzeichnis. 

8eite 

Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 1 

1. Teil. (Reibungsfreie Systeme.) 

Analytische Methode zur Berechnung von Eigenschwingungszahlen und Eigenschwingungsformen 
verdrehungsfiihig elastisch verketteter Massensysteme. 

Bezeichnungen. . 
Vorbemerkungen 

Form ulieru ng bekan n t er Fa lle. 

1. 1 Schwungmasse, federnd eingespannt 

II. System mit 2 Schwungmassen ....... . 
Erste Methode; zweite Methode; Sonderfall. 

vVeiterentwicklung fur Systeme mit mehr als 2 Schwungmassen. 
Allgemeiner Rechnungsgang. 

III. System mit 3 Schwungmassen 
1. Aufstellung einer Wurzelgleichung 
2. Berechnung der Wurzeln ~I und ~II 
3. Berechnung yon OJI' OJII' 1X2, "'3 

4. Sonderfiille . . . . . . . . 

IV. System mit 4 Schwungmassen 

V. System mit 1~ Schwungmassen 
1. Bestimmung der Wurzelgleichung 
2. Bestimmung der Schwingungsformen 
3. Allgemeines ubeI: Knoten und EiJenschwingungszustiinde 

a) Der unendlich ferne Knoten 
b) Ideelle und reelle Knoten 
c) Zusammenfassung 
d) Ausschlags. und Spannungsknoten 

4. GesetzmiiBigkeiten der Wurzelgleichungen 

VI. Vereinfachte Berechnung von Eigenschwingungen 

VII. Beispiele (Generatoranlage mit Schwungrad) 
Vereinfachte Berechnung 
a )-c) als System mit 2, 3, 4 Massen 

d) als System mit 5 Massen 
Genaue Berechnung 

e) als System mit 8 Massen 

4 
5 

6 

7 

9 
10 

'll 
11 
12 

13 

14 
15 
16 
16 
16 
16 
17 
17 
17 

18 

20 

21 
24 

29 



Inhaltsverzeichnis. 

II. Tell. (Gedampfte Systeme.) 

Uber die Eigenschaften und Wirkungen der harmonischen Drehkrafte und 
liber den Ausgleich gefahrlicher Verdrehungsschwingungen. 

Bezeichnungen 

1. Schematisches Modell einer harmonischen Analyse 

II. Die harmonischen Drehkrafte der Oelmaschine 
1. Die "Gasdrehkrafte" 
2. Die "Massendrehkrafte" 

III. Resultierende Harmonische von Mehrzylindermaschinen 
1. Dreizylindermaschine 
2. Sechszylindermaschine 
3. Ergebnis . 
4. Erganzung . . . . . 

IV. Die von harmonischen Kraften gleicher und entgegengesetzter Phase erzwungenen 

v 

Seite 

31 

33 

35 
35 
40 

43 
43 
45 
46 
47 

Schwingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 
A) Studie liber den Begriff der Schwingungsarbeit "A" 

1. Die in einer frei schwingenden Masse aufgespeicherte Energie 48 
2. Arbeitsleistung einer } Phase zwischen {'P = 0 oder n 49 

schwingungserregenden Kraft und 'P = nj2 . . 51 
Kraft pI = P • sin (wt); Ausschlag 0 < 'P < n . 51 

3. Arbeitsverbrauch eines dampfenden Widerstandes 53 
4. Arbeitsgleichung . . . . . . . . . . . . . . . 53 

B) Die Dampfungszahl der Oelmaschine . . . . . . . 54 
C) Berechnung und Vergleich der erzwungenen Schwingungen. 

1. ProbJemstellung und Ziel . . . . . . . . . . . . . 56 
2. Anordnung und Durchflihrung der Rechnung 57 
3. Darstellung und Diskussion der Rechnungsergebnisse 63 
4. Hauptergebnis . . . . . . . . . . . . . . 66 
5. Anwendung auf torsiographische Messungen 70 

V. Der Ausgleich gefahrlicher Verdrehungsschwingungen 
AusgleichsmaBnahmen 
Beispiel .... 
SchluBbemerkung 

Anhang. 

79 
79 
80 
83 

Grundsatzliches liber die Darstellung schwingender GroBen durch Kreisflmktionen 84 
Beitrage zur Reduktion von Schwungmassen und Langenabstanden . . . . . . . 85 

Nachwort von Prof. Dr. G. Zerkowitz, Miinchen. 

Betrachtungen liber die Eigenschwingungen' reibungsfreier Systeme. 
1. Ermittlung der Drehschnellen der einzelnen Eigenschwingungen aus den dynamischen 

Grundgleichungen ............... 89 
2. Die einzelne Eigenschwingung . . . . . . . . . . 93 
3. Das Zerlegungsverfahren . . . . . . . . . . . . . 95 
4. Das Zusammenwirken mehrerer Eigenschwingungen 96 
.5. Die Drehschnellen bei Biegungsschwingungen 97 



Literaturnachweis. 

1. B au e r: Untersuchungen uber die periodischen Schwankungen in der Umdrehungsgeschwindigkeit 
der Wellen von Schiffsmaschinen. Jahrbuch der Schiffbautechn. Ges. 1900 1. B. 

2. Gumbel: UberTorsionsschvdngungen von Wellen. Schiffbau 1901-1902, S. 580. 

3. So m m e rf e 1 d: Beitrage zum dynamischen Ausbau der Festigkeitslehre. Z. 1902, S. 393. 

4. Frahm: Neuere Untersuchungen uber die dynamischen Vorgange in den Wellenleitungen von 
Schiffsmaschinen mit besonderer Beriicksichtigung der Resonanzschwingungen. Z. 1902, S. 797. 

5. Roth: Schwingungen von Kurbelwellen. Z. 1904, S. 564. 

6. Holzer: Torsionsschwingungen von Wellen mit beliebig vielen Massen. Schiffbau 1907, S. 823. 

7. Gum bel: Verdrehungsschwingungen eines Stabes mit fester Drehachse und beliebig zur Drehachse 
symmetrischer Massenverteilung unter dem EinfluB beliebiger harmonischer Krafte. Z- 1912, S. 1025. 

8. Geiger: nber Verdrehungsschwingungen von Wellen, insbesondere von mehrkurbligen Schiffs
maschinenwellen. Dissertation 1914, Augsburg. 

9. Geiger: Der Torsiograph, ein neues Instrument zur Untersuchung von Wellen. Z. 1916, S. 811. 

10. K u t z b a c h: Untersuchungen uber Wirkung und Anwendung von Pendeln und Pendelketten im 
Maschinenbau. Z. 1917, S. 917. 

11. Frahm: Ein neuerTorsionsindikator mit Lichtbildaufzeichnung undseine Ergebnisse. Z.1918, S. 177. 

12. Dr eve s: Neues graphisches Verfahren auf statischer Grundlage zur Untersuchung beliebiger 
Wellenmassensysteme auf freie Drehschwingungen. Z. 1918, S. 588. 

13. A. Fop pi: Vorlesungen uber technische Mechanik, IV. Band, 5. Auflage, Seite 31, 268, 275 u. 283. 

14. SaB: Beitrage zur Berechnung kritischer Torsions-Drehzahlen. Z. 1921, S. 67. 

15. Hoi z e r: Die Berechnung der Drehschwingungen. Verlag von Julius Springer in Berlin 1921. 

16. Tolle: Regelung der Kraftmaschinen. Verlag von Julius Springer in Berlin 1921, S. 200. 

17. O. Foppl: Dreh- und geradlinige Schwingungen von Wellen und Massen. Z. fUr angewandte 
Math. und Mechanik 1921, S. 367. 

18. Geiger: Zur Berechnung der Verdrehungsschwingungen von'Vellenleitungen. Z. 1921, S. 1241. 

Die Literaturbeitrage 15 bis 18 erschienen wahrend der Drucklegung der vorliegenden Arbeit 
und konnten nur noch in kurzen Anmerkungen gestreift werden; besonders gilt das von der wert
voUen Holzer'schen Selwift (15). 



Einleitullg. 
Man ist heute in weiten Ingenieurkreisen davon unterrichtet, daB in allen 

Maschinenaggregaten, welche mit periodisch veranderlichen Drehmomenten arbeiten, 
sog. Verdrehungs- oder Torsionsschwingungen, oder auch nur Drehschwingungen 
genannt, vorhanden sind. Bei den uns hier interessierenden Anlagen mit Kolben
maschinenantrieb ist die Erscheinung kurz in folgender Weise zu begriinden: 

Die periodisch veranderlichen Drehkrafte der einzelnen Zylinder bedingen 
an den Kurbeln variable Drehbeschleunigungen; da die Kurbeln mit den iibrigen 
Schwungmassen nicht durch absolut starre, sondern durch elastische Wellenstiicke 
verbunden sind, so werden diese Drehbeschleunigungen und -Verzogerungen nicht 
allen Massenhaufungen des ganzen Maschinensatzes in gleicher GroBe aufgezwungen; 
es treten vielmehr bestimmte gesetzmaBige Relativdrehbewegungen oder "Dreh
schwingungen" zwischen den einzelnen Schwungmassen auf. Weiterhin haben die 
Erfahrungen an vielen Maschinenanlagen gezeigt, daB diese Sonderbewegungen wie 
aIle Arten Schwingungen immer dann besonders heftig werden, wenn nach der 
iiblichen Ausdrucksweise irgendwelche Kraftimpulse mit einer Eigenschwingungszahl 
des Systems in Resonanz geraten, d. h. wenn beim Gang der Maschine irgendwelche 
DrehkraftstoBe oder -Impulse mit einer jener Periodenzahlen wiederkehren, mit 
denen auch das stillstehende reibungsfreie Aggregat nach Art einer Drehwage ohne 
auBere Nachhilfe dauernd hin und her pendeln konnte. Man nennt die mit solchen 
Erscheinungen behafteten Drehzahlen die "Kritischen" der Maschine, welche ebenso 
gefahrlich sein konnen, wie die kritischen Drehzahlen schneIlaufender Kreiselmaschinen. 
Beide Bewegungsvorgange haben natiirlich nur den Namen gemein, und sind in 
ihrem Wesen ganz verschieden, was sich schon darin auBert, daB bei den ver
dreh ungskritischen Drehzahlen die Wellenmittellinie (theoretisch wenigstens) 

. gerade bleibt, wahrend sie bei biegungskritischen Vorgangen die Form irgend
einer "elastischen Linie" annimmt. 

Die Kenntnis dieser fundamentalen Zusammenhange ist heute ziemlich All
gemeingut. Daliiber hinaus dad man sich aber oftmals nicht damit begniigen, nur 
anzugeben, welche Drehzahlen kritische sind, wie das bei Biegungsschwingungen 
meist geniigt. Man muB vielmehr auch die GroBe der zu erwartenden Ausschlage, 
d. h. den Gefiihrlichkeitsgrad der einzelnen Kritischen zu bestimmen suchen, da 
man - besonders bei Schiffsanlagen - innerhalb des Betriebsbereichs tatsachlich 
immer einell oder mehrere Resonanzzustande durchfahren muB, was sich bei Kreisel
maschinenanlagen bekanntlich in den weitaus meistenFaIlen vermeiden laBt. Wegen 
der starken Abniitzung von Ubertragungsorganen, wie Zahnradern, Gelenken usw., 
unter Umstanden sogar wegen Gefahrdung der Wellenleitung durch Resonanzschwin
gungen besteht dauernd ein groBes Bediirfnis, diese storenden Bewegungsvorgange 
nicht bloB vorausberechnen, sondern auch sicher iiberwinden zu lernen. 

Zur Erreichung dieser weitergesteckten Ziele will die vorliegende Arbeit vol' 
allem beitragen. 

Die Theol'ie 
des Problems wird zweckmaBig in zwei scharf getrennten Hauptabschnitten entwickelt. 

Der erste behandelt das schwingungsfahige System, das Objekt, an dem sich 
die Vorgange abspielen und beantwortet die Frage: 

Wie verhalt sich ein gegebenes reibungsfreies Massensystem hinsichtlich 
der Tmsionsschwingungen, insbesondere nach welchen Formen und mit welchen 
Periodenzahlen bilden sich bei ihm freie oder Eigenschwingungszustande aus? 

W y die r, Dreilscilwingungen 1 



2 Einleitung. 

Von vornherein ist darauf zu antworten, daB jede Anlage von Anbeginn ihres 
Bestehens an wegen der Elastizitat ihres Wellenbaustoffes einen oder mehrere solcher 
Eigenschwingungszustande besitzt, ganz gleich, ob sie jemals deutlich zur Aus
bildung kommen oder nicht. Erst in den letzten 20 Jahren wurde diese physikalische 
Eigenschaft durch Versuch 1) und Rechnung erkannt und eingehender bearbeitet, 
da sie mit zunehmender Zylinder- und Umdrehungszahl der Antriebsmaschinen 
immer haufiger in die Erscheinung trat und oft gebieterisch Abhil£e verlangte. 
Heute besteht eine reichhaltige Literatur2) tiber dies en Gegenstand: Gti m bel, 
Dreves, Kutzbach teilten graphische Berechnungsmethoden mit; Roth, Holzer 
und Foppl berechnen analytisch zwanglaufig die Eigenschwingungsperioden. Bei 
der tiberragenden Bedeutung der Angelegenheit erscheint es gerechtfertigt, hier noch 
eine weitere analytische Methode mitzuteilen, die mit einfachstem Rechenapparat 
zum Ziele gelangt und die maBgebende Bedeutung der Massen- und Langenverhalt
nisse fiir die Schwingungsvorgange vor Augen ftihrt. 

Der zweite Teil behandelt eingehend die primare Ursache der Pendelerscheinun
gen, die schwingenden Drehkrafte, sowie ihre Wirkungen. 

Die ersten drei Abschnitte dieses Teiles sind ganz den Eigenschaften der Dreh
krafte gewidmet. Um auch dem fernerstehenden Leser den wichtigen Begriff der 
harmonischen Drehkraft leicht faBlich naherzubringen, ist im ersten Abschnitt 
ein Modell beschrieben, das den abstrakten eigenartigen Schwingungsbezeichnungen 
eine bestimmte konkrete Bedeutung gibt. Nach dieser Vorbereitung klart der folgende 
Abschnitt tiber die gesamten Drehkrafte eines theoretischen Einzylinder-Arbeits
prozesses hinsichtlich ihrer drei Attribute (GroBe, Phase, Impulszahl) qualitativ 
und quantitativein fiir allemal erschopfend auf. Sodann war es notwendig, in einem 
dritten Abschnitt das Zusammenwirken der gleichen Harmonischen mehrerer 
Zylinder eingehend zu erlautern. Unter anderem wird dabei jene sehr wichtige 
Erkenntnis gewonnen, welche die Beherrschung der Kraftimpulse hinsichtlich ihrer 
Phase gewahrleistet. 

1st so ein Dberblick tiber die schwingenden Kraftimpulse an den Kurbeln der. 
Olmaschinen gewonnen, so kann im vierten Abschnitt die fundamentale Bedeutung 
des Phasenabstandes der Krafte fiir die Erregung von Schwingungen gezeigt werden. 
Das Ergebnis dieser Rechnung zusammen mit den AusfUhrungen des dritten Ab
schnittes bildet den Schltissel zum Verstandnis des bedeutsamen Ausgleichsgesetzes. 
In Anwendung der mannigfachen, neu aufgestellten Beziehungen und Zahlenwerte 
gelingt es, mit tiberraschender Vollkommenheit die Struktur gemessener Torsiogramme 
rechnungsmaBig zu erklaren und ihre Konstruktion zu zeigen. 

Nachdem tiber die Ursachen und Vorbedingungen heftiger Schwingungen 
Klarheit erreicht ist, bleibt noch die Aufgabe, SchluBfolgerungen, fiir einen Ausgleich 
gefahrlicher Drehschwingungen zu ziehen; an einem Beispiel wird eine der vielen 
Moglichkeiten untersucht. - Die hier angeregte Methode der Bekampfung gefahr
licher Schwingungen geht einen grundsatzlich anderen Weg als aIle bisherigen MaB
nahmen, die immer darauf hinauslaufen, entweder die Eigenschwingungsgebiete 
entsprechend zu verlag ern oder die Arbeit der Harmonischen schon bei kleinen Aus
schlagen in Warme umzusetzen und abzuftihren. Hier wird angestrebt, die erregenden 
Krafte so gegeneinander zu schalten, daB sich ihra Arbeitsleistungen moglichst 
aufheben und der verbleibende DberschuB bereits bei kleinen Ausschlagen von 
den vorhandenen Dampfungen aufgezehrt wird. 

1m Anhang ist fUr Anfanger einiges tiber die Grundsatze auseinandergelegt, nach 
denen technische Schwingungsrechnungen in Angriff genommen werden. Die Tabellen 

1) Vgl. Bauer, Jahrb. d. schiffbt. Ges. 1900; Frahm, Ztschr. d. V. d. 1. 1902, S. 797. 
2) Vgl. Literaturverzeichnis. 



Einleitung. 3 

der polaren Tragheitsmomente sind fUr den praktischen Gebrauch bei del' Reduktion 
der Massen und Langen beigegeben. 

Dber den im zweiten Teil behandelten Stoff finden sich in der Literatur nul' 
lose, allgemeine Angabenl); zu erinnern ist hier an die bekannte Schrift von 
Dr. Geiger. Es sind indes die Untersuchungen des zweiten Teils nicht weniger wichtig 
als die im ersten Teil behandelten Fragen. In allen Fallen erscheint uns erste Voraus
setzung fUr ein tieferes Verstandnis wirklich erzwungener Schwingungsvorgange zu 
sein, daB unbedingte Klarheit dariiber besteht, ob iiberhaupt und mit welcher Starke, 
Phase und Frequenz schwingungserregende Kraftimpulse vorhanden sind. Der in 
der ganzen Natur giiltige Erfahrungssatz: "Ohne Ursache keine Wirkung" betrifft 
auch Schwingungsvorgange und kann mit Bezug auf unser Problem in die Form 
gekleidet werden: "Ohne schwingende Drehkraftimpulse keine Drehschwingung, keine 
kritische Drehzahl", d. h.: Sind keine nennenswerten Drehkraftschwankungen vor
handen, wie z_ B. bei vielen Kreiselmaschinen-Anlagen, dann treten auch keine Dreh
schwingungen auf, trotz aller a priori gegebenen Schwingungsfahigkeiten und -mag
lichkeiten der elastisch verketteten Systeme. 

Fiir die auLlere Darstellwig war leitender Grundsatz, beim Leser ein lebendiges Verstandnis aller 
Ergebnisse zu wecken, das allein dem schaffenden Ingenieur vorwarts helfen kann. Durch Ausschaltung 
aller entbehrlichen Rechnungen sollte moglichst der sachliche Gehalt in den Vordergrund des Interesses 
geriickt werden. Die dem Ingenieur besonders vertraute Sprache des Bildes wird auch hier oftmals die 
theoretischen Ausfiihrungen schneller und leichter verstandlich machen als es dem geschriebenen Worte 
moglich war. Besondere Sorgfalt ist darauf verwendet, das Rechnen mit Drehzeigern als Sinnbildern 
roin harmonischer Sinusvorgange of tel'S durch mehrfache Darstellung klar zu machen. 1m iibrigen sind 
allo Ergebnisse moglichst unmittelbar fiir die direkte praktische Anwendung bereitgestellt. Um diesel' 
Absicht gerecht zu werden, haben wir auch durchgehend die minutlichen Schwingungs z a h len n 
oder die ihnen entsprechenden sekundlichen Kreisfrequenzen w sowie die Schwingungs for men be
rechnet, da die Technik fast ausschlieLllich mit diesen Begriffen arbeitet, aber kaum einmal die in so 
vielen theoretischen Abhandlungen allein angegebene Schwingungs d a u e r benotigt. 

Wie auf vielen anderen Gebieten der technischen Wissenschaften, so wird man auch hier mit den 
anzustellenden Rechnungen je nach Bedarf verschieden tief in die Materie eindringen und mit wachsender 
Genauigkeit die wirklichen Vorgange erfassen. Folgendes moge als Richtschnur dienen: In erster Linie 
handelt es sich immer darum, die Eigenschwingungszustande und damit iiberhaupt die Lage kritischer 
Drehzahlen des gegebenen Systems kennenzulernen; man berechne sie zuerst iiberschlagig fiir ein ver
einfachtes Ersatzsystem mit den 3- oder 4-Massenformeln. Fiir manche Projektierungszwecke wird 
diese Orientierung bereits geniigen. Fiir Ausfiihrungen wird man weiter die Eigenschwingungen genau 
fiir das System mit seinen vielen Einzelmassen nach einem der beiden Probierverfahren S. 25 und 28 be
stimmen. Sollen noch weitere Aufschliisse iiber Ausschlage, Beanspruchungen usw. erbracht werden, 
dann erst versuche man unmittelbar nach der Anleitung der Zahlentafel 6 die gewiinschten Torsio
gramme zu berechnen. 

Jeder Teil bildet fiir sich ein abgeschlossenes Ganze. Del' erste behandelt nur ideale reibungs
freie Systome, wahrend del' zweite auch als eingehende Abhandlung iiber gedampfte Systeme 
charakterisiert werden kann. Del' mit del' Bedeutung del' "Schwingungsformen" und "Eigenschwingungs
zahlen" Vertraute wird schnell das Neue im 1. Teil iibersehen konnen und sich im iibrigen ohne groLleren 
Aufenthalt dem zweiten Teile zuwenden. 

1) Wahrend der Drucklegung dieses Buches erschien die Arbeit von Holzer: "Die Berechnung 
der Drehschwingungen", Verlag von Julius Springer, Berlin 1921, die einen erheblichen Fortschritt 
in dieser Richtung brachte. 

1* 



Erster Teil. 
(Reibungsfreie Systeme.) 

Analytische Methode zur Berechnung von Eigenschwingungs
zahlen und Schwingungsformen verdrehungsfahig elastisch 

verketteter Massensysteme. 

Bezeichnungen. 
Lateinische Schriftzeichen bedeuten immer mit Dimension behaftete Zahlenwerte, wahrend die 

griechischen Buchstaben unter 4. - vgl. unten - die entsprechenden Verhaltniszahlen angeben, be
zogen auf die GroBen rnl , ll' a,. 

1m einzelnen bedeutet: 

1. 

2. 

3. 

G = Schubelastizitatsmodul des Wellenmaterials (830000 fiir Stahl) . . . . . kg/cm 2 

J p = polares Tragheitsmoment del' reduzierten Welle . . . . . . . . . . . . em4 

r = Reduktionsradius, auf den samtliche Massen reduziert sind (oft = Einbeit 
= 1 em, oft = Kurbelradius). An "r" greifen alle Krafte an; auf seinem 
Bogen werden alle Ausschlage gemessen . . . . . . . . . . . . . . . em 
J ·G 

H = -p-- = Systemkonstante = Horizontalzug im graphiscben Verfahren 
r2 von Giimbel. . kg 

H 
H' = - = Systemkonstante fUr ein bestimmtes wI) . . . . . • . kg' sec2 

w 2 

T = rn a w 2 = Tragbeitskraft del' harmonischen Schwingung im Augenbliek del' 
Bewegungsumkehr . .................. kg 

P = auf die Masse rn einwirkende elastisehe harmonisehe Kraft. kg 

n = Periodenzahl oder Anzahl del' Vollschwingungen pro Minute 
n = als Index = laufendc Nummer. 

l/min 

ne = Eigenschwingungszahl pro Minute . . . . . . . . . . . . l/min 
W = Kreisfrequenz fiir n minutliche Vollschwingungen = konstante, sekundliche 

Winkelgeschwindigkeit del' zu n Schwingungen gehorenden Kreisbewegung 
2n n 

(auch Winkelschnelle odeI' Drehschnelle benannt); W =- ·n = - l/see 
60 9,55 

We = entspreehend n,; We = ~; ............ ljRp.n 
9,55 

4. ll., .. In_1 = reduzierte Wellenlange zwischen Masse 1 und 2,2 und 3, ... (n - 1) und n em 
a l ... an = Ausschlag del' Masse 1 ... n ........... . em 

rnl ... rnn = Masse 1 ... n, reduziert auf Reduktionsbalbmesser r . . }_kg . sec2_ 

x •.. . X ,,-1 = Anteil del' Masse 2 ... (n--1) . . . . . . . . .. em 
(X2 del' Kiirze halber meist nul' x benannt, ohne Index) 

entspreebend: 

A2 ••• A" -1 = Langenverhaltnis l2/l1' .. l,. _l/ll 
IX2 ••• IXn = Ausschlagsverbaltnis a2 ja1 . .. a,,/a1 , 
f'2 ••• !-'n = Massenverhaltnis m2/ml • •• m,,/m1, 
~2 ••• ;n-1 = Teilmassenverhaltnis x2/rn1 · .. 1.',. _1/m1 

(~2 der Kiirze halber meist nul' ; benannt, ohne Index). 

1) Ein !nit Strich versehenes Symbol bedeutet immer eine fiir eine bestimmte Periodenzahl w 
(bzw. '7) giiltige GroBe; vgl. auch S. 58. 
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5. )l"umerierung del' Formeln. 
In den nachfolgenden Ableitungen kehren immer die einzelnen Formeln mit be

stimmten Anderungen wieder. Durch unsere Numerierung (I), (II), ... werden jeweils 
Beziehungen gleicher Gattung zusammcngefaBt. Es sind benannt mit 

(I): Aile Formelnfiir dieEigenschwin-j B (I) -1/~ (1 + _1_)' z. . 3 WeI II - / 
gungszahl ' , 11 m1 ~I, II • 

(II): Alle Formeln fiir die AusschlagS-j B (II) = _ 1, . (II) = + ('<12 _ 1) ~ 
verhiHtnisse z. . 2 (X2 ~ , 3 (Xs , ~ ~3 • 

(HI): 

(IV): 

Fundamental beziehungen ZWi-\ (1 1 1 
schen den A, fl, ~ der einzelnen z. B. (III2) i'2 1 + t) = ----=-t + , . 
'r il t ' , . ll2 , ~s e sys eme 
AIle Wurzelgleichungen } z. B. (1V4) t (t) -'--- Xo + Xl ~ + X 2 ' ~2 + ~3 = 0 . 

Die Indices 1, 2, ... n bezeichnen entweder die Anzahl del' Schwungmassen des von 
der Formel bcherrschten Systems, odeI' bei den Beziehungen (II) den Ausschlag an 
Masse 1, 2, ... n. 

Vorbemerkungen. 
Den Ableitungen und Entwicklungen des ganzen ersten Teiles liegen durchgehend 

folgende Gesichtspunkte zugrunde: 
1. Samtliche Massen m 1 ••• mn des jeweils vorliegenden Systems sind auf einen 

gemeinsamen Radius "r" reduziert und die in Anrechnung gebrachten Massen
abstande II ... In_I entsprechen einer Welle konstanten polaren Tragheitsmoments J p 

und homogenen Materials (Gleitmodul G), so zwar, daB sich die gewahlten redu
zierten Wellenlangen unter einem b{lstimmten Drehmoment ebensoviel verdrehen, 
wie die tatsachliche Welle. Die drei GraBen r, J p und G fassen wir nach der Giimbel-

schen Bezeichnung unter der 
hang S. 85.) 

J ·G 
Systemkonstanten H = _P -2 - zusammen. (V gl. An

r 

2. Irgendwelche reibenden, dampfenden Bewegungswiderstande seien nicht 
vorhanden. Die Entwicklungen gelten also fUr ein Massensystem, das ideal elastisch 
verbunden ist und sich reibungsfrei bewegen kann, somit in den Rhythmen der 
Eigenschwingungszahlen ne (bzw. We ) dauernd weiterschwingen wiirde bei Ab
wesenheit einer auBeren Starung. 

3. Die Gleichgewichtsbedingungen und Formeln sind jeweils angeschrieben fiir 
den. Augenblick der Bewegungsumkehr im Schwingungszyklus, wo also die Trag
heitskrafte jeweils gerade der vollen Zentrifugalbeschleunigung proportional sind. 

4. AIle Langenabstande l2'" In-I werden zu iI, alle Ausschlage a2 • •• an- l zu aI' 
alle Massen m 2 ••• mn - I und ihre Anteile X 2 • •• X n - I ZU mI ins Verhaltnis gesetzt; 

es sind dann aIle Langen durch die Verhaltniszahlen A2 = ~2 ... , An-I = \-1 und 
1 1 

cX 2 = a 2 ••• , cX n = an und aIle Massen durch die Zahlen fi2 = m2 ... ,fin = mn , bzw. 
a1 a l m 1 m 1 

,. X 2 ~ Xn - 1 · d t' 1 . h t 
<;"2 = ~- .. " ';n-1 = --- em eu 19 ge rennzeIc ne . 

m1 m 1 

Die Verwendung der Verhaltniszahlen gewahrt uns erst einmal den Vorteil, daB sich die Zahl 
der Veranderlichen im Problem, der mI' •• mn und 11' •• In -1 um 2, namlich um die BezugsgroBen 
m 1 und 11 vermindert, und daB oftmals eine Anzahl von Veranderlichen fl und ). mit dem bequemen 
Wert 1,0 dmch die Rechnung gehen. 

In zweiter Linie bestimmt uns eine Analogieiiberlegung, diese Verhaltniszahlen zum Aufbau del' 
Formeln heranzuziehen. Aus llahe verwandten Betrachtungen iiber kritische Drehzahlen von rasch
laufendell Wellen, iiber Knickvorgange und aus den in neuerer Zeit geiibten graphischen Methoden 
zur Berechnung del' Verdrehungsschwingungen ist dem rechnenden Ingenieur langst die Erkenntnis 
gelaufig, daB die dort bestimmten Deformationen, die "elastischen Linien", die "Schwingungsformen", 
nicht etwa mit den Absolutwerten aI' a2 ... ihrer Ausschlage, sondem nm ihrem formalen Charakter 
nach, d. h. mit den Ausschlagsverhaltnissen (X2 = a2/al' "'s = as/a1 ... eindeutig festliegen. Es lag nahe, 
zu erwarten, daB bei dieser Sachlage die Massen- und Langenverhaltnisse in del' Mechanik del' ganzen 
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Bewegungsvorgange eine beherrschende Rolle spielen wiirden. In del' Tat zeigen die Ableitungen, daB 
die Schwingungsformen und die Lage del' Eigenschwingungszustande zueinander 
Iediglich Funktionen del' Verhaltniszahlen ?" fl, ~ sind, wahrend die absolute Lage 

del' W, und nc noch dul'ch den Faktorl/ H naher bestimmt wird, del' also gewisser-
11 ml 

maBen als Niveaugl'oBe fungiert. 1m Aufbau del' Formeln fiir die We und fUr die Ausschlags
verhaltnisse IX kommt dies deutlich zum Ausdruck. 

Letzten Endes erfaBt unsere Rechnungsweise das vorliegende Problem in solch weitgehender 
Allgemeinheit, daB es geniigt, eine typische Anordnung einmal griindlich durchzurcchnen, um ihre 
Eigenschwingungszustande fiir alle vorkommenden Variationen angeben zu konnen. Auch fiir die Be
rechnung del' tatsachlichen, gegen Dampfungswiderstande erzwungenen Schwingungen behalt diese 
Anordnung del' Rechnungsmethode groBe Bedeutung, wie unten S. 66ff. eingehend auseinandergelegt ist. 

Formulierung bekannter FaIle. 

I. Eine Schwungmasse, federnd eingespannt. 
Gegeben: Polares Tragheitsmoment J p [em4] 

1 Reduzierte Einspannlange l [em] Systemkonstante 
Gleitmodul G [kgjem2] } H = J p '2G [kg] . Reduktionshalbmesser r [em] r 

Reduzierte Sehwungmasse m [kg ~~ee2] 
J 

Losung: Die Winkelgeschwindigkeit We del' Kreisfrequenz, welche der Eigen
schwingungszahl ne zugehort, ist bestimmt durch 

We = V l~n [s~c] ; oder 

Eil7spannebene IJ E}) 

I I ! 

i i ! 
i I I 

" k==rnmITIlTI1IIIITIJTIIJTI1E+H :!!-"K 
,-{l. 

---- - - ----l-

~.-----------l--------~ 

Fig. 1, 1a. 

ne = 9,55. V l ~m [~in]; 

1 

n volle rerioden 

la 

Die Schwingungsform ist 
dadurch gekennzeiehnet, 
daB die Einspannstelle not
wendigerweise auch Kno
ten ist; im iibrigen ist sie 
nieht naher bestimmt, da ja 
del' Ausschlag "a" (Fig. 1 a) 
jeden beliebigen Wert' an
nehmen kann. Es ist analog 
den spateren Formulierun
gen (vgl. hierzu auch S. 8) 
~2 = f-t2 = 00 zusetzen; d.h. 

a2 0 1 
1X-2 = - - = -- = 0 = - -. (II 2) 

a a ~ 

Ableitung. 
Die Figur 1 liiBt deutlich er

kennen, wie die iiblichen Schwin~ 
gungsbilder (Fig. 1 a) zu verstehen 
sind. Sie stellen immer die Ab
wicklungen einer verdrehten, Ul'

spriinglich geraden Mantellinie 
des Zylinders mit dem Reduk-
tionsradius r dar. J edes derartigfl 

charakteristische Abbild der elastischen Deformation hiilt eine bestimmte Augenblicksgestalt im 
Schwingungszyklus fest, hier bei Fig. la z. B. nach 1/4 Periode. Nach einer weiteren halben Periode 
hat die Form die entgegengesetzte Gestalt. Es wird also gewohnIich darauf verzichtet, fiir alle oder 
einzelne schwingende Querschnitte eine volle Sinusbewegung aufzuzeichnen, wie das z. B. im "Linear-
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diagramm" der Fig. 1 fur den Endquerschnitt der Welle geschehen ist; man halt vielmehr in den 
Schwingungsformen nur die zusammengehorigen Amplituden fest. 

Diese selbe Darstellungsmethode ist auch noch aus den Fig. 9 (3 Massen) und Fig. 35 (4 Massen) 
Z'l erkennen. 

Unter einem Drehmoment M = (P . r) verdreht sieh die Welle pro Langen
einheit um 

{} = ~ [ Bogengerade = ~] . 
.J p • G pro 1 em WellenUinge em' 

( 1) 

so mit 
1'2 p.z 

a = Z • r . {} = P . Z • J p • G = H [ em] . (2) 

Oder: Die elastisehe Gegenkraft P der Welle ist bei einer Verdrehung urn die Bogen
lange a em auf dem Kreis mit Radius r bestimmt dureh 

a 
P = T·H [kg]. 

Andererseits entsprieht bei dem vorliegenden Bewegungsvorgange diesem Aus
-schlag a eine Tragheitskraft 

T = m (~2/:)y=a = m· a· w2 [kg] im Augenbliek der Bewegungsumkehr, 

wobei yden augenbliekliehenAussehlag bedeutet ; im Maximum y = a; vgl. aueh Fig. 43. 
Die Eigensehwingungszahl ne (bzw. w.) ist jene Periode, bei der 

T=P 
(wie bei Biegungssehwingungen: Fall des indi£ferenten Gleiehgewiehts!) also 

Gegeben: 

a·H 
m . a • w; = -Z-; somit 'V----:i£ We= --. 

l'H~ 

II. System mit zwei Schwungmassen. 

H=Jp·G [kg]; 
r2 

1 [em] . 

Losung: Winkelgesehwindigkeit: 

We = 1 / H. 1nl + m 2 = ll-H (1 + ~) 
V 1 1nl • 1n2 .. l1n l \ (12 

Aussehlagsverhaltnis: 

Ableitung. 
Erste Methode: Fig. 2. 
Moglich ist nUl' eine Schwingungsform nach Fig. 2, bei der sich die Drehmomente der beiden 

Massentragheitskrafte, oder auch (wegen des gemeinsamen Reduktionshalbmessers "r") diese Krafte 
selbst Gleichgewicht halten. Auf die elastischen Gegenmomente der Welle brauchen wir keine RUck-
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sicht zu nehmen, weil sie sich als innere Momente aufheben. Die algebraische Summe der Tragheits
krafte muB sich also in jedem Augenblick zu Null erganzen. 

Aus 

folgt 

Die Verdrehung Aal wird aber erzwungen durch die Tragheitskraft T2 = m 2 · a2 · w;, sodaB nach 
der Beziehung (2) gelten muB 

(2a) 
daraus folgt: 

We =l~' m1 + m2 =l/-l!~( 1 + 1 ) =1/ Ir-:-(I-~). 
I ml • m 2 I m1 m 2 I . m" 1'2 

Anmerkung: 
A a1 ware im Beispiel der Fig. 2 ein negativer Zahlenwert, wenn Q l als (+ 1) gezahlt wurde; be

zuglich der Vorzeichen und Zahlrichtungen vgl. auch die im II. Teil, S. 58 aufgestellten Grundsatze. 

__ l---..., 

~ 2 
;ray /1 1\ 

/1 , \ 

,1----./.--\\-------- \ 
" / \ \ I 1 \ \ 

I I \ \ 
I I \ \ 

~---k' \ a -T-~-r u2 
~y~ J 

i..--l-y_ 

Fig. 2, 2a. 

y=l. m 2 

ml +m2 

Sonderfall: 

Zweite Methode: Fig.2.a. 

Fur beide A.ste links und rechts vom Knoten kann man 
Formel (II) anwenden, wenn man jeden Ast als im Knoten ein
gespannt betrachtet (was ja an den Bewegungsbedingungen 
nichts andert). Der linke Ast besitze die noeh unbekannte 
Lange y, der reehte sOlnit (I - y). Die Bedingung fur y ist dann, 
daB beide A.ste in gleieher Phase gleieh schnell schwingen 
mussen. Deshalb besteht die Gleiehung: 

~ I~--

w, = \I y. ml = V (I - y) . m2 ; 

also y • ml = (1- y) • m 2 ; 

somit 

und damit 

Wird eine der beiden Massen unendlich groB, z. B. m 2 = 00, dann vermag sie schon bei einem 
unendlich kleinen Ausschlag (z. B. a2 = 0) eine endliche Tragheitskraft T2 = (m2 • Q 2 . w;) aufzubringen 
und der Kraft Tl = (m1 ',a1 . w;) Gleiehgewicht zu halten, oder der Angriffspunkt von m 2 wird zum 
(Knoten. Eine unendlich groBe Masse (Erde!) entspricht also einer Einspannung im Angriffsquerschnit,t 
}<'all der Fig. 1). Analytisch £tihrt in diesem FaIle Formel (12) auf 

w = VH . (~ +!_) = 1/ H ; 
, 1 ~ 00 Vl.m 

Anmerkung: 

und CX2 =_'lT!1=0; 
m2 

= unb:stimmt. 

In keiner der bisherigen Beziehungen fur We kommt eine AusschiagsgroBe "a" vor, d. h. wie be
kannt, sind die Eigenschwingungszahlen und die GroBe der Ausschlage (oder Amplituden) bei reibungs
freier Bewegung voneinander unabhangig. 

Weiterentwicklung fUr Systeme mit mehr als zwei Schwungmassen. 
Fur ein System mit drei Schwungmassen ist bereits 1904 in der Z. d. V. d. I., S.564 von Roth 

eine analytisch zwanglaufige Bereehnung der Eigensehwingungszahlen durehgefuhrt; 19;)7 hat HoI z e r 
in der Zeitsehrift "Sehiffbau", S. 823 ff. eine allgemeine analytisehe Liisung l) angegeben. Unabhangig 
davon braehte A. Fop P I 1919 in der 5. Auflage seiner "Dynamik" in den § 45 und 46 eine strenge 
und dabei iibersiehtliehe Liisung des Problems. 

Wahrend nun die genannten Autoren bei ihren Ableitungen von der dynamisehen Grundgleiehung 
fiir die Drehbewegung ausgehen, vermeidet unser nachfolgend besehriebenes Verfahren fur Drei- und 
Mehrmassensysteme den fundamentalen Ansatz und fuhrt nieht mehr fur jedes neue System die Ab-

1) In seiner Schrift "Berechnung der Drehsehwingungen" hat HoI z e r diese L6sung weiter aus
gebaut. 1m ubrigen sei an dieser Stelle auf das Nachwort von Dr. Z e r k 0 nit z hingewiesen. 
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leitung wieder von Grund auf neu durch. Wir gelangen vielmehr durch einen Kunstgriff, durch mehr· 
malige, gleichzeitige Anwendung der Zweimassenformel zu unserem ZieIe; die Ergebnisse nach unserem 
nnd nach A. Feppis Formeln decken sich dabei vollkommen, wie an der paraIlelen Nachrechnung der 
beiden Zahhmbeispiele S. 21 unmittelbar zu ersehen ist. 

Allgemeiner Rechnungsgang (Fig. 3). 

1st uns ein System mit n Schwungmassen gegeben, dann schaffen wir uns (n - 1) Teilsysteme 
aus nur je 2 Massen, indem ,\'ir ane Massen auBer der ersten (mI ) und der letzten (m~) nach dem Schema 
der Fig. 3 in 2 Teile zerschneiden. Wir erhalten so aus mz die beiden Teilmassen Xz und (mz - x 2 ), aus 
m3 die Teile X3 und (ma - xa) usw. Die ersteLange li verbindet dann m i und Xz zu einem ersten Zweimassen
system, lz verbindet (rrt z -- x 2 ) und X3 usw. J edem dieser Zweimassensysteme kommt dann eine bestimmte 
Eigenschwingungszahl zu, die wir sofort einzeln durch die Zweimassenformel definieren konnen. Da aber 
diese Teilsysteme im geschlossenen Verbande mit einer gemeinsamen Periodenzahl schwingen mussen, 
so haben wir diese Beziehungen einander gleichzusetzen und erhalten ohne Schwierigkeit die notwendigen 
(n - 2) Gleichungen zur Bestimmung der (n - 2) Teilwerte x2 , xa ' ..• Xn _ 1; und zwar erhalten wir 
nicht bloB eine einzige solche Reilie von Werten x, sondern (n - 1) solcher Reilien, also je (n - 1) 
Wurzeln xz , X3' •••• Den einfachen Fall des Dreimassensystems haben wir noch weiter analysiert, wo
durch unser Verfahren auch yom Standpunkte der wirksamen Krafte aus besonders durchsichtig wird. 

In Wiirdigung der beiden Rechnungs- . 
methoden beanspruchen die alteren Ver- -~~l2--- ---:-<z,,-1"": 
fahren besondere Beachtung deshalb, weil t f T t T 
sie die maBgebenden Koeffizienten der T T T ---------- T T 
Wurzelgleichungen in ilirem gesetzmaBigen m C IE I1tiJ I!l 

m1 mz m3 rTln-1 mn 
Aufbau ergeben und dadurch deren Angabe (m,-x,J {mrXz} (m3-X,) (mn.,-Xn-,) 

ohne neue Ableitung fur Systeme belie big ~:~;~L, r I Zl H3 L ________ ~ (Xn.m~ ~,," _'C:'nl=!. 
vieler Massen ermoglichen. Demgegentiber ; m 6 d T ~ 
wurden unsere Formeln fur die Erforder- l I, I ' , ' 'l ~'l 
nisse der praktischen Anwendung moglichst o~ ~ l,---' :--Z2 ---: ~ ...: ~ '. n"= 

kurz gestaltet; so erscheinen z. B. dank Fig. 3. 
der Heranziehung von Verhaltniszahlen 
(vgl. S.5) bei den Dreimassenformeln S. 9ff. nur 3 Veranderliche (io, ,l'2' ,l'a), wahrend alle anderen 
Methoden mit 5 Variabeln im Problem (lI' l2' m I , rrt 2 , ma) rechnen mtissen. SoIl weiterhin ein System 
mit vielen Massen ohne Zusammenfassung hinsichtlich seiner Eigenschwingungszahlen und -formen 
untersucht werden, dann verlangt der nach A. Feppl imme!' notwendige Weg tiber die Wurzelgleichung 
einen fur die Praxis zweifellos sehr unwillkommenen Aufwand an Rechenarbeit. Es ist daher S. 25 
noch gezeigt, wie man die Bestimmnng der Wurzelgleichung, d. h. alIer (n - 1) Wurzeln umgehen und 
die allein interessierenden unteren Eigenschwingungszustande ermitteln kann. I ) 

Gegeben: 

J·G H =_P_[kg]; 
1"2 

III. System mit drei Schwungmassen. 

:1) [kg .see2]. 
2 em ' 

ma ma . 
--=JU3' 
m 1 

Losung: Die Winkelgesehwindigkeiten oder Kreisfrequenzen WeI und 
spreehend den beiden Eigenseh wingungszahlen ne lund nc II, sind: 

WeI,n= llll!l '(1~ ~~i~~~) 
darin bedeutet: 

l( l+},) 
A ="2 fL2 + ,'13 1 - -J..P3 ; 

Wen, ent-

1) Kurz vor dem Erscheinen der vorliegenden Arbeit verofIentlicht O. Fop p 1 (Braunschweig) 
in! Oktoberheft der "Z. f. angewandte Math. und Mech.", S. 367, ein in vielen Punkten ahnliches 
Verfahren, aas jedoch dadurch komplizierter wird, daB nehen einer Zerlegung der Massen auch noch 
eine Unterteilung der Ungen in Knotenabstande (vgl. Dreves, Z. d. V. d. 1.1918 S. 588) in die 
Rechnung mit einbezogen wird. 
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Die Ausschlagsverhaltnisse sind: 
a2 1 1 

Cl2 = - = - = - -~- ; 
al A ± y A 2 - B ~I. II 

CIa = aa = + ((1: _ 1) ~ . 
al S (.1a 

NB! Wir erhalten also mit A + fA2 B = ~I ein erstes Paar "von Werten "'2 und "'a fiir eine 
Sehwingungsform I (Fig. 4a), und mit A - VA 2 - B = ~!I ein zweites Paar fiir eine Form II (Fig. 4e). 

Ableitung. 

1. Aufstellung einer Bestimmungsgleichung. 

Flir jedes Dreimassensystem sind freie Eigenschwingungen nach zwei verschie
denen Formen denkbar: Entweder es schwingen zwei aufeinanderfolgende Massen 

1(; 
(-oo)= 

4a 
lif --l~,"'i E<---l2J 

I I 
I I 
, I 

Fig. 4a, 4b. 

gemeinsam entgegengesetzt zur dritten 
(Fig. 4a und b) oder es schwingt die 
mittlere Masse im Drehsinn entgegen 
den beiden auBeren (Fig. 4c und d). 

Wir zeigen nun, daB es gelingt, in 
den beiden Fallen bestimmte Aus
sagen liber die Tragheitskrafte und 
ihre Gleichgewichtsbedingungen zu 
machen, welche uns jedesmal auf die
selbe GIeichung £iihren, zu der wir auch 
einfacher auf Grund des rein mecha-
nischen Teilungsverfahrens S. 9 ge
langen. Die RichtigkBit dieser ein

fachen Teilungsmethode ist damit 
bewiesen 1). 

grundsatzlich £iir aIle weiteren Anwendungen 

a) Wurzelgleichung £iir die erste Schwingungsform (Fig.4a). 

Sehwingt das System im Rhythmus des I. Eigensehwingungszustandes mit nur einem Knoten
querschnitt - etwa naeh Fig. 4a -, dann tibertragt offenbar die Masse ma ihre volle Tragheitskraft T3 
auf die Masse m 2 , so daB also die Summe 

T2 + Ta = (m2a2 + m3 a3 ) 0)2 = (m2 + m 3 • ::) • a2 0)2 = x . a2 • 0)2; 

der Kraft Tl = ml a l 0)2 Gleiehgewieht halt, oder die Masse~ m l und x = (m2 + m3 • a 3 ) sehwingen 
an der Lange II zusammen wie ein 2-Massensystem naeh der Formel a2 

Andererseits bewirkt die Kraft T3 fiir die Lange l2 eine Verdrehung ila2 = a3 - a2• die dureh T3 
bestimmt ist naeh der Beziehung 

ila2 = T3 (~) oder 

somit 

l) 1m N aehwort S. 95 ist von Herrn Prof. Z e r k 0 wit z noeh ein allgemeiner streng ana
Iytiseher Beweis durehgefiihrt. 
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AUB der Bedingung WIl = (Ut2 erhalten wir also die Bestimmungsgleichung 

1(1 1) 1( 1 1) - -+- =- ---+-h 11H x . l2 ln2 - x 1na • 

b) Wurzelgleichung fiir die zweite Schwingungsform (Fig. 4c). 
Schwingt das System im hOheren Eigenschwingungsgrad (mit 2 Knoten), dann halt die Kraft 

T2 = m 2 a2 (U2 der Summe der beiden anderen Tr + Ta = (mr Q r + ma aa) 0)2 Gleichgewicht, und zwar 
wirkt von m 2 der Anteil x gegen die Masse m1 und der Rest (m2 - x) gegen die l\1:asse m3. Eine gedank
Hehe Trennung der Masse m2 in zwei Teile, von denen diesmal j eder fiir sieh kleiner ist als m2 , andert 
an dem Bewegungsvorgang gar niehts, wenn die Teilung so vorgenommen wird, daB die Eigensehwingungs
zahlen der beiden Teilsysteme 11 und 12 gleieh groB werderi. Aus 

IH ( 1 1 ) 
0)11 = l ~ m; + x und 

erhalten wir wiederum die Bestimmungsgleiehung 

~l C!l + ~) = l~ (m21_-X + 1!J . 
Dieser zweite Fall hat uns ganz von selbst auf den Weg gefiihrt, den aueh unser allgemeines 

Teilungsverfahren vorsehreibt. 

2. Berechnung der Wurzeln 51 und SII" 
Multiplizieren wir die beiden Seiten der Bestimmungsgleichung mit m i und 

fiihren auch fiir den Wert (x/ml ) eine Verhaltniszahl ~ ein (ebenso wie wir z. B. 
m2/ml durch 112 ausdriickten), so erhalten wil' 

( 1) 1 1 ). 1+- =--+-; g ~t2-g ~a 
(III) 4e 

als typische Gleichung, welche hier nul' 
einmal, beim Viel'massensystem zweimal, 
beim Fiinfmassensystem dl'eimal usw. auftritt 
(vgl. dal'iiber die folgenden Ausfiihl'ungen). 
In diesel' Gleichung ist ~ die einzige Un
bekannte, die wil' bel'echnen k6nnen. Wir 
schaffen alle Glieder mit ~ auf die l'echte 

Fig. 4e, 4d. 

Seite und bilden die gemeinsamen Nenner; dann erhalten wil' 

odel' 
--? t (+ 1 +), ) },,u2 fla 1 
1;- - <; 112 f/3 = - - ---. - ) . 

1 - },,u3 1 - 1,,u3 

Fiir diese quadratische Gleichung lassen sich ohne weitel'es die beiden Wurzeln ~l 
und ~1I angeben zu: 

1 ( 1 + A) 1/1 ( 1 +},)2 A 112113 . 
~I, II ="2 112 + ,u3 T-= },,u3 ± V4 {12 +,u3 1 - },{13 - 1 - A,u3 ' 

A ±v A2 - B 

3. Berechnung von We I, wen, 1X2 und 1X3. 

Durch die beiden Wurzelwel'te ~I und ~1I sind die beiden allein moglichen 
Eigenschwingungszustande in allen Punkten festgelegt. So erhalten wir z. B. die 

1) Ahnliche Gleichungen in absoluten Zahlen fiir andere BestimmungsgroBen geben an: 
Roth, "Schwingungen von Kurbelwellen". Z. 1904, S.565, Gleiehung 10. 
Dreves, "Neues graphisehes Verfahren ... " Z. 1918, S.590, Gleiehung 11. 
H 0 lz er, "Berechnung der Drehsehwingungen". 1921, S. 35. 
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Eigenschwingungszahien oder ihre Kreisfrequenzen weI und Well, wenn 
Beziehung fur WZ I die GroBe x durch (ml .~) ersetzen; es ergibt sich 

WeI, II V II !l . (1 + ~) = l/~!l (1 ~~-~:J 
a 

Das AusschIagsverhaltnis C\2 = ~ ergibt sich aus der Bedingung 
a l 

zu 

Das Ausschl agsverhaltnis 

zu 

a l . m 2 + a 2 • x = 0; 

1 1 
~-----=--' 2- xjml: g , 
a 

O;a = ~ ergibt sich aus der Bedingung 
a l 

a2 (mz - x) + aama = 0 ; 

aa m 2 - x = _ P2 - ~ 
a2 ms IUS 

N __ N 112 - g _ (112 _ 1)~. . 
COa - '-"2 113 - g l1a ' 

D A hI h I . <Xs aa 'bt' h as ussc agsver a tms - = - ergl SIC zu 
0;2 a2 

<Xa = _ 112 - g . 
<X2 ~la 

, 

wir in der 

Wir erkennen: Die Eigenschwingungsformen sind lediglich Funktionen der 3 VerhaltnisgroBen 
A, ,u2' P3 ; ebenso ist die Lage der beiden Periodenzahlen n'I und n,n (bzw. W,I und wm ) zueinander 
nur davon abhangig. Die BezugsgroBe (l1 m1 ) zusammen mit der Systemkonstanten "H" bestimmt 
das absolute Niveau, auf welchem sich die beiden Eigenschwingungszustande ausbilden. 

4. Sonderfiille. 
Die Beziehungen unter 3) lassen sich sofort auf bestimmte Sonderfalle anwenden, z. B. m1 = m 2 

= ma; 11 = 12, Oder m2 = O. Oder ma = O. Oder 12 = 0 usw. Bei der Auswertung der Formeln fiir 
diese Grenzfalle ist nur jeweils darauf zu achten, welche GraBen groB bzw. klein von hoherer Ordnung 
werden und welche daher allein angerechnet bzw. vernachlassigt werden miissen. Wir behandeln hier 
als Beispiel nur das vollkommen symmetrische System (Fig. 5 u. 5a). 

m1 = m2 = ma; 

,1'2 = ,us = 1,0; 

12 = 11; ? = 1,0; 

Losung: 
Fig. 5. 

WII=GJr lIJ 

Fig. 5 a. 

,~- I ( I + A) l/(,us I + A )2 
~=.A±lA2-B=2 P2+11a1-A,us ±v 21- Afls" 

Dnter der Wurzel ist nur das eine Glied von .A 2 beriicksichtigt, das allein groB von zweiter Ordnung 
wird. Die anderen groBen Glieder' erster Ordnung sind vernachlassigt. Wir erhalten: 

- fl2 I + J, I l/li~--- 1 III 
';1 = 2+,us1-J.,us =2+ 00 =00; und WI =V'Zlml(I+O) = '1Im~; 

und 

Fig. 5 
I 

Fur WI wird cx" = - - = 0 - 00 

Fur Wn wird cx 2 = - 1~2 = - 2 Fig. 5a. 
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Fig. 5 ist die zweimalige Wiederholung der Form Fig. la mit Einspannung in m2 ; Fig. 5a wird 
m 

verstandlich durch Halbieren in mz: In jedem Ast muB die Masse -t doppelt so weit ausschlagen wie 

die Massen m1 und m3 , damit Gleichgewicht moglich ist. 

Gegeben: 
IV. System mit vier Schwungmassen. 

H = J p ~ G [kg]; 
r 

m2 
-- = ,u2 ; 

mIl m1 

m2l [kg. se~~] 1i!'~ = u ; 
ms em m1 ,S 

m4 m 
~ = 114; 
m1 

Lasung: Die Winkelgesehwindigkeiten, 
zahlen n eI1 new nem sind 

entspreehend den Eigensehwingungs-

W eI,II,I1I=l/lHm (1 + g 1 ) 
1 1 I,ll, III 

Darin bedeuten ~I' ~II' ~III die drei Wurzeln der algebraisehen Gleiehung 
dritten Grades 

Die Koeffizienten ''0' Xl' "2 sind folgende Funktionen der gegebenen 1 und 11: 

P 
"0= it; 

1 "1 = it (P - Q - P2) - P2; 

1 
"2 = ..LV (l - Q + fls + fl4) - It2 + 1; 

Die Aussehlagsverhaltnisse sind bestimmt dureh: 

1 
0(2 = --

~ 

. ( 1) (P2 ) 1 
O(s = + 12 1 + -~ T - 1 - I ; 

1 (112 ) 
0(4 = + ~- J: - 1 - 1X 3 ,u3 

,4 " 

Ableitung. 

Wie schon bei den Entwieklungen £iir das System mit 3 Sehwungmassen 
unter (III), so ist aueh hier und kiinftighin immer die erste Teilmasse X 2 bzw. 

x 
~2 =_2_ del' Kiirze halber nur als X=1nlg, also ohne Index ,,2" gesehrieben, 

m 1 

da sie als erste Teilungsunbekannte aIle anderen x 3 , X 4 ••• bzw. ~3' ~4' •• bestimmt 
und aueh eine Verweehslung nieht moglieh ist. 

1m iibrigen £iihren wir an dieser Stelle die Bereehnung der Wurzelgleiehung 
und der Formeln fiir die Ausschlagsverhaltnisse nieht dureh, da sie einerseits un
wesentlieh ist und keine prinzipiellen Sehwierigkeiten bietet, andererseits ziemlieh 
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umstandlich und langwierig ist. Aus den 3 Teilsystemen lassen sich die beiden 
nachstehenden Gleichungen mit den beiden Unbekannten ~ und ~3 bilden: 

( I' 1 1 
22 1 + T) = /l2 - ~ + ~3; 

Man kann zuerst ~3 durch ~ ausdrucken und dann die neue Gleichung nach ~ auf
losen. Fur die Durchrechnung eines bestimmten Falles ist es naturlich nicht mehr 
notwendig, diesen ganzen Rechnungsweg zu verfolgen, es ist vielmehr nur die Vor
schrift der "Losung" S. 13 zu beachten, d. h. es sind, wie in dem Beispiel S. 22, 
die 3 Koeffizienten der Wurzelgleichung "0' "1, "2 direkt aus den 7 Variabeln des 
Systems mit 4 Schwungmassen zu berechnen. Die Bestimmung der 3 Wurzeln 
~I> II> III gelingt dann durch Aufzeichnung der Funktionskurven, z. B. Fig. 10d in ein
facher Weise. Mit jeder der 3 Wurzeln ~I' II, III ergeben sich 4 zusammengehorige 
Ausschlagsverhaltnisse (<Xl' 2' 3' 4h, II> III . 

v. System mit n Schwungmassen. 
J·G 

Gegeben: H = ~ = Systemkonstante [kg] 
r 

m 1 u _ m2 • 
11 ,2 - m1 ' 

m~ 
22 

12 

11 
, 

[kg. sek2] _ ma . 12 [em] }'a 
13 

ma em fla - m ' 13 
=-; 

11 1 

mn 
1n-1 

• 1n-1 
mn /In=- : An - 1= '-y:;-' m1 

Losung: Die Winkelgeschwindigkeiten, entsprechend den Eigenschwingungs
zahlen ner , nell .. , n e(n-l) sind 

wr'II ... (n-l)=l/l~(I+~ 1 ). V 1 m1 I, II ... (n -1) 

Darin bedeuten ~r,II ... (n-l) die (n-l) Wurzeln der algebraischen Gleichung 
(n - l)ten Grades 

oder der folgenden (n - 2) Gleichungen: 

( 1) 1 1 
2(n -1) 1 + - = + -; 

~ /l(n-l) - ~n-l /In 

aus denen auch die Wurzelgleichung gewonnen wird. 
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Die Ausschlagsverhaltnisse sind bestimmt durch 

1 
IX2 = - T; 

(,u2 ) 1 
o.a = + T -- 1 ';a; 

IX = _ (f!2 _ 1) (',u3 _ 1) 1 . 
4 .; ';a ';4' 

(,u2 ) (lta ) (,un-I) 1 IX" = ± T - 1 Ta - 1 ..... ';n-1 - 1 ,un ; 

(+ fiir ungeraden Index n, - fiir geraden Index n) 

15 

(II,,) 

Ableitung: Wir verfolgen den bei der Behandlung des Viermassensystems be
schrittenen Weg sinngemaB weiter fiir den allgemeinen n-Massenfall. 

1. Bestimmung del' Wurzelgleichung fUr g. 
Wir fiihren wiederum die erste TeilgroBe X 2 = m 1 ';2 in der Rechnung ohne 

jeden Index als x = m1 • .; • Fiir die (n - 1) Teilsysteme nach Fig. 3 besteht dann 
die gemeinsame Gleichung: 

1 (1' 1) 1 I 1 1) 1 (1 1) 1 (1 1 \) 
z;. m1 + X = '4 \m2 - x + xa = fa rna - xa + x4 = .... = ~l;:~ m"-l - Xn-l + mn . 

Durch Trennung in (n - 2) Gleichungen erhalten wir das zur Ermittlung der 
(n- 2) Unbekannten x, X a , x 4 •.• X(n-1) bzw. ';,';a'" ';(,,-1) notwendige Gleichungs
system (III 2, 3' ... (n - 1»): 

1 (1) 1 --=A 1.1+- -----. 
';"==,u,, n- .; ,tJ,,-1 - ';"-1 ' 

Die erste Gleichung (III2) stellt ';3 als t(.;) dar; durch Substitution erhalt man 
weiter ';4' ... ';("-1) als f(';) und zuletzt bleibt nur noch eine Gleichung mit'; als 
F(A und ,u). 

Bei Systemen mit mehr als vie: Schwungmassen wird die formelmaBige Darstel
lung dieser Wurzelgleichung zu umstandlich. Es empfiehlt sich in solchem Falle 
immer, direkt mit den gegebenen Zahlenwerten zu rechnen, wie das z. B. S. 24 
durchgefiihrt ist. 

Abel' auch so bleibt die Rechnung noch immer ziemlich beschwerlich und un
vorteilhaft. Wenn es auch asthetisch sehr befriedigt, in einer Wurzelgleichung das 
mathematisch zwanglaufige Gesetz del' Schwingungsverhaltnisse eines Systems zu 
besitzen, so ist immerhin zu bedenken, daB wir fiir die Bestimmung der Eigen
schwingungen trotzdem praktisch aufs Probieren angewiesen bleiben, da wir kein 
anderes Mittel fiir die Berechnung der Wurzeln besitzen. Es bedeutet daher £iiI' 
die praktischen Anwendungen eine sehr willkommene Vereinfachung an Rechen
arbeit, wenn S. 25 noch gezeigt wird, wie man die Bestimmung der Wurzelgleichung 
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also del' samtlichen (n - 1) Eigenschwingungszahlen, ganz umgehen und ahn
lich, wie beim Glimbelschen Verfahren nur die interessierenden (ersten) WurzeIn 
bestimmen kann. 

2. Bestimmung del' SchwingungsfOl'men. 

Nach den Ausflihrungen flir das Viermassensystem konnen wir flir das all
gemeine n-Massensystem ohne weiteres die entsprechenden Formeln flir die Aus
schlagsverhaltnisse iX 2 , iX3 ••• iX" anschreiben. Es ist 

1 1 
~ =-f 

+ (~2 - 1) :3; 
~3 

- (1~ - 1)( ;~1 - 1) :4 ; 

iXn = an = ± (~2 _ 1) (fl3 _ 1) (fl4 _ 1) ... (fln-l - 1) ~ 
a1 ~ ~3 ~4 ~n-l ,Un 

1 + iX2fl2 + iX3fl3 + iX4 'u4 + ... + iXn - 1 • fln-! 

fln 

Wir verweisen auch hier wieder bezliglich del' bequemen tabellarischen An
ordnung del' Berechnung auf das Zahlenbeispiel S. 26, sowie auf Zahlentafel 2 a. 

3. Allgemeines 
libel' 

Bedeutung, Zahl und Art del' Knotenpunkte und Eigenschwingungszustande. 

a) Der unendlich ferne Knoten. 

Der in Fig. 3 ausgesprochene Gedanke des "Zerlegens in Teilsysteme" legt uns nahe; auch die 
Grenzmassen zur Teilung heranzuziehen. Wir bleiben mit den mechanischen Bedingungen des Problems 
im Einldang, wenn wir 

wahlen. 

Xl = 0 oder 

Xn = m" oder 

ml - Xl = ~; 

mn - Xn = (l 

Diese beiden neuen Teilmassen Xl = 0 und m" - Xn = 0 schwingen dann zusammen mit der 
Masse mo = 0, die unendlich weit entfernt ist und damit £tir aIle endlichen Werte We als Knoten liegen 
bleibt. Fiir die beiden neuen Teilsysteme lo = 00 und In = 00 wiirde die We -Formel sinngemlLB anzu
schreiben sein ala 

W o,/,II"'("_'l=lllr(-1 +-L)'=l/~(' 1 +}-)=ll H 
lo rno Xl V In m" - Xn rno 00 • 0 

d. h. We ist durch die beiden Grenzsysteme nicht eindeutig bestimmt. Nachdem diese beiden bisher 
voIlstandig unberiicksichtigt geblieben sind, muBte auch erwartet werden, daB sie mit keinem We 

kontrastieren wiirdlln. 

b) Reelle und ideelle Knoten 1). 
Bei der Betrachtung der Fig. 4a und 4 b werden wir darauf liingewiesen, zwischen zwei Arten 

von Knotenpunkten zu unterscheiden: Das Teilsystem II hat einen reeIlen, wirklich ruhenden Knoten
querschnitt K l , der sich innerhalb der Lange II ausbildet. Das Teilsystem l2 schwingt nach einer Form, 
als ob es ein Ausschnitt des Systems l' ware, das seinen Knoten im Einspannquerschnitt K~ hat (Fig. 4b) . 
. Die Lange l2 besitzt also keinen Querschnitt ohne Ausschlag, K~ kommt vielmehr bei der Koppelung 

1) Vgl. Dreves, Z. d. V. d. 1. 1918, S.61O. 
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der beiden Systeme innerhalb von 11 an eine Stelle zu liegen, die tatsachlich einen Ausschlag a' erfahrt 
K~ ist also fiir das gegebene System nur ein "ideeller" Knoten. Der unendlich ferne Knoten ist als 
Grenzfall eines ideellen Knotens aufzufassen. Wir bekommen damit folgendes Bild (Fig. 4 b): 

Massem l 

Masse rnz 
Masse rna 

schwingt zwischen K~ (- (0) und Kl 
Kl undK~ 

1 ideeller, 1 reeller Knoten, 
1 reener, 1 ideeller Knoten, 
2 ideelle Knoten, 

Masse (mz + rna) 
K~und + K~ (+ (0) 
Kl und + K~ (+ (0) 1 reeiler, 1 ideeller Knoten. 

c) Zusammenfassung. 
Die unter a) und b) gewonnene Einsicht fassen wir in folgenden Satzen zu einer gescWossenen 

'Jlheorie zusammen, die auch auf andere gekoppelte Schwingungssysteme analog iibertragen werden kann. 
1. Je -eine Masse schwingt zwischen zwei Knoten; die erste und letzte Masse des Systems haben 

einen gemeinsamen Knoten im ± Unendlichen. 
2. Jedem n-Massensystem sind [w,o = 0 1) cingerechnet] n Eigenschwingungszustande eigen und 

bei jedem derselben bilden sich n Knotenpunkte aus, teils reell, teils ideell. 
3. Die kleinste Eigenschwingungszahl 0)0 = 0, die allen System en gleicherweise gemeinsam ist, 

besitzt n nur ideelle Knoten und zwar liegen aIle im ± Unendlichen. 
Del' 1. endliche Eigenschwingungsgrad I besitzt 

1 reellen und (n - 1) ideelle Knoten. 
Del' 2. endliche Eigenschwingungsgrad II besitzt 

2 reelle und (n - 2) ideelle Knoten. 
Del' (n - 1) odeI' hOchste Eigenschwingungsgrad (n - 1) besitzt 

(n - 1) reellen und 1 ideellen Knoten (vgI. z. B. Fig. 15h). 
Jedem Schwingungsgrad ist mindestens 1 ideeller Knoten im ± Unendlichen eigen. 

d) Schwingung'sknoten und Schwingungsbauche der Ausschlage und Spannungen. 
Sind bei einem System die Schwungmassen iiber die ganze Wellenlange vollstandig gleiehformig 

verteilt, dann besteht in den Schwingungsknoten und Sehwingungsbaucben ein sehr bemerkenswerter 
Kontrast hinsichtlieh del' Intensitaten von Ausschlagen und Spannungen. In den Knoten der Aus
seWage treten zwar keine Verdrehungen auf, aber die elastisehen Spannungen sehwingen dort bis zu 
den hoehsten, im ganzen System auftretenden Amplituden. Es sind also 

"Schwingungsknoten der Ausschlage" 

a.ls "Schwingungsbauche der Beanspruchungen" 
anzuspl'echen. Ull1gekehrt sind die Stellen groBter AusscWage immer auch Knoten der elastischen 
Beanspruehungen, also Wellenquerschnitte, wo die Beanspruchungen nicht von ±O abweichen. Stellen 
dieser Art sind z. B. immer die Enden des Systems, wo die Schwingungsformen horizontale Tangenten 
haben. Dieselbe Ersch~inung liegt VOl' bei elektrischen Schwingungen zwischen den Stellen hochster 
Spannung und Stromung, ebenso wie beim Problem del' schwingenden Luftsaulen. 

Besteht das System, wie in den ftir uns wichtigen Fallen immel', aus einzelnen Massenhaufungen, 
dann ist jedes Sttick der reduzierten Welle zwischen zwei Massen gleiehmaBig beansprueht, weil 
wegen der geraden Schwingungsform auch die Vel'drehung auf solcher Lange konstant ist. Ein Wellen
stiick mit genau zur Wellenachse paralleler Schwingungsform ware dann analog oben als "Spannungs
knoten" anzusprechen. 

4. GesetzmaBigkeiten del' Wurzelgleichungen. 

1. Nur reelle Wurzeln. 
Die Wurzelgleichungen konnen entsprechend ihrel' physikalisch begriindeten 

Herkunft nur reelle Wurzeln haben, deren Anzahl sich mit dem hochsten vorkom
menden Grade der Unbekannten ~ deckt. Diese Bedingung muB unter allen Um
standen erfiillt sein und bietet damit schon im Laufe del' Rechnung eine willkommene 
Kontrolle ihrer zahlenmaBigen Richtigkeit. 

2. Reihenfolge der Wurzeln (bzw. der von ihnen abhangigen we). 

Wir erhalten die Eigenschwingungszahlen oder we -Werte steigend nach ihrem 
Grade, wenn wil' die zugehorigen Wurzelwerte ~ in bestimmter Richtung auf der 

1) Die Wurzel fiir We = 0 erscheint analytisch unmittelbar in den Wurzelgleichungen, wie sie 
von Foppl abgeleitet worden sind (vgl. z. B. Vorlesungen IV. Band, 5. Auf!., S.282, Gleiehung 194a). 
1m Nachwort S. 92 gelangt Herr Prof. Zerkowitz ebenfalls zu der "trivialen" Losung We = 0, 

W y dIe r, Drehschwingungen 2 
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Zahlenskala aufsuchen, und zwar wenn wir die Wurzelgleichung t (~) verfolgen von 
~ =-1,0 bis ~ =-00, libergehen auf ~= +00 und von da tiber ~=+1 gegen 
~ = + 0 herein vordringen (vgl. hierzu Fig. 6 und 12, sowie Zahlentafel 2). 
Diese Erkenntnis gewinnen wir unmittelbar aus der Betrachtung des Faktors 

(1+ ~I.1l.1 .. n_J 
in der We -Formel, der tiber die genannten Grenzwerte - 1, =+ 00, + 1, +0 hinweg 
die positive Zahlenreihe 0, +1, +2, +00 durchlauft. 

Es wird sich weiterhin niemals aus der Wurzelgleichung eine negative Wurzel 
zwischen +0 und (-1) ergeben dlirfen, weil wir damit einen negativen Faktor , 1) 
\ 1 + -~ und ein imaginares We erhalten wlirden. 

3. Positive und negative Wurzeln. 
Positive Wurzeln ~ bedeuten einen reellen Knoten zwischen m 1 und m 2 auf 

~~ , .... 
, q 

i ~~ , 8' , 
, I 
, q 

( : "'V 

~ -00 30 20 

8 <::> 

" " ~J/.1}</<O ~ 
~"'l~ <:;" 
I I tiJe 

" III = "tv-C~ ""4,inaglillir • 
-1.0 0 

Fig. 6. 

~ 
" <l"i 

" .. ! +, 
hi 

S 
+1.0 +20 

der Lange 11 • Negative Wurzeln 
bedeuten, das Teilsystem 11 
schwingt im betreffenden Schwin
gungsgrad mit einem ideellen 
Knoten auBerhalb 11• Eine Wurzel 
~ = 00 bedeutet, Masse m 2 bleibt 
bei der betreffenden Schwingungs
form als Knoten liegen, oder das 
System schwingt, als ob es bei m 2 

eingespannt ware (vgl. Sonder· 
fall S. 8). 

Wir erkennen diesen Zusammenhang direkt aus der We -Formel, wenn wir 
schreiben 

We=V/~(l+~)= lIH._ 1 = 1/ H ; 
11 m1 ~ V m1 1 _~_ V 1~· m1 

11 + ~ 
dabei bedeutet also 1: = 11 • 1 ~ ~ die jeweilige Einspannlange flir m1 , bei der 

auch m l allein flir sich mit dem gleichen We schwingt, wie das ganze System (vgl. 
hierzu auch Fig. 2a). 

Es ist der Fall moglich, daB wir nur positive Wurzeln erhalten. Er kann dann 
eintreten, wenn wir bei Beginn unserer Rechnung das groBere der beiden End
produkte (m· 1) als BezugsgroBe (ml .11 ) zugrunde legen. Oberwiegt dieser Wert 
(mIll) die Summe aller anderen Produkte 

m2·O -I- m3 l2 + m4 (l2 + l3) + ms' (12 + 13 + l4) -I- ... mn (12 + l3 + ... In-l) 

dann liegt auf jeden Fall bereits der 1. Knoten innerhalb 11 und wir haben nur 
positive Wurzeln zu erwarten. 

VI. Vereinfachte Berechnung von Eigenschwingungen. 
Es liegt nahe, Wege und GesetzmaBigkeiten zu suchen, nach welchen ein 

komplizierteres System, das aus vielen Massen besteht, so in ein einfaches mit nur 
3 oder 4 Massen zusammengefaBt werden konnte, daB dessen zwei oder drei Eigen
schwingungszahlen, . die sich ja sehr schnell und sicher berechnen lassen, moglichst 
wenig von den entsprechenden genauen ne-Werten abweichen. 
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1m Prinzip stehen uns zwei Wege fUr eine Zusammenfassung offen: Wir konnen 
entweder mehrere Massen zu einer einzigen resultierenden zusammenschieben und 
fUr diese Summenmasse den dynamisch richtigen Abstand ldY bestimmen, 
d. h. jenen, in welchem sie angebracht werden muB, wenn Ersatzsystem und ge
gebenes System gleiches n. besitzen sollen. Oder man behiilt einen bestimmten 
reduzierten Wellenabstand bei und er-
mittelt nunmehr eine dazugehorige Ersatz
masse, welche eine Anzahl gegebener 
Massendynamisch richtig ersetztl). 

Wir verfolgen nachstehend den ersten a 
Weg und fassen meist die gleich groBen 
Zylindermassenje einer Maschinengru ppe 
nahe ihrem statischen Schwerpunkt zu 
einer Summenmasse zusammen2 ). 

Es ist gleich von vornherein zu sagen, 
daB in dem hier gewiinschten Sinne auf 
keinem Wege allzu groBe und methodisch 
wertvolle Vereinfachungen zu erzielen 
sind: Einmal muB man fUr jeden neuen 
Eigenschwingungsgrad eine eigene Ersatz
Hinge bzw. Ersatzmasse bestimmen; sodann 
verlangt eine g en au e Bemessung del' 
ErsatzgroBe, daB man mindestens einige c 

Schwingungsformen des gegebenen Systems 
vorher berechnet hat, was ja gerade 
erspart werden sollte.· 

Bei dieser Sachlage vermeiden wir d 

hier langere AusfUhrungen und erlautern 
lediglich an Hand der Fig. 7 a-e das 
grundsatzliche Resultat unseres Vor
ganges: Fig. 7 a stellt das gegebene 
System (zunachst zwei Massen m1 und 
m 2 mit Einspannung), und Fig. 7 c das 
zugehorige Ersatzsystem dar. Die Rech
nung zeigt, daB die Ersatzmasse (M = 0,3 

m1 + m 2) nicht im statischen Schwer- e 0,2 

abstand lst, also nicht in del' Mitte 
zwischen m1 und m 2 anzunehmen ist, 
sondern mit wachsender Einspannlange lo 

0,1 
I 

I 

i 
i 
i 
! 
I 

n~l 
-}---.*"-----e

~r~Zl 
i 
I 

Ersalz-&,stem 

Z 3 
Jlemii/lnismaBtge finspannlonge A.~ f' 

um die wachsende KOlTekturlange e, 
abel' hochstens doch nur (und das ist Fig. 7a--,--e. 

der wertvolle neue Gesichtspunkt dieser Grenzwertbetrachtung) um .i flir lo bzw. 
4 

A = llo = 00 zu versetzen ist (vgl. Fig. 7 e). Ein ahnliches System mit 3 Massen 

1) Sass beschreitet in einer kurzen Mitteilung der Z. 1921, S.67/68 diesen zweiten Weg und 
bestimmt eine am auBersten Ende anzubringende Ersatzmasse, die fiir jede Schwingnngszahl einen 
anderen Teilbetrag der Massensumme annimmt.· G e i g e r faBt demgegeniiber in seinem Beitrag 
Z. 1921, S. 1241 die Zylindermassen in der Maschinenmitte zusammen. 

2) Diese Methode empfiehlt sich von Anbeginn als die natiirlichste und bringt uns fiir die weiteren, 
viel tiefer gehenden Betrachtungen iiber die erzwungenen Schwingnngen noch den Vorteil ein, daB wir 
in den richtig angebrachten Summenmassen auch gleich richtige Angriffsstellen der erregenden Ma
schinenkrafte besitzen. 

2* 
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inl = m 2 = m3 an Stelle del' zwei ersten in Fig. 7 a ergibt flir die Summenmasse 

.JJ = 3· 1nl an del' Gl'enze eine maximale Versetzung EIma" = Lll~ax = ({ . l) . 
'Vir sehen also, daB fUr diese notwendigen Versetzungen E ein verhiiJtnismaBig 
nul' geringer Spielraum zwischen J l = 0· l bis 0,25' l bzw. 0,444' l verbleibt; 
genaue Zwischenwerte lassen sich direkt aus del' Fig. 7 e ablesen, die auch zeigt, 
daB die \Verte E sehr rasch gegen die Grenzwerte konvergieren. 

Fur ein anderes (gewohnlich) gegebenes System, z. B. mit m3 = 5,0, wie es in 
Fig. 7 a gestrichelt angedeutet ist, konnen wir ebenfalls die Fig. 7 e benutzen und 
daraus das jeweils richtige E entnehmen, wenn wir die Einspannlange lo, d. h. den 
genauen reellen odeI' ideellen1 ) Knotenpunktsabstand in del' betreffenden Schwin
gungsform kennen. 1st das nicht del' Fall, dann wird man lnit einiger Dbung 
dieses lo ziemlich treffend auch abschatzen und E entsprechend wahlen 
konnen. 

Fiir die in unserem Beispiel Fig. 7 a gerade vol'liegenden Langenabstande (entsprechend den 
eingeklammerten Zahlen) ist e = 0,205 aus Fig. 7 e zu entnehmen und ergibt nach 7 c u. d das richtige 
El'satzsystem mit gleichem (u" und gleicher Verdrehung. 

Besonders ist noch darauf hinzuweisen, daB eine Zusammenfassung mehrerel' 
Schwungmassen in ihre statische Resultierende immer ein Ersatzsystem mit zu 
niedrigem n" ergeben muB (vgl. die Beispiele S. 21 ff. und Tabelle S. 30). Solche 
Zusaminenfassung ware nur dann richtig, wenn die Schwingungsform yom Einspann
punkt (Knotenpunkt) bis zur letzten, von del' Zusammenfassung betl'offenen Masse 
hin nicht geknickt, sondern volllwmmen gerade ware. (Vgl. Bemerkung S. 69). 

VII. Beispiele. 
Dic Anwendung del' oben gebotenen Formeln und Uberlegungen sei an einer typisehen Massen

anordnung, wie sie des Mteren in del' Praxis vorliegt, gezeigt. Wir berechnen die Eigenschwingungs
zustande del' naehstehend gekennzeichneten 

Generatoranlage mit Schwungrad 

(Ungleichformigkeitsgl'ad ca. I/S0) mit und ohne Zusammenfassungen, so daB del' EinfluB del' Verein
fachungen auch fUr andere Massensysteme mit ahnlichen Verhaltnissen abgeschatzt werden kann. 
Dabei zeigt sich, daB bei del' Anordnung del' Summenmassen als "statische Resultiel'ende" immer zu 
niedl'ige Werte n, gefunden werden, wol'auf "il' soeben hingewiesen haben. 

Del' Rechnung liegen folgende Daten zugl'unde: 
1. Die reduzierte Welle besitze ein polares Tragheitsmoment J" = 602 [em4], entspreehend einem 

Dul'ehmesser d = "" 125 [mm]. 
2. dem Material sei ein Gleitmodul G = 830000 [kg/cm2] eigen. 
3. Del' Reduktionsl'adius, an dem wir aile Massen sowie deren Tragheitskri.i£te und aile andel'en 

harmonisehen Kri.i£te wirken lassen, und auf dessen Kreisbogen wir aueh aile Verdrehungen 
oder Ausschlage a reehnen, sei 'r = 10 [em]; 

4. Mit den Annahmen unter 1. bis 3. wird die Systemkonst8,nte 

H _ !p' G = 602·830000 = 5. lOs [kg]. 
- r2 100 v , . 

5. Das gegebene System sei entsprechend Fig. 9 aufgebaut, wonach 

m1 = m2 

m7 =. 
ms=· . 

Uber die 

. Ins = 1,0 
10,0 
15,0 

[~ sek2] ; 
cm 

Reduktion del' Massen und Langen 

finden sich einige Angaben im Anhang, S. 85 ff. 

1) Vgl. S. 16. 

. l6 = 10,0 [em] 
. ... 25,0 [cm] 



Yereinfachte (angeniiherte) 
Berechnung: 

(unter Zusammenfassung del' Olmasehinen
~chwungmassen als "statisehe Resultierende") 

a) als System mit zwei Schwungmassell 
(naeh Forme! (I2) S_ 7, Fig. 8). 

1111 = 16 (~ 6 + 10) [kg. sek2 ]; 

11/. 2 = 15 em 

1 = 166.35 + 25 = 38,125 em; 

!H(1 1) 
«), =., VT 16 + 15 

l/s-:-TOB . 

~ V -38,125- (0,0625 + 0,0667) 

cc 130,2 [ljsek]; n, = 1243 [l/lVIin]; 

16 
().2 = - 15 = - 1,067 . 

Fig. 8. 

Beispiele. 

I. Schwingungsgrod 
(nu- '30q) 

fl, Schwingungsgrad 
(neD =2200) 

Fig. 9, 9a-e. 

b) .als System mit drei Schwungmassen. 

naeh Fiippl, IV. Band, 5. Auflage. S. 278 nach Formel © F;. 9, Fig. 9a-e. 

G ege be n. 

m -_ 6lkg . Sek2 ],. 6 1 = m,1 • r2 = 6· 102 = 600 [kg. em . sek2J: m,2 
1 em ,1'2 = m = 1,6670; 

6 2 = m 2 • r2 = 

(~3 = m3 . 1.2 = 
= 1000 

= 1500 

II = 35 em; l2 = 25 em; i. == l2 = 0,7143 ; 
11 

1 

21 

c = J p • G = 602 . 830000 = 5 . 108 [kg/em2] ; J ·G \' H H = p.2 = 5· lOB [kg]; / -z - = 154,2 [l/sek]; 
1 Iml 

Lii sun g. 
(35·25) ·6· 10 . 15 . lQ6 _ ~ (. ~~) 
'--~-----"--=2cc5-.--cIC-=0"OC1B A - 2 fi2 + ,1Ia 1 . 

-1 .. ,u3 

= 3,15 . IO- B ; 

k2 = 6 1 (62 + 6 a) 11 + 6 a (61 + 6 2) l2 
c 

6 . 2,5 . 3,5 . 104 + 15 . ],6 . 2,5 . 104 

5.108 

= 0,225; 

ka = 6 1 + (92 + 6 a = 3100 ; 

__ 1(1 '6- 95~714) - -1895, 
- 2 \ ,6 , + -', -0,786, - , , 

B = }'fi2f1a = 0,714·1,667·2,5 = -3,79; 
1-}'P3 -0,786 
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k2 - Vk~ - 4kl ka 
2kI---

= (0,275 - 0,1076) . 106 = 18640; 
2·3,15 

(A )2 = k2 + l!k~ - 4kl k; 
n 2 . ki 

= 0,3326 . 106 = 52800 . 
6,30 ' 

AI = V18640 = 136,5 [1/sek] ; 

J.n = V52800 = 230,0 " 

;1 = A - J!A2-B 
= - 1,895 - 2,717 = - 4,612; 

';n = A + l'A2 - B 

= - 1,895 + 2,717 = + 0,822; 

1-H ( I) --
WeI = / II mi 1 + _ ';1 = 154,2 . VO,783 = 136,5; 

ner = 1304; 

= 154,2. V2,217 = 230,0; 

nell = 2195; 

I 1 iX2 = -r = + 0,217; § 
.1 S 

C\'3 = + (~(2 - I) ~ = - 0,545 ; } ~ 
;1 I)a bl) 

~ 
= - 1217'.1.6 , , I:: 

= + 0,412) ~ 

c) als System mit vier Sehwungmassen 

1111 = 3; 

1Il2 = 3; 

1113 = 10; 

1114 = 15; 

(nach den Formeln (I4) und (H2' a' 4) S. 13 und nach Fig. lO-IOd). 

112 = 1: 

f/3 = 3,333; 

1-'4= 5; 

II = 30; 

l2 = 20; 

1a = 25; 

i'2 = 0,6667; 

)'a = 0,8333; VZ!~ = 1000 '1/ 30 ~~ = 236,5. 

Wir bilden nacheinander: 

20 10 
)'2,ua = 30 ':3 = 2,222; 

25 
)'3,114 = 30' 5 = 4,167; 

1 
P = 1 . 2,222·4,167 = + 9,27; 
N = 3,333 - (1 - 2,222) (l - 4,167) 

= 3,333 - 3,875 = - 0,542; 
Q = 4,167·3,333·1,6667 = +23,150. 

Dann crgeben sich die Koeffizienten der Wurzelgleichung zu 

+ 9,27 
"0 = _ 0,542 

I 
"1 = _ 0,542 (9,27 - 23,15 - 1) - I 

= -17,1l; 

= +26,455; 

"2 = _ ;'542 (I - 23,15 + 3,333 + 5) * ° = + 25,51. 

Die Wurzelgleichung lautet also: 

S3 + 25,51 . S2 + 26,46 . S - 17,11 = ° . 
Bei diesen einfachen Zahlenrechnungen unterlaufen sehr leicht Rechenfehler. Man versaume 

nicht, vor dem Weiterrechnen noch einmal genau die V 0 r z e i c hen bei den Werten N und Q und 
bei den 3 Koeffizienten 1<0, "1, "2 zu kOntrollieren. 
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Aus del' Wurzelgleichung ergeben sich die Wurzeln ;1, ... bekar;ntlich am einfachsten durch Pro
bieren: Wir nehmen del' Reihe nach verschiedene ; an und werten damit die linke Seite aus; das 
Resultat = f (~) tragen wir 
jeweils als Ordinate iiber der 
betreffenden Abszisse; auf. 
"Oberall da, wo die so ent
stehende algebraische Kurve 
die ;-Achse durchschneidet, 
haben wir in del' Ab
szisse ~ eine gesuchte Wurzel 
vor uns, weil ja dort die 
Ordinate f m = ° -

Nach Fig. 10d erhalten 
wir: 

~I = - 1,56; somit 

;u = - 24,4; 

t--+--r-~-+~-T"moo 

= 236,5 F _ ~,56 = 141,6; 

= 236,5 VI + _ ~4,4 = 231,5; 

;m = + 0,45; "'m ~ 236.5 V 1 + 0~45 = 424; 

-10 

Fig. lOd. -/({J 

n'I = 1350 [Schwing/Min.] 

nom = 4050 

Die AusschlagsverhiUtnisse 1X2 , 1X 3 , 1X4 erhalten wir nach den Formeln (I~, 3' 4) S. 13, die wir am besten 
tabellarisch auswerten. 

Zahlentafel 1. 

1 
1_2 i 3 4 

:_51 
6 7 1 8 9 

I ,-------. I 1 1 
1', I ( 1 W' ) 1 11 [I'> 1 FUr die Form 

I 
; !".= - T 1 +- - -11,1 +- --1 --='"s /-ls • OCs 14 t - 1 - IX,/" : == 0(-," ; ~ ,; ~ ~ 

!' i 
+ 0,641 II 

I I 
I 1 , 

!ten Grades L 1,56, 0,359 - 1,641:- 0,3925 + 0,641 = 0,2485 0,828 i 5 (- 2,469] = - 0,494 

II~I 
I: ---------- I 

! 
Uten Grades + 0, 041 11 0,959 - 1,041: - 0,665 + 0,041 = - 0,626 - 2,08 

1 , : = + 0,2078 -5- ,+ 1,039] 

III t en Grades !I-I 1-'-' " I 
li+ 0,45 - 2,222! 3,222 1,2221+ 2,63 - 2,222 = 1\ ; 0,408

1 
+ 1,36 : 

1 5 [- 0,138] : = - 0,0276 

Eine Kontrolle fiir die zahlenmiiBige Richtigkeit der berechneten 1X erhalten wir, wenn WIT III 

unserem Faile ffir die Masse m4 die Einspannliinge L' berechnen (vgl. Fig_ lOa-c), die mit dem 
Wert, der sich durch Auftragen 
der 1X3 und 1X4 aus Spalte 6 Gegebenes 8-Massensystem 

und 9 der Zahlentafel 1 
zeichnerisch ergibt, iibereinstim
men muB. 

L' ergibt sich aus del' 
Uberlegung, daB bei den von 
uns berechneten Eigenschwin
gungszustanden die Masse m4 

mit Einspannung im Abstande L' 
ebenso schnell schwingen muB, 
wie das ganze System. \Vir 
erhalten: 

oder 

L'=..!:!... . _1_. (V) 
f,t4 1+!. 

5 

Ersatzsystem mit 4 Massen 

Eigenschwingung I-ten Grades 

Eigenschwingung II-ten Grades 

Eigenschwingung III -ten Grades 

Fig. 10-10 c. 
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Daraus foIgt: 

fiir die I. Sehwingungsform Lf = 350. 0,:59 = 16,7 [em] 

" "II. 
1 

Lit = 6· 0 959 = 6,26 , 

" " III. 
, 1 

Lm = 6· 3,222 = 1,86 

Es ist noeh darauf hinzuwe~sen, daB nichts im Wege steht, auch schon beim 4-Massensystem 
auf die Entwicklung der Wurze1gleichung zu verzichten und dafiir die beiden Gleichungen (III2 , nr~ 
S. 14), aus denen sic ja abgelcitet ist. durch Probieren aufzulosen, wie das im folgenden fur ein 
System mit 5 Massen gezeigt ist. 

d) als System mit flint S chwungmass en. 

fl2 = 1 ; 11 =20; 

}'3 = 0,75 ; l!II . 1/~5 
/ Zr m1 = 1000 V 20 . 2 = 353,3 ~ 

I3 = 15 ; 

,Its = 7,5; 

1. Berechnung mit Hille der Wurzelgleichung' 
(naeh den Formeln (In) und (III2 _ 4 ) S. 15 und nach Fig. 11). 

Wir berechnen die Wurzelgleichung fur ~ mit Hilfe der Gleichungen: 

i'2 ( 1 + ~) = f l 2 ~ ~ + :a ; 
. (1 1 ) 1 1 
I'a + t = --" + -,:- ; 

~ (Ia - "a "4 

. (1 1 ) 1 1 1.( + t = --, + - ; 
" f/, - .;, f/5 

Aus (III,) folgt ;a als t m zu: 

damit ergibt sich: 

( 1) 1 1 
in unserem FaIle: 1 + I = -1 _ ~ + ~a ; (~iI.) 

0,75(1+ ~) = 1~;a + L;(III,) 

1,25 (1 + ~) = _1_,_ +- --.!:.- ; (III.). 
; 5 -.;, 7,5 -

1 1 _;_ ;2 
1 -;a 1 - 2~ ; 

aus (III,) folgt ~, als t m zu: 

1 (1) 1_~_~2 
;, = 0,75 1 + T -l--=2r; 

~ _ 2~2 

~,= 0,75 -1,75~ - 0,5~2 +';1 

~j"(~} 

Fig. 11. 
aus (III.) folgt ;, gleichfaIIs als t m zu: 

. 1 1 (1) ~ 
~4 - 5 = 7J)- 1,25 1 + T ; ;, = 5 + 0,1333; - 1,25 - 1,25; 

6,25 + 4,5835; 
~, = - 1,25 + 1,1167; 
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Durch Gleichsetzen erhalten wir: 

0= 4,6875 - 8,7499~ - 9,763~2 + 6,1916~3 + 4,5835~4 

0= 1,0221 - 1,9084 - 2,129552 + 1,350553 + 54 • 

Nach Fig. 11 erhalten wir: 

1 1. 
tl = -1,1936; somit WI = 353,5 . 1 + _ 1,1936 = 142,4 und n'l = 1361 [Schw.jMin.] 

. 1 
i: -1,7546; "'II = 353,511 1 + =-1.7546 = 231,8 n'I1 = 2214 'II 

I-

I 
¢"III ~ + 1,1881; "'III = 353,51 1 +ll.8SC = 480,0 n'IlI = 4584 

"IV = 

, 

+0,41134; = 353,51 1+ 
1 

=655 = 6253 UJIV 0,41134 
n cIV 

2. Unmittelbares Probierverfahrell ZUl' Berechnung der Eigellschwillgungell 

(vgl. S. 11 und 14 und Fig. 12-12d). 

Wir bestimmen nicht erst in del' Wurzelgleichung eine Funktion fiir die gesuchten ~·Werte, um 
daraus durch Probieren die Wurzeln aufzusuchen, sondern wir stellen unseren Rechenmodus gleich 
von Anbeginn auf das graphische 1nterpolieren ein. Wir setzen in Zahlentafel 2 unter Beachtung del' 
S. 17 unter 2. ausgesprochenen Satze del' Reihe nach verschiedene Werte ~ in die Gleichungen (:i:ll2) 

( .. -:) (II1"_1) ein und sehen zu, fiir welche ~ die letzte Gleichung (11C_~) identisch erfiiIlt iAt. 

N~i fiil'g~n~-bestimmte ~ (ehen die gesuchten Wurzelwerte), wird del' Ausdruck 

;'4 (1 + ..!..) __ 1 _ 
~ ,"4 - ~4 

1 
einen Zahlenwert ergeben, del' gleich- ist. Fiir ein beliebiges ~ dagegen wird aus ihm ein von -

I ~ ~ 
abweichender Wert -, resultieren, d. h. das gewahlte ~ charakterisiert die Eigenschwingung eines 

fl, 

Systems, dessen letzte Masse nicht f'5, sondern fl~ betragt; odeI': unser gegebenes System kann mit del' 

durch ~ festgelegten Schwingungszahl (vgl. Formel CC) frei schwingen, wenn zur Masse fla noch 
eine Restmasse L1 fl6 = (ft~ - fla) zugefiigt wird. Er;tzen wir die Wirkung diesel' mitschwingen
den Restmasse durch eine mit '" = t ( ~) pulsierende periodische Restkraft R, die sich berechnet zu 
R = (.u~ - ,'(5) IXs (02 • m I a1 , so kiinnen wir auch sagen: 

1. Ein beliebiges ~ definiert die durch die Restmasse LIps = (rt~ -f(5) erzwungeneSchwingung; 

2. Jenes ~, welches eine Restmasse = 0 erfordert, definiert eine Eigenschwingung 1). 

Das vorstehend gekennzeichnete Verfahren ist immer dann zu bevorzugen, wenn die Rechnung 
mit mehr als 4 Massen durchgefiihrt wird, und zwar aus folgenden Griinden: 

1. Wir kiinnen fiir jedes ~ die Rechnung unabhangig durchfiihren, brauchen sie deshalb nul' iiber 
die interessierenden Schwingungsgrade auszudehnen. 

2. Wir erhalten gleichzeitig aIle dem angenommenen ~ zugehiirigen Werte ~3 und ;4 ••• , die wir 
fiir die Bestimmung del' Ausschlagsverhaltnisse IX3, 0<4' 0< 5 ••• hernach doch beniitigen wiirden; 

3. Es wird auch bei peinlicher Zahlenrechnung nur schwer gelingen, die Wur~eln so genau zu 
bestimmen, daB nicht bloB die "'e, sondel'll auch die Ausschlage, besonders bei den Formen 
hiiheren Grades, l'ichtig el'halten werden, da die Schwingungsformen gerade in del' Nahe von 
Eigenschwingungen auf kleinste Zahlenunterschiede ganz empfindlich reagieren. Es ist das 
eine Eigentiimlichkeit aller Massensysteme mit vereinzelten starken Massenhaufungen (hier 
z. B. ms = 7,5 . m1), auf welche wir auch bei del' Anwendung des graphischen Verfahrens von 
Gii m bel stoBen. Man wird also fiir die Formen hiiheren Grades nie ganz daran vorbeikommen, 
einige einander benachbarte FaIle nach dem Probierverfahren zu rechnen und die genauen 
Werte del' freien Eigenschwingung zu interpolieren. 

1) Mit diesen Ausfiihrungen ist auch schon del' Zusammenhang mit dem Giimbelschen Verfahren 
aufgedeckt. 'Dort wird (J) angenommen, hier ~, das nach den Gleichungen (1) das Argument fiir die 
Abhangige 0) darstellt. Die Bedeutung der Giimbelschen Restkraft fallt hier der Restmasse zu (vgl. 
S. 29 unter 3). 
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Ausfiihrung der Rechnung. 

In der Zahlentafel2 ist die Rechnungfiir eine Anzahl verschiedener Werte ~ (Spalte 1) durchgefiihrt. 

Die resultierenden Werte ~ der Spalte 16 sind in Fig. 12 als f(~) aufgetragen; dort, wo sich diese Kurve 
II~ 

Fig. 12-12d. 
1 

mit der Linie -'- = konst. = 0,1333 schneidet, bestimmt die Variable ~ eine freie Eigenschwingung. 

In den Fig. 12:sbis 12d sind im Bereiche der 4 Wurzeln noch genauer die Werte ~3' ~4 und ~ be-
stimmt. Aus ihnen ergeben sich durch flo 

Interpolation genau die gesuchten Gegebenes 8-Massen-
Wurzelwerte ~2' ~3' ~4' mit denen system 
dann in Zahlentafel 2a nach den For-

meln (Il2 -4) die 4 Eigenschwingungs
formen berechnet sind. Die Fig. 13 a bis 
13d stellen das Ergebnis von Spalte 11 
bis 14 bildlich dar. In Spalte 18 sind 

Ersatzsystem mit 
5 Mass~n 

wieder zur Kontrolle die Einspannlan- EigenSCh~~~~~~g I-ten 

gen L' ftir die letzte Masse flo berechnet_ 
Zu Fig. 12 bemerken wir noch: 

Die Kurve gibt uns u. a. Auf- Eigenschwingung II-ten 
schluB tiber die Be.wegungder Knoten- Grades 

punkte mit steigendem w. Namlich 

~ = 00 oder fl~ = 0 bedeutet: Beim 
fl~ Eigenschwingung III-t.en 

~ Grades 
zugehorigen ~ (z. B. q =-1,525) oder 

/ 1 
'I! (z. B. n = 33771/1 + ---, -1,525 

1983 Schw.jMin) verlauft die 
Schwingungsform horizontal zwischen 

Eigenschwingung IV-ten 
m4 und ms oder es bildet sich im Unend- Grades d 
lichen ein neuer Knoten aus, der dann 
mit steigendem n gegen mij herein
riickt, bis er bei 1/ fl~ = 0 oder bei 
fl~ = 00 auf ms zu liegen kommt (was Fig. 13-13d. 
z. B. bei ~ = -.1,76 oder bei n = 2219 
eintritt). Von da ab tritt der Knoten als reeller Knoten ins System ein und verbleibt darin bis zum 
hochsten Schwingungsgrad. - Kurven ~3' ~4 ••• wiirden andere Knoten in gleicher Weise kennzeichnen. 



28 Analytische Methode zur Berechnung von Eigenschwingungszahlen und Schwingungsformen. 

Zablentafel 2 a. 

Auswertung der Eigenschwingungszustande (interpoliert nach den Figuren 12a-12d). 

FUr die Eigenschwingung 

2 Wurzel 

4 

5 

I: I ten Grades 1 II ten Grades 1 III t~n Grades I IV ten GraGes 1 

11- 1,19361- 1,7546 
i i 

+ 1,1881 I + 0,41134 
! 

- 0,1587 I + 1,433 
[

- 1,8375 1- 1,5699 

- 3,400 1 + 14,95 + 0,1400 + 0,5771 

11- 1,294 : - 0,93311 + 6,1405 i + 0,7328 

Oten Grades 

-I 

-2 

-2 

- 1,5 

11

- 9,43 'I + 2,505 + 4,542 + 4,815 - ~ 

- 1,5305 1+ 0,9965 + 0,101 + 0,0385 - -3 

6 

7 
II -11- --- --~-I- ---1------

8 (i-I) -c P 2 11-1,8375 - 1,5699 --0,1587 +1,433 -2 

( 1 ) ( 1 ) I. I 9 -;--1 f -1 = Pal + 2,378 1+ 1,4645 I - 0.,9742 + 1,0505 
~ -a I 

10 (~-I)(k-I)(~-1)=P4 1'-3,640 :+ 1,4595 i -0,09841+0,04044 
~~ --- - 1 - ---,------ -----I~, --- : 

11 ~ =C<2 II + 0,8375 + 0,5699 1 - 0,8413 - 2,433 

+3 

-8 

+1 

12 +(P2 • fa) =C<a + 0,541 i 0,105 - 1,133 + 2,483 +1 

, 1) -(Pa' ~ =0i4 

'" 
+1 13 0,5849 + 0,2145 - 0,2182 + 0,252 

+_(_p_'_ '_/_t-J_) ~_-_C<5 ___ 1'11 __ - 0,48~ I + 0,1946 1_-_0_'0_1_3_13_ + 0,005393 + 1'= ( - 0, 125) ( -- 8) 

15_1~~~~( 1_+~i_)_=_C~~ __ 1 ~ 0,16251+ 0,4301 

14 

16 

17 

18 

353,5. Vc =01, 
3377· jle =ne 

l.!. . !. = 2,6~ = L' 
/'5 C C 

142,4 i 231,8 

1361 12214 

+ 16,41 1+ 6,2 

+ 1,8413 

480 

4584 

+ 1,448 

+ 3,433 

655 

6253 

+ 0,777 

3. Berechnung nacll Gumbel (Z. 11:112 S. 1025). 

° 
° 
° 
00 

Zum Vergleich sei noch eine Reihe der Tafel 2 und zwar der Fall ~ = -1,18 in einer aus dem 
Giimbelschen Verfahren hergeleiteten Form durchgerechnet (vgl. S.58 unter b). 

Gegeben: ,Ill = 1,0 ; 

,"2 = 1,0; 

,lIa = 1,0; 

/" = 5,0; 

1'5 = 7,5 ; 

}'1 = 1,0 

i'2 = 1,0 

i'a = 0,75 ; 

• 1. 4 = 1,25; 

H 5.106 • 

Konstante C = -Z - = ~o 2 = 12,5 . 104 [l/sek2] • 

1 m1 -' 

Angenommen (entsprechend ~ = - 1,18): (V = 138, I ( = re' 'V I + i ) ; 
n = 9,55. (0 = 1320; 

= 6,565 ( = 1 ! ~) . 
Folgendes Rechenschema vereinfacht durch Verwendung der Verhiiltniszahlen die Rechenarbeit in 

sehr fiihlbarem MaBe. Die einzeInen Gr5Ben werden zweckmaBig in der durch die Pfeile gekenn-
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Zu berechnen: Nr·11 i. I C/, ,,) 'J" I CIl IX) JI_~~~!' . ~ tn+1 = IX. + A ex" 

_1_1) ~ ~~+_~O) = + 1,0 ."','".-- ° --li- ° I + 1,0 

2 I. 1,0 1· (+ 0,8476)~ + 0,8476 + 1,0 - -)- - 0,1524 _1-* +'0,8476 . '". --II~~~-I-
3~1· 1,0 1· (+ 0,566) = + 0,566 : + 1,8476 I - 0,2816 + 0,566 

_____________ • I 

4
1

1

=°,75 5· (+ 0,29) = + 1,450 : + 2,41~~1! --=--O:-~ + 0,290 

5 [1,25 7,5. (- 0,447) = - 3,354 : + 3,864 II - 0,737 - 0,447 
R' = + 0,51 I: 

zeichneten Reihenfolge gebildet: :Man nimmt einen ersten verhaltnismaBigen Ausschlag <Xl = + 1,0 an 
und bestimmt damit die Tragheits"kraft" der 1. :Masse T; = <Xl' PI = +1,0; diese kann nur dann 
von der 'Velie aufgenommen werden, wenn die Lange ;'1 bis zur 
Masse f.l2 hin verdreht ist um die GroBe Ll <x, entsprechend der 

10 +'{5 
Beziehung Ll <Xl: 21 = T;: (-G'), (vgl. Fig. 31)1), so daB Ll <Xl = -6:565 \ 

= -0,1524; damit ist aber auch schon der Ausschlag <X2 der 
Masse f'2 bestimmt <X2 = <Xl + Ll <Xl = + 1,0 - 0,1524 = +0,8476. 
Das Wellenstiick J'2 wird verdreht durch die beiden ,.Krafte" 

\"\
\ 

+10 -+---I-~--+--t-+-'= 

T{ + T; = 1,0 +0,8476 = +1,8476, so daB Ll "'2 = }'2' ~~:~. -0,2816 t 
usw. Vgl. hierzu auch Text S. 58 "Einzellieiten". +0,5 ~ 

Der positive Rest R' besagt, die Summe der positiven ~ 

\ 

\ 
\ 

Produkte eLl' <X) iiberwiegt um (+0,51) Einheiten; ein zusatz- ~ct' 
liches negatives Produkt (= - 0,51) stellt also, zusammen mit fO-f-'--n-+--,++-+Hf--

V's' <Xs) = - 3,354 Gleichgewicht her; oder das angenommene 
n = 1320 ist Eigenschwingungsperiode, wenn die letztc Masse 

-051 
(statt ,"5 = 7,5) gleich f'~ = 7,5 + _ 0:447 = 8,64 ist. Diesen -q5 
gleichen Wert f'~ fanden wir in Zahlentafel 2 mit 1/,,,~ = +0,1157 
oder f'~ = 1/0,1157 = + 8,64. Fig. 14. 

Fig. 14 stellt auBer den Ausschlagen ein kurzes Stiick der be-
kannten R-n-Kurve langs der drei Perioden n = 1254, = 1320, = 1380 (entsprechend ~ = -1,16, 
= -1,18, = -1,20) dar. An der Stelle n = 1361 entnehmen wir dieselben Ausschlage, welche in 
den Spalten 11--14 der Iten Vertikalreihe (Tafel 2a) berechnet sind. 

Genaue Berechnung. 
e) als System mit acht Schwungmassen (Fig. 15). 

Gegeben: 1n1 = 1n2 = ... rns = 1,0 ; 1n7 = 10,0 ; 1ns = 15,0 l ~g ~~ek2l 
f/l = ['2 = ... ,t'6 = 1 ; f l 7 = 10 ; f.l8 = 15; 

11 = 12 = ... Is = 10,0; 17 = 25 [cm] 

J'I=J'2 ="'AS =1; J,,=2,5; 

Losung: 

Kach den Formeln (III) 
ist hier folgendes Glei
chungssystem nach der 

Grundviabeln ~ 
aufzulosen: 

Aus (III2) ergibt sich ~3 als f(~) zu: 

1 

~3 

~_~2 

~3 = f=-- ~ _ ~2 ; 
und weiter: 

Letzten Endes erhalten wir auf diesem Wege 

H /5. lOs 
lll1n1 = 110--:-1 = 707,11. 

(1 +~) -lJc ; 
I:> -¢' 

0= 1,0714 - 4,464 S + 0.7886 S2 + 11,307 S3 - 2,34 S4 - 8,923 SO - 0,5114 S6 + S7. 

(Ills) 

(III7 ) 

1) In Fig. 31 S. 58 lauten die Bezeichnungen Ll ~ (statt Ll (Xl)' Lll (statt 21), T (statt T~), H (statt G'). 



30 AnaIytische Methode zur Berechnung von EigenschwingungszahIen und Schwingungsformen. 

Fig. Hi stellt dieses Gesetz als f(l;) tiber der ganzen ZahlenskaIa dar; dabei muBte viermaI der 
MaBstab geandert werden, um die Schnitte der Kurve mit der ~·Achse oder die Wurzeln ';1. .. VII 
scharf genug zu erhaIten. 

I 

+ffb \ 

+--FC!!Lf'<--t-+-+-+-t-t-+--+-t····;\+:,l~\;::~ 
+ 300 ,--r--r-1r 

+ZOOf-+-++ 

-I, 

ttkf o -f((j '·1/00 

-7. ~ - - - -a05 Fig. 15. 

Mit diesen WurzeIwerten sind die Schwingungsformen 
wie in ZahIentafel 2a berechnet und in den Fig. 15 b bis 
15h wieder bildlich dargestellt. Wir sehen jedenfalls, daB 
die Ausschlage der beiden Ietzten groBen Massen verhaItnis
maBig immer kIeiner werden, ihr Bestreben, in der Ruhelage 
zu verbleiben, wird mit steigender Periodenzahl immer 
wirksamer. 

Wir haben diese ziemlich umstandliche Berechnung. 
der WurzeIgIeichung und samtlicher Eigenschwingungs
grade hier des systematischen Abschlusses halber durch-

L",+,LLL"¥L",+LllJ~6iTITC+nm'~~E c geftihrt; in einem Fall der Praxis wird man immer nur 

g 

I 

Fig. 15 a-h. 

nach einem der beiden S. 25 und 28 beschriebenen Pro bier
verfahren die wenigen wichtigen Eigenschwingungszustande 
bestimmen. Man kommt damit vieI schneller zu dem 
praktisch notwendigen ZieI und vermeidet leichter Rechen
fehler. 

Zusammenfassend konnen wir nun die gefundenen 
ne -Werte aller Systeme den genauen ZahIen des 8-Massen
systems gegentibersteIlen: 

System mit It I 2 3 
\ 

4 I 5 8 Schwungmassen 

neI 
1
1243 1304 1350 1361

1 
1367 

nell 
I 

2195 2210 2214 2219 
nelU . 4050 4584 4935 
ncIY 6253 7739 Ijmin 
nev 10140 
neVI· 11970 
neVII • 13120 

Der VergIeich dieser Zahlen IaBt erkennen, daB 
wir bei dem vorliegenden Typenbeispiel schon mit 
den einfachen zusammengefaBten 3- und 4-Massen
systemen die ersten Eigenschwingungszustande in solcher 
Annaherung genau erhalten, daB diese Werte fUr 
viele Zwecke der Praxis eine ausreichende Orientierung 
gewahren. Die weniger radikale Zusammenfassung in 
5 Einzelmassen bringt demgegentiber lediglich flir die III. 
und IV. Eigenschwingungszahl wesentlich genauere Re
sultate, die aber meist schon gar nicht mehr interessieren. 

Es wird sich daher fUr Praxisrechnungen im allge
meinen empfehlen, die unteren Eigenschwingungszahlen 
ne erst angenahert mit den 3- oder 4-Massenformeln zu 
bestimmen und dann die in Frage kommenden Gebiete 

genau nach einem der beiden Probierverfahren zu tiberrechneIi. Mit diesen Ergebnissen hat 
man ·dann auch schon wertvolle Unterlagen ftir genauere Untersuchungen nach den Ausfiihrungen 
deR nun folgenden zweiten Teiles gewonnen. 



Zweiter Teil. 
(Gedampfte Systeme.) 

Uber die Eigenschaften und Wirkungen der harmonischen 
Drehkrafte und tiber den Ausgleich geiahrlicher Verdrehungs

schwingungen. 
Bezeichnungen. 

Neben den S. 4 festgelegten Schriftzeichen werden in diesem zweiten Teile noch folgende Sym
bole gebraucht: 

]. H 0.1 •• " = Harmonische Nr. 0, 1, .. . n einer gegebenen Funktion. 
1) D . .. = harmonische Drehkrafte. . . . . . ) 

DG' = Gasdrehkrafte . . . . . 
D,/,. = harmonische Kraft 1/2·ter Ordnung. '.'1 

DN . = Massendrehkrafte. . . . . l kg 
Dr· = resultierende Drehkrafte ': I( cm2 

D(I, II) = Harmonisehe der Zylindergruppe (I), (II) 
1) E .... = Erregung oder beliebige, rein sinusformig schwingende (Zwangs-) Kraft 

K . . . . = Totale Dampfungskraft . . . . . . . . . .) 

kZyl = kz = spezifisehe Dampfungszahl del' Olmaschine . . . . . 

2. i.··.· = 1mpuls- oder minutliehe Periodenzahl del' erregenden Kraft 
'I· . . . . = Kreisfrequenz del' Erregung, entsprechend i Perioden, = Dl'ehsehnelle . 

3. "'.... = Amplitude des Ausschlages in Bogengraden. . . . . . . . . . 
a = R . '" = Amplitude des Aussehlages auf dem Radius R . . . . . . . . . . . 
",0 •••• = Ziindabstand zweier Zylindel', ausgedriiekt in '" 0 Kurbeldrehung . . . 

4. 1: = 'I . t = Bogen, innerhalb t Sekunden vom rotierenden Kraftvektol' zuriickgelegt 
(Bogengrade) .......................... . 

v I I I d' I bezeiehnen Vertikal- und Hol'izontalkomponenten eines Vektors in seiner 
h as n ICes bl' kl' h Ph augen lC IC en ase...................... 
rp = Phasenwinkel in einem bestimmten Augenbliek (Bogengrade) 
x .... = Ordnungsziffer = 1/2, 1, 1'/2 ... n/2 ......... . 

kg· sek 

l/min 
l/see 

em 

Die im ersten Teil bereehneten Eigensehwingungen sind lediglich theoretiseh mogliche Bewegungs
zustande, die strenggenommen niemals in der Natur vorkommen, welche abel' immerhin die wirkliehen 
Erseheinungen nahezu vollkommen genau abbilden, solange die Reibungswiderstande nur 8ehr klein 
bleiben. Unter del' Einwirkung del' immer vorhandenen Dampfungen klingen aIle freien Schwingungen 
einmal ab bzw. miissen immer wieder von neuem durch auBere Krafte angeregt werden; als Beharrungs
zustand konnen sie sich insbesondere in del' Form stehender Schwingungen nur so lange aufrecht erhalten, 
als sie durch auBere schwingende Krafte erzwungen werden. 

Bevor wir nunmehr an die nahere Untersuchung solcher erzwungener Schwingungen gehen, miissen 
wir eine klare Vorstellung von den in Maschinenanlagen wirksamen Kraftimpulsen zu gewinnen suchen, 

1) Fur die Erregungen beniitzen wir nebeneinander die gleichwertigen Symbole D und E; mit D 
bezeichnen wir jedoch immer nur die tatsachlich bei einer bestimmten Ausfiihrung und Drehzahl vor
handenen Drehkraftharmonischen, wahrend E jeweils Erregungen, entsprechend bestimmten Anfangs
bedingungen (z. B. a1 = const. = 1,0), also vel'haltnismaBige Harmonische bedeuten. 
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welche £iir die Erregung von 
Schwingungen in Betracht kom
men. Bekanntlich bedient sichda
bei die Technik mit groBem Nutzen 
des Verfahrens der 

"Harmonischen Analyse", 
dureh welche sieh jede beliebige 
Funktion beliebig genau in eine 
Fouriersehe Reihe von beliebig 
vielen Sinusgliedern aufliisen laBt. 
Das im folgenden beschriebene 
Modell iibersetzt die verschiedenen 
abstrakten Schwingungsbegriffe an 
dem Beispiel der Drehkraftfunktion 
in allen Punkten getreu in die 
konkrete Wirklichkeit und scheint 
daher besonders geeiguet, eine 
klare und sichere Deutung der 
charakteristischen Eigenschaften 
oder Attribute von harmonischen 
Drehkriiften zu vermitteln. 
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I. Schematisches Modell einer harmonischen Analyse. 
Die Fig. 16a-e stellen das mathematische Ergebnis der harmonischen Analyse 

der in Fig. 16 gegebenen Grundfunktion dar; dieser Kurve sind somit im vorliegen
den FaIle ein "schwingungsfreies Glied" Ho (Fig. 16a), eine "Grundschwin
gung" HI (Fig. 16b) und nur drei "Oberschwingungen" H 2 , H 3 , H4 (Fig. 16c, d, e) 
als Auflosungen eigen 1). 

Wie nun die funf Komponenten mathematisch der gegebenen Grundfunktion 
gleich wertig sind, so will das Modell (Fig. 17-17 e) in analoger Weise zeigen, wie 
wir an einer (fest eingespannten) Kurbelwelle gleiche verdrehende Wirkung er
zielen, wenn wir die Kurvenzuge der Fig. 16b-16e als Krafte deuten und sie ent
weder als eine einzelne schwankende Drehkraft nach Fig. 17 oder als eine 
Sum me von harmonisch schwingenden Kraften nach Fig. 17 a-d an ihr angreifen 
lassen. 

Der mit Schwingungsvorgangen weniger Vertraute mag anfangs leicht den Eindruck gewinnen, 
als wiirde durch die Auflosung der gegebenen einzelnen Funktion in eine mehrfache Vielheit von Ver
anderlichen kiinstlich eine unnotige Verwicklung in die Rechnungen hineingetragen. Demgegeniiber 
ist aber zu sagen, daB trotzdem diese Methode eine hochst fruchtbare und willkommene Vereinfachung 
der Rechnungen bedeutet. Der 

Vorteil der harmonischen Analyse 

besteht einmal darin, daB die gegebene, rechnerisch kaum IaBbare Kraft durch die Analyse auf das 
Urelement einer rein harmonischen Kraft zuriickgefiihrt wird, welche freilieh mit verschiedenen Impuls
zahlen schwingt: Jede Auflosung ist eben wieder eine Sinuslinie. Andererseits gelingt es, fiir eine solche 
einfaehste Kraft, aber auch nur fiir eine solche immer, langs der ganzen Skalenreihe von Impulszahlcn 
Schwingungswirkungen zu berechnen; Unterschiede in der Amplitude der Krafte sind aufs einfachste 
durch proportionale Umrechnung zu beriicksichtigen. - Weiterhin lassen sich dann aus einer ein
malig durchgefiihrten Rechnungsreihe, aufgebaut nach steigenden Impulszahlen, nach dem 
"Gesetz der ungestorten Superposition von Einzelbewegungen" aIle moglichen Summenbewegungen 
ableiten (vgl. Fig. 36 p-s), ebenso wie wir durcp. die Synthese harmonischer Krafte eine 
eiLzelne Summenkraft erhalten, die sieh mit der gegebenen Grundkraft beliebig genau deekt (vgl. 
die Fig. 19-19n). 

Ihrem physikalisehen Sinn naeh 

sind die Harmonisehen ebensowohl als Mittelwerte aufzufassen, wie etwa Ho oder Do: Es ist allgemein 
gelaufig, zu sagen, die Summe aller Drehkrafte hat dieselbe integrale drehende Antriebswirkung, wie 
die mittlere Drehkraft Do, die als Konstante unendlich wenig oder nullmal hin und her pendelt. In 
analoger Weise hat die Summe der Drehkrafte aber aueh, einmal in und entgegen der Drehrichtung 
pendelnd, dieselbe Wirkung, wie die bereehnete erste Harmonisehe. Oder: Wirkt die gegebene un
regelmaBige Drehkraft auf ein System ein, das sich nieht nur zu drehen vermag, sondern auch 
auf solehe hin und her schwingende Impulse besonders reagiert, dann wird es sieh gleieh ver
halten, ob nun die gegebene Drehkraft oder aber die ausgemittelte erste Harmonische an 
ihm angreift; diese ist eben genau der nur einmal durehsehwingende integrale Mittelwert der ge
gebenen Kraftzuekungen. 

An Hand der Fig. 16 -16 e, 17 -17 e ist noeh auf eine Reihe von 

Einzelheiten 
hinzuweisen: 

1. Die Grundkurve Fig. 16 kehrt in dem Bilde der Kraftschablone Fig. 17 wieder, jedoeh ist diese 
Kraftkurve nicht orientiert zur Nullinie, sondern zum "schwingungsfreiell" Glied, als dem Mittelwert 
aller Sehwankungen gegen die Nullinie, der somit also auch den mittleren konstanten UberschuB Dc 
an Drehkraft bedeutet. Dieser Wert Do wird hier sowohl wie bei allen weiteren 
Schwingungsrechnungen nicht beriicksichtigt, weil er Schwingungen weder erregen 
noch verhindern kann. Sein Vorhandensein beeinfJuBt nicht den Charakter der Grundkurve, ver
sehiebt vielmehr nur illr Nullnivcau und besagt lediglich, daB sieh die Maschine unter Uberwindung 
eines dauernden Widerstandes Do am Kurbelarm dreht. Wir haben uns also den ganzen Modellapparat 

1} Urn ein moglichst einfaches Beispiel zu gewinnen, wurde diese Grundkurve riickwarts aus den 
genannten 5 Komponenten gebildet, die selbst wieder nahezu mit spater wichtigen Harmonischen (vgl. 
Fig. 19a-d) iibereinstimmen. 

W y die r, Drehschwinguugen. 3 
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um die Kurbelwellenmittellinie l'otierend zu denken; dabei ist die Schablone beim ViertaktprozeB 
um die Lange einer Periode = zweierUmdrehungenzu verschieben. Die Schwingungsbewegungen 
liberlagern sich also del' allgemeinen Drehbewegung und pendeln wie die ur
sachlichen erl'egenden Krafte urn die mi ttlere Verdrehu ngsli nie (vgl. die Tol'siogramme 
Fig. 361, m, n, 0). 

2. Nach dem' Ergebnis del' harmonisehen Analyse zeigt die Registriervorriehtung Fig. 17 e das 
gleiehe Verdrehungsbild, wenn man entweder die Kraftschablone in Pfeilrichtung verschiebt und da
durch auf die Kropfung verschiedene Drehmomente ausiibt, odeI' wenn man statt diesel' einen Grund
kraft vier Kurbelkrafte wirken laBt, welche dank den Sehleifkurbelgetrieben (A. = 0) rein sinusformig, 
entspreehend Fig. 16 b-e verlaufen. Die vier unteren Sehraubenfedern miissen genau mit del' einen 
oberen iibereinstimmen. 

3. Die yier Sinuslinien (Fig. 16 b-e) werden eindeutig und aufs einfaehste, wie aueh aus del' 
Elektroteehnik bekannt, durch die entsprechenden, gleichformig rotierenden Fahrstrahlen versinn
bildet. Es entsprechen sich drei besondere Gruppen von Begriffen: 

a) Lange del' Fahrstrahlen' odeI' 
Hohe (Amplitude) del' Sinushalbwellen 

b) Konstante Drehzahl del' Vektoren 
Anzahl Vollwellen (Vollschwingungen) del' 

Sinuslinien 

c) Riehtungen del' Fahrstrahlen 
Augenbliekliche Phasen del' Sinuslinien 

} f Lange del' Ersatzkurbeln odeI' 
=) lntensitat ihrer groBten Kraftwirkungen 

t im VerIaufe einer Periode. 

}={ 
}={ 

Konstante Drehzahl del' Ersatzkurbeln 
lmpulszahl i ihl'er Kraftwirkungen 

Richtungen del' Ersatzkurbeln 
Phasen ihrer Kraftschwingungen. 

Die Darstellung von Schwingungsvorgangen mittels kreisender Drehstrecken ist heute nicht mehr 
zu entbehren. Es ist daher notwendig, sieh mit diesel' Rechenmethode aufs eingehendste 
vertraut zu machen. Deshalb sei hier einmal im Zusammenhang gezeigt, auf welche verschiedene 
Weise, meist nur mit anderen Worten, sich einige wichtige SchluBfolgerungen aus den Parallelen unter b) 
und c) in del' Sprache del' Schwingungslehre ausdrucken lassen. 

ad b) Die erste 
harmonische 

Kraft 
beschreibt , 
innerhalb 

zweier Maschinendrehungen 
(= einer Grundperiode) 

einer Maschinendrehung 

n Maschinendrehungen 

eine ganze Vollschwingung 
(= 360 Schwingungsgrade) 

eine halbe Vollschwingung 
(= 360/2 Schwingungsgrade) 

n 1 2 V ollschwingungen 
(= n' 36% Schwingungsgrade). 

Oder: Die 1. Harmonische erteilt dem System innerhalb n Maschinenumdrehungen je n/2 Kraft
impulse in beiden Drehrichtungen. 

OdeI': Del' 1. Fahrstrahl (die 1. Ersatzkurbel) beschreibt innerhalb 1\ Maschinenumdrehungen 
nul' n/2 Zeigerumdrehungen. 

OdeI': Die 1. Harmonische ist definiert durch die Bezeichnung ,,1j2-ter Ordnung", odeI' hat 
die Ordnungsziffer x = 1/2' 

OdeI': Harmonische Nr. 1 = Harmonische 1/2-ter Ordnung bedeutet einfach: Die Kraft 
pulsiert mit der 1/2-fachen Drehzahl 1). 

Nachdem die weiteren Harmonischen (die zweite = I-tel' Ordnung, die dritte = F/2-tel' 
Ordnung, die vierte = 2-ter Ordnung usw.) einfach 2-, 3-, 4- ... mal so schnell schwingen, wie 
die Grundschwingung Hp so ergibt sich fur deren lmpulszahl die wiehtige Beziehung 

i,,=x·n, (5) 

d. h. z. B.: Die harmonische Kraft Nr. 12 odeI' 6-ter Ordnung (x = 6) schwingt bei 400 Ma
schinenumdrehungen pro Minute 6 . 400 = 2400 mal hin u,nd her, odeI' sie erteilt dem ganzen 
System 6· 400 = 2400 Kraftimpulse pro Minute. 

ad c) In del' Zeichnung sind die Fahrstrahlen (bzw. die Ersatzkurbeln) in jener Richtung festgehalten, 
welche sie gerade im Augenblick des Beginns del' Periode erreicht haben; die Berechnung del' 
Auflosungen ergibt diese Phasen automatisch. Wurden aIle vier Fahrstrahlen gleiche Drehzahl 
besitzen, dann waren auch noch z. B. nach 1/6 Periode die vier Strahlen unter gleichen Winkeln 
zueinander gerichtet odeI' wurden noch die gleiche relative Konstellation gegeneinander auf
weisen, als ganzes Strahlenkreuz freilich irgendwie verdreht gegenuber del' Lage zu Beginn 

1) Wir behalten damit im Gegensatz zu HoI z er "Berechnung del' Drehschwingungen" S.22f. 
die bisherige Bezeichnung der Ordnungen bei. 
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der Periode. Die verschiedene Drehzahl bringt es aber mit sich, daB sich die Drehstrecken 
(Ersatzkurbeln) nicht iibereinstimmend mit der Maschinenkurbel, sondern nach der Beziehung 
drehen 

<px=x·a, (5a) 

d. h. in derselben Zeit, in der die Maschinenkurbel IX 0 zuriicklegt, bringt der Fahrstrahl oder 
die Harmonische von der Ordnung x einen Winkel von (x. IX) Schwingungsgraden hinter sich. 

In der Folge interessiert uns nicht bloB die Frage, wie die harmonischen Krafte eines 
bestimmten Zylinders in der Phase zueinander stehen; fast noch wichtiger ist es meist, zu 
wissen. wie die gleichen Harmonischen aller vorhandenen Zylinder in der Phase zusammen 
schwingen. In diesem Sinne wird Formel (5a) im III. Abschnitt S.46 ausgiebigst angewandt. 

II. Die harmonischen Drehkrafte der Olmaschine. 
Ein Einblick in das Labyrinth der schwingenden Umfangs. oder Drehkrafte laBt sich am besten 

gewinnen durch getrennte Behandlung einerseits del' von den Gasdriicken herriihrenden Umfangskrafte, 
andererseits der von den Massendriicken erzeugten Drehkrafte. Der Kiirze halber sollen im folgenden 
die beiden Arten von Kraften nur mit "Gasdrehkriiften" und "Massendrehkraften" bezeichnet 
werden. Ausdriicklich bemerkt sei, die letzteren umfassen nur die von den hin und her gehenden Ge
t r i e b emassen erzeugten 
Drehkrafte, nicht auch 
etwa solche, die von 

tragen rotierenden 
Schwungmassen auf der 
W ellenleitung herriihren. 

1. Die "Gasdreh
krafte" . 

Bei den folgenden 
Untersuchungen erschei
nen nicht dietotalen, nur 
fiir ein bestimmtes Bei· 
spiel giiltigen Drehkrafte 
in kg, sondern immer nur 
bezogene Umfangskriifte 
in kg pro 1 qcm Kolben
flache. Unsere Ergeb
nisse gewinnen dadurch 
von vornherein eine 
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Idealisierte Indikatordiagramme. 

breitere Basis, indem wir uns von def Maschinengrolle im einzelnen Fall freimachen. Auch gewinnen 
wir sofort ein Urteil iiber die verhaltnismaBige Wichtigkeit jeder einzelnen GroBe. 

Die Grundlage fiir die Untersuchungen bilden die in Fig. 18 dargestellten ide
alisierten Indikatordiagramme, die den ganzen iiberhaupt in Betracht kommenden 
Fiillungsbereich von pim = Obis pim = 9,0 kg/qcm umfassen (Pim lediglich auf den 
Arbeitshub bezogen). Fiir die Periode ergibt sich als Mitteldruck [Pim' 1/4]' Sie be
,sitzen samtlich eine gemeinsame Verdichtungskurve P' V1.35 = konst. Fiir pim = ° 
ist somit auch fiir die Expansionskurve das Gesetz P . V I ,35 = konst. giiltig; fiir 
Pim = 2,25 folgt die Ausdehnung ungefahr dem Gesetz p' V I ,3 ~ konst., wahrend flir 
die weiteren drei Expansionskurven p' V I ,2 ~ konst. angenommen ist. Fiir die 
Charakterisierung der uns hier interessierenden GesetzmaBigkeiten geniigen diese 
Ideal£alle in ausreichendem MaBe. 

Zu diesen Gasdriicken sind die zugehorigen Drehkrafte D, unter Zugrunde
legung eines mittleren Treibstangenverhaltnisses, A = 1 : 4,25 bestimmt. Eine diesel' 
vier Drehkraftkurven, die zu pi'" = 6,75 gehorige, ist in Fig. 19 dargestellt. Das 

, entsprechende Indikatordiagramm ist auch in Fig. 18 kraftig hervorgehoben, urn 
es als dasjenige zu kennzeichnen, welches del' bei Verbrennungsmaschinen iiblichen 
normalen Belastung eines Zylinders am nachsten kommt. 

3* 
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Es war nun unsere Aufgabe, fiir die so bestimmten Drehkraftkurven den Ver
lauf aller Oberschwingungen nach GroBe und VOl' allem nach del' Phase zu bestimmen. 
Diese Arbeit ist rechnerisch durchgefiihrt nach dem in del' Literatur (vgl. z. B. Hort, 
Technische Schwingungslehre 1910, S. 72/73, Starkstromtechnik S. 643, 2. Auflage) 
des ofteren beschriebenen Verfahren. \Vir iibergehen hier diese ziemlich umstandliche 
Rechnung und erwahnen nul', daB wir die gegebene Grundperiode in verhaltnismaBig 
viele (2· 36 = 72) Teile unterteilt haben, urn auch noch die hoheren Harmonischen genau 
genug zu erhalten. Wegen del' Ordinaten y = 0 im Ansauge- und Auspuffhub scheiden 
fiir die Zahlenrechnung von vornherein 2· 18 = 36 Teile aus. In del' Tabelle 3 

+212 kg/em' 

+5 

I 

I 
I I \ I , \ I 

Fig. 19-19 n. 

I 

I 

i 
I ,-

sind die Zahlenergebnisse 
del' ganzen Rechnung zu
sammengestelItI). Wie be
kannt, erhiilt man die 
Amplitude (0) jeder ein-
zelnen Harmonischen als 
geometrische Summe ei
ner Sinuskomponente (A) 
und einer dazu senk
rechten Kosinuskompo
nente (B). Hinsichtlich 
del' V orzeichen gelten 
unsere Regeln S. 58. 

In den Fig. 19 und 
20 sind die Ergebnisse 
del' Zahlenrechnung gra
phisch dargestellt. Eine 
erste Gruppe von Figuren 
(19-19n) gibt fiir die zu 
Pim = 6,75 gehorigeDreh-
kraftkurve die 12 ersten 
und die 15. harmonische 
Auflosung wieder. Diese 
sind sowohl in Linear
diagrammen in del' Form 
von Sinuslinien langs ei
ner ganzen Grundperiode 

dargestellt (Fig. 19a-m), als auch links seitlich in Polardiagrammen als Fahrstrahlen 
in jener Augenblickslage festgehalten, die dem Beginn del' Grundperiode entspricht. 

Fiir die iibrigen Drehkraftkurven (Pim = 0, = 2,25, = 4,5, = 9,0) wurden 
die Harmonischen in den Fig. 20a-20h nul' noch als Fahrstrahlen aufgetragen, 
die ja auch schon die Oberschwingungen vollkommen eindeutig nach GroBe, Phase. 
und Impulszahl bestimmen. Fig. 20i zeigt noch auBerdem den Verlauf del' Ampli
tuden allein ohne Beriicksichtigung del' Phase. 

1) Hoi z e I' gibt in del' Zahlentafel 2, S. 23 seiner "Berechnung del' Drehschwingungen" gleich· 
falls A· und B-Komponenten an. Die Zahlen fiir groBe Fiillung a) und kleine Fiillung b) entsprechen 
etwa unseren Werten fiir Pim = 8,0 bzw. 3,5 kg/cm2. Die numerischen Unterschiede sind wohl in 
erster Linie auf die verschieden gewahlten Indikatordiagramme und das abweichende ;. = 1/5 zuriick
zufiihren (H 0 I z e I' s Fig. 12 a zeigt einen H5chstdruck = "40 kg/cm2, gegeniiber 34 kg/cm2 in unserer 
Fig. 18). Die Vorzeichen decken sich fiir die Harmonischen Nr. 2, 4,6,8, 10 (Bezeichnung "h" nach 
Holzer) und sind fiir die anderen Nr. 1, 3, 5, 7, 9 odeI' 1/2_, 11/2-, 21/ 2-, 31/ 2-, 41/2-ter Ordnung: 
entgegenge~etzt. Diese Abweichung riihrt davon her, daB Hoi z er nach seinen Figuren 13 a-14 b 
die Phase del' Harmonischen beim Beginn des Expansionshubes erhalt, wah rend bei uns die Phase 
zu Beginn des Ansaughubes bestimmt ist. 
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38 Dber die Eigenschaften und Wirkungen der Drehkrafte. 

Ais kri tisc hes Erge b nis 

diesel' Rechnungen konnen wir nun, zum Teil auf Grund unmittelbarer Anschauung, 
folgende Satze aussprechen: 

1. Flihren wir in Fig. 19 zur Kontrolle del' Analyse rlickwarts auch wieder die 
Synthese del' berechneten Harmonischen durch, so zeigt die Summe del' Auflosungen 
1/2ter bis 3ter Ordnung noch starke Abweichungen, die von del' Sum me 31/2 bis 6 
(Fig. 19n) so erganzt und berichtigt werden, daB die Totalsumme 1/2 bis 6 bereits 
eine sehr gute Annaherung ergibt. Zu beachten ist dabei, daB die Summenordinaten 
in Fig. 19 von dem "schwingungsfreien Gliede" Do aus aufgetragen werden mlissen, 
nicht etwa von del" Nullinie aus, zu del' die gegebene Drehkraftkurve orientiert ist. 
Die berechneten Harmonischen ersetzen eben mittelwertartig die Pendelungen del' 

{
Winkelgeschwindigkeil 

Wo Ku~~rwe~ ~~~---~mmmm~-----)~~~illill~7----~--~--~mm~'-'~~~~~~~~ 

a b c d 

Fig. 20 - 20 h. 

gegebenen Funktion relativ zu ihrem schwingungsfreien Glied, das auch berechnet 
werden kann aus del' Bedingungsgleichung: 

Do(2rn) ' 2 = Pim' 2r; Do odeI' D pim 1075 kg 
mittel = -2- =, ---2 

n cm 

2. Lrber die drei flir die berechneten harmonischen Teilkrafte charakteristischen 
Attribute lassen sich folgende Aussagen machen: 

a) Ihre Schwingungs- odeI' Periodenzahl odeI' auch ihre Impulszahl i ist in ein
fachster Weise mit del' Grundperiodenzahl verkettet, die selbst wieder gleich del' 

halben Drehzahl = !1' ist. Die Impulszahlen i odeI' die zugehorigen Drehschnellen 'YJ 
2 

del' Kraftvektoren sind: 

. 1 n 
~'/ = ,--' , 2 ' 

w 
1)'/ = 1, -- . , 2 ' 

. 2 n 
~1= '2; 

w 
111=2'2; 

. 3 n 
~'/, = . 2 usw. 

w 
17"/, = 3'""2 usw. 
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"Harmonische xter Ordnung" bedeutet demnach einfach: Die harmonisc he Kraft 
schwingt mit der x-fachen Drehzahl. Vgl. hierzu S. 34. 

b) Uber die numerische GroBe der Amplituden einer gegebenen Drehkraftkurve 
laBt sich nur aussagen, daB sie sich in dem untersuchten Bereiche stetig aneinander 
anreihen, fiir starkere Fiillungen, d. h. fiir wachsende Pim, auch ihrerseits zunehmen, 
fiir die hoheren Harmonischen immer mehr abnehmen. 

Es hat einen gewissen theoretisch physikalischen Sinn, in der hierher gehorigen Fig. 20 i die 
Endpunkte der Amplitudenordinaten nicht etwa dUTch einen gebrochenen Linienzug, sondern dUTch 
einen stetigen Kurvenzug zu verbinden, obwohl wir nur Harmonische ableiten, die eine ganze, also 
1; 2 ... , aber keine gebrochene z. B. etwa 1,01; 1,2; ... Vollschwingungen innerhalb der Grund
periode zuriicklegen. Auflosungen mit nur g an zen Vollschwingungen innerhalb der Grundperiode 
dUTften ",ir nUT deshalb aufsuchen, weil wir ja eine per i 0 dis c h wi ed e r k e h r end e Grundkurve 
zerlegen wollten. Es miissen daher auch am Ende der Periode die Harmonischen genau in der 
Phase des Beginns wiederkehren. 1m iibrigen 
stiinde es uns rein rechnerisch auch frei, fiir 
eine gegebene Grundkurve einen harmonischen 
Mittelwert zu bestimmen, der mit einer be-
Hebig gebrochenen Anzahl, z. B. mit Pis Voll
schwingungen wiederkehrt, also am Perioden- t1 
ende eine andere Phase besitzt, als am Beginn. 1:1 
Solch eine Harmonische wiirde dann eine .~ 

~ Amplitude besitzen, die aus den stetig ver- ~ 
laufenden Kurven der Fig. 20 i interpoliert ~ 
werden kann. c... 

~ 
c) Die Ph as en der Au£l6sungen t 

am Anfang der Grundperiode er- ~ 

3,0 

2,0 

~ 
scheinen auf den ersten Blick sehr ~ 1,0 

unregelmaBig, doch laBt sich bald "t 
eine bestimmte Tendenz erkennen. 
Ausgehend von der gegebenen Dreh
kraftkurve Fig. 19 sehen wir, daB 
diese nul' zwei nahe' aufeinander
folgende Erhebungen bei D min und 
Dmax besitzt. Die samtlichen Auf

kg/cm 2 

~~ ~ 

~ l!! ~ ~ [pi ~ ~ [\ 
II 
~ ~ 

:""" ~ ~ '-...., 

I/~ :: 9- - ~ ~ ~ V 
I/~ r': ~ ~ ~ y ~ ~ 

~ !!!!! 

()~ 1 ~2 ~3~*~5~6477~ 
HarmOl1i.sche tier O,.tl1ul1g 

Fig. 20i. 

losungen lagern sich nun offenbar so untereinander, daB sich je eines ihrer Maxima 
und Minima moglichst nahe zu Dmax und D min orientiert, wie die beiden kraftigen 
Verbindungslinien "Minima" und "Maxima" in der Figur deutlich erkennen lassen. 
Es iiberlagern sich eben bei Dmax moglichst nur positive und bei D min moglichst 
nur negative Hochstbeitrage del' einzelnen Auflosungen zu den Ziind- bzw. zu den 
VerdichtungsstoBen. Somit beginnt ungefahr in der Hohe del' Halbierungsvertikalen 
del' Grundperiode bei jeder Harmonischen eine neue Sinuswelle. Dies hat wiederum 
zur Folge, daB am Anfang und am Ende der Grundperiode zwei aufeinanderfolgende 
Harmonische immer moglichst gegeneinander schwingen und sich, wie gewiinscht, 
zu Null erganzen. 

Fiir die iibrigen Fiillungen sind die harmonischen Drehkrafte nur noch als 
Fahrstrahlen maBstablich aufgetragen in den Fig. 20a-h. Mit ihnen ist das ganze 
Gebiet del' Gasdrehkrafte ein fiir allemal erledigt, soweit die Indikatordiagramme 
nicht von der Fig. 18 abweichen. Man sieht, daB sich ftir kleine Fiill ungs
unterschiede die Amplituden und Phasen gerade der hoheren Har
monischen so wenig andern, daB es fiir generelle Betrachtungen immer geniigt,_ 
nur einen einzigen Fall, etwa normale Fiillung, herauszugreifen rind mit seinen 
Harmonischen zu rechnen. 

Die Diagramme der Wirklichkeit werden freilich mehr oder weniger von Fig. 18 
abweichen und gerade fiir die hoheren Harmonischen Werte ergeben, diesich von 



40 -ober die Eigensehaften und Wirkungen der harmonisehen Drehkrafte. 

unseren Ergebnissen Fig.20a-h im ganzen etwas unterscheiden. Unsere Werte 
diirften indes fUr die weitaus meisten Faile geniigen. Wir haben z. B. mit ihnen die 
Torsiogramme Fig. 361-s berechnet und die dort erkennbare, sehr befriedigende 
lTbereinstimmung mit den Messungen erzielt. -

2. Die "Massendrehkrafte". 
Wir sehalten wiederum die zufalligen Niveau- oder MaJ3stabsgroJ3en aus und besehranken uns auf 

die Untersuehung des eharakteristisehen Fal1es, wo die Zentrifugalkraft der oszillierenden Getriebe

VerhaltnismaJ3ige Massentragheits
kraft in Riehtung der Zylinder-
aehse (l = 1/4,25) 

massen m entweder total m' r . w 2 = 1 kg oder, bezogen auf 

die Einheit der Kolbenflaehe, 0 0 = ~ = m~w2 = 1~!2 betriigt. 

Bei unendlieh langer Sehubstange (l = 0, l = (0) wiirde dann 
das Getriebe in den Totpunkten jeweils 1 kg bzw. 1 kg(em2 Triig-

-to '\ j heitskraft erzeugen, fiir endliehes l ergibt sieh (1 + l) und 
"-""t-"..;.----------t-t (1 - l) kg/em 2. 

11 

Wir haben uns in Fig. 21 und 22 fiir die Untersuehung 
eines mittleren Falles (- l = 1: 4,25 = 0,235 -) entsehieden, weil 
sieh daran bereits alle interessierenden Fragen behandeln lassen 
und weil wir anderen Werten J. zahlenmaJ3ig sehr einfach 
Reehnung tragen konnen, wie im folgenden noch gezeigt wird. 

Die bekannten Kurven in Fig. 21 steilen die 
beim Gang der Einzylindermaschine in der Zylinder
achse wirksamen Massendriicke dar; sie sind direkt 
Schaubild der Funktion 

- (cos (X + l cos 2 (X) 1 ) 
Fig. 21. 

fiir die einzelnen Kurbelwinkel tX·, da sich ja nach 
unserer Annahme die Konstanten m, r, w, F zu dem Werte 1 vereinigen. Zugleich 
geben die beiden Kurven zahlenmaBig die negativen Beschleunigungen des Kolbens 

Harmonisehe Analyse der Massendrehkraft 
an, wenn am Kurbelzapfen r. w2 = 1 cmjsec2 

ist; fUr l = 0 wiirden sie in Gerade iibergehen, 
verlaufend von - 1 rrach + l. 

Fig. 22 gibt den Verlauf der zugehorigen 
tangentialen Drehkraft an, stellt also die 
Funktion 

sin ((X + fJ) 
D = - (cos (X + l cos 2 (X) . fJ 

cos 

dar, wobei fJ die augenblickliche Neigung der 
Pleuelstange gegen die Zylinderachse be
deutet. Fiir l = 0 wiirde sich diese Drehkraft 
bekanntlich als eine Sinuslinie in jedem Hub 
ergeben, entsprechend sin(X . cos (X = t·sin2(X, 
wahrend sie fiir endliches l etwas verdriickt er
scheint. Die darunter gezeichneten Fig. 22a-d 
sind die rechnerisch gefundenen harmonischen 
Mittelwerte der Funktion Fig. 22. 

Fig. 22-22 d. In den 5 Figuren 22-22d ist die jeweilige Dreh-
kraft nur zur Halfte langs einer halben Umdrehung 

dargestellt, weil sie ja beirn Riiekgang negativ spiegelbildlieh zur Mitte der Periode verlauft. 

Wir gelangen beziiglich der Analyse zu folgenden 

1) Wir setzen hier und im folgenden ein -Zeiehen, weil naeh unserer Darstellung eine dem Kolben 
erteilte positive Besehleunigung eine seiner Bewegungsriehtung entgegengesetzte Triigheitskraft, also 
aueh am Kurbelzapfen eine hemmende negative Drehkraft bewirkt. (Vgl. aueh den Beginn der Kurve 
in Fig. 22.) 
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Erge b nisse n: 

1. Die Massendrehkraft besitzt kein schwingungsfreies Glied, weil auch kein 
ArbeitsiiberschuB in einer der beiden Drehrichtungen vorhanden sein kann; die 
Synthese der Auflosungen hat also relativ zur Nullinie zu geschehen. Bereits die ersten 
4 Harmonischen ergeben eine fast vollkommene Annaherung an die gegebene Funk
tion; dabei ist die 4. Harmonische Fig. 22d ihrerseits auch schon verschwindend klein. 

2. Beziiglich der 3 Attribute der Harmonischen ist zu ersehen: 
a) Die Periodenzahl der Grundfunktion stimmt hier mit der Drehzahl iiberein; 

sie ist also doppelt so groB, wie die oben behandelte Periodenzahl der Gasdeh
kraft, Fig. 19. Die Impulszahlen der berechneten 4 Harmonischen sind deshalb 
auch nicht mehr das 1-, 2-, 3-, 4fache der halben Drehzahl, sondern = 1 . n, 
= 2 . n, = 3 . n, = 4 . n. Die Massendriicke liefern also keine Beitrage zu den 
resultierenden Harmonischen von der Ordnung 1/2 , 11/2 , 21/ 2 , 31/ 2 , 41/ 2 , 5, 51/ 2 , 

6, 61/ 2 usw. Man gelangt zu diesem Ergebnis auch unmittelbar, wenn man von vorn
herein nicht die Gas- und Massendrehkrafte getrennt analysiert, sondern gleich die 
aus Gas- und Massendriicken resultierende Drehkraft zugrunde legt. Deren Auf
losungen von der Ordnung 1/2 , 11/2 , 21/ 2 , 31/ 2 , 41/ 2 , 5, 51/ 2 usw. decken sich dann 
direkt mit den unter 1. (S. 35f£') bestimmten harmonischen Mittelwerten der Gas
drehkraft. 

b) Die Amplituden konnten hier auf zweierlei Weise, durch goniometrische 
Umformungen, sowie durch rechnerische Analyse ermittelt werden. 

Wie schon erwahnt wurde, bedeutetFig. 22 die Drehkraftfunktion 

sin (X + fJ) 
D = - (cos x + 1 . cos 2 (X) • . . fJ . 

SIn 

Da man fUr kleine Winkel fJ setzen darf tg fJ ~ sin fJ , und da weiterhin sin fJ = 1 sin (X , 
so ergibt sich 

D = - (cos X + 1 cos 2 (X) (sin x + ~ sin 2 x) und damit 

D ~D [)... 1. 2 3 ~ . 3 )..2. 4 ] =..:;., = "4 smlX - 2sm IX- "4,"sm IX-Tsm IX 
1 . 

(6) 

. 12 
wobei wir in die bekannte 3-gliedrige Formel!) nunmehr auch das 4. Glied mIt --

4 
aufgenommen haben; fUr Ein- und Zweizylindermaschinen bleibt es sehr klein; fiir 
4- und 8-Zylindermaschinen nimmt es aber bereits ganz fiihlbare Werte an ( = 12 sin 4x , 
bzw. = 212 sin 4x). • 

Die Amplituden der einzelnen Harmonischen sind so mit 

1 
D1 =+T; 

1 D --_. 
2 - 2' 

3 
D3 = - 4 1 ; 

A~ 

D4 =-4· 

Ais zweiter Weg stand uns die unmittelbare rechnerische Analyse offen. Urn 
gute Vergleichswerte zu erhalten, geniigte es nicht, die Kurven in Fig. 21 in iiblicher 
Weise zu konstruieren; ihre Ordinaten wurden vielmehr direkt aus cos x + A cos 21X 
berechnet fiir x = 0°, = 5°, = 10°, = 15°, ..... = 1800 und damit dann Fig. 22 
konstruiert. 

1) VgI. z. B. Tolle, "Regelung der Kraftmaschinen" 1909 S. 40; oder Geiger, Disser
tation 1911, S.67. 
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Nach den beiden Methoden erhalten wir mit i. = 4,~5 folgende Amplituden der harmonischen 
Mittelwerte; 

D ). 1 
1 = +4 = +-IY = +0,0588 

1 
Do = --- = 

- 2 

31. 
- ·r 

i. 2 

4 

= -0,500 

__ 3 = -01765 I 17 ' 

1 
72,2 -0,01382 

( 
Dl = +0,0590 

gegeniiber 

dem aus D2 = -0,4999 
der Analyse { 
gewonnenen Dg = -0,1761 

Werte 
D4 = -0,01378 ; 

l 
Die Abweichungen diirften auf Rechenungenauigkeiten zuriickzufiihren sein; die Ubereinstimmung 

ist indes schon recht befriedigend, wenn beriicksichtigt wird, daB bei del' rechnerischen Analyse die 
Auswertung mit einem gewohnliehen 25-cm Rechensehieber geschah und daB bei del' gewahlten 
Unterteilung del' Funktion in 36 Teile pro Halbwelle del' 4. Hormonisehen 9 Punkte gereehnet wurden. 

Anmerkung: Holzer gibt in seinem Bueh "Berechnung del' Drehsehwingungen" S.23 in 
del' unteren Reihe del' Zahlentafel 2 ebenfalls Massendruekharmonisehe fUr l = -li- an. Es ergibt sich 
folgende Gegeniiberstellung: 

? 1 
Dl = +4 = +-20- = +0,050 Dl = +0,047 

= -0,500 

3 ? 3 
Ds = -4 = --20' = -0,150 

i. 2 1 
D4 = -4 = -Too = -0,01 

D5 = 

D6 = 

dagegen 

nach 

Holzer 

Do = -0,497 

Da = -0,153 

D4 = -0,01l 

D5 =+0,003 

Ds = +0,006 

Die Analyse miiBte nach der von Holzer angewandten theoretisch genauen Methode noeh besser 
iibereinstimmende Werte liefern als naeh del' von uns angewandten angenaherten Integration. Praktisch 
diirfte es aber schwer fallen, die naeh Holzer notwendigen Sinuskurven genau genug einzuzeichnen 
und richtige Flacheninhalte herauszuplanimetrieren. Die Werte fiir D5 & D6 diirften stark unsicher 
sein, da sie bereits die GroBenordnung der Fehler bei Dl 7 Dg erreichen. Bei unserem Beispiel er-

hielten wir ein D6 = - 0,~~1 = -0,000055; wahrscheinlieh ist auch noeh diesel' schon sehr kleine 

Wert durch eine Rechenungenauigkeit zu erklaren. Wir setzen D5 + De = '" 0 . 

Wir erkennen jedenfalls, die 2. Massendruckharmonische besitzt immer die gro13te 
Amplitude (= t Co), da ihre Wellenzahl von vornherein am meisten der gegebenen 
Funktion Rechnung tragt, oder da die gegebene Funktion in erster Annaherung in 
jedem Hub sinusformig verlauft. 

c) Die Harmonischen der Massendrehkraft zeigen auch noch in ihren Ph as e n 
zu Beginn der Periode (Fig. 22 a-d) eine Besonderheit. 

Besteht die gegebene Funktion aus 2 symmetrischen Asten, wie in Fig. 22 die 
Massendruckkurve (oder auch wie die dem Indikatordiagramm Pim = 0 (Fig. 29) ent
sprechende DrehkraftkurveL wo immer die zweite Haifte der Funktion das negative 
Spiegelbild der ersten Haifte ist, dann miissen auch die harmonischen Auflosungen 
diese Symmetrieeigenschaften aufweisen, d. h. die Sinuskurven miissen am Anfang 
der Periode nach vorwarts und nach riickwarts symmetrisch, nur mit entgegenge
setztem Vorzeichen verlaufen. Das ist aber nur moglich, wenn die Harmonischen 
am Anfang der Periode mit einer Halbwelle beginnen, d. h. die Phasen 0, oder :n; 

besitzen. (Vgl. Fig. 22a, b, c, d, oder Fig. 20a-h die Fahrstrahlen auf der Horizon
talen Pim = 0). Es durften sich daher auch bei der rechnerischen Analyse nur fiir 
die Sinuskomponenten endliche Amplituden A ergeben, wahrend fiir die Cosinus
komponenten aIle Amplituden B zu Null werden mu13ten. 
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Diese selbe GesetzmiWigkeit tritt uns auch in der oben unter b) besprochenen 
Naherungsformel (6) £iir D entgegen, insofern als sie nur Sinuskomponenten und 
kein Cosinusglied aufweist. 

3. Zusammenfassend erkennen wir, daB eine Anderung del' Getriebemassen m 
odeI' eine Drehzahlanderung lediglich die Zentrifugalkraft C = m r w 2 und damit 
die Amplitude del' Harmonischen, aber nicht deren Phase am Beginn der Grund
periode beeinfluBt, wie das bei den Gasdrehkraften festzustellen war. Auch die 
lVIassendrehkrafte sind durch die Ausfiihrungen dieses Abschnittes ein fiir allemal 
bestimmt: Fiir a1l3 Stangenverhaltnisse A. = 1/4 und kleiner sind die Amplituden 
nach der Forme16 S. 41 zu bemessen. 1m iibrigen kommen sie immer nur bei Har
monischen 1., 2., 3. und 4. Ordnung in Betracht. Die Summierung mit den Gas
drehkraften dieser selben Ordnungen geschieht geometrisch, wie das beispielsweise 
in den Fig. 36r und 36s zu sehen ist; Die gefahrlichen Harmonischen sind 
aber meist viel hoherer Ordnung, so daB sie fiir die gefahrlichen Resonanzschwin
gungen nur selten wichtig sind. 

III. Resultierende Harmonische von Mehrzylindermaschinen. 
Um den Zusammenhang zwischen den harmonischen Oberschwingungen der 

Ein- und lVIehrzylindermaschinen moglichst fundamental darlegen zu konnen, 

beschranken 

wir uns in doppelter Beziehung: 
1. Die vielzylindrige lVIaschine sei aus zwei symmetrischen Elementen auf

gebaut. In jeder der beiden elementaren Zylindergruppen seien vorerst die Kurbeln 
immer gleichmaBig auf den Umfang verteilt. Die Zylinder beidel' Gruppen sollen 
einander in del' Ziindung abwechselnd folgen. Als Beispiel sei die aus zwei sym
metrischen Dreizylindermaschinen aufgebaute Sechszylindermaschine behandelt. 

2. Die Drehkraftdiagramme der einzelnen Zylindel' seien sich alle gleich 
und besonders einfach nach Fig. 23a gestaltet: Jedes Diagramm besitze nur ein 
schwingungsfreies Glied Do und die ersten sechs Auflosungen, entsprechend den 
Fig. 19a-f, wie wir sie oben ermittelt haben. Die Drehkraftlmrven Fig. 23a, b, c 
decken sich. also mit der gestrichelten Kurve in Fig. 19. 

Unter diesen Voraussetzungen bestimmen die Fig. 23 und 24 die resultierenden Drehkraftober
schwingungen einer Dreizylindermaschine. In den Fig, 25-28 werden zwei Dreizylindermaschinen }tuf 
verschiedene Weise zu einer Sechszylindermaschine kombiniert. 

1. Die Dreizylindermaschine (Fig. 23 und 24). 

Dber das Zusammenwirken von dl'ei gleichen Drehkl'aften laBt sich auf zwei 
vel'schiedenen Wegen ein Dberblick gewinnen: 

Wir konnen zuerst in gewohntel' Weise aus den dl'ei Einzeldrehkraften 
(Fig. 23a, b, c) die l'esultierende Drehkraft (Fig. 24a) bilden. Von dieser ist als 
gesetzmaBig bekannt, daB ihr lVIittelwert auf jeden Fall gleich wird dem 3fachen 
Einzylindermittelwert = 3· Do und daB dank dem immer gleichen Ziindabstand 
von 240° Kurbeldrehung (= 1/3 Grundperiode = 2/3 Umdrehung) die resultierende 
Dl'ehkraft sich bereits nach je 1/3 Grundperiode wiederholt. 

An zweiter Stelle beschreiten wir nunmehr einen weniger bekannten Weg und 
setzen statt del' gegebenen Einzeldrehkrafte deren harmonische Auflosungen zu
sammen. In den Fig. 23d-l sind die samtlichen 6·3 = 18 Harmonischen mit der 
richtigen Versetzung langs der ganzen Periode graphisch dal'gestellt, und zwar sind 
in Fig. 23d, e, f die ersten drei Krafte der Deutlichkeit halber noch getrennt ge
zeichnet, wahl'end von allen weiteren je drei gleicher Ordnung zusammengelegt sind. 
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Addieren wir dann 
algebraisch die Ordi
naten von je drei 
Sinuslinien an jeder 
Stelle, oder summie
ren wir die Harmo
nischen als Ganzes in 
ihren Fahrstrahlen 
geometrisch, dann 
finden wir: Von den 
(6 . 3) Auflosungen 
erganzen sich (4· 3) 
zu Null, und zwar die 
Krafte 1/2-ter, I-ter, 
2-ter, 21/2-ter Ord
nung; die noch tib- ~ 

rigen Krafte F/2-ter t 
und 3-ter Ordnung :0 

dagegen verstarken ~ 
sich zu "Gruppen-

kraften" yom 3- 1 
fachen Betrag der 0 

entsprechenden Ein- ~ 
zylinder-Harmoni - \:Ii 

schen. Es bleiben 
also resuItierend 

Summierung del' Drehkrafte und Harmonischen 
Drei I-Zylinder-Maschinen 3-Zylinder-Maschine 

n ur diese beiden "':]·hr~r; 

Oberschwingun-
g en (Fig. 24 d und g) Fig. 23 ar-I. Fig. 24 ar-g. 
tibrig und sie sind 
es auch, aus denen die resultierende Drehkra.ft (Fig. 24a) besteht. Man 
kann sich davon leicht durch Zusammensetzen der beiden Fig. 24d und 24g tiber
zeugen, wobei die Summenordinaten wieder relativ zum schwingungsfreien Glied 
(und nicht relativ zur Nullinie ) aufgetragen werden mtissen. 

KlareI' el'kennt man diese Zusammenhange vielleicht noch aus den folgenden Ausfiihrungen, welche 
lediglich die soeben erlauterte graphische Darstellung in mathematischen Symbolen wiedergeben: 

Nach F 0 uri e I' kiinnen wir die drei Einzylinderdrehkrafte (Fig. 23 a, b, c) durch Reihen ersetzen. Es ist 

D . (3wt ) + 1' /,. sm 2 + 'P3 + ...... + D3 • sin(3wt + '16); 

D(2) = F(wt" + IX) = Do + D'/, . sin (~t + 'PI + i) + DI • sin (w t + 'P2 + IX) 

+ D I ,!,· sin (3;t + 'P3 + i IX) + ...... + Da· sin (3wt + '16 + SIX); 

Dla) = F((()t + 21X) = Do + D'/, . sin (~t + 'PI + IX) + D I • sin (wt + 'P2 + 21X) 

+ DI'!' . sin (3;t + 'Pa + 31X) + ...... + Da . sin (3wt + '16 + 61X); 

wenn w = 9 ~5 bei n Maschinenumdrehungen/Minute (NB! Die Erregerfrequenz 1) del' Grund-
, schwingung D,!, muS = w/2 gesetzt werden, weill Umdrehung gleich 1/2 Grundperiode!) 

IX = Ziindabstand odeI' Versetzungsintervall del' 3 Funktionen. 
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Zwei 3-Zylinder
Ma~chinen 

6-Zylinder
~laschine 

Olj) 

D® 

1jJ·(2Umdr.j 1/6' (2Umdr.) 

a 

0",111.=6-/1 

a 

b 

-1---+---+ _c __ t----t~O __ 
b 

Fig. 25 a-h. 

d --t----t-'r:'-~ .~O __ 
c 

____ -+-_-t-r:"-"h~ 
d 

_-+-_+--"r:c=:0lliO f--

Fig. 26 ar--g. 

Zwei 3-Zylindel'
Maschinen 

Dr[) 

D® b 

G-Zylinder
}laschine 

1jJ.(2Umdr.j 

a_ 

__~_'---f.~C __ f-___ --!-'"-E:.0,'~o-
b 

-t---;--t---"d. _-t_-.J.._-t-E::::..:O,.O 
C 

Fig. 27 ar--h. Fig. 28 a-g. 
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Addieren WIT diese dl'ei Funktionen, dann wil'd die Summe maBgebend von dem Ziindabstand IX 

( 720) bestimmt. In unserem FaIle betragt IX = 240 0 = 3 und dafiir erganzen sich aIleSinuskomponenten 

der D,,', , DI , D2 , D2", D3 I !, , D4 ... zu Null, diejenigen del' Krafte DIl/, , D3, D4,/ • ••• dagegen addieren 
sich zu gleichen Betragen, da sich die Winkel unter dem Sinuszeichen in jedem beliebigen Augenblick t 
nur um Vielfache von 3/2.240 = 360 0 = 2:n: unterscheiden. Graphisch st·eIlt sich das in Fig. 23 so 
dar, daB sich die einzelnen Kraftschwingungen direkt iibereinanderlagern, oder daB sich die Fahrstrahlen 
in gleicher Richtung aneinander anschlieBen, da innerhalb des Ziindungsintervalls gerade eine odeI' 
mehrere volle Kraftschwingungen ablaufen. 

2. Die Sechszylindel'maschine (Fig. 25-28). 

Ahnliche Beziehungen kehren nun sinngemaB wieder, wenn wir entweder sechs 
Einzeldrehkrafte von del' Art del' Fig. 23a odeI' einfacher zwei Dreizylindergruppen 
(I) und (II), also zwei Drehkrafte D(I) und Dm) von del' Art del' Fig. 24a mit je 
einem schwingungsfreien Glied = 3 . Do und mit nul' je zwei Au£losungen Fig. 24d 
und 24g zu einer Sechszylindermaschine vereinigen. 

Wir erhalten die zu Fig. 23 und 24 analogen Verhaltnisse, wenn wir wieder 
nach Fig. 25 und 26 gleiche Zundabstande del' beiden Gruppen wahlen. Fur diesen 
Fall verkiirzt sich die Periode del' resultierenden Drehkraft auf 1/6 Grundperiode. 
Die beiden Oberschwingungen P/2-ter Ordnung verlaufen entgegengesetzt odeI' sind 
um 180 0 phasenverschoben und heben sich auf; resultierend bleibt nul' noch eine 
Oberschwingung 3-ter Ordnung mit del' Amplitude 2· (3 . D 3 ) = 6· D3 relativ zum 
schwingungsfreien Glied (6 . Do) ubrig. 
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Fiir jeden anderen Ziindabstand bleibt die resultierende Peri ode = 1/3 Grund
periode und die resultierende Drehkraft besitzt im allgemeinenwieder je eine Auf
losung Il/2-ter und 3-ter Ordnung relativ zu (6 . Do). Ein besonderer Fall ist dabei 
noch moglich, wie er in Fig. 27a, b festgehalten ist: Beim Ziindabstand = 1/12 Periode 
und = 3/12 Periode wird die harmonische Drehkraft 3-ter Ordnung zu Null erganzt; 
die resultierende Drehkraft wird wieder eine reine Sinusschwingung 11/ 2-ter Ordnung 
relativ zu 6· Do (Fig. 28a). 

3. El'gebnis. 

Den beiden bekannten GesetzmaBigkeiten iiber den Mittelwert undiiber die 
Periodenlange del' resultierenden Drehkraft konnen wir nunmehr neue SchluB
folgerungen anreihen; 

a) Das resultierende Drehkraftdiagramm ist in seiner inneren Struktur 
-aufs einfachste durch die Harmonischen del' Einzylinderdrehkraft bestimmt; es 
enthalt nul' die jeweils "ausgezeichneten" Harmonischen del' Ein
zylinderdrehkraft. Diese sind (durchweg gleiche Ziindabstande vorausgesetzt) 

bei 3-ZYl.-Masch.) r 3-fa.chen 1 l-Zyl.-.l 11/2-, 3-, 41/ 2-ter ... Ordnung gleich 
,,4-Zyl.-Masch. den \ 4-fachen j Harmo- t 2-, 4-, 6-ter ... Ordnung 
" 5-Zyl.-Masch. l5-fachen nischen 21/ 2-, 5-, 71/ z-ter ... Ordnung 

Nachdem wir also die Einzylinder-Harmonischen langs des ganzen Betriebsbereiches im vorher
gehenden Abschnitt zahlenmiWig bestimmt haben, kiinnen wir ohne weiteres auch die resultierende 
Drehkraft fiir jeden mittleren Druck pim in ihren Aufliisungen angeben, ohne erst jedes resultierende 
Diagramm konstruieren und analysieren zu miissen. 

b) Durch entsprechende Bemessung del' Ziindabstande konnen wir beliebige 
Drehkraftoberschwingungen vollkommen entgegengesetzt odeI' mit 180 0 

Phasenverschiebung schwingen und sich zu Null erganzen lassen. Del' Ziind
abstand, ausgedruckt durch (X 0 Kurbeldrehung, ist dabei nach del' Beziehung (5a) 
S. 35 zu bemessen. 

180 ) 
r,,=180+2n =X'(X; 

180 + 4n 

odeI' 
180 + 2nn-

x= 
(5b) 

d. h. z. B.: Die Harmonischen % = 11/2-ter Ordnung der Zylinder (1) und (5) schwingen immer dann 

gegeneinander, wenn sich die Kurbeln (1) und (5) in einem Abstand ex = 180 = 120° oder 540 = 240° 
, !l/2 F/2 

usw. folgen. Die Harmonischen 41/2-ter Ordnung sind ausgeglichen fiir aIle Ziindabstande ex = 180 = 40°; 
41/ 2 

540 !lOO 
bzw. - = 120°· bz\~, - = 200 0 usw. 

41/2 ' J,lj2 

Fiir unsere besonderen Zwecke sagt die Beziehung (5 b) noch folgendes aus: Schwingen bei einer 
bestimmten Kurbelanordnung (z. B. durchweg gleiclle Abstande ex) gewisse Harmonische gleichphasig 
und wollen wir sie unter sich ausgleichen, dann miissen die entsprechenden Kurbelwinkel rechnungs
maBig um 

+ L1 = 180 - ~ 

geandert werden. Wir erhalten also folgende Reihe: 

Der Ausgleich 
gleichphasiger 
harmonischer 

Krafte 

4 -ter Ordnul1g 

4 1/ 2-ter Ordnung 
5 -ter Ordnung 
6 -ter Ordnung 
71/ 2-ter Ordnung 
8 -ter Ordnung 
9 -ter Ordnung 

erfordert 
eine 

Anderung 
der 

Kurbel. 
winkel 

um 

180 
L1 = -- = ± 45° 

4 
40° 
36° 
30° 
24° 
221/2 ° 
20° 

(5c) 
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Eine bestimmte Wahl oder Anderung der Kurbelwinkellegt die Phasen aller Harmonischen der 
entstehenden resultierenden Drehkraft fest, was wohl zu beachten ist. An dem Beispiel des V. Ab
schnittes werden diese Zusammenhange weiter verfolgt .. 

4. Erganzung. 
Die so gewonnene Einsicht iiber Entstehung und Entwicklung resultierender harmonischer Dreh

krafte bedarf aber noch einer sehr wichtigen Erganzung, damit den wirklich zu erwartenden Vorgangen 
Rechnung getragen wird. 

Die in den Fig. 26 und 28 dargestellten Kurvenzuge mit ihren Au£losungen 
geben wohl die Drehkrafte an, welche yom Flansch der Olmaschine aus in die an
gebaute Arbeitsmaschine weitergegeben werden und diese jedenfalls ungleichformig 
beschleunigen. Fur die Erregung von Torsionsschwingungen kommen aber diese 
endlichen resultierenden Au£losungen nur dann allein und ausschlieBlich in Frage, 
wenn die Kurbelwellenstucke zwischen den einzelnen Zylindermassen starr, d. h. die 
entsprechenden reduzierten Langen lr = 0 sind, oder wenn die samtlichen Zylinder, 
wie bei den Sterno, Umlauf- oder zum Teilbei den Fachermotoren der Flugmaschinen, 
in eine Ebene zusammengeschoben sind. Wenn aber, wie bei allen Maschinen mit 
Ausnahme der genannten, elastische Relativbewegungen zwischen den einzelnen 
Kurbeln moglich sind, dann genugt es nicht mehr, nur das resultierende Drehkraft
diagramm mit seinen endlichen Oberschwingungen (z. B. Fig. 26g, 28d) in den 
Bereich der Betrachtungen zu ziehen, dann mussen mindestens noch die gegen
einander schwingenden, sich scheinbar zu Null erganzenden Harmonischen der beiden 
Zylindergruppen (I) und (II), Fig. 25e, 27h diskutiert werden. Es sind im Zu
sammenhang mit den Schwingungsformen FaIle moglich, wo diese scheinbar ver
schwindenden Gruppenkrafte gefahrlicher werden als die gleichphasigen Krafte, die 
sich bei der hier angewandten Darstellungsmethode zu einem endlichen Betrage 
ubereinander lagern. Strenggenommen muBten wir nunmehr aIle einzelnen Har
monischen berucksichtigen, weil sie ja unter Umstanden Relativbewegungen der 
Kurbeln unterstUtzen mochten. Dieser Fall wurde aber erst aktuell werden bei 
Schwingungsformen etwa nach Fig. 15h, d. h. bei Frequenzen, mit welch en diese 
Krafte bei heutigen AusfUhrungen nicht auftreten. Es genugt daher fUr praktische 
Bedurfnisse vollkommen, die gleichphasig schwingenden Krafte jeder Gruppe zu 
beri.icksichtigen (vgl. hierzu Zahlentafel 6, Spalte 3 und Fig. 36g-s). 

IV. Die von harmonischen Kraften gleicher und entgegengesetzter Phase 
erzwungenen Schwingungen. 

1m III. Abschnitt haben wir soeben gesehen, wie wir gleiche Harmonische von Mehrzylinder
maschinen gegeneinander in der Phase verschieben konnen. Nunmehr wollen wir zahlenmaBig den Ein
fluB einer solchen Phasenverschiebung hinsichtlich der erzwungenen Ausschlage 
feststellen, indem wir Krafte gleicher GroBe einmal oh ne jede Phasendifferenz, 
das andere Mal mit Phasenverschiebung auf ein bestimmtes System einwirken 
lassen. Hierbei ist es bekanntlich unumganglich notwendig, auch dampfende 
Krafte in die Rechnung einzufiihren. Denn jede auBere erregende Kraft, ob 
groB oder klein, wiirde an einem idealen ungedampften System unendlich groBe, 
also unterschiedslose Ausschlage erzwingen, wenn sie im Rhythmus einer 
Eigenschwingungszahl auf das System einwirkt. Erst bei gedampften Systemen 
erhalten wir auch in den Eigenschwingungsgebieten endliche und unterschiedliche 
Ausschlage fiir unterschiedliche Kraftwirkungen, so wie sie in der Wirklichkeit 
zu erwarten sind. Leider ist nun die Frage der dampfenden Widerstande 
bei Schwingungsvorgiingen bis heute sehr wenig geklart. Es muBte daher 
unsere erste Aufgabe sein, uns in dieser Richtung eine brauchbare Zahl abzuleiten, 
die uns dann die Wirkung einer Phasenverschiebung der Krafte erkennen laBt. 
Zu diesem Ende wahl ten wir drei moglichst einfache ausgefiihrte Anlagen 
aus und stellten uns die Frage: Wie groB miissen bei diesen Anlagen 

~ 
I , 

/"+--
2 E----- ' , \ 
a _:.= - ) 

-'--t----
Fig. 29. 

die Dampfungen gewesen sein, wenn schon die Ausschlage die gemessenen Betrage erreicht haben? Wir 
beantworteten die Frage unter der Annahme, daB bei diesen einfachen Systemen nur in der Olmaschine 
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Dampfungswiderstande aufgetreten seien. Auf diese Weise erhalten wir die Zylinderdampfungen etwas 
zu groB, da beim tatsaehliehen Vorgang noeh andere, zumal elektrische Hemmungen wirksam waren; 
in den vorliegenden Fallen sind jedoch die Generatorausschlage und damit auch die dortigen Dampfungen 
verhaltnismaBig klein, so daB wir in erster Annaherung die ganze Dampfung dem Triebwerk der 01-
maschine zur Last legen durften. Nehmen wir weiterhin die Zylinderdampfungen im ganzen proportional 
der Geschwindigkeit an, und suchen wir den Ort und Ursprung der reibenden Kraft etwa naeh um
stehender Skizze Fig. 29 an der Gleitstelle zwischen Zylinder und Kolben, dann werden wir von selbst 
zwanglos darauf hingewiesen, die Zahlenwerte a uf den j eweiligen K urbelkreis z u beziehen. 
Die Bereehnung baut sich dann auf der Beziehung auf, daB die von den erregenden Kraften langs des 
Schwingungsweges geleistete Arbeit ebenso graB sein muB, wie die von der angenommenen Dampfung 
verzehrte Arbeit. Urn darin ganz allgemein verstandlich zu sein, schicken wir unter A. eine fundamen
tale Untersuchung tiber die Arbeitsbegriffe bei der schwingenden Bewegung voraus. 

Haben wir uns so unter B. nach den eben geschilderten Grundsatzen eine empirisehe Dampfungs
zahl gebildet, dann k6nnen wir in C. ganz allgemein die von gleichphasigen und von phasenverschobenen 
Kraften erzwungenen Ausschlage berechnen. Neben einer Reihe wiehtiger Folgerungen lernen wir speziell 
fiir die Resonanzzustande eine sehr einfache Methode der Ausschlagsberechnung kennen, die auch fiir die 
Auswertung von Versuchsergebnissen groBe Bedeutung hat. 

A. Studie libel' den Begriff del' Schwingungsarbeit "A". 

Es sei t = Zeit [sec]; 
w = Kreisfrequenz der schwingenden Masse m [l/sec]; 
II = Kreisfrequenz der schwingungserregenden Kraft P [l/sec]; 
s = Ausschlag zur Zeit t [cm]; 
7: = (wt) oder (lIt) = zurlickgelegte Bogenlange der zur Schwingung gehorigen 

Kreis bewegung [Bogengrade]; 
a = Amplitude der Ausschlage [cm]; 
c = elastische Gegenkraft pro 1 em Ausschlag [kg/em]; 

cp = Phasenwinkel zwischen Kraft und augenblicklichem Ausschlag (und 
nicht zwischen Kraft und Weganderung ds, langs deren die Kraft wirkt!). 

1. Die in einer frei schwingenden Masse aufgespeicherte Energie. 

Schwingt ein materieller Punkt reibungsfrei und sich selbst iiberlassen, dann 
wohnt ihm ein bestimmter Energiebetrag "E" inne, der sich immer aus 2 Summanden, 
aus potentieller Energie Ep und kinetischer EnergieEk zusammensetzt. Diese beiden 
Teilbetrage andern sich dauernd, aber ihre Summe ist konstant. 

ex) Beim Passieren der neutralen Gleichgewichtslage (wt = 7: = 0 oder n), ent
halt das System nul' kinetische oder Geschwindigkeitsenergie 

wt = 0 } Ek = m 0 ~ °2w~ = m 0 w 2 (;2(2 • (7) 
wt= n 

fJ) 1m Augenblick der groBten Auslenkung oder der Bewegungsumkehr (wt = 7: 

1/2 n oder 3/2 n) ist die ganze lebendige Kraft der Masse entweder zur Leistung 
elastischer Formanderungsarbeit bei allen federnden Aufhangungen oder zur Leistung 
von Hubarbeit beim Pendel usw. verbraucht; das eben noch vorhandene Ek hat sich 
gewandelt und ist sozusagen in die elastische Aufhangung abgewandert: Das System 
besitzt potentielle Energie 

1/2n} f8=a a2 
w t = 3/2 n Ep = cs· d8 = C 0 2"" . (8) 

8=0 

r) In einer beliebigen Zwischenlage ist vorhanden 

Eic = m 0 (aw cos wt)2 
2 

82 (asinwt)2 
E~ = cO 2 = co 2 

= mw2 
0 (~) 0 cos2 (wt) ; 

C 0 (a;) 0 sin2 (wt); 

(7a) 

(8a) 
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Beachten wir, daB bei der freien Schwingung m . (1)2 = c, so folgt 

. aus (7) und (8) 

allS (7a) und (8a) 

a2 a2 

1) m· (1)2. 2 = c· 2; oder Ek = Ep; 

2) Ef. + E~ = Ek = Ep = konstant. (9) 

Schwingt die Masse frei mit Dampfung, dann wird dieser anfanglich vorhandene Energievorrat 
zur Leistung der Reibungsarbeit verbraucht, die Bewegung kommt nach (theoretisch) unendlich langer 
Zeit zum Stillstand. Soll sie in der anfanglichen Starke aufrechterhalten werden, dann muB das eine 
auBere Nachhilfe erzwingen. 

2. Arbeitsleistung einer scbwingungserregenden Kraft P' = p. sin (llt). 

Lassen wir nunmehr auf das soeben behandelte schwingungsfahige System eine 
periodisch veranderliche oder "schwingende" Kraft einwirken, so unterscheidet sich 
der jetzt gegebene Vorgang in 2 wesentlichen Punkten von dem eben unter 1) be
sprochenen: Die Untersuchung gilt nicht mehr bloB fur eine Bewegung im Rhythmus 
einer freien Eigenschwingung n., sondern fur jede erzwungene Periodenzahl; sodann 
umfaBt die Betrachtung jetzt nicht nur die reibungsfreie Eigenschwingung, sondern 
auch jede mit Dampfung behaftete Schwingung. Wir gelangen zu einer klaren Ein
sicht, wenn wir jeweils von der erregenden Kraft ausgehen und an Hand der Fig. 30 
folgende 3 Faile unterscheiden: 

IX) cp = 0 (oder :rr) 
d. h. Die Fabrstrahlen der Kraft P und des Ausschlages s sind gleich (oder entgegengesetzt) gerichtet. 
Fall der allgemeinen von der Kraft P im Rhythmus ihrer Periodenzahl erzwungenen reibungs
freien Schwingung. 

Nach einem Schwingungsweg -r ist entsprechend Fig. 30a fUr f{J = 0 

der Augenblickswert der Kraft P' = P . sin -r 
der augenblickliche Ausschlag s' = a· sin-r 
das Wegelement, langs dessen ds' = (a· d-r) cos-r 

P' wirkt 

der Arbeitsbeitrag dA P' d' P' d P sin2-r d = = . s = a·Sln-r.·COST· T= a-2-· T; 

die ganze Arbeit !Sin 21:' (COS 21')T 
= Ao =Pa· --d1:'=Pa ---- . 

. 2 4 0 
(10) 

Von, = 0 bis ,= 1/4, n wird Ao = - P a 0 ; I = P a· ! 1 
A = + P a . _:t.. V gl. hierzu in Fig. 30g die Linie fiir 

o 2 qJ = O. Fiir If = n wiirden sich die· 
Ao = + Poa. ! j selben Werte Ao negativ ergeben. 

Ao = 

" ,= 0 

" T, = 0 

" ,= 0 ,= I· n 

Stellen wir den Verlauf der Funktion d A dar ohne Riicksicht auf die MaBstabsgroBen P und a, 
d. h. fiir p. a = 1,0 [kg· em], dann gehen der p. und der a· (bzw. s·) Vektornach VoraussetzunginPhase, 
aber der ds·Vektor rotiert senkrecht zumP·Vektor, d. h. eilt um eine Viertelperiode voraus (vgl. Fig. 30a), 
oder in Fig. 30b ist der Faktor P durch die Sinuslinie, der Faktor ds durch die Cosinuslinie vertreten. Es 
laBt sich aus Fig. 30 b unmittelbar durch Bildung der Produkte aus je zwei an einer bestimmten Stelle 

. sin 2, 
vorhandenen Ordinaten die trigonometrische Beziehung sm or· cos or = -2- ablesen, wonach das 

Produkt (sin 1. cos or) wieder eine Sinusfunktion, nur !nit doppelter Schwingungszahl (2.) und !nit der 
Amplitude 1/2 ergibt. Das Arbeitselement d A ist durch das Flachenelement "d A", die ganze Arbeit 
innerhalb einer halben Periode durch die scbraffierte FIache dargestellt. 

1m Verlauf der ersten Viertelperiode (Quadrant 0 -7- ~ in Fig. 30a) unter

sttitzen die Krafte P' die Bewegung und geben nur positive Arbeitsbeitrage in~ 

W Y die r. Drehschwingungen. 4 
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System,' weil sie mit den d8' gleichgerichtet sind. Die Sum me der Beitrage d A er
reicht schlieBlich den Hochstwert A = 1/2. Pa, bzw. (ohne MaBstabsfaktor P . a) 

A' = + 1/2, In der zweiten Viertelperiode (Quadrant; bis n) bleiben die Sinus

komponenten P' des Vektors P nach aufwarts gerichtet, wahrend sich die d8' nach 
abwarts aneinander anreihen. Langs der riicldaufigen Bewegung nach der Gleich-

b 

p 

e f 
Fig. 30 ar-30 f. 

gewichtslage hin wird also kontinuierlich zur Dberwindung der jetzt widerstrebenden 
I4a£te P' Arbeit aus dem System heraus aufgewendet (im ganzen A" = - 1/2), 
d. h. das soeben aufgenommene Arbeitsvermogen A' wird wieder zuriickgegeben usw. 
(vgl. auch in Fig. 30g die Integralkurve 'P = 0 bzw. = 180°). 

Trotzdem also die Bewegung von der Kraft P erzwungen wird, ist dieser theoretische Vorgang 
doch ein umkehrbarer, arbeitsloser EnergiewandlungsprozeB. Er enthalt als Spezialfall den Vorgang 
unter 1), wenn '7 = We (bzw. die Impulszabl i der Kraft (= 9,55. '7) gleich n. (= 9,5500.) wird und wenn 
weiter die Amplitude P unendlich klein oder = 0 wird; es sind dann am System lediglich die Tragheits
kraft der Masse und die elastische Gegenkraft der federnden Aufhangung wirksam. Gehen wir noch einen 
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Schritt weiter und denken uns diese letztere "innere" Kraft ersetzt durch eine auBere Zwangskraft (die 
aber entgegengesetzt zu dem in Fig. 30a angenommenen P' = p. sin 1') t gerichtet sein miiBte), dann 
ist die allgemeine Betrachtung unter 2/X gleichzeitig eine Untersuchung des Spezialfalles unter 1. 

(J) p = 90°, 
d. h.: Die Kraft P eilt dem Ausschlag s um eine Viertelperiode ('1' = 90 Schwingungsgrade) voraus. 
Resonanzfall der gedampften Schwingung: Die Kraft P halt ,die schwingende Bewegung im 
Rhythmus einer Eigenschwingungszahl des Systems unter dauernder Uberwindung von Reibungs
widerstanden aufrecht. 

P' = p. sin. } 

s' = a· sin(. - 90) = - a· cos~ dA = p. a((s:n2.~~:~.) 

ds' = (a· sin.). d. = (a· d.)· sm.; = p. a 2 - -2- d.; 

A = f p'. ds' = Pa· f (~- eo~ 2.) d.; ... h = Pa (; _ Sin42T). (11) 

Von z=O bis 

z = 0 

T = 0 

T = 0 

T = 1/4 n wird 

T = 1/2 n 

T = 3/4 n 

T = 4/4 :Jl 

AL = +0,786· Pa Vgl. in Fig. 30g die Arpeits-

AL = Pa (; - !) = +0,143 . pa) 

AL = + 1,429 . Pa kurve flir 'f' = 90. 

AL = + 1,571 . Pa d. h. die Halfte des Recht-
ecks mit Hohe 1,0 und 
Grundlinie n. 

Arbeit .innerhalb einer. vollen I A = p. a. It. [cmkg]. (Ua) 
Schwmgung z = 0 blS 2:Jl f L , 

Befolgen wir bei der Darstellung der Funktion d A wieder die unter <x) gewahlte Methode, dann stehen 
jetzt der P-Vektor und der s-Vektor zueinander senkrecht; dagegen rotieren nunmehr der P- und ds
Vektor in Phase und ihre schwingenden Sinuskomponenten P' und ds' (Fig. 30c) verlaufen dauernd 
gleichgerichtet. Die Kraft P kann daher kontinuierlich positive Arbeit leisten. 

In Fig. 30d ergibt die Quadrierung der Sinusordinaten wieder unmittelbar, ent-

h d d · . h B' h . . . I cos 2. di spree en er trIgonometrIse en eZIe ung 8m2 • = sm • . sm • = 2 - -2- e 

dA-Kurve, d. h. im Grunde genommen dieselbe Sinuslinie, wie in Fig. 30b, als Ko
sinuslinie mit doppelter Perio~enzahl (2.) und Amplitude 1/2, doeh nieht mehr zur 
.-Achse orientiert, sondern um die halbe Einheit naeh oben verschoben. Die sehraf
fierten Flachen geben wieder ArbeitsdiHerential und -integral an. Die Kraft P leistet 
bei dieser Phase <p = 90 Grad das iiberhaupt mogliehe Maximum an Sehwingungs
arbeit (vgl. Fig. 30g). 

U m die Sehwingungs 1 e is tun g zu bereehnen, hat man nur festzustellen, wie 
oft der Arbeitsbetrag einer Vollsehwingung AL = Pan in der Zeiteinheit geleistet 

wird. Bei ne = 9,5517 Vollschwingungen pro Minute oder bei -"""- = l Schwin-
60 2n 

gungen pro Sekunde betragt die Leistung der erregenden Kraft P 

B = p. a . 1) [cmkg] (llb) 
2 sec 

P ·an n. 
2.7500 . 60 [PS]. 

y) 0<p<180° 
d. h.: Die Kraft P eilt dem Ausschlag s um einen beliebigen Phasenwinkel innerhalb der Grenzwerte 0 
und 180° voraus. Fall der allgemeinen von der Kraft P im Rhythmus ihrer Periodenzahl erzwun
genen Schwingung mit Reibungswiderstanden. 

Die Kraft P leistet nur mit einer Komponente P L Arbeit. Sie kann gleichwertig 
durch zwei urn eine Viertelperiode gegeneinander versetzte Komponenten ersetzt 

4* 
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werden, deren eine Po 'mit dem Ausschlag s (a-Vektor) in Phase geht undnach Fall iX) 
arbeitslos ist, deren andere FL in Phase mit ds geht, und nach fJ) voll und kon
tinuierlich Arbeit leisten kann (vgl. Fig. 30e). 

P' = p. sinT 1 
8' = a· sin(T - cp) ,; dA = Pa· sillT' cos (T - cp)dT 

ds' = (a. dT)' cos (T - cpd = Pa[(sillT' cosTdT)' coscp + (sin2TdT)sincp] 
'----'" "-..-' 

dAo . cos cp + dAL . sincp ; 
A. =Ao' cosp + A L • sinp (12) 

xr---------------------------------r-~_Q 

ArbeitsintegraI 

I iings einer Peri ode. 

~ 
~ 

~ 
'" +2,0 <::)~ 
,,~ 

II 
~ 

c:i. 

f :~ 

'" 1:: 
~ 
f5 
~ 

+~O 
§ 
.~ 
~ 
i:i 
"5 

II 

<;f 

-0,2 

Ftir je eine halbe Periode (T = 0 bis T = 1l) wird Ao = 0 und AL = Pa. 1l , 
so daB wir als Arbeit innerhalb einer Vollschwingung (fit = 21l) erhalten 2 

.1=P.a'3l.sinp [cmkg] (12a) 
und entsprechend die Leistung 

N = (~(t . sinp) '1/ [c:~g ] . (12b,. 

In Fig. 30g sind ftir mehrere Phasenwinkel die Schwingungsarbeiten berechnet und 
aufgetragen. Ftir cp = 30° ergeben sich z. B. folgende Werte: 

cos 30° = 0,866; sin 30° = 0,5; 



Die von harmonischen Kraften gleicher und entgegengesetzter Phase erzwungenen Schwingungen. 53 

Von -.: = 0 bis , = 1/4 . ;r wird A = Pa (~ .0,866 + 0,143 . 0,5) = 0,288 . Pa 

" r=O" ,=1/2 .. 7 " A=Pa(! .0.866+0,786.0,5) = 0,826· Pa 

, = 0 " r = 3/4 . ;r " A = Pa (~ . 0,866 + 1,429.0,5) = 0,931 . Pa 

, = 0 " r = 4/4 . ;r ,. A = Pa ( 0 + 1,571 ·0,5) = 0,786· Pa . 

In Fig. 30£ ist wieder der Verlauf der Funktion (sin -.: . cos r) cos <p + (sin2 r .) sin <p dargestellt; 
sie ist wieder wie unter "') und fi) eine Sinuslinie mit der doppelten Periodenzahl (2-.:) und der Amplitude 
1/2; ihre eine Komponente (sin -.:. cos r) cos<p entspricht der LangeM Ko, die andere sin2r. sin <p ent
spricht M KL (Fig. 30£, rechts !). 

Wie wir sehen, treten hier innerhalb einer Halbperiode noeh Arbeitsentnahmen 
auf [im Gegensatz zu (J), wo nul' positive Arbeitszufuhr geleistet wird]. 1m Einklang 
hiermit fallen aueh die Integral-Kurven in Fig. 30g gegen Ende einer Halbperiode 
hin etwas abo 

3. Arbeitsverbrauch eines dlimpfenden Widerstandes. 

Es sei k = reibende Kraft pro je 1 em/see Gesehwindigkeit [~g . see 1. Die 
. em 

totale Reibungskraft sehwingt also in Phase mit ds, d. h. diesel' Vorgang entsprieht 
immer dem unter 2{J) q; = 90° behandelten. Es ist 

die augenbliekliehe Schwingungsgeschwindigkeit 

del' augenbliekliehe Reibungswiderstand . . . . 

ds' ( ). 
·Tt=a'YjsmT; 

. K = -(a'Yj k) sillT ; 

das Element des Arbeitsweges . . . . . . . . . ds' = a . dT . sin T ; 

somit . . (1 eos 2T) dAk = K . ds = -(a2 'Yjk) sm2 T' dT = -a2 'Yj k 2 - ~ dT; 

Ak = r d A k = - a2 111~ (2:. _ sin 2't') 
. 2 4 (13) 

Vgl. hierzu die dick gestriehelte Kurve in Fig. 30d. 
Arbeitsverbraueh einer Vollschwingung 

Leistungsverbrauch 
[cmkgJ (13a) 

(130) 

4. Arbeitsgleichung. 

Bei jeder erzwungenen Schwingung mit Dampfung muB von del' Zwangskraft 
ein Arbeitsbetrag geleistet werden, wie er durch die Beziehung (ll) angegeben wird, 
d. h. die Arbeiten del' Krafte P und K miissen sich zu Null erganzen. 1st nur eine 
Kraft P und ein Widerstand K wirksam, dann muG z. B. im Resonanzfall die Be
ziehung bestehen 

AL + Ak = 0; 

( T. sin2T) 2 (T sin2T) p. ap -2 - -4- - (ak) '11' k· "2 - -4- = 0 ; 

odeI' 
Pap - (a",)2 . 'Yjl(, = O. (14) 

Treten mehrere Krafte P und verschiedene Widerstande K auf, dann erhalt die 
Arbeitsgleichung (14) unter bestimmten Voraussetzungen (vgl. weiter unten S. 66) 
die allgemeine Form 

(14 a) 
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B. Die Dampfungszahl del' Oelmaschine. 

Eine Dampfungszahl kZYI odeI' kurz kz einheitlichen Charakters berechnet sich 
mit Hille del' Arbeitsgleichung (14a) aus den Beobachtungen an drei verschiedenen 
.{\nlagen nach folgender Tabelle: 

Zahlentafel 4. 

1 I Leistung Nips 
2 Normale Drehzahl n l/Min 

_ ~_, ~YIi~de_rb_O_hr_u_n_g ______ II ___ d __ I_ e~_ 

Ii 650 J 1200 
, 

3000 I 
450 450 390 

35,0 45,0 53,0 
~--

.. _- - ----- ---

17,6 21,0 26,5 4 Kurbel-(Reduktions-)Radius R I em 

6 Massen Sehwungrad (Kupp!.) (,,) g . sec-
5 Reduz. I eines Zylinders mT } k • 0,31 (1) , 

3,1 (10) 'I 
6,1 (16,5) 

0,69 (1) 1,1 (1.0) 
0,27 (0,39) 13,0 (11,8) 

7 1nT bzw. (It) Generator em 16,2 (23,5) 19,8 (18,0) 
-- -------

-8- Pol. Red.-Triigh.-Moment --~ --Jp----;m' -II~ -I 27600 92300 

9 Reduz. } Abstand zweier Zyl. IT} 60 (1) 70 (1) 95 (1) 
10 Langen Zyl. (1) - Kupplung (i.) em i 70 (1,17) 1 65 (0,93) 95 (1) 

~ lTbzw. (A) KUPPlun_g-Genera.t0~ __ ,~=o:~~ ___ II==16=0=(2=,=67=) 1~_1~15~~(1~'6~4~) _1==2=0=0=(=2,=1)=1 

12 Eigenschwingungszahl n. 1 l/Min 2340 2138 1450 
13 Eigenfrequenz w. II/sec 245 224 152 
14 Kritische Drehzahl nk l/Alin 390 1 358 290 

----I --~6- ,- 6 5 

1 i __ k~lj_m_2 _ __ _ 0,362 I _~87 ___ _ 0,54_ 

'" I Bogengr. 1,13°=0,0197 1,19°=0,0208 1,25°=0,0218 

i5 GefiihrliChe} Ordnungszahl 
16 Harmonische Amplitude 
I--- -~------------II 
17 Gri:illter gemessener } 
18 Ausschlag an 
19 Kurbel (6) bzw. (10) 

20 Fiir ane} (Summcnwerte) 
21 Kurbeln 

R· <X= 

--, -- --------- 2: 
22 I Diimpfungszahl kZYl = !!..:.. ... ,~. = 

1 -~ • .::.,a-

a, cm = 0,345 _I 0,437 0,578 
a' I cm" 0,119 0,191 0,334 

1--~~2 i-~;:- ~~:~~9_' ~~~5_-
: kg·see 

kz! ~ 
, 

=0,0052 0,00473 

3,89 
1,76 

0,00788 

Die Daten fiir die 550 PS- und 3000 PS-Anlage verdanke ich den Vulcan-Werken Hamburg und 
Stettin und der M. A. N.; die mittlere Spalte (1200 PS) bezieht sich auf das in dem Aufsatz von Her ma n II 
Frahm1) in der Z. d. V. d. I. 1918, S. 177ff. untersuchte Aggregat. 

Jede Anlage ist ein Generatoraggregat mit einer Schwungmasse zwischen 
Olmaschine und Generator. Die 550 PS-Anlage deckt sich in ihren Langen- und 
Massenverhaltnissen ziemlich genau mit unserem Typenbeispiel Fig. 15a, sodaB wir 
del' weiteren Rechnung die erste Eigenschwingungsform (Fig. 15b) zugrunde legen 
durfen. Die 1200 PS-Anlage ist genauer in Fig. 36a dargestellt. Die kleinen Luft
pumpenschwungmassen sind nicht berucksichtigt; ebenso konnte eine kleine Kupp
lungsschwungmasse mK = 0,39 . mz zwischen Olmaschine und Generator bei del' 
I. Eigenschwingung vernachlassigt werden, da sie sehr nahe am Knoten liegt. Die 
3000 PS-Anlage besteht aus einer Zehnzylinder-Olmaschine, anschlieBend folgt im 
Abstand llO = 1,0 . lz eine Reibungskupplung (mR = U,8 . m z ), darauf im Ab
stand In = 2,1 . lz die Generatormasse mG = 18· mz . Die 1. Eigenschwingungs
form, besonders del' 1200-PS-Anlage zeigt die Eigenschaft, daB an del' schweren 
Generatorschwungmasse nul' geringe Ausschlage und darum auch nul' verhaltnis
-maBig kleine Dampfungen auftreten. Wir konnten somit in erster Annaherung den 
ganzen Verbrauch an Schwingungsarbeit del' Olmaschine zur Last legen und das 
berechnete kz als ihre Dampfungszahl bezeichnen. 

Zu den einzelnen Spalten unserer Tabelle ist folgendes zu bemerken: 
S pal te 1-11 sind Konstruktiollszahlen. 
Spalte 12-14: Die Zahlen sind Rechnungswerte und stimmen genau genug mit den mittleren 

MeBwerten iiberein. Diese sind nie scharf begrenzt, vielmehr erstrecken sich die kritischen Drehzahlen bei 
Anlagen der betrachteten Art etwa iiber Bereiche von 25-50 Umdrehungen, d. h. tiber 150-300 Schwin-

1) Einige weitere dankenswerte Angaben von Herrn Direktor Frahm eroffneten mir die Mog~ 
lichkeit, diese bis heute wohl vollkommensten Messungen von Verdrehungsschwingungen noch zu weiteren 
Nachrechnungen heranzuziehen. Vgl. unten S.70ff. 
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gungsperioden pro Minute. Am ausgedehntesten machten sie sich bei del' langen Zehnzylindermaschine 
bemerkbar. 

S pal te 15 und 16: Die eingeschriebenen Amplituden sollen gelten fiir den bei del' betreffenden 
kritischen Drehzahl vorhandenen mittleren Druck und fiir die bewirkte Drehkraft. Sie sind gewahlt 
nach Ergebnissen aus del' Analyse abgenommener Indikatordiagramme und weichen nur wenig von unse
ren theoretischen Werten (Fig. 20 i) abo 

S pal te 17: Die Ausschlage 1,13 ° und 1,25 ° sind direkt mit einem Geigerschen Torsiographen 
gemessen. Del' Ausschlag 1,19° del' 1200 PS-Anlage ist aus Abb. 8, Ausschnitt Nr. 9 des Frahm'schen 
Aufsatzes (unsere Fig. 36 i) auf folgende Weise berechnet: Das Diagramm zeigt im Mittel eine starkste 

Verdrehung a' = 2,0 cm (vgl. hierzu eingehender S. 70). Infolge del' (61. ~4)_fachen Ubersetzung1) ver-
20 

dreht sich also die MeBlange 42,8 cm (nicht 46,2 cm!) um 61.' 12 = 0,00273 cm auf dem Kreis mit Radius 

I cm d. h. urn 0,00273 Bogengrade. Die ganze reduzierte Lange zwischen Generator und 1. Zylinder ver-
180 

dreht sich sonach urn 0,00273· 42~ = 0,0115 Bogengrade. In del' Schwingungsform entspricht diese 

Verdrehung einem Ausschlagsunterschied = 0,553. Del' Ausschlag an del' Kurbel (6) wird somit 
1,0 

0,0115· 0,553 = 0,0208 Bogengrade. 

S pal te 20-21: Wie weiter unten S. 64/66 gezeigt wird, bleiben im Resonanzzustand die reibungs
freien Eigenschwingungsformen auch bei den wirklichen, gegeniiber Dampfungen kontinuierlich erzWUll
genen Schwingungen fast vollkommen erhalten, solange die Dampfungen klein bleiben. Wir konnen 
daher in unseren drei Fallen aus del' GroBe des Ausschlags an einer einzigen Stelle des Systems, z. B. am 
Luftpumpenende auf aIle weiteren Ausschlage schlieBen. Die Summe del' tatsachlichen Ausschlage be
rechnet sich sonach Z. B. fiir das 550 PS-System nach Fig. 15 b zu 

0,345. (I + D:2 + ... D: 6) = 0,345 (1 + 0,959 + 0,88 + 0,765 + 0,616 + 0,447) = 0,345 ·4,667. 

Spalte 22: kz ergibt sich mit den entsprechenden Zahlenwerten der Spalten 13, 
16, 20, 21 aus der Arbeitsgleichung (l4a) 

6 6 

D· 2:a = k z ' YJ. 2:(a2); 
1 1 

Wie schon oben bemerkt wurde, ist kz nur insoweit die Dampfungszahl der betreffen
den Olmaschine, als elektrische Dampfung, Luftreibung des Schwungrades usw. un
wesentlich groB waren. 

Am richtigsten scheint der Wert kz = 0,0047 die Dampfung der Olmaschinewieder
zugeben, aber auch diese Zahl durfte nicht als unbedingt und konstant anzu
nehmen sein. Genauere Nachrechnungen der Frahmschen Torsiogramme zeigen, 
daB die Widerstande mit kleineren Verdrehungen auch ihrerseits abnehmen. Wir 
muBten Z. B. fur Ausschlage, halb so groB wie die groBten kritischen, ein k z = "" 0,004 
annehmen, urn gute Obereinstimmung zwischen Messung und Rechnung zu erhalten 
(vgl. Tabelle S. 74). 

Es erscheint sehr wohl moglich, durch weitere, zielbewuBte und genaue Messungen 
in diese Zahlenwerte eine bestimmte GesetzmaBigkeit zu bringen. Fur die folgenden 
Beispielrechnungen einigen wir uns auf eine ungefahre mittlere Pauschalzahl 

[ kg' sec.] 
l"z = 0,005 - 0,006 em 3 ; (15) 

und verstehen darunter den 
Dampfungswiderstand pro je 1 Zylinder 

pro je 1 cm2 Kolbenflache 
pro je 1 cm/sec Schwingungsgeschwindigkeit auf dem Kurbel

kreis, als Kraft angreifend am jeweiligenKurbelradiusR. 
In dieser Fassung ist die Zah, den Bediirfnissen der Rechnung angepaBt. Sie 

erfullt fUr unsere Zwecke ihre Aufgabe, wenn sich die mit ihr berechneten Ausschlage 
gut mit den gemessenen decken. 

1) Vgl. hierzu auch FuBnote S. 74. 
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Anmerkung: Holzer leitet in seiner "Berechnung der Drehschwingungen" S. 98££ fiir die 
Kurbeldampfung die Funktion k = 0,04· m . W ab, wobei k das totale dampfende Moment pro 
Einheit der SchwingungsdrehschneIIe, m das Tragheitsmoment der reduzierten Zylindermasse und 
W rue Drehschnelle der fragIichen Sehwingung bedeutet. Um diesen Faktor k mit unserem k, ver
gleiehen :&u konnen, miissen wir ihn einerseits auf die Einheit der Kolbenflaehe beziehen und auBerdem 
noeh mit r2 dividieren, wei! unser kz die dampfende Kraft am Hebelarm r und pro Einheit der 
Sehwingungsgeschwindigkeit auf dem Kreis mit Radius r (und nicht mit Radius 1) bedeutet. Fiir 
die 3 Anlagen der Zahlentafel 4 erhalten wir sonaeh k, rechnungsmaBig zu 

k, = 
0,04 . (m, . r2) . We m, 

F. r2 = 0,04 . F . We ; 

N PS 550 1200 3000 

kg. sec2 
0,31 = 0000 323 

I 1,1 m, 0,69 = 0 000 434 1 
F em3 960 ' 1590 ' 2200 = 0,00050 

1 
(Or 245 225 152 sec 

k, 
k,,· :,ec 

0,00317 0,003906 0,00304 -~--

em3 

Der zweite dieser reehnungsmaBigen Werte deckt sich nahe mit dem entspreehenden der rein 
empiriseh abgeleiteten Werte in Spalte 22 der Tafel 4, die im iibrigen aIleWiderstande in der ganzen 
Anlage in sieh schlieBen. Da bei der 1200-PS-Anlage aIle Nebendampfungen nur gering sein konnten, 
so darf in dieser fiirs erste befriedigenden Dbereinstimmung eine Bestatigung der Holzerschen Funktion 
erblickt werden. 

C) Berechnung und Vergleich der erzwungenen Schwingungen. 

1. Problemstellung. 

Es sei ein Massensystem mit folgenden Daten gegeben: Fig. 10, 33a, 34a 

ml = 15;) 
m2 = 10; [~~.~ee~l 112 = 2/3; 
m3 = 3; cm 1(3 O~ l/S; 

m, = 3; 114 = lis; 

r = 10 [cm]; 

H = 20 . 1Q6 [kg] . 

Nach S. 23 besitzt dieses System seine Eigenschwingungszustande bei ner = 2700, nen = 4420, 
nem = 8100 (wegen der viermal so groBen Konstanten H = 20· 106 statt 5· 106!). Wir wollen hier 
lediglich den Bereich der ersteri Eigenschwingungszahl untersuchen in der Voraussetzung, daB die antrei
bende Olmaschine nur noch bis hinauf zu dieser Periodenzahl geniigend starke Impulse abgeben konne 
(z. B. bei 450 UJMin die Harmonische sechster Ordnung mit 6· 450 = 2700 ImpJMin). Die reibungs
freie theoretische 1. Eigenschwingungsform ist genau durch Fig. lOa wiedergegeben. 

Auf dieses System lassen wir auBere Krafte von zweierlei Art einwirken: 
a) Die erregenden Krafte mogen die Harmonisehen seehster Ordnung 

(De = 0,37 kg· em2 ; Fig. 199) einer Seehszylinder-Olmasehine von 35 em Zylinder
bohrung (F = 960 em 2) und (2 . 17,5) em Hub sein. An jeder reduzierten Zylinder
sehwungmasse wirkt dann am Kurbelradius R = 17,5 em eine rein sinusformig 
sehwingende Kraft von der Amplitude 0,37·960 = 356 kg. Dementspreehend 
wahlen wir dann am Reduktionsradius r = 10 em fur je eine Gruppe von drei Zylindern 
eine sehwingungserregende harmonise he Drehkraft D 

D(I) = D(Il) = 3· (356. 1,75) = ex> 1850 kg . 

b) Fiir die dampfenden Krafte haben wir naeh den Ausfuhrungen unter B) 
S. 55 eine Zahl kz = ex> 0,006 zugrunde zu legEm, d. h. wir mussen fur 3 Zylin
der mit Kurbelradius R = 17,5 em ein totales Bremsmoment = 3 . (0,006 . 960) . 17,5 
= 302,5 em' kg pro v = 1 em/sec Sehwingungsgesehwindigkeit auf dem Kreis mit 
R = 17,5 em in Reehnung stellen. Pro v = 1 em/sec auf r = 10 em entsprieht dem 
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ein Bremsmoment = 302,5' 1,75 = 530 cm· kg; oder fiir unser Rechnungssystem 
mit dem Reduktionshalbmesser r = 10 cm ist eine Dampfungskraft K -:- 53 kg 
anzunehmen. Wir rechnen rund mit 50 kg pro 1 cm/sec Schwingungsgeschwindigkeit, 
d. h. mit kz = 0,0057 statt 0,006. Die totale Dampfungskraft fiir v = ((Xl]) cm/sec 
wird somit 

K(l) = K(I1) = (al])' 50kg; und 

Je eine schwingende KraftD= 1850 kg und K = 50 a r;kg sollen also an den beiden Massen ma und 
m4 angreifen; m1 und m2 sind vollstandig frei von auBeren Einwirkungen. Die Kriifte K sollen reine Ge
schwindigkeitsdampfungen sein, d. h. den Ausschlagen um eine Viertelperiode nachhinken. (Wir k6nnten 
auch reine Reibung der Lage, d. h. Klemmungen, in Phase mit den A usschlagen, oder jede andere 
Zwischenphase annehmen; es fehlt jedoch vorab noch eine geniigende versuchsmal3ige Klarung und Be
griindung fiir eine prazisere Annahme.) 

Unser Ziel 
ist es nun, festzustellen, wie groB die erzwungenen Ausschlage werden und wie sie sich 
unterscheiden, wenn die Erregungen Dl) einmal gleichphasig und das andere 
Mal mit entgegengesetzter Phase angreifen. 

2. Anordnung und Durchfiihrung der Rechnung. 

Die folgenden Rechnungen sind unter Anlehnung an das bewahrte graphische 
Verfahren von Giimbel (mitgeteilt in der Z. d. V. d. 1. 1912, S. 1025) durchgefiihrt. 
Indes verandern und erweitern sie die dort gebotenen Ausfiihrungen in solch weit
gehendem MaBe, daB eine genauere Darlegung der nicht ganz einfachen Operationen 
besonders fUr den Ingenieur der Praxis dringend geboten erscheint. Wir geben zuerst 
einen in groBen Ziigen gehaltenen Uberblick und besprechen dann nahere Einzel
heiten. 

a) Allgemeiner Rechnungsgang. 

Urn die eben gestellte Frage nach dem Unterschied der Ausschlage zu beantwor
ten, berechnen wir in den Zahlentafeln 5 und 5a zwei Reihen von Schwingungs
formen, geordnet nach steigenden Impulszahlen etwa von i = 1900 bis- i = 4200 
ImpjMin, oder fiir Erregerfrequenzen 1) = 180, 200, 220 ... 400 1/sec, die erste 
Reihe a) mit gleichgerichteten, die zweite Reihe b) mit entgegengesetzten Kraften 
E bzw. D. 

Die den Ausschlagen urn eine Viertelperiode nachhinkenden Dampfungskrafte 
an ma und m 4 konnen nul' durch auBere Krafte iiberwunden werden, die urn eine 
Viertelperiode voreilen. In unserer Rechnung werden also die Erregungen E (bzw. D), 
die Dampfungen K und die Tragheitskrafte T 4 (und damit a 4 ) nicht bloB in del' 
gemeinsamen Phase der Tragheitskrafte Tv T 2 , Ta oder der Ausschlage aI' a2, aa 
vorkommen (als Vektoren mit augenblicklich vertikaler Richtung "v"), sondern sie 
werden auch Komponenten besitzen, die urn 90° dazu verschoben sind (dargestellt 
durch Vektoren mit augenblicklich horizontaler Richtung "h"). Die samtlichen Krafte 
undAusschlage erreichen also nicht mehr im selben Augenblick ihren N ull- oder Hochst
wert, vielmehr sind diese Hochst- oder Nullwerte zeitlich mehr oder minder aus
einandergedrangt. Nach wie vor aber muB in jedem Augenblick fiir das ganze System 
Gleichgewicht bestehen, oder die geometrische Summe aIler Kraftvektoren 
den Wert 0 ergeben. 

In den Spalten 1-34a und b der Zahlentafeln 5 und 5a wird bestimmt, in welcher 
GroBe und Phase die Ausschlage bei den einzelnen Impulszahlen nebeneinander be
stehen und in welcher GroBe zwei erregende Krafte zur Erzwingung dieser Ausschlage 

1) Beziiglich des unterschiedlichen Gebrauchs der Symbole D und E fiir die erregenden Kriifte 
vgl. S. 31. 
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notwendig an den Massen m3 und m 4 angreifen miissen, wenn die Verdrehung a1 auf 
dem Kreis mit r = 10 em naeh Annahme z. B. jeweils 1 em betragen soll. (Die zwei 
erregenden Krafte erganzen die geometrisehe Summe aller iibrigen Kraftvektoren 
zu Null, treten also sinngemaB an die Stelle der einen Giimbelsehen Restkraftl) und 
sind ebenso wie diese Restkraft verhaltnismaBige GroBen.) In Spalte 35-38a und b 
werden dann die Werte von Spalte 3, 6, 10, 34a und b auf die tatsaehlieh gegebene 
Erregung D = 1850 kg umgereehnet. Diese red uzierten Werte (a1 ·· 4)' 
stellen somit die gesuehten Verdrehungen dar, welehe an unserem 
System bei den angenommenen Reibungswiderstanden unter der Ein
wirkung zweier gleieh und entgegengesetzt sehwingender Drehkrafte D 
von je 1850 kg Amplitude erwartet werden miissen. 

Die Zahlentafel 5a ist eine nebenherlaufende Zwisehenreehnung, welehe die 
weiter unten S.59u.62 abgeleitetenFormelnl7-18a auswertet, undsomit dieinden 
Spalten 18 und 27 a und b eingefiihrten verhaltnismaBigen Erregungen bestimmt. 
ZweekmaBig werden die Spalten in der Reihenfolge ihrer Nummerierung, d. h. also 

H(-J 
>E 

T(+) 

t 
t- )0 H(+) 

I +T(-) 

die beiden Zahlentafeln absatz-

, ! 

H(-) I .....:-::: 1:2:1
. A ~ >u"'SODDIU~O,(~;:Z: . // 

1 1'!-Il~ nJJn~,=,;,.:· ~. ::::.:h't:::az (-' .L • .1.U.LI..LL.LGe __ J 

weise dureheinander ausgewertet. 
Es wird zuerst da,,> System bis zum 
Angriff der ersten auBeren Krafte 
E 3 und K 3 durehgereehnet, dann Ev 
und die weitere Form v, und da
mit Eh und die Form h bestimmt. 

b) Einzelheiten . 
Lia" (-) I LiZ (+) .t Tr-J 

Fig. 31. Ausschaltung derKrafteplane: 
Die Neigungen der SeilstrahIen, die sich 
zum Polygon der Schwingungsform an

einander reihen, sind nicht mit besonderen Krafteplanen graphisch bestimmt, sondern (was genauer auf 
dasselbe hinauskommt) direkt berechnet nach der Proportion: 

LIZ : LI a = H: T ; bzw. 

T 
LI a = LIZ 'Ii ; bzw. 

= H:ZT I y vgl. in Fig. 31 die beiden 
= LIZ • ~f schraffierten Dreiecke. 

Dabei bedeutet T bzw. ZT immer einen Ausdruck Z(ma). '1 2, worin 1J2 jeweils eine Konstante ist. Zur 
Vereinfachung der ZahIenrechnung eliminieren wir diesen unhandlichen groBen ZahIenfaktor durch Ver
mengung mit H, und rechnen nach der Beziehung: 

XT' 
Lfa=,dl· H' wobei 

ZT' = Z(ma); 

H' - !!. .. 
- '12 ' 

(16) 

SinngemaB haben wir dann aber auch aIle Krafte E' mit (:2) und K' mit (~) einzusetzen [kg . sec2]. 
Vorzeichen: Die Vorzeichen sind in unseren Schwingungsrechnungen nach bestimmten Voraus

setzungen und Vereinbarungen zu verstehen: Sie gelten lediglich fUr den in der Rechnung gerade fest
gehaltenen Augenblick (meist eine der beiden Grenzlagen bei Umkehrung der Bewegung). Geht man von 
einer Anfangsbedingung aus (z. B. AusschIag a1 = +1,0), so reihen sich die einzelnen Werte (AussehIage 
und Krafte) mit ganz bestimmten Vorzeiehen aneinander. FUr einen anderen Augenbliek konnten sich 
freilich andere Vorzeichen ergeben, aber das allein Wesentliche ist, daB sie immer in def gleichen relativen 
Constellation zueinander stehen werden, die auch schon durch die erste Annahme festgelegt ist. 

1m einzelnen seien die in der analytischen Geometrie iibliehen Reehenregeln beibehalten: Wir 
zablen also in den Sehwingungsformen (oder Seilpolygonen) aIle nach reehts und aufwarts geriehteten 
Langen und Krafte positiv, aIle naeh links und abwarts geriehteten Komponenten negativ (vgl. die Vor
zeiehen in Fig. 31 und 32); desgleiehen wird der Drehsinn aller in "Ebenen, senkreeht zum Zeiehenpapier" 
rotierenden FahrstrahIen, welehe rein harmoniseh sehwingende GroBen darsteIlen, en t g e g end e ill 
Uhrzeigersinn angenommen, gesehen in Riehtung von Masse m1 gegen Masse mz, m3 • •• hin. Ein 

1) Vgl. Z. d. V. d. I. 1912, S. 1030, sowie unsere Erlauterung S. 28. 
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nacheilender Vektor ist so mit um einen bestimmten Winkelbetrag im Uhrzeigersinn, ein voreilender ent
gegengesetzt verlagert (vgl. Fig. 32, 33, 34). 

Mit dem Drehsinn der Maschine haben lliese Rechenregeln nichts zu tun. 

Die A uswertung der beiden Zahlentafeln wurde mit einem 50 cm langen Rechenschieber vor
genommen. 

Spalte 1-12 ist den beiden folgenden Spaltenreihen 13-38a und b gemeinsam. 
Spalte 5,9, 19a und b' 28a und b: Bei der zahlenmaBigen Bestimmung der GraBen Lla muB ein 

negativer Horizontalzug (-H') gewahlt werden, weil wir das Seilpolygon von links nach rechts herein 
berechnen, der Horizontalzug also immer nach links gerichtet ist (vgJ. Fig. 31), od3r analytisch aus
gedriickt, weil wir bei der Rechnung von der Stelle n zur Stelle (n + 1) fortwhreiten. Positives H 
ist zu wahlen, wenn man riickwarts rechnet, also von Masse n zur Masse (n - 1) fortschreitet. 

Ableitung einer Beziehung fur E~ und E~: Die Summe S~ (Spalte 12) ist jene Gesamt
tragheitskraft, welche von den 3 Schwungmassen m l , m2 und ma auf das noch ubrige Restsystem 
(Lange la mit Schwungmasse m4 ) ubertragen wird. Am Beginn der Lange la wirken somit auBer S~ noch 
die Erregung E~ und die Dampfung K~; am anderen Ende von la an der Masse m4 wirken E~, K~ und T:. 

Unsere Aufgabe ist, die Erregungen + E~ = + E~ (bei gleicher Phase) bzw. + E~ = -E; (bei 
entgegengesetzter Phase) so zu bestimmen, daB sich aIle Kriifte Gleichgewicht halten, oder die Summe 0 er
geben. AuBerdem muB am Anfang von la gerade der volle Ausschlag aa vorhanden sein, damit die Lange l3 
zwanglos mit dem Hauptteil (li + l2) zusammengefugt schwingen kann. 

Durch after wiederholtes Probieren kannten wir immer in jeder einzelnen Rechnungsreihe die Werte 
E' entsprechend diesen beiden Bedingungen mit sukzessiver 
Annaherung berechnen. Mit Hilfe der unten folgenden Be
ziehungen (17 und 18) sind wir indes in der Lage, die Be· 
trage E~ und E~ wenigstms fUr kleine (normale) Dampfungen 
fast vollkommen genau direkt vorauszuberechnen. l ) 

Wir wissen, der Vektor S~ steht augenblicklich vertikal; 
er bedeutet also eine Kraft, die ebenso wie der Ausschlag aa 
gerade ihre volle Amplitude erreicht hat. Der Vektor K~ da
gegen befindet sich gerade in horizontaler Lage und vertritt 
die Dampfung, die soeben den Wert ± 0 erreicht hat, wei! an 
ma im Augenblick der Bewegungsumkehr keine Reibung auf
tritt. Die ubrigen Krafte E~, E~, K:, T~ haben dagegen wie 
auch der Ausschlag a4 in beiden Richtungen oder Phasen Fig. 32. 
eine Komponente. 

Als vertikale Kraftvektoren sind somit zu rechnen S~, E~v = (E32,,), E: v = ( E~~), T~v und 
K~v' T~v kann direkt durch S~ und E~v ausgedruckt werden: 'Y) . 'I 

Ll aav = ~kl (E~v + SO ; 1 TI _ E' m4 la S, m4 la . 
4v - m4 a4v = m4 aa - 3v HI - 3 --W ' 

a4 • = aa + Llaav ; 

Kiv besitzt folgende Herkunft: Die rein horizontale Dampfungskraft K~ bedingt notwendig einen horizon
talen Ausschlag aa und dieser hat wieder eine um 90° nachhinkende, also vertikale Dampfungskraft K4v 
zur Folge. Uber seine Bedeutung ist zu sagen, daB es meist vernachlassigt werden kann, da es fUr kleine 
k. gewissermaBen klein von zweiter Ordnung wird. K; und damit a4h wird bereits einmal klein von kz 
her; K~v wird also aus dem kleinen a4h noch einmal urn eine Ordnung kleiner. Diese Vertikalkrafte miissen 
die Summe 0 ergeben. Wir erhalten also die Gleichungen 

a) + E3 = + E4 (gleiche Phase) 

S~ + 2E~ + T~ v + K~. = 0 ; 

2 _ m4l3 
HI 

b) 

(17 ) 

+ E3 = -E4 (entgegengesetzte Phase) 

S~ + 0 + T,:. + K~v = 0; 

S ' (m4l3 1) K' 3 -W-- -m4a3- 4v 

E~ = m4l3 (17a) 

1) Holzer hat in seiner "Berechnung der Drehschwingungen" in den Zahlentafeln 6-6c eine 
streng richtige Methode zur Berechnung erzwungener Schwingungen entwickelt, die besonders fUr 
genaue Detailrechnungen mit einer graBeren Anzahl erregender Krafte geeignet erscheint: Er fUhrt 
den Ausschlag der 1. Schwungmasse als Unbekannte x ein und uberrechnet damit das ganze System, 
so daB jeder" einzelne berechnete Wert und somit auch die Restsumme aller Krafte als ein von x 
abhangiger Ausdruck resultiert. Die Restsumme der Krafte gleich Null gesetzt, ergibt dann die ein
fache Bestimmungsgleichung fUr x. 



60 

1 
2 

3 
4 

5 

6 
7 
8 

9 

10 
II 
12 

18a 
19a 
20a 
21a 
22a 

I 

27a I 
28a 

29a I 
30a 

31a 

33a 

34a 

35a 

36a 
37a 
38a 

18b' 
19b' 
20b' 
21 b' 
22b' 

27b 
28b 
29b 
30b 

31 b 

33b 

34b 

35b 

36b 
37b· 
38b 

Dber die Eigenschaften und Wirkungen der harmomschen Drehkrafte. 

Zahlen
Stehende gedamp'fte Verdrehungsschwingungen, erzwungen von 

'/ 180 
H,-J! j,g' sek' 617,5 - 1)' 1 1

/
sek I 

. --~ --f-------I 
a1 = 
T~:::;; mlal T' 1 
d at = It' (_ H') 

a'2:::;; a1 + .1a1 
T~ = m,a, 
8~ = T; + T; 

"i'T' 
da, = 1"~H' 
a3=a:+,:)a, 
T~ =mSa3 
S~ = T; + T~ + T; 

8~ + E; = I 
Jasv=(S~+E;) _~, 
a411:::;; a;-tv + Jast) 

Ttv = m~. a4~ 
8 3 + 2Ev + T. v = 

em = 
kg. sek': = 

em , - 0,607 
I 

em + 0,393 
kg· sek': + 3,93 

kg· sek'i +18,93 

em I - 0,613 

em 
I - 0,22 

kg. sek' - 0,66 
kg. sek' +18,27 

kg • sek"li + 10,207 
em - 0,496 
em - 0,716 

kg.sek'l- 2,147 
kg • sek,1 - 0,003 

(K;" + E~). I kg .sek'il 
a,~ =dash =(K~h + E~) _~, em I 
·T." = m.· a,h kg· sek'il 

+ 0,0743 
- 0,00361 
- 0,01083 

E;h + 2 Ei. + T~h + E;h kg • sek', - 0.00003 

E' _ 50(-a.h) 
4v - 1] 

E = 1)" V(E~)' + (E~)' 
a,} = V(a',h)'+(a4U)' 

:::;; CXla.lV 

1850 
(at), = a, • ~ = a, • e 

(a,)r = a,' , 

(as), :;;;; a'a • /-' 

(<<4)r = a4' £. 

S; + E;v , , ls 
Jasv = (8" + Eav)' ~H' 
a"v = a:w + Jasv 
T~v :::;; mol' a·w 

S; ± 0 + ~r~v + K~v 

, 50·( -a,h) 
E4V=~~7J~-

E= 1)"V~(EO' 
a, = V(a,v)' + (a,h)' 

1850 
(al)' = a1 • --E - :::;; a1 • E 

(a..!)r = a2 • Ii 
(asJr = a8· E 

(a4}r = a'4 • f: 

kg • sek'il + 0,001 

kg I 261300 

em I, <Xl 0,716 

II: 
em 0,00708 

em 0,00278 
em 0,001558 
em 0,005068 

r
g · sek211+119,77 

em - 5,817 
em I - 6,037 

kg· sek':1-18,111 
kg • sek', - 0,003 

~
g.sek2 

em 
kg· sek' 

. sek' 

I 
kg· sek'i 

kg I 
em I 

em 

em 
em 
em 

-12,0211 

+ 0,584 
+ 1,752 
- 0,0011 

- 0,162 

380,8 ·10' 

6,065 

+ 0,000559 

+ 0,00022 
- 0,000123 

0,00339 

I 
200 
500 

= 
= 

- 0,75 

+ 0,25 

+ 2,5 
+17,5 

- 0,700 

- 0,45 
- 1,35 
+16,15 

+ 9,61 
0,577 
1,027 

- 3,080 
- 0,01 

+ 0,0791 
0,00475 

- 0,01424 
- 0,00004 

I 
220 
413 

= 
= 

I: 0,909 

0,091 
1+ 0,91 

1+ 15,91 
- 0,7705 

, 
I- 0,6795 

1- 2,039 
+13,872 

: + 8,924 
- 0,648 
- 1,328 
- 3,983 
- 0,006 

+ 0,0825 
- 0,00599 
- 0,01797 
- 0,00017 

I 
240 
347 

= 
= 

- 1,081 

- 0,081 
- 0,81 
+14,19 

- 0,818 

- 0.899 
- 2,697 
+11,493 

+ 8,153 
- 0,705 
- 1,604 
- 4,811 
+ 0,002 

+ 0,0844 
- 0,00730 
- 0,02189 

+ 0,00021 

I 

System mt bis ",.,; 

260 I 280 
296 I 255,1 I 
= als konstant an-

= -

- 1,267 - 1,4705 

- 0,267 - 0,4705 
- 2,67 - 4,705 
+12,33 +10,295 

- 0,833 - 0,807 

- 1.10 - 1,278 
- 3,3 - 3,833 
+ 9,03 + 6,4625 

System Is mit m,; 

+ 7,272 
- 0,737 
- 1,837 
- 5,511 
+ 0,003 

+ 0,0835 
- 0,00846 
- 0,0254 
+ 0.0001 

+ 6,252 
- 0,735 

i - 2,013 
- 6,038 , 

I + 0,0032 

+ 0,0798 
- 0,00939 
- 0,02817 
+ 0,00013 

: + 0,00119 • + 0,00136 i + 0,00153 i + 0,00163 . + 0,00167:) 
, 

239 750 193 100 

i <Xl 1,328 : <Xl 1,604 

120750 I 29 280 

,<Xl 1,837 1 <Xl 2,Ol:l 
I
, 261700 

<Xl 1,027 

+ 0,00707 

+ 0,00177 
- 0,00318 
- 0,00726 

+81,55 
- 5,893 
- 5,343 
-16,029 
- 0,008 

- 8,0975 
+ 0,486 
+ 1,458 
- 0,0005 

- 0,1215 

263,6 ·10' 

5,365 

Reduktion der Aussehlage, 

0,01532 + 0,0632 + 0,007721 + 0,009581 + 

+ 0,000702 - 0,000776 - 0,00409 - 0,02973 

- 0,0052451- 0,00861 1- 0,01685 - 0,0815 

- 0,01025 - 0,01537 . - 0,02814 - 0,1272 

+53.89 
- 3,914 
- 4,5935 

+33,663 
2,910 

- 3,809 
-13,7805 -11,427 
+ 0,0002 i - 0,0024 

- 5.5295 
+ 0,4018 
+ 1,2054 
- 0,0001 

- 0,0913 

195,3·10' 

4,613 

- 3,7973 
+ 0,3283 
+ 0,9849 
± 0 

- 0,0684 

129,4 ·10' 

3,823 

System l, mit ""; 

+18,685 
- 1,894 
- 2,994 
- 8,982 
- 0.0027 

- 2,5997 
+ 0,2635 
+ 0,7905 
± 0 

+ 7,3435 
- 0,8635 
- 2,141 
- 6,423 
+ 0,003 

- 1,7372 
+ 0,2043 
+ 0,6129 

± 0 

0,050681 - 0,03651 

67,24,10'\ 13,70·10' 

3,005 2,15 
Reduktion der Aussehlage, 

+0,000702 + 0,000947 +0,001429 + 0,002752 + 0,0135 

+ 0,0001755 + 0,000086 - 00001158 - 0,000735 - 0,0063f. 
- 0,0003158 - 0,000643 - 0,001285 - 0,003027 - 0,0172:. 

0,003763 0,00437 0,005465 0,00827 O,0290a 
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talel 5. 
zwei Erregungen gleicher (a) und entgegengesetzter (b) Phase. 

(Liinge I, + 12), 

283 
249,7 

284 
248 

300 
222,2 

325 
189,6 

329,7 
184,0 

350 
163,3 

282 I 
251,5 

______ ~L-______ ~ __ . ____ ~ ____ ~L_ 

genommen zu at = + 1 em 
~ +15,0 

- 1,4915 - 1,502 

- 0,4915 - 0,502 
.. 4,915 - 5,02 
+ 10,085 + 9,98 

- 0,8015 - 0,799 

1,293 - 1,301 
.. 3,879 - 3,903 
+ 6,206 + 6,077 

- 1,5125 

- 0,5125 
- 5,125 
+ 9,875 

- 0,796 

- 1,309 
- 3,926 

+ 5,95 

a) +E3=+E4; 
(+ 6,1(1) (+ 6,084) (+ 6,031) 

- 0,7323 - 0,7312 - 0,7293 
- 2,025 - 2,0322 - 2,038 
- 6,076 - 6,097 - 6,113 

0,0005 - 0,006 - 0,0009 

- 1,688 - 1,978 - 2,038 - 2,295 

- 0,688 - 0,978 - 1,038 - 1,295 
- 6,88 - 9,78 -10,38 -12,95 
+ 8,12 + 5,22 + 4,62 + 2,05 

- 0,731 - 0,5505 - 0,502 - 0,251 

- 1,419 - 1,529 - 1,540 - 1,546 
- 4,257 - 4,586 - 4,62 - 4,638 
+ 3,863 + 0,635 ±O - 2,588 

Form "v"~ 

1+ 5,091 :+ 3,423 1+ 3,057 + 1,412 
- 0,687 1- 0.5415 . - 0,498 - 0,2592 

1- 2,106 . - 2,07 1- 2,038 
- 1,8052 

- 6,318 1- 621 - 6,115 - 5,416 

I± 0 + 0:001 - 0,001 - 0,006 

Form "h". 
+ 0,079 + 0,0787 + 5,07841+ 0,0719 1+ 0.0548 +0,0'" r 0,0255 
- 0,00943 - 0,00946 - 0,00950 - 0,0097 - 0,00867 - 0,00815 - 0,00468 
- 0,02829 - 0,02838 - 0,0784 - 0,02909 - 0,02601 - 0,02445 - 0,01405 
- 0,00019 - 0,00008 + 0,00023 : - 0,00001 ! + 0,00009 - 0,00005 - 0,00095 

+ 0,001673 

+ °''''"1 + 

0,001672 + 0,001617 

25060 24715 25790 

.,,-, 2,025 c-o 2,0322 c-o 2,038 

entsprechend D ~ 1850 kg, 

+ 0,0738 

0,03628 
- 0,0954 
- 0,1496 

+ 6,4038 
- 0,764 
- 2,057 
- 6.171 
- 0,0002 

- 1,6663 
+ 0,1987 
+ 0,5961 
± 0 

+ 0,0748 

- 0,0376 
- 0,0973 
- 0,1522 

+ 5,9448 
- 0,714 
- 2,015 
- 6,045 
- 0,0026 

- 1,6319 
+ 0,1961 
+ 0,5883 
+ 0,0003 

+ 0,0717 

- 0,0368 
- 0,0938 
- 0,1462 

+ 5,481 
- 0,6627 
- 1,9712 
- 5,9136 
+ 0,0024 

- 1,5978 
+ 0,1932 
+ 0,5796 
- 0,0002 

0,03523 - 0,03463 - 0,034 

113940 

c-o 2,106 

1+ 0,01623 

1- 0,01117 
- 0,02304 
- 0,03418 

- 1,029 
+ 0,139 
- 1,28 
- 3,84 
- 0,002 

. Form "hu ; 

- 1,1140 
+ 0,1504 
+ 0,4512 
+ 0,0001 

0,02507 

11,54 ·1()4 11,28 ·10' 11,65· 10' 44,73' 1()4 

1,288 2,067 2,025 1,981 
ent.sprechend D ~ ± 1850 kg. 

+ 0""""1' 0,,,"'" 
296200 333300 

c-o 2,07 c-o 2,038 

+ 0,00625 

- 0,00611 
- 0,00955 
- 0,01293 

1
- 8,3555 
+ 1,322 

1+
- 0,2065 
- 0,6195 

0,0018 

- 0,5634 
+ 0'0891 
+ 0.2673 
- 0,0002 

+ 0,00555 

- 0,00577 
- 0,00854 
- 0,01132 

- 9,47 
+ 1,544 
+ 0,004 
+ 0,012 
+ 0,0002 

- 0,4778 
+ 0.0779 
+ 0,2337 
± 0 

+ 0,00067 

490700 

c-o 1,8052 

+ 0,00377 

- 0,00488 
- 0,00583 
- 0,0068 

-13,123 
+ 2,411 
+ 0,865 
+ 2,595 
+ 0,0024 

1
- 0,1771 
+ 0,0325 
+ 0,09753 
+ 0,00003 

- 0,01372\- 0,0118 I - 0,00465 

9J,97 • 10' 102,9· 10' \129' 1()4 

0,2250 I 0,078 0,8655 

-
-

365 
150 

2,5 

1,5 
-15 

± 0 

0 

- 1~5 

- 4,5 
- 4,5 

± 0 
0 

- 1,5 
- 4.5 

± 0 

- 0,0002 
+ 0,00004 
+ 0,00012 
- 0,00018 

- 0,00005 

600600 

ex! 1,5 

+ 0,00308 

- 0,00462 
- 0,00462 
- 0,00462 

-15,0 
+ 3,0 
+ 1,5 
+ 4,5 
± 0 

-

-

375 
142,2 

2,64 

1,64 
-16,4 
- 1,4 

+ 0,1969 

- 1,4431 
- 4,329 
- 5,729 

- 1,026 
+ 0,2165 
- 1,2266 
- 3,680 
- 0.003 

- 0,0211 

-

-

400 
125 

3,0 

2,0 
-20,0 
- 5,0 

+ 0,8 

- 1,2 
- 3,6 
- 8,6 

- 3,905 
+ 0,937 
- 0,263 
- 0,789 
+ 0,001 

- 0,09145 

+ 0,0445 + 0,02195 
0,013351 + 0,06585 + 

+ 0,00015 I + 0,0001 

- 0,0006 I - 0,00275 

661500 1 751500 

=1,2266 : C\.J 0,263 

+ 0,00280 1+ 0,00246 

- 000459 - 0,00492 
- 0: 0040381 -

- 0,0034321 -
0,00296 

-15,889 
+ 3,353 
+ 1,9099 
+ 5,7297 
+ 0,0034 

0,00065 

-16,941 
+ 4,064 
+ 2,864 
+ 8,592 
+ 0,0007 

~ ~00041 ~ 
± 0 

0,0979 
0,02066 
0,06198 
0,00008 

+ 0,2898 
- 0,06956 
- 0,2086 

- 0,0002 1- ± 0 

o + 0,00275 + 0,0087 

140,1· 10' 142,95 '10' 133,75 ·10' 

1,5 1. 910 2,865 

T 0,01603 + 0,01640 + 0,01588 + 0,00413 + 0'00194~ + 0'00179~ + 
- 0,00788 - 0,00823 - 0,00814 - 0,002845 - 0,00196 - 0,001867 .-

0,02073 - 0,02133 - 0,02078 - 0,00587 - 0,00297 - 0,00277 -
0,03312 0,03322 0,03146 0,00533 0,00046 0,00014 

0'00143~ + 0,00132 + 0,001295 + 0,001383 

0,001857 - 0,001981 - 0,002122 - 0,002767 
0,00221 - 0,00198 - 0,001868 - 0,00166 
0,001241 0,001981 0,002472 0.003963 
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~1-'1-

14 

15 2- m,l, 
H' 

--" ------~---" 

16 I S;(~?-I)-m •. a, 
17a I E~v~ +Ei. 

17~ E~.~ ~!ll. 

23 

24a 

25a 

26a 

50'a, 
K'~--

3 ,,/ 

,50-a4t' 
K'h~-'1-

K' (m,l, -1) -K' 
3h H' ,h 

E;h=+Eh 

l/sek 

I 
:kg'sek' 

jkg . sek' 

kg· sek' 

; 'I 

,kg'sek': 

k:. sek'il 
kg'sek'il 

kg· sek' 

Zahlen
Berechnung der verhiUtnismaBigen Erregungen 

180 200 220 240 260 280 

0,353 0,1458 0,180 0,218 0,2593 [ 0,304 

i 
+l,~~4 ___ ~,82 __ ~I_+l,7~ __ +~~,74071 +1,696 + 1,647 

-14,96 

-8,063 

+102,55 

-0,0611 

- 0,1989 

+0,2511 

+0,1354 

-11,9 

-6,54 

+66,1 

- 0,1125 

- 0,2565 \ 

+0,3487 1 

+0,1916 

- 8,817 - 5,816 

- 4,947 - 3,34 

+40,46 I +22,41 

Berechnung von ± E~ 

- 2,986 

-1,758 

+9,82 

- 0,348 

-0,2108 

+0,985 

Berechnung von ± Ell 

-0,1545 i -0,1873: -0,21171 -0,2282 

-0,3017 

+0,4225 

+0,2370 

-0,334 

+0,4728 

+0,2717 

- 0,3532 

+0,5006 

+0,2952 

- 0,3595 

+0,5072 

+0,308 

24b K~h ~ 50 ~ a,v \kg • sek' II -1,692 -1,346 -1,051 \ - 0,7976 II - 0,57881 

K~.(m;~3 -1) -K~h Ikg.sek· +1,744 +1,438 +1,1718\ +0,9364, +0,7262 \ 

26b Eh~ -E~h Ikg ·sek' \ -11,96 -7,985 -5,375 I -3,610 1 -2,388 

25b 

b) +E;h 

- 0,3847 

+0,5324 

-1,509 
~~-~-~-------~~~--~~~--~--~--~~--~--~------

32a 

33a 

32b 

33b 

E;=E~= lim;)' + (Ei.)' 

E,~E.~'1'.E; 

E; ~ - E~ ~ f'-(E---;;C--)'~+~(E---;-;')~' 

E,~-E'~'1"E; 

E' h 2- m4l3 
H' 

Ikg. sek'/' I I 

:kg· sek2 i 

'kg· sek2 

kg 

kg· sek' 
kg 

-14,8 

+101,5 

8,064 

26,13.10' 

102,1 

330,8 ·10' 

i -11,779 

+65,4 

6,542 

26,17,10' 

65,9 

263,6.1q' 

Wiederholte Berechnung von +E;v~ -E~. 

- 8,726 - 5,748 - 2,935 I -0,311 

+40,02 +22,17 +9,65 +0,881 

4,953 

23,98·10' 

40,37 

195,3·10' 

3,352 

19,31·10' 

22,45 

129,4·10' 

Totale Erregung 

1,786 0,3733 

12,08· 10' 2,928· 10' 

9,945 1,747 

67,24 . 10' 13,70' l()' 

Diese Horizontalkrafte mussen sich wiederum zu Null erganzen: 

(18) 

b) K~ + 0 + TfJ. + Kh = O. 

E' h 

( m4l3 ) 
Hi! 7':i' -1 - I{4/. 

(188 ) 

Anwend ung der Bezieh ungen fur E~ und Eh (ZahlentafeI5a): In den Spalten 13 bis 17,23 
bis 26a und b sind die Formeln 17 und 18 ausgewertet und zwar wird zuerst, wie Spalte 16 erkennen laBt, 
K~. ~ 0 angenommen. Wie schon erwahnt, finden wir damit der Reihe nach ± E~ (16 und 17), die Form v 
(18 bis 22), Ei. (23 bis 26) und die Form h (27 bis 30). Erst jetzt ist nachtraglich die Berechnung von K~,. 
in 31 a und b m6glich. In Spalte 31 a ist es durchweg so klein, daB es den Zahler in der Formel (17 und 
17 a) und damit E~ selbst nicht beeinfluBt. Lediglich im Gebiet 11 = 282, = 283, = 284, wo ja die "Rest
kraft" E~ durch Null hindurchwechselt, ist eine Korrektur der in Spalte 16 und 17 a eingeklammerten 
Werte notwendig. In 3lb wurde K4v gr6Ber befunden; es wurde deshalb in 17b fur aile 11 ein 
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talel 5 B. 

Ea und E, (nach den Formeln 17, 17a, 18, 18a). 

282 I 283 284 I 300 

0,358 0,360 0,363 0,405 

+1,6422 + 1,6397 +1,637 +1,595 

(ohne Beriicksichtigung von K~v' Spalte 31 a) 

- 0,106 
(- 0,10767) 
-0,0646 

( -0,0655) 

+0,296 

- 0,2293 

=+E~h 

-0,3592 

+0,5065 

+0,3083 

= -E~h 

- 0,3668 

+0,5141 

-1,437 

+0,013 
( +0,01133) 
+0,0079 

(+0,0069) 

-0,03608 

- 0,2299 

-0,359 

+0,5061 

+0,3086 

-0,3581 

+0,5052 

-1,402 

(mit Berilcksichtigung 

- 0,0708 I +0,0476 

+0,1978 -0,1322 

+0,1345 
(+0,13283) +1,957 
+00822 

( +0,0811) +1,227 

- 0,3707 - 4,833 

I -0,2308 -0,2365 

-0,3589 - 0,351 

+0,506 +0,4918 

+0,3092 +0,3083 

I 
I 

- 0,3490 - 0,2146 

+0,496 +0,3554 

I -1,367 - 0,8775 

von K~v' Spalte 31 b) I +0,1685 

I 
+1,982 

-0,464 - 4,892 

E='1" jI(E~)2 + (E;Y = '1" E' 

0,315 0,3087 0,3198 1,266 

I 

I , 
I 

I 

25060 2,471·10' 2,579 ·10' 11,394 ·10' 

1,451 1,408 1,443 4,97 
11,54 ·10' 111,28 ·10' 11,65 ·10' 44,73 ·10' 

325 I 
0,4747 

+1,525 

+4,252 

+2,788 

-8,955 

-0,2350 

-0,3185 

+0,442 

+0,2898 

-0,0325 

+0,156 

- 0,328 

+4,266 

-8,99 

2,803 

29,62 ·10' 

8,995 

I 94,97 ·10' 

329,7 350 365 375 I 400 

0,489 0,5508 0,60 0,633 0,7195 

+ 1,511 +1,449 +1,4 +1,367 +1,280 
-------"--

+4,62 +5,801 I +6,3 +6,432 +6,011 

I +3,057 +4,00 +4,5 +4,703 +4,695 

-9,45 -10,53 -10,50 -10,16 -8,355 

- 0,2337 - 0,221 I - 0,2055 I - 0,1925 -0,15 

- 0,3093 - 0,258 - 0,2054 -0,1635 -0,0329 

+0,4286 +0,3572 +0,2876 +0,2343 +0,0750 

+0,2837 +0,2465 +0,2053 +0,1714 +0,0586 

±o +0,1 235 +0,2053 +0,2544 +0,3586 

+0,1194 -0,0 242 - 0,1231 -0,1838 - 0,3165 

+0,244 +0,0 439 + 0,2051 + 0,2904 + 0,4398 
--~---~--------

+4,632 I +5,806 I +6,3 I +6,43 +6,0023 

-9,47 -IO,535 -10,50 -10,16 -8,341 

3,068 4,007 4.504 4,707 4,698 

33,33 ·10' 49,07 ·10' 60,06 ·10' 66,15 ·10' 75,15 ·10' 

9,475 10,53 10,Sl 10,165 8,355 

102,9 ·10' 129·10' 140,1·10' 142,95 ·10' 133,75'10' 

genaueres E~v = -E~4 berechnet und damit die Form v etwas korrigiert. Lediglich diese zweite Rech
nung ist in den Spalten 18b' bis 22b' in die Tafel 5 aufgenommen. Die erste Rechnung der Form h konnte 
wieder weiterhin beibehalten werden, da ihre eventuelle Korrektur bereits unterhalb der Rechenschieber
genauigkeit liegt. 

Die Spalten 22 und 30 sind als Kontrollen auizufassen. Sie miissen durchweg den Wert 0 ergeben. 
Die absichtlich belassenen Fehlerbetrage riihren von Rechenschieberungenauigkeiten her. 

Spalte 31a und b: Wir miissen (-au) in Rechnung stellen, weil einem horizontalen Ausschlags
vektor (ah) ein nachhinkender verti,kaler Dampfungs~raftvektor zugehort mit Richtlmg entsprechend 
lillSerer Vorzeichenvereinbarung (Fig. 32). 

Die Spalte 34 und 38a und b: Die Ausschlage a4 sind die totalen Verdrehungsamplituden an der 
Stelle m4• Die horizontalen Komponenten ah in 28a sind so klein, daB a4 (34a) praktisch mit a4v (20a) 
identisch ist. Es sind daher in 38a die reduzierten a4 wieder mit Vorzeichen eingeschrieben. 

3. Darstellung und Diskussion der Reehnungsergebnisse. 

a) Die in den Spalten 1 bis 34 ausgewerteten Zahlen sind in den Fig. 33 und 34 bildlich als Fahrstrah
len dargestellt. Die Figuren b, c und d zeigen die Ausschlage, die Figuren e, f, g geben die erregenden Krafte 
fiir die verschiedenen '1 aneinandergereiht wieder. Wie die ganze Zahlenrechnung, so gelten auch die Bilder 
fiir einen bestimmten Augenblick; sie halten jenen im Schwingungszyklus immer wiederkehrenden Mo
mentanzustand fest, in welchem die Schwungmassen mI , m2, ma gerade ihre vollen Verdrehungsamplituden 
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erreicht haben, somit auch ihre vollen Umkehrtragheitskrafte entwickeln. AIle anderen dargestellten 
GroBen a4 , E' sind in ihrer Phase zu diesem Zeitpunkt orientiert. 

b) In Fig. 33b und 34 b sind die Ausschlagsvektoren im AufriB (vertikal), in Figur c von oben 
gesehen im GrundriB (horizontal), in Figur d nach voller GroBe und Phase, von n2t aus gesehen, dargestellt. 

c) Die Formen v sind den Fig. 33h und 34b von m1 bis ma gemeinsam. Bei '1 = 283 (genau bei 
YJ = OJ, = 282,88) sind auch fiir die Lange 1a die Formen v gleich, weil ja bei dieser Impulszahl jegliche 
auBere erzwingende Kraft verschwindet, die Bewegung v also in heiden Fallen nur von den gleichen 
Tragheitskriiften bestimmt wird. 

-1,0 

-a" 
c 

+1,0 
+a" 

t 

Kraftvektoren 

Fig. 33-33 f. 

+Ea = -E4 

-+-+---t 

c 

+1,0 

+M4------r--~~-----, 
m,+-----~~~tH----~ 
m4------+~+_~1 n':----~ 
'"4------+-I+I-!ft----~ 
n4-----+-Irl+-ffi---~ 

+10 

8,+-----1-----~~H~~ 
-10 

e 

Fig. 34--34 g. 
; f g 

d) In Fig. 33e sind die notwendigen Erregungen E' geordnet nach steigenden Impulszahlen an
einandergereiht und perspektivisch mit ihren Komponenten und als Resultierende in ihrer Phase dar
gestellt. In Fig. 33f geniigt als SeitenriBprojektion nur ein Bild, weil Ea und E4 ja vollkommen gleich 
sind. In Fig. 34f und g entsprechen sich immer zwei gegeneinanderstehende Fahrstrahlen. 

e) Es ware eigentlich sinngemaB, alle Ausschlage zu gleichgerichteten, z. B. senkrechten E-Vektoren 
(bzw. D-Vektoren zu orientieren, da ja die Kriifte als die primare Ursache der Bewegung anzusehen sind. 
Es miiBten dann alle Schwingungsformen gegeneinander verdreht dargestellt werden, was aber sicher viel 
umstandlicher ware. 

f) Gegeniiher den E-Vektoren stehen die T 1, T 2, Ta immer genau vertikal, die Ka-Vektoren immer 
genau horizontal nach links, die T4 in der Richtung der Ausschlage a4, die K4 senkrecht zu T4 oder a4 , d. h. 
sie verlaufen meist wie Ka, besitzen nur eine kleine Komponente in vertikaler Richtung, eben das GliedK4 •• 
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Q;) II 

g) Bemerkenswerte Schwingungsformen: 
IX) Die Form verlauft zwischen ml und ma gerade, 

wenn m2 zu einem Knotenquerschnitt wird. Dieser 

. lliT 400 231 Fall tntt ein beil) = / -I - = 19- = (vgl. Fig. 35c 
I m l l3 

und d, wo ml schwingt, als ob es im Abstand 11 ver
drehungselastisch bei m 2 eingespannt ware). 

IH( 1) F5 fI)Bei?} =l/~I ~ 1+~ =231l!~2 =365[1/sec] 
1 m l (12 

schwingen die beiden Massen ?nl und m2 fUr sich 
allein im Gleichgewicht. Wenn a1 = 1,0, dann wird 

m l 
a2 = --. a l = -1,5. Das System (ms + ?n4 ) muB 

m2 

dann unter der Einwirkung del' Krafte Es und E4 , Ks 
und K4 ebenfalls fiir sich schwingen und einen Aus
schlag as = -1,5 'cm aufweisen. Das ist nur m6glich, 
wenn im einen Fall die gleichschwingenden 
Krafte E~ = + 4,5 kg . sec2 den gleichausschlagenden 
Massen ms und m4 Gleichgewicht halten (vgl. Spalten 
17a und 21a, 'I = 365), oder wenn im anderen Fall 
die gegeneinanderschwingenden Krafte ± E~ zu 
den ebenfaJls einander entgegengesetzten T~ und 
T~ = =+ 4,5 solche Beitrage liefern, daB die Lange Is 
urn LI asv = + (2. 1,5) = 3 cm verdreht werden kann, 
gerade als ob an ihr 2 Massen M saBen, welche del' 
2-Massenformel S. 7 geniigen: 

~-- l!2O-=-ms-
365= l'ls·1I1(1+1) = V~M .2; und 

M = 10 kg . sec2 • Db' 3 0 cm a ereIts ms = m, = , • so 

miissen also E~v und E~v je 10 - 3 = 7 Einheiten er
setzen oder 7· 1,5 = 10,5 kg . sec2 aufbringen. 

r) Die 3 Massen ml' ?n2 , ms schwingen bei 
'I = 329,7 fiir sich allein im ersten Eigenschwingungs
grad. as schlagt aus urn -1,54 cm. Fiir gleich ge
richtete E wird hier die Verdrehung Ll as v lediglich durch 

(T _ E) _ T 4v _ m4 (as + Ll as.) ?}2 b . kt A 
4 , 4 v - 2 -, 2 ewrr . us 

Llasv = ?n4 (as + Llasv) f I tLl = - 1,54 = -0 498 
Is 2 . HI 0 g asv + 3,09 ,. 

Fiir entgegengesetzte EI und fiir E~ "" 0 muB not
wendig T4 = 0 sein, d. h. a4 = 0, und Llasv = +1,54; 
E~v = -E~v ergibt sich einfach als verdrehende Kraft 
aus der Gleichung (16) 

E~ LI asv E; = 1. + 1,54) . (-184) _ = -9,45. 
HI = -Zs-; 30 

h) Die Fig. 35a bis e reihen die samt
lichen vertikale n reduziertenSchwingungs
formen 33b und 34b, die also wirklich er
zwungen wfuden, fur die verschiedenen 'YJ 

aneinander, wodurch wir ein klares sinn
falliges Bild von den groBten uberhaupt mog
lichen Ausschlagen erhalten. Wir mussen uns 
dabei bewuBt bleiben, daB nur die Aus
seWage ai' a2 , a3 im gleichen Zeitpunkt mit 
ihrer vollen Amplitude auftreten, wahrend 
a4 in der Phase voreilt, wie das Fig. 35e 
fUr 'YJ = 283 darstellt, wobei die Phasen-

Wydler, Drehschwingungen. 5 
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verschiebung von a4 del' Deutlichkeit halber absichtlich tibertrieben groB ge
zeichnet ist. 

i) Fig. 33b und 35c, sowie 34b und 35d stimmen tiberein im Verhaltnis del' 
Ausschlage, ebenso 35c und d im Bereich del' a 1 bis aa. Daher haben auch beide 
Fig. c und d die "Knotenpunkts"kurven gemeinsam. Die Ausschlage 34 b sind zwar 
gr6Ber als die in 33b, verlangen abel' auch sehr viel gr6Bere verhaltnismaBige Erregun
gen, so daB bei del' Reduktion trotzdem die Ausschlage 35d (zu 34b geh6rig) viel 
kleiner bleiben. Ftirl7 = 283 stimmen die Formen in Fig. lOa, 33b und 34b, 35c 
und d tibel'ein. 

4. Hauptergebnis. 

Die Rechnung hat in del' Hauptsache zwei wichtige Tatsachen bestatigt, die sich 
von vornherein erwarten lieBen. 

In erster Linie erkennen wir sinnfallig aus den Fig. 35c, d, daB 'die beiden 
gleichgerichteten Krafte +Da = +D4 bedeutend starkere Ausschlage erzielen, als 
die entgegengesetzten +Da = -D4' Die ersteren beiden bewirken an m4 einen 
maximalen Ausschlag a4 = 0,1522 cm, wahrend +Da = -D4 nur a4 = 0,0332 cm 

erzwingen, also nur eine 0,1522 . 4,55 mal kleinere Schwingung erregen. 
0,0332 

Als zweites Resultat halten wir die Erkenntnis fest, daB bei unserer Problem
stellung gerade im Resonanzgebiet die reibungsfreien Eigenschwingungsformen 
nahezu vollkommen erhalten geblieben sind und daB die angreifenden auBeren Krafte 
(Erregungen und Dampfungen) keine praktisch ftihlbaren Abweichungen von del' 
theoretischen Form erzwingen konnten, da sie gegentiber den Tragheitskraften viel 
zu klein und unbedeutend waren. Wir dtirfen dieses Ergebnis auch auf andere Systeme 
und Resonanzfalle tibertragen, solange dabei keine anormalen Dampfungen a~ftreten. 

Die groBe Wichtigkeit diesel' zweiten Tatsache besteht nun darin, daB sie uns 
eine sehr fruchtbare Anwendung del' Arbeitsgleichung erlaubt und uns von dem 
Zwange hefreit, jedesmal erst in einer schwierigen, zeitraubenden Schwingungs
;rechnung analog Zahlentafel 5 aIle tiberhaupt auftretenden Krafte bestimmen zu 
mtissen, wenn wir uns tiber die jeweiligen Schwingungsvorgange ein Urteil bilden 
wollen. Insbesondere werden uns drei Operationen ermoglicht: 

.1. Wirk6nnen unmittelbar ftir j ede Systemstelle den kritischen 
Maximalausschlag berechnen, wenn wir die entsprechende, theoretisch 
reibungsfreie Eigenschwingungsform und die Dampfungszahlen kennen. 

2. Wir k6nnen ftir eine bestimmte MeBstelle die verhaltnismaBige GroBe 
del' A usschlage bei verschiedenen Kritischen angeben, wenn solche 
innerhalb des Betriebsbereichs nach del' gleichen odeI' nach verschiedenen 
Formen angeregt werden. 

3. Wir k6nnen leicht weitere Dampfungszahlen fUr den praktischen Ge
brauch ableiten. 

ad 1. Wir wissen, daB ftir aIle beliebig groBen absoluten Ausschlage nach einer 
freien Eigenschwingungsform die Tragheitskrafte mit den elastischen Reaktionen del' 
Welle gerade im Gleichgewicht stehen. Diese Krafte k6nnen also auch die tatsachliche 
Einstellung del' Ausschlage nicht mitbestimmen und scheiden ftir ihre Bemessung als 
indifferente Gr6Ben aus. Verdrehungen werden vielmehr nul' von den erregenden Kraf
ten und von den Reibungswiderstanden bestimmt nach del' Bedingung, daB die Aus
schlage solange anwachsen, bis innerhalb eines Schwingungszyklus die zugeftihrte 
Arbeit immer gleich del' verbrauchten ist. 

'NB. Bei der Aufstellung der folgenden Formeln kehren wir wieder zu jener Jl./umerierung del' 
Massen zuriick, die wir im ersten Teil durchweg gewiihlt hatten; wir beginnen also die Zahlung am auBersten 
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Zylinder (Luftpumpenende), so daB z. B. an den ersten 6 Schwungmassen auch die ersten 6 erregenden 
Krafte angreifen. In unserem Rechenbeispiel (Zahlentafel 5) hatten wir die Numerierung umge
kehrt gewahlt, um die Erregungen E~ und E~ bequern berechnen zu k6nnen. VgI. S.59. 

Die Arbeitsgleichung lautet dann fUr ein System, an dem nUl' Zylinderdampfun
gen kz auftreten: 

6 6 

2,' (D. a) = kz ' 17 • L (a 2) 

1 " 
odeI' 

D . a l • (iXl + iXz + ..... iXu) = kz • II . ai • (iX r + iX§ + ..... iX~) 
odeI' 

Fur eme andere SystemsteIle n ist dann 

Treten noch andere Dampfungen auf, z. B. elektrische k., dann erhalt man 

D·YLX 
al = 6 ...... 

lj (kz . L . X2 + ke x~) . 
1 

(19) 

(19a) 

(19b) 

ad 2. ex) Werden zwei verschiedene Kritische von den Ordnungen x und y 
nach derselben Form angeregt dUl'ch Harmonische Dz und Dy , die abel' jeweils 
gleichphasig zusammenschwingen, dann stehen die Ausschlage einfach im Verhaltnis 
del' Amplituden del' erregenden Krafte: 

(a)x (D)x 
(a)y = (D)y . 

(20) 

fl) Sch\\~ngen dagegen die Harmonischen Dx bei del' Kritischen xter Ordnung 
aIle gleichphasig, die Krafte Dy bei del' Kritischen y abel' dagegen zu gleichen Halften 
gegeneinander, so werden nach gleicher Form Ausschlage (al )", und (al)y erzwungen 
im Verhaltnis: 

(aI)", D;c (1 + X2 + a3) + (X4 + iXl) + X6) 
(aI)y = D y ' (1 + X2 + LX3) - (X4 + Xii + X6) • 

(21) 

Es bestehen namlich die Gleichungen fur- die Kritische 

x-tel' Ordnung: Dx' [(1 + iX2 + iX3) + (LX4 + iX5 + iX 6 )] = kz' 1}' (al)",' (1 + iX~ + .... iX~) 
y-ter Ordnung: Dy ' [( 1 + LX2 + LX3) - (iX4 + LX5 + LXa)] = kZ '1] • (al)y' (l + iX§ + .... LX~) 

r) Werden von den gleichen Kraften zwei verschiedene Kritische angeregt, ein
mal nach einel' Form I, ein andermal nach einer Form II, dann stehen die Ausschlage 
(a1h undo (a1hr im Verhaltnis: 

(olh 'IJn (2'LXh (~x2)II 
(al)n =;;;-. (Lx);' (2,' x2h . (22) 

Es lieBen sich ill dieser Weise noch viele Beziehungen anschreibell; man geht im Einzelfall 
immer am besten auf die Arbeitsgleich ungen zurtick, wie sie fiir die in Betracht kommen· 
den FaIle gel ten. 

ad 3 .. Sind uns aus torsiographischen Messungen die Ausschlage bekannt, dann 
konnen umgekehrt auch Dampfungszahlen berechnet werden. In groBem MaBstab 
ist das bereits oben S. 54 geschehen bei del' Ableitung del' Zylinderdampfung kz • 

5* 
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Anwendung auf unser Reehenbeispiel. 

Die auBerst einfaehe Handhabung der lobigen Naherungsformeln solI zuerst 
an unserem Reehenbeispiel und ansehlieBend daran an torsiographisehen Messungen 
gezeigt werden. Wir beaehten, daB wir jeweils die Indizes 4 und 3 des Beispiels sinn
gemaB dureh die Indizes 1 und 2 in den Formeln ersetzen miissen (vgl. NB. S.66). 

1. Bei Verwendung der Formel (19) haben wir zu setzen: 

D1 = D4.} 
D2 -: D3 

= 0,37· Fl (kg); 

kz = 0,0057· Fl (kg). 

Fiir den I. Eigensehwingungs- } _ 283 . 0.:1 = 1,0; 0.: 2 = 0,64 
zustand war Fig. lOa, b 1] 1 - , (0.:1)2 = 1,0; (0.:2)2 = 0,41 

Fiir den II. Eigensehwingungs- S.23 = 461 6 . 0.:1 = 1,0 ; o.:~ = 0,040 
zustand war till " (0.: 1)2 = 1,0; (0.: 2)2 = 0,0016 

Wir erhalten somit (gemessen auf einem Kreis mit Kurbelradius R = 17,5 em) 
fiir die I. Kritisehe 

0,37 (1 + 0,64) 
(a1h = 0,0057.283 . (1 + 0,41) = 0,267em, 

fiir die II. Kritisehe 

( ) 0,37 (1 + 0,04) = ° 1461 
al II = 0,0057.461,6 (1 + 0,0016) , em 

oder auf R = 10 em 
0,267 

(alh = 175 = 0,1525 (statt 0,1522), , 
0,1461 

(alhI = 1,75 = 0,0835 (statt 0,0834). 

In der Zahlentafel 5 ist der Fall i = nelI = 4407,6 oder t/lI = 461,6 nieht mehr durehgereehnet. 
Wir willden dort u. a. folgende Zahlenwerte erhalten haben: E~ = - 0,4973; E~ = + 0,0095; somit 
E = 106000 fiir al = 1 em; und a4 = 4,78 em; weiter fiir D = 1850; (al)' = 0,01745 em und (a4 )r 
= 0,0834 em. Man sieht jedenfalls schon an diesem einfaehen Beispiel mit nur 4 Sehwungmassen und 
2 Summenkraften, urn wieviel leiehter die Anwendung der Arbeitsgleiehung zum Ziele fiihrt. 

2 fJ) + D3 = + D 4. erzielte am Angriffspunkt vonE 4. einen Aussehlag a4. = 0,1522 em, 

+D3=-D4 erzielte a4 = 0,0332 em, d. h. also eine 4,55 mal kleinere 
Sehwingung. 

Naeh Formel (21) ergibt sieh (wenn wir statt a 4 wieder a l sehreiben): 

(al )", = 1 + 0,64 = 4 55 
(al)y 1 - 0,64 " 

d. h. das gleiehe Verhaltnis. 

2y) Die Krafte + D3 = + D4 erzielten bei 

d. h. 1,825 mal kleiner. 

1]1 = 283 ein a4 = 0,1522, 

nIl = 461,6" a4 = 0,0834, 

Mit Formel (22) ergibt sieh wiederum dasselbe Verhaltnis, namlieh 

(alh = 461,6 . 1,64· ~,0016 = 1 826 
(alhl 282,9 1,040·1,41 ' . 

3. Weiterhin konnen wir nunmehr be quem eine genaue Vergleiehsreehnung fiir 
unsere gegebene Anlage mit 6 Einzelkraften (statt mit 2 zusammengefaBten Summen-
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kraften D3 und D4 ) durchftihren. Bei Gegeneinanderschaltung von je 3 erregenden 
Kl'aften el'halten wir nach Fig. 15b ein genaues Vel'hiiltnis del' Maximalausschlage: 

(1 + lXz + lXa) + (lX 4 + lX5 + lXs) = 2,839 + 1,828 = 4,667 = 4 62 
(1 + lX2 + lXa) - (lX 4 + lX5 + lXs) 2,839 - 1,828 1,Oll ' 

(statt angenahel't 4,55), also 4,62mal kleinere Ausschlage, als unter del' Einwil'kung 
von 6 gleichschwingenden Kraften. 

Wenn wir weiter aus den Fig. 15b nnd c entnehmen 

fjI = 286 17II = 464,5 (H = 4fach !) 
6 6 

(~; lXh = 4,667 i 1,Oll 
I 

(2:' lX) II = 2,824 
1 

6 6 

CL lX2)r = 3,858 G~;lX2)II= 2,502, 
I I 

so erhalten wir die Ausschlage a l (gemessen auf Kreis 

mit R = 17,5 cm) mit R = 10 cm) 

f( 0,37. 4,667 = ° 2745 '. 
a l ) + + = 0,0057·286 3,858 ' , 

I) ~ 
l ( ) 0,227· 1,Oll = ° 0595 . 

a l + - = 3,858" 

zn 02745 
-'--- - = ° 1568 . 1,75 ' , 

= 0,034; 

II (a l ) + + = ° 00~;~7464 5' !,:~! = 0,1577 ; 
, " 

= 0,0902; 

diesen Ausschlagen a l an Kurbel 6 entsprechen nach den Schwingungsformen Fig. 15b 
nnd c an Kurbel 5 Ausschlage a5 im Betrage von 

a 2 = 0,1568 '0,959 = 0,1502 (statt 0,1522\ 
a2 = 0,034 . 0,959 = 0,0326 (statt 0,0332 beim Ersatzsystem). 
a2 = 0,0902 . 0,892 = 0,0804 (statt 0,0827 

Ebenso wie statisch zusammengefaBte Massen wuchtiger~wirken, d. h. die Eigenschwingungszahlen 
des Systems tiefer verlagern (vgl. S. 20), so wirken auch statisch zusammengefaBte Krii.fte intensiver, 
indem sie starkere Ausschlage erzwingen, als die entsprechenden Einzelkriifte. (Analog biegt ei 1€ resul· 
tierende Einzellast in der Mitte einen Balken starker durch als die gleichschwere gleichfOrmig verteilte Last. 

Ganz allgemein ist somit del' wichtige Satz festzuhalten:-
Bei Resonanz zwischen einer Eigenschwingungszahl no und einer Impulszahl i 

haben wir gl'oBe Ausschlage zu el'warten, wenn die vorhandenen El'regungen gegen
seitig unter denselben Phasen schwingen, unter denen sich auch ihre Angriffsstellen 
bei del' betreffenden Schwingungsform bewegen. Kleine Ausschlage und damit einen 
Ausgleich werden wir erreichen, wenn die Phasen zwischen Kraft und Ausschlag an 
einigen Stellen gleich (z. B. = 90°), an den tibrigen entgegengesetzt (z. B. = 270°) 
sind, so daB die Summe del' Pl'odukte (D, lX) moglichst den Wert Null ergibt. 

Bei der groBen praktischen Bedeutung des Rechnens mit del' Arbeitsgleichung sei diese Methode 
auch noch an dem von Holzer in seiner "Bereehnung der Drehschwingungen" S. 136ff. genau durch· 
geftihrten Zahlenbeispiel gepriift, bei dem an jeder Schwungmasse Dampfungen auftreten. 

Holzer HiJ3t nach den Annahmen S. 136 folgende harmonische Krafte auf das in seiner Fig. 17, 
S.34 dargestellte Massensystem am Kurbelradius r = 17,5 cm einwirken: 

4500 
1. Erregungen Da = D4 = ... Ds = 17~ = 257,1 kg; 

-500 
Dg = D10 = 17~ = -28,57kg; 

. _ 1600· kg . sec 1 
2. Dampfungen kl = -1~""""2 = 5,226 --- ); 

1,0 em k2 = :7~~2 = 0,3267; 

k3 = k4 = ... ks = 1~~~2 = 2,6125; 
60 

k9 = kro = 17,52 = 0,1959. 

1) Beziiglich des quadratisehen Nenners vgl. S. 56 Anmerkung. 
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Mit Hilfe del' Zahlentafeln 23a, b, c wird dann ein Aus3chlag an del' Dynamo als geometrische Summe 
der beiden zueinander senkrechten Komponenten (¥1 = 45,838 . 10 - 6 (phasengleich mit den Erl'egungen) 
und P1 = 18007,1· 10- 6 = 0,018007 Bogengrade (um eine Viertelperiode voreilend) berechnet, d. h. 
die Bewegung in der (¥-Phase erreicht nUl' 2 :·3 yom Tausend del' Aus3chlage in der p-Phase. Verzichten 
wir darauf, diese praktisch kaum nachweisbal'e, belanglose Komponente del' Bewegung zu ermitteln, 
dann ergibt sich Ih sehr leicht und rasch aus der Arbeitsgleichung, wenn wir aus der Holzerschen 
Zahlentafel 4, S. 36 als gegeben die Aus3chlagsverhaltnisse 0 entnehmen (und 0 2 bilden), welche fiir die 
reibungsfreie Eigenschwingung I-ten Grades (w;[ = 49 840) gelten, und schreiben: 

10 10 

1: (D. 0) = b1 • '7 • 1: (k .02); odeI' entspreehend Formel (19 b) 
3 1 

b - ~ (0· D) _ wobei b1 = 17,5· (11; '7 = ]'W;I = 223,2 1/sec; 
1 - '7 . 1: (k . 0 2 ) 

10 

1: (D.O) = 257,1(0,7086+0,82054+0,91404+0,98699+ 1,03775+ 1,06518) -28,57(1,07072+ 1,0759) 
" 1422 - 61,28 = 1360,72; 

;t (k02) = 5,226 . 1 + 03267 ·0,3102 + 2,6125 (0,5022 + 0,6733 + 0,8354 + 0,9745 + 1,0772 + ] ,135) 
1 • 

somit 
+ 0,1959 (1,147 + 1,158) = 5,226 + 0,1013 + 13,575 + 0,4517 = 19,354; 

1360,72 
b l = 223,2.19,354 = 0,314 em auf R = 17,5cm; 

0,314 
17,5 

= 0,018 em auf R = 1 em (= Bogengr.). 

0. Anwendung auf torsiograpbisehe Messungen. 

Es eriibrigt nun noeh, die Ergebnisse nnd SchluBfolgerungen der vorhergehenden Absclmitte an 
Hand torsiographischer Messungen auf ihre Richtigkeit hin zu prilien. In diesem Sinne greifen wil' 
hier auf die von Frahm in der Z. d. V. d. 1. 1918, S. 177 ff. veroffentlichten Torsiogl'amme zuriick 
und untersuchen davon eingehender die vier Ausschnitte Nr. 1, 6, 9, 17 der Abb. 7 und 8 des Auf
satzes, welche direkt in unseren Fig. 36 g, h, i, k wiedergegeben sind. 

Zuvorderst unterwerfen wir die groBten Ausschlage, die beiden sogenannten "Hauptkritischen" 
(6ter Ordnung bei n = 358 und 41/ 2ter Ordnung bei n = 471) einer mehr summarischen Kontroilrechnung, 
wie sie wohl fiir viele Faile del' Praxis geniigen wird. Hernach wird gezeigt, wie die von dem Indikator 
aufgezeichneten Torsiogramme im Detail zu erkiaren, zu berechnen und zu rekonstruieren sind. -, 

A. Vergleichende Nachrechnung der "Hauptkritischen". 

Die Torsiogramme bei n = 358 und bei n =' 471' zeigen unmittelbar die auf
fallen de Erscheinung, daB die mehr als doppelt so starke 9. Harmonische (= 41j2ter 
Ordnung) bedeutend schwachere Verdrehungen der MeBlange bewirkt als die ver
haltnismaBig kleine 12. Harmonische (= 6ter Ordnung), obwohl in beiden Fallen die 
Anzahl der Kraftimpulse gleich ist (= 358 . 6 = 2148; = 471 . 4,5 = 2120; 
= "'" neI), somit auch die Bewegung in beiden Fallen nach derselben I. Eigenschwin
gungsform angeregt wird. Eine zahlenmaBige Erklarung und Begriindung dieser Er
scheinung ist nunmehr leicht moglich: Die beiden Diagramme stehen sich namlich 
ebenso gegeniiber, wie die beiden in unserem Rechenbeispiel Fig. 35 c und d eingehend 
untersuchten Falle, da wir zu beachten haben, daB die 12. Harmonischen analog 
Fig. 25h gleichphasig, und die 9. Harmonischen analog Fig. 25c zu gleichen Half ten 
entgegengesetzt schwingen. 

1m Ausschnitt Nr. 9 (Fig. 36i) treten die groBten Ausschlage erst ganz rechts 
auf (vgl. auch Abb. Nr. 5 des Aufsatzes); wie ein Originalabzug noch deutlicher er
kennen laBt, sind die unteren Spitzen auf dem etwas zu schmalen Papierstreifen nicht 
mehr aufgezeichnet. Unter Beriicksichtigung dieses Sachverhalts entnehmen wir den 
ganzen mittleren Doppelausschlag in Nr. 9 zu etwa 40 mm; in Nr. 17 betragt die mitt
lere Hohendifferenz der Spitzen etwa 28 mm. 

Bei einem mittleren Pi = 6,3 sei die Amplitude von Do = 0,37 und bei Pi = 7,5 
sei D 4,5 = 0,80 kgjcm2 (vgl. Fig. 20i). Die Ausschlage a' und a", hervorgerufen von 
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diesen Kraften 6ter und 41/ 2 ter Ordnung stehen nun nach Formel (21) und nach Fig. 36 b 
1m Verhaltnis 

at 

a" 
«(Xl + (X2 + (X3) + «(X4 + (Xs + (X6) DB 
«(Xl + (X2 + (X3) «(X4 + (Xs + (X6) • D 4,5 

__ 2,-:-,,--79::--,-5.,.--__ + __ --::-1-,,6:,--:0-,.,5 __ . 0,37 = 4,40· 0,37 = 1 ,., 10 . 
2,795 1,605 0,80 1,19.0,80 ,I , 

nach Messung ist 

at 40 
a" = 28 = 1,42 (statt 1,71), d. h. 20 % Differenz. 

Diese Abweichung wiirde sich vielleicht etwas verbessern durch eine genauere 
Berechnung der Harmonischen Nr. 9 und 12 aus den tatsachlichen Indikator- und 
Drehkraftdiagrammen. In der Hauptsache aber diirfte sie davon herriihren, daB die 
Dampfungszahl k. nicht eine Konstante bleibt (wie das bei der obigen Rechnung vor
ausgesetzt.ist), sondern mit groBeren Verdrehungen zunimmt, eben bis zum 1,2fachen, 
insofern sich bei starkerer Deformation der Kurbelwellen Klemmungs- und andere 
Widerstande der anfanglich allein vorhandenen Geschwindigkeitsreibung iiber
lagern und die Ausbildung ganz groBer Ausschlage mehr und mehr behindern, d. h. 
nur 40 mm statt etwa 48 mm Verdrehung im Torsiogramm zustande kommen lieBen. 

Dank der schweren Generatormasse muBten deren Drehschwingungen und damit 
auch die elektrischen Dampfungen sehr klein bleiben. Es erscheint uns nicht gerecht
fertigt, die festgestellte Differenz etwa durch Anderungen in der elektrischen Damp
fungszahl, und im Zusammenhang damit durch praktisch fiihlbare Abweichungen von 
der reibungsfreien Schwingungsform zu erklaren. 

1st nun auf solche Weise unser Fundamentalsatz S.69 tiber gleichphasige und entgegengesetzte 
Erregungen an starken Resonanzschwingungen bewiesen, so befriedigt diese Nachrechnung angesichts der 
groBen Schwankungen der Ausschlage in den Torsiogrammen vielleicht noch nicht alIseits gentigend. Da 
es aber im folgenden durch wiederholte Anwendung eben dieses selben Satzes bzw. unserer Formeln (17) 
und (17 a) gelingt, alIe, selbst komplizierteste Torsiogramme praktisch restlos zu erklaren und rechnerisch 
zu rekonstruieren, so ist in diesem Grundgesetz der einfache Schliissel zur tieferen Erklarung und weiterhin 
zur Bekampfung der Schwingungserscheinungen gefunden. 

B) Genaue Berechnung der Torsiogramme. 
Wir behaupten: Die so sehr verschiedenen Torsiogramme entstehendurch 

Ubereinanderlagerung einfacher Schwingungen, welche von den "ausgezeichneten" 
Harmonischen der beiden Dreizylindermaschinen in den Periodenzahlen 11/ 2 , n, 
3· n, 41/ 2 , n, 6· n, 71/ 2 , n usw. mit bestimmter Phase und Amplitude erzwungen 
werden. 

Wir wie oben S. 44 in Abschnitt III sahen, sind den resultierenden Drehkraften 
genau ebenso wie den Einzylinderdrehkraften Harmonische eigen, und zwar den je
weiligen Kurbelwinkeln entsprechend, ganz bestimmte "ausgezeichnete". Jede dieser 
resultierenden Harmonischen erzwingt ihre eigene zugehorige Schwingung, die aller
dings bei Resonanz zwischen Impulszahl und Eigenschwingungszahl ganz besonders 
stark und hervorstechend wird. Gewohnlich spricht man nur von dieser Resonanz
teilschwingung, die Natur dagegen registriert in ihren Torsiogrammen die Ein
wirkungen alIer vorhandenen Krafte. 

Der Beweis unserer Behauptung zerfallt sonach in zwei Teile: Zuerst sind die 
samtlichen harmonischen schwingungserregenden Krafte nach GroBe, Phase und 
Impulszahl zu bestimmen; in zweiter Linie sind ihre Wirkungen, d. h. die von ihnen 
erzwungenen Schwingungen zu berechnen und mit den Messungen zu vergleichen. 

In ZahlentafeI 6 S. 78 und 6 a S. 74 sind diese Rechnungen fur die 4 Beispiele durchgefiihrt. 
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a) Die erregenden Krafte. 

Jede Drehzahl n bestimmt die jeweiligen erregenden Krafte voIlkommen nach 
ihren 3 Attributen: Die Impulszahlen i (Spalte 9) sind einfach die entsprechenden 
Vielfachen der Drehzahl, gleich 11/2 n, 3 n usw.; Amplitude und Phase lassen sich 
unmittelbar aus den Fig. 20 entnehmen, wenn wir den zur augenblicklichen Drehzahl n 
geh6rigen mittleren indizierten Druck Pi vorher schatzen. Bei Verbrennungsmaschi
nen kann das an sich mit ziemlicher Genauigkeit geschehen; andererseits braucht 
man nicht angstlich zu sein, weil sich die Harmonischen DG auch ftir starke Unter
schiede in den Pi nur wenig andern. 

In die Spalten 5-8 sind die Kraftamplituden und in Klammern jene Phasen
winkel eingetragen, welche die Krafte in einem bestimmten Augenblick, z. B. bei 
Beginn des Ansaughubes in Zylinder (1) erreicht haben. (Wir haben bisher aIle Fahr
strahldiagramme ftir diesen Augenblick aufgezeichnet, wenn es darauf ankam, phasen
verschobene Vorgange zusammenzuordnen.) Auch in den yom Torsionsindikator auf
genommenen Diagrammen ist dieser Augenblick besonders gekennzeichnet, da immer 
je eine 2. "Lticke" in der Zeitmarkierung in einer oberen Totpunktlage der Kurbell 
erzeugt wurde. Die Werte DG stammen aus Fig. 20-20i. 

Werte DJ,f kommen nach S. 41 nur ftir die Krafte 3. Ordnung in Frage; sie wurden 
mit folgenden Annahmen berechnet: . 

1 
MaBstabsfaktor 0 0 = morw2 = 3900.21. w2, 

wenn das oszillierende Gewicht pro Zyl. = Go = 0,252 ..... [kg/cm 2] ; 

die oszillierende Masse 
" " 

_ _ 0,252 _·1 [kg .sec2 ]. m ---- -- --. ---
- 0- 981 - 3900 cms ' 

Kurbelradius r ..... = 21,0 . . [cm]; 

Winkelgeschwindigkeit der Maschine w 
n 

9,55 . 

Stangenverhaltnis ............. .Ie = "'" 4,~5 . 

. [s~cJ ; 

Damit wird die ftir uns allein wichtige Massendruckharmonische dritter Ordnung 
nach Fig. 22c DM3 = 0 0 .0,1765. 
Wir erhalten zahlenmaBig flir 

n 107 284 358 I. 471 

0 0 = 0,676 4,76 7,56 I 13,1 

D M3 = 0,120 0,841 1,34 i' 2,32 kg/cm2. 

Die Phase vonDM3 ist nach Fig. 22c immer = 180°. 
Die Gr6Ben Dr werden als die geometrischen Resultierenden aus DG und DM 

gefunden; ,:,gl. in Fig. 361' u. s die Fahrstrahldiagramme. Spalte 8 gibt die totalen 
Amplituden der erregenden Krafte ftir je drei Zylinder an als 

(452 • n) 
D(I) = D(II> = 3· --4-' Dr = 4755· Dr. 

b) Die erzwungenen 8ehwingungen. 

Wir fassen das gegebene System (Fig. 36a) nach Fig. 36c in ein bedeutend ein
facheres "Ersatzsystem" mit nul' 3 Massen zusammen, wobei die Summenmassen 
m 2 und m3 je einer Dreizylindermaschine entsprechen. Die Summenmasse m 2 ist 
nach bestimmten Gesichtspunkten etwas aus dem statischen Schwerpunktsabstand 
der 3 Zylinder (1), (2), (3) verschoben, und zwar so, daBeinerseits die beiden 
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Systeme gleiche 1. Eigenschwingungszahl neI = 2150 besitzen, und daB andererseits 
in beiden Systemen das an die Generatormasse anschlieBende 'Veilenstiick (auf dem 
ja die Verdrehungen gem essen und berechnet werden) gleich starke Verdrehungen er
leidet. Es darf nicht iibersehen werden, daB die gemessenen Torsiogramme (Fig. 36g 
bis k) nicht etwa die totalen Schwingungen eines bestimmten MeBquerschnitts gegen
libel' einer schwin
gungsfreien Stelle sind, 
sondern die Relativ-

bewegungen zweier 
Querschnitte mit ver-
schiedenen Schwin

gungen bedeuten. An 
m 2 und m3 lassen wir 
wieder jeweils die "re
sultierenden" Harmo
nischen einer Dr e i -
zylindermaschine an
greifen, von denen 
jede ihre besonderen 
Teilschwingungen er
zwingt. 

Die Resonanz
teilschwing ungen, 
d. h. j ene Sch wingungs
komponenten, welche 

von harmonischen 
Kraften erregt werden, 
deren Impulszahl sich 
gerade mit einer Ei
genschwingungszahlne 

deckt, miissen jeweils 
unter Beriicksichti

gung von Dampfun
g e n bestimmt werden. 

Aile Teilschwin
gungen, welchenicht 
mit del' Periode einer 

Eigenschwingung 
(2150) verlaufen, wer
den del' Einfachheit 
halber als rei bungs-

fr e i erzwungene 
Schwingungen gerech
net. Del' verschwin-

b 

c 

d 

f 

f,o 1,0 1,0 1,0 

+--1--+- -

fo,07} fO,07} 

-!. Eigens_chwingungo/br,!,_ 
ltez - 2150 ~ ~i ~ '" -_'3:!: a:r. ~ ';: "tr'" -- ... ---. (We=225) 

~ 

If 

ErsofZS!lsfe:n __ 

"-... !l:::!!!£. -:p -----------
-225 

-QjJ ------------

-J,P ____________ _ 

-M _____________ _ 

Fig. 36a-f. 

dend kleine Fehler in den so gefundenen Ausschlagen kann ohne Bedenken ver
nachlassigt werden. Manchmal werden sogar die Teilschwingungen selbst so klein, 
daB wir sie ganz vernachlassigen diirfen. 

1. Die Resonanz-Teilschwingungen. 

Die Resonanzteilschwingungen konnen wir hier sehr einfach aus del' Arbeits
gleichung berechnen, wenn wir etwa mit del' 3-Massenformel S. 9 den 1. Eigen-
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240 
sehwingungszustand ftir das Ersatzsystem bestimmt haben. Mit.le = 220 = 1,091 ; 

m 2 2,06 . d m 1 16,2 7 9 'b . h f' dIE' ft2= - = -0- = 1,0, un PI = ~2 06 =, ergl t SlC tir en . 1gen-
ma 2, 6 ma , 

schwingungsgrad 1Xa=I,O; 1X2=0,558; 1X1=-0,197; (in Fig. 36d ist aufgezeiehnet 
1Xa = -5,06; 1X2 = - 2,805; 1X1 = + 1,0;) 1Xa + 1X2 = 1,558; 1Xa-1X2=0,442; 1X;+ 1X:= 1,311. 
Bei der Sehwingung wirken dann die Krafte D2 und Da langs der Wege a2 und aa, 
und zwar gleiehphasig bei x; = 6, entgegengesetzt bei x; = 41/2 und = 71/2 , Ftir aa 
gilt dann die Gleiehung 

somit 

D (1Xa ± 1X2) = 1] • k.· aa (1X: + 1X~); 
D· (1 + 1X 2 ) 

aa = 17 • kz (1 + 1X~) • 

Diesem Totalaussehlag aa entsprieht naeh der Sehwingungsform eine Verdrehung 
L1a1 = (0,558 + 0,197) aa = 0,755 . aa em auf R = 21 em. Der Apparat registriert 
eine Verdrehung L1 a1 in 6,2faeher1) Vergro13erung: Er umfa13t namlieh nur die Wellen
lange 42,8 em (statt 240 em) und gibt eine Verdrehung auf Wellenumfang (r = 12 em) 

6lfaeh vergro13ert wieder; unsere bereehneten L1 a1 mtissen wir also ~21~ . ~~ . 61 

= "'" 6,2 mal vergro13ern, um sie mit den gemessenen Torsiogrammen direkt verglei
chen zu konnen, d. h. aus den bereehneten a3 ergibt sieh die Verdrehung del' beiden 
Me13quersehnitte im riehtigen Vergleiehsma13stab zu 

(L1ahors. = (6,2.0,755) aa = 4,7· aa' 

Zahlentafel 6 a. 

n = 284 

I 
358 471 

x; 7,5 6 4,5 
1} = 225 I 225 225 

Bei Auswertung des D 0,182 I 0,37 0,80 
Ausdruekes CP(I) = 1460 

I 307 0 145 0 

. D· (1 ± 1X2) CP(II) = 326 0 

I 
307 0 325 0 

aa=-----
cp(Joc) = 236 0 217 0 235 0 

1} • kz (1 + 1X;) 

erhalten wir folgende 1 ± 1X2 = 0,442 r 1,558 I 0,442 

Zahlenwerte k. 0,004 

I 
0,0047\ 0,004 

aa 0,0681 0,415 0,299 em 

4,7· aa = 0,32 I 1,95 
I 

1,40 em 
= (L1a)T 3,2 I 19,5 14,0 mm 

2. Die allgemeinen Teilsehwingungen 2). 

Die Bereehnung der beliebigen Teilsehwingungen folgt wieder dem S. 57ff. 
besehriebenen allgemeinen Reehnungsgange: Es werden zuerst zwei verhaltnismaBige 
Erregungen bestimmt, die fUr einen gewahlten Aussehlag a1 = 1,0 em notwendig 
sind, und dann erhalten wir einfaeh dureh proportionale Umreehnung die zu den wirk
lieh vorhandenen erregenden Kraften gehorigen wahren Aussehlage. 

Zu einzelnen Spalten der Zahlentafel 6 bemerken wir: 
1. Spalte 1-17 sind direkt verstandlieh; zum Teil gelten ftir sie unsere Aus

fUhrungen unter Absehnitt a) S. 72; fUr Spalte 11-17 gelten die S. 58ff. !.!e!.!ebenen 
Erklarungen. 

1) Nach einer Mitteilung von Herrn Direktor Frahm ist endgiiltig 'mit einer 6,43- (statt 
6,2-fachen) Dbersetzung zu rechnen. 

2) Frahm teilt mir mit, daB er die nachstehend berechneten Unterschwingungen auch durch 
harmonische Analyse der Torsiogramme festgestellt hat. 
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2. Spalte 18-25: Die verhaltnismaBigen Erregungen E z und E 3 , welche den an
genommenen Ausschlag a1 = 1,0 cm kontinuierlich erzwingen wtirden, ergeben sich 
aus den vereinfachten Formeln 17' und 17'a. Sie lauten hier 

fiir alle Reihen mit ~ = 3, 6, 9· .. 
(gleichphasig) 

(17') 

~ = 11/2, 41/ 2, 71/ 2 ••• 

(entgegengesetzt) 

( 17'a) 

3. Spalte 26-33: Die Schwingungsformen sind tiber das ganze System zu Ende 
gerechnet, wobei neben den Tragheitskraften T~ und T~ auch die Erregungen E~ und 
E~ als wirksame Krafte auftreten. In del' Kontrollspalte 33 ist die Summe aller am 
System angreifenden Krafte gebildet; sie mtiBte jedesmal Null ergeben. Kleine Fehl
betrage lassen erkennen, mit welcher Genauigkeit die E' berechnet wurden. 

4. Spalte 34 und 35: Wir konnten nun die von den Kraften D(I) und D(II) wirklich 
erzwungenen Ausschlage einfach durch Reduktion finden; so erhalten wir z. B. als 

erzwungene Schwingung dritter Ordnung bei 107 Umd/min a1 = + 1,0 . 1513;~0 
= +0,481 cm; a 2 = +0,481 . 0,9158 = +0,4405 cm; und a3 = +0,481 '0,877 
= +0,420 cm (vgl. Fig. 36£.). Uns interessieren abel' weniger die Totalausschlage, 
als vielmehr die wahren Relativverdrehungen LI a1 in Spalte 14, die ja auch vergroBert 
in den Torsiogrammen aufgezeichnet sind. In Spalte 35 sind sie 6,2fach vergroBert, 
d. h. wie oben S. 74 unter Abschnitt 1 wieder auf den Torsiogramm-MaBstab um
gerechnet. 

C) Konstruktion der Torsiogramme. 
In den Schwingungsformen del' Fig. 36d und e sind die Rechenergebnisse del' 

Spalten 12, 15 und 29 del' Vollstandigkeit halber aufgetragen. Ftir die Konstruktion 
del' Torsiogramme (Fig. 36p, q, 1', s) indessen konnten wir diese Figuren 36d und e 
entbehren. Daflir benotigen wir vielmehr die bekannten drei Angaben tiber Amplitude, 
Periodenzahl und Phase: 

Die Verdrehungen (LI ab,. in Spalte 35 und in del' kleinen Tabelle 6a geben 
uns die Amplituden odeI' GroBtwerte del' einzelnen Teilschwingungen an. Sie liefern 
das MaB flir die Lange del' Fahrstrahlen odeI' fiir die Radien del' Kreise odeI' fiir die 
Hohe del' Sinuslinien in den Fig. 36 p-s. 

Die Periodenzahl del' Teilschwingungen gibt Spa,lte 9 bzw. 3 an: u = P/2, 3, ... 
bedeutet einfach, daB die betreffende Schwingung 11/2' 3 ... volle Zyklen im Ver
laufe einer Maschinenumdrehung zurticklegt, odeI' daB sich del' eine Vektor 1112 mal 
dreht, wahrend ein anderer 3, 41/2, 6 ... Umdrehungen zurticklegt. Nachdem also 
die einzelnen Teilschwingungsperioden ganze Vielfache del' einen Teilperiode (P/2 . n 

= ~ . n) sind, wiederholt sich del' Charl}kter del' Torsiogramme jeweils mindestens 

innerhalb 2/3 Umdrehungen, weil eben die langsamste Schwingung mit ~ = P/2 in 
diesem Intervall ablauft. 

Die Anfangsstellung del' Drehzeiger odeI' ihre Anfangs phase folgt aus den 
Winkelangaben del' Spalte 7, doch sind dabei noch einige Ubedegungen notwendig: 
Die Winkel in Spalte 7 sagen aus, wie die betreffende harmonische Drehkraft bei 
Beginn des Ansaughubes in Zylinder (1) augenblicklich ihrer Phase nach orientiert 
ist. Andererseits abel' kennen wir aus unserer Rechnung jeweils die Phase zwischen 
del' erzwingenden Kraft D(I) und den von ihr erzwungenen Ausschlagen av a 2, a3 

und Verdrehungen LI a1 und LI a2• In del' ersten Rechnungsreihe (z. B. ~ = 3 bei 107 Um-
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drehungen) bedeuten die negativen Vorzeichen del' Zahlenwerte Lla1 und E~, daB 
augenblicklich sowohl del' Verdrehungsbogen Ll a1 als auch die volle Kraft E~ einer 
positiv gewahlten Drehung a1 del' Generatorschwungmasse entgegengesetzt, daB Ll a1 

und E; unter sich abel' gleichgerichtet sind (vgl. Fig. 36f und Vorzeichenregeln). Das 
in solcher Weise definierte Richtungsverhaltnis odeI' die gegenseitige Phasenkonstel
lation del' einzelnen RechnungsgroBen bleibt dauernd erhalten, so daB diese einmalige 
Feststellung, giiltig fiir einen bestimmten Augenblick, den Bewegungsvorgang hin
sichtlich del' Phase eindeutig und erschopfend beschreibt. Es ist somit (Ll ~hor = 2,51 
(Spalte 35, erste Vertikalreihe) ebenso wie E~ odeI' D(I) unter 356 0 (Spalte 7) im 
Fahrstrahldiagramm del' Fig. 36p aufzutragen und die zugehOrige Sinuslinie in 
bezug auf diese Anfangsstellung zu konstruieren. 

Andere, von gleicher und entgegengesetzter Richtung (+ und -) abweichende 
Zwischenphasen kommen bei unseren reibungsfrei durchgefiihrten Rechnungsreihen 
nicht in Frage. Bei den mit Dampfung gerechneten Resonanzschwingungen dagegen 
wissen wir, daB del' Ausschlag a3 hinter del' Kraft E3 bzw. D(lI) urn 90° nachhinkt. 
(NB. Bestimmend fiir die Schwingung des ganzen Systems ist hier die Kraft D(II), 

weil sie gegeniiber D(I) langs eines groBeren Weges cx 3 wirkt!) - Nachdem nun bei del' 
ersten Eigenschwingungsform die Verdrehung Ll a1 gleichgerichtet ist mit a3 , so hinkt 
auch unser (Llahor ebenso wie a3 urn 90° hinter E3 bzw. D(II) nacho Diese Resonanz
schwingungen sind jeweils gestrichelt eingezeichnet. 

Nach diesen Angaben sind die Fig. 36p-s 2,5- bzw. 1,425fach vergroBert 
entworfen. Die Abszissenlangen sind dabei zunachst ganz willkiirlich. Urn einen 
moglichst unmittelbaren Vergleich zu gestatten, sind fiir je eine Vollperiode odeI' fiir 
2 Umdrehungen dieselben Langen gewahlt, welche in den Torsiogrammen des Indi
kators zufallig vorhanden sind. Desgleichen sind auch die gerechneten Torsiogramme 
in del' Laufrichtung, d. h. ungewohnt von rechts nach links aufgezeichnet. Die Fig. 361 
bis 0 sind lediglich entsprechende Verkleinerungen del' Fig. 36 P bis s und ermoglichen 
unmittelbar den Vergleich mit den gemessenen Torsiogrammen. Die Fig. 36p, q, 1', S 

stellen ganz rechts die Teilschwingungen als Vektoren in Anfangsstellung dar. An
schlieBend sind die Teilschwingungen langs 1/3 Periode odeI' langs 2/3 Umdrehungen 
aufgezeichnet; del' linke Abschnitt del' Figuren zeigt die Resultierende aus di~sen 
Sinuslinien, stellt also die jeweils tatsachlich bewirkten Verdrehungen del' Mel3lange 
odeI' auch deren Beanspruchungen dar und bedeutet damit fiir uns das endgiiltige 
Ergebnis del' Schwingungsrechnung. 

Die Dbereinstimmung zwischen Messung und Rechnung ist ganz unverkennbar und 
diirfteweitgehenden Anspriichen geniigen; wegen der auBerst scharfenAufzeichnung del' 
Verdrehungen beansprucht sie 'hohe Beweiskraft im Sinne unseres Satzes iiber gleich
und entgegengesetzt schwingende harmonische Krafte. Ganz besonders muB auch die 
Dbereinstimmung beziiglich des Beginns del' Periode bemerkt werden, wodurch erwiesen 
ist, daB die Harmonischen nach Amplitude und Phase durch unsere Ausfiihrungen im 
II. und III. Abschnitt (S. 35ff.) fiir die Praxis geniigend genau erfaBt sind. Weiter 
erkennen wir wiederum den groBen Vorzug del' Vektorendarstellung, insofern als z. B. 
die komplizierte Schwingung nach Fig. 36m durch 4 Vektoren abgebildet ist. 

Zur Erklarung del' noch bestehenden Abweichungen zwischen gemessenen und 
gerechneten Torsiogrammen ist zu sagen: Unsere Rechnungen sind idealisierte An
naherungen insoweit, als wir 

l. nul' die Harmonischen hochstens bis zur 71/ 2, Ordnung beriicksichtigt haben; 
2. nul' die von den "resultietenden" und nicht auch die von den iibrigen Ein

zylinderhi1l'monischen erzwungenen Schwingungen berechnet haben; 
. 3. die Harmonischen des Luftpumpendrehwiderstandes ganz vernachlassigt 

haben; 
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4. bestimmte Beharrungsverhaltnisse vorausgesetzt haben, wahrend die Torsio
gramme beim Durehfahren eines groBen Drehzahlbereichs unter standigem 
Wechsel del' Betriebsverhaltnisse aufgenommen wurden. 

Unter diesen Differenzquellen diirfte die 3. und 4. am sehwersten ins Gewieht fallen. 
Del' zweite Gesichtspunkt wurde bereits oben S. 47 naher besproehen. 1m iibrigen 
begniigen wir uns hier mit dem gewonnenen Ergebnis. 

An Hand del' Fig. 36f ist noch eine sehr interessante Beziehung zu erwahnen, 
die zur Bestimmung del' 

Ungleiehformigkeit 

auf eine neue Art hiniiberleitet und weitere Perspektiven eroffnet. Del' Sinn del' 
Fig. 36f ist folgender: Die beiden Harmonisehen 3. Ordnung del' Drehkrafte bei 
107 UmdrehungenJmin D(I) = D(II) = 5370 kg fiir sieh betraehtet, veranlassen das 
ganze System, um .die Mittellage hin- und herzusehwingen, im Mittel etwa + 0,47 em 
Ware die Welle starr, dann wiirde jede Schwungmasse gleich stark naeh beiden 
Drehriehtungen pendeln, so abel' sehwingen die einzelnen Massen wegen del' Elastizitat 
del' Welle selbst wieder um diese gemeinsame mittlere Schwingung, freilieh im VOl'
liegenden Falle nur wenig, wie die sehwaeh geneigte und wenig gekniekte Sehwin
gungsform erkennen laBt. Del' mittlere gemeinsame Aussehlag oder die mittlere Ab
weiehung von del' gleiehformigen (ruhenden!) Drehbewegung bereehnet sieh nun 
sehr einfaeh als erzwungene Sehwingung: Denken wir uns alle Massen axial in 

kg· see2 

eine einzige zusammengesehoben von del' GroBe (16,2 + 2,06 + 2,06) = 20,32 -=--
em 

und lassen wir darauf D(I) + D(II) = 2·5370 = 10740 kg mit 3·107 Impulsen odeI' 
mit del' eI'I'egenden Frequenz 'YJ = 33,5 Ijsee einwirken, dann muB gelten 

d Dm + D(II) 10740 
und araus amitt = m. 'YJ2 = 20,32. 1122 

= 0,471 em. 

Man konnte diese einfaehe Reehnung aueh flir die weiteren Harmonisehen mit 
r.: = 6, = 9, ... duI'ehfiihren und so die gesamte mittlere Ungleiehformigkeit be
stimmen, die zu demselben Ergebnis fiihren muB wie die iibliehe Methode, welehe die 
Arbeitsiibersehiisse feststellt. Es wird dariiber noeh a. a. O. eingehender zu be
riehten sein. Man erkennt auch aus diesem Beispiel wieder, wie wenig del' ge
wohnlieh angegebene "Ungleiehformigkeitsgrad" geeignet ist, ein zutreffendes Bild 
von den wirkliehen Bewegungsverhaltnissen einer Masehinenanlage zu bieten. Nul' 
unter ganz bestimmten Verhaltnissen ist er brauehbar. 

Es sei hier noch hingewiesen auf den grundsatzlichen Unterschied zwischen den Frahmschen und 
den Geigerschen Torsiogrammen: Beim Frahmschen Apparat rotiert die eigentliche MeBvorrichtung 
mit herum und es wird lediglich die Relativbewegung zweier Querschnitte, also eine reine Verdrehungs
schwingung aufgezeichnet. Gleichzeitig sind diese Torsiogramme auch Abbilder der in der verdrehten 
MeBlange auftretenden Beanspruchungen. Der allerdings einfachere Apparat von Dr. Geiger ver
zeichnet dagegen die absolute Bewegung einer bestimmten MeBstelle gegenuber einer gleichformig 
rotierenden Schwungmasse, die am MeBapparat elastisch gekuppelt mitliiuft. Seine Diagramme geben 
also die allgemeine Ungleichformigkeit des ganzen Systems samt den ubergelagerten Drehschwingungen 
der MeBstelle an. 
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Torsiogramme 
nach Messung (Z. d. V. d. I. 1918, S. 181) 
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V. Der Ausgleich gefiihrlicher Verdrehungsschwingungen. 
In den Abschnitten I bis IV dieses zweiten Teiles haben wir das Wesen der erregenden Krafte, 

sowie die Umstande erkennen und durchschauen gelernt, unter welchen sie gefiihrliche Verdrehungs
schwingungen erregen. Wir haben weiter gesehen, wie bereits bei den bisherigen Ausfiihrungen von Ma
schinen gefahrliche harmonische Impulse sozusagen unbewuBt ausgeglichen sind; am dcutlichsten zeigte 
das die Nachrechnung der Frahmschen Torsiogramme. 

Es drangt sich nunmehr ganz von selbst die Frage auf, ob es uns nicht moglich sein wird, die Krafte 
in einem gegebenen FaIle so zu schalten und zu beherrschen, daB sie wenigstens keine heftigen Schwin
gungen mehr erregen. Diese Zukunftsaufgabe sei hier noah mit einigen Ausfiihrungen nahcr beleuchtet 
und an einem Beispiel besprochen. 

Wie wir gesehen haben, erhalten wir auch in Resonanzfallen kleine Ausschlage, 
wenn wir entweder die harmonischen Krafte selbst moglichst abschwachen odeI' wenn 
wir sie an den einzelnen Kurbeln mit solchen Phasen angreifen lassen, daB ~(Dcx) 
moglichst Null ergibt (vgl. Lehrsatz S.69). 

Nach den Untersuchungen des II. Abschnittes erscheint es ziemlich aussichtslos, 
eine geniigende 

Verkleinerung der Kraftamplituden 

zu erreichen. Selbst fiir starke Fiillungsunterschiede andern sich die harmonischen 
Mittelwerte del' Einzylinderdrehkraft nur wenig (vgl. Fig. 20). AuBerdem wird man 
kaum dem Schwingungsausgleich zuliebe die Drehkraft des einen und andern Zylin
ders bei einer oder mehreren kritischen Drehzahlen allzusehr abschwachen oder gar 
ganz entbehren wollen. 

Zur Bekampfung del' Schwingungen steht uns also nur der Ausweg einer 

"Phasenverschiebung del' Krafte 

offen, die wir auf zweierlei Weise erzwingen konnen. 

Ein erstes Mittel ist wieder: Anderung des Indikatordiagramms. Doch selbst 
bei starkem Fiillungsunterschied willden sich, wie in del' Amplitude, so auch in der 
Phase immer nur sehr geringe Abweichungen gegeniiber dem Fall gleicher Fiillung 
ergeben, so daB jedenfalls ein Gegeneinanderschwingen sonst gleichgerichteter har
monischer Krafte und umgekehrt nicht zu erreichen ist. Fiir unsere Zwecke sind abel' 
nur solche MaBnahmen als wirksam und brauchbar anzunehmen, welche uns in den 
Stand setzen, die Phase ganz ins Gegenteil umzukehren, nicht bloB eine Teilverschie
bung zu erreichen. Eine starkere Wirkung auf diesem Wege erscheint nicht aus
geschlossen, wenn man sich entschlieBt, auf die Gasdrehkraftlinie beim Durch
fahren des kritischen Gebietes viel radikaler (etwa durch Einblasen von PreBluft 
odeI' durch starkes Nachbrennen) einzuwirken. Die praktische Verwirklichung 
derartiger Arbeitsprozesse erscheint abel' immerhin schwierig und umstandlich 
und erfordert jedenfalls bauliche Anderungen und MaBnahmen an den Zy-

·lindern. 

Ein zweites, viel wirksameres und sehr einfaches Mittel bietet sich uns in del' 
Wahl der Ziindungsabstande'dar, die wir ja ohne weiteres durch die Wahl der Kurbel
winkel in der Hand haben. Es kann dabei ins Auge gefaBt werden, die beiden sym
metrischen Zylindergrupfen als Ganzes und damit auch ihre resultierenden Gruppen
krafte gegeneinander zu versetzen. Oftmals erscheint es wirksamer, nur einige 
Zylinder einer Gruppe in etwas abweichendem Abstande ziinden zu lassen. Natur
gemaB ist dabei besonderes Augenmerk darauf zu richten, daB das notwendige Opfer 
an Massenausgleich und an Gleichformigkeitsgrad der ganzen Anlage moglichst klein 
bleibt. 
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Beispiel 
(Sechszylindermaschine mit Dynamo). 

Wir behandeln im nachstehenden einen einfachell Fall und beschranken uns daraul, den Ein
fluB einer gruppenweisen Kurbelversetzung zu untersuchen. Wir bestimmen zahlenmaBig an dem 
Beispiel der bereits S. 70ff. eingehend behandelten Frahm Echen Anlage (Z. d. V. d. I. 1918, S.I77), 
wie sich die Schwingungs-, Massenausgleich- und Gleichformigkeitsverhaltnisse andern, wenn man die 
beiden Drilizylindergruppm nicht mehr ohne jede Versetzung L1 = 0 (Fig. 37 a-f) kuppelt, sondern 
wenn man sie um L1 = 20° (Fig. 38a-f) bzw. urn L1 = 30° (Fig. 39 a-f) versetzt, oder wenn man 
nicht, wie bei der ausgefiihrten Maschine durchweg gleiche Ziindabstande (= 120°), sondern die Inter
valle 100° und 120° bzw. 90° und 150° wahlt. 

a) Schwingungsausgleich. 

Es wird vorausgesetzt, daB nur die eine starke Kritische 6ter Ordnung (Fig. 36n und r) aus
zugleichen sei, und daB die Kritische 41/2 ter Ordnung nicht mehr in Betracht komme, weil z. B. die 
hochste Betriebsdrehzahl etwa bei 450 Uml./min liegen moge. Die I. Eigenschwingungszahl wiirde 
sich jedenfalls immer leicht so weit verlagern lassen, daB diese Bedingung e.r:fiillt ware. 

Wir wissen, daB Kurbelversetzungen auf diese Sachlage keinen EinfluB haben; wie weit sie aber 
die erregenden Drehkraftimpulse zeitlich verschieben und dadurch verschieden starke Schwingungen 
erzwingen, das konnen wir nun an Hand der Abschnitte II, III und IV des zweiten Teils leicht und mit 
Sicherheit rechnerisch verfolgen. In diesem Sinne sind die oben S.71ff. abgeleiteten Torsiogramme 
(die wir in den Fig. 37d-f noch einmal wiederholt haben), zweimal umkonstruiert, lmd zwar wurden 
fiir LJ = 20° die Fig. 38d-f und fiir L1 = 30° die Fig. 39d-f erhalten. 

Aus dem Vergleich der Torsiogramme erkennt man unmittelbar eine Ver
starkung der Kritischen 71/ 2 ter Ordnung und eine Verminderung der Kritischen 
6ter Ordnung, so zwar, daB bei L1 = 20 ° und L1 = 30 ° die Schwingungen bei n = 284 
und n = 358 Uml./min etwa gleich groB und ungefahr halb so stark werden wie die 
gefahrliche Kritische 6ter Ordnung bei L1 = 0 (Fig. 38f). Zur Erklarung dieser Er
scheinung ist zu bedenken, daB die Versetzung der Dreizylindergruppen und ihrer 
Drehkrafte nicht nur allein die harmonischen Impulse 6ter Ordnung zeitlich aus
einanderschiebt, sondern gleichzeitig auch andere, darunter jene 71/ 2 ter Ordnung 
ihrem Gleichtritt naher bringt. Schwingen namlich diese letzteren Krafte in den 
beiden Zylindergruppen bei iI = 0 gerade entgegengesetzt, also mit 180 0 Phasen
abstand, dann liegen sie bei L1 = 20 0 nur mehr um (180 -71/ 2 .20) = 30 0 und bei 
L1 = 30 0 um (71/ 2 • 30 -180) = 45 0 auseinander (- vgl. die gestrichelten Fahrstrahlen 
in Fig. 38e und 3ge, sowie die schematischen Fig. 38b und 39b -). Die Krafte 
6ter Ordnung liegen dagegen bei L1 = 0 im Gleichtritt und stehen bei L1 = 30 0 voll 
gegeneinander, wie vorher die Impulse 71/ 2 ter Ordnung bei L1 = 0; es nimmt daher 
die Bewegung nach Fig. 39f deutlich erkennbar den Charakter der Schwingung 
Fig. 37e an. 

Die Berechnung und Konstruktion der Torsiogramme diirfte durch folgende Bemerkungen ge
niigend erlautert sein: Die Zahlentafel 6 hatte bei etwas anderer Anordnung ohne weitere Nachrech
nungen auch fiir die beiden Falle L1 = 20° -imd L1 = 30° verwendet werden konnen; mit ihr werden 
in einem Zuge die Schwingungen unter der Voraussetzung berechnet, daB auf das System gleich die 
beiden erregenden Krafte E2 und Ea (bzw. DI und DIT ) einwirken. Fiir den Fall L1 = 0 war das mog
lich, weil nur Krafte mit einem Phasenabstand 0° oder 180 0 in Frage kamen. Bei L1 = 20° und L1 = 30 0 

muBten auch andere Zwischenphasen beriicksichtigt werden. Um mit einer einmaligen Rechnung fiir 
aIle L1 auszukommen, wurden einzeln die· von E2 bzw. Ea erzwungenen Sinusschwingungen berechnet 
und diese dann nach dem Superpositionsgesetz einander iiberlagert, d. h. die Sinnbilder dieser Sinus
linien, die Fahrstrahlen unter der entsprechenden Phasenverschiebung geometrisch addiert. Die sche
matischen Figuren 38 und 39 b und c sind dafiir ein bequemer Behelf. 

Fiir diese Rechnungen konnte die Zahlentafel 6 nur bis zur Spalte 17 iibernommen werden; von 
da ab war dann jede Reihe zweimal getrennt zu Ende zu rechnen, das eine Mal unter Einfiihrung einer 
Erregenden E2 ; das andere Mal ergab sich Ea von selbst als Restkraft. Entsprechend war die kleine 
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Schema der Kurbelwinkel. 

37 g._($. __ ~51 ~".~ 
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Schema del' Phasenabstande zwischen den Harmonischen der beiden Dreizylindermaschinen (I) und (II), 
in bezug auf die Phase der Krafte D (I) 
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Verdrehungen bei n = 107 U /Min. 
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n = 284 U/Min. (Kritische 71,2-ter Ordnung) 

e 

n = 358 U/Min. (Kritische 6-ter Ordnung) 
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Fig. 37 a-f. Fig. 38 a-f. Fig. 39 a-f. 

W Y dIe r, Drehschwingungen. 6 
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Tabelle 6a zweimal zu rechnen. Die Addition zweier Einzelschwingungen muBte fiir A = 0 wieder 
dieselbe resultierende Schwingung ergeben, wie sie schon in Tafel 6 berechnet war. 

b) . Massenausgleich. 
Die Massenkriifte in Richtung der Zylinderachse andern sich innerhalb einer jeden Vmdrehung nach 

dem Gesetz 
P = mo . r· 002 • (cos IX ± J. cos 2 IX) .• 

Darin bedeutet morw2 = Co den charakteristischen MaBstabsfaktor, welcher jedem Getriebe und jeder 
Drehzahl besonders zugeh6rt, IX den Wirikel del' augeilblicklichen Kurbelstellung, gezahlt von del' oberen 
Totpunktlage aus -, und A das Stangenverhaltnis. 1m ungiinstigsten FaIle n = 450 ist nach S. 72 

C - 2 - 0,252 21 47 12 - 12 0 kg o-moroo - 981' . , - , cm2' 

Wir stellen die Funktion P zweckmaBig als Ubereinanderlagerung zweier einfacher Kraftschwingun
gen I. und II. Grades durch zwei Drehzeiger dar, von denen der eine mit del' einfachen Drehzahl, und 
der andere mit der doppelten Drehzahl rotiert (vgl. Fig. 40 b und e). 

Aligemein erzeugen diese beiden Teilbetrage der Kraft P sogenannte "freie Massenkrafte" und 
"Kippmomente". 

Die "freien Massenkrafte" erganzen sich in unserem FaIle bereits innerhalb einer Dreizylinder
maschine mit Kurbelwinkeln = 120° zu Null. Es greifen daher auch am Schwerpunkt der Sechszylinder 

Fig. 40. 

maschine, welche ja aus zwei symmetrischen Dreizylindermaschinen besteht, keine freien Massenkrafte an. 
Dagegen ergeben sich verschieden groBe "Kippmomente", d. h. die hin und her schwingenden 

Massenkrafte der einzelnen Zylinder entwickeln mit zunehmender Versetzung der beiden Dreizylinder
maschinen wachsende Tendenz, die frei hangende Maschineum den Schwerpunkt schwingend zu kippen. 
Wir vergleichen im folgenden die Maximalwerte der Kippmomente, welche innerhalb jeder Umdrehung 
auftreten (Fig. 41). 

In bezug auf die Schwerebene S-S (Fig. 40a) entwickeln 3 gleiche Massenkrafte (C1 = C2 = Ca-
= C drei verschiedene Kippmomente im Betrage von % (Ca), a/2 (Ca), 1/2 (Ca), natiirlich mit Phasen

1,51'1 
" ..-..-

1,0·'" /" 

0,5-11 V 
oV 

verschiebung. Beziehen wir aIle Momente auf den fiir einen ganzen 
Zylinderabstand geltenden Betrag (C· a) = M, dann ergibt sich resul
tierend fiir die Dreizylindermaschine I das Kippmoment M I = ylf· M, 
dargestellt durch Fahrstrahl M I (Fig.40c). Bei del' Kupplung der 
beiden Maschinen I und II ohne Versetzung erzeugt die Gruppe II 
relativ zur Schwerebene S-S ein gleichgroJ3es Moment, nur im ent
gegengesetzten Drehsinn, dargestellt durch Fahrstrahl MIl. Die 
geometrische Summe (MI + MIl) ist in diesem FaIle ebenso, wie die 

LJ algebraische, = Null, oder wie bekannt, die Kippmomente del' Massen 
krafte halten sich bei der symmetrischen Sechszylindermaschine in 
jedem Augenblick das Gleichgewicht. Gleiches gilt fiir die Momente 

-100 / +10 0 +;00 +.300 

/ 
'-~ 

Fig. 41. II. Grades (Fig.40d). 
. Versetzen wir dagegen die beiden Gruppen gegeneinander, so 

werden davon auch die Kippmomente betroffen: Fiir A = 30° z. R verdrehen sich auch die beiden Fahr
strahlen MI und MIl um 30° gegeneinander, die Vektoren fiir die Momente zweiten Grades weichen urn 60° 
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voneinander ab, wie das in den Fig. 40e-g dargesteIlt ist. Fiir L1 = 30° ergibt sich somit innerhalb 
einer jeden Umdrehung ein maximales Kippmoment von 

(0,897 + 0,407) M = 1,304· M; 

Zum Vergleich kann dienen, daB eine Dreizylindermaschine fiir sich aIlein nach Fig. 40 c und d 
ein maximales Kippmoment = (V:,f + J. V3) M = 2,14 M erzeugt, das also bereits erheblich ungiinstiger 
ist und noch dazu auf die nul' haJb so ~chwere Dreizylindermaschine mit ihrem mehrfach kleineren 
Tragheitsmoment gegen Kippen einwirkt. 

r) Ungleichformigkeitsgrad. 
Die ungleichfiirmige Drehbewegung ist bekanntlich bedingt durch die Schwankung in del' wirk

samen Maschinendrehkraft und in der von ihr geleisteten Arbeit. Vergleichen wir daher bei den verschie
denen Ausfiihrungen die groBten Arbeitsiiberschiisse pro Periode, dann haben wir damit auch unmittelbar 

a 
das Verhaltnis der UngleichfOrmigkeitsgrade. Das Diagramm Fig. 42 zeigt, 
daB wir z. B. bereits fiir 20° Versetzung del' Kurbeln innerhalb einer Periode 
den 2,2-fachen ArbeitsiiberschuB - ausgedriickt durch den Inhalt einer JOG 

Diagrammflache - odeI' 2,2-fache Ungleichformigkeit erhalten bei sonst 
gleichen Verhaltnissen. (Die UberschuBflachen sind in del' bekannten 2000 

Weise mit Hille del' resultierenden Drehkraftkurven fiir die 3 verschiedenen 

0 

Kurbelwinkel bestimmt.) 1000 

1m iibrigen ist unter Bezugnahme auf unsere Ausfiihrungen S. 77 
wiederum daran zu erinnern, daB diesen Vergleichszahlen nur dann tat
sachliche Bedeutung zukommt, wenn die Schwungmassen des ganzen 
Systems starr verbunden sind. Sobald aber, wie bei wirklichen Ausfiihrungen 

o 
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./' 
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Fig. 42. 

oftmals, nennenswerte Drehschwingungen auftreten, dann vollfiihren alle Schwungmassen ihre eigenen 
Bewegungen, d. h. jede besitzt ihren eigenen Ungleichformigkeitsgrad, der natiirlich ganz von der 
Starke diesel' Drehschwingungen abhangt. 

Wegen Raummangel miissen wir es uns versagen, hier noch tiefer auf diese wichtigen Zusammen
hange einzugehen. Desgleichen ist auch immer bei ungleichen Ziindabstanden die Anfahrmoglichkeit 
sorgfaltig zu untersuchen. Immerhin konnen wir das ;Folgende als das 

Ergebnis der rechnerischen Untersuchung 

festhalten: Beim vorliegenden Beispiel wird bereits durch eine gruppenweise Kurbel
versetzung ein roher Ausgleich, d. h. eine Verminderung der starksten Verdrehungen 
oder Beanspruchungen auf etwa die Halfte erzielt. Eine Versetzung der Kurbeln 5 
und 6 allein wlirde einen noch vollkommeneren Ausgleich ergeben. Das notwendige 
Opfer an Massenausgleich und Gleichformigkeit erscheint ertraglich. 

SchluBbemerkung. 
Wie schon der Titel der vorliegenden Arbeit besagt, gelten unsere Entwicklungen in erster Linie 

fUr den Motorenbau. Sie sind auf den Flugmotor ebenso anwendbar, wie auf die schwere Schiffsmaschine; 
bei diesen letzteren kostspieligen Aggregaten muB die Angelegcnhcit del' Resonanzschwingungen mit 
besonderer Sorgfalt behandelt werden. 

Das im V. Abschnitt des zweiten Teiles untersuchte Beispiel stelIt einen Schwingungsausgleich 
gewissermaBen in seiner gedrangtesten Form, d. h. bereits innerhalb del' Antriebsmaschine dar. Dariiber 
hinaus ergeben sich bei Kupplung von ganzen Maschinensatzen, wie das bei Flugmotoren iiblich ist, 
viele Miiglichkeiten fiir die Anwendung del' hier dargelegten Beziehungen. Das Gleiche gilt dann, wenn 
sowohl die Antriebsmaschine, als auch die Arbeitsmaschine veranderliche Drehkraft aufweisen. Hierher 
gehoren Kompressoraggregate mit Olmaschillenantrieb und nach neueren Beobachtungen del' Propeller
antrieb, sowie die Getriebe elektrischer Lokomotiven. 

6* 
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Anhang. 

Grundsatzliches liber die Darstellung schwingender Groilen durch 
Kreisfunktionen. 

1. Die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit u) kreisende Lange a bildet sowohl in ihren x = Kom
ponenten als auch in den y-Komponenten eine rein sinusfiirmige "hal'monische" Schwingungsbewegung 
in allen Stiicken zahlenmaBig gleichwertig abo Z. B. 

a) nach Verlauf del' Zeit t ist nach Fig. 43a del' vertikale I (l. sin wt ,. (24) 
Ausschlag y .................... r Y = 

b) di~ aug~nblic~liche vel'tikale Schwingungsgeschwindig-} '1-'y = (u w) . cos w t; (25) 
kelt Vy 1St (FIg. 44a) . . . . . . . . . . . . . . . 

. dy a . d (sinwt) 
odeI' analytIsch ........... Vu - dt = --d-t-- = (aw) • coswt; 

c) die V el'tikal-Kom ponente der Beschleunigung ist nach} 
Fig. 45 a del' Zahll'ich tung entgegengesetzt. . . . . . 1)y=-(um2) ·sinwt; (26 

d I · I dvy _ d (coswt) _ 2)' . . o er ana ytIsc 1 .•........ PH = 7Ft- - a w . ---;[t- - -(a. w smwt, 

2. Wie die Bewegungsbegriffe y, Vy, Py, so werden auch die bei der Schwingungsbewegung auftretenden 
Krafte durch Kreisfunktionen dargestellt, da die elastischen Gegenkrafte oder "Zentralkrafte" P immer den 

Polardiagramme Lineardiagramme 

b) 

+u h ...... :.f.. ..... . 
---- R~··r-i-~·, 

i IlL' ...l-' I •••.• a I,"" I .•.•• 

"',-~1/"/ 1-- ' 
Fig. 43. Ausschlage y und elastische Gegenkriifte P. 

Fig. 44. Geschwindigkeiten v und Dampfungskrafte K. 

Fig. 45. Beschleunigungen P und Tragheitskriifte T. 

Dargestellt sind die am schwingenden materieIIen Punkt 0 vorhandenen 
Bewegungsbegriffe y, Vy , PY' und die an ihm angreifend gedachten 

Krafte P, K, T. 

Ausschlagen y, die reibenden, 
dampfenden Widerstande K 
meist den Geschwindigkeiten Vy , 

und die Tragheitskriifte T nach 
dem dynamischen Grundgesetze 
immer den Beschleunigungen 
py proportional sind. Zahlen 
wir diese Krafte in dem Sinne, 
in welchem sie auf den schwin
genden Punkt einwirken, so 
sind sie samtlich ihrem zu-

gehiirigen Bewegungsbegriff 
entgegengesetzt, d. h. hinken 
ihm um 180 0 in der Phase 
nach (vgl. die Fig. 43, 44, 45 b). 

3. Die Fig. 43-45 und die 
Beziehungen unter 1. zeigen, 
daB fiir die besonderen Winkel 

n 3 n d f" d' wt=2; = 2;···0 er ur Ie 

ausgezeiclmeten U mkehrpunkte 
der Sinusbewegung ± U die 
Verschiebung y gleich dem 
vollen Kreisradius ± a, und 
die Umkehrbeschleunigung py 
gerade gleich der voUen Zentri
petalbeschleunigung der Kreis
bewegung = (+ a(2 ) wird. Die 
Umkehrgeschwindigkeiten da
selbst werden gleich Null, da 
dort die Umfangsgeschwindig
keit v = aw keine y-Kom
ponente besitzt, oder da in den 
Grenzlagen der schwingende 
Punkt augenblicklich in Ruhe 
ist. Weiterhin steht auch ins
besondere fest, daB dort jeweils 
die Tragheitskraft gerade gleich 
der voUen Zentrifugalkraft 
= ± (ma. ( 2 ) ist (Fig. 45 b). 

4. Die Bewegungsbegriffe weichen in der Phase voneinander ab: Die Geschwindigkeiten vyeilen 
den Verschiebungen y urn eine Viertelperiode in der Phase vora us (Fig. 44a) und ebenso die Beschleuni-
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gungen py den Geschwindigkeiten Vy (Fig. 45a). Fiir die schwingenden Krafte gilt entsprechend das 
gleiche. Stellen wir weiter Kraft- und Bewegungsbegriffe einander gegehiiber, dann erkennen wir, daB 
die Dampfungskraft K den Ausschlagen um eine Viertelperiode nachhinkt, und daB die 
Tragheitskraft T mit den Ausschlagen in Phase geht. 

5. Die samtlichen bisher angewandten Verfahren zur Berechnung von Eigenschwingungszahlen, und 
auch die Ableitungen unseres ersten Teils untersuchen lediglich die einfache Schwingungshewegung eines 
idealen reibungsfreien Systems: Es wird j eweils n ur die von einer a uBeren Kraft ("Restkraft" R) 
im Rhythm us ihrer eigenen Periodenzahl erzwungene, sich gleichbleibende Schwingung 
berech net, die i m Sonderfall z ur ges uchten freien Eigensc.hwingung ohne j egliche a uBere 
Anregung (R = Of) wird. 

Alle anderen noch maglichen Bewegungen, die sich diesel' einfachsten Schwingung iiberlagern 
und zu Schwebungen fiihren kannten (z. B. Eigenschwingungen, welche sich beim Ubergang von cineI' 
Periodenzahl in eine andere ausbilden, werden bewuBt vernachlassigt, da sie ja beim wirklichen, mit 
Reibung behafteten Vorgang doch rasch abklingen und nur die erzwungene Schwingung als Beharrungs
zustand iibrig lassen werden. 

Bei solcher einfachen Schwingung kommen nur Krafte und Ausschlage in gleicher oder eutgegen
gesetzter Phase vor, solange nur eine einzige oder mehrere, aber phasengleiche Krafte die Bewegung er
regen 1 ). Wenn wir abel' von allen Ausschlagen oder Kriiften wissen, daB sie zur gleichen Zeit gleiche Phasen
werte, z. B. in der neutralen Lage ihre ± Nullwerte, oder in den Umkehrpunkten ihre ± Hachstwerte er
reichen, so geniigt es, nul' fiir einen solchen Augen blic k der Bewegungs um kehr die sta tischen 
Gleichgewichtsbedingungen anzuschreiben. Daher kommt es, daB bei allen diesen, gewahnlich 
durchgefiihrten Schwingungsrechnungen nur positive und negative Hachstwerte der Tragheitskrafte 
auftreten, und keine einzige, die mit einer Sinusfunktion behaftet ware. 

Erst wenn wir uns ein Urteil bilden wollen iiber die Wirkung phasenverschobener erzwingender 
Kriifte, z. B. nachhinkender Dampfungen, dann miissen wir auf die geometrische Behandlung mit Fahr
:<trahlen, oder analytisch auf die Anwendung von Winkelfunktionen bzw. auf eine Doppelrechnung in 
zwei zu einander senkrechten Phasen zuriickgreifen. 1m zweiten Teil dieser Arbeit wird hiervon weit
gehend Gebrauch gemacht. (Vgl. auch Giim bel, Z. d. V. d. I. 1912.) 

6. Es ist der Mechanik durchaus nichts Ungewohntes, schwingende GraBen durch Kreisfunktionen 
darzustellen. Das einfachste Beispiel ist del' Kurbeltrieb, wonach der Kolben eine Schwingung 1. und 
2. Grades ausfiihrt. Bei den Uberlegungen des Massenausgleichs werden seit langem die vertikal und hori
zontal schwingenden Massenkrafte durch kreisende Zentrifugalkriifte dargestellt. (V gl. Fig. 40.) Als drittes 
sehr bemerkenswertes Beispiel kann die Stodolasche Deutung del' kritischen Drehzahl einer Lavalwelle 
als Biegungs-Eigenschwingungszahl dieser Welle herangezogen werden: 0 

Fappls bekannte Formel fiir die kritische Drehzahl der Lavalschen Turbinenwelle Wk = V ~ 
I'" = Wellenkonstante oder = elastische Gegenkraft del' Welle pro Einheit der Durchbiegung; m = Masse; 
Exzentrizitat e = 0) laBt sich umschreiben in (1· Wk2). m = (IX. 1) und stellt dabei die 
dynamische Grundgleichung (Beschleunigung X Malle = Kraft) dar. Die linke Seite bedeutet die 
Zentrifugalkraft fiir einen Radius 1, gegen welche der Wellenwiderstand (IX. 1) gerade aufzukommen 
vermag. 

Denken wir uns dieselbe Welle im Zustand von Biegungsschwingungen, bei welchen der Angriffs
punkt der Masse m jeweils urn dieselbe Langeneinheit ausschlagt, dann entwickelt die Masse m im Augen-· 
blick del' Bewegungsumkehr eine Tragheitskraft m(w,2. 1), welcher die elastische Gegenkraft (IX. 1) ent
gegensteht. Die Bedingungsgleichung, welche im Zustand der Eigenschwingungszahl notwendig erfiillt 
sein muB, erhalt also, genau wie bei del' kritischen Drehzahl, die Form (1. we2) • m = (IX. 1). 

Beitdi,ge zur Reduktion von Schwungmassen und Langenabstanden. 
Die Reduktion von Schwungmassen und Langenabstanden auf zwei bestimmte BezugsgraBen 

(Reduktionsradius r und polares Tragheitsmoment J p) wurde bei unseren bisherigen Betrachtungen 
meist stillschweigend als erledigt angesehen. Sie hat lediglich die Bedeutung ciner MaBnahme zur Ver
einfachung der Zahlenrechnung, indem man die naturnotwendig vorhandenen Verscilledenheiten im kon
struktiven Aufbau eines Massensystems vorweg so umrechnet, daB sie jeweils durch Angabe nur einer 
Massenzahl und nur eines Langenabstandes gleichwertig gekennzeichnet sind. 1m iibrigen ist das RE
duzieren ein Problem fiir sich, das mit Schwingungen zunachst nichts zu tun hat, was schon daraus hervoI
geht, daB solche Reduktionen auch fiir andere technische Betrachtungen, z. B. fUr die Bestimmung des 
Ungleichfiirmigkeitsgrades nach dem Verfahren von Wittenbauer 2), durchgefiihrt werden. Auch in 
unserem Falle, wo sich bei Systemen mit vielteiliger Zusammensetzung immer wieder dieselbe Rechen-

1) Vgl. Nachwort, S. 94. 
2) Vgl. Tolle, Regelung del' Kraftmaschinen 1921, S.99. 
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Geometrische polare Triigheitsmomente von Kreisquerschnitten mit Durchmessern 0 -;-110 cm. 

An wend ung en auf vo lie Kreisz y I i ndel'. 

1. Physikalisches polares Tragheitsmoment 2. Schwungmoment 
r r 

0 p =Jdm.rz = ft • JI' • b [cmkgsec']; G D' = f (g. dm) ·41'2 
o o 

= 4 g. 01' = 4)'· J p ' b [kgcm'J; 

Dabei becleutet 

r ~ ZYlinderauBenradius ) 
b ~ ZYlinderbreite aehsial [em]; 

D ~ Tragheitsdurchmesser 

/' ~ spezifisehe Masse deS) 
Zylindermaterials (fUr [kg. sec'] 
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operation wiederholt, indem fur aile Weilenstucke elastische Verdrehungen unter der Einwirkung von 
Momenten trager Schwungmassen bestimmt werden, ist ('s immer lohnend, zuerst ein einfaches, gleich
wertiges "reduziertes" Rechengebilde zu schaffen. Wegen ihrer praktischen Bedeutung ist die Angelegen
heit bereits oftmals und ei:u.gehend in del' Literatur1) behandelt worden. Wir beschranken uns deshalb 
im folgenden darauf, einige kurze, erganzende Beitrage mitzuteilen: 

a) Reduktion von Sch wungmassen. 

Es ist zu unterscheiden, ob die bei der Schwingungsrechnung in Anwendung kommende Rechen
methode mit den Momenten von Drehkraften (wie bei Roth, Holzer, Foppl) odeI' mit den Dreh
kraften seiber arbeitet (Gumbel, Dreves, unsere Ausflihrungen). Im ersteren Faile hat man fUr jede 
Schwungmasse das entsprechende physikalische polare Tragheitsmoment zu ermitteln, im zweiten Faile 
sind fur einen gemeinsamen Reduktionsradius entsprechende Massenzalilen zu berechnen. Dabei bestehen 
zwischen Schwungmoment (G D2), Tragheitsmoment 1:(mr2) und reduzierter Masse mr die bei Fig. 46 I 
(oben) beigefugten Beziehungen. Nach derVorschrift diesel' Formeln berechne man die Schwung- und 
Tragheitsmomente, sowie die reduzierte Masse von Schwungkorpern immer moglichst mit Hilfe del' 
geometrischen polaren Tragheitsmomente (vgl. Fig. 46 I und II); man vermeide also die direkte Bildung 
del' Produkte mr2, die ja nicht genau richtige Werte ergibt, wenn man r nul' bis zum Schwerpunkt der 
einzelnen Massenelemente rechnet. 

Meist wird sich ein Schwungkorper ohne Schwierigkeit in eine Anzahl Ringe oder Scheiben 
g lei c her Dicke unterteilen lassen. Besteht del' Schwungkorper aber auch aus Scheiben mit 
konischem Profil mit einer axialen Breite ba auf AuBenradius ra und bi auf Innenradius ri , dann 
darf nicht etwa mit einer konstanten Profilbreite b" gemessen im Schwerpunkt del' Profilflache, oder 
mit einem bm = dem arithmetischen Mittel aus ba und bi gerechnet werden. Setzen wir gerade, genau 

konische Profilbegrenzung voraus und ist f3 = bba das Breitenverhaltnis und e = ri das Radienverhiilt-
i ~ 

nis, dann ergibt sich das Schwungmoment der Scheibe mit konischem Profil als das einer Scheibe 
gleicher Dicke b zu 

odel' 

wobei streng richtig 

B 
Bl, = 1:(mr2) = ft[(Jp)a - (Jp);] . b; und mr = ----if; 

r 

b = b. [ 1 - f3 e _ 1 - f3 • _4_. ~~] 
, 1 - e 1 - e 5 1 - e4 • 

(27) 

1st r i sehr klein gegeniiber ra , also auch e sehr klein, dann ist 

angenahert b = bi • [ 0,2 + 0,8 f3 - e f3]. 
l-e (27 a) 

1m extremen Fall flir ba = 0 und r i = 0 (also f3 = 0 und e = 0) ware b durchaus nicht = 2/3 bi 

oder = 1/2 bi , sondern nul' = 1/5 bi zu setzen. 
1. Das einer K urbel kropfu ng aquivalente Tragheitsmoment bzw. ihre reduzierte Masse setzt sich 

aus 3 Teilbetragen zusammen, aus den Werten fUr zwei halbe \Veilenzapfen, fUr die Kurbelschenkel und 
fur den Kurbelzapfen. Das polare Tragheitsmoment del' beiden letzteren Teile ist zu bestimmen nach 
del' bekannten Beziehung 

Bp = m . a2 + (Bp)Q , 

wobei m = Masse del' Schenkel bzw. del' Kurbelzapfen, a = Abstand ihrer Schwerpunkte von del' Dreh
achse del' Kurbelwelle und (Bp)Q das polare Eigentragheitsmoment del' Schenkel bzw. des Kurbelzapfens 

in bezug auf die zur Wellenmittellinie parallele Schwerachse. Fur die Schenkel ist dieses = m. h2 + /2, 
. 12 

wenn I die ganze radiale Lange des Schenkels und h seine Hohe senkrecht zu lund zur Achse bedeutet. 
2. Del' Ersatz des K urbel triebes durch eine gleich stark in Umfangrichtung wuchtende Schwung

masse gelingt nur lnittelwertartig: Del' "rotierende" Gewichtsanteil del' Schubstange ist zwar fUr jede 
Kurbelstellung mit seinem vollen Massenwert anzurechnen, dagegen abel' machen sich die ubrigen "oszil
lierenden" Getriebemassen je nach der Kurbelstellung verschieden stark am Kurbelzapfen in Umfangs
richtung als trage Schwungmassen bemerkbar. 1st v die konstante Umfangsgeschwindigkeit der Kurbel
zapfemnittellinie, :dann ist (genau flir unendlich lange Stange i. = (0) die Geschwindigkeit del' hin und 

2 
hergehenden Gewichte = v • sin IX und ihre lebendige Kraft = m . ~ • sin21X. Die Ersatzmasse muB nach 

2 

1) Die ersten Angaben finden sich bei Frahm, Z. d. V. 1902, S. 800. Sehr scharf ist die Aufgabe 
gekennzeichnet bei Gum bel, Z. d. V. 1912 S. 1025 unter Abschnitt I; unter Abschnitt V,S. 1030 ist daselbst 
ein sehr anschauliches Beispiel (2) behandelt. Am eingehendsten befaBte sich Dr. Geiger mitdenl.Problem; 
auf 20 Seiten seiner Dissertation werden viele Einzelheiten besprochen und vor ailem die Reduktion der 
Kurbelkropfungen gelost. Neuestens erortert auch Holzer in seiner "Berechnung der Drehschwingungen" 
1921 verschiedene Faile. 
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Voraussetzung so bemessen werden, daB sie bei dem Bewegungsvorgang in jedem Augenblick diese gleiche 
kinetische Energie entwickelt; sie ist so mit als m . sin' (X innerhalb einer jeden halben Drehung nach dem 
Schema unserer Fig. 30d veranderlich anzunehmen. Statt dessen begniigt man sich nach dem Vorschlage 
Frah ms damit, den Mittelwert dieser Ersatzmasse, der offenbar durch die halbe hiichste Amplitute 
dargestellt ist, also 50% = 1/2 . mo,z anzurechnen. In Wirklichkeit besitzt das System immer jeweils 
eine hiichste Eigenschwingungszahl, wenn die Kurbel gerade durch einen Totpunkt geht, die niedrigste, 
wenn die Kurbel dazu senkrecht steht. Es ist das mit eine der Ursachen, warum sich die Kritischen auf 
einen griiBeren Drehzahlbereich erstrecken. Fiir endliches t, miiBte man streng genommen einen etwas 
anderen Mittelwert als 50% wahlen, indes ist die Abweichung nur gering, wie man aus der Fig. 94 bei 
Tolle, "Regelung der Kraftmaschinen", 1919, ersehen kann. 

3. Werden die Geschwindigkeiten einzelner Schwungmassen durch Zwischenschaltung von Hebeln 
oder Zahnradern i·fach ii bersetz t, dann entwickeln sie i 2·fache lebendige Krafte oder Tragheitswirkungen 
Es entsprechen ihnen also auch i 2·fache reduzierte Massen, welche direkt auf der Systemwelle sitzen. 

b) Red uktion von Langena bstanden. 

Das. Kriterium, nach welchem die Umrechnung der Langen geschieht, ist bereits S. 5 angegeben. 
Auch hierfiir sind die Fig. 46 I und II vorteilhaft zu verwenden. . 

1. Kurbelkriipfungen: Von 4 verschiedenen Kurbeln (Zapfendurchmesser d = 6; = 19; = 31,5; 
= 33,5 cm) war die tatsachlich entsprechende reduzierte Lange durch Verdrehungsversuch festgestellt. 
Eine rechnerische Kontrolle dieser Werte hat ergeben, daB man rechnungsmaBig die genau gleichen Werte 
erhalt, wenn man sie mit den Geigerschen Formeln nach dem von Sass1 ) aufgestellten Rechenschema 
bestimmt, jedoch die Verdrehung der Kurbelschenkel nicht mit einer Torsionslange ,,(R - 0,5' d)", son
dern mit ,,( R - 0,795 . d)" = <Xl ,,( R - 0,8 d)" berechnet. Immerhin macht die Berechnung del' redu
zierten Lange nach diesen Formeln noch ziemlich viel Arbeit, die nur ungern geleistet wird, nach
dem sich del' Reduktionswert meist nul' urn weuige v. H. von der Naturlange unterscheidet, wenn 
man auf das Jpdes Wellen- oder Kurbelzapfens reduziert. Man rechnet daher in vielen Fallen, 
besonders fiir erste Uberschlags- oder Projektrechnungen kurzerhand direkt mit der Naturlange. 
Dariiber hinaus beniitzen einzelne Firmen ihre eigenen vereinfachten Erfahrungsformeln2 ). 

Bei einer aus Einzelteilen mit Schrumpfverbindung zusammengesetzten "gebauten" Welle der 
"Deutschen Werke, Werft Kiel" (Zapfendurchmesser = 370 mm) zeigte sich, daB solche Wellen hinsicht
lich ihrer Verdrehungen nach den gleichen Formeln, d. h. geradeso berechnet werden diirfen, als ob 
sie aus einem Stiick geschmiedet Waren. 

2. Kupplungsflanschen: Es ist nur schwer zu entscheiden und von vielen Nebenumstanden abhangig, 
welches polare Tragheitsmoment man bei der Reduktion in Anrechnung bringen soli. Eine Messung an 
normalen festverschraubten Wellenteilen hat ergeben, daB man die wirklich gemessenen Verdrehungen 
auch rechnerisch erhalt, wenn man sie mit einem Tragheitsmoment bestimmt, das gefunden wird als das 
arithmetische Mittel zwischen dem polaren Tragheitsmoment del' Schraubenverbindung und zwischen 
demjeuigen des Flansches, gerechnet bis zum Schraubenkreis. 

3. Schrumpfverbindungen, gut ausgefiihrt, lassen kein Gleiten zu und sind als "Teile aus einem 
Stiick" zu betrachten. 

1) Z. d. V. 1921, S. 67. 
2) Vgl. Geiger, Z. d. V. 1921, S. 1242. Die kurze Formel (28) von Holzer "Berechnung del' 

Drehschwingungen", S. 13, ergab nul' sehr unvollkommene Annaherungen. 



Nachwort. 

Betrachtungen tiber die Eigenschwingungen reibungsfreier Systeme. 
Von Prof. Dr. G. Zerkowitz, Miinchen. 

Die Untersuchungen des Herrn Dr. W ydler dlirften nicht nur einen willkomme
nen Beitrag zur Frage del' Beherrschung dynamischer Witkungen bei Kolben
maschinen liefern, sondern auch, vermoge del' Einfachheit del' gewahlten analytischen 
Hilfsmittel, insbesondere dem in del' Praxis tatigen Ingenieur, dem zur Verfolgung 
verwickelter mathematischer Betrachtungen zumeist nicht die notige Zeit zur Ver
fiigung steht, wertvolle Dienste leisten. Allgemeine dynamische Theorien iiber 
Drehschwingungen sind verschiedentlich veroffentlicht worden. Es ergeben sich 
jedoch bei mehr Massen schon flir den reibungsfreien Eigenschwingungsvorgang 
Gleichungssysteme, deren Auflosung miihevolle Rechnungen erheischt. Daher ver
dienen Verfahren, die in verhaltnismaBig einfacher Weise zum Ziele flihren, besondere 
Beachtung. 

1m ersten Teil seiner Arbeit behandelt W ydler die Eigenschwingungen ver
drehungsfahig verketteter Massensysteme; dabei bedient er sich eines Kunstgriffs, 
indem er das aus n Massen bestehende System auf n - 1 Zweimassensysteme zurlick
flihrt. Die Zulassigkeit dieses Vorgehens begrlindet er an Hand einer Uberlegung, 
bei del' er fiir drei Massen die Tragheitskrafte im Augenblicke der Bewegungsumkehr 
einfiihrt, ferner mit Hilfe von Zahlenbeispielen. Es drangt sich nun die Frage auf, 
welcher Zusammenhang zwischen seiner Betrachtungsweise und den Grundgleichungen 
del' Dynamik besteht. Diesen Zusammenhang zu erschlieBen und damit einen strengen 
Beweis flir seine Untersuchungen zu liefern, solI VOl' allem del' Zweck del' nachfolgen
den Ausfiihrungen sein; darliber hinaus sollen einige Haupteigenschaften del' rei
bungsfreien Eigenschwingungen, insbesondere der Drehschwingungen, naher beleuch
tet werden. Die gewahlte Darstellungsform diirfte auch dem mit del' hoheren Ana
lysis weniger vertrauten Leser das Verstandnis del' Vorgange ermoglichen. 

1. Ermittlung del' Drehschnellen del' einzelnen Eigenschwingungen aus den 
dynamischen Grundgleichungen. 

Es sei zunachst daran erinnert, daB fiir eine federnd eingespannte Schwung
masse unter Benutzung del' Bezeichnungen auf S. 4 die dynamische Grundgleichung 
lautet: 

b · h H. wo e1 = T 1st. 

/I H h mrp = - Trp = - rp, (1 ) 

Dies ergibt bekanntlich die einfache harmonische Schwingung mit del' Winkel
geschwindigkeit oder "Drehschnelle" 

'}b l/H 
w = V m = V lm' 
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Zum besseren Verstandnis del' folgenden Untersuchungen sel noch bemerkt, 
daB sowohl die Beziehung 

fP = Asin }.t 

als auch, was auf dasselbe hinauslauft, 

(2) 

fP = A e,d (2a) 

Gleichung (1) befriedigt. Die Einfiihrung von (2) bzw. (2a) in (1) ergibt, daB 

A=W 
hingegen 

Jl = jw 

gesetzt werden muB, wobei mit j = V - 1 die imaginare Einheit wie vielfach bei 
elektrotechnischen Uberlegungen bezeichnet sein mage. Es ist daher 

fP = A sin wt (3) 
odeI' auch 

fP = Aejwt (3a) 

ein partikulares Integral odeI' Sonderintegral del' Gleichung (1). Die vollstandige 
Lasung lautet 

fP = Asin (wt + ex) (4) 
odeI' auch 

fP=Aej(wt+<x) 

da im allgemeinen zwei Integrationskonstante, namlich A und ex, anzusetzen sind. 
Fiir das aus n Massen bestehende System bedeuten: m I , m 2 •••• mn die auf einen 

bestimmten Halbmesser bezogenen Massen, H den Horizontalzug, Z1> 12 .•.. In - 1 

die auf ein bestimmtes Flachentragheitsmoment del' Welle bezogenen Wellenlangen 
zwischen den Massen 1 und 2, 2 und 3, .... n - 1 und n. Setzt man ferner 

H H H H 
-Z = hI -Z- = h2 -Z = hi Z- = hn - 1 (5) 

1 2 i .. -1 

und bedeuten fPI' fP2' .• <P .. die Ausschlage del' einzelnen Massen im BogenmaBe, 

k d · d . h G d 1 . h d K" d2fPi /I so ann man Ie ynamlSc en run g elC ungen, wenn er urze wegen dt2 = fPi. 

gesetzt wird, ohne weiteres anschreiben. Zu diesem Zwecke denken wir uns die 
einzelnen Massen zu einem beliebigen Zeitpunktegegeniiber dem spannungslosen 
Zustand um fPI' 1{J2' •• fP,. verdreht und das System sodann sich selbst iiberlassen. 
Jede Masse unterliegt dem verdrehenden EinfluB del' beiden benachbarten und man 
kann die Grundgleichungen anschreiben: 

m1 fPr = hI (fP2 - fPi) 

m2 fP~ = hI (fPI - ([12) + h2 (CP3 - T2) 

m3 fP'3 = h2 (fP2 - 1'3) + h3 (fP4 - T3) 

mn 'P~ = hn- 1 (fPn-1 - 1' .. ) 

Addiert man samtliche Gleichungen (6), so erhiilt man 

(6) 

mIfP~ + m2fP~ + .. , + mnfP~ = 0, (6a) 

da del' Drall des sich selbst iiberlassenen Systems gleich Null sein muB. (6) bedeutet 
ein System n simultaner Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Durch mathe
matische Umformungen kann man dieses Gleichungssystem auf eine Differential-
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gleichung der Ordnung 2 n zuruckfuhren, so daB bei der Integration 2 n voneinander 
unabhangige Konstante hervorgehen. Diesen Weg hat fur arei und mehr Massen Prof. 
A. Foppl beschritten. Wir versuchen nun, die Losung von (6) unmittelbar aufzu
finden, indem wir Sonderintegrale fUr die einzelnen Veranderlichen fJil, fJi2' .• fJi" 
anschreiben. Zunachst ersieht man ohne weiteres, daB 

fJil = P + Qt) 

fJi2 = P + Qt I 
: : r 

fJi .. = P + Qt) 

(7) 

die Gleichungen (6) befriedigtl). Da darin P und Q Konstante sind, so sind noch 
2 (n - 1) voneinander unabhangige Konstante verfUgbar. Die Beziehung (7) hat 
offen bar mit Schwingungen nichts zu tun; sie bedeutet vielmehr die Drehung, die die 
Welle als Ganzes ausfUhrt, wobei P die Anfangslage und Qt den in der Zeit t zuruck
gelegten Bogen kennzeichnet. Weitere Sonderintegrale lassen sich dadurch gewinnen, 
daB man, ebenso wie bei der Schwingung einer Masse, goniometrische oder auch 
Exponentialfunktionen einfUhrt, deren Exponent imaginar ist2). Wir setzen daher 
analog zu den Gleichungen (3) bzw. (3 a) 

oder auch 
fJil = Asin wt fJi2 = Bsin wt fJi" = Nsin wt 

fJil = Aeiwt fJi2 = BeJ wt fJi" = N &'wt 

Durch zweimalige Differentiation ergibt sich daraus: 

fJir = - W2fJiI fJi~ = - W2fJi2 fJi~ = - W2fJi" 

Fuhrt man diese Beziehungen in (6) ein, so erhiilt man 

- mi W2fJiI = - hI fJil + hI fJi2 

- m2 w 2 fJi2 = hI fJil - (hI + h2) fJi2 + h2 fJi3 

oder auch 

o = (mi w2 - hI) fJil + hI fJi2 

0= hl fJil + (m2w2 - hI - h2) Cf'2 + h29'3 

0= hll _ 1 ~"-l + (m,.w2 - h,.-l) fJi..J 

(8) 

(8a) 

(9) 

(10) 

( lOa) 

Mit Riicksicht auf (8) bzw. (8a) konnen in den Gleichungen (10) und (lOa) die 
beliebigen Ausschlage fJil' fJi2'" fJi" durch deren GroBtwerte A, B, ... N ersetzt 
werden. In diesem FaIle bedeuten die Ausdriicke m i w 2 A = T I, m2 w 2 B = T 2 ••• 

die Tragheitskrafte im Augenblicke der Bewegungsumkehr. Dadurch sind die Diffe
rentialgleichungen auf ein System algebraischer Gleichungen zuriickgefUhrt. 

1) DaB dieselben Werte von P und Q allen 'P-Werten gemeinsam sein miissen, ersieht man 
ohne weiteres durch Einfiihrung dieser Werte in (6). 

2) Vgl. auch Forsyth-Jacobsthal, Lehrbuch der Differentialgleichungen, Braunschweig 1912, 
Seite 315f. 
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Will man aus (lOa) die einzelnen Ausschlage CPl' '1'2' .. CPn berechnen, so ersieht 
man, daB sich von Null verschiedene Werte nul' dann ergeben konnen, wenn die 
Determinante 

(mlw 2 - hI) hI 0 o· . ·0 0 

hI (m2w2 - hI - h2) h2 0 .. ·0 0 

An = ( 11) 

0 0 0 ... hn - 1 (mllw2 - hnl ) 

gleich Null wird. Durch Auswertung erhalt man eine algebraische Gleichung hoherer 
Ordnung, die sog. "Kenngleichung", aus del' sich die einzelnen Werte fur w 2 und damit 
die Drehschnellen del' einzelnen Eigenschwingungen errechnen. Beispielsweise erhalt 
man fur drei Massen: 

(ml w 2 - hI) hI 0 

i13 = hI 1112(1)2 - hI - h2 h2 =0. 

0 h2 (11130)2 - h2) 

Die Ausrechnung ergibt: 

(1111W2 - hI) [(m2w2 - hI -h2) (maw2 - h2) - h~] - h~ (111aw2 - h2 ) = 0 

oder nach einigen l'mformungen: 

KIW6_K!W4 + Kaw2 = 0 
wobei 

K _ 1111 m 2m a 
1 - hlh2 

K2 = m1 (m2 + ma) + _mg (ml + m 2) 
hI h2 

Ka = m1 + m2 + ma 

(12) 

(12a) 

in Ubereinstimmung mit del' von A. Foppl gegebenen Losung ist. Gleichung (12a) 
kann man durch w2 dividieren, so daB sich zwei Werte fur 0)2 bzw. w errechnen. 

1m allgemeinen erhalt man bei n Massen n - 1 von Null verschiedene Werte 
von w, die als WI' W2 ... WII _1 bezeichnet sein mogen, die Losung w = 0 kann als 
"trivial" auBer Betracht bleiben. Das vollstandige Integral del' Differentialglei
chungen (6) lautet nun untcr Heranziehung von (8a): 

CPl = At ej,,,,t + A2 ej (0, t + ... A n - 1 dWII-l t + P + Qt) 

1'2 = Bl ejw,t + B2 ej(,),t + ... Bn_l ejwn-,t + P + Qt 

(13) 

Tn = N] eiUJ,t + Nzejw• t + ... N n- 1 ejwn-,t + P + QtJ 

Dabei tragt, wie schon bemerkt, der Ausdruck P + Qt del' Bewegung Rechnung, 
die die Welle als Ganzes ausfiihrt. Da hier nur die Schwingungsvorgange naher unter
sucht werden sollen, wofiir die relativen Verdrehungen del' einzelnen Massen maB
gebend sind, so kann jener Ausdruck vernachlassigt werden. Dagegen muB ganz 
allgemein bemerkt werden, daB die Werte AI, A z • •• Bll B 2 • •• komplexe GroBen 
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sein konnen, 'wodureh die Phasenverschiedenheit del' einzelnen Eigensehwingungen 
zum Ausdruck gebracht werden kann. Setzt man etwa 

worin \2(1' \2{2 ... , \81 ... reelle Zahlen sind, so schreiben sich die obigen Gleichungen: 

CP1 = \211&"(o:,+(O,t) + \.l{2&"(a,+w,t) + ... \21n_l&"(O:n-t+ W n-t t) 1 
CP2 = \81 ej (IX,+(",t) + \82 ej ({1,+w,t) + ... \8n •. l ej ({1n-t+ W n-t t) I 

~ 
J 

( 13a) 

Statt mit Hilfe von Exponentialfunktionen laBt sieh me allgemeine Losung unter 
Heranziehung von (8) auch durch goniometrische Funktionen darstellen, wobei jedoch 
wiederum die Phasenwinkel eingeftihrt werden miissen: 

CP1 = A1s~n (a 1 + WIt) + A2s~n (a2 + w2t) + ... An_1s~n (an-l + Wn- 1 t) 1 
T2 = Blsm ((31 + WIt) + B2sm ((32 + w2t) + ... Bn_lsm ({In-l + Wn -l t ) 

. .. . (13b) 

I 
. J 

Die Gleichungen (13a) bzw. (13b) besagen, daB sich n - 1 einzelne Eigensehwingungen 
einander iiberlagern konnen. Zwischen den einzelnen Werten der Amplituden und 
der Phasenwinkel miissen noch Beziehungen bestehen, da im ganzen nur noeh 2 n - 2 
voneinander unabhangige Konstante verfiigbar sind. Darauf solI weiter un ten naher 
eingegangen werden. Zunachst betraehten wir 

2. Die einzelne Eigenschwingung. 

Sehwingt das ganze System mit einer Drehsehnelle, z. B. Wi, so ergibt sieh 
hierfiir aus (13b) 

CPl = Aisin (ai + Wit) 

CP2 = Bi sin ((3i + Wit) 

CPn = Nisin (Vi + Wit) 

Dureh Einfiihrung diesel' Werte in die Gleichungen (6) erhalt man wiederum das 
Gleiehungssystem (10), wobei W = Wi wird. Aus der ersten Gleiehung (10) geht hervor: 

Ebenso erhalt man, indem man die ersten beiden Gleiehungen (10) addiert 

und weitel' dureh Addition samtlieher Gleichungen mit Ausnahme del' letzten 
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Aus diesen Beziehungen ergibt sich ohne weiteres, daB die Ausdrticke 

f{J2 CP3 , • • • ~ 
f{J1 f{J2 f{Jn-l 

von del' Zeit unabhangig sind. Setzt man z. B. 

so ist auch 

:: = (1 - ~: ml ) = KI 

B,s~n (Wit + fli) = KI . 
Aism (Wit + lXi) 

( 14) 

Diese Beziehung muB ftir jeden Wert von t erfiillt sein, also auchftir t = 0, sowie ftir 
n 

w,t="2' 

Somit gilt 

odeI' es muB 

sein, d. h. es ist entweder 

odeI' es ist 

Bisin fli = KI Aisin lXi, 

Bi cos fli = K I Ai cos lXi 

tg fli = tg lXi 

fli = lXi 

fl, = lXi± n, 

d. h. die beiden Massen m l und m 2 schwingen entweder pha:;engleich 
odeI' ihr Phasenverschiebungswinkel betragt 180°, d. h. die beiden 
Massen schwingen gerade entgegengesetzt. Genau dasselbe laBt sich auf 
Grund del' obigen Beziehungen zwischen f{J3 und f{J2' f{J4 und f{J3 ••• f{Jn und f{Jn-l ftir 
die tibrigen Massen aussagen. AIle Massen gehen gleichzeitig durch die 
Nullage und erreichen gleichzeitig die Extremlagen. Dannaberkannman 
an Stelle del' Ausschlage f{Ju f{J2 ••• f{Jn auch ohne weiteres die Amplituden Ai, B i • •• Ni 
setzen, d. h. zwischen den Amplituden bestehen gleichfalls die Beziehungen 

W~ 
Bi = Ai - hmlAi 

I 

wI 
0i = Bi - h (mlAi + m 2 B i ) 

2 

.. 
w~ 

N. = M i- r (mIA. + m 2 B i + ... m,,_IMi) 
n-l J 

Ebenso kann man die obige Beziehung fli = IXi dahin erganzen, daB man 

(15) 

(16) 

setzt, da einem etwaigen Phasenunterschied urn 180° dadurch Rechnung getragen 
werden kann, daB man das Vorzeichen del' einzelnen Ausschlage, bzw. das del' Ampli
tuden, entsprechend wahlt. A us dieser Erkenntnis ergibt sich nun die 
Folgerung, daB es ganz gleichgtiltig ist, ftir welchenZeitpunkt man die 
Vorgange betrachtet. Wahlt man denjenigen Zeitpunkt, in dem die groBten 
Ausschlage gerade erreicht werden, also den Augenblick del' Bewegungsumkehr, so 
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kann man im Sinne der W ydlerschen Untersuchung die hierbei auftretenden Trag
heitskrafte einfiihren. Bedeuten 

diese Tragheitskrafte, so erhalt man aus (10) 

TI + T2 + ... + Tn = O· •• (17) 

Damit ist die dynamische Gilltigkeit der von Wydler beim Dreimassensystem be
nutzten Beziehung, zugleich aber auch die Richtigkeit des Gii m belschen graphischen 
Verfahrens erwiesen. 

3. Das Zerlegungsverfahren. 

1m Gleichungssystem (6) besteht jede Gleichung, mit Ausnahme der ersten und 
der letzten, aus zwei Summanden. Wir denken uns nun die Massen m 2 . •• mn-l 
in zwei Teile derart zerlegt, daB jedes Krafteglied auf der linken Seite der Gleichungen 
(6) in zwei Glieder zerfallt. So z. B. setzen wir m 2 = X 2 + Y2 und' schreiben an Stelle 
an Hand der zweiten Gleichung (6) 

Ebenso setzen wir ma = xa + Ya . . • mn = Xn + Yn und schreiben nun an Stelle 
von (6) 

mi cP'{ = hI (CP2 - CPI) 

X2CP~ = hI (CPI - Cf'2) 

xaCP'{ = h2 (CP2 - ({'a) 

m n({':: = hn- I (CPn-1 - CPn) 

Aus den beiden ersten Gleichungen dieses Systems ergibt sich 

m 1 (p'{ = - X2CP~ oder auch m 1 CPl = - X2CP2 

Ebenso erhalt man 

Yn-1 CP': -1 = - mncp': oder Yn-l CPn-1 = - mncpn • 

(18) 

Zu diesen Beziehungen gelangt man auch unmittelbar, indem man die Massenzerlegung 
der Gleichungen (10) vornimmt. 

Mit Riicksicht auf (14) gilt: 

m 1 CP2 
-= -Kl= -- (19) 
x 2 CPl 

d. h. der Auteil x 2 ist zeitlich unabhangig und ist fiir die betrachtete Eigenschwingung 
mit Wi eine Konstante. Dasselbe laBt sich in ahnlicher Weise hinsichtlich der Zer
legung der iibrigen ,Massen zeigen. Es ist 

oX2 0Y2 GXa 0Yn-l 
7ft=2T=7ft "'=---at=0. 
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Fiihrt man nun CP2 aus (19) III die erste Gleichung (18) ein, so erhiiJt man 

m 1 cpr = hI ( 1 + ::) CPI' 

also eine einfache harmonische Schwingung, deren Drehschnelle 

Wl i = 1/ hI (~ + ~) mi x2 

ist. Ebenso erhiilt man fUr das zweite Wellenstiick mit 

Y2 
CPa = - CP2;: 

a 

durch Einfiihrung in die dritte Gleichung (18) 

Wl 2 = 1/ h2 (1 + ~) 
Y2 xa 

und schlieBlich fiir das letzte Wellenstiick 

Wln_ 1 = 'Vhn - 1 (_1 +~). 
xn - 1 mn 

Da siimtliche Massen miteinander gekoppelt sind, so erhiilt man eine magliche 
Schwingungsform nul' dann, wenn 

ist, mithin 

(20) 

odeI' auch wegen (5) und durch Einfiihrung del' Werte fiir Y2' Y3' .. Yn-l 

~ (~l + :J = ~ (m2 1 x2 + x~) = ... = ln~l Cnn_l ~ xn-~ + ~J (20a) 

Es ist dies die bereits von W ydler angegebene Beziehung. Sie ergibt von selbst 
die n - 1 Werte fiir W und n - 1 verschiedene Werte fiir X 2 , x3 . .• Xn-l. Jeder 
einzelnen Eigenschwingung entspricht also eine andere Massenzerlegung. Es m uB 
besonders betont werden, daB das Zerlegungsverfahren keine Niihe
rung, sondern ein dynamisch streng richtiges Verfahren zur Ermitt
I ung del' Drehschnellen del' einzelnen Eigenschwingungen darstellt. 

4. Das Zusammenwirken mehrerer Eigenschwingungen. 

Unter Benutzung del' fUr jede einzelne Eigenschwingung giiltigen Beziehung (16) 
vereinfacht sich die allgemeine Lasung, die durch die Beziehungen (13b) gegeben ist, 
wie folgt: 

CPI = AIs~n(iXl + WIt) +.A2s~n(iX2 + W2t) + ... + An_ls~n(iXn_l + wn-1t) ) 

(P~ = BI sll1(iXl + WIt) + B2 sll1(iX2 + W2t) + ... + B n- 1 Sll1 (iXn-l + wn_1t) I 
. } (21) 

. I 
(Pn = NI sin (iX l + WIt) + N 2 sin(iX 2 + W2t) + ... + N n- 1 sin (iXn-l + wn-1t) J 

Dabei bestehen noch zwischen den Amplituden 

AI' BI ··· N I , sowie A 2 , B 2 ••• N 2 ,.'·· 

An-I, Bn - 1 • ••• N n- 1 
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die Beziehungen (15), so daB im ganzen 2 n - 2 voneinander unabhangige Konstante ver
bleiben. Es mogen nun zwei Eigenschwingungen, z. B. WI und W2, zusammenwirken. 
Del' groBeren Einfachheit wegen sei angenommen, daB CX I = CX 2 = 0 ist. Dann wird 

Cf!l = Al sin WIt + A~ sin w2t 

Cf'2 = BI sin WI t + B2 sin (/)2 t 

Wegen der ersten Gleichung(15) ist nun: 

wi 
BI = Al - £ mlAI = KIAI 

I 

oder es ist 

W~ 
B2 = A2 - h m1A 2 = K2A2 

I 

Cf!l = Alsin WIt + A 2 sin w2t 

Cf!2 = Al KI sin wIt + A 2K 2sinw2t. 

Man ersieht daraus, daB im allgemeinen Cf!2 und Cf!l nicht einander pro
portional sind. Selbst wenn die beiden Schwingungen gleichzeitig angeregt wor
den sind, werden im weiteren Verlaufe die Nullage und die Extremlagen von den 
einzelnen Massen nicht mehr gleichzeitig erreicht. Del' Satz von der Phasengleichheit 
gilt also nul' fUr den Fall, daB eine einzelne Eigenschwingung angeregt wird. Ftir 
das Zusammenwirken mehrerer Eigenschwingungen ist auch die Zerlegung del' ein
zelnen Massen in zeitlich unabhangige Bestandteile nicht statthaft. 

5. Die Drehschnellen bei Biegungsschwingungen. 
Die vorstehenden Ausftihrungen tiber Drehschwingungen legen die Frage nahe, 

ob hinsichtlich del' Biegungsschwingungen nicht ebenso einfache Aussagen gemacht 
werden konnen. Wird eine Welle durch n Krafte Qu Q2 ... Qn belastet, so entstehen 
Durchbiegungen YI' Y2' .. Yn, wobei 

~: : :::~: ! ::~: ! :::~:! : : : :::~: 1 
(22) 

I 
Yn = CXnl QI + CX"2Q2 + cxnaQa + ... cxn"Qn J 

Darin sind cxll , CX12 • •• die EinfluBzahlen, und es ist jeweils (Xik = (Xki (Ma xwell). 
Wenn nun auf del' gewichtslos gedachten Welle n Massen mu m 2 . .. mn angeord

net sind und die Welle aus ihrer Gleichgewichtslage gebracht wird, so entstehen 
Schwingungen. In diesem FaIle sind die auftretenden Tragheitskrafte 

QI = - mly? , Q2 = - m2y'; • • . Qn = - mnY~ 

zu berticksichtigen. Ftihrt man dieseAusdrticke in (22) ein, so erhalt man das Gleichungs
system 

YI + (XllmIY? + (X12 m2yr + ... + cxI"mny'~ = 0 1 
YI + cx 2l ml y'( + (X~2m2Yr + ... + (X2nmnY~ = 0 I 

: ~ 
. I 

Yn + (XnlmIY'{ + (Xn2 m 2yr + ... + (XnnmllY~ = 0 J 
W y die r, Drehschwingullgen. 

(23) 

7 
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Setzt man wiederum 
Yl = AdO)t, Y2 = Bejwl ••• y" = N ejwt 

oder auch 

Yl = A sinwt, Y2 = Bsinwt·· . y" = Nsinwt, 
so erhalt man 

und durch Einfiihrung dieser Beziehungen in (22): 

(iXu m l w 2 - 1) Yl + iX12 m 2 W 2Y2 + ... + iXln m"w2 Yn = 0 1 
(X2l m l (l)2Yl + ((X22m2 w 2 - 1) Y2 + + iX 2n m" w 2 y" = 0 

. .} (24) 

. 2 +' 2 + + . 2 0 1 
(XnlmlwYl iX"2m2wY2 ••• cx""m"wy,,= ) 

Endliche Werte fUr die einzelnen Ausschlage Yu Y2 ... erhalt man wiederum nul' dann, 
wenn die Determinante 

LI= 

iXu ml w2 - 1 

CX2l m l w 2 

cx12 m2 (1)2 

cx 22 m 2 w 2 - 1 

CX 13 ms w 2 • • • CX l " m" w 2 

CX23 m3 w 2 ••• CX2n mn W 2 

gleich Null wird. Die Auswertung erfordert eine noch miihevollere Rechenarbeit als 
bei den Drehschwingungen, weil kein einziges Glied verschwindet. Trotzdem konnen 
hinsichtlich del' einzelnen Eigenschwingung, sowie beziiglich des Zusammenwirkens 
mehrerer Eigenschwingungen, dieselben grundsatzlichen SchluBfolgerungen gezogen 
werden wie bei den Drehschwingungen. Auch hier schwingen die einzelnen Massen bei 
jeder Eigenschwingung entweder phasengleich oder ihr Phasenverschiebungswinkel 
betragt 180°. Samtliche Massen gehen auch hier fiir jede einzelne Eigenschwingung 
gleichzeitig durch die Ruhelage und erreichen gleichzeitig die groBten Ausschlage. 
In del' Tat laBt sich das Gleichungssystem (24) ohne weiteres auf die Vorgange im 
Augenblicke del' Bewegungsumkehr anwenden. Die Ausdriicke mlYl w 2 , m2Y2w2 ••• 

bedeuten dann die Tragheitskrafte in jenem Augenblick. Dagegen ist es nicht mag
lich, ein "Zerlegungsverfahren" wie bei den Drehschwingungen zur Anwendung 
zu bringen. Dies ist darauf zuriickzufUhren, daB bei der Biegung die einzelnen Ein
senkungen Yl' Y2' .. Y,. durch samtliche Lasten unmittelbar beeinfluBt werden, 
wahrend bei den Drehschwingungen jede Masse nur der Einwirkung der beiden 
benachbarten Massen unmittelbar unterworfen ist. Aus diesen Griinden ist man bei 
Biegungsschwingungen praktisch auf Naherungsverfahren angewiesen, von denen 
die von Stodola, Dunkerley, Blaess und Kull die gebrauchlichsten sind. Eine 
strenge vereinfachte Lasung ist bisher nicht gelungen. 

SchluBbemerkung. Nach AbschluB dieses Nachwortes erschien die Abhandlung 
ii.ber Drehschwingungen von H. Holzer, worin u. a. ahnliche Ausdriicke wie obige 
Gleichung (10) fiir die Ermittlung der Eigenschwingungen abgeleitet. werden. 
Trotzdem diirften die vorstehenden Untersuchungen eine nicht unnotige Erganzung 
der Wydlerschen Arbeit darstellen, wenn sie auch nur eine Lasung fiir den ein
fachsten Fall, namlich fiir die freie Eigenschwingung, liefern. Man kannte nun 
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auch in ahnlicher Weise £iir die erzwungenen Schwingungen den Zusammenhang 
mit den aus der mehr anschaulichen Wydlerschen Betrachtungsweise sich er
gebenden Losungen herstellen und dadurch noch m~ncherlei Aufschliisse erhalten. 
Indessen durften die Wydlerschen Aus£iihrungen im zweiten Teil seiner Arbeit 
ohne weiteres einleuchten und wesentlich ausreichen, um die hauptsachlich 
interessierenden Fragen zu beantworten. 

Grundsatzlich sind bei der Behandlung derartiger Probleme aus der Maschinen
lehre mehrere Forderungen zu erfullen: Zunachst solche, die auch fur die ange
wandten Naturwissenschaften maBgebend sind, und zwar einerseits die Ri ch tig
k e it de r Be wei sf u h run g, die moglichst auf physikalisch - mechanischen 
Grundlagen aufzubauen ist, andererseits die Brauchbarkeit und Ubersicht
lichkeit der gefundenen Losung bzw. der fallweise durchzufuhrenden Rechnung. 
Dieses Ziel wird ubrigens auch durch eine neuere Richtung in der angewandten 
Mathematikangestrebt, die, wie sich L.Bie berbach1) ausdruckt, "ausderpotentiellen 
eine aktuelle Moglichkeit machen" will. Dazu treten zwei wesentliche technische 
Forderungen, namlich die ZweckmaBigkeit der Problemstellung, wobei 
die praktisch wichtigen Gesichtspunkte in den Vordergrund zu stellen sind, und 
das Verstandnis fur die Moglichkeit der Verwirklichung der Forschungsergebnisse, 
Forderungen, deren Erfilllung zumindest technischen Einblick, wenn moglich 
technische Erfahrungen erheischt. 

1) Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik 1921, Heft 1. 
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