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Yorwort,

Die vorliegende Arbeit ist entstanden aus meiner Tétigkeit wihrend der zweiten
Hilfte des Krieges, wo ich auf der Vulcan-Werft in Hamburg mit der Untersuchung
der Verdrehungsschwingungen in U-Bootswellenleitungen betraut war. Allenthalben
begann man damals in der beteiligten Industrie diese wichtige Angelegenheit ein-
gehender zu bearbeiten, und auch die Marinebehoérde wandte erhebliche Mittel fiir
eine experimentelle Kldrung der einzelnen Fragen auf. Im wesentlichen aber ge-
langte die rechnerische Erkenntnis nicht iiber jenes Niveau hinaus, das auch schon
Giimbel in seiner klassischen Arbeit iiber Verdrehungsschwingungen (Z.d. V. d.I.1912)
erreicht hatte.

In dem Zeitabschnitt bis zum Kriegsende hatte ich zahlreiche und weite Liicken
und Unklarheiten in den einschligigen Fragen und auch erste Ansétze zu ihrer Be-
hebung erkannt. Als daher nach Kriegsende alles tétige Leben auf den Werften
darniederlag, entschlo ich mich, die einzelnen Gesichtspunkte systematisch zu
untersuchen und so auch auf diesem Gebiete einige Friichte der Kriegsarbeit in die
Zukunft hiniiber zu retten. Im Februar 1919, inmitten der Revolutionswirren auf
Hamburgs Werften, begann ich damit, diese Arbeit niederzuschreiben. Nach einigen
groBBeren Unterbrechungen wandte ich mich an der Jahreswende Miinchen zu und
brachte dort im Sommer 1920 die Arbeit zum AbschluB} ; insbesondere entstand daselbst
im IV. Abschnitt des zweiten Teiles der wichtigste Absatz der ganzen Abhandlung.
Fiir die endgiiltige leider verzogerte Drucklegung des Buches wurden einzelne Kapitel
des zweiten Teiles etwas erweitert und vertieft und dafiir der erste Teil an manchen
Stellen entsprechend gekiirzt.

Bei diesem Riickblick auf den Werdegang der Arbeit ist es mir ein besonderes An-
liegen, den Vulcanwerken Hamburg und Stettin, vor allem Herrn Direktor
Dr. phil. und Dr. Ing. e. h. G. Bauer fiir manche Foérderung und fiir die mir ge-
wihrte groBe Bewegungsfreiheit und Selbsténdigkeit meinen bleibenden Dank aus-
zusprechen. In entgegenkommendster Weise wurde ich von Herrn Direktor Frahm
und von der Maschinenfabrik Augsburg-Niirnberg durch Uberlassung von
Versuchsmaterial unterstiitzt. In Miinchen erfuhr ich mit meiner Arbeit wohl-
wollendste Forderung seitens meiner allverehrten Lehrer Dr. M. Schréoter und
Dr. A. F6ppl, sowie durch Herrn Dr. G. Zerkowitz.

Die Verlagsbuchhandlung Julius Springer hat bei der Wiedergabe der
vielen Figuren in Anbetracht der gegenwiértigen Verhéltnisse sehr Beachtenswertes
geleistet; allen meinen Wiinschen beziiglich Ausstattung des Buches wurde bereit-
willigst Rechnung getragen. Beides méchte ich an dieser Stelle dankbarst anerkennen.

Moge die Arbeit allen Studierenden und den in der Praxis tétigen Ingenieuren
behilflich sein, auf dem heute noch als ,,schwierig geltenden Gebiete der Schwingungs-
vorginge rasch und ohne allzu grofe Miihe heimisch zu werden. Dariiber hinaus
gebe ich mich der Hoffnung hin, da8 mit dieser Arbeit auch der Weg fiir wirksamere

Beherrschung der unerwiinschten Schwingungen und fiir neue Entwicklungsméglich-
keiten freigelegt sei.

Miinchen-Kiel, Dezember 1921.

H. Wydler.
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Einleitung.

Man ist heute in weiten Ingenieurkreisen davon unterrichtet, dafl in allen
Maschinenaggregaten, welche mit periodisch verdnderlichen Drehmomenten arbeiten,
sog. Verdrehungs- oder Torsionsschwingungen, oder auch nur Drehschwingungen
genannt, vorhanden sind. Bei den uns hier interessierenden Anlagen mit Kolben-
maschinenantrieb ist die Erscheinung kurz in folgender Weise zu begriinden :

Die periodisch veréinderlichen Drehkrifte der einzelnen Zylinder bedingen
an den Kurbeln variable Drehbeschleunigungen; da die Kurbeln mit den iibrigen
Schwungmassen nicht durch absolut starre, sondern durch elastische Wellenstiicke
verbunden sind, so werden diese Drehbeschleunigungen und -Verzégerungen nicht
allen Massenhdufungen des ganzen Maschinensatzes in gleicher Gré68e aufgezwungen ;
es treten vielmehr bestimmte gesetzmiBige Relativdrehbewegungen oder ,,Dreh-
schwingungen‘* zwischen den einzelnen Schwungmassen auf. Weiterhin haben die
Erfahrungen an vielen Maschinenanlagen gezeigt, dafl diese Sonderbewegungen wie
alle Arten Schwingungen immer dann besonders heftig werden, wenn nach der
iiblichen Ausdrucksweise irgendwelche Kraftimpulse mit einer Eigenschwingungszahl
des Systems in Resonanz geraten, d. h. wenn beim Gang der Maschine irgendwelche
Drehkraftstofle oder -Impulse mit einer jener Periodenzahlen wiederkehren, mit
denen auch das stillstehende reibungsfreie Aggregat nach Art einer Drehwage ohne
duBere Nachhilfe dauernd hin und her pendeln kénnte. Man nennt die mit solchen
Erscheinungen behafteten Drehzahlen die ,,Kritischen‘ der Maschine, welche ebenso
gefihrlich sein kénnen, wie die kritischen Drehzahlen schnellaufender Kreiselmaschinen.
Beide Bewegungsvorgdnge haben natiirlich nur den Namen gemein, und sind in
ithrem Wesen ganz verschieden, was sich schon darin &duBert, da bei den ver-
drehungskritischen Drehzahlen die Wellenmittellinie (theoretisch wenigstens)
-gerade bleibt, wihrend sie bei biegungskritischen Vorgingen die Form irgend-
einer ,elastischen Linie‘“ annimmt.

Die Kenntnis dieser fundamentalen Zusammenhénge ist heute ziemlich All-
gemeingut. Dariiber hinaus darf man sich aber oftmals nicht damit begniigen, nur
anzugeben, welche Drehzahlen kritische sind, wie das bei Biegungsschwingungen
meist geniigt. Man muf} vielmehr auch die Gré8e der zu erwartenden Ausschlige,
d. h. den Gefidhrlichkeitsgrad der einzelnen Kritischen zu bestimmen suchen, da
man — besonders bei Schiffsanlagen — innerhalb des Betriebsbereichs tatséichlich
immer einen oder mehrere Resonanzzustinde durchfahren muf3, was sich bei Kreisel-
maschinenanlagen bekanntlich in den weitaus meisten Féllen vermeiden 1i8t. Wegen
der starken Abniitzung von Ubertragungsorganen, wie Zahnriadern, Gelenken usw.,
unter Umsténden sogar wegen Geféhrdung der Wellenleitung durch Resonanzschwin-
gungen besteht dauernd ein grofes Bediirfnis, diese storenden Bewegungsvorginge
nicht bloB vorausberechnen, sondern auch sicher tiberwinden zu lernen.

Zur Erreichung dieser weitergesteckten Ziele will die vorliegende Arbeit vor
allem beitragen.

Die Theorie

des Problems wird zweckméiBig in zwei scharf getrennten Hauptabschnitten entwickelt.
Der erste behandelt das schwingungsfihige System, das Objekt, an dem sich

die Vorgiinge abspielen und beantwortet die Frage:
Wie verhélt sich ein gegebenes reibungsfreies Massensystem hinsichtlich
der Torsionsschwingungen, insbesondere nach welchen Formen und mit welchen
Periodenzahlen bilden sich bei ihm freie oder Eigenschwingungszustinde aus ?

Wydler, Drehschwingungen 1



2 Einleitung.

Von vornherein ist darauf zu antworten, daB jede Anlage von Anbeginn ihres
Bestehens an wegen der Elastizitit ihres Wellenbaustoffes einen oder mehrere solcher
Eigenschwingungszustéinde besitzt, ganz gleich, ob sie jemals deutlich zur Aus-
bildung kommen oder nicht. Erst in den letzten 20 Jahren wurde diese physikalische
Eigenschaft durch Versuch!) und Rechnung erkannt und eingehender bearbeitet,
da sie mit zunehmender Zylinder- und Umdrehungszahl der Antriebsmaschinen
immer h#ufiger in die Erscheinung trat und oft gebieterisch Abhilfe verlangte.
Heute besteht eine reichhaltige Literatur?) iiber diesen Gegenstand: Giimbel,
Dreves, Kutzbach teilten graphische Berechnungsmethoden mit; Roth, Holzer
und F6ppl berechnen analytisch zwanglaufig die Eigenschwingungsperioden. Bei
der iiberragenden Bedeutung der Angelegenheit erscheint es gerechtfertigt, hier noch
eine weitere analytische Methode mitzuteilen, die mit einfachstem Rechenapparat
zum Ziele gelangt und die maBgebende Bedeutung der Massen- und Léngenverhalt-
nisse fiir die Schwingungsvorginge vor Augen fiihrt.

Der zweite Teil behandelt eingehend die primére Ursache der Pendelerscheinun-
gen, die schwingenden Drehkrifte, sowie ihre Wirkungen.

. Die ersten drei Abschnitte dieses Teiles sind ganz den Eigenschaften der Dreh-
krifte gewidmet. Um auch dem fernerstehenden Leser den wichtigen Begriff der
harmonischen Drehkraft leicht faBlich niherzubringen, ist im ersten Abschnitt
ein Modell beschrieben, das den abstrakten eigenartigen Schwingungsbezeichnungen
eine bestimmte konkrete Bedeutung gibt. Nach dieser Vorbereitung klart der folgende
Abschnitt iiber die gesamten Drehkrifte eines theoretischen Einzylinder-Arbeits-
prozesses hinsichtlich ihrer drei Attribute (Gréfe, Phase, Impulszahl) qualitativ
und quantitativ ein fiir allemal erschépfend auf. Sodann war es notwendig, in einem
dritten Abschnitt das Zusammenwirken der gleichen Harmonischen mehrerer
Zylinder eingehend zu erliutern. Unter anderem wird dabei jene sehr wichtige
Erkenntnis gewonnen, welche die Beherrschung der Kraftimpulse hinsichtlich ihrer
Phase gewihrleistet.

Ist so ein Uberblick iiber die schwingenden Kraftimpulse an den Kurbeln der.
Olmaschinen gewonnen, so kann im vierten Abschnitt die fundamentale Bedeutung
des Phasenabstandes der Krifte fiir die Erregung von Schwingungen gezeigt werden.
Das Ergebnis dieser Rechnung zusammen mit den Ausfithrungen des dritten Ab-
schnittes bildet den Schliissel zum Verstdndnis des bedeutsamen Ausgleichsgesetzes.
In Anwendung der mannigfachen, neu aufgestellten Beziehungen und Zahlenwerte
gelingt es, mit {iberraschender Vollkommenheit die Struktur gemessener Torsiogramme
rechnungsmiBig zu erkliren und ihre Konstruktion zu zeigen.

Nachdem iiber die Ursachen und Vorbedingungen heftiger Schwingungen
Klarheit erreicht ist, bleibt noch die Aufgabe, Schlufifolgerungen, fiir einen Ausgleich
gefahrlicher Drehschwingungen zu ziehen; an einem Beispiel wird eine der vielen
Moglichkeiten untersucht. — Die hier angeregte Methode der Bekdmpfung geféhr-
licher Schwingungen geht einen grundsitzlich anderen Weg als alle bisherigen MaB3-
nahmen, die immer darauf hinauslaufen, entweder die Eigenschwingungsgebiete
entsprechend zu verlagern oder die Arbeit der Harmonischen schon bei kleinen Aus-
schligen in Warme umzusetzen und abzufithren. Hier wird angestrebt, die erregenden
Krifte so gegeneinander zu schalten, daB sich ihre Arbeitsleistungen mdoglichst
aufheben und der verbleibende UberschuB bereits bei kleinen Ausschligen von
den vorhandenen Dimpfungen au_fgezehrt wird.

Im Anhang ist fiir Anfanger einiges iiber die Grundsitze ausemandergelegt nach
denen technische Schwingungsrechnungen in Angriff genommen werden. Die Tabellen

1y Vgl. Bauer, Jahrb. d. schiffbt. Ges. 1900; Frahm, Ztschr d. V. d. 1. 1902, S. 797.
2) Vgl. Literaturverzeichnis.



Einleitung. 3

der polaren Tragheitsmomente sind fiir den praktischen Gebrauch bei der Reduktion
der Massen und Léngen beigegeben.

Uber den im zweiten Teil behandelten Stoff finden sich in der Literatur nur
lose, allgemeine Angaben?); zu erinnern ist hier an die bekannte Schrift von
Dr. Geiger. Es sind indes die Untersuchungen des zweiten Teils nicht weniger wichtig
als die im ersten Teil behandelten Fragen. In allen Fillen erscheint uns erste Voraus-
setzung fiir ein tieferes Verstindnis wirklich erzwungener Schwingungsvorginge zu
sein, da3 unbedingte Klarheit dariiber besteht, ob iiberhaupt und mit welcher Stirke,
Phase und Frequenz schwingungserregende Kraftimpulse vorhanden sind. Der in
der ganzen Natur giiltige Erfahrungssatz: ,,Ohne Ursache keine Wirkung* betrifft
auch Schwingungsvorginge und kann mit Bezug auf unser Problem in die Form
gekleidet werden: ,,Ohne schwingende Drehkraftimpulse keine Drehschwingung, keine
kritische Drehzahl®, d. h.: Sind keine nennenswerten Drehkraftschwankungen vor-
handen, wie z. B. bei vielen Kreiselmaschinen-Anlagen, dann treten auch keine Dreh-

schwingungen auf, trotz aller a priori gegebenen Schwingungsfihigkeiten und -mog-
lichkeiten der elastisch verketteten Systeme.

Fir die duBere Darstellung war leitender Grundsatz, beim Leser ein lebendiges Verstindnis aller
Ergebnisse zu wecken, das allein dem schaffenden Ingenieur vorwirts helfen kann. Durch Ausschaltung
aller entbehrlichen Rechnungen sollte méglichst der sachliche Gehalt in den Vordergrund des Interesses
geriickt werden. Die dem Ingenieur besonders vertraute Sprache des Bildes wird auch hier oftmals die
theoretischen Ausfiihrungen schneller und leichter versténdlich machen als es dem geschriebenen Worte
moglich war. Besondere Sorgfalt ist darauf verwendet, das Rechnen mit Drehzeigern als Sinnbildern
rein harmonischer Sinusvorgénge ofters durch mehrfache Darstellung klar zu machen. Im iibrigen sind
alle Ergebnisse moglichst unmittelbar fiir die direkte praktische Anwendung bereitgestellt. Um dieser
Absicht gerecht zu werden, haben wir auch durchgehend die minutlichen Schwingungszahlen n
oder die ihnen entsprechenden sekundlichen Kreisfrequenzen o sowie die Schwingungsformen be-
rechnet, da die Technik fast ausschlieBlich mit diesen Begriffen arbeitet, aber kaum einmal die in so
vielen theoretischen Abhandlungen allein angegebene Schwingungsdauer bendtigt.

Wie auf vielen anderen Gebieten der technischen Wissenschaften, so wird man auch hier mit den
anzustellenden Rechnungen je nach Bedarf verschieden tief in die Materie eindringen und mit whchsender
Genauigkeit die wirklichen Vorginge erfassen. Folgendes mége als Richtschnur dienen: In erster Linie
handelt es sich immer darum, die Eigenschwingungszustinde und damit {iberhaupt die Lage kritischer
Drehzahlen des gegebenen Systems kennenzulernen; man berechne sie zuerst iiberschligig fiir ein ver-
einfachtes Ersatzsystem mit den 3- oder 4-Massenformeln. Fiir manche Projektierungszwecke wird
diese Orientierung bereits geniigen. Fiir Ausfithrungen wird man weiter die Eigenschwingungen genau
fiir das System mit seinen vielen Einzelmassen nach einem der beiden Probierverfahren S. 25 und 28 be-
stimmen. Sollen noch weitere Aufschliisse iiber Ausschlige, Beanspruchungen usw. erbracht werden,
dann erst versuche man unmittelbar nach der Anleitung der Zahlentafel 6 die gewiinschten Torsio-
gramme zu berechnen.

Jeder Teil bildet fiir sich ein abgeschlossenes Ganze. Der erste behandelt nur ideale reibungs-
freie Systeme, wihrend der zweite auch als eingehende Abhandlung iiber gedam pfte Systeme
charakterisiert werden kann. Der mit der Bedeutung der ,,Schwingungsformen* und ,,Eigenschwingungs-
zahlen‘ Vertraute wird schnell das Neue im 1. Teil {ibersehen kénnen und sich im iibrigen ohne gréfBeren
Aufenthalt dem zweiten Teile zuwenden.

1) Wihrend der Drucklegung dieses Buches erschien die Arbeit von Holzer: ,,Die Berechnung

der Drehschwingungen‘‘, Verlag von Julius Springer, Berlin 1921, die einen erheblichen Fortschritt
in dieser Richtung brachte.

1*



Erster Teil
(Reibungsfreie Systeme.)

Analytische Methode zur Berechnung von Eigenschwingungs-
zahlen und Schwingungsformen verdrehungsfihig elastisch

verketteter Massensysteme.

Bezeichnungen.

Lateinische Schriftzeichen bedeuten immer mit Dimension behaftete Zahlenwerte, wihrend die

griechischen Buchstaben unter 4. — vgl. unten — die entsprechenden Verha,ltmszahlen angeben, be-
zogen auf die GroBen my, I, a,.

Im einzelnen bedeutet:

1.

a ..
my ..
Lo

Ky .«
Ug . -

£y ..

G = Schubelastizititsmodul des Wellenmaterials (830 000 fiir Stahl) . . . . . kg/om?
J, = polares Trigheitsmoment der reduzierten Welle . . . . . . . . . . .. cm?
r = Reduktionsradius, auf den samtliche Massen reduziert sind (oft = Einheit

= 1 cm, oft = Kurbelradius). An ,,r*‘ greifen alle Krifte an; auf seinem

Bogen werden alle Ausschlige gemessen . . . . . . . . . . . . . .. cm
H= L 2-G' = Systemkonstante = Horizontalzug im graphischen Verfahren
r von Giimbel. . . . . . . . ... .. kg
H = % = Systemkonstante fiir ein bestimmtes ') . . . . . . . . .. .. kg - sec?
T = m a w? = Trigheitskraft der harmonischen Schwingung im Augenblick der
Bewegungsumkehr . . . . . . L. L L. Lo oo kg
P = auf die Masse m einwirkende elastische harmonische Kraft . . . . . . . kg
n = Periodenzahl oder Anzahl der Vollschwingungen pro Mmute ...... 1/min
n = als Index = laufende Nummer.
n, = Bigenschwingungszahl pro Minute . . . . . . . . . . . . . ... .. 1/min

® = Kreisfrequenz fiir » minutliche Vollschwingungen = konstante, sekundliche
Winkelgeschwindigkeit der zu » Schwingungen gehtrenden Kreisbewegung

(auch Winkelschnelle oder Drehschnelle benannt); @ = ig n = 97;5 . . l/sec
w, = entsprechend n,; ©, = e P 1/sec
9,55
. 1,1 = reduzierte Wellenliinge zwischen Masse 1 und 2, 2 und 3, ... (»n — 1) und n cm
.an = Ausschlag der Masse 1...% . . . . . . . .« . . . ... cm
.mn = Masse 1...n, reduziert auf Reduktionshalbmesser » . . . . . . . . . kg - sec?
Zn-1=Anteil der Masse 2...(n-—-1) . . . . . . . . . .. .o } om

(@, der Kiirze halber meist nur 2 benannt, ohne Index)

entsprechend:
. Ay _,= Léngenverhdltunis /I, ...1,_4/I;
. &, = Ausschlagsverhaltnis a,/a, ... a,/a;,
., = Massenverhdltnis mgy/my . .. m,/m,
&, _1 = Teilmassenverhiltnis z,/m, ... 2,_,/m

(&, der Kiirze halber meist nur & benannt, ohne Index).

1) Ein mit Strich versehenes Symbol bedeutet immer eine fiir eine bestimmte Periodenzahl o

(bzw. 7) giiltige GroBe; vgl. auch S. 58.
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5. Numerierung der Formeln.

In den nachfolgenden Ableitungen kehren immer die einzelnen Formeln mit be-

stimmten Anderungen wieder. Durch unsere Numerierung (I), (II), ... werden jeweils
Beziehungen gleicher Gattung zusammengefat. Es sind benannt mit

(I): Alle Formeln fiir die Eigenschwin-

7

} z. B. (I;) werm =]/ lli"h (1 +§1_1n) .

gungszahl
(IT): Alle Formeln fiir die Ausschlags- __ _ gt ) 1
verhiltnisse } 2 B. (IL) o &’ (ITs) o0 +( 13 &
(T1I): Fundamentalbeziehungen  zwi- 1 1 1
schen den 4, u, & der einzelnen [ z. B. (IIL,) 2, (1 + T—) =-—— + e
Teilsysteme ‘ o e 8
(IV): Alle Wurzelgleichungen Yz Bo (IVy) f(E) =g+ 516+ 2y - £2+83=0.
Die Indices 1, 2, ... n bezeichnen entweder die Anzahl der Schwungmassen des von
der Formel beherrschten Systems, oder bei den Beziehungen (II) den Ausschlag an
Masse 1, 2, ... n.

Yorbemerkungen.

Den Ableitungen und Entwicklungen des ganzen ersten Teiles liegen durchgehend
folgende Gesichtspunkte zugrunde:

1. Samtliche Massen m, . ..m, des jeweils vorliegenden Systems gind auf einen
gemeinsamen Radius ,,r*° reduziert und die in Anrechnung gebrachten Massen-
abstinde l, . . .1, , entsprechen einer Welle konstanten polaren Trigheitsmoments J,
und homogenen Materials (Gleitmodul @), so zwar, daB sich die gewé#hlten redu-
zierten Wellenldingen unter einem bestimmten Drehmoment ebensoviel verdrehen,
wie die tatsichliche Welle. Die drei GréBen 7, J, und @ fassen wir nach der Giimbel-

schen Bezeichnung unter der Systemkonstanten H = J"ﬂG zusammen. (Vgl. An-
hang S. 85.)

2. Irgendwelche reibenden, didmpfenden Bewegungswiderstinde seien nicht
vorhanden. Die Entwicklungen gelten also fiir ein Massensystem, das ideal elastisch
verbunden ist und sich reibungsfrei bewegen kann, somit in den Rhythmen der
Eigenschwingungszahlen =, (bzw. o, ) dauernd weiterschwingen wiirde bei Ab-
wesenheit einer dulleren Stérung.

3. Die Gleichgewichtsbedingungen und Formeln sind jeweils angeschrieben fiir
den Augenblick der Bewegungsumkehr im Schwingungszyklus, wo also die Trig-
heitskrifte jeweils gerade der vollen Zentrifugalbeschleunigung proportional sind.

4. Alle Langenabsténde [, . . . [,_, werden zu [;, alle Ausschlige a, . .. a,_, zu a;,
alle Massen m, ... m,_, und ihre Anteile z,... @,.; zu m, ins Verhiltnis gesetzt;
es sind dann alle Lingen durch die Verhiltniszahlen 1, = 3—2 iy gy = l"l"l und

1 1
Oy = % y Oy = ﬁund alle Massen durch die Zahlen u, = e .,p,, =M , bzw.
a, a, my m,
& = ::1 vey Enor = Ze—”ﬂ;‘l—l eindeutig gekennzeichnet.

Die Verwendung der Verhiltniszahlen gewéhrt uns erst einmal den Vorteil, daB sich die Zahl
der Veréinderlichen im Problem, der m;...m, und I;...7,_; um 2, ndmlich um die BezugsgréBen
m, und !, vermindert, und daB oftmals eine Anzahl von Verdnderlichen ¢ und 2 mit dem begnemen
Wert 1,0 durch die Rechnung gehen.

In zweiter Linie bestimmt uns eine Analogieiiberlegung, diese Verhdltniszahlen zum Aufbau der
Formeln heranzuziehen. Aus nahe verwandten Betrachtungen iiber kritische Drehzahlen von rasch-
laufenden Wellen, iiber Knickvorginge und aus den in neuerer Zeit geiibten graphischen Methoden
zur Berechnung der Verdrehungsschwingungen ist dem rechnenden Ingenieur lingst die Erkenntnis
geldufig, dafl die dort bestimmten Deformationen, die ,,elastischen Linien*, die ,,Schwingungsformen®,
nicht etwa mit den Absolutwerten a@,, a, ... ibrer Ausschlige, sondern nur ihrem formalen Charakter
nach, d. h. mit den Ausschlagsverhiltnissen &, = a,/a,, &y = ay/a, . .. eindeutig festliegen. Es lag nahe,
zu erwarten, daB bei dieser Sachlage die Massen- und Léngenverhiltnisse in der Mechanik der ganzen
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Bewegungsvorgiinge eine beherrschende Rolle spielen wiirden. In der Tat zeigen die Ableitungen, daB
die Schwingungsformen und die Lage der Eigenschwingungszustinde zueinander
lediglich Funktionen der Verhz‘iltniszahleg_l, #, & sind, wihrend die absolute Lage

der @w. und 7. noch durch den Faktorl‘

niher bestimmt wird, der also gewisser-
1M

maBen als NiveaugrsBe fungiert. Im Aufbau der Formeln fiir die @, und fiir die Ausschlags-
verhéltnisse ® kommt dies deutlich zum Ausdruck.

Letzten Endes erfaBit unsere Rechnungsweise das vorliegende Problem in solch weitgehender
Allgemeinheit, daf} es geniigt, eine typische Anordnung einmal griindlich durchzurechnen, um ihre
Eigenschwingungszustinde fiir alle vorkommenden Variationen angeben zu kénnen. Auch fiir die Be-
rechnung der tatséchlichen, gegen Dampfungswiderstinde erzwungenen Schwingungen behilt diese
Anordnung der Rechnungsmethode groBe Bedeutung, wie unten S. 66 ff. eingehend auseinandergelegt ist.

Formulierung bekannter Fille.
I. Eine Schwungmasse, federnd eingespannt.
Gegeben: Polares Trigheitsmoment J, [cm4] ]
Reduzierte Einspannlinge ! [cm] Systemkonstante

Gleitmodul G [kg/cm?] Jp
Reduktionshalbmesser r [cm] H =

kg - secz}

cm

.G
[kg] .

r2

Reduzierte Schwungmasse m[

Losung: Die Winkelgeschwindigkeit w, der Kreisfrequenz, welche der Eigén-
schwingungszahl n, zugehért, ist bestimmt durch

%=]W

H
l-m
Linspannebene ,£°

[L}; oder N, = 9,55 - “H_{ 1 ]; (Iy)
sec

Min
Die Schwingungsform ist
dadurch gekennzeichnet,
daB die Einspannstelle not-
wendigerweise auch Kno-
ten ist; im iibrigen ist sie
— fagterpunkt X ~ €N . nicht niher bestimmt, da ja
N o der Ausschlag ,,a* (Fig. 1a)
jeden beliebigen Wert an-
nehmen kann. Esist analog
den spéteren Formulierun-
— gen (vgl. hierzu auch 8. 8)
&y = u,=oozusetzen;d.h.

l-m

AN
Lineardiagrarmm v /(r\e‘/da’/ag

i a-l-r g a 0 1
! r volle Perioden & —_2_ Y =0=——_.(I1
‘, ’ 2= 0 " a 3 (IT,)
| Ableitung.
la Die Figur 1148t deutlich er-

kennen, wie die iiblichen Schwin~
gungsbilder (Fig. 1a)zuverstehen
sind. Sie stellen immer die Ab-
wicklungen einer verdrehten, ur-
spriinglich geraden Mantellinie
des Zylinders mit dem Reduk~
tionsradius r dar. Jedes derartige
charakteristische Abbild der elastischen Deformation hilt eine bestimmte Augenblicksgestalt im
Schwingungszyklus fest, hier bei Fig. 1a z. B. nach !/, Periode. Nach einer weiteren halben Periode
hat die Form die entgegengesetzte Gestalt. Es wird also gewohnlich darauf verzichtet, fiir alle oder
einzelne schwingende Querschnitte eine volle Sinusbewegung aufzuzeichnen, wie das z. B. im ,,Linear-

Fig. 1, 1a.
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diagramm* der Fig. 1 fiir den Endquerschnitt der Welle geschehen ist; man h#lt vielmehr in den
Schwingungsformen nur die zusammengehérigen Amplituden fest.

Diese selbe Darstellungsmethode ist auch noch aus den Fig. 9 (3 Massen) und Fig. 35 (4 Massen)
zu erkennen.

Unter einem Drehmoment 3 = (P -r) verdreht sich die Welle pro Léngen-
einheit um

9 — M Bogengerade _ _L} (1)
Jp+G lpro 1 cm Wellenldnge cm]’
somit
a=1l.r-9=~P-1. r Pl[cm] (2)
Jp G H

Oder: Die elastische Gegenkraft P der Welle ist bei einer Verdrehung um die Bogen-
linge @ cm auf dem Kreis mit Radius » bestimmt durch

P—.H [ke].

Andererseits entspricht bei dem vorliegenden Bewegungsvorgange diesem Aus-
schlag @ eine Triagheitskraft
2
T=m (g tz) =m-a-w? [kg] im Augenblick der Bewegungsumkehr,
y=a

wobeiyden augenblicklichen Ausschlag bedeutet ; im Maximum y = a; vgl. auch Fig. 43.
Die Eigenschwingungszahl n, (bzw. w,) ist jene Periode, bei der

T=P
(wie bei Biegungsschwingungen: Fall des indifferenten Gleichgewichts!) also
m-a-w = a-H ; somit e, —V I
l T-m’

IT. System mit zwei Schwungmassen.

Gegeben:
J G
ml} [kg-secz]_ my
maf i em |7 m, Hes
Iem].
Losung: Winkelgeschwindigkeit:
H 1n1 =+ m, _ i A_iH- / _:L)i (I.)
- m, —] lm, Kl—*—uz *
Ausschlagsverhéiltms :
=__1__m
Ky = a, ot s - m, . (II2)
Ableitung,

Erste Methode: Fig. 2.

Méglich ist nur eine Schwingungsform nach Fig. 2, bei der sich die Drehmomente der beiden
Massentrigheitskrifte, oder auch (wegen des gemeinsamen Reduktionshalbmessers ,,+) diese Krifte
selbst Gleichgewicht halten. Auf die elastischen Gegenmomente der Welle brauchen wir keine Riick-
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sicht zu nehmen, weil sie sich als innere Momente aufheben. Die algebraische Summe der Trigheits-
krifte muf sich also in jedem Augenblick zu Null erginzen.

Aus
my -y WMy ay @2 =0
folgt
& @ = — mz d Aaw — My tmy
1 ay - un Ay = Qg — Ay = Qg ————>,
1 m,y

Die Verdrehung 4a, wird aber erzwungen durch die Trigheitskraft 7', = m, - a, - w?, sodaB nach
der Beziehung (2) gelten mufl

az-(ml—*_m-zl—(m2 ay- »?) - I:l’, (2a)
daraus folgt:
H m +m H 1 1 ! H 1)
o) T G ) <Vl (). a

Anmerkung:

4da, wire im Beispiel der Fig. 2 ein negativer Zahlenwert, wenn a, als (41) gezéhlt wiirde; be-
ziiglich der Vorzeichen und Zéhlrichtungen vgl. auch die im II Teil, S. 58 aufgestellten Grundsitze.

Zweite Methode: Fig. 2a.

Fiir beide Aste links und rechts vom Knoten kann man
Formel (I,) anwenden, wenn man jeden Ast als im Knoten ein-
gespannt betrachtet (was ja an den Bewegungsbedingungen
nichts #ndert). Der linke Ast besitze die noch unbekannte
Linge y, der rechte somit (! — y). Die Bedingung fiir y ist dann,
daB beide Aste in gleicher Phase gleich schnell schwingen
miissen. Deshalb besteht die Gleichung:

i
w°:I y-mlzy(l—y)-mz ’

also yomy=(—y) my;
somit
_ me . i _)E mtm
y=1 my und damit W, = T oy
Sonderfall :

. Wird eine der beiden Massen unendlich groB, z. B. m, = 0©, dann vermag sie schon bei einem
unendlich kleinen Ausschlag (z. B. a, = 0) eine endliche Trigheitskraft 7', = (m, - a, - @?) aufzubringen
und der Kraft T = (m, -a, - w?) Gleichgewicht zu halten, oder der Angriffspunkt von m, wird zum
{Knoten. Eine unendlich grofle Masse (Erde!) entspricht also einer Einspannung im Angriffsquerschnitt
Fall der Fig.1). Analytisch fiihrt in diesem Falle Formel (I,) auf

‘/H l = i; und oc2=—ﬂl=
oo l-m v My
= unb:stimmt.
Anmerkung:

In keiner der bisherigen Beziehungen fiir @w. kommt eine AusschlagsgréBe ,,a* vor, d. h. wie be-
kannt, sind die Eigenschwingungszahlen und die Grofle der Ausschlige (oder Amplituden) bei reibungs-
freier Bewegung voneinander unabhingig.

Weiterentwicklung fiir Systeme mit mehr als zwei Schwungmassen.

Fiir ein System mit drei Schwungmassen ist bereits 1904 in der Z. d. V. d. I, S. 564 von Roth
eine analytisch zwangléufige Berechnung der Eigenschwingungszahlen durchgefiihrt; 1907 hat Holzer
in der Zeitschrift ,,Schiffbau®, 8. 823 ff. eine allgemeine analytische Lisung!) angegeben. Unabhingig
davon brachte A. Foppl 1919 in der 5. Auflage seiner ,,Dynamik® in den § 45 und 46 eine strenge
und dabei iibersichtliche Lésung des Problems.

Wihrend nun die genannten Autoren bei ihren Ableitungen von der dynamischen Grundgleichung
fiir die Drehbewegung ausgehen, vermeidet unser nachfolgend beschriebenes Verfahren fiir Drei- und
Mehrmassensysteme den fundamentalen Ansatz und fiihrt nicht mehr fiir jedes neue System die ‘Ab-

1) In seiner Schrift ,,Berechnung der Drehschwingungen hat Holzer diese Losung weiter aus-
gebaut, Im iibrigen sei an dieser Stelle auf das Nachwort von Dr. Zerkonitz hingewiesen.
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leitung wieder von Grund auf neu durch. Wir gelangen vielmehr durch einen Kunstgriff, durch mehr-
malige, gleichzeitige Anwendung der Zweimassenformel zu unserem Ziele; die Ergebnisse nach unserem
und nach A. Foppls Formeln decken sich dabei vollkommen, wie an der parallelen Nachrechnung der
beiden Zahlenbeispiele S. 21 unmittelbar zu ersehen ist.

Allgemeiner Rechnungsgang (Fig. 3).

Ist uns ein System mit » Schwungmassen gegeben, dann schaffen wir uns (n — 1) Teilsysteme
aus nur je 2 Massen, indem wir alle Massen auBer der ersten (m,) und der letzten (m,) nach dem Schema
der Fig. 3 in 2 Teile zerschneiden. Wir erhalten so aus i, die beiden Teilmassen z, und (m, — z,), aus
m die Teile z; und (mg — ;) usw. Die erste Langel, verbindet dann m, und 2, zu einem ersten Zweimassen-
system, I, verbindet (m, — @,) und x; usw. Jedem dieser Zweimassensysteme kommt dann eine bestimmte
Eigenschwingungszahl zu, die wir sofort einzeln durch die Zweimassenformel definieren kénnen. Da aber
diese Teilsysteme im geschlossenen Verbande mit einer gemeinsamen Periodenzahl schwingen miissen,
so haben wir diese Beziehungen einander gleichzusetzen und erhalten ohne Schwierigkeit die notwendigen
(n — 2) Gleichungen zur Bestimmung der (n — 2) Teilwerte x,, 3, ... Z»-1; und zwar erhalten wir
nicht blof} eine einzige solche Reihe von Werten z, sondern (n — 1) solcher Reihen, also je (n — 1)
Wurzeln «,, @, . ... Den einfachen Fall des Dreimassensystems haben wir noch weiter analysiert, wo-
durch unser Verfahren auch vom Standpunkte der wirksamen Krifte aus besonders durchsichtig wird.

In Wiirdigung der beiden Rechnungs-
methoden beanspruchen die ilteren Ver- g
fahren besondere Beachtung deshalb, weil
sie die maBgebenden Koeffizienten der
Wurzelgleichungen in ihrem gesetzmifigen

~— <l g
! T T 3
i da b b

3
I éw—u—@«}

Autbau ergeben und dadurch deren Angabe ””’:_ZIZ) Z’nj,_x,) m"";;;,”,,f';,_,)

ohne neue Ableitung fiir Systeme beliebig -5} z Z In_ﬁ o f,,,,n_xn 0
vieler Massen ermdglichen. Demgegeniiber “—T—E E q T
wurden unsere Formeln fiir die Erforder- i ! ; 4 3

nisse der praktischen Anwendung moglichst ™% ~l—= —lp— < e
kurz gestaltet; so erscheinen z. B. dank Fig. 3.

der Heranziehung von Verhiltniszablen

(vgl. S.5) bei den Dreimassenformeln S. 9ff. nur 3 Verdnderliche (4, t,, #;), wihrend alle anderen
Methoden mit 5 Variabeln im Problem (I;, I,, m,, m,, m,) rechnen miissen. Soll weiterhin ein System
mit vielen Massen ohne Zusammenfassung hinsichtlich seiner Eigenschwingungszahlen und -formen
untersucht werden, dann verlangt der nach A. F6ppl immer notwendige Weg iiber die Wurzelgleichung
einen fiir die Praxis zweifellos sehr unwillkommenen Aufwand an Rechenarbeit. Es ist daher 8. 25
noch gezeigt, wie man die Bestimmung der Wurzelgleichung, d. b. aller (n — 1) Wurzeln umgehen und
die allein interessierenden unteren Eigenschwingungszustinde ermitteln kann.?)

III. System mit drei Schwungmassen.

Gegeben:
J,-G ™| [ kg - sec? %z‘“z; A I
Yy’ . : . 1 . 2
H = 72 (kel; zz [ om }: m, . A j[cm], A A.
3 = U ;
m,

Losung: Die Winkelgeschwindigkeiten oder Kreisfrequenzen w,; und o,y , ent-
sprechend den beiden Eigenschwingungszahlen 7,1 und 7.1, sind:

Wor,u = (14 ) I
= g (1 TmE=s) )
darin bedeutet:
_ 1 1+4 ) _ Apspy
A—2<"‘2+”31—'173’ B=1"7u

1) Kurz vor dem Erscheinen der vorliegenden Arbeit verdffentlicht O. Foppl (Braunschweig)
im Oktoberbeft der ,,Z. f. angewandte Math. und Mech.*, S. 367, ein in vielen Punkten #hnliches
Verfahren, das jedoch dadurch komplizierter wird, daB neben einer Zerlegung der Massen auch noch
eine Unterteilung der Lingen in Knotenabstinde (vgl. Dreves, Z. d. V. d. 1. 1918 S. 588) in die
Rechnung mit einbezogen wird.
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Die Ausschlagsverhéltnisse sind:

as 1 1
=;=——1L—=—:—. II‘>
“=u A+ya2— S’ ()
__ (2 )1
ag = s = +< g 1) (1‘; (IIS)

NB! Wir erhalten also mit 4 + VA% — B = &; ein erstes Pdar von Werten «, und «, fiir eine
Schwingungsform I (Fig. 4a), und mit 4 — 42 — B = &xy ein zweites Paar fiir eine Form II (Fig. 4c).

Ableitung.

1. Aufstellung einer Bestimmungsgleichung.

Fiir jedes Dreimassensystem sind freie Eigenschwingungen nach zwei verschie-
denen Formen denkbar: Entweder es schwingen zwei aufeinanderfolgende Massen
gemeinsam entgegengesetzt zur dritten
(Fig. 4a und b) oder es schwingt die
mittlere Masse im Drehsinn entgegen
den beiden duBeren (Fig.4c und d).

Wir zeigen nun, daB es gelingt, in
den beiden Fillen bestimmte Aus-
sagen iiber die Tréigheitskrifte und
ihre Gleichgewichtsbedingungen zu
machen, welche uns jedesmal auf die-
myla,af selbe Gleichung fithren, zu der wir auch

einfacher auf Grund des rein mecha-

nischen Teilungsverfahrens S. 9 ge-

langen. Die Richtigkeit dieser ein-
fachen Teilungsmethode ist damit grundsitzlich fir alle weiteren Anwendungen
bewiesen?).

(i 2)ayf /mz—l.rz/az-wf

Fig. 4a, 4b.

a) Wurzelgleichung fiir die erste Schwingungsform (Fig. 4a).

Schwingt das System im Rhythmus des I. Eigenschwingungszustandes mit nur einem Knoten-
querschnitt — etwa nach Fig. 4a —, dann iibertrigt offenbar die Masse m, ihre volle Trigheitskraft T’
auf die Masse m,, so daB also die Summe

ag)
Ty+T;= (m2a2+m3a8)w~—(m2+m3 a ) A2 =2 -0y 0?;

a
der Kraft 7', = m, a; w? Gleichgewicht hilt, oder die Massen m, und z = (m2 + my f) schwingen
an der Linge I, zusammen wie ein 2-Massensystem nach der Formel 2

)
Wy =
. 1 A (m1
Andererseits bewirkt die Kraft 7’5 fiir die Lange I, eine Verdrehung da, = a; — a,, die durch T
bestimmt ist nach der Beziehung
A

E‘:

43— ay 1 )
(ul2 = l B l/ —_ -
2 Mg ag mg  mg - agla,

Es war aber m, - %y — my zu setzen, so daf sich ergibt
a -

* /H ( 1 1 )

+ ).

wg = |/ 5
. ]/ Iy \my—z ~ my

day =T, ( l2> oder g —ay = (maavaw;)

somit

1) Im Nachwort S. 95 ist von Herrn Prof. Zerkowitz noch ein allgemeiner streng ana-
lytischer Beweis durchgefiihrt.
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Aus der Bedingung w,; = w,, erhalten wir also die Bestimmungsgleichung

101 1 _1( 1 1
7 m*'z;)-—g me—x= T ms/ -

b) Wurzelgleichung fiir die zweite Schwingungsform (Fig. 4c).

Schwingt das System im hoheren Eigenschwingungsgrad (mit 2 Knoten), dann hilt die Kraft
T, = my @y w? der Summe der beiden anderen T; 4+ T3 = (m; a; + m; a3) w? Gleichgewicht, und zwar
wirkt von m, der Anteil = gegen die Masse m, und der Rest (m, — z) gegen die Masse m,. Eine gedank-
liche Trennung der Masse m, in zwei Teile, von denen diesmal jeder fiir sich kleiner ist als m,, dndert
an dem Bewegungsvorgang gar nichts, wenn die Teilung so vorgenommen wird, dafl die Eigenschwingungs-
zahlen der beiden Teilsysteme 7, und I, gleich grofl werden. Aus

H (1 1)\ H [ 1 1 .
R e

erhalten wir wiederum die Bestimmungsgleichung
1/1 1 1
1 _+_):l L 1),
li\mi x le \me—ax ms3

Dieser zweite Fall hat uns ganz von selbst auf den Weg gefiihrt, den auch unser allgemeines
Teilungsverfahren vorschreibt.

2. Berechnung der Wurzeln & und &,

Multiplizieren wir die beiden Seiten der Bestimmungsgleichung mit m,; und
fithren auch fir den Wert (x/m,) eine Verhéltniszahl ¢ ein (ebenso wie wir z. B.
my/m, durch u, ausdriickten), so erhalten wir

1 1 1

1(1 + §) % T (1)
als typische Gleichung, welche hier nur
einmal, beim Viermassensystem zweimal,
beim Fiinfmassensystem dreimal usw. auftritt
(vgl. dariiber die folgenden Ausfiithrungen).
In dieser Gleichung ist & die einzige Un- T (myZ)azuf
bekannte, die wir berechnen konnen. Wir Fig. 4c, 4d.
schaffen alle Glieder mit ¢ auf die rechte
Seite und bilden die gemeinsamen Nenner; dann erhalten wir

hpg—1 _ E—dps+2¢

I o& — &2
oder : 12 ;
. 1+ ) L Uy U
2 T— —_— 23 1) .
d 5(‘% T Aug 1 — Au,

Fiir diese quadratische Gleichung lassen sich ohne weiteres die beiden Wurzeln &;
und &y angeben zu:

_ ! 144 > 1( 1+ >2 A pho s
51, i = ) <,u'2 + Mg T;Tlua i V4 Mo + M3 1 — ;hua — 1 — /1[u3 5
- A +y Az - B

3. Berechnung von we 1, @eyy, 32 und «3.

Durch die beiden Wurzelwerte & und &;; sind die beiden allein moglichen
Eigenschwingungszustédnde in allen Punkten festgelegt. So erhalten wir z. B. die

1) Ahnliche Gleichungen in absoluten Zahlen fiir andere Bestimmungsgré8en geben an:
Roth, ,,Schwingungen von Kurbelwellen®. Z. 1904, 8. 565, Gleichung 10.
Dreves, ,,Neues graphisches Verfahren ... Z. 1918, S. 590, Gleichung 11.
Holzer, ,,Berechnung der Drehschwingungen®, 1921, S. 35.
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Eigenschwingungszahlen oder ihre Kreisfrequenzen w,; und w.z;;, wenn wir in der
Beziehung fiir w;; die Grée = durch (m, - &) ersetzen; es ergibt sich

T . 1. ! H
Wel, 11 =l/ llgbl : (1 + é‘) =]/ llgzl (1 + A+ Vﬁ) (13)

Das Ausschlagsverhiltnis «, =Z—2 ergibt sich aus der Bedingung
1

ay-my + a,-x=0;

1 1

zu By= — = ; (IL,)

Das Ausschlagsverhiltnis oy = %3 ergibt sich aus der Bedingung
1

az(m2—x)+a3m3=0;

ag _ my—zx _ pupy— &
a, ms M3 ’
ty —§ (l‘z ) 1
zu Oyz=m = Oy e =2 =1 ) —; (IL;)
? P § {3 ?
Das Ausschlagsverhiltnis X% ergibt sich zu
Xy Qg
%:— ————-—-——“2 — § 5
Xy uy

Wir erkennen: Die Eigenschwingungsformen sind lediglich Funktionen der 3 VerhéltnisgroBen
i, Uy, Mg; ebenso ist die Lage der beiden Periodenzahlen 7.: und 7ney (bzw. ®.; und @) zueinander
nur davon abhingig. Die BezugsgroBe (I, m,) zusammen mit der Systemkonstanten ,,H* bestimmt
das absolute Niveau, auf welchem sich die beiden Eigenschwingungszustéinde ausbilden.

4. Sonderfille.

Die Beziehungen unter 3) lassen sich sofort auf bestimmte Sonderfille anwenden, z. B. m; = m,
= my; I, =1,. Oder m, =0. Oder my = 0. Oder I, = 0 usw. Bei der Auswertung der Formeln fiir
diese Grenzfalle ist nur jeweils darauf zu achten, welche Gré8en groB bzw. klein von hoherer Ordnung
werden und welche daher allein angerechnet bzw. vernachlissigt werden miissen. Wir behandeln hier
als Beispiel nur das vollkommen symmetrische System (Fig. 5 u. 5a).

Uy = pg = 1,0; i l,—»—f:ilz——!
ly=1; % =10; YL
Fig. 5. Fig. 5 a.

Losung:

f=Ad+4)VT—B = % (#2‘—%— Hs i’l_ilj{;) + V(%,s ‘11—+123T‘

Unter der Wurzel ist nur das eine Glied von A2 beriicksichtigt, das allein grof von zweiter Ordnung
wird. Die anderen groBlen Glieder erster Ordnung sind vernachlassigt. Wir erhalten:

P EY SN BN SV are 1 E
;1~2+u31~;%—2+oo~oo, und wp = llm1(1+0)_]'llm1’
. 1y 1 ]/H( l) / H =
‘i = 0 = — =/ — — =1 - - = .13,
sm=ry + 5 und  wn ]/ Im, 1+1/2 ]/ 1,/3-m, or 13
Fir w; wird o‘.z:*i: 0 ; zx3=(&— ),,1,=_1 Fig. 5
o0 H3
) 1 vgl.
Fir op wird oy = — 7= — 2 ; a3—_<@—1>——=+1 Fig. 5a
/2 //2 H3
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Fig. 5 ist die zweimalige Wiederholung der Form Fig. 1a mit Einspannung in m,; Fig. 5a wird
m
verstindlich durch Halbieren in m,: In jedem Ast muB die Masse ?z doppelt so weit ausschlagen wie

die Massen m; und m,, damit Gleichgewicht méglich ist.

IV. System mit vier Schwungmassen.

Gegeben :
=T G [kgl;
My 1,
— = Ug, 1 3 T }“ )
my m, Mo 1} 1, 2
m, kg-sekj my I _ 5.
mat [ om  Im, Uz 12} [em] 1, 3
m, - ]
/”_&1 - M 13
Lésung: Die Winkelgeschwindigkeiten, entsprechend den Eigenschwingungs-
zahlen 7., %oy, ey sind
) ()
We 1, IL I = Vl m, §I,H’m 4

Darin bedeuten &;, &1, & die drei Wurzeln der algebraischen Gleichung
dritten Grades

%o+ & w82+ 58 = 0. (IV,)

Die Koeffizienten x,, »;, », sind folgende Funktionen der gegebenen 1 und u:

”o='§7§ Nenner N =Aypy —(1 — A ) - (1 — Z3144);
#y = ;—] (P — @ — up) — us; Produktwert P == 1,25 1y gy ;

1 .
Hy = N(l — Q4 pg+ uy) — py - 1; Teilprodukt @ = A; ugty- (1 + 4);

Die Ausschlagsverhiltnisse sind bestimmt durch:

1
az p— —E— (II2)
. 1
¢x3=+12< +5)(?‘- )“'g; (IL,)
1 ,
“4 — + ﬁ; (%E — _— ocalua) . (]:[4)
Ableitung.

Wie schon bei den Entwicklungen fiir das System mit 3 Schwungmassen
unter (III), so ist auch hier und kiinftighin immer die erste Teilmasse z, bzw.

&y = 22, der Kiirze halber nur als =&, also ohne Index ,,2°° geschrieben,
1

da sie als erste Teilungsunbekannte alle anderen x,, z, . .. bzw. &, &, ... bestimmt
und auch eine Verwechslung nicht moglich ist.

Im {iibrigen fiihren wir an dieser Stelle die Berechnung der Wulzelglelchung
und der Formeln fiir die Ausschlagsverhiltnisse nicht durch, da sie einerseits un-
wesentlich ist und keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet, andererseits ziemlich
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umsténdlich und langwierig ist. Aus den 3 Teilsystemen lassen sich die beiden
nachstehenden Gleichungen mit den beiden Unbekannten & und &, bilden:

1 1 1
(14 5) = ——+ 5
/2< + 5) [uz_g + 53: (III2)
[ 1 1 1
4 (1 +€) = E T (I1L,)

Man kann zuerst &; durch & ausdriicken und dann die neue Gleichung nach & auf-
I6sen. Fiir die Durchrechnung eines bestimmten Falles ist es natiirlich nicht mehr
notwendig, diesen ganzen Rechnungsweg zu verfolgen, es ist vielmehr nur die Vor-
schrift der , Lésung® S.13 zu beachten, d. h. es sind, wie in dem Beispiel S. 22,
die 3 Koeffizienten der Wurzelgleichung x,, #,, %, direkt aus den 7 Variabeln des
Systems mit 4 Schwungmassen zu berechnen. Die Bestimmung der 3 Wurzeln
&1, mr gelingt dann durch Aufzeichnung der Funktionskurven, z. B. Fig. 10d in ein-

facher Weise. Mit jeder der 3 Wurzeln &, u, m ergeben sich 4 zusammengehorige
Ausschlagsverhéltnisse (%1, 9535 4)1 1 111 -

Y. System mit 22 Sehwungmassen.

Gegeben: H = J”TZ = Systemkonstante [kg]

m m l
1 Uy = 2 ; 1 Ao =2 .
h 1 2 l ’
m, my 1
kg - sek? m, l
3 2 3 .
mg [ om 3= I [em] 23 =—";
77:&1 3 1
my, ° N ln—l
m =t l _ Ay =
n HUn m, n-1 n-1 ll

Losung: Die Winkelgeschwindigkeiten, entsprechend den Eigenschwingungs-
zahlen 7., ferr ... Nem-1 sind

( : )
e (n- 1 ) In
WLIL- - - (n-1) Vll m, L. .. -1 &

Darin bedeuten é1ir...@-1 die (n—1) Wurzeln der algebraischen Gleichung
(n — 1)ten Grades

Ao+ 1 &g E2 A Hg 8B Al &= =0 (IV,)
oder der folgenden (n — 2) Gleichungen: '
1 1 1
2o (1 —) = I
() =g+ 2 (IIL,)
1 1 1
yl (1 —) = III
3 + E /13 . 53 —I_ “;_-4 ( 3)
1 1 1
T 11,
o\l 3 HUn-1)— En-1 + My ( 1)

aus denen auch die Wurzelgleichung gewonnen wird.
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Die Ausschlagsverhiltnisse sind bestimmt durch

1
Ky = — g? I1,)
o =+(‘Li2—— l)l (IL,)
: & &’
Mo M3 ) 1,
= — 22— —1) II
s=—(fr 1) (1) (1)
— o (H2_ >(‘_‘3_ > ..... (”"-1_1>L. I,
“)l :*: (E 53 E,n_l [l,l,n H ( )
(+ fiir ungeraden Index n, — fiir geraden Index n)

Ableitung: Wir verfolgen den bei der Behandlung des Viermassensystems be-
schrittenen Weg sinngemifl weiter fiir den allgemeinen n-Massenfall.

1. Bestimmung der Wurzelgleichung fiir &.

Wir fithren wiederum die erste Teilgréfle z, = m, &, in der Rechnung ohne

jeden Index als x = m, - & . Fiir die (n — 1) Teilsysteme nach Fig. 3 besteht dann
die gemeinsame Gleichung:

11, n_1/ 1 l>_l(_ L l>_ .__L<__1 1)
l_1<m1+x>_lzkm2——x+x _ls ma"x3+x4 N by mn—l'—xn—l_}—mn).

Durch Trennung in (n — 2) Gleichungen erhalten wir das zur Ermittlung der

(n — 2) Unbekannten x, 25, 2, . .. -1 bzw. &, & .. . &u-1) notwendige Gleichungs-
system (IIls 3. -1)):

1 1 1
__=1.(1 _)__; 111
g + E o — ¢ (11L,)
1 1 1
_=,1.<1 _>__. : | 111
&, : + & pns— & (1)
1 1 1
_=x.<1 ~)— = HI
gk +3 - (ILL)
1 1 1
] 1 .(1 _> . T,
énE;u/n ! + § Up-1 — En—l ( 1)
Die erste Gleichung (III,) stellt &; als f(£) dar; durch Substitution erhilt man
weiter &, ... &u_n als f(£) und zuletzt bleibt nur noch eine Gleichung mit & als

F(4 und p).

Bei Systemen mit mehr als vie: Schwungmassen wird die formelmiBige Darstel-
lung dieser Wurzelgleichung zu umsténdlich. Es empfiehlt sich in solchem Falle
immer, direkt mit den gegebenen Zahlenwerten zu rechnen, wie das z. B. S. 24
durchgefiihrt ist. .

Aber auch so bleibt die Rechnung noch immer ziemlich beschwerlich und un-
vorteilhaft. Wenn es auch dsthetisch sehr befriedigt, in einer Wurzelgleichung das
mathematisch zwanglaufige Gesetz der Schwingungsverhiltnisse eines Systems zu
besitzen, so ist immerhin zu bedenken, daBl wir fiir die Bestimmung der Eigen-
schwingungen trotzdem praktisch aufs Probieren angewiesen bleiben, da wir kein
anderes Mittel fiir die Berechnung der Wurzeln besitzen. Es bedeutet daher fiir
die praktischen Anwendungen eine sehr willkommene Vereinfachung an Rechen-
arbeit, wenn 8. 25 noch gezeigt wird, wie man die Bestimmung der Wurzelgleichung
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also der simtlichen (n — 1) Eigenschwingungszahlen, ganz umgehen und #hn-
lich, wie beim Giimbelschen Verfahren nur die interessierenden (ersten) Wurzeln
bestimmen kann.

2. Bestimmung der Schwingungsformen.

Nach den Ausfiihrungen fiir das Viermassensystem konnen wir fiir das all-
gemeine n-Massensystem ohne weiteres die entsprechenden Formeln fiir die Aus-

schlagsverhdltnisse «,, x5 ... x, anschreiben. Es ist
@ 1 __1

2 & &

, as <,u2 ) 1 14+ ayp,
ANy=—=+ = —1)—; _— =

3 ay 3 & 3

Qe (,u 1) <,u3 ) 1 . U+ o py + g g
(X; = = — 1\~ = o = -

a, ¢ & 4

&

n Mo U3 ':“.4 Hn-1 1
el )l )
& a, - E 53 54 (En-—l HUn
I Y R Y o Bl o0 e ai i ai R

Un

Wir verweisen auch hier wieder beziiglich der bequemen tabellarischen An-
ordnung der Berechnung auf das Zahlenbeispiel S. 26, sowie auf Zahlentafel 2a.

3. Allgemeines
iiber
Bedeutung, Zahl und Art der Knotenpunkte und Eigenschwingungszustinde.

a) Der unendlich ferne Knoten.

Der in Fig. 3 ausgesprochene Gedanke des ,,Zerlegens in Teilsysteme' legt uns nahe; auch die
Grenzmassen zur Teilung heranzuziehen. Wir bleiben mit den mechanischen Bedingungen des Problems
im Einklang, wenn wir

2 =0 oder my — Xy = my ;
z, = m, oder m, — x, = 0
wahlen.

Diese beiden neuen Teilmassen #; = 0 und ms — #» = 0 schwingen dann zusammen mit der
Masse m, = 0, die unendlich weit entfernt ist und damit fiir alle endlichen Werte @, als Knoten liegen
bleibt. Fiir die beiden neuen Teilsysteme #, = ©© und I, = ©© wiirde die ®, -Formel sinngemif anzu-
schreiben sein als

_Zf(l _f)‘_ Hi 1 1)_ H

voniums =L (oot 2) =V s+ o) = Vo

d. h. o, ist durch die beiden Grenzsysteme nicht eindeutig bestimmt. Nachdem diese beiden bisher
vollstandig unberiicksichtigt geblieben sind, muBite auch erwartet werden, daf sie mit keinem «,
kontrastieren wiirden.

b) Reelle und ideelle Knoten?).

Bei der Betrachtung der Fig. 4a und 4b werden wir darauf hingewiesen, zwischen zwei Arten
von Knotenpunkten zu unterscheiden: Das Teilsystem I, hat einen reellen, wirklich ruhenden Knoten-
querschnitt K, , der sich innerhalb der Lange I, ausbildet. Das Teilsystem I, schwingt nach einer Form,
als ob es ein Ausschnitt des Systems I’ wire, das seinen Knoten im Einspannquerschnitt K% hat (Fig. 4b).
.Die Linge I, besitzt also keinen Querschnitt ohne Ausschlag, K; kommt vielmehr bei der Koppelung

1) Vgl. Dreves, Z. d.V. d. I 1918, S. 610.
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der beiden Systeme innerhalb von I, an eine Stelle zu liegen, die tatsichlich einen Ausschlag @’ erfihrt
K% ist also fiir das gegebene System nur ein ,,ideeller Knoten. Der unendlich ferne Knoten ist als
Grenzfall eines ideellen Knotens aufzufassen. Wir bekommen damit folgendes Bild (Fig. 4b):

Masse m, schwingt zwischen K} (— oo)und K, 1 ideeller, 1 reeller Knoten,
Masse M, ’ ’ K,und K/, 1 reeller, 1 ideeller Knoten,
Masse my ' . Kiund + K4 (4 oo) 2 ideelle Knoten,

Masse (mg, + m3) o, v K,und + K} (+ oo) 1 reeller, 1 ideeller Knoten.

¢) Zusammenfassung.
Die unter a) und b) gewonnene Einsicht fassen wir in folgenden Sitzen zu einer geschlossenen
Theorie zusammen, die auch auf andere gekoppelte Schwingungssysteme analog iibertragen werden kann.
1. Je eine Masse schwingt zwischen zwei Knoten; die erste und letzte Masse des Systems haben
einen gemeinsamen Knoten im 4- Unendlichen.
2. Jedem n-Massensystem sind [@.o = O !) eingerechnet] n Eigenschwingungszustinde eigen und
bei jedem derselben bilden sich » Knotenpunkte aus, teils reell, teils ideell.
3. Die kleinste Eigenschwingungszahl o, = 0, die allen Systemen gleicherweise gemeinsam ist,
besitzt » nur ideelle Knoten und zwar liegen alle im + Unendlichen.
Der 1. endliche Eigenschwingungsgrad I besitzt
1 reellen und (n — 1) ideelle Knoten.
Der 2. endliche Eigenschwingungsgrad II besitzt
2 reelle und (n — 2) ideelle Knoten.
Der (rn — 1) oder hochste Eigenschwingungsgrad (n — 1) besitzt
(n — 1) reellen und 1 ideellen Knoten (vgl. z. B. Fig. 15h).
Jedem Schwingungsgrad ist mindestens 1 ideeller Knoten im -+ Unendlichen eigen.

d) Schwingungsknoten und Schwingungsbiuche der Ausschlige und Spannungen.

Sind bei einem System die Schwungmassen iiber die ganze Wellenlinge vollstindig gleichformig
verteilt, dann besteht in den Schwingungsknoten und Schwingungsbiduchen ein sehr bemerkenswerter
Kontrast hinsichtlich der Intensititen von Ausschligen und Spannungen. In den Knoten der Aus-
schlige treten zwar keine Verdrehungen auf, aber die elastischen Spannungen schwingen dort bis zu
den héchsten, im ganzen System auftretenden Amplituden. Es sind also

»Schwingungsknoten der Ausschlage
als ,,Schwingungsbduche der Beanspruchungen
anzusprechen. Umgekehrt sind die Stellen groBter Ausschlige immer auch Knoten der elastischen
Beanspruchungen, also Wellenquerschnitte, wo die Beanspruchungen nicht von +0 abweichen. Stellen
dieser Art sind z. B. immer die Enden des Systems, wo die Schwingungsformen horizontale Tangenten
haben. Dieselbe Erscheinung liegt vor bei elektrischen Schwingungen zwischen den Stellen hochster
Spannung und Strémung, ebenso wie beim Problem der schwingenden Luftsiulen.

Besteht das System, wie in den fiir uns wichtigen Fillen immer, aus einzelnen Massenhiufungen,
dann ist jedes Stiick der reduzierten Welle zwischen zwei Massen gleichmiBig beansprucht, weil
wegen der geraden Schwingungsform auch die Verdrehung auf solcher Linge konstant ist. Ein Wellen-

stiick mit genau zur Wellenachse paralleler Schwingungsform wire dann analog oben als ,,Spannungs-
knoten‘‘ anzusprechen.

4. GesetzmiBigkeiten der Wurzelgleichungen.

1. Nur reelle Wurzeln.

Die Wurzelgleichungen konnen entsprechend ihrer physikalisch begriindeten
Herkunft nur reelle Wurzeln haben, deren Anzahl sich mit dem hochsten vorkom-
menden Grade der Unbekannten & deckt. Diese Bedingung mufl unter allen Um-
stinden erfiillt sein und bietet damit schon im Laufe der Rechnung eine willkommene
Kontrolle ihrer zahlenm#Bigen Richtigkeit.

2. Reihenfolge der Wurzeln (bzw. der von ihnen abhiingigen w,).

Wir erhalten die Eigenschwingungszahlen oder w,-Werte steigend nach ihrem
Grade, wenn wir die zugehdrigen Wurzelwerte £ in bestimmter Richtung auf der

') Die Wurzel fiir w, = 0 erscheint analytisch unmittelbar in den Wurzelgleichungen, wie sie

von Fo6ppl abgeleitet worden sind (vgl. z. B. Vorlesungen IV. Band, 5. Aufl,, S. 282, Gleichung 194a).
Im Nachwort S. 92 gelangt Herr Prof. Zerkowitz ebenfalls zu der ,,trivialen* Losung ®, = 0,

Wydler, Drehschwingungen 2
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Zahlenskala aufsuchen, und zwar wenn wir die Wurzelgleichung f(§) verfolgen von
£ =—1,0 bis § =-—o0, iibergehen auf £ = + oo und von da iiber § = 41 gegen
&=+ 0 herein vordringen (vgl. hierzu Fig. 6 und 12, sowie Zahlentafel 2).
Diese Erkenntnis gewinnen wir unmittelbar aus der Betrachtung des Faktors

/ 1
)
K + §I,II---n—1

in der o,-Formel, der iiber die genannten Grenzwerte —1, +oo0, 41, +0 hinweg
die positive Zahlenreihe 0, +1, +2, oo durchliuft.

Es wird sich weiterhin niemals aus der Wurzelgleichung eine negative Wurzel
zwischen +0 und (—1) ergeben diirfen, weil wir damit einen negativen Faktor

’

1
(1 + 75) und ein imaginires w, erhalten wiirden.

3. Positive und negative Wurzeln,
Positive Wurzeln £ bedeuten einen reellen Knoten zwischen m; und m, auf

. _ der Lange l,. Negative Wurzeln
{g Je a\{ bedeuten, das Teilsystem I,
RS S 8 n! schwingt im betreffenden Schwin-
X é‘“ﬂgk_a_ 3 Ei gungsgrad mit einem ideellen
8 I N t1 KnotenauBerhalbl,. Eine Wurzel
& B 1 - X+ ¢ &= co bedeutet, Masse m, bleibt
) R/ R ¢—ti0 20 10 —/+e  Dej der betreffenden Schwingungs-
~ form als Knoten liegen, oder das
System schwingt, als ob es bei m,

Fig. 6.

eingespannt wire (vgl. Sonder-
fall S. 8).
Wir erkennen diesen Zusammenhang direkt aus der w,-Formel, wenn wir

schreiben
[ H ( 1) H 1 [ H
== 1+ =V=. - 1 _*
@e Vllm1 +§ m £ Vli-ml

14 ¢

dabei bedeutet also I} =1, - l—i_—E die jeweilige Einspannlinge fiir m,, bei der
auch m, allein fiir sich mit dem gleichen , schwingt, wie das ganze System (vgl.
hierzu auch Fig. 2a).

Es ist der Fall moglich, dafl wir nur positive Wurzeln erhalten. Er kann dann
eintreten, wenn wir bei Beginn unserer Rechnung das gréBere der beiden End-

produkte (m -1) als BezugsgroBe (m, -I,) zugrunde legen. Uberwiegt dieser Wert
(m,1,) die Summe aller anderen Produkte

My 0+ Mmaly +my (b + 1) +mys- L+ 0+ 1) 4. .. Ma(ly +1+ .. lasy)

dann liegt auf jeden Fall bereits der I. Knoten innerhalb I, und wir haben nur
positive Wurzeln zu erwarten.

VI. Vereinfachte Berechnung von Eigenschwingungen.

Es liegt nahe, Wege und GesetzmiBigkeiten zu suchen, nach welchen ein
komplizierteres System, das aus vielen Massen besteht, so in ein einfaches mit nur
3 oder 4 Massen zusammengefaflt werden kénnte, daB dessen zwei oder drei Eigen-
schwingungszahlen,die sich ja sehr schnell und sicher berechnen lassen, moglichst
wenig von den entsprechenden genauen n,-Werten abweichen.



Vereinfachte Berechnung von Eigenschwingungen. 19

Im Prinzip stehen uns zwei Wege fiir eine Zusammenfassung offen: Wir kénnen
entweder mehrere Massen zu einer einzigen resultierenden zusammenschieben und
fir diese Summenmasse den dynamisch richtigen Abstand 14 bestimmen,
d. h. jenen, in welchem sie angebracht werden muf}, wenn Ersatzsystem und ge-
gebenes System gleiches n, besitzen sollen. Oder man behélt einen bestimmten
reduzierten Wellenabstand bei und er-
mittelt nunmehr eine dazugehorige Ersatz-
masse, welche eine Anzahl gegebener
Massendynamischrichtig ersetzt!).

Wir verfolgen nachstehend den ersten 2
Weg und fassen meist die gleich groBen

! 12,0/ 1(=10)~]
. (0656) %), (%)

o, (<1308 22
m, =i7 = iy
? T Gegebenes

& & spstem

Zylindermassen je einer Maschinengruppe ] ++1_-—r'-"

nahe ihrem statischen Schwerpunkt zu | ol

einer Summenmasse zusammen?). b g !' -, =1{I—§,—
Es ist gleich von vornherein zu sagen, 1:}- 8

daB in dem hier gewiinschten Sinne auf | Ry

keinem Wege allzu groBe und methodisch | T

wertvolle Vereinfachungen zu erzielen | |

sind: Einmal mufl man fiir jeden neuen | e zow)_L

Eigenschwingungsgrad eine eigene Ersatz- =23 Eo25))

linge bzw. Ersatzmasse bestimmen ; sodann l <4 " -Zm/;_’m’ .

verlangt eine genaue Bemessung der ofm N
ErsatzgroBe, daB man mindestens einige ° 'i“"%—_ Lrsatzystem
Schwingungsformen des gegebenen Systems |
vorher berechnet hat, was ja gerade '
erspart werden sollte.-

Bei dieser Sachlage vermeiden wir d Ye=Vyie
hier lingere Ausfithrungen und erldutern
lediglich an Hand der Fig. 7a—e das
grundsitzliche Resultat unseres Vor-
ganges: Fig. 7a stellt das gegebene
System (zundchst zwei Massen m, und
m, mit Einspannung), und Fig. 7c¢ das
zugehorige Ersatzsystem dar. Die Rech-
nung zeigt, daBl die FErsatzmasse (M =  %°7
m; + m,) nicht im statischen Schwer-
abstand I, also nicht in der Mitte 97A
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zwischen m; und m, anzunehmen ist, v ‘

sondern mit wachsender Einspannlinge [, /1 ’ VelﬁzZiV/ﬂ/Smd}ﬁyg Einspannlinge A=
um die wachsende Korrekturlinge ¢, ~
aber hdchstens doch nur (und das ist Fig. Ta—e.

der wertvolle neue Gesichtspunkt dieser Grenzwertbetrachtung) um é fiir I, baw.

, 1 . . . .
A= ZO = oo zu versetzen ist (vgl. Fig. 7e). Ein &hnliches System mit 3 Massen

!) Bass beschreitet in einer kurzen Mitteilung der Z. 1921, S.67/68 diesen zweiten Weg und
bestimmt eine am #uBersten Ende anzubringende Ersatzmasse, die fiir jede Schwingungszahl einen
anderen Teilbetrag der Massensumme annimmt.” Geiger faBt demgegeniiber in seinem Beitrag
Z. 1921, 8. 1241 die Zylindermassen in der Maschinenmitte zusammen.

?) Diese Methode empfiehlt sich von Anbeginn als die natiirlichste und bringt uns fiir die weiteren,
viel tiefer gehenden Betrachtungen iiber die erzwungenen Schwingungen noch den Vorteil ein, da8 wir
in den richtig angebrachten Summenmassen auch gleich richtige Angriffsstellen der erregenden Ma-
schinenkrifte besitzen.

PAd



20  Analytische Methode zur Berechnung von Eigenschwingungszahlen und Schwingungsformen.

my = my, = my an Stelle der zwei ersten in Fig. 7a ergibt fiir die Summenmasse

. . Al 4
M = 3-m; an der Grenze eine maximale Versetzung &y ¢ = — =|-- -]}.

l 9
Wir sehen also, daf fiir diese notwendigen Versetzungen ¢ ein verhiltnisméfig
nur geringer Spielraum zwischen 7= 0-[ bis 0,251 bzw. 0,444 -1 verbleibt;
genaue Zwischenwerte lassen sich direkt aus der Fig. 7e ablesen, die auch zeigt,
dal die Werte ¢ sehr rasch gegen die Grenzwerte konvergieren.

Fiir ein anderes (gewShnlich) gegebenes System, z. B. mit m; = 5,0, wie es in
Fig. 7a gestrichelt angedeutet ist, k6nnen wir ebenfalls die Fig. 7e benutzen und
daraus das jeweils richtige ¢ entnehmen, wenn wir die Einspannliange /,, d. h. den
genauen reellen oder ideellen!) Knotenpunktsabstand in der betreffenden Schwin-
gungsform kennen. Ist das nicht der Fall, dann wird man mit einiger Ubung
dieses [, ziemlich treffend auch abschitzen und ¢ entsprechend wihlen
kénnen.

Fiir die in unserem Beispiel Fig. 7a gerade vorliegenden Lingenabstinde (entsprechend den
eingeklammerten Zahlen) ist ¢ = 0,205 aus Fig. 7e zu entnehmen und ergibt nach 7¢ u. d das richtige
Ersatzsystem mit gleichem ®, und gleicher Verdrehung.

Besonders ist noch darauf hinzuweisen, dal} eine Zusammenfassung mehrerer
Schwungmassen in ihre statische Resultierende immer ein Ersatzsystem mit zu
niedrigem 7, ergeben mufl (vgl. die Beispiele S. 21ff. und Tabelle S. 30). Solche
Zusamimenfassung wire nur dann richtig, wenn die Schwingungsform vom Einspann-
punkt (Knotenpunkt) bis zur letzten, von der Zusammenfassung betroffenen Masse
hin nicht geknickt, sondern vollkommen gerade wire. (Vgl. Bemerkung S. 69).

VII. Beispiele.

Die Anwendung der oben gebotenen Formeln und Uberlegungen sei an einer typischen Massen-
anordnung, wie sie des 6fteren in der Praxis vorliegt, gezeigt. Wir berechnen die Eigenschwingungs-
zustdnde der nachstehend gekennzeichneten

Generatoranlage mit Schwungrad

(Ungleichférmigkeitsgrad ca. !/g) mit und ohne Zusammenfassungen, so dafBl der Einflul der Verein-
fachungen auch fiir andere Massensysteme mit &hnlichen Verhiltnissen abgeschiatzt werden kann.
Dabei zeigt sich, daBl bei der Anordnung der Summenmassen als ,,statische Resultierende‘ immer zu
niedrige Werte n. gefunden werden, worauf wir soeben hingewiesen haben.

Der Rechnung liegen folgende Daten zugrunde:

1. Die reduzierte Welle besitze ein polares Trigheitsmoment J, = 602 [em?], entsprechend einem
Durchmesser d = co 125 [mm].

2. dem Material sei ein Gleitmodul G = 830 000 [kg/cm?] eigen.

3. Der Reduktionsradius, an dem wir alle Massen sowie deren Trigheitskrifte und alle anderen
harmonischen Krifte wirken lassen, und auf dessen Kreisbogen wir auch alle Verdrehungen
oder Ausschlige a rechnen, sei r = 10 [em];

4. Mit den Annahmen unter 1. bis 3. wird die Systemkonstante

J, -G 602 - 830000 "
= =00 = 5. 108 [ke];

ot

. Das gegebene System sei entsprechend Fig. 9 aufgebaut, wonach

M= e me= 1O kg - sek? L =l,=....1lg=100 [em]
= 10,0 [T=_ ™ ;

Mg = v e e e e , . ; poET T 25,0 [om]

Mg = o ee oo 15,0 7= e ,

Uber die

Reduktion der Massen und Langen

finden sich einige Angaben im Anhang, S. 85 ff.

1) Vgl S. 16.



Yereinfachte (angeniherte)
Berechnung :

(unter Zusammenfassung der Olmaschinen-
schwungmassen als ,,statische Resultierende‘)

a) als System mit zwei Schwungmassen

(nach Formel (I,) S. 7, Fig. 8).
my = 16 (= 6 4 10) [kg - sek?]
my, = 15 cm ’

1= 16 .35 4+ 25 = 38,125 em;
B ( 1 T)
“=Vilet1s
5.108
38125 (0,0625 + O, 0667)
= 130,2 [1/sek]; n, = 1243 [1/Min];
16
By = = jp = 1,067 .

w70 *70*70*70*70—*70—#«—25 —

LI R 8oy

A rw—é{% %ﬁr
%

#

%——— 38725 %
m,-=7o“!

v
i

R=1243 L.

oc, =-1057

Fig. 8.

Beispiele.

7. Schwingungsgrad
(7o =7304)
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Fig. 9, 9a—e.

b) als System mit drei Schwungmassen.

nach Féppl, IV. Band, 5. Auflage. S. 278 |

nach Formel (T) S. 9, Fig. 9a—e.

Gegeben.
kg - sek?
O, =my-r*=6-102 = 600 [kg - cm - sek?]: my; = 6 {TJ’ 0y =" 16670
1
Oy =my - 12 = = 1000 » ; my =10 ,, ;
@y = my - 1% = = 1500 . ; my=15 s — 8 250,
1
l, = 385 cm ; l, =25 cm ; /".:‘ll2:0,7143;
1
! . G L]
¢ =J,- G =602 830000 =5 - 108 [kg/em?] ; . H= J”1 =5.10°[kg] ; ' llifn‘ = 154,2[1/sek];
! i 1
Lésung.
L,:1,0,-0,-0;, (35-25).6-10-15.10° 1 1+;.)
by = S = 25 . 101 d=3 ("2 T T T,
=3,15.10-6; ,71 =
3 0 = ; (1,667 +2,5 —1(-)7 :6 ) = —1,895;
k =@1(02+@a)l1+@3(@1+92)l2 —0,786 /
z c ‘ Aoty 0,714 - 1,667 - 2,5
| B= L2 = = —3,79;
6-2,5-35.10' +15.1,6-2,5- 10 I — g —0,786

. 5. 108
= 0,225 ;

k3=@1+02+@3:31005



22  Analytische Methode zur Berechnung von Eigenschwingungszahlen und Schwingungsformen.

(kp)? — 4 ks k3 = 0,225% — 4 3’1156;w =0,01157;
Vi2 — 4k, by = 0,1076 ; Y42 — B = V3,59 — (— 3,79) = 2,717;
()2 = lcivk_;k—iklﬁi & —A—VAE_EB
1
= — — = — 9.
_ (0’275 —_— 0,1076) . 106 _ 18 640 ) 1,895 21717 4,61_ s
- 2.3,15 - ’
%2 — 4k, ko
(]"II)2 = k?i‘%_k_‘iﬂ:i EII =4 + ‘A2 — B
* Ky
~0,3326 - IOf 52800 : = — 1,895 + 2,717 = + 0,822 ;
- 6,30 o ’ -
_ "H 1 R
iy =)18640 = 136,5[1/sek]; Wey = ]/ — (1 -+ —~) = 154,2 . /0,783 = 136,5;
lymy &1
n, = 13045
;'II = '/52 800 = 23030 I Oy = — 154,2 R 1/2,2—17 — 230,0;
Terr = 21953
fi _ 1 . 217 :
Ur @ep: ap = — ¢ = 40,217 ; g
5= (’».‘2 1) L o5l
&1 3 %0
=
fiir w -a—-—i = — 1,217 .%0
T fn Y _;:
| a5 = = 40412, @

¢) als System mit vier Schwungmassen
(nach den Formeln (I,) und (II,, 4, ,) S. 13 und nach Fig. 10—10d).

my = 3;
3 =l h =30 iy = 0,6667 N o ——
My = H g = U, H H 5
= 3,333; 1, = 20; / = 2 = .
my = 10; Hs 2 7, = 0,8333; im, = 1000 V 30.3 — 2965
ey =5; Iy = 25;
my = 15;
Wir bilden nacheinander:
. 20 10 P =1.2202.4167 =+ 9,27;
oty = e e - == 2,009
falls =353 = 22225 | v s gas (1 _9,999) (1 — 4,167)
25 = 3,333 — 3,875 = — 0,542;
A =—= H = . 4 4 ’ s
3ta =35 16T | o — 4,167 3,333 - 1,6667 = +23,150.
Dann ergeben sich die Koeffizienten der Wurzelgleichung zu
9,2
xg = j—osgé = —17,11;
1
=g (92T — 2315 — 1) — 1 = 4 26,455;
2y ! (1 — 23,15 + 3,333 + 5) 0 = +25,51 .

T —0,542
Die Wurzelgleichung lautet also:
§3 425,51 - §24+ 26,46 - § - 17,11=0,

Bei diesen einfachen Zahlenrechnungen unterlaufen sehr leicht Rechenfehler. Man versdume
nicht, vor dem Weiterrechnen noch einmal genau die Vorzeichen bei den Werten N und € und
bei den 3 Koeffizienten 29, *;, # zu kontrollieren.



Beispiele.

Aus der Wurzelgleichung ergeben sich die Wurzeln &I, .

23

.. bekarntlich am einfachsten durch Pro-

bieren: Wir nehmen der Reihe nach verschiedene £ an und werten damit die linke Seite aus; das

Resultat = f(&) tragen wir

jeweils als Ordinate iiber der +/8)

betreffenden  Abszisse & auf. +1200 ‘_?__/f:__ _,:_ao

Uberall da, wo die so ent- ™~ el teo

stehende algebraische Kurve / o \\ | | w

die &-Achse durchschneidet, / B

haben wir in der Ab- N __XI__-,,_,'_-:FZO

szisse & eine gesuchte Wurzel fl--zqy\/ l bt +&

vor uns, weil ja dort die / -2p -0 T 7 <*:E

Ordinate f(£) = 0. é:-zﬁ __d:__\"___'&ﬂy’«;
Nach Flg 10d erhalten -\7000 Fig. 10d.

wir: ¢ ~Fl&)

&1 = —1,56; somit w; = 236,5 I/ 1 + = i% = 141,6; n,, = 1350 [Schwing/Min.]

Ep = — 24,4; wrp = 236,5 l/l + _—;n = 231,5; g, = 2210,

EIII = + 0,45; W = 236,5 V]. + —6}4—5- = 424; nem = 4050 ’ ’

Die Ausschlagsverhaltnisse &,, &, &, erhalten wir nach den Formeln (Il,, 5, ,) S. 13, die wir am besten

tabellarisch auswerten.

Zahlentafel 1.

1 2 | 3 4 ¢ 5 8 7| 8 9
i 1
i i : -
. 1 1 ue 13\ (v= 1 1 [ps
Fiir die For Eojap= -0 1+——,—11(1+—)(~—1)—T=a cas % o1 - gl =
i m ‘ S Ea_ z B l B 2 £/\E B 8| M“s ) s £ sH3|: = &y
] 1 5
‘ 1
Tten Grades |- 1,56, +0,641| 0,350 - 1,641 - 0,8925 +0,641=0,2485 | 0,828 5[~ 24691 "= - 0,494
| |
) ‘ P -
Ilten Grades . - 24,4 +0,041l] 0950 1,041/~ 0,665 +0,041 = ~0,626| - 2,08 1+ 1,039] = +0,2078
| | ; ‘ i
‘ | ‘ ! | 1 :
IITten Grades it 0,45 —2,222 || 3,222  1,222]+ 2,63 -2,202= 0,408( +136 £ [-0138] | = -0,0276

Eine Kontrolle fiir die zahlenméafige Richtigkeit der berechneten & erhalten wir, wenn wir in
unserem Falle fiir die Masse m, die Einspannlinge L’ berechnen (vgl. Fig. 10a—c), die mit dem

Wert, der sich durch Auftragen
der &, und &, aus Spalte 6
und 9 der Zahlentafel 1
zeichnerisch ergibt, iibereinstim-
men mufl.

L' ergibt sich aus der
Uberlegung, daB bei den von
uns berechneten Eigenschwin-
gungszustinden die Masse my
mit Einspannung im Abstande L'
ebenso schnell schwingen muf,

Gegebenes 8-Massensystem

Frsatzsystem mit 4 Massen

Eigenschwingung I-ten Grades

wie das ganze System. Wir Eigenschwingung TI-ten Grades
erhalten:
H H | 11
VL Ve _)
e VL’~m4 ‘/llmlk T
Eigenschwingung IlI-ten Grades
oder
L’=_l.£ __.1 v
1
a1

=1
N e

Fig. 10—10c.



924  Analytische Methode zur Berechnung von Eigenschwingungszahlen und Schwingungsformen.

Daraus folgt:

30 1
fiir die I. i P
ir die I. Schwingungsform L 5 0359 16,7 [em]
1
I’ ’ II. L2} LII = 6 N T%‘g = 6,26 Py
, 1
» s 1IL » Ly =6- 3030 = 1,86 ,,

Es ist noch darauf hinzuweisen, dafl nichts im Wege steht, auch schon beim 4-Massensystem
auf die Entwlcklung der Wurzelglelchung zu verzichten und dafiir die beiden Glexchungen (IIL,, III,
S. 14), aus denen sie ja abgeleitet ist, durch Probieren aufzuldsen, wie das im folgenden fiir ein
System mit 5 Massen gezeigt ist.

d) als System mit fiinf Sechwungmassen.

m, = 2
He =13 I, = 20; .
my = 2 1y =1,0;
ug=1; I, =20 ;
my= 2 1y =0,75; ] = 1000 ‘/—— - 353,3 ;
ug =53 I3 =15;
my = 10 Ay =125
us =153 l,=25;
mg = 15

1. Berechnung mit Hilfe der Wurzelgleichung
(nach den Formeln (I,) und (I1I,_,) S. 15 und nach Fig. 11).
Wir berechnen die Wurzelgleichung fiir £ mit Hilfe der Gleichungen:

. 1 1 . ) 1) 1 1=
/.2(1+~§—) e +— munseremFa,lle.<1+E = 1—E+ 5 (IIE)
1) 1 1 ( 1 1 1
) e = 0,75(1 + —) = 3 (1L
( +§ /‘3—§3+§4’ E> 1 — I (I )
. 1 ) 1 1 < 1 ) 1 1
L1+ =) = . 1,25 {1 + —} = Q-AIIL.
/4(+§ M4—‘§4+#5’ +§ 5 753 ( )
Aus (HT,) folgt &; als f (&) zu:
— g
Goropow
damit ergibt sich:
1 1—-&-8&
1—§  1—2¢ °
aus (@) folgt &, als f (&) zu:
1 ( 1) 1—s—g £ — 28
g “OPUT ) T ToaE T omoLmE—o0sE 1 @
w +1E)
15
,//—\ 10 /
| | N /
2\ l L/ £, =011 }/ AE
20 16 14 10 98 g6 0% 42 02 o,wﬁ 498 10 / 14
Eg=1755 £ 71,794 L | NG £g+1788
-f(8)
Fig. 11.
aus (EI‘) folgt &, gleichfalls als f (&) zu:
S | 1 £ . 6254 4,5835&

1 .
R 1+ ?) s Ga=5toyass T 1,95 — 1,956 ° ' 1,25 + LIIGTE °
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Durch Gleichsetzen erhalten wir:
0 = 4,6875 — 8,7499¢& — 9,76352 - 6,1916£3 - 4,5835£4
0 =1,0221 —1,908§ — 2,1295&% + 1,35055% + §*.
Nach Fig. 11 erhalten wir:

& = —1,1936; somit w; = 353,5| 1+ jl%g—% = 1424 und nm; =1361[Schw./Min]
fp = —L,7546; oy = 353,5 l::}%g = 2318 ey = 2214 »
fpqp = +1,1881; o = 3535 | “/1—;%8‘1‘ = 480,0 Mepyp = 4584 .
Sy = +0,41134; ory = 3535 | 14 ﬁﬁlﬁ‘i— =655 Mepy = 6253 ”

2, Unmittelbares Probierverfahren zur Berechnung der Eigenschwingungen
(vgl. S. 11 und 14 und Fig. 12—124d).

Wir bestimmen nicht erst in der Wurzelgleichung eine Funktion fiir die gesuchten &-Werte, um
daraus durch Probieren die Wurzeln aufzusuchen, sondern wir stellen unseren Rechenmodus gleich
von Anbeginn auf das graphische Interpolieren ein. Wir setzen in Zahlentafel 2 unter Beachtung der
S. 17 unter 2. ausgesprochenen Sitze der Reihe nach verschiedene Werte £ in die Gleichungen (IH2)

(- ) (ffln—_l) ein und sehen zu, fiir welche £ die letzte Gleichung (ﬁ,_;) identisch erfiillt ist.
Nur fiir ganz bestimmte & (eben die gesuchten Wurzelwerte), wird der Ausdruck

Wity 1
“ 3 ty— &

1 1
einen Zahlenwert ergeben, der gleich e ist. Fiir ein beliebiges & dagegen wird aus ihm ein von e
5

its
abweichender Wert l resultieren, d.h. das gewahlte & charakterisiert die Eigenschwingung eines

Systems, dessen letzte Masse nicht #5, sondern #5 betriigt; oder: unser gegebenes System kann mit der
durch ¢ festgelegten Schwingungszahl (vgl. Formel (I_n) frei schwingen, wenn zur Masse #; noch
eine Restmasse Aug = (1} — ;) zugefiigt wird. Ersetzen wir die Wirkung dieser mitschwingen-

den Restmasse durch eine mit ® = f(£) pulsierende periodische Restkraft R, die sich berechnet zu
B = (uf — us) 5 * - mya,, so konnen wir auch sagen:

1. Ein beliebiges £ definiert die durch die Restmasse 4us = (#j — p5) erzwungene Schwingung;
2. Jenes &, welches eine Restmasse = 0 erfordert, definiert eine Eigenschwingung?).

Das vorstehend gekennzeichnete Verfahren ist immer dann zu bevorzugen, wenn die Rechnung
mit mehr als 4 Massen durchgefithrt wird, und zwar aus folgenden Griinden:

1. Wir konnen fiir jedes £ die Rechnung unabhingig durchfiihren, brauchen sie deshalb nur iiber
die interessierenden Schwingungsgrade auszudehnen.

2. Wir erhalten gleichzeitig alle dem angenommenen & zugehorigen Werte &; und &, . .., die wir
fiir die Bestimmung der Ausschlagsverhéltnisse ®;, «,, & ... hernach doch bendtigen wiirden;

3. Es wird auch bei peinlicher Zahlenrechnung nur schwer gelingen, die Wurzeln so genau zu
bestimmen, daB nicht bloB die ., sondern auch die Ausschlige, besonders bei den Formen
hoheren Grades, richtig erhalten werden, da die Schwingungsformen gerade in der Néhe von
Eigenschwingungen auf kleinste Zahlenunterschiede ganz empfindlich reagieren. Es ist das
eine Eigentiimlichkeit aller Massensysteme mit vereinzelten starken Massenhdufungen (hier
z. B. my = 7,5 - m;), auf welche wir auch bei der Anwendung des graphischen Verfahrens von
Giimbel stofen. Man wird also fiir die Formen héheren Grades nie ganz daran vorbeikommen,
einige einander benachbarte Fille nach dem Probierverfahren zu rechnen und die genauen
Werte der freien Eigenschwingung zu interpolieren.

1) Mit diesen Ausfiihrungen ist auch schon der Zusammenhang mit dem Giimbelschen Verfahren
aufgedeckt. ‘Dort wird » angenommen, hier &, das nach den Gleichungen (I) das Argument fir die

Abhingige @ darstellt. Die Bedeutung der Giimbelschen Restkraft fillt hier der Restmasse zu (vgl.
S. 29 unter 3).
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Ausfiithrung der Rechnung.

In der Zahlentafel 2 ist die Rechnung fiir eine Anzahl verschiedener Werte & (Spalte 1) durchgefiihrt.

Die resultierenden Werte %; der Spalte 16 sind in Fig. 12 als f(&) aufgetragen; dort, wo sich diese Kurve
5

12

_£ 3:”—255&:;-1-— == '———4——--(L——ﬁ——— —*—7'1—0- q ——‘—--—p—-—v;—zj—o— .,é
&-17546 & =+ 1,881
17+ \|
s , !
75+ 1
14_& {#5) 5ké !A’
733 ~7“’J
1z)J 1 - /T
nt 47
(- 6 3+
7 ¢ i
e by iy 2k g, 02
3% 4 i 3
2*;_( 12 175 g7
T L YN | igaw

Fig. 12—124d.

Youn olmhom o3
|

#1717 118 : \H,zo‘l‘

1
mit der Linie ; = konst. = 0,1333 schneidet, bestimmt die Variable & eine freie Eigenschwingung.

In den Fig. 12a bis 12d sind im Bereiche der 4 Wurzeln ncch genauer die Werte &;, &, und ; be-

stimmt. Aus ihnen ergeben sich durch
Interpolation genau die gesuchten
Wurzelwerte &,, §;, £,, mit denen
dann in Zahlentafel 2a nach den For-
meln (h) die 4 Eigenschwingungs-
formen berechnet sind. Die Fig. 13a bis
134 stellen das Ergebnis von Spalte 11
bis 14 bildlich dar. In Spalte 18 sind
wieder zur Kontrolle die Einspannlin-
gen L' fiir die letzte Masse u; berechnet.

Zu Fig. 12 bemerken wir noch:

Die Kurve gibt uns u. a. Auf-
schluf iiber die Bewegung der Knoten-

punkte mit steigendem ®. Néamlich
1

- = oo oder #; = 0 bedeutet: Beim

s

zugehérigen & (z. B. § =—1,525) oder
22l T8

B. n = 3377)/1+ !

—1,525
= 1983 Schw./Min) verlduft die
Schwingungsform horizontal zwischen
m, und m; oder es bildet sichim Unend-
lichen ein neuer Knoten aus, der dann
mit steigendem 7 gegen mjy herein-
riickt, bis er bei 1/u{= 0 oder bei
#, = oo auf my zu liegen kommt (was
z. B. bei £ = —1,76 oder bei n = 2219

n (2.

Gegebenes 8-Massen-
system

Ersatzsystem mit
Massen

Eigenschwingung
Grades

I-ten

Eigenschwingung
Grades

II-ten

Eigenschwingung ITI-ten
Grades

Eigenschwingung IV-ten
Grades

5
A oo n A L
&-—35

T ’?’% -
éj 15%@ 25%

4,05577 |

B

. &=t 7&575
=1 -3

Fig. 13—13d.

eintritt). Von da ab tritt der Knoten als reeller Knoten ins System ein und verbleibt darin bis zum

héchsten Schwingungsgrad. — Kurven &, &, . .

. wiirden andere Knoten in gleicher Weise kennzeichnen.



28  Analytische Methode zur Berechnung von Eigenschwingungszahlen und Schwingungsformen.
Zahlentafel 2a.
Auswertung der Eigenschwingungszustinde (interpoliert nach den Figuren 12a—I12d).
) 1 Fiir die Eigenschwingung ;‘iIten Grades | IIten Graélesi Tﬁten Grades | IVten Grades Oten Grades
2 | Wurzel I3 — 1,1936 {— 1,7546 | + 1,1881 | + 0,41134 —1
3 %—1 ~1,8375 |— 1,5699 | —0,1587 | + 1,433 _2
4 & — 3,400 |+ 14,95 +0,1400 | 40,5771 | —2
5 ):l—l — 1,294 }~ 0,93311 | + 6,1405 | + 0,7328 — 1,5
S3 |
6 &y — 943 . + 2,505 + 4,542 + 4,815 —3
7 ;?4 _1,5305 + 0,0965 | +0,101 | +0,0385 _ g
4
1
8 (g~1) =Py |l _18375|— 1,5699 | - 0,1587 |+ 1,433 -2
9 (—él;—l) (El-—— > =P; | +2,378 |+ 1,4645 | —0,9742 | + 1,0505 + 3
€3
10 (l_1> (l_1> (24) —P, | —3,640 |+ 14505 | —0,0984 |+ 0,04044 —38
5 53 [ 1
- 3 _ ~ — ]
11 — —;— =0, +0,8375 |4+ 0,5699 | —0,8413 | — 2,433 +1
12 +(P2 . i) _ 40,541 |— 0,005 | —1,133 |+ 2,483 +1
<3 -
13 Py L) =n, +0,252 |— 05849 | 40,2145 | —0,2182 +1
34 |
!
14 + (P4 . 37) =0l — 0,485 |+ 0,1946 | — 0,01313 | 4 0,005393| + I'=(—0,125)(--8)
15 (l+%) =c +0,1625 |+ 0,4301 | + 1,8413 | + 3,433 0
16 353,5-V¢c =, 1424 | 2318 480 655 0
17 3377 - Ve =mn, 1361 12214 4584 6253 0
L 1 2668 |
18 T e =L + 16,41 \-i— 6,2 + 1,448 + 0,777 o0
i85 '
3. Berechnung nach Giimbel (Z. 1912 S. 1025).
Zum Vergleich sei noch eine Reihe der Tafel 2 und zwar der Fall £ = —1,18 in einer aus dem

Giimbelschen Verfahren hergeleiteten Form durchgerechnet (vgl. S. 58 unter b).

Gegeben: ;= 1,0; Konstante
u, = 1,0; =10 ;
s =1,0; iy =10 ;
1y = 5,0 ; iy = 0,75 ;
s ="15; -1, =125;
Angenommen (entsprechend & = — 1,18): w

H

C =
Iymy

= 138,1 (:

n = 9,55. w = 1320;

(04

c

w2

= 6,565 <:

5. 108

T 20.2

4% |/1+ét

1+§>'

)

= 12,5 - 10*[1/sek?].

Folgendes Rechenschema vereinfacht durch Verwendung der Verhiltniszahlen die Rechenarbeit in
sehr fiihlbarem MafBe. Die einzelnen GrdB8en werden zweckmiBig in der durch die Pfeile gekenn-
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., T, 1 o - o sem . S e
Zu berechnen: Nr. | 2 (e v o) = 1 E Z(ua) AKX =1- —o |Mntr=ont 4 on
1[0 [1+10) = -+ 00 [0 i1 Lo
——1‘ — - / \ . -
2110 1-(+ 0,8476) = +08476\+10—-——>—0,15244—>+08476
3! \ 1,0 1 (+ 0,566) = 4+ 0,566 P 1 8476\ — 0,2816 + 0,566
4 i 0,75 - (4 0,29) = +4 1,450 + 2,4136 ﬂ — 0,276 + 0,290
5 H 1,25] 7,5 (—0,447) = — 3,354 : - 3,864 ” — 0,737 — 0,447
R = 40,51 |
zeichneten Reihenfolge gebildet: Man nimmt einen ersten verhaltnismafigen Ausschlag o; = 41,0 an

und bestimmt damit die Tragheits, kraft der 1. Masse 7'} = «, + g; = +1,0; diese kann nur dann

von der Welle aufgenommen werden, wenn die Linge i, bis zur

Masse u, hin verdreht ist um die GroBe 4o, entsprechend der 4
10 B \ l
Beziehung Aoy : 2y = T : (—C”), (vgl. Fig. 31)1), sodaB A &, = 6,5—63 ] . :
= —0,1524; damit ist aber auch schon der Ausschlag o, der :‘ i |
Masse g, bestimmt «, = oy + do; = +1,0 — 0,1524 = 40,8476, +p \‘ 1 |1
Das Wellenstiick 4, wird verdreht durch die beiden ,.Krifte« 7 - o
i
T{+Ti=1,0-0,8476 = +1,8476, so daB A &, = 1,- éT_, - —0,2816 1, 4 N
—C w05 >\\>\i\\ 2
usw. Vgl hierzu auch Text S. 58 ,,Einzelheiten*. 418 ] v
Der positive Rest R’ besagt, die Summe der positiven 1'% \HTL «
Produkte («-«) iiberwiegt um (-40,51) Einheiten; ein zusitz- §1\§ 3 §§ AN SIS “
liches negatives Produkt (= —0,51) stellt also, zusammen mit *gp "Q:n“ ‘\}“ P “}
(5 &5) = — 3,354 GQleichgewicht her; oder das angenommene 1 1(\
n = 1320 ist Eigenschwingungsperiode wenn die letzte Masse N g" =
= “ W,
(statt 4z = 7,5) gleich pf =175 +———1+ 0y 4 7y = 8,64 ist. Diesen -25—_ r\r\gﬁ%“r\"%
gleichen Wert £{ fanden wir in Zahlentafel 2 mit 1/4] = +0,1157

oder ¢f = 1/0,1157 = - 8,64 . Fig. 14.
Fig. 14 stellt auBler den Ausschligen ein kurzes Stiick der be-

kannten R—n-Kurve lings der drei Perioden n = 1254, = 1320, = 1380 (entsprechend § = —1,16,
= —1,18, = —1,20) dar. An der Stelle n = 1361 entnehmen wir dieselben Ausschlige, welche in

den Spalten 11—14 der Iten Vertikalreihe (Tafel 2a) berechnet sind.

Genaue Berechnung.
¢) als System mit acht Sechwungmassen (Fig. 15).

Gegeben: m; =my =« -mg=1,0; m; =10,0 ; mg = 15,0 {kgcns;ek
My =Hg=---pg =1; Hr; =103 ug = 15;
Lh=l,=...1,=10,0; I, =25 [cm] “H  1/5-108
1 2 6 7 ]/, _ ]/ *‘10” —707.11.
M=l =+ lg=1; 1 =25 Im, ) 10-1
Losung: 1 : 1) 1
E (1+ )Tl
Nach den Formeln (ITI) | ’ )
ist hier folgendes Glei-
chungssystem nach der AL :
Grundviabeln & 1 (1 " 1) 1
aufzulosen: 5, £ 1-%&°
1 ( ) 1
—=25. (14— .
e TE TG
Aus (IIL,) ergibt sich &; als f(&) zu
& - 1 158
& = = und weiter: 1—_5; = E—(T——Q_E) ; uUSwW

Letzten Endes erhalten wir auf diesem Wege

0=1,0714 — 4,464 § + 0,7886 &2 + 11,307 §3 — 2,31 &% — 8,923 &5 — 0,5114 §6 4 &7
1) In Fig. 31 S. 58 lauten die Bezeichnungen 4 a, (statt 4 o,), 41 (statt 2,), T (statt T%), H (statt C”).

(11IL,)

(I1L)

(T1L;)
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Fig. 15 stellt dieses Gesetz als f(&) tiber der ganzen Zahlenskala dar; dabei muBte viermal der
MaBstab geindert werden, um die Schnitte der Kurve mit der &-Achse oder die Wurzeln &1, vir
scharf genug zu erhalten.

+300 —
@\\ +200 /
+50 N +100
P il ;J 0 Sz
2 [_2: o Ao s 4% 70 o) P
1213 m-quees’/ "™
=10l —y 200 & =anosst----¥02 "ZW—/
f +005 R i—:oo {74
\J - ,m
i s 4_~g05 Fig. 15.
meyd 11 1 7 =0 my 475
44— Mit diesen Wurzelwerten sind die Schwingungsformen
155 Wwie in Zahlentafel 2a berechnet und in den Fig. 15b bis
lptwjw]w] 0] w]w 1,25 15h wieder bildlich dargestellt. Wir sehen jedenfalls, daB
_41}“ ?’ die Ausschlige der beiden letzten groBen Massen verhiltnis-
: R o miBig immer kleiner werden, ihr Bestreben, in der Ruhelage
S P8 d §|r__ zu verbleiben, wird mit steigender Periodenzahl immer

A

,
genau nach einem der beiden Probierverfahren zu iiberrechnern.

i

|
|
i

Fig. 15a—h.

wirksamer.

Wir haben diese ziemlich umstidndliche Berechnung .
der Wurzelgleichung und sémtlicher Eigenschwingungs-
grade hier des systematischen Abschlusses halber durch-
gefithrt; in einem Fall der Praxis wird man immer nur
nach einem der beiden S. 25 und 28 beschriebenen Probier-
verfahren die wenigen wichtigen Eigenschwingungszustinde
bestimmen. Man kommt damit viel schneller zu dem
praktisch notwendigen Ziel und vermeidet leichter Rechen-
fehler. .

Zusammenfassend kénnen wir nun die gefundenen
n,-Werte aller Systeme den genauen Zahlen des 8-Massen-
systems gegeniiberstellen:

|

System mit | 2 3 4 5 | 8 Schwungmassen
The1 1243 | 1304 (1350 | 1361 | 1 367
Tuerp — 2195|2210 | 2214 2219
Nerl — | — 4050|4584 4935
ety | — | — | — 16253 7739 1/min
ey e e — 10 140
Moyt - oo — 1 — | — | = | 11070
Nevir e == 18120

Der Vergleich dieser Zahlen 1Bt erkennen, daB
wir bei dem vorliegenden Typenbeispiel schon mit
den einfachen zusammengefaBiten 3- und 4-Massen-

systemen die ersten Eigenschwingungszustinde in solcher
Anndherung genau erhalten, dafl diese Werte fiir
viele Zwecke der Praxis eine ausreichende Orientierung
gewihren. Die weniger radikale Zusammenfassung in
5 Einzelmassen bringt demgegeniiber lediglich fiir die III.
und IV. Eigenschwingungszahl wesentlich genauere Re-
sultate, die aber meist schon gar nicht mehr interessieren.

Es wird sich daher fiir Praxisrechnungen im allge-
meinen empfehlen, die unteren Eigenschwingungszahlen
n. erst angendhert mit den 3- oder 4-Massenformeln zu
bestimmen und dann die in Frage kommenden Gebiete
Mit diesen Ergebnissen hat

man -dann auch schon wertvolle Unterlagen fiir genauere Untersuchungen nach den Ausfiihrungen
des nun folgenden zweiten Teiles gewonnen.



Zweiter Teil.
(Geddmpfte Systeme.)

Uber die Eigenschaften und Wirkungen der harmonischen
Drehkriifte und iiber den Ausgleich gefihrlicher Verdrehungs-
schwingungen.

Bezeichnungen.

Neben den S. 4 festgelegten Schriftzeichen werden in diesem zweiten Teile noch folgende Sym-
bole gebraucht:

1. Hgy:..n» = Harmonische Nr.0, 1, ... n einer gegebenen Funktion. . . . . . . . —
3 D....=harmonische Drehkrafte . . . . . . . . . . . . . ... ...
Dy,. . = harmonische Kraft */,-ter Ordnung. . . . . . . . . . . . . . . ...
D¢ - . = Gasdrehkrifte . . . . . . . . ... L0000 L0000
Dy . . = Massendrehkrdfte . . . . . . . . . ... 00000000 kg
D, . . = resultierende Drehkrafte . . . . . . . . . . . . . . ... 0. cm?
D(I II) = Harmonische der Zylindergruppe (I), (II) . . . . . . . . . . . . ..
E . ... = Erregung oder beliebige, rein sinusférmig schwingende (Zwangs-) Kraft
K .. = Totale Dampfungskraft . . . . . . . . . . . . ... ..o
s . - . kg - sek
kzy = k, = spezifische Dampfungszahl der Olmaschine . . . . . . . . . . . . .. s
2. 4. = Impuls- oder minutliche Periodenzahl der erregenden Kraft . . . . . . 1/min
Ne oo o = Kreisfrequenz der Erregung, entsprechend i Perioden, = Drehschnelle. .  1/sec
3. &« ....= Amplitude des Ausschlages in Bogengraden . . . . . . . . . . . . .. —
a= R -« = Amplitude des Ausschla,geq auf dem Radius R . . . . . .. . .. .. cm
a®. ... = Ziindabstand zweier Zylinder, ausgedriickt in «° Kurbeldrehung . . . —
4. T =17-" t = Bogen, innerhalb ¢ Sekunden vom rotierenden Kraftvektor zuruckgelegt
(Bogengrade) . . . . . . . . . . .00 e e e e e —
v } als Indices bezeichnen Vertikal- und Horizontalkomponenten eines Vektors in seiner
h augenblicklichen Phase. . . . . . . . . . . ... ... —
¢ . ... = Phasenwinkel in einem bestimmten Augenblick (Bogengrade) . . . . . . —
# .« ..=Ordnungsziffer = 1/,, 1, 1Y, ... n/2 . . . . . . . ... ... .. —

Die im ersten Teil berechneten Eigenschwingungen sind lediglich theoretisch mégliche Bewegungs-
zusténde, die strenggenommen niemals in der Natur vorkommen, welche aber immerhin die wirklichen
Erscheinungen nahezu vollkommen genau abbilden, solange die Reibungswiderstinde nur sehr klein
bleiben. Unter der Einwirkung der immer vorhandenen Dampfungen klingen alle freien Schwingungen
einmal ab bzw. miissen immer wieder von neuem durch juBere Krifte angeregt werden; als Beharrungs-
zustand kdnnen sie sich insbesondere in der Form stehender Schwingungen nur so lange aufrecht erhalten,
als sie durch #uflere schwingende Krifte erzwungen werden.

Bevor wir nunmehr an die nihere Untersuchung solcher erzwungener Schwingungen gehen, miissen
wir eine klare Vorstellung von den in Maschinenanlagen wirksamen Kraftimpulsen zu gewinnen suchen,

1) Fiir die Erregungen beniitzen wir nebeneinander die gleichwertigen Symbole D und E; mit D
bezeichnen wir jedoch immer nur die tatséichlich bei einer bestimmten Ausfithrung und Drehzahl vor-
handenen Drehkraftharmonischen, wihrend E jeweils Erregungen, entsprechend bestimmten Anfangs-
bedingungen (z. B. @, = const. = 1,0), also verhiltnismiBige Harmonische bedeuten.



32

Uber die Eigenschaften und Wirkungen der harmonischen Drehkrifte.
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welche fiir die FErregung von
Schwingungen in Betracht kom-
men. Bekanntlich bedient sich da-
bei die Technik mit groBem Nutzen
des Verfahrens der

sHarmonischen Analyse®,

durch welche sich jede beliebige
Funktion beliebig genau in eine
Fouriersche Reihe von beliebig
vielen Sinusgliedern auflosen 1a8t.
Das im folgenden beschriebene
Modell iibersetzt die verschiedenen
abstrakten Schwingungsbegriffe an
dem Beispiel der Drehkraftfunktion
in allen Punkten getreu in die
konkrete Wirklichkeit und scheint
daher besonders geeignet, eine
klare und sichere Deutung der
charakteristischen Eigenschaften
oder Attribute von harmonischen
Drehkréften zu vermitteln.
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I. Schematisches Modell einer harmonischen Analyse.

Die Fig. 16a—e stellen das mathematische Ergebnis der harmonischen Analyse
der in Fig. 16 gegebenen Grundfunktion dar; dieser Kurve sind somit im vorliegen-
den Falle ein ,,schwingungsfreies Glied“ H, (Fig. 16a), eine ,,Grundschwin-

gung“ H, (Fig.16b) und nur drei ,,Oberschwingungen® H,, H;, H, (Fig. 16¢,d,e)
als Auflosungen eigen?).

Wie nun die fiinf Komponenten mathematisch der gegebenen Grundfunktion
gleichwertig sind, so will das Modell (Fig. 17—17e) in analoger Weise zeigen, wie
wir an einer (fest eingespannten) Kurbelwelle gleiche verdrehende Wirkung er-
zielen, wenn wir die Kurvenziige der Fig. 16b—16e als Krifte deuten und sie ent-
weder als eine einzelne schwankende Drehkraft nach Fig. 17 oder als eine
Summe von harmonisch schwingenden Kréiften nach Fig. 17a—d an ihr angreifen
lassen.

Der mit Schwingungsvorgingen weniger Vertraute mag anfangs leicht den Eindruck gewinnen,
als wiirde durch die Auflésung der gegebenen einzelnen Funktion in eine mehrfache Vielheit von Ver-
anderlichen kiinstlich eine unnétige Verwicklung in die Rechnungen hineingetragen. Demgegeniiber
ist aber zu sagen, dafl trotzdem diese Methode eine héchst fruchtbare und willkommene Vereinfachung
der Rechnungen bedeutet. Der

Vorteil der harmonischen Analyse

besteht einmal darin, daf die gegebene, rechnerisch kaum faBbare Kraft durch die Analyse auf das
Urelement einer rein harmonischen Kraft zuriickgefiihrt wird, welche freilich mit verschiedenen Impuls-
zahlen schwingt: Jede Auflésung ist eben wieder eine Sinuslinie. Andererseits gelingt es, fiir eine solche
einfachste Kraft, aber auch nur fiir eine solche immer, lings der ganzen Skalenreihe von Impulszahlen
Schwingungswirkungen zu berechnen; Unterschiede in der Amplitude der Krifte sind aufs einfachste
durch proportionale Umrechnung zu beriicksichtigen. — Weiterhin lassen sich dann aus einer ein-
malig  durchgefiilhrten Rechnungsreihe, aufgebaut nach steigenden Impulszahlen, nach dem
»Qesetz der ungestorten Superposition von Einzelbewegungen alle moglichen Summenbewegungen
ableiten (vgl. Fig. 36p—s), ebenso wie wir durch die Synthese harmonischer Krifte eine
eirzelne Summenkraft erhalten, die sich mit der gegebenen Grundkraft beliebig genau deckt (vgl.
die Fig. 19—19n).

Threm physikalischen Sinn nach

sind die Harmonischen ebensowohl als Mittelwerte aufzufassen, wie etwa H, oder D;: Es ist allgemein
gelaufig, zu sagen, die Summe aller Drehkréifte hat dieselbe integrale drehende Antriebswirkung, wie
die mittlere Drehkraft D,, die als Konstante unendlich wenig oder nullmal hin und her pendelt. In
analoger Weise hat die Summe der Drehkrifte aber auch, einmal in und entgegen der Drehrichtung
pendelnd, dieselbe Wirkung, wie die berechnete erste Harmonische. Oder: Wirkt die gegebene un-
regelméBige Drehkraft auf ein System ein, das sich nicht nur zu drehen vermag, sondern auch
auf solche hin und her schwingende Impulse besonders reagiert, dann wird es sich gleich ver-
halten, ob nun die gegebene Drehkraft oder aber die ausgemittelte erste Harmonische an
ihm angreift; diese ist eben genau der nur einmal durchschwingende integrale Mittelwert der ge-
gebenen Kraftzuckungen. '
An Hand der Fig. 16—16e, 17—17e ist noch auf eine Reihe von

Einzelheiten
hinzuweisen:

1. Die Grundkurve Fig. 16 kehrt in dem Bilde der Kraftschablone Fig. 17 wieder, jedoch ist diese
Kraftkurve nicht orientiert zur Nullinie, sondern zum ,,schwingungsfreien® Glied, als dem Mittelwert
aller Schwankungen gegen die Nullinie, der somit also auch den mittleren konstanten Uberschuf D,
an Drehkraft bedeutet. Dieser Wert D, wird hier sowohl wie bei allen weiteren
Schwingungsrechnungen nicht beriicksichtigt, weil er Schwingungen weder erregen
noch verhindern kann. Sein Vorhandensein beeinfluf3t nicht den Charakter der Grundkurve, ver-
schiebt vielmehr nur ihr Nullniveau und besagt lediglich, daB sich die Maschine unter Uberwindung
eines dauernden Widerstandes D, am Kurbelarm dreht. Wir haben uns also den ganzen Modellapparat

1) Um ein moglichst einfaches Beispiel zu gewinnen, wurde diese Grundkurve riickwirts aus den
genannten 5 Komponenten gebildet, die selbst wieder nahezu mit spéter wichtigen Harmonischen (vgl.
Fig. 19a—d) tiibereinstimmen.

Wydler, Drehschwingungen. 3
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um die Kurbelwellenmittellinie rotierend zu denken; dabei ist die Schablone beim Viertaktproze
um die Lange einer Periode = zweier Umdrehungen zu verschieben. Die Schwingungsbewegungen
liberlagern sich also der allgemeinen Drehbewegung und pendeln wie die ur-
sachlichen erregenden Krafte um die mittlere Verdrehungslinie (vgl. die Torsiogramme
Fig. 361, m, n, o). :

2. Nach dem Ergebnis der harmonischen Analyse zeigt die Registriervorrichtung Fig. 17 e das
gleiche Verdrehungsbild, wenn man entweder die Kraftschablone in Pfeilrichtung verschiebt und da-
durch auf die Krépfung verschiedene Drehmomente ausiibt, oder wenn man statt dieser einen Grund-
kraft vier Kurbelkrifte wirken laBt, welche dank den Schleifkurbelgetrieben (2 = 0) rein sinusformig,
entsprechend Fig. 16b—e verlaufen. Die vier unteren Schraubenfedern miissen genau mit der einen
oberen iibereinstimmen.

3. Die vier Sinuslinien (Fig. 16b—e) werden eindeutig und aufs einfachste, wie auch aus der
Elektrotechnik bekannt, durch die entsprechenden, gleichférmig rotierenden Fahrstrahlen versinn-
bildet. Es entsprechen sich drei besondere Gruppen von Begriffen:

a) Lange der Fahrstrahlen oder I Lange der Ersatzkurbeln oder

Héhe (Amplitude) der Sinushalbwellen }: Intensitdt ihrer groften Kraftwirkungen
l im Verlaufe einer Periode.

b) Konstante Drehzahl der Vektoren Konstante Drehzahl der Ersatzkurbeln

Anzahl Vollwellen (Vollschwingungen) der }:{ Impulszahl ¢ ihrer Kraftwirkungen
Sinuslinien

c¢) Richtungen der Fahrstrahlen __f Richtungen der Ersatzkurbeln

Augenblickliche Phasen der Sinuslinien " | Phasen ihrer Kraftschwingungen.

Die Darstellung von Schwingungsvorgingen mittels kreisender Drehstrecken ist heute nicht mehr
zu entbehren. Es ist daher notwendig, sich mit dieser Rechenmethode aufs eingehendste
vertraut zu machen. Deshalb sei hier einmal im Zusammenhang gezeigt, auf welche verschiedene
Weise, meist nur mit anderen Worten, sich einige wichtige SchluBfolgerungen aus den Parallelen unter b)
und c) in der Sprache der Schwingungslehre ausdriicken lassen.

. zweier Maschinendrehungen eine ganze Vollschwingung
ad b)  Die erste (= einer Grundperiode) (= 360 Schwingungsgrade)
harmonische X . . .
Kraft einer Maschinendrehung eine halbe Vollschwingung
beschreibt | : (= 360/2 Schwingungsgrade)
innerhalb | » Maschinendrehungen "/ Vollschwingungen

(= n - 3%/, Schwingungsgrade).

Oder: Die 1. Harmonische erteilt dem System innerhalb » Maschinenumdrehungen je "/, Kraft-
impulse in beiden Drehrichtungen.

Oder: Der 1. Fahrstrahl (die 1. Ersatzkurbel) beschreibt innerhalb % Maschinenumdrehungen
nur "/, Zeigerumdrehungen.

Oder: Die 1. Harmonische ist definiert durch die Bezeichnung ,,}/,-ter Ordnung®, oder hat
die Ordnungsziffer x = 1/,.

Oder: Harmonische Nr. 1 — Harmonische 1/,-ter Ordnung bedeutet einfach: Die Kraft
pulsiert mit der !/,-fachen Drehzahl?).

Nachdem die weiteren Harmonischen (die zweite = 1-ter Ordnung, die dritte = 1'/,-ter
Ordnung, die vierte = 2-ter Ordnung usw.) einfach 2-, 3-, 4- ... mal so schnell schwingen, wie
die Grundschwingung H,, so ergibt sich fiir deren Impulszahl die wichtige Beziehung

ix=%-n, (5)

d. h. z. B.: Die harmonische Kraft Nr. 12 oder 6-ter Ordnung (* = 6) schwingt bei 400 Ma-
schinenumdrehungen pro Minute 6 - 400 = 2400 mal hin und her, oder sie erteilt dem ganzen
System 6 - 400 = 2400 Kraftimpulse pro Minute.

ad ¢) In der Zeichnung sind die Fahrstrahlen (bzw. die Ersatzkurbeln) in jener Richtung festgehalten,
welche sie gerade im Augenblick des Beginns der Periode erreicht haben; die Berechnung der
Auflosungen ergibt diese Phasen automatisch. Wiirden alle vier Fahrstrahlen gleiche Drehzaht
besitzen, dann wéren auch noch z. B. nach 1/; Periode die vier Strahlen unter gleichen Winkeln
zueinander gerichtet oder wiirden noch die gleiche relative Konstellation gegeneinander auf-
weisen, als ganzes Strahlenkreuz freilich irgendwie verdreht gegeniiber der Lage zu Beginn

1) Wir behalten damit im Gegensatz zu Holzer ,,Berechnung der Drehschwingungen‘* 8. 22f.
die bisherige Bezeichnung der Ordnungen bei.
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der Periode. Die verschiedene Drehzahl bringt es aber mit sich, daB sich die Drehstrecken
(Ersatzkurbeln) nicht iibereinstimmend mit der Maschinenkurbel, sondern nach der Beziehung
drehen

Y=z, (5a)

d. h. in derselben Zeit, in der die Maschinenkurbel & ° zuriicklegt, bringt der Fahrstrahl oder
die Harmonische von der Ordnung # einen Winkel von (¥ - &) Schwingungsgraden hinter sich.

In der Folge interessiert uns nicht bloB die Frage, wie die harmonischen Krifte eines
bestimmten Zylinders in der Phase zueinander stehen; fast noch wichtiger ist es meist, zu
wissen. wie die gleichen Harmonischen aller vorhandenen Zylinder in der Phase zusammen
schwingen. In diesem Sinne wird Formel (5a) im III. Abschnitt S. 46 ausgiebigst angewandt.

II. Die harmonischen Drehkriafte der Olmaschine.

Ein Einblick in das Labyrinth der schwingenden Umfangs- oder Drehkrifte 148t sich am besten
gewinnen durch getrennte Behandlung einerseits der von den Gasdriicken herrithrenden Umfangskrifte,
andererseits der von den Massendriicken erzeugten Drebkrifte. Der Kiirze halber sollen im folgenden
die beiden Arten von Kriften nur mit ,,Gasdrehkriften® und ,,Massendrehkriften* bezeichnet
werden. Ausdriicklich bemerkt sei, die letzteren umfassen nur die von den hin und her gehenden Ge-
triebemassen erzeugten
Drehkrifte, nicht auch
etwa solche, die von

trigen rotierenden
Schwungmassen auf der 30]
Wellenleitungherriihren.
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1. Die ,,Gasdreh- 20|

kriiftec. \
Bei den folgenden \

Untersuchungen erschei-

>0

nen nicht dietotalen, nur ] \\\\ -

fiir ein bestimmtes Bei- S~ T 71

spiel giiltigen Drehkrifte \\\ \EE\N:Eﬂ

in kg, sondern immer nur 0 || atmosohirische Linie Tt
bezogene Umfangskrifte — .
in kg pro 1 qem Kolben- absolite Nuil- Linie

v
Fig. 18. Idealisierte Indikatordiagramme.

fliche. Unsere Ergeb-
nisse gewinnen dadurch
von vornherein eine
breitere Basis, indem wir uns von der Maschinengréfie im einzelnen Fall freimachen. Auch gewinnen
wir sofort ein Urteil iiber die verhaltnisméBige Wichtigkeit jeder einzelnen GroBe.

Die Grundlage fiir die Untersuchungen bilden die in Fig. 18 dargestellten ide-
alisierten Indikatordiagramme, die den ganzen iiberhaupt in Betracht kommenden
Fiillungsbereich von p;n = 0 bis pin = 9,0 kg/qem umfassen (pim lediglich auf den
Arbeitshub bezogen) Fiir die Periode ergibt sich als Mitteldruck {p;n - !/,]. Sie be-
sitzen sdmtlich eine gemeinsame Verdichtungskurve p - v'% = konst. Fiir pjn =0
ist somit auch fiir die Expansionskurve das Gesetz p - v'% = konst. giiltig; fiir
Pim = 2,25 folgt die Ausdehnung ungefihr dem Gesetz p-v>* ~ konst., wihrend fiir
die weiteren drei Expansionskurven p -v»%~ konst. angenommen ist. Fiir die
Charakterisierung der uns hier interessierenden GesetzmiBigkeiten geniigen diese
Idealfdlle in ausreichendem MaSe.

Zu diesen Gasdriicken sind die zugehérigen Drehkrifte D, unter Zugrunde-
legung eines mittleren Treibstangenverhéltnisses, A = 1 : 4,25 bestimmt. Eine dieser
vier Drehkraftkurven, die zu p;n = 6,75 gehorige, ist in Fig. 19 dargestellt. Das

_entsprechende Indikatordiagramm ist auch in Fig. 18 kriftig hervorgehoben, um
es als dasjenige zu kennzeichnen, welches der bei Verbrennungsmaschinen iiblichen
normalen Belastung eines Zylinders am nichsten kommt.

3%
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Es war nun unsere Aufgabe, fiir die so bestimmten Drehkraftkurven den Ver-
lauf aller Oberschwingungen nach Gr68e und vor allem nach der Phase zu bestimmen.
Diese Arbeit ist rechnerisch durchgefiihrt nach dem in der Literatur (vgl. z. B. Hort,
Technische Schwingungslehre 1910, S. 72/73, Starkstromtechnik S. 643, 2. Auflage)
des ofteren beschriebenen Verfahren. Wir iibergehen hier diese ziemlich umsténdliche
Rechnung und erwéhnen nur, dafl wir die gegebene Grundperiode in verhdltnism&Big
viele (2 - 36 = 72) Teile unterteilt haben, um auch noch die hoheren Harmonischen genau
genug zu erhalten. Wegen der Ordinaten ¥ = 0 im Ansauge- und Auspuffhub scheiden
fiir die Zahlenrechnung von vornherein 2 - 18 = 36 Teile aus. In der Tabelle 3

sind die Zahlenergebnisse

et | der ganzen Rechnung zu-

=N Grundpdriods - 2Undretung \ sammengestellt'). Wie be-

eap I Ao gen b < lerehtrgshut N uspupats—] kannt, erhdlt man die

ol bty ] \‘(55",‘”.5 Amplitude (C) jeder ein-

E | I ) NA L] zelnen Harmonischen als

K R R 10 geometrische Summe ei-

-] | l i ner Sinuskomponente (4)

x=72 (] ] T 1 und einer dazu senk-

R L et || TSI Y pechten  Kosinuskompo-

e i N imi4- ,  hente (B). Hinsichtlich

< g ol e der Vorzeichen gelten
’o‘,;;,/ﬁsf [ . R unsere Regeln S. 58.

oy, N s - In den Fig. 19 und

2=\ ~_——7;—_€9‘ ! 20 sind die Ergebnisse

oS der Zahlenrechnung gra-

phisch dargestellt. Eine

erste Gruppe von Figuren

(19—19n) gibt fir die zu

Pim = 6,75 gehorige Dreh-

kraftkurve die 12 ersten

und die 15. harmonische

Auflésung wieder. Diese

sind sowohl in Linear-

diagrammen in der Form

Fig. 19—19n. von Sinuslinien lings ei-

ner ganzen Grundperiode

dargestellt (Fig. 19a—m), als auch links seitlich in Polardiagrammen als Fahrstrahlen

in jener Augenblickslage festgehalten, die dem Beginn der Grundperiode entspricht.

Fiir die iibrigen Drehkraftkurven (p;, = 0, = 2,25, = 4,5, = 9,0) wurden

die Harmonischen in den Fig. 20a—20h nur noch als Fahrstrahlen aufgetragen,

die ja auch schon die Oberschwingungen vollkommen eindeutig nach GriéBe, Phase.

und Impulszahl bestimmen. Fig. 20i zeigt noch auBlerdem den Verlauf der Ampli-
tuden allein obne Beriicksichtigung der Phase.

1) Holzer gibt in der Zahlentafel 2, S.23 seiner ,,Berechnung der Drehschwingungen® gleich-
falls A- und B-Komponenten an. Die Zahlen fiir groBe Fiillung a) und kleine Fiillung b) entsprechen
etwa unseren Werten fiir P;» = 8,0 bzw. 3,5 kg/em?. Die numerischen Unterschiede sind wohl in
erster Linje auf die verschieden gewihlten Indikatordiagramme und das abweichende A = 1/s zuriick-
zufiihren (Holzers Fig. 12a zeigt einen Hochstdruck = ~40kg/cm? gegeniiber 34 kg/em? in unserer
Fig. 18). Die Vorzeichen decken sich fiir die Harmonischen Nr. 2, 4,6, 8, 10 (Bezeichnung ,,»* nach
Holzer) und sind fiir die anderen Nr. 1, 3, 5, 7, 9 oder /o, 1*/a-, 2'/s-, 3'/2-, 4}/s-ter Ordnung
entgegengesetzt. Diese Abweichung riihrt davon her, daB Holzer nach seinen Figuren 13a—14b
die Phase der Harmonischen beim Beginn des Expansionshubes erhiilt, wihrend bei uns die Phase
zu Beginn des Ansaughubes bestimmt ist.
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Als kritisches Ergebnis

dieser Rechnungen koénnen wir nun, zum Teil auf Grund unmittelbarer Anschauung,
folgende Sidtze aussprechen:

1. Fiihren wir in Fig. 19 zur Kontrolle der Analyse riickwirts auch wieder die
Synthese der berechneten Harmonischen durch, so zeigt die Summe der Auflgsungen
Y/ ter bis 3ter Ordnung noch starke Abweichungen, die von der Summe 31/, bis 6
(Fig. 19n) so erginzt und berichtigt werden, dafl die Totalsumme 1/, bis 6 bereits
eine sehr gute Anndherung ergibt. Zu beachten ist dabei, dal die Summenordinaten
in Fig. 19 von dem ,,schwingungsfreien Gliede* D, aus aufgetragen werden miissen,
nicht etwa von der- Nullinie aus, zu der die gegebene Drehkraftkurve orientiert ist.
Die berechneten Harmonischen ersetzen eben mittelwertartig die Pendelungen der

Winkelgeschwindigkeit
de

ler
Kurbelwelle

Fig. 20—20h.

gegebenen Funktion relativ zu ihrem schwingungsfreien Glied, das auch berechnet
werden kann aus der Bedingungsgleichung:

Dy(2r7) -2 = pim-27; D, oder Do = 7;“7’: — 1,075

2. Uber die drei fiir die berechneten harmonischen Teilkrifte charakteristischen
Attribute lassen sich folgende Aussagen machen:

kg

cm?’

a) Thre Schwingungs- oder Periodenzahl oder auch ihre Impulszahl ¢ ist in ein-
fachster Weise mit der Grundperiodenzahl verkettet, die selbst wieder gleich der

halben Drehzahl = 12" ist. Die Impulszahlen ¢ oder die zugehérigen Drehschnellen %

der Kraftvektoren sind:

. n
3, = 3+ — USW.

7:l/'.:=]" 2

)
; s, = 3+ — USW.

171/2 == 1 . 2

o8 o] S
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,»Harmonische z ter Ordnung‘‘ bedeutet demnach einfach: Dieharmonische Kraft
schwingt mit der z-fachen Drehzahl. Vgl hierzu S. 34.

b) Uber die numerische GroBe der Amplituden einer gegebenen Drehkraftkurve
148t sich nur aussagen, daB sie sich in dem untersuchten Bereiche stetig aneinander
anreihen, fiir stirkere Fiillungen, d. h. fiir wachsende p;,,,, auch ihrerseits zunehmen,
fiir die h6heren Harmonischen immer mehr abnehmen.

Es hat einen gewissen theoretisch physikalischen Sinn, in der hierher gehorigen Fig. 20i die
Endpunkte der Amplitudenordinaten nicht etwa durch einen gebrochenen Linienzug, sondern durch
einen stetigen Kurvenzug zu verbinden, obwohl wir nur Harmonische ableiten, die eine ganze, also
1; 2 ..., aber keine gebrochene z. B. etwa 1,01; 1,2;. .. Vollschwingungen innerhalb der Grund-
periode zuriicklegen. Auflosungen mit nur ganzen Vollschwingungen innerhalb der Grundperiode
durften wir nur deshalb aufsuchen, weil wir ja eine periodisch wiederkehrende Grundkurve
zerlegen wollten. Es miissen daher auch am Ende der Periode die Harmonischen genau in der
Phase des Beginns wiederkehren. Im iibrigen
stiinde es uns rein rechnerisch auch frei, fiir 2
eine gegebene Grundkurve einen harmonischen 40 k]/cm
Mittelwert zu bestimmen, der mit einer be- !

Lot

liebig gebrochenen Anzahl, z. B. mit 11/5 Voll-
schwingungen wiederkehrt, also am Perioden-
ende eine andere Phase besitzt, als am Beginn.
Solch eine Harmonische wiirde dann eine
Amplitude besitzen, die aus den stetig ver-
lautenden Kurven der Fig. 201 interpoliert
werden kann.

¢) Die Phasen der Auflésungen
am Anfang der Grundperiode er-
scheinen auf den ersten Blick sehr
unregelmifig, doch laBt sich bald
eine bestimmte Tendenz erkennen.
Ausgehend von der gegebenen Dreh-
kraf%kurve Fig. 19 gse%en wir, daB 0% 7 152 2834 44E5%6 %7 7
diese nur zwei nahe aufeinander- Harmoriische der Ordnurg
folgende Erhebungen bei D,;, und Fig. 20i.

D, besitzt. Die simtlichen Auf-

losungen lagern sich nun offenbar so untereinander, daf sich je eines ihrer Maxima
und Minima méglichst nahe zu D,,, und D, orientiert, wie die beiden kraftigen
Verbindungslinien ,,Minima* und ,,Maxima‘ in der Figur deutlich erkennen lassen.
Es iiberlagern sich eben bei D,,, moglichst nur positive und bei D;, moglichst
nur negative Hochstbeitrige der einzelnen Auflésungen zu den Ziind- bzw. zu den
VerdichtungsstéBen. Somit beginnt ungefihr in der Hohe der Halbierungsvertikalen
der Grundperiode bei jeder Harmonischen eine neue Sinuswelle. Dies hat wiederum
zur Folge, daB am Anfang und am Ende der Grundperiode zwei aufeinanderfolgende
Harmonische immer moglichst gegeneinander schwingen und sich, wie gewiinscht,
zu Null ergéinzen.

Fiir die iibrigen Fiillungen sind die harmonischen Drehkrifte nur noch als
Fahrstrahlen maBstiblich aufgetragen in den Fig. 20a—h. Mit ihnen ist das ganze
Gebiet der Gasdrehkrifte ein fiir allemal erledigt, soweit die Indikatordiagramme
nicht von der Fig. 18 abweichen. Man sieht, daf sich fiir kleine Fiillungs-
unterschiede die Amplituden und Phasen gerade der héheren Har-
monischen so wenig dndern, daf es fiir generelle Betrachtungen immer gentigt,
nur einen einzigen Fall, etwa normale Fiillung, herauszugreifen und mit seinen
Harmonischen zu rechnen.

Die Diagramme der Wirklichkeit werden freilich mehr oder weniger von Fig. 18
abweichen und gerade fiir die hheren Harmonischen Werte ergeben, die sich von
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unseren Ergebnissen Fig. 20a—h im ganzen etwas unterscheiden. Unsere Werte
diirften indes fiir die weitaus meisten Fille geniigen. Wir haben z. B. mit ihnen die
Torsiogramme Fig. 361—s berechnet und die dort erkennbare, sehr befriedigende
Ubereinstimmung mit den Messungen erzielt. —

2. Die ,,Massendrehkriftes.

Wir schalten wiederum die zufélligen Niveau- oder Mafstabsgrofien aus und beschrinken uns auf
die Untersuchung des charakteristischen Falles, wo die Zentrifugalkraft der oszillierenden Getriebe-

massen m entweder total m-r-®?=1kg oder, bezogen auf

VerhiltnisméBige Massentrigheits- . u _C mro®* kg .
kraft in Richtung der Zyhnder- die Einheit der Kolbenfliche, C; = — = = 1&5 betragt.

F F
achse (A = Yy05) Bei unendlich langer Schubstange (1 = 0, ! = 00) wiirde dann
' das Getriebe in den Totpunkten jeweils 1 kg bzw. 1 kg/cm? Trig-
AN heitskraft erzeugen, fiir endliches ! ergibt sich (1 4 4) und
by Y - (1 — ) kg/em?2 ‘
o ‘1\%- M- Wir haben uns in Fig. 21 und 22 fiir die Untersuchung
§ D ] %{% eines mittleren Falles (— 1= 1:4,25 = 0,235 —) entschieden, weil
s Y sich daran bereits alle interessierenden Fragen behandeln lassen
§ ,;1 und weil wir anderen Werten 1 zahlenmiBig sehr einfach
o Rechnung tragen kénnen, wie im folgenden noch gezeigt wird.
A
g Die bekannten Kurven in Fig. 21 stellen die
S beim Gang der Einzylindermaschine in der Zylinder-
achse wirksamen Massendriicke dar; sie sind direkt
Schaubild der Funktion

— (cos & + Acos 2 x)1)

fiir die einzelnen Kurbelwinkel &, da sich ja nach
unserer Annahme die Konstanten m, r, w, F zu dem Werte 1 vereinigen. Zugleich
geben die beiden Kurven zahlenméfBig die negativen Beschleunigungen des Kolbens
an, wenn am Kurbelzapfen 7. ©? = 1 cm/sec?
ist; fiir A = 0 wiirden sie in Gerade iibergehen,
verlaufend von — 1 mach 4 1.

Fig. 21.

Harmonische Analyse der Massendrehkraft

o

1
2] ] WH\H\L Fig. 22 gibt den Verlauf der zugehorigen
K }%a‘/ rbel l, Noo tangentialen Drehkraft an, stellt also die
ggz 'l‘,,HHH,,,'bl Funktion o
§| g o /l.ln;:t;gerz,;fdider Arbeitshu D= — (cos& -+ Acos 2 &) - sin (& + f)

| cos
"7 Gresgmpmmmmmrtreaard o dar, wobei g die augenblickliche Neigung der

AT T bt ] | Pleuelstange gegen die Zylinderachse be-

ez ﬂ ﬂ ﬂn deutet. Fiir 1 = 0 wiirde sich diese Drehkraft

bekanntlich als eine Sinuslinie in jedem Hub
ergeben, entsprechend sina -cosx = 4.sin2«,

| R wihrend sie fiir endliches A etwas verdriickt er-

~NmF] © S(.zheinf:. Die darl}nter gezeichneten Fig.22a—d
sind die rechnerisch gefundenen harmonischen

Mittelwerte der Funktion Fig. 22.

Fig. 22—22d. In den 5 Figuren 22—22d ist die jeweilige Dreh-

kraft nur zur Halfte lings einer halben Umdrehung
dargestellt, weil sie ja beim Riickgang negativ spiegelbildlich zur Mitte der Periode verliuft.

Wir gelangen beziiglich der Analyse zu folgenden
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1) Wir setzen hier und im folgenden ein —Zeichen, weil nach unserer Darstellung eine dem Kolben
erteilte positive Beschleunigung eine seiner Bewegungsrichtung entgegengesetzte Trigheitskraft, also
auch am Kurbelzapfen eine hemmende negative Drehkraft bewirkt. (Vgl. auch den Beginn der Kurve
in Fig. 22.)
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Ergebnissen:

1. Die Massendrehkraft besitzt kein schwingungsireies Glied, weil auch kein
Arbeitsiiberschul in einer der beiden Drehrichtungen vorhanden sein kann; die
Synthese der Auflgsungen hat also relativ zur Nullinie zu geschehen. Bereits die ersten
4 Harmonischen ergeben eine fast vollkommene Anniherung an die gegebene Funk-
tion; dabei ist die 4. Harmonische Fig. 22d ihrerseits auch schon verschwindend klein.

2. Beziiglich der 3 Attribute der Harmonischen ist zu ersehen:

a) Die Periodenzahl der Grundfunktion stimmt hier mit der Drehzahl iiberein;
sie ist also doppelt so grofl, wie die oben behandelte Periodenzahl der Gasdeh-
kraft, Fig. 19. Die Impulszahlen der berechneten 4 Harmonischen sind deshalb
auch nicht mehr das 1-, 2-, 3-, 4fache der halben Drehzahl, sondern =1,
=2+'n, =8-n, =4-n. Die Massendriicke liefern also keine Beitrige zu den
resultierenden Harmonischen von der Ordnung Y/,, 1Y/,, 2Y/,, 3Y/,, 4%/,, 5, 5Y/,,
6, 61/, usw. Man gelangt zu diesem Ergebnis auch unmittelbar, wenn man von vorn-
herein nicht die Gas- und Massendrehkrifte getrennt analysiert, sondern gleich die
aus Gas- und Massendriicken resultierende Drehkraft zugrunde legt. Deren Auf-
l6sungen von der Ordnung !/,, 1%/,, 2/,, 3Y/,, 4Y/,, 5, 5/, usw. decken sich dann
direkt mit den unter 1. (S. 35ff.) bestimmten harmonischen Mittelwerten der Gas-
drehkraft.

b) Die Amplituden konnten hier auf zweierlei Weise, durch goniometrische
Umformungen, sowie durch rechnerische Analyse ermittelt werden.
Wie schon erwéhnt wurde, bedeutet Fig. 22 die Drehkraftfunktion

D=—(coso¢+l-cos2o¢)--—smé%ﬁ—).

Da man fiir kleine Winkel g setzen darf tg g~ sin 8, und da weiterhin sin 8 = Asinoa ,
so ergibt sich

D= —(cosa + Acos2«) (sin & + %sin 2x) und damit
& 2. 1 . 3. . 2 ]
D_;'D_[Zsmzx—-?sm%x—zlsm&x——4—s1n40g (6)
2
wobei wir in die bekannte 3-gliedrige Formel!) nunmehr auch das 4. Glied mit -}i

aufgenommen haben; fiir Ein- und Zweizylindermaschinen bleibt es sehr klein; fir
4-und 8-Zylindermaschinen nimmt es aber bereits ganz fithlbare Werte an (= A2 sin4 o ,
bzw. = 2 1%sin 4 &). ’

Die Amplituden der einzelnen Harmonischen sind somit

A 3
1 s
De==g Di==—"

Als zweiter Weg stand uns die unmittelbare rechnerische Analyse offen. Um
gute Vergleichswerte zu erhalten, geniigte es nicht, die Kurven in Fig. 21 in iiblicher
Weise zu konstruieren ; ihre Ordinaten wurden vielmehr direkt aus cos & + 1cos 2«
berechnet fiir o = 00, = 59, = 109, = 159, . . ... = 180° und damit dann Fig. 22
konstruiert.

1) Vgl.- z. B. Tolle, ,Regelung der Kraftmaschinen“ 1909 S. 40; oder Geiger, Disser-
tation 1911, S. 67.
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Nach den beiden Methoden erhalten wir mit 7 = 4—123 folgende Amplituden der harmonischen
Mittelwerte; ’

2 1

Dy = 4t m 588 D, —

SV +0,058 gegeniiber 1 = +0,0590

1

Dy =~y = = —0,500 dem aus D, = —0,4999 ;
51 3 ¢ der Analyse <

Dy = —7F =~ = —0,1765 gewonnenen | Ds = —O,1761 ;
72 1 Werte

D, = B SR T —0,01382 D, = —0,01378 ;

Die Abweichungen diirften auf Rechenungenauigkeiten zurtickzufiihren sein; die Ubereinstimmung
ist indes schon recht befriedigend, wenn beriicksichtigt wird, daB bei der rechnerischen Analyse die
Auswertung mit einem gewoShnlichen 25-cm Rechenschieber geschah und dafl bei der gewihlten
Unterteilung der Funktion in 36 Teile pro Halbwelle der 4. Hormonischen 9 Punkte gerechnet wurden.

Anmerkung: Holzer gibt in seinem Buch ,,Berechnung der Drehschwingungen S. 23 in
der unteren Reihe der Zahlentafel 2 ebenfalls Massendruckharmonische fiir 2 = 1+ an. Es ergibt sich
folgende Gegeniiberstellung:

2 1
1
D2 = —2— = —0,500 dagegen sz = "'07497
31 3
Dy =~ = —- = —0,150 nach D; = —0,153
72 1
D, = T —0,01 Holzer D, = —0,011
Dy = . — Dy = 40,003
D, = — Dy = +0,006

Die Analyse miifte nach der von Holzer angewandten theoretisch genauen Methode noch besser
iibereinstimmende Werte liefern als nach der von uns angewandten angeniherten Integration. Praktisch
diirfte es aber schwer fallen, die nach Holzer notwendigen Sinuskurven genau genug einzuzeichnen
und richtige Flicheninhalte herauszuplanimetrieren. Die Werte fiir D; & Dg diirften stark unsicher
sein, da sie bereits die GroSenordnung der Fehler bei D, -~ D, erreichen. Bei unserem Beispiel er-

hielten wir ein Dy = "0’{);) L —0,000055; wahrscheinlich ist auch noch dieser schon sehr kleine

Wert durch eine Rechenungenauigkeit zu erkliren. Wir setzen Dy + Dg = 0.

Wir erkennen jedenfalls, die 2. Massendruckharmonische besitzt immer die grote
Amplitude (= § C,), da ihre Wellenzahl von vornherein am meisten der gegebenen
Funktion Rechnung trégt, oder da die gegebene Funktion in erster Anniherung in
jedem Hub sinusférmig verlauft.

¢) Die Harmonischen der Massendrehkraft zeigen auch noch in ihren Phasen
zu Beginn der Periode (Fig. 22 a—d) eine Besonderheit.

Besteht die gegebene Funktion aus 2 symmetrischen Asten, wie in Fig. 22 die
Massendruckkurve (oder auch wie die dem Indikatordiagramm p,,, — 0 (Fig. 29) ent-
sprechende Drehkraftkurve), wo immer die zweite Hilfte der Funktion das negative
Spiegelbild der ersten Halfte ist, dann miissen auch die harmonischen Auflésungen
diese Symmetrieeigenschaften aufweisen, d. h. die Sinuskurven miissen am Anfang
der Periode nach vorwérts und nach riickwirts symmetrisch, nur mit entgegenge-
setztem Vorzeichen verlaufen. Das ist aber nur moglich, wenn die Harmonischen
am Anfang der Periode mit einer Halbwelle beginnen, d. h. die Phasen 0, oder =
besitzen. (Vgl. Fig. 22a, b, ¢, d, oder Fig. 20a—h die Fahrstrahlen auf der Horizon-
talen p,, = 0). Es durften sich daher auch bei der rechnerischen Analyse nur fiir
die Sinuskomponenten endliche Amplituden 4 ergeben, wahrend fiir die Cosinus-
komponenten alle Amplituden B zu Null werden muBten.
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Diese selbe GesetzmiBigkeit tritt uns auch in der oben unter b) besprochenen
Naherungsformel (6) fiir D entgegen, insofern als sie nur Sinuskomponenten und
kein Cosinusglied aufweist.

3. Zusammenfassend erkennen wir, daB eine Anderung der Getriebemassen m
oder eine Drehzahlinderung lediglich die Zentrifugalkraft ¢ = m r ©* und damit
die Amplitude der Harmonischen, aber nicht deren Phase am Beginn der Grund-
periode beeinflufit, wie das bei den Gasdrehkriften festzustellen war. Auch die
Massendrehkréfte sind durch die Ausfithrungen dieses Abschnittes ein fiir allemal
bestimmt: Fiir alls Stangenverhiltnisse 4 =1/, und kleiner sind die Amplituden
nach der Formel 6 S. 41 zu bemessen. Im iibrigen kommen sie immer nur bei Har-
monischen 1., 2., 3. und 4. Ordnung in Betracht. Die Summierung mit den Gas-
drehkriften dieser selben Ordnungen geschieht geometrisch, wie das beispielsweise
in den Fig. 36r und 36s zu sehen ist: Die gefdahrlichen Harmonischen sind
aber meist viel hoherer Ordnung, so daB sie fiir die gefihrlichen Resonanzschwin-
gungen nur selten wichtig sind.

III. Resultierende Harmonische von Mehrzylindermaschinen.

Um den Zusammenhang zwischen den harmonischen Oberschwingungen der
Ein- und Mehrzylindermaschinen méglichst fundamental darlegen zu kénnen,

beschrinken

wir uns in doppelter Beziehung:

1. Die vielzylindrige Maschine sei aus zwei symmetrischen Elementen auf-
gebaut. In jeder der beiden elementaren Zylindergruppen seien vorerst die Kurbeln
immer gleichmé8ig auf den Umfang verteilt. Die Zylinder beider Gruppen sollen
einander in der Ziindung abwechselnd folgen. Als Beispiel sei die aus zwei sym-
metrischen Dreizylindermaschinen aufgebaute Sechszylindermaschine behandelt.

2. Die Drehkraftdiagramme der einzelnen Zylinder seien sich alle gleich
und besonders einfach nach Fig. 23a gestaltet: Jedes Diagramm besitze nur ein
schwingungsfreies Glied D, und die ersten sechs Auflosungen, entsprechend den
Fig. 19a—f, wie wir sie oben ermittelt haben. Die Drehkraftkurven Fig. 23a, b, ¢
decken sich also mit der gestrichelten Kurve in Fig. 19.

Unter diesen Voraussetzungen bestimmen die Fig. 23 und 24 die resultierenden Drehkraftober-
schwingungen einer Dreizylindermaschine. In den Fig, 25—28 werden zwei Dreizylindermaschinen auf
verschiedene Weise zu einer Sechszylindermaschine kombiniert.

1. Die Dreizylindermasehine (Fig. 23 und 24).

Uber das Zusammenwirken von drei gleichen Drehkriften 148t sich auf zwei
verschiedenen Wegen ein Uberblick gewinnen:

Wir konnen zuerst in gewohnter Weise aus den drei Einzeldrehkraften
(Fig. 23a, b, c¢) die resultierende Drehkraft (Fig. 24a) bilden. Von dieser ist als
gesetzmiBig bekannt, daBl ihr Mittelwert auf jeden Fall gleich wird dem 3fachen
Einzylindermittelwert = 3 - D, und dafl dank dem immer gleichen Ziindabstand
von 240° Kurbeldrehung (= !/; Grundperiode = 2?/; Umdrehung) die resultierende
Drehkraft sich bereits nach je !/; Grundperiode wiederholt.

An zweiter Stelle beschreiten wir nunmehr einen weniger bekannten Weg und
setzen statt der gegebenen Einzeldrehkrifte deren harmonische Auflésungen zu-
sammen. In den Fig. 23d—1 sind die sémtlichen 6 - 3 = 18 Harmonischen mit der
richtigen Versetzung lings der ganzen Periode graphisch dargestellt, und zwar sind
in Fig. 23d, e, f die ersten drei Krifte der Deutlichkeit halber noch getrennt ge-
zeichnet, wihrend von allen weiteren je drei gleicher Ordnung zusammengelegt sind.
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Addieren wir dann
algebraisch die Ordi-
naten von je drei
Sinuslinien an jeder
Stelle, oder summie-
ren wir die Harmo-
nischen als Ganzes in
ihren Fahrstrahlen
geometrisch, dann
finden wir: Von den
(6 -3) Auflésungen
erginzen sich (4 - 3)
zu Null, und zwar die
Krifte 1/,-ter, 1-ter,
2-ter, 21/,-ter Ord-
nung; die noch iib-
rigen Krifte 11/,-ter
und 3-ter Ordnung
dagegen verstirken
sich zu ,,Gruppen-
kriaften® vom 3-
fachen Betrag der
entsprechenden Ein-
zylinder-Harmoni-
schen. Es bleiben
also resultierend
nur diese beiden
Oberschwingun-
gen (Fig. 24d und g)
iibrig und sie sind

Drehkraftdiagramme

Harmonische Auflésungen

6ryepe®
@

A,

1 Harmonische
ﬂ{ Yoter

Uber die Eigenschaften und Wirkungen der harmonischen Drehkrifte.

Summierung der Drehkrifte und Harmonischen
Drei 1-Zylinder-Maschinen 3-Zylinder-Maschine
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Fig. 23 a—1.

es auch, aus denen die resultierende Drehkraft (Fig. 24a) besteht. Man
kann sich davon leicht durch Zusammensetzen der beiden Fig. 24d und 24g iiber-
zeugen, wobei die Summenordinaten wieder relativ zum schwingungsfreien Glied
(und nicht relativ zur Nullinie ) aufgetragen werden miissen.

Klarer erkennt man diese Zusammenhiinge vielleicht noch aus den folgenden Ausfithrungen, welche
lediglich die soeben erliuterte graphische Darstellung in mathematischen Symbolen wiedergeben:
Nach Fourier kénnen wir die drei Einzylinderdrehkrifte (Fig. 23a, b, ¢) durch Reihen ersetzen. Esist

Dy, = F(wt)

= DO +D1/z

+ 1)11/2 . 81

Dy = F(ot + &) = Dy+ Dy, -

+ Dler2 .

Dy = F(wt +2x) = Dy + Dy, -

n

wenn = 9,55

w

. [ot
- sin (? —+ q:rl)

+ Dy - sin (wt + @,)

sin (3—;’£ + %) R + Dy - sin (3wt + ¢¢);

¢ .
sin(%+(p1+%) + D - sin(wt + @, + &)
. (3wt .
sm(T+¢3+§a)+ ------ + Dy - sin (3wt + ¢¢ + 3a);
sin(—;—}—(pl—}-oc) + D, - sin(wt 4+ ¢, + 2x)

+ D, - sin (3wt + ¢4 + 6«);

bei » Maschinenumdrehungen/Minute (NB! Die Erregerfrequenz 7 der Grund-

schwingung Dy, muB} = w/, gesetzt werden, weil 1 Umdrehung gleich 1/, Grundperiode!)
& = Ziindabstand oder Versetzungsintervall der 3 Funktionen.
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Zwei 3-Zylinder- 6-Zylinder- Zwei 3-Zylinder- 6-Zylinder-
Maschinen® Maschine Magchinen Maschine
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Fig. 26 a—g. Fig. 27 a—h. Fig. 28 a—g.

Addieren wir diese drei Funktionen, dann wird die Summe mafBgebend von dem Ziindabstand «
7
bestimmt. In unserem Falle betrigt & = 240° \= T) und dafiir ergénzen sich alle Sinuskomponenten

der Dy,, Dy, Dy, Dy, Dy, Dy . . . zu Null, diejenigen der Kréfte Dyy,, Dy, Dy, . . . dagegen addieren
sich zu gleichen Betrigen, da sich die Winkel unter dem Sinuszeichen in jedem beliebigen Augenblick ¢
nur um Vielfache von 3/, 240 = 360° = 2 % unterscheiden. Graphisch stellt sich das in Fig. 23 so
dar, daB sich die einzelnen Kraftschwingungen direkt iibereinanderlagern, oder daB sich die Fahrstrahlen
in gleicher Richtung aneinander anschliefen, da innerhalb des Ziindungsintervalls gerade eine oder
mehrere volle Kraftschwingungen ablaufen.

2. Die Sechszylindermaschine (Fig. 25—28).

Ahnliche Beziehungen kehren nun sinngem#B wieder, wenn wir entweder sechs
Einzeldrehkrifte von der Art der Fig. 23a oder einfacher zwei Dreizylindergruppen
(I) und (II), also zwei Drehkrifte D und Dy von der Art der Fig. 24a mit je
einem schwingungsfreien Glied = 3 - D, und mit nur je zwei Auflésungen Fig. 24d
und 24g zu einer Sechszylindermaschine vereinigen.

Wir erhalten die zu Fig. 23 und 24 analogen Verhiltnisse, wenn wir wieder
nach Fig. 25 und 26 gleiche Ziindabsténde der beiden Gruppen wihlen. Fiir diesen
Fall verkiirzt sich die Periode der resultierenden Drehkraft auf 1/, Grundperiode.
Die beiden Oberschwingungen 1/,-ter Ordnung verlaufen entgegengesetzt oder sind
um 180° phasenverschoben und heben sich auf; resultierend bleibt nur noch eine
Oberschwingung 3-ter Ordnung mit der Amplitude 2 - (3 - D;) = 6 - D, relativ zum
schwingungsfreien Glied (6 - D,) iibrig.



46 Uber die Eigenschaften und Wirkungen der harmonischen Drehkrifte.

Fiir jeden anderen Ziindabstand bleibt die resultierende Periode = /; Grund-
periode und die resultierende Drehkraft besitzt im allgemeinen wieder je eine Auf-
16sung 1%/,-ter und 3-ter Ordnung relativ zu (6 - D;). Ein besonderer Fall ist dabei
noch moglich, wie er in Fig. 27a, b festgehalten ist: Beim Ziindabstand = 1/,, Periode
und = 3/, Periode wird die harmonische Drehkraft 3-ter Ordnung zu Null erginzt;
die resultierende Drehkraft wird wieder eine reine Sinusschwingung 11/,-ter Ordnung
relativ zu 6 - D, (Fig. 28a).

3. Ergebnis.

Den beiden bekannten GesetzmiBigkeiten iiber den Mittelwert und -iiber die
Periodenlinge der resultierenden Drehkraft konnen wir nunmehr neue Schluf3-
folgerungen anreihen:

a) Das resultierende Drehkraftdiagramm ist in seiner inneren Struktur
aufs einfachste durch die Harmonischen der Einzylinderdrehkraft bestimmt; es
enthdlt nur die jeweils ,,ausgezeichneten” Harmonischen der Ein-
zylinderdrehkraft. Diese sind (durchweg gleiche Ziindabstdnde vorausgesetzt)

bei 3-Zyl.-Masch. leich l3—fachenl 1-Zyl.- l 11/,-, 3-, 41/,-ter . . . Ordnung
. 4-Zyl.—Masch.} g ;:;1 4-fachen ; Harmo-4 2-, 4-, 6-ter ... Ordnung
., D-Zyl.-Masch. 5-fachenJ nischen l 2t/,-, 8-, T/y-ter . . . Ordnung

Nachdem wir also die Einzylinder-Harmonischen lings des ganzen Betriebsbereiches im vorher-
gehenden Abschnitt zahlenm#Big bestimmt haben, kénnen wir ohne weiteres auch die resultierende
Drehkraft fiir jeden mittleren Druck pim in ihren Auflsungen angeben, ohne erst jedes resultierende
Diagramm konstruieren und analysieren zu miissen.

b) Durch entsprechende Bemessung der Ziindabstinde konnen wir beliebige
Drehkraftoberschwingungen vollkommen entgegengesetzt oder mit 180°
Phasenverschiebung schwingen und sich zu Null ergénzen lassen. Der Ziind-
abstand, ausgedriickt durch «° Kurbeldrehung, ist dabei nach der Beziehung (5a)
S. 35 zu bemessen. :

180
=180+ 27 r=u-&; oder x=____180+2n”

180 + 47 x (3b)

d. h. z. B.: Die Harmonischen # = 1'/,-ter Ordnung der Zylinder (1) und (5) schwingen immer dann

gegeneinander, wenn sich die Kurbeln (1) und (5) in einem Abstand & = %/9 = 120° oder 5—119 = 240°
2 2
usw. folgen. Die Harmonischen 4!/,-ter Ordnung sind ausgeglichen fiir alle Ziindabstinde & = 1—??—: 40°;
e
%
bzw. 5& = 120°; hzw. ~)—0 = 200° usw.
4/, +/,

Fiir unsere besonderen Zwecke sagt die Beziehung (5b) noch folgendes aus: Schwingen bei einer
bestimmten Kurbelanordnung (z. B. durchweg gleiche Abstinde &) gewisse Harmonische gleichphasig
und wollen wir sie unter sich ausgleichen, dann miissen die entsprechenden Kurbelwinkel rechnungs-
mafig um
150

4= = (5¢)

geiandert werden. Wir erhalten also folgende Reihe:

4 -ter Ordnurg erfordert A= - = 4 45°
Der Ausgleich 41/,-ter Ordnung coeme b =  40°
gleichphasiger 5 -ter Ordnung Anderamg | = 36°
harmonischer 6 -ter Ordnung der o . = 30°
Krifte 71/,-ter Ordnung Kurbel- == = = 24°

8 -ter Ordnung winkel | = = 221,°

9 -ter Ordnung um = 20°
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Eine bestimmte Wahl oder Anderung der Kurbelwinkel legt die Phasen aller Harmonischen der
entstehenden resultierenden Drehkraft fest, was wohl zu beachten ist. An dem Beispiel des V. Ab-
schnittes werden diese Zusammenhinge weiter verfolgt. .

4. Ergéinzung.

Die so gewonnene Einsicht iiber Entstehung und Entwicklung resultierender harmonischer Dreh-
krifte bedarf aber noch einer sehr wichtigen Erginzung, damit den wirklich zu erwartenden Vorgingen
Rechnung getragen wird.

Die in den Fig. 26 und 28 dargestellten Kurvenziige mit ihren Auflésungen
geben wohl die Drehkrifte an, welche vom Flansch der Olmaschine aus in die an-
gebaute Arbeitsmaschine weitergegeben werden und diese jedenfalls ungleichformig
beschleunigen. Fiir die Erregung von Torsionsschwingungen kommen aber diese
endlichen resultierenden Auflésungen nur dann allein und ausschlieBlich in Frage,
wenn die Kurbelwellenstiicke zwischen den einzelnen Zylindermassen starr, d. h. die
entsprechenden reduzierten Lingen I, = 0 sind, oder wenn die simtlichen Zylinder,
wie bei den Stern-, Umlauf- oder zum Teil bei den Féachermotoren der Flugmaschinen,
in eine Ebene zusammengeschoben sind. Wenn aber, wie bei allen Maschinen mit
Ausnahme der genannten, elastische Relativbewegungen zwischen den einzelnen
Kurbeln moglich sind, dann geniigt es nicht mehr, nur das resultierende Drehkraft-
diagramm mit seinen endlichen Oberschwingungen (z. B. Fig. 26g, 28d) in den
Bereich der Betrachtungen zu ziehen, dann miissen mindestens noch die gegen-
einander schwingenden, sich scheinbar zu Null ergéinzenden Harmonischen der beiden
Zylindergruppen (I) und (II), Fig. 25e, 27h diskutiert werden. Es sind im Zu-
sammenhang mit den Schwingungsformen Félle moglich, wo diese scheinbar ver-
schwindenden Gruppenkrifte gefihrlicher werden als die gleichphasigen Krifte, die
sich bei der hier angewandten Darstellungsmethode zu einem endlichen Betrage
ibereinander lagern. Strenggenommen miilten wir nunmehr alle einzelnen Har-
monischen beriicksichtigen, weil sie ja unter Umstinden Relativbewegungen der
Kurbeln unterstiitzen mochten. Dieser Fall wiirde aber erst aktuell werden bei
Schwingungsformen etwa nach Fig. 156h, d. h. bei Frequenzen, mit welchen diese
Krifte bei heutigen Ausfithrungen nicht auftreten. Es geniigt daher fiir praktische
Bediirfnisse vollkommen, die gleichphasig schwingenden Krifte jeder Gruppe zu
beriicksichtigen (vgl. hierzu Zahlentafel 6, Spalte 3 und Fig. 36 g—s).

IV. Die von harmonischen Kriften gleicher und entgegengesetzter Phase
erzwungenen Schwingungen.

Im III. Abschnitt haben wir soeben gesehen, wie wir gleiche Harmonische von Mehrzylinder-
maschinen gegeneinander in der Phase verschieben kénnen. Nunmehr wollen wir zahlenmiBig den Ein-
fluB einer solchen Phasenverschiebung hinsichtlich der erzwungenen Ausschlige
feststellen, indem wir Krifte gleicher Gro8e einmal ohne jede Phasendifferenz, !
das andere Mal mit Phasenverschiebung auf ein bestimmtes System einwirken
lassen. Hierbei ist es bekanntlich unumginglich notwendig, auch diémpfende
Krifte in die Rechnung einzufiithren. Denn jede duBlere erregende Kraft, ob
groB3 oder klein, wiirde an einem idealen ungeddmpften System unendlich grofe,
also unterschiedslose Ausschlige erzwingen, wenn sie im Rhythmus einer
Eigenschwingungszahl auf das System einwirkt. Erst bei geddmpften Systemen
erhalten wir auch in den Eigenschwingungsgebieten endliche und unterschiedliche
Ausschlige fiir unterschiedliche Kraftwirkungen, so wie sie in der Wirklichkeit
zu erwarten sind. Leider ist nun die Frage der ddmpfenden Widerstinde
bei Schwingungsvorgiingen bis heute sehr wenig geklirt. Es muBte daher
unsere erste Aufgabe sein, uns in dieser Richtung eine brauchbare Zahl abzuleiten,
die uns dann die Wirkung einer Phasenverschiebung der Kriifte erkennen l48t.
Zu diesem Ende wihlten wir drei méglichst einfache ausgefiihrte Anlagen
aus und stellten uns die Frage: Wie grof8 miissen bei diesen Anlagen
die Dampfungen gewesen sein, wenn schon die Ausschlige die gemessenen Betriige erreicht haben? Wir
beantworteten die Frage unter der Annahme, daB bei diesen einfachen Systemen nur in der Olmaschine
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Dampfungswiderstinde aufgetreten seien. Auf diese Weise erhalten wir die Zylinderdimpfungen etwas
zu groB, da beim tatsdchlichen Vorgang noch andere, zumal elektrische Hemmungen wirksam waren;
in den vorliegenden Fillen sind jedoch die Generatorausschlige und damit auch die dortigen Démpfungen
verhiltnism#Big klein, so daB wir in erster Anniherung die ganze Diampfung dem Triebwerk der Ol-
maschine zur Last legen durften. Nehmen wir weiterhin die Zylinderdimpfungen im ganzen proportional
der Geschwindigkeit an, und suchen wir den Ort und Ursprung der reibenden Kraft etwa nach um-
stehender Skizze Fig. 29 an der Gleitstelle zwischen Zylinder und Kolben, dann werden wir von selbst
zwanglos darauf hingewiesen, die Zahlenwerte auf den jeweiligen Kurbelkreis zu beziehen.
Die Berechnung baut sich dann auf der Beziehung auf, daf die von den erregenden Kriften lings des
Schwingungsweges geleistete Arbeit ebenso grof sein muB, wie die von der angenommenen Dimpfung
verzehrte Arbeit. Um darin ganz allgemein verstdndlich zu sein, schicken wir unter A. eine fundamen-
tale Untersuchung iiber die Arbeitsbegriffe bei der schwingenden Bewegung voraus.

Haben wir uns so unter B. nach den eben geschilderten Grundsétzen eine empirische Ddmpfungs-
zahl gebildet, dann koénnen wir in C. ganz allgemein die von gleichphasigen und von phasenverschobenen
Kriften erzwungenen Ausschlige berechnen. Neben einer Reihe wichtiger Folgerungen lernen wir speziell
fiir die Resonanzzustéinde eine sehr einfache Methode der Ausschlagsberechnung kennen, die auch fiir die
Auswertung von Versuchsergebnissen groBe Bedeutung hat.

A. Studie iiber den Begriff der Schwingungsarbeit ,,A¢.
Es sei ¢ = Zeit [sec];

o = Kreisfrequenz der schwingenden Masse m [1/sec];

7 = Kreisfrequenz der schwingungserregenden Kraft P [1/sec];

s = Ausschlag zur Zeit ¢ [em];

T = {w?) oder (5t) = zuriickgelegte Bogenlidnge der zur Schwingung gehérigen
Kreisbewegung [Bogengrade];

a = Amplitude der Ausschlige [cm];

¢ = elastische Gegenkraft pro 1 cm Ausschlag [kg/cm];

@ = Phasenwinkel zwischen Kraft und augenblicklichem Ausschlag (und
nicht zwischen Kraft und Wegéinderung ds, lings deren die Kraft wirkt!).

1. Die in einer frei schwingenden Masse aufgespeicherte Energie.

Schwingt ein materieller Punkt reibungsfrei und sich selbst iiberlassen, dann
wohnt ihm ein bestimmter Energiebetrag ,,E‘‘ inne, der sich immer aus 2 Summanden,
aus potentieller Energie E, und kinetischer Energie E; zusammensetzt. Diese beiden
Teilbetrige dndern sich dauernd, aber ihre Summe ist konstant.

«) Beim Passieren der neutralen Gleichgewichtslage (wt = 7 = 0 oder =n), ent-
hilt das System nur kinetische oder Geschwindigkeitsenergie

wt=0

wt=mn

_ (@-w)* g @2 :

p) Im Augenblick der groBten Auslenkung oder der Bewegungsumkehr (wf = =
= 1/, = oder 3/, #) ist die ganze lebendige Kraft der Masse entweder zur Leistung
elastischer Forméinderungsarbeit bei allen federnden Aufhingungen oder zur Leistung
von Hubarbeit beim Pendel usw. verbraucht; das eben noch vorhandene E; hat sich
gewandelt und ist sozusagen in die elastische Aufhingung abgewandert: Das System
besitzt potentielle Energie

Yom e @?
wt_a/zn}Ep_ fj.ds—c-?. ®

y) In einer beliebigen Zwischenlage ist vorhanden

2 2,
By =m- (g&(;s-w_t_)* — maw?- <%) - cos? (i) ; (7a)

, s? (asinwi)? a*\ . .
E”zc.E:c.T: ¢ -<§>-s1n2(wt), (8a)



Die von harmonischen Kriften gleicher und entgegengesetzter Phase erzwungenen Schwingungen. 49

Beachten wir, da bei der freien Schwingung m - w2 = ¢, so folgt
2 2

-aus (7) und (8) 1)m-w2-%=c-%; oder Ey,=E,;
aus (7a) und (8a) 2) Ei + E, = E; = E, = konstant. (9)

Schwingt die Masse frei mit Dimpfung, dann wird dieser anfiinglich vorhandene Energievorrat
zur Leistung der Reibungsarbeit verbraucht, die Bewegung kommt nach (theoretisch) unendlich langer
Zeit zum Stillstand. Soll sie in der anfinglichen Stérke aufrechterhalten werden, dann mufl das eine
dullere Nachhilfe erzwingen.

2. Arbeitsleistung einer schwingungserregenden Kraft P’ = P - sin(%¢).

Lassen wir nunmehr auf das soeben behandelte schwingungsfihige System eine
periodisch verinderliche oder ,,schwingende® Kraft einwirken, so unterscheidet sich
der jetzt gegebene Vorgang in 2 wesentlichen Punkten von dem eben unter 1) be-
sprochenen: Die Untersuchung gilt nicht mehr blo8 fiir eine Bewegung im Rhythmus
einer freien Eigenschwingung n,, sondern fiir jede erzwungene Periodenzahl; sodann
umfaBt die Betrachtung jetzt nicht nur die reibungsfreie Eigenschwingung, sondern
auch jede mit Dimpfung behaftete Schwingung. Wir gelangen zu einer klaren Ein-
sicht, wenn wir jeweils von der erregenden Kraft ausgehen und an Hand der Fig. 30
folgende 3 Fille unterscheiden:

o) ¢ =0 (oder x)

d. h. Die Fahrstrahlen der Kraft P und des Ausschlages s sind gleich (oder entgegengesetzt) gerichtet.
Fall der allgemeinen von der Kraft P im Rhythmus ihrer Periodenzahl erzwungenen reibungs-
freien Schwingung.

Nach einem Schwingungsweg 7 ist entsprechend Fig. 30a fir ¢ = 0

der Augenblickswert der Kraft = P° = P .sint
der augenblickliche Ausschlag = s =a-sinz

das Wegelement, lings dessen = ds = (a-d7)cosz
P’ wirkt
. . . sin 2
der Arbeitsbeitrag =dA =P .ds = Pa-sint-cost-dr = Pa ~—2—1-dz;
. . sin 27 cos 27\*
die ganze Arbeit = Ay = Pa f 5 dr= Pa <— T ) . (19
: 0
Vonr=0 bis t=1,.-2 wird 4y = _Pao—;_l =Pa.i~
t=0 . t=1Y,.x Ay = +Pa,-71— Vgl hierzu in Fig. 30g die Linie fiir
” ! ’ 2 1 ¢ =0. Fiir ¢ = = wiirden sich die-
7 =0 =3, 7 A4y = + Pa- 1! gelben Werte 4, negativ ergeben.
tdd " b E v " 4
2 =0 » t= 1.2 ” ‘40: 0 ]

Stellen wir den Verlauf der Funktion d 4 dar ohne Riicksicht auf die MaBstabsgréBen P und e,
d. h. fiir P- @ = 1,0 [kg - cm], dann gehen der P- und der a- (bzw. s-) Vektor nach Voraussetzung in Phase,
aber der ds-Vektor rotiert senkrecht zum P-Vektor, d. h. eilt um eine Viertelperiode voraus (vgl. Fig. 30a),
oder in Fig. 30b ist der Faktor P durch die Sinuslinie, der Faktor ds durch die Cosinuslinie vertreten. Es
148t sich aus Fig. 30b unmittelbar durch Bildung der Produkte aus je zwei an einer bestimmten Stelle
sin 27

vorhandenen Ordinaten die trigonometrische Beziehung sin 7. cos 7 = ablesen, wonach das

Produkt (sin 7 - cos 7) wieder eine Sinusfunktion, nur mit doppelter Schwingungszahl (2 ) und mit der
Amplitude 1/, ergibt. Das Arbeitselement d 4 ist durch das Flidchenelement ,,d 4, die ganze Arbeit
innerhalb einer halben Periode durch die schraffierte Fliche dargestellt.

Im Verlauf der ersten Viertelperiode (Quadrant 0 — % in Fig. 30a) unter-

stiitzen die Krifte P’ die Bewegung und geben nur positive Arbeitsbeitrige ins

W ydler, Drehschwingungen. . 4
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System, weil sie mit den ds’ gleichgerichtet sind. Die Summe der Beitriige d 4 er-
reicht schlieBlich den Hochstwert A = 1/, - Pa, bzw. (ohne Maf@stabsfaktor P - a)
A’= + 1/,. In der zweiten Viertelperiode (Quadrant % bis 7) bleiben die Sinus-
komponenten P’ des Vektors P nach aufwirts gerichtet, wihrend sich die ds’ nach
abwirts aneinander anreihen. Lings der riickldufigen Bewegung nach der Gleich-

Pl /=
2y -
7 ds

i1 T-cos T=F-sin(2T)

Prase ds /Prase R&s/ :

(P= 00 V4 __

1

I

30a ,

7
Prase 'r’& ds

i . sintT-cos(T-@)=
i ML T \fsinZt)sin @ +(sin T-cosT)-cos
il h zmqﬂ‘ H PBL,_ M £,
IR N » X
LUJ] .t-‘*"ll]iW
3
..' 1

TFig. 30a—301£.

gewichtslage hin wird also kontinuierlich zur Uberwindung der jetzt widerstrebenden
Krifte P’ Arbeit aus dem System heraus aufgewendet (im ganzen A" = —1/,),
d. h. das soeben aufgenommene Arbeitsvermogen A’ wird wieder zuriickgegeben usw.
(vgl. auch in Fig. 30g die Integralkurve ¢ = 0 bzw. = 180°).

Trotzdem also die Bewegung von der Kraft P erzwungen wird, ist dieser theoretische Vorgang
doch ein umkehrbarer, arbeitsloser EnergiewandlungsprozeB. Er enthilt als Spezialfall den Vorgang
unter 1), wenn 7 = w, (bzw. die Impulszahl i der Kraft (= 9,55 - ) gleich n, (= 9,55@.) wird und wenn
weiter die Amplitude P unendlich klein oder = 0 wird; es sind dann am System lediglich die Tragheits-
kraft der Masse und die elastische Gegenkraft der federnden Aufhéingung wirksam. Gehen wir noch einen
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Schritt weiter und denken uns diese letztere ,,innere Kraft ersetzt durch eine duBere Zwangskraft (die
aber entgegengesetzt zu dem in Fig. 30a angenommenen P’ = P - sin 7t gerichtet sein miifite), dann
ist die allgemeine Betrachtung unter 2« gleichzeitig eine Untersuchung des Spezialfalles unter 1.

B) ¢ = 90°,
d. h.: Die Kraft P eilt dem Ausschlag s um eine Viertelperiode (¢ = 90 Schwingungsgrade) voraus.
Resonanzfall der gedampften Schwingung: Die Kraft P hilt die schwingende Bewegung im

Rhythmus einer Eigenschwingungszahl des Systems unter dauernder Uberwindung von Reibungs-
widerstinden aufrecht.

P = P.sinzt
§ =a-sin(z—90)= —a-cost dA =P-a(sint)dz;
. . 1 cos 21
ds =(a-sint)-dt = (a-d7)-sinz; =P-a(§—~T)dr;
1 cos 2r) (r sin 21)
= [P .ds = s — . A = Pal=— — ———) 11
A _[P ds’ = Pa f(2 3 dz; z 5 7 (11)
Von =0 bis r=1,7 wid A4,=Pa (%’- — 71-) = 40,143 . Pa
w =0 . t=1a , A= 40,786 - Pa | Vgl in Fig. 30g die Arbeits-
w 7=0 , T=3%x . A= +1,429. Pa kurve fiir ¢ = 90.
w =0 ,, T=%=mx A = + 1,571 - Pa ) d. h. die Hilfte des Recht-

ecks mit Hohe 1,0 und
Grundlinie 7.
Arbeit innerhalb einer vollen —_— P .
Schwingung 7 = 0 bis 2 } Ap=F-a-x[omkg]. (112)

Befolgen wir bei der Darstellung der Funktion d 4 wieder die unter &) gewihlte Methode, dann stehen
jetzt der P-Vektor und der s-Vektor zueinander senkrecht; dagegen rotieren nunmehr der P- und ds-.
Vektor in Phase und ihre schwingenden Sinuskomponenten P’ und ds’ (Fig. 30¢) verlaufen dauernd
gleichgerichtet. Die Kraft P kann daher kontinuierlich positive Arbeit leisten.

In Fig. 30d ergibt die Quadrierung der Sinusordinaten wieder unmittelbar, ent-
sprechend der trigonometrischen Beziehung sin?z = sinz-sint = —;— — (2522 die
dA-Kurve, d.h. im Grunde genommen dieselbe Sinuslinie, wie in Fig. 30b, als Ko-
sinuslinie mit doppelter Periodenzahl (2 ) und Amplitude /,, doch nicht mehr zur
7-Achse orientiert, sondern um die halbe Einheit nach oben verschoben. Die schraf-
fierten Flichen geben wieder Arbeitsdifferential und -integral an. Die Kraft P leistet
bei dieser Phase ¢ = 90 Grad das iiberhaupt mdgliche Maximum an Schwingungs-
arbeit (vgl. Fig. 30g).

Um die Schwingungsleistung zu berechnen, hat man nur festzustellen, wie
oft der Arbeitsbetrag einer Vollschwingung 4; = Pax in der Zeiteinheit geleistet

wird. Bei 7,= 9,557 Vollschwingungen pro Minute oder bei ;1'5 = ?77_ Schwin-
T
gungen pro Sekunde betrigt die Leistung der erregenden Kraft P
w_P-a cm kg]
N=—=7—" [ sec (11b)
P.-ax n,
= 3-7500 " 60 L)

y) 0<¢ <180°
d. h.: Die Kraft P eilt dem Ausschlag s um einen beliebigen Phasenwinkel innerhalb der Grenzwerte 0
und 180° voraus. Fall der allgemeinen von der Kraft P im Rhythmus ihrer Periodenzahl erzwun-
genen Schwingung mit Reibungswiderstinden.
Die Kraft P leistet nur mit einer Komponente P, Arbeit. Sie kann gleichwertig.
durch zwei um eine Viertelperiode gegeneinander versetzte Komponenten ersetzt

4%
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werden, deren eine P, mit dem Ausschlag s (a-Vektor) in Phase geht und nach Fall x)
arbeitslos ist, deren andere P, in Phase mit ds geht, und nach f) voll und kon-
tinuierlich Arbeit leisten kann (vgl. Fig. 30e).

P’ = P-sint ]
§ =a-sin(t — @)

.t dA = Pa-sint-cos (t — g)dz
ds’ = (a.dr)-cos(r—S‘O)J

= Pa[(sint - costdr) - cos ¢ + (sin2t d7)sing]
Ntk

= dA,-cos g —+ dAy-sing ;
A=Ay-cosp + A -sing (12)
Ay
4
t3,0—
Arbeitsintegral
langs einer Periode.
N
@‘
&
+Z,0r——&':

NN
¢t fur P-a

S

é

:
.\K\

3 74l
$ A
g <
S .
+70— 5 A,
-3 avyiiZeas
||\\ f’:;"\L\ J \\
< { g ’
A \\nfc ]
AN "
|-
| X
/ — / 2
{Q 1/f=‘ 7A04¢ =
\\\\\]{/4 JVZ ',/'\Q,”Jf' \\\ !
-921 \\\T“’/ : /7 1 \\\i
N i //4|/ : I\
-g4f Nt U !
\\4( | !

Fig. 30g.

Fiir je eine halbe Periode (r — 0 bis r=am) wird 4,=0 und 4; = Pa- 2,
so daB wir als Arbeit innerhalb einer Vollschwingung (¢ = 2x) erhalten

A=P-.a-n-sing [cmkg] (12a)
und entsprechend die Leistung
w_ (P . ) 'cmkg]
N= —5 - Sing "'1[ s |- (12h).

In Fig. 30g sind fiir mehrere Phasenwinkel die Schwingungsarbeiten berechnet und
aufgetragen. Fiir ¢ = 30° ergeben sich z. B. folgende Werte:

cos-30° = 0,866; sin 30° = 0,5;
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Von r =0 bis t = Y, - 7 wird 4 — Pa (l . 0,866 -+ 0,143.0,5) = 0,288 . Pa
W T=0 ., =1y o, A= Pa(%-0,866+0,786~ 0,5) — 0,826 - Pa

R A:Pa(%-0,866+ 1,429-0,5):0,931-Pa

 7=0, t=4,-7 ,, A=Pa( 0 +1571.05) =0,786- Pa.

In Fig. 30f ist wieder der Verlauf der Funktion (sinz- cos?)cos ¢ + (sin2t-)sin ¢ dargestellt;
sie ist wieder wie unter &)und f) eine Sinuslinie mit der doppelten Periodenzahl (27) und der Amplitude
1/,; ihre eine Komponente (sin?- cos?)cos@ entspricht der Linge M K,, die andere sin®7 - sing ent-
spricht M K; (Fig. 30f, rechts!).

Wie wir sehen, treten hier innerhalb einer Halbperiode noch Arbeitsentnahmen
auf [im Gegensatz zu f), wo nur positive Arbeitszufuhr geleistet wird]. Im Einklang

hiermit fallen auch die Integral-Kurven in Fig. 30g gegen Ende einer Halbperiode
hin etwas ab.

8. Arbeitsverbrauch eines dimpfenden Widerstandes.

Es sei k = reibende Kraft pro je 1cm/sec Geschwindigkeit {_ligc;nsec

] . Die
totale Reibungskraft schwingt also in Phase mit ds, d. h. dieser Vorgang entspricht
immer dem unter 2f5) ¢ = 90° behandelten. Es ist

die augenblickliche Schwingungsgeschwindigkeit . % = (an)sinz;
der augenblickliche Reibungswiderstand . . . . . . . . . . K= —(ank)sint;
das Element des Arbeitsweges . . . . . . . . . . . . . . ds=a-dv-sint;

somit

dA, = K-ds = —(a?nk)sin?t-dr = -a‘znik<—12— _ o 21) dt;

9
P4

A= /'"dAk=——-a2nk<l—smgt> (13)
- 2 4
Vgl. hierzu die dick gestrichelte Kurve in Fig. 30d.

Arbeitsverbrauch einer Vollschwingung
Ay=—aa?nk -x. [emkg] (13a)
Leistungsverbrauch .
T {cmkg} -
Ney=—k- g oo | (13b)

4. Arbeitsgleichung.

Bei jeder erzwungenen Schwingung mit Diampfung mul von der Zwangskraft
ein Arbeitsbetrag geleistet werden, wie er durch die Beziehung (11) angegeben wird,
d. h. die Arbeiten der Krifte P und K miissen sich zu Null erginzen. Ist nur eine
Kraft P und ein Widerstand K wirksam, dann mufl z. B. im Resonanzfall die Be-
ziehung bestehen '

A + Ay =0;
: sin 2 in 2
oy 222 e (2o
oder
Pap— (a,)?-qk=0. (14)

Treten mehrere Krifte P und verschiedene Widerstinde K auf, dann erhilt die
Arbeitsgleichung (14) unter bestimmten Voraussetzungen (vgl. weiter unten S. 66)

die allgemeine Form
2(Pag) — 2 (ax)? nk] =0 (14a)
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B. Die Dimpfungszahl der Oelmaschine.

Eine Didmpfungszahl &z, oder kurz %, einheitlichen Charakters berechnet sich
mit Hilfe der Arbeitsgleichung (14a) aus den Beobachtungen an drei verschiedenen
Anlagen nach folgender Tabelle:

Zahlentafel 4.

1 | Leistung N ps I 550 1200 3000
2 | Normale Drehzahl n 1/Min 450 450 390
3 thnderbohrung d cm 35,0 45,0 53,0
4 Km'bel (Reduktions-)Radius R cm 17,5 ' 21,0 2 ,5
5 Reduz. eines Zylinders mr kg - sec? 0,31 (1) 0,69 (1) ,1(1,0)
6 Massen ¢ Schwungrad (Kuppl.) (u) 3,1 (10) 0,27 (0,39) ,0 (11,8)
7 | msbzw. (10)] Generator cm 5,1 (16,5) 16 2 (23 5) ,8 (18, 0)
8 | Pol. Red.-Trigh.-Moment Jp cimn? 12 150 27 600 92 300
9 Reduz. } Abstand zweier Zyl lr 60 (1) , 70 (1) 95 (1)
10 Lingen ; Zyl. (1) - Kupplung (4) } cm 70 (1,17) 65 (0,93) 95 (1)
11 | I;bzw. (1)) Kupplung- Generator 160 (2,67) 115  (1,64) 200 (2,1)
12 Elgenschwmgungszahl e I 1/Min 2340 2138 1450
13 | Eigenfrequenz we 1/sec 245 | 224 152
14 | Kritische Drehzahl nk 1/Min 390 i 358 290
15 | Gefdhrliche | Ordnungszahl P —_ 6 5
16 | Harmonische Amplitude D kg/cm? 0,362 0 37 0,54
17 | GroBter gemessener « Bogengr. 1,13°=0,0197 1 19 —0 0208 1,25°=0,0218
18 Ausschlag an } R-a= a cm =0,345 0 437 0,578
19 | Kurbel (6) bzw. (10) a? cm? 0,119 0,191 0,334
. —l - - - | — ]
20 | Fiir alle S | em -161 | 1,89 3,89
21 | Kurbeln } (Summenwerte) §a2 l em? —0,450 | 0,655 1,76
o D- ‘ar X Vk‘évtsec | 717 o )
22 Dampfungszahl kzy1 = 5‘ pri k: om® =0,0052 . 0,00473 0,00788
| |

Die Daten fiir die 550 PS- und 3000 PS-Anlage verdanke ich den Vulcan-Werken Hamburg und
Stettin und der M. A. N.; die mittlere Spalte (1200 PS) bezieht sich auf das in dem Aufsatz von Hermann
Frahm?) in der Z. d. V. d. I. 1918, S. 177ff. untersuchte Aggregat.

Jede Anlage ist ein Generatoraggregat mit einer Schwungmasse zwischen
Olmaschine und Generator. Die 550 PS-Anlage deckt sich in ihren Léngen- und
Massenverhéltnissen ziemlich genau mit unserem Typenbeispiel Fig. 15a, sodaBl wir
der weiteren Rechnung die erste Rigenschwingungsform (Fig. 15b) zugrunde legen
diirfen. Die 1200 PS-Anlage ist genauer in Fig. 36a dargestellt. Die kleinen Luft-
pumpenschwungmassen sind nicht beriicksichtigt; ebenso konnte eine kleine Kupp-
lungsschwungmasse my; = 0,39 - m, zwischen Olmaschine und Generator bei der
I. Eigenschwingung vernachlissigt werden, da sie sehr nahe am Knoten liegt. Die
3000 PS-Anlage besteht aus einer Zehnzylinder-Olmaschine, anschlieBend folgt im
Abstand ;, = 1,0 - I, eine Reibungskupplung (mz = 11,8 - m,), darauf im Ab-
stand 7,; = 2,1 -1, die Generatormasse mg; = 18 - m,. Die I. Eigenschwingungs-
form, besonders der 1200-PS-Anlage zeigt die Eigenschaft, dafl an der schweren
Generatorschwungmasse nur geringe Ausschlige und darum auch nur verhéltnis-
‘miBig kleine Diampfungen auftreten. Wir konnten somit in erster Annédherung den
ganzen Verbrauch an Schwingungsarbeit der Olmaschine zur Last legen und das
berechnete &, als ihre Dampfungszahl bezeichnen.

Zu den einzelnen Spalten unserer Tabelle ist folgendes zu bemerken:

Spalte 1—11 sind Konstruktionszahlen.

Spalte 12—14: Die Zahlen sind Rechnungswerte und stimmen genau genug mit den mlttleren
MeBwerten iiberein. Diese sind nie scharf begrenzt, vielmehr erstrecken sich die kritischen Drehzahlen bei
-Anlagen der betrachteten Art etwa iiber Bereiche von 25—50 Umdrehungen, d. h. iiber 150—300 Schwin-

1) Einige weitere dankenswerte Angaben von Herrn Direktor Frahm erdffneten mir die Mog-
lichkeit, diese bis heute wohl vollkommensten Messungen von Verdrehungsschwingungen noch zu weiteren
Nachrechnungen heranzuziehen. Vgl unten S. 70 ff.
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gungsperioden pro Minute. Am ausgedehntesten machten sie sich bei der langen Zehnzylindermaschine
bemerkbar.

Spalte 15 und 16: Die eingeschriebenen Amplituden sollen gelten fiir den bei der betreffenden
kritischen Drehzahl vorhandenen mittleren Druck und fiir die bewirkte Drehkraft. Sie sind gewihlt
nach Ergebnissen aus der Analyse abgenommener Indikatordiagramme und weichen nur wenig von unse-
ren theoretischen Werten (Fig. 201) ab.

Spalte 17: Die Ausschlige 1,13° und 1,25° sind direkt mit einem Geigerschen Torsiographen
gemessen. Der Ausschlag 1,19° der 1200 PS-Anlage ist aus Abb. 8, Ausschnitt Nr. 9 des Frahm’schen
Aufsatzes (unsere Fig. 36i) auf folgende Weise berechnet: Das Diagramm zeigt im Mittel eine stirkste

Verdrehung o’ = 2,0 cm (vgl. hierzu eingehender S. 70). Infolge der (61 4) fachen Ubersetzung?) ver-
dreht sich also die Meflinge 42,8 cm (nicht 46,2 cm!) um ——— 6l 12 — 0,00273 cm auf dem Kreis mit Radius
1 cm d. h. um 0,00273 Bogengrade. Die ganze reduzierte Linge zwischen Generator und 1. Zylinder ver-

dreht sich sonach um 0,00273 - Hs= 0,0115 Bogengrade. In der Schwingungsform entspricht diese

Verdrehung einem Ausschlagsunterschied = 0,553.  Der Ausschlag an der Kurbel (6) wird somit

0,0115 - 0, 553 = 0,0208 Bogengrade.

Spalte 20—21: Wie weiter unten S. 64/66 gezeigt wird, bleiben im Resonanzzustand die reibungs-
freien Eigenschwingungsformen auch bei den wirklichen, gegeniiber Ddmpfungen kontinuierlich erzwun-
genen Schwingungen fast vollkommen erhalten, solange die Démpfungen klein bleiben. Wir kénnen
daher in unseren drei Fillen aus der GroBie des Ausschlags an einer einzigen Stelle des Systems, z. B. am
Luftpumpenende auf alle weiteren Ausschlige schlieBen. Die Summe der tatsichlichen Ausschlige be-
rechnet sich sonach z. B. fiir das 550 PS-System nach Fig. 15b zu

0,345 - (1 + oy + - - - ovg) = 0,345 (1 + 0,959 + 0,88 + 0,765 -+ 0,616 + 0,447) = 0,345 - 4,667 .

Spalte 22: k, ergibt sich mit den entsprechenden Zahlenwerten der Spalten 13,
16, 20, 21 aus der Arbeitsgleichung (14a)

6 6
D-Za:kz-n-Z(az);

Wie schon oben bemerkt wurde, ist k, nur insoweit die Dampfungszahl der betreffen-
den Olmaschine, als elektrische Dampfung, Luftreibung des Schwungrades usw. un-
wesentlich grof3 waren.

Am richtigsten scheint der Wert k, = 0,0047 die Dampfung der Olmaschine wieder-
zugeben, aber auch diese Zahl diirfte nicht als unbedingt und konstant anzu-
nehmen sein. Genauere Nachrechnungen der Frahmschen Torsiogramme zeigen,
dafl die Widerstinde mit kleineren Verdrehungen auch ihrerseits abnehmen. Wir
mufBlten z. B. fiir Ausschldge, halb so grol wie die groBten kritischen, ein k, = « 0,004
annehmen, um gute Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung zu erhalten
(vgl. Tabelle S. 74).

Es erscheint sehr wohl moglich, durch weitere, zielbewuBte und genaue Messungen
in diese Zahlenwerte eine bestimmte Gesetzm#Bigkeit zu bringen. Fiir die folgenden
Beispielrechnungen einigen wir uns auf eine ungefihre mittlere Pauschalzahl

Je. = 0,005 — 0,006 [l-‘g;s‘;&]; (15)
cm-
und verstehen darunter den
Dampfungswiderstand pro je 1 Zylinder
pro je 1 cm? Kolbentliche i
pro je 1 cm/sec Schwingungsgeschwindigkeit auf dem Kurbel-
kreis, als Kraft angreifend am jeweiligen Kurbelradius RB.
In dieser Fassung ist die Zaht den Bediirfnissen der Rechnung angepafBt. Sie

erfiillt fiir unsere Zwecke ihre Aufgabe, wenn sich die mit ihr berechneten Ausschlige
gut mit den gemessenen decken.

1) Vgl. hierzu auch FuBnote S. 74.



56 Uber die Eigenschaften und Wirkungen der harmonischen Drehkrifte.

Anmerkung: Holzer leitet in seiner ,,Berechnung der Drehschwingungen S. 98 ff fiir die
Kurbeldimpfung die Funktion k= 0,04-m-® ab, wobei k das totale dimpfende Moment pro
Einheit der Schwingungsdrehschnelle, m das Trigheitsmoment der reduzierten Zylindermasse und
o die Drehschnelle der fraglichen Schwingung bedeutet. Um diesen Faktor ¥ mit unserem #. ver-
gleichen zu konnen, miissen wir ihn einerseits auf die Einheit der Kolbenfléiche beziehen und auferdem
noch mit 72 dividieren, weil unser k. die dimpfende Kraft am Hebelarm 7 und pro Einheit der
Schwingungsgeschwindigkeit auf dem Kreis mit Radius 7 (und nicht mit Radius 1) bedeutet. Fiir
die 3 Anlagen der Zahlentafel 4 erhalten wir sonach k. rechnungsmiBig zu

0,04 (m, 1% @, m, .
k= T = 004 - o
N PS 550 ] 1200 3000
m, kg - sec? 0,31 ; 0,69 1,1
= = a0 = 0:000323 | [ree = 0,000434 | o = 0,000 50
1
w, — 245 ! 295 152
sec i
1
k, kg - reo " 0,00317 i 0,003 906 0,003 04
cm? 1

Der zweite dieser rechnungsmiBigen Werte deckt sich nahe mit dem entsprechenden der rein
empirisch abgeleiteten Werte in Spalte 22 der Tafel 4, die im iibrigen alle Widerstéinde in der ganzen
Anlage in sich schlieBen. Da bei der 1200-PS-Anlage alle Nebendimpfungen nur gering sein konnten,
so darfin dieser fiirs erste befriedigenden Ubereinstimmung eine Bestatigung der Holzerschen Funktion
erblickt werden.

C) Berechnung und Vergleich der erzwungenen Schwingungen.
1. Problemstellung.
Es sei ein Massensystem mit folgenden Daten gegeben: Fig. 10, 33a, 34a

my = 15;
& — 47.
my—10; | [kgosec?|  pp— Yy A= leml J, = 2400 [em?];
~om =20 , 2% r =10 [em];
mg = 3; om tg = Ys; 2 T = /s N ’
l,=3 , "8 /s H = 20.10°%[kg].
my = 3; ta = Ys; 8 0 Lke}

Nach 8. 23 besitzt dieses System seine Eigenschwingungszustinde bei n.; = 2700, n.;; = 4420,
%erm = 8100 (wegen der viermal so groflen Konstanten H = 20. 108 statt 5- 108!). Wir wollen hier
lediglich den Bereich der ersten Eigenschwingungszahl untersuchen in der Voraussetzung, dal die antrei-
bende Olmaschine nur noch bis hinauf zu dieser Periodenzahl geniigend starke Impulse abgeben kinne
(z. B. bei 450 U/Min die Harmonische sechster Ordnung mit 6 - 450 = 2700 Imp/Min). Die reibungs-
freie theoretische I. Eigenschwingungsform ist genau durch Fig. 10a wiedergegeben.

Auf dieses System lassen wir duBlere Krifte von zweierlei Art einwirken:

a) Die erregenden Krifte moégen die Harmonischen sechster Ordnung
(Ds = 0,37 kg - cm?; Fig. 19g) einer Sechszylinder-Olmaschine von 35 cm Zylinder-
bohrung (F = 960 cm?2) und (2 - 17,5) cm Hub sein. An jeder reduzierten Zylinder-
schwungmasse wirkt dann am Kurbelradius R = 17,5 cm eine rein sinusférmig
schwingende Kraft von der Amplitude 0,37 - 960 = 356 kg. Dementsprechend
wihlen wir dann am Reduktionsradius 7 = 10 cm fiir je eine Gruppe von drei Zylindern
eine schwingungserregende harmonische Drehkraft D

D(I) = -D(II) =3 (356 . 1,75) = oo 1850 kg .

b) Fiir die dimpfenden Krifte haben wir nach den Ausfiihrungen unter B)
S. 55 eine Zahl k, = = 0,006 zugrunde zu legen, d. h. wir miissen fiir 3 Zylin-
der mit Kurbelradius B = 17,5 cm ein totales Bremsmoment = 3 - (0,006 - 960) - 17,5
= 302,5 cm - kg pro » = 1 cm/sec Schwingungsgeschwindigkeit auf dem Kreis mit
R = 17,6 cm in Rechnung stellen. Pro v = 1 cm/sec auf » = 10 cm entspricht dem
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ein Bremsmoment = 302,5 - 1,75 = 530 cm - kg; oder fiir unser Rechnungssystem
mit dem Reduktionshalbmesser = 10 cm ist eine Dampfungskraft K = 53 kg
anzunehmen. Wir rechnen rund mit 50 kg pro 1 cm/sec Schwingungsgeschwindigkeit,
d. h. mit &, = 0,0057 statt 0,006. Die totale Dimpfungskraft fiir v = (x%) cm/sec
wird somit

B

K "a - 50

o= Kay = (un)-50kgs  wnd K= 1 = (*72)

Je eine schwingende Kraft D =1850kg und K = 50 @7 kg sollen also an den beiden Massen m; und
m, angreifen; m, und m, sind vollstindig frei von duBeren Einwirkungen. Die Krifte K sollen reine Ge-
schwindigkeitsddmpfungen sein, d. h. den Ausschligen um eine Viertelperiode nachhinken. (Wir kénnten
auch reine Reibung der Lage, d. h. Klemmungen, in Phase mit den Ausschlédgen, oder jede andere
Zwischenphase annehmen; es fehlt jedoch vorab noch eine geniigende versuchsméfige Kldrung und Be-
griindung fiir eine prézisere Annahme.)

Unser Ziel

ist es nun, festzustellen, wie grofl die erzwungenen Ausschlige werden und wie sie sich
unterscheiden, wenn die Erregungen D) einmal gleichphasig und das andere
Mal mit entgegengesetzter Phase angreifen.

2. Anordnung und Durchfiihrung der Rechnung.

Die folgenden Rechnungen sind unter Anlehnung an das bewihrte graphische
Verfahren von Giimbel (mitgeteilt in der Z. d. V. d. 1. 1912, S. 1025) durchgefiihrt.
Indes verdndern und erweitern sie die dort gebotenen Ausfithrungen in solch weit-
gehendem Mafle, dall eine genauere Darlegung der nicht ganz einfachen Operationen
besonders fiir den Ingenieur der Praxis dringend geboten erscheint. Wir geben zuerst
einen in groBen Ziigen gehaltenen Uberblick und besprechen dann nihere Einzel-
heiten.

a) Allgemeiner Rechnungsgang.

Um die eben gestellte Frage nach dem Unterschied der Ausschlige zu beantwor-
ten, berechnen wir in den Zahlentafeln 5 und 5a zwei Reihen von Schwingungs-
formen, geordnet nach steigenden Impulszahlen etwa von ¢ = 1900 bis- i = 4200
Imp/Min, oder fiir Erregerfrequenzen 5 = 180, 200, 220...400 1/sec, die erste
Reihe a) mit gleichgerichteten, die zweite Reihe b) mit entgegengesetzten Kriften
E bzw. D.

Die den Ausschligen um eine Viertelperiode nachhinkenden Dampfungskrifte
an my; und m, konnen nur durch #uBlere Krifte iiberwunden werden, die um eine
Viertelperiode voreilen. In unserer Rechnung werden also die Erregungen E (bzw. D),
die Didmpfungen K und die Trigheitskrifte 7', (und damit a,) nicht bloff in der
gemeinsamen Phase der Trégheitskrifte 7'y, 7'y, T'; oder der Ausschlige a,, a,, a;
vorkommen (als Vektoren mit augenblicklich vertikaler Richtung ,,v*), sondern sie
werden auch Komponenten besitzen, die um 90° dazu verschoben sind (dargestellt
durch Vektoren mit augenblicklich horizontaler Richtung ,,2*‘). Die simtlichen Krifte
und Ausschlége erreichen also nicht mehr im selben Augenblick ihren Null- oder Hochst-
wert, vielmehr sind diese Hochst- oder Nullwerte zeitlich mehr oder minder aus-
einandergedringt. Nach wie vor aber muf} in jedem Augenblick fiir das ganze System
Gleichgewicht bestehen, oder die geometrische Summe aller Kraftvektoren
den Wert 0 ergeben.

In den Spalten 1—34a und b der Zahlentafeln 5 und 5a wird bestimmt, in welcher
Grofe und Phase die Ausschlige bei den einzelnen Impulszahlen nebeneinander be-
stehen und in welcher Grofle zwei erregende Krifte zur Erzwingung dieser Ausschlige

1) Beziiglich des unterschiedlichen Gebrauchs der Symbole D und E fiir die erregenden Krifte
vgl. S. 31.
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notwendig an den Massen m, und m, angreifen miissen, wenn die Verdrehung a, auf
dem Kreis mit 7 = 10 cm nach Annahme z. B. jeweils 1 cm betragen soll. (Die zwei
erregenden Krifte ergidnzen die geometrische Summe aller iibrigen Kraftvektoren
zu Null, treten also sinngemifl an die Stelle der einen Giimbelschen Restkraft!) und
sind ebenso wie diese Restkraft verhiltnismaBige Grofen.) In Spalte 35—38a und b
werden dann die Werte von Spalte 3, 6, 10, 34a und b auf die tatséchlich gegebene
Erregung D = 1850 kg umgerechnet. Diese reduzierten Werte (a;..,),
stellen somit die gesuchten Verdrehungen dar, welche an unserem
System bei den angenommenen Reibungswiderstinden unter der Ein-
wirkung zweier gleichund entgegengesetzt schwingender Drehkrafte D
von je 1850 kg Amplitude erwartet werden miissen.

Die Zahlentafel 5a ist eine nebenherlaufende Zwischenrechnung, welche die
weiter unten S.59u.62 abgeleiteten Formeln 17—18a auswertet, und somit dieinden
Spalten 18 und 27a und b eingefithrten verhiltnismiBigen Erregungen bestimmt.
ZweckmiBig werden die Spalten in der Reihenfolge ihrer Nummerierung, d.h. also
die beiden Zahlentafeln absatz-
weise durcheinander ausgewertet.
Es wird zuerst das System bis zum
Angriff der ersten duBeren Krifte
E;und K;durchgerechnet, dann %,
und die weitere Form », und da-
== mit £ und die Form % bestimmt.

H(y

4/ i 2t b) Einzelheiten.
) ~
Fic. 31 Ausschaltung der Kriaftepline:
A Die Neigungen der Seilstrahlen, die sich
zum Polygon der Schwingungsform an-
einander reihen, sind nicht mit besonderen Krifteplinen graphisch bestimmt, sondern (was genauer auf
dasselbe hinauskommt) direkt berechnet nach der Proportion:

Al:da =H:T; bzw. =H:3T
T s vgl. in Fig. 31 die beiden

= . = it schraffierten Dreiecke.
da AlH, bzw. 4l i

Dabei bedeutet T' bzw. 2T immer einen Ausdruck = (ma)- %2, worin %2 jeweils eine Konstante ist. Zur
Vereinfachung der Zahlenrechnung eliminieren wir diesen unhandlichen groBen Zahlenfaktor durch Ver-
mengung mit H, und rechnen nach der Beziehung:

=T
a7, ; H
da = Al oG wobei H = ¥ (E)

SinngemiB haben wir dann aber auch alle Krifte £’ mit (E’i) und K’ mit (71{2) einzusetzen [kg - sec?].
n

Vorzeichen: Die Vorzeichen sind in unseren Schwingungsrechnungen nach bestimmten Voraus-
setzungen und Vereinbarungen zu verstehen: Sie gelten lediglich fiir den in der Rechnung gerade fest-
gehaltenen Augenblick (meist eine der beiden Grenzlagen bei Umkehrung der Bewegung). Geht man von
einer Anfangsbedingung aus (z. B. Ausschlag ¢, = +1,0), so reihen sich die einzelnen Werte (Ausschlige
und Krifte) mit ganz bestimmten Vorzeichen aneinander. Fiir einen anderen Augenblick konnten sich
freilich andere Vorzeichen ergeben, aber das allein Wesentliche ist, daB sie immer in der gleichen relativen
Constellation zueinander stehen werden, die auch schon durch die erste Annahme festgelegt ist.

Im einzelnen seien die in der analytischen Geometrie iiblichen Rechenregeln beibehalten: Wir
zihlen also in den Schwingungsformen (oder Seilpolygonen) alle nach rechts und aufwirts gerichteten
Lingen und Krifte positiv, alle nach links und abwiirts gerichteten Komponenten negativ (vgl. die Vor-
zeichen in Fig. 31 und 32); desgleichen wird der Drehsinn aller in ,,Ebenen, senkrecht zum Zeichenpapier*
rotierenden Fahrstrahlen, welche rein harmonisch schwingende GroBSen darstellen, entgegen dem
Uhrzeigersinn angenommen, gesehen in Richtung von Masse m, gegen Masse m,, m,. .. hin. Ein

1) Vgl. Z. 4. V. d. I. 1912, S. 1030, sowie unsere Erliuterung S. 28.
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nacheilender Vektor ist somit um einen bestimmten Winkelbetrag i m Uhrzeigersinn, ein voreilender ent-
gegengesetzt verlagert (vgl. Fig. 32, 33, 34).

Mit dem Drehsinn der Maschine haben diese Rechenregeln nichts zu tun.

Die Auswertung der beiden Zahlentafeln wurde mit einem 50 cm langen Rechenschieber vor-
genommen.

Spalte 1—12 ist den beiden folgenden Spaltenreihen 13—38a und b gemeinsam.

Spalte 5,9, 19a und b’ 28a und b: Bei der zahlenméfBigen Bestimmung der Gréfen 4a muf ein
negativer Horizontalzug (—H’) gewéhlt werden, weil wir das Seilpolygon von links nach rechts herein
berechnen, der Horizontalzug also immer nach links gerichtet ist (vgl. Fig. 31), odsr analytisch aus-
gedriickt, weil wir bei der Rechnung von der Stelle n zur Stelle (n 4+ 1) fortschreiten. Positives H
ist zu wihlen, wenn man rlickwirts rechnet, also von Masse n zur Masse (n — 1) fortschreitet.

Ableitung einer Beziehung fiir E, und E;: Die Summe S} (Spalte 12) ist jene Gesamt-
trigheitskraft, welche von den 3 Schwungmassen m,, m, und m; auf das noch iibrige Restsystem
(Lénge !; mit Schwungmasse m,) iibertragen wird. Am Beginn der Linge [/, wirken somit auBer S; noch
die Erregung £} und die Dimpfung K;; am anderen Ende von I, an der Masse m, wirken E;, K und T';.

Unsere Aufgabe ist, die Erregungen + E} = + E/ (bei gleicher Phase) bzw. -+ Ej = — E; (bei
entgegengesetzter Phase) so zu bestimmen, daf sich alle Krifte Gleichgewicht halten, oder die Summe 0 er-
geben. AuBerdem muB am Anfang von I; gerade der volle Ausschlag a, vorhanden sein, damit die Liinge I,
zwanglos mit dem Hauptteil (!, + /,) zusammengefiigt schwingen kann.

Durch 6fter wiederholtes Probieren konnten wir immer in jeder einzelnen Rechnungsreihe die Werte
E’ entsprechend diesen beiden Bedingungen mit sukzessiver
Anngherung berechnen. Mit Hilfe der unten folgenden Be-
ziehungen (17 und 18) sind wir indes in der Lage, die Be-
trage B, und E}, wenigstens fiir kleine (normale) Dimpfungen
fast vollkommen genau direkt vorauszuberechnen.l)

Wir wissen, der Vektor 8} steht augenblicklich vertikal;
er bedeutet also eine Kraft, die ebenso wie der Ausschlag a,
gerade ihre volle Amplitude erreicht hat. Der Vektor Kj da-
gegen befindet sich gerade in horizontaler Lage und vertritt
die Dampfung, die soeben den Wert =+ 0 erreicht hat, weil an
mg im Augenblick der Bewegungsumkehr keine Reibung auf-
tritt. Die tlibrigen Krifte B, E;, K, T, haben dagegen wie .
auch der Ausschlag g, in beiden Richtungen oder Phasen Fig. 32.
eine Komponente.

Als vertikale Kraftvektoren sind somit zu rechnen S}, £}, = (
K- T, kann direkt durch S} und E;, ausgedriickt werden:

&S \
+ | Ziktrichtung bei

Legqun der Phase

B,

172

)a E;vz (%}_v)’ T:u und

l
dag, = —35 (B, + 8)) 5 , Maly

myl,
37 — 8 2

4 — —
T, = myay, = mya; — B 3 g3

Ay, = a3 + dag, ;

K}, besitzt folgende Herkunft: Die rein horizontale Dimpfungskraft K3} bedingt notwendig einen horizon-
talen Ausschlag a,; und dieser hat wieder eine um 90° nachhinkende, also vertikale Démpfungskraft K},
zur Folge. Uber seine Bedeutung ist zu sagen, daB es meist vernachlissigt werden kann, da es fiir kleine
k, gewissermaBen klein von zweiter Ordnung wird. Kj und damit a4, wird bereits einmal klein von &,
her; K%, wird also aus dem kleinen a,; noch einmal um eine Ordnung kleiner. Diese Vertikalkrifte miissen
die Summe O ergeben. Wir erhalten also die Gleichungen

a) + Eg =+ E3 (gleiche Phase) b) + E3 = —FE3 (entgegengesetzte Phase)
S, 42E 4+ T,,+ K\, =0; 8, +0+ T+ Kipy=0;
l l
84 m;I,3—1)—1n4 as—K{, 84 m;,?'—l)—mms—]qv

2

malg > (li) E:J— malsg 5 (E)
H 1 TH

1) Holzer hat in seiner ,,Berechnung der Drehschwingungen‘ in den Zahlentafeln 6—6c¢ eine
streng richtige Methode zur Berechnung erzwungener Schwingungen entwickelt, die besonders fir
genaue Detailrechnungen mit einer gréBeren Anzahl erregender Krifte geeignet erscheint: Er fiihrt
den Ausschlag der 1. Schwungmasse als Unbekannte z ein und iiberrechnet damit das ganze System,
so daB jeder.einzelne berechnete Wert und somit auch die Restsumme aller Krifte als ein von z

abhingiger Ausdruck resultiert. Die Restsumme der Krifte gleich Null gesetzt, ergibt dann die ein-
fache Bestimmungsgleichung fiir .
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Zahlen-
Stehende geddmpfte Verdrehungsschwingungen, erzwungen von
System my bis ms;
1 1 g 1/sek 180 200 220 240 260 280
2 H=> kg - sek? 617,5 500 413 ! 347 296 255,1
3 a, = em = = = = = als konstant an-
4 Ti=ma, p kg - sek? = = =
5 day=1,- —Ill'i cm - 0,607 - 0,75 - 0,909 - 1,081 - 1,267 - 1,4705
6 a=a+da, em | + 0,393 + 0,25 + 0,091 - 0,081 - 0,267 - 0,4705
7 Ty =maay kg - sek?)| + 3,93 + 2,5 + 0,91 - 0,81 - 2,67 ~ 4,705
8 Sy =T+ T kg -sek?|| +18,93 +17,5 +15,91 +14,19 +12,33 +10,295
S
9 Aa==l,-:‘—§7 ecm - 0,613 - 0,700 - 0,7705 | - 0,818 - 0,833 - 0,807
10 as=a,+ da, cm ~ 0,22 - 0,45 -~ 0,6795 | - 0.899 - 1.10 - 1,278
1 T = maas kg - sek?| — 0,66 - 1,3 - 2030 |- 2607 |- 33 _ 3,833
12 Sg=T;+ Ty + T, kg - sek?| +18,27 +16,15 +13,872 +11,493 + 9,03 + 6.4625
System I3 mit m,;
18a | S;+E,= kg - sek?| +10,207 + 9,61 [+ 8924  + 8153 |+ 7,272 - + 6,252
19a | daso=(S; + E, H, cm - 0,496 - 0,577 ~ 0,648 - 0,705 ;- 0,737 ; - 0,735
20a | @sv=ase+ dagy em ~ 0,716 - 1,027 - 1,828 - 1,604 | - 1,837 |- 2,013
21a | Tiv=my-aso kg - sek2] - 2,147 - 3,08 .- 398 |- 4811 . - 5511 , - 6,088
22a | S;+2E,+ Ty,= ke - sek?| - 0,003 - 0,01 - 0008 '+ 0002 '+ 0008 .+ 0,002
27a | (K3, + Ep) kg - sek?| + 0,0743 + 0,0791 |+ 0,0825 |+ 0,0844 |+ 0,0835 |+ 0,0798
28a | aswm =dasn —(K3h+E;,) cm - 0,00361 | - 0,00475 | -~ 0,00599 | — 0,00730 | ~ 0,00846 | — 0,00939
29a 1 Ty, =My din kg-sekﬁ‘ - 0,01083 | - 0,01424 | - 0,01797 | — 0,02189 | - 0,0254 | — 0,02817
30a | EKi+2Ep+ To+ Kip kg - sek?] - 0,00003 | ~ 0,00004 | - 0,00017 | + 0,00021 | + 0,0001 |+ 0,00013
50 (- agm) | | _
3la | Kj,=——— kg - sek2| + 0,001 i+ 0,00119 . + 0,00136 | + 0,00153 | + 0,00163 : + 0,001875
33a | BE=n2- V(E,j)a +(Ep)? kg 261 300 261 700 239750 . 193100 120 750, 29 280
34a a4}=1’(a4h)*+7;zﬁ em ‘. 0716 001,027 001,328 '~ 1,604 01,837 oo 2,013
=N .
Reduktion der Ausschlige,
85
35a (al),=ax--—~1E0 =a,-¢ cm + 0,00708 |+ 0,00707 | + 0,00772 | + 0,00958 | + 0,01532 | + 0,0832
36a | (a2)r=as- ¢ cm + 0,00278 | + 0,00177 | + 0,000702! — 0,000776] — 0,00409 | — 0,02973
37a | (agdr=as-¢ cm - 0,001558 | — 0,00318 | — 0,005245/ ~ 0,00861 | — 0,01685 | — 0,0815
38a | (@dr=as-¢ cm - 0,005068 | — 0,00726 | — 0,01025 | - 0,01537 | —~ 0,02814 | ~ 0,1272
System I3 mit m4;
18b’| S;+ Eqw L kg - sek2||+ 119,77 | +81,55 +53.89 | +33,663  +18,685 + 7,3435
19b’ Aasv=(s;;+E;;v)'—_‘%l‘r cm - 5,817 - 5,803 - 3914 |- 2910 |- 1,804 -~ 0,8635
200"} @ = asv + dage cm - 6,037 - 5,343 - 45935 ' - 3,809 | - 2,994 - 2,141
210" | Tio=my-asw kg - sek2i| —18,111 -16,029 | -13,7805 . -11,427 | - 8,982 - 6,423
22b"| S5 + 0+ Ty + Koy kg - sek2| - 0,003 - 0,008 !+ 0,0002 |- 00024 - 00027 |+ 0,003
27b | K+ Ejn kg - sek?| —12,0211 - 8,0975 |- 55205 |- 3,7973 | - 2,5007 |- 1,7372
28b | am= Aaah—(Ka;.+E3;.)—— cm + 0,584 + 0,486 + 0,4018 |+ 0,3283 |+ 0,2635 |+ 0,2043
29b T4h—m4 an kg - sek?| + 1,752 + 1,458 |+ 1,2054¢ |+ 0,9849 |+ 0,7905 |+ 0,6129
30b | Kyn+Tin+ 0+ K -sek?| - 0,0011 - 0,0005 | - 0,0001 {4 0 + 0 + 0
, 50-(-a.
31b | K= ( ) kg - sek?| — 0,162 - 0,1215 | - 0,0913 | - 0,0684 | - 0,05068 | — 0,03651
33b | E=n2-Y( ,,)A+(E ke 380,810+ | 263,6-10¢| 105,3-10¢| 129,4-10¢ | 67,24-104 13,70-10*
34b | as=Viaw? + (@ cm 6,065 5,365 4,613 3,823 3,005 2,156
Reduktion der Ausschlige,
5
35b <a1),=a,~»%£ =@y & cm + 0,000559 | +0,000702 | + 0,000947| +0,001429 | + 0,002752/ + 0,0135
36b | (@)r=aa-e cm + 0,00022 | +0,0001755 + 0,000086] —0 0001158 - 0,000735 — 0,00635
37b | (asir=az-¢ cm - 0,000123 | -0,0003158 — 0,000643| —0,001285 | — 0,003027| — 0,01725
38h | (ar=as-¢ cm 0,00339 0,003763 0,00437 |  0,005465 0,00827 0,02903
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tafel 5.
zwei Erregungen gleicher (a) und entgegengesetzter (b) Phase.
(Linge Iy + ).
282 283 284 300 325 329,7 350 365 375 400
251,5 249,7 248 2222 189,6 184,0 163,3 150 142,2 125
. - ]
genommen zu a;=+1cm = = = = = = = =
= =+15,0 = = = = = = = =
- 1,4915 |- 1,502 |- 1,5125 |- 1,688 |- 1,978 |- 2,038 |- 2295 |- 25 - 264 |- 30
- 04915 |- 0502 }- 05125 |- 0688 |- 0978 |- 1038 }-1295 |- 15 ~ 1,64 - 2,0
- 4,915 | - 5,02 - 5,125 |- 6,88 - 9,78 -10,38 -12,95 -15 -16,4 -20,0
+10,085 |+ 9,98 + 9,875 |+ 812 |+ 5,22 + 4,62 + 2,05 + 0 - 1,4 - 5,0
- 0,8015 |- 0,799 - 0,796 - 0,731 - 0,5505 | - 0,502 - 0,251 0 + 0,1969 | + 0,8
- 1,203 |- 1301 |- 1309 |- 1,419 (- 1520 |- 1540 |- 1,546 |- 1,5 ~ 1,4431 | - 1,2
- 3,879 - 3,903 |- 3,926 |- 4257 |- 4,586 |- 4,62 - 4,638 |- 4,5 - 4329 |- 3,6
+ 6,206 |+ 6,077 |+ 595 |+ 383 [+ 0,635 +0 - 2588 |- 45 - 5729 | - 88
a) +Eg =+ Ey; Form ,0%,
(+ 6,141) |+ 6,084) |+ 6,081) |+ 5001 !+ 3,428 |+ 3,067 |+ 1,412 |+ 0 - 1,026 | - 3,905
- 0,7323 | - 0,7312 | - 0,7203 |- 0,687 |- 0.5415 ‘| - 0,498 | - 0,2592 0 + 0,2165 | + 0,937
- 2025 |- 20322 |- 2038 |- 2106 - 207 - 2038 §- 1802 |- 15 - 1,2266 | - 0,263
- 6,076 |- 6,097 |- 6113 |- 6318 [~ 621 - 6115 |- 5418 |- 45 - 3,680 | - 0,789
- 0,0005 | - 0,006 |- 00009 |+ 0 + 0,000 |- 0001 |- 0008 |+o0 - 0,003 |+ 0,001
Form ,,h*.
+ 0,079 |+ 00787 |+ 50784 |+ 00719 [+ 0,0548 |+ 0,050 |+ 0,0255 |- 0,0002 |- 0,0211 ' - 0,00145
- 0,00943 | ~ 0,00946 | - 0,00950 [~ 0,0097 !- 0,00867 | - 0,00815 | - 0,00468 | + 0,00004 | + 0,0445 - + 0,02195
- 0,02829 | - 0,02838 | - 0,0784 |- 0,02009 - 0,02601 | - 0,02445 | - 0,01405 | + 0,00012 | + 0,01335 | + 0,06585
- 0,00019 | - 0,00008 | + 0,00023 |~ 0,00001 |+ 0,00009 | - 0,00005 | - 0,00095 | — 0,00018 | + 0,00015 | + 0,0001
+ 0,001673} + 0,001672‘ + 0,001672+ 0,001617|+ 0,001335' + 0,00122 | + 0,00087 { — 0,00005 | - 0,0006 3 - 0,00275
25060 24715 25790 113940 296 200 333300 490700 600600 661500 ‘ 751500
~ 2025 oo 20322 oo 2,038 | 2,106 oo 2,07 2,038 01,8052 fov 15 01,2266 | oo 0,263
entsprechend D = 1850 kg.
+ 0,0738 [+ 0,0748 |+ 0,0717 |+ 0,01623 [+ 0,00625 | + 0,00555 | + 0,00877 | + 0,00308 | + 0,00280 | + 0,00246
- 0,03628 | - 0,0376 | - 0,0368 |- 0,01117 |~ 0,00611 | — 0,00577 | - 0,00488 | — 0,00462 | - 0,00459 | ~ 0,00492
- 0,005¢ |- 00973 }- 0,0088 |- 0,02304 |~ 0,00955 | — 0,00854 | - 0,00583 | -~ 0,00462 | - 0,004038 - 0,00296
- 0,406 |- 0,1522 |- 0,1462 |- 0,03418 |- 0,01293 | - 0,01132 | - 0,0068 | ~ 0,00462 | — 0,003432 ~ 0,00065
b) +E3=-—E4; Form ,p*;
+ 6,4038 |+ 59448 |+ 5481 |- 1,020 |- 83555 |- 9,47 -13,123 | -15,0 -15,889 | 16,941
- 0764 |- 0714 |- 06627 |+ 0,139 |+ 1,322 |+ 1544 |+ 2411 |+ 3,0 + 3,353 |+ 4,064
- 2,057 ~ 2,015 - 1,9712 {- 1,28 - 0,2065 |+ 0,004 + 0,865 + 1,5 + 1,9099 | + 2,864
- 6,171 - 6,045 - 5,9136 |- 3,84 - 0,6195 |+ 0,012 + 2,595 + 4,5 + 5,7297 | + 8,592
- 0,0002 |- 0,0026 |+ 0,0024 |- 0,002 + 0,0018 | + 0,0002 ]+ 0,0024 |+ O + 0,0034 |+ 0,0007
* Form ,,h*;
- 1,6663 | - 1,6319 |- 1,5078 |- 1,1140 |- 0,5634 | — 0,4778 | - 0,2771 | - 0,0004 |+ 0,0979 |+ 0,2898
+ 0,1087 |+ 0,1961 |+ 0,1932 |+ 0,1504 |+ 0°0891 | + 0.0779 |+ 0,0325 }+ 0 - 0,02066 | - 0,06956
+ 05961 |+ 05883 |+ 0,5796 |+ 0,4512 |+ 0.2673 | + 0,2337 | + 0,09753 | + © - 0,06198 | ~ 0,2086
+ 6 + 0,0003 | - 0,0002 |+ 0,0001 |- 0,0002 |+ O + 0,00003 | - 0,0002 | - 0,00008 | + O
0,03523 | ~ 0,03463 | — 0,034 -~ 0,02507 |- 0,01372 } — 0,0118 | - 0,00465 0 + 0,00275 | + 0,0087
11,54+10¢ | 11,28 .10 | 11,65+ 10¢ | 44,73+ 10%| 94,97+10¢ | 102,9-10¢ | 120-10¢ | 140,1-10¢]142,95-10¢}133,75-104
2,087 2,025 1,981 | 1,288 0,2250 0,078 0,8655 1,5 1,910 2,865
entsprechend D = + 1850 kg.
+ 0,01603 | + 0,01640 | + 0,01588 |+ 0,00413 |+ 0,00194 | + 0.00179 | + 0,001434] + 0,00132 | + 0,001295 + 0,001383
~ 0,00788 | - 0,00823 | ~ 0,00814 |- 0,002845|- 0,00196 | — 0,001867 .~ 0,001857] ~ 0,001981} - 0,002122| ~ 0,002767
0,02073 | - 0,02133 | — 0,02078 |- 0,00587 |- 0,002978 ~ 0,002770] ~ 0,002217 ~ 0,00198 | — 0,001868] ~ 0,00166
0,03312 0,03322 0,03146 |  0,00533 0,00046?{ 0,00014 0,001241}  0,001981]  0,002472|  0.003963
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Zahlen-
Berechnung der verhiltnisméBigen Erregungen
| !
18 7 1/sek | 180 200 220 240 | 260 280
14 ﬁilﬁ — 0,1458 0,180 0,218 0,2593 ' 0,304 0,353
15 2- ";f’ — 1‘ +1,854 +182 | +1,782 +1,74o7} +1,606 | +1,647

Berechnung von + E,,

1
16 8} (’%i - 1) e ag kg -sek?| -14,96 -11,9 ’ -8,817 - 5,816 2,086 | 0,348
17a | Ef=+El, kg - sek? - 8,063 ~6,54 - 4,947 -8,3¢ 1 -1,758 -0,2108
17b | El,=-El, kg -sek| +10255 | +66,1 1 +40,46 . +2241 | 49,82 +0,985
Berechnung von + Ej,
. ! t H ' . |
23 l E}= 50-a, kg-sek®’  -0,0611 | -0,1125: -0,1545' -0,1873! -0,2117 I - 10,2282
” : v | i |
a) +Ey,
242 1= io'ﬂﬂ kg - sek? -0,1989 -0,2565| -0,3017| -0,334 -0,3532| -0,3595
25a | Kl (";‘Zfa - 1) - K, kg - sek?|  +0,2511 +0,3487 |  +0,4225 )| +0,4728 | +0,5008 | +0,5072
268 | Ey=+E ke - sek?|  +0,1354 +0,1916 | +0,2370| +0,2717 | +0,2952 | +0,308
b) +Ej,
24b | K= §°—;]“J’ ke - sek? -1,692 -1,346 -1,051 ~0,7976 | -0,5788| -03847
25b | g7 (”zf“ - 1) - KL, kg -sek|  +1,744 +1,438 +1,1718 l +0,9364| +0,7262| +0,5324
26b | El=-E; kg -sek?| 11,96 ~7,985 ~5375 |, -3,610 -2,388 | -1,509
Wiederholte Berechnung von + E,, = - E;,
y , | !
b | g (’ﬁ;— - 1) ~maas - Ky ;kg -sek?|  -148 | -11,779 ~8,726 ~ 5,748 -2,935 -0,311
b’ | Ej=-E, _ kgesek?] +101,5 +65,4 +40,02 +22,17 +9,65 +0,881
Totale Erregung
32a | Ej=E=V(E) + (B} kg seke 8,064 | 6,542 4953 3352 1,786 0,3733
33a | E;=E,=y.E, kg 26,13+10¢ | 26,17-10¢| 23,98.10¢| 19,31.10¢| 12,08-10%| 2,928 -10¢
32b | Bi=-E(=VE)+E® |kg.sek?| 1021 65,9 40,37 22,45 9,945 1,747
33b | Ey=-E,=s-E] kg | 330,8-10* |263,6-10% [1053-10¢ |129,4-10¢ ' 67,24.104| 13,70 10¢

Als horizontale Kraftvektoren kommen in Frage: Ein, Ein, Tin Kb und K4y T, kann
wieder durch Ej; und K} ausgedriickt werden: Nach Voraussetzung ist:

Gon =05 somit dagy = agy = (K% + Bia) 2,5 und Tiy = myay, = —(K; + Byy) ™05

-
K3 kann direkt aus g berechnet werden. Diese Horizontalkrifte miissen sich wiederum zu Null ergéinzen:
a) K +2E, + Th+ Kjn=0; b) K40+ ThH+K=0.
mel3 m4l3
& (Gr-1)-K w (G -1)-xep
° = 5 (18) E, = (18a)
g_ M4 l3 = l k _mgly —_

H/

Anwendung der Beziehungen fiir B, und E, (Zahlentafel 5a): In den Spalten 13 bis 17, 23
bis 26a und b sind die Formeln 17 und 18 ausgewertet und zwar wird zuerst, wie Spalte 16 erkennen 148t,
Ki, > 0 angenommen. Wie schon erwihnt, finden wir damit der Reihe nach -+ E!, (16 und 17), die Form v
(18 bis 22), B} (23 bis 26) und die Form & (27 bis 30). Erst jetzt ist nachtréglich die Berechnung von K7,
in 3la und b méglich. In Spalte 31a ist es durchweg so klein, daB es den Zihler in der Formel (17 und
17a) und damit &, selbst nicht beeinfluBt. Lediglich im Gebiet 7 = 282, = 283, = 284, wo ja die ,,Rest-
kraft* E; durch Null hindurchwechselt, ist eine Korrektur der in Spalte 16 und 17a eingeklammerten
Werte notwendig. In 31b wurde K}, groBer befunden; es wurde deshalb in 17b fir alle 7 ein
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tafel 5a.
Eg und E, (nach den Formeln 17, 17a, 18, 18a).

282 283 284 300 325 329,7 350 365 375 400
0,358 0,360 0,363 0,405 0,4747 0,489 0,5508 0,60 0,633 0,7195

+1,6422 | +1,6397 | +1,637 +1,595 | +1,525 | +1,511 +1,449 +1,4 +1,367 +1,280

(ohne Beriicksichtigung von Kj,, Spalte 31a)

-0,106 +0,018 +0,1345
(-0,10767) | (+0,01133) ] (+0,13283) +1,957 +4,252 +4,62 +5,801 +6,3 +6,432 +6,011
-0,0646 | +0,0079 +0 0822
(-0,0655) |(+0,0089) |(+0,0811) | +1,227 +2,788 +3,057 +4,00 +4,5 +4,703 +4,695
~+0,296 -0,03608 | -0,3707 | -4,833 - 8,955 -9,45 -10,53 -10,50 -10,16 -8,355
| ! : |
-0,2293 | -0,2299 | -0,2308 | - 0,2365 ‘ -0,2350 | -0,2337 | -0,221 | -0,2055 | -0,1925 | -0,15
I
=+Eq
-0,3592 -0,359 -0,3589 | -0,351 | -0,3185 | -0,3093 -0,258 -0,2054 -0,1635 -0,0329
i
+0,5085 +0,5081 +0,506 +0,4918 | +0,442 +0,4286 | +0,3572 +0,2876 +0,2343 +0,0750

+0,3083 +0,3086 +0,3092 +0,3083 +0,2898 +0,2837 +0,2465 +0,2053 +0,1714 +0,0586

=-Ey
-0,3668 | -0,3581 | -0,3490 | -0,2146 | -0,0325 +0 +0,1285 | +0,2053 | +0,254¢ | +0,3586
+0,5141 +0,5052 +0,496 +0,3554 +0,156 +0,1194 -0,0242 -0,1231 -0,1838 -0,3165
-1,437 -1,402 -1,367 -0,8775 -0,328 +0,244 +0,0439 +0,2051 +0,2904 +0,4398

(mit Beriicksichtigung von Kj,, Spalte 31b)
-0,0708 | +0,0a76 | +o,1685 | +1,082 | +4,266 | +4,632 +5,806 +6,3 +6,43 +6,0023

+0.1978 -0,1322 —-0,464 —4,892 -8,99 —9,47 -10,535 -10,50 -10,16 -8,341

E=n2-VE) + (B2 =2 E
0,315 0,3087 0,3198 1,266 2,803 3,068 4,007 4,504 4,707 4,608
25 060 2,471-10¢| 2,579 -10%|11,394- 104 29,62-10¢| 33,33-10¢] 49,07-10¢| 60,06-10¢| 66,15-10%| 75,1510+

1,451 1,408 1,443 4,97 8,995 9,475 10,53 10,51 10,165 8,355
11,54-10¢ |11,28-10% | 11,65-10¢ [44,78-10¢ 94,97 - 10¢| 102,9 - 10¢ 129 -10+ }140,1-10* |142,95-10¢|133,75-10*

genaueres K3, = — E;, berechnet und damit die Form v etwas korrigiert. Lediglich diese zweite Rech-
nung ist in den Spalten 18 b’ bis 221’ in die Tafel 5 aufgenommen. Die erste Rechnung der Form % konnte
wieder weiterhin beibehalten werden, da ihre eventuelle Korrektur bereits unterhalb der Rechenschieber-
genauigkeit liegt.

Die Spalten 22 und 30 sind als Kontrollen aufzufassen. Sie miissen durchweg den Wert 0 ergeben.
Die absichtlich belassenen Fehlerbetrige rithren von Rechenschieberungenauigkeiten her.

Spalte 3la und b: Wir miissen (—a,3) in Rechnung stellen, weil einem horizontalen Ausschlags-
vektor (@) ein nachhinkender vertikaler Dimpfungskraftvektor zugehort mit Richtung entsprechend
unserer Vorzeichenvereinbarung (Fig. 32).

Die Spalte 34 und 38a und b: Die Ausschlige a, sind die totalen Verdrehungsamplituden an der

Stelle m,. Die horizontalen Komponenten a; in 28a sind so klein, da8 a, (34a) praktisch mit a,, (20a)
identisch ist. Es sind daher in 38a die reduzierten a, wieder mit Vorzeichen eingeschrieben.

8. Darstellung und Diskussion der Rechnungsergebnisse.

a) Die in den Spalten 1 bis 34 ausgewerteten Zahlen sind in den Fig. 33 und, 34 bildlich als Fahrstrah-
len dargestellt. Die Figuren b, ¢ und d zeigen die Ausschlige, die Figuren e, f, g geben die erregenden Krifte
fiir die verschiedenen # aneinandergereiht wieder. Wie die ganze Zahlenrechnung, so gelten auch die Bilder
fiir einen bestimmten Augenblick; sie halten jenen im Schwingungszyklus immer wiederkehrenden Mo-
mentanzustand fest, in welchem die Schwungmassen m,, m,, m; gerade ihre vollen Verdrehungsamplituden
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erreicht haben, somit auch ihre vollen Umkehrtrigheitskrifte entwickeln. Alle anderen dargestellten
GroBen a;, E’ sind in ihrer Phase zu diesem Zeitpunkt orientiert.

b) In Fig. 33b und 34b sind die Ausschligsvektoren im Aufrif (vertikal), in Figur ¢ von oben
gesehen im GrundriB (horizontal), in Figur d nach voller GréBe und Phase, von m, aus gesehen, dargestellt.

c¢) Die Formen v sind den Fig. 33b und 34b von m, bis m,; gemeinsam. Bei 7 = 283 (genau bei
7 = o, = 282,88) sind auch fiir die Linge I, die Formen v gleich, weil ja bei dieser Impulszahl jegliche
duBere erzwingende Kraft verschwindet, die Bewegung » also in beiden Féllen nur von den gleichen
Triagheitskriften bestimmt wird.

+E3 = +E4

b il o i e s e
5

m,Fm m,ia My
[e—ty=25-21e Ly =20 2113 ~30—

-10, T o -10 e g0 %oy Ym0
i L ] w0 _ o
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72
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Fig. 33—331. Fig. 34—34g.

d) In Fig. 33e sind die notwendigen Erregungen E’ geordnet nach steigenden Impulszahlen an-
einandergereiht und perspektivisch mit ihren Komponenten und als Resultierende in ihrer Phase dar-
gestellt. In Fig. 33f geniigt als SeitenriBprojektion nur ein Bild, weil B, und E, ja vollkommen gleich
sind. In Fig. 34f und g entsprechen sich immer zwei gegeneinanderstehende Fahrstrahlen.

e) Es wire eigentlich sinngemiB, alle Ausschlige zu gleichgerichteten, z. B. senkrechten E-Vektoren
(bzw. D-Vektoren zu orientieren, da ja die Kréfte als die primére Ursache der Bewegung anzusehen sind.
Es miiten dann alle Schwingungsformen gegeneinander verdreht dargestellt werden, was aber sicher viel
umsténdlicher wire.

f) Gegeniiber den E-Vektoren stehen die T, T, 7', immer genau vertikal, die K,-Vektoren immer
genau horizontal nach links, die 7', in der Richtung der Ausschlige a,, die K, senkrecht zu 7', oder a,, d. h.
sie verlaufen meist wie K, besitzen nur eine kleine Komponente in vertikaler Richtung, eben das Glied K.



+D3=-0y

+,010

*04

+ 0y~

4

a
+1920cm

Die von harmonischen Kriften erzwungenen Schwingungen. 65

7,
., "9>/ ”3\’

A
SHPDSS

_ '&/,Q‘Qy,

Darstellung der von zwei schwingenden Drehkriften gleicher Amplitude Dy und D, erzwungenen Schwingungsformen bei Erregerfrequenzen # = 180, = 200, = 220,

Fig. 35.

g) Bemerkenswerte Schwingungsformen :

«) Die Form verlduft zwischen m, und m, gerade,
wenn m, zu einem Knotenquerschnitt wird. Dieser
ey e 1 I 400 .

Fall tritt ein bei # = l/ 77— = — = 231 (vgl. Fig. 35¢
lymy V3

und d, wo m, schwingt, als ob es im Abstand [, ver-

drehungselastisch bei m, eingespannt wire).

I"H 1 /5

Bei =1/ f—(l +-) =231V— —365[1/sec

AyBoin =) 2 {1+ > =365[1sec]

schwingen die beiden Massen m; und ms fiir sich

allein im Gleichgewicht. Wenn a, =1,0, dann wird
iy

ay = —

-a, = —1,5. Das System (m; + m,) mull

2

dann unter der Einwirkung der Krifte E; und E,, K,
und K, ebenfalls fiir sich schwingen und einen Aus-
schlag @, = —1,5cm aufweisen. Das ist nur moglich,
wenn im einen Fall die gleichschwingenden
Krifte B, = -+ 4,5 kg - sec? den gleichausschlagenden
Massen m, und m, Gleichgewicht halten (vgl. Spalten
17a und 21a, 7 = 365), oder wenn im anderen Fall
die gegeneinanderschwingenden Krifte + E/ zu
den ebenfalls einander entgegengesetzten 7 und
T4 = + 4,5 solche Beitriige liefern, daBl die Linge I,
um Aday = + (2+ 1,5) = 3em verdreht werden kann,
gerade als ob an ihr 2 Massen M sédflen, welche der
2-Massenformel S. 7 geniigen:

SH
365:lm(1+1)=

kg - sec?

. 6
DA

M =10

miissen also K}, und £}, je 10 — 3 = 7 Einheiten er-
setzen oder 7-1,5 = 10,5 kg - sec? aufbringen.

y) Die 3 Massen m;, m,, m; schwingen bei
7 = 329,7 fiir sich allein im ersten Eigenschwingungs-
grad - a;, schligt aus um —1,54 cm. Fiir gleich ge-
richtete E wird hier die Verdrehung 4 a3, lediglich durch

Da bereits m; = mgy = 3,0, so

2
(T, — E,), = % - .m}(ﬁ_‘%iM bewirkt. Aus
dag, my(a; + dag,) _ — 154
= T folgt dag, = 7300 —0,498.

Fiir entgegengesetzte B’ und fir £} & 0 mufl not-
wendig 7', = 0 sein, d. h. ¢, =0, und da;, = +1,54;
E}, = —E!, ergibt sich einfach als verdrehende Kraft
aus der Gleichung (16)

E; _ Aday, /
T = l: ; Ei=- 30 = —9,45.
h) Die Fig. 35a bis e reihen die samt-
lichen vertikalen reduzierten Schwingungs-
formen 33b und 34b, die also wirklich er-
zwungen wiirden, fiir die verschiedenen 7
aneinander, wodurch wir ein klares sinn-
falliges Bild von den gréBten iiberhaupt mog-
lichen Ausschligen erhalten. Wir miissen uns
dabei bewuBt bleiben, daB nur die Aus-
schlige a,, a,, a; im gleichen Zeitpunkt mit
ibrer vollen Amplitude auftreten, wahrend
a, in der Phase voreilt, wie das Fig. 35e
fiir # = 283 darstellt, wobei die Phasen-

Wydler, Drehschwingungen. 5

(+1,54) - (—184)
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verschiebung von a, der Deutlichkeit halber absichtlich iibertrieben grof ge-
zeichnet ist.

i) Fig. 33b und 35¢, sowie 34b und 35d stimmen iiberein im Verhiltnis der
Ausschlige, ebenso 35¢ und d im Bereich der @, bis @;. Daher haben auch beide
Fig. ¢ und d die ,,Knotenpunkts‘kurven gemeinsam. Die Ausschlige 34b sind zwar
grofler als die in 33 b, verlangen aber auch sehr viel grofere verhédltnisméaBige Erregun-
gen, so dafl bei der Reduktion trotzdem die Ausschlige 35d (zu 34b gehorig) viel
kleiner bleiben. Fiir 7 = 283 stimmen die Formen in Fig. 10a, 33b und 34b, 35¢
und d iiberein.

4. Hauptergebnis.

Die Rechnung hat in der Hauptsache zwei wichtige Tatsachen bestétigt, die sich
von vornherein erwarten liefen. _ ,

In erster Linie erkennen wir sinnféllig aus den Fig. 35¢, d, daB ‘die beiden
gleichgerichteten Krifte +D; = +D, bedeutend stirkere Ausschlige erzielen, als
die entgegengesetzten - D; = —D,. Die ersteren beiden bewirken an m, einen
maximalen Ausschlag a, = 0,1522 cm, wihrend -+-D; = —D, nur a, = 0,0332 cm
0,1522
0,0332

Alszweites Resultat halten wir die Erkenntnis fest, da bei unserer Problem-
stellung gerade im Resonanzgebiet die reibungsfreien Eigenschwingungsformen
nahezu vollkommen erhalten geblieben sind und dafl die angreifenden duBeren Krifte
(Erregungen und Dampfungen) keine praktisch fiihlbaren Abweichungen von der
theoretischen Form erzwingen konnten, da sie gegeniiber den Trigheitskriften viel
zu klein und unbedeutend waren. Wir diirfen dieses Ergebnis auch auf andere Systeme
und Resonanzfille iibertragen, solange dabei keine anormalen Démpfungen auftreten.

Die grofle Wichtigkeit dieser zweiten Tatsache besteht nun darin, daBl sie uns
eine sehr fruchtbare Anwendung der Arbeitsgleichung erlaubt und uns von dem
Zwange befreit, jedesmal erst in einer schwierigen, zeitraubenden Schwingungs-
rechnung analog Zahlentafel 5 alle {iberhaupt auftretenden Krifte bestimmen zu
miissen, wenn wir uns iiber die jeweiligen Schwingungsvorgéinge ein Urteil bilden
wollen. Insbesondere werden uns drei Operationen erméglicht:

‘1. Wir koénnen unmittelbar fiir jede Systemstelle den kritischen
Maximalausschlag berechnen, wenn wir die entsprechende, theoretisch
reibungsfreie Eigenschwingungsform und die Dampfungszahlen kennen.

2. Wir konnen fiir eine bestimmte MeBstelle die verhdltnisméBige GroBe
der Ausschlige bei verschiedenen Kritischen angeben, wenn solche
innerhalb des Betriebsbereichs nach der gleichen oder nach verschiedenen
Formen angeregt werden.

3. Wir koénnen leicht weitere Dampfungszahlen fiir den praktischen Ge-
brauch ableiten.

erzwingen, also nur eine

= 4,55mal kleinere Schwingung erregen.

ad 1. Wir wissen, daB fiir alle beliebig groBen absoluten Ausschlige nach einer
freien Eigenschwingungsform die Trigheitskrifte mit den elastischen Reaktionen der
Welle gerade im Gleichgewicht stehen. Diese Krifte konnen also auch die tatséichliche
Einstellung der Ausschlige nicht mitbestimmen und scheiden fiir ihre Bemessung als
indifferente GroBen aus. Verdrehungen werden vielmehr nur von den erregenden Krf-
ten und von den Reibungswiderstdnden bestimmt nach der Bedingung, daf die Aus-
schlige solange anwachsen, bis innerhalb eines Schwingungszyklus die zugefiihrte
Arbeit immer gleich der verbrauchten ist.

- NB. Bei der Aufstellung der folgenden Formeln kehren wir wieder zu jener Numerierung der
Massen zuriick, die wir im ersten Teil durchweg gewihlt hatten; wir beginnen also die Zéhlung am duBersten
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Zylinder (Luftpumpenende), so daB z. B. an den ersten 6 Schwungmassen auch die ersten 6 erregenden
Krifte angreifen. In unserem Rechenbeispiel (Zahlentafel 5) hatten wir die Numerierung umge-
kehrt gewahlt, um die Erregungen E, und E} bequem berechnen zu konnen. Vgl. S. 59.

Die Arbeitsgleichung lautet dann fiir ein System, an dem nur Zylinderdémpfun-
gen k, auftreten:

6 6
SD-a)=kon- X(a?)

oder
D-ay- (0 %y -veee &) =k, -n-ai- (o ag 4 o0 ai)
oder -
ay = _D .(“;'i‘(xi-l---.--o“ﬁ). (19)
Feem (B a3+ of
Fiir eine andere Systemstelle » ist dann
Wy = Ky - 971« (19a)

Treten noch andere Dimpfungen auf, z. B. elektrische k,, dann erhilt man
D - D«
%

Nk > -2 +kea3).

1

ay =

(19h)

ad 2.a) Werden zwei verschiedene Kritische von den Ordnungen z und y
nach derselben Form angeregt durch Harmonische D, und D,, die aber jeweils
gleichphasig zusammenschwingen, dann stehen die Ausschlige einfach im Verhiltnis
der Amplituden der erregenden Krifte:

(@)= _ (D)x
(@)y (D)y

B) Schwingen dagegen die Harmonischen D, bei der Kritischen zter Ordnung
alle gleichphasig, die Krifte D, bei der Kritischen y aber dagegen zu gleichen Hélften
gegeneinander, so werden nach glelcher Form Ausschlige (a,), und (a,), erzwungen
im Verhdltnis:

(20)

(@) _ 23 (1 + a2 + @s) + (34 + a5 + %) . @1)
(@), D, T+ + ag) — (x4 + o5 + o)

Es bestehen ndmlich die Gleichungen fiir die Kritische

z-ter Ordnung: Dy -[(1+ oy + &5) + (&g + &5+ ag)] = koe - (@)~ (1 + oF + - - - - &)
y-ter Ordnung: Dy« [(1 + ap+ &) — (g + 05+ o)) = ko yp- (@g)y - (L o5 4 - - - - &)

7) Werden von den gleichen Kriften zwei verschiedene Kritische angeregt, ein-
mal nach einer Form I, ein andermal nach einer Form II, dann stehen die Ausschlige
(@) und () im Verhiltnis:

(@)1 _mn (o) (Zo)n

@n - Cor o) (22)

Es lieflen sich in dieser Weise noch viele Beziehungen anschreiben; man geht im Einzelfall
immeram bestenaufdie Arbeitsgleichungen zuriick, wiesie fiirdiein Betracht kommen-
den Fille gelten.

ad 3. - Sind uns aus torsiographischen Messungen die Ausschlige bekannt, dann
koénnen umgekehrt auch Diémpfungszahlen berechnet werden. In groBem MaBstab
ist das bereits oben S. 54 geschehen bei der Ableitung der Zylinderdimpfung %,.

¥
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Anwendung auf unser Rechenbeispiel.

Die duBerst einfache Handhabung der}obigen Néherungsformeln soll zuerst
an unserem Rechenbeispiel und anschlieBend daran an torsiographischen Messungen
gezeigt werden. Wir beachten, dafl wir jeweils die Indizes 4 und 3 des Beispiels sinn-
gemif durch die Indizes 1 und 2 in den Formeln ersetzen miissen (vgl. NB. S. 66).

1. Bei Verwendung der Formel (19) haben wir zu setzen:

Dy = D"} = 0,37 Fl (kg);
D,= D, ’ ’
k, = 0,0057 - F (kg).
Fir den I. Eigenschwingungs- 6, =10; «,=0,64
zustand war Fig. 10a, b M= ,283 P () =1,0; (org)? = 0,41

Fiir den II. Eigenschwingungs- S.23 mir— 4616 *1= 1,0; o«,=0,040
zustand war jir = =L,05 (%)% = 1,0 ; (,)2 = 0,0016
Wir erhalten somit (gemessen auf einem Kreis mit Kurbelradius R = 17,5 c¢m)

fiir die I. Kritische
0,37 (1 + 0,64)

(@)1= ~55057- 283 " (11 0,41) — 257 °m,
fiir die II. Kritische
(@)1 0,37 (14 0,04) = 0,146l cm

= 70,0057-461,6 (1 + 0,0016)
oder auf R = 10 cm

0,26
(@)1 =~ T 0,1525 (statt 0,1522),
1,75
0,1461
(@)1t = —5=-— = 0,0835 (statt 0,0834).
1,75
In der Zahlentafel 5 ist der Fall 7 = n.y = 4407,6 oder #p = 461,6 nicht mehr durchgerechnet.
Wir wiirden dort u. a. folgende Zahlenwerte erhalten haben: Ej = — 0,4973; E, = + 0,0095; somit

E =106 000 fir a; = 1cm; und a, = 4,78 cm; weiter fiir D = 1850; (a,), = 0,01745 cm und (a,),
= 0,0834 cm. Man sieht jedenfalls schon an diesem einfachen Beispiel mit nur 4 Schwungmassen und
2 Summenkriften, um wieviel leichter die Anwendung der Arbeitsgleichung zum Ziele fiihrt.

28) + Dy = + D, erzielte am Angriffspunkt von ¥, einen Ausschlag a, = 0,1522 cm,
+Dy;=—D, erzielte a, = 0,0332 cm, d. h. also eine 4,55 mal kleinere
Schwingung.
Nach Formel (21) ergibt sich (wenn wir statt a, wieder a, schreiBen):
(@), 140,64

= = 4,55
(@), 1—0,64 e

d. h. das gleiche Verhiltnis.
27) Die Krifte + D, = + D, erzielten bei
71 = 283 ein a, = 0,1522,
niz = 461,6,, Ay = 0,0834,
d.h. 1,825 mal kleiner.
Mit Formel (22) ergibt sich wiederum dasselbe Verhiltnis, nimlich
(a)r  461,6 1,64-1,0016
(@) 282,9 1,040-1,41
3. Weiterhin konnen wir nunmehr bequem eine genaue Vergleichsrechnung fiir
unsere gegebene Anlage mit 6 Einzelkriften (statt mit 2 zusammengefalten Summen-

= 1,826.



Die von harmonischen Kraften gleicher und entgegengesetzter Phase erzwungenen Schwingungen. - 9

kraften D, und D,) durchfithren. Bei Gegeneinanderschaltung von je 3 erregenden
Kriften erhalten wir nach Fig. 15b ein genaues Verhiltnis der Maximalausschlige:
(1 + o + og) + (g + 5+ ) 2,839 + 1,828 _ 4,667
(1F 0y + o) — (04 + 005 + %) 2,839 — 1,828 1,011
(statt angenihert 4,55), also 4,62mal kleinere Ausschlige, als unter der Einwirkung
von 6 gleichschwingenden Kraften.
Wenn wir weiter aus den Fig. 15b und ¢ entnehmen

n1 = 286 n = 464,5 (H = 4fach!)

= 4,62

6 6

Sla)y = 4,667{1,011 | (Do) = 2,824
1 1
6 5,

(> a?) = 3,858 (> a?)= 2,502,
1 1

so erhalten wir die Ausschlige a, (gemessen auf Kreis

mit R =175 cm) mit R =10 cm)
za
0,37 4,667 | 0,2745
= 2 .2 =0.2745 -1 =7 " — 0.1568
. {[(“l) ++ = 0.0057. 286 3.858 ~ 27485 —ygp = 0,1568;
011

l(al) Lo= 0,227 ;_ﬁs' = 0,0595 ; = 0,034 ;
0,37 2,824 ,
IT (@)= ’ = 0,1577; = 0,0902;;

0,0057 - 464,5 2,502

diesen Ausschlagen a, an Kurbel 6 entsprechen nach den Schwingungsformen Fig. 15b
und ¢ an Kurbel 5 Ausschlige a; im Betrage von

@y = 0,1568 - 0,959 = 0,1502 (statt 0,1522
ay = 0,034 - 0,959 = 0,0326 (statt 0,0332 ; beim Ersatzsystem).
a, = 0,0902 - 0,892 = 0,0804 (statt 0,0827

Ebenso wie statisch zusammengefaBte Massen wuchtiger wirken, d. h. die Eigenschwingungszahlen
des Systems tiefer verlagern (vgl. S. 20), so wirken auch statisch zusammengefaBte Kriifte intensiver,
indem sie stirkere Ausschlidge erzwingen, als die entsprechenden Einzelkrifte. (Analog biegt eize resul-
tierende Einzellast in der Mitte einen Balken stérker durch als die gleichschwere gleichférmig verteilte Last.

Ganz allgemein ist somit der wiehtige Satz festzuhalten:-

Bei Resonanz zwischen einer Eigenschwingungszahl n, und einer Impulszahl ¢
haben wir grofle Ausschlige zu erwarten, wenn die vorhandenen Erregungen gegen-
seitig unter denselben Phasen schwingen, unter denen sich auch ihre Angriffsstellen
bei der betreffenden Schwingungsform bewegen. Kleine Ausschlige und damit einen
Ausgleich werden wir erreichen, wenn die Phasen zwischen Kraft und Ausschlag an
einigen Stellen gleich (z. B. = 90°), an den iibrigen entgegengesetzt (z. B. = 270°)
sind, so dal die Summe der Produkte (D - «) moglichst den Wert Null ergibt.

Bei der grofien praktischen Bedeutung des Rechnens mit der Arbeitsgleichung sei diese Methode
auch noch an dem von Holzer in seiner ,,Berechnung der Drehschwingungen® S. 136ff. genau durch-
gefilhrten Zahlenbeispiel gepriift, bei dem an jeder Schwungmasse Dimpfungen auftreten.

Holzer 18t nach den Annahmen §. 136 folgende harmonische Krifte auf das in seiner Fig. 17,
S. 34 dargestellte Massensystem am Kurbelradius r = 17,5 cm einwirken:

4500 —500
1. Erregungen Dy =D, = ... Dg= Ti5 = 257,1 kg; D, =Dy, = T = —28,57 kg;
. 1600 - kg - sec 100
. = = 5,226 —2—_1); = = ;
2. Dampfungen %, 175 5,226 om )3 ko 1752 ,3267;
800 60
ky =ky= ... kg = T8 = 2,6125; ng =l = T3 = 0,1959.

') Beziiglich des quadratischen Nenners vgl. S. 56 Anmerkung.



70 - Uber die Eigenschaften und Wirkungen der harmonischen Drehkrifte.

Mit Hilfe der Zahlentafeln 23a, b, ¢ wird dann ein Ausschlag an der Dynamo als geometrische Summe
der beiden zueinander senkrechten Komponenten &; = 45,838 - 10~ ¢ (phasengleich mit den Erregungen)
und f; = 18 007,1- 10~ % = 0,018 007 Bogengrade (um eine Viertelperiode voreilend) berechnet, d. h.
die Bewegung in der &-Phase erreicht nur 2-:- 3 vom Tausend der Ausschlige in der f-Phase. Verzichten
wir darauf, diese praktisch kaum nachweisbare, belanglose Komponente der Bewegung zu ermitteln,
dann ergibt sich fB; sehr leicht und rasch aus der Arbeitsgleichung, wenn wir aus der Holzerschen
Zahlentafel 4, S. 36 als gegeben die Ausschlagsverhiltnisse C entnehmen (und C? bilden), welche fiir die
reibungsfreie Eigenschwingung I-ten Grades (®?; = 49 840) gelten, und schreiben:

il(D 0)=0by-9- 1Zn'(lc -0?); oder entsprechend Formel (19Db)
3 1 .

Z (0 : D) : . I .
b = TS w0y wobei by = 17,5 ;3 g = Vo, = 223,2 /sec;
10
> (D-C)=257,1(0,7086 +0,82054 4-0,91404 +0,98699 +1,03775 1 1,06518) — 28,57(1,07072 4 1,0759)
3
= 1422 — 61,28 = 1360,72;
ﬁ(km) = 5,226 - 1 4 03267 - 0,3102 4 2,6125(0,5022 + 0,6733 4- 0,8354 40,9745 41,0772 4 1,135)
; .
40,1959 (1,147 + 1,158) = 5,226 4 0,1013 -+ 13,575 + 0,4517 = 19,354 ;
somit
1360,72
b]. = :272_3,-2_T9,T51i = 0,314 em auf R = 17,5 cm;
By = 01’3—1; = 0,018e¢m auf R = 1lcm (= Bogengr.).

5. Anwendung auf torsiographische Messungen.

Es eriibrigt nun noch, die Ergebnisse und SchluBfolgerungen der vorhergehenden Abschnitte an
Hand torsiographischer Messungen auf ihre Richtigkeit hin zu priifen. In diesem Sinne greifen wir
hier auf die von Frahm in der Z. d. V. d. I. 1918, S. 177ff. vertffentlichten Torsiogramme zuriick
und untersuchen davon eingehender die vier Ausschnitte Nr. 1, 6, 9, 17 der Abb. 7 und 8 des Auf-
satzes, welche direkt in unseren Fig. 36g, h, i, k wiedergegeben sind.

Zuvorderst unterwerfen wir die groBten Ausschlige, die beiden sogenannten ,,Hauptkritischen®
(6tor Ordnung bei # = 358 und 4'/,ter Ordnung bei n = 471) einer mehr summarischen Kontrollrechnung,
wie sie wohl fiir viele Fille der Praxis geniigen wird. Hernach wird gezeigt, wie die von dem Indikator
aufgezeichneten Torsiogramme im Detail zu erkliren, zu berechnen und zu rekonstruieren sind. =~ '

A. Vergleichende Nachrechnung der ,,Hauptkritischen¢‘.

Die Torsiogramme bei n = 358 und bei n = 471 zeigen unmittelbar die auf-
fallende Erscheinung, dafl die mehr als doppelt so starke 9. Harmonische (= 4!/,ter
Ordnung) bedeutend schwichere Verdrehungen der MeBlinge bewirkt als die ver-
hiltnisméBig kleine 12. Harmonische (= 6ter Ordnung), obwohl in beiden Féllen die
Anzahl der Kraftimpulse gleich ist (= 358 -6 = 2148; = 471 - 4,5 = 2120;
= oo N,1), sSomit auch die Bewegung in beiden Fallen nach derselben I. Eigenschwin-
gungsform angeregt wird. Eine zahlenmiBige Erklirung und Begriindung dieser Er-
scheinung ist nunmehr leicht moglich: Die beiden Diagramme stehen sich ndmlich
ebenso gegeniiber, wie die beiden in unserem Rechenbeispiel Fig. 35¢ und d eingehend
untersuchten Fille, da wir zu beachten haben, dal die 12. Harmonischen analog
Fig. 25h gleichphasig, und die 9. Harmonischen analog Fig. 25¢ zu gleichen Hilften
entgegengesetzt schwingen.

Im Ausschnitt Nr. 9 (Fig. 361) treten die groften Ausschlige erst ganz rechts
auf (vgl. auch Abb. Nr. 5 des Aufsatzes); wie ein Originalabzug noch deutlicher er-
kennen 1468t, sind die unteren Spitzen auf dem etwas zu schmalen Papierstreifen nicht
mehr aufgezeichnet. Unter Beriicksichtigung dieses Sachverhalts entnehmen wir den
ganzen mittleren Doppelausschlag in Nr. 9 zu etwa 40 mm ; in Nr. 17 betragt die mitt-
lere Hohendifferenz der Spitzen etwa 28 mm.

Bei einem mittleren p; = 6,3 sei die Amplitude von D; = 0,37 und bei p; = 7,5
sei D, ; = 0,80 kg/em?® (vgl. Fig. 20i). Die Ausschlige o’ und a”, hervorgerufen von
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diesen Kriften 6ter und 4'/,ter Ordnung stehen nun nach Formel (21) und nach Fig. 36b
im Verhéltnis

a/ _ (o oyt o) + (g + a5 + &) . D,

a”  (og 4oyt ag) — (6t a5+ o) Dy

2795 4+ 1,605 037 _4,40.037 _
= 2,795 — 1,605 0,80 _ 1,19.0,80 'V
nach Messung ist
o 40 .
7 33— 1,42 (statt 1,71), d. h. 20 9} Differenz.

Diese Abweichung wiirde sich vielleicht etwas verbessern durch eine genauere
Berechnung der Harmonischen Nr. 9 und 12 aus den tatsiichlichen Indikator- und
Drehkraftdiagrammen. In der Hauptsache aber diirfte sie davon herriihren, dal die
Dampfungszahl k, nicht eine Konstante bleibt (wie das bei der obigen Rechnung vor-
ausgesetzt. ist), sondern mit gréferen Verdrehungen zunimmt, eben bis zum 1,2fachen,
insofern sich bei stdrkerer Deformation der Kurbelwellen Klemmungs- und andere
Widerstinde der anfinglich allein vorhandenen Geschwindigkeitsreibung iiber-
lagern und die Ausbildung ganz groBer Ausschlige mehr und mehr behindern, d. h.
nur 40 mm statt etwa 48 mm Verdrehung im Torsiogramm zustande kommen lieBen.

Dank der schweren Generatormasse muBten deren Drehschwingungen und damit
auch die elektrischen Ddmpfungen sehr klein bleiben. Es erscheint uns nicht gerecht-
fertigt, die festgestellte Differenz etwa durch Anderungen in der elektrischen Démp-
fungszahl, und im Zusammenhang damit durch praktisch fiithlbare Abweichungen von
der reibungsfreien Schwingungsform zu erkliren.

Ist nun auf solche Weise unser Fundamentalsatz S.69 iiber gleichphasige und entgegengesetzte
Erregungen an starken Resonanzschwingungen bewiesen, so befriedigt diese Nachrechnung angesichts der
groBen Schwankungen der Ausschlige in den Torsiogrammen vielleicht noch nicht allseits geniigend. Da
es aber im folgenden durch wiederholte Anwendung eben dieses selben Satzes bzw. unserer Formeln (17)
und (17a) gelingt, alle, selbst komplizierteste Torsiogramme praktisch restlos zu erkliren und rechnerisch

zu rekonstruieren, so ist in diesem Grundgesetz der einfache Schliissel zur tieferen Erklirung und weiterhin
zur Bekdmpfung der Schwingungserscheinungen gefunden.

B) Genaue Berechnung der Torsiogramme.

Wir behaupten: Die so sehr verschiedenen Torsiogramme entstehen durch
Ubereinanderlagerung einfacher Schwingungen, welche von den ,ausgezeichneten
Harmonischen der beiden Dreizylindermaschinen in den Periodenzahlen 11/, - n,
3:n, 41, m, 6-n, T, n usw. mit bestimmter Phase und Amplitude erzwungen
werden.

Wir wie oben S. 44 in Abschnitt IIT sahen, sind den resultierenden Drehkriften
genau ebenso wie den Einzylinderdrehkriften Harmonische eigen, und zwar den je-
weiligen Kurbelwinkeln entsprechend, ganz bestimmte ,,ausgezeichnete®. Jede dieser
resultierenden Harmonischen erzwingt ihre eigene zugehérige Schwingung, die aller-
dings bei Resonanz zwischen Impulszahl und Eigenschwingungszahl ganz besonders
stark und hervorstechend wird. Gewdhnlich spricht man nur von dieser Resonanz-
teilschwingung, die Natur dagegen registriert in ihren Torsiogrammen die Ein-
wirkungen aller vorhandenen Krifte.

Der Beweis unserer Behauptung zerfillt sonach in zwei Teile: Zuerst sind die
sémtlichen harmonischen schwingungserregenden Krifte nach GréfSe, Phase und
Impulszahl zu bestimmen; in zweiter Linie sind ihre Wirkungen, d. h. die von ihnen
erzwungenen Schwingungen zu berechnen und mit den Messungen zu vergleichen.

In Zahlentafel 6 S.78 und 6a S. 74 sind diese Rechnungen fiir die 4 Beispiele durchgefiihrt.
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a) Die erregenden Kriifte.

Jede Drehzahl n bestimmt die jeweiligen erregenden Krifte vollkommen nach
ihren 3 Attributen: Die Impulszahlen ¢ (Spalte 9) sind einfach die entsprechenden
Vielfachen der Drehzahl, gleich 1!/,7n, 3 n usw.; Amplitude und Phase lassen sich
unmittelbar aus den Fig. 20 entnehmen, wenn wir den zur augenblicklichen Drehzahl n
gehorigen mittleren indizierten Druck p; vorher schitzen. Bei Verbrennungsmaschi-
nen kann das an sich mit ziemlicher Genauigkeit geschehen; andererseits braucht
man nicht dngstlich zu sein, weil sich die Harmonischen D, auch fiir starke Unter-
schiede in den p; nur wenig &ndern.

In die Spalten 5—8 sind die Kraftamplituden und in Klammern jene Phasen-
winkel eingetragen, welche die Kréfte in einem bestimmten Augenblick, z. B. bei
Beginn des Ansaughubes in Zylinder (1) erreicht haben. (Wir haben bisher alle Fahr-
strahldiagramme fiir diesen Augenblick aufgezeichnet, wenn es darauf ankam, phasen-
verschobene Vorginge zusammenzuordnen.) Auch in den vom Torsionsindikator auf-
‘genommenen Diagrammen ist dieser Augenb]ick besonders gekennzeichnet, da immer
je eine 2., Liicke in der Zeitmarkierung in einer oberen Totpunktlage der Kurbel 1
erzeugt wurde. Die Werte D, stammen aus Fig. 20—20i.

Werte D,; kommen nach S 41 nur fiir die Krafte 3. Ordnung in Frage; sie wurden
mit folgenden Annahmen berechnet:

MafBstabsfaktor Cy = myrw? = ! <21 . w?,

3900
wenn das oszillierende Gewicht pro Zyl. = G, = 0,252 . . . .. [kg/em?];

. a1s 0,252 1 kg-seez}.
die oszillierende Masse - o = Mg = —gers = gass [—ag— ;
Kurbelradius » . . ... ... ........ =210 ...... [cm];

c . n 1
Winkelgeschwindigkeit der Maschine o = 955 [é&;_] ;
S 1
Stangenverhdltnis .. ... .. RS A= ~ o5
Damit wird die fiir uns allein wichtige Massendruckharmonische dritter Ordnung
nach Fig. 22¢ Dy = C,-0,1765,
Wir erhalten zahlenm#Big fiir
n = 107 284 ' 358 ’ 471
C, =0,676 | 4,76 7,56 | 13,1
Dy = 0,120 | 0,841 | 1,3¢ 2,32 kg/em?.

Die Phase von-Dy; ist nach Fig. 22¢ immer = 180°.

Die GroBlen D, werden als die geometrischen Resultierenden aus Dy und D,,
gefunden; vgl. in Fig. 36r u. s die Fahrstrahldiagramme. Spalte 8 gibt die totalen
Amplituden der erregenden Krifte fiir je drei Zylinder an als

(452 .

Dgy= Dary = 3- 43—) - D, = 4755.D,.

b) Die erzwungenen Schwingungen.

Wir fassen das gegebene System (Fig. 36a) nach Fig. 36¢ in ein bedeutend ein-
facheres ,,Ersatzsystem’ mit nur 3 Massen zusammen, wobei die Summenmassen
my, und m, je einer Dreizylindermaschine entsprechen. Die Summenmasse m, ist
mnach bestimmten Gesichtspunkten etwas aus dem statischen Schwerpunktsabstand
der 3 Zylinder (1), (2), (3) verschoben, und zwar so, daB einerseits die beiden
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Systeme gleiche I. Eigenschwingungszahl n,; = 2150 besitzen, und daB} andererseits
in beiden Systemen das an die Generatormasse anschlieBende Wellenstiick (auf dem
ja die Verdrehungen gemessen und berechnet werden) gleich starke Verdrehungen er-
leidet. Es darf nicht iibersehen werden, daf die gemessenen Torsiogramme (Fig. 36g
bis k) nicht etwa die totalen Schwingungen eines bestimmten MeBquerschnitts gegen-
ilber einer schwin-

. . Lp=180 70 —ie 70>t L
gungsfrewg Stelle su.ld, - 2,57:1,1,,, 10 4010 10—(2,23) (a91)
sondern die Relativ- 3 A W
bewegungen zweier LZa Gegeteres System
Querschnitte mit ver- 2 i :
schiedenen Schwin- BRSNS & :
iy =14 gfs7 = = = = g
gungen bedeuten. A}l g R P 4 o) (007
m, und m; lassen wir MeSlinge| 42,
wieder jeweils die ,,re- -
sultierenden Harmo- b =gsbd—71 1 | | L Ligenschmwingungsform
isch . Drei- £ ~al-3 8§ 5 s gy = 2150
nischen einer Drei 8 RS Al 3 N G-z
zylindermaschine an- ' [ T e e e
greifen, von denen »
jede ihre besonderen -
- . z
Teilschwingungen er- L
ZWil'lgt. ¢ Lrsatzsystern
Die Resonanz- Yy G220
tellS'ChWIHg.ungen’ m=16,2 myk2,06 my+406
d.h.jeneSchwingungs-
komponenten, welche Erzwurigene| Schwingunge
von harmonischen
v L"Ez=i 53
Kriften erregt werden, =10 i .
deren Impulszahl sich 4 21N ——— 7
gerade mit einer Ei- EIRN —
genschwingungszahl n, T < *i e
deckt, miissen jeweils K= N <
unter Beriicksichti- 2 N 7 L
gung von Ddmpfun- N
. N dg =
g en bestimmt werden. N
Alle Teilschwin-
gungen, welche nicht da,=-44
mit der Periode einer —
Eigenschwingung N g }0~Bar-a)
(2150) verlaufen, wer- NE RS §
- . S 3 N
den der Einfachheit f = 4 5 ——
. 3
halber als reibungs- S
frei erzwungene N ) Fig. 36a—f.
Schwingungen gerech-

net. Der verschwin-

dend kleine Fehler in den so gefundenen Ausschligen kann ohne Bedenken ver-
nachlissigt werden. Manchmal werden sogar die Teilschwingungen selbst so klein,
daBl wir sie ganz vernachlissigen diirfen.

1. Die Resonanz-Teilschwingungen.

Die Resonanzteilschwingungen konnen wir hier sehr einfach aus der Arbeits-
gleichung berechnen, wenn wir etwa mit der 3-Massenformel S. 9 den I. Eigen-
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240
schwingungszustand fiir das Ersatzsystem bestimmt haben. Mit /1=% =1091;
m. 2,06 ' m 16,2 . . v .

Uy = Wj =506~ 1,0; und ;= 'm: =506~ 7,9 ergibt sich fiir den I. Eigen-

schwingungsgrad ag=1,0; &, =0,558; &; = —0,197; (in Fig. 36d ist aufgezeichnet
0g=—"5,06; 6, = —2,805; x, = +1,0;) a3+ x, =1,558; ox;—0xy=0,442; o+ x5=1,311.
Bei der Schwingung wirken dann die Krifte D, und D, lings der Wege a, und a,,
und zwar gleichphasig bei x = 6, entgegengesetzt bei » — 41/, und =7Y,. Fiir a,
gilt dann die Gleichung
D (x5 4 op) =1+ k; - a5 (5 + x3);
G — D-(1+ )
Pk (ltad)’

Diesem Totalausschlag a; entspricht nach der Schwingungsform eine Verdrehung
Ada; = (0,558 + 0,197) a3 = 0,755 - agcm auf R = 21 cm. Der Apparat registriert
eine Verdrehung 4a, in 6,2facher?) VergroBerung : Er umfaBt nimlich nur die Wellen-
lénge 42,8 cm (statt 240 cm) und gibt eine Verdrehung auf Wellenumfang (r = 12 cm)
428 12
240 " 21°
= co6,2mal vergroBern, um sie mit den gemessenen Torsiogrammen direkt verglei-
chen zu koénnen, d. h. aus den berechneten a; ergibt sich die Verdrehung der beiden
- MeBquerschnitte im richtigen VergleichsmaBstab zu

(A@)pors. = (6,2-0,755) ag = 4,7 - a.

somit

61fach vergrofert wieder; unsere berechneten Aa; miissen wir also

Zahlentafel 6a.

n = 284 358 471
x = 5 6 4,5
Ui = 225 225 225
Bei Auswertung des D = 0,182 0,37 0,80
Ausdruckes pq = 146° 307° 145°
D-. (]_ i 0‘2) QYan = 326° 307° 325°
3= ’7 R kz(]. + (X%) ﬁ Pday = 2360 2170 2350
erhalten wir folgende | 1L ¥.= 0,442 1,558 0,442
Zahlenwerte k, = 0,004 | 00047| 0,004
a; = 0,0681 0,415 0,299 cm
47 -0, = 0,32 1,95 1,40 cm
= (4da)p 3,2 19,5 14,0 mm

2. Die allgemeinen Teilschwingungen?).

Die Berechnung der beliebigen Teilschwingungen folgt wieder dem S. 57ff.
beschriebenen allgemeinen Rechnungsgange: Es werden zuerst zwei verhiltnismiBige
Erregungen bestimmt, die fiir einen gewédhlten Ausschlag a; = 1,0 em notwendig
sind, und dann erhalten wir einfach durch proportionale Umrechnung die zu den wirk-
lich vorhandenen erregenden Kréiften gehoérigen wahren Ausschlige.

Zu einzelnen Spalten der Zahlentafel 6 bemerken wir:
1. Spalte 1—17 sind direkt verstéindlich; zum Teil gelten fiir sie unsere Aus-

fithrungen unter Abschnitt a) 8. 72; fiir Spalte 11—17 gelten die S. 58ff. gegebenen
Erklidrungen.

1) Nach einer Mitteilung von Herrn Direktor Frahm ist endgiiltig ‘mit einer 6,43- (statt
6,2-fachen) Ubersetzung zu rechnen. .

2) Frahm teilt mir mit, daB er die nachstehend berechneten Unterschwingungen auch durch
harmonische Analyse der Torsiogramme festgestellt hat.
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2. Spalte 18—25: Die verhiltnismiBigen Erregungen E, und E;, welche den an-
genommenen Ausschlag a, = 1,0 cm kontinuierlich erzwingen wiirden, ergeben sich
aus den vereinfachten Formeln 17 und 17a. Sie lauten hier

fiir alle Reihen mit »=3,6,9..- Ca= 1y, 4y, Ty e
(gleichphasig) (entgegengesetzt)
S, (mg[{z - 1) — My S5 (m}}fz — 1) — My,
(17) Ei= ‘ Ei= (17a)
‘ g Maba | _ msly
H 1 H

3. Spalte 26—33: Die Schwingungsformen sind iiber das ganze System zu Ende
gerechnet, wobei neben den Trigheitskriften 7% und 7% auch die Erregungen E; und
E; als wirksame Krifte auftreten. In der Kontrollspalte 33 ist die Summe aller am
System angreifenden Krifte gebildet; sie miiite jedesmal Null ergeben. Kleine Fehl-
betrige lassen erkennen, mit welcher Genauigkeit die E’ berechnet wurden.

4. Spalte 34 und 35: Wir kénnten nun die von den Kriften Dy und Dy, wirklich
erzwungenen Ausschlidge einfach durch Reduktion finden; so erhalten wir z. B. als
5370
11170
= +0,481cm; a,= 40,481-0,9158 = -1-0,4405cm; und a;= 0,481 -0,877
= 40,420 cm (vgl. Fig. 36f.). Uns interessieren aber weniger die Totalausschlige,
als vielmehr die wahren Relativverdrehungen 4a, in Spalte 14, die ja auch vergroBert
in den Torsiogrammen aufgezeichnet sind. In Spalte 35 sind sie 6,2fach vergrofert,
d. h. wie oben S. 74 unter Abschnitt 1 wieder auf den Torsiogramm-Mafstab um-
gerechnet.

erzwungene Schwingung dritter Ordnung bei 107 Umd/min @, = 41,0 -

C) Konstruktion der Torsiogramme.

In den Schwingungsformen der Fig. 36d und e sind die Rechenergebnisse der
Spalten 12, 15 und 29 der Vollstindigkeit halber aufgetragen. Fiir die Konstruktion
der Torsiogramme (Fig. 36p, q, r, s) indessen kénnten wir diese Figuren 36d und e
entbehren. Dafiir benétigen wir vielmehr die bekannten drei Angaben iiber Amplitude,
Periodenzahl und Phase:

Die Verdrehungen (4a),, in Spalte 35 und in der kleinen Tabelle 6a geben
uns die Am plituden oder GroBtwerte der einzelnen Teilschwingungen an. Sie liefern
das MaB fiir die Lénge der Fahrstrahlen oder fiir die Radien der Kreise oder fiir die
Hohe der Sinuslinien in den Fig. 36 p—s. _

Die Periodenzahl der Teilschwingungen gibt Spalte 9 bzw. 3an:» = 11/,,3, ...
bedeutet einfach, dafl die betreffende Schwingung 1%/,, 3... volle Zyklen im Ver-
laufe einer Maschinenumdrehung zuriicklegt, oder dal sich der eine Vektor 11/, mal
dreht, wihrend ein anderer 3, 41/,, 6 ... Umdrehungen zuriicklegt. Nachdem also
die einzelnen Teilschwingungsperioden ganze Vielfache der einen Teilperiode (1%/, - %
g- n) sind, wiederholt sich der Charakter der Torsiogramme jeweils mindestens

innerhalb 2/; Umdrehungen, weil eben die langsamste Schwingung mit » = 1%/, in
diesem Intervall ablduft.

Die Anfangsstellung der Drehzeiger oder ihre Anfangsphase folgt aus den
Winkelangaben der Spalte 7, doch sind dabei noch einige Uberlegungen notwendig:
Die Winkel in Spalte 7 sagen aus, wie die betreffende harmonische Drehkraft bei
Beginn des Ansaughubes in Zylinder (1) augenblicklich ihrer Phase nach orientiert
ist. Andererseits aber kennen wir aus unserer Rechnung jeweils die Phase zwischen
der erzwingenden Kraft D, und den von ihr erzwungenen Ausschligen a,, a,, a,
und Verdrehungen 4a, und 4a,. In der ersten Rechnungsreihe (z. B.x = 3 bei 107 Um-



76 Uber die Eigenschaften und Wirkungen der harmonischen Drehkrifte.

drehungen) bedeuten die negativen Vorzeichen der Zahlenwerte 4a, und E;, daB
augenblicklich sowohl der Verdrehungsbogen 4a, als auch die volle Kraft E; einer
positiv gewihlten Drehung a, der Generatorschwungmasse entgegengesetzt, daB 4a,
und E; unter sich aber gleichgerichtet sind (vgl. Fig. 36f und Vorzeichenregeln). Das
in solcher Weise definierte Richtungsverhiltnis oder die gegenseitige Phasenkonstel-
lation der einzelnen RechnungsgréBen bleibt dauernd erhalten, so dal diese einmalige
Feststellung, giiltig fiir einen bestimmten Augenblick, den Bewegungsvorgang hin-
sichtlich der Phase eindeutig und erschépfend beschreibt. Esist somit (4ay)ye = 2,51
(Spalte 35, erste Vertikalreihe) ebenso wie E; oder D, unter 356° (Spalte 7) im
Fahrstrahldiagramm der Fig. 36p aufzutragen und die zugehérige Sinuslinie in
bezug auf diese Anfangsstellung zu konstruieren.

Andere, von gleicher und entgegengesetzter Richtung (4 und —) abweichende
Zwischenphasen kommen bei unseren reibungsfrei durchgefiihrten Rechnungsreihen
nicht in Frage. Bei den mit Démpfung gerechneten Resonanzschwingungen dagegen
wissen wir, da3 der Ausschlag a; hinter der Kraft E; bzw. Dy um 90° nachhinkt.
(NB. Bestimmend fiir die Schwingung des ganzen Systems ist hier die Kraft Dy,
weil sie gegeniiber D,y lings eines groferen Weges o5 wirkt!) — Nachdem nun bei der
ersten Eigenschwingungsform die Verdrehung 4a, gleichgerichtet ist mit a,, so hinkt
auch unser (4a)g, ebenso wie a; um 90° hinter K3 bzw. Dy, nach. Diese Resonanz-
schwingungen sind jeweils gestrichelt eingezeichnet.

Nach diesen Angaben sind die Fig. 36p—s 2,5- bzw. 1,425fach vergroBert
entworfen. Die Abszissenlingen sind dabei zuniichst ganz willkiirlich. Um einen
moglichst unmittelbaren Vergleich zu gestatten, sind fiir je eine Vollperiode oder fiir
2 Umdrehungen dieselben Lingen gewihlt, welche in den Torsiogrammen des Indi-
kators zufillig vorhanden sind. Desgleichen sind auch die gerechneten Torsiogramme
in der Laufrichtung, d. h. ungewohnt von rechts nach links aufgezeichnet. Die Fig. 361
bis o sind lediglich entsprechende Verkleinerungen der Fig. 36 p bis s und erméglichen
unmittelbar den Vergleich mit den gemessenen Torsiogrammen. Die Fig. 36p, q, 1, 8
stellen ganz rechts die Teilschwingungen als Vektoren in Anfangsstellung dar. An-
schlieBend sind die Teilschwingungen lédngs 1/; Periode oder lings 2/; Umdrehungen
aufgezeichnet; der linke Abschnitt der Figuren zeigt die Resultierende aus diesen
Sinuslinien, stellt also die jeweils tatséchlich bewirkten Verdrehungen der MeBlinge
oder auch deren Beanspruchungen dar und bedeutet damit fiir uns das endgiiltige
Ergebnis der Schwingungsrechnung.

Die Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung ist ganz unverkennbar und
diirfte weitgehenden Anspriichen geniigen ; wegen der duBerst scharfen Aufzeichnung der
Verdrehungen beansprucht sie hohe Beweiskraft im Sinne unseres Satzes iiber gleich-
und entgegengesetzt schwingende harmonische Krifte. Ganz besonders mul} auch die
Ubereinstimmung beziiglich des Beginns der Periode bemerkt werden, wodurch erwiesen
ist, dafl die Harmonischen nach Amplitude und Phase durch unsere Ausfiihrungen im
II. und III. Abschnitt (S. 35ff.) fiir die Praxis geniigend genau erfalit sind. Weiter
erkennen wir wiederum den groBen Vorzug der Vektorendarstellung, insofern als z. B.
die komplizierte Schwingung nach Fig. 36 durch 4 Vektoren abgebildet ist.

Zur Erklirung der noch bestehenden Abweichungen zwischen gemessenen und
gerechneten Torsiogrammen ist zu sagen: Unsere Rechnungen sind idealisierte An-
naherungen insoweit, als wir

1. nur die Harmonischen hochstens bis zur 71/,. Ordnung beriicksichtigt haben;

2. nur die von den ,resultierenden® und nicht auch die von den iibrigen Ein-
zylinderharmonischen erzwungenen Schwingungen berechnet haben;

* 3. die Harmonischen des Luftpumpendrehwiderstandes ganz vernachlissigt
haben; '
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4. bestimmte Beharrungsverhiltnisse vorausgesetzt haben, wihrend die Torsio-
gramme beim Durchfahren eines groSen Drehzahlbereichs unter stéindigem
Wechsel der Betriebsverhiltnisse aufgenommen wurden.

Unter diesen Differenzquellen diirfte die 3. und 4. am schwersten ins Gewicht fallen.
Der zweite Gesichtspunkt wurde bereits oben S. 47 ndher besprochen. Im iibrigen
begniigen wir uns hier mit dem gewonnenen Ergebnis. —

An Hand der Fig. 36f ist noch eine sehr interessante Beziehung zu erwihnen,
die zur Bestimmung der

Ungleichformigkeit

auf eine neue Art hiniiberleitet und weitere Perspektiven erdffnet. Der Sinn der
Fig. 36f ist folgender: Die beiden Harmonischen 3. Ordnung der Drehkrifte bei
107 Umdrehungen/min D) = Dy, = 5370 kg fiir sich betrachtet, veranlassen das
ganze System, um die Mittellage hin- und herzuschwingen, im Mittel etwa 4 0,47 cm
Wire die Welle starr, dann wiirde jede Schwungmasse gleich stark nach beiden
Drehrichtungen pendeln, so aber schwingen die einzelnen Massen wegen der Elastizitéit
der Welle selbst wieder um diese gemeinsame mittlere Schwingung, freilich im vor-
liegenden Falle nur wenig, wie die schwach geneigte und wenig geknickte Schwin-
gungsform erkennen 14B8t. Der mittlere gemeinsame Ausschlag oder die mittlere Ab-
weichung von der gleichférmigen (ruhenden!) Drehbewegung berechnet sich nun
sehr einfach als erzwungene Schwingung: Denken wir uns alle Massen axial in
kg-sec? "
cm
und lassen wir darauf Dy, + Dy = 2 - 5370 = 10740 kg mit 3 - 107 Impulsen oder
mit der erregenden Frequenz 7 = 33,5 /sec einwirken, dann muB gelten

eine einzige zusammengeschoben von der Groe (16,2 4 2,06 + 2,06) = 20,32

. D(I) -+ D(II) 10740
Dy + Dany = m - 72+ @iy ; und daraus @my = me g = 20,32 1122
= (0,471 cm.

Man koénnte diese einfache Rechnung auch fiir die weiteren Harmonischen mit
#x=16, =9,... durchfiihren und so die gesamte mittlere Ungleichformigkeit be-
stimmen, die zu demselben Ergebnis fithren muf} wie die iibliche Methode, welche die
Arbeitsiiberschiisse feststellt. Es wird dariiber noch a. a. O. eingehender zu be-
richten sein. Man erkennt auch aus diesem Beispiel wieder, wie wenig der ge-
wohnlich angegebene ,,Ungleichférmigkeitsgrad® geeignet ist, ein zutreffendes Bild
von den wirklichen Bewegungsverhéltnissen einer Maschinenanlage zu bieten. Nur
unter ganz bestimmten Verhéltnissen ist er brauchbar.

Es sei hier noch hingewiesen auf den grundsétzlichen Unterschied zwischen den Frahmschen und
den Geigerschen Torsiogrammen: Beim Frahmschen Apparat rotiert die eigentliche MeBvorrichtung
mit herum und es wird lediglich die Relativhewegung zweier Querschnitte, also eine reine Verdrehungs-
schwingung aufgezeichnet. Gleichzeitig sind diese Torsiogramme auch Abbilder der in der verdrehten
MeBlinge auftretenden Beanspruchungen. Der allerdings einfachere Apparat von Dr. Geiger ver-
zeichnet dagegen die absolute Bewegung einer bestimmten MeBstelle gegeniiber einer gleichformig
rotierenden Schwungmasse, die am MeBapparat elastisch gekuppelt mitlduft. Seine Diagramme geben
also die allgemeine Ungleichformigkeit des ganzen Systems samt den iibergelagerten Drehschwingungen
der Mefstelle an.
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V. Der Ausgleich gefiahrlicher Verdrehungssehwingungen.

In den Abschnitten I bis IV dieses zweiten Teiles haben wir das Wesen der erregenden Krifte,
sowie die Umstinde erkennen und durchschauen gelernt, unter welchen sie gefdhrliche Verdrehungs-
schwingungen erregen. Wir haben weiter gesehen, wie bereits bei den bisherigen Ausfithrungen von Ma-
schinen gefiahrliche harmonische Impulse sozusagen unbewullt ausgeglichen sind; am deutlichsten zeigte
das die Nachrechnung der Frahmschen Torsiogramme.

Es driingt sich nunmehr ganz von selbst die Frage auf, ob es uns nicht méglich sein wird, die Kréfte
in einem gegebenen Falle so zu schalten und zu beherrschen, daf} sie wenigstens keine heftigen Schwin-
gungen mehr erregen. Diese Zukunftsaufgabe sei hier noch mit einigen Ausfiihrungen néher beleuchtet
und an einem Beispiel besprochen.

Wie wir gesehen haben, erhalten wir auch in Resonanzfillen kleine Ausschlige,
wenn wir entweder die harmonischen Krifte selbst moglichst abschwéchen oder wenn
wir sie an den einzelnen Kurbeln mit solchen Phasen angreifen lassen, daf (D)
moglichst Null ergibt (vgl. Lehrsatz S. 69).

Nach den Untersuchungen des IT. Abschnittes erscheint es ziemlich aussichtslos,
eine gentigende

Verkleinerung der Kraftamplituden

zu erreichen. Selbst fiir starke Fiillungsunterschiede dndern sich die harmonischen
Mittelwerte der Einzylinderdrehkraft nur wenig (vgl. Fig. 20). Auflerdem wird man
kaum dem Schwingungsausgleich zuliebe die Drehkraft des einen und andern Zylin-
ders bei einer oder mehreren kritischen Drehzahlen allzusehr abschwichen oder gar
ganz entbehren wollen.

Zur Bekdmpfung der Schwingungen steht uns also nur der Ausweg einer

Phasenverschiebung der Krifte

offen, die wir auf zweierlei Weise erzwingen konnen.

Ein erstes Mittelist wieder: Anderung des Indikatordiagramms. Doch selbst
bei starkem Fiillungsunterschied wiirden sich, wie in der Amplitude, so auch in der
Phase immer nur sehr geringe Abweichungen gegeniiber dem Fall gleicher Fiillung
ergeben, so dafl jedenfalls ein Gegeneinanderschwingen sonst gleichgerichteter har-
monischer Krifte und umgekehrt nicht zu erreichen ist. Fiir unsere Zwecke sind aber
nur solche Mafinahmen als wirksam und brauchbar anzunehmen, welche uns in den
Stand setzen, die Phase ganz ins Gegenteil umzukehren, nicht bloB eine Teilverschie-
bung zu erreichen. Eine stirkere Wirkung auf diesem Wege erscheint nicht aus-
geschlossen, wenn man sich entschlieft, auf die Gasdrehkraftlinie beim Durch-
fahren des kritischen Gebietes viel radikaler (etwa durch Einblasen von PreBluft
oder durch starkes Nachbrennen) einzuwirken. Die praktische Verwirklichung
derartiger Arbeitsprozesse erscheint aber immerhin schwierig und umsténdlich
und erfordert jedenfalls bauliche Anderungen und MaBnahmen an den Zy-

“lindern.

Ein zweites, viel wirksameres und sehr einfaches Mittel bietet sich uns in der
Wabhl der Ziindungsabstinde dar, die wir ja ohne weiteres durch die Wahl der Kurbel-
winkel in der Hand haben. Es kann dabei ins Auge gefaBt werden, die beiden sym-
metrischen Zylindergrupgen als Ganzes und damit auch ihre resultierenden Gruppen-
krifte gegeneinander zu versetzen. Oftmals erscheint es wirksamer, nur einige
Zylinder einer Gruppe in etwas abweichendem Abstande ziinden zu lassen. Natur-
gemiB ist dabei besonderes Augenmerk darauf zu richten, daB das notwendige Opfer
an Massenausgleich und an Gleichformigkeitsgrad der ganzen Anlage moglichst klein
bleibt.
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Beispiel
(Sechszylindermaschine mit Dynamo).

Wir behandeln im nachstehenden einen einfachen Fall und beschrinken uns daraut, den Ein-
fluBl einer gruppenweisen Kurbelversetzung zu untersuchen. Wir bestimmen zahlenmiBig an dem
Beispiel der bereits 8. 70{f. eingehend behandelten Frahm schen Anlage (Z.d. V. d. 1. 1918, S.177),
wie sich die Schwingungs-, Massenausgleich- und Gleichfé migkeitsverhiltnisse #ndern, wenn man die
beiden Dreizylindergruppen nicht mehr ohne jede Versetzung 4 = 0 (Fig. 37a—f) kuppelt, sondern
wenn man sie um 4 = 20° (Fig. 38a—f) bzw. um 4 = 30° (Fig. 39a—f) versetzt, oder wenn man
nicht, wie bei der ausgefithrten Maschine durchweg gleiche Ziindabstinde (= 120°), sondern die Inter-
valle 100° und 120° bzw. 90° und 150° wihlt.

a) Schwingungsausgleich.

Es wird vorausgesetzt, daB nur die eine starke Kritische 6ter Ordnung (Fig. 36n und r) aus-
zugleichen sei, und dal die Kritische 4'/,ter Ordnung nicht mehr in Betracht komme, weil z. B. die
héchste Betriebsdrehzahl etwa bei 450 Uml./min liegen moge. Die I. Eigenschwingungszahl wiirde
sich jedenfalls immer leicht so weit verlagern lassen, daf3 diese Bedingung erfiillt wire.

Wir wissen, dafl Kurbelversetzungen auf diese Sachlage keinen EinfluB haben; wie weit sie aber
die erregenden Drehkraftimpulse zeitlich verschieben und dadurch verschieden starke Schwingungen
erzwingen, das konnen wir nun an Hand der Abschnitte II, III und IV des zweiten Teils leicht und mit
Sicherheit rechnerisch verfolgen. In diesem Sinne sind die oben 8. 71ff. abgeleiteten Torsiogramme
(die wir in den Fig. 37d—f noch einmal wiederholt haben), zweimal umkonstruiert, und zwar wurden
fiir 4 = 20° die Fig. 38d—f und fiir 4 = 30° die Fig. 39d—f erhalten,

Aus dem Vergleich der Torsiogramme erkennt man unmittelbar eine Ver-
starkung der Kritischen 7!/,ter Ordnung und eine Verminderung der Kritischen
6ter Ordnung, so zwar, dafl bei 4 = 20° und A4 = 30° die Schwingungen bei n = 284
und 7 = 358 Uml./min etwa gleich groB und ungefihr halb so stark werden wie die
gefahrliche Kritische 6ter Ordnung bei 4 = 0 (Fig. 38f). Zur Erklirung dieser Er-
scheinung ist zu bedenken, dafl die Versetzung der Dreizylindergruppen und ihrer
Drehkrifte nicht nur allein die harmonischen Impulse 6ter Ordnung zeitlich aus-
einanderschiebt, sondern gleichzeitig auch andere, darunter jene 7!/,ter Ordnung
ihrem Gleichtritt niher bringt. Schwingen nidmlich diese letzteren Krifte in den
beiden Zylindergruppen bei 4 = 0 gerade entgegengesetzt, also mit 180° Phasen-
abstand, dann liegen sie bei 4 = 20° nur mehr um (180 — 7%/,-20) = 30° und bei
4=30°um (7'/, - 30 —180) = 45° auseinander (— vgl. die gestrichelten Fahrstrahlen
in Fig. 38e und 39e, sowie die schematischen Fig. 38b und 39b —). Die Krifte
6ter Ordnung liegen dagegen bei 4 — 0 im Gleichtritt und stehen bei 4 = 30° voll
gegeneinander, wie vorher die Impulse 71/,ter Ordnung bei 4 = 0; es nimmt daher
die Bewegung nach Fig. 39f deutlich erkennbar den Charakter der Schwingung
Fig. 37e an.

Die Berechnung und Konstruktion der Torsiogramme diirfte durch folgende Bemerkungen ge-
niigend erldutert sein: Die Zahlentafel 6 hitte bei etwas anderer Anordnung ohne weitere Nachrech-
nungen auch fir die beiden Fille 4 = 20° und 4 = 30° verwendet werden kénnen; mit ihr werden
in einem Zuge die Schwingungen unter der Voraussetzung berechnet, daB auf das System gleich die
-beiden. erregenden Krifte E, und E, (bzw. D; und Dr) einwirken. Fiir den Fall 4 = 0 war das mog-
lich, weil nur Krifte mit einem Phasenabstand 0° oder 180° in Frage kamen. Bei 4 = 20° und 4 = 30°
muBten auch andere Zwischenphasen beriicksichtigt werden. Um mit einer einmaligen Rechnung fiir
alle 4 auszukommen, wurden einzeln die von E, bzw. E, erzwungenen Sinusschwingungen berechnet
und diese dann nach dem Superpositionsgesetz einander iberlagert, d. h. die Sinnbilder dieser Sinus-
linien, die Fahrstrahlen unter der entsprechenden Phasenverschiebung geometrisch addiert. Die sche-
matischen Figuren 38 und 39b und ¢ sind dafiir ein bequemer Behelf.

Fiir diese Rechnungen konnte die Zahlentafel 6 nur bis zur Spalte 17 iibernommen werden; von
da ab war dann jede Reihe zweimal getrennt zu Ende zu rechnen, das eine Mal unter Einfiihrung einer
Erregenden E,; das andere Mal ergab sich E; von selbst als Restkraft. Entsprechend war die kleine
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Schema der Kurbelwinkel.

4=20°

Schema der Phasenabstéinde zwischen den Harmonischen der beiden Dreizylindermaschinen (I) und (II),
in bezug auf die Phase der Krafte D (y)

I1ys...
T7y2
- b 4 72
Z1y2
Z1ys,u1s..
Iy =I5 .

1Umdrehurg

1Umadrehung 1UYmdrehung

n = 284 U/Min. (Kritische 7! ,-ter Ordnung)

' P n = 358 U/Min. (Kritische 6-ter Ordnung)
E /'f i’ E - § I |
SRR | 1 | 5
¢ 3n '.‘ "k\“ i : e
AR | R T X i
4 ____;_ ________________ --bn :
: r L
Fig. 37a—f. Fig. 38a—f. Fig. 39a—f.

Wydler, Drehschwingungen. 6
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Tabelle 6a zweimal zu rechnen. Die Addition zweier Einzelschwingungen mufite fir 4 = 0 wieder
dieselbe resultierende Schwingung ergeben, wie sie schon in Tafel 6 berechnet war.

b) Massenausgleich.

Die Massenkrifte in Richtung der Zylinderachse &#ndern sich innerhalb einer jeden Umdrehung nach
dem Gesetz
P=mg-r+ @ (cos & +Acos2«),

Darin bedeutet myrw? = C, den charakteristischen MaBstabsfaktor, welcher jedem Getriebe und jeder
Drehzahl besonders zugehért, & den Winkel der augenblicklichen Kurbelstellung, gezihlt von der oberen
Totpunktlage aus —, und 4 das Stangenverhiltnis. Im ungiinstigsten Falle n = 450 ist nach S. 72

0,252 kg

— 2 __ . 2 =
C,=myrw 981 21. 47,1 12,0 om?

Wir stellen die Funktion P zweckmiBig als Ubereinanderlagerung zweier einfacher Kraftschwingun-
gen I. und II. Grades durch zwei Drehzeiger dar, von denen der eine mit der einfachen Drehzahl, und
der andere mit der doppelten Drehzahl rotiert (vgl. Fig. 40b und e).

Allgemein erzeugen diese beiden Teilbetrige der Kraft P sogenannte ,freie Massenkrifte* und
» Kippmomente*“.

Die ,,freien Massenkridfte* ergiinzen sich in unserem Falle bereits innerhalb einer Dreizylinder-
maschine mit Kurbelwinkeln = 120° zu Null. Es greifen daher auch am Schwerpunkt der Sechszylinder

Yy
/ \
t%&-/ﬁ/‘ﬁ,
- Ay =

d ' o A awem)

Fig. 40.

maschine, welche ja aus zwei symmetrischen Dreizylindermaschinen besteht, keine freien Massenkrifte an.

Dagegen ergeben sich verschieden groBie ,,Kippmomente®, d. h. die hin und her schwingenden
Massenkrifte der einzelnen Zylinder entwickeln mit zunehmender Versetzung der beiden Dreizylinder-
maschinen wachsende Tendenz, die frei hingende Maschine um den Schwerpunkt schwingend zu kippen.
Wir vergleichen im folgenden die Maximalwerte der Kippmomente, welche innerhalb jeder Umdrehung
auftreten (Fig. 41).

In bezug auf die Schwerebene S—S (Fig. 40a) entwickeln 3 gleiche Massenkrifte (C; = Cp = C,-
= (C drei verschiedene Kippmomente im Betrage von 5/, (Ca), 3/, (Ca), */,(Ca), natiirlich mit Phasen-
verschiebung, Beziehen wir alle Momente auf den fiir einen ganzen
Zylinderabstand geltenden Betrag (C - a) = M, dann ergibt sich resul-

75M _--~  tierend fir die Dreizylindermaschine I das Kippmoment My = V3- M,
< dargestellt durch Fahrstrahl M1 (Fig. 40c). Bei der Kupplung der
10 - beiden Maschinen I und II ohne Versetzung erzeugt die Gruppe II

relativ zur Schwerebene S—S ein gleichgro8es Moment, nur im ent-

051 gegengesetzten Drehsinn, dargestellt durch Fahrstrahl M. Die
geometrische Summe (M1 + M1y) ist in diesem Falle ebenso, wie die
-;W e 5 730% 730° 4 algebraische, = Null, oder wie bekam}t, die Kippmorflente der Masse?n
/7 krifte halten sich bei der symmetrischen Sechszylindermaschine in
~ jedem Augenblick das Gleichgewicht. Gleiches gilt fiir die Momente

Fig. 41. II. Grades (Fig. 404).

. Versetzen wir dagegen die beiden Gruppen gegeneinander, so
werden davon auch die Kippmomente betroffen: Fiir 4 = 30° z. B. verdrehen sich auch die beiden Fahr-
strahlen My und M1y um 30° gegeneinander, die Vektoren fiir die Momente zweiten Grades weichen um 60°
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voneinander ab, wie das in den Fig. 40e—g dargestellt ist. Fiir 4= 30° ergibt sich somit innerhalb
einer jeden Umdrehung ein maximales Kippmoment von

(0,897 + 0,407) M = 1,304 - M;

Zum Vergleich kann dienen, daB eine Dreizylindermaschine fiir sich allein nach Fig. 40 ¢ und d
ein maximales Kippmoment = (V3 + 2V3} M = 2,14 M erzeugt, das also bereits erheblich ungiinstiger
ist und noch dazu auf die nur halb so schwere Dreizylindermaschine mit ihrem mehrfach kleineren
Trigheitsmoment gegen Kippen einwirkt.

¢) Ungleichformigkeitsgrad.

Die ungleichférmige Drehbewegung ist bekanntlich bedingt durch die Schwankung in der wirk-
samen Maschinendrehkraft und in der von ihr geleisteten Arbeit. Vergleichen wir daher bei den verschie-
denen Ausfiihrungen die groBten Arbeitsiiberschiisse pro Periode, dann haben wir damit auch unmittelbar
das Verhiltnis der Ungleichférmigkeitsgrade. Das Diagramm Fig. 42 zeigt,
daB wir z. B. bereits fiir 20° Versetzung der Kurbeln innerhalb einer Periode :0,5, ) (mkg)
den 2,2-fachen ArbeitsiiberschuB — ausgedriickt durch den Inhalt einer o
Diagrammfliche — oder 2,2-fache Ungleichférmigkeit erhalten bei sonst
gleichen Verhiltnissen. (Die UberschuBflichen sind in der bekannten 200 -

Weise mit Hilfe der resultierenden Drehkraftkurven fiir die 3 verschiedenen 1000 /
Kurbelwinkel bestimmt.)

Im ubrigen ist unter Bezugnahme auf unsere Ausfithrungen S. 77 A
wiederum daran zu erinnern, daB diesen Vergleichszahlen nur dann tat- 4 w°  20°  30°
sichliche Bedeutung zukommt, wenn die Schwungmassen des ganzen Fig. 42.

Systems starr verbunden sind. Sobald aber, wie bei wirklichen Ausfithrungen
oftmals, nennenswerte Drehschwingungen auftreten, dann vollfiihren alle Schwungmassen ihre eigenen
Bewegungen, d. h. jede besitzt ihren eigenen Ungleichférmigkeitsgrad, der natiirlich ganz von der
Stirke dieser Drehschwingungen abhingt.

Wegen Raummangel miissen wir es uns versagen, hier noch tiefer auf diese wichtigen Zusammen-
hénge einzugehen. Desgleichen ist auch immer bei ungleichen Ziindabstinden die Anfahrméglichkeit
sorgfiltig zu untersuchen. Immerhin kénnen wir das Folgende als das

Ergebnis derrechnerischen Untersuchung

festhalten : Beim vorliegenden Beispiel wird bereits durch eine gruppenweise Kurbel-
versetzung ein roher Ausgleich, d. h. eine Verminderung der stirksten Verdrehungen
oder Beanspruchungen auf etwa die Hilfte erzielt. Eine Versetzung der Kurbeln 5
und 6 allein wiirde einen noch vollkommeneren Ausgleich ergeben. Das notwendige
Opfer an Massenausgleich und Gleichférmigkeit erscheint ertriiglich.

Schlubemerkung.

‘Wie schon der Titel der vorliegenden Arbeit besagt, gelten unsere Entwicklungen in erster Linie
fiir den Motorenbau. Sie sind auf den Flugmotor ebenso anwendbar, wie auf die schwere Schiffsmaschine;
bei diesen letzteren kostspieligen Aggregaten muB die Angelegenheit der Resonanzschwingungen mit
besonderer Sorgfalt behandelt werden.

Das im V. Abschnitt des zweiten Teiles untersuchte Beispiel stellt einen Schwingungsausgleich
gewissermafen in seiner gedringtesten Form, d. h. bereits innerhalb der Antriebsmaschine dar. Dariiber
hinaus ergeben sich bei Kupplung von ganzen Maschinensitzen, wie das bei Flugmotoren iiblich ist,
viele Méglichkeiten fiir die Anwendung der hier dargelegten Beziehungen. Das Gleiche gilt dann, wenn
sowohl die Antriebsmaschine, als auch die Arbeitsmaschine veranderliche Drehkraft aufweisen. Hierher
gehoren Kompressoraggregate mit Olmaschinenantrieb und nach neueren Beobachtungen der Propeller-
antrieb, sowie die Getriebe elektrischer Lokomotiven.

6%
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Grundsitzliches iiber die Darstellung schwingender Grofien dureh

Kreisfunktionen.

1. Die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit @ kreisende Lénge a bildet sowohl in ihren z = Kom-
ponenten als auch in den y-Komponenten eine rein sinusformige ,,harmonische* Schwingungsbewegung

in allen Stiicken zahlenmiBig gleichwertig ab. Z. B.

a) ga;fs}:slc}\ﬁzrgla;f. d'er.Z(.elt.t .1sF r.xa.c':h .Fllg 43a der. vert.lk.altle } y = a-sinwt; (24)
b) ﬁ::t Zl;gf;bilg‘lﬁminza)vertlkal.e .S?hx?lrfgl'mgsgesch“ mdlg vy= (aw)-coswt; (25)
oder analytisch . . . . v :d—y = (E_d_(sm—wtz = (aw) - coswt ;
vodt dt
¢) die Vertikal-Komponente der Beschleunigung ist nach . > . .
Fig. 45a der Zihlrichtung entgegengesetzt . } Py =—(ao?) sinot; (26
oder analytisch . . . . . . N %’! =aw- d(C?{Stwt) —(a - w?) sinwt;

2. Wie die Bewegungsbegriffe y, v,, p,, so werden auch die bei der Schwingungsbewegung auftretenden
Krifte durch Kreisfunktionen dargestellt, da die elastischen Gegenkrifte oder ,,Zentralkrifte* P immer den

Polardiagramme

Lineardiagramme

Fig. 45. Beschleunigungen p und Trigheitskrifte 7.

Dargestellt sind die am schwingenden materiellen Punkt 0 vorhandenen

Bewegungsbegriffe y, v,, p,, und die an ihm angreifend gedachten
Krifte P, K, T.

4. Die Bewegungsbegriffe weichen in der Phase voneinander ab:

Ausschliagen y, die reibenden,
ddmpfenden Widerstinde K
meist den Geschwindigkeiten v,
und die Trégheitskrifte 7' nach
dem dynamischen Grundgesetze
immer den Beschleunigungen
py proportional sind. Zihlen
wir diese Krifte in dem Sinne,
in welchem sie auf den schwin-
genden Punkt einwirken, so
sind sie sidmtlich ihrem zu-
gehorigen Bewegungsbegriff
entgegengesetzt, d. h. hinken
ihm um 180° in der Phase
nach (vgl. die Fig. 43, 44, 45b).

3. Die Fig.43—45 und die
Beziehungen unter 1. zeigen,
daB fiir die besonderen Winkel
T _gT
27 TUg
ausgezeichneten Umkehrpunkte
der Sinusbewegung —+ U die
Verschiebung y gleich dem
vollen Kreisradius &+ «, und
die Umkehrbeschleunigung p,
gerade gleich der vollen Zentri-
petalbeschleunigung der Kreis-
bewegung = (F aw?) wird. Die
Umkehrgeschwindigkeiten da-
selbst werden gleich Null, da
dort die Umfangsgeschwindig-
keit v =aw keine y-Kom-
ponente besitzt, oder da in den
Grenzlagen der schwingende
Punkt augenblicklich in Ruhe
ist. Weiterhin steht auch ins-
besondere fest, daBl dort jeweils
die Tragheitskraft gerade gleich
der vollen Zentrifugalkraft
=+ (ma- 0?) ist (Fig. 45b).
Die Geschwindigkeiten v, eilen

ot = .. oder fiir die

den Verschiebungen y um eine Viertelperiode in der Phase voraus (Fig. 44a) und ebenso die Beschleuni-
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gungen p, den Geschwindigkeiten v, (Fig. 45a). Fiir die schwingenden Krifte gilt entsprechend das
gleiche. Stellen wir weiter Kraft- und Bewegungsbegriffe einander gegeniiber, dann erkennen wir, daf3
die Dimpfungskraft K den Ausschligen um eine Viertelperiode nachhinkt, und dafl die
Triagheitskraft T mit den Ausschlédgen in Phase geht.

5. Die simtlichen bisher angewandten Verfahren zur Berechnung von Eigenschwingungszahlen, und
auch die Ableitungen unseres ersten Teils untersuchen lediglich die einfache Schwingungsbewegung eines
idealen reibungsfreien Systems: EswirdjeweilsnurdievoneinerduBeren Kraft(,,Restkraft® R)
im Rhythmusihrereigenen Periodenzahlerzwungene, sich gleichbleibende Schwingung
berechnet,dieim Sonderfallzur gesuchten freien Eigenschwingungohne jegliche 4ulere
Anregung (R = 0! wird.

Alle anderen noch mdoglichen Bewegungen, die sich dieser einfachsten Schwingung iiberlagern
und zu Schwebungen fiihren konnten (z. B. Eigenschwingungen, welche sich beim Ubergang von einer
Periodenzahl in eine andere ausbilden, werden bewufit vernachlissigt, da sie ja beim wirklichen, mit
Reibung behafteten Vorgang doch rasch abklingen und nur die erzwungene Schwingung als Beharrungs-
zustand iibrig lassen werden.

Bei solcher einfachen Schwingung kommen nur Krifte und Ausschlige in gleicher oder entgegen-
gesetzter Phase vor, solange nur eine einzige oder mehrere, aber phasengleiche Krifte die Bewegung er-
regen'). Wenn wir aber von allen Ausschldgen oder Kréiften wissen, daf8 sie zur gleichen Zeit gleiche Phasen-
werte, z. B. in der neutralen Lage ihre - Nullwerte, oder in den Umkehrpunkten ihre + Hochstwerte er-
reichen, so geniigt es, nur fiireinensolchen Augenblick der Bewegungsumkehrdiestatischen
Gleichgewichtsbedingungen anzuschreiben. Daher kommt es, daB bei allen diesen, gewdhnlich
durchgefiibrten Schwingungsrechnungen nur positive und negative Hochstwerte der Trigheitskrifte
auftreten, und keine einzige, die mit einer Sinusfunktion behaftet wire.

Erst wenn wir uns ein Urteil bilden wollen iiber die Wirkung phasenverschobener erzwingender
Krifte, z. B. nachhinkender Dimpfungen, dann miissen wir auf die geometrische Behandlung mit Fahr-
strahlen, oder analytisch auf die Anwendung von Winkelfunktionen bzw. auf eine Doppelrechnung in
zwei zu einander senkrechten Phasen zuriickgreifen. Im zweiten Teil dieser Arbeit wird hiervon weit-
gehend Gebrauch gemacht. (Vgl. auch Giimbel, Z. d. V. d. 1. 1912.)

6. Es ist der Mechanik durchaus nichts Ungewohntes, schwingende Grofen durch Kreisfunktionen
darzustellen. Das einfachste Beispiel ist der Kurbeltrieb, wonach der Kolben eine Schwingung 1.und
2. Grades ausfiihrt. Bei den Uberlegungen des Massenausgleichs werden seit langem die vertikal und hori-
zontal schwingenden Massenkrifte durch kreisende Zentrifugalkriifte dargestellt. (Vgl. Fig. 40.) Als drittes
sehr bemerkenswertes Beispiel kann die Stodolasche Deutung der kritischen Drehzahl einer Lavalwelle
als Biegungs-Eigenschwingungszahl dieser Welle herangezogen werden: -

Foppls bekannte Formel fiir die kritische Drehzahl der Lavalschen Turbinenwelle w; = l/ ”%
(% = Wellenkonstante oder = elastische Gegenkraft der Welle pro Einheit der Durchbiegung; m = Masse;
Exzentrizitit e = 0) 148t sich umschreiben in (1. @2 m = (x-1) und stellt dabei die
dynamische Grundgleichung (Beschleunigung X MaBe = Kraft) dar. Die linke Seite bedeutet die
Zentrifugalkraft fiir einen Radius 1, gegen welche der Wellenwiderstand (- 1) gerade aufzukommen
vermag.

Denken wir uns dieselbe Welle im Zustand von Biegungsschwingungen, bei welchen der Angriffs-
punkt der Masse m jeweils um dieselbe Langeneinheit ausschligt, dann entwickelt die Masse m im Augen-’
blick der Bewegungsumkehr eine Trigheitskraft m(w,? - 1), welcher die elastische Gegenkraft (« - 1) ent-
gegensteht. Die Bedingungsgleichung, welche im Zustand der Eigenschwingungszahl notwendig erfiillt
sein muf, erhilt also, genau wie bei der kritischen Drehzahl, die Form (1. @2) . m = (x - 1).

Beitrage zur Reduktion von Schwungmassen und Liangenabstinden.

Die Reduktion von Schwungmassen und Lingenabstinden auf zwei bestimmte Bezugsgrofen
(Reduktionsradius » und polares Trigheitsmoment J,) wurde bei unseren bisherigen Betrachtungen
meist stillschweigend als erledigt angesehen. Sie hat lediglich die Bedeutung einer MaBnahme zur Ver-
einfachung der Zahlenrechnung, indem man die naturnotwendig vorhandenen Verschiedenheiten im kon-
struktiven Aufbau eines Massensystems vorweg so umrechnet, daB sie jeweils durch Angabe nur einer
Massenzahl und nur eines Lingenabstandes gleichwertig gekennzeichnet sind. Im tibrigen ist das Re-
duzieren ein Problem fiir sich, das mit Schwingungen zuniichst nichts zu tun hat, was schon daraus hervor-
geht, daB solche Reduktionen auch fiir andere technische Betrachtungen, z. B. fiir die Bestimmung des
Ungleichférmigkeitsgrades nach dem Verfahren von Wittenbauer?), durchgefithrt werden. Auch in
unserem Falle, wo sich bei Systemen mit vielteiliger Zusammensetzung immer wieder dieselbe Rechen-

1) Vgl. Nachwort, S. 94.
%) Vgl. Tolle, Regelung der Kraftmaschinen 1921, S. 99.
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Anhang.

Geometrische polare Trigheitsmomente von Kreisquerschnitten mit Durchmessern 0 - 110 cm.

1. Physikalisches polares Trigheitsmoment

@I,=_r[dm-7"

T =
b=

o

Dabei bedeutet

ZylinderauBenradius
Zylinderbreite achsial

D = Triagheitsdurchmesser

"=

Fr9

Polares Trigheitsmoment in crm“ (I

1
Durchmesser in crm

spezifische Masse des
Zylindermaterials (fiir
Stahl  yfg = 000330,
=810-6)

-05-70%

0,4 ——0u02

=p+J,b [cmkgsec?];

Anwendungen auf volle Kreiszylinder.
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{

kg secﬂ}

cm#

90

80
75, 708

72,800

19,100

GD?

240

70+ 103 —s6g 440

60 —— 60,345

79,520

251,360

600

2. Schwungmoment
[ (g-dm)-4r®
4g-0,

=4y-J,-b [kgem?];

6136

\- 700103

70

40106

Yooz

70706
38239

7323

9,4306

6913

84

7323
92 .91# .9]5 25
1

60

74,215’1
7‘02 7|011 7{6 708

Durchrmesser in cm 60

Fig. 46 I und II.
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operation wiederholt, indem fiir alle Wellenstiicke elastische Verdrehungen unter der Einwirkung von
Momenten triager Schwungmassen bestimmt werden, ist es immer lohnend, zuerst ein einfaches, gleich-
wertiges ,,reduziertes’ Rechengebilde zu schaffen. Wegen ihrer praktischen Bedeutung ist die Angelegen-
heit bereits oftmals und eingehend in der Literatur?!) behandelt worden. Wir beschrinken uns deshalb
im folgenden darauf, einige kurze, erginzende Beitrige mitzuteilen:

a) Reduktion von Schwungmassen,

Es ist zu unterscheiden, ob die bei der Schwingungsrechnung in Anwendung kommende Rechen-
methode mit den Momenten von Drehkriften (wie bei Roth, Holzer, F6ppl) oder mit den Dreh-
kriaften selber arbeitet (Giimbel, Dreves, unsere Ausfithrungen). Im ersteren Falle hat man fiir jede
Schwungmasse das entsprechende physikalische polare Trigheitsmoment zu ermitteln, im zweiten Falle
sind fiir einen gemeinsamen Reduktionsradius entsprechende Massenzahlen zu berechnen. Dabei bestehen
zwischen Schwungmoment (G D?), Trigheitsmoment X(m??) und reduzierter Masse m, die bei Fig. 46 I
(oben) beigefiigten Beziehungen. Nach der Vorschrift dieser Formeln berechne man die Schwung- und
Trigheitsmomente, sowie die reduzierte Masse von Schwungkorpern immer moglichst mit Hilfe der
geometrischen polaren Trigheitsmomente (vgl. Fig. 46 I und II); man vermeide also die direkte Bildung
der Produkte mr2, die ja nicht genau richtige Werte ergibt, wenn man 7 nur bis zum Schwerpunkt der
einzelnen Massenelemente rechnet.

Meist wird sich ein Schwungkorper ohne Schwierigkeit in eine Anzahl Ringe oder Scheiben
gleicher Dicke unterteilen lassen. Besteht der Schwungkdrper aber auch aus Scheiben mit
konischem Profil mit einer axialen Breite b, auf AuBenradius r, und b, auf Innenradius r;, dann
darf nicht etwa mit einer konstanten Profilbreite b,, gemessen im Schwerpunkt der Profilfliche, oder
mit einem b,, = dem arithmetischen Mittel aus b, und b; gerechnet werden. Setzen wir gerade, genau
konische Profilbegrenzung voraus und ist g = —I;—“— das Breitenverhéltnis und o = :—1 das Radienverhalt-
nis, dann ergibt sich das Schwungmoment der Scheibe mit konischem Profil als das einer Scheibe
gleicher Dicke b zu

GD* =4y -[(J,)a— ()] b,

@)
oder B0, =2mr?) = ul(J,), — (Jp)J:b; und m, = r_;;
wobei streng richtig _ [ 1—pBo 1—8 4 1—p° ]
b=t 1—0p _1—9.757'1—@4 ’ 27
Ist 7, sehr klein gegeniiber r,, also auch g sehr klein, dann ist
angendhert b=09,- [wtﬂJ . (27 a)
—@

Im extremen Fall fiir 5, = 0 und 7, = 0 (also # = 0 und g = 0) wire b durchaus nicht = 2/, b,
oder =1/, b,, sondern nur = /5 b; zu setzen.

1. Das einer Kurbelkrd pfung fiquivalente Trigheitsmoment bzw. ihre reduzierte Masse setzt sich
aus 3 Teilbetrigen zusammen, aus den Werten fiir zwei halbe Wellenzapfen, fiir die Kurbelschenkel und
fiir den Kurbelzapfen. Dag polare Trigheitsmoment der beiden letzteren Teile ist zu bestimmen nach
der bekannten Beziehung

B @1) = m-a2+ (911)0’

wobei m = Masse der Schenkel bzw. der Kurbelzapfen, ¢ = Abstand ihrer Schwerpunkte von der Dreh-
achse der Kurbelwelle und (@,), das polare Eigentrigheitsmoment der Schenkel bzw. des Kurbelzapfens
2 2

in bezug auf die zur Wellenmittellinie parallele Schwerachse. Fiir die Schenkel ist dieses = m -h 1_+2- ! s
wenn [ die ganze radiale Lange des Schenkels und % seine Hohe senkrecht zu [ und zur Achse bedeutet.
2. Der Ersatz des Kurbeltriebes durch eine gleich stark in Umfangrichtung wuchtende Schwung-
masse gelingt nur mittelwertartig: Der ,rotierende* Gewichtsanteil der Schubstange ist zwar fiir jede
Kurbelstellung mit seinem vollen Massenwert anzurechnen, dagegen aber machen sich die iibrigen ,,0szil-
lierenden* Getriebemassen je nach der Kurbelstellung verschieden stark am Kurbelzapfen in Umfangs-
richtung als trige Schwungmassen bemerkbar. Ist v die konstante Umfangsgeschwindigkeit der Kurbel-
zapfenmittellinie, ‘dann ist (genau fiir unendlich lange Stange / = oo) die Geschwindigkeit der hin und

2
hergehenden Gewichte = v . sin « und ihre lebendige Kraft = m - % - sin%x. Die Ersatzmasse muf} nach

1) Die ersten Angaben finden sich bei Frahm, Z.d. V. 1902, S. 800. Sehr scharf ist die Aufgabe
gekennzeichnet bei Giimbel, Z.d. V. 1912 S. 1025 unter Abschnitt I; unter Abschnitt V,S. 1030 ist daselbst
ein sehr anschauliches Beispiel (2) behandelt. Am eingehendsten befaBte sich Dr. Geiger mit dem Problem;
auf 20 Seiten seiner Dissertation werden viele Einzelheiten besprochen und vor allem die Reduktion der
Kurbelkroptungen gelost. Neuestens erortert auch Holzerin seiner ,,Berechnung der Drehschwingungen®
1921 verschiedene Fille.
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Voraussetzung so bemessen werden, daB sie bei dem Bewegungsvorgang in jedem Augenblick diese gleiche
kinetische Energie entwickelt; sie ist somit als m - sin? xinnerhalb einer jeden halben Drehung nach dem
Schema unserer Fig. 30d verdnderlich anzunehmen. Statt dessen begniigt man sich nach dem Vorschlage
Frahms damit, den Mittelwert dieser Ersatzmasse, der offenbar durch die halbe héchste Amplitute
dargestellt ist, also 509, = 1/, - m,,, anzurechnen. In Wirklichkeit besitzt das System immer jeweils
eine hochste Eigenschwingungszahl, wenn die Kurbel gerade durch einen Totpunkt geht, die niedrigste,
wenn die Kurbel dazu senkrecht steht. Es ist das mit eine der Ursachen, warum sich die Kritischen auf
einen grofleren Drehzahlbereich erstrecken. Fiir endliches 2 miifte man streng genommen einen etwas
anderen Mittelwert als 509, wihlen, indes ist die Abweichung nur gering, wie man aus der Fig. 94 bei
Tolle, ,,Regelung der Kraftmaschinen®, 1919, ersehen kann.

3. Werden die Geschwindigkeiten einzelner Schwungmassen durch Zwischenschaltung von Hebeln
oder Zahnridern ¢-fach tibersetzt, dann entwickeln sie :*-fache lebendige Krafte oder Trigheitswirkungen
Es entsprechen ihnen also auch ¢®-fache reduzierte Massen, welche direkt auf der Systemwelle sitzen.

b) Reduktion von Lingenabstinden.

Das Kriterium, nach welchem die Umrechnung der Lingen geschieht, ist bereits S. 5 angegeben
Auch hierfiir sind die Fig. 46 1 und II vorteilhaft zu verwenden.

1. Kurbelkropfungen: Von 4 verschiedenen Kurbeln (Zapfendurchmesser d = 6; = 19; = 31,5;
= 33,5 cm) war die tatséichlich entsprechende reduzierte Linge durch Verdrehungsversuch festgestellt.
Eine rechnerische Kontrolle dieser Werte hat ergeben, dafl man rechnungsmagig die genau gleichen Werte
erhilt, wenn man sie mit den Geigerschen Formeln nach dem von Sass?) aufgestellten Rechenschema
bestimmt, jedoch die Verdrehung der Kurbelschenkel nicht mit einer Torsionsldnge ,,(R — 0,5 - d)*¢, son-
dern mit ,,(R — 0,795 - d)* = o~ ,,(R — 0,8 d)** berechnet. Immerhin macht die Berechnung der redu-
zierten Lénge nach diesen Formeln noch ziemlich viel Arbeit, die nur ungern geleistet wird, nach-
dem sich der Reduktionswert meist nur um wenige v. H. von der Naturlinge unterscheidet, wenn
man auf das J,des Wellen- oder Kurbelzapfens reduziert. Man rechnet daher in vielen Fallen,
besonders fiir erste Uberschlags- oder Projektrechnungen kurzerhand direkt mit der Naturlinge.
Dariiber hinaus beniitzen einzelne Firmen ihre eigenen vereinfachten Erfahrungsformeln2).

Bei einer aus Einzelteilen mit Schrumpfverbindung zusammengesetzten ,,gebauten’* Welle der
s»»Deutschen Werke, Werft Kiel*“ (Zapfendurchmesser = 370 mm) zeigte sich, da8 solche Wellen hinsicht-
lich ihrer Verdrehungen nach den gleichen Formeln, d. h. geradeso berechnet werden diirfen, als ob
sie aus einem Stiick geschmiedet wiren.

2. Kupplungsflanschen: Es ist nur schwer zu entscheiden und von vielen Nebenumstinden abhéingig,
welches polare Trigheitsmoment man bei der Reduktion in Anrechnung bringen soll. Eine Messung an
normalen festverschraubten Wellenteilen hat ergeben, daB man die wirklich gemessenen Verdrehungen
auch rechnerisch erhilt, wenn man sie mit einem Trigheitsmoment bestimmt, das gefunden wird als das
arithmetische Mittel zwischen dem polaren Trigheitsmoment der Schraubenverbindung und zwischen
demjenigen des Flansches, gerechnet bis zum Schraubenkreis.

3. Schrumpfverbindungen, gut ausgefiihrt, lassen kein Gleiten zu und sind als ,,Teile aus einem
Stiick® zu betrachten.

1) Z.d. V. 1921, S. 67.

2) Vgl. Geiger, Z. d. V. 1921, S. 1242. Die kurze Formel (28) von Holzer ,,Berechnung der
Drehschwingungen®, S. 13, ergab nur sehr unvollkommene Annaherungen.



Nachwort.

Betrachtungen iiber die Eigenschwingungen reibungsfreier Systeme.
Von Prof. Dr. G. Zerkowitz, Miinchen.

Die Untersuchungen des Herrn Dr. W ydler diirften nicht nur einen willkomme-
nen Beitrag zur Frage der Beherrschung dynamischer Wirkungen bei Kolben-
maschinen liefern, sondern auch, vermdoge der Einfachheit der gew#hlten analytischen
Hilfsmittel, insbesondere dem in der Praxis tétigen Ingenieur, dem zur Verfolgung
verwickelter mathematischer Betrachtungen zumeist nicht die noétige Zeit zur Ver-
fiigung steht, wertvolle Dienste leisten. Allgemeine dynamische Theorien iiber
Drehschwingungen sind verschiedentlich verdffentlicht worden. Es ergeben sich
jedoch bei mehr Massen schon fiir den reibungsfreien Eigenschwingungsvorgang
Gleichungssysteme, deren Auflésung miihevolle Rechnungen erheischt. Daher ver-
dienen Verfahren, die in verhéltnism#Big einfacher Weise zum Ziele fithren, besondere
Beachtung.

Im crsten Teil seiner Arbeit behandelt Wydler die Eigenschwingungen ver-
drehungsfihig verketteter Massensysteme; dabei bedient er sich eines Kunstgriffs,
indem er das aus n Massen bestehende System auf n — 1 Zweimassensysteme zuriick-
fiihrt. Die Zuldssigkeit dieses Vorgehens begriindet er an Hand einer Uberlegung,
bei der er fiir drei Massen die Trigheitskrifte im Augenblicke der Bewegungsumkehr
einfiithrt, ferner mit Hilfe von Zahlenbeispielen. Es dringt sich nun die Frage auf,
welcher Zusammenhang zwischen seiner Betrachtungsweise und den Grundgleichungen
der Dynamik besteht. Diesen Zusammenhang zu erschliefen und damit einen strengen
Beweis fiir seine Untersuchungen zu liefern, soll vor allem der Zweck der nachfolgen-
den Ausfiilhrungen sein; dariiber hinaus sollen einige Haupteigenschaften der rei-
bungsfreien Eigenschwingungen, insbesondere der Drehschwingungen, néher beleuch-
tet werden. Die gew#hlte Darstellungsform diirfte auch dem mit der héheren Ana-
lysis weniger vertrauten Leser das Verstdndnis der Vorgidnge ermdglichen.

1. Ermittlung der Drehschnellen der einzelnen Eigenschwingungen aus den
dynamischen Grundgleichungen.

Es sei zundchst daran erinnert, daf fiir eine federnd eingespannte Schwung-

masse unter Benutzung der Bezeichnungen auf S. 4 die dynamische Grundgleichung
lautet:

" H
my’ = ——¢=—he, (1)

wobei & = —Ili ist.

Dies ergibt bekanntlich die einfache harmonische Schwingung mit der Winkel-
geschwindigkeit oder ,,Drehschnelle®
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Zum besseren Verstindnis der folgenden Untersuchungen sei noch bemerkt,
dafl sowohl die Beziehung

@ = 4sin it (2)
als auch, was auf dasselbe hinausliuft,
@ = Aet (2a)
Gleichung (1) befriedigt. Die Einfithrung von (2) bzw. (2a) in (1) ergibt, daB
l=w
hingegen
p=jw

gesetzt werden muB, wobei mit j —)— 1 die imagindre Einheit wie vielfach bei
elektrotechnischen Uberlegungen bezeichnet sein moge. Es ist daher
@ = Asin wt (3)
oder auch
p=Ade*! (3a)
ein partikuldres Integral oder Sonderintegral der Gleichung (1). Die vollsténdige
Losung lautet
@ = Asin (wt + «) (4)
oder auch
o= A (@+a) (4a)

da im allgemeinen zwei Integrationskonstante, nimlich A und «, anzusetzen sind.
Fiir das aus » Massen bestehende System bedeuten: m,, m, . . . . m, die auf einen
bestimmten Halbmesser bezogenen Massen, H den Horizontalzug, I,,7,.... 1, _,
die auf ein bestimmtes Flichentrigheitsmoment der Welle bezogenen Wellenléingen
zwischen den Massen 1 und 2, 2 und 3, .... » — 1 und »n . Setzt man ferner
H H H H

_lT=h1 _l;=h2 l—i=ki E:=hn—1 (5)

und bedeuten ¢, @,... @, die Ausschlige der einzelnen Massen im Bogenmafe,
2

. . . dPo; .
so kann man die dynamischen Grundgleichungen, wenn der Kiirze wegen d(til = @]

gesetzt wird, ohne weiteres anschreiben. Zu diesem Zwecke denken wir uns die
einzelnen Massen zu einem beliebigen Zeitpunkte gegeniiber dem spannungslosen
Zustand um ¢,, @, ... @, verdreht und das System sodann sich selbst iiberlassen.
Jede Masse unterliegt dem verdrehenden Einflufl der beiden benachbarten und man
kann die Grundgleichungen anschreiben:

my @7 = hy (2 — 1)
My @5 = hy () — @3) + ko (3 — 72)
my @5 = hy (P5 — @3) + by (s — 73)

(6)

mn‘P;{ = hn—l (‘pn_l - (pn)
Addiert man simtliche Gleichungen (8), so erhilt man

mypy +my@y + - + My =0, » (6a)
da der Drall des sich selbst iiberlassenen Systems gleich Null sein muB}. (6) bedeutet

ein System n simultaner Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Durch mathe-
matische Umformungen kann man dieses Gleichungssystem auf eine Differential-
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gleichung der Ordnung 2 » zuriickfithren, so daf bei der Integration 2 n voneinander
unabhingige Konstante hervorgehen. Diesen Weg hat fiir arei und mehr Massen Prof.
A. Foppl beschritten. Wir versuchen nun, die Losung von (6) unmittelbar aufzu-

finden, indem wir Sonderintegrale fiir die einzelnen Verdnderlichen ¢, ¢,... @,
anschreiben. Zunichst ersieht man ohne weiteres, daf3
¢ =P+ Q1)
=P + Q1
. .3 (7)
Pr = P + Qt )

die Gleichungen (6) befriedigt!). Da darin P und @ Konstante sind, so sind noch
2 (n— 1) voneinander unabhingige Konstante verfiigbar. Die Beziehung (7) hat
offenbar mit Schwingungen nichts zu tun; sie bedeutet vielmehr die Drehung, die die
Welle als Ganzes ausfiihrt, wobei P die Anfangslage und Q¢ den in der Zeit ¢ zuriick-
gelegten Bogen kennzeichnet. Weitere Sonderintegrale lassen sich dadurch gewinnen,
daB man, ebenso wie bei der Schwingung einer Masse, goniometrische oder auch
Exponentialfunktionen einfiihrt, deren Exponent imaginér ist?). Wir setzen daher
analog zu den Gleichungen (3) bzw. (3 a)

¢, = Asin wt @, = Bsin wt @y = Nsinwt - (8)
oder auch _ ) )
@ = Aot @, = Beiw! pn = Neio? ) (8a)
Durch zweimalige Differentiation ergibt sich daraus:
¢l = — 0*p, Py = — 0@y Pn = — O*Py 9)
Fiithrt man diese Beziehungen in (6) ein, so erhélt man
— my?pr = — hip; + hyp,

— Me? Py = by — (by + hy) @2+ by

(10)
— m,.aﬂtpn = hn—l‘pn—l - hn—l(pﬂ
oder auch
0 = (m;w? — k) @1+ "o,
0 = hyp, + (Myw® — hy — hy) @y + by
: ) (10a)

0= hyci a1+ (Mp? — by_y) @y

Mit Riicksicht auf (8) bzw. (8a) kénnen in den Gleichungen (10) und (10a) die

beliebigen Ausschlige ¢,, @,... @, durch deren Gréftwerte 4, B, ... N ersetzt

werden. In diesem Falle bedeuten die Ausdriicke m;w?* 4 =T, myw®B=T, . ..

die Trigheitskrifte im Augenblicke der Bewegungsumkehr. Dadurch sind die Diffe-
rentialgleichungen auf ein System algebraischer Gleichungen zuriickgefiihrt.

1) DaB dieselben Werte von P und @ allen ¢-Werten gemeinsam sein miissen, ersieht man
ohne weiteres durch Einfithrung dieser Werte in (6).

2) Vgl. auch Forsyth-Jacobsthal, Lehrbuch der Differentialgleichungen, Braunschweig 1912,
Seite 3151.
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Will man aus (10a) die einzelnen Ausschlige ¢,, @, ... ¢, berechnen, so ersieht
man, daB sich von Null verschiedene Werte nur dann ergeben koénnen, wenn die
Determinante

(my@® — hy) by 0 0.--0 0
Ry (myw?® — by — hy) hy 0.--0 0
4 — . . . . . (1)
0 0 0 co v hyoy (My@? — hpy)

gleich Null wird. Durch Auswertung erhilt man eine algebraische Gleichung héherer
Ordnung, die sog. ,,Kenngleichung, aus der sich die einzelnen Werte fiir »? und damit
die Drehschnellen der einzelnen Eigenschwingungen errechnen. Beispielsweise erhilt
man fir drei Massen:

(my® — k) hy 0 |
Ay = I, Mmy® — hy — by By | —o0. (12)
i 0 h, (mzm? — hy) ‘

Die Ausrechnung ergibt:
(myw? — hy) [(myw?® — by —hy) (my@?® — hy) — B3} — h] (myw® — hy) =0

oder nach einigen Umformungen:

b K0t — K,0*+ K,w* =0 (12a)
wobei
_ My My My
o=,
(mg + mg) | my (my + my)

my
K, =

T
Ky =my + my + my

hy

in Ubereinstimmung mit der von A. F6ppl gegebenen Losung ist. Gleichung (12a)
kann man durch w? dividieren, so daf} sich zwei Werte fiir w? bzw. @ errechnen.

Im allgemeinen erhilt man bei » Massen n — 1 von Null verschiedene Werte
von w, die als w;, w, ... w,_; bezeichnet sein mogen, die Losung w = 0 kann als
»trivial“ auBer Betracht bleiben. Das vollstindige Integral der Differentialglei-
chungen (6) lautet nun unter Heranziehung von (8a):

@y = Alejaht + A2 ejwzt + .. .An_lejwn—lt + P + Qt
®2 =D& + By - - . . B, ; éon-1' 4 P+ Q1

(13)

@p = N] elost -+ N2 plwat R Zvn_1 elon -1t -+ P + Qt

Dabei trigt, wie schon bemerkt, der Ausdruck P -+ @¢ der Bewegung Rechnung,
die die Welle als Ganzes ausfiithrt. Da hier nur die Schwingungsvorginge niher unter-
sucht werden sollen, wofiir die relativen Verdrehungen der einzelnen Massen maB-
gebend sind, so kann jener Ausdruck vernachlissigt werden. Dagegen muBl ganz
allgemein bemerkt werden, dafl die Werte 4,, 4,... B;, B,... komplexe Grofien
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sein konnen,*wodurch die Phasenverschiedenheit der einzelnen Eigenschwingungen
zum Ausdruck gebracht werden kann. Setzt man etwa

Al — Q’Il ex1d , A2 — 912 e o .. , 'Bl = %1 ehJ
worin A;, Ay . . ., B; . .. reelle Zahlen sind, so schreiben sich die obigen Gleichungen :

@ = %1 ej(0‘1+101t) + Q[zej(o‘z‘f'wzz) + . e e Q'In—l ej(“n41+(‘.7n——1t) ]

@y = Byl Catond) L Pl Getont) L L. LB, ¢ r-rton1) |
} (13a)

)

Statt mit Hilfe von Exponentialfunktionen 148t sich die allgemeine Losung unter
Heranziehung von (8) auch durch goniometrische Funktionen darstellen, wobei jedoch
wiederum die Phasenwinkel eingefiihrt werden miissen:

@1 = A;sin («; + 0,8) + dysin &y + @yt) + -+ - Ay ysin (Kn_y + @4 1)
P2 = Bysin (B; + w;8) + Bysin (B + wyt) + -+ + By y8in (Bu-1 + wp-1d)
. . . . (13Db)

y

Die Gleichungen (13a) bzw. (13b) besagen, dal} sich » — 1 einzelne Eigenschwingungen
einander iiberlagern konnen. Zwischen den einzelnen Werten der Amplituden und
der Phasenwinkel miissen noch Beziehungen bestehen, da im ganzen nur noch 2 n — 2
voneinander unabhiingige Konstante verfiigbar sind. Darauf soll weiter unten niaher
eingegangen werden. Zunidchst betrachten wir

2. Die einzeine Eigenschwingung.

Schwingt das ganze System mit einer Drehschnelle, z. B. w;, so ergibt sich
hierfiir aus (13b)
¢y = A,—Sin (“i -+ (l)it)

Qo = B,;Sin (//))Z + (l)it)

@n = N;sin (v; + w;t)

Durch Einfithrung dieser Werte in die Gleichungen (6) erhilt man wiederum das
Gleichungssystem (10), wobei @ = w; wird. Aus der ersten Gleichung (10) geht hervor:

2
Wy

P = @1 — Eml‘h .

Ebenso erhilt man, indem man die ersten beiden Gleichungen (10) addiert
W}
Ps= %27 3~ (myqy + maqy)
2

und weiter durch Addition samtlicher Gleichungen mit Ausnahme der letzten

2

w; )
P = Pro1 (my@y + Moy + =« My_1 Pu_y) -

n
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Aus diesen Beziehungen ergibt sich ohne weiteres, daB die Ausdriicke

P2 s Pu
P10 @2 Pao
von der Zeit unabhingig sind. Setzt man z. B.
2
%:(1—%ml)=1{1 (14)
so ist auch
B;sin (wit + f;)

Asin (ot + o) LT

Diese Beziehung muf fiir jeden Wert von ¢ erfiillt sein, also auch fiir ¢ = 0, sowie fiir

Somit gilt
Bisin ; = K, A;sin «;,
B;cos 8; = K, A;cos «&;
oder es muf}

sein, d. h. es ist entweder Bi= o
oder es ist fi=o&;+m,

d.h. die beiden Massen m; und m, schwingen entweder phasengleich
oder ihr Phasenverschiebungswinkel betrdgt 180° d. h. die beiden
Massen schwingen gerade entgegengesetzt. Genau dasselbe liBt sich auf
Grund der obigen Beziehungen zwischen ¢, und @,, ¢, und ¢, . .. ¢, und ¢@,_, fir
die iibrigen Massen aussagen. Alle Massen gehen gleichzeitig durch die
Nullage und erreichen gleichzeitig die Extremlagen. Dann aber kann man
an Stelle der Ausschlige ¢,, @, . . . ¢, auch ohne weiteres die Amplituden 4;, B;...N;
setzen, d. h. zwischen den Amplituden bestehen gleichfalls die Beziehungen
&:&-%Wm

Ci = B; — 3" (my 4; + my B)
2

(15)
M=M—fﬂm&+m&+mmHM)
Ebenso kann man die obige Beziehung f; = «; dahin erginzen, daB man
&i=Pi=ypi--- = (16)

setzt, da einem etwaigen Phasenunterschied um 180° dadurch Rechnung getragen
werden kann, daB man das Vorzeichen der einzelnen Ausschlige, bzw. das der Ampli-
tuden, entsprechend wihlt. Aus dieser Erkenntnis ergibt sich nun die
Folgerung, daB es ganz gleichgiiltig ist, fiir welchen Zeitpunkt man die
Vorginge betrachtet. Wihlt man denjenigen Zeitpunkt, in dem die gréBten
Ausschlidge gerade erreicht werden, also den Augenblick der Bewegungsumkehr, so
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kann man im Sinne der W ydlerschen Untersuchung die hierbei auftretenden Trig-
heitskrifte einfithren. Bedeuten

Ty =mwid;, Ty=mywiB;,-:-Typ=m,wiN;
diese Trigheitskrifte, so erhilt man aus (10)

T+ Ty+-+T,=0--- (17)

Damit ist die dynamische Giiltigkeit der von Wydler beim Dreimassensystem be-
nutzten Beziehung, zugleich aber auch die Richtigkeit des Giimbelschen graphischen
Verfahrens erwiesen.

3. Das Zerlegungsverfahren.

Im Gleichungssystem (6) besteht jede Gleichung, mit Ausnahme der ersten und
der letzten, aus zwei Summanden. Wir denken uns nun die Massen m, ... M,
in zwei Teile derart zerlegt, daB jedes Krifteglied auf der linken Seite der Gleichungen
(6) in zwei Glieder zerfillt. So z. B. setzen wir m, = z, 4 y, und schreiben an Stelle
an Hand der zweiten Gleichung (6)
Tapy = Iy (g1 — @s) Yo = ha (@3 — @a) .

Ebenso setzen wir m; =23 + y;3... my, = x, + y, und schreiben nun an Stelle
von (6)

my @] = hy (ps — 1)

x5 = hy (1 — @y) Yo s = hy (93 — @5)
T3 @5 = hy (P2 — ¢5) YsP5 = hs (s — @3)
. . . (18)

M@ = Ty (P_q — ©n)

Aus den beiden ersten Gleichungen dieses Systems ergibt sich

my¢f = — x,¢5 oder auch mp; = — 2,0,
Ebenso erhilt man
Yoy = — Tz oder Yy, = — T,
Yno1@Prn 1= — Mypy  oder Y, 1@0p_ g = — My, -

Zu diesen Beziehungen gelangt man auch unmittelbar, indem man die Massenzerlegung
der Gleichungen (10) vornimmt.

Mit Riicksicht auf (14) gilt:

my Ps

A = 2 19

T ! P1 ( )
d. h. der Anteil x, ist zeitlich unabhingig und ist fiir die betrachtete Eigenschwingung
mit w; eine Konstante. Dasselbe 148t sich in dhnlicher Weise hinsichtlich der Zer-
legung der iibrigen Massen zeigen. Es ist

0% _ %% _ 0% _ . _ %1 _,
ot ot ot - T
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Fithrt man nun ¢, aus (19) in die erste Gleichung (18) ein, so erhilt man

m
mypl = hy (1 + 'x—l) P15
2

also eine einfache harmonische Schwingung, deren Drehschnelle

TN

1
my Lo
ist. Ebenso erhilt man fiir das zweite Wellenstiick mit
Y2
L3
durch Einfiihrung in die dritte Gleichung (18)

Y3 = — s

/ 1 1

ool ]
2 -I/ : Yo + T3
und schlieBlich fiir das letzte Wellenstiick

1 1
Dy, = th—l <xn—1 + ;;;) .

Da sémtliche Massen miteinander gekoppelt sind, so erhidlt man eine mogliche
Schwingungsform nur dann, wenn

ist, mithin O = D = By = 22 = Bty
1 1 1 1 1 1
R I
Yy, U oa, : y2+x3 ! yn—1+mn (20)
oder auch wegen (5) und durch Einfithrung der Werte fiir v,, ;... ¥n-1
1/1 1> 1( 1 1) 1 ( 1 1>
o)== et === 2} (2
L (ml + Zy Iy \my — x, + Z, lpo1 \Mpy — Xp_y + My, (202)
Es ist dies die bereits von W ydler angegebene Beziehung. Sie ergibt von selbst
die n — 1 Werte fiir ® und » — 1 verschiedene Werte fir z,, z;...2,.1. Jeder

einzelnen Eigenschwingung entspricht also eine andere Massenzerlegung. Es mul
besonders betont werden, daB das Zerlegungsverfahren keine Néahe-
rung, sondern ein dynamisch streng richtiges Verfahren zur Ermitt-
lung der Drehschnellen der einzelnen Eigenschwingungen darstellt.

4, Das Zusammenwirken mehrerer Eigenschwingungen.

Unter Benutzung der fiir jede einzelne Eigenschwingung giiltigen Beziehung (16)
vereinfacht sich die allgemeine Losung, die durch die Beziehungen (13b) gegeben ist,
wie folgt:

¢y = A;sin (& + ;1) + Ay sin (o, + @pt) + + -+ + Ap_18in(&y_y + @p_1l)
¢, = Bysin(a; 4+ w;8) + Bysin (x, + @yt) + - -+ + By_(8in (Gn_1 + ©p_1f)

(21)

@n = Nysin(x; + w;t) + Nysin (o, + w,t) + -+ - - + Ny_18in(a,_1 + @0p_yd)
Dabei bestehen noch zwischen den Amplituden l
A, B --- N, sowie Ay, By--+N,, -
An-y, Buyo oo+ Nuoy
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die Beziehungen (15), so daB im ganzen 2 — 2 voneinander unabhingige Konstante ver-
bleiben. Es m6gen nun zwei Eigenschwingungen, z. B. w; und w,, zusammenwirken.
Der grofieren Einfachheit wegen sei angenommen, daBl «; = &, = 0 ist. Dann wird

@1 = Aysinw,t + A4, sin w,t
@y = Bysinw;t + B,sin m,t

Wegen der ersten Gleichung (15) ist nun:

2
oA, = K, 4,

B1=A1—"h1

h
@ = A;sin w,t + A,sin w,t
@, = A, K sin w,t + 4, K,sin w,t.

Man ersieht daraus, da im allgemeinen ¢, und ¢, nicht einander pro-
portional sind. Selbst wenn die beiden Schwingungen gleichzeitig angeregt wor-
den sind, werden im weiteren Verlaufe die Nullage und die Extremlagen von den
einzelnen Massen nicht mehr gleichzeitig erreicht. Der Satz von der Phasengleichheit
gilt also nur fiir den Fall, daB eine einzelne Eigenschwingung angeregt wird. Fiir
das Zusammenwirken mehrerer Eigenschwingungen ist auch die Zerlegung der ein-
zelnen Massen in zeitlich unabhéingige Bestandteile nicht statthaft.

(D2
B,=A4,— *m; 4, = K, A,
. 1
oder es ist

5. Die Drehschnellen bei Biegungsschwingungen.

Die vorstehenden Ausfiihrungen iiber Drehschwingungen legen die Frage nahe,
ob hinsichtlich der Biegungsschwingungen nicht ebenso einfache Aussagen gemacht
werden kénnen. Wird eine Welle durch n Krifte @,, @, . . . @, belastet, so entstehen
Durchbiegungen y;, ¥, . . .y,, wobei

Yi= 0@+ 6@y + %13Q5 + + -+ X1aQn
Yo = 01 Q1 + 055 Qs + 0pa Q3 + + - - %3 Qn

(22)

Yn = On1 @ + K@z + %a@s + + + + %pln

Darin sind «,;, «,,... die EinfluBzahlen, und es ist jeweils &;; = a;; (Maxwell).

Wenn nun auf der gewichtslos gedachten Welle » Massen m,, m, . . . m, angeord-

net sind und die Welle aus ihrer Gleichgewichtslage gebracht wird, so entstehen
Schwingungen. In diesem Falle sind die auftretenden Trigheitskrifte

Q= — myi, Q= — myys - - - @n = —m,yn
zu beriicksichtigen. Fiihrt man diese Ausdriickein (22)ein, so erhélt man das Gleichungs-
system Y1+ cumyy + %ameyy + - oo A GpaMyYn =0
Y1+ Goymyyl & omayy A v v 4 KM Yy =0

(23)

Yn T SmaMa Yy + Gpgmoys + « -+ 4 Xpamyyn =0

Wydler, Drehschwingungen. 7
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Setzt man wiederum

iy = At Yo = Be'®l ...y, = Ne'o!
oder auch
y, = Asinwt, Y = Bsinwt - - -y, = Nsinwt,
so erhilt man
yl=—o%p yi=—0, Y= — 0y,
und durch Einfithrung dieser Beziehungen in (22):
(xpymyw? — 1)y, + XMy Yy + + -+ + KM 0?y, =0
Koy My 0 Yy + (KpaMpw® — 1) g + - -+ 4 M 0Py, = 0
(24)
Cp1 My WYy + Cpa Mg WYy + + -+ CppMy @2y, =0

Endliche Werte fiir die einzelnen Ausschlige ¥, , 9, . . . erhiilt man wiederum nur dann,
wenn die Determinante

| Gyymyw?—1 Oiyg My 2 Kyg My 02+« Oy My 03 |
2 2 2 :

Bgy My @ CopMa® — 1 GggMa? -+ « BopMy !

| i
|

4= !
i i
‘ i
I

| !
| gy My 092 Cpg My W? CpaMg @2+ + + CyyMy? — 1 }

gleich Null wird. Die Auswertung erfordert eine noch miihevollere Rechenarbeit als
bei den Drehschwingungen, weil kein einziges Glied verschwindet. Trotzdem konnen
hinsichtlich der einzelnen Eigenschwingung, sowie beziiglich des Zusammenwirkens
mehrerer Eigenschwingungen, dieselben grundsitzlichen SchluBfolgerungen gezogen
werden wie bei den Drehschwingungen. Auch hier schwingen die einzelnen Massen bei
jeder Eigenschwingung entweder phasengleich oder ihr Phasenverschiebungswinkel
betrigt 180°. Samtliche Massen gehen auch hier fiir jede einzelne Eigenschwingung
gleichzeitig durch die Ruhelage und erreichen gleichzeitig die groBten Ausschlige.
In der Tat 148t sich das Gleichungssystem (24) ohne weiteres auf die Vorgiinge im
Augenblicke der Bewegungsumkehr anwenden. Die Ausdriicke m,y,®*, myy,@® . . .
bedeuten dann die Trigheitskrafte in jenem Augenblick. Dagegen ist es nicht mog-
lich, ein ,,Zerlegungsverfahren* wie bei den Drehschwingungen zur Anwendung
zu bringen. Dies ist darauf zuriickzufiihren, daBl bei der Biegung die einzelnen Ein-
senkungen ¥, ¥, . . . ¥, durch simtliche Lasten unmittelbar beeinflult werden,
wihrend bei den Drehschwingungen jede Masse nur der Einwirkung' der beiden
benachbarten Massen unmittelbar unterworfen ist. Aus diesen Griinden ist man bei
Biegungsschwingungen praktisch auf Naherungsverfahren angewiesen, von denen
die von Stodola, Dunkerley, Blaess und Kull die gebrauchlichsten sind. Eine
strenge vereinfachte Losung ist bisher nicht gelungen.

SchluBbemerkung. Nach AbschluB dieses Nachwortes erschien die Abhandlung
iiber Drehschwingungen von H. Holzer, worin u. a. dhnliche Ausdriicke wie obige
Gleichung (10) fiir die Ermittlung der Eigenschwingungen abgeleitet werden.
Trotzdem diirften die vorstehenden Untersuchungen eine nicht unnétige Ergénzung
der Wydlerschen Arbeit darstellen, wenn sie auch nur eine Lésung fiir den ein-
fachsten Fall, nimlich fiir die freie Bigenschwingung, liefern. Man konnte nun
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auch in dhnlicher Weise fiir die erzwungenen Schwingungen den Zusammenhang
mit den aus der mehr anschaulichen Wydlerschen Betrachtungsweise sich er-
gebenden Losungen herstellen und dadurch noch mancherlei Aufschliisse erhalten.
Indessen diirften die Wydlerschen Ausfithrungen im zweiten Teil seiner Arbeit
ohne weiteres einleuchten und wesentlich ausreichen, um die hauptséichlich
interessierenden Fragen zu beantworten.

Grundsitzlich sind bei der Behandlung derartiger Probleme aus der Maschinen-
lehre mehrere Forderungen zu erfiillen: Zunichst solche, die auch fiir die ange-
wandten Naturwissenschaften maBgebend sind, und zwar einerseits die Richtig-
keit der Beweisfiihrung, die méglichst auf physikalisch-mechanischen
Grundlagen aufzubauen ist, andererseits die Brauchbarkeit und Ubersicht-
lichkeit der gefundenen Losung bzw. der fallweise durchzufiihrenden Rechnung.
Dieses Ziel wird iibrigens auch durch eine neuere Richtung in der angewandten
Mathematik angestrebt, die, wie sich L. Bieberbach?) ausdriickt, ,,aus der potentiellen
eine aktuelle Moglichkeit machen‘ will. Dazu treten zwei wesentliche technische
Forderungen, nimlich die Zweckmé&fBigkeit der Problemstellung, wobei
die praktisch wichtigen Gesichtspunkte in den Vordergrund zu stellen sind, und
das Verstindnis fiir die Moglichkeit der Verwirklichung der Forschungsergebnisse,
Forderungen, deren Erfilllung zumindest technischen Einblick, wenn méglich
technische Erfahrungen erheischt.

1) Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik 1921, Heft 1.
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