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VORWORT. 

Die umfassende Wirksamkeit, welche Felix KleiI\ in den vielseitigen 
Richtungen seiner Betiitigung ausgeiibt hat, wurzelt in dem engeren Ge
biete seiner rein mathematischen Forschungen und in der wichtigen Stellung, 
welche die Ergebnisse dieser Forschungen, sowie ihre Grundauffassung und 
Methodik in der neueren Gesamtentwicklung der mathematischen Wissen
schaft einnehmen. Bereits in den ersten Schopfungen Kleins wa.r der Weg 
vorgezeichnet, dessen folgerechte Weiterbildung zu seiner mathematischen 
Denkweise hin£iihrte. 1m Laufe der J ahrzehnte hat K lei n seine Auffassung 
und Methodik in fast allen Einzeldisziplinen der Mathematik zur gliinzenden 
Durchfiihrung gebracht und so eine Entwicklung geschaffen, die mit aul3er
ordentlicher Fruchtbarkeit iiberall eine Fiille neuer Gesichtspunkte und 
Probleme schuf, und deren friiheste Periode jetzt eben iill Lau£e des 
letzten Jahrzehntes in die Entwicklung der mathematischen Physik in so 
iiberraschender Weise kHirend und grundlegend eingriff. 

Kleins mathematische Auffassungen entstammen der geometrischen 
Denkweise. Die neueste Mathematik wird demgegeniiber von den Begriffen 
der Zahl und der Menge beherrscht. Doch wieviel iirmer ware diese mehr 
kritische als produktive Periode unserer Wissenschaft, hatte sie nicht zuvor 
von den der Geometrie entstammenden Auffassungen jene machtigen Im
pulse erlebt, welche nicht nur in der Geometrie selbst, sondern auch in 
der Algebra, Gruppentheorie und vor aHem in der Funktionentheorie die 
wahren und wertvollen Gegenstiinde und Probleme auch £iir die spiitere 
mehr kritische Bearbeitung ans Licht brachte! 

Die Vielseitigkeit der Forschungen Kleins brachte ihn in unmittel
bare Beriihrung und personliche Fiihlung mit einer sehr grol3en Anzahl 
deutscher und auslandischer Gelehrter Fiir die Weiterfiihrung seiner Ideen 
trat eine stattliche Reihe von Mitarbeitern und SchiiJern ein. Seit lange 
war demnach im Kreise der Freunde und Schiiler Kleins der Wunsch 
rege geworden, die wissenschaftlichen Werke Kleins in einer einheitlichen 
Gesamtausgabe vereinigt zu sehen. Die Feier des golden en DoktorjubiIaums 
Kleins am 12. Dezember 1918 gab den wilIkommenen Anlal3, zur Schaffung 
einer solchen Ausgabe den ersten Schritt zu unternehmen. Den Text der 
Urkunde, die dem Jubilar zu diesem Zwecke am genannten. Tage iiber
reicht wurde, bringen wir unten zum Abdruck. 



IV Vorwort. 

Die Unterzeiehneten haben es sieh zu eIller besonderen Ehre an
gereehnet, an ihrem Teile Herrn Geheimrat Klein bei der Herausgabe 
seiner gesammelten mathematisehen Abhandlungen behilflieh sein zu diirfen. 
Die Ausgabe ist auf drei unge£ahr gleieh starke Bande bereehnet, an 
welehe sieh noeh ein kurzer Registerband ansehlieBt. Gleich mit Beginn 
der gesehaftliehen Verhandlungen iiber Druck und Verlag der N euausgabe 
hat Klein in eingehenden Bespreehungen mit Ostrowski die Vorberei
tungen zum Drueke insbesondere des ersten Bandes begonnen. In Ver
bindung hiermit hat Klein iiber seine zunaehst in Betraeht kommenden 
Arbeiten vor einem kleinen Kreise von ZuhOrern Vortrage gehalten, aus 
denen dann wesentlieh die Vorbemerkungen und Zusatze entstanden sind, 
die unserer N euausgabe ihren besonderen Wert verleihen. Eine Eigenart 
der Kleinsehen Produktion ist es, daB er immer mit Freunden und 
Sehiilern arbeitete. Dementspreeheud beriehten die genannten Bemerkungen 
wesentlieh iiber die Art der Entstehung der einzelnen Abhandlungen. 

Langere Dberlegungen K Ie ins mit Os trowski haben die Anordnung 
der Abhandlungen ergeben, welehe fiir den ersten Band durehge£iihrt und flir 
die folgenden Bande wenigstens im allgemeinen festgelegt ist. Wir haben 
die auf den zweiten und dritten Band beziigliehen Einzelangaben, weil 
sie noeh nieht bindend sein konnen, im Einverstandnis mit der Verlagsbueh
handlung nur auf den Umsehlag des gegenwartigen Bandes gesetzt. Es ist 
eine Mischung von saehlicher Anordnung mit chronologischen Gesichts
punkten befolgt. Hierdureh gelang es, jedem der drei ersten Bande einen 
geschlossenen Charakter zu erteilen. 

Erschopft ist die Summe der auf K lei n zUrUckgehenden Fortschritte 
durch unsere Ausgabe allerdings noch nicht. Manche seiner Ideen und 
ResuItate finden sieh namlich nur in den Veroffentlichungen seiner Mit
arbeiter eingestreut, und es erscheint ganz unmoglich, sie systematisch 
herauszulosen und zu sammeln, weil sie mit den jeweiligen Gedankengangen 
der anderen organisch verkniipft sind. Auf Beziehungen dieser Art konnte 
demnach nur gelegentlieh hingewiesen werden. 

Der vorliegende erste Band enthalt insbesondere die Mehrzahl der 
rein geometrischen Arbeiten Kleins, mit Ausnahme derjenigen iiber 
Realitatsverhaltnisse algebraiseher Gebilde und Analysis situs, die fUr den 
zweiten Band zuriiekgestellt wurden. Demnach um£aBt der erste Band den 
Hauptteil der Abhandlungen Kleins aus seiner ersten Schaffensperiode 
(1868-1872), zusammen mit den Weiterbildungen, welche die damals 
entstandenen Grundansehauungen im Laufe der Zeit gefunden haben. 1m 
vorliegenden Bande fanden aueh die letzten Aufsatze ihren Platz, mit 
denen Klein an seine Jugendarbeiten ankniipfend zur modernen Relativi
tatstheorie der Physiker Stellung nehmen konnte. 



Vorwort. v 
Der Text der Abhandlungen ist vor dem Druck durchgesehen und an 

einzelnen Stellen sind kleine Verbesserungen angebracht worden. Da 
manche der Abhandlungen bereits an verschiedenen Stell en abgedruckt 
und dabei auch wiederholt kleine Anderungen im Texte vorgenommen 
sind, wiirde ein pedantisches Eingehen auf alle Einzelheiten im Sinne 
einer textkritischen Ausgabe die Darstellung gelegentlich recht uniiber
sichtlich gemacht haben. Es wurde daher der Mittelweg gewahlt, nur 
die von irgendwelchem Gesichtspunkte aus wichtigen Anderungen, sowie 
die Zusatze und FuBnoten, die sich yom iibrigen Text abheben, besonders 
zu bezeichnen, indem sie in eckige Klammern gesetzt wurden. Indessen 
ist selbstverstandlich z. B. alles, was von irgendwelcher Bedeutung fUr 
etwaige Prioritatsfragen sein konnte, aufs sorgfaltigste hervorgehoben 
worden. GroBere Zusatze und zusammenfassende Vorbemerkungen sind teils 
an den Anfang, teils an den SchluB der einzelnen Abhandlungen, teils endlich 
in die Einleitungen zu den drei Hauptabschnitten dieses Bandes gesetzt. -

Mit verbindlichem Dank haben wir der freundlichen Hilfe zu gedenken, 
die uns mehrere Fachgenossen bei der Herausgabe zuteil werden lieBen. 
Herr A. Schonflies hat einen groBen Teil der Korrekturen des vor
liegenden Bandes durchgesehen und seine Bemerkungen sind uns von 
groBem Nutzen gewesen. Herr H. Verm eil hat samtliche Korrekturen und 
Revisionen des Textes mit groBer SorgfaIt gelesen. AuJ3erdem hat er an 
der V orbereitung der die Relativitatstheorie betref1enden Abhandlungen 
zum Wiederabdruck wesentlichen Anteil. Bei einzelnen Teilen des Bandes 
haben uns die Herren L. Bieberbach und F. Engel und Fri. E. Noether 
bei der Korrektur unterstiitzt. Ebenso mochten wir an dieser Stelle den 
Herren M. N oet her und F. Engel fUr die freundliche Erlaubnis zur Be
nutzung der Sonderabziige einiger alterer Arbeiten Kleins danken, ganz 
besonders aber der Firma B. G. Teubner, die einige altere Bande der 
Mathematischen Annalen der Druckerei zur Verfiigung gestellt hat. 

Die Verlagsfirma J uli us Spri n ger hat bei der Drucklegung des 
ersten Bandes allen unseren Wiinschen und Vorschlagen in entgegen
kommender Weise entsprochen, aber, was mehr ist, sie hates in einer 
schweren Zeit, in der der Herstellung eines groJ3eren der reinen Wissen
schaft gewidmeten Werkes fast uniiberwindliche Schwierigkeiten entgegen
stehen, gewagt, den vorliegenden Band herzustellen und in Verlag zu nehmen. 
Die Firma Julius Springer hat hierdurch nicht nur den aufrichtigen 
Dank der Nachstbeteiligten erworben, sondern dem Ansehen und der 
Wirkung deutscher Wissenschaft einen unschatzbaren Dienst geleistet. 

Braunsch weig und Gottingen, im Oktober 1920. 

Die Herausgebel'. 
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ZUM 10. DEZEMBER 1918 I 
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DEM TAGE SEINES _-=======_1 GOLDENEN DOKTORJUBILAUMS 
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Hochverehrter Herr Geheimrat! 

AM 12. Dezemb er 1918 sind fiinfzig Jahre verflossen, seit Sie 

.t-1.damals neunzehnjahrig, von der philosophischen Fakul

tat der Universitat Bonn auf Grund Ihrer Dissertation "Ober 

die Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 

zwischen Linienkoordinaten auf eine kanonische Form" zum 

Doktor promoviert wurden. Den Tag Ihres goldenen Doktor-

jubilaums haben Ihre unterzeichneten mathematischen Freunde 

und Verehrer als eine wilIkommene Gelegenheit ergriffen, Ihnen 

GruB und Gliickwunsch zu entbieten und zugleich freudig Be-

§ kenntnis davon abzulegen, was Sie wahrend des verflossenen § 
=1 hal ben Jahrhunderts der Wissenschaft und Ihren Freunden und I 
i I Schiilern gewesen sind. Bereits kurze Zeit nach dem Erscheinen I 
~ Ihrer Dissertation haben Sie die Geometrie urn eine Reihe ! 
! wertvoller Untersuchungen bereichert, haben Sie zusammen I 
~ mit Lie Ihre ersten gruppentheoretischen Entwicklungen aus- ~ 

~ gefiihrt. 1m Anfang der siebziger Jahre erfolgten Ihre tiefen ~ 

~ Untersuchungen iiber Nicht-Euklidische Geometrie, und bei An- ~ 

i tritt Ihrer Erlanger Professur iibergaben Sie Ihr bahnbrechendes I 
~ Erlanger Programm der Offentlichkeit. Was zum wesentlichen ~ 

i§ Charakter der gIanzenden Reihe Ihrer weiterfolgenden Unter- ~ = 5 
~ suchungen wurde, trat schon hier hervor: die Durchdringung ~ 

und gegenseitige Belebung der verschiedenen mathematischen 

Disziplinen, der geniale Blick fiir ihre inneren Zusammen

hange. Zur schonsten Bliite erwuchs diese Ihnen ganz eigen-
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~ I = = 
tiimliche Denkweise mathematischer Forschung in Ihrer 

bewunderungswiirdigen Arbeit iiber die Transformation sie

benter Ordnung der elliptischen Funktionen, die stets als ein 

Juwel mathematischer Forschung verehrt werden wird. Aber 

auch in der reichen FiilIe Ihrer weiteren Arbeiten, die sich 

namentlich auf die naturwissenschaftlichen Anwendungen der 

Mathematik beziehen, sehen wir iiberall die VorzOge Ihrer 

Denkweise sich gHinzend bewahren. 

Aber nicht nur den bahnbrechenden Forscher sehen wir in 

Ihnen, der unserer Wissenschaft neue Wege erschlossen hat, 

e = i wir verehren in Ihnen zugleich den unermiidlichen Freund und i 
=_=:_~ Helfer, der dem gleichstrebenden Forscher durch schriftlichen _=1_

und miindlichen Ausspruch stets freigebig von dem Reichtum 
= = 
==_~ seiner Ideen spendete. Wir verehren in Ihnen den geistreichen =_1 

Lehrer, der es verstand, unserer Wissenschaft eine groBe An-= = i zahl von Schiilern zu gewinnen, die begeistert die belebende I 
I Zauberkraft IhresVortrages empfanden. So wollen wir an Ihrem i 
! heutigen Jubeltage Ihnen, dem bahnbrechenden Forscher, dem ! 
§ hilfsbereiten Fiihrer, dem geistvollen Lehrer unsere Verehrung § 

i 5 § und Dankbarkeit darbringen. § 

= = ~ Zugleich aber wollen wir eine Bitte aussprechen. Um die wert- ~ 

i vollen Errungenschaften Ihrer Lebensarbeit noch zuganglicher § 
I und wirkungsvoller zu gestalten, besteht der lebhafte Wunsch, I 
I Sie mochten den EntschluB fassen, eine einheitliche Ausgabe i 
I Ihrer gesammelten Werke zu veranstalten. Bei dem groBen i 
~ Reichtume und Umfange Ihrer gesamten Tatigkeit verkennen ~ 

I wir nicht die riesige Arbeit, die eine Verwirklichung dieses I 
i E 
! ~ 
~lIIl11lUllilnUIlIllIIllIIllIlIllIlIllIIIIUIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII1IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIHIIIIIIFn 
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I Wunsche, in ,icb 'chlieBen wilrde. Aber vielleicht besteht docb I 
_I einige Hoffnung, daB vorerst eine Ausgabe Ihrer gesammelten 'i_i! 

= wissensehaftliehen Abhandlungen und Noten der Verwirkliehung = 
5 5 
~ entgegengefiihrt werden konnte. Ihrer Forsehertatigkeit, deren § 
I Jugendkraft wir noeh jiingst zu bewundern Gelegenheit hatten, I 
~ wird ja eine zuriieksehauende Arbeitwenig be hagen. Darum nahen i 
~ wir Ihnen heute noeh mit einer letzten Bitte, namIieh freund- I 
5 liehst die Verfiigung iiber eine Stiftung annehmen zu wollen, die 5 
~ I § den ausdriiekliehen Zweek hat, naeh Ihrem Ermessen alles Dien- § 

= = I liehe zur Vorbereitung und Durehfiihrung einer Ausgabe Ihrer I 
~ gesammelten Abhandlungen zu ermogliehen und zu befordern. i 
~ Sehen Sie, hoehverehrter Herr Geheimrat, in unserer Bitte die ! 
5 Lebhaftigkeit unseres Wunsehes, daB Ihre SehOpfungen, die 5 
~ uns zu einer so reiehen QueUe der Belehrung und des Ge- I = = ! nusses geworden sind, in dem Gesamtrahmen der mathe- I 
i matisehen Literatur aueh auBerIieh die ihnen ge- i 
= = 
§ biihrende Stellung gewinnen, daB sie kiinftigen § 
= = I Generationen leichter zuganglieh werden i 
= = i und damit die ihnen innewohnende Kraft I 
5 und Wirksamkeit fiir die fernere 5 
~ Fortentwicklung unserer Wis- i 
i sense haft noeh sieherer ! 
= = == zur Geltung == 

I ~~ I 
I * I 
I I 
i I 
§ a 
:illnllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllil1IIIIIIIIIImIIJlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIHIUI_IIP. 
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Zur Dissertation. 

Vielleicht darf ich einige Bemerkungen iiber die Entstehung meiner Dissertation 
voraussohicken. - Ich war seit Ostern 1866 Assistent bei PI ii 0 ke r bis zu seinem 
Tode am 22. Mai 1868. Pliicker beschiiftigte sich damals neben seiner Vorlesung 
iiber Experimentalphysik mit der Ausarbeitung seiner "Neuen Geoinetrie des Raumes, 
gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement" (Leipzig, 
B. G. Teubner, Teil I 1868, Teil II 1869). Ich hatte nicht nur bei der Vorlesung 
zu helfen, sondern auch bei der Vorbereitung und Redaktion des genannten Werkes. 
Einiges hieriiber wird noch in Bd. II dieser Ausgabe meiner Abhandlungen anzu
geben sein. Als Pliicker starb, war im wesentlichen nur erst die erste Halfte des 
Werkes im Druck vollendet, die dann nach dem Wunsche der Verlagsbuchhandlung 
von Cl e b s c h herausgegeben wurde. Ich kam so mit Cl e b s chin personIiche Ver
bindung, der mich insbesondere auf die Arbeiten von Battaglini aufmerksam machte. 
Bat tag li n i hatte nicht nur die Theorie der Komplexe eraten Grados, sondern 
auch die der Komplexe zweiten Grades bereits in AngrifI" genommen (s. bes. 
Atti della R. Accademia di Napoli, III, 1866). Es wurde mir nicht ganz leicht, von 
den mehr elementaren Methoden der Pliickerschen Darstellung zu dem konsequenten 
Verfahren der projektiven Koordinaten iiberzllgeben, wie es von Battaglini gehand
habt wurde. Das Studium der Lehrbiicher von S a I m 0 n -Fie dIe r und ma ncher 
Originalabhandlung half mir iiber diese Schwierigkeit weg. Ich bemerkte dann aber 
bald, daB die von Battaglini zugrunde gelegte kanonische Form der Komplexe 
zweiten Grades nicht die allgemeine sein konnte ' ). Damit hatte ich das Thema, aus 
dem ich hoffte, eine Dissertation gestalten zu konnen, namlich die Herstellung einer 
wirklich allgemeinen kanonischen Form. Die simultane Reduktion zweier quadra
tischer Formen von beliebig vielen Variabeln auf Aggregate bloB quadrati scher 
Glieder, - das verallgemeinerte Hauptachsenproblem - war mir natiirlich bekannt. 
Aber es hat lange gedauert, bis ieh sie, wie in der Dissertation geschieht, als Durch-

') Vgl. die erste der a. S. 49 abgedruckten Doktorthesen. - Battaglini setzt 
(wenn ich die Bezeichnungen meiner Dissertation gebrauchen darf) Q und P von 
vornherein in der kanonischen Form an 

Q="ap2 .L.J x H' 

Da man auf das einzelne Koordinatenstystem 15 Konstante zu rechnen hat, die sechs 
GroBen ax aber nur ihren Verhaltnissen nach in Betracht kommen, so hat man scheinbar 
20 Konstante zur Verfiigung, so daB der von 19 Konstanten abhangige allgemeine 
Komplex zweiten Grades jedenfalls umfaBt zu werden scheint. Aber die voraus
gesetzte Gleichungsform bleibt, wie ich lJemerkte, ungeandert, wenn man unter Ein
fiihrung dreier beliebiger Grollen A, fl, y fiir die p" folgende andere Variable setzt: 

,_ 1 . 
P. - T P., pI = flP2' 

Sie enthalt also in Wirklichkeit nur 17 wesentliohe Konstante. 
1* 



4 Zur Liniengeometrie. 

gangspunkt benutzte, ich habe zunachst immer wieder versucht, nach Analogie des 

Hauptachsenproblems einen Ansatz zu finden, bei welchem die Form P= .2 P" P"+3 

auch zwischendurch ihre urspriingliche Gestalt behielt. Nachdem ich im September 1868 
(gelegentlich eines Aufenthalts in meiner Vaterstadt Diisseldorf) den richtigen Ge
danken gefaBt hatte, habe ich ihn rasch ausgearbeitet und meinem verehrten Lehrer 
Lipschitz, der mich zu examinieren hatte, vorgelegt. lch hatte dabei, wie es da
mals bei geometrischen Untersuchungen iiblich war, nur erst den einfachsten (freilich 
auch interessantesten) Fall beriicksichtigt, wo die Determinante von Q + J.P, gleich 
Null gesetzt, fUr ). sechs verschiedene Wurzeln ergibt. Dementgegen verlangte Lip
schitz, daB ich aIle anderen, mehr speziellen Falle, mit beriicksichtigen solIe, und 
gab mir zugleich die Korrekturbogen der eben noch im Druck befindlichen Arbeit 
von WeierstraB: Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen (Monats
berichte der Berliner Akademie vom Mai 1868), in der die fUr diesen Zweck erforder
liche Theorie der "Elementarteiler" zum ersten Male in voller Allgemeinheit ent
wickelt ist. Es wurde mir nicht schwer, diese Theorie in wenigen Tagen einzuar
beiten, womit meine Dissertation die Form erhielt, in der sie jetzt vorliegt. loh bin 
dabei, wie ich im Hinblick auf meine spateren Untersuchungen hervorheben mochte, 
gleich in zweierlei Richtung iiber die W eiers traB schen Entwickelungen hinausge
gangen, indem ich einmal darlegte, welche Moglichkeiten hinsichtlich der Bealitiit 
der Transformation jcweils vorliegen (natiirlich vorausgesetzt, daB Q von Haus aus 
reelle Koeffizienten hat), andererseits aber untersuchte, wie viele Parameter bei der 
Transformation jeweils verfiigbar bleiben (welche kontinuierliche Gruppe linearer 
Transformationen die einzelne kanonische Form in sich selbst iiberfUhrt). 

Es hat iibrigens immer meiner Denkweise entsprochen, die besonderen FaIle, 
wo die Wurzeln der determinierenden GIeichung I Q +). PI = 0 nicht samtlich von
einander verschieden sind, als Ausartungen aufzufassen; ich habe das sehr viel 
spater einmal in einer Vorlesung fiir den Fall von fiinf Variablen auseinandergesetzt, 
woriiber das Buch von Bocher iiber die Reihenentwickelungen der Potentialtheorie 
(B. G. Teubner, 1894), S. 56, 57 zu vergleichen ist. Dies schIieBt nicht aus, daB eine genaue 
Untersuchung der Spezialfalle mir wiinschenswert schien. So ist 1873, als ich schon in 
Erlangen war, die Dissertation von A. Weiler entstanden (Math. Ann:Bd. 7), an die Bich 
dann in bekannter Weise die Arbeiten' von Segre und Loria und anderen For
schern angeschlossen haben. Siehe, was insbesondere Liniengeometrie und die von 
mir untersuchten Konfigurationen angeht, die beziiglichen Referate von Zindler und 
Steinitz in Bd. III der Mathematischim Enzyklopadie. K. 



I. Dber die Transformation 

der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwischen 

Linien-Koordinaten auf eine kanonische Form. 

[Inauguraldi'ssertation, Bonn 1868. Wiederabgedruckt mit kleinen Anderungen 

und Zusatzen in den Math. Ann., Bd. 23 (1884).] 



Ueber 

die Transformation 
der allgemeinell Gleichung des zweiten Grades 

zwischen Linien -Coordinaten 

auf e i nee a non is c h e For ID. 

Inauguraldissertation, 

zur Erlangung der Doctorwiirde bei der philosophischen 
Facultat zu Bonn eingereicht 

und am 12. December 1868 mit Thesen vertheidigt 

von 

Felix Klein. 

Namen der Opponenten: 

Emil Budde, Dr. phil. 
Ernst Sagorski, cando phil. 
Johannes Seeger, Dd. phil. 

Bonn. 

Druck von Carl Georgi. 



Seinem unvergesslichen Lehrer 

Julius Pluecker 

in dank barer Erinnerung 

der Verfasser. 



Ein Linienkomplex des n-ten Grades umfaBt eine dreifach unendliche 
Anzahl gerader Linien, welche im Raume in einer solchen Art verteilt 
sind, daB diejenigen geraden Linien, welche durch einen festen Punkt gehen, 
einen Kegel der n-ten Ordnung bilden, oder, was dassel be sagt, daB die
jenigen geraden Linien, welche in einer festen Ebene liegen, eine Kurve 
der n-ten Klasse umhiillen. 

Seine analytische Darstellung findet ein derartiges Gebilde durch die 
von Pliicker in die Wissenschaft eingefiihrten Koordinaten der geraden 
Linie im Raume 1). Nach Plucker erhalt die gerade Linie sechs homogene 
Koordinaten, welche eine Bedingungsgleichung zweiten Grades erfullen. 
Vermoge derselben wird die gerade Linie mit Bezug auf ein Koordinaten
tetraeder bestimmt. Eine homogene Gleichung des n-ten Grades zwischen 
diesen Koordinaten stellt einen Komplex des n-ten Grades dar. 

In dem Folgenden ist es unsere Absicht, die Gleichung des zweiten 
Grades zwischen Linienkoordinaten, einer Verwandlung des Koordinaten
tetraeders entsprechend, auf eine kanonische Form zu transformieren. Wir 
geben zunachst die allgemeinen Formeln, welche bei einer derartigen Trans
formation iiberhaupt in Anwendung kommen. Auf Grund derselben behandelt 
sich das Problem algebraisch als die simultane lineare Transformation der 
Komplexgleichung auf eine kanonische Gestalt und der Bedingungsgleichung 
des zweiten Grades, welcher die Linienkoordinaten geniigen mussen, in sich 
selbst. Bei dar Durchfiihrung dieser Transformation gelangen wir insbe
sondere zu einer Einteilung der Komplexe zweiten Grades in unterschiedene 
Arten. 

1) Proceedings of the Royal Soc. 1865; Phil. Transactions 1865, p. 725, iiber
setzt in Liouv. Journal, 2. Serie, t. XI; Les Mondes, par Moigno, 1867, p. 79; Annali 
di matematica, Ser. II, t. 1 [siehe den Wiederabdruck in den Gesammelten Abhand
lungen von J. Pliicker, Bd. I, herausgegeben von A. SchoenflieB]; Neue Geometrie 
des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement, 
erste Abteilung, Leipzig 1868, bei B. G. Teubner. 
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I. 

Vber Linienkoordinaten im allgemeinen. 

1. Wenn WIT die homogenen Koordinaten zweier, beliebig auf emer 
gegebenen geraden Linie angenommener Punkte bezliglich mit 

und 

bezeichnen, so erhalt die gegebene gerade Linie, welche geometrisch als 
Verbindungslinie der beiden Punkte (x) und (y) bestimmt ist, die folgenden 
seehs, ebenfalls homogenen Koordinaten: 

(1) 
P4 = XSY4 - x4Ya' 
Po = x4 Y2 - X 2 Y4 , 
Pa = X 2 Y3 - X S Y2 . 

Es sind dies die aus den Elementen 

Xl x2 Xs X4 

YI Y2 Y3 Y4 

gebildeten sechs Determinanten zweiten Grades, mit einem derartigen Zeichen 
genommen, daB eine Vertikalreihe der Elemente (in unserer Annahme die 
erste) ausgezeichnet auftritt. 

Zufolge der Determinantenform behalten die sechs gewahlten Koordi
naten dieselben relativen Werte, wenn wir an die Stelle der angenommenen 
beiden Punkte (x) und (y) irgend zwei andere Punkte der gegebenen ge
raden Linie setzen. Denn die Koordinaten eines beliebigen solchen Punktes 
lassen sich auf die Form bringen: 

AXI + fA-YI' ... , AX4 + fA-Y4' 

WO A, fA- naher zu bestimmende Konstanten bezeichnen, und die Substitution 
solcher GroBen an Stelle der x und Y in die fur die Koordinaten P ge
gebenen Ausdrlicke liefert, wie sich sofort ergibt, Multipla der flir die p 
ursprlinglich erhaltenen Werte. 

Die sechs Koordinaten P befriedigen identisch die folgende Relation des 
zweiten Grades: 

p = PI P4 + P2P5 + P3Pa = 0, 

welche Wlr auch so schreiben konnen: 

2)PX'PX+3 = 0, 
x 

indem Wlr den Index u von 1 bis 3, ader auch von 1 bis 6 laufen lassen, 
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nnd dabei nnter ,,+ 3 diejenige Zahl verstehen, welche in der kontinuier
lichen Reihenfolge: 

1,2, ... ,5,6,1,2, ... 

die (" + 3). Stelle einnimmt. 
Vermoge dieser Relation, welcher die seeM homogenen Koordinaten P 

geniigen, vertreten dieselben die zu der Bestimmung einer geraden Linie 
notwendigen vier Konstanten. 

Fiir die Gleichungen derjenigen vier Ebenen (Projektionsebenen), welche 
sich durch die vermoge der beiden Punkte (x) und (y) bestimmte gerade 
Linie und beziiglich die vier Eckpunkte des Koordinatentetraeders hindurch
legen lassen, erhalten wir die folgenden: 

(2) { 

P4Z2 + Pr,Zs + P6Z4 = 0, 
P4 Z1 - Paza + P2Z4 = 0, 
P5 Z1 + Paz!! - P1 Z4 = 0, 
P6 Z1 - P'Jz'J + P1 za = 0, 

wo wir mit Zl' ••• , Z4 laufende Pnnktkoordinaten bezeichnen. Es sind somit 
die Koordinaten P die in die Gleichungen der vier Projektionsebenen ein
gehenden Konstanten. Die Gleichung: 

P=O 
driickt aus, daB sich die fraglichen vier Ebenen nach derselben geraden 
Linie schneiden. Sie ist also nicht nur die notwendige, sondern auch die 
hinreiehende Bedingung, damit sechs beliebig ausgewahlte GroBen: 

P1' P'J' ... , P6 

als Linienkoordinaten betrachtet werden konnen. Die geometrische Kon
struktion der durch sie bestimmten geraden Linie wird durch zwei beliebige 
unabhangige der Ebenen (2) vermittelt. 

Der Koordinatenbestimmung (1) liegt das Prinzip zugrunde, die in die 
Gleichungen der geraden Linie in Punktkoordinaten (2) eingehenden Kon
stanten als Bestimmungsstiicke derselben zn betrachten, und diesel ben durch 
die Koordinaten einer Anzahl von Punkten der geraden Linie darzustellen, 
welche erforderlich und hinreichend ist, um die letztere geometrisch zu 
definieren. 

2. In dem Vorstehenden haben wir die gerade Linie durch zwei ihrer 
Punkte bestimmt. Wir betrachten in dieser Bestimmungsweise die gerade 
Linie als einen Ort von Punkten, als einen Strahl. Auf vollstandig ent
sprechende Weise konnen wir die gerade Linie durch zwei ihrer Ebenen be
stimmen und betrachten sie dann als von Ebenen umhiillt, als eine ACMe·!!). 

2) Vgl. Pluckers "Neue Geometrie", S.2. 
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Zwei beliebige Ebenen (t) und (u) der gegebenen geraden Linie seien 
durch die Koordinaten bestimmt: 

und 
Up u2 , ua' U 4 • 

Dann erhalten wir, ganz dem Friiheren entsprechend, als Koordinaten der 
gegebenen geraden Linie die folgenden seeks A usdrueke: 

(3) 
q4 = ta U4 - t4 us' 
q5 = t4 U2 - t2u4, 

qa = t2ua - ta u 2' 

welche die folgende Gleichung: 

Q- .J)q,,·q,,+3 = ° 
identisch befriedigen. Den vier Gleichungen (2) entsprechend erhalten WIT 
fiir die Durchschnittspunkte der durch die Ebenen (t) und (u) bestimmten 
geraden Linie mit den vier SeitenfHichen des Tetraeders die folgenden vier 
Gleichungen: 

(4) 
1 q4 V 2 + q5 Va + q6 V4 -- 0, 

q4 V1 - qava + q2V4 - 0, 
I q5 V1 + qa v2 - q1V4 = 0, 
t q6 V1 - q2 V2 + q1 Va = 0, 

WO VI' ... , V4 laufende Ebenenkoordinaten bedeuten. 
Wenn sich die Strahlenkoordinaten p und die Achsenkoordinaten q 

auf dieselbe gerade Linie beziehen, so hat man zwischen denselben die 
folgenden Proportionen: 

(5) P1 pz P3 P4 Pa P6 ---- = -. - = - = - = -,- = - . 
q4 q5 q6 q1 q. q3 

Die Richtigkeit dieser Beziehungen ergibt sich sofort, wenn wir die GroJ3en q 
aus den Koordinaten zweier Ebenen (2), oder die GroJ3en p aus den Koordi
naten zweier Punkte (4) bilden. 

Die Koordinaten p sind also von den Koordinaten q nur durch die 
Anordnung verschieden. Ihrer doppelten geometrischen Bedeutung ent
sprechend, wird die gerade Linie durch dieselben sechs GroJ3en dargestellt. 
Es ist das kein geringer Vorteil der Pliickerschen Koordinatenwahl. 

3. Wir wollen die vier Eckpunkte des Koordinatentetraeders mit 

0 1 , O2 , Ua, 0 4 

und die vier gegeniiberstehenden SeitenfUichen desselben mit 

E1 , E2 , Ea , E4 



1. Dissertation: Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades. 1& 

bezeiehnen. Dann sind die seehs Kanten des Tetraeders dureh die folgenden 
Verbindungen der Zeiehen 0 bzw. E bestimmt: 

°1°2, 0103' °1°4, 0804' °4°2' °2°3, 
~~, ~~, ~~, ~~, ~~, ~~. 

Von den secks Koordinaten einer Kante des Koordinatentetraeders ver
sehwinden fiinf, und nur die sechste behalt einen endlichen Wert. Es ergibt 
sieh das sofort, wenn wir in die Ausdriicke (1) oder (3) die Koordinaten 
zweier Eckpunkte bzw. zweier Seitenflachen des Tetraeders substituieren. 
Wir wollen, in der vorstehenden Reihenfolge, die Kanten des Koordinaten
tetraeders mit 

oder mit 
PI' P 2 , P a, P4 , P5 , P 6 

Q4' Qr" Q6' Ql' Q'.!, Qs 

bezeichnen. Dann verschwinden fiir eine beliebig ausgewahlteKante(P ,,= Q"+3) 
aIle Koordinaten bis auf diejenige, welche wir mit p" == q,,+3 bezeiehnet haben. 

Die Gruppierung der Tetraederkanten unter sich ist dadurch bestimmt, 
daB sich PI' P2' P s (Q4' Q5' Q6) in einem Punkte schneiden, wahrend 
P4, P5' P6 (Ql' Q2' Qs) in einer Ebene liegen. 

Der Kiirze wegen werden wir in dem Folgenden nur von der in
dependenten Darstellung der Linienkoordinaten durch Punktkoordinaten 
Gebrauch machen, und die jedesmal vollstandig analogen (reziproken) Ent
wicklungen, welche sich an die Darstellung derselben durch Ebenenkoor
dina ten ankniipfen, nicht immer wieder ausdriicklich hervorheben. Wir be, 
dienen uns daher in der Folge auch nur der Bezeichnung p fur Linien
koordinaten, wenn auch die Beibehaltung der Koordinaten q neben den 
Koordinaten p manche Formeln iibersichtlicher zu schreiben erlaubt. 

4. Damit sich zwei gegebene gerade Linien (p) und (p') schneiden, 
miissen ihre Koordinaten die folgende GIeichung befriedigen: 

(6) ~p".p~+3=O. 

Denn es Selen die beiden geraden Linien (p) und (p') beziiglieh durch 
die beiden Punkte (a), (b) und (c), (d) bestimmt. Wenn wir dann in 
die vorstehende Gleichung fUr die Koordinaten p, p' ihre Werte aus (1) 
in den Koordinaten dieser Punkte einsetzen, so erhalten wir: 

~ + a1 b',!csd4 = o. 
Das Verschwinden dieser Determinante ist die Bedingung dafUr, daB die 
vier Punkte (a), (b), (c), (d) in einer Ebene liegen; und also schneiden 
sich die beiden geraden Linien (a, b) und (c, d) S). 

3) Vgl. den Aufsatz von Liiroth: Zur Theorie der windschiefen Flii.chen, Crelles 
Journal, Bd. 67 (1867), S. 130. 
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Wenn Wlr III der Gleichung (6): 

2PH'P~+S= 0 
H 

die P~+S als fest, die PH als veranderlich betrachten, so stent sie die Ge
samtheit aHer derjenigen geraden Linien dar, welche die feste gerade Linie (p') 
schneiden. Insbesondere also geniigen der Gleichung: 

PH+S = 0 

die Koordinaten aUer derjenigen geraden Linien, welche die Tetraeder
kante P" schneiden. Wenn fUr die Kante PH selbst ane Koordinaten bis 
auf die eine, PH' verschwinden, so iilt damit ausgedriickt, daB sie alJe 
Tetraederkanten bis auf die ihr gegeniiberliegende schneidet. 

Wenn drei gerade Linien (p), (p'), (p") einander gegenseitig schneiden, 
so besteht zwischen den Koordinaten je zweier derselben eine Gleichung 
von der Form (6). Dabei gehen die drei geraden Linien entweder durch 
einen Punkt oder liegen in einer Ebene. Das Kriterium fUr den ersten 
oder zweiten Fall bildet das Verschwinden des zweiten oder ersten Faktors 
des unter der gemachten Annahme immer verschwindenden Produktes: 

"+ ." "± ,,, ~ - P1 P2 PS' ~ P4P6P6' 

und der ahnlich gebildeten Produkte, welche sich aus dem Vorstehenden 
durch Vertauschung von jedesmal zwei der Indizes 1, 2, 3 mit den ent
sprechenden 4, 5, 6 ergeben. 

Den Beweis liefert die Betrachtung der Gleichungen (2) und (4). 
Wenn sich drei Linien in einem Punkte schneiden, so haben diejenigen 
drei Ebenen, welche sich durch einen Eckpunkt des Koordinatentetraeders 
und jedesmal eine der gegebenen geraden Linien hindurchlegen lassen, eine 
gerade Linie gemein, und umgekehrt, wenn drei Linien in einer Ebene 
liegen, so sind diejenigen drei Punkte, in welchen eine Seitenflache des 
Koordinatentetraeders von den gegebenen geraden Linien geschnitten wird, 
in gerader Linie. 

5. Wir konnen den sechs Variabeln p, immer unter der Voraussetzung, 
daB die Bedingungsgleichung 

2PH'PH+S= 0 
" 

erfiiUt seI, imaginare Werte erteilen. Sei also: 

PH = P~ + ip~. 
Wir betrachten die GroBen P" als die Koordinaten einer imaginaren 

geraden Linie. Diese rein formeIle Definition fUhrt zu der folgenden goo
metrischen. N ach der Gleichung (6) der 4. Nummer wird die gegebene 
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imaginare gerade Linie, sowie die konjugiert imaginare von allen reellen 
geraden Linien geschnitten, deren Koordinaten die folgenden beiden linearen 
Bedingungsgleichungen befriedigen: 

'1\"" , 
.L.J p,,' P"+3 = 0, 
" " 

Durch vier beliebige unter den Linien, deren Koordinaten diesen beiden 
Gleichungen geniigen 4), sind die beiden Gleichungen, oder vielmehr ist die 
von denselben gebildete zweigliedrige Gruppe: 

2)(lrlx + flP':) P"+3 = ° 
bestimmt (au3er, wenn die angenommenen vier geraden Linien derselben 
Erzeugung eines Hyperboloids angehoren). Eine imaginare gerade Linie 
und ihre konjugierte sind somit geometrisch alB die beiden geradlinigen 
Transversalen vier reeller gerader Linien gegeben. 

Es stimmt das mit der Definition, welche die neuere synthetische 
Geometrie fUr die imaginare gerade Linie im Raume aufstellt, .iiberein. 

1m allgemeinen besitzt eine imaginare gerade Linie keinen reellen 
Punkt und keine reelle Ebene. N ur wenn sich die gegebene imaginare 
gerade Linie und ihre konjugierte schneiden, ist beiden ein reeller Punkt 
und eine reelle Ebene gemeinsam. Die imaginare gerade Linie wird dann 
von allen reellen Linien geschnitten, welche durch diesen Punkt gehen, 
beziiglich in dieser Ebene liegen. Sie ist nicht mehr durch vier ihrer 
reellen geradlinigen Transversalen bestimmt. Man definiere sie geometrisch 
durch den reellen Punkt, die reelle Ebene und einen von dem reellen 
Punkte ausgehenden Kegel der zweiten Ordnung, oder eine in der reellen 
Ebene liegende Kurve der zweiten Klasse. 

II. 

Transformation der Linienkoordinaten, entsprechend einer Verwandlung 
des Koordinatentetraeders. 

6. In dem Folgenden stellen wir zunachst diejenigen Transformations
formeln fUr Linienkoordinaten auf, welche einer Verwandlung des Koor
dinatentetraeders, oder, was dasselbe sagt, der linearen Transformation von 
Punkt- oder Ebenenkoordinaten entsprechen ~). 

4) Das System solcher geraden Linien findet man insbesondere betrachtet in dem 
Aufsatze von O. Hermes: Dber Strahlensysteme der ersten Ordnung und der ersten 
Klasse. Crelles Journal, Bd. 67 (1867), S. 153. 

6) Man vergleiche die heiden Aufsatze von Battaglini: 
Intorno ai sistemi di rette di primo ordine; Rendiconti della R. Acoademia di 

Napoli, Giugno 1866; 
Klein, GesammeIte math. Abhandillngen. 1. 2 
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Diese Transformationsformeln werden linear. Sie wiirden ihren linearen 
Charakter verlieren, wenn statt der sachs homogenen Koordinaten, welche 
eine Bedingungsgleichung befriedigen, deren nur fiinf unabhangige genommen 
worden waren, wie sie zur Bestimmung einer geraden Linie sUSleichen. -
Wir gelangen im folgenden zu dem Resultate, dafJ die in BerIe stehenden 
linearen Substitutionen die allgemeinen sind, durch welche der Ausdruclc: 

p=.2P"'p,,+s 
" 

~n ein M ultiplum seiner selbst ubergefuhrt wird. 
Der vorstehende Satz bedar! noch der folgenden Bestimmung. Es sei 

eine lineare Substitution gegeben, welche den Ausdruck P in ein Multiplum 
seiner selbst iiberfiihrt. Unter den sechs neuen Veranderlichen konnen wir 
diejenige £rei auswahlen, welcher wir den Namen Pl geben wollen. Dann 
ist die Veranderliche P4 zugleich mit bestimmt. Wir konnen ferner p, 
ohne wei teres unter den noch iibrigen vier Veranderlichen annehmen; dann ist 
PI'> gegeben. Welche von den zwei noch iibrigen Variabeln Ps und welche Pe 
zu nennen sei, bleibt aber nicht mehr willkiirlich. Denn diejenige Kante 
des neuen Tetraeders, auf welche sich das neue Ps bezieht, schneidet die 
beiden Kanten, welche den neuen P1 und p'J entsprechen, in einem Punkte 
und ist also eindeutig bestimmt. (Nr. 3). Nur unter der Voraussetzung, 
daJ3 Pa demgemaJ3 ausgewahlt sei, gelten die Ausdriicke der Linienkoor
dinaten in den Koordinaten zweier Punkte, bzw. zweier Ebenen, Wle sle 
unter (1) und (3) gegeben worden sind. 

Es sei nun, unter x"' y" Punktkoordinaten verstanden, 

(7) {". ~ ~"".~' 
y" = 2)a",l'Yl, 

" 
eme allgemeine lineare Substitution, wie sie einer beliebigen Verwandlung 
des Koordinatentetraeders entspricht. Die Substitutionskoeffizienten a",J. 
stellen dabei die Koordinaten der Seitenflachen des friiheren Tetraeders mit 
Bezug auf das neue dar; wie sich ergibt, wenn wir x" (y,,) verschwinden lassen. 

Durch Einsetzen dieser Werte fiir x"' y" in die durch (1) gegebenen 
Ausdriicke fiir die Linienkoordinaten P erhalten wir die gesuchten Formeln. 
Die in dieselben eingehenden SubstitutionsKoeffizienten erhalten die De
terminantenform: 

Intorno ai sistemi di rette di secondo grado; Atti della R. Accademia di Na.poli, 
3, 1866. 

Beide Aufsatze linden sich wieder abgedruckt: Giornale di Matematiche, Na.poli, 
Bd.6, 7 '(1868, 1869). 
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und stellen also, geometrisch gedeutet, die Koordinaten der Kanten des 
fruheren Tetraeders mit Bezug aUf das neue dar, in einer solchen GroBe 
genommen, wie sich dieselben unter Zugrundelegung der Formeln (3) aus 
den Koordinaten a",;, der Seitenflachen des frtiheren Tetraeders mit Bezug 
auf das neue ergeben. lndem wir dieselben mit ax,;' bezeichnen, je nachdem 
sie zu einer Kante P" gehoren und unter den Koordinaten dieser Kante, 
wenn wir dieselben in der unter (1) festgesetzten Reihenfolge schreiben, 
die J.-te Stelle einnehmen, werden die gesuchten Transformationsformeln: 

(8) p" = .2a"+3,)'+3·P~' 
). 

Denn verlangen wir, daB p" verschwinde, das hei13t, da13 die gerade Linie 
(p, p') die Kante P"+3 schneide, so ist daftir, nach der vierten Nummer, 
das Verschwinden des Ausdrucks: 

die Bedingung. 
7. Durch die Substitution (8) wird der Ausdruck: 

P:= .2P,,·P"+3 
" 

III em Multiplum des entsprechenden: 

P ' _ )l I I ..:...; px' P,,+3 
x 

iibergefUhrt. Wenn wir den ersten Ausdruck aus (8) bilden und mit dem 
zweiten vergleichen, so erhalten wir eine Reihe von Relationen fUr die 
Koeffizienten a, welcher dieselben, vermoge ihrer Darstellung durch die 
Koeffizienten IX, identisch geniigen. 

Die wirkliche Entwicklung des Ausdruckes P nach den p' liefert in 
diesen Variabeln ein Polynom des zweiten Grades mit 21 Gliedern. Die 
Koeffizienten von 18 dieser Glieder miissen verschwinden, die der iibrigen 
drei unter sich gleich werden. Die 36 GroBen a sind somit 20 Bedingungen 
unterworfen und deshalb durch die 16 Gro13en a independent darstellbar. 
Nach dies en Zahlenverhaltnissen kommt es auf dasselbe hinaus, ob wir den 
Ausdruck der Linienkoordinaten durch Punkt- (oder Ebenen-) Koordinaten 
zugrunde legen und diese letzteren linear transformieren, oder ob wir die 
Linienkoordinaten selbst unmittelbar linear transformieren und bedingen, 
daB dabei der Ausdruck: 

P:...::=.2P,,·P"+3 
" 

in ein Viel£aches seiner selbst iibergehe. Die volle Bestatigung dieser Aus
sage finden wir in der geometrischen Deutung der Bedingungen, welchen 

2* 
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die Substitutionskoeffizienten a zufolge der letzten Beschriinkung unter
woden sind. N ur in der Benennung der neuen Veranderlichen muS, nach 
der vorigen Nummer, eine feste Regel beobachtet werden. 

8. Sei also: 

(9) 

eine lineare Substitution, durch welche der Ausdruck: 

p=.2P,,·P,,+s 
" 

In em Multiplum seiner selbst iibergefiihrt wird. Dann gelten fUr die 
Koeffizienten b zunachst die folgenden Relationen: 

(10) 

(11) 
" 

" 
wo d eine willkiirlich zu bestimmende Konstante bezeichnet. 

Zufolge der Beziehungen (10) verschwinden die folgenden beiden 
Produkte: 

und 
.2 + bu b2'J bSS' .2 ± bu bn b63 

.2 ± b14 b'J5 b36 • .2 ± b 44 br.r. b66 • 

Denn die Entwicklung dieser Produkte nach dem Multiplikationstheorem 
der Determinanten liefert eine neue dreigliedrige Determinante, fUr deren 
Elemente ('" 2) das Gesetz gilt: 

(",2)+(2,,,)=0. 

Wir fiigen nun den Bedingungen (10) und (11) die weitere hinzu, daB 
die beiden vorstehenden Produkte darum verschwinden, weil die beiden 
Faktoren: 

.2+ bu b"2 b6S' ~± b14 b'Jl)bS6 

gleich Null sind. Dnd dementsprechend sollen die ahnlich gebildeten 
Determinanten verschwinden, welche sich aus den vorstehenden durch Ver
tauschung von jedesmal zwei der ersten oder zweiten Indizes 1,2,3 mit 
den entsprechenden 4, 5, 6 ergeben. Diese Bedingungen beschriinken durch
aus nicht die relative GroBe der Koeffizienten b, sondern nur die Will
kiirlichkeit in deren Reihenfolge. 

Die Auflosung der Substitutionen (9) wird unter Zuziehung der Be
dingungsgleichungen (10) die folgende: 

(12) 

" " 
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oder, unter Berlicksichtigung der Gleichungen (11): 

(13) d,pA = L;b",)..p". 

" 
Indem wir von (13) zu (9) zurlickgehen, ergeben sich, den Formeln (10) 

entsprechend, die folgenden: 

(14) l)",).+s·b,,+,.,J.. = 0 (ft = 1, 2, 4, 5, 6). 
J. 

Wenn wir die Substitutionsdeterminante L; ± bl,l bs,s ... bS,6 mit D, 
die einem beliebigen Elemente b",). zugehOrige Unterdeterminante derselben, 
wie liberhaupt im folgenden die Unterdeterminanten, durch die beiden 
Indizes ", l (D",).) bezeichnen und dabei das Vorzeichen richtig bestimmen: 

(( - 1)<"+,t»), so foIgt aus den Auflosungen (12) der Gleichungen (9): 

D",).+s, .l;b,.,).+s·b,t+S,). = b,,+s,).·D. 
I' 

Diese Formel bleibt fur jeden Index " und jeden Index l gliltig. Es 
findet sich also, bis auf einen Faktor: 

(15) 

oder, infolge von (11): 

(16) D = dS 6). 

Aus den Gleichungen (10) folgt, daB die Vertikalreihen der Substitu
tionskoeffizienten (9) die Linienkoordinaten der Kanten eines neuen Te
traeders mit Bezug auf das frlihere darstellen. Denn diese Gleichung sagt 
aus, einmal, wenn wir ft = 6 setzen, da/3 die Koeffizienten einer Vertikal
reihe der Substitutionen (9) die Bedeutung von Linienkoordinaten haben, 
dann den vier anderen Werten von ft entsprechend, da/3 eine jede der durch 
die Substitutionskoeffizienten bestimmten sechs Linien vier der flinf librigen 
schneidet, da/3 also die sechs dargestellten geraden Linien ein Tetraeder 
bilden. 

Wir wollen die sechs Kanten dieses Tetraeders, den Koordinaten b",,t 
entsprechend, mit p~ bezeichnen. Dann sagen die Bedingungen, welche 
wir den Gleichungen (10) und (11) liber die Reihenfolge der Koeffizienten b",J. 
hinzugefligt haben, nichts anderes aus, als da/3 sich die drei Kanten p~, P~, p~ 
in einem Punkte schneiden und die drei Kanten p~, p~, p~ in einer Ebene 
liegen. Ausgeschlossen ist durch jene Bedingungen (falls die Substitutions-

6) [Die drei im Original auf Gleichung (16) folgenden Zeilen sind hier weg
gelas sen , da der in ihnen enthaltene Nachweis, daB das Vorzeichen in (16) richtig 
gewiihlt ist, nicht bindend war. Die Tatsache selbst ergibt sich aus den an die 
Formel (18) gekniipften trberlegungen. K. J 
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determinante 2) ± bi ,1'" bs ,6 nicht verschwindet), daB P~, P~, P~ in einer 

Ebene enthalten sind und P~, P~, P~ durch einen Punkt gehen. 1m Verein 
mit dies en Bedingungen besagen die drei Gleichungen (11), daB die Ver
haltnisse der Koordinaten dieser sechs geraden Linien unter sich in einer 
solchen GroBe gewahlt seien, wie sie si~h aus den Koordinaten der vier 
Eckpunkte (Seitenflachen) des von ihnen gebildeten Tetraeders unter Zu
grundelegung der Formeln (1), (3) ergeben. 

Damit ist der vollstandige Nachweis gefiihrt, daB die gewahlte Trans
formation der Verwandlung des gegebenen Koordinatentetraeders in ein 
anderes entspricht. 

9. Wir denken uns die Substitutionskoeffizienten b independent durch 
die Koeffizienten {J einer derselben Koordinatenverwandlung entsprechenden 
linearen Transformation von Punktkoordinaten: 

( 17) Xx = 1: (Jr., ). xl. 
). 

dargestellt. Dann erhalten wir die folgende Relation: 

(18) d=2)±{Ji,1 ... {J4,4. 

Von der Richtigkeit derselben iiberzeugen wir uns einmal durch direkte 
Ausrechnung, indem wir von einer der Formeln ( 11 ) ausgehen, dann 
aber auch durch die Bemerkung, daB die Determinante D, als gebildet 
aus den zweiten Unterdeterminanten der viergliedrigen Determinante 

~-, ± th 1 ... th,4 gleich ist der dritten Potenz dieser Determinante 7). 
Die Konstante d kann jeden positiven oder negativen Wert annehmen, 

nur dad sie nicht verschwinden. Denn dann wiirden sich, infolge der 
Gleichungen (11), die gegeniiberliegenden Kanten des neuen Tetraeders 
schneiden und damit die Koordinatenbestimmung unmoglich werden. Dem 
entsprache, daB die vier Eckpunkte oder die vier Seitenflachen des Tetraeders 
zusammenfielen, was seinen Ausdruck in dem Verschwinden der Deter-

minante 2) ± {J1, i ... (J4, 4 findet. 

In dem Folgenden nehmen wir die Konstante d gleich der positiven 
Einheit an, so daB also durch die lineare Substitution, in welche dann 
nur noch 15 unabhangige Koeffizienten eingehen, der Ausdruck P in sich 
selbst iibergefiihrt wird. 

Der Dbergang von der Substitution (9) zu der Substitution (17) 
gestaltet sich folgendermaBen. Wir konnen uns drei Horizontal- und 

7) [Beweist man die Formel (18) auf dem zuerst angegebenen Wege, so ergibt 
die Umkehrung der darauf folgenden Uberlegung die Formel (16) mit der richtigen 
Vorzeichenbestimmung. K.] 
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drei Vertikalreihen der Koeffizienten b in einer solchen Weise auswahlen, 
daB, wenn wir uns in b die Gro/3en fJ eingefiihrt denken und wir mit 1 
einen laufenden Index, mit ", p, zwei in jedem einzelnen FaIle bestimmte 
Indizes bezeichnen, weder Glieder von der Form fJ", l noch von der Form 
fJl, f' vorkommen. Die Determinante aus den so gewahlten Koeffizienten b 
ist dann aus den Unterdeterminanten der Determinante d", f' zusammen

gesetzt und hat folglich den absoluten W ert d~, I" • Die so bestimmten 
Determinanten d", f' sind gerade diejenigen Koeffizienten, welche in die 
Auflosungen der Gleichungen (17) eingehen. 

10. Die Aufgabe, einen gegebenen Ausdruck in Linienkoordinaten durch 
eine lineare Substitution auf eine bestimmte Gestalt zu transformieren, 
kann zu imaginaren Substitutionskoeffizienten und damit zu Tetraedern 
mit imaginaren Kanten fiihren. Wir mogen ein solches Tetraeder einfach 
ein imaginiires Tetraeder nennen. 

1m allgemeinen gehort zu einem imaginaren Tetraeder ein konjugiertes. 
Dann werden beide Tetraeder immer gemeinsam auftreten. 

Insbesondere aber konnen die imaginaren Kanten desselben imaginaren 
Tetraeders einander konjugiert sein. Wenn dann samtliche Seitenfiachen 
(Eckpunkte) imaginar sind, so besitzt das Tetraeder zwei reeIle, sich nicht 
schneidende Kanten, wahrend die vier iibrigen Kanten weder einen reellen 
Punkt noch eine reelle Ebene enthalten und die gegeniiberstehenden paar
weise konjugiert sind. 

Sind dagegen nur zwei Seitenflachen (Eckpunkte) imaginar, so sind, 
wie im vorhergehenden Falle, nur zwei gegeniiberstehende Kanten reell; 
aber langs der einen schneiden sich zwei reelle Ebenen des Tetraeders, 
auf der anderen liegen, als Durchschnittspunkte mit diesen Seitenfiachen, 
zwei reelle Eckpunkte desselben. Die iibrigen vier Kanten des Tetraeders 
sind paarweise konjugiert. Je zwei konjugierte verlaufen innerhalb einer 
der reellen Seitenflachen und schneiden sich in derselben in dem ent
sprechenden reellen Eckpunkte. Solche zwei imaginare gerade Linien sind 
von der am Schlusse der fiinften Nummer betrachteten Art. 

Wenn also die imaginaren Kanten eines Tetraeders konjugiert sind, 
sind immer zwei gegeniiberstehende reell, und wir haben es mit einem 
Tetraeder der einen oder anderen Art zu tun, je nachdem von den vier 
iibrigen Kanten sich die konjugierten schneiden oder nicht. - Tetraeder 
von der einen wie von der andern Art konnen isoliert auftreten, insofern 
sie sich selbst konjugiert sind. 

Auch solche imaginare Tetraeder, die nicht in sich konjugiert sind, 
konnen zwei reeIle, einander gegeniiberstehende Kanten besitzen. Dann 
sind dieselben dem gegebenen und dem konjugierten Tetraeder gemeinsam. 
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III. 
tJber Linienkomplexe im allgemeinen. 

11. Eine homogene Gleichung zwischen Linienkoordinaten bestimmt 
ein dreifach unendliches System von geraden Linien. Solch ein Gebilde 
heiBt, nach PI ii c k e r, ein Linienkomplez. Indem wir in die Gleichung 
eines Komplexes des n-ten Grades £iir die Linienkoordinaten die Aus
driicke (1) oder (3) einsetzen, erhalten wir die folgenden beiden, unter 
sich identischen, geometrischen Definitionen eines solchen Komplexes 8): 

In einem Kompleze des n-ten Grades bilden diejenigen geraden 
Linien, welche durch einen testen Punkt gehen, einen Kegel der n-ten 
Ordnung. 

In einem K ompleze des n - ten Grades bilden diejenigen geraden 
Linien, welche in einer testen Ebene liegen, eine Kurve der n-ten Kla8se. 

1st also insbesondere der Komplex linear, so entspricht jedem Punkte 
eine Ebene, die durch ihn hindurch geht, jeder Ebene ein Punkt, der in 
ihr liegt. Einen derartigen Komplex bildet die Gesamtheit aIler geraden 
Linien, welche eine gegebene gerade Linie schneiden (Nr. 4). 

Als ausgezeichneter Fall der Komplexe des n (n -- 1)· ten Grades kann 
die Gesamtheit der Tangenten einer FUiche der n-ten Ordnung oder Klasse 
angesehen werden. Wenn sich die Flache dahin partikularisiert, daB sie 
in eine abwickelbare Flache mit zugehOriger Riickkehrkante ausartet, so 
umfaBt der Komplex aIle diejenigen geraden Linien, welche die erste be
riihren oder die zweite schneiden. 

12. Die allgemeine Gleichung des n -ten Grades umfaf3t (n + 5)~ ver
schiedene Glieder. Allein der Komplex hangt, sobald n > 1, von einer 
geringeren als der um 1 verminderten Anzahl unabhangiger Konstanten 
ab, indem es freisteht, aus seiner Gleichung eine Reihe von Gliedern 
vermoge der Relation: 

zu entfernen. Wir konnen, ohne den gegebenen Komplex zu andern, zu 
seiner Gleichung P, mit einer beliebigen Funktion des (n - 2) -ten Grades 
multipliziert, addieren. Eine derartige Funktion enthalt (n + 3)~ un
bestimmte Konstanten. Eine gleiche Anzahl von Konstanten diirfen wir 
also auch in der Gleichung des Komplexes beliebig annehmen. 

Die Erniedrigung in der Anzahl der unabhangigen Konstanten mIlt 
fort, sobald wir die Gleichung des Komplexes nicht in den sechs Koordi
naten p", sondarn in 6n Koordinatan 

p;, p;', ... , p~fI) 

8) Pliicker: "Neue Geometrie", Nr. 19. 
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n-fach linear schreiben. Denn der Ausdruck P schreibt sich bilinear: 

" 
und ist dann, auBer wenn die beiden geraden Linien (p') und (p") sich 
schneiden, nicht mehr gleich Null, so daB er nicht mehr ohne weiteres 
der Gleichung des gegebenen Komplexes zugefiigt werden kann. 

Nach dem Vorstehenden hangt ein Komplex des zweiten Grades 
nicht von 21 - 1 = 20, sondern nur von 19 unabhangigen Konstanten 
abo Dagegen gibt es eine einfach unendliche Schar zugehoriger Polar
systeme (bilinearer Formen), deren jedes durch 20 Konstanten bestimmt 
wird. In einem solchen Polarsysteme entspricht einer belie big an
genommenen geraden Linie ein linearer Komplex 9). Diejenigen Linien, 
welche sich selbst entsprechen, sind in allen Polarsystemen diesel ben : die 
Linien des zugehOrigen Komplexes zweiten Grades. 

Es ist die Theorie der Komplexe durchaus analog der Theorie der 
Kurven, welche auf einer Flache der zweiten Ordnung liegen, oder der 
Theorie der abwickelbaren Flachen, welche eine Flache der zweiten Klasse 
umhiillen. Die einzelne Flache, welche durch ihren Durchschnitt mit 
der gegebenen Flache der zweiten Ordnung eine Kurve bestimmt, kommt bei 
der Diskussion dieser Durchschnittskurve gar nicht in Betracht, sondern nur 
die durch sie und die gegebene Flache der zweiten Ordnung bestimmte Schar. 
Dagegen ist in einem Punkte der gegebenen Flache zweiten Grades in 
bezug auf die fragliche Durchschnittskurve ein anderes auf dieser Flache 
liegendes Gebiide zugeordnet, je nach der Wahl der zweiten die Kurve 
bestimmenden Flache. 

Diejenigen geraden Linien, welche zwei Komplexen gemeinsam sind, 
bilden eine Kongr'Uenz. Die Kongruenz hei6t vom Grade m n, wenn die 
beiden sie bestimmenden Komplexe beziiglich vom Grade m und n sind. 
AIle Linien einer linearen Kongruenz schneiden zwei feste gerade Linien, 
die reeH oder imaginli.r sein konnen: die Di1ektrizen der Kongruenz. 

Diejenigen geraden Linien, welche drei Komplexen, die beziiglich vom 
Grade m, n, p sind, zugleich angehoren, bilden eine Linienfldche (wind
schiefe Flache) von der Ordnung und Klasse 2 m n p. Insbesondere be
stimmen drei lineare Komplexe eine Flache des zweiten Grades durch die 
Linien der einen Erzeugung derselben 10). 

9) Plucker, a.a.O. - Es ist hier nicht der Ort, die im Texte angedeutete Rezi
prozitat zwischen geraden Linian uDd Komplexen des ersten Grades, die, bei konse
quenter Behandiungsweise, dazu fuhrt, den Komplexen ersten Grades sechs homogene, 
un&bhangige Koordinaten zu erteilen, weiter zu verfolgen. (Pluckers "Neue Geome
trie", Nr.25). Die gerade LiDie erscheint in dieser Auffassungsweise als ein linearer 
Komplex, dessen Koordinaten die GIeichung: P= 0 befriedigen (Nr. 4). 

10) VgI. Pluckers Neue Geometrie, &. &. O. 
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IV. 

Transformation der Gleichung des zweiten Grades zwischen Linien
koordinaten auf eine kanonische Form. 

13. Es sei 
(19) 

die allgemeine Gleichung der Komplexe des zweiten Grades; 

p=o 
bezeichne die Bedingung 

" 
Unsere Aufgabe ist, ein Tetraeder zu bestimmen, welches zu dem Kom
plex (19) in einer ausgezeichneten Beziehung steht, und die Form anzu
geben, welche die Gleichung des Komplexes annimmt, wenn derselbe auf 
dieses Tetraeder als Koordinatentetraeder bezogen wird. 

Diese Aufgabe behandelt sich algebraisch als die lineare simultane 
Transformation der Form P in sich selbst und der Form Q auf eine 
kanonische Gestalt. Wir definieren dabei die kanonische Gestalt der Form Q 
als die einfachste, auf welche sich dieselbe durch eine derartige Trans
formation umformen lii13t. Es wird in der Auswahl dieser kanonischen 
Gestalt immer eine gewisse Willkiir herrschen, und der Weg, auf welchem 
wir in der Folge zu einer solchen gelangen, ist kein notwendiger, sondern 
ein nach Belieben ausgewiihlter. - Die algebraische Fassung dieses Pro
blems ist insofern allgemeiner als die geometrische, als in derselben P 
und Q als individuelle Formen auftreten, wiihrend bei der geometrischen 
Untersuchung neben P nur die zweigliedrige Gruppe 

Q+lP, 

wo l eme willkiirliche Konstante bedeutet, in Betracht kommt ll). 
Indem wir bei der linearen Transformation der Form P in sich selbst 

noch iiber 15 willkiirliche Konstanten verfiigen konnen, wird die kano
nische Gestalt der Form Q noch sechs Konstanten enthalten. Wenn wir durch 
eine derselben durchdividieren und den Ausdruck P, mit einer geeigneten 
Konstante multipliziert, hinzuaddieren, konnen wir noch zwei Konstanten aus 
derselben fortschafien. Die kanonische Form der Komplexgleichung ent
hiilt somit nur noch vier wesentliche Konstante. 

Es erfordert eine Partikularisation des Komplexes, wenn in seiner 
Gleichung weniger als vier Konstanten vorkommen sollen, oder wenn es 

11) Die algebraische Behandlungsweise kniipft sich an die oben erwiihnte Er
weiterung der geometrischen Deutung von sechs Veranderlichen. Einer Verwandlung 
des Koordinatentetraeders entsprechend, transformieren sich die Koordinaten eines 
Komplexes ersten Grades linear in einer Bolchen Weise, daB der Ausdruck P, der 
nicht verschwindet, in sich selbst iibergeht. 
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moglich sein solI, denselben auf unendlichfach verschiedene Weise auf 
dieselbe Form mit vier Konstanten zu transformieren. 

Wir beginnen, im Anschlul3 an die neueste Arbeit von Weierstral3 
iiber die quadratischen Formen 12), mit einer eigentiimlichen U mgestaltung 
der beiden Formen P und Q, welche in unserem FaIle immer anwendbar ist. 
Dieselbe schliel3t als besonderen Fall die Transformation der heiden Formen 
P und Q auf solche zwei in sich, die nur die Quadrate der Variabeln 
enthalten, eine Transformation, die bekanntlich nicht in allen Fallen 
moglich ist. 

Durch die in Rede stehende Umgestaltung werden P und Q in zwei 
neue Formen p' und Q' iibergefiihrt. Wir gehen sodann durch eine ein
fache line are Substitution von p' zu P zuriick und transformieren dadurch 
Q' in eine neue Form Q ", welche wir als kanoniscke bezeichnen. Wir 
gelangen so, durch Benutzung der in der angefiihrten Abhandlung ge
wonnenen Ergebnisse, auf dem kiirzesten Wege zur Aufstellung der jedem 
FaIle entsprechenden kanonischen Form und damit zur Einteilung der 
Komplexe des zweiten Grades. 

Wir wiederholen zunachst die Ergebnisse, zu denen Weierstral3 in 
dem oben zitierten Aufsatze gelangt, in einer Form, wie sie dem hier 
vorliegenden FaIle entspricht. Weierstral3 betrachtet die simultane 
Transformation zweier beliebig gegebener quadratischer (oder bilinearer) 
Formen, und mul3, dem FaIle entsprechend, dal3 die Determinante einer 
jeden der beiden Formen verschwindet, besondere Vorsichtsmal3regeln 
treffen. In unserem FaIle ist die eine Form, P, gegeben und hat die 
nicht verschwindende Determinante (- 1). 

14. Es mogen 
<1>, 0/ 

zwei quadratische Formen derselben n Veranderlichen Xl' X\j' ••• , X" 

bezeichnen. Wir machen die Voraussetzung, dal3 die Determinante von 
<I> nicht verschwindet. Dann ist die Determinante der Form 

s<l>+O/, 

die wir kurz mit S bezeichnen wollen, eine ganze Funktion des n-ten 
Grades von s, und kann immer als Produkt von n Faktoren, die lineare 
Funktionen von s sind, dargestellt werden. 

Es sei, unter der Voraussetzung, dal3 der Koeffizient der hochsten 
in S enthaltenen Potenz von s der Einheit gleich, oder dal3 er als kon
stanter Faktor aus dem Produkt jener n linearen Faktoren herausge-

12) Zur Theorie der quadratischen und bilinaaran Formen; Monatsbericht<l d. 
BerI. Akad., Mai, 1868, S. 310-338 (Werke, Bd. II). Vgl. ainen friiheren Aufsatz fiber 
denselben Gegenstand, Monatsberichte, 1858, S.207-220 (Werke, Bd. I). 



28 Zur Liniengeometrie. 

zogen sei, (s - c) irgendeiner dieser Faktoren. Mit Z bezeichnen wir den 
Exponenten der hochsten in S aufgehenden Potenz desselben. Ferner 
bedeute Z(x) den Exponenten der hOchsten Potenz von (s - c), durch 
welche alle aus den Elementen von S gebildeten partiellen Determinanten 
(n - x)-ter Ordnung teilbar sind. Dann gelten, wie WeierstraB zeigt, 
die folgenden Ungleichheiten: 

l> l' > l" > ... > l(v-1) > 0, 
l(x-1) _ l(x) > l(x) _ l(x+1). 

Setzt man daher: 
-_ Z - l' '- Z' - l" (v-1) -_ l(v-1) e ,e- , ... ,e , 

so sind e, e', ... , e{v-1) positive Zahlen, welche nach ihrer GroBe geordnet 
sind, so daJ3: 

e(x) > e(x+1). 

J eder einzelne der so definierten '/l Faktoren von (s - c)l: 
e e' )6(V-1) (s-c) ,(s-c) , ... ,(s-c 

heiJ3e ein Elementarteiler der Determinante SI3). Wir nennen einen 
Elementarteiler, je nach dem Grade e der hOchsten in ihm enthaltenen 
Potenz von s, von der e-ten Ordnung. 

Es gilt zunachst der allgemeine Satz, daB wie auch die beiden Formen 
<t>, 0/ durch line are Substitution in andere Formen <t>', 0/' transformiert 
werden mogen, die zugehorigen Elementarteiler diesel ben bleiben. Dnd 
umgekehrt, wenn zwei Formenpaare, <t>, 0/ und <t>',o/', dieselben Elementar
teiler besitzen, so lassen sie sich durch eine lineare Substitution mit nicht 
verschwindender Determinante ineinander iiberfiihren 14). 

Wir bezeichnen nun durch S{x) diejenige Unterdeterminante der Deter
min ante S, welche aus derselben durch Weglassung der x ersten Horizontal
und Vertikalreihen entsteht. Ferner bedeute 

(- It+PS~x~ 

unter der Voraussetzung, daJ3 a, fJ beide groJ3er als x sind, die Deter
min ante (n - x-I) -ter Ordnung, deren Elementensystem aus dem von 
S(x) durch Weglassung der (a - x )-ten Horizontal- und der (fJ - x )-ten 
Vertikalreihe hervorgeht, - werde aber gleich Null gesetzt, wenn eine 
der heiden Zahlen a, fJ < x ist. 

13) Die Elementarteiler, zu welchen die beiden Formen <1>, ). <I> + 'l' fiihren, sind 
von den Elementarteilern, die zu den Formen <1>, 'l' zugehoren, nur dadurch ver
schieden, daB s in denselben durch 8 +). ersetzt ist. 

14) [Wir bemerken, daB dieser Satz nur dann allgemein gilt, wenn man auch 
solche lineare Substitutionen zuliiBt, deren Substitutionskoeffizienten imaginiire, nicht 
notwendig paarweise konjugierte Werte besitzen.] 
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Die Funktionen: 
S ' S" S, , , ... 

sind beztiglich durch 
(8 - cl, (8_C)I', (8 - cr, ... 

teilbar. Wir nehmen an, daB in keiner dieser Funktionen eine 
Potenz von (8 - c) als die angegebene als Faktor enthalten sei. 
dieses doch der Fall sem, so sei in der Reihe der Funktionen: 

S, S', S", ... 

hOhere 
Sollte 

S(v) die erste, welche eine hohere Potenz von (8 - c) als die Z(v) - te ent
halt. Dann konnen wir vorab eine lineare Transformation von der Gestalt: 

Xv = Xv + h,.+! Xv+! + ... + hnxn' 
xa = X"' wenn a~'V, 

eintreten lassen und tiber die Konstanten hv+!, ... ,h derart verfiigen, • n 

daB das neue S(v) nur noch die Z(v) -te Potenz von (8 - c) enthlilt 16). Indem 
die vorstehende Substitution die Determinante (+ 1) hat, sind bei ihr die 
Funktionen: 

S S ' S" Cf(v-l) 
, , , ••• ,#~ 

ungeandert gebIieben. Wir konnen also, in der angegebenen Weise fort

fahrend, es immer dahin bringen, daB von den Determinanten S(><) keine 

eine hohere Potenz von (8 - c) enthlilt, als die Z(><)-te. 
Diese Hilfstransformation vorausgesetzt, sei: 

(J$ (J$ (J$ 
X = S11-0 - + 812 ::;-- + ... + Sln::;--' 

uXl ux~ uXn 

(20) x'= 
x" = 

Ferner bezeichne e). m der Reihe der zu dem Teiler (8 - c) ge
hOrigen Zahlen e die ,,- teo Wir mogen zugleich C;. statt c schreiben, so 
daB dieselbe Wurzel c der Gleichung S = 0, den verschiedenen ihr zu
gehOrigen Elementarteilern entsprechend, verschiedene Indizes bekommt. 
Man entwickle sodann die Funktionen: 

X(><-1) 

VS(><-1). S(><) 

15) [An dieser Stelle enthii.lt die urspriingliche WeierstraBsche Abhandlung, 
iiber die hier referiert wird, eine Liicke. Der betreffende Hilfssatz ist erst von 
G. Fro benius (Sitzungsber. d. Ber!. Akad. 1894, Sitzung V. 18. Januar) bewiesen 
worden. Vgl. auch K. Weierstrall' Werke, Ed. II, S.31).] 
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nach aufsteigenden Potenzen von (8 - c;.). Die Entwicklung beginnt mit 
e;. 

der Potenz - 2' von (8 - c;.) und hat die Gestalt: 
e) • 

.2) X;",t' (8 - c;.Y-2'· 
fl = 0, 1, ... , 00 • 

Dabei ist: 

(21) 1 (iJ<I> iJ<I» X!.!t = .,- Ox;',t "§'- + ... + On!.l< jj- , 
V 0;. Xx xn 

wo O!. und samtliche Koeffizienten der GroJ3en .~~ ganze Funktionen von 

Ci. und den Koeffizienten der Formen <1>, 'I' sind. 
Der Koeffizient 0;., auf dessen Vorzeichen in dem FaIle Gewicht zu 

legen ist, daJ3 C;. eine reelle GroJ3e ist, schreibt sich entwickelt: 

{ 

21lX)+e;. l 
0;. = (SS~;~i>:SM ~ , 

J B=C;. 

(22) 

wo It) die frtiher l(x) gegebene Bedeutung hat, und der Index A nur auf 
die Zusammengehorigkeit mit e;., c;. hinweist. 

(23) 

Man bezeichne nun, wenn e eine beliebige ganze Zahl bedeutet: 

.2) X,I' . X;.P mit (X;. X;')e' 

(fl+y=e-l). 

Dann erhdlt man die lolgenden Umlormungen: 

{
<I> =.2) (X,X;.)e;. , 

'I' = ~ c;, (X,X;')e;. + (X;.X;.)erl , 
;. 

wo die Summation sich tiber die den verschiedenen Elementarteilern ent
sprechenden A zu erstrecken hat und (X;.X;.)e;.-l gleich Null zu setzen ist, 
wenn e;. den Wert 1 hat. 

Dies sind die fraglichen Umgestaltungen der Formen <1>, '1'. Es liiJ3t 
sich nachweisen, daJ3 die neuen n Variabeln: 

X;',o, X"l,.'" X'.e;.-l, 

durch welche <I> und 'I' vorstehend ausgedrtickt sind, aus den Variabeln 
X (20) und damit aus den ursprtinglichen Variabeln x durch eine Sub
stitution hergeleitet worden sind, deren Determinante nicht verschwindet. 
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Einem gegebenen Systeme von Elementarteilern entsprechend konnen 
wir, nach den Formeln (23), ohne weiteres ein System zweier Formen 
hinschreiben. Sind insbesondere aIle Elementarteiler von der ersten Ord
nung, so stelIen sich <Il und \f1 dar durch die Quadrate der neuen Variabeln. 

15. Ehe wir zur Anwendung der vorstehenden Umgestaltung auf die 
beiden uns gegebenen Formen P, Q iibergehen, mogen wir untersuchen, 
inwieweit sich die unter (21) eingefiihrten Variabeln Xl, It durch andere, 
gleichberechtigte, ersetzen lassen, in denen sich <Il und 'I' ebenfalIs unter 
der Form (23) darstellen. 

Von den Elementarteilern der Determinante S seien ftv mal 'P einander 
gleich. Dann ist es moglich, eine lineare Substitution anzugeben, welche 

'\' ,.(,.-1) 
L.J ftv • --y:z-

v 

willkiirliche Konstante enthii.lt und die Eigenschaft besitzt, <Il und \f1 in 
der unter (23) gegebenen Ge8talt in 8ick 8elb8t zu tran8formieren. 

Es seien namlich 'P unter sich gleiche Elementarteiler der e-ten Ord
nung gegeben, und es sei zunachst e > 1. Wir bezeichnen die Teiler 
der Reihe nach mit den Indizes 1, 2, ... , 'P, allgemein durch den Index 
IX. Einem jeden dieser Elementarteiler entspricht, in der unter (23) 
gegebenen Darstellung der Formen <Il und \f1, in <Il eine Funktion der 
e Variabeln: 

die wir mit (XaXa)ea bezeichnet haben, und in \f1 diesel be Funktion der
selben e Variabeln, multipliziert mit einer von dem Index IX unabhangigen 
Konstanten, vermehrt um eine Funktion, [(XaX a)ea-l] , allein der (e - 1) 
Variabeln: 

Xa,o, X a,l, ... , Xa,ea-a o 

Die Variabeln Xa e -1 kommen nur in der ersten Funktion und in , a 

derselben, gemaB der Bedeutung des Symbols (XaX a)6a' nur in der Ver-
bindung: 

in <Il und \f1 also nur in dem folgenden Ausdruck vor: 

2 Xl, 0 . Xl, .,-1 + 2 X 2, 0 • X 2, •• -1 + ... + 2 Xv, 0 • Xv,.v -1' 

Die Form von <Il und \f1 bleibt also ungeandert, wenn wir die Variabeln 
X a, ea -1 durch eine folgende lineare Substitution: 

X a, ea-l = X a, ea-l, vermehrt um eine lineare Funktion von Xl, 0, •.. , Xv,o, 

transformieren und dabei bedingen, daB durch diese Substitution der 
Ausdruck 
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in sich selbst iibergehe. Bei einer derartigen Substitution haben wir iiber 

,,2 Konstante zu verfiigen und 'I'~~l) Bedingungen zu befriedigen. Es 

bleiben also noch 
" '1'('1'+1) '1'('1'-1) 

" - =---1·2 1·2 
Konstanten willkiirlich. 

Die gleiche Zahl ergibt sich, wenn wir e = 1 annehmen. Denn dann 
ist die Funktion: 

2 2 2 
Xl, 0 + X 2,o + . , . + X",o 

in sich selbst zu transformier.en. 
Auf diese Weise konnen wir mit jedem in der Reihe der Elementar

teiler der Determinante S enthaltenen System gleicher Teiler verfahren 
und erhalten so die oben angegebene Zahl: 

" '1'('1'-1) 
..:::;.; fl" . ---r:z- . 
" 

Es bezeichnet diese Zahl den Wert, den das den Formen (23) zu
grunde gelegte System von V ariabeln fiir diese Formen besitzt. 

16. 16) Eine weitere Dntersuchung kniipft sich an das Vorzeichen der 
durch die Gleichung (22) bestimmten Konstante 0).. 

Man teilt bekanntlich die quadratischen Formen von 11. Variabeln 
mit nicht verschwindender Determinante in Klassen ein, je nach dem 
DberschuJ3, den die Anzahl der positiven Quadrate iiber die Anzahl der 
negativen Quadrate ergibt, wenn man die gegebene Form durch irgend
eine reelle lineare Substitution mit nicht verschwindender Determinante 
auf eine Form transformiert, die nur die Quadrate der Variabeln enthii.lt. 
Es bezeichne m den DberschuJ3, welcher zu der gegebenen Funktion <I> ge
hart. Dann gilt der folgende Satz, unabhangig von der Wahl der Form '1': 

Wenn man die Konstanten OJ., welche zu reellen Elementarteilern 
einer ungeraden Ordnung gehoren, nach ihrem Vorzeichen in zwei Gruppen 
teilt, so enthalt die Gruppe der positiven 0;, m Glieder mehr alB die der 
negativen. 

Dnd daraus folgt der Satz, daJ3 die Determinante S, unabhangig 
von der Wahl der Form '1', mindestens m reelle Elementarteiler ungerader 
Ordnung besitzen muf3, 

Wenn (s - CJ.tJ. einen reellen Elementarteiler und B;, die positive oder 
negative Einheit bezeichnet, je nachdem OJ. positiv oder negativ ist, wollen 
wir (mit WeierstraJ3) 

16) [Die meisten Betrachtungen, Boweit me RealitittBverhii.ltnisse betreifen, setzen 
Linienkomplexe Q = 0 mit reellem Q voraus.] 



1. Dissertation: Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades. 33 

und also: 
(XAXA)e = E). (IAIA)e 

" A 
setzen. Dann sind die I A,. lineare Funktionen der urspriinglichen Ver· 

~nderlichen x mit reellen Koeffizienten. 1st dagegen (8 ~ CA)";' ein ima· 
ginarer Elementarteiler, so findet sich ein zweiter, ihm konjugierter, 

(8 - c).' t).', wo e). = e).'. Indem wir dann den WurzelgroBen VO~, V 0 A' 

konjugierte Werte erteilen und 

X),!, = I,\!, + iI5. i " 

X;"lt == I}.,ll - ill,it 

setzen, werden I).", II,. lineare Funktionen der Variabeln x ebenfalls mit 
Tee Hen Koeffizienten; und man hat: 

(XAX,\)eA + (X;/Xi:)e;.' = 2 (IAI;.)e;. - 2 (I;l;)V 

N ach diesen Substitutionen ist <I> dargesteHt durch n reeHe Variabeln 
Wir haben <I> jetzt durch irgendeine reelle Substitution auf die Quadrate 
n neuer Veranderlicher zu transformieren. Dann muB der DberschuB der 
positiven iiber die Anzahl der negativen Quadrate m betragen. 

Je zwei konjugiert imaginare Elementarteiler liefern offenbar keinen 
Beitrag zu diesem Dberschusse m. Denn (lAl;.). liefert ebenso viele 

;. 

Quadrate des einen Zeichens, wie (I~ I;')eA,. 

Der einem ungeraden reellen Elementarteiler entsprechende Aus· 
druck liefert den DberschuB eines Quadrates mit dem Zeichen E;.. Denn 

der entsprechende Ausdruck (IAl;.)e). enthalt ein Quadrat und e).; ~ Pro· 

dukte von jedesmal zwei Variabeln, Solch' ein Produkt vertritt ein posi· 
tives und ein negatives Quadrat. 

1st dagegen der reeHe Elementarteiler von einer geraden Ordnung, 
so umfaBt der Ausdruck (lAX).)e;. nur Produkte dtlr Variabeln zu zwei 

und liefert somit eine gleiche Anzahl positiver und negativer Quadrate. 
Damit sind die vorstehenden beiden Satze bewiesen. Umgekehrt ist 

aus den Formeln (23) klar, daB man, bei gegebenem <1>, einem beliebigen 
Systeme von Elementarteilern entsprechend, eine Form 'If mit reeHen 
Koeffizienten bestimmen kann, sob aid unter den Quadraten, welche in der Dar· 
steHung (23) von <I> den ungeraden reeHen Teilern entsprechen, m positive 
mehr als negative angenommen werden. Denn man denke sich <I> durch 
irgendeine reelle lineare Substitution auf eine Form transformiert, welche 
nur die Quadrate der Variabeln enthalt. Es lassen sich dann, unter der 
gemachten Voraussetzung, immer lineare Substitutionen angeben, welche <I> 

von dieser Form zu der unter (23) gegebenen iiberfiihren, wobei die neuen 
K lei n. Gesammelte math. Abhandl ungen. I. 3 
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Variabeln entweder sich reell durch die friiheren ausdriicken oder paarweise 
imaginar konjugiert sind, je nach der Art des Elementarteilers, welchem 
sie entsprechen. Es geniigt dann in (23) 'I' mit solchen Koeffizienten zu 
versehen, wie sie den verschiedenen Elementarteilern zugehoren. Dann 
fiihrt die Riicksubstitution zu einer Form 'I' in den urspriinglichen Variabeln 
mit reellen Koeffizienten. Es gibt das das Mittel, bei gegebenem <I> ohne 
weiteres alle Falle hinzuschreiben, welche bei der Transformation der 
Formen <1>, 'I' auf die Gestalt (23) auftreten konnen. 

17. Wir kehren zu den uns gegebenen Formen P und Q zuriick. Indem 
wir Pals Form mit nicht verschwindender Determinante an die Stelle 
von <1>, Q an die von 'I' treten lassen, erhalten wir aus (23) die folgende 
Darstellung der Formen P und Q: 

(24) 

f P = 2)(X).XJ.)e;.: 

t Q = ~ c). (X;.X).)e). + (XJ.XJ.)e;.-l. 
). 

Die neuen Variabeln bestimmen sich, wie in dem allgemeinen FaIle, 
durch die Formeln (20), (21), (22). Es ist in denselben die Zahl n der 
Variabeln iiberall durch {} zu ersetzen. Wir bemerken nur, daB diese 
Formeln sich bei der gegebenen Form von P dadurch vereinfachen, daB 

an die Stellen der GroBen -~: die Variabeln x selbst, nur in veranderter 

Reihenfolge, treten. 

Auch die Erorterungen der 15. Nummer iiber die Multiplizitat der 
Transformation auf die Form (23) behalten ihre Giiltigkeit. Wir mogen 
deswegen die Bezeichnung {tv der Anzahl der Systeme von 'V Elementar
teilern, die unter sich gleich sind, beibehalten. 

Die in der 16. Nummer gegebenen Satze iiber die Anzahl der in der 
Darstellung (23) der Form <I> enthaltenen positiven und negativen reellen 
Quadrate modifizieren sich, der besonderen Gestalt von P entsprechend, 
folgendermaBen. 

Wenn wir die Form P durch irgendeine reelle Substitution mit nicht 
verschwindender Determinante auf eine Form transformieren, die nur die 
Quadrate der Variabeln enthalt, so finden sich unter diesen Quadraten 
gleich viele positive und negative. Die Zahl m also, welche in dem aIlge
meinen Falle den DberschuB der positiven iiber die negativen Quadrate 
angab, wird in dem FaIle der Form P gleich Null. 

Es werden sich also in der Darstellung (24) der Form P immer eine 
gleiche A nzahl positiver und negativer reeller Quadrate vorfinden. Wir 
mogen diese Anzahl mit a bezeichnen. Dann ist 2 a die Zahl der reellen 
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Elementarteiler einer unger aden Ordnung. - In dem allgemeinen FaIle 
der Form <I> sind wenigstens m solcher Elementarteiler vorhanden, wahrend 
die Zahl der reellen Elementarteiler einer geraden Ordnung willkiirlich ist. 
Umgekehrt laBt sich die Form 0/ so wahlen, daB iiberhaupt nur m reelle 
Elementarteiler, und zwar ungerader Ordnung, vorhanden sind. Weil m fUr 
die Form P den Wert Null hat, konnen also, je nach Wahl der Form Q, 

beliebig viele Paare der Elementarteiler del' Determinante der Form 8P + Q 
imaginiir werden. - Die Anzahl der Elementarteiler einer ungeraden Ord
nung mogen wir in der Folge mit 2 (! bezeichnen. 

Das Vorstehende liefert das vollstandige Material zu einer Einteilung 
der Komplexe de8 zweiten Grade8. Nach der Ordnung der Q zugehOrigen 
Elementarteiler bestimmt sich die Gestalt der Formen (24). Indem wir 
die Zahlen zusammenstellen, welche die Ordnungen der einzelnen Elementar
teiler angeben, erhalten wir in dem folgenden Schema eine Einteilung 
samtlicher Komplexe zweiten Grades in elf unterschiedene Arten: 

! Ordnung der Elementarteiler. 

I i 
--"-~--------. -

1, 1, 1, 1, 1, 1, 
III 1, 1, 1, 1, 2, 

III I 1, 1, 1, 3, 
I 

IV I 1, 1, 2, 2, 
1 

V 1, 1, 4, 
VI 1 , 2, 3, 

VII 2, 2, 2, 
VIII 1, 5, 

IX 2, 4, 
X 3 , 3, 

XI 6. 

Es bezeichnet die Zahl 11 die Anzahl der Mogliclikeiten der Zerlegung der 
Zahl der Veranderlichen, 6, in Summanden. 

Weitere Einteilungsgriinde gibt die Zahl der gleichen und die Zahl 
der imaginaren Elementarteiler; dann das Vorzeichen der reellen Elementar
teilern in der Darstellung (24) von P entsprechenden Glieder. - Wir unter
lassen es, die verschiedenen FaIle, welche sonach stattfinden konnen, einzeln 
aufzuzahlen, oder nachzuweisen, wie sich dieselben kontinuierlich als Dber
gangsfalle zwischen extremen Gliedern aneinander reihen lassen. 

18. Wir wollen die unter (24) gegebene Gestalt der Form P noch folgender
maBen transformieren. AIle diejenigen Glieder, welche imaginaren Elementar
teilern entsprechen, lassen wir unverandert. Dagegen fiihren wir statt der 
Variabeln X;., 0, ... , X;., ";,-1, welche einem rellen Elementarteiler zugehoren, 
je nach dem Vorzeichen der Konstante C;. (22), neue Variabeln em. In 

3* 
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dem FaIle, 
lichen bei. 

Zur Liniengeometrie. 

daB 0;. positiv ist, behalten wir die urspriinglichen Veriinder
In dem entgegengesetzten FaIle setzen Wlr: 

X;.p = ± iI;.p, 

und bestimmen dabei das Vorzeichen der Quadratwurzel in einer solchen Weise, 
daB ein jedes der doppelten Produkte 2 X;..p· X;..t;.-P-l als 2 I)..p· I;..e,t.&P-l 

mit dem positiven Vorzeichen in die neue Darstellung der Form P eingeht. 
Dann ist die Form P dargestellt durch die Quadrate von 2 e Variabeln, 

unter denen sich 2 (1 reelle findan, und· (3 - e) doppelte Produkte von 
jedesmal 2 der iibrigen 6 - 2e Veriinderlichen. Dabei haben diejenigen 
doppelten Produkte, in welche reelle Variabeln eingehen, das positive Vor
zeichen. Von dieser Darstellung der Form P miissen wir durch erne neue 
lineare Substitution zu der urspriinglich gegebenen Gestalt: 

.. 
in welcher nur doppelte Produkte von jedesmal zwei der seehs Veriinder
lichen vorkommen, die aIle das positive Vorzeichen haben, zUl'iickgehen. 

Zu diesem Zwecke werden wir diejenigen 6 - 2e Variabeln, die in 
der gegebenen Darstellung der Form bereits zu doppelten Produkten von 
je zwei verbunden sind, ohne weiteres beibehalten. Dagegen werden wir 
die 2 e Quadrate in e Gruppen von jedesmal 2 einteilen und jede einzelne 
Gruppe in das doppelte Produkt zweier neuer Variabeln aufiosen. Wir 
zerlegen so 

Y2 , y2 aT p, 

wo Y;, YJ zwei derartige Quadrate bedeuten, III das Produkt der beiden 
linearen Faktoren: 

v; (y" - iYp), 

wo 1 eine noch willkiirliche Konstante bedeutet. Sind Ya , Yp nicht ein
ander konjugiert imaginiir, so ist es vorteilhaft, .4. einfach der positiven 
Einheit gleichzusetzen. 1m entgegengesetzten Falle wahlen wir .4. gleich 
1 - i und erhalten dadurch neue Veriinderliche, die sich aus den reellen 
und imaginiiren Bestandteilen der Y a , Y p bzw. als Summe und Differenz 
zusammensetzen. 

Die Art und Weise der Einteilung der 2 e Quadrate in e Gruppen von 
2 ist eine willkiirliche. Solange die Elementarteiler, welche den einzelnen 
Quadraten entsprechen, siimtlich verschieden sind, hat jedes System neuer 
Variabeln, welches durch eine beliebige Gruppierung der 2 e Quadrate ge
wonnen wird, eine gleiche Berechtigung. Wir haben dann die Wahl zwischen 

(2e- 1)(2e- 3) ... 
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verschiedenen Systemen. Denn dieses ist die Anzahl der Moglichkeiten einer 
verschiedenen Gruppierung von 2 e Elementen zu 2. Diese Zahl nimmt 
flir die in der vorigen Nummer aufgezahlten elf FaIle beziiglieh die folgenden 
Werte an: 

15, 3, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1. 

Anders ist es, wenn sieh unter den Elementarteilern, welehe den 2 e 
Quadraten zugehoren, gleiche befinden. Wir werden sodann immer solche 
Quadrate zunachst zu zwei gruppieren, welche gleichen Elementarteilern 
entsprechen. Und mit dem Reste der Quadrate, welcher bei dieser Operation 
zuriiekbleibt, werden wir in derselben Weise vorgehen, wie eben mit den 
iiberhaupt vorhandenen 2 e Quadraten. 

In der 15. Nummer haben wir mit ftv diejenige Zahl bezeichnet, welche 
angibt, wie oft sieh unter den Elementarteilern v gleiche befinden. Dem
entsprechend bezeichnen wir mit ft~v, beziiglich ft~v+l diejenigen Zahlen, 
welche ausdriicken, wie oft sieh 2 v, beziiglieh 2 v + 1 gleiche unter den 
Elementarteilern einer ungeraden Ordnung befinden. Endlich fiihren wir 
die Bezeiehnung ft~ flir die Summe ft~v + !),~v+1 ein. 

Eine jede Abteilung von 21' zusammengehOrigen (gleichen Elementar
teilern entspreehenden) Quadraten liefert 

(21'-1)(21'-3) ... 

versehiedene Systeme neuer Variabeln. 
Aus jeder Abteilung von 21' + 1 zusammengehOrigen Quadraten miissen 

wir zunachst belie big ein Quadrat aussondern, was auf (2 v + 1) - fache Weise 
gesehehen kann, und haben dann die iibrigen 21' zu 2 zu kombinieren. 
Wir erhalten also die Zahl: 

(21' + 1) (21' - 1) (21' - 3) .... 

So bleiben schliel3lieh noeh .l: ft~v+1 Einzelquadrate iibrig. Dieselben 
lassen 

C~7 ft~v+1 - 1) (.E ft~V+1 - 3) ... 
versehiedene Gruppierungen zu. 

Ais Totalanzahl der Systeme gleichberechtigter Variabeln erhalten Wir 
somit das Prodllkt: 

R = (.E ft~v+1 - 1) (2) ft;v+1 - 3) .. . 
. II(21' + 1)f"2V+l.[(21' - 1) (21' - 3) .. . t~. 

In diesem allgemeinen Ausdrueke ist der oben abgeleitete: 

(2e - 1) (2e - 3) ... 
als besonderer Fall enthalten. 
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Den so bestimmten sechs neuen Veranderlichen geben wir, indem P 
durch ihre Einfiihrung seine friihere Gestalt wieder angenommen hat, die 
Bedeutung von Linienkoordinaten. Durch Substitution derselben in die 
Form Q (2!) geht dieselbe in eine neue Form iiber, welcke wir als 
kanoniscke bezeicknen. Dieselbe erhalt, je nach Zahl und Ordnung der 
Elementarteiler, eine verschiedene Gestalt. Wir unterlassen es, dieselbe 
den vorstehend unterschiedenen elf Arten von Komplexen entsprechend 
hinzuschreiben. Wenn unter den Elementarteilern ungerader Ordnung gleiche 
auftreten, erhalten einige der in die zugehOrige kanonische Form ein
gehenden Konstanten den Wert Null. 

19. Die Transformation der Form Q auf die kanonische Gestalt ist 
eine mehrdeutige. Die in der vorigen N ummer gegebene Zahl R bestin nt 
den Grad dieser Mehrdeutigkeit. Wir untersuchen jetzt, inwieweit sich 
unter diesen verschiedenen Transformationen solche finden, die zu reellen 
neuen Variabeln fiihren. 

Dazu ist zunachst die Bedingung zu erfiillen, daf3 sich unter den 
mehrfachen W urzeln der Gleichung in s, welche ausdriickt, daf3 die De
terminante S der Form sP + Q verschwindet (Nr. 13), keine imaginaren 
finden. Denn solchen Wurzeln entspricht entweder eine Reihe gleicher 
Elementarteiler, oder, wenn dieses nicht der Fall ist, zum mindesten ein 
Elementarteiler von einer hOheren als der ersten Ordnung. In beiden 
Fallen erhalten wir unter den kanonischen Variabeln imaginare. Weiter 
verlangt die Annahme, daf3 ein System reeller kanonischer Variabeln moglich 
sei, die Bedingung, daf3 unter den 2'/1, beziiglich 2'/1 + 1 Quadraten, die 
zu gleichen Elementarteilern gehoren, '/I positive und '/I negative vorkommen. 
Wenn diese Bedingung durchgangig fUr Werte von '/I, die grof3er als 0 
sind, erfiillt ist und wir nur Quadrate von entgegengesetztem Zeichen zu 
zwei kombinieren, finden sich, nach den Erorterungen der 17. Nummer, 
unter den schlief3lich iibrigbleibenden Einzelquadraten gleichviele positive 
und negative. - Wir erhalten unter den vorstehenden Voraussetzungen 
die folgende Anzahl reeller Transformationen. Eine jede Gruppe von 2'/1, 
beziiglich 2'/1 + 1 zusammengehOrigen Quadraten gibt '/I!, beziiglich ('/I + I)! 
verschiedene Systeme neuer reeller Variabeln. Denn aus der Anzahl der 
2'/1 + 1 Quadrate muf3 ein Quadrat ausgesondert werden, welches ein der
artiges Vorzeichen hat, wie auf3er ihm noch '/I andere. Es ist das auf 
('/I + 1)-fache Weise moglich. Dnd dann sind l' positive Elemente mit '/I 
negativen so zu 2 zu kombinieren, daf3 jede Gruppe ein positives und ein 
negatives Element enthii.lt. Solcher Kombinationen gibt es '/I!. Schlief3lich 

sind noch..2: !(~Y+l Einzelquadrate zu gruppieren. Wir haben oben ange

nommen, daf3 die Anzahl aIler reeller Quadrate in der Darstellung von 
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<I> 2 a betrage. Nun haben wir schon liber 2.2 y . ft~ reelle Quadrate ver

fligt. Es bleiben also unter den Einzelquadraten noch 

reelle librig. I~dem wir sodann die konjugiert imaginaren unter den Einzel
quadrat en zusammen nehmen, und unter den reellen Quadraten jedesmal 

ein positives mit einem negativen verb in den, erhalten wir (a - .2 y . ft~) ! 
Systeme reeller Variabeln. Eine reelle Transformation der gegebenen 
Form Q auf die kanonische Form ist demnach auf R' - fache Weise moglich, 
wo R' das folgende Produkt bezeichnet: 

R' = (a - .2Y·ft~)!. II(y + 1)"~·'+1. (y!)"~. 
y 

Sind insbesondere aIle Elementarteiler verschieden, so ist di~se Zahl 
gleich aL Beispielsweise konnen in dem oben mit 1 bezeichneten FaIle 

0, 2, 4, 6 

der Elementarteiler imaginar werden, und danach sind von den 15 ver
schiedenen Systemen linearer Substitution en , welche Q unter der Voraus
setzung verschiedener Teiler III diesem FaIle auf die kanonische Form trans
formieren, beziiglich 

6, 2, 1, 1 
reell. 

Auch in solchen Fallen, in denen alle Systeme kanonischer Variabeln 
imaginar ausfallen, ist es selbstverstandlich moglich, Q durch eine reelle 
Substitution auf eine einfache Form zu transformieren, etwa indem wir 
die reellen und imaginaren Teile der in Rede stehenden imaginaren Varia
beln ais neue Veranderliche betrachten; aber wir dlirfen eine solche Form 
nicht ais kanonische bezeichnen, weil sie nach einem anderen Modus als dem
jenigen, der in allen librigen Fallen angewandt ist, aus der Darstellung (24) 
der Form Q sich ableitet. 

25. Wenn wir zusammenfassen, sind wir zu dem folgenden Resultate 
gelangt: 

Es sei ein Komplex des zweiten Grades gegeben: 

Q=O, 
und es bezeichne: 

die Bedingungsgleichung zweiten Grades, welcher die Linienkoordinaten 
genugen mUS8en. 

Es sei ferner (8 - c;.r;. ein beliebiger Elementarteiler der Determinante 
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der Form s P + Q, und es bedeute fl" die Zahl, welche angibt, wie oft 
sich unter den Elementarteilern v gleiche befinden. ,t4,. und ,t4"+1 miigen 
diejenigenZahlen bezeichnen, welche ausdriicken, wie oft unterdenElemen
tarteilern ungerader Ordnung beziiglich 2 v und 2 v + 1 gleiche vorkommen, 
11: bedeute die Summe fl~" + fl~"+1' Endlich sei 20' die Anzahl der reellen 
unter den Elementarteilern einer ungeraden Ordnung. 

Dann lassen sich P und Q durch eine Substitution mit nicht ver
schwindender Determinante, welche noch 

~ 1'(1'-1) 
L.; fl,,' -1~--

" 
willkurliche Konstanten enthalt, simultan auf die folgende Gestalt trans
formieren: 

P =.E .EX;./,' Xlv, 
). (/,+,.=e;.-l) 

wo X).,o, ... , X;.,e;.-l die neuen Variabeln bedeuten, und die Summe 

.EX;.,,,. Xlv 
(It+,.=e;.-2) 

gleich Null zu setzen ist, wenn e). den Wert der Einheit hat. 
Von dieser Darstellung der Form Q kOnnen wir durch 

verschiedene Systeme linearer Substitutionen mit nicht verschwindender 
Determinante zu der kanonischen Gestalt derselben iibergehen. 1m giin
stigen Falle liifJt sich das System der neuen Variabeln auf 

[ ] '" R'= a-.Ev./u': !.II(v+l),,2'1'+1.(v!),," 
,. 

-fach verschiedene Weise so auswiihlen, dafJ die Transformation eine 
reelle wird. Dazu ist erforderlich, einmal, dafJ sich unter den W urzeln 
der gleich Null gesetzten Determinante von s P + Q keine mehrfachen 
imaginiiren finden; dann, dafJ die A nzahl reeller positiver Quadrate, 
welche zu gleichen Elementarteilern in der vorhin gegebenen Form von 
P gehOren, von der A nzahl der reellen negativen hochstens um 1 ver
schieden aei. 
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V. 
Geometrische Deutung der Transformation auf die kanonische Form, 

insbesondere in dem FaIle, daB aIle ElementBrteiler linear und ver
schieden sind. 

21. Die Koeffizienten der Substitution, durch welche Q auf die kano
nische Gestalt transformiert wird, geben, nach der 8. Nummer, unmittelbar 
die Kanten des ausgezeichneten Koordinatentetraeders, mit Bezug auf 
welches sich die Gleichung des Komplexes unter kanonischer Form schreibt. 
Den verschiedenen Substitutionen entsprechend, erhalten wir eine 

'\' v(v-l) f h 
.£.; ft,,· 1.2 . ac 
" 

unendliche Schar von jedesmal R Koordinatentetraedern, unter welchen R' 
reelIe vorkommen. Diese Tetraeder stehen samtlich in derselben ausge
zeichneten Beziehung zum Komplex. 

Wir verstehen dabei unter einer einfach, zweifach, ... m -fach unend
lichen Schar von Koordinatentetraedern die Gesamtheit alIer derjenigen, 
welche Kanten besitzen, deren Koordinaten sich aus den Koordinaten der 
Kanten eines derselben unter Zuhilfenahme von 1, 2, ... , m willkiirlichen 
Konstanten ableiten lassen. Wenn wir also, unter P", P ,,+8 zwei gegenuber
stehende Kanten des Koordinatentetraeders verstanden, die Transformation: 

anwenden, durch welche die Kanten selbst und damit das Tetraeder nicht 
verandert werden und nur der dem Koordinatensystem zugrunde gelegte 
MaBstab ein anderer wird, so mussen wir konsequenterweise, den ver
schiedenen Werten der willkiirlichen Konstante A entsprechend, von einer 
einfach unendlichen Schar von Tetraedern sprechen. 

22. Wir beschranken uns in dem Folgenden auf die geometrische Dis
kussion des gewonnenen Resultates alIein in dem FaIle, daB alIe Elementar
teiler linear und verschieden sind. In diesem FaIle sind P und Q unter 
(24) durch die folgenden Formen dargestellt: 

(25) {
p = .J;xf, 

Q=~CAX:' 
wo die Summation von 1 bis 6 zu gehen hat, und c1 ' ••• , c6 voneinander 
verschiedene GroBen bedeuten. Auf 15 verschiedene Arten konnen wir Q, 

von dieser Darstellung ausgehend, auf die kanonische Form transformieren. 
Je nachdem 

0, 2, 4, 6 
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der Elementarteiler imaginar sind, sind von den 15 amgezeichneten Te
traedern beziiglich 

6, 2, 1, 1 

reell. Mit Bezug auf ein beliebiges dieser letzten Tetraeder schreibt sich 
die Form Q unter der folgenden Gestalt: 

(26) Q = A1,4(P; ± pi) + 2B1,4PIP4 

+ A g,5(pi ± p;) + 2B2,5P2P5 

+ A3,6(P~ ± pi) + 2B3,sP3PS' 

WO PI' ... , P6 die neuen reellen Variabeln und A die Koeffizienten der 
einen, B die der anderen Gruppe bezeichnen (Nr.,12). Von den drei unbe
stimmt gebliebenen Vorzeichen ist einem jeden Paare imaginarer Elementar
teiler entsprechend eins negativ zu wahlen. 

Dies ist in dem Falle linearer und verschiedener Elementarteiler 
die kanonische Gestalt der Form Q, deren Ableitung unsere A ufgabe war. 

23. Es beschaftigt uns zunachst die Gruppierung der 15 ausgezeichneten 
Tetraeder unter sich. Wir mogen dieselben kurz als die Fundamental
tetraeder des Komplexes bezeichnen. 

Zwei gegeniiberstehende Kanten eines der 15 Fundamentaltetraeder 
sind ihm mit zwei anderen gemeinsam. Denn wenn wir von den sechs 
Quadraten, durch welche Punter (25) dargestellt wird, zwei beliebige 
auswahlen, so lassen sich die vier iibrigen noch dreimal in zwei Gruppen 
von zwei teilen. Das System der 15 Fundamentaltetraeder umfaBt so
nach 30 Kanten. Die 60 Seitenflachen derselben schneiden sich zu 6 
nach dies en Kanten, und die 60 Eckpunkte derselben sind ebenfalls zu 6 
auf dieselben verteilt. Es schneidet also eine jede der 30 Kanten 12 der 
iibrigen. Dieselben 12 Kanten werden von einer zweiten Kante geschnitten, 
die zu der erst en in einer aus8chlieBlichen Beziehung steht. Danach sondern 
sich die 30 Kanten in 15 Gruppen von 2, die zusammengehoren. 

Die in (25) eingehenden Variabeln X;. stellen, einzeln gleich Null ge
setzt, lineare Komplexe dar. Wenn wir zwei derselben, Xl' X 2 , beliebig 
auswahlen, so stellen die beiden Gleichungen: 

zwei zusammengehorige der 30 Kanten der Fundamentaltetraeder dar. Alle 
geraden Linien, welche die eine und die andere dieser beiden Kanten 
schneiden, befriedigen die vorstehenden beiden Gleichungen und gehoren 
somit den beiden Komplexen Xl' X2 an. Es sind also die in Rede 
stehenden beiden Kanten die Direktrizen der von den beiden Komplexen 
Xl' X 2 gebildeten Kongruenz (Nr. 12). Es gibt das die geometrische 
Deutung der Variabeln X,\ aus dem System der Fundamentaltetraeder. 
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Drei unter den Komplexen Xi., etwa Xl' X 2 , X s ' bestimmen eine 
Flache des zweiten Grades (Hyperboloid) als windschiefe Flache (Nr. 12). 
Dieser Flache gehoren, als Direktrizen der Kongruenzen je zweier der 
drei Komplexe 17) , die folgenden sechs aus dem System der Kanten der 
Fundamentaltetraeder als Linien einer Erzeugung derselben an: 

Xl + iX2 = 0, 
X 1 -iX2 =0, 

X 2 + iXs = 0, 
X 2 -iXs =0, 

Xs + iXl = 0, 
XS-iX1=0. 

Und weil die 30 fraglichen Kanten zu Tetraedern gruppiert sind, sind die 
folgenden sechs Kanten: 

X 4 +iX5 =0, 
X 4 - iX5 = 0, 

X5 + iXij = 0, 
Xl; - iXij ,= 0, 

Linien der anderen Erzeugung. 

X6 + iX4 = 0, 
X6 - iX4 = 0 

D· h S b 1 Xl' h f 6·5·4 f h W . d' Ie sec s ym 0 e i. ass en SlC au 1~~ = 20- ac e else zu reI 

kombinieren. Die 30 Kanten der Fundamentaltetraeder sondern sich also 
in 20 Gruppen von jedesmal 6, die paarweise zusammengehoren. Die sechs 
Kanten einer Gruppe sind Linien derselben Erzeugung einer Flache des 
zweiten Grades, die sechs Kanten der zugehorigen Gruppe Linien der anderen 
Erzeugung derselben Flache. Das System der 30 Kanten steht also zu 
10 verschiedenen Flachen zweiten Grades, von den en sich jedesmal vier 
nach einer Kante schneiden, in einer ausgezeichneten Beziehung. 

24. Wenn samtliche Elementarteiler reell sind, werden sechs der 
15 Fundamentaltetraeder reell. Die iibrigen neun Tetraeder sind von der 
Art, daB sie zwei reelle, gegeniiberstehende Kanten besitzen, und von den 
iibrigen Kanten die gegeniiberstehenden konjugiert sind. Zwei zusammen
gehorige reelle Kanten sind zwei reeIlen und einem imaginaren Tetraeder 
gemeinsam. Von den 30 Kanten der 15 Tetraeder sind also 18 reeIl und 
die 12 anderen imaginar, so zwar, daB die konjugiert imaginaren zusammen
gehOren. 

Wenn zwei der sechs Elementarteiler imaginar sind, so sind nur zwei 
der 15 Tetraeder reell. Eins ist, wie die neun Tetraeder in dem vorigen 
FaIle, in sich konjugiert. Die iibrigen 12 imaginaren Tetraeder sind ein
ander paarweise konjugiert. Von den 30 Kanten werden nur zehn reell, die 
iibrigen 20 imaginar. Von diesen 20 Kanten sind zweimal zwei Kanten konju
giert und zugleich zusammengehorig, wahrend sich die iibrigen 16 Kanten 
in zwei Gruppen teilen, welche konjugiert sind, und deren jede acht solche 
Kanten enthalt, die paarweise zusammengehoren. 

In dem dritten und vierten FaIle endlich, daB vier oder sechs der 

17) Vgl. Pliickers "Neue Geometrie", Nr. 101. 
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Elementarteiler imaginar werden, ist nur eins der 15 Tetraeder reell. Von 
den 30 Kanten sind sechs reelI, die librigen 24 imaginar. Sie teilen sich 
in zwei einander konjugierte Gruppen, deren jede 12 solche Kanten um
faBt, welche paarweise zusammengehOren. Unter den imaginaren Funda
mentaltetraedern kommt keins mit nur zwei imaginaren Eckpunkten vor 
(Nr.l0.) 

In dem FaIle, daB sechs der 15 Fundamentaltetraeder reell sind, ge
langen wir von einem der reellen Tetraeder zu einem zweiten, und zwar 
zu demjenigen, welches mit dem angenommenen die beiden Kanten Ps ' P8 
gemein hat, wenn wir setzen: 

und 

PI +p, = Xl' 

PI - p, = ix" 
p2 +p" = X 2 ' 

P2 - PrJ = ix6 , 

Xl - iXrJ = 2p{, Xs + ix, = 2p~, 
Xl + iXrJ = 2p~, x2 - ix, = 2p~. 

Es kommt dies auf die direkte Transformation hinaus: 

2p{ = PI + p, - P2 + Po' 
2p~ = PI + p, + Ps - Po' 
2p~ = PI - P4 + P2 + Po' 
2 p~ = - PI + p, + P2 + Po , 
2p~ = 2ps' 
2p~ = 2P6' 

und dieser entspricht die folgende Transformation der Punktkoordinaten 
(Zl' ... , Z4): 

V2zi = Zl + z.p 

v2" z~ = - ~ + z, , 
V2z; = z'J - 2:s ' 

V2z~ = 2:2 + zS' 

Indem wir auch in dem FaIle imaginarer Tetraeder ganz dieselben Um
formungen anwenden konnen, erhalten wir den Satz, dal3 die vier Seiten
ebenen zweier Fundamentaltetraeder, welche sich nach einer Kante schneiden, 
so wie die vier Eckpunkte, welche auf einer Kante liegen, einander har
monisch konjugiert sind. 

25. Wir gehen dazu liber, die geometrische Bedeutung der Gleichungs
form (26) zu untersuchen. Wir nehmen dabei der Einfachheit wegen an, 
dal3 aIle Elementarteiler reell sind, dal3 also in (26) nur positive Zeichen 
vorkommen. 

Es sei eine Linie des Komplexes bekannt, deren Koordinaten sind: 

PI' Ps' PS' p" Po' P6' 
Dann gehoren demselben Komplexe eine Reihe anderer gerader Linien an, 
deren Koordinaten durch dieselben sechs Gro.l3en, zunachst nur in anderer 
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Reihenfolge, gegeben werden. Wir konnen Pl mit P4' P2 mit PI)' und Ps 
mit P6 vertauschen. So erhalten wir sieben neue gerade Linien, welche 
ebenfalls Linien des Komplexes sind: 

P4' P'J' P3' Pl' PI}' PO' 
Pl' Pr" Po, P4' P2' Ps, 
P4' Po, P6' Pl , P2' PS' 

Wir erhalten weitere Linien des Komplexes, wenn wir die Vorzeichen von 
P l und P4' von P2 und P", von Ps und P6 andern. So bekommen wir, 
einer jeden der vorstehenden acht Linien entsprechend, drei neue, die eben
falls dem Komplexe angehOren. 1m ganzen also sind, wenn eine Linie 
gegeben ist, damit 32 bestimmt. 

Diese Zahl leitet sich, wie folgt, unmittelbar abo An die Stelle von 
+ PI kann + P4' - Pl' - P4 treten; ebenso an die von + P2 und + Ps 
beziiglich + PI)' - P2' - PI) und + P6' - Ps' - P6' Wir erhalten also 

4·4·4 = 64 

64 Kombinationen und dementsprechend ~ = 32 gerade Linien, weil em 

Wechsel der Vorzeichen alIer Koordinaten die durch dieselbe dargestellte 
gerade Linie nicht andert. 

Die Beziehung zwischen diesen 32 geraden Linien ist eine gegenseitige. 
Sie laJ3t sich geometrisch durch diejenigen zehn Flachen des zweiten Grades 
vermitteln, deren jede 12 Kanten des Systems der 30 Kanten der Funda
mentaltetraeder enthalt (Nr. 23). Eine beliebige dieser Flachen ist mit 
Bezug auf ein passend gewahltes Fundamentaltetraeder dargestellt durch 
.die Gleichung: 

ZlZ:l + ZSZ4 = 0, 

WO Zl"'" z4. Punktkoordinaten bedeuten mogen. Dann entspricht der 
willkiirlich angenommenen geraden Linie mit den Koordinaten: 

Pl' P'J' PS' P4' P5' P6 

m bezug auf diese Flache eine zweite als Polare, deren Koordinaten sind: 

P4,P9' -P3,Pl'P6 , -P6; 

und dies ist eine der vorstehend aufgefiihrten 32 geraden Linien. So liefert 
jede dieser 32 Linien in bezug auf jede der zehn Flachen eine gerade Linie 
als Polare, welche selbst in der Reihe der 32 Linien enthalten ist. 

Wir konnen sagen, dafJ mit Bezug auf jede die8er zehn Flachen 
zweiten Grades der gegebene Komplex sich selbst reziprok ist, das heiJ3t: 
einer jeden Linie des Komplexes entspricht in Beziehung auf jede dieser 
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Flachen eine andere Linie desselben als Polare, oder mit andern Worten: 
dem von Komplexlinien, die durch einen festen Punkt gehen, gebildeten 
Kegel entspricht mit Bezug auf jede der vorstehend genannten Flachen 
eine ebene Kurve, die selbst wieder von Linien des Komplexes umhiillt wird. 

Die Bestimmung dieser zehn Flachen ist unabhangig von den in die 
Gleichung (26) eingehenden Konstanten. 

26. Die Gleichungsform (26) gibt eine geometrische Konstruktion del' 
Komplexe des zweiten Grades. Wir konnen zunachst diese Form auf die 
folgende Gestalt bringen: 

(27) 

wo PI' ... , P 6 lineare Komplexe bezeichnen. Wir brauchen zu dies em 
Zwecke nur jedesmal das Aggregat der Glieder: 

A",,,+3(p: + P:'+3) + 2B", x+3Px' P"+3 

III das Produkt der beiden Linearfaktoren: 

2 (a P" + (JPx+3)' ((Jp" + ap"+3) 

aufzulOsen, wo a, (J sich durch die Gleichungen bestimmen: 

Die Komplexe PI' ... , P6 lassen sich vermoge des Koordinatentetraeders 
und j edesmal einer ihnen angehorigen geraden Linie, oder allgemeiner, 
durch fiinf ihrer Linien linear konstruieren 18). 

Man bestimme die sechs Ebenen, welche einem beliebigen Punkte des 
Raumes in bezug auf diese sechs linearen Komplexe entsprechen. Wil' 
mogen diese Ebenen ebenfalls mit dem Symbole PI' ... , P6 bezeichnen. 
Dann lassen sich diejenigen beiden Kanten, nach welch en del' Kegel zweitel' 
Ordnung, welcher von den Linien des gesuchten Komplexes in dem ange
nommenen Punkte gebildet wird, eine beliebige dieser Ebenen, etwa PI' 
schneidet, als Durchschnitt dieser Ebene mit dem Kegel: 

P2 P5 + P 3 P6 = 0, 

welcher durch ZWeI projektivische Ebenenbiischel, etwa: 

gegeben ist, konstruieren. Eine dreimalige Wiederholung dieser Konstl'uktion 
liefert sechs Kanten des fraglichen Komplexkegels. Fiinf derselben reichen 
hin, urn denselben zu bestimmen. 

27. Wir mogen zum Schlusse die Art der ausgezeichneten Beziehung 
untersuchen, in welcher die Fundamentaltetraeder zu dem Komplexe stehen. 

'") Plu'ckers "Neue Geometrie", Nr.29. 
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Einer beliebigen geraden Linie ist, mit Bezug auf einen Komplex des 
zweiten Grades, nach Pliicker, eine zweite als Polare zugeordnet l9). 

Dieselbe steht zu der ersten in der doppelten Beziehung, daB sie einmal 
der geometrische Ort ist £iir die Pole der ersten geraden Linie mit Bezug 
auf aUe Kurven, die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen von Linien 
des Komplexes umhiiIlt werden; dann, daB sie umhiiIlt wird von den Polar
eben en der ersten geraden Linie mit Bezug auf aIle Kegel, die in den 
Punkten derselben von Linien des Komplexes gebildet werden. Dieses 
Verhaltnis zwischen den beiden Linien ist indes kein gegenseitiges. Zu 
der zweiten Linie gehort eine dritte, usf. Abgesehen von den Linien des 
Komplexes, die sich selbst konjugiert sind, wird es nur eine endliche Anzahl 
von geraden Linien geben, die selbst wieder die Polaren ihrer Polaren sind. 

Wenn wir in der Gleichung (26) beliebig solche drei Koordinaten ver
schwinden lassen, welche sich auf drei, sich in einem Punkte schneidende 
oder in einer Ebene liegende Kanten des Fundamentaltetraeders beziehen, 
so erhalten wir zur Darstellung des von dem Eckpunkte ausgehenden 
Kegels, beziiglich der in der SeitenfUi.che liegenden Kurve eine Gleichung, 
die nur die Quadrate der iibrigen drei Variabeln enthalt. Kegel und Kurve 
sind also beziiglich auf ein in bezug auf dieselben sich selbst konjugiertes 
Dreikant und Dreieck bezogen. Daraus folgt, daJ3 die im Komplexe einer 
beliebigen Kante eines Fundamentaltetraeders zugeordnete Pol are die gegen
iiberstehende Kante desselben Fundamentaltetraeders ist, daB also die 
Fundamentaltetraeder in einer solchen Weise ausgewahlt sind, da{J je zwei 
gegeniiberstehende Kanten derselben gegenseitig mit Bezug aut den Komplex 
konjugiert sind. 

28. Nun laJ3t sich zeigen, daB auBer den 30 KanteD. der 15 Funda
mentaltetraeder keinen anderen Linien mehr die Eigenschaft zukommt, sich 
gegenseitig in bezug auf den gegebenen Komplex zu entsprechen. 

Denn es seien zwei derartige Linien gegeben. Wir wahlen sie zu gegen
iiberstehenden Kanten eines Koordinatentetraeders und beziehen den Komplex 
auf dasselbe. Dann fehlen in seiner Gleichung, wenn wir die heiden ge
gegebenen Kanten mit P l und P4 bezeichnen, die acht Glieder mit den 
doppelten Produkten: 

PI P2' Pl Pa, Pl Pr" Pl P6 , 

P4P2' P4PS' P4P5' P4PO' 

19) Pluckers "Neue Geometrie", Nr. 170. - Das Verhaltnis einer geraden Linie 
zu ihrer Polaren laBt sich auch mit Hilfe der in der 12. Nummer erwahnten einfach 
unendlichen Schar linearer Polarsysteme darstellen, welche der angenommenen geraden 
Linie in bezug auf den gegebenen Komplex des zweiten Grades entsprechen. Die 
angenommene gerade Linie und ihre Pol are sind die Direktrizen der durch die ein
gliedrige Gruppe der linearen Polarkomplexe bestimmten Kongruenz. (Pliicker, 
a. a. 0.) 
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und es treten also Pl und P4 nur in der Verbindung: 

allP; + 2a14 PlP4 + a44 P; 

auf. Wenn WIr also die beiden Formen: 

p= .,2;p".p"+3 

und 
Q(Pl' P2' P3' P4' P5' Pe), 

wie wir statt Q schreiben wollen, den Gleichungen (25) entsprechend, auf 
zwei Formen transformieren, die nur die Quadrate der Variabeln enthalten, 
so wird es gestattet sein, diese Transformation mit den beiden Formen
paaren: 

und 
2 P2 P5 + 2 P3 Pe und Q (0, P2' P3' 0, Po , p~) 

einzeln vorzunehmen. Damit ist der Beweis gefiihrt, da.13 die Kanten Pl' P4 

des angenommenen Koordinatentetraeders zu dem System der 30 Kanten 
der Fundamentaltetraeder gehoren. Und somit haben wir den Satz: 

Es sei ein Komplex gegeben, dessen zugehorige Elementarteiler siimt
lich linear und voneinander verschieden sind. Dann gibt es 30 gerade 
Linien, welche einander mit Bezug auf den Komplex gegenseitig konju
giert sind. J e nachdem von den Unearen Elementarteilern 0, oder 2, 
oder mehr imaginiir ausfallen, sind von dies en 30 geraden Linien be
zuglich 18, oder 10, oder 6 reell. 
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Thesell. 

1. Diejenige kanonische Gleichungsform, welche Battaglini seiner 
Arbeit iiber Komplexe des zweiten Grades zugrunde legt: 

.L)axp;' = 0, 
x 

ist nicht die allgemeine. 
2. Die Anwendung, welcheOauchy von den in seiner methode generale, 

propre a fournir les equations de conditions relatives aux limites des corps 
[Oomptes rendus, VIII (vgl. Oauchys Werke (1) IV, p. 193 fl.)] entwickelten 
Prinzipien auf lineare Diflerentialgleichungen einer beliebigen Ordnung gibt 
(ibid.), scheint nicht iiber aIle Bedenken erhaben. 

3. Bei Erklarung der Lichtphanomene kann die Annahme eines Licht
athers nicht umgangen werden. 

4. Positive und negative Elektrizitat sind nicht als entgegengesetzt 
gleich zu betrachten. 

5. Es ist wiinschenswert, daB neben cler Euklidischen Methode neuere 
Methoden der Geometrie in den Unterricht auf Gymnasien eingefiihrt werden. 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. 1. 



Zu den folgenden liniengeometrischen Arbeiten. 

Den Abdruek der folgenden liniengeometrisehen Arbeiten moehte ieh mit einigen 
autobiographisehen Notizen einleiten: 

1. Von Neujahr 1869 bis Mitte August war ieh bei Clebseh in Gottingen, zu
naehst um Teil II der PI iiekersehen "Neuen Geometrie" fertigzustellen, was bis 
zum 25. Mai gelang. GIeiehzeitig entstanden die weiteren liniengeometrisehen Arbeiten, 
die naehstehend unter II und III abgedruekt sipd. Beim VergIeieh mit der Dissertation 
wird man den anregenden EinftuB erkennen, den die Gottinger Umgebung auf mieh aus
geiibt hat. Ieh wahle diesen etwas unbestimmten Ausdruek, weil neben Clebsch selbst 
die vorab noch kleine Zahl von Spezialschiilern, die er um sieh versammelt hatte, regsten 
EinftuB auf mich gewann. Clebsch selbst hatte uns damals vor allen Dingen die von 
ihm entdeckte rationale Abbildung der niedersten algebraischen Flachen auf die 
Ebene vorgetragen und insbesondere Not her die prinzipielle Weiterfiihrung dieser 
Untersuchungen und ihre Erweiterung auf mehrdimensionale Gebilde iibertragen. Die 
weiter unten unter IV und V abgedruckten Notizen sind ein Beleg dafiir, wie weit 
ieh selbst, allerdings mehr beiliiufig, an diesen Arbeiten teilnahm. - 1m iibrigen ist 
die damalige Anregung durch Clebseh fUr mieh von viel durchschlagenderer Be
deutung gewesen, als in diesen Einzelangaben hervortritt. Ich war nach Gottingen 
durchaus mit der Absicht gekommen, mich nach Vollendung der Pliicker-Ausgabe 
wieder physikalischen Studien zuzuwenden. Diese Absicht schob ich nun zuriick 
und habe nach verschiedenen spateren Ansiitzen - die ersten Vorlesungen die ich 
1871-72 hielt, bezogen sich noch in der Hauptsache auf physikalische Fragen -
schlieBlich ganz darauf verzichten miissen. 

2. Von Ende August 1869 bis Mitte Marz 1870 bin ich in Berlin gewesen. 
Ich darf zunachst des engen Verkehrs mit meinem Diisseldorfer Freunde 

A. Wenker gedenken, der damals in den astronomischen Werkstatten von Pistor 
und Martins arbeitete1). Wir haben zusammen die vier Modelle zur Theorie der 
Linienkomplexe zweiten Grades hergestellt, von denen in Bd. II dieser Ausgabe die 
Rede sein soIl. 

Das wichtigste Ereignis meiner Berliner Zeit aber war jedenfalls, daB ieh Ende 
Oktoher im dortigen mathematischen Verein mit dem Norweger S. Lie bekannt wurde. 
Wir hatten von verschiedenen Ausgangspunkten aus schlieBlich iibet dieselben oder 
doch nahe verwandte Fragen gearbeitet. So waren wir denn bald in regstem Geda.nken
austausch fast taglich zusammen und schlossen uns um so naher aneinander an, als 
wir fUr unsere geometrischen Interessen in unserer nachsten Umgebung zunachst nur 
wenig Interesse fanden. 

Dies will nicht sagen, daB ich nicht auch von anderen Altersgenossen mannig
fache Anregung erfuhr. So habe ich damals durch L. Kiepert WeierstraB' 
Theorie der elliptisehen Funktionen kennen gelernt, von O. Stolz aber erfuhr ich 
zum ersten Male von Nicht-Euklidischer Geometrie und erfasste damals gleich den Ge
danken, daB diese mit Cayleys allgemeiner projektiver MaBbestimmung auf das 
engste zusammenhangen miisse. Vorlesungen habe ich in Berlin kaum gahort. Um so 

1) Wenker ist leider wahrend des Krieges 1870/71 am 'l'yphus gestorben. 
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eifriger beteiIigte ich mich an dem von Kummer und WeierstraB geleiteten mathe
matischen Seminar, wo ich in der Kummerschen AbteiJung zahlreiche Vortrii.ge 
iiber Liniengeometrie hielt. Es ist mir noch heute unverstii.ndlich, warum sich zu 
den nahe verwandten Kummerschen Untersuchungen iiber algebraische Strahlen
systeme, so genau ich die Kummerschen Veroffentlichungen studierte, keine 
lebendige Beziehung entwickelt hat. Bei WeierstraB babe ich in dem SchluBseminar, 
Mitte Mii.rz 1870, iiber Cayleysche MaBbestimmung vorgetragen und geradezu mit 
der Frage geschlossen, ob hier nicht eine Beziehung zur Nicht-Euklidischen Geometrie 
vorliege. WeierstraB lehnte dies ab, indem er die Entfernung zweier Punkte als 
notwendigen Ausgangspunkt fiir die Grundlegung der Geometrie erklii.rte und dem
entsprechend die Gerade als kiirzeste Verbindungslinie definiert wissen wollte. 

3. Von Ende April 1870 bis zum Ausbruch des deutsch-franzosischen Krieges, 
Mitte Juli, war ich mit Lie zusammen in Paris. Wir wohnten Zimmer an Zimmer 
und haben neue wissenschaftliche Anregung wieder wesentlich in personIichem Verkehr 
gesucht, insbesondere mit jiingeren Mathematikern. Einen groBen Eindruck machte 
mir Camille Jordan, dessen trllite des substitutions et des equations algebriques 
eben erschienen war und uos ein Buch mit sieben Siegeln erschien. Den nii.chsten 
Verkehr aber hatten wir mit G. Darboux. Die damals neuen Untersuchungen der 
Franzosen iiber metrische Geometrie (Geometrie der reziproken Radien, bestii.ndige 
Benutzung des Kugelkreises) waren uns in Deutschland noch unbekannt geblieben; 
jetzt ergab sich, daB sie auf das innigste mit unseron eigenen liniengeometrischen Ar
beiten verwandt waren. Insbesondere hatte Darboux fiir seine konfokalen Zyk!iden 
Untersuchungen mit fiinf Verii.nderlichen angestellt, die das genaue Gegenstiick meiner 
vorherigen Verwendung der sechs !inearen Fundamentalkomplexe in der Theorie der 
Komplexe zweiten Grades waren (vgl. die folgende Abhandlung Il). Fiir Lie kamen 
vielleicht noch mehr die Untersuchungen der Franzosen iiber die geometrische Theorie 
der Differentialgleichungen in Betracht; aus der Verschmelzung der beiden Ideen
kreise ist dann seine Entdeckung der Beziehung zwischen Haupttangentenkurven und 
Kriimmungskurven erwachsen, die weiter unten wiederholt zur Sprache kommt. 

Der Krieg hat, so tief er in die Erlebnisse eines jeden von uns eingriff, dpch 
lange nicht so storend auf unsere wissenschaftlichen Beziehungen gewirkt, wie man 
heutzutage voraussetzen mochte. Ich hatte mieh wegen der Mobilmachung in meine 
Heimat begeben, bin aber, nachdem ich fiir militii.runtauglich erklart wurde, erst gegen 
Mitte August in das Bonner Nothelferkorps eingetreten. Bis dahin hatte ich mit 
Lie, der solange noch in Paris geblieben war, ungestort mathematisch korrespon
dieren konnen. Die nii.chsten 4 Monate sind dann fiir jeden von uns mit mannig
fachen Erlebnissen ausgefiillt, deren Erzii.hlung aber, so interessant sie sein mochte, 
nicht hierher gehort. Ich habe, vom 1. Oktober beginnend, lange Wochen typhus
krank in meiner Vaterstadt Diisseldorf gelegen. Um Mitte Dezember besuchte mich 
Lie dort auf seiner Riickreise nach Norwegen, und wir haDen damals die gemeinsame 
Note iiber die Haupttangentenkurven der Kummerschen Flii.che fertiggestellt, die 
weiterhin unter VI abgedruckt ist. Als aber Paris Ende Januar 1871 gefallen war, 
hat sich sofort wieder ein lebhafter Briefwechsel mit Darboux entwickelt. 

4. Von Neujahr 1871 bis Ende September 1872 hat dann mein zweiter Got
tinger Aufenthalt gedauert. Ich habe mich am 7. Januar 1871 habilitiert. Meine 
produktiven Arbeiten, die fortgesetzt durch fast tii.gliches Zusammensein mit Clebsch 
belebt wurden, gaIten zunii.chst einer ausfiihrlieheren Darstellung der Ideen, die ioh 
im Verkehr mit Lie gewonnen hatte. Ein reger Briefweohsel hielt dabei unsere 
personliehe Beziehung lebendig. Man vergleiohe neben den naohstehend abgedruokten 
Abhandlungen iiber liniengeometrische Themata (VI-IX) insbesondere auoh XXV 
und XXVI. leh erhielt dann einen neuen wesentliohen Impuls daduroh, daB 
O. Stolz fiir das Sommersemester 1871 naeh Gottingen kam. Die Ideen iiber den Zu
sammenhang der Nioht-Euklidisehen Geometrie mit der Cayleyschen MaBbestimmung, 
die sioh seit meiner Berliner Zeit bereits einigermaBen weitergebildet hatten, traten 

4* 
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in den V ordergrund, und es gelang mir, S t 0 lz nioht nur von ihrer Riohtigkeit zu 
iiberzeugen, sondern auf Grund der Ansatze v. Staudts zu einer unabhiingigen pro
jektiven Begriindung der Gesamttheorie vorzudringen. Stolz war aIle die Zeit nioht 
nur mein strenger Kritiker, sondern auch mein literarischcr Anhalt. Er hatte L 0-

batsohewsky, Joh. Bolyai und v. Staudt genau studiert, wozu ioh mioh nie habe 
zwingen k6nnen, und stand mir bei allen meinen Fragen Rede und Antwort. 

Mein Interesse war sohon von meiner Bonner Zeit her dar auf gerichtet, im Wider
streite der sich befehdenden mathematischen Schul en das gegenseitige Verhaltnis der 
nebeneinander herlaufenden, iiuBerlich einander unahnlicher und doch ihrem Wesen naoh 
verwandter Arbeitsrichtungen zu verstehen und ihre Gegensiitze duroh eine einheitliohe 
Gesamtauffassung zu umspannen. lnnerhalb der Geometrie gab es in dieser Hinsioht 
nooh viel fiir mich zu tun. loh habe im Herbst 1871 insbesondere daran gearbeitet, 
die konsequente projektive Denkweise, wie ich sie bei Salmon-Fiedler kennen gelernt 
habe und Clebsoh sie glanzend vertrat, wie sie sich dann wieder in der Nicht
Euklidisohen Geometrie bewiihrt hatte, mit den Entwicklungen von M 6 b ius' baryzen
trisohem Kalkul und den Grundansohauungen von Hamiltons Quaternionen in klare 
gegenseitige Beziehung zu setzen. So ist im November 1871 der Grundgedanke meines 
im Oktoher 1872 ausgearbeiteten Erlanger Programms (XXVII) entstanden. loh habe 
ihn zuerst in meiner zweiten Abhandlung iiber Nioht-Euklidisohe Geometrie (XVIII) 
zur Darstellung gebracht, die infolge iiuBerer Druoksohwierigkeiten erst naoh dem 
Erlanger Programm ersohien. Es ist dort noch, je nach der Gruppe, welohe man bei 
der Behandlungsweise der Geometrie zugrunde legen will, von verschiedenen "geo
metrischen Methoden" die Rede, eine Ausdrucksweise, die ich spater auf Anraten 
von Lie fallen gelassen habe. 

5. Die nachstehend unter XII, XIII abgedruckten Abhandlungen gehoren einer 
wesentlich spiiteren Zeit an (1885/86). Sie sind hier angesohlossen, weil auch bei 
ihnen das liniengeometrische Interesse voransteht. DaB die Theorie der Kummer
schen Flache, insofern letztere Singularitatenfliiche von einfaoh unendlich vielen Kom
plexen zweiten Grades ist, mit derjenigen der hyperelliptischen Funktionen p = 2 
auf. das innigste zusammenhiingen muB, findet sich schon am Schlusse von IX 
( 1871) ausgesprochen. lch habe dann spiiter, als ioh in Miinchen war, meinem do.
maligen SchUler R 0 h n vorgeschlagen, diesen Zusammenhang weiter zu verfolgen. 
Seine Dissertation (1878) gab eine Menge der merkwiirdigsten Resultate, die dadurch 
an Aktualitiit gewannen, daB eben 1877-78 die Beziehung der K ummersohen 
Fliiche zu den genannten hyperelliptischen Funktionen von Cayley, Borchardt und 
Web er von ganz anderem Ausgangspunkte aus bemerkt wurde. Es folgt 1879 die 
Habilitationssohrift von R 0 h n (Math. Ann., Bd. 15), deren Ergebnisse ich dann meiner
Beits 1885, als ich begann, mich ausfiihrlicher mit den hyperelliptischen und Abel
Bchen Funktionen zu beschiiftigen, fiir meine Seminarvortriige durcharbeitete und 
durch mogIiohst unmittelbare (von Zwischenrechnungen befreite) Schliisse zu beweisen 
Buchte. Dies der Ursprung der Arbeiten XII, XIII. 

Bei ihnen wird das Zusammengehen algebraisoher Beziehungen geometrischer Ge
bilde mit den Ideenbildungen von Galois als wesentlich bekannt vorausgesetzt; es 
ist dies eine Sache, der ich in der Zwischenzeit viel N achdenken gewidmet hatte 
und die in meinen Arbeiten iiber algebraische Gleichungen, welohe erst im II. Bande 
dieser Abhandlungen abgedruckt werden sollen, zur vollen Geltung kommt, K. 



II. Zur Theorie der Linienkomplexe des ersten 
und zweiten Grades 1). 

[Math. Annalen, Bd. 2 (1870 ).] 

Ais Koordinaten der geraden Linie im Raume betrachtet man die 
relativen Werte der aus den Koordinaten zweier Punkte oder zweier Ebenen 
gebildeten sechs zweigliedrigen Determinanten. Zwischen denselben besteht 
identisch eine Relation zweiten Grades: 

R=O. 

Indem sechs beliebig ausgewahl te Gro13en, welche diese Gleichung befrie
dig en , als Koordinaten einer geraden Linie angesehen werden konnen, ist 
es gestattet, von der Entstehungsweise der Linienkoordinaten aus den Koor
dinaten zweier Punkte oder Ebenen abzusehen, und die Linienkoordinaten 
als selbstandige homogene Veranderliche zu betrachten, welche einer Glei
chung zweiten Grades zu gentigen haben. 

Eine weitere Gleichung zweiten Grades zwischen denselben: 

Q=O 

bestimmt einen Linienkomplex des zweiten Grades. 
Es liegt nahe, die beiden Gleichungen R und Q durch eme lineare 

Substitution in solche zwei zu verwandeln, welche nur noch die Quadrate 
der Veranderlichen enthalten. Eine derartige Umformung ist bekanntlich 
immer und in einziger Weise moglich, vorausgesetzt, da13 die Wurzelwerte, 
welche die gleich Null gesetzte Determinante der Form Q + lP fUr 1 er
gibt, samtlich voneinander verschieden sind 2). 1m folgenden soll der 
geometrische Sinn dieser Transformation erortert werden. Indem wir solche 
Komplexe zweiten Grades, bei welchen die in Rede stehende Umformung 

1) 1m Auszuge bereits mitgeteilt in den Giittinger Nachrichten, 1869, Sitzung 
vom 9. Juni, S. 258. 

2) In meiner Inaugural.Dissertation: tiber die Transformation der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades zwischen Linienkoordinaten auf eine kanoni~che Form, 
Bonn, 1868 (Abhandlung I dieser Ausgabe) habe ich die algebraische Durchfiihrung 
dieser Transformation behandelt. Ich habe dort zugleich die im Texte ausgeschlossenen 
Falle von Komplexen zweiten Grades mit in Betracht gezogen und die ihnen ent
sprechenden kanonischen Gleich ungsformen aufgesteU t. 
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nicht moglich ist, von der Betrachtung ausschlieBen, denken wir uns die 
beiden Formen R und Q von vornherein in der vereinfachten Gestalt gegeben. 

Es sei gleich hervorgehoben, daB diese Gleichungsform nicht nur fur 
die Komplexe zweiten Grades als solche, sondern auch flir die mit diesen 
Komplexen in enger Beziehung stehenden Fliichen merter Ordnung und 
vierter Klasse mit 16 Doppelebenen und 16 Doppelpunkten von Wichtigkeit ist. 

Die statt der urspriinglichen Linienkoordinaten eingeflihrten neuen 
Veriinderlichen stellen, gleich Null gesetzt, lineare Komplexe dar, welche 
in ausgezeichneter Weise zueinander gruppiert sind. In bezug auf dieselben 
ordnen sich die geraden Linien des Raumes zu Systemen von 32, die 
Ebenen und Punkte desselben zu System en von 16 Ebenen und 16 Punkten 
zusammen. Die Beziehung der 16 Ebenen und 16 Punkte eines solchen 
Systems zueinander ist dieselbe, wie die der 16 Doppelebenen und 16 DoppeI
punkte jener Fliichen vierter Ordnung und vierter Klasse. 

Die fundamentale Bedeutung dieser linearen Komplexe fiir den Komplex 
zweiten Grades ist die, daB fiir aIle Elemente, welche einander durch die 
linearen Komplexe zugeordnet werden, die Beziehung zu dem Komplexe 
zweiten Grades dieselbe ist. Ein Gleiches, wie flir den Komplex zweiten 
Grades, gilt fiir die durch denselben bestimmte Fliiche der vierten Ordnung 
und vierten Klasse. Es folgt hieraus eine Reihe von Theoremen sowohl 
fiir jene Komplexe als flir diese Fliichen. 

Die algebraische DarstelIung der bei diesen geometrischen Betrach
tungen auftretenden Gebilde gestaltet sich sehr einfach. Insbesondere stelIt 
sich die Schar von Komplexen zweiten Grades, welche zu derselben Flache 
vierter Ordnung und vierter Klasse gehOren, auf dieselbe Art durch einen 
willkiirIichen Parameter dar, wie ein System konfokaler Kurven oder 
FHichen zweiten Grades. 

Es sei noch bemerkt, daB wir von zwei einander reziprok entgegen
gesetzten Siitzen meistens nur den einen aufgenommen haben, ohne aus
driicklich auf den anderen hinzuweisen. 

I. 

Vorbereitende Betrachtungen. 

1. Die Koordinaten zweier Punkte einer geraden Linie selen durch: 

Xl' X~l' xS ' x4 ' 

Yl' Y'J' Ys' Y4' 
die Koordinaten ZWeIer Ebenen derselben geraden Linie durch: 

u1 ' u'.l' us' u 4 ' 

vl ' v'J' va' v 4 
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bezeichnet. Als Koordinaten der geraden Linie sind dann die Determi
nanten: 

oder die Determinanten: 

zu betrachten. Dabei ist: 

Pik + Pki = 0, qik + qki = o. 
Nach Plucker nennt man die Koordinaten Pik Strahlenkoordinaten, 

die Koordinaten qik Achsenkoordinaten. 
Unter a, f3, r, t5 die Zahlen 1, 2, 3, 4 in beliebiger Reihenfolge ver

standen, hat man die folgenden Identitaten: 

P PaPPyo+PayPop+PaoPpy=O, 
Q -- qap qyo + qay qop qao qpy = 0, 

die gemeinsam durch das Symbol: 

R=O 
bezeichnet sein mogen. 

In dieser Bezeichnung ist: 

iJQ oP 
epik= oqlk' qik == eap;k' 

wo e emen Proportionalitatsfaktor bedeutet. 

Eine gerade Linie, deren Koordinaten ptk) , qPk) sind, werde im fol

genden durch (r (a») bezeichnet. Statt pl~>' qf~) werde in solchen Fallen, 
in welchen die Unterscheidung zwischen Strahlen- und Achsenkoordinaten 
unnotig ist, ri(~) geschrieben. 

2. Diese Bezeichnungsweise vorausgesetzt, schreibt sich die Bedingung 
dafiir, daJ3 zwei gerade Linien (r y, (r') sich schneiden, unter den folgenden 
gleichbedeutenden Formen: 

Drei gerade Linien (r), (r'), (r"), die sich gegenseitig schneiden, haben 
entweder einen Punkt oder eine Ebene gemeinsam. Je nachdem das eine 
oder das andere stattfindet, verschwindet der zweite oder der erste Faktor 
der vier Produkte: 
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die sich auch unter einer der folgenden Formen darstellen lassen: 

"+ ,,, "+ ,,, .L.; - PafJPayPa~·.L.; - qafJqayqa~, 

"+ ,,, "+ ,,, .L.; - qyo qofJ q/iy' .L.; -' qafJ qay qao, 

.2 ± qyo qhfJ q/fy' .2 ± Py 0 P£fJ ply· 

Sind (r), (r'), (r") gerade Linien, welche innerhalb derselben Ebene 
durch einen Punkt hindurchgehen, so verschwinden samtliche aus den Koor
dinaten derselben gebildete dreigliedrige Determinanten, und man kann 
setzen: 

rik = lrik + flrik. 

Es seien (r'), (r"), (r"') gerade Linien, welche in einer Ebene liegen 
oder durch einen Punkt hindurchgehen. Dann sind die Koordinaten einer 
beliebigen geraden Linie (r), welche in derselben Ebene liegt, beziiglich 
durch denselben Punkt hindurchgeht, darstellbar durch 

rik = lrik + flri" + 1'r:~. 
3. Wenn in den Ausdruck R an Stelle der Koordinaten einer geraden 

Linie die in die Gleichung eines Komplexes ersten Grades eingehenQen 
Konstanten gesetzt werden, entsteht ein im allgemeinen nicht verschwinden
der Ausdruck, welcher die Invariante des Komplexes genannt werden mag. 
Das Verschwinden derselben sagt aus, daB der Komplex die Gesamtheit 
alIer geraden Linien umfaBt, welche eine feste gerade Linie schneiden. 
deren Koordinaten die Konstanten des Komplexes sind, daB der Komplex 
ein sogenannter spezieller Komplex ist. 

Als simultane Invariante zweier linearer Komplexe sei der Ausdruck 
bezeichnet, welcher entsteht, wenn man in den bilinear geschriebenen Aus
druck R die Konstanten zweier linearer Komplexe eintragt. 

Das Verschwinden der simultanen Invariante zweier Komplexe driickt 
eine Beziehung zwischen denselben aus, welche als Involution bezeichnet 
werden mag. 

Sind beide lineare Komplexe spezielle, so ist das Verschwinden der 
simultanen Invariante die Bedingung dafiir, da.l3 sich die durch dieselben 
dargestellten geraden Linien schneiden. 1st nur einer der beiden Komplexe 
ein spezieller, so sagt das Verschwinden der simultanen Invariante aus, daB 
die durch denselben dargestellte gerade Linie dem anderen Komplexe angehOrt. 

In dem Folgenden sei angenommen, da.l3 keiner der zu betrachtenden 
Komplexe ein spezieller sei. 

Alle geraden Linien, welche zwei linearen Komplexen gemeinschaftlich 
angehoren, schneiden zwei feste gerade Linien, die Direktrizen der durch 
die beiden Komplexe bestimmten Kongruenz. Liegen die beiden Komplexe 
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in Involution, so sind diejenigen beiden Punkte, welche in ihnen einer be
liebigen Ebene entsprechen, harmonisch zu denjenigen beiden Punkten, in 
welchen die Ebene von den beiden Direktrizen geschnitten wird. LiiJlt 
roan eine Ebene sich um eine beiden Komplexen gemeinsame gerade Linie 
drehen, so sind die Punktepaare, welche der Ebene in ihren verschiedenen 
Lagen entsprechen, auf dieser geraden Linie in Involution. Einem jedem 
der beiden Punkte, welche durch die beiden Komplexe in einer beliebigen 
Ebene bestimmt werden, entspricht in denselben noch eine zweite Ebene. 
Diese Ebene ist fiir beide Punkte dieselbe. 

Die Ebenen und Punkte des Raumes ordnen sich mit Bezug auf zwei 
lineare Komplexe, welche in Involution liegen, in Gruppen von zwei 
Ebenen und zwei auf der Durchschnittslinie derselben liegenden Punkten. 

Mit Bezug auf drei gegenseitig in Involution liegende lineare Kom
plexe ordnen sich die Ebenen und Punkte des Raumes zu Tetraedern 
zusammen, welche sich in bezug aUf die durch die drei linearen Kom
plexe bestimmte Flache zweiten Grades konjugiert sind. Die drei Punkte, 
welche einer 8eitenfUiche eines solchen Tetraeders in den drei Komplexen 
entsprechen, sind die drei in derselben liegenden Eckpunkte des Tetraeders,' 
umgekehrt sind die drei Ebenen, welche einem Eckpunkte entsprechen, die 
drei durch denselben hindurchgehenden 8eitenflachen. 

4. Die Linienkoordinaten rik stellen die mit gewissen (nicht voll
standig willkiirlichen) Konstanten multiplizierten Momente der zu be
stimmenden geraden Linie mit Bezug auf die sechs Kanten des Koordinaten
tetraeders dar. Wir fragen nach der Bedeutung einer allgemeinen linearen 
Transformation der Linienkoordinaten. 

Die Einfuhrung linearer Funktionen der Linienkoordinaten an Stelle 
dieser Koordinaten kommt darauf hinaus, alB Bestimmungsstucke der ge
raden Linie die mit willkurlichen Konstanten multiplizierten Momente 
derselben in bezug auf die swhs gegebene lineare K omplexe zu be.trachten. 3) 

Wenn man die durch eine lineare Substitution eingefiihrten neuen Ver
anderlichen in die zwischen den urspriinglichen Linienkoordinaten bestehende 
Identitat einfiihrt, erhli.lt man einen Ausdruck des zweiten Grades in diesen 
Veranderlichen, der wieder mit R bezeichnet sein mag, dessen Verschwinden 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB sechs, sonst be
liebig gegebene Werte der Veranderlichen auf eine gerade Linie bezogen 
werden konnen. 

Dieser Ausdruck R hat ganz dieselbe Bedeutung, wie der aus den 
friiheren Koordinaten gebildete. So wie sich friiher Strahlen- und Achsen-

3) [Die Formulierung des Textes ist bei diesem Wiederabdruck etwas abgeiindert 
worden, entsprechend den am Anfang der nachstfolgenden Abhandlung III zugefiigten 
Bemerkungen, auf die hier verwiesen sei. K.] 
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koordinaten entsprachen, entsprechen sich jetzt die neuen Koordinaten und 
die nach denselben genommenen partiellen Differentialquotienten von R. 

Die Form von R gibt sofort Aufschlu1.3 iiber die Art und die gegen
seitige Lage der fUr die Koordinatenbestimmung zugrunde gelegten Komplexe. 

Insbesondere ist klar, daI3, wenn R, wie es bei den urspriinglichen 
Koordinaten der Fall war, nur drei Glieder enthalt, die neuen Verander
lichen wiederum die Momente der zu bestimmenden geraden Linie in bezug 
auf die Kanten eines Tetraeders sind. 

II. 

Das System der sechs Fundamentalkomplexe. 
5. Die eingehends erwahnte Normal-Gleichungsform fUr Komplexe des 

zweiten Grades fUhrt zur Untersuchung solcher linearer Funktionen der 
Linienkoordinaten, in welchen sich die Bedingungsgleichung R = ° als 
Summe der mit passenden Konstanten mUltiplizierten Quadrate schteibt. 
Gleich Null gesetzt, stellen dieselben sechs lineare Komplexe dar, welche 
die seehs Fundamentalkomplexe genannt werden sollen. 

Dieselben seien durch: 

Xl=o, x2 =0, xs=O, x4,=O, x5 =0, X6=0 

bezeichnet und die Symbole x gleich mit solchen Konstanten multipliziert 
gedacht, daI3 sich die Bedingungsgleichung unter der folgenden Form schreibt: 

(1) 

Das System dieser Veranderlichen hangt von 15 Konstanten abo 
Die Invariante eines linearen Komplexes: 

a1xl + a2 x2 + ... + a6 x6 = ° 
ist in demselben dargestellt durch: 

a; + a: + ... + a: , 

und die simultane Invariante zweier linearer Komplexe: 

alxl + a2 x2 + ... + a6 x6 = 0, 

durch: 
blxl + b2 x2 + ... + b6X6 = 0, 

alb! + a2 b2 + ... + a6 b6 • 

Es folgt hieraus zunachst, daI3 die Multipla der x so gewahlt sind, 
daI3 die Invarianten samtlicher Fundamentalkomplexe der positiven Ein
heit gleich werden. Ferner folgt, da.6 die simultane Invariante zweier be
liebiger Fundamentalkomplexe verschwindet. 

J e zwei der secks Fundamentalkomplexe liegen in Involution. 
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Die Bedingungsgleichung: 
R=O, 

wie sie zwischen den urspriinglichen Linienkoordinaten stattfand, umfaBte 
die drei Produkte von jedesmal zwei der paarweise gruppierten sechs Ver
anderlichen. Wenn dieselbe also durch eine reelle lineare Substitution in 
der Art transformiert wird, daB sie nur die Quadrate der Variabeln ent
halt, so miissen sich unter diesen Quadraten gleich viele positive und 
negative finden. Indem ferner die Summe der Quadrate zweier konjugiert 
imaginarer Ausdriicke gleichwertig ist der Summe eines positiven und eines 
negativen reellen Quadrates, ergibt sich das Folgende 4): 

Es kann eine beliebige (gerade) Anzakl der secks Fundamentalkom
plexe imaginar sein. 

Die Symbole x, welche reellen Fundamentalkomplexen entsprechen, 
sind so gewahlt, dafJ die H aljte von ihnen reelle, die andere H aljte rein 
imaginare Koejfizienten enthiilt. 

Und hieraus: 
Die reellen Fundamentalkomplexe sondern sich in zwei gleich zahl

reiche Gruppen. Die Komplexe der einen Gruppe sind rechts-, die der 
anderen sind linksgewunden 5 ). 

Die sechs Fundamentalkomplexe mogen im foigenden einfach durch 
die Zahlen 1, 2, ... , 6 bezeichnet sein, und es bleibe unberiicksichtigt, ob 
sich unter denselben imaginare finden oder nicht. 

6. Die Direktrizen der Kongruenz der beiden Fundamentalkomplexe 
(1, 2) haben offenbar als Koordinaten: 

eXl=l, eX'.l=±i, e X3=0, e X4=0, ex" =0, e x6 =0. 

Die Direktrizen der Kongruenz zweier Fundamentalkomplexe gehOren 
den iibrigen vier Fundamentalkomplexen an. 

Die Gesamtheit der geraden Linien, welche eine beliebige der beiden 
Direktrizen schneiden, ist dargestellt durch: 

xi + xi = 0, 
oder, was dasselbe ist, durch: 

Die sechs 

gruenzen, deren 
gruppiert sind. 

xi + xi + x; + xi = 0. 

Fundamentalkomplexe bestimmen 6~5 = 15 line are Kon-

30 Direktrizen dementsprechend in ausgezeichneter Weise 
Indem die Direktrizen der Kongruenz (1, 2) den Kom-

4) [In der Darstellung des Textes ist nicht hinreichend klar zum Ausdruck ge
kommen, daB nur solche lineare Substitutionen betrachtet werden, bei denen unter 
den neu eingefiihrten Ausdrucken die konjugiert komplexen zu gleicher Zeit vor
kommen.] 

5) Plucker, Neue Geometrie. Nr.47. 
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plexen 3, 4, 5, 6 angehoren, werden sie von den 12 Direktrizen der 4~3 = 6 

durch dieselben bestimmten Kongruenzen geschnitten. 
J e zwei zusammengeh6rige der 30 Direktrizen werden von 12 der 

iibrigen geschnitten. 
Von den Direktrizen einer der drei Kongruenzen (1, 2), (3, 4), (5, 6) 

schneidet jede die Direktrizen der anderen beiden Kongruenzen. 
Die Direktrizen solcher drei Kongruenzen, welche zusammen von samt

lichen secks Fundamentalkomplexen abhiingen, bilden die Kanten eines 
Tetraeders. 

Hiermit in Dbereinstimmung schreibt sich die Bedingungsgleichung 

R=O 
In den folgenden Veranderlichen: 

Yl=xl +ix2 , Ys=xa+ix4, Y5=x5 +ix6, 
Y2 = Xl - ix'l , Y4 =xa - iX4' Y6 =x5 - ix6 , 

welche, gleich N uIl gesetzt, die betreffenden Direktrizen darstellen, In der 
fur die Kanten eines Tetraeders charakteristischen Form: 

YlY2 + YaY4 + Y5Y6 = o. 
Die Gesamtheit der geraden Linien, weiche in einer Seitenfla.che des 

Tetraeders liegen oder durch einen Eckpunkt desselben gehen, ist darge
stellt durch: 

Xi + xi = 0, 

x: + xi = 0, 

x: + xi = O. 

Indem sich sechs Elemente auf 15 verschiedene Weisen in ru:ei Gruppen 
von zwei teilen lassen, bilden die 30 Direktrizen die Kanten von 15 Te
traedern. Diese Tetraeder mogen die Fundamentaltetraeder heil3en. Die 
Eckpunkte und Seitenflachen dieser Tetraeder sind samtlich verschieden. 

J e zwei zusammengehOrige Direktrizen gehOren als gegenuherstehende 
Kanten dreien der Fundamentaltetraeder an. Die zwol£ Direktrizen, welche 
die angenommenen heiden schneiden, sind die noch uhrigen 3·4 Kanten 
dieser Tetraeder. Diese clrei Tetraeder hestimmen auf jeder der heiden 
Direktrizen sechs paarweise zusammengehOrige Punkte. Indem die Funda
mentalkompiexe gegenseitig in Involution liegen, sind zwei beliebige der drei 
Paare gegeneinander harmonisch. Ein Gleiches gilt £tir die sechs Seitenflii.chen 
der Tetraeder, die sich nach einer beliebigen der beiden Direktrizen schneiden 6). 

6) Es geht hieraus hervor, daB die drei Tetraeder, welche zwei gegeniiberstehende 
Kanten gemein haben, nie zugleich reell sein konnen. Bt'ziiglich der Realitii.t der 
hier vorkommenden Gebilde ist iiberhaupt das Folgende zu bemerken. Die sechs 
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Mit Bezug auf ein beliebiges der 15 Fundamentaltetraeder teilen sich 
die vierzehn iibrigen in zwei Gruppen von sechs und acht. Die Tetraeder 
der ersten Gruppe haben mit dem gegebenen zwei gegeniiberstehende Kanten 
gemein, die der zweiten Gruppe nicht. 

7. Die sechs Direktrizen (1, 2), (3, 4), (5, 6), welche ein Tetraeder 
bilden, haben die folgenden Koordinaten: 

I Xl 

( 1, 2) { I~ I ~ _: 

o 

o 
o 

o 
o 
i 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

(3, 4) {~~ I ~ o 
1 
1 -~ o o 

{ Vii 0 
(5,6) VI 0 

o 
o 

o i o 1 
o o 1 - ~. 

Welche von drei sich schneidenden dieser Direktrizen einen Punkt, 
welche eine Ebene gemeinschaftlich haben, kann nur dann entschieden 
werden, wenn der expJizite Ausdruck der Veranderlichen Xl' ••• , X6 in den 
urspriinglichen Linienkoordinaten gegeben ist. Es mogen I, III, V durch 
einen Eckpunkt des Tetraeders gehen, dann liegen II, IV, VI in der gegen
iiberstehenden Seitenflache. Ob drei sich gegenseitig schneidende gerade 
Linien (x, x', x") ainen Punkt oder eine Ebene gemeinschaftlich haben, 
bestimmt sich dann, gemaI3 dem Obigen, danach, ob der erste oder der 
zweite der folgenden beiden Ausdriicke verschwindet: 

Xl + iX2 

x~ + ix~ 
X; + ix~' 
Xl - ix',! 

Xs + iX4 

x~ + ix~ 
X:; + ix~' 
Xs - iX4 

X; - ix~ x~ - ix~ 

x~' - ix~' x:; - ix; 
Es ist dabei gestattet, das Vorzeichen von 
reihen gleichzeitig zu andern. 

Xl; + iX6 

x~ + ix~ 
x~' + ix; 
X5 - iX6 

x~ - ix~ 
X; - ix; 

i in zwei beliebigen Vertikal-

Ahnliche Kriterien erhiilt man in bezug auf jedes der vierzehn iibrigen 
Fundamentaltetraeder. 

8. Durch einen jeden der 60 Eckpunkte der 15 Fundamentaltetraeder 
gehen auI3er den drei zugehOrigen noch weitere 12 der 60 Seitenflachen, 
die in drei Gruppen von je vier gesondert sind, welche sich beziiglich nach 

Fundamentalkomplexe sind entweder aIle reelI, oder es sind zwei, oder vier, oder aIle 
imaginar. Diesen Annahmen entspreohend sind 

der 30 Direktrizen und 
18, 10, 6, 6 

6, 2, 1, 1 
der 15 Fundamentaltetraeder reelI. 
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einer der drei durch den Eckpunkt hindurchgehenden Direktrizen schneiden. 
Eine jede derselben schneidet eine der dxei zu dem Eckpunkte zugehOrigen 
Seitenflli.chen in einer neuen gersden Linie. Der Punkt, in welchem die
selbe der dritten in dieser Seitenflli.che liegenden Direktrix hegegnet, ist 
einer der 59 weiteren Eckpunkte. 

Eine derartige Linie ist die folgende: 

Dieselbe ist die Verbindungslinie der heiden Eckpunkte: 

(Xl + ix2 , xa + ix4 , Xl) + ix6 ), 

(Xl - ix2 , xa + ix6 , XI! + ix4 ), 

und die Durchschnittslinie der heiden Seitenebenen: 

(Xl - ix'l' xa + ix4 , Xl) + ix6 ), 

(Xl + ix2 , xa + ix6 , X5 + ix4 )· 

Solcher geraden Linien gehen durch den angenommenen Eckpunkt zwolf. 
Es gibt ihrer im ganzen 

!2;60 = 360. 

Die 12 Seitenflachen, welche au.l3er den drei zugehOrigen durch einen 
Eckpunkt hindurchgehen und die in dxei Buschel von vier verteilt sind, 
schneiden sich zu je dxei nach 16 weiteren Linien, deren jede suBer dem 
angenommenen Eckpunkte zwei weitere enthli.lt. In der Tat, die gerade Linie: 

~l_ x2 xL __ ~_X_5 ~~L 
1 ~t~--l i 1 t 

enthalt die drei Eckpunkte: 

(Xl + ix2 , xa + ix4 , XI) + ix6 ), 

(xl+ix4' x3 +ix6 , x5 +ix2 ), 

(xl+ix6' xa +ix2 , xl)+ix4 ), 

und Iiegt III den drei Seitenflachen: 

Xl) + ix4 ), 

xl) + ix6 ), 

xl) + ix2 )· 

In den vorstehenden Betrachtungen konnen uberall die W orte Eck. 
punkt und Seitenflache vertauscht werden. 

Die 30 Direktrizen der 15 durch die 6 Fundamentalkomplexe be
stimmten Kongruenzen sind die Kanten von 15 (Fundamental-) Tetlaedern. 

Durch jeden der 60 Eckpunkte der Fundamentaltetraeder gehen 15 
Seitenfliichen; in jeder der 60 Seitenfliichen liegen 15 Eckpunkte. 
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Es gibt 360 gerade Linien, welche je zwei der 60 Eckpunkte der 
Fundamentaltetraeder enthalten. Dieselben geraden Linien bilden den 
Durchschnitt von je zwei der 60 Seitenfliichen. 

Es gibt 320 gerade Linien, aUf welchen je drei der 60 Eckpunkte 
der Fundamentaltetraeder liegen. N ach denselben geraden Linien schnei
den sich je drei der 60 Seitenfliichen. 

Die 30 Direktrizen der 15 durch die seMs Fundamentalkomplexe be
stimmten Kongruenzen enthalten je sechs der 60 Eckpunkte und sind der 
Durchschnitt von je sechs der 60 Seitenfliichen. 

Die sechs Eckpunkte, sowie die sechs Seitenfliichen gehOren paarweise 
zusammen. J e zwei Paare sind zueinander harmonil3ch. 

9. J e drei der Fundamentalkomplexe, beispielsweise 1, 2, 3, be
stimmen eine Flache des zweiten Grades vermoge der Linien ihrer einen 
Erzeugung. Die Direktrizen der Kongruenzen (2, 3), (3, 1), (1, 2) sind 
Linien zweiter Erzeugung. Indem diese Direktrizen den Komplexen 4, 5, 6 
angehoren, ist klar, da13 die Komplexe 4, 5, 6 dieselbe Flache zweiten 
Grades vermoge der Linien ihrer anderen Erzeugung bestimmen. 

D· h K I I . h f 6·5·4 1 1 f h W" . Ie sec s omp exe ass en SIC aUr~.3· ~ = 0- ac e else III zweI 

Gruppen von drei teilen. J e zwei zusammengehorige Gruppen bestimmen die
selbe Fliiche des zweiten Grades vermoge ihrer verschiedenen Erzeugungen. 

Die zehn so definierten Flachen mogen die zehn Fundamentalfliichen 
hei13en. 

Je zwei zusammengehOrige der 30 Direktrizen gehoren vier der Funda
mentalflachen als Erzeugende an. So liegt das Direktrizenpaar (1, 2) auf 
den Flachen (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 2, 6). In bezug auf die 
iibrigen sechs Fundamentalflachen sind die Direktrizen (1, 2) einander 
konjugierte Polaren. 

In bezug auf eins der Fundamentaltetraeder teilen sich die Funda
mentalflachen in zwei Gruppen. Die sechs Flachen der einen Gruppe ent
halten je vier der sechs Tetraederkanten, in bezug auf die Flachen der 
anderen Gruppe ist das Tetraeder sich selbst konjugiert. 

Um eine der Fundamentalflachen, etwa (1, 2, 3) = ( 4, 5, 6), darzu
stellen, diene die Bedingung, welche ausspricht, da13 eine gerade Linie die 
Flache beriihrt, mit anderen Worten, die Komplexgleichung der Flache 7). 

') Sind fl' f2' fa drei lineare Komplexe, Au, A 22 , Aa3 ihre Invarianten, A12 usf. 
ihre simultanen Invarianten, so ist die Komplexgleichung des durch sie bestimmten 
Hyperboloids: 
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Dieselbe wird: 
x; + x; + xi = 0, 

oder, was offenbar dasselbe ist: 

x;+x;+x;=O. 
10. In bezug auf die sechs Fundamentalkomplexe gruppieren sich 

die geraden Linien des Raumes und die Ebenen und Punkte desselben 
zu in sick geschlossenen System en, ahnlich wie dies mit den Ebenen und 
Punkten bei zwei oder drei in Involution liegenden Komplexen der Fall war. 

Sei zunachst eine gerade Linie gegeben, deren Koordinaten sind: 

So ist: 
a; + ai + ... + a; = o. 

Indem diese Relation bei willkiirlicher Annahme der Vorzeichen der Koor

dinaten erfiillt bleibt, erhalt man einer jeden der 2 5 = 32 Zeichenkombi
nationen: 

± al' ± a2 , ••• , ± as 

entsprechend eine gerade Linie. Die Beziehung der 32 geraden Linien 
zueinander ist offenbar eine gegenseitige. 

Mit Bezug aut die secks Fundamentalkomplexe gruppieren sich die 
geraden Linien des Raumes zu 32 zusammen. 

Indem man sich aus dem Schema: 

i I 
'I Xl x2 Xs X 4 Xo x6 ' 

+ al ± a2 ± as ± a4 ± a5 ± a6 I 

die zweigliedrigen Determinanten gebildet und dieselben gleich Null gesetzt 
denkt, iibersieht man so fort, daB von den 32 Linien 

2 ·15 mal 16 einem Komplexe, 
4·20 mal 8 einer Kongrnenz, 
8 . 15 mal 4 einer Flache zweiten Grades 

angehOren, wobei jede der 32 Linien auf 15 der Komplexe, auf 20 der 
Kongrnenzen und auf 15 der Flachen zweiten Grades liegt. 

Die 32 Linien teilen sich in zwei Grnppen von 16, je nachdem von 
ihren Koordinaten eine gerade oder eine ungerade Anzahl ein gleiches 
Zeichen besitzt. Wenn von einer geraden Linie einer der beiden Grnppen 
eine ebene Kurve erzeugt wird, geschieht ein Gleiches mit den iibrigen 
15 Linien derselben Gruppe; die 16 Linien der anderen Gruppe erzeugen 
Kegelfiachen. 

Gegen eine beliebige Linie der einen Gruppe sondern sich die der 
anderen Gruppe in solche, welche ihre konjugierten Polaren in bezug auf 
die sechs Fundamentalkomplexe, und in solche, welche ihre konjugierten 
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Polaren in bezug auf die zehn FundamentalHachen sind. Die Koordinaten 
der ersteren sechs unterscheiden sich von den Koordinaten der angenommenen 
geraden Linie durch einen Zeichenwechsel; die der letzteren zehn durch drei. 

Die Gleichung des 32. Grades, durch welche ein derartiges System 
von geraden Linien, wie das hier betrachtete, bestimmt wird, verlangt, 
nachdem die sechs Fundamentalkomplexe durch eine Gleichung des sechsten 
Grades gefunden worden sind, nur noch die Auflosung von Gleiehungen 
des zweiten Grades. 

Das System der 32 zusammengehOrigen geraden Linien vereinfacht 
sieh, sob aId eine oder mehrere der Koordinaten a gleich N ull sind. Insbe
sondere entsprechen sich diejenigen geraden Linien, welehe zwei zusammetJ.
gehOrige der 30 Direktrizen schneiden, zu 8, diejenigen, welche Erzeugende 
einer der zehn Fundamentalflachen sind, zu 4, endlieh die 30 Direktrizen 
selbst zu 2. 

11. Sei die Gleichung der Projektion des in einer beliebig ange
nommenen Ebene dem Komplexe 

x,,=O 

entsprechenden Punktes auf eine der Koordinatenebenen: 

a" u + b" v + c" w = O. 

Daun verschwindet, zufolge der Bedingungsgleichung: 

der Ausdruck 
xi + x; + ... + xi = 0 

.2 (aku + bkv + C"W)2 
1. .. 6 

identisch. Es verschwindet also auch die folgende Determinante: 

clal albl 
cS a2 a2~'J 

ai bi ci bac6 c6 aB a6 b6 

was aussagt, daI3 die sechs Punkte 1, 2, ... , 6 auf einem Kegelschnitt 
liegen. 

Die sechs Punkte, welche einer beliebigen Ebene in den sechs Funda
mentalkomplexen entsprechen, liegen auf einer K urve der zweiten Ordnung. 

Die sechs Ebenen, welche einem beliebigen Punkte in den sechs Funda
mentalkomplexen entsprechen, umhiillen einen Kegel der zWfiten Klaslle. 

Wenn die beliebig angenommene Ebene durch einen der 60 Eckpunkte 
der 15 Fundamentaltetraeder hindurchgeht, so wird das von den sechs, 

Klein, Gesammelte math. Abbandlungen. I. 5 
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den Fundamentalkomplexen entsprechenden Punkten gebildete Sechseck ein 
Brianchonsches. Der Tetraedereckpunkt wird der Brianchonsche Punkt. 
Das Sechseck erhiilt zwei, bez. drei in gerader Linie liegende Brianchon
sche Punkte, wenn die beliebig angenommene Ebene eine der 360, bez. 
der 320 zu dem System der Fundamentaltetraeder gehOrigen geraden Linien 
enthiilt. Die Zahl der Brianchonschen Punkte wird vier, wenn die Ebene 
durch eine der 360 geraden Linien und eine dieselbe schneidende der 320 
geraden Linien hindurchgelegt ist. 

Wenn die beliebig anzunehmende Ebene eine der zehn Fundamental
flachen beruhrt, so liegen die sechs den Fundamentalkomplexen entsprechen
den P unkte zu drei auf zwei geraden Linien: den beiden Erzeugenden der 
Fundamentalfliiche, welche die Ebene enthalt. 1st die Ebene durch eine 
der 30 Direktrizen hindurchgelegt, so rucken von den sechs Punkten vier 
auf die Direktrix, die anderen zwei fallen in den Durchschnittspunkt mit 
der zugehorigen Direktrix. Fiillt endlich die Ebene mit einer der Seiten
flachen der Fundamentaltetraeder zusammen, so riicken die sechs Punkte 
paarweise in die drei zusammengehorigen Tetr.aedereckpunkte. 

12. Die sechs Punkte, welche einer gegebenen Ebene in den sechs 
Fundamentalkomplexen entsprechen, seien mit: 

1,2,3,4,5,6 

bezeichnet. Einem jeden dieser Punkte entsprechen au13er der gegebenen 
funf weitere Ebenen. Es gibt das, inso£ern die Ebene, welche 1 in x'J 

entspricht, mit der Ebene zusammenfallt, die zu 2 in Xl gehOrt, im ganzen 
15 neue Ebenen, welche die gegebene nach den 15 Verbindungslinien der 
sechs Punkte unter sich schneiden. Die drei Ebenen (2, 3), (3, 1), (1, 2) 
schneiden sich (vgl. Nr. 3) in dem Pole der gegebenen Ebene mit Bezug 
auf die Fundamentalflache (1, 2, 3). Indem diese Flache mit der Flache 
(4,5,6) identisch ist, schneiden sich die Ebenen (5,6), (6,4), (4,5) in 
demselben Punkte. Die sechs Ebenen, welche diesem Punkte in den sechs 
Fundamentalkomplexen 

entsprechen, fallen mit den Ebenen: 

(2,3), (3,1), (1,2), (5,6), (6,4), (4,5) 

zusammen, welche in der Tat, wie dies aus der Betrachtung des Sechsecks 
123456 hervorgeht, einen Kegel der zweiten Klasse umhullen. 

Mit Bezug auf die FundamentalkompZexe gruppieren sick die Ebenen 
und Punkte des Raumes zu in sick gescklossenen Systemen von 16 Ebenen 
und 16 Punkten. In jeder der 16 Ebenen liegen secks der 16 Punkte, 
durck jeden der 16 Pun!. te geken secks der 16 Ebenen. Die secks PU1bkte 
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in einer Ebene liegen aut einer K urve der zweiten Ordnung, die 8eeh8 
Ebenen durch einen Punkt umhullen einen Kegel der zweiten Klas8e. 

Wenn eine der 16 Ebenen gegeben ist, findet man die 16 Punkte, 
indem man die ihr in den sechs Fundamentalkomplexen entsprechenden 
Punkte und die ihr in bezug auf die zehn Fundamentalflachen konjugierten 
Pole konstruiert. 

Von der hier betrachteten Art i8t das SY8tem der 16 Doppelebenen 
und 16 Doppelpunkte der Flachen vierter Ordnung und vierter Kla88e, 
die Herr Kummer unter8ucht hatS). 

Wenn eine von 32 in bezug auf die Fundamentalkomplexe zusammen
gehorigen geraden Linien in einer der 16 Ebenen eines solchen Systems 
liegt, so verteilen sich die 15 Linien derselben Gruppe auf die 15 weiteren 
Ebenpn und die 16 Linien der anderen Gruppe auf die 16 Punkte. Berlihrt 
insbesondere die angenommene gerade Linie den in der betreffenden Ebene 
liegenden Kegelschnitt, so findet dasselbe bei den 15 Linien derselben 
Gruppe statt, und die 16 Linien der anderen Gruppe sind Seiten der von 
den 16 Punkten ausgehenden Kegel. 

Die 32 zusammengehOrigen Linien sind durch die Vorzeichen ihrer 
Koordinaten unterschieden. Es gibt diese Bemerkung unmittelbar die Be
zeichnung derselben durch flinf Indizes, welche zwei verschiedene Werte an
nehmen k6nnen. Auf ahnliche Weise k6nnen die 16 Ebenen und 16 Punkte 
des hier betrachteten Systems bezeichnet werden. Die 16 Ebenen ent
sprechen den geraden Linien der einen, die 16 Punkte denen der anderen 
Gruppe. Es geht hieraus hervor, daB die Gleichung 16. Grades, welche die 
16 Ebenen bestimmt, von der eben betrachteten Gleichung des 32. Grades 
nm dadurch verschieden ist, daB bei ihr eine Quadratwurzel als bekannt 
vorausgesetzt wird. 

Wenn einer von den 16 Punkten des hier b etrach teten Systems in 
einer der 16 Ebenen eines beliebigen ahnlichen Systems liegt, findet ein 
Gleiches fUr die librigen 15 Punkte statt, und jede der 16 Ebenen enthalt 
einen der 16 Punkte des zweiten Systems. 

Die 16 Ebenen eines Systems schneiden sich nach 16~15 = 120 geraden 

Linien, welche zugleich die Verbindungslinien der 16 Punkte sind. Die
selben sondern sich in 15 Gruppen von jedesmal acht. Die Linien einer 
Gruppe geh6ren denselben beiden Fundamentalkomplexen an und haben 
also die beiden entsprechenden Direktrizen zu gemeinschaftlichen Trans
versalen. Es gibt dies das Mittel, aus dem Systeme der 16 Ebenen und 
16 Punkte die 30 Direktrizen und die 15 Fundamentaltetraeder zu kon
struieren. 

8) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1864. 
5* 
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AuBer in den 16 Punkten des Systems schneiden sich die 16 Ebenen 
desselben zu drei in 240 Punkten, welche zu sechs auf den 120 Durch
schnittslinien liegen. Ebenso gibt es 240 Ebenen, welche drei dclr 16 Punkte 
des Systems enthalten. Sie schneiden sich zu sechs nach denselben 120 ge
raden Linien. 

Wenn eine der 16 Ebenen des Systems gegen die sechs Fundamental
komplexe eine ausgezeichnete Lage hat, findet ein Gleiches fiir die iibrigen 
15 Ebenen und die 16 Punkte statt. Besonders hervorzuheben ist das
jenige System, welches entsteht, wenn eine der Ebenen einen der 60 Eck
punkte der Fundamentaltetraeder enthalt. Dann gehen die 16 Ebenen zu 
vier dllrch die Eckpunkte des fraglichen Tetraeders und die 16 Punkte 
liegen zu vier in den Seitenflachen desselben. Es ist das System das Singu
laritatensystem eines Tetraedroids I') geworden. Die Gleichung 16. Grades, 
welche die Ebenen des Systems bestimmt, ist hier algebraisch 16sbar, indem 
dieselbe nur die Auflosung einer biquadratischen Gleichung und mehrerer 
qlladratischer verlangt. 

III. 

Die Kummersche Flache und ihr Zusammenhang mit den Komplexen 
zweiten Grades. 

Ul. Ais Gleichung des zu untersuchenden Komplexes zweiten Grades 
sel die folgende gegeben: 

2) k1Xi + k'lixi. + ... + k(Jx; = O. 
Dabei ist: 
(1) xi + xi. + ... + x; = 0, 

so daB der Komplex llnverandert bleibt, wenn statt ka allgemein geschrieben 
wird ka + 2. Die vier Konstanten, welche hiernach noch in der Glei
chung (2) enthalten sind, geben mit den 15 Konstanten der Fundamental
komplexe die 19 Konstanten des Komplexes zweiten Grades. 

Die Gleichungsform (2) sagt aus, dafJ der gege1Jene Komplex und 
aUe von demselben unmittelbar abhangigen geometrischen Gebilde sich 
selbst mit B€zug aut das Sy~tem der sechs Fundamentalkomplexe ent
sprechen 10). 

Es gruppieren sich also die Linien des Komplexes in Systeme von 32. 
Jedesmal16 Komplexkurven lind 16 Komplexkegel geh6ren zusammen usf. 

Aus diesem Satze leiten sich, unter Zugrundelegung der von Pliicker 

9) Cayley in Liouvilles Journal, 11 (184-6). (CoIl. Papers, Ed. I, 302-306.) 
10) Dieses gegenEeitig .. Entfpr~ehen kann statt als durch die seebe Fundamental

komplexe auch als durch die zehn Fundamentalfliiehen vermittelt angesehen werden. 



II. Linienkomplexe ersten und zweiten Grades. 69 

entwickelten Eigenschaften der Komplexe des zweiten Grades 11) , die 1m 
folgenden aufgefiihrten Theoreme abo 

14. Diejenigen Punkte, deren Komplexkegel in ein Ebenenpaar zer
faUt, die sogenannten singularen Punkte, bilden eine Flache der vierten Ord
nung und Klasse, mit 16 Doppelpunkten und 16 Doppelebenen. Dieselbe 
Flache wird von den singularen Ebenen umhiiUt, solchen Ebenen, deren 
Komplexkurve sich in das System zweier Punkte aufgelost hat 12). 

Eine derartige Flache solI im folgenden eine K ummersche Flache 
genannt werden. In ihrer Beziehung zum Komplexe hei.Be sie seine Singu
laritaten flache . 

Die nachstfolgenden Betrachtungen untersuchen die Kummersche 
Flache als solche, abgesehen von ihrer Beziehung zu dem gegebenen 
Komplexe. 

Eine K ummersche Flache entspricht sich selbst mit Bezug aut ein 
System von secM Fundamentalkomplexen. 

Die beziiglichen Fundamentalkomplexe 13) seien jedesmal, nach wie vor, 

durch Xl' X 2 ' ••• , Xa bezeichnet. 
Zur Bestimmung der Tangentialebenen, welche sich an eine gegebene 

Kummersche Flache durch eine gerade Linie 

legen lassen, dient eine Gleichung des vierten Grades. Dieselbe kann nur 
die Quadrate der Koordinaten a enthalten 14) .... Es sind also die vier Tan
gentialebenen, welche durch eine beliebige der 32 geraden Linien: 

± ai' ± a~, ... , ± all 

hindurchgehen, aIle durch dieselbe biquadratische Gleichung bestimmt. 

") Neue Geometrie des Raumes, gegrundet auf die Betrachtung der geraden Linie 
als Raumelement. Von Julius Plucker. Leipzig, B. G. Teubner, 1868, 1869. 

12) Plucker, Neue Geometrie. Nr. 311, 320. 
13) Fiir die Fresnelsche Wellenflache, die sich aus dem Ellipsoid: 

a2 x 2 +b"y"+c2 z2 = 1 

ableitet, sind die Fundamentalkomplexe die folgenden: 

(yz' -y'z) + a v- (x-x') = 0, (yz' - y'z) -a /-=1 (x- x') = 0, 
(zx'-z'x)+bv-~f(y-y')=O, (zx'-z'x)-bV':"'T(y-y') =0, 
(xy' -x'y) + c v=T (z - z') = 0, (xy' -x'y)-c 0 (z - z') = 0. 

14) [Diese Behauptung ist an sich richtig, war aber im Text nicht richtig be
grundet worden; die Begrundung muBte aus den algebraischen Entwickelungen des 
Abschnittes IV miihsam abgeleitet werden, ist also hier weggelassen. - lch hatte den 
Satz von der Gleichheit der anharmonischen Verhaltnisse, auf den die tlberlegung hin
zielt, urspriinglich durch dieselbe Methode bewiesen, welche spater Herr A. V 0 B in 
der Abhandlung: tlber Komplexe und Kongruenzen, Math. Annalen, Bd.9 (1876) ent
wickelt hat und die davon ausgeht, daB eine beliebige gerade Linie nach (8) bis (10), 
S. 79 einem (und sogar vier) Komplexen zweiten Grades angehort, die diesel be Singulari-
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Den vier Tangentialebenen, welche sich durch die gegebene gerade 
Linie an die Flache legen lassen, sind die vier Durchschnittspunkte einer 
beliebigen der 1 G Linien der anderen Gruppe mit der Flache reziprok zuge
ordnet. Es folgt hieraus und aus dem Vorhergehenden, daB dieselbe Glei
chung die durch eine beliebige gerade Linie gehenden Tangentialebenen 
und die auf derselben liegenden Durchschnittspunkte bestimmt. 

Das anharmoni~che Verhiiltnis der vier Tangentialebenen, welche sich 
dUTCh eine gerade Linie an eine K umm ersche Flache legen lassen, ist 
gleich dem anharmonischen Verhaltnisse de?' vier Durchschnittspunkte der
selben Linie mit der Flache. 

15. Es sei ein Punkt einer Kummerschen Flache gegeben. Aus dem-
8elben leitet sich vermoge der sechs entsprechenden Fundamentalkomplexe 
ein System von Hi Punkten und 16 Ebenen abo Die Punkte sind Punkte 
del' Flache, die Ebenen Ebenen derselben. Ebenso entspricht der Tan
gentialebene in dem gegebenen Punkte ein System von 16 Ebenen und 
Hi Punkten der Flache. Die beiden Systeme stehen in der gegenseitigen 
Beziehung, daB in jeder Ebene des einen ein Punkt des anderen liegt, 
welcher der zugehorige Beruhrungspunkt ist. Es folgt hieraus, daB die 
sechs geraden Linien, nach welchen eine Ebene des einen Systems von 
den sechs dem zugehorigen Beluhrungspunkte in dem anderen Systeme 
entsprechenden Ebenen geschnitten wird, auBer in dem allen gemeinsamen 
Punkte jede noch in einem derjenigen sechs Punkte beriihren, welche der 
angenommenen Ebene in den Fundamentalkomplexen entspl'echen. Es sind 
also diese Linien Doppeltangenten der Flache. Somit el'geben sich die 
folgenden Satze: 

Naehdem die einer K ummerschen Flache zugehorigen Fundamental
komplexe dureh eine Gleichung des sechsten Grades bestimmt worden sind, 
lei ten sich aus den Koordinaten eines Punktes (einer Ebene) der Flache 
die Koordinaten von 32 Punkten, 32 Ebenen und 96 Doppeltangenten 
derselben rational abo 

Die seehs Tangenten, u;elche sich von dem Beruhrungspunkte einer 
Ebene der K umm erschen Flache an die in derselben liegende Durch
schnittskurve ziehen lassen, beruhren in den seehs aut einem Kegelschnitt 
gelegenen Punkten, welche der angenommenen Ebene in den sechs Funda
mentalkomplexen entsprechen. 

tatenflache haben. In meiner Note: TIber die Pliickersche Komplexflache (siehe 
Abhandlung XI dieser Ausgabe) habe ich einen anderen Beweis gegeben, der sich in 
einer mehr elementaren Weise an die von PI ii c k e r selbst gefundenen Eigenschaften 
der allgemeinen Komplexflachen anschlieBt. - Flir die Auffindung des Satzes war 
im li brigen der AnlaB gewesen, daB v. S tau d t ein iihnliches Theorem fiir das Tetm
eder aufgestellt hatte und man das Tetraeder (als Inbegriff von vier Ebenen und vier 
Ecken) als auBerste Ausartung einer Kummerschen Fliiche ansehen kann. K.] 
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Die 28 Doppeltangenten einer beliebigen ebenen Durchschnittskurve 
einer K ummerscken Flache teilen sick in zwei Gruppen von 16 und 12. 
Die Doppeltangenten der ersten Gruppe sind der Durckscknitt der Ebene 
der Kurve mit den 16 Doppelebenen der Flacke. Die 12 Doppeltangenten 
der zweiten Gruppe sondern sick in Gruppen von zwei. Die seeks Punkte, 
in wel:;ken sick beziiglick die Linien der versckiedenen Paare sckneiden, 
sind die aut einem Kegelscknitt gelegenen secks Punkte, welcke der Ebene 
der Kurve in den secks Fundamentalkomplexen entsprecken. 

Die Doppeltangenten einer K ummerscken Flacke bilden secks ver
schiedene Kongruenzen der zweiten Ordnung und Klasse, deren jede einem 
der se.-:,hs Fundamentalkomplexe angek6rt1 ;). 

16. Ausgezeichnet unter den in bezug auf die sechs Fundamental
komplexe zusammengehorigen Systemen von 16 Punkten und 16 Ebenen 
der Kummerschen Fliiche ist das System der 16 Doppelpunkte und 
16 Doppelebenen derselben. An Stelle des zugehOrigen zweiten Systems 
tritt in diesem FaIle das System der 16 Beriihrungskegel und der 16 Be
riihrungskurven. Die 96 Doppeltangenten werden durch die 96 Buschel 
solcher gerader Linien ersetzt, welche bezuglich innerhalb einer der Doppel
ebenen durch einen der Doppelpunkte hindurchgehen. 

Die Bestimmung der Singularitatm einer K ummerscken Flacke 
Mingt von der A utl6sung einer Gleickung sechsten Grades und mekrerer 
quadratischer Gleichungen ab 16). 

Um die Fundamentaltetraeder aus dem Singularitiitensystem einer 
Kummerschen Fliiche zu finden, hat man diejenigen 30 geraden Linien 
zu konstruieren, welche acht der 120 Durchschnittslinien der 16 Doppel
ebenen schneiden. 

Wenn auI3er den sechs Fundamentalkomplexen eine der Doppelebenen 
der Kummerschen Fliiche bekannt ist, liiI3t sich die Fliiche konstruieren 17). 

Denn indem dann durch die Fundamentalkomplexe siimtliche 16 Doppel
ebenen und die Beriihrungskurven in ihnen gegeben sind, kennt man zur Kon
struktion einer beliebigen ebenen Durchschnittskurve der Fliiche 16 Doppel
tangenten und die Beruhrungspunkte auf denselben. 

Enthiilt die gegebene Doppelebene einen der 60 Eckpunkte der Funda
mentaltetraeder, so wird die zugehOrige Kummersche Fliiche ein Tetraedroid. 

Ein Tetraedroid ist dadurck ckarakterisiert, dafJ die sechs in einer 

15) Vgl. Kummer. Abhandl. der Berl. Akad., 1866. 
16) C. Jordan in Crelles Journal, Bd. 70 (1869). 
17) Wenn man die Doppelebene durch eine derjenigen 320 geraden Linien hin

durchlegt, welche drei der 60 Eckpunkte der 15 Fundamentaltetraeder enthalten, so 
erhiilt man eine Fliiche, die dem Modelle entspricht, dessen Herr Kummer (Monats
berichte der Berl. Akad., 1864) Erwiihnung tut. 
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Doppelehene desselben liegenden Doppelpunkte ein Brianchonsches Sechs
eck bilden. 

Die Singularitiiten eines Tetraedroids sind algehraisch bestimmbar. 

17. Wir wenden uns zur Betrachtung der Komplexe zweiten Grades 
zuriick. 

Diejenigen geraden Linien, welche Durchschnittslinien zweier Ebenen 
sind, in welche sich ein Komplexkegel aufgelost hat, oder, was auf das
selbe hinauskommt, diejenigen geraden Linien, welche Verbindungslinien 
zweier Punkte sind, in welche eine Komplexkurve zerfallen ist, sind die 
singuliiren Linien des Komplexes. Dieselben bilden eine Kongruenz del: 
vierten Ordnung und Klasse. Die singularen Linien beriihren die Singu
laritatenflache des Komplexes. Der Beriihrungspunkt heiSt der zugeordnete 
singuliire Punkt, die Beriihrungsebene die zugeordnete singuliire Ebene. 
Der Komplexkegel, dessen Mittelpunkt der zugeordnete singulare Punkt 
ist, hat sich in die beiden Tangentialebenen der Singularitatenflache auf
gelost, die auBer der doppelt zu zahlenden zugeordneten singularen Ebene 
durch die singulare Linie hindurchgehen. Entsprechend ist die Komplex
kurve in der zugeordneten singularen Ebene in das System derjenigen 
beiden Punkte zerfallen, welche der singularen Linie neben dem doppelt 
zu zahlenden zugeordneten singularen Punkte mit der Singularitatenflache 
gemein sind 18). 

Die Komplexkurve, welche in einer beliebigen Ebene liegt, beriihrt 
die Durchschnittskurve vierter Ordnung der Ebene mit der Singulalitaten
flache in vier Punkten. Gemeinschaftliche Tangenten beider Kurven in 
diesen Punkten sind die vier in der Ebene liegenden singularen Linien 19). 

Welche unter den Tangenten der Singularitatenflache in einem ge
gebenen Punkte derselben dem gegebenen Komplexe als singulare Linie 
angehOrt, ist durch die Flache selbst noch nicht bestimmt. Es kann eine 
aus der einfach unendlichen Anzahl der Tangenten willkiirlich als singulare 
Linie angenommen werden; dann laBt sich ein zugehOriger Komplex ein
deutig bestimmen. Aus der zugeordneten singularen Ebene leitet sich ver
moge der sechs Fundamentalkomplexe ein System von 16 singularen Ebenen 
abo Sobald die beiden Punkte, in welche die Komplexkurve fiir die eine 
singulare Ebene zerfallen ist, durch Auflosung einer quadratischen Gleichung 
bestimmt worden sind, sind die entsprechenden Punkte in den iibrigen 
Ebenen bekannt. Sechs unter denjenigen Komplexlinien, welche durch 
einen der Schnittpunkte von drei der 16 Ebenen hindurchgehen, sind also 
gegeben und deshalb die Komplexkegel fiir diese Punkte linear konstruier-

"") Pliicker, Neue Geometrie. Nr.317. 
19) Pliicker, Neue Geometrie. Nr.318. 
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bar. InClem diese Schnittpunkte zu sechs auf einer jeden der 120 Durch
schnittslinien von zwei der 16 Ebenen liegen, kennt man die zu diesen 
Linien gehorigen KomplexfHichen. Zur Konstruktion der in einer beliebigen 
Ebene liegenden Komplexkurve kann man also tiber 240 Tangenten verftigen. 

Wenn eine Kummersche Flache und eine dieselbe beruhrende gerade 
Linie gegeben ist, so kann man einen Komplex zweiten Grades eindeutig 
konstruieren, welcher die Fliiche zur Singularitiitenflache und die gerade 
Linie zur singularen Linie hat. 

Eine K ummersche Fliiche ist die Singularitiitenfliiche fur eine e~n
fach unendliche Schar von Komplexen zweiten Grades. 

Eine K ummersche Fliiche hiingt von 18 Konstanten ab 20). 
Wenn die gegebene gerade Linie eine Doppeltangente del' Flache isL 

so artet der zugehorige Komplex in den doppelt zu zahlenden lineal'ell 
Fundamentalkomplex aus, welchem die Doppeltangente angehort. 

Zu der Schar von Komplexen zweiten Grades, welche eine gegebene 
Kurnmersche Fliiche zur Singularitiitenflache haben, geh6ren auch die 
doppelt zu ziihlenden sechs linearen Fundamentalkomplexe. Als singuldre 
Linien eines solchen Komplexeii sind die ihm angehOrigen Doppeltangenten 
der Fliiche anzusehen. 

18. Ausgezeichnet unter den singularen Linien des gegebenen Kom
plexes sind diejenigen, welche die Singularitatenflache oskulieren. Die Tan
genten im Beriihrungspunkte gehoren samtlich dem gegebenen Komplexe an. 

Wenn eine K ummersche Fliiche und eine dieselbe beruhrende gerade 
Linie gegeben ist, gibt es aufJer dem eben konstruierten noch zwei weitere 
Komplexe, welclte die Fliiche zur Singularitiitenfliiche haben und die gerade 
Linie (aber nicht als singuliire Linie) enthalten. SinguUire Linien in dem 
Beruhrungspunkte del' gegebenen sind fur diese Komplexe die beiden Haupt
tangenten in diesem Punkte. 

Bei der Konstruktion eines solchen Komplexes sind zunachst die beiden 
Haupttangenten im Bertihrungspunkte durch eine quadratische Gleichung 
zu bestimmen. Die beiden Punkte, in welche sich die Komplexkurve inner
halb der zugeordneten singularen Ebene aufgelost hat, sind dann linear 
gegeben. 

Die Komplexkurve in einer beliebigen Ebene hat mit del' in derselben 
Ebene liegenden Durchschnittskurve viertel' Ordnung der Singularitaten
flache au.6er den vier doppelt zu zahlenden singularen Linien noch 2· 4 . 8 
- 2·4 = 16 Tangenten gemein. Die Beriihrungspunkte derselben mit der 
Durchschnittskurve del' Singularitatenflache sind diejenigen Punkte, in 
welchen die angenommene Ebene von der Kurve solcher Punkte der Singu-

20) Es stimmt das mit der von Berrn Kummer gegebenen Zahlung iiberein. 
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laritatenfHi.che geschnitten wird, in welchen die zugehOrige singuliire Linie 
mit einer Haupttangente zusammenfallt. 

Die K urve der singuliij'en Punkte, deren zugeordnete singuliire Linien 
die Singularitiitenfliiche oskulieren, ist von der 16. Ordnung. 

19. Sei eine K ummersche Flache und eine beliebige gerade Linie 
gegeben. Durch die gerade Linie gehen vier Ebenen der Flache, und auf 
ihr liegen vier Punkte derselben. Die biquadratische Gleichung zur Be
stimmung der vier Ebenen ist diesel be, wie die zur Bestimmung der vier 
Punkte. Dementsprechend kann man die vier Ebenen den vier Punkten 
einzeln zuordnen, und zwar auf vierfache Weise. N achdem iiber die Art 
der Zuordnung entschieden ist, ziehe man in einer der Ebenen durch den 
Beriihrungspunkt mit der K u m m er schen Flache und den zugeordneten Punkt 
eine gerade Linie. Derjenige Komplex, welcher die gegebene Kummersche 
Flache zur Singularitatenflache und die konstruierte gerade Linie zur singu
laren Linie hat, enthalt offenbar die gegebene gerade Linie. 

Es lassen sich vier Komplexe konstruieren, welche eine gegebene 
Kummersche Fliiche zur Singularitiitenfliiche haben und die aufJerdem 
eine gegebene gerade Linie enthalten. 

Die beiden auf der konstruierten singularen Linie liegenden Punkte 
bestimmen sich linear, indem der eine als Durchschnittspunkt der gegebenen 
geraden Linie mit der Flache bekannt ist. 

Wenn die gegebene gera'.le Linie die Singularitatenflache beriihrt, fallen 
zwei von den vier vorstehend konstruierten Komplexen in denjenigen zu
sammen, der die gegebene Linie zur singularen hat. 

Die Tangenten der Singularitiitenflache sind solche gerade Linien, 
fiir welche die biquadratische Gleichung, welche die vier einer gegebenen 
geraden Linie zugehorigen Komplexe bestimmt, eine doppelte Wurzel hat. 

Die Komplexgleichung der Singulm itiitenfliiche hat die Form einer 
Diskriminante. 

20. Die einfach unendliche Schar der zu einer gegebenen Kummer. 
schen Flache gehorigen Komplexe zweiten Grades bestimmt in jeder Ebene 
des Raumes ein System von Kegelschnitten, welche die Durchschnittskurve 
vierter Ordnung der Kummerschen Flache mit der Ebene viermal be
riihren. Das System ist von der vierten Klasse. lndem als Ausartungs
kegelschnitte die sechs den Fundamentalkomplexen entsprechenden Punkte 
mit ihrem Doppeltangentenpaare anzusehen sind, ist das System von der 
Ordnung 2·4 - 6 = 2. 

Durch eine K ummersche Flache wird in jeder Ebene des Raumes 
ein K egelschnittsystem der vierten Klasse und zweiten Ordnung besti'fYllmt. 

21. Diejenigen Linien des Komplexes, welche innerhalb einer Doppel
ebene der Singularitatenflache verlaufen, schneiden sich in einem Punkte 
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der Beriihrungskurve. Sie sind samtlich singulare Linien. Es kann dieser 
Punkt beliebig auf der Beriihrungskurve angenommen werden; dann ist ein 
zugehOriger Komplex linear bestimmt. Laf3t man den Punkt in einen der 
sechs auf der Beriihrungskurve liegenden Doppelpunkte riicken, so artet 
der Komplex in denjenigen Fundamentalkomplex aus, welchem das durch 
den Doppelpunkt in der angenommenen Ebene gehende Buschel gerader 
Linien angehOrt. Auf ahnliche Weise entspricht jedem Doppelpunkte der 
Flache eine Ebene, welche den Tangentialkegel im Doppelpunkte beriihrt21). 

Die 16 Punkte und 16 Ebenen entsprechen einander in bezug auf die 
sechs Fundamentalkomplexe. 

1m aIlgemeinen sind die Linien des gegebenen Komplexes keine Doppel
tangenten der Singularitatenflache. Es findet dies nur £iir diejenigen 
96 Biischel von singularen Linien statt, welche innerhalb einer Doppel
ebene der Flache durch einen Doppelpunkt gehen. 

Diejenigen 16 singularen Linien, welche in einer Doppelebene der 
Singularitatenflache liegen und die Beriihrungskurve der Doppelebene be
riihren, sind die einzigen Komplexlinien, welche die Singularitatenflache 
vierpunktig beriihren. Die 16 entsprechenden singularen Linien, welche 
durch die Doppelpunkte de Singularitatenflache gehen, sind die einzigen 
Komplexlinien, welche die dualistisch entgegengesetzte Eigenschaft besitzen. 

22. Einer jeden geraden Linie entspricht in bezug auf einen Komplex 
zweiten Grades eine zweite gerade Linie als Polare. Dieselbe steht zu der 
ersten in der doppelten Beziehung, einmal, daB sie der geometrische Ort 
ist £iir die Pole der ersten geraden Linie mit Bezug auf aIle. Kurven, die 
in den durch sie hindurchgelegten Ebenen von Linien des Komplexes um
hiiIlt werden, dann, daf3 sie umhiiIlt wird von den Polarebenen der ersten 
geraden Linie mit Bezug auf aIle Kegel, die in den Punkten derselben von 
Linien des Komplexes gebildet werden. Diese Beziehung zwischen den 
beiden Linien ist indes keine gegenseitige. Abgesehen von den Linien des 
Komplexes, deren jade sich selbst als Polare konjugiert ist, gibt es nur 
eine endliche Anzahl solcher gerader Linien, die selbst wieder die Polaren 
ihrer Polaren sind 22). 

Die Polaren der Diagonalen des von den vier in einer beliebigen Ebene 
liegenden singularen Linien gebildeten Vierseits schneiden sich in einem 
Punkte. Dieser Punkt wird der Pol der Ebene mit Bezug auf den Komplex 
genannt. Derselbe faUt zusammen mit dem Pol der Ebene in bezug auf 
die Singularitatenflache. - Auf ahnliche Weise entspricht jedem Punkte 
m bezug auf den Komplex eine Pola1·ebene. 

21) Pl iicker, Neue Geometrie. Nr. 321. 
22) PI iicker, Neue Geometrie. Nr. 299. 
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Der Pol einer singularen Ebene ist ihr Beriihrungspunkt mit der Singu
laritatenflache, die Polarebene dieses Punktes ist wiederum die gegebene 
singulare Ebene. 

Aber im allgemeinen ist die Beziehung zwischen Ebene und Pol, Punkt 
und Polarebene keine gegenseitige. Es tritt das - abgesehen von den 
singularen Ebenen und Punkten - nur bei einer endlichen Anzahl von 
Ebenen und Punkten ein 23). 

23. Der gegebene Komplex des zweiten Grades werde auf ein be
liebiges der 15 Fundamentaltetraeder bezogen. Dann nimmt seine Glei
chung die folgende Form an 24): 

.:i) aikri2k + 2Araprr~ + 2Brarr~p + 2Cra~rPr = 0, 

wo r ik Strahlen- oder Achsenkoordinaten bedeuten. 
Wird die Gleichung des gegebenen Komplexes zweiten Grades in bezug 

auf eins der 15 Fundamentaltetraeder als Koordinatentetraeder geschrieben, 
so treten in derselben aufJer den Quadraten der Veriinderlichen die Produkte 
von nur solchen Veriinderlichen auf, welche sich auf gegenuberstehende 
Kanten des Tetraeders beziehen. 

Es ist leicht zu sehen, dal3 diese Gleichungsform fUr die Fundamental
tetraeder charakteristisch ist. Man schliel3t weiter: 

Wenn der gegebene Komplex aUf ein beliebiges Koordinatentetraeder 
bezogen wird und in der entsprechenden Gleichung zwei Veriinderliche, 
die sich auf gegenuberstehende Kanten des Koordinatentetraeders beziehen, 
aufJer als Quadrate nur in gegenseitiger Verbiniung auftreten, so sind 
die betreffenden Kanten zwei zusammengeh6rige aus dem System der Funda
mentaltetraeder. 

Die vorstehende Gleichungsform zeigt, dal3 die gegeniiberstehenden 
Kanten des zugrunde gelegten Tetraeders einander gegenseitig entsprechende 
Polaren in bezug auf den gegebenen Kom plex sind. 

Von den 30 Kanten der Fundamentaltetraeder entsprechen sich die 
zusammengeh6rigen in bezug aUf den Komplex gegenseitig als Polaren. 

Die 30 Kanten der Fundamentaltetraeder sind, abgesehen von den 
Linien des Komplexes, die einzigen geraden Linien, welche diese Eigen
schaft besitzen. 

Und hieraus schlie.Bt man: 

Von den 60 Eckpunkten und 60 Seitenfliichen der Fundamental
tetraeder entsprechen sich die zusammengeh6rigen gegenseitig in bezug auf 
den Komplex als Pol und Polarebene. 

>3) Pliicker, Neue Geometrie. Nr.328, 330, ~37. 
24) VgI. Nr. 6. 
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E8 gibt, abgesehen von den 8inguliiren Punkten und Ebenen, keine 
weiteren Punkte und Ebenen, die 8ich gegenseitig in bezug auf den Komplex 
zugeordnet 8ind. 

Inso£ern das Verhaltnis von Ebene und Pol, Punkt und Polarebene 
als durch die Singularitatenfiache vermittelt angesehen werden kann, lassen 
sich die vorstehenden beiden Satze auch als Eigenscha£ten der K ummer
schen Flache aussprechen. 

24. Ahnliche Untersuchungen, wie die vorstehenden, sind bereits in 
der Abhandlung tiber Komplexe zweiten Grades von Herrn Battaglini llli) 

enthalten. Nur sind die Voraussetzungen, welche er zugrunde legt, nicht 
allgemein genug. Unter r ik Strahlell- oder Achsenkoordinaten verstanden, 
gibt er dem Komplexe zweiten Grades die folgende Gleichung: 

welche drei Glieder weniger besitzt, als die letzt-vorangehende, in welcher 
der Komplex auf eins der Fundamentaltetraeder bezogen ist. In der Tat 
enthalt sie nur 17 Konstanten, wahrend der Komplex von 19 Konstanten 
abhangt. Dementsprechend verschwinden zwei der simultanen Invarianten, 
welche sich aus ihr und der zwischen den Linienkoordinaten bestehenden 
Bedingungsgleichung ableiten lassen. 

Der Komplex, welchen Herr Battaglini untersucht, ist dadurch parti
kularisiert, dal3 ftir denselben die um eine passende Konstante vermehrten 
Grol3en k1 , k2' ... , k6 einander entgegengesetzt gleich werden. Infolge
dessen ist eins der Fundamentaltetraeder, dasselbe, auf welches der Komplex 
in seiner vereinfachten Gleichung bezogen ist, vor den tibrigen ausgezeichnet, 
und die Singularitatenflache wird ein Tetraedroid, welches zu diesem Te
traeder gehOrt. (Nr. 16.) 

IV . 

.Algebraische Darstellung. 

25. Der gegebene Komplex sei, wie oben, durch die Gleichung be
stimmt: 
(2) 
wo: 
(1 ) xi + x; + ... + x; = o. 
Vermoge der Gleichung (1) ist es gestattet, die Grol3en k um eme 

2fi) Atti della Reale Accademia di Napoli, 3 (1866), Bowie Giomale di Mate
matiche, Napoli, Bd. 6 (1868). 
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beliebige Konstante wachsen zu lassen, ohne daB der Komplex ge
andert wird. 

Die singular en Linien des Komplexes sind alsdann dargestellt ~6) 
durch (1), (2) und die folgende Gleichung: 

(3) k; x; + k: xi + ... + ki xi = 0 . 

Sei unter (x) eine beliebige singulare Linie verstanden, so sind die 
Koordinaten (y) einer derjenigen geraden Linien, welche innerhalb der (x) 
zugeordneten singularen Ebene durch den zugehorigen singularen Punkt 
gehen, von der folgenden Form: 

( 4 ) Q y" = (ka + (J) Xu , 

wo e einen Proportionalitatsfaktor, (J eine Konstante bedeutet 27). Die 
durch (4) dargesteUten geraden Linien mogen die zugeordneten der singu
Hi.ren Linie (x) heiBen. Die Gesamtheit der zugeordneten Linien alIer 
singularen Linien faUt mit der Gesamtheit der Tangenten der Singularitaten
flache zusammen. 

Wenn die singulare Linie (x) so bestimmt wird, daB die zugeordneten 
Linien dem gegebenen Komplexe (2) angehOren, so oskuliert sie die Singu
laritatenflache. Man findet also zur Darstellung der oskulierenden singu
liiren Linien auBer (1), (2), (3) die Gleichung: 

(5) k~xi + k:x.; + ... + k:x; = O. 

Die von den oskulierenden singularen Linien gebildete Linienflache ist von 
der 16. Ordnung und 16. Klasse. 

Die 32 ausgezeichneten singuliiren Linien, welche beziiglich in einer 
der Doppelebenen der Singularitatenflache liegen und die in derselben ent
haltene Beriihrungskurve beriihren, oder durch einen der Doppelpunkte der 
Singularitatenflache gehen und Erzeugende des Tangentialkegels in dem
selben sind, sind durch die Bedingung bestimmt, daB ihre zugeordneten 
singularen Linien selbst wieder singulare Linien sind. Ihre Koordinaten 
geniigen also auBer den Gleichungen (1), (2), (3), (5) auch noch der 
folgenden G lei chung : 

(6) ktx; + kix; + ... + kix: = O. 

Durch Auflosung findet man: 

(7) 

26. Wenn Xl' x2 ' ••• , X6 und (J willkiirliche Parameter bezeichnen, 
welche den Gleichungen (1), (2), (3) Geniige leisten, so ist eine beliebige 

26) Plucker, Neue Geometrie. Nr.300. 
27) Pliicker, Neue Geometric. Ebenda. 
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der Tangenten der Singularitatenfliiche durch die Gleichung (4) gegeben. 
Durch Elimination von Xl' X2 ' ••• , X6 ergibt sich: 

(8) 

(9) 

(10) 

Y; + Y22 + ... + Y: = 0, 
Yt2 Y22 yl 

ii;-ta + k;;+'a + ... + k~+;; = 0, 
2'') :! 

~-o + _YJ---:; + ... + ~ 11.6 ~-' .• = 0 . 
(kl+a)" (k2'+'a)" (k6+ a )" 

Die Gleichung (9) ist eine Gleichung vierten Grades zur Bestimmung 
von a. Die Gleichung (10) sagt aus, daB der nach a genommene Diffe
rentialquotient der Gleichung (9) verschwinde. 

Die Komplexgleichung der Singularitiitenfliiche ist die nach a ge
nommene Diskriminante der Gleichung (\)). 

Wie das sein muB, wird diese Komplexgleichung vom 12. Grade. 
Unter a eine willkiirliche GroBe verstanden, stellt die Gleichung (9) 

einen Komplex des zweiten Grades dar. Derselbe hat mit dem gegebenen (2) 
die SingularitatenfHiche gemein. Denn das System der Gleichungen (8), 

( 9), (10) bleibt ungeandert, wenn ka allgemein durch ka ~ a ersetzt wird. 

Die Gleichung (9) stellt das zu der Singularitatenfliiche des gegebenen 
Komplexes zugehorige System von Komplexen zweiten Grades dar. 

Die Gleichung (9) ist durchaus analog den Gleichungen, welche bei 
der Bestimmung konfokaler Kurven oder Flachen zweiten Grades auftreten. 

Wenn (y) eine gegebene gerade Linie bedeutet, bestimmt die Glei
chung (9) vier zugehOrige Werte von a. Von denselben werden zwei ein
ander gleich, wenn (y) eine Tangente der Singularitatenflache ist. 

Die Haupttangenten der Singularitatenflache sind dadurch charakte
risiert, daB drei Wurzeln der Gleichung (9) gleich werden; sie sind also 
durch (8), (9), (10) und die foIgende Gleichung gegeben: 

(11) __ !ILs + ---¥l-a + '" + --y.L-a = O. 
(kl+a) (k2+a) (k6+ a ) 

Endlich sind diejenigen geraden Linien, welche die Beriihrungskurven in 
den Doppelebenen der Singularitatenflache umhiillen, beziiglich die Be
riihrungskegel in den Doppelpunkten derselben erzeugen, durch (8), (9), 
(10), (11) und die folgende Gleichung bestimmt: 

(12) __ l!:L, + _111 4 + ... + -~Y.~-4 = O. 
(kl+a) (k2+a) (ko+a) 

Sei irgendeinem Werte von a entsprechend das System der Glei
chungen (8), (9), (10), (11), (12) aufgelost. Die in dem entsprechenden 
Komplexe (9) den so bestimmten geraden Linien zugeordneten Linien sind 
selbst wieder singulii.re Linien. Ihre zugeordneten Linien bilden die Ge-
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samtheit der in den Doppelebenen der Singularitiitenfliiche liegenden und 
rIer dUTCh die Doppelpunkte derselben hindurchgehenden geraden Linien. 
Die Koordinaten einer solchen geraden Linie lassen sich also unter der 
Form schreiben: 

( 13) 0 x = (2 + __ f!_ + --~-) Y 
" " ka+a (ka+a)2 a, 

wo Ya eme Lasung der Gleichungen (8), (9), (10), (11), (12) ist. Diese 
Form bleibt unverandert, welchen Wert man a erteilen mag. 

Es eriibrigt, die Doppeltangenten der Singularitatenflache zu bestimmen. 
Fiir die von denselben gebildeten sechs Kongruenzen ergibt sich aus (9) 
und (10), indem a der Reihe nach = - k1 , = - k2 usw. gesetzt wird: 

2 ' 
Y" + I YiS 0 

~k-k "·'k--k=·' 
:2 1 6 '1 

( 14) 

Auf dieselben Gleichungen kommt man aus ( 4), wenn man a = - kl' = - k~ 

usw. setzt und hierauf Xa aus (1), (2), (3) eliminiert. 

Die bei den vorstehenden Betrachtungen vorausgesetzte Umformung 
der Komplexgleichung ist in vielen Fallen nicht moglich. Unter die bier 
ausgeschlossenen Komplexe gehart auch der von Herrn Th. Reye be
trachtete, dessen Linien der Durchschnitt entsprechender Ebenen zweier 
kollinearer raumlicher Systeme sind 28). Derartige Komplexe sind durch 
das Auftreten von Doppellinien, Ausnahmepunkten und Ausnahmeebenen lI9) 
ausgezeichnet. Eine Dbersicht iiber die bei ihnen zu unterscheidenden FaIle 
denke ich bei nachster Gelegenheit zu geben. 

[Vielleicht ist es niitzlich, aus den Formeln des Abschnittes IV noch folgende 
Regeln zu abstrahieren: 

Wiihrend der einzelne Komplex .2 kiXi2 ungeandert bleibt, wenn man fiir die 

k; irgendwelche kt' = a k; + b setzt, wird die ganze Komplexschar und damit die zu 
ihr gehorige K u m mer sche Flache erhalten bleiben, wenn man die kt' gleich irgend-

welcher linearer Funktion der k i setzt: k/ = .!:.kk!±~. K.] 
" i+ U 

Gattingen, 14. Juni 1869. 

28) Reye, Die Geometrie der Lage. Hannover, C. Rumpler, 1868. 
29) Plucker, Neue Geometrie. Nr.313. 



III. Die allgemeine lineare Transformation der 
Linienkoordinaten. 

[Math. Annalen, Bd.2 (1870).] 

Die Bedeutung der Linienkoordinaten ist zunachst in ihrer steten 
Verbindung mit den Punktkoordinaten einerseits und den Ebenenkoor
dinaten andererseits zu suchen. Dem entsprechend stellen sich die Linien
koordinaten dar als die Determinanten aus den Koordinaten zweier Punkte 
oder zweier Ebenen. Indessen scheint es, als wenn der Fortgang der 
allgemeinen Theorie es wunschenswert mache, die Linienkoordinaten un
abhii.ngig von dieser Beziehung als selbstandige Veranderliche zu betrachten. 
Dieselben haben alsdann eine Bedingungsgleichung zweiten Grades zu er
fullen, welche eine Identitat ist, sobald wir zu dem Ausdrucke der Linien
koordinaten in den Koordinaten zweier Punkte oder zweier Ebenen zurUck
gehen. Die Theorie der Linienkomplexe fallt mit der Theorie der simultanen 
Formen der Komplexgleichung und dieser Bedingungsgleichung zusammen. 

Die nachste hier entstehende Frage ist die nach der geometrischen 
Bedeutung der allgemeinen linearen Transformation der Linienkoordinaten. 
Ich erledige dieselbe in der folgenden N otiz durch eine entsprechende 
aUgemeinere Definition der Linienkoordinaten, bei welcher ich, wie dies 
bereits Herr Zeu then getan hat t ) , von dem Moment zweier gerader 
Linien in bezug auleinander als einfacher MaI3bestimmung ausgehe. 
'Oberdies betrachte ich als bekannt den BegriU des Unearen KomplexeIJ, 
sowie den der involutorischen Lage zweier solcJ"er Komplexe~). 

1. [Vorbemerkung 3). Da Moment ein metrischer Begriff ist, wird es 
gut sein, zunachst von gewohnlichen rechtwinkligen Punktkoordinaten x, y, z 
auszugehen, also die Linienkoordinaten Pik so zu definieren: Pt2 = X - x', ... , 
P34 = yz' - y' z, . .. Das Moment zweier Geraden P und P' druckt sich 
dann In bekannter Weise durch die Formeln aus: 

(a) 

1) Math. Annalen, Bd. 1, S. 432. 
2) Vgl. Math. Annalen, Bd. 2, S. 201 (siehe Abh. II dieser Auegabe, S. 56). 
3) [Erst in dieser Auegabe zur Richtigstellung bez. Klarstellung aller EinzeI-heiten 

eingefiigt, unter gleichzeitiger Anderung einiger Stellen in Nr. 1. K.] 
K lei n. Gesammelte math. Abhandlungen. I. 6 
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(wo im N enner die Ausdriicke stehen, welche verschwinden, wenn P bez. p' 
den Kugelkreis schneidet). Der Zahler von M gibt, seinerseits gleich Null 
gesetzt, die Bedingung dafur, daB die Gerade p dem "speziellen" linearen 
Komplex angehOrt, dessen samtliche Gerade p' schneiden. Schreiben wir 
dementsprechend die Gleichung eines allgemeinen linearen Komplexes 

(b) 0 = P 12 a:H + P13a42 + P14a23 + P34a12 + P42al3 + P2Sa14' 

so ist es naturlich, den folgenden A usdruck,' 

( c) M' = 'P12 a34 + plS_a~± E14~!l3c+ P34 a12. + ]142 ~13 + P23 a14 

V Pf2+ pl3+ pl. Vaf2+ als+ ai. 

als Moment der Geraden P in bezug auf den linearen Komplex a zu be
zeichnen, iiberhaupt aber als Moment zweier linearer Komplexe a, a' in 
bezug aufeinander: 

(d) 

LaBt man hier a mit a' zusammenfallen, so hat man das, was Plucker 
den Parameter K des bez. Komplexes nannte, mit 2 multipliziert. 

Nun findet man fUr M" durch geschickte Partikularisierung des 
Koordinatensystems Ieicht foIgende geometrische Definition: 

(e) Mil = 6. sincp + (K + K')coscp, 

unter K, K' die Parameter der linearen Komplexe, unter 6. den Abstand 
ihrer Hauptachsen, unter cp deren gegenseitige N eigung verstanden (wo 
6. sin f{' natiirlich das Moment der beiden Hauptachsen in bezug anfein
ander bedeutet). Danach ist es klar, was der Ausdruck M' (c) bedeutet; 
man hat in (e) nur K' gleich 0 zu setzen.] 

Dies vorausgesetzt, seien nun sechs lineare Komplexe gegeben, die 
mit den Symbolen Xl' X 2 , ••• , X6 bezeichnet sein mogen. Dber ihre 
gegenseitige Lage mache ich nur die Voraussetzung, daB es keinen linearen 
Komplex gibt, der mit samtlichen sechs zugleich in Involution liegt ... 
Die relativen Werte der mit gegehenen Konstanten multiplizierten Momente 
einer geraden Linie in bezug auf diese (Komplexe) betrachte ich als die 
homogenen Koordinaten derselben. 

Dieselben seien durch Xl' x2 '" ., X6 bezeichnet. Damit die gerade Linie 
einem der Komplexe X angehOre, muB die betreffende Koordinate ver
schwinden. X = 0 ist also die Gleichung des Komplexes X. 

Einem beliebig gegebenen Wertsysteme der X entspricht im allgemeinen 
keine gerade Linie. Damit dieses stattfinde, mussen die x eine Bedingungs
gleichung des zweiten Grades erfUllen: 

- 2 0 f=az = , 
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In welcher die a Konstanten sind. Aus der Form dieser Gleichung wird 
es erlaubt sein, auf die Art und die gegenseitige Lage der zugrunde ge
legten sechs linearen Komplexe X zu schlieBen. 

N eben die hier gegebene Koordinatenbestimmung stellt sich sotort 
eine zweite. Wir erhalten dieselbe, wenn wir die halben nach den einzelnen 
x genommenen partiellen Differentialquotienten von f als neue Verander
liche u1 ' u2 ' ••• , u6 einfiihren. Dieselben sind proportional den mit pas
senden Konstanten multiplizierten Momenten der geraden Linie in bezug 
auf sechs line are Komplexe U1 , U2 , ••. , Ufl' welche beziiglich durch u = 0 
dargestellt werden. 

lndem wir die u an Stelle der X in f einfiihren, erhalten wir eine Form: 

rp = u; =:= (abcdeu )'2, 

deren Verschwinden die Bedingung ist, damit einem gegebenen Wertsysteme 
der u eine gerade Linie entspricht. 

Dabei ist: 
f=--=<f!=_ux ' 

2. Die Koordinaten zweier gegebener gerader Linien selen, III der 
zwiefachen Koordinatenbestimmung, beziiglich x, y und u, v. Wir bilden 
uns den Ausdruck: 

Derselbe stellt, bis auf leicht anzugebende Faktoren, das Moment der 
beiden geraden Linien in bezug aufeinander dar. Die Gleichung: 

u y "c Vx == axay::cc u"v" = 0 

vertritt also, wenn wir in ihr die y, v als fest, die x, u als veranderlich 
betrachten, die Gesamtheit derjenigen Linien (x, u), welche eine gegebene 
Gerade (y, v) schneiden. 

Hiernach entspricht die doppelte Koordinatenbestimmung, x und u, 
der zweifachen Bedeutung, in welcher die gerade Linie in der vorstehen
den Gleichung - sowie uberhaupt in den hier anzustellenden Betrach
tungen - auttritt. Das eine Mal ist die gerade Linie Raumelement, das 
andere Mal stellt sie die Gesamtheit der sie schneidenden geraden Linien 
dar. Der ersten Vorstellung entsprechen die Koordinaten x, der zweiten 
die Koordinaten u, oder umgekehrt, je nachdem wir bei ihrer Bestimmung 
von den Komplexen X oder den Komplexen U ausgehen. 

3. Wenn wir in die vorstehende Gleichung an Stelle von y, v beliebige 
GroBen setzen (welche nicht mehr der Gleichung 

f=O, rp=O 

zu geniigen brauchen), stellt dieselbe einen linearen Komplex dar. Die 
GroBen y, v bezeichne ich als die K oordinaten dieses K omplexes. 

6* 
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Dadurch, da13 man diese Koordinaten in (, qJ einfiihrt, entsteht ein 
Ausdruck, den ich als Invariante des Komplexes bezeichnet habet). Bis 
auf leicht zu bestimmende Faktoren ist die Invariante gleich dem Para
meter 5) des Komplexes. Das Verschwinden der Invariante gibt an, da13 
der Komplex ein spezieller Komplex ist. 

Als simultane I nvariante zweiEr linearer Komplexe (x, u) und (y, v) 
habe ich den Ausdruck bE'zeichnet 6): 

Derselbe hat die folgende g( ometrische Bedeutung. Seien die Parameter 
der beiden Komplexe bezuglich K und K', der Abstand ihrer Haupt
achsen 6., die gegenseitige N eigung derselben qJ, so ist die simultane In
variante bis auf leicht angebbare Faktoren: 

6.sinlp+(K +K')cosqJ. 

Diese letztere GroBe solI das Moment der beiden linearen Komplexe in 
bezug aufeinandEr genannt werdm. [V gl. Vorbemerkung in Nr. l.J 

Das Verschwinden der simultanen Invariante zweier Komplexe sagt 
aus, daB die beiden Komplexe in Involution liegen. 

Fur die simultanen Invarianten eines gegebenen Komplexes mit den 
Komplexen X beziiglich U finden wir seine bEtreffenden Koordinaten. Als 
Koordinaten eines Komplexes ersten Grades sind die relativen Werte 
der mit gegebenen Konstanten multiplizierten Momente desselben mit 
Bezug auf die seehs gegebenen Komplexe anzusehen. 

4. Indem wir den Variabeln in der Gleichung eines Komplexes un
beschrankte Veranderlichkeit erteilen, gelangen wir, nach dem Vorstehen
den, zu einer zweifaehen Auffassung eines linearen Komplexes. Das 
eine Mal ist der lineare Komplex Element, das andere Mal Vertreter der 
Gesamtheit der mit ihm in Involution liegenden linearen Komplexe. 

Die bei dieser Anschauung zunachst III Betracht kommenden Gebilde 
sind diejenigen, welche durch 

1, 2, ii, 4, 5 

lineare Gleichungen zwischen den Komplexkoordinaten definiert werden. 

4) Math. Annalen, Bd. 2, S.201. [Siehe Abh. II dieser Ausgabe, S.56.] Wenn 
man in f, rp bezw. die nach den einzelnen u, x genommenen partiellen Differentialquo
tienten irgendeiner Komplexgleichung an Stelle der Variabeln einsetzt, entsteht ein 
Ausdruck, welcher, gleich Null gesetzt, denjenigen kovarianten Komplex darstellt, der 
mit dem gegebenen die singularen Linien desselben bestimmt. (Pliicker, Neue Geo
metrie, S. 296.) 

5) PI ii c k e r, Neue Geometrie. S. 38. 
6) Math. Annalen a. a. O. [Siehe Abh. II dieser Ausgabe.] 



III. Lineare Transformation der Linienkoordinaten. 85 

Mogen fUr diese Koordinaten zunachst die X gewahlt sein. Dann erhalt 
man diesel ben Gebilde beziiglich durch: 

5, 4, 8, ::l, 1 

Gleichungen zwischen den u bestimmt. Dem entspricht eine doppelte 
Auffassung der dargestellten Gebilde. Wie sieh dieselbe bei den End
gliedern der vorstehenden zwei Reihen (1, 5), (5, 1), die beide lineare 
Komplexe sind, gestaltet, ist bereits erortert. Bei (2, 4), (4, 2), welche 
beide Kongruenzen sind, kommt dieselbe, wenn wir uns auf die Betraeh
tung spezieller Komplexe besehranken, darauf hinaus, als eine lineare 
Kongruenz entweder die Gesamtheit der geraden Linien, welehe zwei ge
gebene sehneiden, oder solche zwei gegebene gerade Linien selbst zu be
trachten. In der doppelten Darstellungsweise von (3, 3) endlich ist die 
doppelte Erzeugung der Flaehen zweiten Grades durch gerade Linien aus
gesproehen. 

5. N aeh diesen Erorterungen ergibt sieh fiir das hier zugrunde gelegte 
Koordinatensystem der X und U das Folgende. 

Die Koordinaten von Xl in dem Systeme der U, sowie die von U I 
III dem Systeme der X, sind: 

1, 0, 0, 0, 0, 0. 

Es sind also die U diejenigen secks Komplexe, welcke mit jedesmal 
fun! der Komplexe X in Involution liegen. Diese Beziehung zwi8chen 
den X und U ist eine gegen8eitige. 

Fiir die Koordinaten von X I in dem System der X finden wir: 

und fiir die Koordinaten von U1 in dem Systeme der U: 

Die Koeftizienten a, a sind die Invarianten der Komplexe X, U. 
Mit dem Koordinatensysteme in unmittelbarem Zusammenhange stehen 

die dureh die Komplexe X oder die Komplexe U bestimmten gemein
samen Elemente. Dabei findet die Reziprozitat statt, daJ3 alles, was nach 
der einen Auffassung der geraden Linie (des linearen Komplexes) einer 
Anzahl von Komplexen X gemeinsam angehort, nach der anderen Auf
fassung den Komplexen U zukommt, welche den noeh iibrigen X ent
sprechen. 

So bestimmen zwei Komplexe X, z. B. Xl' X 2 eine Kongruenz, 
deren Direktrizen diejenigen beiden Linien sind, welehe Us, U4 , U5 , U6 

zugleich angehOren. 
1m ganzen bestimmen die Komplexe X, sowie die Komplexe U, 

15 Kongruenzen. Die Direktrizen einer Kongruenz einer dieser beiden 
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Gruppen werden durch die Direktrizen von sechs Kongruenzen der anderen 
Gruppe geschnitten. 

Drei Komplexe X, z. B. Xl' X 2 , Xs' bestimmen eine FHiche zweiten 
Grades vermoge der Linien ihrer einen Erzeugung. Dieselbe Flache gebOrt 
vermoge der Linien ihrer anderen Erzeugung den Komplexen U4 , U5 , U6 an. 

6. Wir mogen noch kurz die folgenden Bemerkungen hinzufugen. 
So oft einer der Koeffizienten akk , lXkk verschwindet, wird einer der 

Komplexe X, bezuglich U ein spezieller Komplex. Sind insbesondere 
alle akk und Cik1, gleich Null, so bilden die zwolf geraden Linien X und U 
eine [Schlii£lische] DoppelsecM. Als ein ausgezeichneter Fall dieser Grup
pierung ist das System der sechs Kanten eines Tetraeders zu betrachten, 
fUr welches die X von den U nur durch die Anordnung verschieden sind. 

Dann ist noch hervorzuheben dasjenige KoordinatClnsystem, fur welches 
die Komplexe X mit den Komplexen U identisch werden 7). Dasselbe ist 
durch das Verschwinden siimtlicher Koeffizienten in t, rp au13er denen mit 
gleichen Indizes charakterisiert. 

Gottingen, den 4. August 1869. 

') Von der Betrachtung eines derartigen Systems bin ich in dem Aufsatze: Zur 
Theorie der Komplexe ersten und zweiten Grades [Math. Annalen, Bd. 2 (siehe 
Abh. II dieser Ausgabe l] ausgegangen. 



TV. fIber Abbilliung <ler KomplexfHiclum viertel' Or(lnung 
un<l vierter Klas!ole. 

[Math. Annalen, Bd.2 (1870).; 

Herr Clebsch hat in den Math. Annalen (Bd. 1, S. 253) die Abbildung 
der FBi-chen vierter Ordnung mit einer Doppellinie gegeben. Ein Beispiel 
fUr Flachen dieser Art bilden die Komplexfiachen vierter Ordnung und 
vierter Klasse, deren Erzeugung sich an die Linienkomplexe zweiten Grades 
ankniipftl). Ausgezeichnet sind diese Flachen dadurch, daB Kegelschnitte, 
nach welchen dieselben von den Ebenen, die durch die Doppellinie hin
durchgehen, geschnitten werden, nicht als Kurven der zweiten Ordnung, 
sondern als Kurven der zweiten Klasse definiert sind. 

Solch eine Komplexfiache besitzt acht paarweise zusammengehOrige 
Doppelpunkte. Die Verbindungslinien der beiden Doppelpunkte eines Paares 
sind die sogenannten singuliiren Strahlen der Flache. Die vier doppelt 
zu zahlenden singular en Strahlen sind - abgesehen von dem Doppelstrahl -
die einzigen Strahlen, welche der Flache angehoren. Die acht Doppel
punkte liegen zu vier in acht, paarweise zusammengehOrigen Doppelebenen. 
In jeder Doppelebene liegt ein Beriihrungskegelschnitt; und diese acht, 
doppelt zu zahlenden Kegelschnitte sind, abgesehen von der Kegelschnitt
schar in den durch die Doppellinie gehenden Ebenen, die einzigen Kegel
schnitte, welche auf der Flache liegen. J e zwei zusammengehOrige Doppel
ebenen schneiden sich in einem Punkte der Doppellinie. Diese Punkte 
heiBen die singuliiren Punkte der Flache. 

Es sind dies die Singularitaten der Flache, die bei ihrer Abbildung 
zur Sprache kommen, sofern man die Flache als durch Punkte erzeugt be
trachtet. 

Die Abbildung selbst gestaltet sich in der folgenden Weise. 
Das Bild der Doppellinie wird eine Kurve der dritten Ordnung. Auf 

derselben liegt ein doppelter Fundamentalpunkt o. Die Beriihrungspunkte a, 

1) Vgl. Plucker, Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung 
der geraden Linie als Raumelement. Leipzig, B. G. Teubner, 1868, 1869. 
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b, c, d der von 0 an die Kurve gezogenen vier Tangenten sind doppelt zu 
zahlende einfache Fundamentalpunkte. Die Tangenten mogen a, (3, r, c5 
heWen. 

Von den acht Doppelpunkten der Flache sind vier dargestellt durch 
a, fJ, r, b, die vier iibrigen durch a, b, c, d, doch in der Art, daJ3 eine 
auf der Flache liegende Kurve, deren Bild beziiglich durch a, b, c, d geht, 
nur dann die betrefl'enden Doppelpunkte enthalt, wenn sie nicht a, (3, r, b 
in a, b, c, d beriihrt. 

Die vier singuliiren Strahlen sind durch a, b, c, d dargestellt. Kurven, 
welche a, b, c, d enthalten und in denselben ct, (3, r, b beriihren, schneiden 
die entsprechenden singularen Strahlen in Punkten, die von den auf den
selben liegenden Doppelpunkten verschieden sind. 

Von den acht K egelschnitten, nach welchen die Doppelebenen die 
Flache beriihren, ist einer durch den Punkt 0, ein anderer durch den 
Kegelschnitt a, b, c, d, 0 abgebildet. Die sechs iibrigen sind durch die 
Verbindungslinien von a, b, c, d unter sich gegeben. 

Einer der vier singuliiren Punkte faIlt in den Fundamelltalpunkt O. 
AIle ihn enthaltenden Kurven beriihren in 0 die Kurve dritter Ordnung. 
Die iibrigen drei singularen Punkte sind der Durchschnitt je zweier zu
sammengehoriger der sechs Verbindungslinien von a, b, c, d. Diese Durch
schnittspunkte liegen auf der Kurve dritter Ordnung. 

Endlich sind die durch 0 hindurchgehenden geraden Linien das Bild 
der auf der Flache liegenden Kegelschnittschar. 

Gottingen, den 14. Juni 1869. 



v. Eine Abbildung des Linienkomplexes zweiten Grades 
auf den Punktraum. 

[Abgedruckt mit einigen im Interesse der VerstiindIichkeit gebotenen Umstellungen aua 
Max Nother, Zur Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer kompZexer Variabeln. 
Nachrichtan von der Kgl. GeseUschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1869, Nr. 15 

(14. Juli 1869), S. 298-306.) 

... Die einfachste Abbildung eines Linienkomplexes zweiten Grades 1) 
auf den Punktraum verdanke ich Herrn Dr. Klein. Wenn man den Komplex 
auf ein Tetraeder bezieht, welches so gegen ihn liegt, daB aIle geraden 
Linien, welche durch den den beiden Kanten 5 und 6 gemeinsamen Punkt 
innerhalb der durch dieselben bestimmten Ebene hindurchgehen, dem Kom
plex angehoren, so lassen sich die Gleichungen desselben ebenfalls in der 
Form (3) schreiben 

(3) <I> (Xl X2 XS X4) + Axo + BX6 = 0, 

wobei man nur unter <I> eine homogene Funktion zweiten Grades, unter 
A und B lineare homogene Funktionen von xl' x~l' xS' X 4 zu verstehen hat. 
Denkt man sich noch in den Formeln (4) 

~ 4) 

eXl = ;1 (A~3 - B~2) 
e X2 = ~2 (A~s - B~2) 
exs= ~s(A~s-B;2) 
eX 4 = ;4 (A~s -- B~2) 
gx,,= ~1~4B-~s<l>(~1'~9'~S'~4) 
eX6 = - ~1~4A + ~2<1>(~1' ~2' ~3' ~4) 

in A und B an Stelle von Xl' x2 ' xS ' x4 resp. ~l' ~2' ~3' ~4 gesetzt, so wird 
der Komplex im Raume abgebildet durch diese Funktionen dritter Ord
nung, und als Fundamentalgebilde tritt eine Kurve 5. Ordnung auf. 

') [Herr N other selbst hat ebendort die heutzutage wohlbekannte Abbildung 
des Linienkomplexes ersten Grades auf den Punktraum mitgeteilt, zu der ziemlich 
gleichzeitig auch von ganz anderem Ausgangspunkte aus S. Lie gefiihrt war. K.J 



VI. Ober die HaUI)ttangentenkurven dei' K ummerschen 
Flache vierten Grades mit 16 Knotenpunkten. 

[~itzungsberichte der Ber!. Akad. 1870. Vorgelegt durch E. E. Kummer, Sitzung vom 
15. Dezember 18iO. Wiederabgedruckt in den Math. Annalen, Bd.23 (1884).] 

Von 

Sophus Lie und Felix Klein. 

Die Kummersche Flache vierten Grades mit lG Knotenpunkten ist 
bekanntlich 1) fiir einfach unendlich viele Komplexe des zweiten Grades 
Singularitatenflache, d. h. diejenige Flache, welche del' geometrische Ort ist 
fiir solche Punkte, deren Komplexkegel in zwei Ebenen zerfallen ist, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, die umhiillt wird von solchen Ebenen, deren 
Komplexkurve sich in zwei Punkte aufgelost hat. Die Betrachtung diesel' 
Komplexe zweiten Grades fiihrt fast unmittelbar zu del' Bestimmung del' 
Haupttangentenkurven del' Flache, wie im nachstehenden gezeigt werden solI. 

1. Aus del' einfach unendlichen Zahl del' zu del' Flache gehOrigen 
Komplexe zweiten Grades heben wir einen heraus. 

Die demselben innerhalb einer Tangentialebene del' Flache entspre
chende Komplexkurve hat sich in zwei Punkte aufgelost. Diese beiden 
PUllkte sind diejenigen, in denen die in der Tangentialebene enthaltene 
Durchschnittskurve vierter Ordnung mit del' Flache von einer bestimmten, 
durch den Beriihrungspunkt gehenden Geraden, die dessen zugeordnete 
singulare Linie genannt wird, noch auBer in diesem Beriihrungspunkte ge
schnitten wird. 

Man kann nun nach denjenigen Punkten del' Flache £ragen, deren 
zugeordnete singulare Linie eine Haupttangente der Flache ist. Die iibrigen 
Tangenten der Flache in einem solchen Punkte gehoren offenbar auch dem 
Komplexe an. Andererseits sind diese letzteren Komplexgeraden die einzigen, 
welche die Flache beriihren, ohne zugleich singulare Linien des Komplexes zu 

') Vgl. Plucker, Neue Geometrie des Raumes, gegrundet auf die Betrachtung 
der geraden Linie als Raumelement. (B. G. Teubner 1868, 69.) Nr. 310 fE. Vgl. auch, 
hier und im folgenden: Klein, Zur Theorie der Komplexe des ersten und zweiten 
Grades. Math. Ann., Bd. 2. [Siehe Abh. II dieser Ausgabe.] 
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sein. Betrachten wir nun in einer beliebigen Ebene den Komplexkegelschnitt 
und die Durchschnittskurve vierter Ordnung mit der Flache. Dieselben 
beriihren sich in vier Punkten, und die Tangenten in diesen Punkten sind 
die in der Ebene gelegenen singularen Linien 2). AuJ3er diesen doppelt zu 
zahlenden Tangenten haben die beiden Kurven, als bez. von der zweiten 
und zwolften Klasse, noch 16 Tangenten gemein. Die Beriihrungspunh.'"te 
derselben mit der Durchschnittskurve vierter Ordnung sind Punkte der ge
suchten Beschaffenheit. 

Die Punkte der K u mm er schen Fliiche, deren zugeordnete singuliire 
Linien H aupttangenten der Fliiche sind, bilden also eine K urve der 
16. Ordnung. 

2. Die so bestimmte K urve ist nun eine H aupttangentenkurve der Fliiche. 
Zum Beweise bemerken wir zunachst, daJ3 zwischen den durch eine 

Komplexlinie, - welche nur keine singulare Linie sein darf, - hindurch
gelegten Ebenen und den Beriihrungspunkten der in denselben enthaltenen 
Komplexlrurven mit der Linie projektivisches Entsprechen stattfindet. Hier
aus schlieJ3t man, daJ3 einer unendlich kleinen Verschiebung des Punktes 
auf der Linie eine Drehung der Ebene entspricht, deren GroJ3e von der
selben Ordnung des Unendlich-Kleinen ist. 

Nun ist die Verbindungslinie zweier konsekutiver Punkte der eben be
stimmten Kurve eine Komplexlinie, ohne zugleich singulare Linie desselben 
zu seiu. Die beiden Tangentialebenen in den beiden Punkten enthalten 
dem Komplexe angehorige Strahlbiischel, deren Scheitel diese Punkte sind. 
Die beiden Tangentialebenen sind also zwei Ebenen, deren Komplexkurven 
die angenommene Tangente in zwei konsekutiven Punkten beriihren. Hier
aus folgt, nach der vorstehenden Bemerkung, daJ3 , wenn man auf der 
Kurve fortschreitet, die Tangentialebene der FUiche sich urn die Tangente 
der Kurve dreht. 

Das aber ist die charakteristische Eigenschaft der Haupttangenten
kurven einer Flache; unsere Behauptung ist aiso erwiesen. 

Da der Begriff der Haupttangentenkurve, sowie der des Komplexes, 
sich selbst dualistisch ist, folgt, daJ3 die dualistisch entgegenstehenden Singu
laritaten der Kurve einander gleich sind. Insbesondere ist ihre Klasse gleich 
ihrer Ordnung, also gleich 16. 

Da ferner die Kurve sich selbst dualistisch in einziger Weise durch 
den Komplex bestimmt ist, geht sie, wie dieser, durch ein System linearer, 
sowie reziproker Transformationen in sich iiber 3). Man schlieJ3t hieraus 
eine Reihe von Eigenschaften derselben, die wir hier nicht weiter verfolgen 
konnen. 

0) Pliicker, Neue Geometrie. Nr.318. 
3) V gl. die bereits zitierte Abhandlung: Zur Theorie usw., Nr. 13. 
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3. Auf die auseinandergesetzte Weise erhalten wir einem jeden der ein
fach unendlich vielen Komplexe zweiten Grades, die zu derselben K ummer
schen Flache gehOren, entsprechend eine Haupttangentenkurve. Hiermit 
hat man aber alle Haupttangentenkurven, wofern nicht etwa Umhiillungs
kurven derselben existieren, da man fUr jeden Punkt der Flache einen der 
Komplexe angeben kann, der die eine oder die andere der beiden Haupt
tangenten in demselben zur singularen Linie hat. 

Unter den zu der Flache gehorigen Komplexen zweiten Grades be
finden sich sechs, doppelt zu zahlende, linear.e Komplexe. Als die singu
laren Linien derselben sind die Doppeltangenten der Flache all2;usehen, 
so zwar, daB jedem der sechs Komplexe eines der sechs von den Doppel
tangenten gebildeten Systeme angehort. Entspreehend diesen Komplexen 
gibt es seehs ausgezeichnete Haupttangentenkurven. Dieselben sind, wie 
sich durch dieselben Betrachtungen ergibt, durch die wir Ordnung und 
Klasse der allgemeinen Kurve bestimmt haben, nur noch von der achten 
Ordnung und der achten Klasse. 

4. Wir gehen jetzt dazu iiber, die Singularitaten der Haupttangenten
kurven zu bestimmen. Hierzu gelangen wir, indem wir der aIlgemeinen 
Theorie solcher Kurven die folgenden Satze entlehnen: 

Die Haupttangentenkurven einer beliebigen Flache haben in den Knoten
punkten diesel ben Spitzen. 

Dberhaupt haben sie Spitzen in den Punkten der parabolischen Kurve, 
vorausgesetzt, daB diese nicht selbst Haupttangentenkurve ist. In dem 
letzteren FaIle ist sie Umhiillungskurve fiir die iibrigen Haupttangenten
kurven. Dies gilt besonders, wenn die parabolische Kurve aus ebenen Be
riihrungskurven besteht. 

Ferner haben die Haupttangentenkurven in den Durchschnittspunkten 
mit der Kurve vierpunktiger Beriihrung stationare Tangenten, wofern die 
Kurve vierpunktiger Beriihrung nicht zugleich parabolische Kurve ist, was 
eine besondere Betrachtung verschiedener FaIle verlangt, die wir hier nicht 
notig haben. 

Endlich konnen die Haupttangentenkurven auBer in den angegebenen 
Fallen Imine Spitz en und keine stationaren Tangenten haben. 

In unserem FaIle hat man 16 Knotenpunkte, in denen also die Haupt
tangentenkurven Spitzen haben. 

Die parabolische Kurve, welche von der 32. Ordnung sein mull, be
steht aus den 16 Beriihrungskegelschnitten in den 16 Doppeltangential
ebenen der Flache. Sie ist also Umhiillungskurve der Haupttangenten
kurven. Die 16 Ebenen sind dabei stationare Ebenen dieser Kurven, wie 
dies iiberhaupt die Ebenen ebener Beriihrungskurven sind. 
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Man iiberzeugt sich nun leicht, daf3 die Haupttangentenkurven in jedem 
Knotenpunkte nur eine Spitze haben und nur je einmal die Doppeltan
gentialebenen stationar beriihren. Die Kurve kann namlich mit der Doppel
tangentialebene nur 16 Punkte gemein haben; vier davon kommen auf die 
stationare Beriihrung, und zwolf auf die sechs Spitzen in den sechs in der 
Ebene liegenden Knotenpunkten. 

Die Haupttangentenkurven haben hiernach 16 (in die K notenpunkte 
der Flache fallende) Spitzen und 16 (mit den Doppeltangentialebenen der-
8elben identi8che) 8tationare Ebenen. 

Die Kurve vierpunktiger Beriihrung besteht in unserem FaIle einmal 
aus den 16 Beriihrungskegelschnitten, die hier nicht weiter in Betracht 
kommen, da sie schon erledigt sind. Andererseits besteht sie aus den sechs 
ausgezeichneten Haupttangentenkurven achter Ordnung, die den sechs linearen 
Komplexen angehOren. Es geht dies daraus hervor, daf3 die singularen 
Linien dieser Komplexe, wie schon angefiihrt, Doppeltangenten der Flache 
sind. Weitere Kurven umfaf3t die Kurve vierpunktiger Beriihrung nicht, 
da die aufgezii.hlten zusammen die richtige Ordnung, 80, besitzen. 

Wir miissen jetzt die Zahl der Durchschnittspunkte einer Haupttan
gentenkurve mit den sechs ausgezeiehneten bestimmen. 

Diese Durchschnittspunkte sind dadurch charakterisiert, daf3 die vier
punktig beriihrende Haupttangente eine Linie des Komplexes zweiten Grades 
ist, dem die gegebene Haupttangentenkurve zugehort. Die in den Punkten 
einer der sechs Kurven vierpunktig beriihrenden Haupttangenten bilden 
aber eine Linienflache von der achten Ordnung, da der vollstandige Durch
schnitt derselben mit der Kummerschen Flache aus der gewahlten Kurve 
b esteht, welche vierfach zahlt. Mit einer solchen Flache hat aber der 
Komplex zweiten Grades 16 Linien gemein. Man erhalt also, jeder der 
sechs Kurven entsprechend, 16 Durchschnittspunkte. Wir haben somit 
den Satz: 

Die Haupttangentenkurven haben 6 ·16 = !ell) 8tationare Tangenten. 
Fiigen wir noch hinzu, daf3 die Haupttangentenkurven keinen wirk

lichen Doppelpunkt und also auch keine wirkliche Doppeloskulationsebene 
besitzen konnen, da in keinem Punkte der Kummerschen Flache, der 
nicht auf der parabolischen Kurve liegt, die beiden Haupttangenten dem
selben Komplexe als singulare Linien angehoren, so konnen wir die samt
lichen Singularitaten derselben, von denen die dualistisch entgegenstehenden 
gleich sind, ohne weiteres bestimmen. Insbesondere finden wir: den Rang 
= 48, die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte = 72, die Ordnung der 
Doppelkurve der Developpablen = 952, das Geschlecht = 17. 

5. Fiir die sechs ausgezeichneten Haupttangentenkurven wird die Zahl 
der Spitzen und stationaren Oskulationsebenen gleich Null. Eine solche 
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Kurve geht namlich durch jeden der Doppelpunkte einfach hindurch und 
hat in ihm eine der sechs ihn enthaltenden Doppeltangentialebenen zur 
Oskulationsebene. Man hat sich den stetigen Dbergang zwischen den allge
meinen Kurven und diesen besonderen so vorzustellen, daB die letzteren 
doppelt zahlen und aus der Vereinigung je zweier in einer Spitze znsammen
stoBender Zweige der ubrigen entstanden sind. Darum sinkt Ordnung und 
Klasse auf die Halfte. Hiernach muBte auch der Rang halb so groB sein, 
wie del' der anderen, also gleich 24. Das aber findet man auch, wenn 
man die Zahl del' stationaren Tangenten berechnet: Fur dieselbe kommt 
namlich jetzt 40, indem die Kurve jede del' anueren nicht mehr 16 mal, 

sondern, wei 1 sie 2 mal zahlt, nur 8 mal schnei
det, und das nicht 6 mal, sondern nul' 5 mal 
geschieht. 

Wir finden weiter: die Zahl der schein
baren Doppelpunkte gleich 16, die Ordnung del' 
Doppelkurve der Developpable gleich 200, das 
Geschlecht gleich 5. 

6. Wie man sich die Aufeinanderfolge der 
Haupttangentenkurven zu den ken hat, ist in 
del' nebenstehenden Zeichnung flir den Fall, 
daB die sechs zugehOrigen linearen Komplexe 
reell sind, schema tisch dargestellt. 

In diesem Falle haben namlich die Teile 
del' Flache, fur welche die Haupttangenten reell 
werden, die Gestalt eines von zwei Kegelschnitt
stucken begrenzten Segmentes, das sich von 
einem Knotenpunkte nach einem anderen hin
zieht. Die beiden begrenzenden Kurvenstiicke 

gehoren den Beruhrungskegelschnitten in denjenigen beiden Doppeltan
gentialebenen del' Flache an, welche beide Knotenpunkte zugleich ent
halten. 

Innerhalb eines solchen Segmentes verlaufen nun zunachst zwei der 
sechs ausgezeichneten Haupttangentenkurven. Dieselben gehoren denjenigen 
zwei der sechs linearen Komplexe an, denen in den zwei Knotenpunkten, 
zwischen den en sich das Segment erstreckt, die beiden dassel be begrenzenden 
Doppeltangentialebenen entsprechen. Die betreffenden Kurven sind in del' 
Figur starker ausgezogen. Dieselben haben eine S -formige Gestalt. Sie 
ziehen sich von dem einen Knotenpunkte zu dem anderen hin, indem sie 
in jedem eine del' beiden Begrenzungskurven beruhren. AuBer in den beiden 
Knotenpunkten schneiden sich dieselben in einem beiden gemeinsamen Wende
punkte, der den Mittelpunkt del' Zeichnung bildet. - Dbl'igens setzen sich 
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diese Kurven iiber die beiden Knotenpunkte hinaus auf weitere, ahnlich 
gestaltete Segmente der Flache fort. 

Von den iibrigen Haupttangentenkurven, deren drei gezeichnet sind. 
weil3 man, dal3 sie in den Knotenpunkten eine Spitze haben, dal3 sie jeden 
der beiden begrenzenden Kegelschnitte einmal beriihren, und dal3 sie dort, 
wo sie, aul3er in den beiden Knotenpunkten, die beiden ausgezeichneten 
Kurven trefien, einen Wendepunkt besitzen. Hiernach wird es leicht sein, 
ihrem Verlaufe in der Figur zu folgen. 

7. Die im vorstehenden gegebene Bestimmung der Haupttangenten
kurven der Kummerschen Flache, welche wir an die Betrachtung der 
zugehOrigen Komplexe zweiten Grades gekniipft haben, kann noch unter 
einem anderen Gesichtspunkte gefaBt werden, indem man von einem der 
sechs unter denselben befindlichen linearen Komplexe ausgeht. Die Flache 
ist namlich Brennflache eines diesem Komplexe angehOrigen Strahlensystems: 
des einen Systems ihrer Doppeltangenten. Wir wollen nun zeigen, da(J 
das Problem: die Haupttangentenkurven auf der Brennfliiche eines einem 
Unearen Komplexe angeh6rigen Strahlensystems zu bestimmen, identisch 
ist mit dem anderen: die Krummungskurven einer gewissen Fliiche zu 
finden. In unserem FaIle wird diese Flache die Flache vierter Ordnung, 
welche den unendlich weit entfernten imaginaren Kreis doppelt enthalt; 
und da man deren Kriimmungskurven kennt, so erhalt man eine Bestim
mung der Haupttangentenkurven der Kummerschen Flache, die natiirlich 
mit der oben gegebenen iibereinstimmt. 

Man beziehe namlich die Linien des gegebenen linearen Komplexes 
eindeutig auf die Punkte des Raumes, indem man, vermoge der gegebenen 
linearen Gleichung und der zwischen den Linienkoordinaten bestehenden 
Identitat zwei der sechs Linienkoordina.ten, die sich auf zwei sich schneidende 
Kanten des Tetraeders beziehen, als Funktionen der vier iibrigen auffal3t 
und diese letzten als Punktkoordinaten interpretiert 4). 

Man findet, daB dann allen Linien des Komplexes, welche durch einen 
Punkt hindurchgehen, die Punkte einer geraden Linie entsprechen, und 
daB diese gerade Linie einen festen Kegelschnitt schneidet, der fiir die 
Abbildung fundamental ist. Das Strahlensystem, welches dem linearen 
Komplexe mit einem Komplexe n-ten Grades gemein ist, bildet sich 
ab als Flache 2n-ten Grades, welche den Kegelschnitt n-fach enthalt. 
Insbesondere ist das Bild einer geraden Linie, d. h. der dieselbe schnei-

4) Dieses Abbildungsverfahren ist bereits gelegentlich von Herrn Nother ange
geben worden: Zur Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer komplexer Ver
iinderlichen. Gott. Nachrichten 1869. 
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den den Komplexlinien, eine Flache zweiten Grades, die durch den Kegel
schnitt geht. 

Wir wollen fortan flir den fundamentalen Kegelschnitt den unendlich 
weit entfernten imaginaren Kreis wahlen, so daB also das Bild einer ge
raden Liriie eine Kugel wird. 

Sei jetzt eine beliebige Flache gegeben und auf derselben eine Kriim
mungskurve. Die Flache ist das Bild eines dem linearen Komplexe ange
horigen Strahlensystems, die Kurve das Bild einer in demselben enthaltenen 
geradlinigen Flache. Wir behaupten, daf3 diese geradlinige Flache die Brenn
flache des Strahlensystems nach einer Haupttangentenkurve beruhrt. 

Zum Beweise bemerken wir zunachst, daB, riickwarts, das Bild dieser 
Brennflache dasjenige Strahlensystem ist, dessen Linien gleichzeitig die ge
gebene Flache beriihren und den unendlich weit entfernten imaginaren 
Kreis schneiden. Einer jeden geraden Linie, welche die Brennflaehe be
riihrt, entspricht hiernach eine die gegebene Flache beriihrende Kugel. 
Insbesondere entspricht einer Haupttangente eine stationar beriihrende Kugel. 

Eine der beiden in einem beliebigen Punkte der Kriimmungskurve 
stationar beriihrenden Kugeln enthalt aber drei konsekutive Punkte der 
Kriimmungskurve. Also schneidet eine der beiden Haupttangenten der 
Brennflache in einem Beriihrungspunkte mit der umgeschriebenen Linien
flache drei konsekutive Erzeugende derselben, mit anderen Worten, ist eine 
Haupttangente auch der letzteren. 

Man hat aber allgemein den Satz: Wenn zwei Flachen sich naeh einer 
Kurve bel'iihren und in jedem Punkte dieser Kurve ist ihnen eine Haupt
tangente gemeinsam, so ist die Kurve eine Haupttangentenkurve. 

Damit ist unsere Behauptung erwiesen. 
Wenn man nun insbesondere flir die gegebene Flache eine Flache 

vierter Ordnung nimmt, die den unendlieh weit ent£ernten imaginaren Kreis 
doppelt enthalt, - eine solehe ist das Bild eines dem linearen Komplexe 
angehorigen Strahlensystems zweiter Ordnung und Klasse, - so erhalt man 
auf diesem Wege die Haupttangentenkurven der Kummersehen Flache, 
we1che die Brennflache eines solchen Strahlensystems ist. 

Die in der 1etzten Nummer entha1tenen Betrachtungen sind es ge
wesen, durch die der eine von uns (L i e) 5) znerst zu der Bemerkung ge
fiihrt wurde, daB die Haupttangentenkurven der K ummersehen Flaehe 

5) V gl. Lie: Uber eine Klasse geometrischer Transformationen, Berichte der 
Akademie zu Christiania, 1870, oder auch: Sur une transformation geometrique, in 
den Comptes rendus de I' Academie des Sciences von demselben Jahre (Bd. 71, 
3l. Oktober 1870). 
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algebraische Kurven der 16. Ordnung sind; hierau£ £and der andere (Klein) 
die Beziehung dieser Kurven zu den Komplexen zweiten Grades, die zu 
der Kummerschen Flache gehoren, und bestimmte, wie im vorstehenden 
auseinandergesetzt ist, ihre Singularitaten 6). 

6) [Vor~tehende Abhandlung geht, wie sohon im Text angedeutet, auf das Zu
sammenarbeiten von Lie und mir in unserer Pariser Zeit zuriiok und bildet sozu
sagen dessen Hohepunkt. loh war - Anfang Juli 1870 - eines Morgens friih auf
gestanden und wollte gerade ausgehen, als mioh Lie, der nooh im Bette lag, in sein 
Zimmer rief und mir den von ihm in der Naoht gefundenen Zusammenhang der Haupt
tangentenkurven einer Flaohe mit den Kriimmungskurven einer anderen Flaohe in 
einer Weise auseinandersetzte, daB ioh kein Wort verstand. (Es handelte sioh um 
die Linienkugeltransformation, aber statt mit Kugeln operierte er halbansohaulioh 
mit geradlinigen Hyperboloiden, die dureh einen festen rellen Kegelsohnitt gingen.) 
Jedenfalls versioherte er mir, daB danaoh die Haupttangentenkurven der Kummer
sohen Flaohe algebraisohe Kurven 16. Ordnung sein miiBten. Am Vormittage kam 
mir dann, wahrend ioh das Conservatoire des Arts et Metiers besiohtigte, der Ge
danke, daB es sioh um eben jen€ Kurven 16. Ordnung handeln miiBte, welohe sohon in 
der Abhandlung II (siehe S. 74) in meiner "Theorie der Linienkomplexe ersten und 
zweiten Grades" aufgetreten waren, und es gelang mir rasoh, die im Texte unter 1 bis 5 
gegebenen, von der Liesohen Transformation unabhangigen geometrischen Betraoh
tungen durohzufiihren. Als ioh am Naohmittage um 4 Uhr naoh Hause zuriiokkam, 
war Lie ausgegangen, und ioh hinterlieB ihm eine Zusammenstellung meiner Resultate 
in einem Briefe. - Die Figur der Nr. 6 des Textes fand ieh Ende Juli oder Anfang 
August 1870 wahrend meines Aufenthaltes in Dusseldorf. 

Die Haupttangentenkurven der Kummersehen Flaohe sind ja seitdem vielfaoh 
weiter untersuoht worden. Zunaohst von Lie und mir in unseren Auhandlungen in 
Bd.5 der Math. Ann. (1871); siehe die naohstehenden Abhandlungen. Wahrend Lie 
daselbst seine Linienkugeltransformation eingehend entwiokelte, habe ieh den in Be
traoht kommenden lntegrationsprozeB von versohiedenen anderen Seiten beleuohtet. -
loh verweise auf diese Arbeiten um so lieber, als die vorstehend in Nr. 2 und 7 des 
Textes entwiokelten Beweise des Hauptsatzes, trotzdem sie materiell riohtig sind, 
vielleiC'ht in formaler Hinsieht unbefriedigend ersoheinen konnen. - Es folgen die 
Entwioklungen von Herrn Rohn in seiner Dissertation (Miinohen, 1878) und in 
seinen Abhandlungen in Bd. 15, 18 der Math. Ann. (1879 bez. 1881). Hier tritt die 
Bedeutung der Haupttangentenkurven der Kummersohen Flaohe fiir deren Dar
stellung duroh hyperelliptisohe Funktionen zum erstenmal klar hervor, und wird ihr 
reeller Verlauf fiir die FaIle, wo die in Nr. 6 des Textes gegebene Figur eines von 
zwei Kegelschnittstiicken umgrenzten Segmentes nioht stimmt, angegeben. Weiteres 
vergleiohe man im Artikel IlIC8 der Enzyklopadie der Math. Wiss. von K. Zindler 
iiber algebraisohe Liniengeometrie. K] 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 7 



VII. tJber einen Satz aus der Theorie der Linienkomplexe, 
welcher dem Du pinschen Theorem analog ist. 

Vorgelegt von A. Clebsch. 

[Nachrichten von der Kg!. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1871, Nr.3 
(8. Marz 1871), vorgelegt in der Sitzung vom 4. Miirz 18711).] 

Bei der Bestimmung der Haupttangentenkurven der Kummerschen 
Flache 2) hat sich gezeigt, daB diese Kurven in einem unmittelbaren Zu
sammenhange mit den Komplexen zweiten Grades stehen, deren Singu
laritlitenflliche die Kummersche Flliche ist. 1m folgenden will ich nun ein 
allgemeines Theorem aufstellen, betreffend eine Beziehung zwischen Linien
komplexen und H aupttangentenkurven, unter welches sich die Bestimmung 
der Haupttangentenkurven der Kummerschen Flliche subsumiert. 

Seien zunlichst zwei Komplexe und eine ihnen gemeinsame Gerade 
gegeben. In einer beliebig durch die letztere hindurchgelegten Ebene be
finden sich zwei bez. den beiden Komplexen angehOrige Komplexkurven 
und diese beriihren die gegebene Gerade je in einem Punkte. Man be
trachte den einen Berlihrungspunkt als dem anderen entsprechend. LliBt 
man sich die angenommene Ebene urn die gerade Linie drehen, so erhlilt 
man daraus ein 1ineares Entsprechen zwischen zwei auf der Geraden be
find1ichen Punktreihen. Die beiden Komp1exe sollen nun mit Bezug auf 
die gegebene gerade Linie in Involution hei.3en, wenn die Beziehung 
zwischen diesen Punktreihen die inv01utorische ist. 

Analytisch drlickt sich dies, wie ich hier ohne Beweis angebe, f01-
gendermaBen aus 3). Die Linienkoordinaten Xl' ..• , X6 mogen so gewlihlt 

1) [Das Prinzip ist, in die vorliegende Ausgabe von den vorlaufigen Mitteilungen, 
die in den Gottinger Nachrichten oder anderen Akademieberichten erschienen sind, 
nur aufzunehmen, was nicht in spatere umfailsende Abhandlungen eingearbeitet ist. 
Bei VII wird wie in einigen analogen Fallen eine Ausnahme gemacht, weil die Methode 
der Darstellung eine andere ist, als bei der endgultigen Darstellung in VIII. K.] 

2) Vgl. die Arbeit von Herrn Lie und mir: "Uber die Haupttangentenkurven 
der Kummerschen Flache", Monatsberichte der Berliner Akademie, Dezember 1870; 
sowie eine Notiz von mir in diesen Nachrichten, 1871. Nr. 1. rVgl. Abh. n,.VI 
dieser Ausgabe.] 

3) Hier und im folgenden verweise ich auf die beiden Arbeiten: "Zur Theorie der 
Linienkomplexe ersten und zweiten Grades" und ,;Die allgemeine lineare Transforma
tion der Linienkoordinaten", Math. Ann .. Bd.2. [Siehe Abh. n, III dieser Ausgabe.] 
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sein, da13 die Summe ihrer Quadrate identisch verschwindet. Die beiden 
gegebenen Komplexe seien A = 0, B = 0; sie liegen mit Bezug auf eine 

. d L·· . I I· f·· d· .." oA oB gememsame gera e Illle m nvo utlOn, wenn ur lese Lime .L.J - • -
oXa iJxa 

verschwindet. 
Diese Definition vorausgesetzt, ist nun der Satz, um den es sich hier 

handelt, der folgende: 
Wenn vier Komplexe mit Bezug auf eine gemeinsame gerade Linie (p ) 

paarweise in Involution liegen, wenn ferner je drei derselben mit Bezug 
auf die ihnen gemeinsame, niichstfolgende gerade Linie eben/alls paar
weise in Involution sind, so beruhrt die dreien der Komplexe gemein
same Linienfliiche die Brennfliiche desjenigen Strahlensystems, das zweien 
dieser drei K~mplexe angehort, in der N iike von (p) nack der Richtung 
einer H aupttangentenkurve. 

Der hiermit ausgesprochene Satz hat seiner Form nach eine gewisse 
Ahnlichkeit mit dem Dupinschen Theorem iiber Kriimmungskurven, wenn 
man das letztere so ausspricht, wie dies beispielsweise in Salmons Raum
geometrie (II, S.51 der Dbersetzung von Fiedler) geschieht. Diese Ahn
lichkeit entspricht dem Wesen der Sache; ich werde hier einen solchen 
Beweis fiir den aufgestellten Satz geben, der dem in Salmons Raum
geometrie mitgeteilten Beweise des Dupinschen Theorems genau nach
gebildet ist, und aus dem sich ergibt, da13 der Satz eine Erweiterung des 
D u pin schen Theorems von drei Varia beln auf vier ist. 

Dberhaupt ist, wie an einem anderen Orte ausfiihrlicher dargelegt 
werden soIl, die Liniengeometrie iiquivalent mit der metriscken Geometrie 
fur vier Variabeln. Diese Behauptung findet ihren einfachsten Ausdruck in 
der sogleich zu gebrauchenden Koordinatenbestimmung, vermoge derer die 
bilineare Invariante zweier gerader Linien sich darstellt wie die Entfernung 
zweier Punkte und die Bedingung fiir die involutorische Lage zweier Kom
plexe wie die Bedingung fiir die Orthogonalitat iweier Flachen. Zu dieser 
Beziehung zwischen metrischer Geometrie und Liniengeometrie, insbesondere 
auch zu der Aufstellung des hier in Rede stehenden Theorems, bin ich 
durch weiteren Verfolg eines Gedankenganges gekommen, der Herrn Lie 
angehOrt. Herr Lie hat namlich, wie dies beilaufig auch in der vor
stehend zitierten Arbeit: "Dber die Haupttangentenkurven usw." [vgl. 
die vorstehende Abhandlung VI] auseinandergesetzt ist, gefunden, da13 
zwischen der Geometrie eines linearen Komplexes und der metrischen Geo
metrie bei drei Variabeln ein vollstandiger Parallelismus statthat, der 
darauf zuriickkommt, da13 man die Linien eines linearen Komplexes in 
der Art eindeutig auf die Punkte des Raumes beziehen kann, da13 dabei 
der unendlich weit entfernte imaginare Kreis als fundamentales Gebilde 

7* 
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auftritt4). Dabei entsprechen sich, wie Herr Lie fand, die Kriimmungs
kurven im metrischen Raume lllld die Haupttangentenkurven im Raume 
des linearen Komplexes in einer gewissen Weise. 

Man kann sich nun die Frage vorlegen: Was bedeutet fiir den linearen 
Komplex das auf den metrischen Raum beziigliche Dupinsche Theorem~ 
Die Antwort auf diese Frage ist eben der hier aufgestellte Satz, nur nicht 
in seiner allgemeinsten Form, sondern mit der Beschrankung, daB einer 
der vier Komplexe, von denen in demselben die Rede ist, ein linearer ist. 
Es ist nicht schwer, von dieser besonderen Annahme zu dem allgemeinen 
Satze iiberzugehen; der Wunsch, einen unmittelbaren Beweis zu haben, 
fiihrte mich zu der Aufstellung des im nachstehenden benutzten Koordi
natensystems und dieses zu der oben hervorgehobenen Analogie zwischen 
Liniengeometrie und metrischer Geometrie bei vier Variabeln. 

(1) 

Ich wende mich jetzt zu dem Beweise des aufgestellten Theorems. 

Die vier gegebenen Komplexe mogen hei13en: 

die ihnen gemeinsame gerade Linie, in bezug auf welche sie paarweise in 
Involution liegen, sei p; ihre (Komplex-) Gleichung sei p = O. Aus der 
einfach unendlichen Schar der linearen Tangentialkomplexe von fIJi' flJ2' flJa' fIJ 4 
mit Bezug auf p wahle man je einen aus; diesel ben hei13en Xl == 0, x2 = 0, 
Xs = 0, x4 = O. Endlich moge q = 0 diejenige gerade Linie sein, welche 
den vier linearen Komplexen noch au13er p gemeinsam ist. Die sechs 
linearen Ausdriicke xl' x2 ' XS ' X ,I' p, q lege ich im folgenden ala Linien
koordinaten zugrunde. Wegen der zwischen den betreffenden linearen Kom
plexen bestehenden Beziehungen schreibt sich die flir diese Linienkoor
dinaten geltende Identitat bei passender Wahl von Multiplikatoren unter 
der folgenden Form: 

(2) 0=-~xi+x:+x:+x;+2pq. 

Fortan werde ich q = + 1 setzen, dann ist: 

(3) 

p driickt sich mithin rational und ganz durch die x aus. Es ist also ge
stattet, in allen Gleichungen, welche vorkommen, p durch die x zu er
setzen und die x als die einzigen und dann unabhangigen Verander
lichen zu betrachten. 

Seien unter dieser Voraussetzung A = 0, B = 0 die Gleichungen 

4) Herr Lie hat diese Beziehungen ausfiihrlicher in einer demnachst in den 
Berichten der Akademie zu Christiania erscheinenden Abhandlung auseinandergesetzt 
(1871). [Vgl. die groBe Abhandlung von Lie in den Math. Ann., Bd. 5.] 
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zweier Komplexe, so ist die Bedingung dafiir, daB dieselben mit Bezug 
auf eme gemeinsame Linie in Involution liegen, 

(4) 

was der Bedingung fiir die Orthogonalitat zweier Flachen im Raume von 
vier Dimensionen entspricht. Die Bedingung fiir die Involution ist nam
lich urspriinglich: 

"oA . oB +B~_. BB + BA . oB = 0 
~ oXa oXa op oq Bq op , 

da aber A und B nach Voraussetzung kein p mehr enthalten, so fallen 

die Glieder mit ~:, ~! fort, und man erhalt die vorstehende Bedin

gung (4)5). 
Die Gleichungen der vier gegebenen Komplexe (1) erhalten nun die 

folgende Form: 
(5) 0 = qJl = 2Xl + Q1 (Xl' X2 ' XS ' X4 ) + ... , 
usw., wo Q eine homogene Funktion zweiten Grades der X ist und die 
nicht hingeschriebenen Glieder aus homogenen Funktionen hOheren Grades 
derselben Argumente bestehen. 

Die Form von (5) sagt erst sus, daB die vier Komplexe mit Bezug 
auf die gemeinsame Gerade p paarweise in Involution liegen; sollen die
selben zu je drei auch mit Bezug auf die ihnen angehOrige nachstfolgende 
Gerade paarweise in Involution sein, so partikularisiert das die Form der Q. 

Man findet namlich, daB die Q dann nur die Quadrate der x enthalten 
diirlen, so daB also: 

(6 ) { 0 = qJI = 2Xl + (alxi + a'Jx: + as x; + a4 x:) + .. . 
0= qJ'J= 2x'J+ (b1x;+ b\1x:+ bsx;+ b4 x:) + .. . 

nsf. die Gleichungen der vier gegebenen Komplexe werden. 
Betrachten wir jetzt die Kongruenz, welche zweien der vier Komplexe, 

etwa qJI und qJ'J' gemeinsam ist. Dieselbe besitzt eine Brennfiache und 
diese wird von p in zwei Punkten (den Doppelpunkten des auf p befind
lichen, zu qJl und qJ'J gehOrigen, involutorischen Punktsystems) beriihrt. 
Sei a einer dieser Beriihrungspunkte. J etzt moge p in eine benachbarte 
Lage iibergehen, doch in der Art, daB es nach wie vor den beiden Kom-

D) Auf ahnliche Weise erhalt man fur das Moment zweier Geraden (Xl' :1."2' XS ' X4 , p, q) 
und (Yv Y2' Ya, Y 4' pi, ql), welches ursprunglich (bis auf einen Faktor) 

= (Xl Yl + :l."2Y2+ XSY3+ X4Y4) + pql+ plq 

ist, durch Einsetzung der Werte fUr p und q: 

= - t [(xl - Yl)2+ (X2 - Y2)2+ (xa- YS)2+ (X4 - Y4)2]. 
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plexen fJJl = 0, fJJ2 = 0 angehort. Dann ist p Doppeltangente der Brenn
Hache geblieben; der Beriihrungspunkt a ist in einen benachbarten Be
ruhrungspunkt ubergegangen. SolI dieser Punkt in der Richtung einer 
der beiden in a die Brennflache beriihrenden Haupttangenten liegen, so 
muB die Tangentialebene in ihm, auch wenn man auf GroBen erster Ord
nung Rucksicht nimmt, durch a hindurchgehen. Mit anderen Worten: 
das Buschel der in a und das Buschel der in dem benachbarten Punkte 
die Fliiche beruhrenden Tangenten mussen, auch wenn man aut Gro{3en 
erster Ordnung Riicksicht nimmt, eine Gerade gemein haben. Dies werde 
ich analytisch ausdrucken; in cler Form der betreffenden Gleichung liegt 
dann unmittelbar der Beweis des aufgestellten Theorems. 

Beilaufig sei bemerkt, daB sich aus den folgenden Resultaten ergibt, 
daB, wenn der Beruhrungspunkt a auf einer Haupttangente der Brenn
Hache fortruckt, dieses auch mit dem zweiten Beruhrungspunkte der Brenn
Hache mit der Linie p der Fall ist. 

Die Linie p hat bei unserer Koordinatenwahl die Koordinaten: 

Xl' X 2 ' Xs , ~4~?..-~ 
0, 0, 0, 0, 0, 1 . 

Fur cine benach barte Linie ist wegen (3) d p = 0; Sle hat also die Koor
dinaten: 

dxl , dx2 , dxs , dxi , 0, 1, 

wo dxl , dx2 , dxs ' dX4 vollig unabhangig sind. SolI die benachbarte Linie, 
wie hier vorausgesetzt, den Komplexen fJJl' fJJ'J angehoren, so ist dXl 

und dx'J gleich Null: Die genannte Bedingung also: daB die beiden Tan
gentenbuschel eine Gerade gemein haben, wird eine Gleichung zwischen dxs 
und dx4 • Der Beweis fUr das aufgestellte Theorem liegt nun darin, daB 
diese Gleichung die Form annimmt: 

dxs' dX4 = 0, 

wie jetzt gezeigt werden solI. 
Zuniichst, um auszudrucken, daB zwei Geradenbuschel eine Gerade 

gemein haben, wahle man zwei Gerade aus beiden Buscheln aus. Die Be
dingung ist die, daB die aus beliebigen vier der Koordinaten der vier ge
raden Linien zusammengesetzten Determinanten verschwinden. 

Von dem Buschel der in a die BrennHache beruhrenden Tangenten 
kennt man aber eine gerade Linie; das ist p selbst, deren Koordinaten, 
wie schon angegeben, sind: 

0, 0, 0, 0, 0, 1. 

Ferner findet sich unter denselben jedesmal eine Direktrix der Kongruenz, 
welche irgend zweien auf p bezuglichen linearen Tangentialkomplexen 
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von f/Jl und f/J'J gemeinsam ist. Nehmen wir flir die beiden Tangential
komplexe Xl = 0 und x2 = 0, so erhli.lt die Direktrix die Koordinaten: 

1, i, 0, 0, 0, O. 

In dem zweiten (benachbarten) Biischel enthalten ist zunachst die zu p 
benachbarte Linie mit den Koordinaten: 

0, 0, dxs' dx4 , 0, 1, 

sodann wieder eine Direktrix jeder Kongruenz, die irgend zwei auf diese 
Linie beziiglichen linearen Tangentialkomplexen von f/Jl und fP'J gemeinsam 
ist. Fiir solche zwei Komplexe findet man aus (6) unmittelbar die fol
genden: 

0=x1 +· +asdxS·xS+a4dx4,x4' 

0= . + x'J+ bsdxs ' xs+ b4dx4 ·x,. 

Eine Direktrix der diesen beiden Komplexen gemeinsamen Kongruenz 
hat zu Koordinaten: 

1, i, (as+ibs)dxs , (a4+ib4)dx4 , 0, O. 

Die aus den Koordinaten der aufgezahlten vier geraden Linien gebil
deten viergliedrigen Determinanten sollen verschwinden. Vereinigt man 
dieselben in ein rechtwinkliges Schema, so kann man dasselbe auf die 
folgende Form reduzieren: 

o 0 0 0 0 1 
1 i 0 0 0 0 
o U dxs dX4 0 0 

o 0 (as + 'ibs) dXa (a4 + ib4 ) dX4 0 0 

Damit die aus diesem Schema gebildeten Determinanten samtlich ver
schwinden, mnB offenbar sein: 

dxs' dX4 == 0, 

womit der Beweis unseres Theorems gefuhrt ist. 
Diese Gleichung sagt namlich aus: damit der Beriihrungspunkt a und 

also auch der zweite Beriihrungspunkt von p mit der Brennflache bei 
einer infinitesimalen Verschiebung von p auf einer Haupttangente der Brenn
flache fortriicke, muB diese Verschiebung so geschehen, daB dxs oder dX4 
gleich Null ist, d. h. daB p in der benachbarten Lage nicht nur, wie 
selbstverstandlich, den Komplexen f/Jl = 0, f/J'J = 0, sondern auch einem 
der beiden Komplexe f/Js = 0 oder f/J4 = 0 angehore. Mit anderen Worten: 
die Linienflache, welche f/Jl = 0, f/J2 = 0 und f/Js = 0 oder f/Jl = 0, f/J'J = 0 
und f/J 4 = 0 gemeinsam ist, beriihrt die Brennfl1i.che der Kongruenz f/Jl = 0, 
f/J'J = 0 in der N1i.he von p nach der Richtung einer Haupttangentenkurve, 
was das au£gestellte Theorem war. 
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Es mag jetzt ein System von unendlich vielen Komplexen gegeben 
sein, welches von einem Parameter 1 abhangt, der bis zur vierten Potenz 
vorkommt: 

cP + lcpl + 12cp2+ 13cp3 + licp4 = o. 
Eine beliebige gerade Linie gehOrt vieren der Komplexe des Systems 

an. Das System solI nun so beschaffen sein, daB diese vier Komplexe 
jedesmal mit Bezug auf die gemeinsame Gerade in Involution sind 8). Dann 
gibt das aufgestellte Theorem durch Dbergang yom Unendlich-Kleinen zum 
Endlichen den Satz: 

Die Linienfliiche, weiche dreien der Komplexe des SY8tem8 gemeinsam 
ist, beruhrt die Brennfliiche der zweien dieser drei Komplexe gemein
samen Kongruenz nach einer Haupttangentenkurve. 

Hiernach kennt man die Haupttangentenkurven auf den Brennflachen 
der Kongrenzen je zweier der Komplexe des Systems. 

Aber auch die Haupttangentenkurven auf den je dreien der Komplexe 
gemeinsamen Linienflachen bestimmen sich ohne weite:r;es. Die Beriihrungs
kurven einer solchen Linienflache mit den Brennflachen der zweien der 
drei Komplexe gemeinsamen Kongruenzen sind namlich auch Haupt
tangentenkurven der Linienflache, da iiberhaupt, wenn zwei Flachen sich 
nach einer Haupttangentenkurve beriihren, diese Kurve fiir beide Haupt
tangentenkurve ist. Diese drei Haupttangentenkurven schneiden die Er
zeugenden der Linienflache in drei Punktepaaren. Da nim die Erzeugen
den einer Linienflache von den Haupttangentenkurven derselben projektivisch 
geteilt werden'), so ist die Bestimmung der iibrigen Haupttangentenkurven 
der Flache im vorliegenden FaIle auf rein algebraische Operationen zuriick
gefiihrt. Zugleich ergibt sich, daB die drei Punktepaare, die auf jeder 
Erzeugenden festgelegt wurden, sechs festen Elementen projektivisch' sein 
mussen. In der Tat findet man, daB jedes Paar zu jedem anderen harmo
nisch ist. 

Die hiermit ausgesprochenen Satze finden ihre Stelle insbesondere bei 
den Komplexen zweiten Grades. die dieselbe Singularitiitenfliiche besitzen. 
Das von ihnen gebildete System hat namlich gerade die Eigenschaft: daB 
eine beliebige gerade Linie vieren der Komplexe angehOrt, und daB diese 
Komplexe mit Bezug auf die Gerade in Involution liegen. Fur die Kom
plexe zweiten Grades, welche eine K ummersche Flache zur Singularitaten-

6) Ein solches Komplexsystem entspricht bei vier Variabeln einem Orthogonal
fliichensysteme bei drei Variabeln. Die allgemeinen Eigenschaften der letzteren [cf. 
Darboux, Recherches sur les surfaces orthogonales. Ann. de l'Ecole Normale Superieure, 
t. 2 (1865)] finden bei den Komplexsystemen ihre Analoga . 

• ) Dieser Satz ist, gavial ich weiB, zuerst von Herrn Paul Serret ausgesprochen 
worden. 
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Hache haben, kann man dies aus den Witt. Nachrichten 1871, Nr. 1 [siehe 
Abh. II dieser Ausgabe] mitgeteilten Formeln unmittelbar entnehmen. Der 
Nachweis £iir die allgemeine Giiltigkeit dieses Satzes, den ich bier der 
Kiirze wegen nicht aus£iihre, entspricht iibrigens ganz dem Gange, den man 
einschlagt, um zu zeigen, da13 konfokale Flachen zweiten Grades sich senk
recht schneiden. 

Sei nun ein solches System von Komplexen zweiten Grades gegeben. 
Zwei demselben angehOrige Komplexe bestimmen eine Kongruenz, deren 
BrennHache im allgemeinen von der 16. Ordnung und Klasse ist. Auf 
diesen BrennHachen kennt man nach dem aufgestellten Theoreme die Haupt
tangentenkurven; es werden aIgebraische Kurven von der 32. Ordnung und 
Klasse. Dieselben sind die Beriihrungkurven mit den je dreien der Kom
plexe angehOrigen Linienflachen, die im allgemeinen auch von der 16. Ord
nung und Klasse sind. Auf diesen Linienflachen kann man nach dem 
Obigen ebenfal1s durch algebraische Operationen die Haupttangenkurven 
bestimmen. 

Durch passende Partikularisationen erhii.lt man hieraus die Bestimmung 
der Haupttangentenkurven auf einer gro13en Zahl von besonderen Flachen. 
Hier sei nur eine solche Partikularisation erwahnt. Die beiden Komplexe 
des Systems, welche miteinander die Kongruenz und durch diese die Brenn
Hache bestimmen, mogen unendlich wenig voneinander verschieden sein. Dann 
wird die Kongrllenz die Kongruenz der singularen Linien desjenigen Kom
plexes, in welchen die beiden zusammengefallen sind. Ihre BrennHache 
zerfallt in die allen Komplexen gemeinsame SinglllaritatenHache, die von 
der vierten Ordnung und Klasse ist, und eine weitere Flache von der 
12. Ordnung und Klasse. Auf beiden erhii.lt man die Haupttangentenkurven. 
Nun ist £iir die allgemeinen Komplexe zweiten Grades die Singularitaten
Hache eine Kummersche Flache vierten Grades mit 16 Knotenpunkten. 
Man erhalt also eine Bestimmung der Haupttangentenkurven dieser Flache 
und zwar eine solche, die sich unmittelbar in diejenige iiber£iihren laIlt, 
welche Herr Lie und ich in der im Eingange zitierten Arbeit auseinander
gesetzt haben. 



VIII. tber Liniengeometrie und metrische Geometrie. 
[Math. Annalen, Bd. 5 (1872).J 

In der vorstehenden Abhandlung 1 ) hat Herr Lie unter anderem eine 
fundamentale Analogie entwickelt, welche zwischen der Geometrie des 
linearen Komplexes und der gewohnlichen metrischen Geometrie besteht. 
Diese Analogie kommt darauf zuriick, daB man den linearen Komplex 
eindeutig auf den Punktraum abbilden kann 2), wobei im linearen Komplexe 
eine einzelne Linie, im Punktraume ein Kegelschnitt als Fundamental
gebilde auftritt. Denn die metrische Geometrie ist ja nichts anderes, als 
die Untersuchung der projektivischen Eigenschaften der raumlichen Gebilde 
unter Zugrundelegung eines ein fUr allemal gegebenen Kegelschnittes, des 
unendlich fernen imaginaren Kreises. Die Geometrie des linearen Kom
plexes ist durch die fragliche Abbildung also mit der metrischen Geome
trie in Verbindung gesetzt, jedoch so, daB im linearen Komplexe noch 
eine Linie willkiirlich ausgezeichnet ist. - Der hierdurch aufgedeckte 
Zusammenhang zwischen zwei auf den ersten Blick sehr heterogenen Ge
bieten der Geometrie muB nach beiden Seiten hin von groBer Fruchtbar
keit sein. Es mag hier geniigen, in diesem Betracht auf den reichen 
Inhalt der vorstehenden Abhandlung zu verweisen, insbesondere auf die 

') [Gemeint ist die im Bd.5 der Math. Ann. unmittelbar vorher abgedruokte 
groBe Abhandlung von Lie: "Ober Komplexe, insbesondere Linien- und Kugelkom
plexe, mit Anwendung auf die Theorie partieller Difierentialgleiohungen". Es ware 
gewiB erwiinsoht, die engen Beziehungen, die zwisohen den Abhandlungen VIII und IX 
und dieser Abhandlung von Lie bestehen, genauer klarzulegen, zumal auch letztere 
auf zahlreiche zugehorige Bemerkungen meinerseits Bezug nimmt. Aber es soheint 
unmoglich, dies in Form eines kurzen zusammenfassenden Kommentars zu tun. So 
muB es bei gelegentliohen Verweisen sein Bewenden haben. Holien wir, daB die 
Fiille der geometrisohen Ideen, welche in den jetzt schwer zugangliohen Liesohen 
Abhandlungen in ihrer urspriingliohen Form enthalten ist, dooh nooh einmal in der 
seit Iangem vorbereiteten, duroh die Ungunst der Verbaltnisse bislang zuriiokg.estellten 
Ausgabe der Lieschen Werke zum Gesamtgut der Mathematiker wird! K.] 

2) Auf diese Abbildung ist zuerst duroh Herrn Nother aufmerksam gemaoht 
worden: Zllr Theorie algebraischer Funktionen. Gott. Nachriobten. 1869. 
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dort gegebene Beziehung zwischen dem Probleme der Haupttangenten
kurven und der Kriimmungskurven. 

Ankniipfend an diese Untersuchungen von Herrn Li e, iiber die ich 
durch wiederholte ausfiihrliche Mitteilungen desselben unterrichtet war, 
fand ich, daB in ganz gleicher Weise, wie die Geometrie des linearen 
Komplexes mit der metrischen Geometrie des gewohnlichen Raumes 
zusammenhii.ngt, ein Zusammenhang besteht zwischen dem Gesamtinhalte 
der Liniengeometrie und der metrischen Geometrie des Raumes von 
vier DimensionenS ). In diesem Betracht stellte ich insbesondere ein 
liniengeometrisches Theorem auf 4), welches dem Dupinschen Theorem der 
gewohnlichen metrischen Geometrie nachgebildet war. Hieran habe ich 
weitere Oberlegungen gekniipft, die darauf abzielen: einmal den gesamten 
Inhalt der metrischen Geometrie auf Liniengeometrie zu iibertragen; 
andererseits die algebraischen Methoden, deren man sich in der Linien
geometrie mit Erfolg bedient, zur Behandlung metrischer Probleme zu 
verwerten. Diese Betrachtungen - die iibrigens mit den von Herrn 
Lie vorgetragenen in engster Beziehung stehen und aus ihnen erwachsen 
sind - sollen im folgenden, wenn auch nur in allgemeinen Ziigen, dar
gelegt werden. Hoffentlich geniigt die hier gegebene Auseinandersetzung, 
um deutlich zu zeigen: daB auf dem hier eingeschlagenen Wege eine 
Weiterentwickelung der beiden in Betracht kommenden Disziplinen: der 
Liniengeometrie und der metrischen Geometrie gegeben ist. 

In der Liniengeometrie p£legt man, wie bekannt, die Gerade durch 
sechs homogene Koordinaten Pik zu definieren, welche an eine Bedingungs
gleichung zweiten Grades: 

p. P12P34 + P 13P4'J + P14P23 = 0 

gekniipft sind. Betrachtet man einen Augenblick die Pik als unabhangige 
Veranderliche, so konstituieren sie eine Mannigfaltigkeit, oder, wie man 
hau:S.g sagt, einen Raum von fiinf Dimensionen. Derselbe solI mit RI) be
zeichnet werden (iiberhaupt ein Raum von n Dimensionen mit Rn)' Aus 
diesem Raume wird die von den Geraden gebildete Mannigfaltigkeit von 
vier Dimensionen durch die vorstehende quadratische Gleichung aus
geschieden, in ahnlicher Weise, wie aus der Gesamtheit der Punkte des 
gewohnlichen Raumes (Rs) durch eine quadratische Gleichung eine Flache 

3) Unter der metrischen Geometrie eines solchen Raumes ist wiederum die 
Untersuchung der projektivischen Eigenschaften seiner Gebilde unter Zugrunde
legung eines ausgezeichneten Gebildes zu verstehen, welches dem Kegelschnitte der 
gewohnlichen Geometrie entspricht. Bestimmt man, wie gewohnlich bei metrischen 
Untersuchungen, das Raumelement (den Punkt) durch rechtwinklige Koordinaten, 
hier also durch vier Koordinaten x, y, Z, t, so besteht das fragliche Gebilde aus den
jenigen unendlich fernen Elementen, fur die x 2 + Y 2 + z 9 + t 2 = O. 

4) Gottinger Nachrichten. 1871. Nr. 3. [Vgl. Abh. VII dieser Ausgabe.] 
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zweiten Grades ausgeschieden wird. Man wird so dazu gefiihrt, die Linien
geometrie in iihnlicher Weise analytisch zu behandeln, wie die Geometrie 
auf einer Fliiche zweiten Grades. Die hiermit angedeutete Auffassung 
soIl in § 1 noch naher eri:irtert und begriindet werden; sie liegt iibrigens 
meinen samtlichen bisherigen Arbeiten iiber Liniengeometrie zugrunde. 

Es mag hier gleich eine Bezeichnung eingefiihrt werden, die im 
folgenden ni:itig wird. Den Raum von n Dimensionen bezeichneten wir 
bereits als Rn' Ein Gebilde nun, welches aus ihm durch ft Gleichungen 
ausgeschieden wird, welches also noch immer eine Mannigfaltigkeit von 
n - fl Dimensionen vorstellt, solI als M n _ i' bezeichnet sein. Dabei 
mi:igen rechts oben zugesetzte Indizes den Grad der fl Gleichungen an
geben, durch welche die M n _ I' bestimmt wird. - Die Gesamtheit der 

geraden Linien bildet bei dieser Bezeichnung eine M i21, die im Raume Ra 
gelegen ist. In ahnlicher Weise bilden die Linien eines linearen Komplexes 

eine M~2) des R 4 , die Linien einer linear en Kongruenz eine M~2) des Rs ' 

endlich die Linien einer Regelschar eine Mi2) des R2 • [Wahrend diese Ge
bilde im R betrachtet die Bezeichnungen M 11,21 M51,1,2) M(1,1,1,2) er-';)' 3 , 2 , 1 

halten muJ3ten.] Diese Bezeichnungsweise ist etwas abstrakt; sie ist aber 
im folgenden nicht gut zu umgehen. 

Der Zusammenhang zwischen Liniengeometrie und metrischer Geometrie 
bei vier Variabeln kommt nun auf eine eindeutige Abbildung der in Ro ge

legenen M12) auf den R4 hinaus. -- Es ist bekannt, wie man eine im 

R3 gelegene M J2), also etwa eine im gewi:ihnlichen Raume gelegene Flache 
zweiten Grades, eindeutig auf den R2 , etwa die Ebene, abbilden kann. 
Dies geschieht, geometriseh ausgedriickt, durch das Verfahren der stereo
graphischen Projektion. Dabei treten in der Ebene zwei Fundamental
punkte auf, die Bilder der durch den Projektionspunkt gehenden beiden 
Erzeugenden. Auf der Flache zweiten Grades findet sich ein Fundamental
punkt, der Projektionspunkt. Nun benutzt aber die metrische Geometrie 
in der Ebene als Fundamentalgebilde ein Punktepaar, die beiden unend
lich fern en imaginaren Kreispunkte. Man wird deshalb sagen konnen: 
die Geometrie auf einer Flache zweiten Grades und die metrische Geometrie 
in der Ebene entsprechen einander, sowie man auf der Flache einen (will
kiirlichen) Punkt auszeichnet. - Bei der in Rede stehenden Abbildung 

einer .211~221 des RlI auf den R n - 1 findet nun etwas ganz Ahnliches statt. 

Ein Element der M;~l (welches dem Projektionspunkte entspricht) wird 
ausgezeichnet. Dafiir tritt im R n- 1 ein Fundamentalgebilde auf, wie es 

auch die metrische Geometrie des Rn - 1 benutzt, namlich eine M~l..:.~). 
Allgemein kann man also sagen: 
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Die metrische Geometrie des R n - 1 kann als stereographische Projek
lion der Geometrie auf einer im Rn gelegenen M~2~1 aufgefapt werden~). 

Mit dies em Satze, der in § 2 vollstandig begrlindet werden solI, ist 
der Zusammenhang der Liniengeometrie mit der metrischen Geometrie des 
R4 vollstandig gegeben. Ebenso natlirlich der Zusammenhang zwischen 
der Geometrie des linearen Komplexes und der metrischen Geometrie des 
Ra' Man konnte endlich in dem namlichen Sinne die Geometrie der 
linear en Kongruenz mit der metrischen Geometrie des R2 , die Geometrie 
der Regelschar mit der metrischen Geometrie des Rl in Verbindung setzen. 
Andererseits begrlindet der Satz diejenige Behandlung der metrischen 
Geometrie des Rn - 1 , welche vorher bereits angedeutet wurde. Dieselbe 
solI ebenfalls in § 2 etwas weiter ausgeflihrt werden. Man wird bei ihr 
in erster Linie dazu geflihrt, zwischen solchen metrischen Eigenschaften 

des Rn~l zu unterscheiden, welche, auf die .1I-[~2~1 des Rn libertragen, eine 
besondere Beziehung zu dem bei der Abbildung benutzten Projektions
punkte implizieren, und solche, welche dies nicht tun. Letztere ergeben, 
wenn n = 5, allgemeine liniengeometrische Satze; erstere solche, bei denen 
{line willklirliche Gerade fundamental auftritt. 

Um wenigstens an einem Beispiele die Fruchtbarkeit dieser Dber
tragungen zu zeigen, suche ich in § 3 das liniengeometrische Analogon 
der Orthogonalsysteme der metrischen Geometrie. Es sind dies Systeme 
von Linienkomplexen, welche ich als Involutionssysteme bezeichne. Ein 
Involutionssystem ist ein einfach unendliches System von Komplexen, 
welche von einem Parameter im vierten Grade abhangen, so daB durch 
jede Gerade des Raumes vier Komplexe des Systems hindurchgehen. 
Diese vier Komplexe - und das konstituiert eben den Charakter der in 
Rede stehenden Systeme - liegen paarweise mit Bezug auf die gemein
same Gerade in Involution 6). Die involutorische Lage zweier Komplexe 
{lntspricht dabei auf seiten der Liniengeometrie der Orthogonalitat zweier 

5) Die metrische Geometrie der Ebene als stereographische Projektion der 
Geometrie auf einer Flache zweiten Grades (insbesondere einer Kugel) anzusehen, 
ist ein Mittel, welches namentlich von Chasles gehraucht worden ist. Die im 
Texte angedeutete allgemeine Auffassung wird gelegentlich von Herm Darb oux 
in der Theorie der Orthogonalflaehensysteme benutzt (Comptes Rendus t.69. 1869, 2. 
Sur unenouvelle serie de systemes orthogonaux algebriques). Wie mir Herr Dar b 0 u x auf 
eine Anfrage meinerseits mitteilte, ist sie ein allgemeincs Prinzip gewesen, welches ihn 
bei der Aufstellung seiner Theoreme iiber metrische Geometrie geleitet hat. 

6) Ais involutorische Lage zweier Komplexe mit Bezug auf eine gemeinsame 
Gerade bezeichne ich die folgende Beziehung. In jeder durch die Gerade hindurch
gelegten Ebene befindet sich, jedem Komplexe entsprechend, eine Komplex-Kurve 
welche die gegebene Gerade beriihrt. Die beiden Beriihrungspunkte mogen als 
einander zugeordnet angesehen werden. Dreht sich nun die Ebene, so beschreiben 
die beiden Punkte kollineare Punktreihen. Die Komplexe heiBen nun involutorisch 
gelegen, wenn die Beziehung der beiden Punktreihen die involutorische ist. 
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Fliichen In der metrischen Geometrie. - Fiir Involutionssysteme von 
Komplexen gilt dann ein Theorem, welches dem Dupinschen Theoreme 
der gewohnlichen metrischen Geometrie analog ist. Dasselbe ist, wie ich 
in § 4 des weiteren auseinandersetze, insofern hochst fruchtbar, als es, 
sowie ein Involutionssystem gegeben ist, auf einer grof3en Zahl von Fliichen 
die Haupttangenten-Kurven kennen lehrt. Insbesondere ist hier ein
geschlossen die Bestimmung der Hauptta.ngenten-Kurve der Kummerschen 
Fliiche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten, wie sie sich aus 
den Untersuchungen von Herrn Lie und mir ergeben hat 7). 

Ich will noch ausdriicklich auf einen Unterschied aufmerksam machen, 
der zwischen den hier vorgetragenen Dingen und einigen Kapiteln der 
voraufgtohenden Lieschen Arbeit besteht und dabei zugleich auseinander.; 
setzen, wie, ankniipfend an diesen Unterschied, Herr Lie eine neue in der 
metrischen Geometrie anzuwendende Transformation entwickelt hatS). Ver
moge der erwiihnten Abbildung des linearen Komplexes in den gewohn
lichen Punktraum setzt Herr Lie die Liniengeometrie in Verbindung mit 
der Geometrie, deren Element die Kugel des gew6hnlichen Raumes ist. 
Hier dagegen wird die Liniengeometrie auf die Punktgeometrie des Raumes 
von vier Dimensionen bezogen. Wiihrend die letztere Beziehung einein
deutig ist, ist es die erstere nicht, jeder Linie entspricht allerdings nur 
eine Kugel, dagegen jeder Kugel ein Linienpaar. Da beide Abbildungen 
der Liniengeometrie metrisch interessante Dinge ergeben, so wird mant 

zur Behandlung metrischer Probleme, indem man die Betrachtung der 
Liniengeometrie als unwesentlich beiseite liif3t, die folgende Methode 
aufstellen konnen: Man bezieht den Punkt des Raumes von n Dimen
sionen auf die Kugel des Raumes von n - 1 Dimensionen, in der Art, 
daf3 jedem Punkte eine Kugel, jeder Kugel dagegen ein Punktepaar ent
spricht. Dies geschieht einfach, indem man die n Koordinaten des Punktes 
im Rn bez. die n - 1 Mittelpunktskoordinaten und den Radius einer Kug':ll 
im Rn - 1 bedeuten liif3t. Dies ist die von Lie aufgestellte Methode, welche 
die metrische Geometrie des Rn und des Rn- 1 in Verbindung setzt. Nicht 
zu verwechseln mit ihr ist ein von Herrn Darboux aufgestellter Prozef3 Il), 

der ebenfalls die metrische Geometrie des Rn mit der des R fI - 1 verkniipft. 
Derselbe kommt im wesentlichen darauf zuriick: die metrische Geometrie 
des Rn durch sphiirische Abbildung auf eine Kugel des Rn und dann von 
dieser durch stereographische Projektion auf den Rn - 1 zu iibertragen . 

• ) V gl. eine gemeinsame Mitteilung in den Monatsberichten der Berliner Akademie. 
Dezember 1870 [siehe Abh. VI dieser Ausgabe], sowie die in der vorstehenden Ab
handlung [von S. Lie] enthaltenen bez. Auseinandersetzungen. 

8) Gottinger Nachrichten. 1871. Nr. 7. 
9) Vgl. die bereits zitierte Note: Sur une nouvelle serie de systemes orthogonaux 

algebriques. Comptes Rendus. 69. 1869. 
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§ 1. 

Die Liniengeometrie ist wie die Geometrie auf einer Ml2) des Rr.. 

Diese Aussage findet in dem folgenden Verhalten der Linienkoordi
naten Pik ihre eigentliche Begrundung. Fur die Koordinaten Pi k hat man: 

P---P12P84 + P1SP42 + P14P23 = O. 

Damit sich nun zwel Gerade, P und p', schneiden, mu/3 sem: 

,,~. Pik= O. 
~ OPlk 

Infolgedessen kann man den folgenden Satz aufstellen, den ich bereits ge
legentlich mitteilte 10): 

Setzt man statt der Linienkoordinaten Pik beliebige lineare Funk
tionen derselben, die nur der einen Bedingung geniigen sollen, die 

Mannigfaltigkeit Mi2): 

in sich iiberzufiihren, so hat man eine kollineare oder eine dualistische 
(reziproke) Umformung des Linienraumes. Andererseits erhiilt man auf 
diesem Weg alle solchen kollinearen und reziproken Umformungen. 

Was den ersten Teil dieses Satzes betrifit, so werden ofienbar durch 
die in Rede stehenden Transformationen aIle Geraden wieder in Gerade, 
sich schneidende Gerade in sich schneidende Geraden ubergefiihrt. Der 
Gesamtheit d~r zweifach unendlich vielen Geraden, die durch einen Punkt 
gehen (sich also schneiden), entsprechen wiederum zweifach unendlich 
viele Gerade, die sich schneiden. Dabei bleibt die doppelte Moglichkeit: 
da/3 dieselben entweder wieder durch einen Punkt gehen oder da/3 sie die 
Gesamtheit der in einer Ebene verlaufenden Geraden vorstellen 11). 1m 
ersten FaIle hat man eine raumliche Transformation vor sich, welche 
jede Gerade in eine Gerade, jeden Punkt in einen Punkt uberfuhrt, und 
das ist ersichtlich eine kollineare Umformung. 1m zweiten Fall dagegen 
hat man eine raumliche Transformation, welche jede Gerade in eine Ge
rade, jeden Punkt in eine Ebene uberfuhrt. Es ist also eine dualistische 
Umformung. 

Aber auch umgekehrt wird jede kollineare und jede dualistische Um
formung sich in Linienkoordinaten in der vorgenannten Weise darstellen. 

10) Math. Ann., Ed. 2 (1870) (Geometrisches iiber Resolventen ... ) [Siehe Ed. 2 
dieser Ausgabe. Dieser Satz ist bereits in meiner Dissertation (Abh. I dieser Ausgabe) 
auf dem Wege der Rechnung bewiesen worden. (Nr.6-8.) K.] 

11) In ahnlicher Weise spalten sich iiberhaupt die linearen Transformationen, 

welche eine M~2}.l im Rn in sich iiberfiihren, falls n eine ungerade Zahl ist, in zwei 
Scharen. Vgl. die Arbeit: "Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie", § 16. 
[Math. Annalen, Ed. 4 (1872).: [Siehe Abh. XVI dieser Ausgabe.] 
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Denn bei einer solchen Umformung werden die Punktkoordinaten durch 
lineare Funktionen der neuen Punkt- oder Ebenenkoordinaten ersetzt. 
Infolgedessen treten an Stelle der friiheren Linienkoordinaten Pik' die 
gleichma,13ig als zweigliedrige Determinanten aus Punktkoordinaten oder 
aus Ebenenkoordinaten dargestellt werden konnen, lineare Funktionen 

derselben. Diese linearen Funktionen haben auch die Eigenschaft, die Mi2) 

p=o 

In sich selbst iiberzufiihren, da ja bei ihnen gerade Linien gerade Linien 
bleiben und sich also die durch die vorstehende Gleichung dargestellte 
Linienmannigfaltigkeit nicht andert. 

Hiermit ist der vorstehende Satz vollstandig bewiesen. Dieser Satz 
gibt nun zu der folgenden Behandlung liniengeometrischer Probleme Veran
lassung. Die neuere Geometrie untersucht aIle raumlichen Gebilde, 
insonderheit also die Liniengebilde, nur insofern sie durch kollineare oder 
dualistische Transformationen ungeandert bleiben, oder, wenn man will, 
sie fiihrt aIle anderen Eigenschaften auf Eigenschaften dieser Art zuriick. 
Ganz denselben Umfang von Transformationen ziehen wir aher in Betracht, 

wenn wir den Linienraum als eine M i2) im Rfi betrachten und die pro

jektivischen Eigenschaften des Rn untersuchen, welche sich auf die MiS) 
beziehen. Die gesamte Liniengeometie wird dadurch auf folgendes Problem 
zuriickgefiihrt: 

Man untersuche im projektivischen Sinne die im R5 gelegene Mi2) • 

Sodann iibertrage man die Resultate in die Sprache der Liniengeometrie. 
Wie sich dies bei naherer Ausfiihrung stellt, habe ich in alIer Kiirze 

in dem Aufsatze: "Die allgemeine lineare Transformation der Linien
koordinaten" (Math. Annalen, Bd. 2 [siehe Abh. III dieser Ausgabe]) aus
einandergesetzt. Eine lineareGleichung (oder sagen wir: dieEbene des Rl\) stellt 

einen linearen Komplex dar, der ein spezieller wird, wenn die Ebene die Mi2) 

beriihrt. Sind zweiEbenen in bezug auf die 1J,J~2) konjugiert, so heiBen die Kom

plexe in Involution. Beriihrt der Durchschnitt der beiden Ebenen die M12), so 
beriihren sich die beiden Komplexe (die ihnen gemeinsame Kongruenz 
hat dann zwei zusammenfallende Direktrizen). 

Es solI hier nicht weiter in diese Dinge eingegangen werden 12); doch 
mag noch folgende Bemerkung hier ihre Stelle finden. Liniengeometrie 
ist schlieLllich nichts, als iiberhaupt projektivische Raumgeometrie. Der 
vorstehende Satz begriindet also eine eigentiimliche Behandlung der Geo
metrie des R3 , bei der die linearen und dualistischen Transformationen 

12) [Diese Untersuchungsmethode ist spater von C. Segre systematisch aus
gebaut worden. (Mem. della R. Acc. di Torino, Ser. II, T. 36, (1885).J 
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des Rs durch die linearen Transformationen eines hoheren Raumes ersetzt 
werden, welche ein in diesem Raume gelegenes Gebilde ungeandert lassen. Man 
kann die Frage aufstellen, ob eine ana loge Behandlung bei anderen Raumen, 
als dem Rs ' moglich ist. Dies ist allerdings, aber nur bei besonderen 
Raumen, der Fall. So kann man den Rl behandeln als Kegelschnitt im R2 
oder als Raumkurve dritter Ordnung im Rs usw. Denn die gerade Linie Rl 
IaBt sich derart auf einen Kegelschnitt, bez. eine Raumkurve dritter Ordnung 
beziehen, daB ihren dreifach unendlich vielen linearen Transformationen die 
gleich zahlreichen linearen Transformationen entsprechen, welche einen 
Kegelschnitt in der Ebene, eine Raumkurve der dritten Ordnung im Raume 
in sich iiberfiihren. Hierauf beruht das von Hesse vorgeschlagene Dber
tragungsprinzip (Borchardts Journal, Bd. 66,1866). Hesse bespricht insbe
sondere die Beziehung zwischen der geraden Linie und dem Kegelschnitte 
der Ebene und zeigt, wie bei der Dbertragung die projektivische Geometrie 
der Ebene eine Geometrie der Punktepaare auf der Geraden ergibt lS). 

§ 2. 

Zusammenhang der metrischen Geometrie bei (n - 1) Variabeln und 
der Geometrie auf einer M!~l eines Rn. 

Sei eine M~~1 eines Rn gegeben. Durch passende Wahl der homogenen 
Veranderlichen Xl ... Xn +1 wird man deren Gleichung im Allgemeinen auf 
die Form bringen konnen: 

2 2 2 2 2 
O=Xl +XJ + ... +Xn-1+Xn+Xn+1' 

Setzen Wlr jetzt: p = Xn + iXn+l 

q = Xu - iXn+l, 

so kommt: o = xf + x; + ... + xL1 + pq. 

Von dieser Gleichungsform ausgehend, kann man die M~221 ohne wei teres 
auf den Rn - 1 abbilden. Zu dies em Behufe hat man nur zu setzen, unter 
{} einen Proportionalitatsfaktor verstanden: 

eXl = Y1Yn 

eX 2 = Y2 Yn 

(IXn-l = Yn-1Yli 

ep = YnYn 
( 2 2 2 ) (}q = - Y1 + Y2 + ... + Yn-l . 

13) Hiermit wieder kann man in Zusammenhang bringen, wenn man, wie die 
Herren Clebsch und Gordan, behufs der typischen Darstellung gerader binarer 
Formen getan haben, die Punkte der Geraden durch drei homogene Koordinaten be
stimmt, zwischen denen eine Bedingungsgleichung zweiten Grades statthat; vgl. 
C 1 e b s c h: Theorie der biniiren Formen (Leipzig 1871). Neunter Abschnitt. 

K lei n. Gesammeite math. Abllandlungen. r. 8 
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Fiir on = 3 sind dies die bekannten Formeln, welche die stereographische 
Projektion einer FHi.che zweiten Grades auf die Ebene vorstellen. 

Ais Fundamentalgebilde treten bei dieser Abbildung auf: 

1. 1m Rn- 1 die M~~~), welche durch die beiden Gleichungen vor
gestellt wird: 

Jedem 
M (2) 

n-l, 

O=Y .. , 

o = y~ + Y; + . .. + Y!-l. 

Elemente derselben entspricht nicht ein Element der gegebenen 

sondern einfach unendlich viele. 

2. Auf der M!~l ein einzelnes Element (der Projektionspunkt): 

Xl = 0, x2 = 0, ... , X"-l = 0, p = o. 
Ihm entspricht die lineare Mannigfaltigkeit von (on - 1) Dimensionen: 

y .. =O. 

Nun wurde bereits bemerkt, daB die metrische Geometrie des Rn- 1 

eben eine M~l:...~) als fundamentales Gebilde benutzt. Durch unsere Ab
bildung wird also, wie behauptet wurde, die metrische Geometrie des 

Rn- 1 mit der Geometrie der M~BJ.l des R .. , unter Zugrundelegung eines 
ausgezeichneten Elementes, in Beziehung gesetzt. 

Die Art dieser Beziehung wird durch den folgenden Satz dargelegt, 
der die Beziehung als eine wesentliche kennzeichnet: 

Den Unearen Trans/ormationen des Rn- 1 , wekhe dessen /undamen

tale M~:"'~ ungeiindert lassen, entsprechen diejenigen linearen Trans/or
mationen des R .. , welche die gegebene M .. _l und den au/ ihr befindlichen 
(willkUrlich gewiihlten) Projektionspunkt nicht iinderon. 

In der Tat, setzen wir statt Yl ... Y.. lineare Funktionen derselben, 

welche die fundament ale M~~:): 

O=Y .. 
222 o = Yl + Y2 + ... + y .. -l 

nicht andern, so ergeben die Formeln ohne wei teres die Richtigkeit des 
Satzes. 

Die ersteren Transformationen sind aber diejenigen, welche man in 
der metrischen Geometrie des Rn- 1 betrachtet; d. h. es sind diejenigen 
Umformungen, welche metrische Eigenschaften des Rn- 1 nicht andern. 
Beispielsweise, ist n = 4, so ist der Rn- 1 der gewohnliche Punktraum. 

Die fundamentale M~~:) ist der unendlich ferne imaginare Kreis. Die 
linearen Transformationen des Punktraumes, welche letzteren nicht andern, 
sind diejenigen, die man als Bewegungen, als A.hnlichkeitstransformationen 



VIII. Liniengeometrie und metrische Geometrie. 115 

und als Transformationen durch Spiegelung bezeichnet. Bei diesen Trans
formationen bleiben aber aIle metrischen Beziehungen raumlicher Figuren 
ungeandert. - Andererseits wiirde man den entsprechenden Zyklus linearer 
Transformationen der x in Betracht zu ziehen haben, wenn man nach 
denjenigen Eigenschaften von Gebilden des Rn fragt, welche sich auf die 

gegebene M~221 und den auf ihr befindlichen Projektionspunkt beziehen. 
Man wird jetzt die Frage aufstellen konnen: Welche Transformationen 

des Rn - 1 entsprechen denn denjenigen linearen Transformationen des Rn , 

welche nur die gegebene M~2J..1' nicht aber auch den Projektionspunkt 
selbst ungeandert lassen? Ehe wir diese Frage beantworten, wollen wir 
die benutzten Abbildungsformeln so umandern, daB auch formeH der Zu
sammenhang mit der gewohnlichen Darstellung der metrischen Geometrie 
des Rn (wobei rechtwinklige Koordinaten gebraucht werden) hervortritt. 
Es geniigt, zu diesem Zwecke Yn = 1 zu setzen und die dann absolut be
stimmten Yl ... Yn-1 als rechtwinklige Koordinaten des Rn- 1 aufzufassen. 
Yn = 0 ist dann der Ort der unendlich fernen Elemente des R"-1 (die 
unendlich ferne Ebene). In Yn = 0 befindet sich die fundamentale 

M (12) d' 'h d h d' Gl' h n':3, Ie aus I m urc Ie eIC ung: 

0= Y; + Y; + ... +yL1 
ausgeschieden wird. - Es sei nun gestattet, die M~222' welche durch 
folgende Gleichung dargestellt wird: 

(Yl - al )2 + (Y2 - a2)2 + ... + (Yn-1 - an_1)2 = r2 

nach Analogie mit der gewohnlichen Raumgeometrie als eine Kugel des 
Rn- 1 zu bezeichnen. al , a2 , ... ,an -1 sind die Koordinaten ihres Mittel
punktes, r ist der Radius. Eine derartige Kugel ist das Bild eines ebenen 

Schnittes der im Rn gegebenen und auf den Rn- 1 projizierten M~221' 
Denn die Gleichung der Kugel ist die allgemeine lineare Gleichung zwischen 

den die gegebene M~221 darstellenden AbbildungsfunktioneI).. Unter den 
Kugeln finden sich insbesondere solche mit unendli'ch groBem Radius, d. h. 

Ebenen; sie sind das Bild solcher ebenen Schnitte der gegebenen M~221' 
welche durch den Projektionspunkt hindurchgehen 14). 

Betrachten wir jetzt, wie sich die Abbildung der gegebenen M!221 

andert, wenn wir die M~221 durch lineare Transformationen des Rn in sich 
selbst iiberfiihren. Wir untersuchten bereits diejenigen unter diesen Trans
formationen, welche den Projektionspunkt nicht andern. Ihnen entsprechen 

14) Man versinnliche sich dies an der gewohnlichen stereographischen Projek
tion einer F.. Jeder ebene Schnitt bildet sich als Kreis ab; insbesondere als Gerade, 
wenn er den Projektionspunkt enthiilt. 

8* 
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die Bewegungen und die Ahnlichkeitstransformationen des Rn- 1 • AIle 
anderen Transformationen setzen sich aber augenscheinlich aus Tl'ansfor
mationen dieser besonderen Art und solchen Transformationen zusammen, 
welche einer Verlegung des Projektionspunktes auf der gegebenen M!;~l 
entsprechen. Vertauschen wir aber den bisher benutzten Projektionspunkt: 

xl=O, x2 =O, ""Xn-l=O, p=O 

mit einem anderen, fiir den wir, unbeschadet der Allgemeinheit, den Punkt: 

Xl = 0, x2 = 0, ... , Xn-l = 0, q = ° 
nehmen wollen, so kommt dies darauf hinaus, 1m Rn- 1 die GroI3en 

mit den folgenden 
Y! 
e2 ' 

Y2 Yn-l 
e2 '''''7 

zu vertauschen, wo r/ den Ausdruck bezeichnet: 
., :! 3 2 

(}" = Yl + y~ + ... + Yn-l' 

Eine derartige Transformation solI, nach Analogie mit der entsprechenden 
Transformation bei zwei und drei Variabeln, eine Transformation durch 
reziproke Radii vectores heiI3en. Wir konnen jetzt den Satz aussprechen: 

Der Gesamtheit der linearen Transformationen des R n , welche die 
gegebene M~2~1 in sich uberfuhren, entspricht im Rn- 1 ein Transforma
tionszyklus, der sich aus dessen Bewegungen, den Ahnlichkeitstrans
formationen und den Transformationen durch reziproke Radien zu
sammensetzt. 

Hier nun kniipft diejenige Behandlung der metrischen Geometrie des 
Rn- 1 an, von der in der Einleitung die Rede war. Zunachst wird man 
den Gesamtinhalt der metrischen Geometrie in zwei Teile sondern. Man 
wird solche Beziehungen unterscheiden, welche, auf die M~2}"l iibertragen, 
den gewahlten Projektionspunkt implizieren, und solche, bei denen dieses 
nicht der Fall ist Die letzteren sind, wie man jetzt sieht, aIle diejenigen, 
welche bei Umformung durch reziproke Radien ungeandert bleiben. Zu 
ihrer Behandlung muI3 es vorteilhaft sein, den Rn - 1 auch algebraisch als 
eine M~2}"l des R" zu behandeln. Das heiI3t: man wird bei ihrer Behand
lung das Element des Rn - 1 nicht durch n - 1 absolute, sondern durch 
n + 1 homogene Koordinaten bestimmen, zwischen denen eine Bedingungs
gleichung zweiten Grades besteht. (Da dieselben, gleich Null gesetzt, ebene 
Schnitte der M~2~1 vorstellen, so reprasentieren sie im Rn- 1 Kugeln.) 

Man bestimme also z. B. den Punkt des gewohnlichen Raumes nicht 
durch drei absolute Koordinaten, sondern durch fiinf homogene: 
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die, gleich Null gesetzt, Kugeln vorstellen. Geometrisch kotnmt dies 
darauf hinaus, den Punkt durch die relativen Werte der mit gewissen 
Konstanten multiplizierten Potenzen desselben in bezug auf fiinf gegebene 
Kugeln festzulegen. Zwischen den fiinf 8 besteht eine Bedingungsgleichung 
zweiten Grades: 

In der Diskussion dieser Gleichung ist in demselben Sinne der gesamte 
Teil der metrischen Raumgeometrie vorhanden, der durch reziproke Radien 
ungeandert bleibt, wie sich die gesamte Liniengeometrie an die Diskussion 
der entsprechenden Gleichung P = ° ankniipft. DaJ3 diese Behandlung 
metrischer Probleme von groJ3em Vorteile sein kann, mag hier nur an 
einem Beispiele erortert werden. Auf dieses Beispiel ist Herr Lie bei 
dem Studium seiner Abbildung des linearen Komplexes gefiihrt worden, 
indem er liniengeometrische Betrachtungen, die ich in einer friiheren Ab
handlung 15) gegeben hatte, auf die entsprechenden metrischen Dinge iiber
trug. Andererseits ist dieses Beispiel eben fiir mich Veranlassung gewesen, 
die allgemeineren hier vorgetragenen Dberlegungen anzustellen. Man be
stimme namlich den Punkt des Raumes durch fiinf Koordinaten 81 ••• 85 , 

welche, gleich Null gesetzt, Kugeln vorstellen, die sich orthogonal schneiden. 
Dann hat Q die Gestalt: 

8f + 8: + 8: + 8; + 8~ = O. 

Schreibt man nun die Gleichung: 

sf sl I s~ 
k1 +}. + k2 +i+'" T k6+l = 0, 

wo 1 ein Parameter, so hat man ohne wei teres das OrthogonalHachen
system vor sich, welches von den Herren Darboux und Moutard ge
funden wurde, und das aus Flachen vierter Ordnung gebildet ist, die den 
imaginaren Kreis doppelt enthalten 16). - Diese Form entspricht, bis auf 
die Zahl der Variabeln, genau der Gestalt, die ich 1. c. der Gleichung der 
Komplexe zweiten Grades mit gemeinsamer Singularitatenflache gegeben 
habe; es findet also auch dieselbe Art der Diskussion auf sie Anwendung, wie 
dies Herr Lie in der vorstehenden Abhandlung [Math. Ann., Bd. 5] ausfiihrt. 

1~) Math. Annalen, Bd. 2 (1870). Zur Theorie der Komplexe ersten und zweiten 
Grades. [Siehe Abh. II dieser Ausgabe.] 

16) V gl. Lie. Gottinger Nachrichten.1871. N r. 7, oder die vorstehende Abhandlung von 
S. Lie (Math. Ann., Bd. 5). - Auf dieselbe Gleichungsform war Herr Darboux bereits 
friiher gefiihrt worden. Er hat dieselbe in einer Abhandlung entwickelt, welche er 1868 
der Akademie zu Paris eingereicht hat, die aber noch nicht veroiIentlicht ist. V gl. eine 
neuere Note in den Comptes Rendus, Sept. 1871, wo Herr Darboux einige in seiner 
gen. Abhandlung enthaltene Resultate anfiihrt. [Die hier erwiihnte Abhandlung von 
Dar b 0 u x ist seitdem in erweiterter Form als Buch erschienen: Sur une classe 
remarquable des courbes et des surfaces. Paris, 1873.J 
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Aber auch fiir die Geometrie der M~~l des Rn ist die Verbindung, 
In welche sie hier mit der metrischen Geometrie gebracht wird, nicht 
ohne Wichtigkeit. Ich will hier unter vielen ahnlichen Betrachtungen 
nur eine hervorheben, die im folgenden fiir Liniengeometrie verwandt 
werden solI. Die oon-2 verschiedenen Fortschreitungsrichtungen, welche 
von einem Elemente des metrischen Raumes Rn- 1 zu benachbarten Ele
menten fiihren, bilden miteinander Winkel, z. B. konnen zwei solche Fort
schreitungsrichtungen aufeinander senkrecht stehen. Diese Winkel bleiben, 
wie bekannt, bei Umformungen durch reziproke Radien ungeandert. Man 

wird daher, wenn im Rn eine M~2.!.1 gegeben ist, auch von Winkeln reden 

konnen, welche die Fortschreitungsrichtungen von einem Elemente der M~2~1 
zu benachbarten Elementen der M~2~"1 bilden. Bei der Bestimmung dieser 

Winkel kommen nur die projektivischen Eigenschaften der M~2~1 selbst, 
nicht etwa auBerhalb im Rn gelegene fundamentale Gebilde in Betracht. 

Man iibersieht dies deutlich, wenn man n = 3 nimmt, die M~221 also eine 
Flache zweiten Grades bedeuten liWt. Durch jeden Punkt der Flache 
gehen zwei Erzeugende hindurch; auf sie beziehen sich, als fundamentales 
Geradenpaar17), die zwischen den Fortschreitungsrichtungen zu benach
barten Punkten bestehenden Winkel. Insbesondere wird man zwei Fort
schreitungsrichtungen zueinander senkrecht nennen, wenn sie harmonisch 
zu den beiden Erzeugenden liegen. Der analytische Ausdruck hierfiir ist 
offenbar dieser. Sei Q = 0 die Flache zweiten Grades. So bilden wir 
den Ausdruck: 

aQ aQ oQ aQ 
2 QXY = ax . YI + ox . Y2 + iiX' Ys + iiX . Y4 . 

1 2 3 4 

Setzen Wlr in ihn fiir Xl' x2 ' xs' x4 bez. dx1 , dx2 , dxs , dx4 , fiir 
Yl' Y2 , Ys' Y4 bez. d' Xl' d' X 2 ' d' xs' d' X4 , so bedeutet das Verschwinden 
des Ausdrucks, daB die beiden Fortschreitungsrichtungen in dem genannten 
Sinne aufeinander senkrecht stehen 18). Die entsprechende Formel wird 
auch bei n Dimensionen giiltig bleiben und soIl im folgenden Paragraphen 
fiir Liniengeometrie verwandt werden. 

17) V gl. "tiber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie". Math. Annalen, 
Bd. 4 (1871) [siehe Abh. XVI dieser Ausgabe 1 § 2, 3. 

18) Allgemein wird der fragliche Winkel durch den folgenden Ausdruok ge
geben sein. Sei Qxy der im Texte aufgestellte Aufdruck; Qxx und Q yy bedeute die 
Gleichung Q bez. mit den x oder den y geschrieben. So ist der gesuchte Winkel 

QX'I = arc cos __ .~ _ .. _- , 
VQxx ,{Qyy 

wo statt x und y bez. d x und d' x einzutragen ist. 
Hier ist ersichtlich, wie diese Winkelbestimmung mit der allgemeinen von 

Cay ley aufgestellten projektivischen MaBbestimmung zusammenhangt, die eine Fg alB 
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§ 3. 

t1bertragung der Lehre von den Kriimmungskurven und den 
Orthogonalsystemen auf Liniengeometrie. 

119 

Die Lehre von den Kriimmungskurven und den Orthogonalsystemen 
konstituiert einen Teil der metrischen Geometrie, welcher durch reziproke 
Radien ungeandert bleibt. Es solI jetzt - als ein Beispiel fiir solche 
Obertragungen - das Entsprechende bei der Liniengeometrie aufgesucht 
werden. Zu diesem Zwecke mag die gewohnliche Theorie zunachst so 
formuliert werden, daB ihre Unabhiingigkeit von der Transformation durch 
reziproke Radien in Evidenz tritt. 

Sei im gewohnlichen Raum Rs eine Flache gegeben. Dieselbe wird 
in jedem Punkte von einfach unendlich vielen Kugeln beriihrt. Unter 
denselben gibt es nun jedesmal zwei ausgezeichnete, die auch ·noch in 
einem benachbarten Punkte beriihren, die sogenannten Hauptkugeln. An 
ihre Existenz kniipft sich unmittelbar die Definition der Kriimmungs
kurven. Man erhalt eine Kriimmungskurve, wenn man vom gewahlten 
Punkte zu dem benachbarten Punkte fortschreitet, in welchem eine der 
beiden Hauptkugeln beriihrt. Kriimmungskurven sind also solche auf 
einer Flache verlaufenden Kurven, in deren konsekutiven Punkten die 
Flache von derselben Kugel beriihrt wird 19). Durch jeden Punkt gehen 
zwei Kriimmungskurven; dieselben stehen aufeinander senkrecht. 

Gehen wir nun zum metrischen Raume von vier oder gleich von 
( n - 1) Dimensionen. Eine FHiche desselben, d. h. eine Mannigfaltigkeit, 
die durch eine Gleichung von ihm ausgeschieden wird, wird wieder in 
jedem Punkte von einfach unendlich vielen Kugeln beriihrt (unter einer 

Kugel, wie oben, eine besondere M~2~2 verstanden). Unter denselben 
·finden sich (n - 2) stationar beriihrende, d. h. solche, die noch in einem 
benachbarten Elemente beriihren. Man wird jetzt von dem beliebig ge
wahlten Punkte zu einem der benachbarten Beriihrungspunkte fortschreiten 
konnen und so weiter fort. Man erhalt dann, einer Kriimmungskurve 

fundamentales Gebilde benutzt. (Phil. Transactions. t. 149. A sixth Memoir upon 
Quantics [(1859) Coli. Papers, Bd. II]. Vgl. auch des Verf.: "Dber die sogenannte 
Nicht-Euklidische Geometrie" I. c.) lndes solI dieser Zueammenhang, der auch bei be
liebig vielen Dimensionen gilt, hier nicht weiter verfolgt werden. [Auf den Begriff des 
Winkels zweier linearer Komplexe geht ausfiihrlicher F. Lindemann in seiner Disser
tation ein: Vber unendlich kleine Bewegungen und iiber Kraftsysteme bei allgemeiner 
p,rojektivischer MaBbestimmung. Erlangen, 1873 (Math. Ann, Bd.7).] 

19) Die gewohnliche Definition der Kriimmungskurven, daB sioh die Flaohen
normalen in konsekutiven Punkten einer Kriimmul1gskurve schneiden, ist eine 
Foige der hier vorgetragenen. Sie geht durch Anwendung reziproker Radien in eine 
allgemeinere iiber, in welcher das (zufallig gewahlte) lnversionszentrum mit auftritt; 
deshalb ziehen wir die Definition, wie sie im Texte gegeben ist, vor. 
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im R3 entsprechend, eine einfach unendliche auf der Flache gelegene 
Mannigfaltigkeit, welche die Eigenschaft hat, da(J die gegebene Fliiche in 
je zwei konsekutiven Punkten derselben von der niimlichen Kugel be
ruhrt wird. Solcher Mannigfaltigkeiten 20) gehen durch jeden Punkt der 
Flache n - 2; ihre Fortschreitungsrichtungen stehen aufeinander senkrecht. 

Gehen wir jetzt zur Liniengeometrie iiber. Wir haben dann n gleich 
5 zu setzen. An Stelle der Flache des R4 tritt hier der Linienkomplex. 
Statt von Punkten der Flache sprechen wir von Linien des Komplexes; 
statt von Kugeln des R4 von linearen Komplexen (den ebenen Schnitten 

der in R5 gelegenen M ~21, die den Linienraum vorstellt). So erhalten 
wir das Folgende. 

Sei ein Linienkomplex gegeben. Derselbe wird in einer (beliebig 
gewahlten) seiner Geraden von einfach unendlich vielen linearen Kom
plexen beriihrt, den von P 1 ii c k e r sogenannten linearen Tangential
komplexen. Unter ihnen gibt es drei ausgezeichnete, welche auch noch 
in einer benachbarten Geraden beriihren. Schreitet man von der angenom
menen Geraden zu einer dieser benachbarten und von da weiter in gleichem 
Sinne fort, so beschreibt man eine dem Komplexe angehorige Linienflache 
- sie solI im folgenden eine Hauptfliiche des Komplexes heiBen -
welche die Eigenschaft hat, daB der Komplex in je zwei konsekutiven 
Erzeugenden derselben von dem namlichen linearen Komplexe beriihrt 
wird. Durch jede Gerade des Komplexes gehen drei Hauptflachen hin
durch; ihre Fortschreitungsrichtungen sind, in iibertragenem Sinne, zu
einander senkrecht. 

Wir haben jetzt noch zu erortern, welchen metrischen Sinn dieses 
Senkrecht·Stehen besitzt. Da unter Zugrundelegung gewohnlicher Linien
koordinaten die flir sie geltende Bedingungsgleichung die Form hat: 

P=P12P34 + P13P42 + P14P23 = 0, 

so werden nach § 2 zwei Fortschreitungsrichtungen d P und d' P zueinander 
senkrecht genannt werden miissen, wenn: 

0= dp12d'P3! + dp13 d 'P42 + dp14 d'P23 

+d'P12 d p31 +d'P13 d p42 +d'P14 d p23' 

Dann aber besteht zwischen der gegebenen Geraden P und ihren beiden 
benachbarten, P + dp und P + d'p, eine Beziehung, die ich als involu-

20) Man kann sie wieder dadurch definieren, daB sich die in ihren konse
kutiven Punkten errichteten Fliichennormalen schneiden. - Die Krummungstheorie 
eines Raumes von beliebig vielen Dimensionen ist in neuerer Zeit Gegenstand wieder
holter Darstellungen gewesen. Man geht dabei meist von der letztgenannten Defini
tion aus. 
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torische Lage der beiden benachbarten Geraden bezeichne 21) und die fol
genden geometrischen Inhalt hat. 

Eine benachbarte Gerade p + dp ordnet jedesmal die Ebenen, welche 
durch p gehen, den auf p befindlichen Punkten projektivisch zu. J ede 
durch p gehende Ebene schneidet namlich p + d p in einem Punkte, 
der beim Grenziibergange auf p selbst riickt. Man iibersieht dies deut
lich, wenn man p und p + d pals konsekutive Erzeugende einer Linien
flache betrachtet. J eder durch p hindurchgehenden Ebene entspricht dann 
ein auf p gelegener und durch p + dp bestimmter Punkt: der Beriih
rungspunkt mit der Flache. 

Sind nun zwei benachbarte Gerade p + dp, p + d'p gegeben, so be
trachte man jedesmal diejenigen beiden Punkte als entsprechend, die einer 
durch p gelegten Ebene beziiglich durch die beiden benachbarten Geraden 
zugeordnet werden. So erhalt man auf p zwei kollinear aufeinander be
zogene Punktreihen. 

Die beiden benachbarten Geraden heiBen nun involutorisch gelegen, wenn 
die beiden Punktreihen eine Involution bilden 22). [V gl. die ganz analoge Defini
tion von der involutorischen Lage zweier Komplexe in der Einleitung, S. 109.] 

Gehen wir jetzt noch einmal zu dem metrischen Raume Ra zuriick 
und betrachten in demselben Orthogonalsysteme. Dies sind einfach 
unendlich viele Flachen, von denen durch jeden Punkt des Raumes drei 
hindurchgehen. Dieselben schneiden einander senkrecht. Fiir solche Ortho
gonalflachensysteme gilt der Dupinsche Satz: Je zwei Fliichen des Systems 
8chneiden sich nach einer gemeinsamen Kriimmungskurve. 

Ahnliche Flachensysteme kann man im Rn - 1 betrachten; fur sie gilt 
ein Satz, der dem Dupinschen entspricht. Diese Flachensysteme sind 
wieder einfach unendlich, durch jeden Punkt des Rn - 1 gehen n - 1 Flachen. 
Dieselben schneiden sich gegenseitig senkrecht. Fur diese Systeme gilt 
dann der Satz: Je n - 2 Fliichen 8chneiden sich nach einer gemeinsamen 
Kriimmungskurve, unter Kriimmungskurven die eben betrachteten einfach 
unendlichen Mannigfaltigkeiten verstanden. 

2t) Als Winkel zweier benachbarter Geraden wiirde man bezeichnen kiinnen 
I I 

arc cos ~_ dP12d.._'t3: +.dc!l2~P~4 +"=-" ___ ~~ 
2 V dPt2 dP34 + .. , . V d"pt2 d' P34 + . " . 

22) Man sieht ohne wei teres die Richtigkeit des folgenden Satzes ein: Diejenigen 
Geraden, welche einem Linienkomplexe in der N1the einer seiner Geraden P an
gehoren, liegen zu einer bestimmten P benachbarten Linie, die im aIlgemeinen nicht 
selbst dem Komplexe angehort, in Involution. Und umgekehrt gehoren aIle solche 
benachbarten Geraden dem Komplexe an. - Zwei Komplexe heillen nun in bezug 
auf eine gemeinsame Gerade P in Involution, wenn die benachbarten Geraden 

P + d p, p + d'p involutorisch liegen, die sie bez. in dem hier auseinandergesetzten 
Sinne der Geraden P zuordnen. 
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1m Linienraume werden wir uns den Begriff der In'Volution88Y8teme 
von Komplexen zu bilden haben. Das sind einfach unendliche Komplex
systeme. J ede Gerade des Raumes gehort vieren der Komplexe an, und 
zwar liegen die vier Komplexe, denen eine Gerade angehOrt, jedesmal 
paarweise mit Bezug auf diese Gerade in Involution. 

Fiir diese Komplexinvolutionssysteme gilt dann wieder ein Satz, der 
dem Dupinschen entspricht: Je drei Komplexe sckneiden sick nook einer 
gemeinsckaftlicken H auptflticke. 

Es ist bekannt, wie fiir irreduzibele Orthogonalsysteme noch andere 
allgemeine Satze aufgestellt werden konnen. So zeigte Herr Kummer, 
daB die Kurven eines irreduzibelen Orthogonal-Kurvensystems notwendig 
konfokal sind; Herr Darb OUX28) dehnte diesen Satz auf OrthogonaHUichen
systeme im Rs aus und fiigte weitere, erst im Rs auftretende, Eigen
schaften hinzu. Es ist ersichtlich, daB analoge Eigenschaften fUr die 
irreduzibeln Orthogonalsysteme in beliebigen Raumen, wie auch im 
Linienraume fiir irreduzibele Involutionssysteme existieren. Ich gehe 
hier auf dieselben nicht ein; ich bemerke nur, daB dem Satze von der 
Konfokalitat der orthogonalen Flachen der liniengeometrische Satz ent
spricht: Komplexe eine8 irreduzibeln 1 nvolutionsSY8tems haben eine ge
meinsame Singularitiitenflacke 24). 

Das einfachste Beispiel eines irreduzibelen Involutionssystems geben 
denn auch die einfach unendlich vielen Komplexe zweiten Grades mit 
gemeinsamer Singularitatenflache. Man kann fiir dieselben, wie ich in 
der schon genannten Arbeit: "Zur Theorie usw." (Math. Annalen, Bd. 2 (1870) 
[siehe Abh. II dieser Ausgabe] gezeigt habe, die folgende algebraische 
Darstellung anwenden. Seien Xl' ... ' Xe homogene Funktionen der Pik' 
fiir die 

So sind die Komplexe dargestellt durch: 
x; xf xl 

k -A +k -A + ... +k _A =0, 
1 2 6 

WO A einen Parameter bezeichnet. In der Tat kommt der Parameter A 

vermoge der Relation L) X2 = ° im vierten Grade vor. Jede Gerade des 
Raumes gehOrt also vier Komplexen des Systems an. Je zwei Komplexe 
A = Al und A = A2 liegen aber auch in bezug auf die gemeinsame Gerade 
in Involution. Die Bedingung dafiir, daB zwei Komplexe 

p=O, 1jJ=O 

23) Annales Scientifiques de l'Ecule Normale Superieure. t. 2. 1865. 
24) Bei Pliicker ist die Singularitatenflache nur fiir Komplexe zweiten Grades 

definiert. Diese Liicke ist durch Herm Pasch in seiner Habilitationsschrift: nZur Theorie 
der Komplexe und Kongruenzen von Geraden", GieBen 1870, ausgefiillt worden. 
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mit Bezug auf eine gemeinsame Gerade in Involution sind, ist namlich 
bei der gewahlten Koordinatenbestimmung: 

}; ~If.. . ihp = 0 {vermoge 91 = 0, 'II' = 0 }. 
iJXa iJXe< 

Dieser Ausdruck verschwindet aber immer, wenn 91, 'II' zwei Komplexe des 
hier betrachteten Systems sind. Denn derselbe wird gleich 

4 [ xf I x: + + xl ] 
(k1 -11) (k1-12) T (k.-11) (k2-12) .. , (k6-11l (k6-12) 

und das ist durch Zerlegung in Partialbriiche: 

= _4_(91 - '11'), 
11 -12 

verschwindet also mit 91 und 'tp. 

Je drei Komplexe des Systems haben als Komplexe des zweiten 
Grades Linienflachen des sechzehnten Grades gemein; die Hauptfliichen 
der Komplexe zweiten Grades sind also vom sechzehnten Grade. Ich 
gehe nicht naher auf die Diskussion dieser Flachen ein, die, wenn man 
die Komplexe spezialisiert, eine grol.3e Zahl besonderer Flachen unter sich 
begreifen. 

§ 4. 

Weitere Betrachtungen tiber die HauptfHichen der Komplexe. 

In diesem letzten Paragraphen mogen wir noch weitere Eigenschaften 
der Hauptflachen von Komplexen, der Involutionssysteme usw. entwickeln, 
und zwar an der Hand rein liniengeometrischer Betrachtungen. Dieselben 
iibertragen sich natiirlich wieder auf die metrische Geometrie des R4 , 

was aber nicht weiter verfolgt werden solI. 
Herr Lie hat den merkwiirdigen Satz gefunden (der bei ihm in ander

weitigem Zusammenhange steht), daf3 man auf jeder Linienfliiche, die einem 
linearen Komplexe angeh6rt, eine H aupttangenten-K urve kennt. Es gibt nam
lich auf jeder Erzeugenden der Linienflache zwei Punkte, deren Tangential
ebene gleichzeitig die ihnen im linearenKomplexe entsprechende Ebene ist. Die 
Gesamtheit dieser Punkte bilden die in Rede stehende Haupttangenten-Kurve. 

Den Beweis kann man einfach so stellen. AIle Tangenten der Flache 
in einem solchen Punkte gehOren dem Komplexe an. Die Punkte bilden 
daher eine Kurve, deren Tangenten dem Komplexe angehoren, eine Komplex
kurve. Eine Komplexkurve hat aber die Eigenschaft, in jedem ihrer Punkte 
die im Komplexe entsprechende Ebene zur Oskulationsebene zu besitzen. 
Andererseits ist diese Ebene jedesmal nach Voraussetzung Tangential
ebene der FHi.che. Die Kurve ist also eine Haupttangenten-Kurve. 

Wenn nun eine Linienflache als irgendeinem Komplexe angehOrig 
gegeben ist, so kann man auf ihr immer in ahnlicher Weise eine Kurve 
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bestimmen; nur ist sie dann im allgemeinen keine Haupttangenten-Kurve. 
Man suche namlich auf jeder Erzeugenden diejenigen beiden Punkte, in 
denen die Flache vom Komplexkegel beriihrt wird. Die Reihenfolge dieser 
Punktepaare konstituiert die fragliche Kurve. 

1st nun aber die Linienflache insbesondere eine Hauptflache des ge
gebenen Komplexes, so ist die so konstruierte K urve eine H aupttangenten
K urve derselben 25). 

Der Beweis ergibt sich vermoge des Lieschen Satzes unmittelbar 
aus der Definition der Hauptflache. Der gegebene Komplex wird in je 
zwei konsekutiven Erzeugenden von dem namlichen linearen Komplexe 
beriihrt. Der betreffende lineare Komplex enthalt also drei konsekutive 
Erzeugende der Linienflache und bestimmt auf den beiden ersten derselben 
die namlichen beiden Punktepaare, wie der gegebene Komplex selbst. 

Nun kann man den Lieschen Satz auch so formulieren. Enthalt ein 
linearer Komplex drei konsekutive Erzeugende einer Linienflache, so be
stimmt er auf den beiden ersten Punktepaare, die derselben Haupttan
genten-Kurve angehoren. Hiermit ist der Beweis unseres Satzes gegeben. 

Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung eines Involutionssystems. Eine 
einzelne Gerade p gehort vieren der Komplexe an? die mit a, b, e, d 
bezeichnet sein mogen. Dieselben liegen paarweise miteinander in Invo
lution. Infolgedessen hat man zunachst die folgenden Satze, wegen deren 
Beweis ich auf die Arbeit: "Zur Theorie usw." (Math. Annalen, Bd. 2 
(1870) [siehe Abh. II dieser Ausgabe] verweise 2~). 

1. Die Linienflache, welche dreien der Komplexe, etwa a, b, e, angehort wird 
in allen Punkten von p von dem betre££enden Komplexkegel von d beriihrt. 

2. Die Linie p beriihrt die Brennflache der Kongruenz zweier Kom
plexe a, b in den namlichen beiden Punkten, in denen sie die Brennflache 
der Kongruenz der beiden anderen Komplexe e, d beriihrt. 

3. Die drei in dieser Weise auf der Geraden entstehenden Punkte
paare (ab, cd), (ac, bd), (ad, be) sind zueinander harmonisch 27). 

Betrachten wir jetzt eine Hauptflache, die dreien der Komplexe, 
etwa a, b, c, gemeinsam ist. Auf ihr kennt man, jedem der drei Kom
plexe entsprechend, eine Haupttangenten-Kurve, welche jede Erzeugende 
zweimal schneidet. Nun gilt aber fiir Haupttangenten-Kurven der Linien-

25) Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig. 
26) Dieselben sind dort nur fiir lineare Komplexe bewiesen. Sie gelten also auch 

fiir die linearen Tangentialkomplexe der hier gegebenen Komplexe und hiermit fUr 
die letzteren selbst. 

27) Hieran kniipft sich der weitere Satz: Legt man durch peine Ebene, so 
enthiilt dieselbe, a, b, c, d entsprechend, je eine Komplexkurve. Die vier Beriih
rungspunkte der vier Kurven mit p bilden eine viergliedrige Punktgruppe, deren 
Kovariante sechsten Grades durch die drei Punktepaare des Textes dargestellt wird. 
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flachen der von Herrn Paul Serret angegebene Satz: daB die Erzeugen
den der Linienflache von den Haupttangenten-Kurven projektivisch ge
teilt werden. Hieraus wird man einmal schlieBen, daB die sechs Punkte, 
in denen jede Erzeugende von den drei Haupttangenten-Kurven a, b, c 
geschnitten wird, sechs festen Elementen projektivisch sind. Dies ist, 
wie vorstehend (Satz 3) angegeben, in der 'fat der Fall. Andererseits 
wird man folgern, dafJ man auf der fraglichen Hauptflache alle Haupt
tangenten-Kurven durch rein algebraische Prozesse bestimmen kann. Denn 
man erhalt aIle Haupttangenten-Kurven, wenn man sich einen Punkt auf 
der Flache so bewegen laBt, daB er jedesmal auf allen Erzeugenden mit 
dreien der sechs Punkte (und also mit allen) ein festes Doppelverhaltnis 
bildet, und hierzu sind nur algebraische Operationen notwendig. 

Die beiden Punkte, in denen die Haupttangenten-Kurve a eine Er
zeugende, etwa p, trifft, sind, behaupte ich jetzt, die Berlihrungspunkte 
von p mit der Brennflache der b und e gemeinsamen Kongruenz. Denn 
in diesen Punkten berlihrt der Komplexkegel von a die Flache, also auch, 
nach Satz 1, den Komplexkegel von d. Deshalb sind diese Punkte die Be
rlihrungspunkte von p mit der Brennflache ad und also auch, nach Satz 2, 
mit der Brennflache b c, was zu beweisen war. Man hat also den Satz: 

Die Hauptfldche abc beruhrt die Brennfliiehe be naeh der Haupt
tangenten-Kurve a, die Brennflache ca nach der Kurve b, die Brenn
flache a b naeh der K urve c. 

Hieraus wird man weiter schlieBen: 
DafJ man aueh auf den Brennflachen der Kongruenzen je zweier 

Komplexe die Haupttangenten-Kurven kennt. 
Es sind dies dieselben Kurven, die Haupttangenten-Kurven der Haupt

flachen waren. In der Tat erhalt man in der Gesamtheit der Berlihrungs
Kurven der Brennflache mit den Hauptflachen auch die Gesamtheit der Haupt
tangenten-Kurven der Brennflache. Denn die in einem Punkte der Brennflache 
ab berlihrende Gerade, welche a und b angehort, gehOrt gleichzeitig zwei 
weiteren Komplexen c und d an. Man erhalt also in den Beriihrungskurven 
der Brennflachen mit den Hauptflachen abc, abd die beiden durch den 
gewahlten Punkt hindurchgehenden Haupttangenten-Kurven 28). 

28) Die verschiedenen hier aufgestellten Siitze hatte ich, rnitsarnt dern Satze 
des § 3: "daB sich je drei Kornplexe eines Involutionssysterns nach ein0r gernein
sarnen Hauptfiiiche schneiden", in der bereits zitierten Note in den Gott. Nachrichten 
Nr.3. (1871) [siehe Abh. VII dieser Ausgabe J in dern Satze zusarnrnengefaBt: dafJ die 
Linienffiiche, welche drei Komplexen eines Involutionssystems gemeinsam ist, die Brenn
fliiche ie zweier derselben nach einer Haupttangenten-Kurve beriihrt. und in dieser Fassung 
analytisch erwiesen. Die heterogenen Bestandteile, welche dieser Satz enthielt, er
scheinen irn Texte gesondert. Ich bin Herrn Lie dafiir verpfiichtet, daB er rnich auf 
die Moglichkeit der Sonderung aufrnerksarn gernacht hat. 
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Fiir das Involutionssystem der Komplexe zweiten Grades findet ma.n 
insbesondere: die Haupttangenten-Kurven auf den Hauptflachen, nach 
denen diese die Brennflachen beriihren, sind von der 32. Ordnung und 
Klasse. Die Brennflachen selbst sind gleich den Hauptflachen von der 
sechzehnten Ordnung und Klasse. 

Durch passende Partikularisationen erhalt man aus der Betrachtung 
dieser BrennfHichen und Hauptflachen die Bestimmung der Haupttangenten
Kurven auf einer groBen Zahl besonderer Flachen. Hier sei nur eine 
solche Partikularisation erwahnt. Die beiden Komplexe des Systems, die 
miteinander die Kongruenz und durch diese die Brennflache bestimmen, 
mogen zusammenfallen. Dann wird die Kongruenz die Kongruenz der 
singularen Linien des betreffenden Komplexes. Ihre Brennflii.che zerfii.llt 
in die allen Komplexen gemeinsame Singularitatenflache, die von der 
vierten Ordnung und Klasse ist und eine weitere Flache von der zwolften 
Ordnung und Klasse. Auf beiden erhalt man die Haupttangenten-Kurven, 
die jetzt beziiglich von der sechzehnten Ordnung werden. Nun ist fUr 
die allgemeinen Komplexe zweiten Grades die Singularitatenflache eine 
K u m mer sche Flache vierten Grades mit sechzehn Knotenpunkten. Man 
erhalt also eine Bestimmung der Haupttangenten-Kurven dieser Flache, 
die dahin geht: daB sie die Beriihrungs-Kurven der Flache mit denjenigen 
Linienflachen sind, welche einem beliebigen (aber fest gewahlten) zuge
hOrigen Komplexe als singulare Linien und auBerdem noch bez. einem 
zweiten (veranderlichen) der zugehOrigen Komplexe angehOren. Hiermit 
in Dbereinstimmung findet sich eine Bestimmung der Haupttangenten
Kurven der Kummerschen Flache, wie sie in einer gemeinsamen Arbeit 
in den Monatsberichten der Berliner Akademie, Dezember 1870 [siehe 
Abh. VI dieser Ausgabe], von Li e und mir gegeben worden ist. Der In
halt dieser Note kann als eine nahere Ausfiihrung einiger der dort vor
getragenen Betrachtungen angesehen werden. 

Gottingen, im Oktober 1871. 



IX. Uber gewisse in der Liniengeometrie auftretende 
Differentialgleichungen. 

[Math. Annalen, Bd. 5 (1872 ).] 

Bei liniengeometrischen Untersuchungen wird man zu gewissen Diffe
rentialgleichungen gefiihrt, die im folgenden formuliert und in noch naher 
anzugebenden Fallen integriert werden sollen. Dieselben entsprechen im 
wesentlichen den folgenden drei Aufgaben: 

1. Man solI diejenigen Linienkomplexe finden, deren Geraden die Tan
genten einer Flache sind. 

2. Man soIl diejenigen einem gegebenen Linienkomplexe angehOrigen 
Kongruenzen bestimmen, deren Geraden Haupttangenten ihrer Brenn
flachen sind. 

3. Man soIl die Umhiillungskurven der Linien einer Kongruenz an
geben. 

Bei der im folgenden eingeschlagenen Darstellung, bei welcher durch
gangig von Linienkoordinaten Gebrauch gemacht werden wird 1), erkennt 
man, wie diese drei Probleme zusammen eine naturgemalle Gruppe bilden. 

Das Problem 1 ist eines der ersten, welche bei der Untersuchung der 
Linienkomplexe auftreten. Es ist denn auch bereits von Cayley in seiner 
ersten bez. Mitteilung 2) , wenn auch nur beilaufig, beantwortet worden. 
Cay ley untersucht dort diej enigen Bedingungen, denen ein Linienkomplex 
geniigen mull, damit seine Geraden eine feste Kurve schneiden. Er findet 
nur eine erste Bedingung, die aber noch nicht hinreichend ist, vielmehr 
auch dann erfiillt ist, wenn die Linien des Komplexes eine Flii.che um
hiillen 3). Diese namliche Bedingung wird im folgenden auf einem ganz 

1) Das Nachstehende mag zugleich dazu dienen, zu illustrieren, wie man mit 
Linienkoordinaten operieren kann, ohne auf den Zusammenhang derselben mit Punkt
und Ebenenkoordinaten zuriickzugehen. 

2) Quarterly Journal, t. 3, S. 227. [(1860) ColI. Papers IV.] 
3) [Ein vollstandiges System von Bedingungen fiir den Sekantenkomplex einer 

Kurve hat erst Herr A. VoB in einer Note in den Gott. Nachr., 1875, S.101-123, 
aufgestellt.] 
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anderen Wege abgeleitet werden, und es wird geaeigt werden, daB sie in 
der Tat den Komplex als Gesamtheit der Tangenten einer Flache charakte
risiert. Fiir Komplexe zweiten Grades, insbesondere fUr diejenigen, die 
eine Flache umhiillen, findet sich das Entsprechende bei Pliicker (Neue 
Geometrie, Nr. 341) angegeben. 

Das Problem 2 ist von Lie, zunachst unter einer anderen Form auf
gestellt worden 4). Er verlangt namlich, solche Flachen zu finden, die in 
jedem ihrer Punkte von dem Komplexkegel eines gegebenen Komplexes 
beriihrt werden. Sodann zeigt er, daB die Kante, nach welcher der Komplex
kegel die gesuchte Flache beriihrt, eine Haupttangente der Flache ist, und 
daJ3 diese Eigenschaft die fraglichen Flachen charakterisiert. Das Problem 
kommt also darauf hinaus: Flachen zu finden, bei welchen ein System 
Haupttangenten dem gegebenen Komplexe angehOrt. In dieser Form ist 
es offenbar mit dem Problem 2 identisch; die Gestalt, die ihm vorstehend 
erteilt wurde, schlieBt sich nur besser an die gleich vorzutragende Behand
lung an. 

Das Problem 3 endlich entsteht, sowie man von Linienkongruenzen 
handelt. Die Linien einer Kongruenz lassen sich nach der allgemeinen 
Theorieo) auf zwei Weisen in eine Reihe Developpablen zusammenfassen; 
das Problem ist: wenn die Kongruenz gegeben ist, diese Developpablen 
zu bestimmen. 

Das Problem 2 solI im folgenden insbesondere fUr den allgemeinen 
Linienkomplex zweiten Grades gelost werden. Eine solche Losung hat auf 
anderem, mehr geometrischem Wege Lie in der vorstehenden Abhandlung 
gegeben. Die Resultate stimmen natiirlich iiberein; es wird daher inter
essant, zu verfolgen, wie seine geometrischen Betrachtungen den hier ange
wandten analytischen entsprechen. In der analytischen SchluBformel, die 
aufgestellt werden wird, erscheinen seine Resultate in iibersichtlicher Weise 
zusammengefaJ3t. 

Gleichzeitig erledigt sich bei der eingeschlagenen Methode das Problem 3 
fUr diejenigen Linienkongruenzen vierter Ordnung und Klasse, welche zwei 
Linienkomplexen zweiten Grades gemeinsam sind, die zu der llamlichen 
SingularitatenHache gehOren. Vnter dieselben fallen als besondere Art, wie 
hier gleich hervorgehoben sein solI, die allgemeinen Kongruenzen zweiter 

4) Vgl. die Abhandlung von Lie in den Math. Annalen, Bd.5 und dessen beziigliche 
l\-fitteiluDgen an die Akademie zu Christiania (Berichte 1870, 71). Es ist dort die das 
Problem darstellende Differentialgleichung kurz als "die Differentialgleichung des ge· 
gebenen Linienkomplexes" bezeichnet. - Auch Herr Darboux hatte sich mit diesem 
Gegenstande beschiiftigt; vgl. eine bez. Bemerkung von Lie in dem vorstehenden Auf
satze. [Die hier und weiter im Text als vorstehender Aufsatz zitierte Arbeit von Li 6 

ist die in der FuBnote 1) zur Abh. VIII erwiihnte Abhandlung.] 
5) Vgl. Kummer in Borchardts Journal, Bd.57 (1860). 
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Ordnung und Klasse, welche einem Komplexe zweiten und einem Komplexe 
ersten Grades angehOren 6). 

Nach der oben zitierten Abhandlung von Lie wird man erkennen, 
wie diese liniengeometrischen Probleme identisch sind mit Problemen, die 
sich auf K ugelgeometrie beziehen. Problem 1 entspricht dann der Forde
rung: diejenigen Gleichungen zwischen den vier Koordinaten einer Kugel 
(ihren Mittelpunktskoordinaten und ihrem Radius) anzugeben, weJche drei
fach unendliche Kugelsysteme (Kugelkomplexe) darstellen, deren sii.mtliche 
Kugeln eine feste Flache beriihren. Dem Problem 2 entspricht die Auf
gabe: Wenn ein Kugelkomplex gegeben ist, diejenigen Flachen zu tinden, 
deren ein System Hauptkugeln dem Komplexe angehOrt 7). Endlich dem 
Probleme 3 die Aufgabe: Wenn eine Kugelkongruenz, d. h. zweifach un
endlich viele Kugeln, gegeben ist, solche einfach unendliche Kugelreihen 
aus ihr auszuscheiden, in denen sich je zwei konsekutive Kugeln beriihren. 

Andererseits wird man, von dem Zusammenhange ausgehend, der 
zwischen Liniengeometrie und der metrischen Punktgeometrie des Raumes 
von vier Dimensionen besteht8), aquivalente Probleme fur diese metrische 
Geometrie aufstellen konnen. Die entsprechenden Probleme der metrischen 
Geometrie des Raumes von drei Dimensionen mogen hier ausgesprochen 
sein; ihre Zahl hat sich, wie die Zahl der Variabeln, um 1 vermindert. 
Es sind die folgenden beiden: 

a) diejenigen developpablen Flachen anzugeben, welche den unendlich 
fernen imaginaren Kreis enthalten; 

b) auf einer gegebenen Flache diejenigen Kurven zu bestimmen, deren 
Tangenten den unendlich fernen Kreis fortwahrend treffen (die sogenannten 
Kurven ohne Lange). 

Mit den letzteren Kurven haben sich besonders dIe neueren franzosischen 
Geometer beschaftigt. Auf die Aufsuchung dieser Kurven kommt, wie bei
laufig bemerkt sei, das Problem der konformen Abbildung zweier Flachen 
aufeinander hinaus. Man hat namlich nur die beiden Flachen so aufeinander 
zu beziehen, daJ3 den fraglichen Kurven der einen Flache die der anderen 
entsprechen. - Die Developpablen a) sind hinsichtlich ihrer ausgezeichneten 

6) V gl. den Satz XXXVI der allgemeinen Aufziihlung der Strahlensysteme zweiter 
Ordnung von Kummer. (Abhandlungen der Berl. Akad. 1866.) 

") Mit diesem Probleme, das, zusammen mit Problem 2), von Lie in der vor· 
stehenden Abhandlung behandelt ist, hatte sieh, wie er uns mitteilte, aueh Herr 
Darboux in der neuesten Zeit besehiiftigt. Er hatte dasselbe gerade in dem Um
fange gelOst, wie eine solehe Losung bei Lie angegeben ist, und wie sie dureh An
wendung der Liesehen Transformation von Liniengeometrie in Kugelgeometrie aus 
der im Texte gegebenen Losung des liniengeometrisehen Problems hervorgeht. Die 
Methode, die Herr Darboux dabei benutzte, war, soweit ieh iibersehen kann, mit 
der, die hier angewandt werden solI, durehaus identiseh. 

8) Vgl. den vorstehenden Aufsatz: tJ'ber Liniengeometrie und metrisehe Geometrie. 
Klein, -Gesammelte math. Abhandlungen. I. 9 
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metrischen Eigenschaften zuerst von Herrn Darboux untersucht worden 9). 
Herr Darboux hat auch, wie er mir mitteilte, das Problem b) fiir die 
FHichen vierten Grades gelost, die den imaginaren Kreis doppelt enthalten. 
Dies entspricht vermoge der Lie schen Ab bildung ( wie auch Lie bemerkt) dervon 
mirim folgenden gegebenen und schonfriiher gelegentlichmitgeteilten [GOttinger 
N achrichten, 1871, N r. 1 (in diese Ausgabe nicht aufgenommen)] Integration der 
Umhiillungskurven einer Linienkongruenz zweiter Ordnung und Klasse. Es mag 
geniigen, hiermit auf die entsprechenden metrischen Probleme hingewiesen 
zu haben, die sich natiirlich nicht nur auf den metrischen Raum von drei 
und vier, sondern von beliebig vielen Dimensionen beziehen 10). Ich wende 
mich jetzt zu den liniengeometrischen Aufgaben zuriick, die den eigentlichen 
Inhalt dieser Mitteilung bilden sollen und beginne damit, einiges, was 
spater benutzt werden soIl, iiber den linearen Komplex vorauszuschicken. 

§ l. 

Einiges liber den linearen Komplex. 

In dem vorhergehenden Aufsatze: "Dber Liniengeometrie und metrische 
Geometrie" habe ich in § 1 entwickelt, wie die Liniengeometrie aufgefaBt 
werden kann als die Geometrie auf einer iIll Raume von fiinf Dimensionen 
gelegenen Flache zweiten Grades 11). Dieselbe sei, unter xl' x 2 ' ••• , X6 die 
homogenen Koordinaten des Raumes von fUnf Dimensionen verstanden, 
durch 

Q ( Xl' x 2 ' ••. , X6 ) = 0 

dargestellt. Ein linearer Komplex: 

ul Xl + U 2 X 2 + ... + u6 X6 = 0 

ist bei dieser Auffassung wie die Ebene des betreffenden Raumes. Hieraus 
schlieBt man, dafJ ein linearer Komplex eine I nvariante hat, namlich 
denjenigen Ausdruck, der, gleich Null gesetzt, aussagt, daB die Ebene 
u'" = 0 die Flache Q = 0 beriihrt. Dieser Ausdruck entsteht aus der De
terminante von Q durch Randerung mit den Koeffizienten u. Hat Q ins
besondere 12) , wie 1m folgenden der Einfachheit wegen angenommen werden 
wird, die Form 

o = x; + x; + ... + x; , 
0) Annales scientifiques de I'Ecole Normale Superieure, t. 2, 1865. 

10) Nach den AUAeinandersetzungen des § 2 des vorhergehenden Aufsatzes ist 
ersichtlich, wie sich diese metrischen Probleme genau mit denselben Formeln be
handeln lassen, wie die hier ausgefiihrten liniengeometrischen. 

") Dieser Ausdruck sei hier gestattet, da er wohl nicht miBverstanden werden kann. 
12) Vgl. "Zur Theorie der Komplexe usw.", Math. Annalen, Bd.2 (1870). [Siehe 

Abh. II dieser Ausgabe.] 
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so erhliJt die Invariante die Gestalt: 

u; + u; + ... + u; . 

Verschwindet die Invariante, so ist der lineare Komplex ein sogenannter 
spezieller, d. h. er besteht aus der Gesamtheit der Geraden, die eine £este 
Gerade schneiden. 

Seien jetzt zwei line are Komplexe gegeben: 

U ~~ 0, v=O. 

Dieselben haben eme lineare Kongruenz gemein, die gleichzei tig allen 
Komplexen 

AU + flV = ° 
angeh6rt. Unter denselben finden sich zwei spezielle, die sogenannten 
beiden Direktrizen. Man bestimmt dieselben, indem man die Invariante 
von AU + flV bildet. Sei Auu die Invariante von u, Avv die enige von v, 
endlich Auv = Avu derjenige Ausdruck, der entsteht, wenn man die De
terminante von Q auf der einen Seite mit den Koeffizienten von u, auf 
der anderen mit denen von v randert. Diesen Ausdruck Auv habe ich ge
legentlich die simultane I nvariante der beiden Komplexe genannt. (Ihr 
Verschwinden ist die Bedingung £iir die involutorische Lage zweier Kom
plexe.) Bei dieser Bezeichnung wird die Invariante von AU + flV: 

A2 Auu + 2 A,uAuv + ,u 2 Avv' 

Dieselbe, gleich Null gesetzt, ergibt eine quadratische Gleichung £iir _l_, 
fl 

und diese ist es, welche die beiden Direktrizen bestimmt. Die hiermit 
aufgestellte quadratische Gleichung hat, als quadratische .binare Form der 
Variabeln A, fl betrachtet, eine Invariante: 

Dieselbe andert sich (bis auf einen Faktor) nicht, wenn man statt u, v 
irgend zwei andere Komplexe der Gruppe AU + flV setzt. Sie ist also eine 
Kombinante der beiden Komplexe u, v, und deswegen eine Invariante 
der durch dieselben bestimmten K ongruenz. 

Das Verschwinden dieser Invariante sagt aus, da13 die quadratische 
Gleichung zur Bestimmung der Direktrizen der Kongruenz zwei gleiche 
Wurzeln hat, da13 also die Direktrizen der Kongruenz zusammenfallen (vgl. 
Pluckers Neue Geometrie, Nr. 68). Die Kongruenz soll dann eine spezielle 
lineare Kongruenz heiBen. 

Eine weitere Partikularisation tritt ein, wenn nicht nur AuuAvv 
- A~v = 0, sondern A uu ' A vv ' Auv einzeln verschwinden. Dann sind u 
und v beides spezielle Komplexe (gerade Linien), die sich schneiden. Die 
Kongruenz zerfallt in zwei: in die Kongruenz erster Ordnung und nullter 

9* 
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Klasse derjenigen Geraden, die durch den gemeinsamen Schnittpunkt gehen, 
und die Kongruenz erster Klasse und nuIlter Ordnung der in der gemein
samen Ebene verlaufenden Geraden. Eine solche lineare Kongruenz wird 
im folgenden als eine zerjallende bezeichnet werden. Eine zerfallende 
Kongruenz hat unendlich viele Direktrizen: die Geraden des Biischels, dem 
U und v angehoren und die durch 

2u + IlV = ° 
dargestellt sind. 

Betrachten wir jetzt drei lineare Komplexe: 

U= 0, v=o, w=o. 

Dieselben haben eine Regelschar, d. h. die eine Erzeugung emer Fliiche 
zweiten Grades (eines einschaligen Hyperboloids) gemein. Die anderen 
Erzeugenden des Hyperboloids sind die Direktrizen der Kongruenz je zweier 
Komplexe der Gruppe: 

2u+!~v+1'w=0. 

Man erhiilt aIle zweiten Erzeugenden, wenn man aIle Werte von 2, Il, l' wiihlt, 
fiir welche die Invariante von 2u + /lV + 1'W verschwindet, fiir welche also: 

° = }, 2 Auu + 221l A Ut. + /l2 Aev + 21'2Auw + 2,u1' Avw + 1'2 Aww' 

Diese Gleichung stellt, wenn wir 2, Il, l' als Koordinaten in der Ebene 
interpretieren, einen Kegelschnitt dar. Derselbe hat, hinsichtlich linearer 
Transformationen, denen man 2, Ii, l' aussetzen kann, eine Invariante, 
niimlich die Determinante: 

Wir werden dieselbe als die I nvariante der den drei Komplexen ge
meinsamen Regelschar zu bezeichnen haben. 

Das Verschwinden der Invariante sagt aus: zuniichst, daB der Kegel
schnitt, der durch die Gleichung zwischen 2, Il, l' dargestellt wird, zerfiillt. 
Es zerfiillt also auch das zweite Erzeugendensystem. Das bez. Hyperboloid 
adet in diesem FaIle in zwei Ebenen und zwei auf deren Durchschnitt 
gelegene Punkte aus (vgl. Pliickers Neue Geometrie, Nr. 144) 13). Die 

13) Wahrend also eine F; als Punktgebilde betrachtet den Kegel, als Ebenen
gebilde betrachtet den Kegelschnitt als erste Partikularisation ergibt, tritt hier ein 
mit einem Punktepaare vereinigt gelegenes Ebenenpaar als solche auf. Es ist inter
essant, daB man bei den aIIgemeinen auf Systeme von Flachen zweiten Grades be
ziiglichen Abz11hlungen gleichmaBig auf aIle drei Partikularisationen Riicksicht nehmen 
muD. Vgl. die Arbeit von Herm Schubert: Zur Theorie der Charakteristiken 
(Borchardis Journal, Bd. 71, 1870). Die hier in Rede stehende Partikularisation der F. 
ist dort als "begrenzter Ebenenschnitt" bezeichnet. 
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eine Erzeugung desselben besteht aus den Geraden, welche durch den ersten 
Punkt in der ersten Ebene, oder durch den zweiten Punkt in der zweiten 
Ebene hindurchgehen; die andere Erzeugung aus den Geraden, die durch 
den ersten Punkt in der zweiten Ebene, oder den zweiten Punkt in der 
ersten Ebene hindurchgehen. Die drei Komplexe haben also zwei ver
einigt gelegene Strahlbiischel gemein. Wir werden eine solcherart zer
fallene Regelschar in Analogie mit dem Vorstehenden als spezielle Regel
schar zu bezeichnen haben. 

Eine weitere Partikularisation ist, da13 nicht nur die Invariante der 
Regelschar, sondern samtliche Unterdeterminanten derselben verschwinden. 
Dann ist die Regelschar in zwei sich deckende Strahlbiischel ausgeartet 
(Pliickers Neue Geometrie, Nr. 146). Die Kongruenzen je zweier Kom
plexe der Schar AU +,uv + YW sind alsdann spezielle, da sich ihre In
varianten linear aus den verschwindenden Unterdeterminanten zusammen
setzen. 

Es ware der letzte Fall noch denkbar, da13 auch die zweiten Unter
determinant en , d. h. Au u' Auv usw. selbst samtlich verschwinden. Dann 
sind u, v, w drei spezielle Komplexe, deren Achsen sich gegenseitig schneiden, 
also entweder einen Punkt gemein haben oder in einer Ebene verlaufen. Es 
geniigen dann den drei Gleichungen U = 0, v = 0, w = 0 zweifach un end
lich viele Linien, namlich diejenigen, die durch den gemeinsamen Punkt 
gehen, resp. in der gemeinsamen Ebene liegen. Denn die Bedingungs
gleichung Q = ° ist dann vermoge U = 0, v = 0, W = ° identisch erfiilIt; 
die dritte Gleichung, etwa w = 0, dient nur dazu, urn aus der zerfallenden 
Kongruenz: u = 0, v = 0, W = 0 den einen Teil auszusondern. Es ist 
dies also ein von den vorhergehenden wesentlich verschiedener Fall, der 
1m folgenden nicht in Betracht kommen wird. 

Es mogen endlich vier Komplexe: 

u=o, v=o, w= 0, t=o 
in Betracht gezogen werden. Dieselben haben zwei Geraden gemeIll, und 
fiir dieses Geradenpaar erhalt man die Invariante: 

Au" Auv Auw Aut 
Avu Auv Avw Aut 
AWl< Awv Aww Awt 
A tu A tv A tw Att 

Verschwindet dieselbe, so fallen die beiden Geraden zusammen 14). Ver-

14) LiiBt man t = 0 einen speziellen Komplex bedeuten, wodurch All verschwindet, 
so sagt das Verschwinden der Invariante des Textes aus, daB die Gerade t das Hyper
boloid der drei Komplexe u = 0, v = 0, IV = 0 beriihrt. Aber A tu , At., At'" sind 
offenbar nichts anderes, als die Gleichungen der Komplexe u, v, W, in die nur die 
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schwinden die ersten Unterdeterminanten, so schneiden sich die beiden 
zusammenfallenden Geraden [und also haben die linearen Komplexe das 
ganze Biischel, welches durch diese beiden Erzeugenden gegeben ist, gemein]. 
Was das Verschwinden der zweiten und dritten Unterdeterminanten bedeutet, 
mag hier unerortert bleiben. 

§ 2. 

Aufstellung der Diiferentialgleichungen. 

Sei jetzt ein beliebiger Komplex 

q;=O 

gegeben. Betrachten wir eine seiner Geraden (x). In der Nahe dieser 
Geraden kann der Komplex als ein linearer angesehen werden, d. h. die 
benachbarten Geraden sind, bis auf Gro13en hOherer Ordnung, durch einen 
tangierenden linearen Komplex bestimmt (vgl. Pliickers Neue Geometrie, 
N r. 297 ff. ) . Derselbe ist: 

(:~) Y1 + (:~) Y2 + ... + (::J Yo = 0, 

wo die eingeklammerten Differentialquotienten sich auf den konstanten 
Wert x beziehen. Dieser lineare Tangentialkomplex ist indes nicht einzig 
bestimmt, sondern es gibt einfach unendlich viele gleichberechtigte. Da 
namlich der gegebene Komplex 

nicht geandert wird, wenn man zu seiner Gleichung Q mit einem beliebigen 
Faktor hinzufiigt: 

so ist jeder lineare Komplex, der in der Gleichung enthalten ist: 

~ (1~~- + .u~) .y = 0 
~ oXa OXa a 

Koordinaten der Geraden t eingetragen sind. Ersetzt man daher Atu , At., Atlll kurz 
durch u, v, W, so stellt die resultierende Gleichung: 

0= 

Au.. Au. Au", u 
A"u A.v A.n, v 
A,"" A",. Awn. W 

u v W 0 

die Komplexgleichung de,. Hyperboloids u, v, W dar, wie ich Math. Annalen, Bd. 2 (1870) 
[siehe Abh. II dieser Ausgabe 1 ohne Beweis angab. - Auf iihnliohe Weise findet man 
das Produkt der Gleichungen der beiden Direktrizen der Kongruenz u, v: 

Au .. 
A ... 

u 

A". 
A •• 
v 
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em linearer Tangentialkomplex 15). Dabei ist: 

oQ -ox' Y" = 0 
a 
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die Gleichung des speziellen Komplexes, dessen siimtliche Gerade die Ge
rade x schneiden. 

Die einfach unendlich vielen linearen Tangentialkomplexe haben eine 
spezielle lineare Kongruenz gemein. In der Tat, nehmen wir fiir Q, wie 
fortan immer geschehen soIl, die vereinfachte Form: 

Q = xi + xi + ... + x; , 
so wird die Schar der linearen Tangentialkomplexe: 

2 (A~-~ + ~Xa)Y" = o. 
Die Invariante der einzelnen Komplexe ist also gleich: 

da sowohl .1,;1 x! vermoge Q = 0, als .2) -~: . x" vermoge qJ = 0 ver-

schwindet, und ergibt, 
beiden Direktrizen der 
gegebene Gerade (x). 

a 

gleich Null gesetzt, die Doppelwurzel A = O. Die 
Kongruenz fallen also zusammen, und zwar in die 

Es wird nun insbesondere unter den Linien eines Komplexes solche 
geben, fiir welche die den tangierenden linearen Komplexen gemeinsame 
spezielle Kongruenz zerfiillt. Die Bedingung hierzu ist nach dem vor
stehenden 

Dann sind aIle einfach unendlich vielen Tangentialkomplexe speziell, d. h. 
gerade Linien, und diese Geraden bilden ein Biischel. Durch dies Biischel 
werden der gegebenen Geraden ein auf ihr gelegener Punkt und eine durch 
sie hindurchgehende Ebene zugeordnet. AIle Geraden des Komplexes, 
welche der gegebenen (x) unendlich nahe sind und sie schneiden, miissen 
entweder sie in dem zugeordneten Punkte trefl'en oder in der zugeordneten 
Ebene verlaufen. Der zugeordnete Punkt ist deshalb gemeinsamer Be
riihrungspunkt fiir die Gerade (x) und die in den durch sie hindurch
gelegten Ebenen enthaltenen Komplexkurven; ebenso wird die zugeordnete 
Ebene von allen Kegeln, die von Punkten der Geraden (x) ausgehen, nach 
der Geraden (x) beriihrt. 

15) Unter den Iinearen Tangentialkomplexen gibt es drei ausgezeichnete, die 
stationar beriihren. V gl. den vorhergehenden Aufsatz. 
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Derartige Komplexlinien (x) heiBen bei PI ii c ke r singuliire Linien 
des Komplexes (Nr. 305,306 der Neuen Geometrie). Der zugeordnete Punkt 
heiBt der zugeordnete singuliire Punkt, die zugeordnete Ebene die zuge
ordnete singuliire Ebene. 

Hat Q, wie oben angenommen, die vereinfachte Gestalt .2) x! = 0, 
so werden die singularen Linien des Komplexes 

p=o 

aus demselben ausgeschieden durch die Gleichung: 

~(::ar = o. 
1st p vom Grade m, so ist diese Gleichung vom Grade 2 (m - 1); die 
singuliiren Linien bilden also eine Kongruenz der Ordnung und Klasse 
2m(m - 1). 

lch will hieran beilaufig die Definition einer fiir die Theorie der 
Komplexe sehr wichtigen Flache kniipfen. J eder der zweifach unendlich vielen 
singularen Linien ist ein singularer Punkt und eine singulare Ebene zugeordnet. 
Es gibt hiernach eine Flache der singularen Punkte und eine Flache der 
singularen Ebenen. Diese beiden Flachen sind nun identisch und bilden 
einen Teil der von der Kongruenz der singuliiren Linien umhiillten 
Brennfliiche16). 1m folgenden werde ich diese Flache, wie ich bereits friiher 
gelegentlieh getan, als die Singularitiitenfliiche des Komplexes bezeichnen. 

Es wird nun Komplexe besonderer Art geben konnen - sie sollen 
im folgenden spezielle Komplexe heiBen --, fiir die 

~(f::r=o 
vermoge ~ x 2 = 0, p = 0 identisch verschwindet, deren samtliehe Linien 

also singulare Linien sind. leh behaupte, daB diese Komplexe es sind, 
deren Linien eine Flaehe umhiillen, da{3 also die Komplexe, die aus der 
Gesamtheit der Tangenten einer Fliiche bestehen, durch die Differential
gleichung 

charakterisiert sind 17). 

Zunaehst ist ersichtlich, daB fiir aIle Komplexe, deren Linien eine 
Flache umhiillen, diese Bedingung erfiillt ist. Denn jede Linie eines solchen 

16) Es ist dieser Satz von Herrn Pas chin seiner Habilitationsschrift gegeben 
worden (Zur Theorie der Komplexe usw., GieBen 1870). Bei Pliicker findet sich das 
Entsprechende fiir Komplexe zweiten Grades auf einem Umwege bewiesen (Nr. 318-320). 

17) [Auch dieser Satz ist zum erstenmal in der oben zitierten Abhandlung von 
Pasch gegeben worden.] 
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Komplexes hat den Oharakter einer singularen. Die Komplexkurven z. B., 
die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen liegen (die Durchschnitts
kurven dieser Ebenen mit der umhullten Flache), beruhren die Gerade in 
einem festen Punkte usw. 

Urn auch die Umkehrung des Satzes einzusehen, benutzen wir einen 
Hilfssatz. Sei namlich (x) eine Linie des Komplexes. So wird wegen 

~u:=·r=o 
auch (~:) eme gerade Linie sein. Dieselbe wird uberdies, wegen 

cp=o und also 

die Gerade (x) schneiden. ( x + 2 -~~) ist deshalb ein Buschel gerader 

Linien, das schon oben betrachtete Buschel der zu der singularen Linie (x) 
gehorigen speziellen linearen Tangentialkomplexe. 1m vorliegenden Falle 
gehort nun diese8 ganze Buschel von Geraden dem Kornplexe cp = 0 an. 

Der Beweis, den ich bei einer anderen Gelegenheit ausfuhrlicher zu 
geben hoffe, laJ3t sich so fuhren. 1st, wie vorausgesetzt: 

~ (-~:ar = 0 

\' 2 k . . h . I () 18) vermoge cp = 0, ~ Xa = 0, so ann man, Wle SlC zmgen alJt, setzen : 

,,(Orp\2 \12 
~ 7JX:) = Mcp+N ~ x". 

Man bilde jetzt 

( orp ) 
cp Xa + 2 ox" 

= cp (x ) + }. 27 ~-. orp + _ ;.z . 27 __ .o~ . ~rp_ . ~~ + ... 
a fJ~ d~ 1·2 fJ~fJ~ fJ~ fJ~ 

Das Glied mit 20 und mit 21 verschwindet ohne wei teres mit cp = 0, 

27 x! = o. Fur die anderen Glieder kann man es dann durch ein rekurrentes 

Verfahren nachweis en , indem man von der dem Ausdrucke ~ (:::Y ge

gebenen Darstellung Gebrauch macht. 
Die Linien des Komplexes fassen sich also in zweifach unendlich 

viele Buschel orp 
x+2-ox 

18) [Die Zulassigkeit des Ansatzes fUr algebraische Komplexe ergibt sich aus den 
in der Note: Uber einen liniengeometrischen Satz (Giitt. Nachr. 1872, Math. Ann., Bd.22, 
siehe Abh. X dieser Ausgabe) entwickelten Uberlegungen.] 
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zusammen. Der gemeinsame Schnittpunkt der Geraden des Biischels ist 
fiir aUe der zugeordnete singulare Punkt, die Ebene des Biischels fUr aIle 
die zugeordnete singulal'e Ebene. Den drei£ach unendlich vielen Geraden 
des Komplexes entsprechen also nur zweifach unendlich viele singulare 
Punkte und zweifach unendlich viele singulare Ebenen. Es gibt also (wie 
beim allgemeinen Komplexe) eine Flache der singularen Punkte und eine 
Flache der singularen Ebenen. Nun ist es leicht, zu sehen, daB (wie beim 
allgemeinen Komplexe) diese beiden Flachen identisch sind und daB die 
Linien des Komplexes die Tangenten dieser Flii.che sind. Jede Komplex
linie mufl namlich jetzt die Komplexkurve in einer beliebigen durch sie 
hindurchgelegten Ebene, als singulare Linie, im zugehOrigen singularen 
Punkte beriihren. Die in einer Ebene enthaWme Komplexkurve ist also 
die Durchschnittskurve der Ebene mit der Flache der singularen Punkte. 
Die Flache der singularen Punkte wird mithin von den Linien des Kom
plexes umhiilIt. Die Linien des Komplexes umhiillen also in <ler Tat eine 
Flache, die Flache der singularen Punkte. Dasselbe beweist. man von der 
Flache der singularen Ebenen. Die Flache der singularen Punkte und die 
Flache der singularen Ebenen sind also identisch 19). 

Betrachten wir jetzt die Kongruenz, welche zwei Komplexen 

91=0, 'IjJ=0 

gemeinsam ist. Eine Linie derselben habe die Koordinaten x. In der 
Nahe derselben kann man die beiden Komplexe durch einen ihrer linearen 
Tangentialkomplexe ersetzen: 

2) (;:a + AXa) Ya = 0, 

2) (-;~ + f1Xa ) Ya = 0. 

19) Man kann, wie hier beiliiufig angegeben sein mag, die Singularitatenflaohe 
eines Komplexes als denjenigen speziellen Komplex definieren, der dem Komplexe 
umschrieben ist; die Brennfliiohe einer Kongruenz als denjenigen speziellen Komplex, 
dem die Kongruenz angehort. [Der innere Zusammenhang der Singularitatenfliiohe 
und der anderen hier vorkommenden Gebilde mit den entspreohenden Differential
gleiohungen wird vielleioht deutlioher werden, wenn ioh die urspriingliohe Auffassung, 
die mioh bei diesen Untersuohungen geleitet hat, erwahne. Man gehe von den Linien
koordinaten aus, die der Identitiit xi + xl + xl + xi + pq = 0 geniigen, setze q = 1 und 
eliminiere dann p aus der Komplexgleiohung. Dann wird z. B. die partielle Differential 
gleiohung der speziellen Komplexe zu 

( ~)2+ (~)2+ (~)2+ (~)2_ 0 
oXl oX2 oX3 ox, - . 

Man sieht die Analogie mit den Developpablen, die im gewohnliohen Ra dem Kugel
kreis umgesohrieben sind. Die "Biisohel" des Komplexes entsprechen den Erzeugenden 
der Developpablen (und damit den Charakteristiken der partiellen Differentialglei
chung), die vereinigte Lage konsekuti ver Biischel dem Schnitt aufeinander folgender 
Erzeugender (bzw. der vereinigten Lage konsekutiver oharakteristischerStreifen). K.] 
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Die gegebene Kongruenz kann man in der Nii.he von (x) durch die lineare 
Kongruenz ersetzen, welche irgend zwei dieser Komplexe gemeinsam ist. 
Es gibt also zwei/ach unendlich viele lineare Kongruenzen, welche eine 
gegebene Kongruenz in einer ihrer Geraden (x) beruhren. 

Diese Iinearen Kongruenzen haben aUe eine Regelschar gemein: 

2: :: 'Ya = 0, 2: :: 'Ya = 0, 2:XaYa = 0. 
a a 

Aber dieselbe zerfii.Ut in zwei Biischel, da ihre 1nvariante 

2:(~Y iJxa 
2:~.~ 

iJxa iJxa 
q; 

2:~. iJ",_ 
ox" ox" 2:U~Y V' 

q; V' 2: x! 
vermoge q; = 0, "p = 0, 2: x! = ° verschwindet. Die Direktrizen der zwei
fach unendlich vielen tangierenden Kongruenzen bestehen also aus zwei 
Biischeln, welche die gegebene Gerade (x) gemein haben. 1rgend zwei 
Gerade, entnommen den beiden Biischeln, sind Direktrizen einer tangierenden 
Kongruenz. Man erkennt in diesen beiden Biischeln die Tangentenbiischel 20) 

der Brennflii.che der Kongruenz in deren Beriihrungspunkten mit der Ge
raden (x). 

Unter den Linien einer Kongruenz wird es nun insbesondere solche 
geben, fUr welche die beiden Biischel, d. h. also die beiden Beriihrungs
punkte mit der Brennflii.che zusammenfaUen. Dann wird die Kongruenz
gerade, die vorher Doppeltangente der Brennfliiche war, im allgemeinen 
eine vierpunktig beriihrende Tangente. Diese Kongruenzgeraden sind durch 
die Bedingung dargestellt, da/3 fUr sie die Unterdeterminanten der vor
stehenden 1nvariante verschwinden, was sieh, vermoge der vereinfachten 
Form der letzteren, auf die eine Bedingung reduziert: 

2:( ~:J2. 2:( f::Y - (2: ::a' ::J2 = O. 

Diese Gleiehung, zusammen mit 

q; = 0, 1p = 0, "2 .L.;X" = ° 
stellt eine Linienftii.che der Kongruenz dar, welche die Brennfliiehe vier
punktig beriihrt. 1st q; yom Grade m, V' yom Grade n, so wird diese 
Flii.che yom Grade 4 mn ( m + n - 2) . 

90) Bei der gewohnlichen Darstellung zeichnet man die gegen (x) rechtwinkIigen 
Linien der beiden Biischel aus und bezeichnet sie als die BrennZinien des in der Niihe 
von (:/:) verlaufenden unendlich diinnen Strahlenbiindels. Jedes andere den beiden 
Biischeln entnommene Linienpaar ist im projektiven Sinne gleichberechtigt. 
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Diejenigen Linien einer Kongruenz [m, n 1, welche die Brennfliiche 
vierpunktig beruhren, bilden im allgemeinen eine Linienfliiche vom Grade 

4mn(m + n - 2). 

Es wird nun besondere Kongruenzen geben sie sollen spezielle 
Kongruenzen hei.i3en -, fUr welche die vorstehende Gleichung: 

vermoge 
q; = 0, 'ljJ=0, 

identisch erfiillt ist. Diese haben die Eigentiimlichkeit, da.i3 alle ihre 
Linien die Brennfiii.che in zusammenfallenden Punkten beriihren. Es sind 
dies diejenigen Kongruenzen, deren Linien Haupttangenten der Brennfiache 
sind21): im Gegensatze zu den allgemeinen Kongruenzen, deren Linien 
Doppeltangenten der Brennflache sind. 

H iermit ist denn auch das Problem (2) formuliert 22). 1st ein Linien-

21) Vgl. Kummer, Allgemeine Theorie der Strahlensysteme, § 8. (Borchardts 
Journal, Bd. 57). 

22) Lie erteilte diesem Problem bereits friiher eine ahnliche Form. Er fand 
namlich, daB die betr. Differentialgleichung durch eine Transformation, die ciarauf 
hinauskommt, die Geraden des Komplexes als Raumelement einzufiihren, in eine 
Gleichung zweiten Grades iibergeht. Insbesondere gibt er die Gleichung: 

oR oR oH ~--~ _/(OH)2 (OH)" (OH)2 p·_-+q---=V1+p2+q2·V - + - + - -1 ox oy OZ ox oy OZ 

(Bericht der Akademie zu Christiania, 1870, Dezember.) Wollte man statt Linien
koordinaten Punktkoordinaten anwenden, so wiirde man zu einer auf den ersten Blick 
sehr verschiedenen partiellen Differentialgleichung gefiihrt werden. Sei unter An
wendung der Koordinaten Plk die Gleichung des Komplexes 

'P (Plk) = 0, 
so stellt die Gleichung 

'P (XiYk - y,Xk) = 0, 

wenn man den x feste Werte erteilt, den vom Punkte (x) ausgehenden Komplex
kegel dar. Das Problem (2) besteht nun darin, solche Flachen 'i' (x) = 0 zu finden, 
die in jedem ihrer Punkte von dem betreffenden Komplexkegel beriihrt werden. Man 
driicke also die Bedingung aus, daB die Ebene 

0'i' 0'i' 0'i' o'i' -'Yl+-'Y2+-'Y3+---'Y4=0 
o~ o~ o~ a~ 

den Kegel 
'P (XiYk - YIXk) = 0 

beriihre, so hat man die Differentialgleichung des Problems. 1st 'P vom Grade m, 

so werden die Differentialquotienten ~~ im allgemeinen bis zum Grade m (m - 1) 

vorkommen. 
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komplex cp = 0 gegeben, so suche man solche Kongruenzen desselben: 
cp = 0, 'IjJ = 0, daB fiir die Kongruenzlinien 

1st insbesondere cp = 0 ein spezieHer Komplex, d. h. eine Flache, so redu
ziert sich diese Gleichung auf: 

"'\""~.~-=o 
.L.J iJxa oXa . 

Es mogen endlich drei Komplexe 

cp=O, 'IjJ=O, X=O 

gegeben sein. Dieselben haben eine Linienflache gemein. Sei (x) eine 
Gerade derselben. Dieselbe hat in cp, 'IjJ, X bez. die folgenden Tangential-
komplexe 

~(-~:a + AXa) Ya = ° 
~(-}:: + ftXa) Ya = ° 
~(-t:a + lIXa) Ya = O. 

Je drei Komplexe aus diesen drei Scharen haben ein Hyperboloid gemein
sam, welches die den drei gegebenen Komplexen gemeinsame geradlinige 
Flache in (x) beriihrt. E8 gibt dreifach unendlich viele 80lcher beruh
~enden H yperboloide. AHe haben zwei zusammenfallende Gerade gemein, 
namlich (x) und die benachbarte Erzeugende: die gemeinschaftlichen Ge
raden der vier Komplexe: 

~iJ~ ~o~ ~ox ~ 
.L.J Bx . Ya = 0, .L.JiJX . Ya = 0, .L.J Bx . Ya = 0, .L.J Xa Ya = 0 . 

a a a 

Denn die Invariante des diesen Komplexen gemeinsamen Geradenpaares: 

2-0~.}y-
oXa oXa 

~~.-~-
oXa oXa cp 

~e-~Y oXa 
~. o~_ . _iJ~_ 

oXa iJxa 'IjJ 

~~.i~_ 
oXa oXa ~(~:J2 X 

'IjJ X ~x! 
verschwindet. 

Fiir besondere Geraden der Linienflache werden auch samtliche Unter
determinanten dieser Invariante verschwinden. Es sind dies die soge-
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nannten singuliiren Erzeugenden der Linienflache, die ihre konsekutive 
schneiden. Zu ihrer Bestimmung erhalt man: 

~(::J2 ~::-. :: ~!'£.YL 
" " iJx" iJx" 

0= ~ihp.~ 
iJx" iJx" 2 (::J2 ~~.~~ 

iJxa iJx" 

~~~ . ~ ~ YL. ~~ ~(YL)2 
iJ~ a~ iJ~ iJ~ iJ~ 

Diese Gleichung ist, wenn cp, 'If', X bez. yom Grade m, n, p sind, yom 
Grade 2 ( m + n + p - 3). Man erhlilt also den Satz: die Linienfliiche, 
welche drei K omplexen bez. vom Grade m, n, p gemeinsam ist, hat im 
allgemeinen 

4mnp(m+n+p-3) 

singuliire Erzeugende 23). 
Es gibt nun spezielle Linienflachen, deren samtliche Linien singulare 

Erzeugende sind, d. h. ihre konsekutiven schneiden. Dies sind die Deve
loppablen. Sie sind dadurch charakterisiert, da13 fUr sie, vermoge cp = 0, 
IjJ = 0, X = 0 die vorstehende Gleichung identisch erfiillt ist. Sind also cp 
und 'If' gegeben und betrachtet man X als unbekannt, so stellt diese Glei
chung die Differentialgleichung fur die Developpablen der Kongruenz 
cp = 0, 'If' = 0 dar, was das Problem (3) ist. Dieselbe wird insbesondere 
linear, wenn cp = 0, 'If' = 0 eine spezielle Kongruenz ist. 

Die Umhiillungskurven der Kongruenz zweier zu derselben Singulari
tatenflache gehoriger Komplexe zweiten Grades werden wir in etwas anderer 
Weise bestimmen, indem wir namlich die Kongruenzgeraden durch zwei 
Parameter ausdriicken und dann die Bedingung aufstellen. da13 sich zwei 
benachbarte Kongruenzgeraden schneiden. Zu diesem Zwecke mag hier 
die Bedingung gegeben werden, unter der sich iiberhaupt zwei benach
barte Gerade (x) und (x + dx) schneiden. Damit sich zwei Gerade (x) 
und (y) schneiden, mu13 sem 

~x"Yo.= O. 

1st aber Yo. = Xo. + dxa , so ist diese Gleichung identisch befriedigt, weil 

die Ya, als Linienkoordinaten, an die Gleichung ~ y: = 0 gekniipft sind, 

was, wegen ~ x! = 0, auf ~ Xo. dxo. = 0 fUhrt. Setzen wir jetzt 

y" = Xo. + dxo. + d2xa, so haben wir einmal, wegen ~ y! = 0: 

23) Dieselbe Zahl hat auf etwas anderem Wege Herr Liiroth abgeleitet: Zur 
Theorie der windschiefen Flachen (Borchardts Journal, Bd. 67, 1867). 
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Andererseits wird die Bedingung des Schneidens 

.J)xad2Xa = 0 

und diese reduziert sich vermoge der letzten Gleichung auf 

2)dx! = o. 
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Dies ist die Bedingung fur das Schneiden zweier konsekutiven Ge
raden, welche im folgenden angewandt werden wird24). 

§ 3. 

Elliptische Koordinaten zur Bestimmung der geraden Linie 211). 

Bestimmung verschiedener Umhiillungskurven. 

lch werde jetzt statt der bisher gebrauchten homogenen Linienkoor
dina ten Xl' •.• , X6 ' welche an die Bedingungsgleichung 

.J)x!= 0 

gebunden waren, vier voneinander unabhangige, nicht homogene Koor
dinaten A1' A2 , As, A, einfiihren. Dieselben werden in der folgenden Weise 
definiert. 

In einer friiheren Arbeit [Math. Ann., Bd. 2 (siehe Abh. II dieser Aus
gabe)] habe ich gezeigt, dal3 die Komplexe zweiten Grades mit gemein
samer Singularitatenflache in der folgenden Weise durch einen Parameter A 
dargestellt werden konnen: 

2 2 \) o = .~_ + _x __ + + _ ~8 __ 

kl-l k2-1 ... k6 -1' 

WO Xl' X2 ' ••• , X6 Koordinaten der eben betrachteten Art sind. Die ge
meinsame Singularitatenflache ist in dem allgemeinen Falle, auf welchen 
diese kanonische Form pal3t, eine Kummersche Flache vierten Grades mit 
16 Knotenpunkten. 

Nun kann man die vorstehende Gleichung, wenn man fiir die X die 
Koordinaten einer geraden Linie setzt, als eine Gleichung fiir A betrachten. 
Dieselbe ist vom vierten Grade, da die beim Heraufmultiplizieren auf

tretende Potenz l' den verschwindenden Faktor 2) x'J hat. Die vier Wurzeln 

der Gleichung sollen A], A2 , As, A4 heWen; sie sind es, die fortan als Koor
dinaten der Geraden benutzt werden. Diese vier Koordinaten geben also 

24) Lie benutzt als Bedingung fiir das Schneiden zweier konsekutiven Geraden 
(oder die Beriihrung zweier konsekutiver Kugeln) die folgende: 

dx 2 +dy 2 +dz2 + (idH)!1. = o. 
26) Vgl. eine Note in den G6ttinger Nachrichten, 1871, Nr.1. [In die vorliegende 

Ausgabe nicht aufgenommen, weil sie genau die Entwicklungen des Textes enthii.lt.J 
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den Wert des Parameters 2 derjenigen vier Komplexe des Systems an, 
denen die fragliche Gerade angehOrt. 

Wie man sieht, ist diese Koordinatenbestimmung der allgemeinen 
JacobischenMethode der elliptischenKoordinaten analog. Bei derJacobi
schen Methode hat man nur eine Gleichung, und zwar eine nicht homogene, 
von der Form 26) : 

n X'3 

2:k-~f= 1, 
1 a 

wah rend hier ZWe.I homogene Gleichungen gegeben sind: 
,,+1 2 n+1 

2: k ~ 2 = 0, ~ x! = o. 
1 " 1 

Diese allgemeinere 27) Art elliptischer Koordinaten findet sich zuerst 
bei Herrn Darboux erwahnt28) und werden von ihm in einem neueren 
Aufsatze entwickelt 2D). Er bezeichnet dieselben als die erste Derivation 
der gewohnlichen elliptischen Koordinaten, insofern er auf sie durch ein
malige Anwendung eines Prozesses gefiihrt wird, durch den er aus jedem 
Orthogonalsysteme ein neues Orthogonalsystem herleitet. Auf das System 
der konfokalen Flachen zweiten Grades angewandt, ergibt der Proze13 das 
Darboux-Moutardsche Orthogonalsystem der Flachen vierten Grades, 
die den imaginaren Kreis doppelt enthalten, und auf dieses System be
ziehen sich die neuen Koordinaten. (V gl. hierzu auch den vorstehenden 
Aufsatz, § 2.) 

Wir werden zunachst die friiheren Koordinaten Xa durch die neuen A" 
ausdriicken. Zu diesem Zwecke mag f( 2) den Ausdruck bezeichnen: 

f(2) = (kl - 2)(k2 - 2) ... (k6 - 2). 

So hat man bekanntlich die Relationen: 

1 k _ k2 k3 ,,~ 
~ f'(k~) =~ 0, ~? ('k~) =0, ~ ((:a) = 0, 2) (' (:,,) = 0, L..! ('(ka) = 0. 

Infolgedessen sind die x" durch die folgende Gleichung gegeben: 

2 (k,,-2,)(k,,-22)(k,,-23)(k,,-24) 
ex" = --- - (' (ka)-------

26) Bei J a cob i ist dem Parameter 2 ein anderes Vorzeichen gegeben, was aber 
nicht vorteilhaft scheint. 

2') Als allgemeiner kann man diese Koordinaten bezeichnen, da sich aus ihnen 
die gew6hnlichen elliptischen Koordinaten ergeben, wenn zwei der xa zusammenfallen. 
Es wurde dies einer Ausartung der Kummerschen Flache in eine Flache mit Doppel
linie, d. h. in eine PI ii c k e r sche Komplexfiache, entsprechen. 

28) Comptes Rendus, t. 69, 1869, 2. Sur une nouvelle serie de systemes ortho
gonaux algebriques. 

29) Comptes Rendus, t. 73, 1871, 2. Des courbes tracees sur une surface et 
dont la sphere osculatrice est tangente en chaque point it la surface. 
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In der Tat uberzeugt man sich infolge der zwischen den r' (k) existierenden 
Gleichungen ohne weiteres, daB diese Werte von x! sowohl der Gleichung 

.J) x! = 0 als den vier Komplexgleichungen genugen, welche den Wert en A1 , 

~, 2:1 , 24 von 2 entsprechen. 
Wir mogen beiHiufig erortern, wie durch die Parameter 2 die haupt

sachlichen Elemente des gegebenen Komplexsystems und der mit ihm ver
knupften Kummerschen Flache dargesteIlt werden 30). 

Setzt man zwei Parameter 2, etwa 23 und A4 , einander gleich, so hat 
man eine Tangente cler Kummerschen Flache. Betrachtet man 21 und A2 
als konstant, wahrend 23 -:7 24 aIle Werte durchlauft, so erhalt man das 
Buschel aIler solcher Tangenten, welche die Flache in einem Punkte be
ruhren. 21 und A2 charakterisieren also den Beriihrungspunkt; man kann 
sic als Koordinaten des Punktes auf der Flache auffassen 31). Die von den 
Tang(>nten in zwei Punkten (21' 22 ) und (2;, .I.~) gebildeten zwei Buschel 
sind dabei, gleichen Werten von 23 = 24 entsprechend, eindeutig und also 
projektiv aufeinander bezogen. 

Setzt man drei Parameter einander gleich, so erhalt man die Haupt
tangenten der Flache. 

Nimmt man die vier Parameter paarweise gleich, so hat man die 
Linien, welche die 16 Doppelebenen der Flache ausfullen und diejenigen, 
die durch di3 16 Doppelpunkte hindurchgehen. 

Endlich die Annahme, daB aIle Parameter einander gleich sind, ergibt 
die Tangenten der in den 16 Doppelebenen gelegenen Beriihrungskegel
schnitte, sowie die Erzeugenden der in den 16 Knotenpunkten beruhrenden 
Kegel. 

Die einem bestimmten Komplexe des Systems angehOrigen Geraden 
erhalt man, wenn man einen der Parameter, etwa A,4' dem betreffenden.l. 
gleichsetzt. Nimmt man zwei Parameter konstant, etwa .1.3 und.l.4 , so hat 
man die Linien der Kongruenz, die den beiden Komplexen .1.=.1.3 und 
A = }'4 gemeinsam ist. 1st dabei gleichzeitig }'S 1.4 , so hat man die 
singuldren Linien des Komplexes A c= A3 = A4 • Durch den Wert von 
}'s--c }'4 wird also in jedem Tangentenbiischel der K ummerschen Flache 
diejenige Tangente bestimmt, die dem Komplexe A - A3 c= 24 als singulare 
Linie zugehort. 1st As =~ 24 ~ ku, so sind die singularen Linien Doppel
tangenten der K ummerschen Flachc, namlich diejenigen, welche dem unter 
den Komplexen des Systems befindlichen linearen (Fundamental- ) Komplexe 
x .. ~ () angehoren. - Sind drei Parameter konstant, etwa 22 , 13 , .1.4 , so 

00) vV"gen der Beweise ~iehe den Aufsatz: Ji:ur Theorie del' Komplexe usw. 
Math. Annalen, Ed. 2 (1870) [siehe Abh. II dieser Ausgabe i. 

21) Die Kurven A, = e, J'1 = (J sind, wie noch gezeigt werden soil, die Haupt
tangentcnkul'ven der K u mille rschen Flache. 

K 1 e in. Gm~ammelte mat.h. Ahhantllungen. L 10 
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erhiilt man die Erzeugenden der den drei Komplexen A = AI" A = As, A = A4-
gemeinsamen Linienfliiche. 1st dabei All = ls = A" so hat man die singu
laren Linien des Komplexes A = All = AS = A" welche die Kummersche 
Fliiche oskulieren. Wenn der gemeinsame Wert von All = AS = A" gleich 
ka ist, so sind dies vierpunktig beriihrende Linien. Und zwar erhiilt man~ 
wenn man a die Werte 1 ... 6 erteilt, aIle vierpunktig beriihrenden Linien 
der Kummerschen Flache, auBer denen, die die Beriihrungskegelschnitte 
in den 16 Doppelebenen tangierenS2). - Endlich die Annahme, daB aIle 
Parameter konstant sind, ergibt die den Komplexen A = A1 , A = All' A = ls • 
A = A" gemeinsamen 32 geraden Linien. 1st dabei A1 = All = As = A" so 
hat man die 32 ausgezeichneten singularen Linien des Komplexes A = A1 
= All =As = A" welche Tangenten der Beriihrungskegelschnitte in den Doppel
ebenen, bez. Erzeugende der Beriihrungskegel in den Doppelpunkten sind 

Die neuen Koordinaten A1 , All' As' A" wollen wir jetzt in die Gleichung 

2)dx!=O 

einsetzen, welche ausdriickt, daB sich zwei konsekutive Linien schneiden. 
Man findet: 

O-dA2. ().1-~) (~-).3) ().1-).4) 
- 1 ().1) 

+ dA2. (~-la) (~-).4) (~-).1) 
2 ().2) 

+dA 2 • ().3-).4) ().3-).1) ().3-~) 
3 (la) 

+ dA2. ().,-~) ().,-ls) ().4-).3) 
" ().4) 

Diese Differentialgleichung wird nun in einigen Fallen ohne weiteres inte
grierbar. 

Es tritt dies insbesondere ein fUr die Kongruenzen je zweier Kom
plexe des gegebenen Systems. Setzt man niimlich As und A" konstant~ 

also dAs' dA4 gleich Null, so hebt sich der Faktor (A1 - All) fort una man. 
erhiilt die Differentialgleichung der UmhullungskurfJen der Kongf'uenz in. 
der Form: 

dA YCb-).3) ().1-).')= ±dA _/().'-).3)(~-).') 
1 (~) \IV (~) • 

Setzt man in dieser Gleichung As = A" so hat man die Umhullungskurven 
der singuliiren Linien des Komplexes A = As = A,. 

1st insbesondere As = A, = ka, so hat man die Umhullungskuf"Ven. 
derjenigen Doppeltangenten der Kummerschen Fliiche, die dem Kom-

32) Vgl. die Arbeit von Lie und mir: Vber die Haupttangentenkurven dar 
K u m me rschen Flache. Monatsberichte der Berliner Akademie, 1870, Dezember. 
[Siehe Abh. VI dieser Ausgabe.] 
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plexe Xa = 0 angeh6ren. Diese Doppeltangenten bilden bekanntlich eine 
allgemeine Kongruenz zweiter Ordnung und zweiter Klasse; fur diese Kon
gruenzen ist also das Problem 3 gelost. 

Setzt man in die vorstehende Differentialgleichung Al = A2 , As = A{, so 
wird sie identisch befriedigt. Die Kongruenz A1 = A2 , As = 14 ist also eine 
solche, in der jede Gerade aIle ihre benachbarten schneidet. In der Tat 
stell en die Gleichungen 11 = A2 , As = A4 , wie schon bemerkt, diejenigen 
Geraden dar, welche entweder in einer Doppelebene der Kummerschen 
Flache liegen oder durch einen Doppelpunkt hindurchgehen. Ihre Gesamt
heit bildet eine Kongruenz 16. Ordnung und Klasse, welche allerdings die 
geforderte Eigenschaft hat. 

Endlich Sel 12 = ls = A4 • So wird die vorstehende Differentialglei-
chung: 

d11 = 0, also Al = konst. 

Dies sind die H aupttangentenkurven der K umm e rschen Fliiche. In Worten: 
Die Haupttangentenkurven der Kummerschen Flache werden jedesmal von 
solchen Punkten der Flache gebildet, in welch en die zweite Haupttangente 
einem bestimmten Komplexe des Systems als singulare Linie angehort. Es 
sind dies dieselben Kurven 16. Ordnung, welche ich in dem friiheren Aufsatze: 
Zur Theorie usw. (Math. Annalen, Bd. 2 [siehe Abh. II dieser Ausgabe]) in 
Nr. 18 betrachtet hatte. DaB die Haupttangentenkurven der Kummer
schen Flache algebraische Kurven der 16. Ordnung sind, hat zuerst Lie 
gefunden, indem ar seine Abbildung studierte, die Liniengeometrie in Kugel
geometrie, Haupttangentenkurven in Kriimmungskurven iiberfiihrt. Sodann 
bemerkte ich die Identitat der fraglichen Haupttangentenkurven mit dem 
friiher von mir untersuchten Kurvensysteme, und bestimmte im AnschluB 
hieran die Singularitaten derselben. Diese Resultate haben Lie und ich 
in einer gemeinsamen Arbeit dargestellt 3S). Hierauf fand ich den hier vor
getragenen analytischen Beweis 34) und erkannte endlich 35), daB sich die 
ganze Bestimmungsweise der Haupttangentenkurven durch die zugehOrigen 
Komplexe unter ein allgemeineres liniengeometrisches Theorem subsumiert, 
das dem Dupinschen Theoreme der metrischen Geometrie entspricht. 
Dieses letztere ist in dem vorhergehenden Aufsatze ausfiihrlicher dargelegt, 
und dart auch gezeigt worden, wie dasselbe die Bestimmung der Haupt
tangentenkurven der Kummerschen Flache umfaBt. - Es sei noch be
merkt, daB die sachs Haupttangentenkurven 11 = ka die Kurven der vier
punktigen Beriihrung auf der K ummerschen Flache sind. 

33) Monatsberichte der Berl. Akademie, 1870, Dezember. [Siehe Abh. VI dieser 
Ausgabe.] 

34) Gottinger Nachrichten, 1871, Nr. 1. [In diese Ausgabe nicht aufgenommen.J 
3~) Gottinger Nachrichten, 1871, Nr. 3. [Sif'he Abh. VII dieser Ausgabe.j 

10* 
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§ 4. 

Bestimmung der IntegraUlachen der allgemeinen Komplexe 
zweiten Grades. 

Die Einfiihrung der neuen Veranderlichen AI' As, As' A4 in die DifIe
rentialgleichung 

ergab: 
O=d,2. (l,-2,,) ().,-),,,) (}.,'-).4) + 

11.1 f(l..,) ..•• 

Die partielle DifIerentialgleichung, welche die speziellen Komplexe charak
terisierte: 

wird also nach bekannten Methoden iibergehen in: 

0=(0'1')2., f().,) " +(0'1'_)2._ f(~) + .... 
0)'1 (1., -)"2) ()'1- ).3) ()., -1.4 ) iH2 ().2-)'3) (2,,-l4) (~-).,) 

Nun ist aber bekannt 36), daB eine DifIerentialgleichung, wie die vor
stehende, ohne weiteres eine vollstandige Losung (mit drei willkiirlichen 
Konstanten) ergibt, namlich: 

cp = J dA., l[i~-~~,'{;=b) + f dA.'J ~(J:;~;~~2-b} + f dA.3 ~().3~;l).~~,,-b) 

+JdA4 v (,{4--; (t)(~~~b) + O. 
" f( l,) 

Lassen wir a, b, 0 der Reihe nach aIle moglichen Werte annehmen, 
so stellt uns die Gleichung 

cp=o 

dreifach unendlich viele spezielle Komplexe, dreifach unendlich viele Fliichen 
dar, Jeder in der allgemeinen Losung enthaltene Komplex, d. h. jeder 
Komplex, dessen Linien eine Flache umhiiIlen, wird als UmhiiIlungsgebilde 
von zweifach unendlich vielen dieser Fliichen erhalten. 

Nun behaupte ich, da(3 die Flache cp = 0 mit den Konstanten a, 
b, 0 gemeinsames Integral der beiden Komplexe A = a und A = b ist 37), 

d. h. daB das eine System Haupttangenten der Flache dem Komplexe A. = a, 
das andere dem Komplex A. = b angehOrt, oder, was oosselbe ist, daB die 
Flache mit dem Komplexe A. == a, sowie mit dem Komplexe .( = b eine 
spezielle Kongruenz gemein hat. 

36) Vgl. Jacobis Vorlesungen liber Dynamik. 
37) DaB zwei Komplexe des Systems einfach unendlich viele gemeinsame Inte

gralflachen haben, bildet den Ausgangspunkt der bez. ttberlegungen von Lie. 
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Urn dies zu beweisen, ist nur zu zeigen, daB der Differentialgleichung 
der speziellen Kongruenzen: 

(2: -}::. ~~r- 2:( ;:',y. 2:( !}::r = 0 

Geniige geschieht wenn man statt q) eine der 

und statttp etwa (A4 - a) oder (A4 _. b) nimmt. 

hier gefundenen Flachen 

2";,,,,-rp- verschwindet ( iJ )~ 
ox" 

aber, da cp ein spezieller Komplex. Es bleibt 

"\' ~CfJ.- . (1,1' = 0 

also nur noch: 

.L.J rJx ox a (I. 

oder, unter Anwendung aer Koordinaten A: 

o = -(j~-. i~;_ . (' A) /().1.~)_ -(,- ') + .... 
rJl'l OA, "'-'2 ,-,(3 "1- " 4 

Aber !-"'-- (hp _I:'f-- verschwinden, da 11' == A4 - a, oderlp = A4 - b nur 
0).1' iJ)'2' I~ I." 

1 bh Ad" orp v(;.:=aT(J·~-=--b) d h' d t von "4 a angt. n ererselts 1st -C,-- =, ----- - _-c-- -~- un verse WIll e , 
0)'4 Vf().4) 

wenn A4 = a oder = b gesetzt wird. Der Differentialgleichung der speziellen 
Kongruenzen wird also allerdings Geniige geleistet. 

Der Wert der Konstante C in der Gleichung von cp kommt dabei 
gar nicht in Betracht, bleibt also willkiirlich. Wir haben also den Satz: 
Je zwei Komplexe AC a, A = b der zu der Kummerschen Flache ge
horigen Schar haben einfach unendlich viele gemeinsame I ntegralflachen. 

LaBt man auBer C auch noch b sich andern, so erhalt man zweifach 
unendlich viele Integralflachen des Komplexes A = a, also eine voll
standige Lasung der mit dem Komplexe verkniipften partiellen Differential
gleichung. Die allgemeine Lasung umfaBt aHe Flachen, die das Um
hiillungsgebilde von einfach unendlich vielen Flitchen aus der so bestimmten 
zweifach unendlichen Schar sind. - H iernach ist das Problem 2) fur 
allgemeine Komplexe zweiten Grades erledigt. 

Die gefundenen Integralflachen, welche den Komplexen A = a und 
A = b gemeinsam sind, stehen zu den Umhiillungsgeraden der Kongruenz 
A = a, A = b, welche im vorigen Paragraphen bestimmt wurden, in einer 
bemerkenswerten Beziehung. 

[In der Tat reduziert sich die Gleichung der einzelnen Integralflachen, 
wenn wir A3 konstant gleich a,A4 = b nehmen, auf die Differentialgleichung 
der genannten Umhiillungskurven. Die Beziehung, welche hiernach zwischen 
der Integralflache und der Brennflache der Kongruenz A3 = a, A4 = b be
steht, bleibt naher zu entwickeln as). J 

38) [Die genaueren Angaben, welche hieriiber im Original, Math. Ann., Bd. 5, gemacht 
sind, lassen sich nach dem Einwande, den Herr A.VoG in den Math. Ann.,Bd. 9,8.134-135 
erhoben hat, nicht aufrecht erhalten. Das 8achverhiHtnis bedarf weitererUntersuchung. K.] 
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Aus der Bedeutung der SingularitatenHa.che folgt ferner, daB die In
tegralHache iiberall dort, wo sie die Singularita.tenflache trifit, sie be
riihren muB. Denn der Komplexkegel a oder b, der von einem Punkte 
der Singularitatenflache ausgeht, hat sich in ein Ebenenenpaar aufgelost, 
dessen Durchschnitt, die zugeordnete singula.re Linie, die Singularita.ten
Hache beriihrt. Die IntegralHache kann den ausgearteten Kegel nicht 
anders beriihren, als indem sie die singulare Linie beriihrt. Die Integral
Hache beriihrt also in jedem Punkte, in welchem sie die Singularita.ten
Hache trifit, die beiden zugehOrigen singularen Linien der Komplexe a 
und b, d. h. sie beriihrt die Singularita.tenHache selbst. 

Wir erhalten die singularen Linien des Komplexes a, die zu den 
Punkten der Beriihrungskurve gehOren, wenn wir in der Gleichung der 
IntegralHache 13 = 14 = a setzen. So bleibt: 

fdl vU'1-a)(ll-b2 +fdl ((4--a) (~-b) + 0 = o. 
1 Yf(J..1 ) 2 Vf(J..g ) 

Diese Gleichung bestimmt mit 13 = 14 = a zusammen die fraglichen singu
laren Linien. Andererseits konnen wir sie - da nach dem vorigen Para
graphen 11 und III als Koordinaten eines Punktes auf der Singularitaten
Hache angesehen werden konnen - geradezu fUr die Gleichung der Be
riihrungskurve halten. Wir haben so den Satz: 

Die Integralflache beruhrt die Singularitiiten{lache nach Er8treckung 
einer K urve, deren Gleichung die v0'l'8tehende i8t. 

Die Singularitatenflache entspricht also einer singuliiren L08ung der 
mit dem Komplexe verkniipften Difierentialgleichung in dem Sinne, als 
dieselbe von allen IntegralHachen des Komplexes nach einer Kurve be
riihrt wird. 

Wir mogen endlich noch das Folgende bemerken. Setzen wir in 
der Gleichung einer IntegralHache des Komplexes a, 14 = a, so kommt man 
zur Darstellung der beziiglichen dem Komplexe a angehOrigen speziellen 
Kongruenz: 

f dl }/{l~=_a)(~=--€)+fdi. v(;:;=--aY(~~-b)+fdl y(la-a)(la-b)+o=o 
1 Vt(J..1 ) 2 ~f(lg0 8 "f(ls) 

Nun sind die hier vorkommenden Integrale hyperelliptische, die p = 3 
entsprechen. Es ist also durch die vorstehende Gleichung ein Umkehr
problem indiziert. Wir schreiben sie zu diesem Zwecke in der Form: 

fdl (fJ.;=--a)7}.;=--6) + ... = U 
1 vf(ll) 

und verkniipfen Sle mit zwei ahnlich gebauten Gleichungen, deren Inte-
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grale sich aus den vorstehenden durch Differentiation nach den Para
metern a, b ergeben: 

fd 1 Y).l-b 
"1 + ... =v 

VA.1 - a·V{()..l) 

fd 1 YA.1-a 
"1li;--b.y{(iJ + ... = w. 

Diese Gleichungen dienen dazu, um die A1 , A~, 13 , und weiterhin die Xl' ••• , XII 

.der Komplexlinie durch die u, v, w auszudriicken. Und da Xa mit den 1 
-durch eine Gleichung von der symmetrischen Form: 

2 (ka-).l) (ka-).2) (ka-).a) (ka-a) 
(?Xa = f(ka)-- ----

zusammenhangt, driicken sich die Xa geradezu als hyperelliptische Funk
tionen der u. v, w aus. 

Die Koordinaten Xa der Linien eines Linienkomplexes zweiten 
Grades sind hiermit unter Zugrundelegung eines zweiten Komplexe8 ala 
.sechsfach periodiscke hyperelliptische Funktionen dreier Parameter u, v, w 
dargestellt. 

Es wurde bereits wiederholt hervorgehoben, wie das von Flachen 
vierter Ordnung mit imaginarem Doppelkreise gebildete Orthogonalsystem 
-dem System der Linienkomplexe zweiten Grades mit gemeinsamer Singu
laritatenflache entspricht. Man iibersieht, wie man fiir diese Flachen 
ahnlich wie fiir diese Komplexe einen Satz aufzustellen hat, der dahin 
geht: daf3 sick die Koordinaten der Punkte einer Flache des Orthogonal
.systems als vierfach periodische hyperellyptische Funktionen zweier Para
meter darstellen lassen. Diesen Satz hat Herr Darboux in den Comptes 
Rendus (t. 68, 1869, 1: Memoire sur une classe de courbes et de surfaces) 
-ohne Beweis angegeben; er hebt besonders hervor, wie derselbe auf all
gemeine Flachen dritten Grades Anwendung findet, da drei unter den 
Flachen des Orthogonalsystems allgemeine Flachen dritten Grades sind. 
Ein ahnlicher Satz gilt offenbar fiir die entsprechenden Gebilde bei be
liebig viel Dimensionen. 

Noch zu einem zweiten Umkehrprobleme wird man gefUhrt, namlich 
.durch die Gleichung der U mhiillungskurven der singularen Linien: 

fd).l ()..1- a) +fd~ (~_- a~ + 0 = 0 
V{().l) V{().2) , 

da auch fiir sie die Zahl der summierten Integrale mit dem p der auf
tretenden hyperelliptischen Funktionen iibereinstimmt. Wir setzen zu 
diesem Zwecke: 
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und nehmen eme ahnliche Gleichung hinzu: 

I ~~~j~A~ b) + f ~~jt£) ~) = v, 

Es sind dies zwei Scharen auf der allen Komplexen gemeinsamen Singu
laritatenflache (der K ummerschen Flache) verlaufender Kurven: die Um
hiillungskurven der singularen Linien der Komplexe A. = a und A. = b 
Indem wir statt u und v lineare Kombinationen derselben setzen, konnen 
wir insbesondere a und b gleich zweien der sechs GroJ3en lea nehmen. Dann 
stellen die vorstehenden Gleichungen zwei der Scharen von Umhiillungs
kurven vor, welche die sechs Doppeltangentensysteme der Flache besitzen. 
Mit Bezug auf zwei solche K urvensysteme sind dann die Koordinaten 
der Punkte der K ummerschen FTiiche als vierfach periodische hyper
elliptische Funktionen dargestellt. 

Fiir besondere Linienkomplexe zweiten Grade~ vereinfachen sich 
natiirlich die in den hier genannten Umkehrproblemen auftretenden hyper
eIliptischen Funktionen. Sind z. B. die ka paarweise gleich, so werden sie 
Logarithmen. Der Komplex ist dann in den bekannten Komplex iiber
gegangen, dessen Geraden ein festes Tetraeder nach konstantem Doppel
verhaltnisse schneiden. Die Singularitatenfla.;he ist in dies Tetraeder aus
geartet. In der Tat sind die gemeinsamen Integralflachen zweier zu dem 
namlichen Tetraeder gehOrigen Komplexe durch eine Gleichung zwischen den 
Logarithmen der Koordinaten, namlich durch eine lineare Gleichung zwischen 
denselben dargestellt. Es sind dies dieselben FIachen, die Lie und ich 
unter der Bezeichnung "FIachen W" untersucht 39) und deren Analoga in 
der Ebene wir neuerdings in einem gemeinsamen Aufsatze in diesen An
nalen 40) betrachtet haben. 

Gottingen, im November 1871. 

:19) Comptes Rendus. 1870, 1. Sur une certaine classe de courbes et de sur
faces. [Siphe Abh. XXV dieser Ausgabe.] Die Auffassung der Fliichen Wals gemein
samer Integralflachen zweier zu dem namlichen Tetraeder gehoriger Komplexe gehort Li e 

40) tJber diejenigen ebenen Kurven usw. Math. Ann., Bd. 4 (1871). [Siehe 
Abh. XXVI dieser Ausgabe.] 



x. Dber einen liniengeometri!'!cben Satz. 
[Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissensehaften zu G6ttingen, 1872, Nr. 9 

(20. Marz 1872), abgedruekt in den Math. Annalen, Bd. 22 (1884). J 

Statt die Koordinaten Pi" der geraden Linie im Raume als zwei
gliedrige Determinanten aus den Koordinaten zweier Punkte oder Ebenen 
zu definieren, kann man sie bekanntlich auch als selbstandige Verander
liche auffassen, welche an eine Bedingungsgleichung zweiten Grades: 

p = P12P;J4 + P1:lP42 /- PHP23 = 0 
gebunden sind. Bei diesem Ausgangspunkte entsteht die Frage, ob jeder 
algebraische Linienkomplex durch eine zu P = 0 hinzutretende algebraische 
Gleichung definiert werden kann, oder ob nicht zur reinen Darstellung des 
Komplexes gelegentlich mehrere Gleichungen erforderlich sind. Ich werde 
nun im folgenden zeigen: daf3 allerdings zur Darstellung eines algebraischen 
Linienkomplexes immer eine zu P= 0 hinzutretende Gleichung geniigt. 
Die zum Beweise notwendigen, sehr einfachen Dberlegungen, wie sie im 
nachstehenden auseinandergesetzt sind, konnen voraussichtlich iiberhaupt 
bei der Untersuchung analoger Fragen 1) Anwendung finden und scheinen 
dadurch ein allgemeineres Interesse zu besitzen. 

Rein analytisch ge£aBt, lautet der zu beweisende Satz folgendermaBen: 
"Aus einer allgemeinen 2) Mannigfaltigkeit von fUnf Dimensionen ist eine 
Mannig£altigkeit von vier Dimensionen durch eine quadratische Gleichung 
mit nicht verschwindender Determinante 3) 

P ~ •.. () 

ausgeschieden. Jede in ihr enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit von 
drei Dimensionen kann durch eine zu P = 0 hinzutretende algebraische 
Gleichung dargestellt werden. 

1) leh erinnere hier an eine Betraehtung, welehe Cayley gelegentlich anstellt 
(Quart. Journ., Bd.3, 1860, S.234 [Coil. Pap., Bd. IV]), und die sieh darauf bezieht, 
daB nieht auf allen algebraisehen Fliiehen unvollstandige Durehsehnittskurven gelegen 
sein konnen. 

2) Allgemein mag eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen heiBen, deren Elemente 
von unabhangig gedachten Parametern abhiingt. 

3) Diese nahere Bestimmung ist zugefiigt, weil sie die quadratisehe Gieiehung 
sofern ihre Eigensehaften hier in Betraeht kommen, voIIstandig eharak~eri8iert. 
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Statt dieses Satzes mogen wir gleich den folgenden, ihn einschlie13enden 
beweisen: 

"Es sei eine allgemeine Mannigfaltigkeit von 11. Dimensionen gegeben, 
wo 11. ~ 4, und aus ihr eine Mannigfaltigkeit von (11. - 1) Dimensionen 
durch eine quadratische Gleichung: 

p=o 
ausgeschieden. J ede in der letzteren enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit 
von (11. - 2) Dimensionen kann durch eine zu P = 0 hinzutretende algebra
ische Gleichung dargestellt werden, falls nicht alle am den Koeffizienten 
von P zusammengesetzten funfreihigen Unterdeterminaten verschwinden.' , 

Diese Bedingung ist in dem urspriinglich aufgestellten Satze befriedigt, 
insofern dort die (sechsreihige) Determinante von P selbst nicht ver
schwindet, urn so weniger also ihre fiinfreihigen Unterdeterminanten siimt
lich gleich Null sind. 

Der Beweis des allgemeinen algebraischen Satzes mag zunachst fiir 
11. = 4- gefiihrt werden, wo also die Bedingung die ist, dafJ die Determinante 
von P nicht verschwindet. Bei einem beliebigen 11. lassen sich hinterher 
dieselben Betrachtungen anstellen, fiir 11. = 4 haben wir nur den Vorzug, 
den Dberlegungen, wie im folgenden geschehen soll, ein anschauliches 
geometrisches Bild zugrunde legen zu konnen. 

Das einzelne Element der gegebenen Mannigfaltigkeit von vier Dimen
sionen sei durch die relativen Werte der fiinf homogenen Veranderliohen 

Xl' Xi!' x S ' X" Xo 

bestimmt. Man wird dieselben immer (und auf unendlich viele Weisen) 
so wahlen konnen, daB die gegebene quadratische Gleichung P = 0 (deren 
Determinante nicht verschwindet) die folgende Gestalt annimmt: 

oder, indem man 
xi + xi + x: + xi + x; = 0, 

setzt: 
xi + xi + x: + pq = o. 

Das Element: 
Xl = 0, x!j = 0, Xs = 0, p = 0, 

welches im folgenden ausgezeichnet werden soIl, ist dabei ein unter den 
iibrigen der Mannigfaltigkeit P = 0 angehOrigen beliebig ausgewahltes. 

In der nunmehr hergestellten Gleichungsform kann die Mannigfaltig
keit P = 0 ohne wei teres auf eine allgemeine Mannigfaltigkeit von drei 
Dimensionen eindeutig abgebildet werden, ganz dem entsprechend, wie die 
Abbildung einer Flache zweiten Grades auf die Ebene durch Projektion 
von einem Punkte der Flache aus erfolgt. Man setze namlich, unter 

~l' ~'.l' ~3' ~, 



X. Liniengeometrischer Satz. 155 

die homogenen Koordinaten eines Elementes einer allgemeinen Mannig
faltigkeit von drei Dimensionen verstanden: 

eXl=~l~" (JX'J=~'J~4' eX3=~S~4' ep=~4~4' eq=-(~:+~:+~:). 
Die allgemeine Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen mag jetzt durch 

den Punktraum vorgestellt sein, die ~ mogen also homogene Punktkoor
dinaten bedeuten: dann i&t die gegebene M annig/altigkeit P = 0 d'Urck 
die vorstekenden Gleick'Ungen eindeutig auf den Punktraum abgebildet. 
Dabei tritt im Punktraume ein fundamentaler Kegelschnitt auf: 

~4=O, ~i+~:+~i=O, 

dessen Punkten jedesmal 00 1 Elemente der gegebenen Mannigfaltigkeit P = 0 
entsprechen. Andererseits sind sii.mtliche iibrige Punkte der Ebene 

~4 = 0 
emem einzigen Elemente der Mannigfaltigkeit P = 0, dem Elemente: 

Xl = 0, X2 = 0, xa = 0, P = 0 

zugeordnet, welches, in Analogie mit dem Projektionspunkte bei der Ab· 
bildung der Flii.chen zweiten Grades, im folgenden das Projektionselement 
heillen mag. 

Fiigt man nun zu P = 0 eine weitere algebraische Gleichung, die vom 
m -ten Grade sein mag; 

hinzu, so erhalt man im Punktraume als Bild der beiden Gleichungen ge
niigenden Elemente eine Flii.che vom Grade 2 m, welche den fundamentalen 
Kegelschnitt m -fach enthlilt. Von dieser BildfHiche kann sich gelegentlich, 
einfach oder mehrfach zahlend, die Ebene ~4 = 0 absondern. Es tritt dies 
dann und nur dann ein, wenn das Projektionselement selbst der Mannig
faltigkeit Q = 0, als gewohnliches oder singulares Element, angehOrt. Aber 
dies konnen wir immer vermeiden, da es uns ja £rei steht, auch wenn die 
Mannigfaltigkeit Q = 0 bereits gegeben ist, das Projektionselement unter 
den Elementen von P = 0 zu wahlen, wie wir wollen. Es bildet sich also 
allgemein die Mannigfaltigkeit: 

P=O, Q=O 

als eine Flii.che vom 2 m-ten Grade ab, welcke den /undamentalen Kegel
.scknitt z'Ur m-/acken K'Urve kat, 'Und die Ebene desselben in nickt dem 
Kegelscknitte angekOrigen P'Unkeen nicke tril/t. 

Es ist aber auch umgekehrt ersichtlich, daB jede Flii.che 2 m-ten 
Grades, welche diesen Bedingungen geniigt, den vollstandigen Durchschnitt 
von P = 0 mit der durch eine hinzutretende Gleichung Q = 0 vorgestellten 
Mannigfaltigkeit reprasentiert. Denn die Gleichung einer solchen Flii.che 
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muI3 in jedem Gliede die Ausdriicke ~4 und (~: +~: + ~:) zusammen in 
:Ier m-ten Dimension enthalten. Das einzelne Glied hat also, unter '" 
eine Zahl > 0 und < m verstanden, die folgende Form 

~:. (~i + ~: + ~n m-l
'. rp (~l' ~2' ~s, ~4)' 

wo cp eme homogene Funktion vom ",-ten Grade der beigefiigten Argu
mente ist. Aber das Produkt: 

~~' cp (~1> ~2' ~s, ~~) 
ist ersichtlich nichts anderes, als eine homogene Funktion ,a-ten Grades. 
der Argumente 

~1~4' ~2~4' ~3~4' ~4~4' 
Jedes Glied der gegebenen FHichengleichung und also die Flachengleichung 
selbst ist mithin eine homogene Funktion m-ten Grades der fiinf Argu-
mente: 

~l~'P ~2~4' ~3~4' ~4~4' (~: +~: + ~:). 
Man hat jetzt nur statt dieser Argumente bez. 

Xl' X 2 , XS' p, - q 

zu setzen, um die Gleichung m - ten Grades 

Q=O 
derjenigen Mannigfaltigkeit zu haben, welche mit P = 0 zusammen als. 
vollstandigen Durchschnitt eine Mannigfaltigkeit bestimmt, deren Bild im 
Punktraume die urspriinglich gegebene Flache ist, womit denn die Be
hauptung, daI3 die Flache das Bild eines vollstandigen Durchschnittes sei, 
bewiesen ist. 

Eine beliebige in P = 0 enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit von 
zwei Dimensionen, wird sich nun aber, - falls wir nicht, was wir immer 
vermeiden konnen, das Projektionselement unter ihren Elementen wahlen -
nicht anders als eine solche Fliiche abbilden konnen, die den vorgenannten 
Bedingungen genugt. Denn die Bildflache darf, der Annahme iiber die 
Lage des Projektionselementes entsprechend, die Ebene ~4 = 0 in keinen 
anderen Punkten, als in den Punkten des fundamentalen Kegelschnittes 
trefien, und das ist, weil der Kegelschnitt ein irreduzibeles Gebilde ist, 
nicht anders moglich, als wenn sie von gerader Ordnung = 2m ist, und 
den Kegelschnitt als m- fache Kurve enthalt 4). 

4) [Fiir die genaue Durchfiihrung dieses Schlusses ist esnotwendig zu beriicksichtigen. 
daB die Bildfliiche mit der Ebene ;4 = 0 auch keine Beriihrung haben kann, weil die ihr 
im R4 entsprechende Mannigfaltigkeit sonst durch den benutzten Projektionspunkt 
hindurchgehen wiirde. Man iiberzeugt sich hiervon in einfachster Weise durch Betrach
tung der ebenen Schnitte mit den durch den Projektionspunkt hindurchgehenden 
Ebenen, wenn man die bekannten Verhiiltnisse bei der stereographischen Projektion 
einer Fliiche zweiten Grades heranzieht. K.] 
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H iermit ist der Beweis unseres Satzes fur n = 4 gefiihrt. Seine 
wesentlichen Momente mogen hier noch ausdriicklich zusammengefaJ3t 
werden, es sind die folgenden: 

1. daJ3 im Punktraume eine irreduzibele Fundamentalkurve auftritt; 

2. dal3 eine durch die Fundamentalkurve gelegte Flache (die Ebene 
~4 = 0) ein einzelnes, beliebig anzunehmendes Element des darzustellenden 
Gebildes reprasentiert; 

3. daB es nur auf das Verhalten der BildfHiche zum Fundamental
kegelschnitte ankommt, ob eine P = ° angehOrige Mannigfaltigkeit von 
zwei Dimensionen als vollstandiger Durchschnitt gefaJ3t werden kann. -

Unser SchluJ3 wiirde dagegen sofort ungiiltig werden, wenn der Funds
mentalkegelschnitt reduzibel ware, also in ein Geradenpaar zerfiele. Denn 
dann kann man Flachen von der Ordnung (m' + m") konstruieren, welche 
die Geraden bez. m' - und mil -fach enthalten. Dieselben trefien, wie ver
langt, die Ebene des Kegelschnittes nur in Punkten des Kegelschnittes, aber 
vollstandige Schnitte wiirden sie erst dann vorstellen, wenn m' = m" ware. 

Dieses Zerfallen des fundamentalen Kegelschnittes tritt nun gerade 
dann ein, wenn die Determinante der Form P verschwindet, und mul3te 
deshalb beim Beweise unseres Satzes diese Moglichkeit ausdriicklich ausge
schlossen werden. In der Tat, hat Peine verschwindende Determinante 
(ohne daB zugleich aHe Unterdeterminanten verschwinden), so kann man 
ihm die Form geben: ° = xi + xi + pq, 
die Abbildungsfunktionen werden: 

eXI = ~1~4' ex~ = ~2~4' eXa = ~3~4' UP = ~4~4' eq = - (~: + ~:), 
und der fundamentale Kegelschnitt wird: 

2 2 
~4 = 0, ~l + ~2 ~~ 0, 

ist also m em Linienpaar: 

~4 = 0, ~1 + i~2 = 0, 

~4 = 0, ~1 - i~,! 0 
zerfallen. -

Auf ganz ahnliche Weise, wie nunmehr der Beweis unseres Satzes fUr 
n = 4 gefiihrt und das Nichtverschwinden der Determinante als notwendige 
und hinreichende Bedingung erkannt wurde, erIedigt sich die Frage fiir 
ein beliebiges n. 1st erstlich n = :1, haben wir also eine Flache zweiten 
Grades, so entsteht bei der Abbildung derselben auf die allgemeine Mannig
faltigkeit der niichst niederen Dimension ohnehin ein reduzibeles Funds
mentalgebilde, auch wenn die Determinante der Flache nicht verschwindet, 
namlich ein Punktepaar. Auf Fliichen zweiten Grades findet unser Satz 
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de8hallJ keine Anwend'Ungl»). Dagegen gilt der Satz aHemal, wenn bei der 
Abbildung der Mannigfaltigkeit P = 0 auf die allgemeine Mannigfaltigkeit 
von (n -1) Dimensionen - eine Abbildung, die sich immer in gleicher 
Weise gestaltet - ein irreduzibeles Fundamentalgebilde auftritt. Hierzu 
ist das Nichtverschwinden der aus den Koeffizienten von P gebildeten 
fiinfreihigen Determinanten die notwendige und hinreichende Bedingung. 
Als Fundamentalgebilde tritt namlich eine Mannigfaltigkeit von (n - 3) 
Dimensionen auf, welche aus einer allgemeinen Mannigfaltigkeit von ( n - 2) 
Dimensionen durch eine quadratische Gleichung ausgeschieden wird. SoIl 
das Fundamentalgebilde zerfallen, so ist dazu das Verschwinden aller aus 
den Koeffizienten der Gleichung gebildeter dreireihiger Unterdeterminanten 
die Bedingung; und dies Verschwinden tritt dann und nur dann ein, wenn 
ein Gleiches bei den fiinfreihigen Unterdeterminanten der urspriinglichen 
quadratischen Gleichung P = 0 der Fall war. Hiermit ist denn 'Un8er 
allgemeiner Satz lur ein beliebige8 n, insbe80ndere da8 in ihm enthaltene 
liniengeometri8che Theorem, bewiesen. 

lch will hier von der auseinandergesetzten Theorie noch zwei weitere 
geometrische Anwendungen geben. Die erste bezieht sich wieder auf Linien· 
geometrie. Man verbinde namlich mit der quadratischen Gleichung, der 
die Linienkoordinaten zu geniigen haben: 

P=O, 

eine lineare. So hat man einen linearen Komplex, den man auch in der 
folgenden Weise bestimmen kann. Aus der linearen Gleichung nehme man 
den Wert einer der Veranderlichen, ausgedriickt in den fiinf anderen, und 
substituiere ihn in P ~= 0, wodurch eine neue quadratische Gleichung P' = 0 
entsteht. Der lineare Komplex erscheint dann als durch diese Gleichung 
aus einer allgemeinen Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen ausgeschieden. 
Die Determinante von pi verschwindet nicht, wenn der lineare Komplex 
ein allgemeiner ist; sie verschwindet dann und nur dann, wenn er ein 
spezieller wird 6). Wir erhalten also den folgenden Satz: 

5) Ebensowenig gilt der Satz fiir Kegelschnitte, wie ohne weiteres ersichtlich. 
6) Es braucht kaum darauf hingewiesen zu werden, daB die eben vQrgetragene 

Abbildung einer Mannigfaltigkeit P= 0 von drei Dimensionen auf den Punktraum 
mit der Abbildung des linearen Komplexes auf den Punktraum gleichbedeutend ist, 
welche Herr Nother in den Gottinger Nachrichten, 1869, Nr.15, gegeben und die 
Herr Lie seinen metrisch·projektivischen Untersuchungen zugrunde gelegt hat. lch 
mochte an dieser Stelle ausdriicklich auf die Abbildung des speziellen linearen Kom
plexes hinweisen, welche die Theorie der Flachen mit einer mehrfachen Geraden mit 
derjenigen der Flitchen mit zwei sich schneidenden mehrfachen Geraden in eine merk
wiirdige Verbindung setzt, durch welche z. B. die Zeuthenschen Untersuchungen 
iiber die Fliichen mit einer mehrfachen Gera.den [Ma.th. Ann., Bd. 4 (1871)J fiir die letzt
genannten Flitchen verwertet werden konnen. 
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K011lJruenzen, welche einemallgemeinen Unearen Komplexe ange
hOren, lcOnnen als oollstdndiger Durchschnitt desselben mit einem aruleren 
Komplexe dargestellt werden. 

Fiir den speziellen linearen Komplex gilt aber der Satz nicht mehr. 
Ebensowenig wird der analoge Satz gelten, wenn wir zu der Gleichung 
des linearen Komplexes eine weitere lineare Gleichung hinzufiigen und die 
durch beide dargestellte lineare Kongruenz ins Auge fassen. Auf einer 
linearen Kongruenz gibt es in der Tat LinienfHichen, welche sich nicht als 
vollstandiger Durchschnitt der Kongruenz mit einem hinzutretenden Kom
plex darstellen lassen. Es sind dies diejenigen, welche die Leitlinien der 
Kongruenz ungleich oft enthalten. 

Eine zweite geometrische Anwendung bezieht sich auf die Darstellung 
des Raumpunktes durch die relativen Werte seiner (mit gewissen Kon
stanten multiplizierten) Potenzen mit Bezug auf flinf Kugeln, welche Herr Lie 
in Ankniipfung an die Abbildung des linearen Komplexes Gottinger Nach
richten, 1871, Nr.7, S. 208 gegeben hat, wahrend sie Herr Darboux be
reits friiher (1868) in einer der Pariser Akademie eingereichten Abhandlung 
aufgestellt hatte, die aber noch nicht veroffentlicht ist (vgl. Darboux in 
den Comptes Rendus, 1871, September). Der Punkt wird durch fiinf 
homogene Koordinaten dargestellt, welche, einzeln gleich Null gesetzt, fiinf 
linear unabhangige Kugeln vorstellen, und diese Koordinaten sind an eine 
Bedingungsgleichung zweiten Grades mit nicht verschwindender Determi
nante gekniipft. Der Punktraum ist hiernach das Bild einer Mannigfaltig
keit, die aus einer allgemeinen Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen 
durch diese quadratische Gleichung abgeschieden wird, es Hegen also genau 
die Verhaltnisse vor, wie wir sie eben bei dem Beweise des allgemeinen 
Satzes fiir n = 4 voraussetzten. Dem Projektionselemente entspricht die 
unendlich ferne Ebene des Punktraumes, der in ihr enthaltene imaginare 
Kugelkreis ist der fundamentale Kegelschnitt. Einer Verlegung des Pro
jektionselementes entspricht, wie man leicht sieht, eine Transformation des 
Punktraums durch reziproke Radien. Hier erhalten wir also: J ede alge
braiBche Fliiche kann vermoge Umformung durch reziproke Radien in eine 
solche ubergefuhrt werden, die durch eine Gleichu11lJ zwischen den in Rede 
steherulen Koordinaten rein dargestellt wird. Dagegen wiirde der ent
sprechende Satz bei einer analogen Koordinatenbestimmung in der Ebene 
nicht mehr richtig sein '). 

9) [Man vergleiche die Arbeiten von Lie und mir in Math. Ann., Bd. 5 (s. Abh. VIII, 
IX dieser Ausgabe), BOwie Herrn Darboux' im Jahre 1873 erschienenes Buch: "Sur 
une certaine famille de courbes et de surfaces" (Paris, Gauthier-Villars).] 



XI. Dber <lie Pliickerscbe Komplexfiache. 
[Math. Annalen, Bd.7 (1874).] 

Aus der Diskussion der Linienkomplexe zweiten Grades, wie sie Herr 
Weiler in dem vorstehenden Aufsatze 1) durchgefiihrt hat, geht hervor, daB 
die Pliickersche Komplexflache gleich der allgemeineren Kummerschen 
Flache fUr unendlich viele Komplexe zweiten Grades die singulare Flache ll) 

biidet, und daB dieselbe also mit ganz ahnlichen Mitteln untersucht werden 
kann, wie dies der Verf. friiher [Math. Ann., Bd. 2, S. 198ft. (siehe Abh. II 
dieser Ausgabe)] bei der Kummerschen Flache getan hatte. Das System 
der sechs paarweise in Involution liegenden linearen Komplexe, welches 
bei der Kummerschen Flache eine fundamentale Rolle spielte, ist bei 
der Komplexflache nur in dem Sinne ausgeartet, daB zwei dieser Komplexe, 
indem sie zusammenriickten, speziell wurden und in die Doppellinie der 
Flache iibergingen. Mit Bezug auf die vier iibrigen linearen Komplexe 
bleiben durchaus die SchluBweisen bestehen, welche bei der K u mmerschen 
Flache ihre Anwendung fanden, und man hat also insbesondere den Satz: 

Eine PlUckersche Komplexflache ist mit Bezug auf vier paarweise 
in Involution liegende lineare Komplexe ihre eigene reziproke Polare. 

Aus diesem Satze folgt ohne weiteres, daB das Doppelverhaltnis der 
vier singularen Punkte der Komplexflache gleich dem Doppelverhaltnisse 
ihrer vier Ebenen sei. Indem man sodann die Komplexflache nicht mehr 
ais singulare Flache eines besonderen Komplexes zweiten Grades betrachtet, 
sondern in der Art, wie sie bei Pliicker eingefUhrt wird, d. h. als Brenn
flache derjenigen Linien eines Komplexes zweiten Grades, welche eine feste 
Gerade schneiden, erhalt man: 

Die vier Punkte, in denen eine beliebige Gerade die singulare Fliiche 
eines Komplexes zweiten Grades trifft, und die vier Ebenen, die man 
durch dieselbe Gerade als Tangentenebenen der .9ingularen Flache Zegen 
kann, haben dasselbe DoppelverhaZtnis. 

') :A. Weiler, Uber die verschiedenen Gattungen der Komplexe zweiten Grades, 
Math. Ann., Bd.7 (1874).] 

2) Ich ziehe diesen vun Herrn VoB vorgeschlagenen Ausdruck (Gottinger Nach
richten, 1873, S. !)4r,) dem sonst gebrauchlichen "Singularitatenfiache" vor. 



XI. Pliickersche Komplexflache. 161 

Diesen Satz habe ich fiir die singulare Fliiche des allgemeinen Kom
plexes vom zweiten Grade, d. h. fiir die Kummersche Fliiche, bereits in 
Math. Ann., Bd. 2, S.215 (siehe Abh. II dieser Ausgabe, S. 70) mitgeteilt; 
aber der Zusammenhang, in welchem er dort ausgesprochen ist, kann nicht 
als Beweis desselben gel ten. 

Um so lieber will ich hier eine einfache Betrachtung mitteilen, die in 
Anlehnung an die von Pliicker begonnene Untersuchungsweise der Komplex
:flachen (vgl. dessen Neue Geometrie, S. 205 ff.) unmittelbar die vier zur 
Fliiche gehOrigen linearen Komplexe nachweist und aus ihrer Existenz die 
Gleichheit der fraglichen Doppelverhiiltnisse, sowie weiterhin die Eigen
schaft der Fliiche erschlieJ3t, ihre eigene reziproke Polare zu sein. Aus der 
Gleichheit der beiden Doppelverhaltnisse wird man weiterhin, was bei 
Pliicker in minder iibersichtlicher Weise bewiesen wird, den Satz von der 
Identitat der von den singuliiren Punkten gebildeten und von den singu
Jaren Ebenen umhiillten Fliiche gewinnen. Ist namlich das Doppelverhaltnis 
der vier Punkte, in welchen eine beliebige Gerade die erste Flache trifit, 
immer gleich dem Doppelverhiiltnisse der vier Ebenen, welche man durch 
die Gerade hindurch an die zweite Fliiche legen kann, so sind die Tan
genten der ersten Fliiche immer auch Tangenten der zweiten Flache, d. h. 
die beiden FHichen sind identisch3), wie zu beweisen. 

Fiir die Singularitaten der Komplexflache, wie sie Pliicker nachweist, 
sollen im nachstehenden, soweit sie in Betracht kommen, die folgenden 
Bezeichnungen 4) angewandt werden. Die vier singularen Ebenen der Flache 
mogen E 1 , E'i!' E3 , E4 heiJ3en. Sie enthalten je ein Paar von Doppel
punkten der Flache: 1,1'; 2,2'; 3,3'; 4,4'. Die in ihnen verlaufenden 
Verbindungslinien der Doppelpunktpaare, die singularen Strahlen der Flache, 
seien 8 1 , 8'J' 83 , 8 4 , Dieselben schneiden die Doppellinie und die Polare 
der Flache bez. in den Punkten 1'1 1'2' 1'3' 1'4 und q1' Q2' Qs' Q4' die jedesmal 
zu den zwei auf dem singularen Strahle gelegenen Doppelpunkten harmonisch 
sind. Weiter sollen die vier singularenPunkte der Flii.cheP l' P'J' P 3' P, genannt 
sein. Von ihnen gehen die Paare Doppelebenen I, I'; II, II'; III, III'; 
IV, IV' aus. Die singularen Achsen endlich, in welchen sich die zusammen
gehOrigen Dopperebenen schneiden, seien durch AI' All' As, A, bezeichnet. 

Die Doppelebenen der Flache enthalten (vgl. PI ii c k e r) jedesmal vier 
Doppelpunkte, und durch jeden Doppelpunkt gehen vier Doppelebenen hin-

3) Der Nachweis der Identitat der beiden Flii.chen ist durch Herrn Pasch in 
seiner Habilitations'.Ichrift (GieBen 1870) auf allgemeinere und fundamentalere Be
trachtungen betr. Brennflachen von Kongruenzen zuriickgefiihrt worden. Der im Texte 
angegebene Beweis scheint aber immer dadurch interessant, daB er bis zum Schlusse 
die Vorstellung des Unendlich-Kleinen vermeidet. 

4) Vgl. Clebschs Bericht iiber Pliickers Neue Geometrie in den GOttinger 
Anzeigen, 1869. 

Klein, Gesammelte matb. Abbandlungen. I. 11 
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durch. Man kann die festgesetzten Bezeichnungen insbesondere so wahlen, 
dal3 dieses Verhaltnis in dem folgenden Schema seine Darstellung findet: 

Ebenen Punkte 
--~~---

Ebenen I Punkte 
~~----

I 1 2 3 4 I' l' 2' 3' 4' 

II 1 2 3' 4' II' l' 2' 3 4 

III I 1 2' 3 4' III' l' 2 3' 4 

IV I 1 2' 3' 4 IV' 1 ' 2 3 4' 
-- ---- ------

Ich behaupte nun zunachst, daB es moglich ist, die acht Doppelpunkte 
den acht Doppelebenen in den folgenden vier Weisen durch lineare Kom-
plexe zuzuordnen. Es entsprechen den Punkten: 

1, l' , 2, 2' , 3, 3' , 4, 4' 

bezuglich die Ebenen: 

I, I' , II, II', III, III', IV, IV 
II, II', I, I' , IV', IV, III', III 

III, III' , IV', IV, I, I' , II', II 
IV, IV', III', III, II', II, I, I'. 

Gesetzt, es sei dieses be wiesen , dann folgt unmittelbar, daB die vier be
treffenden linearen Komplexe paarweise in Involution Iiegen. Denn die 
Zuordnungen, wie sie durch das vorstehende Schema gegeben sind, haben 
ersichtlich die Eigenschaft, paarweise vertauschbar zu sein, und die Ver
tauschbarkeit der mit ihnen verkniipften Zuordnungen ist fiir lineare Kom
plexe das Kennzeichen der involutorischen Lage [vgl. Math. Ann., Bd. 4, 
S.414. (Siehe Abh. XIV dieser Ausgabe, S.237)]. 

Um aber den notigen Beweis zu fiihren, konstruiere ich vier Iineare 
Komplexe aus je fiinf denselben angehOrigen Linien und zeige sodann, daB 
sie die voraufgefiihrten Zuordnungen zur Folge haben. Es solI dies der 
Kiirze wegen nur mit Bezug auf die erste Zuordnung auseinandergesetzt 
werden. Man konstruiere namlich den linearen Komplex, der die folgenden 
fiinf Geraden enthalt: 

die Doppellinie der Flache, 
die Polare, 
die Verbindungsgeraden der Doppelpunkte 2, 3 ; 3, 4 ; 4, 2'. 

Man betrachte sodann etwa die singularen Strahlen S'J und Sa. Die Linien 
des linearen Komplexes, welche beide schneiden, miissen eine Regelschar 
bilden, und vermoge derselben werden die beiden Punktreihen S'J und Sa 
projektiv aufeinander bezogen sein. Aber von dieser Regelschar sind 
drei Erzeugende bekannt: die Doppellinie, die Polare und die Gerade 2, 3'. 
Sie ordnen den Punkten P2' Q2' 2 von S'J die Punkte Pa' qa' 3' von Sa 
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zu. Da aber P2' q2 auf 8 2 zu 2, 2 und P3' q3 auf 8 3 zu 3, 3', oder, 
was dassel be ist, zu 3', 3 harmoniseh sind, so werden aueh 2', 3 dureh 
die Regelsehar zugeordnet werden. Dem linearen K omplexe gehort also 
auch die Gerade 2', 3 an. Dasselbe beweist man in ahnlieher Weise von 
den Geraden 3', 4; 4', 2. 

Unter den geraden Linien, die dureh den Punkt 2 hindurehgehen, 
kennt man jetzt zwei als dem linearen Komplexe angehorig, namlieh 2, 3' 
und 2, 4'. Dem Punkte 2 ist also im Komplexe die Ebene 2, 3', 4', d. h. 
naeh der oben festgesetzten Bezeiehnung die Ebene II zugeordnet. Die
selbe geht auBer dureh 2, 3', 4' noeh dureh 1 hindureh; die Gerade 1, 2 
gehort also ebenfalls dem Komplexe an. In gleieher Weise zeigt man, 
daB den Punkten 3 und 4 die Ebenen III und IV entspreehen und also 
aueh 1, 3; 1, 4 dem Komplexe angehoren. Hieraus denn endlieh folgt, 
daB dem Punkte 1 die Ebene I entsprieht. Die Zuordnung von 1',2',0', 4' 
bez. zu f, If, Ill, IV' ergibt sieh auf dieselbe Weise, und es ist somit 
der geforderte Beweis erbraeht. 

Dureh denselben linearen Komplex werden einander zugeordnet, wie 
nieht naher ausgeftihrt zu werden braueht: die vier singularen Ebenen El' 
E 2 , E 3 , E4 bez. den vier singularen Pllnkten P1' P 2 , P:l' P 4 ; die vier 
singularen Strahlen 81' 8 2 , 8 3 , 8 4 bez. den vier singularen Aehsen AI' 
A 2 , A 3 , A4 usw. Wir haben also: 

Das 8ingularitatensystem ist in bezug au/ den konstruierten line
aren Komplex seine eig~ne konjugierte Polare, 

was die Gleiehheit der von den vier singularen Punkten und den vier 
singularen Ebenen gebildeten DoppelverhaItnisse als einzelne Behauptung 
einsehlieBt. Weiter aber folgt: 

Die Komplex/lache selbst ist in bezug au/ den Komplex ihre 
eigene konjugierte Polare. 

Denn die Polarflaehe derselben ist wieder eine Flaehe vierter Ordnung mit 
derselben Doppellinie, denselben singularen Strahlen, denselben Bertihrungs
kegelsehnitten in den Doppelebenen, und dureh diese Elemente ist die 
Flaehe als Flaehe vierter Ordnung mehr als vollstandig bestimmt. 

Hiermit sind die zu Anfang voraufgesehiekten Satze und also aueh 
die aus ihnen gezogenen Folgerungen bewiesen. 

Erlangen, Oktober 1873. 

11* 



XII. Dber Konfigurationen, welche der Kummerschen 
FUiche zugleich eingeschrieben und umgeschrieben sind. 

[Math. Annalen, Bd.27 (1885).] 

Eine Reihe von Vortragen, welche ich in dem nun vergangenen 
Sommer in meinem Seminare gehalten habe, gaben mir die Veranlassung, 
die interessanten Slitze, welche Herr Rohn betreffs des in der Dberschrift 
genannten Gegenstandes von der Theorie der hyperelliptischen Funktionen 
ausgehend in seiner Habilitationsschrift1) mehr andeutet als entwickelt, im 
Zusammenhange darzulegen und nach einigen Richtungen weiter zu flihren. 
Indem ich im folgenden den wesentlichen Inhalt meiner Betrachtungen 
reproduziere, hoffe ich zu erreichen, daB der Gegenstand allseitig zuganglich 
wird und von anderer Seite vielleicht bald weiter gefordert werden kann. 

I. Elementares fiber Liniengeometrie. 

§l. 

Vorbemerkungen. 

Die eigentliche Grundlage flir die Betrachtung der Kummerschen 
Flache bildet anerkanntermaBen die Untersuchung der Linienkomplexe 
zweiten Grades, deren Singularitatenfiache die K ummersche Flache ist. 
lch werde im folgenden durchweg, wie dies auch Herr Rohn tut, von dem 
kanonischen Koordinatensysteme ausgehen, das ich im zweiten Bande der 
Math. Annalen 2) einflihrte und vermoge dessen die Raumgerade homogene 
Koordinaten Xl' X 2 , ..• , X6 erh~lt, welche an die Bedingung: 

(1) 2xl= 0 

gebunden sind, wahrend gleichzeitig die unendlich vielen in Rede stehenden 
Komplexe zweiten Grades durch folgende Gleichung gegeben sind: 

(2) 

1) Math. Ann., Bd. 15: Transformation der hyperelliptischen Funktionen p = 2 
und ihre Bedeutung fur die Kummersche Flache (vgl. insbesondere S. 348-350 
daselbst). [An die in der Einleitung genannten Vortrage schlieBt sich hinwiederum 
die Leipziger Dissertation von Reichardt (Halle, 1886), welche die Anwendung der 
hypereIIiptischen Funktionen auf die K ummersche Flache in ausfiihrlicher Dar
stellung zusammenfassend behandelt_ Fiir die spatere Entwicklung vgl. den Enzy
klopadieartikel von Krazer und Wirtinger.] 

2) [Vgl. Abh. II dieser Ausgabe.] 
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unter l einen Parameter verstanden. Dbrigens setze ich im folgenden die 
Theorie dieser Komplexe, die jetzt ja verscbiedentlich bearbeitet und zur 
Darstellung gebracht ist, im wesentlichen als bekannt voraus. Es solI sich 
zunachst darum handeln, die I. c. besprochenen Konfigurationen, soweit 
dies unmittelbar gelingt, in elementarer Weise, d. h. unter Beiseitelassung 
der hyperelliptischen Funktionen, zu behandeln. Wenn wir dann weiter 
unten, im zweiten Teile der gegenwartigen Darstellung, die Jetzteren in 
Betracht ziehen und, auf ihre Kenntnis gestiitzt, im dritten Teile auf die 
Konfigurationen zuriickkommen, so wird der gro/3e VorteiI, den die Be
nutzung transzendenter Funktionen hier bietet, um so deutlicher hervor
treten. Derselbe zeigt sich zumal darin, da/3 wir aIle Konstruktionen sofort 
verallgemeinern und insbesondere eine neue Klasse von Konfigurationen 
konstruieren konnen, worauf gleich hier aufmerksam gemacht sei. 

§ 2. 

Konjugierte Punkte und Ebenen der Kummerschen Flache. 

Der Hauptsatz, den ich nunmehr der speziellen Betrachtung voran
stellen will, ist folgender: 

Die 'Vier Punkte, in denen eine beliebige Raumgerade die Kummer
sche Fliiche schneidet, und die 'Vier Tangentialebenen, welche man durch 
dieselbe Raumgerade an die Fliiche legen kann, sind in der Art auf
einander bezogen, dafJ jeder Zerlegung der 'Vier Punkte in zwei Paare 
eine Zerlegung der 'Vier Ebenen in zwei Paare rational entspricht. 

Dieser Satz ergibt sich, beilaufig bemerkt, als Korollar des anderen, 
mehrfach behandelten, den ich in Bd. 2 der Math. Ann. (1. c.) mit
teilte, demzufolge die vier Punkte und die vier Ebenen in richtiger Reihen
folge zusammen dasselbe Doppelverhiiltnis darbieten 3). In der Tat sind 
vier Elemente eines einstufigen Gebildes 

vier Elementen 
I, II, III, IV 

1, 2, 3, 4 

eines zweiten einstufigen Gebildes projektiv, so sind Sle es nicht minder zu 
folgenden Elementenreihen: 

2, 1, 4, 3; 
3, 4, 1, 2; 
4, 3, 2, 1, 

3) V gl. meine Bemerkungen in Bd. 7 der Math. Annalen [vgl. Abh. XI dieBer 
Auagabe] oder auch die Entwicklungen von V 0 B im 9. Bande daselbst, S. 66. tibrigens 
folgt der Satz auch sofort aua der allgemeinen Theorie der zwei·zweideutigen Ver
wandtBchaft zweier Grundgebilde erater Stufe. Man betraohte die Raumgerade ala 
Leitlinie einer gewohnlichen Komplexflll.che und bea.ohte, daB dann ihre Punkte und 
Ebenen zwei-zweideutig zuaammen geordnet sind, usw. 
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lind es entsprechen sich also die Zerfiillungen: 

( 3) 1 
(I, II) (III, IV) und (1, 2) (3, 4), 
(I, III) (IV, II) und (1, 3) (4, 2), 
(I, IV) (II, III) und (1, 4) (2, 3) 

in eindeutiger Weise. 
Es sollen jetzt die r6mischen Ziffern die Ebenen und die arab is chen 

Ziffern die Punkte der K u m mer schen Fliiche bedeuten, welche unserer 
Raumgeraden angehoren. Ich werde dann solche Ebenenpaare und Punkte
paare, welche in einer der Zerfiillungen (3) nebeneinander stehen, z. B. 

(I,ll) und (1,2) 

in bezug auf die Kummersche Fliiche konjugiert nennen. Zu jeder 
Raumgeraden gehoren offenbar zwolf konjugierte Ebenen- und Punktepaare. 
Kennen wir von den Ebenen der Kummerschen Fliiche, die durch eine 
Raumgerade gehen, zwei und auBerdem einen Schnittpunkt der Raum
geraden mit der Fliiche, so konnen wir denjenigen anderen Schnittpunkt, 
der mit den beiden Ebenen und dem vorgegebenen Punkte konjugiert ist, 
rational berechnen. Man beachte, daB man diesen Satz auch umkehren 
kann. Gelingt es, durch rationale Prozesse einen weiteren Schnittpunkt 
unserer Raumgeraden mit der Kummerschen ~'lache zu find en , so wird 
dies eben derjenige Schnittpunkt sein, der mit den anderen Elementen 
konjugiert ist. 

rch stelle jetzt die Frage, wie der Begriff konjugierter Ebenen und 
Punkte hervortritt, wenn wir unsere Raumgerade mit einem Komplexe 
der Schar (2) kombinieren und die Komplexflache konstruieren, deren Leit
linie sie ist. 

Es soll zunachst einer derjenigen vier Komplexe der Schar (2) her
ausgegriffen werden, denen unsere Raumgerade als Linie angehort. Ver
moge eines solchen Komplexes werden die Eb~men und Punkte unserer 
Raumgeraden in bekannter Weise eindeutig zusammengeordnet, indem jede 
Ebene einen Komplexkegelschnitt tragt, der die Gerade in einem be
stimmten Punkte (den wir dann der Ebene entsprechend setzen) beriihrt. 
Flir die Ebenen I, II, III, IV, die wir jetzt die singularen Ebenen nennen, 
gilt insbesondere folgendes: Der in der singularen Ebene enthaltene Kom
plexkegelschnitt hat sich in zwei Strahlbiischel aufgelost, deren eines seinen 
Mittelpunkt auf unserer Raumgeraden hat. Dieser Mittelpunkt, welcher 
der singularen Ebene in dem hier in Betracht kommenden Sinne entspricht, 
ist gleichzeitig einer der vier auf unserer Raumgeraden gelegenen singu
laren Punkte, die wir schon mit 1, 2, 3, 4 bezeichneten. - Es sind hier 
betreffs der Zusammengehorigkeit der singularen Ebenen und Punkte dem 
projektiven Charakter der Zuordnung und der Vierzahl der in Betracht 
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kommenden Komplexe entsprechend genau jene vier Anordnungen moglich, 
die wir soeben aufgezahlt haben. Daher folgt zunachst: 

( A) Beliebige zwei der singularen Ebenen und diejenigen zwei der 
singuliiren Punkte, die ihnen in einem der vier Komplexe entsprechen, 
sind jedesmal konjugiert. 

Wir konnen auch so sagen: 
(A') Sind zwei der Ebenen und zwei der Punkte konjugiert, so gibt 

es unter den vier Komplexen unserer Schar, denen die Raumgerade an
geh6rt, immer zwei, welche den beiden Ebenen, in der einen oder anderen 
Reihen/olge, die beiden Punkte entsprechen lassen, 
oder auch: 

(A") Befindet sich unter den vier Komplexen einer, der zweien der 
Ebenen zu:ei bestimmte unter den Punkten entsprechen lapt, so gibt es 
noch einen zu:eiten Komplex, der dies eben/alls tut, nur dap die Reihen
/olge, in der die Punkte den Ebenen zugeordnet werden, bei ihm um
gekehrt erscheint. -

Es sei jetzt 2 = a ein Komplex unserer Schar, dem unsere Raum
gerade nicht angehOrt. Die Komplexkegelschnitte, welche 2 = a in den 
singuHiren Ebenen I, II, III, IV entsprechen, sind wieder je in zwei Strahl
buschel zerfallen; ich will die Mittelpunkte dieser Buschel (von denen jetzt 
keiner auf der anfanglichen Raumgeraden liegt) folgendermal3en bezeichnen: 

(4a) 1', ]"; II', II"; III', III"; IV', IV". 

Wir betrachten andererseits die Komplexkegel, die von den singu
laren Punkten 1, 2, 3, 4 auslaufen. Sie sind ebenfalls je in zwei Busche! 
zerfallen, deren Ebenen wir beziehungsweise nach folgendem Schema be-
nennen mogen: 
(4b) l' 1"· 2' 2"· 3' 3"· 4' 4"· , , , , , , , , 

keine dieser Ebenen geht durch un sere Raumgerade hindurch. 
Nun ist die Beziehung dieser Ebenen zu den Punkten (4 a) bekannt

lich die, dal3 jede der Ebenen vier der Punkte triigt (immer einen aus jeder 
singularen Ebene), wahrend zugleich die beiden Ebenen eines Paares zu
sammengenommen alle acht Punkte enthalten. 

Wir betrachten jetzt die Punkte: 

I , I"· II' II" , , , , 
die in den singularen Ebenen I, II enthalten sind. Diese1ben mogen sich 
auf die beiden von 1 auslaufenden Ebenen: 

1, 1 " 

in der Weise verteilen, dal3 l' durch I, II' und also 1" durch I", II" 
hindurchgeht (was keine Partikularisation ist, sondern immer durch Wahl 
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der Bezeichnung erreicht werden kann). Nun mogen 1,2, wie wir vorhin 
schon annahmen, zu I, II konjugiert sein; wir £ragen, wie sich unter dieser 
Voraussetzung die Punkte I', I", II', II" auf die beiden von 2 auslaufen
den Ebenen (also auf 2', 2") verteilen. Ich behaupte, da.13 die Verteilung 
genau so geschehen mu.l3, wie bei den Ebenen 1', 1", also in der Art, 
da.13 I', II' in einer der beiden Ebenen liegen (die wir femerhin 2' nennen 
wollen), I", II" in der anderen der beiden Ebenen (die dann 2" genannt 
werden mu.l3). Es gibt namlich iiberhaupt nur zwei Weisen, wie sich die 
Punkte I', I", II', II" auf die beiden von einem der singularen Punkte 
1,2,3,4 auslaufenden Ebenen verteilen konnen: entweder gehoren I', II~ 
und andererseits I", II" zusammen, oder I', II" und I", II'. Boten nun 
die von 2 auslaufenden Ebenen nicht dieselbe Verteilungsweise dar, wie die 
von 1 auslaufenden, so miiBten es die Ebenen tun, die von 3 oder von 4-
ausgehen. Dann aber gehOrte 3 oder 4 zu 1 und den beiden Ebenen 1,11 
eindeutig hinzu, ware also aus I, II und 1 rational zu berechnen, wiihrend 
dies nach Annahme doch nur bei 2 zutreffen kann. Daher usw. - Na~ 

tiirlich konnte man den hiermit gegebenen indirekten Beweis sofort durch 
einen direkten ersetzen, wenn man genauer auf die Gruppierung der acht 
Punkte und acht Ebenen eingehen wollte, wie ich dies beispielsweise in 
Bd. 7 der Math. Annalen 4) (I. c.) getan habe. Wichtiger ist fiir das Folgende~ 
daB wir unseren Satz, wie sofort ersichtlich, umkehren konnen. Wir haben: 

(B) Wenn die Punkte I', I", II', II" irgendzweier singularer 
Ebenen I, II sick auf die tlon zwei singularen Punkten 1,2 der Durch
scknittskante auslaufenden Ebenen 1',1",2',2" in gleicker Weise tJer
teilen, so sind I, II, 1,2 in bezug auf die Kummersche Flacke kon
jugiert. 

§ 3. 

Ausgezeichnete Tetraeder. 
Wir wollen jetzt das Tetraeder genauer betrachten, welches in 1, 2' 

und in zweien der in I,ll von uns zusammengeordneten Punkte, also etwa. 
in 1', II', seine Eckpunkte hat, und dessen Seitenebenen durch I, II, be
ziehungsweise 1', 2' vorgestellt sein werden, wobei den Punkten 

1, 2, 1', II' 
der Reihe nach die folgenden Ebenen 

2', 1', II, I 
gegeniiberliegen. Der Komplex 1 = a ent1tii.lt von den 12 Biischeln, die~ 

in den Seitenflachen des Tetraeders liegend, eine Ecke des Tetraeders zum 
Mittelpunkte haben, vier, namlich: 

(I, I'), (II, II'), (1',1), (2',2). 

4) [VgI. Abh. XI dieser Ausgabe.] 
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Jedes dieser Buschel hat mit zweien derselben eine Kante unseres Te
traeders gemein, so daB wir uberhaupt von einer windschiefen Buschel
konfiguration unseres Tetraeders sprechen konnen, die dem Komplexe '" = a 
angehOrt. Wir schlieBen hieraus, da(3 je zwei Ebenen unseres Tetraeders 
und die beiden Eckpunkte, welche ihre Durehschnittskante enthalt, in 
bezug auf die Kummersche Flache konjugiert sind. Fur die ursprunglich 
allein betrachtete Linie (I, II), bez. (1,2), war dies von vornherein be
kannt, bez. folgte aus (B); ebenso folgt es aus (B) fur die gegenuber
liegende Kante. Fur die anderen vier Kanten (die jedesmal zweien der 
vier Buschel der Buschelkonfiguration gemeinsam sind) ergibt sich der 
Satz aus (A). 

Ein Tetraeder der hiermit betrachteten Art werde ich fortan als aus
gezeichnetes Tetraeder bezeichnen. Ein ausgez~ichnetes Tetraeder ist der 
Kummerschen Flache gleichzeitig ein- und umgeschrieben. Denn seine 
Ecken sind singulare Punkte eines Komplexes '" = a, seine Ebenen singu
lare Ebenen desselben. OUenbar gibt es funftach unendlich viele aus
gezeichnete Tetraeder~). Denn wir konnen den Komplex'" = a und die 
Anfangskante I, II (die ihrerseits von vier Konstanten abhangt) beliebig 
annehmen. Dbrigens gelangen wir auch noch durch andere Annahme der
selben Bestimmungsstucke zu demselben Tetraeder. Erstlich ist klar, daB 
wir, unter Festhaltung des Komplexes '" = a, statt mit der Kante (1,11) 
ebensowohl mit der gegenuberliegenden Kante (I', 2 ') beginnen konnen. 
Dann aber sage ich, da(3 unser Tetraeder noch zu zwei anderen KQ1n~ 
plexen der Schar (2), die ich '" = b und '" = c nennen will, genau in 
derselben Beziehung steht, wie zum Komplexe '" = a. Es sind dies die
jenigen beiden unter den vier Komplexen, denen die Kante (I, II) angehOrt, 
welche dem Theoreme (A ') zufolge die Ebenen I, II und die Punkte 1, 2 
zusammenordnen. 

In der Tat: jedem der beiden hiermit definierten KompIexe muB eine 
windschiefe Buschelkonfiguration unseres Tetraeders angehoren. Der Kom
plex 1 = b moge etwa zunachst das BuscheI I, 1 und also das Buschel II, 2 
enthalten. Er enthii.lt dann insbesondere die Tetraederkanten, lii.ngs deren 
sich lund 1', bez. II und 2' schneiden. Aber die heiden Ebenen, welche 
wir hiermit bei der einzeInen Kante nennen, sind zu den beiden Eck
punkten, die auf derselben Kante Iiegen, also zu 1 und I', bez. zu 2 
und II', wie wir wissen, -konjugiert. Daher gehOren dem Komplexe '" = b 
auch die Buschel an, die von den Ecken I', II' bez. in den Ebenen 1', 2' 
auslau£en, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

6) Den Satz, daB es 00 5 Tetraeder gibt, die der Kummerschen Fliiche gleich
zeitig ein- und umgeschrieben sind, hat gelegentlich Herr Hurwitz am meinen Wunsch 
mitgeteilt; siehe Ed. 15 der Math. Ann., S. 14 (FuBnote). 
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Auf Grund dieser Betrachtungen ergibt sich schlie131ich eine Kon
struktion unseres Tetraeders, welche von den drei Komplexen l = a, .l = b, 
), = c ganz unabhangig ist. Die drei Eckpunkte, welche einer Seitenflache 
des Tetraeders bez. in den drei Komplexen entsprechen, sind namlich, 
wie aus der Konstantenzahlung hervorgeht, unter den Punkten der Durch
schnittskurve, die unserer Ebene mit der K ummerschen Flache gemeinsam 
ist, drei ganz beliebige. Daher also werden wir zur Konstruktion unseres 
Tetraeders erstlich eine Seitenflache desselben unter den Tangentialebenen 
der Kummerschen Flache n~ch Willkiir annehmen, dann aber auf der 
zu ihr gehOrigen Durchschnittskurve mit der Kummerschen Flache drei 
Ecken des Tetraeders beliebig fixieren. Wenn wir dann durch je zwei 
dieser Ecken diejenige Ebene legen, die zu ihnen in bezug auf die an
/anglich angenommene Ebene konjugiert ist, so schneiden sich diese Ebenen 
von selbst in einem weiteren Punkte der Kummerschen Flache, und wir 
haben ein ausgezeichnetes Tetmeder konstruiert. 

§ 4. 

Allgemeinere Konfigurationen. 

Die fiinffach unendlich vie len Tetraeder, welche wir jetzt kennen, 
gruppieren sich in charakteristischer Weise zu gro13eren Konfigurationen 
zusammen, welche ebenfalls der Kummerschen Flache gleichzeitig ein
und umgeschrieben sind. Eine erste solche Konfiguration erhalten wir 
sofort, wenn wir erneut an die Anfangsiiberlegung ankniipfen, von der aus 
wir die ausgezeichneten Tetraeder zunachst definiert haben. Es ist dies die
jenige Konfiguration, welche von den vier singular en Punkten und Ebenen 
1,2,3,4 bez. I, II, III, IV, den acht zugehorigen Ebenen 1', I"; 2',2"; 
3',3"; 4',4" und den achtzugehorigenPunkteni', 1"; II', II"; III', III"; 
IV', IV", kurzum von den singularen Elementen der zu unserer Raum
geraden und dem Komplexe l = a gehorigen Komplexflache gebildet wird, 
und aus der man, wie sofort ersichtlich, die Ecken und Ebenen von 24 
ausgezeichneten Tetraedern herausgreifen kann 6). Nun ist aber die Kom
plexflache als Umhiillungsgebilde derjenigen Komplexlinien, welche eine 
feste Raumgerade trefien, in allen diesen Untersuchungen nur der spezielle 
Fall jener Brennflache, welche bei Zusammenstellung des Komplexes l = a 
mit einem allgemeinen linear en Komplexe entsteht, und die selbst eine 
Kummersche Flache sein wird, die wir mit unserer von Anfang an be-

6) Ich verfo)ge die Gruppierung dieser Punkte und Ebenen oder auch die Be
ziehung der Kornp)exflache zu un serer K urn rn erschen Flache (der Singularitaten
flache) nicht weiter, wei) selbstverstandlich alles, was irn Text sogleich iiber den Fall 
der als Brennflache auftretenden K u rn rn e r schen Flache gesagt werden solI, auf den 
ilpeziellen Fall der Kornplexflache iibertragen werden kann. 
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trachteten K um m erschen FHiche, der Singularitatenfiache der Komplexe (2), 
natiirlich nicht ver.wechseln diirfen 7). Wir handeln im folgenden nur von 
der Konfiguration (16)6' welche von den Doppelpunkten und den Doppel. 
ebenen der neuen Kummerschen Flache gebildet wird. OUenbar ist auch 
diese Konfiguration der anlanglichen K ummerschen Flache gleichzeitig 
ein- und umgeschrieben. Denn durch jeden der Doppelpunkte geht inner
halb einer der hindurchlaufenden Doppelebenen del;. Theorie der Linien
kongruenzen zweiter Ordnung und Klasse zufolge 8) ein Strahlbiischel, so 
da/3 der Doppelpunkt als Punkt, die Doppelebene als Ebene der Singu
laritatenfiache des Komplexes l = a angehOren mu/3. Man zeigt aber 
uberhaupt (wie ich hier beilaufig anfiihre, da ich es sogleich als Beweis
grund benutze), dafJ die beiden K u mm er schen Flachen einander nach 
Erstreckung einer K urve achter Ordnung, resp. einer Developpablen achter 
Klasse beruhren, so zwur, dafJ sie keinen Punkt und keine Ebene gemein 
haben, welche nicht dieser K urve, bez. dieser Developpablen angeh6rten. 
Die betreffende Beriihrungkurve ist der geometrische Ort solcher singularen 
Punkte des Komplexes l = a, deren zugeordnete singulare Linie unserer 
Kongruenz angehOren; die Umhiillungsdeveloppable ist in genau dualisti
scher Weise definiert. Zum Beweis beachte man, da/3 eine singulare Linie 
des Komplexes l = a nur von solchen benachbarten Linien desselben ge
schnitten wird, die entweder durch den zugeordneten singuIaren Punkt 
laufen oder in der zugeordneten singularen Ebene liegen, - da/3 anderer
seits unsere zweite Kummersche Flache, nach der Begriffsbestimmung 
der Bl'ennfiache, von allen Linien der zugehOrigen Kongruenz umhiillt wird II). 

§ 5. 

Eigenschaften der nenen Konfigurationen. 

Dber die nunmehr gewonnenen Konfigurationen (16)6 hat Herr Rohn, 
den ich seinerzeit auf die Existenz derselben aufmerksam machte, zwei einfache 
Satze aufgestellt, deren Beweis sich jetzt ohne Miihe ergibt, wie ich zeigen will 10). 

7) Dem widerspricht nicht, daB weiterhin die Beziehung der Kummerschen 
Flachen :.ueinander als eine durchaus gegenseitige erkannt wird; vgl. die Note am 
SchluB von § 5. 

8) Wegen der Satze, die im Texte betreffs der in Rede stehenden Kongruenzen 
gebraucht werden, mochte ich bier ein fur alle Mal auf Kummers Originalabhand
lung: Uber algebraische Strahlensysteme usw. verweisen; siehe Abhandl. d. Berliner 
Akademie von 1866, insbesonuere S. 62-71 daselbst. 

9) In allgemeinerer Form findet man diese tlberlegungen bei V 0 B in Rd. 9 
der Math. Ann., siehe insbe30ndere, was die Resultate angeht, S. 148fl. daselbst. 

10) Ro h n 1. c.; ehenda (S. 352) die Darstellung der Beruhrungskurve achter Ord
nung in transzendenter Form. Man vgl. hierzu die Entwicklungen von Herrn Reye 
im 97. Bande des Journals fur Mathematik [Uber die Singularitatenflachen quadratischer 
8trahlenkomplexe und ihre Haupttanqentenkurven (1884)]. 
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Wir betrachten zunachst eine einzelne Ebene der Konfiguration, die 
wir 1 nennen wollen. Sie ist Tangentialebene der urspriinglichen Kummer
schen Flache und schneidet die letztere also in einel' Kurve vierter Ordnung 
mit Doppelpunkt. Andererseits beriihrt sie die zutretende Kummersche 
Flache (die Brennflache) nach Erstreckung eines Kegelschnitts. J etzt tragt 
der Kegelschnitt 6 von den 16 Doppelpunkten der Brennflache (die wir 
weiterhin mit 1, 2, •.. , 6 bezeichnen wollen), und WIT bemerkten bereits 
oben, daB samtliche 16 Doppelpunkte als einfache Punkte der Singularitaten
flache angehOren. Daher fallen sechs von den acht Schnittpunkten, welche. 
unser Kegelschnitt mit der Kurve vierter Ordnung gemein hat, in die. 
Punkte 1, 2, ... ,6. Der erste von Herm Rohn mitgeteilte Satz behauptet: 
dafJ die weiteren beiden Schnittpunkte unserer K uroen im Doppelpunkte 
der K urve vierter Ordnung koinzidieren, dafJ also der K egelschnitt zur 
Kurve 'lJierter Ordnung adjungiert ist. In der Tat, die urspriingliche. 
Kummersche Flache und die Ebene I haben die Eigenschaft gemein, die. 
zweite Kummersche Fliiche iiberall zu beriihren, wo sie dieselbe treffen. 
Gibt es also einen Punkt, der allen drei Flachen gemein ist und ist der
selbe, wie wir hier annehmen (da die Doppelpunkte 1, 2, ... , 6 bereits be
trachtet wurden), kein singuliirer Punkt der zweiten Kummerschen Flache, 
so ist er ein Beriihrungspunkt der ersten Kummerschen Flache mit der 
Ebene I. Also usw. - Natiirlich gilt der entsprechende Satz fUr den 
Kegel zweiter Klasse, der in einem beliebigen Eckpunkte unserer Kon
figuration durch die zugehOrigen Tangentialebenen der zweiten Kummer
schen Flache umhiillt wird, wie denn iiberhaupt alle Beziehungen, die im 
vorliegenden Aufsatze zur Sprache kommen, nach dualistischer Umkehr 
ebenfalls zutreffen, wie ich nicht jedesmal betonen mochte und also hier 
ein fUr allemal hervorgehoben haben will. 

Wir nehmen jetzt die iibrigen 15 Ebenen zu I hinzu. Da durch jede. 
der 15 Verbindungslinien der sechs in I enthaltenen Eckpunkte 1, 2, ... ,6 
eine der Ebenen hindurchlauft, so wird es zweckmaBig sein, die einzelne 
Ebene durch diejenigen heiden dieser Punkte zu benennen, welche sie enthiilt. 
Sechs Ebenen, welche durch einen der zehn nicht in I enthaltenen Eckpunkte 
der Konfigu'l'ation laufen, erhalt man dann bekanntlich in der Weise, daB man 
die Punkte 1, 2, ... , 6 irgendwie in zwei Gruppen von drei teilt, z. B. 

1,2, 3; 4, 5, 6, 

und dann die Ehenen aufzahlt, welche irgendzwei der sonach zusammen
gehOrigen Punkte tragen, also im Beispiele: 

12,23,31; 45,56,64. 

Wir fassen jetzt drei Ebenen ik, kl, li mit I zu einem Tetraeder 
iliusammen und erhalten so ein Tetraeder, welches der urspriinglichen 
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Kummerschen Flache gleichzeitig um- und eingeschrieben ist. Offenbar 
gibt es solcher Tetraeder, zu I gehOrig, 20, also im ganzen bei unserer 
Konfiguration, wenn wir I durch eine beliebige Ebene der 16 ersetzen, 

16/0 = 80. Ich sage jetzt, dafJ diese siimtlichen Tetraeder ausgezeichnete 

Tetraeder in dem fruher definierten Sinne sind. 

Der Beweis zerlegt sich, indem wir von dem Komplexe A. = a aus
gehen, in mehrere Schritte. lch will annehmen, daJ3 dem Komplexe A. = a 
in der Ebene I speziell dasjenige Strahlbiischel angehOre, dessen Mittel
punkt in 1 falIt. Dann werden von den 20 Tetraedern, deren eine Seiten
flache mit I koinzidiert, 10 eine windschiefe, dem Komplexe a angehOrige 
Biischellronfiguration tragen, wie sofort aus bekannten Satzen iiber die Kon
gruenzen zweiter Ordnung und Klasse folgt: diejenigen 10 namlich, welche 
zugleich 1 zu einer ihrer Ecken haben und denen also das Biischel (I, 1) 
angehOrt. Ersetzen wir hier die Ebene I durch irgendeine andere Ebene 
unserer Konfiguration, so erhalten wir im ganzen 40 Tetraeder derselben 
Definition, bei denen also die Behauptung, die wir aufstellen, selbstverstand
lich ist. Nun aber partizipieren an diesen 40 Tetraedern aIle 120 durch 
den Schnitt zweier Konfigurationsebenen entstehenden Linien als Kanten. 
Zum Beweise betrachte man nur die 15 dieser Linien, die in I liegen: 
diejenigen fiinf derselben, welche durch 1 laufen, sind, wie man unmittelbar 
sieht, bei je vier von den 10 Tetraedern, die I zur Seitenflache haben, 
beteiligt, die zehn, welche nicht durch 1 laufen, bei je einem derselben. 
Wir schlieBen hieraus, was an sich ein schOnes Theorem ist: dafJ die beiden 
Ebenen unserer Konfiguration, welche durch eine der 120 Linien hin
durchgehen, und die beiden Eckpunkte derselben, welche auf derselben 
Linie liegen, allemal in bezug auf die erste K ummersche Fliiche konju
giert sind. Das aber heiBt, daB iiberhaupt jedes Tetraeder, welches man 
aus den Ebenen und Ecken unserer Konfiguration bilden kann, ein ausge
zeichnetes Tetraeder im fmher festgestellten Sinne ist, w. z. b. w. l1). 

An die hiermit gegebenen Entwicklungen kniipfen wir jetzt zunachst 
eine einfache Konstruktion unserer Konfiguration (16) 6' in der man sofort 
die sechs Konstanten erkennt, von denen die Konfiguration abhangt: wir 
wahlen zunachst unter den Tangentenebenen der erst en Kummerschen 
Flache die Ebene I beliebig (2 Const.), zeichnen die Kurve vierter Ord
nung, in der sie die Kummersche Flache durchdringt, nehmen dann in I 
einen zur Kurve vierter Ordnung adjungierten Kegelschnitt und bezeichnen 
diejenigen sechs Schnittpunkte desselben mit der Kurve vierter Ordnung, 

") Der im Text gegebene Beweis ware unnotig, wenn man zeigen konnte (was 
vermutlich nicht schwer ist), daB in der Tat jedes einer Kummerschen Flache gleich
zeitig urn- und eingeschriebene Tetraedec ein ausgezeichnetes Tetraeder ist. 
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welche nicht in den Doppelpunkt der letzteren fallen, mit 1, 2, ... , 6. 
Wir werden die 16 Ebenen einer Konfiguration der von uns gewollten Art 
haben, indem wir durch jede der 15 Verbindungsgeraden 12, ... eine Ebene 
legen, die mit I zusammen zu den beiden auf der Verbindungsgeraden 
liegenden Punkten (also zu 1 und 2, usw.) in bezug auf die K ummersche 
Flache konjugiert ist, - und diese 15 Ebenen der Ebene I hinzufUgen. 
Die 16 Eckpunkte der Konfiguration sind 1, 2, ... , 6 und die weiteren 
Punkte, in denen sich die konstruierten Ebenen begegnen. -

Dbrigens aber haben wir aIle Mittel, um den zweiten Satz von Rohn 
abzuleiten. Die sechs Strahlbiischel, welche innerhalb der Ebene I durch 
die Punkte 1, 2, ... , 6 laufen, werden sechs Komplexen unserer Schar be
ziehungsweise angehoren, namlich }, = a und runf weiteren Komplexen, die 
wie }, == b, c, d, e, f resp. nennen wollen. Aus dem eben aufgestellten 
Satze von dem Konjugiertsein gewisser Ebenen- und Punktenpaare und 
dem in § 2 gegebenen Theoreme (A') folgt dann, daB jedem der sechs 
Komplexe (also nicht nur 2 = a) in jeder der 16 Ebenen ein Strahlbiischel 
angehort, dessen Mittelpunkt in einen der 16 Eckpunkte der Konfiguration 
fii,llt. Dabei erweist sich die Gruppierung dieser 6 ·16 Strahlbiischel als die
selbe, welche man fUr die Strahlbiischel der sechs zu der zweiten K ummer
schen Flache gehorigen Kongruenzen zweiter Ordnung und Klasse kennt. 
Wir gingen davon aus, d2.B die eine dieser Kongruenzen dem Komplexe 
2 ~~ a angehort; ich sage, dafJ die andertn funf Kongruenzen beziehungs
weise in den Komplexen }, = b, c, d, e, r liegen. In der Tat kann ein 
Komplex zweiten Grades mit einer irreduziblen Kongruenz zweiter Ordnung 
und Klasse nicht Hi Strahlbiischel gemein haben, ohne die Kongruenz ganz 
zu enthalten. Wir wiirden unsere "zweite" K ummersche Flache also 
ebensowohl haben gewinnen konnen, hat ten wir nicht mit Komplex A = a, 
sondern mit dem Komplex 2 = b oder A = c usw. begonnen. Mit anderen 
Worten (und dies ist der Rohnsche Satz): Die Komplexe a, b, c, d, e, f 
sind fur die Definition der zweiten K ummerschen Flache (oder auch der 
Konfiguration (16)1\) von durchaus glEicher Bedeutung. -

leh breche hier die elementaren Betrachtungen ab, obgleich ersichtlich 
ist, daB sich eine Menge von Fragen aufdrangen, welche einer direkten 
(algebraisch-geometrischen) Rehandlungsweise sehr wohl zuganglich sind 12). 

12) Herr Rohn hat sieh fruher, wie er mir mitteilt (und iibrigens aueh in Bd. 15 
der Math. Ann., S. 350, andeutet), seinerseits mit soIehen weitergehenden Fragen be
sehiiftigt. Indem ieh seine Ausdrueksweise den von mir gebrauehten Bezeiehnungen 
anpasse, entnehme ieh einem seiner Briefe das Folgende: 

"Es seien die Komplexe zweiten Grades, denen die Doppeltangentensysteme der 
zweiten K u m mer schen Flache angeh6ren sollen, d. h. die Konstanten ;. = a, b , c, d, e, f, 
gegeben; ieh stelle die Aufgabe, die !inearen Komplexe zu bestimmen, welehe die 
Doppeltangentensysteme enthaIten, und uberhaupt die Schar von Komplexen zweiten 
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II. Uber die Darstellung der Kummel'schen FUiche durch hyper
elliptische Funktionen p = 2. 

§ 6. 

Allgemeine Vorbemerkungen, die Theorie der hyperelliptischen 
Funktionen betreffend. 

Um die Darstellung der Kummerschen Fliiche durch hyperelliptische 
Funktionen zweier Argumente U1 • U2 , oder vielmehr, um die Ausbreitung 
zweier Integralsummen U1 , U2 auf der Kummerschen Fliiche (die allein bei 
der folgenden Darstellung in Betracht kommt) in volliger Deutlichkeit zu 

Grades anzugeben, deren Singularitiitenfiiiche die zweite Kummersche Fliiche ist. 
Ich will der Kiirze halber A1 , A2 , ••• , Ao fiir a, b, .•. , {schreiben und die Produkte 

("l- Am) ("2-Am) ... ("O-Am), bez. (;(,,-A1) (;,:,,-A2) •.. ("n-Ao) 

mit ((Am) und 'P ("n) bezeichnen. 1st dann, unter e einen Proportionalitiitsfaktor ver
standen: 

(1) eam" = V~~:=-L~~)f~r;:,~~~0~m) , 
so sind die gesuchten linearen Komplexe durch folgende Gleichungen gegeben: 

(2) z"=a1"xl+a2"x2+ ... +a6,,x6=O. 

lch habe dabei die linken Seiten gleich so normiert, daB 2) z! = 0 wird vermoge 

2 x! = O. Man hat also eine orthogonale Substitution und die AuflOsungen von (2) 

lauten mit Unterdriickung eines Proportionltlitatsfaktors: 

(3) 

Bierin liegt zugleich, daB die Vorzeichen der Quadratwurzeln in (1) nicht vollig wiIl
kiirlich sind. Vielmehr wird man die Vorzeichen nur derjenigen amn • welche einem 
festen m oder einem festen n entsprechen, willkiirlich annehmen diirfen, worauf aIle 
anderen Vorzeichen fixiert sein werden. Es entspricht dies (mit Riicksicht auf den 
in (1) auftretenden Proportionalitiitsfaktor e) dem Umstande, daB die vorgelegte Auf-
gabe 2 6 = 32 Losungen zuliiBt. - Die Schar der Komplexe zweiten Grades, deren 
Singularitiitenfiiiche die zweite Kummersche Fliiche ist, wird jetzt durch folgende 
Gleichung gegeben: 

(4) 

unter " den Parameter verstanden. Vergleicht man diese Formel mit Gleichung (2) 
des Textes (welche die zur ersten Kummerschen Fliiche gehorigen Komplexe vor
stellt) , so ist ersichtlich, daB zwischen beiden Kummerschen Fliichen volle Gegen
seitigkeit besteht. Die Doppeltangenten der ersten K u m mer schen Fliiche liegen also in 
den Komplexen ,,= "1' "2' ... , "0 der Komplexschar (4). Dabei findet noch folgende 
tlbereinstimmung statt. Eine Linie, welche unsere erste K u m mer sche Fliiche be
riihrt, wird einem Komplex der ersten Schar, sagen wir J. = m, als singuliire Linie 
angehoren. Jetzt soil der Beriihrungspunkt insbesondere auf jene Beriihrungskurve 
achter Ordnung riicken, die den beiden K u m mer schen Fliichen gemeinsam ist. Die 
Linie wird dann auch einem Komplex der zweiten, durch (4) gegebenen, Schar ala 
singuliire Linie angehoren. Der Satz ist, daB dieser Komplex durch ,,= m gegeben 
iat, unter m dieselbe GroBe verstanden, wie vorhin." 
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gewinnen, scheint es zweckmaBig, einige allgemeine Bemerlrungen zur Theorie 
der hyperelliptischen Integrale vom Geschlechte Zwei vorauszuschicken. 

Die beiden Integrale, welche wir im folgenden zugrunde legen wollen, 
sind diese: 
( 5) f dl 

w1 = ..Jf(l) , 

wo die Bezeichnung f( A), die wir schon gelegentlich benutzten, das Produkt 
(A - "1) (A - "2) ... (A - "6) vertreten solI. Man betrachtet den Verlauf 
dieser Integrale gemeinhin - und so mussen wir es hier zunachst auch 
tun - auf der zweiblattrigen Riemannschen Flache vom Geschlechte 

Zwei, die zu V f (A) gehort und deren Verzweigungspunkte bei A = "1' 
"2' ... , "6 liegen. Es erscheint dann zweckmaBig, die untere Grenze der 
Integrale in einen der Verzweigungspunkte zu legen, als welchen wir "8 
wahlen wollen. Indem wir gleichzeitig die obere Grenze genau fixieren, 
wird das einzelne Integral durch folgende Formel gegeben sein: 

)" V f().) 

W= fdw. 
Ich habe diese Formel der Kurze halber so geschrieben, daJ3 nach Be
lieben 1 oder 2 als Index zugefugt werden kann, ein Verfahren, dessen 
ich mich weiterhin durchgangig bedienen will. 

Es kommt jetzt darauf an, die Periodizitatsmoduln der so definierten 
Integrale in moglichst einfacher Weise zu bezeichnen. Zu dem Zwecke 
werde ich statt der vier Fundamentalperioden, aus denen sich alIe anderen 
zusammensetzen, fiinf Perioden einfiihren, zwischen denen naturlich eine 
lineare Abhangigkeit bestehen muI3. Ich denke mir namlich den Ver
zweigungspunkt "6 mit den anderen Verzweigungspunkten "1' "2' ... , "6 
durch fiinf in demselben Blatte der Riemannschen Flache verlaufende 
Linien, welche einander nur in "6 trefien, verbunden und setze nun, indem 
ich an diesen Linien hinintegriere: 

"i 

(7) p(i) = 2fdW. 
Was aber die Relation angeht, die zwischen den so definierten Perioden 
besteht, so findet man nach bekannter Methode: 

5 

(8) .2 p(i) = 0 13). 

13) Will man die Symmetrie der spater zu entwickelnden Formeln noch steigem, 
so empfiehlt es sich, noch eine sechste Periode p(6), mit der Relation p(6) = 0, einzu
fiihren, was ich hier nur beilaufig erwahne. 
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Die GraBe wist durch die Formel (6) nur bis auf beliebig hinzu

fiigbare ganzzahlige Multipla der Perioden p(i) bestimmt. Indem ich mit w 
einen der Werte bezeichne, deren sie fahig ist, werde ich das Gesagte durch 
die Formel ausdriicken: 
(9) w,.-::: 'Ii! (mod. p(i»). 

Sind die Werte der w (d. h. von w1 und w2 ) gegeben, so ist nach der 

Theorie der hyperelliptischen Funktionen die obere Grenze A, Y f (A) in (6) 
vallig bestimmt. DaB w1 ' w2 dabei nicht unabhangig sein kannen, sondern 
durch eine Relation verbunden sein miissen (0 = 0), ist selbstverstandlich, 
aber soll hier nicht weiter untersucht werden, wie iiberhaupt von der Theorie 
der 0 -Funktionen abgesehen werden wird. Solche Werte w1 ' w2 ' die ver

mage (6) zu einer oberen Grenze A, Y f( A) zugehOren, nenne ich einfache 
Integrale. Bezeichnen wir mit w dieselben GraBen, wie in (9) und schreiben: 

(10) wc~-w (mod.p(i»), 

so haben wir wieder einfache Integrale, die jetzt zur oberen Grenze A, - V f( A) 
gehOren. Wir beriihren hiermit die charakteristische Eigenschaft des hyper
elliptischen Gebildes, die im folgenden immer wieder hervortritt, die Eigen
schaft namlich, durch eine Transformation von der Periode Zwei (die in 

dem Vorzeichenwechsel der Quadratwurzel Yf(A), oder nach (10), des w, 
ihren Ausdruck findet) in sich selbst iiberzugehen. 

Die hiermit aufgezahlten Satze und die Anschauungsweisen, auf denen 
sie beruhen, sind wohlbekannt. Es scheint nun aber fiir den Fortschritt 
unserer Untersuchungen wesentlich und iiberhaupt fiir die Theorie der hyper
elliptischen Funktionen vorteilhaft, ein neues methodisches Hilfsmittel einzu
fiihren. Neben der zweiblattrigen Riemannschen Flache namlich, die zu 

Yf(l) geh6rt, werden wir die andere Riemannsche Flache in Betracht 
ziehen, die durch Simultanstellung der funf in der laufenden Proportion: 

Y A -~ "1 : V A - ;~: ... : vr=~ 

1Jereinigten W urzelfunktionen entsteht 14). Es ist dies eine 32 -blattrige 

Flache (32 = 21;), welche in der Art regular verzweigt ist, daB bei 1 = "1' 
"2' ... , "6 jedesmal 16 einfache Verzweigungspunkte iibereinander liegen, 
was im ganzen 96 einfache Verzweigungspunkte und also p = 17 ergibt. 
Wir miissen uns vorstellen, daB diese 32 -blattrige Flache 16 -fach iiber 
die bisher betrachtete zweiblattrige Flache ausgebreitet sei, so zwar, daB 

wir einem Punkte A, -V ((A) der letzteren unter den 32 Punkten der ersteren, 

14) Wegen der hier im Texte gebrauchten Ausdrucksweisen siebe insbesondere 
Dyck: Uher Untersuchung und Aufstellung von Gruppe und Irrationalitiit regulttrer 
Riemannscher Fliichen in Bd. 17 der Math, Ann, (1880). 

K lei n, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 12 
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welche dasselbe A besitzen, etwa diejenigen 16 zuwelsen, fur welche 

VA - ~~. -VT-=- "2'" ff- "6 = V7(A) 
wird. Demselben Werte von A entsprechen auf der 32 -bHi.ttrigen Flache 
noch 16 weitere Punkte; sie korrespondieren dann ihrerseits dem Punkte 

A, - vr(A) der zweiblattrigen Flache. 
Wir werden jetzt die 1ntegrale (5) auf der 32 -blattrigen Flache be

trachten. Zu dem Zwecke mUssen wir ihre oberen und unteren Grenzen 
wesentlich genauer bezeichnen, als es in (6) geschehen ist. Dem Werte 
A = "6 entsprechen auf unserer neuen Flache 16 Punkte, von denen wir 
einen herausheben, indem wir fiir die Verhaltnisse: 

V "6 ~-;.~ : V~ - "2 : ... : -V"6 - "1\ 
bestimmte Vorzeichen verabreden. 1ch will dies in der Weise bezeichnen, 

daB ich 0 V "6 - "i als untere Grenze an das 1ntegralzeichen schreibe, wo 
man sich das 0 als einen Proportionalitatsfaktor denken mag, dessen Wert 
vollig gleichgiiltig ist. Genau entsprechend werde ich zur Bezeichnung der 

oberen Grenze die Schreibweise eVA - -~ anwenden (wodurch also ausge
driickt sein soIl, daB die Quotienten: 

VA -- "1 : VA - "2 : ... : VA - "6 
vollstandig, d. h. auch den Vorzeichen nach gegeben sind). An Stelle der 
Formel (6) tritt also jetzt die folgende: 

(11 ) 
(!JA-Xi 

W= JdW. 
aV X 6-y.i 

Es sei nun wieder weiner der Werte, die durch (11) definiert sind. 
Welches ist die allgemeinste Bedeutung von W? Wie modifiziert sich die
selbe, wenn wir den oberen Grenzpunkt durch einen beliebigen der 16 oder 
32 ersetzen, mit denen er zusammengehort? Dnd sind die so entstehenden 
1ntegralwerte (d. h. die Werte von WI und w2 ) wiederum fiir den oberen 
Grenzpunkt charakteristisch? - Auf diese Fragen gibt die Theorie der 
hyperelliptischen Funktionen folgende Auskunft: 

1. Die GroBe wist durch (11) bis auf gerade Periodenmultipla be
stimmt, was wir, der Formel (9) entsprechend, in folgender Weise an
deuten wollen: 
(12) 

2. Wir wollen unter sCi) die 1 oder die 0 verstehen, je nachdem beim 
Dbergange von dem anfanglich gewahlten oberen Grenzpunkte zum neuen 

der Quotient VA - ~~ : V "6 - ,,~ sein V orzeichen andert oder nicht. Die 
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Integralwerte, welche zur neuen oberen Grenze gehOren, sind dann durch 
folgende Formel gegeben: 

(13) W ( __ 1)2'£(i).w+.l1 e(i)p(i) (mod.2p(i)). 

3. Die letzte Frage ist zu bejahen. Die Integralwerte w1 ' wll ' welche 
sich aus (11) fiir eine bestimmte obere Grenze ergeben, und die ich wieder 
als einfache Integrale bezeichnen werde, sind in der Tat zur Definition 
der oberen Grenze ausreichend. 

§ 7. 

Uber elliptische Linienkoordinaten. 

Ich werde nunmehr als Koordinaten einer Raumgeraden statt der 
bisher benutzten Xl' XI!' ••• , X6 , welche an die Identitat (1): 

.2xl = 0 

gebunden sind, diejenigen GroBen 2', ;.,", ;.,"', ;.,IV einfiihren, die ich in 
Bd. 5 der Math. Annalen 15) als elliptische Linienkoordinaten bezeichnete, 
und die durch die Gleichung (2): 

x~ 
~-' --0 
~ Xi-A 

gegeben werden, indem man in ihr die Xi als bekannt, das ;., als unbe
kannt betrachtet. Vor aHem bemerke ich, daB sich die Xi durch die ;., 
folgendermaBen darstellen: 

VY-Xi' V;." -XI' V Am -x;. VJ/V~ Xi 
(14) 'lX; = ~~ -----~? (::) -~~.- --- , 
WO 7: einen Proportionalitatsfaktor und f' den Differentialquotienten von f 
bedeutet. Die 32 Vorzeichenwechsel der Xl: XI! : ..• : X6 , welche fiir die 
geometrische Theorie in bekannter Weise fundamental sind, indem sie die 
16 Kollineationen und 16 Reziprozitaten vorstellen, durch welche unsere 
Gebilde in sich selbst iibergefiihrt werden, erscheinen hier durch die Vor
zeichenwechsel der rechter Hand auftretenden Quadratwurzeln bedingt. Ich 
erinnere iibrigens an folgende Satze: 

1. Sind zwei ;., einander gleich, z. B. l" = ;.,IV, so hat man eine Tan
gente der Kummerschen Flache, zugleich eine singulare Linie des Kom-

WI IV plexes;" =;., . 
2. Andert man ;.,'" = ;.,IV (die fortwahrend einander gleich sein sollen) 

beliebig, wahrend ;.,', ;.," konstant bleiben, so dreht sich die gerade Linie 

iii) Uber gewisse in der Liniengeometrie auftretende Differentialgleickungen, siehe 
insbesondere daselbst S. 293 ff. [V gl. Abh. IX disser Ausgabe, S. 143 if.] 

12* 
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als Tangente der Kummerschen Flache innerhalb ihr.er Tangentialebene 
um ihren Beruhrungspunkt. 

3. Wird bei dem so definierten Anderungsprozesse ;.,'" ( = ;.,Iv) gleich ;.,' 

oder gleich ;.,", so hat man eine der beiden in dem genannten Buschel 
enthaltenen Haupttangenten der Kummerschen Flache. 

4. Nimmt man aul3er ;.,'" =;.,Iv auch noch;'" = ;.,", so hat man solche 
gerade Linien, welche entweder in einer der 16 Doppelebenen der Kummer
schen Flache liegen oder durch einen ihrer 16 Doppelpunkte laufen. 

An den letztange£iihrten Satz knupfen wir jetzt noch eine Verabredung, 
"()' "'" IV die prinzipiell wichtig ist. Indem Wlr III 14 ;., =;., ,;., =;., setzen, 

kommt: 

(15) 

Die 32 hier zu unterscheidenden Vorzeichenkombinationen werden wir wieder 
auf zwei Gruppen von je 16 verteilen, je nachdem das Produkt der Vor
zeichen positiv oder negativ ist 16). Es ist a priori deutlich, daB die Unter
scheidung der beiden Gruppen der Unterscheidung der Doppelpunkte und 
Doppelebenen der Kummerschen Flache entspricht. Wel.che der Gruppen 
aber die Doppelpunkte bez. die Doppelebenen liefert, ist zunachst unent
schieden, da wir weder £iir die Koordinaten Xi einen bestimmten Zusammen
hang mit den Punktkoordinaten oder den Ebenenkoordinaten festgesetzt 

haben, noch auch die Bedeutung der Quadratwurzeln V ((xJ in absoluter 
Weise fixiert haben, was doch beides geschehen sein muBte, soUte unsere 
Frage unzweideutig beantwortet werden konnen. Die Unbestimmtheit, die 
hier vorliegt, wollen wir nun durch eine Verabredung beseitigen, mit der 
wir unsere spateren Entwicklungen naturlich in Dbereinstimmung halten 
mussen: wir wollen /estsetzen, dafJ den Doppelpunkten eine gerade, den 
Doppelebenen eine ungerade A nzahl von M inuszeichen in (15) entsprechen 
soll. Es gibt dann insbesondere einen Doppelpunkt, fur welchen in (15) 
rechter Hand lauter gleiche Vorzeichen (Plus- oder Minuszeichen, was wegen 
des T dasselbe ist) auftreten, und eine Doppelebene, £iir welche in (15) 
die erst en funf Vorzeichen ubereinstimmen und nur das VOTzeichen von X6 

von den anderen abweicht. Ersteren Punkt nennen wir den Anfangspunkt 
(der K u m mer schen Flache), die Ebene die A nfangsebene. Die Anfangs
ebene lauft durch den Anfangspunkt und entspricht ihm im Komplex X6 = o. 

Wir benutzen die Formeln (14) jetzt, um zwischen den Geraden des 
Raumes und den Punktquadrupeln der 32-blattrigen Riemannschen Flache 

16) Bei Abzahlung der Kombinationen wolle man immer beachten, daB die XI 

homogene Koordinaten sind und also nur ihre Verhaltnisse in Betracht kommen, wie 
hier ein fiir aUemal hervorgehoben sei. 
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• . ' " '" IV em Entsprechen herzustellen. Es selen den Wert en A = A, A ,A ,A 

zugehOrig vier Punkte der Riemannschen Flache gegeben, wobei also die 
Wurzelquoti~nten -v-'- . V-, --. V-,--

A - Xl . ;. - x 2 . • .• A - X6 

usw. ill bestimmter Weise fixiert gedacht werden. Wir werden diese vier 

Punkte einer zu denselben Wert en von 2', l', l", .ev gehorigen Raum
geraden (14) dann und nur dann entsprechend setzen, wenn die auf die 
vier Pllnkte beziiglichen Produkte 

V;.' - Xl' V"iiT=- ~l • V~i"= ~1 . V XIV ---~, 

V 2'- X . V 2"~~ . Vl"'- X • V ;.IV - X 
6 6 6 6 

den mit V r' (X;) bez. multiplizierten Koordinaten Xi der Raumgeraden pro
portional werden. Es entspricht hiernach jedem Punktquadrupel eine be-

stimmte Raumgerade, umgekehrt aber sind jeder Raumgeraden 32 3 = 210 

Punktquadrupel zugeordnet. In der Tat, wir konnen, urn die gewiinschte 
Dbereinstimmung zu erzielen, die Vorzeichen der Quadratwurzeln, die sich 

auf drei der GroBen;', z. B. auf 1', ;.", ;."', beziehen, ganz beliebig nehmen, 
die zur vierten GroBe gehorigen Vorzeichen sind dann gerade bestimmt 
(wir konnen die drei ersten Punkte des Quadrupels jeden in ein beliebiges 
der 32 Blatter der Riemannschen Flache legen, der vierte Punkt ist 

dann eindeutig gegeben). 1st insbesondere 2''' = ;.IV (bei den Tangenten 

der K umm erschen Flache) oder 2" = 2''' = AIV (bei den Haupttangenten) 17), 
so konnen wir zwei oder drei Punkte des Punktquadrupels zusammenfallen 
lassen, wobei sich dann die Zahl der zulassigen Punktquadrupel auf 

'.! 10 b f I} d' I I " d h b .. 32 = 2 , ez. au 32 =, 2 re UZlert. st;' =;. ,un a en Wlr ms-
besondere eine Gerade, die durch den Anfangspunkt der Kummerschen 
Flache lauft, so konnen wir die Punkte der zugehorigen Quadrupel paar

weIse zusammenfallen lassen, worauf wieder nur 32 = 2° Quadrupel zu
lassig erscheinen. 

17) Hiilt man ;.,' fest und liiBt ;.," = ;.,'" =;., IV sich iindern, so umhiillt die betr. 
Haupttangente nach den Untersuchungen von Lie und mir eine Haupttangenten
kurve der Kummerschen Fliiche (siehe die Mitteilung in den Berliner Monats
berichten von 1870, die in Bd. 23 der Math. Annalen, wieder abgedruckt ist [vgl. 
Abh. VI dieser Ausgabe]). Wir lassen jetzt der Haupttangente im Sinne des Textes 
ein Punktquadrupel der S2-bliittrigen Fliiche entsprechen, welches drei zusammen
fallende Punkte besitzt. Die Haupttangentenkurve erscheint dann, indem wir an dem 
Gesetze der Kontinuitiit festhalten, eindeutig auf unsere 32-bliittrige Fliiche bezogen, 
womit iibereinstimmt, daB ihr Geschlecht frliher (1. c., mit Hilfe der PI iicker-
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§ 8. 

Transzendente Parameter einer Raumgeraden. 

Es seien jetzt (indem wir eine friiher gebrauchte Bezeichnung auf-
,,/-,-- ",/-,-,-- ""F,,-,-- IVV'IV--- . 

nehmen) (! v 1 - xi' e v 1 - xi' e v 1 - xi' e 1 - xi dIe punkte 
eines Punktquadrupels auf der 32-blattrigen Riemannschen Flache, das 
einer Raumgeraden zugeordnet ist. W ir werden dann der betr. Raumgeraden 
vier Paare transzendenter Parameterw~, w~; w7, w;; usw. beilegen, indem 
wir schreiben: 

e'v-;.,' -;~ e"lJr;."=;i e"'\! A'" -Xi (JIVV J.. IV -xi 

(16) w'= fdw, w"= fdw, w"'=fdW, WIV =fdw. 

aVXe-Xi aVX6-Xi OVX6-Xi (nixe-xi 

In genauer Analogie zu den Entwicklungen des § 6 fr.agen wir zunachst 
nach den allgemeinsten GroBensystemen w, welche in diesem Sinne einer 
Raumgeraden zugehoren. Es sei wieder iij', iij", iij"', iijIV ein erstes zu
lassiges Wertsystem. Dann folgt durch Vergleich von ~ 6 und § 7: 

Die allgemeinsten Werle w', w", w"', WIV sind modulo doppelter 
Perioden durch folgende Kongruenzen definiert: 

(17 ) 

4 

w' r;' . iij' + 2) e~i) p(i), 
1 

4 

w" _ r;" . iij" + 2) e~i) p(i), 

1 

4 4 

w"'c==r;"'. iij'" + .L: e~i) p(i), wIV=r;IV. iijlV +.2 e1i ) p(i), 

1 1 

wo die r; die positive oder negative Einheit, die e~i) Eins oder Null be
deuten und 

r/ r;" r/" r;IV = + 1, e~i) + e~i) + e~i) + e~i) _ 0 (mod. 2) 
zu setzen ist. 

Die Unsymmetrie, welche wir in die Formulierung dieses Satzes einfiihrten, 
indem wir die vorkommenden Summen von eins bis vier erstreckten, kann 
durch Heranziehen der Identitat (8) sofort ausgeglichen werden. 

Wir fragen ferner, wie sich die w abandern werden, wenn wir statt 
der anfanglichen Raumgeraden die anderen setzen, die sich aus ihI: durch 
Vorzeichenwechsel der Koordinaten Xi ergeben. Es wird geniigen, wenn 
wir angeben, wie wir in jedem FaIle aus den anfanglichen w', iij", w"', WIV 
ein einzelnes znlassiges Parametersystem erhalten. Es wird ferner genligen, 

Cay ley schen Formeln) zn p = 17 bestimmt wurde. Die sechs 1. c. genannten aus
gezeichneten Haupttangentenkurven, welche nur p = 5 aufweisen, gehoren eindeutig 
zu sol chen 16-blattnigen Flachen iiber der 2-Ebene, welche bloB an fiinf der sechs 
Stellen "" "2' ... , "6 verzweigt sind und also 5 . 8 = 40 Verzweigungspunkte aufweisen. 
Es ist lehrreich, den Vergleich dieser verschiedenen Riemannschen Flitchen und der 
Haupttangentenkurven ins einzelne durchzufiihren. 
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wenn wir bei den w', w", usw. nur diejenigen Modifikationen angeben, 
welche dem Vorzeichenwechsel aUein einer Koordinate Xi entsprechen: 
soUten mehrere Xi im Zeichen geandert werden, so kombinieren wir ein. 
fach die den einzelnen A.nderungen entsprechenden Formeln. Wir rekur· 
rieren wieder auf § 6 und § 7 und erhalten als Antwort auf unsere neuen 
Fragen den Satz: 

Wird die Koordinate Xi der Raumgeraden in - Xi abgeiindert, so 
haben wir in (17) fur 

-, -II -III -IV 
W, w, w , w , 

d1:e folgenden Gro{3en einzufuhren: 
_ w' + pii), _ W" + pI;>, _ Will + p(i>, _ WIV + pli). 

Endlich konstatieren wir, daB eine Raumgerade eindeutig bestimmt 
ist, sob aid wir ein System zugehoriger transzender Parameter kennen. -

Wir betrachten jetzt insbesondere den Fall, daB unsere Raumgerade 
eine Tangente der Kummerschen Flache wird. lndem wir Alii = AIV 

nehmen, wollen wir den Punkt elll V~i"-=Xi mit dem Punkte eIV "Vl"Iv - ~i 
zusammenfallen lassen. Es wird dann Will ,- WIV (mod. 2 p(i»). Die 
Werte w', w" nun, welche unter dieser Voraussefzung resultieren, will ich 
in der Folge u', u" nennen. Die Formeln (17) nehmen, was die u', u" 
angeht, eine auBerst einfacheBedeutung an. Es zeigt sich namlich, daB 
die A.nderungen, welche man bei u', u" unter Festhaltung der Raum
geraden (der Tangente an die Kummersche Flache) anbringen kann, 
gerade darauf hinauslaufen, da{3 man u', u" entweder simultan im Zeichen 
umgekehrt oder simultan um irgendwelche Periodenvielfache vermehrt. -
Handelt es sich insbesondere um gerade Linien, die durch einen Doppel
punkt der Kummerschen Flache laufen oder in einer Doppelebene der
selben liegen, so wird 

4 

(18) u'= ± u" +.2 eli) p:ii (mod. p(i») 
1 

wo das Minuszeichen £iir die Ebenen zutrifft und die eli) je nach der Wahl 
des Doppelpunktes oder der Doppelebene Null oder Eins bedeuten. Samt
liche e(i) werden Null sein, wenn es sich um den Anfangspunkt oder die 
Anfangsebene handelt. 

§ 9. 

Ausbreitung von Integralsummen auf der Kummerschen FHiche. 

Die letztangefiihrten Satze sind es, auf die wir jetzt die Zuordnung 
der Punkte und Ebenen der Kummerschen Flache zu transzendenten 
Parametern, die sich als Summen (oder Differenzen) zweier einfacher 
hyperelliptischer lntegrale darstellen, stiitzen wollen. Aus § 7 geht her-
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vor, daB alle solche Tangenten der Kummerschen Flache, welche denselben 
Beriihrungspunkt und dieselbe Beriihrungsebene besitzen, dieselben Para
meter u', u" aufweisen (wahrend WIll = WIV von einer Tangente zur anderen 
wechselt). Diese Parameter wullen wir jetzt auf den Punkt und die Ebene. 
selbst iibertragen. W ir legen namlich dem Punkte die Parameter: 

(19a) 

der Ebene die Parameter: 

(19b) (U1 ) = u; + u~', (U'J) = u~ + u~' 
bei (die wir weiterhin mit Unterdriickung der Indizes durch U und (UJ 
bezeichnen wollen). 

Offenbar gehOren zu jedem Punkte unendlich viele Parameterpaare, 
welche sich aus emem ersten Paare, welches wir 'fJ nennen, nach dem Ge-
setze ableiten: 
(20) U = + 'fJ (mod. 2P(i)); 

entsprechend ist es mit den Parametern (U) der Tangentialebenen. Aber 
ich sage, dafJ ruckwiirts zu einem gegebenen Wertsysteme der U l' U '.t 
(resp. der (U 1) , (U 'J )) immer nur ein Punkt, bez. eine Ebene der 
K ummerschen Flache zugeh6rt. Fiir Wertsysteme der UI' U'J (oder der 
( U 1)' ( U 2))' die von 0, 0 oder Multiplis der Perioden verschieden sind. 
ist dies aus den Untersuchungen iiber das Jacobische Umkehrsystem 
sofort deutlich. Letztere zeigen namlich, daB es in solehen Fallen (von 
moglieherweise zutretenden Perioden abgesehen) immer nur ein System 
einfacher Integrale u', u" gibt, welche den Gleiehungen (19a) oder den 
GIeichungen (19 b) geniigen, wodureh wir zu einem eindeutig definierten 
Tangentialbiischel der Kummerschen Flache und also zu einem bestimmten 
Punkte und einer bestimmten Ebene derselben gefiihrt werden. Wenn 
aber U1 , U'J oder (U1 ), (U'J) gleich 0, 0 oder gleich Multiplis von Perioden 
sind, so haben wir allerdings den sogenannten unbestimmten Fall des 
Umkehrproblems, und es gibt dann unendlich viele zugehOrige Wertsysteme 
von u', u" und also unendlich viele in Betracht kommende Tangenten
biischel der Kummerschen Flache. Aber infolge der in § 7 getrotJenen 
Verabredung und auf Grund der in (19 a) , bez. in (19 b) gewahlten 
Zeichen, haben alle Buschel denselben Mittelpunkt, resp. dieselbe Ebene. 
Es handelt sich namlich um die unendlich vielen Tangentenbiisehel, welche 
in einem Doppelpunkte der Kummerschen Flache beriihren, bez. in einer 
Doppelebene derselben liegen. In der Tat, sind beispielsweise in (19 a ) 

die U gleich.2 eli) pCil, so hat man fiir die unendlich vieJen zugehOrigen 
Losungen u', u" die Relation: 

u' = u" + .l; eli) p(i), 
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und eben hierdurch sind nach § 8 (Schlul3) die Raumgeraden charakteri
siert, welche durch einen bestimmten Doppelpunkt der Kummerschen 
Flache laufen. Analog bei den Doppelebenen. - Man beachte insbesondere, 
dal3 der Anfangspunkt und die Anfangsebene der Kummerschen Flache 
die Argumentenpaare 

U1 = U '1. = 0, (U1 ) = (U '1. ) = 0 

erhalten (die natlirlich noch vermoge (20) modifiziert werden konnen). 
lch werde das Gesagte noch in etwas anderer Weise ausdrlicken. Die 

unendlich vielen komplexen W ertsysteme, deren die Variabeln U l' U 2' 

bez. (U 1)' (U 2)' fahig sind, erflillen einen vierfach ausgedehnten Raum, 
der den Perioden p(ll, p(2l, p(3), p(4) entsprechend in vierdimensionale 

Parallelepipeda zerlegt sein solI. Wir mlissen 24 = 16 der letzteren zu
sammenstellen, urn ein Parallelepipedon von doppelter Kantenlange ( dessen 

Kanten also durch 2P(') gegeben sind) zu erhalten. Ein Parallelepidon der 
letzteren Art mag in der Weise konstruiert werden, daB sein Mittelpunkt 
in U1 = 0, U'1. = 0 £alIt, worauf wir dasselbe durch eine beliebige Dia
metralebene (d. h. durch einen linearen Raum von drei Dimensionen) hal
bieren. Es entsteht so ein Bereich, dessen Begrenzungspunkte teiIs durch 

die Operationen U' = U + 2P(i), teiIs durch die Transformation U' = - U 
zusammengeordnet sind. lndem wir festsetzen, dal3 in dieser Weise zu
sammengehorige Punkte nur je einmal gezahlt werden sollen, definieren 
wir, wenn ich dies en Ausdruck einer frliheren Arbeit von mir entlehnen 
darf 18), einen gewissen Fundamentalbereich, und nun ist die Sache die, 
dafJ einerseits, durch (19a), die Punkte der Kummerschen Flache, 
andererseits, durch (19b), die Ebenen derselben ausnahmslos eindeutig 
auf die Elemente des Fundamentalbereichs bezogen sind. 

Was die Einzelheiten der hiermit gefundenen Parameterausbreitung 
angeht, so verweise ich insbesondere auf Herrn Rohns Dissertation 111), wo 
dieselbe mit dem Verlaufe der Haupttangentenkurven auf der Kummer
schen Flache in Verbindung gebracht ist. Will man die 16 Punkte er
halten, die aus dem Punkte U vermoge der 16 Kollineationen entstehen, 
die die K ummersche Flache in sich selbst liberflihren, so hat man U in 

4 

U + .l) eli) p(i) zu verwandeln. Will man dagegen die 16 Punkte auf-
1 

such en, in denen die 16 Ebenen berlihren, die aus dem Punkte U bei den 
Reziprozitaten, die die Kummersche Flache in sich liberflihren, hervor-

18) Vgl. Bd. 21 der Math. Ann., S. 149. [Vgl. die Abhandlungen im III. Band 
dieser Ausgabe.] 

19) Betrachtungen uber die Kummersche Flache und ihren Zusammenhang mit 
den hyperelliptischen Funktionen p = 2 (Miinchen, Straub, 1878). 



186 Zur Liniengeometrie. 

4 

gehen, SO hat man U = u' - u" zu setzen und wird in u' + u" + .2 e(il p(~) 
1 

die Parameter der 16 Punkte haben. Die Ebenen selbst erhalten die Para-

meter (U) = U -1-.2 e(il p(il. Insbesondere sind die Parameter U eines 

Punktes und (U) einer Ebene einander gleich, wenn Punkt und Ebene 
einander im Komplexe $6 = 0 entsprechen. 

III. Konfigurationen bei der Kummerschen FUiche, mit Hilfe der 
transzendenten Parameter behandelt. 

§ 10. 

Transzendente Parameter ffir diejenigen Punkte der Kummerschen 
Fliiche, die einer festen Tangentialebene angehoren. 

Um jetzt die Theorie der Konfigurationen der Behandlung vermittelst 
der transzendenten Parameter zuganglich zu machen, betrachten wir vorab 
den Umhiillungskegel vierter Klasse, der von einem Punkte der Kummer
schen Flache aus sich an letztere erstreckt, oder, was fiir die Ausdrucks
weise bequemer ist, und iibrigens auf dasselbe hinauskommt, die Kurve 
vierter Ordnung, in welcher die Kummersche Flache von einer ihrer 
Tangentialebenen geschnitten wird. Besagte Kurve ist, wie selbstverstand
lich, eine hyperelliptische Kurve vom Geschlechte Zwei, von der man leicht 

erkennt, dafJ sie sick auf die zweibliittrige Placke 1, V f( 1) eindeutig be
ziehen liifJt. Ordnet man namlich jeder Linie, die innerhalb der Ebene 
der Kurve durch den Doppelpunkt derselben geht, als Parameter das 1 
desjenigen Komp]exes unserer Schar (2) zu, dessen singulare Linie sie ist, 
so treffen auf die sechs unter ihnen enthaltenen Doppeltangenten der 
K ummerschen Flache (auf die sechs Tangenten also, die sich vom Doppel
punkte an die Kurve legen lassen) die Parameterwerte Xl' X 2 , ••• , X6 , wie 
bekannt. Um jetzt unsere Kurve auf die zweiblattrige Flache eindeutig 
zu beziehen, brauchen wir nur den beiden beweglichen (nicht in den Doppe]
punkt fallenden) Schnittpunkten unserer Geraden 1 mit der Kurve vierter 
Ordnung beziehungsweise die beiden Punkten entsprechend zu setzen, die 
auf der Riemannschen Flache demselben Werte von 1 zugehoren. Welchem 

der beiden Punkte wir dabei + Vf(l), welchem - Vf(ly zuweisen wollen, 
haben wir bei dem ersten Punktepaare, bei dem wir die Entscheidung 
treffen, willkiirlich festzusetzen; fiir aIle anderen Punktepaare ergibt e.s sich 
dann durch analytische Fortsetzung. Es entspricht diese doppelte Moglich
keit der Zuordnung dem schon oben hervorgehobenen Satze, daB jedes 
hyperelliptische Gebilde sich durch eine Transformation von der Periode 
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Zwei eindeutig auf sich selbst beziehen laBt. - Obrigens ist der Para
meter A, den wi! hier der um den Doppelpunkt der Kurve drehbaren Linie 
beilegen, dieselbe GroBe, die wir oben (bei Einfiihrung der elliptischen 
Linienkoordinaten) mit A,''' = A1V bezeichnet haben; A' und A' sind speziell 
die Parameter A derjenigen beiden Linien, die unsere Kurve vierter Ord
nung im Doppelpunkte beriihren (der im Biischel enthaltenen Haupttan
genten der K ummerschen FBi-che). Die beiden Punkte unserer Kurve 

vierter Ordnung, denen wir die Parameterwerte l, ± v' f(.() zuordnen, sind 
zugleich die Mittelpunkte der beiden Strahlbiischel, welohe dem Komplex A 
der Schar (2) in unserer Ebene angehOren. 

Dies vorausgesetzt werden wir nun an unserer 0 4 die Integrale (6): 
).,{j(i) 

W= Jdw 
". 

hinerslrecken. Jeder Punkt der O. entMlt dann, insofern er der 0 4 ange
h6rt, unendlich viele Parameterwerte, di(' wir Wl' W2 nennen wollen, und 
die sich aus einem ersten Paare, das Wl , W 2 hei13en mag, durch Zufiigen 
beliebiger Periodenmultipla ergeben: 

(21) W= W (mod. p(i)). 

Dabei ist natiirIich vorausgesetzt, daB die 0 4 auf die zweiblattrige Flache 

l, Vf(l) in bestimmter Weise bezogen sei. Fiihren wir hinterher die andere, 
ebenso zulassige Beziehungsweise ein, so erfahren die Parameter W l' W 2 

samtlicher Punkte einen simultanen Zeichenwechsel. 
Es seien jetzt in dem hiermit definierten Sinne O~, 0; und 0;,0; 

transzendente Parameterpaare, welche denjenigen beiden Punkten unserer 0 4 

zukommen, die im Doppelpunkte derselben vereinigt sind. Ferner seien durch 
W', W", ... , W (4n) Parameterpaare bezeichnet, welche solchen 4 n Punkten 
der On zugehoren, in denen unsere 0 4 von einer beliebigen On ges.chnitten 
wird. Wir haben dann nach dem Abelschen Theoreme in bekannter Weise: 

(22) W' + W" + ... + W(4n):'::i; n(O' + 0") (mod. p(i)). 

Ich will hier insbesondere n = 1 nehmen. Dan'll, linden wir fur die vier 
SchniUpunkte einer geraden Linie mit unserer 0 4 : 

(23) W' + W" + Will + WIV =-": (0' + 0") (mod. p(i)). 

Ich will andererseits, worauf ich spiiter gelegentlich zuriickkomme, n = 2 
setzen, aber annehmen, daB W(7) und W(8) mit 0' und 0" koinzidieren, daB 
also der schneidende Kegelschnitt zur 0" adjungiert seL Dann kommt fiir 
die iibrigen sechs Schnittpunkte unseres Kegelschnitts mit der 04 : 

(24) W' + W" + ... + W(6).:c: (0' + e") (mod. p(i)). 
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Diese Gleichungen (23), (24) sind bekanntlich auch hinreichend, um ein 
vorgelegtes Punktsystem als Schnittpunktsystem der in Betracht kommenden 
Art zu charakterisieren. Was wir hier besonders beachten miissen, ist die 
Bedeutung der rechter Hand stehenden konstanten GroBen. Es sind 0' und 
e" beide einfache Integrale (in dem fruher definierten Sinne); dazu im 
allgemeinen (d. h. bei belie big gelegter Tangentialebene) voneinander ver
schieden. Die Summe 0' + 0" ist also keineswegs, von partikularen Fallen 
abgesehen, einem zweimal genommenen einfachen Integrale gleich, ein Satz, 
auf den wir uns spater stutz en mussen. 

§ II. 

Fundamentalsatze fiber den Schnitt einer geraden Linie mit der 
Kummerschen Flaehe. 

Wir knupfen jetzt an Formel (23) an. Die gerade Linie, welche die 

Schnittpunkte W', W", W"', WIV verbindet, gehort, wie schon oben hervor

gehoben wurde, den Komplexen ;.', ;.", ;.111, ;.IV an. Wenn wir ihr also in 
fruherer Weise Parameterpaare w', w", Will, WIV beilegen (Formel (16), so 

werden, von Multiplis der Perioden p(i) abgesehen, Gleichungen der folgen
den Art bestehen mussen: 

I '" "'" W'" w=±W, w=±W, w =± , 
wo uns inzwischen die Vorzeichen noch unbekannt sind. Indem wir in (23) 
eintragen, erhalten wir den vorlaufigen Satz, daB eine gerade Linie (w', w", 
w"', WIV), die sich in einer Tangentialebene der Kummmerschen Flache 
bewegt, die folgende Relation befriedigt: 

(25a) ± w' ±w" ± WIll ± WIV ,c:c: Const. (mod. p(i». 

Hier sind die Vorzeichen linker Hand noch unbestimmt und ist Const. 1m 
allgemeinen nicht gleich dem Doppelten eines einfachen Integrals. 

Wir konnen diesen Satz sofort so prazisieren, daB wir schreiben: 

(25 b) ± w' ± w" ± w'" ± WIV :=.= Const. (mod. 2P(i»), 

wo nun naturlich Const. modulo doppelter Perioden bestimmt gedacht werden 
lUuB, was aber die Bemerkung, die wir uber die Natur von Const. gemacht 
haben, nicht modifiziert. In der Tat ist, wie wir fruher sahen, die auf der 
linken Seite von (25 a) oder (25 b) stehende Verbindung der w', w", w"', WIV 

fur jede einzelne Raumgerade modulo doppelter Perioden definiert. Dann 
aber durfen wir von (25 a) sofort zu (25 b) ubergehen, da ja die Raum
geraden, von denen wir handeln, sich kontinuierlich aneinander schlieBen. 

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der Vorzeichen. Dabei ist die 
erste Bemerkung, die wir machen, daB von einer absoluten Fixierung der 
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Vorzeichen iiberhaupt nicht die Rede sein kann. Denn die Parameterpaare 
w', wIt usw., welche wir einer geraden Linie beilegten, waren selbst nur bis 
auf gewisse Abii.nderungen bestimmt: nach Formel (17) diirfen wir fiir 
w', wIt, WIll, WIV nach Belieben ± w', ± wIt, ± WIll, ± WIV einfiihren, so
fern wir nur an der einen Bedingung festhalten, daB die Anzahl der Vor
zeichenwechsel eine gerade sein mu.13 20). Alles also, was wir entscheiden 
konnen, ist dies: 0 b in (25 a) resp. (25 b) linker Hand eine gerade oder 
eine ungerade Anzahl von Minuszeichen richtig ist 1 Wir konnen gleich 
vermuten, daB hier die Verabredung des § 7 zur Geltung kommt, und dies 
bestii.tigt sich in der Tat, indem wir zur Beantwortung unserer Frage nun
mehr ein Beispiel heranziehen. In unserer Ebene liegt eine gerade Linie, 
welche zugleich der Anfangsebene angehOrt, fiir welche also nach unseren 
friiheren Entwicklungen 

w' = - wIt, WIll = WIV 

genommen werden kann. Kombinieren wir nun diese Beziehungen mit 
irgendeinem der acht Ausdriicke, in denen eine gerade Anzahl von Minus
zeichen vorkommt: 

± (w' + wIt) ± (w'" + w IV ), 
+ (w' - wIt) ± (w'" - wIV ), 

so erhalten wir allemal das Doppelte eines einfachen Integrals, namlich 
+ 2w'" oder ± 2w'. Nun solI aber die in (25) auftretende Konstante 
dem Doppelten eines einfachen Integrals gerade nicht gleich sein. Es bleibt 
also nichts anderes iibrig, als da.13 wir linker Hand in (25) eine ungerade 
Anzahl von Minuszeichen in Anwendung bringen. 

Ehe wir aus dem Gesagten weitere Konsequenzen ziehen, wollen wir 
die in (25 b) auftretende Konstante in Beziehung zu den Parametern (U) 
setzen, die unserer Ebene als einer Tangentialebene der Kummerschen 
Flache nach Formel (19b) zukommen. Wir betrachten zu dem Zwecke 
unter den Linien der Ebene insbesondere diejenigen, die durch ihren Be
riihrungspunkt laufen, und erinnern uns, da.13 nach § 8 fiir sie 

w' = u', w" = u", WIll = wIV 

genommen werden kann. Ich trage diese Werte von w in die acht Aus
driicke ein, die eine ungerade Anzahl von Minuszeichen haben: 

± (w' + wIt) ± (w'" - w IV ), 
± (w' - w") ± (w'" + wIV) . 

N ur die ersten vier dieser Ausdriicke ergeben dann eine Summe, die von 

21l) Mit dieser Unbestimmtheit korrespondiert die andere, daB die in (22) rechter 
Hand auftretende Konstante (a' + a") ebenfalls nach Belieben im Vorzeichen geiindert 
werden kann, da wir unsere Kurve vierter Ordnung ja ebensowohl auf die eine als 
auf die andere Weise auf die zweiblattrige Flache l, -If(l) beziehen kiinnen. 
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dem wechselnden Will = WIV nicht mehr abhangt und also der in (25) auf
tretenden Konstanten gleich sein kann. Wir linden so: 

Const. = ± (u' + u") (mod. 2 pC'» • 

Nun sind aber die Ausdriicke (u' + u") genau jene Parameter (U), 
die wir der Ebene als einer Tangentialebene der K ummerschen Flache 
beiIegten. Diese (U) konnen selbst im Vorzeichen oder durch Hinzufiigen 
doppelter Perioden beliebig abgeandert werden. Das Resultat ist daher 
einfach dieses: da/3 wir Oonst. dUTch (U) selbst ersetzen k6nnen. 

Fassen wir zusammen, so haben wir einen Satz bewiesen, der fiir alles 
Folgende fundamental ist, und den ich als Fundamentalsatz I bezeichne 
(insofern ihm sogleich vermoge dualistischer Umkehr der Betrachtungen ein 
zweiter Fundamentalsatz an die Seite gestellt werden solI). Derselbe Iautet: 

Sind w', w", WIll, WIV die Parameter einer geraden Linie, die in der 
Ebene (U) liegt, so wird, je nach der Wahl der w', w", WIll, wIV, reap. 
der (U), eine der lolgenden acht Kongruenzen statthaben: 

(26) 

w' + w" + WIll - WIV } 

W' + w" - WIll + wrv == ± (U) (mod. 2P('». 
w' - w" + WIll + WIV 

W' - w" - WIll - w IY 

Die Unbestimmtheit der Vorzeichen, welche hier zur Geltung kommt, 
findet nach anderer Seite ihre Erklii.rung darin, daB durch die gerade Linie 
w', w", ... in dar Tat vier Tangentialebenen der Kummerschen Flache 
hindurchgehen. lch habe mit Riicksicht hierauf die aeht Formeln (26) 
bereits auf vier Zeilen verteilt. Wir konnen einfach sagen: 

Die Parameter (U) derjenigen 'Vier Tangentialebenen der K umm er
schen Fliiche, welche dUTch eine Raumgerade w', w", WIll, wrv hindurch
gehen, sind durch die Formeln (26) gegeben. 

In der Tat sind sie durch diese Formeln so weit gegeben, als sie iiber
haupt bestimmt sind, namlich bis auf die Vorzeichen und bis auf gerade 
Multipla der Perioden. 

lch wende mich sofort zum Fundamentalsatz II. Es ist nioht notig. 
daB ioh aIle die einzelnen Sohritte, die wir bei der Aufstellung des ersten 
Fundamentalsatzes volIzogen haben, unter durohgangiger dualistisoher Um
kehr hier wiederhole. Vielmehr gebe ich sofort das Resultat an. Wir haben: 

Geht eine Gerade w', w", WIll, wrY durch einenPunkt U der K ummer-
8chen Fliiche, so mu/3 eine der acht KongTuenzen statthaben: 

w' - w" - WIll + wry} , " ,,, . 
w -w +w -wIY =±U(mod.2p(t». 
w' + w" - WIll - wIY 

W' + w" + w", + U)IV 

(27) 
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Umgelcehrt berechnet man aus diesen Gleichungen die Parameter U der 
vier Punlcte, in denen eine Gerade Wi, w", .. , die Kummersche Fliiche 
8chneidet. 

leh will unter den Folgerungen, die sieh an unsere Fundamentalsatze 
kniipfen, nur einige wenige hervorheben 21) 

1. Es sei Wi" = wIV, die gerade Linie also eine singulare Linie des 
Komplexes ;.,''' = 21V. Wir haben dann als Parameter des Beriihrungs
punktes der urspriingliehen Definition dieser Parameter zufolge: 

+ U = Wi - w" (mod. 2P(i»). 

Formel (27) gibt jetzt flir die beiden anderen Sehnittpunkte 

± U = Wi + w" ± 2w'" (mod. 2P(t)). 

Nun sind aber die Wi + w", ebenfalls zufolge der urspriinglichen Definition, 
gleieh den Parametem (U) der Tangentialebene, die zu unserer singularen 
Linie gehOrt, wahrend die beiden yom Beriihrungspunkte versehiedenen 
Punkte, in denen unsere singuIare Linie der Kummersehen Flaehe be
gegnet, diejenigen Punkte sind, welehe der genannten Ebene in dem Kom
plexe ;.,''' als Biisehelmittelpunkte entspreehen. Wir haben also folgenden 
Satz (in welehem ieh 2 statt ;.,''' gesehrieben habe): 

Die Mittelpunlcte der beiden Strahlbiischel, die einem Komplex 2 in 
einer Ebene (U) angehoren. sind durch folgende Formel gegeben: 

(28) 

)..v/m 
± U = (U) + 2 f dw (mod. 2P(i»). 

>to 

Dabei erinnere man sieh, daB dieselben beiden Punkte als Punkte der in 
der Ebene enthaltenen Kurve vierter Ordnung naeh § 10 die folgenden 
Parameter erhielten: 

).,{RJ.) 

W = ± f dw (mod. p(i») , 
Xo 

wobei wir noeh willkiirlieh festsetzen konnen, ob das Plus- oder das MinuS'
zeiehen dem in (28) auftretenden Pluszeiehen entspreehen soIl. 

2. Wir haben hiermit das Mittel gewonnen, um lconjugierte Punlcee 
und Ebenen dureh ihre transzendenten Parameter zu eharakterisieren. Unter 

I " Wi, w" einfaehe lntegrale verstanden, die den oberen Grenzen 2 ,2 zuge-
horen, betraehte man folgende Ebenen: 

21) Vgl. hier iiberall Rohn in Bd. 15 der Math. Ann., S.349ft. Die von mir 
gegebene Darstellung weicht von der Rohnschen einmal durch die bindenden Verab
redungen betreffs der Vorzeichen, dann aber dadurch ab, daB ich immer neben den 
Parametern U der Punkte der Kummerschen Fliiche die Parameter (U) ihrer Ebenen 
in Anwendung bringe. 
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(29a) (U), 

Zur Liniengeometrie. 

(U) + 2w' + 2w" 

und zugleich die Punkte: 

(29b) (U)+2w', (U)+2w". 

Aus (28) ergibt sich dann sofort, daB beide Punkte der Ebene (U) in den 

Komplexen 2', 2" und der Ebene (U) + 2 w' + 2 w" in den Komplexen 

2", 2' zugeordnet sind. Dies aber heiBt sofort, daB Ebenen und Punkte im 
allgemeinsten Sinne konjugiert sind (Theorem (A) des § 2). Also: 

Konjugierte Ebenen und Punkte werden durch die Formeln (29) 
geliefert. 

3. Ich will zum SchluB noch eine gerade Linie betrachten, welche 
durch den Anfangspunkt der Kummerschen Flache Iauft. Fur sie kann 
w' = w", w'" = wrv genommen werden und wir erhalten dann fiir die 
weiteren beiden Schnittpunkte, die sie mit der K ummerschen Flache ge
mem hat, nach (27): 

(30) ± U = 2(w' + w"'), bez. ± U = 2(w' - w"'). 

Ich werde weiter unten dieses Resultat benutzen und bemerke hier nur, 
daB durch diese Formeln eine elementare Methode indiziert ist, urn die 
Parameter U der Punkte der Kummerschen Flache einzufiihren, indem 
man die Punkte den durch sie gehenden Linien zuordnet, welche durch den 

Anfangspunkt laufen, die Parameterpaare 2', 2''' bestimmt, die einer solchen 
Linie zukommen, USW. 22) 

§ 12. 

Transzendente Darstellung der friiher untersuchten Konfigurationen. 

Aus den nunmehr formulierten Siitzen konnen wir jetzt die friiheren 
Theoreme iiber Konfigurationen, welche der Kummerschen Fliiche gleich
zeitig eingeschrieben und umgeschrieben sind, mit leichter Miihe wieder
gewmnen. 

Es seien K l , K 2" irgend zwei Konstante, at' a2 ; bl , b2 ; cl ' c2 ein
fache Integrale. Wir betrachten die vier Punkte der K ummerschen 
Flache: 

(31 a) { 
K - a- b - c, 

±U= K-a+b+c'(mod.2P(~») 
K+a-b+c, 
K+a+b-c, 

"I) Es ist dies im wesentlichen diejenige Methode, welche Herr Darb 0 UK im 
92. Bande der Comptes Rendus, S. 1493-1495, entwickelt. 
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und die vier Tangentialebenen derselben: 

f K+a+b+e, 
± (U) i K + a - b - e, (mod.2p(il). 

K - a + b - e, 
(31 b) 

l K - a - b +c. 

Offenbar liegt, nach Formel (28), der an i - ter Stelle angefiihrte Punkt je 
in denjenigen drei Ebenen (31 b), die nicht an der i-ten Stelle stehen 
und entspricht in jeder dieser Ebenen als Biischelmittelpunkt bez. einem 
der drei Komplexe a, b oder C23). Gleichzeitig sind, nach (29), je zwei 
Punkte mit den beiden durch sie gemeinsam hindurchgehenden Ebenen 
konjugiert. Dies aber ist die ganze Theorie der fruher als "ausgezeiehnet" 
benannten funltaeh unendlieh vielen Tetraeder. Die Zahl Fiinf resultiert 
dabei aus den drei Paaren einfacher Integrale (a, b und e) und den beiden 
unabhangigen Konstanten Kl' K 2 • 

2. Nicht minder einfach ist die Darstellung der Konfigurationen (16)624). 

Es seien a, b, e, d, e, f die Bezeichnungen fiir sechs Paare einfacher Inte
grale, und es mogen 13', 13", 13"', eIV nach Belieben die positive oder negative 
Einheit bedeuten. Dann werden die 16 Eeken und 16 Ebenen unserer 
sechsfaeh unendlieh vielen Konfigurationen dureh die Formeln gegeben sein: 

-+- U :_.a+13'b+e"e+e"'d+eIV e-e'e"c"'eIV(, ') (i 

(32) ± (U):~ a+e'b + e"e + cllld + /Jve + e'e"13"'e1vf, (mod .... P ) 

wo die zugeh6rigen seehs K omplexe zweiten Grades direkt dureh a, b, e, 
d, e, f bestimmt sind. 

Beispielsweise liegen in der Ebene: 

( U) a + b + e + d + e + 1', 
und zwar den sechs Komplexen a, b, c, d, e, I' entsprechend, die sechs 
Punkte: 

- a + b + e + d + e + f, 
+ a - b + e + d + e + f, 

Als Punkte der 04> welche von der Ebene aus der Kummerschen Flache 
ausgeschnitten wird, erhalten diese Punkte die transzendenten Parameter: 

W:- a, b, e, d, e, f (mod. p(i»), 

deren Summe dem Parameter (U) der Ebene selbst gleich ist. Hierin liegt 
unmittelbar, nach Formel (24), daB unsere sechs Punkte aus der 0 4 von 

23) lch benutze hier die zu den Parametern ). der Komplexe gehorigen einfachen 
lntegrale kurzweg zur Benennung der Komplexe selbst. 

24) Vgl. wieder Rohn 1. c. 
K lei n. Gesammelte math. Abhandlungen. 1. 13 
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einem Kegelschnitte ausgeschnitten werden, der zur 0 4 adjungiert ist, usw. -
Man beachte noch, da.6 durch Angabe der Komplexe a, b, c ... die ein
fa chen lntegrale ± a, ± b, ± c, ... nur modulo einfacher Perioden be
stimmt sind. Wir erhalten also aus einer ersten zu den genannten Kom
plexen gehorigen Konfiguration (16)6' die durch (32) gegeben sein mag, 
im ganzen 16 gleichberechtigte, die aus (32) hervorgehen, indem man samt
liche U und (U) um dieselbe Kombination einfacher Perioden vermehrt. 
Von diesen 16 Konfigurationen war schon oben in der Anmerkung zu § 5 
die Rede. - Da.6 man unter den Punkten und Ebenen (32) die Ecken 
und Seitenflachen von 80 ausgezeichneten Tetraedern, dem Schema (31) 
entsprechend, herausgreifen kann, liegt unmittelbar auf der Hand. -

Die hiermit gewonnene Darstellung unserer friiheren Konfigurationen 
ist so einfach, dal3 wir sofort allgemeinere Konfigurationen derselben Art 
konstruieren kOnnen. Einmal werden wir, indem wir die Formeln (31) 
mit den (32) vergleichen, auch letzteren additive Konstante K willkiirlich 
zufUgen wollen, andererseits aber statt der drei Paare einfacher lntegrale 
von (31) und der sechs Paare von (32) deren iiberhaupt eine beliebige 
Zahl, sagen wir v ins Auge fassen. lndem wir diese lntegrale der besseren 
Dbersicht halber mit w', w", ... bezeichnen, erhalten wir so Aggregate 

von 2v - 1 Punkten und 2,'-1 Ebenen der Kummerschen Flache, die 
durch lolgende Formeln definiert sind: 

± U-c:'w'+c:"w"+ ... +c:(v-11· W(1'-l)_ IIc:(i),w(1·)+K(mod.2p 1i)) 
i=1 

v-1 
± (U)=---=c:'w' + c:" w" + ... + c:(v-1). W(1'-1) + 11 c:(i). w(·) + K (mod. 2p1i») 

i=1 

Es ist nicht meine Absicht, die Theorie der sich solchergestalt dar
bietenden Konfigurationen, zu der iibrigens im vorangehenden aIle Mittel 
gegeben sind, eingehender zu verfolgen. Vielmehr mochte ich hier neben 
ihnen noch allgemeinere Konstruktionen in Betracht ziehen, die entstehen, 
indem wir die Argumente U eines Punktes oder (U) einer Ebene um be-

liebig gegebene Konstante 0,0',0", ... vermehren. Wenn man die hyper
elliptischen Funktionen den elliptischen parallelisiert, so entsprechen unsere 
neuen Konstruktionen unmittelbar den wohlbekannten Polygonen von 
Ponce let, die sich auf Kegelschnitte eines Biischels oder einer Schar 
beziehen 2i,). 

25) Verallgem~inerungen der Ponceletschen Satze, welche durch Einfiihrung 
hyperelliptischer Funktionen vom Geschlechte Zwei an Stelle der elliptischen Funk
tionen entstehen, sind auch jene Theoreme iiber geradlinige beim Flachenbiischel zweiter 
Ordnung auftretende Polygone, die neuerdings Herr Staude in Bd. 22 (1883) der Math. 
Ann. systematisch untersucht hat. In seiner Dissertation (Dber die Darstellung der 
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§ 13. 

Das Additionsproblem der transzendenten Parameter. 

Die Elementaraufgabe, mit der wir uns jetzt zunachst beschaftigen 
miissen, verlangt, aus einem Punkte U der K ummerschen Flache, bez. 
aus einer Ebene (U) derselben allgemein den Punkt oder die Ebene zu 
konstruieren, welche durch die Formel: 

(34) u' = U + 0, resp. (U') = (U) + 0 
definiert sind. 

Konstatieren wir zunacht, daB die Aufgaben, welche hier einander 
dualistisch koordiniert erscheinen, in der Tat untrennbar miteinander ver
bunden sind. Sind namlich irgendwelche Punkte U in einer Ebene (U) ge
legen, so werden die Punkte U + 0 in der Ebene (U) + 0 enthalten sein. In 
der Tat ist ja die Bedingung fUr die vereinigte Lage von Punkt und Ebene 
nach unseren friiheren Entwicklungen die, daB die Differenz der betreffen
den transzendenten Parameter gleich dem Doppelten eines einfachen Inte
grales ist, - und diese Differenz wird durch Einfiigen der Konstante 0 
nicht geandert. 

Bemerken wir ferner, daB unsere Aufgabe im allgemeinen zwei, un
trennbar miteinander verbundene Losungen besitzt. Wir verstehen dies 
am besten, wenn wir uns dessen erinnern, was in § 9 tiber die Beziehung 
der Punkte der Kummerschen Fliiche auf da'l 16-fache Periodenparallel
epiped des Raumes der U gesagt wurde 26). Wenn wir solche Wertsysteme 
der U, die sich um doppelte Perioden unterscheiden, als gleichwertig er
achten, so wird durch (34) einem jeden Werte von 0 entsprechend eine 
eindeutige Transformation des Periodenparallelepipedes in sich selbst vor
gestellt. Aber fiir die Kummersche FHiche wird dieselbe im allgemeinen 
zweideutig. In der Tat, dem einzelnen Punkte der Kummerschen Flache 
entspricht ebensowohl die Stelle + U als die Stelle -- U des Parallel
epipeds, und wir miissen ihm also ebensowohl den Punkt U + 0 als den 
Punkt -- U + 0, oder, was dasselbe ist, den Punkt U - 0, entsprechend 

Flachen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt durch hyperelliptische Funktionen, 
Leipzig 1885, siehe auehGrunertsArehiv, Neue Serie, Teil II) hat nun Herr Domseh 
die betreffenden Polygone dureh einen dirAkten geometrischen DbertragungsprozeB 
mit SehlieBungssatzen fiir die Kummersehe Fliiehe, bez. fiir die zugehorigen Kom
plexe zweiten Grades, in Verbindung gebracht. Die von Herrn Domseh benutzten 
Konstruktionen sind indes minder einfach, als die von mir im Texte abzuleitenden, 
und scheinen dementspreehend einem weiteren Gebiete als spezielle Faile anzugehoren; 
ieh begniige mieh also hier, beilaufig auf dieselben verwiesen zu h!l,ben. [V gl. hierzu 
die folgende Abhandlung XIII.] 

26) leh lasse der Einfachheit halber im Texte die Ebenen (U) beiseite, wie ich 
auch im folgenden immer nur entweder die Punkte oder die Ebenen bei den Ken
struktionen betrachte, wie es gerade am bequemsten scheint. 

13* 
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setzen. Diese beiden Punkte aber fallen nur dann zusammen, wenn ent
weder 0 gleich einer ganzzahligen Verbindung der Perioden ist (wo wir 
dann zu den 16 Kollineationen gefiihrt werden, die die Kummersche 
Flache in sich transformieren) oder wenn U einer solchen Verbindung 
gleich ist, wir also einen Doppelpunkt der Flache herausgegriffen haben. 

Wir konnen das Gesagte auch so ausdriicken: Unsere Aufgabe bleibt 
ungeiindert, wenn wir die Konstante 0 im Vorzeichen umkehren. De.B 
sie ebenfalls ungeandert bleibt, wenn wir 0 um beliebige gerade Multipla 
der Perioden vermehren, braucht kaum hervorgehoben zu werden. 

Was nun die konstruktive Behandlung unse:r;er Aufgabe angeht, so 
sind aIle Mittel dazu in § 11, insbesondere in den Formeln (26), (27) 
daselbst enthalten. Ich will hier insbesondere von den Ebenen (26) sprechen. 
N ehmen wir irgendzwei derselben, z. B. 

w' -t- w" - w'" - W IV 

und 
w' + w" + w'" + w IV, 

und bezeichnen die erste mit (U), die zweite mit (U) + 0, so wird 
o = 2 ( w'" + w IV), eine Gleichung, die sich bei beliebig gegebenem 0 be
friedigen liiBt. Es kommt also nur darauf an, den Zusammenhang zwischen 
den beiden in Betracht genommenen Ebenen in Form einer Konstruktions
vorschrift auszusprechen. Ich kann dies bei der Einfachheit der Sache 
ohne weitere Zwischenbetrachtungen ausfiihren. Wir verfahren folgender
maBen: 

Vor allen Dingen setzen wir 

i."', V12") i. IV, V tV. IV) 

o =~ 2 (f dw + f dW) (mod.2p(i)) 

was uns l", 2 IV und die zugehorigen Quadratwurzeln yr(A."'), Y f( 2 IV) ein
deutig bestimmt, - sofern wir von dem nicht in Betracht kommenden 
Ausnahmefalle absehen, daB 0 1 , O2 == 0, 0 (mod. 2 p(i)) ist. Wir denken 
uns dann die Durchschnittskurve der Ebene (U) mit der Kummerschen 
Flache gezeichnet und suchen auf ihr die beiden Punkte, welche den Kom-

plexen 2"', 2 IV in der Art zugehoren, wie es durch die Vorzeichen der mit-

bestimmten Yr(/"), Y f(2""iJT) verlangt wird. Hier ist es nun, wo die 
Zweideutigkeit der Konstruktion Platz greijt. Wie wir immer wieder be
tonten, kann un sere 0 4 auf die fundament ale zweiblattrige Riemannsche 
FHiche auf zwei Weisen bezogen werden. Bezeichnen wir mit p"" plV die 
beiden Punkte unserer 0 4 , welche bei Anwendung der einen Beziehungs
weise resultieren, so sind mit ihnen die anderen beiden Punkte, die bez. 
mit ihnen auf denselben durch den Doppelpunkt der 0 4 laufenden geraden 
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Linien liegen und die ich n"', nlV resp. nennen will, gleichberechtigt. Wir 
verbinden jetzt p"" plV und ebenso n"', nlV durch eine Gerade. Wir 
werden die Ebenen (U) + C bekommen, indem wir durch jede dieser Ge
raden diejenige Ebene hindurchlegen, welche zu (U) und zu p"" plY, bez. 
zu n"', n lV, konjugiert ist. 

Wir fiigen dem Gesagten noch folgende Bemerkung hinzu. Haben wir 
eine der beiden in Rede stehenden Ebenen gewahlt, z. B. diejenige, die 
durch p"', plY geht, so folgt, dal3 in ihr p'" und plV den Wurzeln 

- V f( ;.",) und - Vf(;' IV) zugeordnet werden mussen, womit die Be
ziehung der in der neuen Ebene enthaltenen Durchschnittskurve vierter 
Ordnung zur fundamentalen Riemannschen Flache festgelegt (sogar uber
bestimmt) ist. Handelt es sich also jetzt darum, aus der Ebene (U) + C 

weitergehend eine neue Ebene (U) + C + C' zu konstruieren (wo die C 
irgendwie gegeben sein sollen), so ist dies eine Aufgabe, welche nur eine 
Losung zulal3t. 

§ 14. 

Versehiedene Polygonkonstruktionen. 

Es gibt zweierlei Wei sen , um durch Wiederholung der Additions
operation des vorigen Paragraphen ge.9chlossene Serien von Punkten (oder 
Ebenen) zu gewinnen. Entweder wir addieren zu einem anfanglichen Ele-

mente solche Konstante C, 0', 0", ... zu, deren Sum me unmittelbar ver

schwindet, oder aber, wir wahlen C, C', 0", ... derart, dal3 ihre Summe 
gleich einem geraden Periodenvielfachen ist. Einen besonders einfachen 
Fall der ersten Art haben wir, wenn wir nach vorgangiger Addition be

liebiger Grol3en C, C', ... hinterher dieselben Grol3en C, C', ... wieder sub
trahieren. Wenn wir dabei die Reihenfolge der Summanden und Subtra
henden noch beliebig permutieren, so bekommen wir Aggregate von Punkten 
oder Ebenen, deren Beziehung zu den fruher betrachteten Konfigurationen auf 
der Hand liegt. Einen besonders einfachen Fall der zweiten Art bekommen 

wir, wenn wir C, 0', . .. einander gleich nehmen. Wir betrachten also etwa 
die Serie der Punkte 

... u - 2C, U - C, U, U + C, U + 2C, ... 
1st 

(35) 
a p(l) + a p(S) + a pIS) + a p(4) C=2. 1 2 3 4 

n ' 

(wo a1 , a2 , ag, a4 vier ganze Zahlen vorstellen Bollen, die mit der gleich
falls ganzen Zahl n keinen Faktor gemein haben) , so wird unsere Punkt
reihe mit n Punkten abgeschlossen sein, und zwar unabhangig von der 
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Wahl des Ausgangspunktes'J7); ist 0 niche in solcher Form darstellbar, 
so kann sich die Punktreihe niemals schliefJen. Ich will n insbesondere 
(um Einzeldiskussionen zu entgehen, die hier zunachst kein Interesse 
haben) als ungerade Primzahl voraussetzen. Dann sind in der Formel (35) 
[n4 - 1] wesentlich verschiedene Werte von 0 enthalten. Indem 0 und 
- 0 immer gleichzeitig bei der Konstruktion der einzelnen Punktreihe in 

Betracht kommen, erhalten wir im ganzen "'; 1 verschiedene Serien. Aber 

jedesmal n; 1 derselben enthalten dieselben Punkte. Denn ich werde, 

von U ausgehend, in allerdings veranderter Reihenfolge jeweils dieselben 
Elemente erhalten, wenn ich statt des anfanglich gewahlten 0 das Dop
pelte, 20, oder das Dreifache, 30, usw. in Anwendung bringe. Die An
zahl der verschiedenen hier resultierenden Punktaggregate ist also (n4 - 1): 
(n - 1) = n 3 + n'J + n + 1, gleich der Zahl der unterschiedenen Trans
formationen n-ter Ordnung. Es scheint yom geometrischen Standpunkte 
aus interessant, die samtlichen n 4 - 1 Punkte, welche durch 

a p(l) + fl_p(2) + a p(3) + a p(4) 
U+21 .." 3 4 

l' 

gegeben sind, mit dem Punkte U zu einer Figur zu vereinigen. 

§ 15. 

Uber eindeutige Transformationen der Kummerschen Flicbe 
in sich selbst. 

Ich wiinsche hier noch eine letzte Frage zu beriihren. Wir kennen 
von friiher her 32 eindeutige Transformationen der Kummerschen Flache 
in sich selbst: die oft genannten 16 Kollineationen und 16 Reziprozitaten. 
Erstere erhalt man, wenn man (um nur von den Punkten der Kummer-

<I 

schen Flache zu reden) U' = U +.L; eli) p(i) setzt, wo die eli) nach Be
l 

lieben 0 oder 1 bedeuten, letztere, indem man U = u' - u" nimmt und 
<I 

dann U' = u' + u" + .2) eli) p(i) sein lii./3t. Hieriiber hinaus erkennt man 
1 

auf geometrischem Wege die Existenz noch weiterer 32 eindeutiger Trans
formationen. Dieselben setzen solche zwei Punkte der Kummerschen 
Flache einander entsprechend, die entweder ihre Verbindungslinie durch 
einen der 16 Doppelpunkte der Flache schicken oder deren Tangential-

27) SoIlte sich unter den Punkten unserer Reihe ein Doppelpunkt der Kummer
schen Flache befinden, so muE unsere Behauptung in leicht erkennbarer Weise modi
fiziert werden. 
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ebenen sich in einer geraden Linie kreuzen, die einer der 16 Doppelebenen 
angehort. Die 32 neuen Transformationen erwachsen offenbar, indem man 
auf eine derselben die 32 Transformationen der ersten Art (die KoIIine
ationen und Reziprozitii.ten) anwendet. Es wird also geniigen, wenn wir 
nur eine der neuen Transformationen analytisch darstellen. Dies aber wird 
durch Formel (30) geleistet. Dieselbe besagt, daB die Parameter solcher 
zwei Punkte, deren Verbindungslinie durch den Anfangspunkt der Kummer
schen Flii.che. geht, sich in der Form 

2 (w' + wIt) und 2 (w' -- wIt) 

darstellen, unter w', wIt einfache Integrale verstanden. Um also zu einem 
Punkte U den in der betreffenden Transformation entsprechenden U' zu 
finden, hat man einfach U = 2( w' +w")zu setzen unddann U' = 2( w' - wIt) 
zu nehmen. Es ist die Frage, ob mit den 64 eindeutigen Transformationen, 
welche wir sonach kennen, die samtlichen eindeutigen Transformationen 
der Kummerschen Flache in sich selbst ersch6pft sind. 

Leipzig, den 28. September 1885. 



XIII. Zur geometriscben Deutung des A belscben 
1'beorems der byperelliptischen Integrale. 

[Math. Annalen, Bd.28 (1886).] 

In der im vorigm Annalenbande abgedruckten Arbeit uber Konfigura
tionen, welche der K ummerschen Fliiche zitgleich eingeschrieben und um
geschrieben sind [vgl. die vorstehende Abhandlung XII], entwickele ich 
im Anschlusse an die Untersuchungen von Herrn Rohn u. a. einen Satz, 
demzufolge eine gerade Linie mit den elliptischen Koordinaten A1 , A2 , As, A4 
sich entweder urn einen festen Punkt der zugrunde liegenden K ummerschen 
Flache dreht oder in einer fest en Tangentialebene derselben fortschreitet, 
sofern bei irgendwie fixierten Vorzeichen die Difierentialgleichungen des 
Abe 1 schen Theorems erflillt sind: 

(1) 

wo y = 0, 1 zu nehmen ist und cp ( ;.) das Produkt bezeichnet: 

i=l 

Ich berlihre ferner (S. 138 daselbst, FuJ3note) eine andere Deutung des
selben Theorems, die sich fiir Differentiale von analogem Aufbau in der 
Dissertation des Herrn Domsch findetl) und auf deren Inhalt ich weiter 
unten noch genauer eingehen werde. Die folgenden Entwicklungen, die 
ich bei Gelegenheit zusammenstellte, haben den Zweck, die allgemeinen 
auf konfokale Mannigfaltigkeiten zweiten Grades eines beliebig ausgedehnten 
Raumes beziiglichen Satze aufzuweisen, unter welche sich die gesamten 
Theoreme subsumieren. Hierdurch wird, wie ich hoffe, nicht nur iiber die 
zunachst in Betracht kommenden liniengeometrischen Theoreme und eine 
groJ3e Zahl ahnlicher Beziehungen neue Klarheit verbreitet, sondern insbe
sondere auch unsere allgemeine Kenntnis der konfokalen Mannigfaltigkeiten 
zweiten Grades durch Aufweisung einer merkwiirdigen Gruppierung gewisser 
in ihnen enthaltener linearer Raume wesentlich vervollstandigt. Letzteres 

') 1885, vgl. Grunerts Archiv, Neue Serie. Teil II. 
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aber erscheint urn so wertvolIer, als die Gruppierung der auf quadratischen 
Mannigfaltigkeiten enthaltenen linearen Raume immer noch wenig unter
sucht iat, wahrend sie doch in verschiedenem Betracht von durchschlagender 
Wichtigkeit sein muB; man vergleiche die SchluBbemerkungen der rim 
28. Bande der Math. Annalen] vorangehenden Arbeit: Ober die A utlosung 
der allgemeinen Gleichungen sechsten und siebenten Grades. 2 ) - Urn die 
Darstellung nicht zu abstrakt zu gestalten, erortere ich die zur Verwendung 
kommenden SchluBweisen zunachst ausfUhrlich fUr den dreidimensionalen 
Punktraum, iibertrage dieselben dann in groBen Ziigen auf den Raum von 
beliebig vielen Dimensionen und steige schlie13lich zum FaIle der Linien
geometrie wieder herab. Mein Grundsatz ist dabei, im Gegensatze zu 
sonstigen diese Fragen betreffenden Arbeiten moglichst wenig zu rechnen, 
weshalb ich denn auch in § 1 und anderwarts auf den Beweis sonst be
kannter Theoreme aufs neue eingehe. 

§ 1. 

Die konfokalen Ii,(2 j des Ils und der auf sie bezugliche Fundamentalsatz. 

lndem ich von der Beriicksichtigung irgendwelcher metrischer Be
ziehungen oder Realitatsdiskussionen im folgenden durchweg absehe, definiere 
ich hier, was fortan eine Schar konfokaler Flachen zweiten Grades des dreifach 
ausgedehnten Punktraums genannt werden solI, durch folgende Gleichung: 

4 

(2) }; l~"k. = 0, 
i=l t 

in del' die k i irgendwie gegebene voneinander verschiedene GroBen, die Xi aber 
beliebige Tetraederkoordinaten bedeuten sollen. Als elliptische Koordinaten 
des Punktes X bezeichne ich die WurzeJn AI' A2 , A3 (allgemein Aa), welche (2) 
bei festgehaltenen xi fUr A als Unbekannte ergibt. Schreiben wir dann: 

4 

(3) qJ ( A) = II (A - kJ· (A. - a) (). - b) 
i=l 

und verlangen das Bestehen der Abe 1 schen Differentialgleichungen: 
3 

(4) ~±).:. ella _ ( ) 
L..J--====-.. - 0, Y = 0,1 , 
a=l V9'O'a) 

so bewegt sich der Raumpunkt }., einem Satze zufolge, der wohl zuerst 
von Liouville aufgestellt wurde 3) und der hier als Fundamentalsatz be-

2) [Vgl. Bd. II dieser Ausgabe.] 
3) Journal des Mathematiques, ser. I, Bd. 12 (1847). Wegen weiterer hier an

kniipfender Entwicklungen und insbesondere der einschlagigen Literatur vgl. Staude 
in Bd. 22 der Math. Ann. (Geometrische Deutung des Additionstheorems der hypel'ellip
tischen Integrale usw., 1883). 
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zeichnet werden solI, auf einer geraden Linie, welche die Flachen A = a und 
A = b beruhrt. Aus dem in der Einleitung bemerkten Grunde und mit Riick
sicht auf die Verallgemeinerungen, die ich fiir hOhere FaIle beabsichtige, gebe 
ich hier zunachst einen neuen, moglichst einfachen Beweis dieses Satzes. 

Mein Beweis ruht darauf, das algebraische Gebilde, welches von der 
Gesamtheit der Schnittpunkte einer beliebigen Raumgeraden mit den 
Flachen (2) gebildet wird, in doppeUer Weise aufzufassen. Erstlich nehme 
ich, wie es am nachsten liegt, je diejenigen drei (durch die Werte A1 , A2 , As 
des zugehorigen A. unterschiedenen) Schnittpunkte zusammen, welche in den 
namlichen Punkt der Raumgeraden fallen. Das algebraische Gebilde stellt 
sich dann als dreifache Dberdeckung unserer Raumgeraden dar, wobei die drei 
Dberdeckungen an denjenigen Stellen Verzweigungspunkte haben, an denen 
die Raumgerade der developpablen Flache begegnet, welche den Flachen (2) 
gemeinsam umgeschrieben ist. Als Zahl dieser Stellen ergibt sich auf Grund 
bekannter Abzahlungen acht, woraus sich das Geschlecht des algebraischen 
Gebildes als zwei berechnet. Wir schlie13en sofort, da13 es zwei zugehOrige 
iiberall endliche Differentiale gibt, die wir dU(l), dU(2) nennen wollen. lndem 
wir noch durch einen unteren Index 1, 2 oder 3 unterscheiden, ob wir uns in 
der ersten oder der zweiten oder dritten Dberdeckung der Raumgeraden he
finden (ob wir uns also die in den Differentialen vorkommende algebraische Funk
tion des Ortes, A, gleich A1 oder gleich A9 oder As gesetzt denken wollen) hahen 
WIr III hekannter Weise bei beliebigem Fortschreiten auf der Raumgeraden: 

(5) 

Wir wenden uns jetzt zur zweiten Auffassung unseres algebraischen Ge
bildes. Dieselbe ruht darauf, da13 wir immer diejenigen zwei Stellen des
selben zusammengenommen denken, welche derselben Flache A der Schar (2) 
angehOren. Wir erhalten so eine zweifache Dberdeckung des Gebietes der 
Variablen A, wobei, damit das Geschlecht 2 herauskomme, sechs Ver
zweigungssteJlen auftreten miissen, solchen Flachen zweiten Grades der 
Schar (2) entsprechend, die unsere Raumgerade in zusammenfallenden 
Punkten treffen. Vier dieser letzteren Flachen sind a priori hekannt: es 
sind die doppeltzahlenden Ebenen des Koordinatentetraeders der Xi' welche 
unter der Schar (2) fiir ;. ~ kl' k2' k3' k4 enthalten sind; die anderen 
beiden (die beliebig liegen konnen) nennen wir, um den Anschlu13 an die 
Formeln (3) und (4) zu erzielen, ;. = a und ;. = b. Ich will auch die Be
zeichnung ffJ (;') der Formel (3) wieder aufnehmen. Dann ist vermoge 
unserer neuen Auffassungsweise ersichtlich, da13 die beiden soehen einge
fiihrten Differentiale dU(l), dU(2) in folgende Form gesetzt werden konnen: 

(6) dU(l) = _±d~ dU(2) = :r:;'d~ . 
v'P (J.) , V'P ().) 
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Dies aber in (5) eingetragen ergibt die Formeln (4), womit der gewiinschte Be
weis der letzteren erbracht i8t. In der Tat ist ja die "beliebige" Raumgerade, 
mit der wir unseren Beweis begannen, im Verlaufe des Beweises von selbst 
in eine solche iibergegangen, welche die Flachen l = a und l = b beriihrt. 

Dbrigens ist leicht zu sehen, daB wir unseren Fundamentalsatz noch 
ein wenig strenger formulieren konnen. Man beachte, daB von einem be
liebigen Raumpunkte aus an zwei gegebene Flachen zweiten Grades vier 
gemeinsame Tangenten moglich sind, wahrend die Differentialgleichungen (4) 
vermoge der in ihnen unbestimmt bleibenden Vorzeichen gerade auch vier 
Fortschreitungsrichtungen vom Punkte l aus bestimmen. Wir wuBten bis
her nur, daB un sere Differentialgleichungen tatsachlich erfiillt sind, wenn 
wir auf einer der genannten gemeinsamen Tangenten fortschreiten; wir 
sehen jetzt, daB sie a'Jch auf keine andere Weise erfiillt werden konnen. 
Die gemeinsamen Tangenten der Flachen l = a und l = b sind also als 
Integralkurven der Differentialgleichungen (4) charakterisiert. In diesem 
verscharften Sinne solI fortan unser Fundamentalsatz aufgefaBt sein. 

§ 2. 

Die erste Ausdehnung des Fundamentalsatzes. 

Statt der Gleichungen (3), (4) betrachte ich jetzt einen Augenblick 
die folgenden: 4 2 

!P1 (l) = II (l - kJ, 1: =t:.~~ = 0 
a = 1 {<P, ( Au.) , i=l 

(7) 

wo in !P1 ( l) die beiden in dem friiheren !P (l) enthaltenen Faktoren (l - a) 
und (l - b), die ich fortan als willkiirliche Faktoren bezeichne, weg
geblieben sind und dafiir nur eine Differentialgleichung geschrieben ist, bei 
der sich das Summenzeichen auf die beiden Indizes 1 und 2 beschrankt, 
so daB l3 als konstant zu gelten hat. Welches ist die geometrische Deu
tung dieses Gleichungssystems 1 Da wir l3 = Const. gesetzt haben, so 
liefert die Integration von (7) jedenfalls solche Kurven, die ganz auf einer, 

iibrigens beliebigen F(2) un serer Schar verlaufen. Me.n erkennt jetzt leicht, 

daf3 es sick einfach nur um die geradlinigen Erzeugenden der F(2) handelt 4). 

Der Beweis laBt sich genau so gliedern, wie beim Satze des vorigen Para
graphen. Wir haben unsere Aufmerksamkeit wieder einem einfach ausge
dehnten algebraischen Gebilde zuzuwenden, namlich demjenigen, das von 

4) Dieser Satz ist keineswegs neu; man findet ihn bespielsweise in Herrn Dar
b 0 u x' Buche: Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algebriques (Paris 
1873), auf welches ich hier urn so lieber verweisen will, als es mannigfache Beziehungs
punkte auch zu den folgenden Paragraphen des Textes darbietet. 
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den Schnittpunkten einer geradlinigen Erzeugenden unserer festen F(2) mit 
den iibrigen F(2) der konfokalen Schar gebildet wird. Dieses Gebilde kann 
einmal so aufgefaBt werden, daB es die gewahlte Erzeugende mehrfach (und 
zwar doppelt) iiberdeckt, andererseits wieder so, daB jeder Flache A. zwei 
seiner Elemente zugeordnet werden, wobei sich Verzweigungsstellen bei 
1 = k1 , k2' k3' k4 einstellen. Der Vergleich beider Auffassungsweisen ergibt 
sofort, daB die Differentialgleichung (7) beim Fortschreiten auf einer gerad
linigen Erzeugenden der festen F(2) tatsachlich erfiillt ist. Nun bietet (7) 
aber ebenso viele Vorzeichenkombinationen dar, als die Zahl der Erzeugenden 
betragt, die auf 1.3 = Const. durch einen beliebigen Punkt laufen. Die in 
Rede stehenden Erzeugenden sind also wieder auch die einzigen Kurven, 
die der vorgeschriebenen Differentialbeziehung geniigen. 

Diese Betrachtung und Interpretation der Gleichungen (7) sollen hier 
nur vorlaufige Bedeutung haben. Was wir eigentlich anstreben, ist die 
geometrische Interpretation der folgenden Gleichung: 

3 

(8) .l;± dJ.a = 0, 
a =1 Vf(Jl Un) 

in der ({Jl (A) dieselbe Bedeutung hat, wie in (7), die Summation iiber cc 
aber von 1 bis 3 erstreckt ist, also samtliche A als beweglich gelten. Ofienbar 
handelt es sich jetzt darum, daB der Punkt 1.1,12, 1.3 auf gewissen Flachen 
fortschreitet, die den Raum so erfiillen, daB durch jeden Punkt vier der
selben laufen. Aus dem Umstande, daB wir es in (8) mit der Difierential
gleichung des Additionstheorems des elliptischen Integrals erster Gattung 
zu tun haben, werden wir sofort schlieBen, daB es sich um algebraische 
Flachen handelt. Aber welches ist die nahere Definition dieser Flachen 1 
Ich sage, daB wir Ebenen finden, und zwar keine anderen Ebenen, als die 
gemeinsamen Tangentialebenen der F(2) unserer konlokalen Schar. 

Der nachstliegende Beweis dieses Satzes beruht auf einer direkten Ver
allgemeinerung der Betrachtungen des vorigen Paragraphen. Da es bekannt 
ist, daB es gemeinsame Tangentialebenen unserer F(2) gibt und daB diese 
Ebenen eine Devoloppable vierter Klasse umhiillen, so geniigt es, zu veri
fizieren, daB die Differentialgleichung (8) erfiillt ist, wenn wir in einer 
s01chen Ebene, die wir als gegeben betrachten, fortschreiten. Dies aber 
gelingt sofort, wenn wir beachten, daB die Paare geradliniger Erzeugender, 
in denen eine solche Ebene von unseren konfokalen F(2) geschnitten wird, 
innerhalb der Ebene eine Kurve dritter Klasse vom Geschlechte Eins um
hiillen, zu der ein bestimmtes iiberall endliches Integral gehOrt, das wir u 
nennen, - daB fiir je drei in einem Punkte der Ebene zusammenlaufende 
Tangenten der Kurve dem Abelschen Theoreme zufolge 

u1 + U 2 + ug = Const. 
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ist, dal3 endlich du vermoge der Beziehung der Kurve auf das Gebiet 
der Variablen 2 in die Form gesetzt werden kann: 

du =d3_ .. 
V'Pt (A) 

Der Unterschied dieser Betrachtung von der friiheren ist ersichtlich nur 
der, dal3 jetzt eine ebene Kurve zugrunde gelegt wird, wo wir damals eine 
mehrfach uberdeckte Gerade vor uns hatten. 

Der hiermit angedeutete Beweis ist an sich so einfach wie moglich. 
Er setzt aber voraus, dal3 wir uber die Existenz und Haupteigenschaften 
der gemeinsamen Tangentialebenen unserer F(2) bereits unterrichtet sind, 
und eignet sich daher nicht fUr die weiterhin beabsichtigten Verallgemeine
rungen, bei denen uns solche Vorkenntnisse nicht zu Gebote stehen. Ich 
entwickle daher hier eine andere Beweismethode, bei welcher die Existenz 
der gemeinsamen Tangentialebenen unserer F(2) selbst erst aus (8) er
schlossen wird. 

Die neue Methode, welche ich darzulegen habe, geht davon aus, Glei
chung (8) mit Gleichung (7) zu vergleichen und die fur (7) gefundene 
Interpretation als bekannt vorauszusetzen. Gleichung (7) geht aus Glei
chung (8) hervor, indem wir 23 konstant nehmen. Wir schliel3en, dal3 die 
durch (8) definierten FHichen die Eigenschaft haben, jede Flache 23 = Const., 
d. h. schlechthin jede F(2) un serer konfokalen Schar, nach Kurven schneiden, 
welche (7) befriedigen, d. h. nach geradlinigen Erzeugenden zu schneiden. 
Un sere Flache ist also jedenfalls vollstandig durch gerade Linien uberdeckt. 
Nun gehen aber durch jeden Raumpunkt drei F(~) der konfokalen Schar. 
Unsere Flache ist also sogar dreijach durch gerade Linien uberdeckt. 
Dann aber mul3 sie aus evidenten Grunden eine Ebene sein. Denn eine 
krumme Flache kann nie mehr als zwei Scharen geradliniger Erzeugender 
aufweisen (Hyperboloid). Wir finden also Ebenen, und zwar Ebenen, 
welehe samtliehe F(2) unserer Schar naeh geraden Linien schneiden, d. h. 
gemeinsame Tangentialebenen der F(2) unserer Schar, w. z. b. w. 

Wir mussen noch ausfuhren, dal3 mit den so definierten Ebenell samt
liche gemeillsame Tallgentialebenen unserer F(2) erschopft sind. Dies ge
lingt folgendermal3en. Wir betrachten irgendzwei durch eillen Punkt laufende 
F(2) unserer Schar und die zweimal zwei Erzeugenden, welchen auf diesen 
F(2) durch den Punkt hindurchgehen. Soll eine gemeinsame Tangelltial
ebene samtlicher konfokaler F(2) durch den PUllkt hindurch moglich seill, 
so mul3 dieselbe jede der beiden vorgenanllten F(2) nach einer durch den 
Punkt hindurchlaufendell Erzeugendell schlleiden, sie mul3 also eine der 
beiden durch den Punkt hindurchgehenden Erzeugendell der einen Flache 
mit einer der beiden entsprechellden Erzeugenden der anderen Flache ver
binden. Die Zahl der durch den Punkt hilldurchlaufenden gemeinsamen 
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Tangentialebenen unserer F(2) kann also nicht groBer als vier sein, und 
da vier gerade auch die Zahl der bei (8) moglichen V orzeichenkombinationen 
ist, so ist die geforderte Erganzung unseres Gedankenganges erbracht: 

Durch jeden Raumpunkt hindurch gehen der Differentialgleichung (8) 
entsprechend vier Ebenen, welche geometrisch als gemeinsame Tangential
ebenen der F(2) der konfokalen Schar charakterisiert sind. 

Es ist sehr merkwurdig, daB die Erganzung, welche wir unserem 
zweiten Beweisgange hinzufugten, zu derjenigen, welche beim ersten Be
weisgange notig war, gewissermaBen komplementar ist. In der Tat handelte 
es sich jetzt darum, daB geometrisch nicht mehr Ebenen einer gewissen 
Definition geliefert werden, als es Ebenen gibt, die der Differentialglei
chung (8) genugen, wahrend wir friiher zu zeigen hatten, daB unsere 
Differentialgleichungen nicht etwa noch andere IntegralmannigfaItigkeiten 
zulassen als diejenigen, deren geometrische Natur wir bereits erkannten. 

§ 3. 

Die zweite Ausdehnung des Fundamentalsatzes. 

Die zweite Ausdehnung, die ich dem Fundamentalsatze zu geben beab
sichtige, bezieht sich auf folgendes: es soll sich darum handeln, anzugeben, 
wie sich die Bedeutung der Gleichungen (4,) oder (8) modifiziert, wenn 
wir in q) (1) oder CPl (1) statt eines oder mehrerer Faktoren (1 - ki ) will
kurliche Faktoren (1 - c), (1 - d) usw. einfuhren. 

Urn die so gestellte Frage in einfachster Weise zu beantworten, be
diene ich mich einer geometrischen Transformation. Ich setze: 

(9) ~ 
Xi =~;. 

Dann geht Gleichung (2) der konfokalen Flachen zweiten Grades III fol
gende uber: 

4 

2) -/:hc; = 0, 
i =1 

(10) 

d. h. die Schar der Flachen in die Schar der einfach unendlich vielen Osku-
lationsebenen einer Raumkurve dritter Ordnung. Fur Gleichung ( 4,) aber, 
die wir in unveranderter Form hersetzen: 

::J v ( 4 ) 
(11) 2)±J.".d;o,,=0 1'=0,1; cp(l)=.fl=l(l-k;)(l-a)(l-b) , 

,,=1 {cp U,,) , 

ergibt sich nach leichter Dberlegung"), daB sie diejenigen Kegelschnitte 

5) Niimlich entweder vermoge unserer Transformation aus dem Fundamental
satze des § 1, oder auch durch Wiederholung des damaligen Beweisverfahrens an dem 
von den Schnittpunkten des Kegelschnitts und der Oskulationsebenen (10) erzeugten 
algebraischen Gebildes. 
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des Raumes der ; definiert, welche die Ebenen (10), die folgenden Para
meterwerten entsprechen: 

A = kl' k~, k3' k4' a, b, 

beriihren. Gleichung (8) hingegen, die ich ebenfal1s noch einmal herschreibe: 
3 

(12) 
~ ±dAa _ 

£.J - ~o, 
a=l V'Pl (Aa) 

bedeutet jetzt diejenigen Steinerschen Fliichen, welche zur Raumkurve 
dritter Ordnung (10) in der Beziehung stehen, daB sie eine beliebige Osku
lationsebene derselben in zwei Kegelschnitten schneiden, die vier Oskulations
ebenen aber, deren Parameter A bez. gleich kl' k2' k3' k4 sind, nach Er
streckung ganzer Kegelschnitte beriihren. 

Der Gewinn, den wir hiernach durch die Substitution (9) erzielt haben, 
liegt darin, daB die Unterscheidung der Faktoren (A - ki ) und der will
kiirlichen Faktoren (A -~ a) usw. fiir die geometrische Deutung gegenstandslos 
geworden ist. Fiihren wir statt etwelcher Faktoren (A- kJ neue willkiir
liche Faktoren (A - c) usw. ein, so ist der Erfolg augenscheinlich der, daB 
in den gerade ausgesprochenen Satzen an Stelle der Ebenen A = k; usw. 
die Ebenen A = c usw. zu nennen sind, wahrend die Form der Satze selbst 
vollig ungeandert bleibt. Dies legen wir jetzt zugrunde und kehren ver
moge der Transformation (9) von den ;i zu den Xi zuriick. Die urspriing
liche Frage nach der Bedeutung der modifizierten Differentialgleichungen 
im Raume der Xi ist dann in folgende rein algebraische verwandelt: 1m 
Raume der ;i ist ein Kegelschnitt gegeben (der selbstverstandlich mit der 
Raumkurve dritter Ordnung (10) sechs Oskulationsebenen gemein hat) oder 
auch eine Steinersche Fliiche, welche zur Raumkurve dritter Ordnung 
in der oben bezeichneten Beziehung steht (die der Raumkurve eingeschrieben 
ist, wie man kurz sagen konnte): e~ soll entschieden werden, welche 
Bilder Kegelschnitt und Steinersche Flache im Raume der Xi haben. 

lch will das Resultat, welches sich unmittelbar darbietet, hier nur 
fiir den Fall aussprechen, daB samtliche Faktoren (A - kJ durch willkiir
liche Faktoren ersetzt worden sind. Dabei benenne ich eine Flache oder 
eine Kurve oder auch Punktsystem als symmetri8ch, wenn die zugehorige 
algebraische Definition bei irgendwelchen Vorzeichenanderungen der Xi un
geandert bleibt. Wir haben dann folgende Satze: 

1. Sei 
'P (A) = (A - a) (A - b)( A - c) (A - d) (A - e) (A - t'), 

dann werden die DifJerentialgleichungen: 

(13) (1' = 0, 1) 
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dureh symmetrisehe K urven aehter Ordnung integriert, welehe die Fliichen 
A. == a, b, c, d, e, f je aeh tmal in beziehungsweise f-ymmetrisch gelegenen 
Punkten beriihren. 

II. Sei 
<Pl (2) = (2 - e) (2 - d) (2 - e) (2 - f). 

Die 1 ntegralfldehen der Diff erentialgleiehung: 

(14) j;-±~~~=o, 
a=1 V'rp,(lal 

sind dann symmetrische Fliichen achter Ordnung, welehe jede F(2) der 
konfokalen Schar in einem Paare symmetrischer K urven aehter Ordnung 
durehsetzen, die Fldehen 2 = e, d , e, faber naeh Erstreekung je einer 
solehen K urve beriihren. 

Wie nun entstehen aus diesen Kurven und Flachen die speziellen, die 
wir in § 1 und 2 fanden? Die Sache ist selbstverstandlich elementar, und 
so mag es geniigen, hier nur das Resultat der betr. Dberlegung mitzuteilen. 
Solange in <P (2) oder <Pi (2) der Faktor 2 - k i noch nicht vorhanden ist, 
wird die Koordinatenebene Xi = 0 von der symmetrischen Kurve oder 
Flache achter Ordnung gewissermaBen senkreeht geschnitten, d. h. so ge
schnitten, daB die Tangente der Kurve bez. die Tangentialebene der Flache 
durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt des Koordinatentetraeders hin
durchlauft. Dies kann nicht vollig aufhoren zu gel ten , wenn auch einer 
der Faktoren von <P (2) oder <Pl (2) in (2 - ki) iibergeht, wahrend dann 
doch gleichzeitig die Kurve oder Flache achter Ordnung die Ebene Xi = 0 
beriihren solI. Die Folge ist, daB die acht Schnittpunkte der Kurve mit 
der Ebene in vier Doppelpunkte zusammenriicken und die Schnittkurve 
achter Ordnung der Flache mit der Ebene in eine Doppelkurve vierfer 
Ordnung iibergeht (wahrend Kurve wie Flache nach wie vor symmetrisch 
bleiben). Man denke sich dies jetzt bei samtlichen vier Koordinatenebenen 
gleichzeitig eintretend. Dann ist die Folge, wie man sofort sieht, daB die 
Kurve oder Flache in ein symmetrisches Aggregat von acht linearen Be
standteilen zer/dllt, also die Kurve in acht Gerade, die Flache in acht 
Ebenen, die aus einer Geraden bez. Ebene durch die V orzeichen wechsel 
der Xi hervorgehen. Und nun ist die Beziehung zu den Satzen der § 1 und 2 
ohne weiteres ersichtlich: wir haben damals je nur von einer dieser acht 
geraden Linien oder Ebenen gesprochen, insofern wir keinen AnlaB hatten, 
auch noch die anderen Linien usw. zu betrachten, die aus der ersten Geraden 
durch die VorzeichenwechseI der Xi entstehen. Dem entspricht auch, daB wir 
statt der achtmaligen Beriihrung der Kurve achter Ordnung mit gewissen 
Flachen zweiten Grades in § 1 nur eine je einmalige Beriihrung der in Betracht 
kommenden geraden Linie und der Flachen 2 = a und;' = b fanden, usw. -



XIII. Zur geometrischen Deutung des Abe 1 schen Theorems. 209 

Ich habe hier gleich die beiden auBersten Falle einander gegeniiber
gestellt, daB namlich an den Produkten ffJ ( }.), ffJ1 (}.) entweder keiner der 
Faktoren }. - k; oder aIle dieser Faktoren beteiligt sind. Es hat keinen 
Zweck, die verschiedenen moglichen Zwischenfalle hier einzeln aufzuzahlen. 
Ich will hier nur den Fall hervorheben, daB in ffJ ( }.) drei der Faktoren 
(). - kJ und also noch drei willkiirliche Faktoren enthalten sind. Die 
Integralkurven des allgemeinen Falles zerfallen dann in Kegelschnitte, 
welche nur auf der einen der vier Koordinatenebenen senkrecht stehen (in 

dem eben erwahnten Sinne) wiihrend sie gleichzeitig drei F(2) der konfo
kalen Schar je zweimal beriihren 6). 

§ 4. 

Ubergang zu Raumen von (n - 1) Dimensionen. 

Indem wir jetzt statt des gewohnlichen Punktraums einen Raum von 
(n - 1) Dimensionen, Rn -1' einfiihren, versuchen wir die Entwickelungen 
der § 1 und 2 auf diesen allgemeineren Fall zu iibertragen. Eine gleiche 
Dbertragung ist natiirlich ebensowohl bei den Betrachtungen des § 3 statt
haft; wir unterlassen sie aber, da sie keinerlei besondere Schwierigkeit 
darbietet und eine bloBe Haufung in ihrer Allgemeinheit doch unanschau
licher Theoreme nicht unser Zweck sein kann. Auf den Inhalt des § 3 
kommen wir vielmehr erst zuriick, wenn wir spate,r die flir beliebiges n 
erhaltenen Resultate am Falle der Liniengeometrie, der n = 6 entspricht, 
wieder spezialisieren. 

Als Ausgangsgleichung flir unsere neue Betrachtung werden wir, der 
Gleichung (2) entsprechend, die folgende hinstellen: 

(15) 
n ., 

,\'_:J .. = 0, 
.L.J A - k' i :::::1 l 

vermoge deren jedem Raumpunkte x im Ganzen (n - 1) elliptische Koor
dinaten 

zugeordnet werden. Wir wollen dabei sagen, daB jede einzelne Gleichung (15) 

eine quadratische Mannigfaltigkeit von (n - Z) Dimensionen, Mi~~2)' be
stimmt. Den Buchstaben M mit ahnlicher Stellung zweier Indizes ver
wenden wir spater allgemein zur Bezeichnung irgendwelcher algebraischer 
Mannigfaltigkeiten nach Ordnung und Dimension. Insbesondere lineare 
1Il Rn -1 einbegriffene Mannigfaltigkeiten bezeichnen wir kurzweg mit dem 

6) Man sehe diesen Satz bei Dar b 0 u x, 1. c. 
K 1 e in. Gesammelte math. Abhandlungen. 1. 14 
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Buchstaben R, wobei wir die Dimensionen wieder durch emen rechts 
unten beigefiigten Index markieren (z. B. RI} r). 

Wenn wir jetzt zunachst das Analogon zum Fundamentalsatze des 
§ 1 aufstellen wollen 8), so werden wir vor aHem dem Produkte der n 
jetzt a priori gegebenen Faktoren 

" IIu, - k;) 
i=1 

noch (n - 2) willkiirlichen Faktoren zufiigen, die 

(2- ax) 

heiBen soHeq (" = 1, 2, ... , (n - 2)), so daB ein Ausdruck q; (2) entsteht, 
der folgendermaBen lautet: 

" ,,-2 

(16) q; (2) = II (2 - k;) . II (2 - ax). 
i =1 ,,=1 

Wir konstruieren dann die Differentialgleichungen: 
,,-1 
~ ±A;.dAa 

.L.J--===- = 0 
a=1 vrp (Aa) , 

(17) v=0,1, ... ,(n-3), 

und finden durch genau dasselbe SchluBverlahren, das wir in § 1 anwandten, 
den folgenden ersten Satz: 

I. Die Gleichungen (17) werden durch diejenigen 00,,-2 Rl integriert, 
welche die (n - 2) beliebig vorgegebenen M,(!) -2): 

beruhren, und von denen durch jeden Raumpunkt 2,,-2 hindurchgehen. 
Diese Zahl 2,,-2 ist zunachst durch die Zahl der in (17) moglichen 

Vorzeichenkombinationen gegeben; wir bestimmen sie algebraisch, indem 
wir die (n - 2) Kegel zweiter Ordnung, die sich vom beliebig gewahlten 
Raumpunkte aus an die (n - 2) M/!'-2) legen lassen, zum gemeinsamen 
Schnitt bringen. DaB beidemal dieselbe Zahl resultiert, ist in der Form, 
die wir dem Satz I erteilt haben, bereits ausgesprochen. 

Wir fahren nun fort, wie in § 2 zu Anfang, indem wir von den 
in q; (2) auftretenden willkiirlichen Faktoren zwei weglassen, also etwa 
schreiben: 

" ,,-1 

(18) 
i =1 ,,=1 

.) Dies ist dieselbe Bezeichnungsweise, deren ich mich in der auf S.201 zitierten 
Abhandlung bediene. 

8) Die Ausdehnung des Fundamentalsatzes auf beliebig viele Dimensionen findet 
sich schon in einer Arbeit von Schliifli, die von 1849 datiert ist und 1852 in Crelles 
Journal, Ed. 43 veroffentlicht wurde. 
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und nun nur (n - 3) Differentialgleichungen bilden, bei denen WIr emes 
der 2, also etwa 2,,_1' als konstant voraussetzen: 

n-2 

(19) .2 ~A;' dA,,_ = 0, l' = 0, 1, . '" (n - 4). 
,,=1 v'1't (A,,) 

Wir finden: 

II. Durch jeden Punkt der einzelnen M(~)-2): 

An -1 ~~ Oonst. 

lau! en den Gleichungen (19) entsprechend 2 n - 3 in der M(~)_~) enthaltene Rl , 
welche geometrisch dadurch charakterisiert sind, dafJ sie die (n - 4) be-
l · b' b M(2) ~e ~g vorgege enen (n -2): 

beruhren. 
2 = aI' A = a~, ... , A = a,.-4 

Die Gesamtzahl der so auf der einzelnen M(~~2) (bei festgehaltenen 
a1 , a 2 , ••• , an- 4 ) bestimmten R1 betragt oon-:l. Was die Zahl 2 n - 3 an
geht, so erhalten wir dieselbe algebraisch, indem wir die ausgezeichnete M(~)-2) 
(deren Gleichung 2n - l = Oonst. ist) mit ihrer Tangentialebene in dem 
gerade ausgewahlten Punkte und iibrigens den (n - 4) Kegeln zweiter 
Ordnung schneiden, die sich yom genannten Punkte aus an die Mannig
faltigkeiten 2 = aI' a2 , ••• , an - 4 legen lassen. 

Jetzt ist deutlich, daB wir den Schritt, der yon (16) und (17) zu (18) 
und (19) fiihrt, und der darin besteht, daB wir zwei der willkiirlichen 
in q; (A) enthaltenen Faktoren wegwerfen und dafiir die Zahlenreihen, 
welche die Indizes a und l' in den Differentialgleichungen durchlaufen, je 
um eine Einheit kiirzen, - fur groBere n mehrere Mal wiederholen konnen. 
Ich will annehmen, daB dieser Schritt bereits e-mal ausgefiihrt Sel, wo 

e < [n; 2 J sein wird. An Stelle des in (16) eingefiihrten cp (2) erhal ten 

wir dann: 
n n-2-2Q 

(20) 
i=1 ,,=1 

an Stelle der Differentialgleichungen (17) aber die (n - 2 - e) Differen
tialgleichungen: 

n-1-(> v 
(21) Yl j=Aa_·~l!,,- = ° () L.,; -- , l' = 0, 1, " ., n - 3 - e . 

,,=1 V'PIJ (Aa) 

Der zugehorige Satz aber, der die Siitze I und II als spezielle Falle unter 
sich begreift, wird folgendermaBen lauten: 

2(> 
III. Auf der M"-12- 1 , welche irgend (l Mannigfaltigkeiten unseres 

konfokalen Systems,' 

(21a) An-1=01,An-2=02,· .. ,An-I!=O(> 
14* 
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gemeinsam ist, vedaufen den DitJerentialgleichungen (21) entsprechend 

durch jeden Punkt 2n-~-c RI , die geometrisch unter den iibrigen RI der 
genannten Mannigfaltigkeit dadurch definiert sind, daf3 sie die n -- 2 - 2e 

(0) 
M(;;-2): 

beriihren. 
Die Gesamtzahl der hier (bei fest en 0 I' O2 , ... , 0 (!' all a2 , ••• , an -2-2(!) 

in Betracht kommenden RI ist 00 n-c- 2 

Die Aufstellung der Satze I, II, III erfolgt auf Grund der friiheren 
Betrachtungen ohne Schwierigkeit. Es ist nun aber die Frage, ob wir, 
an sie ankniipfend, so weiterschlieBen konnen, wie in § 2 geschah, ob wir 
also zu mehrfach ausgedehnten linearen Raumen von erkennbarer geome
trischer Eigenschaft gefiihrt werden, wenn wir den Index a in den For
meln (17), (19), (21) gleichformig von 1 bis n -- 1 lau£en lassen und die 
so entstehenden Differentialgleichungen integrieren. DaB dies in der Tat 
der Fall ist, wollen wir im folgenden Paragraphen zmgen. 

~ 5. 

Ausdehnung der Siitze des vorigen Paragraphen. 

In welcher Richtung die Ausdehnung der Siitze des vorigen Paragraphen 
zu suchen ist, diirfte nach dem Gesagten bereits erkennbar sein. Wenn 
wir in den Differentialgleichungen (21) die Summation nach a nicht von 1 
bis (n-1-e), sondern von 1 bis (n--l-e+a) ausdehnen, wo a 
irgendeine Zahl < e ist, also schreiben: 

(22) v=O,1, ... ,(v-3-e), 

wahrend, den Gleichungen (21a) entsprechend, 

(23) 

gesetzt sein solI, so werden wir bei Integration der neuen Differential

gleichungen von jedem Punkte der durch (23) vorgestellten M!~;':~+a aus

laufend 2n - 1 - c+o ganz in dieser Mannigfaltigkeit enthaltene algebraische Ma+1 

(iiberhaupt also auf der durch (23) vorgestelitenMannigfaltigkeitoon - 2 - c M.,.+1) 
erhalten. Von diesen M"+1 wissen wir zunachst nur, daB sie jedes Aggregat 

von weiter zutretenden a Mannigfaltigkeiten M(~~2): 

(24) 

dem Satze III des vorigen Paragraphen zu£olge (wie aus Vergleichung der 
Differentialgleichungen hervorgeht) nach lauter solchen RI schneiden, 
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welche die an dem Ausdrucke f{ie (A) ausgezeichnet beteiligten Mannig
fal tigkei ten 

(25) A = al' A = a2 , ... , A = an -2- 2 1l 

beriihren (wobei aIle in (24) enthaltenen beriihrenden R1 dieser Art zur 
Verwendung geJangen). H ieraus wollen wir schlief3en, daf3 die M"+1 seiber 
linear (also Ra+d sind, - daf3 sie jede einzelne der zutretenden Mannig
faltigkeiten (24) nach einem Paare linearer Riiume (R,,) schneiden, welche 
zusammenfallen, wenn man als zutretende Mannigfaltigkeit insbesondere 
eine der durch (25) gegebenen wiihlt, - dar] ferner auf3er den Ra+ 1 , die (24) 
geniigen, keine anderen R"+1 derselben geometrischen Definition exil'Jtieren. 
Wir mogen in dies em Satze der Zahl a insbesondere den Maximalwert e 
erteilen. Dann soll es also den Ditferentia7gleichungen entsprechend: 

(26) 
n-l , ,v l' 
'"' 1..= Aa. . (. Art 

.L.J ---=- = 0, 
,,=1 V rpl! (I.,,) 

1l==O,1, .. ,,(n-3-e) 

von jedem Punkte des R n - 1 auslaufend 2n - 2 Re+1 (i. e. im ganzen 

cx:;n-2-1! Re+d geben, welche jede unserer konfokalen Mannigfaltigkeiten 
nach einem Paare von RI! schneiden, die dann und nur dann zusammen
fallen, wenn man eine der Mannigfaltigkeiten (25) herannimmt; zugleich 
soll es keine anderen RI!+1 dieser Eigenschaft geben als die durch (26) 
gefundenen. 

Man bemerke, daB wir aus dem letztausgesprochenen Satze den vor
angehenden, auf beliebiges a beziiglichen und darum scheinbar allgemeineren 
sofort wieder ableiten konnen. Denn wenn der Schnitt eines der in Rede 

stehenden oon-2-e Re+ 1 mit jeder der konfokalen Mannigfaltigkeiten in 
lineare Bestandteile zerfaIlt, so geschieht notwendig das gleiche mit dem 
Schnitte, den Re+1 mit beliebig vielen, gleichzeitig in Betracht gezogenen 
konfokalen Mannigfaltigkeiten gemein hat. Nun reprasentiert jeder durch 
(22), (23) definierte Re+1 , wie durch Vergleichung der Differentialglei

chungen (22), (26) hervorgeht, nur den einzelnen der 2 e- a linearen Be
standteile, die in dem hiermit bezeichneten Sinne durch Zusammenstellung 
emes geeigneten Re+ 1 mit den Mannigfaltigkeiten (23) definiert wird (wie 

denn auch die Zahl der Ra+1 und Re+ 1 beidemal dieselbe, namlich OOn-2-e, 
ist). Daher ist deutlich, daB der Schnitt des Ra+l mit beliebig zutreten
den weiteren konfokalen Mannigfaltigkeiten genau ebenso in lineare Be
standteile zerfaIlen muB, wie der Schnitt des RI!+1' Der auf beliebiges a 
beziigliche Satz ist also in der Tat ein spezieller Fall des zu (26) ge
horigen, und wir werden den letzteren als den zusammenfassenden Aus
druck des durch unsere Dberlegungen fiir den Raum von beliebig vielen 
Dimensionen abzuleitenden Resultates betrachten durfen. 
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Was den Beweis der somit formulierten Satze betriflt, so fiihre ieh 
ihn genau entspreehend zu den Dberlegungen des § 2. Es handelt sieh VOT 

aHem darum, einzusehen, daB unsere M"+i linear sein miissen (also Ra+i 
sind). In dieser Hinsieht gingen wir in § 2 davon aus, daB eine Flaehe 
nicht after als zweimal von geraden Linien iiberdeekt sein kann, ohne 
eben zu sein. In der Tat werden die geraden Linien, welche durch einen 
Flachenpunkt laufen, der Tangentialebene im Flaehenpunkte und der im 
Punkte oskulierenden Flache zweiten Grades gemeinsam sein, und ihre Zahl 
kann also nlH dann > 2 sein, wenn die Tangentialebene ein Bestandteil 
der genannten Flache zweiten Grades ist, was bei einer gekrummten FHiche 
nur in einzelnen Punkten denkbar ist. Ich formuliere dementspreehend 
flir mehr Dimensionen den folgenden Grundsatz: 

Eine M,,-I-l ist linear (also ein R a+1 ), wenn von jedem Punkte der 
M,,+l mehr als z1t'ei der Ma+l angeh6rige Riiume Ra auslaufenU). 

Wir beachten jetzt, daB der von uns zu beweisende Hauptsatz infolge 
der Theoreme des § 4 jedenfalls fur a = 0 richtig ist (die dort durch die 
Difierentialgleichungen definierte Ml ist ein R1)' Wir werden also an
nehmen, derselbe sei ubcrhaupt bereits ftir a = a' bewiesen, und werden 
dann zelgen, daB er ftir a ~~ 0' + 1 ebenfaHs gilt. Dieser Beweis aber 
gelingt unmittelbar infolge des formulierten Grundsatzes (den wir hier als 
richtig akzeptieren, ohne ihn weiter zu begrtinden), Die M a +i , die wir 
durch Integration von (22) erhalten, liegt den Formeln (23) entsprechend 

auf (! - a konfokalen Mannigfaltigkeiten, wo (! < [1t; ~J; durch jeden 

Punkt der M,,+l gehen also noeh weitere (n - 1 - (! + a) konfokale Man
nigfaltigkeiten, eine Zahl, die fUr n > 4 jedenfalls graBer als 2 ist. Nun 
aber schneidet jede dieser weiteren konfokalen Mannigfaltigkeiten langs 
einer durch unseren Punkt hindurchlaufenden M a, die naeh V oraussetzung 
linear ist. Un sere Ma+i hat also die Eigenschaft, daB von jedem ihrer 
Punkte aus mehr als zwei in ihr enthaltene RG auslaufen, und also ist 
Sle nach unserem Grundsatze selbst linear ( = Ra+d, was zu beweisen war. 

Was die tibrigen Punkte unserer Behauptung angeht, so erledigen wir 
Sle ebenfalls nach dem Vorbilde der in § 2 gegebenen Entwiekelungen. 

Zunachst ist zu zeigen, daB die Ra+b welche jede einzelne konfokale 
Mannigfaltigkeit, wie wir jetzt wissen, naeh zwei Ra sehneiden, die Mannig
faltigkeiten (25) speziell nach solchen zwei Ra trefien, die zusammenfallen. 
Wieder nehmen wir an, der Satz sei ftir kleinere Werte von a bewiesen 
(wie er es ftir 0 = 0 ja in der Tat ist). Dann haben also die samtlichen R a , 

welche aus Ra+l durch die konfokalen Mannigfaltigkeiten ausgesehnitten 

9) [In einem der nachsten Bande (Bd. 30 der Math. Ann. [1887)) hat Herr 
C. S e g r e einen sehr einfachen Beweis fUr diesen Grundsatz nachgetragen.] 
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we;rden (und die RaH , wie wir wissen, mehrfach uberdecken), die Eigen
schaft, jene beiden Ra, in denen RaH einer Mannigfaltigkeit (25) begegnet, 
in einem Paare zusammenfallender RaH zu treffen, woraus gewil3 folgt, 
dal3 die beiden Ra, welche aus RaH durch die einzelne Mannigfaltigkeit (25) 
ausgeschnitten werden, zusammenfallen. (Auf gleiche Weise zeigt man, 
dal3 die beiden R a , nach denen eine konfokale Mannigfaltigkeit, die nicht 
zu den (25) gehOrt, unserer Ra+l begegnet, allgemein zu reden nicht 
koinzidieren ). 

Wir behaupten ferner, dal3 es keine anderen Ra+l derselben, uns nun 
bekannten geometrischen Definition gibt, als diejenigen, die aus unseren 
Differentialgleichungen entspringen. Auch diese Behauptung ist fUr 0 = ° 
(und zwar durch algebraische Abzahlung) bewiesen, so dal3 wir abermals 
nur zu zeigen brauchen, dal3 sie fUr 0 = 0' + 1 gilt, wenn sie fur 0 = 0' 

zutrifft. Wir den ken uns irgendeinen R,,+l gegeben, der auf den konfo
kalen Mannigfaltigkeiten (23) gelegen, die ubrigen konfokalen Mannigfaltig
keiten in der hier nicht noch einmal zu nennenden Weise durchsetzt. Der
selbe wird ein System linearer Differentialgleichungen befriedigen, das wir 
fUr einen Augenblick folgendermal3en schreiben wollen: 

n-i-Q+a 

(27) .1) M~~). dAn ccc 0, p=O,1, ... ,(n-3-g). 
n=l 

Nun wird unser R"+l nach Voraussetzung von jeder zutretenden konfokalen 
Mannigfaltigkeit in zwei R" von kanonischer Definition durchsetzt, d. h. in 
zwei Ra , welche den Differentialgleichungen genugen, die aus (22) hervor
gehen, wenn man bei der Summation einen der angegebenen Werte von a 

uberspringt. Dies aber heil3t nichts anderes, als dal3 aus (27) durch Null
setzen eines beliebigen der dAn immer dasselbe System linearer Differential
gleichungen entstehen soll, wie aus den mit den richtigen V orzeichen ge
nommenen Formeln (22), was nicht anders moglich ist, als wenn fur die 
gegebenen Ra+ 1 die Gleichungen (27) bei geeigneter Wahl der Vorzeichen 
mit den Gleichungen (22) gleichbedeutend sind, was zu beweisen war. 

§ 6. 

Verifikation des gerade gegebenen Beweises. 

Der Beweis, den ich im vorigen Paragraphen erbrachte, durfte bei 
manchem Leser vielleicht darum auf Schwierigkeiten stol3en, weil ich das 
von mir benutzte Theorem der mehrdimensionalen Geometrie ohne weitere 
Erlauterung hingestellt habe. Ich will also nicht unterlassen, meine Schlusse, 
soweit sie geometrisch waren (also mit Ausnahme des letzten, wesentlich 
algebraischen) auch noch durch Rechnung zu verifizieren, wobei ich nur 
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insofern an meinem bisherigen Entwicklungsgange festhalte, als ich mich 
nach wie vor auf die Theoreme des § 4 stiitze. 

Die Sache ist einfach folgende. Das allgemeine Integral der Glei
chungen (26) (die ich hier allein ins Auge fasse, da ihre Betrachtung ge
niigt, wie wir friiher sahen) ist bekannterma13en durch Nullsetzen einer Matrix 
von (n - e + 1) Vertikalreihen und (2 n - 2) Horizontalreihen gegeben: 

(28) 

1I'-1 1I'-2. 001 1f YlPe (11) 1r1 YlPe(ll) 000 YlPe(4) 

1:-1 1:-20001 1i'YlPe(12) 1rlYlPe(~} o. 0 YlPe(~) 

I n - i 
II.n-l 

n-l 
Itl 

n-l 
P-2 

n-l 
Itn-l 

l::~i 0 0 0 0 

f1,~-2 0 0 0 1 

hier sind 1t1' /12' . 00, Itn-1 Integrationskonstanten. Es handelt sich jetzt 
darum, aus dieser Matrix die von uns aufgestellten Theoreme abzuleiten. 

Erstlich wollen wir zeigen, da13 die durch diese Matrix dargestellte 
algebraische Me+! im Raume der X linear isto Wir wissen zunachst nur, 
nach § 4, da13 wenn wir 
(29) 1n-1 = 0 1 , 1n-i! = O2 , • 00, 1n-e = Ge 

setzen und selbstverstandlich die dann in der Matrix vorkommenden Quadrat
wurzeln: 
(30) 

irgendwie fixieren, da13 dann das Verschwinden der Matrix eine auf den 
Mannigfaltigkeiten gel egene lineare Mannigfaitigkeit von einer Dimension 
( einen B 1 ) vorstellto Aber eben hieraus konnen wir unseren Schlu13 machen. 
Zu den Gleichungen (29) konnen namlich die Vorzeichen (30) im ganzen 
auf 2e Weisen hinzugewahlt werden. Andererseits ist die Mn- 1- e , welche 
durch die Gleichungen (:.:!9) dargestellt wird, als Schnitt von e Mannig
faltigkeiten zweiter Ordnung seIber von der Ordnung 2e. Die durch (28) 
vorgestellte M/!+! hat hiernach die Eigenschaft, eine M n- 1- e von der Ord
nung 2!! nach 2e B1 zu schlleiden. Dies aber hei13t nach dem Bezoutschen 
Theoreme, da13 Me+! seIber linear, = Be+1 isto 

Ferner zeigen wir, da13 der Schnitt des Be+! mit einer beliebigen kon
fokalen Mannigfaltigkeit 

An-l = 0 1 , 

aus zwei Be bestehto Es werden zwei getrennte Mannigfaltigkeiten, weil wir 

wieder in der Hand haben, fiir YlPe(An-l) in unsere Matrix + Y~e-(015 
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odeI' - Y/Pe (01 ) einzutragen, - und jede diesel' Annahmen fiihrt zu einer 
linearen Mannigfaltigkeit, d. h. zu einem Re , weil die Hinzunahme fester 
Werte von An-2' ... , An-I! und del' zu ihnen gehorigen Quadratwurzeln, wie 
soeben, je einen R J ergibt. 

Endlich, daB die beiden Re , in denen unsere RI.!+1 eine der Mannig
faltigkeiten 

durchsetzt, zusammenfallen, folgt einfach daraus, daB /Pe (ax) verschwindet 
und also in dies em Falle der Unterschied, del' durch die Vorzeichenwahl 
von Y /p" eingefiihrt wird, verschwindet. 

§ 7. 

f d . I ;'14-(2) Besondere Betrachtung der Verhiiltnisse au er emze nen ..LU(n_2). 

1m Interesse del' liniengeometrischen Anwendungen, die ich beab
sichtige, erUi.utere ich hier noch besonders den Fall del' im vorigen Para
graphen aufgestellten Satze, in welchem (J = e -- 1 genommen ist und also 
eine elliptische Koordinate konstant gesetzt wird: 

(31) A"_1=01' 

Wir haben dann die Differentialgleichungen: 
n-2 

2) ±!~~!~a = 0, 
a =1 V rpe (}.,J 

(32) Y=0,1, ... ,(n-3-e) 

und hierzu den Satz, den ich mit I benennen will: 

I. Auf der Mannigfaltigkeit (31) verlaufen durch jeden Punkt 2"-3 
Riiume R e , welche geometrisch dadurch definiert sind, dafJ sie alle anderen 
konfokalen Mannigfaltigkeiten nach Paaren von Riiumen R e- 1 schneiden, 
welch letztere li1r die besonderen Mannigfaltigkeiten 

zusammenfallen. Diese Re sind diel ntegrale der Differentialgleichungen (32). 
Ich wiinsche dies en Satz mit der allgemeinen Theorie del' auf einer 

M ~2~2 enthaltenen linearen Raume 10) in Verbindung zu setzen. 
Erstlich machen wir eine gewisse Abzahlung. Der genannten Theorie 

zufolge enthalt eine M~~2 Raume R(! fiir e = 1, 2, ... , [~-;-~J und zwar 

10) Vgl. in diesp.r Hinsicht insbesondere Segre: Studio sulle quadriche in uno 
spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni, Atti di Torino, Memorie. 1884, 
sowie verschiedene Angaben und Bemerkungen in meiner oben (S. 201) zitierten Ab
handlung. [Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen sechsten und siebenten Grades, 
vgl. Bd. II dieser Ausgabe.] 
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• . *(1.'+1) (2n-3e-4) . 
von der emzelnen Art Je oo~ . Raume aIler dleser Arten treten 
auch in Satz I auf. Ihre Anzahl berechnet sich dabei folgendermaBen. 
Hal ten wir die (n - 2 e - 2) GroBen a" fest, so iiberdecken die zugehOrigen 
Re die M(~~2) endlichfach, die Zahl der RI? ist also oon-2-e. Denken wir 
uns jetzt auch noch die a" beweglich, so kommen wir auf oo2n-3e-4 Re. 

Diese Zahl stimmt nur dann mit der vorher angegebenen, wenn e = 1. 
Wir konnen hiernach folgendermaBen sagen: 

II. Durch die in I auftretenden R(! werden siimtliche R1 , die auf 
(31) vorhanden sind, erschOpft, keineswegs aber die sonstigen mehrfach 
ausgedehnten R. 

Wir beschranken uns jetzt auf den Fall eines geraden n und setzen 

e = n; 2. Der Ausdruck CPI? (1) enthalt dann iiberhaupt keine willkiirlichen 

Faktoren mehr, was diesem Falle sein besonderes Interesse verleiht. Anderer

seits weiJ3 man, daB die Rn- 2 , die (fUr gerades n) auf einer M~~2 vor-
2 

handen sind, in zwei gleichberechtigte Klassen zerfallen, so zwar, daf3 die 
Rn- 2 der einzelnen Klasse sich kontinuierlich aneinander anschlieJ3en, nir-

2 

gends aber einen Dbergang zu den Rn- 2 der anderen Klasse haben (das 
2 

einfachste Beispiel geben die beiden Erzeugendensysteme eines Hyperboloids). 
Mit Rucksicht hierau£ behaupte ich: 

III. Die 2n- a Riiume R n __ 2 , welche (fur gerades n und e = n; 2) 
2 

dem Satze I entsprechend von einem beliebigen Punkte der M(~~2) aus-
laufen, verteilen sich gleichf6rmig auf die beiden in Rede stehenden 
Klassen, so zu:ar, dafJ immer sokhe zwei Rn ___ ~ zu verschiedenen Klassen 

2 

geh6ren, deren DitJerentialgleichungen (32) sich durch eine ungerade Zahl 
von Zeichenwechseln unterscheiden. Diejenigen dem Satze I geniigenden 
Rn-~, welche derselben Klasse angehOren, bilden je ein irreduzibles Ganzes. 

Was den Beweis angeht, so wollen wir die iibrigens bekannte Be
mer kung vorausschicken, daB eine gerade Zahl von Zeichenwechseln der 
Koordinaten Xi jede der heiden auf unserer M!!)-2) (31) gelegenen Klassen 
von Rn - 2 ungeandert laBt, eine ungerade Zahl aber sie vertauscht. Wir 

2 

mussen jetzt ferner die Formeln heranziehen, welche die Koordinaten Xi 

mit den elliptischen Koordinaten 11 , ••• , A.n -1 verkniipfen. Dieselben lauten 
bekanntlich, unter a einen Proportionalitatsfaktor verstanden: 

(34) Y(A.1 ~ki) (A.2 - k,) ... (A.n-i - k,) 
aXi = ---------,------ - --------, 

tpn-2 (ki ) 
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wo 

2 

oder besser, da wir die Quadratwurzeln aus den einzelnen Faktoren (A" - kJ 
sogleieh unabhangig voneinander betraehten miissen: 

( 34 a) V 1.1 - k;. V~-=-ki ... ..j A~":: 1 ~ 
aXi == V qJ~-2 (kd 

2 

Hiermit stellen WIr nun die Differentialgleieb.ungen n-2 
(32) fiir e=-~· 

zusammen; Wlr wollen dieselben in der entspreehenden Form sehreiben: 

(35) ( n-4) 
I' = 0,1, ... , - ~ . 

Wir denken uns jetzt zunaehst, indem wir die samtliehen A" festhalten, 
eine dieser Differentialgleiehungen fixiert, etwa diejenige, die lauter Pluszeiehen 
aufweist, und fragen, dureh welehe Vorzeiehenanderungen der Quadrat-

wurzeln VA" - k i wir von ihr zu den iibrigen hingelangen. Da in (35) 
immer n der genannten Quadratwurzeln miteinander multipliziert sind, so 
kann dies in jedem FalJe auf eine groBe Zahl versehiedener Weisen ge
sehehen. Unabhangig von dieser Willkiir finden wir aber offen bar, da n 
gerade ist, folgenden Satz: 

Die Anzahl der Vorzeichenwechsel, die wir an den VA" - k i anbringen 
miissen, ist gerade oder ungerade, je nachdem wir von der anlanglichen 
Differentialgleichung zu einer solchen mit einer geraden oder' ungeraden 
Anzahl von Minuszeichen iibergehen wollen. 

Wie nun verhalten sieh hierbei die Ausdriieke aXi (34a)? Ein jede,· 

derselben enthalt von den in Betraeht kommenden Faktoren V A,,-=-ki 

(a .. ~ 1, 2, ... , (n - 2)) wieder eine gerade Zahl. Daher folgt (bei aller 
Unbestimmtheit im einzelnen): 

Die Xi erlahren eine gerade oder ungerade Zahl von Zeichenwechseln, 
je nachdem wi?' bei der anfiinglichen Differentialgleichung eine gerade 
oder ungerade Zahl zan Vorzeicheniinderungen anbringen, 

Dies aber heiBt in der Tat, naeh der vorausgesehiekten Bemerkung, 
daB die R",~_2' welehe zu versehiedenen V orzeiehenkombinationen in (35) 

2 

geh6ren, dann und nur dann von derselben Klasse sind, wenn die Anzahl 
der Vorzeiehenweehsel, die von dem einen Systeme von Differentialglei
chungen zum anderen hiniiberfiihren, gerade ist, w. z. b. w. 

Wir priifen jetzt unsere Angabe iiber die Irreduzibilitiit der von unseren 
Rn - 2 erzeugten Gebilde. Von einer bestimmten Anfangslage aus lassen 

2 
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wir das Element x auf der Mannigfaltigkeit An-1 =C1 (31) irgendwelchen 
Weg beschreiben, durch welchen es schlie13lich zu seiner Anfangslage zurtick
kehrt, und sehen zu, wie sich dabei die verschiedenen Systeme von Diffe
rentialgl.eichungen (35) permutiert haben mogen. Wir wollen dies in der 
Weise bewerkstelligen, daB wir .1.1' .1.2 , ••• , An _ 2 als die eigentlichen Ver
anderlichen betrachten, die dann ihrerseits sich wegen (34 b) so bewegen 
mtissen, daB nicht nur sie selbst, sondern auch die Produkte: 

l/21--=-k~· 1122 - k~ ... V2n - 2 ~-ki 

(bis auf emen etwa bei allen simultan eintretenden und auf den Propor
tionalitatSfaktor 0 zu rechnenden Zeichenwechsel) zu ihren Anfangswerten 
zurtickkehren. Wir fragen" welche Zeichenwechsel dabei in (35) auftreten 
mogen. Offenbar kann dies nur eine gerade Zahl von Zeichenwechseln sein, 
wir konnen aber auch jede vorgegebene Art von Zeichenwechseln, deren 
A.nzahl gerade ist, wirklich erzielen. Hierin liegt, was tiber die Irreduzibilitat 
gesagt wurde. 

§ 8. 

Anwendung auf Liniengeometrie. 

Die Anwendung der vorhergehenden Dberlegungen auf Liniengeometrie 
betrifft selbstverstandlich, wie in der Einleitung in Aussicht genommen, 
die Theorie der "konfokalen" Linienkomplexe zweiten Grades, welche in 
bekannter Weise durch das Gleichungssystem 

(36) 

dargestellt werden (wo sich die zweite Gleichung aus der ersten ergibt, 
indem man 2 = = setzt). Wir haben hier fUr n = 6, C1 · = ganz die 

Pramissen des vorigen Paragraphen. Die Elemente der ausgezeichneten Mm, 
die durch 25 = = gegeben ist, nennen wir gerade Linien, ihre R1 Strahl
biischel, die beiden Arten der ihr angehorigen R2 beziehungsweise Strahlen
biindel und Geradenfelder. Der einzelne durch (36) gegebene Komplex 
zweiten Grades hat mit einem Strahlbtischel, allgemein zu reden, zwei 
Strahlen gemein, mit einem Strahlenbtindel einen Kegel zweiter Ordnung, 
mit einem Geradenfeld eine Kurve zweiter Klasse. 

Wir rekurrieren jetzt auf Satz I des vorigen Paragraphen und haben 
sofort, indem wir zunachst e = 1 setzen: 

I'. J ede Raumgerade geh6rt acht Strahlbiischeln an, die dadurch 
definiert sind, dafJ sie mit jedem von zwei vorgegebenen Komplexen 

A = a~ 
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zwei zusammenfallende Strahlen gemein haben. Diese Strahlbilschel sind 
die Integrale der DifJerentialgleichungen 

(37) (v=o, 1,2), 

wo 

cp(2) = Il (2 -- kJ ·llu - ax). 
i=l 

Hierzu beachte man, daB, Satz II des vorigen Paragraphen zufolge, 
jedes Strahlbiischel von zwei der konfokalen Komplexe in dem erwahnten 
Sinne beriihrt wird, daB also, bei geeigneter Annahme von a l , a2 , jedes 
Strahlbiischel des Raume3 seine Darstellung durch (37) findet. 

Wir setzen ferner in Satz I des vorigen Paragraphen (} = 2, ziehen 
gleichzeitig Satz III heran und erhalten dag Theorem VOn der Gemeinsam
keit der Singularitatenfliiche Unserer Komplexe. In der Tat haben wir: 

I". Jede Raumgerade geh6rt vier Strahlenbiindeln und vier Geraden
feldern an, welche die Eigenschaft haben, mit jedem der konfokalen Kom
plexe einen in zwei Strahlbiischel zerfallenden Kegel zweiter Ordnung, 
bez. eine in zwei Strahlbiischel zerfallende K urve zweiter Klasse gemein 
zu haben. Diese Biindel bez. Felder sind durch folgende DifJerential
gleichungen definiert: 

(38) (v=O,l), 

wo 
6 

CPl (2) = II (2 - kJ 
i =1 

gesetzt ist und sich die verschiedenen Vorzeichenkombinationen auf die Biindel 
und Felder in der erlauterten Weise verteilen. Die Flache der Biindelmittel
punkte und die von den Felderebenen umhiillte Plache sind irreduzibel. 

Hier sind nUn die Differentialgleichungen (38) keine anderen, als die 
von Herrn Rohn aufgestellten, auf die in der Einleitung Bezug genommen 
wurde. Der Unterschied Unserer jetzigen Entwicklung gegeniiber der VOn 
Herrn Rohn gegebenen oder auch gegeniiber meiner eigenen [hier als 
XII. Aufsatz abgedrucktenJ Abhandlung (Dber Konfigurationen usw.) ist 
dabei der, daB jetzt nicht, wie dort, die Existenz der gemeinsamen 
Singularitatenflache Unserer Komplexe bereits als bekannt angesehen und 
nur die Richtigkeit der Differentialgleichungen bewiesen wird, daB viel
mehr die Existenz der gemeinsamen Singularitatenflache selbst aus den 
Differentialgleichungen erschlossen wird. Freilich bleibt bei Unserem jetzigen 
Gedankengange ein wichtiger Punkt noch unerledigt, dafJ namlich die Flache 
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der singular en Punkte mit der Flache der singularen Ebenen identisch 
ist, ich werde im folgenden Paragraphen hierauf zuriickkommen. -

Haben wir so den Anschlu.6 an die ersten Satze erreicht, die zu Be
ginn dieser Mitteilung vorangestellt wurden, so gelingt jetzt ohne Schwierig
keit auch der Dbergang zu dem eben dort genannten Theol'eme des Herrn 
Domsch. Wir haben zu dem Zwecke an die Entwicklungen des § 3 anzu
kniipfen, wobei wir uns aber darauf beschranken wollen, nur einen der 
Faktoren 2 - k;, namlich 2 - k6' durch einen willkiirlichen Faktor 2 - as 
zu ersetzen und diese Anderung auch nur an den Differentialgleichungen (37) 
anzubringen. Wir erhalten so die Gleichungen: 

4 " 

(39) lZl/ 6 ±AU'd,\ =0, (1'=0,1,2), 

u= V II (Au -lei)' II (A- a,,) 

i=1 ,,=1 

deren geometrische Interpretation verlangt wird. N ach den Erlauterungen 
des § 3 wird es sich jedenfalls darum handeln, da.6 die Raumgerade x eine 
einfach ausgedehnte quadratische Mannigfaltigkeit, d. h. eine Regelschar 
durchlauft, welche ungeandert bleibt, wenn man X6 im Vorzeichen andert. 
Letztere Eigenschaft aber la.6t sich auf Grund bekannter liniengeometrischer 
Entwicklungen geometrisch kurz dahin ausdriicken, da.6 die Erzeugenden 
unserer Regelschar paarweise in bezug auf den Komplex X6 = ° als kon
jugierte Polaren zusammengehoren, oder auch, was dasselbe ist, da.6 die 
konjugierte Regelschar, d. h. die zweite Erzeugung des von unserer Regel
schar iiberdeckten Hyperboloids, dem Komplexe X6 = ° angehOrt. 1m iibrigen 
wird, in Dbereinstimmung mit § 3, unsere Regelschar die drei Komplexe 
2 = ai' 2 = a2 , 2 = as je zweimal beriihren, d. h. mit jedem einzelnen 
derselben statt vier getrennter Strahlen zweimal zwei zusammenfallende 
Strahlen gemein haben. Wir finden das Theorem: 

II. Von jeder Raumgeraden aus erstrecken sich acht Regelscharen. 
welche die drei vorgegebenen Komplexe l = a 1 , 2 = ai' 2 = as je zweimal 
beruhren und dabei die Eigenschatt haben, da(J die von ihnen Uberdeckten 
Hyperboloide vermoge ihrer zweiten Erzeugung dem Komplexe X6 = ° ange
h01·en. Diese Regelscharen sind analytisch durch die Differentialglei
chungen (39) definiert. 

Der hiellmit gewonnene Satzsteht dem von Herrn Domsch gegebenen 
sehr nahe, aber er ist mit ihm noch nicht identisch. Herr Domsch operiert 
iiberhaupt nicht, wie wir hier, mit beliebigen Raumgeraden, sondern immer 
nur mit den Geraden eines bestimmten der sechs linearen Fundamental
komplexe, sagen wir mit den Geraden von Xl = 0. Dies hat zufolge, da.6 von 
den vier elliptischen Koordinaten der Raumgeraden eine (etwa 21 ) den kon
stanten Wert kl bekommt und aus der Reihe der Veranderlichen ausscheidet. 
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leh will der besseren Obersicht halber die ganze Reihe der hier entstehenden 
Satze anfiihren. Formel (37) findet ihr Analogon, indem wir schreiben: 

(40) ty =O,l), 

(wo neben fiinf Faktoren (1 - ki ) jetzt ein willkiirlicher, (1 - a l ), vor
handen ist), was uns von jeder geraden Linie des Komplexes Xl = 0 aus
laufend vier diesem Komplexe angeh6rige Strahlbuschel ergibt, welche den 
beliebig angenommenen Komplex 1 = a l ie einlach beruhren. Formel (38) 
scheidet aus dem Vergleich aus, weil in ( 40) unter der Quadratwurzel iiber
haupt nur ein willkiirlicher Faktor vorhanden ist und also nicht zwei weg
gelassen werden konnen, wie es der Fortschritt von (37) zu (38) verlangt. 

Das Gegenbild zu Formel (39) gewinnen wir, indem wir den in (40) 
auftretenden Faktor (1 -- k«) iiberall durch (1 - a2 ) ersetzen, unter a2 eine 
willkiirliche GroBe verstanden. Wir haben dann die Differentialgleichungen: 

4 ~ 

2) 11' ±l •. d<.. . ~ 0, 

a=2 II (Aa -ki )· II (A- a,,) 

(41) (y=o,l), 

i=2 x=l 

und linden ihnen entsprechend von ieder Linie des Komplexes Xl = 0 
auslaulend vier dem Komplexe Xl = 0 angeh6rige Regelscharen, welche 
die beliebig vorgegebenen Komplexe 1 = a l und 1 = a-a ie zweimal beruhren 
und deren koniugierte Regelscharen dem Komplexe Xu = 0 angeh6ren. 
Dies aber ist der Domschsche Satz. 

§ 9. 

Verallgemeinerung der Kummersehen FUicbe. 

Als besten Gewinn der vorangehenden Erorterungen betrachte ich, 
daB sich eine naturgemaBe Verallgemeinerung der Kummerschen Flache 
fiir den Fall hyperelliptischer Funktionen hOheren Geschlechtes darbietet. 
Die Kummersche Flache erscheint im vorhergehenden als der Inbegriff 
der 00 2 Strahlenbiindel, bez. 00 2 Geradenfelder, welche den hyperelliptischen 
Differentialgleichungen yom Geschlechte 2 geniigen: 

4 ,. 

(42) 2)±J.".dJ.a =O, (v=O,l), 
a=1 VrpO'a) 

6 

wo cp (1) das Produkt II (1 - ki ) bezeiehnet. 1st nun p > 2 gegeben, so 
i=1 
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werden WIr entsprechend n = 2p + 2 wahlen (so daB p = n;2 ist), zu

nachst eme der elliptischen Koordinaten konstant setzen: 

(43) 

und nun 

(44) 

An-l = 01 
die Differentialgleichungen hinschreiben: 

n-2 

~±A:.dA,,=O, ( )) ..::,.; y=O,l, ... ,(p-l, 
,,=1 Vrp(A,,) 

n 

wo If! (A) = II (A - kJ zu nehmen ist. Die irreduzibelen Mannigfaltig-
i=l 

keiten von zweimxl ooP Rp, welche die Mannigfaltigkeit (43) nach Satz 11 
und II I des § 7 den Differentialgleichungen (44) enlsprechend enthdlt, 
erscheinen uns als die Verallgemeinerungen der das eine Mal von Punkten 
gebildeten und das andere Mal von Ebenen umhullten Kummerschen 
Flache. An die Stelle der Zahl 4, welche Ordnung und Klasse der 
Kummerschen Flache angibt, tritt dabei die Zahl 2 n- 4• -

Hier nun wird es unabweisbar, zu diskutieren, warum die von den 
Punkten gebildete und die von den Ebenen umhiillte Kummersche Flache 
identisch sind. Wir werden den Beweis hierfur liefern mussen, indem wir 
von den elliptischen Linienkoordinaten A und den Differentialgleichungen ( 42) 
ausgehen, und zusehen, was die Dbertragung derselben Dberlegung auf den 
Fall groBerer Dimensionenzahl liefert. 

Der in Aussicht genommene Beweis gestaltet sich jedenfalls am ein
fachsten, indem wir aus (42) zeigen, daB aIle Linien, fur welche zwei A 
einander gleich werden (also etwa Al = A2 ist), gleichzeitig die von den 
singularen Punkten gebildete K u m mer sche Flache und die von den singu
laren Ebenen umhullte K ummersche Flache beruhren. Dies aber gelingt 
folgendermaBen. Ich will, um unnotige Unbestimmtheiten zu vermeiden, 
mir die Differentialgleichungen (42) hier so geschrieben denken, daB die 
Terme mit d Al das Pluszeichen haben. Setzen wir dann, indem A2 = Al 
genommen ist, 1f!(A2) = If! (AI)' so werden vier der acht zu unterscheiden
den Systeme von Differentialgleichungen lauten 

( 45a) 

vier andere aber folgendermaBen: 

( 45 b) (d 1.1 - d )'2) .){ + d 1.3 . A;' + d }'4 . },;' = 0, (y = 0, 1). 
V rp ()'1) - Vq;(4) - {;per;) 

Die vier Systeme der einen und der anderen Art verteilen sich dabei 
gleichformig auf die singuliiren Punkte und die singular en Ebenen, welche 
die Gerade A triigt: denn unter den Gleichungssystemen (45a) und (45b) 
sind gleichformig zwei mit einer geraden und zwei mit einer ungeraden 
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Zahl von Minuszeichen. Nun sage ich - und darin liegt unser Beweis - dafJ von 
den Gleichungen ( 45 b ) immer diejenigen beiden, welche durchaus entgegenge
setzte Vorzeichen haben, in ihrer geometrischen Bedeutung zusammenfallen (so 
daB also die Gleichungen ( 45 b ) nicht zwei auf der Geraden A befindliche Punkte 
und zwei durch sie hindurchgehende Ebenen vorstellen, sondern nur einen auf 
ihr befindlichen ( doppeltzahlenden ) Punkt und eine durch sie hindurchgehende 
(doppeltzahlende) Ebene). - In der Tat, ob ich beispielsweise schreibe: 

0= (cH1-dlg)J.i + dla·;'; + dl4 ·l: (1'=0,1) 
vrp (~) vrp ().s) vrp (l4) 

oder 
0= (d).l-dlg);': _ dls·;'; _ dl4·l: (v=0,1), 

vrp (ll) ljrp (ls) (q;(l4) 

kommt geometrisch auf dasseJbe hinaus. Denn die eine Gleichung geht 
aus der anderen hervor, wenn Al mit A'J vertausche, und dies ist eine fUr 
die geometrische Deutung irrelevante Operation. -

Wir wiederholen jetzt dieselbe Dberlegung an den Differentialglei
chungen (44). Wieder spalten wir die 2n- 3 Systeme von Differential
gleichungen, die in (44) eingeschlossen sind (und die sich auf 2 n-4. Systeme 
der einen Art und 2 n-4 der anderen Art nach der ZahI der Minuszeichen 

verteilen), fiir Al = A2 in 2n-4, welche den Term d~l + dlg .Ar, und in 
Vrp(ll) 

ebensoviele, welche den Term ~ ~~~ dlg • Ar enthalten. Von letzteren er-
Vrp(ll} 

schlieBen wir dann, daJ3 sie paarweise zu demselben doppeltzahlenden Rp 
gehOren. Wir haben also folgenden Satz, in welchem wir die gewiinschte 
Verallgemeinerung erblicken, wenn er auch der Form nach von dem ur
spriinglich fUr die K u m mer sche Flache aufgestellten Theoreme zunachst 
sehr verschieden erscheint: 

W iihrend sich von einem beliebigen Punkt unserer M annigfaltigkeit 
( 43) aus 2 n-4 getrennte Rp der einen und ebenso viele Rp der anderen Art 
erstrecken, die beziehungsweise den DiUerentialgleichungen (44) geniigen, 
fallen fur solche Punkte von (43), fur welche zwei A einander gleich sind, 
2n - 5 der genannten Rp der einen Art und ebenso viele der anderen Art 
zu 2n- 6 doppeltziihlenden Rp der einen, bez. der anderen Art zusammen. 

Ich unterlasse es, diesen Satz noch weiter zu verfolgen, insbesondere 
auch solche Punkte von (43) in Betracht zu ziehen, fiir welche mehrere A 
einander gIeich werden, will aber den Wunsch nicht unterdriicken, daB 
dies von anderer Seite geschehen moge. Was den Fall n = 4 angeht, so 
findet man die betreffenden Verhaltnisse in Bd. 5 der Math. Annalen, 
S. 295-296 [vgl. Abh. IX dieser Ausgabe, S. 145-147], auseinandergesetzt. 

Gottingen, im Oktober 1886. 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 15 



XIV. Notiz, betreffend den Zusammenhang der Linien
geometrie mit der Mechanik starrer Korper. 

[Math. Annalen, Bd. 4 (1871 ).] 

Mit den Betrachtungen der Pluckerschen Liniengeometrie stehen ge
wisse Probleme der Mechanik starrer Korper im engsten Zusammenhange, 
so namentlich die Aufgabe der Zusammensetzung beliebiger, auf einen 
starren Korper wirkender Krafte, und die Untersuchung der von einem 
starren Korper ausgefuhrten unendlich kleinen Bewegungen. 

Von einem sol chen Zusammenhange spricht Plucker bereits in der 
ersten gro13eren Mitteilung, die er uber seine neuen geometrischen For
schungen machte 1); bald darauf widmet er dessen Auseinandersetzung einen 
besonderen Aufsatz 2). Auf denselben Gegenstand beziehen sich einzelne 
Stellen seiner "Neuen Geometrie"3), besonders die Nummern 25 und 39. 

Plucker beabsichtigte, wie aus wiederholten Andeutungen in der 
"N euen Geometrie" ersichtlich, die Anwendung seiner geometrischen Prin
zipien auf Mechanik in einem gro13eren zusammenhangenden Werke, das der 
"Neuen Geometrie" nachfolgen sollte, auseinanderzusetzen. Da13 Plucker 
diese Absicht nicht mehr verwirklicht hat, ist urn so mehr zu bedauern, 
als die vorgenannten wenigen Stellen, wo er sich uber seine mechanischen 
Konzeptionen ausspricht, nur sehr kurz und schwer verstandlich, haufig 
auch unbestimmt sind. 1ch werde nun im nachstehenden zunachst in kurzem 
Referate den Zusammenhang der im Eingange genannten mechanischen 
Probleme mit der Liniengeometrie darlegen, sodann einige Punkte be
sprechen, die mir in der Pluckerschen Darstellung nicht ganz deutlich 
erscheinen. Hieran anknupfend, werde ich dann eine besondere Art physi
kalischen Zusammenhangs erortern, welche sich zwischen Krafte13ystemen 
und unendlich kleinen Bewegungen aufstellen la13t. 

1) On a New Geometry of Space. Phil. Trans. 1865, S. 725, vgl. Additional Note 
[Gesammelte Abhandlungen, Bd. 1.] 

2) Fundamental Views regarding Mechanics. 1866. S. 361. [Gesammelte Ab
handlungen, Bd. 1.] 

3) Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden Linie 
als Raumelement. Leipzig, B. G. Teubner. 1868/69. 
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§ l. 

Einiges tiber den Zusammenhang der Mechanik starrer Korper 
mit der Liniengeometrie. 

Da.B in der Tat zwischen der Liniengeometrie und der Mechanik starrer 
Korper ein intimer Zusammenhang besteht, um dies zu sehen, braucht man 
nur die geometrischen Betrachtungen tiber die Mechanik starrer Korper 
durchzugehen, wie sie von Poinsot, Mobius, Chasles u. a. angestellt 
worden sind 4). Man hat bei diesen Untersuchungen fortwahrend mit geo
metrischen Dingen zu tun, welche in der Liniengeometrie gleich anfangs und 
fundamental auftreten. Eine kurze Auseinandersetzung mag dies erlautern. 

Die fraglichen Betrachtungen beziehen sich wesentlich auf die bereits 
genannten zwei Aufgaben, deren eine die Zusammensetzung von Krii.ften 
behandelt, welche auf einen starren Korper wirken, wahrend die andere 
die unendlich kleinen Bewegungen untersucht, die ein starrer Korper voll
ftihrt. Beide Probleme sind gewisserma.Ben geometrisch identisch, insofern 
die Betrachtung unendlich kleiner Bewegllngen eines starren Korpers auf 
die Zusammensetzung unendlich kleiner Rotationen eines solchen zurtick
kommt und sich unendlieh kleine Rotationen naeh ganz derselben Regel 
wie Kralte, ndmlieh naeh der Regel vom Parallelogramm, z'usammen
setzen. Dabei tritt also der Begriff der Krait dem der unendlieh klein en 
Rotation als koordiniert 5) gegentiber. Alle Betrachtungen, die man hin
sichtlich Kriiften anstellt, welche auf einen starren Korper wirken, konnen 
in ganz gleicher Form fUr unendlich kleine Rotationen angestellt werden, 
die ein solcher Korper ausfUhrt, und umgekehrt. 

Irgendwie gegebene Krafte, welche einen starren Korper angreifen, 
konnen nun immer durch zwei Krafte 6) ersetzt werden, deren eine man 
nach einer beliebig angenommenen Geraden wirken lassen kann; worauf 

4) Vgl. bes. Mobius: Lehrbuch der Statik. Leipzig 1837. Teil I. [Werke, Bd. III.) 
In groBer V ollstandigkeit linden sich die betreffenden U nterBuch ungen in S c hell s Theorie 
der Bewegung und der Krafte. Leipzig 1870. [Vgl. hierzu, was die neuere Literatur 
anbetrifft, den Artikel von Timerding in der Enzyklopadie der Math. Wiss., Bd.4.] 

5) Diese Koordination von Kraft und Rotation ist nur eine mathematische, keine 
physikaliBche. V gl. § 4. 

6) Die Kraftepaare, welche in der Poinsotschen Theorie eine so wichtige Rolle 
spielen, sind dabei anzusehen als (unendlich kleine) Krii.fte, welche nach einer un
endlich fern en Geraden wirken. In der Tat haben die beiden Krafte eines Paares, 
wenn dieser Ausdruck gestattet ist, nach dem HebeJgesetze eine unendlich ferne (und 
dann unendlich kleine) Resultante. [So schon bei Culmann in der vierten Auflage 
seiner graphischen Statik (1864-1866).] 

Analogerweise sind in den Betrachtungen des Textes Translationen eines Korpers 
anzusehen als Rotationen um unendlich ferne Achsen. 

Kraftepaare und Translationen sind also in demselben Sinne koordiniert, wie 
Krafte und Rotationen. 

15 * 



228 Zur Liniengeometrie. 

denn die Gerade, nach der die andere Kraft wirkt, und die Intensitli.t 
beider Krafte gegeben sind. Ebenso 1iiJ3t sich jedes System unendlich 
kleiner Rotationen, oder, kiirzer gesagt, jede unendlich kleine Bewegung 
eines starren Korpers aus zwei unendlich kleinen Rotationen zusammen
setzen. Eine der Rotationsachsen kann dabei beliebig im Raume ange
nommen werden; dann ist die andere Achse und die GroBe der um beide 
stattfindenden Rotation bestimmt. Durch ein Krii1tesystem oder eine un
endlich kleine Bewegung werden Banach die Geraden des Raumes paar
weise konjugiert; bereits Mobius hat gezeigt 7), daB die gegenseitige Be
ziehung beider durch eine besondere Art dualer Verwandtschaft gegeben 
ist, derjenigen Art, die man nach v. Staudt als "Nullsystem" bezeichnet 
und die dadurch gegeniiber anderen dualen Verwandtschaften ausgezeichnet 
ist, daB jeder Punkt mit der ihm entsprechenden Ebene vereinigt liegt. 
1m Nullsysteme gibt es dreifach unendlich viele "Nullgerade", das sind 
solche Linien, welche mit ihren konjugierten zusammenfallen. AIle Linien, 
welche durch einen beliebigen Punkt in dessen entsprechender Ebene ver
laufen, sind Nullgerade, und sind die Nullgeraden auch umgekehrt dadurch 
vollstandig definiert, daB sie in der jedem ihrer Punkte entsprechenden 
Ebene liegen. - Will man eine der beiden Krii.£te, in welche ein ge
gebenes Kraftesystem zerlegt werden soIl, nach. einer Nullgeraden des he
treffenden N ullsystems wirken lassen, so wirkt auch die zweite Kraft nach 
derselben Nullgeraden. Die Intensitat beider Krii.£te wird unendlich groB 
und die Krii1te erscheinen entgegengesetzt gerichtet. Man hat es dann 
also mit einem Grenzfalle der allgemeinen Zerlegung des Krii.£tesystems in 
zwei Krafte zu tun, der nur, insoferu er Grenzfall ist, einen Sinn hat. 
Bei der Betrachtung unendlich kleiner Rotationen wiirde man ebenso, 
wenn man eine der heiden Rotationen, in die man das System zerlegen 
kann, urn eine Nullgerade des zugehorigen Nullsystems geschehen liiJ3t, zu 
einem fiir sich nicht verstandlichen Grenzfalle gelangen. Die Nullgeraden 
hahen in heiden Fallen auch noch eine weitere leicht angebbare Eigen
schaft. 1m Falle des Kraftesystems sind die Nullgeraden diejenigen LiIiien 
des Raumes, urn welche das Moment des Kraftesystems gleich Null ist; 
im Falle der unendlich kleinen Bewegung sind die N ullgeraden diejenigen 
Linien, welche senkrecht zu sich selbst versetzt werden, d. h. ohne eine 
V erschie bung parallel mit ihrer Richtung zu erfahren 8). 

Nun ist die dreifach unendliche Mannigfaltigkeit der Nullgeraden 
eine.s Nullsystems genau dasselbe, was Plucker als einen linearen Linien-

7) Crelles Journal, Bd.l0. Dber eine besondere Art dualer Verhiltnisse zwischen 
Figuren im Raume. [Werke, Bd. I.] 

8) Mobius, Statik. I. § 84 il. [Werke, Bd.3.] Chasles in den Comptes Rendus. 
1843. Sur les mouvements infiniment petits des corps. 
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komplex bezeichnet9) , d. h. also wie diejenige dreifach unendIiche Mannig. 
faltigkeit von Geraden, deren Koordinaten eine lineare Gleichung befriedigen. 

Ein beliebiges Kraftesystem, wie eine beliebige unendlich kleine Be
wegung ist 80nach jedesmal mit einem bestimmten linearen Komplexe in 
Verbindung gesetzt. Die Linien des Komplexes sind diejenigen Raum
geraden, in bezug auf welche das Kraftesystem kein Drehmoment hat, resp. 
welche bei der unendlich kleinen Bewegung senkrecht gegen sich selbst 
versetzt werden. Die durch den Komplex paarweise zugeordneten Geraden -
die konjugierten Polaren de8 Komplexe8 in der Pluckerschen Termino
logie 10) - sind diejenigen Linienpaare, nach denen zwei Krafte wirken 
konnen, welche dem gegebenen Kraftesystem aquivalent sind, bez. urn 
welche zwei unendlich kleine Rotationen geschehen konnen, die die gegeben.e 
unendlich kleine Bewegung ersetzen. 

Das beliebige Kraftesystem, resp. die beliebige unendlich kleine Be
wegung kann fur die geometrische Vorstellung geradezu durch den zuge
hOrigen linearen Komplex ersetzt werden. Man mull dabei im FaIle des 
Kra£tesystems nur von der absoluten Grolle der wirkenden Krafte absehen 
und aIle solchen Kraftesysteme als wesentlich identisch betrachten, die 
sich nur hinsichtlich ihrer Intensitat unterscheiden. Bei unendlich kleinen 
Bewegungen wird dem Begriffe des Unendlich-Kleinen entsprechend von 
vornherein von der absoluten GroBe abstrahiert, und es braucht eine soIche 
Abstraktion also nicht hier noch ausdriicklich eingefiihrt zu werden. 

Ein linearer Komplex kann insbesondere ein spezieller Komplex werden 11), 
d. h. in die Gesamtheit aller Geraden ubergehen, die eine feste Gerade schnei
den. Das mit dem Iinearen Komplexe gleichbedeutende KrMtesystem redu
ziert sich dementsprechend auf eine einzelne Kraft, die nach der festen 
Geraden wirkt; die mit dem linearen Komplexe gleichbedeutende unendlich 
kleine Bewegung auf eine Rotation, welche urn die feste Gerade geschieht. 

§ 2. 

Analytiscbe Darstellung. Koordinaten von Kraften und (unendlicb 
kleinen) Rotationen. Koordinaten von Kraftesystemen und (unendlicb 

klein en) Bewegungen. 

Man be weist die vorgetragenen Dinge am einfachsten, wenn man, nach 
dem Vorgange von Pliicker12), einer Kraft, resp. unendlich kleinen Rota
tion, geradezu Koordinaten erteilt, namlich dieselben Koordinaten, welche 

9) Vgl. Plucker. Neue Geometrie, Nr.29. 
10) Neue Geometrie, Nr. 28. 
11) Neue Geometrie, Nr.45. Dem entspricht, daB die Determinante des betr. 

NulIsvstems verschwindet. 
12) Vgl. Neue Geometrie, Nr.25. 
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die gerade Linie besitzt, nach welcher die Kraft wirkt, bez. urn welche 
die Rotation geschieht. 

Seien, unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, 
x, y, z und x', y', z' die Koordinaten zweier Punkte der zu bestimmenden 
Geraden, so erhalt ihre Verbindungslinie bei Pliicker als Koordinaten die 
relativen Werte der folgenden sechs Ausdriicke: 

eX = x - x', e Y = y - y' , e Z = z - z' , 
eL = yz' - y'z, eM = x'z - xz', eN = xy' - x'y. 

Dabei ist identisch: 
XL+YM+ZN=O, 

wodurch die relativen Werte der sechs GroBen X, Y, Z, L, M, N auf die 
zur Bestimmung einer Geraden notwendigen vier Konstanten zuriickkonlmen. 

Auf dieselben sechs Koordinaten kommt man bekanntlich, wenn man 
die Gerade nicht, wie vorstehend, als Verbindungslinie zweier Punkte, als 
einen Strahl, wie Pliicker sagt, sondern als Durchschnittslinie zweier 
Ebenen, als eine Achse, nach Pliickers Ausdrucksweise, auffaBt. - Wah
rend die mechanische Vorstellung der nach einer Geraden wirkenden Kraft 
mit der geometrischen der Geraden als Strahl verkniipft ist, ist es die 
mechanische der um eine Gerade geschehenden Rotation mit der geome
trischen der Geraden als Achse. 

Einer Kraft, die nach einer Geraden wirkt, bez. einer 'Unendlich 
kleinen Rotation, die 'Um eine solche geschieht, erteilen wir nun, geradez'U 
die secks GrofJen 

X, Y, Z, L, M, N 
als Koordinaten. 

Fiir Krafte kommt diese Koordinatenbestimmung, sobald man noch 
die absoluten Werte der sechs Koordinaten der Intensitat der Kraft pro
portional festlegt, auf die gtlwohnliche Art und Weise heraus, wie man 
Krafte in der Mechanik bezeichnet. X, Y, Z sind die Komponenten parallel 
zu den drei Koordinatenachsen, L, M, N die Drehungsmomente um die
selben Achsen. 

Eine solche Festlegung der absoluten Werte der Koordinaten hat bei 
einer unendlich kleinen Rotation so lange keinen Sinn, als man nicht eine 
(willkiirlich gewahlte) andere unendlich kleine Rotation als gleichzeitig mit 
ihr eintrettlnd ansieht, der man dann die Intensitat 1 erteilt. 

Krafte 'Und Rotationen, deren Koordinaten in dieser Weise absolute 
Werte bekommen haben, setzen sick n'Un z'Usammen, indem sich ihre 
Koordinaten addieren 13). 

13) Battaglini hat die sich hier ankniipfenden Dinge in einer Reihe von Auf
satzen in den Rendiconti und Atti der Akademie zu Neapel unter Zugrundelegung tetra-
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Dieser Satz sagt zunachst aus, daB alle Systeme von Kraften, bez. 
aIle Systeme von Rotationen, welche durch Addition der den einzelnen 
Kraften bez. Rotationen zugehOrigen Koordinaten dieselben sechs Werte 
ergeben, aquivalent sind. 

Diese durch Addition erhaltenen sechs Werte, welche wir als Koor
dinaten des Kriiftesystems bez. als Koordinaten der unendlich kleinen 
Bewegung ansprechen konnen, mogen heiBen: 

.:., H, Z, A, M, N. 

Es kann nun insbesondere sein: 

':'A+HM+ZN=O. 

Dann kann das Kraftesystem durch eine einzelne Kraft, die unendlich 
kleine Bewegung durch eine Rotation ersetzt werden, deren Koordinaten 
geradezu sind: 

X=.:., Y=H, Z=Z, L=A, M=M, N=N. 

1st aber die Bedingung 

':'A+HM+ZN=O 

nicht erfiillt, so kann man das Kraftesystem nur durch zwei Krafte, die 
unendlich kleine Bewegung nur durch zwei Rotationen ersetzen. Sind die 
Koordinaten der beiden Krafte, beziiglich der beiden Rotationen: 

x', Y', Z', L', M', N' 

so mu13 sem: 

und x" y" Z" L" Jtl" N" , , , , , , 

X'+X"=.:., 

L'+L'=A, 

y' + y" = H, 

M'+M"=M, 

Z' + Z" = Z, 
N'+N" = N. 

Gleichzeitig ist dann: 

X'L' + Y' M' + z' N' = 0, X" L" + Y" M" + Z" N" = O. 

Diese Gleichungen sagen nun aus, da(J die geraden Linien X', y', 
Z', L', M', N' und X", y", Z", L", M", N" konjugierte Polaren 8e~n 
80llen in bezug auf den linearen Komplex, dessen Gleichung ist 

AX+ MY + NZ + ':'L+ HM +ZN= O. 

Da sich in der "Neuen Geometrie" nicht gerade eine Stelle findet, 
aus der man dieses ohne wei teres ersehen kann, folge hier der kurze Beweis. 

edrischer Koordinaten ausgefiihrt. (In den Rendiconti vom Februar, Mai, August 1869, 
Mai 1870 und in den Atti, Bd 4, 1869.) 

Man vgl. auch Cayley: On the six Coordinates of a line. Cambridge Trans
actions. Bd. 9, 1868, bes. das Kapitel: Statical and Kinematical Applications, S. 25. 
[CoH. Papers, Bd. VII.] 
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L' , 

Zur Liniengeometrie. 

Die Bedingung, daB eine gerade Linie die feste Gerade X', y', Z', 
M', N' sehneide, ist: 

L'X +M'y +N'Z +X'L+ y'M +Z'N = o. 
Ebenso fiir die Gerade X", y", Z", L", M", N": 

L"X + M"y + N"Z + X"L + y"M +,Z"N = O. 

Dureh Addition beider Gleiehungen folgt: 

AX + MY + NZ+ =L+HM +ZN=O. 

Das heiBt: AIle Geraden, welche die beiden X', y', Z', L', M', N' und 
X " Y" Z" L" M" N" hn·d h·· d f I· h 1· K , , , , , sc el en, ge oren em rag Ie en mearen om-
plexe an. Das aber ist die charakteristische Eigenschaft14) der konjugierten 
Polaren, w. z. b. w. 

Die Koeffizienten 
= H, Z, A, M, N 

in der Gleichung des linearen Komplexes kann man geradezu als Koor
dinaten des linearen Komplexes 1D) bezeichnen. Es ist das darum geatattet. 
weil, wenn die sechs Koeffizienten insbesondere die Gleichung befriedigen: 

=A+HM+ZN=O, 

sie die Koordinaten desjenigen speziellen Komplexes sind, der dann durch. 
die gegebene lineare Gleichung 

AX + MY + NZ+ =L+ HM +ZN=O 

dargestellt wird, d. h. die Koordinaten derjenigen geraden Linie, welche 
von allen der Gleiehung geniigenden Geraden geschnitten wird. Es mull 
ja in der Tat die vorstehende Gleichung bestehen, damit sich zwei Gerade 
mit den Koordinaten=,H,Z,A,M,N und X,Y,Z,L,M,Nsdhneiden. 

Gebrauchen wir nun diesen Ausdruek: Koordinaten eines linearen 
Komplexes, gleiehgiiltig, ob der Komplex ein spezieller (eine gerade Linie) 
geworden ist oder nieht, so konnen wir, unabhangig davon, ob ein ge
gebenes Kraftesystem eine Resultante hat oder nicht, reap. ob eine ge
gebene unendlich kleine Bewegung sich auf eine Rotation reduziel't oder 
nicht, den Satz aussprechen: 

Das geometrische Bild fur ein Kriiftesystem, bez. eine unendlick. 
kleine Bewegung mit den Koordinaten: 

=, H,Z, A, M, N 

ist ein linearer Komplex, der dieselben Koordinaten besitzt. 

14) Neue Geometrie, Nr.28. 
15) V gl.: "Die allgemeine lineare Transformation der Linienkoordinaten". Math. 

Annalen, Bd. 2. [Siehe Abh. III dieser Ausgabe.] 



XIV. Zusammenhang der Liniengeometrie mit der Mechanik starrer Korper. 233 

§ 3. 

Besprechung einiger besonderer Punkte. 

Es sind nun einige Dinge, wie bereits im Eingange erwahnt, die 
In der von Pliicker gegebenen Darstellung des Zusammenhanges seiner 
Liniengeometrie mit der Mechanik starrer Korper, wie sie etwa in 
der 25. Nummer der "Neuen Geometrie" vorliegt, nicht ganz klar zu sein 
scheinen. 

Kraftesysteme und u'lendlich kleine Bewegungen konnen, nach dem 
Vorstehenden, beide unter demselben geometrischen Bilde, dem linearen 
Komplexe, vorgestellt werde'l. Ein und derselbe Komplex ist also einmal 
Bild eines Kraftesystems, das andere Mal Bild einer unendlich kleinen Be
wegung: ganz in demselben Sinne, wie ein und dieselbe gerade Linie (ein 
spezieller Komplex) einmal eine nach ihr wirkende Kraft, das andere 
Mal eine um sie stattfindende Rotation versinnlichte. Zwischen dem Krafte
system und der unendlich kleinen Bewegung, die sich auf denselben lineaten 
Komplex beziehen, besteht ebensowenig ein ursachlicher physikalischer Zu
sammenhang, als zwischen der Kraft, welche nach einer Geraden wirkt, 
und der Rotation, die um dieselbe Gerade stattfindet. 

Aber in der Pliickerschen Darstellung sieht es so aus, als wenn das 
Kraftesystem die Ursache der zugehOrigen (auf denselben linearen Komplex 
beziiglichen) unendlich kleinen Bewegung sei. Dementsprechend wird denn 
auch beides, als wesentlich identisch, mit dem einheitlichen N amen "Dyname" 
bezeichnet. 

Da.6 ein Kraftesystem und eine unendlich kleine Bewegung bei diesen 
Betraehtungen iiberhaupt nicht in einen ursachlichen Zusammenhang gesetzt 
werden konnen, ist daraus ersichtlich, da.6 bei einem gegebenen Krafte
system doch nur dann eine bestimmte Bewegung des starren Korpers er
folgt, wenn derselbe eine Masse, einen Schwerpunkt, ein Tragheitsellipsoid 
usw. besitzt. Durch einen bestimmten starren Korper, dessen Masse usw. 
ein fiir allemal gegeben ist, wird also allerdings jedem KrMtesystem eine 
bestimmte unendlich kleine Bewegung, die seine Wirkung ist, koordiniert 16). 

Solange man aber nul.' schlechthin von einem starren Korper spricht, 
dessen Massenverteilung gar nicht in Betracht kommt, kann von einer 
ursachlichen Zuordnung iiberhaupt nicht die Rede sein. 

Es entsteht dabei die Frage, ob nicht eine andere Art physikalischen 

16) Da sowohl das Kriiftesystem als die unendlich kleine Bewegung durch einen 
linearen Komplex ersetzt werden konnen, so begriindet jeder starre Korper von ge
gegebener Massenverteilung eine besondere Art riiumlicher Verwandtschaft, bei welcher 
jedem linearen Komplexe ein zweiter zugeordnet ist. Fiir Korper, deren Triigheits
ellipsoid eine Kugel ist, wird die Verwandtschaft geradezu die Polarreziprozitiit hin
sichtlich einer um den Schwerpunkt des Korpers herumgelegten Kugel. 



234 Zur Liniengeometrie. 

Zusammenhanges zwischen Kraftesystemen und unendlich kleinen Be
wegungen obwaltet, auf den die mathematische Koordination der beiden 
Dinge zurUckzufiihren ware. Davon solI in den nachsten Paragraphen ge
handelt werden. 

Ein weiterer Punkt, der in der Pliickerschen Darstellung nicht ganz 
deutlich scheint, ist der folgende, der iibrigens mit dem erwahnten nahe 
zusammenhangt. 

Wenn wir von einer Kraft sprechen, so kniipft das an die geometrische 
V orstellung der Geraden als einer Punktreihe, als eines Strahles, an. Da
gegen, wenn eine (unendlich kleine) Rotation um eine Gerade stattfindet, 
so fassen wir die Gerade als ein Ebenenbiischel, als eine Achse. An eine 
Achse die Vorstellung einer Kraft anzukniipfen, d. h. also eine Kraft sich 
zu denken, welche einen frei beweglichen starren Korper um eine be8timmte 
Gerade drehen will, ist ebenso unmoglich, wie mit einem Strahl die Vor
stellung einer unendlich kleinen Bewegung zu verbinden, die dann den 
Korper nach einer einzelnen, bestimmten Geraden verschieben mii.l3te. Eine 
Drehkraft, d. h. ein Kraftepaar, hat nicht eine Achse, sondern unendlich viele, 
deren Richtung allein gegeben ist; ebenso verschiebt eine Translation nicht 
einen einzelnen Strahl in sich, sondern gleichzeitig aIle parallelen Strahlen. 
Man kann also auch nicht die geometrische Vorstellung einer Achse mit 
der mechanischen einer Drehkraft, die geometrische Vorstellung eines 
Strahles mit der mechanischen einer Translation verkniipfen. Es kann nar 
die Rede sein von Kraften, die nach geraden Linien wirken und von Be
wegungen, die um solche geschehen. Dies tritt bei Pliicker nicht deutlich 
hervor; Pliicker spricht meist von Kraften und Rotationen, dann aber 
auch wieder von Translationen und Drehkraften, und hat es an einzelnen 
Stellell den Anschein, als ware jede Kraft mit einer Translation, jede 
Drehkraft mit einer Rotation arsachlich verkniipft. 

DaI3 man nur von Kraften sprechen kann, welche nach geraden Limen 
wirken, nar von Bewegungen, die um solche geschehen, kommt auf den 
undualistischen Charakter zuriick, den iiberhaupt unsere MaI3bestimmung 
besitzt. Dieselbe bezieht sich bekanntlich auf eine ebene Kurve zweiten 
Grades, den unendlich weit entfernten imaginaren Kreis. Man kann nun 
aber nach dem Vorgange von Oayley17) eine allgemeinere MaI3bestimmung 
konzipieren, bei welcher eine allgemeine Flache zweiten Grades dieselbe 
Rolle spielt, wie sonst die genannte ebene Kurve. Fiihrt man eine solche 
MaI3bestimmung ein und ersetzt gleichzeitig die sechsfach unendlich vielen 
Bewegungen unseres Raumes durch ebenso viele lineare Transformationen, 

17) Vgl. Cayley. A sixth Memoir upon Quantics. Phil. Trans. 1859. [CoD. Papers, 
Ed. II.] Sodann: Salmons Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Kap. XXII (der 
Fie dIe r Bohen tJbersetzung). 
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welche die fundamentale Flache zweiten Grades unverandert lassen18): -

so kann man gleichmii..l3ig von Kriiften sprechen, die nach Geraden und 
die um Gerade wirken, und von Bewegungen, die um Gerade und nach 
Geraden geschehen. Es wiirden aber beide Arten von Kraften und beide 
Arten von Bewegungen gleichbedeutend sein. Eine Drehung um eine Ge
rade ist dann dasselbe, wie eine Verschiebung nach der ihr in bezug auf 
die. fundamentale Flache zweiten Grades konjugierten Polare. Ebenso eine 
Kraft, die nach einer Geraden wirkt, dasselbe, wie eine Kraft, die um 
deren konjugierte Polare zu drehen bestrebt ist. 

Ein dritter Punkt, der bei Pliicker wenigstens nicht ausdriicklich 
hervorgehoben ist, ist der, daI3 man nur unendlich kleine Rotationen, 
iiberhaupt unendlich kleine Bewegungen in Betracht ziehen darf Endliche 
Bewegungen setzen sich ja in anderer Weise zusammen, als unendlich kleine, 
es ist z. B. die Aufeinanderfolge bei der Zusammensetzung nicht gleich
giiltig, wahrend es bei unendlich kleinen Bewegungen, ebenso wie bei der 
Zusammensetzung von Krii.ften, auf die Reihenfolge nicht ankommt. 

§ 4. 

Vber die Art des physikalischen Zusammenhanges zwischen Kriifte
systemen und unendlieh kleinen Bewegungen. 

Es laI3t sich nun in der Tat ein physikalischer Zusammenhang zwischen 
Kraftesystemen und unendlich kleinen Bewegungen angeben, welcher es 
erklart, wieso die beiden Dinge mathematisch koordiniert auftreten. Diese 
Beziehung ist nicht von der Art, da/3 sie jedem Kraftesystem eine einzelne 
unendlich kleine Bewegung zuordnet, sondern sie ist anderer Art, sie ist 
eine duali8ti8che. 

Es sei ein Kraftesystem mit den Koordinaten 

.:., H, Z, A, M, N 
und eme unendlich kleine Bewegung mit den Koordinaten 

=.', H', Z', A', M', N' 

18) Eine Fliiche zweiten Grades geht durch sechsfach unendlich viele lineare 
Transformationen in sich iiber. Aber dieselben sQndern sich in zwei sechsfach un
endliche Mannigfaltigkeiten. Rei den Transformationen der einen MannigfaZtigkeit 
bleiben die beiden Systeme geradliniger Erzeugender der Flache ungeandert, bei den 77-a'fl8-
formationen der zweiten MannigfaZtigkeit vertauschen sich die beiden Systeme gege'fl8eitig. 
Die Transformationen der ersten Mannigfaltigkeit sind im Texte gemeint; sie gehen, 
wenn die Fg allmiihlich in den unendlich weiten imaginiiren Kreis iibergeht, a1lmiihlich 
in die sechsfach unendlich vielen Bewegungen des Raumes iiber. - Bei einer niichBten 
Gelegenheit denke ich zu zeigen, wie die im Texte erwiihnte Cayleysche MaBbestim
mung unter Hinzunahme dieser sechsfach unendlich vielen Tranaformationen genau zu 
denselben geometrischen Vorstellungen hinleitet, wie sie von einem ganz anderen Aus
gangspunkte aus, Lobatchewsky und Bolyai entwickelt haben. 
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gegeben, wobei man die Koordinaten in der in § 2 besprochenen Weise 
absolut bestimmt haben mag. Dann reprasentiert, wie hier nicht weiter 
nachgewiesen werden soIl, der A usdruck 

A'=, + M'H + N'Z + =.' A + H'M + Z'N 

das Quantum von Arbeit, welche das gegebene Kraftesystem bei Eintritt 
der gegebenen unendlich kleinen Bewegung leistet. 

1st insbesondere: 

A'=, + M'H + N'Z + =.' A + H'M + Z'N = 0, 

so lei stet das gegebene Kraftesystem bei Eintritt der gegebenen unendlich 
kleinen Bewegung keine Arbeit. 

Diese Gleichung nun reprasentiert uns, indem wir einmal =., H, Z, A, 
M, N, das andere Mal =.', H', Z', A', M', N' als veranderlich betrachten, 
den Zusammenhang zwischen Kraftesystemen und unendlich kleinen Be
wegungen. 

Betrachten wir =., H, Z, A, M, N als veranderlich, so sagt die 
Gleichung aus: Es gibt vierfach unendlich viele Kraftesysteme 20), welche 
bei einer gegebenen unendlich kleinen Bewegung keine Arbeit leisten. 
Ihre Koordinaten haben eine homogene lineare Gleichung zu befriedigen. 
Das kann man auch so aussprechen: 

Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Koordinaten 
eines Kra/tesystems wird eine unendlich kleine Bewegung dargestellt; 
ganz in demselben Sinne, wie etwa in der analytischen Geometrie durch 
eine homogene lineare Gleichung zwischen Punktkoordinaten, welche a.us
sagt, daB die Entfernung eines Punktes von einer gewissen Ebene gleich 
Null sein soIl, diese gewisse Ebene dargestellt wird. 

Betrachten wir dagegen =.', H', Z', A', M', N' als veriinderlich, so 
sagt unsere Gleichung aus: Es gibt vierfach unendlich viele unendlich kleine 
Bewegungen, bei deren Eintritt ein gegebenes Kraftsystem keine Arbeit 
leistet. Ihre Koordinaten geniigen einer homogenen linearen Gleichung. 
Anders ausgedriickt: 

19) [Die Analogie zwischen Konfigurationen und unendlich kleinen Bewegungen 
wird schon von Rodrigues in seiner groBen Abhandlung: Les lois geometriques qui 
regissent Ie deplacement d'un systeme solide etc. (Liouvilles Journal, Bd. 5, 1840) 
in allgemeiner Gedankenwendung auf daB Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten 
zuriickgefiihrt. Bei Cayley finden sich dann (in dem schon genannten Aufsatze 
iiber die sechs Koordinaten einer geraden Linie) ahnliche analytische Formeln, wie 
hier im Texte. Es fehlen nur die Ausfiihrungen iiber die Geometrie der linearen 
Koroplexe. 

Siehe iibrigens, was die Weiterfiihrung der Betrachtungen angeht, den unten 
folgenden Aufsatz XXX.] 

20) Diejenigen als identisch betrachtet, die sich nur hinsichtlich des absoluten 
Wertes ihrer Koorrlinaten unterscheiden. 
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Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Koordinaten 
einer unendlich kleinen Bewegung wird ein K rii/tesystem dargestellt, 
ganz dem entsprechend, wie, wenn wir bei dem eben angezogenen Bei
spiele aus der analytischen Geometrie bleiben, durch eine lineare Gleichung 
zwischen Ebenenkoordinaten ein Punkt dargestellt wird. 

Das geometrische Substrat fur die hiermit auseinandergesetzte Dualitiit 
zwischen Kriijtesystemen und unendlich kleinen Bewegungen bildet die 
doppelte Art und Weise. wie sich in der Liniengeometrie aIle Begriffe 
fassen lassen, wenn man yom linearen Komplexe als Raumelement aus
geht 21). Ein linearer Komplex ist dann gleichzeitig Raumelement, anderer
seits das durch eine lineare Gleichung dargestellte Gebilde. Die Gleichung: 

A' =. + M' H + N' Z + =. 'A + H' M + Z' N = 0, 

in der nunmehr =., H, Z, A, M, N und =.', H', Z', A', M', N' die Koor
dinaten zweier linearer Komplexe bedeuten solien, sagt eine zwischen den
selben geltende Beziehl1llg aus, die ich als involutorische Lage derselben 
bezeichne 22). Was man unter der involutorischen Lage zweier linearer 
Komplexe geometrisch zu verstehen hat, ist vielleicht am einfachsten so 
auseinander zu setzen. Jedem Punkte des Raumes entspricht im ersten 
Komplexe eine Ebene, dieser Ebene im zweiten Komplexe ein Punkt. Auf 
denselben Punkt kommt man bei involutorischer Lage der beiden Kom
plexe, wenn man die Ebene betrachtet, die dem anfiinglich gewahlten 
Punkte im zweiten Komplexe entspricht und nun den Punkt sucht, der 
dieser Ebene im ersten Komplexe zugehOrt. Die mit den beiden Kom
plexen verknupften dual en Umformungen des Raumes sind also mitein
ander vertauschbar. - 1st einer der beiden Komplexe ein spezieller, d. h. 
eine Gerade, so tritt die involutorische Lage dann ein, wenn die Gerade 
dem anderen Komplexe angehOrt. Sind beide Komplexe Gerade, so ist 
die involutorische Lage mit dem Schneiden der beiden Geraden gleich
bedeutend. 

Ein linearer Komplex kann nach dem Gesagten entweder als Raum
element oder als die vierfach unendliche Mannigfaltigkeit der mit ihm in 
Involuti<?n liegenden Komplexe aufgefa13t werden. 

Geben wir dem lmearen Komplexe die mechanische Bedeutung erner 
unendlich kleinen Bewegung, so reprasentieren die vierfach unendlich vielen 

21) Ich habe diese geometrischen Betrachtungen in dem bereits zitierten Auf
satze: "Die allgemeine lineare Transformation der Linienkoordinaten". Math. AnD., 
Bd. 2 [siehe Abh. III dieser Ausgabe 1 des weiteren Itusgefiihrt. 

22) Auf die involutorische Lage zweier linearer Komplexe kommt auch Herr 
Battaglini in den genannten Aufsatzen; er bezeichnet sie als "harmonische Lage" 
zweier Komplexe. Das Wort "Involution" wird von ihm gebraucht, urn Mannig. 
faltigkeiten zu bezeichnen, die von Pararnetern linear abhangen. 
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mit ihm in Involution liegenden Komplexe diejenigen Kraftsysteme, welche 
bei Eintritt der unendlich kleinen Bewegung keine Arbeit leisten. Um~ 

gekehrt: kniipfen wir an den linearen Komplex die mechanische V orstellung 
eines Kraftesystems, so stellen die vierlach unendlich vielen mit ihm in 
Involution liegenden Komplexe diejenigen unendlich kleinen Bewegungen 
dar, bei denen das Kraftsystem keine Arbeit leistet. 

Dnter den vierlach unendlich vielen mit einem linearen KOl1lplexe 
in Involution liegenden Komplexen finden sich auch, wie bereits gesagt, 
die dreifach unendlich vielen ihm angehOrigen geraden Linien. FUr sie 
konnen wir insbesondere die vorstehenden beiden Sli.tze aussprechen. Die
selben werden dann gleichbedeutend mit den beiden in § 1 genannten 
Sli.tzen, die so lauteten: Wenn ein linearer Komplex das Bild eines Krjj.fte
systems oder einer unendlich kleinen Bewegung ist, so sind die ihm an
gehOrigen Geraden diejenigen Linien des Raumes, in bezug auf welche das 
Krli.ftesystem kein Drehmoment hat, resp. welche bei der unendlich kleinen 
Bewegung senkrecht gegen sich selbst versetzt werden. 

Gottingen, im Juni 1871. 

[Der Aufsatz XIV ist hier an den Sohlull des liniengeometrisohen Teils gestel1t, 
weil er, in § 3, meine erste Mitteilung tiber die Bedeutung der Cayleysohen Mall
bestimmung fiir die Nioht-Euklidisohe Geometrie enthalt und damit einen nattirliohen 
Ubergang zu den Untersuohungen tiber die Grundlagen der Geometrie bildet. Die 
von mir im § 3 angeregte Fragestellung ist bald darauf von Herrn Lindemann, 
der Herbst 1872 mit mir naoh Erlangen ging, in seiner Dissertation (Uber unendlioh
kleine Bewegungen und tiber Kraftsysteme bei allgemeiner projektivisoher MaS
bestimmung, Math. Ann. Bd. 7, 1873) ausfiihrlioh behandelt worden. K.] 
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Vorbemerkungen zu den Arbeiten fiber die Grundlagen 
der Geometrie. 

Den autobiographischen Notizen von S.50-52 habe ich hier vorweg noch nach 
'Zutragen, daB ich im September 1873 an der damals in Bradford stattfindenden 
Tagung der British Association for the Advancement of Science teilgenommen habe. 
Ich habe damals die wertvollsten personlichen Beziehungen nicht nur zu Cayley und 
Sylves.ter, sondern namentlich auch zu R. Ball und W. K. Clifford gewonnen. 
Gleich am ersten Vormittitg trug Ball iiber seine Theorie der Korreziprokalschrauben, 
Clifford iiber seine Flache "vom KriimmungsmaBe Null aber endlicher Ausdehnung" 
"Vor. Ich erkannte natiirlich sofort, daB es sich bei Ball um meine Theorie der 
Fundamentalkomplexe, bei Clifford um eine wesentliche Weiterfiihrung meiner Ideen 
iiber elliptische MaBbestimmung handele. Eingehende personliche Besprechungen 
stellten bald die Beziehung vollig klar und haben auf meine spateren Arbeiten einen 
nachhaltigen EinfluB geiibt. Clifford hat damals nur den Titel seines Vortrags ver
offentlicht und, was er spater dariiber publizierte, ist auch so kurz gefal3t, daB es 
kaum verstandlich war und jedenfalls wirkungslos bIieb. Um so lieber bin ich spater, 
'Rls ich eine zusammenfassende Vorlesung iiber Nicht-Euklidische Geometrie hielt (1889 
bis 90) und in dem daran ankniipfenden Aufsatz in Bd.37 der Math. Annalen (1890) 
ausfiihrlich darauf zuriickgekommen. (Siehe unten Abh. XXI.) Auf die Ballsche 
Theorie bin ich erst 1901 genauer eingegangen, als Balls Theory of screws in zweiter 
Auflage vorlag. (Man vgI. unten Abh. XXIX.) 

1m iibrigen moge hier noch eine prinzipielle Bemerkung zur projektiven Grund
legung der Nicht-Euklidischen Geometrie Platz finden. 

Ich bemerkte bereits auf S. 52, daB ich den v. Staudtschen Aufbau der pro
jektiven Geometrie nur durch die fortgesetzten Unterhaltungen mit Stolz habe 
kennen Iernen. Infolgedessen hat sich in meine bez. Darlegungen eine merkwiirdige 
historische Ungenauigkeit eingeschlichen. In den §§ 19, 20, 21 des zweiten Heftes seiner 
"Beitrage zur Geometrie der Lage" (1857) gibt v. Staudt bekanntlich Regeln, um 
zwei Wiirfe zu addieren und zu multiplizieren, bez. einen Wurf zu potenzieren. Diese 
Regein stimmen formal mit den gleichbenannten, die sich auf Zahlen beziehen, voll
kommen iiberein. Danach war mir nicht zweifelhaft - und es wird das heutzutage 
jedem modernen Mathematiker selbstverstandlich erscheinen -, daB v. Staudt seinen 
Wiirfen unmittelbar Zahlenwerte zugeordnet habe. Aber dies ist merkwiirdigerweise 
nicht richtig. Vielmehr vollzieht er die Zuordnung in § 27 I. c. nur durch Zwischen
schieben der gewohnlichen Euklidischen MaBbestimmun,g (des Euklidischen MaBes auf 
der geraden Linie)! Die Angabe, welche ich im Text der Abh. XVI (§ 17) mache, 
daB sich bei v. Staudt "die notigen Materialien finden, um ein Doppelverhiiltnis als eine 
reine Zahl zu definieren", ist richtig, der Hinweis auf § 27 in der zugehorigen FuBnote 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. L 16 
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falsch '). Von hier aus sind hinsichtlich der Berechtigung und derTragweite meiner anschlie
Benden Betrachtungen gewisse MiBverstandnisse entstanden, die ich vorab aufklaren will: 

1. Bei Cayley und bei Ball habe ich nie den Argwohn iiberwinden konnen, 
daB es sich bei meinen Darlegungen um einen ZirkelschluB handele £ erst werden die 
Doppelverhiiltnisse metrisch eingefiihrt und dann auf sie die Metrik der projektiven 
Geometrie gegriindet!). Ich habe die betreffenden AuBerungen in der Abh. XXI, S.354, 
abgedruckt und bin eben zur Klarstellung dort (im dritten Abschnitt) auf die rein pro
jektive Einfiihrung der Zahlenskala auf der geraden Linie eingegangen. Die rationalen 
Zahlen, welche bei der Anfertigung einer solchen Skala den jeweils durch die Konstruktion 
erreichten Punkten beigelegt werden, sind sozusagen Ordnungszahlen (keine Kardi-
nalzahlen, wie beim gewohnlichen Messen). Man kann zwar von einem Segment ab 
sprechen, aber nicht sagen, ob ein solches Segment "klein" oder "groB" sei. Ein 
zweites Segment cd kann nur dann ~ ab genannt werden, wenn es ab umfaBt, bez. 
in a b enthalten ist. 

2. Von anderer Seite ist die in Betracht kommende Einfiihrung der Zahlen Chez. 
der Koordinaten) in die projektive Geometrie nicht heanstandet, sondern einfach 
nicht beachtet worden. Man spricht dann nioht von einer Neubegriindung der Eukli
disohen oder Nioht-Euklidischen Metrik auf projektiver Grundlage, sondern von einer 
"Interpretation" der Nicht-Euklidischen Geometrie mit Hilfe der Cayleyschen MaB
bestimmung (oder geradezu von einer Abbildung des Nicht-Euklidischen Raumes auf 
den Euklidischen). Ich muB hier gegen alle diese Ausdrucksweisen, die sich - nicht 
iiberall, aber doch immer wieder - in den Lehrbiichern finden, lebhafte Verwahrung 
einlegen. Eine Abbildung zunachst der Lob a t s c hew sky schen Ebene auf die 
Cay ley sche mit reellem Fundamentalkegelschnitt (der speziell als gewohnlieher Kreis 
angenommen wird) hat schon, ohne freilich damaIs die Beziehung zu Cayley zu 
kennen, Beltrami in seinem "Saggio di interpretazione della geometria non euclidea" 
in Bd. 6 des Giornale di Matematiche (1868), (Werke Bd. I, XXIV, S. 382) 
gegeben. In seiner bald darauf folgenden "Teoria fondamentale degli spazii di cur
vatura costante" (Annali di Matematica (2), 2, 1868-69 = Werke Bd. I, XXV) dehnt 
er diese Abbildung sodann auf beliebige Nicht-Euklidische Raume aus. Wie fern ihm 
aber dabei die folgeriehtige projektive Auffassung lag, geht daraus hervor, daB er 
eben dort an der Behauptung festgehalten hat, es konnte, im Falle positiven Kriim
mungsmaBes, die Verbindungsgerade zweier Punkte unter Umstanden unbestimmt 
werden (spharische Geometrie). Siehe Beltramis Werke Bd. I, S. 428. 

Ich erwahne schlieBlich die Stellung meiner ersten Nicht-Euklidischen Arbeiten 
zu einer damals unbekannten aber spater oft zitierten, sehr knapp gefaBten Jugend
arbeit von Laguerre (Sur la theorie des foyers, Nouvelles Annales 1853; Werke II, 
S.4-15). Der Abstand zweier Punkte und damit der Winkel zweier Geraden (in 
der Ebene) wird bei mir als der mit einer Konstanten multiplizierte Logarithmus 
eines Doppelverhaltnisses definiert. Nun kommen auch bei Laguerre fiir die Winkel 
solche Logarithmen vor. Ieh zitiere genau, was er dariiber hat drucken lassen (S. 12, 
13 von Bd. II der Werke). Es sind nur die folgenden Zeilen: 

4. "Probleme. - Un systeme d'angles A, B, 0, ., ., situes dans un plan, etant lies 
par une equation quelconque F ( .A, B, 0, . . .) = 0, trouver Za relation qui lie les 
angles correspondants A', B', 0', .•. , quand on trans/orme la figure homographiquement.« 

') Die erste genauere Durchfiihrung des richtigen abstrakten Gedankenganges 
scheint sich in Pasch, "Vorlesungen iiber Neuere Geometrie" (1882, § 21 daselbst) zu 
tinden. Ich selbst habe in meiner Vorlesung von 1889-90 [siehe unten Abh. XXI] die ein
fachere Darstellung gewiihlt, daB ich nach beliebiger Annahme dreier Koordinatengrund
punkte auf der geraden Linie gleich die Werte der zugehorigen "Abszissen" einfiihtte 
- eine Darstellung, die allerdings mehr auf die Erlauterung dieser abstrakten Be
griindungsweise hinzieIte, als auf eine genau gegliederte Durchfiihrung derselben. 
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»Solution. - Soient P, Q les deux points correspondants, sur la seconde figure, 
aux deux points qui, dans la premiere figure, sont situes respectivement sur la droite 
de l'infini et sur les deux droites y = xi, y = - xi.« 

»Les deux cotes de l'angles A' dans la seconde figure et les droites A' P, A' Q 
formeront un faisceau dont nous designerons Ie rapport anharmoniqne par a; designons 
de meme par b, c, d, . . . les rapports correspondants aux autres angles, la relation 
cherchee est 

(1) F(2~~1' 27~1' 21~g~1"") = 0, 

la caracteristique log designant Ie logarithme neperien.« 

Die hiermit reproduzierte Stelle von Laguerre bedeutet zweifellos einen groBen 
Fortschritt in der Einordnung der gewohnlichen metrischen Geometrie in die projektive. 
Aber eine neue Definition des (Euklidischen) Winkels zu geben, lag ihm augenschein
lich ganz fern. Man beachte nur, daB das zweite Heft der "Beitriige" von Staudt's 
welches die selbstandige Begriindung der projektiven Geometric in die Wege leitete, 
erst 1857 erschienen ist. -

Ein Wort noch iiber den Stetigkeitsbegriff in der gewohnlichen projektiven Geo
metrie, an den in den folgenden Abhandlungen von verschiedenen Seiten heran
getreten wird. 

Die Stetigkeitseigenschaften, die man den Grundgebilden 1. Stufe beizulegen hat, 
sind von denjenigen des Inbegriffs der rationalen und irrationalen reellen Zahlen 
insofern verschieden, als der Wert 00 seine Sonderstellung verliert. Der Begriff der 
"Umgebung" eines Elementes bleibt erhalten. Ist eine unendliche Menge von Elementen 
gegeben, so heiBt 0 ein Grenzelement der Menge, wenn sich in jeder Umgebung von 
o immer wieder ein Element der Menge aufweisen laBt. y heiBt eine stetige Funktion 
von x, wenn dem Grenzelement irgendeiner Menge Xl' X 2' ••• das Grenzelement der 
entsprechenden Elemente Yt> Y2' ..• entspricht. Der Begriff der gleichmaBigen Stetig
keit fallt daher fort, oder vielmehr' er riickt in zweite Linie. Denn zwei Intervalle 

12 und 34 konnen, wie schon oben gesagt, zunachst nur insofern in der Beziehung ~ 
stehen, als das eine ein Stiick des andern ist. Die Vergleichbarkeit zweier auseinander 
liegender Intervalle hinsichtlich ihrer "GroBe" tritt erst ein, wenn man, was natiirlich 
in jedem Augenblicke freisteht, auf dem Grundgebilde irgendwelche projektive MaB-
bestimmung einfiihrt, bei der die Intervalle 12 und 34 beide eine endliche Ausdehnung 
erhaIten. K. 

16* 



xv. Dber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. 
Vorgelegt von A. Cl e b s c h. 

[Nachrichten von der KgI. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Nr. 17, 
(30. August 1871 ).1 

Die nachstehenden Erorternngen beziehen sich auf die sogenannte 
Nicht-Euklidische Geometrie von Gaua, Lobatschewsky, Bolyai und die 
verwandten Betrachtungen, welche von Riemann und von Helmholtz 
tiber die Grnndlage un serer geometrischen Vorstellungen angestellt worden 
sind. Sie sollen indes nicht etwa die philosophischen Spekulationen 
weiterverfolgen, welche zu den genannten Arbeiten hingeleitet haben; 
vielmehr ist ihr Zweck, die mathematischen Resultate dieser Arbeiten, so 
weit sie sich auf Parallentheorie beziehen, in einer neuen, anschaulichen 
Weise darzulegen und einem allgemeinen deutlichen Verstandnisse zugang
lich zu machen. Der Weg hierzu ftihrt durch die projektivische Geometrie, 
deren Unabhangigkeit von der Frage nach der Parallelentheorie dargetan 
wird. Nun kann man, nach dem Vorgange von Cayley, eine allgemeine 
projektivische Maabestimmung konstrnieren, welche sich auf eine beliebig 
anzunehmende Flache zweiten Grades als sogenannte Fundamentalfiache 
bezieht. Diese projektivische Maabestimmung ergibt, je nach der Art der 
dabei benutzten Flache zweiten Grades, ein Bild flir die verschiedenen in 
den vorgenannten Arbeiten aufgestellten Parallelentheorien. Aber sie ist 
nicht nur ein Bild flir dieselben, sondern sie deckt geradezu deren inneres 
Wesen auf. -

I. Die verschiedenen Parallelentheorien. 

Das elfte Axiom des Euklid ist, wie bekannt, mit dem Satze gleich
bedeutend, daa die Summe der Winkel im Dreiecke gleich zwei Rechten 
sei. Nun gelang es Legendre zu beweisen1), daB die Winkelsumme im 
Dreiecke nicht groBer sein kann, als zwei Rechte; er zeigte ferner, daa, 

1) Dieser Beweis, so wie der sich auf den namlichen Gegenstand beziehende Be
weis von Lob at s c hew sky setzt die unendliche Lange der Geraden voraus. LiiBt man 
diese Annahme fallen (vgl. den weiteren Text), so fallen auch die Beweise, wie man 
daraus deutlich iibersehen mag, daB dieselben sonst in gleicher Weise fiir die Geo
metrie auf der Kugel geIten miiBten. 
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wenn in einem Dreiecke die Winkelsumme zwei Rechte betragt, daf3 dann ein 
Gleiches bei jedem Dr:eieck der Fall ist. Aber er'vermochte nicht zu zeigen, 
daf3 die Winkelsumme nicht moglicherweise kleiner ist, als zwei Rechte. 

Eine ahnliche Dberlegung scheint den Ausgangspunkt von Gauf3' 
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand gebildet zu haben. Gauf3 besaf3 
die Auffassung, daf3 es in der Tat unmoglich sei, den Satz von der Gleich
heit der Winkelsumme mit zwei Rechten zu beweisen, daf3 man vielmehr 
eine in sich konsequente Geometrie konstruieren konne, in der die Winkel
summe kleiner ausfiiJlt. Gauf3 bezeichnete diese Geometrie als Nicht
Euklidische2 ); er hat sich mit ihr viel beschaftigt, leider aber, von 
einigen Andeutungen abgesehen, nichts iiber dieselbe veroffentlicht. In 
dieser Nicht-Euklidischen Geometrie kommt eine gewisse, £iir die raumliche 
Maf3bestimmung charakteristische, Konstante vor. Erteilt man derselben 
einen unendlichen Wert, so erhalt man die gewohnliche Euklidische Geo
metrie. Hat aber die Konstante einen endlichen Wert, so hat man eine 
abweichende Geometrie, fiir die beispielweise folgende Gesetze gelten: Die 
Winkelsumme im Dreiecke ist kleiner als zwei Rechte, und zwar um so 
mehr, je gro.f3er die Flache des Dreiecks ist. Fiir ein Dreieck, dessen 
Ecken unendlich weit entfernt sind, ist die Winkelsumme gleich Null. -
Durch einen Punkt au.f3erhalb einer Geraden kann man zwei Parallele zu 
der Geraden ziehen, d. h. Linien, welche die Gerade auf der einen oder 
anderen Seite in einem unendlich fern en Punkte schneiden. Die durch den 
Punkt gehenden Geraden, welche zwischen den beiden Parallelen verlaufen, 
schneiden die gegebene Gerade gar nicht. 

Auf eben diese Nicht-Euklidische Geometrie ist Lobatschewsky 3), 
Professor der Mathematik an der Universitat zu Kasan, und einige Jahre 
spater, der ungarische Mathematiker J. Bolyai 4) gefiihrt worden, und 
haben dieselben den Gegenstand in ausfiihrlichen Veroffentlichungen be
handelt. lodes blieben diese Arbeiten ziemlich unbekannt, bis man 
durch die Herausgabe des Briefwechsels zwischen Gauf3 und Schumacher, 
die 1862 erfolgte, auf dieselben aufmerksam gemacht wurde. Seitdem ver
breitete sich die Auffassung, daf3 nunmehr die Parallelentheorie vollkommen 
erledigt, d. h. in ihrer realen Unbestimmtheit erkannt sei. 

2) Vgl. Sartorius v. Waltershausen, GauG zum Gediichtnis S.81. Sodann 
einige Briefe in dem Briefw.echsel von GauG und Schumacher. 

3) 1m Kasanschen Boten 1829. - Schriften der Universitat Kasan 1836-38. -
Crelles Journal, Bd. 17, 1837 (Geometrie imaginaire). - Geometrische Unter
suchungen zur Theorie der Parallellinien. Berlin 1~40. - Pangeometrie. Kasan 1855 
(Die Pangeometrie findet sich in italienischer Dbersetzung im Bd. 5 des Giornale di 
Matematiche 1867); Ges. Werke, Bde. I, II. 

4) In einem Appendix zu W. Bolyais Werke: Tentamen juventutem ... Maros
Vasarhely, 1832. Eine italienische Dbersetzung desselben in Bd. 6 des Giornale di 
Matematiche, 1868. 
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Aber diese Auffassung muB wohl einer wesentlichen Modifikation unter
liegen, seit im Jahre 1867 nach Riemanns Tode dessen Habilitations
vorlesung von 1854: "Dber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde 
liegen" erschienen ist, und bald darauf Helmholtz in diesen Nachrichten 
(1868) seine Untersuchungen: "Dber die Tatsachen, welche der Geometrie 
zugrunde Hegen" veroffentlichte. 

In Riemanns Schrift ist darauf hingewiesen, wie die Unbegrenztheit 
des Raumes, die als Erfahrungstatsache gegeben ist, nicht auch notwendig 
dessen Unendlichkeit mit sich fiihrt. Es ware vielmehr denkbar und wiirde 
unserer Anschauung, die sich immer nur auf einen endlichen Teil des 
Raumes bezieht, nicht widersprechen, daB der Raum endlich ware und in 
sich zuriickkehrte: die Geometrie unseres Raumes wiirde sich dann ge
stalten wie die Geometrie auf einer in einer Mannigfaltigkeit von vier 
Dimensionen gelegenen Kugel von drei Dimensionen. - Diese Vorstellung, 
die sich auch bei Helmholtz findet, wiirde mit sich bringen, daB die 
Winkelsumme im Dreiecke (wie beim gewohnlichen spharischen Dreiecke) 
groBer 5) ist, als zwei Rechte, und zwar in dem MaBe groBer, als das 
Dreieck einen groBeren Inhalt hat. Die gerade Linie wiirde alsdann keine 
unendlich fernen Punkte haben, und man konnte durch einen gegebenen 
Punkt zu einer gegebenen Geraden iiberhaupt keine Parallele ziehen. 

Eine auf diese Vorstellungen gegriindete Geometrie wiirde sich in 
ganz gleicher Weise neben die gewohnliche Euklidis-che Geometrie stellen, 
wie die soeben erwahnte Geometrie von GauB, Lobatschewsky, Bolyai. 
Wahrend letztere der Geraden zwei unendlich ferne Punkte erteilt, gibt 
diese der Geraden iiberhaupt keine (d. h. zwei imaginare) unendlich ferne 
Punkte. Zwischen beiden steht die Euklidische Geometrie als Dbergangsfall; 
sie legt der Geraden zwei zusammenfallende unendlich ferne Punkte beL 

Einem in der neueren Geometrie gewohnlichen Sprachgebrauche folgend, 
sollen diese drei Geometrien beziiglich als hyperbolische oder elliptische 6) 
oder parabolische Geometrie im nachstehenden bezeichnet werden, je nacn
dem die beiden unendlich fernen Punkte der Geraden reell oder imaginar 
sind oder zusammenfallen. 

II. Versinnlichung der dreierlei Geometrien durch die allgemeine 
Cayleysche Ma8bestimmung. 

Das Bediirfnis, die sehr abstrakten Spekulationen, welche zur Auf
stellung der dreierlei Geometrien gefiihrt haben, zu versinnlichen, hat 
dahingefiihrt, Beispiele von MaBbestimmungen aufzusuchen, die als Bilder 

5) Die entgegenstehenden Beweise von Legendre und Lo batschewsky setzen, 
wie bereits bemerkt, die Unendlichkeit des Raumes voraus. 

6) Die gewiihnliche Sphiirik ist hiernach als eine "elliptische" Geometrie zu bezeichnen. 
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der genannten Geometrien aufge£aBt werden konnten, und dam it zugleich 
die innere Folgerichtigkeit jeder einzelnen in Evidenz setzten. 

Die parabolische Geometrie bedarf keiner solchen Versinnlichung, da 
Sle mit der Euklidischen zusammenHillt und uns als solche gelaufig ist. 

Man hat nun flir die elliptische und die hyperbolische Geometrie 
Bilder angegeben, welche die Art dieser Geometrien an Objekten demon
strieren, die im Sinne der Euklidischen MaBbestimmung gem essen werden. 
Dieselben erlautern indessen nur den planimetrischen Teil der fraglichen 
Geometrien. Beltrami, dem man die betreffende Versinnlichung der 
hyperbolischen Geometrie verdankt 7), hat nachgewiesen, daB etwas Ana
loges fiir den Raum nicht moglich ist. Das Bild fiir den planimetrischen 
Teil der elliptischen Geometrie, ist, wie man ohne weiteres sieht, die Geo
metrie auf der KugeI S), iiberhaupt die Geometrie auf den Flachen von kon
stantem positiven KriimmungmaBe. Die hyperbolische Geometrie dagegen 
findet ihre Interpretation auf den Flachen von konstantem negativen 
KriimmungsmaBe. Diese letztere Interpretation bringt leider, wie es scheint, 
nie das gesamte Gebiet der Ebene zur Anschauung, indem die Flachen 
mit konstantem negativen KriimmungsmaBe wohl immer durch Riickkehr
kurven usw. begrenzt werden 9). 

Ich will nun hier zunachst fiir die dreierlei Geometrien sowohl in 
der Ebene als im Raume Bilder aufstellen, welche ihre Eigentiimlichkeiten 
vollkommen iibersehen lassen. Sodann werde ich zeigen, daB diese Bilder 
nicht nur Interpretationen der genannten Geometrien sind, sondern daB 
sie deren inneres Wesen darlegen und also ein deutliches Verstandnis der
selben mit sich fiihren. 

Die fraglichen Bilder betrachten als Objekt der MaBbestimmung die 
Ebene resp. den Raum selbst und benutzen nur eine andere MaBbestim
mung als die gewohnliche, welche, im Sinne der projektivischen Geometrie, 
als eine Verallgemeinerung der gewohnlichen MaBbestimmung erscheint. 
Es ist diese verallgemeinerte MaBbestimmung im wesentlichen von Cayley 
aufgestellt worden 10); bei ihm sind nur die leitenden Gesichtspunkte ganz 
anderer Art, als die hier vorliegenden. Cay ley konstruiert diese MaBbe
stimmung, um zu zeigen, wie die (Euklidische) Geometrie des MaBes als 

7) Saggio di interpretazione della Geometria non-euclidea. Giornale di Matematiche 
Ed. 6, 1868. Werke, Rd. 1, S. 374-406. 

8) [Hier ist zwischen der elliptischen Geometrie und der sphiirischen Geomeirie 
noch nicht scharf unterschieden, wie es in der folgenden Abh. XVI geschieht.] 

9) [Dies ist in der 'Tat durch einen spiiteren Satz von Hilbert bestiitigt worden. 
Vgl. D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 2. und folgende Auflagen, Anhang. V.]" 

10) 1m Sixth Memoir upon Quantics. Phil. Trans. Rd. 149 [Call. Papers, Rd. II, 
S. 583-592]. Vgl. die Fiedlersche Dbersetzung von Salmons Kegelschnitten, 2. Aufl. 
(Leipzig 1860), oder auch Fiedler: Die Elemente der neueren Gwmetrie und der 
Algebra der binaren Formen (Leipzig 186:2). 
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ein besonderer Teil der projektivisehen Geometrie aufgefaJ3t werden kann. 
Er betrachtet dabei des naheren nur die Ebene. Er zeigt, wie man in 
der Ebene auf Grund der projektivischen Vorstellungen eine MaJlbestim
mung treffen kann, die sich auf einen belieb.ig gegebenen Kegelsehnitt als 
"absoluten" Kegelsehnitt bezieht. Degeneriert dieser Kegelschnitt in ein 
imaginares Punktepaar, so hat man eine MaBbestimmung, wie die von uns 
(in der Euklidischen Geometrie) angewandte ist; man erhalt geradezu die 
gewohnliche MaBbestimmung, wenn man die beiden imaginaren Funda
mentalpunkte mit zwei bestimmten Punkten der Ebene, namlieh den beiden 
Kreispunkten, zusammenfallen laBt. 

Diese allgemeine Cayleysehe MaBbestimmung solI hier kurz auf den 
Raum iibertragen werden, wobei ich mich, gegeniiber der Cayleysehen 
Auseinandersetzung, einer mehr geometrischen Darstellungsweise bediene. 
Sei eine beliebig anzunehmende Flache zweiten Grades als "fundamentale" 
Flache gegeben. Zwei gegebene Raumpunkte bestimmen durch den Dureh
schnitt ihrer Verbindungslinie mit der Flache zwei Punkte der letzteren. 
Die beiden gegebenen Punkte haben zu diesen beiden ein gewisses Doppel
verhaltnis, und der mit einer willkurlichen Konstanten ll) c multiplizierte 
Logarithmus dieses Doppelverhaltnisses soll die Entfernung der beiden 
gegebenen Punkte genannt werden. Analog, wenn zwei Ebenen gegeben 
sind, so lassen sieh durch die Durchsehnittslinie derselben zwei Tangential
ebenen an die Fundamentalflaehe legen. Dieselben bestimmen mit den 
beiden gegebenen Ebenen ein gewisses Doppelverhi:i.ltnis. Der mit einer 
willkurlich zu wiihlenden Konstanten c1 multiplizierte Logarithmus dieses 
Doppelverhiiltnisses ist es, den wir alB Winkel der beiden gegebenen Ebenen 
bezeichnen. 

GemaB diesen Definitionen sind die Punkte der Fundamentalflache 
von allen iibrigen Punkten unendlich fern; die Fundamentalflaehe ist also 
der Ort der unendlich fernen Punkte. Ebenso sind die Tangentialebenen 
der Fundamentalflache solehe Ebenen, welehe mit einer beliebigen Ebene 
einen unendlich groBen Winkel bilden. - Eine Entfernung gleich Null 
voneinander haben diejenigen Punkte, deren Verbindungslinie eine Tan
gente der Flache ist. Einen Winkel gleich Null schlieBen miteinander solche 
Ebenen ein, deren Durchschnittslinie die Flache beriihrt. - Unter einer 
Kugel ist eine Flache zweiten Grades zu verstehen, welche die Fundamen
talflache nach einer ebenen Kurve beriihrt. Das Zentrum der Kugel ist 
der Pol der Ebene. - An Stelle der sechsfach unendlich vielen Bewe-

") Cayley definiert die Entfernung zweier Punkte dUl'ch eine Formel, in del' 

diesel' Konstanten ein partikuliirer Wert (: R) beigelegt ist. Ebenso ist es mit 

der gleich zu nennenden Konstanten ci • 



xv. Dber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. (Vorl. Mitteilung.) 249 

gungen, welche die gewohnliche MaBbestimmung ungeandert lassen, tritt 
jetzt ein Zyklus von ebenso vielen linearen Transformationen. Die Fun
damentalflache geht namlich, wie liberhaupt eine Flache zweiten Grades, 
durch sechsfach unendlich viele lineare Transformationen in sich liber. 
Dieselben zerfallen in zwei, sechsfach unendliche Scharen, je nachdem sie 
die beiden Systeme gradliniger El'zeugender der Flache vertauschen odel 
nicht. Die Transformationen der letzteren Art sind hier gemeint. Die 
Transformationen der ersteren Art lassen allerdings auch die MaBunter
schiede ungeandert, da sie, gleich den anderen, die Doppelverhaltnisse nicht 
andern, deren Logarithmen die MaBunterschiede sind. Sie entsprechen 
aber nicht den Bewegungen des Raumes, sondern denjenigen Transforma
tionen desselben, welche raumliche Figuren in beliebig gelegene symme
trisch kongruente Figuren umwandeln. 

Aus dieser allgemeinen MaBbestimmung ergibt sich durch einen Grenz
libergang eine MaBgeometrie, gleichartig der gewohnlichen paraboli8chen, 
wenn die Fundamentalflache zweiten Grades in einem imaginaren Kegel
schnitt ausartet. 1st dieser Kegelschnitt insonderheit der unendlich ferne 
imaginare Kreis, so erhalt man geradezu die gewohnliche MaBgeometrie. 

Aber die allgemeine projektivische MaBbestimmung ergibt bei passen
der Wahl der Fundamentalflache auch eine MaBgeometrie, welche die Vor
stellungen der ellipti8chen, andererseits eine, welche die Vorstellungen der 
hyperboli8chen Geometrie darlegt; und sind dies die Bilder fUr die ellip
tische und die hyperbolische Geometrie, von denen im vorstehenden die 
Rede war. 

Zu einer MaBgeometrie entsprechend der ellipti8chen Geometrie ge
langt man, wenn man die Fundamentalflache imaginar nimmt. Es hat 
dann ersichtlich keine gerade Linie reelle unendlich ferne Punkte, so daB 
die Gerade wie eine geschlossene Kurve von endlicher Lange ist. Des 
naheren wird man genau zu den (trigonometrischen) Formeln hingeleitet, 
wie sie die elliptische Geometrie anzunehmen hat. Es sind dies die Formeln 
der gewohnlichen spharischen Trigonometrie, in welche fUr den Radius der 

Kugel die Konstante _c - eintritt12). v-I 
Zu einer Geometrie entsprechend der hyperboli8chen wird man gefUhrt, 

wenn man die Fundamentalflache reeH und nicht geradlinig nimmt und 
auf die Punkte in deren Innerem achtet. Diese Beschrankung auf das 
Innere der Fundamentalflache ist naturgemaB. Denn gesetzt, man be£ande 
sich im Inneren der Flache und man konne nur vermoge solcher linearer 
Raumtransformationen seinen Ort im Raume wechseln, die, bei der ge-

12) [Hierbei wird c zweckmaBigerweise als rein imaginare Konstante angenommen. 
Vgl. die folgende Abh. XVI, § 5.] 
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troffenen MaBbestimmung, die Bewegungen des Raumes vorstellen. Dann 
wtirde man niemals aus dem Inneren der (ftir die MaBbestimmung) un
endlich fernen Flache zweiten Grades hinausgelangen konnen. J enseits der 
Fundamentalflache befiinde sich dann noch ein Raumsttick, von dessen 
V orhandensein man nichts weiB, und daB sich nur dadurch bemerkbar 
macht, daB sich nicht je zwei in einer Ebene verlaufende Gerade-schneiden, 
wenn man nicht ein solches Raumsttick supponiert. - Beschrankt man 
sich nun auf Konstruktionen, die nicht aus dem Inneren der Flache her
vortreten, so gelten flir sie beim Gebrauche der betreffenden MaBbestim
mung ganz diejenigen Gesetze, welche die hyperbolische Geometrie flir die 
Raumkonstruktionen tiberhaupt aufstellt. Jede Gerade hat z. B. zwei reelle 
unendlich ferne Punkte, denn jede durch das Innere der Flache gehende 
Gerade schneidet die Flache in zwei reellen Punkten. Durch einen Punkt 
kann man zu einer Geraden zwei Parallele ziehen: diejenigen beiden Linien, 
welche den Punkt mit den beiden Schnittpunkten der gegebenen Geraden 
und der Fundamentalflache verbinden. Ein Dreieck mit unendlich fernen 
Ecken, d. h. ein Dreieck, dessen Eckpunkte auf der FundamentalHache 
liegen, hat die Winkelsumme Null. Denn je zwei Linien, weiche sich aui 
der Fundamentalflache schneiden (je zwei Parallele) schlieBen einen Winkel 
gleich Null ein usw. Endlich reprasentiert die Konstante c, mit der der 
Logarithmus des betr. Doppelverhaltnisses multipliziert werden muB, urn 
die Entfernung zweier Punkte zu geben, die oben erwahnte in der hyper
bolischen Geometrie vorkommende charakteristische Konstante. 

III. Unabhangigkeit der projektivischen Geometrie von der Parallelen
theorie. Begriindung der dreierlei MaBgeometrien. 

1m vorstehenden sind ftir die elliptische und hyperbolische MaBgeo
metrie in der allgemeinen Oayleyschen MaBbestimmung adaquate Bilder 
gefunden, indem wir die Fundamentalflache einmal imaginar, das andere 
Mal reell und nicht geradlinig nahmen. Ahnlicherweise hatten wir ein Bild 
flir die gewohnliche, parabolische Geometrie, wenn die Fundamentalflache 
in einen imaginaren Kegelschnitt degenerierte. Aber dieses Bild ging in 
den Gegenstand, den es versinnlichte, d. h. in die parabolische Geometrie, 
selbst tiber, wenn wir den fundamentalen Kegelschnitt mit einem be
stimmten Kegelschnitte, dem unendlich fernen imaginaren Kreise, zu
sammenfallen lieBen. Ahnlich nun gehen die MaBgeometrien, welche wir 
resp. als Bilder der elliptischen und hyperbolischen Geometrien aufgestellt 
haben, in diese Geometrien selbst tiber, wenn man die fundamentale 
Flache derselben mit einer bestimmten ( der unendlich fernen) Flache zweiten 
Grades [dieser Geometrien] koinzidieren laBt. 
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Man gewinnt diese Dberzeugung, indem man bemerkt, daB die pro
jektivische Geometrie unabhangig ist von der Frage nach der Parallelen
theorie 13). In der Tat, urn die projektivische Geometrie zu entwickeln und 
ihre Geltung in einem beliebig gegebenen begrenzten Raume nachzuweisen, 
geniigt es, in diesem Raume Konstruktionen zu machen, die nicht iiber 
den Raum hinausfiihren und nur sogenannte Lagenbeziehungan betreffen. 
Die DoppelverhiiJtnisse (die einzig festen Elemente der projektivischen 
Geometrie) diirfen dabei natiirlich nicht, wie dies gewohnlich geschieht, 
als Streckenverhaltnisse definiert werden, da dies die Kenntnis einer 
MaBbestimmung voraussetzen wiirde. In von Sta ud ts Beitragen zur Geo
metrie der Lage H ) sind aber die notigen Materialien gegeben, urn ein 
Doppelverhaltnis als eine reine Zahl zu definieren. Von den Doppelver
haltnissen mogen wir sodann zu den homogenen Punkt- und Ebenen
koordinaten aufsteigen, die ja auch nichts anderes sind, als die relativen 
Werte gewisser Doppelverhaltnisse, wie dies v. Staudt gezeigt 15) und noch 
neuerdings Herr Fiedler wieder aufgenommen hat 16). Unentschieden bleibt 
dabei, ob sich zu samtlichen reellen Wert en der Koordinaten auch ent
sprechende Raumelemente finden lassen. 1st dies nicht der Fall, so steht 
nichts im Wege, den betreffenden Koordinatenwerten entsprechend zu den 
wirklichen Raumelementen uneigentliche hinzuzufiigen. Dies geschieht in 
der parabolischen Geometrie, wenn wir von der unendlich fernen Ebene 
reden. Unter Zugrundelegung der hyperbolischen Geometrie wiirde man 
em ganzes Raumstiick zu adjungieren haben. Dagegen wiirde bei der 
elliptischen Geometrie eme Adjunktion uneigentlicher Elemente nicht 
stattfinden. 

1st so die projektivische Geometrie entwickelt, so wird man die all
gemeine Cay ley sche MaBbestimmung aufstellen konnen. Dieselbe bleibt, 
wie vorhin geschildert, durch sechsfach unendlich viele lineare Transfor
mationen, die wir als Bewegungen des Raumes bezeichneten, ungeandert. 

Nunmehr wende man sich der Betrachtung der tatsachlichen Bewe
gungen des Raumes und der durch sie begriindeten MaBbestimmung zu. 
Man iibersieht, daB die sechsfach unendlich vielen Bewegungen ebenso 
viele lineare Transformationen sind. Dieselben lassen iiberdies eine Flache, 
die Flache der unendlich fernen Punkte ungeandert. Nun gibt es aber, 
wie sich leicht beweisen laBt, keine anderen Flachen, die durch sechsfach 

13) Es ist dies auch leicht hinterher zu verifizieren. Denn unter Zugrundelegung 
der elliptischen oder hyperbolischen Geometrie kann man in ganz ahnlicher Weise, 
wie man es bei der parabolischen Geometrie zu tun p£legt, die projektivische Geo· 
metrie aufbauen. 

14) ~ 27, Nr. 393. 
15) Beitrage § 29, Nr. 41l. 
16) Vierteljahrsschrift der naturforsch. Gesellschaft in Zurich. XV. 2. (1871). 
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unendlich viele lineare Transformationen in sich iibergehen, als die Flachen 
zweiten Grades und ihre Ausartungen. Die unendlich fernen Ptmkte bilden 
also eine Flache zweiten Grades, und die Bewegungen des Raumes sub
sumieren sich unter diejenigen sechsfach unendlichen Zyklen linearer 
Transformationen, welche eine Flii.che zweiten Grades ungeandert lassen. 
Hiernach ist ersichtlich, wie sich die tatsachlich gegebene Maflbestimmung 
unter die allgemeine projektivische subsumiert. Wahrend letztere eine be
liebig anzunehmende Flache zweiten Grades benutzt, ist diese bei ersterer 
ein fur allemal gegeben. 

Die Art dieser der tatsachlichen MaBbestimmung zugrunde liegenden 
Flache zweiten Grades kann nun noch naher bestimmt werden, wenD man 
beachtet, daB eine Ebene durch fortgesetzte Drehung um eine beliebige 
in ihr im Endlichen gelegene Achse in die Anfangslage zuruckkommt. Es 
sagt dies aus, daB die beiden Tangentialebenen, welche man durch eine im 
Endlichen gelegene Gerade an die Fundamentalflache legen kann, imaginar 
sind. Denn waren sie reell, so fanden sich in dem betr. Ebenenbiischel 
zwei reelle unendlich ferne Ebenen (d. h. Ebenen, welche mit allen anderen 
einen unendlich groBen Winkel bilden) und dann konnte keine in einem 
Sinne fortgesetzte Rotation eine Ebene des Biischels in die Anfangslage 
zuriickfuhren. 

Damit nun diese beiden Ebenen imaginar sind, oder, was dasselbe 
ist, damit der Tangentenkegel der Fundamentalflache, der von einem 
Punkte des ( uns durch die Bewegungen zuganglichen) Raumes ausgeht, 
imaginar sei, sind nur drei FaIle denkbar: 

1. Die Fundamentalfliiche ist imaginar. Dies ergibt die elliptische 
Geometrie. 

2. Die Fundamentalflache ist reell, nicht geradlinig und umschliefJt 
uns. Die Annahme der hyperbolischen Geometrie. 

3. (Dbergangsfall.) Die Fundamentalflacheist in eine imaginare 
K urve ausgeartet. Die Voraussetzung der gewohnlichen parabolischen 
Geometrie. 

So sind wir denn gerade zu den dreierlei Geometrien hingeleitet, 
welche man, wie unter 1. berichtet, von ganz anderen Betrachtungen aus
gehend aufgestellt hat. 

[Die Vorgeschichte der Nicht-Euklidischen Geometrie ist heutzutage dank ins
besondere der Arbeiten von Stackel und Engel sehr viel mehr geklart, als es 1871 
der Fall war, wo alles nur mehr geriichtweise an uns herankam. Die ausgereifteste 
Darstellung findet sich in Stackels letzter Schrift: C. F. GauB als Geometer (1918 = 
Heft V der "Materialien fiir eine wissenschaftliche Biographie vom GauB", demnachst 
in Bd. 10 von GauB' Werken abzudrucken). Es ware unmoglich und wiirde iiber
dies den ganzen Charakter meiner eigenen Darlegungen entstellen, wollte man alle die 
Einzelergebnisse, wie sie insbesondere die Benutzung des wissenschaftlichen Nachlasses 
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der in erater Linie in Betracht kommenden Autoren gezeitigt hat, nun in den Text 
meiner Aufsatze einarbeiten. Vielmehr muB es an gegenwartigem Platze bei den mehr 
summarischen Zitaten, wie sie sich in der urspriinglichen Fassung meiner Arbeiten 
fanden, sein Bewenden haben. 

Was andereraeits die erkenntnistheoretische Wertung der Untersuchungen liber 
Nicht-Euklidische Geometrie angdht, so wlirde ich heute gern die Unterscheidung der 
immanenten und der transienten Bedeutung der mathematischen Erkenntnis voran
stellen, mit der A. V 0 B seine beziiglichen Darlegungenin Heft E des mathematischen 
Bandes der I):ultur der Gegenwart (B. G. Teubner, 1914) beginnt. Immanent berech
tigt ist, was in sich widerspruchsfrei ist, transient, was fiir unsere Erfassung der 
AuBenwelt Bedeutung hat. Ich habe in meinen Arbeiten liber Nicht-Euklidische Geo
metrie, soweit sie hier im Bd. I abgedruckt werden, wesentlich die immanente Seite 
betont, bez. zur Entwicklung gebracht, bin aber nie zu der vollen Gleichgiiltigkeit den 
transienten Fragen gegeniiber durchgedrungen, die sich vielfach bei den modernen 
Axiomatikern geltend macht. 1m librigen mochte ich mich in beiderlei Hinsicht ge
rade auch betreffs der Nicht-Euklidischen Geometrie den allgemeinen Auffassungen 
allSchlieBen, die A. V 0 B, 1. c., S. 118 ff., entwickelt. 

Endlich will ich betr. der Einzelheiten der heutigen Axiomatik der Geometrie 
hier gleich auf das zusammenfassende Referat von Enriques in IIIl , Heft 1, der 
mathemll.lischen Enzyklopadie verweisen (deutsche Ausgabe 1907, franzosische Aus
gabe 1911). Wegen der Grundlagen insbesondere der projektiven Geometrie siehe auch 
das Referat von Schonflies in der Enzyklopadie IIl l , Heft 3 der deutschen Ausgabe 
(1909), bez. 1112 , der franzosischen (1913, Bearbeiter Tresse). -

1m iibrigen sei noch bemerkt, daB vorstehender Aufsatz XV selbstverstandlich 
vor der ausfiihrlichen Abhandlung XVI niedergeschrieben ist. K.l 



XVI. Dber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie1). 

[Math. Annalen, Bd.4 (1871).] 

Die nachstehenden Erorterungen beziehen sich auf die sogenannte 
Nicht-Euklidische Geometrie von GauB, Lobatschewsky, Bolyai und die 
verwandten Betrachtungen, welche Riemann und Helmholtz iiber die 
Grundlagen unserer geometrischen Vorstellungen angestellt haben. Sie 
sollen indes nicht etwa die philosophischen Spekulationen weiterverfolgen, 
welche zu den genannten Arbeiten hingeleitet haben, vielmehr ist ihr Zweck, 
die mathematischen Resultate dieser Arbeiten, soweit sie sich auf Par
allelentheorie beziehen, in einer neuen anschaulichen Weise darzulegen 
und einem allgemeinen deutlichen Verstiindnisse zugiinglich zu machen. 

Der Weg hierzu fiihrt durch die projektivische Geometrie. Man kann 
namlich, nach dem Vorgange von Oayley2), eine projektivische MaB
bestimmung im Raume konstruieren, welche eine beliebig anzunehmende 
Flache zweiten Grades als sogenannte fundamentale Flache benutzt. Je 
nach der Art der von ihr benutzten Flache zweiten Grades ist nun diese 
MaBbestimmung ein Bild fiir die verschiedenen in den vorgenannten 
Arbeiten aufgestellten Parallelentheorien. Aber sie ist nicht nur ein 
Bild fiir dieselben, sie deckt geradezu, wie sich zeigen wird, deren inneres 
Wesen auf. 

Ich beginne damit, die in Rede stehenden Parallelentheorien kurz aus
einander zu setzen (§ 1). Sodann wende ich mich der Oayleyschen MaB
bestimmung zu, die ich im Zusammenhange entwickele, so zwar, daB fort
wahrend auf die verschiedenartigen Parallelentheorien Bezug genommen 
wird. Ich bin dabei um so lieber in ausfiihrlichere Erorterungen ein
gegangen, als die bez. Oayleyschen Untersuchungen nicht hinlanglich be-

1) VgI. eine unter demselhen Titel mitgeteilte Note in den Gottinger Nachrichten, 
1871, Nr.17. JSiehe Abh. XV dieser Ausgabe.] 

2) Im Sixth Memoir upon Quantics. Phil. Transactions, Bd. 149, 1859, CoIl. Papers, 
Bd. II, S.583-592. VgI. die Fiedlersche Dbersetzung von Salmons Kegelschnitten. 
2. Auf!. (Leipzig 1866) oder auch Fiedler: Die Elemente der neueren Geometrie und 
der Algebra der biniiren Formen (Leipzig 1862). 
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kannt geworden zu sein scheinen, dann aber auch bei ihnen der leitende 
Gesichtspunkt ein anderer ist, als der hier vorliegende. Bei Cay ley handelt 
es sich darum, nachzuweisen, daB die gewohnliche (Euklidische) Mal3geo
metrie als ein besonderer Teil der projektivischen Geometrie au£ge£aBt 
werden kann. Zu diesem Zwecke stellt er die allgemeine projektivische 
MaBbestimmung auf und zeigt sodann, daB aus ihren Formeln die Formeln 
der gewohnlichen MaBgeometrie hervorgehen, wenn die fundamentale FHi.che 
in einen bestimmten KegeIschnitt, den unendlich fernen imaginaren Kreis, 
degeneriert. Hier dagegen handelt es sich darum, den geometrischen Inhalt 
der allgemeinen Cayleyschen MaBbestimmung moglichst deutlich dar
zulegen und zu erkennen, nicht nur, wie sie durch eine geeignete Parti
kularisation die Euklidische MaBgeometrie ergibt, sondern wesentlich, daB 
sie in ganz derselben Beziehung zu den verschiedenen MaBgeometrien 
steht, die sich den genannten Parallelentheorien anschlie.6en. 

Bei diesen Auseinandersetzungen ergeben sich einige neue Betrach
tungen. Ich rechne dahin, abgesehen von den Detailausfiihrungen, nament
lich die Art und Weise, wie die Cay ley sche Ma.6bestimmLlllg durch Betrach
tung wiederholter raumlicher Transformationen begriindet wird. Sodann 
hebe ich noch die Form hervor, unter welcher in § 7 und § 14 der Be
griff des KriimmungsmaBes auftritt. 

Es ist tibrigens die Definition, welche ich fiir die projektivische Ma.6-
bestimmung aufstelle, etwas allgemeiner, als die von Cay ley selbst ge
gebene. Um die Entfernung zweier Punkte zu bestimmen, denke ich mir 
diesel ben durch eine gerade Linie verbunden. Dieselbe schneidet die Fun
damentalflache in zwei weiteren Punkten, welche mit den beiden gegebenen 
ein gewisses Doppelverhaltnis besitzen. Den mit einer willkiirlichen, aber 
fest gewahlten Konstante c multiplizierten Logarithmus dieses Doppel
verhiiltnisses bezeichne ich als die Entfernung der beiden Punkte. Urn 
den Winkel zweier Ebenen zu bestimmen, lege ich durch deren Durch
schnittslinie die heiden Tangentialebenen an die Fundamentalflache. Die
selben bilden mit den beiden gegebenen Ebenen ein gewisses Doppelver
haltnis. Als Winkel der beiden gegellenen Ebenen bezeichne ich sodann 
den mit einer anderen willkiirlichen, aber jest gewahlten Konstante c' 
multiplizierten Logarithmus dieses Doppelverhiiltnisses. Die hiermit auf
gestellten geometrischen Definitionen stimmen mit den analytischen, von 
Cay 1 e y gegebenen tiberein, sobald man noch c und c' partikulare Werte 

erteilt, namlich beide gleich V 2_1 setzt3). Es ist aber fiir das Folgende 

3) Gelegentlich bezeichnet Cayley auch den "Quadranten" als Einheit. Dies 

kommt darauf hinaus, c und cl gleich ·r 1 zu nehmen. 
;;r 
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wesentlich, die Konstanten c und c' beizubehalten, da z. B. c gerade der 
in der Nicht-Euklidischen Geometrie vorkommenden charakteristischen Kon
stanten entspricht (vgJ. auch § 4). 

§1. 

Die verschiedenen Parallelentheorien. 

Das el£te Axiom des Euklides ist, wie bekannt, mit dem Satze gleich
bedeutend, dal3 die Summe der Winkel im Dreiecke gleich zwei Rechten 
ist. Nun gelang es Legendre, zu beweisen4), dal3 die Winkelsumme im 
Dreiecke nicht grol3er sein kann, als zwei Rechte; er zeigte ferner, daB, 
wenn in flinem Dreiecke die Winkelsumme zwei Rechte betriigt, dann 
ein Gleiches bei jedem Dreiecke der Fall ist. Aber er vermochte nicht 
zu zeigen, dal3 die Winkelsumme nicht moglicherweise kleiner ist, als 
zwei Rechte. 

Eine ahnliche Vberlegung scheint den Ausgangspunkt von Gaul3' 
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand gebildet zu haben. GauB war 
der Auffassung, dal3 es in der Tat unmoglich sei, denSatz von der Gleichheit 
der WinkeIsumme mit zwei Rechten zu beweisen, daB man vielmehr auf 
Grund der vorangehenden Axiome eine in sich konsequente Geometrie 
konstruieren konne, bei der die WinkeIsumme kleiner ausfaUt. Ga uB be
zeichnete diese Geometrie als Nicht-Euklidische 5); er hat sich mit ihr 
viel beschaftigt, leider aber, von einigen Andeutungen abgesehen, nichts 
iiber dieselbe veroffentlicht. In dieser Nicht-Euklidischen Geometrie kommt 
eine gewisse, fUr die raumliche Ma;l3bestimmung charakteristische Konstante 
vor. Erteilt man derselben einen unendlichen Wert, so erhalt man die 
gewohnliche Euklidische Geometrie. Hat aber die Konstante einen endlichen 
Wert, so hat man eine abweichende Geometrie, fUr welche u. a. folgende 
Gesetze gelten: 

Die Winkelsumme im Dreiecke ist kleiner aIs zwei Rechte, und zwar 
um so mehr, je grol3er die Flache des Dreiecks ist. Fiir ein Dreieck; 
dessen Ecken unendlich weit entfemt sind, ist die Winkelsumme gleich 
Null. - Durch einen Punkt au/3erhalb einer Geraden kann man zwei 
Parallele zu der Geraden ziehen, d. h. Linien, welche die Gerade auf der 
einen oder anderen Seite in einem unendlich fernen Punkte schneiden. 

4) Dieser Beweis, Bowie der sich auf den namlichen Gegenstand beziehende Be
weis von Lobatschewsky setzt die unendliche Lange der Geraden voraus. LaBt man 
diese Annahme fallen (vgl. den weiteren Text), so fallen auch die Beweise, wie man 
daraus deutlich iibersehen mag, daB dieselben sonst in gleicher Weise fiir die Geo
met.rie auf der Kugel gelten miiBten. 

fi) Vgl. Sartorius v. Walters hausen, GauB zum Gedachtnis, S.81. Sodann 
einige Briefe in dem Briefwechsel von GauB und Schumacher. 
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Die durch den Punkt gehenden Geraden, welche zwischen den beiden 
Parallelen verlaufen, schneiden die gegebene Gerade gar nicht. 

Auf eben diese Nicht-Euklidische Geometrie ist Lobatschewskyft), 
Professor der Mathematik an der Universitat zu Kasan und, einige Jahre 
spater, der ungarische Mathematiker J. Bolyai 7) gefiihrt worden, und 
haben dieselben den Gegenstand in ausfiihrlichen Verofientlichungen be
handelt. Indes blieben diese Arbeiten ziemlich unbekannt, bis man durch 
die Herausgabe des Briefwechsels zwischen Gaul3 und Schumacher, die 
1862 erfolgte, auf dieselben aufmerksam gemacht wurde. Seitdem ver
breitete sich die Au£fassung, dal3 nunmehr die Parallelentheorie in ihrer 
Tealen Unbestimmtheit erkannt sei. 

Aber diese Auffassung mul3 wohl eine:r; wesentlichen Modifikation 
unterliegen, seit im Jahre 1867 nach Riemanns Tode dessen Habilitations
vorlesung: "Ober die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen" 
erschienen ist und bald darauf Helmholtz in den Gottinger Nachrichten 
(1868, Nr.6) seine Untersuchungen: "Obm: die Tatsachen, welche der Geo
metrie zugrunde liegen", verofientlichte. 

In R i emanns Schrift ist darauf hingewiesen, wie die Unbegrenztheit 
des Raumes nicht auch notwendig dessen Unendlichkeit mit sich fiihrt. 
Es ware vielmehr denkbar und wiirde unserer Anschauung, die sich immer 
.nur auf einen endlichen Teil des Raumes bezieht, nicht widersprechen, dal3 
der Raum endlich ware und in sich zuriickkehrte: die Geometrie unseres 
Raumes wiirde sich dann gestalten, wie die Geometrie auf einer in einer 
Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen gelegenen Kugel von drei Dimen
osionen. - Diese Vorstellung, die sich auch bei Helmholtz findet, wiirde 
mit sich bringen, dal3 die Winkelsumme im Dreiecke (wie beim gewohn
lichen spharischen Dreiecke) grol3er 8) ist, als zwei Rechte, und zwar in 
dem Mal3e groBer, als das Dreieck einen groBeren Inhalt hat. Die gerade 
Linie wiirde alsdann keine unendlich fernen Punkte haben, und man konnte 
durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden iiberhaupt keine 
Parallele ziehen. 

Eine auf diese Vorstellungen gegriindete Geometrie wiirde sich inganz 
gleicher Weise neben die gewohnliche Euklidische Geometrie stellen, wie 

6) 1m Kasanschen Boten 1829. - Schriften der Universitat Kasan, 1835-38. 
- Crelles Journal, Bd. 17, 1837 (Geometrie imaginaire). - Geometrische Unter
suchungen zur Theorie der Parallellinien. Berlin 1840. - Pangeometrie. Kasan 1855. 
(Die Pangeometrie findet sich in italienischer tlbersetzung im Bd. 5 des Giomale di 
Matematiche, 1867.) [Ges. geometr. Werke, Bde. I, II, Kasan, 1883, 1886.] 

?) In einem Appendix zu W. Bolyais Werke: Tentamen juventutem ... Maros
Vasarhely, 1832. Vgl. eine italienische tl'bersetzung desselben in Bd. 6 des Giomale 
di Matematiche, 1868. 

S) Die entgegenstehenden Beweise von Legendre und Lobatschewsky setzen, 
wie bereits bemerkt, die Unendlichkeit des Raumes voraus. 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 17 
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die soeben erwahnte Geometrie von GauB, Lobatsehewsky, Bolyai. 
Wahrend letztere der Geraden zwei unendlieh ferne Punkte erteilt, gibt 
diese der Geraden iiberhaupt keine (d. h. zwei imaginare) unendlieh ferne 
Punkte. Zwischen beiden steht die Euklidische Geometrie als Dber
gangsfall; sie legt der Geraden zwei zusammenfallende unendlieh ferne 
Punkte bei. 

Einem in der neueren Geometrie gewohnlichen Spraehgebrauehe 9) 
folgend, sollen diese drei Geometrien beziiglieh als hyperboli8che, als 
elliptische und als parabolische Geometrie im naehstehenden bezeiehnet 
werden, je naehdem die beiden unendlieh fernen Punkte der Geraden reell 
oder imaginar sind oder zusammenfallen. 

Diese dreierlei Geometrien werden sieh nun im folgenden als be
sondere FaIle der allgemeinen Cayleysehen MaBbestimmung erweisen. 
Zu der parabolisehen (der gewohnliehen) Geometrie wird man gefiihrt, 
wenn man die Fundamentalflaehe der Cayleysehen Maf3bestimmung in 
einen imaginaren Kegelsehnitt degenerieren laBt. Nimmt man fiir die 
Fundamentalflache eine eigentliche Fl1i.che zweiten Grades, die aber ima
ginar ist, so erhalt man die elliptisehe Geometrie. Die hyperbolisehe Geo
metrie endlieh erhalt man, wenn man fiir die Fundamentalflaehe eine reeIle, 
aber nieht geradlinige FHi.ehe zweiten Grades nimmt und auf die Punkte 
in deren Innerem aehtet. 

Ieh wende mieh jetzt zu der Aufstellung der allgemeinen Cayley
sehen Maf.3bestimmung, zunaeht fiir die GrundgebiIde erster Stufe. Dabei 
erortere ieh jedesmal, wie sieh unter die projektivisehen Vorstellungen die 
Vorstellungen der elIiptisehen und hyperbolisehen Geometrie subsumieren. 

Es mag hier iibrigens noeh des Zusammenhanges gedaeht werden, in 
welehem sieh die in Rede stehenden geometrisehen Dinge mit den Betraeh
tungen befinden, die sieh auf MaBbestimmung in beliebig ausgedehnten 
analytischen Mannigfaltigkeiten beziehen. 

Herr Beltrami hat zuerst gezeigt 10) , wie der planimetrisehe Teil 
der hyperbolisehen (Nieht-Euklidisehen) Geometrie seine Interpretation in 
der gewohnlichen Metrik der Flachen mit konstantem negativen Kriimmungs
maBe findet. In der hyperbolisehen Geometrie ist also die Ebene wie 
eine Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen mit konstantem negativen 
KriimmungsmaBe. Als darauf die bez. Riemannsehe Arbeit ersehien, in 

9) Man bezeichnet z. B. die Punkte einer Flache als hyperbolische oder elliptische 
oder parabolische, je nachdem die Haupttangenten reell oder imaginar sind oder zu
sammenfallen. Steiner nennt die Involutionen hyperboIisch oder elliptisch oder 
parabolisch, je nachdem die Doppelelemente reeH oder imaginar sind oder zusammen
fallen usf. 

10) Saggio di interpretazione della Geometria non -eucIidea. Giornale di Ma
tematiche, 1868. Beltramis Werke, Bd. 1, 374-405. 
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der zum ersten Male der Begriff des Kriimmungsma13es auch fiir hOhere 
Mannigfaltigkeiten aufgestellt wurde, dehnte Bel t ram i seine Untersuchungen 
auf Raume mit beliebig vielen Dimensionen ausil). Insbesondere zeigte 
er, da13 bei der hyperbolischen Geometrie dem gewohnlichen Raume (von 
drei Dimensionen) auch wieder ein konstantes negatives Kriimmungsma13 
beigelegt wird, daB geradezu die Annahme eines konstanten negativen 
KriimmungsmaBes sich mit der Annahme der hyperbolischen Geometrie 
deckt. Die elliptische Geometrie dagegen, oder, wie er sie bezeichnet, 
die spharische l9) (denn die gewohnliche spharische Geometrie gehOrt hierher), 
wiirde dem Raume ein konstantes positives Kriimmungsma13 beilegen. Bei 
der parabolischen Geometrie endlich wiirde das KriimmungsmaB auch kon
stant, aber gleich Null sein. 

Da min. wie im folgenden gezeigt werden solI, die allgemeine Cayley
sche MaBbestimmung im Raume von drei Dimensionen gerade die hyper
bolische, elliptische und parabolische Geometrie umfaBt, sich also mit der 
Annahme eines konstanten KriimmungsmaBes deckt, so wird man zu der 
Vermutung geleitet, daB auch bei beliebig vielen Dimensionen die all
gemeine Cayleysche MaBbestimmung und die Annahme eines konstanten 
Kriimmungsma13es iibereinkommen. Dieses ist, wie indes nicht weiter ge
zeigt werden solI, in der Tat der Fall. Man wird also £tir die Raume 
mit konstantem KriimmungsmaBe ohne weiteres die Formeln benutzen 
konnen, die im folgenden unter Annahme von zwei und drei Dimensionen 
aufgestellt werden. Es schlieBt dies ein, daB in sol chen Raumen die kiir
zesten Linien wie gerade Linien durch lineare Gleichungen dargestellt 
werden konnen 13); daB die unendlich fernen Elemente eine Flache zweiten 
Grades bilden usw. Es sind dies Resultate, welche bereits Beltrami, 
von anderen Betrachtungen ausgehend, nachgewiesen hatH); auch ist, um 
von den Formeln von Beltrami zu denen von Cayley zu gelangen, kaum 
noch ein Schritt zu tun. 

Zugleich mag hiermit der Zusammenhang angedeutet sein, der zwischen 
dem N achstehenden und den allgemeinen Untersuchungen der Herren 
Christo££eP~) und Lipschitzl6) iiber Differentialausdriicke besteht. 

11) Teoria fundamentale degJi spazii di curvatura costante. Annali di Matematica. 
Serle II, Bd. 2, 1868{69. Beltrami's Werke, Bd. 1, 406-429. 

12) Demgegeniiber bezeichnet er die hyperbolische Geometrie als "pseudospharische". 
13) Insbesondere also wird fiir Riiume mit konstanter Kriimmung die projek

tivische Geometrie gelten. V gl. § 17 des Textes. 
14) Zunachst fiir Fliichen von konstantem KriimmungsmaBe in einem Aufsatze: 

Risolutione del problema di riportare i punti di una superficie usw. Annali di Ma
tematica. Serie I, Bd. 7. 1866. Werke, Bd. I, 262-280. Sodann allgemein in der 
genannten Abhandlung: Teoria generale usw. 

16) Borchardts Journal. Bd. 70 (1869), S. 46. 
16) Borchardts Journal. Bd.70 (1869), S. 71; Bd. 72 (1870), S.1. 

17 * 
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§ 2. 

Allgemeines iiber raumliche MaBbestimmung. 

AIle raumliehen Ma.l3bestimmungen lassen sich bekanntlich auf zwei 
fundamentale Aufgaben zuriickfiihren: auf die Bestimmung der Entfernung 
zweier Punkte und auf die Bestimmung der N eigung zweier sick scknei
dender Geraden; wie denn die Instrumente, mit denen der praktische Geo· 
meter arbei tet, im aIlgemeinen Strecken oder Winkel messen; aIle iibrigen 
zu bestimmenden Dinge konnen aus diesen berechnet werden. 

1m Sinne der projektivischen Geometrie wird man diese beiden Grund
aufgaben als das Problem der MafJbestimmung auf den Grundgebilden 
erster Stuje bezeiehnen konnen. Das Messen der Entfernung zweier Punkte 
entsprieht der MaBbestimmung auf der geraden Punktreihe; das Messen 
der N eigung zweier sieh sehneidender Geraden der MaBbestimmung im 
ebenen Strahlbiischel. Die MaBbestimmung im Ebenenbiischel endlich ist 
von der im ebenen Strahlbiischel nieht versehieden, da als N eigung zweier 
Ebenen die N eigung soleher zwei sieh schneidender Linien anzusehen ist, 
in welehen die beiden Ebenen durch eine auf ihrer Durehschnittslinie 
senkreehte Ebene gesehnitten werden. 
trachten die MaBbestimmung auf der 
bestimmung im ebenen Strahlbiischel, 
gehandelt werden. 

Es bleiben sonach nur zu be
geraden Punktreihe und die MaJ3-
und von Ihnen solI hier zunachst 

Sofern man die gerade Punktreihe und das ebene Strahlbiischel als 
in der Ebene gelegen betrachtet, sind sie durch das Prinzip der Dualitat 
verkniipft. Nieht so die fiir dieselben geltenden Ma.l3bestimmungen, die 
im Gegenteil wesentlieh versehieden sind, z. B.: 

Die Entfernung zweier Punkte ist eine algebraische, der Winkel zweier 
Geraden eine transzendente (zyklometrische) Funktion der KoordiIUJ.ten. 

Die Lange einer unbegrenzten geraden Punktreihe ist unendlieh groB; 
dagegen ist die Summe der Winkel im Strahlbiisehel endlich. 

Eine Streeke ist (bis aufs Vorzeiehen) eindeutig bestimmt, ein WinkeJ 
nur bis auf Multipla einer Periode. Entspreehend kann die Streeke auf 
einfaehe Weise in eine beliebige Anzahl gleicher Teile geteilt werden, 
nicht so der Winkel, bei dem im allgemeinen nur die Zweiteilung ge
lingt usw. 

Trotz dieser Untersehiede haben beide Arten von Ma.l3bestimmungen 
etwas Gemeinsames, und dieser Umstand wird gestatten, beide als be
sondere FaIle unter eine allgemeinere Ma.l3bestimmung zu subsumieren. 
Dieses Gemeinsame ist zweierlei Art. 

Erstens gilt fUr beide MaBbestimmungen das Gesetz, daB sieh die 
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Ma13unterschiede addieren 17) , d. h. da13 der Ma13unterschied 12, vermehrt 
um den Ma13unterschied 23, gleich ist dem Ma13unterschiede 13, in Zeichen 
12 + 23 = 13. Diese Addierbarkeit der MafJunterschiede ist ein all
gemeines Gesetz, welches bei allen Ma13bestimmungen in MannigfaItigkeiten 
einer Dimension von vornherein gegeben istl8). Dasselbe hat fiir die Be
stimmung derjenigen Funktion der Koordinaten, welche den Ma13unterschied 
darstellen soIl, den Wert einer Funktionalgleichung. - Mit dieser Addier
barkeit der Ma13unterschiede konnen wir gleich die weitere Eigenschaft ver
kniipfen, die ebenfalls bei allen Ma13bestimmungen in Mannigfaltigkeiten 
einer Dimension hervortritt, namlich die, da13 die Entfernung eines Ele
mentes von sich selbst gleich Null ist: 11 ,= O. Hieraus und aus der eben 
genannten Eigenschaft folgt noch insbesondere: 12 = - 21. 

Zweitens haben die hier zu betrachtenden Ma13bestimmungen noch eine 
zweite Eigenschaft, welche sie eben geeignet macht, zur Messung im Raume 
angewandt zu werden. Diese Eigenschaft ist die, durch eine Bewegung 
im Raume nicht geandert zu werden. Der Winkel zweier Geraden eines 
Biischels andert sich insbesondere nicht, wenn man das Biischel in seiner 
Ebene um seinen Mitte!punkt eine Rotation ausfiihren la13t; ebensowenig 
die Entfernung zweier Punkte einer Geraden, wenn man die Gerade in 
sich verschiebt. 

Die genannten beiden Eigenschaften reichen hin, um beide Ma13-
bestimmungen zu charakterisieren; sie treten auch in deutlichster Weise 
hervor bei der Art, wie wirkliche Messungen ausgefiihrt werden. Man be
dient sich dazu, sowohl beim Winkel- als beim Streckenmessen, einer 
Skala aquidistanter Elemente, die man beliebig an den zu messenden 
Gegenstand anlegt 19). Die Zahl der Skalenteile, welche zwischen den beiden 
Elementen liegen, deren Ma13unterschied zu bestimmen ist, ergibt geradezu 
den gesuchten Ma13unterschied. Dabei soll nicht weiter diskutiert werden, 
wie die Zahl dieser Skalenteile im allgemeinen keine ganze und nicht 
einmal eine rationale ist, wie man damit zusammenhangend auch den Ma13-
unterschied zweier Elemente nie genau, sondern nur innerhalb gewisser 
Fehlergrenzen wird bestimmen konnen. - Dagegen mogen wir des naheren 

17) Bei der Winkelmessung gilt dies natiirlieh nur so weit, als man nieht, was 
man immer kann, den Winkeln 12 usw. unabhangig voneinander Multipla von :n: 

zufiigt. 
18) Dasselbe gilt z. B., wenn wir die Zeit oder Gewiehte oder Intensitaten 

messen. 
19) Beim Streekenmessen bedient man sieh, in "Obereinstimmung mit dem im 

Texte Gesagten, einer Skala aquidistanter. auf einer Geraden gelegener Punkte, eines 
MajJstabs. Dagegen wendet man beim Winkelmessen nieht eine Winkelskala, sondern 
einen geteilten Krp,is an, der eine Winkelskala vertritt. 1m Texte soli aber an der 
Vorstellung einer Winkelskala festgehalten werden, weil ein Kreis nieht im Sinne der 
projektivisehen Geometrie ein Grundgebilde ist. 
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betrachten, Wle die genannten beiden Eigenschaften der Ma.l3bestimmung 
in der hier mit geschilderten Operation des Messens zutage treten. Die 
erste Eigenschaft, die Addierbarkeit der MaBunterschiede, ist unmittelbar 
darin ausgesprochen, daB wir als MaBunterschied zweier Elemente schlecht
hin die Zahl der zwischen ihnen befindlichen Skalenteile nehmen. Die 
zweite Eigenschaft tritt namentlich darinhervor, daB wir flir den MaB
unterschied dieselbe Zahl finden, unabhangig von der Art und Weise, wie 
wir die Skala an das zu Messende anlegen. Zu diesem Zwecke muB die 
Skala die Eigenschaft haben, sich selbst zu decken, wenn man sie an sich 
selbst beliebig anlegt. Oder, mit anderen Worten: Dbt man auf die Skala 
eine Bewegung aus, bei der die gerade Punktreihe bez. das Strahlbiischel, 
welche ihre Trager sind, unverandert bleiben, bei der ferner ein Skalen
teil in den nachstfolgenden iibergeht, so geht jeder Skalenteil in den 
nachstfolgenden iiber. 

Diese letztere Eigenschaft der Skala gestattet es, dieselbe durch eine 
wiederholte Bewegung anzufertigen [wie man dies in praxi tatsii.chlich tut J. 

Insbesondere, um eine Skala auf der geraden Punktreihe zu kon
struieren, nehme man zwei Punkte (1) und (2) als Grenzpunkte eines 
ersten Skalenteils an. Sodann verschiebe man die Gerade in sich, bis (1) 
in (2) £alIt. So ist (2) in einen Punkt (3) geriickt, welcher der dritte 
Skalenteilpunkt sein solI. Verschiebt man noch einmal urn ein gleiches 
Stuck, so riickt wieder (1) in (2), (2) in (3), endlich (3) in einen neuen 
Skalenteilpunkt (4) usw. 

Ebenso, will man eine Skala auf dem ebenen Strahlbiischel kon
struieren, so nehme man zuvorderst zwei Strahlen (1) und (2) an als 
Grenzstrahlen eines ersten Skalenteils 20). Eine Drehung des Biischels in 
seiner Ebene urn seinen Mittelpunkt bringe (1) in die Lage von (2), 
so hat (2) eine Lage (3) angenommen, welches der dritte Teilstrahl ist usf. 

Verschiebung einer Punktreihe oder Drehung eines Strahlbiischels in 
sich fallen nun beide, yom Standpunkte der projektivischen Geometrie aus, 
unter den allgemeineren Begriff einer linearen Transformation, welche 
das betreffende Grundgebilde in sick uberfuhrt. Hiernach wird man sofori 
eine allgemeinere Konstruktion einer Skala flir die gerade Punktreihe oder 
das Skahlbiis()hel und damit eine allgemeinere Mapbestimmung auf diesen 
Grundgebilden konzipieren, die dann die wirklich angewandten Konstruk
tionen und MaBbestimmungen als besondere FaIle umfaBt. Man wird sich 
namlich dadurch, sei es flir die Punktreihe oder fiir das Strahlbiischel, 
eine Skala konstruieren, daB man auf ein Element des betreffenden Ge-

20) In praxi wird man fUr den Skalenteil einen solchen Winkel nehmen, daB 
der rechte Winkel durch eine ganze Anzahl Skalenteile ausgedriickt wird, was hier 
nicht in Betracht kommt. 
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bildes eine beliebig anzunehmende lineare Transformation, durch welche 
das Gebilde in sich iibergeht, wiederholt anwendet. Das anfanglich ge
wahlte Element erzeugt dabei eine Elementenreihe, welche eben die Skala 
ist. Als MaBunterschied zweier Elemente gilt die Zahl der zwischen den 
beiden Elementen befindlichen Skalenteile21). 1st hiernach zunacht nur 
der MaBunterschied solcher Elemente definiert, welche genau um eine 
ganze Anzahl von Skalenteilen voneinander abstehen, so wird man durch 
fortgesetztes Unterabteilen der Skalenteile (vgl. den folgenden Parag1'aphen) 
auch den MaBunterschied zweier Elemente festlegen konnen, die um eine 
rationale Zahl von Skalenteilen . verschieden sind; man wird endlich, indem 
man den Begriff der irrationalen Grenze aufnimmt, von einem MaBunter
schiede zweier beliebiger Elemente reden konnen. 

Diese allgemeinere Art der MaBbestimmung auf den Grundgebilden 
erster Stufe solI in dem folgenden Paragraphen naher untersucht werden. 
Man wird dabei so viele wesentlich verschiedene MaBbestimmungen er
halten, als es wesentlich verschiedene lineare Transformationen im Grund
gebilde erster Stufe gibt. Nun gibt es aber solcher Transformationen nur 
.zweier lei Arten: 

1. Solche, bei denen zwei (reelle oder imaginare) Elemente des Grund
gebildes fest bleiben (allgemeiner Fall). 

2. Solche, bei denen nur ein (doppeltzahlendes) Element des Grund
gebildes ungeandert bleibt (spezieller Fall). 

Entsprechend wird es auch nur zwei wesentlich verschiedene Arten 
projektivischer MaBbestimmung auf den Grundgebilden erster Stufe geben: 
eine allgemeine, welche Transformationen erster Art, eine spezielle, welche 
Transformationen zweiter Art benutzt. 

Die gewohnliche MaBbestimmung im Strahlbiischel ist von der ersten 
Art. Denn bei einer Rotation des Biischels um seinen Mittelpunkt in 
seiner Ebene bleiben zwei getrennte Strahlen desselben, diejenigen, welche 
nach den unendlich femen imaginaren Kreispunkten hingehen, ungeandert. 

Dagegen ist die gewohnliche MaBbestimmung auf der Geraden von der 
.zweiten Art. Denn bei einer Verschiebung einer Geraden in sich selbst 
bleibt nach der Annahme der gewohnlichen parabolischen Geometrie nur 
ein Punkt derselben, der unendlich ferne Punkt, ungeandert. -

Hiermit ist denn bereits angedeutet, wie nach der Annahme der hyper
bolischen bez. der elliptischen Geometrie die MaBbestimmung auf der Ge-

21) Hierdurch wird die Art der zu benutzenden linearen Transformation be
!!chrankt. In erster Linie muB die lineare Transformation eine reelle sein, welohe 
ein reelles erstes Element in ein reelles zweites iiberfiihrt. Sodann ist auoh noch 
erforderlich, daB die Skalenteilelemente in der Reihenfolge ihrer Entstehung auf
einander folgen, und nicht etwa das erste und zweite Element durch das dritte und 
vierte getrennt werden. V gl. den weiteren Text. 
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raden den speziellen Oharakter verliert, den ihr die parabolische Geometrie 
beilegt. Die hyperbolische Geometrie erteilt der Geraden zwei reelle, die 
elliptische zwei imaginare unendlich ferne Punkte. Sie hat dementsprechend 
eine Verschiebung einer Geraden in sich als eine allgemeine lineare Trans
f01:mation aufzufassen, welche zwei getrennte Punkte, die beiden unendlich. 
fernen Punkte, ungeandert lal3t. Es wird dies im folgenden noch naher 
erortert werden. 

§ 3. 

Die allgemeine projektivische Mallbestimmung auf den Grundgebilden 
erster Sture. 

Wir wollen hier zunachst nur den allgemeinen Fall der eben aufge
stellten projektivischen Mal3bestimmung ins Auge fassen, dal3 namlich zwei 
getrennte Elemente bei der die Skala erzeugenden linearen Transformation 
vorhanden sind. Dieselben mogen als die beiden Fundamentalelemente 
bezeichnet werden. In sie verlegen wir die beiden Grundelemente einer 
Koordinatenbestimmung, welche jedes weitere Element durch das Verhaltnis 
zweier homogener Veranderlichen Xl: X2 festlegt. Den Wert dieses Ver
haltnisses mogen wir kurz durch z bezeichnen, so dal3 also z = 0 und z = 00 

die beiden Fundamentalelemente vorstellt. Alsdann ist die lineare Trans
formation, von del' wir bei der Konstruktion der Skala ausgehen wollen. 
durch eine Gleichung von der folgenden Form gegeben: 

z' = 1z, 

wo 1 eine die Transformation bestimmende Konstante ist 22). - Wenden 
wir nun diese Transformation wiederholt auf ein willkiirlich angenommenes 
Element z = Zl an, so erhalten wir eine Elementenreihe: 

Z1 , 1 Z1 , 12 Z1 , 13 Zl' •.• 

und diese Elementenreihe ist unsere Skala. Dieselbe geht, wie a prlOfl 
ersichtlich, durch die erzeugende Transformation in sich iiber. 

Bezeichnen wir nun den Skalenteil als Einheit der Entfernung, so 
wird die Entfernung der Elemente Zl' 1z1 , 12 Z1' 13 Z1' . .. von dem Ele
mente Z1 bez. gleich 0, 1, 2, 3, .... 

Jetzt werden wir, um auch die Entfernung anderer Elemente von dem 
Elemente Z1 mess en zu konnen, die Skalenteile unterabteilen, etwa zunachst 

22) Dieses J. darf nach einer oben gemachten Bemerkung nicht gam. beliebig 
sein, weil wir bei der Konstruktion der Skala nur reelle Elemente des Grundgebildes 
ins Auge fassen. Es muB J. zuniichst del' Beschriinkung geniigen, daB dU1'ch die 
Transformation z' = J.z reelle Elemente in reelle iibergehen (unabhiingig davon, ob 
die beiden Fundamentalelemente z = 0, z = 00 reell oder imaginar sind). Sodann 
muB J. (vgl. den weiteren Text) bei reenen Fundamentalelementen positiv sein. 



XVI. Dber die Bogenannte Nicht-Euklidische Geometrie_ (1. Aufsatz.) 265 

in n (gleiche) Teile. Man erreicht dies, indem man auf das eine Grenz
element eines Skalenteils diejenige lineare Transformation (n - 1) mal an
wendet, welche nach n- maliger Wiederholung die Transformation z' = AZ 
ergibt, d. h. also die Transformation: 

z' =).n .z. 
Dabei wird man die note Wurzel des Naheren so wahlen 23) , dall das 

1 

Element An z zwischen die Elemente z und AZ zu liegen kommt. 
1st diese Unterabteilung ausgefiihrt, so kann man nunmehr die Ent

fernung aller Elemente von Zl angeben, deren Koordinate z sich auf die 
folgende Form bringen lallt: 

a+ f.. 
z = A. n 'Zl' 

wo a, f3 ganze Zahlen sind. Diese Entfernung wird geradezu gleich dem 

Exponenten a + -~ . 
n 

1ndem man sich nun die Unterteilung der Skala unbegrenzt fortgesetzt 
denkt, ist ersichtlich, dall iiberhaupt als Entfernung eines Elementes z von 
dem Elemente Zl derjenige Exponent a anzusehen ist, zu welchem ). er
hoben werden mull, damit ). a Zl = Z ist. Es ist dabei a irgendeine rationale 
oder irrationale Zahl. 

Wir konnen dies, da offenbar a = log .z_ : log). ist, auch so aussprechen: 
Z, 

Die Entfernung eines Elementes z von dem Elemente Zl ist gleich 

dem Logarithmus des Quotienten -=-, dividiert durch die Kon8tante log 1. 
Z, 

Das Element Zl ist dabei nur zufallig als Anfangselement der Skala 
gewahlt, aber nicht weiter ausgezeichnet gewesen; man kann dasselbe durch 
eine line are Transformation, welche die beiden Fundamentalelemente und also 
die ganze MaBbestimmung nicht andert, iiberall hinbringen. Man hat also: 

Die Entfernung zweier beliebiger Elemente z und z' ist gleich 

log .z,_ : log 11., 
z 

wle man noch verifizieren mag, indem man die Entfernungen der beiden 

23) Warum gerade diese Bestimmung, iibersieht man am besten an dem Bei
spiele der Kreisteilung. SoIl bei einem Kreise ein Skalenteil, etwa ein Grad, unter
geteilt werden, so ist daB zunachst noch eine unbestimmte Aufgabe, wei! der gegebene 
Skalenteil nur bis auf Multipla der Periode 2 n gegebeR ist. Diese Unbestimmtheit 
wird durch die Festsetzung im Texte aufgehoben. - Bei reellen Fundamentalelementen 

1 

geniigt es, An- einfach als die positive reelle note Wurzel von A zu definieren. Damit 
es aber eine solche gibt, muE J. pOBitiv sein, was schon oben angegeben wurde. Bei 
negativem A wiirde man fiir die Skala eine Elementenreihe erhalten, deren Elemente 
nicht in der Reihenfolge ihrer Entstehung aufeinander folgten. 
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Z z' 
Elemente z und z' von Zl' namlich log -: log 1 und log -: log 1 von-

Zl ~ 

einander subtrahiert. 

Statt der Konstanten 10~ l wollen wir jetzt kiirzer c schreibell ll4.), eme 

Bezeichnung, die im folgenden immer angewendet werden soIl. 
Dann ist also die Entfernung zweier beliebiger Elemente z und z' 

gleich c . log !, . 
Z 

An diesem Ausdrucke ftir den Maf3unterschied zweier Elemente veri
fiziert man leicht das Vorhandensein derjenigen Eigenschaften, durch deren 
Forderung wir ihn konstruiert haben. Zunachst findet die Addierbarkeit 
der Maf3unterschiede statt: 

Z Z Z' 
clog --;-; = clog,.. + clog". 

Z Z Z 

Es ist ferner die Entfernung eines Elementes von sich selbst gleich Null: 
Z 

c·log- = 0. 
Z 

Endlich bleibt die Entfernung zweier Elemente: 

clog~ 
Z 

ungeandert, wenn man auf z und z' gleichzeitig eine lineare Transformation 
anwendet, bei der die beiden Fundamentalelemente: 

Z= 0, z=oo 
ungeandert bleiben, also eine Transformation, welche z und z' gleichzeitig 
in Multipla ihrer selbst tiberfiihrt. -

Der hiermit fUr die Maf3bestimmung gewonnene analytische Ausdruck 

laf3t sich einfach geometrisch interpretieren. Der Quotient ~ hat, wie be-. Z 

kannt, die Bedeutung des Doppelverhaltnisses der Elemente z, z' zu den 
beiden Fundamentalelementen z = 0, z = 00 . 

Es wird also bei unserer MafJbestimmung die Entfernung zweier 
Elemente des Grundgebildes gleich dem mit einer gewis8en Konstanten multi
plizierten Logarithmus des von denselben mit den beiden Fundamental
elementen gebildeten Doppelver hiiltnisses. 

Die fragliche Konstante c ist dabei unbestimmt und willkiirlich anzu
nehmen. 

24) Entsprechend den Beschrankungen, die der Konstanten l aufgelegt waren, 
wird man Beschrankungen fur die Konstante c erhalten. Dieselben gehen dahin, 
daB c reeII oder rein imaginar sein mull, je nachdem die Fundamentalelemente reell 
oder imaginar sind. WilhIte man c anders, so wurde man nooh immer den hier ge
wonnenen analytischen Ausdruck als Mallunterschied bezeichnen konnen, aber der 
Mallunterschied zweier konsekutiver reeIIer Elemente ware dann imaginar. 
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§ 4. 

Vbergang zu komplexen Elementen. 
Verallgemeinerung der Koordinatenbestimmung. 

Wir haben bei der Konstruktion der Skala und also bei der Definition 
des Ma.6unterschiedes zweier Elemente seither nur reelle Elemente des 
Grundgebildes betrachtet. Nun wir aber den analytischen Ausdruck fiir 
den Ma.6unterschied zweier Elemente gewonnen haben: 

z 
clog, , z 

so konnen wir auch unmittelbar von einem Ma.6unterschiede zweier kom
plexen Elemente des Grundgebildes sprechen. Dabei tritt dann in Allge
meinheit eine Erscheinung auf, die wir beim Winkel kennen, und die, wie 
im nachsten Paragraphen weiter erortert werden soIl, bei reellen Elementen 
immer dann in Evidenz tritt, wenn die Fundamentalelemente imaginar 
sind. Es ist dies, dafJ der MafJunter8chied zweier Elemente keine ein
deutig bestimmte, vielmehr eine unendlich vielwertige Funktion mit einem 
Periodizitrit8modul i8t. 

Dieser Periodizitatsmodul betragt, da die Funktion Logarithmus die 
Periode 2.71i hat, 2c.ni. 

Da ferner der Logarithmus unendlich gro.6 wird, wenn sein Argu
ment 0 oder 00 betragt, so sind offenbar solche Elemente unendlich weit 

voneinander entfernt, flir welche ~ = 0 oder = 00 wird. Dies tritt dann 
z 

und nur dann ein, wenn eines der beiden Elemente mit einem der heiden 
Fundamentalelemente (z = 0, Z = 00) zusammenfallt. Also: 

Bei unsf,rer MafJbestimmung erhiilt da8 Grundgebilde zwei (reelle oder 
imaginiire) unendlich Ierne Elemente: die heiden Fundamentalelemente. 

Die Entfernung dieser Elemente von einem beliebigen anderen ist in 
derselben Weise unendlich gro.6, wie log 0 oder log 00. 

Die beiden Fundamentalelemente 8ind logarithmi8ch unendlich weit. 
Wir mogen nun auch die beschrankende Annahme fallen lassen, welche 

wit seither hinsichtlich der Koordinatenbestimmung gemacht hatten. Die 
heiden Fundamentalelemente mogen nicht mehr mit den Grundelementen 
der Koordinatenbestimmung zusammenfaIlen, sondern sollen durch eine 
allgemeine Gleichung zweiten Grades gegeben sein: 

Q=az2 +2bz+c=O, 
oder, homogen geschriehen: 

ax: + 2bxI X 2 + cx; = O. 
Um den Ma.6unterschied zweier Elemente mit den homogenen Koordinaten 
Xl' X2 und YI' Y2 anzugeben, hat man nur das Doppelverhaltnis derselben 
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zu den beiden Elementen Q = 0 zu bilden. Dieses letztere wird aber nach 
bekannten Regein: 

wo Q",,,,, Qyy' Q",y die folgenden Ausdriicke bedeuten. Es ist Q",,,,, Q yy 

dasjenige, was aus Q entsteht, wenn man statt der Variabeln bez. Xl' X2 

und Y1 ' Y2 einsetzt, also: 

Sodann bedeutet Q",y den Ausdruck: 

Q",y = aX1YI + b(XI Y2 + X2 YI) + CX2 Y2' 

Bei Anwendung dieser Bezeichnung wird jetzt der MaBunterschied zweier 
Elemente gleich: 

und dies ist der allgemeine analytische A usdruck fur den Maf3unterschied. 
Gelegentlich werden wir statt des Logarithmus einen Arcus Cosinus 

einfiihren. Es ist bekanntlich: 

1 2 · a+l c oga =- ~c·arc cos--:;t=. 
2ra 

Also auch unser MaBunterschied: 

2 · Q..,y 
= ~c· arc cos--==-= 

vQ..,..,·Qyy • 

Dies ist diejenige Form des analytischen Ausdrucks, welche bei Cayley 
vorkommt; Cayley hat nur, wie bereits erwahnt, der Konstanten c den 

partikularen Wert - { beigelegt, so daB bei ihm der MaBunterschied ~e
radezu gleich wird dem betreffenden Arcus Cosinus. 

§ 5. 

Besondere Betraehtung der reellen Elemente des Grundgebildes. 

Wir wollen nunmehr betrachten, wie sich die in den vorigen beiden 
Paragraphen entwickelte MaBbestimmung auf den Grundgebilden erster 
Stufe des naheren fiir die reellen Elemente des Gebildes gestaltet. Dabei 
werden die beiden FaIle zu unterscheiden sein, daB die Fundamentalelemente 
reell oder daB sie imaginar sind. Der bestimmter.en Vorstellung wegen 
wollen wir dabei insbesondere die MaBbestimmung auf der geraden Punkt
reihe ins Auge fassen; fiir das Strahlbiischel gelten selbstverstandlich die 
namlichen Dinge. 
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Es mogen erstens auf der Geraden zwei reeIle Fundamentalpunkte 0, 0' 

gegeben sein. 
Sind dann X und y reelle Punkte der Geraden, so haben X, y zu 0,0' 

ein negatives oder positives DoppelverhliJtnis, je nachdem die Strecke xy 
von der Strecke 00' getrennt wird oder nicht. 1m ersten FaIle ist also 
der Logarithmus des Doppelverhiiltnisses rein imaginar, im zweiten (bis 
auf imaginare Perioden) reel I. Stell en wir also die Forderung, daB die 
Entfernung zweier aufeinander folgender Punkte der Geraden reell sei, so 
miissen wir die den Logarithmus multiplizierende Konstante c ebenfalls 
reell nehmen. Dann gilt der Satz: 

Die Entfernung zweier Punkte x, y ist eine imaginare oder eine reelle 
Grof3e, je nachdem die Strecke xy von der Strecke 00' getrennt wird oder nicht. 

Man konnte natiirlich c (wie dies bei Cay ley geschieht) einen rein 
imaginaren Wert beilegen; dann wiirden sich in dem vorstehenden Satze 
die W orte reeH und imaginar vertauschen. Von vornherein ist dies gerade 
so zulassig, wie die andere Annahme. Nur wiirde dadurch die MaBbestim
mung einen ganz anderen Charakter fiir reelle Punkte bekommen, als die 
von uns gewohnlich angewandte ist. Wollten wir z. B. eine Skala solcher 
Punkte konstmieren, 1, 2, 3, ... , die jedesmal um die Einheit der Ent
fernung voneinander abstehen, so wiirde 2 von 1 und 3 durch 00' getrennt 
sein und die Entfernung 13 nur insofern gleich zwei Einheiten sein, als 
man von 1 zuerst zu 2, von 2 sodann zu 3 geht, wah rend 13 unmittelbar 
gemessen einen imaginaren Wert ergibt usf. Deshalb soll die Annahme 
eines imaginaren c hier ausgeschlossen sein. 

Bei reellem c haben wir zunachst den eben angegebenen Satz. Wir 
werden uns dementsprechend auf die Betrachtung der einen der beiden 
Strecken beschranken, in welche die Gerade durch die beiden Fundamental
punkte zerlegt wird. Jede dieser beiden Strecken ist unendlich lang, inso
fern ihre beiden Grenzpunkte, die Fundamentalpunkte, von allen anderen 
Punkten unendlich fern sind. 

Man stelle sich nun vor, daB man in einem Punkt der Strecke 00', 

die wir gerade betrachten, gesetzt ware und daB man sich nicht anders 
auf der Geraden fortbewegen konne, ais vermoge solcher linearer Trans
formationen, welche die Punkte 0, 0' und also die MaBbestimmung unge
andert lassen. Wir wollen dann auch von einer Geschwindigkeit der Be
wegung sprechen, indem wir darunter das Verhiiltnis des durchlaufenen 
Raumes (gemessen in unserer MaJ3bestimmung) zu der gebrauchten Zeit 
verstehen. Wenn man sich dann mit konstanter Geschwindigkeit in dem 
einen oder dem anderen Sinne auf der Geraden bewegt, so wird man sich 
dem Punkte 0 oder 0' bestandig nahern, man wird ihn aber, da er un
endlich fern ist, nie erreichen. In die zweite Strecke 0' 0 aber, aut der 
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man sich gerade nicht befindet, wird man nie gelangen, so dafJ man sick 
von ihrem Vorhandensein nicht wird uberzeugen kiYnnen. 

Dies ist nun gerade diejenige Vorstellung, welehe man sieh in der 
hyperbolischen Geometrie von dem Messen auf der geraden Linie bildet. 
Die hyperbolische Geometrie erteilt der Geraden zwei unendlich ferne 
Punkte. Ob jtlnseits der beiden unendlich fernen Punkte noch ein Stuck 
der Geraden existiert, welches das im Endlichen gelegene Stuck zu einer 
geschlossenen Kurve erganzt, ist nicht zu sagen, da uns unsere Bewegungen 
nie an die unendlich fernen Punkte hinan, geschweige denn uberdieselben 
hinausfiihren. J edenfalls wird man aber ein solches Stuck als ein gedachtes, 
ideales der geraden Linie hinzufiigen konnen. 

Wir wollen nun zweitens annehmen, die beiden der MaJ3bestimmung 
auf der Geraden zugrunde zu legenden Fundamentalpunkte seien (konjugiert) 
imagmar. Dann hat das Doppelverhaltnis der beiden Fundamentalpunkte 
zu zwei beliebigen reellen Punkten x, y den absoluten Betrag 1, der Loga
rithmus ist daher rein imaginar. Wir mussen also c einen rein imaginaren 
Wert c1 i erteilen, damit die Entfernung reeller Punkte reeU sein kann. Dann 
aber ist zugleich die gegenseitige Entfernung alIer reeHer Punkte reeH. Unend
lich ferne reelle Punkte gibt es nicht. Die Linie kehrt wie eine geschlossene 
Kurve in sich zuriick. Die reelle Entfernung zweier Punkte ist nicht voU
standig bestimmt, sondern nur bis auf Multipla einer reellen Periode, welche 
die Gesamtlange der Geraden vorstellt. Dieselbe betragt 2 inc = - 2 nC1 

Die Maf3bestimmung auf der Geraden ist dann ganz so, wie die gewohn
liche Maf3bestimmung auf einem Kreise mit dem Radius c1 • 

Die hiermit geschilderte MaJ3bestimmung auf der Geraden ist gerade 
diejenige, welche die eUiptische Geometrie anzunehmen hat. -

Was wir jetzt fur die gerade Punktreihe ausgefuhrt haben, konnen 
wir genau in derselben Weise fur das Strahlbuschel aussprechen. 

Sind die beiden der MaJ3bestimmung im Strahlbuschel zugrunde liegen
den Fundamentalstrahlen reell, so hat das Buschel zwei reelle Strahlen. 
welche einen unendlich groJ3en Winkel mit allen ubrigen einschlief3en. Eine 
Rotation eines Strahles im Buschel - entsprechend definiert, wie eben 
die Bewegung eines Punktes auf der Geraden - fiihrt den Strahl nie an 
diese beiden Grenzstrahlen hinan oder gar uber dieselben hinaus. Eine 
solche Maf3bestimmung liegt unserer gewolmlichen Winkelbestimmung ge
wif3 nicht zugrunde. da eine fortgesetzte Rotation eines Strahles urn einen 
auf ihm gelegenen Punkt den Strahl nach endlicher Zeit in seine Anfangs
lage zuriickfiihrt. Vielmehr verlangt diese Tatsache imaginare Fundamental
strahlen. Und in der Tat erkannten wir bereits in § 2, daf3 die g~wohnliche 
Winkelbestimmung zwei imaginare Fundamentalstrahlen benutzt, namlich 
diejenigen beiden Strahl en des Buschels, welche durch die unendlich fernen 
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imaginaren Kreispunkte durchgehen. Bei der hyperbolischen und ellipti
schen Geometrie bleibt die Winkelbestimmung im Strahlbiischel ganz die 
gewohnliche; die beiden Fundamentalstrahlen werden nur nicht mehr als 
diejenigen beiden Strahlen definiert, welche durch die Kreispunkte hindurch
gehen, sondern als diejenigen, welche einen bestimmten Kegelschnitt, den in 
diesen Geometrien vorkommenden unendlich femen Kreis (vgl. § 8) beriihren. 

Die in der allgemeinen Formel des § 4 unbestimmt bleibende Kon
stante c ist, damit dieselbe fiir die gewohnliche Winkelbestimmung gilt, 

gleich + V ~ 1 zu setzen. Zunachst muB sie, nach den vorstehend bei der 

geraden Punktreihe ausgefiihrten Betrachtungen, rein imaginar = ± c1 i 
sein. Alsdann wird die Summe der Winkel im Strahlbiischel gleich 2:7lc1 , 

und da dieselbe bei der gewohnlichen Bestimmung gleich :7l gesetzt wird 2~), 
so ist c1 = ~ zu nehmen. Unter dieser Annahme ergibt die Formel des 
§ 4 in der Tat die gewohnlich bei der Winkelbestimmung benutzte Formel. 
Seien x und y rechtwinklige Koordinaten in der Ebene. Der Mittelpunkt 
des Strahlbiischels, welches wir betrachten, soIl in den Koordinatenanfangs
punkt fallen. So sind die beiden nach den Kreispunkten gehenden Strahlen: 

XII + y'J = O. 

Mogen sodann zwei Strahlen durch die homogenen Koordinaten x, y und 
x', y' festgelegt sein. So wird, nach der Formel des § 4, indem wir noch 

i c = 2" setzen, ihr Winkel 

und dieses ist ersichtlich die gewohnliche Winkelbestimmung. 
Der Winkel zweier Geraden ist also im Sinne der projektivischen 

Geometrie zu definieren, alB der mit v; 1 multiplizierte Logarithmus des

jenigen Doppelverhiiltni88es, welche8 die beiden Geraden mit den von ihrem 
Schnittpunkte nach den beiden unendlich jernen imaginaren Krei8punkten 
gehenden Linien bilden. 

Gerade Linien bilden miteinander insbesondere einen rechten Winkel, 
wenn dieses Doppelverhiiltnis ein harmonisches ist. Die Bezeichnung eines 
solchen Winkels (oder auch einer entsprechenden Strecke) als eines Rechten 
werden wir in der Folge gelegentlich auch bei der allgemeinen MaBbestim
mung anwenden. 

25) Unter der Sum me der Winkel im Strahlbiischel ist bier derjenige Winkel 
zu verstehen, den ein sich um einen seiner Punkte drehender Strahl durchlaufen muS, 
um zum ersten Male wieder mit seiner anfii.nglichen Lage zusammen zu fallen. Es 
ist dies die Hiilfte desjenigen Winkels, den ein Punkt auf der Peripherie eines Kreises 
durchlaufen muS, um zur Anfangslage zuriick zu gelangen. 
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§ 6. 

Die spezielle Ma8bestimmung bei zusammenfallenden Grundelementen. 

Bisher hatten wir den besonderen Fall noch nicht in Betracht ge
zogen, der bei dem Zusammenfallen der beiden Fundamentalelemente der 
MaBbestimmung eintritt. Unsere allgemeine Formel 

2 i c arc cos Q." y 
yQ..,..,Qyy 

ergibt dann, unabhiingig von den Werten, die man x und Y beilegen mag, 
als Entfernung der beiden Elemente Null. Aber eine MaJ3bestimmung 
bleibt nach wie vor moglich, da die Art, wie die Entfernungen verschie
dener Elemente beim Zusammenfallen der Fundamentalelemente Null werden, 
ellle ganz bestimmte ist. Es ist offenbar: 

Qxx·Qyy - Q:" = (x1YIJ - yl x IJ )'l.·6., 

wo 6. die Diskriminante (ac - b 2) der quadratischen Form Q ist. Deshalb 
konnen wir die allgemeine Formel fUr die MaJ3bestimmung auch so schreiben: 

2ic. arc sin (x1Yg -Y1 X9) VA 
yQ..,..,.Qyy 

Fallen jetzt die beiden Fundamentalelemente zusammen, so wird Q ein 
vollstandiges Quadrat eines linearen Ausdruckes Pl Xl + PIJXIJ = PIXl und 6. 
verschwindet. Wir konnen deshalb zunachst den arc sin dem Sinus selbst 
gleich setzen, also die Entfernung schreiben: 

2 i c V 6. . . Xl yg ___ 'l1 X2 

yQ..,..,QyV ' 

oder, wenn wir fUr Qu' Q yy noch bez. P; und P: einfUhren: 

2icY6. X1Y9-Y1 X9 • 

(P1 Xl +P2 X2) (P1Yl +pgYg) 

Den verschwindenden Faktor v'K vereinigen wir mit dem 2 ic, dem wir 
einen beliebig groI3en Wert beilegen konnen, zu einer neuen Konstanten k. 
So erhalten wir denn f~'ir den MafJunterschied die Formel IJ6): 

k . Xl Y2 - Yl X2 
(P1 Xl +P2 X2) (P1Yl +P2Y9) , 

wo P = 0 das doppeltzahlende Fundamentalelement vorstellt. 
DaI3 dieser Ausdruck, den wir durch einen Grenziibergang gefunden 

haben, in der Tat den Forderungen geniigt, die wir nach § 2 an ihn zu 
stell en haben, ist leicht zu verifizieren. 

~6) Cayley leitet diese Formel in ganz ahnlicher Weise abo 
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Wir wollen ihn zu dem Zwecke in der etwas anderen Form schreiben: 

qlXl +qgXg qlYl +qgYg 
P1Xl +P2Xg - P1Yl + P2Y2' 

wo ql' q'J 1m iibrigen beliebige Gro13en sind, welche die Bedingung be
:friedigen: 

An dieser Form tritt zuvorderst die Addierbarkeit der Ma13unterscmede 
ohne weiteres in Evidenz. 

Sodann aber auch die Unveranderlichkeit derselben durch diejenigen 
speziellen linearen Trans£ormationen, welche das Fundamentalelement p = 0 
doppeltzahlend ungeandert lassen. Diese Trans£ormationen £iihren p in ein 
Multiplum seiner selbst iiber; jeden anderen linearen Ausdruck, also auch ql 
in dasselbe Multiplum seiner selbst, vermehrt um ein Vielfaches von p: 

p' = (lP, 
q' = (lq + Gp. 

Der Quotient .!L andert sich dabei also um die Konstante G, und der Ma13-
P 

unterschied zweier Elemente, der die Differenz zweier solcher Quotienten 
ist, bleibt vollig ungeandert, w. z. b. w. 

Geometrisch definiert sich die hiermit ge£undene Ma13bestimmung 

folgenderma13en. Der Quotient P", stellt, wie bekannt, das Doppelverhaltnis 
q", 

des PUllktes x und desjenigen Punktes, flir welchen J!.. den Wert 1 an-
q 

nimmt, zu den beiden Punkten p = 0, q = 0 dar, also zu dem gegebenen 
doppeltzlihlenden Fundamentalelemente und einem beIiebig gewahlten hinzu
tretenden Elemente. Die DiUerenz der Werte dieses DoppelverhiiltniBses, 
gebildet fur zwei Elemente, stellt den MafJunterschied der beiden Ele
mente dar. 

Diese Ma13bestimmung, die sich aIs ein Grenzfall der allgemeinen ergab, 
solI der letzteren gegeniibe:t: fortan als spezielle Maf3bestimmung bezeichnet 
werden. Dieselbe besitzt im Gegensatze zu der allgemeinen besonders die 
:folgenden beiden Eigenschaften: 

Sie ist nicht mehr mehrdeutig, sondern eindeutig definiert. 
Sie besitzt nicht zwei logarithmisch unendlich ferne Elemente, sondern 

nur ein algebraisch unel'ldlich weites (das doppeltzahlende Fundamental
element). 

Unter diese spezielle Ma13bestimmung subsumiert sich insbesondere, 
wie bereits in § 2 angedeutet, die gewohnliche (euklidische, parabolische) 
Ma13bestimmung auf der geraden Linie. Deshalb hat die Gerade bei der 
gewohnlichen Anschauung auch nur einen unendlich fernen Punkt. Diesem 
Punkte kann man sich auf der einen oder der anderen Seite unausgesetzt 

Klein, Gesammeite matb.Abbandlungen. I. 18 
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nahern, ohne ihn allerdings zu erreichen. Die gerade Linie ist bei der 
parabolischen Geometrie, im Gegensatze zu der elliptischen, unendlich lang. 
Aber ein ideales Stiick, wie bei der hyperbolischen Geometrie, besitzt sie 
nicht mehr; sie hangt im Unendlichen zusammen. 

§ 7. 

SpezieUe Mallbestimmung, welche eine allgemeine in einem Elemente 
beriihrt. Kriimmung der letzteren. 

Wir wollen uns jetzt auf einem GrundgebiIde erster Stufe zwei .Mal3-
bestimmungen denken, eine allgemeine und eine spezielle. Dieselben sollen 
in einer besonderen gegenseitigen Beziehung stehen, die aIs Beruhru'Y/{/ der 
beiden MafJbestimmungen in einem Elemente bezeichnet werden wird. 
Welcher Art diese Beziehung ist, wird man am besten an einem Beispiele 
erkennen. 

Auf einer geraden Linie sei eine gewohnliche Mal3bestimmtmg gegeben, 
die den unendIich fernen Punkt der Geraden als Doppelelement benutzt. 
Die Punkte der Geraden seien durch eine nicht homogene Koordinate z 
vorgestellt, wo z geradezu den Abstand vom Koordinatenanfangspunkte be
deuten mag. 

Sodann konstruiere man auf der Geraden in der folgenden Weise eine 
allgemeine Mal3bestimmung. In dem Abstande 1 von der gegebenen Ge
raden und auf der im Koordinatenanfangspunkte errichteten Senkrechten 
sei der MitteIpunkt eines StrahlbiischeIs gelegen. Fiir dieses Strahlbiischel 
sei wiederum die gewohnliche Ma13bestimmung, d. h. jetzt die fUr das StrahI
biischel gewohnliche Winkelbestimmung, gegeben. Diese Ma13bestimmung 
kann man auf die gegebene Gerade iibertragen, indem man als Ma13unter
schied zweier Punkte der Geraden den Winkel definiert, den die durch sie 
hindurchgehenden Strahlen des BiischeIs hilden. Sei z die Koordinate 
eines der Punkte, so ist der Winkel, den der hindurchgehende Strahl des 
BiischeIs mit dem durch den Koordinatenan£angspunkt gehenden bildet, 
gIeich ar.c tang z; iiberhaupt wird also bei dieser Ma13bestimmung der Mal3-
unterschied zweier EIemente z und z': 

= arc tang z - arc tang z' . 
Die Fundamentalelemente dieser Mal3bestimmung sind imaginar und des 
naheren bestimmt durch z = ± i. 

Zwischen der angenommenen speziellen Ma13bestimmung und der jetzt 
hinzutretenden allgemeinen besteht nun die Beziehung, da13 sie fUr Werte 
von z, die sehr wenig von z = 0 abweichen, nahezu iibereinstimmen, da 
ja fUr sehr kleine Winkel der Unterschied zwischen Winkel und trigono
metrischer Tangente verschwindet. 
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Am deutlichsten tritt dies hervor, wenn wir fiir den arc tang z seine 

Reihenentwicklung setzen: = z - r + -K~ - + . ... Beide MafJbestim

mungen sind also in der N iihe von z = 0 bis auf GrofJen dritter Ord
nung identisch. Diese Beziehung der beiden Mal3bestimmungen ist es, 
welche aIs Beruhrung derselben bezeichnet sein solI. 

Wenn sich, wie im vorstehenden, eine allgemeine und eine spezielle 
Ma.I3bestimmung beriihren, so ist augenscheinlich der Beriihrungspunkt der 
vierte harmonische Punkt zu den beiden Fundamentalpunkten der aIlge
meinen und dem doppeltziihlenden Fundamentalpunkte der spezieIlen Mal3-
bestimmung. Will man also, wenn auf einem Grundgebilde eine allgemeine 
Mal3bestimmung gegeben ist, eine spezielle Mal3bestimmungkonstruieren, 
welche die gegebene in einem bestimmten Elemente beriihrt, so suche man 
zllerst zu diesem Ilnd zu den beiden Fundamentalelementen der allgemeinen 
Mal3bestimmung das vierte harmonische. Dieses ist als Doppelelement der ge
suchten Mal3bestimmung Zll benutzen. Es sind dann nur noch die absoluten 
Werte der in der letzteren vorkommenden Konstanten so Zll bestimmen, 
dal3 in der Niihe des gegebenen Elementes zwischen beiden Mal3bestim
mungen Dbereinstimmung stattfindet. Diese Dbereinstimmung ist dann 
wegen der besonderen Lage des doppeltzahlenden Fundamentalelementes 
sofort eine inniger.e, eine Beriihrung. 

Nun findet ein charakteristischer Unterschied statt zwischen der aIlge
meinen Mal3bestimmung mit imaginaren und der allgemeinen Mal3bestim
mung mit reellen Fundamentalelementen. 

Sind die beiden Fundamentalelemente imaginar, so eilt die in einem 
Punkte beriihrende spezielle Mal3bestimmung der allgemeinen voran. Das 
heil3t, fiir das eben gebrauchte Beispiel, der Abstand eines Punktes z yom 
Nullpunkte, gemessen in der tangierenden speziellen Mal3bestimmung, ist 
immer grol3er als der Abstand derselben beiden Elemente, gemessen in 
der gegebenen allgemeinen M~l3bestimmung. Man iibersieht dies deutlich, 
wenn man bedenkt, dal3 die ganze Linie, gemessen in der speziellen Mal3-
bestimmung, eine unendliche Lange hat, wahrend sie in der gegebenen 
allgemeinen Mal3bestimmung von endlicher Lange ist. Nur fiir Punkte, 
die unendlich nahe an dem Beriihrungspunkte (z = 0) gelegen sind, stimmen 
beide Ma.I3bestimmungen iiberein. 

Sind dagegen die beiden Fundamentalelemente der gegebenen aIlge
meinen Mal3bestimmung reell, so bleibt umgekehrt die in einem Punkte 
beriihrende spezielle Mal3bestimmung hinter der gegebenen zuriick. In der 
Tat, die von den beiden Fundamentalelementen begrenzte Strecke ist in 
der gegebenen allgemeinen Mal3bestimmung bereits unendlich grol3, wahrend 
sie fiir die beriihrende Mal3bestimmung noch endlich ist. 

lS* 
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Dieses Zuriickbleiben resp. Voraneilen der allgemeinen MaJ3bestimmung, 
gegenuber der speziellen tangierenden, bezeichne ich als die Krumm'Ung 
der allgemeinen MafJbestimm'Ung, zunachst im Beriihrungselemente. Die 
Kriimmung solI positiv heiJ3en, wenn die Fundamentalelemente imaginar, 
negativ, wenn sie reell sind. Ais Map der Krumm'Ung bezeichne ich, 
schlechthin ausgesprochen, die GroJ3e des Zuriickbleibens resp. Voraneilens. 
Dieses KriimmungsmaJ3 erhalt, wie ich jetzt ~eigen will, £iir aIle Elemente 

des Gebildes denselben Wert. Fur diesen kann - 4~2 genommen werden, 

wo 0 die charakteristische Konstante der allgemeinen MaJ3bestimmung ist. 
Die beiden Fundamentalelemente der allgemeinen MaJ3bestimmung 

mogen, wie oben in dem Beispiele, harmonisch zu z = 0 und zu z = 00 

gelegen sein, und zwar seien sie durch: 

zl!=a 
bestimmt. 1st dann 0, wie immer, die charakteristische Konstante der 
MaJ3bestimmung, so findet man £iir den Abstand eines Elementes z vom 
Koordinatenanfangselemen te: 

zi 
20 arc tg-=, va 

oder, In eine Reihe entwickelt: 

+ 2ci .z+ 2ci .Z3 + 2ci .ZD + ... 
Va 3,la 8 sf(i5 

Die im Elemente z = 0 tangierende spezielle MaJ3bestimmung ist diejenige, 
welche als Entfernung des Elementes z vom Elemente z = 0 das erste 
Glied der Reihenentwicklung, also den Ausdruck: 

2ci 
---==-·z va 

benutzt. Als Abweichung der allgemeinen Mal3bestimmung von der tan
gierenden speziellen, oder als KriimmungsmaJ3 der ersteren, kann man dann 
definieren: das negativ genommene zweite Glied der Reihenentwicklung, 
multipliziert mit 3, dividiert durch die dritte Potenz des ersten Gliedes. 

Dies aber ergibt den eben angegebenen Ausdruck - 4~2. 
Dieser Ausdruck £iir das KriimmungsmaJ3 hat auch das oben fest

gesetzte Vorzeichen. Bei reellen Fundamentalelementen muJ3 man (§ 4) 0 

ein positives Vorzeichen erteilen, das KriimmungsmaJ3 wird also negativ; 
bei imaginaren Fundamentalelementen dagegen ist 0 rein imaginar zu 
nehmen, somit das KriimmungsmaJ3 positiv. Das Kriimmungsmal3 einer 
speziellen Mal3bestimmung wird Null. Denn wir muJ3ten im vorigen Para
graphen, um durch einen Grenziibergang zu der speziellen MaJ3bestimmung 
zu gelangen, 0 einen unendlich groJ3en Wert erteilen. 
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Endlich ist auch die Kriimmung in allen Elementen unseres Grund
gebildes dieselbe, insofern C fUr aIle Elemente dieselbe Bedeutung hat. 

Das hiermit aufgestellte Kriimmungsma13 einer allgemeinen Ma13bestim
mung kann noch in der foJgenden Weise definiert werden. 

In § 5 wurde gezeigt, da13 die Lange der ganzen Linie bei imaginaren 
Fundamentalelementen und der Konstanten cli gleich 2 Cl 1'#: wird. Der mit 
1'#: ~ multiplizierte reziproke Wert des Quadrats dieses Ausdruckes ist aber 
das Kriimmungsma13. Das Kriimmungsma13 ist gleich der mit 1'#: multi
plizierten Flache eines gewohnlichen Kreises, der einen Radius gleich dem 
reziproken Werte der scheinbaren Lange der ganzen Geraden hat. 

Bei reellen Fundamentalelementen kann man folgende Betrachtung 
machen. Der gegenseitige Abstand der beiden Fundamentalelemente 
Z = + Va. gem essen in der tangierenden spezieUen MaJ3bestimmung, ist 
gleich 4c. Das Kriimmungsma13 wird also gleich dem mit - 4 multi
plizierten reziproken Quadrate des in der tangierenden speziellen MaIl
bestimmung gemessenen Abstandes der beiden Fundamentalelemente. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, da13 die dreierlei Ma13bestimmungen, 
welche die elliptische, die hyperbolische und die parabolische Geometrie 
allfder geraden Linie annehmen, zueinander in dem Verhaltnisse der Be
riihrung stehen. Die Beriihrung findet jedesmal in demjenigen Punkte statt, 
den wir gerade ins Auge fassen, von dem aus wir im Sinne der hyper
bolischen oder der elliptischen oder der parabolischen Geometrie messen. 
Die Ma13bestimmung der parabolischen Geometrie ist die spezielle Ma13-
bestimmung, welche die allgemeine Ma13bestimmung der elliptischen bez. 
der hyperbolischen Geometrie tangiert. Sie kann deswegen die letzteren 
fiir aIle Punkte ersetzen, welche von dem Punkte, den wir gerade be
trachten, wenig entfemt sind. 

§ 8. 

Die allgemeine projektivische MaBbestimmung in der Ebene. 

Nachdem nunmehr die projektivische Ma.6bestimmung auf den Grund
gebilden erster Stufe auseinandergesetzt worden ist, kOOnen wir, fast un
mittelbar, zu den projektivischen. Ma13bestimmungen auf den Grundgebilden 
zweiter und sodann beliebiger Dimension iibergehen. Wir finden sodann 
eine allgemeinere Ma13bestimmung, welche die von uns bei diesen Grund
gebilden gewohnlich in Anwendung gebrachten Ma13bestimmungen, anderer
seits aber auch die Ma.6bestimmungen, welche die elliptische und die 
hyperbolische Geometrie fiir die betreffenden Gebilde aufstellt, als spezielle 
FaIle umfaJ3t. Es solI dieselbe hier zunachst fUr die Ebene auseinander
gesetzt werden. Fiir den Punkt (als Strahlen- und Ebenenbiindel im 



278 Zur Grundlegung der Geometrie. 

Raume) gestaltet sich dieselbe ganz in gleicher Weise, Wle m § 10 noch 
naher erortert werden solI. 

So wie man bei der projektivischen MaBbestimmung auf den Grund
gebilden erster Stufe zwei Elemente derselben als Fundamentalelemente 
benutzt, so legt man der projektivischen MaBbestimmung in der Ebene 
einen Kegelschnitt zugrunde, welcher der tundamentale Kegelsohnitt heiBen 
solI (bei Oayley "the absolute"). An diesen fundamentalen Kegelschnitt 
kniipft sich zunachst die MaBbestimmung auf allen Grundgebilden erster 
Stufe, welche der Ebene angehOren, d. h. die MaBbestimmung auf den Ge
raden und in den Strahlbiischeln der Ebene. J ede gerade Linie schneidet 
den fundamentalen Kegelschnitt in zwei (reellen oder imaginaren oder zu
sammenfallenden) Punkten. Diese soilen die Fundamentalpunkte rur die 
auf ihr zu trefl'ende MaBbestimmung sein. Unter den Linien jedes Biischels 
finden sich zwei (reelle oder imaginare oder zusammenfallende) Tangenten 
des Kegelschnitts. Dieselben sollen als Fundamentalstrahlen rur die MaB
bestimmung im Strahlbiischel genommen werden. - Sodann wollen wir 
noch eine Festsetzung hinsichtlich der Konstanten 0 machen, die in An
wendung zu bringen sind. Zur MaBbestimmung auf allen geraden Punkt
reihen wollen wir dieselbe, iibrigens willkiirlich gewahlte Konstante 0 be
nutzen; ebenso zur MaBbestimmung in allen Strahlbiischeln ein und die
selbe, iibrigens beliebig angenommene Konstante 0'. 

Fiir die hiermit eingefiihrte MaBbestimmung wollen wir nunmehr den 
analytischen Ausdruck aufstellen. 

Die Gleichung des Fundamentalkegelschnittes in Punktkoordinaten 
mag sem: 

Sodann seien durch: 
Qxx' Q yy 

diejenigen Ausdriicke bezeichnet, welche entstehen, wenn man 
Koordinaten x1 , x2 , Xs eines Punktes (x), resp. die Koordinaten 
eines Punktes {y) einsetzt. Endlich bedeute: 

QXY 

m Q die 

Y1' Y'/" Ys 

das Resultat der Einsetzung der Koordinaten Y in die Polare von (x), oder, 
was dasselbe ist, der Koordinaten x in die Polare von (y). Dann ist das 
Doppelverhaltnis der beiden Punkte (x) und (y) zu den heiden Schnittpunkten 
ihrer Verbindungsgeraden mit dem fundamentalen Kegelschnitt durch den 
Quotienten der Wurzeln der folgenden in 1 quadratischen Gleichung gegeben: 

12Qxx + 21QXY + Q yy = O. 

Das Doppelverhaltnis ist also gleich: 

QXy+-V~Q;xQy~ 
, . ' 

Qxy-YQXy-QxxQyy 
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und die Entfernung der beiden Punkte wird: 

= clog Q",,,+ YQ~",~Q~, 
Q",,,-YQ:,,-Q,,,,,,Q,,,, 

oder auch, was dasselbe ist: 
. Q",,, 

= 2~c· arccos-==_ 
yQ"""Q"" 

Es sind dies also, bei der hier gebrauchten Bezeichnung, genau dieselben 
Ausdriicke, welche bei den Grundgebilden erster Stufe auftraten. 

Auf ganz gleiche Weise ergibt sich der Winkel zweier Geraden mit 
den Koordinaten u I ' u 2 ' u a und VI' V 2 , Va' wenn: 

<1>=0 

die Gleichung des fundamentalen Kegelschnittes in Linienkoordinaten ist, 
durch die folgende Formel. Der Winkel der beiden Geraden ist: 

'1 Q>uv + Y <P~v - <Puu(Pvv 
= c og ,/ 2 ' 

<Puv - v <Puv - <Puu <P"" 
oder, was dasselbe ist: 

• , <Pu" 
= 2 ~ c arc cos ----==--=c..:: . 

y<Puu<P"" 

Es entsteht nun zunachst die Frage: Wo liegen diejenigen Punkte (y), 
welche von einem Punkte (x) gleich weit abstehen? Da die Entfernung x y 
nur von: 

yn",,,, yQ,,~' 
abhangt, so erhalten wir die Gleichung des geometrischen Ortes fUr (y), 
indem wir diesen Ausdruck gleich einer Konstanten k, oder, was dasselbe 
ist, wenn wir: 2 2 

Q",,,=k Q"""Q"" 
setzen. Dies ist aber ein Kegelschnitt, welcher den fundamentalen Kegel
schnitt Q yy = ° in den beiden Durchschnittspunkten mit Qxy = 0, der 
Polare von (x) in bezug auf den fundamentalen Kegelschnitt, bertihrt. 

Von dem Punkte (x) stehen alle diejenigen Punkte gleich weit ab, 
die demselben K egelschnitte angehiJren, welcher den Fundamentalkegelschnitt 
in den beiden Durchschnitten mit der Polare des Punktes (x) beruhrt. 

Diese Kegelschnitte also sind es, die wir, gewohnlichem Sprach
gebrauche folgend, bei unserllr MaBbestimmung als Kreise zu bezeichnen 
haben. Der Punkt (x) ist das gemeinsame Zentrum der Kreise. Unter 
dem Radius des Kreises haben wir die Entfernung eines beliebigen seiner 
Punkte (y) vom Mittelpunkte (x), d. h. den Ausdruck: 

2 ic arc cos k 
zu verstehen. 
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Unter diesen um das Zentrum (x) beschriebenen Kreisen findet sich 
insbesondere, k = 0 und also einem Radius gleich nic entsprechend, die 
Polare des Punktes (x). Es findet sich ferner unter ihnen (flir k = 1) ein 
Kreis mit dem Radius Null. Derselbe besteht aus dem Paare der von (x) 
an den Fundamentalkegelschnitt gelegten Tangenten. Der Abstand zweier 
auf einer solchen Tangente gelegenen Punkte ist in der Tat immer Null, 
wei I sie mit den Durchschnittspunkten ihrer Verbindungslinie mit dem 
Fundamentalkegelschnitt das Doppelverhaltnis + 1 bilden. Man miiBte 
denn der Konstanten c einen unendlich groBen WeIt erteilen, was hier 
nicht angeht, da sonst die Entfernung aller nicht auf einer Tangente des 
Kegelschnitts gelegener Punkte unendlich groB wiirde. Es bleibt natiirlich 
unbenommen, zur MaBbestimmung auf den Tangenten des Kegelschnitts 
dem c einen besonderen unendlich groBen Wert beizulegen. Diese MaB
bestimmung ist dann aber nicht mehr mit der allgemeinen vergleichbar. 
- Es gibt endlich unter den in Rede stehenden konzentrischen Kreisen, 
k = 00 entsprechend, einen mit unendlich groBem Radius. Dies ist der 
fundamentale Kegelschnitt selbst; wie denn auf jeder durch (x) hindurch
gehenden Geraden die beiden Durchschnittspunkte mit dem fundamentalen 
Kegelschnitte die beiden unendlich fern en Punkte sind: Der Fundamental
kegelschnitt ist der Ort derjenigen Punkte, welche von einem beZiebigen 
Punkte unendlich abstehen. 

Ganz entsprechende Betrachtungen, wie vorstehend flir die Punkte 
der Ebene, kann man ohne wei teres fur die Geraden derselben anstellen 

Diejenigen Geraden, welche mit einer festen Geraden (u) den niim
lichen Winkel einschZiefJen, umhullen K egelschnitte, welche den Funda
mentalkegelschnitt in den beiden Durchschnittspunkten mit (u) beruhren, 
unter denen sich also insbesondere der Pol von (u) (als Strahlbuschel 
gedacht) befindet. - Diejenigen Geraden, welche durch einen der Durch
schnittspunkte des Fundamentalkegelschnitts mit (u) hindurchgehen, schliefJen 
mit (u) einen Winkel Null ein. - Die Tangenten des fundamentalen 
K egelschnitts bilden mit (u) einen unendlich grofJen Winkel. 

Diejenigen Kegelschnitte also, welche den Fundamentalkegelschnitt 
zweimal beruhren, sind gleichzeitig Ort derjenigen Punkte, welche von 
einetn festen Punkte, dem Pole der Beriihrungssehne, gleich weit abstehen, 
und werden umhullt von denjenigen Geraden, welche eine feste Gerade, 
die Beruhrungssehne, unter konstantem Winkel schneiden. Man bemerke 
ferner noch dies. Als parallele Linien wird man solche Linien bezeichnen, 
die sich unendlich weit, d. h. auf dem Fundamentalkegelschnitte schneiden. 
Der Winkel zweier paralleler Linien ist gleich Null. Aber es steht nichts 
im Wege, fur ein Buschel paralleler Linien, indem man c einen un end
lich groBen Wert beilegt, eine spezielle MaBbestimmung einzuflihren. Auf 
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die Einfiihrung einbr solchen speziellen MaIlbestimmung kommt es hinaus, 
wenn wir in der gewohnlichen, parabolischen Geometrie von einem Ab
stande 27) zweier Parallelen reden. 

§ 9. 

tJber diejenigen linearen Transformationen der Ebene, welche an Stelle 
der Bewegungen treten. 

Ein Kegelschnitt hat die Eigenschaft, durch dreifach unendlich viele 
lineare Transformationen der Ebene in sich iiberzugehen. Denn es gibt 
achtfach unendlich viele lineare Transformationen in der Ebene und nur 
fiinffach unendlich viele Kegelschnitte, so daIl jeder Kegelschnitt in jeden 
anderen, und also auch in sich selbst, durch dreifach unendlich viele 
lineare Tr:ansformationen iibergefiihrt werden kann. 

Bei einer solchen linear en Transformation der Ebene vertauschen sich 
die Punkte des Kegelschnittes unter sich, gerade so, wie bei einer linearen 
Transformation eines Grundgebildes erster Stufe, dessen Elemente unter
einander vertauscht werden. Man wird hieraus schlieJ3en, daIl bei jeder 
solchen linearen Transformation zwei Punkte des Kegelschnitts ungeandert 
bleiben. In der Tat, man betrachte die beiden Strahlbuschel 0 (PI' P2' Pa' ... ) 
und 0 (p~, p;, p~, ... ), welche von einem festen Punkte 0 des Kegelschnitts 
nach beliebig gegebenen Punkten PI' P2 ' Pa' ... desselben und nach den
jenigen Punkten pI, p;, p;, . .. hingehen, die aus letzteren vermoge einer 
linearen Transformation der Ebene, die den Kegelschnitt ungeandert laIlt, 
entspringen. Die beiden Biischel sind projektivisch, denn (j (PI' P2' Pa' ... ) 
ist projektivisch mit 0' (p~, P;, p~, ... ), wo 0' den Punkt bezeichnet, in 
welchen 0 bei der Transformation iibergeht. Dieser Punkt 0' ist aber, wie 0, 

ein Punkt des gegebenen Kegelschnittes, also ist 0' (p;, p~, p~, ... ) pro-
jektivisch zu o(p~, p~, P;, ... ), und also letzteres auch zu O(Pl' P'!., PS' ... ), 
w. z. b. w. Sind aber die heiden Buschel 0 (PI' P2 , Pa' ... ) und 0 (p;, P;, p~, ... ) 
projektivisch, so haben sie zwei Strahlen onl und on2 entsprechend gemein, 
mithin gibt es zwei Punkte n l , n 2 des Kegelschnittes, welche bei der Trans
formation ungeandert bleiben. 

Bleiben aber zwei Punkte des Fundamentalkegelschnitts ungeandert, 
so auch deren Verbindungslinie, die Tangenten in ihnen und deren Durch
schnitt, iiberhaupt also das von der Verbindungslinie und den Tangenten 
gebildete Dreieck. Unter Zugrundelegung dieses Dreiecks als Koordinaten
dreieck ist die Gleichung des Kegelschnittes von der Form: 

XIX'!. - x;= o. 
27) Es ist dabei eine Besonderheit der parabolischen Geometrie, wenn der Abstand 

zweier Parallelen gleich ist dem Minimalabstande zweier auf ihnen beweglicher Punkte. 
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Die lineare Transfo.rmatio.n, durch welche er in sich selbst iibergeht, muB, 
da sie das Dreieck ungeandert laBt, vo.n der Fo.rm sein: 

Xl = alyl , x2 = a2 Y2' Xs = asYs' 

Als Bedingung dafiir, daB durch sie der KegeJschnitt ungeandert bleibt, 
ko.mmt: 

a l a2 - ai = 0, 
und da dies nur eine Bedingung fiir die drei ho.mo.genen a ist, so. gibt es 
einfach unendlich viele lineare Transfo.rmatio.nen, die das Dreieck und den 
Kegelschnitt ungeandert lassen. 

Durch diese Transfo.rmatio.nen bleibt der Quo.tient Xl~2 unabhangig vo.n 
X3 

seinem Werte ungeandert. Es gehen also durch die namlichen Transfo.r
matio.nen aIle Kegeischnitte vo.n der Fo.rm: 

in sich iiber 28). 

Hier ist nun eine Unterscheidung zwischen reellen Kegelschnitten mit 
reellen Punkten und so.Ichen o.hne reelle Punkte zu machen. 29) 

1m ersteren Falle zerfallen die in Betracht ko.mmenden linearen Trans
fo.rmatio.nen der Ebene, die den Kegelschnitt in sich iiberfiihren, so.fern 
sie reell sind, in zwei Scharen. Die Transformationen der ersten Schar 
konnen durch Wiederholung einer reellen, unendlich kleinen Transfor
mation derselben Art erzeugt werden und bilden daher eine Gruppe, die 
der zweiten nicht. 

Sind beispielsweise die beiden festbleibenden auf dem Kegelschnitt be
findlichen Punkte Jr! und Jr2 , so. hat man eine Transfo.rmatio.n der erst en 

o.der zweiten Gruppe, jenachdem as = V a1 a'J o.der as = - Val a2 • 1m 
Ietzteren FaIle wird die Strecke Jrl Jr2 vo.n je zwei entsprechenden Punkten 
des Kegeischnitts getrennt, im ersteren nicht. 

Die Transfo.rmatio.nen der ersten Schar, durch die der Fundamental
kegeischnitt ungeandert bleibt, sind es nun, welche im vo.rliegenden FaIle 
ais Bewegungen der Ebene bezeichnet sein so.llen. Dieselben gehen nam
lich in den Zykius der wirklichen Bewegungen der Ebene iiber, wenn 
wir den Fundamentaikegeischnitt in der Art passend partikularisieren, daB 
die auf ihn gegriindete MaBbestimmung in die wirklich angewandte iibergeht SO). 

28) Beilaufig bemerkt, sieht man hieraus: Nicht jede lineare Transformation fiihrt 
einen Kegelschnitt in sich selbst iiber; steht aber die Transformation zu einem Kegel
schnitte in dieser Beziehung, so gleich zu unendlich vielen. 

29) [DaB diese Unterscheidung hier notwendig ist, hat Herr Study in den Math. 
Ann., Bd. 39 (1891) bemerkt. Dementsprechend ist die Fassung der nachstfoigenden 
Absatze abgeandert worden.] 

30) Die andere Klasse von Transformationen des Kegelschnittes in sich selbst 
Iiefert bei dies em Ubergange diejenigen Transformationen der Ebene, weiche aUB 
ebenen Figuren belie big gelegene, invers kongruente machen. 
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Enthii.lt aber der zugrunde zu legende, durch eine reelle Gleichung 
gegebene Kegelschnitt keine reellen Punkte, so werden samtliche reelle 
lineare Transformationen, die den Kegelschnitt in sich iiberfiihren, als Be
wegungen zu bezeichnen sein. 31) 

Bei dieser Definition konnen wir den eben bewiesenen Satz, daJ3 durch 
jede line are Transformation, durch die der gegebene Kegelschnitt in sich 
iibergeht, unendlich viel Kegelschnitte ungeandert bleiben, so aussprechen: 

Bei einer Bewegung der Ebene geht nicht nur der Fundamental
kegelschnitt, sondern jeder Kegelschnitt (jeder Kreis) in sich iiber, welcher 
ihn in den beiden jest bleibenden Punkten beriihrt. 

Unter diesen Kegelschnitten findet sich namentlich auch der Punkt 
Xl = 0, X 2 = 0, der gemeinsames Zentrum der Kreise ist. Wir wollen 
die Bewegung als eine Rotation der Ebene um dieses Zentrum bezeichnen 

Dann haben wir den Satz: 
J ede Bewegung der Ebene besteht in einer Rotation um einen Punkt. 

Alle anderen Punkte beschreiben um diesen Punkt als Zentrum herum
gelegte Kreise. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, daJ3 bei der Bewegung 
die Polare des Rotationszentrums dualistisch dieselbe Rolle spielt wie das 
Zentrum, daB also bei unserer MaBbestimmung Bewegung ein in sich selbst 
dualistischer Begriff ist. Diese Dualitat wird erst aufgehoben, wenn wir, 
um zur parabolischen Geometrie zu gelangen, den fundamentalen Kegel
schnitt undualistisch partikularisieren. 

Unter den Bewegungen der Ebene gibt es noch einen ausgezeichneten 
Fall, der dann eintritt, wenn das Zentrum der Rotation unendlich weit, 
d. h. auf den Fundamentalkegelschnitt riickt. 

Die Kreise, welche von den einzelnen Punkten der Ebene beschrieben 
werden, sind dann Kegelschnitte, die den fundamentalen Kegelschnitt im 
Zentrum vierpunktig beriihren. Diejenige Art der Bewegung, welche dieser 
Annahme entspricht, bezeichnet man als Translation 32). 

Es ist nun ersichtlich, daB, wenn man Bewegungen der Ebene so de
finiert, wie vorstehend geschehen, dann der Satz gilt: 

Bei den Bewegungen der Ebene bleiben die Maf3verhiiltnisse un
geiindert. 

Denn da bei einer Bewegung der Fundamentalkegelschnitt in sich 
iibergeht, so wird bei derselben das Doppelverhaltnis zweier Punkte zu den 

31) [Die Unterscheidung direkter und inverser Kongruenz faUt dabei weg, wei! 
die unbegrenzte projektive und also auch die elliptischen Ebene eine einseitige Flache 
vorstellt. Man vergleiche hierzu die Erorterungen des 2. Bandes dieser Ausgabe.] 

32) Eine durch die Partikularisation des Fundamentalkegelschnitts herbeigefiihrte 
Besonderheit ist ea, wenn bei der parabolischen Geometrie die Translationen ein ge
schlossenes System bilden und je zwei Translationen vertauschbar sind. 
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beiden Schnittplmkten ihrer Verbindungslinie mit dem Fundamentalkegel
schnitte erhaIten. Also auch der mit einer Konstanten multiplizierte 
Logarithmus des DoppelverhaItnisses, d. h. die Entfernung der beiden Punkte. 
Ahnlich ist es mit dem Winkel zweier Geraden. 

Es gilt dies nicht nur flir die Bewegungen der Ebene, sondern auch, 
und aus demselben Grunde, bei den Transformationen zweiter Art, die den 
Fundamentalkegelschnitt in sich liberflihren [sofern ein solcher Unterschied 
bestehtJ. 

Es gilt ferner etwas Ahnliches bei denjenigen reziproken ( dualistischen) 
Transformationen, die den Fundamentalkegelschnitt in sich liberfUhren, na
mentlich flir die durch denselben begrlindete Polarreziprozitat. Denn zwei 
Punkten und den Durchschnittspunkten ihrer Verbindungslinie mit dem 
Fundamentalkegelschnitt, die ein gewisses Doppelverhaltnis besitzen, ent
sprechen bei diesen Transformationen zwei Linien und die beiden von deren 
Durchschnittspunkte an den Fundamentalkegelschnitt gehenden Tangenten, 
welche dasselbe Doppelverhaltnis miteinander bilden. N ehmen wir also 
die beiden Konstanten c und c' (§ 8) der beiden Ma13bestimmungen gleich, 
so haben wir den Satz: 

Die Entfernung zweier Punkte ist gleich dem Winkel der ihnen ent
sprechenden Geraden, und umgekehrt; 
insbesondere: 

Die Entfernung zweier Punkte ist gleich dem Winkel ihrer Polaren. 
Wir werden hier diese Satze nicht weiter benutzen, und nur noch im 

folgenden Paragraphen auf den letzten derselben zurlickkommen. Unter 
ihn subsumiert sich namlich der Satz aus der Geometrie der Kugel: da13 
sich die Seiten und Winkel eines spharischen Dreiecks beim Dbergange 
zum Polardreiecke vertauschen 33). 

§ 10. 

Die allgemeine projektivische MaBbestimmung im Strahlen
und Ebenenbiindel. 

In ganz ahnlicher Weise, wie in den beiden vorigen Paragraphen eine 
allgemeine projektivische MaJ3bestimmung fur die Ebene aufgestellt wurde, 
wird man eine solche fUr das andere Grundgebilde zweiter Stufe, den Punkt 
(aufgefa13t als Ebenen- und Strahlenblindel), aufstellen konnen. Bei der
selben wird man statt des fundamentalen Kegelschnittes einen fundamen
talen Kegel zweiten Grades benutzen. Ais Winkel zweier Geraden, die 
sich im Mittelpunkt des Kegels schneiden, ist der mit einer Konstanten c 
multiplizierte Logarithmus desjenigen Doppelverhaltnisses anzusehen, welches 

33) Vg1. Cayley, 1. c. 
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die beiden Geraden mit den beiden Erzeugenden des Kegels bilden, die 
mit ihnen in einer Ebene liegen; als Winkel zweier durch den Mittelpunkt 
gehenden Ebenen der mit einer (anderen) Konstanten c' multiplizierte 
Logarithmus des Doppelverhaltnisses der beiden Ebenen zu denjenigen 
beiden Tangentenebenen des fundamentalen Kegels, welche durch ihren 
Durchschnitt gehen. 

Der analytische Ausdruck dieser Mal3bestimmung ist genau derselbe, 
wie derjenige, der oben fUr die Mal3bestimmung in der Ebene aufgestellt 
wurde. Man hat nur den Koordinaten (x), (y) bez. ('1.£), (v) in der 
Ebene die Bedeutung von Strahl en- und Ebenenkoordinaten im Punkte 
zu geben. Auch alle anderen fur die Ebene ausgefiihrten Entwicklungen 
lassen sich ohne weiteres auf den Punkt ubertragen, welche Andeutung 
hier genugen soIl. 

Es ist nun leicht zu sehen, dal3 sich die gewohnliche Mal3bestimmung 
im Punkte 34), d. h. die gewohnliche Art und Weise, Winkel von Geraden 
oder Ebenen, die durch einen Punkt gehen, zu messen, aIs spezieller Fall 
unter diese allgemeine Mal3bestimmung subsumiert. DiesellJe benutzt als 
/undamentalen Kegel zweiten Grades den Kegel, der vom Punkte sick 
nack dem unendlick weit entfernten imaginaren Kreise S6) erstreckt; sie 

8etzt uberdies die beiden Konstanten c und c' gleick V l! t"36). 
Denn auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, ist der Kegel, 

welcher von dem Punkte nach dem unendlich fernen imaginaren Kreise 
hingeht, dargestellt durch: 

x 2 + y2 + Z2 = 0, 

oder in Ebenenkoordinaten durch: 

U 2 +V2 +W2=O. 

Fur den Winkel, den zwei gerade Linien mit den Koordinaten (x, y, z), 
(x',y',z') bez. zwei Ebenen (u,v,w), (u',v',w~ miteinander bilden, 

34) Man spricht gewohnlich nicht von der MaBbestimmung im Punkte, Bondem 
von der MaBbestimmung auf einer um ihn als Zentrum herumgelegten Kugel (vom 
Radius 1). 1m Texte ist die erstere Ausdrucksweise vorzuziehen, da der Punkt das 
einfache Grundgebilde iRt, mit dem die projektivische Geometrie operiert. Dabei ist ein 
Unterschied nicht zu iibersehen, der auch schon auf tritt, wenn man statt von der 
MaBbestimmung im Strahlbiischel von der MaBbestimmung auf dem Kreise spricht. 
J eder durch den Punkt hindurchgehenden Geraden (jedem Strahle des Biischels) ent
sprechen zwei Punkte der Kugel (des Kreises). Dadurch wird fiir die MaBbestim
mung auf der Kugel (dem Kreise) noch ein Unterschied geschaffen, der hier nur un
notigerweise komplizieren wiirde. 

3~) Bei der elliptischen und hyperbolischen Geometrie muB statt dessen gesetzt 
werden: den . Tangentenkegel, der sich von dem Punkte nach der unendlich feman 
Flache zweiten Grades erstreckt. 

36) Dies ist diejenige Annahme der Konstanten, welche Cayley immer in An
wendung bringt. 
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erhalten wir also nach den Formeln des § 8, indem wir noch c = c' = V 2 1 

setzen, bez.: 
xx'+yy'+zz' arc cos . V X2+ y2+ Z2 . .jX'2+ y'2+ z,g 

und 
uu'+vv'+ww' arc cos 

.ju2+ v2+ w2. VU'2+V'2+W'~ 

und dies ist die gewohnliche Winkelbestimmung. - Die Polare einer 
durch den Punkt gehenden Ebene mit Bezug auf den fundamentalen Kegel 
ist deren Senkrechte. Der letzte Satz des vorigen Paragraphen geht also 
jetzt in den Satz iiber: Der Winkel zweier Ebenen ist gleich dem Winkel 
ihrer N ormalen. Auf diesem Satze beruht das in der sphii.rischen Geo
metrie angewandte Prinzip, nach welchem in einem sphii.rischen Dreiecke 
und seinem Polardreiecke die MaBverhaltnisse dualistisch dieselbensind, 
d. h. dieselben sind, wenn man die Seiten mit den Winkeln vertauscht. 

§11. 

Die MaBbestimmung in der Ebene bei imaginarem Fundamental
kegelschnitte. Die elliptische Geometrie. 

Die gewohnliche Ma13bestimmung im Punkte ist ein Bild dafiir, wie 
sich iiberhaupt die projektivische Ma13bestimmung in Punkt und Ebene 
stellt, wenn der fundamentale Kegel, resp. der fundamentale Kegelschnitt 
imaginar ist. Die einzige bei der gewohnlichen Ma13bestimmung im Punkte 
hmzutretende Partikularisation ist, daB die beiden Konstanten c und c' 

. F1 d . II ,r---T gielch -2-- gesetzt wer en. Hatten WIr sie a gemeiner gleich c1 Y - 1 

und c; v' - 1 gesetzt, so wiirden die Ma13unterschiede nur um Faktoren 2 c1 ' 

2 c; gewachsen sein: 
xx'+yy'+zz' 

2 C . arc cos -;=7========--=:=~~C== 
1 VX2+y2+Z2 . .jX'2+ y '2+ Z'2 

und 
uu'+vv'+ww' 2 c; . arccos , 

vu2+ v2+ w2 . .jU'2+V'2+W'2 

Ausdriicke, an welche man ohne weiteres dieselben Entwicklungen an
kniipfen kann, wie an die urspriinglichen. 

1st also in der Ebene ein imaginarer Fundamentalkegelschnitt gegeben, 
so ist die Lange jeder reellen Linie endlich, ebenso die Summe der Winkel 
im Strahlbiischel. Behalten wir die Bezeichnung c1 und c; fiir die durch i. 
dividierten Konstanten c und c' bei 37), so ist die Lange der geraden Linie 
gleich 2 c1 n, die Summe der Winkel im Buschel gleich 2 c; n. 

37) C und c' sind in der Tat rein imaginiir zu nehmen, aus demselben Grunde, aUB dem 
in § 5 die Konstante c bei imaginaren Fundamentalelementen imaginar geBetzt wurde. 
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Es gibt weder reelle unendlich ferne Punkte, noch reelle Linien, welche 
mit anderen unendlich gro.6e Winkel bilden. Sodann werden sich auch 
alle Relationen zwischen den Winkeln von Linien und von Ebenen, die 
durch einen Punkt gehen, auf die Abstande von Punkten und die Winkel 
von Geraden in der Ebene ubertragen, wenn man nur vorher die Abstande 
durch 2 c1 ' die Winkel durch 2 c~ dividiert. Die ebene Trigonometrie unter 
Zugrundelegung dieser Ma(3bestimmung wird also sein wie die sphiirische 
Trigonometrie, nur mit dem Unterschiede, da.6 man statt der Seiten der 
Dreiecke und ihrer Winkel die durch 2 c1 dividierten Seiten in die durch 
2 c~ dividierten Winkel in die Formeln einzufUhren hat. 

Die hiermit geschilderte Ma.6bestimmung in der Ebene ist nun gerade 
diejenige, welche die elliptische Geometrie anzunehmen hat. Man wird 
bei ihr noch insbesondere, damit die Winkelsumme im Biischel gleich 11: 
ist, die Konstante c;, wie bei der gewohnlichen Mal3bestimmung im 
Punkte, gleich t setzen. Die Winkelsumme im ebenen Dreiecke ist dann, 
wie beim spharischen Dreiecke, gro.6er als 211:, und wird nur gleich 211: 
beim unendlich kleinen Dreiecke usf. 

Man hat hiernach ein Bild fur den planimetrischen Teil der elliptischen 
Geometrie, wenn man sich in der Ebene einen imaginaren Kegelschnitt 
willkiirlich gegeben denkt und auf ihn eine projektivische Ma.6bestimmung 
griindet. Beispielsweise wahle man fiir den Kegelschnitt denjenigen, in 
welchem die Ebene von dem Kegel geschnitten wird, der von einem be
stimmten Punkte des Raumes nach dem unendIich fernen imaginaren Kreise 

hingeht. Sodann setze man c und c I gleich {'2 i. So ist die Entfernung 

zweier Punkte oder der Winkel zweier Geraden der Ebene gleich dem 
Winkel, unter welchem die beiden Punkte, bez. die beiden Geraden von 
dem gewahlten Punkte aus erscheinen. - Andererseits: ist die uns tat
sachlich gegebene Mal3geometrie die elliptische, so bilden die unendlich 
fernen Punkte der Ebene einen imaginaren Kegelschnitt, und die el1iptische 
Geometrie faUt mit der auf diesen Kegelschnitt gegriindeten projektivischen 
Ma.6bestimmung zusammen. 

§ 12. 

Die MaBbestimmung in der Ebene bei reellem Fundamental
kegelschnitt. Die hyperbolische Geometrie. 

Wir wollen uns jetzt in def- Ebene einen reeUen Fundamentalkegel
schnitt gegeben denken. Es wird dies zu einer Mal3bestimmung fUhren, 
die fUr die Punkte innerhalb des Fundamentalkegelschnittes mit den Vor
stellungen der hypel'bolischen Geometrie iibereinkommt. 

Ist der fundamentale Kegelschnitt reell, so zerfallen die reellen Punkte 
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und Geraden der Ebene, jede fiir sich, in zwei Klassen. Es gibt Punkte, 
von denen aus sich zwei reelle, und solche, von denen aus sich keine 
reellen Tangenten an den Kegelschnitt legen lassen. Die ersteren bezeichnet 
man als die Punkte auBerhalb, die letzteren als die Punkte innerhalb des 
Kegelschnittes. Analog zerfallen die Geraden in zwei Gruppen, in solche, 
welche den Kegelschnitt in zwei reellen, und in solche, welche ihn in zwei 
imaginaren Punkten schneiden. 

Des Zusammenhangs mit der hyperbolischen Geometrie wegen wollen 
wir uns auf die Betrachtung der Punkte innerhalb des Kegelschnittes und 
der durch sie hindurchgehenden Geraden beschranken. 

Keins der Strahlbiischel, deren Mittelpunkte in den von uns betrach
teten Raum fallen, hat reelle unendlich ferne Elemente. Deswegen solI 
die Konstante c' rein imaginar, gleich c;i, genommen werden. Die Winkel
summe in einem beliebigen Biischel, dessen Mitte]punkt innerhalb des fun
damentalen Kegelschnittes liegt, ist dann 2 c~ n. 

Dagegen hat jede Gerade, welche das von uns betrachtete Gebiet 
durchsetzt, zwei reelle (logarithmisch) unendlich ferne Punkte: ihre Durch
schnittspunkte mit dem Fundamentalkegelscnitt. Deshalb werden wir der 
Konstanten c einen reellen Wert beilegen. 

Bei dieser Festsetzung der Konstanten c und c' haben aUe Punkte, 
welche innerhalb des Kegelschnittes liegen, einen reellen Abstand; ebenso 
bilden aIle Geraden, die sich innerhalb des Kegelschnittes schneiden, mit
einander einen reellen Winkel. Aber der Abstand zweier Punkte, die durch 
den Fundamentalkegelschnitt getrennt werden, ist imaginar. Der Fun
damentalkegelschnitt ist der Ort der unendlich fernen Punkte. Zwei Ge
rade, die durch das Innere des Kegelschnittes verlaufen, aber sich auBer
halb desselben schneiden, bilden einen imaginaren Winkel. Zwischen 
ihnen und den Geraden, die sich innerhalb schneiden, bilden diejenigen den 
Dbergang, deren Schnittpunkt auf den fundamentalen Kegelschnitt, also 
unendlich weit faUt, d. h. diejenigen Linien, welche parallel (§ 8) heiBen. 
Ihr Winkel ist gleich Null. 

Wir wollen uns jetzt denken, daB wir uns an irgendeiner Stelle im 
Inneren des Fundamentalkegelschnittes befanden und daB wir uns auf der 
Ebene nur vermoge derjenigen linearen Transformationen bewegen konnten, 
die den fundamentalen Kegelschnitt ungeandert lassen (vgl. § 5, § 9). 
Wir werden uns dann, wie bei unserer gewohnlichen MaBbestimmung, um 
uns selbst drehen konnen und nach endlicher Drehung in die Anfangslage 
zuriickkommen, wir werden ebenfalls, wie bei der gewohnlichen Mall
bestimmung, auf der geraden Linie nach der einen oder anderen Seite 
unausgesetzt fortschreiten konnen. Aber wir werden nie den /undamen
talen Kegelschnitt erreichen, geschweige denn uberschreiten. Wir sind also 
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in das Innere des Kegelschnittes festgebannt; der Kegelschnitt begrenzt 
fiir uns die Ebene; ob jenseits desselben noch ein Stiick der Ebene vor
handen ist oder nicht, wiirden wir nicht sagen konnen. Ein Beobachter, 
der, mit der gewohnlichen MaBbestimmung ausgeriistet, uns auf den fun
damentalen Kegelschnitt zuschreiten sahe, wahrend wir die Bewegung ge
maB der neuen MaBbestimmung mit konstanter Geschwindigkeit ausflihren, 
wiirde bemerken, wie wir (von einer gewissen Stelle an) zusehends immer 
langsamer vorwarts kamen und die uns gegebene Grenze, den Fundamental
kegelschnitt, nie erreichten. 

Die hiermit geschilderte Ma13geometrie entspricht nun durchaus den 
V orstellungen der hyperbolischen Geometrie, wenn wir noch die einst
weilen unbestimmt gebliebene Konstante c~ gleich i setzen, damit die 
Winkelsumme im Strahlbiischel gleich n wird. Betrachten wir, urn uns 
davon zu iiberzeugen, einige der Propositionen der hyperbolischen Geo
metrie etwas naher ( dieselben sollen in Anfiihrungszeichen aufgefiihrt werden). 

"Durch einen Punkt der Ebene gibt es zu einer gegebenen Geraden 
zwei Parallele, d. h. Linien, welche die gegebene Gerade in unendlich fernen 
Punkten schneiden." Es sind dies die beiden Verbindungslinien des Punktes 
mit den beiden Schnittpunkten der gegebenen Geraden und des Funda
mentalkegelschnittes. 

"Die N eigung der beiden Parallelen, die durch einen Punkt zu einer 
Geraden gezogen werden konnen, nimmt bei zunehmender Entfernung des 
Punktes von der Geraden zu. Riickt der Punkt unendlich weit, so wird 
dieselbe gleich n, d. h. in anderem Sinne gerechnet, die beiden Parallelen 
bilden einen Winkel gleich Null." In der Tat, wenn der Punkt auf den 
Fundamentalkegelschnitt riickt, so schlieBen die beiden Parallelen, wie 
iiberhaupt zwei Gerade, die sich auf dem Fundamentalkegelschnitt schneiden, 
einen Winkel gleich Null ein. Daher auch der Satz: "Der Winkel zwischen 
einer Geraden und jeder ihrer Parallelen ist gleich Null." - DaB auch 
fiir nicht unendlich ferne Punkte der "Winkel des Parallelismus", den die 
hyperbolische Geometrie aufstellt, sich bei unserer projektivischen MaB
bestimmung wiederfindet, mag man daraus ersehen, daB, wie gleich gezeigt 
werden solI, iiberhaupt die trigonometrischen Formeln in beiden Fallen 
iibereinstimmen. 

"Die Winkelsumme im Dreiecke ist kleiner als 2n; flir ein Dreieck 
mit unendlich fernen Ecken ist die Winkelsumme gleich Null." Das Jetztere 
folgt daraus, daB diese Ecken des Dreiecks notwendig auf dem Funda
mentalkegelschnitt liegen, und je zwei Linien, die sich in einem Punkte 
des Fundamentalkegelschnittes schneiden, einen Winkel gJ eich Null ein
schlieBen. Die allgemeine Giiltigkeit des ersteren Satzes, der dadurch 
wahrscheinlich gemacht wird, daB fiir unendlich groBe Dreiecke die Winkel-

K lei n, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 19 
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summe Null, fiir unendlich kleine gleich 2;>'1; ist, folgt aus den noch naher 
anzugebenden trigonometrischen Formeln. 

"Zwei Perpendikel, auf einer Geraden errichtet, schneiden sich nicht." 
Bei uns schneiden sie sich allerdings, namlich in dem Po]e der Geraden. 
Aber dieser liegt in dem Raume au.6erhalb des Kegelschnittes, von dessen 
Existenz wir durch unsere Bewegungen nichts wissen konnen. Einen solchen 
Raum konnen wir uns aber - und das geschieht auch in der hyper
bolischen Geometrie - als einen idealen Raum 38) adjungieren; ganz in 
demselben Sinne, wie man in der parabolischen Geometrie den wirklich 
vorhandenen Elementen der Ebene eine (uneigent1iche) unendlich ferne 
Gerade hinzufiigt. Dber die Existenz des idealen Raumstuckes wird damit 
gar nichts ausgesagt; wir gebrauchen den Ausdruck nur als einen in sich 
nicht widersprechenden und bequemen Terminus. 

"Ein Kreis mit unendlich gro.6em Radius ist von einer Geraden ver
schieden." Ein Kreis mit unendlich gro.6em Radius bedeutet bei uns einen 
Kegelschnitt, der den Fundamentalkegelschnitt vierpunktig bemhrt. Da
gegen wtirde die Gerade, d. h. eine Gerade, die durch das von uns be
trachtete Innere des Kegelschnittes geht, ein Kreis sein, dessen Zentrum. 
(der Pol der Geraden) in das ideale Gebiet der Ebene fallt, und dessen 
Radius einen imaginaren Wert hat. -

Wir wollen uns noch eine V orsteUung davon machen, wie sich die 
Ebene in sich transformiert, wenn sie um einen unendlich fern en oder einen 
idealen Drehpunkt rotiert (§ 9). 1m ersteren Falle beschreiben aHe Punkte 
Kegelschnitte, die sich in unendlicher Entfernung bemhren. 1m 2)weiten 
Falle beschreiben sie Kegelschnitte, welche den fuudamentalen Kegelschnitt 
in zwei reellen Punkten bemhren. Unter ihnen befindet sich eine im End
lichen gelegene Gerade, die Polare des idealen Drehpunktes. Diese Gerade 
verschiebt sich in sich; aber die iibrigen Punkte beschreiben nicht etwa, 
entsprechend den Vorstellungen der parabolischen Geometrie, parallele 
Gerade, sondern (in der Nahe der Geraden flachgestreckte) Kegelschnitte, 
die den Fundamentalkegelschnitt in den beiden Durchschnittspunkten mit 
der ausgezeichneten Geraden bemhren. 

Was nun endlich die trigonometrischen Formeln angeht, die bei unserer 
jetzigen Ma.6bestimmung geiten, so erhalt man dieselben unmittelbar durch 
die folgende Dberlegung. In § 11 haben wir gesehen, da.6, bei Zugrunde
legung eines imaginaren Kegelschnittes in der Ebene und bei der Annahme 

der Konstanten c = c1 i, C' = c;i = v'_~ 1 fiir die Ebene eine Trigonometrie 

38) Man vgl. hierzu namentlich die Auseinandersetzungen, welche Herr Battaglini 
gegeben hat: SuUa geometria imaginaria di Lobatchefsky. Giornale di Matematiche. 
Bd. 5 (1867). 
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gilt, deren Formeln sich aus den Formeln der spharischen Trigonometrie 
ergeben, wenn man statt der Seiten die Seiten, dividiert durch 2c1 , einfiihrt. 
Ein Gleiches wird nun auch gelten, wenn ein reeller Kegelschnitt zugrunde 
gelegt wird. Denn die Geltung der Formeln der spharischen Trigono
metrie beruht doch auf analytischen Identitaten, die unabh1i.ngig sind von 
der Frage nach der Art des zugrunde gelegten fundamental en Kegelschnittes. 
Der einzige Unterschied, der nun, gegenuber dem fruheren FaIle, eintritt, 

ist, daB c1 = ~ nunmehr imaginar geworden ist. 
~ 

Die trigonometrischen Formeln, welche bei unserer jetzigen Map
bestimmung gelten, ergeben sich aus den Formeln der sphiirischen Tri-

gonometrie, wenn man statt der Seiten die Seiten, dividiert durch ~, 
~ 

einluhrt. 
Das ist aber dieselbe Regel, nach welcher man in der hyperbolischen 

Geometrie die trigonometrischen Formeln aufstellt. Die Konstante c ist 
die in der hyperbolischen Geometrie vorkommende charakteristische Kon
stante. Man kann sagen, daB die Planimetrie sich nach der Annahme der 
hyperbolischen Geometrie so gestaltet, wie die Geometrie auf einer Kugel 

mit dem imaginaren Radius; . 
~ 

Fur die Vorstellungen der hyperbolischen Geometrie erhalten wir nach 
dem Vorstehenden sofort ein Bild, wenn wir einen beliebigen reellen Kegel
schnitt hinzeichnen und auf ihn eine projektivische MaBbestimmung grunden. 
Umgekehrt: ist die uns tatsachlich gegebene Mallbestimmung von der Art, 
wie sie sich die hyperbolische Geometrie vorstelIt, so bilden die unendlich 
fernen Punkte der Ebene einen rt)elIen uns umschliellenden Kegelschnitt, 
und ist die hyperbolische Geometrie nichts anderes, als die auf diesen 
Kegelschnitt gegrundete projektivische Ma.f3bestimmung. 

§ 13. 

Die spezielle Ma.8bestimmung in der Ebene. Die parabolische Geometrie. 

Die MaBbestimmung der parabolischen Geometrie ist unter den jetzt 
betrachteten nicht mit enthalten, da sie keinen eigentlichen Kegelschnitt 
als fundamentales Gebilde benutzt. Vielmehr subsumiert sie sich unter 
einen Grenzfall der seither betrachteten allgemeinen Mallbestimmung, der 
dann entsteht, wenn der fundamentale Kegelschnitt sich in ein Pllllkte
paar auflost. Dieses fundamentale Punktepaar ist bei der parabolischen 
Geometrie imaginar; es sind die beiden unendlich ternen imaginiiren 
Kreispunkte. 

Ein imaginares Punktepaar kann, wie hier beilaufig auseinandergesetzt 
19* 
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werden mag, als Dbergang eines reellen Kegelschnittes zu einem imagi
naren angesehen werden, und stellt sich deswegen auch die parabolische 
Geometrie als Dbergangsfall zwischen die hyperbolische und die elliptische. 
Sei beispielsweise eine Hyperbel gegeben, deren (imaginare) N ebenachse 
einen fest en Wert hat, wahrend die Hauptachse von einer gegehenen GroBe 
an allmahlich gegen Null abnimmt und dann imaginar wird. An der 
Grenze Null fallen die beiden Aste der Hyperbel in eine doppeltzahlende 
Gerade, die N ebenachse, zusammen. Diese Linie vertritt den Kegelschnitt, 
insofern er durch Punkte erzeugt war. Aber sofern er von Linien um
hiiIlt war, ist er in zwei konjugiert imaginare Punkte ausgeartet, welche 
im Abstande der konstant gebliebenen N ebenachse auf der doppelt zahlenden 
Geraden liegen. Alle Tangenten des Kegelschnittes sind beim Grenziiber
gange imaginar geworden bis auf die eine Gerade, die jetzt den ganzen 
Kegelschnitt reprasentiert und die als Doppeltangente desselben aufzufassen 
ist. Wird sodann auch die Hauptachse imaginar, so enthalt der Kegel
schnitt iiberhaupt keine reellen Elemente mehr. 

Doch wir wollen zunachst allgemein eine solche Ma13bestimmung in 
der Ebene betrachten, die statt eines fundamentalen Kegelschnittes ein 
Punktepaar benutzt. Eine solche Ma13bestimmung solI eine spezielle Ma13-
bestimmung hei13en, im Gegensatz zu der bis jetzt betrachteten allgemeinen. 
Es versteht sich von selbst, da13 man statt der Ausartung des Kegel
schnittes in ein Punktepaar anch die Ausartung desselben in ein Linien
paar betrachten konnte; wenn wir uns hier auf die erste beschranken und 
ihr einen besonderen N amen geben, so geschieht dies, weil sie es ist, die 
unter sich die parabolische Geometrie begreift. 

Wenn der fundamentale Kegelschnitt in ein Punktepaar ausartet, so 
bleibt die Bestimmung des Winkels ahnlich wie im allgemeinen FaIle. 
J edes Strahlbiischel, dessen Mittelpunkt nicht gerade auf der Verbindungs
geraden der beiden Fundamentalpunkte, d. h. auf den fundamentalen 
Kegelschnitt fallt, hat zwei getrennte Fundamentalstrahlen, diejenigen 
heiden, welche durch die Fundamentalpunkte durchgehen. Dagegen wird 
die Bestimmung des Abstandes zweier Punkte jetzt wesentlich anders als 
in dem allgemeinen Falle. Da der Fundamentalkegelschnitt jetzt aus einer 
doppeltzahlenden Geraden besteht, so schneiden ihn alle Geraden in zu
sammenfallenden Pnnktepaaren. Die auf ihnen zu messende Distanz wird 
also, solange die Konstante c nicht einen unendlichen Wert bekommt, 
Null. Wir mussen, damit die Distanz endlich werde, c einen unendlich 
groBen Wert erteilen. Dann wird die Distanz gleichzeitig eine algebraische 
Funktion der Koordinaten. Aber die Vergleichbarkeit von Strecken und 
Winkeln, die bisher bestanden hatte, fallt fort; richtiger ausgesprochen: 
die Strecken sind nur noch unendlich kleinen Winkeln vergleichbar. Auch 
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wenn wir c einen unendlich groJ3en Wert erteiJen, bleibt die Entfernung 
solcher Punkte, deren Verbindungsgerade durch einen Fundamentalpunkt 
durchgeht, gleich Null. Denn diese Linien entsprechen den Tangenten des 
friiheren Kegelschnittes. Einen Winkel gleich Null bilden solche Geraden, 
welche sich in einem Punkte der Verbindungsgeraden der beiden Funda
mentalpunkte schneiden. 

Als Kreise wird man diejenigen Kegelschnitte bezeichnen, welche durch 
die Fundamentalpunkte gehen; konzentrische Kreise sind solche, die sich 
in den beiden Fundamentalpunkten beriihren. Unter jedem Systeme kon
zentrischer Kreise findet sich einer mit dem Radius 00. Er ist in die 
doppeltzahlende Verbindungsgerade der beiden Fundamentalpunkte aus
geartet. Die unendlich fernen Punkte bilden also jetzt eine doppelt
zahlende Gerade. Die Kreise haben nicht mehr, wie friiher, eine sich 
selbst dualistische Bedeutung. Diejenigen Linien, welche eine gegebene 
Linie unter konstantem Winkel schneiden, umhiiHen nicht mehr einen 
eigentlichen Kreis, sondern einen unendlich fern liegenden Punkt. Die 
Kreise mit unendlich fernem Zentrum, welche den Fundamentalkegelschnitt 
im Zentrum vierpunktig beriihrten, sind jetzt in die unendlich ferne Ge
rade und eine weitere Gerade zerfallen usf. Alles das sind Dinge, die 
sich aus dem Imher Aufgestellten durch Grenziibergang ohne weiteres 
ergeben. 

So wie wir nun unter Zugrundelegung eines Kegelschnittes eine drei
fach unendliche Schar linearer Transformationen der Ebene als Bewegungen 
bezeichnen konnten, so auch hier. N ur geniigt es nicht mehr, die Be
wegungen als diejenigen linearen Transformationen (oder vielmehr als die 
eine Klasse derselben) zu definieren, welche das fundamentale Gebilde 
ungeandert lassen. Denn ein Punktepaar geht nicht nur durch dreifach 
unendlich viele, sondern durch vierfach Imendlich viele line are Transfor
mationen der Ebene in sich iiber. Unter ihnen aber sind dreifach un
endlich viele dadurch ausgezeichnet, daJ3 jede einzelne unter ihnen die 
Kreise eines konzentrischen Biischels ungeandert laJ3t. Diese selbst zer
fallen wieder in zwei dreifach unendliche Scharen. Die eine Schar um
faJ3t die Bewegungen, die andere diejenigen TraJ).sformationen der Ebene, 
welche ebene Figuren in invers kongruente iiberfiihren. Die beiden Scharen 
sind einfach dadurch zu trennen, daJ3 die Bewegungen jeden einzelnen der 
beiden Fundamentalpunkte ungeandert lassen, wahrend die anderen Trans
formationen die beiden Fundamentalpunkte untereinander vertauschen. 
J ede Bewegung der Ebene besteht in einer Rotation um einen Punkt. 
Wird die Bewegung eine Translation, d. h. riickt das Rotationszentrum 
unendlich weit, so beschreiben aIle Punkte der Ebene parallele Gerade, 
d. h. Gerade, welche sich in demselben unendlich fern en Punkte schneiden. 
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Es existiert jetzt der Begriff der Richtung; parallele Gerade haben gleiche 
Richtung. Die Bewegung hat den sich selbst dualistischen Charakter ver
loren, den sie im allgemeinen FaIle besessen hatte. - N eben die Ver
wandtschaft der Kongruenz, welche durch jede der dreifach unendlich 
vielen Bewegungen, und der inver8en Kongruenz, welche die dreifach un
endlich vielen Transformationen der zweiten Gruppe entstand, stelJt sich 
jetzt, dem viedach unendlichen ZykluslinearerTransformationen entsprechend, 
welche das Fundamentalgebilde zulallt, die VerwandtschaIt der direkten und 
der inver8en Ahnlichkeit. Direkt ist die A.hnlichkeit, wenn beide Funda
mentaJpunkte ungeandert bleiben, invers, wenn sich die beiden Punkte ver
tauschen. Bei der A.hnlichkeit bleiben aIle Winkel ungeandert, wiihrend 
die Entfemungen in Multipla iibergehen. Sei noch bemerkt, dall wir nun
mehr durch die Bewegungen zu allen Punkten der Ebene hingelangen 
konnen, bis auf die Punkte der unendlich fern en Geraden. Ein ideales 
Gebiet, wie im FaIle eines reellen Fundamentalkegelschnittes, gibt es nicht 
mehr, oder, wenn man will, es hat sich auf seine deswegen doppeltziihlende 
Begrenzung zusammengezogen. 

Die analytische Formel, welche jetzt die Entfemung zweier Punkte 
darstellt - und auf diese wollen wir unS beschranken -, nimmt folgende 
Gestalt an. Sei p", = P1 X 1 + P'Jxg + Psxs = 0 die Gleichung der unendlich 
femen Geraden, sei femer P"'II = 0 die Bedingung, unter welcher die Ver
bindungslinie von (x) und (y) durch einen der beiden Fundamentalpunkte 
geht. So wird die Entfemung der beiden Punkte 

Ov~Y 
PX'py 

Die Entfernung zweier Punkte wird al80 eine algebrai8che Funktion 
ihrer Koordinaten. 

In der Tat wird man durch Grenziibergang von dem allgemeinen Aus
drucke der Entfemung zu dieser Formel geleitet. Der allgemeine Aus
druck liillt sich so schreiben: 

VQ2 _Q ",Q 
2icarcsin "'II '" 1111. 

vQxx Q "" 

Zediillt nun Q = 0 in ein Punktepaar, so wird Q;II- Q"""QIIII identisch Null, 
doch in der Art, dall es einen verschwindenden konstanten Faktor (die Dis
kriminante von Q) erhalt. Sondert man diesen ab, so bleibt von Q; 11- Q""" QJIJI 
gerade noch P"y stehen, d. h. der Ausdruck, der, gleich Null gesetzt, die 
Bedingung ausdriickt, dall die Verbindungsgerade von (x) und (y) eine 
Tangente nunmehr des ausgearteten Kegelschnittes sei. Aber wegen des 
verschwindenden Faktors konnen wir den Arcus Sinus dem Sinus selbst 
gleich setzen, und indem wir sodann den verschwindenden Faktor mit 2 ic 
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zu einer neuen Konstante 0 vereinigen, endlich noch statt Qx:z:' QYII bez. 
p! und p= schreiben (da p~ = 0 die Gleichung des ausgearteten Kegel
schnittes in Punktkoordinaten ist), so kommt del' vorstehend angegebene 
Ausdruck. 

Aus ihm ergibt sich der in der parabolischen Geometrie gewohnliche 
Ausdruck der Entfernung zweier Punkte ohne weiteres, wenn man die 
beiden Fundamentalpunkte so bezeichnet, wie man gewohnlich die beiden 
Kreispunkte darstellt. Die unendlich ferne Gerade hat bei der gewohn
lichen Bezeichnung die Gleichung: Konstante = 0; es ist also Px = P" 
gleich einer Konstanten k. Die Kreispunkte auf ihr stellt man in recht
winkligen Koordinaten als ihre Durchschnitte mit dem Linienpaare 

X2+y2= 0 

dar. Die Bedingung, da.f3 zwei Punkte (x, y) und (x', y') so liegen, da.f3 
ihre Verbindungsgerade durch einen Kreispunkt geht, ist dann: 

(x - X,)2 + (y - y'f' = O. 

Folglich wird die Entfernung der beiden Punkte 
c ,--------, 2- -_.. ---1""2 

= -2' V (x - x ) + (y - y ) . 
k 

Werden schlie.f3lich statt der x und y solche Multipla derselben gesetzt, da.f3 
die Entfernung zweier Punkte auf der x-Achse bez. der y-Achse geradezu 
durch die Differenz der betr. Koordinaten vorgestellt ist, so kommt: 

1/ (x _ x') 2 + (y _ y') 2, 

der gewohnliche Ausdruck fur die Entfernung in rechtwinkligen Koordinaten. 
Wir wollen hier nicht weiter erortern, wie sich die Vorstellungen der 

parabolischen Geometrie mit ihren imaginaren Grundpunkten in die vor
hergegangenen allgemeinen Betrachtungen einordnen 89). Wir wollen nUT 
hervorheben, daB bei imaginaren Fundamentalpunkten die trigonometrischen 
Formeln in die betr. Formeln der parabolischen Geometrie iibergehen, 
da.f3 also die Winkelsumme im Dreiecke genau gleich 2 n wird, wahrend 
Sle bei reellem Fundamentalkegelschnitt kleiner, bei imaginarem gro.f3er war. 

§ 14. 

Spezielle MaBbestimmung in der Ebene, welehe eine allgemeine in einem 
Punkte beriihrt. Kriimmung der letzteren. 

So wie wir in § 7 eine spezielle Ma.f3bestimmung auf der Geraden 
angeben konnten, welche mit einer gegebenen allgemeinen Ma.f3bestimmung 
III einem Punkte und in dessen Nahe iibereinstimmte, welche, wie wir uns 

39) V gl. Cay ley, 1. c. 
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ausdriickten, die gegebene MaBbestimmung in dem Punkte beriihrte, so 
werden wir auch in der Ebene von einer speziellen MaBbestimmung reden 
konnen, welche eine allgemeine gegebene in einem Punkte heriihrt. Die
selbe wird (§ 7) als unendlich ferne Gerade die Polare des gegebenen 
Punktes mit Bezug auf den Fundamentalkegelschnitt der allgemeinen MaB
bestimmung benutzen, als Fundamentalpunkte die beiden Beriihrungspunkte 
der an den Fundamentalkegelschnitt gelegten Tangenten. Dann stimmt 
flir beide MaBbestimmungen bei gehOriger Bestimmung der Konstanten die 
Winkelbestimmung in dem gegebenen Punkte vollkommen iiberein, sowie, 
bis auf Gl'oBen hOherer Ordnung, die Bestimmung des gegenseitigen Ab
standes aller von ihm unendlich wenig verschiedenen Punkte. Kreise, 
welche um den gegebenen Beriihrungspunkt in der allgemeinen MaB
bestimmung herumgelegt sind, d. h. also Kegelschnitte, welche den Fun
damentalkegelschnitt in den beiden Fundamentalpunkten der tangierenden 
speziellen Ma13bestimmung beriihren, sind auch Kreise mit Bezug auf 
letztere. Insbesondere wird der Fundamentalkegelschnitt selbst, der fiir 
die allgemeine Ma13bestimmung der Kreis mit unendlich groBem Radius 
ist, fiir die tangierende spezielle Ma13bestimmung ein Kreis sein, aber ein 
Kreis mit endlichem Radius. Fiir die GroBe dieses Radius findet man die 
Konstante 2c. Denn auf jeder durch den gegebenen Beriihrungspunkt 
hindurchgehenden Geraden bestimmen die gegebene allgemeine und die 
tangierende spezielle Ma13bestimmung zwei ebensolche MaBbestimmungen, 
die auch in dem Verhaltnisse der Beriihrung stehen. Die Fundamental
punkte der auf der Geraden getroffenen allgemeinen Ma13bestimmung sind 
aber die Durchschnitte der Geraden mit dem Fundamentalkegelschnitt. 
Deren Abstand, gemessen in der tangierenden speziellen MaBbestimmung 
(§ 7), ist aber gleich 4c; deshalb der gesuchte Radius gleich 2c. 

Wir wollen nun insbesondere diejenigen beiden FaIle der allgemeinen 
MaBbestimmung ins Auge fassen, die in § 11 und § 12 betrachtet wurden 
und die Bilder fiir die elliptische und hyperbolische Geometrie ergeben, da6 
namlich entweder der Fundamentalkegelschnitt imaginar ist oder daB er 
reell ist und uns umschlieJ3t. 

Die in einem Punkte beriihrende spezielle MaBbestimmung hat in 
beiden Fallen imaginare Fundamentalpunkte, da die Polare des Be
riihrungspunktes den Fundamentalkegelschnitt nicht in reellen Punkten 
schneiden wird. Aber es findet dabei zwischen den beiden Arten allge
meiner MaBbestimmung ein Unterschied statt, analog demjenigen, der in 
§ 7 bei den betreffenden MaBbestimmungen auf der geraden Linie eintrat. 
1st der Fundamentalkegelschnitt imaginar, so eilt die spezielle MaBbestim
mung der allgemeinen voran, d. h. die Entfernungeines Punktes vom Be
riihrungspunkte, gemessen in der speziellen MaBbestimmung, ist immer 
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groBer als die Entfernung, gem essen in der gegebenen allgemeinen. Um
gekehrt ist es bei reeUem Fundamentalkegelschnitt 40): die spezielle MaB
bestimmung bleibt hinter der allgemeinen zuriick. Dieses Voraneilen, 
resp. Zuriickbleiben der speziellen MaBbestimmung solI als Krummung 
der allgemeinen MaBbestimmung bezeichnet werden, und zwar soU die 
Kriimmung im ersten Faile eine positive, im zweiten eine negative ge
nannt werden. Als Maf3 der Krummung soil derselbe Ausdruck betrachtet 
werden, der nach § 7 die Kriimmung der allgemeinen MaBbestimmung auf 
einer durch den gegebenen Beriihrungspunkt laufenden Geraden angibt, 

1 
namlich - 4C2 . Dieser Ausdruck ist unabhangig von dem Beriihrungs-

punkte, den man urspriinglich gewahlt hat, und von der Geraden, die man 
durch ihn hindurchgelegt hat. Wir haben also den Satz: 

Das Krummungsmaf3 der allgemeinen Maf3bestimmung ist in allen 

Punkten dasselbe, niimlich gleich - 4 ~ 2 • 

Dasselbe ist positiv bei imaginiirem Fundamentalkegelschnitt (also 
bei der elliptischen Geometrie) , es ist negativ bei reellem Fundamental
kegelschnitt (also bei der hyperbolischen Geometrie). 

Fiir den Dbergangsfall, daB der Fundamentalkegelschnitt in ein ima
ginares Punktepaar ausartet (insonderheit fUr die parabolische Geometrie), 
wird das KriimmungsmaB Null. 

Es soIl nun jetzt gezeigt werden, daB die hier aufgestellte Definition 
des KriimmungsmaBes einer ebenen MaBbestimmung mit derjenigen iiber
einstimmt, welche GauB fUr das KriimmungsmaB zweifach ausgedehnter 
Mannigfaltigkeiten aufgestellt hat. Es findet nur der Unterschied zwischen 
dem Begriffe des KriimmungsmaBes, wie er hier und wie er bei GauB 
auf tritt, statt, daB bei GauB das KriimmungsmaB eine bleibende Eigen
schaft des betreffenden geometrischen Gebildes ist, wahrend es hier nur 
eine Eigenschaft der in dem gegebenen Gebilde, der Ebene, zufallig ge
wahlten MaBbestimmung ist. 

Das GauBsche Kl'iimmungsmaB berechnet sich bekanntlich aus dem 
Ausdrucke fiir das Quadrat des Bogenelementes: 

Der betreffende Ausdruck ist hier zunachst aufzustellen. Sei Q = 0, wie 
immer, der Fundamentalkegelschnitt. Q""" habe die £Iiihere Bedeutung. 
Qx,dx' Qdx,dx solI en die Ausdriicke bezeichnen, die aus Qx,y und Q yy durch 

40) Dies gilt natiirlich nur fiir die Punkte innerhalb des Fundamentalkegel
Bchnittes; fiir die Punkte auBerhalb findet sowohl ein Voraneilen als ein Zuriick
bleiben statt, je nach der Richtung, in der man sich bewegt. 
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Einfiihrung von Differentialen d x an Stelle der y entstehen. Nun war die 
Entfernung zweier Punkte (x) und (y) 

Setzt man Ya = x" + dxa , so wird dies unter Vernachlassigung von GroBen 
hoherer Ordnung: 

oder, indem wir statt des Arcus Sinus des kleinen Argumentes den Sinus 
selbst setzen: 

Das Quadrat des Bogenelementes wird also: 

Q2 _Q Q 
ds2 = 4c2. ~~~~dX,dX. 

Qxx 

Wir wollen diesen Ausdruck durch eine besondP.1~e Koordinatenannahme 
auf eine einfachere Form bringen. Da namlich der Fundamentalkegel
schnitt fUr die beriihrende spezielle Maf3bestimmung ein Kreis ist, da ferner 
in den hier betrachteten Fallen die Fundamentalpunkte der letzteren wie 
bei der gewohnlichen parabolischen Maf3bestimmung imaginar sind, so 
wollen wir die Gleichung des Fundamentalkegelschnittes in der gewohn
lichen Form der Kreisgleichung schreiben: 

x 2 + y2 = 4c2. 

Diese Gleichung bezieht sich auf Koordinaten x, y. die in der tangieren
den speziellen Maf3bestimmung gemessen werden, denn der Radius des 
Fundamentalkreises, gem essen in der tangierenden speziellen Maf3bestimmung, 
ist, wie in der vorstehenden Gleichung angenommen, gleich 2c. 

Nunmehr wird: 

Q xx = x 2 + y2 - 4c 2, Qax,ax = dx 2 + dy2, Qx,dx = xdx + ydy. 

Also der Ausdruck fUr das Quadrat des Bogenelementes: 

ds2 = 4c2 0:~+ydy)2_(X2+y2-C2)(dx2+dy2) 
(x~+y2_4c2)2 

= 4C2-(ydx-xdy)2+4c2(dx2+dy2) 
(X2+y2_4c 2)2 

Fiihrt man jetzt neue Veranderliche ein (Polarkoordinaten der speziellen 
MaJ3bestimmung), indem man setzt: 

x = r . cos qJ, y = r . sm qJ, 
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so wiN: 
16c4 dr 2 4c2r 2 dtp9 ds 2 = ----- - ----

(r2_4c 2)2 r2-4c 2 , 

em Ausdruck, der in den gewohnlichen Ausdruck des Bogenelementes in 
Polarkoordinaten ubergeht, wenn c unendlich grol3 wird 41). Vergleicht man 
ihn mit der von Gaul3 zugrunde gelegten Formel: 

ds 2 = Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 , 

so verschwindet F, und E und G hangen nur von der einen Verander
lichen, etwa von u abo Unter dieser Voraussetzung ist aber das Gaul3-
sche Krummungsmal3 K: 

4E 2a 2 • K = E (8G)2+ G . ~E . iJG _ 2EG~. 
ou GU OU GU 2 

Setzt man hier fur E, G ihre Werte: 

so kommt: 
K = - 4c2 ' 

also derselbe Wert, den wir vorhin aufgestellt hatten. 
Wir konnen jetzt, Krummungsmal3 im Gaul3schen Sinne aufgefal3t, 

den Satz aU8sprechen: 
J e nachdem wir die elliptische, hyperbolische oder parabolische Geo-

41) Setzt man r konstant, so kommt: 

2cr 
ds= _ . -dlp. 

v4c 2 -r2 

Es wird also die Peripherie eines Kreises mit dem Radius r gleich {4~C~r;r2 . 
Aber dieses r bedeutet nur den Radius des Kreises, gemessen in der im Mittelpunkte 
tangierenden speziellen MaBbestimmung. Den in der allgemeinen MaBbestimmung 
gemessenen Radius e erhiilt man aus der Formel des Textes, indem man statt ds 
de schreibt, und dlp gleich Null setzt, also: 

oder: 

-4c2 dr 
de=--- .. 

r2 -4c 2 

(! 

eC -1 
r=---' 

!L 
eC + 1 

Setzt man dies fiir rein, so erhiilt man die Peripherie des Kreises mit dem Radius e 
gleich: 

eine Formel, welche GauB in einem Briefe an Schumacher anfiihrt. Die Kon
stante k, welche er dort benutzt, entspricht geradezu der hier gebrauchten Kon
stante c. 
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metrie annehmen, ist die Ebene eine Fldche von konstantem 'Positiven, 
von konstantem negativen, oder von verschwindendem KrummungsmafJe. 

Deshalb findet auch (wie in § 1 erwahnt), unter Zugrundelegung der 
parabolischen MaI3bestimmlmg, die elliptische Geometrie ihre Interpretation 
auf der Kugel oder den aus derselben durch Deformation entspringenden 
Flachen, die hyperbolische Geometrie auf den Flachen von konstantem 
negativen KriimmungsmaI3e. 

§ 15. 

Das gegenseitige Verhaltnis der elliptischen, hyperbolischen und para
bolischen Geometrie in der Ebene. 

In dem Vorstehenden haben wir gesehen, wie sowohl diejenige MaJ3-
bestimmung, welche die parabolische, als diejenige, welche die elliptische 
oder hyperbolische Geometrie in der Ebene voraussetzt, in der allgemeinen 
projektivischen ebenen MaI3bestimmung als spezielle FaIle enthalten sind. Die 
parabolische Geometrie benutzt als fundamentalen Kegelschnitt ein imagi
nares Punktepaar, die sogenannten unendlich weiten 42) imaginaren Kreis
punkte. Der Ort der unendlich fernen Punkte ist eine doppeltzahlende 
Gerade. Die elliptische Geometrie bezieht sich auf einen eigentlichen Fun
damentalkegelschnitt, der aber imaginar ist. Die hyperbolische Geometrie 
endlich hat gleich der elliptischen einen eigentlichen Fundamentalkegel
schnitt, der aber reell ist (und uns umschlieI3t). 

In der Nahe eines Punktes, den wir gerade betrachten, kommen. alle 
drei Geometrien, mag nun die tatsachlich vorhandene MaI3bestimmung 
parabolisch oder elliptisch oder hyperbolisch sein, miteinander iiberein. 
Sie beriihren sich also in dem betreffenden Punkte; die parabolische Geo
metrie gibt die spezielle tangierende MaI3bestimmung flir die elIiptische 
Wle fiir die hyperbolische Geometrie. 

1st uns also die parabolische Geometrie tatsachlich gegeben, so konnen 
wir ohne wei teres eine Geometrie konstruieren, die uns ein Bild flir die 
Vorstellungen der hyperbolischen Geometrie ist, indem wir eine allgemeine 
MaI3bestimmung mit reellem Fundamentalkegelschnitt konstruieren, welche 
die gegebene spezielle in dem Punkte, den wir betrachten, beriihrt. Wir 
erreichen dies, indem wir um denPunkt, den wir gerade ins Auge fassen, 
einen Kreis mit dem Radius 2c beschreiben und auf ihn eine projektivische 
MaI3bestimmung mit der Konstanten c zur Bestimmung der Entfernung 

zweier Punkte und der Konstanten c' = v~T zur Bestimmung des Winkels 

49) Diese Punkte unendlich weit zu nennen, ist eigentlich unberechtigt, da ihre 
Entfernung von einem belie big im Endlichen gelegenen Punkte nicht unendlioh, son
dern unbestimmt ist, weil ja alle um einen solchen Punkt herum gelegten Kreise 
dieselben enthaIten. 
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zweier Geraden griinden. Diese allgemeine Mallbestimmung schliellt sich 
urn so genauet an die gegebene parabolische an, je groller c ist; sie fii.llt 
mit ihr zusammen, wenn c unendlich wird. 

Auf ganz ahnliche Weise konstruieren wir eine Geometrie, die uns 
versinnlicht, wie sich die elliptische Geometrie des naheren gestalten 
wiirde. Zu dem Zwecke ist nur dem c, welches wir eben benutzten, ein 
rein imaginarer Wert gleich c1 i beizulegen. Es kommt dies darauf hinaus, 
dall wir in der Entfernung 2 c1 iiber dem vorgegebenen Beriihrungspunkte 
einen Pun.kt festlegen und als Entfernung zweier Punkte der Ebene den mit c1 

multiplizierten Winkel betrachten, unter welchem die beiden Punkte von dem 
festen Punkt aus erscheinen. Der Winkel zweier Geraden der Ebene ist 
geradezu gleich dem Winkel zu nehmen, unter dem sie von dem festen 
Punkte aus gesehen werden. Die so entstehende Mallbestimmung schliellt 
sich wieder um so genauer an die gegebene parabolische an, je groBer c1 

ist, und geht, weIUl c1 unendlich wird, geradezu in die parabolische iiber. 
Aber auch, wenn die elliptische oder die hyperbolische Geometrie die 

tatsachlich gegebenen waren, wiirde man auf diese Weise sich ein Bild 
davon machen konnen, welche Vorstellungen die parabolische oder beziig
lich die hyperbolische und elliptische Geometrie mit sich fiihren. 

Es bleibt uns nur noch iibrig, die bis jetzt allein fiir die Grun.d
gebilde erster und zweiter Stufe auseinander gesetzten Dinge auf den Raum 
zu iibertragen, was noch in moglichster Kiirze geschehen solI. 

§ 16. 

Die projektivische MaBbestimmung im Raume. 

Der allgemeinen projektivischen Mallbestimmung im Raume wird 
man eine beliebig anzunehmende jundamentale Fliiche zweiten Grades 
zugrunde legen. 

Um dann die Entfernung zweier Punkte zu bestimmen, verbinde man 
sie durch eine gerade Linie. Dieselbe trifft die fundamentale Flache in zwei 
neuen Punkten, die mit den beiden gegebenen ein gewisses Doppelverhaltnis 
bilden. Der mit einer willkurlichen Konstante c multiplizierte Logarith
mus dieses Doppelverhiiltnisses ist es, der als Entjernung der beiden ge
gebenen Punkte zu bezeichnen ist. 

Auf ahnliche Weise bestimmt man den Winkel zweier gegebenen 
Ebenen. Man lege durch die Durchschnittsgerade derselben die beiden 
Tangentialebenen an die FundamentalfHi.che. Dieselben bestimmen mit den 
heiden gegebenen ein gewisses Doppelverhaltnis. Der Winkel der beiden 
Ebenen ist gleich dem mit einer beliebig gewiihlten Konstanten c' multi
plizierten Logarithmus dieses Doppelverhiiltnisses. 
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Unter den Bewegungen des Raumes wird man einen Zyklus linearer 
Transformationen verstehen, welche die Fundamentalflache ungeandert lassen. 
Eine Flache zweiten Grades bleibt durch sechsfach unendlich viele lineare 
Transformationen ungeandert. Aber diese zerfallen in zwei Klassen, von 
denen die eine ein geschlossenes System, die andere kein solches umfaJ3t 
[ohne dal3 jetzt Unterscheidungen hinsichtlich der Realitat der Flachen
punkte zu machen waren J. Die beiden Klassen lassen sich durch das Ver
halten der Erzeugenden der Flache ihren Transformationen gegenliber charak
terisieren. Bei den Transformationen erster Klasse - und diese bezeichnen 
wir als Bewegungen 43) des Raumes - bleiben die Systeme gera.dliniger 
Erzeugender als solche ungeandert; bei den Transformationen zweiter Klasse 
vertauschen sich dieselben unter sich. Es gibt sechsfach unendlich viele 
Bewegungen; dieselben lassen die MaBverhaltnisse ungeandert. 

Unter K ugeln hat man solche Flachen zweiten Grades zu verstehen, 
welche die fundamentale Flache nach einer ebenen Kurve berlihren. Das 
Zentrum der Kugel ist der Pol der Ebene, welche die Bertihrungskurve 
enthalt. Die FundamentaJflache selbst ist als eine urn ein beliebiges 
Zentrum herumgelegte Kugel mit dem Radius 00 anzusehen usw. 

Achtet man insbesondere auf die reellen Elemente des Raumes, so 
wird man unterscheiden, ob die Fundamentalflache imaginar oder reell ist, 
und im letzteren FaIle, ob sie geradlinig ist oder nicht. 

1st die Fundamentalflache imaginiir, so haben aIle geraden Linien eine 
endliche Lange, aIle Ebenenblischel eine endiiche Winkelsumme. Unter 
diesen Fall subsumiert sich die MaBbestimmung der elliptischen Geometrie, 

d· K ' d I· v=I wenn noch Ie onstante c er Winkelbestimmung g elCh -2- gesetzt 

wird, damit die Winkelsumme im Ebenenbtischel gleich 7l ist. 

Den Fall, daB die Fundamentalflache reell und geradlinig ist, daB 
sie also ein einschaliges Hyperboloid ist, wollen wir hier nicht weiter 
betrachten, wei I er zu den dreierlei Geometrien, die wir hier betrachten, 
der elliptischen, hyperbolischen, parabolischen, in keiner Beziehung steht. 

1st endlich die Fundamentalfiache reell und nicht geradlinig, so werden 
wir fUr Punkte im Inneren eine MaBbestimmung erhalten, die unter sich 
die MaBbestimmung der hyperbolischen Geometrie begreift, wenn man die 

Konstante c' wieder gleich y~ ~ setzt. 

43) leh habe diese Verhiiltnisse bereits in einer friiheren Arbeit: Uber die Me
chanik starrer Korper, Math. Annalen, Bd. 4 [so Abh. XIV dieser AusgabeJ aus
einandergesetzt. Hinzufiigen muB ieh, daB bereits Herr Sehering in dem Aufsatze: 
Die Schwerkraft im GauJischen Raume, Witt. Nachrichten 1870, Nr. 15 die Be
wegungen des Raumes im Sinne der hyperbolischen Geometrie betrachtet hat. 
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Die paraboZisohe Geometrie subsumiert sich unter einen speziel1en 
Fall der. allgemeinen Mal3bestimmung, der eintritt, wenn die Fundamental
Hache sich in einen Kegelschnitt, insbesondere in einen imaginaren Kegel
schnitt, partikularisiert. Der fundamentale Kegelschnitt der parabolischen 
Geometrie ist der sogenannte unendlich ferne, imaginii.re Kreis. In dem 
undualistischen Charakter der Partikula.risation, welche die FiIndamental
Hache erfahren hat, haben die undualistischen Eigenschaften der parabo
lischen Mal3bestimmung ihren Grund. 

Man kann nun wieder von Krummung einer allgemeinen Mal3bestim
mung usw. reden; doch sollen alle diese Dinge der Kiirze wegen hier UD

erortert bleiben. 

§ 17. 

Die Unabhangigkeit der projektivischen Geometrie von der Parallelen
theorie. 

Man konnte gegen das gesamte Vorhergehende einen Einwand machen, der 
bei der seither eingehaltenen Darstellungsweise nicht unbegriindet ist, der 
abersofort weggeraumt werden kann. 

Bei der Begriindung der allgemeinen projektivischen MaBbestimmung 
sind wir einmal geometrisch verfahren, indem wir Distanz zweier Punkte 
usw. als Logarithmen gewisser Doppelverhii.ltnisse definierten, sodann ana
lytisch, indem wir homogene Koordinaten in Anwendung brachten. Beide 
Dinge: die Doppelverhaltnisse und die homogenen Koordinaten, setzen in 
ihrer gewohnlichen Begriindung die parabolische Mal3bestimmung voraus, 
wo dann Doppelverhaltnisse wie homogene Koordinaten als gewisse Strecken
verhaltnisse definiert werden. Man wiirde also, wenn die tatsachlich ge
gebene Mal3bestimmung nicht parabolisch ist, zunachst von diesen Dingen 
nicht reden kOnnen, und aIle vorhergehenden Auseinandersetzungen wurden 
ihre Geltung verlieren. 

Demgegenuber hat man sich zu uberzeugen, daB die projektivische Geo
metrie unabhii.ngig von der Frage nach der Art der Maf3bestimmung gliltig ist. 

Der Beweis damr kann in der Art geffihrt werden, daB man die pro
jektivische Geometrie einmal unter Zugrundelegung der elliptischen, dann 
unter Zugrundelegung der hyperbolischen MaBgeometrie aufbaut. Es ist 
dies nicht schwer zu leisten, wie man daraus ubersehen mag, daB fUr den 
Punkt, als Strahlen- und Ebenenbundel im Raume, fUr den doch auch in 
der parabolischen Geometrie eine elliptische MaBbestimmung angewandt 
wird, die projektivische Geometrie ungestort gilt. 

Aber wesentlicher ist es wohl, zu bemerken, da{J die projektivisohe 
Geometrie Uberhaupt vor ErZedigung der Frage naoh der MafJbestimmung 
entwiokelt werden kann. 
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Denn um die Geltung der projektivischen Geometrie in einem beliebig 
gegebenen begrenzten Raume zu erweisen, gentigt es, in diesem Raume 
Konstruktionen zu machen, die nur sogenannte Lagenbeziehungen betreflen 
und die nicht tiber den Raum hinausfiihren. Die Doppelverhaltnisse dtirfen 
dabei nattirlich nicht als Streckenverhaltnisse definiert werden, da dies die 
Kenntnis einer Maf3bestimmung voraussetzen wtirde. In v.Staudt's Bei
tragen zur Geometrie der Lage (4) sind aber die notigen Materialien ge
geben, um ein Doppelverhaltnis als eine reine Zahl zu definieren. Von den 
Doppelverhaltnissen mogen wir sodann zu den homogenen Punkt- und 
Ebenenkoordinaten aufsteigen, die ja auch nichts anderes sind, als die 
relativen Werte gewisser Doppelverhaltnisse, wie dies v. Sta ud t ebenfalls 
gezeig1i45) und noch neuerdings Herr Fiedler 46) wieder aufgenommen hat.
Dnentschieden bleibt dabei, ob sich zu samtlichen reellen Werten der Koor
dinaten auch entsprechende Raumelemente finden lassen. Ist dies nicht 
der Fall, so steht nichts im Wege, den betreffenden Koordinatenwerten 
entsprechend, zu den wirklichen Raumelementen uneigentliche hinzuzufiigen. 
Dies geschieht in der parabolischen Geometrie, wenn wir von der unendlich 
femen Ebene reden. Dnter Zugrundelegung der hyperbolischen Geometrie 
wiirde man ein ganzesRaumsttick zu adjungieren haben. Dagegen wiirde 
bei der elliptischen Geometrie eine Adjunktion uneigentlicher Elemente 
nicht notig sein. 

§ 18. 

Ableitung der dreierlei Geometrien: der elliptischen, h,yperbolischen und 
parabolischen aus der projektivischen. 

Hat man, wie vorstehend auseinandergesetzt, die projektivische Geo
metrie begriindet, so wird man die allgemeine Cayleysche MaOhestimmung 
aufstellen konnen. Dieselbe bleibt durch sechs£ach unendlich viele lineare 
Transformationen, die wir als Bewegungen des Raumes bezeichneten, unge
andert, und kann aIs geradezu durch den Zyklus dieser linearen Trans
formation en erzeugt angesehen werden (§§ 2, 3). 

Nunmehr wende man sich der Betrachtung der tatsachlichen Bewe
gungen im Raume und der durch sie begriindeten MaI3bestimmung zu. 
Man iibersieht, daB die sechsfach unendlich.vielen Bewegungenebenso viele 
lineare Transformationen sind. Dieselben lassen tiberdies eine Flache, die 
Flache der unendlich femen Punkte, ungeandert. Es gibt aber, wie sich 
leicht beweisen laOt, keine anderen Flachen, welche durch sechsfach un-

44) !§ 27. Nr.393. [Vgl. hierzu die Ausfiihrungen in den Vorbemerkungen, S.241.] 
45) Beitrage. § 29. Nr. 411. 
46) Vierteljahrssohrift der naturforsohenden Gesellsohaft in Ziirioh. XV. 2. (1871).

Die darstellende Geometrie von Fiedler. Leipzig 1871. 



XVI. tJber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. (L Aufsatz.) 305 

endlich viele lineare Transformationen in sich iibergehen, als die Flachen 
zweiten Grades und ihre Ausartungen. Die unendlich fernen Punkte bilden 
also eine Flache zweiten Grades, und die Bewegungen des Raumes sub
sumieren sich unter die vorgenannten sechsfach unendlichen Zyklen linearer 
Transformationen, welche eine Flache zweiten Grades ungeandert lassen. 
Deshalb subsumiert sich auch die durch die Bewegungen gegebene (tat
sachliche) MaJ3bestimmung unter die allgemeine projektivische. Wii.hrend 
letztere sich auf eine beliebig anzunehmende Flache zweiten Grades be
zieht, ist diese Flache bei ersterer ein fUr aHemal gegeben. 

Die Art dieser der tatsachlichen MaJ3bestimmung zugrunde liegenden 
Flache zweiten Grades kann nun noch naher bestimmt werden. Man be
achte, daJ3 eine Ebene durch fortgesetzte Drehung um eine beliebig in ihr 
im Endlichen gelegene Achse in die Anfangslage zqriickkommt. Es sagt 
dies aus, daJ3 die beiden Tangentialebenen, welche man durch eine im 
Endlichen gelegene Gerade an die Fundamentalflache legen kann, imaginar 
sind. Denn waren sie reell, so fanden sich in dem betreffenden Ebenen
biischel zwei reelle unendlich ferne Ebenen (d. h. Ebenen, welchemit allen 
anderen einen unendlich groJ3en Winkel biJden) und dann konnte keine in 
einem Sinne fortgesetzte Rotation eine Ebene des Biischels in die An
fangslage zuriickfUhren. 

Damit nun diese beiden Ebenen imaginar sind, oder, was dasselbe ist, 
damit der Tangentenkegel der Fundamentalflache, der von einem beliebigen 
Punkte des (uns durch die Bewegungen zuganglichen) Raumes ausgeht, 
imaginar sei, sind drei und nur drei FaIle denkbar: 

1. Die Fundamentalfliiche ist imaginiir. Dies ergibt die elliptische 
Geometrie. 

2. Die Fundamentalfliiche itt reell, nicht geradlinig und umschliefJt 
-uns. Die Annahme der hyperbolischen Geometrie. 

3. (Dbergangsfall. ) Die Fundamentalfliiche ist in eine imaginiire 
ebene K urve ausgeartet. Die Voraussetzung der gewohp.lichen parabolischen 
Geometrie. 

So sind wir denn gerade zu den dreierlei Geometrien hingeleitet, 
welche man, wie in § 1 berichtet, von ganz anderen Betrachtungen aus
gehend, aufgestellt hat. 

Diisseldorf, 19. August 1871. 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. 1. 20 



XVII. Vber einen Satz aus der Analysis situs. 
[Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu GOttingen, Nr. 14, 

(5. Juni 1872).] 

In v. Staudts Geometrie der Lage wird die projektivische Geometrie, 
wie bekannt, durch bloBe Betrachtung des Ineinanderliegens von Ebene, 
Gerade und Punkt aufgebaut. Von MaBbestimmung ist dabei zunachst 
keine Rede; es wird aber das Parallelenaxiom vorausgesetzt, weil sonst 
z. B. zwischen einer geraden Punktreihe und einem Ebenenbiischel kein 
vollstandiges Entsprechen stattzufinden brauchte, vielmehr ein ganzer Teil 
der Ebenen des Biischels von der geraden Punktreihe moglicherweise nicht 
getroffen wurde. Nun hat sich aber gezeigt, daB die Ebenen und Geraden 
der Nicht-Euklidischen Geometrie, in welcher das Parallelenaxiom nicht 
zugrunde gelegt ist, trotzdem die projektivischen Beziehungen besitzen. 
Es folgt dies aus den Arbeiten Beltramis 1), der nachweist, daB in einem 
Raume von konstantem KriimmungsmaBe die kiirzesten Linien durch lineare 
Gleichungen dargestellt werden konnen. Insbesondere habe ich dann gezeigt9), 

daB die MaBbestimmung der Nicht-Euklidischen Geometrie mit der pro
jektivischen zusammenfallt, welche man nach Cayleys Vorgange auf eine 
Flache zweiten Grades griinden kann. Es muB also moglich sein, die pro
jektivische Geometrie unabhangig von dem Parallelenaxiome aufzubauen, 
und wenn bei S tau d t das letztere vorausgesetzt wird, so kann dasselbe 
der Sache nach keine wesentliche Rolle spiel en, wenn auch moglicherweise 
die Form, unter welcher Staudt seine Betrachtungen vortragt, davon 
abhangen kann. Urn sich hieriiber Klarheit zu verschaffen, mag man sich 
die Frage vorlegen, ob man nicht den von Staudt eingeschlagenen Gang 
Schritt flir Schritt verfolgen kann, wenn man sich das Gesetz auferlegt, 
mit den notigen Konstruktionen aus einem gegebenen begrenzten Raume 
nicht hinauszutreten. Es seien also die Ebenen, Geraden und Punkte nach 
ihren gegenseitigen LageverhaItnissen in einem begrenzten Raume gegeben, 

1) Bes. Teoria fundamentale degli spazli oi curvatura costante. Annali di Mate
matica. Serie II, Bd.2, 1868/69, Werke, Bd. 1, S.406-429. 

2) Diese Nachrichten 1871. Math. Annalen, Bd. 4. "Ober die sogenannte Nicht
Euklidische Geometrie". [So Abh. XVI dieser Ausgabe.] 
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den man der Dbersichtlichkeit wegen als einfach zusammenhangend und 
iiberaIl konvex begrenzt denken mag; ob auBerhalb des Raumes die 
Ebenen und Geraden iiberhaupt existieren, bleibe unbestimmt, um so mehr 
also, welche Relationen sie zueinander im Unendlichen haben. Wird es 
dann noch moglich sein, im Anschlusse an den von Sta ud t eingeschla
genen Gang die projektivische Geometrie als innerhalb des gegebenen 
Raumes giiltig zu erweisen? Diese Frage habe ich in der genannten Mit
teilung "Dber die sogenannte Nicht -Euklidische Geometrie" aufgeworfen 
und bejaht, aIlerdings ohne naher auf die Begriindung der bejahenden 
Antwort einzugehen. Von verschiedenen Seiten her sind Zweifel an der 
Richtigkeit meiner Behauptung geltend gemacht worden. Indem ich des
halb neuerdings die Frage wieder aufnahm und eine ausfiihrlichere Dar
legung derselben vorbereitete, bemerkte ich, daB bei der Staudtschen 
Betrachtung nicht nur das ParaIlelenaxiom unwesentlich ist, sondern auch 
die Forderung, daB man mit den wirklichen Ebenen und Geraden zu tun 
habe, daB man vielmehr dieselben Betrachtungen auf jedes System von 
Flachen und Kurven iibertragen kann, welches eine ahnliche Anordnung 
wie das System der Ebenen und Geraden besitzt. Mit anderen Worten, man 
kann den folgenden Satz 3) aufsteIlen, den ich als einen Satz der Analysis 
situs bezeichne, insofern die geometrischen Dinge, von denen in ihm gehandelt 
wird, aIle bei einer stetigen Verzerrung des Raumes ungeandert bleiben. 

"In einem einfach zusammenhangenden Raume sei eine unendliche 
Schar einfach zusammenhangender, iiberaIl stetig gekriimmter, nur durch 
die Begrenzung des Raumes geendigter Flachen gegeben, welche die fol
gende Anordnung besitzen: 

1. Durch drei beliebig angenommene Punkte des gegebenen Raumes 
geht eine und nur eine Flache des Systems; 

2. Zwei Fliichen des Systems haben, ,wenn sie sich trefien, eine nur 
aus einem Zuge bestehende und bis an die Begrenzung des Raumes hinan
reichende Durchschnittskurve gemein; 

3. Jede Flache des Systems, welche zwei Punkte einer solchen Durch
schnittskurve enthalt, enthiilt dieselbe ganz." 

"Dann kann man im AnschlU8se an Staudt 4) fur dieses Fliichen-

3) Dem Satze sind einige Beschriinkungen hinzugefiigt hinsichtlich des Zusammen
hangs der vorkommenden Gebilde, die miiglicherweise entfernt werden kiinnen. 

4) Dem Staudtschen Gange stellen sich einige Bedenken entgegen, welche nur 
durch besondere Axiome zu beseitigen zu sein schein en, wie sie iiberhaupt immer niitig 
werden, wenn es sich darum handelt, den Raum als eine Zahlenmannigfaltigkeit auf
zufassen. Dieselben Bedenken finden sich bei dem geometrischen Beweise des im Text 
genannten Satzes wieder und mogen durch die entsprechenden Forderungen erledigt 
werden, die dann weniger Axiome sind als Bedingungen, welche die Flachensysteme 
charakterisieren, auf die der Satz Anwendung finden soil. 

20* 
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und K urvensystem die Geltung der projektivischen Geometrie erweisen; 
anders ausgedriickt: dann kann man den Punkten des gegebenen Raumes 
in der Weise Koordinaten erteilen, dafJ die gegebenen Flachen durch 
lineare Gleichungen dargestellt werden." 

DaB es Flachensysteme der gemeinten Art iiberhaupt gibt, zeigt das 
Beispiel der Ebenen. Unbegrenzt viele solcher Flachensysteme erzeugt man, 
indem man sich die Ebenen in einem konvex oegrenzten, einfach zusammen
hangenden Raumstiick konstruiert denkt, und dann das Raumstiick einer 
durch stetige Prozesse herbeifUhrbaren Deformation unterwirft. Und die in 
Rede stehende Behauptung kann geradezu dahin ausgesprochen werden: 
J edes den Voraussetzungen des Satzes geniigende Flachensystem kann auf 
diese Weise aus dem Systeme der Ebenen erzeugt werden. 

Was diesen Satz sehr merkwiirdig macht, ist, daJ3 ein analoger Satz, 
den man flir die Ebene formulieren mochte, nicht existiert. 1st namlich 
in einem begrenzten Teile der Ebene ein Kurvensystem von der Eigen
schaft gegeben, daB durch je zwei Punkte eine und nur eine Kurve hin
durchgeht, so bedarf es noch weiterer Bedingungen, ehe die Kurven durch 
lineare Gleichungen zwischen Punktkoordinaten dargestellt werden konnen. 
Diesen negativen Satz mag man, sofern ein Beweis iiberhaupt notig scheint, 
aus einem Theoreme vQn Beltrami ableiten. Ein Kurvensystem der ge
meinten Art erhalt man namlich z. B., wenn man auf einer einfach zu
sammenhangenden begrenzten Flache [hinreichend geringer Ausdehnung] die 
geodatischen Kurven zieht und dann die Flache auf einen Teil der Ebene 
beliebig ausbreitet. Aber Beltrami zeigtll), daB nur den Flachen von 
konstantem KriimruungsmaBe die Eigenschaft zukommt, sich so auf die 
Ebene iibertragen zu lassen, daB sich alle geodatischen Kurven mit geraden 
Linien decken. 

Man darf es daher auch nicht, wie seither wohl geschehen, als einen 
KunstgriU von Staudts auffassen, wenn er behufs Begriindung der pro
jektivischen Geometrie auch der Ebene die stereometrischen Verhaltnisse 
in Betracht zog; sondern es entspricht dieser Ausgangspunkt dem Wesen 
der Sache: es gilt fUr die geraden Linien der Ebene, falls man im An
schlusse an S tau d t die Betrachtung der MaBverhaltnisse ausschlieJ3t, nur 
deshalb die projektivische Geometrie, weil Ebene und Gerade als Glieder 
eines raumlichen Systems aufgefaBt werden konnen. -

War der in Rede stehende Satz dem Bediirfnisse entsprechend, aus 
dem er entsprungen ist, vorstehend in rein geometrischer Form mitgeteilt, 
so ist das als zufallig anzusehen; man kann seinen 1nhalt rein analytisch 
formulieren und dann auf Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimen-

5) In den Annali di Matematica. Serie 1, Bd.7 (1866), S.185. Werke, Bd.l, S.262-280. 
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sionen ubertragen. Er gilt, solange die Zahl der Dimensionen nicht kleiner 
ist als drei; fur zwei Dimensionen gilt er nicht mehr, £iir eine Dimension 
hat er keinen Inhalt. Weshalb der Satz in dieser Weise an die Zahl der 
Dimensionen geknupft ist, mag man aus den folgenden Betrachtungen er
sehen, die man gleichzeitig als einen analytischen Beweis desselben auf
fassen kann. 

Es seien drei Mannigfaltigkeiten bez. von eins, zwei, drei Dimensionen 
gegeben, dieselben mogen, der Anschaulichkeit wegen, durch die Punkte 
eines Kurvenstuckes, bez. eines einfach zusammenhangenden Flachen- oder 
Raumstucks vorgestellt sein, die man sich jetzt also irgendwie durch 
Koordinatenwerte bezeichnet zu denken hat. Fur die Punkte der Kurve 
existiert, sofern man beliebige [stetige] Anderungen der Kurve in Betracht 
zieht, keine andere (geometrische) Beziehung, als dal3 konsekutive Punkte 
konsekutive Punkte bleiben. Bei den Punktender FIache gibt es bereits 
unendlich viele Fortschreitungsrichtungen zu benachbarten und fur diese 
Fortschreitungsrichtungen bestehen dieselben projektivischen Beziehungen 
wie fur die Geraden eines ebenen Strahlenbuschels. Das heil3t, man kann 
von einem Doppelverhaltnis von vier Fortschreitungsrichtungen usw. reden. 
Von den Punkten des Raumes aus endlich gibt es zweifach unendlich viele 
Fortschreitungsrichtungen, £iir welche dann die namlichen projektivischen 
Beziehungen gelten, wie fur die Geraden eines Strahlenbundels. Insbesondere 
also kann man die Fortschreitunggrichtungen in unendlich viele BuscheI 
zusammenfassen und zu drei Elementen eines Buschels das vierte har
monische vermoge einer Konstruktion, die der gewohnlichen V ierseits
konstruktion nachgebildet ist, autfinden. 

Auf der gegebenen FIache sei jetzt ein Kurvensystem 0 konstruiert, 
von der Art, dal3 durch je zwei Punkte der Flache eine und nur eine 0 
geht; andererseits in dem gegebenen Raume ein Flachensystem F, welches 
die in dem in Rede stehenden Satze vorausgesetzten Eigenschaften besitzt. 

Auf der gegebenen Flache geht durch jeden Punkt ein Buschel von 
Kurven 0; auf die 0 eines solchen Buschels ubertragt sich die zwischen 
den yom Punkte ausgehenden Fortschreitungsrichtungen bestehende pro
jektivische Zuordnung. Man wahle unter den 0 des Buschels vier 0, die 
ein bestimmtes Doppelverhaltnis miteinander bilden, aus, etwa vier har
monische 0, und schneide sie mit einer nicht dem Buschel angehorigen 
Kurve 0'. Zieht man durch diese Schnittpunkte und einen beliebig sonst 
in der Flache angenommenen Punkt nun wieder vier Kurven 0, so ist gar 
kein Grund vorhanden, weshalb dieselben £iir das zu dem neuen Punkte 
gehorige Buschel harmonisch gelegene Kurven sein sollen. 

Ganz anders aber ist es im Raume mit dem Flachensysteme F. Man 
betrachte zunachst das Flachenbiindel, welches durch einen Punkt geht. 
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Auf dasselbe iibertriigt sich in dualistischem Sinne die projektivische 
Geometrie, welche fur die Fortschreitungsrichtungen yom Punkte aus 
galt, indem jede Fortschreitungsrichtung eine der den Fliichen l' des 
Bundels gemeinsame Durchschnittskurve bezeichnet. Man schneide jetzt 
das Bundel durch eine ihm nicht angehOrige Fliiche 1". So erhiilt man 
in 1" ein Kurvensystem der oben betrachteten Arh welches aul3erdem 
aber die Eigenschaft besitzt, dal3 man zu drei Punkten einer Kurve ver
mage der Vierseitskonstruktion einen bestimmten vierten sog. harmonischen 
Punkt finden kann. Denn die entsprechende Konstruktion gilt fur das ur
spriinglich angenommene Bundel 1', und die Konstruktion hat die Eigen
schaft, sich beim Schnitte zu iibertragen. Laut Voraussetzung wird aber 
die Fliiche 1" von jedem anderen Bundel von Fliichen l' in denselben 
Kurven geschnitten. Da sich auch riickwarts von 1" auf ein schneidendes 
BundeI die Vierseitskonstruktion iibertriigt, so werden also durch 1" vier 
harmonischen Elementen des urspriinglichen Bundels vier harmonische 
Elemente jedes anderen Biindels zugeordnet; mit anderen Worten: durch 
die 1" sind alle Bundel von l' aufeinander projektivisch bezogen, was 
denn unmittelbar zur Folge hat, dal3 man die 1", d. h. jede beliebige 1', 
durch eine line are Gleichung darstellen kann. 

[Zuniiehst eine historisehe Bemerkung: DaB man die grundlegenden Siitze tiber 
den harmonisehen Sehnitt gerader Linien in der Ebene aus den riiumliehen Lage
beziehungen ohne weiteres ableiten kann, hat nieht erst v. Staudt, sondern bereits 
Desargue bemerkt; sehr naehdriieklieh betont es Moebius in II, 207 seines bary
zentrisehen Kalkuls (1822). Werke, Bd. 1, S.252-254. 

1m iibrigen formuliere ieh gern die Bedeutung der in meiner Note gegebenen 
Dberlegungen in der Spraehe der modernen Axiomatik, etwa dahingehend: daB es bei 
der Grundlegung der projektiven Geometrie (NB. im begrenzten Raumstiiek) keines
wegs auf die tramiente Bedeutung der Worte "Ebene" und ,Gerade" ankommt, son
dem nUr auf die fiir diese Elemente geltenden 8atze der Verkniipfung und Anordnung 
(bzw. diA Postulate der 8tetigkeit). Die 8iitze der Anordnung werden bei mir aller
dings nicht ausdriicklich ausgesprochen. Dies ist erst von Pasch in seinen Vor
lesungen iiber neuere Geometrie (1882) geschehen. Sein Fortschritt ist ein metho
diseher. Man hat vorher gemeint, die Aussagen iiber die Anordnung je von Fall zu 
Fall durch einen Blick auf die gerade vorliegende Figur ersetzen zu konnen. Pasch 
dagegen entnimmt der Anschauung ein fiir allemal gewisse Grundsatze der Anordnung 
und ist daraufhin in der Lage, aIle weiteren Anordnungsfragen durch bloBe Dber
legungen beantworten zu konnen. 

Eine liingere Kritik wiirde Bodann daran angekniipft werden konnen, daB ich 
die vorkommenden Kurven und Flaehen, bzw. Funktionen, dem damaJigen naiven 
Denken entspreehend, ohne weiteres als stetig gekriimmt bzw. differentiierbar voraus
setze. DaB eine stetige Funktion noeh nieht differentiierbar zu sein brauehe, ver
breitete sieh in jenen Jahren wie eine Art Geheimlehre. Ieh selbst habe erst 1873, 
als ieh von England zuriiekkam, in dem AufEatz "tl'ber den allgemeinen Funktions
begriff und seine Darstellung durch eine willkiirliche Kurve" dazu Stellung genommen. 

Diese Bemerkungen sollen zugleieh fiir Teil 2 der folgenden Abhandlung Be
deutung haben. K.] 



XVIII. (Jber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. 
(Zweiter Aufsatz.) 

[Math. Annalen, Bd. 6 (1873).] 

Die nachstehenden Auseinandersetzungen schlieBen sich an einen fruheren 
Aufsatz uber denselben Gegenstand (Math. Annalen Bd. 4 [s. Abh. XVI dieser 
Ausgabe]) an und sind bestimmt, einige dort nur angedeutete Punkte weiter 
auszufiihren. Es galt mir damals hauptsachlich, in moglichst anschaulicher 
Weise darzulegen, wie Cayleys projektivische MaBbestimmung in Ebene und 
Raum ein aquivalentes Bild fur die Lehren der Nicht-Euklidischen Geometrie 
ergibt. Ich durft.e hoffen, letztere dadurch einem allgemeinen Verstandnisse 
zuganglicher gemacht, gleichzeitig aber auch Ausgangspunkte fur weitere 
Untersuchungen gewonnen zu haben. In letzterem Betracht hatte ich nur 
angedeutet, wie die vorgetragenen geometrischen Dberlegungen fur Mannig
faltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen zu verwerten seien. Ich hatte 
ferner die Ansicht entwickelt, daB man in ahnlicher Weise, wie v. Staudt, 
die projektivische Geometrie aufbauen konne, auch ohne uber das Parallelen
axiom etwas festzusetzen. Es sind hauptsachlich diese beiden Punkte, 
welche im folgenden im Sinne des damaligen Aufsatzes, aber in der fort
entwickelten Form, die sie inzwischen bei mir gewonnen haben, dargelegt 
werden sollen. Wenn ich dabei oft weiter aushole und gelegentlich viel
leicht etwas weitlaufig werde, so trieb mich dazu der Wunsch, moglichst 
verstandlich zu schreiben und dadurch von vornherein Zweifel an der 
Richtigkeit der Betrachtung zu beseitigen, welche sich bei so abstrakten 
Gege.nstanden nur zu leicht aufdrangen. Zugleich mogen dann dadurch die 
Bedenken entfernt werden, welche mir von verschiedenen Seiten her hin
sichtlich meiner fruheren Arbeit geauBert wo.rden sind. 

Die nachstehenden Untersuchungen sind wie die damaligen rein mathe
matischen Inhaltes. Es bleiben ihnen also durchaus die Fragen fern, 
welche Vorteile aus den bezuglichen mathematischen Resultaten fur die 
Raumanschauung oder uberhaupt die Naturerkenntnis gewonnen werden 
konnen. Aber es ist vielleicht nicht uberfiussig, nach dieser Seite hin den 
Gegenstand hier zu prazisieren, da nur zu viel£ach diese mathematischen 
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Betrachtungen mit eventuellen Anwendungen derselben untermischt und 
verwechselt werden. 

Die Untersuchungen der Nicht-Euklidischen Geometrie haben durch
aus nicht den Zweck, tiber die Gtiltigkeit des Parallelenaxioms zu ent
scheiden, sondern es handelt sich in denselben nur um die Frage: ob daft 
Parallelenaxiom eine mathematische Folge der iibrigen bei Euklid auf
gefiihrten Axiome ist,. eine Frage, die durch die fraglichen Untersuchungen 
definitiv mit N ein beantwortet wird. Denn sie haben ergeben, da/3 man 
ein in sich konsequentes Lehrgebaude auf Grund allein der tibrigen Axiome 
aufbauen kann, welches das Lehrgebaude der Euklidischen Geometrie nur 
als einen speziellen Fall umfaBt. 

Ahnliche Untersuchungen konnte man und sollte man mit Bezug auf 
aIle anderen Voraussetzungen, die unseren geometrischen Vorstellungen zu
grunde liegen, anstellen. Es ist die Nicht-Euklidische Geometrie ein erster 
Schritt in einer Richtung, deren allgemeine Moglichkeit durch Riemanns 
Arbeit 1) "Dber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen'" 
vorgezeichnet ist. Ein ahnlicher Schritt ist es, wenn man das Axiom von 
der unendlichen Lange der Geraden fallen laBt, wie ich dies in meinem 
vorigen Aufsatze im Anschlusse an die Arbeiten von Riemann und 
Helmholtz get an habe. Dann ist auBer der Nicht-Euklidischen Geometrie 
im Sinne von Lob atschewsky, Bolyai, oder, wie ich sie nenne, der 
hyperbolischen Geometrie, noch eine zweite Geometrie, die elliptische, mog
lich; zwischen beiden bildet die gewohnliche, parabolische Geometrie den 
Dbergangsfall. 

Allerdings sind wohl nicht immer und nicht aIle Bearbeiter der Nicht
Euklidischen Geometrie oder verwandter Gegenstande der hier entwickelten 
Ansicht gewesen. Man mochte dies wenigstens schlieBen, wenn z. B. Bolyai 
die Abhandlung, in der 'er das Parallel en axiom fallen laBt, "tiber die ab
solut wahre Raumlehre" betitelt. Auch in der neuesten Zeit scheint diese 
Auffassung noch nicht ganz verschwunden, so daB es wohl nicht tiberfltissig 
ist, hier ausdrticklich auf dieselbe als eine von der hier vorgetragenen ab
weichende aufmerksam zu machen. 

Man kann fragen, ob solche Untersuchungen, wie sie durch die Nicht
Euklidische Geometrie als Beispiel vertreten sind, noch auBerhalb des 
speziellen Zweckes, um dessen willen sie entwickelt werden, anderweitigen 
Nutzen besitzen und in welcher Richtung derselbe zu Buchen ist. Mir 
scheint ein zweifacher Nutzen zu resultieren, ein rein mathematischer und 

1) Bei Riemann ist die rein mathematische Betrachtung nicht iiberall von den 
Betrachtungen mehr spekulativen Charakters geschieden, die sich auf die Objektivitat 
der Raumunschauung usw. beziehen. Auf diesen Umstand i3t die vielfach iiber die 
bez. Dinge verbreitete Unklarheit wohl zum groJ3en Teile zuriickzufiihren. 
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ein, wenn die Ausdrucksweise gestattet ist, physikalischer. In erster Linie 
erweitern die Untersuchungen den Kreis unserer mathematischen Begrifie. 
So haben die Betrachtungen iiber Parallelentheorie, ganz allgemein zu 
reden, einen wesentlich neuen Begriff geliefert, den Begriff einer beliebig 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit von konstantem Kriimmungsma.6e. Dann 
aber - und das ist die physikalische Wichtigkeit solcher Forschungen -
gewinnen wir durch diesel ben Material, um die uns geHiufigen geomeJ 

trischen Vorstellungen nach ihrer N otwendigkeit beurteilen und eine Ab
anderung derselben, falls eine solche wiinschenswert scheinen sollte, zweck
ma.l3ig treffen zu konnen. Ich kann in dieser Beziehung nur (in etwas 
freier Fassung) die Schlu.l3worte der Riemannschen Arbeit zitieren: 

"Solche Untersuchungen, welche, wie die hier gejuhrte, von all
gemeinen BegriUen ausgehen, kOnnen dazu dienen, daf3 die Umarbeitung 
der Uberkommenen riiumlich-mechanischen V orstellungen nicht durch die 
BeBchranktheit der BegriUe gehindert und der Fortschritt im Erkennen 
des Zusammenhanges der Dinge nicht durch uberliejerte V orurteile ge
hemmt wird." 

Aber einseitig wiirde es sein, wollte man, wie dies gelegentlich von 
physikalischer oder philosophischer Seite geschieht, in einer solchen even
tuellen Verwendung der betreffenden Untersuchungen den einzigen Nutzen 
derselben erblicken; und es ist jedenfalls nur vorteilhaft, wenn man die 
Fragen trennt, und zunachst die rein mathematischen Betrachtungen, 
welche die Grundlagen fiir die sich anschlie.l3enden spekulativen sind, 
durcharbeitet. -

Die folgenden Ausfiihrungen zerfallen in zwei Abschnitte, die unter 
einander nur lose zusammenhangen und hier nur vereinigt sein mogen, 
weil sie sich beide an den friiheren Aufsatz anlehnen. 

Der erste Abschnitt ist durch den Umstand hervorgerufen, daB in 
meiner friiheren Arbeit die Frage nach dem Begriffe einer Mannigfaltigkeit 
von konstantem Kriimmungsma.6e, und die Frage, wie unsere raumlichen 
Anschauungen zu modifizieren waren, falls der Raum ein nicht verschwin
dendes Kriimmungsma.6 besaBe, nicht voneinander getrennt behandelt sind. 
Es scheint dies bei dem Verstandnisse der Arbeit eine Hauptschwierigkeit 
zu bilden, und deshalb sollen die dort mit Bezug auf die erste Frage 
gewonnenen Resultate hier ohne aIle Verbindung mit der zweiten Frage 
noch einmal ausgesprochen und ihl'em Sinne und ihrer Tragweite nach 
deutlich begrenzt werden. Ich stelle mich dabei auf den rein analytischen 
Standpunkt und handele sofort von Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen 
Dimensionen: wenn ich dabei gelegentlich von ge.ometrischen Dingen rede, 
so geschieht es nur, urn abstrakte Begriffe an einem konkreten Bilde zu 
erlautern. Es wird dabei die gewohnliche geometrische Anschauung mit 
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ihrem Parallelen-Axiome zugrunde gelegt, was ja ein durchaus berechtigtes 
Hilfsmittel ist, auch wenn die objektive Giiltigkeit des Parallelenaxioms 
(oder der anderen Axiome) als nicht feststehend betrachtet wird, da diese 
uns geUi.ufige Anschauung in sich nicht widersprechend ist, also wirkliche 
mathematische Beziehungen in Evidenz setzt. Der begriffliche Unterschied 
zwischen einer Mannigfaltigkeit von konstantem KriimmungsmaBe und 
dem, was ich eine projektivische Mannigfaltigkeit nenne - oder, was 
das geometrische Analogon ist: der Unterschied zwischen metrischer 
und projektivischer Geometrie wird dabei in moglichst bestimmter Form 
hervorgehoben, da so erst die Resultate einen durchsichtigen Inhalt er
halten. Ich glaube nicht, daB die Art und Weise, wie ich diesen Unter
schied einfiihre, wesentlich neu ist: vielmehr wird jeder, der dariiber nach
gedacht hat, den Unterschied in ahnlicher Weise auffassen; es ist mir aber 
nicht bekannt, daB diese Auffassung irgendwo dargestellt ware und ich 
mochte sie hier urn so weniger unerortert lassen, als sie nachmeiner 
Meinung flir mathematische Fragen iiberhaupt von fundamentaler Bedeutung 
ist. Dementsprechend haben diese Auseinandersetzungen eine Ausdehnung 
gewonnen, hinter welcher die Partien, die sich insbesondere auf das kon
stante KriimmungsmaB beziehen, verhaltnismaBig zuriicktreten. 2). 

In dem zweiten Abschnitte begriinde ich denn eingehender die bereits 
genannte Behauptung: daB man in ahnlicher Weise, wie v. Staudt, die 
projektivische Geometrie entwickeln kann, auch wenn man das Par allen
axiom nicht zugibt. Zu dem Zwecke zeige ich, daB nicht nur· fiit die 
Ebenen und Geraden des Raumes, sondern iiberhaupt flir jedes Flachen
und Kurvensystem, daB in einem endlichen Raumstiicke iihnliche Lagen
verhaltnisse besitzt, wie man sie bei den Ebenen und Geraden voraussetzt, 
innerhalb des begrenzten Raumes die projektivische Geometrie gilt. Diese 
Untersuchung, die hier zum Beweise der genannten Behauptung gefiihrt 
wird, scheint an und fiir sich von Interesse. Sie lehrt einmal ein merk
wiirdiges Theorem der Analysis situs kennen, insofern der oben angedeu
tete Satz 3) nur von solchen raumlichen Dingen handelt, die bei einer 
stetigen Verzerrung des Raumes ungeandert bleiben, und kann also in diese 
noch wenig entwickelte geometrische Disziplin eingereiht werden; anderer-

2) : In diesem ersten Teil der nachstehenden A bhandlung handelt es sich schlieJ3-
lich um eine vorlaufige Redaktion der Uberlegungen, welche ich im Oktober desselben 
Jahres (1872) im meinem "Erlanger Programm" dargelegt babe (siehe unten Abh. XXVII). 
Fertiggestellt im Juni, ist diese erste Redaktion doch erst lange nach dem Erlanger 
Programm ausgegeben worden (naeh den Angaben im Generalregister .zu Bd. 50 der 
Math. Annalen erst Mitte Juni 1873). Ursache der Verzogerung war der glOBe Setzer
streik von 1872/3. - tiber die Entstehung der in Betracht kommenden ldeen wird 
weiter unten im Zusammenh'ang zu beriehten sein, S. 411-412. K.] 

3) leh habe diesen Satz bereits in den Gott. Naehrichten 1872, 5. Juni mitgeteilt. 
[S. Abh. XVII dieser Ausgabe.j 
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seits kann man sie als einen Schritt in der oben angedeuteten Unter
suchungsrichtung der Axiome der Geometrie betrachten, insofern sie von 
weniger Annahmen ausgeht, als man den Ebenen und Geraden des Raumes 
gewohnlich beilegt, und doch das Vorhandensein einer Reihe denselben 
sonst zukommender Eigenschaften nachweist_ 

Erster Abschnitt. 

Die Mannigfaltigkeit von konstantem KriimmungsmaBe, die 
pl'Ojektivische Mannigfaltigkeit und ihr gegenseitiges Verhaltnis. 

§ 1. 

Begrift einer Mannigfaltigkeit von beliebig vielen Dimensionen, wie er 
im folgenden zugrunde gelegt wird. 

Wenn n Veranderliche 
Xl' XII' ••• , Xn 

gegeben sind, so konstituieren die n-fach unendlich vielen Wertsysteme, 
die man erhiilt, wenn man die x unabhangig voneinander die reellen 
Werte von - 00 bis + 00 durchlaufen laJ3t, dasjenige, was hier, in Dber
einstimmung mit der gewohnlichen Bezeichnungsweise, eine M annigfaltig
keit von n Dimensionen genannt werden soIL Das einzelne Wertsystem 

(Xl' X'J' ••• , xn) 

werde als ein Element derselben bezeichnet. 
Fiir n = 3 kann man -- und das ist der urspriingliche Grundgedanke 

der analytischen Geometrie - die Elemente der bez. Mannigfaltigkeit 
durch die Punkte des Raumes, die Mannigfaltigkeit selbst also durch den 
als Punktaggregat gedachten Raum vorgestellt sein lassen. Wir werden 
hier und im folgenden diese anschauliche und uns gelaufige Interpretation 
eines einzelnen Falles benutzen, um uns an ihr jedesmal diejenigen Ideen 
zu bilden, welche auf den allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriff iibertragen 
werden sollen. Den Punktraum denken wir uns dabei, wie bereits in der 
Einleitung gesagt, mit den Eigenschaften ausgeriistet, die wir ihm gewohn
Iich, d. h. in der Euklidischen Geometrie beilegen. 

1m folgenden soIl bei Betrachtung der Mannigfaltigkeiten gewohnlich 
von algebraischen Gebilden und algebraischen Prozessen gehandelt werden. 
In solchen Fallen mogen wir, wie dies in der neueren Geometrie geschieht, 
zu den bisherigen Elementen der Mannigfaltigkeit neue, komplexe hinzu
fiigen, indem wir den n Variabeln 

Xl' X2 , ••• 'Xn 

fortan gestatten, beliebige komplexe Werte anzunehmen. Dabei wird es, 
wieder wie in der Geometrie, dennoch gestattet sein, der Ausdrucksweise 
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nach an einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit festzuhalten; der Ver
gleich mit der in der Geometrie iibli(;hen Redeweise wird aUe Schwierig
keiten in dieser Richtung fortheben. 

§ 2. 

Transformationen und Transformationsgruppen. 
Ais eine Transformation der Mannigfaltigkeit in sich selbst sei der 

Dbergang verstanden, welcher von jedem Elemente zu einem (oder einigen) 
zugeordneten fiihrt. Man mag die Transformation durch n Gleichungen be
stimmen, nach welchen das zugeordnete Element von dem jedestnaligen 
urspriinglichen abhangt. Die Art der Gleichungen und ihre gegenseitige 
Beziehung ist fiir den Begriff zunachst gleichgiiltig; im folgenden werden 
wir aber immer voraussetzen, daB sie umkehrbar sind. Die umgekehrten 
Gleichungen reprasentieren, was die umgekehrte Transformation heiBen 
solI. Bezeichnet man, wie im folgenden geschehen soU, eine Transformation 
durch einen Buchstaben A, B, ... , die Zusammensetzung zweier Trans
formationen A, B durch das Symbol (Produkt) A B, so wird die um
gekehrte Transformation von A durch A -1 darzusteUen sein. 

Wir bemerken ferner, daB die Transformationen, die weiterhin VOf

kommen, wesentlich algebraische sind, und daB wir in solchen FaUen die 
MannigfaItigkeit immer als eine komplexe Mannigfaltigkeit und die Trans
formation als gleichzeitig fiir die komplexen Elemente eintretend ansehen. 

Sei nun eine Reihe von Transformationen A, B, 0 . . . gegeben. 
Wenn diese Reihe die Eigenschaft besitzt, daf3 je zwei ihrer Trans
formationen zusammengesetzt eine Transformation ergeben, die selbst 
wieder der Reihe angehOrt, so sollsie eine Transformationsgruppe 4) heif3en. 

Beispiele fiir diesen Begriff mag man sich an der durch den Punkt
raum versinnlichten Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen bilden. Eine 
jede Bewegung, eine jede Kollineation ist eine raumliche Transformation. 
Eine Gruppe bilden z. B. die Gesamtheit aUer Bewegungen; denn zwei 
Bewegungen zusammengesetzt ergeben eine neue Bewegung. Eine Gruppe 
bilden ferner etwa die Gesamtheit ailer Kollineationen, insbesondere die
jenigen Kollineationen, die ein bestimmtes Gebifde, z. B. eine Flache 
zweiten Grades, in sich iiberfiihren. Es ist iibrigens zum Begriffe der 

4) Name wie Definition sind heriibergekommen von der analogen Begriffsbildung 
der Substitutionstheorie, die sich nur dadurch von der hier vorgetragellen unterscheidet, 
daB die in ihr betrachteten Mannigfaltigkeiten aus einer endlichen Zahl diskreter 
Elemente bestehen. In einem friiheren Aufsatze (Math. Ann., Bd. 4 [s. Abh. XXVI dieser 
Ausgabe;) haben Lie und ich das, was hier Transformationsgruppe heiBt, als ein 
"geschlossenes System von Transformationen" bezeichnet. [Urn die Auffassungsweise 
des Gruppenbegriffs hier und im Erlanger Programm korrekt zu formulieren, mu6 bei 
Gruppen ausdriicklich noch vorausgesetzt werden, (wie dies sehr bald von Lie bemerkt 
wurde), daB mit jeder Operation auch deren inverse in der Gruppe enthalten seL K. 
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Gruppe durchaus nicht wesentlich, daB die sie konstituierenden Trans
formationen, wie in den genannten Beispielen, an Zahl unendlich sind und 
sich kontinuierlich aneinander anschlieBen, obwohl dies der Charakter der
jenigen Gruppen sein wird, die im folgenden gebraucht werden. Vielmehr 
bilden z. B. die unendlich vielen ruckweise aufeinander folgenden Ver
schiebungen, welche eine Sinuslinie mit sich selbst zur Deckung bringen, 
eine Gruppe; ehenso die in endlicher Anzahl vorhandenen Bewegungen, 
welche einen Wiirfel mit sich selbst zur Deckung bringen ~). Ahnliche 
Unterscheidungen finden bei den Transformationsgruppen in beliebigen 
Mannigfaltigkeiten ihre Stelle, doch mag die nahere Erorterung der sich 
anschlieBenden Fragen als fUr das Folgende unnotig hier unterbleiben. 

Zwei Transformationsgruppen heiBen iihnlich 6), wenn man die Trans
formationen der einen Gruppe so den Transformationen der anderen Gruppe 
zuordnen kann, daB die Zusammensetzung entsprechender Transformationen 
entsprechende Transformationen ergibt. Eine Transformationsgruppe, 
welche mit einer gegebenen ahnlich ist, erhalt man z. B., wenn man mit 
allen Transformationen A der gegebenen Gruppe eine Transformation 0 
und deren umgekehrte 0-1 in der Art verbindet, daB die Transformationen 
0-1 A 0 entstehen. Man kann dies so aussprechen. Die Transformationen 
A fiihren die urspriinglichen Elemente der Mannigfaltigkeiten bez. in neue 
tiber. Auf die urspriinglichen und die neuen wende man gleichzeitig die 
Transformation 0 an. So driicken die Transformationen 0 -1 A 0 die Be
ziehung aus, welche zwischen den Elementen besteht, die durch 0 aus den 
friiher zugeordneten hervorgehen. 

Man kann unter gewissen Einschrankungen beweisen, daB je zwei 
ahnliche Gruppen in diesem Sinne auseinander durch Anwendung einer 
Hilfstransformation 0 hervorgehen; fiir das Folgende haben wir die Be
griindung und die Begrenzung dieses Satzes nicht notig, wir wollen viel
mehr unter zwei iihnlichen Transformationsgruppen 8chlechthin 80lche 
zwei ver8tehen, die durch A nwendung einer Tran8formation 0 aus ein
ander entstanden 8ind. Dabei braucht 0 noch durchaus keine eindeutige 
Transformation zu sein; sle kann recht wohl vieldeutig, selbst unendlich 
vieldeutig sein 7). 

~) In einem Aufsatze: Sur les groupes de mouvements [Annali di matema,tica. 
Ser 2, Bd. 2 (1869)] hat Camille Jordan aIle Gruppen von Bewegungen aufgestellt. 

6) Man vgl. immer die analoge Terminologie und Begriffsbildung der Sub
stitutionstheorie . 

• ) Z. B. sollen, fur n = 2, noch als ahnlich bezeichnet sein die Gruppen: 

und xf = Xl + al , x: = Xg + ag 

y:=b1 yu y;=b9 Y2' 
weil sie durch die Substitution 

-auseinander hervorgehen. 
XI = log Yi' x; = logy; 
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§ 3. 

Die Hauptgruppe der raumlichen Transformationen. 
Die Geometrie kann sich, unseren gewohnlichen Vorstellungen nach 8), 

liberhaupt nur mit solchen Eigenschaften der raumlichen Gebilde befassen, 
welche unabhangig sind von der Stelle im Raume, die von den Gebilden 
eingenommen wird, sowie von der absoluten GroBe der Gebilde. Auch 
kann sie nicht (immer ohne Zuhilfenahme eines dritten Korpers) zwischen 
den Eigenschaften eines Korpers und denen seines Spiegelbildes unter
scheiden. Durch diese Satze ist eine Gruppe raumlicher Transformationen 
charakterisiert - sie mag die Hauptgruppe genannt werden -, deren 
Transformationen die Gesamtheit der geometrischen Eigenschaften eines 
Gebildes unberiihrt lassen. Es setzt sich diese Gruppe zusammen aus den 
sechsfach unendlich vielen Bewegungen, aus den einfach unendlich vielen 
Ahnlichkeitstransformationen und aus der Transformation durch Spiegelung 
an einer Ebene. 

Hatten wir seither den Punktraum schlechthin als eine dreifach aus
gedehnte Mannigfaltigkeit aufgefaBt, so konnen wir jetzt eine nahere Be
stimmung hinzufligen, welche durch das Vorhandensein der Hauptgruppe 
raumlicher Transformationen bedingt wird: 

Der Punktraum ist eine Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen, 
bei deren Behandlung man nur auf solche Eigenschaften auftretender 
Gebilde zu achten hat, die durch die Transformationen der H auptgruppe 
ungeandert bleiben 9). 

Man libersieht bereits hier, wie von einer bestimmten Behandlung 
einer Mannigfaltigkeit von n Dimensionen erst dann die Rede sein kann, 
wenn eine Transformationsgruppe gegeben ist, welche die Eigenschaften, 
auf welche man achten will, charakterisiert als die durch die Transforma
tionen der Gruppe unveranderlichen Relationen. Je umfangreicher die 
Gruppe ist, um so geringer wird die Zahl der bleibenden Eigenschaften 
und umgekehrt. Bestande die Gruppe aus der identischen Transformation, 
d. h. aus derjenigen, die jedes Element sich selbst zuordnet, so wlirde 
jedes Element der Mannigfaltigkeit bei deren Behandlung ein individuelles 
Interesse besitzen. 

8) In der Nicht-Euklidischen Geometrie ist dies insofern anders, ala die Ver
wandtschaft der Ahnlichkeit nicht existiert. 

9) Dem Raume an und fur sich kann man bekanntlich, nach der Pliickerschen 
Auffassung, heliehig vieJe Dimensionen zuerteilen, je nach dem Gebilde, welches man 
als Raumelement zugrunde legen will. Aber die Hauptgruppe der Transformationen, 
welche die geometrischen Eigenschaften ungeandert laBt, ist von der Wahl des Raum
elementes unabhangig. Der Raum erscheint also als das Bild einer beJiebig aus
gedehnten Mannigfaltigkeit, hei der jedesmal eine Transformationsgruppe von 
demselben Charakter adjungiert ist. VgI. den folgenden Text. 
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§ 4. 

Die verschiedenen Methoden der Geometrie sind durch eine zugehorige 
Transformationsgruppe charakterisiert. 

Wenn man von bloll formellen Unterschieden absieht - also etwa 
davon, ob die Art der Behandlungweise in fortwahrender Verbindung mit 
der raumlichen Anschauung oder unter Zuhil£enahme eines rechnenden 
Algorithmus geschieht - so wird man den Unterschied der in der Geo
metrie ublichen Methoden in der Art der bei der Behandlung adjungierten 
Transformationsgruppe erblicken mussen. Fur aIle geometrischen Betrach
tungen ist, wie gesagt, von vornherein die Hauptgruppe der Transforma
tionen gegeben. W ollte man nur einen Teil ihrer Transformationen in 
Betracht ziehen, so erhielte man solche geometrische Eigenschaften der 
raumlichen Gebilde, welche sich auf fest gedachte gegebene Elemente be
ziehen, die unter sich naturlich die eigentlichen, nicht von der Annahme 
fester Elemente abhangigen geometrischen Beziehungen begreifen. Aber es 
bleibt unbenommen, der allgemeinen geometrischen Betrachtung statt der 
Hauptgruppe eine weitere, die Hauptgruppe umfassende Gruppe von Trans
formationen zugrunde zu legen. Und in der Einfiihrung solcher alIge
meinerer Gruppen an Stelle der Hauptgruppe besteht das Wesen der ver
schiedenen geometrischen Methoden, die sich in der N euzeit entwi<>kelt 
haben, insbesondere, worauf es uns hier ankommt, das Wesen der projek
tivischen Geometrie. Sie fallt an den raumlichen Dingen nur das auf, 
was durch kollineare Umformungen nicht geandert wird, sie adjungiert 
sich also in dem eben er6rterten Sinne die Gruppe aller kollinearen Um
formungen. Die Transformationen del' Hauptgruppe sind dann 10) dadurch 
definiert, dall sie diejenigen reellen Kollineationen sind, welche ein indi
vidueIles Gebilde, den sogenannten unendlich fernen imaginaren Kreis un
geandert lassen. Die nicht projektivischen Eigenschaften raumlicher Ga
bilde erscheinen als kovariante Beziehungen del' Gebilde zum imaginaren 
Kreise. Ein anderes Beispiel, welches hier, urn die Verschiedenartigkeit 
del' moglichen Methoden hervorzuheben, erwahnt sein mag, gibt diejenige 
Behandlungsweise geometrischer Dinge, wie sie in del' sog. Analysis situs 
gehandhabt wird. Hier besteht die Gruppe del' adjungierten raumlichen 
Transformationen aus denjenigen Raumtransformationen, welche man Ver
zerrungen (Deformationen) des Raumes nennt und die dadurch definiert 
sind, dall sie sich aus unendlich kleinen reeIlen Raumtransformationen zu-

10) Man muB bei der projektivischen Geometrie verschiedene Stadien der Ent
wicklung unterscheiden. Lange Zeit dachte man bei einer Kollineation immer an 
eine reelle KolIineation, und noch immer wohl ist die Anschauunj!', daB man in der 
projektivischen Geometrie alle vorkommenden GroBen als unbedingt komplex ver
anderlich auffassen soIl, nicht liberal! durchgedrungen. 
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sammensetzen lassen. lndem bei ihr der Begriff des Reellen wesentlich, 
der Begriff der Algebraischim zunachst iiberhaupt nicht vorhanden ist, so 
ist bei ihr das Punktgebiet des Raumes nicht durch komplexe Punkte zu 
erweitern. 

Eine nahere Durchfiihrung des hier entwickelten Gesichtspunktes zur 
Klassifizierung der verschiedenen geometrischen Methoden scheint sehr 
interessant, es wiirde eine solche aber hier auaerhalb des eigentlichen 
Themas liegen, und es mag daher bei den genannten Beispielen, die zur 
Illustration der allgemeinen Betrachtungen des folgenden Paragraphen aus
reichen, sein Bewenden habenll). 

§ 5. 

Behandlungsweise der Mannigfaltigkeiten aus n Dimensionen. 

Aus den vorigen beiden Paragraphen ist ersichtlich, wie die Behand
lungsweise einer Mannigfaltigkeit von n Dimensionen durch die Trans
/ormationsgruppe charakterisiert wird, welche man adjungiert. Alle die
jenigen Behandlungsweisen stimmen dabei im Wesen iiberein und konnen 
durch passende Einfiihrung neuer Variabeln auch in formelle Dberein
stimmung gebracht werden, welche ahnliche Transformationsgruppen be
nutzen. Es ist das bei der in § 3 entwickelten Definition von ahnlichen 
Gruppen selbstverstandlich. Denn eine einmalige Transformation der 
Mannigfaltigkeit in sich selbst (die wir dort mit dem Buchstaben 0 be
zeichnet hatten) kann auch als eine Einfiihrung neuer Variabeln zur Be
handlung der Mannigfaltigkeit, als eine Koordinatentransformation, an
gesehen werden, wobei denn die Gruppe der Xnderungen, welche man als 
nicht in Betracht kommend ansieht, unberiihrt dieselbe bleibt. 

Ais einfachste Transformationsgruppe erscheint die Gruppe aUer 
Unearen Transformationen, hierunter diejenigen verstanden, welche statt 
der urspriinglichen Variabeln gebrochene lineare Funktionen derselben mit 
gemeinsamem Nenner einfiihren. Die auf sie gegriindete Behandlungsweise11l) 

11) lch habe seitdem versucht, diese Verhiiltnisse in einem Programme: Ver
gleichende Betrachtungen uber neuere geometrische Forschungen (Erlangen 1872. Bei 
A. Deichert) [so Abh. XXVII dieser Ausgabe] alIgemein zu entwiokeln. 

12) Eine der friihesten Behandlungen des allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegritfs 
findet sich in GraBmanns linealer Ausdehnungslehre von 1844. Seine Methode ist 
wenigstens in vielfaoher Hinsicht eben die hier gemeinte projektivische; was hier 
Element der Mannigfaltigkeit heiBt, heiBt bei ihm extensive GroBe. [Sehr merkwiirdig 
ist und wieder nur als Ergebnis einseitiger Tradition zu verstehen, daB ioh hier (wie 
auch im Erlanger Programm) zwischen der projektiven Geometrie und der gewohn
lichen metrischen Geometrie nicht die "affine" eingesohaltet habe (welohe eich, bei 
Zugrundelegung nioht homogener Variabler, auf die Gruppe alIer ganzen linearen Sub
stitutionen der Veriinderlichen stiitzt). lch habe dies ausfiihrlicher erst 1895-96 in 
meinen (seitdem autographierten) Vorlesungen iiber Zahlentheorie getan und spater 
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der Mannig£altigkeit - ich will sie die projektivi8che nennen - ist es, 
deren sich die neuere Algebra bedient (wobei es nur als ein Mittel zur 
iibersichtlicheren Darstellung, allerdings als ein sehr wesentliches und der 
Natur der Sache durchaus entsprechendes Mittel erscheint, wenn man statt 
der n Veranderlichen, durch die urspriinglich das Element der Mannig
faltigkeit bestimmt wurde, (n + 1) homo gene einfiihrt). Der Namen 
,,1 nvariantentheorie", den man der neueren Algebra beilegt, bezeichnet 
recht gut das Wesen, welches nach der hier dargelegten Auffassung iiber
haupt jeder Behandlungsweise einer Mannig£altigkeit zukommt; es handelt 
sich immer darum bei gegebenem Um£ange der Anderungen, die invarianten 
Beziehungen zu entdecken. 

Zu einer anderen Behandlung der Mannig£altigkeiten, die aber in der 
vorangefiihrten projektivischen Behandlung enthalten ist, inso£ern ihre 
Transformationsgruppe aus einem Teile der Gruppe aIler linearen Trans
formationen besteht, wird man gefiihrt, wenn man die Betrachtungen der 
gewohnlichen metrischen Geometrie, bei den en die Hauptgruppe raum
Iicher Transformationen zugrunde gelegt ist, auf beliebig viele Veriinder
Iiche verallgemeinert 13). Die beziiglichen Transformationen erscheinen vom 
Standpunkte der projektivischen Betrachtung als diejenigen reellen linearen 
Transformationen, welche ein individuelles Gebilde, das durch eine lineare 
und eine quadratische Gleichung vorgestellt wird, ungeandert lassen. Es 
mag die hier ankniipfende Behandlungsweise der Mannigfaltigkeit als die 
gewohnliche metri8che bezeichnet sein. 

Man k6nnte sich ferner eine Behandlungsweise denken, welche der 
AnalY8i8 8itus entsprache usw. usw. 

Besonders betont sei noch einmal, daB iihnliche Transformationsgruppen 
zu identischen Behandlungsweisen AnlaB geben. Projektivisch mag deshalb 
geradezu jede Behandlungsweise heiBen, welche eine Gruppe adjungiert, die 
durch passende Einfiihrung neuer Veranderlichen auf die Gesamtheit der 
linearen Transformationen umge£ormt werden kann usw. 

Sodann sei noch auf einen Umstand aufmerksam gemacht, der zwar 
nicht im nachstfolgenden hervortritt, der aber fiir den zweiten Abschnitt 
dieses Aufsatzes von Bedeutung wird. Es ist, daB beliebige Transforma-

immer wieder vorangestellt. Erst so wird man den Arbeiten von Moe b ius und 
GraBmann wirklich gerecht, und auch erst hier findet (wenn man noch den Koor
dinatenanfangspunkt festHiBt, und die Determinante = 1 nimmt, d. h. sich auf ganze; 
homogene lineare Substitutionen des Veriinder)ichen beschriinkt), die algebraische In
variantentheorie ihre volle geometrische Deutung. (In der projektiven Geometrie 
kann immer nur das Verschwinden der "relativen" Invarianten, nicht ihr numerischer 
Wert, geometrisch erfaBt werden, aber man hatte sieh friiher, unter dem EinfluB 
wohl namentlich der Salmonschen Lehrbiicher, gew6hnt, damit zufrieden zu sein). K.] 

13) Hierher sind beispielsweise aIle derartigen Betrachtungen zu rechnen, welchs 
die gew. Kriimmungstheorie auf n Dimensionen iibertragen usw. 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen, I. 21 



322 Zur Grundlegung der Geometrie. 

tionen einer Mannigfaltigkeit, sofern sie die implizite immer vorausgesetzten 
Stetigkeitseigenschaften haben, fur unendlich kleine Partien der Mannig
faltigkeit durch lineare Transformationen ersetzt werden konnen 14). Welcher 
Art also auch die Behandlungsweise ist, der man eine Mannigfaltigkeit von 
n Dimensionen unterwerfen mag, fur die (n - 1 )-fach ausgedehnte M annig
faltigkeit, welche von den von einem Elemente aus moglichen Fort-
8chreitungsrichtungen zu benachbarten Elementen gebildet wird, ist sie in 
der projektivischen Behandlungsweise enthalten. 

§ 6. 

Die Mannigfaltigkeit von konstantem nicht verschwindendem 
Krummungsma.6e. 

Die vorhergehenden Paragraphen enthalten die notwendigen Ausein
andersetzungen, urn nunmehr den Begriff einer Mannigfaltigkeit von kon
stantem KriimmungsmaBe einfiihren und sein Verhaltnis zu dem Begriffe 
der projektivischen Mannigfaltigkeit erortern zu konnen. 

Wenn man einer Mannigfaltigkeit ein bestimmtes konstantes, nicht 
verschwindendes KriimmungsmaB beilegt15), so hat man dem bloBen Be
griffe einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit ganz so, wie in den im 
vorigen Paragraphen aufgefiihrten Beispielen, als nahere Bestimmung eine 
Transformationsgruppe zugefiigt, die durch die Forderung freier Beweglich
keit starrer Korper in bekannter Weise konstruiert wird 16). Der Wert des 
dann notwendig konstanten KriimmungsmaBes kann noch durch bestimmte 
weitere Forderungen naher umgrenzt und endlich durch Einfiihrung der 
Langeneinheit numerisch festgelegt werden (vgl. § 7). 

Mann kann nun die Frage aufwerfen, ob die so eingefiihrte Behand
lungsweise zu der projektivischen Behandlung der Mannigfaltigkeit in einer 
ahnlichen Beziehung steht, wie nach der bez. Bemerkung des vorigen Para
graphen die gewohnliche metrische Methode; anders ausgedriickt: Die bei der 
gewohnlichen metrischen Methode zugrunde gelegte Gruppe war bei passender 
Koordinatenbestimmung in der Gruppe der linearen Transformationen, all
gemein zu reden also in einer mit dieser Gruppe ahnlichen Gruppe ent
halten: trifft das bei der nun vorliegenden Behandlungsweise auch zu? 

14) [1m Sinne moderner Auffassungen wiirde man bei dem im folgenden ein
gehaltenen Gedankengange den die Transformationen definierenden Funktionen seH>st
verstandlicherweise die Differentiierbarkeit als Forderung auferlegen miissen. K.] 

15) Man vgl. hierzu auBer der Riem annschen Schrift namentlich Beltrami: 
Teoria generale degli spazii di curvatura cost ante. (Annali di Matematica. Serie 3, 
Bd.2, 1868/69, Werke, Ed. I, 406-429.) Dieselbe ist yon Hoiiel iibersetzt im 
Journal de I'Ecole Normale Superieure, Bd. 4. 

16) Vgl. die Arbeiten von Riemann und Helmho ltz, auf welche sich auch 
-lie im Texte gebrauchte geometrische Redeweise bezieht. 
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Die so gestellte Frage findet ihre Beantwortung in den Arbeiten 
Beltramis17). Derselbe zeigt namlieh: dafJ man in einer Mannigfaltig
keit von konstantem KrummungsmafJe die Variabeln so wahlen kann, 
dafJ die geodatischen Linien durch lineare Gleichungen dargestellt sind; 
dafJ ferner bei dieser Koordinatenbestimmung die Transformationen, 
welche die M afJverhaltnisse ungeandert lassen, durch lineare Gleichungen 
dargestellt werden. Von dem hier vorliegenden Gesiehtspunkte aus wird 
man das dahin ausspreehen: dafJ die Transformationsgruppe, welche bei 
einer Mannigfaltigkeit adjungiert wird, wenn man ihr konstantes 
KrummungsmafJ beilegt, bei passender Koordinatenbestimmung in der 
Gruppe der linearen Transformationen enthalten ist, woraus man sofort 
schlie Ben wird: dafJ die Behandlung einer Mannigfaltigkeit von konstantem 
KrummungsmafJe in der projektivischen Behandlung enthalten ist. 

leh habe in meiner friiheren Arbeit namentlieh noeh gezeigt, daB die 
MaBbestimmung, wie man sie unter Annahme eines konstanten Kriimmungs
maBes erhalt, mit der projektivisehen zusammenfallt, welehe man naeh 
Oayleys Vorgange unter Zugrundelegung einer quadratisehen Gleiehung 
aufbauen kann, und dieses ist naeh der analytisehen Seite hin das wesent
liehe Resultat meiner Arbeit. leh hatte damals dem Resultate unter 
bloBem Hinweis auf die Theorie mehrfaeh ausgedehnter Mannigfaltigkeiten 
die geometrisehe Einkleidung gegeben: daB die auf einen passenden Kegel
sehnitt, bez. eine passende Flaehe zweiten Grades gegriindete 0 a y ley sehe 
MaBbestimmung ein aquivalentes Bild fUr die MaBbestimmung in Mannig
faltigkeiten konstanter Kriimmung bez. von zwei und drei Dimensionen 
abgibt. Und im Zusammenhange mit dem Vorhergehenden wird man das 
Resultat so formulieren: Die Gruppe von Transformation en, welche die 
MafJbestimmung in einer Mannigfaltigkeit konstanter Krummung un
geandert lassen, besteht bei passender Koordinatenbestimmung aus der 
Gruppe derjenigen linearen Transformationen, welche eine quadratische 
Gleichung in sich uberfuhren. 

leh muB hier einen Untersehied erwahnen, der zwischen der yom 
Bel t ram i eingesehlagenen Darstellungsweise und der meinigen statt hat. 
Bei Beltrami wird immer nur von reellen Werten der Veranderliehen ge
sproehen, wenigstens die komplexe Variabilitat der Argumente nieht prin
zipiell eingefUhrt. In meiner vorigen Arbeit dagegen fasse ieh, wie aueh 
hier, zunachst die Veranderliehen als komplexe Veranderliehe auf, und fiihre 
erst hinterher die Besehrankung auf das reelle Wertgebiet ein. Dadureh ist es 
moglieh, den Aussagen, wie die vorstehenden sind, eine vollkommen allgemeine 
Form zu geben; aehtet man nur auf reelle Werte der Variabeln, so treten 

17) Vgl. besonders wieder die Teoria generale usw. 
21* 
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eine Reihe Beschrankungen hinzu, iiber welche man meinen friiheren Aufsatz 
und die §§ 8, 9 dieses Abschnittes (S. 327 - 330) vergleichen mag. 

Sodann erscheint bei Be It ram i die Mannigfaltigkeit konstanter 
Kriimmung als durch eine quadratische Gleichung aus einer gewohnlich 
metrischen MannigfaItigkeit von einer Dimension mehr ausgeschieden; 
wahrend in meiner friiheren Arbeit und auch hier von einer solchen urn
fassenderen MannigfaItigkeit nicht die Rede ist. Hiermit hangt eine nach 
meiner Auffassung zu andernde Behauptung bei Beltrami zusammen, auf 
die ich hier kurz eingehen will, um den Gegenstand wenigstens beriihrt 
zu haben, wenn er auch den Gang der aIIgemeinen Betrachtung unter
bricht. Es heiBt dort: in der Mannigfaltigkeit von konstantem positiven 
KriimmungsmaBe gelte nicht allgemein das Axiom von der Geraden, 
d. h. die Forderung, daB die geodatische Linie durch zwei ihrer Punkte 
vollkommen bestimmt sei. Beltramis Dberlegung ist dabei etwa fol
gende: Man betrachte eine Kugel als Bild einer zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit von konstantem positiven KriimmungsmaBe; ihre groBten 
Kreise reprasentieren die geodatischen Linien. Ein groBter Kreis ist nun 
im allgemeinen durch zwei seiner Punkte bestimmt, nicht aber, wenn diese 
Punkte einander diametral gegeniiberstehen. Ahnlich wird es, so schlieBt 
Beltrami, iiberhaupt bei Mannigfaltigkeiten auch von mehr Dimensionen 
sein, die positives KriimmungsmaB besitzen. - Aber die Kugel ist nach 
den Auseinandersetzungen meines vorigen Aufsatzes (§ 10) nicht das ein
fachste Bild fiir eine Mannigfaltigkeit von positivem konstantem Kriimmungs
maBe, sondern dies wird durch die Strahlen eines Strahlenbiindels vor
gestellt, wobei die von den Strahlen gebildeten Ebenen die geodatischen 
Kurven vert ret en. Eine solche Ebene ist vollstandig durch zwei der 
Strahlen bestimmt. Wenn es auf der Kugel nicht so ist, so liegt das dar
an, weil sie vermoge einer zweideutigen Verwandtschaft auf ihr zentrales 
Strahlenbundel bezogen ist. W ollte man ein Strahlenbiindel auf eine be
liebig gelegene Flache n-ten Grades in gleicher Weise beziehen, so daB als 
Abstand zweier Punkte der Flache der Winkel erscheint, den ihre Ver
bindungsgeraden mit dem Zentrum des Biindels einschlieBen, so wiirden 
gelegentlich n Punkte nicht ausreichen, um eine geodatische Kurve ein
deutig zu bestimmen. Aber das wiirde in ganz ahnlicher Weise bei an
deren MaBbestimmungen, auch der MaBbestimmung von konstantem nega
tivem KriimmungsmaBe der Fall sein konnen und hangt mit dem positiven 
konstanten KriimmungsmaBe als solchem gar nicht zusammen 18). 

18) Wenn es im Raume vom KriimmungsmaBe Null keine geschlossene Flache 
gibt von konstantem positivem KriimmungsmaBe, auf der sich die geodatischen Linien 
in weniger als zwei Punkten schneiden, so hat man darin vielmehr eine Eigenschaft 
der dem Raume beigelegten MaBbestimmung zu erblicken. 
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Endlich mag auch noch die folgende Bemerkung hier ihre Stelle 
finden, die bestimmt ist, die Fruchtbarkeit der Untersuchung von Mannig
faltigkeiten konstanten Kriimmungsmalles auch fUr andere Fragen, als die
jenigen, welche man gewohnlich mit ihr in Verbindung bringt, hervor
zuheben, und die zugleich die Aussage, dall ahnliche Transformationsgruppen 
identische Behandlungsweise nach sich ziehen, illustriert. Jede Behand
lungsweise einer Mannigfaltigkeit, welche die linearen Transformationen in 
Betracht zieht, die eine quadratische Gleichung ungeandert lassen, mull 
nach dieser Behauptung mit der Behandlung der Mannigfaltigkeit als einer 
solchen von konstanter Kriimmung iibereinstimmen. Nun aber habe ich bei 
einer friiheren Gelegenheit gezeigt (Math. Ann., Bd. 5 [so Abh. VIII dieser Aus
gabe D, dall die Theorie der binaren Formen eine Transformationsgruppe be
nutzt, die mit der Gruppe der linearen Transformationen eines Kegelschnittes 
in sich selbst ahnlich ist, dall ein Gleiches ferner stattfindet mit den kolli
nearen und dualistischen Umformungen des Raumes und den linearen Trans
formationen einer quadratischen Gleichung zwischen fiinf (sechs homogenen) 
Variabeln in sich selbst. Man mull zu diesem Zwecke als Element der geraden 
Linie nur das Punktepaar, als Element des Raumes den linearen Linien
komplex betrachten. Wir werden dieses Resultat jetzt so aussprechen konnen: 
Die Theorie der biniiren und quaterniiren Formen ist bez. identisch mit 
der Theorie einer M annigfaltigkeit konstanten K rummungsmafJes von zwei 
und von funf Dimensionen. Jede Eigenschaft binarer Formen also ist auch 
eine Eigenschaft der Nicht-Euklidischen Geometrie in der Ebene, und um" 
gekehrt. Die hiermit angedeutete interessante Analogie weiter auszufUhren, 
ist hier nicht der Ort. Aber es sei noch einmal betont, dall so schlecht
hin ausgesprochen, wie vorstehend geschehen, die Analogie nur gilt, sowie 
von dem Unterschiede von Reell und Imaginar abstrahiert wird; auch sind, 
was nicht ausdriicklich erwahnt wurde, die vorkommenden quadratischen 
Gleichungen als allgemeine ihrer Art, d. h. als Gleichungen mit nicht ver
schwindender Determinante vorausgesetzt. 

§ 7. 

Ableitung des Begriffs einer Mannigfaltigkeit von konstantem 
KriimmungsmaBe aus demjenigen der projektivischen Mannigfaltigkeit. 

Die Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen begriinden nun die 
folgende Methode, urn zu der VorsteUung einer Mannigfaltigkeit von kon
stanter Kriimmung zu gelangen: 

1. Man entwickele die projektivische Behandlungsweise einer Mannig
faltigkeit von beliebig vielen Dimensionen, im Anschlull daran den Begriff 
algebraischer Gebilde und komplexer Elemente. 
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2. Man griinde auf ein Gebilde, welches durch eine quadratische 
Gleichung (von nicht verschwindender Determinante) zwischen den pro
jektivischen Koordinaten dargestellt wird, zunachst ohne auf den Unter
schied von Reell und Imaginar zu achten, die Cay leysche Ma.6bestimmung. 

3. Man beschranke sich auf die Betrachtung quadrati scher Gleichungen 
mit reellen Koeffizienten, und untersuche, welche besonderen Eigenschaften 
die auf eine solche Gleichung gegriindete Ma.6bestimmung fiir die reellen 
Elemente besitzt je nach der Art der gegebenen Gleichung. Unter der 
Einteilung del' quadratischen Gleichungen mit reellen Koeffizienten in Arten 
ist dabei die Unterscheidung derselben nach ihrem Verhalten gegenuber 
reellen Umformungen in die Summe von Quadraten gemeint. Bei jeder 
solchen Umformung ist bekanntlich del' Unterschied in del' Zahl der resul
tierenden positiven und negativen Quadraten ein konstanter, und hierauf 
griindet sich die fragliche Einteilung. 

Hat die zugrunde gelegte und auf die Summe von Quadraten trans
formierte Gleichung lauter iibereinstimmende Zeichen, so ergibt die auf sie 
gegriindete Cayleysche MaBbestimmung die Vorstellung der Mannigfaltig
keit von konstantel' positiver Kriimmung. Die konstante negative 
Kriimmung resultiert, wenn nul' ein Zeichen von den iibrigen verschieden 
vorausgesetzt wil'd. Die auf quadratische Gleichungen der ubrigen Arten 
gegriindeten Ma.6bestimmungen finden in del' Theorie del' Mannigfaltig
keiten von konstantel' Kriimmung, wie sie gewahnlich vorgetragen wird, 
keine Stelle. Denn bei del' letzteren setzt man von vornherein voraus, 
da.6 die Entfernung reeller konsekutiver Elemente reell sei, man nimmt 
entsprechend das Bogenelement als eine definite quadratische Form der 
Koordinaten-Differentiale an, und diese Annahme pa.6t nicht auf die noch 
iibrigen Arten von quadratischen Gleichungen. Um diese Verhaltnisse deut
lich zu iibersehen, denke man an die Cay 1 e y sche Ma.6bestimmung, die 
man im Raume auf eine Flache zweiten Grades griinden kann. 1st die 
Flache eine imaginare, so hat man die positive Kriimmung, ist sie ein 
Ellipsoid odeI' zweischaliges Hyperboloid, so herrscht im Innern die nega
tive Kriimmung. 1st aber die Flache ein einschaliges Hyperboloid, so 
gibt es keine Partie des Raumes, von deren Punkten aus nicht reelle Kegel 
an die Flache gingen; diese Kegel bezeichnen Fortschreitungsrichtungen von 
del' Lange Null; das Bogenelement wird nicht mehr durch eine definite 
Form del' Differentiale dargestellt (vgl. hierzu die §§ 11,12, 16, 18 meines 
ersten Aufsatzes). 

Auf diese Weise ist der Begriff einer Mannigfaltigkeit von konstantem 
Kriimmungsma.6e gewonnen. Man mag hinterher die Untersuchung durch
fiihren, welche Verhaltnisse in einer Mannigfaltigkeit durch die blo.6e 
Forderung del' freien Beweglichkeit starrer Karpel' definiert werden. Es 
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ist diese freie Beweglichkeit eine Eigenschaft der Cay leyschen Maf3he
stimmung; die Untersuchung zeigt, daf3 ihre Aanahme auch notwendig zur 
Cayleyschen Maf3bestimmung hinfiihrt 19). Dabei erhiilt man zunachst alle 
FaIle der Cayleyschen Maf3bestimmung und die heiden, gewohnlich allein 
betrachteten, erscheinen erst als die einzig moglichen, wenn man die 
Forderung hinzufiigt, daf3 das Bogenelement durch eine definite Form der 
Differentiale dargestellt wird (oder eine aquivalente Forderung). 

In den nun folgenden beiden Paragraphen mogen einige Bemerkungen 
ihre Stelle tinden, welche mit dem Vorhergehenden wenig zusammenhli.ngen, 
die aber einmal alseine Erganzung meines vorigen Aufsatzes in einzelnen 
Punkten zu betrachten sind, andererseits auch bei dem zweiten hier fol
genden Abschnitte vorausgesetzt werden miissen. 

§ 8. 

Ableitung der projektivischen Behandlungsweise einer Mannigfaltigkeit 
von konstanter Kriimmung. 

Der vorhin skizzierte Weg, vermoge dessen man von den projek
tivischen Vorstellungen zu der Vorstellung eines konstanten Kriimmungs
~af3es gelangt, zeichnet vor, wie das Umgekehrte zu leisten ist, und es 
mag hier nur kurz die hauptsachliche dabei zu benutzende Formel hin
gestellt werden. Dabei sei es gestattet, den Ausdruck so zu wahlen, daf3 
er sich an das £iir zwei oder drei Dimensionen in meinem friiheren Auf
satze in der Ebene und im Raume aufgestellte Bild anschlief3t. Wir denken 
uns also in der Ebene oder im Raume Ma13verhii.ltnisse gegeben, wie sie 
sich unter der Annahme konstanter Kriimmung gestalten; die gerade Linie 
sei als kiirzeste Linie zwischen zwei Punkten definiert. Wie bestimmt man 
diejenigen Koordinaten, in welchen die Gerade durch lineare Gleichungen 
ausgedriickt wird 1 Aus der projektivischen Geometrie ist bekannt, daf3 die 
bez. Koordinaten die relativen Werte gewissel' Doppelverhli.ltnisse vorstellen, 
und die Frage kommt also auf die folgende zuriick: Welche Funktion der 
gegenseitigen Entfernungen von vier Punkten einer Geraden ist deren 
Doppelverhaltnis? 

Seien vier Punkte einer Geraden: x, y, z, t gegeben. Auf der Geraden 
befinden sich gema13 der Cayleyschen Vorstellung zwei unendlich ferne 
Punkte 0,0' und es ist die Entfernung etwa von x und y: 

(x, y) = c. log Lx, y, 0, 0')' 

19) Man kann diesen Beweis sehr einfach stellen, worauf ich gelegentlich zuriick
zukommen gedenke. 
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wo c eine charakteristische Konstante 20) und [x, y, 0, 0' ] das Doppelver
hiiltnis von x, y zu 0, 0' bedeutet. Hieraus: 

(xy) 

[x, y, 0, o'J = eO. 
Nun ist aber: 

LX, y, 0, o'J = 1 - [x, 0, y, o'J; 
ferner: 

Also: 

und als diese Funktion cler Entfernungen vier in gerader Linie befindlicher 
Punkte ist also das Doppelverhiiltnis zu definieren, - womit der Dbergang 
zur projektivischen Geometrie vermittelt ist 21). Das hei3t: hat man unter 
V oraussetzung konstanten Kriimmungsma3es lrgendein Formelsystem, 
welches gestattet, die Entfernung zweier Punkte zu bp.stimmen, nennt dann 
die aus den Entfernungen von vier Punkten einer kiirzesten Linie nach 
der vorstehenden Formel gebildete Funktion ein Doppelverhaltnis, fiihrt 
endlich eine auf derartige Doppelverhiiltnisse gegriindete Koordinaten
bestimmung ein, so wird die Gleichung der kiirzesten Linie linear, und die 
projektivische Behandlung kann beginnen. 

§ 9. 

Besondere Betrachtung der reellen Elemente. Einfiihrung idealer 
Elemente. 

Sei wieder in der Ebene, die uns die Mannigfaltigkeiten konstanter 
Kriimmung iiberhaupt vertreten soIl, eine auf einen Kegelschnitt gegriin
dete projektivische Ma3bestimmung gegeben, so mogen wir zuerst eine 

20) - 4~2 ist das Kriimmung~maB. 
21) Man kann, da fiir vier in gerader Linie liegende Punkte offimbar 

(x, z) (y, t) 
-- ---

e 2c . e 2c 
------·-=1 

(x, t) (y,Z) 
. ~-.-

e 2C ·e 2c 

die Formel des Textes auch so schreiben: 

( ~ -~'!J). (!!~ _(y,t)) 
_ e2c_e 2c e2c_e 2c 

,x,y,z,t]= (~.'.!) _!.:.~). (~ _<y,Z)); 
e2c_e 2c e2C_e 2c 
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metrische Koordinatenbestimmung trefien, etwa indem wir den Punkt durch 
seine Abstande von zwei festen Geraden definieren, sodann eine zweite, 
projektivische Koordinatenbestimmung, nach Anleitung des vorigen Para
graphen. 

1st das konstante Kriimmungsmal3 positiv, so werden den reellen 
Koordinatenwerten der einen Art immer reelle Koordinatenwerte der an
deren entsprechen, und zwar in der Weise, dal3 zu jedem Paare metrischer 
Koordinaten ein Paar projektivischer zugehOrt, umgekehrt aber zu jedem 
Paare projektivischer unendlich viele Paare metrischer, da der Abstand 
zweier Punkte eine reelle Periode hat, die man beliebig oft zufiigen kann 
(vgl. § 11 des ersten Aufsatzes). 

1st dagegen das Kriimmungsmal3 negativ, so entsprechen reellen me
trischen Koordinaten immer auch reelle projektivische, nicht aber umgekehrt. 
Die Punkte n1i.mlich, welche aul3erhalb des dann reellen Fundamental
Kegelschnittes liegen, bilden mit den Punkten innerhalb reelle Doppelver
haltnisse, haben aber von ihnen imaginare Abstande. 

Unter rein analytischem Gesichtspunkte hat dieser Umstand durch
aus nichts Merkwiirdiges; aber man kann die Frage etwas anders stellen, 
und dann verlangt sie eine besondere Erledigung, die denn hier gegeben 
werden soll, weil sie im folgenden Abschnitte benutzt wird. 

Gesetzt, man befande sich auf der Ebene von konstanter, negativer 
Kriimmung und man konne sich auf derselben £rei bewegen; wie wird man 
geometrisch die Punkte, welche reelle Doppelverhaltnisse, aber imaginiire 
Abstande besitzen, definieren konnen? Oder in etwas anderer Form: Gibt 
es geometrische Eigenschaften des durch Bewegung zuganglichen Gebietes 
der Ebene, die man in iibersichtlicher Weise ausdriickt, wenn man solche 
ideale Punkte - deren Zulassigkeit aus ihrer analytischen Definition er
hellt - adjungiert? 

Erinnern wir zum Zwecke der Beantwortung an die Art und Weise, 
wie in der gewohnlichen (parabolischen) Geometrie die uneigentlichen Ele
mente, d. h. die unendlich femen und die komplexen Elemente definiert 
werden. Der unendlich ferne Punkt ist nur der Reprasentant des durch 
ihn gehenden Parallelstrahlenbiischels: !Veil dieser Biischel aIle wesent
lichen projektivischen Eigenschaften besitzt, die einem Biischel von Geraden 
zukommen, welche durch einen wirklichen Punkt gehen, ist die Ausdrucks
weise: "ein unendlich ferner Punkt" gestattet und brauchbar. Ganz ahn-

und setzt man nun, wie bei der gewohnlichen Winkelbestimmung (vgl. meinen friiheren 

Aufsatz), c = oJ-I, so kommt die bekannte Formel: 
2 

fa; Z t _sin(a;,z)·sin~y,t) 
l ,y , , ] - sin (x, t ) . sin (y, z)" 
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lich ist es mit den Ausdrucksweisen: unendlich ferne Gerade, komplexer 
Punkt, komplexe Gerade usw., wie ja hier wohl nicht weiter erortert zu 
werden braucht. 

Durch einen ProzeB derselben Art kann man nun die in Rede stehen
den idealen Punkte, ideale Gerade usw. einfiihren. Durch den idealen 
Punkt geht ein Biischel wirklicher Geraden hindurch, allerdings kein ge
schlossenes, sondern ein begrenztes. Aber dies em Biischel kommen aIle 
projektivischen Eigenschaften zu, welche einem begrenzten Teile eines 
wirklichen Biischels eigentiimlich sind. Wenn man z. B. ein Vierseit kon
struiert, von welchem vier Ecken auf zwei fest en Geraden des Biischels 
liegen, wahrend sich die fiinfte Ecke iiber eine dritte Gerade des Biischels 
bewegt, so findet mit der sechsten Ecke (falls diese iiberhaupt existiert, 
d. h. nicht schon in das ideale Gebiet faIlt) dasselbe mit Bezug auf eine 
vierte Gerade des Biischels statt usw. Hier ankniipfend kann man rein 
geometrisch ideale Gerade, idea1e Kurven usw. definieren, wobei nur Dbung 
dazu gehort, urn sich gerade so sicher in dies en idealen Gebilden Wle III 

den gleichbenannten wirklichen Gebilden zurecht zu finden. 

Zweiter Abscl;tnitt. 

Ubel' die Moglichkeit, auch ohne Voraussetzung des Pal'allelenaxioms 
nach dem VOl'gange v. Staudts die pl'ojektivische Geometrie 

aufzubauen. 

§ l. 

Formulierung des Problems. 

Der Au£bau der projektivischen Geometrie geschieht bei Staudt22) wie 
bekannt, durch bloBes Betrachten des Ineinanderliegens von Ebenen, Ge
raden und Punkten. Es werden die verschiedenen Grundgebilde, mit denen 
die projektivische Geometrie operiert: die gerade Punktreihe, das Ebenen
biischel usw. aufgesteIlt; dieselben erscheinen vermoge ihres Ineinander
liegens aufeinander bezogen, und die Beziehung ist der Art, daB man 
ohne weiteres zu dem Begriffe der harmonischen Teilung, weiterhin des 
Doppelverhaltnisses gelangt, womit aIle Grundlagen zur Behandlung, 
namentlich auch zur analytischen 23) Behandlung der projektivischen Geo-

e2) Die Geometrie der Lage. 1847. Man vgl.auch Reyes Geometrie der Lage, 
in welcher die S tau d t schen Betrachtungen in ii bersichtlicher Form reproduziert wird. 

23) Von analytischer Seite hat man die Staudtschen Untersuchungen nur zu 
wenig beriicksichtigt, wozu die vielfach verbreitete Auffassung beigetragen haben mag, 
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metrie gegeben sind. Bei allen diesen Entwicklungen wird von Ma/3-
bestimmung nicht geredet, aber allerdings wird das Parallelenaxiom voraus
gesetzt, weil sonst z. B. zwischen einer geraden Punktreihe und einem 
Ebenenbiischel kein vollstandiges Entsprechen stattzufinden brauchte, son
dern das Ebenenbiischel eine ganze Reihe von Ebenen enthalten konnte, 
welche der Punktreihe gar nicht begegnen. 

Nun hat sich aber ergeben, woriiber man den voraufgehenden Ab
schnitt dieser Arbeit vergleichen mag, da/3 die projektivische Geometrie 
auch gilt, wenn man das Parallelenaxiom nicht zugibt, wenn man vielmehr 
den Raum als eine Punkt-Mannigfaltigkeit von konstantem nicht ver
schwindendem Kriimmungsma/3e betrachtet. Nimmt man das Kriimmungs
ma/3 positiv - die Annahme der elliptischen Geometrie - so gilt die 
projektivische Geometrie unbeschrankt, wahrend in der gewohnlichen para
bolischen Geometrie, die eine verschwindende Kriimmung voraussetzt, zur 
vollen Geltung der projektivischen Beziehung die Adjunktion uneigent
licher Elemente, der unendlich fernen, notwendig wird. 1st das Kriimmungs~ 
ma/3 negativ, so miissen au/3er den unendlich fernen Elementen noch 
weitere "ideale" Elemente adjungiert werden, die aber, nach dem letzten 
Paragraphen des vorigen Abschnittes dieser Arbeit, eine vollkommen be
stimmte rein geometrische Bedeutung haben, so gut wie die unendlich 
fernen Elemente der parabolischen Geometrie. 

1st in dem durch diese Bemerkungen beschrankten Sinne die pro
jektivische Geometrie unabhiingig von dem Parallelenaxiome giiltig, so mu/3 
es moglich sein, dieselbe ohne vorherige Entscheidung iiber dieses Axiom 
aufzubauen; und wenn bei v. Staudt das Axiom mit in die Pramissen 
aufgenommen wird, so kann dasselbe nur eine beilaufige, keine wesentliche 
Rolle spielen. Immerhin ware es moglich, da./3 der durch Staudt ein
geschlagene Gang das Axiom wesentlich benutzte, aber es mii./3te sich dann 
der Gang so abandern lassen, da/3 das nicht mehr geschieht. 1m nach
folgenden soIl nun gezeigt werden, da/3 man bei Nichtannahme des 

als sei die synthetisohe Form, nioht die projektivisohe Auffassungsweise das Wesent
liohe an der Staudtsohen Geometrie. -

Die Betrachtungen von Staud ts haben eine Liioke, welche nur duroh ein bez. 
Axiom zu uberbriioken soheirit, wie dies im Texte noch weiter auseinander gesetzt 
werden soIl. Dieselbe Luoke findet sioh bei der Ausdehnung der S t a ud tsohen 
Methode, wie sie hier beabsiohtigt wird, an der entspreohenden Stelle wieder; sie be
trefl'en aber nioht die Ausdehnung, wndern das zugrunde liegende Original Geht 
man, wie im Texte zum Schlusse geschehen solI, von der rein raumlichen Auffassung 
ab und sucht den analytischen Inhalt der S tau d t Behan Betraohtungen, so ver· 
schwinden die Sohwierigkeiten, und man kann dieselben hierdurch in der Forderung 
zusammenfassen: dafJ man den Punktraum unter dem Bilde einer drei/ach aU8gedehntm 
Zahlenmannigfaltigkeit soll auffa88en konnen, eine Voraussetzung, die allen unseren 
raumliohen Spekulationen auch sonst zugrunde liegt. 
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Parallelenaxioms den von Staudt eingehaltenen Gang nioht wesentlich 
zu modifizieren braucht, eine Behauptung, die durch die vorhergehenden 
Auseinandersetzungen so wahrscheinlich gemacht wird, da13 ich eine 
ausgefiihrte Begriindung derselben fiir kaum notig erachten wiirde, hatten 
sich nicht gerade dieser Behauptung gegeniiber, die ich in meinem friiheren 
Aufsatze aussprach (§ 17), von verschiedenen Seiten her Zweifel geltend 
gemacht. 

Ein Aufbau der projektivischen Geometrie vor Entscheidung tiber das 
Parallelenaxiom ist aber deshalb fUr die theoretisehe Spekulation von 
Wert, weil man dann beim Raume in ahnlieher Weise die Maf3bestimmung 
einfiihren konnte, wie dies in § 7 des vorhergehenden Absehnittes fiir 
Zahlenmannigfaltigkeiten gesehah: man wiirde den Raum zunaehst als 
eine projektivisehe Mannigfaltigkeit, sodann erst als eine Mannigfaltigkeit 
von konstanter Kriimmung bezeichnen, und endlieh dureh Einfiihrung des 
Parallelenaxioms den Wert des Kriimmungsmaf3es auf Null festsetzen. 
Man vergleiehe hierzu den letzten Paragraphen (§ 18) meines friiheren 
Aufsatzes, wo ieh diese Art, die Axiome der Geometrie einzufiihren, 
etwas naher auseinandersetze; eine ausfiihrliehere Darlegung werde ieh 
vielleieht bei einer anderen Gelegenheit geben konnen. leh will iibrigens 
ausdriieklieh bemerken, urn Mi13verstandnissen vorzubeugen, daf3 dieser 
theoretiseh mogliehe Weg naeh meiner Meinung durchaus nieht theo
retiseh notwendig ist, daf3 er unter vielen mogliehen Wegen eben nur 
einen konstituiert. 

Urn mieh zu iiberzeugen, daf3 Sta ud ts Betraehtungen das Parallelen
axiom nieht wesentlich benutzen, wie ieh vermutete, und zugleieh, urn 
allen Besehrankungen, die aus der Nieht,Annahme des Parallelenaxioms 
hervorgehen konnen (wie z. B. in der hyperbolisehen Geometrie), aus dem 
Wege zu gehen, stellte ieh mir die Frage, ob man nicht alles, was Staudt 
braueht, leisten kann, wenn man sieh bei den erforderliehen Konstruktionen 
das Gesetz auferlegt, nicht aus einem gegebenen begrenzten Raume hinaus
zutreten. Man denke sieh also innerhalb eines begrenzten Raumes die 
Punkte, Geraden und Ebenen in ihrer gegenseitigen Lagenbeziehung ge
geben. Ob auf3erhalb des gegebenen Raumstiiekes diese Gebilde iiberhaupt 
noeh vorhanden sind, bleibe dahingestellt; urn so mehr, welche Beziehungen 
sie eventuell zueinander haben. Wird es dann noeh moglieh sein, im An
schlusse an von S tau d t s Betraehtungsweisen innerhalb dieses Raumes die 
Geltung der projektivischen Beziehungen zu ersehlief3en? 

In dieser Form, die ieh bereits in § 17 meiner vorigen Arbeit be
zeiehnete, solI im folgenden die Frage iiber die Unabhangigkeit der pro
jektivisehen Betraehtung von der Parallelentheorie untersueht werden. 



XVIII. trber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. (2. Aufsatz.) 333 

§ 2. 

Erweiterung des Problems. Aufstellung eines allgemeinen der Analysis 
situs angehorigen Satzes. 

Das im vOrIgen Paragraphen aufgestellte Problem mag vorerst noch 
verallgemeinert werden. Der Ausgangspunkt der S tau d t schen Betrach
tung ist die Voraussetzung der Ebenen und Geraden, aber von deren 
Eigenschaften kommen, sofern man von dem hinzutretenden Parallelen
axiome abRieht, wesentlich nur in Betracht, daB durch drei beliebig an
genomIilene Punkte eine und nUl eine Ebene geht, und daB durch zwei 
Punkte ein Ebenenbiischel geht, des sen Ebenen aUe dieselbe Durchschnitts
gerade besitzen. 1st dem so, so wird man, die Richtigkeit der im vorigen 
Paragraphen vorgetragenen Behauptung zugegeben, die Staudtschen Dber
legungen auf jedes System von Flachen undKurven iibertragen konnen, 
welches, schlechthin ausgesprochen, dieselben Lagenbeziehungen in einem 
gegebenen begrenzten Raume besitzt; mit anderen Worten, man wird den 
folgenden Satz aufstellen konnen: 

"In einem begrenzten Raume sei eine unendliche Zahl iiberall stetig 
gekriimmter, nur durch die Begrenzung des Raumes geendigter Flachen ge
geben, welche die folgende Gruppierung besitzen: 

1. Durch drei beliebig angenommene Punkte des gegebenen Raumes 
geht eine und nur eine Flache des Systems hindurch. 

2. Die Durchschnittskurve, welche zwei Flachen des Systems gemein 
haben konnen, gehort allen Flachen an, die zwei Punkte der Kurve enthalten." 

"Fur ein solches System von Fliichen und K urven gilt die projek
tivische Geometrie in demselben Sinne wie gemii{3 den gewohnlichen Vor-
8tellungen fur das System der Ebenen und Geraden in einem beliebig be
grenzten Raume. Anders ausgesprochen: Man wird den Punkten des 
gegebenen Raumes in der Art Zahlen zuordnen (Koordinaten erteilen) 
konnen, da{3 die Fliichen des Systems durch lineare Gleichungen dar
gestellt werden." 

Die hiermit formulierte Behauptung muB, falls sie richtig ist, vor 
allen Definitionen von Ebene, Gerade usw. bewiesen werden konnen, denn 
sie benutzt nur die Begriffe der stetig gekriimmten Flache, der kontinuier
lich verlaufenden Kurve, die den Begriffen von Ebene und Gerade voraus
gehen. Bei dem Beweise, wie er in den nachsten Paragraphen vorgetragen 
werden soll, sind dann auch die Ebenen und Geraden des Raumes nicht 
vorausgesetzt. 

DaB es iiberhaupt Flachensysteme der hier gemeinten Art gibt, zeigt 
das Beispiel der Ebenen der gewohnlichen Geometrie. Unbegrenzt viele 
solcher Flachensysteme erzeugt man, indem man sich die Ebenen in einem 
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beliebig begrenzten Raume konstruiert denkt, und dann das Raumstuck 
einer durch stetige Prozesse herbeifuhrbaren Deformation unterwirft. Und 
die vorgetragene Behauptung kann geradezu dahin ausgesprochen werden: 
daB jedes den Voraussetzungen des Satzes entsprechende FHichensystem 
aus dem Systeme der Ebenen in dieser Weise erzeugt werden kann. 

Was diesen Satz sehr merkwurdig macht, ist, daB ei.n analoger Satz, 
den man fUr die Ebene formulieren mochte, nicht existiert. 1st niimlich 
in einem begrenzten Teile der Ebene ein Kurvensystem von der Eigen
schaft gegeben, daB durch je zwei Punkte eine und nur eine Kurve hin
durchgeht, so bedarf es noch weiterer Bedingungen, ehe die Kurven durch 
lineare Gleichungen zwischen Punktkoordinaten da;rgestellt werden konnen. 
Diesen negativen Satz mag man aus einem Theoreme Beltramis ableiten. 
Ein Kurvensystem der gemeinten Art erhiilt man niimlich z. B., wenn man auf 
einer begrenzten [nicht zu ausgedehnten] einfach zusammenhiingenden Fliiche 
die geodatischen Kurven zieht und dann die Flache auf einen Teil der Ebene 
beliebig ausbreitet. Aber Beltrami zeigt 24), daB nur den Flachen von 
konstantem KrummungsmaBe die Eigenschaft zukommt, sich so auf die 
Ebene ubertragen zu lassen, daB sich aIle geodatischen Kurven mit ge
raden Linien decken. Man darf es daher auch nicht, wie seither wohl 
geschehen, als einen KunstgriU v. Staudts auffassen, wenn er behufs 
Begrundung der projektivischen Geometrie auch der Ebene die stereo
metrischen Verhiiltnisse in Betracht zog; es entspricht sein Ausgangspunkt 
durchaus dem Wesen der Sache: es gilt fur die geraden Linien der Ebene, 
falls man im AnschluB an Staudt die Betrachtung der MaBverhliJtnisse
ausschlieBt, nur deshalb die projektivische Geometrie, wei I Ebene und 
Gerade als Glieder eines riiumlichen Systems aufgefa:Bt werden konnen. 

1ch werde nun den aufgestellten Satz unter engstem AnschluB an die
Sta ud tschen Betrachtungen rein geometrisch erweisen, wobei, wie bereits 
angedeutet, an einer Stelle (§ 5) eine Schwierigkeit auf tritt, die sich auch 
bei Staudt findet und die nur durch ein Axiom zu beseitigen zu sein scheint: 
durch das Axiom, dafJ man einen Punkt, der durch einen konvergenten 
unendlichen ProzefJ erzeugt werden soll, als wirklich existierend annehmen 
dart. Sodann gebe ich in den letztenParagraphen einen analytischen Beweis des 
in Rede stehenden Satzes, der diese Lucke nicht mehr hat, insofern bei ihm 
der Raum als von vornherein unter dem Bilde einer Zahlenmannigfaltigkeit 
gegeben erscheint. Dieser analytische Beweis deckt zugleich den Grund auf, 
weshalb der Satz fUr den Raum, das Gebilde von drei Dimensionen, gilt, 
nicht aber mehr fur die Ebene, das Gebilde von zwei Dimensionen. 

Der Einfachheit wegen denke ich im folgenden den Raum, in welchem 

~4) In den Annali di Matematiea. Serie I, Ed. 7 (1866), S. 185, Werke, Ed. 1, 
S.262-280. 
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die Flachen gegeben sind, sowie die Flachen selbst als einfach zusammen
hangend; die FaIle, in denen ein mehrfacher Zusammenhang stattfindet, 
konnen auf diese Annahme zuriickgefiihrt werden, indem man aus dem 
gegebenen Raume zUllachst ein einfach zusammenhangendes Stiick aus
schneidet, innerhalb dessen die gegebenen Flachen einfach zusammen
hangend sind. 

§ 3. 

Die Grundgebilde. Beziehung derselben aufeinander. 

Das vorhin eingefiihrte Flachensystem hei13e das System der Flachen F. 
Die Durchschnittskurve zweier F, falls eine solche existiert, hei/3e K. 

Aus den Punkten des gegebenen Raumes, den Kurven K und den 
Flachen F setzen sich eine Reihe von Grundgebilden zusammen. Grund
gebilde erster Stufe gibt es drei: die Kurve K, als Ort fiir Punkte auf
gefa13t; das Biischel der Kurven K, welche innerhalb einer F durch einen 
Punkt gehen; das Biischel der F, welche eine K enthalten. Man hat 
ferner vier Grundgebilde zweiter Stufe: die F, aufgefa/3t als Punktgebilde 
oder als Aggregat von Kurven K, und die Gesamth,eit der F, wie die Ge
samtheit der K, die durch einen Punkt gehen: Alles, wie in der gewohn
lichen projektivischen Geometrie. 

Aber ein Unterschied tritt hinzu wegen der Begrenztheit des gegebenen 
Raumes. Unter den Grundgebilden finden sich begrenzte und unbegrenzte. 
Begrenzt ist z. B. die Reihe der auf einer K befindlichen Punkte, un
begrenzt das Biischel von F, die durch eine K hindurchgehen. 

Zwei Grundgebilde hei/3en aufeinander bezogen, wenn das eine ein 
Schnitt des anderen ist, oder wenn beide auf ein anderes als Schnitte 
bezogen sind. Es heiJ3t z. B. das Biindel der durch einen Punkt gehen
den K auf eine F als Punktgebilde bezogen, wenn man jedem Punkte 
der F diejenige K zuordnet, welche durch ihn hindurchgeht usw. Diese 
Beziehung ist /J,u/3erdem, was man unvoUstiindig nennen mag, inso£ern 
allerdings zu jedem Punkte der F eine K des Blindels gehOrt, nicht aber 
umgekehrt. Unmittelbar vollstandig aufeinander bezogen sind nur das 
Biischel der durch eine K gehenden Fund dae Biischel der durch einen 
Punkt gehenden K, die in einer durch den Punkt hindurchgehenden, die 
feste K nicht enthaltenden, F verlaufen. 

§ 4. 

Definition harmonischer Elemente. 

Zu drei Elementen A, B, C eines unbegrenzten Grundgebildes erster 
Stufe kann man vermoge einer Konstruktion, die der in der gewohnlichen 
projektivischen Geometrie angewandten Vierseits-Konstruktion analog ist, 
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ein bestimmtes viertes Element D konstruieren, welches das vierte hOl'
monische zu A, B, 0 genannt werden soIl. 

U m sich hiervon zu iiberzeugen, wollen wir den folgenden bescmink
teren Satz flir die Punktreihe K beweisen, deren Anschauung uns ge
laufiger ist als die Anschauung der unbegrenzten Grundgebilde erster Stufe: 

Sind A, B, 0 Punkte einer K, welche in der alphabetischen Reihen
folge einander a.uf der K folgen, so fUhrt die Vierseitskonstruktion zu einem 
bestimmten vierten Elemente D, welches zu A, B, 0 harmonisch heillt. D~e 

Reihenfolge von A, B, 0 mull hier deswegen besonders festgesetzt werden, 
weil sonst der gesuchte Punkt D gelegentlich liber die Begrenzung des ge
gebenen Raumes hinausfallen, d. h. gar nicht vorhanden sein konnte. Zum 
Zwecke des £iir unbegrenzte Grundgebilde aufgestellten Satzes geniigt es aber 
auch, den nun vorliegenden Satz mit seiner Beschrankung zu beweisen; denn 
man iiberzeugt sich leicht: Wenn A, B, 0 drei Elemente eines F- Biischels 
sind, so kann man eine Kimmer so legen, dall die Schnittpunkte mit A , B, 0 
beliebige Reihenfolge haben. Wenn drei Elemente A, B, 0 eines K -Biischels 
gegeben, so wiirde man. dasselbe zunachst auf ein F-Biischel beziehen und 
dann dieses durch eine K in gehOriger Weise schneiden. 

Den nun mit Bezug auf die Punktreihe K aufgestellten Satz beweist 
man genau im Anschlusse an das gewohnliche Verfahren der Geometrie der 
Lage. Es darf an dasselbe hier kurz erinnert werden: 

Sind A, B, 0 Punkte einer Geraden, so lege man durch A eine neue 
Gerade. Durch zwei Punkte {:J, r derselben und B und 0 lege man die 
beiden Geradenpaare {:J B, rOund {:J 0, r B, welche beziiglich die beiden 
Schnittpunkte a und !5 besitzen. Dann schneidet die Verbindungsgerade 
a!5 die urspriinglich gegebene Gerade in einem festen Punkte D, dem so
genannten vierten harmonischen Punkte zu A, B, O. 

Der Beweis, dall der Punkt D von den bei der Konstruktion will
kiirlichen Elementen unabhangig ist, ist folgender. Konstruiert man aus 
A, B, 0 in einer anderen durch die gegebene Gerade hindilrchgelegten 
Ebene ein neues Viereck a', {:J' , r', !5', so werden die Verbindungsgeraden 
(Xa', {:J{:J', rr', !5!5' sich in einem Punkte treffen; die beiden Vierecke miissen 
deshalb Schnitte des namlichen Vierkants sein; es mull daher auch der 
Punkt D in beiden iibereinstimmen. Ware das zweite Viereck in derselben 
durch die gegebene Gerade hindurchgelegten Ebene konstruiert, wie das 
erste, so iibertrage man es durch Projektion auf eine zweite durch die 
gegebene Gerade gehende Ebene25) und man hat den vorigen Fall. 

26) Statt dessen wird gelegentlich gesagt: so drehe man des Viereok samt seiner 
Ebene um die gegebene Gerade in eine neue Lage; aber diese Operation wiirde man 
bei dem Systeme der K und F nicht wiederholen konnen, da zunachst· noch nicht 
bekannt ist (wa~ allerdings spater erschlossen wird. § 7), daB dieses System Trans
formationen in sich selbst zulaBt. 
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Genau diesel ben Betrachtungen konnen nun angestellt werden, wenn 
statt des Systems der Geraden und Ebenen das System der K und F ge
geben iat. Die Annahme iiber die Reihenfolge von A, B, 0 sichert die 
Moglichkeit, trotz der Begrenznng unseres Raumes, die notige Konstruktion 

auafiihren zu konnen. Hat man dann zwei Vierecke ex, p, ,}" <5 und ex', p', 
r', <5' in verschiedenen durch K hindurchgehenden F, so ziehe man die K ex ex , , 

p p', '}"}", <5 <5' • Dann folgt ohne weiteres: Schneiden sich zwei dieser K 
in einem Punkte, so gehen auch die anderen durch denselben. Aber der 
Schnittpunkt kann gelegentlich iiber den gegebenen begrenzten Raum 
hinausfallen, d. h. gar nicht vorhanden sein. In dem Falle wird man eins 
der beiden Vierecke durch Projektion auf eine neue durch K gehende F 
iibertragen, und mit dies em Verfahren so lange fortfahren, bis die Ver
bindungskurven K der Ecken des urspriinglichen und des neu konstruierten 
Vierecks sich treffen. Es ist das ein ProzeJ3, der immer zu leisten ist, 
wie man sich sofort iiberzeugt, sowie man zwei Vierecke in den bewuJ3ten 
Lagenverhaltnissen gezeichnet denkt. Eine ausgefiihrte Diskussion wiirde 
nur mit dem Begriffe des Grof3er oder Kleiner, nicht aber mit einem 
Maf3e eines solchen Unterschiedes zu tun haben. Von zwei Strecken AB, 
AO einer K heiJ3t AB kleiner als AO, so fern man, um von A nach 0 
zu gelangen, B iiberschreiten muJ3. 

Man beweist ferner, daf3 vier harmonischen Elementen eines Grund
gebildes bei einer vollstandigen Beziehung wieder vier harmonische Elemente 
entsprechen. Bei einer unvollstandigen Beziehung ist das Entsprechende 
wahr, sofern den vier Elementen des einen Gebildes wirklich vier Elemente 
des anderen zugeordnet sind. 

§ 5. 

Projektivische Beziehungen. 

Zwei Grundgebilde heif3en aufeinander projektivisch bezogen, wenn je 
vier harmonischen Elementen des einen, sofern iiberhaupt vier entsprechende 
Elemente im anderen Gebilde vorhanden sind, vier harmonische Elemente 
des letzteren entsprechen. 

Aus dieser Definition schlieJ3t man ,nun nach S tau d t, daJ3. daa pro
jektivische Entsprechen zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe durch 

drei einander entsprechende Elemente A, B, 0 und A', B', 0' festgelegt 
ist 26). Da dieser SchluJ3, wie bereits angedeutet wurde, in seinem Beweise 
eine Liicke hat, die nUr durch ein Axiom zu iiberbriicken scheint, so moge 
es gestattet sein, hier etwas ausfiihrlicher bei demselben zu verweilen. 

26) Geometrie der Lage. S. 50. Vgl. S.44 des Reyeschen Buches. 
Klein, Gesammelte math, Abhandlungen, I. 22 



338 Zur Grundlegung der Geometrie. 

Die bez. Auseinandersetzungen und Forderungen gelten gieichmiU3ig flir 
das System der Ebenen und Geraden, wie fiir das System der Fund K. 

Staud ts Schlu.l3weise ist etwa die folgende. Entsprechen einander 

A, B, C und A', B' , C' so auch D und D' die bez. vierten harmonischen 

Punkte zu A, B, C und A', B', C'; ferner E und E', die vierten harmo

nischen Punkte zu irgend drei der vier Punkte A, B, C, D bez. A', B', 
C', D', usw. usw. Die Art der Zuordnung ist hiernach duroh die' Zuord

nung der drei Elemente A, B, C und A', B', C' vollstandig gegeben, so
wie man zeigen kann, da.13 man zu jedem Punkte einer Geraden hin
gelangen kann, indem man zu drei gegebenen Punkten den vierten har
monischen aufsucht, zu irgend drei der so bestimmten vier Punkte wieder 
den vierten harmonischen usw. Es kann diese Behauptung nur den Sinn 
haben, da.13 man jedem Punkte der Geraden durch die wiederholte Kon
struktion des vier ten harmonischen Punktes beliebig nahe kommen kann, 
d. h. da.13 man immer einen entsprechenden Punkt finden kann, der 
zwischen dem zu bestimmenden Punkte und einem beliebig von ihm ver
schieden angenommenen inne liegt. Staudt beweist dies, indem er die 
Absurditat der Annahme zeigt, ein gewisser Punkt sei der letzte, iiber den 
die Konstruktion nicht mehr hinausflihre. Aber die Annahme, daB es 
einen letzten dUl:ch die Konstruktion erreichbaren Punkt gebe, ist noch 
willkiirlich. Es ware denkbar, da.13 der fortgesetzte ProzeB der Aufsuchung 
des vierten harmonischen Punktes iiber eine bestimmte Grenze nicht hinaus
fiihrte, ohne doch eine letzte Lage flir den Punkt zu erreichen. Dber 
diese Moglichkeit hilft, soviel ich sehe, nur das Axiom . hinweg, dafJ es ge
stattet sein soll, den Grenzpunkt, auch wenn er in dieser Weise durch 
einen unendlichen ProzefJ definiert ist, als fertig vorhanden aUlzufassen. 
Bei dieser Annahme tritt der Staudtsche Beweis wieder in Kraft und 
zeigt die Unmoglichkeit der Existenz von Grenzpunkten 27). 

Dieselben Erwagungen, die hier fiir die Gerade vorgetragen worden 
sind, iibertragen sich auf die Grundgebilde erster Dimension aus dem 
Systeme der K und F, wobel man zunachst auf die unbegrenzten Grund
gebilde achten wird. Auch bei ihnen wird man ein dem vorhergehenden 
analoges Axiom hinzuzufiigen haben, was dann als eine Forderung auf
gefafJt werden kann, der daB System der K undF genugen soll. Diese 
Forderung ist mit den dem Systeme sonst auferlegten vertraglich - das 
zeigt das Beispiel der gewohnlichen Geraden und Ebenen -, ob sie aus 
den friiheren zum Teile folgt, bleibe dahingestellt. Die Definition der 
projektivischen Beziehung, die so flir unbegrenzte Grundgebilde erster Stufe 

2') [Niiheres hieriiber findet man in folgender Abhandlung XIX.] 
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aufgestellt ist, iibertrligt sich ohne wei teres auf begrenzte, indem man be
grenzte Gebilde projektivisch sein lliBt, wenn sie Schnitte projektivischer 
unbegrenzter Gebilde sind. 

§ 6. 

Die Geometrie im Grundgebilde zweiter Stufe und im Raume. 

Die aufgestellten Prinzipien geniigen, um fiir die unbegrenzten Grund
gebilde zweiter Stufe, d. h. fUr das Biindel der durch einen Punkt gehen
den K und das Biindel der durch einen Punkt gehenden F die projek
tivische Geometrie aufzubauen. Man vergleiche hierzu nur etwa die Par
tien des Reyeschen Buches (S. 45 H.), in denen fiir die aIs unbegrenztes 
Grundgebilde gedachte Ebene das Entsprechende durchgefiihrt wird. Es 
ist dies wohl der einzige Gedanke, der bei den hier vorgetragenen Dingen 
nioht ohne weiteres gegeben war, nlimlich der Gedanke, darauf zu achten, 
daB, auch wenn der Punktraum, der gegeben ist, begrenzt ist, darum doch 
noch unbegrenzte Grundgebilde erster und zweiter Stufe vorhanden sind, 
und daB man fiir 8ie die Betraohtungen durohfiihren kann, die man sonst 
in bezug auf die unbegrenzt angenommene Ebene anstellt. 

N amentlich wird man fiir die unbegrenzten Grundgebilde zweiter 
Stufe nun auoh das Gesetz der Dualitiit entwiokeln konnen, welches jetzt 
dahin auszuspreohen ist, daB man in allen Slitzen, die sioh auf K und F 
beziehen, welche duroh einen Punkt gehen, statt K und F auch Fund K 
setzen kann. 

Duroh Dbertragung vom unbegrenzten Grundgebilde zweiter Stufe, 
dem Punkte (als Biindel von K und F ~edaoht), gewinnt man die Geo
metrie auf dem begrenzten GrundgebiIde zweiter Stufe der (als Punkt
aggregat oder als Ort fiir Kurven K gedaohten) F. Aber die projek
tivisohen Beziehungen und die dualistischen gelten auf der F nur dann 
uneingeschrlinkt, wenn man der F ideale Punkte und Kurven K adjungiert, 
entsprechend denjenigen Kurven K und Flachen F des angenommenen 
Biindels, von dem aus man die projektivisoh dualistisohen Beziehungen 
auf die F iibertrligt, welche die F nioht treHen. Es ist ersichtlioh, wie 
diese idealen Elemente der F, die ihrem Wesen naoh durchaus mit den 
idealen Elementen iibereinstimmen, von denen im letzten Paragraphen des 
vorigen Abschnittes die Rede war, unabhangig sind von dem Biindel, von 
dem man gerade ausging. Der Grund liegt darin, daB nach Voraussetzung 
die F von allen anderen F in denselben K, d. h. von jedem Biindel von 
F in demselben Kurvensystem K geschnitten wird. Der ideale Punkt 
der gegebenen F z. B. ist zunaohst definiert durch eine irgend einem 
Biindel angehOrige Kurve K, welche die F nicht triHt. Aber durch die 
K geht ein Biischel von Fund ein begrenzter Teil des Biischels begegnet 

22* 
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der gegebenen F. Auf der letzteren erhalten wir also eine Schar von 
Kurven K, welche dieselben Eigenschaften haben, besonders hinsicht1ich 
der Konstruktion des vierten harmonischen Elementes, wie ein begrenzter 
Teil eines durch einen Punkt gehenden Buschels von Kurven K. Legt 
man jetzt durch irgendeinen Punkt und diese Kurven K die bezuglichen 
F, so werden diese sich nach einer K schneiden. Der ideale Punkt, den 
das erst angenommene Bundel lieferte, stimmt also mit dem idealen 
Punkte, den ein beliebiges anderes Bundel ergibt, uberein. 

Es ist hiernach auch ersichtlich, wie der ideale Punkt der gegebenen 
F, der hierdurch definiert ist, nicht bloB als dieser F angehOrig, sondern 
als idealer Raumpunkt gedacht werden muB. Damit ist dann alles 
Material gegeben, urn die projektivische Geometrie auch des Raumes zu 
entwickeln, und es ist der Beweis des oben aufgestellten Hanptsatzes: 

geleistet. 

daf3 fur das bez. Flachen- und K urvensystem die profektivische 
Geometrie gilt 

§ 7. 

Einfiihrung der DoppelverhaItnisse und homogenen Koordinaten. 

In dies em Paragraphen mag noch kurz angegeben werden, wie man 
an den bisher auseinandergesetzten synthetischen Au£bau der projektivischen 
Geometrie die analytische Behandlung derselben zu knup£en hat. Es ent
halt dieser Paragraph also nichts mehr, was sich spezifisch auf das System 
der K und F bezieht; und er solI hier nur eine Stelle finden, weil die 
betreffenden Dberlegungen, die man wesentlich aIle den Staudtschen 
Beitragen zur Geometrie der Lage entnehmen kann, nur zu wenig bekannt 
zu sein scheinen. 

Die Definition der Projektivitat zweier Grundgebilde erster Stufe er
gibt, daI3 zwischen je vier Elementen eines solchen Gebildes eine konstante 
Beziehung obwaltet. Drei Elemente sind noch voneinander unabhangig; 
die Beziehung zwischen vier Elementen kann man daher unter dem Bilde 
einer reellen Zahl auffassen 28). Man bezeichne drei Elemente A, B, C als 
Grundelemente des Gebildes, auf die ubrigen Elemente D des unbegrenzt 
gedachten Gebildes verteile man nach einem wiIlkiirlichen Gesetze die 
reellen Zahlen von - 00 bis + 00, so ist j eder Kombination ABC D eine 
Zahl zugeordnet, welche sie charakterisiert; man hat einen MaBstab, um 
die Beziehung ABCD zu messen. Hat man bei einem Grundgebilde 
erster Stufe diese Bestimmung getroffen, so ubertragt sie sich durch Pro
jektion auf aIle anderen. 

2H) Hier kehrt unter einer etwas anderen Form das Axiom des § 5 wieder. 
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Man wird darnach streb en, diese willkiirliche Skala durch eine ge
setzmaBig erzeugte zu ersetzen, und dies hat Staudt in den Paragraphen 
19, 20 seiner Beitrage zur Geometrie der Lage geleistet. Er ordnet dort 
den Beziehungen ABCD, oder, wie er sagt, den Wurfen A BCD die
selben Zahlen zu, welche man ihnen in der auf metrischen Definitionen 
fuBenden gewohnlichen Behandlungsweise beilegt, wo sie als Doppelverhalt
nisse aufgefaBt werden 29). Es geniigt zu diesem Zwecke, die Wiirfe A BCA, 
ABCB, ABeC bez. durch 0, 1,00 zu bezeichnen und dann eine Operation 

anzugeben, vermoge deren man zwei Wiirfe ABOD und ABOD' addiert. 
Dabei wird der harmonische Wurf gleich - 1, und es finden Relationen 
statt, wie 

(ABO D). (ADBO) =~ 1 usw. 

Von den DoppelverhiUtnissen steige man zu den homogenen Koordinaten 
auf, die nichts sind als die relativen Werte gewisser Doppelverhaltnisse. 
Es handelt sich dann besonders darum, einzusehen, daB durch eine lineare 
Gleichung zwischen den homogenen Koordinaten in der Ebene eine Gerade, 
im Raume eine Ebene dargestellt wird. Diese Aufgabe hat Fie dl er 
neuerdings in sehr einfacher und iibersichtlicher Weise erledigt, indem er 
von vornherein neben den homogenen Punktkoordinaten auch die homo
genen Linienkoordinaten, bez. Ebenenkoordinaten einfiihrte 30). Die lineo
lineare Gleichung zwischen den Koordinaten vereinigt gelegener Punkte und 
Geraden (Ebenen ) ist nur der Ausdruck fiir gewisse Beziehungen, die 
zwischen den in der Figur (die durch Hinzufiigen eines Koordinaten
Dreiecks bez. -Tetraeders entsteht) auftretenden Doppelverhaltnissen 
stattfinden 31). 

Die hiermit angedeuteten Dberlegungen kann man aHe, statt fiir das 
System der Geraden und Ebenen, fUr das System der K und F entwickeln, 
da fUr das letztere ebenso die projektivische Geometrie gilt. Und damit 
ist also die zweite Form erwiesen, welche wir in § 2 unserem Satze er
teilt hatten, die wir noch einmal wiederholen: 

Man kann den Punkten des ursprunglich gegebenen begrenzten 
Raumes in der Weise Zahlen zuordnen, daf3 die Fldchen F ( die K urven 
K) durch lineare Gleichungen dargestellt werden. 

29) Dasselbe kann man durch die von Mii bius in seinem baryzentrischen Kalkul 
vorgetragene Theorie der geometrischen Netze erreichen. 

30) Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in Ziirich. XV, 2. (1871). 
- Die darstellende Geometrie. Leipzig. 1871. - Bei Fiedler sind die Wiirfe als 
Doppelverhaltnisse definiert, es ist daB aber fiir seine weiteren Auseinandersetzungen 
ohne prinzipielle Bedeutung, da er nur solche Relationen zwischen Wiirfen benutzt, 
welche man, nach der im Texte gemachten Andeutung, auch bei Staudt begriindet 
findet. 

31) Vgl. hierzu auch Hamiltons Elements of Quaternious. S.24-32. 
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Als Folgerungen, die sich von selbst aufdrangen, seien erwii.hnt, daB 
man nun in bezug auf die FIachen F von algebraischen Gebilden, von 
imaginaren Elementen, von kollinearen und dualistischen Transformationen 
reden kann. 

§ 8. 

Analytischer Beweis des Hauptsatzes. 

Es wurde bereits darauf hingewiesen, wie sich der in § 2 aufgestellte 
Hauptsatz viel einfacher und ohne Zuhilfenahme besonderer Axiome be
weisen la13t, wenn man die Voraussetzung macht, da13 es gestattet sei, den 
Punktraum unter dem Bilde einer drei/ach ausgedehnten Zahlenmannig
/altigkeit aulzu/a8sen. Ein an diese Voraussetzung ankniipfender Beweis 
enthalt die Erweiterung unseres Satzes auf Zahlenmannigfaltigkeiten von 
beliebig vielen Dimensionen in sich; zugleich lii.Bt er iibersehen, warum 
flir zwei Dimensionen, wie in § 2 hervorgehoben wurde, ein entsprechen
der Satz noch nicht gilt. 

Den V orteil, den man durch die Annahme, man kanne den Punkt
raum als eine Zahlenmannigfaltigkeit auffassen, in den Beweis des Satzes 
einfiihrt, ist der, da13 man nun iiber den Begriff des Unendlich-Kleineu 
verfiigt. Fiir die Fortschreitungsrichtungen von einem Punkte aus gilt bei 
beliebiger Koordinatenbestimmung die projektivische Geometrie in dem
selben Sinne, wie fiir die Geraden eines Strahlenbiindels 89). Hat man aber 
ein System von Flachen Fund Kurven K, wie es in dem Satze des § 2 
vorausgesetzt wird, so bezeichnet jede der von einem Punkte aus mag
lichen Fortschreitungsrichtungen eine der durch den Punkt hindurchgehen
den K. Fur das Bundel der durch. einen Punkt gehenden K, und, ver
moge dualistischer Vbertragung, das Bundel der durch einen Punkt 
gehenden F gilt also ohne weiteres die projektivische Geometrie. Wir 
haben also von vornherein den Standpunkt gewonnen, der sich bei der 
rein geometrischen Untersuchung erst in § 6 ergab, noch mehr: es ist auch 
von vornherein wenigstens fiir das Biindel von K und F die projektivische 
Koordinatenbestimmung gegeben, die bei rein geometrischer Betrachtung 
erst durch besondere Operationen in § 7 entworfen werden mu13te. 

Von der Geometrie im Biindel von F oder K steigt man ahnlich, wie 
in § 6 geschildert wurde, zur Geometrie auf den Fund zur Geometrie im 
Raume auf. Durch eine beliebige F, - sie hei8e F' - werden je zwei 
Biindel von F aufeinander projektivisch bezogen. Denn die Biindel schnei
den die F' laut Voraussetzung in dem namlichen Kurvensysteme K. Da-

32) [Bei der Durchfiihrung dieser Andeutungen waren vor aUem die hier zur Ver
wendung kommenden BegrifIe so zu prasizieren, daB der Forderung der DifIerenzier
barkeit, die implizite vorausgesetzt wird, Rechnung getragen wird.] 
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bei ubertragt sich von dem einen Bundel so gut wie yom anderen auf die 
F' die Vierseitskonstruktion; die beiden Bundel, und also uberhaupt aIle 
vorhandenen Bundel sind hiernach durch die F' aufeinander projektivisch 
bezogen, w. z. b. Da aber projektivische Beziehung innerhalb eines Bundels 
bei Anwendung der projektivischen Koordinaten durch lineare Gleichungen 
bezeichnet Wild, so ist ersichtlich, daB man die F' durch line are Gleichungen 
zwischen den fiir zwei Bundel geltenden projektivischen Koordinaten dar
stellen kann usw. 

Betrachtungen derselben Art kann man fii Mannigfaltigkeiten von 
beliebig vielen Dimensionen anstellen; ist aber die Zahl der Dimensionen 
auf 2 gesunken, so haben die Betrachtungen nicht mehr denselben Erfolg. 
Es sei eine Flache und auf einem Teile derselben ein Kurvensystem K ge
geben, von der Eigenschaft, daB durch je zwei Punkte des Flachenteils 
eine und nur eine K geht. Die Flache, oder vielmehr ihre Punkte sollen 
unter dem Bilde einer zweifach ausgedehnten Zahlenmannigfaltigkeit ge
faBt werden konnen. Dann gilt fUr die Fortschreitungsrichtungen von 
einem Punkte aus die projektivische Geometrie, d. h. vier Fortschreitungs
richtungen haben ein bestimmtes Doppelverhli.ltnis, welches bei keiner 
stetigen Verzerrung der FHi.che geandert wird. Es ubertragt sich diese Be
ziehung auf das durch den Punkt gehende Buschel von Kurven K. Man 
schneide dasselbe durch eine ihm nicht angehOrige Kurve K' und ziehe 
nach den Schnittpunkten die einem zweiten Buschel angehOrigen K. Jetzt 
sind die beiden Buschel durch die K' auch eindeutig aufeinander bezogen, 
aber es ist gar kein Grund vorhanden, warum diese Beziehung eine projek
tivische sein soIl, warum z. B. vier harmonischen Kurven des einen 
Buschels vier harmonische des andern entsprechen sollen. Denn ein Ana
logon zu der Vierseitskonstruktion, die sich im Raume ubertrug, existiert 
nicht mehr, weil eine Dimension zu wenig vorhanden ist. 

Gottingen, 8. Juni 1872. 



XIX. Nachtrag zu dem "zweiten Aufsatz fiber 
Nicht-Euklidische Geometrie". 

[Math. Annalen, Bd.7 (1874).] 

In dem in der Dberschrift genannten Aufsatze behandelte ich neben 
anderen Fragen, zu denen die neueren Untersuchungen iiber Nicht-Euklidische 
Geometrie AnlaB geben, insbesondere auch die, ob v. Staudts nur auf die 
Betrachtung sogenannter Lagenverhaltnisse gegriindeter Aufbau der projek
tivischen Geometrie yom Parallelenaxiome unabhangig gemacht werden 
konne. Ich hatte dabei Gelegenheit (vgl. daselbst § 5 des zweiten Teiles) 
eine (auch sonst bemerkte) Liicke in v. Staudts Betrachtungen zur Sprache 
zu bringen, die freilich keine nahere Beziehung zu der Frage nach dem 
EinHusse des Parallelenaxioms besitzt. Es handelt sich namlich run den 
Nachweis, daB eine projektivische Beziehung zweier Grundgebilde erster 
Stufe volIkommen festgelegt ist, sowie man drei Paare entsprechender 
Elemente kennt. Nach der bei v. Staudt eingefiihrten Definition der pro
jektivischen Beziehung sind die unbegrenzt vielen Elemente, welche man 
auf den beiden Grundgebilden, bez. aus den drei gegebenen durch wieder
holte Konstruktion des vierten harmonischen Elementes ableiten kann, ohue 
weiteres als entsprechend gesetzt. Von Staudt unternimmt es daher zu 
zeigen, daB diese unendlich vielen Elemente das Grundgebilde vollig iiber
decken und ihr Entsprechen deshalb das Entsprechen aller Elemente nach 
sich zieht. Dies Verfahren impliziert bereits eine Voraussetzung, die im 
folgenden (§ 3) noch weiter gekennzeichuet werden solI, namlich die: daB 
es gestattet sei, aus dem Verhalten der jedenfalls diskreten Reihe der 
harmonischen Elemente auf das Verhalten des ganzen kontinuierlichen Ge
bietes zu schlieBen, dem sie angehOren. Aber die Lucke in v. Staudts 
Beweisgang, von der in meinem Aufsatze gehandelt wurde, betrifft den 
ersten Teil des von ihm eingeschlagenen Weges. Um zu zeigen, daB die 
harmonischen Elemente das Grundgebilde vollig uberdecken, d. h. dafJ in 
jedem gegebenen Segmente des Grundgebildes Elemente liegen, welche man, 
von drei beliebig gegebenen Elementen ausgehend, durch /ortgesetzte Eon
struktion des vierten harmonischen Elementes wirklich erreichen kann, 
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macht v. Staudt einfach darau£ aufmerksam, daB die Reihe der harmo
nischen Elemente nicht plotzlich abbrechen kann. Aber es ist dadurch 
die Moglichkeit nicht ausgeschlossen, daB diese Reihe, obgleich unbegrenzt, 
doch in gewisse Segmente des Grundgebildes nicht eindringt, und der Be
weis, der zu erbringen war, ist also noch unvollstandig. 

Dem gegeniiber glaubte ich in dem genannten "zweiten Aufsatze iiber 
Nicht-Euklidische Geometrie" 1) ausdriicklich folgende zwei V oraussetzungen 
einfiihren zu sollen, die freilich dort, wo iiberhaupt die ganze Frage mehr 
beilaufig beriihrt wird, nicht mit der Bestimmtheit bezeichnet und aus
einandergehalten sind, wie es hier gesohehen soll. 10h verlangte zunachst: 

Wenn aUf einem Gebilde erster Stufe eine unendliche Reihe von 
Elementen gegeben ist, die in ein Segment des Gebildes nicht eindringt, 
80 soll es gestattet sein, von einem Grenzelemente, dem die Reihe zustrebt, 
als einem v6llig bestimmten Elemente zu sprechen. 

Sodann aber insonderheit mit Bezug auf die Reihe der harmonischen 
Elemente: 

Sollten in der Reihe der harmonischen Elemente solche Grenzelemente 
auftreten 2), so diirfen sie der Reihe zugeziihlt werden. 

DaB man unter Annahme dieser Voraussetzungen durch geeignete Fort
setzung der Reihe der harmonischen Elemente in jedes Segment hinein
gelangen kann, beweist man genau so, wie v. Staudt die Unmoglichkeit 
eines plotzlichen Abbrechens der Reihe zeigt. Es geniigt namlich, daran zu 
erinnern, daB das zu drei getrennten Elementen harmonische vierte Element 
mit keinem der drei Elemente zusammenfallt, und, je nach der Anordnung, 
die man den drei Elementen erteilen mag, einem jeden der drei Segmente 
angeh6rt, in welche das Grundgebilde durch die drei Elemente geteilt wird. 

Aber andererseits ist auch die oben bezeichnete zweite Frage bereits 
erledigt, die sich darauf bezieht, ob man aus dem Entsprechen der harmo
nischen Elemente auf das Entsprechen der iibrigen Elemente schlieBen 
kann. Man wird namlich auf Grund unserer ersten Voraussetzung jedes 
Element als Grenzelement einer unendlichen Reihe harmonischer Elemente 

1) In ganz ahnlicher Weise beriihrte ich diese Frage bereits in einer Mitteilung 
an die Giittinger Societat, vgl. Giittinger Nachrichten, 1871. [So Abh. XV dieser 
Ausgabe.] 

2) Ob solche Elemente wirklich auftreten oder nicht, hangt von der Art und 
Weise ab, vermiige deren man die harmonischen Elemente fortsetzt, was auf sehr 
mannigfache Weise geschehen kann, wei! immer drei beliebige Elemente unter den 
schon konstruierten zur weiteren Konstruktion verwandt werden kiinnen. 1m Texte 
solI nicht gezeigt werden, daB solche Elemente iiberhaupt nicht auftreten, wenn man 
die Reihe der harmonischen Elemente in bestimmter Weise unendlich fortsetzt, sondern 
nur, daB sie jedesmal wieder iiberschritten werden kiinnen, wenn man die Art der 
Fortsetzung andert, und daB sie also fUr die Gesamtheit der harmonischen Elemente 
keinp. Grenze konstituieren. 
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auffassen konnen 3), und, gemaB der zweiten Voraussetzung, demjenigen 
Elemente entsprechend setzen, welches auf dem anderen Grundgehilde dmeh 
den namlichen GrenzprozeB definiert wird. 

Nach Veroffentlichung meines Aufsatzes erhielt ich eben mit Bezug 
auf diese Dberlegungen Zuschriften von den Herren G. Cantor, Liiroth 
und Zeuthen, und ich verdanke es hauptsachlich der Korrespondenz mit 
cliesen Herren, wenn ich in der gegenwartigen Mitteilung in der Lage bin, 
den Gegenstand, um den es sich handelt, sehr viel deutlicher zu bezeichnen, 
als ich es damals getan hatte. Insbesondere haben mir die Herren Liiroth 
und Z e u the n unabhangig voneinander einen Beweis mitgeteilt, vermoge 
clessen es gelingt, auch ohne Einfiihrung der zweiten oben genannten Voraus
setzung zu beweisen, daB man mit der Reihe der harmonischen Elemente 
in jedes Segment des Grundgebildes eindringen kann. Es benutzt dieser 
Beweis den (schon in der FuBnote 2) hervorgehobenen) U mstand, daB 
die Reihe der harmonischen Elemente, wei I immer drei beliebige der be
reits konstruierten zur Konstruktion verwandt werden diirfen, in sehr 
mannigfacher Weise fortgesetzt werden kann. Ich werde weiter unten (§ 2) 
diesen Beweis, durch des sen Mitteilung der gegenwartige N achtrag zu meinem 
friiheren Aufsatze wesentlich veranlaBt ist, in Herrn Zeuthens Dar
stelIung 4) geben. Durch ihn wird also die zweite oben aufgestellte Voraus
setzung zunachst iiberfliissig; sie tritt erst wieder ein, wenn es sich darum 
handelt, aus dem Entsprechen der konstruierten harmonischen Elemente 
auf das Entsprechen alIer Elemente zu schlieBen. Sie kanndann, worauf 
mich besonders Herr Liiroth aufmerksam gemacht hat, durch verschiedene 
aquivalente ersetzt werden. Der dritte Paragraph des Folgenden mag dies en 
Betrachtungen gewidmet sein. Ich wende mich zunachst dazu, die erste 
oben eingefiihrte Voraussetzung noch naher zu bezeichnen und ihren Zu
sammenhang mit ahnlichen Voraussetzungen, die in der gewohnlichen 
( metrischen) Geometrie notig sind, darzulegen. 

§ l. 

Von der Stetigkeit der Gebilde in der projektivischen Geometric. 

Was man in der gewohnlichen Geometrie meint, wenn man sagt, 
irgendein Gebilde erster Stufe, also etwa eine Punktreihe, sei stetig, ist 
neuerdings von verschiedenen Seiten her mit besonderer Scharfe auseinander 

3) Dies solIte eigentlich explizite bewiesen werden. 1ch glaube die betrefl"enden tJber
legungen hier aber um so mehr unterdriicken zu kiinnen, als das Operieren mit Wiirfen, das 
zu dies em Zwecke systematisch wiirde untersucht werden miissen, von Herm Liiroth 
neuerdings eine griindliche Darstellung erfahren hat (Gottinger Nachrichten, Nov. 1873). 

4) Herr Liiroth hatte bei seinen Vberlegungen im wesentJichen dieselben Mo
mente benutzt. 
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gesetzt worden ~). Man legt durch die Forderung der Stetigkeit dembe
treffenden Gebilde eben dieselbe Eigenschaft bei, die durch unsere erste 
Voraussetzung (welche sich in ganz ahnlicher Form in den Schriften von 
G. Cantor und Dedekind findet6) formuliert ist. Der Unterschied ist 
nur der, dal3 wir diese Voraussetzung ausdriicklich auch in die projek
tivische Geometrie einfiihren. Wir konnen also auch folgendermal3en sagen: 

Die in der gewohnlichen Geometrie vorausgesetzte Stetigkeit der Gibilde 
erster Stule soll auch in der projektivischen Geometrie zugrunde gelegt werden. 

Es bringt das mit sich oder ist geradezu gleichbedeutend damit, daJ3 in der 
projektivischen Geometrie, wie in der gewohnlichen, das analytische Gegenbild 
eines Gebildes erster Stufe die einfach unendliche Zahlenreihe ist. Auch in der 
projektivischen Geometrie konnen also Segmente eines Gebildes erster Stufe 
gemessen werden, nur daB nicht, wie in der gewohnlichen Geometrie, eine Mall
bestimmung vor allen anderen als besonders naturgemaJ3 ausgezeichnet wird. 

In dem letzteren Umstande liegt scheinbar eine gewisse Schwierigkeit hin
sichtlich der Einfiihrung der Zahlen in die projektivische Geometrie, insofern 
man namlich von vornherein nur dann von zwei Segmenten sagen kann: das eine 
sei kleiner als das andere, wenn das eine ganz in dem anderen enthalten ist. 
Aber bei der Feststellung des Grenzbegriffs kommen eben nur solche Segmente in 
Vergleich, die in dieser Relation stehen, daB das eine ein Stiick des anderen ist. 

Eine entsprechende V oraussetzung der Stetigkeit, wie sie nunmehr fiir 
Gebilde erster Stufe eingefiihrt wurde, wird in der gewohnlichen wie in 
der projektivischen Geometrie zu machen sein, wenn es sich um Gebilde 
hOherer Stufe handelt. Doch braucht das hier wohl nicht naher entwickelt 
zu werden. Auch braucht hier nicht auf die Frage eingegangen zu werden, 
ob und wie weit wir zu diesen Voraussetzungen 7) axiomatischen Charakters 
durch unsere raumliche Anschauung gezwungen sind. 

§ 2. 

Der Liiroth·Zeuthensche Beweis. 

Ich erlaube mir weiterhin den Liiroth-Zeuthenschen Beweis mit 
Zeuthens Worten wiederzugeben, und bemerke hinsichtlich der beige
setzten Zeichnungen nur, daJ3 dieselben allein die Aufeinanderfolge der in 

5) Vgl.Heine, Die Elemente der Funktionenlehre, BorchardtsJournal, Bd. 74(1872); 
G. Cantor, iiber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen 
Reihen, Math. Annalen, Bd. 5 (1842); sowie besonders Dedekind, Stetigkeit und irra
tionale Zahlen (Braunschweig 1872). 

6) Ich bin kurz vor dem Erscheinen dieser Schriften von Herrn Weierstrafl 
auf diese Voraussetzung als eine in der gewohnlichen Geometrie notwendige aufmerksam 
gemacht worden. 

') Herr Cantor und Dedekind bezeichnen das Postulat der Stetigkeit der Ge
bilde erster Stufe auch ausdriicklich als ein Axiom. 
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Betracht kommenden Punkte veranschaulichen sollen. Es kommt in der 
Tat beim Beweise nur auf diese Aufeinanderfolge an, womit eine Verall· 
gemeinerung angedeutet sein mag, die man diesen Betrachtungen zuteil 
werden lassen kann. Herr Zeuthen schreibt: 

» Si AB harm. OD, c'est a: dire, si A et B divisent harmonique-
ment OD, 

--I--i--I--I-
A 0 B D 

A et B restant fixes, 0 et D ne pourront se mouvoir que dans des sens 
inverses entre eux: mais si A et 0 restent fixes, B et D ne pourront se 
mouvoir que dans Ie meme sens. II s'agit de demontrer qu'il n'exi.'1tp. 
pas dans une serie fondamentale complf,te 8) des segments ou des angles 
ou l' on ne puisse entrer par des constructions succesives du quatr.:eme 
point harmonique, les trois premiers elEments etant donnes.« 

» Considerons comme v. Staudt une droite complete (dont les deux 
bouts sont lies l'un a l'autre par un point a l'infini) et designons par 
A B, 0 D, . .. les segments qui se trouvent a droite (par exemple) du 
premier point A, 0, ... , sans demander s'ils contiennent Ie point it l'infini 
ou non. Essayons d'attribuer a la droite un segment FG, qui ne contienne 
aucun point du systeme determine par les constructions successives du 
quatrieme point harmonique, et supposons qu'on ait donne it ce segment 
l'extension la plus grande possible 9). Alors, si F n'est pas lui-meme un 
point du systeme, tout segment exMrieur a FG et limite par F, quelque 
petit qu'il soit, contiendra des points du systeme, et de meme pour Ie 
point G. 

A B F H D L G K 0 J 
-1--,----1--1--1--1---1--1--'--\--

So it A un point quelconque du systeme et soient H et J les points satis
faisant aux conditions 
(1) 
(2) 

AH harm. FG, 

AG harm. FJ. 

En design ant par B un nouveau point du systeme place sur Ie segment A F 
convenablement pres de F, on peut obtenir que Ie point K determine par 

(3) AH harm. BK 

se trouve sur Ie segment GJ si pres de G que Ie segment KJ contient 
un point du systeme. (Car au cas contraire ou pourrait, en Iaissant A 
et H rester fixes, rapprocher K de G jusqu'a ce que non seulement K a 

8) "Unbegrenztes Grundgebilde erster Stufe", vgl. Math. Annalen, Ed. 6, S.137. 
[So Abh. XVIII dieser Ausgabe, S. 335.J 

9) Damit dies in allen Fallen moglich sei, wird man die in § 1 besprochene Voraus
setzung der Stetigkeit voraufschicken mussen. 



XIX. Nachtrag zum "zweiten Aufsatz iiber Nicht-Euklidische Geometrie". 349 

passe un point du systeme, mais aussi B, qui se meut dans Ie sens in
verse, a gagne de nouveau un point du systeme.) Designons par 0 un 
point du systeme qui se trouve sur K J . Alors, comme Ie point L de
termine par 
(4) AL harm. BJ 

se trouve sur Ie segment H G (voir (3) et (2)), Ie point D determine par 

(5) AD harm. BO, 

se trouvant sur Ie segment H L (voir (3) et (4)), se trouve aussi sur Ie 
segment FG. Or A, B, 0 etant des points du systeme, D en est aussi un. 
Donc etc .... -« 

"Si F est un point du systeme on peut y placer Ie point B, et si 
en meme temps G appartient au systeme (supposition de v. Staudt), on 
peut y placer Ie point 0." 

§ 3. 

Von der Stetigkeit der projektivischen Zuordnung. 

Wenn es sich um eine systematische Darstellung der Grundlagen der 
projektivischen Geometrie handelt, wird man an die erste Voraussetzung des 
§ 1 zunachst den Luroth-Zeuthenschen Beweis anschlieBen und erst dann 
die in der Einleitung an zweiter Stelle eingefUhrte Voraussetzung folgen 
lassen. Dieselbe ist ubrigens auch dadurch mit der ersteren ungleich
wertig, daB sie keinen axiomatischen Oharakter besitzt, vielmehr als ein 
Zusatz zu Staudt8 Definition der Projektivitat aufgefaBt werden muB.l0) 

DaB ein solcher Zusatz in der Tat notwendig ist, daB man also aus 
dem Entsprechen der harmonischen Elemente noch nicht auf das Ent
sprechen aller Elemente schlieBen darf, mag man sich an der folgenden, 
analog gebildeten Aufgabe uberlegen, bei der, entsprechend ihrer rein ana
lytischen Fassung, eine Beurteilung leichter scheint: Eine Funktion sei fUr 
alle rationalen Werte ihres Argumentes gegeben, fUr die irrationalen aber 
nicht, welche Werte wird sie fur die letzteren annehmen 1 Man kann diese 
Frage nicht nur nicht beantworten, wenn nichts weiteres uber die Funktion 
bekannt ist, sondern man kann nicht einmal behaupten, daB die Funktion 
fur irrationale Werte des Arguments existiert. 

Die Forderung, wie sie durch unsere zweite Voraussetzung ausge
sprochen worden ist, kann pragnanter als die Forderung der Stetigkeit der 
projektivischen Beziehung bezeichnet werden. Sie verlangt, daB einem 
Elemente, das in einer kleinsten Strecke zwischen zwei Elementen Iiegt, 
deren entsprechende Elemente bekannt sind, ein Element zugeordnet sem 

10) [Vgl. jedoch die Erlauterungen in der folgenden Abhandlung XX.] 
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soll, das eben zwischen diesen letzteren liegt. Mit Beziehung auf die 
Staud tsche Terminologie und linter besonderer Beachtung der projektivi. 
schen Beziehung kann man daher auch so sagen: Vier Elementen de8 
einen Gebildes, die in einem Sinne liegen, sollen vier Elemente des anderen 
entsprechen, die eben/alls in einem Sinne liegen. 

Bei Gebilden mit mehr Dimensionen wird man bei Definition der 
projektivischen Beziehung in ganz entsprechender Weise die Stetigkeit dieser 
Beziehung zu verlangen haben, wie es hier fiir Gebilde erster Stufe geschah. 
Andererseits sei auch ausdriicklich hervorgehoben, daB in allen Fallen, in 
denen die projektivische Beziehung durch einmalige oder wiederholte Pro
jektion gewonnen wird, diese Stetigkeit der Beziehung von vornherein ge
geben ist. 

Erlangen, 1m Januar 1874. 



xx. Vber die geometrische Definition der Projektivitat auf 
den GrundgebUden erster Stufe. 

[Math. Annalen, Bd. 17 (1880).] 

In der nachstehenden N otiz komme ich auf einen Gegenstand zuriick, 
den ich vor mehreren Jahren gelegentlich meiner Untersuchungen iiber 
Nicht-Euklidische Geometrie in Diskussion gezogen hatte; ich meine 
v. Staudts D.efinition der Projektivitat auf Grundgebilden erster Stufe. 1) 

Ich hatte damals auf eine Liicke in v. Staudts Darstellung aufmerksam 
gemacht, die. in der Tat vorhanden ist, hatte aber, um sie zu beseitigen, 
zu eineriiberfliissigen Erganzung der Definition meine Zuflucht genommen. 
Eine Korrespondenz mit den Herren Liiroth und Zeuthen belehrte mich 
in der Tat bald, daB eine Beschrankung meiner Zusatze moglich war. In. 
dem ich meine neue hierauf gegriindete Anschauung in einer ausfiihrlicheren 
Publikation2) darlegte, glaubte ich inzwischen doch noch immer in einem 
Punkte an einer Vervollstandigung der v. Staudtschen Definition fest
halten zu sollen. Erst neuerdings bin ich durch Herrn Darboux3 ) dar
auf aufmerksam gemacht worden, da13 auch noch diese Erganzung iiber
fliissig ist. Ich bin Herrn Dar boux hierfiir um so mehr verpflichtet, als 
meine bez. Darstellung in einige neuere geometrische Publikationen un
geandert iibergegangen ist und also allgemein verbreitet zu werden droht. 

Die Frage, um welche es sich handelt, kann folgenderma13en bezeich
net werden. Bekanntlich definiert v. Sta ud t zwei Grundgebilde erster 
Stufe als projektivisch, wenn sie derart aufeinander bezogen sind, da13 je 
vier harmonischen Elementen des einen vier harmonische Elemente des 
anderen entsprechen. (Hiermit ist eo ipso ausgesprochen, wie ich schon 
hier ausdriicklich bemerken will, da spater gerade auf diesen Umstand Ge
wicht zu legen ist: daB jedem Elemente des einen Gebildes ein Element 
des zweiten entspricht.) Es handelt sich nun um den Nachweis, daB die 
so erkliirte Zuordnung vollig definirt ist, wenn man drei Paare zugeord
neter Elemente kennt. Zu dem Zwecke beweise man zunachst nach 
Liiroth und Zeuthen (im Anschlusse an v. Staudts urspriinglichen Ge
dankengang), daB man, von drei Elementen ausgehend, durch immer wieder
holte Konstr.uktion eines vierten harmonischen Elementes das ganze Ge
bilde in der Weise mit Elementen iiberdecken kann, daB in jedem noch 

1) VgI. Math. Annalen Bd. 6, S. 132, Note. [S. Abh. XVIII dieser Aosgabe, S.330.] 
2) Math. Annalen, Bd. 7, S.531-537. [So Abh. XIX dieser Ausgabe.] 
8) Herr Darboux hatte inzwischen die Gate, mir eine ausflihrlichere Darlegung 

seiner Auffassung dieser Theorie zur Verfiigung zu stellen, die ich hier nachfolgend 
[in den Math. Ann., Bd. 17] zurn Abdruck bringe. Die doppelte Besprechung desselben 
Gegenstandes wird durch seine Wichtigkeit gerechtfertigt erscheinen. 
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so kleinen vorgegebenen Segmente mindestens ein konstruiertes Element 
liegt. leh will die Gesamtheit der so konstruierbaren Elemente die ratio
rullen nennen. Dann ist es an sieh deutlieh, daB den rationalen Elementen 
des einen Gebildes die rational en Elemente des anderen unzweideutig ent
spreehen miissen (sofern man, wie vorausgesetzt wird, bei der beiderseitigen 
Konstruktion von drei zugeordneten Elementen ausging). Aber es fragt 
sieh, ob dureh das Entspreehen der rationalen Elemente das Entspreehen 
der irrationalen Elemente mit gesetzt ist. Das irrationale Element kann 
definiert werden dureh eine unendliehe (gesetzmaBige ) Aufeinanderfolge 
rationaler Elemente, deren Grenze es ist. Und nun war mein Zusatz zu 
v. Staudts Definition, an welehem ieh aueh in meiner zweiten Dar
stellung festhielt, der, daB man aus dem Entspreehen der unendlieh vielen 
Elemente zweier derartiger Reihen rationaler Elemente auf das Entspreehen 
der beiderseitigen Grenzelemente solIe sehlieBen diicien. leh hatte dem 
aueh die andere Formulierung erteilt: daB vier Elementen des einen Ge
bildes, welehe eine "Folge" bilden, aueh wenn irrationale Elemente in Be
traeht kommen, allemal solehe vier Elemente des anderen Gebildes ent
spreehen sollen, welehe wieder eine Folge bilden. - An dieser Stelle greift 
jetzt Herrn Darbouxs Bemerkung ein. Was ieh ausdriieklieh verlangte 
ist bereits eine notwendige Folge der v. Staudtsehen Definition. Denn 
nehmen wir an, daB vier Elementen des ersten Gebildes, welehe eine Folge 
bilden, auf dem anderen Gebilde solehe vier Elemente entspraehen, die es 
nieht tun. Dann konnte man die ersten vier so in zwei Paare teilen, daB 
die beiden Paare ein gemeinsames harmonisehes Paar besitzen, wahrend 
die entspreehenden zwei Paare von Elementen des anderen Gebildes kein 
gemeinsames harmonisehes Paar haben. Den beiden Elementen des "har
monisehen" Paares auf dem ersten Gebilde konnten also iiberhaupt keine 
Elemente auf dem zweiten Gebilde entspreehen. Und das widerstreitet 
v. Staudts urspriinglieher Definition, die, wie ieh schon oben hervorhob, 
ausdriieklieh voraussetzt, daB jedem Elemente des einen ein Element des 
anderen Gebildes entspreehen solIe. Unsere Voraussetzung war also un
zulasslg: was zu beweisen war. 

Man sieht zugleieh den Punkt, in welehem ieh irrte. Einseitig mit 
v. Staudts Erzeugung der projektivisehen Beziehung beschaftigt, verlor 
ieh den W ortlaut seiner Definition aus den Augen. leh suehte das Element 
zu konstruieren, welches, auf dem zweiten Gebilde, einem irrationalen 
Elemente des ersten Gebildes entspricht, und ieh vergaB, daB es sieh zu
naehst nur urn die eindeutige Bestimmtheit dieses Elementes handelt und 
daB es also geniigt, indirekte Beweisgriinde heranzuziehen. 

Miinchen, im April 1880. 



XXI. Zur Nicht-Euklidischen Geometrie. 
[Math. Annalen, Bd.37 (1890).] 

Eine V orlesung iiber Nicht-Euklidische Geometrie, die ich die letzten 
beiden Semester hindurch gehalten habe, gab mir die willkommene Ge· 
legenheit, auf jene Gedankenreihen zuriickzugreifen, denen ich in verschie· 
denen Arbeiten aus den Jahren 187i-73 Ausdruck gegeben habet). 
Indem ich die neuere Literatur des Gegenstandes verglich, bemerkte ich, 
daB die fundamentalen Auffassungen, von denen ich damals ausging, immer 
nur erst teilweises Verstandnis gefunden haben, und daB gewisse damit 
zusammenhangende Fragestellungen, iiber welche ich mir seit lange be
stimmte Ansichten gebildet habe, noch gar nicht behandelt sind. Mittler
weile erfahre ich, daB eine zusammenhangende Darstellung der Theorie, 
von einem Standpunkte aus, der von dem meinigen jedenfalls nicht sehr 
verschieden ist, demnachst von Herrn Lindemann in dem zweiten Bande 
von Clebschs Vorlesungen iiber Geometrie 2) publiziert werden wird. Um 
so Heber kann ich mich nachstehend auf die Besprechung solcherPunkte 
beschranken, in denen ich Neues zu bieten habe, oder deren Darlegung 
in einer besonderen Form mir erwiinscht erscheint. In I reproduziere 
ich zunachst gewisse Ideen, die Clifford im Jahre 1873 darlegte, die 
aber bisher nur wenig bekannt geworden sind, trotz des groBen Interesses, 

') Es sind dies insbesondere: 
Zwei Arbeiten "iiber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie" in den Banden 

4 und 6 der Math. Annalen (1871, 1872) [Abh. XVI und XVIII dieser Ausgabe], 
meine Programmschrift "Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische 

Forschungen (Erlangen 1872, bei A. Deichert; dieselbe·ist erst vor kurzem, mit Zu
satzen und Verbesserungen von meiner Seite versehen, durch Herm Gino Fano in 
Bd. 17 der Annali di Matematica (1890) in italienischer tlbersetzung neu publiziert 
worden [B. Abh. XXVII dieser Ausgabe]), 

ein Aufsatz: "Dber den aUgemeinen FiInktion~begriff und dessen Darstellung 
durch eine willkiirliche Kurve" in den Berichten der Erlanger physikalisch-medizini
schen Gesellschaft von 1873 (wiederabgedruckt in Bd. 22 der Math. Annalen). [8. Bd. 2 
dieser Ausgabe.] 

2) "Vorlesungen iiber Geometrie unter besonderer Benutzung der Vortriige von 
A. Clebsch, bearbeitet von F. Lindemann ", II, 1. Leipzig, B. G. Teubner, 1891. 
Siehe insbesondere die dritte Abteilung: Die Grundbegriffe der projektivischen und 
metrischen Geometrie. 

Klein, Gesammelte math. Abh",ndlunllen. I. 23 
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welches sich an dieselben kniipft3). Dieselben geben mir den AnlaB, in 
II die Frage der "Nicht-Euklidischen Raumformen", iiber welche Herr 
Killing vor einigen Jahren ein eigenes Werk publizierte 4), aufs neue 
aufzunehmen: mein Resultat ist, daB eine Reihe solcher "Raumformen" 
existiert, welche bisher noch nicht die verdiente Beachtung gefunden 
haben. Eben in dies em Nachweise, sowie in den verschiedenartigen Be
merkungen, die ich mit demselben weiterhin verkniipfe, diirftedie Haupt
bedeutung meiner diesmaligen Darlegungen enthalten sein. In III ent
wickele ich eine besonders einfache Art, auf Grund rein projektiver Be
trachtungen die analytische Geometrie einzufiihren. 1m Prinzip kommt 
diesel be selbstverstandlich auf die betreffenden Ideen v. Staudts (oder 
auch von Moebius) zuriick, aber sie ist wesentlich anschaulicher, als die 
mir sonst bekannten Darstellungen der Theorie, und diirfte also an ihrem 
Teile die Schwierigkeiten vermindern, die immer noch bei verschiedenen 
Mathematikern meinen friiheren hierauf beziiglichen Ausfiihrungen ent
gegenzustehen schein en 5). In IV endlich diskutiere ich allgemeinere Fragen: 
ich erlautere die prinzipielle Bedeutung derjenigen Auffassungsweise der 
Nicht-Euklidischen Geometrie, die von der projektiven Geometrie beginnt, 
und nehme ausfiihrlicher, als ich friiher tat, Stellung zum Problem der 
geometrischen Axiome. 

I. 
tJber Clitlords Ideen von 1873. 

Gleich nach Veroffentlichung meiner ersten Abhandlung zur Nicht
Euklidischen Geometrie hat sich Clifford mit der ihm eigentiimlichen 
Unmittelbarkeit geometrischer Intuition auf das eifrigste den damit ge-

3) Bisher sind diese Fragen am ausfiihrlichsten von Sir R. S. Ball beha.ndeIt. 
Vgl. insbesondere dessen neueste Abhandlung "On the theory of the Content" in den 
Transactions der R. Irish Academy, Bd. 29 (1889), deren beziiglicher Inhalt in das 
SchluBkapitel von Gravelius' "Theoretischer Mechanik starrer Systeme" (Berlin 1889) 
aufgenommen ist. Dber C I iff 0 r d s bez. Originalmitteilungen vgl. weiter unten im Texte. 

4) Leipzig, bei Teubner 1885. 
6) So auBert sich z. B. Herr Ball in der Einleitung zu seiner oben genannten 

Abhandlung: 
"In that theory (the Non-Euclidian Geometry) it seems as if we try to replace 

our ordinary notion of distance between two points by the logarithm of a certain 
anharmonic ratio. But this ratio itself involves the notion of distance measured 
in the ordinary way. How then can we supersede the old notion of distance by the 
Non-Euclidian notion, inasmuch as the very definition of the latter involves the former"? 

Und Cayley selbst auBert sich auf Seite 605 des zweiten Bandes seiner Collected 
Papers (Cambridge 1889), indem er v. Staudts Einfiihrung der Zahlen bespricht: 

"It must however be admitted that, in applying this theory of v. Staudt's to 
the theory of distance, there is at least the appearance of arguing in a circle". 

~Vgl. hierzu das oben auf S.241 Gesagte. Werm man sich an den iiuBeren Wort
taut der v. Sltaudtschen Darstellung halt, sind danach die Skrupel von Ball und 
Cayley wohl begreiflich.J 
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gebenen Fragestellungen zugewandt. Durchdrungen von der besonderen 
Sym-metrie und Eleganz der elliptischen Geometrie, suchte er deren Eigen
art nach geometrischer und mechanischer Seite hin in besonders einfacher 
Weise zu formulieren. Die Verhandlungen der Londoner Mathematischen 
Gesellschaft enthalten hieriiber nur zwei vorlaufige Mitteilungen; es 
sind dies: 

1. Prelimin'1ry sketch of biquaternions (Bd. 4, 1873), 
2. On the free motion under no forces of a rigid ,'lystem in an 

n-fold homaloid (Bd. 7, 1876), 
die in Cliffords gesammelten Abhandlungen (Mathematical Papers, Lon
don, Macmillan 1882) unter Nr. XX und XXVI abgedruckt sind. Am 
letztgenannten Orte folgen dann aber noch unter Nr. XLI, XLII, XLIV 
drei weitere hierher gehOrige Aufsiitze: 

1. Motion of a solid in elliptic space (aus dem Jahre 1874), 
2. Further Note on Biquaternions (von 1876), 
3. On the Theory of screws in a space of constant positive curvature 

(ebenfalls von 1876). 
Ich kann auf die zahlreichen, interessanten Ideen, welche Clifford in 
diesen Arbeiten darlegt, hier leider nur sehr unvollstandig eingehen. In 
der Tat mochte ich mich hier auf eine einzelne Stelle der "preliminary 
sketch of biquaternions" beschriinken, wo Clifford in einer neuen, so
gleich darzulegenden Weise parallele Linien des elliptischen Raumes de
finiert und daran folgende Bemerkung kniipft, die ich wortlich reproduziere 
(vgl. Ges. Werke, S. 193 oben): 

"There are many points of analogy between the parallels here defined 
and those of parabolic geometry. Thus, if a line meets two parallel lines. 
it makes equal angles with them; and a series of parallel lines meeting 
a given line constitute a ruled surface of zero curvature. The geometry 
of that surface is the same as that of a finite parallelogramm whose 
opposite sides are regarded as identical." 

Eben die Verhaltnisse auf der letztgenannten Fliiche erschienen 
Clifford besonders bemerkenswert: auf der Versammlung der British 
Association for the Advancement of Science vom Jahre 1873, die in 
Bradford stattfand, hat er eigens iiber dieselbe vorgetragen und mir, wie 
Sir R. S. Ball und anderen Mathematikern, die damals anwesend waren, 
wiederholt deren Eigenschaften personlich erlautert. In den bez. Reports 
ist nur der Titel des Cliffordschen Vortrags wiedergegeben6 ), um so 
wichtiger ist es mir, hier nachtraglich einiges davon zur Geltung zu bringen. 
lch beginne damit, einige zugehOrige analytisch-geometrische Formeln m 

6) On a surface of zero curvature and finite extent. 
23* 
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derjenigen Weise zu entwickeln, die ich wiederholt in meinen Vorlesungen 
befolgte 7): wie eli ff 0 r d selbst die bez. Resultate abgeleitet hat, vermag 
ich im einzelnen nicht zu sagen. 

Wir betrachten zunachst die g~wohnliche Interpretation von x + i y 
auf der Einheitskugel. Bei derselben haben bekanntlich zwei diametrale 
Punkte Argumente folgender Form: 

(1) 
1 . - - e''P 
r 

(ich werde zwei solche Argumente spaterhin kurzweg "diametral" nennen). 
Wir betrachten ferner lineare Substitutionen von 1 = x + i y: 

l' =!!.!:...±L 
),l+.5 ' 

bei denen zwei diametrale Elemente festbleiben, die sich also geometrisch 
als eine Drehung der Kugel um einen ihrer Durchmesser darstellen. Wie 
anderweitig bekannt und beispielsweise auf S. 33, 34 meiner "Vorlesungen 
liber das Ikosaeder" (Leipzig, 1883, B. G. Teubner) ausgefiihrt ist, kann 
man einer solchen Substitution folgende G~stalt geben: 

(2) l' = (d+ic)A-(b-ia) 
(b+ia)l+(d-ic)' 

unter a, b, c, d reelle GroBen verstanden. Dabei ist, w.enn ; 1]' die 
rechtwinkligen Koordinaten eines beliebigen der zwei Kugelpunkte sind, 
welche bei der bez. Drehung festbleiben, wenn ferner cp den Winkel be
zeichnet, durch welchen um diesen Punkt gedreht wird: 

(3) t . rp b . rp r . rp d rp 
a = (}" . sm 2 ' = (} 'Yj • sm :J ' c = (} ~ . sm If' = (}. cos 2' 

unter (} die Quadratwurzel V a 2'+ b 2 + C 2 + d 2 verst and en. Aus Grunden, 
die ich S. 35, 36 der genannten Vorlesungen auseinandersetzte, nenne ich 
Suhstitutionen von der Form (2) solche vom Quaternionentypus. 

Sei jetzt eine beliebige Flache zweiten Grades gegeben. Wir hetrachten 
diejenigen Kollineationen des Raumes, welche nicht nur die Flache als solche 
in sich liberfiihren, sondern auch jedes der beiden Systeme auf ihr ver
laufender gerader Linien, - diejenigen Kollineationen also, bei denen die 
Nicht-Euklidische MaBbestimmung unveriindert bleibt, die man auf die F2 
griinden kann, und die man also als zugehOrige Nicht-Euklidische Be
wegungen bezeichnen wird. Mogen wir die geradlinigen Erzeugenden 
erster Art der FHiche durch einen Parameter 1, diejenigen zweiter Art 
durch einen Parameter ,u in liblicher Weise festlegen. Die allgemeine 
Kollineation der in Rede stehenden Art wird dann bekanntlich in der 

') V gl. z. B. die Darlegungen in meiner Arbeit: "tl'ber biniire Formen mit linearen 
Transformationen in sich". Math. Annalen, Bd. 9, 1875 [Bd. 2 dieser Ausgabe 1 (inabes. 
S. 188, 189 daselbst). 
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Weise zu geben sein, daB man fUr 2 und f-t irgend zwel lineare Substi
tutionen anschreibt: 

al+ /1 
rl+ d' 

(vgl. z. B. Ikosaeder S. 179f1.). Dabei treten dann von selbst diejenigen 
zwei Arten von Kollineationen der F2 in sich besonders hervor, auf welche 
hier die Au£merksamkeit gelenkt werden soll. Es sind dies erstens die
jenigen, bei denen f-t ungeandert bleibt: 

(4) 2' = c:.!:_+/1 f-t'=!1, 
rl+(J' 

zweitens die anderen, bei denen 2 festgehalten wird: 

(4°) 2'=2, t-t'='!-:+...t;-. 
r.u+(J 

Ich werde die durch (4) gegebenen Kollineationen Schiebungen fier ersten 
Art nennen, die durch (4°) gegebenen Schiebungen der zweiten Art 
(Clifford gebraucht statt "Schiebung" das W01't "Vektorbewegung" oder 
auch wohl nur "Vektor" ). Bei einer Schiebung erster Art bleiben, allgemein 
zu reden, zwei Erzeugende erster Art der Flache punktweise fest und es 
schreitet also jeder Raumpunkt auf derjenigen geraden Linie fort, die 
durch ihn so gelegt werden kann, dafJ sie diese beiden Erzeugenden erster 
Art triCt, d. h. also auf der durch ihn gehenden geraden Linie· derjenigen 
linearen Kongruenz, deren Leitlinien eben jene zwei Erzeugenden sind. Bei 
einer Schiebung zweiter Art tritt natiirlich entsprechendes Verhalten gegen
iiber zwei Linien der zweiten Art ein. Jede Schiebung der ·einen Art ist 
mit jeder Sehiebung der anderen Art vertauschbar (keineswegs aber mit 
jeder Sehiebung derselben Art). Die allgemeine uns interessierende Kol
lineation unserer F2 in sich kann nur in einer Weise in die Aufeinander
folge einer Schiebung der ersten Art und einer Sehiebung der zweiten Art 
au£gelost werden. 

Wir spezialisieren jetzt unsere Flache zweiten Grades dahin, daB sie 
eine "reelle, nullteilige" Flache sei, d. h. eine Flache mit reeller Gleichung 
aber ohne reellen Punkt 8). Die siimtliehen Erzeugenden einer solehen 
Flache sind natiirlich imaginar, aber es zeigt sieh, daB das einzelne System 
dieser Erzeugenden reell ist, indem es zu jeder imaginaren Linie, welche 
es umfaBt, die konjugiert imaginare Linie hinzu enthiilt. Solche zwei 

8) Die hier im Texte gebrauchte Ausdrucksweise scheint mir bequem, insofern 
ich das Attribut "imaginiir" am liebsten nur einer Fliiche beilege, deren Gleichung 
komplexe Koeffizienten besitzt. Um bei den "reellen" Fliichen zweiter Ordnung eine 
Bezeichnung zu haben, die von der Inbetrachtnahme der unendlich femen Ebene un
abhiingig ist, unterscheide ich neben den "nullteiligen" reellen Fliichen "ovale" und 
"ringfiirmige". . 
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konjugiert imaginare Linien wahlen wir jetzt als Direktrizen einer zu
gehorigen Schiebung. Offenbar wird letztere reell, und wir finden 80, zu 
unserer Flache gehOrig, dreilach unendlich viele reelle Schiebunge:n der 
einen wie der anderen Art, durbh deren Kombination die Gesamtheit der 
zugehOrigen reellen Nicht-Euklidischen Bewegungen .entsteht. 

Wir wollen das Gesagte hier analytisch bestatigen und zugleich fiir die 
in Rede stehenden reellen Schiebungen explizite Formeln aufstellen. DerBe
quemlichkeit halber sei unsere Flache durch folgende Gleichung gegeben: 

(5) x;+x;+x:+x:=O, 

die wir zwecks Darstellung der zugehOrigen Erzeugenden in nachstehender 
Weise spalten: 

(Xl + ix2 ) (Xl - ix2 ) + (Xa + ix4-) (Xa - ix4 ) = O. 

Wir schreiben dann etwa: 

{ 
l- Xl +ix. _ x3-ix, - - x3+ix, - xl-ix.' 

Xl + ix. X3 + ix, 
ft = xa - iX4 = - Xl - ix. 

(6) 

und haben also z. B. fiir eine Erzeugende erster Art, 
re'P fiir l setzen, die beiden Gleichungen: 

(Xl + ix2 ) = - reip(xa + ix4 ), 

reip(xI - ix2 ) = (Xa - ix4 )· 
(7) 

indem wir noch 

Indem wir hier i durch - i ersetzen, erhalten wir fiir die konjugiert ima
ginare GeradEl: 

(Xl - ix2 ) = -- re -ip (xa - ix4 ), 

rr ip (Xl + ix2 ) = (Xa + ix4 )· 

Aber dieses Gleichungspaar konnen wir auch so ordnen: 

( + . ) _ 1 ip ( +. ) Xl ~X2 - r e Xa ~X4' 

1.( .) ( .) - r e'P Xl - ~X2 = Xa - ~X4 , 

und haben damit einen Spezialfall der Gleichungen (7) selbst, wo das 

1'eip durch -]- eOP ersetzt ist. Die zu (7) konjugiert imaginare Linie 
r 

ist also in der Tat selbst eine Erzeugende der ersten Art. Aber zugleich 
erfahren wir: Konjugiert imaginare Erzeugende erhalten bei 'UnS 

diametrale Parameter. Hierauf und auf Formel (2) ruht jetzt die Dar~ 
stellung der reellen Schiebungen. Die betreffende Rechnung verlauft 
folgendermaBen: 

Wir haben zunachst aus (6): 

(8) Xl + i x2 : Xl - i x2 : xa + i x 4 : Xs - i X 4 = ;. ft : 1 : - ft : ;., 
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oder, wie wir unter EinfUhrung eines Proportionalitatsfaktors (j schreiben: 

(jX1 = 2jJ- + 1, 
(jX2 = i ( - 2jJ- + 1), 
(jX3 = 2 - jJ-, 
eX4=i(2+jJ-), 

Hier tragen wir nun fUr 2 zunachst allgemein ein: 

2' = ,!:J.+fJ 
yA.+<5 ' 

wahrend jJ- unverandert bleiben soU. Wir bekommen dann nach gehoriger 
Modifikation des Proportionalitatsfaktors e: 

e'x;= (a2+,B)jJ-+ (r 2 +r5), 
e' X2 = - i ( a 2 + ,B) ,u + i ( r 2 + r5), 
e'x;= (a2+,B) - (r 2 +r5),u, 
e'x;= i(a2+,B) +i(r2 +r5)jJ-. 

Ferner tragep. wir jetzt fUr 2jJ-, 2, ,U, 1 die ihnen proportionalen Werte aus 
(8) ein, wobei e' in e" libergehen mag. Wir erhalten so zur Darstellung 
der zu (5) gehOrigen Schiebung erster Art: 

e"x~ = a(x1 + ix2) + r5(x1 - ix2 ) - ,B(xs -+ ix4) + r(xg - ix4), 
e" x; = - i a(x1 + ix2 ) + ir5 (Xl - ix2 ) + i,B (X3 + ix4) + ir (xs - ix4), 
e"x:: =, - 2(X1 + ix2 )+ ,B(X1 - ix2 ) + r5(X3 + ix4 ) + a(xs - ix4), 
r/'x: = ir(xl + ix2 ) + i,B(Xl - ixJ -.ir5(xa + ix4) + ia(xa - ix4 ), 

oder, anders geordnet: 

{ 
e"x;= (+a+r5)xl +i(a-r5)x2 + (-,B+·r)xa-i(+f3+r)x4 , 

(9) e"x2 = i( - a+r5)xl + (a+r5)x2 + i( +,B + r)xa + (-,8 + r)x~, 
e"x; =, (+,8 - r)xl - i (,8 +r)x2 + (+a+ r5)xa + i( -- a+ r5)X4' 
(j"x;=i(+,B+r)x1+ (,8-r)x2 +i(+a-r5)xa + (+a+r5)x4· 

Aber wir wlinschen eine analytische Darstellung insbesondere der 
reellen Schiebungen der ersten Art. Wir substituieren daher aus den 
Formeln (2): 

a = d + ie, ,B = - b + ia, r = b + ia, r5 =~ d - ie. 

Gleichzeitig wollen wir den in (9) ailftretenden Proportionalitatsfaktor e" 
ebenso wie auf der rechten Seite den Faktor 2 der Einfachheit halber 
weglassen. Wir erkalten so die ubersiehtlichen Formeln: 

(10) {
X; = dXl - eX2 + bXa + ax4, 
x; = eXl + dX2 - aXa + bx4 , 

x~ - bXl + aX2 + dXa + ex4 , 

x4 = - aXl - bX2 - eXa + dx4 , 
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(11 ) 
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ordnen konnen: 

Ix: = dX4 -- aXl - bx'J - cX3 ' 

x~ = aX4 + dXl - cX2 + bxa, 

l X2 = bX4 + dx'J - aXJ + cx!, 
x; =cX4 + dXa - bXl + ax2 • 

Hier liegt die Beziehung zur Quaternionentheorie auf der Hand. Wir 
sagen sofort: Bezeichnet q die Quaternion: 

q = d + ai + bj + ck, 

so ist unsere reelle Schiebung erster Art durch die Fm'mel gegeben: 

(12) (X4 + ix; + jx; + kx;) = q. (x4 + iXl + jX2 + kXaY' 

Genau so findet man fiir eine Schiebung zweiter Art: 

(13) (x4' + ix; + jX2 + kx;) = (X4 + iXl + jX2 + kxa)· q', 

unter q' irgendeine Quaternion d' + ia' + jb' + kc' verstanden. Fur die 
allgemeine reelle lineare Transformation unserer F2 in sich aber kommt 
die schone Formel: 

(14) (x; + ix; + jx; + kx;) = q. (X4 + iXl + jX2 + kxa)· q'. 

Diese Formel (14), welche das Resultat unserer Dberlegungen in knapper 
Form zusammenfaBt, ist schon vor langer Zeit von Cay ley gegeben 
worden (vgl. Recherches ulterieures sur les determinants gauches, Crelles 
Journal, Bd.50, 1855, oder auch Werke, Bd. II, S. 214), und stimmt 
natiirlich mit den entsprechenden Formeln iiberein, welche von Clifford, 
bez. Sir Robert Ball entwickelt werden. 

Es handelt sich nunmehr um die geometrische Deutung der durch (12) 
dargestellten Schiebung der ersten Art. Zu dem Zwellke· fiihren wir jetzt 
die zu (5) gehOrige Nicht-Euklidische (elliptische) MaBbestimmung ein und 
wahlen der Einfachheit halber die bei letzterer auftretende, noch willkiir
liche multiplikative Konstante so, daB das KriimmungsmaB gleich 1 wird. 
Wir definieren dementsprechend als Nicht-Euklidische Entfernung zweier 
Punkte x, x' den Ausdruck 

(15) 

und als Winkel zweier Ebenen u, u' durchaus analog: 

(16) 

Es ist wohl iiberfliissig, daB ich die Formeln (10) oder (12) auch noch 
fiir Ebenenkoordinaten anschreibe. Dbrigens denken wir uns in aUe diese 
Formeln jetzt fiir a, b, c, d die Werte (3) eingetragen. Wir haben dann 
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sofort aus (15), (16): Bei einer Schiebung von der Amplitude cp riiGkt 
jeder Punkt des Raumes auf der durch ihn hindurchgehenden Kongruenz-

linie um das Stuck : fort; ebenso dreht sich jede Ebene um die in ihr 

liegende K ongruenzlinie um den Winkel ;. Die einzelne Schiebung ist 

also eine Schraubenbewegung des Raumes, bei welcher unendlich viele 
Schraubenachsen existieren: die Linien der zugehOrigen linearen Kongruenz. 
Dabei unterscheiden sich, wie leicht zu sehen, die Schiebungen ersterund 
zweiter Art durch den Sinn der jeweiligen Schraubenbewegung: bezeichnen 
wir irgendeine Schiebung erster Art als eine Schiebung reches herum, so 
sind aUe Schiebungen erster Art Schiebungen rechts herum, aIle Schiebungen 
zweiter Art Schiebungen links herum. Die zugehOrigen Kongruenzen sind 
eben selbst rechts herum gewunden, bez. links herum gewunden. 

Mit d~n so gegebenen Siitzen (die ich nicht weiter ins einzelne aus
fiihre) ist nun die Grundlage fiir CIiffords neue Parallelentheorie ge
geben. Was parallele Linien im parabolischen (Euklidischen) Raume sind, 
steht fest: bei der Definition paralleler Linien des Nicht-Euklidischen 
Raumes werden wir zuniichst nur insoweit eingeschrankt sein, als wir dar
auf achten miissen, daB die Definition in die gewohnliche Euklidische iiber
geht, sobald der Nicht-Euklidische Raum in einen Euklidischen ausartet. 
Dieser Bedingung geniigt man selbstverstandlich durch die gewohnliche 
Festsetzung, welche solche Linien des Nicht-Euklidischen Raumes parallel 
nennt, die sich in einem unendlich fernen Punkte (einem Punkte der 
Fundamentalfliiche zweiten Grades) schneiden. Aber die so definierten 
Parallelen haben, wie Clifford hervorhebt, fast aIle die eleganten Eigen
schaften verloren, die den Euklidischen Parallelen zukommen. Diese Eigen
schaften beruhen, nach Clifford, wesentlich darauf, daB Euklidische 
Parallelen vermoge derselben Raumbewegung in sich selbst verschoben 
werden konnen. Aber die gleiche Eigenschaft haben im Nicht-Euklidischen 
Raume, wie wir sahen, die Linien der gerade besprochenen Kongruenzen 
(der einen wie der anderen Art). Ein Biindel Eukiidischer P4rallelen kann 
geradezu als Ausartung einer derartigen Kongruenz angesehen werden. Da
her der Vorschlag: alB N icht-Euklidische Parallelen solche (windschiefe) 
gerade Linien zu bezeichnen, weiche der gleichen Kongruenz (der einen 
oder anderen Art) angeh6ren, d. h. weiche dieselben beiden imaginaren 
Erzeugenden der ersten oder zweiten Art unserer Fundamentalflriche 
treffen. Die so definierten (Cliffordschen) Parallelen sind imaginiir, 
wenn die gewohnlichen Nicht-Euklidischen Parallelen reell sind, namlich 
im hyperbolischen Raume, dafiir sind sie auf Grund der vorausgeschickten 
Entwicklungen reell gerade da, wo es die gewohnlichen Parallelen nicht 
sind, namlich im elliptischen Raume. Sie zerfallen dabei ersichtlich in 
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Parallele der einen oder der anderen Art, d. h. in rechtsgewundene und in 
linTcsgewundene Parallelen. 9) 

Es ist hier nicht meine Absicht, noch ausfiihrlich die ZweckmaBigkeit 
der CliHordschen Definition darzutun. Vielmehr wende ich mich gleich 
zur Theorie der besonderen Flachen zweiten Grades, von denen im obigen 
Zitate die Rede war. Es handelt sich um die ringformigen Fliichen 
zweiten Grades (Regelfliichen), welche mit der Fundamentalfliiche (5) ein 
geradliniges V ierseit gemein haben. Die Erzeugenden erster Art dieser 
Flache, ebenso wie ihre Erzeugenden zweiter Art, sind im Cliffordschen 
Sinne unter sich parallel; die einen rechts-parallel, die andern links-parallel. 
Infolgedessen kann die Fliiche in unserem elliptischen Raume auf· zwei 
Weisen in sich verschoben werden, einmal so, daB die Erzeugenden der 
einen Art die Bahnkurven abgeben, wahrend die der zweiten Art unter
einander vertauscht werden, das andere Mal umgekehrt. Wir schliel3en, 
dal3 aIle Erzeugenden erster Art mit den sie treffenden Erzeugenden zweiter 
Art je denselben Winkel einschliel3en (den wir ,'i nennenwollen) und dal3 
die Stiicke, welche auf zwei Erzeugenden der einen Art von zwei Erzeu
genden der anderen Art ausgeschnitten werden, gleich lang sind. Offenbar 
konnen wir die Figur, welche auf der Fliiche von solchen zweimal zwei 
Erzeugendenstiicken umgrenzt wird, ein Parallelogramm nennen; denn sie 
hat, obgleich nicht eben, mit dem Parallelogramm der Euklidischen Ebene 
die wesentlichen Eigenschaften gemein. Gleichzeitig erkennen wir in der 
Flache, eben wegen der Verschiebungen, die sie in sich zuliil3t, eine Fliiche 
konstanter Krummung. Aber die zweierlei Schiebungen sind, wie wir 
wissen, miteinander vertauschbar. Hieraus aUein folgt bereits, wie Clifford 
hervorhob, dafJ das KrummungsmafJ der Fliiche gleich Null ist. 

Alles dieses sind besonders elegante Eigenschaften der betrachteten 
Flache (die im elliptischen Raume in mancher Hinsichtdieselbe Rolle 
spielt wie im gewohnlichen, parabolischen Raume die Ebene). Aus ihnen 
folgt, worauf Clifford vor allen Dingen die Aufmerksamkeit richten wollte: 
lJie Gesamtftiiche hat einen endlichen Fliicheninhalt. In der Tat kann 
man sie ja in unendlich viele, unendlich kleine Parallelogramme von der 
Winkeloffnung {} zerschnitten denken, deren Summation sofort gelingt, und 
als Gesamtinhalt der Flache, indem die Gesamtlii.nge der Erzeugenden· der 
einen wie der anderen Art = n ist, n 2 • cos {} ergibt. - Dieses Resultat 
ist darum so bemerkenswert, weil es unseren gewohnlichen Vorstellungen 
von den Eigenschaften einer unbegrenzten Mannigfaltigkeit verschwinden
den KriimmungsmaBes widerstreitet. Man glaubt (oder glaubte) allgemein, 
daB eine solche Mannigfaltigkeit, gleich der Euklidischen Ebene, unend-

9) [Angaben spaterer Untersuchungen findet man in den Artikeln der Math. Enz. 
von M. Zacharias (III. AB.9) und H. Rothe (III. AB.ll).] 
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liche Ausdehnung besitzen miisse; die Cliffordsche Flache (so will ich die 
in Rede stehende Flache zweiten Grades fortan nennen) belehrt uns, daB dies 
keineswegs notwendig der Fall zu sein braucht. Es hiingt dies offen bar 
mit dem Umstande zusammen, daB die Cliffordsche Flache als ring
formige Flache zweiten Grades mehrfachen Zusammenhang besitzt. So 
sehen wir denn jetzt ein allgemeines Problem vor Augen, mit dem wir 
uns bald ausfiihrlich beschiiftigen wollen, das Problem: alle ZU8ammen
hang8arten anzugeben, welche bei ge8chlo88enen Mannigfaltigkeiten irgend
welchen kOnBtanten Krummung8mafJe8 Uberhaupt auftreten k6nnen. 10) 

II. 

Von den verschiedenen (Euklidischen oder Nicht-Ellklidischen) 
Raumformen. 

Ehe ich das bezeichnete Problem in seiner Allgemeinheit in Angriff 
nehme, sei es :rp.ir gestattet, die Aufmerksamkeit auf einen besonderen 
dabei in Betracht kommenden Punkt zuriickzulenken, der inmeinen ersten 
Abhandlungen zur Nicht-Euklidischen Geometrie an zwei Stellenbesprochen 
ist (Bd. 4 der Math. Annalen [Abh. XVI dieser Ausgabe, S. 285]; Bd. 6 
[Abh. XVIII dieser Ausgabe S.324]). Indem ich damals die projektive 
Geometrie als Grundlage, der Nicht·Euklidischen Geometrie voranstellte, 
verursachte die Einordnung des Euklidischen Raumes und des sogenannten 
GauBschen Raumes (des allseitig unendlich ausgedehnten Raumes kon
stanter negativer Kriimmung) keinerlei Schwierigkeit: dieselben entsprechen 
direkt den beiden Fallen der von mir so bezeichneten paraboli8chen, bez. 
hyperboli8chen Geometrie. Anders beim Raume konstanter positiver 
Kriimmung (dem sogenannten Riemannschen Raume). Wie Riemann 
selbst sich die hier in Betracht kommenden Verhiiltnisse innerhalb dieses 
Raumes gedacht hat, ist nach den kurzen Andeutungen, welche er hier
iiber gibtll), nicht ganz klar; jedenfalls aber haben Bel tr am i und die 
samtlichen an ihn ankniipfenden Mathematiker die Geometrie des genannten 
Raumes schlechtweg mit derjenigen der Kugel parallelisiert und daraus 

10) [Es ist mir gelegentlich die Frage gestellt worden, wie denn die Cliffordsche 
Flache aussieht? Nicht anders, als. jedes beliebige einschalige Hyperboloid. Nicht 
das "Aussehen" der Flaohe ist abgeandert, sondern nur eine besondere Verabredung 
getrofien,wie auf ihr gemessen werden solI (namlich unter Zugrundelegung irgend
einer nullteiligen Flache zweiten Grades, die mit dem vorgelegten Hyperboloid nur 
imaginare Erzeugende gemein hat). K.] 

11) Vgl. "aber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde Hegen", insbeson
dere den Satz, der in den Ges. Werken [1. AuflageJ auf S. 266 unten abgedruckt ist. 
- Ich halte es selbstverstandlich fiir wahrscheinlich, daB Riemann dort an den 
spharischen Raum gedacht hat, aber seine Worte passen auch, ohne unrichtig zu sein, 
auf den elliptischen Raum. 
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geschlossen, daB die Punkte eines solchen Raumes, gIeich den Gegen
punkten der Kugel, paarweise zusammengehoren, in der Art, daB aIle 
geodatischen Linien, welche durch den einen der beiden Punkte hin
durchgehen, auch durch den anderen laufen. Ich hatte dem gegeniiber 
darauf aufmerksam zu machen [Abh. XVI, 1. c.], daB die Kugel nicht 
der einfachste Typus einer zweidimensionalen, geschlossenen Mannigfaltig
keit konstanter positiver Kriimmung ist, daB dieser vielmehr durch das 
vom Mittelpunkte der Kugel auslaufende Strahlenbiindel geliefert wird 
(dessen Strahlen den Kugelpunkten ein-zweideutig entsprechen). Die ellip
tische Geometrie, wie ich sie verstehe, deckt sich also nicht mit der sonst 
diskutierten sphiirischen Geometrie 12 ), sondern ist einfacher. In der ellip
tischen Geometrie ist die Gruppierung der geraden Linien und Ebenen des 
Raumes genau dieselbe wie in .der projektiven Geometrie: zwei Gerade 
schneiden sich, wenn iiberhaupt, nur einmal. Die komplizierteren Verhalt
nisse des spharischen Raumes entstehen erst, wenn man den Unearen ellip
tischen Raum durch Projektion auf ein Gebilde zweiten Grades iibertragt. -

Es ist mir kein Zweifel, und ich habemich dariiber bereits in Bd. 6 der 
Math. Ann. [Abh. XVIII] 1. c. mit aIler Deutlichkeit geau13ert, da13 ich mit 
den so bezeichneten Auseinandersetzungen einen wirklichen Irrtum der friiheren 
Darstellungen aufgedeckt habe. Meine Anschauungen vom elliptischen Raume 
sind dann spater in anderer Weise unabhangig von Herrn Newcomb ent
wickelt worden 13). Indem ich mir vorbehalte, sogleich noch auf die ausfiihr
lichen hier anschlie13enden Untersuchungen des_Herm Killing einzugehen 14), 
mochte ich hier vorab die Frage aufwerfen, weshalb man zur klaren Erfassung 
des elliptischen Raumes erst so spat gekommen ist, und die dazu fiihrenden 
Dberlegungen selbst heute immer noch nicht allgemein bekannt scheinen 16). 
Der Unterschied des spharischen und des elliptischen Ri,mmes ruht natiir
lich wieder in deren Zusammenhangsverhaltnissen, und der "Zusammen
hang" des elliptischen Raumes hat etwas Ungewohnliches. Bleiben wir 
der Einfachheit halber, weil die Sache da am kiirzesten bezeichnet werden 
kann, bei zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten. Es handelt sich da um 
den Unterschied der gewohnlichen einfachen Flachen und der von Moebius 

12) Ich werde die beiden Namen "elIiptisch" und "spharisch" in dem hier hervor
tretenden Sinne auch in der Folge auseinanderhalten. 

13) Elementary theorems relating to tke geometry of a space of three dimensions 
and of tmiform positive curvature in the fourth dimension. Bd. 83 des Journals fiir 
Mathematik, 1877. 

a) Uber zwei Raumformen mit konstanter PQsitiver KrUmmung, Journal,Bd. 86, 
1879, sowie in dem 1885 bei Teubner erschienenen Werke (auf welches schon oben 
Bezug genommen wurde): Die Nicht-Et,klidi8chen Raumformen in analyti8cher Be
handlung. 

1fi) Vgl. z. H. Poincare im Bulletin de Ia Societe Mathematique de France, 
Bd. 15 (18t:l7), S.203ff. 
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entdeckten Doppelfliicken, bei denen man durch kontinuierliches Fort
schreiten iiber die Flache hin von einer Seite auf die andere gelangen 
kann 16). Die Existenz dieser Doppel:Bachen widerstreitet unserer Gewoh
nung, welche einseitig von solchen Flachen abgezogen ist, die einen Korper 
begrenzen und· eben darum notwendig einfach sind. Dies ist die ganze 
hier vorliegende Schwierigkeit. In der Tat: die elliptische Ebene verhii.lt 
sich wie die Ebene der projektiven Geometrie und diese ist, wie ich schon 
vor langer Zeit an Bemerkungen von Schlafli ankniipfend auseinander
setzte I7), eine Doppel:Bii.che. Die elliptische Geometrie ist einfach deshalb 
so lange unbeachtet geblieben, weil der Begriff der Doppel:Bache den Geo
metern nicht gelaufig war, oder, wenn sie ihn in der projektiven Geometrie 
g ebrauchten, nicht als solcher .zum Bewu/ltsein gekommen war. 

Nun einige Bemerkungen zu den Entwicklungen des Herm Killing. 
Herr Killing hat namlich den Gedanken verfolgt (dem gewiB beigestimmt 
werden kann) , daB der spharische Raum auch neben dem elliptischen 
Raume noch ein l:iesonderes Interesse behalt. Als einen wirklichen Fort
schritt betrachte ich den Killingschen Beweis, daB bei den von ihm 
festgehaltenen Hypothesen (welche ich iibrigens sogleich noch einer nii.heren 
Kritik unterwerfen werde) als Raumformen konstanten positiven Kriim
mungsma/les keine anderen moglich sind, als eben der elliptische und 
der spharische Raum (Journal fiir Math., Bd. 89, 1. c.). Clifford und ich 
sind an diesem Satze vorbeigefiihrt worden, weil wir unsere Aufmerksam
keit, unserer damaligen, wesentlich analytischen Auffassung entsprechend, 
von vornherein auch auf komplexe Werte der Koordinaten gerichtet hatten. 
Die Abbildung des elliptischen Strahlenbiindels auf eine um seinen Mittel
punkt herumgelegte Kugel erschien mir dahet (Math. Annalen, Bd. 4: [Abh. XVI 
dieser Ausgabe] , 1. c.) nur als spezieller Fall der n-deutigen Abbildung desselben 
auf irgendwelche Flache n-ter Ordnung; Clifford stellt in seiner oben be
sprochenen Arbeit (Preliminary sketch of biquaternions, Werke, S. 189) dem 
"linearen" elliptischen Raume ausdriicklich hohere "algebraische" Raume ent
gegen. Diese algebraischen Raume werden natiirlich "V erzweigungselemente" 
.enthalten, d. h. Punkte, welche mit den sonstigen Punkten des Raumes nicht 
gleichberechtigt sind (inmeinem Beispiele sind dies diejenigen Punkte der 
F n' in denen Strahlen des elliptischen Strahlenbiindels beriihren). Auch im 

16) Vgl. die Mitteilungen von Herrn Reinhardt in Bd. 2 von Moebius' gesam
melten Werken (Leipzig 1886), S.519ft. - Wegen der allgemeinen Theorie dieser 
Zusammenhangsfragen siehe Dyok in Bd.32 der Math. Annalen, S.472ft. (Beitrlige 
zur Analysis situs). - V gl. iibrigens -auoh die durohaue zutreftenden AuJ3erungen von 
Herrn Newoomb in Nr. XIII seiner zitierten Abhandlung. [Wie Staeokel in den 
Math. Ann., Bd. 59, bemerkt hat, iet die Existenz von Doppelflaohen zuerst von 
Listing 1858 veroftentliohtworden.] 

1,:\ Math. Annalen, Bd.7, S.550 (1874). [Siehe Bd.2 dieser Ausgabe.] 
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FaIle des spharischen Raumes sind Verzweigungselemente, algebraischzu 
reden, vorhanden; nur sind dieselben alle imaginar und man kann also 
von ihnen abstrahieren, indem man sich aUf die Betrachtung reeller Ele
mente beschriinkt. Und nun versteheich Herrn Killings Resultat dahin. 
d:::.13 es neben dem eigentlichen elliptischen Raume keinen anderen reellen 
algebraischen Raum konstanten, positiven Kriimmungsma13esgibt; der.frei 
von Verzweigungselementen ware, als eben den spharischen Raum.Es ist 
dies im Sinne der Analysis situs zu verstehen, welche solche geometrische 
Gebilde als gleichwertig erachtet, welche durch stetige Deformation in
einander iibergefiihrt werden konnen 18). Wir sagen also vielleicht besser, daP 
ein reeller Raum konstanten positivenKrummungsmapes, derkeine Ver
zweigungselemente enthiilt, eindeutig entweder auf den elliptischen Raum 
oder den sphiirischen Raum muf3 bezogen werden k6nnen. - Erscheint so 
das Hauptresultat des Herm Killing mit meinen Anschauungen sehrwohl ver
einbar, so kann ich demselben in einer anderen Hinsicht nicht zustimmen:. 

Herr Killing bezeichnet den elliptischen Raum als Polarfarm des 
spharischen (oder, wie er sagt, des Riemannschen Raumes). Anla13 dazu. 
ist wohl gewesen, da13 im elliptischen Raume, der oben mitgeteilten Formel 
(15) entsprechend, die Gesamtlange einer geraden Linie ebenso gleich :1t' 

ist, wie die Winkelsumme im EbenenbiischeI des spharischen Raumes. 
Aber die Winkelsumme im Ebenenbiischel des elliptischen Raumes ist 
doch auch gleich n, und nicht etwa gleich 2n, wie es die Gesamtlange. 
der geraden Linie des spharischen Raumes ist. Derelliptische Rau.m ist 
eben sich selbst durchaus dualistsch, er ist seine eigene Pola.rform. He.rrn 
Killings Benennung ist also unzutreffend. Nichts hindert, sich die wirkliche 
Polarform des Riemannschen Rau.mes aUlilzudenken. Aber das wird so kom
pliziert und fremdartig, da13 es keinen Zweck hat, hier naher darauf einzugehen. 

Beilaufig will ich noch auf einen anderen Unterschied des spharischen 
und des elliptischen Raumes aufmerksam machen, der nicht ohne Interesse 
ist und noch nicht bemerkt zu sein scheint. Bekanntlich ist durch Herm 
Schering die Theorie des Potentials auf beliebige Nicht-Euklidische Rau.me 
ausgedehnt worden 111). Setzen wir das Kriimmungsma13 des spharischen 

18) So erscheint also z. B. ein in sich geschlossener ovaler Flachenteil irgendeiner 
Flache h6herer Ordnung als gleichwertig mit der Kugel, und es ist mit dem Satze 
des Textes nicht im Widerspruch, wenn man gegebenenfalls einen solchen Flachenteil 
ebensowohl zwei·eindeutig den reellen Strahlen eines Strahlenbiindels zuordnen kann, 
wie die Kugel selbst. 

19) G6ttinger Nachrichten 1870, S. 311-321: Die Schwerkraft im Gatt.6iBchen 
Raume, ebenda 1873, S. 149 ff.: Die Schwerkraft· in mehrfach ausgedehnten Gau.6illchm 
und Riemannschen Raumen. Vgl. hierzu auch Killing. in Bd. 98 des Journals. 
fUr Mathematik (1884): Die Mechanik in den Nicht-Euklidischen. Raumformen (vgL 
insbesondere S. 24-29 daselbst). - Der "Riemannsche Rau'm" Scherings ist wieder
unser spharischer Raum. 
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Raumes, um mit unseren friiheren Formeln in Dbereinstimmungzu sem, 
gleich Eins, so wird ihm zufolge das Elementarpotential zweier Massen
punkte a, b, im Falle drei Dimensionen in Betracht kommen (eine An
nahme, auf die wir uns mer beschdinken wollen): 

(17) v = cotgrab' 

Sei jetzt a' der ~pharische Gegenpunkt von a. Riickt b an a heran, so 
wird cotg rab positiv unendlich, riickt es an a', so negativ unendlich. 
Wir haben also eine Elementarwirkung, bei welcher jedesmal gleichzeitig 
mit einer anziehenden Masse in a eine Bbenso stark abstollende Masse in 
a' gesetzt ist. Diese Mitwirkung des Gegenpunktes a' lli.llt sich auch 
nicht entbehren. Man sieht dies am besten, wenn man das gesuchte Ele
mentarpotential V als Geschwindigkeitspotential einer Fliissigkeitsbewegung 
deutet: indem der spharische Raum endlich ist, mull bei ihm, sob aId eine 
Quelle gegeben ist, aus welcher Fliissigkeit ausstromt, notwendig eine 
andere Stelle gegeben sein, in der Fliissigkeit verschwindet. - Meine Be
merkung ist nun, dall die hiermit skizzierte Theorie notwendig an der 
Annahme des sphli.rischen Raumes haftet und im elliptischen Raunie ihre 
Bedeutung verliert. In der Tat kann Formel ( 17) fUr den elIiptischen Raum 
kein eigentliches Potential vorstellen. Denn da a und a' im elliptischen Raume 
koinzidieren, ist die durch (17) vorgestellte Funktion des Punktes b im 
elliptischen Raume nur bis auf das Vorzeichen bestimmt: der Punkt b solI 
also nach Formel (17) seitens eines und desselben Punktes a gleichzeitig 
angezogen und abgestollen werden, oder auch a solI gleichzeitig Quelle 
und Verschwindungstselle einer Fliissigkeitsbewegung sein. Eine solche 
Vieldeutigkeit ist augenscheinlich mit der Idee einer Elementarwirkung 
unvertraglich 20). 

20) leh wiirde im Texte auch noch gern auf die Betrachtungen eingegangen sein, 
welche Herr v. Helmholtz in seinem bekannten Vortrage: Uber den Ursprung und 
die Bedeutung der geometrisclien Axiome (Itl70, abgedruckt in Heft 3 der populiiren 
wissenschaftlichen Vortriige, Braunschweig 1876) iiber das Sehen in Nicht-Euklidischen 
Riiumen entwickelt. Inzwischen finde ich es schwer, dieselben im einzelnen zu ver
stehen. Indem wir hier bei Aufstellung der hyperbolischen, der elliptischen, der para
bolischen Raumform gleichformig von der projektiven Geometrie ausgehen, ist fiir 
uns von vornherein gegeben, daB allemal die Gesetze der Perspektive dieselben sein 
miissen. Ersetzen wir hinterher den elliptischen Raum durch den sphiirischen, so 
kommt eine bestimmte Komplikation dureh das Auftreten der Gegenpunkte hinzu. 
Von dieser Komplikation ist aber bei Herrn v. Helmholtz, trotzdem er sich iibrigens 
genau an die Beltramischen Entwicklungen anschlieBt, nirgends die Rede; vielmehr 
paBt das, was a. a. O. S.47 gesagt wird, ohne weiteres auf die Verhaltnisse des ellip
tischen Raumes, ohne darum fiir den sphiirischen Raum unrichtig zu sein. (1£s 
heiBt dort z. B.: Den seltsamsten Teil des Anblicks der sphiirischen Welt wiirde 
aber unser eigener Hinterkopf bilden, in dem alIe unser!' Gesichtslinien wieder zu
sammenlaufen wiirden, soweit sie zwischen anderen Gegenstanden frei durchgehen 
konnen, usw. -) 
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Gehen wir nun zu der allgemeinen Fragestellung liber, die wir zum 
Schlusse von N r. I formulierten. Auch hier werde ich mit einer kritisehen 
Bemerkung beginnen. In der Tat hat sich ja Herr Killing an den ge
nannten Orten dieselbe Aufgabe gestellt, die uns hier beschaftigen soIl, 
namlich die, aIle Nieht-Euklidisehen (oder aueh Euklidischen) Raumformen 
aufzuzahlen. Wir sahen bereits, daB in dieser Hinsicht der elliptische und 
der spharische Raum bei ihm fortgesetzt nebeneinander betrachtet werden. 
Dagegen fehlt bei ihm die Raumform verschwindender Kriimmung, die 
wir in Nr. I kennen lernten: die Cliffordsche Flaehe. Auch hat, soviel ieh 
weiB, bislang keiner der anderen zahlreichen Mathematiker, die liber Raume 
verschwindender Krlimmung geschrieben haben, der dureh die Clifford
sche Flache realisierten Maglichkeit gedacht. Es ist also, ohne daB man 
es merkte, immer eine willkiirliche V oraussetzung eingefiihrt worden, die 
das Resultat der Dberlegung unnatig einschrankte. Ieh werde versuehen, 
diese Voraussetzung hier zu bezeichnen. Sei es dabei wieder, der graBeren 
Bestimmtheit des Ausdrucks halber, gestattet, nur von zweidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten zu reden. Hat eine solche Mannigfaltigkeit, wie wir 
voraussetzen, konstante Kriimmung und ist sie zugleich unbegrenzt, so 
kann jeder einfach berandete, einfach zusammenhangende Teil derselben auf 
ihr auf dreifach unendlich viele Weisen versehoben werden (ohne je an 
eine Hemmung zu stoBen). Aber darum ist keineswegs notig (was bei 
den Killingschen Raumformen zutrifft), daf3 sich die Mannigfaltigkeit 
als Ganzes auf dreifach unendlich viele Weisen in sich verschieben liif3t. 
Man vergleiche in dieser Hinsicht die Eigenschaften der Cliffordschen 
Flache. Dieselbe gestattet allerdings zweifach unendlich viele Bewegungen 
in sich selbst, entsprechend den einfach unendlich vielen Schiebungen der 
einen wie der anderen Art, durch welche sie in sich libergeht: bei diesen 
zweifach unendlich vielen Bewegungen bleibt kein Punkt der Flache fest. 
Aber nun versuche man etwa, die Cliffordsche Flache unter Festhaltung 
eines ihrer Punkte, gleich einer Euklidischen Ebene, urn diesen Punkt in 
sich selbst zu drehen. So wird man sofort bemerken, daB dies nicht mag
lich ist. In der Tat haben die von einem Punkte der Flache unter ver
schiedenen Azimuthen auslaufenden geodatischen Linien derselben ganz ver
schiedene Lange: die beiden durch den Punkt hindurchgehenden geradlinigen 
Erzeugenden der Flache haben, wie wir wissen, die Gesamtlange :n:, aber 
in ihrer unmittelbaren Nahe kannen geodatische Linien der Flache gefunden 
werden (wir werden dies sogleich noch explizit zeigen), die unbegrenzt 
oft liber die Flache hinlaufen, ohne sich zu schlieBen, und also unendliche 
Lange haben. Die hiermit formulierten Bemerkungen sind, denke ich, 
entscheidend: Man hat, indem man das Problem der Raumformen be
handelte, bislang die berechtigte Forderung freier Beweglichkeit ein/IJ,ch 
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zusammenhdngender Raumstucke durch die weitergehende Annahme er
setzt, die Rdume ala Ganzes seien in sich frei beweglich. 

Clifford selbst hat bereits (an der oben zitierten Stelle) angedeutet, 
wie man sich am leichtesten Einsicht in die speziellen Zusammenhangs
verhaltnisse seiner Flache verschafft. Man denke sich namlich die Flache 
langs zweier von einem Punkte derselben anlaufender Erzeugender derselben 
aufgeschnitten, wodurch sie einfach berandet und einfach zusammenhangend 
wird. Die so geschnittene Flache konnen wir dann of'fenbar unter Auf
rechterhaltung ihrer Ma13verhii.ltnisse auf ein Stiick der Euklidischen Ebene 
abbilden (auf ein Stiick der Euklidischen Ebene abwickeln, 
um dies en sonst in der Flachentheorie iiblichen Ausdruck 
anwenden); namlich auf einen Rhombus von der W inkel
offnung {} und der Seitenldnge 71, (Fig. 1), wobei die gegen
iiberstehenden Seiten dieses Rhombus so zueinander gehOren, 
wie sie d~trch eine Parallelverschiebung der Ebene auseinander 

ill 
.7l: 

Fig. 1. 

hervorgehen (was durch die Doppelpfeile der Figur angedeutet sein soIl). An 
dieser Figur studieren wir nun mit Leichtigkeit die einzelnen Fragen, die 
uns interessieren; z. B. den Verlauf einer geodatischen Linie iiber die 
Cliffordsche FHiche hin. Noch bequemer wird dies iibrigens, wenn wir 
Fig. 1 vermoge der zugehOrigen Parallelverschiebungen (welche die einzelne 
Kante je in die gegeniiberliegende iiberfiihren) verviel£altigen und uns so 
eine Zerlegung der Ebene in ein 
Rhombennetz verschaffen, wie es 
durch Figur 2 vorgestellt wird. 
Offenbar gibt uns diese neue Figur 
ein Bild davon, wie sich die 
Abwicklung un serer Euklidischen 
Ebene iiber die Cliff ordsche 
Flache hin gestaltet: so wie in .....,.,7'f---;-:::--f-------,f-----I~ 
der Figur unendlich viele Rhomben 
nebeneinanderliegen, so wird die 

Fig. 2. 

Cliffordsche Flache bei der genannten Abwicklung mit unendlich vielen 
Blattern iiberdeekt, welche glatt ineinander iibergehen,ohne irgendwelche Ver
zweigungspunkte darzubieten. - Wollen wir also den Verlauf einer geo
datischen Linie auf der Flaehe verfolgen, so haben wir nur zuzusehen, wie 
unser Rhombennetz von einer geraden Linie der Ebene durchzogen wird. leh 
betraehte z. B. die gerade Linie AB der vorstehenden Figur, die von einem 
Eckpunkte (A) auslaufend vier Rhomben durchsetzt, ehe sie wieder in einen 
Eekpunkt (B) einmiindet, von dem aus sie sich dann genau so weiter erstreckt, 
wie urspriinglich yom Punkte A aus. Offenbar ist es nur notig, dieses 
begrenzte Stiick AB auf die Cliffordsche Flache zu iibertragen. Und dies 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 24 
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gelingt am leichtesten, indem wir die vier Stiicke, mit denen A B die vier 
Rhomben durchsetzt, durch geeignete Parallelverschiebung samtlich in den 
urspriinglichen Rhombus zuruckverlegen. Es entsteht so ein gebrochener 
Linienzug: 

1 2, 2 3, 3 4, 4 1, 

dessen Dbertragung auf die Cliffordsche Flache uns keine Schwierigkeit 
mehr macht. - Insbesondere konnen wir so ohne weiteres eine geodatische 
Linie finden, welche unendlich oft iiber die Cliffordsche FUiche hin~auft, 

ohne sich zu schlieBen. Wir werden einfach in Figur 2 einegerade Linie 
ziehen, welche von A auslaufend keinen weiteren Eckpunkt der Figur mehr 
trifft. - Wir gedenken endlich eines letzten Mittels, um die in Frage 
kommenden Beziehungen noch lebhafter zu erfassen. Dasselbe besteht 
darin, daB wir den Rhombus 1 zu einer Ringflache zusammenbiegen, daB 
die zusammengehOrigen Stellen gegeniiberliegender Kanten zur Deckung 
kommen. ZU. dem Zwecke mussen wir uns natiirlich, da es sich um keine 
kongruente Abwickelung handelt, den Rhombus aus einer dehnbaren Mem
bran gebildet denken. Auf die so entstehende Ringflache ist dann die 
OliUordsche Fliiche stetig eindeutig bezogen, und wir konnen an ihr in ein
fachster Weise die samtlichen Zusammenhangsfragen, insbesondere den Ver~ 
lauf unserer geodatischen Linien verfolgen. -

Ich habe die verschiedenen Abbildungen der Cliffordschen Flache 
hier so ausfuhrlich besprochen, weil uns jetzt die dabei zugrunde liegende 
geometrische Denkweise zur allge1p.einen Erledigung des vorgelegten Problems 
der Euklidischen und Nicht-Euklidischen Raumformen dienen solI. Ich be
schranke mich dabei vorab auf zwei Dimensionen. 

Was die zweidimensionalen Euklidischen Raumformen angeht, so ist 
sofort ersichtlich, daB uns eine solche gegeben sein wird, auch wenti wir 
nicht, wie in Figur 1, von einem Rhombus, sondern von einam beliebigen 
Parallelogramm der Euklidischen Ebene ausgehen, dessen Rander wir durch 
geeignete Parallelverschiebung zusammengeordnet denken. Wir konnen 
dieses Parallelogramm sogar zu einem Parallelstrei£ ausarten lassen: 

I / 
Fig. 3. 

der dann, bei der Zusammenbiegung, nicht eine Ringflache, sondern eine 
Zylinderflache ergibt (auf die wir ihn sogar kongruent abgewickelt denken 
konnen). Wir haben so zwei neue zweidimensionale Euklidische Raum
formen, die iibrigens gleich der Cliffordschen Mannigfaltigkeit (die sie 
als besonderen Fall einschlieBen) durch einseitige Flachen versinnlicht 



XXI. Zur Nicht-Euklidischen Geometrie. 371 

werden. Wir konnen noch eine dritte Raumform zufiigen, die unter dem 
Bilde einer Doppelflache21) erscheint. In der Tat habe ich an einem anderen 
Orte 22) ausfiihrlich gezeigt, daB man eine RingBache in der Art stetig de
formieren kann, daB sie schlie13lich eine DoppelBache beiderseitig tiberzieht; 
indem wir bei diesem Deformationsprozesse die RingBache fortgesetzt in 
geeigneter Weise als Tragerin einer Euklidischen MaBbestimmung ansehen, 
wird schlieBlich die DoppelBache zu einer solchen und reprasentiert dann, 
sobald wir zwischen ihren beiden Seiten nicht weiter unterscheiden, eine 
neue Euklidische Raumform. Hiermit aber haben wir, sage ich, die Ge
samtheit der in Betracht kommenden zweidimensionalen Nicht-Euklidischen 
Raumformen erschOpft. 

Der Beweis ist nicht einfach und kann hier nur in allgemeinen Ztigen 
angedeutet werden: 

Jedenfalls konnen wir uns zuvorderst auf die Aufzahlung einseitiger 
Mannigfaltigkeiten der gewollten Art beschranken: denn etwaige Doppel
Bachen konnen wir immer auf einseitige Flachen reduzieren, indem wir 
uns dieselben doppelt tiberdeckt denken und dadurch zwischen ihren beiden 
Flachenseiten unterscheiden 23). 1st erst die Aufzahlung der einseitigen Flachen 
beendet, werden wir nachtraglich tiberlegen, ob wir dieselben' zu Doppel
Bachen zusammenbiegen konnen, und auf wie viel verschiedene Weisen 
dies moglich sein mag. 

Sei also eine einseitige zweidimensionale Euklidische Mannigfaltigkeit 
zu suchen. Wir denken uns dieselbe durch stetig gekrtimmte Schnitte, 
die vielleicht aus dem Unendlich-Weiten24 ) kommen und sich im Endlichen 
jedenfalls nur in einem Punkte schneiden sollen, in einen einfach zusammen
hangenden Bereich verwandelt und diesen, wie wir es soeben im Beispiele 
taten, in die Euklidische Ebene abgewickelt. In letzterer entsteht dann 
ein Polygon, welches offen bar die doppelte Eigenschaft hat: 

dafJ seine Seiten paarweise miteinander durch Euklidische Be
wegungen zur Deckung gebracht werden kOnnen, 

und dafJ die Summe seiner im Endlichen gelegenen Winkel (welche 
zusammengenommen die Umgebung jener einen Stelle ausmachen, in welcher 
sich die auf der ursprtinglichen Mannigfaltigkeit anzubringenden Schnitte 
eventuell kreuzen sollten) gleich 2:7 ist. 

21) [In der heute zumeist gebrauchlichen Terminologie werden, wie zui' Vermei
dung von MiBverstiindnissen bemerkt werden mag, die hier als einseitige bezeichneten 
Flachen als zweiseitige bezeichnet und Doppelfliichen als einseitige.] 

22) In meiner Schrift: Uber Riemanns Iheorie der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale (Leipzig 1882, S.80 unten). 

23) Eben dadurch entsteht in einfachster Weise (urn hier darauf zUrUckzugreifen) 
aus dem elliptischen der spharische Raum. 

24) D. h. aus dem Unendlich-Weiten der fUr die Flache geltenden MaBbestimmung. 
24* 
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Es wird darauf ankommen, alle solche Polygone der Euklidischen 
Ebene aufzuzahlen. Und da zeigt sich denn, daB eskeine anderen Poly
gone dieser Art gibt, als das ParaUelogramm, bzw. den Parallelstreif, odez 
doch, daB aUe anderen krummlinigen Polygone der gesuchten Art, die man 
konstruieren mag, durch geeignete Verschiebung der auf deranfanglichen 
Mannigfaltigkeit zu konstruierenden Schnittlinien auf Parallelogramm oder 
Parallelstreif zuriickgebracht werden konnen. 

Endlich ist zu zeigen, daB man von den So gewonnenen einseitigen 
Euklidischen Mannigfaltigkeiten auf keine andere Weise zu Doppelmannig
faltigkeiten iibergehen kann, als auf die soeben andeutungsweise erwahnte. -

Wir haben jetzt die gleichen Untersuchungen fiir Mannigfaltigkeiten 
positiver, bzw. negativer konstanter Kriimmung durchzufiihren. Wir werden 
dies tun, indem wir auf der Kugel und in der hyperbolischen Ebene ge
eignete Polygone konstruieren, bei denen wir dann noch hinterher unter
suchen, ob wir sie etwa zu Doppelflachen zusammenbiegen konnen. Das 
Resultat ist im FaIle der Kugel auBerst einfach, indem wir nam1ich bei 
ihr iiberhaupt keine Polygone finden, die unseren Bedingungen geniigen, 
was zur Folge hat, daf3 Kugel und elliptische Ebene die einzigen hier in 
Betracht kommenden Mannigfaltigkeiten positiver Krummung bleiben. 
Ganz anders im FaIle des negativen KriimmungsmaBes. Hier handelt es 
sich, was die Konstruktion geeigneter Polygone angeht, um eine ausgedehnte 
Theorie, welche aber - selbstverstandlich unter anderen Gesichtspunkten 
und sogar mit einer Allgemeinheit, die wir nicht brauchen, - von anderer 
Seite, namlich seitens der m()dernen Funktionentheorie [in der Theorie der 
automorphen Funktionen], fertig behandelt vorliegt. Ich denke hier zu
nachst an die Fundamentalpolygone, welche Herr Poihcare konstruiert, 
um die samtlichen eindeutigen Funktionen einer komplexen Veranderlichen 
zu finden, die durch reelle lineare Transformationen in sick Ubergeken 2r;). 
Die groBere Allgemeinheit der Poincareschen Konstruktion liegt darin, daB 
bei ihr die Winkelbestimmung minder eng gefaBt ist als bei uns; Aber 
auch· wenn wir unsere beschranktere Fassung einfiihren, erhalten wir immer 
noch fiir jedes Geschlecht p unendlich viele zugehOrige Polygone. Aile 
diese Polygone definieren uns neue Raumformen konstanten negativen 
KrummungsmafJes ohne singuliire Punkte. In meiner soeben zitierten Schrift 
iiber Riemanns Theorie usw~ sind denn auch (S. 81 daselbst) hinreichende 
Andeutungen dariiber gegeben, wie man die so erhaltenen einseitigen Raum
formen gegebenenfalls zu Doppelmannigfaltigkeiten zusammenbiegen kann. 

Dies also ist die Antwort, welche wir auf unsere Frage nach den 
verschiedenen Raumformen im FaIle zweier Dimensionen zu erteilen haben. 

26) Vgl. etwa Acta Mathematica I (1882): Memoire sur les groupes fuchsiens. 
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Analoge Oberlegungen werden wir £iiI' dreidimensionale Riiume durchfiihren, 
indem wir geeignete Polyeder konstruieren. Wir werden do. im paraboli
schen Raume das Parallelepiped usw. in Betracht zu ziehen haben, im 
hyperbolischen FaIle aber die Polyeder, welche Herr Poincare in Band 3 
der Acta Mathematica untersucht 26). Ich verzichte darauf, dies hier ins 
einzelne auszufiihren, weil dies auBerordentlich viel Raum erfordern wiirde 27). 
Immer wiirde ich wiinschen, daB die Fragestellung von anderer Seite auf
genommen wird. In der Tat ist dieselbe ja fiir die Raumlehre, sofern 
wir diese mit der Forderung £reier Beweglichkeitstarrer Korper beginnen 
wollen, fundamental. 

Letztere Forderung ist bekanntlich seinerzeit von Herrn v. Helm
holtz vorangestellt worden 28). Um hier aIle Bemerkungen zusammen zu 
haben, die ich iiber das solchergestalt zu griindende System der Geometrie 
zu machen habe, gedtmke ich anhangsweise noch der Helmholtzschen 
Forderung derM onodromie des Raumes. Dieses neue Postulat verlangt 
zuniichst, daB iiberhaupt volle Umdrehung um eine Achse moglich sein solI; 
es werden dadurch z. B. die Riiume mit indefinitem Bogenelemente aus
geschlossen. Dieser Teil des Postulates ist gewiB gerechtfertigt und soll 
hier unerortert bleiben. Aber Herr v. Helmholtz gibt seinem Postulate 
eine weitergehende Bedeutung, indem er der Moglichkeit gedenkt, daB bei 
voller Umdrehung des Raumes um eine Achse sich die Abstiinde del' Punkte 
von der Achse vielleichtnicht ungeiindert reproduzieren. In der Tat hat 
Herr v. Helmholtz fiir den Fall zweier Variabelen am Schlusse seiner 
Mitteilung in den Gottinger Nachrichten eine mit drei Parametern aus
gestattete Transformationsgruppe angegeben, welche iibrigens aIle Eigen
schaften einer (Euklidischen oder Nicht-Euklidischen) BewegungsgrupJ?e hat, 
abel' die hiermit bezeichnete Moglichkeit realisiert. Wir sehen dies sofort, 
indem wir uns die Transformationen del' Gruppe etwa folgendermaBen 
anschreiben: 

(x' + iy') = e(m+in)'P·(x + iy) + a + ib. 

Hier sind qJ, a, b die drei Parameter, m und n aber bedeuten zwei nicht 
verschwindende Konstante. Die Forderung der Monodromie liiuft nun 
insbesondere auch darau/ hinaus, derartige Gruppen auszuschliefJen. Dem-

26) Memoire sur les groupes kleineens (1883). [Ausgefiihrt in Bd. I der Vorlesungen 
iiber die Theorie der automorphen Funktionen von Fricke-Klein.] 

2') Was den Begriff der Doppelmannigfaltigkeit im FaIle dreier Dimensionen an
geht, so vgl. die bereits zitierte Abhandlung vOh Herrn Dyck in Bd. 32 der Math. 
Annalen. 

28) Doer die tatsiichZichen Grundlagen der Geomeirie, Bd. 4 d. Verh. d. natur
historisch·medizinischen Vereins zu Heidelberg, 1886; Doer die Tatsachen, die der Geo
metrie zu Grunde lil'gen, Gottinger Nachrichten 1868. [Helmholtz, Gesammelte Ab
handlungen, Bd. II, S. 610-618]. 



374 Zur Grundlegung der Geometrie. 

gegeniiber mul3 konstatiert werden, daf3 Gruppen der gewollten Eigenachajt 
iiberhaupt nur bei zwei Dimensionen existieren (so dal3 also fiir Rli.ume 
von drei und mehr Dimensionen die Forderung der Monodromie in ihram 
zweiten, hier aHein in Diskussion stehenden Teile gegenstandslos ist,). 
Einen ausfiihrlichen Beweishierfiir gibt Herr Lie in den Leipziger Be
richten von 1886 29). Ich meinerseits mochte hier auf eine einfache Dber
legung aufmerksam machen, aus welcher das Gleicheohne aHe Rechnung 
folgt. Die Sache ist, daB bei drei und mehr Dimensionen positive und 
negative Drehung um eine Achse notwendig gleichberechtigte Operationen 
sind. Denn man kann in einem solchen mehrdimensionalen Raume· die 
Achse, um welche gedreht wird, unter Festhaltung eines ihrer Punkte seIber 
drehen, bis sie in umgekehrter Richtung in ihre urspriingliche Lage hinein
Hillt: dann hat sich Drehung rechts herum von selbst in Drehung links 
herum verwandelt. Wiirden nun etwa bei Drehung rechts herum die Ab
stande der Raumpunkte von der Achse vergrol3ert, so miiBte dies auch 
bei Drehung links herum, d. h. bei der inversen Operation, der FaH sein, 
was ein Widerspruch ist 30). 

211) Bemerkungen zu v. Helmholtz' Arbeit iiber die Tatsachen, welche der 
Geometrie zugrunde liegen. 

30) [Die Darlegungen des Textes bediirfen der Erliiuterung, bzw. Berichtigung, wie 
ich sie ausfiihrlich in meiner unter XXVIII besprochenen autographierten. Vorlesung: 
Einleitung in die hohere Geometrie, II, ausgearbeitet von Fr. Schilling, 1893, auf 
S. 215-244 gegeben habe; siehe auch den hierauf beziiglichen Satz in genannter Be
sprechung S. 502 der vorliegenden Ausgabe, 

Der Gegensatz von Helmholtz und Lie und meine dementsprechende im Texte 
dargelegte Auffassungsweise kann nach meinem heutigen Standpunkt etwa folgender
maBen bezeichnet werden: 

Helmholtz geht bei seinen Untersuchungen von der erkenntnistheoretischen 
Frage aus, wie die Grundsiitze der Geometrie tatsiichlich zustande kommen. Indem 
er die freie Beweglichkeit starrer Figuren anschauungsmiiBig an die Spitze steUte, kam 
ihm kein Zweifel, daB diese auch fur die unmittelbare Umgebung des einzelnen Punktes 
gelten miisse. Dementsprechend schreibt er fiir die entsprechende Transformation der 
von einem Punkte auslaufenden Differentiale erater Ordnung von vornherein eine 
dreigliedrige lineare Gruppe vor. Hieran habe ich mich im Texte (bzw. in meiner Vor
lesung von 1889-90) angeschlossen. Helmholtz ist denn auch, als ich ibm gelegent
Iich (1893) von meinen DberIegungen betr. die Uberfliissigkeit des Monodromieaxioms 
erziihlte, damit sehr zufrieden gewesen (siehe Konigsbergers Helmholtzbiographie, 
Bd. 3, S. 81). 

Lie umgekehrt kniipft an den Wortlaut der Axiome an, wie ihn Helmholtz 
in einer im Texte genannten Note in den Gottinger Nachrichten formuliert hat, und 
hat sich dementsprechend mit der Mogliohkeit auseinanderzusetzen,. daB die 6 gliedrige 
Gruppe der Bewegungen bei festgehaItenem Punkte vieUeicht nur insofern dreigliedrig 
ist, ala man die Transformationen der Differentiale hoherer Ordnung mit in Betracht zieht. 

Selbstverstiindlich sind dies Iiir die rein mathematische FrageateUung wesent
Hche Untersuchungen, und es ist ein Fehler gewesen, daB ioh in meiner VorIesung 
von 1889-90, bzw. im vorliegenden Aufsatze dariiber weggegangen bin. Zur Entschul
digung kann ioh nur anfiihren, daB damals nur die vorliiufigen Allgaben von Lie 
in den siichsischen Berichten von 1886 vorlagen, nicht aber die Ausfiihrungen eben-
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III. 

Von der rein projektiven Begriindung del analytischen Geometrie. 

Meine Entwicklungen in Band 4 und 6 der Math. Annalen [Abh. XVI 
und XVIII dieser Ausgabe], denen zufolge die projektive Geometrie auch in 
ihrer analytischen Form vor Entscheidung iiber die Frage des Parallelen
axioms solI aufgestellt werden konnen, ruhen wesentlich auf dem Nach
weise v. Staudts, daf3 man den Zahlbegriff in die Geometrie auf Grund 
blof3er projektiver Konstruktionen einfiihren kann, ohne irgend von Maf3 
undMessen zu sprechen. Trotzdem hieriiber in den Ietzten 20 Jahren 
vieles von verschiedenen Seiten geschrieben ist, scheinen doch noch immer 
besondere Schwierigkeiten dem Verstandnisse entgegenzustehen, wie ich 
schon in der Einleitung bemerkte. Vielleicht liegt dies an der Unan-
8chaulichkeit des urspriinglichen v. Staudtschen Verfahrens, bei welchem 
abstrakte Definitionen vorangesteUt werden und dem Leser selbst iiber
lassen bleibt, wie er· eine Dbersicht der schlief3lich notig werdenden Ope
rationen gewinnen will. Diese Unanschaulichkeit liegt aber, hier wie in 
anderen Teilen der Geometrie, keineswegs im Wesen der Sache. Vielmehr 
gelingt es, wie ich hier zeigen mochte, an einer einzigen einfachen Figur 
gleichzeitig die Einfiihrung der Zahlen und die Grundsatze, nach welchen 
mit denselben zu operieren ist, deutlich· zu machen. 

Es wird gut sein, die so bezeichnete Aufgabe von vorneherein nach 
verschiedenen Seiten zu umgrenzen. Zielpunkt ist uns der allgemeine 
Nachweis, daf3 man durch bestimmte projektive Konstruktion auf jedem 
Grundgebilde erster Stufe (also, um uns auf die Ebene zu beschranken, 
auf jedem Strahlbiischel und auf jeder geraden Punktreihe der Ebene) 
eine Werteverteilung x derart angeben kann, dafJ zu;ischen den x, x' 
zweier Grundgebilde, die projektiv aufeinander bezogen sind, eine lineare 

Relation x' = ;:!! statt hat. Nun wird aber die beabsichtigte Skalen

konstruktion sich wegen ihres projektiven Charakters von einem eraten 
Grundgebilde sofort auf jedes andere, mit ihm projektiv verbundene iiber
tragen. Daher konnen wir den beabsichtigten Nachweis auf die Betrach
tung eines einzigen Grundgebildes einschranken, in der Weise, daf3 wir 
zeigen: Wie immer wir aUf einem sokhen Grundgebilde zwei projektive 
Skalen x, x' konstruieren mogen, immer stehen dieselben in linearer Ab
hiingigkeit. Aber auch diesen Ansatz werden wir noch modifizieren. Ein 

dort von 1890. Das Merkwiirdige dabei bIeibt, daB ich Lie, wie er 1886 selbst an
gibt, meinerseits erst darauf aufmerksam gemacht habe, daB es sich bei Helmholtz im 
Grunde um eine gruppentheoretische Frage bandeIe, die er behandeln miisse (wobei 
ich auch gleich die Vermutung ausgesprochen hatte, daB das Axiom betr. die Mono
dromie iiberfiii'i@ig sei.n diirfte). K.] 
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einfacher Dberschlag wird uns lehren, daB bei der von uns auszuflihrenden 
Skalenkonstruktion drei willkiirliche Konstante benutzt werden. Ebenso 

viele wesentliche Konstante sind in der Formel x' = ax+~ enthalten. 
l'X+u 

Wir konnen daher unsere Forderung umkehren und den Nachweis ver
langen, dafJ wir zu jeder Werteverteilung x, die wir aUf einem feste'flt 
Grundgebilde erster Stufe durch unsere projektive Konstruktion gewinnen 
mogen, durch Veriinderung der Grundelemente unter Wiederholung unserer 
Konstruktion eine Werteverteilung x' hinzu konstruieren konnen, die zu ihr 

in irgendwelcher vorgegebener linearer Abhangigkeit x' = ax++~ steht. rx u 

Dieser letzte Beweis solI nun wirklich erbracht werden, indem wu" 
als festes Grundgebilde ein Strahlbuschel der Ebene nehmen (was den 
Vorteil bietet, daB uns unabhangig von der Ansicht, die wir uns vom 
Parallelenaxiom bilden mogen, aIle seine Elemente zuganglich sind). 
Dabei wird es sich, was die Konstruktion irgendwelcher Skala x angeht, 
selbstverstandlicherweise nur darum handeln konnen: jedem rationalen 
Werte von X ein Element unseres Grundgebildes zuzuweisen, wobei wi!" 
den Nachweis verlangen, daB die so entstehenden "rationalen" Elemente 
des Gebildes auf diesem nach der GroJ3e des zugehOrigen x geordnet sind 
und in ihrer Gesamtheit das Gebilde "iiberall dicht" iiberdecken. Abel' 

auch die Forderung, die wir betreffs der Formel x' = i;-:::1 stellten, werden 

wir entsprechend einschranken. Wir werden dieselbe namlich ausschlieJ3-
lich unter der Voraussetzung behandeln, daB die a, 13, r, <5 kommensurabel 
sind; wir geben dem Ausdruck, indem wir statt der allgemeinen Formel 
lieber gleich die folgende hinschreiben: 

, ax+b 
X = cx+d' 

in welcher a, b, c, d ganze Zahlen bedeuten sollen. Die Determinante 
(a d -- b c), die selbstverstandlich nicht verschwinden solI, setzen wil' 
weiterhin = p. - Die so umgrenzten Konstruktionen und Beweise werden 
dann so durchzuflihren sein, daJ3 wir immer wieder den v. Staudtschen 
Satz von der Vierseitskonstruktion gebrauchen, durch den wir irgend 
drei in bestimmter Reihenfolge genommenen Elementen unseres Grund
gebildes jeweils ein viertes, welches wir das harmonische Element nennen, 
zuordnen konnen. 

Die Figur, die ich mir jetzt konstruiert denke, ist die projektive 
Verallgemeinerung des gewohnlichen Parallelogramm-N etzes (Fig. 4). Die 
betreffende Verallgemeinerung bietet sich unmittelbar, sobald man bemerkt, 
daB von den in der Figur markierten Punkten 

... a_ 2 , a_l' 0, a+ 1 , a+ 2 , ••• 
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je drei aufeinanderfolgende zu dem unendlich fernen Elemente A, von 
den ebenfalls angegebenen Punkten 

... b_ 2 , b_1 , 0, b+ 1 , b+ 2 , 

.Fig.4. 

]e drei aufeinanderfolgende zu dem unendlich fernen Elemente B har
monisch sind. Statt langerer Erlauterung schalte ich hier das Beispiel 
einer so verallgemeinerten Figur ein: 

Fig. 5. 

Offenbar k6nnen wir bei ihrer Konstruktion vier Punkte, z. B. 0, a + 1 , 

b + l' c, beliebig annehmen; alle weiteren Punkte sind dann eindeutig 
bestimmt. Wir nennen jetzt den Punkt, in welchem sich die Strahl en 
Bam, A bn kreuzen, den Punkt (m, n); m und n sind dabei irgend zwei 
(positive oder negative) ganze Zahlen. Man sieht dann in Fig. 4 durch 
elementargeometrische Dberlegungen: 
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Sind m, n; m', n'; e irgendwelche ganze Zahlen, so liegen die 
Punkte(m, n), (m', n'), (m+e(m'-m),n+e(n'-n)) aufgerader 
Linie. 

Eben denselben Satz werden wir bei Figur 5 durch wiederholte An
wendung des Satzes yom Vierseit beweisen konnen. 

Hiermit haben wir nun alle Hilfsmittel, urn fiir das von 0 aus
laufende Strahlbiischel der Fig. 5 alle von uns postulierten Entwick
lungen zu machen. Offenbar liegen je zwei Punkte (m, n) und 
(e m, en) mit 0 auf gerader Linie. Eben dieser Linie als einem Ele
mente des von 0 auslaufenden Strahlbu8chels legen wir jetzt den Zahlen
wert x =~ min bei. Wir erhalten so fiir jeden rationalen Wert von x einen 
Strahl, und daB diese "rationalen" Strahl en im Biischel ebenso auf ein
ander folgen, wie die der GroBe nach geordneten zugehorigen x, ferner 
daB sie das Biischel "iiberall dicht" iiberdecken, diirfte durch den bloBen 
Anblick unserer Figur deutlich sein. Nicht minder ist auf Grund ein
facher projektiver Dberlegungen klar, daB die so gewonnene Wertever
teilung x von drei willktirlichen Parametern abhangt, daB sie namlich 
vollig festgelegt ist, wenn wir die drei Strahl en OA, OB, OC, die be
liebig ausgewahlt werden diirfen, in bestimmter Weise angenommen haben. 
Wir konnen also gleich zum zweiten Teile unserer Entwicklung tiber
gehen. Wir verlangten zu zeigen, daB wir zur ersten Skala x fiir die 
Strahlen unseres Biischels, unter Festhaltung der einmal gewahlten Kon
struktionsweise, eine neue Skala x' hinzukonstruieren konnen, die mit ihr 

durch irgendwelche Formel x' = :::~ verb un den ist (unter a, b, c, d 

ganze Zahlen von nicht verschwindender Determinante verstanden, die WIr 

gleich p setzten). 

Dieser Nachweis ist nun in speziellen Fallen, die ich hier vorab be
spreche, wenn namlich eine der folgenden drei Formeln vorgelegt ist: 

, 1 
x =-x' x'= x+ 1 

durch bloBen Anblick der Figur 5 zu erbringen (man orientiere sich viel
leicht vorab jedesmal an der Figur 4, die unseren Gewohnungen besser 

entgegenkommt ). Wollen wir z. B. x' = ~ konstruieren, werden wir Fig. 5 
x 

als solche ganz unverandert lassen und nur die ihr beigesetzten Buch-

stabenreihen a, b vertauschen. Wollen wir x' = ~ haben, so werden wir 
p 

die Punke b und die Linie A b der Figur ungeandert lassen, dagegtm von 
den Punkten a (und also den Linien B a) nur diese beibehalten: 
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und sie ro.it 
... a ' -2' a' -1' 0, a ' +1' a' +2' 

bezeichnen. Nicht minder konstruieren wir die Skala x' = x + 1 durch 
eine Figur der von uns betrachteten Art, deren Lage gegen 'Fig. 5 ohne 
wei teres ersichtlich sein diirfte. 

Und nun ist das Schi>rie, da(J, aus aritkmetiscken Grunden, mit 
diesen speziellen Fallen der allgemeine von uns zu erbringende N ackweis 
bereits von selbst mit erledigt i8t. In der Tat ist es ein bekanntes 
Theorem der Arithmetik (welches z. B. in der Theorie derTransforma
tion der elliptischen Funktionen immerzu benutzt wird 31 ), daJ3 man jede 
Substitution: 

I a,r+b 
x = c-X-+d 

aus den sp&ziellen Substitutionen: 

I 1 x =
x ' 

I X 
X = --_.-

P 
x' = x+ 1 

durch eme endliche Zahl von Wiederholungen, bez. Kombinationen er
zeugen kann. J eder einzelne dieser Schritte bedeutet aber die Ersetzung 
der urspriinglichen Figur 5 durch eine neue derselben Art; diesel be Be-

deutung hat also die allgemeine Formel x' = a x + db , was zu beweisen war.8'2) 
cx+ 

31) Vg!. z. B. Dedekind im 83. Bande des Journals flir Mathematik, S.287fl. 
32) [Eine projektive Skala kann man nach den Grundsatzen der projektiven 

Geometrie insbesondere auch auf einem Kegelschnitt konstruieren. Bezeichnet man 
drei ~eliebige Punkte des Kegelschnitts mit 0, 1, 00, so werden die entsprechenden har
monischen Punkte 2, - 1, 1/2 in der Weise zu konstruieren sein, daB man den Kegel
schnitt mit den Geraden schneidet, welche 0, 1, 00 beziehungsweise mit den Polen 
der Linien 1 00, 00 0, 0 1 verbinden. Ohrigens 0 

treffen sich diese Verbindungsgeraden nach dem -:::4~~~~"-
Satz von Brianchon in einem gemeinsamen 
Punkte. Und so weiter fort. - Dieses Verfahren 
gibt zu einer besonders plastischen Figur AnlaS, 
wenn man die genannten Geraden, soweit sie das 
Innere des- Kegelschnitts durchsetzen, wirklich 
hinzeichnet. 1m Inneren der Kegelschnitte findet 
sich dann eine Zahl aneinander grenzender Drei· 
ecksflachen und der unendliche ProzeS der immer 
wiederholten Konstruktion eines vierten harmo
nischen Punktes findet ein iibersichtliches Fort-
flihrllngsgesetz, indem man an die bereits ge· F' 6 
wonnenen Dreiecksflachen immer wieder neue an. 19. . 
fiigt. Man sehe die Figul' 6 (die ich von 1877 an in Vorlesungen wiederholt zur 
Sprache brachte): 

Es ist dies dieselbe Figur, welche die eigentliche Grundlage der Theorie der 
elliptischen Modulfunktionen ist und flir funktionentheoretische wie zahlentheoretische 
Zweoke gleich unentbehrIich scheint. Man vergleiche meine von Fricke be
arbeiteten Vorlesungen iiber elliptische Modulfunktionen I, S. 239-242 oder auch 
unsere Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen J, S. 75, oder 
endlich die Ausfiihrungen in meinen autographierten Vorlesungen iiber Zahlentheorie I, 
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IV. 

Von der prinzipiellen Bedeutung der projektiven Geometrie, nebst all
gemeinen Bemerkungen fiber die geometrisehen Axiome. 

In meinen Abhandlungen in Bd. 4 und 6 der Math. Ann. [Abh. XVI 
und XVIII dieser Ausgabe] habe ich nirgends die Frage berlihrt, in welchem 
Sinne es psychologisch berechtigt erscheint, die projektive Geometrie vor 
der Geometrie des MaBes zu entwerfen und geradezu als Grundlage der 
letzteren zu betrachten. Hieraut diirfte etwa folgendes zu antworten sein: 

Wir konnen zwischen mechanischen und optischen Eigenschaften des 
Raumes unterscheiden. Erstere finden in der freien Beweglichkeit starrer· 
Korper ihren mathematischen Ausdruck, letztere in der Gruppierung der 
den Raum durchziehenden geraden Linien (der Lichtstrahlen, oder der 
yom Auge ausgehenden Visierlinien). Es handelt sich nun hier nicht urn 
die Frage, wie iiberhaupt unsere Raumvorstellung entsteht (oder im Laufe 
der Generationen entstanden ist): Niemand wird wohl zweifeln, daB mecha
nische und optische Erfahrungen dabei zusammenwirken oder zusammen
gewirkt haben. Vielmehr handelt es sich darum, ob man beim metho
dischen Aufbau der Raumwissenschaft die Eigenschaften der einen oder 
der anderen Art voranstellen solI. Durch Herrn v. Helmholtz sind, wie 
wir ausfuhrlich besprachen, die mechanischen Eigenschaften bevorzugt 
worden: meine Arbeiten zeigen, daB man ebensowohl mit den optischen 
Eigenschaften beginnen kann. Beiderlei Entwicklungen konnen n.eben
einander bestehen; eine jede von ihnen hat ihre besonderen Vorziige. 
Wenn es fiir den Anfanger faBlicher sein mag, mit den starren Korpern 
und ihrer Kongruenz zu beginnen, so gibt uns die projektive Methode 
bessere Dbersicht. Ich mochte, urn dies zu belegen, geradezu auf die 
Entwickelungen der Nr. II zuriickverweisen. AIle die Unterscheidungen, 
die ich dort bespreche: zwischen dem elliptischen und spharischen Raume 
und den anderen Raumformen, ergeben sich bei Zugrundelegung der pro
jektiven Anschauung wie von selbst, wahrend es eines hohen MaBes von 
Abstraktion bediirfen mochte, urn auf dem anderen Wege zu denselben zu 
gelangen. -

Zum Schlusse noch einige W orte iiber das Wesen der geometrischen 
Axiome iiberhaupt. In der mathematischen Literatur zum mindesten 

S. 1iH-2~7. In den elliptischen Modulfunktionen kniipfe ich an diese Figur ins
besondere folgende Bemerkung: ,,1m Herbst 1873 hatte ich mit dem verstorbenen 
Clifford eine lebhafte Unterhaltung dariiber, daB man es als eine Aufgabe der 
modernen Mathematik bezeichnen miisse, die uns iiberkommenen, getrennt neben
einander stehenden mathematischen Disziplinen in lebendige Wechselwirkung zu 
setzen; wir kamen iiberein, daB dies fiir synthetische Geometrie und Zahlentheorie 
am schwierigsten sein m6chte. Die vorstehende Figur stellt diese Verbindung her." K.] 
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scheint mir betreffs derselben fast allgemein eine Ansicht verbreitet 38), 
die von derjenigen abweicht, die ich fiir richtig halte, und von der ich 
in meinen friiheren hierher gehorigen Arbeiten Gebrauch gemacht habe, 
ohne mir des Widerspruchs gegen andere Meinungen deutlich bewu.l3t zu 
sein. Die betreffende Ansicht geht dahin, da.13 die Axiome die "T a t
sachen" der raumlichen Anschauung formulieren, und zwar so vollstandig 
formulieren, da.13 es bei geometrischen Betrachtungen unnotig sein soll, 
auf die Anschauung als solche zu rekurrieren, es vielmehr geniigt, sich 
auf die Axiome zu berufen. Ich mochte zunachst jedenfalls den zweiten 
Teil dieses Satzes bestreiten. Eine geometrische Betrachtung rein logisch 
zu £tihren, ohne mir die Figur, auf welche dieselbe Bezug nimmt, fortge
setzt vor Augen zu halten, ist jedenfalls mir unmoglich. Man verweist 
in dieser Hinsicht ja woW auf .das Verfahren der analytischen Geometrie. 
Aber eine blo.13 rechnende analytische Geometrie, die von den Figuren 
abstrahiert, kann ich ebensowenig als eigentliche Geometrie gelten lassen, 
wie gewisse Zweige der sogenannten synthetischen Geometrie, die sich nur 
dadurch von analytischer Geometrie unterscheiden, da.13 an Stelle der alge
braischen Formelsprache eine andere gesetzt ist. - Doch nun zum ersten 
Teile des Satzes! In meinem Aufsatze iiber den allgemeinen Funktions
begriff, den ich in der Einleitung zitierte, habe ich ausfiihrlich auseinander
gesetzt (und hierin stimme ich mit Herrn Pasch uberein), da.13 ich die 
raumliche Anschauung als etwas wesentlich U ngenaues ansehe, - mag 
nun von der abstrakten Anschauung die Rede sein, wie sie uns durch 
Gewohnung gelaufig geworden ist, oder von der konkreten Anschauung, 
die bei empirischen Beobachtungen zur Geltung kommt. Das Axiom ist 
mir nun die Forderung, vermoge deren ich in die ungenaue Anschauung 
genaue A u,ssagen hineinlege. Eine geometrische Betrachtung aber denke 
ich mir so, da.13 wir die Figur, um die es sich handelt, als solche unah
lassig vor Augen behalten, und uns dann in jedem Augenblicke, in dem 
es sich um scharfe Beweisfiihrung handelt, auf die Axiome als festes 
logisches Substrat zuriickbeziehen. -- Der I nhalt der Axiome erscheint 
bei dieser Auffassung so weit willkiirlich, als mit der Ungenauigkeit 
unserer Raumanschauung vertraglich ist. Eben hierin, aber auch nur 

33) Ich mochte hier insbesondere auf die VorZesungen ii.ber neuere Geometrie von 
M. Pasch verweisen (Leipzig, 188~), insofern die Grundanschauungen, von denen 
Herr Pasch ausgeht, mit meinen eigenen sehr gut iibereinstimmen, abgesehen eben 
von der im Texte naher zu erlauternden Differenz hinsichtlich der Bedeutung der 
Axiome. [Diese Differenz ist keine prinzipielle. Pasch will ausdriicken, daJl jeder 
vorliegende mathematische Beweis sich in eine Reihe nur auf die Axiome gestiitzter 
logisch€l' Schliisse zerlegen lassen muB. Ich dagegen denke an die Auffindung der 
Beweise, bez. der zu beweisenden Theoreme, also an die Arbeitsweise des 8chafftmden 
Mathematikers. In einem gewissen MaBe auch des Zerntmden Mathematikers, denn 
das Erfassen der Theoreme und Beweise ist mehr oder minder ein Nacbschaffen. K.] 
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hierin, ruht fUr mieh die Bereehtigung der Nie4t-Euklidisehen Geometrie 
(unter Nieht-Euklidiseher Geometrie die reale Disziplin und nieht bloB die 
abstrakten mathematisehen Betraehtungen verstanden, zu denen dieselbe 
AniaB gegeben hat). Dbrigens ist es von dies em Standpunkte aus selbst
verstandlieh, daB wir unter gleiehbereehtigten Systemen von Axiomen 
jeweils das einfaehste bevorzugen und ·eben darum zumeist mit der Eukli
disehen Geometrie operieren, welchv fUr die gewohnlichen Fragestellungen 
die einfaeheren Aussagen liefert. - Was aber die Entstehung der Axiome 
angeht, so weiB ieh dariiber nichts weiter zu sagen, als daB wir die zu 
ihnen fUhrende Abstraktion hier wie in anderen Gebieten unwillkiirlieh 
vollziehen. Das, was ~n der Ansehauung oder im Experimente nur 
approximativ gegeben ist, das formulieren wir in exakter Weise, weil wir 
anderenfalls damit nichts anzufangen wissen. - Hiermit ist denn aueh 
die Stellung gegeben, die ieh zur Theorie des I rrationalen einnehme. 
Sieher liegt die Veranlassung zur Bildung der Irrationalzahlen in der 
seheinbaren Stetigkeit der Raumansehauung. Ieh kaim aber, da ieh der 
Raumansehauung keine Genauigkeit beilege, ihr aueh nieht die Existenz 
des Irrationalen entnehmen wollen. Vielmehr ist mir die Theorie des 
Irrationalen etwas, was in rein arithmetiseher Weise zu begriinden odeI' 
zu umgrenzen ist, und was wir dann, dank den Axiomen, in die Geometrie 
hineintragen, um aueh in ihr diejenige Schade der Distinktionen zu er
reichen, die die V orbedingung der mathematischen Behandlung ist. 

Gottingen, den 20. August 1890. 

[Die Vorlesung von 1889-90, an die sich dieser Aufsatz wesentlich anschlieBt, 
ist seinerzeit in der Aumrbeitung von F f. Schill i ng autographisch vervielfiiltigt 
worden und eroffnet damit die Reihe meiner Autographien iiber verschiedene Gegen
stande der hohenn Mathematik (spater im Kommissionsverlag bei B. G. Teubner). 
In einem ersten Referate iiber diese Autographien (Math. Ann., Ed.45, 1894) auBere 
ich mich hierzu zu Anfang folgendermaBen: 

"Es ist nun schon eine langere Reihe von Jahren, daB ich mir eine besondere 
Vorlesungsl'raxis au~gebildet habe. Von dem Wunsche ausgehend, meine wissenschaft
lichen Anschauungen moglichst allseitig auszugestalten, habe ich mit dem Gegenstande 
meiner Vorlesungen fast fortwahrend gewechselt. Dies gab Schwierigkeiten fast noch 
mehr fur meine Zuhorer als fur mich selbst. lch begann daher, meine jedesmaligen 
Vortriige ausarbeiten zu lassen und diese Ausarbeitungen den Studierenden im Lese· 
zimmer des Seminars zur Verfugung zu stellen. Diese Methode hat sich im Laufe 
der Jahre naturgemaB weiterentwickelt. Es erschien wunschenswert, daB die Studie
renden nicht zu viele Zeit auf das Nachschreiben der Vorlesungshefte verwenden 
soUten, wiihrend ich andererseits das Bediirfnis empfand, auch friiheren Schiilern oder 
befreundeten Gelehrten von dem Inhalte meiner jedesmaligen Vorlesungen Mitteilungen 
zu machen. lch ging also dazu iiber, die Ausarbeitungen autographisch zu vervieI
faltigen. Diese autcgraphierten Hefte haben gegen meinen urspriinglichen Wunsch 
allmiihlich immer mehr eine Verbreitung auch in weiteren Kreisen .gefunden. In dem
selben MaBe habe ich mehr und mehr danach gestrebt, denselben einen allgemein 
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giiltigen Inhalt zu gebell. lch habe eine Zeitlang gehofft, ich werde Hilfskriifte 
finden, urn die so entstehenden Darstellungen verschiedener Gebiete einer Dber
arbeitung zu unterziehen und dann in Buchform zu veroffentIichen. Die Herausgabe 
meiner Vorlesungen iiber elliptische Modulfunktionen durch Herrn Fricke bot hierfiir 
ein gliinzendes Beispiel; ich kann in diesem Zusammenhange ferner das Werk 
von Pockels COber die partielle Differentialgleichung Llu+k2 u=O, Leipzig 1891) 
sowie eill demniichst erscheinendes Buch von Bocher (Vber die Reihellentwickelungen 
der Potentialtheorie) anfiihrell. Aber eine solche Bearbeitung kostet auBerordentIich 
viele Zeit und es geht dabei auch der Charakter der Unmittelbarkeit, den die Vor
lesungen besitz;lll, verloren, - ganz abgesehen davon, daB es kaum moglich sein 
diirfte, immer wiedcr einen geeigneten Bearbeiter zu find en. So sei denn der weitere 
Schritt gewagt, meine neueren autographierten Hefte, so wie sie sind, hier in den 
Annalen zu besprech3n und dadurch dem allgemeinen mathematischen Publikum vor
zulegen. Meine Absicht ist geradezu die, dem gegellwiirtigen ersten Artikel in Zu
kunft eine Reihe weiterer Mitteilungen folgen zu lassen, in dem MaBe wie fernere 
Vorlesungshefte hinzukommen. 

lch bin mir ja der Verantwortung dieses Schrittes sehr bewuBt. Die auto
graphierten Hefte sind als Wiedergabe wirklich gehaltener Vorlesungen durch die 
mannigfachsten ZufiUligkeiten bedingt: einzelnes ist breit ausgefiihrt, wiihrend anderes, 
gleich wichtige fehlt. Dnd mehr als das: sie enthalten der vorliiufigen ~'ormulierungen 
und Urteile eine Menge, die bei nochmaliger Durcharbeitung vermutIich nicht wiirden 
bestehen bleiben konnen. lch mochte diesel ben nicht einfach wegstreichen, wei! ich 
glaube, daB die Wirkung meiner Darstellung gerade in ihrem subjektiven Charakter 
beruhen wird. Moge man die Versicherullg hillllehmen, daB ich an solchen Stellen 
einzig urn den Fortschritt der Wissenschaft bemiiht bin und daB ich andererseits 
sehr bereit sein werde, Berichtigungen entgegenzunehmen und bei spaterer Ge
legenheit zur Geltung zu bringen." K] 



XXII. Gutachten, betreffend den dritten Band der Theorie 
der Transformationsgruppen von S. Lie anl&6lich der 

ersten Verteilung des Lobatschewsky -Preises 1). 

An die Physiko-mathematische Gesellschaft der Kaiserlichen 
Universitat in Kasan. 

Geehrte Herren! 

Sie haben mir im Hinblick auf die demnachstige erste Vergebung des 
Lobatschewskyschen Preises die ehrenvolle Aufforderung zukommen 
lassen, ich solIe mich iiber die Arbeiten von Sophus Lie betr. die 
Grundlagen der Geometrie, insbesondere iiber die im dritten Bande seiner 
Transformationsgruppen enthaltenen beziiglichen Entwicklungen gutacht
lich auBern und iiber dieselben im Zusammenhange mit dem gegenwartigen 
Standpunkte der Raumfrage Bericht erstatten. lch versuche im folgenden 
dieser Aufforderung zu entsprechen, so schwierig und verantwortungsvoll 
die Sache nach verschiedenen Richtungen erscheinen mag. 

Nach § 5 der Statuten wird der Lobatschewsky-Preis fiir Werke 
iiber Geometrie, in erster Linie fiir solche iiber Nicht-Euklidische Geometrie 
verliehen. Der § 6 stellt die weitere Bedingung, daB die Werke inner
halb der sechs der Verleihung des Preises vorangehenden J we gedruckt 
sein miissen. 

Au13erlich genommen liegt daraufhin die Sache sehr einfach; denn 
der von Prof. Lie eingesandte Band entspricht diesen Bedingungen nicht 
nur, sondern er ragt unter allen anderen Werken, die zum Vergleich 
kommen mogen, so unbedingt hervor, da13 ein Zweifel iiber die Erteilung 
des Preises kaum moglich sein diirfte. Entscheidend fiir diese Beurteilung 
der Hohe der wissenschaftlichen Leistung ist nicht nur die au13erordent
liche Griindlichkeit und Schade, mit welcher Lie im fiinften Abschnitte seines 
Buches das von ihm so genannte Riemann-Helmholtz8che Raumproblem 

1) Abgedruckt nach dem von der physikalisch-mathematischeA Gesellschaft der 
Universitat Kasan publizierten Original. [Bulletin de la societe physico·mathematique 
de Kasan (2) 8 (1898). Vgl. auch den Abdruck in den Math. Annalen, Bd. 50.] 
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behandelt, sondern insbesondere der Umstand, daB diese Behandlung so 
zu sagen als logische Folge der lang fortgesetzten schOpferischen Arbeiten 
Lies auf dem Gebiete der Geometrie, insbesondere seiner Theorie der 
kontinuierlichen Transformationsgruppen erscheint. Ich mochte sagen, daB 
der § 5 der Statu ten hier ebensosehr nach seinem speziellen wie nach 
seinem allgemeinen Inhalte entscheidet. Die au13erordentliche Bedeutung, 
welche die Arbeiten von Lie fUr die Allgemeinentwicklung der Geometrie 
besitzen, kann nicht wohl tiberschatzt werden; ich bin tiberzeugt, daB 
clieselbe in den nachsten Jahren zu noch viel allgemeinerer Geltung 
kommen wird, als bisher. 

Sehr viel schwieriger erscheint nun aber, Ihnen einen Bericht zu 
liefern, der ebensowohl der Wichtigkeit der Sache entspricht, als Ihrer 
Gesellschaft einigermaBen ntitzlich sein kann. Die sehr ausfUhrliche und 
unmittelbar verstandliche Darlegung von Lie hier im Auszuge reprodu
zieren zu wollen, hieBe nUl" das, was klar und deutlich ist, unnotig zu ver
dunkeln und schwerer zuganglich zu machen; - mit dem Verfasser aber 
betreffs der kritischen Bemerkungen, die er anderen Autoren gegentiber 
macht, in dem einen oder anderen Punkte zu rechten, dtirfte weder forder
lich noch der heutigen Gelegenheit entsprechend sein; ich darf beilaufig 
auch auf die Darstellung verweisen, die ich von den Lieschen Entwicke
lungen im zweiten Bande meiner (autographierten) Vorlesungen tiber hOhere 
Geometrie, sowie in dem elf ten Vortrage meines Evanston Colloquiums 2) 
geg~ben habe. Vielmehr will ich versuchen, meine Aufgabe allgemeiner 
zu fassen, indem ich es unternehme, den heutigen Stand der Raumfrage 
-oder doch eine Reihe dahin gehoriger Probleme, die in den letzten Jahren 
hervorgetreten sind, unter umfassenden Gesichtspunkten zu erliiutern. 
Hierbei wird sich von selbst die Stelle ergeben, an der die in Frage 
stehenden Lie schen Untersuchungen so wie andere von Lie herrtihrende, 
in demselben Bande der Transformationsgruppen enthaltene Entwicklungen 
in Betracht kommen; zugleich finde ich Gelegenheit, auf weitere Frage
punkte aufmerksam zu machen, die mir wesentlich scheinen und denell 
die Kommission des Lobatschewsky-Preises vielleicht einmal in Zukunft 
ihre Aufmerksamkeit zuwenden wird. 

W oher stammen die Axiome? Ein Mathematiker, der die nicht
euklidischen Theorien kennt, wird kaum noch die Meinung frtiherer Zeiten 
festhalten wollen, als seien die Axiome nach ihrem konkreten Inhalte Not
wendigkeiten der inneren Anschauung: was dem Laien als solche Not-

2) ~The Evanston Colloquium". Lectures on Math(matics delivered from 
Aug. 28 to Sept. 9, 1893 before members of the Congress of Mathematics hold in 
connection with the world's fair in Chicago at Northwestern University, Evanston 
Ill. Reported by Alexander Ziwet. Newyork, Macmillan & Co. 1894. 

Klein. Gesammelte math. Abhandlungen. I. 25 
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wendigkeit erseheint, erweist sieh bei langerer Besehaftigung mit den 
Nieht- Euklidisehen Problemen ais ReRuitat sehr zusammengesetzter Pro
zesse, insbesondere aueh der Erziehung und der Gewohnung. Stammen 
die Axiome aus der Erfahrung? Helmholtz ist hierfiir bekanntIich in 
nachdriicklichster Weise eingetreten. Aber seine Darlegungen erseheinen 
naeh bestimmter Riehtung unvollstandig. Man wird, wenn man dieselben 
iiberdenkt, zwar gerne zugeben, da13 die Erfahrung an dem Zustande
kommen der Axiome einen gro13en Anteil hat, man wird aber bemerken, 
da13 gerade derjenige Punkt bei Helmholtz unerortert bleibt, der dem 
Mathematiker vor anderen interessant ist. Es handelt sieh um einen 
Proze13, den wir in genau derselben Weise bei der theoretisehen Behand
lung irgendweleher empiriseher Daten immerzu vollziehen und der eben
darum dem Naturforseher vollig selbstverstandlieh erscheinen mag. lch 
werde mich in allgemeiner Fassung so ausdriicken: die Ergebnisse irgend
welcher Beobachtungen gelten immer nur innerhalb bestimmter Genauig
keitsgrenzen und unter partikuliiren Bedingungen; indem wir die Axiome 
aufstellen, setzen wir an Stelle dieser Ergebnisse A U8sagen von absoluter 
Priizision und Allgemeinheit. In dieser "ldealisierung" der empirischen 
Daten liegt meines Eraehtens das eigentliche Wesen der Axiome. Unser 
Ansatz ist dabei in seiner Willkiir zunaehst nur dadureh besehrankt, &13 
er sieh den Erfahrungstatsachen ansehmiegen mu13 und andererseits keine 
logischen Widerspriiehe einfiihren dar£. Es tritt dann als Regulator noeh 
dasjenige hinzu, was Mach die "Okonomik des Denkens" nennt. ;Nie
mand wird verniinftigerweise ein komplizierteres Axiomensystem fest
halten, sobald er einsieht, da13 er mit einem einfaeheren Systeme die zur 
Darstellung der empirisehen Daten erforderliehe Genauigkeit bereits voU
auf erreicht. Also, urn es gleich an demjenigen Punkte zu erlautern, der 
fiir die Grundlegung der Geometrie in erster Linie in Betracht kommt: 
Jedermann wird fiir praktisehe Zwecke die Formeln der gewohnlichen 
Euklidischen Geometrie und nicht etwa diejenigen der Lobatsehewsky
schen Geometrie in Anwendung bringen. 

Diese allgemeinen Bemerkungen habe ieh voraussehieken wollen, 
damit iiber die Grundlage, von der die folgenden Entwiekelungen aus
gehen, kein Zweifel bestehen solI. In der Tat soIl es sieh des weiteren 
nur um die wirkliche Geometrie unseres empiriseh gegebenen Raumes 
und um deren mathematisehen Aufbau handeln, - nieht um Verall
gemeinerungen, die man gebildet hat und die nach anderer Riehtung 
mathematiseh wertvoll sein mogen. lch beginne mit einer Frage, welche 
die mathematischen Kreise in den letzten 25 Jahren in steigendem Ma13e 
beschaftigt hat, die aber immer noch nieht die allgemeine Beaehtung ge
funden hat, welehe sie verdient. Was ist eine wiUkurliche K urve~ eine 
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willkiirliche'Fliiche? Euklid stellt die Worte Kurve und Flii.che an die 
Spitze eines Systems, ehe er zur Definition der geraden Linie und der 
Ebene schreitet. Und nicht nur die SchOpfer der Differential- und Inte
gralrechnung scheinen an der Deutlichkeit dieser Begriffe keinen Zweifel 
gehegt zu haben, auch noch die geometrischen Beweise, welche GauB von 
dem Fundamentalsatze der Algebra gibt, ruhen auf der Voraussetzung, 
daB die Idee der ( eben en) Kurve etwas in sich evidentes sei. Aber unsere 
Sicherheit in dieser Hinsicht ist in der Zwischenzeit, wesentlich unter dem 
Einflusse von WeierstraB, vollig zerstort worden; man kann sagen, daB 
yom rein mathematischen Standpunkte aus heutzutage nichts dunkIer und 
unbestimmter erscheint· als die genannte Idee. Was wir in der 'empiri
schen Anschauung Kurve nennen, ist zunachst ein Strei/en, d. h. ein 
Raumstiick, dessen iibrige Abmessungen gegen die Langendimension zu
riicktreten (wobei die genaue Begrenzung des Raumstucks unbestimmt 
bleibt ). In dieser (primaren) Form kommt die Idee del' Kurve in zahl
reichen Gebieten der Anwendungen zur Geltung, und ich bin, mit Herrn 
Pasch, der Meinung, daB es gut ist, dieses mehr hervorzukehren, als ge
wohnlich geschieht. SoIl aber die Kurve Gegenstand der exakten mathe
matischen Betrachtung werden, so muss en wir sie idealisieren, genau so, 
wie dies zu Beginn der Geometrie allerorts mit dem Punkte geschieht_ 
Und hier beginnen nun die Schwierigkeiten. Eine erste Bemerkung, die 
nicht unwichtig ist, ist die, daB alle Autoren, welche uber die vorIiegende 
Frage geschrieben haben, dabei die analytische Geometrie als Ausgangs
punkt benutzen. Man kann dann die ebene Kurve (um uns auf diese zu 
beschranken) entweder als Ort eines beweglichen Punktes durch Gleichun
gen x = rp (t), Y = 'I' (t) definieren, unter rp, 'If' stetige Funktionen ver
standen, oder als Grenze eines ebenen Gebietes. Tut . man das letztere, 
so muB gleich zu Anfang die schwierige Frage erortert werden, was alIes· 
unter "Gehiet" verstanden werden solI. Die beiden Definitionen stimmen 
zuvorderst keineswegs uberein, und jedenfalls mussen ihnen beiden weit
gehende Beschrankungen zugesetzt werden, wenn man zu aU' den Eigen
schaften der Rektifizierbarkeit,der Differentiierbarkeit usw. gelangen will, 
die man einer Kurve gemeinhin beilegt. 3) Es ist fast am besten, sich 
von vornherein auf analyti8che K urven zu beschranken, d. h. rp, 'If' in 
den vorstehenden Gleichungen als analytische Funktionen vorauszusetzen. 
Die analytischen Kurven sind auch aUgemein genug, um jede empirisch 
gegebene Kurve mit beliebiger Annaherung darzustellen. Weiter ist es 
eine sehr merkwiirdige Tatsache, daB man die wichtigsten Eigenschaften 

3) [Vgl. hierzu den EnzykIopadieartikel von v. Mangoldt iiber die Begriffe der 
"Linie" und "Flache". Math. Enzyklopadie, Bd. III, AB 2 (1907), (dazu dessen Be
arbeitung von Zoretti in der franzosischen Ausgabe).] 

25* 
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der analytisehen Funktionen (insbesondere aueh der algebraisehen Funk
tionen) gefunden hat, indem man von der empirisehen Auffassung dAr 
Kurven (und Flaehen) Gebraueh maehte. Trotzdem wird man sieh kaum 
entsehlieBen wollen anzunehmen, daB die empirisehe Auffassung vermoge 
irgendweleher ihr innewohnender verborgener Qualitaten gerade notwendig 
und aussehlieBlieh zu den analytisehen Kurven hinleite. Es liegen hier 
offenbar noeh die interessantesten Probleme erkenntnistheoretiseher Natur 
vor. An gegenwartiger Stelle miissen wir uns mit einer negativen SehluB
folgerung begniigen, daf3 niimlich die hier beriihrten Untersuchungen un
moglich an den Anfang der Geometrie gestellt werden lconnen, daB man 
an diesel ben erst herangehen kann, wenn auf Grund geeigneter Axiome 
und daran gekniipfter Folgerungen das Lehrgebaude der elementaren 
Geometrie bereits fest steht. Der vorherige Aufbau und die Verwendung 
der analytischen Geometrie aber erseheint uns nieht notwendig, sondern 
nur zweekmaBig. 

Wenden wir uns jetzt zu der Voraussetzung, welehe Riemann an 
die Spitze seiner Betraehtungen iiber die "Hypothesen der Geometrie" 
gestellt hat, der Punktraum diirfe als eine dreifach ausgedehnte, stetige 
Zahlenmannigfaltiglceit angesehen werden. In friiherer Zeit moehte man 
diese V oraussetzung fiir eine selbstverstandliehe Folge der Stetigkeits
verhaltnisse des Raumes bez. der in ihm liegenden Kurven und Flachen 
halten. Dies ist aber auf Grund der Entwieklung, welche die Kritik des 
Kurvenbegriffs in der Zwisehenzeit genommen hat, offenbar nicht mehr 
zulassig. Die Bereehtigung, den Punktraum als Zahlenkontinuum zu be
zeiehnen, kann naeh dem heutigen Standpunkte der Wissenschaft nur so 
abgeleitet werden, daB man vorab dasselbe tut, was wir eben als not
wendige Vorbereitung ffir die Definition des Kurvenbegriffs hinstellten, 
daB man namlieh die Elementargeometrie als solche entwiekelt, - mag 
man nun dabei die Betraehtung der Kreise und Kugeln voranstellen 
(metrisehe Geometrie) oder diejenige der geraden Linien und Ebenen 
(projektive Geometrie), wie sogleieh noeh naher zu sehildern ist. Von 
der Elementargeometrie aus ist nunmehr die elementare analytisehe Geo
metrie zu entwiekeln. Da wird es sieh zunaehst darum handeln, die 
Punkte des einzelnen Kreises, oder der einzelnen geraden Linie, dem ein
dimensionalen Zahlenkontinuum zuzuordnen, woriiber wir ebenfalls weiter 
unten noeh Genaueres sagen werden. Nun erst, wenn dies alles geschehen 
ist, wird man zu den drei Raumkoordinaten aufsteigen, wo dann die Frage 
entsteht, wodureh sieh ein mehrdimensionales Kontinuum von dem ein
dimensionalen unterseheidet. Man sieht, wie kompliziert der Weg ist, auf 
dem die in Rede stehende Voraussetzung sehlieBlich erreieht wird. Etwas 
Ahnliehes wird man von der Forderung sagen miissen, welche Riemann 
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wieder stillschweigend benutzt und die H elmhol tz dann ausdriicklich als 
Axiom einfiihrt'): es sollen die Funktionen, durch welche die Ma.6verhli.lt~ 
nisse des Raumes innerhalb der reprasentierenden Zahlenmannigfaltigkeit 
festgelegt werden, differentiierbare Funktionen sein (eine Anzahl Differen
tiationen gestatten). Es folgt, daB aIle Untersuchungen, welche mit den 
Begriffen Zahlenmannigfaltigkeit und differentiierbare Funktionen beginnen, 
wenn man sie direkt als Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geo
metrie interpretieren wollte, einen Zirkel enthalten wiirden. Wir konnen 
sie nur als Hilfsmittel fiir solche Untersuchungen gelten lassen; sie ebenen 
sozusagen den Weg, auf welchem die rein geometrischen Untersuchungen 
vorzugehen haben. In ahnlichem Sinne auBert sich Lie auf S.535-537 
des dritten Bandes seiner Transformationsgruppen; er hebt dort noch 
hervor, daB, wenn man die Forderung der Zahlenmannigfaltigkeit und der 
Differentiierbarkeit mit den weiteren Axiomen zusammennimmt, die man 
bei der Durchfiihrung der analytischen Untersuchungen alssolcher ge
braucht, man dieses erreicht, ein vielleicht nicht zweckmiifJiges, aber 
jedenfalls vollstiindiges System von Axiomen fur die Grundlegung der 
Geometrie zu besitzen. 

Immer mochte ich hier zunachst an die Voraussetzung der Zahlen
mannigfaltigkeit und der Differentiierbarkeit ankniipfen. Man wird dann 
genau so, wie bei der rein geometrischen Betrachtungsweise, zwischen 
metrischer und projektiver Behandlung der weiteren Aufgabe unterscheiden 
konnen; - oder auch, man wird in Anlehnung an meine Entwicklungen 
von 1872°) die allgemeine Idee einer beliebigen innerhalb der Mannig
faltigkeit zu entwerfenden "Geometrie" auf Grund irgendwelcher fur die 
Elemente der Mannigfaltigkeit geltenden Transformationsgruppe erfassen. 
Fur jede derartige Geometrie kann man dann eine axiomatische Defini
tion verlangen, d. h. eine Definition, welche sie ohne explizite Formeln 
(oder sagen wir lieber: unabhangig von der innerhalb der Mannigfaltig
keit zufiillig gegebenen Koordinatenbestimmung) durch begriffliche Eigen
schaften festlegt. Diese axiomatische Definition kann damit beginnen, die 
zugrunde liegende Gruppe als solche zu definieren, und das ist der Weg, 
den man in der metrischen Geometrie einschlagt, wenn man die Tatsache 
der freien Beweglichkeit starrer Korper (anders ausgedriickt: die "Kon
gruenzsatze") an die Spitze stellt. Man kann aber auch so vorgehen, 
daB man die Konfigurationen in Betracht zieht, welche sich aus irgend-

4) Helmholtz bezeichnet die Annahme, der Raum durfe als Zahlenmannig
faltigkeit angesehen werden, bereits ebenfalls ausdrucklich als Axiom. 

6) Erlanger Programm [Abh. XXVII dieser Ausgabe], oder auch Bd. 6 der 
Math. Annalen (Zweiter Aufsatz zur Nicht-Euklidiachen Geometrie) [Abh. XVIII dieser 
Ausgabe]. 
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welchen im Sinne der Gruppe gleichwertigen Elementen bilden lassen. 
Dies geschieht beispielsweise, wenn man den Aufbau der projektiven Geo
metrie mit den Satzen iiber das Ineinanderliegen von Punkten, geraden 
Linien und Ebenen beginnt. 

Wir haben nun genau die Stelle flir dasjenige Problem, dessen end
giiltige Erledigung von Lie gegeben wird, das von Lie sogenannte Rie
tnann-H eltnholtzsche Rautnprobletn. Lie legt dabei, wie es im Sinne der 
we iter unten zu gebenden Erlauterungen allein zulassig scheint, zunachst 
ein begrenztes Raumstiick der Betrachtung zugrunde (S. 441 seiner Dar
steHung). Man wird dann etwa so sagen: die E ukli d i sche, die Lob at -
schewskysche und die Riemannsche Geometrie setzen in gleicher Weise 
innerhalb des genannten Raumstiicks freie Beweglichkeit der starren 
Korper voraus. Sie liefern auch iibereinstimmend fiir das Quadrat des 
Bogenelementes eine quadratische Funktion der Differentiale der Koordi
naten, und zwar eine solche, fiir welche das sogenannte KriimmungsmaB 
konstant ist (Riemanns Ausgangspunkt); sie differieren nur hinsichtlich 
des Wertes dieser GroBe, indem dieselbe in den drei Fallen beziehungs
weise Null, negativ und positiv ist. Die A utgabe soll sein, die seehs
gliedrigen Bewegungsgruppen dieser drei Geotnetrien dureh eharakteristi
sche M erktnale von allen anderen kontinuierlichen Tranetormationsgruppen 
der dreifachen Zahlentnannigfaltigkeit zu unterscheiden. 

Lie gibt fiir diese Aufgabe im vorliegenden Bande zwei Losungen, 
ueren erste Voraussetzungen iiber das Verhalten der GImppe im Infini
tesimalen macht, wahrend sich die zweite auf die Betrachtung endlicher 
Dimensionen beschrankt. Was die erste Methode angeht, so sage man, 
"eine Gruppe besitze in einem reellen Punkte freie Beweglichkeit im 
Infinitesimalen", wenn Folgendes statt hat: "Halt man den Punkt P und 
ein beliebiges hindurchgehendes reelles Linienelement fest, so soll stets 
noch kontinuierliche Bewegung moglich sein, halt man dagegen auBer P 
und jenem Linienelemente noch ein beliebiges reelles Flachenelement fest, 
das durch beide geht, so solI keine kontinuierliche Bewegung moglich 
sein". Unsere oben iJenannten Gruppen sind dann, wie Lie findet, 
dadurch vollkotntnen charakterisiert, daf3 sie in einetn reellen Punkte all
getneiner Lage freie Beweglichkeit itn Infinitesitnalen besitzen. - Bei der 
zweiten Methode wird vorausgesetzt: "Halt man einen beliebigen reellen 
Punkt Yl 0 , Y2 0 , Ys ° von allgemeiner Lage fest, so befriedigen aIle reellen 
Punkte Xl' X 2 ' x3 ' in welche ein anderer reeller Punkt Xl O, X20, x30 dann 
noch iibergehen kann, eine reelle Gleichung von der Form: 

W(YI0, Y20, Yao; x l O, x20, Xgo; xl' x2 ' Xg) = 0, 

die fiir Xl = YlO, x2 ~~ Y20, Xs = YsO nicht erfiillt ist unddie eme reelle 
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durch den Punkt x10, x20, x30 gehende Flache darstellt. Um den Punkt 
YIO, Y20, Y3 ° laBt sich ein endlicher dreifach ausgedehnter Bereich derart 
abgrenzen, daB nach Festhaltung des Punktes YIO, Y20, Y30 jeder andere 
reelle Punkt Xl O, x20, X3 ° des Bereiches noch kontinuierlich in jeden 
anderen dem Bereiche angehOrigen reellen Punkt iibergehen kann, del' die 
Gleichung W = 0 befriedigt und del' mit dem Punkte: x10, x'30, x30 durch 
eine irreduzible kontinuierliche Reihe von Punkten verbunden ist". 
Wiederum sind durck diese V oraussetzungen, wie Lie findet, die oben 
genannten drei Gruppen vollstandig charakterisiert. - Diese zweite 
Methode leitet vermoge del' Ahnlichkeit ihrer Voraussetzung zu Helm
holtz' urspriinglichen Entwicklungen hin. Wenn man von del' Genauig
keit del' Formulierungen absieht (infolge deren die Lieschen Pramissen, 
die wir wortlich anfiihrten, etwas umstandlich lauten), so wird bei Helm
holtz mehr verlangt als bei Lie, insbesondere noch das besondere Po
stulat del' "Monodromie des Raumes" aufgestelIt, welches bei Lie weg
fallt. Des ferneren abel' findet sich in Helmholtz' Beweisgang eine 
wirkliche Unrichtigkeit, die darin besteht, daB Helmholtz seine auf end
liche Dimensionen beziiglichen Voraussetzungen stillschweigend auf das 
Infinitesimale iibertragt. Genauer gesagt: er setzt als mathematisch 
selbstverstandlich voraus, daB die dreifach unendliche Gruppe von Be
wegungen, welche einen Punkt P festlaBt, die Verhiiltnisse del' von P 
auslaufenden Differentiale der Koordinaten auf dreifach unendlich viele 
Weisen linear transformieren milsse. Hier ist iibersehen (wie Lie hervor
hebt), daB sich unter den Transformationen der genannten Gruppe mog
licherweise auch solche befinden konnen, welche in der Umgebung des 
Punktes P unendlich klein von del' zweiten Ordnung sind, welche also die 
in Rede stehenden Differentiale iiberhaupt ungeandert lassen. Vielleicht 
kann man sagen, daB bei Helmholtz an dieser Stelle del' strenge Grenz
begriff del' modern en Differentialrechnung durch die den Anwendungen 
entstammende Auffassung del' Differentiale als sehr kleiner, aber nicht 
geradezu verschwindender GroBen beeintrachtigt ist. -

Soviel iiber das Riemann-Helmholtzsche Raumproblem. Ich 
habe mich dabei absichtlich. entsprechend der Begrenzung, welche in 
dies em Berichte festgehalten werden soIl, auf den Fall del' dreidimen
sionalen Mannigfaltigkeit beschrankt; die Entwickelungen von Riemann, 
Helmholtz und Lie selbst beziehen sich zum Teil auf eine beliebige 
Dimensionenzahl. 1m iibrigen wiederhole ich, was ich schon oben an
deutete, daB namlich die bloBe Mitteilung der Lieschen Resultate kein 
Aquivalent fUr die iiberzeugende Kraft del' Lieschen Darstellung sein kann; 
um letztere zu wiirdigen, muB del' Leser durchaus das Original selbst 
nachsehen. Ich gebe hier noch eine kurze Zusammenstellung weiterer 
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Bemerkungen zur Grundlegung der Geometrie, die in dem Lieschen Werke 
eingestreut sind. In Abteilung IV untersucht Lie u. a. diejenigen Grup.;. 
pen des R", welche eine quadratische Gleichung zwischen den Differentialen 

der Koordinaten: .l) ~kdxidxk = 0 invariant lassen, wodurch er AnschluB 

an Riemanns urspriingliche Entwickelungen nimmt. Auf S. 524 (Ab
teilung V) kommt er beilaufig auf die Grundlegung der projektiven Geo
metrie zu sprechen und bemerkt, daB man die zugehOrige Gruppe, d. h. 
die Gruppe der Kollineationen des Rn , einfach durch die Angabe charak
terisieren kann, sie sei eine endliche kontinuierliche Gruppe von Punkt
transformation en , bei welcher n + 2 Punkte keine Invariante haben. 
Endlich kommt hier aus Abteilung III die Bestimmung aller kontinuier
lichen Untergruppen der projektiven Gruppe des Raumes von drei Dimen
sionen in Betracht. Man nehme an, daB man von der sechsfach unend
lichen Bew.egungsgruppe des genannten Raumes bereits wisse, daB sie aus 
lauter Kollineationen bestehe. Dann fiihrt die von Lie gegebene Tabelle 
aller Untergruppen mit einem Schlage zu den obengenannten drei Mog
lichkeiten zuriick, die sich nun in heute wohlbekannter Weise in die 
Cayleysche MaBbestimmung einordnen, bei welcher eine Flache zweiten 
Grades fundamental ist. 

Ich kniipfe nun,mehr erueut an dasjenige an, was oben iiber die Not
wendigkeit und Bedeutung der Axiome gesagt wurde. Unsere bisherigen 
Entwicklungen bezogen sich, wie wir ausdriicklich angaben, immer nur 
auf ein begrenztes Stiick unserer Mannigfaltigkeit; es ist durchaus logisch. 
daB wir nun £ragen, welche Verhii.ltnisse eintreten mogen, wenn wir dieses 
Stiick unbegrenzt erweitern. Die natiirliche Festsetzung wird sein, daJ3; 
sich der Raum in der Umgebung jeder seiner (durch endliche Bewegung 
zuganglichen) Stellen genau ebenso verhalten solI, wie in dem bisher unter
suchten begrenzten Stiick. Damit ist ersichtlich nicht ausgeschlossen, daB 
der Raum (bzw. die Mannigfaltigkeit, die wir hier abkiirzend als Raum 
bezeichnen) verschiedentlich in sich zuriicklauft, daB er hOheren "Zusammen
hang" besitzt. Die Frage wird geradezu sein, welche Zusammenhangsver
hiiltnisse des Raumes mit den verschiedenen Bogenelementen konstanter 
Krummung vertriiglich sein mogen. Diese Frage will mir genau ebenso 
wichtig erscheinen, wie irgendeine andere Frage aufaxiomatischem 
Gebiete. Um so merkwiirdiger ist es, daB dieselbe bieher nur wenig be
achtet wurde. 

Clifford hatte 1873 beilaufig auf eine in sich zuriicklaufende Flache 
des von mir so genannten elliptischen Raumes (des "einfachen" Raumes 
konstanter positiver Kriimmung) aufmerksam gemacht, welche iiberall das 
Kriimmungsma/3 Null besitzt, aber trotzdem nur endlichen Flacheninhalt hat. 
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Hieran ankniipfend entwickelte ich im Bande 37 der Math. Annalen (1890) 
[Abh. XXI dieser Ausgabe] die allgemeine Fragestellung und die Grundlinien 
der Theorie; die Untersuchungen sind dann bald hernach von Herrn Killing 
aufgenommen worden (Math. Annalen, Bd. 39, 1891, sowie Abschnitt 4 
in dem 1893 erschienenen ersten Bande des Lehrbuchs "Einfiihrung in die 
Grundlagen der Geometrie"); es ist mir aber nicht bekannt, daB irgend 
jemand sonst seitdem auf diesen Gegenstand eingegangen ware. Und doch 
sind die Resultate sehr merkwurdig. Es ergibt sich, daB wir je nach dem 
Werte des KriimmungsmaBes eine Reihe unterschiedener Moglichkeiten 
erhalten, also eine Serie topologisch unterschiedener Raumformen mit 
Euklidi&cher, Lobatschewskyscher, Riemannscher Geometrie im begrenzten 
(einfach zusammenhangenden) Raumstuck. Wir haben do. erstlich selbst
verstandlicherweise die drei Stammtypen, die sich in unmittelbarer An
lehnung an Cayleys projektive MaBbestimmung ergeben, den parabolischen, 
hyperbolischen und elliptischen Raum nach der von mir in Math. Anna.len, 
Bd.4 (1871) [Abh. XVI dieser Ausgabe] eingefiihrten Ausdrucksweise. Weitere 
Typen ergeben sich, wenn wir innerhalb eines jeden dieser Riiume solche di8-
kontinuierliche Bewegungsgruppen aufsuchen, die keine im Endlichen gelegene 
Rotations- oder Schraubenachsen aufweisen: die Diskontinuitatsbereiche dieser 
Gruppen brauchen nur als geschlossene Mannigfaltigkeiten aufgefaBt zu werden, 
um ebenso viele Beispiele der von uns gewollten Raumformen abzugeben. 
Es ist hier nicht der Ort, dies naher auszufiihren. Ich will nur bemerken, 
daB die Aufzahlung der genannten Gruppen im hyperbolischen FaIle (im 
FaIle des negativen KrummungsmaBes) unmittelbar mit der von Poincare 
und mir gegebenen Theorie der diskontinuierlichen Gruppen linearer Sub
stitutionen einer komplexen Veranderlichen zusammenhiingt und daB letztere 
Theorie von Herrn Fricke neuerdings wesentlich weiterentwickelt und 
unter meiner Mitwirkung zur zusammenhangenden Darstellung gebracht 
worden ist 6). Aber dies ist nicht alles. Es rubriziert hier auch (im FaIle 
positiven Krummungsma.6es) die Gegenuberstellung des einfachen ellipti
schen und des spharischen Raumes, in welchem sich zwei geodiitische 
Linien immer in zwei Punkten schneiden. Herr Killing hat zuerst den 
Satz aufgestellt, da.6 der sphiirische Raum neb en den Stammtypen (wie 
ich sie oben nannte) der einzige ist, der als Ganzes frei in sich bewegt 
werden kann. - Es wird interessant sein, zu untersuchen, wie die Axiome 
der Geometrie (NB. hier immer noch unter Zugrundelegung der Hypothesen 
von der Zahlenmannigfaltigkeit und Differentiierbarkeit) gefaBt werden 
mussen. um von vornherein auf eine bestimmte dieser unendlich vielen 
verschiedenen Raumformen zu kommen. Fur die Untergruppen, die sich 

6) Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen. Von R. Fricke 
und F. Klein. Bd. 1. Leipzig, Teubner 1897. 
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aus den Diskontinuitatsbereichen der Bewegungsgruppen ergeben, gilt, daB 
die freie Beweglichkeit der Figuren nur so lange besteht, als die Dimen
sionen der Figuren eine gewisse GroBe nicht tiberschreiten. Das Axiom 
von der Geraden (demzufolge zwei gerade Linien sich nur in einem Punkte 
schneiden konnen) erleidet die wesentlichsten Modifikationen; gibt es doch 
jetzt gerade Linien, welche sich in unendlich vielen Punkten treffen. Hier
durch wird die Beziehung zwischen den Punkten einer Geraden und den 
Strahl en eines perspektiven Btischels (sofern man eben den Raum als 
Ganzes nehmen will) unter Umstanden ganz entstellt. Vollends aber ent
steht Verwirrung in der Theorie der Parallellinien. Es ist so bequem zu 
sagen, daB sich verschwindendes, negatives und positives Krtimmungs
maB dadurch unterscheiden, daB durch einen Punkt auBerhalb einer 
Geraden zu dieser Geraden 1, 2 und 0 Parallelen moglich sind. Jetzt 
haben wir Raume von verschwindendem und negativem Krtimmungs
maBe, welche nur endlich ausgedehnt sind; wie will man in ihnen Pa
rallele definieren? In alledem liegt nattirlich mehr eine formale als eine 
wirkliche Schwierigkeit (insofern die Erzeugung aller unserer Raumformen 
ganz klar ist); ich fiihre es nur an, um zur Untersuchung der neuen 
Raumformen anzureizen. 

Ich werde nunmehr die Annahme der Zahlenmannigfaltigkeit (und 
der Differentiierbarkeit) verlassen und iiber die eigentlichen geometrischen 
Grundlagen der Theorie einiges sagen. Dabei will ich wieder nur solche 
Punkte bertihren, welche in den letzten Jahren besonders hervorgetreten 
sind oder auf die ich die Aufmerksamkeit des Lesers besonders hinlenken 
mochte. Als Haupteinteilungsprinzip bietet sich wieder der Gegensatz von 
metrischer und projekti?:er Geometrie. Letztere ist dabei nattirlich wieder 
nicht so zu verstehen, als ob sie die metrischen Fragen von der Betrach
tung schlechtweg ausschlosse; sie schiebt dieselben nur zuriick, um sie erst 
aufzunehmen, nachdem die einfacheren projektiven Beziehungen entwickelt 
sind. Diese Zweiteilung wird dabei nicht als eine willktirliche oder nur 
durch die Natur der mathematischen Methoden indizierte anzusehen sein, 
sondern als eine soIche, die dem tatsachlichen Zustandekommen unserer 
Raumanschauung entspricht, bei dem sich ja in der Tat mechanische Er
fahrungen (betr. die Bewegung starrer Korper) mit Erfahrungen des Seh
raumes (betr. die verschiedenartige Projektion angeschauter Gegenstande) 
kombinieren. 

Die elementaren Grundlagen der metrischen Geometrie haben in den 
letzten J ahren wohl kaum eine N eubearbeitung gefunden, die hier zu 
nennen ware. Interessant sind die Entwicklungen des Herrn Lindemann 
in dem 1891 erschienenen zweiten Bande von Clebschs Vorlesungen tiber 
Geometrie, der die Axiome, welche bei E u k lid selbst auftreten, mit den 



XXII. Gutachten zur ersten Verteilung des Lobatschewsky-Preises. 395 

modernen Betrachtungen tiber die Beweglichkeit der starren Korper in 
Vergleich bringt. 

Etwas ausftihrlicher mochte ich mich tiber die Einfuhrung der Zahlen 
in die metrische Geometrie auBern. Der wesentliche Schritt ist, wie schon 
oben hervorgehoben wurde, daB wir den Punkten irgendwelcher gegebenen 
Kurve, sagen wir der Einfachheit halber einer geraden Linie, die Zahlen 
des eindimensionalen Kontinuums zuordnen. Wir werden damit beginnen, 
daB wir Uns auf einer gezeichnet vorliegenden oder sonstwie materiell ge
gebenen geraden Linie tatsachlich eine Skala aquidistanter Punkte (einen 
MaBstab) konstruieren. Die Teile dieser Skala werden wir dann weiter 
unterabteilen, soweit dies praktisch ausfiihrbar erscheint. Wir kommen so 
zu dem Resultate, daB innerhalb der empirischen Anschauung, d. h. soweit 
die Genauigkeit derselben reicht, tatsachlich jedem Punkte der geraden 
Linie eine hestimmte Zahl und jeder Zahl ein bestimmter Punkt zugeordnet 
werden kann. Und nun machen wir den charakteristischen Schritt tiber 
die empirische Anschauung hinaus zum Axiom: wir postulieren, dafJ das 
Entsprechen zwischen Punkt und Zahl nicht nur innerhalb der empiri-
8chen Genauigkeit, sondern im absoluten Sinne statthaben soll'). Es wird 
sich diese Forderung des genaueren in drei Stticke zerlegen lassen. Wir 
ziehen erstlich nur rationale Zahlen in Betracht und verlangen, daB jeder 
rationalen Zahl ein Punkt der geraden Linie entsprechen soll. Schon 
dieses erscheint mir durchaus axiomatisch, denn rationale Zahlen mit hin
reichend groBem N enner konnen auf unserer Skala empirisch nicht mehr 
nachgewiesen werden. Wir wenden uns zweitens zu den irrationalen Zahlen 
(die wir mit Dedekind oder G. Cantor oder WeierstraB als Grenzen 
rationaler Zahlen definieren). Wieder haben wir ausdrticklich zu postu
lieren, daB jeder solchen irrational en Zahl ein Punkt unserer Geraden 
entsprechen soll (vgl. G. Cantor im fiinften Bande der Math. Annalen, 
1872). Drittens endlich ·ist zu verlangen, daB jedem Punkte unserer Ge
raden nun auch eine bestimmte Zahl zugewiesen sein soIl. Es wird dies 
der Fall sein, sobald es kein noch so kleines Segment unserer geraden 
Linie gibt, in welches wir bei fortgesetzter Unterabteilung unserer Skala 
nicht ein~ringen konnen. Insofern deckt sich diese dritte Forderung mit 
dem [mehr projektiv gefaBtenJ sogenannten Axiom des Archimedes. Diese 
drei Axiome zusammen - ich werde sie kurz die Stetigkeitsaxiome 
nennen - sind die eigentliche Grundlage unserer gewohnlichen analytischen 
Geometrie. Man wird fragen konnen, ob diese Axiome notwendig sind, 
ob man dieselben nicht irgendwie modifizieren kann. In diesem Zusammen-

') Es ist interessant, hier die Erliiuterungen zu vergleichen, welche Mac h auf 
S.71-77 seines neuen Buches liber die Prinzipien der Wiirmelehre (Leipzig, 1896) 
betreffs der physikalischen Bedeutung des Zahlenkontinuums gibt. 
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hange habe ich zunachst die Tendenz zu nennen, welche in dem groJ3en 
Buche von Veronese R) ihre ausflihrlichste Bearbeitung gefunden hat, nam
lich, das Axiom des Archimedes fallen zu lassen und neben den genannten 
(rationalen und irrationalen) Zahlen auf der geraden Linie noch andere 
Zahlen einzufiihren, die durch Addition von "aktual unendlich kleinen 
Zahlen" zu den gewohnlichen "endlichen" Zahlen entstehen. lch betrachte 
es hier nicht als meine Aufgabe, zu den verschiedenen Einwendungen 
Stellung zu nehmen, welche gegen die Veroneseschen Entwicklungen er
hoben worden sind; ich will nur beilaufig bemerken, daB greifbare geo
metrische Resultate als Folge des erwahnten Ansatzes bisher noch ~icht 
gewonnen sein diirften. Umgekehrt tritt bei anderen Forschern neuer
dings vielfach die Tendenz hervor, nur die rationalen Punkte als wirkliche 
Punkte gelten zu lassen. Es liegt hier eine merkwiirdige Umkehr des 
wissenschaftlichen Gedankens vor. Denn die irrationalen Zahlen sind in 
die Arithmetik iiberhaupt erst eingefiihrt worden, um der geometrischen 
Kontinuitat gerecht zu werden, an deren Vorhandensein man nicht zweifelte; 
also nicht die Arithmetik, sondern die Geometrie hat den ersten Anst06 
zu ihrer Inbetrachtnahme gegeben. 

Die hiermit gegebenen Erorterungen iiber die Einfiihrnng der Zahlen 
gingen von dem Umstande aus, daB die empirische Messung eine Grenze 
nach unten hin hat, jenseits deren sie versagt. Genau so diirfte bei der 
Heranziehung der topologisch unterschiedenen Raumformen, von denen wir 
oben nur erst in abstraktem Sinne handelten, hier, wo die Geometrie des 
tatsachlich gegebenen Raumes in Betracht kommt, keine Willkiir, sondern 
nur eine innere Konsequenz vorliegen. Unsere empirische Messung hat 
ebensowohl eine Grenze nach oben hin, welche durch die Dimensionen der 
uns zuganglichen oder sonst in unsere Beobaehtung fallenden Gegenstande 
gegeben ist. Was wissen wir iiber die VerhaItnisse des Raumes im Un
me6bar-GroBen? Von vornherein zweifellos gar niehts; wir sind durehaus 
darauf angewiesen, Postulate aufzustellen. leh betraehte also aIle die 
topologiseh untersehiedenen Raumformen als mit der Erfahrung gleieh ver
traglieh. DaB wir bei unseren theoretisehen Oberlegungen einzelne dieser 
Raumformen bevorzugen (namlieh die Stammtypen, also die eigentliehe 
parabolisehe, hyperbolisehe und elliptisehe Geometrie), um sehliel3lieh die 
parabolisehe Geometrie, d. h. die gewohnliehe Euklidisehe Geometrie end
giiltig anzunehmen, gesehieht einzig naeh dem Grundsatze der Okonomie. 

Indem ieh mieh jetzt zur projektiven Geometrie wende, wiinsehe ich 
zunachst einiges iiber ihre von allem Messen unabhangige Begriindung zu 

8) Grundlagen der Geometrie von mehreren Dimensionen und mehreren Arten 
geradliniger Einheiten (iibersetzt von Schepp), Leipzig 1894. Das italienische Original 
erRchien 1891, Padova. 
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sagen. Dieselbe beruht bekanntlich auf dem Ineinanderliegen der Punkte, 
Geraden und Ebenen des Raumes, wie dies zuerst v. Staudt in seiner 
Geometrie der Lage 1847 entwickelt hat. Ich selbst habe dann in Bd.4 
und 6 der Math. Annalen (1871-72) [Abh. XVI und XVIII dieser AusgabeJ 
gezeigt, da/3 diese Dberlegungen, trotzdem v. Staudt es anders darsteIlt, tat
sachlich yom Parallelenaxiom unabhangig sind. Es beruht dies auf dem Um
stan de, da/3 man sich auf solche Konstruktionen beschranken kann, die iiber 
ein vorgegebenes begrenztes Raumstiick nicht hinausfiihren (wobei dann aIle 
Punkte, welche die gewohuliche projektive Geometrie au/3erhalb dieses Raum
stiicks voraussetzt, nur als sogenannte ideale Punkte zur Geltung kommen). 
In besonders knapper und durchsichtiger Weise ist dies neuerdings (1891) 
von Herrn Schur im 39. Bande der Math. Annalen dargelegt worden. 
Vor allen Dingen aber mu/3 ioh hier auf die systematische Ableitung der 
ganzen Theorie aufmerksam machen, welche Herr Pasch in seinen Vor
lesungen iiber neuere Geometrie (Leipzig 1882) gegeben hat. Das Buch 
von Pas c h ist urn so bemerkenswerter, als er mit seinen streng logisch 
gegliederten Entwicklungen iiberall ausdriicklich an die empirisch gegebene 
Raumanschauung ankniipft, so da/3 diejenige Auffassung der Geometrie, 
welche im vorliegenden Berichte vertreten wird, hier im Zusammenhange 
zur konsequenten Darstellung gelangt. Die Axiome der ab8trakten pro
jektiven Geometrie sind im Anschlusse an Pasch in den letzten Jahren 
von verschiedenen italienischen Geometern weiter zergliedert worden. Eine 
eigenartige Darstellung fanden dieselben in dem bereits genannten Buche 
von Veronese: der Verfasser formuliert seine Voraussetzungen so allgemein, 
da/3 er beim Dbergange zur metrischen Geometrie neben dem einfachen 
elliptischen Raume von vornherein den spharischen Raum mit erhalt. Die 
Abstraktheit ist hier auf die Spitze getrieben, indem die Betrachtung 
immer mit den allgemeinsten Dberlegungen anhebt; ich finde es au/3erst 
schwer, dem Gedankengange des Verfassers auch nur ein Stiick weit zu 
folgen. 

Zweitens wiinsche ich iiber die Einfuhrung der Zahlen in die pro
jektive Geometrie hier einiges zu sagen. Der Proze/3 ist meines Erachtens 
im Prinzip genau derselbe wie im Falle der metrischen Geometrie, da/3 
man namlich zuerst eine Skala auf gegebener gerader Linie empirisch 
konstruiert, diese so weit als moglich unterabteilt und schliel3lich eben die
jenigen Stetigkeitsaxiome einfiihrt, von denen oben die Rede war. Der 
3u/3ere Unterschied besteht natiirlich, da/3 man jetzt von drei Punkten der 
Geraden ausgehen mu/3, denen man (willkiirlich) die Zahlen 0, 1, 00 zu
weist, - wahrend die metrische Skala mit zwei beliebigen Punkten be
ginnt, welche ° lind 1 genannt werden. Dies hat aber mit der Plau8i
bilitat der Stetigkeitsaxiome, wie ich es nennen mochte, gar nichts zu tun; 
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es genugt, sich wirklich einmal eine projektive Skala ~ empirisch) zu kon
struieren, um zu sehen, daB die Teilpunkte fUr das beobachtende Auge 
bald so eng zusammenrucken, daB sie nicht mehr unterschieden werden 
konnen g). Ich habe daher auch nie verstehen konnen, weshalb Pasch in 
seinem Buche, in dem er ubrigens die projektive EinfUhrung der Zahlen 
vollstandig zur Durchfiihrung bringt, vor EinfUhrung der Stetigkeitsaxiome 
einen Abschnitt iiber Kongruenz der Figuren einschaltet und die genannten 
Axiome dann an die metrische Skala anschlieBt; man vergleiche hierzu 
die Erlauterungen, welche Herr Pasch spater (1887) im 30. Bande der
Math. Annalen iiber dies en Punkt gegeben hat. Die Herren Lindemann 
und Killing haben sich denn auch in ihren bereits genannten Lehrbiichern 
diesem Verfahren nicht angeschlossen. Dbrigens soIl nicht unerwiihnt 
bleiben, daB der erste, welcher die projektive EinfUhrung der Zahlen auf 
der geraden Linie in streng logisch gegliederter Weise zur Darstellung ge
bracht hat, de Paolis gewesen ist (Memorie della Accademia dei Lincei, 
ser. 3, vol. 9, 1880-81). 

Die so skizzierten Bemerkungen iiber die EinfUhrung der Zahlen in 
die projektive Geometrie bediirfen natiirlich, um mit dem Fruheren in 
Dbereinstimmung zu sein, der bestimmten Einschrankung, daB aIle in Be
tracht kommenden Konstruktionen und Dberlegungen zunachst nur im 
begrenzten Raumstiick angestellt werden solI en. Dann ist die Bahn frei, 
um beim Dbergang zur Metrik eine der drei moglichen MaBbestimmungen 
nach Belieben aufzustellen und iiberhaupt fUr den unbegrenzten Raum 
hinterher aIle die topologischen Moglichkeiten zu diskutieren, die wir oben 
genauer bezeichneten. 

Nun noch ein paur lose Ausfiihrungen, die mit diesen projektiven 
Theorien in Verbindung stehen. 

Die Herren Minkowski und Hilbert haben der Frage der mit der 
projektiven Geometrie vertraglichen metrischen Geometrie letzthin eine 
sehr merkwiirdige Wendung gegeben. Es seien x, y, z gewohnliche Parallel
koordinaten. Minkowski ersetzt dann (vgl. seine Geometrie der Zahlen, 
Heft 1, Leipzig 1896) den ublichen Ausdruck fUr den Abstand zweier Punkte 
x, y, z und xo, Yo' Zo durch irgendeine homogene Funktion ersten Grades 
der beigesetzten Differenzen: 

Q (x - xo' y - Yo' z - zo), 

welche, gleich Konstans gesetzt, in x, y, z als laufenden Koordinaten eine 
nirgends konkave Flache darstellt. Es gilt dann immer noch der Satz. 
(wie Minkowski nachweist), daB die gerade Linie die kurzeste Linie 

9) In der Tat ist ja auch die gewohnliche metrische Skala der Euklidischen 
Geometrie direkt ein Spezialfall der projektiven Skala. 
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zwischen zwei belie big en ihrer Punkte ist. B'ewegungen des Raumes aber 
gibt es, aUgemein zu reden, nicht mehr, abgesehen von den dreifach un
endlich vielen Parallelverschiebungen. Man mull die Entwicklungen von 
Minkowski selbst nachlesen, urn zu sehen, dall dieser allgemeine Ansatz 
zu sehr bemerkenswerten geometrischen Folgerungen hinftihrt. Herr Hi I bert 
hat die Frage umgekehrt, indem er verlangt, die allgemeinste Mallbestim
mung anzugeben, bei welcher die gerade Linie uneingeschrankt ktirzeste 
Linie ist. Er findet, dall man diese Mallbestimmung aus den Doppelver
haltnissen der projektiven Geometrie erhiilt, wenn man statt der Flache 
zweiten Grades, welche 0 a y ley benutzt, irgendeine nirgends konkave ge
schlossene Flache als Fundamentalflache zugrunde legt. Minkowskis 
MaBbestimmung ist hiervon ein Grenzfall. 1m allgemeinen gibt es bei 
Hil bert tiberhaupt keine Bewegungen. 

Eine andere Frage, welche allgemein interessieren muB, ist, welche 
Stellung Helmholtz zur projektiven Begrtindung der Nicht-Euklidisehen 
Geometrie eingenommen hat. Das typisehe projektive Denken (im Sinne 
v. Staudts) hat Helmholtz vermutlich ganz fern gelegen. Man mull 
sieh vergegenwartigen, dall man in jenen Jahren, in welche Helmholtz' 
eigentIiehe mathematische Produktivitat falIt, die projektive Geometrie 
noeh durchgangig als eine Spezialitat betrachtete; die Dberzeugung von 
ihrer grundlegenden Bedeutung fUr aIle geometrische Spekulation war noch 
keineswegs allgemein durchgedrungen. Es kann auch sein, dall Helm
holtz nach seiner naturwissenschaftlichen Gewohnung, die Dinge immer 
in concreto zu sehen, der bei der projektiven Geometrie zugrunde liegen
den Abstraktion von vornherein abgeneigt war. In der Einleitung zu 
seiner Gottinger Note (1868) weist er eine Begrtindung der Geometrie, 
welche die Eigenschaften des Sehraumes voranstellt, geradezu zurtick, "weil 
doch auch der Blinde richtige Raumvorstellungen gewinnen konne". Hier
mit kontrastiert nun in interessanter Weise, dall He I mho I t z durch seine 
ausgedehnten optischen Untersuchungen von selbst immerzu veranlaBt ist, 
projektive Fragen in Betracht zu ziehen, die er bald mit selbstgeschaf
fen en Hilfsmitteln lost, bald aber auch nur mit aIlgemeinem Rasonne
ment behandelt. 

Was insbesondere die projektive Erfassung der Lo batschewskyschen 
bzw. Riemannschen Geometrie angeht, so find en sich die ausftihrlichsten 
Aullerungen in dieser Richtung in seinem popuIaren Vortrage tiber "Ur
sprung und Bedeutung der geometrischen Axiome", der im dritten Hefte 
der beztiglichen Sammlung (Braunschweig, 1876) abgedruckt ist. Fur den 
Raum konstanter negativer Krummung benutzt er dort in der Tat mit 
Vorliebe Bel tramis "Sphiirisches Abbild" (1868) (bei welehem der ge
nannte Raum nach seiner ganzen Erstreckung in das Innere einer Kugel 
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des Euklidischen Raumes ahgebildet wird, und zwar derart, daB seinen 
geraden Linien die geraden Linien des Euklidischen Raumes entsprechen). 
Bei dieser Abbildung verwandelt sich bekanntlich Lobatschewskys Geo
metrie in diejenige Oayleysche Mal3bestimmung, welche die begrenzende 
Kugel als absolute Fliiche benutzt; der Unterschied ist nur, dal3 im An
schlul3 an Oayley zum Fundament wird, was bei Beltrami ein blo.l3es 
Mittel der Veranschaulichung ist, womit zusammenhangt, dal3 nicht schon 
Bel t ram i zur Erfassung einer proj ektiven Begriindung der Nicht-Euklidischen 
Geometrie ge langt ist. Von 0 a y ley. und den sich anschliel3enden Ent
wicklungen ist nun bei Helmholtz nirgends die Rede; er hat, wie es 
scheint, davon nie Notiz genommen. Trotzdem erfal3t er das "kugelformige 
Abbild" als etwas Wesentliches; er sucht sich den Eindruck klarzumachen, 
den ein Beobachter gewinnen miil3te, der, mit Euklidischem Augenma.l3e 
ausgestattet, die Nicht-Euklidischen Bewegungen starrer Korper innerhalb 
des genannten Abbildes betrachten wiirde. Diese Bewegungen erweisen 
sich dabei natiirlich als Kollineationen, welche die fundamentale Kugel 
festlassen; die Kugel ist wie eine undurchdringliche, oder richtiger gesagt: 
unerreichbare Wand, an welche die Bewegungen zwar beliebig nahe heran
bringen, welche man aber nie wirklich beriihrt. Helmhol tz versucht es, 
diese Sache zu veranschaulichen, ohne von dem Worte "Kollineation" 
Gebrauch zu machen. Zu dem Zweck konstruiert er eine Analogie; er 
fingiert einen Beobachter, der, mit Euklidischem Augenmal3 ausgestattet, 
den Euklidischen Raum und die in diesem stattfindenden Bewegungen 
durch eine Konkavlinse betrachtet. Die Sache ist dann in projektiver Aus
drucksweise folgende: der Euklidische Raum unterliegt vermoge der an 
der Linse stattfindenden Strahlenbrechung einer bestimmten Kollineation 
(einer "Reliefperspektive"), vermoge deren die unendlich ferne Ebene auf 
den Beobachter zu ins Endliche geriickt erscheint; es ist also in der Tat 
dieser Vergleichspunkt vorhanden, daB das Gesichtsfeld nach vornehin 
durch eine Wand wie abgeschlossen erscheint. Darum bleibt aber doch, 
wie man leicht bemerkt, ein wesentlicher Unterschied bestehen. Die in 
Rede stehende Wand ist eben kein Stiick einer Kugelflache, sondern eine 
richtige Ebene, und in Dbereinstimmung hiermit ist die abgeanderte Ma.l3-
bestimmung, welche unser Beobachter wahrnimmt, nach wie vor eine 
Euklidische, d. h. eine parabolische Mal3bestimmung, welche einen in der 
ebenen Wand gelegenen imaginaren Kegelschnitt als fundamentales Gebilde 
benutzt. - N och interessanter gewissermal3en (als eine Mischung von 
wahr und falsch) ist, was Helmholtz iiber den Fall des positiven Kriim
mungsmal3es sagt. Er stattet zunachst den eben eingeiiihrten Beobachter 
mit einer Konvexbrille aus, was allerdings weniger gut pal3t, weil dadurch 
die in Rede stehende Wand (die Fluchtebene der Reliefperspektive) nicht 
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weggeschafft wird, wie es eigentlich der Fall sein soUte, sondern nur 
hinter den Beobachter gelegt wird. Dann wieder bemerkt er mit iiber
raschender Deutlichkeit, daB der Hintergrund des Gesichtsfeldes im FaIle 
positiven KriimmungsmaBes durch den eigenen Hinterkopf des Beobachters 
gegeben sein wiirde. Man kann die Verhaltnisse, wie sie sich im (ein
fachen) elliptischen Raume gestalten, nicht iiberzeugender schildern, als 
durch diese Angabe geschieht. Die Sache stimmt allerdings auch im 
spharischen Raume, aber doch nur in komplizierter Weise, indem namlich 
die Visierlinien, welche yom Auge des Beo bachters ausgehen, ehe sie er
neut, von hint en kommend, sich im Ausgangspunkte kreuzen, vorher aIle 
im spharischen Gegenpunkte des Beobachters zusammentreffen: das ist 
eine so wesentliche Sache, daB ein Naturforscher, der den Hergang schil
dert, sie unmoglich unerwahnt lassen kann. Helmholtz ist aber trotz
dem nicht zur Erfassung des einfachen elliptischen Raumes durchgedrungen; 
vielmehr reproduziert er 1. c. weiterhin ungeandert den alten (aber falschen) 
Satz, daB sich im Raume positiver Krummung zwei geodatische Linien, wenn 
sie sich uberhaupt schneiden, notwendig in zwei Punkten schneiden mussen! 

Fassen wir zusammen, so werden wir sagen durfen, daB sich hier auf 
dem Gebiete der projektiven Geometrie ein ganz ahnliches Bild ergibt, 
wie bei den Untersuchungen iiber die Grundlagen der metrischen Geometrie, 
daB namlich Helmholtz hier wie allerwarts in genialer Weise die rich
tigen allgemeinen Gesichtspunkte erfaBt, daB aber die Einzelausfiihrung 
nur wenig befriedigt. Der groBe Namen von Helmholtz kann durch 
solche Bemerkungen nicht herabgemindert werden; die Wissenschaft aber 
hat Gewinn, wenn die historische Kritik versucht, auch in solchen auBer
.ardentlichen Fallen Licht und Schatten richtig zu verteilen. 

Gottingen, den 1. Oktober 1897. 

[Unniitig zu sagen, daB erst naeh AbsehluB des vorstehenden Beriehts die volle 
Entwieklung der modernen Axiomatik einsetzte; man vergleiehe, was diese weitere 
Entwicklung angeht, das Referat von Enriq ues in der Math. Enz., Bd. III, AB 1 
(1907) bzw. deren franziisisehen Ausgabe. 

leh selbst bin in meinen weiteren wissensehaftliehen Sehriften nur noeh einmal 
aufaxiomatisehe Fragen zuriiekgekommen, namlieh in Bd. 2 meiner autographierten 
Vorlesungen iiber Elementarmathematik vom hiiheren Standpunkt aus (Geometrie, 
1. Auf I. 1905, 2. Auf!. 1914), in der ieh eine Vbersieht iiber die elementarsten ~'ragen 
der Axiomatik gebe. Was insbesondere die Parallelentheorie angeht, gebe ieh dort in 
erster Linie eine Darstellung, die dem Axiomensystem von Meray entsprieht, indem 
ieh namlieh von vornherein die Existenz von 00 8 (unter sieh vertausehbaren) Trans
lationen voraussetze, womit natiirlieh die allgemeine projektive MaBbestimmung, und 
damit die eigentliehe Nieht-Euklidische Geometrie ausgeschlossen sind. Erst in zweiter 
Linie gehe ieh auf letztere ein. leh erwiihne die~e Einzelheit hier, urn hervortreten 
zu lassen, daB ich- mir hinsiehtlich Art und Aufeinanderfolge der Axiome je nach dem 
gerade vorliegenden Zweck aile Freiheit wahren miichte. - K. J 

K 1 e in, Gesammelte math. Abhandlungen. 1. 26 



XXIII. Zur Interpretation derkomplexen Elemente in 
der Geometrie. 

[Nachrichten von der Kg!. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 
vom 14. August 1872; Math. Annalen, Bd. 22.] 

Wenn bei qer analytischen Behandlung der Geometrie das Studium 
der algebraischen Gebilde notwendig zu der Einfiihrung komplexer Ele
mente hinleitet, so hat man lange Zeit dariiber gestritten, oh und m 
wie weit den komplexen Ele:rnenten eine rein geometrische Bedeutung bei
zulegen sei. Die mehr oder minder unbestimmten Prinzipien, wie sie von 
Poncelet, Chasles u. a. mit Bezug auf diese Frage formuliert wurden, 
konnten eine exakte Auffassung nicht befriedigen; sie erweisen sich nicht 
nur aIs unklar, sondern in vielen Fallen geradezu als ungeniigend. Auch 
die in neuerer Zeit so vieI£ach angewandte und gewiB hOchst fruchtbare 
Methode, die komplexen Gebilde als nur analytisch definiert anzusehen, 
von ihnen aber Dinge auszusagen, welche die geometrische Anschauung 
den reellen Gebilden beilegt, indem man darunter nur die auch fUr die 
komplexen Elemente bestehenden bez. analytischen Relationen versteht, 
kann nicht als die abschlieBende Behandlung des Gegenstandes erscheinen, 
obwohl sie in ihrer Richtung alles leistet. Denn wir wollen auch m der 
analytischen Geometrie uns nicht begniigen, geometrische Satze an der 
Hand iibrigens nicht gedeuteter analytischer Operationen als wahr zu er
kennen, sondern wir wollen den geometrischen Inhalt jeder einzelnen 
Operation verfolgen, so daB das Resultat als ein durch unsere raumliche 
Anschauung notwendig bedingtes mit BewuBtsein erkannt wird. In dieser 
Richtung liegt also bei den komplexen Elementen die Frage vor, ob man 
nicht den Satzen und Aufgaben, die sich analytisch auf komplexe Ele
mente beziehen, dadurch eine geometrische Bedeutung erteilen konne, da/3 
man sie auf reale Gebilde iibertragt, die zu den komplexen m einer 
wesentlichen Beziehung stehen. v. Staudts Verdienst is~ es 1), in semen 

') Vg!. hierzu die beiden neuen Aufsiitze: Stolz, Die geometrische Bedeutung 
der komplexen Elemente in der analytischen Geometrie. Math. Ann., Bd.4 (1871).
Au gu s t, Untersuchungen tiber das Imaginiire in der Geometrie. (Programm der 
Friedrichs-Realschule in Berlin 1872.) 
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Beitragen zur Geometrie der Lage die Frage in der so prazisierten Form 
aufgestellt und in einer nun noch naher zu beleuchtenden Art beantwortet 
zu haben. 

Jeder komplexe Punkt - und es mag hier nur von komplexen 
Punkten gehandelt werden - liegt mit seinen konjugierten auf einer 
reellen Geraden und gibt mit ihm zusammen das Paar Grundpunkte fUr 
eine reelle auf der Geraden befindliche Involution abo Diese Involution 
ist durch die beiden Punkte vollstandig bestimmt; es findet auch das 
U mgekehrte statt; sie kann daher die beiden komplexen Punkte geo
metrisch vertreten, insofern fur sie bestimmte Beziehungen gelten muss en, 
sob aId irgendwelche Beziehungen fUr die komplexen Punkte festgesetzt 
werden. Aber es entsteht die Schwierigkeit, zu sondern, was auf den 
einen oder den anderen komplexen Punkt sich bezieht. Um dies zu er
reichen - und das ist del' Kern seiner Methode - legt v. Staudt der 
geraden Linie, auf welcher sich die Involution befindet, einen bestimmten 
Sinn bei, in welchem sie durchlaufen werden soIl; die Involution vertritt 
den einen oder den anderen komplexen Punkt, je nachdem man den einen 
oder anderen Sinn auswahlt. 

Diese EinfUhrung und Unterscheidung des Sinnes scheint zunachst 
sehr willklirlich. Denn derselbe hangt mit der auf der Geraden befind
lichen Involution gar nicht zusammen, er gibt nur an, in welcher Reihen
folge wir die uberdies durch die Involution paarweise zusammengeordneten 
Punkte der Geraden unserer Aufmerksamkeit vorfUhren sollen. Und es 
ist gar nicht zu sehen, weshalb die Unterscheidung des Sinnes mit der 
Trennung' der beiden komplexen Punkte zusammenhangt. 

Demgegenuber sei es gestattet, hier eine andere Interpretation der 
komplexen Elemente vorzutragen, welche eine Einsicht in die aufgeworfenen 
Fragen gestattet, welche ubrigens die v. Staudtsche Interpretation 
umfaBt und nur als eine Weiterbildung derselben angesehen werden will. 

In ihrer allgemeinsten Form kann die fragliche Interpretation fol
gendermaBen dargelegt werden. Die beiden auf einer Geraden befindlichen 
komplexen Punkte 0, 0' konnen als Grundpunkte flir eine auf der Geraden 
zu treffende projektivische Maf3bestimmung betrachtet werden. Als Ent
fernung zweier Punkte a, b hat man dann den mit einer beliebig zu 
wahlenden Konstanten c multiplizierten Logarithmus eines der beiden 
Doppelverhiiltnisse zu betrachten, welches die Punkte a, b mit den Punk
ten 0, 0' bilden. Nachdem man uber c nach Belieben verfugt, ist die 
MaBbestimmung bis auf das Vorzeichen festgelegt, in dieser U nbestimmt
heit repriisentiert sie die beiden komplexen Punkte 0 und 0'. Ein Wechsel 
des Vorzeichens kann mit einer Vertauschung der beiden Punkte 0 und 0' 
in Zusammenhang gebracht werden. Denn bei einer solchen Vertauschung 

26* 
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geht das bez. Doppelverhaltnis in seinen reziproken Wert iiber, der Loga
rithmus des Doppelverhaltnisses andert sein Zeichen. lndem wir also der 
M afJbestimmung ein bestimmtes V orzeichen beilegen, sondern wir zwischen 
den beiden komplexen Punk ten , insofern Vorzeichenwechsel und Ver
tauschung der beiden Punkte einander entsprechen. 

Wir wollen jetzt von einem beliebigen Punkte a anfangend auf der 
gegebenen Geraden eine Skala mit Bezug auf die festgelegte Ma13bestim
mung aquidistanter Punkte konstruieren, welche in positivem Sinne fort
schreitet, in dem wir von a aus eine positive Strecke a wiederholt an
tragen. Die so entstehende und in bestimmtem Sinne durchlaufene Punkt
reihe vertritt die MaBbestimmung vollstandig, auch wenn sie sich nach 
n-maliger Wiederholung schlieBt, vorausgesetzt nur, daB n > 2. Sinkt n 
auf 2 herab, so hat die Reihe als solche keinen eigentiimlichen Sinn mehr; 
sie hat auch zu wenig Konstante, um die beiden komplexen Punkte zu 
definieren. - 1st aber n > 2, so konnen wir die Punktreihe, die dann 
eine sogenannte zyklisch projektivische Reihe von n Punkten ist 2 ), mit 
ihrem Sinne an Stelle der MaBbestimmung setzen; als Bild des einzelnlln 
komplexen Punktes dient dann also die in bestimmtem Sinne durch
laufene zyklisch projektivische Reihe. 

Statt der einen solchen Reihe mogen wir unendlich viele konstruieren. 
indem wir den Anfangspunkt a sich beliebig and ern lassen; wirmogen 
die unendlich vielen Reihen in der Weise aufeinander folgen lassen, wie 
es ihre Anfangspunkte entsprechend einer positiven Zunahme der Ent
fernung von a tun. 1st n, wie wir voraussetzten, > 2, so konnen alIe 
diese Punktreihen in bestimmter Aufeinanderfolge aus einer einzigen der
selben durch Konstruktion abgeleitet werden 3); die Einfiihrung der un
endlieh vielen Reihen hat nur den Zweck, daB sie den Wertbeurteilen 
laBt, den die einzelne Reihe zur Darstellung der komplexen Grundpunkte 
besitzt; sie ist eben eine unter einfach unendlieh vielen. 

1st aber n = 2, haben wir also mit Punktepaaren zu tun, die dann 
eine Involution bilden, so wird das gleiehzeitige Betrachten von minde
stens zwei Paaren notwendig, denen dann noch der Sinn, in welehem die 
Gerade durchlaufen werden soIl, besonders hinzugefiigt werden muD. Dann 
hat man eben die v. Staudtsche Interpretation. 

Nehmen wir aber, was am einfachsten scheint, n = 3. Man hat dann 

2) Eine solche wird auf einer beliebigen Geraden von den n Strahlen aus
geschnitten, die den Winkelraum um einen Punkt herum in n gleiche Teile teilen; 
man erhiilt dabei die allgemeinste zyklischprojektivische Reihe, jede einma!. 

a) Man erreicht dies am einfachsten, wenn man die erste Reihe durch n Strahlen 
eines Biischels bestimmt, die untereinander gleiche Winkel bilden; dreht man den 
Biischel um seinen Mittelpunkt, so schneiden die Strahlen aIle weiteren Pun'kt
reihen aus. 
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drei Punkte auf der Geraden, und zwar drei beliebige Punkte, da jedes 
System von drei Punkten zyklisch projektivisch ist. Die Grundpunkte des
selben werden durch die quadratische Kovariante ~ der durch die drei 
Punkte reprasentierten kubischen Form f vorgestellt. Drei Punkte sind 
auch gerade notwendig und hinreichend, um einen bestimmten Sinn auf 
den Geraden festzulegen. W ir repriisentieren also schliefJlich den kom
plexen Punkt durch drei beliebige in bestimmtem Sinne zu nehmende 
Punkte einer Geraden. - Der komplexe Punkt ist dann einer der beiden 
Punkte, die durch ~ = 0 vorgestellt werden. DaJ3 sich die Unterscheidung 
des Sinnes auf der Geraden mit der Unterscheidung derFaktoren von 6-
deckt, kommt darauf hinaus, da13 die Festsetzung des Sinnes der Adjunk
tion der Quadratwurzel aus der Diskriminante von f aquivalent ist, 
letztere ist aber zugleich im wesentlichen die Diskriminante von ~. 

Es mag hier nicht naher ausgefiihrt werden, wie sich die konstruk
tiven Aufgaben, welche man fiir komplexe Punkte stell en kann, unter 
Zugrundelegung dieser einfachsten Darstellung gestalten; dagegen mag noch 
kurz der Darstellung durch zyklisch projektivische Reihen von vier Punkten 
a, b, c, d gedacht werden. Dieselbe fallt namlich ihrem Wesen nach mit 
v. Staudts "harmonischer" Darstellung der zur Definition der komplexen 
Punkte dienenden Involution zusammen, und nur die Auf£assung ist hier 
etwas anders. Bei v. S tau d t hat man in den vier Punkten a, b, c, d 
zwei Paare der bez. Involution vor sich, namlich ac und bd, und man 
schreibt die Punkte nur in der Reihenfolge a, b, c, d, um zugleich den 
Sinn auf der Geraden zu fixieren. Hier dagegen gehen die Punkte a, b, 
c, d in ihrer Reihenfolge durch dieselbe Operation auseinander hervor, und 
der Sinn findet sich von selbst mitbestimmt. 



XXIV. Eine nbertragung des Pascalschen Satzes auf 
Raumgeometrie. 

[Sitzungsberichte der physikalisch-mediziniscben Sozietat zu Erlangen 
vom 10. November 1873 1); Math. Annalen, Bd. 22.] 

Man erhii.lt ein eigentiimliches Prinzip zur Dbertragung von Satzen 
der Ebene auf den Raum, wenn man die Riemannsche Repriisentation 
einer komplexen Variabeln auf der Kugelflii.che mit der prajektivischen 
Betrachtung der Gebilde zweiten Grades verbindet. Da.sselbe soll im fol
genden kurz bezeichnet und insbesondere auf den Pascalschen Satz an
gewendet werden. 

Hesse hat bekanntlich eine Methode gegeben (Borchardts Journal, 
Bd. 66 (1867)), um Satze der Ebene auf die gerade Linie, - algebraisch 
ausgedriickt, auf das Wertgebiet einer einzelnen, im Sinne der linearen In
variantentheorie betrachteten, Variabeln - zu iibertragen. Man lasse 
namlich jeder geraden Linie der Ebene das Punktepaar entsprechen, in 
welchem sie einen festen Kegelschnitt schneidet, und beziehe den Kegel
schnitt durch stereographische Projektion von irgendeinem seiner Punkte 
aus auf eine feste Gerade. Die Punktepaare der Geraden werden so die Bilder 
der Linien der Ebene, und die ebene Geometrie ist mit der Geometrie der 
Geraden in Verbindung gesetzt, wenn man in ersterer die Linien, auf letzterer 
die Punktepaare als Elemente betrachtet. 

Man reprasentiere nun weiter das Wertgebiet der Variabeln, deren 
reelle Werte aIle in auf der festen Geraden veranschaulicht waren, in R i e
manniiCher Weise auf einer Kugelflache, oder, was eine leicht verst and
liche Verallgemeinerung ist, auf einer nicht geradlinigen reellen Flache 
zweiten Grades 2). Der geraden Linie der urspriinglichen Ebene, mochte 
sie reell oder komplex sein, entspricht eindeutig ein reelles Punktepaar 
der Flache, und dieses Punktepaar ersetze man wieder durch seine Ver
bindungsgerade. So hat man schlieJ3lich eine Beziehung zwischen Ebene 
und Raum, vermoge deren jeder reellen oder komplexen Geraden der 
Ebene eine undim allgemeinen nur eine reeUe Gerade des Raumes ent-

1) Es ist dies diejenige Arbeit, auf welche Hr. Wedekind bei seiner DefiniMon 
des komplexen DoppelverhaItnisses von vier Punkten der Kugel Bezug nimmt, Bd. 9 
der Math. Annalen, S. 209 ff. (1875). 

~) Man erhii.lt diese Reprasentation, von der gewohnlichen Darstellung der kom
plexen Variabeln in der Ebene ausgehend, indem man die Ebene parallel zu der 
Tangentialebene der Flache in einem ihrer Nabelpunkte legt und durch stereogra
phischc Projektion von diesem Nabelpunkte aus Flache und Ebene aufeinander bezieht. 
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sprickt. Letztere ist in ikrer Lage dadurck besckrdnkt, dafJ sie gezwungen 
ist, eine nickt geradlinige reelle Flacke zweiten Grades zu treffen. 

Diese Beziehung hat namentlich folgende Eigentiimlichkeit: Zwei 
Gerade der Ebene, die mit den Tangenten, welche man durch ihren Durch· 
schittspunkt an den bei Herstellung der Beziehung benutzten festen Kegel· 
schnitt legen kann, ein reelles Doppelverhaltnis bilden, erhalten als Bilder 
zwei raumliche Gerade, die sich erstens sckneiden und iiberdies innerhalb 
des somit durch sie bestimmten Biischels mit den an die feste Flache ge· 
legten durch ihren Durchschuittspunkt gehenden Tangenten dasselbe reelle 
Doppelverhaltnis bilden. Insbesondere also: Linien der Ebene, die in 
bezug auf den festen Kegelschnitt konjugiert sind, werden wieder kon· 
jugierte, sich iiberdies schneidende, Raumgeraden zu Bildern haben. Oder, 
wie man sich ausdriicken kann, indem man den Kegelschuitt in der Ebene, 
die Flache imRaume nach Cayleys Vorgange als Fundamentalgebilde fiir 
eine projektivische MaBbestimmung betrachtet: Senkreckten Linien der 
Ebene entsprecken senkreckte, sick sckneidende Linien des Raumes. 

Um das hiermit geschilderte Dbertragungsprinzip auf den Pascal· 
schen Satz a.nzuwenden, mag man demselben folgende Form geben. Statt 
zu sagen, daB die drei Durchschnittspunkte der Gegenseiten eines in einen 
Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsseits in einer Geraden liegen, kann 
man sich dahin ausdriicken, daB die Polaren dieser drei Punkte, d. h. die 
drei Geraden, welche bez. zu den zusammengehOrigen Gegenseiten gleich. 
zeitig konjugiert sind, zu einer vierten Geraden konjugiert sind; oder end· 
lich, indem man nun den Kegelschnitt als Fundamentalgebilde einer pro· 
jektivischen·MaI3bestimmung wahlt: dafJ die gemeinsamen Perpendikel der 
Gegenseiten eines in das Fundamentalgebilde eingesckriebenen Secks
seits ein gemeinsames Perpendikel haben. 

Auf den Raum iibertragen, behalt der Satz voIlstandig seine Form; 
und das ist die Verallgemeinerung des Pascalschen Satzes, die hier ge· 
geben werden soIlte. Unter "Fundamentalgebilde" ist nur eine ovale 
FUiche zweiten Grades verstanden; das in sie eingeschriebene Sechsseit 
braucht nicht eben zu sein, sondern kann irgendwie angenommen werden; 
endlich erscheinen aIle Konstruktionen auf das Innere der Flache be
schrankt. WoIlte man diese Beschrankung aufheben, wollte man ferner, 
was nahe liegt, zu weiterer Verallgemeinerung an Stelle der nicht gerad
linigen reellen Flache zweiten Grades eine beliebige Flache zweiten Grades 
setzen, so wiirde zunachst eine gewisse Unbestimmtheit zu beseitigen sein, 
die daraus entsteht, daB die Konstruktion des gemeinsamen Perpendikels 
zweier Raumgeraden in Cay ley s Geometrie eine zweideutige ist und nur 
durch Beschrankung auf das Innere der nicht geradlinig vorausgesetzten 
reellen Flache zu einer eindeutigen gemacht wird. 
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[Die Figur, welche aus zwei die (x+iy) Kugel schneidenden Raumgeraden und 
ihrem zugehorigen, innerhalb der Kugel verlaufenden Perpendikel besteht, scheint in 
vielfacher Hinsicht besondnrs interessant. lch hatte in einer Vorlesung von 1890-91 
AnlaB, hierauf ausfiihrlicher hinzuweisen, und im AnschluB daran hat damals Herr 
Fr. Schilling ein Resultat gefunden (s. Gottinger Nachrichten 1901, bez. Math. 
Annalen, Bd. 39), welches ich seiner besonderen Schonheit wegen hier gem erwii.hne: 

Man nehme irgend drei die (x + iy) -Kugel schneidende Gerade a, b, c und die drei 
in unserem Sinne zugehorigen Perpendikel, welche in geeigneter Reihenfolge IX, fJ, r 
heiBen soIl en. Die Beziehung zwischen den a, b, c und den IX, fJ, r ist ersiohtlich eine 
gegenseitige. Man definiere nun Winkel und Entfernung hinsichtlich der ~x+iy)
Kugel als Logaritbmen der in Betracht kommenden Doppelverhaltnisse, multipliziert 
mit '/2' Die Ebenen, welche man durch a und bez. p, r legen kann, mugen danach 
den Winkel Z' einschlieBen, ebenso die Strecke, welche auf a durch p, r ausgeschnitten 
wird, die Lange U" besitzen. Die entsprechende Bedeutung Bollen m', m", bez. n', n" 
fUr b,c haben. Analog definiere man bei den Geraden ex,P,r die Winkel l,ft',,,' 
und die Strecken H", itt", i,,". Man setze endlich 

I = Z' + U", I = l + ill!, 
m=m'+im", 

n=n'+in", 

p = p' + i,u", 
,,=,,'+i,,". 

Zwischen den sechs GraBen Z, m. n, I , ft,,, bestehen dann gena'U dieselben Gleich'Ungen, 
die man in der Elementargeometrie zwischen den Kantenwinkeln 'Und den Seitenwinkeln 
eines gewahnlichen Dreikants a'Ufstellt. Die Gleichungen der sphiirischen Trigonometrie 
finden also in unserer Figur auch fiir den Fall, daB aIle in sie eingehenden Argu
mente komplexe Werte haben, ihre konkrete Interpretation. 

Wegen des, iibrigens ganz einfachen, Beweises wolle man meine autographierte 
Vorlesung iiber die hypergeometrische Funktion (von 1893-94) oder auch Fr. Schilling 
in Math. Annalen, Bd. 44 vergleichen. An gegenwartiger Stelle sei nur bemerkt, da8 
unsere Figur, sob aid sich a, b, c im Mittelpunkt der (x+iy)-Kugel schneiden, in die 
Elementarfigur yom Dreikant und zugehorigem Polardreikant iibergeht, wobei dann 
l", m", n", I", ft",,," verschwinden und 1 = l', m = m', ... , die Bedeutung gewohnlicher 
Winkel bekommen. Mit anderen Worten: man hat dann genau die Verhaltnisse der 
elementaren sphiirischen Trigonometrie vor sich. K.] 
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Zur Entstehung der Abhandlungen XXV-XXXIII. 

In der nun noeh folgenden dritten Abteilung des vorliegenden ersten Bandes 
meiner gesammelten Abhandlungen sind der Hauptsaehe naeh diejenigen meiner 
Arbeiten zusammengefs.Bt, bei denen der Begriff der kontinuierlichen Transforma
tionsgruppe im Vordergrunde steht. 

Den Anfang bilden, aueh der Zeit naeh, die gemeinsamen Verofientlichungen 
von Lie und mir iiber W- Gebilde vom Sommer 1870, bzw. Friihjahr 1871, die hier 
als XXV und XXVI abgedruekt sind. Einige nahere Angaben iiber ihr Zustande
kommen sind an Ort und Stelle eingefiigt (S. 415). 

Folgeweise hatte meine Arbeit VIII CUber Liniengeometrie und metrisehe 
Geometrie, vom Herbst 1871) ihre Stelle linden konnen, wenn es nieht doeh, ihres 
besonderen Inhaltes wegen, zweekmaBiger ersehienen ware, sie schon in den ersten 
(liniengeometrisehen) Teil des vorliegenden Bandes Bufzunehmen. In der Tat kommen 
hier, wie in der groBen Arbeit von Lie iiber Linien- und Kugelkomplexe, auf die 
dort fortwahrend Bezug genommen wird. innerhalb der geometrisehen FrB.gestellungen, 
die wir behandeln, neue Beispiele kontinuierlieher Transformationsgruppen zu spezi
fischer Geltung. 

In demselben Sinne muB ferner auf die beidl'n Nummern XVI und XVIII der 
zweiten Abteilung (meine beiden ersten Arbeiten iiber Nieht-Euklidisehe Geometrie) ver
wiesen werden. Ganz besonders gilt das von XVIII, die Anfang Juni 1872 abge
sehlossen wurde. Auf S. 52 oben ist bereits erzahlt, daB der Grundgedanke des 
Erlanger Programms (den ieh im Spatherbst 1871 erfaBt hatte) ebendort seine erste 
Auspragung gefunden hat. Der Stoff, welcher dabei umspannt wird, ist nieht so 
ausgedehnt, wie im Programm selbst, dafiir aber die Darstellung im einzelnen viel
leicht noeh iiberzeugend\Jr, weil urspriinglieher. 

Unter XXVII folgt nunmehr das Erlanger Programm selbst, dessen Entstehungs
zeit der Oktober 1872 ist. Zwei Umstande haben bei seinem Zustandekommen in 
erster Linie mitgewirkt, woriiber ieh hier ein paar Worte sagen muB. Zunaehst, daB 
mieh Lie vom 1. September beginnend fiir zwei Monate besuehte, dann, daB ieh am 
1. Oktober naeh Erlangen iibersiedelte, wohin ieh als Ordinarius berufen war. Lie, 
der mich dorthin begleitete, hatte inzwisehen die Grundziige seiner Theorie der 
partiellen Differentialgleiehungen erster Ordnung, wie insbesondere der Beriihrungs
transformationen, gewonnen, die bald unser tagliehes Gespraeh bildeten (wie denn 
die erste Note, welehe Lie iiber seine neuen Auffassungen veroffentliehte, siehe die 
Gottinger Naehriehten vom 30. Okt. 1872, von mir redigiert war). Andererseits ging 
Lie nun mit groBtem Eifer auf meine Ideen iiber die gruppentheoretisehe Klassi
fikation der versehiedenen Behandlungsweisen der Geometrie ein. Die auBere Ver
anlassung fiir die Entstehung meiner Sehrift aber war, daB in Erlangen der neu
ernannte Professor neben einem Vortrage, mit dem er sieh in den Kreis seiner 
Kollegen einfiihrte, herkommlieherweise ein gedrucktes Programm vorzulegen hatte. 
Ieh halte diese Sitte, trotz aller Unbequemliehkeiten, die daraus fUr die Niiehst
beteiligten erwaehsen mogen, fUr etwas sehr Gutes, indem die inneren Gedanken
reihen. mit denen der Neuberufene sein Amt antritt, den Kollegen, mit denen er 
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zusammenzuwirken hat, auf ganz andere Weise bekannt werden, als sonst mogIich 
ist, auch der Neuling zu voller Abklarung seiner Ideen gezwungen ist. In meinem 
FaIle fand der offentliche Vortrag, bei welchem die Druckschrift an die Zuhorer ver
teilt wurde, am 7. Dezember statt; ich hatte, wie beilaufig bemerkt sei, als Thema ffir 
meinen Vortrag die padagogischen Grundziige der von mir anzustrebenden akade
mischen Tatigkeit gewahlt [einiges Nahere dariiber in Lorey s Abhandlung iiber das 
Studium der Mathematik an den deutschen Universitaten seit Anfang des 19. Jahr
hunderts, Leipzig, B. G. Teubner, 1916 1)]. 

Bei der Ausarbeitung meines Programms habe ich selbstverstandlich immer 
daran gedacht, was wohl mein verehrter Lehrer Ol e b s c h (dem ich zweifellos auch die 
friihzeitige Berufung nach Erlangen zu verdanken hatte) zu meinen Darlegungen, die 
so vielfach von seiner systematisch - projektiven Denkweise abwichen, sagen wiirde. 
Vergeblich! Denn Olebsch ist am 7. November 1872, im Alter von nur 39 Jahren, 
einem Anfall von Diphtheritis plOtzlich erlegen. Es kam alw nicht zu der Stellung
nahme, der ich mit einer Mischung von Hoffnung und Furcht entgegensah. Aber 
gleichzeitig erwuchsen mir, indem ich Clebschs wissenschaftliche Erbschaft zu ver
walten hatte, neue Aufgaben, die meine Tatigkeit in eine andere Richtung drii.ngten. 
Ich hatte zunachst dafur zu sorgen, daB Lindemann, der bald nach Erlangen 
kam, die Ausarbeitung von Ol e b s c h s Vorlesungen iiber Geometrie iibernehmen 
konnte, uberhaupt aber andere Spezialschiiler von C I e b s c h, die sich gleichfalls in 
Erlangen einfanden, in ihren Arbeiten gefordert wurden. 1m Zusammenhang damit 
hielt ich mehrere Semester hindurch hohere Vorlesungen iiber die von Clebsch be
vorzugten Gegenstande, also Invariantentheorie, projektive Geometrie, Abe I sche 
Funktionen usw. Auch die Tradition der noch jungen Mathematischen Annalen 
wollte aufrecht erhalten sein. 1m iibrigen wandte ich mich, indem ich meinen 
Bonner Arbeitsplan in erweitertem Sinne neu aufnahm, jetzt dazu, von den mir 
gelaufigen Darstellungsweisen der algebraischen Geometrie zu Riemann und Galois 
vorzudringen. Hieriiber wird im 2. und 3. Bande der vorliegenden Gesamtausgabe 
Naheres mitzuteilen sein; es war die Theorie der diskontinuierlichen Gruppen, die 
nun fUr mich in den Vordergrund trat. 

Jedenfalls wurde ich durch diese Inanspruchnahme von dem unmittelbaren 
Kontakt mit dem Lieschen Ideenkreise abgedrangt. Aber auch bei Lie selbst trat 
eine Anderung der Arbeitsrichtung ein, die durch einen Besuch, den er, bei der 
Riickreise von ErIangen nach Christiania, bei Adolf Mayer in Leipzig machte, ein
geleitet wurde: er begann, um fiir einen ausgedehnteren Kreis von Mathematikem 
verstandlicher zu schreiben. die rein geometrischen (oder, wie er sagte, nsynthe
tischen") Betrachtungsweisen, die er sich ausgebildet hatte und die nach wie vor den 
eigentlichen Kern seines mathematischen Denkens bildeten, zu Gunsten der analy
tischen Darstellungart Jacobischer Tradition zuriickzudrangen. Solcherweise ist das 
merkwiirdige Ergebnis zustande gekommen, daB sich Lies und meine Gedankenkreise 
eben in dem Augenblicke, wo sie durch das Erlanger Programm auf das innigste 
verschmolzen waren, voneinander abtrennten. Wiederholtes langeres Zusammensein 
in den 70er und 80er Jahren hat an der hiermit geschilderten Sachlage nicht mehr 
viel andem konnen. Ich war Osterh 1875 nach Miinchen, Herbst 1880 nach Leipzig 
gekommen. In beiderlei Stellungen war ich durch meine eigenen Untersuchungen 
und iibrigens amtliche Verpflichtungen so sehr in Anspruch genommen, daB es ein
fach unmoglich war, auch noch den fortschreitenden Gedankenreihen meines nor
wegischen Freundes zu folgen. Das Gefiihl innerer ZusammengehOrigkeit ging daIilm 
nicht verI oren, wie ich dann Ostern 1886, als ich wieder nach Gottingen iibersiedelte, 
durchgesetzt habe, daB Lie als mein Nachfolger nach Leipzig berufen wurde und 

1) Band III, Heft 9, der von mir im Auftrage der Intemationalen Mathema
tisch en Unterrichtskommission herausgegebenen Abhandlungen iiber den mathe
matischen Unterricht in Deutschland. 
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dadurch die MogJichkeit erhielt, jiingere F(')rscher in grollel'er Zahl in seine Ideen 
einzufiihren. 

Die ersten Jahre meines Gottinger Aufenthalts sind fiir mich eine Periode der 
Sammlung gewesen. Ich begann, das friiher Erreichte zu ordnen und ab7uschlieBen, 
insbesondere auch auf meine Jugendarbeiten in groBeren Vorlesungen zuriickzu
kommen. Aus einer I.'olchen Vorlesung ist 1890 die Abhandlung "Zur Nicht - Eukli
dischen Geometrie" entstanden, die vorstehend unter XXI abgedruckt ist. Zugleich Hell 
ich eine Ausarbeitung der Vorlesung autographisch vervielfiUtigen, und es beginnt da
mit die Reihe der Autographien, auf die schon in den SchluBbemerkungen zur Abh. XXI 
hingewiesen ist. Von den weiteren Autographien kommt hier nur erst diejenige in 
Betracht, die 1893 unter dem Titel "Einleitung in die hohere Geometrie" in zwei 
Teilen erschienen ist. Auf sie bezieht sich das unter XXVIII folgende Selbstreferat 
von 1896. Es handelt sich bei ihr geradezu um die Kommentierung des Erlanger Pro
gramms unter Heranziehung der in der Zwischenzeit erzielten zugehorigen Fortschritte. -

In den gleich-en Jahren gelang es mir iibrigens, was ich seit Beginn meiner 
mathematischen Studien angestrebt hatte, mit Mechanik und mathematischer Physik 
niihere Fiihlung zu gewinnen. Einzelnes in dieser HinAicht werden die folgenden 
Biinde dieser Ausgabe bringen. Zu einer umfassenden Produktivitiit ist es dann 
freilich nicht mehr gekommen, weil ich mich sehr bald vor neue organisatorische 
Aufgaben gesteIlt sah, auch immer mehr fiir die Geltendmachung der Mathematik 
nach aullen hin einzutreten hatte. Ich erwiihne in dieser Hinsicht nur, daB im 
Herbst 1894 die Arbeiten an der Mathematischen Enzyklopadie begannen, die mich 
in der Folge sehr stark in Anspruch genommen haben. Die unten folgende Abhand
lung XXIX, in der ich den Geltungsbereich des Erlanger Programms tluf elementare 
Mechanik ausdehne (1901), ist direkt diesem Beschaftigungskreise entwachsen. Einige 
Jahre darauf setzten die Untersuchungen der Physiker iiber die Relativitiitstheorie 
ein, die sehr rasch die allgemeine Aufmerksamkeit auf sich lenkten. Ich bemerkte 
natiirlich sofort, daB sich auch diese aufs beste in die Klassifikationsgedanken von 
1872 einordnen, daB mit letzteren Bogar die einfachste Art gegeben ist, die neueren 
physikalischen (oder auch philosophischen) Gedanken mathematisch klarzustellen. 
Ich habe auf die Dauer dem Reiz nicht widerstehen konnen, hierauf genauer einzu
gehen. Nach einem ersten Vortrag iiber die Lorentzgruppe (von 1910), der weiter 
unten unter XXX abgedruckt ist, habe ich mich in den Jahren 1916-18 mit den 
einschlagigen Fragen in eigenen Vorlesungen beschiiftigt. Von hier aus sind die Notizen 
zu XXX, die ich jetzt beifiige, sowie die Aufsatze XXXI-XXXIII mit den jetzt 
angeschlossenen Ausfiihrungen ent~tanden, womit del' gegenwiirtige Band abschlieBt 2). 

2) Ich gebe hier noch einige Einzelheiten zur Entstehung dieser letzten Arbeiten. 
Hilbert (der 1895 nach Gottingen kam) hatte 1902 erreicht, daB noch ein 

drittes Ordinariat fUr reine Mathematik an der Universitiit errichtet und dieses seinem 
Jugendfreunde Minkowski iibertragen wurde. Minkowski wandte sich damals 
bald - im Vollbesitz der von ihm entwickelten matbematischen Fahigkeiten - den 
FragendermodernentbeoretischenPhysik zu; man wolle Hilberts Nachruf an Min
kowski vergleichen, welcher 1909 zuerst in den Gottinger Nachrichten erschien und 
dann als Einleitung in Bd. I von Minkowskis Gesammelten Werken (Leipzig 1911) 
abgedruckt ist. Poincare und Einstein hatten 1905 die elektrodynamischen Fragen, 
die mit der Lorentzgruppe zusammenhangen und zur Aufstellung der sogenannten 
speziellen Relativitatstheorie fiihren wIlten, in den Vordergrund des Interesses ge
bracht. In der Erkenntnis, daB hier fiir den Mathematiker der dankbarste Unter-
8uchungsgegenstand gegeben sei, setzte Minkowski sofort mit der Weiterentwicklung 
der Gedankenreihen ein. lch vetmag keine Einzelheiten dariiber anzugeben, aber er
zii.ble gern, daB er damals Hilbert und mir dariiber auf unseren regelmiil3igen 
wochentlichen Spaziergangen immer wieder eindringliche Vortrage gehalten hat. 
Minkowski war sich dabei des Zusammenhanges mit den friiheren Untersuchungen der 
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Wenn ieh jetzt, naeh fast 50 J ahren, auf das Erlanger Programm zuriiekblieke, 
sind es besonders zwei Unvollkommenheiten, die mir entgegentreten. 

Die eine betrifft das schon auf S. 320-21 der gegenwiirtigen Ausgabe getadelte 
Gleiehsetzen von projektiver Geometrie und linearer Invariantentheorie (wo doeh 
erstere nur die Verhiiltnisse der homogenen Koordinaten, bzw. der in den vorgelegten 
Formen auftretenden Koeffizienten interpretieren kann). 

Die andere bezieht sieh auf den unentwiekelten und dementspreehend nieht 
reeht umgrenzten Funktionsbegriff. Das Erlanger Programm iet fast so gesehrieben, 
als wenn es nur algebraisehe Funktionen gabe. In spateren Jahren ist fUr mieh der 
Begriff der analytischen Funktion mit einer gewissen AussehlieBliehkeit in den 
Vordergrund getreten (siehe z. B. den Abdruek des Programms in Bd. 43 der 
Mathematischen Annalen, 1893). Heute wiirde ieh vielfaeh nur von reellen, mehrfaeh 
differentiierbaren Funktionen reeller Veranderlieher reden (an die iibrigims die Aus
einandersetzungen des Programms aueh versehiedentlieh anstreifen). 

Beide Arten der Unvollkommenheit sind ein Reflex der mathematisehen Auf· 
fassungen, in denen ieh aufgewaehsen war. Jedenfalls habe ieh sie jetzt nieht andem 
wollen, weil sonst der ganze Text einer Umgestaltung hatte unterzogen werden 
miissen, was doeh dem Zweeke des gegenwiiriigen Wiederabdrueks zuwiderlaufen 
wiirde. Ebensowenig kann ieh systematiseh auf Weiterbildungen des Programma 
oder zugehorige WeiterausfUhrungen eingehen, wie sie die Folgezeit naeh versehiedenen 
Richtungen gebracht hat. Manehes Hierhergehorige wird man in den einsehla
gigen Enzyklopadieartikeln finden. Von den bisher ersehienenen Referaten kommt 
insbesondere dasjenige von G. Fano in Betracht (1111' Heft 2, 1907), das den Stand-
punkt der algebraischen Geometrk hervorkehrt. K. 

Geometer wohl bewuBt. Man woIle die folgenden Satze aus seinem, weiter unten 
(S. 551) genauer zu nennenden Vortrag vom 5. Nov. 1907 vergleichen (welche zugleich 
Min k 0 w ski s un vergleichliche Dar~tell ungskraft eharakterisieren): 

"Dberhaupt wiirden die neuen Ansatze, falls sie tatsachlich die Erscheinungen 
richtig wiedergeben, fast den groBten Triumph bedeuten, den die Anwendung der 
Mathematik gezeitigt hat. Es handelt sieh, so kurz wie maglieh ausgedriickt, darum, 
daB die Welt in Raum und Zeit in gewissem Sinne eine vierdimensionale nieht
euklidische Mannigfaltigkeit ist. Es wiirde ZUlli Ruhme der Mathenmtiker, zum grenzen
losen Erstaunen der iibrigen Menschheit offenbar werden, daB die Mathematiker rein 
in ihrer Phantasie ein groBes Gebiet geschaffen haben, dem, ohne daB dieses je in 
der Absieht dieser so idealen Gesellen gelegen hatte, eines Tages die vollendetste 
reale Existenz zukommen solIte." 

1908 erschien dann Minkowskis groBe Abhandlung uber die elektromagnetischen 
Vorgange in hewegten Korpern (Gottinger Nachrichten) und bald darauf sein Vortrag 
iiber "Raum und Zeit" vor der KaIner Naturforscherversammlung (Sonderabdrucke 
bei B. G. Teubner, 1909 und anderwarts); man vgl. Bd. II seiner Gesammelten Ab
handlungen (1911). 

Es bedarf wohl keiner Begriindung, daB ieh danach die nachste Gelegenheit 
ergriff, die sich mir bei meiner Vorlesungstatigkeit bot, urn die Beziehungen der 
Lorentzgruppc zu den mir gelaufigen Betrachtungen iiber projektive MaBbestimmung 
darzulegen. So ist der hier unter XXX abgedruckte Vortrag entstanden. 

Minkowski ist durch seinen fruhen Tod (12. Januar 1909) verhindert worden, 
den weiteren Fortschritten des physikalischen Gedankens, wie sie zumal durch 
Einsteins tiefschiirfende tJberlegungen geschaffen wurden, zu folgen. Aber nun setzte 
Hi! bert ein, selbige nach den verschiedensten Richtungen mathematisch zu dureh
dringen. So ist insbesondere, als Einstein mit seinen Untersuchungen iiber all
gemeine Relativitat begonnen hatte, als Seitenstiick dazu Hilberts erste Note iiber 
die Grundlagen der Physik zustande gekommen (Gattinger Nachrichten, Sitzung yom 
20. November 1915). An sie haben dann die Vorlesungen und Aufsatze, die unter
XXXI-XXXIII abgedruckt sind, in erster Linie angekniipft. 



XXV. Deux notes f'lur une certaine famille de courbes et 
de surfaces. 

Par 

MM. :F. Klein et S. Lie. 

[Comptes Rendus hebdomadaires de l'Academie de sciences de Paris, t. 70 (1870). 
Presentees par M. Chasles]. 

[Den unmittelbaren AnlaB zu den nachfolgenden mit Lie zusammen verfaBten 
Noten haben die merkwiirdigen Untersuchungen geboten, welche Lie unter dem 
Titel "Uber die Reziprozitats-Verhaltnisse des Reye schen Komplexes" in Nr. 2 der 
G6ttinger Nachrichten von 1870 ver6fientlicht hat. Lie hatt.e mir, wahrend er daran 
arbeitete, nicht nur fortwahrend Mitteilungen gemacht, sondern auch, wie er in jener 
Zeit pfiegte, die Darstellung seiner ldeen iiberlassen. Lie ging davon aus - man 
vergleiche das Original - den Komplex, oder vielmehr die mit ihm verkniipfte par
tielle Difierentialgleichung der ersten Ordnung, zu erzeugen, indem er auf eine be
liebige Komplexkurve (d. h. eine von den Geraden des Komplexes umhiillte Kurve) 
die dreifach unendlich vielen Kollineationen anwandte, die ein festes Tetraeder in 
sich iiberfiihren. lch bemerkte gleich nach AbschluB der Lieschen Note. daB dabei 
die stillschweigende Annahme vorlag, daB besagte Kurve nicht selbst durch eine 
kontinuierliche Schar solcher Kollineationen in sich iiberging, also, im Sinne unserer 
spateren Ausdrucksweise, eine "W-Kurve" war. Diese W- Kurven erwiesen sich 
darauf selbst als das dankbarste Objekt' der Lieschen Betrachtungsweise. Meine 
eigene Teilnahme an den beziigJichen Untersuchungen ist mehr auf scharfere Sonde
rung der Einzelheiten, auf den Zusammenhang mit der gew6hnlichen (algebraischen) 
Invariantentheorie und die Herausarbeitung der metrisch interessanten Falle (loga
rithmische Spirale, Loxodrome auf der Kugel) gerichtet gewesen. Lie selbst gehort 
alles an, was auf das mehr gefiihlsmaBige Operieren mit kontinuierlichen Gruppen 
Bezug hat, insbesondere auch, was die Integration gewohnlicher oder partieller 
Difierentialgleichungen betrifit. Aile die Gedanken, welche er spater in seiner Theorie 
der kontinuierlichen 'J;'ransformationsgruppen zur Entwicklung brachte, waren da
mals bei ihm bereits keimhaft vorhanden, aber freilich noch so wenig durchgebildet, 
daB ich ihm manche Einzelheiten, z. B. zu Anfang sogar die Exi,tenz der W-Kurven, 
in langen Unterhaltungen abringen muBte. lch erwahne diese ganze Sachlage, weil 
sie mir immer als eine fiir alle mathematische Produktion bedeutungsvolle Tatsache 
erschien, hinter der die Gewinnung der Einzelresultate, so .wichtig sie sein mogen, 
zuriicktritt. Das Gekeimnis aus.qreifender mathematischer Produktion liegt im Unbe
wuiten, in der durchaus individuellen, von vornherein gesetden psychischen Konstitution 
der heranreifenden Personlichkeit. 

Was die allgemeine Bedeutung der W-Kurven angeht (die in der Literatur bei 
den verschiedensten Anlassen immer wieder auftreten), so sei gleich hier auf. die zu
sammenfassende Darstellung verwiesen, welohe ihr G. Scheffers in den Nrn. 13-20 
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und 34 seines Enzyklopadieartikels iiber besondere transzendente Kurven gewidmet 
hat (Enzyklopadie der Math. Wiss. III, D, 4, 1903). 

Die Ausfiihrung der Comptes-Rendus-Noten in Bd. 4 der Math. Annalen bezieht 
sich nur auf die W-Kurven der Ebene; die Durcharbeitung der viel mannigfaltigeren 
Verhaltnisse, welche bei drei Dimensionen auftreten, ist damals leider unterblieben und 
bedarf auch, wie weiter unten bemerkt wird, einiger Erganzungen. K.] 

Note A. 
Dans la Note que no us avons l'honneur de communiquer a l'Acade

mie, nous no us proposons d'etablir un theoreme general concernant cer
taines courbes et surfaces. Notre Note se composera de deux parties. 
Dans la premiere partie nous definir.ons les courbes et les surfaces dont 
nous voulons parler; dans la seconde, nous donnerons l'explication et la 
demonstration de notre theoreme. 

I. 

1. Les courbes que nous allons considerer sont celles qUI se trans
forment en elles-memes par une infinite de transformations lineaires, 
permettant d'amener en general chaque point de la courbe en chaque 
autre. 

Parmi ces transformations lineaires on trouvera necessairement une 
transformation infiniMsimale; et reciproquement, si une courbe se trans
forme en elle-meme par une transformation lineaire infiniMsimale, elle se 
transformera en elle-meme d'une infinite de manieres. Ainsi nos courbes 
sont les integrales generales du sysMme d'equations differentielles 

dp: dq: d/': ds = p': q':r': s', 

OU p, q, r, s; p', q', r', s' designent des fonctions lineaires des coordonnees 1). 

De la transformation bien connue de ce systeme d'equations a une 
forme canonique, on conclut qu'on peut determiner toujours un tetraedre, 
qui reste invariable, par un nombre simplement infini des transformations 
lineaires appartenant it la courbe. Si ces transformations ne dependent 
que d'un seul parametre arbitraire, ce tetraedre sera unique; dans Ie cas 
contraire 2), il pourra etre choisi parmi une infinite d'autres. Nous ajou
tons que ce tetraedre n'est pas necessairement un tetraedre proprement 
dit, mais qu'un nombre quelconque de ses faces peuvent cOincider [ou 
devenir indetermineJ. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons un tetraedre donne, et nous 
considerons les courbes appartenant a ce tetraedre. Pour plus de brie
vete, nous les designerons par un symbole, la lettre V. 

') [VgJ. die Bemerkung iiber das Operieren mit homogenen Koordinaten, wie 
sie weiter unten (S. 433) fUr den Fall des ebenen Problems gegeben wird.] 

2) La seule courbe gauche qui correspond a ce cas est'la courbe du troisieme 
ordre. 
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2. On Bait que les transformations lineaires qui laissent invariable 
un tetraedre sont echangeables entre elles. 

Consequemment, les surfaces engendrees par des courbes V1 , qui se 
transforment en elles-memes par les memes transformations lineaires et 
qui coupent une autre courbe V~l' appartenant au meme tetraedre, contien
dront un nombre doublement infini de courbes V. Elles se transformeront 
done en elles-memes par un nombre doublement infini de transformations 
lineaires appartenant au tetraedre. Ces transformations permettent d'ame
ner en general chaque point de la surface en chaque autre. Ces surfaces 
sont celles dont no us allons nous occuper; nous les designerons, de meme 
que les courbes, par la lettre V 3). 

3. On obtient les equations de ces surfaces de la maniere suivante: 
On peut former trois expressions des coordonnees, qui, par les trans

formations lineaires appartenant au tetraedre donne, ne se changent que 
par une constante additive. Dans Ie cas d'un tetraedre proprement dit, 
ces expressions sont les logarithmes des quotients de trois des fonctions 
lineaires qui representent les faces du tetraedre par la quatrieme. Dans 
les autres cas, il faut rem placer leB logarithmes en partie par des ex
pressions algebriques. 

Or les surfaces V sont representees par les equations lineaires entre 
ces expressions. 

4. N ous allons enumerer quelques-unes des courbes V et des surfa
ces V, qui ont ete etudiees sous d'autres points de vue. 

Parmi les courbes V planes, on remarque surtout les parabolas et les 
spirales logarithmiques: aussi un grand nombre des proprietes de ces 
courbes ne sont que des cas particuliers du theoreme general que no us 
voulons demontrer. 

Parmi les courbes V gauches, appartenant a un tetraedre proprement 
dit, on doit distinguer les courbes du quatrieme ordre avec un point de 
rebroussement et les courbes transformees lineaires de la loxodromie sur la 
sphere. II est bon d'ajouter que ces dernieres courbes contiennent un 
nombre infini de courbes algebriques; les plus simples sont la cubique 
gauche et une courbe du quatrieme ordre, possedant deux tangentes sta
tionnaires4 ) • 

Parmi les surfaces V, appartenant a un tetraedre proprement dit, 

3) La surface dilVeloppable d'une cubique gauche, qui n'est pas une surface V, 
se transforme aussi en elle-meme par des transformations lineaires, permettant 
d'amener en general chacun de ses points en chaque autre. 

4) M. Cayley a signale cette espece [Quart. Journ., Bd. 7 (1866), ColI. Papers, 
Bd. 5, S. 517]. 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 27 
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on doit remarquer une particularisation homographique: les surfaces don
nees par l'equation 

x a yb ZC = const., 

pour lesquelles M. J.-A. Serret a determine les lignes de courbure (Jour
nal de M. Liouville, t. 12 (1847)). 

Si deux faces du tetraedre coincident, les courbes V contiennent 
l'helice, les surfaces V l'Mli<;oide gauche. 

Enfin, si toutes les faces du tetraedre coincident, les courbes V sont 
des cubiques gauches, et les surfaces V des surfaces reglees du troisieme 
ordre de cette espece particuliere dont les deux directrices coincident. 

N ous ajoutons encore que, dans un travail sur les formes ternaires 
(Math. Ann., t. 1 (1868)), MM. Clebsch et Gordan ont considere inci
demment les courbes planes, lieu d'un point, qui est transpose successive
ment par la meme transformation lineaire. 

II. 

Pour etablir notre tMoreme sur les courbes V et les surfaces V, 
no us allons faire une transformation de l'espace donne, qui n'est pas 
necessaire pour notre but, mais qui est tres commode. Cette transfor
mation rapporte l'espace donne (A) a un autre espace (B), dont les 
coordonnees x, y, Z sont egales aux trois expressions qui, pour les trans
formations lineaires appartenant au tetraedre donne, ne se chan gent que 
par une constante additive. Alors ces transformations lineaires devien
dront les translations de l'espace B, et les courbes V ses droites, les 
surfaces V ses plans. 

Maintenant nous developperons quelques notions par rapport a l'es
pace B. 

1. Si l'on transpose une courbe ou une surface par toutes les trans
lations, elle formera un systeme de courbes ou de surfaces. 

Un systeme contient, en general, un nombre triplement infini d'ele-
ments. 

Le nombre des droites, formant un systeme, n'est que doublement 
infini. 

Le nombre des plans, formant un systeme, n'est que simplement 
infini. 

N ous disons aussi des points de l'espace qu'ils forment un systeme. 
2. Les elements de deux systemes quelconques, qui contiennent un 

nombre triplement infini d'elements, pourront etre coordonnes des deux 
manieres suivantes. 

En choisissant a volonte deux elements des deux systemes, on fera 
correspondre to us les elements que l'on obtient de ces deux, soit par des 
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translations identiques, soit par des translations opposees. La premIere 
sorte de correspondance sera nommee cogrediente, la deuxieme contragre
diente 5). 

Les deux elements choisis pour etablir ces correspondances ne se 
distinguent pas parmi les autres. 

Soient a, b deux systemes coordonnes par une correspondance con
tragrediente. Alors les elements a, enveloppant bl , correspondront aux 
elements b, enveloppant a l • 

On conclut de lit que les elements a, correspondant aux elements b, 
qui enveloppent un element cl , et les elements b, correspondant aux ele
ments a, qui enveloppent Ie meme element c1 , envelopperont un meme 
element dl • 

3. Apres avoir etabli une correspondance entre deux systemes a, b, 
on peut en deduire une correspondance entre tous les systemes, dont les 
ell~ments sont enveloppes par des a et des b. Pour cela, il suffit de coor
donner tous les elements, qui sont enveloppes par des a, b correspondants. 

Cette correspondance sera cogrediente, si la correspondance entre a, b 
est cogrediente; si la derniere est contragrediente, la correspondance 
etablie sera de meme contragrediente, d~apres les theoremes que nous 
venons d'lmoncer. 

II faut distinguer ici surtout Ie cas OU a, b sont des courbes dont les 
tangentes sont paralleIes aux aretes d'un meme cone. Dans ce cas on ob
tient une correspondance entre toutes les courbes dont les tangentes ont 
ces directions. 

4. Si l'on transforme, par une des correspondances que no us venons 
d'etablir, des droites ou des plans, on obtiendra des droites ou des plans 
du meme systeme. 

De la on conclut, comme corolla ire, que les droites et les plans se 
transforment en eux-memes, si l'on coordonne un element a, qui les en
veloppe, a un element b, qui les enveloppe aussi. 

5. Revenons maintenant a l'espace A. Tout ce que nous venons de dire 
sur les difierentes correspondances, que l'on peut etablir dans l'espace B, 
subsiste encore la, si l'on remplace les translations par les transformations 
lineaires appartenant au tetraedre donrte. Ainsi, en faisant usage de la ter-

6) [Man kann diese beiden Transformationsarten unbeschadet des Endresultats 
noch erweitern, indem man das eine Element jede Translation, welche das andere 
erfiihrt, je eine bestimmte Anzahl von Malen, sagen wir m-mal, in gleichem oder 
entgegengesetztem Sinne ausfiihren liiBt. Es kommt dies darauf hinaus, die im Texte 
betrachteten Transformationen noch mit der Ahnlichkeitstransformation x' = mx, 
y' = my, z' = mz zu kombinieren. Die groBere hierdurch erreichte AUgemeinheit des 
Ansatzes ist in den folgenden Annalenaufsatz stillschweigend gleich mit eingearbeitet. K.) 

27* 
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minologie employee pour l'espace B, nous aurons Ie theoreme suivant, que 
no us nous proposions d' etablir: 

Si l' on transf(Yl'me des courbes V ou des surfaces V par une corre
spondance appartenant au tetraMre donne, on obtient des courbes V ou 
des surfaces V du meme systeme 6); 
et ensuite ce corollaire: 

Les courbes V et les surfaces V se transforment en elles-memes, si 
l' on coordonne un element a, qui les enveloppe, a un element b, qui les 
enveloppe aussi. 

(6. juin 1870.) 

Note B. 

Dans une Note que nous avons communiquee recemment a l' Aca
demie, nous avons etabli un theoreme general concernant des courbes et 
des surfaces que nous avons appeIees courbes et surfaces V. Aujourd'hui 
nous nous proposons de donner quelques details, qui sont, il est vrai, des 
consequences immediates de nos considerations, mais qui serviront peut
etre it les eclaircir davantage. 

Dans notre Communication precedente nous avons suppose un tetraedre 
donne et nous avons defini ce que nous avons appeIe les correspondances 
(cogridientes ou contragredientes) appartenant a ce tetraedre. N ous ne con-

6) [Da.s Theorem hedarf der Priizisierung. Geht man der Einfaehheit hal her in 
den Raum B (den Translationsraum) zuriiek und ordnet dort den Punkten des Raumes 
in kogredienter oder kontragredienter Weise Kurven oder FIiiehen aines dreifaeh un
endliehen Systems zu, so erzeugen (oder umhiilIen) bei der Bewegung des Punktes 
liings einer geraden Linie die entspreehenden Kurven (oder Fliiehen) ersiehtlieh im 
allgemeinen einen Zylinder, der nieht etwa eine W-Fliiehe sein wird, da er nur ein
faeh unendlieh viele Transformationen in sieh zuliiBt. Bezeichnet man die solehen 
Zylindern entspreehenden FIiiehen des Raumes A als W. -Fliiehen, die eigentIiehen 
W-Fliiehen des Textes aber als W2 -Fliichen, so Iautet der korrekte Satz: 

Bei einer zum gegebenen Tetraeder gehorenden Transformation gehen Kurven W; 
wie a1wh Flacllen WI' je nachdem in Kurvet/, W oder auch Flachen w;. tiber, Flachen 
lV2 aber in Flachen W2 • 

Diese Dinge werden erst durehsiehtig, wenn man die zur Zeit der Abfassung 
des Textes noeh nieht klar ausgearbeiteten Liesehen Begriffe: nFliiehenelement, Element
verein, Beriihrungstransformation" heranzieht. Punkte, KUl'ven und Fliiehen fallen dann 
gleiehmiiBig unter den Begriff des zweifaeh ausgedehnten Elementvereins. Man wird 
unter diesen Vereinen diejenigen (Kurven oder FIiiehen) unterseheiden, welehe eine 
eingliedrige Gruppe der zum Tetraeder gehorigen Kollineationen zulassen (W.-GebiIde), 
und die ~-Gebilde (Fliiehen), welehe eine zweigliedrige Gruppe gestatten. Der Satz 
lautet dano einfaeh: 

Bei einer zum gegebenen Tetraeder gehiJrenden Transformation gehen w;. -Gebilde 
wieder in W. - Gebilde, TJ'; -Gebilde in ~ -Gebilde tiber. 

AIle diese Transformationen fallen dabei unter den Liesehen Begriff der Be
riihrungstransformation. K.] 
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siderons ici que Ie ·cas d'un tetraedre proprement dit, et les correspon
dances qui coordonnent les points, les plans, les lignes droites. 

Ces correspondances contiennent un grand nombre de correspon
dances etudiees anterieurement; nous allons en donner une courte enu
meration: 

1. Une correspondance cogrediente entre les points et les points, ou 
entre les plans et les plans, est une correspondance homographique, laissant 
invariable Ie tetraedre donne. 

Une correspondance contragrediente entre les points et les points fait 
correspondre a un plan une surface du troisieme ordre avec quatre points 
doubles dans les sommets du tetraedre. 

Par une correspondance contragrediente entre les plans et les plans un 
point se change dans une surface Steinerienne, ayant les quatre faces du 
tetraedre pour plans tangents doubles. 

Parmi les correspondances cogredientes entre les points et les plans on 
retrouve d'une part la correspondance, etudiee par PI iicker, sous Ie nom 
de polarite par rapport a un tetraedre, d'autre part une correspondance, 
consideree par M. Cremona dans ses recherches sur les courbes du qua
trieme ordre avec un point de rebroussement (Comptes rendus, t. 64, 
p. 1079-1081, 1867). Dans Ie dernier cas, Ie plan passe toujours par 
son point correspondant. 

Une correspondance contragrediente entre les points et les plans est 
equivalente a la polarite reciproque par rapport a une surface du deuxieme 
degre, conjuguee au tetraedre donne. 

Les correspondances cogredientes ou contragredientes entre les points 
ou les plans et des lignes droites font correspondre les points ou les plans 
aux droites d'un certain complexe du deuxieme degre '), engendre par 
une droite qui est transposee par toutes les transformations lineaires appar
tenant au tetraedre donne. On peut definir ce complexe d'une autre rna
niere en disant que ses lignes determinent, avec les faces du tetraedre, 
un rapport anharmonique donne. 

M. Reye a etudie ce complexe dans la seconde partie de sa Geometrie 
de 8ituation (1868)8). II considere entre autres une correspondance entre 
les droites du complexe et les points, qu'il obtient en coordonnant a 
chaque point l'intersection de ses plans polaires par rapport a deux sur-

7) De la on peut tirer une theorie des congruences et des surfaces gauches 
appartenant au complexe. 

8) Nous ajoutons que ce complexe a eM rencontre deja anterieurement par plu
sieurs geometres, et surtout par M. Chasles, qui, dans son Aper~u hi8torique, a appele 
expressement l'attention des geometres sur cet assemblage de droites. [Weitere Zitate 
in dem auf S.4 angefiihrten Enzyklopadieartikel von Zindler.] 
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faces du deuxieme degre. Cette correspondance est identique avec la cor
respondance contragrediente entre les points et les droites. 

Parmi les correspondances cogredientes, on doit remarquer Ie cas ou 
la droite passe par Ie point correspondant. Une correspondance de cette 
sbrte a ete signalee par M. Chasles, dans ses Recherches sur le mowvement 
infinement petitd'un corps (1843). M. Chaslesn'a eu a considerer qu'un cas 
special, qui, dans nos recherches, correspond a un tetraedre dont deux 
faces coincident. 

Enfin un cas particulier de la correspondance contragrediente entre 
les plans et les droites a ete considere par MM. 'Chasles et Plucker: 
la correspondance entre les normales d'un systeme de surfaces du second 
degre homofocales et leurs plans tangents. 

2. Revenons maintenant a notre theoreme fondamental. 
Pour Jes elements a, b, que ron coordonne, on pourra choisir des 

points, des plans, des lignes droites en combinaison quelconque, et l' on 
pourra enoncer Ie theoreme de .manieres difierentes pour ces divers cas 
particuliers. Par exemple, que l'on consldere la correspondance contragre
diente entre les points et les plans, on aura Ie theoreme, que les courbes V 
et les surfaces V sont leurs prop res polaires reciproques par rapport a 
chaque surface du second ordre, qui est conjuguee au tetraedre donne et 
qui a un point et son plan tangent de commun avec elles. 

On peut deduire de notre theoreme un grand nombre d'autres, a l'aide 
de la remarque suivante. Soit donnee une courbe V ou une surface V: 
une courbe ou une surface quelconque qui possede avec elle un rapport 
invariable par des transformations qui transforment la courbe ou la sur
face V en elle-meme, se transformera par ces transformations dans une 
courbe ou une surface possedant Ie meme rapport avec la courbe ou la 
surface V. 

Nous allons enoncer quelques theoremes que 1'on obtient de cette 
maniere. 

3. Une courbe V ne possede de singularites que dans des sommets du 
tetraedre. 

Toutes les courbes covariantes d'une courbe V, par exemple les 
courbes doubles de leurs surfaces developpables, sont les courbes V du 
meme systeme. 

Les courbes V d'un meme systeme ne se coupent que dans des som
mets du tetraedre. 

Le point de contact d'une tangente d'une courbe V et ses points 
d'intersection avec les quatre faces du tetraedre ont un rapport anharmo
nique constant. 

Ce rapport ne depend que du systeme auquel la courbe appartient. 
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Le plan osculateur d'une courbe V et les plans passant par la tan
gente et les quatre sommets du tetraedre ont Ie me me rapport anharmo
nique constant. 

Quand on determine, sur toutes les generatrices d'une surface deve
loppable appartenant it une courbe V, Ie point ayant un rapport anhar
monique constant avec les points de rencontre de la droite et les faces 
du tetraEdre, ce point se trouve sur une courbe V du meme sysMme. 

Dans les quatre derniers theoremes on peut remplacer Ie tetraedre par 
une surface V quelconque con tenant des courbes V du sysMme de la courbe 
donnee. 

Les plans osculateurs d'une courbe V dans ses n points d'intersection 
avec un plan quelconque rencontrent la courbe en n (n - 3) points, situes 
it n sur (n - 3) plans. 

Les courbes V qui se trouvent sur une surface du deuxieme degre 
contenant quatre aretes du tetraedre appartiennent it un complexe du 
premier degre con tenant les memes aretes, et reciproquement. 

Dne surface V ne contient de singularites que dans des aretes du te
traedre. 

Toutes les surfaces covariantes d'une surface V sont des surfaces V 
du meme systeme. 

L'intersection de deux surfaces V consiste dans des courbes V d'un 
meme systeme. 

Les surfaces V d'un meme systeme ne se coupent que dans des aretes 
du tetraedre donne. 

Les lignes asymptotiques d'une surface V sont des courbes V. Elles 
appartiennent it deux systemes difierents. 

Les courbes V touchant une courbe dont to utes les tangentes coupent 
les faces du tetraedre en quatre points ayant un rapport anharmonique 
donne sont des lignes asymptotiques de la surface engendree par elles 9). 

Les surfaces developpables de toutes les courbes V d'un meme 
systeme tracees sur une surface V enveloppent une autre surface V, en la 
touchant suivant des courbes du meme systeme. 

L'ordre etJa classe de la congruence formee par les tangentes de ces 
courbes sont les memes; ils s'accordent avec l'ordre et la classe de la sur
face V. 

(13. juin 1870.) 

9) DieserSatz riihrt insbesondere von Lie her und ist hernach (Math.Ann., Rd. 5, 1871) 
von ihm dahingehend verallgemeinert worden, daB die Charakteristiken der "Integral
fliichen" beliebiger Linienkomplexe allemal Asymptotenkurven dieser Fliichen sind. 



XXVI. Dber diejenigen ebenen Kurven, welche durch ein 
geschlossenes System von einfach unendlich vielen 1) ver
tauschbaren linearen Transformationen in sich iibergehen. 

[Math. Annalen, Bd. 4 (1871).] 

Von 

Felix Klein und Sophus Lie. 

In dem nachstehenden Aufsatze wird eine geometrische Schlu./3weise 
mit Konsequenz angewandt werden, die wir, obwohl sie durchaus nicht 
neu ist, gleich hier beim Eingange unserer Arbeit mit Bestimmtheit be
zeichnen wollen. 

Dieselbe findet bei der Untersuchung aller solcher geometrischer Ge
bilde ihre Stelle, bei welchen man Transformationen kennt, durch die sie 
in sich selbst iibergefiihrt werden. 

Sie laBt sich in dem allgemeinen Satze zusammenfassen: dafJ ein be
liebiges anderes Gebilde, welches zu dem ursprunglichen in irgendeiner 
durch die zugeh6rigen Transformationen unzerst6rbaren Beziehung steht. 
durch diese Transformationen in solche Gebilde ubergeht, welche dieselbe 
Beziehung zu dem ursprunglichen haben 2). 

Zum Beweise wende man auf beide Gebilde gleichzeitig diese Trans
formationen an; ihre gegenseitige Beziehung bleibt dabei, nach Voraus
setzung, unverandert dieselbe. Ob man aber auf beide Gebilde oder nur 
auf das hinzutretende die Transformationen anwendet, macht keinen Unter
schied, weil ja das urspriingliche durch dieselben in sich iibergeht. Unser 
allgemeiner Satz ist also bewiesen. 

Wir betrachten nun diesen Satz in den einzelnen Fallen, auf die er 
Anwendung findet, und geben ihm, wenn dies angeht, eine den speziellen 
Voraussetzungen entsprechende Form. 

1) Unter "einfach unendlich viel" sei hier, wie auch immer im folgenden, eine 
kontinuierliche Mannigfaltigkeit von einer Dimension verstanden. 

2) Diese SchluBweise ist seither wahl besonders bei kinematischen Untersuchungen 
angewandt worden, vgl. S c hell, Theorie der Bewegung und der Krafte. Teil I, Kap. III. 
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Um dies vollig klar zu stellen, folge hier ein moglichst einfach ge
wahltes Beispiel. 

Betrachten wir eine Schraubenlinie A. Dieselbe geht durch eine kon
tinuierliche Bewegung (die zugehOrige Schraubenbewegung) in sich tiber. 
Hieraus schlieBt man, daB der Ort der Mittelpunkte der Schmiegungs
kugeln eine Schraubenlinie ist, die mit. A die Achse und die Hohe der 
Schraubengange gemein hat. Man konstruiere namlich in einem beliebigen 
Punkte von A die zugehOrige Schmiegungskugel und deren Mittelpunkt. 
Wenn man auf das so gebildete System die zu A gehOrigen Bewegungen 
anwendet, so bleibt A selbst unverandert, wahrend die Schmiegungskugel 
in die Schmiegungskugel in einem anderen Punkte von A, ihr Mittelpunkt 
in den Mittelpunkt dieser Kugel tibergegangen' ist: da Beriihrungs- und 
metrische Relationen bei der Bewegung unverandert bleiben. Man erhalt 
also die Mjttelpunkte alIer Schmiegungskugeln, wenn man einen auswahlt 
und auf ihn die zu A gehOrige Schraubenbewegung anwendet, was der zu 
beweisende Satz ist. 

Die hiermit dargelegte SchluBweise erscheint um so fruchtbarer, je 
einfacher die Transformationen, durch welche das ursprtingliche Gebilde 
in sich iibergeht, an sich und in ihrer gegenseitigen Beziehung sind, so 
wie, je groBer ihre Zahl ist. 

Zwei Arbeiten, in denen wir von dieser SchluBweise als Hilfsmittel 
Gebrauch machten, waren geeignet, uns ihre Fruchtbarkeit in solchen 
Fallen zu zeigen. 

In der einen Arbeit 3) behandelte der eine von uns (Lie) den Linien
komplex, des sen Linien ein festes Tetraeder nach konstantem Doppelver
haltnisse schneiden. Ein derartiger Komplex geht durch die dreifach 
unendlich vielen linearen Transformationen, welche sein festes Tetraeder 
unverandert lassen, in sich selbst tiber. Von dieser fundamentalen Eigen
schaft ausgehend lieBen sich nun eine Reihe weiterer Eigenttimlichkeiten 
desselben unmittelbar ableiten. Dbrigens werden wir eine aus dieser 
Arbeit entstandene gemeinsame ausfiihrlichere Arbeit bei einer nachsten 
Gelegenheit in dieser Zeitschrift veroffentlichen [was leider nie geschehen ist J. 

In der anderen Arbeit 4) betrachtete der andere von uns (Klein) in
sonderheit die Kummersche Flache vierten Grades mit 16 Knotenpunkten. 
Die Untersuchungsmethode ging davon aus, daB diese Flache durch 
16 lineare und 16 reziproke Transformationen, welche untereinander ver
tauschbar sind, in sich selbst tibergeht. Diese Transformationen lassen 

3) Dber die Reziprozitatsverhaltnisse des Reyeschen Komplexes. Witt. Nach
richten 1870, 2. 

4) Zur Theorie der Komplexe des ersten und zweiten Grades. Math. Annalen, 
Bd. 2 (1870) [s. Abhandlung II dieser AusgabeJ. 
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sich - was librigens hier nicht in Betracht kommt - durch den Dber
gang von Punkt- und Ebenenkoordinaten zu Linienkoordinaten im Raume 
in sehr einfacher Weise untersuchen; ist das geschehen, so erhalt man, 
gema13 der auseinandergesetzten Schlu13weise, eine Reihe weiterer Eigen
schaften der Kummerschen Flache. 

Hiernach lag es uns nahe, liberhaupt solche geometrische Gebilde auf
zusuchen, welche durch moglichst einfache und moglichst viele Trans
formationen in sich libergehen, und nachzusehen, welche Eigenschaften 
solche Gebilde gema13 der in Rede stehenden Schlu13weise besitzen. 

Anknlipfend an die genannte Arbeit liber den Linienkomplex, dessen 
Gerade ein festes Tetraeder nach konstantem Doppelverhaltnisse schnei
den, wandten wir unsere Aufmerksamkeit solchen Kurven und Flachen 
zu, welche durch geschlossene Systeme von einfach bzw. zweifach unend
lich vielen unter sich vertauschbaren linearen Transformationen in sich 
libergehen. So entstand ein gemeinsamer Aufsatz, der unter dem Titel: 
Sur une certaine famille de courbes et de surfaces in .den Comptes Rendus 
des vergangenen Jahres [6. und 13. Juni 1870 (s. Abhandlung XXV dieser 
Ausgabe)] erschienen ist. 

In der gegenwartigen Abhandlung wollen wir nun den Inhalt dieser 
Arbeit, soweit er sich auf ebene K urven bezieht, ausfiihrlicher darlegen. 
Indem wir uns auf die Betrachtung ebener Kurven beschranken, wird es 
moglich sein, der Darstellung eine abgerundetere Form zu geben, als dies 
bei Zuziehung der betreffenden raumlichen Gebilde bei deren grof3er Mannig
faltigkeit gelingen will, ohne daf3 wir deswegen auf die Auseinandersetzung 
der allgemeinen Gesichtspunkte zu verzichten brauchten, welche bei der 
Untersuchung solcher Gebilde in Betracht kommen. 

N ur einen Punkt der allgemeinen Theorie, zu dessen Diskussion man 
bei der Untersuchung der genannten ebenen Kurven keine rechte Ver
anlassung hat, wollen wir, abgetrennt von dem Dbrigen, in einem beson
deren Paragraphen (§ 7) behandeln. Derselbe betrifft die Integration 
solcher Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Variabeln, die durch 
unendlich viele Transformationen in sich iibergehen. Man kann dieselbe 
immer auf die Integration einer anderen Differentialgleichung zuriickfiihren, 
die einzig von der Art der unendlich vielen Transformationen abhangt. 

Die Darstellung der in den Kreis unserer Betrachtung fallenden raum
lichen Verhaltmsse haben wir aus genannten Griinden hier ausgeschlossen; 
wir hoffen indessen, bei einer nachsten Gelegenheit eine solche geben zu 
konnen. Dabei wiirde es sich weniger um die Erledigung prinzipieller 
Fragen handeln, als vielmehr darum, die Fruchtbarkeit der in dem gegen
wartigen Aufsatze entwickelten Gesichtspunkte aus dem reicheren Material, 
welches die Raumgeometrie bietet, darzulegen. 
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Gegenstand der nachstehenden Untersuchung sind also diejenigen 
ebenen Kurven, welche durch ein geschlossenes System von eintach un
endlich vielen unter sich vertauschbaren linearen Transtormationen in 
sich ubergehen 5). Wir werden £iir diese Kurven eine beliebig zu erwei
ternde Reihe von Eigenschaften ableiten; insbesondere werden wir zeigen, 
daB dieselben durch unendlich viele geometrische Verwandtschaften in sich 
iibergehen. Wir legen iibrigens auf diese Entwicklungen nur insofern Wert, 
als wir zu denselben einzig und allein vermoge Raisonnements gelangen 
und nicht nur die Riclttigkeit der Resultate, sondern die innere Not· 
wendigkeit derselben einsehen. 

Wir beginnen damit, daB wir die verschiedenen in den Kreis unserer 
Betrachtung fallenden Kurven aufzahlen. Unter diesen Kur.ven findet sich 
insbesondere, wie hier gleich ange£iihrt sein solI, die logarithmische Spirale. 
Die bekannte merkwiirdige Eigenschaft dieser Kurve: daB sie durch eine 
Anzahl einfacher Operationen in eine Kurve derselben Art iiberge£iihrt 
wird 6), subsumiert sich unter allgemeinere Eigenschaften der von uns be
trachteten Kurven. Gleichzeitig ergeben sich eine Reihe bis jetzt, wie es 
scheint, nicht bemerkter Eigenschaften del' logarithmischen Spirale. Man 
kann wohl durch die von uns angewandte SchluBweise die Theorie der 
logarithmischen Spirale auf ihren einfachsten Ausdruck zuriickfiihren. 

Es mag ferner noch die folgende Bemerkung hier ihre Stelle find en. 
Die Betrachtungen iiber geschlossene Systeme vertauschbarer linearer 

Transformationen, wie sie im folgenden vorkommen werden, haben eine 
intime Beziehung zu Untersuchungen, welche in der Theorie der Sub
stitutionen und damit zusammenhangend in der Theorie der algebraischen 
Gleichungen auftreten 7). Indes findet ein durchgreifender Unterschied statt 
zwischen der Form, unter der diese Probleme in den genannten Disziplinen 
und unter der sie hier auftreten, namlich der, daB in jenen immer von 
diskret veranderlichen, hier von kontinuierlich veranderlichen GroBen die 
Rede ist. Dadurcli vereinfachen sich im vorliegenden FaIle die zu losen
den Fragen in hohem Grade. Vielleicht ist es £iir die Durch£iihrung der 

5) Die hier gegebene und auch in der Dberschrift zugrunde gelegte Definition 
der in Betracht kommenden Kurven ist mit der scheinbar weiteren gleichbedeutend: 
Kurven, welche durch einfach unendlich viele Jineare Transformationen in sieh iiber
gehen. Es liegt dies daran, daB Kurven Mannigfaltigkeiten von einer Dimension vor
stellen (vgl. § 1, Nr. 4, Note). Wir haben vorgezogen, die Definition in der gewahlten 
Form zu geben, wei! sie in derselben auf die unseren Kurven analogen Mannigfaltig
keiten von mehr Dimensionen ausgedehnt werden kann. 

6) V gl. hierzu insbesondere den Artikel "Spirale" in K I ii gel s mathematischem 
Worterbuch. - [Was J ako b Bernoulli von seiner Spirale riihmt: "Iterum renata 
resurgo" konnte als Motto vor die gesamten Ent wicklungen des Textos gesetzt werden. K.] 

') Vgl. Serret, Traite d'Algebre Superieure und Camille Jordan, Traite des 
Substitutions et des Equations Algebriques (1870). 



428 Zum Erlanger Programm. 

komplizierteren Betrachtungen, welche bei diskreten Variabeln notig werden, 
richtig, diesel ben zuerst, in einer ahnlichen Weise, wie dies nachstehend 
geschieht, flir kontinuierliche Veranderliche zu behandeln und erst hinter
her die Variabilitat der Veranderlichen zu beschranken. 

§1. 

Einfach unendliche, geschlossene Systeme von vertauschbaren linearen 
Transformationen. W· Kurven. 

1. Von linearen Transformationen in der Ebene gibt es bekanntlich 
flinf Klassen. 

Bei Transformationen der ersten Klasse bleiben die drei Ecken und 
die drei Seiten eines bestimmten Dreiecks (des Fundamentaldreiecks) un
verandert, die ubrigen Punkte und Geraden der Ebene verandern ihre 
Lage. Eine Seite des Dreiecks mag unendlich weit rlicken, die anderen 
sollen bzw. mit der X - und Y -Achse zusammenfallen 8). Dann ist eine 
solche Transformation dargestellt durch: 

x'=ax, 
(1) 

y' = by, 

wobei a und b zwel verschiedene Konstante bedeuten. 
Die Transformationen der zweiten und dritten Klasse lassen sich als 

Grenzfall der Transformationen erster Klasse ansehen. Die Transfoll'ma
tionen zweiter Klasse sind dadurch charakterisiert, daB fur sie zwei der 
Ecken und zwei der Seiten des Fundamentaldreiecks bzw. zusammenfallen; 
bei denen dritter Klasse fallen samtliche Seiten und bzw. samtliche Ecken 
des Fundamentaldreiecks zusammen. Diejenige gerade Linie, in welche 
fUr die Transformationen zweiter Klasse zwei Seiten des Fundamental
dreiecks zusammenfallen, mag unendlich weit rucken; die dritte Seite des 
Dreiecks werde zur X -Achse gewahlt. Die Y -Achse sei eine beliebige 
Gerade, welche durch den isolierten dritten Eckpunkt des Dreiecks geht. 
So ist die Transformation durch die Formel gegeben: 

(2) 
x' = ax, 

y'=y+b. 

Bei den Transformationen dritter Klasse soll die Gerade, in welche die 

8) Wenn wir von einer besonderen Lage des Fundamentaldreiecks und von nicht 
homogenen Koordinaten Gebrauch machen, so geschieht dies, weil sich dann die geo
metrischen Beziehungen, welche wir betrachten mussen, besser bezeichnen und die 
Formeln, welche vorkommen, kurzer schreiben lassen. Wir verstehen die'3e Ausdrucks
weise immer allgemein: d. h. nicht nur in Beziehung auf die besondere, Bondem in 
Beziehung auf eine beliebige Annahme des Fundamentaldreiecks und der -Koordinaten. 
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drei Seiten des Fundamentaldreiecks zusammenfallen, unendlich weit riicken. 
Die X -Achse enthalte den Punkt, in welchen die drei Eckpunkte des 
Dreiecks zusammengeriickt sind; die Y -Achse sei eine beliebige Gerade. 
Dann hat die Transformation die Form: 

x'=x+a, 

y'=y+ax+b. 
(3) 

Die Transformationen der vierten Klasse sind die sogenannten 
perspektivischen. Bei ihnen bleibt ein isolierter Punkt (Zentrum der 
Perspektivitat) und eine Punktreihe (Achse der Perspektivitat) und 
infolgedessen eine isolierte gerade Linie (die Achse) und ein Biischel 
gerader Linien (diejenigen, die durch das Zentrum gehen) unverandert. 
Solche Transformationen werden durch (1) dargestellt, wenn entweder 
a = b, oder eine der beiden GroBen gleich 1. Vnter Zugrundelegung 
der ersten Annahme haben wir also fiir Transformationen der vierten 
Klasse: 

(4) 
x'=ax, 

y'=ay. 

Die Transformationen der funften Klasse sind als ein Grenzfall derer 
vierter Klasse anzusehen. Sie entstehen aus diesen, indem das Zentrum 
der Perspektivitat auf die Achse derselben riickt. N ehmen wir die Achse 
unendlich weit, die X - und Y-Achse beliebig, so hat man fUr diese Trans
formationen die Formel: 

(5 ) 
x'=x+a, 
y'= y+b. 

Bei der gewahlten Koordinatenbestimmung kommt die Transformation auf 
eine Translation der Ebene hinaus. 

Wegen seiner ausgezeichneten metrischen Eigenschaften mag hier noch 
ein besonderer Fall der Transformationen erster Klasse hervorgehoben sein. 
Derselbe entspricht der Annahme, daB zwei der Ecken des Fundamental
dreiecks mit den unendlich weit entfernten imaginaren Kreispunkten zu
sammenfallen. Alsdann besteht die Transformation in einer Rotation der 
Ebene urn den dritten Eckpunkt des Fundamentaldreiecks und einer ihrer 
Lange proportionalen VergroBerung (oder V erkleinerung) der von diesem 
Eckpunkte ausgehenden Radiusvektoren. 

2. Man wende nun eine jede der Transformationen (1) ... (5) A-mal 
hintereinander an. So erhalt man eine Transformation, welche dieselben 
Elemente der Ebene unverandert laBt, wie die urspriingliche. Dieselbe 
ist in den fUnf Fallen bzw. durch die nachstehenden flinf Gleichungen 
gegeben: 
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I. 
x' = a)'x, 

Y'=bAy, 

IV. 
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II. 
x'=aAx, 

y'=y+bl, 

x'=aAx, 

y'=aAy, 
V. 

III. 
x'=x+al, 

y'=y+alx+bl 

x'=x+a2, 

y' = y + bl. 

+ 2 l(J_-l) 
a '--\j-' 

Nun fasse man 2 nicht mehr als eine gegebene Zahl, sondern als 
einen kontinuierlich veranderlichen Parameter auf. Dann stellen die 
Gleichungen I ... V Systeme von einfach unendlich vielen linearen Trans
formationen dar, welche die folgenden Eigenschaften haben: 

Zwei beliebige Transformationen des Systems geben, hintereinander 
angeu,andt, unabhangig von ihrer Reihenfolge, dieselbe neue Transformation. 

Diese neue Transformation ist selbst eine Transformation des Systems. 
Mit Rucksicht auf die erste Eigenschaft heil3en die Transformationen 

des Systems vertauschbar, mit Bezug auf die zweite 9) heiBt das Systelli 
geschlossen 10). 

3. Unter den Transformationen der Systeme I ... V findet sich jedes
mal eine, welche wir als die unendlich kleine Transformation des Systems 
bezeichnen, insofern sie x, y in solche x', y' uberfiihrt, die sich von den 
x, y nur um unendlich kleine Grol3en unterscheiden. Man erhiilt diese 
unendlich kleinen Transformationen, wenn man in I ... V 2 unendlich 
klein, also etwa gleich dl, nimmt. Beispielsweise findet man fUr I: 

(6) 

und fUr V: 

(7) 

x' = x + loga· dl· x, 

y' = y + log b . dl . y, 

x' = x + a . dl, 

y'= y+ b ·dJ... 

Man kann sich die Systeme I '" V durch unendlich-malige Wiederholung 
der betreffenden unendlich klein en Transformation entstanden denken. 

Es ist nun auch umgekehrt klar, dal3 es keine weiteren Systeme ein
fach unendlich vieler linearer Transformationen geben kann, die die in 
Nr.2 genannten beiden Eigenschaften besitzen, als die aufgestellten I ... V. 

0) 1m vorliegenden Falle ist die erste Eigenschaft notwendig vorhanden, wenn 
die zweite erfiillt ist. Es ist dies abel' nul' dem Umstande zuzuschreiben, daB wir 
Systeme mit nul' einfach unendlich vielen linearen Transformationen betrachten. 
Beispielsweise bilden die dreifach unendlich vielen linearen Transformationen, die 
einen Kegelschnitt unverandert lassen, auch ein geschlossenes System; abel' ver
tauschbar sind die Transformationen dieses Systems nicht. 

10) Del' Ausdruck "ein geschlossenes System von Transformationen" entspricht 
also ganz dem, was man in del' Theorie del' Substitutionen als "eine Gruppe von 
Substitution en " zu bezeichnen pflegt. 
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Denn em derartiges System muB aIle Transformationen enthalten, welche 
sich aus einer beliebigen Transformation desselben durch Wiederholung 
ergeben. Man wahle nun die in dem Systeme enthaltene unendlich kleine 
Transformation. Dieselbe gehOrt entweder der Klasse (1) oder (2) ... 
oder (5) an und fiihrt bei unendlich oft wiederholter Anwendung zu einem 
der Systeme I oder II ... oder V mit N otwendigkeit hin. 

4. W ir tragen nun nach sol chen K urven, welche durch die Trans
/ormationen der Systeme I ... V in sich ubergehen. 

Zuvorderst ist klar, daB es solche Kurven gibt. Man transponiere 
namlich einen in der Ebene beliebig angenommenen Punkt p durch aIle 
Transformationen eines der Systeme. Dann beschreibt er eine Kurve, 
welche, mit Bezug auf dieses System, die verlangte Eigenschaft hat. Zum 
Beweise sei q ein beliebiger Punkt der Kurve. Man wende auf ihn irgend 
eine Transformation des Systems an. So geht er in einen Punkt iiber, 
in den p iibergeht, wenn man p zunachst durch eine passende Trans
formation des Systems in q iiberfiihrt und alsdann auf p die betre£fende 
Transformation anwendet. Zwei Transformationen des Systems hinter
einander angewandt geben aber eine neue Transformation des Systems; 
p geht also, und mithin auch q, in einen Punkt der Kurve tiber. Bei 
einer beliebigen Transformation des Systems geht also die Gesamtheit der 
Punkte der Kurve in die Gesamtheit derselben Punkte, mit anderen Worten, 
die Kurve in sich selbst tiber, w. z. b. w. 

Die hiermit definierten Kurven werden wir im folgenden, der Ktirze 
wegen, mit einem Buchstaben, als K urven W' bezeichnen 11 ). 

W -Kurven, welche durch dieselben Transformationen in sich tiber
gehen, nennen wir W-Kurven eines Systems. Von W-Kurven eines 
Systems gibt es einfach unendlich viele. Wendet man namlich auf aIle 
(zweifach unendlich vielen) Punkte der Ebene die Transformationen eines 
Systems an, so beschreibt jeder eine demselben angehOrige W-Kurve; 
aber von dies en Kurven sind, nach der vorstehenden Auseinandersetzung, 
jedesmal einfach unendlich viele identisch, namlich aIle diejenigen, die 
aus Punkten einer demsel ben System angehorigen W -Kurve hervorgehen. 

") Wenn iiberhaupt ein geometrisches Gebilde durch eine Transformation in 
sich iibergeht, RO geht es selbstverstandlicherweise auch in sich iiber durch jede 
Transformation, welche aus der einen durch Wiederholung entsteht. Gesetzt nun, 
eine Kurve gehe durch unendlich viele line are Transformationen in sich iiber. 
Dnter denselben findet sich eine unendlich kleine. Durch unendlichmalige Wieder
holung derselben entsteht eins der Systeme I ... V. Durch aIle Transformationen 
des Systems geht die Kurve in sich selbst iiber; mit anderen Worten, sie ist eine 
von den im Texte betrachteten Kurven. Hieraus folgt, was schon in der Einlei
tung gesagt wurde: daB fUr diese Kurven auch die scheinbac weitere Definition 
gilt: diejenigen Kurven, welche durch einfach unendlich viele lineare Transfor
mationen in sich iibergehen. 
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Es sei hier gleieh angefiihrt, daB die Herren Clebseh und Gordan in 
einem gemeinsamen Aufsatze in den Mathematisehen Annalen (Zur Theorie 
der ternaren Formen mit kontragredienten Variabeln Bd.l, (1869)) eben die 
hier zu untersuehenden W- Kurven betraehtet haben, nur unter anderen 
Gesiehtspunkten, als die sind, von denen wir hier ausgehen. Bei ihnen 
tritt die Kurve nur beilaufig auf, als geometriseher Ort fiir einen Punkt, 
del' dureh wiederholte Anwendung derselben linearen Transformation 
transponiert wird, und die Untersuehung dreht sieh darum, welehe 
speziellen Eigensehaften die so erzeugte Punktreihe flir besondere An
nahmen del' Konstanten (Invarianten) der betreffenden linearen Trans
formation hat. 

5. Fiir die W-Kurven erhalten wir, dem entspreehend, daB man sleh 
die Transformationen des zugehOrigen Systems dureh Wiederholung einer 
unendlieh kleinen entstanden denken kann, noeh eine zweite Definition. 
Wir wollen dabei von der Betraehtung des Systems I ausgehen. Die in 
demselben enthaltene unendlieh kleine Transformation (6) fiihrt einen 
Punkt x, y in einen benaehbarten Punkt x + dx, y + dy iiber, wobei 
offenbar: 

Hieraus folgt: 

dx = loga·dl·x, 

d y = log b· d) •. y. 

( ) dx ely 
9 log a.x = log b.y' 

und dieses ist eine DitJerentialgleichung, als deren Integrale die W-Kurven 
des Systems erscheinen. 

Auf ganz ahnliehe Weise wird man zu Differentialgleiehungen fiir die 
W-Kurven der Systeme II ... V gefiihrt. Dieselben haben die Gestalt: 
d x : d y = p : q, wo p, q zwei ganze lineare Funktionen von x und y be
zeichnen. Wiirde man in diese Differentialgleiehung statt x und y irgend 
drei homogene Koordinaten ~,'YJ, 1; einfiihren, welehe sieh auf ein belie big 
gewahltes Koordinatendreieek beziehen, so wiirde sie die alIgemeinere 
Form annehmen: d ~: d 'YJ : d 1; = p: q : r, wo p, q, r jetzt homogene lineare 
Funktionen von ~, 'YJ, 1; sind. 

Andererseits ist klar, daB jede solehe Differentialgleiehung die 
W-Kurven eines Systems zu Integralen hat. Eine solehe Differential
gleiehung sagt namlieh alis, daB gewisse gesuehte Kurven durch eine 
gegebene unendlieh kleine lineare Transformation in sieh iibergehen 1!!). 
Eine Kurve, die dies tut, geht aber aueh dureh aIle Transformationen 

12) [Hierdurch ist eigentlich eine Kurve im qrei-dimensionalen Raum ~, 1J, ?: 
definiert, die erst von 0 aus projiziert, die ebene W -Kurve liefert. K.] 
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des Systems, welches durch Wiederholung der unendlich kleinen Trans
formation entstehen, in sich tiber. Also: 

Die W-Kurven lassen sich auch definieren als die Integrale der 
linearen Differentialgleichungen erster Ordnung: 

(10) d$:d'Y}:dC=p:q:r, 

wo p, q, r homogene lineare Funktionen von $, 'Y}, C sind, und zwar 
sind die W-Kurven eines Systems die Integrale desselben Systems von 
DifJ erentialgleichungen 13 ) • 

Die bekannte U mformung der Differentialgleichungen (10) auf eine kano
nische Form ist gleichbedeutend mit der U mformung der durch dieselbe ausge
sprochenen unendlich kleinen linearen Transformation aufihre kanonische Form. 

6. Wir wenden uns dazu, die Gleichungen der W-Kurven aufzustellen, 
insbesondere diejenigen sonst bekannten Kurven aufzuzahlen, welche unter 
denselben enthalten sind. 

Allgemein erhalten wir die Gleichung der W- Kurven, wenn wir aus 
der Gleichung des zugehOrigen Transformationen-Systems I oder II ... 
oder V den Parameter A. eli minier en und x, y als Anfangswerte, x', y' als 
veranderliche Gro13en betrachten. 

Urn diese Elimination nach gleichformiger Methode durchfiihren zu 
konnen, bemerken wir, daB sich die Systeme I, II, III, IV in der folgen
den Weise schreiben lassen, die der Form entspricht, welche das System V 
von vornherein hat: 

log x' = log x + A ), 
1. log y' = log Y + B A. 

x' = x+AA. 
III. (x'2-2y')=(x2-2y)+BA. 

II. 

IV. 

logx' = log x + A 2 
y'= y+B2 

logx' = logx + A A. 

log y' = log y + A A.. 

13) [Um den Zusammenhang mit anderen Untersuchungen herzustellen, ist es 
zweckmaBig, die Formel (10) etwas anders zu schreiben. Da es nur auf die Ver
haltniSFe der ~: 'lj : I; ankommt, bleibt der Punkt (~, 'lj, I;) ungeiindert, wenn man die 
~, 'lj, I; um solche Inkremente vermehrt, welche den ~, 'lj, I; selbst proportional sind. 
Formel (10) besagt also, ihrer geometrischen Bedeutung nach, nichts anderes als die 
Determinantengleichung: 

(10') 'lj 
q 

d~ I =0. 

Bezeichnet man jetzt mit u, v, w die zu ~, 'lj, I; kontragredienten Linienkoordinaten, 
so erweisen sich, nach der Terminologie von Clebsch, unsere W-Kurven als die 
"Hauptkoinzidenzkurven" des "Konnexes" 

pu+qv+rw=O. 
Andererseits diirfen wir in (l0'), unbeschadet der Al'gemeinheit, eine der homogenen 
Koordinaten, z. B. 1;, gleich Eins nehmen, was d I; = 0 bedingt. Wir haben dann 

p d'lj -qd1; +r('lj d~-~ d'lj) = 0, 
d. h. die bekannte Differentialgleichung, welche J aco bi im 24. Bd. von Crelles Journal 
(1842), = Werke IV, S.257-262, integrierte. K.] 

Klein, Gesammelte math. Abhandluugeu. I. 28 
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Fiir die vorkommenden Konstanten haben wir kurz A, B geschrieben, da es 
auf die Ausdriicke derselben in den friiheren Konstanten a, b nieht ankommt. 

Fiigen wir noeh die urspriingliehe Gleiehung des Systems V. hinzu, 
indem wir in derselben statt a, b aueh A, B sehreiben, also: 

x' =x+ AA 
V. y'= y+BA. 

Eliminiert man nun zwischen den beiden Gleiehungen jedes Systems A, 
so erhalt man die Gleiehungen der betreffenden W-Kurven. Dieselben 
werden, indem man noch statt x, y bzw. x o' Yo sehreibt und bei x', y' 
die Akzente fortlaBt: 

I. B(logx-Iogxo)=A(logy-logyo), 
II. B(logx-Iogxo)=A( y- Yo), 

(11) III. B( x - x o) = A [(X2 - 2y) - (X 02 - 2yo)], 
IV. log x - log x 0 = log Y - log YO' 
V. B( x- xo)=A( y- Yo)' 

Statt I und IV mogen wir noch schreiben: 

(12) {
I. 

IV. 

7. Wir nennen kurz einige 
bekanntere Kurven. 

Xo Yo 

in den Gleiehungen (11), (12) enthaltene 

Zunaehst die Gleichung (11, V.) stellt gerade Linien dar, und zwar 
bei festem A: B gerade Linien derselben Riehtung. Man sieht an dies em 
einfachsten Beispiel deutlieh, wie die Kurven W eines Systems durch die 
zugehOrigen linearen Transformationen in sich iibergehen. Die zugehorigen 
linearen Transformationen bestehen im vorliegenden FaIle in gleichgerichteten 
Translationen der Ebene, dabei verschieben sieh die parallelen Geraden, 
welehe dieselbe Richtung haben, in sich selbst. 

Dbrigens geht aus dieser geometrischen Vorstellung hervor, daB man 
nicht nur diese Linien, sondern aueh die unendlich weit liegenden Punkte 
als W-Kurven des Systems V anzusehen hat. Denn diesel ben gehen 
durch die Transformationen des Systems aueh in sich selbst iiber. An 
und fur sieh sind dieselben den Transformationen des Systems V gegen
iiber mit den geraden Linien, die durch dieselben unverandert bleiben, 
ganz gleiehberechtigt. Sie entgehen nur der hier gewahlten analytisehen 
Darstellung; hatten wir statt Punkt-Koordinaten Linien-Koordinaten ge
braueht, so wiirden wir zunachst nur die Punkte und erst hinterher, durch 
Dberlegung, die geraden Linien gefunden haben. Diese Bemerkung wird 
uns spater wiederholt entgegentreten (vgl. Nr. 15). 
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Die Gleichung (11, IV.) stellt gerade Linien dar, welche durch den 
Koordinaten-Anfangspunkt (das Zentrum der Perspektivitat) gehen. Als 
W-Kurven des Systems miissen wir auJ3er diesen geraden Linien auch 
noch die Punkte zahlen, welche unendlich weit liegen, d. h. der Achse der 
Perspektivitat angehOren. 

Gleichung (11, III.) stellt Parabeln dar, deren Durchmesser zur 
X -Achse parallel sind. Diejenigen Parabeln, welche denselben Werten 
von A, B zugehOren, d. h. also W-Kurven desselben Systems sind, be
riihren sich in unendlicher Entfernung auf der X -Achse vierpunktig. Als 
W-Kurven des Systems III erhalt man also, allgemein zu reden, sich vier
punktig beriihrende Kegelschnitte. 

Die Gleichung (11, II.) stellt transzendente Kurven dar von der 
Art der logarithmischen Linie: y = log x. 

Gleichung (11, I.) endlich umfaJ3t zunachst aIle sogenannten Parabeln. 
Unter denselben finden sich, entsprechend einem rationalen Verhaltnisse 
von A: B unendlich viele algebraische Kurven. 

Setzt man insbesondere A = 1, B = .- 1 oder A = 1, B = 2 oder 
A = 2, B = 1, so hat man Kegelschnitte. Dieselben gehen durch zwei 
Eckpunkte des Fundamentaldreiecks hindurch, indem sie in jedem die be
ziiglich dem anderen gegeniiberliegende Dreieckseite beriihren 14). 

Weiterhin findet man Kurven dritter Ordnung mit Spitze usw. 

Bei beliebiger Annahme von .4 und B finden sich uater den 
W-Kurven des zugehOrigen Systems die drei Seiten des Fundamental
dreiecks, und auch, in dem eben auseinandergesetzten Sinne, dessen drei 
Eckpunkte, 

Zu den W-Kurven (11, I.) gehOrt namentlich auch die schon im 
Eingange erwiihnte logarithmische Spirale. Man wird auf diesel be ge
fiihrt, wenn man, wie dies schon in Nr. 1 geschah, das Fundamentaldreieck 
so partikularisiert, daJ3 zwei seiner Eckpunkte in die beiden unendlich 
weit entfernten imaginaren Kreispunkte hineinfallen. Diejenigen loga
rithmischen Spiralen, welche mit den Radiusvektoren yom Pole gleiche 
Winkel bilden, sind W-Kurven desselben Systems. Bei den linearen 
Transformationen, durch welche die logarithmische Spirale in sich selbst 
iibergeht, bleiben die Winkel unverandert, aIle ebenen Figuren sich selbst 
iihnlich. 

14) Man hat hiernach den Satz: Kegelschnitte, welche sich in zwei Punkten 
beriihren, gehen durch dieselben einfach unendlich vielen linearen Transfor
mationen in sich iiber. Riicken die beiden Beriihrungspunkte unendlich nahe, 
so ergibt sich der im Texte unter III. genannte Fall der vierpunktig beriihrenden 
Kegelschnitte. 

28* 
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§ 2. 

Einige Eigenschaften der W-Kurven. 
8. Wir werden uns in diesem Paragraphen, in welehem wir be

absichtigen, die Anwendung der im Eingange erwahnten SchluBweise 1'11.£ 

die W-Kurven als solche darzulegen, auf die Betraehtung der W-Kurven 
des Systems 1. beschranken. Die analogen Betrachtungen £iir die W-Kurven 
der anderen Systeme wird man ohne wei teres dem hier Vorgetragenen 
nachbilden konnen. 

Wir beginnen mit zwei Beispielen. 
1. Beispiel. Denken wir uns mehrere demselben Systeme 1. an

gehOrige W-Kurven gegeben und an eine derselben eine Tangente gezogen. 
Bei Anwendung der zugehOrigen linearen Transformationen bleiben die 
Kurven W selbst unverandert, wahrend die Tangente naeh und nach die 
Lage jeder anderen Tangente derselben Kurve einnimmt. Dabei gehen 
der Beriihrungspunkt mit der einen W-Kurve und die Sehnittpunkte mit 
den anderen bzw. in den Beriihrungspunkt und die Sehnittpunkte der neuen 
Tangente mit derselben Kurve iiber. Hieraus der Satz: dafJ die Schnitt
punkte mit dem Beruhrungspunkte eine Punktreihe bilden, die, fur be
liebige Lagen der Tangente, derselben Punktreihe projektivisch ist. - Da 
die drei Seiten des Fundamentaldreieeks immer aueh als W-Kurven des ge
gebenen Systems zu betraehten sind, so folgt das KorolIar: Das Doppel
verhaltnis des Beruhrungspunktes einer Tangente einer W-Kurve und ihrer 
drei Durchschnittsp'ttnkte mit den Seiten des Fundamentaldreiecks ist 
konstant 15 ). 

2. Beispiel. Sei eine Kurve W gegeben. Man schneide dieselbe 
dureh irgendeine gerade Linie a und konstruiere in beliebigen n ihrer 
Schnittpunkte die Tangenten. Von den weiteren Schnittpunkten dieser 
n-Tangenten mit der Kurve liegen jedesmal n wieder auf einer geraden 
Linie. 

Zum Beweise heiBe einer der Sehnittpunkte der Linie a mit der 
gegebenen Kurve 0, und einer der weiteren Sehnittpunkte seiner Tangente 
mit der Kurve p. Sei 0' ein zweiter Sehnittpunkt von a mit der Kurve. 
Bei der Transformation des Systems, welehe 0 in 0' iiberfiihrt, geht die 
Tangente in 0 in die Tangente in 0', der Schnittpunkt p in einen Schnitt-

15) Fiir die Kurven des Systems II erschlieBt man auf gleiche Weise die Kon
stanz der Subtangente, was ja auch ein bekannter Satz iiber die logarithmische 
Linie ist. - [Indem Lie fiir Doppelverhiiltnisse in unseren urspriinglichen Unterhaltungen 
den v. Staudt~chen Ausdruck "Wurf" benutzte, ist aus dem im Text angefiihlten 
Theorem die Bezeichnung "W-Kurve" entstanden. Daraus wieder sind die ncourbes V" 
der Comptes Rendus-Noten hervorgegangen. Es ist also sozusagen eine frei€' Dber
setzung unserer Terminologie, wenn Halphen spater von "courbes anharmoniques" 
sprach. K] 
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punkt p' der neuen Tangente iiber. Hiernach sind die Transformationen 
0-0', p - p' dieselben. Man setze nun beide Transformationen mit der 
Transformation 0' - p zusammen. So entsteht aus der ersten die Trans
formation 0 - p, aus der zweiten aber, indem man, was bei der Vertausch
barkeit der Transformationen gestattet ist, zuerst 0' - p und dann p - p' 
anwendet, die Transformation 0' - p'. Das hei13t also: p geht aus 0 durch 
dieselbe Transformation des Systems hervor, durch welchep' aus 0' her
vorgeht. Zu den weiteren Schnittpunkten von a mit der Kurve: 0", •... 

findet man auf dieselbe Weise Punkte p", ~ ... und dabei ist die Trans
formation 0 - p = 0' - p' immer gleich der Transformation 0" - p", .... 
Man wende nun auf a, welches die Punkte 0, 0', 0" ..•• enthalt, diese 
Transformation an. So geht a in eine neue gerade Linie iiber, welche 
p, p', p" .... enthalt. Damit ist unser Satz bewiesen. 

9. Die vorstehenden Satze finden ihren Beweis beide in der von 
uns im Eingange auseinandergesetzten Schlu13weise. Au13erdem benutzt dar 
zweite Satz die Vertauschbarkeit der Transformationen unter sich. 

Um die beiden Satze zu verallgemeinern, wollen wir hier die Art 
der Beziehungen, welche bei den zugehOrigen Transformationen unver
andert bleiben, naher definieren. Es sind dies aile im Sinne der neueren 
Algebra kovarianten Beziehungen zu dem von der W-Kurve und dem 
Fundamentaldreiecke gebildeten Systeme. 

Von dieser Definition ausgehend konnen wir in den beiden aufge
stellten Satzen beispielsweise an Stelle der Tangente beliebige solche 
gerade Linien setzen, welche mit den drei Verbindungslinien . mit den Ecken 
des Fundamentaldreiecks ein konstantes Doppelverhaltnis bestimmen 16). 
Wir konnen statt ihrer 2, 3, 4, 5punktig beriihrende Kegelschnitte setzen, 
welche bzw. 3, 2, 1, 0 der Eckpunkte des Fundamentaldreiecks ent
halten 1;) oder 3, 2, 1, 0 der Seiten des Dreiecks beriihren, usw. 

In dem zweiten Satze konnen wir die schneidende gerade Linie 
a durch eine beliebige Kurve ersetzen; die Schnittpunkte p, p', p", .... 
liegen dann auf einer Kurve, die aus dieser durch eine dem Systeme 
angehOrige lineare Transformation entsteht, usf. 

Es wird dies geniigen, um das Schlu13prinzip vollig klarzustellen; 
man sieht, wie man ohne weitere Betrachtungen eiRe unbegrenzte Reihe 
von Eigenschaften der W -Kurven ableiten kann, und die einzige Frage, 

16} In dem FaIle der logarithmischen Spirale sind dies die unter konstantem 
Winkelschneidenden Geraden. - DaB dieselben logarithmische Spiralen derselben 
Art umhiillen (caustica, diacaustica, evoluta), ist nach unserer SchluBweise selbstver
stiindlich und subsumiert sich unter den letzten Satz der Nr. 10 des Textes. 

10) Fiir die logarithmische Spirale gehiiren hierher die Beriihrungskreise, welche 
den Pol enthalten, und die Kriimmungskreise. 
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die man in dieser Richtung nur noch stellen kann, ist die: Welche dieser 
Eigenschaften sind besonders bemerkenswert 1 

10. Wir heben aus der Reihe solcher Eigenschaften zunachst nur die 
folgenden heraus: 

Kurven W eines Systems (und zu diesen gehOren immer die Seiten 
des Fundamentaldreiecks) konnen sich nur in Eckpunkten des Fundamental
dreiecks schneiden. (Wenn also W -Kurven transzendent sind, sind sie 
es nicht in der Art, daB sie einen Teil der Ebene mit einem Netzwerk 
bedecken.) 

Kurven W besitzen in keinem ihrer Punkte, auBer etwa in den Eck
punkten des Fundamentaldreiecks, die sie enthalten, irgendeine Singu
laritat18). 

Jede im Sinne der neueren Algebra kovariante Kurve einer Kurve W 
(Hessesche Kurve usw.) ist eine Kurve W desselben Systems. 

Wenn man auf eine beliebige Kurve, die nur nicht selbst eine zu 
dem Fundamentaldreiecke gehOrige Kurve W sein soIl, die zu einem 
W -Kurvensysteme gehOrigen linearen Transformationen anwendet, so be
steht die Umhiillungskurve der dadurch erzeugten Kurvenreihe aus lauter 
Kurven W des gegebenen Systems. 

- Besonders auf den letzten Satz machen wir aufmerksam, da wir 
ihn in der Folge benutzen werden. -

§ 3. 

Aufstellung solcber geschlossener Systeme vertauscbbarer linearer Trans
formationen, welche die bisber behandelten umfassen. 

11. Wir legen uns jetzt die Frage vor, ob die einfach unendlichen 
geschlossenen Systeme von Transformationen I, II, ... V noch in um
fassenderen (mmdestens zweifach unendlichen) Systemen enthalten sind, 

18) [Von den hier moglichen Singularitiiten handelt u. a. Liebmann in III. D 8 
der math. Enzyklopiidie (Geomelrische Theorie der Differentialgleichungen, S. 508). 
Es sind dieselben, welche Poincare spater in seinen bekannten Untersuchungen iiber 
den gestaltlichen Veriauf der Integralkurven VQn Differentialgleichungen erster Ordnung 
als "noued", "col", "centre" lInd "foyer" bezeichnet hat. Die unendlich feme Gerade 
in ihrer Beziehung zur logarithmischen Spirale ist fiir den Projektiviker das einfachste 
Beispiel eines Poincareschen "Grenzzyklus". Dabei ist sie, wie aus den Entwick
lungen des Textes hervorgeht, das dualistische Gegenstiick zu dem "foyer", den die 
Spirale in unendlich vie len immer enger werdenden Windungen umkreist. - 'Ubrigens 
hat Lie seinerzeit jedes Eingehen auf diese gestaltlichen Verhii.ltnisse abgelehnt. 
Ganz erfiilIt von dem Interesse fiir die alIgemeinen Eigenschaften, welche· die W-Kurve 
infolge der kontinuierlichen Schar von Kollineationen, die sie in sich iiberfiihren, 
besitzt, tat er den charakteristischen Ausspruch: "Die Kurve weiB selbst am besten, 
wie sie sich in singuliiren Punkten zu verhalten hat." An dem Wortlaut des Textes, 
den ich fiir diese Abhandlung in Gottingen hergestellt habe, hat er dann nichts mehr 
geiindert. K.] 
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die, gleich ihnen, die beiden Eigenschaften der Nr. 2 besitzen: daB die 
ihnen angehorigen Transformationen untereinander vertauschbar sind und 
miteinander kombiniert eine wieder dem Systeme angehorige Transformation 
ergeben. Insonderheit fragen wir nach den umfassendsten solchen Systemen, 
d. h. denjenigyn, die nicht noch in weiteren Systemen gleicher Beschaffen
heit enthalten sind. In unserem FaIle, in welchem nur zwei Variable 
vorkommen, ergibt sich, daB die umfassendsten Systeme der gesuchten 
Beschaffenheit immer nur zweifach unendlich sind 19), so daB es also 
zwischen den seither betrachteten einfach unendlichen und diesen um
fassendsten keine Mittelstufe mehr gibt. 

12. Zum Zwecke der Aufstellung der hier in Rede stehenden Sy
steme betrachten wir zunachst zwei beliebige lineare Transformationen, 
A und B. 

Damit dieselben vertauschbar sind, wussen die Elemente der Ebene, 
welche bei der einen fest bleiben, auch fur die andere fest sein oder durch 
dieselbe unter sich vertauscht werden. 

Sei namlich 0 ein festes Element von A; durch die Transformation 
B gehe es in p iiber. Wenden wir also auf 0 zuerst A, dann Ban, 
so erhalten wir p. Wenden wir hingegen zuerst B, dann A an, so 
erhalten wir dasjenige Element, in welches p durch A iibergeht. Dies 
aber muB p selbst sein, weil die Art der Aufeinanderfolge von A und 
B gleichgiiltig sein solI. p also bleibt bei der Transformation A unver
andert, w. z. b. w. 

Die Transformationen der hier gesuchten Systeme sollen nun nicht 
nur miteinander vertauschbar sein, sondern kontinuierlich sich aneinander 
anschlieBen. Damit ist die Moglichkeit aufgehoben, daB die festen Ele
mente einer einem solchen Systeme angehOrigen Transformation - wofern 
dieselben nicht in kontinuierlicher, sondern nur in diskreter Aufeinander
folge vorhanden sind - durch irgendeine andere ihm angehOrige Trans
formation unter sich vertauscht werden; vielmehr miissen dieselben un
verandert bleiben. 

13. Dieser Satz erlaubt nun sofort aIle geschlossenen Systeme ver
tauschbarer linearer Transformationen der Ebene, die nicht noch in um
fassenderen enthalten sind, aufzusteUen. 

19) DaB die Zahl der in diesen Systemen vorkommenden Transformationen, 
namlich 00 2, mit der Zahl der Vn.riabeln stimmt, ist eine besondere Eigenschaft der 
Zahl 2. Fur drei Variable gibt es z. B. neb en einer groBeren Zahl dreifach un
endlicher Systeme ein vierfach unendliches. Dasselbe stellt sich etwa in der folgen
den Form dar: 

x' = x+az+b, 
y'=y+cz+d, 
z'= z. 
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Findet sich unter den Transformationen des Systems eine, welche 
der ersten Klasse angehOrt, so mu.6 fiir alle Transformationen des Systems 
das betreffende Fundamentaldreieck ungeandert bleiben. Ein solches 
System kann also hOchstens diejenigen Transformationen umfassen, welche 
diese Eigenschaft besitzen, nicht aber noch andere. Diese Transforma
tionen sind nun durch (1) dargestellt, 

x' = ax, 
y'=by, 

wenn man a, b nicht mehr die Bedeutung von Konstanten, sondern VOIl 

Parametern gibt. Die Kombination irgend zweier solcher Transforma
tionen mit den Parametern a, b und a', b' ergibt aber, wie man un
mittelbar verifiziert, eine neue Transformation des Systems, namlich die
jenige mit den Parametern aa', bb', und zwar unabhanglg von der Reihen
folge der beiden Transformationen dieselbe. 

Die zweifach unendlich vielen Transformationen: 

x'=ax, 
y'=by 

A. 

bilden also ein geschlossenes System vertauschbarer linearer Transfor
mationen, das nicht noch in einem umfassenderen enthalten ist. 

In dies em Systeme sind aIle einfach unendlichen Systeme I. enthalten. 
Andererseits sind die Systeme I. in keinem anderen geschlossenen Systeme 
vertauschbarer linearer Transformationen enthalten als eben in diesem. 

Denn nach der vorstehenden N ummer miif3te ein solches System in 
A. enthalten sein, also eine Zwischenstufe zwischen Systemen I. und A. 
bilden. Eine solche Zwischenstufe gibt es aber nicht, da A. nur zweifach 
unendlich viele Transformationen enthalt, wahrend I. bereits einfach un
endlich viele enthalt. 

Wie man von den Transformationen erster Klasse zur Aufstellung 
des Systems A. gelangt, kommt man von den Transformationen zweiter 
und dritter Klasse zu den folgenden beiden: 

B. 

r. 

x'=ax, 
y' = y + b; 
x' =x+a, 
y'=y+ax+b. 

Die Beziehung von B. und r. zu den einfach unendlichen Systemen II., 
III. ist ganz dieselbe, wie die von A. zu den Systemen I., so daf3 WIr 
dieselbe hier nicht weiter auseinandersetzen. 

14. Bei den Transformationen vierter und fiinfter Klasse wird eine 
besondere Untersuchung notig, weil bei ihnen feste Elemente in konti
nuierlicher Aufeinanderfolge vorhanden sind. 
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Transformationen der vierten Klasse konnen, nach dem Satze der 
12. Nummer, nur vertauschbar sein, wenn entweder beide dasselbe Zen
trum und dieselbe Achse der Perspektivitat besitzen, oder wenn das 
Zentrum der einen bzw. auf der Achse der anderen liegt. In beiden 
Fallen sind die beiden Transformationen auch wirklich vertauschbar, wie 
man leicht verifiziert. Aber man wird dabei zu nichts Neuem gefiihrt. 
In dem ersten FaIle kommt man iiberhaupt nur zu dem einfach unend
lichen Systeme IV.; in dem zweiten wird man zu dem Systeme A. ge
fiihrt, welches man offenbar aus den beiden perspektivischen Transfor-
mationen: 

zusammensetzen kann. 

x' = ax, 
y' =y, 

x'=x, 
y'=by 

Ebensowenig gelingt es durch Kombination von Transformationen der 
vierten und fiinften Klasse neue geschlossene Systeme vertauschbarer 
Transformationen zusammenzusetzen. Nach dem Satze der 12. Nummer 
wird man, wenn man dies versucht, zu dem Systeme B. zuriickgefiihrt, 
welches man als aus der Kombination der perspektivischen Transformation: 

mit der Translation: 

entstanden ansehen kann. 

x'=ax, 
y'=y, 

x'=x, 
y' =y+b, 

Dagegen lassen sich aus Transformationen lunlte?' Klasse zwei neue, 
auch wieder zweifach unendliche Systeme der gesuchten Art bilden. 

Zwei Transformationen fiinfter Klasse konnen namlich nach Nr. 12 
vertauschbar sein, sowohl wenn die feste Punktreihe, als auch wenn das 
feste Strahlbiischel fiir beide identisch ist. Man verifiziert unmittelbar, 
daB sie unter ,einer dieser Voraussetzungen auch wirklich vertauschbar 
sind und miteinander kombiniert eine neue Transformation gleicher Art 
erzeugen. Wir haben also zwei neue, wiederum zweifach unendliche Sy
sterne der gesuchten Art. 

Das eine umfaf3t aIle Transformationen der fiinften Klasse, bei welchen 
dieselbe Punktreihe fest bleibt. Es mag diese Punktreihe mit der unend
lich weit entfernten geraden Linie zusammenfallen. Dann sind die Trans
formationen des Systems dargestellt durch: 

x'=x+a, 
y'=y+b. 

Ein Beispiel gibt die Gesamtheit der Translationen der Ebene. 
Das andere umfaf3t aIle Transformationen derselben Klasse, bei denen 
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das feste Strahlblischel dasselbe ist. Wahlt man fUr das letztere !lie zur 
Y -Achse parallelen Geraden, so sind die Transformationen des Systems 
gegeben drirch: 

E. 
, 

x =x, 
y'=y+ax+b. 

15. Wenn wlr zusammen£assen, sind wir zu dem folgenden Resultate 
gelangt: 

Es gibt in der Ebene funf verschiedene zweifach unendliche ge
schlossene Systeme von unter sich vertauschbaren linearen Transforma
tionen: A., B., r., 6.., E. 

Dieselben sind nicht noch in umfassenderen System en derselben Be
schaffenheit enthalten. 

Transformationen erster, zweiter Und dritter Klasse sowie die aus 
ihnen gebildeten einfach unendlichen Systeme I., II., III. finden sich 
nur bezuglich in den Systemen A., B., r. 

Transtormationen vierter Klasse und die aus solchen gebildeten ein
tach 1tnendlichen Systeme IV. finden sich in A. Und B.; Transformationen 
funfter Klasse und die aus ihnen gebildeten einfach unendlichen Systeme 
V. finden sich in B., r., 6.., E. 

Wir werden nun im folgenden die W-Kurven betrachten nicht mit 
Bezug auf das einfach unendliche System I., ... V., durch dessen Trans
£ormationen sie in sich libergehen, sondern mit Bezug auf das zweifach 
unendliche A., ... , E., welchem das betreffende ein£ach unendliche an
gehOrt: wir werden uns ein solches zweifach unendliches System gegeben 
denken und diejenigen W-Kurven in Untersuchung ziehen, deren zu
gehorige einfach unendliche Systeme in dies em enthalten sind. 

Solcher W- Kurven gibt es fiir jedes der Sy-steme A., B., ... , E. zwei
tach unendlich viele. 

Fur A., B., r., 6.. sind dieselben durch die GIeichungen Nr. I., II., 
III., IV. dargestellt, wenn man den in denselben vorkommenden Kon
stanten beliebige Werte beilegt. Nicht eingeschlossen in diese Darstellung 
sind fUr die vier Systeme jedesmal einfach unendlich viele W- Kurven, nam
lich (vgl. N r. 7) diejenigen Punkte, welche durch unendlich viele Trans
£ormationen des Systems unverandert bleiben. Es sind dies fiir A., B., r. 
die auf den Seiten der bzw. Fundamentaldreiecke gelegenen Punkte, fur 
6.. die Punkte der bei allen, 6.. angehorigen, Trans£ormationen festen 
Punktreihe. Diese Punkte lassen sich nicht durch eine Gleichung dar
stellen, weil wir von Punkt-Koordinaten Gebrauch machen. Wlirden wir 
dagegen Linien -Koordinaten anwenden, so hatte man sofort die Dar
stellung dieser Punkte durch eine Gleichung: es wurde aber unmoglich, die
jenigen W-Kurven, welche etwa gerade Linien sind, entsprechend darzu-
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stellen. Insbesondere fiir das System 6.., dessen zweifach unendlich viele 
W-Kurven - bis auf die eben genannten Punkte - die geraden Linien 
der Ebene sind, wiirde man die W -Kurven im aUgemeinen gar nicht, sondern 
nur diese einfach unendlich vielen Punkte darstellen konnen. Das ist nun 
gerade, was bei dem System E., das dem Systeme 6.. dualistisch gegen
iibersteht, bei dem Gebrauche von Punktkoordinaten stattfindet. Man 
findet ohne weiteres einfach unendlich viele gerade Linien, welche 
W-Kurven sind, namlichdie geraden Linien des festen Biischels: 

x=xo· 
Aber auJ3erdem gibt es zweifach unendlich viele W-Kurven, die sich der 
Darstellung durch eine Gleichung entziehen: das sind samtliche Punkte 
der Ebene. Das System E. hat darum den anderen gegeniiber keine 
Sonderstellung; daJ3 es hier eine solche zu besitzen scheint, beruht auf 
dem (zufalligen) Gebrauche von Punktkoordinaten. 

In den folgenden Betrachtungen wird von dem Systeme A. ausge
gangen werden; indes iibertragen sich dieselben ohne weiteres auf die 
iibrigen Systeme. N ur muJ3 man dabei beriicksichtigen, daJ3 in dem 
FaIle 6.. die geraden Linien, im FaIle E. die Punkte der Ebene die 
W-Kurven sind, und man daher nicht, wie bei A., B., r. im ersten Falle 
die geraden Linien, im zweiten die Punkte als Beispiele flir beliebige 
K urven betrachten dad. Es ist iibrigens so einfach, die Betrachtungen, 
welche wir fiir das System A. machen werden, auf B., r., 6.., E. zu iiber
tragen, daJ3 wir diese letzteren Systeme fortan ganz beiseite lassen werden. 

§ 4. 

Die W-Kurven gehen durch eine unendliche Reihe von Transforma
tionen (geometrischen Verwandtschaften) in W-Kurven desselben 

Systems liber. 
16. Die Gleichung der W-Kurven, die zu dem zweifach unendlichen 

Systeme A gehOren, ist von der folgenden Form (vgl. Nr. 6): 

(13) AXk=Byl, 

wo A, B, k, l irgendwelche Konstantenbedeuten. Diejenigen W-Kurven, 
welche dasselbe k, l besitzen, gehen durch dieselben einfach unendlich 
vielen linearen Transformationen in sich iiber. Wir bezeichneten friiher 
solche W-Kurven als W-Kurven eines Systems und wir wollen hier diese 
Bezeichnung beibehalten, da ja wohl keine Verwechselung mit dem zwei
fach unendlichen Systeme A., dem aUe W -Kurven, die wir hier betrachten, 
angehOren, moglich ist. 

Aus der Form der Gleichung (13) ersieht man nun unmittelbar: 
daf3 die W-Kurven durch eine Anzahl von Trans/ormationen, die noch 
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jedesmal zwei u;~llkurliche K onstanten einschliefJen, in W - K urven desseJhen 
Systems, bzw. bei passender Bestimmung der beiden Konstanten unend
lich oft in sich selbst ubergefuhrt werden. 

Dies ist zunachst der Fall fiir die linearen Transformationen von A. : 
x' = ax, 
y'=by, 

es ist allgemeiner der Fall fiir die Transformationen: 

wo m irgendeine Zahl ist. 

x' = axm , 

y' = bym, 

Es ist ferner so hinsichtlich der Umformung durch reziproke Polaren 
mit Bezug auf einen Kegelschnitt, der das Fundamentaldreieck von A. 
zum Polardreieck hat. Damit namlich eine gerade Linie: 

tx+uy+l=O, 

Tangente der Kurve (13) sei, erhalt man die Bedingung (Tangential
gleichung der Kurve): 

wo A', B' aus A, B, k, 1 zusammengesetzt sind. Eine solche Gleichung 
entsteht aus (13), indem man setzt: 

x=at, 
y=bu, 

und diese Transformation stellt die Umformung durch reziproke Polaren 
hinsichtlich des Kegelschnittes dar: 

X2 + y2 + 1 = ° 
a b ' 

der ein beliebiger Kegelschnitt ist, fiir welchen das Fundamentaldreieck 
Polardreieck ist. 

Ferner haben die W-Kurven dieselbe Eigenschaft hinsichtlich der
jenigen Transformationen, die sich aus den genannten zusammensetzen 
lassen us£. 

Wir werden nun im nachstehenden, ankniipfend an die Erzeugung 
der W-Kurven, auf geometrischem Wege den Grund dieses Verhaltens 
suchen. Dabei werden wir zur Aufstellung einer unbegrenzten Reihe von 
Transformationen, oder, wie wir, weil bei ihnen ein Wechsel des Raum
elementes eintritt, lieber sagen wollen, geometrischen Verwandtschaften 
gelangen, durch die jedesmal die W-Kurven in W-Kurven desselben 
Systems, bzw. bei passender Wahl der in denselben vorkommenden zwei 
willkiirlichen Konstanten einfach unendlich oft in sich selbst iibergehen. 
Diese Verwandtschaften um/assen eine grofJe Zahl sonst angewandter 
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Verwandtschaften; abgesehen von ihrer Beziehung zu den W -K urven, 
die Mer in den Vordergrund tritt, scheinen dieselben auch darum Inter
esse zu besitzen, weil durch ihre Aufstellung diese spezielleren Verwandt
schalten auf .einen einheitlichen Algorithmus zuruckgefuhrt werden. Das 
Wesentliche bei diesen Verwandtschaften ist, daB sie nach einer festen 
Regel erzeugt werden, indem wir vO'n den zu dem Fundamentaldreiecke 
gehOrigen linearen TransfO'rmatiO'nen als GrundO'peratiO'nen ausgehen. In 
ahnlicher Weise kann man an jedes geschlO'ssene System vertauschbarer 
TransfO'rma tiO'nen bei belie big viel Veranderlichen einen Verwandtschafts
zyklus anknupfen. Die hiermit angedeutete TheO'rie scheint an und fUr 
sich beachtenswert zu sein. 

(14) 

17. Wir betrachten zunachst" die TransfO'rmatiO'nen: 

X' = axm , 

y' = bym. 

Die Punkte der XY-Ebene, sO'wie die der X' Y'-Ebene, kann man sich 
und diese VO'rstellungsweise ist hier fUr uns fundamental - in der 

Art und Weise entstehend denken, daB man vO'n einem Punkte xo' Yo 
bzw. x~, y~ alsgegeben ausgeht und auf denselben aIle zu dem Funda
mentaldreiecke vO'n A. gehOrigen linearen TransfO'rmatiO'nen anwendet. 

GemaB dieser Anschauung kann man nun in der fO'lgenden Weise eine 
Beziehung (Verwandtschaft) zwischen den beiden E benen feststellen. 

Die Punkte xo' Yo und x~, y~ betrachte man als entsprechend. Man 
hetrachte ferner als entsprechend jedesmal diejenigen Punkte x, y und 
x', y', welche aus den gegebenen durch dieselbe zu dem Fundamental
dreieck vO'n A. gehorige lineare TransfO'rmatiO'n hervO'rgehen. 1st alsO' 
etwa x = axo' y = byo' SO' ist x' = ax~, y' = by~. Die in dieser Weise 
festgelegte Beziehung zwischen den heiden Ebenen ist keine andere, als 
die durch eine lineare TransfO'rmatiO'n, welche zu dem Fundamentaldreieck 
gehort, ausgedruckte Verwandtschaft. In der Tat, bei dem angegebenen 

Verfahren ist. immer !!- = x I , Y, = Y: und diese FO'rmeln stell en eben eine 
Xo xci Y Yo 

sO'lche lineare TransfO'rmation dar. WO'rauf es aber hier ankO'mmt, il:1t, 
daB man bei diet:ler Auffassung der linearen Verwandtschaft O'hne wei teres 
einsieht, daB W-Kurven durch dieselbe in W-Kurven desselben Systems 
iihergefiihrt werden. TransfO'rmiert man namlich den Punkt xo' Yo durch 
sO'lche zu dem Fundamentaldreiecke gehorige lineare TransfO'rmatiO'nen, 
daB er auf einer W-Kurve fO'rtruckt, SO' bewegt sich der entsprechende 
Punkt x~, y~ nO'twendig auf einer W-Kurve desselben Systems, da er 
durch ganz dieselben linearen TransfO'rmatiO'nen versetzt wird. Zugleich 
aber sieht man ein, daB, wenn xO' Yo und x~, y~ vO'n vO'rnherein auf 
derselben in Betracht kO'mmenden W-Kurve Hegen, daB dann diese W-



446 Zum Erlanger Programm. 

Kurve und auch aIle W·Kurven desselben Systems in sich selbst iiber
gefiihrt werden. - Wir machen noch darauf aufmerksam, was auch fiir 
aIle im folgenden aufzustellenden Verwandtschaften gilt, daB die Art der 
Beziehung unverandert dieselbe bleibt, wenn wir, statt von xo' Yo und 
x~, y~ als gegebenen entsprechenden Punkten auszugehen, von irgend
einem anderen Punktepaare ausgegangen waren, das aus xo' Yo und x~, y~ 
durch dieselbe zu dem Fundamentaldreiecke gehOrige line are Transforma
tion hervorgeht. 

Wir wollen wieder von xo' Yo und x~, y~ als gegebenen, einander 
entsprechenden Punkten ausgehen. Dem Punkte x, y, der aus xo' Yo 
durch eine gewisse zu dem Fundamentaldreieck gehOrige Operation hervor
geht, wollen wir denjenigen Punkt x', y' zuordnen, der sich aus x~, y~ 
nicht durch dieselbe Transformation, sondern durck m-malige Wieder
holung derselben Trans/ormation ergibt. Sei x = axo' y = byo' so wird 
x' = amx~, y' = bmy~. Eliminiert man hieraus a und b, so erhalt man: 

X' xm 

;;1 x;:" 
y' 

y~ 
~~ 

m-
Yo 

Die so /estgelegte Veru;andtscha/t ist also gerade von der unter (14) 
dargestellten Art. 

Nun wende man auf den Punkt xo' Yo solche zu dem Fundamental
dreieck gehorige lineare Transformationen an, daB er eine bestimmte 
W-Kurve durchlauft. Dann wird x~, y~ eine W-Kurve desselben Systems 
durchlaufen. Denn die Reihe der Transformationen, durch welche die 
W- Kurven eines Systems in sich iibergehen: x = A A xo, Y = BAyo, und 
die Reihe der Transformationen, die durch m-malige Wiederholung der
selben entstehen: x = A Am xo , y = BA"'yo' sind in ihrer Gesamtheit nicht 
voneinander verschieden, und konnen es auch nicht sein, da ja iiberhaupt 
die Reihe dieser Transformationen durch fortwahrende Wiederholung einer 
(unendlich kleinen) Transformation entsteht. Der Punkt x~, y~ wird also 
eine W-Kurve desselben Systems durchlaufen, wie der Punkt xo, Yo' nur, 
um uns so auszudriicken, m -mal so schnell. 

Es ist also beu·iesen, daf3 W - K urven durch e~ne Trans/ormation 
( 14) in W - K urven desselben Systems ubergehen. 

Wah It man insbesondere die Punkte xo' Yo und x~, y~ auf der 
W- Kurve, die man betrachtet, so geht dieselbe durck die Trans/ormation 
in sick uber. 

18. Die allgemeineren Verwandtschaften, in welchen die in der letzten 
Nummer betrachteten als eine besondere Gattung enthalten sind, erhii.lt 
man in ganz iihnlicher Weise, wie diese letzteren, indem man gleichzeitig 
an Stelle des Punktes ein anderes Gebilde als Element der Ebene einfiihrt. 
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W ir u·ollen niimlich als Elemente der Ebene die zweifach unendlich 
vie len Kurven betrachten, die aus einer beliebig20) gewiihlten: 

cp(xY)=O, 
durch die zu dem Fundamentaldreiecke gehorigen linearen Transforma
tionen hert:orgehen. 

Die Gleichung dieses Kurvensystems wird sein, unter a, fJ Parameter 
verstanden: 

cP (a x, fJ y) = 0. 
Die Parameter a, fJ mag man geradezu als Koordinaten der Kurven be
trachten. 

Eine Gleichung zwischen a, fJ steUt, sagen wir, diejenige Kurve dar, 
die von solchen KurveI\ cP umhiillt wird, deren a, fJ der Gleichung geniigen. 

Die allgemeineren Verwandtschaften bestehen nun darin, daB man 
einem Punkte x', y' eine Kurve cP entsprechen liiBt, wo: 

(15) x' = aa"', y'=bfJ m . 

In Worten ausgesprochen: Man ordne einem v.:illkurlich gewiihlten 
Anfangspunkte x~, y~ eine bestimmte K urve CPo zu. Eine jede andere 
K urve cp geht aus CPo durch eine bestimmte zu dem Fundamentaldreiecke 
gehOrige lineare Transformation hervor. Man lasse ihr denjenigen Punkt 
x', y' entsprechen, der aus x~, y; durch m-malige Wiederholung der
selben Transformation entsteht. 

Den Beweis, daB durch eine solche Transformation W-Kurven in 
W-Kurven desselben Systems iibergefiihrt werden, mag man dadurch in 
zwei Schritte zerlegen, daB man die Gleichungen (15) durch die AuIein
anderfolge der beiden Gleichungen ersetzt: 

(16) x' = ax m , y' = bym, 

(17) x=a, y=fJ. 

Durch (16) gehen die W-Kurven in W-Kurven desselben Systems iiber, 
wie in der vorstehenden Nummer gezeigt ist. Es ist also nur noch von 
(17) zu zeigen. In Worten: es ist zu zeigen, daB eine beliebige Kurve cp 
eine W-Kurve, und zwar eine W-Kurve desselben Systems umhiillt, 
wenn man auf sie diejenigen zu dem Fundamentaldreiecke gehorigen 
linearen Transformationen anwendet, vermoge deren ein Punkt x, y 
eine bestimmte W-Kurve durchliiuft. Das aber ist der Ietzte Satz der 
10. Nummer. 

Wiihlt man den Anfangspunkt xo' Yo und die Kurve CPo so, daB der 
erstere auf der W-Kurve liegt, die man betlachtet, die zweite eben diese 

20) Ausgeschlossen bleibt dabei die Annahme, daB die Kurve fP = 0 eine zu 
dem Fundamentaldreiecke gehiirige W-Kurve sei. In diesem Fane wiirde man nur 
einfach unendJich viele Kurven fP erhalten. 
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Kurve beriihrt, so geht die W - Kurve durch die Verwandtschaft (15) in 
sich selbst iiber. Es muB dabei nur eine Bemerkung hinzugefUgt werden. 
Die den Punkten der W-Kurve entsprechenden cp umhiillen die W-Kurve, 
aber sie konnen recht wohl noch weitere Umhiillungskurven haben. Diese 
weiteren Umhiillungskurven sind dann aber immer W - Kurven desselben 
Systems. 

19. Wir wollen den Satz: daB W- Kurven durch die Verwandtschaften 
(15) in W- Kurven desselben Systems iibergehen, auch noch analytisch 
beweisen. 

Eine solche Verwandtschaft ist analytisch durch eine sogenannte 
aequatio directrix 21 ) dargestellt. Man erhii.lt dieselbe, wenn man die Werte 
fUr a und fJ aus (15) in die Gleichung der Kurve: 

eintragt. So entsteht: 
cp(ax, fJy)=O 

Betrachtet man In dieser Gleichung x', y' als fest, so stellt sie das dem 
Punkte x', y' entsprechende cp dar. Umgekehrt, halt man x, y fest, so 
stellt sie diejenige Kurve dar, deren Punkten solche Kurven cp entsprechen, 
welche durch x, y hindurchgehen. 

Einem bestimmten Punkte x', y' oder x, y wird durch eine aequatio 
directrix erst dann ein bestimmter Punkt x, yoder x', y' zugeordnet, 

d I if, 
wenn man d ;, oder d; kennt. Und zwar bestimmt sich, wenn man 

d Y k t I ,dy' d k 'h t 'E . d' t' h x, y, dX enn, x, y, dx' un umge e r. s 1St les geome rIse 

evident. Denn dem Punkte x, y entspricht zunachst eine ganze Kurve 
von Punk ten x', y'. Dadurch, daB man von x, y zu einem benachbarten 
Punkte iibergeht, dem seinerseits eine benachbarte Kurve entspricht, 
fixiert man auf dieser Kurve, als Durchschnittspunkte mit der benach
barten, eine diskrete Mannigfaltigkeit von Punkten x', y'. Aber gleieh-

zeitig ist fiir diese Punkte die Fortschreitungsrichtung, d. h. : !:, ge

geben. Sie faUt namlich bzw. in die Tangenten der beiden benachbarten 
Kurven in ihren Durchschnittspunkten. Analytisch stellt sieh dies so. Sei 

cp=O 

die aequatio directrix. Betrachtet man x, y als veranderlieh, so kommt: 

otp.dx+ otp.dy = O. 
oX oy 

21) VgI. Plucker: Analytisch-geometrische Entwicklungen. Band 2, S.265 (1831). 



XXVI. Ebene Kurven mit Transformationen in sioh. 

Sieht man dagegen x', y' als veranderlich an, so hat man: 

orp d '+ orp d' 0 ax" x oy" y = . 

449 

Ans den vorstehenden 
dy 

drei Gleichungen kann man entweder x, y, d x 

d h ' , d y' d "d y' d h d Y b t' urc x, y, ([XI 0 er x, y, d x' urc x, y, d re es lmmen. 

In unserem Falle hat man nun offenbar: 
1 

a rp (Y')m a rp 

ay= b . o[Y(r)~r 
und 

orp 
ax' 

1 
1 xx,;;;-l orp 

m~-a[x(~)~] , 
Hieraus schlieBt man, unabhangig von der besonderen Form, die rp hat: 

dx.dy_dx' .dy' 
x'y-X"Y" 

Nun aber ist die Differentialgleichung der W-Kurven (Nr.5): 

dx=O.dy. 
x Y 

Die8elbe bleibt also bei der Umjormung umgeiindert. 
Mit anderen Worten: durch die Umformung gehen W-Kurven in 

W-Kurven desselben Systems tiber, w. z. b. w. 
20. Auf dieselbe Art, wie wir in Nr. 18 zwei Punkte, in Nr. 19 einen 

Punkt und eine Kurve einander zugeordnet haben, kann man auch zwei 
Kurven einander entsprechen lassen. Sei die eine Kurve: 

rp(x, y) = 0, 
die andere: 

1jJ(x, y)=O. 

Dann wtirde man die zweifach unendlich vielen Kurven, die aus rp = 0 
durch die zu dem Fundamentaldreiecke gehOrigen linearen Transformationen 
hervorgehen, namlich: 

rp(ax, py)=O 

den zweifach unendlich vielen, die sich auf gleiche Weise aus 1jJ = Oer-
geben, namlich: 

1jJ (a' x, p' y) = 0 

entsprecheIid der Gleichung (15) in der folgenden Art zuordnen: 

a'=aam, p'=bpm, 
K lei n, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 29 
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llnd dadurch eine Verwandschaft begriinden. Durch eine solche Verwandt
schaft wiirden dann wieder W - Kurven in W - Kurven desselben Systems 
iibergehen. 

Allein diese Verwandtschaften, die begrifflich die in Nr. 18 und 
Nr. 19 aufgestellten Verwandtschaften umfassen, insofern man den Punkt 
als eine Kurve spezieller Art ansehen kann, sind von den bisher behan
del ten nicht verschieden. Den unendlich vielen Kurven 1jJ namlich, 
welche durch einen Punkt gehen, entsprechen unendlich viele Kurven 'P 
und diese haben eine Umhiillungskurve <t> = 0 (die in besonderen Fallen 
l1uch ein Punkt sein kann). Die Beziehung der Punkte der Ebene zu 
den ihnen zugehorigen <t> ist dabei offenbar ganz von der in der Nr. 19 
betrachteten Art. Weiter ist aber auch klar, daB man die Verwandt
schaft, welche durch den Dbergang von den 1p zu den 'P definiert war, 
ebenso gut durch den Dbergang von den Punkten zu den entsprechenden 
<t> definieren kann. Es folgt das aus dem nachstehenden Rasonnement, 
das iibrigens in ganz gleicher Weise bei allen Verwandtschaften seine 
Stelle findet, welche zweifach unendlich viele Kurven der Ebene zweifach 
unendlich vielen anderen Kurven entsprechen lassen. 

Den Kurven 'P, welche irgendeine Kurve 0 beriihren, mogen 1p ent
sp:r;echen, die eine andere Kurve 0' beriihren. Durch einen Punkt von 
o gehen zwei konsekutive 1p, denen zwei konsekutive'P entsprechen, 
welche 0' beriihren. Dieselben 'P miissen aber auch das dem Punkte 
zugehOrige <t> beriihren, da ja das <t> die Enveloppe aller 'P ist, die solchen 
1p entsprechen, die durch den Punkt gehen. Mithin wird 0' auch von <t> 
beriihrt. Mit anderen Worten: Wenn der Punkt die Kurve 0 durchlauft, 
so umhiillt die Kurve <t> die Kurve 0'· Die Verwandtschaft zwischen 
den 1p und den 'P ist also dieselbe, wie die zwischen den Punkten und 
den <t>, w. z. b. w. 

§ 5. 

Aufzahlung einiger unter den aIlgemeinen Verwandtschaften enthaltenen 
besonderen FaIle. 

21. Wir wollen hier einige unter den eben aufgestellten Verwandt
schaften enthaltene besondere Falle herausheben, die besonderes Interesse 
zu haben schein en. 

Zunachst mogen wir bemerken, daB wir in der im Eingange er
wahnten Arbeit in den Comptes Rendus die heiden Falle, welche den 
Werten m = + 1 und m = - 1 entsprechen, unter dem Namen der ko
gredienten und kontragredienten Verwandtschaften behandelt hahen. Die 
kontragredienten Verwandtschaften haben zunachst das groBere Interesse. 
Fiir sie gilt namlich der Satz: daf3 sie zweimal hintereinander angewandt 
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zur Identitiit fuhren, dafJ also bei ihnen die Beziehung zwischen dem 
ursprunglichen und dem verwandten Gebilde eine gegenseitige ist. 

Fiir die betreffende Verwandtschaft der Nr. 18 uberzeugt man sich 
davon unmittelbar aus der Gleichung (14). Setzt man in derselben 
m = - 1, so kommt: 

xx'=a, yy' = b. 

Eine Vertauschung von x, y mit x', y' laBt diese Formeln ungeandert. 
Wird man also durch sie von x, y zu x', y' gefiihrt, so gelangt man bei 
Wiederholung derselben von x', y' zu x, y zuriick. 

Dasselbe gilt fiir die betreffenden Verwandtschaften der Nr. 19. Fiir 
m = 1 wird die aequatio directrix (18): 

rp (x:', 1L~~) = 0 

und ist also wieder mit Bezug auf x und x', y und y' symmetrisch, was 
denselben SchluB wie im vorhergehenden FaIle begriindet 22). 

22. Die allgemeinen, in Nr. 18 auseinandergesetzten Verwandtschaften 
sind vielfach Gegenstand geometrischer Untersuchung gewesen. Wir ver
weisen insbesondere auf Salmons Treatise on the Higher Plane Curves, 
wo S. 238 bis 242 eine ZusammensteIlung derartiger Forschungen ge
geben ist. 

Fur m = + 1 sind diese Verwandtschaften, wie schon gesagt, von der 
kollinearen Verwandtschaft nicht verschieden. 

Fiir m = - 1 geben sie die bekannte Verwandtschaft, welche eine 
gerade Linie in einen durch die drei Ecken des Fundamentaldreiecks gehen
den Kegelschnitt verwandelt. 

Besonderes Interesse haben diese Transformationen in dem FaIle, 
daB zwei Ecken des Fundamentaldreiecks in die beiden Kreispunkte fallen. 
Dieselben lassen dann die WinkeP3) der Ebene unverandert, ein Um
stand, den Herr M. Roberts zur Ableitung einer Reihe schOner Satze 
benutzt hat. 1st in diesem FaIle insbesondere m = - 1 und setzt man 

22) In unserer Arbeit in den Comptes Rendus haben wir diesen Satz auf geo
metrische Weise begriindet, indem wir das System 1:1. aller Translationen zu Hilfe 
nahmen. In diesem FaJle wird namlich der Satz des Textes identisch mit dem Satze 
iiber relative Verschiebung: Wenn zwei Kerper gegeneinander verschoben werden, 
so ist es gleichgiiltig, ob der eine ruht und der andere sich bewegt, oder ob der 
andere ruht und der erste sich'im umgekehrten Sinne bewegt. 

23, Es ist dies eine Folge davon, daB durch die Transformation die W-Kurven, 
d. h. in diesem Falle die logarithmischen Spiralen, in W - Kurven desselben Systems 
iibergefiihrt werden. Die logarithmischen Spiralen zweier Systeme schneiden sich 
namlich unter konstantem Winkel; bleiben bei der Transformation nun die Systeme 
ungeandert, so miissen es auch die Winkel tun. Es gilt diese Bemerkung auch fiir 
die in der folgenden Nummer betrachteten Verwandtschaften, soweit sie sich auf das 
Fundamentaldreieck der logarithmischen Spirale beziehen. - Die betreffende Arbeit 
von Herrn M. Roberts findet sich: Liouvilles Journal, Bd.I3 (1848). 

29* 
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gleichzeitig statt x (- x), so hat man die Transformation der reziproken 
Radien. 1m iibrigen vergleiche man Salmon, die angefuhrte Stelle. 

23. Unter den Verwandtschaften der Nr. 19 sind diejenigen besonders 
bemerkenswert, welche man erhalt, wenn man fUr die Kmven q;= 0 
gerade Linien nimmt. Dann entsprechen den Punkten der Ebene die 
geraden Linien derselben. Die Parameter a, fJ, welche Wir als Koordi
naten der Kurven q; auffaBten, sind dabei die reziproken Werte der ge
wohnlichen Linienkoordinaten t und u. 

(19) 

A. Betrachten wir zunachst den Fall m = - 1, d. h. 

at=x, 

bu=y. 

Diese Formeln stellen die Verwandtschaft der reziproken Polaren hinsicht
lich des Kegelschnittes: 

a: 2 + y2 + 1 = 0 
a b 

dar, d. h. also hinsichtlich eines Kegelschnittes, welcher das Fundamen
taldreieck zum Polardreieck hat. Wir haben also den folgenden Satz, 
den wir, unmittelbar aus der Gleichung bewiesen, bereits in Nr. 19 an
fiihrten: 

Die reziproke Polare einer W-Kurve hinsichtlich eines Kegelschnittes, 
der das Fundamentaldreieck zum Polardreieck hat, ist eine W - K urve 
desselben Systems. 

Hieran kniipft sich noch das folgende Korollar: 
Die W - K ur've ist ihre eigene reziproke Polare hinsichtlich eines 

solchen Kegelschnitts, wenn sie 'Von dem Kegelschnitte beruhrt wir(P'). 
Denn bei der durch einen solchen Kegelschnitt vermittelten Zuord

nung von Punkt und gerader Linie entspricht einem Punkte der W -Kurve 
- namlich dem Beriihrungspunkte mit dem Kegelschnitt - erne Tan
gente derselben Kurve - namlich die Tangente . im Beriihrungspunkte, 
und also (Nr. 18) allen Punkten der W -Kurve eine Tangente derselben 
Kurve. 

Durch Dbertragung fruher aufgestellter Eigenscbaften der W-Kurven 
vermoge der Theorie der reziproken Polaren finden wir unter anderen, 
was man ubrigens vel'moge der von uns immer gebrauchten SchluBweise 
obne weiteres einsehen kann: Das Doppelverhdltnis der Tangente einer 
W -K urve zu den drei geraden Linien, welche ihren Beruhrungspunkt 
mit den Ecken des Fundamentaldreiecks verbinden, ist konstant. Wir 

24) Fur die logarithmische SpiraJe sagt dieser Satz aus: Die logarithmische 
Spirale ist ihre eigene reziproke Polare in bezug auf jede gleichseitige Hyperbel, 
deren Mittelpunkt in ihren Pol fliUt, und welche sie beruhrt. 
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fuhren diesen Satz hier an, weil er fUr die logarithmische Spirale die
jenige Eigenschaft ausspricht, die man gewohnlich als Definition derselben 
gibt: da13 namlich fur sie die Radiivektores yom Pole aus mit der Kurve 
gleiche Winkel bilden. - Man schlieBt ferner noch, daB dieses Doppel
verhiiltnis dasselbe ist, welches der Beriihrungspunkt und die drei Durch
schnittspunkte der Tangente mit den Seiten des Fundamentaldreiecks 
miteinander bilden, wie dies auch aus bekannten Eigenschaften des Drei
ecks ersichtlich ist. 

B. Sei zweitens m = + 1. So sind die Formeln fUr die Verwandt
schaft: 
(20) xt= a, yu=b. 

Man kann diese aus den Formeln 

xx'=a, yy'= b, 
und 

x' =t, y'=u 

zusammensetzen; die hier betrachtete Verwandtschaft entsteht also, wenn 
man die Verwandschaft 

xx'=a, yy' =b 

mit der der reziproken Polaren verbindet. 
Die Transformation (20), wie iiberhaupt jede Transformation, die 

nicht reziprok ist, kann in doppeltem Sinne aufgefaBt werden, je nachdem 
man von den x, y der ersten Ebene zu den t, u der zweiten, oder von 
den t, u der ersten zu den x, y der zweiten iibergeht. 

In dem ersten FaIle liiBt sie dem Punkte eine gerade Linie, der 
geraden Linie einen Kegelschnitt entsprechen, welcher die drei Seiten des 
Fundamentaldreiecks beriihrt. - In dem zweiten FaIle entspricht der 
geraden Linie ein Punkt, dem Punkte ein Kegelschnitt, der durch die drei 
Ecken geht. 

Es ist dabei ein besonderer Fall bemerkenswert. Derselbe entspricht 
der Annahme a + b + 1 = 0, also: 

tx+uy+1=0. 

AIsdann liegen Punkt und entsprechende gerade Linie (unter beiden 
Annahmen) jedesmal vereinigt. 

Unter dies en Fall gehort namentlich auch die Beziehung der Punkte 
der W-Kurven eines Systems zu deren Tangenten, wie man dies an der 
Gleichung der W- Kurven unmittelbar verifiziert. Die vorstehend ausge
sprochenen Eigenschaften der Transformation (20) ergeben fUr dies en be
sonderen Fall die beiden Siitze: 

Die Tangenten in den Schnittpunkten einer geraden Linie mit einer 
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W - K urve beriihren einen dem Fundamentaldreiecke eingeschriebenen 
Kegelschnitt 25 ). 

Die Beriihrungspunkte der von einem Punkte aus an eine W - K urve 
gelegten Tangenten liegen auf einem durch die drei Ecken des Funda
mentaldreiecks gehenden Kegelschnitt 26 ). 

N och mag als ein besonderer Fall der durch (20) dargestellten Ver
wandtschaft die Beziehung angesehen werden, die Pliicker in seinem 
"Systeme der analytischen Geometrie" (1835) S. 10 als Polaritii.t hinsichtlich 
eines Dreiecks 27 ) bezeichnet. Dieselbe entsteht aus (20), wenn man 
a = b = 1 nimmt. [Geometrisch ist diese Beziehung in folgender Weise 
definiert. Man verbinde einen Punkt der Ebene mit den drei Ecken des 
Fundamentaldreiecks durch drei gerade Linien. Auf jeder Dreiecksseite wird 
durch eine von den Verbindungslinien ein neuer Punkt ausgeschnitten. Man 
bilde den zu diesem Punkt in bezug auf die beiden in der betreffenden 
Seite liegenden Ecken harmonischen Punkt. So erhii.lt man drei Punkte, 
auf jeder Dreiecksseite einen, die auf einer geraden Linie liegen. Diese 
Gerade ist die PI iickersche Polare des gegebenen Punktes.] 

§ 6. 

Allgemeine Probleme, die sich an das Vorige ankniipfen. 
24. Mit der im vorstehenden Paragraphen gegebenen Aufzii.hlung 

spezieller Verwandtschaften schlieBen wir unsere Auseinandersetzungen 
iiber die W-Kurven. Es soll hier nur noch kurz angedeutet werden, zu 
welchen allgemeineren Problemen dieselben hinfiihren. 

lndem wir auf einen Punkt aIle Transformationen eines einfach un, 
endlichen geschlossenen Systems vertauschbarer !inearer Transformationen 
anwandten, erhielten wir die W -Kurven. 

Aber statt des Punktes k6nnen wir eine beliebige Kurve wahlen. 
lndem wir auf sie die namlichen Transformationen anwenden, erhalten 
wir eine Kurvenreihe, deren Umhiillungskurve, wie schon gesagt, aus W
Kurven desselben Systems besteht. Diese Kurvenreihe nun k6nnen wir 
statt der Punktreihe, die wir seither betrachteten, in die Untersuchung 
einfiihren. 

Wir k6nnen weiter gehen. Auf eine beliebig angenommene Kurve 
wende man die Transformationen eines geschlossenen zweifach unendlichen 

25) Fiir die logarithmische Spirale ist dies eine Parabel, deren Brennpunkt in 
den Pol falIt. 

26) J!'iir die logarithmische Spirale ein durch den Pol gehender Kreis. Der 
Satz kommt darauf hinaus, daB im Kreise Peripheriewinkel auf gleichen Bogen kon
stant sind. 

27) Man kann ein Dreieck ala eine Kurve dritter Ordnung betrachten. Die dem 
Punkte zugeordnete Linie ist seine gerade Polare mit bezug auf diese Kurve. 
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8ystems vertauschbarer linearer Transformationen an. Dann erhii.lt man 
ein zweifach unendliches System von Kurven, und nach dessen Eigen
schaften kann man £ragen. Auf dasselbe wird ebenso wie auf die vor
stehend genannten Kurvenreihen unsere Schlullweise Anwendung finden. 
Wenn wir seither nicht zur Betrachtung solcher Systeme als selbstii.ndiger 
geometrischer Gebilde gefiihrt wurden, so liegt das daran, weil wir yom 
Punkte als Element der Ebene ausgingen. Ein System von zweifach un
endlich vielen Punkten fallt nii.mlich mit der Gesamtheit der Punkte der 
Ebene zusammen und erscheint deswegen nicht als ein in der Ebene ent· 
haltenes besonderes geometrisches Gebilde. 

Implizite haben wir iibrigens wiederholt von solchen Kurvensystemen 
gehandelt. Einmal betrachteten wir solche Systeme in Nr. 19 und Nr. 20 
bei der Begriindung der allgemeinen Verwandtschaften. Andererseits ist 
das, was wir ein System von W-Kurven genannt haben, eben ein solches 
System. Dasselbe umfallt, im Gegensatze zu den allgemeinen Systemen 
dieser Art, nur einfach unendlich viele Kurven, weil seine Konstituenten, 
die W-Kurven, selbst durch einfach unendlich viele Transformationen in 
sich iibergehen. Die W -Kurven eines Systems wurden durch die aufge
stellten Verwandtschaften immer in W- Kurven desselben Systems iiber
gefiihrt. Wir konnen das so aussprechen: 

Die W-Kurvensysteme, als selbstiindige Gebilde aufgefaf3t, bleiben 
bei den aufgestellten Verwandtschaften ungeiindert. 

Insofern die hier definierten Kurvensysteme durch ein geschlossenes 
System von zweifach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transfor
mationen in sich iibergehen, schliellt sich ihre Untersuchung unmittelbar 
an das Studium der W-Kurven an, d. h. derjenigen Mannigfaltigkeiten, 
welche durch ein geschlossenes System von nur einfach unendlich vielen 
vertauschbaren linearen Transformationen in sich iibergehen. Hiermit ist 
zugleich das allgemeinste Problem angedeutet, unter welches sich die 
Untersuchung der W-Kurven als einfachster Fall subsumiert. Dasselbe 
lautet: 

Man soll nach der im Eingange auseinandergesetzten Schlupweise 
die Eigenschaften solcher geometrischer Gebilde entwickeln, die aus einem 
willkurlich gewiihlten durch Anwendung geschlossener Systeme beliebig 
unendlich vieler unter sich vertauschbarer linearer Transformationen her
vorgehen. 

Es ist hier nicht unsere Absicht, auf diese Frage einzugehen; Wlr 
haben nur das allgemeine Problem bezeichnen wollen, unter welches die 
hier gegebenen speziellen Betrachtungen fallen. 
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§ 7. 
TIber die Integration gewisser Difl'erentialgleichungen 28). 

25. In diesem letzten Paragraphen wollen wir einige Betrachtungen 
anstellen, die mit der Transformierbarkeit geometrischer Gebilde in sich 
selbst nahe zusammenhangen. Dieselben betreffen die Integration solcher 
Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Variabeln, welche durch 
unendlich viele Transformationen in sichiibergefiihrt werden. 

Bekanntlich kann man die Veranderlichen in den sogenannten homo-
genen Difierentialgleichungen: 

(a) dY=f(JL) 
dx x 

ohne weiteres separieren. Denn man setze '!L = t, so wird y = x t und 
x 

:; = t + x ::' folglich verwandelt sich die Gleichung in die folgende: 
dt dt dx 

t + x d x = f ( t), oder _ t + f (t) = -;-, 

III welcher die Veranderlichen separiert sind. 
Wir wollen den inneren Grund fiir diese Eigenschaft der Gleichungen (a) 

suchen. 
Es mogen x, y Punktkoordinaten in der Ebene sein. Dann bestimmt 

die Gleichung (a) fiir jeden Punkt der Ebene eine Fortschreitungsrichtung. 
Diese Fortschreitungsrichtung ist nun fiir aIle Punkte dieselbe, welche auf 
einer durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Geraden liegen. Denn 
( a) bleibt unverandert, wenn man statt x, y Multipla derselben, etwa 
a x, a y, setzt. Statt nun die Punkte der Ebene durch die Parallelen 
zur X- und Y-Achse zu bestimmen, kann man sie durch die ~araIlelen 
zur X -Achse und das vom Koordinatenanfangspunkte ausgehende Strahl
biischel festlegen. Dies ist gerade der Sinn der Substitution y = xt; 
t ist dabei ein Parameter fiir die Geraden des genannten Strahlbiischels. 
Durch Einfiihrung von t an Stelle von y geht Gleichung (a) III eme neue 
Gleichung iiber: 

(fJ) 

Von dieser Differentialgleichung weill man nun: sie andert sich nicht, wenn 
man statt x ein Multiplum a z setzt und t konstant lallt. Dadurch geht 

b dt. 1 dt "b E B I h ( ) b . di S b . a er d x III a . d x u er. s mu a so auc rp x, t el eser u stl-

tution sich um einen Faktor ! andern. Man hat somit: 
a 

1 
rp(ax, t)= -·rp(x, t). a 

28) [Dieser Paragraph geht inhaltlich ausschIieBlichauf Liesche Oberlegungen 
zuriick. K.J 
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Setzt man x gleich 1 und sodann a gleich x, so kommt: 

rp(x, t)=~rp(l,t)=~V'(t). 
rp (x, t) ist also notwendig von der Form 1p (t). In der Gleichung 

x 
(fJ) sind mithin, wie dies ja auch die wirkliche Ausrechnung zeigt, die 
Veranderlichen separiert. 

26. Der allgemeine in dem vorstehenden Rasonnement enthaltene 
Gedankengang ist der folgende. 

Es sei eine Differentialgleichung gegeben: 

ely ) dx=f(y,x 

und man wisse von derselben, daB sie durch einfach unendlich viele 
Transformationen in sich iibergeht. 

So fiihre man statt der Veranderlichen y, x zwei neue Verander
liche fJ, ~ ein, welche die folgende geometrische Bedeutung haben. fJ = " 

ist die Gleichung aller solcher Kurven, welche durch dieselben unendlich 
vielen Transformationen in sich iibergehen, durch welche die vorgelegte 
Differentialgleichung unverandert bleibt. ; = 1 ist die Gleichung desjenigen 
Kurvensystems, das aus einer beliebig angenommenen Kurve ; = 11 durch 
Anwendung der betreffenden unendlich vielen Transformationen entsteht. 

Durch Einfuhrung der Variabelen ;, fJ geht die gegebene Differential
gleichung in eine neue uber, in welcher die Veranderlichen separiert sind. 

Ehe wir dies beweisen, werde gezeigt, da.13 die Separation der Ver
anderlichen in der homogenen Differentialgleichung (a) in der hiermit 
ausgesprochenen allgemeinen Regel als etwas Spezielles enthalten ist. Die 
Kurven fJ =" sind dort die durch den Anfangspunkt gehenden Geraden 
t = Konst., da diese bei den Transformationen x' = ax, y' = ay, durch 
die (a) unverandert bleibt, ebenfalls unverandert bleiben. Weiter an Stelle 
der Kurven ; = 1 sind die Geraden x = Konst. gewahlt, die in der Tat 
der fiir die Kurven f aufgestellten Bedingung geniigen: daJ3 aIle aus einer 
durch die zu der Differentialgleichung gehi:irigen Transformationen hervorgehen. 

27. Der Beweis dafiir, daJ3 bei der Einfiihrung von 'fJ, ; in die 
Gleichung (r) allgemein Separation der Veranderlichen stattfindet, ist der 
folgende. 

Die DifferentialgIeichung (r) geht durch Einfiihrung der 'fJ, ; in eine 
andere iiber, die die folgende sein mag: 

(<5) :~ = rp(fJ, ;). 

Von dieser Differentialgleichung weiJ3 man nun, daJ3 sie unverandert bleibt, 
wenn man, ohne 'fJ irgendwie zu andern, ; gewissen einfach unendlich 
vielen Transformationen unterwirft. Dies ist nicht anders moglich, ais 
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wenn qJ (1], n in zwei Faktoren zerfiillt, von denen der eine nur 1], der 
andere nur ~ enthiilt. 

Urn dies deutlich einzusehen, fiihre man statt ~ eine Funktion C von 
~ als Veriinderliche ein, die dadurch bestimmt ist, daJ3 sie durch die 
einfach unendlich vielen Transformationen, denen man ~ unterwirft, in 
Multipla ihrer selbst iibergeht. Durch Einfiihrung dieses C an Stelle von ~ 
wird die Differentialgleichung (b) die folgende: 

~¥ = 1p(1], C). 

Dieselbe bleibt ungeandert, wenn man, bei konstantem 1], statt C ein 
Multiplum setzt. Man schlieBt also ganz nach der Methode, die in Nr. 25 
fiir die homogene Gleichung angewandt wurde, daJ3 1p (1], C) zerfiillt in 
eine Funktion von 1], dividiert durch c.. Die Veriinderlichen in der Glei
chung sind also separiert. Setzt man nun statt C wieder riickwiirts ~, so 
kommt man zu der Gleichung (b) zuriick, und in dieser sind also auch 
die Veriinderlichen separiert, wie behauptet wurde. 

28. Die Bestimmung der Kurven 1] = x, welche durch die einfach 
unendlich vielen gegebenen Transformationen in sich iibergehen, wird im 
allgemeinen die Integration einer neuen Differentialgleichung verlangen, 
niimlich derjenigen Differentialgleichung, welche aussagt, daB eine Kurve 
durch die unter den einfach unendlich vielen Transformationen enthaltene 
unendlich kleine Transformation in sich iibergeht (vgl. Nr. 3). 1st die 
Integration dieser Gleiehung, die nur noeh von der Art der Transforma
tionen, welehe (y) zula(Jt, abhangt, geleistet, so verlangt die Integration 
1!On (y) nur noeh Quadraturen. 

Sind nun die Transformationen, durch welche (r) in sich selbst iiber
geht, insbesondere linear, wie dies in dem Beispiele der Gleichung (IX) 
war, so lassen sich die Kurven 1] = x ohne wei teres bestimmen. Es sind 
niimlich diejenigen W-Kurven, welche durch die betreffenden unendlich 
vielen linearen Transformationen in sich iibergehen. Man hat also den 
Satz: DitJerentialgleiehungen (y), welehe dureh unendlieh viele lineare 
Trans/ormationen in sich ubergehen, verlangen zu ihrer Integration nur 
Quadraturen. 

29. Von dies em Satze wollen wir eine Anwendung geben, die sich 
auf Raumgeometrie bezieht. 

Nach den Auseinandersetzungen des § 1, Nr. 3 wird es deutlich sein, 
was man unter einer unendlich kleinen linearen Transformation nicht nur 
del' Ebene, sondern auch des Raumes zu verstehen hat. Wendet man 
eine solche. unendlich oft auf einen Punkt an, so durchliiuft er eine 
raumliehe W-Kurve. Die W-Kurven, welche gleichzeitig von den verschie
denen Punkten des Raumes erzeugt werden, heiJ3en W- Kurven eines Systems. 
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Man betrachte nun die Fliiche, welche erzeugt wird von den W -Kurven 
eines Systems, die eine beliebige feste Kurve schneiden. Aut dieser Fliiche 
lassen sich die Haupttangentenkurven durch Quadratul' bestirnmen. 

Die Flache geht namlich offenbar durch diesel ben unendlich vielen 
linearen Transformationen in sich iiber, durch welche die W-Kurven des 
Systems unverandert bleiben. Dieselben Transformationen werden auch 
die Haupttangentenkurven der Flache in Haupttangentenkurven der Flache 
iiberfiihren, da bei linearer Transformation Haupttangenten Haupttangenten 
bleiben. Die Differentialgleichung der Haupttangentenkurven wird also 
bei den bez. linearen Transformationen ungeandert bleiben. Sie wird 
also, nach unserem Satze, quadrierbar, wenn man, auf der Flache, die 
folgende Koordinatenbestimmung macht. Man bestimme jeden Punkt 
derselben als den Durchschnitt zweier Kurven: 1] = "1' ; = AI' WO 1] = " 

die auf der Flache liegenden W-Kurven darstellt, ; = A ein Kurven
system ist, das sich aus einer auf der Flache beliebig gezogenen Kurve durch 
Anwendung der zugehorigen unendlich vielen linearen Transformationen ergibt. 

Wir wollen noch zwei besondere Falle dieses Satzes hervorheben. 
Unter den verschiedenen W- Systemen, welche es im Raume gibt, 

finden sich insonderheit d'ie geraden Linien, welche zwei feste Geraden 
schneiden. Man kann nun nach unserem Satze die Haupttangentenkurven 
durch Quadratur bestimmen auf jeder aus solchen Linien gebildeten Flache, 
d. h. also aut jeder Linienflache, deren Erzeugende zwei teste Geraden 
schneiden 29). 

Ein zweiter besonderer Fall ist der folgende. Gleichgewundene 
Schraubenlinien von gleicher Achse und gleicher GanghOhe bilden eben
falls ein W- Kurvensystem. Die zugehorigen linearen Transformationen, 
durch welche dieselben in sich iibergehen, sind die betreffenden Schrauben
bewegungen urn die gemeinsame Achse. Bei einer Bewegung bleiben 
nun nicht nur die projektivischen Beziehungen, sondern auch die metri
schen ungeandert. Man wird also auf einer von solchen Schraubenlinien gebil
deten Fliiche nicht nur die Haupttangentenkurven, sondern auch die Kriim
mungskurven durch Quadratur bestimmen konnen. Wir haben also den Satz: 

Wenn man aut irgendeine K urve eine beliebige Schraubenbewegung 
anwendet, so beschreibt sie eine Flache, aut der man die Haupttangenten
kurven und Krummungskurven durch Quadra,tur bestimmen kann. 

Gottingen und Ohristiania, im Marz 1871. 

29) Dieser Satz ist in umfassenderen Satzen mit enthalten, die von Herrn 
Clebsch [Crelles Journal, Bd.68, S. 151 (1868)] und von Herrn Cremona [Annali di 
Matematica. 1869, (2) 1] iiber die Haupttangentenkurven von Linienflachen aufge
stellt worden sind. 



XXVII. Vergleichende Betrachtungen fiber· neuere 
geometrische Forschungen. 

[Programm zum Eintritt in die philosophische Fakultiit und den Senat der 
k. Friedrich· Alexanders· Universitiit zu Erlangen. Erlangen, A. Deichert. 1872. 1).] 

Unter den Leistungen der letzten fiinfzig Jahre auf dem Gebiete der 
Geometrie nimmt die Ausbildung der projektivischen Geometrie die erste 
Stelle ein. Wenn es anfanglich schien, als soUten die sogenannten metri
schen Beziehungen ihrer Behandlung nicht zuganglich sein, da sie beim 
Projizieren nicht ungeandert bleiben, so hat man in neuerer Zeit gelernt, 
auch sie vom projektivischen Standpunkte aufzufassen, so dall nun die 
projektivische Methode die gesamte Geometrie umspannt. Die metrischen 
Eigenschaften erscheinen in ihr nur nicht mehr als Eigenschaften der raum
lichen Dinge an sich, sondern als Beziehungen derselben zu einem Funda
mentalgebilde, dem unendlich fernen Kugelkreise 2). 

Vergleicht man mit der so allmahlich gewonnenen Auffassungsweise 
der raumlichen Dinge die Vorstellungen der gewohnlichen (elementaren) 
Geometrie, so entsteht die Frage nach einem allgemeinen Prinzipe, nach 
welchem die beiden Methoden sich ausbilden konnten. Diese Frage er
scheint um so wichtiger, als sich neben die elementare und die projek
tivische Geometrie, ob auch minder entwickelt, eine Reihe anderer Methoden 
stellt, den en man dasselbe Recht selbstandiger Existenz zugestehen mull. 
Dahin gehOren die Geometrie der reziproken Radien, die Geometrie der 
rationalen Umformungen usw., wie sie in der Folge noch erwahnt und 
dargestellt werden soUen. 

Wenn wir es im nachstehenden unternehmen, ein solches Prinzip auf
zustellen, so entwickeln wir wohl keinen eigentlich neuen Gedanken, sondern 
umgrenzen nur klar und deutlich, was mehr oder minder bestimmt von 
manchem gedacht worden ist. Aber es schien um so berechtigter, derartige 

1) ~Das Erlanger Programm wurde von mir im Jahre 1893 im Bd.43 der Math. 
Annalen abgedruckt und damals von mir mit einer Reihe von Bemerkungen versehen, 
die ich im folgenden der Mehrzahl nach ungeiindert iibernehme. Sie sind gleich den 
anderen, nun erst hinzugefiigten in eckige Klammern eingeschlossen, denen aber zur 
Unterscheidung immer die Jahreszahl 1893 hinzugefiigt ist. K.] 

2) V gl. Note I des Anhangs. 
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zusammenfassende Betrachtungen zu publizieren, als die Geometrie, die 
doch ihrem Stoffe nach einheitlich ist, bei der raschen Entwicklung, die 
sie in der letzten Zeit genommen hat, nur zu sehr in eine Reihe von 
beinahe getrennten Disziplinen zerfallen ist 3), die sich ziemlich unabhiingig 
voneinander weiter bilden. Es lag dabei aber auch noch die besondere 
Absicht vor, Methoden und Gesichtspunkte darzulegen, welche von Lie 
und mir in neueren Arbeiten entwickelt wurden. Es haben unsere beider
seitigen Arbeiten, auf wie verschiedenartige Gegenstande sie sich auch be
zogen, tibereinstimmend auf die hier dargelegte allgemeine Auffassungsweise 
hingedrangt, so daB es eine Art von Notwendigkeit war, auch einmal diese 
zu erortern und von ihr aus die betreffenden Arbeiten nach Inhalt und 
Tendenz zu charakterisieren. 

War bisher nur von geometrischen Forschungen die Rede, so sollen 
darunter mit verstanden sein die Untersuchungen tiber beliebig ausgedehnte 
Mannigfaltigkeiten, die sich, unter Abstreifung des ftir die rein mathe
matische Betrachtung unwesentlichen raumlichen Bildes 4), aus der Geometrie 
entwickelt haben 5). Es gibt bei der Untersuchung von Mannigfaltigkeiten 
ebensolche verschiedene Typen wie in der Geometrie, und es gilt, wie bei 
der Geometrie, das Gemeinsame und das Unterscheidende unabhangig von
einander unternommener Forschungen hervorzuheben. Abstrakt genommen 
ware es im folgenden nur notig, schlechthin von mehrfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten zu reden; aber durch Ankniipfung an die gelaufigeren 
raumlichen Vorstellungen wird die Auseinandersetzung einfacher und ver
standlicher. Indem wir von der Betrachtung der geometrischen Dinge aus
gehen und an ihnen als einem Beispiele die allgemeinen Gedanken ent
wickeln, verfolgen wir den Gang, den die Wissenscha£t in ihrer Ausbildung 
genommen hat, und den bei der Darstellung zugrunde zu legen gewohnlich 
das Vorteilhafteste ist. 

Eine vorlaufige Exposition des im folgenden besprochenen' Inhaltes 
ist hier wohl nicht moglich, da sich derselbe kaum in eine knappere 
Form 6) ftigen will; die Dberschriften der Paragraphen werden den all
gemeinen Fortschritt des Gedankens angeben. Ich habe zum Schlusse eine 
Reihe von N oten zugefiigt, in welchen ich entweder, wo es im Interesse 
der allgemeinen Auseinandersetzung des Textes ntitzlich schien, besondere 

3) V gl. Note II. 
0) Vgl. Note III. 
6) Vgl. Note IV. 
6) Diese knappe Form ist ein Mangel der im folgenden gegebenen Darstellung, 

der das Verstandnis, wie ich furchte, wesE'ntlich erschweren wird. Aber dem hatte 
wohl nur durch eine sehr viel weitere Auseinandersetzung abgeholfen werden konnen, 
in der die Einzeltheorien, die hier nur beriihrt werden, ausfUhrlich entwickelt worden 
waren. 
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Punkte weiterentwickelt habe, oder in denen ich bemiiht war, den abstrakt 
mathematischen Standpunkt, der fiir die Betrachtungen des Textes maO
gebend ist, gegen verwandte abzugrenzen. 

§ 1. 

Gruppen von raumlichen Transformationen. Hauptgruppe. .A.ulstellung 
eines allgemeinen Problems. 

Der wesentlichste Begriff, der bei den folgenden Auseinandersetzungen 
notwendig ist, ist der einer Gru'Ppe von raumlichen !nderungen. 

Beliebig viele Transformationen eines Raumes 7) ergeben zusammen
gesetzt immer wieder eine Transformation. Hat nun eine gegebene Reihe 
von Transformationen die Eigenschaft, daB jede '!nderung, die ausden ihr 
angehOrigen durch Zusammensetzung hervorgeht, ihr selbst wieder angehOrt, 
so solI die Reihe eine Trans/ormationsgru'Ppe 8) genannt werden. 

Ein Beispiel fiir eine Transformationsgruppe bildet die Gesamtheit 
der Bewegungen (jede Bewegung als eine auf den ganzen Raum ausgefiihrte 
Operation betrachtet). Eine in ihr enthaltene Gruppebilden etwa die 
Rotationen um einen Punkt9). Eine Gruppe, welche umgekehrt die Gruppe 
der Bewegungen umfaBt, wird durch die Gesamtheit der Kollineationen 
vorgestellt. Die Gesamtheit der dualistischen Umformungen bildet dagegen 
keine Gruppe - denn zwei dualistische Umformungen ergeben zusammen 
wieder eine Kollineation -, wohl aber wird wieder eine Gruppe erzeugt, 
wenn man die Gesamtheit der dualistischen mit der Gesamtheit der 
kollin~aren zusammenfiigt 10). 

7) Wir denken von den Transformationen immer die Gesamtheit der raumlichen 
Gebilde gleichzeitig betroffen und reden deshalb schlechthin von TransforIDationen 
des Raumes. Die Transformationen konnen, wie z. B. die dualistischen, statt der 
Punkte andere Elemente einfiihren; es wird dies im Texte nicht unterschieden. 

8) Begriffsbildung wie Bezeichnung sind heriibergenommen von der Substitutions
theorie, in der nur an Stelle der Transformationen eines kontinuierlichen Gebietes 
die Vertauschungen einer endlichen Zahl diskreter GroBen auftreten. [Diese Definition 
bedarf noch der Erganzung. Bei den Gruppen des Textes wird namlich stillschweigend 
vorau~gesetzt, daB diesel ben neben jeder Operation, die sie enthalten mogen, Immer 
auch deren inverse enthalten; dies ist aber, wie wohl zuerst Lie hervorhob, bei un
endlicher Zahl der Operationen keineswegs eine Folge des Gruppenbegriffs als solchen; 
unsere Voraussetzung sollte also der im Texte gegebenen Definition dieses Begriffs 
ausdriicklich zugefiigt werden. 1893. J 

9) Camille Jordan hat aIle Gruppen aufgesteUt, die iibethaupt in der Gruppe 
der Bewegungen enthalten sind: Sur les groupes de mouvements. Annali di Matematica. 
Bd. 2 (1869). 

10) Die Transformationen einer Gruppe brauchen iibrigens durchaus nicht, wie 
das bei den im Texte zu nennenden Gruppen allerdings iillmer der Fall sein wird, in 
stetiger Aufeinanderfolge vorhanden zu sein. Eine Gruppe bildet z. B. auch die end
Iiche Reihe von Bewegungen, die einen rege miilligen Korper mit sich selbst zur Deckung 
bringen:, oder die unendliche, aber diskrete Reihe, welche eine Sinurilinie sich seIber 
superponiert. 
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Es gibt nun raumliche Transformationen, welche die geometrischen 
Eigenschaften raumlicher Gebilde iiberhaupt ungeandert lassen. Geo
metrische Eigenschaften sind namlich ihrem Begriffe nach unabhiingig von 
der Lage, die das zu untersuchende Gebilde im Raume einnimmt, von 
seiner absoluten GroBe, endlich auch von dem Sinne 11), in welchem seine 
Teile geordnet sind. Die Eigenschaften eines raumlichen Gebildes bleiben 
also ungeiindert durch aIle Bewagungen des Raumes, durch seine Ahnlich
keitstransformationen, durch den Proze13 der Spiegelung, sowie durch aHe 
Transformationen, die sich aus dies en zusammensetzen. Den Inbegriff a11er 
dieser Transformationen bezeichnen wir als die Hauptgruppe1'J) raumlicher 
Anderungen; geometrische Eigenschaften werden durch die Transformationen 
der H auptgruppe nicht geiindert. Auch umgekehrt kann man sagen: Geo
metrische Eigenschaften sind durch ihre Unveriinderlichkeit gegenuber den 
Transformationen der Hauptgruppe charakterisiert. Betrachtet man nam
lich den Raum einen Augenblick als unbeweglich usw., als eine starre 
Mannigfaltigkeit, so hat jede Figur ein individue11es Interesse; von den 
Eigenschaften, die sie als Individuum hat, sind es nur die eigentlich geo
metrischen, welche bei den Anderungen der Hauptgruppe erhalten bleiben. 
Dieser hier etwas unbestimmt formulierte Gedanke wird im weiteren Ver
laufe der Auseinandersetzung deutlicher erscheinen. 

Streifen wir jetzt das mathematisch unwesentliche sinnliche Bild ab, 
und erblicken im Raume nur eine mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, 
also, indem wir an der gewohnten Vorstellung des Punktes als Raumelement 
festhalten, eine dreifach ausgedehnte. Nach Analogie mit den raumlichen 
Transformationen reden wir von Transformationen der Mannigfaltigkeit; 
auch sie bilden Gruppen. Nur ist nicht mehr, wie im Raume, eine Gruppe 
vor den iibrigen durch ihre Bedeutung ausgezeichnet; jede Gruppe ist mit 
jeder anderen gleichberechtigt. Als Vera;llgemeinerung der Geometrie ent
steht so das folgende umfassende Problem: 

Es ist eine M annigfaltigkeit und in derselben eine Transformations
gruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angehOrigen Gebilde 
hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die durch die Trans
formationen der Gruppe nicht geiindert werden. 

In Anlehnung an die modeme Ausdrucksweise, die man freilich nur 
auf eine bestimmte Gruppe, die Gruppe aHer linearen Umformungen, zu 
beziehen pflegt, mag man auch so sagen: 

11) Unter dem Sinne verstehe ich hier die Eigenschaft der Anordnung, welche 
den Unterschied von der symmetriechen Figur (dem SpiegelbiIde) begriindet. Ihrem 
Sinne nach unterschieden sind also z. B. eine rechts- und eine linksgewundene 
Schraubenlinie. 

19) DaB diese Transformationen eine Gruppe bilden, iet begritflich notwendig. 
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Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformations
gruppe gegeben. Man entwickle die auf die Gruppe beziigliche I nvarianten
theorie 13) . 

Dies ist das allgemeine Problem, welches die gewohnliche Geometrie 
nicht nul', sondern namentlich auch die hier zu nennenden neuel'en geo
metrischen Methoden und die verschiedenen Behandlungsweisen beliebig 
ausgedehnter Mannigfaltigkeiten unter sich begreift. Was besonders betont 
sein mag, ist die Willkiirlichkeit, die hinsichtlich der Wahl del' zu adjun
gierenden Transformationsgruppe besteht, und die daraus flieJ3ende und in 
diesem Sinne zu verstehende gleiche Berechtigung aller sich unter die all
gemeine Forderung subsumierenden Betrachtungsweisen. 

§ 2. 

Transformationsgruppen, von denen die eine die andere umfaGt, 
werden nacheinander adjungiert. Die verschiedenen Typen geometrischer 

Forschung und ihr gegenseitiges Verhaltnis. 
Da die geometrischen Eigenschaften raumlicher Dinge durch alle Trans

formationen del' Hauptgruppe ungeandert bleiben, so ist es an und fUr sich 
absurd, nach solchen Eigenschaften derselben zu fragen, bei denen dies nul' 
gegeniiber einem Teile dieser Transformationen der Fall ist. Diese Frage
stellung wird indes berechtigt, ob auch nul' formal, wenn wir die raum
lichen Gebilde in ihrer Beziehung zu fest gedachten Elementen untersuchen. 
Betrachten wir z. B., wie in der spharischen Trigonometrie, die raumlichen 
Dinge unter Auszeichnung eines Punktes. Dann ist zunachst die Forderung: 
die unter Adjunktion der Hauptgruppe invarianten Eigenschaften nicht mehr 
der raumlichen Dinge an sich, sondern des von ihnen mit dem gegebenen 
Punkte gebildeten Systems zu entwickeln. Aber dieser Forderung konnen 
wir die andere Form erteilen: Man untersuche die raumlichen Gebilde an 
sich hinsichtlich solcher Eigenschaften, welche ungeandert bleiben durch 
diejenigen Transformationen del' Hauptgruppe, welche noch stattfinden 
konnen, wenn wir den Punkt festhalten. Mit anderen Worten: Es ist 

13) [Bei diesem Term ist hier und in der Folge keineswegs an die Frage der 
jeweiligen rational en ganzen Invarianten irgendwelcher vorgelegter Formen bzw. der 
zwischen ihnen bestehenden rationalen, ganzen Syzygien gedacht. Diese Frage war 
mil' 1872, entsprechend meinem Verkehr mit Clebsch (der erst 1871 seine Theorie 
der biniiren Formen herausgegeben hatte) selbstverstandlich durchaus geliiufig. Trotz
dem fiih'te ich mich an sie keineswegs gebunden Ich verstand unter der Invarianten
theorie einer Gruppe schlechtweg die Lehre von den bei der Gruppe uDveriindert 
bleibenden Beziehungen irgendwe cher vorgelegter Gebilde. Man vergleiche auch die 
ausdriickliche Erkliirung in § fl meiner zweiten Abhandlung iiber Nicht-Euklidische 
Geometrie, Abb. XVIII del' vorliegenden Ausgabe. Zur Invariantentheorie der Elementar
geometrie gehoren in diesem Sinne beispielsweise die gesamte ebene und sphiirische 
Trigonometrie, die doch gewiB mit dem genannten Schema nicht erschopft sind. K.] 
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dasselbe, ob wir die raumlichen Gebilde im Sinneder Hauptgruppe untersuchen 
und ihnen den gegebenen Punkt hinzufligen, oder ob wir, ohne ihnen irgendein 
Gegebenes hinzuzufiigen, die Hauptgruppe durch die in ihr enthaltene Gruppe 
ersetzen, deren Transformationen den bez. Punkt ungeandert lassen. 

Es ist dies ein in der Folge hiiufig angewandtes Prinzip, das wir deshalb 
gleich hier allgemein formulieren wollen; etwa in der Iolgenden Weise: 

Es sei eine Mannigfaltigkeit und zu ihrer Behandlung eine auf sie 
beziigliche Transformationsgruppe gegeben. Es werde das Problem vor
gelegt, die in der Mannigfaltigkeit enthaltenen Gebilde hinsichtlich eines 
gegebenen Gebildes zu untersuchen. So kann man entweder dem Systeme 
der Gebilde da8 gegebene hinzufugen, und e8 fragt sich dann nach den 
Eigenschaften des erweiterten System8 im Sinne der gegebenen Gruppe -
oder, man la88e da8 SY8tem unerweitert, beschranke aber die Trans
formationen, die man bei der Behandlung zugrunde legt, auf diejenigen 
in der gegebenen Gruppe enthaltenen, welche das gegebene Gebilde un
geandert la88en (und die notwendig wieder eine Gruppe bilden). 

1m Gegensatze zu der zu Anfang des Paragraphen aufgeworfenen 
Frage beschiiftige uns nun die umgekehrte, die von vornherein ver
standlich ist. Wir fragen nach denjenigen Eigenschaften rii.umlicher 
Dinge, welche bei einer Transformationsgruppe erhalten bleiben, die die 
Hauptgruppe als einen Teil umfal3t. Jede Eigenschaft, die wir bei einer 
solchen Untersuchung finden, ist eine geometrische Eigenschaft des Dings 
an sich, aber das Umgekehrte gilt nicht. Bei der Umkehr tritt vielmehr 
das eben vorgetragene Prinzip in Kraft, wobei die Hauptgruppe nun die 
kleinere Gruppe ist. Wir erhalten so: 

Er8etzt man die H auptgruppe durch eine umfas8endere Gruppe, 80 
bleibt nur ein Teil der geometri8chen Eigen8chaften erhalten. Die ubrigen 
er8cheinen nicht mehr al8 Eigen8chaften der raumlichen Dinge an 8ich, 
sondern al8 Eigen8chaften de8 System8, welche8 hervorgeht, wenn man 
den8elben ein ausgezeichnete8 Gebilde hinzufugt. Die8e8 aU8gezeichnete 
Gebilde i8t (80weit e8 uberhaupt ein be8timmte814 ) i8t) dadurch definiert, 
daf3 es, le8t gedacht, dem Raume unter den Transformationen der ge
gebenen Gruppe nur noch die Transformationen der H auptgruppe ge8tattet. 

14) Man erzeugt ein solches Gebilde beispielsweise, indem man auf ein beliebiges 
Anfangselement, das durch keine Transformation der gegebenen Gruppe in sich selbst 
iiberzufiihren ist, die Tl'ansformationen der Hauptgruppe anwendet. [Der Satz des 
Textes bildet ohne Zweifel den Mittelpunkt aller Uberlegungen meines Programms 
und ist dementsprechend von neueren Autoren mit dem besonderen Namen des 
"Adjunktionssatzes" belegt worden. Aber er wird in dem in del' vorigen Fullnote an
gedeuteten Sinne vielfach miBverstanden, Indem man nur an rationale ganze In
varianten bzw. Syzygien denkt, nennt man den Satz eine blolle Vermutung, oder 
konstruiert auch FaIle, wo er sich, in falscher Weise interpretiert, nicht bewii.hrt. 
Man sucht in dem Satze eben viel mehr, als gemeint ist. Ich meine genau das, was 

Klein, Gesammelte math. Abhandlnngen. I. 30 
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In diesem Satze beruht die Eigenart der hier zu besprechenden 
neueren geometrischen Richtungen und ihr Verhaltnis zur elementaren 
Methode. Sie sind dadurch eben zu charakterisieren, daB sie an Stelle der 
Hauptgruppe eine erweiterte Gruppe raumlicher Umformungen der Be
trachtung zugrunde legen. Ihr gegenseitiges Verhaltnis ist, sofern sich 
ihre Gruppen einschlieBen, durch einen entsprechenden Satz bestimmt. 
Dasselbe gilt von den verschiedenen hier zu betrachtenden Behandlungs .. 
weisen mehrfach ausgedehnter Mannigfaltigkeiten. Es solI dies nun an den 
einzelnen Methoden gezeigt werden, wobei denn die Satze, die in diesem 
und dem vorigen Paragraphen allgemein hingestellt wurden, ihre Er· 
lauterung an konkreten Gegenstanden finden. 

§ 3. 

Die projektivisehe Geometrie. 
Jede raumliche Umformung, die nicht gerade der Hauptgruppe an

gehort, kann dazu benutzt werden, um Eigenschaften bekannter Gebilde 
auf neue Gebilde zu iibertragen. So verwerten wir die Geometrie der 
Ebene fur die Geometrie der Flachen, die sich auf die Ebene abbilden 

Cay ley im Sixth Memoir upon Quantics 1859 (Phil.Trans. 1859, Coll.Pap., Bd. II, S. 560fI., 
insbesondere die SchluBbemerkung S. 592) fUr den besonderenFall del' projektiven 
Geometrie und der elementaren metrischen Geometrie entwickelt hat und was iibrigens 
bereits Laguerre 1853 in seinen oben S. 242-243 abgedruckten Satzen in mehr parti
kularer Fassung zum Ausdruck brachte. Cayley priigt am SchluB seiner Abhand
lung den Satz: "Metrical geometry is a part of descriptive geometry and descriptive 
geometry is all geometry and reciprocally". lch will das von mil' aus bier in einer 
Fassung ausdriicken, die in ihrer prosaischen Form jedes MiBverstandnis ausschlieBen 
diirfte: Jede Tatsache der elementaren Geometrie liiBt sich durch Beziehungen zwischen 
Tetraederkoordinaten beschreiben, sofern man nur hinzunimmt, wie sich in den gerade. 
gewiihlten Koordinaten der Kugelkreis darstellt. 

Vielleicht ist es gut, noch folgendes hiuzuzufiigen: Der Kugelkreis ist mit einem 
beliebigen nicht zerfallenden Kegelschnitt projektiv, das Koordinatensystem liiBt sich 
daher so wahlen, daB er in seiner Ebene durch Nullsetzen einer beliebigen terniiren qua
dratischen Form von nicht verschwindender Determinante dargestellt wird. Wir mogen 
nun etwa statt seiner, als Beispiel, eine in der unendlich fernen Ebene gelegene 0 3 

mit Spitze nehmen (welche eine W-Kurve ist, d. h. durch eine kontinuierliche Gruppe 
von Kollineationen mit einem Parameter in sich iibergeht). Die samtlichen Punkte 
der unendlich fernen Ebene bleiben bei der G. fest, die durch folgende Formeln ge-
geben ist: 

X' = AX + a, y' = Ay + b, Zl = AZ + c. 
Halten wir nun die 0 3 nur als Ganzes fest, so haben wir eine G5 von Kolli
neationen und kiinnen uns eine zugehorige Geometrie entworfen denken. Will man 
hernach diese Geometrie in die allgemeine projektive Geometrie einordnen, so darf 
man natiirlich nicht eine in der unendlich fernen Ebene gelegene beliebige 0 3 ad
jungieren (wie sie durch Nullsetzen einer allgemeinen ternaren kubischen Form ge
geben ist). Vielmehr wird man besagte Form gleich so spezialisiert einfiihren miissen, 
daB sie, gleich Null gesetzt, eben eine 0 3 mit Spitze vorstellt. Letztere Bedingung 
geniigt aber auch, weil aile 0 3 mit Spitze untereinander projektiv verwandt sind. Und 
so ahnlich in allen weiteten Fallen, die man ersinnen mag. K.] 
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lassen; so schloB man schon lange vor dem Entstehen einer eigentlichen 
projektivischen Geometrie von den Eigenschaften einer gegebenen Figur 
auf Eigenschaften anderer, die durch Projektion aus ihr hervorgingen. 
Aber die projektivische Geometrie erwuchs erst, als man sich gewohnte, 
die urspriingliche Figur mit allen aus ihr projektivisch ableitbaren ala 
wesentlich identisch zu erachten und die Eigenschaften, welche sich beim 
Projizieren iibertragen, so auszusprechen, daB ihre Unabhangigkeit von der 
mit dem Projizieren verkniipften· Anderung in Evidenz tritt. Hiermit war 
denn der Behandlung im Sinne von § 1 die Gruppe aller projektiviBcken 
U mformungen zugrunde gelegt und dadurck eben der Gegensatz zwi8chen 
projektiviscker und gew6knlicker Geometrie gesckaUen. 

Ein ahnlicher Entwicklungsgang, wie der hier geschilderte, kann bei 
jeder Art von raumlicher Transformation als moglich gedacht werden; wir 
werden noch ofter darauf zuriickkommen. EY.' hat sich innerhalb der pro
jektivischen Geometrie selbst noch. nach zwei Seiten voIlzogen. Die eine 
Weiterbildung der Auffassung geschah durch Aufnahme der dualisti8cken 
Umformungen in die Gruppe der zugrunde gelegten Anderungen. Fiir 
den heutigen Standpunkt sind zwei einander dualistisch entgegenstehende 
Figuren nicht mehr als zwei unterschiedene, sondern als wesentlich die
selben Figuren anzusehen. Ein anderer Schritt bestand in der Erweiterung 
der zugrunde gelegten Gruppe kollinearer und dualistischer Umformungen 
durch Aufnahme der bez. imaginiiren Transformationen. Dieser Schritt 
bedingt, dall man vorher den Kreis der eigentlichen Raumelemente durch 
Hinzunahme der imaginaren erweitert habe - ganz dem entsprechend, wie 
die Aufnahme der dualistischen U mformungen in die zugrunde gelegte 
Gruppe die gleichzeitige Einfiihrung von Punkt und Ebene als Raum
element nach sich zieht. Es ist hier nicht der Ort, auf die ZweckmaBig
keit der Einfiihrung imaginarer Elemente zu verweisen, durch welche allein 
der genaue AnschluB der Raumlehre an das einmal gewahlte Gebiet alge
braischer Operationen erreicht wird. Dagegen mu6 betont werden, daB 
der Grund fiir die Einfiihrung eben in der Betrachtung algebraischer 
Operationen, nicht aber in der Gruppe der projektivischen und dualistischen 
Umformungen liegt. So gut wir uns bei den letzteren auf reelle Trans
formationen beschranken konnen, da schon die reellen Kollineationen und 
dualistischen Transformationen eine Gruppe bilden, - so gut konnen wir 
imaginare Raumelemente einfiihren, auch wenn wir nicht auf projek
tivischem Standpunkte stehen, und sollen es, sofern wir prinzipiell alge
braische Gebilde untersuchen. 

Wie man yom projektivischen Standpunkte aus die metrischen Eigen
schaften aufzufassen hat, bestimmt slch nach dem allgemeinen Satze des 
vorangehenden Paragraphen. Die metrischen Eigenschaften sind ala pro-

30· 
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jektivisehe Beziehungen zu einem Fundamentalgebilde, dem unendlich 
fernen Kugelkreise 15), zu betrachten, einem Gebilde, das die EigenschMt 
hat, nur durch diejenigen Transformationen der projektivischen Gruppe, 
die eben aueh Transformationen der Hauptgruppe sind, in sich iiberzugehen. 
Der so schleehthin ausgesprochene Satz bedarf noch einer wesentliehen Er
ganzung, die der Beschrankung der gewohnlichen Anschauungsweise auf 
reelle Raumelemente (und reelle Transformationen) entspricht. Man mull 
dem Kugelkreise, um diesem Standpunkte gerecht zu werden, noch das 
System der reellen Raumelemente (Punkte) ausdriicklieh hinzufiigen; Eigen
schaften im Sinne der elementaren Geometrie sind projektiviseh entweder 
Eigensehaften der Dinge an sieh oder Beziehungen zu diesem Systeme. der 
reellen Elemente, oder zum Kugelkreise, oder endlich zubeiden. 

Es mag hier noeh der Art gedaeht werden, wie v. Staudt in seiner 
Geometrie der Lage (1847) die projektivische Geometrie aufbaut - d. h. 
diejenige projektivische Geometrie, welche. sich auf Zugrundelegung der 
Gruppe aller reeller projektivisch-dualistiseher U:mformungen beschriinkt16). 

Es ist bekannt, wie er dabei aus dem gewohnlieb:en Ansehauungs
material nur solche Momente herausgreift, die· aueh bei projektivischen 
Umformungen erhalten bleiben. Wollte man weiterhin zur Betrachtung 
aueh metrischer Eigenschaften iibergehen, so hatte man die letzteran ge
radezu als Beziehungen zum Kugelkreise einzufiihren. Der so vervoll
standigte Gedankengang ist fiir die hie~ vorliegenden Betraehtungen insofern 
von groller Bedeutung, als ein entspreehender Aufbau der Geometrie 1m 
Sinne jeder einzelnen der noch anzufiihrenden Methoden moglich ist. 

§ 4. 

Ubertragung durch Abbildung. 
Ehe wir in der Besprechung der geometrischen Methoden, die sieh 

neben die elementare und die projektivische Geometriestellen, weiter
gehen, mogen allgemein einige Betraehtungen entwiekelt werden, die im 
folgenden immer wieder vorkommen und zu denen die bisher beriihrten 
Dinge bereits hinreichend viele Beispiele liefern. Auf diese Erorterungen 
bezieht sieh der gegenwartige und der nachstfolgende Paragraph. 

Gesetzt, man habe eine Mannigfaltigkeit A unter Zugrundelegung 
einer Gruppe B untersueht. Fiihrt man sodann A durch irgendwelche 
Transformation in eine andere Mannigfaltigkeit A' iiber, so wird aus der 

15) Diese Anschauungsweise ist als eine der schonsten Leistungen der franzo
sischen Schule zu betrachten; durch sie erst gewinnt die Einteilung in Eigenschaften 
der Lage und Eigenschaften des MaBes, wie man sie gern an die Spitze der projek
tivischen Geometrie stellt, einen prazisen Inhalt. 

16) Den erweiterten Kreis, der auch imaginare Umformungen umspannt, hat 
v. Staudt erst in den "Beitragen zur Geometrie der Lage" (1856) zugrunde gelegt. 
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Gruppe B von Anderungen, die A in sich transformierten, nunmehr eine 

Gruppe B', deren Transformationen sich auf A' beziehen. Dann ist es 
ein selbstverstandliches Prinzip, da(3 die Behandlungsweise von A unter 

Zugrundelegung von B die Behandlungsweise von A' unter Zugrunde
legung von B' ergibt, d. h. jede Eigenschaft, welche ein in A enthaltenes 
Gebilde mit Bezug auf die Gruppe B hat, ergibt eine Eigenschaft des ent~ 

sprechenden Gebildes in A' mit Bezug auf di.e Gruppe B'. 
Lassen wir z. B. A eine gerade Linie, B die dreifach unendlich vielen 

linearen Transformationen bedeuten, welche dieselbe in sich iiberfiihren. 
Die Behandlungsweise von A ist dann eben diejenige, welche die nEluere 
Algebra als Theorie der binaren Formen bezeichnet. Nun kann man die 

gerade Linie auf einen Kegelschnitt A' der Ebene durch Projektion von 
einem Punkte des letzteren aus beziehen. Aus den lirrearen Transforma
tionen B der Geraden in sich selbst werden dann die !inearen Trans-

formationen B' des Kegelscrllittes in sich selbst, wie man leicht zeigt, 
d. h. diejenigen Anderungen des Kegelschnittes, welche mit den linearen 
Transformationen der Ebene, die den Kegelschnitt in sich iiberfiihren, ver
kniipft sind. 

Es ist nun aber nach dem Prinzip des zweiten Paragraphen 17) das
selbe: nach der Geometrie auf einern Kegelschnitte zu fragen, wenn man 
sich den Kegelschnitt als fest denkt und nur auf diejenigen linearen 
Transformationen der Ebene achtet, welche ihn in sich iiberfiihren, oder 
die Geometrie auf dem Kegelschnitte zu studieren, indem man iiberhaupt 
die !inearen Transformationen der Ebene betrachtet und sich den Kegel
schnitt mit andern laJ3t. Die Eigenschaften, welche wir an den Punkt
systemen auf dem Kegelschnitte auffaJ3ten, sind mithin im gew5hnlichen 
Sinne projektivische. Die Verkniipfung der letzten Dberlegung mit dem 
eben abgeleiteten Resultate gibt also: 

Biniire Formentheorie und projektivische Geometrie der Punktsysteme 
auf einem Kegelschnitte ist da8selbe, d. h. jedem biniiren Satze entspricht 
ein Satz uber derartige Punktsysteme und umgekehrt 18 ). 

Ein anderes Beispiel, welches geeignet ist, diese Art von Betrach
tungen zu veranschaulichen, ist das folgende: Wenn man eine Flache 
zweiten Grades mit einer Ebene durch stereographische Projektion in Ver
bindung setzt, so tritt auf der Flache ein Fundamentalpunkt auf: der 
Projektionspunkt, in der Ebene sind es zwei.: die Bilder der durch den 

1") Wenn man will, ist hier das Prinzip unter etwas erweiterter Form angewendet. 
18) Statt des Kegelschnittes in der Ebene kann man mit gleichem Erfolge eine 

Raumkurve dritter Ordnung einfiihren, iiberhaupt bei n Dimensionen etwas Ent
sprechendes aufstellen. 
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Projektionspunkt gehenden Erzeugenden. Man zeigt nun ohne weiteres: 
Die linearen Transformationen der Ebene, welche die beiden Fundamental
punkte derselben ungeandert lassen, gehen durch die Abbildung in lineare 
Transformationen der Flache zweiten Grades in sich selbst iiber, aber nur 
in diejenigen, welche den Projektionspunkt ungeandert lassen. Unter 
linearen Transformationen der Flache in sich selbst sind da;bei diejenigen 
Anderungen verstanden, welche die Flache erfli.hrt, wenn man lineare 
Raumtransformationen aU!lfiihrt, welche die Flache mit sich selbst zur 
Deckung bringen. Hiernach wird also die projektivische Untersuchung 
einer Ebene unter Zugrundelegung zweier Punkte und die projektivische 
Untersuchung einer Flli.che zweiten Grades unter Zugrund.elegung eines 
Punktes identisch. Die erstere ist nun - so fern man imaginare Elemente 
mit in Betracht zieht - nichts anderes, als die Untersuchung der Ebene 
im Sinne der elementaren Geometrie. Denn die Hauptgruppe der ebenen 
Transformationen besteht eben in den linearen Umformungen, welche ein 
Punktepaar (die unendlich fernen Kreispunkte) ungeandert lassen. Wir er
halten also schlie13lich: 

Die elementare Geometrie der Ebene und die projektivische Unter
suchung einer Fliiche zweiten Grades unter H inzunahme eines ihrer 
Punkte sind dasselbe. 

Diese Beispiele lie13en sich beliebig vervielfachen 111); die heiden hier 
entwickelten sind gewahlt worden, da wir in der Folge noch Gelegenheit 
haben werden, auf dieselben zuriickzukommen. 

§ 5. 

Von der Willkiirlichkeit in der Wahl des Raumelements. 
Das Hessesche 'Ubertragungsprinzip. Die Liniengeometrie. 

Ais Element der geraden Linie, der Ebene, des Raumes, iiberhaupt 
einer zu untersuchenden Mannigfaltigkeit kann statt des Punktes jedes 
in der Mannigfaltigkeit enthaltene Gebilde: die Punktgruppe, event. die 
Kurve, die Flache usw. verwandt werden 20). Indem iiber die Zahl will
kiirlicher Parameter, von denen man diese Gebilde abhli.ngi.g setzen will, 
von vornherein gar nichts feststeht, erscheinen Linie, Ebene, Raum UBW. 

je nach der Wahl des Elementes mit beliebig vielen Dimensionen behaftet. 
Aber solange wir der geometrischen Untersuchung dieselbe Gruppe von 

19) Bez. anderer Beispiele, sowie namentlich der Erweiterungen auf mehr Dimen_ 
sionen, deren die angefiihrten fahig sind, verweise ich auf bez. AUseinandersetzungen 
in einem Aufsatze von mir: ()ber Liniengeometrie und metri8cke Geometrie. Math. 
Annalen, Bd. 5 [s. Abh. VIn dieser Ausgabe], Bowie auf die sogleich noch zu nennen
den Lieschen Arbeiten. 

20) V gl. Note III. 
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Anderongen zugrunde legen, bleibt der Inhalt der Geometrie unverandert, 
das heiBt, jeder Satz, der bei einer Annahme des Raumelements sich er
gab, ist auch ein Satz bei beliebiger anderer Annahme, nur die Anord
nung und Verkniipfung der Satze ist geandert. 

Das Wesentliche ist also die Transformationsgruppe; die Zahl der 
Dimensionen, die wir einer Mannigfaltigkeit beilegen wollen, erscheint als 
etwas Sekundares. 

Diese Verkniipfung dieser Bemerkung mit dem Prinzip des vorigen 
Paragraphen ergibt eine Reihe schOner Anwendungen, von denen hier 
einige entwickelt werden mogen, da diese Beispiele mehr als aHe langen 
Auseinandersetzungen geeignet scheinen, den Sinn der aHgemeinen Be
trachtung darzulegen. 

Die projektivische Geometrie auf der Geraden (die Theorie der binaren 
Formen) ist nach dem vorigen Paragraphen mit der projektivischen Geo
metrie a.uf dem Kegelschnitte gleichbedeutend. Auf letzterem mogen wir 
jetzt statt des Punktes das Punktepaar als Element betrachten. Die Ge
samtheit der Punktepaare des Kegelschnitts laBt sich aber auf die Gesamt
heit der Geraden der Ebene beziehen, indem man jede Gerade dem Punkte
paare zuordnet, in welchem sie den Kegelschnitt triflt. Bei dieser Ab
bildung gehen die linearen Transformationen des Kegelschnitts in sich selbst 
in die linearen Transformationen der (aus Geraden bestehend gedachten) 
Ebene iiber, welche den Kegelschnitt ungeandert lassen. Ob wir aber die 
aus den letzteren bestehende Gruppe betrachten, oder die Gesamtheit der 
linearen Transformationen der Ebene zugrunde legen und den zu unter
suchenden Gebilden der Ebene den Kegelschnitt alIemal hinzufiigen, ist nach 
§ 2 gleichbedeutend. Indem wir aIle diese Dberlegungen zusammennehmen, 
haben wir: 

Die Theorie der binaren Formen und die projektivi8che Geometrie 
der Ebene unter Zugrundelegung eine8 Kege18chnitte8 8ind gleichbedeutend. 

Da endlich projektivische Geometrie der Ebene unter Zugrundelegung 
eines Kegelschnittes wegen der Gleichheit der Gruppe mit der projektivischen 
MaBgeometrie koinzidiert, die man in der. Ebene auf einen Kege]schnitt 
griinden kann 21), so mogen wir auch so sagen: 

Die Theorie der binaren Formen und die allgemeine projektivi8che 
MafJgeometrie in der Ebene 8ind da88elbe. 

Statt des Kegelschnitts in der Ebene konnen wir in der vorstehenden 
Betrachtung die Kurve dritter Ordnung im Raume setzen usw., doch mag 
dies unausgefiihrt bleiben. Der hier dargelegte Zusammenhang zwischen 
der Geometrie der Ebene, weiterhin des Raumes oder einer beliebig aus-

21) Vgl. Note V. 
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gedehnten Mannigfaltigkeit deckt sich im wesentlichen mit dem von Hesse 
vorgeschlagenen Dbertragungsprinzipe (Borchardts Journal, Bd. 66 (1866)). 

Ein Beispiel ganz ahnlicher Art ergibt die projektivische Geometrie 
des Raumes, oder, anders ausgedriickt, die Theorie der quaternaren Formen. 
Fa13t man die gerade Linie als Raumelement und erteilt ihr, wie in der 
Liniengeomet;rie geschieht, sechs homogene Koordinaten, zwischen denen 
eine Bedingungsgleichung vom zweiten Gradt> stattfindet, so erscheinen die 
linearen und dualistischen Transformationen des Raumes als diejenigen 
linearen Transformationen der unabhangig gedachten sechs Veranderlichen, 
welche die Bedingungsgleichung in sich iiberfiihren. Durch eine Ver
kniipfung ahnlicher Dberlegungen, wie sie soeben entwickelt wurden, erhalt 
man hieraus den Satz: 

Die Theorie der quaterniiren Formen deckt sich mit der projelctivischen 
M af3bestimmung in einer durch sechs homogene Veriinderliche erzeugten 
Mannig/altig lceit. 

Wegen der naheren Ausfiihrung dieser Auffassung verweise ich auf einen 
demnachst in den Math. Annalen, Bd. 6 [s. Abh. XVIII dieser Ausgabe J er
scheinenden Aufsatz: "Dber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie" 
zweite Abhandlung), sowie auf eine Note am Schlusse dieser Mitteilung llll ). 

Ich kniipfe an die vorstehenden Auseinandersetzungen noch zwei Be
merkungen, von denen die erste zwar schon implizite in dem Bisherigen 
enthalten ist, aber ausgefiihrt werden soll, weil der Gegenstand, auf den 
sie sich bezieht, zu leicht Mil3verstandnissen ausgesetzt ist. 

Wenn wir beliebige Gebilde als Raumelemente einfiihren, so erhaIt der 
Raum beliebig viele Dimensionen. Wenn wir dann aber an der uns ge
laufigen (elementaren oder projektivischen) Anschauungsweise festhalten, 
so ist die Gruppe, welche wir fiir die mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
zugrunde zu legen haben, von vornherein gegeben; es illt eben die Haupt
gruppe bez. die Gruppe der projektivischen Umformungen. Wollten wir 
eine andere Gruppe zugrunde legen, so miil3ten wir von der gewohnlichen 
bez. der projektiviRchen Anschauung abgehen. So richtig es also ist, daB 
bei geschickter Wahl der Raumelemente der Raum Mannigfaltigkeiten von 
beliebig vielen Ausdehnungen reprasentjert, so wichtig ist es, hinzuzufiigen, 
daf3 bei dieser Repriisentation entweder von vornherein eine bestimmte 
Gruppe der Behandlung der M annig/altiglceiten zugrunde zu legen ist, 
oder daf3 wir, u'ollen wir Uber die Gruppe ver/iigen, unsere geometrische 
Au//assung entsprechend auszubilden haben. - Es konnte, ohne diese 
Bemerkung, z. B. eine Reprasentation der Liniengeometrie in der folgen
den Weise gesucht werden. Die Gerade erhalt in der Liniengeometrie 

22) Vgl. Note VI. 
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sechs Koordinaten, ebensoviele Koeffizienten besitzt der Kegelschnitt in der 
Ebene. Das Bild der Liniengeometrie wiirde also die Geometrie in einem 
Kegelschnittsysteme sein, das aus der Gesamtheit der Kegelschnitte durch 
eine quadratische Gleichung zwischen den Koeffizienten ausgesondert wird. 
Das ist richtig, sowie wir als Gruppe der ebenen Geometrie die Gesamt
heit der Transformationen zugJ,'unde legen, die durch lineare Umformungen 
der Kegelschnittskoeffizienten reprasentiert werden, welche die quadratische 
Bedingungsgleichung in sich iiberfiihren. Halten wir !J.ber an der elemen
taren bez. der projektivischen Auffassung der ebenen Geometrie fest, so 
haben wir eben kein Bild. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf folgende Begrifisbildung. Sei 
im Raume irgendeine Gruppe, etwa die Hauptgruppe gegeben. So wahle 
man ein einzelnes raumliches Gebilde, etwa einen Punkt, oder eine Gerade, 
oder auch ein Ellipsoid usw. aus und wende auf dasselbe aIle Trans
formationen der Hauptgruppe an. Man erhalt dann eine mehrfach unend
liche Mannigfaltigkeit mit einer Anzahl von Dimensionen, die im all
gemeinen gleich der Zahl der in der Gruppe enthaltenen willkiirlichen 
Parameter ist, die in besonderen Fallen herabsinkt, wenn namlich das 
urspriinglich gewahIte Gebilde die Eigenschaften besitzt, durch unendlich 
viele Transformationen der Gruppe in sich iibergefiihrt zu werden. Jede 
so erzeugte Mannigfaltigkeit heiJ3e mit Bezug auf die erzeugende Gruppe 
ein Korper23). Wollen wir nun den Raum im Sinne der Gruppe unter
suchen und dabei bestimmte Gebilde als Raumelemente auszeichnen, und 
wollen wir nicht, daJ3 Gleichherechtigtes ungleichartig dargestellt werde, 
so mussen wir die Raumelemente ersichtlich so wiihlen, dafJ ihre M annig
faltigkeit entweder selbst einen K orper bildet oder in K orper zerlegt 
werden kann 24). Von dieser evidenten Bemerkung solI spater (§ 9) eine 
Anwendung gemacht werden. Der Korperbegrifi selbst wird im SchluJ3-
paragraph en in Verbindung mit verwandten Begrifien noch einmal zur 
Sprache kommen. 

23) Ich wahle den N amen nach dem V organge von De d e kin d, der in der 
Zahlentheorie ein Zahlengebiet als Kiirper bezeichnet, wenn es aus gegebenen Ele· 
menten durch gegebene Operationen entstanden ist. (Zweite Auflage von Dirichlets 
Vorlesungen uber Zahlentheorie.) 

24) [1m Texte ist nicht hinreichend beachtet, daB die vorgelegte Gruppe so
genannte ausgezeichnete Untergruppen enthalten kann. Bleibt ein geometrisches Ge
bilde bei den Operationen einer ausgezeichneten Untergruppe ungeandert, so gilt das 
Gleiche fur aile Gebilde, die aus ihm durch die Operationen der Gesamtgruppe hervor
gehen, d. h. fur aIle Gebilde des aus ihm entspringenden Korpers. Ein so be
schaffener Kiirper wurde abel' zur Darstellung der Operationen der Gruppe durchaua 
ungeeignet sein. Es sind also im Texte nur solche Korper zuzulassen, die aua Raum
elementen entstehen, welche bei keiner einzigen ausgezeichneten Untergruppe der vor
gelegten Gruppe ungeandert bleiben. (1893 ).] 
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§ 6. 

Die Geometrie der reziproken Radien. Die Interpretation von (x; + iy. 

Wir kehren mit diesem Paragraphen zur Besprechung der verschiedenen 
Richtungen der geometrischen Forschung zurlick, wie sie in §§ 2, 3· be
gonnen wurde. 

Ais ein Seitenstlick zu den Betrachtungsweisen der projektivischen 
Geometrie kann man in vielfacher Hinsicht eine Klasse geometrischer Dber
legungen betrachten, bei denen von der Umformung durch reziproke Radien 
fortlaufender Gebrauch gemacht wird. Es gehOren hierher die Untersuchungen 
liber die sog. Zykliden und anallagmatischen Flachen, tiber die allgemeine 
Theorie der Orthogonalsysteme, ferner Untersuchungen tiber das Potential usw. 
Wenn man die in denselben enthaltenen Betrachtungen noch nicht gleich 
den projektivischen zu einer besonderen Geometrie zusammengefaBt hat, 
die dann als Gruppe die Gesamtheit derjenigen Umformungen zugrunde 
zu legen hiitte, welche durch Verbindung der H auptgruppe mit der Trans
formation durch reziproke Radien entstehen, so ist das wohl dem zufiiJ.Iigen 
Umstande zuzuschreiben, daB die genannten Theorien seither nicht im Zu
sammenhange dargestellt worden sind; den einzelnen Autoren, die in dieser 
Richtung arbeiteten, wird eine solche methodische Au££assung nicht fern 
gelegen haben. 

Die Parallele zwischen dieser Geometrie der reziproken Radien und 
der projektivischen ergibt sich, sowie einmal die Frage nach einem Ver
gleiche vorhanden ist, von selbst, und es mag daher nur ganz im allgemeinen 
auf die folgenden Punkte aufmerksam gemacht werden: 

In der projektivischen Geometrie sind Punkt, Gerade, Ebene die 
Elementarbegriffe. Kreis und Kugel sind nur spezielle FaIle von Kegel
schnitt und Flache zweiten Grades. Das unendlich Ferne der elementaren 
Geometrie erscheint als Ebene; das Fundamentalgebilde, auf welches sich 
die elementare Geometrie bezieht, ist ein unendlich ferner, imaginarer 
Kegelschnitt. 

In der Geometrie der reziproken Radien sind Punkt, Kreis und Kugel 
die Elementarbegriffe. Gerade und Ebene sind spezielle FaIle der letzteren, 
dadurch charakterisiert, daB sie einen, im Sinne der Methode librigens nicht 
weiter ausgezeichneten Punkt, den unendlich femen Punkt, enthalten. Die 
elementare Geometrie erwachst, sowie man diesen Punkt fest denkt. 

Die Geometrie der reziproken Radien ist einer Einkleidung fahig, 
welche sie neben die Theorie der binaren Formen und die Liniengeometrie 
stellt, falls man die letzteren in der Weise behandelt, wie das im vorigen 
Paragraphen angedeutet wurde. Wir mogen zu diesem Zwecke die Be-
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tra,chtung zunachst auf ebene Geometrie und also auf Geometrie der reZl
proken Radien in der Ebene 25) beschranken. 

Es wurde bereits des Zusammenhangs gedacht, der zwischen der ele
mentaren Geometrie der Ebene und der projektivischen Geometrie der mit 
einem ausgezeichneten Punkte versehenen Flache zweiten Grades besteht 
(§ 4). Sieht man von dem ausgezeichneten Punkte ab und betrachtet also 
die projektivische Geometrie auf der Flache an sich, so hat man ein Bild 
der Geometrie der reziproken Radien in der Ebene. Denn man iiberzeugt 
sich leicht 26), dafl der Transformationsgruppe der reziproken Radien in der 
Ebene vermoge der Abbildung der Flache zweiten Grades die Gesamtheit 
der linearen Transformationen der letzteren in sich selbst entspricht. Man 
hat also: 

Geometrie der reziproken Radien in der Ebene und projektivische 
Geometrie auf einer Fliiche zweiten Grades ist dasselbe, 
und ganz entsprechend: 

Geometrie der reziproken Radien im Raume ist mit der profektivischen 
Behandlung einer M annigfaltigkeit gleichbedeutend, die durch eine quadra
tische Gleichung zwischen funf homogenen Veriinderlichen dargestellt u·ird. 

Die Raumgeometrie ist also durch die Geometrie der reziproken Radien 
in ganz diesel be Verb in dung mit einer Mannigfaltigkeit von vier Dimen
sionen gesetzt, wie vermoge der Liniengeometrie mit einer Mannigfaltig
keit von fUnf Ausdehnungen. 

Die Geometrie der reziproken Radien in der Ebene gestattet, sofern 
man nur auf reelle Transformationen achten will, noch nach einer anderen 
Seite eine interessante Darstellung resp. Verwendung. Breitet man namlich 
eine komplexe Variable x + i y in gewohnlicher Weise in der Ebene aus, 
so entspricht ihren linearen Transformationen die Gruppe der reziproken 
Radien, mit der erwahnten Beschrankung auf das Reelle 27). Die Unter
sucnung der Funktionen einer komplexen Veranderlichen, die beliebigen 

25) Geometrie der reziproken Radien auf der Geraden ist mit der projektivischen 
Untersuchung der Geraden gleichbedeutend, da die bez. Umformungen die namlichen 
sind. Man kann daher auch in der Geometrie der reziproken Radien von einem Doppel
verhaltnisse von vier Punkten einer Geraden und weiterhin eines Kreises reden. 

26) V gl. die bereits genannte Arbeit: Dber Liniengeometrie und metrische Geo
metrie. Math. Annalen, Bd. [) [s. Abh. VIII dieser Ausgabe J. 

27) [Die Ausdrucksweise des Textes iet ungenau. Den linearen Transformationen 

z,=cxz+~ (wo z'=x'+iy', z=x+iy) entsprechen nur diejenigen Operationen aus 
rz + u 

der .Gruppe der reziproken Radien, bei denen keine Umlegung der Winkel stattfindet 
(bei denen die beiden Kreispunkte der Ebene nicht miteinander vertauscht werden). 
Will man die Gesamtgruppe der reziproken Radien umspannen, so hat man den ge
nannten Transformationen noch die anderen (nicht minder wichtigen) hinzuzufiigen: 

, ocz + fJ ,. d ,. , - b . (1893) ] Z =-_--.' wo z Wle er =x +ty, zaer =x-ty. • . 
r z + u 
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linearen Transformationen unterworfen gedacht ist, ist aber nichts anderes, 
als was bei einer etwas abgeanderten Darstellungsweise Theorie der binaren 
Formen genannt wird. Also: 

Die Theorie der biniiren Formen findet ihre Darstellung durch die 
Geometrie der reziproken Radien in der reellen Ebene, so zwar,da/3 auch 
die komplex en Werte der Variabeln repriisentiert werden. 

Von der Ebene mogen wir, um in den gewohnteren Vorstellungskreis 
der projektivischen Umformungen zu gelangen, zur Flache zweiten Grades 
aufsteigen. Da wir nur reelle Elemente der Ebene betrachteten, ist es nicht 
mehr gleichgtiltig, wie man die Flache wahlt; sie ist ersichtlich nicht 
geradlinig zu nehmen. Insbesondere konnen wir uns dieselbe - wie man 
das zur Interpretation einer komplexen Veranderlichen auch sonst tut -
als Kugelflache denken und erhalten so den Satz: 

Die Theorie der biniiren Formen komplexer Variabeln findet ihre 
Repriisentation in der projektivischen Geometrie der reellen K ugelfliiche. 

Ich habe mir nicht versagen mogen, in einer Note 28) noch ausein
anderzusetzen, wie schOn dieses Bild die Theorie der binaren kubischen 
und biquadratischen Formen erlautert. 

§ 7. 

Erweiterungen des Vorangehenden. Lies Kugelgeometrie. 

An die Theorie der binaren Formen, die Geometrie der reziproken 
Radien und die Liniengeometrie, welche im vorstehenden koordiniert und 
nur durch die Zahl der Veranderliphen unterschieden scheinen, lassen sich 
gewisse Erweiterungen kniipfen, die nun auseinandergesetzt werden mo~en. 
Dieselben sollen einmal dazu beitragen, den Gedanken, daB die Gruppe, 
welche die Behandlungsweise gegebener Gebiete bestimmt, beliebig erweitert 
werden kann, an neuen Beispielen zu erlautern; dann aber ist namentlich 
die Absicht gewesen, Betrachtungen, welche Lie in einer neueren Abhand
lung niedergelegt hat 29), in ihrer Beziehung zu den hier vorgetragenen 
Dberlegungen darzulegen. Der Weg, auf welchem wir zu Lies Kugel
geometrie gelangen, weicht insofern von dem von Lie eingeschlagenen ab, 
als Lie an liniengeometrische Vorstellungen ankniipft, wahrend wir, um 
uns mehr der gewohnlichen geometrischen Anschauung anzuschlie13en und im 
Zusammenhang mit dem Vorhergehenden zu bleiben, bei den bez. Aus
einandersetzungen eine geringere Zahl von Veranderlichen voraussetzen. 
Die Betrachtungen sind, wie bereits Li e selbst hervorgehoben hat (Gottinger 
Nachrichten 1871, Nr. 7, 22) von der Zahl der Variabeln unabhiingig. Sie 

28) V gl. Note VII. 
29) Partielle Differentialgleichungen und Komplexe. Math. Annalen, Bd. 5 (1870). 
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geMren dem groBen Kreise von Untersuchungen an, welche sich mit der 
projektivischen Untersuchung quadratischer Gleichungen zwischen beliebig 
vielen Veranderlichen beschaftigen, Untersuchungen, die wir bereits ofter 
beriihrt haben und die uns noch wiederholt begegnen werden (vgl. § 10 u. a.). 

lch kniipfe an den Zusammenhang an, der zwischen der reellen Ebene 
und der Kugelflache durch stereographische Projektion hergestellt wird. 
Wir setzten bereits in § 5 die Geometrie der Ebene mit der Geometrie 
auf einem Kegelschnitte in Verbindung, indem wir der Geraden der Ebene 
das Punktepaar zuordneten, in welchem sie den Kegelschnitt trifft. Ent
sprechend konnen wir einen Zusammenhang zwischen der Raumgeometrie 
und der Geometrie auf der Kugel aufstellen, indem wir jeder Ebene des 
Raumes den Kreis zuordnen, in welchem sie die Kugel schneidet. Ober
tragen wir dann durch stereographische Projektion die Geometrie auf der 
Kugel von derselben auf die Ebene, wobei jeder Kreis in einen Kreis 
iibergeht, so entsprechen einander also: 

die Raumgeometrie, welche als Element die Ebene, als Gruppe diejenigen 
!inearen Transformationen benutzt, welche eine Kugel in sich iiberfiihren; 

die ebene Geometrie, deren Element der Kreis, deren Gruppe die 
Gruppe der reziproken Radien ist. 

Die erstere Geometrie wollen wir nun nach zwei Seiten verallgemeinern, 
indem wir statt ihrer Gruppe eine umfassendere setzen. Die resultierende 
Erweiterung iibertragt sich dann durch die Abbildung ohne weiteres auf 
ebene Geometrie. 

Statt der linearen Transformationen des aus Ebenen bestehenden 
Raumes, welche die Kugel in sich iiberfiihren, liegt es nahe, entweder die 
Gesamtheit der linearen Transformationen des Raumes, oder die Gesamtheit 
der Ebenentransformationen des Raumes zu wahlen, welche [in einem noch 
erst anzugebenden Sinne] die Kugel ungeandert lassen, indem wir das 
eine Mal von der Kugel, das andere Mal von dem linearen Charakter der 
anzuwendenden Transformationen absehen. Die erste Verallgemeinerung 
ist ohne weiteres verstandlich und wir mogen sie also zuerst betrachten 
und in ihrer Bedeutung fiir ebene Geometrie verfolgen; auf die zweite 
kvmmen wir hernach zuriick, wobei es sich denn zunachst darum handelt, 
die allgemeinste betreffende Transformation zu bestimmen. 

Die linearen Transformationen des Raumes haben die Eigenschaft 
gemein, Ebenenbiischel und Ebenenbiindel wieder in solche iiberzufiihren, 
Aber auf die Kugel iibertragen ergibt das Ebenenbiischel ein Kreisbiischel, 
.d. h. eine einfach unendliche Reihe von Kreisen mit gemeinsamen Schnitt
punkten; das Ebenenbiindel ergibt ein Kreisbiindel, d. h. eine zweifach 
unendliche Schar von Kreisen, die auf einem festen Kreise senkrecht 
,stehen (dem Kreise, dessen Ebene die Polarebene des den Ebenen des 
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gegebenen Biindels gemeinsamen Punktes ist). Den linearen Transforma
tionen des Raumes entsprechen also auf der Kugel und weiterhin in der 
Ebene Kreistransformationen von der charakteristischen Eigenschaft, Kreis
biischel und Kreisbiindel in ebensolche iiberzufiihren SO). Die ebene Geo
metrie, welche die Gruppe der so gewonnenen Trans/ormationen benutzt, 
ist das Bild der gewohnlichen projektivischen Raumgeometrie. Als Ele
ment der Ebene wird man in dieser Geometrie nicht den Punkt benutzen 
konnen, da die Punkte fiir die gewahlte Transformationsgruppe keinen 
Korper bilden (§ 5), sondern man wird die Kreise als Elemente wi.i.hlen. 

Bei der zweiten Erweiterung, die wir nann ten , gilt es zunachst die 
Frage nach der Art der beziiglichen Transformationsgruppe zu erledigen. Es 
handelt sich darum, Ebenentransformationen zu finden, die aus jedem 
[Ebenenbiischel, dessen Achse die Kugel beriihrt, wieder ein solches 
Biischel] machen. Wir mogen der kiirzeren Ausdrucksweise wegen zu
nachst die Frage dualistisch umkehren und iiberdies einen Schritt in der 
Zahl der Dimensionen hinabgehen; wir wollen also nach Punkttrans£or
mationen der Ebene fragen, welche aus jeder Tangente eines gegebenen 
Kegelschnittes wiederum eine Tangente erzeugen. Zu dem Zwecke be
trachten wir die Ebene mit ihrem Kegelschnitte als Bild einer Flache 
zweiten Grades, die man von einem nicht auf ihr befindlichen Raum
punkte aus so auf die Ebene projiziert hat, daB der bezeichnete Kegel
schnitt die Dbergangskurve vorstellt. Den Tangenten des Kegelschnitts 
entsprechen die Erzeugenden der Flache, und die Frage ist auf die andere 
zuriickgefiihrt nach der Gesamtheit der Punkttransformationen der Flache 
in sich selbst, bei denen die Erzeugenden Erzeugende bleiben. 

Solcher Transformationen gibt es nun zwar beliebig unendlich viele: 
denn man braucht nur den Punkt der Flache als Durchschnitt der Er
zeugenden zweierlei Art zu betrachten und jedes der Geradensysteme 
beliebig in sich zu transformieren. Aber unter den Transformationen sind 
insbesondere die linearen. N ur auf diese wollen wir achten. Hatten wir 
namlich nicht mit einer Flache, sondern mit einer mehrfach ausgedehnten Man
nigfaltigkeit zu tun, die durch eine quadratische Gleichung reprasentiert wird, 
so blieben nur die linearen Transformationen, die anderen kamen in WegfaIlSl). 

Diese linearen Transformationen der Fla.che in sich selbst ergeben. 
durch (nicht stereographische) Projektion auf die Ebene iibertragen, zwei-

30) Diese Transformationen werden gelegentlich in GraB manns Ausdehnungs
lehre betrachtet (in der Auflage von 1862, S. 278). 

31) Projiziert man die Mannigfaltigkeit stereographisch, so erhiilt man den be
kannten Satz: In mehrfach ausgedehnten Gebieten (schon im Raume) gibt es auBer 
den Transformationen, die sich in der Gruppe der reziproken Radien befinden, kein& 
konformen Punkttransformationen. In der Ebene gibt es dagegen beliebig viele andere. 
Vgl. auch die zitierten Arbeiten von Lie. 
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deutige Punkttransformationen, vermoge deren aus jeder Tangente des 
Kegelschnittes, der die Dbergangskurve bildet, allerdings wieder eine 
Tangente wird, aus jeder anderen Geraden aber im allgemeinen ein Kegel
schnitt, der die Dbergangskurve doppelt beriihrt. Es liiBt sich diese 
Transformationsgruppe passend charakterisieren, wenn man auf den Kegel
schnitt, der die Dbergangskurve bildet, eine projektivische MaJ3bestimmung 
griindet. Die Transformationen haben dann die Eigenschaft, Punkte, 
welche im Sinne der MaJ3bestimmung voneinander eine Entfernung gleich 
Null haben, sowie Punkte, welche von einem anderen Punkte eine kon
stante Entfernung haben, wieder in solche Punkte zu verwandeln. 

Alle diese Betrachtungen lassen sich auf beliebig viele Variabeln 
iibertragen, insbesondere also fiir die urspriingliche Fragestellung, die sich 
auf die Kugel und die Ebene als Element bezog, verwerten. Man kann 
dem Resultate dabei eine besonders anschauliche Form geben, weil der 
Winkel, den zwei Ebenen im Sinne der auf eine Kugel gegriindeten pro
jektivischen MaJ3bestimmung miteinander bilden, mit dem Winkel gleich 
ist, den ihre Durchschnittskreise mit der Kugel im gewohnlichen Sinna 
miteinander bilden. 

Wir erhalten also auf der Kugel und weiterhin auf der Ebene eine 
Gruppe von Kreistransformationen, welche die Eigenschaft haben, Kreise 
die einander beriihren (einen Winkel gleich Null einschliefJen) , sowie 
Kreise, die einen anderen Kreis unter demselben Winkel schneiden, in 
ebensolche K reise iiberzu/iihren. In der Gruppe dieser Transformationen 
sind auf der Kugel die bez. linearen, in der Ebene die Transformationen 
der Gruppe der reziproken Radien enthalten 32). 

32) [Die Betrachtungen des Textes diirften durch Zufiigung einiger weniger ana
lytischer Formeln wesentlich klarer werden. Sei die Gleichung der Kugel, die wir 
stereographisch auf un sere Ebene beziehen, in gewohnlichen Tetraederkoordinaten: 

X12 + X.2 + xa2 + X4 2 = 0; 
die an diese Bedingungsgleichung gebundenen x erhalten dann bei uns die Bedeutung 
ebener tetrazyklischer Punktkoordinaten, 

U1Xl + U2 X 2 + UaXa + U,X4 = 0 
wird die allgemeine Kreisgleichung der Ebene. Berechnet man den Radius des solcher
weise dargestellten Kreises, so kommt man dabei auf die Quadratwurzel 

..jul " + ,,/,22 + ua" + U,2, 

die wir mit iU6 bezeichnen mogen. Wir konnen jetzt die Kreise als Elemente der 
Ebene betrachten. Die Gruppe der reziproken Radien stellt sich dann durch die 
Gesamtheit der homogenen linearen Umsetzungen der Ul U2UaU4 dar, bei denen 

U 12 + u.2 +ua2 + U 42 

in ein Multiplum seiner selbst iibergeht. Die erweiterte Gruppe aber derjenigen Kreis
geometrie, welche der Lieschen Kugelgeometrie entspricht, besteht aus den homogenen 
linearen Umsetzungen der funf Variabelen ulu2uau4u6' welche 

U 12 + U22 + ua2 + ul + U 52 

in ein Multiplum seiner selbst verwandeln (189lJ).] 
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Die auf diese Gruppe zu grlindende Kreisgeometrie ist nun das Analogon 
zu der Kugelgeometrie, wie sie Lie flir den Raum entworfen hat, undwie sie 
bei Untersuchungen liber Krlimmung der FHichen von ausgezeichneter Be
deutung scheint. Sie schlieBt die Geometrie der reziproken Radien in dem
selben Sinne in sich, wie letztere wieder die elementare Geometrie. -

Die nunmehr gewonnenen Kreis- (Kugel- ) Transformationen haben ins
besondere die Eigenschaft, sich berlihrende Kreise (Kugeln) in ebensolche 
liberzufiihren. Betrachtet man aIle Kurven (Flachen) als Umhlillungs
gebilde von Kreisen (Kugeln), so werden infolgedessen Kurven (Flachen), 
die sich berlihren, immer wieder in solche libergehen. Die fraglichen 
Transformationen gehoren also in die Klasse der spater allgemein zu be
trachtenden Beruhrungstransjormationen, d. h. solcher Umformungen, bei 
denen Berlihrung von Punktgebilden eine invariante Beziehung ist. Die 
im vorliegenden Paragraphen zuerst erwahnten Grallmannschen Kreistrans
formationen, denen man analoge Kugeltransformationen an die Seite stell en 
kann, sind keine Berlihrungstransformationen. -

Wurden vorstehend die zweierlei Erweiterungen nur an die Geometrie 
der reziproken Radien angeknlipft, so gelten diesel ben in entsprechender 
Weise fiir Liniengeometrie, liberhaupt flir die projektivische Untersuchung 
einer durch eine quadratische Gleichung ausgeschiedenen Mannigfaltigkeit, 
wie bereits angedeutet wurde, hier aber nicht weiter ausgeflihrt werden solI. 

§ 8. 

Aufzahlung weiterer Methoden, denen eine Gruppe von Punkttrans
formationen zugrunde liegt. 

Elementare Geometrie, Geometrie der reziproken Radien und auch 
projektivische Geometrie, sofern man von den mit Wechsel des Raum
elements verknlipften dualistischen Umformungen absieht, subsumieren 
sieh als einzelne Glieder unter die groBe Menge von denkbaren Betrach
tungsweisen, welche liberhaupt Gruppen von Punkttransformationen zu
grunde legen. Wir mogen hier nur die folgenden drei Methoden, die hierin 
mit den genannten libereinstimmen, hervorheben. Sind diese Methoden 
auch lange nicht in dem Malle, wie die projektivische Geometrie, zu selb
standigen Disziplinen entwickelt, so treten sie doch deutlich erkennbar in 
den neueren Untersuchungen auf33). 

33) [Wiihrend es sich bei den bis jetzt behandelten Beispielen urn Gruppen mit 
endlicher Parameterzahl handelte, kommen nunmehr im Texte sogenannte unendliche 
Gruppen in Betracht (1893).J [Zur Vermeidung von MiBverBtandnissen iet aber zu 
bemerken, daB in den spiiteren Untersuchungen von Lie der Begriff der unendlichen 
Gruppen viel enger gefaBt, namlich auf solche Gruppen eingeschrankt wurde, die sich 
durch Differentialgleichungen definieren lassen. K] 
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1. Die Gruppe der rationalen Umformungen. 
Bei rationalen Umformungen muB wohl unterschieden werden, ob 

diesel ben fUr alle Punkte des Gebietes, in welch em man operiert, also 
des Raumes oder der Ebene usw., rational sind, oder nur fiir die Punkte 
einer in dem Gebiete enthaltenen Mannigfaltigkeit, einer Flache, einer 
Kurve. Nur die ersteren sind zu verwenden, wenn es gilt, im bisherigen 
Sinne eine Geometrie des Raumes, der Ebene zu entwerfen; die letzteren 
gewinnen von dem hier gegebenen Standpunkte aus erst Bedeutung, wenn 
Geometrie auf einer gegebenen Flache, Kurve studiert werden soIl. Die
selbe Unterscheidung gilt bei der sogleich anzufUhrenden Analysis situs. 

Die seitherigen Untersuchungen, hier wie dort, haben sich aber 
wesentlich mit Transformationen der zweiten Art beschaftigt. Insofern 
dabei nicht die Frage nach der Geometrie auf der Flache, der Kurve 
war, es sich vielmehr darum handelte, Kriterien zu finden, damit zwei 
Flachen, Kurven ineinander transformiert werden konnen, treten diese 
Untersuchungen aus dem Kreise der hier zu betrachtenden heraus 3!). Der 
hier aufgestellte allgemeine Schematismus umspannt eben nicht die Gesamt
heit mathematischer Forschung iiberhaupt, sondern er bringt nur gewisse 
Richtungen unter einen gemeinsamen Gesichtspunkt. 

Fiir eine Geometrie der rational en Umformungen, wie sie sich unter 
'Zugrundelegung der Transformationen der ersten Art ergeben muB, sind 
bis jetzt erst die Anfange vorhanden. 1m Gebiete erster Stufe, auf der 
geraden Linie, sind die rationalen Umformungen mit den linearen identisch 
und liefern also nichts N eues. In der Ebene kennt man freilich die Ge
samtheit der rational en Umformungen (der Oremonaschen Transforma
tionen), man weiB, daB sie sich durch Zusammensetzung quadratischer er
zeugen lassen. Man kennt auch invariante Oharaktere der ebenen Kurven: 
ihr Geschlecht, die Existenz der Moduln; aber eigentlich zu einer Geo-

34) [Von einer anderen Seite ordnen sie sich wieder, was mir 1872 noch nicht 
bekannt war, aufs beste in die Betrachtungen des Textes ein. 1st irgendein alge
braisches Gebilde (Kurve, oder Flache, ... ) vorgelegt, so iibertrage man dassel be in 
einen hcheren Raum, indem man die Verhiiltnisse 

CPl: CP.:· .. : CPp 

der zugehorigen Integranden erster Gattung als homogene Koordinaten einfiihrt. In 
diesem Raume hat man dann einfach der weiteren Betrachtung die Gruppe der homo
genen linearen Umsetzungen der cP zugrunde zu legen. Vgl. verschiedene Arbeiten 
der Herren Brill, Nother und Weber, sowie Z. B. meine eigene Abhandlung: 
"Zur Theorie der Abelschen Funktionen" in Bd. 36 der Math. Annalen [so Bd. III 
dieser Auegabe] (1893)]. [Auch bei den in den vorangehenden Paragraphen behan
delten Beispielen konnte die jeweils in Betracht kommende Gruppe bei Vbergang 
zu einem zweckmiiBig gewiihlten hoheren Raum durch eine Gruppe linearer Trans
formation en ersetzt werden. Die Untersuchung kann daraufhin immer projektiv ge
wandt werden. Die naheliegende Frage, wie weit sich hieraus ein allgemeinee Prinzip 
machen laBt, scheint immer noch nicht erledigt zu sein. K.] 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 31 
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metrie der Ebene in dem hier gemeinten Sinne entwickelt sind diese Be
trachtungen noch nicht. 1m Raume ist die gauze Theorie noch erstim 
Entstehen begriffen. Von den rationalen Umformungen kennt man bis 
jetzt nur wenige und benutzt dieselben, um bekannte Flachen mit un
bekannten durch Abbildung in Verbindung zu setzen. -

2. Die Analysis situs. 
In der sogenannten Analysis situs sucht man das Bleibende gegen

tiber solchen Umformungen, die aus unendlich kleinen Verzerrungen durch 
Zusammensetzung entstehen. Auch hier mu13 man, wie bereits gesagt, 
unterscheiden, ob das ganze Gebiet, also etwa der Raum, als Objekt der 
Transformationen gedacht werden solI, oder nur eine aus ihm ausgesonderte 
Mannigfaltigkeit, eine Flache. Die Transformationen der ersten Art sind 
es, die man einer Raumgeometrie wtirde zugrunde legen konnen. lhre 
Gruppe ware wesentlich anders konstituiert, als die bisher betrachteten es 
waren. lndem sie aIle Transformationen umfa13t, die sich aus reell ge
dachten unendlich kleinen Punkttransformationen zusammensetzen, tragt 
sie die prinzipielle Beschrankung auf reelle Raumelemente in sich, und 
bewegt sich auf dem Gebiete der willkiirlichen Funktion. Man kann 
diese Transformationsgruppe nicht ungeschickt erweitern, indem man sie 
noch mit den reellen Kollineationen, die auch das unendlich Ferne modi
fizieren, verbindet. -

3. Die Gruppe aller Punkttrans/ormationen. 
Wenn gegentiber dieser Gruppe keine Flache mehr individuelle Eigen

schaften besitzt, da jede in jede andere durch Transformationen der Gruppe 
tibergefiihrt werden kann, so sind es hOhere Gebilde, bei deren Unter
suchung die Gruppe mit Vorteil Anwendung findet. Bei der Auffassung 
der Geometrie, wie sie hier zugrunde gelegt ist, kann es gleichgiiltig sein, 
wenn diese Gebilde seither nicht sowohl als geometrische, sondern nur als 
analytische betrachtet wurden, die gelegentlich geometrische Anwendung 
ffJ,nden, und wenn man bei ihrer Untersuchung Prozesse anwandte (wie 
eben beliebige Punkttransformationen), die man erst in neuerer Zeit be
wu13t als geometrische U mformungen aufzufassen begonnen hat. Unter 
diese analytischen Gebilde gehOren vor allen die homogenen Differential
ausdrticke, sodann auch die partiellen Differentialgleichungen. Bei der 
allgemeinen Diskussion der letzteren scheint aber, wie in dem folgenden 
Paragraphen ausgefiihrt wird, die umfassendere Gruppe aller Beriihrungs
transformationen noch vorteilhafter. 

Der Hauptsatz, der in der Geometrie, welche die Gruppe aller Punkt
transformationen zugrunde legt, in Geltung ist, ist der, daf3 eine Punkt
trans/ormation fur eine unendlich kleine Partie des Raumes immer den 
Wert einer linearen Trans/ormation hat. Die Entwicklungen der pro-
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jektivischen Geometrie haben also nun ihren Wert fiir das Unendlichkleine, 
und hierin liegt, mag sonst die Wahl der Gruppe bei Behandlung von 
Mannigfaltigkeiten willkiirlich sein - hierin liegt ein auszeichnender Oha
rakter fur die projektivische A nschauungsweise. 

N achdem nun schon lange von dem Verhaltnisse der Betrachtungs
weisen, die einander einschlie13ende Gruppen zugrunde legen, nicht mehr die 
Rede war, mag hier noch einmal ein Beispiel fiir die allgemeine Theorie des 
§ 2 gegeben werden. Wir mogen uns die Frage vorlegen, wie denn vom Stand
punkte "aller Punkttransformationen" die gewohnlichen. projektivischen 
Eigenschaften aufzufassen sind, wobei von den dualistischen Umformungen, 
die eigentlich mit zur Gruppe der projektivischen Geometrie gehOren, ab
gesehen werden mag. Die Frage deckt sich dann mit der andern: durch 
welche Bedingung aus der Gesamtheit der Punkttransformationen die 
Gruppe der linearen ausgeschieden wird. Das Charakteristische der letzteren 
ist, da13 sie jeder Ebene eine Ebene zuordnen: sie sind diejenigen Punkt
transformationen, vermoge deren die Mannigfaltigkeit der Ebenen (oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, der geraden Linien) erhal ten bleibt. Die 
projektivische Geometrie ist aus der Geometrie aller Punkttransformationen 
ebenso durch Adjunktion der Mannigfaltigkeit der Ebenen zu gewinnen, 
wie die elementare Geometrie aus der projektivischen durch Adjunktion 
des unendlich fernen KugelkreiseB. Insbesondere haben wir z. B. vom 
Standpunkte aller Punkttransformationen die Bezeichnung einer FHi.che als 
einer algebraischen von einer gewissen Ordnung als eine invariante Be
ziehung zur Mannigfaltigkeit der Ebenen aufzufassen. Es wird dies recht 
deutlich, wenn man, mit GraJ3mann, die Erzeugung der algebraischen 
Gebilde an ihre lineale Konstruktion· kniipft. 

§ 9. 

Von der Gruppe aller Beriihrungstransformationen. 

Beriihrungstransformationen sind zwar in einzelnen Fallen schon lange 
betrachtet; auch hat J aco bi bei analytischen Untersuchungen bereits von 
denallgemeinsten Beriihrnngstransformationen Gebrauch gemacht; aber in 
die lebendige geometrische Anschauung wurden sie erst durch neuere Ar
beiten von Lie eingefiihrt36). Es ist daher wohl nicht iiberHiissig, hier 
ausdriicklich auseinanderzusetzen, was eine Beriihrungstransformation ist, 

35) V gl. besonders die bereits zitierte Arbeit: D'ber partielle Ditferentialgleiohungen 
und Komplexe. Math. Ann., Bd.5. Die im Texte gegebenen Ausfiihrungen betr. partielle 
Ditferentialgleiohungen habe ioh wesentlioh miindliohen Mitteilungen von Lie ent
nommen; vgl. dessen Note: Zur Theorie partieller Ditferentialgleiohungen. Gottinger 
Naohrichten. Okt. 1872. 

31* 
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wobei wir uns, wie immer, auf den Punktraum mit seinen drei Dimensionen 
beschranken. 

Dnter einer Bertihrungstransformation hat man, analytisch zu reden, 
jede Substitution zu verstehen, welche die Variabelwerte x, y, z und ihre 

partiellen Differentialquotienten :; = p, ;; = q durch neue x', y', z', p', q' 

ausdrtickt. Dabei gehen, wie ersichtlich, sich bertihrende Flachen im all
gemeinen wieder in sich bertihrende Flachen tiber, was den N amen Be
rtihrungstransformation begrtindet. Die Bertihrungstransformationen zer
fallen, wenn man yom Punkte als Raumelement ausgeht, in drei Klassen: 
solche, die den dreifach unendIich vielen Punkten wieder Punkte zuordnen 
- das sind die eben betrachteten Punkttransformationen -, solche, die 
sie in Kurven, endlich solche, die sie in Flachen tiberftihren. Diese Ein
teilung hat man insofern nicht als eine wesentliche zu betrachten, als bei 
Benutzung anderer dreifach unendlich vieler Raumelemente, etwa der 
Ebenen, allerdings wieder eine Teilung in drei Gruppen eintritt, die aber 
mit der Teilung, die unter Zugrundelegung der Punkte stattfand, nicht 
koinzidiert. 

Wenden wir auf einen Punkt aIle Bertihrungstransformationen an, so 
geht er in die Gesamtheit aller Punkte, Kurven und Flachen tiber. In 
ihrer Gesamtheit erst bilden also Punkte, Kurven und Flachel. einen K6rper 
unserer Gruppe. Man mag daraus die allgemeine Regel abnehmen, daB 
die formale Behandlung eines Problems im Sinne aUer Beriihrungstrans
formationen (also etwa die sogleich vorzutragende Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen) eine unvollkommene werden muB, sowie man mit 
Punkt- (oder Ebenen-) Koordinaten operiert, da die zugrunde gelegten 
Raumelemente eben keinen Korper bilden. 

AIle in dem genannten Korper enthaltenen Individuen als Raum
elemente einzufiihren, geht aber, will man in Verbindung mit den gewohn
lichen Methoden bleiben, nicht an, da deren Zahl unendlichfach unendlich 
ist. Hierin liegt die N otwendigkeit, bei diesen Betrachtungen nicht den 
Punkt, nicht die Kurve oder die Flache, sondern das Fliichenelement, 
d. h. das Wertsystem x, y, z, p, q als Raumelement einzufiihren. Bei 
jeder Bertihrungstransformation wird aus jedem Flachenelemente ein neues; 
die fiinffach unendlich vielen Flachenelemente bilden also einen Korper. 

Bei diesem Standpunkte muB man Punkt, Kurve, Flache gleichmaBig 
als Aggregate von Flachenelementen auffassen, und zwar von zweifach 
unendlich vielen. Denn die Flache wird von 00 2 Elementen bedeckt, die 
Kurve von ebenso vielen bertihrt, durch den Punkt gehen 00 2 hindurch. 
Aber diese zweifach unendlichen Aggregate von Elementen haben noch 
eine charakteristische Eigenschaft gemein. Man bezeichne als vereinigte 
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Lage zweler konsekutiven Flachenelemente X, y, Z, p, q und X + d X • 

Y + dy, z + dz, p + dp, q + dq die Beziehung, welche durch 

dz - pdx - qdy = 0 

dargestellt wird. So sind Punkt, Kurve, Flache iibereinstimmend zweifach 
unendliche M annigfaltigkeiten von Elementen, deren jedes mit den ein
lach unendlich vielen ihm benachbarten vereinigt liegt. Dadurch sind 
Punkt, Kurve, Flache gemeinsam charakterisiert, und so miissen sie auch, 
wenn man die Gruppe der Beriihrungstransformationen zugrunde legen 
will, analytisch reprasentiert werden. 

Die vereinigte Lage konsekutiver Elemente ist eine bei beliebiger 
Beriihrungstransformation jnvariante Beziehung. Aber auch umgekehrt 
konnen die Beriihrungstransformationen definiert werden als diejenigen 
Substitutionen der funf Veriinderlichen x, y, z, p, q, vermoge deren die 
Relation dz - pdx - qdy = 0 in sick selbst ubergefukrt wird. Der Raum 
ist also bei diesen Untersuchungen als eine Mannigfaltigkeit von fiinf 
Dimensionen anzusehen, und diese Mannigfaltigkeit hat man zu behandeln, 
indem man als Gruppe die Gesamtheit aller Transformationen der Variablen 
zugrunde legt, welche eine bestimmte Relation zwischen den Differentialen 
ungeandert lassen. 

Gegenstand der Untersuchung werden in erster Linie diejenigen Mannig
faltigkeiten, welche durch eine oder mehrere Gleichungen zwischen den 
Variabeln dargestellt werden, d. h. die partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung und ikre Systeme. Eine Hauptfrage wird, wie sich aus 
den Mannigfaltigkeiten von Elementen, die gegebenen Gleichungen geniigen, 
einfach, zweifach unendliche Reihen von Elementen ausscheiden lassen, 
deren jedes mit jedem benachbarten vereinigt liegt. Auf eine solche Frage 
lauft z. B. die Aufgabe der Losung einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung hinaus. Man soIl '- so kann man sie formulieren - aus 
den vierfach unendlich vielen Elementen, die der Gleichung geniigen, aIle 
zweifach unendlichen Mannigfaltigkeiten der bewul3ten Art ausscheiden. 
Insbesondere die Aufgabe der vollstandigen Losung nimmt jetzt die pra
zise Form an: man soll die vierfach unendlich vielen Elemente, die der 
Gleichung geniigen, auf irgendeine Weise in zweifach unendlich viele 
derartige Mannigfaltigkeiten zerlegen. 

Ein Verfolg dieser Betrachtung iiber partielle Differentialgleichungen 
kann hier nicht in der Absicht liegen; ich verweise in bezug hierauf auf 
die zitierten Lieschen Arbeiten. Es sei nur noch hervorgehoben, dal3 ffir 
den Standpunkt der Beriihrungstransformationen eine partielle Differential
gleichung erster Ordnung keine Invariante hat, dal3 jede in jede andere 
iibergefiihrt werden kann, dal3 also namentlich die linearen Gleichungen 
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nicht weiter ausgezeichnet sind. Unterscheidungen treten erst ein, wenn 
man zu dem Standpunkte der Punkttransformationen zuriickgeht. 

Die Gruppen der Beriihrungstransformationen, der Punkttransforma
tionen, endlich der projektivischen Umformungen lassen sich in einer ein
heitlichen Weise charakterisieren, die ich nicht unterdriicken mag 36). Be
riihrungstransformationen wurden bereits definiert als diejenigen Um
formungen, bei denen die vereinigte Lage konsekutiver Flachenelemen,te 
erhalten bleibt. Die Punkttransformationen haben dagegen die charak
teristische Eigenschaft, vereinigt gelegene konsekutive Linienelemente in 
ebensolche zu verwandeln: die linearen und dualistischen Transformationen 
endlich bewahren die vereinigte Lage konsekutiver Konnexelemente. Unter 
einem Konnexelemente verstehe ich die Vereinigung eines Flachenelementes 
mit einem in ihm enthaltenen Linienelemente; konsekutive Konnexelemente 
heiflen vereinigt gelegen, wenn nicht nur der Punkt, sondern auch das 
Linienelement des einen in dem Flachenelemente des anderen enthalten 
ist. Die (iibrigens vorlaufige) Bezeichnung Konnexelement bezieht sich 
auf die von Clebsch neuerdings 3') in die Geometrie eingefiihrten Gebilde, 
welche durch eine Gleichung dargestellt werden, die gleichzeitig eine Reihe 
Punkt-, eine Reihe Ebenen- und eine Reihe Linienkoordinaten enthalten, 
und deren Analoga in der Ebene Clebsch als Konnexe bezeichnet. 

§ 10. 

tJber beliebig ausgedehnte Mannigfaltigkeiten. 

Es wurde bereits wiederholt hervorgehoben, wie bei der Ankniipfung 
der bisherigen Auseinandersetzungen an die raumliche Vorstellung nur der 
Wunsch maflgebend war, die abstrakten Begriffe durch Anlehnung an an
schauliche Beispiele leichter entwickeln zu konnen. An und fiir sich sind 
diese Betrachtungen von dem sinnlichen Bilde unabhangig und gehOren 
dem allgemeinen Gebiete mathematischer Forschung an, das man als die 
Lehre von den ausgedehnten Mannigfaltigkeiten oder (nach Graflmann) 
kurz als A usdehnungslehre bezeichnet. Wie man die 1Jbertragung des 
Vorhergehenden yom Raume anf den bloflen Mannigfaltigkeitsbegriff zu 
bewerkstelligen hat, ist ersichtlich. Es sei dabei nur noch einmal bemerkt, 
dafl wir be-i der abstrakten Untersuchung, der Geometrie gegeniiber, den 
Vorteil haben, die Gruppe von Transformationen, welche wir zugrunde 

36) lch verdanke diese Definitionen einer Bemerkung von Lie. [Lie scheint 
auf diese doch gewiB interessanten Definitiomm in seinen spateren Arbeiten nie zuriick
gekommen zu sein. K.] 

37) mitt. Abhandlungen, 1872, Bd. 17: Dber eine Fundamentalaufgabe der In
variantentheorie, sowie namentlich Gott. Nachrichten, 1872, Nr. 22: tJber einneues 
Grundgebilde der analytischen Geometi'ie der Ebene. 
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legen wollen, ganz willkiirlich wahlen zu konnen, wahrend in der Geo
metrie eine kleinste Gruppe, die Hauptgruppe, von vornherein gegeben war. 

Wir mogen hier nur· die folgenden drei Behandlungsweisen, und auch 
diese ganz kurz, beriihren. 

1. Die projektivische Behandlungsweise oder die moderne Algebra 
(I nvariantentheorie ). 

Ihre Gruppe besteht in der Gesamtheit der linearen und dualistischen 
Transformationen der zur .Darstellung des Einzelnen in der Mannigfaltig
keit verwendeten Veranderlichen; sie ist die Verallgemeinerung der pro
jektivischen Geometrie. Es wurde bereits hervorgehoben, wie diese Be
handlungsweise bei der Diskussion des unendlich Kleinen in einer um eine 
Dimension mehr ausgedehnten Mannigfaltigkeit zur Verwendung kommt. 
Sie schlieBt die beiden noch zu nennenden Behandlungsweisen in dem 
Sinne ein, als ihre Gruppe die bei jenen zugrunde zu legende Gruppe 
umfaBt. 

2. Die Manniglaltigkeit von konstantem KrummunfJsmaf3e. 
Die Vorstellung einer solchen erwuchs bei Riemann aus der a11-

gemeineren einer Mannigfaltigkeit, in der ein Differentialausdruck der Ver
anderlichen gegeben ist. Die Gruppe besteht bei ihm aus der Gesamtheit 
der Transformationen der Variabeln, welche den gegebenen Ausdruck un
geandert lassen. Von einer anderen Seite kommt man zur Vorstellung 
einer Mannigfaltigkeit von konstanter Kriimmung, wenn man im pro
jektivischen Sinne auf eine zwischen den Veranderlichen gegebene qua
dratische Gleichung eine MaBbestimmung griindet. Bei dieser Weise tritt 
gegeniiber der Riemannschen die Erweiterung ein, daB die Variabeln 
als komplex gedacht werden; man mag hinterher die Veranderlichkeit auf 
das reelle Gebiet beschranken. Hierher gehOren die groBe Reihe von 
Untersuchungen, die wir in §§ 5, 6, 7 beriihrt haben. 

3. Die ebene Manniglaltigkeit. 
Ais ebene Mannigfaltigkeit bezeichnet Riemann die Mannigfaltigkeit 

von konstantem verschwindenden KriimmungsmaBe. Ihre Theone ist die 
unmittelbare Verallgemeinerung der elementaren Geometrie. Ihre Gruppe 
kann - wie die Hauptgruppe der Geometrie - aus der Gruppe der pro
jektivischen dadurch ausgeschieden werden, daB man ein Gebilde fest halt, 
welches durch zwei Gleichungen, eine lineare und eine quadratische, dar
geste11t wird. Dabei hat man zwischen Ree11em und Imaginarem zu 
unterscheiden, wenn man sich der Form, unter der die Theorie gewohnlich 
dargesteHt wird, anschlie13en will. Hierher zu rechnen sind vor aHem die 
elementare Geometrie selbst, dann z. B. die in neuerer Zeit entwickelten 
Verallgemeinerungen der gewohnlichen Kriimmungstheorie usw. 
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Schlul3 bemerklingen. 

Zum Schlusse mogen noch zwei Bemerkungen ihre Stelle tinden, die 
mit dem bisher Vorgetragenen in enger Beziehung stehen; die eine betrifft 
den Formalismus, durch welchen man die begrifflichen Entwicklungen des 
Vorangehenden reprasentieren will, die andere soll einige Probleme kenn
zeichnen, deren Inangriffnahme nach den hier gegebenen Auseinander
setzungen als wichtig und lohnend erscheint. 

Man hat der analytischen Geometrie hautig den Vorwurf gemacht, 
durch Einfiihrung des Koordinatensystems willkiirliche Elemente zu bevor
zugen, und dieser Vorwurf trifft gleichmaBig jede Behandlungsweise aus
gedehnter Mannigfaltigkeiten, welche das einzelne durch die Werte von 
Veranderlichen charakterisiert. War dieser Vorwurf bei der mangelhaften 
Art, mit der man namentlich friiher die Koordinatenmethode handhabte, 
nur zu oft gerechtfertigt, so verschwindet er bei einer rationellen Behand
lung der Methode. Die analytischen Ausdriicke, welche bei der Unter
suchung einer Mannigfaltigkeit im Sinne einer Gruppe entstehen konnen, 
miissen, ihrer Bedeutung nach, von dem Koordinatensysteme, insofern es 
zufallig gewahlt ist, unabhangig sein, und es gilt nun, diese Unabhiingig
keit auch formal in Evidenz zu setzen. DaB dies moglich ist und wie 
es zu geschehen hat, zeigt die moderne Algebra, in der der formale In
variantenbegriff, um den es sich hier handelt, am deutlichsten ausgepriigt 
ist. Sie besitzt ein allgemeines und erschOpfendes Bildungsgesetz fiir 
invariante Ausdriicke und operiert prinzipiell nur mit solchen. Die gleiche 
Forderung soll man an die formale Behandlung stellen, auch wennandere 
Gruppen, als die projektivische, zugrunde gelegt sind 38). Denn der For
malismus solI sich doch mit der Begriffsbildung decken, mag man nun 
den Formalismus nur als prazisen und durchsichtigen Ausdruck der Be
griffsbildung verwerten, oder will man ihn benutzen, um an seiner Hand 
In noch unerforschte Gebiete einzudringen. -

38) [BeispieIsweise stellen fiir die Gruppe der Drehungen des dreidimensionalen 
Raumes urn einen festen Punkt die Quaternionen einen Bolchen Formalismus dar (1893 ).) 

~ Aber ich habe spiiterhin die Forderung des Textes meinerseits nur wenig be
folgt. MaBgebend hierfiir war mir die Erfahrung, die ich an mir Belbst und inBbe" 
sondere im Unterricht machte, daB das Erlernen immer wieder neuer Arten sym
bolischer Schreibweise im allgemeinen mehr Zeit kostet, als durch deren Anwendung 
gewonnen wird. Hierniit diirfte die Tatsache zusammenhiingen, daB immer nur ganz 
wenige Mathematiker sich die von ihrem jeweiligen SchOpfer Iebhaft empfohlene Art 
der Symbolik aneignen (wiihrend umgekehrt sehr viele Mathematiker es bequem 
find en, ihre Gedanken in irgendwelcher, von ihnen selbst geschaflenen, neuen Symbolik 
zur Darstellung zu bringen). Wir haben auf Grund des hiermit beschriebenen Verhaltens 
zurzeit in der Mathematik bereit~ eine weitgehende Sprachverwirrung, als deren bedenk
liches, wenn auch nicht gewolltes Endziel die Selbstsperrung alles mathematischen 
Fortschritts erscheint. K. 1 
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Die ProblemstelIung, deren wir noeh erwahnen wollten, erwii.chst 
dureh einen Vergleieh der vorgetragenen Ansehauungen mit der sogenannten 
GaloisschenTheorie der Gleichungen. 

In der Galoissehen Theorie, wie hier, konzentriert sieh das Interesse 
auf Gruppen von Anderungen. Die Objekte, auf welohe sieh die Ande
rungen beziehen, sind alIerdings verschieden; man hat es dort mit einer 
endliehen Zahl diskreter Elemente, hier mit der unendliehen Zahl von 
Elementen einer stetigen Mannigfaltigkeit zu tun. Aber der Vergleieh 
la13t sich bei der Identitat des Gruppenbegriffes doch weiter verfolgen 89), 

und es mag dies bier um so lieber angedeutet werden, als dadurch die 
Stellung charaktetisiert wird, die man gewissen von Lie und mir be
gonnenen Untersuchungen 40) im Sinne der hier entwickelten Ansehauungen 
zuzuweisen hat. 

In der Galoisschen Theorie, wie sie z. B. in Serrets Traite d'Algebre 
superieure oder in C. J or dans Traite des substitutions dargestellt wird, ist 
der eigentliche Untersuchungsgegenstand die Gruppen- oder Substitutions
theorie selbst, die Gleichungstheorie flie13t aus ihr als eine Anwendung. 
Entsprechend verlangen wir eine Translormationstheorie, eine Lehre von 
den Gruppen, welehe von Transformationen gegebener Beschaffenheit er
zeugt werden konnen. Die Begriffe der Vertausohbarkeit, der Ahnliehkeit 
usw. kommen, wie in der Substitutionstheorie, zur Verwendung. Als eine 
Anwendung der Transformationstheorie erscheint die aus der Zugrunde
legung der Transformationsgruppen flieJlende Behandlung der Mannig
faltigkeit. 

In der Gleiehungstheorie sind es zunachst die symmetrischen Funk
tionen der Koeffizienten, die das Interesse auf sich ziehen, sodann aber 
diejenigen Ausdriicke, welche, wenn nieht bei allen, so durch eine grollere 
Reihe von Vertauschungen der Wurzeln ungeandert bleiben. Bei der Be
handlung einer Mannigfaltigkeit unter Zugrundelegung einer Gruppe £ragen 
wir entsprechend zunachst nach den Korpern (§ 5), nach den Gebilden, 
die durch alIe Transformationen der Gruppe ungeandert bleiben. Aber es 
gibt Gebilde, welche nicht aIle aber einige Transformationen der Gruppe 
zulassen, und diese sind dann im Sinne der auf die Gruppe gegriindeten 
Behandlung besonders interessant, sie haben ausgezeichnete Eigensehaften. 
Es kommt das also darauf hinaus, im Sinne der gewohnliehen Geometrie 
symmetrische, regulare Korper, Rotations- und Schraubenflaehen auszu-

39) Ich erinnere hier daran, daB GraBmann bereits in der Einleitung zur ersten 
Auflage seiner Ausdebnungslehre (1844) die Kombinatorik und die Ausdehnung~lehre 
parallelisiert. 

00) V gl. den gemeinsamen Aufsatz: V'ber diejenigen ebenen Kurven, welche durch 
ein geschlossenes System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Trans· 
formationen in sich iibergehen. Math. Annalen, Bd.4 [s. Abh. XXVI dieser Ausgabe 
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zeichnen. Stellt man sich auf den Standpunkt der projektivischen Geo
metrie und verlangt insbesondere, daB die Transformationen, durch welche 
die Gebilde in sich iibergehen, vertauschbar sein sollen, so kommt man 
auf die von Lie und mir in dem zitierten Aufsatze betrachteten Gebilde 
und auf das in § 6 desselben gestellte allgemeine Problem. Die dOl't in 
§§ 1, 3 gegebene Bestimmung alIer Gruppen unendlich vieler vertausch
barer linearer Transformationen in der Ebene gehort als ein Teil in· die 
soeben genannte allgemeine Transformationstheorie 41). 

Noten. 

I. Uber den Gegensatz der synthetischen und analytischen Richtung 
in der neueren Geometn:e. 

Den Unterschied zwischen neuerer Synthese und neuerer analytischer 
Geometrie hat man zurzeit nicht mehr als einen wesentlichen zu be
trachten, da der gedankliche Inhalt sowohl als die SchluBweise sich auf 
beiden Seiten alImahlich ganz ahnlich gestaltet haben. Daher wahlen wir 
im Texte zur gemeinsamen Bezeichnung beider das Wort "projektivische 
Geometrie". W enn die syn thetische Methode mehr mit raumlicher An
schauung arbeitet und ihren ersten, einfachen Entwicklungen dadurch einen 
ungemeinen Reiz erteilt, so ist das Gebiet raumlicher Anschauung der 
analytischen Methode nicht verschlossen, und man kann die Formeln der 
analytischen Geometrie als einen prazisen und durchsichtigen Ausdruck 
der geometrischen Beziehungen au££assen. Man hat auf der anderen Seite 
den Vorteil nicht zu unterschatzen, den ein gut angelegter Formalismus 
der Weiterforschung dadurch leistet, daB er gewissermaBen dem Gedanken 
vorauseilt. Es ist zwar immer an der Forderung festzuhalten, daB man 
einen mathematischen Gegenstand noch nicht als erledigt betrachten solI, 

41) leh muE mir versagen, im Texte auf die Fruchtbarkeit hinzuweisen, welche 
die Betrachtung unendlich kleiner Transformationen in der Theorie der Differential
gleichungen hat. In § 7 der zitierten Arbeit haben Lie und ieh gezeigt: Gewohnliche 
Differentialgleichungen, welehe gleiehe unendlich kleine Transformationen zulassen, 
bieten gleiche Integrationssehwierigkeiten. Wie die Betrachtungen fiir partielle Diffe
rentialgleiehungen zu verwerten seien, hat Lie an verschiedenen Orten, so besonders 
in dem friiher genannten Aufsatze (Math. Annalen, Bd. 5), an versehiedenen Beispielen 
auseinandergesetzt (vgl. namentlich auch Mitteilungen der Akademie zu Christiania, 
3. Mai 1872). 

~ Dureh die A uffasBungsweise des Textes ordnen sich insbesondere auch meine 
spiiteren Untersuchungen iiber algebraische GIeichungen, wie diejenigen iiber tran
szendente automorphe Funktionen (die in den folgenden beiden Biinden dieser Ge
samtausgabe abgedruckt werden Bollen) mit den Darlegungen des Erlanger Pro
gramms zusammen. Vgl. hierzu die Vorrede zu meinen "Vorlesungen fiber das 
lkosaeder" (Leipzig, Teubner, 1883) wo ich auf den Parallelismus meiner einschHigigen 
Arbeiten zu den gleichzeitigen Untersuchungen Lies tiber kontinuierliche Transfor
mationsgruppen ausdriicklich hinwies. K. j 
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solange er nicht begrifflich evident geworden ist, und es ist das Vor
dringen an der Hand des Formalismus eben nur ein erster aber schon 
sehr wichtiger Schritt. 

II. Trennung der heutigen Geometrie in Disziplinen. 
Wenn man z. B. beachtet, wie der mathematische Physiker sich durch

gangig der Vorteile entschlagt, die ihm eine nur einigermaUen ausgebildete 
projektivische Anschauung in vielen Fallen gewahren kann, wie auf der 
anderen Seite der Projektiviker die reiche Fundgrube mathematischer 
Wahrheiten unberiihrt laBt, welche die Theorie der Kriimmung der Flachen 
aufgedeckt hat, so muB man den gegenwartigen Zustand des geometrischen 
Wissens als recht unvollkommen und als hoffentlich voriibergehend be
trachten. 

III. Uber den Wert riiumlicher Anschauung. 
Wenn wir im Texte die raumliche Anschauung als etwas Beilaufiges 

bezeichnen, so ist dies mit Bezug auf den rein mathematischen lnhalt der 
zu formulierenden Betrachtungen gemeint. Die Anschauung hat fiir ihn 
nur den Wert der Veranschaulichung, der allerdings in padagogischer Be
ziehung sehr hoch anzuschlagen ist. Ein geometrisches Modell z. B. ist 
auf dies em Standpunkte sehr lehrreich und interessant; 

Ganz anders stellt sich aber die Frage nach dem Werte der raum
lichen Anschauung iiberhaupt. lch stelle denselben als etwas Selb
standiges hin. Es gibt eine eigentliche Geometrie, die nicht, wie die im 
Texte besprochenen Untersuchungen, nur eine veranschaulichte Form ab
strakter Untersuchungen sein will. In ihr gilt es, die raumlichen Figuren 
nach ihrer vollen gestaltlichen Wirklichkeit aufzufassen, und (was die 
mathematische Seite ist) die fiir sie geltenden Beziehungen als evidente 
Folgen der Grundsatze raumlicher Anschauung zu verstehen. Ein Modell 
- mag es nun ausgefiihrt und angeschaut oder nur lebhaft vorgestellt sein 
- ist fiir diese Geometrie nicht ein Mittel zum Zwecke, sondern die 
Sache selbst. 

Wenn wir so, neben und unabhangig von der reinen Mathematik, 
Geometrie als etwas Selbstandiges hinstellen, so ist das an und fiir sich gewiB 
nichts Neues. Es ist aber wiinschenswert, dies en Gesichtspunkt ausdriick
Hch einmal wieder hervorzuheben, da die neuere Forschung ihn fast ganz 
iibergeht. Hiermit hiingt zusammen, daB umgekehrt die neuere Forschung 
selten dazu verwendet wurde, wenn es galt, gestaltliche Verhaltnisse 
raumlicher Erzeugnisse zu beherrschen, und doch scheint sie gerade in 
dieser Richtung sehr fruchtbar42). 

42) : Meine Arbeiten iiber die Gestalten insbesondere der algebraischen Kurven 
und Fliichen Bollen in Ed. II dieser Gesamtausgabe ihre Stelle £lnden. K.] 
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IV. Vber Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen. 
Dal3 der Raum, als Ort fiir Punkte aufgefa.l3t, nur drei Dimensionen 

hat, braucht vom mathematischen Standpunkte aus nicht diskutiert zu 
werden; ebensowenig kann man aber vom mathematischen Standpunkte 
aus jemanden hindern, zu behaupten, der Raum habe eigentlich vier, oder 
unbegrenzt viele Dimensionen, wir seien aber nur imstande, drei wahrzu
nehmen. Die Theorie der mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, wie 
sie je Hi.nger je mehr in den V ordergrund neuerer mathematischer For
schung tritt, ist, ihrem Wesen naeh, von einer solchen Behauptung voll
kommen unabhangig. Es hat sieh in ihr aber eine Redeweise eingebiir
gert, die allerdings dieser Vorstellung entflossen ist. Man spricht, statt 
von den Individuen einer Mannigfaltigkeit, von den Punkten eines hOheren 
Raumes usw. An und fiir sieh hat diese Redeweise manches Gute, inso
fern sie dureh Erinnern an die geometrischen Anschauungen das Verstandnis 
erleiehtert. Sie hat aber die naehteilige Folge gehabt, dal3 in ausgedehnten 
Kreisen die Untersuchungen iiber Mannigfaltigkeiten mit beliebig vielen 
Dimensionen alssolidarisch eraehtet werden mit der erwahnten Vorstellung 
von der Beschaffenheit des Raumes. Nichts ist grundloser als diese Auf
fassung. Die betreffenden mathematischen Untersuchungen wiirden aller
dings sofor.; geometrisehe Verwendung finden, wenn die Vorstellung richtig 
ware, - aber ihr Wert und ihre Absieht ruht, ganzlich unabhiingig von 
dieser Vorstellung, in ihrem eigenen mathematischen Inhalte. 

Etwas ganz anderes ist es, wenn Pliicker gelehrt hat, den wirklichen 
Raum als eine Mannigfaltigkeit von beliebig vielen Dimensionen aufzu
fassen, indem man als Element des Raumes ein von belie big vielen Para
metern abhangendes Gebilde (Kurve, Flache usw.) einfiihrt (vgl. §5 des Textes). 

Die Vorstellungsweise, welche das Element derbeliebig ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit als .ein Analogon zum Punkte des Raumes betraehtet, ist 
wohl zuerst von Gra.l3mann in seiner Ausdehnungslehre (1844) entwickelt 
worden. Bei ihm ist der Gedanke vollig frei von der erwahnten V or
steHung von der N atur des Raumes; letztere geht auf gelegentliche Be
merkungen von Gau.13 zuriiek und wurde dureh Riemanns Untersuchungen 
iiber mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, in welche sie mit einge
flochten ist, in weiteren Kreisen bekannt. 

Beide Auffassungsweisen - die Gra.l3mannsehe wie die Pliickersche 
- haben ihre eigentiimlichen V orziige; man verwendet sie beide, zwischen 
ihnen abwechselnd, mit Vorteil 43). 

43) [Unnotig zu bemerken, welche Entwicklung das mehrdimensionale Denken in 
den letzten Jahrzehnten genommen hat. Ich verweise, wasspezielldie GraBmannsche 
Auffassung und die ihr entsprechende Behandlung algebraischer Gebilde angeht, auf 
Segres Referat in III2 , Heft 7, der Mathematischen Enzyklopiidie, 1918. K.] 
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V. Vber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. 
Die im Texte gemeinte projektivische MaBgeometrie koinzidiert, wie 

neuere Untersuchungen gelehrt haben, dem Wesen nach mit der MaBgeo
metrie, welche unter Nichtannahme des Parallelenaxioms entworfen werden 
kann und die zurzeit unter dem Namen der Nicht-Euklidischen Geometrie 
vielfach besprochen und diskutiert wird. Wenn wir im Texte dies en 
Namen iiberhaupt nicht beriihrt haben, so geschah es aus einem Grunde, 
der mit den in der vorstehenden Note gegebenen Auseinandersetzungen 
verwandt ist. Man verkniipt mit dem Namen Nicht-Euklidische Geometrie 
eine Menge unmathematischer Vorstellungen, die auf der einen Seite mit 
ebenso viel Eifer gepflegt als auf der anderen perhorresziert werden, mit 
denen aber unsere rein mathematischen Betrachtungen gar nichts zu 
schaffen haben. Der Wunsch, in dieser Richtung etwas zur Klarung der 
Begriffe beizutragen, mag die folgenden Auseinandersetzungen motivieren. 

D e gemeinten Untersuchungen iiber Parallelentheorie haben mit ihren 
Weiterbildungen mathematisch nach zwei Seiten einen bestimmten Wert. 

Sie zeigen einmal - und dieses ihr Geschaft kann man als ein 
einmaliges, abgeschlossenes betrachten -, daB das Parallelenaxiom keine 
mathematische Folge der gewohnlich vorangestellten Axiome ist, sondern 
daB ein wesentlich neues Anschauungselement, welches in den vorher
gehenden Untersuchungen nicht beriihrt wurde, i·n ihm zum Ausdruck ge
langt. Ahnliche Untersuchungen konnte man und sollte man mit Bezug 
auf jedes Axiom nicht nur der Geometrie durchfiihren; man wiirde da
durch an Einsicht in die gegenseitige Stellung der Axiome gewinnen. 

Dann aber haben uns diese Untersuchungen mit einem wertvollen 
mathematischen Begriffe beschenkt: dem Begriffe einer Mannigfaltigkeit 
von konstanter Kriimmung. Er hii.ngt, wie bereits bemerkt und wie in 
§ 10 des Textes noch weiter ausgefUhrt ist, mit der unabhangig von alIer 
Parallelentheorie erwachsenen projektivischen MaJ3bestimmung auf das 
innigste zusammen. Wenn das Studium dieser MaJ3bestimmung an und 
fUr sich hohes mathematisches Interesse bietet und zahlreiche Anwen
dungen gestattet, so kommt hinzu, daB sie die in der Geometrie gegebene 
MaBbestimmung als speziellen Fall (GrenzfalI) umfaJ3t und uns lehrt, die
selbe von einem erhOhten Standpunkte aufzufassen. 

Vollig unabhangig von den entwickelten Gesichtspunkten steht die 
Frage, welche Griinde das Parallelenaxiom stiitzen, ob wir dasselbe als 
absolut gegeben - wie die einen wollen - oder als durch Erfahrung 
nur approximativ erwiesen - wie die anderen sagen - betrachten wollen. 
SolI ten Griinde sein, das letztere anzunehmen, so geben uns die fraglichen 
mathematischen Untersuchungen an die Hand, wie man dann eine exaktere 
Geometrie zu konstruieren habe. Aber die Fragestellung ist offenbar eine 
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philosophische, welche die allgemeinsten Grundlagen unserer Erkenntnis 
betrifft. Den Mathematiker als solchen interessiert die Fragestellung nicht, 
und er wiinscht, daB seine Untersuchungen nicht als abhangig betrachtet 
werden von der Antwort, die man von der einen oder der anderen Seite 
auf die Frage geben mag. 

VI. Liniengeometrie als Untersuchung einer M annigfaltigkeit von 
konstantem Krummungsma(Je. 

Wenn wir Liniengeometrie mit der projektivischen Ma13bestimmung 
in einer fUnffach ausgedehnten Mannigfaltigkeit in Verbindung setzen, 
miissen wir beachten, da13 wir in den geraden Linien nur die (im Sinne 
der Ma13bestimmung) unendlich fernen Elemente der Mannigfaltigkeit vor 
uns haben. Es wird daher notig, zu iiberlegen, welchen Wert eine pro
jektivische MaBbestimmung fUr ihre unendlich fernen Elemente hat, und 
das mag hier etwas auseinandergesetzt werden, urn Schwierigkeiten, die 
sich sonst der Auffassung der Liniengeometrie als einer Ma13geometrie 
entgegenstellen, zu entfernen. Wir kniipfen diese Auseinandersetzungen 
an das anschauliche Beispiel, welches die auf eine Flache zweiten Grades 
gegriindete projektivische MaBbestimmung ergibt. 

Zwei beliebig angenommene Punkte des Raumes haben in bezug auf 
die Flache eine absolute Invariante: ihr Doppelverhaltnis zu den beiden 
Durchschnittspunkten ihrer Verbindungsgeraden mit der Flache. Riicken 
aber die beiden Punkte auf die Flache, so wird dies Doppelverhaltnis 
unabhangig von der Lage der Punkte gleich Null, au13er in dem Falle, 
da13 die beiden Punkte auf eine Erzeugende zu liegen kommen, wo es 
unbestimmt wird. Dies ist die einzige Partikularisation, die in ihrer Be
ziehung eintreten kann, wenn sie nicht zusammenfallen, und wir haben 
also den Satz: 

Die projektivische M a(Jbestimmung, welcheman im Raume auf eine 
Flache zweiten Grades grunden kann, ergibt fur die Geometrie auf der 
Fliiche noch keine M a(Jbestimmung. 

Hiermit hangt zusammen, daB man durch lineare Transformationen 
der Flache in sich selbst drei beliebige Punkte derselben mit drei anderen 
zusammenfallen lassen kann 44). 

Will man auf der Flache selbst eine Ma13bestimmung haben, so mu13 
man die Gruppe der Transformationen beschranken, und dies erreicht man, 

44) Diese Verh1iJtnisse andern sich bei der gew. MaBgeometrie; zwei unendlich 
ferne Punkt'l haben fiir sie freilich eine absolute Invariante. Der Widerspruch, den 
man in der Abzahlung der linearen Transformationen der unendlich fernen Fliiche in 
sich selbst hiermit finden konnte, erledigt sich dadurch, daB die unter ihnen be find
lichen Translationen und Ahnlichkeitstransformationen das Unendlichferne iiberhaupt 
nicht andern. 
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indem man einen beliebigen Raumpunkt (oder seine Polarebene) festhiilt. 
Der Raumpunktsei zunachst nicht auf der Flache gelegen. So projiziere 
man die Flache von dem Punkte auf eine Ebene, wobei ein Kegelschnitt 
als Dbergangskurve auftritt. Auf diesen Kegelschnitt griinde man in der 
Ebene eine projektivische Mal3bestimmung, die man dann riickwarts auf 
die Flache iibertragt 40). Dies ist eine eigentliche Mal3bestimmung von 
konstanter Kriimmung, und man hat also den Satz: 

Auf der Flacke erkalt man eine solcke M afJbestimmung, sowie man 
einen aufJerhalb der Flacke gelegenen Punkt festhalt. 

Entsprechend findet man 46): 

Eine MafJbestimmung von versckwindender Kriimmung erkalt man 
aUf der Flache, wenn man fur den festen Punkt einen Punkt der Flacke 
selbst wahlt. 

Fiir aIle diese Mal3bestimmungen auf der Flache sind die Erzeugen
den der Flache Linien von verschwindender Lange. Der Ausdruck fiir 
das Bogenelement auf der Flache ist also fUr die verschiedenen Bestim
mungen nur um einen Faktor verschieden. Ein absolutes Bogenelement 
auf der Flache gibt es nicht. Wohl aber kann man von dem Winkel 
sprechen, den Fortschreitungsrichtungen auf der Flache miteinander bilden. -

AIle diese Satze und Betrachtungen konnen nun ohne wei teres fiir 
Liniengeometrie benutzt werden. Fiir den Linienraum selbst existiert zu
nachst keine eigentliche Mal3bestimmung. Eine solche erwachst erst, wenn 
wir einen linearen Komplex festhalten, und zwar erhalt sie konstante oder 
verschwindende Kriimmung, je nachdem der Komplex ein allgemeiner oder 
in spezieller (eine Gerade) ist. An die Auszeichnung eines Komplexes 
ist namentlich auch die Geltung eines absoluten Bogenelements gekniipft 
Unabhangig davon sind die Fortschreitungsrichtungen zu benachbarten 
Geraden, welche die gegebene schneiden, von der Lange Null, und auch 
kann man von einem Winkel reden, den zwei beliebige Fortschreitungs
richtungen mi teinander bilden 47 ). 

VII. Zur Interpretation der binaren Formen. 
Es mag hier der iibersichtlichen Gestalt gedacht werden, welche, unter 

Zugrundelegung der Interpretation von x + iy auf der KugelHache, dem 
Formensysteme der kubischen und der biquadratischen binaren Form er
t eilt werden kann. 

Eine kubische binare Form f hat eine kubische Kovariante Q, eine 

45) Vgl. § 5 des Textes 8.472. 
46) Vgl. § 4 dea Textea 8.470. 
4') Vgl. den Aufaatz: tJber Liniengeometrie und metriache Geometrie. Math. 

Annalen, Bd. 5 [a. Abh. VIII dieser Ausgabe]. 
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quadratische 6., und eine Invariante R48). Aus fund Q setzt sich einel 
ganze Reihe von Kovarianten sechsten Grades 

Q2 + )".Rf2 

zusammen, unter denen auch 6.3 enthalten ist. Man kann zeigen 49 ), da13 
jede Kovariante der kubischen Form in solche Gruppen von sechs Punkten 
zerfallen mu13. Insofern)., komplexe Werte annehmen kann, gibt es zwei
fach unendlich viele derselben. 

Das ganze so umgrenzte Formensystem kann auf der Kugel nun 
folgenderma13en repriisentiert werden 1>0). Durch geeignete lineare Trans
formation der Kugel in sich selbst bringe man die drei Punkte, welche f 
repriisentieren, in drei aquidistante Punkte eines gro13ten Kreises. Der
selbe mag als Aquator bezeichnet sein; auf ihm haben die drei Punkte f 
die geographische Lange 0°, 120°, 240°. So wird Q durch die Punkte 
des Aquators mit der Liinge 60°, 180°, 300°, 6. durch die beiden Pole 
vorgestellt. Jede Form Q2 + ).,Rf2 ist durch sechs Punkte repriisentiert, 
deren geographische Breite und Liinge, unter a und fJ beliebige Zahlen 
verstanden, in dem folgenden Schema enthalten ist: 

; 1120 a+ fJ : 240l~ fJ I =; 112~ ~ fJ 1'24~ ~ fJ I· 
Verfolgt man diese Punktsysteme auf der Kugel, so ist es interessant, zu 

sehen, wie fund Q doppelt, 6. dreifach ziihlend aus denselben entsteht. 
Eine biquadratische Form f hat eine ebensolche Kovariante H, eine 

Kovariante sechsten Grades T, zwei Invarianten i und j. Besonders zu 
bemerken ist die Schar biquadratischer Formen iH + ).,j f, die alle zu dem 
namlichen T gehOren, und unter denen die drei quadratischen Faktoren, 
in welche man T zerlegen kann, doppelt ziihlend enthalten sind. -

Man lege jetzt durch den Mittelpunkt der Kugel drei zueinander 
rechtwinklige Achsen 0 X, 0 Y, 0 Z. Ihre sechs Durchsto13punkte mit der. 
Kugel bilden die F,orm T. Die vier Punkte eines Quadrupels iH + ;'j f 
sind, unter x, y, z Koordination eines beliebigen Kugelpunktes verstanden, 
durch das Schema 

x, y, z, 
x, -y, -z, 

-x, y, -z, 
- x, -y, z 

48) V gl. hierzu die betr. Abschnitte von Cl e bs ch : Theorie der biniiren Formen( 1871 ). 
49) Durch Betrachtung der linearen Transformationen von fin sich selbst, vgl. 

Math. Annalen, Bd. 4, S. 352. [tJ'ber eine geometrische Repriisentation der Resolventen 
algebraischer Gleichungen. Siehe Bd. II dieser Ausgabe.]. 

50) [Man vgl. auch Bel t ram i, Ricerche sulla geometrilt delle forme binarie 
cubiche, Accademia di Bologna, Memorie, 1870 (1893).: ~Beltramis Werke, Bd. II.] 
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vorgestellt. Die vier Punkte bilden jedesmal die Ecken eines symmetri
schen Tetraeders, dessen gegeniiberstehende Seiten von den Achsen des 
Koordinatensystems halbiert werden, wodurch die Rolle, welche T in der 
Theorie der biquadratischen Gleichungen als Resolvente von iH + ).j f spielt, 
gekennzeichnet ist 61 ). 

Erlangen, im Oktober 1872. 

51) [An die Andeutungen des Textes sehlieJlen sieh alB unmittelbare AuBfiihrung 
meine im Band II dieser Ausgabe abzudruekenden Arbeiten iiber "Biniire Formen 
mit linearen TranBformationen in Bieh" all (siehe insbesondere Math. Annalen, Bd. 9, 
1875). 

1m iibrlgen verweise ieh gern noeh, indem ieh diesen Wiederabdruck des Erlanger 
Programma abschlie/le, auf die Arbeiten von Moebi us (die ich selbst erst nach 
ihrem inneren Zusammenhang erfa/lte, nachdem ich bei der von der siichsischen Ge
sellschaft der Wissemchaften in den Jahren 1885-1887 veranstalteten Gesamtausgabe 
seiner Werke mitwirken durfte). Moebius hat den allgemeinen Gruppenbegriff und 
a.uch viele der geometrischen Tranaformationen, die zu seiner Illustration im Erlanger 
Programm herangezogen werden, noch nicht gekannt, aber er hat, von einem Bicheren 
Gefiihl geleitet, seine aufeinanderfolgenden geometrischen Arbeiten genau so eingerichtet, 
wie es dem Grundgedanken des Programma entspricht. Schon im Mittelabschnitt Beines 
Baryzentrischen Kalkuls (1827) ordnet er die "geometrischen Aufgaben" nach den 
"Verwandtschaften" der "Gleichheit" (Kongruenz), "Ahnlichkeit", "Affinitiit" und 
" Kollineation". Von 1853 an beginnen seine Veroffentlichungen iiber "Kreisverwandt
schaft" (= Geometrie der reziproken Radien in der Ebene). Schon vorher (1849) 
liegen seine erst en Mitteilungen iib9r die Symmetrie der Kristalle. 1863 aber, im 
Alter von 73 Jahren, setzt er mit Mitteilungen iiber "Elementarverwandtschaft" ein 
(d. h. iiber dasjenige Gebiet der Geometrie, welches wir heute Analysis situs nennen), 
Mit diesen Angaben wolle man die interessanten Ausfiihrungen vergleichen, welche 
Herr Curt Reinhardt inBd. II und Bd. IV von Moebius' Gesammelten Werken 
iiber die Entstehung und den Zusammenhang del' einzelnen Arbeiten gemiill dem 
reichen Inhalt des handschriftlichen Nachlasses hat geben konnen. K. J 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 32 



XX VIII. Autograpbierte Vorlesungshefte. 
{Math. Annalen, Bd. 45 (1894).] 

Hohere Geometrie 1). 

(Doppelvorlesung 1892-93.) 

Wenn wir die Untersuchungen liber die Prinzipien der Geometrie bei
seite lassen (also die Nicht·Euklidische Geometrie im engeren Sinne des 
Wortes, die lnbetrachtnahme nicht analytischer Kurven usw.), so grup
pieren sich die Arbeiten der neueren Geometer oder auch die Geometer 
selbst in der Hauptsache um zwei Mittelpunkte. Wir haben auf der einen 
Seite die Differentialgeometrie, auf der anderen Seite die Geometrie der 
algebraischen Gebilde (bei der selbst wieder eine Scheidung nach analy
tischer und synthetischer Methode vorliegt). Und doch stehen die Materialien 
zu einer einheitlichen Auffassung des ganzen Gebietes seit lange bereit. 
lch hatte zu dem Zwecke nur an die Arbeiten anzuknlipfen, welche von 
Lie und mir selbst in den Jahren 1869-1872 veroffentlicht worden sind, 
und dann den weitern Fortschritten der Lieschen Arbeiten sowie der 
geometrischen Funktionentheorie zu folgen. N atiirlich bin ich nach keiner 
Seite in Einzelheiten gegangen. 

Meine erste Einteilung ist, wie dies nicht anders sein kann, funktionen
theoretischer N atur, namlich die Unterscheidung zwischen analytischen und 
algebraischen Funktionen. Erstere sind, allgemein zu reden, nur in einem 
begrenzten Raumstlicke definiert; es ist unmoglich (solange man nicht 
spezifizieren will) liber ihr Verhalten bei weiterer "analytischer Fortsetzung" 
eine bestimmte Aussage zu machen. Letztere dagegen sind von vornherein 
im Gesamtraum gegeben. Dabei ist uns beidemal anheimgestellt, ob wir 
komplexe Wertsysteme mit in Betracht ziehen wollen oder nicht. 

') [Aus meinem ersten Referate fiber autographierte Vorlesungshefte. Die Ein
leitung wurde bereits auf S. 382-383 abgedruckt. 1m iibrigen ist fiber Vorlesungen funk
tionentheoretischen Inhaltes referiert, worauf im Band III dieser Ausgabe zurfick· 
zukommen sein wird.]. 
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Des weiteren abergruppiere ich den Stoff, ohne mich gerade angstlich 
an die Einteilung zu binden, um drei Grundbegriffe: Koordinatensystem, 
Transformation, Gruppe. 

1. Koordinatensystem. 

Hier machen die verschiedenen Arten der Punktkoordinaten natiirlich 
den Anfang, die geradlinigen wie die krummlinigen, deren Bedeutung ins
besondere auch fur die Anwendungen dargelegt wird. So erortere ich bei 
den elliptischen Koordinaten die Staudesche Fadenkonstruktion des 
Ellipsoids, Henricis bewegliches Hyperboloid. Darbouxs pentaspharische 
Koordinaten geben den AniaB zu einer Besprechung von Peaucelliers 
Inversor. 

Aber statt des Punktes kann ebensowohl jedes andere Gebilde als "Raum
element" der Koordinatenbestimmung zugrunde gelegt werden (Plucker). 

Ich verweile ganz besonders bei der Kugelgeometrie und ihrer von 
Lie entdeckten Beziehung zur Liniengeometrie; man vergleiche Lies Ab
handlung uber Komplexe in Bd. 5 der Math. Ann., die uberhaupt fur meine 
foIgenden Entwicklungen fundamental ist. Wir haben zweierlei Kugel
geometrie zu unterscheiden: die elementare und die hOhere (die Lie sche ). 
In der elementaren KugeIgeometrie kommt nur das Quadrat des Kugel
radius in Betracht, in der hOheren Kugelgeometrie aber der Radius selbst, 
d. h. der mit bestimmtem Vorzeichen genommene Radius. Liniengeometrie 
des Rs ist soviel wie Punktgeometrie auf einer Fliiche zweiten Grades 
des R5 • Projizieren wir diese Flache stereographisch von einem ihrer 
Punkte aus auf den R4 , so erhalten wir hier die Punktgeometrie der reziproken 
Radien, d. h. diejenige Art der metrischen Geometrie, welche nur Be
ziehungen gelten laBt, die bei beliebiger Inversion invariant sind. Dies ist, 
was in meiner Arbeit uber Liniengeometrie und metrische Geometrie aus
einandergesetzt wird [ebenfalls in Bd. 5 der Math. Annalen (s. Abh. VIII 
dieser Ausgabe )]. Wie man von hier zur Kugelgeometrie kommt, wurde 
von Lie in den Gottinger Nachrichten von 1871 entwickelt. Es handelt 
sich um ein Veriahren, welches ich als Minimalprojektion bezeichne, d. h. 
man zieht durch den Punkt des R, aIle MinimaIgeraden (aIle Geraden von 
der Lange Null) und schneidet diese mit dem Rs' 

Wichtig ist auch, daB man sich hinsichtlich der Gebilde, die durch 
Gleichungen zwischen den Koordinaten dargestetIt werden sollen,bez. hin
sichtlich dieser Gleichungen selbst keine zu weitgehende Beschrankung auf
erlegt. Ich betone von vornherein, daB wir Gleichungen betrachten duden, 
welche mehrere Reihen von Koordinaten nebeneinander enthalten, daB ins
besondere die Differentialgleichungen als solche Objekt der geometrischen 
Betrachtung sind. 

32* 
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2. Transformation. 

Schon die Transformation der Punktkoordinaten gibt zu langeren Er
arterungen AnlaB. 

Ich bespreche zunlichst die Entwicklung der projektiven Geometrie, 
die Kurven mit unendlich vielen linearen Transformationen in sich, die 
Theorie der projektiven Differentialinvarianten. Immerzu betone ich, daB 
die projektive Geometrie nur eines der maglichen geometrischen Abbilder 
der linearen Invariantentheorie ist, daB also letztere weiter reicht als erstere. 

Ich bespreche ferner die Imaginlirtransformation, d. h. die Methode, 
imaginare Punkte genau so in die Betrachtungen einzufiihren, als oh sie 
reell waren. Lies Theorie der Minimalfllichen gibt ein neues vorziigliches 
Beispiel fiir die Wirksamkeit dieser Methode. 

Dann weiter die Projektionen aus hOheren Raumen. Hier finden 
Maxwells und Oremonas Untersuchungen zur graphischen Statik ihre 
gebiihrende Stellung. 

Hahere Punkttransformationen der allgemeinsten Art kommen bei 
der Klassifikation der Differentialausdriicke zur Geltung. Ich verweise 
auf die Differentialparameter Beltramis und die Theorie der Biegungs
invarianten. 

Birationale Punkttransformationen insbesondere sind fiir das Studium 
der algebraischen Gebilde fundamental. Olebsch stellte die Aufgabe, die 
genannten Transformationen im Gebiete der algebraischen Differential
gleichungen zur Geltung zu bringen. In dieser Richtung ist nur erst wenig 
gearbeitet, doch haben neuerdings die franzasischen Geometer eine Reihe 
bemerkenswerter Ansatze gefunden. 

Sehr viel erweitert sich der Gesichtskreis, sobald Transformationen 
mit Wechsel des Raumelements in Betracht gezogen werden. 

Hier ist die Stelle, wo ich die Lieschen "Flachenelemente" einfiihre, 
um dann gleich zum allgemeinen Begriff der "Beriihrungstransformation" 
iiberzugehen. Die dualistischen Transformationen, die Transformationen 
der Kugelgeometrie usw. werden mit gebiihrender Ausfiihrlichkeit be
sprochen. Daneben ziehe ich Beispiele heran, welche in scheinbar Behr 
heterogene Teile der Mathematik eingreifen: die astronomische Methode 
der Variation der Konstanten und die kinematische Aufgabe der Konstruktion 
von Zahnradern. -

Ich machte hier eine Bemerkung einfiigen, welche in der Vorlesung 
nur angedeutet wurde. Man kann sich die Aufgabe stellen, alIe in der 
Analysis vorkommenden Transformationen auf ihren geometrischen Gehalt 
zu priifen. Man nehme folgende Formeln aus der Theorie der Fourier
schen Integrale: 
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ITf'" g; (x) = V ---; f( a) . cos ax . da, 
o 

'" 
f(x) =~~-f g;(a). cosax·da. 

o 

Was bedeutet die so zwischen fund g; festgelegte Reziprozitatsbeziehung 
geometrisch? Man denke sich die beiden Kurven y = g; (x) und Y = f( x); 
welche geometrische Abhiingigkeit findet zwischen ihnen statt? -

3. Gruppe. 

Bei den Gruppen der Geometrie spielt die Unterscheidung der kon
tinuierlichen Gruppen und der diskontinuierlichen selbstverstandlich eine 
Hauptrolle. Die letzteren trennt man wieder in eigentliche diskontinuier
liche (bei denen die aquivalenten Elemente durch endliche Intervalle ge
trennt sind) und uneigentlich diskontinuierliche (bei denen die aquivalenten 
Elemente "iiberall dicht" liegen). Es scheint fast, als wiirden die uneigentlich 
diskontinuierlichen Gruppen nicht iiberall richtig verstanden oder doch nicht 
nach ihrer Wichtigkeit richtig gewiirdigt. J ede uneigentlich di8kontinuier
liche Gruppe wird eigentlich di8kontinuierlich, wenn man in einen 
zweckmiifJig gewiihlten hoheren Ra~tm auf8teigt. Dieses Prinzip ist vielleicht 
noch nicht so explizite formuliert worden, wie mit den vorstehenden Worten 
geschieht, aber kommt tatsachlich in den verschiedensten Teilen der 
Mathematik seit lange zur Geltung. Man nehme die unimodularen ganz
zahligen Kollineationen der Ebene. Dieselben bilden eine diskontinuier
liche Gruppe, welche sofort eigentlich diskontinuierlich wird, wenn man 
die nuIIteiligen Kegelschnitte der Ebene als Elemente einfiihrt. Hiervon 
wissen die Zahlentheoretiker ihren V orteiI zu ziehen. Oder man betrachte 
die Umkehr der Abe lschen Integrale. Was ist der Kern des J a cob i schen 
Umkehrproblems? Die vielfache Periodizitat, welche das Integral besitzt, 
ergibt bei der Umkehr des einzelnen Integrals eine uneigentlich diskonti
nuierliche Gruppe, die aber eigentlich diskontinuierlich wird, sob aid man 
eine hinreichend grol3e Zahl zusammengehoriger Integrale nebeneinander 
betrachtet. 

Das weiteren bespreche ich in meiner Vorlesung die SY8tematik, 
welche sich fiir die Geometrie bei Zugrundelegung des Gruppenbegriffs 
ergibt. Ich brauche hierauf an gegenwartiger Stelle um so weniger ein
zugehen, als ich mein Programm von 1872, in welchem ich diesen Grund
gedanken entwickelte, in Bd. 43 der Math. Annalen neuerdings habe ab
drucken lassen [s. Abh. XXVII dieser Ausgabe]. 

Es folgt eine kurze Einleitung in die Lie8che Theorie der kontinuier-
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lichen Transtormationsgruppen, bei del' ich bemiiht war, liberall die geo
metrische Auffassung zur Geltung zu bringen. lch nehme dabei insbesondere 
Gelegenheit, die nenen Untersuchungen von Lie libel' das Helmholtzsche 
Raumproblem darzulegen. lch bin hierauf um so ausflihrlicher eingegangen, 
als mir daran lag, die bez. Entwicklungen meiner autographierten Vor
lesung libel' die Nicht-Euklidische Geometrie zu berichtigen, bez. zu ver
vollstandigen. lch erklare auch ausfiihrlich meine Bemerkungen libel' die 
Monodromie des Raumes in Bd. 37 del' Math. Annalen, S. 565 [Abh.XXl 
diesel' Ausgabe, S. 373- 374]. "lch Babe diese meine Betrachtungen nurmehr 
als ein Aper~m an, durch welches deutlich wird, daB hier zwischen zwei und 
drei Dimensionen ein Unterschied besteht; durch welches abel' die eingehenden 
Li eschen Untersuchungen keineswegs liberfllissig gemacht werden." -

Dann weiter die diskontinuierlichen Gruppen. Sei bier nul' angegeben, 
daB ich den Gegenstand moglichst vielseitig zu fassen suche, indem bei
spielsweise ebensowohl auf die Untersuchungen del' Krystallographen 
Rlicksicht genommen wird wie auf die hierher gehOrigen Untersuchungen 
del' Arithmetiker und Funktionentheoretiker. 

N och eine besondere Fragestellung habe ich berlihrt, welche in die 
Theorie del' kontinuierlichen wie del' diskontinuierlichen Gruppen gleich
formig eingreift. lch meine die Klassifikation del' linearen Differential
gleichungen nach den Prinzipien del' Herren Picard und Vessiot. Indem 
ich die groBe Wichtigkeit del' Sache hervorhebe, kritisiere ich gleichzeitig 
die Darstellung von Vessiot, die in einem wesentlichen Punkte unzu
reichend scheint. -

lch schlieBe meine Vorlesung mit dem Pllickerschen Zitate (1830, 
Vorrede zum zweiten Bande del' analytisch-geometrisohen Entwicklungen): 
"Man kann das Verhiiltnis del' Geometrie zur Analysis aus verscbiedenen 
Gesichtspunkten betrachten. lch mochte mich zu del' Ansicht bekennen, 
daB die Analysis eine Wissenschaft ist, die unabhiingig von jeder Anwen
dung selbstandig fUr sich allein dasteht, und die Geometrie, wie von einer 
anderen Seite die Mechanik, bloB als bildliche Darstellung gewisser Be
ziehungen aus dem groBen erhabenen Ganzen erscheint." 

G6ttingen, im Marz 1894. 



XXIX. Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball. 
[Zeitschrift f. Math. u. Physik Bd. 47 (1902); mit einem Zusatz wieder abgedruckt in 

den Math. Annalen, Bd. 62 (1906).] 

Sir Ro bert Ball hat seine langjahrigen Untersuchungen liber Schrauben
theorie im vorigen Jahre in einem stattlichen Bande zusammengefaBt1), 

der nicht verfehlen kann, dieser geometrischen Weiterbildung der Mechanik 
starrer Karper erneut das allgemeine Interesse zuzuwenden. Zwei Vorzlige 
sindes insbesondere, die dem Ballschen Werke von vornherein einen 
zahlreiohen Leserkreis sichern diirften, namlioh die Anschaulichkeit und 
der elementare Charakter seiner grundlegenden Entwicklungen. loh wiinsche 
diese Vorziige lebhaft anzuerkennen, will aber and,ererseits hervorheben, 
daB dieselben von einem gewissen Verzicht auf die Darlegung der im 
weiteren Verfolg der Theorie not wen dig in Betracht kommenden tiefer 
greifenden Fragen begleitet werden (wie dies iibrigens der Vedasser selbst 
an verschiedenen Stellen seines Buches deutlich hervorhebt 2) ). 

Jedenfalls machte ich im folgenden einige Erganzungen zum Ball
schen Werke geben, die manchem Leser willkommen sein dlirften. Diese 
Erganzungen betreffen erstlich die allgemeine Systematik des Gebietes im 
Sinne moderner invariantentheoretischer (oder gruppentheoretischer) Prin
zipien, zweitens aber die Verwendung der Schraubentheorie in der Lehre 
von den endlichen Bewegungen starrer Karper (wo ich iibrigens in der 
Hauptsache nur systematisch zusammenstelle, was zerstreut in der Lite
ratur vorliegt). Ich dad vielleicht hinzufiigen, daB ich die betreffenden 
Dberlegungen seit J ahren in V orlesungen und gelegentlichen Vortragen 
wiederholt zur Geltung gebracht habe; speziell kniipfe ich mit den Dar-

1) A Treatise on the Theory of Screws, Cambridge 1900. 
2) Man vgl. z. B. die. amiisante Auseinandersetzung, die der Verf. 1887 iiber die 

Ziele seiner Untersuchungen vor der British Association in Manchester gab und die 
nun aus den bez. Reports auf S.496-509 des vorliegenden Buches wieder abgedruckt 
ist. Eine Kommission ist niedergesetzt, um die Bewegungen eines starren Korpers 
zu untersuchen. "Let it suffice for us", sagt der Prasident der Kommission gleich 
zu Anfang, "to experiment upon the dynamics of this body so long .it remains in or 
near the position it now occupies. We may leave to some more ambitious committee 
the task of following the body in all conceivable gyrations through the universe." 
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legungen der nachstfolgenden Paragraphen an meine eigenen Beitrage zur 
Liniengeometrie und Schraubentheorie aus den Jahren 1869 und 1871 3), 

sowie an die Auseinandersetzung meines Erlanger Programmes von 1872 4) 

an. Es hat seinen guten Sinn, daB ich mich dabei von vornherein der 
Methoden der analytischen Geometrie bediene; in der Tat meine ich, da
durch die in Betracht kommenden Beziehungen kurzer und praziser be-

. zeichnen zu konnen, als dies auf andere Weise moglich ware. 

§1. 

Von der rationellen Klassifikation geometrischer und mechanischer 
GroBen. 

Als Hauptgruppe raumlieher Anderungen bezeichne ich in meinem 
Erlanger Programme den Inbegriff der Bewegungen des Raumes und seiner 
Ahnlichkeitstransformationen. Es moge ein rechtwinkliges Koordinaten
system zugrunde gelegt werden; ich deute an, wie die Operationen der 
Hauptgruppe auf die zugehOrigen Punktkoordinaten wirken. Wir haben 
erstlich fur Drehungen um den Antangspunkt Formeln folgender Bauart: 

r Xl = a X + b Y + e z, 

(1) t Yl = a' X + b' y + c' Z, 

Zl = a"x + b"y + e"z; 
dabei hat man zwischen den a, b, e, ... die bekannten Relationen, und 
insbesondere ist jede dieser GraBen gleich der ihr in der Determinante 

abc 
a' b' e' 

a" b" e" 

zugehOrigen Unterdeterminante. Wir haben ferner fiir Parallelverschiebungen 
des Raumes Formeln, die ich so bezeichne: 

(2) xl=x+A, Yl=y+B, Zl=Z+O, 
endlich fiir diejenigen Ahnliehkeitstranstormationen, die den Koordinaten
anfangspunkt festhtssen: 

(3) x1 =lx, Yl=ly, zl=lz; 
unter ihnen mogen wir die Inversionen 

(4) x1 =-x, Yl=-Y' Zl=-Z 

3) Math. Annalen, Bd. 2 und 4 [Abh. II und XIV dieser Ausgabe]. V gL ins
besondere die "Notiz, betreffend den Zusammenhang der Liniengeometrle mit der 
Mechanik starrer Korper" in Bd. 4 daselbst. [Siehe Abh. XIV dieser Ausgabe.] 

4) "Vergleichende Betrachtungen fiber neuere geometrische Forschungen" (Er
langen 1872), abgedruckt in Bd. 43 der Math. Annalen und anderwarts. [Siehe 
Abh. XXVII dieser Ausgabe.] 
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besonders hervorheben. Die Formeln flir beliebige Transformationen der 
Hauptgruppe ergeben sich aus (1), (2), (3) durch Kombination; wir 
mogen dementsprechend die (1), (2), (3) als erzeugende Substitutionen 
der Hauptgruppe bezeichnen. Es handelt sich dabei zunachst um Raum
trans/ormationen bei /estem Koordinatensystem. Es steht aber nichts im 
Wege, die Formeln auch so zu interpretieren, daB sie bei festgehaltenem 
Raume den Ubergang je zu einem neuen rechtwinkligen Koordinaten
systeme vorstellen (so daB es sich bei den Operationen der Hauptgruppe 
liberhaupt um die allgemeinste Transformation der rechtwinkligen Koordi
naten handelt). Wir werden in der Folge diese Auffassung, die zumal bei 
den Verallgemeinerungen eine Kleinigkeit bequemer erscheint, bevorzugen. 
Die Formeln (1) und (2) ergeben dann zhsammengenommen die allgemeinste 
Abanderung des rechtwinkligen Koordinatensystems durch Bewegung, 
Formel (4) den Ubergang zu einem inversen Koordinatensystem, Formel (3) 
fur die allein nur noch in Betracht kommenden positiven Werte von A. 
die allgemeinste Abanderlmg, welche aus geanderter Wahl der Langen
einheit resultiert. 

Wir legen nunmehr nicht bloB Punkte, sondern beliebige andere geo
metrische Gebilde hinsichtlich unseres Koordinatensystems durch "Ko
ordinaten" fest, wobei wir uns diese Gebilde in geeigneter Weise durch 
Punkte definiert denken,. so daB ihre "Koordinaten" Verbindungen ver
schiedener Reihen von Punktkoordinaten sind. Den InbegriU der solcher
weise zur F estlegung eines geometrischen Gebildes dienenden K oordinaten 
mogen wir jeweils als "geometrische Grope" bezeichnen. Und nun ruht 
die rationelle Klassifikation geometrischer GroBen, von der im folgenden 
ausgegangen werden solI, einfach darauf, daB wir zusehen, wie sich die 
in Betracht kommenden Koordinaten bei den Operationen (1), (2), (3) 
bez. (4) (und also liberhaupt bei den Operationen der Hauptgruppe) ver
halten. W ir werden alle diejenigen und nur diejenigen geometrischen 
GrofJen als gleichartig ansehen, deren Koordinaten bei den Operationen 
der Hauptgruppe die gleichen Anderungen erleiden. Erleiden aber die 
Koordin/loten zweier Gebilde verschiedene .!nderungen, so ergibt sich die 
geometrische Beziehung der beiden Arten geometrischer GroBen zueinander 
unmittelbar und in erschOpfender Weise durch den Vergleich der beiderlei 
Anderungen. 

Ausfiihrungen zu dies em Prinzip enthii.lt u. a. der neuerdings er
schienene Artikel von Abraham liber die geometrischen Grundbegriffe 
in der Mechanik der deformierbaren Korper, Bd. IV der Math. Enzy
klopadie, Art. 14 (1901) 5). In der Sache hat man selbstverstandlich immer 

6) [Vgl. auch den Artikel von H. E. Timerding, Geometrische Grundlegung der 
Mechanik eines starren I(olllers. Bd. IV der Math. Enzyklopiidie, Art. 2 (1902)]. 
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dem Prinzip entsprechend verfahren. Insbesondere ist die in der Mechanik 
(und Physik) ubliche Unterscheidung der geometrischen Gro13en nach ihrer 
Dimension nichts anderes als eine Inbetrachtnahme der Substitutionen (3) 
im Sinne unseres Prinz ips (wobei man sich stillschweigend auf positive 
Werte von ). beschrankt). In dieser Bemerkung liegt zugleich, wie unser 
Prinzip auf allgemeine, mechanische oder physikalische GroBen auszudehnen 
ist. Es ist weiterhin bequem, neben der Langeneinheit und Zeiteinheit 
nicht, wie sonst ublich, eine Masseneinheit, sondern eine Krafteinheit ein
gefiihrt zu denken. Man wird daraufhin den Formeln (3) noch diejenigen 
zur Seite stellen, die sich auf die Andernng der Zeiteinheit bez. die 
A ndernng der K rafteinheit beziehen: 

(5) (6) 

man wird dann sagen, daB die Formeln (1) bis (6) zusammen die Han'[;t
gruppe der lJI echanik (bez. der Physik) definieren, und ferner die mecha
nischen (bez. die physikalischen) GroBen nach dem Verhalten einteilen, 
welches ihre Koordinaten bei den Operationen dieser Hanptgrnppe zeigen. 
Dbrigens werden wir auf diese erweiterten Festsetzungen nur bei Gelegen
heit zuriickkommen; fur die laufenden Entwicklungen geniigt uns die In
betrachtnahme der raumlichen Hauptgruppe. 

§ 2. 

Koordinaten fur die unendlich kleine Bewegung eines starren Korpers 
sowie fur die an ihm angreifenden Kraftsysteme. 

Eine unendlich kleine Bewegung mag durch folgende Formeln vor
gestellt sem: 

(7) 
fdx=(-ry+qz +n)dt, 
) dy=(- pz+rx + v)dt, 
l dz = (- gx + py + w) dt. 

Wir bezeichnen die GraBen 

(8) p, g, r, n, v, w 

als die Koordinaten der instantanen Geschwindigkeit, dagegen die GroBen 

(9) pdt, qdt, rdt, ndt, vdt, wdt 

als die Koordinaten der unendlich kleinen Bewegnng selbst. 
Krafte am starren Karper stellen wir in ublicher Weise durch Strecken 

dar, welche auf bestimmte gerade Linien aufgetragen und langs dieser 
geraden Linien verschiebbar sind. Dabei werden wir die Lange dieser 
Strecken je der GroBe der Krafte gleich setzen; es ist gleichgiiltig, ob 
wir uns dabei die Krafte samtlich als StoBkrafte oder als kontinuierlich 
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wirkende Krafte denken 6). Es seien x, y, Z bzw. x', y', z' Anfangs- und 
Endpunkt einer "linienfliichtigen" Strecke. Dann hat man in Ublicher 
Weise als Koordinaten derselben: 

x'-x, y'-y, z'-z, yz'-y'z, zx'-z'x, xy'-x'y; 

dieselben sechs Grollen werden als Koordinaten der Kraft geIten, so fern 
man die Lange 1 der Strecke gleich der Zahl P gewahlt hat, welche die 
GroBe der Kraft miBt. Wollen wir die Abhangigkeit von der Wahl der 
Krafteinheit und der Langeneinheit deutlicher hervorkehren, so wird es 
zweckmaBiger sein, als Koordinaten der Kraft folgende sechs GroBen zu 
bezeichnen: 

~(x'-x), f(y'-y), ~(z'-z), 
P 
T(Yz' - y'z), ~(zx' - z'x), P ( , ') T xy - x y . 

Ais Kriijtesystem bezeichnen wir den Inbegriff beliebig vieler auf 
den starren Korper wirkender Einzelkrafte und wahlen als Koordinaten 
desselben die Summen der zusammengehorigen Koordinaten dieser Einzel
krafte. Solcherweise erhalten wir als Koordinaten eines Kriijtesystems 
die sechs Grof3en: 

""P1 (, ) X=L...J-l~ Xi-Xi, 

L = ~~i (Yi Z; - yiZi)' M = ,2"1~1 (ZiX[ - Z[Xi) , N = ~t(xiYi - XiYi)' 

Es wird nunmehr darauf ankommen, zuzusehen, wie sich die Koordi
naten p, q, r, u, v, w (8) und die jetzt eingefiihrten X, Y,Z, L,M,N 
bei den Operationen (1) bis (6) der Hauptgruppe verhalten. Ich stelle 
hier die Res,ultate einfach zusammen: 

1. Drehung um den Koordinatenanfangspunkt (Formel (1)). 

Die Koordinaten p, q, r und die u, v, w, andererseits die X, Y, Z 
und die L, ]}I, N erleiden je fiir sich genau diesel be Substitution wie die 
Punktkoordinaten x, y, Z. (Dies Resultat ruht wesentlich auf dem oben 
hervorgehobenen Umstande, daB die Substitutionskoeffizienten a, b, c, ... 
ihren bez. Unterdeterminanten gleich sind.) 

2. Verschiebung (Formel (2)). 

Die p, q, r, andererseits die X, Y, Z bleiben ungeandert. Dagegen 
erleiden die u, v, w die folgende Substitution: 

6) Die Unterscheidung tritt erst ein. wenn wir zur Kinetik schreiten, wo dann 
die Verabredung sein wird, daB die Einheit der StoBkraft an irgendeinem Massen· 
punkte instantan dieselbe Geschwindigkeitsandarung hervorbringt, wie die Einheit 
del' kontinuierlichen Kraft wabrend der Zeiteinheit. 
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{ 

UI = U - Oq + Br, 
vl=v-Ar+Op, 

WI = W - B p + A q, 

und genau entspreehende Formeln ergeben sieh fiir L, M, N : 

(11') Ml = M - AZ + 0 X, { 
Ll=L-OY+BZ, 

Nl =N - BX +AY. 
3. Ahnlichkeitstransformation (Formel (3) bez. (4)). 
1st l positiv, so werden 

(12) PI' ql' r1' Up VI' WI bez. gleieh p, q, r, A.U, lv, lw 
und genau so 
(12') Xl' YI, Zl' L1' Ml' NI bez. gleieh X, Y, Z, lL, lM, IN. 

Dagegen tritt bei negativem l ein Untersehied ein, der sieh am ein
faehsten darin auspragt, dal3 bei Inversion 

(13) ppql'rl,Ul,f\,Wl gleieh p,q,r,-u,-v,-w, 
dagegen 
(13') Xl' YI,ZpLl' M1,N l gleieh -X, -Y, -Z,L,M,N 
werden. (Dieser Untersehied kommt dadureh hervor, dal3 die in den 
Formeln (10) auftretenden Langen 1i absolute Betrage sind, welehe sis 
solehe ihr V orzeiehen bei Inversion nieht weehAeln.) 

4. Anderung der Zeiteinheit (Formel (5)). 

(14) . d b 1 . h p q r 'U v W • 
Pl'ql,rl ,u1,vl ,w1 sm ez. gele e' e' e' e' e' e' 

die Koordinaten des Kraftesystems bleiben ungeandert. 
5. Anderung der Krafteinheit (Formel (6)). 
Die p, q, r, u, v, W bleiben ungeandert, dagegen werden 

(15) Xl' YI , Zl' L1, Ml' N1 bzw. gleieh aX, aY, aZ, aL, aM, aN. 
Indem wir uns der Kiirze halber auf die Hauptgruppe riiumlicher 

Anderungen beschranken, werden wir zusammenfassend sagen konnen: 
Bei blofJer Bewegung des Koordinatensystems, ebenso auch bei Ahn

lichkeitstransformation von positivem Ahnlichkeitsmodul, transformieren 
sich die K raftkoordinaten 

X, Y, Z, L, M, N 
genau wie die Geschwindigkeitskoordinaten 

p, q, r, u, v, w. 
Dagegen tritt bei Inversion des Koordinatensystems ein abweichendes 

Verhalten ein,. wiihrend die 
p, q, r, u, v, w in p, q, r, - u, - v, - w 

ubergehen, verwande1n sich die 
X, Y, Z, L, M, N bez.in -X, - Y, -Z, L, M, N. 
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§ 3. 

Die Analogie der unendlich kleinen Bewegungen und der Krartesysteme 
(beim starren Korper). SchraubengroBen der ersten und zweiten Art. 

Ballsche Schrauben. 

Durch die Formeln des vorigen Paragraphen ist die Analogie von un
endlich kleinen Bewegungen und Kraftesystemen, welche die game Mechanik 
der starren Korper und insbesondere die Ballsche Schraubentheorie durch
zieht, auf das klarste begriindet und gleichzeitig umgrenzt. 

Bemerken wir vorab, daB das GroBensystem 

pdt, qdt, rdt, udt, vdt, wdt 

vermiige der Formeln (7) ohne weiteres eine (unendlich kleine) Schraubung 
des Raumes der x, y, z (von bestimmter Achse, GanghOhe und Amplitude) 
bedeutet, das GroBensystem der 

p, q, r, u, v, w 

dementsprechend eine Schraubungsgeschwindigkeit. Ich will in diesem 
Sinne den Inbegriff der p, q, r, u, v, w fortan als eme Schraubengr6fJe 
bezeichnen, genauer, wenn es darauf ankommt, als eme Schraubengr6fJe 
erster Art. 

N unmehr wolle man den Inbegriff der Koordinaten emes Kriifte
systems, also die in (10) definierten 

X, Y, Z, L, M, N 

.zum Vergleich heranziehen. Wir wollen insbesondere ein Kriiftesystem 
und eine SchraubengroJ3e erster Art in Zusammenhang bringen, indem 
Wlr setzen: 

X=p, Y=q, Z=r, L=u, M=v, N=w, 

und uns fragen, wie weit diese Zusammenordnung eine vom Koordinaten
.system unabhiingige Bedeutung hat (also gegeniiber den Operationen der 
Hauptgruppe invariant ist). Zunachst ergeben die Formeln (14), (15) des 
vorigen Paragraph en , dafJ die Zuordnung von der Wahl der Zeiteinheit 
und der Krafteinheit abhiingig ist. Ferner aber ergeben die Formeln fUr 
Drehung, Parallelverschiebung und Ahnlichkeitstransformation mit positivem 
Ahnlichkeitsmodul, dafJ die Zuordnung von allen in diese Worte ein
begriUenen Anderungen des riiumlichen Koordinatensystems unabhiingig ist. 
Endlich die Formeln (13), (13'), dafJ sich die Zuordnung bei Inversion 
in ihr Gegenteil verkehrt: 

(17) X1=-Pl' Y1=-ql' Zl=-rl' L1=-U1, M1=-vl' N1=-W1. 

Die geometrische Dberlegung bestatigt das so formulierte Resultat 
natlirlich Schritt fiir Schritt. Ich will, urn dies im Detail auszuflihren, 
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angeben, daB die Achse der Schraubengeschwindigkeit p, q, r,u, v, w die 
Linienkoordinaten hat: 

(18 ) p: q : r: u - kp : v - kq : w - kr, 

wo der "Parameter" 
(18') k=pu+ql)+rw 

p2+q2+r2 , 

und daB die Drehgeschwindigkeit urn diese Achse die Komponenten p, q, r, 
die Translationsgeschwindigkeit Hings der Achse die Komponenten kp, kq, kr 
besitzt. Genau entsprechend kann man bei einem Kraftesystem X, Y, Z, 
L, M, N eme Zentralachse finden, deren Linienkoordinaten durch 

(19) X: Y:Z:L - kX:M - kY:N - kZ 

gegeben sind, unter k die GroBe 

k= XL+YM+ZN 
X2+ y2+Z2 

verstanden, und das Kraftesystem laBt sich dann auf eine Einzelkraft mit 
den Komponenten X, Y, Z entlang dieser Achse und ein Paar mit den 
Komponenten kX, kY, kZ in einer zur Achse senkrechten Ebene redu
zieren. Die Zusammenordnung verlangt, der Drehgeschwindigkeit um die 
Achse die liings der Achse wirkende Einzelkraft und der in Richtung der 
Achse liegenden Translationsgeschwindigkeit ein Paar in einer zur Achse 
senkrechten Ebene gleich zu setzen. Hierzu ist selbstverstandlich eine vor
herige Verstandigung tiber die Zeiteinheit und die Krafteinheit notwendig. 
Erst wenn dies geschehen, kann man sagen, daB die Intensitiit eines Krafte-

systems (gemessen durch v' X2 + y2 + Z2) gleich der durch -Vp2 + q2 + r2 
gemessenen Intensitat einer Geschwindigkeit sei. Dariiber hinaus aber 
brauchen wir eine Verabredung, welchen Sinn u m die Achse man einem 
entlang der Achse weisenden Sinne zuweisen will: - ob denjenigen Sinn 
urn die Achse, der beim Entlangblicken langs der Achse in der vorge
gebenen Richtung durch die Bewegung des Uhrzeigers gegeben ist, oder 
den entgegengesetzten. Erst durch diese Verabredung wird die Zusammen
ordnung von KrMtesystem und Geschwindigkeit eindeutig. J ede solche 
Verabredung verwandelt sich aber bei Inversion der Figur bekanntlich in 
ihr Gegenteil, und dies ist, was durch Formel (17) ausgedriickt wird. 

Der Inbegriff der (XYZLMN) steht also zwar dem Inbegriff der 
(pqruvw), d. h. der SchraubengroJ3e erster Art sehr nahe, ist aber nicht 
selbst eine SchraubengroBe erster Art. Wir werden ihn als SchraubengrofJe 
zweiter Art bezeichnen. Die Zusammenordnung der beiderlei GroJ3enarten 
aber werden wir so in W orte fassen, daB wir sagen: 

N achdem Zeiteinheit und K rafteinheit festgelegt sind, gehOren zu einer 
SchraubengrofJe zweiter Art immer noch zwei (entgegengesetzt gleiche) 
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Schraubengro{3en erster Art, und umgekehrt; die Zusammengehorigkeit wird 
erst eine eindeutige, wenn man im angegebenen Sinne eine Verabredung 
Uber rechts und links hinzufugt. 

Neben die so besprochenen Schraubengrof3en erster und zweiter Art 
treten dann drittens als engverwandte geometrische Gebilde die B allschen 
Schrauben selbst. Die Ballsche Schraube ist der Inbegriff der um eine 
Achse herumgelegten Schraubenlinien von gegebenem Windungssinn, die 
eine bestimmte GanghOhe haben, oder, wie Ball sagt, der Inbegriff von 
Zentralachse und Parameter (pitch). Die so definierte Ballsche Schraube 
ist mit dem Nullsystem, das jedem Punkte die Normalebene der durch 
ihn gehenden Schraubenlinien zuordnet, oder auch mit dem linearen. Linien
komplex, der von den N ormalen der samtlichen Schraubenlinien gebildet wird, 
eineindeutig zusammengeordnet; ob ich von der Ballschen Schraube, dem 
Nullsystem oder dem linearen Komplex spreche, ist fiir den hier ver
tretenen Standpunkt dassel be. J edes dieser Gebilde wird durch die Verhiilt
nisse X: Y: Z : L : M: N der Koordinaten einer Schraubengrof3e zweiter 
Art, oder auch durch die Verhaltnisse p: q : r : u : v : w der Koordinaten 
oder Schraubengrof3e erster Art festgelegt. In der Tat verschwindet, wenn 
man sich auf die Betrachtung dieser" Verhiiltnisse" beschrankt, der Vnter
schied der beiden Arten von Schraubengrof3en. Entsprechend gibt es nur 
eine Art Ballscher Schrauben. Zu jeder Ballschen Schraube gehOren un
endlich viele Schraubengrof3en erster wie zweiter Art, die sich untereinander 
durch Intensitat und Sinn unterscheiden. 

Hiermit diirfte der Zusammenhang der verschiedenen in Betracht 
kommenden Gebilde so vollstandig dargelegt sein, als man wiinschen mag. 
Die einzelne "Schraube" ist Tragerin von unendlich vielen "Schrauben
grof3en erster und zweiter Art". Indem wir die letzteren sprachlich 
unterscheiden, diirfte zugleich dem immer wiederkehrenden Mif3ver
standnisse, als handele es sich bei der Zusammenordnung der zweierlei 
Schraubengrof3en um einen kausalen Zusammenhang, nach Moglichkeit 
vorgebeugt sein 7) . 

• ) VgI. die Erorterungen in meiner oben genannten Notiz, Math. Annalen, Bd.4. 
[Siehe Abhandlung XIV dieser Ausgabe.] Die Hartnackigkeit des Mi/3verstiindnisses 
hat offenbar eine psychologische Wurzel. Wir sind durch unsere tagliche Be
schiiftigung gewohnt, wenn wir eine Einzelkraft auf einen Korper wirken lassen, 
diese auf den Schwerpunkt des Korpers zu richten, worauf sie natiirlich Translation 
des Korpers erzeugt. Von bier aus hat sich zwischen den beiden Dingen (Einzelkraft 
und Translation) eine Assoziation ge bildet, die Rich in unseren Uberlegungen unwill
kiirlich immer wieder geltend macht, wenn man sie nicht durch eine immer wieder
holte Erklarung und eine moglichst unzweideutige Sprechweise ausdriicklich ab
Bchneidet. 
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§ 4. 

Uber die Invarianten der Schraubengro8en und die Begriindung der 
Artunterscheidung aus dem Arbeitsbegrifl'. 

Die gegenseitige Beziehung der beiden Arten von Sehraubengro.l3en 
findet einen sehr pragnanten Ausdruek, wenn man ihre Invarianten be
traehtet, d. h. diejenigen aus ihren Koordinaten gebildeten rationalen ganzen 
Funktionen, welehe gegeniiber den Operationen der Hauptgruppe entweder 
iiberhaupt ungeandert bleiben oder sieh nur um einen Faktor andern. Ieh 
werde mieh hier der Kiirze wegen auf diejenigen Operationen der Haupt
gruppe besehranken, die entweder Bewegungen vorstellen oder aus Be
wegungen dureh Hinzutl'eten einer Inversion entstehen, und die ieh mit 
Herrn Study als Umlegungen bezeiehnen will. 

Ais lnvarianten cler einzelnen Schraubengrol3e ergeben sich bekannt
lieh erst ens die Ausdriieke: 

(20) 
die bei Bewegungen und Umlegungen gleiehma.l3ig ungeandert bleiben, 
zweitens abel' die folgenden: 

(21) pu + qv + rw bez. XL + YM + ZN; 
dieselben bleiben bei beliebigen Bewegungen ungeandert, kehren aber bei 
Umlegungen (wie aus ihrem Vel'halten bei Inversion hervorgeht) ihr Zeiehen 
um. Wir werden dementspreehend die (20) als gerade Invarianten be
zeiehnen, die (21) als schiele, odel' auch die (20) als Skalare der ersten 
Art, die (21) als Skalare der zweiten ArtS). 

Die hiermit eingefiihrte Unterscheidung iibertragt sieh selbstverstand
lieh auf diejenigen "simultanen" lnvarianten zweier SchraubengroBen der
selben Art, die sich aus den (20), bez. (21) durch "Polarisieren" ergeben. 
leh will hier nul' die Polaren del' Ausdriicke (21) betrachten: 

{ pu'+qv' +rw' +p'u +q'v +r'w 
(22) XL' + YM' + ZN' + X' L+ Y'M + Z'N. 

lndem dieselben auch ihrerseits Skalare zweiter Art sind,· folgt: 

Sa tz I. Die 
p, q, r, u, v, w 

sind zu den 
u, v, w, p, q, r 

und ebenso natiirlich die 

X, Y, Z, L, M, N 

") Vgl. den schon genannten Artikel von Abraham in Bd. IV der Math. Enzy
klopiidie, Art. 14 (Nr. 11 daselbst). 
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zu den 
L, M, N, X, Y, Z 

bei Bewegungen direkl kontragredient, bei Umlegungen kontragredient mit 
Zeichenwech8el. 

Dem entgegen betrachte man nun den Ausdruck, der sich nach Ana
logie von (22) bilinear aus den Koordinaten zweier SchraubengroBen ver
schiedener Art zusammensetzt: 

(23) Xu+Yv+Zw+Lp+ Mq+Nr. 

Es folgt sofort, daB derselbe nicht nur bei Bewegungen, sondern 
(wegen seines Verhaltens bei Inversion) auch bei Umlegungen durchaus 
ungeii.ndert bleibt; er i8t ein Skalar er8ter Art. Daher kommt: 

Satz II. Die 
x, Y, Z, L, M, N 

8ind zu den 
u, v, w, p, q, r 

8owohl bei Bewegungen wie bei Umlegungen 8chlechtweg kontragredient. 
Durch diesen Satz diirfte die ZusammengehOrigkeit der beiden Arte 

von SchraubengroBen in einfachster Weise bezeichnet sein. Verbinden wir 
ihn mit Satz I, so fallen wir auf die Analogie der zweierlei Schrauben
groBen zuriick, die der Gegenstand des vorigen Paragraphen war. Dieselbe 
mag hier folgendermaBen ausgesprochen werden: 

Satz III. Die 
x, Y, Z, L, M, N 

8ind den 
p, q, r, u, v" w 

bei Bewegungen direkt kogredient, bei Umlegungen kogredient mit Zeichen
tCeCh8el. 

Die in Rede stehend~ Analogie folgt hier also aus dem Umstande, 
daB vermoge des besonderen, durch Satz I festgelegten Verhaltens der 
Schraubenkoordinaten p, q, r, u, v, w die zu ihnen kontragredienten GroBen 
X, Y, Z, L, M, N zugleich in dem durch Satz III festgelegten Sinne 
kogredient sind. Hiermit diirfte der algebraische Grundgedanke dieser 
Beziehung so klar herausgearbeitet sain, als iiberhaupt moglich ist. Wir 
konnen diesen Gedanken an die Spitze der Schraubentheorie riicken, wenn 
wir uns das invariante Verhalten des Ausdllucks (23), bez. der Aus
driicke (22), direkt aus ihrer geometrisch-mechanischen Bedeutung klar 
machen. Dies ist, was ich in meiner wiederholt genannten N otiz in Bd. 4 
der Math. Annalen [s. Abhandlung XIV dieser Ausgabe] im Auge hatte. 
1m gegenwii.rtigen Zusammenhange lii.Bt sich die Sache folgendermaBen 
'prii.zis darstellen: 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. ss 
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1. Man interpretiere die X, Y, Z, ... als die Koorrunaten eines 
Systems kontinuierlich wirkender Krafte. Dann bedeutet der Ausdruck (23) 
multipliziert mit dt, also das Produkt: 

(24) (Xu+ Yv+Zw+Lp+ Mq+Nr)dt 

die Arbeit, welche das Kraftesystem bei Eintritt del' unendlich kleinen 
Bewegung udt, vdt, wdt, ... leistet, und ist eben darum ein Skalar 
erster Art. 

2. Dagegen haben die Ausdriicke (22) vermoge ihrer geometrischen 
Bedeutung von vornherein den Charakter von Skalaren zweiter Art. Es 
geniigt, dies hier an dem Beispiele zweier Kraftesysteme nachzuweisen, 
die sich auf Einzelkrafte reduzieren lassen. Wir setzen dementsprechend 

Xl = fl (Xl - X;), YI = ~l (YI - Y;), ... 
1 1 

und analog 

Hierdurch verwandelt sich Xl L2 + YI M2 + Zl N2 + X 2 L1 + Y 2 M I + Z2Nl 

in das Produkt von ~l {2 in die Determinante: 
2 1 

Xl YI Zl 1 
x' I y~ z" 1 1 
X 2 Y2 Z2 1 , 
x2 y~ 

, 
Z2 1 

die einen sechsfachen Tetraederinhalt vorsteIIt und gewiJ3 ein SkalaI' zweiter 
Art ist. 

3. Aus del' Nebeneinanderstellung von 1. und 2. ergibt sich nun sofort 
der Satz III, der das zu beweisende Resultat in praziser Form ausspricht. 

§ 5. 

Gruppentheoretische Charakterisierung der verschiedenen Arten 
von Schraubentheorien. 

Bisher haben wir die Substitutionen, welche die Schraubenkoordi
naten p, q, r, u, v, w (urn nur von diesen zu reden) be'i. den Bewegungen 
und Umlegungen erfuhren, nur erst durch das Verhalten der p, q, ... bei 
den erzeugenden Operation en (1), (2), (4) definiert. Es ist von Interesse, 
den Inbegriff dieser Substitutionen von den Invarianten 

p2+ q2+ r 2 und pu+qv+rw 

aus zu charakterisieren. In dieser Hinsicht stelle ich folgenden Satz auf: 
Die p, q, r erleiden alle ternaren linearen Substitutionen von der 

Determinante + 1, welche p2 + q2 + r2 ungeandert lassen, die p, q, r, 
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u, V, w zusammen aber alle senaren linearen Substitution en von 
der Determinante ± 1, [bei denen p, q, r nur unter sich transfor
miert werden, und die p2 + q2 + r2 ungeandert lassen und aufJerdem] 
pu + qv + rw beziehungsweise in ± (pu + qv + rw) uberfuhren. 

Der erste Teil dieses Satzes (der sich auf die terniiren Substitutionen 
der p, q, r bezieht) braucht nach den Angaben, die wir iiber das Ver
halten der p, q. r bei den erzeugenden Operationen machten, nicht weiter 
erliiutert zu werden; er bringt nur die bekannte Beziehung der Drehungen 
um den Koordinatenanfangspunkt 0 zu den ternaren orthogonalen Sub
stitutionen zum Ausdruck. Sei nun irgendeine ternare orthogonale Sub
stitution der P, q, r von der Determinante + 1 als Teil einer senaren Sub
stitution der p, q, r, u, v, w von der Determinante + 1 vorgelegt, welche 
(pu + qv + rw) bez. in ± (pu + qv + rw) verwandelt. Wir kombinieren 
sie mit einer Drehung um 0, welche die p, q, r zu ihren Anfangswerten 
zurtickfiihrt (und iibrigens fUr die u, v, w nach den Angaben von § 2 
genau diesel be ternare Substitution von der Determinante + 1 ergibt, wie 
fUr die p, q, r selbst, so da£ der Wert von pu + pv + rw und der Wert 
der senaren Substitutionsdeterminante dabei ungeandert bleibt ). Wir 
ziehen ferner notigenfalls eine Inversion heran, um zu erreichen, da£ 
pu + qv + rw seinem urspriinglichen Werte direkt gleich wird; dabei er
halt die sen are Substitutionsdeterminante von selbst den Wert + 1. Die 
so vereinfachte Substitution hat jetzt (weil pu + qv + rw in sich selbst 
tibergehen soIl) notwendig die Form 

! PI p, 
ql - q, 

r l = r, 

u 1 = U - 0 q + B r , 
VI = V - A r + 0 p, 

WI =w-Bp+Aq, 

wo einzig die A, B, 0 noch willktirlich sind. Eine solche Substitution 
stellt aber nach (11), § 2, eine Translation dar. Also unsere anfiingliche 
Substitution ergibt eine Translation, wenn wir sie mit einer geeigneten 
Rota,tion und eventuell einer Inversion verbinden, - sie stellt dah ... r von 
Hause aus entweder eine Bewegung oder eine U mlegung dar, was zu 
beweisen war. 

So viel tiber die Substitutionen der p, q, r, u, v, w. Die Substitu
tionen der X, Y, Z, L, M, N ergeben sich von da aus sofort, wenn wir 
nur festhaIten, da£ sie zu den u, v, w, p, q, r kontragredient sind. 

Mit dieser Festlegung der beiderlei Substitutionsgruppen ist nach den 
Grundsatzen meines Erlanger Programms die zugehorige Schraubentheorie 
voIlkommen charakterisiert. 

Wir schreiten nach dem oben Gesagten zur Ballschen Schrauben
theorie im engeren Sinne, indem wir nur die Verhaltnisse p : q : r : u : v : w 

33* 
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beziehungsweise X: Y : Z : L : M : N in Betracht ziehen (wobei der Unter
schied zwischen den Schraubengro.l3en der beiden Arten wegfalIt). Die 
p : q : r : u : v : w (um nur von diesen zu sprechen) erleiden solche (und 
aIle solchen) linearen Suhstitutionen, bei denen die Gleichungen 

p'J + q2 + r'J = 0 und pu + qv + rw = 0 

in sich iibergehen, der Parameter p~ ~ q~! r: aber entweder iiberhaupt 
p q r 

ungeandert bleibt oder doch nur sein Zeichen wechselt. Wollen wit 
neben Bewegungen und Umiegungen auch noch Ahnlichkeitstransforma-
. . B h' h . d . h p'U + qv + rw . b I' b' tlOnen m etrac t Zle en, so wlr SIC 9 + 2 + 2 um emen e Ie 1gen p q r 

Faktor andern konnen; die auf den Parameter beziigliche Einschrankung 
der Substitution kommt dann in Wegfall. 

Die so umgrenzte B a llsche Schraubentheorie ist mit derjenigen Linien
geometrie. welche das N ullsystem (oder, was dasselbe ist, den Iinearen 
LinienkompIex) als Raumelement benutzt, nach dem Klassifikationsprinzip 
des § 1 im Wesen identisch. Aber natiirlich ist, wenn wir uns so aus
driicken, diejenige Liniengeometrie gemeint, weiche die Hauptgruppe raum
licher Anderungen zu grunde Iegt; ich mochte sie die konkrete Li'nien
geometrie nennen. Statt dessen ist in meinen eigenen aiten Arbeiten (wie 
auch in der Mehrzahl der seitdem erschienenen deutschen und italienischen 
Arbeiten) die Liniengeometrie in mehr abstrakter Form behandelt worden, 
namlich unter Zugrundelegung der 15-gliedrigen Gruppe, welche einerseits 
aIle projektiven Umformungen unseres Raumes, andererseits aber die 
dualistischen Umformungen enthalt. Fiir diese abstrakte Liniengeometrie 
(wie ich sie hier des Gegensatzes halber nennen mochte) gilt dann der 
Satz, den ich in Bd. 4 der Math. Annalen, S. 356 [Dber eine geometrische 
Reprasentation der Resolventen algebraischer GIeichungen, siehe Bd. II 
dieser Ausgabe], aufstelIte, da.13 bei ihr die Gruppe alIer derjenigen !inearen 
Substitutionen der p: q: r: u: v: w zugrunde liegt, welche die Gleichung 
pv + qu + rw = 0 in sich iiberfiihren. Die Bezugnahme auf die quadra
tische Form p'J + q'J + r'J ist einfach weggefallen. 

Mit der so gegebenen EntgegenstelIung der zugehOrigen Gruppe 
diirfte die Beziehung meiner eigenen aiten Arbeiten und beispielsweise 
des Werkes von Sturm iiber Liniengeometrie 9) zu denjenigen von Ball 
mit aIler Scharfe gegeben sein. Auf Einzelheiten einzugehen ist hier 
nicht der Ort. 

9) Die Gebilde ersten und zweiten Grades der Liniengeometrie in synthetisoher 
Behandlung, 3 Teile, Leipzig 1892-1896. 
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§ 6. 

Lineare Schraubensysteme. 

Nachdem solcherweise die Grundlagen der Schraubentheorie festgelegt 
sind, mogen wir mit Ball dazu iibergehen, die linearen Systeme von 
Schrauben zu studieren, d. h. die Mannigfaltigkeiten solcher Schrauben, 
deren Koordinaten sich aus den Koordinaten von 2, 3, 4, 5 Schrauben 
mit Hilfe einer entsprechenden Zahl veranderlicher Parameter homogen 
linear zusammensetzen lassen. Bei der beziiglichen Diskussion beschrankt 
sich Ball im wesentlichen auf die Besprechung der allgemeinen Falle oder 
zieht doch nur Beispiele von Spezial£allen heran. Es scheint aber er
wUnscht, die Diskussion systematisch durchzufiihren 10). 

lch will dies hier fiir die zweigliedrige Schar skizzieren, beschranke 
mich aber dabei der Kiirze halber darauf, nur die Verhiiltnisse der sechs 
Koordinaten in Betracht zu ziehen. Sei dementsprechend:' 

(25) ep=).lPl +).2P~, eQ=).lql +).2Q2' ... , e W =).l wl +J.2W2 , 

unter e einen Proportionalitatsfaktor verstanden. Es erleichtert die Aus
drucksweise, wenn wir die so definierten P ; Q : ••. : w als homogene Punkt
koordinaten in einem Raume von fiinf Dimensionen bezeichnen. Die 
Formeln (25) reprasentieren dann in diesem Raume eine gerade Linie, und 
es wird sich darum handeln, die samtlichen Geraden, die es in unserem 
fiinfdimensionalen Raume gibt, nach ihrer Beziehung zu den beiden qua
dratischen Mannigfaltigkeiten p2 + Q2 + r2 = 0 und pu + qv + rw = 0 zu 
studieren, resp. zu klassifizieren. Dabei wird sich unsere Aufmerksamkeit 
in erster Linie auf die Scknittpunkte richten, welche unsere Gerade mit 
diesen Mannigfaltigkeiten gemein hat. Die Schnittpunkte mit jeder der 
beiden Mannigfaltigkeiten konnen getrennt sein, zusammenfallen oder un
bestimmt werden. AuBerdem konnen die Schnittpunkte, welche die gerade 
Linie mit der einen Mannigfaltigkeit gemein hat, mit denen, die sie mit 
der anderen Mannigfaltigkeit gemein hat, teilweise oder ganz koinzidieren. 
Des weiteren moge man Realitatsunterschiede heranziehen. Hiernach er
gibt sick eine von vorfiherein ubersehbare Reihe von Fallunterscheidungen, 
die nicht nur mit leichter M uhe aufgeziihlt, 80ndern ebensowohl nach 
ihrer schraubentheoretischen Bedeutung diskutiert werden k6nnen. Jeder 
Geometer, der mit algebraischen Betrachtungen in mehrdimensionalen 
Raumen einigermaBen vertraut ist, wird dies ohne weiteres ausfiihren; es 
scheint unnotig, hierbei noch langer zu verweilen. 

10) In ahnlichem Sinne auEert sich Hr. St udy auf S. 226-228 der (bis jetzt 
aJlein erschienenen) ersten Lieferung seiner Geometrie der Dynamen (Leipzig, 1901) 
und stellt fur die demnachst erscheinende zweite Lieferung weitergehende Entwick· 
lungen in Aussicht. 



518 Zum Erlanger Programm. 

Immerhin wird es gut sein, einen Untersehied hervorzuheben, den 
der gesehilderte Ansatz den Ballsehen Entwieklungen gegeniiber zeigt. 
Ball beriieksichtigt prinzipiell nur die reellen Vorkommnisse, hier dagegen 
wird reell und imaginar zunachst als gleiehwertig betraehtet und die· Frage 
nach den Realitatsverhaltnissen erst zum Sehlusse eingefUhrt. Um an 
einem Beispiel den V orteil zu zeigen, den das letztere Verfahren haben 
kann, betraehten wir die Regelflaehe, welche von den Achsen der Sehrau
ben (25) gebildet wird, das sogenannte Zylindroid. Naeh Ball ist das
selbe im allgemeinen von der dritten Ordnung; wenn aber die komponie
renden Sehrauben Pl' Ql' r l' • • • und P'J' q'J' r2 , • • . sieh auf zwei Rota
tionen reduzieren, deren Achsen sieh schneid en , so artet es in dasjenige 
ebene Strahlblisehel aus, dem die Achsen angehOren. Statt der Flache 
von der dritten Ordnung haben wir dann also eine von der ersten. Wie 
kommt diese Ausartung zustande 1 Wenn wir das Imaginare mitnehmen, 
finden wir zunaehst, daB es Rotationen mit unbestimmter Aehse gibt (es 
sind diejenigen Sehraubenbewegungen, bei den en der dureh Formel (19') 

gegebene Parameter den Wert ~ erhalt). Dieselben lassen namlich aIle 

Minimallinien fest, welehe dureh einen festen Punkt des Kugelkreises in 
einer £esten Tangentenebene desselben verlaufen, also ihrerseits ein Strahl
blisehel bilden. Solcher Rotationen treten nun im vorliegenden Spezial
faIle unter der Schar (25) zwei auf, entsprechend den beiden Minimal
linien, die unter den Strahlen des Ballschen Strahlbiischels enthalten sind. 
Die Folge ist, daB sieh von dem Zylindroid zwei imaginare Ebenen ab
trennen, namlich die beiden Ebenen, welche sieh dureh die Normale zum 
Ballschen Strahlblischel und die beiden Minimallinien desselben legen 
lassen. Der Rest, eben das Ballsehe Strahlblischel, ist dann natlirlich 
von der ersten Ordnung. Der Leser mu13 entseheiden, ob der Gewinn an 
Einsicht, der hier und in ahnlichen Fallen resultiert, ein Aquivalent fUr 
die weitlaufigere V orbereitung ist, die erforderlich scheint, wenn man in der 
Geometrie mit imaginaren Elementen bequem und sieher operieren will. 

Dbrigens mochte ich nicht minder eine AUl'lgestaltung der Theorie 
der linearen Schraubensysteme nach der eigentlich mechanischen Seite hin 
in Anregung bringen. Die Diskussion der linearen Sehraubensysteme, von 
der ich gerade sprach, versieht uns mit einer endlichen Zahl unterschie
dener FaIle der Beweglichkeit eines starren Korpers im Unendlich-Kleinen; 
es kann sich dabei cler Reihe nach urn 2, 3, 4, 5 Grade der Freiheit 
handeln. Nun findet man in der Natural Philosophy von Thomson und 
Tait (2. Ausg., Bd. I, S. 155 (Nr. 201)) einen einfachen Mechanismus be
schrieben, vermoge des sen man einem starren Korper flinf Grade der· Be
weglichkeit im Unendlich-Kleinen in allgemeinster Weise erteilen kann: 
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der Korper ist um eine Schraubenspindel drehbar, die mit Hilfe zweier 
aneinander geketteter Hookescher Schliissel an ein Postament befestigt 
ist. lch stelle die Aufgabe, die siimtlichen gemii(3 unserer Diskussion zu 
unterscheidenden reellen Fiille infinitesimaler Beweglichkeit eines starren 
K orper s durch moglichst einfache M echanismen zu realisieren. 

Eine letzte Bemerkung zur Theorie der linearen Schraubensysteme 
moge wieder nach Seite der Gruppentheorie liegen. Camille Jordan 
hat bekanntlich zuerst aUe kontinuierlichen und diskontinuierlichen Gruppen 
aufgesteUt, die sich aus den reeUen Bewegungen des Raumes bilden 
lassen 11). Unter dies en interessieren uns hier nur die kontinuierlichen 
Gruppen. Man findet dieselben bei Study im 39. Bande der Math. An
nalen, S. 486-487 (1891), iibersichtlich zusammengesteUt und geometrisch 
charakterisiert; eine Tabelle der zugehorigen unendlich kleinen Bewegungen 
gibt Lie in Bd. 3 seiner Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig, 
1893), S. 385. lch nenne hier von diesen Gruppen nur die einfachsten, namlich: 
a) die Gesamtheit aUer 00 3 Translationen, 
b) die Gesamtheit aller 00 4 Bewegungen, die einen unendlich femen Punkt 

(oder, was auf dasselbe hinauskommt, eine unendlich ferne Gerade) 
fest lassen, 

c) p.ie Gesamtheit aUer 00 3 Bewegungen, welche einen im Endlichen ge
legenen Punkt fest lassen, 

d) die Gesamtheit aller 00 3 Bewegungen, welche eine im Endlichen ge-
legene Ebene fest lassen. 

Offen bar empfiehlt es sich, die Mechanik solcher starrer Korper, welche 
die Beweglichkeit einer dieser Untergruppen haben, gesondert zu be
arbeiten (wie dies fiir den Korper mit im Endlichen gelegenem festern 
Punkt von jeher geschehen ist). Die unendlich kleinen Bewegungen jeder 
solchen Untergruppe bilden aber ein lineares Schraubensystern, und die 
so entstehenden linearen Schraubensysteme heben sich also vor anderen 
durch ihre Wichtigkeit fiir die Mechanik hervor; ich werde sie lineare 
Schraubensysteme von selbstandiger gruppentheoretischer Bedeutung nennen. 
lndem ich das Koordinatensystem in geeigneter Weise wahle, bekomme 
ich in den Fallen a) bis d) fiir die Koordinaten 

p, q, r, u, v, w 

der betreffenden Schrauben folgende Werte: 

a) 0, 0, 0, .1.1 , .1.2 , .1.3 ; 

b) 0, 0, .1.1 , .1.2 , .1.3 ' .1.4 ; 

c) .1.1> 22 , 23 , 0, 0, 0; 
d) 0, 0, .1.1' 22 , .1.3 , 0 . 

") Annali di Matematica, Ser. 2, Bd. 2 (1869). 
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Hier sind die A!, A2 , ••• , wie in (25), beliebig veranderliche Parameter. 
Man sollte jedes einzelne der so gewonnenen linearen Schraubensysteme 
genau so fur die Mechanik der ihm zugehorigen endlichen Bewegungen 
benutzen, wie dies sofort mit dem System c) fUr die Drehung eines 
Korpers um einen festen Punkt und hernach mit der Gesamtheit sUeT 

Schrauben fUr den in allgemeinst~r Weise beweglichen starren Korper 
geschehell wird. 

(26) 

§ 7. 

Ubergang zur Kinetik. Unterscheidung holonomer und nicht. 
holonomel' Differentialausdriicke bez. Differentialbedingungen. 

DaB fUr n > 2 nicht jeder Differentialausdruck 

ein exaktes Differential dF einer Funktion von Xl' ... , Xn ist, und daB 
fUr n > 3 nicht jede Differentialbedingung 

(26') 2)fPidxi = 0 

mit einer Gleichung dF = 0 gleichbedeutend ist, ist bekannt genug; die 
Klassifikation der verschiedenen in dieser Hinsicht vorliegenden Moglich
keiten wird in der Theorie des "Pfaffschen Problems" entwickelt. Wir 
sprechen nach der Ausdrucksweise von Hertz in allen den Fallen, wo 
der Differentialausdruck oder die Differentialbedingung nicht durch ein 
einfaches dF ersetzt werden kann, von einem nicht holonomen Differential
ausdruck, bez. einer nicht holonomen Differentialbedingung. 

In der Mechanik liegt die Sache, allgemein zu reden, nun merk
wlirdigerweise so, .daB man zwar von je AniaB hatte, nicht holonome 
Differentialausdrlicke und -bedingungen in Betracht zu ziehen, daB man 
aber erst in den letzten Jahren angefangen hat, diesem Umstande be
sondere Aufmerksamkeit zuzuwenden 12). 

Was zunachst nicht holonome Differentialausdriicke angeht, so treten 
dieselben in unsere jetzige Betrachtung dadurch ein, daB bereits die Ko
ordinaten pdt, qdt, rdt einer unendlich kleinen Drehung um 0, und urn 
so mehr die Schraubenkoordinaten pdt, qdt, ... , wdt einer beliebigen un
endlich klein en Verrlickung eines starren Korpers nicht holonome Ver
bindungen der Differentiale der drei oder sechs endlichen Parameter sind, 
durch welche man die Lage des Korpers in den beiden Fallen festlegen 
mag; wlr werden hierflir sogleich noch explizite Formeln geben. 

Was aber nicht holonorne Bedingungsgleichungen betrifft, so bilden 

12) V gl. verschiedene Stellen in V 0 J3, Die Prinzipien der rationellen Mechanik 
(Enzyklopadie der Math. Wiss. IV, 1 (1901)), insbesondere Nr.38 daselbst. 



XXIX. Schraubentheorie von Sir Ro bert Ball. 521 

dieselben nicht etwa einen Ausnahmefall, sondern treten bei den mechani
schen Vorgangen, die wir taglich beobachten, auI3erordentlich haufig auf. 
So macht Hertz in seinem Werke tiber die Prinzipien der Mechanik 13) 

darauf aufmerksam, daI3 eine Kugel, die auf einer Ebene roUt, das Bei
spiel eines mechanischen Systems von ftinf Freiheitsgraden abgibt, das an 
eine nicht holonome Bedingungsgleichung gebunden ist. N och einfacher 
ist vielleicht das Beispiel eines auf horizontaler Ebene beweglichen Wagens 
oder Schlittens, der (wegen der Reibung an der Unterlage) immer nur 
in Richtung seiner Achse fortschreiten karm; wir haben hier die nicht 
holonome Bedingungsgleichung dy - tang {}·dx = 0, unter {} das Azimut 
der Achse verstanden. Wir schlieI3en, da/J die Betracht11ng nicht holonomer 
Bedingungsgleichungen in der M echanik nichts K iinstliches ist, sondern 
von vornherein mit in Betracht gezogen werden mu/J, wenn anders wir 
die Bewegungsvorgange der uns urngebp-nden W irklichkeit verstehen wollen. 

Wir werden daher die nicht holonomen Bedingungsgleichungen im 
folgenden immer mit erwahnen. Bei Ball geschieht dies nieht und braueht 
nieht zu gesehehen, da Ball seine Betrachtungen von vornherein in der 
Weise auf unendlieh kleine Ortsanderungen einschrankt, daB er nur die 
ersten Potenzen der Differentiale beibehij,lt. Infolgedessen kann Ball aueh 
den starren Karper, der irgend k Differentialbeziehungen vom Typus (26) 
unterworfen ist, kurzweg als ein meehanisehes System von (6 - k) Frei
heitsgraden bezeiehnen. Dies wtirde im FaIle endlieher Bewegungen nieht 
riehtig sein: die rollende Kugel vermag trotz der nieht holonomen Be
dingung, der ihre infinitesimalen Bewegungen unterworfen sind, 00 5 Lagen 
anzunehmen, ebenso der auf der (x, y) -Ebene bewegliehe Wagen samt
liehe 00 3 Lagen (x, y, 1}). 

§ 8. 

Uber die Verwendung der Geschwindigkeitskoordinaten p, q, r 
in der Kinetik des starren Korpers mit festem Punkt. 

Ehe wir zur Verwendung der Sehraubenkoordinaten p, q, r, u, v., w 
in der Kinetik beliebiger starrer Karper schreiten, magen wir die Verwen
dung der p, q, r in der Kinetik des starren Korpers mit festem Punkt 
betraehten. Es handelt sieh dabei zwar im Prinzip um lauter bekannte 
Dinge, aber man findet dieselben nieht tiberall in der einfaehen und pra
zisen Form beisammen, die wir ihnen hier geben wollen, und die sieh 
hernaeh unmittelbar auf die Sehraubenkoordinaten p, q, r, u, v, w tiber
tragt. Den einzelnen Angaben Beweise hinzuzufiigen, wird kaum notig 
sein; ieh verweise wegen der etwaigen Ableitung der Resultate, sofern 

13) Einleitung, S. 23. 
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deutsche Literatur in Betracht gezogen werden soll, am liebsten auf die 
von Sommerfeld und mir herausgegebenen Vorlesungen tiber die Theorie 
des Kreisels (Teil I, Leipzig 1897); insbesondere geschieht dort (S. 138 ft) 
die Herleitung der Eulerschen Bewegungsgleichungen (im Anschluf3 an 
die urspriingliche Entwicklung von Hayward14)) genau so, wie es im 
folgenden skizziert wird. 

1. Zusammenhang der p, q, r mit den Geschwindigkeitskoordinaten 
q/, 'Ip', {}'. 

Wir nehmen ein im Korper festes Koordinatensystem X Y Z und ein 
im Raume festes x y z (mit gemeinsamem Anfangspunkt), deren gegenseitige 
Beziehung wir durch irgend drei Parameter, fiir welche wir hier wegen 
ihres elementaren Oharakters die Eulerschen Winkel cp, 'If, {} nehmen 
wollen, festlegen (Kreisel, S. 19). Der Dbergang von der Lage cp, 'If, {} 
zur Lage cp + cp'dt, V' + 'If'dt, {} + {}' dt sei aquivalent mit einer Drehung 
durch pdt, qdt, rdt um die Achsen des XYZ-Systems in seiner den 
Parameterwerten cp, 'If, I} entsprechenden Lage. Die Nebeneinanderstellung 
der beziiglichen Formeln ergibt dann folgenden Zusammenhang zwischen 
den p, q, r und den cp, 'If, {}, bzw. cp', 1jJ', {}' (Kreisel, S.45): 

1 p = {}' cos cp + 1jJ' sin {} sin cp, 
(27) q = -- {}' sin qJ + 'If' sin {} cos cp, 

r = cp' + 1jJ' cos {}. 

Man erkennt, daf3 die p, q, r nicht holonome Verbindungen der cp', 1jJ', {j' 

sind. Die Folge ist, dal3 ich in den Bewegtmgsgleichungendes starren 
Korpers zwar die cp', V/ {}' gern durch die p, q, r ersetzen kann, daB ich 
aber daneben zur Lagenbestimmung des Korpers die cp, 1jJ, {} festhalten 
muf3, die dann mit den p, q, r durch die Gleichungen (27), welche ich 
die kinematischen Gleichungen nenne, verbunden sind. 

2. K raftkoordinaten. 
Hat man bei irgendeinem mechanischen System bestimmte Ge

schwindigkeitskoordinaten (hier also die p, q, r) ausgewahlt, so hat man 
als Koordinaten der kontinuierlich wirkenden Krafte allgemein diejenigen 
Grol3en zu nehmen, mit denen multipliziert die Koordinaten derunendlich 
kleinen Bewegnng in den Ausdruck fiir die Arbeit eingehen. 1m vor
liegenden FaIle haben wir fiir die Arbeit nach (24) oben (indem die 
'U, v, w verschwinden): 

dA =(Lp+Mq+Nr)dt; 
wir werden also das Kraftesystem, das am starren Korper angreift, durch 
seine Drehmomente L, M, N um die A chsen des im K orper testen 

14) [Diese Herleitung war schon vorher von P. Saint-Guilhem gegeben worden, 
Journ. de math. (1) 19 (1854).J 
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Koordinatensystems festzulegen haben. Genau so werden wir als Koordi
naten einer Sto13kraft ihre beztiglichen Drehmomente wahlen, wie wir 
nicht weiter ausfUhren. 

3. A ufstellung der kinetischen Gleichungen fur die p, q, r. 
Die Aufstellung der eigentlichen Bewegungsgleichungen fUr die p, q, r 

( der E u 1 e r schen Bewegungsgleichungen) erfolgt nun am ktirzesten folgender
ma3en: 

a) Man driicke die lebendige Kraft des rotierenden Korpers durch 
die p, q, r aus. Ais Einheit der Masse ist dabei nattirlich, auf Grund 
unserer frtiheren Verabredungen, diejenige zu wahlen, die bei Einwirkung 
einer kontinuierlichen Kraft von der Gro13e 1 in der Zeiteinheit die Ge
schwindigkeit 1 erhalt. Da sich die p, q, r auf ein im Korper festes 
Koordinatensystem beziehen, erhalt man eine quadratische Form. derselben 
mit konstanten Koeftizienten 

(28) T -. ~ (Ap2 + B q2 + Cr2 + 2Dqr + 2Erp + 2Fpq). 

b) Hierauf bilde man die Koordinaten L, M, N des sogenannten 
"Impulses", d. h. desjenigen Systems von Sto3kraften, welches imstande 
ware, den in seiner augenblicklichen Lage ruhend gedachten Korper 
instant an in den Geschwindigkeitszustand p, q, r zu versetzen. Nach den 
Grundgesetzen der Kinetik, die in der sogenannten "ersten Zeile der 
Lagrangeschen Gleichungen" ihren Ausdruck tinden, erhalt man die
selben aus T durch Differentiation nach den entsprechenden Geschwindig
keitskoordinaten. Die Formeln sind: 

(29) M=oT 
oq' 

c) Von hier aus erhalt man nun die gesuchten kinetischen Gleichungen, 
indem man tiberlegt, da3 sich die Koordinaten L, M, N des Impulses 
wahrend des Zeitelementes d taus zwei Grtinden um unendlich kleine 
Betrage abandern. 

Erstlich dadurch, da13 an unserem Korper von au3en gegebenenfalls 
ein System kontinuierlich wirkender Krafte angreift. Wir nennen die 
Koordinaten dieses Systems (d. h. seine Drehmomente um die X-, Yo, 
Z-Achse) A, M, N. Die von hier aus resuItierenden Anderungen der 
L, M, N sind: 

(30) d'L=Adt, d'M=Mdt, d'N=Ndt. 

Zweitens aber andern sich die L, M, N dadurch, daB sich das 
Koordinatensystem X Y Z, auf welches sie bezogen sind, wahrend des Zeit
elementes dt gegen seine ursprtingliche Lage um pdt, qdt, rdt gedreht 
hat. Wir konnen ebensowohl sagep., daB wir den Raum (und also ,den 
im Raume feststehenden Impulsvektor) gegen das Koordinatensystem der 
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X, Y, Z um - pdt, - qdt, - rdt gedreht haben. Dies gibt alB Ande
rungen der L, M, N: 

(31) d"L=(rM-qN)dt, d" M=(pN-rL)dt, d"N=(qL-pM)dt. 

Die Gesamtanderung der L, M, N ist die Summe der Anderungen 
(30), (31); daher kommt, wenn wir noch durch d t dividieren: 

(32) 

r dL 
dt~=(rM-qN)+A, 

J dM 
) aT = (pN - rL) + M, 

l dd·; =(qL-pM)+N, 

und dieses sind die gesuchten kinetischen Gleichungen. Die A, M, N 
werden dabei zunachst als Funktionen der cp, 'IjJ, {} anzusetzen sein. 

4. Bemerkungen zu den gewonnenen Gleichungen. 
SchlieBlich haben wir zur Darstellung der Bewegung die Gleichungen 

(27), (28), (29), (32), wo wir noch die aus (29) folgenden Werte der 
L, M, N in die (32) eintragen konnen. Wir haben dann sechs Differential· 
gleichungen erster Ordnung fiir die cp, ¥" {}, p, q, r. 1st insbesondere 
irgendeine (holonome oder nicht holonome) Bedingungsgleichung fiir die 
cp', '11", {}' gegeben, so wird sich diese in eine lineare Gleichung fiir die 
p, q, r umsetzen lassen (deren Koeffizienten, allgemein zu reden, Funk
tionen der cp, ¥" {} sind): 

(33) P p + Q q + R r = O. 

Es werden dann in den A, M, N neben Gliedern, welche sich auf die 
anderweitigen auBeren Krafte beziehen, Terme folgender Form auftreten: 

(34) - 2P, - 2Q, - 2R, 

unter 2 einen L agrangeschen Multiplikator verstanden, der so zu bestimmen 
ist, daB die Gleichung (33) fortgesetzt erfiillt ist. 

§ 9. 

Fortsetzung. FaIle, wo diep, q, r wie Lagrangesche Geschwindigkeits
koordinaten gebraucht werden konnen. 

Die Betrachtungen, welche wir im vorigen Paragraphen unter 3. gaben, 
sind wesentlich durch den Umstand veranlaBt, daB die p, q, r keine 
Lag ran g e sche Geschwindigkeitskoordinaten, d. h. ke ine holonomen Ver
bindungen der cp', ¥,', {}' sind; wir hatten andernfalls nur die "zweite 
Zeile" der allgemeinen Lagrangeschen Bewegungsgleichungen heranzu
ziehen brauchen. Es hat daher Interesse, zuzusehen, bei welchen Ansatzen 
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und Problemen der Unterschied der p, q, r und der Lagrangeschen Ge
schwindigkeitskoordinaten noch nicht hervortritt; wir losen dadurch aus 
der allgemeinen Theorie der Rotation eines starren Korpers einen relativ 
elementaren Teil hera us. In dieser Hinsicht ergibt sich zunachst folgende 
Zusammenstellung: 

1. Die Bedingungsgleichungen, welche gegebenenfalls die Beweglich
keit des Korpers im Unendlich-Kleinen einschranken, sind in den p, q, r 
ebenso linear, wie in den q/, '1", {}' (ygl. Gl. (33)). 

2. Der Unterschied verschwindet ferner bei den Fragen der Statik, 
insofern bei ihnen die p, q, r (und also auch die L, M, N) durchweg 
gleich Null zu setzen sind. 

3. Er verschwindet endlich in der Stof3theorie; in der Tat sind die 
Gleichungen (29), die den Zusammenhang des Impulses mit den erzeugten 
Geschwindigkeitskoordinaten p, q, r ergeben, ihrer Form nach von dem 
Umstande, daB die p, q, r nicht holonome Geschwindigkeitskoordinaten 
sind, durchaus unabhangig. 

Es sind dies einfach diejenigen Teile der Mechanik, welche der Auf
stellung der auf kontinuierliche Krafte beziiglichen Bewegungsgleichungen 
vorangehen. Hierzu tritt aber, wenn man approximative Rechnung zu
lassen will, noch ein vierter Punkt. Derselbe liegt Yor, wenn man die 
Theorie der klein en Schwingungen unseres starren Karpers um eine Gleich
gewichtslage behandelt, und dabei die ublichen Vernachldssigungen eintreten 
ldf3t. Man nimmt dann namlich an, daB man die in (32) rechter Hand 
auftretenden "Glieder zweiter Ordnung", also die (r M - qN) usw., gegen 

die iibrigen Glieder, also die ~~ und 1\, usw., yernachlassigen kann. Man 

erhalt solcherweise die vereinfachten Formeln: 
dL 
~~- = 1\ 
dt ' 

( 35) ~J'~ = M 
dt ' 
dN 
if=N, 

und diese hangen mit dem Ausdruck (28) der lebendigen Kraft in der 
Tat so zusammen, als wenn die p, q, r Lagrangesche Geschwindigkeits
koordinaten waren. 

Es steht iiberhaupt nichts im Wege, sofern man Glieder hoherer 
Ordnung vernachldssigen will, die p, q, r nach der Zeit genommenen 
exakten Differentialquotienten von Funktionen der rp, '1', {} gleichzusetzen. 
Wir werden eine unendlich kleine Drehung vor uns haben, wenn wit {} 
und rp + 'I' = X unendlich klein nehmen. Ersetzen wir dementsprechend 
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in (27) sin ~ durch ~, cos ~ durch 1, 'P" ~ durch - q/ . # und fP' + 'P' 
durch X', so kommt: 

(36) 

p = ~' cos fP - fP'· ~ sin fP 
d (o. COB <p) -----crr--

-'1' . '_Q d(-o.sih<p) q = -y sm fP - fP .y' cos fP = dt ' 

r= X' 

Hier sind # cos fP, - ~ sin fP, X die unendlich kleinen Winkel, durch welche 
der Korper von seiner Anfangslage aus um die Achsen 0 X, 0 Y, 0 Z ge
dreht ist. 

Die Aufzahlung der vorgenannten vier Punkte istfiir das Verstandnis 
der Ballschen Schraubenuntersuchungen von unmittelbarster Wichtigkeit. 
Wir diirfen vorgreifend erwahnen, daB die Schraubenkoordinaten p, q, r. 
u, v, w (wie iiberhaupt irgendwelche nicht-holonomeGeschwindigkeits
koordinaten) genau in den entsprechenden vier Fallen ebenfalls wie 
Lagrangesche Geschwindigkeitskoordinaten behandelt werden konnen. Und 
nun trifft es sich so, daB Ball in seinen urspriinglichen Untersuchungen 
tiber die Anwendung der Schraubentheorie auf die Mechanik der starren 
Korper gerade die vier hiermit bezeichneten Kapitel herausgegriffen hat. 
Und auch die weitere Frage, die er spater in Angriff nahm und von der 
noch genauer weiter unten die Rede sein soll, die Frage nach den jeweils 
vorhandenen permanenten Schrauben, laBt sich unter denselben Gesichts
punkt bringen. Dies ist gewiB nicht zufallig, sondern wohlbedacht, ent
sprechend der Auffassung, daf3 es in der Mechanik vor allen Dingen darauf 
ankommt, sich die jeweils einfachsten Beziehungen und Vorgange klarzu
machen. 

§ 10. 

Verwendung der Schraubenkoordinaten fiir allgemeine Kinetik 
der starren Korper. 

Das in § 7 Entwickelte liiJ3t sich nun Schritt fUr Schritt auf die 
Frage nach der Verwendung der Schraubenkoordinaten fiir die allgemeine 
Kinetik der starren Korper tibertragen. 

1. Wir fixieren die jeweilige Ortsanderung des starren Korpers durch 
irgend sechs Parameter, etwa so, daB wir wieder ein im Korper festes Koor
dinatensystem X Y Z einfUhren und dessen Lage gegen ein im Raume 
festes System xyz durch die Verschiebungskomponenten ~,'Yj, (; des An
fangspunktes und die drei Eulerschen Winkel fP, 'P, {} festlegen' (was 
freilich sehr unsymmetrische Formeln ergibt). Die auf das Koordinaten
system X Y Z bezuglichen Schraubenkoordinaten p, q, r, u, v, w der instan-
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tanen Geschwindigkeit werden sich danll in folgender Weise als lineare, 

nicht holonome Verbindungen der (, r/, (, 1jJ', 'IjJ', {)' darstellen: 

p = {)' cos IjJ + 'IjJ' sin {) sin 1jJ, q = - {}' sin IjJ + 'IjJ' sin {) cos IjJ , 

r == 1jJ' + 'IjJ' cos {) , 

u =~' ( cos IjJ cos 'IjJ - cos {) sin IjJ sin 'IjJ) 

(37) + r/ (cos IjJ sin 'IjJ + cos '& sin IjJ cos 'IjJ) + ( sin {} sinljJ, 

v = ( ( - sin IjJ cos ljJ - cos {) cos IjJ sin 'IjJ ) 

+ r/ ( - sin IjJ sin 'IjJ + cos {) cos IjJ cos 'I' ) + " sin {) cos 1jJ, 

w =~' sin {) sin 'IjJ - r/ sin {) cOS'IjJ + " cos {). 

Wir bezeichnen diese Gleichungen wieder als die kinematischen Gleichungen. 

2. Um nunmehr zu den kinetischen Gleichungen zu kommen, drucken 
wir erstlich die lebendige Kraft des Korpers durch die p, q, ~', u, v, w aua; 
wir erhalten erne quadratische Form mit konstanten Koeffizienten: 

(38) T = F (p, q,r, u, v, w). 

Wir berechnen ferner, gema/3 der erst en ZeiIe der Lagrangeschen Glei
chungen und dem Ausdruck (24) fUr dIe virtuelle Arbeit eines Krafte
systems, die Schraubenkoordinaten X, Y, Z, L, M, N des zum Geschwindig
keitszustande p, q, r, u, v, w geharigen Impulses durch die Formeln: 

(39) X=~T au' 
Y= aT 

ov ' 
Z= aT 

ow' 
L= aT M= aT N= aT op , oq , or . 

Wir iiberlegen endlich, daB diese Impulskoordinaten wahrend des Zeit
elementes dt aus zwei Grunden Anderungen erfahren, die sich superponieren, 
namlich durch die von auBen auf den Korper wirkenden Krafte, die zu
sammengenommen die Koordinaten 

-=,H,Z,A,M,N 
ergeben mogen, und durch die Bewegung des im Korper festen Koordi
natensystems mit dem Karper. Von hier aus erhalten wir: 

dd~ = ( r Y - q Z) + -=, a;; = ( w Y - v Z ) + (r M - q N) + A , 
dY dM 

(40) Tt=(pZ--rX)+H, a;r=(uZ-wX)+(pN-rL)+M, 

dZ dN 
Tt=(qX-pY)+Z, df=(vX-uY)+(qL-pM)+N, 

und dies sind die gesuchten kinetischen Gleichungen. 

3. An diese Entwicklung schlieBen sich dann genau diesel ben Be
merkungen wie in § 7, insbesondere auch, was die Berucksichtigung il'gend· 
welcher Bedingungsgleichungen angeht. 
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§ 11. 

Spezielle Ausfiihrungen zu den Entwicklungen des vorigen Paragraphen. 

Um die Entwicklungen des vorigen Paragraphen durch spezielle Aus
flihrungen zu belegen, ziehen wir zuvorderst den Fall eines isoiierten, frei 
beweglichen Korpers heran. Die Sache wird dann eminent einlach, verliert 
aber zugleich einen guten Teil ihrer spezi{iscMn Bedeutung. Wir legen den 
Anfangspunkt des Koordinatensystems in den Schwerpunkt des Korpers. Die 
lebendige Kraft (38) nimmt dann bekanntlich folgende einfache Form an: 

(41) T=.!f(u 2 +v2 +w2 )+f(p,g,r), 

unter f eine quadratische Form der beigesetzten Argumente mit konstailten 
Koeffizienten verstanden. Die Impulskoordinaten (39) werden daraufhin 

(42) X=mu, Y=mv, Z=mw, L= of M= of N= or. a p , oq' or 
Es nehmen daher die letzten drei Gleichungen ( 40 )folgende einfache Form an: 

r ~~ = (rM-gN)+ A, 

( 43) 1 dd~ = (pN - r L) + M, 

dN 
de = (pL-pM)+ N. 

Wollen wir nun noch Yoraussetzen, da.13 die A, M, N nur von den cp, "1', {) 
(nicht von den ~, 'Yj, C) abhangen, so haben wir ersichtlich zur Bestimmung 
der p, g, r, d. h. der Drehung um den Schwerpunkt, genau denselben Ansatz, 
den man von jeher benutzt hat. Das Eigenartige der Schraubentheorie 
entschwindet; man wird das Problem am einfachsten so weiter bAhandeln, 
daB man nach Bestimmung der Drehung um den Schwerpunkt die fort
schreitende Bewegung des letzteren direkt bestimmt, d. h. die gewohnlichen 
Bewegungsgleichungen £iir die ~, 'Yj, C aufstellt. Die Schraubentheorie 
erleidet hier also so zu sagen einen Mil3erfolg. An diesem MiBerfolg mag 
es liegen, daB sich die Schraubentheorie die groBe Geltung, welche sie 
zweifellos fiir die Mechanik der starren Korper besitzt, immer nur erst 
partiell hat erringen konnen. Gabe es in der M echanik der starren K 6rper 
keine anderen A ulgaben. als die gerade besprochenen, so ware es Uber
{lussig, eine besondere Schraubentheorie zu entwickeln. 

Es gibt aber andere Aufgaben die Menge. Ich nenne hier die Bewegung 
eines starren Korpers in einem widerstehenden Mittel (wo die A, M, N 
gewiB nicht von den cp, "1', {) allein abhangen), ferner aber die Bewegung 
einesstarren Korpers, der gezwungen ist, auf anderen starren Korpern zu 
rollen oder zu gleiten. 
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lch mochte hier insbesondere auf dasjenige Problem hinweisen, bei 
welchem die Schraubentheorie bislang die gllinzendste Verwendung gefunden 
haben durfte, das Problem von der Bewegung des starren K orpers in einer 
reibungslosen inkompressiblen FlUssigkeit 15). Die lebendige Kraft des aus 
Korper und Flussigkeit gebildeten Systems kann in diesem FaIle ohne 
wei teres in der Form (38) angeschrieben werden, worauf die gesamten 
Entwicklungen des vorigen Paragraphen Platz greifen. Diese Entwicklungen 
sind in der Tat nichts anderes als eine Transskription der Anslitze, welche 
Lord Kelvin und Kirchhoff ursprunglich flir den Korper in Flussigkeit 
gemacht haben; man vergleiche die Darstellung bei Lam b, Hydrodynamics 
(Cambridge, 1895; Kap. 6) der sich direkt an die Ausdrucksweise der 
Schraubentheorie anschlie13t, sowie das Referat von Love in IV, 15 und 
IV, 16 der Mathematischen Enzykloplidie (1901). Die verschiedenen Formen, 
welche die lebendige Kraft T je nach der Symmetrie des in die Flussigkeit 
getauchten Korpers annimmt, der jeweilige Zusammenhang zwischen der 
instantanen Geschwindigkeitsschraube und der Impulsschraube, endlich die 
resultierende Bewegung des Korpers selbst sind ebenso viele Gegenstande, 
welche sich auch fur eine anschaulich-geometrische Diskussion im Sinne 
der Ballschen Schraubentheorie vorzuglich eignen durften. Es wurde dies 
eine direkte und doch nicht triviale Weiterbildung von Poin sots beruhmten 
Untersuchungen uber die Rotation eines starren Korpers urn einen £esten 
Punkt sein. Hierzu wolle man insbesondere die Arbeit von Minkowski 
in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie von 1888 vergleichen. 

§ 12. 

Abschlie1lende Bemerknngen tiber die mechanischen Kapitel des 
Ballschen Werkes. - Verallgemeinernngen des in § 7 und § 9 

gegebenen Ansatzes. 

Es wurde bereits in § 8 hervorgehoben, daB die Untersuchungen tiber 
die Mechanik der starren Korper, welche Ball in seinem Werke ausflihrt16), 

einen tibereinstimmenden Charakter zeigen: es han de It sich bei B a II 
durchweg urn solche Fragen, bei denen die Schraubenkoordinaten p, q, 1', 

15) Leider ist die mathematische Eleganz dieser Untersuchungen kein MaBstab 
flir ihre physikaIische Wichtigkeit; vielmehr ist das praktische Geltungsgebiet der
selben wegen der in allen Fallen vorhandenen Fllissigkeitsreibung und der bei groBeren 
Geschwindigkeiten auftretenden turbulenten Bewegungen ein sehr geringes. 

16) Nur von (liesen mechanischen Entwicklungen des Ballschen Werkes ist im 
vorliegenden Artikel die Rede, nicht von den anschlieBenden geometrischen. Ich mochte 
aber nicht unterlassen anzufiihren, daB Herr Ball die geometrischen Fragen neuer
dings in einer besonderen Abhandlung in den Transactions der R. Irish Academy 
(vol. 31, part 12, Dublin 1901) weiter verfolgt hat; dieselbe tragt den Titel: Purther 
developments of the geomdrical theory of six screws. 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 34 
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u, v, w der instantanen Geschwindigkeit uie Lagrangesche Geschwindig
keitskoordinaten benutzt werden kannen. Ich habe dies hier nur noch 
betreffs der letzten ]'rage, die in § 8 genannt wurde, der Frage nach 
den jeweiligen permanenten Schrauben auszufiihren. Dies gelingt in ein
fachster Weise im AnschluI3 an die kinetischen Gleichungen (40). Man 
findet namlich, daI3 es sich bei Ball dabei urn die Aufsuchung solcher 
Werte der p, q, r, u, v, w bez. cp, 'IjJ, {),~, 'Yj,?; handelt, fur welche die 
rechten Seiten der kinetischen Gleichungen ( 40) verschuinden,. es bleiben 
dann die X, Y, Z, L, M, N des Impulses und also auch die p, q, r, u, v, w 
wenigstens fiir ein Zeitelement konstant, und eben deshalb spricht Ball 
in einem sol chen FaIle von einer permanenten Schraube. Ais einfache 
Beispiele mochte ich anfiihren Staudes permanente Drehachsen eines urn 
einen Punkt rotierenden schweren Korpers ( Journal fiir Mathematik, 
Bd.113, 1894), sowie Kirchhoffs Theorem, daI3 bei jedem Korper in 
einer reibungslosen, inkompressiblen Fliissigkeit bei Abwesenheit auJ3erer 
Krafte drei zueinander senkrechte Richtungen gleichformiger Translation 
existieren. Die samtlichen FaIle stationarer Bewegung, welche in dem ge
nann ten FaIle bei dem Korper in Fliissigkeit auftreten konnen, diskutiert 
Minkowski 1. c. In diesen Beispielen sind zugleich die p, q, r, u, v, w 
nicht nur zeitweise, sondern dauernd konstant, so daB man von Permanenz 
der bez. Schrauben im vollsten Sinne des W ortes reden kann. 

Letzterer Umstand hangt ersichtlich mit der Tatsache zusammen, daB 
die Drehungen urn einen Punkt, wie andererseits die Bewegungen eines 
freien Korpers eine Gruppe bilden: gehort eine unendlich kleine Bewegung 
der Gruppe an, so auch die endliche Bewegung, welche aus ihr durch 
unendlichmalige Wiederholung entsteht. DaB dies bei der Bewegung starrer 
Korper keineswegs immer der Fall ist, zeigt das einfache Beispiel eines 
auf einer Ebene rollenden Zylinders. Hier treten daher die in § 5 genannten 
Gruppen vonBewegungen (bez. die mit ihnen verkniipften linearen Schrauben
systeme von "selbstandiger gruppentheoretischer Bedeutung") in charakte
ristischer Weise in den V ordergrund. In der Tat laI3t sich die Kinetik 
aller dieser Gruppen genau so in Ansatz bringen wie in § 7 die Kinetik 
der Drehungen urn einen Punkt und in § 9 diejenige der freien Bewegungen 
(eines starren Korpers); man wird sagen konnen, daB in allen diesen 
Fallen die Methode der Eulerschen Gleichungen eine naturgemaBe Ver
allgemeinerung findet1 7). Die Gesamtheit der Bewegungen, welche ein 

17) Diese Bemerkungen stehen in naher Beziehung zu gewissen allgemeineren 
Betrachtungen tiber dynamische Probleme, die Herr Volterra in den Jahren 1899 
bis 1900 in den Atti di Torino veroffentlichte; siehe insbesondere den Aufsatz: Sopra 
una classe di equazioni dinamiche in Bd. 33 und den anderen: Sopra una classe di 
moti permanenti stabili in Bd. 34. 
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starrer Korper nach der Natur der ihm auferlegten Bedingungen gegebenen
falls ausfiihren kann, ist immer in einer kleinsten Gruppe von Bewegungen 
enthalten. Es diirfte sich empfehlen, die kinetischen Gleichungen fiir den 
Korper jeweils so aufzustellen, daB man diese Gruppe als Ausgangspunkt 
nimmt, also fiir sie "kinematische Gleichungen" und das Analogon der 
E u 1 e r schen Gleichungen aufstellt. 

Gottingen, den 3. September 1901. 

Nachtragliche Bemerkungen 1S). 

Den vorstehenden Artikel, der die Bedeutung der Ballschen Schraubentheorie 
fiir das Gesamtgebiet der Meohanik zusammenhangend darlegen und zugleich begrenzen 
soli, habe ioh s. Z. verfaBt, weil es mir bei der Redaktion des Bandes IV der Mathe
matischen Enzyklopadie (der die Meohanik behandelt) erwiinscht war, eine derartige 
Darstellung zur Hand zu haben; ioh verweise in dieser Hinsicht auf den ArtikellV, 2 
(Timerding, geometrisohe Grundlegung der Mechanik eines starren Korpers (1902» 
und IV,6 (Stackel, elementare Dynamik; erscheint demnachst). Wenn ich jetzt 
diesen Artikel in den Math. Annalen wieder abdrucke, so geschieht es, weil das 
Klassifikationsprinzip des § 1, dem ioh allgemeine Bedeutung beilege, mit den sich 
daran anschlieBenden Einzelausfiihrungen seither nicht so beachtet scheint, wie ich es 
fiir riohtig halte. 

Vielleicht darf ich iiber die historische Entstehung dieses Prinzips hier folgendes be
merken. Der Gedanke, aile vorkommenden GroBen nach ihrem Verhalten bei beliebigen 
linearen Transformationen zu klassifizieren, durchzieht bekanntlich die ganze Invarianten
theorie und liegt bereits den ersten invariantentheoretischen Arbeiten von Cayley 
und Sylvester zugrunde. In meinem Erlanger Programm (1872) wurde sodann der 
Gesichtspunkt aufgestellt, daB die Gesamtheit der linearen Transformationen nur ein 
Beispiel irgendeiner anderen Gruppe von Transformationen ist, denen man die je
weiligen Urvariabelen unterworfen denken mag. In Physik und Mechanik hat man 
allen AnlaB, als solche Gruppe eben die Hauptgruppe der riiumlichen Anderungen, 
d. h. den Inbegriff der Bewegungen des Raumes und seiner Ahnlichkeitstransforma
tionen zu wahlen, und es ergibt sioh dann durch sinngemiiBe tl'bertragung der Auf
fassungsweise der lnvariantentheoretiker das Klassifikationsprinzip des § 1 mit Not
wendigkeit. Ich habe dasselbe dementsprechend seit Jahren in meinen Vorlesungen 
zur Geltung gebracht, worauf auoh Hr. Abraham in dem Enzyklopiidieartikel IV, 14 
(Geometrisohe Grundbegriffe fiir die Mechanik der deformierbaren Korper (1901», 
wo er das in Rede stehende Klassifikationsprinzip durchweg anwendet, ausdriicklich 
Bezug nimmt. 

1m iibrigen ergibt sich, wie ich ausdriicklich hervorheben mochte, eben nach 
den Grundsiitzen meines Erlanger Programms, fiir die Darlegung und die Durch
fiihrung des Prinzips eine gewisse Latitiide. Um dies nur nach einer Seite auszu
fiihren: die nHauptgruppe" der riiumlichen Anderungen ist eine Untergruppe in der 
Gesamtheit der affinen Transformationen. Man kann unsere Klassifikationen also in 
der Weise durchfiihren, daB man zunachst ein Schema der affinen Klassifikation auf
stellt und in dieses dann die feineren Einzelheiten der metrischen Klassifikation erst 
hinterher einordnet. Eine wisSenBchaftliche Notwendigkeit, so vorzugehetU, besteht aber 
keineswegs. Ich hebe dies hervor, um zu der Meinungsverschiedenheit Stellung zu 

18) [Beim Abdruck in den Math. Ann., Bd. 62 (1906) hinzugefiigt. Das auBer
ordentlich reichhaltige Stiickelsche Referat ist 1908 erschienen.] 

34'" 
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nehmen, welche bei den neueren Diskussionen iiber die Grundlagen der Vektorenrechnung 
zwischen den Herren Mehmke und Prandtl hervorgetreten ist (Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung; Bd. 13, 1903). 

Ich zitiere zum Schlu13 gern noch einige neuerdings erschienene Literatur, die 
zu den vorstehend wiederabgedrucktenEntwicklungen in niiherer Beziehung steht. 

Zuniichst ein Lehrbuch der analytischen Geometrie, in welchem die Unterscheidung 
der projektiven, affinen und metrischen (oder, wie die Autoren sagen, iiquiformen) 
Geometrie in dem hier in Betracht kommenden Sinne von vornherein mit Konsequenz 
durchgefiihrt wird. Es ist dies das Lehrbuch von Heffter und Kohler (Leipzig, 
erster Teil, 1905). 

Sodann, was Untersuchungen iiber Schraubentheorie angeht, vor allen Dingen die 
nun vollendete Geometrie der Dynamen von Study (Leipzig, 1903) die neben vielem 
anderen Neuen, was iiber den Bereich des vorstehend abgedruckten Aufsatzes hinaus
liegt, insbesondere eine viillig durchgefiihrte Diskussion der verschiedenen Arten der 
linearen Schraubensysteme enthalt. Ferner die Untersuchungen von Griin wald in den 
Banden 48, 48 und 52 der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik (1901,1902,1905), 
deren Titel ich hier wenigstens anfiihren will: 

1. Sir Robert Ball s Iineare Schraubengebiete, 
2. Zur Veranschaulichung des Schraubenbiindels, 
3. Darstellung aller Elementarbewegungen eines starren Kiirpers von beliebigem 

Freiheitsgrad. 
Endlich, was die am Schlusse meines Aufsatzes benutzte Untersuchung holonomer 

und nichtholonomer Geschwindigkeitskoordinaten angeht, die neuesten Publikationen: 
Hamel, Die Lagrange-Eulerschen Gleichungen der Mechanik (in Bd. 50 der 

Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 1903), und Appell, Traite de Mecanique 
rationnelle, 2. Band, 2. Auflage (Paris 1904). 

Gottingen, im Mai 1906. 



XXX. Ober die geometrischen Grumllagen der Lorentz
gruppe. 

Vortrag, gehalten in der Gottinger Mathematischen Gesellschaft am 10. Mai 1910. 
[Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 19 (1910).] 

Sie haben aIle in mehr oder minder bestimmter Form davon gehort, 
dal3 sich die Theorie der Lorentzgruppe oder, was dasselbe ist, das mo
derne Relativitatsprinzip der Physiker in die allgemeine Lehre von der 
projektiven Maf3bestimmung einordnet, wie sich diese im Anschlul3 an 
Cay ley s grundlegende Arbeit von 1859 entwickelt hat. Es entsprach 
noch einer Verabredung mit unserem verstorbenen Freunde Minkowski, 
dal3 ich diese Sachlage im verflossenen Wintersemester in meiner Vor
lesung liber projektive Geometrie des naheren ausfUhrte, bzw. als das ab
schliel3ende Ergebnis meiner Vorlesung hervortreten liel3. Die Lehre von 
der projektiven Mal3bestimmung, die schon nach so manchen Seiten hin 
grundlegend geworden ist, gewinnt hier eine neue und liberraschende 
Anwendung, wahrend sich andererseits die modernen Entwicklungen der 
Physiker, die dem Neuling so leicht den Eindruck des Paradoxen machen, 
sozusagen als Korollare eines allgemeinen seit lange wohlgeordneten Ge
dankenganges erweisen. Es kann nichtfehlen, dal3 dieses Zusammentreffen 
zweier nach ihrer historischen Entstehung ganzlich getrennter Gedanken
kreise nach beiden Seiten hin in hohem Mal3e anregend wirken mul3; ich 
hoffe um so mehr auf einiges Interesse hierflir gerade auch seitens der 
Physiker, als die Geometer schon mancherlei Einzelresultate herausgearbeitet 
haben, die sich in der Werkstatte der theoretischen Physik nunmehr als 
wiIIkommene Hilfsmittel bewahren m6chten. 

Wenn ich nun heute unternehme, Ihnen das Gesagte nach seinen 
wesentlichen Grundlinien naher auszuflihren, so stehe ich allerdings vor 
einer grol3en Schwierigkeit: ich werde nicht umhin konnen, den Gruppen
begrifJ sowie gewisse fundamentale Begriffsbildungen der projektiven Geo
metrie, wie homogene Punkt- und Ebenenkoordinaten, die den linearen Sub
stitutionen dieser Koordinaten entsprechenden Kollineationen, endlich fUr 
jede aus Kollineationen gebildete Gruppe das Vorhandensein einer zu-
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gehOrigen 1 nvariantentheorie, - dies alles wohlverstanden fiir Gebiete 
von belie big viel Dimensionen - als gelaufig vorauszusetzen, wahrend ich 
doch recht gut weiJ3, daJ3 nicht nur die zahlreich anwesenden Physiker, 
die ich hier als Giiste besonders willkommen heiJ3e, sondern auch die 
Mehrzahl der jiingeren Fachmathematiker, die unserer Gesellschaft an
gehOren, sich mit diesen Dingen sozusagen nur per distans beschaftigt 
haben. Viele von Ihnen sind bisher zweifellos der Meinung gewesen, daJ3 
die projektive Geometrie, nachdem sie so lange im Vordergrunde der 
mathematischen Produktion stand, heute doch nur die Bedeutung einer 
mathematischen Spezialdisziplin beanspruchen kanne. Da ist es ja an sich 
sehr niitzlich, daJ3 mein heutiger Vortrag der entgegengesetzten Auffassung 
Ausdruck geben muJ3, daJ3 namlich die projektive Geometrie im Rahmen 
der von uns allen anzustrebenden mathematischen Gesamtbildung als 
gleichwertig anzusehen sei mit anderen grundlegenden Fachern, wie etwa 
Algebra oder Funktionentheorie. Aber dieses ideale Moment. kann doch 
die Schwierigkeit, die sich aus dem tatsachlichen .Fehlen ausreichender 
Vorkenntnisse ergibt, nicht aus der Welt schaflen. Ich greife also zu der 
Methode, die unter derartigen Umstanden noch am ehesten Erfolg ver
spricht: daf3 ich Ihnen die Dinge nach ihrem historischen Werdegang 
'Vorjiihre, und muJ3 Sie iibrigens bitten, daJ3 Sie dabei die Lebhaftigkeit, 
mit der ieh von der Wichtigkeit des projektiven Denkens spreche, als 
ein Aquivalent fiir die fehlende Ausfiihrlichkeit in den Einzelangaben hin
nehmen. 

Ieh beginne, dem Gesagten entsprechend, damit, daJ3 ich Ihnen 
Cayleys Originalarbeit von 1859 vorlege, die sechste einer Reihe von Ab
handlungen, in denen Cay ley damals seine Auffassungen und Kenntnisse 
auf dem Gebiete der Invariantentheorie linearer Substitutionen zusammen
gefaBt hat (a sixth memoir upon Quantics, Bd. 149 der Philosoph. Trans
actions der R. Society, - Bd. 2 der Werke, S. 561 fl.). Beim Durch
blattern werden Sie zunachst keinen besonderen Eindruck haben, weil vor 
allen Dingen Einzelheiten liber quadratische Formen entwickelt werden; 
es ist aber doch einfach, die Fragestellung und ihre glanzende Beantwortung 
herauszuheben. Die Entwicklung der Geometrie in der ersten Halfte des 
vorigen Jahrhunderts hatte dahin gefiihrt, den Gesamtinhalt der Raum
lehre in zwei verschiedene Gebiete zu sondern: die Geometrie der Lage 
(deskriptive Geometrie), die von solchen Eigenschaften der Figuren handelt, 
welche bei beliebigem Projizieren ungeandert erhalten bleiben, und die 
Geometrie des MaBes, deren Grundbegrifle (Abstand, Winkel usw.) diese 
Invarianz keineswegs besitzen. Diese Trennung hatte sich im Bewu/3tsein 
der damaligen Mathematiker £estgesetzt, trotzdem bereits Poncelet die 
entscheidende Bemerkung gemacht hatte, daB, fiir eine allgemeine Auf-
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fassung, die Kreise der Ebene und die Kugeln des Raumes also die 
Hauptobjekte der metrischen Betrachtung - als Kegelschnitte, bzw. FHichen 
zweiten Grades angesehen werden konnen, die mit dem Unendlichweiten 
der Ebene, bzw. des Raumes ein bestimmtes durch eine Gleichung zweiten 
Grades gegebenes, imaginares Gebilde gemein haben, - die sogenannten 
Kreispunkte der Ebene, bzw. den Kugelkreis des Raumes. Nun ist 
Cayleys Leistung, erkannt zu haben, daB in dies en Ponceletschen Aus
sagen das MIttel gegeben ist, die genannte Trennung der Geometrie in 
zweierlei einander fremde Disziplinen wieder riickgangig zu machen, oder 
vielmehr sie durch eine prinzipiell andere Auffassung zu ersetzen. Sein 
Resultat ist, - wie aIle grundlegenden Gedanken der mathematischen 
Wissenschaft --, au/3erst einfach: aIle Ma/3beziehungen geometrischer 
Figuren konnen ohne wei teres als projektive Beziehungen aufgefaBt werden, 
8o/ern man den Figuren - je nachdem sie eben oder raumlich sind -
die K reispunkte, bzw. den K ugelkreis hinzu/ugt,. die MaBgeometrie er
scheint so als dasjenige Stiick der projektiven Geometrie, das von Figuren 
handelt, bei den en das Paar der Kreispunkte, bzw. der Kugelkreis be
teiligt ist. 

Diese Aussage wird sehr viel deutlicher werden, wenn ich einige ein
fachste Formeln schreibe. 

Zunachst nur in der Ebene. Seien x, y gewohnliche rechtwinklige 

Punktkoordinaten. Wir setzen, homogen mach end, x = Xl, Y = X2; wir 
X3 X3 

nennen ferner u 1 ' u2 , u3 die homogenen Koordinaten der durch die Gleichung 
U1X1 + U 2 X 2 --l- uaxa = 0 dal'gestellten geraden Linie. Das Kreispunkte
paar ist dann in Punktkool'dinaten durch die Nebeneinanderstellung der 
beiden Gleichungen 
(1) X3 = 0, xi + x; = 0 
gegeben, in Linienkoordinaten aber als Umhlillungsgebilde aller Geraden, 
welche die eine Gleichung 
(2) ui + u; = 0 
erfiillen. - Man beachte nun, um bei dem Einfachsten zu bleiben, die 
Formel fiir die Entfernung zweier Punkte 

r = Y(x _ X)2 + (y _ y)2 . 

Wir schreiben, homogen machend: 

und erhalten: 

(3) 

x = Xl 

xa' 
X2 y=;;-; 

a 
X=Yl 

Ya' 
y=yg 

Ya 

Hier verschwindet der Zahler, wenn die beiden gegebenen Punkte mit 
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einem der Kreispunkte auf gerader Linie liegen, der Nenner, wenn einer der 
gegebenen Punkte auf der Verbindungslinie der beiden Kreispunkte liegt. 
Beides sind projektive Eigenschaften der von den gegebenen zwei Punkten 
und den Kreispunkten gebildeten Gesamtfigur! Algebraisch aber folgt 
hieraus (wie ich unmoglich naher ausfiihren kann), daB der Ausdruck r 
sich nur um einen konstanten Faktor andert, wenn man unsere vier 
Punkte gleichzeitig einer beliebigen Kollineation unterwirft. Deshalb 
nennt man r eine Invariante unserer vier Punkte gegeniiber der Gesamt
heit aUer Kollineationen, oder auch eine "simultane Invariante" der zwei 
zunachst gegebenen Punkte und der in (1) bzw. (2) linker Hand stehen
den algebraischen Formen. Der Inhalt der projektiven Geometrie der 
Ebene ist aber, algebraisch zu reden, nichts anderes, als die Lehre von 
den Invarianten, welche irgendwelche ebene Figuren gegeniiber der Ge
samtheit der eben en KoUineationen besitzen, insbesondere auch von den 
Relationen, welche solche Invarianten untereinander aufweisen mogen; es 
ordnen sich also aIle Satze, die zwischen den Entfernungen irgendwelcher 
Punkte der Ebene bestehen mogen, in die projektive Geometrie ein. -

1m Raume ist die Sache nur durch die vermehrte Zahl der Koordi
nat en komplizierter. Seien x, y, z gewohnliche rechtwinklige Koordinaten 

so setzen wir, homogen machend, x = Xl, Y = -~, z = Xa. Der "Kugel-
x. x. x. 

kreis" ist dann in Punktkoordinaten durch das Gleichungspaar 

( 4) x4 = 0, xi + xi + xi = 0 

gegeben, in zugehorigen Ebenenkoordinaten (ul , u2 ' us' u4 ) aber durch 
die eine Gleichung: 
( 5 ) ui + u; + ui = 0 . 
Man betrachte wieder den Ausdruck fiir die Entfernung zweier Punkte. 
lndem wir letzteren die homogenen Koordinaten Xl: X 2 : Xs : X 4 und 
Yl : Y2: Ys : Y4 erteilen, erhalten wir 

V(xl Y4 - YIX.) 2 + (X2 Y4 - Y2 X.) 2 + (Xa Y. - Y3X.)" 
J' = --- --

X.Y4 

und kniipfen an diese Formel Erorterungen, die den soeben an (3) an
geschlossenen ganz ahnlich sind. -

Die vorstehenden Andeutungen werden geniigen, um den Sinn von 
Cay ley s grundlegender Arbeit einigermaBen verstandlich zu machen. Ich 
darf nun einen Augenblick von den Dberlegungen reden, die ich in meinem 
Erlanger Antrittsprogramm 1872 entwickelt habel). Bei Cayley ist 

I) "Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen", ab
gedruckt in Bd. 43 der Math. Annalen und anderswo. :~. Abh. XXVII dieser Aus
gabe. 
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Immer nur von Invarianten gegenliber der Gesamtheit der Kollineationen 
des gerade in Betracht kommenden Gebietes die Rede. Demgegenliber 
betonte ich damals, daJ3 man ebensowohl von Invarianten gegenliber einer 
U ntergruppe von Kollineationen reden konne. Von hier aus ergab sich 
eine neue Beleuchtung des Wesens der metrischen Geometrie und der 
hierauf bezliglichen Oayleyschen Auffassung. Es ist eine triviale Be
merkung, daJ3 alle Aussagen der metrischen Geometrie unabhangig von 
der Lage und von der absoluten GroJ3e der Figuren bestehen und eben 
hierdurch gegenliber den Aussagen individuellen Inhaltes, wie man sie in 
der Topographie aufstellt, charakterisiert werden konnen. Man wird dies 
modern-mathematisch in der Weise ausdrlicken, daJ3 man zunachst zwei 
nahe miteinander verwandte Gruppen kollinearer Umformungen einflihrt: 
die Gruppe der Bewegungen und U mlegungen und die umfassendere Gruppe 
der Ahnlichkeitstranstormationen (die Gruppe der "kongruenten" und die 
Gruppe der "aquiformen" Transformationen nach der von Heffter und 
K 0 e h I er in ihrem Lehrbuch eingeflihrten Ausdrucksweise) 2), und nun sagt: 
die metrischen Eigenschaften sind dadurch charakterisiert, daJ3 sie relativ zu 
dies en Gruppen invariant sind. Wir haben danach: Metrische Geometrie und 
projektive Geometrie kommen beide aut das Studium einer I nvarianten
theorie herau8, und ihre gegenseitige Beziehung liegt darin, dafJ die 
Gruppe der metrischen Geometrie eine Untergruppe der zur projektiven 
Geometrie geh6rigen Gruppe ist. 

Ein paar einfache Formeln werden diesen Sachverhalt verdeutlichen 
und noch weiter gliedern. Wir mogen in der Ebene bleiben und der 
Einfachheit halber gewohnliche (nicht homogene) rechtwinklige Koordi
naten x, y gebrauchen. Schreiben wir dann 

(7 ) f x: = all x + a12 Y + a 13 , 

l Y = a21 x + U 22 Y + a2:l , 

und betrachten hier die all' ... , U 23 als beliebig veranderliche GroJ3en, so 
haben wir die secbsparametrige Gruppe der sogenannten atfinen Trans
formationen vor uns. Aus ihr entsteht die vierparametrige Gruppe der 
aquiformen Transformationen, wenn man verlangt, daJ3 dX'2 + dy'2 bis 
auf einen Faktor mit dx 2 + dy2 iibereinstimme. Es ist dies dann und 
nur dann der Fall, wenn die Bedingungen erflillt sind: 

wenn also die Matrix 

I all a12 I 
' , 

a21 a22 I 

2) Lehrbuch der analytischen Geometrie, Bd. 1, Leipzig 1905. 
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wie man sagt, orthogonaF') ist. Die dreiparametrige Gruppe der kon
gruenten Transformationen aber entsteht, wenn man die Determinante 

a ' 
I C~l1 

a21 

12 i gleich ± 1 setzt. 
a22 ! 

Es wird daIm dX '2 + d y' 2 = dx 2 + dy2. -

Wir schreiben endlich die allgemeinsten Kollineationen der Ebene an: 

r x' = a 11 x + a '2 Y + a '3 

t u31x+a32y+a3:J' 

I a 21 x + a22 Y + a 23 y = ------ --- ---. 
a 31 x + a 32 Y + a 33 

(8) 

Man erkennt nun ohne Mtihe: 
Die Gruppe der ajfinen Transjormationen (7) 

Kollineationen, welche eine bestimmte gerade Linie, 
jeme Gerade, in sich transjormieren. 

besteht aus denjenigen 
niimlich die unendlich 

Die Gruppe der iiquijormen Transjorrnationen -aber besteht aus den 
Kollineationen, welche ein bestimmtes auj dieser geraden Linie liegendes 
Punktepaar, eben das Kreispunktepaar, ungeiindert lassen. 

Geometrisch nicht ganz so einfach ist die Definition der Gruppe der 
kungruenten Transformationen. Wir begntigen uns hier mit der alge
braischen Oharakterisierung: es sind die aquiformen Transformationen, 
deren vorbezeichnete Determinante gleich ± 1 ist. Die aquiformen Trans
formation en sind nattirlich eo ipso affin. 

SolI ich einftigen, daB man nun - als Mittelglied zwischen projek
tiver Geometrie und metrischer Geometrie - eine ajfine Geometrie de
finieren kann, welche aIle diejenigen Eigenschaften ebener Figuren be
handelt, die bei der Gruppe (7) invariant sind 1 Wir hatten dann dreierlei 
Geometrien zu vergleichen, von denen projektive und metrische Geometrie 
die beiden extremen FaIle sind. Die Systematik wtirde dadurch gewinnen, 
die Darstellung aber unnotig schlepp end werden, weil mehreremal im 
Grunde dasselbe zu sagen ware. So solI also weiterhin in der Haupt
sache doch nur von projektiver und metrischer Geometrie die Rede sein 
und der affinen Geometrie, die allerdings zum SchluB besonders hervor
treten wird, nur beilaufig gedacht werden. -

In diesem Sinne unterscheide ich also nur zwischen der elementaren 
(direkten) Behandlung der metrischen Beziehungen und der durch Oayley 
angebahnten projektiven. Und dieser Unterschied formuliert sich (im 
Sinne des Erlanger Programms) dahin: "Die projektive (hOhere) Behand
lung sucht die invariant en Beziehungen, welche die vorzugebenden Figuren 
nach Hinzujiigung der Kreispunkte gegentiber der Gesamtheit der Kalli-

3) Der Term ist hier so gebraucht, daB die Almlichkeitstransformationen als mit 
eingeschlossen gelten (also auf den Zahlenwert der Determinante der a/k kein Gewicht 
gelegt ist). 
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neationen besitzen; die elementare Behandlung die invarianten Beziehungen, 
welche die Figuren als solche gegeniiber del' engeren Gruppe derjenigen 
(aquiformen und kongruenten) Kollineationen besitzen, welche die Kreis
punkte in sich iiberfiihren." 

Nun bin ich mit diesen allgemeinen Vorbetrachtungen zu Ende und 
ich bitte Sie nul', insbesondere folgenden Gedanken festzuhalten: Invarianten
theorie ist ein relativer Begriff; man kann gegeniiber jeder Gruppe von 
Transformationen von einer zugehorigen lnvariantentheorie sprechen. Diesel' 
Gedanke ist so selbstverstandlich, daB er in den verschiedensten Anwendungs
gebieten und so auch in riel' theoretischen Physik iiberall spontan hervor
tritt. Die Terminologie, durch die er zum Ausdruck gebracht wird, ist 
natiirlich je nach den Gebieten eine sehr verschiedene. Denn die Forscher 
verschiedenel' Art, und so auch die Physiker, haben bei ihren Arbeiten 
nicht die Zeit und vieI£ach auch nicht die Gelegenheit, nachzusehen, ob 
irgendwelche begriffliche Ansatze, deren sie bediirfen, sichin den Vorrats
kammern del' reinen Mathematik bereits fertig ausgebildet vorfinden, sie 
verfahren daher so - und es bringt dies eine gewisse Frische ihrer 
Gedankengange mit sich -, daB sie sich die mathematischen Instrumente, 
deren sie bediirfen, von Fall zu Fall selbst anfertigen. Die spatere Ver
standigung mit den ziinftigen Mathematikern, die mil' aUerdings eine 
wichtige Sache zu sein scheint, wei! sie die Gedanken prazisiert und allerlei 
Zusammenhange aufdeckt, verIangt dann VOl' allen Dingen eine Dbersetzung 
del' hier und dort gebrauchten Ausdrucksweisen in die Sprache des anderen. 
So will ich hier vorgreifend den Satz aussprechen: 

"Was die modernen Physiker Relativitiitstheorie nennen, ist die In
variantentheorie des vierdimensionalen Raum-Zeit-Gebietes, x, y, z, t (del' 
Minkowskischen "Welt") gegeniiber einer bestimmten Gruppe von Kolli
neationen, eben del' "Lorentzgruppe"; - odeI' allgemeineI', und nach del' 
anderen Seite gewandt: 

"Man konnte, wenn man Wert darauf legen will, den Namen ,In
variantentheorie relativ zu einer Gruppe von Transformationen' sehr wohl 
dureh das Wort ,Relativitatstheorie beziiglich einer Gruppe' ersetzen." 

Ieh behandele nunmehr einiges betreffend die rein mathematischen 
Untersuchungen, die sieh s. Z. an Cayleys Abhandlung anschlossen. Das 
ist in del' Tat die historische Stellung diesel' hervorragenden Arbeit, da/3 
sie nicht nul' das alte Problem von del' Beziehung zwischen metriseher 
Geometrie und projektiver Geometrie entscheidend beantwortete, sondern 
damit zugleich eine neue Fragestellung, die nach den verschiedensten 
Richtungen folgenreich werden soUte, in den Vordergrund brachte. Die 
metrische Geometrie erwaehst aus del' projektiven, wenn man die Kreis-
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punkte, gegeben durch die Gleichung u; + u: = 0 (oder, im Raume, 
den Kugelkreis, gegeben dureh die Gleiehung u; + u: + u: = 0) himm
nimmt. Was wird gesehehen, wenn man statt dessen irgendeine Gleickung 

zweiten Grades SSaik~£iuk = 0 in sinngemaI3er Weise zugrunde legt? 

Bleiben wir bei der Ebene, wo unsere neue Gleiehung irgendeine 
Kurve zweiter Klasse vorstellt. Fur den projeHiven Geometer zerfallen 
dlese Kurven in fUnf versehiedene Arten, die ich hier aufzahle, indem ieh 
mil' statt des seither benutzten reehtwinkligen Parallelkoordinatensystems 
jeweils ein geeignetes Dreieekkoordinatensystem ( dessen "Linienkoordinaten" 
ebenfalls u l : U 2 : u3 genannt werden) zugrunde gelegt denke. Die Liste 
ist folgende: 

A. Eigentlicke Kegelschnitte 
1. u; + u; + ui = 0, imaginarer Kegelsehnitt 
2. u; + ui - ui = 0, reeller Kegelsehnitt 

B. Punktepaare 
3. u; + ui = 0, imaginares Punktepaar (uhereinstimmend mit 

der Gleiehung (2) der Kreispunkte) 
4. ~£; - ui = 0, reelles Punktepaar 

C. Einzelner Punkt, doppeltziihlend 
5. u; = o. 

Das Prinzip dieser Aufzahlung ist so einfaeh, daI3 jederman die ent
spreehende Tabelle naeh Analogie gleieh fur n Veranderliche u l ' •.. , un hin
sehreiben wird: zuerst Gleiehungen mit n Quadraten, die weehselnd mit 
+ oder - aneinandergefugt werden, dann solche mit (n - 1) Quadraten usw. 
Die FaIle der ersten Kategorie sollen die allgemeinen heiI3en, die nach
folgenden einfach spezialisiert, die der dritten Kategorie doppelt speziali
siert usw. 

Fur jeden dieser Falle konstruieren wir nun ein Analogon zur 
Formel (3) fUr die Entfernung zweier Punkte und erhalten, was Cay ley 
die zugehorige Quasientfernung nannte. Fur den Fall des imaginiiren 
Punktepaares werden wir einfaeh die Formel (3) beibehalten (nur daI3 
jetzt Xl: X 2 : X3 und Yl: Y2 : Y3 nieht notwendig rechtwinklige Parallel
koordinaten, sondel'll allgemein zu reden zugehOrige Dreieckskoordinaten 
sein werden). In den folgenden heiden Fallen (des reellen Punktepaares 
und des Doppelpunktes) werden kleine Anderungen anzuhringen sein, auf 
die wir sogleich noeh zuruckkommen. Sehwieriger ergibt sieh der geeignete 
Ansatz fUr die Quasientfernung in den vorangehenden beiden Fallen (der 
eigentlichen Kegelschnitte); wir wollen hier darauf nieht naher eingehen, 
weil es zu viel Raum beanspruchen wiirde und nach seinen Einzelheiten 
fUr den heutigen Vortrag doeh nieht in Betraeht kommt. Das Resultat 
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ist jedenfalls dieses, dafJ wir tunt Arten (und nur tunt Arten) MafJ
geometrie in der Ebene erhalten, von denen uns nur die eine, die dem 
imaginaren Punktepaar entspricht, von dem Beispiel der elementaren 
Metrik her bekannt ist. Den Inbegriff aber der so entstehenden Theorien 
nennen wir die allgemeine Lehre von der p.rojektiven M afJbestim
mung (zunachst flir die Ebene, dann flir den Raum, liberhaupt flir be
liebig ausgedehnte MannigfaItigkeiten). 

Nun kann ja he ute keineswegs meine Absicht sein, in die Einzel
heiten dieser Theorien einzugehen; nul' ihre allgemeine Bedeutung solI 
hervorgehoben werden. Ich habe da zunachst ein Vorurteil, das mancher 
hegen mag, zuriickzuweisen: der Laie wird von vornherein sehr wenig 
geneigt sein, der Beschaftigung mit Fragestellungen, die zunachst nur aus 
dem subjektiven, sozusagen asthetischen Erkenntnistrieb des Mathematikers 
hervorgehen, irgendwelchen Wert beizulegen. Die Geschichte der Wissen
schaft aber zeigt, daB die Sache ganz anders liegt; es ist ein groBes 
Geheimnis und schwer in bestimmte W orte zu fassen; ich werde sagen, 
daB alles, was mathematisch gesund ist, friiher oder spater iiber sein 
engeres Gebiet hinaus eine weiterreichende Bedeutung gewinnt. So ging 
es mit der Theorie der Kegelschnitte, die von den Geometern des Alter
turns urn ihrer selbst willen entwickelt war und mit der Entdeckung der 
Keplerschen Gesetze plotzlich die groBte Wichtigkeit flir unser Natur
verstandnis gewann. Und genau so ging e·s mit der an die Theorie der 
Kegelschnitte sich un mittel bar anlehnenden Lehre von der projektiven 
MaBbestimmung. Das erste war, daB sie hohe erkenntnistheoretische Be
deutung erhielt, indem sie sich als die einfachste Grundlage flir die Nicht
Euklidischen Geometrien erwies, die aus den Untersuchungen iiber die 
Unabhangigkeit des Parallelenaxioms von den anderen Axiomen entstanden 
waren und zunachst als etwas besonders schwer Zugangliches galten 4); 

ich werde sogleich noch einige hierauf bezligliche Einzelheiten anfiihren. 
Das zweite war, daB sie sich in anderen Gebieten der reinen Mathematik 
als eine brauchbare Methode zur Klarstellung komplizierter Verhaltnisse 
bewahrte, so in der Theorie der automorphen Funktionen oder auch in 
der Zahlentheorie 5 ). Und nun, in den letzten Jahren, kommt hervor, daB 
sie ebensowohl eine ratione lIe Grundlage fiir die modernsten Spekulationen 
der Physik abgibt, insbe·sondere den Gegensatz zwischen klassischer und 
neuer M echanik einfach begreifen laBt. 

4) Vgl. meine Arbeiten "tiber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie" in 
den Banden 4 und 6 der Math. Annalen (1871 und 1873). [Siehe Abh. XVI und XVIII 
dieser Ausgabe.] 

5) Vgl. die allgemeine Darstellung bei Fricke-Klein, Vorlesungen iiber die 
Theorie der automorphen· Funktionen (Teil I, Leipzig 1897), ferner meine autogra
phierten Vodesungen iiber ausgewahlte Kapitel der Zahlentheorie (Leipzig 1897). 
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Die Beziehung zwischen projektiver MaJ3bestimmung und Parallelen
theorie, auf die ich Bezug nahm, laBt sich, wenn wir uns wieder auf die 
Ebene beschranken, ihrem auJ3eren Ergebnisse nach dahin fassen, daB wir 
im FaIle 1) der auf S. 540 aufgestellten Tabelle (also bei Zugrundelegung 
eines imaginaren Kegelschnitts) die Nicht-Euklidische Geometrie von Rie
mann erhalten, im FaIle 2) aber (d. h. bei Zugrundelegung eines reellen 
Kegelschnitts) die Nicht-Euklidische Geometrie von Bolyai-Loba
tschewsky-GauB. Ich mochte einen besonderen Punkt erwiihnen, der 
infolge der projektiven Auffassung ohne wei teres klar ist, wiihrend er sonst 
leicht von dem Schimmer des Mystischen umgeben scheint: Die Zahl der 
Kollineationen, durch welche ein nicht zerfallender Kegelschnitt in sich 
transformiert wird, ist oos, sie steigt auf 004, sob aid der Kegelschnitt in 
ein Punktepaar ausartet. Hierin liegt, daJ3 die aus den Elementen uns 
so gelaufigen aquiformen Transformationen (Xhnlichkeitstransformationen) 
der Euklidischen Metrik in den Nicht-Euklidischen Geometrien als besondere 
Kategorie in Wegfall kommen; es bleiben nur die 00 3 kongruenten Trans
formationen (Bewegungen und Umlegungen). Die Folge ist, daB es in den 
Nicht-Euklidischen Geometrien ein absolutes LangenmaB gibt, nicht nur, wie 
bei Euklid, ein absolutes WinkelmaB. Dbrigens haben die beiden Gruppen, 
die Gs der einen oder anderen Nicht-Euklidischen Geometrie und die G, der 
Euklidischen Geometrie, ihrer inneren Struktur nach wenig miteinarider 
zu tun. Eben darum ist es so schwer, yom Standpunkte der Euklidischen 
Geometrie aus die Nicht-Euklidische zu verstehen: eine Figur, die sich 
Nicht-Euklidisch bewegt, erleidet, Euklidisch betrachtet, seltsame Ver
zerrungen. Alle Schwierigkeit verschwindet aber, sobald ich mich an das 
allgemeine projektive Denken gewohnt habe. In der Tat schlieBt die Gs 
der projektiven Geometrie (d. h. die Gesamtheit alIer KolIineationen der 
Ebene) ebensowohl die Gs der einen oder anderen Nicht-Euklidischen 
Geometrie wie die G 4 der Euklidischen Geometrie ein. Verflige ich liber 
die projektive Auffassung, so habe ich denselben Vorteil, wie ein Wanderer, 
der auf einem Berge stehend in verschiedene Taler gleichzeitig hinabblickt, 
wahrend er vorher, im einzelnen Tale stehend, sich von dem Verlauf der 
anderen Taler nur schwer eine Vorstellung machbfl konnte. Noch ein 
letzter, nicht unwichtiger Punkt! Bei alIer prinzipiellen Verschiedenheit 
der FaIle 1), 2) und 3) ist es flir den Projektiviker doch so gut wie 
selbstverstandlich, daB man zwischen den drei Fallen einen kontinuier
lichen Dbergang herstellen kann. Man wahle einfach als fundamentale 
Gleichung der projektiven Mal3bestimmung: 
(9) '1/,; + '1/,; + 81/,: = 0 
und lasse hier den Parameter B von positiven Werten beginnend durch 
Null hindurch zu negativen Werten libergehen! Es wird sich dann die 
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Riemannsche Geometrie durch die Euklidische Geometrie hindurch in die 
Geometrie von Bolyai, Lobatschewsky, GauB verwandeln Des niiheren 
stellt sich die Sache so, daB ich urn den Punkt Us = 0 herum ein Gebiet 
beliebiger Ausdehnung abgrenzen kann (so groB, wenn es Vergniigen macht, 
daB es unser ganzes Sonnensystem oder auch die gesamte Fixsternwelt 
umschlieBt) und dann das e, positiv oder negativ, so klein annehmen 
kann, daB innerhalb dieses Gebietes irgendwelche Abstande, Nicht
Euklidisch gemessen, von ihren Euklidischen Betriigen um weniger abo
weichen, als eine noch so kleine vorgegebene GroBe betragt. -

Man moge gestatten, daB ich mit diesen Einzelbetrachtungen iiber 
die projektive MaBbestimmung in der Ebene noch ein weniges weiter fort
fahre; es geschieht dies natiirlich, um gewisse Dberlegungen, die ich beim 
Vergleich der neuen und der klassischen Mechanik spaterhin gebrauche, 
zweckmaBig vorzubereiten. lch wende das obengenannte Kontinuitats
prinzip nunmehr auf die Falle 3), 4) und 5) unserer Tabelle von S. 540 
an. Das fundamentale Gebilde sei, bezogen auf ein gewohnliches recht
winkliges Koordinatensystem: 

(10) u~ + eu: = 0 

und hier gebe ich e das eine Mal einen sehr kleinen positiven, das andere 
Mal einen sehr kleinen negativen Wert, das dritte Mal den Wert Null. Mit 
x, y seien die zugehOrigen (gewohnlichen, nicht homogenen) Koordinaten 
eines Punktes bezeichnet. Ais Entfernung dieses Punkes vom Koordinaten
anfangspunkte erhalt man dann durch sinngema/3e Abanderung der 
Formel (3): 
(11) r=Vex2-+y2, 

und hier wolle man nun iiberlegen, wie das System der um 0 als Zentrum 
herumgelegten Kreise (d. h. der Kurven r = Konst.) gestaltet ist. Offen
bar bekommen wir bei positivem e langgestreckte Ellipsen (deren groBe 
Achse in die Richtung der X-Achse fant), bei negativem e Hyperbeln, 

deren Asymptoten JL = ± V - e einen sehr klein en Winkel mit der X-
x 

Achse machen, bei verschwindendem Paare gerader Linien y = ± Vkonst., 
die parallel zur X-Achse verlaufen. Es ist amiisant, sich zu iiberlegen, 
wieso diese Parallellinienpaare Dbergangsformen zwischen den Ellipsen und 
Hyperbeln der FaIle mit positivem bzw. negativem e sind! 

Wir mogen ferner die zu unserer MaBbestimmung gehOrigen aqui
formen und kongruenten Transformationen zunachst in den Fallen mit 
nicht verschwindendem e betrachten. Da die beiden durch (10) dar
gestellten Punkte fiir e § 0 voneinander verschieden sind, bestimmen sie 
ihre Verbindungslinie, die unendlich ferne Gerade, eindeutig. Unsere Trans-
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formationen werden also affine Transformationen sein und konnen in der 
Form angesetzt werden: 

(12) {
X' = IXll X + 1X12Y + 1X13 

Y I = an X + a22 Y + a23 • 

Hier sind die Koeffizienten rechter Hand im aquiformen Falle so zu be
messen, daB B (a 11 X + a12 y) 2 + (IXn X + 1X12 Y ) 2 bis auf einen willkiirlich 
bleibenden Faktor mit BX2 + y2 iibereinstimmt. Dies gibt fiir die Koeffi
zienten (J,ik zwei Bedingungen, deren Zahl auf drei steigt, wenn wir, zu 

den kongruenten Transformationen gehend, die Determinante 111X1l1X12 II 

1X21 1X22 , 

gleich ± 1 setzen. Wir haben hiernach 00 4 aquiforme und 00 3 kongruente 
Transformationen, in genauer Dbereinstimmung selbstverstandlich mit dem, 
was wir im FaIle B = 1 von der Euklidischen Metrik her wissen. 

Wir wenden uns nun zum doppelt spezialisierten FaIle B = 0, indem 
wir als Bedingung festhalten wollen, dafJ auch hier nur aftine Trans
formation en (12) in Betracht gezogen werden sollen (- dies ist hier eine 
freie Verabredung, weil die unendlich ferne Gerade nur eine von den ge
raden Linien ist, die den Punkt u; = 0, d. h. den unendlich fernen Punkt 
der X-Achse, enthalten, von Hause aus also keine Notwendigkeit vorliegt, 
daB sie bei den von uns zu betrachtenden Transformationen in sich iiber
geht - ). Wir erhalten dann fiir die aquiformen Transformationen einfach 
1X21 = 0; jede Transformation 

(13) f x: = all X + 1X12 Y + 1X13 

~ Y = 1X22 Y + 1X23 

wird als aquiform anzusprechen sein. Die iiquiforme Gruppe enthalt 
trotz unserer einschrankenden Verabredung hier noch funf Parameter. 
Ais "Bewegungen", d. h. kongruente Transformationen ohne Umlegung 
mage man dann unter den (13) diejenigen bezeichnen, welche erstlich 
unimodular sind, zweitens die Entfernung zweier Punkte x, Y und X, y, 
d. h. im vorliegenden FaIle (y - y), unverandert lassen. Dies gibt all = 1, 
"22 = 1 und die dreigliedrige Bewegungsgruppe ist durch die Formeln gegeben: 

( 14) J x; = x + (J,,12Y + a13 

l Y = Y + 1X23 • 

Die aquiformen Transformationen enthalten sonach zwei Parameter mehr 
als die kongruenten. Wir werden sagen, daB wir jetzt die Einheiten fiir 
den MaBstab auf der X-Achse und der Y-Achse unabhangig wahlen konnen. 
Insbesondere werden wir in Y - Y bei beliebig gegebenen zwei Punkten 
eine Bewegungsinvariante haben; ist aber insbesondere Y - Y = 0, so ist 
auch x - x eine Bewegungsinvariante. 
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Es gilt jetzt, aUe diese gewi13 sehr einfachen Ansatze auf gro13ere 
Variabelenzahlen zu tibertragen. Oder vielmehr, wir wollen gleich zu 
vier Variabelen x, y, z, t tibergehen (wobei wir den Inbegriff aHer Wert
systeme dieser Variabelen mit Minkowski als Welt, x, y, z als Raum
koordinaten, t als Zeit bezeichnen). Wir verzichten darauf, die zugehOrigen 
moglichen Arten der projektiven Ma13bestimmung systematisch aufzuzii.hlen, 
so einfach dies schliel3lich sein wtirde. Vielmehr beschranken wir uns 
darauf zu zeigen, da13 hier, in der vierdimensionalen Welt, das System 
der M echanik sich unter den Begriff der projektiven Ma13bestimmung ein
ordnet, und zwar sowohl das System der klassischen Mechanik, wie das 
der neuen Mechanik von Lorentz, Poincare, Einstein und Minkowski, 
womit das Wesen dieser beiden Systeme, wie insbesondere ihre gegen
seitige SteHung zur vollsten Klarheit gebracht sein dtirfte. 

Wolle man vorab vortibergehend x = Xl, Y = 5.., z = ~3_, t = 3~ 
X5 X5 X,. Xo 

setzen. Die allgemeine lineare Gleichung zwischen x, y, z, t werde dem-
entsprechend so geschrieben: u l Xl + u2 X 2 + ua Xa + u4 X 4 + u.; XJ = 0; 
speziell ist X5 = 0 dasjenige, was wir das "unendlich Ferne" der Welt 
nennen wollen. Unser alter Bekannter, der Kugelkreis, erhalt wie frtiher 
die Gleichung: 
( 15) u; + ui + u:; = 0; 

er ist jetzt aber, da wir fiinf homogene Koordinaten haben, als zweifach 
spezialisiertes Gebilde zu bezeichnen. Neben ihn stell en wir als einfach 
spezialisiertes Gebilde: 

(16) 

wo c die "Lichtgeschwindigkeit" bezeichnen solI, -\ also (bei Zugrunde-c 
legung der Einheiten, deren man sich in der Mechanik allgemein zu be
dienen pflegt) eine sehr kleine GroBe ist. In Punktkoordinaten ist dieses 
Gebilde durch das Gleichungspaar gegeben: 

(17) 

bestimmt also eindeutig das "unendlich Ferne" der Welt. 
urn zum Kugelkreise zu gelangen, c unendlich werden, so 
diesen drei Gleichungen in Punktkoordinaten erhalten: 

(18) X5=O, x4 =O, x;+xi+x;=O. 

Lii.Bt man hier, 
wird man £tir 

Wir haben hier ~ = t = ~o; der Kugelkreis ist, konnte man sagen, zeit-
X5 

los zu denken. Das unendlich Ferne der Welt ist nur eine der linearen 
Mannigfaltigkeiten, welche den Kugelkreis enthalten, es erscheint erst dann 
vor anderen linearen Mannigfaltigkeiten derselben Art bevorzugt, wenn 

Klein. Gesammelte math. Abhandlungen. I. 35 
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wir den Kugelkreis aus (16), bzw. (17) durch Grenziibergang entstehen 
lassen. - Aut diese Gebilde (16,17), bzw. (15,18) wollen wir nun alle 
Betrachtungen, die wir vorhin an die Gleichung (10), d. h. u; + eU; = 0 
knuptten, sinngemiifJ ubertragen. 

Ich will gleich mit dem Kugelkreis beginnen, indem ich das Prinzip 
heriibernehme, daB wir entsprechend der begrifflichen Auszeichnung der 
linearen Mannigfaltigkeit X5 = 0 die zugehOrigen aquiformen und kon
gruenten Transformationen der Welt nur unter den affinen Welttransfor
mationen suchen sollen. Es hat dementsprechend jetzt keinen Zweck 
mehr, die homogene Schreibweise festzuhaIten; vielmehr werden wir das 
allgemeine Schema der in Betracht kommenden Transformationen ent
sprechend den Gleichungen (13) gleich in folgender Gestalt anschreiben: 

r x' = all x + al2 y + al3 z + a14 t + al5 

J y' = a2l x + a2z Y + a23 z + a24 t + a25 

l z: _ a3l x + a32 y + a33 z + a34 t + a35 

t - aHt + a55 . 

(19) 

Aquiform werden wir diese Transformationen nennen, wenn sie das 
Gleichungssystem (18) in sich iiberfiihren. Hierfiir ergibt sich als einzige 
Redingung, daB die Matrix 

(20) 

all al2 al3 

a2l a22 a23 

a3l a32 a33 

orthogonal sel. Dies liefert flir die neun Koeffizienten all' ..• , a33 in 
bekannter Weise flinf Gleichungen; im ganzen bleiben von den 17 in (19) 
auftretenden Koeffizienten also 12 willkiirlich. - Unter den so bestimmten 
aquiformen Transformationen werden wir dann gemiiJ3 (14) diejenigen 
als kongruente Transtormationen bezeichnen, fiir die die Determinante der 
Matrix (20) gleich + 1 und iiberdies au = 1 ist. Die Gruppe der so be
stimrnten kongruenten Transtorrnationen enthiilt noch zehn Parameter. Sind 
x, Y, z, t und x, y, z, t die Koordinaten zweier Weltpunkte, so bleibt bei der 
Gruppe der kongruenten Transformationen allgemein zu reden nur die Differenz 
t - t unverandert; nur wenn t - t insbesondere gleich Null ist, so ist auch 
(x - X)2 + (y - y)2 + (z - Z)2 eine Invariante. Zwei Weltpunkte haben 
also nur dann eine "rein geometrische" Invariante, wenn ihre Zeit
diUerenz verschwindet. 

Das wir mit diesen Angaben iiber die zum Kugelkreis gehorigen 
aquiformen und kongruenten Welttransformationen in der Tat die Grund
lag en der klassischen Mechanik treffen, bedarf nach dem, was neuerdings 
von anderen Autoren vielfach hervorgehoben ist, kaum der Ausfiihrung. 
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Die Grundgleichungen der klassischen Mechanik bleiben in der Tat un
geandert, wenn wir 

1. das beliebig gewahlte rechtwinklige Raumkoordinatensystem x, y, z 
durch irgendein anderes gleichorientiertes ersetzen, 

2. dem rechtwinkligen System irgendeine gleichformige Translation er
teilt denken, 

3. den Anfangspunkt, von dem aus wir die Zeit t zahlen, beliebig andern. 
Genau dieses findet in der Gruppe unserer kongruenten Transformationen 
seinen Ausdruck. Speziell den gleichformigen Translationen 2 entsprechen 
in unseren Formeln die Glieder mit aH t, a24 t, aS4 t. Dem U mstande aber, 
da13 unsere aquiformen Transformationen zwei Parameter mehr enthalten, 
als die kongruenten, korrespondiert die Tatsache, da13 in der klassischen 
Mechanik die Zeiteinheit und die Langeneinheit unabhangig voneinander 
willkiirlich gewahlt werden konnen (worauf sich die Lehre von der "Ahn
lichkeit" in der klassischen Mechanik stiitzt). -

Wir betrachten zweitens den Fall des nur einfach spezialisierten 
Grundgebildes (17) (das noch keinen besonderen N amen tragt, aber gewi13 
einen solchen verdiente): 

Xu = 0, xi -+ xi -+ xi - c2x; = o. 
Die aquiformen Transformationen sind hier notwendig affin, um so mehr 
gehen wir wieder zur nicht-homogenen Schreibweise zuriick. Das all
gemeine Schema einer affinen Transformation ist dann: 

(21) {

X' = auX -+ a l2 y -+ a l3 z -+ aHt -+ alII 

y' = aS1 x -+ . . . . " . -+ a25 

z' = aSl X -+ " "" "" -+ aall 

t' =-= a4l x -+ -+ a411 " 

Wir haben eme aquiforme Transformatidn, sobald die durch die Matrix 

au a H 

gegebene homogene Substitution der x, y, z, t die quadratische Form 
x 2 -+ y2 -+ Z2 - c2 l 2 in ein Multiplum ihrer selbst iiberfiihrt. Dies legt 
den 20 Koeffizienten aik neun Bedingungen auf; die Gruppe der aquilormen 
Tra.nslormationen enthiilt also jetzt ell Parameter. Aus ihr entsteht die 
Gruppe der kongruenten Transformationen (wie wir sie seither definierten ), 
indem wir verlangen, daf3 die Determinante 

35* 
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einen der Werte + 1 haben soll. Wir haben so eine Gruppe von zehn Para
metern. Sind x, y, z, t und X, y, z, t die Koordinaten irgend zweier Welt
punkte, so erweist sich ihr gegeniiber das Quadrat der Quasientfernung: 

(x - X)2 + (y - y)2 + (z _ Z)2 _ c2(t _ l)2 

als unverli.nderlich. 

Wir haben nun noch einen feineren Punkt herauszuarbeiten, der 
schon oben, bei den Erorterungen liber das Punktepaar u; + eu: = 0 als 
Fundamentalgebilde einer eben en MaBbestimmung, hli.tte herangebracht 
werden konnen. Um aus der Gesamtheit der li.quiformen Transformationen die 
kongruenten ohne Umlegung herauszuheben, kann man sich daraufbeschrli.nken, 

in den Substitutionen (12) die Determinante 1 "11 " 12 1 = 1 zu setzen. So 
I "'J1 "22 I 

macht man es ja in der Tat bei Euklidischer MaBbestimmung, wo als 
Fundamentalgebilde ein imaginares Punkte{>aar zugrunde liegt. Aber dies 
fiihrt doch nur flir den Fall des imaginli.ren Punktepaars (fiir den Fall eines 
positiven e) zu den Bewegungen. 1st das Punktepaar reell (e negativ), so 
ergibt die nahere geometrische Dberlegung,. daf3 die unimodularen li.quiformen 
Transformationen fiir sich kein Kontinuum mehr bilden, wie man dies doch 
billigerweise von dem 1nbegriff der Bewegungen verlangen sollte. 1hre 
Gesamtheit zerfli.llt vielmehr in vier Kontinua. Nur diejenigen Trans
formationen, welche das Vorzeichen des Ditferentialausdrucks edx 2 + dy2 

ungeandert lassen und uberdies positives "22 au,fweisen l werden im engeren 
Sinne als Bewegungen zu bezeichnen sein, weil sie allein sich an die 
"identische" Transformation x' = x, y' = y kontinuierlich anschliefJen. 
Der friiher gegebenen Definition der kongruenten Transformationen sind also, 
um Bewegungen auszusondern, bei negativem e die beiden genannten For
derungen noch ausdriicklich zuzusetzen. Auf die damals gegebene Ab
ziihlung der Parameter hat dies keinen Einfluf3. Auch haben wir im Grenz
falle e = 0, indem wir "22 = 1 setzten, bereits der neuen Verabredungent
sprechend gehandelt. - Etwas Ahnliches ist es nun auch mit dem jetzt 
zu behandelnden FaIle des Gebildes (17) (das wegen des negativen Vor
zeichens, mit dem der Term c2 xi in seine GIeichung eingeht, bis zu einem 
gewissen Grade dem FaIle des reellen Punktepaares der Ebene zu ver
gleichen ist). J etzt zeigt die genauere geometrische Dberlegung, - die 
nicht etwa schwer ist, die aber mehr Platz beanspruchen wlirde, als wir 
ihr hier geben konnen -, daB die Gruppe der kongruenten Transforma
tionen, wie wir sie zunli.chst definierten, noch zwei Kontinua umfaf3t, und 
dafJ wir als Gruppe der Bewegungen von diesen beiden Kontinuen nur 
dasjenige brauchen kOnnen, welches durch positives "u charakterisiert ist. 

Mogen wir die Forderung eines positiven "" also der Definition 
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unserer zehngliedrigen Gruppe noch ausdriicklich hinzufiigen. Wir haben 
dann genau die Lorentzgruppe der "neuen" Mechanik vor uns. Allerdings 
sagt man von der Lorentzgruppe zumeist, sie habe sechs (nicht zehn) 
Parameter. Das ist aber nur eine Folge davon, dal3 man in der mathe
matischen Physik gewohnlich nicht die Transformationen (21) der Koordi
naten x, y, z, t, sondern nur die entsprechenden Transformationen der 
Differentiale dx, dy, dz, dt betrachtet, bei denen die additiven Konstanten 
allP a26 , aS5 ' "45 der Formeln (21) selbstverstiindlich fortfallen. Der Um
stand aber, dal3 die Gruppe der aquiformen Transformationen jetzt nur 
einen Parameter mehr enthiilt als die der kongruenten, findet sein Gegen
stiick in dem U mstande, dal3 durch Vorgabe der Konstanten c (der Licht
geschwindigkeit) in der neuen Mechanik Raumeinheit und Zeiteinheit an
einander gekniipft sind (so dal3 nur eine der beiden willkiirlich angenomroen 
werden kann). 

So sind denn alte Mechanik und neue Mechanik gleichmiifJig in daB 
Schema der projektiven MafJbestimmung bei vier Variabeln x, y, Z, t ein
geordnet, - der Zielpunkt, den ich zu Anfang dieses Vortrags in Aus
sicht nahro, ist erreicht. Alles, was ich zu Eingang tiber das Verhiiltnis 
der metrischen Geometrie zur projektiven gesagt habe, wiirde sich sinn
gemal3 tibertragen lassen. lch beschriinke mich aber darauf, noch zwei 
kurze Bemerkungen zuzufiigen. 

Zunachst: GemaB der Terminologie, die ich oben bei Gelegenheit be
rtihrte, diirfen wir sagen, daB die klassische Mechanik ebenso wie die 
neue Mechanik eine "Relativitatstheorie" beztiglich einer Gruppe von zehn 
Parametern ist. Man mochte fragen, warum denn in der physikalischen 
Literatur das Wort "Relativitatstheorie" ausschlieBlich als ein Attribut 
der neue.n Mechanik gebraucht wird? Hierauf scheint zu antworten: weil 
die neue Mechanik historisch auf dero Umwege tiber die Elektrodynamik 
entstanden ist. Es gentigt, um die Sachlage klarzumachen, die MaxwelI
schen GIeichungen fiir den reinen Ather etwa in der Hertzschen Bezeich
nung herzusetzen: 

1 oL OZ oY 1 oX 0111 oN 
c·8t- = oy 0- oz' 

1 0111 oX oZ 
c·7it = iiZ - ox' 

1 oN oY oX 
c·7it = ox - oy-' 

OL+01l1+oN_O 
ox oy OZ - . , 

c·7it = oz - ay' 
1 OY oN oL 
c·7it = ax - az' 
1 OZ OL iJ1I1 
c··-at = ay - ax· 

il X + 0 Y --l-!l..~ = O. 
oX oy' oz 

Diese GIeichungen bleiben selbstverstandlich ungeandert, wenn man das 
x, y, z-System durch irgendein anderes (gleichorientiertes) rechtwinkliges 
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Koordinatensystem ersetzt, oder wenn man den Anfangspunkt der Zeit 
beliebig verschiebt; - das macht zusammen eine Gruppe von sieben Para
metern. Sie bleiben aber keineswegs mehr ungeandert, wenn man das 
Koordinatensystem einer gleichformigen Translation unterwirft, also setzt: 

x'=x+a14 t, y'=y+a2!t, z'=z+as4 t. 

Hierin lag der AnlaI3, daI3 man un tel' der Herrschaft der Maxwellschen 
Gleichungen den elektrodynamischen Ather zuriachst als im Raume ruhend 
ansah, daI3 die Auffassung des absoluten Raumes wieder zu Ehren kam. 
Es blieb die siebengliedrige Gruppe der Anderungen, welche dem rein
auI3erlichen Dbergang von einem Koordinatensystem x, y, z, t zu einem 
gleichberechtigten anderen entspricht. - Da kam die Entdeckung, daJ3 
diese siebengliedrige Gruppe in einer anderen zehngliedrigen enthalten sei, 
welche die Maxwellschen Gleichungen ihrerseits unverandert laJ3t, eben 
der Lorentzgruppe. Wieder entschwand der absolute Raum (oder vielleicht 
besser: die absolute Welt), - die Welt war.d wieder, was sie frliher war, 
ein relativer Begriff -, und man bildete sich, ohne daran zu denken, daJ3 
man nur das frlihere Sachverhaltnis mutatis mutandis wiederherstelIte, 
das Wort "Relativitatstheorie" als einen neuen, auf die Lorentzgruppe 
ausschlieI3lich beziiglichen Term. 

Als SchluI3bemerkung aber mochte ich diese wahlen: es wurde oben 
darauf hingewiesen, daI3 die Schwierigkeiten, die jedermann empfindet, der, 
von der Gewohnung der Euklidischen Geometrie beginnend, versucht, in 
die Nicht-Euklidischen Doktrinen einzudringen, ohne weiteres wegfalIen, 
wenn man den iibergeordneten Standpunkt des projektiven Denkens als 
Ausgangspunkt nimmt. Analoges mochte fiir das Studium der neuen Ver
hiiltnisse geIten, die innerhalb der Mechanik bei Zugrundelegung der 
Lorentzgruppe hervortreten. Es scheint unzweckmaI3ig, bei diesem Studium 
immer von den in del' klassischen Mechanik geltenden Auffassungen aus
zugehen und dann zu iiberlegen, wie diese kiinstlich deformiert werden 
miissen, um auf die neue Mechanik zu passen. Vielmehr scheint es rich
tiger, sich yom Standpunkte der alten Mechanik zunachst zu cinem um
fassenderen zu erheben, del' dann die alte und die neue Mechanik neb en
einander als spezielle Falle umschlieI3t. Nach dem, was oben angeflihrt 
wurde, ist hierfiir nicht einmal notig, sich in die projektive Auffassung del' 
Welt hineinzudenken, denn es geniigt die affine Auffassung. Es wird 
darauf ankommen, eine systematische Invariantentheorie der affinen 
"Welt" zu schreiben, wozu iibrigens aIle Elemente in den mehrdimensio
nalen Untersuchungen der Mathematiker bereits vorliegen, und von ihr 
aus die beiden Arten der Mechanik, die alte und neue, nebeneinander zu 
behandeln. Wieso die alte Mechanik ein Grenzfall der neuen ist, inwie-
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weit sie also als eine Annaherung an letztere angesehen werden darf, kommt 
dann von selbst hervor. Wer bringt dieses Programm zur Ausfiihrung? 

Minkowski hatte die hier geforderten Dinge flir sich zweifellos sehr 
genau iiberlegt. Aber da er flir den wei ten Krei~ der physikalisch inter
essierten Leser schrieb, hielt er es im Interesse der Verstandlichkeit seiner 
Entwicklungen flir zweckmaBiger, nicht seine beziiglichen inneren Vber
legungen vorzutragen, sondern nur die auskristallisierte Form des 
Algorithmus, zu dem sie im FaIle der Lorentzgruppe hinfiihren. Das ist 
Minkowskis vierdimensionale Vektorrechnung, die er ohne nahere Be
grlindung als eil1 bestimmtes System fest verabredeter algebraischer Pro
zesse an die Spitze seiner elektrodynamischen Entwicklungen stellt. 6 ) 

P. S. von August 1910. Ich hatte in meinem Vortrage vom 10. Mai 
insbesondere auch von der eleganten Darstellung der Koeffizienten der 
Lorentzgruppe durch zehn unabhangige Parameter gesprochen, die sich 
auf Grund einer wieder zuerst von Cay ley aufgestellten berlihmten Qua
ternionenformel ergibt. 

Die SchluBformel ist die folgende. Ich verstehe unter i die gewohnliche 
imaginare Einheit, unter i l , i2 , i3 die spezifischen Einheiten des Quater
nionenkalkuls. A, A', ... , D, D' seien acht Parameter, welche an die 
bilineare Gleichung 

AA' +BB' +00' +DD' =0 
und iibrigens die Ungleichung 

A 2 + B2 + 0 2 + D2 > A'2 + B'2 + 0'2 + D'2 

gebunden sein sollen. Ebenso seien xO' Yo, zO' to vier Parameter. Die Sub
stitutionen der Lorentzgruppe sind dann durch folgende Formel gegeben: 

(i1x' + i2y' + iaz' + ict') - (ilXO + i2yo + i3Z0 + icto) 

[
(il(A + iA') + i2 (B + iB') + i3 (0 + iO') + (D+ iD')) 1 

. (il X + 12 Y + i3 Z + i ct) 
. (il (A -iA')+i2 (B-iB') + i3 (0 -iC') - (D - iD')) 

(A'2 + B'2 + 0'2 +D'2) _ (A 2 + B2+ 02 '+ D2) -

6) [Diese Bemerkungen iiber die von Min k ow ski gewlthlte Darstellungsweise 
beziehen sich auf die Veroifentlichungen, die 1910 vorlagen und auch fUr Minkows
kis gesammelte Werke (Leipzig, 1911) maBgebend gewesen sind. Inzwischen hat sich 
1915 in seinem NachlaB das Manuskript einer von ihm noch vor jenen Veroffent
lichungen, niimlich am 5. Nov. 1907, in der Gottinger Mathematischen Gesellschaft 
gehaltenen Vortrags gefunden, in welchem er seine mathematischen Gedanken un· 
verhiilIt dargelegt hat. Dieser Vortrag ist gleich 1915 unter dem Titel "Das 
Relativitiitsprinzip" von Sommerfeld in Bd. 47 der 4. Folge der Annalen der 
Physik abgedruckt worden und findet sich iibrigens auch im 24. Bande der Jahres· 
berichte der Deutschen Mathematischen Vereinigung (1916). Hierauf mochte ich an 
gegenwartiger Stelle ganz besonders aufmerksam machen. K. J 
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Da die Multiplikation der A, A', ... , D, D'mit einem beliebigen gemein
samen Faktor die Formel nicht andert, die A, A', . .. aber andererseits 
der obigen Bilinearrelation unterworfen sind, haben wir in der Tat zehn
£ach unendlich viele Substitutionen vor uns. 

Wegen der naheren Einzelheiten und der literarischen N achweise ver
gleiche man etwa die "Zusatze und Erganzungen", welche Herr Fri tz 
N other dem eben erscheinenden Schlu13he£te von Sommerfelds und 
meiner "Theorie des Kreisels" (Leipzig, Teubner 1910) hinzugefiigt hat; 

:Cunningham und Bateman haben bereits 1909 bemerkt, daB die Max well
schen Gleichungen nicht nur bei den linearen Transformationen der Lorentzgruppe 
invariant bleiben, sondern auch bei der erweiterten G15 , die sich aus der Lorentz
gruppe ergibt, wenn man eine gerade Anzahl von Transformationen folgender Art, 
(die einer Umformung der Welt durch "reziproke Radien" entsprechen): 

, x 
x = X~+y2+Z2_c2t2 

y , z 
y'= -, z =- t'= ~ 

hinzunimmt'). Hiervon macht Bateman 1910 in den Proceedings der Londoner 
Mathematical Society (2) 8 interessante Anwendungen auf die Theorie der Maxwell
schen Gleichungen. 

Bate man geht I. c. ferner dazu iiber, das Wertsystem x, y, Z, t durch eine Kugel 
des dreidimensionalen Raumes mit den Mittelpunktskoordinaten x, y, Z und dem 
Radius c t zu interpretieren (es ist dies derselbe Gedanke, den Timerding unab
hangig im 21. Bd. des Jahresberichts der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 1912, 
entwickelt hat). Die Transformationen der vierdimensiona'en "Welt", welche wir 
gerade erwahnten, verwandeln sich dann, wie Bate man sagt, in "spherical wave trans> 
formations". Es sind dies genau die Transformationen der Lieschen Kugelgeometrie. 
Unter ihnen ist die G10 der Lorentztransformationen dadurch ausgezeichnet, daB sie 
Ebenen in Ebenen verwandelt. 

Offenbar schlie13en sich diese Entwicklungen auf das innigste mit denjenigen 
zusammen, die Lie und ich 1871 gegeben haben und wegen deren ich hier insbeson
dere auf Nr. VIII der vorliegenden Gesamtausgabe (Dber Liniengeometrie und 
metrische Geometrie) verweisen darf. 

Fiir die Physik hat diese G15 allerdings nicht dieselbe Bedeutung wie ihre 
Untergruppe, die GlO der Lorentzgruppe. Es liegt dies daran, daB nur letztere eine 
Verallgemeinerung der G10 der klassischen Mechanik ist (in die sie iibergeht, wenn 
man die Lichtgeschwindigkeit unendlich setzt), eine allgemeine Physik aber ebenso
wohl die Mechanik wie die Elektrodynamik umfassen muB. Einstein driickte dieses 
Sachverhiiltnis mir gegeniiber gelegentlich so aus: Die Transformation durch 
reziproke Radien wahrt zwar die Form der Maxwellschen Gleichungen, nicht aber 
den Zusammenhang zwischen Koordinaten und Ma13ergebnissen von MaBstabvll 
und Uhren. K. ~ 

7) Die einzelne Transformation dieser Art wiirde die Maxwellschen Gleichungen 
so umandern, wie ein Vorzeichenwechsel von t, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
der Ubergang von einem Linkskoordinatensystem x, y, z, wie es Hertz benutzt, zu 
einem Rechtskoordinatensystem. 
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Physik 1). 

[Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gettingen. Mathematisch
physikalische Klasse. (1917.) Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Januar 1918.] 

I. Aus einem Briere von F. Klein an D. Hilbert. 

lndem ich lhre Note sorgfaltig studierte, bemerkte ich, da/3 man 
die Zwischenrechnungen, die Sie anstellen, durch Benutzung des gewohn
lichen Lagrangeschen Variationsansatzes wesentlich abklirzen kann und 
im Zusammenhang damit genauere Einsicht in die Bedeutung des Er
haltungssatzes gewinnt, den Sie fiir Ihlen Energievektor au£stellen. Bei 
der folgenden Darstellung meiner Dberlegungen schlie/3e ich mich mog
lichst an lhre Bezeichnungsweise an, nur da/3 ich der Konsequenz halber 
die Weltparameter w durch obere lndizes unterscheide: 

WI, wH , ••• , WIV 

und unbestimmte lndizes durchweg durch griechische Buchstaben bezeichne. 
Dadurch erleichtere ich den Vergleich mit den parallellaufenden Einstein
schen Entwicklungen, liber die ich gleichfalls einige Bemerkungen zu 
machen habe. 

1. lch beginne gleich damit, nach S. 404 lhrer Note die beiden lnte
grale einzufiihren, die ich 11 und 12 nenne: 

(1) 11 =JKdw, 12 =JLdw, 
unter d w das invariante Raumelement 

dw = vi· dw I ••. dw IV 

verstanden. Hier ist K die fundamentale Ortsinvariante des zugrunde 
gelegten d8 2, die sich unter Benutzung Riemannscher Vierindizessymbole 
so schreibt: 

(2) 

fiir Laber will ich, da es mir nicht auf Allgemeinheit der physikalischen 

1) Gettinger Nachtichten, Math.-phys. Klasse, (1915), S. 395-407 (Mitteilung vom 
20. November 1915). 
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Voraussetzungen ankommt, den einfachsten nach S. 407 Ihrer Note zu
lassigen Wert schreiben: 

(3) L = aQ = - a 2,,' (q!'y - q1'!') (qga - qae) (g.ue gya _. g!'u gYI!). 
!-t, V,(J,O 

Dabei ist C(, gemaB den Einsteinschen Auffassungen, gleich der mit 

8: multiplizierten Gravitationskonstanten zu nehmen, also in den bei den 
c 

Physikern gebrauchlichen Einheiten eine sehr kleine Zahl: 

- a = 1,87.10-27 ; 

ich fiihre diesen Zahlenwert ausdriicklich an, damit man sieht, da13 die 
aIte Maxwellsche Theorie des von Elektronen freien Raumes, welche 
ex = 0 setzt und von K iiberhaupt nicht spricht, als eine fiir die gewohn
lichen Messungen zureichende Annaherung an die hier zu besprechenden 
neuen Ansatze aufgefaBt werden kann. V gl. weiter unten N r. 5. 

2. Ich bilde nun zunachst rein formal die Variationen der Inte
grale 11' 12 , welche einer beliebigen Abanderung der g!'Y, ql2 um /j gllY, 
o ql2 entsprechen 2), und schreibe sie abkiirzend so: 

(4a) /j11 =f2,;K!'y/jg.ltY dw 
ft, v 

(4 b) /j 12 = af (.27 Q!'y /j gllY + 2,; QI! /jql!) d w. 
,U,v t2 

Hier bezeichnen die K,It., Q!'1' die wohlbekannten zu den Produktendw!'dwY 

kontragredienten Tensoren: 

( 0 (0 v"9 K) a 2 (0 v"9 K)) 
K,,,.= oVgli_ ~"I_o_g:'Y '+ 2,;_o.!!tuY :Vg, 

, ag!''' awl! awl!OW U 

12 I!, U 

( 5a) 

(5 b) Q (o{gQ). r 
.It,· = 89/-;1'· .1 g, 

die Q" aber den zu den d wI! kogredienten Vektor: 

(6) 

Die Gleichungen 

(7 ) 

sind, ~n den Koordinaten w geschrieben, die unseren physikalischen Vor
aussetzungen entsprechenden M axwellschen Gleichungen; andererseits 

2) [Wir machen hier die Voraussetzung, daB ~ g'UY, ~ y;" und ~ ql! am Rande 
des Integrationsgebietes verschwinden.] 
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sind die Q,.v, u:ie Sie auf S. 407 1hrer Note bemerken, die Energiekompo
nenten des elektromagnetischen Feldes. 

3. Noch will ich, der Deutlichkeit halber, gleieh vorab zwischen der 
skalaren Divergenz eines "Vektors pe" und der vektoriellen Divergenz 
eines "Tensors t,.v" unterscheiden. In unseren allgemeinen Koordinaten Wv 
driickt sieh erst ere bekanntlieh durch die Summe aus: 

\Io(~gr)"r 
~-o-v~·yg, 

v u W 

( 8) 

die letztere aber wird etwas komplizierter; ihre vier Komponenten lauten: 

(9) (2) 0 (Vg t,.~.g"V) + ~ Vg 2)t.avg~'v) : Vg 
fA-," ow I'l"}' 

fiir a = 1, 2, 3, 4. 
4. Ieh entwickle nun gleich die vier einfachen partiellen Differential

gleichungen, denen 11 bzw. I ~ (weil beide Invarianten bei beliebigen 
Transformationen der w sind) geniigen. Zu diesem Zwecke bestimmt man 
natiirlich, wie dies insbesondere Lie in seinen zahlreichen einschlagigen 
Veroffentlichungen getan hat, die forme lIen Anderungen, welche sich bei 
emer beliebigen infinitesimalen Transformation 

(10) (jWI=pl, ... , (jWIV=pIV 

ergeben. (unter pa einen infinitesimalen Vektor verstanden, dessen hOhere 
Potenzen vernachlassigt werden diirfen). - Sie haben dies fiir das Inte
gral 11 auf S. 398-400 Ihrer Note in der Weise ausgefiihrt, daB Sie zu
nachst die verhaltnismaBig komplizierten Anderungen von K in Betracht 
zogen, um von da durch Integration zur Anderung des 11 aufzusteigen. 
Meine ganze Vereinfachung der Dberlegung besteht darin, daB ich an die 
Formel (4a) ankniipfe, d. h. die Anderung des 11 direkt aus der Lagrange
schen Ableitung berechne. Die A nderung von 11 mufJ Null sein, wenn 
ich (in 4a) fur die (j gl'" diejenigen Werte einsetze, welche der in/ini
iesimalen Transformation (10) entsprechen. Da die gl-'" den dW 11 dw" 
kogredient sind, findet man als solche einfach 

(11 ) 
a 

Wir haben also [indem wir die pa am Rande gleich Null setzen]: 

f ~"T K,.,. (2) g~'" pa - }; g,ll(J p; - 2) gV" p~l) d OJ = O. 
Il, ')/ a a a 

Hier gestalten wir die Glieder mit p;, p~' in bekannter Weise durch 
partielle Integration um, wobei wir die sonst willkiirliehen pa noch der 

3) [Dies wird in § 1 der folgenden Abh. XXXII nooh genauer erlautert.] 
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Bedingung unterwerfen, an den Grenzen der Integration verschwindende 
erste und zweite Differentialquotienten zu haben. Wir bekommen dann 

f 27 P" (Vg ~.., K.'",g;:" + 2 27 o( V"i :~:g,U"))dWI ... dWIV~ 0 
a ,n,v ,u"v 

und hieraus, wegen der Willklir der p", die vier fur den Tensor K,.." 
geltenden, auch von Ihnen (bzw. Einstein) aufgestellten Differential
gleichungen: 

(12) 

die wir offenbar dahin interpretieren konnen, daB wir sagen: die vekto
rielle Divergenz des Tensors K.'L" verschwindet. 

Genau so wird man das Integral 12 behandeln konnen. Nehen die 
Inkremente (11) der g.'L" treten dann nur noch folgende Inkremente 
der q/): 

(13) ~qr! = 2) (qe"P"+q"p;). 

" 
W ir bekommen so folgende vier Differentialgleichungen fur die Q.'L'" Q!!: 

(14) yr (V-gQ g.''''+ 2~(jiQI'"g.'L"l) + ~(Vg-Q!!q _ o(VOQ!!q,,))=o 
~ ,<LV" oW" .L.J !!" owl! ' 
!l,V e 

fUr a = 1, 2, 3, 4. 

Es ist wohl unnotig, sie noch hesonders in Worte zu fassen. Wohl 
aber verlohnt es sich, einer Umgestaltung zu gedenken, die sie wegen 
der besonderen Form unseres Q gestatten (und die mutatis mutandis an 
verschiedenen Stellen Ihrer Note ebenfalls auftritt). Q hangt nur von 
den Differenzen qr!" - q"f! ab und hat daher, wie ein Blick auf (6) zeigt, 
eine verschwindende skalare Divergenz: 

\' o({iJQ!!) - 0 
.;;;..; ow!! - . 

f! 

lnfolge dessen k6nnen wir die Differentialgleichungen (14) in die andere 
Gestalt setzen: 

(}4') 27 (VgQ.lLvg~,,'+ 2 0 ({iJQI':gI'V)) + 27(VgQ!!(q!!,,-q,,!!) = 0, 
,a, v ow I! 

fUr a = 1, 2,3, 4. 

5. Jetzt erst flihre ich die Grundannahme der Einsteinschen Theorie 

4) Meine {} g.'L Y (11) und {} q ( 13) sind mchta anderes, ala die von Ihnen auf 
S.398 Ihrer Note mit 'P.'LV bzw. :g bezeichneten GroBen. 
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em, am liebsten nattirlich in der von Ihnen in Ihrer Note gewahlten 
Form, die sich hier dahin ausspricht, dafJ die Variation 

(15) 

sein soll, fur beliebige <5 glt ", <5ql.!' 

Dies gibt gem all (4 a ) , (4 b) die bekannten 14 "F eldgleichungen", 
namlich die zehn Gleichungen: 

(loa) K/l 1' + aQ/l1' = 0 

und die VIer Gleichungen 

(16 b) 

Sie bemerken in Ihrer Note, dall zwischen diesen 14 Gleichungen 
vier Abhangigkeiten bestehen miissen, und zeigen auf S. 406 durch be
sondere Rechnung, welcher Zusammenhang zwischen den vier Gleichungen 
( 16 b) - den M a x w e II schen Gleichungen - und den zehn Gleichungen 
(16a) besteht. Dies ist bei mir nattirlich in den Formeln der vorigen 
Nummer bereits mit enthalten. In der Tat braucht man nur die Glei
chungen (14') mit (t multipliziert zu den Gleichungen (12) zu addieren, 
um unmittelbar abzulesen, dall aus den Gleichungen (16 a ) das Ver
schwinden der QI.! folgt. 

Zugleich ergibt sich vollig klar, was tiber den Charakter der aIten 
Maxwell schen Theorie als einen Grenzfall der neuen Theorie gesagt 
wurde. Wenn wir die alte Maxwellsche Theorie in beliebigen krumm
linigen Koordinaten WI . .. WIV behandeln, haben wir es doch immer mit 
einem ds? zu tun, dessen Riemannsches KrtimmungsmaB identisch ver
schwindet, flir welches also auch die K/l v schlechtweg Null sind. Anderer
seits werde a = 0 genommen. Damit sind die zehn Gleichungen (16 a ) 
von selbst erfullt; die Energiekomponenten Q/lv des elektromagnetischen 
Feldes unterliegen von da aus keiner Bindung mehr. Es bleiben nur 
mehr die vier Gleichungen (lob); d. h. eben die MaxweIIschen Glei
chungen, bestehen. Als eine Folge derselben haben die Q,,,, gemall (14) 
eine verschwindende vektorielle Divergenz. 

Nattirlich haben vor Einstein wir and ern die krummlinigen Ko
ordinaten w in der Physik nur so eingefiihrt, daB wir die drei Raum
koordinaten beliebig transformierten, das t aber wesentlich ungeandert liellen. 
Das t gleichberechtigt mit in die Koordinatentransformation einzubeziehen, 
erscheint als die eine groBe Leistung von Einstein. Die andere ist dann 
selbstverstandlich die, daB der Gravitation Rechnung getragen werden 
kann, indem an die Stelle des ds? von verschwindendem Riemannschen 
Krtimmungsmalle ein allgemeineres d s? gesetzt wird. - Andererseits war, 
urn auch dies zu betonen, das mathematische Riistzeug zur Bearbeitung 



558 Zum Erlanger Programm. 

dieser neuen physikalisehen Gedanken Hingst bereit gestellt, da uns Rii.ume 
von belie big vielen Dimensionen mit beliebigem Bogenelement doch seit 
R i e man n gelaufig sind. Es ist hier nieht der Ort, einen historisehen 
Exkurs einzusehalten, der mit den Methoden von Lagranges Mecanique 
analytique beginnen miil3te; es waren sonst au13er den immer genannten 
Arbeiten Christoffels namentlieh diejenigen von Beltrami und Lip
sehi tz zu bespreehen. 

6. Ieh will jetzt, ohne die Feldgleiehungen (16) zu benutzen, die 
Gleiehungen (12), (14) zusammen addieren, naehdem ieh letztere mit a 
multipliziert habe. Dies gibt fiir (J = 1, 2, 3,4 die Identitaten: 

(17) 
~V 9 

o [vg (KI((1 + IX QI'(1) 91'V- ~ {il QV q(1 J 
=-2.1) OW V • 

I",V 
Diese Gleiehungen multipliziere ieh mit p(1 (unter p(1 einen beliebigen zu 
den dw" kogredienten Vektor verstanden) und summiere naeh (J. Rier 
kann ieh reehter Rand die p(1 mit unter die Differentiationszeiehen hin
einnehmen, indem ieh linker Hand entspreehende Erganzungsterme hinzu
setze. Dabei will ieh linker Hand die Buehstabenbezeiehnungen (J und 'V 

vertausehen, aueh statt 2 gl" v p; das, im Zusammenhange dieser Dberlegungen 
gleiehbedeutende, symmetrisehe gil (1 p; + gV(1 P~ setzen. Solcherweise ent
steht: 

(18) 2)-Vg (Kl"v + aQI"') (g::v p(1 - gl'(1 p; _ gV(1 p~) 
It. v, a 

9,(1 

was natiirlieh nur eine andere Schreibweise der (17) ist. In Anbetraeht 
des besonderen Wertes, den ioh fiir Ihr H von vornherein angenommen 
habe (H = K + aQ), steht hier nun linker Hand genau, was Sie als Wert 
der mit ~ g multiplizierten skalaren Divergenz Ihres Energievektors eV an
geben (S. 402 Ihrer Note), also 

.1)o-v7i~. 
v oW V 

Es folgt, da(3 Ihr Enprgievektor eV von 

- 2}; ((Kl/(1 -+ aQI",,)gl"v + ~ Q"qa)P" 
l/,a 



XXXI. Zu Hilberts erster Note fiber die Grundlagen der Physik. 559 

nur um einen Term verschieden ist, dessen skalare Divergenz identisch 
verschwindet. 

Nehmen wir jetzt die 14 Feldgleichungen (16a), (16b) hinzu, so 
reduziert sich e" auf diesen Zusatzterm und die Angabe S. 402 lhrer Note, daB 

(19) };oYue" =0 
" ow" 

statthat, erscheint als eine identische Aussage. Besagte Angabe kann 
also wohl nicht als Analogie zum Erhaltungssatze der Energie, Wle er m 
der gewohnlichen Mechanik herrscht, angesehen werden. Denn wenn Wlr 
in letzterer schreiben: 

d(Tj-V) = 0 
dt ' 

so besteht diese Differentialbeziehung doch nicht identisch, sondern erst 
infolge der Differentialgleichungen der Mechanik. 

7. N atiirlich ware es erwiinscht, den Zusatzterm, um den sich lhr e" 
von den infolge der Feldgleichungen verschwindenden Gliedern unter
scheidet, explizite anzugeben. lch finde aber lhre Formeln so kompliziert, 
daB ich die Nachrechnung nicht unternommen habe. Nur das scheint 
klar, daB er Bestandteile umfaBt, die in den p" linear sind, andere, welche 
die p", und vielleicht noch solche, welche die p" linear enthalten. Es 

/' /'" 
kann eigentlich nicht schwer sein, die allgemeinsten Vektoren dieser Bau-
art anzugeben, deren skalare Divergenz identisch verschwindet. Man erhalt 
iiberhaupt Vektoren X" verschwindender Divergenz, indem man von irgend
einem Sechsertensor (einem schief symmetrischen Tensor) A"" ausgeht und 

(20) VgX" = 2)!l'U"_ 
OW" 

/' 

setzt. Will man Linearitat der X" in den p" und 
man beispielsweise wahlen 

den p" haben, so kann 

" 
(21) )/'" = ((};g,U(!q(!) p" - (2)gV(!qp) p"). 

(! 

8. Rier habe ich eine wesentliche Einschaltung zu machen. Sie wissen, 
daB mich Frl. N other bei meinen Arbeiten £ortgesetzt berat und daB 
ich eigentlich nur durch sie in die vorliegende Materie eingedrungen bin. 
Als ich nun Frl. N other letzthin von meinem Ergebnis betr. Ihren 
Energievektor sprach, konnte sie mir mitteilen, daB sie dassel be aus den 
Entwicklungen Ihrer Note (also nicht aus den vereinfachten Rechnungen 
meiner Nr. 4) schon vor Jahresfrist abgeleitet und damals in einem Manu
skript £estgelegt habe (in welches ich dann Einsicht nahm); sie hatte es 
nur nicht mit solcher Entschiedenheit zur Geltung gebracht, wie ich kiirz
lich in der Mathematischen Gesellschaft (22. J anuar). 
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9. Zum Schlu/3 will ich noch darauf aufmerksam machen, daB fUr 
die "Erhaltungssatze", wie sie Einstein 1916 formuliert hat!}), selbst
verstandlich das gleiche gilt, wie fiir Ihren Satz (19). Er spricht es 
eigentlich selbst vollig klar aus. Ich will hier nicht auf die Einzelheiten 
seiner Rechnung eingehen, sondern nul' an sein Schlu/3resultat ankniipfen, 
das er so schreibt: 

(22) ~ ~Ct; + t;) = 0, (a = 1,2,3,4), 
v iJw 

wo er die %; und die t; als die "gemischten" Energiekomponenten des 
elektromagnetischen, bzw. des Gravitationsfeldes bezeichnet. Dabei gibt 
er an, da/3 sich diese %; + t; unter Zuziehung del' Feldgleichungen ver
moge einer von ihm naher definierten, vom Koordinatensystem abhangigen 
Funktion @* so ausdrticken lassen: 

(23) %; + t; = - ~(o,:1! (:~*" gf'V)), 
fl, I! gl! 

und da/3 fiir dieses 
Gleichung besteht: 

(24) 

@ * unabhangig von dem Werte des a die identische 

~_O_2 _(iJ~* gf'v) = ° 
OW" owl! ogf'" . 

~,~,e e 
Das ist genau, worauf es hier ankommt. 

Urn den Zusammenhang mit der von mil' benutzten Bezeichnung 
herzustellen, bemerke ich, da/3 Einsteins t; dasselbe sind, Wle 

meine ~VgQf,,,gf"" Einsteins t; aber von den entsprechenden 
f' 

~ 2)VgK""g"" um einen Summanden abweichen, del' sich ergibt, wenn 
f' 

man die Gleichungen (23) mit den Feldgleichungen 

vergleicht. K f", + aQf''' = ° 
II. Aus der Antwort von D. Hilbert • 

. . . Mit Ihren Ausfiihrungen tiber den Emirgiesatz stimme ich sach
lich vollig iiberein: Emmy Nother, deren Hilfe ich zur Klarung der
artiger analytischel' meinen Energiesa.tz betreffenden Fragen VOl' me!.r als 
Jahresfrist anrief, fand damals, da/3 die von mil' aufgestellten Energie
komponenten - ebenso wie die Einsteinschen formal mittels der 
Lagrangeschen Differentialgleichungen (4), (5) in meiner ersten Mit-

5) V gl. die selbstandig erschienene Schrift: Die Grundlagen der allgemeinen 
Relativitatstheorie (Leipzig 1916) sowie namentlich die Mitteilung an die Berliner 
Akademie vom 29.0kt. 1916 "Hl)omiltonsches Prinzip und allgemeine Relativitats
theorie" (Sitzungsberichte, S. 1111-1116). 
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teilung in Ausdriicke verwandelt werden konnen, deren Divergenz identi8ch, 
d. h. ohne Benutzung der Lagrangeschen Gleichungen (4), (5) ver
schwindet. Da andererseits die Energiegleichungen der klassischen Me
<lhanik, der Elastizitatstheorie und Elektrodynamik nur als Folge der 
Lag ran g e schen Differentialgleichungen des Problems erfiillt sind, so ist 
es gerechtfertigt, wenn Sie deswegen in meinen Energiegleichungen nicht 
das Analogon zu denen jener Theorien erblicken. Freilich behaupte ich 
dann, daB fiir die allgemeine Relativitat, d. h. im FaIle der allgemeinen 
Invarianz der Hamiltonschen Funktion, Energiegleichungen, die in Ihrem 
Sinne den Energiegleichungen der orthogonalinvarianten Theorien ent
sprechen, iiberhaupt nicht existieren; ja ich mochte diesen Umstand sogar 
als ein charakteristisches Merkmal der allgemeinen ReJativitatstheorie be
zeichnen. Fur meine Behauptung ware der mathematische Beweis er
bringbar. 

Gestatten Sie mir bei dieser Gelegenheit kurz auszufiihren, wie ich 
in meiner Vorlesung des letzten Winters die Frage nach den Energie
gleichungen der orthogonalinvaria.nten Theorien der Physik (Elektro
dynamik, Hydrodynamik und Elastizitatstheorie) behandelt habe. 

Nehmen wir der Kiirze wegen die Weltfunktion H als orthogonale 
Invariante an, die nur von den Komponenten eines elektrodynamischen 
Viererpotentials g. und deren ersten Ableitungen gsz nach W1c (8, l = 1,2,3,4) 
abhiingt - die Methoden geIten in gleicher Weise, wenn H etwa die 
Viererdichte r und deren Ableitungen oder noch andere physikalische Para
meter nebst Ableitungen enthiilt -; alsdann fiihrt das Hamiltonsche 
Prinzip 

(1) ()JHdw=O 

zu dem System der vier Lagrangeschen Differentialgleichungen 

(2) [HJ. = 0, (8 = 1, 2, 3, 4), 
wo allgemein 

bedeutet. 

[Hl _ aH '\-" a oR J. - -aq, - .£.J aWk iJqsk
k 

Um zu den Energiegleichungen dieses Problems zu gelangen, schlagen 
wir den Weg ein, den die Darlegungen meiner ersten Mitteilung weisen, 
namlich den Weg iiber die Gravitationstheorie. Es sei H diejenige all
gemeine Invariante mit den Argumenten 

ga' gall g"", gt''', 
die fiir 

(3) 
Klein, Gesammelte matb. Abbandlungen. I. 

g{''' = 0 
86 
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in H iibergeht; dieselbe verschaffen wir uns, indem wir III H an Stelle 
von q.! die kovarianten Ableitungen 

- ~l{Sl} q.! = q.! -..::::..; h qh 
h 

einsetzen und zugleich die Faltung mit den gf''' vornehmen. Enthalt 
beispielsweise H als Term den orthogonalinvarianten Ausdruck 

(4) -Q=};(qmn-qnm)'J=tllM~n' 
m,n tJl,n 

so ist dieser durch 
- Q- =1 ~, M M gmkgn! 

4"::::"; 1ITn k! 
m,n, k, l 

zu ersetzen. Der Ausdruck 

ist III 

T= ~ q q- gs", ghll 
..::::..; .h 11," 

umzuwandeln usf. 
8,h,m,fI. 

Nun gilt fiir jede allgemeine Invariante eine Identitat, die in meiner 
ersten Mitteilung (Theorem III) zwar nur fiir den Fall bewiesen worden 
ist, daB die Invariante von den g"''' und deren Ableitungen abhangt; 
aber das eingeschlagene Beweisverfahren gilt auch fiir unsere allgemeine 
Invariante Ii. Unter Verwendung der Bezeiehnungen meiner ersten Mit
teilung bekommen wir an Stelle der dortigen Gleiehung 

fPg(JVg)dw=O 
nunmehr in unserem FaIle die Gleichung 

f {Pg(HVg) +Pq(iiyg)}dw-f {P(llVg)}dw =0, 
eme Identitat, die unmittelbar 

f {}; [Vg Ii],.. .. pf''' + };[yg il],.. p,.. }dw = 0 
f'," f' 

zur Folge hat. N ach Einfiihrung von p,.. .. , p,.. und Anwendung der par
tiellen Integration konnen wir das Integral linker Hand auf eine Ge
stalt bringen, in der der Integrand mit p' multipliziert ist; da aber p' 
ein willkiirlicher Vektor ist, so muB der andere Faktor unter dem Inte
gralzeichen identisch Null sein, und hieraus ergeben sieh die Identitaten 
(8 = 1, 2, 3, 4): 

(5) };[YgH],.. .. g;',,- 2}; iJ~J };[ygH],..,g"m} 
I'," m,.. 

+ 17[YgHlfl q", -17iJ~ ([VgH]"q,) = 0 6). 

,.. " f' 
6) [Vgl. hierzu meine Formel (14), die mit dieser Term fiir Term iibereinstimmt. K.] 
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Diese vier Identitaten sind zugleich - genau wie Sie oben bemerkt 
haben - diejenigen, deren Existenz in dem von mir aufgestellten Theo
rem I zwischen den 14 Lagrangeschen Gleichungen unseres Problems 
behauptet wi rd. 

Kehren wir nunmehr zum urspriinglichen Problem (1) zuriick, indem 
wir vermoge (3) die Gravitationspotentiale beseitigen, und beriicksichtigen 
die Lagrangeschen Differentialgleichungen (2), so gehen die Identitaten (5) 
iiber in 

(6) 

Bezeichnen Wlr demnach die Klammerausdriicke 

(7) 

als die Komponenten des Energietensors, so erhaJten wir in den Diver
genzgleichungen (6) die gewiinschten Energiegleichungen des physikalischen 
Problems (1). 

N ehmen wir insbesondere fiir H die Invariante Q in (4), so werden 
8m • die Komponenten des bekannten elektromagnetischen Energietensors, 
und wegen der Maxwellschen Gleichungen 

{[Vgli]",} =~ =DivmM=rm 
U,Uy f.l1' 

- unter r die elektrische Viererdichte verstanden - ergeben III dies em 
FaIle unsere Identitaten (5) 

. 2) 2,:--' a DIV 8 - r q + "--- (r q) = 0 s m ma oWm m 8 

m m 

oder wegen Div. r = 0: 
Diva 8 = - rs·M, 

d. h. sie liefern den bekannten Divergenzausdruck flir die ponderomotorische 
Kraft. 

Nur fiir den Fall der allgemeinen Relativitat, d. h. wenn schon die 
urspriingliche Invariante Heine allgemeine Invariante ist, versagt der 
angegebene Weg zur Herstellung von Energiegleichungen flir das Pro
blem (1). In der allgemeinen Relativitatstheorie haben wir als Ersatz 
fiir die fehlenden Energiegleichungen in Ihrem Sinne eben die Tatsache der 
vierfachen Dberzahligkeit der Lagrangeschen Gleichungen (Theorem I 
meiner ersten Mitteilung), wie sie oben in den vier Identitaten (5) zum 
Ausdruck kommt. Umgekehrt erscheinen die Energiesatze der orthogonal
invarianten Theorien als das Residuum jener vier Identitaten der Gravi
tationstheorie. 

Es sei noch bemerkt, da/3 der Energietensor (7) nicht nur, Wle man 
36* 
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sofort sieht, die Eigenschaften der orthogonalen Invarianz und derSym
metrie besitzt, sondern dariiber hinaus jedesmal die Erfordemisse der 
speziellen physikalischen Theorie erfilllt: so wird derselbe im Falle der 
Elektrodynamik, wo H die qsl nur in den Verbindungen 

Mk8 = q.k - qks 

enthalt, ebenfalls nur von diesen Komponenten des Sechservektors M, 
und andererseits im FaIle der Elastizitii.tstheorie auch nur von den eigent
lichen VerzerrungsgrOBen abhangig, wie sie in den Fragen iiber Elastizitat 
auftreten. 

ID. Aus einem weiteren Schreiben von F. Klein. 

Es liegt mir daran, den Unterschied zwischen der orthogonal
invarianten Theorie der Elektrodynamik und der die Schwerkraft mit 
beriicksichtigenden auch meinerseits noch durch einige Worte zu kenn
zeichnen. 

In dieser Hinsicht schafft besondere Klarheit, wenn man, wie ich das 
schon oben (Nr. 5) andeutete, als Zwischenglied die Behandlung der 
klassischen Elektrodynamik in beliebigen ("krummlinigen") Weltkoordi
naten einsehaltet. 

Ihr Hauptsatz, daB sieh die Energiekomponenten des elektrodyna
mischen Feldes einfach durch die Ql'v darstellen, tritt dann bereits in 
seiner ganzen Bedeutung in den Vordergrund; ich wiirde also vorziehen, 
bei diesem Satz sich nieht schon auf die modeme Gravitationstheorie zu 
berufen. 

Auch finde ich es niitzlich, die Integrale f K dw und f Qdw bei 
der Darstellung auseinanderzuhalten und nicht von vornherein zu einem 
Integral f H d w zu verschmelzen. 

Wir haben dann fiir die K Il " und die QIlV je vier Identitaten [die 
Gleichungen (12) und (14) - oder (14') - meines ersten Briefes], im 
ganzen also acht, und der Gegensatz der friiheren und der heutigen Theorie 
laBt sich dann folgendermaBen in prazise Sii.tze formen: 

1. Beidemal haben wir £iir den hier in Betracht kommenden Ver
gleieh neben den acht Identitaten 14 "Feldgleiehungen". 

2. Diese lauten in der friiheren Theorie 

a) K Il ,,=07), b) QI1=O. 

Vermoge der zehn Gleichungen a) sind die vier Identitaten 
(12) von selbst erfiillt, die Identitaten (14) - oder (14') 

') [Als Folge der 20 Gleichungen, welche das identische Versohwinden des 
Riemannsohen KriimmungsmaBes aussagen. K.] 
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aber reduzieren sichvermoge der vier Gleichungen b) auf die 
vier Aussagen, welche man die vier Erhaltungssatze (Impuls
Energiesatze) nennt. 

3. Dafiir hat man in der neuen Theorie die Feldgleichungen 

a') K,u" + aQ ... " = 0, mit a 9= 0, b') Q!' = 0. 

Jetzt erscheinen die Gleichungen Q!' = ° vermoge der acht 
Identitaten als eine Folge der zehn Gleichungen a'). 

Aus den Identitaten (14) folgen, wenn man die Q!' wegstreicht, 
nach wie vor "Erhaltungssatze" fiir die Q"". Aber diese haben 
jetzt keine seibstandige (physikalische) Bedeutung mehr, weil sie 
sich vermoge der zehn Gleichungen a') auf die vier Identitaten 
(12) reduzieren; sie sind eben schon in den zehn Feldgleichungen 
mit enthalten. 

Alles dieses ist sachlich in voller Obereinstimmung mit den Dar
legungen Ihres Briefes. Es wiirde mich aber sehr interessieren, die Aus~ 
fiihrung des mathematischen Beweises zu sehen, den Sie am Ende des 
ersten Absatzes Ihrer Antwort in Aussicht stell en. ••.••..• 

[Besagte Ausfiihrung ist inzwischen von Frl. E. Nather geliefert worden, siehe 
deren Note tiber nlnvariante Variationsprobleme" in den Gattinger Nachrichten vom 
26. Juli 1918. Ich komme hierauf am SchluB von XXXII zuriick. 

1m iibrigen mochte ich, um die Beziehungen der Aufsiitze XXXI bis XXXIII 
zum Erlanger Programm klar hervortreten zu lassen, hier no('h folgende Bemerkungen 
anschliellen: 

1. Die Invariantentheorie der in XXX behandelten Lorentzgruppe ist genau das, 
was die modernen Physiker als "spezielle Relativitiitatheorie" bezeichnen. 

2. Dabei liiBt sich die Lorentzgruppe ersichtlich ala graBte kontinuierliche Schar 
der allgemeinsten fUr endliche Werte der x, y, Z, t stetigen Transformationen definieren, 
welche die quadratische Differentialform 

in sich iiberfiihren. 

ds 2 = dt 2 _ dx2 + dy2 + dz 2 
c 2 

3. Man denke sich nun statt der x y Z t irgendwelche reelle, im Endlichen tiberall 
stetige, hinreichend oft differentiierbare, eindeutig umkehrbare Funktionen 

w!'= tp!'(x,y, Z, t) (!? = 1, 2, 3, 4) 

eingefiihrt. Hierdurch mage das gerade hingeschriebene ds 2 in eine allgemeinere 
quadratische Form der dw iibergehen, die wir gleich in Einsteinscher Weise als 

ds 2 = .2) g,u" dw" dw" 
schreiben wollen. 

4. Dieses neue ds 2 hat natiirlich wie das unter 2. angegebene den Triigheits
charakter + - - - . Seine Koeffizienten g.u" sind stetige, hinreichend oft differentiier
bare reelle Funktionen der w, die nur dadurch partikularisiert sind, daB das fiir ds B 

gebildete Riemannsche KrtimmungsmaB identisch verschwindet. 
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5. Nach den Grundsatzen des Erlanger Programms konnen wir nun die spezielle 
Relativitiitstheorie auch in der Weise behandeln, daB wir die Gesamtgruppe aller 
reellen, stetigen, hinreichend oft difierentiierbaren, eindeutig umkehrbaren Transfor
mationen der wI! zugrunde legen, dabei aber das ds 2 von 3. adjun9ieren, d. h. die 
Umanderungen hinzunehmen, welche die 9"" bei den jeweiligen Transformationen der 
tV erleiden. Man erhalt dabei eindeutig bestimmte lineare Transformationen der 9"", 
do. die Relationen, an die die 9"" als Koeffizienten einer Form von verschlrlndendem 
KriimmungsmaB gebunden sind, zu hohen Charakter hahen, um dabei von EinfluB zu 
sein. AuBerdem will beachtet sein, daB nicht nur die Substitutionskoeffizienten, sondern 
auch die g"" selbst Funktionen der x y z t bzw. der w(! sind. Von hier a~s ergeben sich 
dann die Umanderungen, welche die Differentialquotienten der gl''' bei der jeweiligen 
Transformation erfahren. Die durch aIle diese Formeln nerweiterte" Gruppe ist ferner
hin der Betrachtung zugrunde zu legen. 

6. Tun wir dies, so haben wir einen entscheidenden Schritt auf die "allgemeine 
Relativitiitstheorie" zu getan. Ein weiterer Schritt wird sein, daB wir als Koeffi
zienten 91,,, des ds 2 die allgemeinsten fiir reelle w iiberall reellen, stetigen, hinreichend, 
oft differentiierbaren Funktionen der w einfiihren. Das Riemannsche Kriimmungs
maB und die aus ihm abzuleitende, von Hi I bert mit K bezeichnete Invariante sind 
dann nicht mehr identisch Null. 

1m iibrigen wird man die nGruppe" so wahlen, wie gerade unter 5. angegeben. -
Nebenbei erhebt sich auch die Frage nach dem Zusammenhang der Welt als Ganzes, 

analog wie bei den auf den Fall der Geometrie der Ebene beziiglichen Betrachtungen 
der Abh. XXI. Diese Frage scheint noch wenig bearbeitet zu sein. Bp.stimmte dabei 
vorliegende Moglichkeiten treten in Abh. XXXIII hervor. Bei der speziellen Relativi
tatstheorie, hei der wir, um aIle WeItpunkte zu erhalten, x y z t kurzweg von - 00 

bis + 00 laufen lassen, faUt die ganze Frage natiirlich weg. 
7. Die allgemeine Relativitatstheorie des reinen Schwerefeldes ergibt sich hier-

aus nach Einsteins grundlegendem Ansatz (der von Einstein und Hilbert fast' 
gleichzeitig exakt formuliert wurde 8) ), indem man die 91t " den zehn, in ihrer Gesamt
heit der in Rede stl.'henden Gruppe gegeniiber invarianten Gleichungen Kit" = 0 -unter
wirft (ich gebrauche hier der Kiirze halber die Bezeichnung (5 a )meiner eigenen Note). 

8. Wir mogen nun neben der Gravitation irgendwelche weitere physikalische 
Erscheinungen in Betracht ziehen, oder vielmehr, wir mogen, wie es im vorstehenden 
Texte im AnschluB an Hilberts erste Note geschieht, uns neben der Gravitation auf 
die elektromagnetischen Vorgiinge im leeren Raume beschriinken. 

9. Man wird diese am einfachsten beriickeichtigen, auch im FaIle der speziellen 
Relativitiitstheorie (was in Abh. XXX Ieider nicht zum Ausdruck kommt), wenn man 
neben unser ds 2 noch die Linearform 

};q(!dw(! 

8) Einstein "Zur allgemeinen Relativitatstheorie" in den Sitzungsberichten der 
Berliner Akademie vom 11. und 25. Nov. 1915 (S. 799 bis 801 bez. S. 844 bis 847 des 
Jahrgangs), Hilbert in seiner (vorstehend kommentierten) ersten Note iiber die 
"Grundlagen der Physik" in den GOttinger Nachrichten vom 20. Nov. 1915. Von 
einer Prioritiitsfrage kann dabei keine Rede sein, weil beide Autoren ganz ver
schiedene Gedankengange verfolgen (und zwar so, daB die Vertriiglichkeit der Reau!
tate zuniichst nicht einmal sicher schien). Einstein geht induktiv vor und denkt 
gleich an beliebige materielle Systeme. H il bert deduziert, indem er iibrigens die im 
Texte unter 8. genannte Beschriinkung auf Elektrodynamik eintreten IaBt, aus vorauf
gestellten obersten Variationsprinzipien. Hilbert hat dabei insbesondere auch an Mie 
angekniipft. - Erst in seiner oben (S. 560) genannten Mitteilung an die Berliner 
Akademie vom 29. Okt. 1916 stellte Einstein die Verbindung der beiderlei Ansatze her. 
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steIlt, wo die reeIlen, uberaIl stetigen, hinreichend oft differentiierbaren Funktionen ql! 
das sogenannte Viererpotential des elektromagnetischen Feldes vorsteIlen. 

10. Die zugrunde zu legende Gruppe erweitert sich nun gegenuber 5. dadurch, 
daB neben die Transformationen der gltv und ihrer Differentialquotienten, die dureh 
die Transformationen der w veranlaJ3t ("induziert") werden, jetzt noch diejenigen 
der ql! und ihrer Differentialquotienten treten. 

11. Die g!-'v' ql! aber sind nunmehr den 14, gegenuber der erweiterten Gruppe 
wieder invarianten, Gleichungen (16a), (16b) des Textes: 

K/IV + IX Ql'v= 0, QI! = 0 

zu unterwerfen. Dies ist in Verbindung mit 10. der Kern der allgemeinen Relativitiits
theorie der Physik, soweit sie hier in Betraeht kommt. -

Diese Formulierungen driicken selbstverstiindlich nur in anderer Sprache aus, 
was bei Einstein und Hilbert ohnehin gesagt ist. leh mochte hier insbesondere 
auf Hilberts zweite Mitteilung uber die Grundlagen der Physik (in den Gottinger 
Nachrichten 1917", S. 53-76) verweisen 9). Hier wird auf S. 61 ausdriicklich ausge
fiihrt, daB nur solche aus den Differentialgleichungen 11. zu ziehenden Folgerungen 
cinen physikalischen Sinn haben, welche, gleich den Differentialgleichungen selbst 
(NB. gegeniiber der unter 10. delinierten Gruppe) invarianten Charakter besitzen. 
Das ist mutatis mutandis genau dasselbe, was im Erlanger Programm von den Aus
sagen irgendwelcher (durch eine Gruppe willkiirlich zu charakterisierenden) Geometrie 
verlangt wird. 

Es braucht wohl kaum gesagt zu werden, daB ehenso auch die Weiterbildung 
der Einsteinschen Theorie, wie liie Weyl gegeben hat, mit dem Schema des 
Erlanger Programms in Zusammenhang gebracht werden kann. 

Es ist sogar besonders nahe Beziehung zu I<;inzelausfiihrungen dort (Note VI 
der Abh. XXVII, S. 491-492) vorhanden, insofern dort nicht eine Form dB2, sondern 
cine Gleichung dB2 = 0 zugrunde gelegt iat. K.] 

9) Vorgelegt am 23. Dez. 1916. 



XXXII. Vber die DiHerentialgesetze fiir. die Erhaltnng 
von Impuls nnd Energie in der Einsteinschen 

Gravitationstheorie. 
[Nachrichten der Kg!. Gesellschaft der Wissenschaften zu G6ttingen. Mathematisch
physikalische I\lasse. (1918.) Vorgelegt in der Sitzung vom 19. Juli 1918 1 ).J 

Durch Fortsetzung der Untersuchungen, die ich der Gesellschaft der 
Wissenschaften am 25. Januar dieses Jahres vorlegte 2 ), ist es mir ge
lungen, die verschiedenen Formen der Differentialgesetze fiir die Erhaltung 
von Impuls und Energie, wie sie, fiir die Einsteinsche Gravitations
theorie, von verschiedenen Autoren aufgestellt worden sind 3), von einem 
einheitlichen Gesichtspunkte aus abzuleiten und dadurch, wenn ich nicht 
irre, in deren Bedeutung und wechselseitige Beziehung eine wesentlich ver
besserte Einsicht zu gewinnen. lch habe, wie man sehen wird, bei der 
im folgenden zu gebenden Darstellung eigentlich iiberhaupt nicht mehr 
zu rechnen, sondern nur von den elementarsten Formeln der klassischen 
Variationsrechnung sinngemiiJ3en Gebrauch zu machen. 

Der Kiirze wegen kniipfe ich hier gleich, auch in der Bezeichnung. 
an meine vorige Note an. Als eigentlichen Grund des nunmehrigen Fort-

1) Das Manuskript hat erst Mitte September dieses Jahres seine endgiiltige Form 
erhalten. 

2) Siehe das SchluBheft des Jahrgangs 1917 dieser Nachrichten: "Zu HiIberta. 
erster Note iiber die Grundlagen der Physik". [Abh. XXXI dieser Ausgabe.] 

3) Von Einstein kommen hier in erster Linie in Betracht die zusammen~ 
fassende Schrift von 1916: "Die Grundlagen der allgemeinen Relativitatstheorie" 
(Leipzig) und die Mitteilung an die Berliner Akademie "Hamiltonsches Prinzip
und allgemeine Relativitatstheorie" (Sitzungsbericht vom 26. Oktober 1916), von 
Hilbert die bereits genannte Note (Gottinger Nachrichten vom 20. November 1915). 
von Lorentz die vier Artikel, die er auf Grund einer von Marz bis Juni 1916 
in Leiden gehaltenen V orlesung im Verslag der Amsterdamer Akademie veroffent
licht hat - "over Einsteins theorie der zwaartekracht" -, siebe insbesondere 
Art. III vom April bzw. September 1916 und Art. IV vom Oktober 1916 bzw. Mai 
1917. lch nenne hier ferner gleich das neuerdings erschienene Buch von Weyl 
"Raum - Zeit - Materie" (Berlin 1918), auf welches ich mich weiterhin. ebenfalls. 
zu beziehen habe. [W ey Is Buch liegt bereits in dritter Auflage vor; im Texte wird 
immer die erste Auflage zitierb.] 
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schritts kann ich dann nennen, daB ich die damals betrachtete infinitesi
male Transformation 
(1) (lw'=p' 

nicht mehr der Beschrankung unterwerfe, an der Grenze des Integrations
gebietes in geeigneter Weise (namlich mit ihren nach den w genom men en 
ersten und zweiten Differentialquotienten p~, p;,,) zu verschwinden. Da
durch stellen sich bei den in Betracht kommenden Integralen Randbestand
teile ein, deren nahere U ntersuchung alles Weitere liefert. - Fur den be
stimmten, hier ins Auge gefaBten Zweck geniigt es dabei, nur das erste 
der beiden friiher betrachteten Integrale zu betrachten: 

(2) 11 =JJJJ Kdw. 
Die Betrachtung gliedert sich des weiteren zweckmaBigerweise so, daB ich 
K zunachst nur als irgendeine Funktion der gl"', gl"', g'« Y ansehe, dann 
als eine (ebenfalls noch nicht naher bestimmte) Inva~iant~"gegenuber be
liebigen Transformationen der Weltparameter w, und erst zum SchluB als 
eine Invariante bestimmter Bauart. 

Indem ich solcherweise (1) auf (2) anwende, entstehen eine Reihe 
von Differentialbeziehungen, denen K identisch geniigt. Nun erst wende 
ich mich zur Physik, wobei ich mich nicht mehr, wie das vorige Mal, auf 
den Fall des freien elektromagnetischen Feldes beschranke, sondern gleich 
ein beliebiges "materielles" Feld voraussetze. Wenn man den Hilbert
schen Ansatz mit dem von Einstein kombiniert, kann man die zu
gehorigen zehn Feldgleichungen der Gravitation bekanntlich in der einfachen 
Form schreiben 4) : 
(3) K 1",-xT,1V =05), 

unter K I", die durch Vg dividierte, zu 11 gehorige Lagrangesche Ab
leitung nach den gil v, unter T fl" die Energiekomponenten der Materie ver
standen. Der ()bergang zu den verschiedenen Formen der Erhaltungs
satze ergibt sich dann einfach nach dem Prinzip, daf3 man in die fur 
das K abgeleiteten Identitdten je nach Belieben x T.,,,. fur KI'" einsetzt. 

4) Siehe z. B. Herglotz in den Sachsischen Berichten 1916, S. 202, Formel (16). 
- Der Genauigkeit halber vermerke ich noch, daB die Konstante " (die ioh in meiner 
vorigen Note an H il bert ankniipfend - IX nannte), nur dann den dort von mir be
nutzten Wert 

" = 1,87. 10 - 27. em + 1 gr - 1 

hat, wenn das zugrunde gelegte ds 2 der Dimension und dem Vorzeichen nach mit 
dem d",2 der speziellen Relativitatstheorie: 

d,2 = dt2 _ dx 2 + d~2 + dz 2 "'"' sek 2 

C" 
iibereinstimmt. 

6) [Beim Wiederabdruck wurde hier und im folgenden das Vorzeiehen von T,<v, 
%I'Y' T;, %:' t:, t: umgedreht, um mit den in der Physik iibIichen Bezeichnungen 
in Dbereinstimmung zu kommen. Zum Beispiel ist T44 alsdann positiv. K.] 
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§1. 

Infinitesimale Transformation der gf.i. ". 

L m dem Leser aIle Hilfsmittel der Kontrolle an die Hand zu geben, 
schicke ich hier die kleine Zwisehenreehnung voraus, welehe die bgf.i.Y be
stimmt, die der infinitesimal en Transformation (1) der w entspreehen. 

leh schreibe statt (1) zunaehst 

Wl' = Wi' + p,ll 

(wo mit dem "Hilfsvektor" p und seinen Differentialquotienten Pe' PeG 
weiterhin so zu reehnen sein wird, daB man aIle Glieder hoherer Ordnung 
gegen die linearen vernaehlassigt). Wir haben dann: 

dW ll =dw" + 2)p~ldw" 
N un sind die g" I' naeh ihrer Definition den Produkten d Wi' d WV kogredient. 
Daher kommt: 

Aber 
g"''(w) = g'"'' (w) + 2)glH (w)p; + 2)gn( w) p~. 

Es i~t nun die Ditferenz g,"" (w) - git>' (w), die ich in meiner vorigen 
Note ,5 g" I' genannt habe und die ich jetzt in A nlehnung an die H ilbertBche 
Note mit p'"'' bezeichnen werde. LJ.naeh ist: 

Die Differentialquotienten der pf.i. Y naeh den w werden weiterhin, wie bei 
H il b er t, mit p" Y, p.<tY bezeiehnet. 

(! eo 
leh notiere noeh den Wert, den pllY in dem spater besonders in 

Betracht kommenden FaIle konstanter pT erhalt (wo ieh dann P,UY, 
bzw. p' schreibe): 0 

o 
(5) 

Es ist III diesem FaIle also so, als ob die gllV fest vorgegebene Funktionen 
del' w [Skalare] waren (nicht eine dureh die jeweilige Transformation der 
w induzierte Substitution erlitten). 

§ 2. 

Berechnung von d Il unter der alleinigen Voraussetzung, daB K eine 
Funktion der g!'v, g!'Y, gf.i. Y ist. - Ein Hauptsatz. 

(! eo 

Gemeint ist, daB K nieht noeh explizite von den w abhangt. - Wir 
haben dann fUr unsere infinitesimale Transformation [welehe sieh sowohl auf die 
abhangigen, wie unabhangigen Variabeln des Integrals 11 erstrecktJ zunaehst: 
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(6) 

+ fff Vg K(pldwIIdwIIIdwlV + ... + plvdwldwIIdwIII); 

dS ist fiir dw l dw II dW 1II dw lV geschrieben, das dreifache Integral in be
kannter vektorieller Weise iiber den Rand des Integrationsgebietes von 11 
zu erstrecken 6). 

Hier werden wir nun die unter dem vierfachen Integral auftretenden 
Difierentialquotienten p~Y, p~: nach dem alten Verfahren von Lagrange 
durch einmalige, bez. zweimalige partielle Integration fortschafien, dann 
p!-' Y durch seinen Wert (4) ersetzen und die dadurch hereinkommenden 
Differentialquotienten p; und p~' durch eine vierte pal'tielle Integration be
seitigen. W ir finden so: 

(7) /511 = -ffff 2; (V g-~ K!-,dl~" + 2 ~ o~~~~) p··dS 
• I-'V a 

+ fff Vi (e l dw II dw III dw lV + ... + elY dWI dw II dw III ), 

wo folgende Abkilrzungen eingefuhrt sind: 

1. K!-'y ist die schon in (3) benutzte, durch Vi dividierte, La
grangesche Ableitung: 

(8) K ,ty = (," K - ,,' (;~~L ","('~~)): Vi; 
og,tV .L.; awl! .L.; iJwl! iJw" 

u ea 

2. K~ die folgende lineal'e Kombination del' K I-'y: 

(9) K" - y1 K gil", 
~-~ ftt: , 

It 

3. e", fiir a = 1, 2, 3, 4, je ein fiinfgliedriger Ausdruck, den ich vor-
ab so schreibe (indem ich den Term, del' von del' vierten partiellen Inte
gration herriihrt, besonders hervorkehre): 

(10) e"=1]"+2~K;pT. 

Hier ist dann 
4. 1]" noch ein viergliedriger Ausdruck: 

o( iJ {Ii Ie) 
oK iJK 1 og/": 

1]"=Kp"- '\""_pIIY_ Yl_p/""+--= Yl_~(!~p/"Y. 
.L.; og!-'y .L.; iJ9/"" I! ,./y.L.; iJwl! 
/"Y" !-'Y(! (!" /""I! 

(11 ) 

6) [Es ist ein wesentlicher Unterschied und zugleioh Fortschritt gegen meine 

vorige Note, daB ioh hier nichts iiber das Verhalten der p', pfl y, P~y, p:: am Rande 

des Integrationsgebietes voraussetze. K.] 
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Das in dem neuen Ausdruck (7) von 1511 voranstehende vierfache 
Integral solI fortan, nach Weglassung des Minuszeichens,das Integral A 
genannt werden. 

Ferner werden wir das in (7) auftretende dreifache Integral durch 
elementare Divergenzbildung in ein zweites vierfaches Integral verwandelIi 

(12) ffff(oliel + ... + 0,/g81~)dS, 
owl owlY 

welches das Integral B genannt werden soll. Also 

(13) 1511 = - A + B. 
Bier bietet sich nun die wichtige Bemerkung,daf3 A_B wird, wenn 

wir die p' konstant, also = p', wiihlen. 
o 

In der Tat verschwindet dann der urspriingliche Wert (6) von 15 11' 
weil K die w nicht explizite enthiilt, unter Benutzung der in (5) ange
gebenen Werte der pfl" identisch. 

o 
Aus A Baber schlie.l3en wir bei der vollen Willkiir, die hinsichtlich 

der Wahl des Integrationsgebietes besteht, daB auch die Integranden von 
A und B iibereinstimmen miissen. Wir haben 

( OV9K") . aVo e" 
(14) '" Vg "'K II"gf"'+2 ", __ , p'- ",_0 

.L.J .L.J,. .L.J ow" 0 .L.J ow" 
It" (J (J 

_/Vo~" oVgK " 
-- '\--+2- "'-"p' .. 

.L.J ow" .L.J ow" 0 

" ". 
Diese Identitiit soll weiterhin der Bauptsatz heif3en. 

Wir konnen natiirlich die Glieder mit K~ beiderseits wegheben. Wir 
wollen dann noch 'f}" folgendermaBen als Funktion der pT anschreiben: 

o 0 

(15 ) 'f}" = 2 Y!U;pT 
o ~ u 

(wo wir rechter Hand die 2 zusetzen, weil es spater angezeigt ist, durch 
eine 2 zu dividieren). Dabei ist (unter Benutzung der iiblichen Be
zeichnung 15 ~ fiir 1 oder 0, je nachdem a = T oder a =f= T): 

o(oo~~) 
(16) 2U~=K,j~- ~"'~~gfl"_ "'~~g,",,+ ~ '\-'" ge" gl''' . 

.L.J ogl'''' .L.J ogf'" I!T Vg.L.J owl! • 
",," fl"l! I! " ""I! 

Der Bauptsatz aber nimmt folgende Form an: 

(17) ~1 .- .2 o-t-g U" yg K g""=2 _v __ , 
!' '" 1'" (J , 

f'" " ow 
fiir T = 1, 2, 3, 4. 

Die auf der linken Seite stehenden Ausdriicke sind also in elementare 
Divergenzen umgeformt. 
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§ 3. 

Vereinfacbte Scbreibweise der Formeln. - Eine Erweiterung des 
Hauptsatzes. 

1ch habe im vorigen Paragraph die Schreibweise so gewahlt, wie sie 
fiir ihre spatere invariantentheoretische Auswertung geeignet scheint und 
iibrigens alter Gewohnung ·entspricht. - 1nzwischen lal3t sich nach Ein
s tei nschen Vorschlagen Vieles dabei abkiirzen: 

1. Es wird schon manches eingespart, wenn man das Produkt von 
Vg mit einer durch einen grol3en lateinischen Buchstaben bezeichneten 
GroBe durch den entsprechenden deutschen Buchstaben ersetzt. Also: 

VgK durch Sf, VgK"y durch Sf,'V' VgK~ durchSf~, VgU~ durchU:. 
( 1m Sinne dieser Verabredung wird es liegen, eine elementare Diver
genz so zu schreiben: 

om3 1 om3 II om3 III oiill lV . 
(18) owl + owII + a wIll + owlV = 'Iltb. 

Rier sollen fernerhin die ~l, •.• , }ffiIV nur von den g'UY, g/lY abhangen, so 
(! 

dal3 unsere 'Ilib ein spezieller Fall der bisher betrachteten Funk-
tionen Sf ist.) 

2. Ferner konnen bei den Summenzeichen die Summationsbuchstaben 
weggelassen werden, indem man bemerkt, daB immer nach denjenigen 
1ndizes summiert wird, welche zweimal (einmal oben und einmal unten) 
vorkommen. 

3. Endlich konnen aus demselben Grunde auch noch die Summen
zeichen selbst weggelassen werden. 

Wir werden von der so verabredeten Kurzschrift mehr oder minder 
Gebrauch machen, sob aId es uns paSt. Die Formeln (17) z. B. schreiben 
sich dami so: 

(19) 

1m Zusammenhang damit gedenke ich gleich emer bemerkenswerten 
Verallgemeinerung der Formeln (17), bez. (19). 

Fiir die soeben eingefiihrten Divergenzen ('Ilio) werden in bekannter 
Weise die Lagrangeschen Ableitungen identisch verschwinden: 

(20) 'Ilib"y:=O. 
Setzen wir also in (19) statt Sf/l Y die Lagrangeschen Ableitungen emer 
Funktion Sf *, die mit Sf durch eine Gleichung zusammenhangt: 

(21) Sf* = Sf + 'Ilib, 
so bleibt die linke Seite von (19) ungeandert, wahrend auf der rechten 
Seite statt U; eine neue Funktion U*; auftritt. Wir haben dann 
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(22) 

Die Formel (19) ist damit in bemerkenswerter Weise verallgemeinert. 
(Naturlich unterscheidensich die U*; von den U: bei festgehaltenem't' nur 

urn Terme, deren elementare Divergenzen.2.3- identisch verschwinden. ) 
ow" 

§ 4. 

Invariantentheoretische Gesichtspunkte. 

Wir werden jetzt - im Sinne der allgemeinen Relativitatstheorie -
annehmen, daB K gegenuber der Gruppe aller Transformationen der· w 
(die wir uns natiirlich durch Hinzunahme der entsprechenden Umsetzungen 
der gf.''' "erweitert" denken miissen) invariant sei. 

Indem d w von Hause aus eine Invariante ist, gilt dasselbe von dem 
Integrale 11 , 

K ~IV erscheint als kontragredienter Tensor; der Komplex der 16 Gro.Ben 
K," als gemischter Tensor. 

Ferner werden wir (indem wir den HiIfsvektor 'P immer so trans
formiert denken, wie die d w) die 13", 'YJ" als kogrediente Vektoren 7) be
zeichnen duden. 

Wenn wir A nunmehr so schreiben: 

(23) 
(
";9 .2Kf.'vgt"+2 ~"lo::~: ) 

A ffff.2 V9 . pT dw, 

erscheint das mit den verschiedenen 'PT multiplizierte GroBensystem ala 
kontragredienter Vektor (es ist, im Sinne meiner vorigen Note, die 
"vektorielle Divergenz" des Tensors K",v). 

Entsprechend gewinnen wir aus Beine Invariante: 

~ ", ovge"; 
(24) vo L.J dw" 

wir werden sie (wieder im Sinne meiner vorigen Note) als "skalare Diver
genz" des (mit Hilfe des Vektors p ge bildeten) Vektors e bezeichnen. 

Nicht minder werden die beiden Bestandteile von (24): 

(25) -~ ~ovg1'J" und _1 ~f)(VuKT"pT) 
vg L.J ow" Vu L.J iJw" 

fUr sich genommen Invarianten sein. 

7) [DaB e" und 1'J" kogrediente Vektoren sind, sieht man am einfaohsten, wenn 
man ihre Ausdriicke (Formel (10) und (11)) mit den Formeln (8), (9) und (14) der 
ersten Mitteilung von Hilbert iiber die Grundlagen der Physik (1. c.) vergleioht. K.] 
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Wie aber ist es mit den U;, die unter der Voraussetzung konstanter 
p' (= p') abgeleitet waren? 

o 
Konstante p' bleiben nicht mehr bei beliebigel1 Transformationen cler 

w, sondern nur noeh bei den "affinen" Transformationel1: 

iii! = at· WI + ... + af . WIV + c(l 

konstant. Man denke sieh die gIl>' nattirlieh entspreehend (also linear mit 
konstanten Koeffizienten) transformiert. W ozu immer tritt, daB die einzelnen 
gl'Y Funktionen der wI! sind. 

Wir werden dann sagen dtirfen: 
U; ist ein gemischter Tensor der so erweiterten a/linen Gruppe. 
Dies hindert nieht, daB naeh unseren Gleiehungen (14), (17) und der 

Schreibweise (23) der von den p' unabhal1gige Ausdruek 

.:J_ 0 ({i (UT" + K,")) 
(26) ,-- 2;--------- --

Vg ow" 

ein kontragredienter Vektor der allgemeinen Gruppe ist. 
Es ist dies ein sehr merkwtirdiges SachverhaItnis, welches fUr die 

spater folgenden AusfUhrungen grundlegend ist. 
Nimmt man noeh nach (21) statt Sf irgendein Sf* und fUgt die 

Voraussetzung hinzu, daB die in (18) auftretendel1 ~I .•. ~IV gleieh den 
mit Vg multiplizierten Komponenten eines Vektors WI ... WIV der affinen 
Gruppe sein sollen: 
(27) ~"= v'g W", 

so wird genau dasselbe Saehverhaltnis wie bei (26) bei den allgemeineren 
Ausdrticken 

(28) 

statthabel1. 

§ 5. 

Identitaten, denen unser K ais Invariante der allgemeinen Gruppe geniigt. 

Wi(' verfolgen jetzt den Gedanken: Weil K eine Invariante unserer 
allgemeinen Gruppe ist, folgt, bei beliebigen Werten der pT: 

(29) H1 = b J J J J K d (J) = O. 

(Umgekehrt, wenn bei beliebigen pT die Relation (29) statthat, wird 11 
und damit K eine Invariante der allgemeinen Gruppe sein Denn aIle 
endliehen Transformationen der w T setzen sieh doeh aus den infinitesimal en 
bw' = p' zusammen.) 

Wir erhalten damit aus den Formeln der §§ 2, 3 eine groBe Anzahl 
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von Differentialbeziehungen, denen die Invariante K (die noch gar nicht 
individualisiert ist) identiseh zu genugen hat. 

1. Wir nehmen, wie in meiner vorigen Note, die p~ so - ohne sonst 
ihre Willkur zu beschranken , daf3 der Vektor e" und damit das zu· 
gehorige Randintegral schlechthin wegfallt. Hierzu gehOrt offenbar, daf3 
pT, pI''' und pl'-V entlang dem Rande versehwinden, d. h. das Nullsein von 

e 
pT, p;, p;", Dann kommt also gemaf3 (13) A=O, d.h. bei beliebigem 
Integrationsgebiet und beliebiger Annahme der pT im Innern des Gebietes. 
Wir sehlief3en gemaf3 (23), dafJ die vektorielle Divergenz des Tensors K u " 

identisch Null sein mufJ. In Formeln: 

ov-K " 
{g ~--'KI'-" gt''' + 2 ~,-g----,,-

OW" 
-----cc------ 0 

V9 
(fUr T = 1,2,3,4). (30) 

Es sind dies die Identitaten (12) meiner vorigen Note, die ich jetzt die 
Identitiiten A nennen werde. - Man mache sich klar: da es sich urn 
einen Vektor handelt, werden die linken Seiten von (30), aufgestellt fUr 
ein beliebiges Koordinatensystem, gleich wohlbekannten linearen Kom
binationen ihrer urspriinglichen Werte sein. Das Verschwinden der trans
formierten Ausdriieke besagt also gar nichts anderes als das Verschwinden 
der urspriingliehen Ausdriieke. 

2. Infolge der Identitaten (30) falIt jetzt das Integral A bei beliebigen 
pT weg. Also versehwindet gemaB (13), (29) immer aueh das Integral B. 
Wieder iiberlegen wir, daf3 das Integrationsgebiet und der Vektor p~ ganz 
beliebig. angenommen werden konnen. Es folgt, daf3 der Integrand von B, 
d. h. die skalare Divergenz des Vektors e, identiseh Null sein muf3: 

1 ~o{gG"_O 
(31) {i L:..; aw7 = , 

oder, was dasselbe ist: 

(31 ') 1_ 2: 0 Vg (1)" + 2 2: K; P~ = O. 
V9 ow" 

In dieser einen Formel (31) und (31') sind bei der Willkiir der pT noeh 
sehr viele Einzelgleichungen enthalten. Man betrachte die Terme, welche 

aus 2: K; pT bei der Differentiation entstehen, und iiberlege, daf3 r(' aua 

Gliedern aufgebaut ist, welche beziehungsweise die pf''', p;" linear ent
halten, wahrend die pI'-" selbst wieder linear in den p und ihren nach 
den w genommenen Differentialquotienten sind. Aber die 1]" werden in 
( 31) bez. (31') noeh einmal naeh den w" differentiiert. Wir schlie f3en, 
daf3 die Iinken Seiten von (31) und (31') homogen linear in den p' und 
ihren naeh den w genommenen ersten, zweiten und dritten Differential-
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quotienten sind. Da diese aIle unabhangig voneinander angenommen 
werden konnen, haben wir im ganzen 

( 4·5 4.5.6) 
4 1+4+ 1.2 + 1•2 .;} =140 

Gleiehungen. leh werde diese die Identitiiten B nennen. 
Es verlohnt sieh, diese 140 Gleiehungen wenigstens sehematiseh an

zusetzen. leh werde mit der oben, in (15), eingefUhrten Bezeiehnung nieht 
in Widersprueh sein, wenn ieh schreibe: 

(32) rJ"= 2 (2)u;p' + 2;U;''''p;,+ 2ju;,rr'''''P;'a'') 
(je zu summieren tiber alle zweimal vorkommenden lndizes. Indizes, 
welehe dureh kein Komma getrennt sind, sind vertausehbar, nieht so die 
dureh die Komma getrennten. Danach gibt es 16 (1 + 4 + 10) = 240 
GroBen U). - Die Gleichung (31') wird sieh nun, indem ieh den voran-

stehenden Faktor 2_ weglasse und fUr VgU wieder U sehreibe, folgender-
Vg 

maBen zerlegen: 
1. 4 Gleichungen, welche den Termen mit P' entsprechen: 

(33) 17(u:,,,+sr:,,,)-O, 
2. 16 Gleiehungen, welehe den Termen mit p; entsprechen: 

(34) U: + sr: + 17u::~~ = 0, 
,,' 

3. 40 Gleichungen, welche den Termen mit p;, ,," entspreehen: 

(35) 0'0" a"a' ~ aa'a" 
U,' + U, ' +.L.; UT ,'" - 0, 

" 
4. 80 Gleiehungen, welche den Termen mit P:a'rr" zugehOren: 

(36) u;,a'a" + u;',a"a + u;",aa' == o. 
Die Abhiingigkeiten, die zwischen diesen 140 Gleichungen B bestehen 
mogen, habe ich nicht untersucht. 

1m tibrigen ergeben sich nun unmittelbar folgende SchluI3folgerungen: 
a) Die ldentitaten A (= (30)) und die B (= (33), (34), (35), (36)) 

ergeben zusammen die hinreichenden Bedingungen, daB eine Funktion K der 
gUY, g;v, g:: eine lnvariante unserer allgemeinen Gruppe ist. 

b) Aber die link en Seiten von (33), multipliziert mit v;, sind wegen 

des Hauptsatzes von § 2 mit den linken Seiten von (30) direkt identisch. 

c) Also sind die B allein die hinreichenden Bedingungen fUr die In
varianz von K. 

d) Die A allein aber sind es nicht. Denn die Gleichungen A werden 
auch bestehen, wenn man K durch K* = K + Div ersetzt, - allgemeiner, 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 37 
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wenn K eine solche Funktion ist, die sich bei beliebige!: Transformation 
der wimmer um eine Divergenz vermehrt. 

e) Daher sind die Identitaten B nicht etwa allgemein aus den A 
ableitbar. 

Fiir uns gehoren aber doch, mit Riicksicht auf die zu entwickelnden 
physikalischen SchluBfolgerungen, die A in die erste Reihe. So moge noch 
einmal der drei Formen gedacht werden, die sie nach dem Friiheren an
nehmen konnen: 

(37) 

ld t ·t ··t A· • 2 2} a se; +2}K ,. .. - 0 en ~ a en u· _I.: - l.tVg, = , 
vU ow" 

~ ~o(se;+u:) - 0, 
ldentitiiten Ap: Vi L.; ow" 

2 a (se; + U;") 
ldentitaten Ay: yg2} ow" _0. 

fiir 't = 1, 2, 3, 4. 

lch habe dabei nur, was weiterhin zweckmaBig scheint, immer die Terme 
mit den Sf: vorausgenommen und iibrigens wieder solche Zahlenfaktoren 
zugefiigt, daB linkerseits alleweil diesel ben vier Vektorkomponenten stehen. 

§ 6. 

tJbergang zu den Erhaltungssatzen. 
Was ich im Verfolg des systematischen Gedankenganges jetzt noch 

iiber die besondere Bauart der Invariante K, wie sie der modernen Gra
vitationstheorie zugrunde liegt, zu sagen hiitte, schlieBt sich so eng an 
Einsteins einschlagige Untersuchungen an, daB ich es lieber bis zum 
folgenden Paragraphen verschiebe und hier gleich den prinzipiellen Ober
gang zu den Differentialgesetzen der Erhaltung von Impuls und Energie 
und eine Obersicht liber die verschiedenen Gestalten, in der diese Gesetze 
in der Literatur hervorgetreten sind, folgen lasse. Fiir das materielle 
Feld, mit dem wir uns jeweils beschaftigen, lauten bei unserer Bezeichnung 
die zehn Gravitationsgleichungen, wie ich schon in der Einleitung unter (3) 
bemerkte, besonders einfach. lch werde hier gleich statt der lateinischen 
Buchstaben deutsche setzen und habe dann 

(38) Sf,. .. -u:t,. .. =O. 
Statt dessen kann ich natiirlich auch die 16 Gleichungen schreiben: 

(39) Sf;-u:t:=O. 
Alles, was wir nun zu tun haben, ist, dafJ wir die hieraus folgenden 
Werte der Sf ... " bez. der Sf: in die fur die lnvariante K aufge8tellten 
ld.entitiiten einsetzen. Die Sache ist so einfach, daB ich die Ergebnisse 
gleich tabellarisch zusammenstellen und erlautern kann. 
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Ich beginne mit den Identitaten Aa bis Ay (37): 

1. Aus den Aa folgt durch Division mit 2.::.: 
Vg 

",o~: 1 y, cr- f'p 
.L.;-" + -2 .L.; .J/"f'Py, = O. 

ow 

Es sind dies die Erhaltungssatze fiir die Energiekomponenten des materiellen 
Feldes als solche, wie sie sich iiberall in der Literatur vorfinden. 

2. Ich kann natiirlich 3tuch schreiben, was gewisserma13en neu ist: 

( 41) 

3. Hiermit vollig gleichbedeutend ist es, wenn ich den Afl entnehme: 

o (~"+! U") 
'" 'x' .L.; ---=0. 

ow" 
(42) 

Dies sind dem Wesen nach die ErhaItungssatze, wie sie Lorentz in 
Teil III seiner eingangs genannten Artikelreihe aufgestellt hat, vgl. daselbst 
S. 482, Formel (79). (Die direkte Identifizierung ist nur insofern etwas 
weitlaufig, als Lorentz das bIl zunachst nicht nach den byf''', sondern 
den byf''' geordnet hat; es kann aber an der Dbereinstimmung nicht ge
zweifelt werden, weil er zu ihrer Gewinnung von derselben infinitesimalen 
Transformation bw' = p' (mit konstantem p') ausgeht, die uns zu den 
Identitaten Afl gefiihrt hat 8)). 

4. Endlich schreiben sich diesel ben Relationen gemaB dem Ay auch: 

(43) 
o(~"+!U*") 

'" 'x' .L.; ow" -- = o. 

Man hat das K* (Formel (21)) und damit zusammenhangend die U:" nur 
noch zweckmaBig zu partikularisieren, um die bekannten Einsteinschen 
Formeln zu erhalten: 

(44) 
o(~"+t") 

~ T '= O. 
.:...J ow" 

Das Nahere wird im folgenden Paragraphen noch darzulegen sein. Jeden
falls versteht man schon hier, daB die linken Seiten der Einsteinschen 
Relationen, multipliziert mit -V~ ebenso Vektorkomponenten darstelIen, 
wie die mit ihnen genau iibereinstimmenden linken Seiten von (41), (42). 
Ich hebe das nur deshalb hervor, weil die Sachlage nicht iiberall klar 
erkannt zu sein scheint. 

8) [In der Tat hat Herr Vermeil die Identitat der beiderseitigen Resultate nach
traglich durch direkte Rechnung bestatigt. K.] 

37* 
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Wir gehen nun zu der ursprunglichen Zusammenfassung (31), (31') 
der Identitaten B zuruck: 

[ ~5;0~ge" = ~5;0~9(t]"+25;K:P')] _ o. 
~g ow" ~g ow" 

Indem wir hier fur K: den aus den Gravitationsgleichungen des Feldes 
folgenden Wert x T," eintragen, tritt an Stelle des Vektors sG ein neuer 
Vektor, der e a heil3en mag: 

( 45 ) e" = t} a + 2 x 5; T,G pT. 

Dieser neue Vektor ist nun, wie ich behaupte, genau derjenige, den 
Hilbert in seiner Note - unter Beschriinkung aut den elektromagnetischen 
Fall - als Energievektor bezeichnet hat (so daB die Erhaltungssatze fur 
Hilbert in die eine Gleichung 

(46) _1 ~orueG =0 
ru.L..J ow" 

zusammengefaBt sind). 
Zum Beweise bemerke ich: 
a) Was den von der "Materie" herruhrenden Teil in (45), also den 

Term 2 x 5; T: p T angeht, so stimmt dieser, wenn ich nur x in Anlehnung 
an Hilbert gleich 1 setze, nach gehoriger Umanderung der Bezeichnung 
mit den Angaben, welclie Hilbert in Formel (19) seiner Note und in 
den sich anschlieBenden Satzen macht, ohne weiteres. 

b) Sodann, was den "Gravitationsteil ", das t}", betrifft, so hat mir 
schon vor langerer Zeit Herr Freedericks die zunachst unubersichtlich 
erscheinenden Terme, wie sie Hilbert 1. c. in den Formeln (8), (9) und 
( 14) angibt, rechnerisch zusammengezogen und ist dabei genau auf den 
Ausdruck gekommen, den ich in (11) als t}G eingefiihrt habe 9). 

Nun sieht die Formel (46), auch wenn ich den Faktor ~~ abtrenne, 
~g 

zunachst ganz anders aus als die Formeln (42), (43). Die Sachbeziehung 
aber ergibt sich ganz klar, wenn ich (46) nach dem Schema (33) bis (36) 
in 4 + 16 + 40 + 80 Gleichungen auseinanderziehe: 

Die ersten vier Gleichungen werden lauten: 

(47) 5;(u:,,,+x:r:,,,)=O, 
stimmen also genau mit den Gleichungen (42) uberein. 

Die folgenden 16 Gleichungen werden lauten: 

(48) U: + x:r: + 2) U:,'~': = o. 

9) [OfIenbar hat Hilbert seine zunachst sehr kompliziert scheinende Darstellung 
von e" gewahlt, um den Vektorcharakter dieser GroBe von vornherein hervortreten 
zu lassen. K. J 
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Dies ist nur eine besondere Schreibweise der Feldgleichungen (39), denn 

u: + 5;u:.'~~ ist nach (34) mit -~: identiech. 
Die dann noch verbleibenden 40 + 80 Gleichungen aber stimmen ohne 

weiteres mit den Identitaten (35), (36) iiberein; sie haben mit dem 
materiellen Felde, welches wir gerade betrachten, gar nichts zu tun. 

1m Grunde reduziert sich also die Hil b ertsche Aussage ( 46) aut die 
Erhaltungssatze (42); was dazutritt, sind ohnehin bekannte Gleichungen. 
Dafiir hat die Aussage den Vorzug, daB sie nicht nur selbst etwas in
variantentheoretisch Einfaches behauptet, sondern daB auch die in ihr 
auftretende GroBe eU invariantentheoretisch kurz charakterisiert werden kann: 
sie ist ein den H il/svektor p T enthaltender, im iWrigen aber von den T,. .. , 
den K"" 'Und deren DiUerentialq'Uotienten abhiingender kogredienter V ektor. 

Mit den im vorliegenden Paragraphen gemachten expliziten Angaben iiber 
die verschiedenen Formen der Erhaltungssatze wird, wie man sieht, erganzt, 
was in den N ummern (6) bis (8) meiner vorigen Note nur erst mehr unbe
stimmt ausgedriickt war. 

§ 7. 
Nitheres tiber die Einsteinsche Formulierung der Erhaltungssatze. 

Ich habe nun noch nachzutragen, wie man die von mir mit K* 
beooichnete GroBe partikularisieren mull, urn zu Einsteins Schlu13formeln: 

(44) 

zu kommen, 
damit erzielt 

o(%:+t:) 5; ------a;;;a-- = 0 

auch noch einiges dariiber zu sagen, 
ist. 

welche Vereinfachung 

Ich beziehe mich dabei am liebsten auf Einsteins oben genannte 
Darstellung in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie yom Ok
tober 1916. Einstein geht dort davon aus, daB die Invariante K (die 
er a nennt) die zweiten Differentialquotienten der g,.... nur linear ent
halt, multipliziert mit Funktionen der g"" selbst. Man kann daher be
sagte Differentialquotienten aus dem Integral It = J J J J Kdw durch par
tielle Integration wegschaffen, also 
( 49) K = a * + Div 
setzen, wo a* eine Funktion nur der ersten Differentialquotienten ist. 
Insbesondere gibt Einstein fiir a* den Wert: 

(50) 

10) [Beim Wiederabdruck wurde das Vorzeichen von G * und ~ * hier und im 
folgenden umgeiindert, entsprechend dem bei der eraten Veroffentlichung nicht ge
niigend beriickBichtigten Umstande, daB man in Ubereinstimmung mit Einstein das 
Vorzeichen von daB so nimmt, wie es in der FuBnote 4) Seite 569 dieser Abhandlung verab
redet wurde; alsdann wirddas Einsteinsche G mit dem Hil bertschen K identisch. K.] 
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unter - r:" die sogenannten Symbole zweiter Art verstanden: 

(51) _ r:" = 2) g,(!T (ag'H + agn _ agll") 11). 
T 2 aw" awll awT 

A ugenscheinlich ist dieses 0* bei aflinen Transformationen der w in
variant. 

Die ferneren Einsteinschen SchluBformeln folgen nun ohne weiteres 
aus unseren friiheren Ansatzen, wenn wir 

(52) K*=O*, also se*=®* 
setzen; Wlr muss en nur hinterher noch, um volle Dbereinstimmung zu 
haben, 

u=1 
nehmen. 

Es handelt sich eigentlich nur mehr um zwei Punkte: 
a) Nach (21) haben wir 

(53) sell" = ®:". 
Aber ®:" stellt sich, weil ®* nur die Differentialquotienten erster Ord
nung der g"''' enthalt, formal einfacher dar als die se,..,,: 

( a&*) 
®:,,= a&* _ "a "iif . 

ogl'" .L.; ow(! (54) 

Als solche treten die ®:" bei Einstein in der Tat statt der sell" in den 
Feldgleichungen auf (Formel (7) seines Artikels). - Man wird sagen 
diirfen, daB durch Einfiihrung der @:" eine besondere Eigenschaft der 
se,u" , namlich keine Differentialquotienten der gil" von hOherer als der 
zweiten Ordnung zu enthalten, sichtbar hervorgekehrt ist. 

b) Ferner haben wir nun fur die U: (1 nach (16), (22) die einfachen 
Formeln 

(55) 

Diese UT*" sind gegenuber den allgemeinen U: tatsachlich gekUrzt, aber 
das Resultat der Divergenzbildung 

2) oUT*" 

OW" 

ist doch wieder dasselbe. Also auch hier bringt die Reduktion der Formeln 
nur die Vereinfachung zur klaren Anschauung, welche das fur uns in 
Betracht kommende SchluBergebnis infolge der Bauart von K ohne
hin besitzt. 

") Vgl. die Durchfiihrung der Zwischenrechnung auf S. 110, 191 des Weylschen 
Buches. 
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Die durch (55) definierten U; a, dividiert durch ", 8ind nun ohne 
weitere8 die Einstein8chen t:: 

(56) ~U*" - t" 
" 'l - l· 

In der Tat gibt Einstein in Formel (20) seiner Abhandlung - auf 
Grund einer ganz anders angelegten Rechnung -, indem er " = 1 nimmt, 

fur seine t: genau die in (55) rechter Hand stehenden Werte. 

Tragen wir dementsprechend in (43) fUr die ~ U:" die t; em, so er-
" halten wir die Gleichungen (44), w. z. h. w. 

Ich wiinsche diesen Entwicklungen noch einen kleinen Zusatz zu 
geben. In seinen "Kosmologischen Betrachtungen zur allgemeinen Re
lativitatstheorie"12) hat Einstein bekanntlich den Vorschlag gemacht, die 
fundamentalen Feldgleichungen der Gravitation dahin zu modifizieren, daB 
- in unserer Bezeichnung - statt (3) geschrieben wird 

(57) K~,p - ).g/lP - "T~,p = 0, 
unter ). eine Konstante verstanden. Da 

aV9 :Y-g = _ 1 g 
agf'p 2 ~'V, 

so konnen wir (57) auch so schreiben 

(58) K~", - "T~,p = 0, oder auch X; - "T; = 0, 
wo 

(59) K=K+21. 

Nun gelten fur dieses K alle die Voraus8etzungen, auf die wir 
in den Paragraphen 2 bi8 5 die Identitaten fur K aufgebaut haben. 
Wir konnen also beispielsweise flir das K gleich die Identitaten (37) 
anschreiben, in denen wir die U: nur durch die U: zu ersetzen hahen, 
wo gemaB (16) 
(60) U: = U: + l~; 
sein wird. Wir bekommen also auch Erhaltungssatze, wie friiher, etwa 
der Formel (42) entsprechend 

(C>'a 1 -a) a ""T + -;i- uT 

(61) 1;--awa---- = 0, 

wo wir nun noch das U; abiindern mogen, indem wir statt K 

(62) K* = K + S)ilJ 

12) Sitzungsberichte der Berliner Akademie yom 8. Februar 1917. 
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setzen. Speziell wollen wir fiir K * , gema13 unseren 
wicklungen 
(63) G*=G*+2l, d.h. @*=®*+2lVg 

neuesten Ent-

nehmen. Schreiben wir dann unter Obertragung von (55), (56): 

(64) -" _ 1 (@*~" '\' _a@~ "") t. - ~ • - ..::.; aU!'" g. , 

so werden Wlr uunmehr 

(65) 
'\' a (t; + i.") = 0 

..::.; a w" 

haben. Dies entspricht der Angabe, die Einstein m semer neuesten 
Publikation macht I3 ). 

§ 8. 

SchluBbemerkung. 

Die Beziehungen, welche die so weit gegebenen Entwicklungen zu 
den von mir zitierten Arbeiten von Einstein, Hilbert und Lorentz 
und We y I haben, sind im einzelnen noch enger, als durch den blo.Ben 
Vergleich der Schlu13resultate hervortritt. Viele Formeln, die bei mir in 
den Zwischeniiberlegungen auftreten, finden sich auch dort, nur nicht in 
dem von mir eingehaltenen einheitlichen Gedankengange. Es ist sehr 
interessant, dies im einzelnen zu verfolgen. Am nachsten stehen meinen 
Entwicklungen wohl diejenigen von Lorentz, der sich dann aber bald 
auf solche infinitesimale Transformationen ~ w' = p' beschriinkt, deren pT von 
den w unabhiingig sind. Einstein betrachtet solche pT, die affinen Trans
formationen der w entsprechen, We y I (wie ich selbst in meiner vorigen 
Note) solche p', die im iibrigen willkiirlich sind, abel am Rande des 
Integrationsgebietes in geeigneter Weise verschwinden H ). 

Ich darf auch nicht unterlassen, fiir fordernde Teilnahme an meinen 
neuen Arbeiten wieder Frl. N other zu danken, welche die mathematischen 
Gedanken, die ich in Anpassung an die physikalische FragesteUung fiir das 
Integral 11 benutze, ihrerseits allgemein herausgearbeitet hat und in 
einer demnachst in diesen N achrichten zu veroffentlichenden Note dar
stellen wird 15). 

13) Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 16. Mai 1918, S.456. 
14) So schon in einem Aufsatze nZur Gravitationstheorie" (in Bd. 54 der An

nalen der Physik), der vor meiner Note abgeschlossen, aber erst nach ihr veroifent· 
licht wurde. 

1~) r Die Hauptsatze von Frl. N other habe ich am 26. Juli der Gesellschaft der 
Wissenschaften vorgelegt. Die Note selbst ist weiterhin in den Gottinger Nachrichten 
1918, S. 235-257, unter dem Titel "Invariante Variationsprobleme" erschienen.] -
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[Der vorstehend in § 2 aufgestellte "Hauptsatz" ist ein besonderer Fall des 
folgenden von FrI. Not her am angege benen Orte bewiesenen weitreichenden Theorems: 

"Ist ein Integral I invariant gegeniiber einer G e (d. h. einer kontinuierlichen 
Gruppe mit (! wesentlichen Parametern), so werden (! linear unabhangige Verbindungen 
der Lagrangeschen Ausdriicke zu Divergenzen" 

Was aber insbesondere die in XXXI enthaltene Behauptung von Hilbert an
geht (siehe S. 561 und 565 der vorliegenden Ausgabe), so ergibt sich als deren exakte 
Formulierung nach Frl. Not her die folgende: 

"Gestattet ein Integral I die Verschiebungsgruppe, so werden die Energie
relationen dann und nur dann uneigentliche, wenn I invariant ist gegeniiber einer 
unendlichen Gruppe, die die Verschiebungsgruppe als Untergruppe enthalt." 

Dbrigens findet auch der Satz von Hilbert bzw. von XXXI, daB zwischen den 
Feldgleichungen der Relativitatstheorie vier Relationen bestehen, bei Frl. N other seine 
Verallgemeinerung. Ihr Theorem lautet so: "Ist das Integral I invariant gegeniiber einer 
Gruppe mit (! willkiirlichen Funktionen, in der diese Funktionen bis zur IJ-ten Ab
leitung auftreten, so bestehen (! identische Relationen zwischen den Lagrangeschen 
Ausdriicken und ihren Ableitungen bis zur IJ-ten Ordnung." K.] 



XXXIII. t'Jber die Integralform der I1.lrhaltungssatze und 
die Theorie der raumlieh-geschlossenen Welt. 

Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Giittingen. Mathematisch
physikalische Klasse. (1918.) Vorgelegt in der Sitzung vom 6. Dezember 1918.)1) 

In meiner Note vom 19. Juli 1918 habe ich versucht, liber die ver
schiedenen Formen, welche man in der Einsteinschen Gravitationstheorie 
den Differentialgesetzen flir die Erhaltung von Impuls und Energie geben 
kann, eine Dbersicht zu gewinnen; meine Aufgabe soll heute in erster Linie 
sein, zu der Integralform der Erhaltungssatze Stellung zu nehmen,welche 
Einstein flir die von ihm bevorzugte Form der Differentialgesetze auf
gestellt hat. 1m Zusammenhang damit werde ich Einsteins. Theorie der 
raumlich-geschlossenen Welt und die Abanderung, welche diese durch de 
Sit t e r gefunden hat, behandeln 2). Die physikalischen Fragen werden nur 
gestreift, das Ziel ist, die mathematischen Zusammenhange vollig klar
zustellen; ich empfinde eine gewisse Genugtuung, daB dabei meine alten 
Ideen von 1871-72 zu entscheidender Geltung kommen 8). Wie weit Fort
schritte erzielt sind, moge der Leser selbst durch Vergleich mit den Dar
stellungen der anderen Autoren entscheiden. 

') Zum Druck eingereicht Ende Januar 1919. 
2) Die in Betracht kommenden Veriiffentlichungen sind: 

E ins te i n. 1. Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitatstheorie. 
Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 8. Februar 1917. 

2. Kritisches zu einer von Herm de Sitter gegebenen Liisung der 
Gravitationsgleichungen, ebenda, 7. Marz 1918. 

3. Der Energiesatz in der allgemeinen Relativitatstheorie, ebenda, 
16. Mai 1918. 

de Sitter. In verschiedenen Mitteilungen im Verslag der Amsterdamer Aka
demie, 1917, Bowie in einer zusammenfassenden Artikelreihe in 
den Monthly Notices of the R. Astronomical Society: On Ein
steins theory of gravitation and its astronomical consequences 
(siehe insbesondere den SchluBteil III vom November 1917). 

3) Siehe insbesondere: 
1. Dber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. Math. Annalen (1871), 

Bd.4. [Abh. XVI dieser Ausgabe.] 
2. Das Antrittsprogramm: Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geome~ 

trische Forschungen, ErIangen 1872. [Abh. XXVII dieser Ausgabe.] 
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lch erinnere zuniichst an folgende Ergebnisse: Die ErhaltungsBatze in 
der Form, die i{lh nach Loren tz benenne, (Formel (42) der vorigen Note), 
lauten: 

(1) 

Schreiben Wlr 

(2) 

so erhalten Wlr die E ins t e i n sche Form der Erhaltungssatze: 

(3) 
a (:t: + t~) 
-----=0 

i!w G 

(Formel (44) der vorigen Note) 4). 

Nun wird es der Einsteinschen Grundauffassung entsprechen, wenn 
ich weiterhin 

U" 
die _T_ 

" ' 

U*" 
bez. die _T_ 

" 
kurzweg als die (durch die zu/iillige Koordinatenwahl und den jeweiligen 
A nsatz bedingten) Gravitationskomponenten der Energie bezeichne. 1m 
iibrigen will ich die hiernach sich ergebenden Komponenten der "Gesamt
energie" abkiirzend mit dem Buchstaben V, bez. ~, bezeichnen: 

(4) C'I"''' + ~U*G _ ro*a 
~r T - "'r . 

" 
Es ist eine Besonderheit meiner folgenden Darstellung, auf die ich 

hier vorweg hinweise, daB ich die U und U* (oder auch die ~ und ~*) -
welche beide ihre Vorziige haben - immer nebeneinander betrachte; man 
sieht dann deutlicher, wie weit in den aufzustellenden Integralformen der 
Erhaltungssatze ein subjektives Moment zur Geltung kommt. 

Zur Bequemlichkeit des LeserB setze ich die zugrunde liegende De
finition der entsprechenden lateinischen Buchstaben nach Formel ( 16), (55 ) 
der vorigen Note noch einmal her. Man hat: 

iJ(iJ/~~) 
(5) 2 U" = K~" _ iJ K gW _ ~l!-_g,,,., +1 __ .. __ ~12(J _ .g"" 

T T eg''''' T iJg 1'" [!T Ig owl! T, 
a eo , 

* ( 6) 2 U* = G*~" - ~ flY 
T T iJ flv gT • 

ga 

4) [Diesel' ganze Absatz konnte wesentlich gekiil'zt werden, nachdem die bei del' 
ersten Veriiffentlichung an diesel' Stelle aufgefiihrten, in der vorigen Note notwendigen 
Vorzeicheniinderungen beim Wiederabdruck in diesel' Ausgabe bereits daselbst Heriick
sichtigung gefunden haben, Auf die Notwendigkeit dieser Vorzeichenanderungen hat 
mich Herr Verm eil aufmerksam gemacht, der mich auch sonst bei vielen fiir die folgen
den Betrachtungen erwiinschten Rechnungen in dankenswerter Weise unterstiitzt hat. K,] 
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Ich habe in (5), wie durchweg in meiner vorigen Note, im AnschluB 
an Hilberts urspriingliche Schreibweise, die Quadratwurzel Vg benutzt. 
Will man voUen AnschluB an die Einsteinsche Bezeichnungsweise haben, 
muB man iiberall V - g nehmen. Auf die SchluBformeln (1) bis (3) hat 
diese !nderung keinen EinfluB; sie ist aber doch zweckmiiBig, damit die 
der unmittelbaren Beobachtung unterliegenden GroBen durchweg reelle 
Komponenten bekommen; sie solI also weiterhin ebenfalls als angenommen 
geIten. 

I. Die IntegralsAtze fur abgeschlossene Systeme 
der gewohnlichen Theorie. 

§1. 

Von der vektoriellen Schreibweise mehrfacher Integrale. 
Erste Einfiihrung des Ir bzw. Ir*. 

W 0 immer man mit der Transformation mehrfacher Integrale zu tun 
hat, ist die iibliche Schreibweise, z. B. f f ((xy) dx dy, nicht zweckdienlich. 
Die Stiickchen d x, d y sind doch auf verschiedene Richtungen abgetragen 
zu denken, gehoren also zwei verschiedenen Vektoren an, so daB schon 
etwas gewonnen ist, wenn man f f ((xy)d'x d"y schreibt. Noch klarer 
wird die Bezeichnung, wenn man die Vektoren d', d" nicht gerade parallel 
den beiden Koordinatenachsen, sondern beliebig wahlt und das Produkt 
d' x d" y dementsprechend durch den Inhalt des zwischen den beiden 
Vektoren eingeschlossenen Parallelogramms ersetzt. So kommen wir zu 
der Schreibweise 

(7) 
i d' d' I 

f f ((xY)'1 d": ~,,; I' 
die ich gern die GraBmannsche nenne, weil sie den Ideenbildungen in 
GraJ3manns Ausdehnungslehre von 1861 entspricht: die Formel ist der 
Beweglichkeit, die wir in den Begriff des mehrfachen Integrals legen, 
besser angepaBt. 

Zum Zwecke der speziellen Auswertung wird man von (7) selbst
verstiindlich in jedem Augenblicke zur gewohnlichen Schreibweise zuriick
gehen konnen. Fiir aIle Transformationsbetrachtungen aber ist (7) vor
zuziehen. Setzen wir z. B. x = cp ( ~, 'fj), y = tp a, 'fj), so ist aus (7) 
unmittelbar klar, warum in die Transformationsformel des Integrals die 
Jacobische Funktionaldeterminante eingeht. Denn man hat identisch: 

. d' d' I I I I d'~ d' I 
((xy)·1 d": d'~ 1= ({cptp). :::: . d"~ d':'fj . 

Dies vorausgeschickt werden wir nun in der Folge gewisse dreifache 
Integrale betrachten, die sich so anschreiben: 
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I ~: ~;V 

(8) IT = fff d'w I d'w IV 

d"w I d" WIV 
, 

d 'II WI d"'w IV 

oder auch die anderen, die ich 

(9) I: 
nenne und die sich aus dem Vorstehenden ergeben, indem man die ~.'" 

durch die ~:" ersetzt. - Zu erstrecken sind diese Integrale iiber irgendein 
Stiick einer in der vierdimensionalen Welt WI . .. WIV gelegenen "Hyper
fHiche"; d', d", d''' bezeichnen drei voneinander unabhiingige Vektoren, 
die von dem einzelnen Punkt der Hyperfliiche je in tangentialer Richtung 
auslaufen. 

Aus den Differentialgesetzen (1), (3), denen die ~; bez. ~.*" ge
niigen, wird man - bei Voraussetzung der gewohnlichen Stetigkeits- bez. 
Eindeutigkeitseigenschaften fiir die ~ - von vornherein schlie.flen, dafJ 
die8e I., bez. I; Null 8ind, wenn man ihr Integrationsgebiet in der 
Wei8e ge8chlo88en annimmt, dafJ e8 ein be8timmtes Welt8tilck umgrenzt. 
In der Tat verwandeln sich dann die IT in bekannter Weise in die iiber 
das umschlossene Weltstiick erstreckten vierfachen Integrale 

dwI dw IV I 

(10) 

I dill WI .. : 

und ahnlich die I;, wo nun die Integranden selbst wegen der Erhaltungs· 
satze (1), (3) ohne weiteres verschwinden. -

Unser besonderes Interesse aber richtet sich darauf, wie sich die 
I., I; bei aftinen Transformationen der w verhalten, wenn man also die 
w linearen Transformationen mit konstanten Koeffizienten unterwirft: 

(11) wl.'=afwI + ... +atwIV+cl.'. 
Eben hier bewiihrt sich nun unsere vektorielle Schreibweise. Wir wissen 
aus den Entwicklungeh der vorigen Note, daB sich die V;, bez. V.*", bei 
den Transformationen (11) wie gemischte Tensoren verhaIten; aus ihnen 
erwachsen die ~;, bez. ~:" durch Multiplikation mit Vg (bez. V-g). 
Danach ist ohne weiteres ersichtlich, da.13 sich die Int{'granden dI., bez. 
d I;, wie "kontragrediente" V ektoren transformieren. Es will dies hei.l3en, 
da.fl sie die aus (11) abgeleiteten homogenen linearen Substitutionen er-
leiden: 

I - IV -
dI.=a.dl1 + ... +a. dI,. 

Nun sind aber die Koeffizienten a in (11) nach Voraussetzung Konstante. 
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Wir werden also 
selbst haben: 
(12) 
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entsprechende Substitutionsformeln fur unsere Integrale IT 

(und natiirlich ebenso fiir die IT*) , womit das hier abzuleitende Resultat 
bereits erreicht ist. 

Der gedankliche Fortschritt aber, der sich mit diesen Formeln (12) 
verbindet, HiBt sich so aussprechen: die dI" dIT* sind, wie aIle Vektoren 
der allgemeinen Transformationstheorie, von Hause aus je an einen be
stimmten Weltpunkt w als Ausgangspunkt angekniipft, es sind gebundene 
Vektoren (oder, wenn wir uns noch genauer ausdriicken wollen: Vierer
vektoren). Diese Bindung an einen besonderen Punkt tritt nun bei den 
Transformationsformeln fiir die In IT* ganz zuriick. Man wird die IT" 
I: zweckmii(3igerweise als t rei e kontragrediente V ierervektoren bezeichnen, 
d. h. als Vierervektoren, die nur eine Richtung und eine Intensitat 

( = l./.J) g ,II P 1/1 I J haben, aber keinen bestimmten Ort in der vierdimen· 
sionalen Welt. 

Dieser Begriff des freien Vierervektors haftet natiirlich durchaus daran, 
daB wir die Gruppe (11) der affinen Transformationen der w zugrunde 
legten. In der Physik, bez. Mechanik ist es eben genau so, wie ich es 
in meinem Erlanger Programm fiir die Geometrie darlegte: daB namlich 
von einer Unterscheidung bestimmter GroBenarten immer erst dann die 
Rede sein kann, wenn man sich iiber die Transformationsgruppe ver
standigt hat, an der man die Begriffsbildungen mess en will. Ich bin 
schon seit Jahrzehnten dafiir eingetreten, daB die Physiker die hierin 
liegende Auffassung, welche allein Klarheit schafft, bewuBt aufnehmen 
mochten 5). Insbesondere habe ich 1910 in meinem Vortrag iiber die 
geometrischen Grundlagen der Lorentzgruppe 6) ausdriicklich bemerkt, daB 
man nie von Relativitatstheorie schlechtweg reden sollte, sondern immer 
nur von der Invariantentheorie relativ zu einer Gruppe. - Es gibt so 
viele Arten Relativitatstheorie als es Gruppen gibt 7). 

Die so formulierte Auffassung steht vielleicht im Gegensatz zu d~n 
Auseinandersetzungen, wie sie im AnschluB an Einsteins allgemeine Dar-

5) Vergl. u. a. meinenAufsatz "ZurSchraubentheorie von Sir Robert Ball" im 
47. Bande der Zeitschrift fur Math. und Physik (1902), (1906 im 62. Bande der Math. 
Annalen mit einigen Erweiterungen wieder abgedruckt). [So Abh. XXIX dieser Ausgabe.] 
(Es werden dart wie im Text nicht etwa neue physikalische Begriffsbildungen eingefiihrt, 
sondern es wird nur das, was bei eingehender Beschiiftigung mit den Einzelproblemen 
von Vielen gemacht ist, auf ein klares mathematisches Prinzip bezogen.) 

6) Jahresberieht der Deutsehell Mathematiker-Vereinigung, Bd. 19 (1910), abge
druckt in der Physikalischen Zeitschrift, 12.J ahrgang, 1911. [So A bh. XXX dieser Ausgabe.] 

7) Vergleirhe aueh die Mitteilung iiber "Invariante Variationsprobleme" von 
Frl. Nother im Jahrgang 1918, Gottinger Nachrichten (SchluBbemerkung daselbst). 
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legungen zurzeit vielfach propagiert werden, nicht aber, worauf ich groBen 
Wert lege, zu Einsteins eigenen weitergehenden Einzelentwicklungen. 
Vielmehr zeigen die Einsteinschen Arbeiten, die ich in der vorliegenden 
Note kommentiere, daB sich Einstein im einzelnen FaIle - ohne den 
Gedanken systematisch zu fassen - genau der Freiheit der Ideenbildung 
bedient, wie ich sie in meinem Erlanger Programm emp£ohlen habe. 

§ 2. 

Die Integrale I r, Ir* fUr abgeschlossene Systeme. 

Unter einem "abgeschlossenen" System versteht Einstein in seiner 
oben unter 3) genannten Mitteilung ein solches, welches sozusagen in einer 
Minkowskischen Welt "schwimmt", d. h. ein System, dessen Einzelteil
chen eine Weltrohre durchlaufen, aufjerhalb deren ein ds'J von verschwin
dendem Riemannschen KriimmungsmaB herrscht. Man kann dieses ds 2 

mit konstanten Koeffizienten schreiben (ohne es darum gerade in die 

t . h F d 'J dx2 + dy2 + dz 2 t ..) E· . yplSC e orm t - c2 se zen zu muss en : mstem 

spricht dann von "Galileischen" Koordinaten. Als solche sollen die wI! 

aul3erhalb der Weltrohre £ortan gewahlt sein, innerhalb mogen sie, stetigen 
Dbergang vorausgesetzt, beliebig verlaufen. Dber die Werte der ~;, ~;" 
im Inneren der Rohre kann dementsprechend nichts Besonderes ausgesagt 
werden, aul3erhalb aber sind sie jedenfalls Null. Denn es verschwinden 
dort nicht nur aIle %;, sondern, wegen der Konstanz der 9,.." - wie ein 
Blick auf die Definitionsformeln (5), (6) zeigt -, auch ane U;, bez. U;". 

Das Innere der Weltrohre denken wir uns, den Punkten des Systems 
entsprechend, natiirlich von einer kontinuierlichen Schar von Weltlinien 
durchfurcht, denen allen ein gemeinsamer positiver Sinn beizulegen ist. 
Irgendein die Weltlinie tangierender Vektor, der diesen Sinn markiert, 
moge die Komponenten dwI , ... , dw iV besitzen. 

Es liegt auf der Hand, welche dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
(Hyperfiachen) man als "Querschnitte" Q der Weltrohre bezeichnen wird. 
Urn uns bequemer ausdriicken zu konnen, werden wir in der Folge aus
schlie131ich solche Querschnitte in Betracht ziehen, welche von jeder Welt
linie nur in einem Punkte geschnitten werden. Drei voneinander unab
hangige, den Querschnitt tangierende Vektoren d', d", d'" mogen dann so 
gewahlt werden, dal3 die Determinante 

dWI dw IV 

d'w l 

d" WI 

I d'" WI .'. 
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ein festes Vorzeichen erhalt. Indem wir an das Beispiel: 

d = 0, 0, 0, dt 

ankniipfen, wahlen WIr 
Dies vorausgesetzt 

Integrale 

d' = dx, 0, 0, ° 
d" = 0, dy, 0, ° 
dIll = 0, 0, dz, 0 

dieses Vorzeichen zweckmiU3igerweise negativ. 
bilden wir uns fiir den Querschnitt die vier 

des vorigen Paragraphen. 
1m genauen AnschluB an die Einsteinschen Entwicklungen werden 

wir dann die Behauptung aufstellen, da{J diese Integrale sowohl von der 
A uswahl der Querschnitte, als von der Koordinatenwahl, die wir im 
Innern der Rohre treffen mogen, unabhiingig sind. Vom Standpunkte 
der die ganze Welt umfassenden affinen Transformationen der w definieren 
die I" bez. I: jedenfalls einen £reien kontragredienten Vektor. Die von 
E ins t e i n aufgestellten neuen Satze besagen, dafJ diese Vektoren nur von 
dem materiellen Systeme als solchem, nicht aber von den Zu/alligkeiten 
der analytischen Darstellung abhangig sind. 

Zum Beweise der neuen Satze geniigt es jedenfalls, solche zwei Quer
schnitte nebeneinander zu stell en, Q und Q, die zusammengenommen ein 
einheitliches Stiick der Weltrohre abgrenzen (die also einander nicht 
schneiden); - der allgemeine Fall, wo Q und Q einander durchdringen, 
erledigt sich hinterher mit Leichtigkeit dadurch, daB man einen dritten 
Querschnitt (Q) hinzunimmt, der weder Q noch Q begegnet, und nun 
erstlich Q mit (Q), dann (Q) mit Q zusammenstellt. 

Im iibrigen gliedert sich der Beweis (alles im AnschluB an Einstein) 
in zwei Teile: 

a) Wir denken uns zunachst das Koordinatensystem der w innerhalb 
und auBerhalb der Weltrohre irgendwie nach Vorschrift gewahlt. Wir 
denken uns dann das zwischen Q und Q befindliche Rohrenstiick nach 
auBen stetig abgerundet, so daB es von einer einheitlichen Hyperflache 
umgrenzt erscheint, welche das Innere der Rohre in Q und Q durchsetzt. 
Die Integrale In I: geben, sinngemaB iiber diese geschlossene Hyper:Bii.che 
erstreckt, gemaB dem vorigen Paragraphen samtlich Null. Aber diejenigen 
Teile unserer Hyperflache, welche iiber die Weltrohre hinausragen, liefern 
zu diesen Integralen - weil fiir sie die Integranden ~:, ~:a selbst ver
schwinden - iiberhaupt keinen Beitrag. Es bleiben die Beitrage der 
beiden Querschnitte Q und Q, die aber, wenn wir sie nach der froher 
verabredeten Vorzeichenregel berechnen, in das iiber die geschlossene 
Hyperflache genommene Integral mit entgegengesetztem Vorzeichen ein-
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gehen. Da die Summe Null ist, werden die genannten Beitrage einander 
gleich sein, w. z. b. w. 

b) Nun kommt es noch darauf an einzusehen, dal3 die auf den ein
zelnen Querschnitt Q treffenden In 1,* bei allen Abanderungen der w!', 
die aul3erhalb der Weltrohre verschwinden, tatsachlich ungeandert bleiben. 
Wir machen das in der Weise, dal3 wir uns zunachst innerhalb der Rohre 
zweierlei Koordinatensysteme, w und w, gegeben denken, die sich am 
Rande der Rohre beide in stetiger Weise an dasselbe aul3ere (G a 1 il e i sche ) 
Koordinatensystem anschliel3en. Von dem ersteren machen wir Gebrauch, 
um flir den Querschnitt Q die Integrale I" bez. I; zu berechnen, von dem 
anderen flir Q, wobei sich die Werte 1., bez. 1.* ergeben mogen. Es ist zu 
zeigen, dal3 I, = 1., bez. I; = t*, und dieser Nachweis wird erbracht 
sein, wenn es uns gelingt, eine dritte Koordinatenbestimmung, w, einzu
fiihren, welche sich entlang Q hinreichend genau an die der w, entlang Q 
desgleichen an die der w anschliel3t, wahrend sie langs des Mantels der 
R6hre und aul3erhalb derselben nach wie vor die dort herrschenden 
Galileischen Koordinaten liefert. "Hinreichend genau" heil3t dabei, dal3 
die Berechnung der V;, bzw. der V;G aus den w fiir den Querschnitt Q 
diesel ben Resultate liefert, wie die Benutzung der w, und entsprechend 
fiir den Querschnitt Q dieselben Resultate, wie die Benutzung der W. 
Wegen der in den Formeln (5), (6) bei der Definition der V,G, V;G vor
kommenden Differentialquotienten der (h, p geniigt es in dieser Hinsicht, 
- nach einem Dberschlag, den mir Herr Vermeil gemacht hat -, dal3 
die tV mit den w entlang Q auch noch in ihren drei ersten Differential
quotienten iibereinstimmen, desgleichen mit dem w entlang Q. Allen den 
solcherweise der Koordinatenbestimmung w auferlegten Bedingungen ge
niigt man nun offenbar durch folgendes Beispiel: Man flihre die 
Gleichungen ein, welchen die Querschnitte Q, Q bzw. in den w und den w 
geniigen. Sei f( w) = 0 die erste dieser Gleichungen, 1( w) = 0 die zweite. 
Ich schreibe dann einfach: 
(13) W = ({(w)t·W+(r(W))4. W 

({(w))4+(f(w))4 

und habe damit in der Tat allen Bedingungen entsprochen. Unser zweiter 
Nachweis ist also erbracht und damit der Beweis der neuen Satze iiber
haupt erledigt. 

§ 3. 

Endgilltige Festlegung freier Impuls-Energievektoren fur das 
abgeschlossene System. 

Die I" bez. 1,* bilden natiirlich die Grundlage flir die dem abo 
geschlossenen System beizulegenden Impuls -Energievektoren. Zur vollen 
Festlegung der letzteren wird es aber noch notwendig sein, die Dimen-

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. 1. 38 
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sionen der miteinander verbundenen GroBenarten in Betracht zu ziehen. 
Auf Seite 569 meiner vorigen Note wurde verabredet, dem ds'J die Dimen
sion sek 2 beizulegen. W oIlen wir dementsprechend nun voraussetzen, daB 
die benutzten we samtlich die Dimensionen sek+ 1 haben. DI'e g"" n 

, 17 ,t" 
und das g sind dann dimensionslos, die K, U;, U;, U:", U,*", werden 
ubereinstimmend von der Dimension sek- 2. Da die Gravitationskonstante " 

die Dimension gr- 1 cm +1 besitzt, erhalten die U;, 
" 

U"* 
-'- die Dimension 
" gr+ 1 cm- 1 sek- 2 , d. h. die Dimension einer "spezifischen" (auf die Raum

einheit bezogenen) Energie. Es stimmt das damit, daB Sle in den 

).8,",).8,*" mit den :t," additiv zusammentreten. 

Nun werden diese ).8;, ).8:" unter den Integralzeichen I" 1,* mit drei
gliedrigen Determinanten multipliziert, die, nach unserer Verabredung uber 
die Dimension der w, selbst die Dimension sek+3 haben. Offenbar muB 
ich, urn die Dimension einer eigentlichen Energie zu bekommen, den I" 
1,* noch den Faktor c3 (c = Lichtgeschwindigkeit) hinzufUgen. In (Jber
einstimmung hiermit sollen als freie Impuls-Energievektoren des vor
gelegten abgeschlossenen Systems endgultig die Gr6(3enquadrupel: 

(14) J 31 J.* = cal: ,= c T,. . 
bezeichnet werden. Zahlenfaktoren, die noch zweifelhaft sein konnten, 
sollen nicht weiter beigefugt werden; auch solI an unserer Vorzeichen
bestimmung festgehalten werden. 

Den Beweis fur die Richtigkeit dieses Ansatzes erblicke ich darin, 

daB in der Definition unserer J,* Einsteins eigene Definition des zu dem 
abgeschlossenen System gehorigen Impuls-Energievektors eingeschlossen ist. 

Urn dies einzusehen, werden wir in unserer Definition der J,* zunachst den 
Faktor c 3 wieder wegstreichen (weil namlich E ins t e i n solche MaBeinheiten 
zugrunde legt, daB c = 1 wird, was fUr den in Betracht kommenden Ver
gleich eine bloBe AuBerlichkeit ist). Dann aber mussen wir, was eine 
wirkliche Partikularisation ist, den Querschnitt Q so wahlen, daB er bei 
der uns gelassenen Freiheit der Koordinatenwahl durch die Gleichung 
wrv = 0 dargestellt werden kann. Urn die Tragweite dieser Einschrankung 
einzusehen, uberlege man, daB die Galileischen Koordinaten auBerhalb 
der Weltrohre bis auf eine affine Transformation £estgelegt sind. Die 
neue Bedingung lauft also darauf hinaus, den Querschnitt Q so zu wahlen, 
daB er den Mantel der Weltrohre unseres Systems in einem Gebilde durch
setzt, welches, von auBen her gesehen, bei zunachst willkiirlich angenom
men en Galileisooen Koordinaten durch eine lineare Gleichung dar
gesteIlt wird. 
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Wollen wir nun in der Tat ann ehmen, da13 entlang des Querschnittes 

WIV verschwindet, also i w IV, d" w IV, dill WIV eo ipso Null sind. Unser 
Integral Ir* reduziert sich dann (indem wir c = 1 setzen) auf 

d' WI •.• d' w III fff mr*4 d" WI ..• d" WIll 

dill WI •.. dill WIll 

also, wenn wlr auf die gewohnliche Schreibweise zuriickgehen, auf 

(15) 

was bis auf die Buchstabenwahl genau die Einsteinsche Formel ist. 
Diese Formel ist ja, au13erlich genommen, ohne Zweifel einfacher, 

als die von mir zugrunde gelegte. Dafiir ist dann der Vektorcharakter 
der J r*, wie ihn Einstein behauptet aber nicht ausfiihrlicher begrundet 
hatte, schwieriger einzusehen. In langerer Korrespondenz mit Einstein 
wollte mir in der Tat urspriinglich nicht gelingen, dies en Vektorcha
rakter zu begriinden, bis ich zu der Gra13mannschen Schreibweise 
der Integrale griff, von der ich oben ausging. Damit war aber 
auch die von mir gewahlte Verallgemeinerung des Querschnittbegriffs 
gegeben. 

Bleibt der wesentliche Unterschied gegen die Einsteinsche Dar
stellung, daB ich neb en den Vektor J; als gleichberechtigt den Vektor J r 

stelle, - indem ich, unter dem Integralzeichen, statt der Eins teinschen 

t: = ~ Ur*a die Lorentzschen! U: setze. DafJ die J r und die J r* im all-
x x 

gemeinen verschieden sind, werden wir sogleich an einem Beispiele ein
sehen. Ich wiirde dem abgeschlossenen System danach sogar unendlich 
viele verschiedene Impuls-Energievektoren zuordnen konnen, wenn ich z. B. 

statt t: das Aggregat t: + A (~: - tra) setzen wollte, unter A irgendeine 

numerische Konstante verstanden. Dberhaupt wiirde ich statt der t: 
irgendein U,a setzen durfen, das sich von den t: nur um einen Term der 
erforderlichen Dimension unterscheidet, welcher gegeniiber affinen Trans
formation en einen gemischten Tensor vorstellt, der aul3erhalb der Welt
rohre identisch verschwindet, im Inneren aber eine verschwindende 
Divergenz hat. Welcher von dies en unendlich vielen Vektoren zu 
bevorzugen ist, bleibt, solange ich nur das Bestehen der Integralsatze 
verlange, unentschieden. Eine Entscheidung kann nur getroffen wer
den, wenn man neue Griinde heranbringt, die einen bestimmen, unter 
den unendlich vielen Formen des Differentials gerade eine einzelne zu 
bevorzugen. 

38* 
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II. Einsteins raumlich geschlossene Welt (Zyllnderwelt). 

§ 4. 

Der gesehlossene Raum konstanter positiver Kriimmung. 

In Einsteins Note vom Februar 1917 ist nur erst der Moglichkeit 
eines sphiirischen Raumes gedacht, wie er aus einer Mannigfaltigkeit von 
vier Dimensionen (=~, 'fj, C, w), deren Bogenelement durch die Gleichung 

(16) da2=d~2+d1J2+d(.I+dw2 

gegeben ist, unmittelbar durch die "Kugelgleichung" 

(17) ~2+'fj2+C+W2=R2 

ausgeschnitten wird 8). Fiir den Kenner der geometrischenLiteratur ist es 
wohl selbstverstandlich, dall ich Einsteindamals gleich auf meinealten 
Untersuchungen iiber Nicht-Euklidische Geometrie von 1871 aufmerksam 
machte, denen zufolge sich neben die sphiirische Raumform eine andere 
geschlossene Raumform konstanter positiver Kriimmung stellt, der elUptische 
Raum (wie er von mir in Verbindung mit meinen sonstigen Betrachtungen 
damals genannt wurde). Man erhalt ihn aus dem spharischen Raum, in
dem man einfach je zwei diametral gegeniiberstehende Punkte der Kugel 
durch Zentralprojektion auf einen beriihrenden linearen Raum zusammen
fallt. Wir mogen dementsprechend setzen: 

(18) x=R!, Y =R!L 
co' 

Riickwarts wird dann: 

C z=R-. 
co 

R Ri 

(19) ~=YX2+y2:Z2+R2' 'fj= ... , C= ... , w--'Yx2 +y2+ Z 9.+Rs· 

Der elliptische Raum ist einfacher als der sphiirische, indem sich 
seine geodatischen Linien schlechtweg als gerade Linien darstellen (die 
sich, wenn sie sich iiberhaupt trefien, immer nur in einem Punkte 
schneiden 9)); die Lange einer solchen geodatischen Linie ist R 17:, der 

8) Unter "Raum" solI fortan durchaus ein dreidimensionales Gebiet verstanden 
werden (das in der viel'dimensionalen "Welt" enthalten ist). 

9) Deshalb steht der elliptische Raum voran, wenn man, wie ich das 1871 
tat, von den Grundbegriffen der projektiven Geometrie ausgeht. Er ist dann dem 
hyperbolischen Raume (dem Raume von Bolyai und Lobatschewsky), wie dem 
parabolischen Raume (dem Euklidischen. Raume) direkt nebengeordnet, und es 
heiBt dieses Sachverhiiltnis griindlich verkennen, wenn man, wie es bei der Mehr
zahl der Autoren immer wieder heiBt, die Formeln (18) als eine "Abbildung" des 
spharischen Raumes auf den "Euklidischen" bezeichnet. "Eukljdisch" wird der 
Inbegriff der Wertsysteme dreier Variabeln x, y, z erst, wenn wir die Differen
tialform dx2 + dy2 + dz 2 hinzunehmen, - oder, fiir die gruppentheoretische Artf
fassung, wenn wir die Gesamtheit der projektiven Umformungen der x) Y ,Z (deJ.'~n 
Invariantcntheorie die projektive Geometrie ist) durch die Untergruppe derjenigen 
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Gesamtinhalt des Raumes R 3 :n 2 (statt 2 R:n, bez. 2 R 3 :n 2 im spharischen 
FaIle ). 

Bei der blo13en Angabe des Bogenelementes tritt der Unterschied der 
beiden Raumformen natiirlich noch nicht hervo.r 10). Ich kann das durch 
(16) und (17) gegebene do 2 ebensowohl fiir den elliptischen Raum ge
brauchen wie seinen in x, y, z umgerechneten Wert: 

(20) d0 2 = R_2 ____ {R2 (dx 2 + dy2 + dz~) + (ydz _ zdy)2 
(x2 + y2 + Z2 + R 2) 2 

+ (zdx - XdZ)2 + (xdy - ydx)2} 

1m sphiirischenFalle, oder auch beidemal den in Polarkoordinaten aus
gedriickten Wert: 

( 21 ) do 2 = R 2 ( d {} 2 + sin 2 {} • d rp 2 + sin 2 {} sin 2 rp . d 'I' 2 ) • 

§ 5. 

Einsteins "ZyJinderweIt" und deren Gruppe. 

Weiterhin soll d 02, wie im vorigen Paragraphen, - auch ohne da13 
wir das Koordinatensystem spezifizieren - kurzweg das Quadrat des 
Bogenelementes eines geschlossenen Raumes von der konstanten Kriim-

mung -~ bedeuten, moge dieser nun spharisch oder elliptisch angenommen 
R 

werden. Der Anstieg zu Einsteins raumlich geschlossener Welt wird sich 
dann einfach so vollziehen, daB wir 

(22) d8 2 = dt2 _ _ do~ 
c 2 

setzen und iibrigens t voh - 00 bis + 00 (unter Ausschlull dieser Grenzen) 
laufen lassen. (Dimension und Vorzeichen dieses d 8 2 stimmen mit unseren 
allgemeinen Verabredungen. Berechnen wir danach formal das Kriimmungs-

2 

mall fUr den Raum t = Konst., so erhaIten wir - -~. Dieses negative 
R 

ersetzen, welche die genannte Differentialform ungeiindert lassen. - len bringe 
aUe diese Dinge, die anderweitig bekannt genug sind, in der gegenwiirtigen Mit
teilung, die doeh aueh fiir Physiker bestimmt ist, zur Spraehe, weil sie im Phy
sikerkreise unter Naehwirkung der einseitigen, auf 1868 zuriiekgehenden Helm
hoI tz sehen Tradition immer noch wenig verbreitet seheinen. 

10) Mit der Angabe des do 2 ist in der 'fat der "Zusammenhang", den die 
zugehorige Raumform im GroBen zeigt, noeh nieht bestimmt. Aueh dieses wird 
in der zeitgenossisehen Literatur immer noch vielfaeh nieht beaehtet. Fiir Riiume 
konstanter Kriimmung habe ieh die einsehlagigen Verhiiltnisse in einer Abhand
lung von 1890 [Math. Annalen, Ed. 37 (siehe Abhandlung XXI dieser Ausgabe )], ein
gehend behande1t. Von Lehrbiichern geht hierauf insbesondere dasjenige on Killing 
ein (Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie, Teil I, 1893). leh verweise auoh 
gern auf neuere Veroffentliehungen von Had a mar d und We y I. 
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Vorzeichen entspricht natiirlich nur dem Umstande, daB das in (22) ein
gefUhrte ds fUr den genannten Raum rein imaginar wird; es liegt also 
kein Widerspruch gegen den vorigen Paragraphen vor, wo wir den Raum 
kurzweg als einen solchen konstanter positiver Kriimmung bezeichnet haben.) 

Wir fragen in erster Linie nach der groBten kontinuierlichen Gruppe 
von Koordinatentransformationen, durch welche das d s'J (22) in sich 
iibergeht. 

Von vornherein ist klar, daB zum mindesten eine G7 solcber Trans
formationen existiert. Denn es gibt bereits eine kontinuierlicbe 0 6 , welcbe 
d a'J in sicb iiberfiihrt: urn an (16) anzukniipfen, der Inbegriff der ortho
gonalen Transformationen der ~,1], " w von der Determinll.nte + 1. Zu 
ibr tritt dann noch die G1 , welche einer Vermehrung von t urn eine be
liebige Konstante entspricht. Die so gewonnene G7 ist gewiB transitiv. 
d. h. man kann durch sie jeden Weltpunkt in jeden anderen, beispiels
weise in den Punkt t = 0, {} = 0 iiberfiihren (urn von dem in (21) ein
gefiihrten Polarkoordinatensystem Gebrauch zu machen). Moge dieser 
Punkt kurzweg 0 heiBen; urn ihn herum ist noch eine kontinuierlicbe G3 

von Raumdrehungen moglich. 

Wir behaupten mm, daf3 es auch keine grof3ere kontinuierliche Oruppe 
von Koordinatentrans/ormationen gibt, die d S2 in sick uberjuhrt, als eben 
unsere G 7. Zu dem Zwecke geniigt es zu zeigen, daB bei festgehaltenem 0 
eben nur die genannte Gg von Drehungen besteht. Zum Beweise fiihre 
man von 0 auslaufende "Riemannsche Normalkoordinaten" ein. Man 
erreicht dies beispielsweise, indem man t als Variable beibehiilt und statt 
der Polarkoordinaten {}, cp, 1jJ die Verbindungen einfUhrt: 

(23 ) R 
Y1 = --f}. cos cp, 

c 
R {} . 

Y~ = C . SIll cp cos 1jJ, 
R _<1' • Yg = -'u"SIll cp SIll'lf. 
c 

Schreiben wir noch fUr t der Gleichformigkeit wegen Y4' so erhalten 
wir fiir d S2 

(24) ds 2 = (dyi - dy; - dyi - dyi) + __ c\ 2)(Yidy" - y"dyY 
3R 1,2,3 

+ Glieder hoherer Ordnung in den Y1' Y'J' Y3' 

was zeigt, daB wir es in der Tat mit Normalkoordinaten zu tun haben. 
Was nun die Transformationen von ds'J in sich angeht, so haben wir, 
da 0 festbleiben solI, gemaB der allgemeinen Theorie der Normalkoordi
naten nur mehr nach der groBten kontinuierlichen Gruppe homogener 
linearer Substitutionen der y zu fragen, welche dieses ds'J in sich ver
wandelt. Die beiden hingeschriebenen Terme der d 8 2 miissen dabei, ihrer 
Dimensionen halber, jader fUr sich in sich iibergehen. Es ist danach· klar, 
daB Yi ungeandert bleiben muB, wahrend Y1' Y'J' Y3 hOchstens der kon-
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tinuierlichen Gruppe terniirer orthogonaler Substitutionen von der Determi
nante 1 unterworfen werden konnen. Damit aber sind wir bereits am Ziele. 

Nach dem so bewiesenen Satze ist es vielleicht gestattet, Einsteins 
raumlich-geschlossene Welt kurzweg als Zylinderwelt zu bezeichnen, weil 
sie sozusagen die Symmetrie eines Rotationszylinders besitzt: beliebige 
Verschiebung langs der t-Achse und beliebige Drehung urn 0 bei £est
gehaltenem t. N atiirlich ist die Analogie keine vollkommene, weil ebenso
wohl urn einen beliebigen anderen Punkt (als 0) gedreht werden kann. 
Ich mochte auch keinen bleibenden Term ein£iihren, sondern nur ad hoc 
einen kurzen Ausdruck haben, der den Gegensatz gegen die im nachsten 
Abschnitt zu behandelnde de Sittersche Hypothese B markiert. 

1m iibrigen werden wir sagen diirfen, daB im vorliegenden FaIle, 
nachdem wir uns tiber die Zeiteinheit und den Anfangspunkt der Zeit
rechnung geeinigt haben, der ZeitbegrifJ weiter keine Willkiir enthiilt ll ), 

oder, wenn man es Heber so ausdriickt, daB innerhalb der vierdimensionalen 
Welt die dreifach ausgedehnten Raume t = Konst. Mannigfaltigkeiten sui 
generis sind. Also eine bemerkenswerte Annaherung an die Vorstellungs
weisen der klassischen Mechanik. 

Dies ist, wenn man die physikalische Dberlegung erwagt, von der 
aus Einstein die Zylinderwelt eingefiihrt hat, von vornherein selbstver
standlich. Um namlich die Gesamtheit der Massenverteilungen und Ge
schehnisse der Welt yom hOheren Standpunkte zu iibersehen, fingiert E in
stein zunachst einen Durchschnittszustand, bei welchem die Gesamtheit 
der Massen in dem als geschlossen vorausgesetzten Raume inkoharent und 
gleichformig verteilt ist, und innerhalb dieses Raumes, wahrend t von 
- 00 bis + 00 lauft, ruht. Die wirklichen Massenverteilungen und Ge
schehnisse sollen als Abweichungen von diesem Durchschnittszustand au£
gefaBt werden. An diesem Durchschnittzustand gemessen ist dann die 
Zeit (oder genauer die in verabredeter Einheit gemessene Zeitdifferenz 
zweier Weltpunkte) eo ipso etwas Absolutes, der Raum in sich homogen 12). 
Ihren prazisen mathematischen Ausdruck aber findet diese Auffassung in 
der Invariantentheorie unserer G7 • 

Besonders interessant ist es noch, zu sehen, wie sich unsere G7 zur 
LorentV}ruppe G10 erweitert, man also zu den Vorstellungen der "speziellen" 
Relativitiitstheorie kommt, wenn man das KriimmungsmaB unseres Raumes 
verschwindend nimmt, d. h. R = 00 setzt. Unser ds'J (22) reduziert sich 

11) So auch bei de Sitter l. c. vermerkt. 
12) DaB der Raum dabei noch nach Belieben spharisch oder elliptisch voraus

gesetzt werden kann, hat Einstein 8. Z. ohne weiteres gutgeheiBen. tJbrigens be
handelt a.uch de Sitter diese beiden Annahmen immer nebeneinander. Ebenso auch 
daB neue Weylsche Buch (Raum, Zeit, Materie). 
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dann namlich iiberhaupt auf seinen ersten Term 1S): dy; - dy; - d y: - dy: 
und bleibt danach bei allen homogenen linearen Substitutionen der dYl' 
d Y2' d YS' d Y 4 ungeandert, welche diese einzelne quadratische Form in 
sich transformieren. Damit hart Y4 = t auf, eine fur sick stekerule 
Variable zu sein, kombiniert sick vielmekr bei den zulMsigen Substitu
tionen mit den Y1' y"" Ya' wie dies gerade das WeBen der speziellen. 
Relativitiitstheorie ausmackt. 

§ 6. 

Die Feldgleichungen der Zylinderwelt. 

Wir miissen noch bestatigen, da.13 die Annahme einer den ganzen 
Raum gleichformig erfiiIlenden, ruhenden Materie, sagen wir von der 
konstanten Dichte (1, mit den fiir unser ds 2 aufgestellten Einsteinschen 
Feldgleichungen in der Tat vertraglich ist. Gedacht ist dabei natiirlich 
an die Feldgleichungen "mit l-Glied", von denen bereits in meiner vorigen 
Note (Formel 57) die Rede war: 

(25) Kp.v - 19ftV - xTp.v = O. 

Da die Verteilung der Materie im Raume eine durchaus gleichformige 
sein soIl, genligt es, die Verifikation flir den Punkt 0 zu machen. Auch 
werden wir, da es sich um eine Relation zwischen Tensorkomponenten 
handelt, von vornherein das in Normalkoordinaten geschriebene dB' (24) 
zugrunde legen dlirfen. 

Von hier aus aber findet man ohne aIle besondere Rechnung, vgl. die 
Note von Vermeil in den Gottinger Nachrichten vom 26. Oktober 1917 
("Notiz liber das mittlere Krlimmungsma.13 einer n-fach ausgedehnten 
Riemannschen Mannigfaltigkeit"): 

c2 

(26) Ku = K22 = KS3 = - Jii"' 
wahrend aile anderen Kp.v verschwinden. 

Nun hat man flir den Punkt 0 bei 
koordinaten: 

Zugrundelegung der Normal-

(27) aIle Tp.v = 0, bis auf Tu = c2 (1. 

Daher ergeben die Feldgleichungen (25): 

d. h. 

(28) 

13) Nicht nur der zweite Term, sondern auch aIle hoheren Terme fallen fort. 
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was mit dem von Einstein selbst gegebenen Resultate stimmt (sofern 
man noch c ~ = 1 setzt). 

Hierzu die Bemerkung, da13 sich fUr K selbst folgender konstanter 
Wert berechnet: 

(29) 

Fiir die Anwendung auf das Weltall bleibt natiirlich der unseren 
heutigen Kenntnissen der Stellarastronomie mit einiger Wahrscheinlichkeit 
entsprechende Wert von R abzuschatzen. Dies hat de Sitter in seiner 
wiederholt genannten Mitteilung ausgefiihrt. lch fiihre gern sein Resultat 
an, damit man sieht, daB Einsteins kosmologische Betrachtung, deren 
mathematischen lnhalt aUein wir hier behandeln, doch auch physikalisch 
nicht vollig in der Luft hangt. Man hat nach de Sitter 

R = 10 12 bis 10 13 Halbmessern der Erdbahn 

zu nehmen. Die Dichte Q wird so gering, da13 nur etwa 10 -u gr Masse 
auf den Kubikzentimeter trefien, d. h. in etwa 100 Kubikzentimetern 
befindet sich die Masse eines Wasserstofimolekiils. Die Konstante A aber 
wird beilaufig 10 - 30 sek - \1 • 

§ 7. 

Die Integralsatze fur die Zylinderwelt. 

Nimmt man die Feldgleichungen mit l-Glied, so sind, wie ich in § 7 
meiner vorigen Note im Anschlul3 an Einsteins Entwicklungen ausfiihrte, 

U: und t: =!. U*~, damit die Erhaltungssatze gewahrt bleiben, durch 
Ie 

(30) 

zu ersetzen. Wir werden dementsprechend statt der lntegrale IT, bez. 

I: des § 1 lntegrale t bez. iT· bilden und von vornherein sicher sein, da13 
diese lntegrale, genommen iiber solche geschlossene Hyperflachen, welche 
einen Teil der Zylinderwelt abgrenzen, verschwinden. 

Nunmehr wird der Begrifi des Querschnitts, den wir in I fiir die da
mals betrachtete "Weltrohre" benutzten, zu iibertragen sein. Wir werden 
als solchen eine sonst beliebige geschlossene Hyperflache bezeichnen wollen, 
welche jede Weltlinie der Zylinderwelt, d. h. jede Parallele zur t-Achse, 
einmalschneidet. Das einfachste Beispiel bilden die "Raume" t = Konstans. 

Wir werden dann wie friiher den Doppelsatz haben: 

1. daB die lntegrale 1., bez. i:, genommen fiir einen beliebigen 
Querschnitt, einen von dessen Auswahl unabhangigen Wert haben; 
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2. daB dieser Wert auch nicht davon abhangt, welche Koordinaten 
man bei der Ausflihrung der tiber den Querschnitt hinerstreckten Inte
gration benutzt. 

Nur das wird sich andern, daB es nicht mehr angeht, den Inbegriff 

der Integrale in bez. 1: als einen (freien) Vierervektor zu bezeichnen. 
Denn flir diese Benennung fehlt, gema13 der Natur unseres G7 , die gruppen
theoretische Grundlage. J edenfalls gilt: 

14 , bez. 14* wird von Hause aus flir sich stehen. Wir mogen seinen 
Wert, mit 0 3 multipliziert, als Gesamtenergie der Zylinderwelt bezeichnen. 

Um die Klassifikation der Gro13en ~, 12 , fa aber (bez. der 1:, 
1:, 13*) brauchen wir uns nicht viel zu klimmern, da mansich auf ver
schiedenartige Weise liberzeugen kann, dafJ sie samtliok Null sind. 

Erstlich folgt dies (wie auch Einstein betr. der 1.* ausflihrt) aus 
Symmetriegrlinden. lch resumiere die Sache von meinem Standpunkte 
aus. Wenn wir an den Normalkoordinaten y festhalten, so werden von 
den 00 6 kontinuierlichen Transformationen, die den Raum Y4 = 0 in sich 
liberflihren, natlirlich nur die 00 3 sich al'3 homogene lineare Substitu
tionen der Yl' Y2' Ys darstellen, welche Drehungen des Raumes_ um 0 vor
stellen. Aber es genligt flir unsere Zwecke auch, die von ihnen gebildete 

Untergruppe zu betrachten. Ihr gegenliber werden sich die U:; U;, U; 

(und ebenso die V: a, V: a, U: a ) wie die Komponenten eines dreidimen-
. . -- - - . --* -* -* . . 

slOnalen Tensors, also dIe 11 ,12 ,13 (bez. dle 11 ,12 , Is) Wle dle Kom-
ponenten eines von 0 auslaufenden Dreiervektors verhalten. Nun ist 
aber die Zylinderwelt, wie wir wissen, um 0 herum raumlich isotrop. 
Besagter Dreiervektor mu13 also bei einer beliebigen Raumdrehung um 0 
herum ungeandert bleiben, und das kann er nur, wenn seine samtlichen 
Komponenten verschwinden. 

Zweitens mogen wir den Weg direkter Rechnung beschreiten. Wit 
wahlen als den Querschnitt, tiber den unsere Integrale zu erstrecken sind, 
irgendeine der Mannigfaltigkeiten Y4 = Konst. Innerhalb derselben mogen 
irgendwelche Koordinaten WI, wll, WIll eingeflihrt gedacht werden. Die 

Integrale t, bzw. 1.* werden dann, gema13 den Darlegungen von § 3, in 
der abgeklirztell Form _ geschrieben werden konnen: 

(31) 1.= fff(T.4+~UnV-g.dwIdwlldwIII 
bez. 
(31*) 

Die direkte Rechnung ergibt nun, da13 die T;, V;, l; fiir 't = 1, 2, 3 
samtlich verschwinden. 
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Fiir die Gesamtenergie der Zylinderwelt haben wir mit diesen Formeln 
die Ausdriicke gewonnen: 

(32) J 4 = c3 f f f (Tt + ~ Vt) -V -gdwl dw Il dw IlI , 

bez. 

( 32*) 

Der Energiebetrag stellt sich danach in dem einen wie dem anderen 
FaIle als Summe zweier Summanden dar. - Wir mogen denjenigen 
Summanden, der Tt entspricht, als Massenenergie bezeichnen, den anderen 
als die Gravitationsenergie. 

Die Massenenergie berechnet sich jetzt ohne weiteres. Tt namlich 
wird, wie wir auch die WI, w Il, WIll wahlen mogen, gleich c 2 e, und 

c3 -V -gdwl dw Il dW Ill ist niehts anderes, als das Volumelement d V unseres 
Raumes Y4 = Konst. Die Massenenergie wird also einfach c~ e V, unter 
V das Gesamtvolumen des Raumes verstanden, also, je nachdem wir die 
spharisehe oder die eIliptische Hypothese annehmen wollen, 2:n; 2 R3 
()der :n;2 R3. 

Fur die Gravitationsenergie aber hat E inst ein in seinem Falle, also 
bei Zugrundelegung der Formel (32 *), indem er raumliche Polarkoordinaten be
nutzte, Null gefunden. Das d V wird in dies em FaIle == sin 2 {} sin g;' d {} d g; d'!fJ , 

das It (wenn ieh die Einsteinsehe Terme zusammenziehe) ~~ ;_~, das 
sIn 'U' 

Resultat der Integrati?n wird Null, weil das J cos 2 If· d{} von 0 bis :n; 

zu nehmen ist. - Dieses Ergebnis ist gewif3 sehr bemerkenswert. Da es 
von der Wahl der WI, w Il , WIll unabhangig sein mull, fragt es sich, ob 
man statt der Polarkoordinaten, die eine (von Einstein nur angedeutete) 
langere mechanisehe Reehnung mit sich bring en , nieht zweckmaBiger
weise andere einfiihren solI. Ieh moehte vorschlagen, durchweg mit den 
iiberzahligen Koordinaten ~, rJ, " w des § 4 (zwischen denen dann die 
Abhangigkeit ~ 2 + rJ 2 + ,2 + w 2 = R 2 besteht) zu operieren. Man wird 
dann natiirlieh die Grundformeln der Tensorreehnung auf den Fall ab
hangiger Koordinaten veraIlgemeinern miissen, wozu indes aIle Ansatze 
in der Literatur vorliegen. Ieh vermute, daB bei Durchfiihrung dieser 
Umsetzung nieht nur das Integral iiber die Gravitationsenergie samtlieher 
Volumelemente des Raumes, sondern bereits das dem einzelnen Volum
element entsprechende Differential versehwinden diirfte, wodureh doch 
eine verbesserte Einsicht in die Einfachheit des Einstein schen Resul
tates erreicht ware. 

So viel iiber das It. Das Neue, was ich nun auszufiihren habe, ist, 
dafJ wir ein ganz anderes Resultat bekommen (und dies gleich ohne kom-



604 Zum Erlanger Programm. 

plizierte Rechnung), wenn wir an Stelle des tt das ~ ut, alBo an Stelle 

von J: das J4 wahlen. - ut ist, wie wir wissen =-= ut+ l. Wenn wir 
nun auf die oben unter (5) wieder angeflihrte Formel flir Ut zurlick
greifen, so zeigt sich, daB im FaIle der Zylinderwelt, bei beliebiger Wahl 
der WI, w Il, WIll, aIle Terme bis auf den ersten fortfallen. ut wird ein
fach = ~ K und also 

(33) ut = ~K + l= ~: . 
Es hat also einen konstanten, aber nicht verschwindenden Wert. Infolge
dessen wird bei Zugrundelegung der U,O die Gravitation8energie der Zy
linderwelt nicht etwa N ult , 80ndern doppelt 80 groft wie die Mas8en
energie. 

Die hiermit festgelegte Sachlage hat ersichtlich eine liber den Fall 
der Zylinderwelt hinausreichende Bedeutung. Sie zeigt am Beispiele, dall 

UO 
die Energiekomponenten -'- auch flir die Integral/orm-en der Erhaltungs-

Ie 

satze allgemein andere Resultate als die t; geben. Dies ist, was ich in 
der Einleitung das Hineinspielen eines subjektiven Momentes in die Auf
stellung der Energiebilanz genannt und in seiner Tragweite flir abge
schlossene Systeme am Schlusse von § 3 naher erlautert habe. Das Er
gebnis ist an sich gewiB in keiner Weise wunderbar, aber widerspricht 
doch dem Eindruck, den man beim ersten Durchlesen der Einstein-

schen Note hat, als sei es ein ausschlieBlicher Rechtstitel der t:, zu ein
fachen Integralsatzen zu fUhren. 

III. Ober de Sitters Hypothese B. 
In seinen wiederholt genannten Mitteilungen, insbesondere in Note 3 

der Monthly Notices, hat de Sitter die Annahme der Zylinderwelt, die 
er als Hypothese A bezeichnet, u. a. dahin modifiziert, daB er statt der 
Zylinderwelt - unter Aufrechterhaltung der fiir d8'" charakteristischen 
Vorzeichen - eine Welt kon8tanter Krummung setzte. Es ist dies die 
von ihm mit B bezeichnete Hypothese 14); ich stelle mir die Aufgabe, die 
hierbei vorkommenden Verhaltnisse durch moglichst einfache Formeln iiber~ 
zeugend darzulegen. Das Wesentliche mainer Oberlegungen findet man 
----

14) de Sitter bemerkt, daB ihm diese Annahme (die sich dem Mathematiker 
durch ihre Symmetrie empfiehlt) zunachst durch Ehrenfest vorgeschlagen worden 
sei. lch selbst habe in meinen Vortriigen vom Friihjahr 1917 (deren Ausarbeitung 
in einer kleinen Zahl von Exemplaren verbreitet ist), indem ich iiber Einsteins da
mals eben erschienene "Kosmologische Betrachtungen" referieren wollte, abet die 
Formeln nicht genau verglich, unwillkiirlich denselben Ansatz gemacht und mich dann 
spater, als ich zur Ausarbeitung der physikalischen Folgerungen schritt, gewundert, 
daB die Resultate mit den von Einstein fiir seine Zylinderwelt angegebenen natiir
Iich nicht stimmen wollten. 
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iibrigens bereits in den Protokollen iiber die Sitzungen der Gottinger 
-Mathematischen Gesellschaft vom Sommer 1918 angegeben, die in dem 
im Oktober 1918 ausgegebenen Hefte des Jahresberichts der Deutschen 
Mathema.tiker-Vereinigung abgedruckt sind (schrage pagina, S. 42-44). 
V gI. auch eine Mitteilung an die Amsterdamer Akademie (V erslag vom 
29. Sept. 1918). 

§ 8. 

Die geometrischen Grundlagen fiir die Welt konstanter Kriimmung. 

Wir werden der Annahme, da13 die Welt eine Mannigfaltigkeit kon
stanter Kriimmung sei, in einfacher Weise gerecht werden, indem wir bei 
fiinf Variabeln mit A nderung eines V orzeichens die gewohnliche Gleichung 
einer Kugel anschreiben, und auf dieser "Pseudokugel" euklidisch messen 16). 
Dabei wollen wir indes, um die friihere Verabredung betr. die Dimension 

der V ariabeln einzuhalten, den Radius nicht R, sondern R nennen; wir 
c 

werden ebenso, der Konsequenz halber, das iibliche Vorzeichen von ds s 

umkehren. Ich schreibe also als Gleichung der Pseudokugel 
R2 

(34) ~'J + 1]2+ (;2 -- v 2 + w 2 = C2 
und fiir das zugehOrige ds 2 : 

(35) - ds'J = d~2 + d1]2 + d(;'J - dv'J + dw'J. 

Die hierdurch gegebene pseudosphiirische Welt (~, 1], C, v, w) hat 
wegen des dem ds 2 zugesetzten Minuszeichens das konstante (Riemann-

sche) Kriimmungsma13 - ~. 1m iibrigen geht sie durch eine kontinuier-
R 

liche G10 "pseudoorthogonaler" Substitutionen, d. h. geeigneter linearer homo
gener Substitutionen der ~, 1], C, v, w in sich iiber, nicht aber, wie man 
leicht nachweisen kann, durch eine noch umfassendere Gruppe. 

An ihre Seite stellen wir dann gleich eine pseudoelliptische Welt, m
dem wir, unter Beibehaltung des in (35) gegebenen dsS, schreiben: 

R; R'I'J Rt; Rv 
(36) x=c'-;-' Y=-c-'-;-, z=-c'_;, u=c'-;-' 

woraus riickwarts 

(37) 1]= (;= , v= , 

w 

16) Die V01'8chlagssilbe "pseudo" solI immer auf das Auftreten eines abweichen
den Vorzeichens hinweisen. 
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Diese ~, 1}, C, v, CO werden wir bei Behandlung der pseudoelliptischen 
Welt zum Homogenisieren der Gleichungen gebrauchen konnen (wie viel
fach geschehen solI). Bemerken wir noch, dall 

(38) X2+ 'J+z2_u'J+Rg=R2a2+172+~2-V2+ru2)=~ 
y c2 c2 ru 2 c4 ru 2 ' 

insofern wir uns, wie selbstverstandlich, auf reelle Werte der urspriing
lichen Koordinaten ~, ... , co beschranken, immer positiv ist. 

Wir werden nun der Kiirze wegen allein von dieser pseudoelliptischen 
Welt sprechen (also die pseudospharische beiseite lassen) und ich mull 
schon den Leser bitten, mich hierbei durchaus projektiver Auffsssungen 
bedienen zu diirfen, welche allein den in Betracht kommenden Verhalt
nissen wirklich gerecht werden. Ich will in diesel' Hinsicht eine Reihe 
von Aussagen, die dem geschulten Geometer selbstverstandlich· sind, kurz 
zusammenstellen : 

1. Es handelt sich in der pseudoelliptischen Welt um eine projektive 
Maf3bestimmung, deren Fundamentalgebilde durch 

(39) 

gegeben ist und, der Analogie nach, fortan kurz als (zweischaliges) Hyper
boloid bezeichnet sein mag. N ach der Vorzeichenbestimmung (38) be
finden wir uns zwischen den Schalen dieses Hyperboloids (d. h. in dem 
Weltstiick, von dem aus reelle Tangentialkegel an das Hyperboloid laufen). 
in Dbereinstimmung mit dem indefiniten Charakter unseres ds'J. In homo
genen Koordinaten ~,... geschrieben lautet die Gleichung des Hyper
boloids: 

(40) 

das Hyperboloid ist also der Schnitt des Asymptotenkegels unserer Pseudo
kugel mit unserem x, y, z, u-Gebiet. 

2. Die kontinuierliche Schar der pseudoorthogonalen Substitutionen 
der ~, 'fJ, • •. liefert fiir die x, y, z, u die grollte kontinuierliche Gruppe 
von Kollineationen, durch welche unser Hyperboloid in sich iibergeht. 

3. Mogen neue Gebilde, welche durch eine einzelne lineare Gleichung 
zwischen den x, y, z, u (bez. durch eine entsprechende homogene Gleichung 
zwischen den ~, 1}, ..• ) dargestellt werden, schlechtweg Raume hei13en. 

4. Raume, welche das fundamentale Hyperboloid nur in imaginiren 
Punkten schneiden (wie z. B. u = 0), werden elliptische Ma13bestimmung 
schlechtweg au£weisen, also endlich ausgedehnt sein. Insofern wird man 
also unsere Welt als "raumlichgeschlossen" bezeichnen diinen und direkt 
neben die Einsteinsche Zylinderwelt stellen. 
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5. Als Grenzfalle treten neben diese Raume solche, welche das Hyper
boloid in einem Punkte beruhren, z. B. die Rii.ume 

(41) U = ±~, oder, was dasselbe ist, v += w = o. 
c 

Solche Rii.ume mogen kurzweg Tangentialraume genannt werden. 

6. lrgend zwei Tangentialraume umgrenzen, bei projektiver Auffassung, 
ein zusammenhii.ngendes Weltstuck, in dessen lnneres das Hyperboloid nicht 
eindringt und das man nach seiner Gestalt gema13 projektiver Auffassung 
zweckma13igerweise als Doppelkeil bezeichnen wird. Dieser Doppelkeil ragt 
von zwei Seiten an das noch immer zweidimensionale Gebiet heran, das 
den beiden Tangentialraumen gemeinsam ist und das man daher zweck
ma13igerweise die Doppelschneide (des Keils) nennen durfte. 

7. Man uberblickt diese Sachlage am einfachsten, indem man die 
beiden Tangentialrii.ume der N r. 5 betrachtet (in welche man vermoge der 
GlO unserer Kollineationen noch jedes andere Paar zweier Tangentialraume 
auf 00 4 Weisen uberfuhren kann). Der Doppelkeil umfa13t dann die Punkte. 
fur welche 

(42) - ~ < U < + ~, d. h. - 1 < :~ < + 1 . 

Die Schneide wird durch diejenigen Punkte gebildet, fur welche u un
bestimmt wird, £ur die also v und w gleichzeitig verschwinden (womit 
x, y, z unendlich werden). 

8. Gema/3 der Lehre von der projektiven Ma13bestimmung gibt jeder 
solche Doppelkeil nun Anla13, fur irgend zwei seine Schneide enthaltenden 
eUiptischen Raume einen reellen Pseudowinkel einzufuhren. 

9. lch will der Deutlichkeit halber gleich an das Beispiel (41), (42) 
anknupfen. Zwei zugehOrige (ihrem ganzen Verlaufe nach dem Doppelkeil 
angehOrige) elliptische Raume werden dann durch Gleichungen: 

( 43) u = u1 ' U = u'l bez. ~ = ~ , 11 ~2 
W W t co lOll! 

gegeben sem (wobei u1 und u'l zwischen ± R und ~J_, V2_ zwischen ± 1 
C COl CO2 

liegen). Sie bilden mit den Flanken des Doppelkeils, d. h. den beiden 
Tangentialraumen (42), zwei zueinander inverse Doppelverhaltnisse, von 
denen wir etwa dieses herausgreifen wollen: 

(44) 

Als Pseudowinkel der beiden elliptischen Riiume (43) wird man dann 
den mit irgendeiner reellen Konstanten A multiplizierten· Logarithmus 
dieses Doppelverhaltnisses definieren. 
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10. Mit Rucksicht auf die de Si tterschen Entwicklungen wollen wir 

A = . :c nehmen und wollen ubrigens u2 = 0 setzen, d. h. den Pseudo

winkel von u = 0 beginnend nehmen. W ir haben dann, indem wir bei 
U 1 , VI' W l noch den Index weglassen, als De{initionstormel des Pseudo
u'inkels: 

(45) <p =R log R~+.,,!_ = .B._Iog~+v 
2c Rjc-u 2c ill-V 

und 'sehen deutlich, wie er von - 00 bis + 00 wachst, wenn u von 

- Rbis R. geht, d. h. den ganzen Doppelkeil durchwandert. 
c c 

11. Fur die Punkte der Schneide selbst, wo W und v gleichzeitig 
verschwinden, wird <p naturgemaB vollig unbestimmt. Man hat damit, 
fur die allgemeine analytische Au££assung, keine andere Singularitat vor 
sich als beim- Polarwinkel <p im Nullpunkte eines gewohnlichen ebenen 
(Polar- ) Koordinatensystems. Nur daB die beiden absoluten Richtungen, 
welche der Winkelbestimmung (im Sinne der projektiven Theorie) zu
grunde liegen, im gewohnlichen FaIle imaginar, bei ( 45) aber reell sind 16). 

§ 9. 

Einfiihrung von Materie und Zeit. 

Wir den ken uns jetzt unser ds 2 (35) durch vier unabhangige, vorlaufig 
noch beliebige Parameter w (fUr welche wir gern unsere x, y, z, u nehmen 
konnen) ausgedruckt: 

(46) ds 2 =2)Yf' v dw-"dw v • 

Da wir wissen, daB dieses ds 2 konstantes Riemannsches Krummungs
maB hat, konnen wir die zugehorigen Kf'Y nach den Entwicklungen von 
Her g lotz 1i) gleich hinschreiben: 

(47) 

Wir werden also den Einsteinschen Feldgleichungen mit dem l-Glied 

(48) 
genugen, indem wir 

(49) 3c2 
}, = -2- und aIle Tf'Y = 0 

R 

setzen, d. h. uberhaupt keine Materie annehmen. Wir werden auch weiter 
unten sehen, daB man notwendig zu dieser Annahme gefuhrt wird, wenn 

16) Fiir die Nr. 8 -11 moge der diesen Dingen ferner stehende Leser meine alten 
Entwicklungen in Bd.4 der Math. Annalen [siehe Abh. XVI dieser Ausga.be] ver
gleichen (wo die in Betracht kommenden Beziehungen und Uberlegungen mit aller 
Ausfiihrlichkeit geschildert sind). 

17) Siichsische Berichte von 1916, S. 202. 
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man von der V oraussetzung einer die Welt gleichformig erfiillenden, in
koharenten, bei geeigneter Einfiihrung einer "Zeit" t "ruhenden" Materie 
ausgeht. In der Tat kommt auch de Sitter zu dies em Resultat, nur dall 
er es etwas anders ausdriickt, wie man an Ort und Stelle nachsehen mag. 

Natiirlich entfernen wir uns mit dieser Formel (49) durchaus von 
Einsteins urspriinglicher physikalischer Absicht, welche darauf ausging, 
sich durch gleichformige Verteilung der Materie iiber den Raum hin ein 
mittleres Weltbild zu verschaffen. Wir setzen uns aber auch iiberhaupt 
in mindestens formalen Widerspruch mit einem anderen Grundsatz von 
Einstein, demzufolge es keine von Null verschiedene Losung der Glei
chungen ( 48) ohne Annahme von Materie geben soIl (vgl. die oben zitierte 
Note Einsteins vom Marz 1918). Dieser Grundsatz ist bei Einstein 
urspriinglich ohne Zweifel aus physikalischen Dberlegungen erwachsen, er 
ist aber an sich rein mathematischer N atur, er wird also (worau£ mich 
Einstein gelegentlich einer Korrespondenz selbst aufmerksam machte) 
durch die bJolle Existenz unseres ds 2 (46) widerlegt. Allerdings kann 
man bemerken, dall die g,.", dieses ds 2 (man fiihre die Rechnung etwa 
fiir die x, y, Z, u aus) entlang dem fundamentalen Hyperboloid unendlich 
werden, was als ein Aquivalent fiir das Nichtvorhandensein von Materie 
an den nichtsingularen Stellen der Welt angesehen werden kann. 

Handeln wir jetzt von der geeigneten Einfiihrung einer "Zeit" t (die 
wir dann als WIV wahlen). ' Den Ausgangspunkt mull gemall Einstein
scher Auffassung die Bemerkung bilden, dall die Welt, die wir suchen, 
als statisches System soIl aufge£allt werden konnen, d. h. dall ds 2 un
verandert bleiben solI, wenn man, unter Festhaltung von WI, wll, W llI, 

das WIV = t um eine beliebige Konstante vermehrt. Es solI also die ein
gliedrige Gruppe: 

(50) WI = wll, WI = wll, fiiIll = WIll, [fIV = WIV + C 

in der zehngliedrigen Gruppe, durch welche unser ds 2 in sich iibergeht, ent
halten sein. Es geniigen einige geometrische Schliisse, um einzusehen, daB 
eine solche eingliedrige Gruppe gleichbedeutend mit einer fortgesetzten 
Drehung unserer pseudoelliptischen Welt um eine festliegende, zwei
dimensionale Achse sein muB, dall t darum (nach geeigneter Wahl der 
Zeiteinheit) bis auf eine additive Konstante mit dem Pseudowinkel eines 
Doppelkeils, wie er durch (45) definiert ist, ubereinstimmen mu{3. Wir 
haben also, wenn wir unter v = 0, OJ = 0 in frliherer Weise irgendzwei 
Tangentialraume des fundamentalen Hyperboloids verstehen und auf die 
additive Konstante keinen Wert legen: 

(51) 

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. I. 39 
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zu nehmen. Nun gibt es solcher Paare von Tangentialraumen 00 6• Wir 
haben danach 00 6 Weisen, gemiif3 (51) ein t einzujuhren, - im Gegen
satz zur Zylinderwelt, wo das t bis auf eine additive Konstante vollig 
festgelegt war, im Gegensatz auch zur speziellen Relativitatstheorie (der 
Lorentzgruppe), wo das t (immer nach Festlegung der Zeiteinheit und des 
Anfangspunktes) noch drei willkiirliche Parameter enthalt. 

Konstatieren wir zunachst, daJ3 wir mit (51) genau zu dem ds'J 
kommen, welches de Sitter seiner Hypothese B zugrunde legt. Unter 
Benutzung raumlicher Polarkoordinaten schreibt namlich de Si tter (so
fern ich gleich die von mir sonst gebrauchten Buchstaben verwenden, auch 
das d s 2 mit dem friiher verabredeten Vorzeichen nehmen darf): 

( 52 ) - d s 2 = ~ 22 (d ~(P + sin 21) • d rp 2 + sin 2 1} sin 2 rp . d "I' 2 ) - cos'J 1} . d t 'J 

und dieses d s 2 entsteht aus dem in (35) an die Spitze gestellten: 

- ds 2 = d~2 + d1)2 + d~2 - dv 2 + dw2, 

wenn ich, unter Einhaltung der Bedingung (34): 

~2 r;2+~2_v2+w2=~~ 
einfach ansetze: 

(53) 

; = csm'u'cosrp, R . . 0. • r; = - sm 'U' sm rp cos 1/' , 
c I 

~ R. ,0. 

i" R. 1}" R 1}~' ct 
<,,=-c- sm smrpsm1/', v=ccos otn R , 

l w = ~- cos 1} (£of ~ • 
Hier sollen ®in und (£of in gewohnlicher Weise hyperbolische Funktionen 
bedeuten. Es wird dann: 

54 ) :tang!'.i = .:!:-R OJ' 

was m der Tat mit Formel (51) iibereinstimmt. 
Ich werde das Stiick unserer pseudoelliptischen Welt, wp.lches gemaJ3 

( 53) durchlaufen wird, wenn man 1}, rp, "I' innerhalb der iiblichen Grenzen, 
t aber von - 00 bis + 00 laufen laJ3t, eine de Sittersche Welt nennen. 

GemaJ3 (54) durchlauft ~ dabei nur die Werte von - 1 bis + 1. Offen-
OJ 

bar ist diese de Sittersche Welt nichts anderes, als der Doppelkeil der 
vorigen Paragraphen. Seine beiden "Flanken", v - w = 0 und v + w = 0, 
erscheinen als unendlich ferne Zukunft, bez. unendlich ferne Vergangenheit. 
Seine Kante aber (die fUr die allgemeine Auffassung der pseudoelliptischen 
Welt aus lauter gewohnlichen Punkten besteht) erscheint als etwas Sin
gulares, namlich als Ort solcher Weltpunkte, rur welche t den Wert 0/0 
annimmt. -



XXXIII. Integralform der Erhaltungssatze usw. 611 

lch habe diese Verhaltnisse schon an der oben genannten Stelle des 
J ahresberichts der Deutschen lVIathematiker -Vereinigung beruhrt (V or
trag vor der Gottinger lVIathematischen Gesellschaft vom 11. Juni 1918). 
Um die paradoxen Beziehungen, welche flir die physikalische Auffassung 
vorliegen, klar als solche hervortreten zu Jassen, habe ich mich damals 
folgenderma13en geauJ3ert: "Zwei Astronomen, die, beide in einer deS itt e r
schen Welt lebend, mit verschiedenen de Sitterschen Uhren ausgestattet 
waren, wurden sich hinsichtlich der Realitat oder lmaginaritat irgend
welcher Weltereignisse in sehr interessanter Weise unterhalten konnen". 
Gemeint ist, daB die Doppelkeile, welche aus der pseudoelliptischen Welt 
durch verschiedene Paare von Tangentialraumen der fundamental en 
Hyperboloide ausgeschnitten werden, immer nur Stucke gemein haben, 
mit anderen Stucken ubereinander hinausgreifen. -

1m ubrigen kann, wer will, sich uber die Einzelheiten der de Sitter
schen Welt leicht genauer orientieren. Die Welt reicht nur in den beiden 
Punkten: ~ = 0, 'Y) = 0, ,= 0, v + W = 0 an das fundamentale Hyper
boloid heran. Alle Weltlinien sind solche Kegelschnitte, welche das Hyper
boloid in diesen beiden Punkten beruhren (deren Ebene also die ein
dimensionale Achse ~ = 0, 'Y) = 0, ,= 0 enthalten). Es gibt nur noch 
eine kontinuierliche G4 , welche die de Sittersche Welt in sich trans
formiert, entsprechend der Substitution t = t + C verbunden mit der 
kontinuierlichen Ga der unimodularen orthogonalen Substitutionen von ~, 

1], ,. Hierbei ist ~2 + 'YJ ~ + ,2 invariant, die Gruppe der de Si tterschen 
Welt ist also nicht mehr transitiv. Die "Achse" ~ = 0, 'YJ = 0, ,= 0 und 
die "Schneide" v = 0, W = 0 sind invariante Gebilde. 

Zum SchluB uberzeugen wir uns noch, daB die Dichte e der ruhenden, 
inkohiirenten lVIaterie, welche die de Sittersche Welt gleichformig er
fUllen soIl, in der Tat notwendigerweise = 0 gesetzt werden mu13. Bleiben 
wir namlich bei unseren "statischen" Koordinaten. Wir haben dann flir 
aIle anderen lndexkombinationen fl, Y: 

3 e2 

2U'tv = R 2- g.ltv 

und nur flir fl = 4, Y = 4: 

1 3e2 + " Agu = If" g44 XC· e, 
woraus eindeutig 

3c2 

2=-R2 , e=O 

folgt, wie WIr III Formel (49) bereits angenommen hatten. 
AIle diese Resultate sind in voller Dbereinstimmung mit de Sitters 

eigenen Angaben. Sie widersprechen aber dem Einwande, den Einstein 
39* 
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in seiner Mitteilung vom Marz 1918 gegen de Sitter erhob und den dann 
Weyl in seinem Buche 18) , sowie neuerdings in einem besonderen Aufsatz 
in der Physikalischen Zeitschrift19) durch ausfiihrliche Rechnungen gestiitzt 
hat. Beide Autoren finden, daB entlang· der Schneide des Doppelkeils 
(ich bleibe der Kiirze halber in meiner Ausdrucksweise) Materie vorhanden 
sein miisse. lch habe die Richtigkeit der Weylschen Rechnungen nicht 
nachgepriift, schlieBe mich aber gern der Auffassung an, die mir Einstein 
brieflich aussprach, daB die Verschiedenheit der beiderseitigen Resultate 
in der Verschiedenheit der benutzten· Koordinaten begriindet sain muS. 
Was ich, unter Verwendung der ~, 'YJ, i;, v, OJ, als einzelnen Punkt 
der Schneide bezeichne, ist bei Benutzung der {}, qJ, "p, t (wegen des 
unbestimmt bleibenden Wertes von t) ein einfach ausgedehntes Gebiet. 
Es soUte nicht schwierig sein, hieriiber volle Aufklarung zu schafien. 

Mein abschlieBendes Votum iiber die de Si tterschen Angaben aber 
ist, daB mathematisch - jedenfalls bis auf diesen einen noch nicht vollig 
geklarten Punkt [ den ich gern in allgemeiner Weise erlautert sehen 
mochte] - alles in Ordnung ist, man aber zu physikalischen Folgerungen 
gefiihrt wird, welche unserer gewohnlichen Denkweise und jedenfalls den 
Absichten, welche Einstein bei Einfiihrung der raumlich geschlossenen 
Welt verfolgte, widersprechen. 

18) Raum, Zeit, Materie. S. 225. 
19) 1919, Nr. II (vom 15. Januar 1919). 

Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig. 
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