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Vorrede.

Unter den vielen Werken iiber dic Statik giebt es ein Werk, das
sich in seiner Form vor allen iibrigen ganz besonders auszeichnet,
und das in den weitesten Kreisen bekannt zu werden verdient, nédmlich:
~Elemente der Statik® von Poinsot.

Nach der Liagrange’schen Begriindung der analytischen Mechanik
schien ein principieller Fortschritt in dieser Wissenschaft nicht mehr
moglich zu sein, da er doch die ganze Statik auf ein einziges
Fundamentalprincip reduciert hatte. Poinsot fithrte nun in die Statik
den neuen Begrift Kriaftepaar ein, der zwar nicht gerade als eine
reale Erweiterung der Mechanik anzusehen ist, der aber doch in
der Folge von grosser Bedeutung wurde. In seiner spiiteren Ab-
handlung .Neue Theorie der Drehung der Korper® fithrte ihn dieser
Begrift auf das Centralellipsoid. das bei der Rotation eines Korpers
um einen Punkt eine bedeutende Rolle spielt. Im zweiten Abschnitte
des ersten Kapitels seiner ,, Elemente der Statik - zeigt Poinsot, dass
die Zusammensetzung von Kriftepaaren in ganz analoger Weise vor
sich geht, wie diejenige der einfachen Krifte, und auf welche Weise
die Verlegung des Angriffsortes der Kréiftepaare vorzunelhmen ist.
In dem vierten Kapitel: Von den Maschinen, wendet Poinsot
seine Theorie der Kriftepaare in der Untersuchung der Bedingungen
des Gleichgewichts an der Roberval'schen Wage an, fiir welche bis
dahin noch keine richtige Erklirung gegeben war.

Das Werk ist mit grosser Klarheit und Eleganz geschrieben;
der grosse mathematische Apparat, den man in anderen Biichern
findet, ist vollig vermieden , und nur die allereinfachsten mathematischen
Kenntnisse sind vorausgesetzt; fast jeder Primaner ist im Stande,
dasselbe zu verstehen, und kein Werk ist zum Selbststudium so gut
geeignet wie dieses.
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Das Werk erschien zuerst im Jahre 1803, und zwolf Auflagen
folgten rasch aufeinander. Von deutschen Uebersetzungen sind mir
nur zwei bekannt und zwar von Lambert, nach der vierten Auflage,
und von Hartmann, nach der fiinften Auflage; die letztere habe ich
zum Vergleichen mit meiner Ausgabe benutzt.

Die vorliegende deutsche Uebersetzung ist nach der von Bertrand
bearbeiteten zwolften Auflage gemacht, wozu mir der franzosische
Verleger, Herr G-authier-Villars in Paris, mit ausserordentlicher Liebens-
witrdigkeit die erforderliche Genehmigung erteilte. Ich bin ihm hierfiir
zu besonderem Danke verpflichtet.

Moge diese Uebersetzung dazu beitragen, diesem schonen Werke
neue Freunde zu erwerben und das Studium der Statik zu fordern.

Charlottenburg, den 24. Dez. 1886.

Dr. H. Servus.




Poinsot.

Louis Poinsot wurde am 3. Januar 1777 zu Paris geboren und starb da-
selbst am 15. Dezember 1859. Er war Schiller der ,Reole polytechnique* und
mit neunzehn Jahren Ingenienr fiir Strassen- und Briickenbau, vernachlissigte
aber dabei seine technischen Studien zu Gunsten der Mathematik und wurde Lehrer
an einem Pariser Gymnasium.

Der erste Gegenstand, mit dem er sich eingehend beschiftigte, war die Auf-
losung algebraischer Gleichungen, wobei er einige sehr wichtige Eigenschaften
derselben entdeckte. Als er aber dann fand, dass schon Vandermonde und La-
grange zu denselben Resultaten vor ihm gekommen waren, behielt er die Arbeit
zuriick, ohne sie je selbst zu veriffentlichen. Ohne Nutzen sollte sein eingehendes
Studium iber diesen Gegenstand doch nicht fiir ihn sein. Als im Jahre 1808
die zweite Auflage der ,,Abhandlung iiber die Auflisung numerischer Gleichungen*
von Lagrange erschien, da war er es, der die Tiefen dieses schinen Werkes sofort
begriff und in dem Magasin encyclopédique einen Bericht iiber dieses Werk gab,
bei dem er in mehr als einem Punkte iiber dasselbe hinausging, so dass Lagrange
dariiber auf das hochste erstaunt war. Gauss hatte eine Abhandlung iiber die
Binomischen Gleichungen geschrieben, und Lagrange hatte denselben Gegenstand
auf noch klarere Weise behandelt. Poinsot zeigt nun, wie die angestellten Be-
trachtungen beider eine wichtige Verallgemeinerung erfahren kénnen.

Seine ,Elemente der Statik“, welche im Jahre 1803 erschienen, zogen
zum ersten Mal die Aufmerksamkeit aller Mathematiker auf den Namen Poinsot.
Er giebt darin eine Theorie der Kriftepaare, die bis dahin noch nicht aufgestellt
war. Fourier sagt iiber dieses Werk: ., Dieses Werk hat das Beachtenswerte, dass
es neue Principien iiber einen schon seit den iltesten Zeiten bekannten Gegen-
stand bringt, den Archimedes -gefunden und Galilei vervollkommnet hat.* Die
Theorie der Kriiftepaare bildet die Basis und den originellen Charakter der ganzen
Statik Poinsot's. Lagrange hatte die Mechanik in ibren Principien wesentlich
gefordert, Laplace aber hat sie durch neu entdeckte Principien nicht bereichert, und
dasselbe gilt auch von Poisson. Sie verstanden es wohl, die Gesetze der Mechanik
auf hochst elegante Weise fiir ihre Zwecke zu verwerten, aber neuwe Principien
haben sie nicht hinzugefiigt. Erst mit Poinsot findet nach Lagrange ein wesent-
licher Fortschritt in der Mechanik statt, indem er sie durch seine Theorie der
Kriftepaare bereichert. Es dauerte lange, ehe die Auffassungsweise Poinsot’s
Anklang fand und erst seine folgende Schrift ,Neune Theorie der Drehung der
Korper” (Paris 1834) lenkte die Aufmerksamkeit der ganzen gebildeten Welt auf
die Anschaunungsweise des Verfassers.

Durch Vermittlung von Lagrange wurde Poinsot schon im Alter von 29 Jahren
General-Inspector der Universitidt. Diese neue Stellung begiinstigte seine Arbeiten
ausserordentlich, und bald erschien eine ausserordentlich wichtize Abhandlung
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»Ueber die Polygone und Polyeder”, in welcher er auf vier neue reguldre Polyeder
gefithrt wurde, eine Entdeckung, die ihm die hdchste Achtung der Geometer ver-
schaffte. Er beschreibt darin ein Icosaeder und drei Dodecaeder. Legendre hatte
in seinen , Elementen der Geometrie" bewiesen, dass es nur fiinf regulire Polyeder
geben konne und eine grosse Achtung fasste er zu dem jungen Geometer, als ihm
diese Entdeckung bekannt wurde, in welcher die wichtigsten Punkte der Theorie
der Gleichungen enthalten waren.

Poinsot wurde Mitglied der Akademie der Wissenschaften und Ampére und
Cauchy waren seine Konkurrenten. Zu gleicher Zeit war er Lehrer am Polytech-
nikum und nach dem Urteil aller seiner Schiiler ein uniibertrefflicher Lehrer, der
zwar in seinen Stunden nicht viel, dies aber mit ausserordentlicher Schirfe und
Klarheit vortrug. Als ihm im Jahre 1817 Cauchy folgte, konnte man sich keinen
grosseren Gegensatz denken. Wihrend jeder Schiiler dem Ideengange Poinsot’s
zu folgen vermochte, war dies nur einigen Awuserwithiten bei den Vortrégen
Cauchy’s moglich.

Durch eine konigliche Ordre vom 22. September 1824 wurde er seines Amtes
als General-Inspektor plotzlich und ohne jede Veranlassung enthoben. ,,Ohne
irgend welche Veranlassung", schreibt er selbst, ,jenthebt man mich eines Amtes,
dessen Inhaber fiir gewdhnlich als unabsetzbar gehalten wird und von dem man
nur vermdge eines Prozesses oder eines Urteilspruches enthoben werden kann;
ich bin auf diese Weise meines Titels und meiner erworbenen Rechte beraubt und
in dem, was mir am teuersten war, auf's Tiefste verwundet.” In einem anderen
Briefe an den Herzog von Angouléme sagt er mit gerechtem Stolze: ,Mein Be-
nehmen und meine Gesinnungen sind stets untadelhaft gewesen und mein Leben
ist ebenso unschuldig als meine Werke."

Nach Delambre’'s Tode hatte er sich um einen Platz in der kéniglichen Rats-
versammlung beworben, allein Poisson wurde ihm vorgezogen, was Poinsot auf's
beftigste krinkte. Die Beziehungen zu Poisson, der sein direkter Vorgesetzter
war, waren durchaus keine frenndschaftlichen, sondern ihre gemeinsamen Studien
brachten sie iiber alle Punkte in Gegensatz. Poinsot zeigte sich gegen die Re-
gierung weder opponierend noch auch ergeben, er suchte nie die Gunst Jemandes
zu erlangen und lobte gern, was ihm lobenswert erschien. Der Feindschaft
Poissons schrieb er seine Ungnade beim Kénige zu.

Die Werke Poinsot’s iiber die Dynamik fester Korper bilden die Hauptarbeit
seines reiferen Alters, in demen die Anschauungen seiner Jugendjahre befestigt
werden und reife Friichte tragen. Die Werke, welche die hichste Vollendung
sowohl in der Theorie als auch in der mathematischen Form enthalten, sind:
,Neue Theorie der Drehung der Korper", ,Theorie rollender Kreiskegel" und
»Theorie der Aequinoctien.'* Man glaubte, dass mit den Arbeiten von Euler und
Lagrange, das Problem der Drehung eines freien Korpers vollig erschopft sei;
die Einfachheit der Gleichungen liess keinen Fortschritt weiter erwartem, ibre
Integration war mit dem besten Erfolge ausgefiibrt worden. Ohbne die Strenge
der gefundenen Formeln anzugreifen, erklirt Puvinsot doch die daraus gezogenen
Folgerungen fiir illusorisch und zwar in folgenden Worten:

»Euler und d'Alembert haben fast zu gleicher Zeit und mit verschiedenen
Methoden dieses wichtige und schwierige Problem der Mechanik zuerst geldst, und
Lagrange hat bekanntlich dieses leiiihinte Problem von neuem aufgenomimen, um
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es auf seine Weise eingehender zu beliandeln und zu entwickeln, ndmlich durch
eine Reihe von Formeln und analytischen Transformationen, die sich durch ganz
besondere Symmetrie anszeichnen. Man muss aber gestehen, dass man bei allen
diesen Losungen nur Rechnungen, aber kein klares Bild von der Drehung der
Kirper erhilt. Man kann wohl durch mehr oder weniger lange und complicierte
Rechnungen dahin gelangen, den Ort, an dem der Korper sich nach Ablauf einer
gegebenen Zeit befindet, zu bestimmen, aber man sieht keineswegs, wie der Korper
dorthin gelangt, man verliert ihn vollig aus dem Gesicht, wihrend man ihn doch
beobachten und ihm wihrend des Verlaufes der Drehung mit den‘Augen folgen
will. Ich habe nun versucht, eine klare Idee zur Darstellung der Drehungs-
bewegung aufzufinden, um das leicht ersichtlich darzustellen, was bisher Niemand
dargestellt hat. Es ist wohl moglich, dass sich meine Ideen aus den analytischen
Ausdriicken Euler's und Lagrange’s mit einem Schein von Leichtigkeit wieder-
finden lassen, gleichsam, als ob diese Formeln sie unmittelbar erzeugen miissten.
Da nun aber diese Ideen bisher so vielen Geometern, welche diese Formeln auf
so viele Arten transformiert haben, entgangen sind, so wird man zugeben miissen,
dass diese Analyse sie nicht geben und kaum erwartet werden konnte, dass ein
anderer auf einem davon ganz verschiedenen Wege dazu gelangte."

Viel Widerspruch erhob sich gegen seine Theorie, die man nicht zu wiirdigen
verstand. Statt jeder Antwort fuhr Poinsot in seinen Arbeiten fort und gab in
seiner ,, Theorie der rollenden Kegel® ein geometrisches Bild der Priicession der
Aequinoctien, die er als durch klar definierte und von allen Storungen freie Kriifte
erzeugt, annahm; denn die Storungen beeintrichtigen die Klarheit und sind in den
Augen Poinsot’s nur Zufilligkeiten, die dem Phénomen selbst villig fremd sind.

In seine Lebenszeit fielen die grossten Entdeckungen des Jahrhunderts: die
Theorie der Lichtwellen, der Polarisation, der dynamischen Elektricitit, die mathe-
matische Warmetheorie, die Elasticititstheorie, die Untersuchungen iiber die ima-
gindren und doppelt periodischen Funktionen, aber sie alle waren nicht im Stande,
seine Aufmerksamkeit auch nur einen Tag lang zu fesseln; selbst Lamé, fiir den
er grosse Achtung hegte, vermochte nicht, ihm Interesse fiir die Principien jener
Theorien einzufléssen. Er sagte nur darauf: ,Sie reden alle von schiefen Druck-
kriften und dies ist nicht richtig, jede Druckkraft ist normal zur Oberfliche des
Kirpers, auf den sie wirkt.*

Trotzdem Poinsot seine Laufbahn bei dem Briickenbanamt aufgegeben hatte,
beschiftigte er sich doch noch mit dahin gehérigen Arbeiten und erteilte manchen
guten Rat.

Mathieu sagt in seiner Leichenrede iiber Poinsot: ,,Sein iiberlegener und be-
sonders philosophischer Geist brachte Licht in die abstractesten Gegenstinde und
machte sie allen vermbge einer einfachen und fast geometiischen Auseinander-
setzung zuginglich."

Alle Arbeiten Poinsot’s zeichnen sich durch die elegante Art der Darstellung
aus, und durch alle geht das Bestreben, eine anschauliche Gestaltung der Grund-
begriffe der Mechanik zn geben. Bertrand sagt iiber seine Arbeiten: ,Jeder Satz
wurde mit derselben Sorgfalt gearbeitet, jedes Wort mit demselben Skrupel ab-
gewogen, jede Wendung nach sorgfiltigster Ueberlegung angenommen, gerade so,
als wenn es sich um eine Inschrift auf einen Stein handelte."

Dr. H. Servus.
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Einleitung.

L

1. Die Idee, welche wir uns von den Kirpern bilden, macht nicht
die Bewegung als eine Bedingung zu ihrer Existenz notwendig. Obgleich
es nun vielleicht im ganzen Weltall kein einziges Molekiil giebt, von dem man
sagen kimnte, dass es in absoluter Rube, selbst in einer begrenzten sehr
kurzen Zeit, beharre, so kann man doch nichts desto weniger annehmen,
dass ein Korper im Ruhezustande sein kinne.

Wenn aber dieser Korper einmal in Ruhe ist, so verharrt er darin
bestéindig, wenn nicht eine fremde Kraft bestrebt ist, diesen Zustand zu
stiren; denn da die Bewegung nur in einer bestimmten Richtung stattfinden
kanu, so ist kein Grund vorhanden, dass der Kiorper sich nach einer
Richtung mehr bewegen soll als nach jeder anderen, und er wird sich folg-
lich iiberhaupt nicht bewegen. Wenu also ein Korper, der in Ruhe ist,
sich zu bewegen anfiingt, so ist dies nur die Folge einer fremden Kraft,
die auf ibn einwirkt. Diese Ursache, mag sie beschaffen sein wie sie
will, und die wir nur durch ihre Wirkungen erkennen, nennen wir Kraft.

Unter Kraft versteht man also eine beliebige Ursache, die
im Stande ist, einem ruhenden Kirper eine Bewegung zu erteilen.

1L

2. Wenn man die Kraft selbst anch nicht kennt, so sieht man doch
leicht ein, dass sie in einer gewissen Richtung und mit einer gewissen
Intensitdt wirken wird.

Die Idee der Richtung und Intensitit einer Kraft ist uns fast ange-
boren. Das Gefiihl der Schwere, welche uns bestindig von derselben Seite
angreift, der Anblick eines fallenden oder an einem Faden aufgehiingten
Kirpers, der Unterschied der Gewichte, den wir mit der Hand wahr-
nehmen, und eine grosse Menge anderer ebenso einfacher Phinomene, geben
uns eine Idee von der Richtung und Intensitit der Kraft, die ebenso
unangreifbar ist, wie die unserer Existenz.

Wir kinnen also als evident ansehen, dass jede Kraft in dem
Punkte, an welchem sie angebracht ist, nach einer gewissen
Richtung und mit einer gewissen Intensitéit wirkt.

Poinsot, Statik. 1



2 Einleitung.
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3. Denken wir uns nun die Richtungen der Krifte durch gerade
Linien, und ihre Intensititen durch auf diesen Linien angenommene proportionale
Lingen oder durch Zahlen dargestellt, so ist klar, dass die Krifte ebenso
der Rechnung unterworfen werden konnen wie alle anderen Grossen, und
daraus resultiert jenes allgemeine Problem, dessen Losung Gegenstand der
Mechanik ist:

Es soll die Bewegung eines Kdrpers oder eines Systems von
Korpern gefunden werden, wenn der Kirper oder das System
von Korpern durch gewisse gegebene Krifte angegriffen wird.

Die Umkebhrung lantet: Welches miissen die zwischen den
Kriaften, welche auf ein System wirken, bestehenden Relationen
sein, damit dasselbe im Raume eine gegebene Bewegung erhalte?

Dies ist im Grunde genommen dieselbe Aufgabe, wie die vorhergehende.

4, Um dieses allgemeine Problem zu lisen, beginnt man mit der
Lisung des besonderen Falles, bei dem man nach den zwischen den Kriiften
bestehenden Relationen fragt, wenn die Bewegung des Systems, auf welches
sie wirken, gleich Null sein soll, d. h. wenn das System im Gleichgewicht
bleiben soll. Hat man einmal dieses Problem gelost, so kann man das
andere leicht darauf zuriickfiihren., Awus diesem Grunde lisst man dem
Studinm der Mechanik dasjenige der Statik vorausgehen, und definiert die
Statik als die Wissenschaft vom Gleichgewicht der Krifte.

Der zweite Teil der Mechanik behandelt dann alle Aufgaben, die sich
auf die Bewegung der Korper beziehen, und heisst die Dynamik oder die
Wissenschaft von der Bewegung der Korper. Wir wollen uns aber
im Folgenden nur mit der Wissenschaft vom Gleichgewicht beschiftigen,

IV.

5. Man beachte zuerst, dass es in der Statik nicht notwendig ist,
die wirkliche Wirkung der Kriifte auf die Materie zu kennen, d. h. die
verschiedenen Bewegungen zun kennen, die von ihnen erzeugt werden kinnen,
wenn man ihre Intensititen und Richtungen in Betracht zieht, sondern dass
es schon geniigt die Krifte als einfache humogene, mit einander vergleich-
bare Grossen anzusehen, und die Verhiltnisse, welche zwischen ihnen bestehen
miissen, so zu bestimmen, dass sie sich gegenseitic aufheben. Wenn man
dann von der Theorie des Gleichgewichts zu derjenigen der Bewegung iiber-
gehen will, so bedarf man neuer Principien zur Bestimmung der Kriifte;
denn berechnet man nur ihre Wirkungen, so muss man sie darauf beziehen
kimmen: so z, B. muss man schiitzen kionunen, ob eine doppelte Kraft bei
demselben Korper eine doppelte Geschwindigkeit erzengt, oder ob dieselbe
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Kraft, wenn man sie an einem Korper von doppelter Masse anbringt, eine
Geschwindigkeit erzeugt, die nur halb so gross ist, etc. Hier aber werden,
mag die Wirkung der Kriifte auf die Korper sein wie sie will, und mogen
die Kriifte den erzeugten Wirkungen proportional sein oder nicht, die Wahr-
heiten, die wir auseinandersetzen wollen, nicht weniger Geltung haben,
weil diese Wahrheiten nur aus der wirklichen Gegenwart mehrerer Kriifte
herrithren, die zu keiner Wirkung kommen, sondern sich offenbar zerstoren.
Der Gleichgewichtszustand der Korper ist also als ein besonderer Moment der
Bewegung anzusehen, bei dem das Mass der Kr#fte durch ihre Wirkungen,
ju ihre Wirkungen selbst verschwunden sind,

6. Streng genommen ist es einerlei, ob ein Korper sich im Gleich-
gewichtszustande befindet, oder ob er in Ruhe ist; denn ist die Wirkung
der Krifte fir immer vernichtet, oder heben sich Kriifte, die sich unauf-
hirlich erneuern, in jedem Augenblick auf, so vermag jeder im Gleich-
gewichtszustande sich befindende Korper in Folge einer gewissen gegebenen
Kraft sich zu bewegen, genau so als wenn er sich in Folge derselben Kraft
bewegt haben wiirde, wenn er in Rulie gewesen wiire. Indessen kann man
den Gleichgewichtszustand von dem der Ruhe darin unterscheiden, dass in
dem zweiten Falle der Korper durch keine Kraft angegriffen wird, wihrend
er in dem anderen durch Krifte angegriffen wird, die sich gegenseitig
aufheben,

Diese Unterscheidung, die bei dem strengen Zustand der Dinge hin-
fillig ist, wird bei den Gleichgewichtszustinden, welche die Natur uns
darbietet, merklich. Fast kein Kirper ist genau gemommen im Gleich-
gewicht, und wenn er uns in dieser Lage erscheint, so existiert nichts desto-
weniger zwischen den Kriiften, die anf ihn wirken, ein bestindiger Kampf,
vermige dessen er unendlich wenig oscilliert, und vermdge dessen er bestiindig
in eine einzige Lage zuriickgebracht wird, die er bestindig wieder verlisst,
Bei der mathematischen Lésung der Probleme muss man aber
einen Kdérper, der im Gleichgewicht sich befindet, so ansehen,
als ob er in Ruhe wire; umgekehrt: Wenn ein Korper in Ruhe
ist oder durch beliebige Krifte angegriffen wird, so kann man
sich an ihm beliebige neue Krifte angebracht denken, die sich
selbst im Gleichgewicht halten und den Zustand des Korpers
dadurch nicht dndern.

Man wird bald zahlreiche Anwendungen von dieser Bemerkung kennen
lernen.

V.

7. Nachdem wir diese Bestimmungen einmal getroffen haben, wollen
wir sehen, wie man bei der Untersuchung der Bedingungen des Gleichge-
wichts fiir ein beliebiges System von Kirpern verfahren kann. Das System

1*
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sei von unverinderlicher Gestalt und werde durch beliebige Krifte P, Q,
R, S,... angegriffen, die an gegebenen Punkten a, b, ¢, d,... des Systems
angebracht sind.

Man wird zuerst annehmen, dass alle Korper von der Schwere nicht
behaftet sind, d. h. dass sie so beschaffen sind, als ob sie allein im Raum
existierten. Dann braucht man nur die Wirkungen der Krifte P, @,
R, S,... allein zu betrachten, die sich fir den Fall des Gleichgewichts
gegenseitig selbst das Gleichgewicht halten miissen.

Man sieht daon leicht, dass es hinreichend ist, die Bedingungen des
Gleichgewichts fiir das einfache System der Angriffspunkte a, b, ¢, d,...
aufzustellen; die Angriffspunkte hat man sich dann so vereinigt zu denken,
dass sie auf eine unveridnderliche Weise unter sich verbunden sind.

Bezeichnet man in der That mit ', ¥, ¢, d',... dieselben Punkte
a, b, ¢, d,... des Systems, betrachtet dieselben aber nur als Punkte, die
durch gerade, starre und unausdehnbare Linien mit einander verbunden sind,
und nimmt man noch an, dass die Krifte P, @, R, S,... sie im Gleich-
gewicht halten, so ist klar, dass dieselben Krifte P, @, R, S,... auch
das System im Gleichgewicht erhalten werden; denn man konnte sich denken,
dass das System so auf die Punkte o', V', ¢!, &,... gelegt ist, dass die
Punkte a, U, ¢, d,... mit ihnen zusammenfallen, Iisst man dann das
System in dieser Lage in Ruhbe, so wird das Gleichgewicht der
Punkte a’, b', ¢, d',... nicht gestort werden. Es ist aber klar, dass das
Gleichgewicht auch noch bestehen wiirde, wenn man sich, anstatt die Punkte
a und o', b und ¥, ¢ und ¢’,... aufeinander fallen zu lassen, dieselben auf
eine unabiinderliche Weise verbunden denkt, so dass @ sich micht von a,
b sich nieht von ', ¢ von ¢, etc. trennen kann, Daraus folgt, dass die
Bedingungen des Gleichgewichts zwischen den Kriften P, @, R, S,..., die
an einem beliebigen Systeme von Korpern angebracht sind, dieselben Be-
dingungen sind wie diejenigen, welche zwischen denselben Kriiften P, @,
R, S,... stattfinden wiirden, wenn man sie sich an dem einfachen Systeme der
Angriffspunkte a, b, ¢, d,... angebracht denkt, die auf eine unveriinder-
liche Weise unter einander verbunden sind.

Wenn man also die Relationen zwischen gewissen Kriften, die sich
an einem beliebigen festen System das Gleichgewicht halten, finden will,
so wird man von allen Korpern des Systems absehen konnen, und man
wird annehmen, dass nur die Angriffspunkte @, b, ¢, d,... iibrig bleiben,
die so untereinander verbunden sind, dass sich ihre gesenseitigen Eut-
fernungen nicht iindern kinnen.

Diesen Betrachtungen gemiiss entlastet man das Problem sowohl vom
Gewicht als vom Volumen der Kirper, und vereinfacht die Aufgabe dadurch
ganz betriichtlich.
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Spiter werden wir den Korpern ihre Schwere wiedergeben und ihre
respectiven Gewichte so in Betracht ziehen wie neue Krifte, die man mit
den anderen zu combiniren hat, damit Gleichgewicht stattfinden kann. Auf
diese Weise werden wir die Resultate der Statik auf das Gleichgewicht
aller schweren, physischen oder natiirlichen Korper anwenden konnen.

VL

Da nun jetzt bei dem Gleichgewicht der Kriifte nur noch ihre Inten-
sititen, ihre Richtungen und ihre Angriffspunkte in Betracht gezogen zu
werden brauchen, so ist klar, dass die Bedingungen des Gleichgewichts
nichts anderes als die wechselseitigen Relationen sind, welche zwischen diesen
drei Dingen bestehen miissen, wenn Gleichgewicht im System stattfinden
soll. Schon jetzt kann man es einsehen und wird es in der Folge noch kennen
lernen, dass diese Relationen durch Gleichungen ausgedriickt werden kénnen,
in welche man unmittelbar die Intensitiiten der Krifte und ihre Richtungen
mit Hilfe der Winkel hineinbringt, welche sie mit festen Geraden im
Raume bilden, und ebenso ihre Angriffspunkte vermittelst der Coordinaten,
welche ihre respectiven Lagen bestimmen.

Auf diese Weise kann man sich eine Idee von dem Probleme der
Statik machen, und den Stand der ganzen Aufgabe sich vergegenwiirtigen.
Man wird aber bemerkt haben, dass es sich in allem, was wir bisher gesagt
haben, immer nur um einen im Raume freien Kirper handelte, wihrend
man doch leicht einsieht, dass ein Korper auch gewissen Bedingungen unter-
worfen sein kann, So kann er der Bedingung unterworfen werden, dass
er sich um einen festen Punkt oder um eine feste Axe drehen soll, oder
dass er bestindig auf einer festen Oberfliche verbleiben soll, oder er kann
irgend einer anderen Bedingung unterworfen sein. Man wird aber in der
Folge sehen, dass die Widerstinde, welche ein Korper durch alle jene
fremden Bedingungen erleidet, durch passende Kriifte ersetzt werden kinnen.
Hat man dann fiir die Widerstinde passende Kriifte substituiert, so kann
der Korper auch wiederum als ein im Raum freier betrachtet werden; es
wiire also ganz upniitz, wenn man die Aufgabe schon gleich im Anfang zu
einer complicierten machen wollte.

VIL

9. Um nun den Weg zu finden, auf dem man zu den Gleichgewichts-
bedingungen gelangt, betrachtet man einen Kirper oder ein System von
Korpern, welches durch die beliebigen Krifte P, Q, R, S,... im Gleich-
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gewicht erhalten wird, wobei die Richtungen der Krifte nach Belieben
angenommen werden konnen.

Da alle diese Krifte sich das Gleichgewicht halten, so sieht man, dass
eine beliebige derselben, z. B. P, allein der Wirkung aller anderen @, R,
S,... entgegenwirkt, so dass die Wirkung dieser letzteren dieselbe ist wie
die einer einzigen Kraft, die gleich und entgegengesetzt mit der Kraft P ist.

Dies findet in der That statt, und man kann es leicht mit Hilfe der
vorhergehenden Bemerkung (6) und des Grundsatzes, dass zwei gleiche und ent-
gegengesetzte Kriifte sich im Gleichgewicht halten, beweisen (12).

Dazu wollen wir annehmen, dass an dem Systeme eine Kraft P, die
gleich und entgegengesetzt mit der Kraft P ist, angebracht sei. Da nun
die Krifte P und P’ im Gleichgewicht sind, so ist ihre Wirkung von selbst
Null, und der Korper ist folglich nur noch der Wirkung der Kriifte @, R,
S,... unterworfen. Da aber andererseits die Kraft P den Kriften @, R,
S,... das Gleichgewicht hilt, so ist ihre Wirkung ebenfalls von selbst Null,
und der Korper ist also nur der einfachen Kraft P’ unterworfen. Der
Zustand des Korpers ist also genau derselbe, mag derselbe durch die Kriifte
@, R, S,..., oder durch die einzige Kraft P' angegriffen werden, wenn die
letztere gleich und entgegengesetzt derjenigen ist, welche ihnen das Gleich-
gewicht hilt.

Da es also vorkommen kann, dass eine einzige Kraft im Stande ist
auf einen Korper dieselbe Wirkung zu erzeugen wie mehrere Kriifte, so
muss es unsere erste Sorge sein, die angebrachten Kriifte auf die kleinst
migliche Zahl zu reducieren und besonders das Gesetz dieser Reduction zu
beachten. Dann werden sich die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen
allen diesen Kriften auf die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen den
reducierten Kréften, die mit den ersteren gleichwertig sind, zuriickfithren
lassen und sie werden deshalb auch leichter auszudriicken sein.

10. Diese Kraft, welche im Stande ist auf einen Korper dieselbe
Wirkung zu #dussern wie mehrere andere combinierte Krifte, und die allein
dafiir gesetzt werden kann, heisst ihre Resultante. Erinnert man sich
dessen, was wir weiter oben gesagt haben, so sieht man, dass, wenn
mehrere Krifte sich an einem Korper im Gleichgewicht halten,
die eine von ihnen gleich und direct entgegengesetzt der Resul-
tante aller anderen Krifte ist.

Die anderen Krifte in Hinsicht auf die Resultante heissen Compo-
nenten. Das Gesetz, nach dem man die Resultante mehrerer Krifte findet,
wird das Gesetz von der Zusammensetzung der Krifte genannt. Das-
selbe Gesetz (aber in umgekehrter Ordnung), nach welchem man fiir eine
einzige Kraft mehrere Kriifte setzen kann, welche dieselbe Wirkung her-
vorbringen, und von denen die erstere die Resultante ist, heisst das Gesetz
von der Zerlegung der Krifte,.
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Wir werden mit diesen beiden Untersuchungen beginnen, die im
Grunde genommen nur eine einzige bilden, némlich diejenige des Gesetzes,
durch welches die Resultante mit ihren Componenten verbunden ist.

11, Um uns kiirzer auszudriicken, bezeichnen wir oft als parallele
Krifte solche Kriifte, deren Richtungen parallel sind, als convergierende
Krifte solche, deren Richtungen convergieren, etc.

Wir werden gewihnlich die Krifte mit den Buchstaben P, @, R, S,...
bezeichnen, die wir auf die Linien setzen, welche thre Richtungen darstellen,
und wenn ein Buchstabe, z. B. 4, den Angriffspunkt einer Kraft P
bezeichnet, so wollen wir immer annehmen, dass die Wirkung dieser Kraft
von A aus nach dem Buchstaben P zu gerichtet sei, oder dass die Kraft
von A auf P zu wirke.

Wenn man auf der Richtung dieser Kraft vom Punkte 4 aus eine
begrenzte Strecke 4 B abtriigt, welche die Grisse der Kraft vorstellen soll,
so setzt man auch voraus, dass diese Linie nach der Seite hin abgetragen wird,
nach welcher hin der Angriffspunkt A sich zu bewegen strebt. Wenn man
also von einer Kraft einfach sagt, dass sie der Grisse und Richtung nach
durch eine gewisse Tinie dargestellt wird, die vom Angriffspunkte ausgeht,
so muss man darunter verstehen, dass die Kraft diesen Punkt gegen das
Ende der Linie, welche die Kraft darstellt, hinzieht.

Man konnte auch die entgegengesetzte Hypothese annehmen, d. h.
voraussetzen, dass die durch die Linie 4 B dargestellte Kraft den Angriffs-
punkt A von dem Ende B der Linie, welche die Kraft darstellt, forttreibt;
denn es handelt sich hier nur um eine einfache Uebereinkunft, deren man
Herr ist, und man kénnte unabhiingig die eine oder die andere Hypothese
machen. Ist sie aber einmal gemacht, so muss man Sorge tragen auch in
der Figur ihr fiir alle Kriifte, die man betrachtet, gerecht zu werden,
damit man jeder von ilmen den Sinn giebt, welchen sie haben muss, und
damit man dem Theorem seine ganze Genauigkeit zu erteilen vermag.



Kapitel L

Von den Principien.

Abschnitt I.

Von der Zusammensetzung und Zerlegung der Krifte.

Grundsitze, vorbereitende Zusitze.

12. Es ist offenbar, dass zwel gleiche und entgegengesetzte
an demselben Punkt angebrachte Krifte im Gleichgewicht sind.

Bringt man zwei gleiche und entgegengesetzte Krifte an
den Enden einer geraden Linie an, und betrachtet diese Linie
als einen Stab von unveridnderlicher Linge, so sind die Krifte,
die in der Richtung dieser geraden Linie wirken, im Gleich-
gewicht; denn es ist kein Grund vorhanden, warum die Bewegung auf der
einen Seite eber entstehen sollte als auf der anderen.

Folgerung.

13. Daraus kann man leicht schliessen, dass die Wirkung einer Kraft,
welche einen Korper angreift, in keinem Punkte ihrer Richtung geiindert
werden kann, wenn man sie sich in einem der Punkte angebracht denkt,
vorausgesetzt, dass dieser Punkt ein Punkt des Korpers selbst ist, oder,
wenn er sich ausserhalb desselben befindet, unverinderlich mit demselben
verbunden ist.

Es sei P (Fig. 1) eine beliebige Kraft, die an dem Punkte A eines
Kirpers oder eines Systems angebracht ist; nimmt man auf der Richtung
dieser Kraft einen anderen Punkt B an, der mit dem Systeme unverinder-
lich verbunden ist, so dass die Liinge AB immer constant bleibt, und bringt
man in dem Punkte B zwei Krifte P', — P’ an, die unter sich gleich
und auch gleich der Kraft Psind, und die in der Richtung 4B wirken, so wird
der Punkt 4 noch auf dieselbe Weise angegriffen werden wie vorher, da
die Wirkung der beiden Krifte P' und — I’ von selbst Null ist. Be-
trachtet man aber die Kraft P und die ihr gleiche und entgegengesetzte
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in B angebrachte — P', so ist klar, dass ihre Wirkung ebenfalls gleich
Null ist. Man kann sie also unterdriicken, und es bleibt folglich nur die
Kraft P' ibrig, die nichts anderes ist als die Kraft P, nur dass sie in
dem Punkte B ihrer Richtung angebracht ist. Der Punkt A4 ist also stets
auf dieselbe Weise angegriffen worden.

Man kann also eine Kraft an einem beliebigen Punkte ihrer
Richtung anbringen, wenn dieser Punkt mit dem Angriffspunkte
durch eine gerade, starre und unausdehnbare Linie verbunden ist.

Bemerkung.

Wenn wir in der Folge die Angriffspnnkte der Krifte veriindern, so
werden wir nicht immer wiederholen, dass die neuen Angriffspunkte wmit den
alten unverinderlich verbunden sein miissen, sondern wir setzen dies dann
stillschweigend voraus.

Zusatz.

14. Wenn zwei Kuiifte P und . (Fig. 2) an demselben Punkte A
unter einem beliebizen Winkel angebracht sind, so sieht man leicht ein,
dass eine dritte Kraft I}, wenn sie an dem Punkte 4 passend angebracht
wird, jenen beiden Kriften P und  das Gleichgewicht halten kann; denn
in Folge der vereinten Wirkungen der beiden Krifte P und  strebt der
Punkt A den Ort, an dem er sich befindet, zu verlassen, er kann aber nur
nach der einen Seite answeichen und wird folglich, wenn man eine passende
Kraft im entgegengesetzten Sinne anbringt, im Gleichgewicht bleiben.

Da die drei Krifte P, @, R, um den Punkt 4 im Gleichgewicht
sind, so ist folglich die Kraft B gleich und direct entgegengesetzt der
Resultante der beiden anderen (10): die beiden convergierenden Kriifte P
und ¢ haben also eine Resultante.

Zweitens ist es klar, dass diese Resultante in der Ebene der Richtungen
AP, AQ (Fig. 3) liegcen muss; denn es ist kein Grund dafiic vorhanden,
dass sie eher iiber der Ebene eine gewisse Lage haben sollte als die voll-
stindig symmetrische Lage unter derselben.

Ferner muss sich ihre Richtung innerhalb des Winkels P4 @ befinden,
den die beiden Kriifte mit einander bilden; denn es ist klar, dass der Punkt
2 sich nicht in dem Teil der Ebene bewegen kann, der sich oberhalb A
nach D zu, befindet, ebenso kann er sich nicht oberhalb 4P nach B zu
bewegen, so dass er sich folglich nur im Winkel P A bewegen kann. Die
lesultante muss innerhalb der Schenkel dieses Winkels liegen.

Bemerkung.

15. Es ciebt nur einen einzigen Fall, wo man a priori sehen kann,
welehes die Richtung der Resultante ist: es ist der Fall, wo die beiden
Kriifte P und @ einander gleich sind. Es ist klar, dass dann die Resultante
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den Winkel, den sie mit einander bilden, in zwei gleiche Teile teilt, denn
es ist kein Grund vorhanden, dass die Resultante mit einer der Componenten
einen kleineren Winkel bilden sollte als mit der anderen.

Fundamental — Grundsatz.

16. Wenn zwei Krifte P und @ in derselben Richtung und
in demselben Sinne wirken, so ist klar, dass diese Krifte
sich addieren und eine Resultante haben miissen, die gleich der
Summe (P -- Q) ist.

Bemerkung.

Dieser Grundsatz ist die Grundlage der ganzen ILehre vom Gleich-
gewicht. Man kann iln, wenn man will, ansehen als eine Art Definition
oder Forderung fir die man keinen Beweis zu geben braucht; denn sie
ist in der Idee der Kraft als einer Grisse enthalten und als eine solche
ist sie einer Vermehrung oder Verminderung fahic. Und in der That, welche
Idee kinnte man sich wobl von einer Kraft machen, die das Doppelte
oder Dreifache einer anderen sein soll, wenn man diese Kraft nicht als
die Summe zweier oder dreier einander gleichen Kriifte ansehen kinnte,
die den Punkt zu gleicher Zeit in demselben Sinne ziehen? Dies ist natiir-
lich in allem Vorhergehenden mit darunter verstanden. Dies Postulat ist
iibrigens das einzige, welches die Wissenschaft erfordert, sonst sind die
Theoreme der rationellen Statik im Grunde genommen nur Theoreme der
Geometrie.

Folgerung.

Aus dem vorhergehenden Grundsatz kann man sechliessen, dass, wenn
man beliebig viele Kriifte successive zwel und zwei zusammensetzt, die Re-
sultante aller Kriifte, welche in derselben Richtung und in demselben Sinne
wirken, gleich der Summe aller Kriifte ist, und dass ihre Richtung gleich
der gemeinsamen Richtung der Krifte ist.

Wenn zwei ungleiche Krifte P und € in derselben Richtung aber
im entgegengesetzten Sinne wirken, so ist ihre Resultante gleich der Diffe-
renz (P — @) der Krifte, und ihre Richtung fallt in die der grisseren
von beiden Kriften; denn man kann unter der grisseren, z. B. P, eine Kraft
verstehen, die gleich und entgegengesetzt mit @ ist und dieselbe aunfhebt.
Man kann jene beiden Krifte unterdriicken, und der Punkt wird dann also
von der Differenz (P — @) der beiden Kriifte P und € gezogen.

Daraus ergiebt sich der allgemeine Satz: Die Resultante beliebig
vieler Kriafte, welche in derselben Richtung wirken, ist gleich
dem Ueberschuss der Summe aller derer, die in dem einen Sinne
wirken iiber die Summe derer, welche im entgegengesetzten Sinne
wirken, und diese Resultante wirkt stets in der Richtung der
grisseren der beiden Summen.
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Bemerkung,

18. Dies sind einige der elementarsten Lehrsitze, deren Wahrheit
man a priori und fast auf den ersten Blick einsieht. Der einfachste Fall
von der Zusammensetzung der Kriifte, und zu gleicher Zeit derjenige Fall,
wo man die Resultante unmittelbar erkennt, ist offenbar der Fall, wo die
Kurifte in derselben Richtung wirken. Wir werden deshalb die Zusammen-
setzung der Kriifte mit jenen beginnen, die sich unmittelbar hierauf zuriick-
fithren lassen.

Zusammensetzung von Kriften, die in parallelen
Richtungen wirken.

Lehrsatz 1.

19. Wenn zwei beliebige Krifte P und @ (Fig. 4), die
parallel und in demselben Sinne gerichtet sind, an den Enden
A und B einer festen geraden Linie 4B angebracht sind, so:

haben 1) diese beiden Krifte eine Resultante, welche an
einem Punkte aufdergeraden Linie AB, welcher zwischen
den beiden Punkten 4 und B liegt, angebracht werden
muss;

ist 2) diese Kraft parallel mit den Componenten P und Q
und ist gleich der Summe derselben.

1) Man bringe nach Belieben an den beiden Punkten 4 und B zwel
gleiche und entgegengesetzte Krifte 3/ und N an, die aber in der Richtung
AB wirken sollen. Die Wirkung dieser beiden Krifte wird Null sein, und
die Wirkung der beiden Krifte P und @ wird folglich nicht gefindert
werden: die beiden Krifte 3 und P aber, die in 4 angebracht sind, haben
eine in A angebrachte Resultante S, deren Richtung innmerhalb des Winkels
MAP (14) liegt. Die beiden Krifte N und ¢ ferner haben eine in B
angebrachte Resultante 7', die im Winkel NBQ liegt. Man nehme nun
an, dass man die beiden Resultanten in dem Punkte D angebracht habe, in
welchem ihre Richtungen sich notwendig schneiden miissen. Die Resultante
der beiden Krifte S und T wird absolut dieselbe sein wie diejenige der Kriifte
Pund Q. Bringt man diese nun in D an, so dass ithre Richtung im Winkel
ADB liegt, so wird sie durch einen gewissen Punkt C zwischen 4 und B
gehen, an welchem man sie sich angebracht denken kann.

2) Um nun zu beweisen, dass diese Resultante parallel den Kriiften
P und @ und gleich der Summe derselben ist, denken wir uns die XKraft
S im Punkte D wieder in zwei Componenten M’ und P’ zerlegt, die villig
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gleich und parallel mit M und P sind. Ferner denke man sich auch die
Kraft T in zwei Componenten N' und @' zerlegt, die vollig gleich und
parallel mit N und ¢ sind. Die beiden Kriifte M’ und N werden gleich
sein, sie werden ferner direct entgegengesetzt sein, da sie, an demselben
Punkte D angebracht, derselben Geraden MN parallel sind: ihre Wirkung
wird folglich Null sein. Es bleiben also nur die beiden Krifte P’ und Q'
iibrig, die respective parallel mit den Kriiften P und @ sind. Da nun
diese beiden Krifte dieselbe Richtung haben, so werden sie sich zu einer
einzicen B zusammensetzen, die gleich der Summe (P’ + Q') oder (P+ Q)
ist. q.e.d
Folgerung I.

20. Wenn die beiden Krifte P und @ (Fig. 5) einander gleich sind,
so wird der Angriffspunkt C der Resultante der Mittelpunkt der Linie AB
sein, Nehmen wir in der That an, dass die beiden Kriifte M und N, iiber
die man Herr ist, gleich den XKriften P und  seien, dann wird die
Resultante S der beiden gleichen Krifte M und P den Winkel A/4P hal-
bieren (15), und da DC parallel mit AP ist, so wird das Dreieck BCD
ein gleichschenkliges sein, Aus einem #hnlichen Grunde wird auch das
Dreieck BCD ein gleichschenkliges sein und man erhdlt die Gleichungen
AC = CD uwnd CD == CB, daraus folgt sofort AC = CB.

Folgerung II.

21. Es folgt daraus, dass die Resultante beliebig vieler Krifte, die
je zwei und zwel einander gleich sind, und die in gleichen Entfernungen
vom Mittelpunkt derselben Geraden symmetrisch angebracht sind, gleich der
Summe aller dieser Krifte ist, ihnen parallel ist und durch den Mittelpunkt
der Geraden geht. Denn combiniert man nach einander je zwei und zwei
der gleichen Krifte, die in gleichen Entfernungen auf beiden Seiten vom
Mittelpunkt der geraden Linie liegen, so werden alle ihre entsprechenden
Resultanten durch diesen Punkt gehen und sich addieren, da sie denselben
Sinn und dieselbe Richtung haben.

22, TUmgekehrt konnte man auch jede Kraft P, die an einer Linie
angebracht ist, in beliebig viele parallele Kriifte zerlegen, die an ver-
schiedenen Punkten dieser Linie angebracht werden. Dabei muss voraus-
gesetzt werden, dass diese Kriifte je zwei und zwei gleich sind, dass sie
in gleichen Entfernungen vom Angriffspunkte der Kraft P sich befinden,
und dass ihre Summe gleich dieser Kraft P ist.

Lehrsatz II.

23. Der Angriffspunkt € (Fig. 6) der Resultante zweler
parallelen Krifte P und @, die an den Enden 4 und B einer
unbiegsamen Geraden 4B wirken, teilt diese Gerade im umge-
kehrten Verhiltnis von P zu @, so dass man hat P: Q = BC: 4B.
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Wir wollen zuerst annehmen, dass die Krifte P und ¢ commensurabel
seien, d. h. dass sie sich wie zwei ganze Zahlen m und % zu einander
verhalten.

Wir wollen AB im Punkte H in zwei Teile teilen, die den beiden
Kyaften P und @ direct proportional sind, so dass man hat

AH:BH = P: Q

und folglich: AH : BH = m : n. Auf der Verlingerung der unbiegsamen
Linie 4B nehmen wir AG = AH wnd BK == BH an. Der Punkt 4
wird daun die Mitte von GH und der Punkt B die Mitte von HK sein,

Da die Kriifte P und @ sich zu einander wie die Linien AH uwnd BH
verhalten, so werden sie sich bei unserer Voraussetzung auch wie das
doppelte dieser Linien, d. h. wie GH und HK verhalten. Da nun nach
unserer Annahme AH, m Einheiten und BH, » Einheiten enthilt, so wird
GH, 2m und HK, 2»n Einheiten enthalten. Nun kann man die Kraft P
in 2m gleiche und parallele Kriifte zerlegen, die an den 2 Mittelpunkten
der Mass-Einheiten der Linie GH angebracht werden (22); die Kraft @
kann man in 2x parallele Kriifte zerlegen, die sowohl unter sich als den
ersteren gleich sind, und die an den 2x Mittelpunkten der Mass-Einheiten
von HK angebracht werden. Alle diese gleichen Kriifte werden sich nun
je zwei und zwel in gleichen Entfernungen vom Mittelpnnkte C der ganzen
Linie GK befinden, und ihre allgemeine Resultante, welche auch diejenige
der beiden Krifte P und @ ist, wird notwendig durch den Mittelpunkt der
Linie GK gehen.

Da aber GC == AC ist, so erhilt man, wenn man den gemeinsamen
Teil AC abzieht,

BC = AG = AH,
addiert man ferner beiderseits CH, so erhilt man
AC == BH.
Da non aber P: @ = 4H: BH ist, so erhiilt man
P:Q == BC: AC.

Wir wollen zweitens annehmen, dass die beiden Krifte P und @
incommensurabel seien.

Ich bemerke zuerst, dass, weun die Resultante zweier beliebigen Krifte
P und @ (Fig. 7), die in den Punkten 4 und B angebracht sind, in C
fallt, die Resultante der Kraft P und einer Kraft (@ + J) > @ zwischen
die Punkte C und B fallen wird, d. h. dass der Angriffspunkt der Resultante
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sich dem Angriffspunkt derjenigen Componente nihern wird, welche ver-
grissert wird, Um in der That die Resultante der beiden Componenten P und
(@ + J) zu finden, kann man zuerst die Resultante R von P und @
nehmen, die nach der Annahme durch den Punkt C geht, und dann diejenige
von R und J, deren Angriffspunkt zwischen C und B liegen wird (19).

Wenn die Resultante der beiden incommensurablen Krifte P und @
(Fig. 8) nicht durch den Punkt C geht, fiir den die Bedingung
P:Q = BC: AC ¢ilt, so wird sie durch einen anderen Punkt zwischen
A und C oder zwischen C und B gehen.

Wir wollen annehmen, dass sie durch den Punkt G zwischen 4 und C
gehe, Teilt man die Linie 4B in Teile, die alle kleiner als GC sind, so
wird es wenigstens einen Teilpunkt zwischen C und G geben. Dieser
Punkt sei J; die Linien AJ und BJ werden incommensurabel sein, und der
Puukt J wird als der Angriffspunkt der Resultante der beiden Krifte P
und @' angesehen werden konnen, fiir welche die Bedingung P: Q' = BJ : AJ
gilt. Dies giebt nun @' << @, da nach der Hypothese P: @ = BC: AC
sich verhdlt. Da aber die Resultante der beiden Kriifte P und €' durch
J gelit, so wird diejenige der beiden Kriifte P und ¢ > €' durch einen
Punkt zwischen J und B gehen und, gegen unsere Hypothese, nicht durch
G gehen Lkinnen.

Auf dieselbe Weise konnte man zeigen, dass sie nicht zwischen C und
DB hindurchggehen kann, sie muss also notwendig durch C gehen.

Folgerung I

24. Wenn drei parallele Krifte P, Q, R (Fig. 9) an einer geraden
Linie AB im Gleichgewicht sind, so ist eine von ihmen gleich und direct
entgegengesetzt der Resultante der beiden anderen. So ist z. B. die Kraft Q,
im entgegengesetzten Sinne gemommen, die Resultante der beiden Krifte P
und B, Da die beiden Kriifte P und ¢ in demselben Sinne wirken, so
ist folglich B = P+ @ und folglich @ = R — P. Daraus folgt, dass die
Resultante zweier parallelen Krifte, die im einander entgegengesetzten
Sinne wirken, gleich ihrer Differenz ist und auf derjenigen Seite wirkt,
auf welcher die grissere der beiden Krifte sich befindet.

25. Wenn die beiden Krifte P und R und die Fntfernung 4B gegeben
sind, welche letztere die Angriffspunkte der beiden Krafte trennt, und will
man den Angriffspunkt der Resultante € finden, so hat man die Proportion
P:Q = BC: AC aufzustellen. Daraus ergiebt sich

(P4 Q): Q = (BC+ AC) : AC
d. h
R:Q = AB: AC.

Diese Proportion ergiebt den Wert von AB, und damit den Punkt B.
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Folgerung II.

26, Nehmen wir an, dass die beiden Krifte P und R gleich sind,
so ist ihre Resultente ¢ gleich Null und die Entfernung 4B ihres An-
griffspunktes wird folglich, wie man aus obiger Proportion ersieht gleich
R. AC

— d. h. unendlich sein.

Wenn aber die beiden Krifte P und R nicht gleich, sondern um eine
sehr kleine Grésse von einander verschieden sind, so wiirde auch die
Resultante @, die gleich der Differenz beider ist, sehr klein und die Ent-

R.CA
Q
Je mehr also die beiden Krifte einander gleich werden, um so mehr ver-
mindert sich der Unterschied und um so grisser wird die Entfernung des
Angriffspunktes, Wenn also die beiden Kriifte villlig gleich werden, so
wird die Resultante Null umd die Entfernung des Angriffspunktes wird
unendlich gross; es scheint also in dem Falle keine Resultante zu geben,
oder mit anderen Worten: man kann keine einzelne Kraft finden, welche
zwei gleichen, parallelen und im einander entgegengesetzten Sinne
gerichteten Kraften das Gleichgewicht hilt.

27. Um aber in Bezug auf diese letztere Folgerung nichts dunkel
zu lassen, wollen wir uns denken, dass es eine einzelne Kraft B gebe, die
den beiden villig gleichen, parallelen und entgegengesetzten Kriiften
und — P das Gleichgewicht halt.

Welches nun anch die Lage dieser Kraft zu den belden gegebenen
seln mag, so wird man doch sofort im entgegengesetzten Sinne eine andere
in Bezug auf dieselben Kriifte vollig dhnliche Lage finden konnen, denn
alles ist auf beiden Seiten gleich. Wenn also eine Kraft B den beiden
Kriften P und (— P) das Gleichgewicht h#lt, so giebt es eine andere
gleiche, parallele und im entgegengesetzten Sinne gerichtete Kraft (— R),
die ihnen ebenfalls das Gleichgewicht hilt. Fiigen wir diese zweite Kraft
(— R) hinzu und heben wir sie, um nichts zu #ndern, sofort durch eine
gleiche und entgegengesetzte Kraft R’ auf, so findet also Gleichgewicht
zwischen den fiinf Kriften R, P, (— P), (— R) und R statt. Zwischen
den Kriften P, (— P) und (— R) herrscht aber schon (leichgewichst, es
muss also auch zwischen den beiden iibrigen Kriiften R und R’ Gleich-
gewicht herrschen. Dies ist aber unmiglich, da diese beiden parallelen
und gleichen Krifte in demselben Sinne wirken (19).

Die beiden Krifte P und (— P) konnen also nicht durch eine ein-
fache Kraft im Gleichgewicht gehalten werden, und haben folglich auch
keine Resultante.

Wir werden bald aaf diese Kriftearten zuriickkommen, deren Be-
trachtung, welche bisher nur als ein besonderer Fall erschien, einen be-
trichtlichen Teil des zweiten Teiles unserer Elemente bilden wird.

fernung JAB = sehr gross sein, da der Nenner @ sehr klein ist.
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Folgerung IIL

28. Ebenso wie man zwel parallele Krifte, welche an gegebenen
Pinkten einer Linie wirken, zu einer einzigen zusammensetzt, kann man
auch eine beliebige Kraft R (Fig. 6), die an einem Punkte C einer un-
biegsamen Geraden angebracht ist, in zwei andere P und @ zerlegen, die
ihr parallel sind, und welche in gegebenen Punkten 4 und B dieser Ge-
raden wirken. Es handelt sich dabei nur darum, die Xraft B in zwei
andere zu zerlegen, die im Verhdltnis der Entfernungen BC und AC zu
einander stehen. Um z B. die Kraft @ zu finden, wird man sich der
Proportion R: Q = AB: AC bedienen, in welcher nur @ unbekannt ist.
Die Kraft P ist also gleich (R — Q).

Wenn der Angriffspunkt C der Kraft R (Fig. 10), welche man zerlegen
will, nicht zwischen die Punkte 4 und B fillt, welche die gegebenen An-
griffspunkte der gesuchten Componenten P und ¢ sind, so hitte man
ebenso die Proportion B: @ = AB: AC, woraus die Kraft € sich
ergiebt; die Kraft P aber wire gleich (B + Q).

Folgerung IV,

29. Wenn man nun die Resultante zweier parallelen Krifte finden
kann, so kann man aunch leicht diejenige beliebig vieler parallelen Kriifte
bestimmen, die an verschiedenen Punkten eines beliebigen unverinderlichen
Systems angebracht sind.

Es seien z. B. die vier parallelen Krifte P, P', P, P' (Fig. 11)
gegeben, die resp. an den vier Punkten 4, B, C, D angebracht sind. Diese
vier Punkte migen eine beliebige Lage im Raum haben und auf eine unver-
inderliche Weise mit einander verbunden sein. Je zwei dieser Kriifte liegen
dann in derselben Ebene, Man bildet sich dann zuerst die Resultante X der
beiden Krifte 7 und P, welche gleich der Summe (P -+ P') beider ist,
und durch einen Punkt J der Linie 4B geht, den man findet, wenn man
AB im umgekehrten Verhiltnis von P und P’ teilt. Hat man so die
Resultante X bestimmt, so verbindet man den Punkt J, an welchem sie
wirkt, mit dem Punkte C der dritten Kraft P'. Die beiden Kriifte X
und P’ sind parallel, und man erhilt ihre Resultante X' auch auf die so-
eben angegebene Weise. Diese Resultante wird also gleich (X + P')
sein, und den Punkt F, an dem sie angebracht werden muss, findet man,
indem man die Gerade CJ im umgekehrten Verhiltnis von X zu P teilt.
Verbindet man endlich den Punkt F mit dem Angriffspunkt I der vierten
Kraft P'"', und teilt die Gerade FD im umgekehrten Verhiltnis der Kriafte
X' und /", so erhillt man den Angriffspunkt G der allgemeinen Resultante R
der vier Kriifte, welche parallel mit X' und P, und folglich mit allen
Componenten sein wird. Diese Resultante ist ihrem Werte nach gleich
(X' 4- P') und folglich gleich der Summe aller Componenten.
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Diese Ueberlegungen lassen sich offenbar auf eine beliebig grosse Zahl
paralleler Krifte ausdehnen.

Wenn unter den Kriiften P, P', P", P''* etc. einige vorhanden sind, die
in dem einen, andere, die im entgegengesetzten Sinne wirken, so wiirde
man damit beginnen, die Resultante aller derjenmigen Krifte zu bilden, die
im entgegengesetzten Sinne wirken; da dann alle Krifte auf zwei parallele
und im entgegengesetzten Sinne gerichtete Kriifte reduciert sind, so findet
man deren Resultante anf die oben angegebene Weise,

30. Man kann also im allgemeinen die Lage und die Grisse beliebig
vieler parallelen Krifte nach folgender Regel finden; Die Resultante
beliebig vieler parallelen Krafte ist selbst parallel diesen Kriften
und ist gleich dem Ueberschuss der Summe derjenigen Krifte,
welche in dem einen Sinne wirken, fiber die Summe derjenigen
Kriafte, die im entgegengesetzten Sinne wirken.

Ich sage im allgemeinen, weil es vorkommen kann, dass die Resul-
tante der Krifte, welche in dem einen Sinne wirken, villig gleich der
Resultante derjenigen ist, welche im entgegengesetzten Sinne wirken, ohne
ihr direct entgegengesetzt zu sein. Dann aber giebt es, wie wir oben
gesehen haben, keine Resultante.

Folgerung V.

31. Wir wollen nun annehmen, dass die vier Krifte P, P, P, P'",
ohne ihre Grisse zu Hndern, ohne aufzuhiren parallel zu sein und durch
dieselben respektiven Punkte A, B, C, D zu gehen, die Lagen p, p’, p'', p'"'
im Raum annehmen sollen.

Sucht man die Resnltante diese. Xrifte, indem man dieselbe Regel
wie oben befolgt, so wird man zuerst finden, dass die Resultante x von
p uud p* durch denselben Punkt J geht, durch welchen die Resultante X
von P und P’ geht, und dass sie dieser an Grisse gleich ist. Sie geht
durch denselben Punkt, weil ihr Unterstiitzungspunkt dieselbe Gerade ADB
im umgekehrten Verhiiltnis von p zu p' teilen muss, was dasselbe Verhiltnis
wie das von Pzu P ist. Sie wird ihr gleich sein, weil (P+ P') = (p -+ p")
ist. Ebenso findet man, dass die Resultante a’ von x und p" durch den
Punkt F geht, durch welchen die Resnitante von X und P geht, und
dass sie dieser anch an Grosse gleich ist. Auf diese Weise wird man
weiter verfahren konmen, so dass die allgemeine Resultante der vier Krifte
p, p, p", p"" durch denselben Punkt wie die Resultante der Krifte P, P,
P, P gehen wird. Dies gilt allgemein, wie gross auch die Zahl der
Kriifte sein mag. Daraus ergiebt sich folgendes allgemeine Theorem:

32. Betrachtet man ein beliebiges System paralleler Krifte,
die an einer Vereinigung von Punkten 4, B, C, etc. angebracht
sind, und giebt man successive dem ganzen Kriftesystem ver-

Poinsot, Statik. 2
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schiedene TLagen, aber so, dass dieselben Krifte immer durch
dieselben Punkte gehen und ihre Grosse und Parallelitdt bei-
behalten, so werden die allgemeinen Resultanten, welche man
successive in jeder dieser Lagen findet, sich simmtlich in dem-
selben Punkte schneiden.

Dieser Schnittpunkt der successiven Resultanten heisst Mittelpunkt
der parallelen Krifte. Wir werden noch Gelegenheit haben weiter
unten davon zu sprechen, wenn wir zur Besprechung der Schwerpunkte
kommen.

Man kann iibrigens bemerken, dass es bei dem vorigen Beweise nicht
notig ist vorauszusetzen, dass die XKrifte ihre Grisse beibehalten sollen,
es geniigt schon, dass sie bel den successiven Lagen des Systems pro-
portional zu einander bleiben.

Zusammensetzung von Kriften, die nach ein und demselben
Punkte hin gerichtet sind.

Lehrsatz III.

33. Die Resultantezweierbeliebigen Krifte Pund @ (Fig. 12),
die an demselben Punkte A unter einem beliebigen Winkel
angebracht sind, hat die Richtung der Diagonale des Parallelo-
gramms ABCD, welches man iiber den beiden Linien 4B und AC
construieren kann. Die letzteren stellen die Krifte P und ¢
sowohl der Grisse als auch der Richtung nach dar.

Wie wir gesehen haben (14) muss erstens diese Resultante in der
Ebene der beiden Krifte P und ¢ liegen, zweitens muss sie an dem
Punkte A angebracht sein, da diese Resultante, der Annahme gemiss, den
Punkt 4 genau ebenso angreifen soll wie die beiden Krifte P und Q.

Ich sage jetzt, dass sie durch den Endpunkt D der Diagonale AD
gehen muss.

Wir wollen auf der Verlingerung der Linie BD einen Teil DG = DC
annehmen, und den Rhombus CDGH vervollstindigen. An den Punkten G
und H und in der Richtung von GH wollen wir zwei Krifte Q' und @' an-
bringen, die einander entgegengesetzt, unter sich gleich und auch gleich der
Kraft @ sind. Man sieht dann leicht, dass die Resultante der vier Kriifte P,
@, @ Q" durch den Punkt D gehen muss. Denn da 1) @' = @ ist, so
verhalten sich die beiden parallelen XKriifte P und ' zu einander, wie die
Seiten 4B und AC oder DC und DB zu einander, oder besser, da DC = DG
ist, wie die Linien DG und DB zu einander. Ihre Resultante S muss
folglich durch D gehen (23). Da 2) die beiden Kriifte @ und Q"' einander
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gleich sind, so teilt ihre verlingerte Resultante 7' den Winkel CHG des
Rhombus CDGH in zwei gleiche Teile, und geht ebenfalls durch den Punkt
D, an dem man sie sich angebracht denken kann. Die allgemeine aus den
beiden Kriften S und T gebildete Resultante geht also durch den Punkt D.

Da aber die beiden Krifte @' und @', die an GH angebracht sind,
einander véllig gleich und entgegengesetzt sind, so verschwindet ihre Wirkung
vollstindig, und die Resultante der vier Krifte P, @, @', Q" ist identisch
dieselbe, wie die der beiden Krifte P und Q. Da nun die erstere durch den
Punkt D geht, so wird auch diejenige der beiden Krifte P und ¢ durch
denselben Punkt gehen.

Da nun die Resultante zugleich durch die beiden Punkte 4 und D
geht, so fullt also ihre Richtung mit der Diagonale AD zusammen.

Folgerung.

84. Daraus schliessen wir, dass wenn man nur die Richtungen der
beiden Krifte P und @ (Fig. 13), und diejenige ihrer Resultante E kennt,
man das Verhiltnis der Kraft P zur Kraft  bestimmen kapn. Denn
nimmt man anf der Richtung der Resultante einen beliebigen Punkt D
an, und legt durch diesen Punkt zwei Linien DC und DB parallel zu den
Richtungen der Componenten P und Q, welche diese Richtungen in B und
C treffen, so wire notwendig

P: Q= A4B: AC.

Ohne dies hitte man, dass sich P zu @ wie AB zn einer Linie 40
verhiilt, die viel kleiner oder grisser als AC ist. Die Resultante der
beiden Krifte P und Q hitte also die Richtung der Diagonale AJ eines
Parallelogramms AOJB, welches vom Parallelogramm ABDC verschieden
ist, und dies ist gegen unsere Annahme.

Lehrsatz IV.

35. Die Resultante zweier beliebigen Krifte P und @
(Fig. 14), die an demselben Punkte 4 angebracht sind, wird der
Grosse und Richtung nach durch die Diagonale des Parallelo-
gramms ABDC dargestellt, das fiber den beiden Linien 4B und
AC construiert werden kann. Die Linien 4B und AC stellen
diese Krifte der Grisse und Richtung nach dar.

Wir haben schon gesehen, dass die Diagonale die Richtung dieser
Resultante angiebt, es bleibt nur moch iibrig zu zeigen, dass die Diagonale
auch die Grosse der Resultante angiebt.

Es sei R diese Resultante und wir wollen annehmen, dass sie am
Punkte A auf der Verlangerung der Diagonale DA, aber in dem ihrer
Wirkung entgegengesetzten Sinne angebracht sei. Die drei Krifte P, @,

2%
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R werden im Punkte 4 mm Gleichgewicht sein. Die eine dieser Kriifte,
z. B. die Kraft @ wird also gleich und direkt entgegengesetzt der Resul-
tante der beiden anderen P und R sein. Die Richtung der Kraft @,
verlingert, wird also diejenige der Resultante der beiden Krifte P und R
sein. Zieht man also durch den Punkt B eine Parallele BG zu der
Richtung AB, welche die Verlingerung von Q4 im Punkte G trifft, und
zieht man durch den Punkt G eine Parallele GH zu der Richtung AP,
welche die Richtung der Kraft R in H trifft, so werden sich die beiden
Krifte P und R zu einander verhalten wie die Seiten AB und AH des
Parallelogramms ABGH (34). Die Linie 4B stellt aber die Kraft P dar,
folglich wird 4H die Kraft R darstellen,

Nun hat man aber durch die Parallelen, AH = BG == AD; also giebt
die Diagonale auch die Grisse der Resultante an.

Folgerung I.

36, Da die drei Krifte P, @, R sich wie die drei Linien 4B, AC,
AD verhalten, und da man ans dem Parallelogramm A BCD exhilt AB = AD,
so kann man sagen, dass diese drei Kriifte sich verhalten wie die drei
Seiten CD, C4 und AD des Dreieckes ACD. Diese drei Seiten verhalten
sich aber zu einander wie die sinus der gegeniiberliegenden Winkel CAD,
CD4 und ACD. Da ferner vermdge der parallelen Linien CDA4 = BAD
ist, so ist ACD das Supplement zum Winkel BAC und hat folglich
denselben sinus, Man erhilt also:

P:Q:R=sin CAD :sin BAD : sin BAC.

Daraus kann man schliessen, dass, da die Resultante der beiden Kriifte
P und @ durch den sinus des von ihren beiden Richtungen gebildeten
Winkels dargestellt wird, die beiden Kriifte P und ¢ umgekehrt durch die
sinus der beiden an der Resultante anliegenden Winkel dargestellt werden,
oder aunch, wenn man will, dass jede der Krifte P, @, R sich ver-
hilt wie der sinus des Winkels, den die Richtungen der beiden
anderen mit einander bilden. ’

Bemerkung.

87. Darans schon kann man sehen, dass wenn zwei Kriifte auf
denselben Punkt unter emem Winkel einwirken, der nicht gleich zwei
Rechten ist, sie niemals eine Resultante haben werden, deren Wert gleich
Null ist, wenn nicht jede von ihnen fiir sich gleich Null ist. Am besten
erkennt man dies aus der Betrachtung des Parallelogramms der Kriifte.

Denn wenn keine der beiden Kriifte Null wiire, so kinnte man ein
Parallelogramm iiber den beiden sie der Grisse und Richtung nach dar-
stellenden Linien construieren, und die Diagonale dieses Parallelogramms
wiirde ihre Resultante sein.
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Wire die eine der Krifte gleich Null, so wiirde die andere die Re-
sultante sein; es kann also die Resultante nicht gleich Null sein, wenn
nicht die beiden Compenenten gleich Null sind.

Wenn die beiden Componenten unter einem gestreckten Winkel auf
den Punkt wirken, so sind sie einander entgegengesetzt, und die Resultante
ist nicht allein Null in dem Fall, wo jede dieser beiden Componenten Null
ist, sondern auch noch in dem Fall, wo sie beide einander gleich sind.

Folgerung II,
88. Man kann stets eine gegebene Kraft R in zwei andere P und
@ zerlegen, welche die Richtung der Linien AP, AQ (Fig. 15) haben,
vorausgesetzt, dass diese Richtungen und diejenige der Kraft B in einer
Ebene liegen und nach demselben Punkte 4 convergieren; denn nimmt man
auf der Richtung der Kraft R einen Teil 4D an, der ihre Grosse vor-
stellen soll, und zieht durch den-Punkt D die Geraden DC, DB parallel
zu den gegebenen Richtungen AP und A€, so kann man das Parallelogramm
ABCD construieren, dessen Seiten 4B und AC die verlangten Krifte P
und @ darstellen.
Will man die Grisse derselben berechnen, so kann man dies vermige
der Proportionen
R : P = sin BAC:sin CAD
R: Q = sin BAC:sin BAD,

in welchen nur P und ¢ unbekannt sind, und folglich daraus bestimmt
werden kinnen.

Bemerkung.

39. Wire der Winkel BAC ein Rechter, so hitte man, wenn man
den Radius gleich 1 setzt, sin BAC =1, sin CAD = cos BAD und
umgekehrt sin BAD — cos CAD,

Die beiden obigen Proportionen wiren nun

R:P=1:cos BAD
R:Q = 1:cosC4AD
so dass
P = R . cos BAD
Q = R.cos CAD
ist.

Daraus folgt, dass wenn man eine Kraft in zwei andere zerlegt, die
senkrecht zu einander wirken, man jede Componente finden kann, wenn
man die gegebene Kraft mit dem Cosinus des Winkels multipliciert, den
sie mit der Richtang dieser Componente bildet.
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Jede Componente wird durch die Projection der Resultante auf ihre
Richtung dargestellt, und dies versteht man darunter, wenn es heisst, die
Kraft soll nach dieser Richtung geschitzt werden. Es ist also R . cos BAD,
oder die Componente P, die Kraft R, geschitzt in der Richtung AP.

Folgerung IIL .

40. Kann man die Resultante zweier Krifte, die an einem Punkt
angebracht sind, bestimmen, so kann man auch diejenige beliebig vieler
Krifte P, @, R, S etc. bestimmen, die alle an demselben Punkte A an-
gebracht sind und beliebige Richtungen im Raum haben. Denn betrachtet
man zuerst zwei beliebige dieser Krifte, z. B. P und @, so liegen diese
in einer Ebene, und man bestimmt ihre Resultante auf die soeben angegebene
Weise. Diese Resultante sei X, Auf dieselbe Weise bestimmt man die
Resultante von X und der Kraft R, die ich mit Y bezeichnen will, und
die man wieder mit der neuen Kraft S zu der Resultante Z verbindet.
Z wird also dann die Resultante der vier Krifte P, @, R, S sein. Fihrt
man so fort, so wird man endlich zur allgemeinen Resultante aller gegebenen
Kriifte gelangen.

Liegen alle Kriifte P, @, R, S etc. in derselben Ebene, so liegen auch
die einzelnen Resultanten X, Y, Z etc. in derselben Ebene, und folglich
auch die allgemeine Resultante simmtlicher Krifte.

Sind alle Krifte im Gleichgewicht, so ist die allgemeine Resultante
gleich Null.

Durch diese successive Zusammensetzung mehrerer Krifte uwm einen
Punkt herum sieht man auch, dass, wenn man im Raum ein Polygon
zeichnet, dessen Seiten successive parallel und proportional mit den Kraften
sind, die gerade Linie, welche das Polygon schliesst, parallel und proportional
mit der allgemeinen Resultante aller Kriifte ist, so dass, wenn das Polygon
von selbst geschlossen ist, die Resultante Null ist und alle Krifte um den
Punkt, an dem sie angreifen, im Gleichgewicht sind.

Der folgende Lehrsatz ist im Grunde genommen nur ein besonderer
Fall dieses eleganten Satzes, da er aber sehr hiufig in der Mechanik an-
gewendet wird, so wollen wir ihn doch anfiihren und ausdriicklich beweisen.

Lehrsatz V.

41. Wenn drei an demselben Punkt 4 (Fig. 16) angebrachte
Krifte X, ¥, Z im Raum durch die drei Linien AB, AC, AD dar-
gestellt werden, und man das Parallelepipedon A ... F construiert,
so wird die Resultante R dieser drei Krifte durch die Diagonale
AF dieses Parallelepipedons dargestellt,

Die beiden Krifte X und Y, welche durch die beiden Seiten des
Parallelogramms ABGC dargestellt werden, haben zur Resultante eine
Kraft P, welche die Richtung der Diagonale AG dieses Parallelogramms hat.
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Da nun AD gleich und parallel mit GF ist, so wird AGFD ein
Parallelogramm sein, und die XKrifte P und Z werden folglich eine
Resultante R ergeben, die durch die Diagonale AF dargestellt wird, welche
zugleich Diagonale des gegebenen Parallelepipedons ist.

Bemerkung.

42, Wir wollen sogleich, wie in 37, bemerken, dass, wenn die drei
Krifte X, Y, Z nicht in derselben Ebene liegen, sie auch niemals eine
Resultante haben konnen, deren Wert Null ist, wenn nicht jede von ihnen
selbst gleich Null ist.

Denn wiire keine von ihnen gleich Null, so kionnte man iiber den
Linien, welche sie der Grisse und Richtung nach darstellen, das Parallele-
pipedon construieren, dessen Diagonale die Resultante ist.

Wire eine von ihnen gleich Null, so hiitten die beiden anderen,
welche nach unserer Annahme nicht in einer geraden Linie liegen sollen,
eine Resultante.

Wenn endlich zwei von ihnen Null wiiren, so wire die dritte die
Resultante und die Componenten X, Y, Z miissten simmtlich Null sein,
damit ihre Resultante Null sein kinnte.

Folgerung I.

43. Aus dem vorigen Lehrsatz, den man den Satz vom Parallelo-
gramm der Krifte nennen konnte, folgt also, dass eine beliebig gegebene
Kraft R sich stets in drei Krifte X, Y, Z zerlegen lisst, die respektive
drei im Raume gegebenen Linien parallel sind, vorausgesetzt, dass nicht
zwei von diesen parallel sind.

Denn ist AF derjenige Teil, welcher die Grosse der Kraft B dar-
stellt, nnd legt man durch den Angriffspunkt A4 drei Parallele zu den
gegebenen geraden Linien, so kann man durch den Punkt 4 drei unendlich
grosse Ebenen XY, XZ, YZ, und durch den Pankt F drei andere zu den
ersteren parallele Ebenen legen. Diese sechs Ebenen bestimmen das
Parallelepipedon, dessen drei anstossende Kanten AB, AC, AD die drei
Componenten X, Y, Z darstellen werden.

Folgerung II.
44, Wenn das Parallelepipedon rechtwinkliz ist; so ist in dem Recht-
eck ADFG

AF? = 4AD? - AG2.
Da aber in dem Rechteck 4ABGC

AG? = AC? 4 AB®
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ist, so erhilt man durch Substitution dieses Wertes fir AG2

AF? = AD? + AC? — AB?
folglich
R?=X2%4 Y24 Z2,

Daraus ergiebt sich also
R=)X2 Y24 22

als Wert der Resultante, ausgedriickt als Funktion der drei Componenten.
45. Wollte man die drei Componenten als Funktion der Resultante
und der Winkel erhalten, welche sie mit dieser bilden, so hiitte man,
wenn o den Winkel bezeichnet, den die Resultante R mit der Componente
X macht, offenbar
AF: AB = 1:cosa
und folglich
RB:X =1:cosa,
so dass man erhilt:
X = Recosa.

Nennt man die Winkel, welche R mit den Componenten Y und Z
bildet, § und vy, so findet man:

Y= Recosf
Z = Rcos.

Daraus folgt, dass man die Werte der drei Componenten findet, wenn man
die Resultante respektive mit den consinus der drei Winkel multipliciert,
welche ihre Richtung mit den Richtungen dieser Componenten bildet.

Bemerkung.
46. Da, wie wir gesehen haben, R% — X2 4 Y2+ Z2 ist, so erhilt
man, wenn man fir X, Y, Z die soeben gefundenen Werte R cosa,
Rcos 3, Rcosy substituiert

R? = R?cos® @ + R2 cos® B + R2cos® ¢
oder besser
R* = R2(cos® a + cos® B+ cos® y)
also
cos? o + cos? B + cos?y = 1.

Dies ist die aus der Geometrie bekannte Relation, welche zwischen den
drei Winkeln stattfindet, die eine gerade Linie mit den drei rechtwinkligen
Axen im Raume bildet.
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Abschnitt II.
Zusammensetzung und Zerlegung von Kriftepaaren.

47, Der Kiirze halber wollen wir im Folgenden unter Kriftepaar
stets zwel Krifte P und (— P) (Fig. 17) verstehen, die einander gleich,
parallel und entgegengesetzt sind und micht an demselben Punkte angreifen.
Das gemeinsame Lot 4B, welches man auf den Richtungen dieser beiden Kriifte
errichten kann, wird dann der Hebelarm des Kriiftepaares sein und das
Produkt P.AB einer dieser Krifte in den Hebelarm nennt man das
Moment,

Wie nun auch die Wirkung zweier Krifte P und — P auf den Korper,
an dem sie angebracht sind, beschaffen sein mag, so haben wir doch (27)
gesehen, dass diese Wirkung nicht im Gleichgewicht gehalten werden kann
darch die Wirkung einer einfachen beliebig an dem Korper angebrachten
Kraft, und dass folglich die Wirkung eines Kriftepaares auf keine Weise
mit einer einfachen Kraft verglichen werden kann. TUm diese neue Be-
wegungsursache, die in gewisser Beziehung von ganz besonderer Natur ist,
zu unterscheiden, konnte man ihr einen ganz besonderen Namen geben.
Uns geniigt der Name Kraftepaar vollstindig, und er bezeichnet sehr gut
die ganze Wirkung der beiden Krifte um die es sich handelt, und die Art
und Weise der Wirkung, welche aus der Einwirkung des Kriiftepaares
hervorgeht,

Da nun, wie man sogleich sehen wird, die Wirkung eines Kriifte-
paares durch sein Moment gemessen wird, so wird man immer dieses letztere
Wort an die Stelle des ersteren setzen oder beide mit einander vertauschen
diirfen.

Die Zusammensetzung von Kriiftepaaren wird den zweiten wesentlichen
Teil der Principe unserer Statik bilden und im Verlaufe dieses Werkes fast
gben so oft vorkommen als die Zusammensetzung von Kriften.

Wir werden bald die Gesetze des Gleichgewichts auf eine so natiir-
liche und einfache Art ableiten lernen, dass man uns verzeihen wird,
wenn es so scheint, als ob wir uns hier mit der Untersuchung eines
speciellen Falles beschiftigt haben.

Was wir iiber die Kriftepaare sagen werden, ist von der Wirkung,
die sie auf die Korper erzeugen, vollig unabhdngig; wenn man sich aber
eine Idee iiber den Sinn verschiedener in einer Ebene gelegenen Kriifte-
paare bilden will, so wird man sich vorzustellen haben, dass die Mittel-
punkte ihrer Hebelarme fest sind; die Wirkung jedes Kriftepaares wird
dann offenbar darin bestehen, den Korper um den Mittelpunkt seines
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Hebelarmes zu dreben, und man wird leicht den Sinn der Kriftepaare
unterscheiden kinnen, wenn man die Kriftepaare, welche den Korper in
dem einen Sinne drehen wollen, von denen unterscheidet, welche ihn im
entgegengesetzten Sinne drehen wollen. Dabel aber wollen wir nicht aus
dem Auge verlieren, dass es in Wirklichkeit keinen festen Punkt giebt
(wenn wir dies nicht besonders bemerken) und dass die Idee der Drehung,
die bisher nur eine reine Annahme ist, nur ein Hilfsbild sein soll.

Verlegung von Kriftepaaren.

48. Wir haben oben gesehen, dass eine Kraft in jeden beliebigen
Punkt ihrer Richtung versetzt werden kann, vorausgesetzt, dass dieser Punkt
mit dem ersten Angriffspunkte auf unveriinderliche Weise verbunden ist.
Der folgende Satz ist ein ganz iilnlicher, ebenso wichtiger Satz fur Kriifte-
paare, von dem wir im Folgenden den grissten Gebrauch machen werden.

Hilfssatz.

49. Ein beliebiges Kriftepaar kann ganz beliebig in seiner
eigenen Ebene oder auch in jede andere ihr parallele Ebene ver-
setzt und in dieser Ebene beliebig gedreht werden, ohne dass
dadurch seine Wirkung auf den Korper, an dem es angebracht
ist, verdindert wiirde, wenn nur der neue Hebelarm mit dem
ersten auf unverinderliche Weise verbunden ist.

Um diesen Satz leichter beweisen zu kinnen, wollen wir ihn in zwei
andere zerlegen,

Das Paar (P, — P) (Fig. 18) mag zuerst rechtwinklig anf 4B wirken.
In der Ebene des Paares oder in jeder beliebigen Parallelebene nehme
man eine A gleiche und parallele Gerade CD ganz beliebig an, verbinde
A mit D und B mit C darch gerade Linien, welche in derselben Ebene
liegen werden und sich in ihren respektiven Mittelpunkten schneiden. Dabei
nehmen wir an, dass 4B und CD auf unverinderliche Weise verbunden
seien.

Bringt man nun an der Geraden CD parallel zn den Kriften P und
— P zwei einander entgegengesetzte, dem gegebenen Paare (P, — P) gleiche
und also auch unter sich gleiche Paare (P', — P') wnd (P, — P") an,
so zerstoren sich diese beiden offenbar, so dass also durch sie die Wirkung
des Paares (P, — P) nicht gestort wird. Ebenso zerstoren sich auch die
Paare (P, — P) und (P, — P'); denn da J der Mittelpunkt von 4D
und BC zugleich ist, so geben die beiden auf AD wirkenden und parallelen
Kriifte P und P" eine Resultante, welche der Resultante der beiden auf
AB wirkenden Kriifte — P und — P'* villig gleich und entgegengesetzt ist-

Man kann also die Paare (P, — P) und (P', — P") einfach fort-
lassen, so dass man nur dass Paar (P’, — P’) auf CD angebracht behilt,
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welches dieselbe Wirkung wie das gegebene Paar (P, — P) hat. Auf
diese Weise ist gleichsam das Paar (P, — P) parallel zu sich selbst verlegt,
so dass sein Hebelarm AB jetzt in der Lage CD liegt.

Es wirke zweitens das Kriftepaar (P, — P) (Fig. 19) rechtwinklig
auf AB. Man ziehe in der Ebene dieses Paares unter einem beliebigen
Winkel mit AB eine Gerade CD == AB. Beide Geraden mégen sich in
dem Mittelpunkte J ihrer respektiven Lingen schneiden und seien in dieser
Lage unverinderlich mit einander verbunden.

Bringt man auf CD unter einem rechten Winkel zwei entgegengesetzte,
unter sich nnd dem gegebenen Paare (P, — P) gleiche Paare (P, — P')
und (P!, — P') an, so zerstiren sich die beiden Paare, @indern also nichts
an der Wirkung des Paares (P, — P). Ebenso zerstoren sich aber auch
die Paare (P, — P) und (P'", — P"), denn die beiden sich in G treffenden
Kriifte P und — P, welche einander gleich sind, geben eine Resultante,
die der Resultante der beiden gleichen sich in H treffenden Krifte — P
und P" gleich und entgegengesetzt ist. Mann kann also die beiden Paare
(P, — P) und (P, — P'') fortlassen und es bleibt nur noch das Paar
(P', — P"), auf CD angebracht, iibrig, was ganz mit (P,— P) gleich-
wirkend ist, so dass dieses gleichsam parallel mit sich selbst versetzt
erscheint und der Arm AB in die schiefe Lage CD gekommen ist.

Durch Vereinigung dieser beiden Sitze folgt dann, dass man jedes
beliebige Kriftepaar in seiner Ebene oder in jeder anderen parallelen Ebene
in jede beliebige Lage versetzen kann, ohne die Wirkung desselben zu
indern; denn man kann es zuerst parallel zu seinen Kriften in die gegebene
Ebene versetzen, so das die Mitte seines Hebelarmes in den gegebenen
Punkt fillt, und dann kann man es um diesen Punkt so drehen, dass es
die verlangte Lage hat, oder man kann es auch zuerst in seiner Elene
so drehen, dass seine Krifte den verlangten Richtungen parallel sind, und

es dann parallel mit seinen Kriften unmittelbar in die gegebene Lage
bringen,

Verwandlung der Kriftepaare; Mass derselben.

Hilfssatz.

50. Ein beliebiges an dem Hebelarme 4 B (Fig. 20) wirkendes
Kriaftepaar (P, — P) kann in ein anderes (@, — @) verwandelt
werden, das denselben Sinn hat und auf einen Hebelarm BC
wirkt, der von dem ersten verschieden ist, wenn nur P: Q==
BC: 4B oder P.AB=Q.BC ist, d. h. wenn nur die Momente
dieser Paare gleich sind.
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Nimmt man auf der Verlingerung von AB einen beliebigen Teil BC
an, und bringt auf BC parallel zu den Kriiften P und — P zwei gleiche
und entgegengesetzte Paare (@, — @) und (@', — Q') an, so ist ihre Wir-
kung' absolut genommen Null, und die Wirkung des Paares (P, — P) wird
folglich dadurch nicht ge#indert. Nimmt man aber andererseits an, dass
die Krifte P und @ und also auch P und @' sich umgekehrt verhalten
wie die Geraden 4B und BC, so geht ihre Resultante, die gleich (P -+ Q')
ist durch B und vernichtet offenbar die entgegengesetzten Krifte — P,
— @', die hier angebracht sind. Man kann also die vier Krifte P, @',
— P, — @' fortlassen, und es bleibt dann nur das Paar (@, — @) auf
BC wirkend, welches also an die Stelle des an AB wirkenden Paares
(P, — P) gesetzt werden kann.

Folgerung.

51. Daraus ergiebt sich leicht, dass die Energien (efforts) der Kriifte-
paare ihren Momenten proportional sind.

Denn zuerst ist Kklar, dass die Energien der beiden Paare (P, —P)
und (@, — @ (Fig. 21), welche an den gleichen Hebelarmen 4B und CD
wirken, sich wie die Krifte P und @ dieser Paare verhalten; verhalten
sich z. B. die Krifte P und @ zu einander wie zwel ganze Zahlen z. B.
5 und 3, so kann man jede Kraft P und — P in 5 gleiche, und ebenso
jede Kraft @ und — @ in drei gleiche Krifte teilen, die alle unter sich

gleich sind; das Paar (P, — P) kann dann als die Summe von 5 gleichen
Paaren von demselben Sinne, eines am andern angebracht, und ebenso das
Paar (@, — @) als die Summe von 3 gleichen Paaren von demselben

Sinne, eines an dem anderen angebracht, betrachtet werden. Die Intensitéiten
der Paare (P, — P) und (@, — ) verhalten sich also wie 5:3 oder wie
P: Q. Sind die Krifte P und  incommensurabel, so hilft man sich auf
die bekannte Weise,

Es seien nun (P, — P) und (@, — Q) zwei beliebige Paare, p sei
der Arm des ersteren, ¢ der Arm des zweiten, so ist das Paar, (@, — Q),

welches auf ¢ wirkt, gleichwirkend mit dem Paare (% Q, —% Q), welches
auf p wirkt, weil die beiderseitigen Momente gleich sind, indem das erste

Q¢ und das zweite% Q. p= Qg ist. Statt der zwei gegebenen Paare

hat man also nun die beiden (P, — P) und (;q]— Q, ——% Q), die einen

und denselben Hebelarm p haben. Die Intensititen 3 und N dieser beiden
Paare verhalten sich aber wie ihre Krifte, man hat also M: N =

P:EQ oder
b M:N=Pp:Qq.
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52. Da zwei Kriftepaare sich wie ihre Momente verhalten, so ist
das Moment eines Paares auch das Mass der Energie oder Intensitit des-
selben; denn nimmt man als Einheit des Paares ein Paar an, dessen beide
Krifte gleich der Krafteinheit sind, und dessen Hebelarm gleich der Liin-
geneinheit ist, so wird das Paar (P, — P) am Hebelarm p so oft die
Energie-Einheit in sich enthalten, als das Moment Pp. das Moment 1.1
oder die Einheit in sich enthilt.

Bemerkung,

53. Um die Grissen oder Intensititen der Kriftepaare unter ein-
ander zu vergleichen, konnte man auch statt der Produkte Pp, Qg der
Kriifte in ihre rechtwinkligen Hebelarme die Produkte derselben Kriifte
in die zu ihren Richtungen schiefen Hebelarme nehmen, es miisste dann
aber fir alle Kriftepaare der Hebelarm denselben Winkel mit den Kriiften
bilden; denn dann wiirden offenbar die schiefen Hebelarme den rechtwink-
ligen, und mithin auch die nenen Momente den alten proportional sein.

Wir werden uns zuweilen dieser neuen Momente als relatives Mass
der verschiedenen Paare bedienen, wir werden jedoch nur die ersteren
Momente als ein absolutes Mass ihrer Intensitiiten betrachten.

Zusammensetzung von Kréftepaaren, die in derselben Ebene
oder in parallelen Ebenen liegen.

Lehrsatz I.

54. Zwel beliebig in derselben Ebeme oder in parallelen
Ebenen liegende Kriftepaare lassen sich stets in ein einziges
Kraftepaar zusammensetzen, das gleich der Summe jener Krafte-
paare, wenn sie nach demselben Sinne, oder gleich ihrer Diffe-
renz ist, wenn sie nach entgegengesetztem Sinne zu drehen
streben.

Zuerst kann man die beiden Paare in dieselbe Ebene, darauf die
Krifte in Parallelitit bringen, sie dann in zwei gleichwirkende verwandeln,
welche einen und denselben Hebelarm haben, und sie endlich an einander
anbringen.

Wiren P und @ die zusammenzusetzenden Krifte der beiden Paare,
p und ¢ ihre respektiven Hebelarme, und D die Linge des den verwandelten
Paaren gemeinschaftlichen Hebelarmes, so kann man statt des Momentes
Pp des Paares (P, — P) das gleichwirkende Moment P’ D = Pp des Paares
(P', — P’) nehmen. Ebenso substituiert man- fiir das Moment Qg des
Paares (@, — @) das Moment @' D = Qg eines gleichwirkenden Paares
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(@', — Q) Werden nun diese verwandelten Paare an einander an dem-
selben Hebelarme D) angebracht, so hat man ein einziges Paar [ (P' + Q'),
— (P' -+ Q") ], dessen Moment

(P'+ Q) D oder P'D+ QD= Pp-+ Qq
ist.

Das resultierende Moment ist also gleich der Summe der zusammen-
zusetzenden Momente oder auch gleich ihrer Differenz, je nachdem die an
den Enden des Hebelarmes D wirkenden Krifte P’ und @' gleichen oder
entgegengesetzten Sinn haben.

Zusatz.

Durch diese Combination je zweier Kriftepaare kann man dann auch
beliebig viele auf irgend eine Weise in derselben Ebene oder in parallelen
Ebenen liegende Kriiftepaare zusammensetzen, und man erhilt immer ein
einziges Kriftepaar, welches gleich ist der Summe derjenigen, welche in
dem einen Sinne zu drehen streben, weniger der Summe derjenigen, die im
entgegengesetzten Sinne zu drehen streben.

Umgekehrt konnte man auch ein gegebenes Kriftepaar in beliebig
viele andere zerlegen, die in derselben Ebene oder in Parallelebenen dazu
liegen. Man kann sogar alle diese Kr#ftepaare, mit Ausnahme eines ein-
zelnen, nach Belieben nehmen; denn es geniigt schon, dass die Summe
derjenigen, welche in demselben Sinne wirken, weniger der Summe der-
jenigen, die im entgegengesetzten Simme wirken, gleich dem gegebenen
Kriftepaare ist.

Zusammensetzung von Kriftepaaren, die in beliebigen
Ebenen liegen.

Lehrsatz II.

55. Zwei Kriftepaare, die beliebig in zwei sich unter irgend
einem Winkel schneidenden Ebenen liegen, lassen sich stets in
ein einziges Kraftepaar zusammensetzen,

Stellt man die Momente dieser Paare durch die respektiven
Lingen zweier unter dem Neigungswinkel der beiden Ebenen gegen
einander geneigte gerade Linien dar, und vervollstindigt man
daraus das Parallelogramm, so giebt die Diagonale desselben
das Moment des resultierenden Paares, und die Ebene dieses
Paares teilt den Winkel der Ebenen der beiden gegebenen Paare
ebenso, wie die Diagonale des Parallelogramms den Winkel
zwischen den beiden anliegenden Seiten teilt.
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Es mogen die beiden gegebenen Paare in den zwei sich in AG (Fig.
22) schneidenden Ebenen AGM und AGN liegen, und wir wollen annehmen,
dass man zuerst die beiden Paare in zwei andere gleichwirkende verwandelt
habe, welche denselben Hebelarm haben.

An welchem Orte auch das Paar (P, — P) in der Ebene AGM liegen
mag, man kann es doch immer in dieser Ebene unter rechtem Winkel auf
die Durchschnittslinie AG so anbringen, dass sein Hebelarm AB in die Durch-
schnittslinie AG fillt (49). FEbenso kann man das Paar (Q, — @), wie
es auch in der Ebene AGN liegen mag, unter rechtem Winkel auf
derselben Schnittlinie AG so anbringen, dass sein dem wurspriinglichen
gleicher Hebelarm mit dem in 4B liegenden AG zunsammenfillt.

Dann setzen wir die zwei in A4 angebrachten Krifte P und @ in
eine einzige R zusammen, die gleichfalls in 4 wirkt und durch die Diago-
nale AR des iiber AP und AQ construierten Parallelogramms QARP ge-
geben wird, wo 4Q und AP die Krifte ¢ und P darstellen. Ebenso
setzen sich die in B angebrachten Krifte — P und — @ in eine einzige
— R zusammen, die auf B wirkt und za R parallel und ibr gleich, aber
der ersteren entgegengesetzt ist. Man hat also statt der beiden Paare
(P,— P) und (Q, — Q) das einzige Paar (R, — E), das an demselben
Hebelarme AB angebracht ist.

Da diese drei Paare denselben Hebelarm haben, so sind ihre respek-
tiven Momente den drei Kriften P, @, R proportional. Stellt man also
die Momente der beiden zusammensetzenden Paare durch die ihnen propor-
tionalen Geraden AP und AQ dar, so giebt die Diagonale AR des aus
diesen Geraden construierten Parallelogramms APR@ das Moment des re-
sultierenden Paares an. Nun messen aber die von den Geraden AP, AQ,
AR gebildeten Winkel die Winkel, welche die drei Ebenen miteinander bilden;
es teilt also die Ebene des resultierenden Paares den Winkel der beiden
anderen Ebenen ebenso, wie die Diagonale AR den Winkel PAQ der
anliegenden Seiten AP und A4Q teilt, womit unser Satz bewiesen ist.

Folgerung.

56. Man kann also stets beliebic viele, anf einen Kérper anf be-
liebige Weise im Raume angebrachte Kriiftepaare in ein einziges zusammen-
setzen; denn indem man immer je zwei und zwei mit einander zusammen-
setzt, wie wir es soeben gethan, erhiilt man endlich ein einziges Paar,
dessen Ebene und Grisse bekannt ist, und welches mit allen gegebenen
Paaren gleichwertig sein wird.

Umgekehrt kann man aunch stets ein Paar in zwei andere in gege-
benen Ebenen liegende Paare zerlegen, falls diess Ebenen und diejenige
des gegebenen Paares sich in derselben Geraden schneiden, (oder in
parallelen Geraden; denn verlegt man die Ebene des einen Paares parallel
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mit sich selbst, was erlaubt ist (49), so kionnte man ihre drei parallelen
Schnitte in einen einzigen vereinigen).

Bemerkung I,

B57. Um diese Zerlegung zu bewirken, verfihrt man umgekehrt, wie
vorhin fiir- die Zusammensetzung zweier Paare gezeigt ist, oder auch man
verfihrt auf folgende sehr einfache Weise, von der wir hier weiteren Ge-
brauch machen wollen.

Es sei AZ (Fig. 23) der gemeinschaftliche Durchschnitt der drei
Ebenen. Man ziehe durch sie beliebig eine Ebene YAX, welche jene drei
respektive in den Geraden AY, AV, AX schneidet, und es sei ZAV die
Ebene des gegebenen Paares.

Wo auch das Paar (P, — P) in der Ebene ZAV liegen mag, man
kann es doch so legen, dass seine Krifte parallel zam Durchschnitt AZ
sind, und dass die Richtung einer dieser Krifte, z. B. von — P, mit dem
Durchschnitt A4Z selbst zusammenfillt. Dann wird die andere Kraft P
die Linie AV in B schneiden, und man hat das Paar (P, — P), das auf
irgend eine Welise an AB angebracht ist, wie man es in der Figur sieht.
Man bilde nun nach den Richtungen AY und AX mit AB als Diagonale
das Parallelogramm BCAD und bringe in den Ecken D oder C, z. B. in
D, zwei gleiche entgegengesetzte Krifte P', — P' an, die den Xuiiften
P und — P des gegebenen Paares gleich und parallel sind, die Wirkung
dieses Paares wird dadurch nicht geéindert. Statt des an der Diagonale
AB wirkenden Paares (P, — P), kann man nun aber zwei andere
nehmen, eines (P’, — P), welches auf der Seite AD in einer der gege-
benen Ebenen ZAY wirkt, und das andere (P, — P'), welches anf BD
parallel zu der anderen gegebenen Ebene ZA4X wirkt. Dieses Paar kann
nun parallel zu sich selbst in die Ebene ZAX auf der Seite AC — BD
versetzt werden und man hat dann statt des Paares (P, — P), das auf
der Diagonale AB wirkt, zwei Paare (P', — P) und (P, — P’), die aus
zu den ersten Kriften gleichen und parallelen Kriften bestehen, und die
in den beiden gegebenen Ebenen an den Geraden AD und AC wirken.

Bemerkung II.

58. Stinde die Ebene YAX senkrecht auf dem gemeinschaftlichen
Durchschnitt 47 der Ebenen der drei Paare, so wiirden die Krifte dieser
Paare senkrecht auf den Linien 4Y, 4V, AX stehen, und da diese Kriifte
gleich sind, so wiiren die Momente der Paare den Hebelarmen 4D, AB,
AC proportional. Nach dem oben Gesagten erhielte man dann wieder den
Lehrsatz (55) und hiitte, wie man sieht, somit einen zweiten neuen Beweis
dieses Lehrsatzes,
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Bemerkung I,

59. Diese doppelte Beweisart beruht auf der zweifachen Art, wie
man die Paare transformieren kann, ehe man sie zusammensetzt. Bei der
ersten giebt man ihnen dieselben Hebelarme mit neuen Kriften, und das
andere Mal dieselben Krifte mit neuen Hebelarmen.

Man konnte den Satz auch noch auf eine dritte Art beweisen, ohne
etwas an den gegebenen Paaren zu #ndern. Denn sind (P, — P) und
(@, — Q) (Fig. 23*) die beiden Paare senkrecht zur Ebene des Dreiecks
ABC an den respektiven Hebelarmen 4B und AC und nehmen wir an, dass die
Krifte P und @ in B und C gleichen Sinn haben, so setzen sich offenbar
diese Kriifte in eine einzige (P -+ ) von demselben Sinne zusammen, die
in einem Punkte g der Basis BC angreift, welcher BC im umgekehrten
Verhiiltnis von P: @ teilt. Ebenso setzen sich — P und — @, welche in
A wirken, in eine — (P+ @) zusammen, die in A4 angreift. Setzt man
also kurz (P -+ Q) = E, so erhilt man das resultierende Paar (R, — R),
welches an Ag in einer zur Ebene des Dreiecks 4 BC senkrechten Ebene wirkt.

Jetzt ziehe man von dem Punkt ¢ aus zu BC und AC zwei Parallele
und vervollstindige so das Parallelogramm Algm; dann ist es leicht zu
zeigen, dass sich die Momente der drei Paare, nimlich

P.AB, Q.AC, R.4g

verhalten wie die Seiten 47/, 4m und die Diagonale 4g dieses Parallelo-
gramms Algm. Setzt man fir die Kriifte P, (), R die ihnen proportionalen
Geraden (y, By BC, so verhalten sich offenbar diese, wie die Produkte

Cg.4dB, By.AC, BC.A4y.
Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke folgt aber
Cy.dB == BC. Al uwnd Bg.AC = BC.Am.

Substitniert man diese beiden neuen Produkte statt der zwei ersteren,
und lisst dann aws allen dreien den gemeinschaftlichen Faktor BC fort, so
erhilt man die drei Momente aus der Proportion der einfachen Linien AI,
Am, Ag, womit unser Satz bewiesen ist,

Es liessen sich diese Beweise noch mehr abindern, es giebt jedoch,
wie wir im folgenden Paragraphen zeigen wollen, eine einfachere Art die
Zusammensetzung der Paare darzustelllen.

Poinsot, Statik. 3



34 Kapitel 1.

Einfachere Weise, die Lehrsidtze iiber die Zusammensetzung
von Kriftepaaren darzustellen.

60, Anstatt die Lage eines Paares durch die Lage seiner Ebene zu
bestimmen, kann man sie auch durch die Richtung irgend eines Lotes auf
diese Ebene, welches wir die Axe des Paares nennen wollen, bestimmen.
Da man ein Paar beliebig in seiner Ebene oder in jede andere Parallel-
ebene versetzen kann (49), so kennt man offenbar die Lage dieses Paares,
wenn man die Richtung seiner Axe kennt, denn indem man in einem be-
liebigen Punkte auf dieser Axe eine senkrechte Ebene errichtet, kann man
diese Ebene als diejenige des gegebenen Paares ansehen.

Die Lage verschiedener paralleler Paare kann also durch eine einzige
anf alle Paare senkrechte Gerade angegeben werden, welche gleichsam ihre
gemeinschaftliche Axe ist.

Liegen die Paare in beliebigen Ebenen, so nimmt man der Deutlichkeit
wegen zuerst an, man habe sie in respektive parallele Ebenen transponiert
und in denselben beliebigen Punkt des Raumes versetzt, der so der gemein-
schaftliche Mittelpunkt aller Paare wird. Zieht man nun von diesem
Punkte als Anfangspunkt Lote auf die respektiven Ebenen, so ist die Lage
der verschiedenen Paare durch diejenige von ebenso vielen Geraden gegeben,
welche von demselben Punkte ausgehen, und dieselben Winkel mit einander
einschliessen wie die Ebenen der gegebenen Paare.

Trigt man ferner von diesem Punkte A aus auf diese Geraden die
Lingen AL, AM, AN etc. auf, welche den respektiven Momenten dieser
Paare, die wir durch L, M, N bezeichnen wollen, proportional sind, so
reicht jede dieser bestimmten Geraden, wie z B. AL, hin, um zugleich
die Axe und Grisse des correspondierenden Paares I darzustellen,

Soll nun diese Gerade AL auch noch den Sinn in welchem das Paar
wirkt angeben, (was zur vollstindigen Bestimmung desselben notwendig
ist), so braucht man nur eine ganz #hnliche Uebereinkunft wie bei den ein-
fachen Kriften zn machen. Fiir eine in A angreifende, durch die Gerade
AP dargestellte einfache Kraft P besteht nach (11) die Uebereinkunft
darin, dass die Wirkung der Kraft immer von A4 nach P hin
geht, oder dass die Kraft von A nach P zieht. Fir ein am
Mittelpunkte 4 wirkendes Paar L, dessen Axe und Grisse durch
die Gerade AL dargestellt wird, wollen wir auf dhnliche Weise
festsetzen, dass, wenn man sich in L stehend denkt und I als
Nordpol betrachtet, wo man A als Siidpol vor sich sieht, der Sinn des
Paares oder der von ihm bewirkten Rotation von Osten nach Westen,
oder von links nach rechts gerichtet ist, wie die scheinbare Bewegung der
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Sonne. Es ist dies iibrigens der Sinn, den wir gewthnlich mit unseren
Hinden den rotierenden Instrumenten geben, und in diesem Sinne soll dann
fir uns das Paar wirken welches wir durch die Gerade AL darstellen.

Man konnte auch die umgekehrte Uebereinkunft treffen, wenn man nur
den Sinn aller Paare in einer und derselben Figur und in der Darstellung
desselben Lehrsatzes auf dieselbe Weise bestimmt.

Uebrigens reicht wie man sieht eine der beiden Uebereinkiinfte, z. B.
die erstere, aus. Demnn soll etwa in der Figur ein Paar L' dargestellt
werden, das dem Paare L entgegengesetzt ist, so geschieht dies gleichfalls
durch eine Gerade AL’, die aber auf der andern Seite von A in der
Verlingerung von I aufgetragen wird. Aus L' betrachtet rotiert offen-
bar dieses zweite Paar im angenommenen Sinne, also von links nach rechts,
aus L betrachtet aber von rechts nach links und ist also dem ersten wirklich
entgegengesetzt.

Durch diese Bestimmungsart der Paare und der damit verbundenen
Angaben ihres Sinnes geschieht also wie man sieht die geometrische Dar-
stellung von beliebig vielen auf einen Korper, in beliebigcen Ebenen
wirkenden Paaren auf dieselbe Weise wie die von ebenso vielen auf einen
Punkt wirkenden Kriiften; und man wird sogleich sehen, dass auch ihre
Zusammensetzung nach ganz #hnlichen Gesetzen geschieht. Alles beruht
auf dem Beweise des folgenden Lehrsatzes, welcher die Stelle des Lehrsatzes
IL. 55 vertritt, und der Satz vom Parallelogramm der Kriftepaare
genannt werden konnte.

Lehrsatz.

61. Werden zwei Paare L'und M ihren Axen und Grossen
nach durch die beiden Seiten AL und 4 M eines Parallelogramms
ALGM dargestellt, so setzen sich die Paare zu einem einzigen
G zusammen das seiner Axe und Grisse nach durch die Diagonale
AG dieses Parallelogramms dargestellt wird.

Zieht man von 4 aus in der Ebene des Parallelogramms ALG M (Fig. 21)
zwei Gerade [I' und mm', welche zu den beiden Seiten AL und AM
senkrecht und proportional sind und sich in A4 halbieren, und vollendet
man dann die Parallelogramme Algm und Al'g'm’, so sind diese offenbar
einander gleich und dem gegebenen Parallelogramme ALGJ ihnlich,
Mithin ist gg' ebenfalls senkrecht auf der Diagonale AG, mit AG proportional,
und AG ist im Punkte 4 halbiert.

Man bringe nun auf ' und mm’ als Hebeluame in zur Figur senk-
rechten Ebenen zwei aus gleichen Kuiften bestehende Paare (P, — P)
aof ' und (P, — P) auf mm’ dergestalt an, dass nach der in (60)
gemachten Uebereinkunft beide Paare von links nach rechts zu drehen streben,
wenn man sie nach einander aus den Punkten L und J/ betrachtet. Diese
beiden Paare kionnen offenbar fiir diejenigen gesetzt werden, welche die

3*
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Seiten AL und AM darstellen, denn 1) liegen sie in zu diesen Seiten
senkrechten Ebenen, 2) sind ihre Momente diesen Seiten proportional, und
3) entspricht ihr Sinn der festgesetzten Uebereinkunft., Diese beiden Paare
setzen sich aber offenbar in ein einziges zusammen, das durch die Diagonale
AG dargestellt wird; denn die beiden Krifte P und P in 7 und m geben
eine einzige parallele Kraft 2 P von gleichem Sinne, in ¢ angreifend, wo
¢ der Mittelpunkt von Im und also auch die Mitte von Ag ist. Desgleichen
geben die Kriifte — P und — P in !’ und m' eine einzige Kraft — 2 P
in ¢, dem Mittelpunkte von Ag' angebracht., Das resultierende Paar ist
also (2 P, — 2 P) an der Linie c¢’, oder einfacher (P, — P) an der
doppelten Geraden g¢g' angebracht. Dieses Paar ist aber senkrecht und
proportional zur Diagonale AG und sucht gleichfalls von links nach rechts
zu drehen, wenn es aus G betrachtet wird; damit ist unser Satz bewiesen.

Wir hitten diesen Satz aus einem der vorhergehenden Beweise ableiten
konnen, wir zogen es aber vor, ihn an einer neuen Figur unmittelbar zun
beweisen, damit man den relativen Sinn der drei betrachteten Paare desto
besser iibersehen mdoge.

Bemerkung I.

62, Offenbar kann man hier ganz analog dem (in 37) Gesagten beweisen,
dass wenn zwei Paare in zwel sich schneidenden Ebenen oder in nicht
parallelen Ebenen liegen, diese niemals ein resultierendes Paar geben
konnen, das Null wire, wenn nicht die beiden gegebenen Paare selbst
zugleich Null sind.

Bemerkung II.

63. Sind die Ebenen der beiden zusammenzusetzenden Paare senkrecht
zu einander, so sind es auch die beiden Axen AL, AM und man hat in
dem Rechteck ALGM

AG? = AL® 4+ AM2.

Nennt man ferner die Winkel, welche die Seiten AL und AM mit der
Diagonale AG bilden, o und §, so hat man

AL = AG .cos; AM = AG . cos B.

Bezeichnet man also einfach die drei respektiven Momente mit L, M, G
so hat man fiir das Moment G

G? = 1>+ M?
so dass

G =YL+ 2®
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ist, und fiir die Winkel o und 3, welche die Axe dieses Momentes mit
den Axen der beiden andern Momente bildet

L=@G.cosa, M= G.cosf

also

L
cosa = =, cos B ==

—E-

Bemerkung IIL.

Ist allgemein ¢ der Winkel, den die beiden Componentenpaare oder
ihre Axen AL und AM mit einander bilden, so hat man in dem Parallelo-
gramm ALGM

AG® = AL® -+ AM?+ 2AL . AMcos ¢
und folglich:
G2 = L%+ M2 2LM cos ¢.

so dass das resultierende Paar G durch die Componentenpaare L und M
und den Neigungswinkel ¢ derselben ausgedriickt ist.
Wire ¢ = o0 also cos ¢ == 1, so wird

G=L+ M

was mit den fritheren Lehren iibereinstimmt, weil dann die Paare in
derselben Ebene liegen und denselben Sinn haben, sich also zu einem
Paare zusammensetzen, das gleich ihrer Summe ist.

Wire ¢ = 180° also cos ¢ = — 1, so ist

G=L—M

wie dies auch sein muss, da dann die Paare entgegengesetzten Sinn haben
und sich zu einem Paare zusammensetzen, das ihrer Differenz gleich ist.
Ist ¢ =90° also cos ¢ = o0 so hat man

G = ]/L2 -+ M2
wie oben.

Bemerkung IV.

Von der Zerlegung zweier Paare geht man leicht zu der Zerlegung
beliebig vieler Paare fber, und man erhilt hier offenbar ganz analoge
Sitze wie bel den einfachen Kriften um einen Punkt. Wir glauben
jedoch nachstehenden Lehrsatz wegen seiner h#ufigen Anwendung in der
Mechanik besonders aussprechen und beweisen zu miissen.
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Lehrsatz.

64. Drei Paare, welche ihren Axen und ihren Grissen nach
durch die drel anstossénden Kanten eines Parallelopipedon’s
dargestellt werden, setzen sich stets in ein einziges Paar
zusammen, das seiner Axe und Grdsse nach durch die Diagonale
dieses Parallelopipedons dargestellt wird.

Es mag 4... G (Fig. 25) das Parallelopipedon sein, die Seiten AL,
AM, AN mogen die Axen und Momente der drei Paare darstellen.

Die beiden durch die Seiten AL und AM des Parallelogramms ALOM
dargestellten Paare setzen sich in eines zusammen, das seiner Axe und
Grosse nach durch die Diagonale A0 dieses Parallelogramms angegeben
wird. Dann setzt sich dieses Paar mit dem durch AN dargestellten dritten
Paare in ein Paar zusammen, welches durch die Diagonale 4G des Parallelo-
gramms ANGO dargestellt wird. Diese Diagonale ist aber zugleich die
Diagonale des Parallelopipedons.

65. Man sieht hier wie in (42), dass drel in den drei Ebenen einer
kirperlichen Ecke wirkende oder sich in einem Punkte schneidenden Paare
nie ein resultierendes Paar gleich Null haben kionnen, wenn nicht alle drei
Paare zugleich selbst Null sind.

Bemerkung.

66. Ist das Parallelopipedon rechtwinklig, und sind L, M, N die
zusammenzusetzenden, G+ das resultierende Moment, so ist

G = L2+ M2 N®.

Sind A, p, v die drei Winkel, welche die Diagonale oder vielmehr
die ‘Axe des resultierenden Paares mit den drei Axen der drei gegebenen
Paare einschliesst, so hat man

L:-=Gcosk; M= Geosp; N=Gcosv
und folglich

cosl——L- _ =
=g SSB= g cosV=-r-

Soll man also das resultierende Moment G aus den drei gegebenen
Momenten L, M, N, deren Axen rechtwinklig sind, berechnen, so ist

G = VI?+ M>+ N2
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und fiir die Winkel A, p, v, welche diese Axe mit den drei Componenten-
paaren bildet, hat man:

L
COSA = ———e
VL2+M2+N2

M
COS b = ————————
VL2+M2+N2

N
co§y — —————
VL:+ M2+ N®

Will man umgekehrt ein Paar G in drei andere zerlegen, die in drei
senkrecht aufeinander stehenden Ebenen liegen, oder deren Axen recht-
winklig zu einander sind, so hat man als respektive Werte der zusammen-
zusetzenden Momente

L=GcosA; M=Gcosp; N=Gcosv

wo A, i, v die drei Winkel sind, welche die Axe des gegebenen Paares mit
den Axen der gesuchten znsammenzusetztenden Paare bildet.

67. Wir wollen uns iibrigens bei diesen FEinzelheiten nicht linger
aufhalten, und bemerken nur noch, dass zwischen den sieben Grissen L,
M, N, G, cos A, cosft, cosv die vier Gleichungen stattfinden

G® — L%+ M2?+ N®
L==GcsA; M=Gcosp; N=Gcosv,

aus denen man, wenn drei von ihnen bekannt sind, die vier anderen
finden kann,

Man muss jedoch den Fall ausnehmen, wo man nur die drei Winkel
A, 1, v kennt, denn aus ihnen kann man nur das Verh#ltnis der Momente
L, M, N, G zu einander bestimmen,

Allgemeiner Schluss aus diesem Kapitel.

Zusammensetzung beliebig im Raume gerichteter Krifte.

68. Es seien beliebig viele Krifte P, P,, P, ... auf beliebige
Weise im Raume an irgend einem freien Korper oder freiem Systeme
angebracht, .

Wir wollen zuerst eine dieser Krifte, z. B. P, (Fig. 2¢) betrachten,
die im Punkte B angebracht ist; man bringe dann in dem beliebig
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angenommenen Punkte 4 des Korper oder ausserhalb desselben (doch auf
unverinderlich feste Weise damit verbunden) zwei gleiche, entgegengesetzte
Krifte P’, — P’ an, welche der Kraft P gleich und parallel sind.
Dadurch kann sich in dem Zustand des Systemes nichts indern. Statt der Kraft
P in B kann man nun aber die Kraft P’ in 4 und das Paar (P, — P’)
am Arme AB betrachten. Bringt man der grisseren Deutlichkeit halber
dieses Paar in eine beliebige andere Parallelebene, so hat man in 4 nur
noch die Kraft P', welche gleich und parallel zu P ist und so betrachtet werden
kann, als hiitte man die Kraft P aus B parallel zu sich selbst nach 4 versetzt.

Nimmt man dieselbe Verwandlung mit allen anderen auf das System
wirkenden Kriiften in Bezug auf denselben Punkt 4 vor, so ist klar, dass
sich in diesem Punkt alle Kriifte parallel zu sich selbst vereinigen, dass
man aber iiberdies anch durch die Transposition ebenso viele auf das System
wirkende Paare erhdlt. Alle in A4 wirkenden Kriifte werden sich nur in
eine einzige Kraft R (Fig. 27) und alle Paare in ein einziges an einer
gewissen Geraden BC wirkendes Paar (S, — S) zusammensetzen.

Man hat also den Satz: Beliebig viele auf beliebige Weise an
einem Korper wirkende Krifte lassen sich immer auf eine
einzige durch einen beliebig gegebenen Punkt gehende Kraft und
ein einziges Paar reducieren, dessen Ebene im Allgemeinen
gegen die Richtung der Kraft geneigt sein wird.

Wir wollen sogleich bemerken, dass die Grisse, Richtung und der
Sinn der Resultante E immer dieselben sind, wo man auch dem Puankt A
angenommen haben mag. Veriindert man die Lage dieses Punktes, so wird
dadurch nur die Resultante R parallel zn sich selbst an verschiedene
Orte des Raumes versetzt. Die Ebene und die Grisse des Paares (S, — S)
aber dndern sich notwendig.

Unter den unzihlig vielen Reductionen in Bezug auf alle Punkte A
des Raumes giebt es eine von allen anderen ausgezeichmete, bei welcher
die Ebene des resultierenden Paares senkrecht zur Richtung der Resultante
ist. Man kann dies hier auf eine sehr einfache Weise zeigen. Denn da
alles schon auf die einzige Kraft R und das eine Paar (S, — §) in Bezug
auf einen bekannten Punkt A reduciert ist, so denke man sich dieses Paar
(8, — S) in zwei andere zerlegt, von dem das eine (T, — T') in eine zur
Richtung der Resultante senkrechte Ebene fillt, die andere (V, — V)
dagegen fillt in eine Ebene, welche durch diese Richtung AR geht.
Wenn man in dieser Ebene, in der sich das Paar (V, — V) und die Kraft
R befinden, diese Kraft parallel mit sich selbst von 4 nach O nach einer
solchen Seite und in eine solche Entfernung AO verlegt, dass das Paar
(R, — R), welches aus dieser Verlegung entsteht, gleich und entgegengesetzt
dem Paare (V, — V) ist und dasselbe aufhebt, so wird nur noch die Kraft
R ftibrig bleiben, die an dem neuen Punkte O mit dem einzigen Paare
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(T, — T) angebracht ist, das in einer zur Richtung dieser Kraft senkrechten
Ebene liegt. Beliebig viele Krifte lassen sich also stets auf eine
einzige Kraft und ein Kr#ftepaar reducieren, dessen Ebene senk-
recht zur Richtung der Kraft ist. Es giebt also immer im Raume
eine gewisse bestimmte Gerade OR, welche sowohl die Richtung der
Resultante als auch die Axe des resultierenden Kriiftepaares darstellen kann.

Diese Reduction ist die einzige; ich will sagen es giebt keinen anderen
Ort im Raume, wo man das resultierende Kriftepaar senkrecht zur Resul-
tante finden kann. Denn nach welcher Seite hin man jetzt auch die Kraft
R aus ihrer gegenwirtigen Lage OR versetzen mag, sie wird ein Paar
(R, — R) senkrecht zu dem Paare (T, — T) erzeugen, und setzt man
diese beiden Paare zu einem einzigen zusammen, so wird dieses neue
resultierende Paar notwendig gegen das Paar (T, — T) geneigt und selbst
viel grisser sein, da die beiden Componenten rechtwinklig zu einander sind.
Daraus sieht man, dass das Paar (T, — T) nicht nur das einzige ist, das
senkrecht auf der Richtung der Resultante steht, sondern dass es auch das
kleinste aller resultierenden Paare ist, die man in Bezug auf alle Punkte
des Raumes finden kann. Man sieht aber aunch zugleich, dass fiir Punkte,
die in gleichen Entfernungen von dieser Geraden OR um dieselbe herum
liegen, die resultierenden Paare gleiche Werte haben und in verschiedenen
Ebenen liegen, die aber gegen diese Axe OR gleich geneigt sind. Man
kann deshalb diese Axe auch die Centralaxe der Kriftepaare und des
Systems nennen. Entfernt man sich von dieser Axe, so findet man immer
grissere Paare, die ohne Grenzen wachsen; alle aber haben die
gemeinschaftliche Eigenschaft, dass jedes von ihmen, geschiétzt auf der
zur constanten Richtung der Kraft R senkrechten Ebene, dasselbe Paar
(T,— T) giebt. Daraus sieht man, dass man den Wert dieses
Minimal-Paares sofort erhiilt, wenn man irgend ein resultierendes Paar
(8, — S) mit dem cosinus seiner Neigung gegen die Ebene, um welche os
sich handelt, multipliciert.

Ich nehme diese Centralaxe, vermittelst deren eine so klare Reduction
aller Krifte des Systems moglich ist nur an, um alle anderen gleichwertigen
Reductionen klar zu legen und sie, um so zu sagen, in ein einziges Bild
zu gruppieren, aus dem man auf den ersten Blick die Ordnung und gegen-
seitige Abhiingigkeit derselben erkennt.

Ich habe diese Theorie in meiner Abhandlung: Ueber die Momente
und Flichen weiter entwickelt, aber ich muss mich hier auf allgemeine
Folgerungen beschrinken, die anf die Elemente der Statik am meisten
Bezug haben.

Folgerung.
Diese Folgerung enthilt die Gesetze des Gleichgewichts fiir jedes freie System.

69. FEin Paar kann nie durch eine einfache Kraft im Gleichgewicht
erhalten werden, mag diese nun im Raume gerichtet sein, wie sie will.
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Es folgt also aus dem Gesagten, dass in einem Systeme nie Gleichgewicht
sein kann, wenn mnicht die Resultante B der XKriafte selbst Null, und
zugleich das Moment des resultierenden Paares (S, — S) Null ist.

Es miissen also alle auf das System wirkenden, parallel zu
sich selbst in irgend einen Punkt des Systems oder des Raumes
transponierten Krifte sich das Gleichgewieht halten, und zugleich
alle aus dieser Transposition entstehenden Paare im Gleichge-
wichte sein.

Bemerkung,

70. Es sind dies fiir irgend ein freies unveriinderliches System die
beiden notwendigen aber auch hinreichenden Bedingungen, d. h. ohne sie
kann kein Gleichgewicht bestehen, und es findet notwendig Gleichgewicht
statt, wenn diese Bedingungen erfiillt sind.

Um diese beiden Bedingungen zu entwickeln muss man auf den Wert
der Resultante B und des resultierenden Paares (S, — S) mit Beibehaltung
der Gesetze, welche die Resultante an die zusammenzusetzenden Kriifte,
und das resultierende Paar an die zusammenzusetzenden Paare kniipfen,
zuriickgehen, dann die Kraft B und das Paar (S, — S) jedes gleich Null
machen, und die daraus fir die auf das System wirkenden primitiven
Krifte entspringenden Bedingungen betrachten. Man erhilt also dann die
Bedingungen des Gleichgewichtes ausgedriickt durch die unmittelbar in der
Aufgabe gegebenen Kriifte, und man hat so die Losung des Problems, das
wir im Auge hatten.

Alle diese Entwickelungen, welche den obigen Grundsitzen geméss nur
Gegenstand der Geometrie und der Rechnung sind, sollen dem Gegenstand
des folgenden Kapitels ausmachen.

Folgerung II.

Hierin sind alle notwendigen Bedingungen enthalten, unter denen alle auf ein
System wirkenden Krifte eine einzige Resultante haben, falls sie nicht im
Gleichgewicht sind.

71. Es mbgen jetzt alle an einem System wirkenden Krifte auf die
angefiihrte Weise auf eine einzige Kraft und ein Paar reduciert sein, und
wir wollen annehmen, dass diese Kraft B sich mit dem Paare (S, — S)
in eine einzige Kraft vereinigen liesse, oder dass eine einzige Kraft R’
der Kraft R und dem Paare (S, — S) das Gleichgewicht halten kdnne.

Da unter den Kriiften R, R’ und dem Paare (S, -—S) Gleichgewicht sein
soll, so miissen die beiden Kirifte R und R’ ein Paar bilden, das dem Paare
(S, — 8) gleichwirkend ist und in derselben Ebene oder in einer Parallel-
ebene, was hier gleich ist, liegt.

Denn es konnen nur drei Fille eintreten: entweder lassen sich die
Krifte B und B’ in eine einzige vereinigen, und dann kann diese Resultante
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nicht dem Paare (S, — S) das Gleichgewicht halten, oder sie vereinigen sich
in eine Kraft und ein Paar, und dann lassen sich dieses Paar und das
Paar (S, —S) in ein einziges vereinigen, welches mit der Kraft nicht im
Gleichgewicht sein kann, oder endlich vereinigen sie sich in ein einziges
Paar, und dieser letzte Fall ist der allein mégliche.

Es missen also die beiden Krifte B und B’ zusammen ein Paar
bilden. Damit aber dieses Paar mit dem Paare (S,—S) im Gleichge-
wicht sel, muss jenes in derselben oder in einer Parallelebene liegen, denn
sonst lassen sich die beiden Paare immer in ein einziges vereinigen, das nicht =0
sein kann (62), in welchem Falle also auch nie Gleichgewicht stattfinden kann.
Es muss also die Richtung der Resultante R parallel zur Ebene des resul-
tierenden Paares (S,—S) sein. Folglich kinnen alle auf ein System
wirkenden Krifte sich nicht auf eine einzige reducieren lassen,
wenn nicht die Resultante aller dieser in einen einzigen Punkt
parallel zu sich selbst transponierten Kriifte eine zu der Ebene
des resultierenden Paares parallele Richtung hat, wo im Raume
man auch den zur Transposition der Kriifte gewahlten Punkt an-
genommen haben mag.

Diese Bedingung ist notwendig und sie geniigt auch offenbar im all-
gemeinen; denn falls wenigstens die Resultante R nicht Null ist, so kann
man immer auf das System eine Kraft R’ wirken lassen, welche der Kraft R
gleich, parallel und entgegengesetzt ist und mit ihr ein Paar (R, — R),
entgegengesetzt wirkend mit dem Paare (S, — S), und mit einem gleichwertigen
Momente bildet. Diese nach entgegengesetztem Sinne genommene Kraft
ist dann die allgemeine Resultante.

Uebrigens kann man diese Resultante unmittelbar nehmen; denn
wenn die Kraft R im Punkte A parallel zur Ebene des Paares (S, — S)
ist, so kann man dieses Paar R immer in die Ebene der Kraft B transponieren,
und dann lassen sich die drei in derselben Ebene liegenden Kriifte R,
S und S immer in eine einzige der Kraft R gleiche und parallele Kraft
zusammensetzen, welche dann die gemeinschaftliche Resultante aller Krifte
sein wird.

72. Im Falle wo die Kraft R Null ist, erhilt man nicht eine ein-
zige Resultante, weil alle Krifte des Systems auf ein einziges Paar (S,—5)
reduciert sind, welches sich nie in eine einzige Kraft vereinigen ldsst.
Zu der vorigen Bedingung also, dass die Kraft R parallel zur Ebene des
Paares (S, — S) sein miisse, muss noch die besondere hinzugefiigt werden,
dass die Kraft R nicht Null sein darf, (wenigstens wenn nicht
Gleichgewicht vorhanden ist, in welchem Falle dann sowohl die Kraft R
als das resultierende Paar gleich Null sein wird, wo man also eine einzige
Resultante annehmen kénnte, die Null wire, im iibrigen aber eine be-
liebige Lage und Richtung im Raume haben konnte. Den Fall des Gleich-
gewichts haben wir aber ausgeschlossen).
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Bemerkung I.

73. Befinden sich das resultierende Paar (S, — S) (Fig. 28) und
die Kraft B nicht in Parallelebenen, so giebt es nie eine einzige Resultante.
Transponiert man in diesem Falle das Paar (S, — S) parallel zu seiner
Ebene, bis das Ende B oder C seines Hebelarmes in den Punkt 4 fillt, wo sich
dann die beiden Krifte B und § im Punkte 4 in eine einzige T zu-
sammensetzen, so sind alle Kriifte des Systems auf zwei, nicht in der-
selben Ebene liegende Krifte T und — S reduciert.

Hieraus sieht man zuerst, dass beliebig viele, auf beliebige
Weise im Raume gerichtete Krifte sich immer wenigstens aunf
zwel Krifte reducieren lassen, die nicht in derselben Ebene
liegen,

Diese Reduction kann aber offenbar auf unziihlige Weisen geschehen,
selbst mit Beibehaltung desselben Punktes A, worin die Kriifte vereinigt
werden. Denn das Paar (S, — S§) lisst sich in unzihlige andere gleich-
wirkende verwandeln, und um seine Axe in eine beliebige Lage drehen,
sodass man also unzithlig verschiedene Systeme der zwei resultierenden,
nicht in derselben Ebene liegenden Kriifte erhalten kann.

Unter diesen Systemen kann man dann dasjenige auswihlen, bei dem
die eine Kraft senkrecht zur Ebene des Paares, und die andere parallel
dazu ist; denn denkt man sich die Resultante R in zwei Kriifte zerlegt,
in V senkrecht und in U parallel zur Ebene des Paares (S, — S), so
setzen sich die Kraft U und das parallele Paar (S, — S) immer in eine
einzige U', gleich und parallel zu U zusammen, und alle angebrachten
Krifte sind also anf zwei Krifte V und U’ reduciert, die im Raume
senkrecht auf einander gerichtet sind. Beliebige Krifte konnen also
stets auf zwei zu einander senkrechte Krifte reduciert werden,
von denen eine durch einen beliebig gegebenen Punkt 4 gehit. Indess
hat diese Reduction, die iibrigens noch eine Ausnahme erleidet, kaum einen
grosseren Nutzen als die vorige, und wir wollen uns deshalb nicht linger
dabei aufhalten,

Bemerkung II,

74. Die einzige bemerkenswerte Folgerung ist aber die Umkehrung
dieses Satzes: Zwel nicht in derselben Ebene liegende Krifte
kdnnen nie eine einzige Resultante haben; denn man kann stets an-
nehmen, dass diese beiden Kriifte aus einer anderen Kraft und einem ihr
nicht parallelen Paare hervorgegangen sind.

Um jedoch den Satz direct zu beweisen, sei 4B (Fig. 29) das ge-
meinschaftliche Lot auf die Richtungen der beiden nicht in derselben Ebene
liegenden Krifte P und @, von denmen jedoch keine Null sein soll. Man
transponiere nun P parallel zu sich selbst von B nach 4, und man hat
dann zwei Krifte P’ und  an demselben Punkte 4, und ein Paar
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(P,—P') an AB. Die beiden Kréfte P’ und @ an A bilden der An-
nahme zufolge einen gewissen Winkel QAP’ mit einander, setzen sich also
zu einer Kraft B zusammen, die in das Innere dieses Winkels QAP’
fillt. Diese Kraft B kann aber nicht parallel zn der Ebene des Paares
(P, — P') sein, weil sie mit dieser Ebene einen Winkel BAP' bildet,
der nie Null sein kann, wenn nicht etwa  Null ist, was gegen die An-
nahme wire. Es haben also (nach 71) zwel nicht in derselben Ebene
liegende Krifte P und ¢ niemals eine einzige Resultante, ein Satz, den
man gewdhnlich als evident ansieht, der aber eines Beweises bedarf,

Bemerkung III.

3. Es ist dies itbrigens der einzige allgemeine Fall, wo man sicher
sein kann, dass mehrere Kriifte sich nicht auf eine einzige zuriickfiihren lassen;
denn sobald man auch nur drei Krifte betrachtet, so konnen diese unserer
Theorie zufolge eine einzige Resultante haben, selbst wenn die Richtungen
dieser drei Kriifte im Ranme sich nicht schneiden.

Es migen in der That die drei Krifte P, @, R so beschaffen sein,
wie wir sie annehmen, so dass sie je zwel und zwei nicht in derselben
Ebene liegen, oder selbst so, dass, wenn zwel von ihnen in derselben Ebene
liegen, die dritte weder mit der ersten noch mit der zweiten in derselben
Ebene liegen kann,

Man nehme zwel dieser Kriifte, P und ), welche nicht in derselben
Ebene liegen, und denke sie sich in einen und denselben Punkt A auf der
Richtung der dritten Kraft R transponiert. Diese beiden Kriifte P und,
@) setzen sich in eine einzige Kraft V zusammen und geben zwei Paaret
welche sich in ein einziges (S, — S) zusammensetzen, dessen Ebene nicht
durch die Richtung AV der Kraft V geht (74).

Fiele nun die Resultante der beiden Krifte V und R, welche an 4
wirken, in die Ebene des durch denselben Punkt 4 gehenden Paares (S, — S),
so wiirden sich die drei gegebenen Kriifte P, @, R auf eine einzige
reducieren lassen (71). Ohne aber die Richtung der Kraft R zu veréndern,
kann man iiber ihre Grisse und ihren Sinn so verfigen, dass die Resultante
V und R sich in die Ebene der beiden Krifte um den Punkt 4 drehen
lisst, nach dem Durchschnitte dieser Ebene mit der Ebene des Paares
(S, — §) gerichtet ist, und folglich in die Ebene des Paares selbst fillt.
Richtet man also die Grisse and den Sinn einer der drei Krifte P, @, R
"passend ein, ohne ihre gegenseitige Lage zu #ndern, so lassen sich immer
diese drei Krifte im allgemeinen auf eine einzige reducieren.

Tch sage im allgemeinen; denn es giebt einen besonderen Fall, wo
dies nicht geschieht, wenn ndmlich P und ¢ ein gewisses Verhiltnis zu
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einander haben und man sich darauf beschrinkt, nur die dritte Kraft R zu
andern; denn tritt der Fall ein, dass infolge dieses Verhiiltnisses von P zu Q
der Durchschnitt der Ebene VAR mit der Ebene des Paares die Richtung AR
der dritten Kraft ist, so kann die Resultante von V¥V und R nicht die
Richtung AR haben, ohne dass B unendlich gross wire, was nicht mdglich ist.

Aber auch in diesem besonderen Falle wird, sobald man das Ver-
hiiltnis von P und @, oder auch nur den Sinn einer dieser Kriifte dndert,
das aus der Versetzung nach A resultierende Paar (S, — S) nicht melr in die
Richtung der dritten Xraft B fallen; denn ginge nun noch die Ebene des
Paares durch dieselbe Gerade AR, so wiirde daraus folgen, dass AR der
gemeinschaftliche Durschnitt beider Ebenen wire, worin die zusammen-
setzenden Paare des Paares (S, — S) liegen, dass also die Kraft R in
der Ebene von P und in der Ebene von @ zugleich liege, was wider die
Annahme ist.

Liegen also von drei Krdften P, , R nicht mehr als hschstens
zwel in derselben Ebene, so kann man diese drei Kriafte immer
auf eine einzige reducieren, ohne ihre Richtungen im Raume zu
veridndern.

Der einzige Fall, wo drei Krifte durch ilire blosse Lage im Raume
sich nie auf eine einzige reducieren lassen, ist der, wo, wenn diese Kriifte
zwel zu zwel betrachtet werden, nur zwei derselben nicht in derselben Ebene
liegen. Bel einer solchen Lage wird man niemals die Krifte auf eine
einzige reducieren konnen, welche Grossenverhiltnisse man ihnen auch
geben mag,

Bemerkung IV,

76. Da es wohl unbestreitbar ist, dass ein Kriiftepaar um einen
festen Punkt, z. B. um den Mittelpunkt seines Hebelarmes, nicht im Gleich-
gewicht sein kann, so hat man den Unterschied zwischen dem Gleichge-
wichte mehrerer auf einen Korper, der sich um einen festen Punkt drehen
soll, wirkenden Kriifte, und dem Gleichgewicht mehrerer auf eben diesen
Korper wirkenden Paare wohl zu beachten.

Im ersten Falle ist es nicht notwendig, dass die Resultante der Krifte
Null sei, sondern sie braucht nur durch den festen Punkt zu gehen, wo
sie dann vernichtet wird.

Im zweiten Falle muss das aus den an dem Korper angebrachten
Paaren resultierende Paar in sich notwendig Null sein, als wiire kein fester
Punkt im Korper vorhanden; denn ist das resultierende Paar nicht in sich
Null, so transponiere man es der grisseren Deutlichkeit wegen so, dass der
Mittelpunkt seines Hebelarmes in den festen Punkt fillt; dann konnen
die beiden Kriifte offenbar um diesen Punkt nicht im Gleichgewicht sein.
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Ebenso sind sie selbst dann nicht im Gleichgewicht, wenn in dem
Korper eine feste Axe vorhanden ist, falls nicht die Ebene des Paares durch
diese Axe geht oder mit ihr parallel ist, was hier dasselbe ist (49).

Wirken also verschiedene beliebigimRaume gerichtete Krifte-
paare auf einen Korper oder ein System, welches der Bedingung
unterworfen ist, um einen festen Punkt zu rotieren, so sind die
Bedingungen des Gleichgewichts villig dieselben, als wenn der
Kiorper oder das System ganz frei wire.

Dasselbe findet fiir eine feste Axe statt, wenn nur die Paare so ver-
teilt sind, dass ihr resultierendes Paar micht zu dieser Axe parallel ist, was
im allgemeinen mnicht der Fall sein wird, wenn nicht alle Paare in
Parallelebenen liegen, welche die feste Axe schneiden.
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Ueber die Bedingungen des Gleichgewichts.

77. Wir haben in (68) gesehen, dass jede auf ein System in irgend
einem Punkte B (Fig. 26) wirkende Kraft P in eine andere gleiche,
parallele und gleichgerichtete Kraft P’, die an einem anderen im Raume
beliebig gewihlten Punkte 4 angebracht ist, und in ein Paar (P, — P) ver-
wandelt werden kann, das an 4B wirkt, und dessen Energie durch das
Moment P.AJ gemessen wird, wo AJ das aus dem Punkte 4 auf die
Richtung der Kraft P gefillte Lot ist; ferner, dass auf diese Weise das
System als von der Resultante aller der Kriifte, die sich gewissermassen
parallel zu sich selbst in den Punkt A transponiert haben, und von dem
resultierenden FPaare aller der durch diese Transpositionen entspringenden
Paare getrieben betrachtet werden kann. Wir haben ferner gesehen, dass
fir den Zustand des Gleichgewichts sowohl jene Resultante, als aunch das
Moment des resultierenden Paares zugleich Null sein miissen.

Wir kénnten nun zugleich diese beiden Bedingungen fiir den allge-
meinen Fall eines von beliebig vielen Kriften im Raume getriebenen Korpers
oder Systems aufstellen und daraus dann die Bedingungen des Gleichgewichts
fiir alle einzelnen, vorkommenden, besonderen Fille ableiten. Weil jedoch
unser Fortschreiten im Verlaufe dieses Kapitels ein durchaus gleichférmiges
sein muss, oder weil vielmehr alle Lehren desselben aus einem und dem-
selben Principe hervorgehen, so wollen wir lieber erst einige besondere
einfache Fille vornehmen, ehe wir die Frage allgemein betrachten. Uebrigens
werden wir dabei Gelegenheit haben, mehrere Lehrsiitze iiber die Momente
mitzuteilen, von depen in der Statik hiufig Anwendung gemacht wird.

Ist man einmal zu dem allgemeinen Lehrsatz fiir das Gleichgewicht
gelangt, so ist die Sache abgethan, weil alle besonderen Fille in ihm
enthalten sind, die wir vor ihm behandelt haben.

I.

Vom Gleichgewichte in derselben Ebene liegender
Parallelkrifte.

78. Es migen P, P', P, P, ... (Fig. 80) die verschiedenen Parallel-
krifte sein. Aus einem beliebig in ihrer Ebene angenommenen Punkte A
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fille man - ein gemeinschaftliches T.ot auf ihre Richtungen, welches diese
respektive in den Punkten B, C, I, ... schneidet.

Wir wollen nun zuerst die Kraft P betrachten und im Punkte 4 zwei
gleiche entgegengesetzte Kriifte P und — P anbringen, die der ersteren
Kraft gleich nnd parallel sind, und man erhdlt dann statt der einfachen
Kraft P in B eine gleiche und parallele Kraft in 4, und ein an AB
wirkendes Paar (P, — P), dessen Moment P. AB ist. Ebenso substituiere
man statt der Kraft P’ in C eine gleiche, parallele und gleich gerichtete
Kraft in 4, und ein Paar (P', — P'), das an AC wirkt, und dessen Moment
P, AC ist. FEbenso fir P etc.

Versetzt man der grosseren Deutlichkeit wegen alle Paare in dieselbe
Ebene, so bleiben im Punkte A nur die Kriifte P, P, P ..., die den
urspriinglich gegebenen in B, C, D ., . wirkenden Kriiften gleich und parallel
sind und denselben Sinn haben,

Fir den Zustand des Gleichgewichts muss nun 1) die Resultante
aller der in 4 angebrachten Krifte in sich Null sein. Da aber alle diese
Krifte in derselben Richtung wirken, so ist ihre Resultante gleich ihrer
Summe, und deshalb hat man

P+P +P'+...=0

als erste Bedingung des Gleichgewichts. (Ueber die Bedeutung des Wortes
Summe, hier und im Folgenden, sehe man die Bemerkung (79) nach).

2) Muss auch das aus allen Momenten der Paare resultierende Moment
in sich Null sein. Dies resultierende Moment ist nun gleich der Summe
aller zusammenzusetzenden Momente, weil alle Paare in derselben Ebene
liegen, Bezeichnet man der Kiirze wegen mit p', p'', p''' . .. die respektiven
Hebelarme AB, AC, AD ..., so hat man als zweite Bedingung fiir den
Gleichgewichtszustand

Pp+P'p'+P”p”+---=0.

Bemerkung.

%9. Betrachtet man in der ersten Gleichung die Kriifte, welche nach
einem Sinne wirken, als positiv, so hat man offenbar die nach dem entgegen-
gesetzten Sinne wirkenden als negativ anzusehen. Wir wollen nun in
Zukunft diejenizen Krifte als positiv ansehen, welche wie P’ aufwirts
von der Geraden AD wirken, nnd folglich als negativ die nach unterhalb
von dieser Geraden wirkenden Krifte, wie P, P''. Auf diese Weise ldsst
sich dann mit Recht sagen, dass die Summe der Kriifte fiir den Gleich-
gewichtszustand Null sein muss.

Poinsot, Statik. +
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Was die Zeichen der Momente Pp, P'p',..... in der zweiten Glei-
chung betrifft, so hat man zweierlei zu beachten, 1) das Zeichen der Kraft,
und 2) das Zeichen des Hebelarmes.

Nimmt man an, die Kraft P #ndere ihr Zeichen, bleibe aber auf
derselben Seite von A, so wird offenbar das in Riicksicht auf den Punkt
A entstehende neue Paar den entgegengesetzten Sinn wie das vorige Paar
haben. Es #ndert also das Moment Pp sein Zeichen, wenn die Kraft P
ihr Zeichen #ndert.

Behielte aber die Kraft P ihr Zeichen, wirkte aber auf der anderen
Seite von 4 im Punkte B', so ist das in Riicksicht auf den Punkt A
daraus hervorgehende neue Paar offenbar von entgegengesetztem Sinne mit
dem ersten, und das Moment Fp #ndert also sein Zeichen, wenn der
Hebelarm p es #ndert.

Nimmt man die auf der einen Seite von A, z. B. auf der rechten,
liegenden Hebelarme, z. B. 4B, als die positiven an, so sind die Hebelarme
auf der linken Seite von 4, z. B. AB’, in Bezug auf den Punkt 4 negativ,
man kann also stets behaupten, dass die Summe der Momente fiir den
Gleichgewichtszustand Null sein muss, wenn man nur den Kriften und
Hebelarmen die passenden Zeichen giebt.

Folgerung.
80. Wir wollen nun annehmen, die Kriifte I, P, P ..., seien nicht
im Gleichgewicht, hitten jedoch eine einzige Resultante R, und eine einzige
Kraft — R sei im Stande ihnen das Gleichgewicht zu halten. Die beiden

vorigen Gleichungen miissen dann auch gelten, wenn man in sie die Kraft
— R einfibrt. Man hat dann also zuerst

PP+ Pls —R=0
oder
R= PP 4 P

d. h. die Resultante ist gleich der Summe aller Componenten: ein Satg,
den wir schon kennen gelernt haben.

Nimmt man zweitens » als die Entfernung vom Punkte A4 an, so
hat man:

Pp L ])lj)l %-P”j)” B p— R). - 0
oder
B7' — 1)1) -+ I)Il)! _{_ I)vrl)lr

d. h. das Produkt der Resultante in ihre Entfernung r von irgend einem
in der Ebene der Kriifte angenommenen Punkte A ist gleich der Summe
aller dhmlichen Produkte aus den Componenten in ihre respektiven Ent-
fernungen von demselben Punkte.
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Dividiert man die letzte Gleichung durch R und setzt dann statt
dieser Grosse den Wert P+ P' + P'" --.... ein, so erhilt man

r____P]]‘P‘-P'_p'—FP”p”—'F -
T PLP P

Dadurch also ergiebt sich der Wert der Entfernung der Resultante
vom Punkte 4 und folglich auch ihre Lage, weil sie, wie man weiss, den
Componenten parallel sein muss.

Bemerkung.

81. Die Produkte Pp, P'p', P'"p''.... sind das, was man gewohnlich
Momente der Kriifte nemnt. Man verbindet jedoch hier mit dem Worte
Moment keine andere Idee als die eines einfachen, aus zwei Zahlen
hervorgehenden Produktes, deren eine die Kraft, die andere ihre Entfernung
von einem Punkte ausdriickt, wihrend wir unter Moment das Mass einer
besonderen Kraft, d. h. die Energie des Paares verstehen, welches aus der
Kraft entsteht, wenn man diese parallel zn sich selbst in den betrachteten
Punkt transponiert. Da aber hier, wie in den meisten Werken iiber Statik,
das Moment eine wirkliche Zahlengrosse darstellt, so haben wir trotz der
Verschiedenheit der ldee, welche wir damit verbinden, das Wort Moment,
das einmal durch den Gebrauch geleiligt ist, beibehalten, um so mehr, da
dieses Wort unsere Idee besser ausdriickt als die gewdhnliche. In dem
lateinischen Worte momentum, aus dem das Wort Moment abgeleitet ist,
liegt der Begriff des Gewichts oder der Kraft, oder gemauer der
Begriff vom Vermigen einer Kraft im Verhiltnis zu ihrer
Grosse und zum Hebelarm, an welchem sie wirkt.

Da wir iibrigens nur von dem einfachen numerischen Produkt einer
Kraft in ihre Entfernung von einem Punkte, einer senkrechten Axe oder
einer zu der Richtung der Kraft parallelen Ebene sprechen werden, so
wollen wir dann auch von dem Moment einer Kraft in Bezug aunf einen
Punkt, eine Axe oder eine Parallelebene reden, wodurch keine Zweideutigkeit
im Ausdruck entstehen kann, weil man sich unter diesem Produkt das
Moment des Paares denken kann, welches durch die zu sich selbst parallele
Transposition der Kraft in den Punkt, die Axe oder Parallelebene entstehen
wiirde, welche man betrachtet.

Dann kann man die Gleichung

Ry = Pp -+ Pp'+ Pp”

folgendermassen in Worten ausdriicken :
Die Summe der Momente beliebig vieler Parallelkrifte in
Bezug aufirgend einen Punkt ihrer Ebene ist gleich dem Momente
4%
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ihrer Resultante in Bezug auf denselben Punkt. Damit hat man
den bekannten Lehrsatz tiber die Momente von Parallelkriften, die in
derselben Ebene liegen.

II.

Vom Gleichgewicht paralleler Krifte, die auf verschiedene
Punkte eines Korpers im Raume wirken.

82. Es seten P, P, P'"... (Fig. 31) die verschiedenen Parallel-
krifte. Man ziehe nach Belieben zwei Ebenen ZAY und ZAX parallel
zu den Richtungen der Krifte, welche sich in 4Z schneiden und der
grosseren Einfachheit wegen einen rechten Winkel mit einander bilden
sollen, Betrachtet man nun zuerst die Kraft P in B, so fille man ein
Lot BH auf die Durchschnittslinie 47 der beiden Ebenen und bringe in
H zwei gleiche Krifte P, — P an, welche der ersteren Kraft gleich und
parallel sind. Statt der in B wirkenden Kraft P hat man dann eine
gleiche, parallele Kraft von demselben Sinne in H, und ein Paar (P, — P)
an BH.

Macht man dieselbe Transformation bei den anderen Kréften P', P, ..
und denkt man sich der grisseren Deutlichkeit wegen jedes Paar in seiner
Ebene transponiert, so hat man in der Axe 4Z nur die Krifte P, P,
P, ..., welche respektive den urspriinglichen Kriften gleich und parallel
sind und mit ihnen denselben Sinn haben.

Die erste Bedingung fur den Zustand des Gleichgewichts ist nun,
dass die Resultante aller Krifte in sich Null sei; da hier die Kriifte alle
in einer einzigen Geraden wirken, so ist die Resultante gleich der Summe
der Krifte, und man hat also:

P+P +P'+4...=0.

Nach der zweiten Bedingung fiir den Gleichgewichtszustand muss das
aus allen Momenten der Paare resultierende Moment ebenfalls Null sein.
Man erhiilt aber dieses Moment hier nicht sogleich, indem man die zu-
sammenzusetzenden Momente einfach addiert, denn die Paare liegen weder
in derselben Ebene, noch in Parallelebenen.

Um dasselbe zu finden, betrachte man zuerst das Paar (P, — P),
welches in seiner urspriinglichen Lage an BH wirken mag. Man fiille
vom Punkte B zwei Lote BG und BJ auf die beiden Ebenen Z4Y und
ZAX und vervollstindige das Parallelogramm BGHJ; dann zerlege man
das Paar (P, — P) an der Diagonale BH dieses Parallelogramms in
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zwel andere, die aus gleichen Kriiften bestehen, aber respektive an den
Seiten H.J und GH des Parallelogramms wirken (58). Nemnnt man nun
x und y diese Linien HJ und GH, oder die ihnen gleichen BG und BJ,
so ist das gegebene Moment P. BH in zwei andere P. z und P. y zerlegt,
die respektive in den Ebenen ZAX und ZAY liegen.

Nennt man ebenso ' und y' die beiden Lote vom Angriffspunkt der
Kraft P’ auf die beiden Ebenen, so zerlegt sich das Moment des Paares
(P',— P') in diesen beiden Ebenen in zwei Momente P’'x’ und P y'.
Dasselbe gilt fur die anderen Paare.

Alle in der Ebene ZAX liegenden Momente setzen sich nun zu einem
einzigen L zusammen, welches gleich der Summe

PI+ Plxl _+_ Pl!xll+ e

ist; ebenso setzen sich alle in der Ebene ZAY liegenden Momente zu
einem einzigen M zusammen, welches gleich der Summe

Py—}—P’y'—J"—P,'?]”—F .

ist, Diese beiden resultierenden Momente L und J/ setzen sich endlich zu
einem einzigen Totalmomente G zusammen. Fiir den Gleichgewichtszustand
muss also G == 0 sein. Da aber die beiden Momente L und M in zwel
sich schneidenden Ebenen liegen, so kann ihr resultierendes Moment nicht
Null sein, wenn nicht L und M, jedes fiir sich, Null sind (62). Die zweite
allgemeine Bedingung des Gleichgewichts G — 0 erfordert also die beiden
Gleichongen I, == 0 und M = 0, d. L.

Pr4+ P2’ = P'2" +—...—0
Py+ Py =Py + ... = 0.

Fir das Gleichgewicht einer Gruppe von Parallelkriften
bestehen also die drei Bedingungen: die Summe aller Krifte
muss Null sein, und die Summe ihrer Momente in Bezug auf
zwei Ebenen, die sich in einer zur Richtung dieser Krifte pa-
rallelen Geraden schneiden, muss fiir jede dieser Ebenen Null sein.

Bemerkung,

83. In den vorhergehenden Gleichungen sind diejenigen Kriifte als
positiv anzumsehen, welche von unten nach oben, negativ also die, welche
von oben nach unten wirken.

Was die Zeichen der Momente betrifft, so ist klar, dass sie sich
dndern, wenn sich die Zeichen der Kriifte iindern. Andererseits siebt man
aber anch, dass wenn eine Kraft, z. B. P, ohne ihr Zeichen zu #ndern,
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in B' auf der anderen Seite der Ebene ZAX wirkt, sie ein Paar erzeugen
wird, das den entgegengesetzten Sinn wie das erstere annimmt. Das
Moment indert folglich auch bloss dadurch sein Zeichen, dass der Hebel-
arm dasselbe dndert. Betrachtet man also in Bezug auf eine Ebene die-
jenigen Hebelarme als positiv, welche auf die eine Seite der Ebene fallen,
so sind die auf die andere Seite der Ebene fallenden Hebelarme als negativ
anzusehen, und man kann stets sagen, dass die Summe der Momente Null
sein muss, wenn man nur den Kriften und Hebelarmen die gehirigen
Zeichen giebt.

Folgerung I.

84, Nimmt man an, dass die Kriifte P, ', P'". ... nicht im Gleich-
gewicht wiren, sondern eine einzige Resultante R hiitten, so ist -— R eine
Kraft, die im Stande ist, ihnen das Gleichgewicht zu halten. Die drei
vorigen Gleichungen gelten daher auch, wenn man darin die Kraft — R
einfiihrt. Man hat also zuerst

=P+ P'4P"+...

woraus man den Wert der Resultante erhiilt.
Nennt man ferner p und ¢ die respektiven Entfernungen dieser Resultante
von den beiden Ebenen ZAY und ZAX, so hat man:

Rp = Px+ P'x' + P’ + ...
Rq:Py+P'?'+P”]/"+"'

und setzt man fir B seinen Wert, so folgt

.PI+P'1"+P”.I'” IR

]): P+P!+1)'r+
. P}/*P'l/'—kP"?/"—i— .
1="pPyp Py

wodurch die Entfernung der Resultante von den beiden Ebenen und mithin
ihre Lage im Raume gegeben ist; denn legt man durch die beiden gefundenen
Entfernungen zwei Ebenen, die den ersteren respektive parallel sind, so
muss die Richtung der Resultante in beide Ebenen zugleich, folglich in den
gemeinschaftlichen Durchschnitt beider Ebenen fallen.

85. Die vorhergehenden Gleichungen geben also zwei Sitze, die man
dem gewdhnlichen Gebrauche gemiss folgendermassen aussprechen kann:

Die Summe der Momente von beliebig vielen Parallelkritften
in Bezug auf irgend eine zu ihrenm Richtungen parallele Ebene
ist gleich dem Momente ihrer Resultante.
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Die Entfernung der Resultante von dieser Ebene ist gleich
der Summe der Momente der Krifte, dividiert durch die Summe
aller Krifte.

Folgerung II.
Vom Mittelpunkt der Parallelkrifte.

86. Da der Mittelpunkt von Parallelkréiften in der Richtung der
Resultante liegt, so ist offenbar die Entfernung des Mittelpunktes von irgend
einer zu den Kriften parallelen Ebene mit der Entfernung der Resultante
von dieser Ebene gleich, also gleich der Swmme der Momente in Bezug
auf die Ebene, dividiert durch die Summe aller Krifte.

Will man die Entfernung des Mittelpunktes von einer beliebigen Ebene
wissen, so lasse man die Kriifte, mit Beibehaltung ihrer Grisse, ihrer
Parallelitiit und ihrer Angriffspunkte sich alle parallel zu dieser neuen
Ebene drehen, und man hat dann als zweite Entfernung die Summe der
neuen Momente dividiert durch die Summe aller Kriifte.

Verfihrt man ebenso fiir eine dritte Ebene und legt dann durch die
drei gefundenen Entfernungen drei Ebenen respektive parallel zu den drei
anfiinglichen Ebenen, so muss der Mittelpunkt der Krifte in den drei
Ebenen zugleich, also in ihrem Durchschnittspunkte liegen.

87. Sind alle Krifte gleich und von demselben Sinne, so geht der
Ausdruck fiir die Entfernung des Mittelpunktes von irgend einer Ebene néimlich

PJ,' 1;‘ _ﬁ’@'vﬁ‘ip”x” _*_ .“: .
*P*%*P’*%’P”—'r""

ither in den Ausdruck:

Pr--Pd —Ps" .- x-a x4

PP P ... n

wo n die Anzahl der Parallelkriifte ist.

Hier ist also die Entfernung des Mittelpunktes von der Ebene gleich
der Summe der Entfernungen aller Angriffspunkte, durch ihre Anzahl
dividiert, oder wie man auch sagen kann, gleich der mittleren Entfernung
aller Angriffspunkte. Wenn also alle Kriifte gleich sind, so hingt die
Lage des Mittelpunktes der Krifte nur von der Figur ab, welche die An-
eriffspunkte untereinander bilden.
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IIT.

Vom Gleichgewichte der in derselben Ebene nach beliebigen
Richtungen wirkenden Krifte.

88. s seien P', P, P" ... (Fig. 82) die auf irgend eine Weise in
derselben Ebene liegenden Krifte. Von einem beliebigen Punkte A in
dieser Ebene falle man auf ihre respektiven Richtungen die Lote AB, AC,
AD ..., welche diese Richtungen in B, C, D ... schneiden. Diese Lote
mogen p', p", p'"' ... heissen,

Offenbar kann die Kraft P’ in eine andere Kraft, welche ibr gleich und
parallel ist, denselben Sinn hat und in A4 wirkt, und in ein Paar, dessen
Moment P'.AB = P'p' ist, zerlegt werden. Ebenso lisst sich die Kraft
P" zerlegen in eine gleiche, parallele, in A wirkende Kraft von demselben
Sinne, und in ein Paar, dessen Moment P". AC == P"p" sein wird. Dasselbe
gilt fiir alle ibrigen Krifte P, .. ...

Fiir den Gleichgewichtszustand muss nun die Resultante aller in A4
wirkenden Krifte selbst Null, und das resultierende Moment aller Momente
Py, P"', P"'p" ... gleichfalls in sich Null sein.

Der letzten Bedingung lisst sich leicht geniigen, denn weil alle Paare
in derselben Ebene liegen, so ist das resultierende Paar gleich der Summe

aller zusammenzusetzenden Paare; man hat also:
ot n_n et
Py + Py - P"p" + - = 0.

Um die zweite Bedingung auszudriicken, denke man sich jede der in
A wirkenden Krifte P/, P, P"... in zwel andere Krifte zerlegt nach
zwei beliegen Geraden AX und AY, die sich in A in der Ebene der Krifte
schneiden, Nennt man X' und Y' die beiden Componenten von P’ nach
den respektiven Axen AX und AY, desgleichen analog X', Y fiir r", X"
und Y fir P" etc, so setzen sich alle Krifte X', X", X"..., die in
derselben Geraden AX liegen, in eine einzige Kraft

X=X4X"+X"+...
zusammen, ebenso alle Krifte Y', Y, Y .., in eine einzige Kraft
Y:Y'+Y”+X"'+--~

Diese beiden partiellen Resultanten geben dann eine einzige R, welche
die allgemeine Resultante ist. Fiir den Zustand des Gleichgewichts muss
folglich R = O sein. Die beiden Krifte X und Y wirken aber nach zwel
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sich schneidenden geraden Linien, ihre Resultante kann also nicht Null
sein, wenn nicht jede von ihnen selbst Null ist (87). Die Bedingung
R =0 schliesst also die beiden X=0 und ¥ =0 in sich. Man hat also:

X’+X”+X"'+"':0
Y’+Y”+Y”’+"'=O.

Da die in 4 wirkenden Krifte P, P'", P'".... den urspriinglichen,
in der Ebene wirkenden Kriften villig gleich und parallel sind, so sind die
Componenten X', Y'; X", Y"; X', Y''" ... ihrer Grisse nach vollig
dieselben, als ob man die wurspriinglichen Krifte P, P, P'''.... jede
an ihrem Orte zerlegt hitte. Die Bedingungen des Gleichgewichts fiir be-
liehig viele, in derselben Ebene liegende Krifte lassen sich also folgender-
massen aussprechen:

1) Die Summe der parallel zu zwei sich in der Ebene
schneidende Axen zerlegten Krifte muss in Bezug auf jede
der Axen Null sein,

2) Die Summe der Momente der Krifte in Bezug auf irgend
einen Punkt der Ebene muss Null sein.

89. TFindet man, dass die letzte Bedingung in Bezug auf irgend
einen bekannten Punkt stattfindet, und sind die zwel anderen Bedingungen
gleichfalls in Bezug anf zwei bekannte Axen, die man immer als durch
jenen Punkt gehend annehmen kann, erfiillt, so ist Gleichgewicht vor-
handen, wund weil Gleichgewicht vorhanden ist, finden dieselben Be-
dingnngen fiir alle Punkte und alle miglichen Axen statt, die man in
der Ebene der Kriifte annehmen will.

Folgerung.

90. Sind die Krifte P, P, P .... nicht im Gleichgewicht,
sondern lassen sie sich auf eine einzige R reducieren, so dass — R eine
Kraft ist, die alle im Gleichgewicht hiilt, so erhilt man die Gleichung
der Momente wenn man die Kraft — R darin einfiihrt. Bezeichnet man
also mit r die Entfernung dieser Kraft von dem Punkte 4 so erhiilt man
die Gleichung

—~RT+P'])’+P"])"-}—P"’_Z)"'+'-- — 0
oder
Ry — Prpv -+ P”])” +P!V!plll 4+

d. h. das Moment der Resultante in Bezug auf irgend einen
Punkt in der Ebene der Krifte ist gleich der Summe der Mo-
mente der Componenten in Bezug auf denselben Punkt. Dies ist
der bekannte Lehrsatz von den Momenten,
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Fallt der Punkt, in Bezug auf den man die Momente nimmt, und
den man gewshnlich Mittelpunkt der Momente nennt, in die Richtung
der Resultante R, so ist die Entfernung r gleich Null, mithin auch das
Moment Ry = 0. Man hat also:

O — .P’_p, _!_ _P”p” + P!NpIH + .

In Bezug auf irgend einen Punkt in der Richtung der Re-
sultante ist daher immer die Summe der Momente von beliebig
vielen, in derselben Ebene liegenden Kriften gleich Null.

Bemerkung.

91. In der zweiten Bedingungsgleichung fiir das Gleichgewicht
P’]}"‘}—P”J}” ‘E—' P”/])”I —{" e — 0

miissen die Momente der nach einem Sinne wirkenden Paare von den Mo-
menten der nach dem entgegengesetzten Sinne wirkenden Paare wolil
unterschieden werden und entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. Der
grisseren Kiirze und Dentlichkeit halber wollen wir jedoch dieser Gleichung
noch eine andere Form geben.

Einfachere Weise, die vorhergehenden Bedingungen darzustellen.

92. Es seien B, B", B'.... (Fig. 83) die Punkte, an denen
unmittelbar die Krifte P', P, P"'.... in der Ebene angebracht sind,
' und y' seien die Coordinaten AG’ und G'B’ des Punktes B’ in Be-
zug auf zwel beliebige Axen AX, AY; ' und y" seien die beiden ana-
logen Coordinaten des Punktes B'' etc. Es seien zuerst alle Krifte
P, P, P, ... parallel zu den beiden Axen 4X und AY zerlegt, und
man bezeichne die beiden Componenten von P’ mit X' und Y’, von P"
mit X' und Y etc. wie oben, und betrachte jetzt statt der gegebenen

Krifte P', P'", P'".... die beiden Gruppen X', X", X'’ .... und
Yv, YH, Y!n o
Werden nun zuerst die Parallelkrafte X', X', X*'.... parallel

zu sich selbst in die Axe AX transponiert, so geben sie eine Resultante,
welche gleich ihrer Summe ist; werden ebenso die Parallelkrifte ¥', Y,
Y'.... parallel zu sich selbst in die Axe AY transponiert, so geben
sie ebenfalls eine Resultante, die gleich ihrer Summe ist.

Diese beiden partiellen Resultanten setzen sich zu einer einzigen Re-
sultante in 4 zusammen, und nach der ersten allgemeinen Bedingung fiir
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das Gleichgewicht, wonach diese Resultante Null sein mmuss, erhilt man
wie oben die beiden Gleichungen:

X’—!—X”—f—X”’—{—"':O
Y'+Y"+Y”'—;L"‘:0.

Darauf muss nun noch aunsgedriickt werden, dass die Summe der Mo-
mente der von allen Kriften in Bezug auf den Punkt A4 gebildeten
Kriiftepaare Null sei. Beachtet man, dass die Axe 4X mit den Rich-
tungen der Krifte Y', Y’ .... Winkel bildet, die unter sich und auch
den Winkeln gleich sind, welche die Axe AY mit den Richtungen der
Krifte X', X" . ... bildet, so sieht man sofort, dass die Produkte X'y’
Ay oo Y, YUra ..., als das relative Mass der verschiedenen
Paare angesehen und fiir die Momente gesetzt werden konnen. Weil also
die Summe der Momente Null sein muss, hat man die Gleichung

‘X'.’/' - xY”y” e }"x' L Y”:L‘” G =0,
Diese Gleichung tritt an die Stelle der vorher (91) aufgestellten
l)lpl - P”[)” + P”’pm = 0

enthiilt aber statt der aus dem Punkte 4 auf die respektiven Richtungen
der Kriifte zu fillenden Lote p', p''*, p'''...., die Coordinaten der unmittel-
baren Angriffspunkte der Kriifte in der Ebene. Ueberdies hat sie den
Vorzug, dass die Glieder X'y', X"y .... Y'x', Y"z'.... von selbst die
gehirigen Zeichen annehmen, welche dem respektiven Sinne der Paare,
deren Momente sie darstellen, zukommen, wenn man nur den Kriften
und Coordinaten die richtigen Zeichen geben will.

Man kann, wie dies in der Geometrie geschieht, die auf der rechten
Seite des Anfangspunktes liegenden Abscissen x', x''.... als positiv, mithin
die auf der linken Seite liegenden als negativ, ferner die iiber der Abscissen-
axe liegenden Ordinaten, y', ¥"..... als positiv und also die unter der
Abscissenaxe liegenden als negativ annehmen.

Was die Krifte betrifft, so muss man offenbar in jeder Gruppe
denjenigen Kriften entgegengesetzte Zeichen geben, welche einen entgegen-
gesetzten Sinn haben:

Betrachtet man in der ersten Gruppe eine Kraft, z. B. X', welche
nach der rechten Seite der Axe AY hin wirkt, und in der zweiten eine
Kraft, z. B. Y, welche nach der unteren Seite der Axe AX wirkt: so geben
diese beiden Krifte offenbar in Bezug auf den Punkt 4 Paare von gleichem
Sinne, wenn die Coordinaten AH'* und AG' oder y'' und x' gleiche
Zeichen haben. Die Krifte der ersten Gruppe, welche nach der rechten
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Seite der Ordinatenaxe hinwirken, miissen folglich mit den Kriiften der
zweiten Gruppe, welche nach der unteren Seite der Abscissenaxe wirken,
gleiche Zeichen haben. Gelten also die ersten als positiv, so miissen auch die
zweiten als positiv gelten. Auf diese Weise nehmen dann alle Momente,
die in der vorhergehenden Gleichung mit denselben Zeichen geschrieben sind,
ihre Zeichen nach dem respektiven Sinne der Paare an.

93, Betrachtet man in der ersten Gruppe X', X", X'"'.... die
Krifte, welche nach rechts hin von der Ordinatenaxe wirken, oder die
Abscissen von ihren Angriffspunkten aus zu vergréssern streben, als positiv,
und sollen anch der Symmetrie wegen in der zweiten Gruppe Y, Y, Y ..
diejenigen Krifte, welche aufwirts von der Abscissenaxe wirken, oder die
Ordinaten von ihren Angriffspunkten aus zu vergrissern streben, als positiv
angesehen werden: so muss man allen sich auf diese Gruppe beziehenden
Momenten das entgegengesetzte Zeichen geben. Die vorhergehende Glei-
chung nimmt dann die Form an:

X!y! +X”y” _f‘ XH!?/N! + e — Y'(L" — I"’.’[” . )'INJ,’H [ ().

Wir werden in der Folge diese Gleichung der vorigen vorziehen;
dabel sind in beiden Gruppen diejenigen Kriifte als positiv anzusehen,
welche die Coordinaten von ihren Angriffspunkten aus zu vergrissern, und
diejenigen als negativ, welche eben diese Coordinaten zu verkleinern streben.

Folgerung I.

94. Stehen die Axen AX und 4Y (Fig. 34) senkrecht auf einander,
so werden die Abscissen und Ordinaten selbst die Hebelarme der Paare
und die Momente X'y', X'y .... Y'x', Y''x'" das absolute Mass ihrer
Energien.

Ist o' der Winkel, welchen die Richtung der Kraft P’ mit der Abscis-
senaxe macht, so ist die zu dieser Axe parallele Componente X' == P'.cos '
Ebenso ist fiir die andere Componente Y’ == P’.sin a'.

Ist a' der Winkel, welchen die Richtung der Kraft P’ mit der
Abscissenaxe macht, so ist X' = P'cosa'; Y'' = P"sina’, und ebenso
fir alle anderen Krifte. Die obigen Gleichungen gehen also iiber in:

Pleosa’ +P'cosa’ +~P"cosa + -, =0
P'sind +~P'"sina” + P"sina” ... =0.
P' (4 cos &’ — o' sin &) + P" (y" cos &" — ' sin o'
-*_ P”' (?/Y” cos a”l - J"” Sil] a”') ‘AL- [ — ‘).

In diesen Gleichungen brancht man nicht die Zeichen der Kriifte,
sondern mur die Zeichen der Abscissen und Ordinaten zu beriicksichtigen.
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Man betrachtet alle Kriifte P' P'* P''' . ... als durchaus positiv, und die Zeichen
der Sinus und Cosinus geben den Componenten F’cos @', P! cosa’,....,
P'sin a!, P" sin a'".... die entsprechenden Zeichen, wie man leicht sieht,
wenn man mit der Richtung einer Kraft, wie etwa P’ um ihren Angriffs-
punkt B’ herum eine volle Umdrehung machen will.

Bemerkung.

Dies ist dann die gewthnliche Form, in der man die Bedingungs-
gleichungen des Gleichgewichts fiir beliebig gerichtete, in derselben Ebene
liegende Kriifte aufstellt. Diese Gleichungen enthalten in ihrer einfachsten
Form die ersten Data der Aufgabe, nidmlich die Grisse der Krifte, die
Richtungen derselben mittelst ihrer Winkel, welche sie mit einer gegebenen
festen geraden Linie bilden, und ihre unmittelbaren Angriffspunkte mittelst
der rechtwinkligen Coordinaten dieser Punkte. Wir hitten sie zuerst anf-
stellen und selbst die anderen Gleichungen in Bezug auf schiefwinklige
Axen iibergehen konnen; weil man sie aber manchmal unter der Annahme
beweist, dass die beiden Gruppen von Kriften rechtwinklig zu einander
sind, so mochten wir es nicht unterlassen, zu zeigen, dass diese Glei-
chungen nur ein particulirer Fall von denjenigen sind, welche man in
Bezug auf beliebige schiefwinklige Coordinaten findet und dass die Recht-
winkligkeit der Krifte durchaus nicht ndtig ist. Wir werden auf diese
Bemerkung noch einmal zuriickkommen.

Folgerung II,

95. Wir wollen annehmen, dass die Krifte P’, P'', P'' .. .. nicht
im Gleichgewicht seien, sich aber auf eine einzige Resultante B re-
ducieren lassen.

Dann werden die drei Bedingungsgleichungen fiir den Gleichgewichts-
zustand gelten, wenn man die Kraft — R in sie einfiihrt.

Es mag also a der Winkel sein, welchen die Abscissenaxe mit der
Richtung der Kraft R bildet, und x und y mogen die Coordinaten irgend
eines Punktes dieser Richtung sein. Setzt man der Kiirze halber

Plcosa - P'cosa’ + P"eosa" ... =X
Psinad +P"sina” 2-P" sina" + ... =Y
P cosd —a'sina) 4 P’ (i cosa” — 2"\ sina”)
—:_ P” (:l/”’ cos a’” . w'” Sin a”') + R G,

so hat man erstens

X—Reosa =0, Y—Rsina =10
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woraus, weil (cos® & 4 sin? «) = 1 ist, folgt
R =)X?4 Y?

s o —= —————-— und $in O == ————=m—— -

VXZ+ Y‘i VX?'W" y?2

Dadurch hat man die Grisse der Resultante und den Winkel e, den
ihre Richtung mit der Abscissenaxe bildet.
Ferner hat man

G-—~R(yeosa— xsina)-=0
oder fiir R cosa und E sin o die Werte X und Y gesetzt
G—Xy+ Yo = 0,

Da man auf diese Weise nur eine einzige Gleichung zur Bestimmung
der beiden Coordinaten x und y erhilt, so kann man eine von ihnen ganz
beliebig annehmen, Setzt man z. B. 2 ==0, in welchem Fall man den
Schnittpunkt der Resultante mit der y-Axe erhiilt, so hat man

i
Y=

Setzt man y == 0, in welchem Fall man die Entfernung x des
Schnittpunktes der Resultante mit der xz-Axe erhiilt, so ist

Man hat damn alse alles, was man zur Bestimmung der Grisse und
Lage der Resultante fiir beliebig viele, in derselben Ebene liegende
Krifte nitig hat.

Dass man nur eine einzige Gleichung zur Bestimmung der Coordinaten
x und y des Angriffspunktes der Resultante findet, folgt daraus, dass die
Resultante in jedem Punkte ihrer Richtung angebracht werden kann, es
ist also unmdglich, dass die Rechnung einen dieser Punkte eher angiebt
als den anderen. Sie kann also nur ihren geometrischen Ort angeben, da
die Gleichung

G—Xy+Yr=0

eigentlich nur die Gleichung der Richtung der Resultante ist.
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Bemerkung.
96. Da in den drei bisher behandelten Aufgaben I, II, III alle
Kriifte stets auf eine einzige Kraft B und ein einziges Paar (S, —8)

reduciert wurden, so giebt es stets eine einzige Resultante, wenn nicht
etwa R Null ist. Denn die Kraft B und das Paar (S, —S) liegen
immer in derselben Ebene oder in Parallelebenen, lassen sich folglich noch
(71) immer in eine einzige Resultante vereinigen. Damit also Parallel-
krifte, oder in derselben Ebene liegende Kriifte, eine einzige Resultante
haben, braucht nur die Bedingung erfiillt za sein, dass die parallel zu
sich selbst in irgend einen Punkt transponierten Kr#fte eine Resultante
geben, die nicht in sich Null ist.

Ist diese Resultante Null, so sind alle Krifte des Systems aunf ein
Paar zuriickgefiihrt, dessen Ebene und Griosse man kennt, und dem man
nur dadurch das Gleichgewicht halten kann, dass man ein gleichwertiges
Paar von entgegengesetztem Sinne in derselben oder in einer beliebigen
Parallelebene anf das System anbringt.

Wir gehen pun zu dem allgemeinsten Falle iiber.

1v.

Bedingungen des Gleichgewichts fiir beliebig viele, beliebig
im Raume gerichtete Krifte.

97. Es seten P, P, P .... (Fig. 35) die verschiedenen Kriifte.
Durch einen beliebig im Raume gewihlten Punkt A4 ziehe man drei be-
liebige Axen AX, AY, AZ, die nicht in derselben Ebene liegen, und
zerlege jede Kraft in drei andere Krifte, die diesen Axen respektive pa-
rallel sind.

Es seien X', Y, Z' die drei Componenten von P'; X", Y, ZV
diejenigen von P und so analog fiir die iibrigen Krifte. Statt der auf

das System wirkenden Kriifte /7, P, P’ .... hat man nun drei Gruppen
von Parallelkriften: X', X", X' ... parallel zur Axe AX; Y', Y,
Y ... parallel zar Axe AY; Z', Z", Z" . ... parallel zur Axe 4Z.

Transponiert man jetzt alle Kriifte parallel zu sich selbst in den
Punkt 4, so vereinigen sich die der ersten Gruppe in der Axe AX zu
einer einzigen Kraft X, welche gleich der Summe aller Krifte dieser
Gruppe ist. Die der zweiten Gruppe vereinigen sich in der Axe AY zu
einer einzigen Kraft Y, welche gleich der Summe der Kuifte dieser
Gruppe ist, und ebenso die der dritten Gruppe in der Axe AZ in eine
Kraft Z, welche gleich der Summe aller Krifte dieser Gruppe ist. Diese
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drel partiellen Resultanten X, Y, Z geben nun eine einzige Resultante R,
die in 4 wirkt und durch die Diagonale des Parallelopipedons dargestellt
wird, welches aus den drei die Krifte der Grisse und Richtung nach dar-
stellenden Geraden gebildet wird.

Der ersten allgemeinen Bedingung des Gleichgewichts zufolge muss
nun diese Resultante in sich Null sein. Die drei Krifte X, Y, Z, deren
Wirkungs-Richtungen nicht in dieselbe Ebene fallen, kinnen nie zur Re-
sultante Null haben, wenn sie nicht selbst jede fiir sich Null sind (42).
Die Bedingung R = 0 macht also die drei Gleichungen X = 0; Y = 0;
Z = 0 notwendig; man hat also

X' 4+ X”—}~- AY”'~[— e =0
YV ooy Yo  —
ZI_+_ZN+ZWJr —

Sollen also beliebig viele Kriifte auf beliebice Weise an einem Kirper
oder Systeme von unveriinderlicher Form im Gleichgewicht sein, so hat
man zuerst die drel Bedingungen: Die Summe der parallel zu drei
beliebigen Axen Im Raume zerlegten Krifte muss Null sein in
Bezug auf jede dieser drei Axen.

Nach der zweiten Bedingung fiir den Zustand des Gleichgewichts
muss das aus allen durch die Kpifte in Bezng anf den Punkt A4 gebildeten
Paaren resultierende Paar in sich Null sein. Diese zweite Bedingung
wollen wir jetzt entwickeln.

Es sei B’ der Angriffspunkt der Kraft P’ mithin auch der Angriffs-
punkt der drei Componenten X', Y' Z’, und ', y', 2/ seien die drei
Coordinaten A4C, CH, HDB' dieses Punktes B' in Bezug auf die drei
Axen AX, AY, AZ. Ebenso selen '', y'', 2" die drei Coordinaten des
Angriffspunktes B’ der drei Componenten X', Y, Z'" von P'; und so
fir alle anderen Krifte,

Betrachtet man zuerst die Gruppe der Krifte Z', Z', Z''....,
so erzeugt die in B' angebrachte Kraft Z' ein Paar (Z', —Z'), das an
AB' wirkt, oder, wenn man sich die Kraft Z' im Punkte H, wo ilre
Richtung die Ebene YAX trifft, angebracht denkt, ein Paar (Z', — Z')
an der Diagonale AH des Parallelogramms ACHD wirkend, was von den
Seiten AC == z', und 4D = 3' gebildet wird. Dieses Paar kann nun in
zwel andere Paare von Kriften, die den ersteren gleich und parallel sind,
die aber in den Ebenen XAZ und Y.4Z an den respektiven Seiten AC
und AD oder x' und y' wirken, zerlegt werden (57).

Zerlegt man auf diese Weise alle die dureh die Gruppe Z/, Z",
Z"' . ... entstehenden Paare in die zwei zu diesen Gruppen parallelen
Ebenen, und auf #hnliche Weise auch alle die Paare, welche durch die
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beiden anderen Gruppen in Bezug auf analoge Ebenen entstehen, so hat
man offenbar dadurch alle Paare des Systems auf andere Paare zuriick-
gefithrt, welche in den drei Coordinatenebenen liegen,

In jeder Ebene reducieren sich nun die Paare auf ein resultierendes
Paar, das gleich ist ihrer Summe. Man erhdilt also drei partielle resul-
tierende Paare, die sich zu einem einzigen resultierenden Paare zusammen-
setzen, welches dann fiir den Gleichgewichtszustand Null sein muss. Da
aber diese drei resultierenden Paare in drel Ebenen liegen, welche eine
korperliche Ecke bilden, so kann das aus ihnen hervorgehende Paar nicht
anders Null sein, als wenn sie selbst jedes fiir sich Null sind (65). Fiir
jede der drei Coordinatenebenen muss folglich die Summe der Momente
der Paare in sich Null sein,

In der YAZ-Ebene liegen die Paare

z',\— 2", (2",— Z"), (2", — Z") . ...
die an den respektiven Linien
vy
angebracht sind. Ferner die Paare
. Y,—71), @"—3", ", —Y"...

die an den respektiven Linien
Z’, Z”’ ZYH-
angebracht sind.

Da die Axe 4Y mit den Richtungen der Krifte Z', Z', Z'"'....
Winkel bildet, die unter sich, und die auch den Winkeln gleich sind,
welche die Axe AZ mit den Richtungen der Krifte Y', Y'', Y'''....
einschliesst, so kann man die Produkte Z'y', Z'"y'" ... Y'2', Y"2" ...
als relatives Mass der in der Ebene YAZ liegenden Paare fiir deren Mo-
mente nehmen. Weil nun die Summe dieser Momente Null sein muss,
so hat man (93)

Y Y + Yy e — Z"I/' o Z”y" —_zm y”' — .. = 0.

Ebenso findet man fiir die beiden anderen Ebenen:

Z'.l" A}, Z”.L'” —r Z'”.l"” + e XYZY . 4‘TIYZU — ‘YYNZIH ____ —_ 0
XYZ/Y _,r X”‘l/" +X”"y"’ + e e — }'Yw' —_— }'Nwﬂ _— IVI”x”V e e e == 0 .

Poinsot, Statik. 5
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Ausser den bereits gefundenen drei Bedingungsgleichungen fiir den Zu-
stand des Gleichgewichts erhilt man hier noch drei andere, welche den
Satz geben: Die Summe der Produkte aus den der Ebene zweier
Axen parallelen Componenten in ihre auf die dritte Axe bezo-
genen Coordinaten muss fiir jede der drei Ebenen Null sein.

98. In den vorhergehenden Gleichungen bestimmt man die Zeichen
der Coordinaten, wie in der Geometrie, positiv in der Ecke X4YZ und
negativ in der entgegengesetzten Ecke.

In Bezug auf die Krifte sind in jeder Gruppe diejenigen als positiv
zn nehmen, welche die Coordinaten von ihren Angriffspunkten aus zu ver-
grossern, und diejenigen als negativ, welche sie zu verkleinern streben (93).

Bemerkung,

99. Findet man, dass die sechs vorhergehenden Gleichungen fiir
drei nicht in derselben Ebene liegende Axen gelten, so herrscht Gleich-
gewicht im Systeme, und damit gelten dann auch dieselben Gleichungen
fiir alle moglichen Axen.

Folgerung.

100. Wiren die drei Axen AX, AY, AZ rechtwinklig zu einander,
so sind die Coordinaten die Hebelarme der Paare, und die Produkte Z'y',
Y'a, X'2'.... die absoluten Ausdriicke ihrer Momente.

Nennt man «', ', ¥' die drei Winkel der Richtung der Kraft P’
mit den drei respektiven Axen 4AX, AY, AZ oder vielmehr mit drei zu
diesen Axen parallelen Geraden, so sind die drei Componenten von P (45)

X'=Pcosa, Y'=Pleosf, Z ==D cosv.

Sind anf gleiche Weise a”, B, y'*, &', B, ¥"'.... die analogen
Winkel fir P, P’ .... so findet man

XM == P11 eos o', Y = P cos BII’ 71— P cos YII.

die vorbergehenden Gleichungen werden dann

Preosa 4 P cosa’ - P cos ! -+ - - - =0
Preos B+ P eosB’+ Pricos B 4o - =0
Preosy + P eos B+ P cosy" 4+ - - =0
Pr(zeos ' — g cos ¥y 4+ P (2" cos §" — gy cosy')
P2 eos B — gy eos ) -0 =0
Pr(xcosy' — 2/ cosa’) + PV (a7 cosy”" — 2" cosa'’)
+ P cosy -2 eos @) 4+ - - =0

Py cosa’ — ' cos ) +- P (" cosa’’ — a’ cos )
-+ P (ylll cos o'’ — ' cos pu:) 4o = O
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Bemerkung.

101. TUnter dieser Form stellt man gewdhnlich die sechs Bedingungs-
gleichungen des Gleichgewichts auf. Sie enthalten in eimer ganz einfachen
Weise die Griosse der Krifte 7, P", P"...., ihre Angriffspunkte ver-
mittelst ihrer rechtwinkligen, auf drei Axen bezogenen Coordinaten, und
ihre Richtungen durch die Cosinus der Winkel, welche sie mit den Axen
einschliessen.

Da man gewohnt ist, den rechtwinklig wirkenden Kriften eine ge-
wisse Unabhiingigkeit der Wirkungen zuzuschreiben, die ihnen gleich-
wohl nicht mehr zukommt, als den unter einem heliebigen Winkel wir-
kenden Kriiften, falls dieser nur nicht gleich Null ist, so diirfen wir wohl
bemerken, dass die Gleichungen des Gleichgewichts in Bezug auf recht-
winklige Axen nur eine einfache Folge der Gleichungen fiir beliebige
schiefwinklige Axen sind, und dass folglich das Princip der Unabhingig-
keit zwischen den Wirkungen der rechtwinkligen Kriifte ganz und gar
nicht in den Beweis hineingezogen werden darf.

Uebrigens bemerken wir auch, dass man aus diesem wenig bestimmten
Principe durch eine ganz einfache Ueberlegung in einen sehr grossen Irr-
tum geraten konnte. Betrachtet man z. B. zwei Gruppen rechtwinkliger
Kriifte, die in derselben Ebene liegen, und nimmt man an, dass die Wir-
kungen dieser beiden Gruppen von einander unabhingig sind, so lisst sich
daraus schliessen, dass, wenn das System im Gleichgewicht ist, jede
Gruppe fiir sich im Gleichgewichte sein muss, was doch nicht der Fall ist.

Dasselbe gilt fiir drei im Raume rechtwinklige Gruppen von Kriften,
die ein System im Gleichgewicht halten konnen, ohne dass deshalb jede
Gruppe oder auch nur eine einzige von ihnen fiir sich im Gleich-
gewicht wire.

In diesen beiden Fillen miisste man also von jenem Principe nur
einen beschrinkten Gebrauch machen und die Unabhingigkeit der Wirkungen
nur in Bezug auf die Translationsbewegungen, welche die Krifte dem
Systeme mitteilen kénnen, betrachten, oder man miisste es nur anwenden,
im Falle man zwei Gruppen hat, von denen die eine aus Kréften senk-
recht auf dieselbe Ebene, die andere aus beliebig in dieser Ebene liegenden
Kriften besteht, in welchem Falle allein die Unabhingigkeit der Wirkungen
auf eine absolute Weise stattfindet. Da indess die Unabhiingigkeit auch
stattfinden wiirde wenn die erste Gruppe mit der Ebene der zweiten einen
beliebigen Winkel, der nur nicht Null sein darf, bildet, so folgt, dass
sie nicht deshalb stattfindet, weil die Gruppen einen rechten Winkel,
sondern bloss, weil sie irgend einen Winkel mit einander bilden. In allen
Fillen fillt also die Ueberlegung, vermige deren man beweisen will, dass
das in Rede stehende Princip deshalb gelte, weil die Krifte einen rechten

5*
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Winkel mit einander bilden, in sich zusammen, weil es wirklich grund-
los ist.
Folgerung II,

102, Den drei letzten Gleichungen des Gleichgewichts Iisst sich
eine einfachere Form geben, wenn man statt der Coordinaten der An-
griffspunkte die kiirzesten Abstiinde der Richtungen der Krifte von drei
rechtwinkligen Coordinatenaxen einfiihrt.

In der That kann man in der ersten Gleichung fiir das Glied
P' (7 cosP —y cosy'), welches die Summe der Momente der beiden
Krifte P'cosf' und P'cosy’ in Bezug auf den Punkt angiebt, wo ihre
Ebene die. z-Axe schneidet, ein anderes Glied substituieren, welches das
Moment ihrer Resultante in Bezug auf denselben Punkt angiebt (90).

Da die beiden Krifte P'cos ' und I” cosy' rechtwinklig auf ein-
ander stehen, so hat man fiir das Quadrat ihrer Resultante

P2 cos? B - PP cos® ' oder P'2(cos® B + cox®y"),
oder, weil (cos®a’ -+ cos? 3’ -+ eos®y’) == 1 ist, anch
P21 —costa’) = P2yna.

Die Resultante ist also P'sin«’. Ist nun p’ die Entfernung dieser
Resultante von der x-Axe, so hat man als Moment der Resultante,
P'p'sine, welches dann fiir P'(2' cos B’ — y' cosy') substituiert werden
kann. Ebenso findet man P"p"sina”, P" p" sina™.... fir die fol-
genden Glieder dieser Gleichung, wenn man mit p”, p"' die respektiven
Entfernungen der analogen Resultanten von der ersteren in Bezug aunf die
x-Axe bezeichnet. Die erste jener drei letzten Gleichungen erhiilt also
die Form:

Py sin a -+ _Pllp/l sin o/’ - PIIII)III sin @’ L+ o= 0,

Offenbar sind p/, p', p''.... die kiirzesten Abstinde der Kriifte
P, P, P'" . ... voun der x-Axe; denn setzt man die Kraft P'sina’,
die in einer zu dieser Axe senkrechten Ebene liegt, mit der Kraft P’ cos «',
welche auf dieser Ebene senkrecht steht, zusammen, so erhilt man als
Resultante die Kraft P', welche im Raume liegt. Die Kraft P’ sin «'
ist also nur die Projection der Kraft P’ auf eine zmr x-Axe senkrechte
Ebene, folglich ist auch die kiirzeste Entfernung p' dieser Projection von
der x-Axe nichts anderes, als die kiirzeste Entfernung der Kraft 7”7 von
derselben Axe.

Bezeichnet man mit ¢/, ¢, ¢'" . ... und mit #, 7, ... die
kiirzesten Abstéinde der Krifte P, P, P'"_ ... von den respektiven
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Axen der y und 2z, so findet man fiir die beiden anderen Gleichungen
ebenso

P’{[’ sin B/ - Puqu sin p// £ Pu/qu/ sin BIH e = 0

Pryt sin Y/ -+ Progr Sil] Y” -+ Privprn SiIl Y”I 4= 0‘

103. Die Projection einer Kraft auf eine Ebene, multipliciert mit
threr Entfernung von einer auf dieser Ebene senkrechten Axe, nennt man
gewdhnlich das Moment der Kraft in Bezug anf diese Axe. Auf diese
Weise lassen sich die drei vorhergehenden Gleichungen so aussprechen:
Fiir den Gleichgewichtszustand muss die Summe der Momente

der Kriifte in Bezug auf jede der drei Axen Null sein.

Folgerung III.

104. Nimmt man in den sechs allgzemeinen Bedingungsgleichungen
fir das Gleichgewicht, die Krafte P, P, P .... alle als parallel,
oder alle als in derselben Ebene liegend u. s. w. an, und setzt man dann
statt der Coordinaten a', ¢, 2'.... und der Winkel o, f', ¥'.... die
diesen Annahmen entsprechenden Werte, so erhiilt man die vorher fir
diese besonderen Fille gefundenen Gleichungen wieder, und zleht dann
daraus auch dieselben Folgerungen.

105. Sollen z. B. die Richtungen der Krafte P, P, P'" ....
alle in demselben Punkte zunsammenlanfen, und soll dieser Punkt als An-
fangspunkt der Coordinaten angesehen werden, so sind die Cosinus der
Winkel «f, 3', ¥'.... den respektiven Coordinaten x', ', 2’'.... der An-
griffspunkte proportional, so dass

Xy —ceosal o8 B, X 12 == coRa i Cos Y, L.
oder :
y'cos o — &/ cos §' = 0
xeosy — z' cos ' = 0

Die dret letzteren Gleichungen des Gleichgewichts verschwinden auf
diese Weise von selbst, und man behdlt die drei ersteren, woraus dann
folet, dass es fiir das Gleichgewicht eines Systems von Kriiften,
deren Richtungen alle nach einem Punkte laufen, nétig und hin-
reichend ist, dass die Summe der nach drei Axen zerlegten
Krifte in Bezug auf jede dieser Axen Null sei; ein Satz, den man
iibrigens schon unmittelbar kennt.

Nimmt man an, dass die Krifte P’, P, P .... nur Paave bilden,
so findet jede Kraft P', die gegen die x-Axe unter einem gewissen Winkel o’
geneigt ist, in dem System eine gleiche Kraft, die aber um (180° +-a')
gegen die x-Axe geneigt ist; zu jedem Gliede P'cose' findet sich also
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in der ersten Gleichung ein gleiches entgegengesetztes Glied. Dasselbe
gilt von den beiden anderen Gleichungen. Die drei ersteren Gleichungen
verschwinden also, und es bleiben nur die drei letzteren, woraus folgt:
Zum Gleichgewicht von beliebig vielen auf einem Kirper wir-
kenden Paaren ist notig und hinreichend, dass die Summe der
senkrecht auf drei Axen zerlegten Paare in Bezug auf jede der
Axen Null sei; ein Satz, der iibrigens an sich ebenso einleuchtend ist,
wie der vorhergehende.
Folgerung IV.

Untersuchung der Resultante aller Krifte P/, P, P ...
wenn diese Kr#fte nicht im Gleichgewicht sind und sich aunf
eine einzige Resultante reducieren lassen,

106. Wir nehmen an, die Krifte P/, P», P _ ... wiren nicht
im Gleichgewicht, und eine Kraft — R sei fihig, wenn dies méglich ist,
ihnen das Gleichgewicht zu halten, R also sei ihre Resultante.

Die sechs vorher gefundenen Gleichungen miissen dann gelten, wenn
man — B in sie einfiibrt.

Es seien «, $, v die drei Winkel, welche die Richtung der Resul-
tante mit den drei Coordinatenaxen bildet. Setzt man noch der

Kiirze halber

Preosal + Pcosal - Priicos et 4+ oo o= X
Preosf -+ Peosfr + Prricos B+ .. =Y
Preosy’ + Peosy! -+ P cosy! 4+ - =Z

so erhilt man die drei Gleichungen

X—Rcosaa— 0
Y — Rcosf == 0
Z — Recosy == 0.

Daraus folgt, mit Beriicksichtigung von (cos®a + cos®f§ -+ cos® ¥) = 1
R==)X2 Y24 22

als Grosse der Resultante. Fiir die drei Winkel ihrer Richtung mit den
drei Axen ist

X
Cos & — —
VX2 + Y24 22
Y
COSY == ———— o
YA Y 22
7
Cos Y =

VX xiL 22
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Nennt man ferner die drei Coordinaten irgend eines Punktes der
Richtung der Resultante x, y, 2z und setzt:

Pr (2 cos B/ — y' cos Yr) - P (2" cos pu — y" cos Y )

Iy 7 (""" cos pm — ¢ cos Ym) 4o =1L
P (x’cosy' — z' ecos ') -+ P77 (x' cosy!! — 2’ cosa')

- P (1-/// cos YN! —_ 2! eos d’”) 4= M
Py cosa’ — x’ cos 3) 4 P (y" cosa’ — x'' cos )

. (y/u cos o/ — ' cos plrr) e = N7

so hat man

L—R(zcosf—ycosy) —0
M—R (reosB —zcoso) =0
N —R(ycosa— wcosff) = 0
oder besser
L—Yz-+2y—0
M—Zr-- Xz =—0
N— Xyt Ye— 0.

Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen zwei der Unbekannten w, ¥, 2,
so gelangt man zu der Gleichung

XL+ YM+ZN = 0,

welche keine unbekannte Grisse mehr enthilt und das Verhiiltnis angiebt,
das unter den partiellen Resultanten X, ¥, Z, und den drei partiellen
resultierenden Momenten L, M, N, stattfinden muss, damit die drei vorher-
gehenden Gleichungen zugleich bestehen kinmen, damit folglich alle Kriifte
des Systems eine einzige Resultante geben kinnen.

107, Findet diese Bedingungsgleichung statt, so treten die Werte

. . 0 .
der drei Coordinaten x, y, 2z unter der Form o auf; denn da die Resul-

tante in jedem beliebigen Punkte ihrer Richtung angebracht werden kann,
so kann die Rechnung einen dieser Punkte nicht mehr bestimmen als den
andern; sie kann deshalb nur ihren geometrischen Ort angeben, und die
drei vorhergehenden Gleichungen sind auch nichts anderes als die Gleichungen
der drei Projectionen der Resultante auf die Coordinatenebenen. Die eine
dieser Gleichungen muss also eine notwendige Folge der beiden anderen sein,
und man hat eigentlich nur zwei Gleichungen zwischen den drei unbestimmten

Grissen x, y, 2z, weshalb sie sich dann auch in der Form o zeigen miissen.
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108. Man wird daher eine dieser drei Grossen willkiirlich annehmen , und
daraus dann mit Hilfe der vorhergehenden Gleichungen die beiden anderen
bestimmen,

Setzt man z B. X =0, in welchem Falle also der Punkt gesucht
wird, in welchem die Richtung der Resultante die Verticalebene YAZ
trifft, so sind die beiden Coordinaten dieses Punktes

N — M
V=X fTx
Setzt man y = 0, so ist
—N L
ey O ATy
Setzt man z == o0, so hat man
M — L
v V=g

Betrachtet man also den Punkt, wo die Richtung der Resultante die
Ebene der beiden Axen schneidet, so findet man die respektiven Entfer-
nungen dieses Punktes von den beiden Axen, wenn man die respektiven
Summen der Momente der Kriifte, in Bezug auf diese Axen, durch die
Summe der Kriifte, nach der dritten Axe genommen, dividiert.

Man hat also nun, gem#ss dem was wir gesagt haben, alles, was zur
Bestimmung der Grosse der Resultante und ihrer Lage im Raume nitig
ist, wenn alle auf das System wirkenden Kurifte sich auf eine einzige
Resultante zuriickfithren lassen, und dies wird immer der Fall sein, wenn
die Bedingungsgleichung

XL+4+YM+ZN =0

erfilllt ist, vorausgesetzt, dass die drei Resultanten X, Y, Z nicht zugleich
Null sind, denn wéren diese drei Kriifte Null, dann lassen sich offenbar
die Krifte P,’ P, P'"'.... auf drei Paare reducieren, deren Grossen
durch L, M, N ausgedriickt werden, und diese Paare kinnen dann immer
nur wieder auf ein anderes Paar reduciert werden,

Auch die vorhergehenden Rechnungen hitten dies zeigen konnen, jedoch
auf eine weniger deutliche Weise; denn im Falle X, Y, Z Null sind,
ergaben die obigen Gleichungen, dass die Schnittpunkte der Resultante mit
den Coordinatenebenen in einer unendlich weiten Entfernung vom Angriffs-
punkte liegen,

Dieser Fall kann in der Geometrie nicht mehr betrachtet werden;
denn um sich eine Gerade vorzustellen, welche die drei Coordinatenebenen
im Unendlichen trifft, miisste man sich eine Gerade vorstellen, die zu allen
drei sich nur in einem Punkte schneidenden Ebenen zugleich parallel wiire,
was undenkbar ist. Es geht also daraus hervor, dass in diesem Falle die
Amnahme einer einzigen Resultante unstatthaft ist.
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Folgerung V.
Allgemeine Reduction der Krifte.

109. In jedem Falle aber lassen sich alle auf ein System wirkenden
Krifte auf eine einzige, durch den Angriffspunkt gehende Kraft und ein
Paar zuriickfithren, dessen Ebene und Grisse leicht zu bestimmen ist.
Diese Reduction lisst in keinem Falle eine Unklarheit iibrig.

Als Resultante der in den Anfangspunkt transponierten Krifte findet man

R=)X24+¥2y 22

Fiir die drei Winkel «, B, y, welche ihre Richtung mit den drei
Axen bildet, erhilt man

08 & &
S == ——
¢ R
v
cos == I
A
oSy — . -
cos Y 1

Stellen ferner L, M, N respektive die drei resultierenden Paare,
welche in den drei auf die Axen der x, y, z senkrechten Ebenen liegen,
dar und ist G das Moment des aus ihnen resultierenden Paares, so erhilt
man fiir ihre Grijsse den Ausdruck

G ==V12+ M2+ N2

und fiir die Winkel A, g, v, welche ein Lot anf die Ebene des Paares
oder die Axen des Paares mit den drei Axen x, y, 2 respektive einschliesst

cos A — L
M
S B _
LI
v
COSY == --—-
G
Folgerung VI.

110. 'Will man direct ausdriicken, dass die Krifte P, P, P''....
eine einzige Resultante haben, so miisste man nach dem im ersten Kapitel
(71) Gesagten darstellen, dass die Resultante R und das resultierende Paar
in Parallelebenen liegen, oder, was dasselbe ist, dass die Axe des Paares
senkrecht zur Richtung der Resultante sei.
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Sind nun o, B, ¢ die drei Winkel, welche die Richtung der Kraft R
mit den drei Axen der x, y, z bildet, und A, p, v die analogen Winkel,
welche die Axe des Paares mit denselben drei Axen bildet, so weiss man
aus der Geometrie (man sehe § 118), dass diese beiden Geraden im Raum
aufeinander senkrecht stehen, wenn folgender Gleichung geniigt wird:

cos o cos A cos§ cosp L cosy cosv =0,

Setzt man statt der cosinus ihre oben gefundenen Werte und multi-
pliciert dann die ganze Gleichung mit RG, so erhilt man

XL+ YM-—+-ZN =0

wie wir weiter oben gefunden hatten.
Dabei muss stets vorausgesetzt werden, dass die Kraft R nicht Null
ist, oder dass
VX2 Y2+ 22> 0

ist, eine Bedingung, welche nur erfordert, dass die drei Krifte X, Y, Z
nicht zu gleicher Zeit Null sind.

Diese Bedingung, welche uns die Rechnung bei der Untersuchung der
allgemeinen Resultante angab, ist also weiter nichts als der Ausdruck fiir
die Bedingung, welche wir direct im ersten Kapitel fanden, damit nimlich
die Krifte, die nicht im Gleichgewicht sind, sich zu einer einzigen Kraft
zusammensetzen kénnen.

Bemerkung.

111, Um auszudriicken, dass beliebige Krifte sich anf eine einzige
reducieren lassen, hatten wir die folgenden drei bestimmten Gleichungen
aufgestellt

XYz +)— Y (X2 +) — 0
Y (Zrat +) — Z (Yo' +) = 0 (A)
Z Xy +)—X(Z'y +) =0,

welche nicht, wie man sieht, die Gleichungen der Richtung der Resultante
sind (106), wo aber X, Y, Z dieselben Werte wie dort haben, und
wo der Kiirze wegen die Summe der Produkte (Y'z' + Y''2'' + ....) durch
(Y'2' +), die Summe der Produkte (X'z' + X'z’ +....) durch X'z’ 1)
etc., ausgedriickt ist,

Diese Gleichungen sind aber einmal nicht geniigend das andere Mal
zu zahlreich; sie konnen alle drei erfiillt sein, ohne dass man eine einzige
Resultante hat, und es kann eine einzige Resultante geben, ohne dass den
drei Gleichungen, und selbst nur einer von ihmen Geniige geschieht.

Es erhelit dieses schon aus der Vergleichung dieser Gleichungen mit
der vorber anfgestellten; indessen kann man sich davon anch Rechenschaft
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ablegen, wenn man die Ueberlegung verfolgt, durch die man sie gefunden
hat und ihre Bedeutung untersucht.

Denn nachdem man alle auf das System wirkenden Krifte auf drei
Gruppen von Parallelkviiften zu den drei Coordinatenaxen, und diese drei
Gruppen wieder auf drei partielle Resultanten X, Y, Z parallel zu den-
selben Axen zuriickgefithrt hat, nimmt man an, dass die drei Kriifte sich
in demselben Punkte schneiden miissen, damit sie sich zu einer einzigen
zusammensetzen konnen; dazu driickt man aus, dass die partiellen Resul-
tanten, zwei zu zwei genommen, gleichweit entfernt sind von der
Ebene, die ihnen parallel ist, und dies giebt die Gleichungen (A), denen
zufolge die drei Krifte in der That in einem einzigen Punkt zusammen-
lanfen und folglich eine einzige Resunltante haben miissen.

Dabei aber iibergeht man den Fall, wo die drei Gruppen nicht auf
drei- respektive einfiche Krifte, sondern nur auf drei Paare reduciert
werden kionnen. Hier sind dann die drei partiellen Resultanten Null, den
Gleichungen geschieht also Geniige und dennoch hat man nicht eine einzige
Resultante, sondern ein resultierendes Paar. Die Gleichungen sind also
nicht hinreichend.

, Auf der andern Seite verlangen die Gleichungen zn viel; denn
angenommen die dret Gruppen liessen sich auf drei einfache Krifte
reducieren, so ist offenbar nicht notwendig, dass sich diese, um eine
einzige Resultante zu geben, alle drei in demselben Punkte schneiden
miissen; es brauwchen sich nur zwei von ihnen in demselben Punkte zu
treffen, und die dritte irgendwo in der Richtung ihrer Resultante zu treffen.
Merkwiirdigerweise ist auch dies nicht einmal durchaus notwendig; denn
die drei Kriafte X, Y, Z konnen anf eine einzige reduciert werden, ohne
dass sich ihre Richtungen irgend wo im Raume treffen, wie wir direct in
(75) gesehen haben.

Soll unsere Rechnung dasselbe ergeben, so sei @ die kiirzeste Ent-
fernung der Kraft ¥ von Z, b die der Kraft Z von X, und ¢ die der Kraft X von Y.
Ferner wollen wir der Einfachheit wegen annehmen, die x-Axe falle in
die Richtung der Geraden a, und die z-Axe in die der Kraft Z. In
dieser Voraussetznng ist L —= 0, M = — X¢, und N = Xb — Ya und
die Bedingungsgleichung

XL +YM~+ ZN =
verwandelt sich in
XYe— YZb+ YZa = 0.

Es ist kiar, dass man drei Krdfte X, Y, Z in einer unendlichen
Anzahl von verschiedenen Verhiltnissen finden kann, welche dieser Gleichung
geniigen, und diese haben dann aunch alle eine einzige Resnltante, wie auch
die gegenseitigen Abstinde a, b, ¢ ihrer Richtungen im Raume beschaffen
sein mogen.
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Da man nor eine einzige Gleichung hat, so kann man offenbar zwei
dieser Krifte rein willkiirlich annehmen, und die Dritte daraus vermittelst
der Gleichung bestimmen.

Nimmt man z. B. an, die beiden Krifte X und Z wiren durch die
Geraden ¢ und ¢ dargestellt, so wird die dritte Kraft Y gleich% sein.
Auf diese Weise hat man also unter anderen drei Kriifte, welche in den
drei Kanten eines rechtwinkligen Rhomboides, von demen zwei und zwei
nicht parallel sind und nicht zusammenstossen, wirken, und welche dennoch
eine einzige Resultante geben, die, wie man sofort sieht, durch die Mitte
der kiirzesten Entfernung o, welche die den Geraden @ und ¢ proportionalen
Kriften X und Z trennt, gehen muss.

Man konnte eine grosse Anzahl anderer Beispiele anfithren, und man
darf immer zwei Kréfte rein nach Beliechen annehmen, nur nicht in dem
ganz besonderen Verhiltnisse, dass dadurch der vorigen Gleichung gemiiss
die dritte Kraft unendlich wird.

Was iibrigens hier fiir drei rechtwinklige Krifte im Raum gesagt ist,
¢ilt auch fiir Kriifte, die zu drei beliebigen schiefwinkligen Axen parallel
sind; denn untersucht man in Bezug auf diese schiefwinklicen Axen,- auf
gleiche Weise wie in (106), die allgemeine Bedingung fiir eine einzige
Resultante, so findet man eine Gleichung, die ganz der vorher aufgestellten
dhnlich ist, und fiir den Fall unserer drei Kriifte gleichfalls

XYe—XZb+ YZa = 0

ergiebt, Aus ibr ergeben sich also anch dieselben Folgerungen, wenn man
beachtet, dass in dieser Gleichung @, b, ¢ nicht mehr die gegenseitigen
Abstinde der drei schiefwinkligen Kriifte X, Y, Z, sondern drei gerade
Linien sind, von denen jede zwei der Kuifte parallel mit der dritten
Kraft verbindet.

Wiirden von den drei Linien a, b, ¢ zwei Null, obne dass es anch die
dritte wire, so reducierte sich die Gleichung nur auf ein einziges Glied,
welches nicht anders Null werden kann, als wenn eine der drei Kriifte
Null ist; . h. liegen drei reelle endliche Krifte der Art, dass die Richtung
einer derselben, die Richtungen der beiden anderen nicht in einer Ebene
liegenden Kriifte schneidet, so sind diese Kriifte niemals auf eine einzige
reducierbar, ein Satz, der villig mit dem am Ende von (78) Gesagten
iibereinstimmt.

Um also aunf unseren Gegenstand zuriickzukommen, so ist klar, dass
von den drei Gleichungen (A4), welche man schon vor unserer Theorie
aufgestellt hatte, keine einzige fiir die in Rede stehende Bedingung not-
wendig ist, und dass sie zugleich der Aufgabe, die hier betrachtet wird;
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fremd sind. Wir haben indessen iiber diese Gleichungen noch eine ebenso
interessante Bemerkung zn machen,

Addiert man sie, was wegen ihrer Symmetrie leicht méglich ist, und
was selbst der Verfasser derselben gethan hat, so giebt die Summe der
drei Gleichungen genau unsere Gleichung XL + YM -+ ZN = o. Durch
Zufall hat man auf diese Weise die wirkliche Gleichung gefunden, ohne
sie indessen als solche zn erkennen; es unterlag gewiss keinem Zweifel,
dass die Summe dieser drei Grossen auf unzihlige Weisen Null sein konne,
ohne dass eine einzige von ihnen selbst Null sei, und dass man also eine
einzige Resultante erhalten konne, ohne dass eine der drei als notwendig
erachteten Gleichungen wirklich stattfinde. Daraus hiitte dann die Folgerung
gezogen werden konnen, dass sie selbst nicht durchaus notwendig sind; und
dass sie sammt der mangelhaften Analyse, wodurch sie gefunden wurden,
hitten verworfen werden miissen. Indessen wusste man vor unserer Theorie
noch nicht die allgemeine Bedingung fiir eine einzige Resultante genau
aufzustellen.

Obgleich seitdem diese Analyse durch die von uns in (106) gegebene
verbessert worden ist, so hielten wir dennoch diese kleine Abschweifung
nicht fiir iiberfliissig, nicht nur, weil sie einen wichtigen Punkt der
Zusamensetzung der Krifte in helleres Licht setzt und die Falschheit der
Voraussetzung zeigt, auf die man sich stiitzte, sondern vorziiglich deshalb,
weil man diesen Fehlschuss heute moch nicht anfeegeben hat, und weil er
wieder in ein beriilhmtes Werk aufgenommen worden ist, woraus der
Verfasser der Gleichungen (4) ihn entlehnt zu haben scheint.

Folgerung VII.

112. Hat man die Gleichungen L == 0; M == 0; N =0, so ist das
Moment G des resultierenden Paares Null, und die auf das System wirkenden
Krifte setzen sich in eine einzige Kraft R zusammen, deren Richtung
durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht.

Da das Moment G nicht Null sein kann, wenn nicht die drei partiellen
resultierenden Momente L, 3/, N zugleich Null sind, so miisste man, wenn
man ausdriicken wollte, dass beliebige Krifte sich zu einer einzigen durch
einen bestimmten Punkt gehenden Kraft zusammensetzen lassen, unter der
Voraussetzung, dass dieser Punkt zum Anfangspunkt der Coordinaten
angenommen ist, die drei Gleichungen L == 0, J = 0, N = O aufstellen.

Bemerkung,

118. Wir beendigen diesen allgemeinen Artikel mit einem wichtigen
Lehrsatz iiber die Methode, Kriifte nach einer gegebenen Richtung, und
ihre Momente in Bezug auf eine gegebene Axe zu bestimmen, wenn man
die Kriifte und deren Momente schon in Bezng anf drei rechtwinklige
Axen kennt.
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Zuvor wollen wir jedoch den geometrischen Satz, anf welchen wir
uns (in 110) stiitzten, und dessen wir uns hier noch einmal bedienen wollen,
beweisen.

Es mogen zwei beliebige gerade Linien auf irgend eine Weise im
Raume liegen. Es seien «, B, y die drei Winkel, welche die erstere mit
den drei Coordinatenaxen bildet; A, r, v die analogen Winkel, welche die
zweite mit denselben Axen bildet. Ist dann 6 der Winkel den die beiden
Geraden mit einander bilden, so hat man

cos B = cosa cos A+ cos B cos L cosy cosv.

Denn transponiert man der Einfachheit halber unsere beiden geraden
Linien parallel zu sich selbst in den Anfangspunkt, so bleiben die Winkel
a, B, v, A, @, v und der Winkel 6 dieselben. Man nehme nun auf der
ersten Geraden vom Anfangspunkte an eine beliebige Linge d, deren End-
punkt die Coordinaten x, y, z hat. Ebenso nehme man auf der zweiten
Geraden vom Anfangspunkte an eine andere beliebige Liinge D, deren
Endpunkt die Coordinaten x, y, z hat. Verbindet man nun die beiden
Endpunkte durch eine Gerade H, so hat man ein Dreieck mit den drei
Seiten d, D; H; und weil § der Winkel zwischen den Seiten d und D
dieses Dreiecks ist, so hat man bekanntlich

H? — 2+ D% — 2dDcos 0.
Es ist aber:

d? == 22 4 2+ 22
D2 = X __%“ y2

(¢4

4 72
und
H — @ =X () — ° + @ — )"

Substitniert man diese Werte in die erste Gleichung, reduciert sie und
entwickelt cos 8, so hat man

X - Yy + +- 22
dD

cos 0 =

oder

r X vy oy z oz
. F X ¥y oz 2
00 i D d DT aD

Es ist aber offenbar

Y ‘
== cosay o e= cos [3; ;oY
113 f

R

und ebenso

— . COSA; }’) = CoS |1; ’lz)“ = cos Y
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folglich ist
c0s 0 == cos & cos A - cos B cos L+ cosy cosv.

Sollen die beiden Geraden d und D rechtwinklig zu einander sein,
so braucht man nur cos § = 0 zu setzen und hat dann

cos & cos A+ cos B vos -+ cosy cosy == 0,

welche Gleichung in (110) vorausgesetzt wurde.

114, Wir verwandeln nun die Buchstaben A, 1, v in &', ', vy’ und
betrachten eine Kraft R, die nach der Richtung der ersten Geraden wirkt.
Wird diese Kraft in Bezug auf die zweite Gerade bestimmt oder auf sie
projiciert, und nennt man die Frojection B', so ist R’ — R cos0, oder,
wenn fiir cos § der gefundene Wert gesetzt wird:

B" = Rcosa cosa’-i ReosB cos3 -+ Reosy cosy'.

Es driicken aber Rcosa, Rcos3, Rcosy die drei Componenten der
Kraft B nach den drei Axen aus; bezeichnet man diese also mit X, Y, Z,
so hat man einfacher

R == Xcosar + Yoos ' + Zcosy!

d. h.: Soll eine Kraft, deren Componenten nach drei recht-
winkligen Axen bekannt sind, nach einer Richtung bestimmt
werden, die von ihrer eigenen verschieden ist, so nimmt man
die Summe dieser Componenten, nachdem man jede mit dem Co-
sinus des Winkels, den sie mit der neuen Richtung einschliesst,
multipliciert hat.

Ganz analog kann man in der Geometrie, wenn man eine Linie auf
eine andere projicieren will, sie erst auf drei rechtwinklige Axen, diese
drei Projectionen darauf auf die gegebeme Axe projicieren und dann diese
neuen Frojectionen zusammenfiigen.

115. Betrachtet man auf #hnliche Weise ein Paar, dessen Moment
durch ein Stiick G seiner Axe dargestellt ist, und sind die aus der Zer-
legung des Momentes nach drei rechtwinkligen Axen hervorgehenden re-
spektiven Momente L, M, N, so ist klar, dass man wie oben zur Be-
stimmung des Momentes G in Bezug auf eine newe Axe, welche mit den
drei ersteren die Winkel A’, p’, v* bildet, nur die Summe der zusammen-
setzenden Momente L, M, N, multipliciert in die respektiven Cosinus
dieser Winkel zu nehmen braucht, so dass, wemn G’ der relative Wert
des Momentes @ ist, man erhalt

G' = Lcos A -+ M cos ' -+ N cos v'.
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Dies giebt den Lehrsatz: Die Summe der Momente von beliebig
vielen Kriften, in Bezug auf irgend eine Axe, ist gleich den
Summen der Momente, in Bezug aunf drei rechtwinklige Axen,
respektive multipliciert mit den Cosinus der Winkel, welche
diese drei Axen mit der gegebenen neuen Axe einschliessen; ein
Lelrsatz, der dem vorigen ganz analog ist.

Bedingungen des Gleichgewichts, wenn ein Korper oder ein Sy-
stem, worauf die Kriifte wirken, nicht vollig frei im Raume, sondern
durch irgend welche Hindernisse gehemmt ist.

Wir betrachten bei dieser Untersuchung nur drei Hauptfille, aut
welche sich die anderen, wie wir spiter sehen werden, leicht zuriick-
filhren lassen.

L

Vom Gleichgewicht eines Korpers, der sich nur um einen
festen Punkt nach allen Richtungen frei drehen kann.

Die sechs Bedingungsgleichungen fiir das Gleichgewicht eines freien
Korpers oder Systems sind, wie wir vorher gefunden haben

X=0; Y=0; Z=0
L=0; W=:0; N=0,

116. Wir nehmen nun an, dass in dem System ein fester Punkt
vorhanden sei, und dass man ibn zum Ursprung der Coordinaten gewiihlt
habe. Dass hier Gleichgewicht herrschen kinne, wenn anch jene sechs
Bedingungsgleichungen nicht erfiillt sind, ist einlenchtend, denn obgleich
der feste Punkt an und fiir sich nicht die mindeste Wirkung hervorzu-
bringen im Stande ist, so kann er doch nichtsdestoweniger die Wirkung
der Krifte vernichten, deren Resultante auf ihn gerichtet ist, und so
an die Stelle neuer Kriifte im Systeme treten.

Wie aber auch die Kiiifte beschaffen sein mogen, deren Stelle ein
fester Punkt durch seinen Widerstand vertritt, so ist doch offenbar, dass
sie alle durch diesen Punkt gehen miissen, dass man sie sich also hier
als in eine einzige Kraft zusammengesetzt, und folglich statt des festen
Punktes eine einzige Kraft » vorstellen kann, deren Stelle der Wider-
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stand des Punktes ersetzt, wo dann das System sich als vollig frei im
Raume betrachten ldsst.

Die sechs vorher angefithrten Gleichungen werden demnach auch hier
gelten, wenn man nur die neue Kraft # in sie einfiihrt,

Da diese Kraft unmittelbar im Anfangspunkte angebracht ist, so
giebt es drei neue Componenten X, y, z nach den drei Axen, und kein
neues Paar in den drei Ebenen. Die sechs Bedingungsgleichungen fiir
das Gleichgewicht sind also:

Xtbx=0; Yt+ty==0; Z-+z-—=0
L=0; M=0; N==0,

Die drei partiellen Resultanten X, Y, Z konnen demzufolge be-
liebige Werte haben. Denn nimmt man den Widerstand des festen Punktes
nach jeder Richtung als unbegrenzt an, so kénnen die drei Kriifte x, y, z
beliebige Werte und beliebige Zeichen haben, und da sie dann immer
gewissermassen den drei Kriiften X, Y, 7, die ihunen entgegengesetzt und
an demselben Punkte angebracht sind, gleich werden, so geschieht den
drei ersten Gleichungen immer Geniige.

Es miissen aber ferner die drei partiellen resultierenden Momente
L, M, N immer selbst Null sein, woraus man ersieht, dass es fiir das
Gleichgewicht eines um einen festen Punkt rotierenden Kirpers
notwendig und hinreichend ist, dass die Summe der Momente
der Krifte in Bezug auf drei durch diesen Punkt gezogene
rechtwinklige Axen fiir jede dieser drei Axen Null ist.

117. Sind alle auf den Korper wirkenden Kriifte parallel, so kann
man durch den festen Punkt zwei zu ihren Richtungen parallele Ebenen
legen und alle Paare in diesen Ebenen zerlegen. Es ist dann fir das
Gleichgewicht des Systems hinreichend, wenn die Summe der Momente
in Bezug auf zwei auf diese Ebenen senkrechte Axen Null ist.

Sind alle Kriifte in derselben Ebene mit dem festen Punkte, so liegen
alle in Riicksicht dieses Punktes gebildeten Paare gleichfalls in dieser
Ebene, und es geniigt dann, dass die Summe der Momente in Bezug auf
eine einzige auf dieser Ebene in diesem Punkte senkrechten Axe Null ist.

Bemerkung.

118. Wir wissen bereits, dass die drei Gleichungen L = 0, M = 0,
N =0, welche allgemein das Gleichgewicht eines Systems bedingen, an-
dererseits auch ausdriicken (112), dass die angebrachten Krifte eine ein-
zige, durch den festen Punkt gehende Resultante haben, Hitte man daher
von dieser Folgerung als von einem Prineipe ausgehen wollen, d. h. hitte
man sofort als evident angesehem, dass die Krifte um einen festen Punkt
nicht im Gleichgewicht sein komnen, wenn sie nicht eine einzige, nach dem

Poinsot, Statik. 6
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Punkte gerichtete Resultante haben, so wiirde darans umgekehrt geschlossen
werden konnen, dass fiir den Zustand des Gleichgewichts die drei Glei-
chungen L = 0, M =0, N =0 stattfinden miissen, wodurch man also

zu demselben Resultate gelangt wire.

Folgerung.
Von dem Druck der Krifte auf den festen Punkt.

119. Obgleich wir vorausgesetzt haben, dass der Widerstand des
festen Punktes nach allen Seiten hin unbegrenzt sein sollte, so wird dieser
doch nur, wenn die gegebenen Krifte an ihm gegenseitig im Gleichge-
wicht sind, eines begrenzten bestimmten Widerstandes bediirfen. Nimmt
man diesen bestimmten Widerstand im umgekehrten Sinne, so hat man den
Druck, den der Punkt von den Kriiften des Systems erleidet.

Um also diesen Druck zu bestimmen, braucht man nur die Kraft
— 7 zu berechnen. Aus den obigen Gleichungen ergeben sich die drei

Componenten derselben — X, — ¥, — 2z nach den drei Axen
—x =X —y=Y;, —z=7.

Der Druck ist also gleich der Resultante aller Krifte des
Systems, die parallel zu sich selbst in den festen Punkt trans-
poniert sind. Man hitte dies auch unmittelbar erkennen kinnen, denn
der feste Punkt kann nur von den parallel zu sich selbst in ihn trans-
ponierten Kriften und von den durch diese Kriifte in Bezug auf den
festen Punkt gebildeten Paaren einen Druck erleiden; da aber diese
Paare an und fiir sich im Gleichgewicht sein miissen, d. h. auch dann im
Gleichgewicht sein wiirden, wenn der Korper villig frei wire, so geht
daraus hervor, dass sie auf den festen Punkt nicht driicken konnen, dass
dieser folglich nur von der Resultante der ersteren Krifte einen Druck

erleidet.

I1.

Vom Gleichgewicht eines Korpers, der nur um eine zwei feste
Korper verbindende Axe rotieren kann.

120. Es seien 4 und B (Fig. 36) die beiden festen Punkte. Wir
wollen AB als eine der drei Axen, z. B. als Abscissenaxe, und den festen
Punkt 4 als Anfangspunkt der Coordinaten annehmen.

Wie auch die Krifte beschaffen sein mogen, deren Stelle die beiden
festen Punkte durch ihren Widerstand vertreten, so kann man sie immer
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als auf zwei Krifte » und ' reduciert ansehen, die unmittelbar an diesen
Punkten angebracht sind, und auf diese Weise fiir die beiden festen Punkte
4 und B die beiden respektiven Krifte  und ', welche ihre Widerstinde
vertreten, substituieren, wo dann das System als villig frei im Raume
anzusehen ist.

Die sechs Bedingungsgleichungen fiir das Gleichgewicht werden also
auch gelten, wenn man in sie die neuen Kriifte » und +’ einfiihrt.

Die Kraft r, welche unmittelbar an 4 wirkt, giebt also die drei
Componenten x, y, z nach den drei Axen, und kein Paar in den Ebenen.

Die Kraft r, welche an B angebracht ist, giebt drei Componenten
X', y', z', die erste in der Abscissenaxe, die beiden andern in den respektiven
Ebenen XY, XZ. Wird die erste Kraft x’, welche in die Abscissenaxe
fillt, in den Anfangspunkt transponiert, so giebt sie ein Paar das Null ist;
werden aber die beiden anderen Krifte y’, z' in den Anfangspunkt transponiert,
so geben sie zwei Paare, die in den respektiven, an der Rotationsaxe
anliegenden Ebenen XY, XZ liegen, und die Momente dieser Paare sind,
wenn man AB = a setzt, y'a, z'a.

Die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts werden also

XA4x4+x=0; Y+y+y =0, Z4+z+2 =90
L=0; M+2a=0; N—ya=0.

Den fiinf Grossen X, Y, Z, M, N kann man also beliebige Werte
geben; denn nimmt man den Widerstand der beiden festen Punkte als
unbegrenzt nach allen Richtungen an, so kinnen die Grissen x, y, z, X', y', 2’
beliebige Werte und Zeichen haben, und man wird den drei ersteren und
den zwei letzteren Gleichungen immer geniigen kionnen.

Zum Gleichgewicht der auf das System wirkenden Kr#fte muss aber
stets die Bedingung L == 0 erfiillt sein, was zu dem Satz filhrt, dass sich
die Bedingungen des Gleichgewichts eines um eine feste Axe
rotierenden Korpers darauf zurtickfiithren lassen, dass die Summe
der Momente der Krifte in Bezug auf diese Axe selbst Null sel.

Bemerkung.

121. Sind die beiden Punkte 4 und B nicht nach allen Richtungen hin
fest, sondern komnen sie sich in der Geraden 4B fortbewegen, wie wenn
man sie sich untereinander verbunden und in einen unendlich engen Kanal
AB eingeschlossen diichte, so sind ihre Widerstinde x und x’ in Richtung
der Abscissenaxe in sich Null, und man hat dann auch die Gleichung
X = 0, so dass also, wenn sich der Korper in der Richtung der Rotationsaxe
fortbewegen kann, ausser der oben aufgestellten Bedingung noch die erfiillt
sein muss, dass die Summe der parallel zu dieser Axe zerlegten Krifte in
sich Null sein muss.

6*
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Folgerung.
Vom Druck der Krifte auf die beiden festen Punkte.

122. Da diese Druckkriifte nichts anderes sind als die wirklichen
Widerstinde = und 7’ der beiden festen Punkte, nach entgegengesetztem
Sinne genommen, so hat man zur Bestimmung ihrer Componenten — X,
—y, —z, —x', —Y, —z', welche den drei Axen parallel sind, die
fiinf Gleichungen

X4x+x=0; Y+y+y =0, Z+z+2 =0
M-+t#wa=0; N—ya==0.

Da es in diesen finf Gleichungen sechs unbekannte Grissen giebt, so
scheinen diese Druckkrifte — r und — #’ nicht bestimmbar zn sein, oder
als konnte man eine von den sechs Componenten beliebig annehmen. Bemerkt
man aber, dass die beiden unbekannten Gréssen — x und — x’ nur in der
ersten Gleichung auftreten, so sieht man ein, dass die vier anderen uns
bekannten Grossen durch die vier iibrigen Gleichungen villig bestimmt sind.
In der That erhilt man aus den beiden letzteren sofort

_— /:__E_- _I__ll_
y ; 7 ==
a a

und wenn man diese Werte in die zweite und dritte Gleichung substituiert

Ya+ N Za — M
« T N
a

Die Unbestimmtheit erstreckt sich also nur auf die beiden Componenten
—x und — x’, deren Summen nun durch die Gleichung X 4 x -+ x' = 0
gegeben ist.

Die beiden Kriifte — y, — z, welche senkrecht auf der Rotationsaxe
im Punkt 4 sind, setzen sich in eine einzige ]/;3 -+ z? zusammen, die
senkrecht auf derselben Axe steht und mit den Axen der y und z Winkel
einschliesst, deren Cosinus respektive

-y . —z
Pyia 2 pyrs g

sind.
Ebenso setzen sich die beiden Krifte — y’, — z’, senkrecht zur
Rotationsaxe im Punkte B, in eine einzige, gleichfalls auf dieser Axe

senkrechte Kraft J/ 3’2+ 2z zusammen, welche mit den Axen der y und 2
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Winkel einschliesst, deren Cosinus respektive

_— yl N Z/

Ve Vit

sind.
Die beiden zur Axe in den respektiven Punkten 4 und B normalen

Druckkriifte sind dadurch der Griosse und Richtung nach fest bestimmt,
und folglich konnen die absoluten Druckkrifte — » und — ' weiter keine
besondere Unbestimmtheit enthalten, als dass man sie so wihlen muss, dass
wenn jede von ihnen in zwei andere, eine nach der Axe, die andere
senkrecht zu ihr zerlegt wird, die beiden Normalkriifte die eben gefundenen
Werte und Richtungen haben, die beiden in der Axe liegenden Krifte aber
cine constante Summe gleich X bilden,

123. Um einzusehen, woher diese Unbestimmtheit kommt, die von
der Unbestimmtheit der nétigen Widerstinde x, x’, welche die festen Punkte
A und B in der Richtung der sie verbindenden Geraden zu leisten haben,
abhiingt, braucht man nur zu beachten, dass diese beiden Punkte, die man
sich durch einen unbiegsamen Faden mit einander verbunden denken kann,
sich einander einen gegenseitigen Stiitzpunkt gewiihren, so dass jeder von
ihnen, entweder durch sich selbst, oder durch die Hilfe des anderen, immer
die zum Gleichgewicht notize Widerstandskraft hat, wenn nur die Summe
der beiden Widerstiinde hinreichend gross ist. Man kann deshalb auch
unméglich verlangen, dass die Rechnung besondere Werte fiir die beiden
Widerstandskrifte nachweise, weil beide teilweise oder ginzlich von einem
Punkte in den anderen iibergehen und sich zu einer und derselben Wider-
standskraft verschmelzen,

IIT.

Vom Gleichgewicht eines sich gegen eine starre Ebene
lehnenden Koérpers.

124. Diese Ebene mag die xy-Ebene oder die Horizontalebene sein,
tnd  wir wollen zuerst annehmen, der Korper stiitze sich gegen sie nur
in einem einzigen Punkte A, den wir als Anfangspunkt der Coordinaten
betrachten.

Man erkennt leicht, dass, wenn eine Kraft einen Punkt gegen eine
Ebene driickt, diese Kraft stets als in zwei andere Krifte, die eine senk-
recht auf der Ebene, die andere in die Ebene fallend, zerlegt gedacht
werden kaun, Die erstere wird notwendig durch den Widerstand der
Ebene vernichtet, weil kein Grund vorhanden ist, weshalb sie den Punkt
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melir nach der einen als nach der anderen Seite bewegen sollte; und andererseits
kann sie ibn nicht hindurch treiben. Die zweite wirkt aber mit ihrer ganzen
Kraft, weil ihre Wirkung nicht durch das Vorhandensein einer Ebene geschwiicht
oder vernichtet werden kann, lings deren sie wirkt. Die widerstehende
Ebene kann folglich nur die Krifte vernichten, die senkrecht zu ihr
wirken; ihr Widerstand kann deshalb auch nur solche Krifte in dem Sy-
stem entstehen lassen.

Ist also z der vorhandene Widerstand des Stiitzpunktes in der z-Axe,
so sind die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts

X=0; Y=0; Z+2z=0
L=0; M=0: N=0.

Aus den drei letzteren geht hervor (112), dass die anf den Kérper
wirkenden Krifte sich auf eine einzige Kraft reducieren lassen miissen,
welche durch den TUrsprung der Coordinaten, also durch den Stiitz-
punkt geht.

Die beiden ersteren Gleichungen zeigen, dass diese Resultante vertikal
d. h. senkrecht zur festen Ebene sein muss.

Die dritte Gleichung Z + z == 0 lehrt, dass diese Resultante Z einen
beliebigen Wert haben kann, sobald ihr Zeichen dem des Widerstandes z
der Ebene entgegengesetzt ist. Nimmt man also an, wie wir es in Zu-
kunft thun wollen, dass der Korper auf der xy-Ebene liege, so darf die
Kraft Z nicht positiv sein, weil sie somst, strebend den Korper iiber die
Ebene in die Hthe zu heben, gar keinen Widerstand leisten wiirde, und
die Ebene als zum Gleichgewicht garnicht vorhanden betrachtet werden
miisste, wo dann dieselben Bedingungen des Gleichgewichts gelten wiirden,
als wenn das System villig frei wire.

125.  Wir wollen nun annehmen, dass sich der Korper noch gegen einen
zweiten Punkt A stiitze. Wir nehmen 4B zur xz-Axe und den Punkt A
zum Anfangspunkt der Coordinaten an.

Der Punkt 4 erzeugt einen Widerstand z in der z-Axe selbst. Der
Punkt B erzeugt einen Widerstand z’ in der xz-Ebene und giebt in dieser
Ebene ein Paar, dessen Moment z'a’ ist, wenn AB = o' gesetzt wird.

Die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts sind also

X=0; Y:(); Zrz4z —0
L =0, M-+z'a ==0; N=0.

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass den beiden Bedingungs-
gleichungen XL 4 YM+ ZN =0 und JX® + X*+ 22> 0 geniigt ist
(der letzteren, weil die beiden Widerstandskrifte z und z' nicht beide
zugleich Null sein kiénnen und also die Kraft Z, da sie beide dieselben
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Zeichen haben, immer einen reellen Wert haben muss). Die auf das System
wirkenden Krifte miissen also eine einzige Resultante haben.

Die beiden ersten Gleichungen zeigen, dass diese Resultante vertical,
d. h. senkrecht zur festen Ebene sein muss; die dritte Z -+ z-4-z' = 0,
dass sie jeden beliebigen Wert haben kann, wenn sie nur nicht positiv ist.

Sucht man endlich die Werte der beiden Coordinaten p und ¢ des Punktes O,
wo die Richtung der Resultante die Horizontalebene treffen muss, so hat
man nach (108)

und statt L, M, Z ithre Werte auns den vorigen Gleichungen gesetzt

ZI

p:a’ q:().

z+ oz’

Da ¢ = 0 ist, muss dieser Punkt, in welchem die Richtung der Re-
sultante die Horizontalebene schneidet, in die Abscissenaxe, oder, was das-
selbe ist, in die Verbindungslinie der beiden Stiitzpunkte fallen. Weil
ferner p = a'. wd —2— stets < 1 ist, so muss p stets < a'

z-+2z' zZ-+2z'
sein, also die Richtung der Resultante immer zwischen die beiden Stiitz-
punkte 4 und B fallen. ‘

126. Endlich muge sich der Korper gegen die Ebene in mnoch beliebig
vielen anderen Punkten C, D.... stiitzen, die alle auf derselben Seite in
Bezug auf die als Abscissenaxe x betrachteten geraden Linie AB liegen
migen. Wir behalten fiir die Punkte 4 und B die vorigen Bezeichnungen
bei, und nennen a”, b die beiden Coordinaten des Punktes C, a’'’, b’ die
des Punktes D ete. —

Wird die Widerstandskraft z’’ des Punktes C in den Anfangspunkt
transponiert, so giebt sie zwei Paare in der Verticalebene XZ, YZ
deren Momente z''a’’, z"0'" sind. Die Widerstandskraft z'"* des Punktes D
giebt gleichfalls zwei Paare in denselben Ebenen, deren Momente z'’'a''’,
z'"'b'" sind ete.

Die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts sind also:

X =0,

7

Y:(); Zrzdz L+t .e.=0
L—z”b”———-z’”b'”—--'=0
Mtza+z"a” +zam .. =
N=0.
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Aus diesen Gleichungen sieht man zuerst, wie im vorigen Artikel,
dass alle am System wirkenden Kriifte auf eine einzige Kraft reducierbar
sein miissen, die senkrecht auf der festen Ebene steht und deren Wert

nicht positiv sein darf.

Zweitens muss die Richtung der Resultante die Ebene im Innern des
von den Punkten 4, B, €, D,.... gebildeten Polygons treffen; denn
bezeichnet .¢ wie vorher die Ordinate des Schnittpunktes O der Resultante

L .
mit der Horizontalebene, so hat man ¢ = — 7 und, fir L und Z ihre

Werte aus den vorigen Gleichungen gesetzt

” ’ et
gl e -+ AN -

(1 - Z',’Z, :1 Z/l -l ZII’!’I
Die XKrifte z, =z, z, z'"'.... sind alle positiv, und die Ordi-
naten &', 0"'.... haben alle dasselbe Zeichen, weil unserer Annahme nach
alle Punkte C, D,.... auf derselben Seite der Abscissenaxe liegen; die

Ordinate ¢ hat also einerlei Zeichen mit diesen Coordinaten, und daher
liegt der Punkt O mit den Punkten C, D.... auf derselben Seite der
Verbindungslinie AB. Da man nun zur Abscissenaxe auch jede andere
Gerade AC, BD, . ..., welche zwel Stiitzpunkte verbindet und die anderen alle
auf derselben Seite zu liegen hat, wihlen konnte, so muss der Punkt O
mit den ibrigen Stiitzpunkten auf dieselbe Seite von jeder dieser Geraden,
und also notwendig in’s Innere des von ihmen gebildeten Polygons fallen.

Folgerung.
Vom Druck der Resultante aus den Kriften eines Systems auf
die verschiedenen Stiitzpunkte.

127. Diese Druckkrifte sind die nach entgegengesetztem Sinne ge-
nommenen Widerstinde z, z’, 2", 2z, ... ., deren die Stiitzpunkte 4, B, C, D . ...
fiir den Zustand des Gleichgewichts bediirfen. Zu ihrer Bestimmung dienen
also die drei Gleichungen

Ltz-2 e =0
Lo—Urrgr — g o0 =)
R L e L A L A L

Da man nun drei Gleichungen erhilt, mit der einzigen Bedingung,
dass alle unbekannten Grossen z, z’, z'/, z'/.... positiv sein miissen, so
bleiben folglich die verschiedemen, auf die Ebene ausgeiibten Druckkriifte
unbestimmt, wenn mehr als drei Stiitzpunkte vorhanden sind, ja selbst
wenn im Falle dreier Stiitzpunkte diese in einer geraden Linie liegen,



Ueber die Bedingungen des Gleichgewichts. 89

Denn nimmt man an, dass der dritte Punkt C. mit den beiden anderen
4 und B in die Abscissenaxe fillt, so wird die Ordinate b Null, die
Unbedannte z'’ verschwindet von selbst aus der Gleichung L — bz’ = 0,
es bleiben also nur zwei Gleichungen zur Bestimmung der drei Unbekannten
z, z/, z' iibrig, die deshalb auch unbestimmt sind.

In diesem Falle kann man daher eine einzige, und im allgemeinen
Falle so viele Druckkriifte beliebig annehmen, als Stiitzpunkte iiber drei
vorhanden sind. Aus den beliebig angenommenen lassen sich dann die
iibrigen durch die vorstehenden Gleichungen bestimmen, und wenn unter
den verschiedenen Voraussetzungen die Rechnung keine positive Druckkraft
giebt, so ist das Problem immer richtig geldst.

Folgerung.

128. Den oben gefundenen Principien gemiss finden wir, dass die
Druckkrifte unbestimmt sind, wenn mehr als drei Stiitzpunkte vorhanden
sind, Betrachtet man andererseits aber a priori einenm sich gegen eine
Ebene in beliebig vielen Punkten lehnenden und von einer Normalkraft anf
dieser Ebene im Gleichgewicht gehaltenen Korper, so scheint offenbar jeder
Berithrungspunkt wirklich gepresst werden zu miissen, und wenn dies der
Fall ist, so scheint er mit einer ganz bestimmten Kraft gepresst zu werden,
was absurd sein wiirde und einen Widerspruch ergiebt, der sich nicht ganz
leicht heben zu lassen scheint.

Wir wollen uns aber hiiten, mit d’Alembert daraus zu schliessen,
dass die bekannte Theorie zur Lisung des betrachteten Problems
nicht ausreicht, denn wir werden sehen, dass dieses durch die gemachte
Voraussetzung in sich unbestimmt ist, und dass die Theorie alles giebt, was
man verlangen kann, ohne sich selbst zu widersprechen.

Der Annahme zufolge wollten wir einen Kirper von durchans unver-
inderlicher Form betrachten; man kann also die Beriihrungspunkte desselben
als durch eine villig unbiegsame, auf den festen Punkten A4, B, C, D....
ruhende Ebene vereinigt ansehen. Hat man nun mehr als drei Stiitzpunkte,
oder auch nur drei, die in einer geraden Linie liegen, so lisst sich leicht
einsehen, dass gewisse Teile von den durch die Ebene auf diese Punkte
ausgeiibten Druckkriften gegenseitiz von einigen dieser Punkte auf die
iibrigen iibertragen werden konnen, so dass man weder sie selbst bestimmen,
noch angeben kann, anf welehe Stiitzpunkte vorzugsweise sie ausgefibt
werden, ohne die Voraussetzung villiger Unbiegsamkeit der die Punkte
des Korpers verbindenden Ebene zu vernichten.

Um uns verstindlicher zu machen, wollen wir ein Beispiel withlen.
Gesetzt, es handle sich um einen Korper (Fig. 87), der auf drei in einer
geraden Linie liegenden Punkten ruht; wir wollen uns diese durch einen
starren, unbiegsamen, aunf den drei Punkten 4, B, C ruhenden Faden
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vereinigt denken. Weiss man nun auch, dass dieser Faden in den drei
respektiven Punkten 4, B, C von drei parallelen Normalkriften P, @, R
gedriickt wird, so folgt daraus noch nicht, dass die auf die Stiitzpunkte
ausgeiibten Druckkrifte anch wirklich respektive den XKriiften P, @, R
gleich sind, weil es jedesmal gestattet ist, sich in den beiden Hussersten
Kriften P und R zwei Teile ¥ und #' zu denken, die durchauns nicht
weiter auf die Stiltzpunkte 4 und C driicken. Nimmt man diese beiden
Teile im wmgekehrten Verhiltnis ihrer Entfernungen 4B und BC vom
Punkte B aus, so konnen sie, weil der Faden vollig unbiegsam sein soll,
anf den Stiitzpunkt B driicken, und sich dort mit der Kraft ¢ verbinden.
Auf diese Weise ist hier eine unbestimmte Druckkraft » -+ ' vorhanden,
die ganz in B oder in ihren beiden Teilen x und = auf die Punkte A
und C fallen kann, ohne dass sich bestimmen lisst, wie gross sie an sich
ist, noch wohin sie vorzugsweise fillt, wenn man nicht die Voraussetzung
einer villigen Unbiegsamkeit des die Beriihrungspunkte des Korpers ver-
bindenden Fadens vernichten will.

129. TUebrigens ist diese besondere Unbestimmtheit von derselben
Art, wie die in (123) beobachtete und erliuterte. Fiir den Fall, dass
man melr als drei Stiitzpunkte, oder anch nur drei hat, welche aber in
einer geraden Linie liegen, sind nimlich die Druckkriifte oder Widerstiinde
deren die Stiitzpunkte fiir den Gleichgewichtszustand bediirfen, nur deshalb
unbestimmt, weil alsdann die zwischenliegenden Stiitzpunkte den anliegenden
von ihren Widerstinden mitteilen konnen, so dass man bei vollkommen
fester Verbindung der Stiitzpunkte ihre individuellen Widerstiinde von denen,
die sie wechselseitic unter sich auswechseln, nicht mehr unterscheiden kann.

Die Theorie zeigt denn auch, dass man, wenn nur die individuellen
Widerstinde der Punkte zusammen dem oben aufgestellten Gleichungen
geniigen, die Druckkriifte auf irgend eine andere, durch die Gleichungen
gestattete Weise iiber die einzelnen Stiitzpunkte verteilen kinne, und dass
jeder Stiitzpunkt entweder in dem eigemen Widerstande allein oder vereint
mit dem von anderen Stiitzpunkten entlehnten Widerstande denjenigen
Widerstand finde, dessen er zur Vernichtung der auf ihm wirkenden Druck-
kraft bedarf.

Nicht so verhiilt es sich, wo nur zwei Stiitzpunkte oder drel nicht
in gerader Linie lisgende vorhanden sind. In diesem Falle sind die Wider-
stinde bestimmt und miissen dies sein; denn da sich hier jeder Stiitzpunkt
seitwirts von dem anderen, oder im zweiten Falle seitwirts von der die
beiden anderen verbindenden geraden Linie allein befindet, so kaun er
offenbar nur seinen eigenen Widerstand haben und von den benachbarten
auch keinen Widerstand entlehnen, wenn der eigene nicht hinreichend wiire.

130. Das soeben von uns zergliederte Paradoxon ist um so auffallender,
weil bei den in der Natur vorkommenden Korpern die auf die verschiedenen
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Beriihrungspunkte ausgefibten Druckkriifte notwendig in jedem Falle be-
stimmt sein miissen,

Hier aber sind alle Korper mehr oder weniger biegsam und elastisch.
Werden sie in verschiedenen, in derselben Ebene liegenden Punkten gegen
einander gedriickt, so verteilt sich der Gesammtdruck auf besondere Weise
vermdge dieser physischen Eigenschaften und der oben in (127) aufgestellten
Gleichungen, denen die einzelnen Druckkrifte immer gentigen miissen. Um
also hier die Bewegungsgleichungen zu finden, muss man auch jenen physischen
Eigenschaften Rechnung tragen, und man wird dann ebenso viele Gleichungen
erhalten als Beriihrungspunkte vorhanden sind, und daraus die verschiedenen
Druckkrifte erfahren. Es ist das eine sehr scharfsinnige Untersuchung
aus dem Gebiete der Physik, die wir hier nicht weiter beriithren wollen.

131. Was wir vom Gleichgewicht eines sich gegen eine einzige Ebene
lehnenden Korpers gesagt haben, lisst sich leicht auf einen Kérper anwenden,
der sich gegen mehrere Ebenen zugleich stiitzt. Jede dieser Ebenen erzeugt
in den verschiedenen Berithrungspunkten Normalkrifte zu seiner Oberfliche;
fihrt man diese unbestimmten neuen Xrifte in die sechs Bedingungs-
gleichungen des Gleichgewichts ein, so erhilt man leicht die Bedingungen,
die von den urspriinglich angebrachten Kriiften erfiillt sein miissen.

132. Lehnt sich der Korper in verschiedenen Punkten gegen eine oder
mehrere beliebige krumme Oberfliichen, so kann man annehmen, dass er
sich gegen die an die krommen Oberflichen, in den Berithrungspunkten
gelegten Tangentialebenen anlehne. Kennt man also die Gleichungen dieser
krummen Oberfliichen, so sucht man daraus die Gleichungen der Tangential-
ebenen oder der zu den verschiedenen Beriihrungspunkten gehdrigen Normalen,
fiihrt darauf in die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts eben so viele
nach diesen Normalen gerichtete, unbestimmte Kriifte ein, als es Beriihrungs-
punkte giebt, und hat so die Aufgabe auf die vorige zuriickgefiihrt.



Kapitel III.
Von den Schwerpunkten.

Bisher haben wir von der Schwerkraft der Korper abgesehen, jetzt
wollen wir nun diese allgemeine Eigenschaft der Materie beriicksichtigen
und sehen, wie sich die bisher aufgestellten Principien auf das Gleichgewicht
solcher Korper anwenden lassen, wie sie in der Natur vorkommen.

I

133. Schwere oder Schwerkraft nennt man die unbekannte Ursache,
welche die sich selbst iiberlassenen Korper gegen die Erde niedertreibt.

Da die Schwere Bewegung erzeugt, so muss man sie als eine Kraft
betrachten. Die Scliwerkraft durchdringt die feinsten Teile der Korper
und wirkt auf alle ihre Molekiile ganz gleichférmig; denn die Erfahrung
zeigt, dass im leeren Raume beliebige Koérper von ungleichen Massen,
z. B. eine Bleikugel und die leichteste Flaumfeder, von derselben Héhe mit
derselben Geschwindigkeit herunterfallen, woraus folgt, dass die Molekiile
eines fallenden Korpers alle so niederfallen, als ligen sie ohne weitere
Verbindung neben einander. Auf diese Weise afficiert die Schwerkraft alle
Molekiile des Korpers, und zwar jedes gleichmissig.

Die Intensitit der Schwerkraft jedoch ist nicht genau dieselbe fiir
Molekiile an verschiedenen Orten der Erdkagel; sie variiert auf der Erd-
oberfliche vom Aequator an, wo sie am kleinsten, bis zum Pole, wo sie am
grossten ist; ferner nimmt sie in demselben Abstande vom Aequator mit
der weiteren Entfernung der Molekiile vom Erdmittelpunkte ab, und zwar
so, dass diese Abnahme dem Quadrate der Entfernung des Korpers vom
Erdcentrum proportional ist. Die gewohnlich in .der Statik betrachteten
Molekiile der Korper liegen jedoch weder in so verschiedenen Abstinden
vom Aequator, noch vom Mittelpunkt der Erde, dass hier die Variationen
der Schwerkraft merklich werden kionnten, weshalb man denn auch die
Schwere in der Statik als eine constante Kraft zu betrachten berechtigt ist,
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Die Richtung der Schwerkraft wird genau durch die eines im Gleich-
gewicht befindlichen Bleilotes oder durch ein auf eine ruhende Wasserfliche
gefilltes Lot dargestellt.

Diese Richtung heisst fiir den Ort, fiir den sie betrachtet wird, die
Verticale, und jede auf der verticalen senkrechten Ebene wird Horizontal-
ebene genannt.

Da die Erdoberfliche oder die Oberfliiche des Meeres sehr nahe eine
Kugeloberfliiche ist, so schneiden sich auch die Richtungen der Schwere
nahe im Erdcentrum. So wie man also auf der Erde fortgeht, #ndert sich
auch die Verticale und die Horizontalebene; da aber in der Statik die Ent-
fernungen in der Regel gegen den Erdhalbmesser, der nahe 860 Meilen
lang ist, nur unbedeutend sind, so konnen zwei wenig von einander ent-
fernte Verticalen, welche ihren Schnittpunkt in einer so grossen Entfernung
haben, ohne merklichen Fehler als parallel angesehen werden.

Wir betrachten deshalb alle gleichen Molekiile eines schweren Korpers
als von kleinen Kriiften getrieben, die gleich, parallel und von demselben
Sinne sind, und wir kinnen dann auf die aus der Schwere hervorgehenden
Krifte das anwenden, was wir frither iiber Parallelkrifte gesagt haben, die
an mehreren, auf unverinderliche Weise mit einander verbundenen Punkten
wirken.

134. Zuerst ergiebt sich also der Satz: Die Resultante aller
Parallelkrafte der Schwere ist dieser selbst parallel, mithin
vertical. Zweitens: Die Resultante ist gleich der Summe
dieser Krifte.

Die Grisse dieser Resultante nennt man das Gewicht eines Korpers;
dieses ist folglich der Anzahl der den Kirper bildenden Molekiile oder der
Quantitit seiner Materie, welche man seine Masse nennt, proportional.
Man hat also den Ausdruck Schwere oder Schwerkraft von dem Worte
Gewicht wohl zu unterscheiden. Die Schwerkraft ist die Ursache,
welche die Korper gegen die Erde treibt; das Gewicht ist die besondere
aus thr fiir jeden Kérper resultierende Kraft, die der Masse des Korpers
proportional und der Energie, welche nitig ist ihn festzuhalten, gleich ist.

135. Da es drittens, wie wir gesehen haben, fiir an verschiedenen
Punkten angebrachte Paralellkriifte einen Mittelpunkt, d. h. einen
einzigen Punkt giebt, in dem sich die successiven Resultanten dieser Gruppe
von Kriften schneiden, wenn man sie allmihlich in andere Lagen bringt,
so giebt es fiir einen schweren Korper auch stets einen einzigen Punkt,
durch den fortwihrend die Richtung seiner Gewichtskraft geht, wenn der
Korper allmihlig verschiedene Lagen gegen die Horizontalebene erhilt, weil
in den verschiedenen Lagen die man ihm giebt, die Schwerkrifte, welche
die einzelnen Molekiile treiben, dieselben bleiben, in demselben Punkten
wirken und stets parallel sind; ihre Resultanten schneiden sich also bestindig
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in einem Punkte, Dieser einzige Punkt, durch welchen immer die
Richtung der Gewichtskraft geht, wie auch der Korper gegen die
Horizontalebene liegen mag, heisst der Schwerpunkt des Korpers.

136, Ist der Schwerpunkt eines Korpers fest, so befindet sich der
Korper in jeder beliebigen Lage um ihn im Gleichgewicht; bringt man
also den Korper um diesen Punkt in irgend eine Lage und Lisst ihn
daselbst, so bleibt er in dieser Lage; denn die Resultante der Gewichts-
krifte geht immer durch den festen Punkt, wo sie aufgehoben wird. Aus
diesem Grunde haben viele Schriftsteller iiber die Statik fiir den Schwer-
punkt die Definition gegeben: der Schwerpunkt eines Kérpers ist ein
dergestalt liegender Punkt, dass, wenn man ihn sich fest denkt, der Korper
in allen miglichen Lagen um ihn im Gleichgewichte bleibt. Indessen ist
aber passender a priori zu zeigen, dass es fiir jeden Kirper immer einen
solchen Punkt giebt, und mithin, dass jeder Kirper einen Schwerpunkt hat,
bevor man den Schwerpunkt selbst definiert,

137. Da der Schwerpunkt eines Korpers mit dem Mittelpunkte aller
auf die Molekiile des Korpers wirkenden parallelen Gewichtskriifte zu-
sammenfillt, und da alle diese Kriifte einander gleich sind, so folgt aus
(87), dass die Entfernung des Schwerpunktes von irgend einer
Ebene gleich ist der mittleren Entfernung aller Molekiile des
Korpers von derselben Ebene. Die Lage des Schwerpunktes in einem
Kéorper hiingt also durchaus nicht von der Schwerkraft, sondern nur von
der Art ab, wie die Molekille des Korpers gegen einander liegen.

Einige Geometer haben es passender gefunden, statt der Benennung
Schwerpunkt die Benennung Mittelpunkt der Masse oder Mittel-
punkt der Figur zu gebrauchen; wir behalten den ersten Ausdruck bei,
weil er gebriiuchlicher ist und die von diesem Punkte in der Statik zu
machende Anwendung mehr bezeichnet.

138, Da man nun statt aller auf die Molekiile des Kiorpers wir-
kenden Krifte der Schwere immer ihre allgemeine, genan dieselbe Wir-
kung erzeugende Resultante substituieren kann, so kann man den Schwer-
punkt eines Kirpers als den Punkt ansehen, in dem die ganze Masse des
Korpers concentriert ist. Berficksichtigt man also in statischen Unter-
suchungen die Schwere, so lisst sich jeder Kirper als auf seinen Schwer-
punkt reduciert, und dieser als von einer Kraft getrieben betrachten,
welche der Gewichtskraft parallel und gleich ist. Verbindet man darauf
diese neuen Krifte mit den unmittelbar an dem System angebrachten, so
findet man die Bedingungen des Gleichgewichts nach den in den vorigen
Kapiteln aufgestellten Principien ganz so, als wiiren die Kirper gar nicht
mit der Schwere behaftet.

Es kommt also hier nur darauf an, die Schwerpunkte verscliedener
Korper oder Systeme von Kirpern zu bestimmen.
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139. Kann man den Korper oder das System als aus Teilen be-
stehend betrachten, von denen man besonders die Schwerpunkte und re-
spektiven Gewichte schon kennt, so bestimmt sich daraus sehr leicht der
Schwerpunkt des Korpers oder Systems.

Denn da der Schwerpunkt nur der Angriffspunkt der allgemeinen
Resultante ans den auf alle Molekiille des Korpers wirkenden Schwer-
kriften ist, so kann man zur Bestimmung des Schwerpunktes erst die
respektiven Punkte aufsachen, in denen die partiellen Resultanten der auf
jeden einzelnen Korper wirkenden Kriifte angreifen, und dann den An-
griffspunkt der aus diesen verschiedenen Resultanten hervorgehenden allge-
meinen Resultante bestimmen,

Kennt man also schon die respektiven Schwerpunkte der einzelnen
Kirper, so braucht man sich nur an diesen Punkten Parallelkriifte ange-
bracht zu denken, die den respektiven Gewichten dieser Korper gleich
sind, und man findet darauf den Schwerpunkt des Systems ganz auf die-
selbe Weise wie den Mittelpunkt von Parallelkriften.

Zu dieser Untersuchung bedient man sich dann entweder der all-
mihligen Zusammensetzung der Kriifte wie in (29), oder der Theorie der
Momente wie in (86).

Da die Entfernung des Mittelpunktes von Parallelkriften von einer
Ebene gleich ist der Summe der Momente der Krifte in Bezug auf diese
Ebene dividiert durch die Summe aller Krifte, so ergiebt sich der Satz:
Die Entfernung des Schwerpunktes eines beliebigen Kdrper-
systems von einer Ebene ist gleich der Summe der Momente
ihrer Gewichte in Bezug auf diese Ebene, dividiert durch die
Summe aller Gewichte; oder (weil die Massen den Gewichten
proportional sind) gleich der Summe der Momente der Massen
dividiert durch die Summe der Massen selbst, wo man unter
Moment einer Masse das Produkt dieser Masse in die Entfernung ihres
Schwerpunktes von der betrachteten Ebene versteht.

Berechnet man so die Entfernungen des Schwerpunktes von drei be-
liebigen Ebenen, die man der Einfachheit wegen rechtwinklig zu einander
annehmen kann, so findet man die Lage des Schwerpunktes im Raume.

140. Sind alle Massen eines Systems untereinander gleich, so ist die
Entfernung des Schwerpunktes des Systems von einer beliebigen Ebene
gleich der mittleren Entfernung der Schwerpunkte aller dieser Kdrper von
der Ebene. '

141, Geht die Ebene, auf welche die Momente bezogen werden,
durch den Schwerpunkt des Systems, so ist die Entfernung des Schwer-
punktes von dieser Ebene Null. Man hat also den Satz: Die Summe
der Momente der Massen in Bezug auf eine durch den Schwer-
punkt des Systems gehende Ebene ist stets gleich Null
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Mit anderen Worten heisst dies: Die Summe der Momente der Masseti
auf der einen Seite dieser Ebene ist immer der Summe der Momente der
Massen auf der anderen Seite der Ebene gleich.

Umgekehrt: Ist die Summe der Momente der Massen in Bezug
auf eine KEbene gleich Null, so liegt der Schwerpunkt des
Systems in dieser Ebene, weil die Entfernung des Schwerpunktes von
der Ebene Null ist.

142, Daraus folgt, dass, wenn die Schwerpunkte der einzelnen
Kérper in derselben Ebene liegen, auch der Schwerpunkt des Systems in
dieser Ebene legt, und liegen die Schwerpunkte der Kirper in einer ge-
raden Linie, so liegt auch der Schwerpunkt des Systems in dieser ge-
raden Linie,

Denn im ersten Falle, wo die Schwerpunkte der Kirper in derselben
Ebene liegen, sind die Momente ihrer Massen in Bezug auf diese Ebene
alle gleich Null; die Entfernung des Schwerpunktes des Systems von dieser
Ebene ist also auch Null, und der Schwerpunkt liegt also in der-
selben Ebene.

Legt man im zweiten Falle durch die Gerade, in welcher alle Schwer-
punkte der Kirper liegen, zwei beliebige Ebenen, so liegen die Schwer-
punkte der einzelnen Kérper zugleich in beiden Ebenen, der Schwerpunkt
des Systems muss also auch in beiden Ebenen zugleich liegen, liegt also
in ihrem Durchschnitt, welcher die gegebene Gerade ist.

Uebrigens scheinen die beiden eben angefiihrten Sitze an sich evident
zu sein, wenn man den Schwerpunkt des Systems aus der allmiihligen
Zusammensetzung der in den respektiven Schwerpunkten der einzelnen
Kirper angebrachten Krifte oder Gewichte finden will,

143. Liegen alle Schwerpunkte der einzelnen Korper in derselben
Ebene, so liegt der Schwerpunkt des Systems in einer bekannten Ebene,
und man braucht zur Bestimmung seiner Lage nur noch seine Entfernungen
von zwei anderen Ebenen zu ermitteln. Nimmt man der Einfachheit
wegen diese Ebenen beide senkrecht zur ersten an, so sind die Ent-
fernungen der verschiedenen Schwerpunkte von diesen Ebenen die Ent-
fernungen derselben von den Schnittlinien der beiden Ebenen mit der
ersten Ebene.

Zieht man also in der Ebene der Schwerpunkte verschie-
dener Korper zwei beliebige gerade aber nicht parallele Linien
oder Axen, so findet man die respektiven Abstinde des Schwer-
punktes des Systems von diesen beiden Axen, wenn man die
respektiven Summen der Momente aller Massen in Bezug auf
diese Geraden durch die Summe aller Massen dividiert.

(Dabei muss man fir jede Gerade alle auf einer Seite derselben
liegenden Momente der Massen als positiv, und die anf der anderen Seite
liegenden als negativ betrachten).
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Auf diese Weise findet man, in welcher Entfernung und auf welcher
Seite riicksichtlich der beiden Axen der Schwerpunkt des Systems liegt,
und zieht man nun in den gefundenen Abstinden zu den Axen zwel pa-
rallele, gerade Linien, so liegt der Schwerpunkt in ihrem Durch-
schnittspunkte.

144, Tiegen die Schwerpunkte aller Korper in derselben geraden
Linie, so liegt der Schwerpunkt des Systems in einer bereits bekannten
Geraden, und man braucht dann nur noch seinen Abstand von einer ein-
zigen Ebene zu kennen.

Nimmt man diese der Einfachheit halber senkrecht auf die ILinie der
Schwerpunkte an, so werden die Entfernungen der respektiven Schwer-
punkte von dieser Ebene dieselben sein, wie ihre Entfernungen von dem
Punkte, wo die Ebene die Gerade schneidet. ‘

Haben also mehrere Kiorper ihre respektiven Schwer-
punkte in derselben geraden Linie, so ist die Entfernung des
Schwerpunktes des Systems von einem beliebigen Punkte dieser
Geraden gleich der Summe der Momente der Massen in Bezug
auf diesen Punkt, dividiert durch die Summe aller Massen.

(Dabei sind alle in Bezug auf den Punkt auf einer Seite liegenden
Momente der Massen als positiv, und alle anf der andern Seite liegenden
als negativ zu betrachten).

Man weiss nun, in welcher Entfernung und auf welcher Seite hin-
sichtlich des gewihlten DPunktes der Schwerpunkt des Systems liegt, und
trigt man von diesem DPunkte aus nach dieser Seite hin eine Linge gleich
der gefundenen Entfernung auf der Geraden ab, so ist ihr Endpunkt der
Schwerpunkt des Systems selbst,

145. Man sieht hieraus wie leicht sich der Schwerpunkt eines
Korpers oder Systems bestimmen lisst, wenn man die Schwerpunkte der
verschiedenen dasselbe bildenden Kiorper kennt. Es bleibt uns nun noch
iibrig zu zeigen, wie man die Schwerpunkte von Korpern findet, die sich
nicht auf #hnliche Weise zerlegen lassen.

Da man nun einen Korper stets als eine Vereinigung von materiellen
Punkten betrachten kann, die ihre eigemen Schwerpunkte sind, so Idisst
sich in der That die vorhergehende Methode auf jeden beliebigen Kiorper
anwenden, und man findet allgemein die Entfernung seines Schwerpunktes
von einer Ebene, wenn man die Summe der Momente aller Teilchen des
Korpers in Bezug auf diese Ebene durch die Summe aller Teilchen, oder
was dasselbe ist, durch die ganze Masse des Kirpers dividiert. Die all-
gemeine Lisung dieser Aufgabe hingt jedoch von der Kenntniss der Inte-
gralrechnung ab; man findet davon fast in allen Lehrbiichern der Mechanik
sehr einfache Anwendungen, die weiter keine Schwierigkeiten darbieten,
als die, welche die Integralrechnung mit sich bringt.

-1

Poinsot, Statik.
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Da es aber sehr elegante elementare Betrachtungsweisen giebt, ver-
moge deren man die Schwerpunkte fiir die meisten der Korper, welche in
der Gteometrie behandelt werden, findet, so wollen wir uns auf diese be-
schrinken; wir erfiillen dadurch unsern vorliegenden Zweck und entfernen
uns nicht von unseren Elementen.

146. Nach dem, was wir in (137) gesagt haben hingt die Lage des
Schwerpunktes eines Korpers nur von der Art ab, wie die Molekiile des
Kirpers gegen einander verteilt sind. Sie hingt also von zwei Stiicken ab:

1) von der Figur des Kérpers oder des Raumes, den dieser einnimmt.

2) von der relativen Dichtigkeit seiner einzelnen Teile.

Bleiben Figur und Volumen eines Korpers unverindert, und entfernen
sich in einem gewissen Teile des Korpers die Molekille von einander
derart, dass sie sich dann in einem anderen Teile destomehr nihern, so
sind offenbar die auf sie wirkenden Kriifte nicht mehr auf dieselbe Weise
verteilt, die Lage der gemeinschaftlichen Resultante, folglich auch des
Schwerpunktes des Korpers Andert sich also. Bei der Bestimmung dieses
Punktes hat man also nicht bloss die Figur des Korpers, sondern auch das
Gesetz zu beriicksichtigen, nach dem in seiner ganzen Ausdehnung die
Dichtigkeit variiert.

Nimmt man um die Aufgabe einfacher zu lisen zuerst an, dass die
Kirper vollig homogen oder in allen ihren Punkten gleich dicht sein sollen,
so hingt die Lage des Schwerpunktes nur noch von der Figur ab, und die
Untersuchung der Schwerpunkte wird dann eine ganz einfache geometrische
Aufgabe,

Unter dieser Voraussetzung vollig homogener Korper bestimmt man
dann gewshnlich die Schwerpunkte von Linien, Fldchen und Korpern, die
geometrisch streng beschrieben werden kinnen, und die man als in allen
ihren Punkten mit einer gleichformigen Gewichtskraft begabt ansieht.
Auf den ersten Blick scheint dieses Problem kein praktisches zu sein; es
spielt jedoch in der Statik dieselbe Rolle, wie in der Geometrie die
Quadratur der Flichen oder die Cubatur der Koérper. So wie die Resul-
tate der Geometrie in der Anwendung um so genauer sind, je mehr sich
die betrachteten Figuren den geometrischen nihern, so liegen auch hier bei
der Betrachtung der Schwerpunkte diese Schwerpunkte um so genauer an
den ihnen von der Theorie angewiesenen Orten, je homogener die Substanz
des Korpers, je gleichformiger sie verteilt, und je vollkommener die
Grenzen seiner Figur sind.
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II.

Von den Schwerpunkten der Figuren.

Hilfssatz.

147. TIst in einer Figur ein Punkt der Art vorhanden, dasc
eine beliebige durch ihn gelegte Ebene die‘Figur in zwei vollig
symmetrische Hilften teilt, so liegt der Schwerpunkt in diesem
sogenannten Mittelpunkte der Figur.

Denn da eine beliebig durch den Mittelpunkt der Figur gelegte Ebene
die Figur in zwei vollig symmetrische Hélften teilt, so ist kein Grund
vorhanden, warum der Schwerpunkt, der nur ein einziger Punkt ist und
der bloss von der Figur abhingt, mehr auf der einen Seite dieser Ebene
als auf der andern liegen sollte; er wird also in der Ebene liegen. Fr
muss also zugleich in allen Ebenen liegen, die durch den Mittelpunkt der
Figur gezogen werden kinnen, wird also in diesem Punkte liegen, weil
dieser der gemeinschaftliche Schnittpunkt aller dieser Ebenen ist.

148. Daraus folgt:

1) Der Schwerpunkt einer geraden Linie liegt in ihrem Mittelpunkte.

2) Der Schwerpunkt der Fliche eines beliebigen Parallelogramms ist
der Schnittpunkt seiner beiden Diagonalen oder der Mittelpunkt
einer dieser Diagonalen.

3) Der Schwerpunkt eines festen Parallelepipedons ist der Schnitt-
punkt seiner vier Diagonalen oder der Mittelpunkt einer dieser
Diagonalen.

Man kinnte auch daraus schliessen, dass der Schwerpunkt des Umfanges
oder der Fliche eines Kreises der Mittelpunkt des Kreises ist; dass der
Schwerpunkt der Oberfliche oder des Korpers einer Kugel im Mittelpunkte
der Kugel liegt; dass der Schwerpunkt der Oberfliche oder des Korpers
eines Cylinders mit parallelen Grundflichen der Mittelpunkt seiner Axe ist etc.

Vor allem aber merke man sich die drei vorhin aufgestellten Folgerungen
iiber die Schwerpunkte der geraden Linie, des Parallelogramms und des
Parallelopipedons, weil diese Figuren als die Elemente aller iibrigen an-
gesehen werden konnen.

Aufgabe I

149. Es soll der Schwerpunkt des Umfanges eines beliebigen
Polygons und im Allgemeinen der Vereinigung von beliebig im
Raume verbundenen geraden Linien gefunden werden.

*



100 Kapitel IIL

Man betrachte jede gerade Linie als in ihrem Schwerpunkte, d. h. in
ihrem Mittelpunkte concentriert, und man hat nur noch eine Vereinigung
von Punkten zu betrachten, die ihren respektiven Gewichten nach durch
die geraden Linien reprisentiert werden, deren Mittelpunkt sie sind.

Man findet also den Schwerpunkt dieses Systems durch die allmihlige
Zusammensetzung dieser Geewichte, oder auch durch die Theorie der Momente
wie oben gelehrt worden ist.

150. Oft lassen sich die Schwerpunkte durch besondere Betrachtungen
leichter bestimmen, als durch diese allgemeine Methode,

Soll man z. B. den Schwerpunkt eines Dreiecksumfanges finden, so
verbinde man die Mittelpunkte der drei Seiten durch dret gerade Linien,
wodurch man ein Dreieck erhdlt, das dem gegebenen ihnlich ist; halbiert
man darauf die Winkel dieses Dreiecks durch gerade Linien, so schneiden
sich diese im gesuchten Schwerpunkte.

Mit anderen Worten, der Schwerpunkt eines Dreiecksumfanges ist
nichts anderes, als der Mittelpunkt des Kreises, der in das von den
drei Geraden, welche die Mittelpunkte der Seiten des gegebenen Dreiecks
verbinden , gebildete Dreieck eingeschrieben ist.

Aufgabe II.

151. Es soll der Schwerpunkt der Fliche irgend eines
Polygons, und im Allgemeinen der Fliche eines Systems von
ebenen, geradlinigen, auf irgend eine Weise im Raume ver-
bundenen Figuren gefunden werden.

Da alle Polygone in Dreiecke zerlegt werden konnen, so wollen wir
zuerst untersuchen, wie man den Schwerpunkt eines beliebigen Dreiecks
bestimmt. Hat man diese Bestimmung gemacht, so nimmt man alle
Schwerpunkte der das vorliegende System bildenden Drelecke und hat so
nur ein System von gegebenen Punkten zu betrachten, deren respektive
Gewichte von der Fliche der Dreiecke dargestellt werden, deren Schwer-
punkte sie sind. Die Aufgabe kann dann wie die vorhergehende gelost werden.

Vom Schwerpunkt eines Dreiecks.

152. Es sei ABC (Fig. 38) das gegebene Dreieck. Wir betrachten
seine Flache als aus unendlich vielen zur Basis BC parallelen Streifen
zusammengesetzt. Kine Gerade AD aus der Spitze A des Dreiecks nach
der Mitte D der Basis wird alle diese Streifen halbieren; ihre respektiven
Schwerpunkte liegen folglich in der Geraden AD, und demnach wird auch
der Schwerpunkt ihres Systems, also der Schwerpunkt des Dreiecks eben-
falls in dieser geraden Linie liegen.

Auf dieselbe Weise zeigt man, dass der Schwerpunkt des Dreiecks
auch in der Geraden BE, welche den Scheitel des Winkels B mit der
Mitte E der gegeniiberliegenden Seite A(' verbindet, liegen muss.
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Der Schwerpunkt liegt also in den beiden Geraden AD und BE zu-
gleich, also in ihrem Durchschuittspunkte G-

Verbindet man die Punkte D und E durch eine Gerade DE, so ist
DE, weil D und E die respektiven Mittelpunkte von CB und CA sind,

o1 1 .
parallel zu AB und gleich 5 AB. Ist aber DE == 5 AB, so ist auch
DG, wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke DGE und AGB, gleich der

. 1
Hiilfte der homologen Seite AG@. Man hat also DG = ?AD und AG =

AD.

Der Schwerpunkt der Fliche eines beliebigen Dreiecks liegt
also in der Geraden, die aus einer der drei Winkelspitzen nach
der Mitte der gegeniiberliegenden Seite gezogen ist, und zwar in
/3 der Linge dieser Geraden von der Basis und /3 derselben von
dem Scheitelpunkte des Winkels ab.

Der vorstehende Beweis ist so natiirlich und so einfach, dass wir ihn
hier nicht @bergehen zu diirfen glaubten; die moglichste Schirfe kann man
thm durch die bekannte, in den Elementen der Geometrie so hiufig an-
gewendete Methode geben; wir iiberlassen dies aber dem Leser. Dafiir
aber wollen wir noch einen neuen Beweis geben, der an Genauigkeit nichts
zu wiinschen iibrig liisst.

153. Aus dem DMittelpunkte D der Basis BC des Dreiecks ABC
(Fig. 89) ziehe man respektive parallel zu den beiden anderen Seiten die
Geraden DE und DF, welche diese Seiten in E und F schneiden; dadurch
zerfillt das gegebene Dreieck in ein Parallelogramm AEDF und zwei
Dreiecke DEC und DFB, die unter sich gleich und auch dem ersten Drei-
ecke gleich sind.

Das Moment des Dreiecks 4BC in Bezug auf irgend eine in seiner
Ebene gezogene gerade Linie ist also gleich der Summe der Momente des
Parallelogramms und der beiden Dreiecke.

Es sei a die Fliche eines der letzteren Dreiecke, so wird 4a die
die Flache des Dreiecks 4ABC sein; Nennt man also x die Entfernung
des Schwerpunktes dieses Dreigcks von der Basis BC, so ist 4dax sein
Moment in Bezug auf die Basis.

| e

. . Lo
Ist 2 die Héhe des Dreiecks, so ist ; die Entfernung des Schwer-

2
punktes des Parallelogramms von der Basis. Da nun seine Fliche = 2«
. . . h

Ist, so ist sein Moment 2a—2=ah.

Endlich haben die beiden Dreiecke BCD wnd DEC ihren Schwer-
punkt offenbar in gleichen Entfernungen von der Basis BC; bezeichnet
man also diese Entfernung mit ', so ist die Summe ihrer Momente = 2ax’.
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Man hat also die Gleichung 4ax = ahk + 2ax’ oder, wenn man mit
4q dividiert
1 P x'
x = e (A o
Wollte man mit Archimedes voraussetzen, dass in #hnlichen Dreiecken
auch die Schwerpunkte anf dhnliche Weise liegen, so hitte man, weil die
Dimensionen des Dreiecks BFD oder DEC die Hilften von den Dimen-

sionen des Dreiecks ABC sind, a =3 und substituierte man diesen Wert

in die Gleichung, so hitte man sofort

Daraus wiirde nun folgen, dass der Schwerpunkt eines Dreiecks iiber
jeder Seite in einem Abstande gleich dem dritten Teile der Hohe der gegen-
iiberstehenden Winkelspitze iiber dieser Seite liegt, wodurch man also
wieder in den vorher bestimmten Punkt gelangt.

Man kann jedoch zu diesem Schluss ohne eine weitere Voraussetzung
kommen. Wir haben fiir das Dreieck 4BC

X =— 4

4+2

gefunden, wo x die Entfernung seines Schwerpunktes von der Basis BC,
und x’ die Entfernung des Schwerpunktes des Dreiecks BFD von der
Basis BD ist. Wiederholt man nun im Dreiecke BFD die im Dreieck
ABC vorgenommene Construction, und nennt man x// die dem x’ analoge
Entfernung, so ist, weil die Héhe des neuen Dreiecks zweimal kleiner ist
als die des gegebenen Dreiecks

xll—_li_.*__xll
4 4 2
x’”‘—_l_i—{hxlv
4 8 2
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wo x’!!, x.,. die Abstinde der Schwerpunkte der successiven Dreiecke
von der Basis bezeichuen. Diese Abstinde werden immer Xkleiner, und
der letzte von ihnen kann kleiner als jede gegebene Grisse werden, weil
er stets kleiner ist als die Hohe des zu ihm gehdrigen Dreiecks.

Substituiert man nun allm#hlich in die erste Gleichung fir x’, x’/,
ax’'', .. ihre Werte, so findet man

h h h L. .
=+ ————
x 1 11 3 Va bis ins Unendliche,

woraus

folgt. Q.e.d.

Bemerkung,

154. Liegen die Schwerpunkte von drei gleichen Massen in den drei
respektiven Winkelspitzen eines Dreiecks 4BC (Fig. 38), so fillt der
Schwerpunkt dieser drei Xorper in den Schwerpunkt des Dreiecks.

Denn um den Schwerpunkt der drei Korper zu finden, hat man zuerst
den Schwerpunkt zweier von ihnen, z. B. von B und C, zu nehmen, welcher
im Mittelpunkte D von BC liegt, darauf D und 4 durch eine Gerade D4
zu verbinden, und diese Gerade im Punkte G im umgekehrten Verhiltnisse
von 2:1 zu teilen.

Auf dieselbe Weise wird aber auch der Schwerpunkt des Dreiecks
ABC gefunden.

Hieraus und aus (140) folgt, dass der Abstand des Schwerpunktes
elnes Dreiecks von einer beliebigen Ebene im Raume gleich der mittleren
Entfernung der drei Winkelspitzen des Dreiecks von derselben Ebene ist.

Schwerpunkt des Trapezes.

155. Verlingert man die beiden Seiten eines Trapezes, bis sie sich
schneiden, so erhilt man an demselben Scheitelpunkt zwei Zhnliche Dreiecke,
deren Basen die Basen des Trapezes sind. Da nun eine aus dem gemein-
schaftlichen Scheitelpunkte nach der Mitte der unteren Basis gezogene
gerade Linie auch die obere Basis halbiert, so geht sie durch die Schwer-
punkte beider Dreiecke, und folglich auch durch den Schwerpunkt des
Trapezes, welches die Differenz beider Dreiecke ist. Der Schwerpunkt
des Trapezes liegt also in der Verbindungslinie der Mittelpunkte beider
parallelen Basen; man braucht also nur moch seinen Abstand von einer der
Basen, oder das Verhiltnis der Abstiinde von beiden Basen zu bestimmen.
Es sel nun x der unbekannte Abstand des Schwerpunktes von der unteren
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Basis, und H tund % seien die Hohen der beiden #hnlichen Dreiecke. Be-
zeichnet H? die Fliche oder das Gewicht des grisseren Dreiecks, so ist
32 die Fliache des Kkleineren Dreiecks und (H?% — #?) die Fliche des
Trapezes. Das Moment des ersten Gewichtes in Bezug auf die untere Basis

H h .
ist also H? - - des zweiten h? (? + H— h) und des dritten (H? — h?) . x.

Setzt man also das erstere dieser Momente der Summe der beiden anderen
gleich, so erhilt man zur Bestimmung von x die Gleichung

3 (H2— W)yax = H?*— 312 H-+ 253

Sucht man ebenso den Abstand y des Schwerpunktes von der oberen
Basis oder bemerkt man, dass dieser Abstand y gleich (H — #) ist, wenn
man x davon nimmt, so hat man

3(H2— W)y = 1® —3H>h- 2HS

Vergleicht man beide Gleichungen Glied fiir Glied und lisst auf der einen
Seite den gemeinschaftlichen Faktor 8 (H2 — %) auf der andern (H — h)?
fort, so erhdlt man

x:y = (H-+-2h) : (-~ 2H)

oder, wenn man statt der Héhen H und 7 der Dreiecke die thnen proportionalen
Basen B und b setzt

x:y =(B-+2b):(b-+2B)

woraus dann der Satz folgt:

Der Schwerpunkt eines Trapezes liegt in der Geraden,
welche durch die Mittelpunkte der beiden Grundlinien geht, nnd
teilt diese Gerade in zwei Stiicke, die sich verhalten wie die
Summe der einen Grundlinie plus der doppelten zweiten, zu der
Summe der zweiten Grundlinie plus der doppelten ersten.

Daraus lisst sich folgende sehr einfache Construction ziehen:

Man verlingere die eine Grundlinie nach rechts um die Linge der
zweiten, und diese links um die Lénge der ersten, verbinde die Endpunkte
der so verlingerten Linien durch eine Gerade, so schneidet diese die Gerade
durch die Mittelpunkte der Grundlinien in dem Schwerpunkte des Trapezes.

Zu bemerken ist hierbei, dass das vorige Verhiltnis nicht von der Hihe
des Trapezes, sondern nur von dem Verhiltnis der Grundlinien abhiingt,
so das jenes Verhiltnis fiir alle moglichen Trapeze mit proportionalen Grund-
linien dasselbe bleibt.

Sind die Basen gleich, so ist x == y, wie es sein muss, weil dann das
Trapez ein Parallelogramm wird, und weil in diesem der Schwerpunkt von
beiden Grundlinien gleichweit absteht.
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Ist eine der Grundlinien & Null, so ist y = 2x. Aus dem Trapez
wird dann ein Dreieck, dessen Basis B ist, und in welchem der Schwer-
punkt zweimal weiter von der Basis als vom Scheitelpunkte entfernt ist.

Aufgabe III,

156, Es soll der Schwerpunkt der Masse eines beliebigen
Polyeders, und im Allgemeinen eines Systems von beliebig im
Raume liegenden Polyedern gefunden werden.

Da sich jedes Polyeder in dreiseitige Pyramiden zerlegen lisst, so
wollen wir zuerst zeigen, wie man den Schwerpunkt einer dreiseitigen
Pyramide bestimmt. Nimmt man darauf die Schwerpunkte aller der
Pyramiden zusammen, in die das System zerlegt ist, so hat man wieder
nur den Schwerpunkt eines Systems von Punkten zu suchen, die ihrem
Gewichte nach durch die respektiven Pyramiden, deren Schwerpunkte sie
sind, dargestellt werden, und das Problem ldsst sich dann auf dieselbe
Weise, wie vorher gezeigt ist, lisen.

Vom Schwerpunkte der Pyramide.

137. FEs sei ABCD (Fig. 40) eine beliebige dreiseitige Pyramide.
Betrachtet man sie als aus einer unendlichen Menge von Parallelstreifen
zu der Basis BCD bestehend und zieht dann ans der Ecke A nach
einem beliebigen Punkte der Grundfliche eine gerade Linie, so schneidet
diese die Streifen und die Basis selbst in #hnlich liegenden Punkten. Geht
daher diese Gerade durch den Schwerpunkt J der Grundfliche, so geht sie
anch durch alle Schwerpunkte der Parallelstreifen. Der Schwerpunkt des
Systems von Parallelstreifen, und mithin auch der Schwerpunkt der
Pyramide, muss daber in der Geraden AJ liegen.

Aus denselben Griinden muss auch der Schwerpunkt der Pyramide in
der Geraden CH liegen, welche aus der Ecke C nach dem Schwerpunkte H
der gegeniiberliegenden Seitenfliiche gezogen ist. Er wird also im Schnitt-
punkte G der beiden geraden ILinien liegen,

Auf diese Weise miissen sich also die beiden Geraden 4J und CH
notwendig schneiden, und man kann dieses unabhéingig von der Betrachtung
des Schwerpunktes auf folgende Art beweisen. Zieht man CJ, so schneidet
diese die Seite BD in ihrem Mittelpunkte E, weil J der Schwerpunkt
des Dreiecks BCD ist. Aus demselben Grunde muss auch AH die Seite
BD in E halbieren, die beiden Geraden 4J und CH liegen also in der-
selben Ebene, nimlich in der Ebene des Dreiecks AEC und schneiden sich
demnach notwendig.

1 1
Beachtet man nun, dass EJ = ry EC und EH = 5 E4 ist (152),
so ist offenbar eine Gerade JH zwischen J und H der Kante AC parallel
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. 1 1 .
und gleich ry AC. Tst aber JH = w3 AC so ist auch wegen der Aehn-

lichkeit der Dreiecke JGH und AGC die Seite JG gleich dem dritten
Teile ihrer homologen Seite G4; d. h.
1

3
JG = - JA; AG = JA.

Der Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide liegt also in
der geraden Linie, die aus einer der vier Ecken nach dem
Schwerpunkte der gegeniiberliegenden Basis gezogen ist, und
zwar in /4 der Linge dieser Linie von der Basis und 3/s derselben
von dem Scheitelpunkte der Fcke entfernt.

Bemerkung.

158. Auf die dreiseitige Pyramide lisst sich ein ganz analoger Be-
weis anwenden, wie der ist, dem wir vorher fiir das Dreieck angegeben
haben.

Zu diesem Zwecke betrachten wir zuvor das dreiseitige Prisma
ABCabc (Fig. 41). Durch den Mittelpunkt E der Seite AB seiner Basis
ABC ziehe man zwei Ebenen EFf und EDd respektive parallel zu den
Seitenflichen BC cb und AC ca, und zerlege so das Prisma in zwei andere
Prismen und ein Parallelopipedon.

Ist nun a die Masse eines der beiden gleichen Prismen, so ist 4 a die
Masse des gegebemen Prismas und 2@ die Masse des Parallelopipedons.

Nemnt man x den Abstand des Schwerpunktes des grossen Prismas
von der Seitenfliche BA ab, so ist 4 ax sein Moment in Bezug auf diese
Ebene. Ebenso sei fiir die beiden kleinen Prismen x' der Abstand ihrer
Schwerpunkte von derselben Ebene, welcher Abstand fiir beide derselbe
sein muss, dann ist 2ax' die Summe ihrer Momente. Ist endlich % die
Hohe der Kante Cc iiber der Parallelebene BAab, so ist das Moment des

. h
Parallelopipedons offenbar 2a 5 oder ak. Man hat also

dax = ah + 2ax’,
woraus folgt

h+ac’
4 2

X ==

Verfihrt man nun Schritt vor Schritt wie in (153), so findet
man gleichfalls
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Der Schwerpunkt eines dreiseitigen Prismas liegt also in Bezug auf
jede Seitenfliche in dem dritten Teil der Héhe der zu dieser Seitenfliche
parallelen Kante. Daraus folgt dann sofort, dass er in der Geraden Gy
liegt, welche die Schwerpunkte der beiden Grundflichen mit einander ver-
bindet, Ferner liegt er offenbar <im Mittelpunkte J dieser Geraden Gy,
die ich fir einen Moment Axe des Prismag nennen will; denn teilt
man das Prisma durch Parallelebenen zur Grundfiiiche in eine beliebige
Anzahl gleicher Prismen, und ist & die Entfernung des Schwerpunktes
eines dieser kleinen Prismen von dem Mittelpunkt seiner Axe, so wird der
Schwerpunkt O ihres Systems, also auch der des ganzen Prismas, in der-
selben Entfernung & vom Mittelpunkte J seiner Axe Gg liegen. So gering
aber aunch die Linge eines Prismas sein mag, so muss doch sein Schwer-
punkt immer im Innern des Prismas selbst liegen. Da man nun die
Linge jedes partiellen Prismas kleiner annehmen kann, als jede gegebene
Grosse, so wird auch die Entfernung OJ ==& kleiner sein als jede be-
liebige Grisse, sie wird also gleich Null sein.

159, Wir kehren nun zur dreiseitigen Pyramide 4BCD (Fig. 42)
zuriick. Man lege durch den Mittelpunkt L von AC eine Schnittfliiche
LMK parallel zur Grundfiiche BCD, und eine Sehnittfliche LEF parallel
zar Seitenfliche ABD. Man ziehe KH parallel zu LE und verbinde E
mit H durch die Gerade EH.

Dadurch ist die Pyramide in zwei gleiche Prismen, eines mit der
Basis EDH, das andere mit der Basis LEF, und in zwei dreiseitige Py-
ramiden ALMK uwnd LCEF zerlegt, die emander gleich und der gegebenen
Pyramide #hnlich sind.

Wir setzen nun das Moment der ganzen Pyramide in Bezug auf die
Grundflaiche BCD der Summe der Momente der zwei Prismen und der
zwel Partialpyramiden in Bezug auf dieselbe Ebene gleich.

Ist dann a die Masse einer der Partialpyramiden, so ist 8 a die Masse
der grossen Pyramide, und nennt man nun x die Entfernung ihres Schwer-
punktes von der Basis, so ist 8 ax ihr Moment.

Ist » die Hoéhe der ganzen Pyramide, so hat das Prisma mit der

. 1 & .
Basis EDH seinen - Schwerpunkt in der Hihe ERECY fiber der Basis, und

. . . . k . .
da seine Masse 3a ist, so wird sein Moment 3a. T Das zweite Prisma

1 &
mit der Basis LEF hat seinen Schwerpunkt in der Héhe ) iiber der

h
Basis BCD (157); seine Masse ist 3 a, folglich sein Moment 3a - e
Ist endlich «' die Hohe des Schwerpunktes der Pyramide LCEF iiber

der Basis BCD, so ist die Hohe des Schwerpunktes der Pyramide ALMK
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offenbar (w'—}—%); die Summe der Momente dieser beiden Pyramiden

wird also

b
ax' +a (x’ -4 %) oder % -+ 2ax’

sein. Man hat also nun

3ah 3ah ah
B + —— 4 2ax’

Baz = -+ =+ 3

reduciert man nun und dividiert durch 8a, so ist:

7 a7
= — iy

32 4

Nimmt man nun an, dass #hnliche Pyramiden ihre Schwerpunkte in
dhnlich liegenden Punkten haben, so wird, weil die Dimensionen der Py-
ramide LOEF zweimal Kleiner sind als die der gegebenen Pyramide A BCD

, x
xr = —
2
und substituiert man diesen Wert in die vorige Gleichung, so ist
1
= -—7".
4

Darans ist klar, dass in jeder dreiseitigen Pyramide der Schwer-
. . . .1 .
punkt iber jeder Seitenfiéiche in T der Hihe der gegeniiberliegenden Ecke

iiber dieser Seitenfliiche lisgt; woraus dann leicht folgt, dass er in dem
oben bestimmten Punkte liegen muss.

Man kann aber diese letztere Folgerung auch wieder ohne irgend
eine Voraussetzung beweisen. Denn denkt man sich in der kleinen Pyra-
midle LCEF dieselbe Construction wie in der grossen Pyramide ABCD
ausgefithrt, und ist #”/ die mit «’ analoge Entfernung, so wird, weil die
Héhe der neuen Pyramide npur die Hilfte von der Hohe A der alten
Pyramide betrigt
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Wiederholt man dieselbe Construction in den fibrigen Pyramiden, so findet
man ebenso:
7 B xv

A -
=g e Ty
LT b v
* 32 95 " 71

wo ', x, ... die allm#hligen Abstinde der Schwerpunkte der Pyramiden
von der Grundfliiche sind. Diese Abstinde werden aber immer kleiner, und
endlich kleiner als jede ge<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>