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Vorwort.

Nachdem in den letzten Jahren so iiberaus eifrig und erfolgreich
an der Erforschung der Stromungsvorgéinge in Fliissigkeiten
gearbeitet wurde, ist es notwendig, interessante und technisch be-
deutungsvolle Erfahrungen auch dem praktischen Ingenieur zu ver-
mitteln. Ich habe in diesem Buche alle erreichbaren und fiir die prak-
tische Hydraulik bemerkenswerten theoretischen und praktischen Ar-
beiten iiber das technisch wichtige Gebiet der Rohrstrémung, die in
deutschen und fremdsprachigen Zeitschriften und Biichern verstreut zu
finden sind, zu einem Gesamtiiberblick verarbeitet.

Nach einem kurzen Abri} iiber die physikalischen Grundlagen
der Flissigkeitsstromung, in dem ich bemiiht war, die heute
gemessenen Zahigkeitswerte von technischen Flissigkeiten und Flissig-
keitsgemischen moglichst vollstdndig wiederzugeben und das allgemeine
Ahnlichkeitsgesetz fiir Stromungsvorginge leichtverstindlich zu ent-
wickeln, habe ich in einem zweiten Abschnitt die Ansdtzeder Hydrau-
lik und die wichtigsten Forschungsergebnisse der Strémung von
tropfbaren und gasféormigen Flissigkeiten in geschlossenen
Rohrleitungen dargestellt. Zur Losung hydrodynamischer Aufgaben gibt
die exakte theoretische Hydromechanik zweierlei Ansétze: die
Gleichungen von Bernoulli und Euler fiir reibungsfrei gedachte und
die Gleichungen von Navier und Stokes fiir natiirliche reibungs-
behaftete Flissigkeiten. Zur Berechnung der meisten technischen
Flissigkeitsstromungen versagen diese Ansdtze. Die Aufgabe dieses
zweiten Abschnitts ist daher, die Ndherungsverfahren der praktischen
Hydraulik darzulegen, mit welchen man die technisch vorkommenden
Stromungsfille in Rohrleitungen mit ausreichender Genauigkeit be-
herrschen kann. Ganz allgemein versteht man unter Hydraulik die
praktische Lehre von den Vorgdngen in bewegten Flissigkeiten. Sie
umfaBt die Stromung in offenen Gerinnen und geschlossenen
Rohrleitungen und Kanélen, die Grundwasserbewegung und
die Stromung um feste Kérper. Die Rohrstromung ist also nur ein
Teilgebiet der Hydraulik.

Der dritte Teil des Buches bringt eine Reihe der vom heutigen
Standpunkt aus empfehlenswerten Formeln zur praktischen Be-
rechnung der besonderen Strémungsfille und praktische Rechen-
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beispiele. Da es auBerordentlich viele Formeln gibt und diese unter-
einander hiufig stark abweichen, war die Auswahl zuverldssiger nicht
leicht. Von brauchbar und als gleichwertig befundenen Formeln wurden
nur eine oder wenige zur Rechnung empfohlen, um dem Leser die Aus-
wahl zu ersparen. Verschiedentlich wurde zur Klarheit die frithere Be-
zeichnung ,,Schmiedeisen® an Stelle der genormten ,,Stahl”, wie man
heute alle ohne Nachbehandlung schmiedbaren Eisensorten nennt, bei-
behalten.

Das technische MaBsystem (Meter, Kilogramm, Sekunden) wurde
iiberall streng durchgefithrt und eine einmal gebrauchte Bezeichnung
stindig beibehalten.

Meine Ausfithrungen sind fiir alle diejenigen gedacht, die dieses
Fachgebiet studieren wollen oder beruflich hydraulische Rechnungen
an Rohrleitungen ausfithren miissen. Ich hoffe, da mein Buch ein
brauchbares Bindeglied zwischen Theorie und Praxis wird. Moge es eine
gute Aufnahme finden!

Berlin, November 1933.
Hugo Richter.
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Bedeutung hiufig gebrauchter Bezeichnungen.

Im allgemeinen werden nur die Benennungen m, kg, s und keal gebraucht.
Mit Riicksicht auf die technische Praxis miissen aber gelegentlich auch die
Einheiten mm, ¢m, dm, km, 1, g, t, at und h verwendet werden.

Lénge in m,

Linge in km,

Mischungswegin m,

Abstand in m,

ortliche Héhe in m,

Druckhéhe in m,

Umfang in m,

Durchmesser in m,
Rohrhalbmesser in m,
Rohrdurchmesser in mm,
Krimmungshalbmesser in m,
Breite in m,

Spaltbreite in m,

Dicke der laminaren Grenz-
schicht in m,

Ablagerungsdicke in m,
Exzentrizitit in m,

mittlere Hohe der Rauhigkeits-
erhebungen einer Wand in m,
e’ = konst - ¢ Hilfsgréfle in m,

f Entfernung der Rauhigkeits-
erhebungen voneinander  bei
gleichférmiger Rauhigkeit in m,

=~

M

SR e oS yYAaQImE SN

e
e=_ relative Rauhigkeit (unbenannt),

F Fliche in m2,

F[U hydraulischer Halbmesser in m,
Oberfliche in m?2

Rauminhalt in m3,
DurchfluBmenge in m3,

Kraft in kg,

Gewicht in kg,

Widerstand in kg,

Arbeit in mkg/kg,
Energiegehalt in mkg/kg,
Druck in kg/m? oder mm WS,
atmosphérischer Druck in kg/m?,
Druck in kg/ecm? oder at,
Schubspannung in kg/m?,

TN N NNFERRNOO

v spezifisches Gewicht in kg/m?,

Y spezifisches Gewicht in g/ecm?
oder kg/dm? oder kg/l oder t/m3,

s relatives Gewicht bezogen auf
Luft =1,

v spezifisches Volumen in m3/kg,

P Zeit in s,

Weger Binzelgeschwindigkeit in m/s,

w mittlere Strémungsgeschwindig-

keit in m/s,
Schubspannungsgeschwindigkeit
in mfs,
g Erdbeschleunigung in m/s2,
N Leistung in PS = 75 mkg/s,
M Masse in kg s2/m,
2 (dynamische) Zahigkeit in

kg s/m?,
n=ug Zihigkeit in kg/ms,
v kinematische Zahigkeit in m?2/s,
£ Austauschgrofle in m?/s,
E Zihigkeit in Englergrad,
Temperatur in °C,
T =273+41¢ absolute Temperatur in
R

g

o~

Grad,
Gaskonstante in m/Grad,

@’  Wirmemenge in keal/kg,

u innere Energie in kcal/kg,

2 Wirmeinhalt in kcal/kg,

r Verdampfungswirme in kcal/kg,

¢
%= E’i Adiabatenexponent,
v

=‘—é§ keal/mkg mechanisches
Wirmeiquivalent,

k Warmedurchgangszahl in

kcal/m?h Grad,

Winkel in Grad- oder Bogenmaf,

Ablenkungswinkel in Grad,

o Neigungswinkel in Grad,

y: |

>



Bedeutung héufig gebrauchter Bezeichnungen. IX

Erweiterungswinkel in Grad,
Wirkungsgrad,

Energiebeiwert,

relative Verlustleistung,
Beiwert des Gesetzes der Lami-
narstromung,

Leitungsgefille,
Widerstandszahl,

=1 %Widerstandsza-hl bei Geschwin-

digkeitshohe allein,
p Widerstandszahl = 514,

d
Re  Reynoldssche Zahl = _w;_ ,

v N | NS R

n unbenannter Randabstand,
@ unbenannte Geschwindigkeit,
u Kontraktionskoeffizient,
C, K Konstante,
A, B... HilfsgroBen,

b ... Hilfsgr6Ben,
o, B ... HilfsgroBen,

Ende (bei P, p),

Gemisch (bei 7, v),

gesamt (bei P, y, 2, {),

Gas (bei y, n),

GuBeisen (bei 4, C),

stiindlich (bei @, G),

innen (bei g, P, 7),
isothermisch (bei L, N),
Krimmer (bei I, 2),

kritisch (bei w, Re),

in l-Richtung (bei w),

Luft (bei y, ¢, 5, R),

Mittel (bei P, p, y, ¢, T, r, v, d),
maximal (bei w, w;, x, N, Re),
minimal (bei w),

normal (159, 760 mm QS) (bei P,
D, Vs w, @, 8, T, ),
Oberfliche (bei 7),

Pumpe (bei H, 5, N),
polytropisch (bei L, N),
Querstréomung (bei &),

b, ¢, m, n, g, %, y, 2 Exponenten, R Reibung (bei K, L, 1, P),
Zahl Zusammenziehungvonunbenann- | s sekundlich (bei @, G),
ten GrofBen, 8 fir das relative Gewicht (bei C),
fzeige» Verhaltniszahlen. s Schallgeschwindigkeit (bei w),
s in der Saugleitung (bei w),
Zeiger St Stfmhl (bei 2), )
t bei ¢ Grad (bei 7, v),
a aullerhalb, AuBlenseite (bei o, | ¢ fir die Temperatur (bei C),
P, r), T Tragheit (bei K),
a Anlauflinge (bei C, I, d), U Undichtigkeit (bei C),
a Abzweig (bei d, @, w, {), u Umlenkung (bei P, £, A),
a Anfang (bei P, p), i iiberhitzt (bei C),
ad adiabatisch (bei L, N), x in der Entfernung x (bei I, @),
Abl  Ablosung (bei (), x, ¥y in x, y-Richtung (bei w, 7, I,
B Beschleunigung (bei 4, P), Kg, Kj),
d Durchgang (bei @, w, {), 2 zusammen (bei @, d, w, {),
d in der Druckleitung (bei w), 0 Null Grad (bei %, »),
d Dampf (bei C), 1,2, 3...an Stelle 1, 2, 3... (beil,
dyn  dynamisch (bei P), d, H, F, K, G, Q, E, N, w, P,
9 Grenzschicht (bei w,), oy v t, T, Qy u, my v 1, u,
e eckenrecht (bei I), 2y &, Re),
my, My, My ... MaBstabsbezeichnung,

QS in mm Quecksilbersiule,

WS in mm Wassersiule.



I. Mechanische und wirmetechnische
Grundlagen.

1. Stoffeigenschaften.
a) Begriff der Flissigkeit.

Flissigkeiten nennt man ganz allgemein Korper von nicht festem
Zustand. Die Lehre von der stromenden Bewegung der Flussigkeiten
ist ein Teilgebiet der Flissigkeitsmechanik. Man kann die ganze Gruppe
der fliissigen Kérper in tropfbare und gasférmige unterteilen. Diese
beiden Zustandsarten unterscheiden sich vornehmlich im Grad der
Zusammendriickbarkeit und in der Dichte. Wahrend gasférmige Korper,
z. B. Luft, leicht auf einen kleineren Raum gebracht werden kénnen,
ist bei tropfbaren Fliissigkeiten, z. B. Wasser, selbst unter Anwendung
sehr hoher Driicke nur eine geringfiigige Raumverminderung zu er-
reichen. In technischen Rechnungen ist es fast immer statthaft, die
Zusammendriickbarkeit der tropfbaren Fliissigkeiten zu vernachlidssigen.
Daher pflegt man rundweg gasférmige Korper als zusammendrick-
bare und tropfbare Korper als raumbesténdige zu bezeichnen.
Die Bewegung gasférmiger Flissigkeiten richtet sich nach dhnlichen
Gesetzen wie die der tropfbaren, solange die Fordergeschwindigkeit
unter der Schallgeschwindigkeit bleibt.

Die verschiedenen Arten der tropfbaren Flissigkeiten kann man
weiter in zdhflissige und dinnflissige ordnen, je nachdem ob
sie ihrer Gestaltdnderung einen grofen oder kleinen Widerstand ent-
gegensetzen. Auch Gase konnen mehr oder weniger zéhflissig sein.
Unter der Wirkung eines bestimmten Druckes verformen sich die Kérper
mit verschiedener Geschwindigkeit.

Man denke sich z. B. ein Becherglas, Abb. 1, das zum Teil mit Wasser gefiillt
ist. In dieses Gefdll moge unter Wirkung ihres Eigengewichts G (kg) eine Stein-

4
kugel mit Durchmesser d (m), also unter einem Drucke P = = (kg/m?) ge-

senkt werden. Die Kugel mull beim Absinken die Gestalt der Wassermasse dauernd
adndern und wird eine gewisse Zeit brauchen, um auf den Boden des GefifBies zu
gelangen. Man wiederholt nun den Versuch z. B. mit Rizinusél von anndhernd
demselben Gewicht je Raumeinheit wie Wasser (damit der Auftrieb ungeéndert
bleibt). Die Kugel braucht jetzt bedeutend mehr Zeit zum Absinken, weil das

Richter, Rohrhydraulik. 1



2 Mechanische und wéirmetechnische Grundlagen.

zihe Rizinusél seiner Gestaltinderung einen viel gréeren Widerstand bietet und

damit eine geringere Forméinderungsgeschwindigkeit zulafit als das diinn-
fliissige Wasser. Solche Korper, bei denen diese Form-
anderungsgeschwindigkeit sehr klein ist, wie z. B. Pech,
sollen aus den Betrachtungen ausscheiden.

Fir die Flissigkeiten, deren Stromungsgesetze

untersucht werden sollen, miissen noch besondere

Verabredungen getroffen werden: Sie sollen sich,

wenn nicht anders bemerkt, wahrend des Be-

wegungszustandes in reiner Phase befinden.

Troptbare Flussigkeiten dirfen also nur Gase in

Abb.1. Beispiel zur Erkli- gelostem Zustand enthalten. Dampfausscheidung

T gl AR CnES soll nicht vorkommen, ebenso darf bei Dampfen

fallt durch eino brovfbare im allgemeinen keine Kondensation wihrend der

Fortleitung eintreten. Die Flissigkeiten sollen

keine festen Korper mit sich fithren. Die stromende Flissigkeit soll
im allgemeinen alle Leitungsquerschnitte voll ausfiillen.

b) Spezifisches Gewicht.

Unter dem spezifischen Gewicht y eines Korpers versteht man
das Gewicht der Raumeinheit des Korpers

y = % in kg/m?.

Dabei bedeutet @ das Gewicht in kg des Raumes ¥ in m3. Das spezi-
fische Gewicht yp ist abhingig vom Zustand des Stoffes, d.h. von
Temperatur und Druck.
Bei tropfbaren Flissigkeiten ist das spezifische Gewicht nur von
der Temperatur abhingig, wenn man sie als raumbestdndig ansehen kann.
Bei gasformigen Stoffen wird die Beziehung zwischen Raum,
Druck und Temperatur durch die allgemeine Gasgleichung

PV =GRT (1)

geregelt. Dabei ist P der Druck in kg/m2, T die absolute Temperatur
in Grad (T'= 273 + ¢ mit £ in °C). R in m/Grad ist eine Grofe, die
die Art der Flussigkeit kennzeichnet.

Bei Stoffen, die sich wie vollkommene Gase verhalten, d. h. fiir die die Ge-
setze von Gay-Lussac und Boyle/Mariotte streng gelten, ist R eine Kon-
stante (Gaskonstante). Zeigen die Stoffe ein abweichendes Verhalten, wie z. B.
Dampfe bei schwacher Uberhitzung, so ist R von P und 7' abhingig. Die wirk-
lichen Gase, wie Luft, Kohlenoxyd u. a. weichen in ihrem Verhalten nur sehr wenig
von dem der vollkommenen Gase ab, so da man bei den folgenden Uberlegungen
alle technisch wichtigen Gase wie vollkommene Gase behandeln kann. Dasselbe
gilt fir Dampfe, wenn sie geniigend hoch iiberhitzt sind, d. h. wenn sie sich in
einem Zustand befinden, der méglichst weit vom S#ttigungsgebiet entfernt ist.
Tatséchlich sind ja auch die natiirlichen Gase, wie Luft u.a. nichts weiter als
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hochiiberhitzte Dampfe. (Unter Uberhitzung versteht man Wéirmezufuhr bei un-
verdnderlichem Druck auBlerhalb des Sattigungsgebietes.)

Mit y = % heifit die Gasgleichung
P=yRT =yR(273 + 1)
und mit p als Druck in at oder kg/em?
- F _ R ‘
v=g7— 10000 gm0 (2)
Die drei Grofen y, P und ¢ bestimmen den Zustand des Gases. Durch
zwei dieser GroBen ist auch die dritte festgelegt. Um das spezifische
Gewicht eines Gases bestimmen zu kénnen, muB man also die Gas-
konstante E des betreffenden Gases, ferner Druck und. Temperatur
kennen.
Mit Vorteil setzt man das spezifische Gewicht eines Gases y ins
Verhiltnis zum spezifischen Gewicht der Luft y, von gleicher Tem-
peratur und gleichem Druck

_ 7 _ B _ 2927 :
s= =% =& (3)

Man spricht dann von der Dichte des Gases bezogen auf Luft
gleich 1. Unter der Dichte eines Stoffes versteht man die Masse der
Raumeinheit, d. i. Gewicht der Raumeinheit durch Erdbeschleunigung g

lg/— in kg s?/m*.

Das Verhiltnis der spezifischen Gewichte y/y, oder Dichteverhaltnis
hat ebenso wie die Gaskonstante fiir jedes (vollkommene) Gas einen
festen Wert. Wenn man daher das spezifische Gewicht der Luft y,
bei irgendeinem Zustand kennt, so ist das spezifische Gewicht eines
anderen Gases y bei demselben Zustand einfach sy, . Im Abschnitt 1d
folgen Zahlentafeln fiir die wichtigsten technischen Flissigkeiten.

c) Innere und f#ullere Reibung, Zihigkeit.

Bei der Bestimmung des Begriffes der Flissigkeit wurden diinn-
flilssige und zéhfliissige Korper unterschieden. Diese Eigenschaft der
Flissigkeiten mufl ndher untersucht werden.

Zu diesem Zwecke denkt man sich eine Flussigkeitsmenge zwischen
zwei sehr grofle ebene Platten eingeschlossen, die sich parallel und
relativ zueinander mit einer Geschwindigkeit w; verschieben; siehe
Abb. 2, untere Platte ruhend, obere mit Geschwindigkeit w, bewegt.

Die Erfahrung zeigt nun, daB3 die Flissigkeit an den Plattenwinden
haftet, also dall die duBersten Fliissigkeitsschichten die Geschwindig-
keiten der Platten annehmen. Zerlegt man die ganze Fliissigkeitsmenge
in einzelne Schichten parallel zu den Platten, so findet man, daff die

1*
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Schichtgeschwindigkeit mit wachsendem Abstand von der ruhenden
Platte linear bis zur Geschwindigkeit der bewegten Platte zunimmt.
Daraus kann man schlieBen, dafl die einzelnen Schichten aufeinander
gleich groBe Schubkréfte ausiiben, und daB diese Schubkrifte durch
Reibung der Schichten aneinander entstehen. Die Reibungswirkungen
in der Fliissigkeit selbst bezeichnet man als innere Reibung!. Unter
suBerer Reibung versteht man sinngemi8 die Reibung der stromen-
den Fliissigkeit an der Leitungswand. Da die Fliissigkeit an der Wand
haftet, ist bei vollkommen glatter Wand keine &uflere Reibung vor-
handen. Ragen jedoch Unebenheiten der Rohrwand (Rauhigkeits-
erhebungen) durch die haftende Flussigkeits-
schicht, dann kann auch die duBlere Reibung
eine gewisse Rolle spielen; mit ihr wollen
wir uns aber erst spater befassen.
Es gehort eine gewisse Kraft dazu, die
eine Platte iiber der anderen wegzuziehen, sie
ist um so gréBer, je zaher die Flissigkeit
ist (z. B. Wasser oder dickes Ol). Auch gas-
Abb. 2. Zweiebeneglatte Plattenbe- 10rmige Stoffe besitzen eine wenn auch ge-
e oinander. O¢ ringe Schubfestigkeit. Auf Grund dieser
geschlossenen Fliissigkeitsschicht,. Erseheinung gelangt man zu einem MaB fiir

die Zahigkeit. Wie die Erfahrung lehrt, ist
die Gesamtschubkraft K proportional dem Geschwindigkeits-
gefélle wy/x und der Oberfliche der Platten F, wobei  den Ab-
stand und w; die Relativgeschwindigkeit der Platten bedeutet.
Dieses Gesetz wurde zuerst von Newton erkannt?.

K=F-~c:,uF%i. (4)

Das Geschwindigkeitsgefille dw,/d z ist fiir alle Schichten gleich grof.
Ist bei irgendeinem anderen Stromungsfall dw,/d x nicht unverénderlich,
80 ist auch die Schubkraft zwischen den einzelnen Schichten ver-
schieden groB und die verdnderliche Schubspannung

d
'czyg%—. (5)

Die Wirkung der Schubkrifte kann man deutlich spiiren, wenn man eine
Blechtafel parallel zur Tafelebene in einer zihen Fliissigkeit mit verschiedener
Geschwindigkeit bewegt. Die zur Bewegung erforderliche Kraft ist um so grofer,

1 Die Begriffe innere Reibung, Dickfliissigkeit, Dunnﬂusmgkelt Zshigkeit,
Viskositdt und Klebrigkeit bedeuten dasselbe.

2 Newton, J.: Philosophiae naturalis principia mathematica. 2. Buch 1723.
Deutsch: J. Ph. Wolfers. Berlin 1872.
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je zaher die Fliissigkeit, je groBler die Geschwindigkeit und je gréBer die Ober-
fliche des Bleches ist.

Mift man K in kg, F in m?, w; in m/s und #x in m, so hat der Pro-
portionalitatsfaktor u die Dimension kgs/m2 p stellt das gesuchte
Zahigkeitsmal} dar; es wird dynamische Zahigkeit oder kurz Zahig-
keit der betreffenden Fliissigkeit genannt. Die Zahigkeit u gibt die-
jenige Kraft an, die zwei Flissigkeitsschichten im Abstand 1 m und
von der Fliche 1 m? aufeinander ausiiben, wenn sie sich relativ zu-
einander mit einer Geschwindigkeit von 1 m/s bewegen. Die Zahigkeit y
ist in starkem Mafle von der Temperatur der Fliissigkeit abhingig,
eine uns bei Olen ganz geldufige Erscheinung. AuBerdem hat auch der
Druck einen geringen Einflul auf die GroBle der Zahigkeit, der aber
in den meisten praktischen Fallen vernachldssigt werden kann.

Wenn man die Flissigkeitsreibung mit der Reibung zwischen festen Korpern
vergleicht, so kommt man zu folgender Gegeniiberstellung: Zwischen

festen Kérpern flassigen Kérpern
(gleitende Reibung)

ist die Reibung

proportional der Anpressung, nahezu unabhingig von der Anpressung,
unabhingig von der Gréfle der Be- | proportional der GroBe der Beriihrungs-
rithrungsfliche, fliche,

unabhingig von der Geschwindigkeit. | abhingig von der Geschwindigkeit.

In beiden Féllen richtet sich die GréBe der Reibung nach der Natur der
reibenden Kérper.

Spater wird weniger mit der Zahigkeit u, sondern viel mehr mit
dem Verhiltnis der Zahigkeit zur Dichte gerechnet werden. Diese be-
zogene Grofe pflegt man kinematische Zadhigkeit zu nennen

y = “79 in m?/s. (6)

GeméaB der Veranderlichkeit von y ist die kinematische Zihigkeit von tropf-
baren Fliissigkeiten fast nicht, von gasférmigen Kérpern dagegen stark vom Drucke
abhingig. Eine Bewegung in einer Fliissigkeit klingt um so eher ab, je grofBer
die innere Reibung und kleiner die Dichte ist, woraus folgt, daB eine Bewegung
in Gasen schneller als in tropfbaren Fliissigkeiten abgebremst wird (obwohl der
Reibungskoeffizient u von tropfbaren Fliissigkeiten groBer als von Gasen ist).
Bei Bewegungsvorgingen in Fliissigkeiten spielt die Trigheit und damit immer
die kinematische Zahigkeit eine Rolle.

! Wahrend bei festen Kérpern zu Beginn einer Bewegung ein besonders groBer
Widerstand auftritt, gibt es bei fliissigen Kérpern keine »Reibung der Ruhe®;
jede noch so kleine Kraft kann eine Bewegung einleiten. So kann man z. B. in ein
senkrecht stehendes U-Rohr noch so langsam und noch so wenig Flissigkeit
gieflen, die Spiegel der Fliissigkeit in beiden Schenkeln werden immer auf gleicher
Hohe stehen. (Bei verschieden engen Schenkeln stéren gegebenenfalls Adhésions-
erscheinungen das Bild.)
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d) Zahlentafeln fiir das spezifische Gewicht und die Zihigkeit
von Fliissigkeiten.

Im folgenden wurden Zahlentafeln, deren Herkunft nicht aus besonderen
Angaben hervorgeht, nach dem Handbuch von Landolt und Bérnstein! aui-
gestellt. Alle Einzelwerte wurden im technischen MaBsystem angegeben? Die
besonders bei Gasen hiufig erheblich streuenden Versuchspunkte wurden durch
Kurven ausgeglichen und die nicht mit diesen Versuchspunkten zusammen-
fallenden Temperaturen oder Driicke durch Kurven interpoliert. Die Zahlenwerte
fiir das spezifische Gewicht und die Zshigkeit gelten, wenn nicht anders bemerkt,
fiir einen Druck von 760 mm QS. Bei raumbestindigen Fliissigkeiten kann die
Zihigkeit sofort fiir alle Driicke durch die kinematische Zahigkeit, die dabei nur
unter dem EinfluB der Fliissigkeitstemperatur steht, angegeben werden. Dagegen
enthalten die Zahlentafeln fiir zusammendriickbare Fliissigkeiten, also Gase und
Dampfe, deren kinematische Zahigkeit auBler von der Temperatur linear vom
Druck abhingt, die Grofen pg =7 in kg/ms.
Fiir technische Rechnungen kann die Abhéngigkeit
der Zihigkeit n vom Drucke meist vernachlissigt
werden. Dann ist # nur noch von der Tempe-
ratur der Fliissigkeit abhangig. Die kinematische
gasfirmige Ziahigkeit zu den Zahlentafelwerten # findet man,
flissgkerfen indem man 7 durch das spezifische Gewicht y teilt.

Zur Ubersichtlichkeit wurden alle Zahlentafel-
werte von » und 5 mit 108 vervielfacht. Die Be-
7 nennungen der Werte sind:

fropfbare
Flissigheiten

Abb. 3. Grundsitzlicher Zusammen- y (kg/m®); % (kg/ms); » (m?/s) und R (m/Grad).
hang zwischen Zihigkeit und Tem- . X . .
peratur von Fliissigkeiten. Die Zihigkeit der gasférmigen und der tropi-

baren Fliissigkeiten hingt grundsitzlich in ver-
schiedenem Sinne von der Temperatur ab. Wiahrend bei tropfbaren Fliissigkeiten
die Zahigkeit (¢, n und v») mit wachsender Temperatur stark abnimmt (siehe
z. B. Ole), werden Gase und Dampfe bei Erwirmung zaher (siehe Abb. 3, 5, 11, 12).

1 Landolt-Bérnstein: Physikalisch-Chemische Tabellen. Berlin 1923, 1927,
1931.

2 Die Physiker pflegen mit u diejenige (Schub-)Kraft in Dyn zu bezeichnen,
die nétig ist, um zwei (parallele) Platten, zwischen welchen sich irgendeine Fliissig-
keit befindet, von 1 cem? Oberfliche und 1 c¢cm Abstand relativ zueinander mit
einer (Geschwindigkeit von 1 cm/s zu bewegen. Diese Einheit wird mit dem inter-
national bereits ziemlich gebriuchlichen Namen ,Poise” (abgekiirzt Po) zur
Erinnerung an Poiseuille (s.u.) belegt. Die Umrechnung vom absoluten MaB-
system ins Technische ist sehr einfach:

Haps

Paeehn = 521> wobel  femn In kgs/m? und pg; in g/ems,

>

Miechn * § = Tgechn = %s" , wobel 7n in kg/ms

und endlich

/‘m:h -g Mabs

— = Viechn =

, wob2i  Vpa. in m2/s und Yea. in kg/m3,
Viechn 10 Yitechn

Den reziproken Wert der dynamischen Zahigkeit w findet man auch haufig an-
gegeben und Fluididdt genannt.
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Die Zahlentafeln 4, 5 und 18 geben Aufschluf} iiber die Stérke, mit der u
(oder ) vom Druck abhédngt. Man erkennt, daf sich die Zahigkeit von Wasser
praktisch nicht nach dem Drucke richtet. Andere tropfbare Fliissigkeiten verhalten
sich ahnlich. Bei Gasen ist diese Anderung bei groBeren Driicken nicht mehr
ohne weiteres zu vernachlassigen, nimmt doch z. B. die Zahigkeit von Luft bei
Drucksteigerung von 1 at auf

40 80 120 160 200 at um rd.
6 15 35 60 90 vH zu.

Bei Dampfen, besonders in der Nahe des Sattigungsgebietes, ist die Verinderlich-
keit von p (oder n) mit dem Drucke noch erheblich gréBer, wie Zahlentafel 20
zeigt. Nach Abb. 12 wird # mit zunehmender Uberhitzung immer weniger vom
Drucke abhéngig (Anndherung an das Verhalten der Gase).

Zur formelméBigen Erfassung des Zusammenhanges zwischen x4 und der
Temperatur ¢ wurden zahlreiche Ansitze entwickelt:

Fir tropfbare Flissigkeiten eignet sich die Form

_ P .
"1t pe ™ (7)

firr gasformige Fliissigkeiten kann man u. a. folgende Gleichungen ansetzen:

ne=n (1 4+ agt) =mn (1 + o), (8)

e =1 (L + frt)* =no (1 + By t)", (9)
_ ]/T 1+C/T1~ ]/T 1"'0/?9,

Nt ="m *j{;m-’?u T—O—TiiO]T' (10)

Dabei gehoren 7y, vy, g, By, Ty zu ty= 0° und 7, v;, o, By, Ty zu einer be-
stimmten Temperatur #J. Wihrend Gl (8) u. (9) im allgemeinen nur fiir einen
engen Temperaturbereich brauchbare Annsherungen darstellen, gibt Form (10)
fiir sehr verschiedene Temperaturen brauchbare Zihigkeitswerte. Andere Formeln
sind fiir die Rechnung meist ziemlich unbequem.

Zur Bestimmung der Zihigkeit von Fliissigkeiten gibt es zahlreiche Méglich-
keiten, die grundsitzlich auf zwei MeBverfahren beruhen:

1. DurchfluBmethode,

2. Beobachtung der Dampfungswirkung der Fliissigkeitsreibung.
Ein vorziigliches Mittel hat man in der Untersuchung des Ausflusses durch Haar-
réhrehen. Verschieden zéhe Fliissigkeiten stromen durch dasselbe Rohr verschieden
schnell aus. Bei anderen MeBanordnungen befindet sich die zu untersuchende
Fliissigkeit im wesentlichen in Ruhe; in ihr werden feste Korper bewegt. Ent-
weder 148t man einen Korper in der Fliissigkeit schwingen oder sich drehen, oder
man lafBt einen Korper durch die Fliissigkeit fallen. Dabei gibt die Bremsung
des schwingenden, umlaufenden oder fallenden Kérpers ein Ma8 fiir die Zahigkeit.
Nach einem anderen Verfahren beobachtet man die Schwingung der zu unter-
suchenden (tropfbaren) Fliissigkeit in einem U-Rohr. Auch aus der Schallgeschwin-
digkeit in der Fliissigkeit oder der Deformationsgeschwindigkeit unter Druck kann
man auf die GroBe der Zahigkeit schlieBen. Ganz allgemein diirfen bei Zahigkeits-
messungen nicht turbulente Stromungen (s.u.) auftreten!.

Am hiufigsten benutzt man das einfache AusfluBverfahren. In der Technik
pilegt man die Zahigkeit von tropfbaren Fliissigkeiten mit dem auf der AusfluB-
methode beruhenden Englerschen Viskosimeter zu bestimmen und in Engler-

1 Siehe hierzu S. Erk: Nr. 7, S. 464ff.
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graden anzugeben. Es besteht aus einem Gefall (Abb. 4), aus dem die zu unter-
suchende Fliissigkeit F, die anfangs bis zu den Marken M stand, durch ein Haar-
réhrchen A4 in ein Auffanggefal tropft. Bei Fiillung bis M wirkt eine Druckhéhe
von 52 mm, die wahrend des Ausflusses standig kleiner wird. Nach Engler gilt
die Zahl als Zahigkeit, die angibt, um wieviel mal groBer die AusfluBzeit der
Versuchsfliissigkeit als die der gleichen Menge Wasser von 20°C ist. Die AusfluB-
zeit von 200 cm® Wasser von 20° wurde als Zahigkeit von 1 Englergrad verabredet.
Normalerweise ist das Haarrdhrchen 4 20 mm lang und am AusfluBende 2,8 mm
im Lichten. Beim vorschrifts-
méBigen Instrument flieBen
200 cm® Wasser in 50 bis
52 Sekunden aus; es ist mit
Fehlern bis 4- 2 vH zu rech-
nen. Daher sind mehrere Ver-
suche anzustellen und auszu-
mitteln. Das Viskosimeter ist
in der Praxis wegen seiner
Einfachheit (vornehmlich in
Deutschland — in anderen
Landern benutzt man #hn-
liche Instrumente) sehr be-
liebt. Besonders gern wird die
Zahigkeit von zihen tropf-
baren Fliissigkeiten (Olen) in
Englergraden angegeben. Da
die Fliissigkeit unter Wirkung
ihres eigenen Gewichts aus-
flieBt, handelt es sich hier
um eine kinematische Zahig-
keit. Fliissigkeiten von glei-
cher dynamischer Zahigkeit u,
aber verschiedenem spezifi-

schen Gewicht y haben Zihig-
Abb. 4. Englerscher Zidhigkeitsmesser. A Ausflufrohrehen, Lkeiten von verschiedenem
¥ zu untersuchende Flissigkeit, M Fillmarken, V Ventil. 1o ¢ edene
spindel und Ventil, W Wasserbad, ¢, Thermometer fir die Englergrad.
Versuchsfliissigkeit, ¢, Thermometer fiir das Wasserbad. Man kann die Engler-

grade in kinematische Zahig-
keiten umrechnen. Dazu wurden zahlreiche mehr oder weniger genaue Um-
rechnungsformeln aufgestellt’ 2 und als brauchbarste?

1089 & B - 7,600—1E) in m?/s (11)

gefunden (¥ Englergrade). Zahlentafel 1 gibt Werte dieser Gleichung. Fiir hohere
E-Werte gilt gentigend genau* 10®» = 7,6 E m?/s. Unter 106y =1 oder £ =1
gibt der Zahigkeitsmesser von Engler keine zuverlissigen Werte an.

! Siehe 8. Erk: Zihigkeitsmessungen an Fliissigkeiten und Untersuchungen
von Viskosimetern. VDI-Forsch.-Heft 1927, Nr. 288.

2 Ubbelohde, L.: Tabellen zum Englerschen Viskosimeter S. 37. Leipzig 1907.

3 Vogel, H.: Bedeutung der Temperaturabhingigkeit der Viskositit. Z.
angew. Chem. Bd. 35 (1922) S. 561.

4 AbE =34auf <5vH, abE =6auf <1vHund ab & =8 auf < uvH
genau.
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Zahlentafel 1.

Englergrade und kinematische Zahigkeit.

9

Die folgenden Zahlen-
tafeln enthalten Angaben,

die fiir die technische
E |10°vym*s| E |10°vm¥s] E |10°vm?s Rohrstromung von Be-
10 - deutung sind. Sie geben
0 ] W 8 B S el
110 | 180 |220| 138 | 440| 3255  Punkt  zuverlassigsten
1’15 2’30 2230 14,8 4,60 34’1 Messungen wieder. Die
1’20 2’80 240 15,7 4,80 35,7 einzelnen Werte sind bei
’ ’ ’ Fliissigkeitsgemischen nur
Voo | B | 2a0 | 1o | 2900 33 Mistelwerte, weil deren
1’35 4’50 2:70 1824 6;00 45i 1 Zusammensetzung stark
140 | 500 |280| 193 | 650| 490  verschieden sein kann
1,45 5,60 2,90 20,2 7,00 52,9 (z. B.. bei Erdélen od(.ar
1,50 | 625 |300] 211 | 750| s6g  Schmierdlen). Auf die
1,60 | 745 |320 | 228 | 800| 606  Zdhigkeit von Gasge-
1,70 8,50 3,40 24.5 8,50 64,5 mischen werden wir in
1,80 9,60 3,60 26,1 9,00 68,4 einem besonderen Ab-
1,90 10,70 3,80 27,7 10,00 76,0 schnitt zuriickkommen.

Zahlentafel 2. Spezifisches Gewicht und kinematische Zahigkeit
verschiedener tropfbarer Fliissigkeiten bei ¢ = 15°.

Stoff y kg/m3 108y m?/s

Athylalkohol . . . . . . . 794 1,67
Spiritus 95 vH . . . . 809 1,94

. 90 , ... ... 823 2,19

. 8 ,, . . . . .. 836 2,46
Benzol rein . . . . . .. 884 0,796
Toluol rein . . . . . .. 870 0,717
Xylol rein . . . . ... 868 0,786
Handelsbenzol T . . . . . 882 ~ 0,792 (0,84 Benzol, 0,03 Xylol,

0,13 Toluol)
Handelsbenzol IT. . . . . 876 ~ 0,790 (0,43 Benzol, 0,46 Toluol,
0,11 Xylol)
Naphthalin rein . . . . . 977 0,907 (bei 809)
Tetralin . . . . . . . .. 975 2,36
Pentan) . . . . . . .. 627 0,373
Hexan ‘1 ........ 658 0,612
Heptan [ T 683 0,640
Oktan ) . . . . . . .. 700 0,827
Benzin . . . . . . .. 700 bis 740 | 0,80 bis 0,76
Olivensl . . . . . . . .. 920 107,56
Rizinusél . . . . . . . . 970 1480
Terpentinsl . . . . . . . 875 1,86
Salpetersiure 25 vH . . . 1150 1,16
» 40 ,, 1250 1,31
» 91 ,, 1500 0,95

! Diese und weitere Glieder der Methanreihe bilden die Hauptbestandteile
des amerikanischen und galizischen Benzins.



10 Mechanische und wirmetechnische Grundlagen.
Zahlentafel 2 (Fortsetzung).
Stoff y kg/m? 108 » m?2/s

Schwefelsiure 25 vH 1182 1,66

» 50 ,, 1399 3,06

» 5, 1674 10,00

2 100 ,, 1836 14,66
Bier. . . . . . . .. .. 1020 bis 1040 ~ 1,15
Mileh . . . . . . . ... 1030 ~ 2,90
Wein . . ... .. ... 990 bis 1000| ~1,15

Zahlentafel 3. Spezifisches Gewicht und kinematische Zahigkeit von
reinem luftfreiem Wasser.

10 y kg/m3 108y m?/s 10 » kg/m? 10%» m?/s
0 999,9 1,789 25 997,1 0,8986
1 1000,0 1,725 26 996,8 0,8785
2 1000,0 1,670 27 996,6 0,8602
3 1000,0 1,615 28 996,3 0,8419
4 1000,0 1,565 29 996,0 0,8236
5 1000,0 1,516 30 995,7 0,8054
6 1000,0 1,468 32,5 994,9 0,7650
7 999,9 1,425 35 994,1 0,7248
8 999,9 1,385 40 992,2 0,6584
9 999,8 1,345 45 990,0 0,6017

10 999,7 1,306 50 988,1 0,5563

11 999,6 1,272 55 985,7 0,5146

12 999,5 1,235 60 983,2 0,4781

13 999,4 1,206 65 980,6 0,4445

14 999,3 1,172 70 977,8 0,4154

15 999,1 1,142 75 974,9 0,3892

16 999,0 1,112 80 971,8 0,3659

17 998,8 1,085 85 968,7 0,3449

18 998,6 1,060 90 965,3 0,3274

19 998,4 1,033 95 961,9 0,3099

20 998,2 1,007 100 958,4 0,2943

21 998,0 0,9850 150 917,2 —

22 997,8 0,9650 200 862,8 —

23 997,6 0,9350 250 794 —

24 997,3 0,9160 300 700 —

Die Zahigkeitswerte entstammen einer kritischen Bearbeitung von E. C. Bing-
ham u. R. F. Jackson: Standard Substances for the calibration of viscosimeters,
Bur. of Stand. Scient. Papers 298 (1917), der Messungen von Poiseuille, Sprung,
Slotte, Thorpe und Rodger, Hosking, Bingham und White.

Zahlentafel 4. Abhangigkeit der Zihigkeit p des Wassers vom Druck
bei verschiedenen Temperaturen.

g0 | Hacoat — fhat a0 4o Haoeat — st 001 4o Bagont — taat 4
HUyat H1at HUgat

18 — 1,6 36 0,0 70 + 2,5

29 —0,3 40 + 0,7 80 + 2,6

31 0,0 51 + 1,6 90 + 3.4

32 0,0 56 + 2,1 98 + 3,6

33 0,0




Zahlentafeln fiir das spezifische Gewicht und die Zahigkeit von Flissigkeiten. 11

Diese Zahlentafel enthalt die prozentische Anderung der Zihigkeit p bei
einem Uberdruck von 400 at. In der Nahe von 32° wird 4 durch eine Druck-
steigerung um 400 at nicht geéindert. Unterhalb 32° wird p durch Druck-
steigerung verkleinert, oberhalb vergroBert.

180 In technischen Rechnungen geniigt es
. meistens, fir das spezifische Gewicht von
P \‘ Wasser y = 1000 kg/m? zu setzen, was jedoch
’ \\ genau nur fiir reines Wasser von 4° C bei
160 \\ atmosphiarischem Druck gilt. Der EinfluB3
\\ des Druckes auf das spezifische Gewicht
750 N des Wassers ist nur sehr gering: Bei einer
J Drucksteigerung um 100 at vergréBert sich
N\;;%, AN » nur um etwa 0,4 vH.
S
EZ&W ‘\\
T 120 ~
N
m ™
\‘\\
700 ™
™
9% [
4 & 0 t7g£ ¥ 5 A
—_—

Abb. 5. Kinematische Zahigkeit von Wasser in Abhiingigkeit von der Temperatur nach Zahlentafel3.

FluBwasser oder ver- Zahlentafel 5. Relative dynamische Zahigkeit
schmutztes Wasser ist meist @ oder  des Wassers bez. auf 1at und 0° in
etwas ziher als reines und Abhédngigkeit von Temperatur und Druck.
luftfreies Wasser. Die Frage

des Luftgehaltes im Wasser 20 00 300 750
ist fiir die Beurteilung ek ) 000 0258 0292
der Stromungsvorginge oft Tuc at B s B

sehr wichtig. Steht Wasser 1000 ,, 0,921 0,514 0,239

(oder irgendeine andere 2000, 0,957 0,550 0,258
I . 5000 ,, 1,218 0,720 0,333
tropfbare Fliissigkeit) mit 8000 ,, . 0,923 0,445
Luft oder einem anderen 10000 ,, — 1,058 —
loslichen Gas durch freie
Oberflache geniigend lange Zeit in Verbindung, so lost sich ein gewisses Gas-
volumen im Wasser. Da bei Gasen, gleichbleibende Temperatur vorausgesetzt,
das Volumen mit abnehmendem Druck anwichst, vermindert sich gleichzeitig
das Lésungsvermégen des Wassers, d. h. es kann nur ein kleineres Gasgewicht
gelost werden. Der UberschuB wird in Form von Gasblasen abgegeben. Bei un-
verinderlichem Druck nimmt das Volumen eines Gases mit abnehmender Tem-
peratur ab, daraus folgt grofere Losungsfihigkeit dem Gewicht nach bei ge-
ringerer Temperatur. Wasser kann bei einem Druck von 760 mm QS im m? fol-
gende Luftmengen in m? (auf 0° und 760 mm QS umgerechnet) aufnehmen:

tGrad 0 10 20 30 50 70 100
7V m3¥m3 0,029 0,023 0,019 0016 0013 0012 0,011

Geloste Luft beeinfluBt den Strémungsvorgang nur unerheblich, dagegen wirken
ausperlende oder mitgerissene Luftmengen und Luftséicke auBerordentlich stérend.




12 Mechanische und warmetechnische Grundlagen.

Zahlentafel 6. Spezifisches Gewicht des Meerwassers y kg/m?.

Wenn das spez.
Gewicht y bei dann ist das spezifische Gewicht bei ¢°
159 betragt
kg/m3 0° 50 100 | 20° 2590 ] 300
1000,0 1000,8 1000,9 1000,6 999,1 998,0 996,6
1010,0 1011,3 1011,2 1010,8 1009,0 1007,7 1006,3
1020,0 1021,8 1021,5 1020,9 1018,9 1017,5 1016,0
1030,0 1032,3 1031,8 1031,0 1028,8 1027,3 1025,7
Zahlentafel 7. Kinematische Zahigkeit des Meerwassers 108y m?/s.
Salzgehalt in Gewichtsteilen
10 ovT 10 vT 20 vT 30vT 40 vT
0 1,789 1,804 1,815 1,825 1,834
1 1,725 1,732 1,742 1,752 1,763
2 1,670 1,674 1,688 1,700 1,709
3 1,615 1,621 1,635 1,647 1,656
4 1,565 1,575 1,589 1,601 1,611
5 1,516 1,530 1,544 1,556 1,566
10 1,306 1,320 1,334 1,348 1,360
15 1,142 1,152 1,165 1,179 1,192
20 1,007 1,019 1,032 1,045 1,058
25 0,897 0,905 0,917 0,930 0,944
30 0,805 0,816 0,827 0,838 0,849

Zahlentafel 8. Spezifisches Gewicht und kinematische Zihigkeit von
Kochsalzlésungen in Wasser.

40 5 vH NaCl 10 vH NaCl 20 vH NaCl
Y 108y v 108y ¥ 108 »
— 10 — — — — 1160 3,25
) — -— 1078 2,20 1158 2,71
0 1038 1,79 1077 1,87 1156 2,31
5 1038 1,54 1076 1,62 1154 1,98
10 1037 1,31 1074 1,41 1152 1,73
15 1036 1,17 1073 1,25 1150 1,64
20 1034 1,05 1071 1,11 1147 1,36
25 1032 0,98 1069 1,01 1145 1,21

Zahlentafel 9. Spezifisches Gewicht und kinematische Zihigkeit von
Petroleum verschiedener Herkunft.

6

Benennung des Petroleums » (15,6 10%» (20°)
kg/m3 m?/s
Deutsches Petroleum . . . . . . . . . . . .. 816 1,790
Desgl. . . . . . . . . . ... 810 2,831
Amerikanisches wasserhelles Petroleum . . . . . 790 2,566
Amerikanisches Standard White Petroleum . . . 800 2,970
Russisches Meteor Petroleum. . . . . . . . . . 800 2,094
Russisches Nobel Petroleum . . . . . . . . . . 824 2,568
Nobelpetroleum . . . . . . . . . . . . . . .. 823 2,199
Galizisches Petroleum . . . . . . . . . . . . . 809 2,789
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Zahlentafel 9 (Fortsetzung).

0 6
Benennung des Petroleums v (15,6 10°» (20°)
kg/m3 m?/s
Petroleum verschiedener Art
A ... 808 1,305
B........ 808 1,765
Benennung cC. .. ... .. 799 2,031
D..... ... 809 2,341
E........ 799 2,371
F........ 817 2,771
¥ (15,09) 106 » (209)
St. W. Kerosin — Texas Co.. . . . . . . . . . 801 1,935
W.W. Kerosin — Texas Co.. . . . . . . . .. 802 1,925
W. W. Kerosin — Standard Oil Co. . . . . . . 807 1,896
Kerosin — The Kanotex Ref.Co. . . . . . . . 824 2,858
Russisches Baku-Kerosin . . . . . . . . . .. 825 2,170
Export Baku-Kerosin . . . . . . . . . .. .. 822 2,260
Emba-Kerosin . . . . . . . . . . . . . ... 826 2,390
Grosny-Kerosin. . . . . . . . . . . ... .. 813 2,380
Zahlentafel 10. Spezifisches Gewicht und kinematische Zahigkeit

(Werte 106» m?%s) von Gasolin verschiedener Art und von Petroleum.

Gasolin y 15,60 Temperatur

Nr. kg/m3 50 150 250 350 450 550
1 737 0,936 0,818 0,703 0,640 0,578 0,518
2 748 1,029 0,887 0,787 0,690 0,625 0,551

3 743 1,044 0,863 0,728 0,664 0,594 —
4 726 0,682 0,591 0,522 0,470 0,426 0,383
5 722 0,733 0,633 0,568 0,499 0,450 0,406

6 717 0,792 0,671 0,583 0,504 0,473 —
7 716 0,710 0,644 0,546 0,483 0,436 0,410
8 708 0,697 0,614 0,550 0,475 0,425 0,393
9 702 0,611 0,546 0,481 0,445 0,398 0,356
10 701 0,620 0,545 0,498 0,428 0,382 0,358
11 699 0,614 0,532 0,468 0,428 0,385 0,338
12 694 0,575 0,504 0,457 0,408 0,373 0,337
13 680 0,510 0,456 0,403 0,356 0,334 0,310
Petroleum 813 3,16 2,62 2,02 1,74 1,47 —

Rohe Erdéle. In ganz besonders starkem MaBe hangt die Zahigkeit der
technischen rohen Erdole von der Temperatur ab. Nach Watkins! nimmt die

Zshigkeit bei

Mexikanischem Ol zwischen 10 und 50° von 100 vH auf 3 vH (!)
100 ,,

Trinidadél . 10 ,, 50°
Persischem Ol . 10 ,, 50°

2

2

100 ,,

2

9

2

2., ()

! Watkins, W. G.: The design of oil fuel pipe lines. Engineering Bd. 118

(1924) S.793.
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Abb. 6. Spezifisches Gewicht von rohen Erd-
dlen. (Nach Watkins.)

Kimmeridge Shale zwischen 10 und 50°
von 100 vH auf 8 vH

Texasol zwischen 10 und 50°
von 100 vH auf 10 vH
Borneosl zwischen 10 und 50°

von 100 vH auf 25 vH

Scotch Shale zwischen 10 und 509
von 100 vH auf 38 vH

(Zum Vergl. Wasser zwischen 10 und 50°
von 100 vH auf 43 vH)

ab. Aus Abb. 6 kann das spezifische
Gewicht und aus Abb. 7 die kinematische
Zshigkeit dieser Ole entnommen werden.
Wegen der sehr verschiedenen Absolut-
werte der Zahigkeit und der starken
Temperaturabhingigkeit muBite ein loga-
rithmisches Diagramm angelegt werden.

Nach anderen gilt fiir dunkelbraunes
Erdél aus Burma und schwarzes Erdol
aus Ruminien fiir die kinematische
Zihigkeit 108v in m?/s:

Abb. 7. Kinematische Zdhigkeit von rohen Erdélen. (Nach Watkins.)
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Zahlentafel 11.

800
Sorte |00 | 15° | 200 | 250 | 800 | 350 |40° | 450|500 | 550
700 Burma |889|24,3018,90|15,20|16,30{10,408,83|7,596,64| 5,79
\l Rumin. |949| — | — | 543 | 385 | 282 | 208|152 | 105| —
600
X Ferner gilt etwa fir Yoo | 108 wyg0
50
7 Heizteer (Diinnteer)|1120( 60,8
\ Heizteersl. . . . . 1080 | 19,8
24 Masut . . . . . .{ 910 373
2 Argentinisches 01 .| 970| 67,7
300 . .
N 5 Maschinenéle (yg = 890 bis
0 900 kg/m3). Die Zihigkeit kann
~ aus Abb. 8 entnommen werden. Die
7\*\ § Diagrammwerte sind nur als An-
w0 haltszahlen zu betrachten, weil zur
T~ —_— ]
] genauen Berechnung der kinema-
9 2z 7 W tischen Zihigkeit das spezifische

—— A

Abb. 8. Kinematische Zahigkeit von handelsiiblichen

Maschinendlen. 1 Maschinensl Deutz, 2 Valvolol

(wie 5), 3 Vakuumél, 4 Championél, 5§ Championdol

extra (wie 2), 6 helles Magchinenél, 7 helles diinnes

Maschinendl, (Nach Angaben des Handbuches von
Landolt und Bornstein.)

Gewicht nicht geniigend genau be-
kannt war.

Chlorkalziumsole (Y0 = 1000
bis 1200 kg/m3). Die Kehrwerte der
kinematischen Zahigkeit von Chlor-
kalziumsole konnen aus Abb. 9 er-
mittelt werden — reine Sole nach

Abb. 9. Kehrwerte der kinematischen Zihigkeit von chemisch reiner und handelsiiblicher
Chlorkalziumsole. (Nach Simeon, Walker, Gould und Levy.)
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Simeon und Walker!, handelsiibliche nach Gould und Levy%3. Die Zu-
sammensetzung der handelsiiblichen Sole war: CaCl, 98,09 vH; NaCl 1,68 vH;
CaSO, 0,08 vH; Ca(OH), 0,09 vH; H,O 0,06 vH. Die Zihigkeit von handels-
iiblicher weicht bis 60 vH von der der reinen Sole ab.

Zahlentafel 12. Spezifisches Gewicht, Dichteverhialtnis und
Gaskonstante von gasféormigen Fliissigkeiten.

Stoff Y00, 760mm Q 8 § = ;y;_ Dichte | Gaskonstante B
kg/m3 (Luft = 1) m/Grad
Sauverstoff. . . . . . . . 1,429 1,106 26,50
Stickstoff . . . . . . . . 1,251 0,9674 30,26
Wasserstoff . . . . . . . 0,08987 0,06951 420,6
Luft . . . . . . .. .. 1,293 1,0000 29,27
Kohlenoxyd . . . . . . . 1,250 0,967 30,29
Kohlensgure. . . . . . . 1,977 1,529 19,27
Methan . . . . . . . .. 0,717 0,554 52,90
Azetylen . . . . . . .. 1,171 0,912 32,59
Athylen. . . . . . . .. 1,261 0,975 30,25
Athylather . . . . . . . 3,300 2,586 30,1
Wasserdampft . . . . . . — — 47,1
Benzoldampf . . . . . . 3,480 2,690 10,9
Ammoniakdampf. . . . . 0,771 0,596 49,8
Schwelgas von Steinkohlen 0,698 0,542 54,0
Leuchtgas I5 . . . . . . 0,504 0,387 75,7
Leuchtgas II8 . . . . . . 0,491 0,380 77,1
Koksofengas. . . . . . . 0,530 0,409 71,6
Wassergas. . . . . . . . 0,711 0,549 53,3
Mischgas . . . . . . . . 1,125 0,866 33,8
Luftgas . . . . . . . .. 1,190 0,917 35,8
Gichtgas . . . . . . .. 1,255 0,972 31,9
Mondgas . . . . . . . . 1,060 0,817 30,1

Schwefelwasserstoff. . . . 1,540 1,190 25,08

1 Simeon, F.: On the viscosity of Calcium Chloride solutions. Philos. Mag.
Bd. 27 (1914) S. 95. Walker, J. W.: On the relationship between the viscosity,
density and temperature of salt solutions. Philos. Mag. Bd.27 (1914) S.288.

2 Gould, E.R., u. M. J. Levy: Flow of brine in pipes. Univ. Illinois Bull.
Engng. Exp. Stat. 1928 Nr. 182 8. 2.

3 Siehe ferner: H. Stakelbeck u. R. Plank: Uber die Ziahigkeit von Chlor-
magnesium-, Chlorkalzium-, Chlornatriumlésungen in Abh. v. d. Temperatur und
Konzentration. Z. ges. Kilteind. Bd. 36 (1929) 8. 105, 133. Walter Biiche: Die
Zahigkeit von Salzlésungen in Abh. v. d. Temperatur und Konzentration. Z. ges.
Kalteind. Bd. 34 (1927) S. 143.

4 Hoch iiberhitzt.

5 Nach Hiitte, des Ingenieurs Taschenb. Bd. 2 26. Aufl. (1931) S. 576.
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Zahlentafel 13. Zihigkeit verschiedener Gase und Dampfe nach der
Formel von Sutherland?.

T 14+ 0/T, y1r .
Ty Tror - iy or ™ kems
O und B sind dabei universelle Konstanten. Statt 7 und 5, kénnen auch andere
zusammengehorige Werte von 7' und 7 eingesetzt werden.

Nt =

Stoff? 7108 | ¢ | B10s | Temperaturbereich Ve;;‘ﬁghs'
Athylather . . 6,86 | 325 0,91 00 bis + 200° 1910
Athylen . . . . 9,61 | 2259 | 1,052 — 1759 bis + 300° 1901

by e e e 9,46 | 238,9 | 1,074 — 400 bis 4+ 2520 1929
Ammoniak . . 9,05 | 626 1,801 + 200 bis + 4500 1930
Benzol . . . . 6,99 | 700 1,384 + 100° bis + 2130 1909

” e 6,86 | 380 0,994 + 159 bis 4+ 250° 1929
Helium . . . . | 18,76 78,2 | 1,459 — 700 bis 4+ 100° 1914
Kohlenoxyd . . | 16,89 [ 100 1,396 —130° bis + 20° 1911

. . .| 18,66 | 101 1,377 — 1780 bis + 2500 1929
Kohlensiure . . 13,66 | 274 1,655 00 bis 4+ 100° 1922
Luft . . . .. 17,19 | 172,6 | 1,698 -+ 2500 bis -+ 1000° 1926

b e e e .. 17,10 | 123,6 | 1,503 00 bis + 400° 1928
Sauerstoff . . . | 19,26 | 138 1,747 — 799 bis + 2000 1904/10
Stickstoff . . . | 16,65 | 103 1,378 — 789 bis + 2500 1929
Methan . . . . | 10,00 | 198 1,082 00 bis + 100° 1921
Schwefeldioxyd 11,68 | 416 1,784 00 bis 4+ 1200 1922
Wasserdampt . 8,19 | 961 2,563 + 200 bis + 400° 1930
Wasserstoff . . 8,50 83 0,671 — 400 bis 4 250° 1929

Die im folgenden angefithrten Einzelwerte von # stimmen zum Teil nicht ganz
mit obiger Auswertung nach Sutherland iiberein, weil die Angaben anderer
Beobachter verwendet wurden.

Zahlentafel 14. Zihigkeit trockener Luft 108y in kg/ms 3

£0 108 | ¢0 106p | 0 | 1085 | 0 | 1085 | 0 | 108y
—145| 240 |—74 | 11,70 | 0 | 17,20
—140| 2,80 |—70 | 1220 | 1 | 17,24 6 | 17,44 | 11 | 17,66
—130| 500 |—60 | 13,30 | 2 | 17,28 7 | 1748 | 12 | 17,70
— 115 590 |—50 | 1470 | 3 | 17,32 8 | 1752 | 13 | 17,75
— 98| 870 |—49,7| 1470 | 4 | 17,36 9 | 17,56 | 14 | 17,80
— 82| 10,60 |—21,4] 1639 | 5 | 17,40 | 10 | 17,60 | 15 | 17,85

1 Sutherland, W.: The viscosity of gases and moleeular force. Philos. Mag,.
Bd. 36 (1893) 8. 507.

% Die Zahigkeit der technischen Gase hingt im allgemeinen wohl in gleichem
Sinne, nicht aber auch in genau gleichem MaBe von der Temperatur ab (2 Bei-
werte C oder B und C der Sutherland-Gleichung).

3 Werte 7 fiir Temperaturbereich

— 145° bis — 50° nach Chella (1906),

— 49,7%bis — 21,4%nach Vogel, Breitenbach und Schmitt (1901),
00 bis 4 11° nach Vogel (1914),

+ 10° bis + 23° nach Millikan (1914),

4+ 24° bis 4 200° nach Braune, Basch und Wentzel (1928),

+ 250° bis 4 1000° nach Williams (1926).

Richter, Rohrhydraulik. 2
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Zahlentafel 14 (Fortsetzung).

0 | 10879 t0 108 ¢ 0 108 ¢ $0 1089 30 108 5

16 17,89 26 18,35 60 | 19,80 | 140 | 23,60 550 | 37,20
17 17,94 27 18,39 65 | 20,03 | 160 | 24,40 600 | 38,68
18 17,99 28 18,42 70 | 20,27 | 180 | 25,00 650 | 40,17
19 18,04 | 29 18,45 75 | 20,50 | 200 | 25,50 700 | 41,62
20 18,09 30 18,48 80 | 20,74 | 250 | 27,04 750 | 43,01

21 18,14 35 18,68 85 | 20,99 | 300 | 28,86 800 | 44,32
22 18,19 | 40 18,90 90 | 21,25 | 350 | 30,68 850 | 45,60
23 18,24 | 45 19,10 95 | 21,50 | 400 | 32,45 900 | 46,88
24 18,28 50 19,32 | 100 | 21,73 | 450 | 34,13 950 | 48,12
25 18,32 55 19,55 | 120 | 22,70 | 500 | 35,70 | 1000 | 49,33

Zahlentafel 15.
Zahigkeit 10%y einiger Gase nach den neuesten Messungen.
Nach einer Zusammenstellung von L. Zipperer und G.Miiller, a.a.O.

Stoft chem. Z. | — 100 00 100 200 300 400
Luft . . . . .. — 16,78 | 17,28 | 17,77 | 18,27 | 18,76 | 19,26
Stickstoff . . . . N, 16,26 | 16,73 | 17,20 | 17,67 | 18,15 | 18,62
Sauerstoff . . . . 0, 18,70 | 19,27 | 19,84 | 20,41 | 20,97 | 21,54
Wasserstoff . . . H, 8,26 8,48 8,70 8,92 9,14 9,36
Kohlenoxyd . . . (60) 16,10 | 16,56 | 17,02 | 17,48 | 17,94 | 18,40
Kohlensgure . . . CO, 13,65 | 14,05 | 14,55 | 15,06 | 15,56 | 16,07
Methan . . . . . CH, 10,03 | 10,36 | 10,69 | 11,02 | 11,35 | 11,68
Athylen . . . . . C,H, 9,00 9,33 9,66 9,99 | 10,33 | 10,66
Benzol . . . . . CH, | 668 | 699 | 730 | 7,62 | 7,93 | 824
Ammoniak . . . . NH, 8,85 9,30 9,60 | 10,00 | 10,40 | 10,80
Schwefelwasserstoff H,S 11,38 | 11,80 | 12,22 | 12,64 | 13,06 | 13,48

Zahlentafel 16.
Kinematische Zahigkeit 108y einiger Gase bei 760 mm QS.
Nach einer Zusammenstellung von L. Zipperer und G. Miiller, a.a. 0.

Stoff — 100 00 100 200 300 400
Luft . . . .. 12,45 13,36 14,27 15,17 16,08 16,99
Stickstoff . . . 12,41 13,31 14,21 15,11 16,01 16,91
Sauerstoff . . . 12,56 13,49 14,42 15,36 16,29 17,23
Wasserstoff . . 88,12 94,27 100,42 106,56 112,71 118,85
Kohlenoxyd . . 12,37 13,26 14,15 15,04 15,93 16,82
Kohlensiure . . 6,61 7,16 7,70 8,25 8,79 9,34
Methan . . . . 13,45 14,49 15,53 16,57 17,60 18,64
Athylen. . . . 6,89 7,46 8,02 9,59 9,15 9,72
Benzol . . . . 1,84 2,01 2,18 2,35 2,53 2,70

Die Ziahigkeitswerte gelten genau nur fiir trockene Gase. Tatséchlich andert
sich z. B. die Zahigkeit der Luft aber nur sehr wenig mit zunehmendem Feuchtig-
keitsgrade, so daB die oben angefithrten Werte auch fiir feuchte Luft gelten kénnen.
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Z. B.ist die Zahigkeit von
vollstindig mit Wasser-
dampf geséttigter Luft bei
atmosphérischem Drucke
und Zimmertemperatur
(18%) nur um O0,8vH
gréfer als bei trockener
Luftl. Die Zahigkeit von
trockener und bis zu
60 vH feuchter Luft
(60 vH relative Feuchtig-
keit) unterscheiden sich
nicht mefibar® 3. Aus den
Kurven Abb. 10 (Bereich
0° bis 1009 und Abb. 11
(Bereich — 50° bis 1000°)
kann man 7 entnehmen
und » berechnen, wenn

n

man y kennt: y = —. Ist

nicht y sondern der
Druck p der Luft be-
kannt, so teilt man die

'erte der v;at-Kurven
W 1at Abb. 10. Zahigkeit 5-10° und kinematische Zahigkeit »-10° bei
atmosphirischem Druck (p = 1 ata) von Luft im Bereiche 0 bis

d ho: __Nat . 2
urch p; v==" in m [s. 100° C nach Zahlentafel 14.

Zahlentafel 17.
Zahigkeit  von einigen Gasen und Diampfen nach anderen Messungen.

% Am- Kohlen- Sauer- | Wasser-
8 | Azetylen | Athylen moniak .| sdure Methan stoff stoff
— 175 — 7,00 6,90 10,50 7,70 14,80 6,80
-- 50 — 8,90 7,60 11,65 8,60 16,30 7,40
- 25 - 8,75 8,45 12,77 9,55 17,70 7,93
0 — 9,65 9,30 13,90 10,35 19,20 8,49
10 — 10,05 9,65 14,37 10,80 19,72 8,73
20 10,20 10,30 10,00 14,82 11,15 20,30 8,95
30 10,49 10,60 10,40 15,28 11,60 20,90 9,17
40 10,79 10,90 10,80 15,72 12,00 21,45 9,37
50 11,13 11,20 11,15 16,18 12,35 22,00 9,57
60 11,31 11,55 11,50 16,65 12,65 22,60 9,77
70 11,66 11,85 11,90 17,10 12,90 23,10 9,95
80 11,98 12,15 12,25 17,56 13,20 23,64 10,15
90 12.24 12,48 12,60 18,02 13,40 24,20 10,35

! Nach G.Zemplén: Untersuchungen iiber die innere Reibung der Gase.
Ann. Physik (4) Bd. 29 (1909) S.895. Nach L. Gilchrist? nur 0,3 vH gréBer
bei 20°.

2 Gilchrist, L.: Physik.Z. Bd.14 (1913) S.160; Physic. Rev.(2) Bd.1
(1913) S. 124.

3 Nach J. C. Stearns: Physic. Rev. (2) Bd. 27 (1926) S. 116 verkleinert der
Wasserdampfgehalt die Zihigkeit um 0,3 vH.

2%
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Zahlentafel 17 (Fortsetzung).
, Am- | Kohlen- Sauer- | Wasser-
19 | Azetylen | Athylen moniak sdure Methan stoff stoff
100 | 12,54 12,80 13,00 18,45 14,36 24,80 10,55
150 — 14,30 14,85 20,75 — 27,30 11,47
200 — 15,75 16,70 23,00 — 29,35 12,38
250 — 17,00 18,55 25,10 — — 13,20
300 — 18,25 20,40 26,75 — — 13,90

Abb. 11, Zihigkeit #-10® und kinematische Zihigkeit »-10% bei atmosphéirischem Druck (p = 1 ata)
von Luft im Bereiche — 50 bis + 1000° C nach Zahlentafel 14.

Zahlentafel 18. Abhingigkeit der Zahigkeit # vom Druck bei Luft und

Stickstoff und Kohlensdure. Werte 7-10% in kg/ms.

P Luft Stickstoff Kohlensiure

at t=16°—20° ¢t =300 t =300
1 17,00 17,89 15,30

40 18,00 19,45 26,80

80 19,50 20,60 56,50
120 23,00 22,15 71,30
160 27,00 24,20 —
200 32,00 — —

Bis 10 at bleiben die Abweichungen der Zahigkeit unter 1 vH .

1 Uber die Zahigkeitsinderung von Kohlensiure mit dem Druck s. a. H. Sta-
kelbeck: Dissertation Karlsruhe 1930.
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Zahlentafel 19. Rauminhalt » in m3kg von iiberhitztem und
gesittigtem Wasserdampf (nach Mollier 1932)1.

Druck in at . 1 2 4 6 8 10
Sattigungstemp.® | 99,1 119,6 142,9 158,1 169,6 179,0
v gesattigt . . . 1,727 0,903 0,472 0,322 0,245 0,199
t = 100° 1,732 — — — — —
150 1,976 0,980 0,481 — — —
200 2,217 1,103 0,546 0,360 0,267 0,210
250 2,455 1,224 0,608 0,403 0,300 0,237
300 2,693 1,343 0,669 0,444 0,331 0,263
350 2,930 1,463 0,729 0,485 0,362 0,288
400 3,166 1,581 0,789 0,525 0,393 0,313
450 3,403 1,700 0,849 0,565 0,423 0,337
Druck in at . . 15 20 25 30 35 40
Sattigungstemp.® | 197,4 211,4 222,9 232,8 241,4 249,2
v gesittigt . . . 0,135 0,102 0,0817| 0,0680 0,0582 | 0,0507
t = 2500 0,155 0,114 0,089 0,0724 0,0603 0,0511
300 0,173 0,128 0,101 0,0831 0,0701 0,0604
350 0,190 0,142 0,112 0,0926 0,0786 0,0681
400 0,207 0,154 0,123 0,1015 0,0865 0,0751
450 0,224 0,167 0,133 0,1101 0,0940 0,0818
Zahlentafel 20. Zihigkeit #-10®kg/ms von iiberhitztem und
gesittigtem Wasserdampf (nach Speyerer 1925)2
Druck in at . 1 2 4 6 8 10
Siattigungstemp.® | 99,1 119,6 142,9 158,1 169,6 179,0
n gesattigt . . . 12,55 13,50 14,68 15,60 16,50 17,60
t=110° 12,92 — — — — e
120 13,29 13,51 — — — —
130 13,67 13,87 — — — —
140 14,04 14,23 — — — —
150 14,40 14,60 14,93 — — —
160 14,77 14,96 15,29 15,66 — —
170 15,15 15,33 15,66 16,02 16,51 —
180 15,52 15,70 16,01 16,38 16,87 17,63
190 15,89 16,07 16,37 16,74 17,24 17,98
200 16,26 16,43 16,74 17,09 17,59 18,33
210 16,64 16,79 17,10 17,46 17,95 18,69
220 17,00 17,17 17,47 17,82 18,31 19,05
230 17,37 17,54 17,84 18,18 18,66 19,40
240 17,75 17,91 17,22 18,54 19,02 19,76
250 18,12 18,28 18,58 18,91 19,37 20,11
260 18,49 18,65 18,94 19,27 19,73 20,46
270 18,86 19,02 19,31 19,63 20,09 20,81
280 19,23 19,39 19,67 20,09 20,44 21,17
290 19,60 19,76 20,03 20,35 20,80 21,51
300 19,97 20,12 20,39 20,72 21,16 21,87

1 Mollier, R.: Neue Tabellen und Diagramme fiir Wasserdampf, 7. Aufl.

Berlin 1932.

2 Speyerer, H.: Bestimmung der Zahigkeit des Wasserdampfes. VDI-Forsch.-

Heft 1925 Nr. 273.
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Zahlentafel 20 (Fortsetzung).

Druck in at . . 1 2 4 6 8 10
Sattigungstemp.° 99,1 119,6 142,9 158,1 169,6 179,0
n gesattigt. . . 12,55 13,50 14,68 15,60 16,50 17.60

310 20,35 20,49 20,75 21,08 21,51 22,21
320 20,72 20,88 21,11 21,44 21,88 22,56
330 21,09 21,24 21,48 21,81 22,23 22,93
340 21,46 21,60 21,86 22,17 22,58 23,28
350 21,83 21,97 22,23 22,53 22,95 23,64

Abb. 12. Ziéhigkeit von gesittigtem und iiberhitztem Wasserdampf von verschiedenem Druck und
Temperatur?.

Zahigkeitswerte bis zu Driicken von 40 at und Temperaturen bis 4500 kénnen
aus Abb. 12 entnommen werden'. Die kinematische Zihigkeit ist dann v = 5 v.

Ziahigkeit von Gasgemischen. Die technisch bedeutungsvollen Fliissig-
keiten gastérmiger Art sind fast ausschlieBllich Gasgemische; auch Luft gehort
dazu. Gemische von Dampfen spielen nur eine untergeordnete Rolle.

Die Zéhigkeit von Gasgemischen kann man im allgemeinen nicht nach der
Mischungsregel bestimmen, d. h. die tatsichliche Zahigkeit kann nicht nach der
prozentischen Beteiligung der einzelnen Gemischkomponenten ermittelt werden.

! Nach: Regeln fiir die DurchfluBmessung mit genormten Diisen und Blenden.
Rerlin: VDI-Verlag 1932. Abb. 29. DIN 1952.
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Bei nahezu gleich schweren Gemischteilen, wie Sauerstoff und Stickstoff bei Luft,
stimmt die Mischungsregel ganz gut!. Sobald aber z. B. Wasserstoff beteiligt ist,
wie im Leuchtgas, versagt die
Mischungsregel, indem sie zu kleine
Werte gibt. Siehe z. B. die Kurven
von Abb. 13 firr die gemessene und
mit der Mischungsregel bestimmte
Zihigkeit von Wasserstoff-Kohlen-
oxydgemischen.

Von den Physikern wurden
mehrfach Gesetze zur Berechnung
der Zidhigkeit von Gasgemischen aus
theoretischen Erwigungen heraus
entwickelt, doch kam man kaum
iiber das Zweistoffgemisch hinaus
und konnte praktisch handliche For-
meln nicht aufstellen® Vorlaufig
herrscht auch noch nicht vollig
Klarheit iiber die physikalischen
Vorginge bei Gasmischungen, ob-
gleich schon auBerordentlich eifrig
auf diesem Gebiet gearbeitet wurde.
Zahigkeitsmessungen an  tech-
nischen Gasgemischen wurden
bisher nur vereinzelt angestellt.

Die kinematische Zahigkeit » ist

bei Gasen um so grﬁﬁer’ je kleiner Abb. 13. Zihigkeit von Wasserstoff-Kohlenoxyd-
d ifische Cewicht ist. Bield gemischen bei verschiedenen Temperaturen und
as spezifische Gewicht ist. 1e Mischungsverhiiltnissen. (Nach Angaben des Hand-

trug daher einige gelegentlich buches von Landolt und Bérnstein.)
gemessene Zihigkeitswerte iiber
demrelativen Gewicht s(Luft = 1)
auf und legte durch diese Punkte
eine Kurve (Abb. 14). Er empfahl,
die Zahigkeit beliebiger Gase oder
Gasgemische zu ihrem relativen
Gewicht aus dieser Kurve zu ent-
nehmen, solange nicht genauere
Messungen vorliegen. Mann
schlug die reziproke Mischungs-
formel als brauchbar vord.

1 Die Mischungsregel gibt
bei Luft zwischen — 50 und
-+ 200° nur Fehler von — 1,3
bis + 0,6 vH.

2 Siehe S. Erk: Nr. 7.

3 Biel, R.: Umrechnung des

Druckabfalls in Rohrleitungen

auf verschiedene Foérdermittel. Abb. 14. Zusammenhang zwischen der kinematischen
G W fach 9 Zihigkeit (bei bestimmtem Druck und Temperatur) und
as- u. Wasserfach Bd. 70 (1927) dem relativen Gewicht bei Gasen nach Biel.

S. 623.
4 Mann, V.: Die Zihigkeit der technischen Gase. Gas- u. Wasserfach Bd. 73
(1930) S. 570.
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Sind «, f, ... die Raumteile der einzelnen Gemischkomponenten, so sei
! _ =, b 2 2
v_v1+v2+v3+ s/m?. (12)

Zipperer?! stellte eine praktische Néherungsformel auf, indem er benutzte, daB die
Zahigkeiten v, bei 0° und 760 mm QS von Sauerstoff, Stickstoff, Kohlenoxyd und
Methan nur wenig voneinander verschieden sind. Als mittlere Werte kénnen gelten

105(,),, = 14,80 15,01 15,28 15,49 15,70 m?/s
bei =10 15 20 25 30 Grad.

Fiir Kohlendioxyd gilt etwa das 1/1,9fache und fiir héhere Kohlenwasserstoffver-
bindungen (CnHy) das 1/2,2fache, fir Wasserstoff das 7fache von (»,),,. Bei nicht
zu hohem CO, und CnHnp-Gehalt kann man dann fir die Zahigkeit beliebiger Gas-
gemische etwa setzen:

100 (»,) m
(0, + CO + N; + CH,) + 2 (CO, + CuHy) + 1 H,

V=

m¥s,  (13)

wobei die chemischen Zeichen
gleichzeitig den Rauminhalt in
vH bedeuten.

Zur Nachpriifung dieser An-
sitze stellte Zipperer? syste-
matisch eine Anzahl Zahigkeits-
messungen an Gemischen an.
Zunichst bestimmte er die Zihig-
keit von CO/H, CO,/H, und
N,/H,- Gemischen Abb. 15. Da
O, im allgemeinen nur in ge-
ringer Menge in technischen Gas-
gemischen enthalten ist und
etwa so zédhe wie N, ist, kann
man praktisch den O,-Gehalt
zum N,-Gehalt schlagen. Ist
dann z. B. ein Gemisch
H,/CO/CO, gegeben, so sucht
man zum entspr. H,-Gehalt die
Werte fiir das H,/CO und das
H,/CO,-Gemisch und bildet nach

Abb. 15. Zihigkeit von Kohlenoxyd-Wasserstoff-, Kohlen- der Mischungsregel
dioxyd-Wasserstoff- und Stickstoff-Wasserstoffgemischen

von verschiedenem Mischungsverhéltnis bei 20° (und Ngem 1=a m+ 13172
atmosphdrischem Druck) nach Messungen von Zipperer

und Miiller. ‘Yt (14)
mit «+pf+y+ - =1 oder mit 7=y

:“7]1‘*‘/37]2+7773+' -
ayr + Byst+yyato--

den Wert fiir das gesamte Gemisch. Ebenso verfahrt man bei Gemischen aus vier
Gasen.

Voem

(15)

1 Zipperer, L.: Reynoldssche Zahl fiir Blendenmessung. Gas- u. Wasserfach
Bd. 74 (1931) S. 1101.

2 Zipperer, L., u. G.Miiller: Beitrag zur Bestimmung und Berechnung
der Zihigkeit von Gasgemischen. Gas- u. Wasserfach Bd. 75 (1932) S. 6231f.
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Beispiel: N, = 17,8 vH, CO = 26,2 vH, CO, = 30,0 vH, H, = 25,2 vH,
0, = 0,8 vH, also N, 4 O, = 18,6 vH. Die Zihigkeit dieses Gemisches wurde
bei 200 zu n = 16,26-10—¢ kg/ms gemessen. Rechnung: Am Gemisch CO + CO,4
+ 0,+ N, = 74,8 vH vom ganzen Gemisch hat Anteil: CO = 26,2 : 74,8 = 35 vH,
CO, =40,1vH, N, + O, = 24,9 vH. Aus Abb. 15 entnimmt man zu H,-Gemischen
mit 25,2 vHH Wasserstoff :
00/HyKurve 7 = 17,07 &..10-5,

ms

COy/Hy-Kurve 7 = 14,90 —];%-10‘6,
(N, + Op)/Hy-Kurve 5 = 17,23 %gs- 10-5.

Das Mittel ergibt genau den gemessenen Wert, namlich
108 7 = 0,350 - 17,07 + 0,401 - 14,90 + 0,249 - 17,23 = 16,24 kg/msggo .

Nach zahlreichen Versuchen von Miiller und Zipperer scheint dieses Ver-
fahren auf 4 1 vH genau, im Mittel auf 4 0,5 vH genau zu sein. Im allgemeinen
erhilt man etwas zu kleine Werte. Die Abweichungen sind aber praktisch un-
bedeutend, weil oft die Gaszusammensetzung gar nicht so genau bekannt ist. Hat
das Gas auflerdem noch Bestand an CH, und CnHy, so ermittelt man zunichst die
Zahigkeit des Gases ohne CH, und CnH, wie im Beispiel und wendet dann die
Mischungsregel auf das restliche Dreigasgemisch an. Solange der CH,- und CnHa-
Gehalt klein ist, stimmt diese Rechnung geniigend genau mit den Messungen
iiberein. Bei groBerem Gehalt (z. B. CH, > 10 vH) erhalt man jedoch Fehler von
1 vH und mehr. Der Vergleich zwischen Rechnung und Messung ergab ferner, dafl
die Formeln von Mann [Gl (12)] und Zipperer [GL (13)] leidlich brauchbar
sind. Formel (13) kann man noch verbessern, wenn man den Wert (v,),, nach der
Mischungsregel anteilig zum jeweiligen Gehalt an CO, CH,, O, und N, berechnet.
Nach Abb. 15 erhilt man % bei 20°. Fiir die Umrechnung auf Temperaturen von
— 109 bis + 40° gilt mit groBer Genauigkeit

v, = 2% 11 4 0,006 (¢ — 20)] 1%)’3 m?/s . (16)

1,28

Zum obigen Beispiel: 7g,, = 16,24-10-% kg/ms bei 20°. Wie groB ist
v bei 10° und 5 atii?
SGem=— 0,01 (Nz 8N2 + 002 8c05 + CO 8co++ - ¢ ) = 0,910

(s nach Zahlentafel 12). Dann ist
16,24 1,033
— = (= 277 o 2/
1.2.091 [1 4+ 0,006-( 10)]5 i 2,40 m?/s.

Tragt man die von Zipperer an zahlreichen ganz verschiedenen Gasgemischen ge-
messenen Zahigkeiten nach dem Vorgange von Biel iiber dem relativen Gewicht
der Gemische auf (Abb. 16), so kann man die einzelnen Punkte recht gut durch
einen Kurvenzug verbinden, der sich durch die Gleichung

108 » = 0,755 + 13,82/s — 0,775/s% m?/s (17)
(20°, 760 mm QS) ausdriicken 1aBt.
Zum obigen Beispiel:

) _n 16,26 . 10-¢
200760mm Q8 = o0 T T1,2. 0,91

108 v, =

=14,9-10-% m?/s
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gemessen; nach Gl. (17):
V200 760 mm Q8 = <0,755 + 103’T§12 — %’;7—152
G1. (17) gilt im Bereich von Zipperers Versuchen [CO,= 4,6 bis 50,4 vH, CO,=3,3
bis 60,3 vH, H, = 5,1 bis 87,7 vH, CH, = 2,2 bis 20,9 vH, O, = 0,0 bis 2,0 vH
(Raumteile)]. Innerhalb
dieser Grenzen liegen
die meisten technischen
Brenngase. Vorteilhaft
bei diesem Verfahren ist
noch, dal man mit dem
spezifischen  Gewicht
rechnet, weil praktisch
keineswegs immer die
genaue Zusammenset-
zung des (Gasgemisches
bekannt ist®. Gl (17)
wird in der GréBenord-
nung auch durch An-
gaben von Biegel-
eisen® bestatigt, der
nach Versuchen von

Chandler fiir Leucht-

Abb. 16. Zusammenhang zwischen der kinematischen Zihigkeit  gag angetzte
(bei bestimmtem Druck und Temperatur) und dem relativen Ge-
wicht bei Gasgemischen nach neueren Messungen. 1, = 15,0 (T/273)0,77

- 10-% kg/ms .
Das ist bei s = 0,5 gleich vyg0, 760 mmqs = 26,4-10-*m?s, nach Gl (17) war
Vago, 760 mm g8 — 25,3-10-% m2/s. Zipperer fand 24,1-10-5.
Bis weitere Zahigkeitsmessungen vorliegen, diirfte die nachstehende Zahlen-
tafel (nach Abb. 16) fiir die meisten praktischen Zwecke ausreichen?.

) 10-% = 15,0 - 10-6 m?/s L.

Zahlentafel 21.

8 108y m2/s

Gasart It. Gaskalender bei 200 und

(1932) Bd.2 S.289 | 760 mm QS
Steinkohlengas, trockner Betrieb . . . . . 0,44 28,0
Steinkohlengas, nasser Betrieb . . . . . . 0,45 27,5
Steinkohlengas mit 40 vH Wassergas . . . 0,47 bis 0,49 26,3
Wassergas (blau) . . . . . . . . .. .. 0,53 24,1
Wassergas (karburiert). . . . . . . . .. 0,7 19,0
Generatorgas aus Kohle . . . . . . . . . 0,94 14,4
Generatorgas aus Koks . . . . . . . .. 1,0 13,8
Generatorgas, nasser Betrieb. . . . . . . 0,88 15,4

1 Nach Biels Kurve Abb. 14 erhalt man 14,7-10-%; nach Manns GI. (12)
14,4-10-%; nach Zipperers GIl. (13) 14,1-10-%; nach Abb. 15 14.9-10-%; nach
Versuch 14,9-10-8.

2 Richter, H.: Beitrag zur Bestimmung und Berechnung der Zéahigkeit von
Gasgemischen. Gas- u. Wasserfach Bd. 75 (1932) S. 989.

3 Biegeleisen, B.: Die Grundlagen zur Berechnung von Gasrohrleitungen.
Miinchen 1918. Dinglers polytechn. J. Bd. 332 (1917) S. 57. Chandler, D.: The
flow of gases through pipes. J. Gaslighting 1910 S. 357.
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Zablentafel 21 (Fortsetzung).

s 108 ym?/s

Gasart, 1t. Gaskalender bei 20° und

(1932) Bd.2 S.289 | 760 mm QS
Braunkohlengas (bei 500° entgast) . . . . 0,6 22,0
Olgas . . . . . . ... ... ..... 0,86 15,6
Schwelgas aus Steinkohlen. . . . . . . . 0,54 23,8
Koksofengas . . . . . . . . . .. ... 0,41 29,5
Mondgas . . . . . . . . . ... .. .. 0,82 16,4
Gichtgas . . . . . . . . . .. ... .. 0,97 13,9
Blaugas . . . . . .. ... 0,96 14,0
Naturgas. . . . . . . . . . ... ... 0,58 23,0

Luftgas . . . . . . . . . .. ... .. 0,92 bis 1,12 14,5 bis 12,2
Rauchgas . . . . . . . ... ... .. rd. 0,88 15,4

2. Kontinuitiitsgesetz.

Eine beliebige Fliissigkeit mdge sich unter Wirkung eines zeitlich
unverédnderlichen Druckes schon solange bewegen, dal ein Beharrungs-
zustand erreicht ist. Dieser Beharrungszustand kann dadurch gekenn-
zeichnet sein, dal an jeder Stelle des Stromes sich zeitlich immer alles
gleichbleibt, d.h. alle GréBen, die auf die Bewegung EinfluB haben,
zeitlich unverénderlich sind (alle Ableitungen nach der Zeit am glei-
chen Orte verschwinden). Man spricht dann von einer stationaren
Bewegung. FlieBt aber z. B. eine Fliissigkeit unter Wirkung periodisch
veranderlicher Driicke, also pulsierend, so wird zwar im Sinne des
Ingenieurs auch ein Beharrungszustand (Folge von gleichartigen Peri-
oden), jedoch kein vollkommen stationdrer Zustand erreicht. Man wird
aber praktisch eine ganze Reihe von Bewegungsvorgingen, die nicht
vollig stationdir verlaufen (z.B. die turbulente Rohrstrémung, siehe
spéater), rechnerisch wie eine stationdre Stréomung behandeln kénnen.
Diese Annéherung ist um so genauer, je kurzzeitiger die Perioden auf-
einander folgen. Wir wollen uns nur mit vollkommen stationiren Be-
wegungen beschéftigen und angenéhert stationére als solche betrachten.

Uber die stationire Stromung einer beliebigen Flissigkeit durch
eine geschlossene Rohrleitung sagt das Kontinuititsgesetz aus, daB
in der Zeiteinheit durch jeden Rohrquerschnitt dasselbe Fliissigkeits-
gewicht gefordert wird. Voraussetzung ist dabei, daB die Leitung dicht
ist. Bei Rohrverzweigungen gilt das Kontinuititsgesetz sinngemi$ fiir
die Summe der abgezweigten Strome. An den Leitungsquerschnitt stellt
das Gesetz keine besonderen Anforderungen; er kann sich beliebig,
auch unstetig, andern.

Es bedeutet @, das Durchflugewicht in kg/s und @, in kg/h, @,
das Durchflulvolumen in m3/s und @, in m3/h, F den Rohrquerschnitt

in m? y das spezifische Gewicht des Stromes in kg/m? und » = ;
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das spezifische Volumen in m3/kg. Die einfachste Kontinuititsgleichung

lautet: G, =G, = G,,=- - = konst. (18)

Die Zeiger 1, 2. .. deuten auf verschiedene Leitungsquerschnitte hin,
siehe Abb. 17. Die einzelnen Flissigkeitsteilchen durchsetzen den Rohr-
querschnitt im allgemeinen mit verschiedener Geschwindigkeit w; in
Richtung der Achse (Richtung [). Die
Reibung bewirkt, daBl w; nach der Rohr-
wand zu bis auf Null abnimmt, siehe
Abb. 18. Das spezifische Gewicht y ist in
geraden Leitungen praktisch iiber den
ganzen Querschnitt gleich groB. Dann
ist das stromende Gewicht

i
Abb. 17. Leitungsstiick zur Erliute-
rung der Kontinuititsbedingung.

F

&=y [ wdF =Fuwy, (19)
wobei w die mittlere Geschwindigkeit im Rohrquerschnitt dar-
stellt. Unter der mittleren Geschwindigkeit versteht man diejenige,
die mit der Fliche vervielfacht denselben Durchflull ergibt, wie die
Summe der Produkte aller Einzel-
geschwindigkeiten w; mit den zugehori-
gen Querschnittselementen dF. Nun
erhdlt man eine weitere Kontinuitéts-
bedingung

Gy=Fyw
Abb. 18. Verteilung der StrSmungsge- = Fyw, Yy =+ + - = konst (20)
schwmdlgkegnggz Igrbefi;m?;r;s.Querschn1tt fiir beliebige Querschnitte und fiir Krois-
querschnitte
4
;Gs=d§w1yl-——d§w2y2=---:konst. (21)

Dabei ist

__'/403_]/403_ G _ 1/ @
4= awy ¥V aw V282Tyw | 2827w’ (22)

Wegen des unverdnderlichen spezifischen Gewichts gilt fiir raumbestandige
Flissigkeiten

Qsz%"—=F1w1=F2w2=---=konst (23)
und wenn alle Querschnitte flichengleich sind
w=—%=w1=w2=---=konst. (24)

Bei gasformigen Fliissigkeiten dndert sich das spezifische Gewicht im all-
gemeinen von Querschnitt zu Querschnitt (s. spater). Dabei ist
Wy _ Fay,

w, = Fyp’ und fiir F =konst ist wy=— = konst. (25)
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Fiir sehr kleine Anderungen von w, y und F gilt

dF dw dy
a6 =Fuwy (G + 5+ )
oder, weil dG = 0 ist,

e e Bt (26)

1
Setzt man diese Gleichung fiir den besonderen Fall an, daB y = i konst, so
kommt man wieder auf Gl. (23).

3. Energieformen.

Der gesamte Energiegehalt eines bewegten Fliissigkeitsteilchens kann
aus einem potentiellen und einem kinetischen Teil aufgebaut werden.
Die chemischen Eigenschaften der Flissigkeit sollen sich nicht éndern;
aus chemischen Vorgingen folgende Energieumsetzungen sollen un-
beriicksichtigt bleiben.

1. Potentielle Energie.

Die potentielle Energie kann im weiteren Sinne aufgespeichert sein in Form
von Gewichtsenergie, Druckenergie und Warmeenergie.

a) Gewichtsenergie oder Energie der Lage ist bedingt durch das Gewicht
G (kg) und die geodatische Héhe H (m) des Fliissigkeitsteilchens, das gegeniiber
der Bezugsebene den Arbeitsinhalt HG (mkg) besitzt. Dieser Energieinhalt ent-
spricht der Arbeit, die durch Auslésung eines Zwangszustandes, z. B. durch Fallen-
lassen des gehobenen Teilchens, geleistet werden kann.

b) Drueck- oder Spannungsenergie befihigt das Fliissigkeitsteilchen einen
Widerstand zu iiberwinden, also etwa in einem Zylinder an einem Kolben Arbeit
zu leisten, oder auf eine Hohe Py (m) zu steigen. Dabei bezeichnet P den Druck

(kg/m?), unter dem das Teilchen steht, und y (kg/m?) das spezifische Gewicht der
Flissigkeit.

II. Innere Energie.

a) Wiirme- oder innere Energie stellt das innere Arbeitsvermégen dar,
welches durch eine Temperaturdifferenz gegeniiber einer Bezugstemperatur be-

. 1
dingt ist. Die innere Energie wird durch % in keal/kg eingefiihrt. Gibt 4 = o7

den Wert von 1 mkg in Wirmeeinheiten an (mechanisches Wirmesiquivalent,
1 mkg = A4 keal), so entspricht der innere Arbeitsgehalt der Gewichtsenergie
Gu
a= 427 G w in mkg. Die innere Energie von raumbestéindigen Fliissigkeiten
kann man nicht unmittelbar zur Arbeitsleistung heranziehen, weil deren Raum-
inhalt fast nicht von der Temperatur abhingt. Bei gasférmigen Stoffen dagegen
kann die innere Energie bei der Ausdehnung des Gases zum Teil zur Verrichtung
der Ausdehnungsarbeit beitragen.

b) Wiirmeinhalt. Neben der Energie fithren wir noch eine ihr dhnliche GroBie
i=A~§+u=APv—|—u

ein. Wir nennen sie Wirmeinhalt (Summe von potentieller und Warmeenergie).
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II1. Kinetische Energie.

G
Bewegt sich ein Flissigkeitsteilchen von der Masse M = P (kg s2/m) in irgend-

einer Richtung mit der Geschwindigkeit w (m/s) so stellt
M = G (mkU)

die kinetische Energie oder Wucht des Tellchens dar. Fiir das Gewicht ¢ = 1 kg
erhalt man die sog. Geschwindigkeitshohe

w? /mkg
( kg m)
Entsprechend nennt man P/y (m) die Druckhohe.

Wiirde die Geschwindigkeit w plotzlich zu Null werden, d. h. das Teilchen
senkrecht auf ein Hindernis stofen, so kénnte es sich vermége seiner kinetischen
Energie auf die Héhe w?/2¢ erheben (Stauhohe) oder an dem Hindernis eine Arbeit
w?/2¢ in mkg/kg verrichten.

4. Energiesiitze fiir reibungslose Fliissigkeiten.
a) Begriff der reibungslosen Fliissigkeit.

Man kann sich eine Fliissigkeit vorstellen, die mit unendlich
groBer Formidnderungsgeschwindigkeit ausgestattet ist. Ein
solcher Korper setzt seiner Verformung keinen
Widerstand entgegen und koénnte reibungs-
lose Bewegungen ausfithren. Die einfachste
Art einer Rohrstromung ist eine Parallel-
, stréomung, d. h. alle Fliissigkeitsteilchen be-

' i wegen sich in einem geraden Rohr parallel zur
Abb. 19. Gleichmisige Ge- Achse. Wirkt keine innere Reibung, so kénnten
mfg? ‘”f{;‘ifglié’?ﬁzfﬁﬁiit‘}]%%w alle Teilchen mit derselben Geschwindigkeit

bei einer gedachten reibungs- .
losen Fliissigkeit. stromen (Abb 19)

b) Energiegleichungen.
Der gesamte Energiegehalt E einer Flissigkeitsmenge von 1kg
Gewicht kann durch die Summe

E=H++5+5 (5E—m) (27)

angegeben werden. Wenn man annimmt, daf die einzelnen Flissigkeits-
teilchen in jedem Normalquerschnitt der Leitung denselben Energie-
gehalt besitzen, dann gilt Gl. (27) fiir den Energiegehalt je kg der
gesamten flielenden Masse. Unter P/y muB man dabei die mittlere
Druckhéhe und unter w?/2g die mittlere Geschwindigkeitshéhe im
Querschnitt verstehen. H mifit die Schwerpunktshéhe des Leitungs-
querschnitts iiber einer bestimmten Bezugsebene. Bei der Strémung in
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anderen als geraden Rohren kann man sich die Flissigkeit in einzelnen
Faden flieBend denken, die irgendwelche Bahnen verfolgen (siehe z. B.
Abb. 140). In diesem Falle gilt fiir jeden Faden eine Energiegleichung.

Fithrt die gesamte Flussigkeit eine stationdre Parallelbewegung aus
(von Querschnitt I nach 2) und wird wihrend dieser Bewegung eine
Energiemenge @, in keal/kg von auflen zugeleitet, so heifit die all-
gemeine Energiegleichung

Py 1 wi — w? . 17 ,
H, — H, *_3,; A(z*ul)+‘”—§r—zQ21-
Fiir unendlich benachbarte Querschnitte folgt
P wdw 4@
dH+d(y>+ +Ee L (28)

Bei der Bewegung tropfbarer
Flissigkeiten ist eine Verein-
fachung der allgemeinen Energie-
gleichung gegeben, weil das spezifische
Gewicht unverinderlich ist, sofern
keine Energie zu- oder abgefiihrt wird.
Da der Gehalt an innerer Energie
nicht unmittelbar zur Arbeitsleistung
herangezogen werden kann, lautet
mitQ}, = 0 die vereinfachte Gleichung

P w?
H4+ — 1+ — = konst
Y 29

oder
wdw

af —|——dP+ ——=0. (29)

Zur Erlauterung dleses ,,Satzes
von Bernoulli“ moge die Bewe-
gung einer tropfbaren Flissigkeit
durch ein Rohrstiick nach Art eines

Venturimessers untersucht werden, ﬂbb- 20F1.,El}ef{gi%“1;1wagdlunten in eil&er tropf-
. . . aren Flissigkeit bei der Bewegung durch ein
Abb. 20. Das Diagramm zeigt die  Rohrstiick nach Art eines  Venturimessers.

Energieumsetzungen des Fliissigkeits- (Energiebild des Achsfadens.)

fadens in der Rohrachse. Die Energie

der Lage nimmt mit ansteigender Leitung gleichméBig zu. Die kinetische Energie
wichst mit der Verkleinerung und fallt mit der VergréBerung des Leitungs-
querschnittes. Die Gesamtenergie bleibt unverdndert. Fiir das Energiediagramm
ist es gleichgiiltig, in welcher Richtung die Leitung durchflossen wird.

Auch bei gasformigen Fliissigkeiten ist eine Vereinfachung der allge-
meinen Energiegleichung moglich, wenn man die Anderung der Lagenenergie ver-
nachléissigt, die im Verhiltnis zu den iibrigen Energieumwandlungen meist sehr
Kklein ist. Das ist bei geneigten Rohren immer zulissig, wenn keine groBen Hohen
zu iiberwinden sind. Fiir die ganze bewegte Masse kann man also schreiben

P wi — wl

P. Ug — U 1
2 1 2 1 ’
'_2- + 4 + 2 - 1Q21

( )+ 4 +M=d7?'. (30)

oder
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Mit der Einfithrung des Warmeinhalts erhélt man endlich
di wdw d
bl Mol b A
47 ¢ A (31)

Ganz allgemein gilt fiir ein endliches Leitungsstiick?

1

1 _ wj — wi
Die linke Seite stellt die zur Beschleunigung der Fliissigkeit aufgewandte
(oder bei der Verzogerung freiwerdende) Arbeit dar; Gl. (32) beschreibt
die Umwandlungen von potentieller Energie in kinetische.

¢) Druck/Volumen-Diagramme.

Wie aus den Energiegleichungen hervorgeht, bedeuten Energie-
umwandlungen immer, dafl Arbeit geleistet oder verbraucht wird. Die
Frage ist nun, wie gro} dieser Energieaustausch ist, damit man Gl. (32)
weiter entwickeln kann. Zur Losung dieser Aufgabe eignen sich vor-
ziglich Druck/Volumen-Diagramme, die man dieser Eigenschaft
halber auch Arbeitsdiagramme nennt. Es mégen hier mit Riick-
sicht auf die spiteren Uberlegungen nur Druckabfallvorginge betrachtet
werden, fiir Drucksteigerungen gilt sinngemaBl das Umgekehrte.

I. Tropfbare Fliissigkeiten. Bei tropfbaren Flissigkeiten mit ver-
nachlissigbar geringer Zusammendriickbarkeit findet beim Druck-
abfall keine Rauménderung statt. Die Zustandséinderung wird im
P|V-Diagramm durch eine Parallele zur P-Achse dargestellt. Die (Fiil-
lungs-) Arbeit, die in einer waagerechten Leitung geleistet wird, wenn
der Druck von P, auf P, fillt, ist

1
L= [vdP =v(P,— P,
2

P,—P, . mk

= in ng—z m. (33)
Der Pfeil in Abb. 21 gibt den Verlauf der Zustands-
dnderung an. Die schraffierte Fliche 12ba 1 ent-
spricht der geleisteten Arbeit. Die Fliache aller Streifen
vd P ist immer dieselbe. Fiir eine geneigte Leitung

Abb. 21. Druck/Volu- gilt nach Gl. (32)
men-Diagramm zum
Druckabfall in einer P, — P, . wi — wh

tropfbaren Fliissigkeit. H 1 H 2 -+ y 2g in m. (34)
1 Mit
d<£)=Q+Pd(l> und dQ'=du+APd(i).
Y Y 4 Y
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II. Gasformige Fliissigkeiten. Im Gegensatz zu tropfbaren hingen
gasformige Fliissigkeiten dem Raume nach sehr stark von Druck und
Temperatur ab. Eine gasformige Flissigkeit dehnt sich beim Druck-
abfall aus, was im P/V-Diagramm durch die Kurve 7—2 angedeutet
wird (siehe Abb. 22). Durch die stetig zunehmende Ausdehnungsarbeit
wird der Streifen vd P wihrend der Zustandsianderung von I nach 2in
diesem Falle stetig an Fliche gréBer.

Bekanntlich sucht ein Gas bei seiner Ausdehnung der Umgebung
Wérme zu entziehen. Ist eine Warmezufuhir méglich, so wird die innere
und potentielle Energie wihrend der Zustands-
anderung weniger stark vermindert, als wenn
keine Warme nachflieft. Es sind nun drei ver-
schiedene Fille denkbar:

1. Die zuflieBende Wirmemenge deckt allein
die Arbeit L,

2. es flieBt keine Wiarme von aullen zu
@@ =0),

3. es flieBt weniger Warme zu, als zur Lei-
stung der Arbeit L gebraucht wird

0 <d@ < AdL). Abb. 22. Druck/Volumen-Dia-

Diese drei Fille sind getrennt zu unter- v ‘gas?gﬁ‘;igli;“%‘iﬁ’si?g‘ieiiéf
suchen. Es geniigt, wenn wir uns nur mit den
Vorgéngen bei einem vollkommenen Gas beschiftigen, weil sich wirk-
liche Gase und hochiiberhitzte Dampfe ganz ahnlich verhalten. Fiir
gesittigte und weniger hoch iberhitzte Dimpfe gelten besondere Be-
ziehungen. Bei den folgenden Ableitungen soll die allgemeine Gas-
gleichung PV=GRT genau gelten.

1. Die Zustandsédnderung soll bei unveréinderlichem Gehalt an innerer
und potentieller Energie, also bei gleichbleibender Temperatur erfolgen.
Dann sagt die allgemeine Gasgleichung aus, dafl bei unverinderlichem
Betrage von ¢, R und 7' das Produkt PV = konst sein muB. Wiahrend
des Ausdehnungsvorganges muBl Wirmeenergie von auBen durch die
Leitungswand zugefiihrt werden, damit die Gastemperatur nicht absinkt.
Fiir die isothermische Zustandsinderung gelten die Beziehungen:

. PP, 4P _ dy av dv
Py V=P, V,; W Py STy T T, (35)
Daraus ist ersichtlich, daB beiisothermischer Strémung die Druck-
energie nicht zur Bewaltigung der Beschleunigungsarbeit herangezogen
wird. Diese Arbeit wird nur durch die zugefiihrte Warmemenge @,
geleistet. Die Kurve Pv = konst ist im Druck/Volumen-Diagramm eine
gleichseitige Hyperbel. Die Energie
’ Py
—&_p= [vap
P,

Richter, Rohrhydraulik. 3
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entspricht der schraffierten Fliche 12bal im P[v-Diagramm Abb. 22.
Mit Gl. (35) erhilt man fiir die Beschleunigungsarbeit bei isothermischer
Stromung Py

Ly, = P,v, f 2L — PiyyIn (%) in mkg/kg . (36)

Ps

2. Das Gas soll wahrend der Ausdehnung weder Warme aufnehmen
noch abgeben. Dieser Vorgang ist mit einem Temperaturabfall ver-
bunden und kann durch die Gleichung Pv*= konst ausgedriickt wer-
den. Da der Zustand eines Gases stets durch 2 der 3 ZustandsgréBen
Druck, Volumen und Temperatur bestimmt ist, kann schon eine Be-
ziehung zwischen P und v allein den adiabatischen Vorgang vollstindig
wiedergeben. Der Exponent » ist ein Festwert vom Betrage

rd. 1,4 fiir zweiatomige Gase (Luft, Sauerstoff, Stickstoff, Wasser-
stoff, Stickoxyd, Kohlenoxyd),

rd. 1,3 fiir Kohlendioxyd, Methan, iiberhitzten Wasserdampf bis
25 at, Ammoniak.

Fir 2 Zustinde 1 und 2 gelten die Beziehungen
P, P, dP dy av
AR A S A
Dabeiadiabatischem Ausdehnungsvorgang die Temperatur fallt, mufl
der Raum V, bei der Adiabate kleiner als bei der Isotherme sein, damit
ist o > y; und (Pyfys),; < (Pafys),- Das heifit, daB auBer der inneren
Energie auch die Druckenergie kleiner geworden ist. Beiadiabatischer
Stromung dient die Abnahme an potentieller und innerer Energie
allein zur Deckung der Beschleunigungsarbeit. Die Adiabate erscheint
im Druck/Volumen-Diagramm als allgemeine Hyperbel. Folgende Arbeit
ist in diesem Falle zu leisten:

Py }_Pl 1 y P x—1
Lad=fvdP=leffP "dP=;*_—1P1”1[1—‘<}72) * J
P P, !
und mit Gl. (37)
P P, .
Lad:lebf_y_z]zleﬂm—ag) in mkg/kg.  (38)

Diese Arbeit ist wegen d@’ = 0 nach Gl. (31) gleich der Differenz der
Wérmeinhalte

P Vi=P,V%; —x 2 (30)

1,. .
Lya = 5 (i — 4p).

Die Wirmeenergie selbst nimmt um den Betrag

1 [P, Py,
l:?l yJ in keal/kg

U — Uy =4 —7

ab.
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3. Das Gas soll bei der Ausdehnung Wirme aufnehmen, aber nicht so viel,
dafl die Temperatur unveranderlich bleibt. Diese Zustandsinderung nennt man
polytropisch; sie liegt zwischen der isothermischen und der adiabatischen:
Poy"=konst mit dem unveridnderlichen Exponenten 7 (1 < n < %). Wir werden
spiter erkennen, dal die polytropische Stromung praktisch bedeutungslos ist

und wir nur die Grenzfille der isother-
mischen und adiabatischen Stromung zu
4 betrachten brauchen.

Um die verschiedenen Ausdehnungs-
vorgéinge vergleichen zu kénnen, wurden
im Druck/Volumen-Diagramm Abb. 23
% vom Anfangspunkt P, und v, aus Iso-
therme, Polytrope mit » = 1,2 und Adia-
\ bate mit » = 1,4 gezeichnet. Bei einem

bestimmten unteren Drucke P, ist das
Volumen v, bei der Adiabate am klein-

\/ sten und bei der Isotherme am groften.
Tsotherme n=1

Polytrape n=32

A
N 1 N
L Adliatate —|
| n=x=% \\
D
7 Vz/ld Iépﬂ/ V?/'s 4

Abb. 23. Isotherme, Adiabate und Polytrope im Druck/Volumen-Diagramm.

Je nach Art der Ausdehnung sind also fir Gl. (32) die beiden Glei-
chungen

_ LBy o we—wh
Hy— Hy+ Py ln<P2> =" TIsotherme, (39)
x Py P, wi—uf .
H]_ b H2 + w1 l:?]_ — ';;J = ""2‘; Adiabate (40)
anzusetzen.

d) Arbeitsaufwand bei kleinen Druckinderungen.

Es ist nachzupriifen, welchen Fehler man begeht, wenn man eine zusammen-
driickbare Flissigkeit bei kleinen Druckédnderungen als raumbestindig ansieht.
Der wirkliche Arbeitsaufwand wird durch die Fliche A BCDEA wiedergegeben,
wie Abb. 24 zeigt. Die Flache 4 BDE A entspricht dem Arbeitsaufwand bei raum-
bestandiger Fliissigkeit und Fliche BC DB stellt den Fehler dar, den man bei

3%



36 Mechanische und warmetechnische Grundlagen.

Vernachlassigung der Zusammendriickbarkeit begeht. Der relative Fehler ist, wenn
man die Flache BC D B in erster Annidherung durch ein Dreieck ersetzt,

Fliche BCDB _ CD  Av
Flaiche ABDEA ~ 9.7 p 2v°

Allgemein (fiir die Polytrope) gilt

AP _ A
o
und damit
Av 1 AP
30" In P (41)

Der Fehler ist um so grofer, je kleiner n ist.
Bei der Isotherme als dem ungiinstigsten Fall (n=1)
darf der Druckabfall bei einem gegebenen relativen

Abb. 24. Diagramm zur Be- Fehler von
stimmung des thlers, wenn 0,5 vH nur 1vH,
eine zusammendriickbare Fliis- 1,0 vH nur 2vH

sigkeit bei der Ausdehnung als

raumbestindig betrachtet wird. g Anfangsdruck betragen. Kann man mit dem

mittleren Volumen § (vz-}v,)=v,, an Stelle von vy
rechnen, so wird der Fehler sehr klein, wenn man die Fliissigkeit als bestindig
vom Raume v,, ansieht (in erster Annaherung null). Erst bei groBem Druckabfall
macht sich bemerkbar, daBl man die Arbeit zu grofl ermittelt.

e) Statischer und dynamischer Druck.

Der innere Zustand von flissigen Korpern hingt wihrend der Stré-
mung genau so wie in der Ruhelage von den Gréfen Druck, Volumen
und Temperatur ab. Die Zustandsgleichungen fiir tropfbare Fliissig-
keiten (Beziehung zwischen Volumen und Temperatur) und gasférmige
Korper (Gasgleichung) besteht unabhéngig von der Geschwindigkeit, mit
der sich der Korper bewegt.

Unter dem Druck, der in die Zustandsgleichungen einzufiihren ist
—statischer Druck — versteht man immer den absoluten Druck,
den ein MeBinstrument fiir absoluten Druck anzeigen wiirde, wenn man
es in der Stromung mit der herrschenden Geschwindigkeit mitfithren
wiirde. Ahnliche MeBverhiltnisse liegen z. B. vor, wenn man im Flug-
zeug ein Barometer zur Luftdruckbestimmung (Hohenmessung) be-
nutzt. Die Angaben Uberdruck und Unterdruck stellen den Unter-
schied zwischen dem absoluten und dem derzeitig herrschenden baro-
metrischen Druck der Umgebung dar.

Im Falle, daB eine reibungsfreie Fliissigkeit durch eine gerade Leitung flieBt,
ist der statische Druck gleichm#Big tiber den Leitungsquerschnitt verteilt. Der
statische Druck ist dann gleich dem, den die strémende Fliissigkeit auf die Rohr-
wand ausiibt. Man kénnte ihn mit einem Manometer messen, welches an eine
Bohrung senkrecht durch die Wand angeschlossen ist. Die reibungsfreie Fliissig-

keit bewege sich durch eine Rohrleitung mit stetig verdnderlichem Querschnitt,
z. B. eine keglige Leitung. Folgende Krafte wirken auf den Bewegungsvorgang
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ein. Mit dem Querschnitt dndert sich auch der statische Druck und die Geschwin-
digkeit bestindig in Richtung der Rohrachse. Abb. 25 zeigt ein elementares Teil-
chen der Fliissigkeit von prismatischer Gestalt mit Grundfliche dF. Die Fliissig-
keit soll fiir den betrachteten Vorgang als raumbestdndig und der inneren Energie
nach unverinderlich anzusehen sein. Zur Vereinfachung wollen wir noch an-
nehmen, daB nur Geschwindigkeiten in Richtung der Achse (I-Richtung) herr-
schen, die Beriicksichtigung auch von Komponenten in anderen Richtungen wiirde
zu dhnlichen Schliissen fithren.

Bei einer stationiren Stréomung sind die Geschwindigkeiten an jeder Stelle
nach GroBe und Richtung zeitlich unverdnderlich. Eine Geschwindigkeitsinderung
ist also nur beim Ubergang zu einem anderen Orte moglich. Die Zu- oder Abnahme

der Geschwindigkeit w auf der Strecke dl betrigt dw = aa—ul; d! und die Beschleu-
nigung mit dem Zeitdifferential dz
dw OJdwdl  dw
dz ol dz Vol
. dl . S
wobei r P ist. Nunmehr ergibt sich die Kraft

aus Masse mal Beschleunigung zu

ow
dardi - w?2 . . o
9 0l Abb. 25. Die an einem prismati-
schen Teilchen einer reibungslosen

Dieser Massenkraft miissen die Schwerkraft Ilissigkeit angreifenden Krifte.

dFdlysina und die Druckkraft das Gleich-

gewicht halten. Die Krifte auf die Grundflichen des Prismas sind P,dF
oP

und P,dF = <P1—]—79le> dF, die Druckkraft als Differenz dieser Krafte

apP
—dF—éle. Es besteht also die Beziehung (Eulersche Gleichgewichts-

bedingung)

oP

ow . g
w—(ﬁ-—gsma~—;~—ﬁ (42)

oder, bei Beschrinkung auf waagerechte Leitungen (x = 0, sin & = 0) und aus-
schlieBlicher Veranderlichkeit von w und P nach [

dP=—%wdw. (43)
Die Abnahme der Geschwindigkeit entspricht einer Zunahme des Druckes und
umgekehrt. Als Energiegleichung erhilt man wieder GI. (29).

Wenn man die allgemeine Energiegleichung (27) mit y erweitert
% w?
Hy+P+gyv+4,7=147, (44)
so stellen die einzelnen Glieder Driicke in kg/m? oder mm WS von 4°

vor. Als Druckwirkung unmittelbar zu messen ist davon allerdings

2
nur P— P, und -;gg—y, wobei unter P, der absolute Druck der Um-

gebung, im allgemeinen der barometrische Luftdruck zu verstehen ist.
Der Druck P-— P, wirkt gleichméBig in der Fliissigkeit nach allen Seiten



38 Mechanische und wirmetechnische Grundlagen.

und kann durch das in Abb. 26 wiedergegebene MeBinstrument ge-
messen werden. Das hat EinlaBschlitze oder andere Offnungen a in
seinem duBeren Mantel, die senkrecht zur Stromungsrichtung der Flissig-
keit liegen. Durch diese Offnungen wird der statische Druck P— P,
auf das MeBinstrument ibertragen. Mit der dem Strom zugekehrten

2
Bohrung b wird der Staudruck der Fliissigkeit % y und der statische

Druck P — P, gleichzeitig gemessen. Der Staudruck oder dynamische
Druck mége mit P, , der Gesamtdruck oder die Summe von P

und P, mit P, bezeich-
net werden. P, kann mit
dem Staugerit Abb. 26
nach der Beziehung be-

stimmt werden:

dyn’

2

Pdun: ;ﬂ_g_y
:Paes_'P:(Paes”PO)
— (P—Pyymm WS. (45)

Diese Gleichungist aber nur
dann einwandfrei, wenn das
spezifische Gewicht y unverén-
derlich ist. Fiir zusammen:
driickbare Fliissigkeiten gilt,
wenn yg. das dem Gesamt-
druck und y das dem stati-
schen Druck entsprechende
spezifische Gewicht bedeutet,
die Gleichung

Pyes

1 w?
Abb. 26. Druckanzeige am Pitotrohr. Oben praktische ~— dP=——, (46)
Ausfithrungsform nach Prandtl. Y 2¢q

die fiir den jeweiligen Zusammenhang zwischen P und y integriert werden muf}®.

1 Die GroBe des Feblers, den man begeht, wenn man die Verdnderlichkeit
von y vernachlissigt, also den dynamischen Druck mit dem y errechnet, das zu
P gehort, kann man aus folgendem Beispiel erkennen. Luft von 1,3 at und 509,
also y = 1,375 kg/m?, bewegt sich mit 80 m/s. Dann ist

w?
Payyn = Ppes — P = —-y = 448 mm WS.
29
Bei adiabatischem Zusammenhang zwischen y und P gilt nach GI (37) mit
»# = 1,4 fiir die verhaltnismaBige Anderung des spezifischen Gewichts
Ve =¥ 1 Pra— P 4046 oder 2,5 vH.
y * P
P ges

V—~|—V' Rechnet man statt
ges

Gl. (46) ist nach Abschnitt 4d angenédhert gleich 2
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Das Staugerdt ist ein sehr brauchbares Druck- und GeschwindigkeitsmeB-
instrument, das bei Messungen an natiirlichen Fliissigkeiten praktischen Wert
erhilt. Es wird nach Pitot?, dem ersten, der dieses MeBverfahren empfahl, Pitot-
rohr genannt. Ohne Riicksicht auf die praktisch fast immer vernachlissigbare
Verianderlichkeit von  kann man mit dem Pitotrohr sehr einfach Geschwindig-
keiten messen:

2 2
w= 72 (Pys — P) = ]/7"’ Py mfs. (47)

2
Die dem Druck P + ;{;y entsprechende Energie pflegt man mechanische

Energie zu nennen. Fiir eine Fliissigkeitsmenge ¥V in m? erhilt man

w? -5
4 (P +35 y) mkg .
Danach stellt der Gesamtdruck gleichzeitig die me- P44 %%m P-ly=laym
chanische Energie je m? dar. P-4,

Abb. 27 zeigt die Verteilung des statischen 411 o7 statischer und dy-
und dynamischen Druckes am Fliissigkeits- namiﬂc;zrkeggggilfchﬁﬂ Flis-
teilchen. Je nachdem, ob der Druck in einer '
Leitung gréBer oder kleiner als der Druck der Umgebung ist, bestimmt
man mit dem Pitotrohr statische Uberdriicke (Abb. 28) oder Unterdriicke

I |
P=p, —= =~ (P-5

faes | fes ;

|
Bes= B % bt~ Bres =)

2 |
-

5 . i

Abb. 28. Uberdruck. Beziehungen zwischen Abb. 29. Unterdruck. Beziehungen zwischen
dem statischen, dynamischen und Gesamtdruck. dem statischen, dynamischen und Gesamtdruck.

(Abb. 29). Wenn ein statischer Unterdruck — (P — P,) gemessen wird,
so mul man den dynamischen Druck P, ~abziehen, um den Gesamt-
unterdruck — (P, — Pg) zu erhalten. Der dynamische Druck ist immer
positiv und damit der absolute Gesamtdruck immer griBer als der
absolute statische Druck. Entsprechend ist der statische Unterdruck
immer gréBer als der Gesamtunterdruck und der statische Uberdruck

immer kleiner als der Gesamtiiberdruck.

dessen mit (P, — P)y, so begeht man einen verhiltnismaBigen Fehler von

1 2
V—;’;a‘i"}’ Yoes — 7 1 Yo —y
— =~ = 0,0123
i Voes + ¥ 2
Y

oder 1,2 vH. Infolge des quadratischen Einflusses der Geschwindigkeit ist der
Fehler bei geringeren Geschwindigkeiten erheblich kleiner.

! Pitot, H.: Description d’une machine pour mésurer la vitesse des eaux
courantes. Mém. de I'acad. roy. des sc. 1732 S. 363.
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5. Allgemeine Energiesiitze fiir natiirliche
Fliissigkeiten.

a) Energiegleichungen.

Wir wollen jetzt die Forderung, die Fliissigkeit sei unendlich leicht
verformbar, fallen lassen, und zur Betrachtung von Bewegungsvor-
gingen wirklicher Flissigkeiten iibergehen. Es kann in der Natur
nur dann eine stationdre Fliissigkeitsbewegung aufrechterhalten werden,
wenn zwischen den Endpunkten der Leitung ein unverdnderliches
Druckgefille zur Uberwindung der Reibungsarbeit besteht.
Mit der Voraussetzung, dal man unter der Warmemenge, die wiahrend
des Bewegungsvorganges zuzufithren ist, nicht nur die zur Bewaltigung
der Beschleunigungsarbeit, sondern auch die zur Darstellung der Rei-
bungsarbeit beitragende Energie je kg stromende Flissigkeit versteht,
gelten die friher fiir reibungslose gedachte Fliissigkeiten aufgestellten
Energiebilanzen auch fir natiirliche reibungsbehaftete Fliissigkeiten.

Es bedeutet L ,, die bei der Bewegung vom Leitungsquerschnitt I
bis Querschnitt 2 zu leistende Reibungsarbeit in mkg/kg stromende
Fliussigkeit. Die allgemeine Energiegleichung der reibungs-
behafteten natiirlichen Flissigkeit heifit dann

dH+vdP+“’;ﬂ+dLR=o (48)
oder entsprechend Gl. (32)

1
1 wi — wi mk,
Hl—HZ+J7dP=“2—g+LR21—Eg§. (49)

Der Energieaufwand fiir die Uberwindung der Reibung miiBte einer-
seits entweder eine stirkere Wirmezufuhr oder einen gréfleren Abfall
der potentiellen Energie als bei reibungsloser Strémung zur Folge haben.
Andererseits duBert sich die Verrichtung der Reibungsarbeit in einer
Erwirmung der Flissigkeit und damit in einem geringeren Absinken
der inneren Energie.

Wir wollen zunichst auf die Verhiltnisse bei der Bewegung gas-
formiger Fliissigkeiten eingehen. Fir adiabatische Stréomung
(wo d@' = 0 ist) folgt, daBl die Druckenergie in stirkerem Mafle und
die innere Energie in schwicherem MaBe als bei reibungsfreier Stro-
mung absinkt. In einer waagerechten Leitung von unverinderlichem
Querschnitt z. B., die im Falle von reibungsfreier Strémung ohne
Anderung der einzelnen Energieposten durchflossen wird, stellt sich
jetzt infolge Reibung eine Umsetzung von Druck- in innere Energie,
d.h. ein Druckabfall ein. Da die Erhohung der inneren Energie
nahezu nicht fithlbar wird, 427 mkg == 1 kcal, so stellt dieser Druck-
abfall praktisch einen Energieverlust dar.
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Stromt die Fliussigkeit isothermisch, so deckt die zuflieBende
Energie die Beschleunigungsarbeit. Bleibt die entwickelte Reibungs-
warme vollstindig in der Flissigkeit, so braucht nicht mehr Wirme
zugefithrt zu werden als bei reibungsfreier Stromung!. Daraus darf
natiirlich nicht geschlossen werden, daf} sich reibungsfreie und reibungs-
behaftete isothermische Stromung vollkommen gleich verhielten; denn
nur die Druckhéhe, nicht aber auch der Druck selbst bleibt gleich groB.

Zur Uberwindung der Reibungskriifte gehért ein Druckunterschied
(P, — P,)F, siche Abb. 30, der um so grofer ist, je grofler die Reibungs-
krifte sind und einen Druckabfall bei N ——
der Stromung bedingt. — N e

Nach diesen Uberlegungen kann man
folgende Energiegleichungen fiir die Fort-
leitung gasférmiger Fliissigkeiten

e

. Ry Abb. 30. Druckwirkungen bei der Be-
aus der allgemeinen Energiebilanz Gl. (28) wegung einer natiirlichen reibungs.
behafteten Fliissigkeit.

ableiten:
Handelt es sich um isothermische Strémung, so ist % =§:
und u; = u, und %Q;l = %ln % — Lgs, also
H— H2+§:1n§—: w‘f;gwg—Lmso. (50)
Bei adiabatischer Stromung ist @, = 0 und
B—H+ 0D p =0 G

[Vgl. hierzu Gl. (39) und (40).] Sind die Anderungen der Lagenenergie
sehr gering, so kann man H, —H, weglassen und die Gl. (50) und (51)
als praktische Energiegleichungen gasformiger Flissig-
keiten bezeichnen.

Fir tropfbare Fliissigkeiten vereinfacht sich Gl. (49) wieder
wesentlich, weil in Wirklichkeit Druck und Temperatur nur in sehr
engen Grenzen schwanken. Eine Erhohung der inneren Energie durch
die Reibungswirme wird praktisch nicht fithlbar?; deshalb ist prak-
tisch keine Umsetzung der Wirmeenergie zu erwarten, und das spezi-
fische Gewicht konstant. Die Reibungswirme erscheint als verlorene
Energie. Als praktische Energiegleichung der tropfbaren

! Die Reibungsarbeit ist genau gleich der zu ihrer Uberwindung aufzuwen-
denden #uBeren Arbeit, die entwickelte Reibungswéirme genau gleich dem Warme-
dquivalent dieser &uBeren Arbeit.

? Wie geringfiigig die Erwéirmung von tropfbaren Fliissigkeiten durch die bei
der Uberwindung der Reibung entwickelte Wirme ist, moge aus einem Beispiel
ersehen werden. Preffwasser stréme durch eine Rohrleitung, wobei der Druck
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Flissigkeiten kann man ansetzen

P, P, | wi—uf
Hy = Hyoh 7 P B0 Ly =0, (52)

wobei u; = u, und @, = 0 ist.

Zur elementaren Behandlung der Bewegung natiirlicher reibungsbehafteter
Fliissigkeiten kann man die Eulersche Gleichgewichtsbedingung erweitern. Man
mufl dazu die Krifte, die an einem Fliissigkeitsteilchen angreifen (Abb. 25), mit
Riicksicht auf die durch Reibung hervorgerufenen Schubkrifte erginzen und ge-
langt zu der sog. Navier-Stokesschen Gleichung. Da die Geschwindigkeit
jetzt nicht mehr gleichmafig tiber den Leitungsquerschnitt verteilt sein kann,
wie man bei einer reibungsfreien Fliissigkeit annehmen konnte, weil die Fliissig-
keit an der Rohrwand haftet (siche Abb. 18), gibt es auBler der Geschwindigkeits-
dnderung nach der /-Richtung immer auch solche nach der z- und y-Richtung,
d. h. nach den Koordinaten der Querschnittsfliche. Die Gleichgewichtsbedingung
fiir die I-Richtung heilit jetzt in einfachster Form fiir tropfbare Fliissigkeiten
in einem waagerechten stationdren Strom?!:

ow g 0P 0w Pw  Pw
war == a1 +* (GF + 5w + 53
Fiir unendlich grofile Forménderungsgeschwindigkeit, also » = 0, geht diese Glei-
chung wieder in die frithere Gl. (43) iiber.

(53)

b) Leitungsgefille.

Es bleibt nun noch die Frage zu beantworten, welche Energiespanne

die Fliissigkeit zum Stromen veranlafit — Antriebsenergie. Ganz

allgemein erhdlt man aus Gl. (48) dafiir dH + vd P. Unter dem Lei-

tungsgefille J versteht man nun das Verhiltnis der verfiigharen An-
triebsenergie zum zuriickzulegenden Weg:

dH 1 4P wdw dLp

ATy A T T g T Al s
wobei dl das Wegelement bedeutet. Das Gefélle J hat keine Benennung
(Antriebsenergie in mkg je kg stromende Flissigkeit und je m Weg).

J, (54)

infolge Reibung von 100 auf 90 at fallt, also

P, — P, 10-10% _
” =000 100 mkg/kg oder 0,23 kecal/kg.

Bleiben diese 0,23 kecal/kg vollstandig im Wasser, so steigt die Temperatur um
0,239, also nur sehr wenig.

Bei zusammendriickbaren Flissigkeiten ist die Anderung der inneren Energie
durch die Reibungswirme nicht mehr vernachlissigbar. Strémt z. B. Luft durch
eine Leitung, wobei der Druck um 1 at fillt und das mittlere spezifische Gewicht
10 kg/m?® betragt, also

p,—P, 1.10¢

” o = 1000 mkg/kg oder 2,34 kecal/kg,

so entspricht das einem Temperaturzuwachs von rd. 10°.

1 Ableitung siehe z. B. L. Prandtl-O. Tietjens: Hydro- u. Aeromechanik
Bd. 2 8. 60ff. Berlin 1931; oder L. Hopf: Abschnitt Zihe Flissigkeiten im Handb.
d. Physik Bd. 8; Mechanik der fliiss. u. gasf. Korper S. 92. Berlin 1927.
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Gl. (54) gilt fiir beliebig gestaltete Leitungen. Wir wollen sie hier
zunichst nur fiir den Fall des geraden Rohres mit unverinderlichem
Querschnitt weiter entwickeln. Dann ist bei tropfbaren Fliissig-
keiten die mittlere Geschwindigkeit w unabhéngig von der Rohrlinge.
Da sich die Flissigkeitsreibung (u) praktisch nicht nach dem Druck,
sondern nur nach der Geschwindigkeit richtet, so ist auch die Reibung
unabhingig von der Rohrlinge. In diesem Fall gilt also

H—H, P,—P, Lzn
gt vl 1
d. h. J ist die Reibungsarbeit je 1fd. m gerades Rohr und kg strémende
Flissigkeit.

Bei gasformigen Flissigkeiten dndert sich die Geschwindig-
keit auch in geraden Rohren von unveréinderlichem Querschnitt mit
der Rohrlinge, weil der durch Reibung verursachte Abfall des stati-
schen Druckes zu einer Ausdehnung und damit wegen der Kontinuit#its-
bedingung zu einer Beschleunigung des Stromes fithrt. Da die Reibung
von der Geschwindigkeit abhéngt, &ndert sie sich auch mit der Rohr-
lange. Wenn an einer Stelle des Stromes Druck P und spezifisches Ge-
wicht y, also z. B. P; und y,, bekannt sind, so gilt nach Abschnitt 4¢
fir die

=J, (85)

isothermische Strémung % + yi % % =J, (56)
1
1
adiabatische Stromung (fl_Ili + yi <};T1> * % =J. (57)
1

Man kann diese Gleichungen fiir endliche Weglinge ! umformen, wenn
man die Anderung des Druckes mit der Weglinge kennt. Dazu bedarf
es aber erst der naheren Kenntnis der Reibungsarbeit, vornehmlich
des Zusammenhanges zwischen Reibung und Geschwindigkeit.

6. Mechanische Ahnlichkeit von Stromungsvorgingen.
a) Begriff der mechanischen Ahnlichkeit.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist es von Interesse, zu wissen,
wann zwei (oder mehrere) Bewegungsvorgéinge von Flissigkeiten me-
chanisch &dhnlich sind.

Die mechanische Ahnlichkeitstheorie ist eine Erweiterung
der Lehre von der geometrischen Ahnlichkeit: sie zieht noch den
Vergleich von Krédften und Zeiten heran. Es bestehen also drei
grundstézliche Forderungen:

1. Die zu vergleichenden Fliissigkeitsstréme miissen sich in oder um
geometrisch vollstdndig dhnliche Kérper bewegen, also z. B. durch
zwei beliebig weite Rohre mit Kreisquerschnitt oder um zwei beliebig
grofle Kugeln.
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2. An geometrisch entsprechend gelegenen Stellen der beiden Stro-
mungen miissen zur selben Zeit gleichgerichtete Geschwindigkeiten
herrschen, die der Gréfe nach in einem bestimmten Verhéltnis stehen,
welches fiir alle geometrisch entsprechend gelegenen Stellen denselben
Betrag hat.

3. Die an allen geometrisch entsprechend gelegenen Stellen auf-
tretenden Krafte miissen gleichgerichtet sein und ebenfalls in einem
unverénderlichen Verhaltnis stehen.

Wir wollen zundchst nur stationidre Strémungen vergleichen und
die Fliissigkeit fiir die Bewegungsvorgénge als raumbesténdig ansehen.
Bei der Bewegung kénnen Tréagheitskrifte, Schwerkréfte und Reibungs-
krafte auftreten. Es zeigt sich nun, daB bei Beriicksichtigung je zweier
dieser Krifte ein Gesetz fiir die mechanische Ahnlichkeit aufgestellt
werden kann. Der EinfluBl der dritten Kraft muB, wenn das Gesetz
exakt gelten soll, null sein (oder vernachlédssigt werden kénnen). Es ist
nicht méglich, fiir die in der Natur vorkommenden Flussigkeiten ein
Ahnlichkeitsgesetz abzuleiten, welches alle drei Krafte beriicksichtigt!.

In unserem Falle handelt es sich um den Vergleich der Strémung
in voll laufenden Rohrleitungen, wobei keine freien Oberflichen auf-
treten und die Schwerkraft der einzelnen Fliissigkeitsteilchen durch den
Auftrieb aufgehoben ist. Es herrschen also nur Reibungs- und Trig-
heitskriifte. Man pflegt in der Rohrhydraulik dasjenige Ahnlichkeits-
gesetz, das diese beiden Krifte beriicksichtigt, einfach als ,,Ahnlich-
keitsgesetz zu bezeichnen. Gelegentlich nennt man es auch dem
Forscher zu Ehren, der sich als erster mit diesen Betrachtungen be-
schiftigte, dem KEnglinder Osborne Reynolds, Reynoldssches
Ahnlichkeitsgesetz >3,

Die Ahnlichkeitstheorie stellt keine besonderen Anforderungen an
die Art der stromenden Flissigkeiten; sie kénnen tropfbar oder gas-
formig, gleich oder verschieden sein.

1 Prandtl, L., u. O. Tietjens: Hydro- u. Aeromechanik Bd. 2 8. 11. Berlin
1931. Herrmann, W.: Uber die Bedingungen fiir mechanische Ahnlichkeit (Ent-
wicklung der Gesetze aus Newtons Anschauungen). Z. VDI Bd. 75 (1931) 8. 611.

2 Reynolds, O.: An experimental investigation of the circumstances which
determine whether the motion of water shall be direct or sinuous, and of the law
of resistance in parallel channels. Proc. Roy. Soc., Lond. Bd. 35 (1883) oder
Papers on mech. and phys. subjects Bd.2 (1883) S.51 (Cambridge). The two
manners of motion of water. Nature Bd. 30 (1884) S. 88 (London u. New York).
The Engineer 1886 S.1. Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 1861 (1895)
S.123; Bd. 174 (1883) S. 938; Bd. 177 (1887) 8. 171.

3 Schon vor Reynolds versffentlichte ein Deutscher, nimlich v. Helmholtz,
eine Arbeit, die sich mit mechanischen Ahnlichkeitsvorgingen ganz allgemeiner
Art beschiftigte. — Uber ein Theorem, geometrisch dhnliche Bewegungen fliissiger
Korper betreffend, nebst Anwendung auf das Problem, Luftballons zu lenken.
Monatsber. Kgl. Akad. Wiss. 8. 501. Berlin 1873.
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b) Ableitung des Ahnlichkeitsgesetzes aus den
Kriftebedingungen.

Zwei beliebige Fliissigkeiten moégen z. B. zwei verschieden weite gerade Rohre
mit unverinderlichem Kreisquerschnitt und mit geometrisch vollkommen &hn-
licher Beschaffenheit der inneren Rohrwand durchstrémen. Die Durchmesser der
Rohre seien d; und d,, die Zahigkeiten der beiden Fliissigkeiten y; und g, und
die spezifischen Gewichte y; und y,.

Zunichst sind die Krifte zu ermitteln, die am Raumelement einer reibungs-
behafteten Fliissigkeit angreifen. Der Wiirfel d! da dy sei dieses Raumelement
(Abb. 31 und 32), dabei liegt dlin Achsrichtung und dx und d y senkrecht zur Rohr-
achse. w, stellt eine Geschwindigkeit in Achsrichtung an einer beliebigen Stelle der
Stréomung dar. Zur Vereinfachung der Rechnung wollen wir uns auf Bewegungen
in Achsrichtung beschrinken. Die Rechnung wiirde zu demselben Ziele fithren,
wenn auch Geschwindigkeitsinderungen in
anderen Richtungen beriicksichtigt wiirden.

Die einzelnen Flissigkeitsteilchen sollen
sich nach beliebigen Gesetzen, also nicht
nur parallel zur Rohrachse bewegen.

Soll ein Korper eine Geschwindig-
keitsinderung erfahren, so widersteht er
mit einer Tragheitskraft, die durch das
Produkt von Masse mal Beschleunigung
gegeben wird. Fir den Wirfel betrigt . .
die Tragheitskraft in LRichtung. (nach aimeitm oo oaiw  Abboe Relbunge.

Abschnitt 4e) elementaren wiirfel- an einem elemen-
férmigen Fliissig- taren wiirfelférmi-
dldxd ow keitsteilchen, gen Fliissigkeits-
Kp= *ﬁ?/ Ywy Tll . l{z-Ebene. teilchen, I/z-Ebene.
g

In einer beliebigen Stromung ist die Gleschwindigkeit w, nach irgendeinem Gesetz
w, = f(x, y) liber den Rohrquerschnitt verteilt. Mit w, dndert sich auch die
Schubspannung 7, nimlich um

Jr, 07, .
P dx und 7y dy (Siehe Abb. 32).
Mit dldy und dldx als Beriihrungsfliche erhilt man die Reibungskrifte
. dt, dt,
Krp=dldy Fp dx—{—dldxﬁdy,
und mit
T, = sz nd 7, = ——awl
o . z= M Pl z u 2l 0 Y
ergibt sich o2 o2
wy wy
Kp=d .
Die Forderung des konstanten Krifteverhiltnisses heiBt nun
K Ty K By __
K1, ~ Kn, = konst .
Man kann diese Forderung auch fassen: fiir &hnlich gelegene Stellen muf gelten
Kr, Kp
Kn 7{—;2— = konst , (58)

wobei die Zeiger I und 2 zu den Stromungen I und 2 weisen. Vergleicht man
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die Krifte, die an zwei entsprechenden Wiirfelelementen angreifen, so muf} also
der Ausdruck

y Ow w
K g o1 "
P Tra (59)
Kz 02w, 0 wl']
[ ox? dy? |
denselben Wert haben. Fiir ahnliche Rohrstrémungen gelten nun offenbar folgende

Beziehungen:

Alle Langen sind einer charakteristischen Linge proportional. Dasselbe gilt
auch fir Lingendifferenzen. Bei Kreisrohren wihlt man am besten den Rohr-
durchmesser ¢ als charakteristische Lénge. Es ist also

x, y und ! sowie dz, dy, 0l proportional d.

Alle Geschwindigkeiten sind proportional einer charakteristischen Geschwindig-
keit, am einfachsten der mittleren Geschwindigkeit w. Also ist

w, sowie dw, und 0%*w, proportional w.

Zshigkeit u und spezifisches Gewicht y sollen fiir jede Fliissigkeit konstant sein.
rg

Man kann nun mit der kinematischen Zahigkeit ¥ = =" schreiben
K Vd wd
K, PP (60)

Da der Proportionalititsfaktor fiir dhnliche Stromungen gleich gro8
ist, sagt diese Gleichung aus, daB zwei Stromungen mechanisch &hnlich

sind, wenn dywy _dyw, 1)

" Vo
Man nennt diese GroBe Evv—d die ,,Reynoldssche Zahl‘ und bezeichnet

sie mit Re. Da sie das Verhiltnis zweier Krifte oder das Verhiltnis
der kinetischen Energie zur Arbeit der Reibungskrifte darstellt, ist sie
eine unbenannte Groflel.

Zur Veranschaulichung des Gesetzes mégen zwei Beispiele dienen. Wasser
von bestimmter Zihigkeit durchstréme zwei Kreisrohre von d;=01m und
dy = 0,2 m lichter Weite. Ist w, = 4 m/s die mittlere Stromungsgeschwindigkeit
im ersten Rohr, so stehen alle an geometrisch entsprechend gelegenen Stellen
auftretenden Trigheits- und Reibungskrifte dann im selben Verhiltnis, wenn
w, = 2 m/s ist. Noch eindringlicher erscheint der praktische Wert des Gesetzes,
wenn die Stromung von Wasser bei d; =0,1m, w; =2m/s und »; =1,142-10~*m?s
(bei t = 159), also Re, = 175100, mit der Strémung von Luft bei d, = 0,1 m
und », = 7,54-10-% (bei ¢ = 15° und 2 at abs.) verglichen wird. Dann, wenn

betrigt, sind die Luft- und Wasserstromung mechanisch &hnlich.

1 Bs ist sehr vorteilhaft, mit dimensionslosen GréBen zu rechnen, weil man
dann unabhéngig vom MaBsystem ist (absolutes, technisches, englisches MaBsystem).

Die Zihigkeit oder GroBe der inneren Reibung ist bei den technisch wichtigen
Fliissigkeiten (Wasser, Gase) sehr klein, die Massenkriifte sind groB gegen die
Reibungskriifte. Daher nimmt die Reynoldssche Zahl praktisch grofie Betrige
(bis 2000000 und mehr) an.
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FlieBt z. B. in einem Rohre Wasser von 15° und in einem anderen Rohre
Luft von 15° wobei in beiden Fillen das Produkt aus w und d denselben Wert
hat, so kann man aus der Ahnlichkeitsbedingung den interessanten SchluB ziehen,
daB an dhnlich gelegenen Stellen in beiden Strémungen dann gleichgroBe Krifte
auftreten, wenn die Luft unter einem Druck von 13,2 at abs. steht; dann ist
niamlich »; = ;. In diesem Falle verhalt sich die Luft — abgesehen von ihrer
Zusammendriickbarkeit — hydraulisch genau so wie Wasser.

¢) Ableitung des Ahnlichkeitsgesetzes aus der
Navier-Stokesschen Gleichung.

Die Navier-Stokessche Gleichung (53) hat nicht die Erwartungen erfiillt,
die in sie gesetzt wurden, weil sie nur in seltenen Fallen integrierbar ist. Sie ge-
stattet jedoch leicht, auf die mechanische Ahnlichkeit von zwei Strémungsvor-
géngen zu schlieBen. Im Ahnlichkeitsfalle miissen entsprechende Veréinderliche fiir
alle dhnlich gelegenen Stellen der Strémungen zueinander in bestimmtem Ver-
hiltnis stehen. Offenbar herrschen folgende Beziehungen: wy = f,w,; Py = fp Py;
V1= fy?/z; v =1, va; b =foly; @ = [4%s5 Y1 =[,Ys; dy=[,ds. Dabei sind f,, fp,
fy > [,,» fairgendwelche konstante Werte (f, gilt fiir alle Lingenverhaltnisse). Schreibt
man zunéchst die Na vier-Stokessche Gleichung (53) fiir die Strémungen 7 und 2
an und schreibt man dann die 2. Gleichung unter Verwendung der f-Werte mit
Zeiger 1 um, so erkennt man, dal diese beiden Gleichungen

owg, g 0P, 0% w, 0% w, 0% w,
won=—yan tu (G Tt o)
und
Bog 2 e 0 0P bl (000 Oty Oy
fa ! 9L fyfd 0L fata ! i da} Iyt

nur dann nebeneinander bestehen kénnen, wenn die Konstantengruppen

3; — *fi_ — f v f w
f a f Y f d f d f d
gleich groB sind. Die Verbindung des ersten und dritten Ausdruckes ergibt die
Reynoldssche Ahnlichkeitsbedingung
f w ,f d
fwid 4
t
Der Vergleich mit dem Ausdruck, der fp enthélt, fithrt zu einer Bedingung fiir den
Druckverlust, die uns spéter noch gute Dienste leisten wird.

(62)
oder wTd = konst .

Das Ahnlichkeitsgesetz sagt also aus, daB Strémungsvorginge
dann mechanisch dhnlich sind, wenn ihnen gleiche Reynoldssche
Zahlen zugeordnet sind. Es erlaubt bei Geschwindigkeiten, die geniigend
weit unter der Schallgeschwindigkeit liegen, Glyzerin, 01, Wasser, Luft,
Wasserdampf usw. gleichméaBig als Fliissigkeiten anzusehen und beliebig
zu Modellversuchen zu verwenden. Danach hat man die Méglichkeit,
Versuche an beliebig verkleinerten oder vergréBerten Modellen mit
verschiedenen Strémungsmitteln auszufithren und zu vergleichen oder
fiir einen Entwurf die Bestform zu entwickeln. Wenn z. B. die wirkliche
Anlage sehr groB ist und Versuche daran sehr kostspielig wiren, oder
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wenn die wirklichen Stromungsmittel, wie z. B. hochgespannte Fliissig-
keiten tropfbarer, gasférmiger oder dampfformiger Natur, sehr heifie
oder kalte Stoffe, giftige Gase, Abgase u.dgl.,, versuchstechnisch
Schwierigkeiten bereiten, so studiert man die Stromungsvorgéinge mit
Riicksicht auf das Ahnlichkeitsgesetz an Modellen mit versuchsmifig
leicht zu beherrschenden Strémungsmitteln und kann dann auf die
wirklichen Vorgiinge schlieBen. Dabei ist die Forderung nach geometri-
scher Ahnlichkeit strengstens zu beachten. Das gilt ganz besonders fiir
die Rauhigkeit der Leitungswinde. Aber auch die nicht unmittelbar
zu dem Teile der Anlage, der verglichen werden soll, gehtrige Umgebung
mul} geometrisch dhnlich ausgebildet sein. Das betrifft hauptsichlich
die Zu- und Ablaufleitungen und etwaige darin vorkommende Stérungs-
quellen.

d) Beziehungen fiir die Reynoldssche Zahl.

Mit dem DurchfluB G oder Q bestehen folgende Beziehungen fiir die Reynolds-
sche Zahl':

Re=—=—" = —“-| (63)
v 7 ng
. 4st _ st — th _ Qh
—'ndg,u—0’12987/1—36’0d-106~,u—354d-106-v’ (64)
_ 4G3 _ Ga . G}. _ Gh I
Re= b= 01208 e = 36,0 5y = 354 e (65)

In diesen Gleichungen kénnen ¢, y und v auf irgendeinen Zustand n bezogen
sein, z. B.
th

Re=354m;.

Wir wollen spater 15 und 760 mm QS oder 1,033 at als Bezugsgroen annehmen.

e) Sonderfille.

Es gibt geometrisch dhnliche Strémungsvorginge, bei welchen keine Trig-
heitskrifte auftreten oder wo die Differenz zwischen Reibungskréiften Null ist.
Dann gilt fiir die mechanische Ahnlichkeit:

Vergleicht man zwei Parallelstrémungen von raumbestindigen Fliissig-
keiten, also Stromungen, bei denen sich alle Fliissigkeitsteilchen mit unverénder-
licher Geschwindigkeit in parallelen Bahnen bewegen, so treten keine Trigheits-
krifte auf. Wie spiter gezeigt wird, sind dann die Ausdriicke 62w, nach dx* und
9%w, nach y? an jeder beliebigen Stelle bei allen méglichen Stromungen gleich
groB, siehe Gl. (133). Damit stehen die Reibungskrifte immer in demselben
Verhéltnis. Parallelstromungen raumbestindiger Fliissigkeiten durch oder um

1 Siehe hierzu auch H. Richter: Zur Ermittlung der Reynoldsschen Zahl
von Dampfstromen. Ing.-Arch. Bd.3 (1932) S.300. — Nomogramme in der
Strémungstechnik. Gas- u. Wasserfach Bd. 75 (1932) S. 141.
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geometrisch dhnliche Kérper sind immer mechanisch dhnlich, ganz gleich, welche
charakteristischen Langen und Geschwindigkeiten auftreten.

Das Beispiel der parallel bewegten Platten, Abb. 2, zeigt einen Fall, wo
Tragheitskrifte und Differenz der Reibungskrifte Null sind, denn dw, nach 9l
ist Null, und 92w, nach 9 2 ist Null, weil dw, nach 0« konstant ist. Auch in diesem
Fall sind alle moglichen Stromungen einander mechanisch dhnlich, man mag die
Plattenentfernung erhdhen und Geschwindigkeit und Zahigkeit beibehalten oder
irgendwelche andere Anderungen vornehmen.

Einfache Stromungsvorgiinge, die immer mechanisch 4hnlich sind, kann man
auch immer rechnerisch genau erfassen. Das ist bei Strémungsvorgingen, die nur
bei Gleichheit der Reynoldsschen Zahl mechanisch dhnlich sind, nicht der Fall.

Richter, Rohrhydraulik. 4



II. Theoretische Uberlegungen und
Versuchserfahrungen.

Einleitung.

Fliissigkeiten konnen sich in der Natur auf zweierlei ganz verschie-
dene Art bewegen. Betrachten wir z. B. die Strémung iiber ein Wehr,
so haben wir den Eindruck, als ob das Wasser an der Uberfallstelle ein
Glasgebilde ist. Das Wasser scheint in einzelnen Féden zu flieen,
die einander nicht durchdringen und immer dieselbe Bahn be-
schreiben. Im Unterlaufe nach dem Wehr dagegen befindet sich das
Wasser in starker Wirbelung, wobei es nicht mehr moglich ist, ein-
zelne Wasserfiden zu verfolgen. Jetzt lagert sich eine mehr oder we-
niger energische Querbewegung iiber die in Richtung des Laufes
gehende Hauptstromung. Ein anderes Beispiel gibt der aus einer
Zigarre aufsteigende Rauch. In ruhiger Luft kann man deutlich einzelne
Rauchfaden wahrnehmen, bei bewegter Luft aber gerit der Rauch in
Wirbelbewegung.

Diese beiden Stréomungsarten: Fadenstromung und Wirbel-
stromung gibt es auch in geschlossenen Rohrleitungen. Im besonderen,
praktisch vornehmlich interessierenden Falle der geraden Rohrleitung
mit unveréinderlichem Querschnitt ist die Fadenstromung eine reine
Parallelstrémung; hiufig Schichten- oder Laminarstromung (la-
mina = Schichte) genannt!l. Eine wirbelige Bewegung heifit ganz all-
gemein turbulent (= stirmisch, ungestiim)2.

Jede in der Natur beobachtbare Fliissigkeitsbewegung ist ent-
weder eine turbulente oder eine Fadenstromung. Diese ist an kleine
Stromungsgeschwindigkeiten oder genauer Reynoldssche Zahlen ge-
bunden, jene tritt bei groBen Geschwindigkeiten oder Reynoldsschen
Zahlen auf. Bei Laminarstrémung bewegen sich die einzelnen Fliissig-
keitsteilchen stéindig parallel zur Rohrachse, im Falle von Turbulenz
filhren sie neben dieser Hauptbewegung noch regellose rasch hin- und

1 Andere Bezeichnungen sind Bandstrémung, geradlinige, gleitende, ruhige
oder wirbelfreie Bewegung, schlichte Stromung und noch andere, die nach der
Eigenart der Laminarstromung gebildet sind.

2 Auch Flechtstrémung, krummlinige, reilende, rollende, unruhige oder wilde
Stromung genannt.
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hergehende Seitenbewegungen aus, die die Eigenschaft besitzen, daB
ihr Mittelwert schon nach sehr kurzer Zeit verschwindet. Die technische
Praxis arbeitet fast immer mit groBien Férdergeschwindigkeiten und
daher mit turbulenten Rohrstrémungen.

Stromt eine Fliissigkeit durch eine geschlossene Rohrleitung, so
haben die einzelnen Teilchen nicht alle dieselbe Geschwindigkeit.
In der Mitte des Rohrquerschnitts flieBt die Fliissigkeit meist am schnell-
sten; nach der Rohrwand zu nimmt die Geschwindigkeit bis auf Null
ab, weil die Fliissigkeit in jedem Fall in einer diinnen Schicht an der
Wand haftet (siehe Abb. 18, 33, 34). Wir erkennen, daB der Stromungs-
widerstand, den zu bestimmen unsere Hauptaufgabe sein wird, im
wesentlichen von der inneren Reibung in der Strémung abhingen muS8,
weil eine eigentliche duflere Reibung zwischen Fliissigkeit und Rohr-
wand gar nicht auftritt. Trotzdem hat aber auch die Oberflichen-
beschaffenheit der Wand einen EinfluB. Der Strémungswiderstand ist
natiirlich bei laminarer und turbulenter Bewegung verschieden. Bei
einer Fadenstromung haben wir es mit einem reinen Reibungswider-
stand zu tun, der durch die verschiedene Geschwindigkeit der einzelnen
Fiden bedingt ist. Der Strémungswiderstand bei turbulenter Bewegung
ist vornehmlich ein Wirbelwiderstand. Die einzelnen Fliissigkeitsteilchen
prallen bei den kleinen unregelméBigen Schwingungen stéindig zu-
sammen, so kann man es sich wenigstens vorstellen, und rufen dadurch
dauernde StoBverluste hervor. Dabei tritt der EinfluB der Zihigkeit
fast ganz zuriick, nur die Bewegung in einer diinnen Wandschicht, in
der die Stromungsgeschwindigkeit schnell auf Null zuriickgeht, richtet
sich noch nach der Zahigkeit der Fliissigkeit. Eben wegen dieser Vor-
ginge in der Wandschicht (Grenzschicht) aber kann man die Gesetze
der reibungslosen Fliissigkeit (wo der EinfluB der Zahigkeit vollstandig

weggedacht ist) nicht ohne weiteres auf die turbulente Strémung an-
wenden.

A. Stromung in geraden Rohren mit
unverinderlichem Querschnitt.

1. Beziehungen fiir den Druckabfall in geraden Rohren.

a) Allgemeine Bemerkungen zur Geschwindigkeits- und
Druckverteilung im Leitungsquerschnitt.

Im allgemeinen Falle einer Rohrstromung fliefen die einzelnen
Flisssigkeitsteilchen unter irgendeinem Winkel zur Rohrachse. Unter
der Geschwindigkeitsverteilung im Querschnitt (Geschwindig-
keitsprofil) wollen wir immer die Anordnung der Geschwindigkeits-

4*
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komponenten parallel zur Achse, w;, verstehen. Die mittlere Geschwin-
digkeit w wird auch nur fiir die Hauptbewegungsrichtung (parallel zur
Achse) bestimmt:

F

wz%fw,dﬁ’z—%. (66)

Je nachdem, ob der Bewegungszustand der Flissigkeit gestort oder
beruhigt ist, wird sich eine Geschwindigkeitsverteilung beliebig oder
symmetrisch zur Achse gelegen ausbilden, wenn der Rohrquerschnitt
selbst symmetrisch zu einer Achse liegt, sieche Abb.33 und 34. Als
Storquelle ist dabei jeder Teil der Leitung aufzufassen, der eine Ab-
lenkung der Fliissigkeit von ihrer bisherigen Bewegungsrichtung her-
vorruft, also z.B. vorstehende Dichtungen oder Nietkopfe, Ventile,
Kriimmer, Abzweigstiicke, Rohrerweiterungen und -verengungen, Mef-
instrumente u. dgl.

Auch die Verteilung des Druckes iiber den Querschnitt
hangt vom Grade der Beruhigung des Stromungszustandes ab. Fir be-

B

P-(—J?J—jj:‘;—
=y dn

Abb. 33. Beispiel einer Geschwindigkeits- Abb. 34. Beispiel einer Geschwindigkeits-
verteilung bei gestorter Kreisrohrstromung. verteilung bei beruhigter Kreisrohrstromung.

ruhigte Stromungen durch gerade Rohre von unverénderlichem Quer-
schnitt zeigt die Erfahrung, daB der Druck praktisch an allen Stellen
des Querschnitts gleich groB ist. Damit ist auch das spezifische Gewicht
bei zusammendriickbaren Flissigkeiten wie bei raumbestindigen im
Querschnitt konstant.

b) Energieverteilung im Querschnitt.

Nach den Bemerkungen zur Druckverteilung im Querschnitt ist
die Druck- und Lagenenergie auch gleichméBig verteilt.
Dasselbe wollen wir von der Wiarmeenergie annehmen, was ja immer
dann geniigend genau zutrifft, wenn sich die Temperatur von Rohr-
wand und Fliissigkeit nicht unterscheiden.

Wie steht es nun mit der kinetischen Energie? Diese ist offen-
bar entsprechend der Geschwindigkeit sehr verschieden verteilt.
Man wird deshalb mit einer mittleren Energie rechnen miissen.
Dazu kann man aber nicht ohne weiteres die mittlere Geschwindigkeit



Energieverteilung im Querschnitt. b3
im Querschnitt w heranziehen. Die wirkliche kinetische Energie
wi
f 7546 (67)

ist groBer als die mit w gebildete. Es empfiehlt sich, einen Energie-
beiwert & in die Rechnung einzufiihren.

£ Jupd@ _ (fwidF
w* G wF y = konst ’
wobei w; ganz allgemein eine Funktion der Querschnittskoordinaten x

und y ist. Man kann leicht nachweisen, dafl & immer gréBer als 1 ist,
wenn die Geschwindigkeit nicht gleichméaBig verteilt ist.

(68)

Es mége 4w den ebenfalls von x und y abhingigen Unterschied zwischen w
und w,, also w, = w 4+ Aw, darstellen (Abb. 33 u. 34). Dann ist

= le‘ (w + AwpdF

=y [#F+3u[awaF + 30 [awaF + [awar].
Nach dem Begriff der mittleren Geschwindigkeit ist (4w dF = 0. Vernachlassigt
man das kleine Glied [Aw3 dF, so ist

5=1+7021ifdw2d1" (69)

Die Summe aller Aw? ist immer positiv, also & > 1, wenn nicht 4w =0 und
& =1 ist. Hierzu gelingt auch der exakte Nachweis leicht, wenn man die Ge-
schwindigkeitsverteilung aufsucht, fiir die & einen dullersten Wert annimmt, wobei
die Definitionsgleichung fiir die mittlere Geschwindigkeit GI. (66) als Neben-
bedingung einzufiihren ist. Der Extremwert ist & = 1, wozu keine andere als die
gleichmiBige Geschwindigkeitsverteilung gehért. Bei beruhigten Strémungen liegt &
erfahrungsgemaf zwischen 1,08 und 2,00.

Fiir beruhigte Stromungen im Kreisrohr kann man Gl. (68) weiter entwickeln.
Hier ist w, = f(z) = f(y). Man fiihrt Polarkoordinaten ein. Der Abstand eines
Fliissigkeitsteilchens von der Rohrachse sei der Fahrstrahl am Winkel ¢ im Rohr-
querschnitt 27 d/2

[ Jwiadade
0 0

27 d/2 3
[f 1) w,xdqu;}
0 0

Bei symmetrischer Geschwindigkeitsverteilung ist ¢ unabhingig von x.
Mit w, = f(x) erhalt man

&= Fe,

7]{2
f(x)Pxdx
=% 0 (70)

6Lz 3
hf(x)xdx}
-0

Kennt man die Funktion w; = f(z), so kann man & berechnen.
Wenn die Funktion w;, = f(z) = f(y) einer symmetrischen Geschwindigkeits-
verteilung punktweise gegeben ist, so setzt man am besten ein zeichnerisches
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Auswertungsverfahren an. Kurve w;, Abb. 35, stellt die Abhéngigkeit der Ge-

schwindigkeit von a/r dar, wobei x den Abstand von der Achse und » den Rohr-
halbmesser bedeutet. Mit der Einfiih-
rung von z/r kann man fiir ¢ setzen

Jzat
1 "
f=4 71 B
ozatc)
r T
0
und fiir die mittlere Stromungs-
geschwindigkeit
1
w=zfuZa(¥). )
roAr
0

Nun tragt man zur Kurve w, iiber z/r
die Werte w auf und planimetriert

diese (senkrecht schraffierte) Fliche

Fi(em?). Wirde w, im MaBstab

lcm = m; m/s und z/r im MaBstab

lem = m,-1 (Einheit 1= (Ev_) ) auf-
7/ ger

Abb. 35. Zeichnerisches Verfahren zur Bestim-

mung der mittleren Geschwindigkeit w und des
Energiebeiwertes &, wenn das Geschwindigkeits-
profil w; = f(z) gegeben ist'.

getragen, soist w =2-F,-m-m,. Dann
zeichnet man in einem passenden MaB-
stab 1 cm £ m4(m/s)? die Werte wf und

MaBstibe m, = 1m/s, m, = 1/14, o
= 666 s). . . - -
s (m/e) w " iber z/r auf und planimetriert die

(waagerecht schraffierte) Fliche F,. Damit gilt fiir den Energiebeiwert &
&= 1_ F 2 M A
4 F3 m$mi
Fiir, das Beispiel Abb. 35 ergibt sich £ = 1,16, d. h. also, die wirkliche kinetische
Energie im Querschnitt ist 16 vH groler als die mit der mittleren Geschwindig-
keit w errechnete.

Um den Vergleich mit Geschwindigkeitsverteilungen in anderen Kreisrohren
zu erméglichen, gibt man gern w; im Verhéaltnis zu w,,,, der gréten Geschwindig-
keitskomponente w;, im Rohrquerschnitt in Achsrichtung an, die bei symmetrischer
Verteilung in der Rehrachse liegt. Damit wird

1

NESERT
T - (72)

[ #0(3)
Wimax T T,

0

E=

1 Siehe hierzu auch J. Gasterstddt: Experimentelle Untersuchung des
pneumatischen Fordervorganges. VDI-Forsch.-Heft 1924 Nr. 265.
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und 1
W= Wi+ 2 | - L g <£> (73)

J Wimax 7 r
0

Das zeichnerische Auswertungsverfahren fiir diese Integrale ist genau wie das
oben beschriebene.

¢) Allgemeine Druckabfallgleichung.

Uber die Art, wie die Reibung in die Bewegungsvorgange von Fliissig-
keiten eingreift, gibt der Abschnitt {iber die innere und duBere Reibung
schon AufschluB. Wie wir weiter feststellten, kommt es dabei zu einem
Abfall des statischen Druckes. Es ist nun anzustreben, diesen Druck-
abfall rechnerisch zu erfassen, damit man seine GroBe bei der Beur-
teilung und beim Entwurf technischer Anlagen berechnen kann.

Der Unterschied im statischen Druck am Anfang und Ende einer
geraden Rohrleitung hat zwei Aufgaben:

er muf} den Reibungswiderstand iiberwinden;

er mufl den Trigheitswiderstand iberwinden, der auftritt, wenn
eine zusammendriickbare Fliissigkeit stromt, die sich mit abnehmendem
statischen Drucke ausdelnt und dabei zur Aufrechterhaltung der Kon-
tinuitdt beschleunigt werden mufB. Bei tropfbaren Fliissigkeiten ver-
schwindet dieser Tatigkeitswiderstand.

Der rechnerischen Erfassung des Stromungswiderstandes bieten sich
zwei ganz verschiedene Wege. Einmal kann man die Bewegungen der
einzelnen Flissigkeitsteilchen verfolgen und versuchen, aus den Rei-
bungswirkungen an den Teilchen die Gesamtreibung zu ermitteln
(exakte Methode der Hydrodynamik). Andererseits kann man ohne
Riicksicht auf die inneren Vorginge in strémenden Fliissigkeiten nach
Versuchserfahrungen praktische Ansétze machen, die eine niherungs-
weise Erfassung des Stromungswiderstandes erhoffen lassen (Methoden
der praktischen Hydraulik).

Mit den exakten Ansitzen der Hydrodynamik kommt man heute
nur bei der Parallelstromung zu brauchbaren Ergebnissen. Bei der
technisch besonders wichtigen wirbeligen Strémung, die durch schwer
iibersichtliche Gesetze geregelt wird, ist bis heute eine exakte Erfassung
des Stromungswiderstandes noch nicht gelungen. Hier helfen vorliufig
nur die auf einer Unzahl von Versuchen aufgebauten Ansitze der
Hydraulik.

Die Einfiihrung eines Reibungskoeffizienten, wie es bei der Reibung
zwischen festen Korpern iblich ist, filhrt bei der Reibung zwischen
festen und fliissigen Koérpern und in Fliissigkeiten selbst nicht zum Er-
folg, weil da Beriihrungsfliche, Druck und Geschwindigkeit einen ganz
anderen EinfluB haben. Man macht vielmehr nach FErfahrung zwei
grundlegende Ansitze:
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1. denkt man sich, daf der Strémungswiderstand durch eine Schub-
spannung hervorgerufen wird, die gleichméBig iiber die benetzte Innen-
oberfliche des Rohres verteilt ist;

2. nimmt man an, daB der Stromungswiderstand vom Quadrat der
mittleren Stromungsgeschwindigkeit abhéngt, weil die Massenwider-
stinde innerhalb der wirbelnd bewegten Fliissigkeitsmasse von ent-
scheidendem Einfluf sind.

Diese beiden Ansitze entsprechen der Beobachtung, daf der Flissig-
keitswiderstand proportional der benetzten Fldche und abhingig von
der Stromungsgeschwindigkeit ist.

Es moge W den Widerstand in kg darstellen, den 1 kg der stromen-
den Flissigkeit bei der Bewegung durch ein Rohr vom Querschnitt F
erfahrt. 1 kg Flissigkeit erfilllt das Rohr auf die Linge A, sieche
Abb. 36. Fiir Gewicht G und Oberfliche O des Flussigkeitszylinders be-

stehen folgende Beziehungen:

G=F Al-y=1kg
0=U-Alm?, (74)

wobei U den Umfang des Rohrquerschnittes

Abb. 36. 1kg der Flissig- senkrecht zur Achse bedeutet.
keit erfiillt die Leitung auf

die Linge 41. U

Die iiber die Oberfliche O des Flissigkeitszylinders gleichméBig ver-
teilte Schubspannung sei 7,. Dann gilt fiir den Stromungswider-
stand

und

W=01,= %%kg/kg. (76)

Beim Durchstrémen einer beliebigen Rohrlinge ! wird demnach die

Reibungsarbeit -
Lpy=Wi= ;—OT‘Z mkg/kg (77)

geleistet, wenn 7, und y nicht von der Rohrlinge abhéngen, oder

!
Ul ~

Ly=+ 7" al, (78)
0
wenn 7, und ¢ verdnderlich sind. Fiir den in der Technik am meisten
vorkommenden kreisférmigen Rohrquerschnitt F = %dz heiflen die
Gleichungen
G=-—"-Al-y=1kg und O=wm-d- 41, (79)

0=~ (80)
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Die benetzte Oberfliche des Rohres ist um so gréfler, je kleiner der
Ausdruck F/U ist. Der kleinstmogliche Umfang einer der GréBe nach
gegebenen Fliche ist der Kreis; dort ist der ,,hydraulische Ra-
dius* F|U gleich d/4.

Nach den Abschnitten iber Energieumwandlungen gilt firr die
Reibungsarbeit ganz allgemein

wdw

dH+yidP=Jdl=——g———dLR. (81)

Diese Gleichungen wurden urspriinglich fiir ein Flissigkeitselement mit
der Geschwindigkeit w entwickelt. Wenn man sie auf die gesamte Rohr-
stromung anwendet, so bedeuten die einzelnen Glieder die Anderungen
der mittleren Energie im Querschnitt. Da die kinetische Energie durch
die mittlere Geschwindigkeit ausgedriickt wird, muB der Energie-
beiwert & nach Gl. (68) eingefithrt werden. Es ist also

Jdl = __E_w;lw — dLg (82)
und mit Gl. (78)
wdw U 1
= —§f— — = —dlI. 8
Jdl = — 7 5 U (83)

Der zweite Ansatz der Hydraulik gibt eine Beziehung zwischen der
gedachten Randspannung 7, und der mittleren Stromungsgeschwindig-
keit w. Man setzt %0 w?

wobei an Stelle des Geschwindigkeitsquadrates die Geschwindigkeits-
héhe eingefiihrt wird, um in der Widerstandszahl A, eine dimensions-
lose GroBe zu haben. Die allgemeine Druckabfallgleichung lautet nun
fiir beliebige Rohrquerschnitte

wdw 1 U w?
und fiir Kreisrohre
wdw 1 w?
Jdl = — f— —- 37’2—90”- (86)

Die Beschleunigungsarbeit pflegt man auch durch Oberflichenspannung
und Geschwindigkeitshéhe auszudriicken:

»wd;l{:z 1 U w?

& T (87)

Nun kann man das Reibungsglied A, und das Beschleunigungs-
glied A, der Widerstandszahl zusammenfassen zu

A=1Ap+ 2y (88)
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und erhilt die Energiegleichung
F w?
4J—L—]-—-—l2—g~, (89)
die weiter nichts aussagt, als daB die Anderung der kinetischen Energie
und die Reibungsarbeit durch die Anderung der potentiellen Energie
und die zugefithrte Arbeit @, dargestellt werden miissen.

Zum Reibungsglied 1, der Widerstandszahl ist noch zu bemerken,
daB es sich wegen der willkiirlichen Annahmen nicht um eine feste
GroBe handeln kann. Tatséchlich richtet sich A nach der Art der
stromenden Flissigkeit, nach deren Druck und Temperatur und nach
der Beschaffenheit des Rohrbaustoffes. Ferner héingt A, von der Ge-
schwindigkeit w ab, weil das quadratische Gesetz nur annidbernd gilt.
Endlich zeigt sich, daB auch der hydraulische Radius F/U auf 1, Ein-
fluB hat. In manchen Fillen ist A, auch von der Querschnittsform ab-
héngig, wenn es sich um ungewhnliche oder sehr unregelmaflige Formen
handelt.

Es ist nun die Aufgabe der praktischen Stromungsforschung, diese
Zusammenhinge fir die Berechnung der technisch wichtigsten Félle
weiter zu kléren.

d) Druckverlust and Ahnlichkeitsgesetz.

Man kann die Art der strémenden Fliissigkeit durch ihre Zahigkeit ),
ihren Druck P und ihre Temperatur ¢ kennzeichnen. Zur Bedingung
der geometrischen Ahnlichkeit gehért z. B., daB zwei Kreisrohre vom
selben Durchmesser auch gleich rauh sind. Die hydraulische Rauhig-
keit des Rohrbaustoffes fithrt man erfahrungsgemafl durch Rauhig-
keitszahlen ¢, &, ... ein, die das Verhéltnis der mittleren Hohe aller
Rauhigkeitserhebungen und Vertiefungen der benetzten Oberfliche
zum mittleren Rohrdurchmesser und die Form und Héufigkeit der Er-
hebungen angeben. Wir wollen fiir den RauhigkeitseinfluB zunichst
eine allgemeine Zahl ¢ ansetzen. Ohne Riicksicht auf andere als kreis-
formige Rohrquerschnitte erhilt man also

Ar=1n, P, t, e, w,d). (90)
Wenn man die einzelnen Zusammenhinge alle gevwennt erforschen
miite, wiirde man wohl kaum zu umfassenden Ergebnissen gelangen.
Hier gibt die Ahnlichkeitstheorie ein ausgezeichnetes Hilfsmittel, um
die einzelnen Abhingigkeiten zu Gruppen zusammenzufassen.

Beim Vergleich der f-Werte, anlaBlich der Entwicklung des mecha-
nischen Ahnlichkeitsgesetzes aus der Navier-Stokesschen Gleichung,
blieb zundchst das f, enthaltende Glied unberiicksichtigt [Gl.(62)]. Aus

der Beziechung 2 fo 1 13ty fa 1
= oder == =
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erhilt man eine wertvolle Stiitze fiir die auf den beiden Ansitzen der
Hydraulik aufgebaute Druckabfallgleichung (89). Setzt man ein fg
proportional dem Rohrdurchmesser d, ein f; proportional der Rohr-
linge I =1, — I, und f, proportional dem Druckabfall — (P, — P,),
so ergibt sich
PP —konstiwz.
Y d

Der Einfluf von P und ¢ kann durch den von y ersetzt werden. Fiir
die Stromung raumbestindiger Fliissigkeiten gilt wegen 7, y, &, w und
d = konst, d. h. A; = 0 und A, = konst [GL. (90)]

P,—P, l w? _ w? :
” ““_lR’,jEE oder Jd = ZR%, (91)

also die oben entwickelte Druckabfallgleichung (89). Der Vergleich der

Ausdriicke
fl’ _ f‘l'fw d fwa f:i

L =1
frfa  fafa O HLBLI
gibt eine Gleichung
P,— P, _ » \ 1l w® _ komst I w?
Ty ““konSt(sz>E 29 " Re d 2¢° (92)

wobei unter Re = l—vv—d die Reynoldssche Zahl zu verstehen ist. Daraus

folgt fiir mechanisch d#hnliche Stromungen

Ay — —k‘;‘jt , (93)

also wegen der gleichen Re-Werte auch gleiche Widerstandszahlen 4.
Sind die Stromungen wohl geometrisch, aber nicht mechanisch dhnlich,
so besteht keine Gleichheit der f-Gruppen, und man kann fir 4, an-
setzen

Ap = konst f (i) . (94)

Uber die Art der Funktion f (1/Re) sagt die Ahnlichkeitstheorie nichts aus.
Es ist nur wahrscheinlich, daf 1, um so groBer ist, je kleiner Re ist und
umgekehrt. Der Nutzen, den uns die Kenntnis von diesem Zusammen-
hang bringt, ist offenbar: Hat man die Funktion 4, = konst f (1/Re)
auf dem Versuchswege bestimmt, so kennt man auch den EinfluB von
7, ¥, w und d auf A,. Es bleibt nur noch die Abhingigkeit von &
iibrig, also

Ag = konst f <Rie , £>, (95)

die man durch wenige Versuchsreihen fiir jede Rauhigkeit & ermitteln
kann.
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Alle technischen Rohre sind hydraulisch rauh. ErfahrungsgemaB wirkt
die Rauhigkeit bei kleinen Reynoldsschen Zahlen (Parallelstrémung) nicht auf
den Strémungsvorgang ein. Bei turbulenter Stromung, wo die Geschwindigkeit
in einer sehr diinnen Randschicht (Grenzschicht) nahezu unvermittelt auf Null
zuriickgeht, ragen die Wandunebenheiten der technischen Rohre durch diese Grenz-
schicht und lésen einen kriftigen Impulsaustausch aus, der den ganzen Strémungs-
vorgang mafBgeblich beeinflut. Danach bieten offenbar rauhe Rohre dem Fliissig-
keitsstrom einen grofleren Widerstand als glatte Rohre. Immer tritt aber auch
bei spiegelglatten, waagerecht verlegten Rohren noch erheblicher Strémungs-
widerstand auf, weil die Flissigkeit in jedem Falle an der Rohrwand haftet, wo-
durch die innere Fliissigkeitsreibung zur Wirkung kommt. In technisch glatten
Rohren, wie gezogenem Messingrohr, macht sich der RauhigkeitseinfluBl erst bei
sehr groBen Reynoldsschen Zahlen bemerkbar; sie werden daher spéiter gesondert
behandelt.

Die Giltigkeit von Gl.(94) kann man auch leicht durch eine Dimensions-
betrachtung nachweisen. Nach Gl. (90) ist zundchst ohne Riicksicht auf & die
Funktion 1z = f(%, ¥, w, d). Die Forschungsergebnisse lassen einen potenzgesetz-
méaBigen Zusammenhang zwischen den einzelnen Grofen vermuten. Man setzt
daher fir GIL (91) mit C als Konstante

I w?

C
Pl—Pzzj/f(n,j/,w,d)‘jE: 2gnmyydzwnl<{.

Fiir die Benennungen der Gleichungswerte gilt mit ¢ = 1
kg s kg® kgv m"
—_— = - f——m
m?  m m*s® md¥ "

Danach miissen die Einzelgleichungen gelten

kg: 1= x4y, ly=1—2=n—1,

m: —2=—1—-x—3y+z4+n+1, lz:w+3y~—n—2=n—3,
s: 0= 2—2—mn, !x=2—n

oder (4]
Pl__P2:_2_gn2—n,yn~1dn—-3wnl’
PP, _ 7727—" w?
¢ =—g—d= O gi=rgt=n 34
oder .
» —-n
] — n—2 3
in o(wd> C (Re)r-2. (96)

Dieses Gesetz stammt von Reynolds. Den RauhigkeitseinfluB beriicksichtigte
er, indem er n = f(g) setzte. Ehe wir uns weiter mit den Ansitzen fiir die Wider-
standszahl 1, befassen, wollen wir zunéchst die aligemeine Druckabfallgleichung
fur raumbestindige und zusammendriickbare Fliissigkeiten aufstellen.

e) Druckabfallgleichung fiir tropfbare Fliissigkeiten.

Bewegt sich eine raumbesténdige Fliissigkeit durch eine Rohrleitung
von unverdnderlichem Querschnitt, so hat neben y (bei praktisch gleich-
bleibender innerer Energie) auch w in jedem Querschnitt denselben
Betrag. Damit ist A, = 0, und die Druckabfallgleichung (89) geht {iber in

F w2
4J7 = — XRE; (97)
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oder fiir Kreisrohre in

-y} (98)

R 2 g
In diesem Falle ist 1, unabhéngig von der Rohrlénge I, gleichbleibenden
Rohrbaustoff vorausgesetzt. Wir wollen weiterhin alle Gleichungen mit
dem Rohrdurchmesser d entwickeln. Fiir beliebige Querschnittsformen
erhilt man die Beziehungen sofort, wenn man d durch 4 (1}1 ersetzt.

Mit Gl. (55) kann man fiir Gl (98) schreiben, wenn [ = I, — I, ist:

1 1 w?
—Hyt o (PP =lag g, (99)
oder 1w
P — y}m YT (H; — H,)y kg/m? oder mm WS,  (100)
H —H +— (P, — P,) = 0,0826 4 Q'z_esu il (101)
1 e 2 & E100d)°
@, a3l

(Hy — Hy) -y + Py — P, — 0,0826 - S g 1=63 713 (102)

(100 d)s *

Mit 9/ in gfem3 = =9’ inkg/dm? = 9/ in t/m3 und D in mm, also D = 1000 d

1000
gilt 1w
Pl"‘P2=1067,}~R7)‘2—g - (Hl—Hz)].OSj/' mm WS, (103)
0,354 G, = y'wD?, (104)
P,—P,= 6370 - Ar —G‘2 (H, — H,)10%°y mm WS. (105)
Endlich erhilt man mit
w=4Q,/nd? = } 29 und J16/7%2¢ = 0,607,
d=0,607 ¥ 77 V@2 /T = 0,0230 V7 V3 /7. (106)

Man erkennt, dafl der Druckverlust bei Verringerung des Durchmessers d, der
in der 5. Potenz auftritt, sehr stark wichst und umgekehrt.

f) Druckabfallgleichungen fiir gasformige Flissigkeiten.

Die Art der Zustandsinderung bei der Fortleitung gasférmiger
Fliissigkeiten hingt von der Ausfithrung der Rohrleitung ab. Man be-
nutzt in der Technik je nach Verwendungszweck nackte oder mit Wiarme-
schutzmitteln versehene Leitungen. Fithrt eine nackte Leitung durch
einen Raum, der sich auf einer unverinderlichen Temperatur befindet,
und hat die stromende Flissigkeit am Anfang der Leitung auch diese
Temperatur; wie z. B. bei Gasfernleitungen, so wird die zur Bewiltigung
der Beschleunigungsarbeit herangezogene potentielle Energie stetig wie-
der durch Warmeiibergang aus der Umgebung ersetzt. In diesem Falle
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dehnt sich die Fliissigkeit isothermisch aus. Ganz andere Verhiltnisse
herrschen z. B. bei der Fortleitung von Heidampf mit groBier Ge-
schwindigkeit. Wenn die Leitung sehr gut wirmegeschiitzt ist, wird es
dabei zu einer adiabatischen Ausdehnung der Fliissigkeit kommen.

Ein besonderes Kapitel wire noch. der Strémung bei erheblichem
Wirmeilibergang aus der oder an die Umgebung zu widmen. Hierher
gehoren Fille mit Leitungen, die schlecht oder gar nicht wirmegeschiitzt
(z. B. Rohre von Heizanlagen) oder kiltegeschiitzt (z. B. Rohre von
Kiihlanlagen) sind, so daBl ein starker Wiarmeaustausch mit der Um-
gebung stattfindet. Zur rechnerischen Verfolgung solcher Strémungen
mull man die Warmeiibertragungsgesetze kennen. Die erschopfende Be-
handlung dieser Aufgaben wiirde hier aber zu weit fithren?.

«) Fortleitang ohne Wirmeaustausch, adiabatische Stromung. Ohne
Ricksicht auf das geodétische Gefille dH heiBlt die Druckabfall-

gleichung (89) mit 4 o — d und GL. (81)

dP 1 w?

Bei adiabatischer Strémung wird dem flieBenden Kérper von auBen
Wirme weder zugefithrt noch entzogen. Damit wiirde sich der Zustand
der Flissigkeit, wenn keine Reibungswiderstéinde zu iiberwinden wiren,
nach einem Gesetz Pv* = konst richten. Tatsdchlich mufl aber Rei-
bungsarbeit geleistet werden, die in Wéarmeenergie umgesetzt wird;
die Druckenergie nimmt stdrker und die innere Energie weniger stark
ab, als das Gesetz der Adiabate angibt, und die Temperatur ist nach
der Ausdehnung héher als bei reibungsloser Strémung.

Um die Art der Zustandsinderung kennenzulernen, wollen wir
zundchst den Temperaturabfall bei adiabatischer reibungsloser Stro-
mung untersuchen, der wegen 1 kcal = 427 mkg sehr gering sein wird.
Die Flussigkeit soll dabei dem Gesetz Pv = RT streng folgen. Nach
GL. (38) und (40) gilt fiir zwei Querschnitte 1 und 2 die Beziehung

2 2
* w3 — wi

et (107)

R(T,— Ty =

x—1
das ist z. B. fur Luft mit » = 1,4 und R = 29,3

w? 1 wi— w?

m __ — wi — ~
Ty — Ty = 0,0008 =~ W

1 Siehe hierzu: ten Bosch, M.: Die Wirmeiibertragung. Berlin 1922.
Groéber, H.: Warmeiibertragung. Berlin 1926. Merkel. F.: Die Grundlagen der
Wirmeiibertragung. Leipzig 1927. Schack, A.: Der industrielle Warmeiibergang.
Diisseldorf 1929. Banki, D.: Energieumwandlungen in Fliissigkeiten Bd.1 S.91.
Berlin 1921.
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Danach fillt die Temperatur erst um 1 Grad, wenn sich die kinetische
Energie um 100 mkg/kg dndert, was z. B. einem Anwachsen der Ge-
schwindigkeit von w; = 1 m/s auf w, = 44,3 m/s entsprechen wiirde.
Bei der Stromung einer reibungsbehafteten Flissigkeit ist dieser Tem-
peraturunterschied noch geringer, weil die erzeugte Reibungswirme zur
inneren Energie zuzuschlagen ist. Wegen dieses geringen Temperatur-
abfalls ist es praktisch in den meisten Fillen zuldssig, an Stelle mit der
adiabatischen mit isothermischer, also mit temperaturbestindiger Aus-
dehnung zu rechnen.

Einen ganz allgemeinen Einblick erlangt man in den adiabatischen Vorgang,
wenn man die Schallgeschwindigkeit w, =} g% Py (im Zustand P und v) einfiihrt.
Zunichst besteht die Kontinuititsbedingung fiir Rohre mit unverédnderlichem
Querschnitt

yw = konst oder w,= el
Y2
Mit
% [& &}_il—iz_wg—wf
x— 1Ly Y2 A4 29
folgt
x Py vy  x Py wi % Py Wi
x—1y 29 x—1y, 29 x—1yp 2g95
Setzt man

2 a2
wivix—1_

29 »

s

so erhilt man das Gesetz der Zustandsédnderung fir reibungslose Flissigkeiten in

P< b
— 1+—> = konst
4 Py

. P
oder mit w, y; = wy und wf—_~7gx=zgRTin

P x — 1 w?
7(1 +55 172) — konst. (108)

£l

P
Daraus folgt, dafl das Gesetz — = konst der Isotherme um so eher angesetzt

werden kann, je kleiner das Verhaltnis von w zu w, ist. Betrigt z. B. bei Luft
mit % = 1,4 und R = 29,3 die Geschwindigkeit bei 0°

. e — 1 w?
w= 50 m/s, so ist TP=O,OO4G,

w = 100 m/s = 0,0182,

3

also klein gegen 1. Bei hochiiberhitztem Wasserdampf mit » = 1,3 und B = 47,1
ist bei 300° und
— 1w
w= 50 m/s "—QJ “ —0,0011,

2
wy

w = 100 m/s = 0,0044 .
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Die Schallgeschwindigkeit hingt nur von der Art und der Temperatur der Fliissig-
keit ab.

Zahlentafel 22. Schallgeschwindigkeit der Luft und des iiberhitzten
Wasserdampfes in Abhingigkeit von der Temperatur.

t9C w,m/s w? toC w; m/s w?
0 331 109600 100 473 224000
20 343 117800 150 504 254000
50 360 129800 200 533 284000
100 387 150000 250 560 314000
200 436 190100 300 586 344000
300 480 230300 350 612 374000
500 557 310800 400 636 405000
trockene Luft iiberhitzter Wasserdampf
Mit der Beziehung
g:vdP=d(vP) Pdv=RdT — RTEE:RdT RTd—w
wegen dw dv
w v

erhialt man nunmehr mit Gl. (81), (86) und (107)

x—1_ w—whdw x—1_wdw wdw~ 1 w?
(Rr -2 e ) T e g g, o .

Die durch die Klammer zusammengefaBte Energieabnahme mufl nicht nur die
Beschleunigung, sondern auch die Reibung bewéltigen. Das geht nur, wenn w
bei der wirklichen kleiner als bei der reibungslosen Strémung ist. Nach Um-
formung erhédlt man

(RT1+ E———) dw‘ x—l—ld_'ag 1

und integriert zwischen den Grenzen w, und w;, 0 und ! mit
RT 29 2w},
w? T xw?

e (e S e (e o

2
» L ws 2 2

Dabei ist unter der Annahme, daB die Rauhigkeitszahl ¢ nicht von ! abhingt
(gleichméBige Beschaffenheit des Rohrinnern)

Az = konst f (%Z)

und mit i P d(Re)
w e
Re:-v—=(w'y)ﬁ, also —Wk—o, (110)
auch
dha) _
ar
Aus 1w R
T, =T, % — 1 w§ — wi
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erhalt man 7',, wobei zum Ausdruck kommt, dal wegen der Reibung w, kleiner
und 7', grofer als bei reibungsfreier Stromung ist. P, ergibt sich endlich aus

w, T
P,—P, (w; Ti)

8) Fortleitung bei unverinderlicher Temperatur und vernachliissig-
barer Anderung der Lagenenergie. Fiir das Leitungsgefille bei isother-
mischer Stromung, die in ihrer thermodynamischen Wirkung einem
Drosselvorgang gleichkommt (¢ = konst), war unter Vernachlissigung
der Anderung der Lagenenergie der Ausdruck

1P, dP
J=u P
gefunden worden [Gl. (56)]. Damit heifit die Druckabfallgleichung
P, dP _ 1 w?
ZT———(}»R—{—ZB)EE—gdl. (111)

Fir isothermische Zustandséinderung gilt

P
%:— und w, P,= Pw,
weil v y ’ Puw?y = konst
w1y1=wy=17;w1P1=jD—wP

ist. Mit Riicksicht auf diese Beziehungen ist
PAP = — (dg+ 25+ Py, B a1
R Bl g+ 171 29

oder beim Ubergang zur endlichen Rohrléange 1

0

P,
1 2
dePz—EPlylg—;]f(lR+lB)dl. (112)
P, l

Das Reibungsglied Az ist unabhéngig von der Rohrlinge I, sieche G.(110). Das
Beschleunigungsglied A dagegen hingt von [ ab. Dieses Integral ist gesondert
zu behandeln.

Az wurde durch GI. (87) mit
hpdl=2as %%
w

d apP
in die Rechnung eingefithrt. Mit w P = konst ist Tw =—3 und

zde=_zd§iiPZ_’. (113)

Wie aus Versuchen hervorgeht, ist der Energiebeiwert & praktisch nicht von w
oder P abhingig, weil die Verteilung der Geschwindigkeiten w; bezogen auf w;p,.
iiber den Leitungsquerschnitt nur sehr wenig von der absoluten GréBe der Ge-
schwindigkeiten abhéingt.

Richter, Rohrhydraulik, 5
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Die Integration der Druckabfallgleichung ist nun ausfithrbar und

ergibt nach P,/P, aufgelost

R AR A (e AL S 4 S &

<P1) 28 5+ Lt ln<P1> =1—2iy % . (114)
Man kann aus dieser Gleichung P,/P; und daraus den Druckabfall
P, — P, berechnen, wenn man Py, y,, w;, & und A, (zu Re und ¢)
kennt. Zur Auflésung benutzt man am einfachsten zeichnerische Me-
thoden!.

¥) Vereinfachung der Formeln fiir isothermische Stréomung. 1. Vernach-
lassigung des Beschleunigungsgliedes. Um sich ein Urteil iiber den Fehler
zu bilden, den man begeht, wenn man das Beschleunigungsglied der Formeln im
vorigen Abschnitt vernachlissigt, also iz = 0 setzt, entwickelt man aus den
Gln. (111) und (113)

Ap 1 1
W T P21 Ip,3g1 i
2y w? & 2 wt &

Man kann damit den Fehler fiir irgendeinen Zustand P, y, w abschitzen.

Beispiel: Bei welcher Geschwindigkeit w einer isothermischen Luftstrémung
ist Ap gerade 1vH von Az, wenn P = 80000 kg/m? (p = 8at), y = 10 kg/m?
und & = 1,10 ist ?

Aus Gl (115) ergibt sich mit Az: 4, = 0,01 ein Wert von w = 26,6 m/s. Be-
stimmt man also, daB Az < 1 vH von 1 ist, dann kann man im Beispiel bis zu
w = 26,6 m/s vereinfachte Formeln anwenden. Bei 10 vH als Grenze wiirde w
bis 80,6 m/s betragen konnen.

Aus Gl (115) erkennt man, dafl 1z einen um so gréfleren Teil von Ap aus-
macht, je groBer w und £ und je kleiner R und 7 sind. 1z kann praktisch meist
gleich Null gesetzt werden, weil Widerstandszahl und Rohrdurchmesser im all-
gemeinen nicht mit sehr groBer Genauigkeit bekannt sind.

Mit Az = 0 gilt nach Gl. (112) fiir den Stréomungswiderstand zwischen zwei
Rohrquerschnitten I und 2

P2 — P? I w?
T:lnzyl 2g (116)

o

oder mit Py w? = konst = P, y, w,
PPy lw -
ZP“ ——)R'd—z—gynkgm' (11/)
Wir wollen das konstante Produkt fiir einen Normalzustand, und zwar fiir 15°
und 760 mm QS Druck (Zeiger ) ansetzen. Mit
16 1 .,

1
= __d?w, oder w=-— -
an 4 n n a2 db i

erhilt man Gl. (117) in der Form

PP I 16 i 2
._2Pn — = ;;REB‘ P Va 2g kg/m .

! Siehe Hiitte: Des Ingenieurs Taschenb. Bd. 1 26. Aufl. S. 66/67.
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Ersetzt man y, durch sv, , (y,, = 1,225 kg/m3), mit s als relatives Gewicht
7 g Vny, g

der stromenden Flissigkeit bezogen auf Luft = 1, so ergibt sich nach @, , auf-
gelost mit p = 104 P

_ @/ 29 BT, /d5(pi—p})
Q.n= Zl/ 5in T, pr ’ —g . m /s . (118)
Dabei mull 7= T, sein. Ist aber T'= T,, so gilt wegen
wP _w,- P,
T T,
die Gleichung
_ny/ 9B TanWﬁ—p%) 5
an—‘ 4 }LR'T Pn Sl m” s. (119)

Mit p, = 1,033 at (entspr. 760 mm QS), 7 = 7', = 273 + 15 = 2889 abs. und
Ry = 29,3 m/Grad (Gaskonstante von Luft) erhilt man

_ 2185y /& (pf —p3)

Q.= m3/[s (120)
Vie sl
oder
0,249 1 /(100 d)® (p? — p2 .
O = Viz V( )s(% -2 m’ h, (121)
R
(L in km) und endlich
p? - pg _ 052 }'If P w?t Yu __ 2 78}'717377 . Ar Glzt 2 D)
7 = i2g = 16,1503, (100dp ~ 10,74 *—*(IOOd)"’s ata?/km. (122)
Ferner gilt —
Wy Y2 P, P Aw 1wy
sz -2 _ 72 — 2
wo 71 Py Y41 ]/1 RT d 2¢ (123)
und
r yi L owi
und mit @, in kg/h
l 1

Py— P, =P, D/l —127,5 - 2z & — 1J mm WS. (125)

(100d)> Pyy,

2. Vernachléissigung der Ausdehnung. Bei schwachem Druckabfall kann
man in vielen Fillen Geschwindigkeit w und spezifisches Gewicht y als unver-
dnderlich ansehen und die Gleichungen der tropfbaren Fliissigkeit um so eher
auf gasférmige anwenden, je niher P,/P, an 1 kommt, also je kleiner der Druck-
abfall ist. Der Fehler in der Berechnung des Druckabfalls ergibt sich nach Gl. (41)
halb so groB wie der Druckabfall auf P, bezogen. Ist P,~ P, so gelten an-
néhernd die Gln. (99) bis (106). Zur Vereinfachung der Gln. (120) bis (122) fithrt

man den mittleren Leitungsdruck p, = ﬁl—;——l’% ein:
Pi—pi _ (=)t p), PP _P—Pp
r = 2L S A (LY
Pi—Pypn _ pi—P3 5 _ pi—p}
l p. L L0338 L 4,84, (126)
Py — Py  pu Ag®Wiy. _ P _}gQin?n 3
; = a2 = 63,7 (100 2)° kg/m?3. (127)

5*
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In Schwachdruckleitungen kann man héufig p,, ~ p, setzen. Auf raumbestéin-
dige Fortleitung vom Zustand n bezogen, begeht man dabei einen Fehler von
100 (1 — p,/pn) in vH:

Bei pn > p, um 100 200 300 400 500 1000 2000 mm WS
Fehler um vVH 1,0 19 28 37 46 88 16,2

Berechnet man die Gasstromung wie eine raumbestindige vom Zustand 1, so er-
hilt man einen zu kleinen Druckabfall; rechnet man mit Zustand =, so erhalt
man einen zu groflen Druckabfall, wenn p,, > p, ist.

d) Fortleitung bei unveriinderlicher Temperatur mit Riicksicht auf die
Hoheninderung. Bei geneigten Leitungen kann es gelegentlich vorkommen, daB
so groBe Hohen zu iiberwinden sind, daB die Anderung der Lagenenergie nicht
mehr vernachlassigt werden darf. Betrigt
z. B. der Hohenunterschied der Druckluft-
leitung in einem Grubenbetrieb 1000 m und
der Druck der Luft im Mittel 8 at abs.,
also etwa y = 10 kg/m3, so nimmt der Druck,
statisch betrachtet, von oben nach unten um
(H, — H,)y = 10000 kg/m? oder 1at zu.
Unter Beriicksichtigung der Lagenenergie gilt
Abb. 37. Zusammenhang zwischen geo- i35 gergde Rohre Gl (56) und nach Abb. 37

détischer Hohe und Rohrlinge bei ge-
raden geneigten Rohren

—H = —l)sina. izdg =sina=konst, dH=dlsin«. (128)

Damit ist ganz allgemein

. P, dP __ 2 U wi P} wi ., dP

s1nudl+ZT_—ZT-2—g dl+2$ P1 i (129)
und

2
2¢p 7/1 5 — P?
dl = s 29 P
4RF 21PP1y1+s1noz P
oder integriert und umgeformt
U wi 1 11

Ulin_ UL P T, T,
4F £ ln( > (1+§ 4F 2y, (Hy— ))hllzeU w? 1 P; (130)

Diese (Hleichung ist durch weitere Umformung zur Berechnung von P, brauch-
bar zu machen und am besten zeichnerisch zu lésen. Fiir senkrechte Leitungen
ist Hy — H; =1. Mit H, = H,, waagerechte Leitung, kommt man wieder auf
die frithere Gl. (114).

Man kann die Rechnung vereinfachen. Eliminiert man aus Gl. (129) den
Druck P, indem man die Verdnderlichen I und w ansetzt, so erhialt man auf dem-
selben Wege wie zu Gl. (130)

4F 2¢
3-H(Hy—H,y)
o wl E4F p\ . ViU 7z
2UH, —H )L —1n=2 _ Sz _HANLEY.
(H2 Hl) Pl nw% 1+2-RUZ2(H2 H]_)Pl lnwg-*—( H)4F2 (131)
t YiU 7z
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Den Faktor des rechten Gliedes wird man in vielen Fillen gleich 1 setzen kénnen.

Dann ist
4F 29 1
L (= ) 7 S 7
1 R
2(Hy — M) p-=In —— 4F 24 1 °
1 “9
a2 L
2

Entwickelt man die rechte Seite der Gleichung in eine Exponentialreihe, Wobei

man sich mit den ersten beiden Gliedern begniigen kann, weil 2 (H, — Hl)

P1
meist sehr klein ist, so erhdlt man mit w,: w, = Py: Pyund Py:y; = Py: 7,
P? — P} _ Ul w2 Vs
73 _('“‘41? gg TH— )2—5'
Aus dieser Gleichung wére P, zu berechnen. Wenn es zulissig ist
w3 w3
(Hy — Hy) vl durch (H,— HI)ZIJT{
zu ersetzen, d. h. wenn y = konst, so kann man auch schreiben
P: — P Ul w} > 71
S — (%247 gy TH )28 (132)

was mit H, = H, der GI. (116) entspricht.

2. Laminarstromung im geraden Kreisrohr.

a) Vollkommen ausgebildete Stromung.

Wir wollen zunichst die Gesetze der vollkommen beruhigten reinen
Laminarstréomung einer tropfbaren Fliissigkeit in einem geraden
Robr mit Kreisquerschnitt kennenlernen. Der Rohrquerschnitt werde
von der flieBenden Menge voll ausgefiillt. Alle Storungen, die von irgend-
welchen stromaufwirts liegenden Richtungs- und Querschnittsinde-
rungen herrithren, sollen behoben sein. Es habe also das Strémungs-
bild eine endgiiltige Form angenommen. Da alle Fliissigkeitsteilchen
parallel zur Achse flieBen, wobei die schnellsten die Rohrachse zur
Bahn haben, wihrend die langsamsten am Rohrrande haften, werden
aus Symmetriegrinden alle Teilchen in derselben Entfernung x von
der Rohrachse dieselbe Geschwindigkeit haben. Die gesamte Fliissig-
keitsmenge flieBt in konzentrischen Schichten, deren Geschwindig-
keiten von Null bis zur Geschwindigkeit des Achsfadens, Wy g DU-
nehmen (teleskopartige Verschiebung).

Bei der vollstindig beruhlgten Stromung ist der Druck gleichmaBig iiber den
Rohrquerschnitt verteilt, wie zahireiche Messungen bestéitigen. Wir betrachten
die hohlzylinderférmige Schicht mit den Halbmessern z und » -- dx (Abb. 38).
Auf diese Schicht wirken in Achsrichtung die Krifte P, 2z dz und P,2nxzdz.
Dazu kommt die Schwerkraft y 2nzdx !, die in Achsrlchtung d1e Komponente
y2nzdxlsing hat. Die treibende Kraft ist also mit I =1,

2nxdx(Py— Py+4 ylysine) = —y2ax dwlzlJ,
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wobei J das Leitungsgefille bedeutet GI.(54/55). Dieser Kraft hilt die Rei-
bungskraft das Gleichgewicht. Wiirde sie das nicht tun, so wiirde die Flissigkeit
beschleunigt oder verzogert, was aber nach der Voraussetzung gleichbleibender
Rohrweite und stationdirer Stréomung nicht méglich ist. Die einzelnen Schichten
gleiten vermoge verschiedener Geschwindigkeit w, stindig ibereinander weg und
reiben dabei aneinander. Infolge der Zahigkeit der Fliissigkeit wirken nach dem
Newtonschen Ansatz, Gl.(5), auf
Innen- und Auflenmantel des Hohl-
zylinders  gleichmiBig  verteilte
Schubspannungen 7, die wir durch

dw,
dx

T=u

erfassen koénnen. An der inneren

Mantelfliche, die die Grofle 2mal

hat, greift eine Reibungskraft
i

Znﬂlxbu;lf , an der &uBeren die

Kraft
T dw J dw
—2aull (__l__<_l> ]
Th L* 9z "oz o de
an. Die Summe der beiden Krafte ist

Abb. 38. Zur Ableitung des Gesetzes der

a dw;
Laminarstromung. — 2 ul— (:L —-—) dzx
Hae\*

und die Bewegungsgleichung der Schicht lautet nunmehr

. Jd / Jw,
—y2ﬂxdmlJ—2n/,tla—xq\x I

> dz =0.
Da J, y und u nicht von x abhangen, kann man die partiellen Zcichen durch ge-
wohnliche ersetzen. Nach erstmaliger Integration erhilt man

xde
AR

Ll
T’J?:“ + Cy.

Die zweite Integration fihrt zu
%'y.]a;“’= —pw,+CiInx 4 C,.

Fiir = 0 kann w, nicht unendlich gro werden, folglich ist C'; = 0. Das bedeutet
gleichzeitig, daB dw,/dz fiir x = 0 (Rohrachse) auch Null ist und die Kurve der
Geschwindigkeitsverteilung iiber den Querschnitt (Geschwindigkeitsprofil) bei
2 = 0 eine zur Rohrachse senkrechte Tangente hat (Abb. 39). Die Gleichung der
Geschwindigkeitsverteilung lautet also

J s b
—wy, = ﬁ:ﬁ +C (133)

und zeigt eine parabelformige Verteilungskurve an, wobei der Scheitel der Parabel
in der Rohrachse liegt. Wegen des Haftens am Rande muB fiir « = » die Ge-
schwindigkeit w, = 0 sein. Mit dieser Bedingung kann man (' bestimmen und
bekommt Iy

4pu

(2 — a?) (134)

wy, =
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“g

oder mit v = 7 J
wl=5(r2~x2). (135)

Die gesamte Durchflumenge erhalt man nun leicht, indem man die einzelnen
Schichtquerschnitte mit den zugehérigen Geschwindigkeiten summiert

dQ.=2mxdrw, = J2.¢7;Z (2 — 2?)z dw
fiir eine Schicht und fir den ganzen
Querschnitt
r
Qs = ng’:'[f(rz _ x2)xdac

0
Jgrtz  Jgd'=m
T 8v» 128y

(136)

Mit der mittleren Geschwindig-

keit w = 7_: 7 erhilt man endlich
4 Jgd*n  Jgd?
W= E qesy T a2y (BT

oder mit H, = H,

PP B g e b

7 gd* der schnellste Faden. Nach der Wand zu

. . . . nimmt die Geschwindigkeit nach Mafgabe
Bei laminarer Stromung ist der Druck-  einer quadratischen Parabel bis auf Null ab.
héhenverlust der ersten Potenz der
mittleren Stromungsgeschwindigkeit w, der Rohrlinge I und der Zihig-
keit » und umgekehrt dem Quadrat des Rohrdurchmessers d (oder
dem Rohrquerschnitt) proportional. Aus GI. (135) und (137) folgt,
dafl die Geschwindigkeit des Achsfadens, w;,,_, mit x = 0 gleich 2w,
d. h. doppelt so groff wie die mittlere Geschwindigkeit ist. Es ist vor-
teilhaft Geschwindigkeitsverteilungen iiber den Querschnitt ohne Riick-
sicht auf die absolute GroBe der Geschwindigkeit aufzutragen, weil
man dann bequem verschiedene Profile vergleichen kann. Man pflegt
die Einzelgeschwindigkeit w, auf w, , _ zu beziehen,

wy x?

Wy max r2

(139)

Damit erhdlt man gleichzeitig fiir den Achsabstand eine vergleichbare
GroBe, nimlich x/r. Aulerdem sind diese Verhiltniswerte unabhiingig
vom MaBsystem. Das relative Geschwindigkeitsprofil der laminaren
Stromung zeigt Abb. 39. Die Geschwindigkeitskurve besitzt nach
Gl (134) am Rande (2 = 7) eine Neigung

dw, Jy

ro i
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Danach herrscht eine gleichméBig verteilte Randspannung

p=—r. (140)

Fir die frither angenommene Widerstandszahl A, folgt dann nach
Gl. (84) und GI. (98)
T 29 2
Ip=4 g = —dJ 5.

w?

Fiihrt man diese Funktion in Gl. (138) ein und ersetzt man den Aus-

Abb. 40. Hagens Versuchswerte log AR iiber log Re (1839).

druck wd/y durch Re, so findet man mit Gl (99) die einfache Form

ApRe = 64 (141)

fiir das Gesetz der Laminarstrémung. Allerdings ist zu bemerken,

daB der Reynoldsschen Zahl Re hier nicht die Bedeutung zukommt

wie bei turbulenter Stromung, weil wegen der Geschwindigkeitsver-
teilung nach Art eines Rotationsparaboloids die Ausdriicke

Pw,  Pwy

92t T 0y

werden (siehe Gl.(134) und Abschnitt Sonderfille I.6e) und danach

alle moglichen Laminarstrémungen in Kreisrohren ohne Riicksicht auf

= konst
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die Grofle der Reynoldsschen Zahl mechanisch dhnlich sind. Das
Gesetz Gl. (141) kann zeichnerisch durch eine gleichseitizge Hyperbel
dargestellt werden. Bequem ist die Wiedergabe in einem logarithmisch
geteilten Netz, wo das Gesetz sich durch eine unter — 45° gegen die
Abszisse geneigte Gerade einzeichnen 148t (sieche Abb. 40 und 41).

Das Gesetz der Laminarstrémung wurde von dem deutschen Wasserbauer
Hagen! und dem franzdsischen Arzt Poiseuille?, die unabhéngig voneinander
forschten, entdeckt, und heiit heute auch ,,Hagen-Poiseuillesches Gesetz.

Reyn. Zahl Re

i) I
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Abb. 41. Poiseuilles Versuchswerte log iz iiber log Re (1840).

Aus GI. (139) kann man den Halbmesser ®, dessen zugehorige Schicht sich
mit der mittleren Geschwindigkeit w bewegt, berechnen

2
v Ll e w=é=0,707r. (142)

Wy max 2 2

In einem Rohre von 0,707 d Durchmesser wird bei iiberall gleicher Geschwindig-
keit w; ey dieselbe Flii ssigkeitsmenge gefordert, wie in einem Rohre vom Durch
messer d bei paraboloidischer Verteilung.

1 Hagen, G.: Uber die Bewegung des Wassers in engen zylindrischen Rohren.
Ann. Physik Bd. 16 (1839) 8. 423. D = 2,55 bis 5,91 mm Durchmesser, Messing-
rohr.

2 Poiseuille, J.L.M.: Recherches expérimentales sur le mouvement des
liquides dans les tubes de trés petis diamétres. C.R. Acad. Sci., Paris Bd. 41
(1840) S. 961 u. 1041; Bd. 42 (1841) S.112. Mém. des Savants Etrangers Bd. 9
(1846) S. 433. Deutsch: Pogg. Ann. Physik Bd. 58 (1843) S.424. D = 0,014 bis
0,652 mm, Glasrohr.
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Mit dem Zusammenhang zwischen w,; und « kann man nach Gl. (70) die kine-
tische Energie im Querschnitt ermitteln. Fiir den Energiebeiwert erhilt man 2,
und die Energie im Querschnitt ist

Ew?r 2w  w?

29 29 ¢ (143)
oder gleich der doppelten zur mittleren Geschwindigkeit w gehorigen Geschwindig-
keitshohe.

Die Giiltigkeit des Gesetzes der Laminarstromung wurde fiir tropfbare Fliissig-
keiten bis zu sehr grofen Zihigkeiten nachgewiesen. Kahlbaum und Raber?
fanden das Gesetz fir Rizinusél von der 4000fachen Zihigkeit des Wassers,
Reiger? fiirr Terpentinél-Kolophoniumgemische bis zur 10°fachen Zahigkeit des
Wassers bestatigt. Terpentinsl-Kolophoniumgemische haben je nach Zusammen-
setzung verschiedene Zihigkeiten. So stellte Ladenburg3 mit solchen Gemischen
von der 108fachen Zahigkeit des Wassers Versuche an, die das Gesetz der Laminar-
stromung auf 1 vH genau erkennen lieBen. Nach Glaser* gibt es aber einen
Durchmesser, unter dem das oben entwickelte Gesetz nicht mehr gilt. Dieser
kleinste Rohrdurchmesser hiangt vom Grade der Zihigkeit ab. Wenn die Zihig-
keit der Fliissigkeit die 107 fache oder 10° fache von Wasser ist, sind die kleinsten
Durchmesser, bis zu welchen das Hagen-Poiseuillesche Gesetz gilt, 2 mm oder
10 mm. Versuche zur Nachpriifung des Gesetzes bei laminarer Strémung von
kolloidalen Fliissigkeiten unternahm Reiner3; Versuche mit Olen machte
Carothers®.

Wir hatten bisher keine Forderungen an die Beschaffenheit der be-
netzten Rohrwand gestellt. Tatséchlich ist der Stromungswiderstand
bei laminarer Stromung unabhéngig von der Rauhigkeit der benetzten
Flache, solange die relative Rauhigkeit so klein ist, da man in den
Gleichungen mit guter Anniherung den wahren (von Ort zu Ort ver-
anderlichen) Rohrdurchmesser durch einen mittleren ersetzen kann. Das
bestéatigen zahlreiche Messungen, wobei der mittlere Rohrdurchmesser
durch Anfiillen des Rohres mit Wasser bestimmt wurde. Sofand Schillexr?
das Gesetz in Messingrohren mit eingeschnittenem Gewinde, also sehr
rauhen Rohren, bis zu einem gewissen Rauhigkeitsgrad bestétigt.

1 Kahlbaum, G. W. A, u. S. Riaber: Acta Ac. Leop. Bd. 84 (1905) S. 204.

2 Reiger, R.: Uber die Giiltigkeit des Poiseuilleschen Gesetzes bei zih-
flussigen und festen Korpern. Pogg. Ann. d. Physik Bd. 19 (1906) S. 985. Dis-
sertation Braunschweig 1901.

8 Ladenburg, R.: Uber die innere Reibung ziher Fliissigkeiten und ihre
Abhingigkeit vom Druck. Pogg. Ann. d. Physik Bd. 22 (1907) S. 287.

4 Glaser, H.: Uber die innere Reibung ziher und plastisch-fester Korper
und die Giiltigkeit des Poiseuilleschen Gesetzes. Pogg. Ann. d. Physik Bd. 22
(1907) 8. 694.

5 Reiner, M.: Zur Hydrodynamik der Kolloide. Z. angew. Math. Mech. Bd. 10
(1930) S. 400.

¢ Carothers, S.D.: Portland experiments on the flow of oil in tubes. Proc.
Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 87 (1912) S. 154.

7 Schiller, L.: Uber den Strémungswiderstand von Rohren verschiedenen
Querschnitts und Rauhigkeitsgrades. Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) 8. 2;
Z. VDI Bd. 67 (1923) S. 623.
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Dariiber hinaus beobachtete er grofere Widerstandszahlen A als
nach GI. (141).

Das oben abgeleitete Gesetz fiir Laminarstromung gilt auch fir gasférmige
Fliissigkeiten. Notwendig ist nur, eine Annahme iiber die Art der Zustands-
dnderung wihrend der Strémung zu machen?, Nach fritherem wird sich die Fliissig-
keit praktisch isothermisch ausdehnen. Dann gilt nach Abb. 42

P+dP=P+%—l}:dl.

Bei zusammendriickbaren Flissigkeiten kann man die Wirkung der Schwerkraft
vernachlassigen. Die beschleunigende Kraft ist lediglich

2nx%—l}3dldx.

Die verzogernde Kraft erhalten wir wieder als Unterschied zwischen der inneren
und #dufleren Schichtreibungskraft

. 0 dw,
—Znydlggz(x 7% >dx.
Bei stationirer Stromung halten sich beide
Krifte das Gleichgewicht
JP a dwy,
ST aas (F ) =0 (144)
Nun ist w, = f(x, ). Nach GI. (20) ist yw

unabhingig von ! gleich konstant und  Abb. 42. Zusammenhang zwischen stati-
Ay wy) schem Druck P und Rohrlinge I bei Stré-

= 0. Da ¢t und P im Querschnitt mung einer zusammendriickbaren Fliissig-
al keit, Stromungsrichtung von I nach 2.
konstant sind, sind ¢, P und y nur f(I).
Also gilt
ap . 4 <x 8(’}1 wl)‘\
YAt T s dx /
und, weil v w, F (1)
apP d d(yw)?
7ar T M e ds <" dx > (145)

Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn die Differentialquotienten jeder fiir
sich konstant sind. Zunéichst ist

apP
—yﬁ=konst=0.

P
Mit »» = pp st PdP = — CRTdl oder P2 = — 2CRT!+ C,. Die beiden
Konstanten kénnen aus den Grenzbedingungen, P = P; bei / =0 und P = P,
bei ! =1,; = — l;, bestimmt werden. Man erhilt
l

P* =P} + (P1— P}y
12

(146)

1 Ableitung ohne Riicksicht auf die Beschleunigungsarbeit. Genauere Ab-
leitung siehe O. E. Meyer: Uber die Strémung eines Gases durch eine Kapillar-
rohre. Pogg. Ann. d. Physik Bd. 127 (1866) S. 253. Ferner P. Hoffmann: Uber
die Stromung der Luft durch Rohren beliebiger Lénge. Pogg. Ann. d. Physik
Bd. 21 (1884) S. 470.
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Aus GI. (145) und (146) ergibt sich

d (acd(yw,)) 7y dP P2 — P}

zdz \" dx T u Al T T 2ulyRT

und durch zweimalige Integration

P2 — P2

L St P
y w, = SIzl,uRTx + Alnz+ B. (147)

Zur Bestimmung der beiden Konstanten 4 und B dienen die Grenzbedingungen:
. . dwl dwl

Wenn z = r ist w; =0 und yw, = 0; wenn z = 0 ist W:O und yﬁzo

(Tangente an das Geschwindigkeitsprofil senkrecht zur Rohrachse, sieche Abb. 39).

Aus der zweiten Bedingung folgt 4 = 0, aus der ersten und zweiten

_ P2 — P2 2
8lypRT °
also
MP%“Pg 2 2 _E%_P‘g 2 g2
ywl—m(r z?) und wl_Sln,uP(r x2) . (148)
Der Durchflufl ergibt sich
”
— (s _ P} —Pirt gmd* P,— Py, P -} Py
QS’“MO’“‘xdm_“s;lﬂupi”vms v, zp (149
und
2 P, — P
_id_Pl Py P+ Py (150)

YT 3y yly 2P
Man hitte diese Gleichungen auch mit der fritheren Gl. (116) und (141) finden

kénnen (mit Iy, = 1)
d 2g°

4 4
iz 64 64y

P —P3=27p Py, S Re  wd’

» Iy
Pf——P§=64;wadi2.

Die Auflésung nach w ist identisch mit GIl. (150)1.

! Den versuchsméfBigen Nachweis der Laminarstrémung von zusammendriick-
baren Fliissigkeiten in Kreisrohren aus Glas, Eisen, Messing und Kupfer er-
brachten z. B. W.Ruckes: Untersuchungen iiber den Ausflull komprimierter
Luft aus Haarréhrchen und die dabei auftretenden Wirbelerscheinungen. VDI-
Forsch.-Heft Nr. 75. Berlin 1909; Z. VDI Bd. 52 (1908) S.2065; Ann. Physik
Bd. 25 (1908) S.983ff. A. H. Gibson u. Grindley: An investigation of the
resistance to the flow of air through pipes. Philos. Mag. Bd. 17 (1909) S. 389.
J. J.Dowling: Steady and turbulent motion in gases. Nature, Lond. (1912)
S.494. K. W. F. Kohlrausch: Uber das Verhalten stromender Luft in nicht-
kapillaren Rohren. Ann. Physik Bd. 44 (1914) S.297. R.Schmid: Uber die
Giiltigkeit des Poiseuilleschen Gesetzes in nichtkapillaren Réhren. Sitzungsber. d.
Wiener Akad. d. Wiss. ITa Bd. 124 (1915) S. 1143. H. Speyerer: Bestimmung
der Zahigkeit des Wasserdampfes. VDI-Forsch.-Heft Nr. 273. 1925. A. Knodel:
Uber die Gasstromung in Réhren und den Luftwiderstand von Kugeln. Ann.
Physik (4) Bd. 80 (1926) S. 533 (nichtkapill. Rohre).
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Die Behauptung, daBl die stromende Fliissigkeit an der Rohrwand haftet,
wurde mehrfach fiir laminare (und turbulente) Strémung nachgewiesenl. AuBer-
dem 148t die Ubereinstimmung zwischen der Rechnung und den Versuchsergeb-

nissen Hagens und Poiseuilles erkennen,
dafBl die Flussigkeit haftet. Die Adhéisions-
krifte an der Rohrwand sind erheblich
grofer als die (Zahigkeits-)Schubkrifte.
Flissigkeitsteilchen, die einmal an der Rohr-
wand liegen, bleiben haften. Nach unserer
heutigen Kenntnis miissen wir fiir alle
tropfbaren Fliissigkeiten (also auch z. B. fir
Quecksilberin Glasrohren)das Bestehen einer
wahrnehmbaren Gleitung verneinen2.

Bei Gasen kann man das Haften nach
der kinetischen Gastheorie erkliren3. Dort

stellt man sich vor, daf} die einzelnen Fliis-  Abb. 43. Zwei ebene Platten bewegen sich

sigkeitsteilchen je nach ihrem Wirmeinhalt

parallel zueinander. Geschwindigkeitsver-
teilung in der eingeschlossenen Schicht

in einer mehr oder minder heftigen Schwin- eines hochverdiinnten Gases.

gung begriffen sind. Der bei den Bewegungen

im Durchschnitt zuriickgelegte Weg ist in einem ruhen-
den Gase nach allen Seiten Null. Bewegt sich die Fliissig-
keit in einer Richtung mit einer bestimmten Geschwin-
digkeit w, so ist auch der Durchschnittswert nach dieser
Richtung w, wihrend er nach den anderen Richtungen
verschwindet. An einer festen Begrenzung, z. B. an der
Rohrwand, prallen die einzelnen Fliissigkeitsteilchen, die
man sich als vollkommen elastische Kugeln vorstellen
kann, auf und werden auch von der technisch glattesten
Wand, die im Verhiltnis zur GréBe der Molekiile immer
noch sehrrauh ist, vollig ungeregelt zuriickgeworfen, wo-
bei ihre Duarchschnittsgeschwindigkeit verschwindet: Die
Fliissigkeit ist unmittelbar an der Rohrwand in Ruhe, sie
haftet.

Bei hochverdiinnten Gasen aber, wo die mittlere Weg-
linge nicht mehr verschwindend klein zu den Rohr-
abmessungen ist, gilt das Newtonsche Gesetz Ab-
schnitt T1le¢ nicht mehr unbeschrinkt. Dann herrscht
eine Verteilung wie Abb. 43 zeigt. Die Schubspannung
ist jetzt

TRy +2a°

Abb. 44. Geschwindig-
keitsverteilung bei der
laminaren Bewegung
eines hochverdiinnten
Gases durch ein Rohr.

! z. B. E. Duclaux: Ann. chim. phys. (4) Bd. 25 (1872) S.472. H. S. Hele-
Shaw: Investigation of the nature of surface resistance of water and streamline
motion under certain experimental conditions. Inst. Naval Achit. Trans. Bd. 39
(1897) S. 145; Bd. 40 (1898) S. 21; C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 132 (1901) S. 1306.
A.Wyszomirski: Stromlinien und Spannungslinien. Dissertation Freiberg/Dres-

den 1914.

% Gegenteilige Beobachtungen machten z. B. O. E. Meyer: a.a. 0. H. Helm-
holtz u. G.v. Piotrowski: Uber Reibung tropfharer Fliissigkeiten. Sitzgsber.
math. KI. Akad. d. Wiss. Wien Bd. 40 (1860) S.607. Graham: On the motion
of gases. Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. 1846 S.573; 1849 S. 349.

3 Siehe S. Erk: Nr.7 S.520.
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Nach Abb. 44 ist das Verteilungsgesetz

_IV e 2
wy = v (r'2— a?)
und der Durchflufl
r
2aJ;,
Qs = z

i f(fzf ) xde.
0

Die Halbmesserdifferenz ist #* — r = a, und unter Vernachlassigung des quadra-
tischen Gliedes 7’2 = 72 4~ 2 ¢r und damit
_grd

QF”::”(\1+4%); w=15 <1+4%>, (151)

oder mit Riicksicht auf die isothermisch expandierende Fortleitung
_gnd4P1—P2P1+P2< a\
@ = 128y vl 2P 1+4r>’

__g& PP, P+ P, a
=33, vl 2P <1+4r>'

(152)

@ ist ein MaB fiir die,,Gleitung‘ ! und hingt von der freien Wegliange der Molekiile
ab und wichst mit zunehmender Druckerniedrigung. Nach Kundt und Warburg
ist fiir Luft von Zimmertemperatur ¢ = 0,001/ P in m, also z. B. fur P = 100 kg/m?*
(p = 0,1 at) gleich 10-5 m (unabhingig vom Rohrdurchmesser), oder fiird = 10—%m

ist
a 4.10-%
1+4?_1+ﬁ_—3—1+0,08

oder 8 vH Abweichung vom Gesetz der reinen Laminarstrémung.

b) Vorgiinge bei der Ausbildung der laminaren Stromung.

Wir haben bisher nur die vollstindig ausgebildete Laminarstrémung
betrachtet. Man hat auch sehr interessante Beobachtungen bei der Aus-
bildung der Laminarstrémung gemacht, die unter verschiedenen Be-
dingungen erfolgen kann. Einmal kénnen wir uns vorstellen, dal ein
Robr an einen groBen Behilter geschlossen ist. Die Fliissigkeit, die
anfinglich mit iiberall gleicher Geschwindigkeit (w, = w) in das Rohr
dringt, muB erst eine gewisse Rohrlinge durchstromen, bis das Ge-
schwindigkeitsprofil der reinen Laminarstromung erreicht ist. Diese
Rohrlinge pflegt man mit Anlaufstrecke zu bezeichnen® Anderer-
seits kann eine schon ausgebildete Laminarstromung durch Quer-

1 Zusammenfassung der hauptsichlichsten Arbeiten iiber die Laminarstrémung
mit Riicksicht auf die ,,Gleitungsverbesserung* siche W. Klose: Uber die Strémung
verdiinnter Gase durch Kapillaren. Dissertation Danzig 1931. Ann. Physik (5)
Bd. 11 (1931) S. 73.

2 Der Anlaufeffekt besteht darin, dal sich die endgiiltige Geschwindigkeits-
verteilung der Rohrstromung erst nach Durchlaufen einer gewissen Strecke vom
Einlauf einstellt und dementsprechend sich der Stromungswiderstand in diesem
Teil des Rohres — der Anlaufstrecke — bis zu einem endgiiltigen dndert.
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schnittsinderungen der Leitung gestért werden. Auch hier mufl erst
wieder eine bestimmte Lénge von geradem Rohr mit unverdnderlichem
Querschnitt zuriickgelegt werden, bis wieder reine Laminarstrémung
herrscht. Hier pflegt man von einer Beruhigungsstrecke zu sprechen.
Wir wollen uns jetzt nur mit den Vorgingen beim Anlauf beschaftigen:
fir die Vorgidnge bei der Beruhigung sind exakte Regeln nur schwer
aufzustellen, weshalb man mit Erfahrungswerten rechnet.

Zunichst interessiert uns die Ausbildung des Geschwindigkeits-
profils im Anlauf. Wenn die Flussigkeit wie bei Reynolds’ Versuchen
(Abb. 51) durch eine gut abgerundete Diise in die Rohrleitung gelangt,
so wird sich der Strahl nicht von Diisen und Rohrwand abl6sen und ein-
schniiren, sondern den Anfangsquerschnitt bei genau gleichméfBig ver-
teilter Geschwindigkeit durchstrémen (siehe Abb. 19 und 45). Da aber
die Flussigkeit an der Wand haftet, so wird sich alsbald eine sehr

Abb. 45. Entwicklung der Geschwindigkeitsverteilung im Anlauf vom gleichmiBigen Profil
(EinlaBquerschnitt) bis zum endgiiltigen Profil, nach Messungen von Nikuradse.

diinne Randschicht ausbilden, in der die Geschwindigkeit sehr schnell
auf Null geht. Mit fortschreitender Bewegung wichst diese Randschicht
immer mehr an, bis sie schlieBlich nach Zuricklegen der Anlaufsstrecke
die Dicke des Rohrhalbmessers erreicht hat, d. h. das ganze Rohr aus-
fullt. Gleichzeitig nimmt der Durchmesser des Kerns, der mit nahezu
gleichméBiger Geschwindigkeit flieft, von d auf Null ab. Dieser An-
laufvorgang steht unter der Wirkung der Ziahigkeit der strémenden
Flissigkeit, die ein Abbremsen der Randschichten und Beschleunigen
der Kernstromung verursacht. Daraus erkennen wir schon, daB ein
Zusammenhang zwischen der Anlauflinge und der Reynoldsschen
Zahl bestehen muB. Je zidher die Flussigkeit ist, desto kiirzer ist die
Anlaufstrecke. Auch der EinfluB des Rohrquerschnitts ist schon zu
deuten. Je groBer der Querschnitt ist, desto spiter erst kann die Rand-
schicht den ganzen Querschnitt ausfiillen, desto grofer ist die Anlauf-
strecke. Eine adhnliche Rolle spielt die Geschwindigkeit. Je schneller
die Fliissigkeit fliet, um so spiter konnen die einzelnen Flissigkeits-
teilchen soweit abgebremst werden, dafl Gleichgewicht zwischen den
Massen- und Trégheitskriften besteht. Wenn man die einzelnen Ein-
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flisse linear ansetzt, dann kommt man fiir die Lange der Anlaufstrecke
zu einer Beziehung

I, = konst %E . (153)
Fir kreisféormigen Querschnitt folgt dann
Iy =0C, Red (154)

Daf} eine solche Beziehung tatsichlich besteht, wurde versuchsmiBig
nachgewiesen. Da sich bei dem mit zunehmender Anlauflinge allmih-
lich einstellenden Gleichgewicht die Geschwindigkeitsverteilung immer
langsamer (asymptotisch) der endgiiltigen nédhert, erklirt man nach
Prandtl! praktisch diejenige Lénge als Anlaufstrecke, nach deren
Durchstromen sich die herrschende von der endgiiltigen Geschwindig-
keit in der Rohrachse nur noch um 1 vH unterscheidet. Boussinesq?
bestimmte fir die Anlaufstrecke bis 1 vH die Konstante C, zu 0,065.
Danach betrigt bei z.B. d =0,0lm und Re= 1000 die Lénge
l, = 0,65 m; oder es ist bei Re = 1000 das Verhiltnis von Anlauflinge
zu Rohrdurchmesser (relative Anlauflinge) 65. Schiller® ermit-
telte den Wert C, zu 0,029, also erheblich kleiner.

Um den Anlaufvorgang rechnerisch erfassen zu kénnen, wurde die Geschwindig-
keitsverteilung iiber den Querschnitt in verschiedenen Absténden von der Einlauf-
offnung gemessen. Ergebnisse solcher Messungen von Nikuradse? zeigen Abb. 45
und 46. Anfangs ist die Geschwindigkeit gleichmiafig verteilt (C’: E%e =0>,
bis C = 0,01 steht die Kernstrémung noch nicht unter dem Einflu8l der Reibung,
wahrend in der Grenzschicht parabelféormige Geschwindigkeitsverteilung herrscht.
Fir Werte C > 0,01 wird auch die Kernstromung von der Reibung erfait, was
dadurch angezeigt wird, dafl die gleichmiBige Geschwindigkeitsverteilung im
Kern in eine gewolbte iibergeht. In Abb. 45 wurden die Geschwindigkeitsprofile
fir ¢ = 0,005; 0,010; 0,015; 0,020; 0,025 dargestellt. Die gestrichelte Kurve
im letzten Profil kennzeichnet die Verteilung bei ausgebildeter Laminarstromung.
Bei C == 0,025 betriagt die Abweichung der Achsgeschwindigkeit von der endgiil-
tigen noch 9 vH.

Mit einer von Prandtl vorgeschlagenen Niherung, dafl wihrend des ganzen
Anlaufs die Kerngeschwindigkeit gleichmaBig und die Randgeschwindigkeit nach
MaBgabe einer quadratischen Parabel verteilt ist, siehe Abb. 47, berechnete
Schiller® die Anlaufprofile fiir verschiedene C. Dabei muBte die Geschwindigkeit
der Kernstromung mit wachsender Randschichtdicke so zunehmen, daB die mitt-

1 Prandtl, L., u. O.Tietjens: Hydro- und Aeromechanik Bd.2 8. 25.
Berlin 1931.

2 Boussinesq, J.: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 113 (1891) S.9 u. 49.

3 Schiller, L.: Untersuchungen iiber laminare und turbulente Strémung.
VDI-Forsch.-Heft Bd. 248 (1922); Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) S. 96; oder
Physik. Z. Bd. 23 (1922) 8. 14. Leipziger Habilitationsschrift.

4 Nikuradse, J.: Geschwindigkeitsverteilung im laminaren Anlauf. Erst-
malig verdffentlicht von Prandtl u. Tietjens: a.a. O. S. 28.

5 Schiller: a.a.O.
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lere Durchflulgeschwindigkeit dieselbe blieb. Da die Kernstromung fast nicht
unter dem EinfluB der Zahigkeit steht, kann man sie rechnerisch angenahert wie
eine reibungsfreie Stromung behandeln (Giiltigkeit des Gesetzes von Bernouilli).

Abb. 46. Beschleunigung und Bremsung der einzelnen Schichten einer Laminarstromung im Anlauf,
nach Messungen von Nikuradse.

Rechnung und Versuch stimmten bis etwa C = 0,01 ganz gut iiberein. Fiir C > 0,01
néhert sich allerdings die errechnete Geschwindigkeitsverteilung zu schnell der

endgiiltigen. Tatsichlich konnen ja Rechnung und
Versuch nur so lange iibereinstimmen, wie die Ziahig-
keit keinen EinfluBl auf die Kernstrémung ausiibt.
Aus diesem Grunde ist auch Schillers C,-Wert
erheblich kleiner als der tatsichliche, der etwa bei
C, = 0,06 liegen mag. In Abb.46 wurden Linien
Wimaz /W Nach Boussinesq und Schiller einge-
tragen. Wahrend Schillers Kurve besonders den
Verhaltnissen beim Beginn des Anlaufs gerecht wird,
C, = 0,00 bis 0,01, stellt Boussinesqs Kurve das
Ende der Anlaufstrecke gut dar, C, > 0,04.
Geschwindigkeitsverteilung und Stromungs-
widerstand sind, weil von einer GroBe, der Zahig-
keit, bedingt, eng miteinander verkniipft. Der
Stromungswiderstand &ndert sich wéhrend des
Anlaufs bis zu seiner endgiiltigen GroBel. Die

Abb. 47. Ersatz des laminaren

Geschwindigkeitsprofils in der

Anlaufstrecke durch eine gleich-

miBig geschwinde Kernstromung

und parabolisch verteilte Rand-
stromung.

1 Nach Helmholtz bilden sich Bewegungen, bei welchen keine Trigheits-
krifte wirken, also z. B. laminare Strémungen, stets so aus, dal der geringste
Reibungswiderstand auftritt. Das ist parabolische Verteilung der Geschwindig-
keit bei Laminarstromung. Im Anlauf, wo die Fliissigkeit auch laminar strémt,
aber mit anderer als parabolischer Verteilung, mu demnach ein hoherer Stro-
mungswiderstand oder Druckverlust herrschen, was mit den Versuchserfahrungen
iibereinstimmt. v. Helmholtz, H.: Wiss. Abh. Bd. 1 (1882) S. 264.

Richter, Rohrhvdraulik,

6
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relative Rohrlinge, von der ab — bei vorgegebener Genauigkeit — der Endwider-
stand erreicht wird, ist dieselbe wie die fiir die Geschwindigkeit ermittelte. Mit
Riicksicht auf die Profilinderung Abb. 47 berechnete Schiller den Anlaufwider-
stand, der bei der Entwicklung der laminaren Geschwindigkeitsverteilung durch
die Beschleunigung der Kernstromung hervorgerufen wird. Die kinetische Energie
im Querschnittist bei gleichméBiger Geschwindigkeit (C' = 0) gleich w?/2g (Energie-
beiwert & = 1). Nach Zuriicklegen der Anlaufstrecke, C = C,, hat die Bewegungs-
energie im Querschnitt je Gewichtseinheit den Betrag 2w?/2g erreicht (§ = 2).
Dieser Zuwachs geht auf Kosten der potentiellen Energie, verursacht also einen
Druckabfall. Dazu kommt der zur Uberwindung des Reibungswiderstandes im
Rohr erforderliche Druckunterschied. Da der Geschwindigkeitsgradient an der
Rohrwand, der am Einlauf zunichst sehr grol war, mit zunehmender Entfernung

vom Einlauf und wach-

E 1] T Q sender Grenzschichtdicke
m ﬁﬁ L ‘?‘ immer kleiner wird, wird
- R L | & der Druckabfall eine in
$ NI b oy T Abb. 48 skizzierte Kurve
)*5 N ’”{g@ﬁ X befolgen. War die Fliissig-
| P40 4 keit vor dem Einlauf in
Hen Ruhe, so muB} ein Teil der
7 Druckhohe vor dem Ein-
0 I lauf auch noch zur Be-
5_ _____ﬂ_“____“_____l_'__________ ~ schleunigung der flieBenden Menge
P T | auf die mittlere Geschwindigkeit w
r herangezogen werden. Der gesamte

a Anlaufenergieverlust ist damit

P P, P, w?

7 + H,— H, 229 . (155)

Abb. 48. Energieumsetzung im laminaren Anlauf.
Abnahme des statischen Druckes, Zunahme der il ich
kinetischen Energie auf das Doppelte, Anwachsen Schiller suchte nun den tatsich-

des Energiebeiwertes von I auf 2. Der Druckhéhen- lichen Anlaufverlust, der durch die
verlust bei ausgebildetem Profil ist der Rohrlinge . . . d
proportional. Der zusitzliche Druckhéhenverlustim Verinderlichkeit der Randspannung

Anlauf betrigt 0,16 Geschwindigkeitshéhen. Ty bedingt ist, zu berechnen. Er
fand, dafl die Erhohung des Wider-
standes im Anlauf gegeniiber dem endgiltigen auch eine Funktion der Zahl

l
¢= d- Re
hohung 0,16 w?/2g. Den Druckabfall von Beginn des Rohres an kann man mit

P Py _3lwy | w
i Y g d° 29

ist. Umgerechnet in Geschwindigkeitshéhen erhielt er fir die Er-

H,— H, + (156)

angeben, wobei # im EinlaBquerschnitt von 0 auf 1 steigt und dann allméahlich
den Wert 2,16 erreicht. Allgemein ist

n=1+1(75)=1+10). (157)

Schiller wies die aus der Rechnung hervorgehende Widerstandserhéhung durch
Versuche nach. Boussinesq fand einen 50 vH zu grofen Widerstand, namlich
0,24 w?/2g. Schillers Rechnung gab ferner die Beziehung fiir die Anlauflinge:

l 1

—=—7Ref<

y;l_mu~w> __Re
d 16

. _ Wimax — W =
w =16 (m) mit m=——— (158)
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wobei I die Lénge vom EinlaBquerschnitt an gerechnet ist. Fiir wjp,, = 2w,
die endgiiltige Form, soll / gleich (oder grofler) I, sein. Wegen des nahezu reibungs-
losen Verhaltens der Kernstréomung

gilt

P w?mn.x —w?
<H+ 7/>12 ( 29 >12’ (159)
d. h. die Abnahme der potentiellen
Energie entspricht dann allein der
Steigerung der kinetischen Ener-
gie. Mit Gl. (158) und (159) ist der
Energieunterschied zwischen einer
Stelle 1 in der Anlaufstrecke und
dem Einlauf

P w?
H—|——> =—(2m 4+ m?)y . (160
( Y/o 29( Joi- )
Mit der Definitionsgleichung fiir
Ap erhdlt man fiir die Bewegung
zwischen zwei beliebigen Quer-

schnitten
Py, . lyy w?
H 12+ 7 = Az d 2g
und
}m — (2m + mz)m,li . (161) Abb. 49. Zum Druckverlust im laminaren Anlauf.
21

Nach GI. (158) wurde in Abb. 49 das Verhiltnis m als f(l/d Re) = f (C) und
2m + m? als f (C) aufgetragen. Damit kann man mit Gl. (160) den Druckverlust
zwischen zwei beliebigen Stellen im Anlauf berechnen. [,/d Re oder C, wird erreicht,
wenn m =1 oder 2m 4+ m2=3 ist.
Nach Abb. 49 ist ¢, = 0,029. Den Grad
der Anndherung erkennt man an der
m-Kurve. mistfiir C > C, gleich 1 (gleich
konstant). Die Kurve hat bei C, = 0,029
einen Knick. Tatsichlich muB8 dort ein
stetiger Ubergang sein. Zum Vergleich
wurde die Kurve nach Nikuradse ein-
getragen, die C, = 0,06 brachte. Die
Schillersche Rechnung stimmt trotzdem
noch recht gut mit der Wirklichkeit tiber-
ein. Das zeigt Abb. 50. In einem Rohre
mit bestimmter Anlauflinge [, vor der
MeBstrecke wurde der Druckverlust beob-
achtet,indem Regesteigertwurde. Solange

Abb. 50. Widerstandszahl im laminaren An-
Re < 1 _la_ lauf nach Messungen und Berechnungen von

=0,029 d Schiller.

war (bis Punkt 4), ergab sich ein Druckverlust nach dem Gesetz von Hagen
und Poiseuille. Wurde dieser Wert {iberschritten, so ergaben sich hohere Druck-
verluste oder Widerstandszahlen. Die Versuchspunkte zeigen, wie gut Rechnung
und Versuch iibereinstimmen.

6*
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Bei scharfkantigem Rohreinlauf werden die Verluste nur um ein geringes
hoher, weil sich ein Einlaufwirbel ausbildet, der eine natiirliche Abrundung schafft.
Die Beschreibung des Anlaufzustandes beruht vollstindig auf Versuchen mit
Wasser. Bei Strémung anderer tropfbarer oder gasférmiger Flissigkeiten werden
hochstwahrscheinlich #dhnliche Vorginge eintreten. Fiir die Léngen der Be-
ruhigungsstrecken werden je nach Stérungsgrad etwa ahnliche Lingen wie
beim Anlauf notig sein.

3. Ubergangsgebiet zwischen laminarer und
turbulenter Stromung.

Die oben erwithnten Navier-Stekesschen Gleichungen lassen keine
Beschrankung fiir den Geltungsbereich der Laminarstrémung erkennen;

theoretisch ist die Laminarstromung unbegrenzt denkbar: Versuche
zeigten aber, dafl tatsich-

lichnurin einem engen Be-
reiche Laminarstrémung
herrscht, andernfalls fiih-
ren die einzelnen Fliissig-
keitsteilchen eine turbu-
lente Stromung aus. Um
die Grenze kennenzuler-
nen, an der die eine Stro-
mungsart in die andere
iibergeht, liel Hagen

Abb. 51a bis c. Versghiedene Zustinde eines Farbfadens in dunkle Bernstelnspéne
von Wasser durchstrémtem Glasrohr. Nach Beobachtungen und Eichenholzspéine zZu-

von Reynolds (1883).

51a laminare, 51b u. 51c¢ turbulente Strémung. glelch mit dem Versuchs-
wasser durch Glasrohre

treibenl. Je nach der GroBe der Stromungsgeschwindigkeit be-
fanden sich die Sp#dne in ruhiger achsparalleler oder in wirbliger
anscheinend ganz unregelméafiger Bewegung. Sehr auffallend unter-
schieden sich beide Stromungsarten, als er den aus einem geraden Rohr
frei austretenden Wasserstrahl beobachtete. Glich er anfangs einem un-
beweglichen polierten Glasstabe mit glinzender Oberfliche, so nahm er
nach Uberschreiten eines gewissen Grenzzustandes einen matten Glanz
wie gedtztes Glas an und lieB unter der Lupe zahlreiche kleine Wellen
erkennen. Gleichzeitig wurde der Strahl unruhig und schwankte hin
und her. Besonders treffend sind Beobachtungen von Reynolds?, der
die Stromung von teilweise gefdrbtem Wasser durch Glasrohre mit

! Hagen, G.: Uber den EinfluB der Temperatur auf die Bewegung des Was-
sers in Rohren. Abhandl. d. Akad. d. Wiss. math. K1. S. 17. Berlin 1854.
2 Reynolds, O.: a.a. O.
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trompetenférmigem Einlauf untersuchte. Bei geringen Geschwindig-
keiten schwamm der Farbfaden in gerader Bahn durch das Rohr
(Abb. 51a). Wurde die Geschwindigkeit vergréBert, so mischte sich
plotzlich das gefarbte Wasser in betrachtlicher Entfernung vom Ein-
lauf mit dem klaren Wasser (Abb. 51b). Bei weiterer Geschwindigkeits-
steigerung 1oste sich der Farbfaden immer ndher am Einlauf auf, konnte
diesen aber auch bei noch so hohen Geschwindigkeiten nicht erreichen.
Wurde der Zustand von Abb. 51b kurzzeitig beleuchtet (etwa durch
elektrischen Funken), so konnte man die einzelnen Wirbel deutlich
erkennen (Abb. 51c). Reynolds’ Anschauungen, daf8 das Ubergangs-
gesetz nur von den Gréflen der Navier-Stokesschen Gleichungen
[Gl. (53)], ndmlich der Zahigkeit u, der Dichte y/g der Flissigkeit, der
Geschwindigkeit w und dem Rohrdurchmesser d abhingt, erwies sich
als allgemein zutreffend. Wenn wir die Reynoldssche Zahl als Ord-
nungsgroBe fir die Stromung verwenden, so zeigt sich, dafl die Stromung
bis zu einer gewissen Zahl laminar bleibt und dariiber hinaus turbulent
wird. Dieser Ubergangszahl kommt aber keine absolute Bedeutung
zu; sie kann je nach Verlauf der Stromung ganz verschiedene Werte
annehmen. Nach zahlreichen Versuchen hingt der Betrag der Uber-
gangszahl vom Grade der Storung oder Beruhigung der stromenden
Fliissigkeit ab und richtet sich nach dem gréBten in der Fliissigkeit
vorkommenden Storungsbetrage.

Aus den Untersuchungen Schillers? folgt, da man bei jeder Ver-
suchsanordnung eine ganze Reihe von Ubergangszahlen finden kann.
Von besonderem EinfluB ist die Form des Rohreinlaufs, der die wesent-
lichste Storquelle darstellt. Ferner hingt der Betrag der Einlaufstérung
vom Beruhigungsgrade der Flissigkeit vor Eintritt in das Rohr
ab. Die beim Einlauf in die Strdmung getragenen Wirbel begiinstigen
den Ubergang von laminarer zu turbulenter Stromung. Allerdings wird
bald eine Reynoldssche Ubergangszahl erreicht, die auch bei noch
so heftiger Storung nicht mehr unterschritten werden kann. Sie betrigt
Re,,,, = 2320. Bei Stromungen mit kleinerer Kennzahl werden die
Storungen nach hinreichend langer Beruhigungsstrecke immer wieder
geglittet. Oberhalb Re, , = 2320 dagegen geht wirbelnd ankommende
Fliissigkeit auch bei noch so langer Beruhigungsstrecke nicht mehr in
laminare Stromung iiber. Die untere Grenze heit kritische Rey-
noldssche Zahl. Da der Ubergang vom Grad der Stérung abhingt,
kann man schlieBen, daB die Laminarstromung bis zu einer gewissen
Grenze (Re = 2320) stabil und dariiber hinaus (von verschiedenem
Grade) labil ist. Die kritische Geschwindigkeit ist jede Ge-
schwindigkeit, die dem Wert Re, ,, = w, ; d/v = 2320 geniigt.

1 Schiller, L.: a.a. O. VDI-Forsch.-Heft 1922 Nr. 248 S. 5.
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Zahlentafel 23. Beispiele fiir wg,; bei 20° und 760 mm QS.

Rohrdurchmesser D 10 20 100 1000 mm
Erdsl aus Burma . . . »-10% = 18,90 4,385 2,193 0,439 0,044 m/s
Deutsches Petroleum . »-108= 1,790| 0,415 0,208 0,042 0,004
Wasser. . . . . . . . v-108 = 1,007| 0,233 0,117 0,023 0,002
trockene Luft. . . . . »-108 = 15,17 3,520 1,760 0,352 0,035
Leuchtgas . . . . . . r-108 = 26,30 6,100 3,050 0,610 0,061

Durch méglichste Verringerung der Stérungen (gut abgerundeter, glatter Ein-
lauf, erschiitterungsfrei aufgestellte Versuchsanlage, zur Beruhigung tagelang im
Vorratstrog stehende Versuchsfliissigkeit) konnte man die Laminarstrémung bis
zu ziemlich hohen Reynoldsschen Zahlen erhalten (Poiseuille! bis 20900,
Reynolds? bis 12850, Barnes und Coker? bis 54100, Saph und Schoder*
bis 12000, Ekman® bis 51000, Brabbée® bis 17700, Schiller bis 22000). Da-
nach erscheint es tatsichlich maéglich, dafl bei vollstindigem Vermeiden der immer
noch vorhandenen Stérungen im Versuchsstrom, besonders beim Einlauf in das
Rohr, beliebig hohe Re fiir den Ubergang erreicht werden kénnen. Praktisch wird
man diese Storungen natiirlich nicht restlos ausschalten kénnen.

Rey,; wurde o6fters bestimmt: z. B.

Hagen (1854), Wasser, Glas- und Messingrohre, D.F. . . . . . . 2100
Reynolds (1883), Wasser, Bleirohre, D.F. . . . . . . . . . .. 20002100
Barnes und Coker (1901/05), Wasser, Messingrohre, W. F. . . . 1900--2040
Saph und Schoder (1903), Wasser, Messingrohre, D.. . . . . . . 2000--2800
Morrow (1905)7, Wasser, Glasrohre, G.. . . . . . . . . . . .. 1930
Ruckes (1908)8, Preflluft, Glasrohre, D. . . . . . . . . . . .. 2000--2400
Stanton und Pannell (1914), Luft und Wasser, Messingrohre, D. . 21402250
—, Luft und Wasser, Messingrohre, G.*. . . . . . . . . . . .. 4000
Kohlrausch (1914)°, Luft, Messingrohre, G. . . . . . . . . . . 188022600
1 Poiseuille, J.: a.a.O. 2 Reynolds, O.: a.a. O.

3 Barnes, H.T., u. E. G. Coker: The flow of water through pipes, experi-
ments on streamline motion and the measurement of critical velocity. Nichols
Physic. Rev. Bd. 12 (1901) S. 341; Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 199
(1902) S.234; B. A. Belfast Report 1902; Proc. Roy. Soc., Lond. Bd. 74 (1905)
S. 341. Coker, E. G., u. S. B.Clement: An experimental determination of the
change with temperature of the criticel velocity of the flow of water in pipes.
Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 201 (1903) S. 45.

¢ Saph, A. V., u. E. H. Schoder: An experimental study of the resistance
to the flow of water in pipes. Trans. Amer. Soc. civ. Engr. Bd. 51 (1903) S. 253

5 Ekman, V. W.: On the change from steady to turbulent motion of liquids.
Ark. Math., Astron. Physik Bd. 6 (1911) Nr. 12.

8 Brabbée, K.: Widerstinde in Warmwasserheizungen. Gesundh.-Ing. Bd. 36
(1913) S. 545.

7" Morrow, J.: On the distribution of the velocity in a viscous fluid over
the cross-section of a pipe, and on the action of critical velocity. Proc. Roy. Soc.,
Lond. (A) Bd. 76 (1905) S. 205.

8 Ruckes, W.: a.a. O.

% Stanton, T. E., u. J. R. Pannell: Similarity of motion in relation to the
surface friction of fluids. Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 214 (1914) S. 199.

10 Kohlrausch, K. W.F.: a.a. 0.
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Kohlrausch, Luft, Messingrohre, D.. . . . . . . . . .. . .. 21 80
Schiller (1921), Wasser, Messingrohre, D. bei verschiedener Stérung 2320
Wildhagen (1923), PreBluft, Glasrohre, D. . . . . . . . . . . 1900--2700

MeBverfahren: D. durch Beobachtung des Druckabfalls, F. mittels Farbfiden,
W. durch Beobachtung der Wirmeiibertragung, G. durch Bestimmung der Ge-
schwindigkeitsverteilung.

Am sichersten erscheint der Wert von Schiller (2320). Immerhin kénnen wohl
gelegentlich auch niedrigere Werte auftreten, so dal eine regellose Streuung bis
Re = 2000 herunter wahrscheinlich ist. Die von Reynolds mit 2020 gefundene
Zahl (im Mittel) kann bei schirferer Nachpriifung seiner Versuche mit etwa 2400
angegeben werden. Hagens Ver-
suche als die &ltesten ergeben
nachtriglich umgerechnet Uber-
gangszahlen zwischen 2300 und
26002,

Man kann dasUbergangs-
gebiet auch besonders gut
beobachten, wenn man den
Druckabfall im Versuchsrohr
zwischen zwei verschiedenen
Querschnitten miBt und die
damit nach Gl. (89) berech-
nete Widerstandszahl A, im
logarithmischen Diagramm
itber der zugehorigen Rey-
noldsschen Zahl Reauftrigt.
Ein solches Diagramm, von Abb. 52. Zusammenhang zwischen Widerstandszahl und
Schiller mit Wasser aufge- Reynoldsscher Zahl bei verschieden groBer Storung der
. Stromung im Grenzgebiet zwischen laminarer und tur-
nommen, ist Abb. 52. Man bulenter Strémung (nach Schiller).
sieht, wie durch gradweise
Verringerung der Einlaufstérung die Ubergangszahl gradweise erhoht
wurde. Verfolgt man eine solche Ubergangskurve, so erkennt man,
daB 1, zundchst nach dem Gesetz von Hagen und Poiseuille ab-
nimmt (Gerade unter — 45°. Nach Erreichen einer bestimmten Uber-
gangszahl steigt A, plotzlich bis zu einer hoher liegenden Kurve an,
die das Widerstandsgesetz der turbulenten Stromung darstellt. Wahrend
also die MeBpunkte erst auf einer Geraden mit Neigung 1:1 lagen,
konnten sie jetzt durch eine Gerade mit Neigung 1:4 verbunden wer-
den, d.h. jetzt ist die Anderung von A, mit Re umgekehrt der 4. Wurzel
aus Re proportional. In Abb. 52 gibt es eine ganze Reile solcher Uber-

! Wildhagen, M.: Uber den Stromungswiderstand hochverdichteter Luft in
Rohrleitungen. Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 181.

2 Prandtl, L., u. O. Tietjens: Aero- u. Hydromechanik Bd. 2 S. 33 Abb. 17.
Berlin 1931.
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ginge!, jeder entspricht einem anderen Stérungsgrade. Bei kleinen
Storungen verlaBt die Ubergangskurve die Laminargerade nicht so
plétzlich wie bei groBeren Storungen. Als Ubergangszahl pflegt man dann
die zu bezeichnen, bei der die erste Abweichung von der Laminar-
geraden auftritt. Lénger als bis Re = 12000 konnte Schiller bei diesen
Versuchen Laminarstrémung nicht erhalten. Bei diesen groSen Rey-
noldsschen Zahlen war die Laminarstromung so instabil, dafl schon sehr
geringe Storungsbetrige die turbulente Stromung einleiten konnten.

Schiller? fand auch die Lange der Anlaufstrecke von EinfluB} auf die Grofle
der kritischen Zahl. Mit zunehmender Anlauflinge nahm Re;,, bis auf 2320 ab
und behielt dann diesen Wert bei. Abb. 53 stellt Versuchsergebnisse an glatten
peinlich geraden Rohren mit glatten gut abgerundeten Einlaufoffnungen dar,
die erst bei einem Verhaltnis Anlauflinge zu Rohrdurchmesser von 1300 zu
Re == 2320 fiihrten. Bei weiterer Steigerung der Anlauflinge

24000 - blieb die Ubergangszahl unverinderlich 2320. Die Messungen
anderer Forscher lieBen allerdings einen Zusammenhang

. | zwischen Anlauflinge und Re,,; nicht erkennen (so Versuche
§=MM o von Reynolds, Couette® und Barnes und Coker). Beson-
S "7‘ S ders scharf steht Ekman der Auffassung von Schiller
E i gegeniiber, indem er erklirte, daB in einem Rohre bis
§ 1 3 zu einer bestimmten, vom Storungs-
NG| R A grad abhiingigen Geschwindigkeit
T A I (entsprechend der Ubergangszahl)
L L iberall Laminarstrémung auftritt,
@B —1y 1000 1300 die Anlauflinge also keinen Einflufl

Abb. 53. Zusammenhang zwischen Ubergangszahl auf das Eintreten der Turbulenz hat.

und Anlauflinge nach Schiller (Versuchsbereich ~ AuchPrandtlundTietjenssprechen

U= 50 58 Auiantinee sy TG sioh aut Grund von Reynolds’ und

Messingrohr). anderer Versuchen dafiir aus, daf3 die

Lange des Anlaufs ohne EinfluB3 auf

die kritische Zahl ist. Nach den andersdeutigen Messungen Schillers muB man

wohl vorlsufig diese Frage noch offen lassen. Fiir den Ubergang selbst bei ver-

schiedener Anlauflinge gab Schiller mehrere Diagramme an¢, die zeigen, daf3 die

Umwandlung der Strémungsformen um so langsamer erfolgt, je kiirzer der An-
lauf ist (Abb. 54).

Eine interessante Erscheinung beim Ubergang ist das abwechselnde Auftreten
von Turbulenz und Laminarstrémung, was bei geniigend langsamer Steigerung
der Reynoldsschen Zahl beobachtet werden kann. Wird die Ubergangszahl
etwas iiberschritten, so tritt nach Reynolds’ Farbfadenversuchen (s. 0.) plétz-
lich an einer in betriachtlicher Entfernung vom Einlauf befindlichen Stelle des
Rohres Turbulenz auf. Dadurch wird der Stromungswiderstand erhoht und fallt

+

1 Die Abgabelung von der Laminargeraden, die auch ein Laminarstrémungs-
gesetz darstellt, wurde im vorigen Abschnitt erklart.

2 Schiller, L.: Neue Versuche zum Turbulenzproblem. Physik. Z. Bd. 25
(1924) 8. 541; Bd. 26 (1925) S. 64.

3 Couette, M.: Etude sur le frottement des liquides. Ann. Chim. Phys. (6)
Bd. 21 (1890) S. 433.

4 Schiller, L.: Rauhigkeit und kritische Zahl. Ein experimenteller Beitrag
zum Turbulenzproblem. Z. Physik Bd. 3 (1920) S. 412.
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die mittlere Stromungsgeschwindigkeit bei unverinderlicher Druckhéhe. Dieses
Abbremsen braucht wegen der Trigheit des Stromes einige Zeit, weshalb A,

Abb. 54. Zusammenhang zwischen Widerstandszahl und Reynoldsscher Zahl im Ubergangsgebiet
bei verschiedener Anlauflinge und verschiedenem Storungsgrad der Stromung nach Schiller.
(Abb. 54a, b, c¢; k kleine Stérung, g groBe Stérung.)

zunichst schnell, dann langsamer ansteigt. Ist dabei die Reynoldssche Zahl wie-
der unter die kritische gesunken, so hort die weitere Turbulenzbildung auf. In

dem MaBe, wie der wirbelnde Teil der Fliissig-
keit das Versuchsrohr verlaBt, verringert sich
der Strémungswiderstand und damit auch 1.
Gleichzeitig wird die Flissigkeit wieder be-
schleunigt und wiederholt sich der Vorgang
(siehe Abb. 55).

Wie spiter erliutert wird, ist der Wider-
stand bei turbulenter Stromung im Gegensatz
zur Laminarstromung von der Rauhigkeit
der Rohrwand abhingig. Man kénnte daher
auch vermuten, dafl die Rauhigkeit der Rohr-
wand, die im Verlaufe einer turbulenten
Stromung eine stindige Storung hervorruft,
den Betrag der kritischen Zahl wesentlich be-
einflut. So behauptete Ombeck?, die kriti-
sche Zahl sei um so kleiner, je rauher das
Rohr ist. Nach Christen? hingt Re,, von

Abb. 55. Widerstandszahl bei abwech-

selndem Auftreten von Laminarstro-

mung und Turbulenz im Ubergangs-
gebiet.

! Ombeck, H.: Druckverlust stromender Luft in geraden zylindrischen Rohr-
leitungen. VDI-Forsch.-Heft 1914 Nr. 158/159 S. 5.

2 Christen, T.: Das Gesetz der Translation des Wassers in regelmiBigen
Kanilen, Flissen und Rohren. Leipzig 1903 und Z. VDI Bd. 47 (1903) S. 1641.
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Rauhigkeit und Rohrdurchmesser ab. Re,; sei um so héher, je glatter und weiter
das Rohr ist, z. B. bei D = 100 mm sei Re,; bei Messingrohr = 5230, bei ge-
teertem GuBeisenrohr = 1840 und bei stark verkrustetem GuBeisenrohr = 389.
Schnetzler! fand, wie auch noch andere Forscher, Rey,,;, stark von der Rauhig-
keit abhangig. Klarheit schafften erst wieder umfangreiche Versuche von Schiller?:
Rey,, richtet sich solange nicht nach der Rauhigkeit der Rohrwand, als irgendwo
eine Stelle stirkerer Stérung vorhanden ist. Fiir ein Rohr mit geringer Rauhig-
keit muBl man unter normalen Verhiltnissen den Einlauf als wesentlichste Sté-
rungsstelle ansehen, d. h. vom Einlauf in die Strémung gehende Wirbel sind zur
Erregung der Turbulenz friither befdahigt als durch Rauhigkeit der Rohrwand be-
dingte Stérungen. Vergleichsweise mit einem sehr glatten und einem sehr rauhen
Rohr angestellte Versuche unter sonst gleichen Einlaufverhéltnissen (scharf-
kantiger Einlauf) brachten beide als kleinste Ubergangszahl Re = 2320. Als wei-
terer Beweis fiir das Uberwiegen der Einlaufstorung kann gelten, daB viele Beob-
achter gleiche Ubergangszahlen in Rohren gleichrauhen Baustoffes aber verschie-
dener lichter Weite fanden. Re;,; hingt nicht gesondert vom Rohrdurchmesser ab.

Aus den umfangreichen Messungen von Schiller folgt also, daBl es ganz
allgemein nur eine kritische Zahl gibt. Unter AuBlerachtlassung des Anlauf-
effektes wurden vielfach ganz falsche Schliisse iiber den Ubergang gezogen3. Die
GesetzmaBigkeiten, die mit anderen Fliissigkeiten als Luft und Wasser auch nach-
gepriift wurden, gelten ganz allgemein fiir alle Fliissigkeiten. Bose und Rauert4
erhielten z. B. fiir Alkohol, Chloroform u. a. Fliissigkeiten Rey,;, immer ~ 2000.
Daraus, daBl bei Re > Re,,, laminare oder turbulente Stromung angetroffen
werden kann, erhellt, dal die Reynoldssche Zahl zwar ein notwendiges, aber
kein hinreichendes Kriterium fiir die Art der Stromung abgibt. Gleiche Re sagen
also nicht ohne weiteres aus, dafl die Stromungen in zwei wenn auch geometrisch
vollkommen &hnlichen Rohren mechanisch dhnlich sind. Eine einwandfreie Er-
klarung iiber den Grund, warum die Laminarstrémung von einer turbulenten
abgelost wird, gibt es bis heute noch nicht. Schon Reynolds beschiftigte sich
eingehend mit diesem Problem. Im Laufe der Zeit wurden drei verschiedene
Rechenverfahren entwickelt: Verfahren der kleinen Schwingungen (Lord Ray-
leigh), energetische Ansitze (Reynolds, Orr) und Verfahren der endlichen
Storungen. Wihrend Noether3,die Turbulenz fiir einen freien Schwingungsvor-
gang hilt, glaubt v. Mises, daB die Schwingungen von der technisch unter allen
Umstanden vorhandenen Rauhigkeit immer neu erregt werden. Aufler diesen
gibt es noch eine ganze Reihe andere Deutungen®. Mit Rechnungen untersuchte
man zunichst nur die Stabilitdt der Laminarstrémung. Besonderen Erfolg scheint
die Methode der kleinen Schwingungen zu versprechen. Man halt dabei die
Stérungen durch mehr oder weniger heftige Schwingungen der einzelnen Fliissig-

1 Schnetzler, E.: Stromungserscheinungen von Wasser in rauhwandigen
Kapillaren innerhalb eines sehr groBen Bereiches von Stromungsgeschwindig-
keiten. Physik. Z. Bd. 11 (1910) S.1002; Verh. dtsch. physik. Ges. 1910 S. 817.

2 Schiller, L.: a.a. 0. Z. Physik Bd. 3 (1920) S. 412.

3 Siehe hierzu z. B. die vielumstrittenen Arbeiten von W. Sorkau: Physik. Z.
Bd. 12 (1911) S. 582; Bd. 13 (1912) S. 805; Bd. 14 (1913) S. 147, 709, 828; Bd. 15
(1914) S. 582, 768; Bd. 16 (1915) S. 97, 101; L. Schiller u. H. Kirsten: Bd. 22
(1921) S. 523. C. Schaefer u. G. Heisen: Z. Physik Bd. 12 (1922) S. 165.

4 Bose,E., u. D. Rauert: Experimentalbeitrag zur Kenntnis der turbulenten
Fliissigkeitsreibung. Physik. Z. Bd. 10 (1909) S. 406; Bd. 12 (1911) S. 126.

5 Noether, F.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 125, 218. Naumann,
A.: Entstehung der turbulenten Rohrstromung. Z. Forsch. Ing.-Wes. Bd. 2 (1931)
S. 85.
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keitsteilchen gegeben und sucht die Ursachen fiir die Anfachung der Amplitude
und schlieBt so auf die Stabilitit oder auch, von der Laminarstrémung aus-
gegangen, Labilitit der Hauptstrémung. Hier sind besonders Tollmiens Arbeiten
zu nennen, die u.a. erkennen lassen, dall weniger die Energie als vielmehr die
Wellenlénge der Stérungsschwingung den Grad der Labilitéit der Laminarstrémung
bestimmt. Zu einem &hnlichen Ergebnis kam auch schon Reynolds, der sich
mit den Energieinderungen durch eine Uberlagerungsstrémung befaBte. Prandtl
aulert sich vorlaufig wie folgt tiber das Entstehen der Turbulenz!: ,,Die Ursachen
fir die Entstehung der Turbulenz sind noch nicht hinreichend geklirt. Wahr-
scheinlich geben schwache Wirbel mit der Achse parallel zur Rohrachse, die durch
geringe noch vorhandene Stromungen im Behilter verursacht werden, zunéichst
Anlall zu labilen Geschwindigkeitsverteilungen im Rohr; diese fithren dann zu
einem raschen Zerfall der Strémung unter Bildung heftiger Querwirbel, die dann
nicht mehr verschwinden, da sie immer wieder Anla3 zu neuen instabilen Ge-
schwindigkeitsverteilungen geben. Bei scharfkantigem Einlauf bildet sich eine
Trennungsschicht, die leicht in Wirbel zerfillt, und die dann Turbulenz hervorruft.
Ist das Rohr in eine ebene Wand eingesetzt, dal es mit scharfer Kante an diese

anschlieBt, so erhilt man den Ubergang zur turbulenten Stromung etwa bei
Re = 2800.

4. Turbulente Stromung im glatten geraden Kreisrohr.

a) Vollkommen ausgebildete Stromung.

In der Technik gibt es Rohrstromungen mit Reynoldsschen Zahlen
bis Re =107 und dariiber; in dem weiten Bereich von Re > Re, (> 2320)
herrscht praktisch immer tur-
bulente Stréomung. Bei den
in der Praxis gebrauchlichen Ge-
schwindigkeiten tritt Laminar-
stromung nur in sehr engen
Rohren oder bei Férderung sehr
ziher Flissigkeiten auf. Rein
auBerlich bewirkt die Turbulenz
einen groferen Stréomungswider-
stand. Durch die turbulenten
Querbewegungen wird die Flis-
sigkeit stindigdurchgemischt und
kinetische Energie ausgetauscht.
Das Geschwindigkeitsprofil ist Abb. 56. Verteilung der axial gerichteten Ge-
flacher als bei Laminarstromung,  fivhdigoigkomporenton bet_ lyminrer nd
d.h. die Geschwindigkeit nahezu dieselbe Fliissigkeitsmenge stromt.
gleichmaBig iber den Querschnitt
verteilt (Abb.56). Bei gleicher mittlerer Geschwindigkeit ist der Hochst-
wert w, ., der auch hier wieder in der Rohrachse liegt, viel geringer

1 Prandtl, L.: Abril der Stromungslehre S. 119. Braunschweig 1931.
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als bei Laminarstromung. Erst in unmittelbarer Nahe der Rohrwand
fallt die Geschwindigkeit schnell auf Null herab. Im Gegensatz zum
reinen Reibungswiderstand der Laminarstrémung ist der Stromungs-
widerstand bei Turbulenz hauptsichlich ein Wirbelwiderstand. Fast der
ganze Strom wird aus zeitlich verinderlichen Wirbelballen gebildet,
die den ganzen Querschnitt durchfahren!. Nur in unmittelbarer Néhe
der Rohrwand schmiegen sich die Wirbelbahnen allméhlich der geraden
Rohrwand an, ohne diese selbst je zu berithren. Es gibt auch bei tur-
bulenter Strémung eine laminare Grenzschicht, d.h. eine &duflerst
diinne Fliissigkeitsschicht bewegt sich unmittelbar an der Wand mit
Teilchen, die nur parallel zur Rohrwand fliefen. An der Wand selbst
haftet die Fliissigkeit. Die Turbulenzwirbel dringen nicht in diese
Grenzschicht ein, die die Wirkung einer Schmierschicht hat.

Wir wollen zuniichst nur turbulente Stromungen in technisch
glatten geraden Rohren untersuchen. Hier nimmt man von vorn-
herein an, daB die an der Rohrwand flieBende laminare Grenzschicht
die mikroskopischen Unebenheiten der Wand véllig iiberdeckt, so dafl
sie keinen Einfluf auf den Strémungsverlauf gewinnen.

a) Stromungswiderstand bei turbulenter Bewegung im glatten ge-
raden Kreisrohr. Nach Gl. (96) kann man die Widerstandszahl 4, mit

dem Ansatz
Ap = b-Ree, (162)
umfassender noch mit

Ag=a -+ b Re’ (163)

in die Rechnung einfithren. Die Konstanten der Gleichung miissen
durch Versuche bestimmt werden. Die Strémung in glatten Rohren
bedeutet fiir die praktische Hydraulik einen nicht allzu wichtigen
Grenzfall. Zur Klarung des Reibungseinflusses ist ihre Erforschung
aber notwendig. Technisch glatte Rohre sind nahtlos gezogene
Kupfer-, Messing- und Glasrohre, gelegentlich auch Bleirohre.
Aus Versuchen mit technisch glatten Rohren kann man auf den Stro-
mungswiderstand ideal glatter Rohre schlieen. Folgende Ergebnisse
wurden auf Grund vieler sorgfiltiger Versuche erzielt:

Blasius2 (1913), Re bis 100000 (Wasser und Luft), Bearbeitung
fremder und eigene Versuche mit D = 39,75 mm.

A = 0,3164 Re~0.25, (164)

! Vorziigliche Lichtbilder iiber den turbulenten Strémungszustand in offenen
Rinnen nahm z. B. Nikuradse auf. Siehe z. B. VDI-Forsch.-Heft Nr. 281 Abb. 45
bis 50. Berlin 1926. -

2 Blasius, H.: Das Ahnlichkeitsgesetz bei Reibungsvorgingen in Flissig-
keiten. VDI-Forsch.-Heft 1913 Nr. 131; Z. VDI Bd. 56 (1912) S. 639. Schiller, L.:
Uber den Stromungswiderstand in Rohren verschiedenen Querschnitts- und
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MaBgebend waren vornehmlich die sorgféltigen Versuche von Saph
und Schoder (Abb. 57).

Ombeck? (1914), Re bis 500000 (Luft), Versuche mit D = 20 und

40 mm.

Ap = 0,242 Re~0:224, (165)

Abb. 57. Versuche von Saph und Schoder (1903).

Lees? (1915), Re bis 420000 (Wasser und Luft), Versuche von
Reynolds, Saph und Schoder, Stanton und Pannell3 D = 2,72

bis 53,10 mm.
Az = 0,0072 -- 0,6104 Re~035, (166)

Rauhigkeitsgrades. Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) 8.2. Schiller glaubte
zuerst, das Gesetz von Blasius bhis Re = 400000 annehmen zu kénnen, lieB
aber diese Annahme spéater fallen. Physik. Z. Bd. 26 (1925) S. 476. Nach
Blasius’ Versuchen war A fiir Re =100000 bis 200000 groBer als Gl. (164) angibt.
Saph, A.V,, u. E. H. Schoder: a.a. 0.

1 Ombeck, H.: a.a. 0. NuBlelt, W.: Der Wirmeiibergang in Rohrleitungen.
VDI-Forsch.-Heft 1910 Nr. 89. (Messingrohr, Luft, D = 22 mm, ! =2 m.) Om-
becks Exponenten — 0,224 hatte NuBelt schon vorgeschlagen.

2 Lees, C. H.: On the flow of viscous fluids through smooth circular pipes.
Proc. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 91 (1915) S. 46.

3 Stanton, T.E.,, u. J. R. Pannell: a. a. 0. Dazu: E. Parry: On a theory
of fluid friction and its application to Hydraulics. E. E. Journal 1920 S. 146.
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Camichel? (1918)fand,daB der Widerstand bei turbulenter Stromung
bei Re = 2000 bis 2400000 nach ein und demselben Gesetz geregelt wird.

Lebeau? (1922), Re bis 500000 (Wasser und Luft) nach Lees’
Untersuchungen

Ag = 0,00785 -+ 0,618 Re=0:36, (167)
Jakob3(1922), Re bis 70000 (Wasser und Luft), D=10 und 20 mm.
Ag = 0,3270 Re0:25¢, (168)
Jakob und Erk+4 (1924), Re bis 460000 (Wasser), D = 47,09 bis
99,85 mm. Ap = 0,00714 4 0,6104 Re~035. (169)
Kozeny? (1925), Re bis 400000 (Wasser) nach vielen fremden Ver-
suchen. Ap = 0,00648 - 0,54 Re~s. (170)
Hermann?® (1930), Re bis 1900000 (Wasser), D = 50 und 68 mm.
Ag = 0,00540 + 0,3968 Re~0,300, (171)

Lorenz? (1932), Re bis 1200000 (Wasser), D = 190 mm.
Az = 0,0076 + 0,899 Re~0:3%¢, (172)
Nikuradse?® (1932), Re bis 3240000 (Wasser), D =10 bis 100 mm.
Az = 0,0032 -+ 0,221 Re~0:237 (173)
Richter? (1932), Rebis1140000 (Luft und Wasser), D =20 mm.
Az = 0,00700 4 0,596 Re~ %%, (174)

1 Camichel, C.: Sur les grandes vitesses de I'eau dans les conduites. C. R.
Acad. Sci., Paris Bd. 167 (1918) S. 525.

2 Lebeau, V.: Calcul des pertes de charge dans les conduites d’air, de vapeur
et d’eau. Revue univ. des mines (6) Bd. 12 (1922) S. 301. Die von Ch. Hanocgq
ebenda S. 217 angegebenen verschirften Gleichungen nehmen leider eine so um-
standliche Form an, daB sie trotz scheinbar guter Ubereinstimmung mit Ver-
suchsergebnissen praktisch nicht verwendungsfihig sind.

3 Jakob, M.: Bestimmung von strémenden Gas- und Flissigkeitsmengen
aus'dem Druckabfall in Rohren. Z. VDI Bd. 66 (1922) S. 178, 862 und Wiss. Abh.
phys.-techn. Reichsanst. Bd. 5 (1922) S. 433.

¢ Jakob, M., u. S. Erk: Der Druckabfall in glatten Rohren und die Durch-
fluBziffer von Normaldiisen. VDI-Forsch.-Heft 1924 Nr. 267.

5 Kozeny, J.: Uber turbulentes FlieBen an glatten Wanden. Wiener Sitzungs-
berichte Bd. 137 (1928) S. 307.

¢ Hermann, R.: Strémungswiderstand in Rohren. Leipzig 1930. Diss.
Leipzig 1930.

7 Lorenz, F.R.: Uber turbulente Strémung durch Rohre mit kreisring-
formigem Querschnitt. Mitt. d. Inst. f. Strémungsmaschinen der T. H. Karlsruhe.
Herausgegeben von Spannhake 1932 Heft 2 S. 26.

8 Nikuradse, J.: GesetzmiBigkeiten der turbulenten Stromung in glatten
Rohren. VDI-Forsch.-Heft 1932 Nr. 356.

% Richter, H.: Neue Versuche iiber den Druckverlust im glatten geraden
Kreisrohr. Z. VDI Bd. 76 (1932) S. 1269.
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Zahlentafel 24. Werte von 1004z nach verschiedenen Formeln:

Re Blasius Ombeck | Lebeau | Jakob Jakcﬁ)eﬁé "Brk Kozeny
10000 3,164 3,075 3,027 3,150 — 3,160
50000 2,112 2,141 2,041 2,090 — 2,180

100000 1,778 1,836 1,765 —_— 1,799 1,810
500000 — 1,281 1,333 — 1,336 1,330
Re Hermann Lorenz Nikuradse Richter
10000 3,040 3,148 — 3,075
50000 2,081 2,028 — 2,049
100000 1,793 1,724 1,762 1,760

500000 1,313 1,269 1,304 1,302
1000000 1,178 1,149 1,156 1,173
2000000 1,050 — 1,030 —
3000000 — — 0,964 —
5000000 — — 0,890 —

Eine eingehende Beurteilung der einzelnen Formeln stammt vom Ver-
fasserl, die in dem Schlusse gipfelt, dafl fiur 2000 << Re < 100000 das
Gesetz von Blasius Gl. (164) und fiir Be > 100000 das Gesetz von
Nikuradse Gl. (173) die wahrscheinlichsten Werte angibt. Bei Re>> 105
reicht der einfache Ansatz Gl. (162) nicht mehr aus; man muf3 Gl. (163)
fiir Naberungsgleichungen benutzen. Auch mit Ansatz Gl. (163) kénnen
die Versuchskurven noch nicht restlos erfalt werden. Die Abweichungen
der Versuchskurven von der Naherungsformel sind aber so gering
(< 0,5 vH), daB es sich nicht lohnt, umstéandlichere Ansatze mit mehr
Konstanten zu machen. Zur Veranschaulichung wurde in Abb. 58
und 59 die Widerstandszahl 1, tiber der Reynoldsschen Zahl aufge-
tragen. Durch Umschlag von laminarer in turbulente Bewegung geht
der Widerstand bei

9

py | Re= 232 auf das  Lbfache )

908 5000 ,, ,, 3,0 ,, Blasius

w \ 10000 » . 50 » |

! AgRo=64 100000 ,, , 27,5 ,, }N'k d

00 1000000 ,, ,, 1806 ., rrraase

405 \ g ﬁ Bei Re = 54100, der

0¥ s 1= hochsten Zahl, bis zu

408 i der Laminarstromung

2 \;\ gehalten werden konnte,

’ E geht der Widerstand

401 ! — beim Umschlag auf das

0 00 #00 W@ 00 2l 17,5fache! In Abb. 59
—_—

wurden die Kurven der
Abb. 58. Gesetz der Laminarstromung und der Turbulenz L . .
(Blasius) in der Umgebung des kritischen Gebictes. ammarsm‘omung und

1 Vgl. FuBinote 9 von S. 94.
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der turbulenten Stromung (nach Blasius und Nikuradse) im log-
arithmischen Diagramm aufgetragen. Das Gesetz Gl. (173) wird dabei
als eine leicht gekriimmte Kurve dargestellt. Man kann vermuten, da8
bis Re=105 das technisch glatte Rohr auch hydraulisch glatt ist.

Abb. 59. Gesetze von Hagen und Poiseuille, Blasius und Nikuradse, logarithmisches Diagramm.

Die Gleichung von Blasius Gl. (164) gibe dann das Gesetz des ideal
glatten Rohres wieder. Bei Be>> 105 werden anscheinend auch technisch
glatte Rohre hydraulisch rauh, d.h. die gréBten Wandunebenheiten

Abb. 60. Versuche von Nikuradse 1932.

beginnen durch die laminare Grenzschicht zu ragen, wobei sie einen
groBeren Durchfluwiderstand als idealglatte Rohre bieten!. Abb. 60

1 Mit technisch glatt wollen wir dabei solche Rohre bezeichnen, deren Kurven
Ar/Re sich bei verschiedenen Rohrweiten decken. An sich scheint Kupferrohr
das technisch glatteste Rohr zu sein, allerdings liegen die gegeniiber Messingrohr
beobachteten Abweichungen innerhalb der Versuchsgenauigkeit.
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endlich gibt die einzelnen Versuchspunkte der neuesten und wohl auch
sichersten Versuche von Nikuradse wieder. Bei Re ~ 125000 schneiden
sich die Kurven Gl. (164) und (173).

8) Messung des Geschwindigkeitsprofils. Zur Bestimmung der axial ge-
richteten Komponente der verschiedenen Stromungsgeschwindigkeiten im Rohr-
querschnitt benutzt man entweder sehr feine Staurohre (siche Abb. 26)
aus Messing (z. B. Stanton?, Richter?), Stahl (z. B. Kirsten?3), Silber (z. B.
Lorenz?) oder Glas (z. B. Nikuradse® 6, Richter?) oder den Warmeaustausch
von sehr feinen Drahten mit der vorbeistreichenden Fliissigkeit — Heizdraht-
anemometer — (z. B. v.d. Hegge-Zijnen/Burgers?). Stanton stellte 1911
erstmalig fest, daB das Geschwindigkeitsprofil in glatten Rohren nur von der
Reynoldsschen Zahl abhingt. Bei ein und derselben Zahl wurde bei ver-
schiedenen Rohrdurchmessern, Geschwindigkeiten und Zahigkeiten, also Driicken
und Temperaturen und bei verschiedenen Stoffen (Luft, Wasser, Ol) stets das-
selbe Profil gemessen. Mit zunehmendem Re riicken die groBen Geschwindigkeiten
immer naher an die Rohrwand und wird die Geschwindigkeitsverteilung immer
gleichmaBiger. 1920 bestimmten Stanton und seine Mitarbeiter durch sehr
genaue Messungen den wandnahen Teil des Profils bei Luft- und Wasserstrémen,
indem sie in der Rohrwand Vertiefungen anbrachten, in die sie feine Pitotrohre
von 0,33 mm @ legten und so bis auf %/,,, mm an die Wand heranmessen konnten.
V.d. Hegge-Zijnen und Burgers wiederholten diese Messungen 1924, indem
sie mit Heizdrahtanemometern die Geschwindigkeitsverteilung von Luft an einer
ebenen Platte beobachteten. Ein 0,03 mm dicker Draht wurde elektrisch auf kon-
stanter Temperatur gehalten. Die dazu nétige Warmezufuhr war von der Ge-
schwindigkeit der vorbeistreichenden Luft abhangig, die sich mit 4 bis 24 m/s
bewegte. Fiir die Messungen unmittelbar an der Wand ist es gleichgiiltig, ob der
Strom von einem Rohre oder einer ebenen Platte begrenzt wird. Abb. 61 zeigt
die Meflergebnisse an einer Platte. Man erkennt mit Sicherheit, daB die Luft an
der Platte haftet und daBl in unmittelbarster Nahe der Wand eine laminare

1 Stanton, T. E., D. Marshall u. C. N. Bryant: On the conditions at the
boundary of a fluid in turbulent motion. Proc. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 97 (1920)
S. 413 oder Physik. Ber. Bd. 2 (1921) S. 561. Barker, M.: On the use of very
small Pitot-Tubes for measuring wind velocity. Proc. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 101
(1922) S. 435. Vgl. auch T. E. Stanton: The mechanical viscosity of fluids. Proc.
Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 85 (1911) S. 366.

2 Richter, H.: a.a. 0. Z. VDI Bd. 76 (1932) S.1270.

3 Kirsten, H.: Exp. Unters. d. Entwicklg. d. Geschwindigkeitsverteilung bei
der turbul. Rohrstromung. Dissertation Leipzig 1927.

4 Lorenz, F.R.: a.a. O.

5 Nikuradse, J.: Untersuchungen iiber die Geschwindigkeitsverteilung in
turbulenten Stromungen. VDI-Forsch.-Heft 1926 Nr.281. (Re ~ 180000, D =
28 mm.)

¢ Nikuradse, J.: a.a. O. VDI-Forsch.-Heft 1932 Nr. 356.

7 v.d. Hegge-Zijnen, B. G., u. J. M. Burgers: Messungen der Geschwindig-
keitsverteilung in der Grenzschicht lings einer ebenen Oberfliche. Verhdl. d.
Kgl. Akad. d. Wiss. Amsterdam I. Sekt. XIII Bd.3 (1924); XXIX Nr.4 oder
Z. angew. Math. Mech. Bd. 4 (1924) S.521. Ludowici, W.: Messungen in der
Grenzschicht strémender Gase. Z. VDI Bd. 70 (1926) S. 1122. (Beschreibung einer
Versuchsanlage.)

Richter, Rohrhydraulik. 7
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Geschwindigkeitsverteilung besteht!. Andere sorgfaltige Messungen iiber das Profil
unternahm mit dhnlichen Ergebnissen Nikuradse (1926), die er kiirzlich (1932)
wiederholte.

Nach zahlreichen Messungen ist in glatten und ziemlich glatten Rohren das
Verhiltnis wjw; .= 0,84 4 4 vH (D = 20 bis 2760 mm, Re = 20000 bis 3300000),
und zwar zunehmend mit wachsender Reynoldsscher Zahl. Von Re = 20000 bis
Re = 3300000 geht w/w;m,, von 0,79 auf 0,88, wobei sich das Profil immer
mehr abplattet.

Die Einzelgeschwindigkeiten bei turbulenter Stromung sind von der Zeit ab-
hingig; sie schwanken um einen Mittelwert. Diese Schwankungen sind neuerdings
mehrfach gemessen worden. Sie betragen etwa - 5 vH von der Transportgeschwin-
digkeit® % ¢ und bleiben nahezu unverdnderlich {iber den Rohrquerschnitt. Nur
in der Nihe der Rohrwand nehmen sie schnell auf Null ab. Man begeht daher einen
kleinen Fehler bei den Staurohrmessungen, der aber weniger als 5 vI' ausmacht
und daher vollstindig vernachlissigt werden kann® Da die Schwankungen von

Abb. 61. Geschwindigkeitsverteilung an einer ebenen glatten Wand
nach v. d. Hegge-Zijnen und Burgers.

sehr kurzer Wiederkehr sind, bleibt das Stréomungsbild zeitlich nahezu unver-
anderlich und miBt man bei turbulenter Stromung ein bestimmtes unverinder-
liches Profil. Strenggenommen ist die turbulente Stromung eine nichtstationare

1 Bej einem Versuche, verschiedene Eigenarten der turbulenten Strémung zu
erkliren, zeigte auch Biel 1925 schon anschaulich, daB eine Bewegung ohne
laminare Randschicht gar nicht denkbar ist. Biel, R.: Stromungswiderstand
in Rohrleitungen. Sonderheft Mechanik der Z. VDI (1925) Abb. 7 bis 9 S. 42ff.
In dieser laminaren Randschicht herrscht das Hagen-Poiseuillesche Gesetz
und die durch dieses gegebene Geschwindigkeitsverteilung nach einer Parabel.

2 Nikuradse, J.: Kinematographische Analyse einer turbulenten Strémung.
Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. 495.

8 Burgers, J. M.: Experiments on the fluctuations of the velocity in a current
of air. Proc. XXIX. Nr. 4 d. Kgl. Akad. d. Wiss. Amsterdam 1924.

4 Das stimmt in gewissem Sinne mit einer rechnerischen Untersuchung von
v. Mises iiberein, der schon 1914 nachwies, da@ bereits Pulsationen von 4 vH
der Transportgeschwindigkeit geniigen, um das Profil der laminaren Bewegung
in das bei turbulenter umzuwandeln. Siehe R. v. Mises: Elemente der Technischen
Hydrodynamik I. Teil 8. 71. Leipzig 1914.

5 Prandtl, L., u. O. Tietjens: a.a. O. 8.50.
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Bewegung, doch kann man sie praktisch wie eine stationdre berechnen, weil die
Mittelwerte der Schwankungen in sehr kurzen Zeitabstinden verschwinden.

¥) Versuch einer niherungsweisen rechnerischen Erfassung der Ge-
schwindigkeitsverteilung. Beim Vergleich der dufBleren Erscheinungen
bei laminarer und turbulenter Strémung erkennt man, dall ein enger
Zusammenhang zwischen Geschwindigkeitsverteilung und
Strémungswiderstand bestehen mu8 (Profil und 4, sind bei glatten
Rohren nur von Re abhingig). Da man nun der rechnerischen Er-
fassung des Stréomungswiderstandes durch einfache Druckabfallmes-
sungen nicht ndher kommt, muB man versuchen, iiber das Geschwindig-
keitsprofil weg an diese Aufgabe heranzukommen. Gelingt es durch
gut annéhernde Rechnungen das Profil fiir bestimmte Stromungsfille
vorauszuberechnen, so hat man mit der fiir Profil und Strémungs-
widerstand mafgebenden Randspannung 7, ein Bindeglied zur Be-
urteilung des Stromungswiderstandes.

Zur rechnerischen Wiedergabe des Geschwindigkeitsprofils eignen
sich Parabel-, Ellipsen- oder Stiicke logarithmischer Linien.

Am vorteilbaftesten ist wohl die Darstellung des Profils durch
Parabeln hoherer Ordnung. In neuester Zeit gelang es auf diesem Wege
einen schénen Erfolg zu erringen. Auf einen Vorschlag von Prof. Prandtl,
Gottingen!, hin wurde die Annidherung mit Parabeln im Laufe der
letzten Jahre systematisch untersucht. Prandtl nahm an, daB sich
die axialen Komponenten der Geschwindigkeiten der einzelnen Fliissig-
keitsteilchen, w;, in der Nihe der Rohrwand bei turbulenter Strémung
mit der 1/,. Potenz des Abstandes von der Wand (r — x) &ndern.
Dabei sollte dieser Ansatz zundchst nur fiir unmittelbare Wandnihe
gelten. Der Ansatz lautet also?

w, = m(r — ), (175)
wobei m fiir jedes Profil konstant ist und nur von der absoluten GréBe
der Geschwindigkeiten abhingt. Den Exponenten » = 1/, kann man
mit dem Widerstandsgesetz von Blasius 4, = b- Re¢ = 0,3164 Re~ 025,
Gl. (164), entwickeln. Zur Vereinfachung wollen wir wieder eine raum-
bestandige Flissigkeit untersuchen; bei zusammendriickbaren ergeben
sich dhnliche GesetzmaBigkeiten. Nach Gl. (98) ist mit Al = 1, —1,

AP . 2g

}‘R = 'A—l' d W

! z.B. L. Prandtl: Bericht iiber Untersuchungen zur ausgebildeten Turbu-
lenz. Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S. 136. L. Prandtl: Uber den Reibungs-
widerstand strémender Luft. Ergebnisse der aerodynamischen Versuchsanst.
Gottingen. III. Lieferung 1927 8.1. J. Nikuradse: a.a. Q. VDI-Forsch.-Heft
Nr. 281 8.17 und VDI-Forsch.-Heft Nr. 356.

* Unter Druck und Geschwindigkeit sind hier immer zeitliche Mittelwerte

in Hauptbewegungsrichtung gemeint, wihrend von den iiberlagerten wieder-
kehrenden Werten der Mischungsbewegung abgesehen wird.

= —Ja2d.
w

7
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Mit der Randspannung 7, erhielten wir fiir das Kraftegleichgewicht
nach. Gl. (76) APar?=2nrdlz,

oder AP 21,
Al T
also entspr. Gl. (84
2 27y 29 Tog w?
}, ’ 27r W oder 7 == A'R ? . (176)

Ersetzt man nun A, nach dem Gesetz von Blasius Gl. (164), so ist
"0 — gahl (U27) = Zahiwt ok (177)

Unter ,,Zahl* m6ge dabei die jeweilige Zusammenziehung der unbenann-
ten GroBen verstanden werden. Gl. (177) nach w aufgelost ergibt

w = Zahl (’;_”) (%)T (178)

Nach Prandtls Annahme soll das betrachtete Randgebiet sehr diinn
sein. Dabei nimmt er an, daf die Stromung in der Nahe der Wand nicht
von den Vorgingen an der gegeniiberliegenden Wand beeinflult wird,
daB also auch die Schubkraft an einer Wand nur von den Vorgingen
in unmittelbarer Umgebung dieser Wand beeinfluit wird. Dann kann
die Schubspannung 7, nur von den Gréfen », y/g und m abhéngen: Es
stehen also weder Rohrhalbmesser noch Geschwindigkeit im Stromungs-
kern in unmittelbarem Verhaltnis zur Wandreibung. Solange wie das
Gesetz von Blasius gilt, d. h. solange ein reines Potenzgesetz zwischen 4,
und Re besteht und das technisch glatte Rohr sich hydraulisch nicht
vom idealglatten unterscheidet, &ndert sich nach zahlreichen Versuchs-
erfahrungen das Geschwindigkeitsprofil nicht mit Re. Damit ist auch
wlw, .. von bestimmter GroBle. An Stelle G. (178) kann man schreiben
4 1
Wimax = Zahl (74)7}__9)7 <1>7 (179)

v

oder, weil auch alle Verhdltnisse w,/w, , unverindert bleiben, fiir
irgendeine Geschwindigkeit im Querschnitt

w, = (v, Z, T, r — z) = Zahl (’“9) (—}”f)"f (180)

Bei einer bestimmten Verteilung habenz,, g/y und » feste Werte. Gl. (180)
stimmt mit Gl. (175) iiberein?.

! Den Betrag der Zusammenziehung ,,Zahl*“ der Gleichungen (179) und (180)
kann man ermitteln, wenn man aus Gl. (176) die Spannung 7, bestimmt, wobei
im Geltungsbereich des i/,. Gesetzes 1, wiederum aus dem Gesetz von Blasius
zu ermitteln ist. Beim /;. Gesetz ist w/w,y,x = 0,816. Damit ergibt sich

Zahl = 8,57.

,»Zahl* hiangt vom Exponenten n [siehe Gl. (181)] und damit von Re ab.
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Da das Gesetz von Blasius nur etwa bis Re = 10° gilt, wird das
Verteilungsgesetz mit der /,. Potenz auch nur bis Re = 105 zutreffen.
Fir beliebigen Exponenten n geschrieben lautet Gl. (180)

H—J
w, = Zahl (’—‘;ﬂ) : (7= “‘)”: m, - (r — x)". (181)

v

So wird z. B. mit A, proportional Re™% bei etwa Re = 500000 nach
obiger Rechenweise [Gl. (177 bis 180)] w; proportional (r — x)*l_’. Das be-

deutet also, daB der Exponent des Verteilungsgesetzes n = % mit
wachsendem Re auf §, §,... abnimmt. Bei der gréBten von Ni-
kuradse beobachteten Zahl Re = 3240000 war » nur noch ;5. Die
Anderung der Exponenten ¢ und = [siehe Gl. (162) und Abb. 59/60] wird
mit wachsender Reynoldsscher Zahl immer schwicher. Natiirlich
kann die Geschwindigkeitsverteilung durch ein solches Parabelgesetz
nur in gréBerer Entfernung von der Rohrmitte ziemlich genau wieder-
gegeben werden. In der Rohrmitte ver-
sagt der Ansatz. Immerhin erkennt man
aus Abb. 62, dafl das Parabelgesetz nicht
nur in unmittelbarer Nahe der Rohrwand
durch den Versuch sehr gut bestitigt
wird, sondern daf3 es auch iiberraschender-
weise bis tief in das Innere des Rohres gilt.
Aus GL (179) und (180) erhilt man
el :(’*x)". (182)

Wi max r

,
Dawmr?= 275fwlxdx ist, ergibt sich fir
d

das Verhaltnis der Geschwindigkeiten

n Geschwindigkeitsverteilung.  Ver-
(183) gleich des gemessenen und des

Wimax <ln + 1) (% + 1) ’ rechnerischen Profils.

also auch von n und damit von Re abhiingig!. Das gilt natiirlich eben-
falls nur angenahert wegen der Abweichung in der Rohrmitte, trotzdem
aber gut mit Versuchen iibereinstimmend. Bei

2
92 <l> Abb. 62. /;.Gesetz und wirkliche
w

w— L 1 1 111
-9 7,5 8 8,5 9 95 10
ist
w:” =0,816 0,829 0,837 0,845 0,853 0,860 0,866.

1 Schiller, L., u. R. Hermann: Widerstand von Platte und Rohr bei hohen
Reynoldsschen Zahlen. Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 391.
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Man mufl nun nach einem Zusammenhang zwischen dem Exponen-
ten » und der Reynoldsschen Zahl Re suchen. Wenn man annimmt,
daB zwischen 7, r — x und
w; eine eindeutige Bezie-
hung besteht, so gilt nach

Gl (177) und (180)

g L ()

=B (J-v_w))—i—, (184)
denn
wf = Zahl (B0)F (22}
oder

Der Ausdruck w, (r — x)/v
Abb. 63. Zusammenhang zwischen 1/n, w/w;max Und Re. ist auch eine Art Rey-

noldssche Zahl, die von
der Entfernung (r — x) von der Rohrwand abhiingt. In der Form von
Gl. (184) muBl w,(r — x)/v auch den Exponenten des Widerstands-
gesetzes ¢ = — ; haben. Zwischen den Exponenten n und ¢ besteht

2n

14’
siche Abb. 64. Es gilt nun,
den FaktorB zu bestim-
men. Gl. (184) logarithmiert

ergibt
log (n;_g wilg>

=log B + clog <~- T_—

die Beziehung ¢ = —

Nikuradse hat die Ge-
Abb. 64. Zusammenhang zwischen den Exponenten ¢ des hwindigkeit teil
‘Widerstandgesetzes und n der Profilgleichung. schwindiggeltsvertelungen

bei verschiedenen Rey-
noldsschen Zahlen von 4000 bis 3240000 gemessen. Nach jedem
dieser Versuche setzte er in Gl. (180) zwei Werte w, und  an — y und »

hatte er gemessen — und trug log (7, g/yw}) tber log (w,!(r;—mxl> auf.

Bei log <M> = 0 konnte er log B ablesen und B ermitteln. Diese

B-Werte wurden in Abb. 65 iiber Re aufgetragen. Mit B kennt man
jetzt auch den Exponenten ¢ des Widerstandsgesetzes fiir beliebige
Reynoldssche Zahlen. ¢ wurde in Abb. 65 ebenfalls iiber Re aufgetragen.
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Um nun die Geschwindigkeitsverteilung bei einer beliebigen Rey-
noldsschen Zahl berechnen zu kénnen, mufl man versuchen, ein allge-
meingiiltiges Gesetz zu entwickeln, in dem von Reabhiingige Parameterent.
halten sind. Nach Prandtl legt man zu diesem Zwecke der Rechnung

eine Grofle - 7
w:l/_;ﬂ=w]/% (186)

von der Benennung einer Geschwindigkeit zugrunde [siche Gl.(176)],
auf die man die einzelnen Geschwindigkeiten im Querschnitt bezieht und
die unbenannte GroBe
p=5 (87
erhélt. Ferner bildet man
auch mit dem Randabstand
eineder ReynoldsschenZahl
dhnliche unbenannte Grofie!
(188)

n=w r==
Nikuradse trug nun nach
seinen umfassendenVersuchs-
erfahrungen die Werte ¢ iiber
nauf. Wie zu erwarten, lagen
diese (im Beobachtungsgebiete von Re = 4000 bis 3240000) auf einer
Kurve. Fiir geniigend groBe Werte von # (> 10) war dabei ziemlich genau

@ = 5,84 + 5,562log 7. (189)
Bei kleinen Abstéinden # mull Laminarstrémung angezeigt werden, wie

die Messungen von Stanton und v. d. Hegge-Zijnen und Burgers
erkennen lieBen. Das trifft auch bei unserer Rechnung zu. Bei laminarer

Abb. 65. Faktor B und Exponent ¢ iiber der Ordnungs-
zahl Re.

Strﬁmung ist Tog= U (%) oder w; = M . Mit To = lg} (@)2 und
/0
u= »X st dann % = ﬂ(%ﬂ oder ¢ =17. Die laminare Rand-

schicht klirt auch die Frage der Randspannung bei Anndherung des

Profils der turbulenten Strémung mit Parabeln hoherer Ordnung. Bildet

ow

man nédmlich aus Gl. (180) den Differentialquotienten B_xl fir x =1, so

erhdlt man unendlich. Damit wire auch die Schubspannung unendlich
grof3, was natiirlich nicht méglich ist. Deshalb, weil die Parabel n-ter
Ordnung wegen der laminaren Grenzschicht gar nicht bis x =7 reicht,
sondern durch die quadratische Parabel des Gesetzes der Laminar-
stromung abgelost wird, gibt es tatsichlich am Rande eine endliche
Neigung und auch eine endliche Schubspannung. Die nach Nikuradses

! Prandtl bezeichnet w als Schubspannungsgeschwindigkeit; # als dimen-
sionslosen Wandabstand und ¢ als dimensionslose Geschwindigkeit.
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Versuchen aufgezeichneten Kurven zeigen, daB} bis etwa 7 = 10 La-
minarstromung herrscht (7 = ¢). Um einen MafBstab fiir die Dicke ¢
dieser laminaren Schicht zu vermitteln, hat Prandtl! fur das 1/,.-Ge-
setz eine einfache Uberschlagsrechnung angestellt. Danach gilt fiir die
Dicke ¢ und die Geschwindigkeit w,,
(siehe Abb. 66a u. b) die Beziehung
9 1. \—1
- = 68,4 <E Re> 8
w 1 -1
und 20 — 296 (§ Re) 5. (190)
Ist z. B. Re = 80000, so ist% =0,0064

und % == (,60. Man erkennt, wie klein

der Randabstand und wie verhiltnis-
mébig groB die Geschwindigkeit ist.
Auf dem kleinen Abstand fillt die Ge-
schwindigkeit bis auf Null mit groBer
Anndherung geradlinig herab. Die
Grenzschichtdicke ist deshalb so ge-
ring, weil bei turbulenter Strémung die
Zahigkeitskrafte am Rohrrande einem
sehr groBen Druckgefille das Gleichge-
wicht halten miissen. Bei Re = 100000

ist }; = 0,005 36. Mit 10mm Rohrhalb-

messer wire damit ¢ ~ 0,05- 10-3m.
Da etwa ab Re = 100000 technisch
ATD. 665 1. 11;inigsiggvg?gg;ﬁ:}fgﬁeﬂ“ﬂg glattes Rohr hydraulisch rauh er-
scheint, so kénnte man die mikrosko-
pischen Unebenheiten dieser Rohre im Mittel von der GroBenordnung
0,05 mm annehmen?. Tatsichlich ragen sie jedoch nur etwa 0,01 mm
hoch empor. ¢ und w,, werden mit wachsendem REe immer kleiner.

1 Prandtl, L., u. O. Tietjens: a.a. O. Uber die laminare Grenzschicht inner-
halb turbulenter Reibungsschichten S. 92.

2 Der Auffassung, daB technisch glatte Rohre bei Re > 10 hydraulisch rauh wer-
den, kénnen die Ergebnisse der neuen Versuche von Nikuradse (Abb. 60) nicht
folgen (D = 10 bis 100 mm). Bei einem Rohrbaustoff von bestimmter absoluter
Rauhigkeit, wie Messing, miiiten enge Rohre eher hydraulischrauh als weite werden,
weil nach Gl (190) # um so kleiner ist, je kleiner r ist und die Rauhigkeitserhebun-
gen um so eher durch die laminare Schicht ragen, je enger das Rohr ist. Allerdings
sind Nikuradses Versuchsergebnisse wohl nicht so genau, daBl man diese Frage
sicher beantworten kann. Diefrither angefiihrten Versuchsergebnisse von Jakobund
Erk, Hermann und Lorenz lassen dagegen erkennen, daf enge Rohre weniger
glatt als weite sind. Wir wollen daher vorldufig noch an der Auffassung festhalten,
daB das Gesetz von Blasius mit dem des ideal glatten Rohres zusammenfillt.
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Mit GI. (189) kann man fiir ein bestimmtes 7,, v, » und r die Geschwin-
digkeitsverteilung fiir ein beliebiges Re berechnen. Fiir verschiedene #
bekommt man das zugehorige ¢ und durch Multiplikation mit der
Geschwindigkeit w die jeweilige Geschwindigkeit w; = ¢ w. Nach diesem
Verfahren, sind die Verteilungen in Abb. 67 berechnet worden, die wohl
mit guter Anndherung die wirklichen Kurven wiedergeben. Mit zu-
nehmender Reynoldsscher Zahl wird die durch Reibung beeinfluBite
Schicht verschwindend klein. Man kann annehmen, daB3 mit wachsendem
Re asymptotisch eine be-
stimmte Verteilung er-
reicht wird. Natirlich
bleibt immer in der Rohr-
mitte eine geringe Unge-
nauigkeit, weil die berech-
neten Kurven bei x =0
keine zur Rohrachse senk-
rechte Tangente besitzen.

Die Ungenauigkeit ist um
so kleiner, je kleiner die
Exponenten n oder ¢ oder
je groBer Re ist. Da die
Ungenauigkeit nur in der
Achse der Umdrehungs-
paraboloide liegt, wird
Durchflul und Energie-
beiwert & auf diese Weise
trotzdem gut bestimmt.
Je gleichméfliger die Ver-
teilungist, destondherist &
an 1. Mit dieser Rechnung

istvorlé’tufig Wenigstensfﬁr Abb. 67. Geschwindigkeitsprofile im glatten geraden
Kreisrohr bei verschiedenen Reynoldsschen Zahlen
das glatte Rohr gelungen, nach Nikuradse.

was jahrhundertelang Be-
miihung von Wissenschaftlern und Ingenieuren war, namlich die
Profile fiir beliebige Stromungsfille vorauszuberechnen.

Nikuradse konnte auf diese Weise auch das Verhaltnis w/jw,
fiir verschiedene Re berechnen. Danach wurde Abb. 68 gezeichnet.
Die ausgezeichneten Kurven entsprechen Versuchsergebnissen von
Stanton und Nikuradse. Bei Laminarstrémung hat wjw, _ den
Wert 0,5. Mit wachsendem Re steigt es zunichst im Ubergangsgebiet
schnell auf iber 0,7, um sich dann allmihlich Werten > 0,9 zu nahern.
Gleichzeitig nimmt & von 2 auf etwa 1,06 ab. Die hiufig fiir turbulente
Stromung im Mittel angenommene Zahl wjw, , = 0,833 gilt etwa
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bei Re = 300000. Die gestrichelte berechnete Kurve liegt bei kleinen
Reynoldsschen Zahlen erheblich iiber der Versuchskurvel; bei gro-
Berem Re dagegen trifft die Berechnung zu.

d) Rechnerische Form des Widerstandsgesetzes fiir glattes Rohr. Es
bleibt nun noch die Aufgabe, auf rechnerischem Wege Beziehungen
zwischen Widerstandszahl, Reynoldsscher Zahl und Schubspannung
abzuleiten2. Wir wollen von der Schubspannung ausgehen. Bei Laminar-
stromung gilt die Beziehung

_dw, _y dw
Es fragt sich nun, welchen Ansatz man bei Turbulenz machen kann.
Boussinesq® dnderte die Navier-Stokesschen Gleichungen unter

Einfithrung der ,,Turbulenz“ ¢ an Stelle des Newtonschen Reibungs-

ADbb. 68. Verhiltnis von mittlerer Stromungsgeschwindigkeit w zur Hochstgeschwindigkeit im
Querschnitt bei verschiedenen Reynoldsschen Zahlen.

wertes ¢ um#, um sie fiir die Berechnung von turbulenten Strémungen
geeigneter zu machen. Er setzte an

rzg.g.fl_:i. (192)

Dabei ist ¢ wegen der Eigenart der turbulenten Strémung ein ganz

1 Die Abweichung der berechneten von der gemessenen Kurve ist auf den
Einflul der Zahigkeit zuriickzufiihren, der im nichsten Abschnitt angedeutet
wird. (Versagen des Verteilungsgesetzes in der Rohrmitte.)

% Siehe hierzu auch L. Schiller: Prandtls Theorie des Mischungsweges und
Kérméns neues Widerstandsgesetz Nr. 6 S. 981f.

3 Boussinesq, J.: Essai sur la théorie des eaux courantes. Mém. prés. p.
div. sav. a l'acad. Sc. Bd. 23 (1877). Théorie de I’écoulement tourbillonant et
tumultueux des liquides. Paris 1897. C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 122 (1896) S. 1298
und Fortsetzung im 123. Bande.

4 Die Boussinesqsche Turbulenz & hat nichts mit der relativen Rauhig-
keit & zu tun!
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allgemein von Ort zu Ort verdnderlicher Reibungsbeiwert, der dem
Betrage nach vom allgemeinen Verlauf der Strémung abhéngt. ¢ hat die
Benennung der kinematischen Zahigkeit m?/s, wie man beim Ver-
gleich von Gl. (191) und (192) sieht. Prandtl® ersetzte ¢ sehr anschau-
lich durch

&= w,l,, (193)
wobei I, die mittlere freie Weglinge der Wirbelballen und w, ihre
mittlere Geschwindigkeit quer zur Rohrachse bedeutet. Man denkt
sich, daB an irgendeiner Stelle im Leitungsquerschnitt, wo die axial
gerichtete Geschwindigkeitskomponente w; angetroffen wird, in z-Rich-
tung eine Geschwindigkeit w, herrscht. Die Wirbel stammen aus einer
mittleren Entfernung 4 [, 2. Sie bringen eine Geschwindigkeit

w, =+ lmd”” (194)

mit. Man nimmt nun an, dal} Teilchen, die aus verschiedenen Schichten
stammen, aneinander prallen und dadurch eine Quergeschwindigkeit
hervorrufen, die vom verschiedenen Impulsgehalt der aufprallenden
Teilchen abhéngt. Danach wire die Relativgeschwindigkeit proportional

dem Geschwindigkeitsunterschied, also proportional lx%u%, wenn man

die Flissigkeitsteilchen als gleichmassige kugelige Korperchen ansieht.
Man setzt

e~ 2|0 (195)
und
~Yp|dw|dw
o e an (196)

wobei unter !%\ der absolute Wert des Geschwindigkeitsgefalles ver-

standen werden moge. Nikuradse?® ermittelte durch seine umfang-
reichen Versuche an Wasserstromungen in glatten Messingrohren, daB,
ganz dhnlich wie bei laminarer Stromung, die Schubspannung 7 bei
Turbulenz in zylindrischen Leitungen auf koaxialen Zylinderschichten
gleich und dem Abstand von der Rohrmitte proportionalist, (x <7, 7 < 7).

T=1p. (197)

Nunmehr kann man 7, aus der Geschwindigkeitsverteilung nach Gl. (196)
den Mischungsweg I, und mit Gl. (195) die AustauschgroBie ¢
berechnen. Man fand, dal ¢ bei x = 0 (Rohrmitte) einen Kleinstwert

1 Prandtl, L.: Bericht iiber Untersuchungen zur ausgebildeten Turbulenz.
Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1925) S. 136.

% Dasselbe gilt fir /, und w,.

3 Nikuradse, J.: VDI-Forsch.-Heft Nr. 356, a. a. O.
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annimmt. Nach dem Rande zu steigt ¢ zunichst auf einen GroBtwert
an, um dann schnell auf Null an der Rohrwand abzusinken. Die Vertei-
lung von ¢ iiber dem Rohrquerschnitt hangt dabei von Re ab und wird —
ebenso wie die Geschwindigkeitsverteilung — mit wachsendem Re
immer weniger von Re abhingig. Der Mischungsweg [, dagegen nimmt
von z = r (Rohrwand) von Null bis auf einen Héchstwert in der Achse
(x = 0) stetig zu. Auch die Verteilung des Mischungsweges iiber den
Rohrquerschnitt hingt ebenso wie ¢ und w; von Re ab. Kdrm4dn?! ent-
wickelte auf Grund dhnlicher Vorgéinge in verschiedenen turbulenten
Stromungen, daf man fir den Mischungsweg mit groer Annidherung
setzen kann

(198)

wenn man sich die Turbulenz als reine Wirbelbewegung vorstellt.
Gl (198) bedeutet einen unmittelbaren Zusammenhang der Geschwin-
digkeitsverteilung mit dem Mischungsweg und dem Strémungswider-
stand. Vom Zutreffen der Gl. (198) konnte man sich durch praktische
Geschwindigkeitsmessungen iiberzeugen?. Zusammen mit Gl. (196) gilt
jetzt

(%e)
£° —a (7—37%’—)2’ (199)

wobei a als eine universelle Konstante eintritt. Mit der Voraussetzung,
daB das Gesetz nur im (nahezu) reibungsfrei stromenden Kern (bis

zur laminaren Grenzschicht) der Stromung gilt, ferner mit %l:—lz 0
bei = 0 und mit Gl (197) erhilt man die Gleichung

V% — A+ B log (Be hg). (200)

Da die Zahigkeit mit abnehmender Reynoldsscher Zahl immer mehr
EinfluB auf die Stromung gewinnt, gilt GI. (197) unter einem gewissen Re
(etwa 100000) nicht mehr, Gl. (197) gilt aber fiir alle Strémungen, die
wenig oder -gar nicht unter dem Einflufl der Zahigkeit stehen. Man ist
daher berechtigt, das Gesetz GIl. (200) bis zu sehr hohen Reynolds-
schen Zahlen hin zu extrapolieren. Tatsdchlich ist es der Form nach sehr
brauchbar, denn alle bisher an luft-, 6l- und wasserdurchstrémten

1 v. Karman, Th.: Mechanische Ahnlichkeit und Turbulenz. Nachr. Ges.
Wiss. Gottingen Math. K1. 1930 S. 58.
2 Nikuradse, J.: a.a. O. VDI-Forsch.-Heft Nr. 356.
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glatten Rohren gemessenen Werte liegen mit groBer Anndherung auf
einer Geraden im 1/}A, — log(Re J1,) — Diagramm. GL (200) ist
allerdings der von v. Karmén erhaltenen Schlulgleichung nur nach-
gebildet. Sie kann ziemlich weit extrapoliert werden (vielleicht bis
Re == 108 oder 10?), wenn auch nicht bis Re = 00 wie die K4rmdnsche.
Aus den Versuchen ergibt sich etwa die Mittelform

1

—_— = — 0,8 + IOg (R€2'1R) . (201)
Vir

Abb. 69, Vergleich der Widerstandsformeln verschiedener Verfasser.

Auf die Form 4, = a + b Re® gebracht, erhilt man fir 105 < Re < 108
die Néherungsgleichung

Ar = 0,0032 + 0,221 Re—%237 (202)

die wir oben schon kennenlernten, siehe Gl. (173). Unterhalb Re = 105
gibt diese Formel zu kleine Werte fiir 4.

In Abb. 69 wurden die Kurven von Blasius, Lees-Jakob und
Erk, Schiller-Hermann, Richter, Nikuradse verglichen. Wie
schon bemerkt, gilt bis RBe=10°% die Formel von Blasius. Ab Re=10%
bis 10¢ decken sich die Kurven von Richter und Nikuradse, wihrend
die anderen Kurven um ein weniges abweichen. Dariiber hinaus geben
alle auBler der Formel von Nikuradse, Gl (200), zu groBe Werte
von Ag.
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b) Vorginge bei der Ausbildung der turbulenten Stromung.

Einem Anlaufeffekt beim Einlauf oder Beruhigungseffekt nach
Querschnittsinderungen unterliegt auch die turbulente Strémung.
Allerdings ist hier der Anlaufverlust sehr klein, weil die Geschwindig-
keit auch bei endgiiltigem Profil nahezu gleichmiBig @iber den Rohr-

querschnitt verteilt ist. Die turbulente Anlaufstrecke

V4

\

70

o

~

—= A2 1%

ist wesentlich kiirzer als die laminare und nicht in glei-
chem MaBle von Re abhingig. Die Entwicklung der Ge-
schwindigkeitsverteilung bei turbulenter Stromung unter-
suchte Kirsten!, der bei Versuchen mit Luft in Zink-
lutten im Bereiche von Re = 10000 bis 50000 bei An-
lauflingen von 2 bis 135 Rohrdurchmessern innerhalb
seiner Versuchsgenauigkeit von I/d = 100 an keine wesent-
liche Anderung des Geschwindigkeitsprofils mehr beob-
achten konnte. Er gab als praktisch ausreichende Anlauf-
strecke 50 bis 100 Rohrdurchmesser an.

Hermann und Mébius? % ¢ nahmen je nach Art der Rohr-
miindung Anlauflingen bis 400 Rohrdurchmesser an (siehe
Abb. 70). Nach Nikuradse® geniigen — entsprechend der alten
Faustformel von Blasius — schon 25 bis 40, héchstens aber
50 Rohrdurchmesser zur endgiiltigen Ausbildung der Geschwindig-

keitsverteilung. Mit Sicherheit

+7

N sind die nach Latzkos Theo-

g

rie® vom turbulenten Anlauf

S~ T — errechneten Anlauflingen zu
I~ T
-

-7

klein, der fiir Re = 40000 eine
-~ Anlauflinge von nur 10 Rohr-

2,

durchmesser fiir ausreichend

(4

00

hielt.

200 300 #0 500 In den Abb. 71 und 72

—=l/d

wurden Versuchsergebnisse von
Abb. 70. Mehrwiderstand durch den Anlaufeffekt bei en V. g

turbulenter Strémung nach Mobius. Nikuradse
scharfra(lildiger Ei]nla,;lf,
— — — — abgerundeter Einlau : _
—— — Rechts- oder Linksgewinde im Einlauf, Rohr mit abgerundetem An

-— Gleichrichter vor Einlauf. lauf

wiedergegeben?,
die bei Re = 50000 in einem

aufgenommen wurden.
Beim Vergleich mit Abb. 45

und 46 erkennt man, daB schon beil/d = 2,5 (!/d Re = 0,00005) ein erheblicher Unter-
schied zwischen den Profilen im laminaren und turbulenten Anlauf besteht. Das

1 Kirsten, H.: Experimentelle Untersuchung der Entwicklung der Geschwin-
digkeitsverteilung bei der turbulenten Rohrstrémung. Dissertation Leipzig 1927.

2 Hermann, R.: a.a. O. 3 Schiller, L.: Nr. 6 S. 92.

4 Richter, H.: a.a. 0. Z. VDI Bd. 76 (1932) S. 1272.

5 Nikuradse, J.: Uber die Geschwindigkeitsverteilung im turbulenten An-
lauf. Siehe L. Prandtl u. O. Tietjens: a.a. O. 8. 52.

8 Latzko, H.: Der Warmeiibergang an einen turbulenten Flissigkeits- oder
Gasstrom. Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 268.

? Nach Prandtl-Tietjens: a. a. O. Abb. 25/26.
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scheint nun nicht ganz mit Reynolds’ Versuchen iibereinzustimmen, der bei der
Farbfadenprobe fand, daB die Turbulenz erst in einiger Entfernung vom Einlauf
beginnt und daf} dieses Umschlagsgebiet zwar mit wachsendem Re ndher an den
Einlauf riickt, den Einlauf selbst aber nie erreicht, d. h. ein betrichtliches Stiick

Abb. 71. Ausbildung der turbulenten Geschwindigkeitsverteilung in der Anlaufstrecke
nach Messungen von Nikuradse (Re = 50000).

am Einlauf immer laminar strémt. Zur Erklarung fiir diesen Widerspruch dienen
z. B. russische Versuche mit Farbfiaden?!, wobei der mittlere und ein Faden dicht
an der Wand geférbt wurden. Beim Eintritt der Turbulenz fingt die Wirbelung

Abb. 72. Beschleunigung und Bremsung der einzelnen ,,Schichten‘ einer turbulenten Strémung
mit wachsender Entfernung vom Einlauf nach Messungen von Nikuradse (Re = 50000).

stets am Rande an, wihrend die Verwirbelung der Mitte erst viel spiter erfolgt.
Da Reynolds nur den Achsfaden gefirbt hatte, konnte er den eigentlichen Be-
ginn der Turbulenz nicht erkennen.

1 Joukowsky, N. E.: Versuche von Moroschkin. Z. angew. Math. Mech.
Bd. 8 (1928) S. 143.
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Der Eintrittsdruckabfall betriagt bei gut abgerundetem FEinlauf eine Ge-
schwindigkeitshéhe (zur Darstellung der Geschwindigkeit). Bei scharfrandigem
Einlauf (Abb. 73) kommt noch ein weiterer Abfall dazu, weil sich der Strahl im
Eintritt zusammenzieht und erst dann auf den vollen Querschnitt ausbreitet.

Nach unten! ergibt sich hierfiir ein
Druckabfall von

w? (1 )2 .
va-l——1), 203
"29 \u (203)
wobei u die Kontraktionszahl bedeutet.
Demnach hat man fiir den gesamten
Druckverlust am Einlauf zu setzen

2 2
(-]
A ondigem Eiant, b — P ~ 0,68, wil 2,

g </ﬂ =+ ) (204)
Mit g = 0,63 (Annahme) erhilt man 1,34 - y - w?/2¢. Bei turbulenter Strémung ist
der Energiebeiwert & = 1,08 bis 1,16 (bei Re = 10% bis 10%). Da die Strémung
im Einlaquerschnitt
zundchst gleichmaBig
verteilt ist (§ = 1,00),
mufl bei der Ausbil-
dung die kinetische
Energie im  Quer-
schnitt noch um (0,08
bis 0,16) w?/2g ver-
groBert werden, siehe
Abb. 74 und 75. Nun-
mehr  betrigt der
gesamte Druckabfall
im Anlauf einschlieB-
lich der scharfkantigen

Miindung

A8 am
Y

l, w?

w?
:Z'Rié_g_i_kﬁ’

(205)

Abb. 74 u. 75. Energieumsetzung im turbulenten Anlauf. Abnahme wobei k e nach Form
des statischen Druckes, Zunahme der kinetischen Energie um 0,08 der Einlaufmiindung
bis 1,16 Geschwindigkeitshohen, Anwachsen des Energiebeiwertes

von T auf 1,08 bis 1,16. Der Eintrittsverlust von 0,34 Geschwindig. Und der Reynolds-
keitshohen (bei ¢ = 0,68) ist nicht mit enthalten. Der Druckhthen- schen Zahl des Stro-
verlust bei ausgebildetem Profil ist der Rohrldnge proportional. mes und (bei I an

Stelle I,) der Entfer-
nung vom Einlaufquerschnitt 1<< k<< 1,5 bei ¢ = 0,63 und mehr oder weniger
bei kleineren oder groferen Kontraktionskoeffizienten betragt.

1 Abschnitt B, 2. Gl. (240) und (241).
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5. Turbulente Stromung im rauhen geraden Kreisrohr.
a) Allgemeingiiltige Erfahrungen und Gesetze.

Wahrend wir bisher fiir Laminarstromung und Turbulenz im glatten
Kreisrohr genaue oder gut angendherte Gesetze auffinden konnten,
sind die Eigenarten der turbulenten Strémung in rauhen Rohren, die
ja den Techniker fast ausschlieBlich beschaftigt, ungleich schwieriger
zu erforschen. Wegen der praktisch so itberaus verschieden méglichen
Beschaffenheit rauher Rohrwidnde sind im allgemeinen Strémungen
durch zwei verschiedene Kreisrohre gleichen Durchmessers nicht geo-
metrisch und damit auch nicht mechanisch dhnlich. Das einfache bis-
her benutzte Ahnlichkeitsgesetz reicht nicht mehr aus, um verschiedene
Stromungen zusammenzufassen. Trigt man auch fiir rauhe Rohre die
nach Gl. (88) und (89) ermittelten Widerstandszahlen A, iiber der

Abb. 76. Zusammenhang zwischen Widerstandszahl und Reynoldsscher Zahl
bei glatten und rauhen Rohren.

Reynoldsschen Zahl Re auf (Abb. 76), so zeigt sich zunichst sofort:
Durch den EinfluB der Rauhigkeit wird A, und damit der Stromungs-
widerstand in rauhen Rohren hoher als in glatten. Die Rauhigkeit
fordert die Wirbelung. Da bei turbulenter Strémung die Grenzschicht
wegen der starken Wirbelung sehr diinn ist, erklirt sich, warum eine
geringe Erhohung der relativen Rauhigkeit schon eine erhebliche Ver-
groBerung des Druckverlustes zur Folge hat. Gleich weite verschieden
rauhe Rohre kénnen zwar geometrisch praktisch dhnlich sein, aber wegen
der Vorginge in der Randschicht nicht auch die Strémungen.

In vielen Fiéllen ist 1, unabhingig von Re, und zwar um so eher,
je rauher das Rohr ist. 1, nimmt also in Gl (89) einen Festwert an;
fiir jedes Rohr gilt ein rein quadratisches Widerstandsgesetz. Die Stro-
mung ist dann praktisch eine reine Wirbelstrémung; der Einflu der
Zshigkeit ist verschwindend klein.

Die Grundforderung geometrischer Ahnlichkeit ist auch dann nicht
erfiillt, wenn wir Stromungen in gleichrauhen, aber verschieden weiten
Rohren vergleichen. Wollte man z. B. die 4,/Re-Kurven fiir einen be-

Richter, Rohrhydraulik. 8
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stimmten (absolut gleich rauhen) Rohrbaustoff, z. B. GuBeisen, auf-
tragen, so wiirde man eine ganze Schar Kurven, fir jeden Durchmesser
(jede relative Rauhigkeit) eine, bekommen. NufBelt! betonte daher,
daB bei der Erfassung des Stromungswiderstandes in rauhen Rohren
nicht der absolute Betrag der Rauhigkeitserhebungen maBgebend ist,
wie er durch unsere Sinne festgelegt wird, sondern das Verhéltnis von
Rauhigkeit zu Rohrhalbmesser, das er relative Rauhigkeit nannte.
Kennzeichnet man mit e die mittlere Hohe aller Rauhigkeitserhebungen,

so hédtte man als ganz allgemeines Gesetz

hn=1(Re, £, §) (206)

Wir konnen schon vorwegnehmen, dafi 1,

bei turbulenter Stromung praktisch meistnicht

von F[U abhingt. Fir e/r wollen wir das

Zeichen ¢ setzen. v.Mises? u. a. stellten

nach GIl. (206) ein allgemeines Widerstands-

gesetz auf, das allerdings die wirklichen Ver-

héltnisse nur in grober Anndherung erfaft.

Der Grund, warum man auf diesem Wege

nicht zum Ziele kommt, liegt darin, daB

die Abhéingigkeit der Strémungsform von

der Art der Rauhigkeit viel zu verwickelt

ist, als da sie sich durch eine einzige

Rauhigkeitszahl e/r erfassen liefe. Blasius?

beschrieb die hydraulische Rauhigkeit we-

sentlich schirfer: Der die Rauhigkeit charak-

Abb. 80. Eii?}’gﬁ‘el‘t"m Wand.- terisierende Parameter ist fiir zwei Rohre
von verschiedenen Durchmessern nur dann

derselbe, wenn beide Rohre fiir irgendeine (nicht nur fiir eine bestimmte)
Reynoldssche Zahl denselben Wert von A, haben. Dann fallen die
Kurven fiir beide Rohre im Diagramm fiir alle Re zusammen (Rohre
mit gleichem & miissen also noch nicht gleichrauh sein). Tatséchlich
darf man nicht etwa annehmen, dal e unmittelbar die GroBe der Wand-
erhebungen miBt, ¢ hingt vielmehr vornehmlich von der Haufigkeit
der Erhebungen, von ihrer Form im einzelnen und von der Entfernung
der einzelnen Buckel voneinander ab. Abb. 77 bis 80 zeigen verschiedene
praktisch beobachtete Rauhigkeiten. Abb. 77 stellt etwa die Oberfliche
eines stark angerosteten Eisenrohres, Abb. 78 die eines neuen GuB-
eisenrohres, Abb. 79 die eines Zementrohres mit Bestandteilen gleich-
miBiger Kérnung und Abb. 80 die eines Holzrohres dar. Man erkennt,

1 NuBelt, W.: a.a. 0. VDI-Forsch.-Heft Nr. 89 S. 7.
2 v. Mises, R.: a.a. O. 3 Blasius, H.: a.a. 0.
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wie schwer es ist, die einzelnen Rauhigkeitsgrade rechnerisch zu er-
fassen, und daBl es ein auBerordentlich schwieriges Unternehmen ist,
ein geniigend sicheres Widerstandsgesetz fiir beliebig rauhe Rohre
aufstellen zu wollen. Voraussagen kann man, daBl die Wéande Abb. 77
bis 79, die schon bei kleinem Re durch die laminare Grenzschicht ragen,
sehr starke Wirbelung der Flussigkeit hervorrufen, und daB da im
wesentlichen ein quadratisches Widerstandsgesetz herrschen muB3. Eine
Mittelstellung nehmen Rohre mit einer Rauhigkeit nach Abb. 80 ein.

Abb. 81. Wandrauhe Rohre. I Blasius: glattes Messingrohr, 2 Darcy: GuBeisenrohr, 3—4 Darcy:

GuBeisenrohre, 6—12 Bazin: offenes sehr rauhes Holzgerinne, 13 Marx, Wing, Hoskins: Holzrohr,

14—15 Petit: Eisenblechrohr, 16—17 Scobey: Zementrohr, 18 Bazin: Zementrohr, 19 Moore:

Zementrohr, 20 Johnstone: Zementrohr, 27-—22 Schiller: Messingrohr mit eingeschnittenem Ge-

winde, 23—30 Fromm: Leitung, Innenwand {m;;f ]l)lflahltlne“ iiberzogen, 37—34 Fromm: Rohr aus
Waffelblech.

Unter diesen Gesichtspunkten sichtete Hopf?® 1923 die vorliegenden
Versuchserfahrungen an neuen und mehrjahrig in Betrieb befindlichen
rauben und glatten Rohren kreisférmigen (und rechteckigen) Quer-
schnitts, die er in logAi,/log Re-Diagramme eintrug?, siehe Abb. 81
bis 83. Die Rohre in Abb. 81 hatten scharfkantige, kurzwellige Rauhig-
keitserhebungen, wie Abb. 77 bis 79, und bestanden aus Zement, Guf-
eisen, verrostetem Eisen, Waffelblech oder mit Drahtnetz bespannten
Winden. 4, ist deutlich unabhéngig von Re und nur A,= f(¢). Hopf

1 Hopf, L.: Die Messung der hydraulischen Rauhigkeit. Z.angew. Math.
Mech. Bd. 3 (1923) S. 329.

2 Blasius’ Kurve steht in den Abb. 81 bis 83 nur zum Vergleich. Zu be-
achten ist, dafl an sich Blasius’ Kurve fiir glattes gezogenes Messingrohr nur
bis Re = 100000 gilt.

8*
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nannte diesen Rauhigkeitstyp schlechthin ,,Wandrauhigkeit®. An-
nahernd gilt

. , 0,314
100 2 = ()31 = ()77, (207)
wobei etwa zu setzen ist!:
neues, ziemlich glattes Metallrohr, asphaltiertes Blechrohr ¢ == 1,5 m
neues GuBeisenrohr, Eisenblechrohr, gut geglittetes Ze-
mentrohr . . . . . . . . . . . .. ... ... .= 25m
dlteres Eisenrohr, angerostet . . . . . . . . . . . . .¢= 5 m
rauhes Zementrohr, verkrustetes Gufleisenrohr, rauhe
Bretter =T m
Leitungen aus Ziegel- oder Quadernmauerwerk . =10 m

Abb. 82. Wandwellige Rohre. I Blasius: glattes Messingrohr, 2—35 Darcy: asphaltiertes Blechrohr,
6 Bazin: offenes Holzgerinne, ¥ Marx, Wing, Hoskins : Holzrohr, 8—9 Scobey: Holzrohr, 16 H. Smith:
Holzrohr, 11-—16 Moritz: Holzrohr, 17 Fromm: Rohr aus gewalztem Waffelblech, 18 Fromm:
Rohr aus stark gewalztem Waffelblech, 19 Fromm: Rohr aus noch stirker gewalztem Waffelblech.

1 Nach Sichtung zahlreicher Versuchsergebnisse kann der Verfasser die Zu-
sammenstellung iiberschligig noch erweitern:
e’ = (1,0 m fir neue, sorgfiltig verlegte nahtlose Stahlrohre,
1,3 m fir mit gewohnlicher Sorgfalt verlegte Stahlrohre,
1,5 m fiar asphaltierte Stahlrohre,
1,8 m fiir sauber verzinkte Eisenrohre,
2,2 m fiir neue GuBleisenrohre mit vergossenen und gestrichenen Fugen,
2,5m fiir Eisenblech- und gut gegléittete Zementrohre,
3,0 m fir gewohnliche verzinkte Eisenrohre,
3,3 m far gewdhnliche neue GufBeisenrohre,
3,5 m fiir oberflichlich gereinigte GuBeisenrohre,
3,6 m fir wenig sorgfiltig verlegte neue oder gereinigte Gufleisenrohre,
4 m fiir rauh verzinktes Eisenrohr und fiir genietetes Eisenblechrohr
ohne Innenanstrich,
5 m fir alteres angerostetes Eisenrohr,
6 m fiir stark angerostetes GuBeisenrohr,
7 m fir rauhen Zement und rauhe Bretter,
7 bis 9 m fiir verkrustetes Metallrohr,
10 u. mehr m fur Ziegel- und Quadernmauerwerk.

im Mittel
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Die Lange ¢’ ist der absoluten GroBe der Rauhigkeitserhebungen etwa
verhiltnisgleich . Siehe Abb. 84.

In Abb. 82 wurden Versuche mit Holzrohren, asphaltierten Eisen-
rohren und Rohren aus gewalztem Waffelblech eingetragen. Hier
liegen die Kurven immer in etwa gleichem Abstand zur Kurve des
glatten Rohres, die die untere Grenze bildet. i, ist abhingig vom
Rohrdurchmesser und der Reynoldsschen Zahl. Das Widerstandsgesetz
ist einfach eine Erweiterung des Gesetzes des glatten Rohres mit

ip= )'g/latt Y, (208)

wobei fiir Holzrohre y = 1,5 bis 2,0 und fiir asphaltierte Eisenblech-
rohre v = 1,2 bis 1,5 ist. Die Rohre haben eine Rauhigkeit nach Abb. 80,

Abb. 83. Nicht ganz glatte gezogene Metallrohre. I Blasius: glattes Messingrohr, 2—3 Darcy:

gezogenes Eisenrohr, 4—4§ Darcy: neues GuBeisenrohr, 6—7 Lang: Kupferrohr, §—II1 Saph u.

Schoder: verzinktes Eisenblechrohr, 12 Ombeck: gedtztes SchweiBeisenrohr, 13—14 Fritzsche:
Gasrohr, 15—16 Petit: neues verzinktes Eisenblechrohr.

fir die Hopf die Bezeichnung ,,Wandwelligkeit* einfithrte. Natur-
gemdB richtet sich die GréBe y nach ¢ und nach dem Verhiltnis f/e, siche
Abb. 80. y liegt um so ndher an 1, je groBer der Wert r-f/e ist.

In Abb. 83 stehen die Versuchsergebnisse an gezogenen, nicht mehr
ganz glatten Metallrohren, deren Kurven zwischen denen von Abb. 81
und 82 liegen. Bei kleinen Reynoldsschen Zahlen gehéren sie zur
Wandwelligkeits-, bei groBeren zur Wandrauhigkeitsgruppe, 1, = f(Re, €).

! Ein Fehler bei der Abschétzung der relativen Rauhigkeit hat keinen groBen
EinfluB auf die Rechnung, weil ¢’/d nur unter einem niedrigen FExponenten auf-
tritt. So bedeutet selbst ein Fehler von 50 vH bei ¢’ fiir Az und den Druckverlust
erst einen Fehler von 10 bis 20 vH. Aus diesem Grunde geniigt es praktisch
zumeist alle eisernen Leitungen mit dem Werte ¢ = 2,5m zu berechnen.
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Wahrscheinlich diirfen wir nur im Bereich technisch iiblicher
Stromungen von A,/Re-Kurven verschiedenen Charakters sprechen.
Wenn die Grenzschicht von den Rauhigkeitserhebungen iiberragt wird
(Abb. 85), dann herrscht nahezu reine Wirbelstr6mung. Mit wachsender

Abb. 84. Diagramm zur Ermittlung von Ap aus ¢’ und d.

Reynoldsscher Zahl nimmt die Dicke der Grenzschicht ab. Allméhlich
macht sich auch die Rauhigkeit anfinglich hydraulisch glatter Rohre
bemerkbar. Von gewissen kritischen Reynoldsschen Zahlen ab nehmen
wandwellige Rohre die Eigenschaften wandrauher an. Diesen Uber-
gang kénnen wir im {iblichen Bereiche mit Abb. 60 und 83 beobachten.
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Vermutlich gehen spiter auch die Kurven von Abb. 82 in Parallele
zur Re-Achse iiber. Ganz sicher ist dieses Bild natiirlich nicht, doch
stehen keine Griinde fir eine andere Auffassung entgegen. Die Lage
des Ubergangsgebietes von wandwelli-
gem zu wandrauhem Verhalten hingt
wohl vom Grade der Rauhigkeit des
Rohres ab. Tatsdchlich wird etwa ein
Zusammenhang zwischen dem Expo-
nenten ¢ des Gesetzes A,= b Re® und
Renach Abb. 86 bestehen. Wahrschein-
lich néhert sich 1, mit wachsendem

Re einem bestimmten Grenzwert.

: : Abb. 85. Rauhigkeitserhebungen und
Die Abb. 81 bis 83 lassen auch er- Grenzschichtdicke. a die Grenzschicht

i . iiberdeckt die Rauhigkeitserhebungen.
kennen’ dal3 es, wenn nicht gerade un b Sie bedeckt sie nicht mehr. — # Dicke

moglich, so doch sehr schwer moglich der laminaren Grenzschicht.

sein wird, allgemeingiiltige Formeln zu

entwickeln. Im folgenden wird daher dem Ingenieur am besten gedient
werden, wenn man ihm fiir bestimmte Werkstoffsorten besonders ein-
fache Formeln gibt und vorlaufig auf allgemeine Formeln verzichtet.

Zur Unterstiitzung von Hopfs
Auffassung, daf fir sehr rauhe
Rohre ein Gesetz Gl. (207) gilt,
kénnen einige Versuche dienen, die
mit Rohren von kiinstlicher genau
bekannter Rauhigkeit angestellt
wurden. de Marchi! machte Ver-
suche mit kiinstlich gerauhten
Rohren. Er definierte die Rauhig-
keit durch & = (d, — d)/d, wobei d,
den &uBersten Durchmesser (vor
Aufbringung der rauhen Schicht)
und d den durch Anfillen des
rauhen Rohres mit Wasser be-
stimmten  bedeutet.  Allerdings

wurde hier nur das Ubergangs- .
. . S Ube gang Abb. 86. Wahrscheinlicher Zusammenhang zwischen
gebiet und seine unmittelbare Um-  geom Exponenten ¢ und der Reynoldsschen Zahl

gebung beobachtet, siehe Abb. 872. bei verschiedenem Rauhigkeitsgrad.
Schiller® untersuchte eine
Reihe Messingrohre, in die er Lowenherzgewinde von 0,6 und 0,3 mm Gangtiefe

1 de Marchi, G.: Nuove esperience interno al cambiamento di regime nel
movimento dell’ acque entro condotti ciscolari. Venezia. Prem. Officine Grafiche di
Carlo Ferrari 1917. Rendiconti delle esperience e degli studi esequili nell’ Instituto
Idrotecnico di Stra. Venezia Bd.1 (1917) S.19.

2 Dabei scheint Rey,;, etwas von der Rauhigkeit abzuhingen. Trotzdem liegt
aber Re,, immer in der Niahe von 2000 und ist praktisch unabhingig von der
Rauhigkeit.

8 Schiller, L.: a.a. 0. Z. angew. Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 2.
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eingeschnitten hatte, sieche Abb. 881 Neuerdings untersuchte auch Nikuradse
Messingrohre, die er kiinstlich anrauhte?. Um eine wohl definierte Rauhigkeit
zu erhalten, wurde Sand mit bestimmter Kérnung an der mit Lack klebrig ge-
machten Innenwand der Rohre befestigt. Es handelt sich also wieder um Rohre
der Wandrauhigkeitsgruppe ®. Abb. 89 zeigt die Versuchsergebnisse. Im laminaren
Gebiet ist die Widerstandszahl um ein geringes hoher als nach dem Gesetz
Az" Re = 64, was mit Anlaufstérungen zu-
sammenhéngen mag? Im turbulenten Ge-
biet wird A; bald unabhingig von Re, und
zwar um so eher, je rauher das Rohr ist.
Im Ubergangsgebiet, wo das quadratische
Gesetz noch nicht gilt, legt sich die Kurve
des rauhen Rohres zunichst an die des
glatten Rohres an. Sie zweigt um so eher
ab, und zwar bei Re = konst
Rohr ist.
v. Kdrman?® gelang es auch, das Gesetz
Gl. (207) theoretisch nachzuweisen, wobei er
sich auf das Gesetz von Blasius fiir glattte
Rohre, GI. (164), stiitzte. Er ging von der
Tatsache aus, dal in Rohren mit rauher
Wandung das Druckgefille annihernd dem
Quadrate der mittleren Stromungsgeschwin-
digkeit verhiltnisgleich ist. Auf Grund
einer Ahnlichkeitsbetrachtung konnte er
Beziehungen zwischen dem Widerstands-
gesetz des glatten und des rauhen Rohres
Abb. 87. Druckabfallmessungen an kiinst- auf.s'tellen. Man kann annehmen, daf sich der
lich gerauhten Rohren von G.de Marchi. Stromungswiderstand des rauhen Rohres aus

, je rauber das

1 Die Reynoldssche Zahl beim Ubergang betrigt 2800. Nur beim engsten
Rohr (mit feinem und grobem Gewinde) ist A, von etwa Re = 10000 ab konstant.
Bei den weiteren Rohren schwankt A etwas, scheint sich aber bei groBem Re
ebenfalls einem konstanten Wert zu nihern. Das 16 mm weite Rohr mit grobem
Gewinde sollte theoretisch gleiche 1, haben wie das 8 mm weite Rohr mit halb
so tiefem Gewinde. Das trifft jedoch nicht zu, weil die beiden Gewinde vermutlich
nicht streng geometrisch dhnlich waren. Bei groen Re-Werten scheint das Gesetz
Gl. (207) zu stimmen. An den Schwankungen der Kurven kann auch Schuld
haben, dal die Wassermenge durch das Gewinde in eine leicht drehende Be-
wegung versetzt worden war.

? Nikuradse, J.: Stromungswiderstand in rauhen Rohren. Z. angew. Math.
Mech. Bd. 11 (1931) S. 409.

3 Die Reproduzierbarkeit der Versuche wurde nachgepriift, indem zwei gleich-
weite Rohre mit Sand gleicher Kornung behandelt wurden: Fiir beide Rohre
galt dasselbe Widerstandsgesetz. Ferner wurden Rohrdurchmesser und Korn-
grofle so gedndert, daB das Verhdltnis zwischen beiden unverdndert blieb.
Wieder wurde dasselbe Gesetz erhalten und nachgewiesen, dafl tatsichlich die
GréBe von efr in ,,wandrauhen Rohren allein fir den Strémungswiderstand
malflgeblich ist.

4 Rey,, liegt wie beim glatten Robhr zwischen 2160 und 2440.

5 v. Karman, Th.: Uber laminare und turbulente Reibung. Z. angew. Math.
Mech. Bd. 1 (1921) S. 231.
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Einzelwiderstinden der Wanderhebungen zusammensetzt, die einzeln dem qua-
dratischen Gesetz gehorchen. Dabei ist der Mechanismus des Widerstandes durch
regelmiBige Ablosung von Wirbeln ganz bestimmter Stéirke und Abmessungen
bedingt. Anders beim glatten Rohr, wo man sich denken kann, daf sich Wirbel
ganz verschiedener Stirke bilden und die Hiufigkeit der Wirbel durch ein

Abb. 88. Druckabfallmessungen an Rohren mit eingeschnittenem Gewinde von L. Schiller. Z. B,
8 gr = grobes Gewinde, 8 mm Durchmesser, 16 / = feines Gewinde in Rohr von 16 mm Durchmesser.

unbekanntes Gesetz geregelt wird. v. Karman nahm nun an, dafl zwischen den
GroBen der Einzelwirbel und der Rauhigkeit eine bestimmte Beziehung besteht.
Man kann dann den Stréomungswiderstand in glatten Rohren aus dem bei rauhen
Rohren beobachteten durch Uberlagerung gewinnen, falls man die einzelnen
quadratischen Widerstdnde mit dem richtigen Gewicht einfiihrt. Mit der Kenntnis

Abb. 89. Druckabfallmessungen an Rohren,deren Winde mit Sand bestreut waren, von J. Nikuradse.

des Gesetzes fiir das glatte Rohr gelangt man auf umgekehrtem Wege zum Ge-
setz des rauhen Rohres.

Nach den rechnerischen Untersuchungen fand v. Karman fir den Fall, daB
das Blasiussche Gesetz fiir glatte Rohre richtig ist und daB 7, im rauhen Rohre
von Re nicht abhéngt, ein Gesetz (wenigstens fiir kleine Werte von &)

2 ~2c

~Jd:}.g%=f(s)—;v—g-, wobei f(¢) = Jg-e2 % ¢ (209)
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und 7, eine Konstante ist. Setzt man mit Blasius ¢ = — 1, so gilt mit % =0,286
Ap = Ay %286, (210)

also nahezu die von Hop{ entwickelte Gleichung. Prandtl kam auf Grund einer
anderen Betrachtungsweise zu demselben Ergebnis. Mit GIl. (210) liefen sich
Nikuradses Werte (Abb. 89) besser als mit Gl. (207) von Hopf erfassen. Hat e
einen bestimmten Wert, dann gilt

! w? und w = konst (J)%5 d%84, (210a)

J = konst x 5
FAl

d

womit zahlreiche rein versuchsméifig entwickelte Formeln iibereinstimmen.

b) Geschwindigkeitsverteilung im Rohrquerschnitt.

In méiBig rauhen Rohren weicht die Geschwindigkeitsverteilung
nicht viel von der in glatten Rohren ab. So fanden Williams, Hubbell
und Fenkell' in rauhen eisernen Rohren von 305 bis 1070 mm @

fir die Kenngrofe w

= 0,840 - 0,035.

Wimax

Stanton und Pannell? wiesen durch genaue Messungen nach, dafB
wfw, . um so kleiner ist, je rauher das Rohr ist, und daff die Form
des Profils ebenso wie der Stromungswiderstand um so weniger von Re
abhédngt, je rauher das Rohr ist. Interessante Beobachtungen machte
Fritzsch®. Da die Strémung an rauhen Winden mehr als an glatten
gehemmt wird, muB3 das Profil in ganz besonders rauhen Rohren vom
bisher beschriebenen deutlich abweichen. Fritzsch untersuchte die
Strémung zwischen verschieden rauhen ebenen Zink- und Glasplatten,
siche Abb. 90. Kurve I gehort zu glattem Spiegelglas, Kurve 2 zu ge-
wohnlichem Riffelglas und Kurve 3 zu Zinkblech, das sigezahnartig
genutet war. Die Wandrauhigkeit beeinflullt besonders den Geschwin-
digkeitsverlauf in unmittelbarer Wandnéhe.

In neuester Zeit gelang es auch, einen Zusammenhang zwischen Profil und
Stromungswiderstand in rauhen Rohren zu finden. So wies z. B. Treer? nach,

1 Williams, G. S., C. W. Hubbell u. G. H. Fenkell: Experiments on the
effect of curvature upon the flow of water in pipes. Trans. Amer. Soc. civ. Engr.
Bd. 42 (1902) S.1. Ahnliche Beobachtungen machten z. B. H.F. Mills, A.V.
Saph und E. W. Schoder, Adams und Wilson: Ebenda S. 204ff. G. Bellasis:
Hydraulies S. 129. London 1914.

2 Stanton, T. E.: The mechanical viscosity of fluids. Proc. Roy. Soc., Lond.
(A) Bd. 85 (1911) S. 366.

3 Fritzsch, W.: Der EinfluB der Wandrauhigkeit auf die turbulente Ge-
schwindigkeitsverteilung in Rinnen. Z. angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S. 199.
Treer, M. F.: Der Widerstandsbeiwert bei turbulenter Stromung durch rauhe
Kanile. Physik. Z. Bd. 30 (1929) S. 538.

4 Treer, M. F.: Die Geschwindigkeitsverteilung bei geradlinigen turbulenten
Stromungen. Physik. Z. Bd. 30 (1929) S. 543.
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daB die Gestalt des Profils nur von der GréBe Gl. (176)

ﬂ-z=rog-~8;
v w

abhangen kénne, gleichgiiltig, wie diese sich dndere, ob durch Anderung der Rohr-
rauhigkeit oder der Reynoldsschen Zahl. Kdrméan?! entwickelte fiir den Fall
2z = konst (wandrauhe Rohre) auf dhnlichem Wege wie beim glatten Rohr das
theoretische Widerstandsgesetz

1 y
@ Wy max l/_?y—g = log; + ¢,
0
oder

Wimax __1_ — r ’
ay }/Z_E log p +
oder

1 7
ﬁ =20 log; + 1,74, (211)
wie man aus Abb. 89 ermitteln kann.
a und @, sind universelle Kon-
stante. An der Weiterentwicklung
dieser Zusammenhinge wird zur Zeit
noch gearbeitet, so daB wohl bald
interessante Ergebnisse zu erwarten
sind. Sie werden freilich vorliufig
noch nicht unmittelbar fiir die prak-
tische Ingenieurarbeit von Nutzen
sein, weil es noch an einer einfachen
und sicheren Bestimmung des Rauhig-  Apb. 90. Turbulente Geschwindigkeitsverteilung
keitswertes e von technischen Rohren zwischen verschieden rauhen ebenen Glas- und

5 Zinkplatten bei ein und derselben Durchfluff-
fehlt2. menge nach Fritzsch.

6. Stromung in geraden Rohren mit anderem
als Kreisquerschnitt.

a) Turbulente Stromung.

Wir hatten frither die Gesetze fiir den Druckabfall in geraden Rohren
ohne Riicksicht auf die Form des Querschnitts abgeleitet, wobei wir
an Stelle des Rohrdurchmessers das Vierfache des Verhéltnisses von
Querschnittsfliche ¥ zu Querschnittsumfang U setzten:

F . c
d=47 inm. (212)

1 v. Karmén, Th.: Mechanische Ahnlichkeit und Turbulenz. Nachr. Ges.
Wiss. Gottingen 1930.

2 Prandtl, L.: Neuere Ergebnisse der Turbulenzforschung. Z. VDI Bd. 77
(1933) S. 105. Nikuradse, J.: Stromungsgesetze in rauhen Rohren. VDI-
Forsch.- Heft 1933 Nr. 361.
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Nun ist noch durch Versuche nachzuweisen, dafl diese einfache Um-
formung brauchbar ist.

Es empfiehlt sich, dafl wir zunéchst die Ergebnisse von Versuchen
mit turbulenter Strémung betrachten, wobei sich zeigt, daf die mit
GL (212) aufgestellten Beziehungen fiir den Druckabfall mit groBer
Anndherung zutreffen, solange es sich nicht um sehr gestreckte oder
krummlinig begrenzte Querschnitte handelt.

Schiller! untersuchte die Strémung in Messingrohren mit gleichseitig-drei-
eckigem, quadratischem und rechteckigem Querschnitt, fiir die das Gesetz von

F
Blasius Gl. (164) mit d = 4 72 ziemlich genau stimmte und bemerkte mit Recht:

,»Es muB} dies mehr als ein Spiel des Zufalls sein, und man wird nicht fehlgehen
in der Annahme, daB8 hier ein theoretischer Zu-

Y N T ) sammenhang aufzudecken sein mufl ¢, siehe Abb. 91.
! Fromm? wies die Zuldssigkeit, d allgemein durch
% Y “ 1 4F/U zu ersetzen, mit einigen Rohren rechteckigen
P \ Querschnitts nach, die er aus zwei gegeniiber-
] - ) "
p R0>\ !\ faminar liegenden ebenen Platten und dazwischen gescho-
j N  — benen Randleisten verschiedener Dicke bildete.
/a“rm}m/j
I | | T
So— |
P !
34— | — - .t |
i | tfurbulent tfurbulent |
| | ~—
2 ‘
{ ! ol W
B | ] | o
Y 77 AR R R A N A B T 2

— Jog Re

Abb. 91. Widerstandsgesetz fiir glatte gerade Rohre verschiedenen Querschnitts nach Schiller.

Als Versuchsplatten dienten glatte Zinkplatten, mit Draht iiberzogene Platten
und Bleche mit sigezahnartigen Querriefen von sehr verschiedener Rauhigkeit,
die er durch Gipsabgiisse der Messung zuginglich machte. Ahnliche Beob-
achtungen stammen von Nikuradse® mit gezogenen Messingprofilrohren, deren
Querschnitte gleichschenklige, gleichseitige und ungleichseitige Dreiecke, Trapeze,

1 Schiller, L.: a.a. 0. Z.angew. Math. Mech. Bd.3 (1923) S.2. Z. VDI
Bd. 67 (1923) S. 623. AuBlerdem untersuchte Schiller noch ein Wellrohr mit
Kreisquerschnitt, bei dem das Gesetz von Blasius auch zutraf. Dagegen bot
ein dreigingig gewundenes Schraubenrohr von groBer Ganghéhe der Windungen
einen 2,5fachen Widerstand, der wohl durch die Drehbewegung der Flussigkeit
hervorgerufen wurde.

2 Fromm, K.: Stromungswiderstand in rauhen Rohren. Z.angew. Math.
Mech. Bd. 3 (1923) S. 329.

3 Nikuradse, J.: Turbulente Strémungen in nichtkreisférmigen Rohren.
Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 326.
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Rechtecke und andere Formen waren. Re,, lag dabei immer zwischen 2000
und 2360. Er fand das /,.-Gesetz bei Rechteck- und Dreieckquerschnitten vor-
ziglich bestdtigt!, womit er gleichzeitig nachweisen konnte, daf die Reibungs-
vorgange und Randschichtbildung unmittelbar an der Wand nicht von den

Abb. 92. Geschwindigkeitsverteilung im Dreikantrohr nach Nikuradse.

Vorgéangen an der gegeniiberliegenden Wand abhingen. Zum Vergleich fand er
zu der zu Gl. (180) ermittelten ,,Zahl* = 8,57 fiir Kreisrohre fiir ein Rechteck -
rohr mit Seiten von 8 und 28 mm ,,Zahl = 8,65, fiir Rechteckrohr, bei dem
ein Seitenpaar sehr grol war, ,,Zahl* = 8,25, fiir ein gleichseitiges Dreieck-
rohr mit 27 mm Seitenlinge

»Zahl = 8,41 und endlich

fir ein Kreisrohr von

28 mm ¢ ,,Zahl* = 8,59.

Abb. 92 und 93 zeigen die

Geschwindigkeitsverteilung

bei turbulenter Stromung

durch Dreieck- und Recht-

eckrohre?. Bei Rohren mit

Kreisringquerschnitt beob-

achtete Lorenz3 dagegen

Abweichungen (gezogene Abb. 93. Geschwindigkeitsverteilung im Vierkantrohr
Messingrohre von 190 mm nach Nikuradse.

Auflen- und 10, 35 und

100 mm Kerndurchmesser, Re bis 1200000). Er setzte zur Auswertung die
Formel A; =a -~ b Re® an und fand

! Nikuradse, J.: Untersuchungen iiber die Geschwindigkeitsverteilung in
turbulenten Stromungen. VDI-Forsch.-Heft 1926 Nr. 281.

2 Uber Querstromung in geraden Rohren mit dreieckigem Querschnitt siehe
Abb. 122.

3 Lorenz, F.R.: Uber turbulente Stromung durch Rohre mit kreisring-
formigem Querschnitt. Mitt. Inst. Stromungsmaschinen T. H. Karlsruhe, herausg.
v. Spannhake 1932 Heft 2 S. 26.
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Kerndurchmesser 0 10 35 100 mm
a 0,0076 0,100 0,100 0,112
b 0,899 1,311 1,983 3,790
—c 0,394 0,435 0,484 0,559

Abb. 94. Widerstandsgesetz von glatten Kreisringrohren bei verschiedenen Rohrdurchmessern
nach Lorenz.

siche Abb. 94. r, bedeutet den AuBen- und 7; den Kernradius. A5 ist hier eine Funk-
tion f(Re, r,/r;). Dabei wurden Geschwindigkeitsverteilungen nach Abb. 95 ge-
messen. Am Kern bildet sich eine Grenzschicht aus, die mit r,/r, wichst und den
GroBtwert w;,. nach auflen
schiebt, bis schliefilich bei
r, ~ 1r; (enge Ringspalte) der
GroBtwert bei 0,5 (r,-+7;)
liegt. Die Verlagerung kommt
durch die turbulente Mi-
schungsbewegung zustande,
wobeidie verschiedensinnigen
Kriimmungen der Winde
eine Rolle spielen.
Wihrend bei turbu -
lenter Stromung die
Druckabfallgleichungen
mit Einfithrung des hy-
draulischen Radius F/U
fast immer gute Ansédtze
liefern, versagen sie bei
Laminarstrémung. Da
hier die laminare Grenz-

schicht den ganzen Rohr-
Abb. 95. Geschwindigkeitsverteilung in glatten Xreisring- hni fiillt. beei
rohren bei turbulenter Stromung nach Lorenz. querschnitt ertullt, beem-

flussen die Reibungsvor-
ginge an einer Wand die an den anderen Winden. Die Widerstands-
zahl Ay steht jetzt mit der Reynoldsschen Zahl in einer Beziehung

64 16vU
=9 =P wF (213)
wobei die Vorzahl ¢ nur von ¥ und U abhéngt. Fir g = ii— ist = 1.
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Wir werden spater &hnliche Verhéltnisse bei der Laminarstromung
durch gekriimmte Rohre antreffen. Man kann die Grofle ¢ fiir regel-
miBige Querschnitte berechnen. Wir wollen das hier fir die beiden
wichtigsten, den Kreisring- und den Rechteckquerschnitt, tun.

b) Laminarstromung in Rohren mit Kreisringquerschnitt.

Man findet das Gesetz der Laminarstromung in Kreisringrohren, indem man
die Konstanten 4 und B von Gl (147) mit den Bedingungen: w;= 0 bei o = r;
und x = 7, berechnet.

_Pi=Py s,  a  TaT T &
wz-—m“("a—x +ITIH ra> (214)
s
und
PP e AT =
~W(m+h . ) (215)
1n7‘—.

Abb. 96. Zusammenhang zwischen @ und 74/r; in Rohren mit Kreisringquerschnitt.
Fir r4fr; = o0 ist @ = 1,0.

2 — P3
Fir tropfbare Fliissigkeiten ist dabei %P—‘: P, —P,. Aus Gl (215) erhalt
man , 2
& —1)1In-*%
64 64 r 64 < 7; ) 7;
Ia=g 0= <7:)— (216)

" Be (132 T4 R

<r§+1> nT_i—(r? 1>
Abb. 96 gibt Aufschlul iiber den Zusammenhang zwischen ¢ und dem
x—1;
™ T;

entsprechend Abb. 95 eingetragen. Bei Laminarstromung ergeben sich die Grenz-

Radienverhéltnis. Zum Vergleich wurden in Abb. 97 Kurven w, iiber

falle: bei % = 00 ist ww -=0,5 und 2, =0 (Rohr mit vollem Kreisquer-
i imax

schnitt); bei % ~ 1 ist = 0,667 und a,,. = % (r,+ ;) (sehr enger Ring-

lmax

spalt). In Abb.' 98 wurden die Profile bei laminarer und turbulenter Strémung

7, . .
fiir 7“4 = 19 iibereinander gezeichnet. Das Profil in Kreisringrohren weicht bei
i

Laminarstrémung viel stirker als bei turbulenter vom Profil des Kreisrohres ab.
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Man kann sich die Rechnung, die praktisch z. B. an Ringspalt-Warmeaustau-
schern eine Rolle spielt, wesentlich vereinfachen. Auf demselben Wege wie bei

Abb. 97. Geschwindigkeitsverteilung bei Laminarstromung in Rohren mit kreisringférmigem
Querschnitt.

Abb. 98. Vergleich zwischen laminarem und turbulentem Geschwindigkeitsprofil im Rohr

mit Kreistingquerschnitt bei ;‘5 =19.
t
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Ableitung der Gl. (134) erhalt man far die Laminarstromung zwischen zwei ebenen
Platten, die der Stromung durch enge Ringspalte nahekommt, mit s als Spalt-
breite und b als Plattenbreite die Gleichung

PPy &
w= T (GG ) (217)

z ist dabei die Entfernung der betrachteten Schicht von der Spaltmitte, siehe
Abb. 99. Ferner gelten die Gleichungen

P, —P, s s —
Wimax = ——5—— 5 ; I
‘ul 8 \ i T
w2y Pi—Py s S : S
TaUeT 12 R i G e
Py— P, _ 12: »
Y gs
F . bs = 8 L) Abb. 99. lellr Begechnuélg die)r Laminarlsltfii-
7 — = ~ s wischen sehr g ebe e
U 2(b+ ) . <1+%> 9 mung zwisc S rm;gt:; nen parallelen
v 96 64
=8 =R TR P PTLA

Bai ringformigen Spalten ist ¢ durch 7,— r; zu ersetzen. Die AusfluBmenge ist

Qs=wsb = wn%(dzﬁd'f)

P, —
= "'171‘1?3 4% (dy — di)zg (d2 — d2) fiir tropfbare Fliissigkeiten,
2 _ 2
= I;: 2?1;2 4% (d, — d;)? %(di —d?) fiir gasférmige Fliissigkeiten.

Abb. 100. Fehler bei der Anndherung der Kreisringrohrstrémung an die Stromung zwischen
parallelen Platten.

Diese vereinfachte Rechnung wird in vielen Fillen ausreichen. Abb. 100 gibt
iiber den Fehler Aufschlufl, den man gegeniiber der exakten Rechnung begeht.
m ist das Verhaltnis der genauen zur angendherten Geschwindigkeit und » das

Richter, Rohrhydraulik. 9
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der genauen zu den angendherten g-Werten. Fiir den genauen Stromungswider-

tand gilt d

stand gilt dann P1~P2_nA12V’WZ
Y g (Ta - 7{)2 )

Hat man z. B. ein Kreisringrohr mit d, = 0,250 und d; = 0,100 m &, also
g‘i = ;"— = 2,5, so ist nach Abb. 100 die genaue mittlere Stromungsgeschwindig-

i [
k;it nur 1 vH gréler als die angendherte und der genaue Druckabfall nur 1,4 vH
kleiner als nach Naherung. Fiir den besonderen Fall, dal der Kern nicht zentrisch
im Rohre sitzt, ergibt sich durch dhnliche Rechnung

Werzensr —14 3( 2K )z’ (219)

Wronzentr 2 \da - di

(218)

wobel K die Exzentrizitit bedeutet. Ist z. B. d,= 0,10 m und d;= 0,04 m, so
nimmt das Verhéltnis fir £ = 0,001 m den Wert 1,0017, bei £ = 0,005 m den
Wert 1,042 an, d. h. w,,,.,, ist um 0,17 vH oder 4,2 vH grofler als e, *

Fiir £ = % (d,— d;), Anliegen an einer Wand, St @,,.ep/Wionsensr = 25-

¢) Laminarstromung in Rohren mit Rechteckquerschnitt2.

Zur Ableitung des Gesetzes fir vollstandig ausgebildete Laminarstromung
in geraden Rohren mit Rechteckquerschnitt kénnen wir die Navier-Stokessche
Gleichung (53) mit der Bestimmung, dafl der Druck im Querschnitt verteilt, d. h.
oP 0 oP
97 =% Gy
Achsrichtung haben und nicht mit der Rohrldnge verianderlich sind (—% = 0) ,
schreiben

konstant, ist < = 0) und die Strémungsgeschwindigkeiten nur

2 2
oP (8 w, 13 w,)‘ (220)

o1 T H\ et T oy
Bei Stromung von tropfbaren Fliissigkeiten ist der Druckabfall dem Wege ver-

haltnisgleich. Nehmen wir ferner an, dafl die Temperatur der Fliissigkeit und damit
ihre Zahigkeit unverdnderlich ist, so kann man

Y _O9P L onst—20 (221)
A 8 o
i___ _ setzen. Zur Vereinfachung fithrt man noch ein
bl z  w,= y -~ C(b%2—-y?), siehe Abb.10l. Dann ist
il )
It Poltv e
Abb. 101. Zur Berechnung der 0x? dy?

Laminarstrémung in Rohren .
mit rechteckigem Querschnitt. ~ Am Umfang des Rohres ist w;= 0. Danach ist

yp=— C(b2— y?) entlang AC und BD,x =+ aq,
und ¢ = 0 entlang den Winden AB und CD, weil dort y =+ b ist. Wenn
9 = -+ b ist, miissen alle Ausdriicke mit y verschwinden. Diese Bedingung wird

1 Siehe hierzu weiter R. Heinze: Untersuchungen zum Lawaczek- Viskosi-
meter. Dissertation T.H. Berlin 1925.

2 Siche hierzu auch J. Boussinesq: Mém. sur Pinfluence des frottements
dans les mouvements réguliers des fluides. J. Math. pures appl. (2) Bd. 3 (1868)
S.877. R. J. Cornish: Flow in a pipe of rectangular cross-section. Proc. Roy.
Soc., Lond. (A) Bd. 120 (1928) S. 691.
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durch Ausdriicke wie
(2n+1)my

5% & cosmy

y = & cos

erfiillt, wobei ¢ eine Funktion von «z allein und » eine ganze Zahl ist. Mit dieser
Einfithrung erhilt man
929
ox?
wobei man ¢ darstellen kann durch ¢ = 4, Cojmz + B, Ginmz. Da die
Geschwindigkeit symmetrisch um die y-Achse verteilt sein wird, ist B,=0 und

P =4,Cmz. (224)

Danach besteht o = f(z, y) aus Ausdriicken y = 9 cosmy = A4, Cof mx cosmy.
Diese Ausdriicke miissen so entwickelt werden, daB sie die Randbedingung

— 9mr—0, (223)

p = — C(b%2— y?) erfiillen. Wir setzen LA y, und erhalten

2b

— N 4, 6of (Zii;—bl)i“ cos (204 1) g, . (225)
n=0

Die Randbedingung fiir # = -4 @ lautet mit v,

O4b2<2 ﬂ2>.

y=—00 —y)=——(vi—

(226)

Mit dieser Gleichung mufl Gl. (225) fiir =+ @ {iibereinstimmen. Entwickelt
man Gl. (226) in einer Fourierschen Reihe und vergleicht man diese mit GI. (225),

so kann man die Konstanten 4, bestimmen. Man bekommt mit y = o by,
37‘[:12)

‘T
320 b2 GD‘(%) Ty @Di< 2b 37zy l
——— 7eos———- -~ GOS8 =5 -—[—
7 Gof na 2b 33 Gof 3 a J
soi(55) oi(%y)
und mit w; = p + C(b2— y?) das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung

;201)2_{ 1,

73 |

;=

+ C (b —y?). (227)

Der DurchfluB wird durch
y=-+0b 1:_~‘ra
Q.= f J w, dxdy
Yy=—b x=—u
gegeben:
4 ab? dPL 192 b

Q=3 =0 ($ﬁ+ 53”+...)] (228)

s a +8 2b

Zur Beurteilung dieser Gleichung wollen wir zwei Sonderfille untersuchen.
1. Quadratischer Querschnitt, @ = b. Fir diesen Fall erhilt man

a* dP

Q. ~05620;7l——4a~

fiir den Durchflu und fiir die mittlere Stromungsgeschwindigkeit mit y = Ly
a? g
w = 0,14057g-].
9*
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F
Mit Riicksicht auf 4 T 2a ergibt sich endlich

57

64 56,9
g = e = 0,89 e <genauer = W) .

2. Sehr flaches Rechteck, a oder b = oco. Fiir diesen Fall erhilt man fiir
den Durchflufl angendhert, wenn z.B. ¢ unendlich gro wird,

4 ab® dP b
Qs == '§ 7;— m— <1 —-0,630 ;) .
und nimmt w den Wert
1 b2 dP
W= — — ——
3 u dl

an. Der hydraulische Radius 4 F/U
erreicht gleichzeitig den Wert 4 b. Da-
nach gilt fir diesen Sonderfall, ndmlich
Stromung zwischen zwei unendlich
groBen ebenenPlatten, die Beziehung

< F\2
bl U)gJ
3 v
und
Abb. 102. Beiwert ¢ bei Laminarstromung in . 96 64
Rohren mit Rechteckquerschnitt. Aip = e = 1,56 Re

Die Betrachtung der Sonderfille lehrt, daB die Groe ¢ von Gl. (213) fiir den
quadratischen Querschnitt einen Kleinstwert annimmt. Der quadratische Quer-
schnitt bietet den geringsten Durch:=

Versuchskurve Davis und White fluBwiderstand von allen Rechteck-
N\ querschnitten oder der Durchflul

. ine Rechieckseite unendlich grof ird beim Quadrat unter Wirk
BN e grob wird beim Quadrat unter Wirkung
Ag N 4 ”ﬁ”//"/e'oﬁl'zz/g;d”& = eines bestimmten Druckes am groB-
\\\, i ten. Der quadratische mit ¢ = 0,89
\\ kS erscheint giinstiger als der Kreis-
4201 \S /m €  wré querschnitt mit @ = 1. Leitet man
Hreisrobr \\ aber dieselbe Fliissigkeitsmenge
ol ArRe=64 \ einmal durch ein qua-

N, . .
’ \ Kurve fiir glattes Rohr dratisches und einmal
N S durch ein Kreisrohr von
Yuadrat \ / = r ¢
4051+ ApRe=57 N gleichem  Querschnitt
(a:5=1) 2 —Vé’%z;/z/.;,;wve fort, so bietet das Qua-
Versuchskurve Schiller a :b=352 a:b=492 %a:; def:i deinf}e;chen
iderstan es Kreis-
L | L L . |

0’02700 200 500 000 2000 so00 10000 rohres. Man erkennt
— Re=n ¥ Quadrat- und Kreisquer-
Abb. 103. Nachweis der berechneten ¢-Werte mit verschiedenen schnitt als die giinstig-
Versuchen. sten. Der Wert ¢ = 1,5

firdas Stromenzwischen
Platten von grofler Breite wurde schon friither gefunden [Gl. (217)]. In Abb. 102
stehen die g-Werte fiir verschiedene Rechteckquerschnitte. Mit der Einfiihrung

P:—P}
—gp V!
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gelten die obenstehenden Gleichungen auch fiir zusammendriickbare Fliissig-
keiten (ohne Riicksicht auf das verschwindend kleine Beschleunigungsglied).
Boussinesq! stellte dhnliche Gleichungen auch fiir elliptische und gleichseitige
Dreieckquerschnitte auf.

Ein versuchsmiBiger Nachweis der obigen Gleichungen gelang durch Ar-
beiten von Schiller? an Rohren mit quadratischem und rechteckigem (Seiten-
verhiltnis 3,52 : 1) Querschnitt und Arbeiten von Cornish? an Rohren mit recht-
eckigem Querschnitt (Seitenverhaltnis 2,92:1). Fiir sehr flache Rechtecke
(Seitenverhiltnisse 37 : 1 bis 170: 1) fanden Davids und White* etwa den Wert
@ = 1,5, wie er fiir ein Seitenverhiltnis 1:00 berechnet wurde. Siehe hierzu

Abb. 103.

B. Stromung in geraden Rohren mit
verinderlichem Querschnitt.

1. Leitungen mit stetig veriinderlichem Quersehnitt.

a) Laminarstromung.

Bei Laminarstrémung in einem geraden Rohr mit gleichbleibendem
Querschnitt verfolgen alle Flissigkeitsteilchen parallele Bahnen. Da-
gegen fliefen in Rohren mit stetig veréinderlichem Querschnitt alle
Teilchen in verschiedenen Richtungen. Fraglich ist nun, ob wir auch
in diesem Fall von einer Schichtenstrémung sprechen diirfen, oder ob
sich etwa Querstrémungen ausbilden, die den Strom teilweise oder ganz
durchsetzen. Klarheit brachten zwei interessante Arbeiten von Hele-
Shawbund Wyszomirski$, die in gewissem Sinne eine Verallgemeine-
rung der Reynoldsschen Farbfadenversuche darstellen. Beide For-
scher lieBen fadenweise gefarbtes Wasser durch enge Kanéle von recht-
eckigem Querschnitt flielen, die sich ganz beliebig stetig oder sprung-
haft, gerade, gekriimmt oder knieférmig, erweiterten oder verengten
(siehe z. B. Abb. 104 a bis ¢). Die Farbfiden waren im Verfolg der Stré-
mung deutlich erkennbar: die einzelnen Teilchen flossen in Féden,
die einander nicht durchdrangen. Diese Stromungsform nennen wir
Fadenstromung. Gleichschnelle Flissigkeitsteilchen sind z. B. in
Kreisrohren immer kreisringférmig um die Rohrachse angeordnet;
symmetrisch gelegene Flissigkeitsfiden kann man zu Schichten zu-

1 Boussinesq, J.: a.a. O. 2 Schiller, L.: a. a. O. FuBlnote 1, S. 124.

3 Cornish, J.R.: a.a. O.

¢ Davis, 8. C., u. C. M. White: An experimental study of the flow of water
in pipes of rectangular section. Proc. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 119 (1928) S. 92.

5 Hele-Shaw, H.S.: Investigation of the nature of surface resistance of
water and streamline motion under certain experimental conditions. Inst. Naval
Archit., Lond. 1898 oder Z. VDI Bd. 42 (1898) S. 1389.

¢ Wyszomirski, A.: Stromlinien und Spannungslinien. Dissertation Dresden
1914.
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sammenfassen. Wir haben eine allgemeine Form einer Laminarstromung.
Fiir den besonderen Fall, daBl alle Schichtgeschwindigkeiten gleich-
gerichtet sind, haben wir die Laminarstromung des geraden Rohres.
Es kann sich hier um erweiterte Rohre mit Umsetzung von Ge-
schwindigkeit in Druck (Abb.105) und um verengte Rohre mit Um-

Abb. 104c.

Abb. 104a bis ¢. Fadenstromung in Rohren
beliebigen Querschnitts nach Hele-Shaw und
Wyszomirski.

setzung von Druck in Geschwin-
digkeit (Abb. 106) handeln. Wegen
der Zahigkeit der Flissigkeit wer-
den die einzelnen Schichten um so
starker abgebremst, je nédher sie an
der Rohrwand liegen. Die Ver-
zogerung der gesamten Stromung,
die im Falle einer Rohrerweiterung
eintritt, wirkt gleichmaBig im gan-
zen Querschnitt!., Bei einem be-
stimmten Erweiterungsgrade der
Leitung werden die langsamsten
Schichten zum Stillstand kommen
und bei noch stirkerer Erweite-
rung umkehren (Abb. 107). In-
zwischen geht die Kernstrémung
— aus Griinden der Kontinuitat —
in der alten Richtung weiter.
Eine solche Umkehr (Rickstro-
mung an der Rohrwand) betrach-
tet man als Strahlablosung. Bei
Stromung durch ein verengtes
Rohr kann eine solche Ablésung
nicht eintreten.

Die hydrodynamischen Glei-
chungen fir die Laminarstrémung
in geraden Rohren mit beliebig
veranderlichem Querschnitt wur-
den von Blasius? abgeleitet.
Thre Wiedergabe fiihrte uns hier
zu weit, da es praktisch kaum
Beispiele fiir diesen Stréomungs-

vorgang gibt. Grundsétzlich von Interesse ist nur die Bedingung fiir
den Eintritt der Riickstrémung. Blasius betrachtete Kanile von

I Genaue Messungen haben ergeben, dafl der Druckzuwachs und damit auch
die verzogernden Krifte gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilt sind.
2 Blasius, H.: Laminare Strémung in Kanilen von wechselnder Breite.

Z. Math. Phys. Bd. 58 (1910) S. 225.
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rechteckigem Querschnitt mit bestimmter Breite b und verdnderlicher

Hohe h. Re’zhjjﬂ ist dann eine von der Rohrlinge ! unabhingige

Abb. 105. Energieumsetzungen im erweiterten Abb. 106. Energieumsetzungen im verengten
Rohr mit gerader Achse Rohr mit gerader Achse
(Diffusor oder divergentes Rohr). (Konfusor oder konvergentes Rohr).

Abb. 107. Verteilung der Stromungs-

geschwindigkeit iiber den Querschnitt gerader

Rohre von verdnderlicher Weite bei Laminar-
stromung nach Blasius.

Reynoldssche Zahl. Die veriin-
derliche Begrenzung folge einer

Funktion y = f(I), siehe Abb. 107.
Y f ( )’ A Abb. 108. Laminare Geschwindigkeitsverteilung

Blasius fand fir den Eintritt nach Prandtl-Tietiens. I Rohr von unverinder-
lichem Kreisquerschnitt. II in Stromungsrichtung

der Riickstromung als ma3gebend schwach verengtes Rohr
.2 . dy
d 35 Re'-—— = 2; z.B. Re’=2000 und —5 = Y1000].
RIS =T (229) i “ )

In einem kegelférmig erweiterten Rohr von 1 m Linge und Durchmesser-
vergrofflerung um 35 mm wiirde sich demnach der Strahl bei Re’ = 1000
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ablosen. (Neuere Rechnungen lassen allerdings wahrscheinlich werden,
dafl die Ablésung schon eher beginnt.)
Eine Querschnittsinderung, wenn sie auch nur gering ist, wirkt
sich auf die Geschwindigkeitsverteilung aus. Abb. 108 zeigt, daBl sich
das Profil bei Rohrverengung ab-
plattet. Bei Strémung in erwei-
terten Rohren dagegen wird das
Profil spitzer als beim geraden
Rohr von unveranderlichem Quer-
schnitt. Der Anstieg oder Ab-
fall des statischen Druckes mit
der Veranderung des Rohrquer-
schnitts iiberlagert sich dem
Abb. 109. Bezeichnungen fiir das konische Rohr.  Reibungsdruckabfall der Stro-
mung, der um so kleiner wird,
je mehr sich das Rohr verengt. Je nach dem Grade der Rohrerweiterung
kann der statische Druck mit der Rohrldnge abfallen, gleichbleiben oder
anwachsen. Vermutlich hat die Rohrrauhigkeit keinen besonderen
Einflul auf diesen laminaren Strémungsvorgang.

b) Ubergangsgebiet zwischen laminarer und turbulenter
Stromung.
Die kritische Reynoldssche Zahl hingt in starkem MaBe mit der Anderung
des Rohrquerschnitts zusammen. Je schneller sich das Rohr verengt, bei um so
hoherer Reynoldsscher Zahl liegt der Ubergang. So fand z. B. Gibsonl, daB in

einem konischen Rohr von 15° Offnungswinkel (Abb. 109) Re,,, auf das 5,7fache
gesteigert wird. Umgekehrt liegt Re;,;, um so tiefer, je mehr sich ein Rohr erweitert.

¢) Turbulente Stromung.

Die turbulente Strémung von Fliissigkeiten durch verengte oder
erweiterte Rohre und die damit verbundenen Druck- und Geschwindig-
keitsinderungen sind von groBer technischer Bedeutung. Im wesent-
lichen spielen sich dieselben Vorginge ab, wie sie eben fiir Laminar-
stromung beschrieben wurden. Wie bei Turbulenz im geraden zylin-
drischen Rohr bildet sich eine Randschicht aus, deren Dicke mit zu-
nehmendem Grade der Rohrerweiterung abnimmt. Bei turbulenter
Stromung fithrt die Strahlablésung zu besonders groflen Verlusten, wo-
bei kriftige Wirbelballen entstehen, die die ganze Strémung durch-
setzen. Mit abnehmender Randschichtdicke wird der Stromungsverlust

1 Gibson, A. H.: On the flow of water through pipes and passages having
converging or diverging boundaries. Proc. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 83 (1910)
S. 366.
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immer groBer und stellt sich bald ein quadratisches Widerstandsgesetz
ein (nahezu reine Wirbelstrémung). Bei Rohrverengung lost sich der
Strahl nicht ab.

Besonders bemerkenswert ist nun die Frage nach dem gréften zu-
lassigen Erweiterungswinkel, bei dem noch keine Ablosung eintritt und
welche Vorgénge sich einstellen, wenn dieser gréte Winkel tiberschritten
wird. Zur Vereinfachung wollen wir uns hier nur mit geradlinig be-
grenzten Rohren beschéaftigen.

Versuche zur Beobachtung der Bewegungsvorginge! wurden meist
in den versuchstechnisch leichter zu beherrschenden Rohren mit Recht-

10

Mr’h-d_—o—‘ o
Tt /W
) 7 ?;/: j//’cg/
/% ”g /
A S arires
a7 / e /+/4“?/ e
’ /’ N e
46 / ,/ : .4
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'E\‘LE )5, / / / /
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&

-

Abb. 110. w, /wl max 1 Abhéngigkeit von /b (b = Rohrbreite) bei verschiedenen Offnungswinkeln «
und Re = 61000 nach Messungen von Nikuradse.

1 7. B. A. Fliegner: Versuche iiber das Ausstrémen von Luft durch konisch
divergente Rohre. Schweiz. Bauztg. Bd. 31 (1898) S. 68, 78, 84. R. Proell: Ab-
handlungen iiber kegelférmige Rohre. Z. ges. Turbinenwesen 1904 S.161; 1905
S.151. K. Andres: Versuche iiber die Umsetzung von Wassergeschwindigkeit
in Druck. VDI-Forsch.-Heft 1909 Nr. 76. H. Hochschild: Versuche iiber Stro-
mungsvorginge in erweiterten und verengten Kanélen. VDI-Forsch.-Heft 1912
Nr. 114. R. Kroner: Versuche iiber Stromungen in stark erweiterten Kanélen.
VDI-Forsch.-Heft 1915 Nr.222. A.Riffart: Uber Versuche mit Verdichtungs-
diisen. VDI-Forsch.-Heft 1922 Nr.257. F. Dénch: Divergente und konvergente
turbulente Strémungen mit kleinen Offnungswinkeln. VDI-Forsch.-Heft 1926
Nr. 282. A.N. Wedernikoff: Luftstrémung im flachen erweiterten Kanal. Ber.
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eckquerschnitt, seltener in Rohren mit Kreisquerschnitt angestellt
(Holz-, seltener Metallrohre). Versuche mit Wasser und Luft ergaben
die Giiltigkeit des Ahnlichkeitsgesetzes.

Der statische Druck wurde nahezu gleichmaBig verteilt tiber den
Rohrquerschnitt gefunden (Abb. 109). Auch die Geschwindigkeitsver-
teilung wurde mehrfach gemessen. Abb. 110 bis 112 zeigen von Ni-
kuradse aufgenommene Profile. Aus Abb. 110 ist ersichtlich, daB
Profile in erweiterten Kanilen nach der Rohrmitte zu immer steiler,
dagegen in verengten immer flacher werden, als das Profil bei Stromung
im zylindrischen Rohr. Es zeigte sich bei Ee = 61000, daf alle Profile

bis zu 8° Offnungswinkel sym-

metrisch liegen. Bei o = 10° er-

gab sich das Profil von Abb.111.

Der Strahl 16ste sich nach Uber-

schreiten eines bestimmten Off-

nungswinkels oder einer be-

stimmten Reynoldsschen Zahl

nicht an der ganzen Innenwand

des Rohres ab, sondern blieb

an einer Seite hingen. Seine

Lage war unstabil, er konnte

leicht hin- und herpendeln. Bei

Re = 61000 loste sich der Strahl

im Bereiche von o = 9,6 bis

10,29, also schon bei kleinen

) Winkeln, ab. Als giinstigsten

A 11, Gedwididigyiong bl O Brweiterungswinkel kann man

Re = 61000 nach Messungen von Nikuradse. bis etwa Re = 100000 o = 89

ansprechen. Schon Weisbach

hatte den Winkel von 8° fiir den besten gehalten. Abb. 111 wurde

andernteils bei 12° und Abb. 112 bei 16° Offnungswinkel aufgenom-

men. Je groBer o war, um so schneller pendelte der Strahl hin und

her. Fiir die Ablosung in glatten keilférmigen Kanélen fand Nikuradse
die Grenze

%— 41/15 ~T75 (o=9,6° bei Re = 61000). (230)
In Rohren mit verschiedenem KErweiterungswinkel und bei verschie-
denen Reynoldsschen Zahlen stellte sich ein @hnliches Geschwindig-
keitsprofil ein, wenn der Kennwert %Re%f dieselbe QGrofe hatte. Fir
d. Zentr. Aero-Hydrodyn. Inst. Moskau Bd. 21 (1926). J. Nikuradse: Unter-

suchungen iiber die Stromungen des Wassers in konvergenten und divergenten
Kanilen. VDI-Forsch.-Heft 1929 Nr. 289.
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die Profile selbst traf das Prandtlsche */s. Verteilungsgesetz, wenig-
stens fiir die Randgebiete, genau zu.

Uber den Druckabfall bei turbulenten nichtparallelen Stromungen in geraden
Rohren kann vorliufig nicht viel genaues mitgeteilt werden. Wegen der be-
schrinkten Linge von konischen oder keilformigen Versuchsleitungen enthalten
die meisten der gemessenen Stréomungsverluste noch eine Reihe nicht nachpriif-
barer Storungen. In stark erweiterten Kanélen iibersteigen die Ablosungsverluste
die Reibungsverluste mehrfach. Wegen der starken Wirbelung sind die Verluste
praktisch immer dem Quadrate der mittleren Stromungsgeschwindigkeit verhaltnis-
gleich. Die GroBe der Verluste
nimmt erheblich mit dem Rauhig-
keitsgrade der Rohrwand zu.

Manche Stromungsfille in
Rohren mit regelmiligen Quer-
schnitten kann man bei Verengung
oder geringer Erweiterung nach
Ansiitzen von Baashuus! rech-
nen. Er leitete aus der allgemeinen
Druckabfallgleichung fiir gerade
Rohre die Form

F\m
w=kJ (ﬁ )
mit k = konst fiir beliebige Stro-
mungen (quadratisches Wider-
standsgesetz, Az = konst) ab ent-
sprechend GI. (210a). Fir Kreis-
rohre erhielt er
P, — P,
4
- (hy —hg). (231)  Abb.112. Geschwindigkeitsverteilung bei Offnungs-
—m+n—2 winkel @ von 16° (Erweiterung) und Re = 61000 nach

. Messungen von Nikuradse. Der Strahl legte sich regel-
Dabei bedeutet 2, den Abfall an los an eine Stelle der Rohrwand an.

Druckhéhe in einer Leitung von
der Lénge !, mit unverinderlichem Querschnitt F, und hydraulischem Radius
F,/U, (siche Abb. 109).

1

Qs n _2+m . k-m
By = (07) hdD e mit o= (231a)
und desgleichen A, fiir 7,, d,. Siehe hierzu Aufgabe 10. Diese Rechnung ist
natiirlich fiir erweiterte Rohre nur angiingig, wenn sich der Strahl nicht ablost.
Wenn 1, nicht von Re abhingt, kann man auch eine andere Naherungs-
rechnung fiir Kanile ohne Strahlablosung anstellen?. Mit y als verinderlicher

Rohrweite ist nach Abb. 109

y 29

! Baashuus, N.: Druckhshenverlust in Leitungen mit kontinuierlich ver-
anderlichem Querschnitt. Z. Forschung Bd. 1 (1930) S. 202. Berlin.

2 Weisbach, J.: Ingenieur- und Maschinenmechanik, 2. Aufl. Teil 1 S. 535.
Braunschweig 1850. Banki, D.: Energieumwandlungen in Flissigkeiten Teil 1
S. 74. Berlin 1921.

2
h:i'nyrAH:zRfdl w
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fiir die Energieumsetzung und mit der Kontinuitatsbedingung

d l
2 — , d? = w,d2 i Lt
wy?=w d} =w,d} und weiter iy~ 4—d,
bei Kreiskegelrohr. Nun ist nach Integration
. 11 d, da\? | (dy\3\ w3
p=mg g (e (@) @) 5 (232)

Nach Versuchen gilt fiir den giinstigsten Erweiterungswinkel von 8° etwa

w? — w3

P, — Py = (0:80 bis 0,85) =

(233)
Aus Versuchen von Gibson geht hervor, daB8 quadratische Rohre bei gleicher
Lange und gleichen Verhialtnissen von Anfangsquerschnitt zu Endquerschnitt
und gleichen Zustrémbedingungen mindestens 20 vH hohere Verluste als kreis-
férmige Rohre haben. Je gestreckter die Rechteckquerschnitte sind, desto héhere
Widerstédnde ergeben sich.

Fir den Stréomungswiderstand beliebig geformter Rohrstiicke wollen wir
fernerhin ansetzen

Pi—Py oy oy ewi_ o
T R Hy  Hy =Gyl = g (234)

l
Der Faktor bei der Geschwindigkeitshohe ist { = ZE. Fir abgerundete Rohr-

einldute wie Abb. 51 ist {, = 0,06 bis 0,005 (auf die Geschwindigkeit w im Rohr
bezogen). Je glatter die Miindung und je gréBer die Reynoldssche Zahl der
Stromung ist, desto kleiner ist {,. Fiir konische Verengungen ist { ~ 0.

Ohne Riicksicht auf Reibung und Ablosung ist es gleich, in welcher Richtung
ein konisches Rohr durchflossen wird. Die Umsetzung der beteiligten Energien
geht nach der Bernoullischen Gleichung (29)

P, — P.

2 __ o2
7ng+H1—H2='wz “

5 (235)

Wegen der Reibungsvorginge und Ablosungserscheinungen ist der Druckverlust
bei natiirlichen Fliissigkeiten bei Rohrerweiterung grofler als bei Rohrverengung.
Bezeichnet man mit P} den nach Gl. (235) zu erwartenden Enddruck, so ist der
Wirkungsgrad des Rohres

Py — P,

. (
"= Prp, (236)
und mit 2
L= (2—1)a—w, (237)
der Stréomungswiderstand .
Py, — Py . w; P
—T*+H2*H1—Cz§b- (238)

(Siehe hierzu Aufgabe 10.) Versuchsmaflig bestimmte Wirkungsgrade von
Rohrerweiterungen kénnen grob etwa angegeben werden?:

Erweiterungswinkel o = 8° 100 120 150
Wirkungsgrad # rund= 0,9 0,8 0,7 0,6

1 Niheres siehe R. Biel: Die Wirkungsweise der Kreiselpumpen und Ventila-
toren. VDI-Forsch.-Heft Nr. 42 S. 39. Berlin 1907; Z. VDI. Bd. 52 (1908) S. 442.
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2. Leitungen mit unstetig verinderlichem Querschnitt.

Es mégen nur turbulente Stromungen betrachtet werden, weil die
grundsétzlich mogliche Laminarstromung ohne praktische Bedeutung
ist. Bei plotzlichen Verengungen 16st sich der Strahl immer ab. Bei
Ausbreitung des Strahls auf den vollen Querschnitt treten Energie-
verluste auf, die sich mit dem Impulssatz berechnen lassen (Abb. 113)L.

Querschnitt ¥, Querschnitt F,

Impulszufuhr (Masse X Ge- | v 2 Y 9
schwindigkeit g Fowy g Fyw,
Druckkrifte? P, F, — P, F,

Impulsinderung -+ Druck-
dnderung = 0 zusammen ; P, — Py = %wz {(wo — wy)
mit woFy= wy F, ergibt {

bei verlustloser Strémung | Pl Py— (w?— wd) L
27 0 0 2

wire | 29
Mehrverlust P— P, = (wy— w,)? 2’—9
Wirkungsgrad der Druckum-)| % = Pz’_ Po_ 2wp 2 (239)
f P;— P, wy + Wy F,
setzung | 1+ 7
0
. ~ Py )
Widerstandszahl = (T —1 (240)
0 /
. AP _F, \tud
Druckverlust - +AH= <70 — 1> ETE (241)

Zu diesem StofBverlust kommt noch der
Reibungsdruckverlust. Zur vollstindigen
Wiederausbreitung des Strahles ist das
8- bis 10fache des Rohrdurchmessers
erforderlich3, siehe hierzu Abb. 114. Die
Kontraktionszahl 4, die das Verhiltnis
vom engsten Querschnitt Fy zum Durch-
la ¥, angibt, kann aus Abb. 115 ent-

nommen werden (nach Weisbach). Fur

I : Abb.113. Rohr mit plétzlicher
fz = O’l Fl gllt’ ) Querschnittsdnderung.

 Siehe Hiitte, des Ingenieurs Taschenb. Bd. 1 (1931) 26. Aufl. S. 376.

% Bei Stromungsrichtung von F; nach F, Ableitung ohne Riicksicht auf die
Kraftwirkung am Querschnitt (Kreisring) F, —F,.

3 Schiitt, H.: Versuche zur Bestimmung der Energieverluste bei plotzlicher
Rohrerweiterung. Mitt. d. Hydraul. Inst. d. T. H. Miinchen Heft 1 (1927) S. 42.
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u=0,62 bis 0,64 bei scharfer DurchfluBkante (Abb. 116),

w=0/7 bis 0,8 bei ganz schwacher Kantenbrechung,

©#=0,9 bei wenig abgerundeter Kante,

#=0,99 bei starker glatter Abrundung (runder Einlauf, Abb. 51).

Als Mittelwert kann man
fur den scharfrandigen
Einlauf £, == 0,50 und bei
leicht gebrochener Kante
{s = 0,25 ansetzen. Ragt
das Rohr noch ein Stiick
in das Auslaufgefa hinein
(Abb. 117), so ist bei
scharfer Kante (, = 3,0
und bei um 90° abge-
phaster Kante £, = 0,55.
Bei scharfkantigem Ein-
lauf unter einem Winkel
d (Abb. 118) ist {, = 0,5
+ 0,3 cosd + 0,2 cos24.
AuBler diesen finden sich
in Weisbachs Lehrbuch
noch eine ganze Reihe
Angaben fir Sonderfille.
Fur den abgeblendeten

Abb. 114, Energieumsetzungen bei plotzlicher Querschnitts-

inderung. Einlauf (Abb. 119) erhalt
man aus
Py wy
n 29

wi wk

P,
- )’2—}_ 2g+€22g

die Beziehung mit y; ~y,

P,— P,
Y
Fy\? w}
(157
(242)
und
Po_ Py 12 ( _ L/) w5
YooY Fyp') 29
mit Gl. (240) und
F
Abb. 115. Kontraktionszahl w, Wirkungsgrad » und /,L' == Tq . (243)
Widerstandszahl ¢ bei verschiedenen Querschnittsverhélt- 1

nissen (zu Abb.113).
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Mit Annahme u’ = 0,60 (in Ubereinstimmung mit Weisbachs Ver-
suchen) gilt dann

(=044 116 540 535 245
Iy

bei = 1 1,25 2 5 10.
F,
Abb. 116, Scharfrandiger Einlauf. Abb. 117. Eingetauchter Einlauf.
Abb. 118. Schiefwinkliger Einlauf. Abb. 119. Abgedeckter Einlauf.

C. Stromung in anderen als geraden Rohren.
1. Richtungsinderungen.

a) Stromung in gekriimmten Rohren.

) Einwirkung der Kriimmung auf die Stromungsform, Druck- und
Geschwindigkeitsverteilung in gekriimmten Rohren. Vorliufig betrach-
teten wir nur Stromungen mit geradliniger Hauptbewegungsrichtung.
Es entsteht jetzt die Frage, wie sich die Stromung in einem gekriimmten
Rohre ausbildet, wo sich die Hauptbhewegungsrichtung im allgemeinen
stindig dndert. Zur Vereinfachung wollen wir die Strémung in einem
Kriimmer mit kreisférmig gekriimmter Achse untersuchen, der zwischen
zwei gerade Rohre geschaltet sein mége. Wenn wir einmal von den
turbulenten Querbewegungen absehen, so haben wir im geraden Rohr
eine Parallelbewegung. Wiirden die einzelnen Fliissigkeitsteilchen auch
im Kriimmer dauernd in gleichem Abstand von der Rohrachse flieRen,
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so zeigt uns Abb. 120, daf3 die zuriickzulegenden Wege um so grofer
sind, je ndher sich die Teilchen am Scheitel des Kriimmers bewegen.

Abb. 120. Linien gleicher Weglinge im

Wir haben nun noch gar nicht an die
Wirkung der Fliehkriafte gedacht,
die eine Strémung nach dem Kriim-
merscheitel hin einleiten mdochten.
Dieses Bestreben haben besonders die
schnellen Teilchen im Kern der Stro-
mung. Durch die Krimmung der
Strombahnen wird eine nach dem
Kriimmerscheitel zu gerichtete Flieh-
kraft hervorgerufen. Die Bahn der
»innen‘ flieBenden Fliissigkeitsteilchen
mit kleinem Kriimmungshalbmesser

Kreiskriimmer. Die AuBenseite wird mit ist starker als die der ,,éuBeren“ ge-

Kriimmerscheitel bezeichnet.

Abb. 121. Querstromung in
Kriimmern.

krimmt, weshalb das Fliehvermégen
der ,jinneren‘’ Teilchen gréfler als das der
mauBeren* ist. Die Flissigkeit haftet auch
im Krimmer an der Rohrwand. Die Teil-
chen in der Néhe der Wand haben eine
wesentlich geringere Geschwindigkeit als die
im Kern, iiben daher auch eine geringere
Fliehkraft aus. Die energische Kernfliissig-
keit verdringt also die am Scheitel befind-
liche und zwingt sie zur Strémung- nach
der ,,Kriimmerinnenseite’* zu. Bei symme-
trischem Rohrquerschnitt bildet sich dabei
eine durch Abb. 121 verdeutlichte Quer-
strémung aus, die sich der Hauptbewe-
gung in Richtung der Rohrachse iiberlagert®.
Die nach ,,auflen” dringenden Teilchen des
Kerns biilen durch Reibung an der Grenz-
schicht im Scheitel einen Teil ihrer Energie
ein und werden wieder von energischeren
Teilchen beiseite geschoben. Bei der ent-
stehenden Querbewegung, die ein Teilchen

1 Siehe z. B. J.Lell: Beitrag zur Kenntnis der Sekundirstromung in ge-
kriimmten Kanilen. Dissertation Darmstadt 1913. A. Hinderks: Nebenstrémun-

gen in gekriimmten Kanélen.

Z.VDI Bd. 71 (1927) 8. 1779; Bd. 72 (1928) S. 86,

388. H.Nippert: Uber den Stromungsverlust in gekrimmten Kanilen. VDI-
Forsch.-Heft 1929 Nr. 320. H. Richter: Der Druckabfall in glatten gekriimmten
Rohrleitungen. VDI-Forsch.-Heft 1930 Nr.338. W. Spalding: Versuche iiber
den Stromungsverlust in gekriimmten Leitungen. Z. VDI Bd. 77 (1933) S. 143.
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z. B. in einer Rohrschlange mehrere Male ausfiihren kann, geht ein
bestédndiger Energieaustausch vor sich und macht sich ein erhéhter
Stromungsverlust bemerkbar.

Neben dieser Querbewegung flieBt die Flissigkeit in Richtung der
Rohrachse. Die absoluten Strombahnen sind zwei Biindel von flach-
gedriickten Spiralen. Die
Fliissigkeit fithrt solche
Spiralbewegungen bei allen
Stromablenkungen  aus,
ganz gleich, ob im geraden
Zufithrungsrohr  laminar
flieBende oder turbulente
Flussigkeit ankommt. Nur
in besonderen Fillen bei
sehr kleinen Reynolds-
schen Zahlen unterbleibt
die Querbewegung.

AuBler bei Stromablenkun-

gen bilden sich auch in ge-

raden Rohren solche Quer- ‘
s Abb. 122. Querstromung in geraden Rohren mit dreieckigem
gi)V;I)Eg;l;lngn ]gfl‘lis’rezslhnféﬁz'.gf. Querschnitt nach Untersuchungen von Nikuradse.
. . > 1gen

Querschnitten flieBtdie Fliissig-
keit langs der Winkelhalbierenden in die Ecken des Profils, weicht dort seitlich
aus und flieBt mit verminderter Energie wieder in den Kern der Strémung zuriick.
Neben der Hauptbewegung in Achsrichtung findet némlich ein Impulstransport
langs den Linien gleicher Geschwin-
digkeit statt, die am Schnitt mit
den Winkelhalbierenden besondérs
scharf gekriimmt sind (siehe Abb. 92).
Der Léngstransport unterliegt der
Fliehkraftwirkung, wobei die Quer-
bewegung hervorgerufen wird.

Mit den Geschwindigkeitsin-
derungen sind auch Druckidnde-
rungen verbunden. Wéahrend
im geraden Rohre der Druck
(wenigstens bei Stromung raum-
bestdndiger Flissigkeiten) mit  Abb.123. Druckverteilung im Kriimmer (ohne
der Rohrlénge gleichm'aLBig alﬁ- Riicksicht auf d%i: ggg]filéﬂg Ri(r)lhiifm anschlieBen-
nimmt, steigt er im Kriimmer
an der AufBlenseite zunidchst an und fillt dann wieder (siche Abb. 123

und 124). Fir die Innenseite gilt das Umgekehrte. Andert sich auch

! Nach J. Nikuradse: Turbulente Strémungen in nichtkreisférmigen Rohren,
Ing.-Arch. Bd. 1 (1930) S. 306.

Richter, Rohrhydraulik. 10
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der Rohrquerschnitt im Kriimmer, sieche Abb. 125, so liegt die Druck-
verteilung noch anders.

Nach den Stromungsvorgéngen in der Grenzschicht bei erweiterten
geraden Rohren neigen Stellen mit Druckanstieg zur Strahlablosung.
Tatsichlich wurde auch in den mit Pfeilbogen angegebenen Gebieten

(Abb. 125) Strahlablosung beobachtet!. An
den Ablosungsstellen befindet sich die
Flussigkeit in kreisender Bewegung, die
vom eigentlichen Stréomungsvorgang aus-
geschaltet ist.

Durch die Querstromung liegt die
grofite Geschwindigkeit im Querschnitt
gekriimmter Rohre nicht in der Achse,
sondern mehr nach dem Kriimmerscheite!
zu. Abb. 126a, b zeigen Linien gleicher
Geschwindigkeit im Rohrquerschnitt nach
Williams, Hubbell und Fenkell2 und
Nippert?. In Kreis- und Rechteckquer-
schnitten bilden sich ganz &hnliche

;gg]gfflck{’e“rtgf&‘n’é“]‘l‘;c‘ﬁ‘eéoggféfi Verteilungen aus, wobei das Hochstge-
w = 2,4 m/s, Re ~100000. schwindigkeitsgebiet geschlossen ist, siehe
Abb. 126 a, b und 127a. Ist die Kriitmmung

aber sehr scharf, so ist nahezu der ganze Querschnitt mit langsam
flieBender Flussigkeit ausgefiillt, und es bilden sich nur zwei Kuppen
grofler Geschwindigkeit aus (Abb. 127b). An der KritmmerauBenseite
herrscht starkes Geschwindigkeitsgefalle. Aus Abb. 128 erkennt man, wie

Abb. 125a bis ¢. Pfeilbogen: Druckanstieg in Kriimmern mit verschiedener Querschnittsfolge
nach Nippert.

sich das Geschwindigkeitsprofil mit der Achslange. des Rohres andert.
Die groBte Geschwindigkeit wandert nach der KriimmerauBenseite und
nach der Kriimmung wieder nach der Rohrmitte zuriick. Nach v. Cor-
dier?) bleiben Art der Druck- und Geschwindigkeitsverteilung an einer

1 z.B. v. Cordier, Nippert, Richter: a.a. O.
2 Williams, G.S., C. W. Fenkell u. G. H. Hubbell: a.a. O.

3 Nippert, H.: a.a. 0.
4 v, Cordier, W.: Stromungsuntersuchungen an einem Rohrkriimmer. Dis-

sertation Berlin 1910.
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bestimmten Stelle des Kriimmers bei wechselnder Reynoldsscher Zahl
im wesentlichen unveréndert.

Die Querbewegung wird nach den Krimmern im geraden Ab-
laufrohr allmahlich wieder aufgehoben (siehe Abb. 128). Nach fritherem

Abb. 126a, b. Geschwindigkeitsverteilung iiber den Querschnitt in gekriimmten Rohren nach
Williams, Hubbell und Fenkell (Abb. 126a) und Nippert (Abb. 126Db).

ist die nétige Riickbil-
dungsstrecke von Kriim-
merstromung zu lami-
narer Stromung im
geraden Rohr sehr groB.
Bei Turbulenz sind
etwa 50 Rohrdurchmes-
ser anzusetzen. Zur Pro-
filrickbildung bemerkt
Nippertt: ,,Die Unter-
schiedein den Geschwin-
digkeiten sind unmittel-
bar hinter der Kriim-
mung am grofiten, im
weiteren Verlauf der
Stromung werden sie
langsam  durch  Ge-

Abb. 127a, b. Geschwindigkeitsverteilung in Hochkant-
kriimmern (Abb. 127a, sanfte Kriimmung, % = 7) und Flach-

kantkriimmern (Abb.127b, sehr scharfe Kriimmung, Knie)
nach Nippert.

schwindigkeitsaustausch verringert. Das Gebiet der kleinsten Geschwin-
digkeit, das hinter der Kriimmung unmittelbar an der Innenwand liegt,

! Nippert, H.: a.a. 0.

10*
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wird von den Auslaufern des Geschwindigkeitsmaximums, unterstiitzt
durch die Drallwirkung des Doppelquerwirbels eingewickelt und in das
Innere hineingedrangt. Hierdurch wird wiederum der Geschwindigkeits-

—— Kniimmung ———— gygen—————— gerader Ablauf —
L". // /
nRen

gesireckte Kriimmerachse

Abb. 128. Anderung des Geschwindigkeitsprofils mit der Achslinge in Kriimmern
nach Saph und Schoder®.

austausch beschleunigt und die Anndherung an das Geschwindigkeits-
profil fiir das gerade Rohr herbeifiihrt.¢ Auch vor einem Kriimmer setzt
schon allméhlich eine Umbildung der Stromung in die spitere Kriim-

Abb. 129. Schematische Darstellung der Energie-
nmwandlungen beim FluB durch einen Xriimmer
(ohne Riicksicht auf die Wirkung in den an-

schlieBenden geraden Rohrstrecken).

merstromung ein. Bei turbulenter
Stromung macht sich das, je nach
Schéirfe der Krimmungund Gréfle
der Reynoldsschen Zahl, etwa
bei 1 bis 2 Rohrdurchmesser, vor
Kriimmerbeginn bemerkbar.

B) Druckabfall in gekriimmten
Rohren. 1. Turbulente Stro-
mung in Krimmern. Neben
dem geraden Rohr ist das (kreis-
férmig) gekriitmmte das wichtigste
Leitungselement. Es ist iiblich,
an Stelle mit der Widerstands-
zahl A mit der Widerstandszahl {
zu rechnen. Dabei unterscheidet
man rein formal zwischen Ge-
samt- und Umlenkungsver-
lust?. MiBt man den Druckver-
lust einmal im gekriimmten
Rohr (4 P ,,) und einmal in einem
gleichartigen  geraden  Rohr
mit derselben Achslinge (4 P),
so entfillt der Unterschied

AP, — AP auf den Verlust durch Umlenkung im Kriimmer (4P),),
siche hierzu Abb. 129. Es werden also folgende Gleichungen angesetzt :

1 Saph, A. V., u. E. W. Schoder: a. a. O. Trans. Amer. Soc. civ. Engr. Bd. 47

(1902) S. 295.

2 Fritzsche 0., und H. Richter: Beitrag zur Kenntnis des Strémungswider-
standes gekriimmter rauher Rohrleitungen. Mollier-Heft Forschg. Ing.-Wes.

November 1933, Berlin.
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Wandungsverlust AP =1y¢ % ,

Umlenkungsverlust AP, = v, 2%- = Y (Cges — £) ;0‘; , (244)

2 2
Gesamtverlust AP, =y ngesg—g =y +L) ;}—g .

Die GroBle des Umlenkungsverlustes hangt ab von der Strahlablésung und der
Querstromung. Genau genommen setzt sich der Wandungsverlust im Kriimmer
nicht nur aus der Wandreibung des geraden gleichlangen Rohres vom selben
Baustoff, sondern noch aus der Anderung der Wandreibung infolge Anderung
der Wandinnenbeschaffenheit bei Herstellung des Kriimmers zusammen (z. B.
Oberflichendnderung beim Biegen?).

Abb. 130. Zusammenhang zwischen £, und ofr nach verschiedenen Forschern
bei rechtwinkligen Kriimmern.

Die Widerstandszahlen ¢, und ¢ e Tichten sich nach der Reynolds-
schen Zahl Re, nach dem Kriimmungsverhaltnis g/r, nach dem Ab-
lenkungswinkel 6 und nach der Rohrrauhigkeit.

Den Zusammenhang der Werte {, mit dem Krimmungsverhalt-
nis pfr zeigt Abb. 1302 Dort wurden verschieden rauhe Rohre aus

1 Richter, H.: a.a. O. VDI-Forsch.-Heft Nr. 338.

* Weisbach, J.: Experimentalhydraulik S. 154. Freiberg 1855. Williams,
G. S.,C. W. Hubbellu. G. H. Fenkell: a. a. 0. Saph, A. V., u. E. H. Schoder:
An experimental study of the resistances to the flow of water in pipes. Trans.
Amer. Soc. civ. Engr. Bd. 51 (1903) S.253. Schoder, E.: Curve resistance in
water pipes. Trans. Amer. Soc. civ. Engr. Bd. 62 (1909) S. 67. Davis, J.D.: On
some experiments on curve resistance in water pipes. Trans. Amer. Soc. civ. Engr.
Bd. 62 (1909) S.97. Brightmore, A. W.: Loss of pressure in water flowing
through straight and curved pipes. Minut. Proc. Instn. civ. Engr. Bd. 169 (1906/07)
S.315. Alexander, C. W.L.: The resistance offered to the flow of water in
pipes by bends and elbows. Minut. Proc. Instn. civ. Engr. Bd. 159 (1905) S. 341.
Balch, A.: Investigation of hydraulic curve resistance. Bull. Univ. Wisconsin
Nr. 578. Madison 1913.
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Messing, GuBeisen, Stahl und Holz mit 10 bis 762 mm @ und %: 1

bis 40 untersucht. Es stromte Wasser (w = 0,01 bis 15,2 m/s) und Luft
(w =10 bis 181 m/s)!. Der Ablenkungswinkel be-
trug 0 = 90° (auBer bei Saph und Schoder,
d =18079). Nach Weisbachs Versuchsniederschrift

konnte nur der Wert { , aufgetragen werden, der

aber praktisch unter %: 5 mit £, zusammenfillt.

Die Darstellung beginnt mit %: 1: Die schérfste

Abb. 131.  Schirfster Krimmung, die wir noch als Kriimmer bezeichnen

. s e _
Kriimmer mit --=1. (i llen, hat das Verhiltnis %: 1, siche Abb. 131.

mit Innenradius ei=10
und Aubenradius g = d. Im wesentlichen steigen in Abb. 130 die er-

mittelten £,-Werte nach Erreichen eines Kleinst-
wertes bel %: 4 bis 6 wieder an und nihern

sich schliellich — manchmal nach mehrmaligem
Auf- und Abschwanken — dem Wert Null.
(Fiir £
Es bietet also z. B. die sanftere Kriimmung

— 00, gerades Rohr, muf} £, — 0 gehen.)

mi %: 10 einen groBeren Umlenkungswider-
Abb. 132.  Léngenbezeich- . B L0 .

nungen beim Krimmer.  stand als die schirfere mit - = 5. Dazu ist
allerdings zu bemerken, daf der geringste

Druckabfall in Kriimmern nicht genau bei

dem Verhéltnis g/r auftritt, wo die Wider-

standszahl £, einen Kleinstwert annimmt.

Nach Abb. 132 erhilt man z. B. den

Gesamtverlust in einem rechtwinkligen

Kriimmer zwischen den Stellen 4 und

E in AP,
(g ! }u o | w?
="(4C+ CE—20+F0) + L5, -

Abb. 133. Widerstandszahl {u iber : . : PO .
Krimmungsverhaltnis o fir recht- Mit Ricksicht auf Abb. 133 ¢ilt fiir den

winklige Krimmer. mindesten Druckverlust
d(APg,,s/’}/) o d(Cu) _ < — lx\
Taein 0ol gy AT

Damit ist das giinstigste Kriimmungsverhéltnis nicht 5, sondern etwa 8.

1 Den in Abb. 130 wiedergegebenen Versuchskurven liegen Mittelwerte der
Messungen zugrunde.
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Eine sehr schone, wenn auch theoretisch nicht haltbare Erklarung fiir die Form
der Kurve {, iiber g/r, namlich daB {, mit wachsendem g/r nach Art einer ge-
dampften Schwingung abklingt, gab Eusticel. Er untersuchte einige 90°-Kriimmer

mit 50,8 bis 152,4 mm & und g = 5 bis 60. In Abb. 134 wurden die hydraulisch

dquivalenten geraden Rohrlingen I’ (oder {,) iiber o/r aufgetragen. Eustice
beobachtete nun die (tatsédchlich anders vor sich gehende) Reflexion der anfangs
innen flieBenden Fliissigkeit. Im ungiinstigsten Falle muf} sie im Kriimmerend-
querschnitt gerade noch ein-
mal  reflektiert werden
(H6chstwert von £, bei
rg ~13,9; 39.8...). Im giin-
stigsten Falle kann sie den
Endquerschnitt in Richtung
der anschlieenden geraden

Rohrstrecke verlassen
(Kleinstwert von ¢, Dbei
£ —58; 254; 578 ...). Bs
ist wahrscheinlich, daB3 bei
denwirklichen Strémungsvor-
gédngen im Kriimmer derar-
tige Reflexionen eine gewisse
Rolle mitspielen. Die Kur-
ven von Brightmore und
Schoder in Abb. 130 z. B.
stimmen mit der Erklarung
von Eustice gut iiberein.

Neuerdings untersuchte
Nippert? die Stromungs-
vorgiinge in Fluflstahlkriim-
mern (g/r bis 7, & = 90°
und 180° mit Rechteck- und
Kreisquerschnitt. Dabei
wurde auch der EinfluB3 der
Querschnittsinderung beob-
a.cht‘et (siehe .. Abb' 12'.‘5&1 Abb. 134. Erklirung fiir das Auftreten von Kleinst- und
bis ¢), um mOghchst gun- Hochstwerten der Kurve I’ (oder {y) iiber o/r nach Eustice.
stige Kriitmmerformen zu ent-
wickeln. Es zeigte sich ganz allgemein, daB die Stromungsverluste herabgesetzt
werden kénnen, wenn man einen groBen Kriimmungsradius o; vorsieht und die
Rohrweite im Kriimmerscheitel vergroBert (Abb. 125 b). Ferner soll Breite zu Hohe
im Rechteckquerschnitt etwa 1 zu 2 sein (Abb. 121). Weisbach schlug ein ande-
res Mittel zur Verminderung des Strémungswiderstandes in Kriimmern vor: Ein-
bau diinner Scheidewiinde in die Kriimmerachsebene (Einschrinkung der Doppel-
querstrémung). Diese Anregung wurde in neuerer Zeit mehrfach beachtet3.

! Eustice, J.: Flow of fluids in curved passages. Engineering Bd. 120 (1925)
S. 604, — Wat. & Wat. Engng. 1924 S. 270.

z Nippert, H.: a.a. O.

% Siehe z. B. Escher Wyss Mitt. Bd. 4 (1931) S.84; Z. VDI Bd.72 (1928)
S. 1867.
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Der Ablosungs- oder Formwiderstand hidngt von der GroBe der
Fliehkraft oder der Drucksteigerung (Pfeilbogen Abb. 125) ab. Die

Abb. 135. Anteil von Wandungs-, Umn-

lenkungs-, Ablosungs- und Querstro-

mungsverlust am Gesamtverlust in
Kritmmern nach Nippert.

Abb. 136. Widerstandszahl £y in sehr glatten und sehr
rauhen rechtwinkligen Kriimmern in Abhingigkeit vom
Kriimmungsverhéltnis und von der Reynoldsschen Zahl

nach Hofmann.

Querstrémung, die nur einen geringen
Anteil am Gesamtverlust ausmacht
(1 bis 2, hochstens bis 10 vH)?, richtet
sich nach der Form des Zustrémprofils.
Sie ist um so heftiger, je grofer wjw,,
und der Absolutbetrag der Geschwindig-
keiten ist. Es gelang Nippert, die ein-
zelnen Verluste angendhert in ihrer
verhéltnismafigen Zusammensetzung zu
crfassen. In Abb. 135 wurde die Wider-
standszahl fir den Gesamtverlust ({ ),
Wandungsverlust (), Umlenkungsverlust
(4), Ablésungsverlust (£ ,,,)
und Querstrémungsverlust
(Cou) aufgetragen. Z, ist
sehr klein und bei unverén-
derlicher Stromungsge-
schwindigkeit nahezu un-
abhangig von g/r. { fir den
WandungsverlustbeimKnie
(dargestellt mit %: 0) ist
= 0, wihrend bei groBem
o/r der Ablosungsverlust
allméahlich  verschwindet.

Einige sehr sorgfaltige
Versuche tber den Zu-
sammenhang zwischen

Stromungswiderstand
und Kriimmungsverhéltnis
stammen von Hofmann2.
Er untersuchte mehrere
sehr glatte Bronzekriimmer
(D=43mm g, Re=1

bis 2 mal 105, % — 2 bis 20,

d == 909, die zwischen glatte gerade Messingrohre eingebaut waren.
Spiter gab er diesen Rohren mit einem Anstrich aus Olfarbe und

1 Lell, J.: Beitrag zur Kenntnis der Sekundirstrémungen in gekriimmten
Kanilen. Dissertation Darmstadt 1913.

2 Hofmann, A.: Der Verlust in 90°-Rohrkriimmern mit gleichbleibendem
Kreisquerschnitt. Mitt. Hydraul. Inst. T. H. Miinchen 1929 Heft 3 S. 45.
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Sand eine sehr groBle Rauhigkeit. Der Druckverlust in technisch rauhen
Rohren muBl nun zwischen dem in sehr glatten und dem in sehr rauben
Kriimmern gemessenen liegen. ()., War etwa doppelt so groB wie
(Cu)gats» siehe Abb. 136, wih-
rend in den geraden AnschluB-
rohren ({,),n nur etwa das
1,5fache von (,)u. war. Das
Minimum von {, lag erst bei

ng 14 bis 16. Praktisch kann

man nach Abb. 136 schon von
Re = 150000 ab {, als unab-
héngig von der Reynoldsschen
Zahl Re betrachten.

Uber die Abhingigkeit der

Werte vom Ablenkungswinkel  Abb.137. Zusammenhang zwischen Widerstands-
Su g zahl {u und Ablenkungswinkel ¢ nach Du Buat

5 bei _Q: 4 bis 8 berichten und Bouchayer (nach Nippert).
’ :

die in Abb. 137 dargestellten Versuche von Du Buat!und Bouchayer?,
deren Ergebnisse auch durch zahlreiche andere Versuche belegt
werden konnen. Neuerdings

entwarf Wasielewski Dia-

gramm Abb. 1383. Danach

scheint die Funktion

s u = f (6’ 9/ 1‘)
auBerordentlich verwickelt zu
sein.

Eine rechnerische Erfassung
der Widerstandsgesetze der Kriim-
mer ist sehr schwierig. Immer-
hin gelang es in neuerer Zeit,
z. B. Lorenz4, brauchbare Nihe-
rungsrechnungen durchzufiihren.
Seinem Ansatz lag das 2. Kepler-

sche Gesetz zugrunde, was fiir  Abb. 138. Zusammenhang zwischen Widerstands-
. 1 liissi . zahl £u und Ablenkungswinkel & bei verschiedenen
reibungslose Fliissigkeiten genan Kriimmungsverhiltnissen g/r nach Wasielewski.

1 Du Buat, L. G.: Principes d’Hydraulique . .. Paris 1786.

2 Bouchayer, A.: Les pertes des charges dans les conduites coudes et em-
branchements. Engineering Bd. 120 (1921) S. 241.

3 Wasielewski, R.: Verluste in glatten Rohrkriimmern mit kreisrundem
Querschnitt bei weniger als 90° Ablenkung. Mitt. Hydraul. Inst. T. H. Miinchen
1932 Heft 5.

4 Lorenz, H.: Die Energieverluste in Rohrerweiterungen und Kriimmern.

Z. ges. Kilteind. Bd. 36 (1929) 8. 129; Stodola-Festschrift S. 308. Ziirich u. Leip-
zig 1929; Physik. Z. Bd. 30 (1929) S. 228.
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gelten wiirde!. Er fand
e Q

o=+ % 5w (249)

wobei ¢ die Rauhigkeitszahl e/r des gleichartigen geraden Rohres bedeutet. Fiir
mittelrauhe 90°-Krimmer ist nach dieser Gleichung

bei 4 = 2 4 6 8 10
&y =10 053 031 026 025 0,26
was etwa mit den Angaben von Balch, Brightmore und Schoder (Abb. 130)
iibereinstimmt.
Der Umlenkungsverlust hat denselben Charakter wie der Gesamtverlust.

Beide sind derselben Potenz von Re verhaltnisgleich und haben bei nahezu dem-
selben Verhiltnis o/r GrofBt- oder Kleinstwerte?.

Abb. 139. Zum ,,reinen Umlenkungsverlust* in gekriimmten Rohren.

Fiir rauhe Rohre miissen etwa 50 & und fir glatte bis zu 200 =
Riickbildungsstrecke fiir die Stromungen (Beruhigungsstrecke) nach
dem Kriimmer angesetzt werden.

2. Turbulente Strémung in Rohrschlangen. Uber die Stré-
mungsvorginge in Rohrschlangen unternahm der Verfasser Versuche mit
einem Gummidruckschlauch, der in Schlangenwindungen verschie-
denen Durchmessers, verschiedener Zahl und verschiedener Windungs-
hohe verlegt wurdes. Trigt man (, tiber dem Ablenkungswinkel ¢ auf
(je Windung 360°), so geht die Kurve bald in eine Gerade diiber
(sieche Abb. 139). Fliet eine Fliissigkeit lange genug in einem un-
verdnderlich kreisférmig gekriimmten Rohre, so wird schlieBlich die

1 Nach dem zweiten Keplerschen Gesetz ist das Produkt aus Kriimmungs-
radius und Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Radius (Tangential-
geschwindigkeit) von unverinderlicher Grofe.

2 Schoder, E., C. W. L. Alexander u. H. Richter: a.a. O.

3 Bisher unveréffentlicht.
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Umbildung der Geschwindigkeitsverteilung, wie sie sich im geraden
ZufluBrohr eingestellt hatte, zu einer endgiiltigen im gekriimmten
Rohr vollzogen sein. Den Druckverlust, der dann eintritt, wenn sich
das Geschwindigkeitsprofil im gekriimmten Rohre nicht mehr dndert,
wollen wir mit ,,reinem Umlenkungsverlust® bezeichnen. Die
Kenntnis der Energiedinderung bei dieser ,,reinen Kriimmerstromung*
ist fiir die theoretische Behandlung des Kriimmerproblems von groBem
Wert.

Bewegt sich eine raumbestindige (oder nahezu raumbestindige)
Flissigkeit in einer beliebig geformten Bahn, ohne daf sich die Ge-
schwindigkeitsverteilung iiber den Querschnitt mehr &dndert, so ist der
Druckverlust der Bahnlénge proportional. Ebenso wie bei der Stromung
im geraden Rohr ein Anlaufeffekt zu beachten ist!, gibt es beim Kriim-
mer einen Kriimmungsanlaufeffekt. Die zugehérige Anlaufstrecke, fiir
die die frither beschriebenen Einfliisse auch gelten, hat je nach Kriim-
mungsverhéltnis o/r eine verschiedene Lange % =" —f— . %}.Beikleinem
ofr ist dabei &, ~ 360°, bei groem 4, ~ 90°. Fir die reine Kriimmer-

. I I
stromung gilt ¢ A = und &, = A,

Sges — “ges ¢ u g
anderlich, also , und {, proportional I, (/, Krimmerlinge) oder
d sind.

Nach dieser Auffassung kann man {, zerlegen in {,= {;+ &,.

wobei 4, und 1, unver-

In , steckt der reine Umlenkungsverlust P, = yClg—;_ Die Gerade
von Abb. 139 ist die Kurve fiir den reinen Umlenkungsverlust. Der

Ordinatenabschnitt {, gibt den Kriimmungsanlaufeffekt P,= y Cz%.

Zu jedem bestimmten g/r, Re, e/r und F/U gehort eine bestimmte
Kurve ¢, iiber § und bestimmtes ; und {,. Mit Zahlentafel 36 kann
man sich leicht die Kurve £, iiber ¢ fiir 6 = 45 bis 180° und daran
jene Gerade zeichnen, wenn man far den besonderen Fall einer Rohr-
schlange die GroBen g/r, Re, e/r, F|U und [ (oder 6) kennt. Der EinfluBl
der Windungshéhe auf den Stromungswiderstand kann vollstindig
vernachliassigt werden.

Fir das in Abb. 139 eingezeichnete Beispiel eines 90°-Kriimmers war ¢, = 0,33,
und £,= 0.78 {,, also {;+ {, = 1,11 ¢, oder um 11 vH groBer als {,. Das liegt
daran, dafl die Kriimmungsanlaufstrecke langer als die Kriimmerlinge [, war.
Tatséchlich wurden fiir den Anlaufeffekt nur 100 — 33 = 67 vH statt 78 vH ver-
braucht, denn die Umbildung der Strémung im geraden Rohr in die reine Kriimmer-
stromung war noch nicht vollstandig vollzogen. Erst von 0 = 315° ab herrschte
reine Kriimmerstrémung.

1 Siehe Abschnitt: Vorginge bei der Ausbildung der turbulenten Stromung
in geraden Rohren.
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Bewegt sich eine zusammendriickbare Fliissigkeit durch Kriimmer oder Rohr-

schlangen, so gilt

AP =[Gt 2s 1) 5

dl

f()gwg)d 5 dH—J‘C., w? 5T (246)

1 ist unabhingig von der Form
der Leitung.

3. Stromung in Kriim-
mern bei kleinen Rey-
noldsschen Zahlen. Uber
die Art der Geschwindigkeits-
verteilung in Kriimmern
bei kleinen Reynoldsschen
Zahlen unterrichten Versuche
von Eusticel, der faden-
weise gefarbtes Wasser durch
Glaskriimmer mit Kreisquer-
schnitt schickte und die Fahrt
der gefirbten Féaden beob-
achtete (Abb. 140). Beim
Durchgang durch Kriimmer
mit sehr gestrecktem Quer-

Abb. 140. Fahrt von gefirbten Wasserfiden durch : - . - s
Glaskriimmer bei Fadenstromung nach Eustice. schnitt blieb die Geschw deg-

keitsverteilung ungeéndert

(Abb. 141)2. Da sich die gefirbten Fiden nicht mit der iibrigen
Flissigkeit mischten, mufl es auch in gekriimmten Rohren neben

Abb. 141. Stromung in gekriimmten Rohren
mit sehr gestrecktem Querschnitt bei kleiner
Reynoldsscher Zahl nach Eustice.

der turbulenten eine Fadenstromung
geben. Bei einer bestimmten Uber-
gangszahl Re geht die Fadenstro-
mung in turbulente iiber.

Die Doppelquerstromung tritt bei
Fadenstromung genau so wie bei
Turbulenz in Kriimmern auf. Man
hat daher ein vorzigliches Mittel,
um den Mechanismus der Quer-
stromung zu studieren, wenn man
einzelne Flissigkeitsfiden einer la-
minaren Strémung firbt und ihren
Lauf beobachtet.

Zur iiberschligigen Beurteilung? des Stromungsvorganges bei parabolischer
Geschwindigkeitsverteilung im ZufluBrohr (Laminarstrémung) kann man fir den

! KEustice, J.: a.a. 0.

2 Siehe auch die Arbeiten von Hele-Shaw und Wyszomirski: a.a.O.
3 Nach W. R. Dean: The stream-line motion of fluid in a curved pipe. Philos.
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Fall ¢ >r kommen, wenn man bedenkt, dall der durch Fliehkraftwirkung im
Kriimmer bedingte Druck nach auBlen dem bei der Querstromung wirkenden
Druck das Gleichgewicht halten muB. Bei parabolischer Verteilung ist w;,, = 2w
und der Kraftanstieg im Achsfaden fiir die Raumeinheit (2w)?y/gg. In der Rand-
schicht werden bei den kleinen Geschwindigkeiten nur kleine Zentrifugalkrifte
ausgelost. Die gesamte Fliehkraftwirkung mdge durch
2 2 .
(P, — Pi)b = @) Quiy ¥ "
4 o 9 g o
je Lingeneinheit ersetzt werden, siehe Abb. 142. Dieser Kraftunterschied wirkt
sich, da in den seitlichen Randgebieten entsprechende Krifte fehlen, zur Quer-
stromung aus. Nach Abb. 142 kann man die dabei wirkenden Krifte grob ab-
schiatzen. Die nach auBlen und zuriickstromenden Féaden reiben aneinander, wo-
bei eine Schubspannung v zweimal und damit eine nach innen gerichtete Kraft
je Langeneinheit von 27 2r auftritt, die der Kraft
(P,— P;)b das Gleichgewicht halt. Dabei ist mit

”
a~—=undb=r

2
Jw 2w, 4w,
T = U —— ~ [ ~ U —
‘M 8% ll r >
r
272r =16 w, 4%y
g 4
oder
w 1 wrr 1 r
= T L — " Re—. (247)  Abb. 142, Zur iiberschligigen
w 4 v @ 8 4 Beurteilung der Kriimmer-

. . stromung, zur Vereinfachung
Man erkennt daraus, dal} fir den Strémungsvorgang  quadratischer Querschnitt.

die Dimensionslosen Rz und g/r maBgebend sind.
Whitel stellte auf Grund eigener Versuche (D = 6,3 bis 29,8 mm,
2 15bis 2050, Re = 0,06 bis 41000) mit Ol und Wasser und Versuchen

.
von Grindley und Gibson? (D = 3,17 mm, %: 112, Re = 25 bis
1400) mit Luft fest, daB man fur den Widerstand bei Fadenstromung
in gekriimmten Rohren ansetzen kann:

ar _,(4r vl
Y

v )lamimr B ¢ Ziz‘g“ ’

(248)

wobei nach Gl. (247) die Vorzahl ¢ = f(Re, %) genauer f(Re-V%)
ist. Abb. 143 zeigt die Versuchskurven. Fir schwache Krimmung und

sehr kleine Reynoldssche Zahl gilt das Gesetz der Laminarstrémung

(¢ =1). Bei groflerem Re-’/% wird ¢ > 1. Die ausgezogene Stamm-

Mag. (7) Bd. 4 (1927) S.208; (7) Bd.5 (1928) S.673. L. Prandtl: Abril der
Strémungslehre S. 120. Braunschweig 1931.

1 White, C.M.: Streamline flow through curved pipes. Proc. Roy. Soc.,
Lond. (A) Bd. 123 (1929) S. 645.

2 Grindley, H., u. H. A. Gibson: Flow of air through curved pipes. Proc.
Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 80 (1907) S. 114.
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kurve gilt zunidchst fiir alle Kriimmerstromungen. Von bestimmten
Stellen ab, und zwar um so eher, je groBer das Krimmungsverh:lt-
nis gfr ist, zweigt die Versuchskurve von der Stammkurve ab. Die
Abzweigstelle meldet den Eintritt der Turbulenz. Danach geht Faden-
stromung um so eher in turbulente iiber, je groBer g/r ist, d. h. je schirfer
der Kriimmer gebogen ist, um so stabiler ist auch die Fadenstrémung?!.
Dieses Ergebnis war von vornherein nicht zu erwarten.

Fiir Re:|/ <10 ist ¢ ~== 1, siche Abb. 143. Bei 100 < Re-[/-~
< 2000 gilt etwa die Niaherungsformel )

9,36
—0.2 . l) )
¢ =0, 9<Re V@

Abb. 143. Zum Fadenstromungswiderstand in gekrt‘unmt_en Rohrleitungen. Abhiingigkeit der
Vorzahl ¢ von der Kenngrofie Re Vr/o, nach White.

Etwas weniger scharf palt fiir ReV%> 10 die Formel

0,36
¢ = 0,37 <Re- V%) ,

so daB zur Berechnung des Druckverlustes bei Fadenstromung etwa
angesetzt werden kann

0,36

AH+%=3 “’”0 31<R VZ) . (249)
1 Die gleichen Beobachtungen machte: G. J. Taylor: The criterion for turbu-
lence in curved pipes. Proc. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 124 (1929) S. 243. Der Verf
fand dagegen (VDI-Forsch.-Heft Nr. 338 S.14) an einem glatten Kupferrohr-
kriimmer (D = 20 mm, Re = 700 bis 10000, g/r = 95,5 und 6 = 90°), daf die
Fadenstromung in Krimmern weniger stabil als in geraden Rohren ist. Auch
wurde dort ¢ = 1,777 als nahezu unabhéngig von Re gefunden, doch war der
Versuchsbereich zu beschrinkt und waren die Messungen nicht scharf genug,

um geniigend sichere Feststellungen zu gestatten.
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In diesen Gleichungen kommt der Ablenkungswinkel ¢ nur in ! vor, weil sie nach
Versuchserfahrungen mit mehrfach gewundenen Rohrschlangen aufgestellt wur-
den, wo zwischen den DruckmefBstellen nahezu reine Kriimmerstrémung herrschte.
An sich miiiten bei nicht zu langen gekriimmten Rohren noch der Kriitmmungs-
anlauf- und -ablaufeffekt beriicksichtigt werden; er ist aber vermutlich unmefBbar
gering.

b) Stromung in Knierohren.

Die Stréomung durch Knierohre verlauft ganz ahnlich wie die durch
gekrimmte Rohre, nur 16st sich hier der Strahl noch stérker als in
Krimmern ab und erfihrt dadurch einen gréBeren Widerstand.

Die ersten Messungen-fithrte Weisbach?
aus; ihre Ergebnisse gelten auch heute noch
als zutreffend. Er liel Wasser und Luft durch
Kniestiicke aus Messing strémen (D = 10 bis
24,4 mm, 6 = 90° und andere Winkel, w = 0,2
bis 11,9 m/s bei Wasser und 6 bis 140 m/s
bei Luft)?. Bei Kniestiicken ist {,, = {,= (.
Fir £ gab er die Gleichung an

£ = 0,946 sin? g + 2,047 sin* g— , (250)

wobei ¢ wie bisher den Ablenkungswinkel
bedeutet, siehe Abb. 145c. Die zeichnerische  App. 144. Zusammenhang zwischen
Gestalt der Funktion { = f(J) zeigt Abb. 144.  Widerstandszahl { und Ablenkungs-

winkel & bei XKniestiicken mnach

In Zahlentafel 25 stehenWerte der Gl. (250). Weisbach.

Zahlentafel 25. {-Werte fiir Kniestiicke nach Weisbach.

1100
1,56

1000
1,26

1200
1,86

[}
.
<

i

200 40° 600 800 900 1300
0,046 | 0,139 | 0,364 | 0,740 | 0,984 2,16

Beim rechtwinkligen Knie ist { ~ 1, d. h. der Druckverlust ~ eine Geschwindig-
keitshohe. Diese Zahlen sind Mittelwerte; fiir kleinere Durchmesser als 10 mm sind
sie zu klein, fiir groBere als 25 mm zu groB. Gleichungen zur Berechnung des Ver-
lustes nach Borda-Carnots Satz itber den StoBverlust kann man nicht ansetzen,
da die wirkliche Stromung wegen der Abldsungserscheinungen nahezu stoBfrei
verlduft. Solche Gleichungen wiirden viel zu hohe Verluste ergeben3. Tatsichlich
formt sich die Flussigkeit selbst einen Kriimmer, sieche Abb.145a—c. Brightmore?
bestimmte fiir 909-Kniee aus GufBleisen von 76,2 und 101,6 mm @ { zu 1,17.
Weisbachs Werte sind wahrscheinlich alle um 5 bis 20 vH zu klein, weil er den
Druckverlust nicht geniigend weit vor und nach den Versuchsstiicken bestimmte
und daher den Verlust bei der Riickbildung der Stromung nach dem Knie

1 Weisbach, J.: a.a. O.

2 Die Versuche mit anderen Knien als 6 = 90° und gréfieren Durchmessern
als 24,4 mm wurden nicht veroffentlicht. Die Versuchsstiicke befinden sich noch
in der Weisbach-Sammlung an der Sichsischen Bergakademie Freiberg.

3 Siehe die Versuche von D. Banki: Energieumwandlungen in Fliissigkeiten 1
S. 1721f. Berlin 1921.

¢ Brightmore: a.a. O.
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nicht vollstindig mit erfaBte. Die Formel von Gibson!
¢ =67,6-10"% %17 (251)
gibt brauchbare Werte fiir technisch rauhe Knie. Bei 6 = 45% ist { nach Gibson
um rund 43 vH gréBer als nach Weisbach, bei 6 = 90° um rund 20 vH, bei
& = 120% um rund 17 vH groBer, was mit den Erfahrungen einiger anderer Forscher
itbereinstimmt.
Neuerdings ermittelte Kirchbach? den Stromungswiderstand in einer An-
zahl von Kniestiicken und verschiedenen durch Aneinanderreihen von Kniestiicken

Abb. 145a bis c¢. Ablosungsgebiete (schraifiert) in Kniestiicken.

gebildeten Formstiicken. Derartige, aus Kniestiicken zusammengesetzte Bogen,
S-Rohre u.a. werden héufig in GroBversorgungsleitungen fiir Wasser und Gase
oder in Druckrohrleitungen von Wasserkraftanlagen eingebaut, wenn die ort-
lichen Verhiltnisse zu Richtungséinderungen zwingen. Bei solchen Leitungen
handelt es sich meist um Stahlblechrohre von so grofem Durchmesser, daf ihre
relative Rauhigkeit sehr klein ist. Da Kirchbach zu seinen Versuchen Rohre
von nur 43 mm 1. W. benutzen muflite. so wihlte er sehr glatte Bronzestiicke,
um den wirklichen Verhaltnissen entsprechende zu schaffen (Re = 18900 bis
265000). Ab Re etwa 65000 (genauer erst ab

(:';’ ' % & ?%; Re = 200000) war { praktisch unabbangig von
A\ i Re. Bei Re = 30000 ergaben sich um rund 50 vH
— = hohere Werte fiir { als bei 65000. Kirchbach
%,” fand, daB sich bei Kniestiicken von der Form

~F Abb. 146 bei a = 1,5 bis 1,7d die giinstigsten

s . Strémungsverhiltnisse, also der geringste Durch-

Alk?;'i«lagt(iﬁchgxlxeSztlilsiliﬁilllesneguelszgzlz?l fluBwiderstand einstellte. Der G‘isam%widerstand

eines durch Aneinanderreihen von mehreren Knie-

stiicken (2, 3 oder mehr) war kleiner als die Summe der Widerstandswerte der

einzelnen Kniestiicke, solange die GréBe des Knickstellenabstandes unterhalb
gewisser Grenzen blieb, s. a. Abb. 159 bis 161.

Spiter untersuchte Schubart? dieselben Kniestiicke noch einmal, nachdem
er sie mit einem Gemisch aus Olfarbe und Sand bestr