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Vorwort

Dieses Buch ist aus dem Wunsche entstanden, die An-
wendung gruppentheoretischer Methoden in der Quantenmechanik
einem weiteren Leserkreis zuginglich zu machen. Die wirk-
liche Losung der quantenmechanischen Differentialgleichungen
stoBt im allgemeinen auf so grofie Schwierigkeiten, daB man
durch direkte Rechnung zumeist nur eine grobe Anniherung
zu erreichen vermag. Um so erfreulicher ist es, daB ein so
grofer Teil der quantenmechanischen Resultate schon durch
reine Symmetrieiiberlegungen erhalten werden kann.

Man hat gegen die gruppentheoretische Behandlung der
Schrodingergleichung oft den Einwand erhoben, daB sie ,nicht
physikalisch“ sei. Es scheint mir aber, dafl die bewufBte Aus-
nutzung elementarer Symmetrieeigenschaften dem physikalischen
Gefiihl eher entsprechen muf, als die mehr rechnerische Be-
handlung. Der erwihnte Einwand diirfte darauf zuriickzufiihren
sein, daf die Gruppentheorie einen wesentlich anderen Charakter
hat, als die dem Physiker hauptsiichlich geldufigen Teile der
Mathematik, so daf ¢s immerhin einige Zeit erfordert, bis man
sich mit ihr befreundet hat. Sie besteht némlich aus einer
grofien Zahl unscheinbarer Schliisse, die zwar einzeln betrachtet
trivial, in ihrer Gesamtheit aber doch nicht so leicht zu iiber-
blicken sind.

Deshalb hielt ich es schon im Interesse des ungeiibten
Lesers fiir ratsam, alle Zwischeniiberlegungen nach Maglich-
keit explizite auszufiihren. Um das richtige ,sich zu Hause
fiihlen“ im Gegenstand zu erleichtern, wurde vom mathema-
tischen Teil wesentlich mehr gebracht, als fiir die physikalischen



VI Vorwort

Anwendungen notwendig gewesen wire. In den physikalischen
Anwendungen wollte ich mich auf einen Gegenstand beschrinken
und habe als diesen die Theorie der Atomspektren gewihit.
So wurde der Inhalt zweier Arbeiten des Verfassers (Zeitschr.
f. Phys. 40, 883, 1926 und 43, 624, 1927) aufgenommen, die
im Anschlul an die Heisenberg-Diracschen Untersuchungen
iiber Resonanz entstanden. Die Methode wurde bald von
F. Hund (Zeitschr. f. Phys. 43, 788, 1927), W. Heitler (ebenda
46, 47. 1927), F. London (ebenda 46, 455, 1927) und H. Weyl
(Vorlesungen in Ziirich, Wintersemester 1927/28) aufgegriffen
und angewandt. Weiterhin wurde nur noch die gemeinsame
Arbeit von J. v. Neumann und dem Verfasser und die neuere
Slatersche Arbeit ausfiihrlich behandelt. Dagegen konnten
wegen des Umfanges die physikalisch besonders wichtigen Unter-
suchungen von Hund, London und Heitler iiber Molekiile
nicht aufgenommen werden, obwohl sie die Anwendbarkeit der
gruppentheoretischen Methoden auch auf andere Gebiete lebhaft
bezeugen. Es schien mir aber wichtiger, ein Gebiet méglichst
vollstéindig zu bhehandeln, als der verlockenden Idee nachzugeben,
aus allen Gebieten die schonsten Resultate zusammenzustellen.

Zum Schluf} ist es mir ein Bediirfnis, den Herren R. Becker,
W. Bloch, E. Brody, H. Kallmann und W. Westphal herz-
lichst zu danken fiir viele wertvolle Ratschlige, Durchsicht
von Teilen des Manuskripts und der Korrektur.

Berlin, im Februar 1931
Eugen Wigner
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Anmerkung

In diesem Buche wurde die Schrédingergleichung in der Gestalt

L dp __
2niW—H¢

angenommen, wihrend sonst

h d¢
T —37 =Hg
iblich ist. Dieses Umkehren des Vorzeichens der imaginidren Einheit hat
. d
zur Wirkung, da8 auch der Operator des linearen Impulses ~3sida
anstatt ——’—"— -b— wird.

2mi



I. Vektoren und Matrizen

Den Inbegriff von n Zahlen v, vy, ..., v, nennt man bekannt-
lich einen n-dimensionalen Vektor v, oder einen Vektor im #n-di-
mensionalen Raum, die »n Zahlen selber v, v, ..., v, sind die
Komponenten dieses Vektors. Man kann auch die Koordinaten
eines Punktes im n-dimensionalen Raum als einen Vektor auffassen,
denjenigen, der den Nullpunkt des Achsenkreuzes mit dem be-
trachteten Punkte verbindet. Die Vektoren als solche werden nach
Moglichkeit mit gotischen Buchstaben bezeichnet. Zur Kennzeich-
nung der Komponenten des Vektors fiigt man einen (lateinischen)
Index dn, den Namen der betreffenden Koordinatenachse. So ist
v, eine Zahl, b ein Vektor, eine Gesamtheit von n Zahlen.

Zwei Vektoren sind gleich bzw. benachbart (nahezu gleich),
wenn ihre entsprechenden (d. h. sich auf dieselbe Koordinatenachse
beziehenden) Komponenten gleich bzw. benachbart sind.

»=w 0]
ist mit den # Gleichungen
b, = Wy Yy = Wy ..., Y, — W,

dquivalent. Ein Vektor ist Null, wenn alle seine Komponenten
verschwinden. Das Produkt cb einer Zahl ¢ mit einem Vektor v
ist ein Vektor, dessen Kcmponenten die c-fachen der Komponenten
von b sind: (cv), = c Y.

Man definiert eine Addition fiir Vektoren, indsm man fest-
setzt, daf die Komponenten der Summe gleich der Summe der ent-
sprechenden Komponenten seien, in Formel

(® + W) = % 4 W, )]
In sehr vielen mathematischen Problemen ist es zweckmiBig,

an Stelle der zuerst verwendeten Variablen neue Variable ein-
Wigner, Gruppentheorie 1



2 I. Lineare Transformationen

zufithren. Im einfachsten Falle sind die neuen Variablen 2}, 3, ...,
z;, lineare Funktionen der alten z,, z,, ..., z,, etwa

Ty = @y % + G Tyt o0 T

Ty == Qg O + Qg Ty + o+ + Qgn Py 3)
97;1 == @y Ty + Ang Ty S IR - S N
oder
, n
Ty = ga‘-kxk.
k=1

Diese Art von Einfihrung neuer Variablen bezeichnet man als
eine lineare Transformation. Sie ist vollkommen durch die
Koeffizienten @, ,, ..., @y, bestimmt, den Inbegriff dieser n? Zahlen
— in ein quadratisches Schema angeordnet — nennt man die
Matrix der linearen Transformation (3):

Oy Qg -+ Qg

a,., a!, a?,, , (4)

Ay, Opg - Gy
wofiir wir auch kiirzer (a;;) oder auch a schreiben wollen. Damit
(3) wirklich eine Einfithrung neuer Variablen sei, ist es noch not-
wendig, daB man nicht nur die z’ durch die #, sondern auch um-
gekehrt die z durch die z' ausdriicken kann. Mit anderen Worten,
wenn wir (3) als die n Gleichungen zur Bestimmung der #» Un-
bekannten #,, ..., z, auffassen, wobei jetzt die 2 als bekannt an-
zusehen sind, so miissen diese Gleichungen eindeutig auflésbar
gein. Hierzu ist es notwendig und hinreichend, daf die aus den
Koeffizienten a;; gebildete Determinante

Gp1 @y --- Gyn

T TREL T (4a)

aﬂ! aﬂ’ e aﬂ”
nicht verschwinden soll. In diesem Falle spricht man von einer
eigentlichen Transformation. Bei dem Begriff der Matrix wollen
wir diese Bedingung jedoch mnicht hinzunehmen und das Koeffi-
zientenschema (4) immer als eine Matrix bezeichnen, ganz unab-

hingig davon, ob seine Determinante verschwindet oder nicht. Eine
eigentliche Transformation wird aber dann nur von einer Matrix a



1. Die Matrix als linearer Operator 3

mit nicht verschwindender Determinante |@| o= O induziert. Fir
Matrizen wollen wir fette Buchstaben verwenden, zur Kennzeich-
nung der Koeffizienten a;;, fiigen wir noch die entsprechenden
Achsen (nicht mehr fettgedruckt) als Indizes zu. So ist a eine
Matrix, eine Gesamtheit von n? Zahlen, a,; eine Zahl.

Zwei Matrizen sind gleich, wenn ihre entsprechenden Koeffi-

zienten gleich sind.
a=4p ®)
ist mit den n? Gleichungen
ap =B 6=1,2,...,n, k=12, ..., n)
tquivalent.
Man kann der Gleichung
n
L= Saan (3a)
k=1
noch eine andere Bedeutung geben, indem man die y; nicht als die
Komponenten desselben Vektors in einem anderen Achsenkreuz
auffaBt, sondern als die Komponenten eines neuen Vektors in
demselben Achsenkreuz. Man sagt, die Matrix @ fithrt den
Vektor ¢ in den Vektor ' iiber, oder auch @ angewendet auf
gibt "
¥ = ar (3b)
gleichbedeutend mit (3a). (Eigentlich ist dieser Sprachgebrauch
vom Standpunkt-der Bezeichnung der logischere.)

Die n-dimensionale Matrix ist ein linearer Operator fiir
n-dimensionale Vektoren. Ein Operator deshalb, weil sie einen
Vektor in einen anderen Vektor iiberfiihrt; linear, weil fiir be-
liebige Zahlen a und b

a(ar +by) = aar +day (6)
gilt. Die beiden Vektoren auf der linken und auf der rechten

Seite von (6) sind n#dmlich einander gleich; die ¥-Komponente von

ar + by ist ay, + biy, die i-Komponente des Vektors der linken
Seite von (6) ist also

n
> k(@8 + dip)
E=1
Die i-Komponente der rechten Seite ist ebenfalls

“glautk + bkg‘aik‘)k =k§¢ﬂc(a¥k + by

1*



4 I. Multiplikation von Matrizen

Die n-dimensionale Matrix ist sogar der allgemeinste lineare Operator
im n-dimensionalen Vektorraum, d. h. jeder lineare Operator in diesem Raum
ist einer Matrix dquivalent. In der Tat: fiihrt der beliebige lineare Operator O
den Vektor ¢; = (1, 0, O, y 0) in den Vektor g ,, den Vektor
e =10,1,0...,0)in g , usw, schlieflich den Vektor e, = (0, 0, 0,
ceny 1) in g uber, wobei die Komponenten von 2.y der Reihe nach
L1 Eypo oo o0 &y, ¢ S€i€D, S0 ist O der Matrix (2, r) iiquiva.lent. Die Matrix (g")
fiibrt némlich zundchst jeden der n Vektoren e, ¢, ..., ¢, in dieselben
Vektoren £ ,, £.g ..., X., iiber, in die sie O iiberfiihrt. Ein beliebiger
Vektor a ist aber eine Linearkombination der Vektoren e,, e, ..., en,
nimlich @ = @, ¢, azes+ - +a, e, Da O und (g;,) linear sind,
wird also a durch beide in a g, 1+a z. 2-+— - +a,z.,, iberfibrt, die
Matrix (g,,) ist O. aqmvalent

Die linearen Transformationen haben eine sehr wichtige Eigen-
schaft, der sie ihre Bedeutung verdanken: ihre Zusammensetzbarkeit.
Wenn wir nach (3) an Stelle der urspriinglichen Variablen z durch
eine lineare Transformation die z’ eingefiihrt haben und an Stelle
dieser dann durch eine weitere lineare Transformation

@ = pu 7y +p12 zy 4. +ﬂlﬂw;l
7y = ﬁn o+ a7t e+ Pann )

n ﬂmx1+ﬁm%+"'+ﬂnn%
die Variablen z” einfiihren, so. konnen wir diese beiden Schritte
zu einem einzigen vereinigen und an Stelle der z sofort durch
eine lineare Transformation die z” einfiihren. Es ist wegen (7)
und (3)
ay =pu (@ 2+ + Q%) + "'+ﬂ1n(a1ux1 + o0t 4 Gy Tn)
7"'2' = Pa1 (aufﬂ Foeet alnxn) + ”'+p2n(an1 Tyt t aﬂnwﬂ) (8)

................................

Ty = pbu (@ @By oot Aypp) + oo +ﬂ1m(a1ux1 +ooet Gy y)
also sind die z"” lineare Funktionen der 2. Wir kinnen (8) etwas
einfacher schreiben, indem wir fiir (3), (7) und (8)

“’7‘—2 gt 0=1,2,...,n) Be)

&
II

x,_gﬁ;jx} t=12...,mn) (7a)
und

2 = é éﬂij @ Tk (8a)



I. Das Kommutativgesetz gilt nicht b

schreiben und weiter

n
Yie = S Bijex ®
=~
setzen, Wir erhalten so ?
n
m;' == 2 7“‘ Ty, (8 b)
k=1

Die Zusammensetzung der beiden Transformationen (7) und (3)
mit den Matrizen (f;;) und (a;;) ergibt wieder eine lineare Trans-
formation. Man sagt, die Matrix (y;;) ist das Produkt der
Matrizen (B;;) und (@;). Fiihrt @ den Vektor y in ;' = ar und
B den Vektor ' in ¢ = By’ iiber, so fiihrt das Produkt fa
definitionsgem#f ¢ direkt in (S &)y — ¢” iiber. Unter dem Pro-
dukt (p;) der Matrizen (f;x) und (a,;) verstehen wir also die-
jenige Matrix, deren Koeffizientenschema nach (9) aus den Koeffi-
zientenschemata der beiden Matrizen f und @ hervorgeht. Es ist
zu beachten, daB der Koeffizient in der i-Zeile und %-Kolonne, das
(4, k)-Element des Produkts, nur von den Koeifizienten der i-Zeile
des ersten und k-Spalte des zweiten Faktors abhingt. Die soeben
definierte Zusammensetzung von Transformationen, die sogenannte
Matrizenmultiplikation, hat eine Reihe einfacher Eigenschaften,
die wir nun betrachten wollen.

1. Vor allem bemerken wir, aa8 die Matrizenmultiplikations-
regel formal dieselbe ist, wie eine Determinantenmultiplikations-
regel. Die Determinante des Produkts zweier Matrizen
ist also gleich dem Produkt der Determinanten der
beiden Faktoren.

2. Es gilt sodann nicht notwendig

af = pa. *
Ein Beispiel, wo (¥) nicht gilt, bilden die Matrizen

1 1 10
(o 1) und <1 1 )
Es ist nédmlich

11 10 21 10 11 11
(0 1)'(1 1):(1 1) und (1 1) (0 1>=(1 2)'
Das Produkt zweier Matrizen hingt sogar in der Regel
von der Reihenfolge ab, und es miissen schon ganz bestimmte Be-

ziehungen vorhanden sein, damit (*) gelten soll. In diesem Falle
nennen wir die Matrizen @ und B vertauschbar.



6 I. Das Assoziativgesetz

3. Im Gegensatz zum kommutativen Gesetz gilt fiir Matrizen
das assoziative Gesetz der Multiplikation. Es ist

yBa)=@ypa, (10)

d. h. es ist gleichgiiltig, ob man y mit dem Produkt von £ und a
oder das Produkt von y und f mit a multipliziert. Bezeichnet
man den (i, k)-Koeffizienten der Matrix auf der linken Seite von (10)
mit E;ixy SO ist

&x = é}'i;’ Ba)jr = é}'ij.ngﬂjlalk- (10a)
=1

j=1 =1

Das (i, k)-Element ¢, der rechten Seite von (7) ist

n n n
cr =S¥ Paon = Sy B (10b)
I=1 l=1j=1
Da man die Summenzeichen an der rechten Seite von (10a) beide
herausziehen kann, ist &; = &j;, womit (10) bewiesen ist. Man
darf fiir beide Seiten von (10) einfacher y §a schreiben. Daf man
dies tun darf, wird auch unmittelbar klar, wenn man die Matrizen
als lineare Operatoren auffaft. Es fithre nimlich a den Vektor x
inay =1, B den Vektor ¢" in B¢’ = " und y den Vektor 1"
in pp"” = ' iiber. Dann bedeutet das Zusammenfassen zweier
Matrizen zu einer einzigen, die Matrizenmultiplikation, nur das
Zusammenfassen von zwei Operationen: fa fihrt y direkt in 2"
und y B den Vektor ¢’ in " tiber. Sq fithrt sowohl y (B a) wie
auch (y B) @ den Vektor ¢ in " iiber: die beiden Operationen sind
dquivalent.
Wihrend also die Reihenfolge der Faktoren in (10) nicht ge-
andert werden darf, kommt es auf die Klammern nicht an, sie
konnen einfach weggelassen werden.

4. So wie die Zahl 1 in der gewdhnlichen Zahlenmultiplikation,
so spielt hier die Matrix

1 0...0
=010 (11
0 0...1

eine besondere Rolle. Es gilt fiir alle Matrizen a

la—=al = a.



I. Reziproke Matrizen 7

1 ist mit allen Matrizen vertauschbar, und das Produkt ist die ur-
spriingliche Matrix. Die Koeffizienten der Matrix 1 bezeichnet
man mit dem Symbol §;;, wobei also

6,' = 0 flll“t:#k,‘
dp=1 firi==% |

Das so definjerte d;;, nennt man das Weierstrasssche Delta-
symbol. Die Matrix (d;;) = 1 induziert auch eine Transforma-
tion, die identische, wobei die neuen Variablen gleich den
alten sind.
Gibt es zur Matrix a eine Matrix # derart, daf

pa =1, (13)
so nennen wir B die Reziproke der Matrix a@. Gleichung (13)
bedeutet, daB eine Transformation mit der Matrix 8 existiert, die
mit a zusammengesetzt die identische Transformation ergibt. Ist
die Determinante von a nicht gleich Null, | a;| 5= 0, so existiert,
wie wir schon 8.2 besprochen haben, immer eine solche Trans-
formation. Um dies noch im einzelnen auszufiihren, schreiben wir
die n? Gleichungen von (13) etwas mehr explizite hin. Sie lauten

(12)

n
Zﬂ,'jajk::ﬁik (1:1, 2,..., n, k:1,2,...,n). (14)
s

Betrachten wir unter diesen etwa diejenigen n Gleichungen,
bei denen i denselben Wert, etwa den Wert I hat. Diese bilden
n lineare Gleichungen fiir die »n Unbekannten §;,, Bs, ..., Bin,
sie haben also eine und nur eine Auflésung, wenn die Determinante
| ax| nicht verschwindet. Dasselbe gilt fiir die anderen n — 1
Gleichungssysteme.

5. Ist also die Determinante |a;;| 3= 0, so existiert
eine und nur eine Matrix #, so daB fa == 1. Der Wert der
Determinante dieser Matrix f ist der reziproke der von @, da die
Determinante von 1 gleich 1 ist, und nach Satz 1

[Bix| |ai| =1 (15)
sein muB. Hieraus folgt auch sofort, da a keine Reziproke haben
kann, wenn |@;;| = O, und daf B, die Reziproke von @, selber

auch eine Reziproke haben mu§.
Wir wollen nun zeigen, daB, wenn (13) gilt, auch

af =1 (16)



8 1. Addition von Matrizen

ist, d. h. die Reziproke von B wieder @ ist. Am einfachsten sehen
wir dies ein, indem wir (13) von rechts mit B multiplizieren:

Bap=p a7
und dies von links mit der Reziproken von f, die wir mit y be-
zeichnen. Es folgt

vBaf =yB

und, da y B = 1 ist, ist dies mit (16) identisch. Umgekehrt folgt
natiirlich auch (13) aus (16).

6. Die Reziproke von a bezeichnet man mit a—1 Ist aq—1
die Reziproke von @, so ist auch @ die von a—1. Reziproke
Matrizen sind miteinander vertauschbar.

Regel: Die Reziproke eines Produkts ¢ Sy d ... erhélt man,
wenn man die Reziproken der einzelnen Faktoren in umgekehrter
Reihenfolge miteinander multipliziert, d. h. ... §~1y~1 -1 g-1
bildet. In der Tat ist (wegen des Assoziativgesetzes)

e 8-ly-lp-1g-lafyéd... =1,
7. Eine weitere sehr wichtige Matrix- ist noch die Nullmatrix
00...0
0 —_ (:) (:) cee (:) , (18)
00...0
deren Koeffizienten alle O sind. Es gilt offenbar
a0 =0ac =0, (18a)

Sie spielt bei einer anderen Verkniipfung der Matrizen, bei
der Addition, eine wichtige Rolle. Die Summe y der Matrizen
a und f ist diejenige Matrix, deren Koeffizienten

}'ik=aik+ﬂik (i=1,2,...,’n;k=1,2,...,n) (19)
sind: die n® Gleichungen (19) sind mit der Gleichung
y=a+pB oder y—a—pf =0 (19a)

dquivalent.
Es gilt offenbar
at+pf=p8+a (20)
und auch
y(a+ﬁ)=ya+yﬂ,] (20&)

@+ By =ay+py |



I. Diagonalmatrizen 9

Weiter versteht man unter dem Produkt einer Zahl @ mit einer
Matrix a diejenige Matrix y, fiir die gilt

Yir = @ Q- @1
Die Formeln

(@b).a = a.(ba); aaf—=aaf; a(a+ p) = aa+af (2la)
folgen dann leicht.

Da die ganzzahligen Potenzen einer Matrix & durch sukzessive
Multiplikation leicht definiert werden konnen

ad=a.a;a=a.a.q;... \ @)

at=alael;a8=al.al.ag}i..) f
so kann man auch jedes Polynom mit positiven und negativen ganz-
zahligen Exponenten etwa

~tagad+ta atta_jal+ta14aa
+a,a® +a;ad + ...

definieren. Die Koeffizienten a sollen dabei keine Matrizen, sondern
Zahlen sein. Jede solche Funktion (23) von a ist dann mit
jeder anderen Funktion von a (also unter anderem auch
mit a selber) vertauschbar.

(28)

8. Eine sehr hsufig vorkommende Art von Matrizen bilden
die sogenannten Diagonalmatrizen, deren Koeffizienten auBerhalb
der Hauptdiagonalen alle O sind.

D, 0 0...0
0 D, 0...0
0 0 D,... 0 (24)
0 0 0..D,
Das allgemeine Element dieser Diagonalmatrix kann
Dy, = D; 0y (25)
geschrieben werden.

Alle Diagonalmatrizen sind miteinander vertausch-
bar, und das Produkt ist wieder eine Diagonalmatrix.

Es ist ndmlich

D D), = EDUDJ'% = ED.'&']'D} 0jx = D;D;0y. (26)
J J
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Ist umgekehrt eine Matrix @ mit einer Diagonalmatrix I vertausch-
bar, deren Diagonalelemente alle voneinander verschieden sind,
80 ist @ selber eine Diagonalmatrix. Es ist namlich

(a D) = @ Dy = (D a)y. = D;agy, (27)
woraus
(D;— Dy ay =0 (27a)

folgt. Da aber fiir i o= k auch D; & D ist, mub dann a;; = 0
sein, d. h. a ist eine Diagonalmatrix.

Die Summe der Diagonalelemente einer Matrix, die Diagonal-
summe, in der mathematischen Literatur zumeist Spur genannt, ist
durch die Gleichung

Spura:Eaii:al,+a,,+u-+a,,n (28)
i

definiert.
9. Die Spur des Produkts von zwei Matrizen ist un-
abhingig von der Reihenfolge der Faktoren.
Spur af = Spur fa. (29)
In der Tat, es ist

Spur a f = 2’((1,3),-,- =3 Ea‘fﬂii = Spur fa. (30)
1 i

Thre wichtigste Anwendung findet diese Regel bei der sogenannten
Ahnlichkeitstransformation von Matrizen. Diese bedeutet
eine Multiplikation der zu transformierenden Matrix @ mit der
transformierenden Matrix § von hinten und ihrer Reziproken von
vorne. Sie fithrt also a in f—1a g iber.

Beieiner Ahnlichkeitstransformation bleibt die Spur
ungesdndert. Es hat nimlich f—1a.p nach Satz 9 dieselbe Spur
wie . la = a.

10. Die Wichtigkeit der Ahnlichkeitstransformationen beruht
auf der Tatsache, daB alle Matrizengleichungen giiltig
bleiben, wenn man jede darin vorkommende Matrix ein
und derselben Ahnlichkeitstransformation unterwirft.
Ist z. B. af =y, so ist auch 6~lac.c"1fo = o0"1ys und
mit a § = 1 auch 6~laoc.0" 1o =0"11l0 =1

Auch auf die allgemeineren Matrizenoperationen, die auf S.9
eingefiihrt sind, bezieht sich dieses. In der Tat folgt aus y = a1 B
auch o-ly = o l(a+pf) = o lato1f ud olyo
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= (07la+ o 18)g =0 lac + 6~1f0. Ebenso folgt aus
B =aa auch 6186 = o0-laac=ao lac

Hieraus folgt, daB Satz 10 fiir jede Matrizengleichung gilt, die
nur die Operationen: Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl
oder anderen Matrix, Potenzierung einer Matrix mit positiven oder
negativen, ganzzahligen Exponenten, Addition von Matrizen enthilt.

Diese zehn einfachen Sitze des Matrizenkalkiils werden zum
grofen Teil schon vielen Lesern bekannt sein. Ich wollte sie hier
doch noch einmal wiederholen, da wir spiter ofters gezwungen sein
werden, sie sogar ,zwischen den Zeilen“ zu benutzen'), und es ist
fir das Spitere — wie iiberhaupt fiir jede quantenmechanische
Rechnung — die sichere Beherrschung dieser Grundregeln un-
erliBlich. Sie kommen schon in der ersten Publikation iber
Quantenmechanik von M. Born und P. Jordan?) vor.

Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

Man nennt die Vektoren v,, v,, ..., vy voneinander linear un-
abhéngig, wenn unter ihnen keine Beziehung

a0, +a,0 4 -+ +-ape =0 (31)

besteht, in der nicht alle a,, a,, ..., a; Null wiren. Mit anderen

Worten bedeutet dies, da8 keiner der Vektoren v,, v,, ..., b durch

die iibrigen linear ausgedriickt werden kann. Im Falle, da8 ein
Vektor, etwa v, — O (alle seine Komponenten Null) ist, sind die
Vektoren nicht mehr linear unabhingig, da die Beziehung

v, +0.9,4+ 0.9, 4 --- +0.0y =0
unter ihnen dann sicher besteht, obwohl a, =— 1 = O ist.

Z. B. sind die vierdimensionalen Vektoren v, (1, 2, — 1, 3); b, (0,
—2, 1, —1); v3(2, 2, —1, 5) voneinander linear abhingig, da

20,4+ 03—03 = 0, v; = — 3034304
ist. Dagegen sind b, und Yy noch linear unabhingig.

Sind k Vektoren v,, v, ..., vy voneinander nicht linear un-
abhiingig, so kaun man unter ihnen &' <k ‘Vektoren finden, die

1) So ist z. B. Satz 3, das Assoziativgesetz der Multiplikation, bei
der Ableitung von Satz 6 (die Vertauschbarkeit von Reziproken) implizite
bereits dreimal benutzt. (Man iiberzeuge sich hiervon durch Ausschreiben
aller Klammern!)

%) Zeitschr. f. Phys. 34, 858, 1925.
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linear unabhingig sind und durch die man alle % linear ausdriicken
kann. Um diese &' Vektoren herauszufinden, lassen wir zunichst
alle Vektoren v; == 0, deren Komponenten alle verschwinden, weg,
diese kann man ja schon ohne die anderen ausdriicken, wie die
Gleichung vy — O zeigt. Dann geht man die iibriggebliebenen
Vektoren der Reihe nach durch, nimmt aber nur jene auf, die durch
die vorangehenden nicht linear ausgedriickt werden konnen. Die
so erhaltenen %' Vektoren sind voneinander linear unabhingig und
alle anderen lassen sich durch diese ausdriicken. Wurde ein Vektor
nicht aufgenommen, so konnte er schon durch die vorangehenden
linear ausgedriickt werden. Unter den aufgenommenen kann da-
gegen keine lineare Beziehung bestehen. Ist namlich etwa v; der
zuletzt aufgenommene Vektor, der in der linearen Beziehung vor-
kommt (mit dem Koeffizienten a; o= 0), so kann man v; durch die
vorangehenden linear ausdriicken und er hitte nicht aufgenommen
werden diirfen.

Sind t Vektoren v,, v,, ..., by linear unabhéngig oder nicht,
so gilt dies auch fiir die Vektoren av,, @v,, ..., @b, wenn a« eine
eigentliche Transformation ist. Wire niamlich

a,av, + a,av, + --- + aravy = 0, (32)

so folgte, wenn man auf beide Seiten a—1 anwendet, wegen der
Linearitst von a—1
a, nl+a,b2+ eor - apop = 0, (323)

und umgekehrt folgt aus (32a) auch (32). Besteht also zwischen
den av; eine lineare Abhingigkeit (32), so besteht diese auch
zwischen den b; und umgekehrt.

Mehr als n 1n-dimensionale Vektoren v,, vy, ..., 9, On 4
konnen nicht linear unabhingig sein.

Die Gleichung

G0+ g0+ - f Oty 1Py =0 (33)

ist namlich den n linearen homogenen Gleichungen fiir die Kom-
ponenten

G195 + G0, + o + Ay + Gy 1Vt = 0,
6,99+ Gg059 -+ + anong +Gap1mg4q,2 = 0, (332)
4 1s+aa”ss+ * 4 GnOps 4 Gny 1 On4q, 5 = 0,

..........................
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dquivalent. In diesen kann man die a,, a,, ..., @y, Gy 4+, als Un-
bekannte auffassen: n homogene lineare Gleichungen fiir n 4 1
Unbekannte haben aber immer von Null verschiedene Lisungen,
die in (33) eingesetzt die lineare Abhingigkeit ergeben. Hieraus
folgt, daB durch n linear unabhingige n-dimensionale Vektoren
v, g, ..., by jeder n-dimensionale Vektor w linear ausgedriickt
werden kann. Es muf ndmlich eine Beziehung
a9, + a9+ - +ayop+aw =20
unter ihnen mit @ &= O existieren (wire a — 0, so wiren schon die

v,, by, ..., by nicht linear unabhingig), woraus man w berechnen
kann. Die Vektoren v,, v,. ..., vy bilden ein vollstdndiges
Vektorensystem.

Man kann eine Spalte oder auch eine Zeile einer n-dimensio-
nalen Matrix (e;) als einen Vektor auffassen. Die Komponenten
des Vektors @.y, der die E-Spalte bildet, sind a,¢, a@gt, ..., @yt
die Komponenten des Vektors a;, der die i-Zeile bildet, sind a,,
@is, ..., Gi,. Die Existenz einer Iinearen Abhingigkeit zwischen
den Vektoren a.,, @.9, ..., @.,

a,a.,+ 86,4+ - +a,a,=0
ist gleichbedeutend mit der Losbarkeit der linearen homogenen
Gleichungen fiir die a,, a,, ..., a,

a,a,,+a,a,+ - +a,a,, =0,

G,0g; + G3ag4 + -+ + Gy 0y = O,

80,1 83803+ -+ +8u0, = 0,
ihre notwendige und hinreichende Bedingung ist das Verschwinden
der Determinante | a¢|.

Ist die Determinante |@;¢| 3= 0, so sind die Vektoren a.,,
@.y ..., @., linear unabhingig, sie bilden ein vollstindiges Vektor-
system. Sind umgekehrt die Vektoren v.,, v.,, ..., V., linear
unabhéngig, soist die Determinante der Matrix, degen Spalten diese
Vektoren bilden, ungleich Null. Dasselbe gilt von den Zeilen.

II. Verallgemeinerungen

1. Wir wollen jetzt die Resultate des vorangehenden Kapitels
— zunichst formal, dann aber auch dem Inhalte nach — verall-
gemeinern. Zur Kennzeichnung der Komponenten eines Vektors



14 II. Allgemeinere Matrizen

bzw. der Koeffizienten einer Matrix haben wir die Nummer der
Koordinatenachse, auf welche sie sich bezieht, als Index hinzu-
gefiigt. Die Koordinatenachsen waren mit den Zahlen 1, 2, ..., n
numeriert. Hiervon wollen wir jetzt abgehen und die Koordinaten-
achsen nach den Elementen einer beliebigen Gesamtheit benennen.
Ist G eine Gesamtheit der Dinge g, k, %, ..., so ist ein Vektor v
im Raume der Gesamtheit G der Inbegriff der Zahlen v, vy, v;, ..
Man kann dann natiirlich nur Vektoren, die in demselben Raume
definiert sind, miteinander vergleichen (oder auch addieren usw.),
da nur diese entsprechende, d.h. gleichbenannte Komponenten haben.

Dasselbe wollen wir auch bei Matrizen einfithren. Damit eine
Matrix @ auf den Vektor v mit den Komponenten v, v, v;, ... an-
wendbar sein soll, miissen die Spalten von @ nach den Elementen
derselben Gesamtheit G benannt sein, nach denen die Komponenten
von b benannt sind. Im einfachsten Falle sind dann auch die
Zeilen nach den Elementen g, &, ¢, ... dieser Gesamtheit benannt
und @ fithrt den Vektor v im Raume der Gesamtheit G in den
Vektor ap in demselben Raume iiber. Es ist

b} == Ea_ﬂbl, (1)
I<ae
wo j ein Element der Gesamtheit G ist und 7 alle Elemente dieser
Gesamtheit durchlaufen muB.

Z. B. kaon man die Koordinatenachsen nach drei Buchstaben g, y, 2
benennen. Dann ist z. B. p mit den Komponenten p, =1, v 1; = 0,
p, = —2 ein Vektor, a

x Yy z

1 2 3\ =«
a — 0 5—1>y
-4 -2 4/ 2z

eine Matrix (die Zeichen der entsprechenden Zeilen und Spalten sind an-
getiigt). Es ist 2. B. @zx — 1, Gy = 2, @;y = — 2. Die gz-Kompo-
nente von v’ — @Yy berechnet sich nach (1)
’O; = QzzVz+ CzyVy + CzzY;
= 1.1 4+ 2.0 43-—2 = —5 usw.

Die Verallgemeinerung, die wir jetzt vorgenommen haben, ist
offenbar rein formaler Natur, sie bezieht sich auf eine andere Be-
nennung der Koordinatenachsen und der Komponenten der Vek-
toren und Matrizen. Man kann zwei Matrizen, die auf Vekboren
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im gleichen Raume einwirken, miteinander ebenso multiplizieren,
wie die Matrizen des vorangehenden Kapitels.

y=Fa (2
ist gleichbedeutend mit

Yik = Zﬂjz Qs
1<@

wo j und % zwei Elemente der Gesamtheit G- sind und 1 alle Ele-
mente dieser Gesamtheit durchlduft.

2. Eine weitere, weniger formale Verallgemeinerung ist die,
daB man die Zeilen und Spalten der Matrizen nach den Elementen
verschiedener Gesamtheiten F und G benennt. Dann wird aus (1)

w; = 2%—:% (1a)
<@

wo § ein Element der Gesamtheit ¥ und ! alle Elemente der Ge-
samtheit G durchliuft. Eine solche Matrix, deren Zeilen und
Spalten in verschiedener Weise benannt sind, nennt man eine
nichtquadratische Matrix (im Gegensatz zu den quadratischen
Matrizen des vorangehenden Kapitels), sie fiihrt einen Vektor v im
Raume des G in einen Vektor w im Raume des F' iiber. Im all-
gemeinen mul die Gesamtheit F' gar nicht genau so viel Elemente
umfassen, wie die Gesamtheit G. Umfassen sie gleich viele Ele-
mente, so hat die Matrix gleich viel Zeilen und Spalten, wir nennen
sie ,quadratisch im weiteren Sinne*.

Die Gesamtheit (¢ bestehe aus den Zeichen #, A, [], die Gesamt-
heit F' aus den Zahlen 1, 2. Dann ist

« A 0O
5 7 31
a =
(O -1 - 2) 2
eine nichtquadratische Matrix (die Namen der Zeilen und Spalten sind
wieder angefiigt). Sie filhrt den Vektor v, — 1, y, = 0, b= —2in
den Vektor W= ay

iiber. Die Komponenten y, und W, berechnen sich
W, = @u b+ Gavatainovg =5.147.04+3.-2 =-1,
Wy = Qg+ @abat Aoy =0.14+-1.04-2.-2 = 4.
Zwei nichtquadratische Matrizen £ und @ kann man mit-

einander nur dann multiplizieren, wenn die Spalten des ersten
Faktors und die Zeilen des zweiten Faktors nach der-
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selben Gesamtheit F benannt sind, wenn die Zeilen des
zweiten Faktors auf die Spalten des ersten ,passen¢. Die Zeilen
des ersten und Spalten des zweiten Faktors dagegen kénnen nach
den Elementen verschiedener Gesamtheiten E und G benannt sein.

Es ist dann
y = Ba (22)
gleichbedeutend mit
Yixr = 2 ﬂjlalky
I<F

wo j ein Element von E, k eines von G ist und ! alle Elemente von
F durchlduft: Es fiihrt dann @ einen Vektor im Raume von G in
einen im Raume von F iiber, # fiihrt dann diesen Vektor in einen
im Raume von E iiber. Daher filhrt y einen Vektor im Raume
von G in einen im Raume von E iiber.

Sei etwa G wieder %, [, [J, dagegen umfasse F' die Buchstaben
z, y und E die Zahlen 1, 2. Ist

x y « A 0O
7 81 2 3 4«
B={(5 5) s ™ *=(5 ¢ 1)
so ist
P = PrzCos+ Prytys = 7.248.5 = 54
oder
y2A=ﬂgza,A+ﬂgycyA=9.s+3.6:45
und

« A O
(54 69 84)1
7’_(33 45 57) 2

3. Wir miissen noch untersuchen, wie sich die 10 Gesetze der
Matrizenrechnung, die wir im ersten Kapitel abgeleitet haben, fiir
nichtquadratische Matrizen modifizieren. DaB sie auch fiir die
allgemeineren quadratischen Matrizen, mit denen wir uns am Anfang
dieses Kapitels befaBt haben, noch genau gelten, sieht man sofort,
wenn man bedenkt, daf die Zahlennatur der Indizes im ersten
Kapitel nirgends benutzt worden ist.

Die Addition zweier nichtquadratischer Matrizen — wie auch
diejenige zweier Vektoren — setzt voraus, daB sie in denselben
Achsenkreuzen definiert sind, d.bh. da8 die Zeilen auf Zeilen
und Spalten auf Spalten passen. In der Gleichung

atp=y
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muf die Zeilenbenennung der drei Matrizen a, B, y dieselbe sein,
ebenso ihre Spaltenbenennung. Ganz anders.ist es bei der Multipli-
kation, wo die Spalten des ersten Faktors auf die Zeilen des anderen
Faktors passen muften und das Produkt nur in diesem Falle und
in diesem Falle immer gebildet werden konnte: es hatte die Zeilen-
benennung des ersten und Spaltenbenennung des zweiten Faktors.

1. Von einer Determinante nichtquadratischer Matrizen kann
noch gesprochen werden, wenn sie gleich viele Zeilen und Spalten
haben, wenn diese auch verschieden benannt sind. Fiir diese
,quadratischen Matrizen im weiteren Sinne“ gilt die Regel, da8
die Determinante des Produkts gleich dem Produkte der Deter-
minanten ist.

2. 3. Fiir die Multiplikation von nichtquadratischen Matrizen
gilt ebenfalls das Assoziativgesetz:

@By =a(By) 3

und zwar lassen sich alle Multiplikationen auf der rechten Seite
wirklich ausfithren, wenn dies auf der linken Seite der Fall ist,
und umgekehrt.

4. 5. 6. Die Matrix 1 soll immer als eine quadratische Matrix
mit gleicher Zeilen- und Spaltenbenennung angesehen werden. Die
Multiplikation mit thr kann immer weggelassen werden.

Die quadratischen Matrizen im weiteren Sinne mit nicht-
verschwindender Determinante haben eine Reziproke. Fiir eigent-
liche nichtquadratische Matrizen wird keine Reziproke definiert.
Ist @ eine quadratische Matrix im weiteren Sinne, so miissen, damit

die Gleichung
fa=1

sinnvoll sei, die Spalten von f auf die Zeilen von a passen. Weiter
muB auch 1 die Zeilenbenennung von a haben, und da es im engeren
Sinne quadratisch ist, auch die Spaltenbenennung. Folglich muB
auch die Spaltenbenennung von B dieselbe sein.

Die Zeilen der Reziproken f einer Matrix @ sind nach
denElementen derselben Gesamtheit benannt, nach dessen
Elementen die Spalten von @ benannt sind, ihre Spalten
nach denselben Elementen, nach denen die Zeilen von a
benannt sind. Es existiert zu jeder quadratischen Matrix im

Wigner, Gruppentheorie 2
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weiteren Sinne a mit nichtverschwindender Determinante eine
Reziproke B, so da8

Ba
af =1, (42)

wobei aber zu bemerken ist, daB die Zeilen und Spalten der 1 in
(4) anders benannt sind als die der 1 von (4a).

I

1; 4
es ist dann auch

7. Fiir die Nullmatrix und die Addition von nichtquadratischen
Matrizen gilt dasselbe, was fiir quadratische Matrizen gilt, ebenso
von der Multiplikation mit einer Zahl. Dagegen kann man die
Potenzen, z. B. von nichtquadratischen Matrizen, nicht
bilden, weil die Multiplikation von a mit a voraussetzt, daB die
Spalten von a auf die Zeilen von a passen, d. h. daf a quadra-
tisch ist.

8. 9. 10. Diagonalmatrizen und Spur sind keine fiir nicht-
quadratische Matrizen sinnvolle Begriffe, auch wird keine Abn-
lichkeitstransformation fiir diese definiert. Betrachten wir nimlich
die Gleichung

caoc 1 =g,

so ist die Zeilenbenennung von B und & gleich. Diese ist aber
auch die Spaltenbenennung von o—1, also auch von f. Die Matrix g
ist im engeren Sinne quadratisch, ebenso a, dessen Zeilen auf die
Spalten von ¢ und Spalten auf die Zeilen von ¢—1 passen miissen.

Dagegen kann o eine im weiteren Sinne quadratische
Matrix sein: dann ist die Zeilen- und Spaltenbenennung
von a und B verschieden. Solche Ahnlichkeitstransformationen,
die die Benennung der Zeilen und Spalten #ndern, haben sogar
eine wesentliche Bedeutung. Zum Beispiel in der sogenannten
Transformationstheorie der Quantenmechanik.

Die Einfithrung der nichtquadratischen Matrizen ist trotz der
scheinbar mit ihnen verbundenen Komplikation sehr vorteilhaft, da
man mitsihrer Hilfe die Ausdrucksweise wesentlich vereinfachen
kann. Das soeben Beschriebene soll aber nicht etwa als ein starres
Schema verwendet werden, sondern eher an das Denken mit diesen
Grofen gewthnen. Wo spiter solche komplizierteren Matrizen
gebraucht werden, werden sie immer separat erldutert. Zumeist
ist die Benennung der Zeilen und Spalten so sehr durch die Gestalt
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und Definition der Koeffizienten nahegelegt, daf man sie kaum
weiter anzugeben braucht.

4. Am hiufigsten kommt es vor, daB man die Zeilen nicht
mit einér Zahl, sondern mit zwei oder mehreren Zahlen benennt, z. B.

a,becd, abecd, abocd, abdcd,,
[ @bcdy abyedy, abyend,  a by, dy, +)

a3b ¢ d,,  aghycdy,  agb ced;,  ayb cdy,
aybye,d,,  agbye dy, agbgegd,, agbyc,d,.

Die erste Zeile wird man ,1, 1-Zeile“, die zweite ,1, 2-Zeile“, die
dritte ,2, 1-Zeile*, die vierte ,2,2-Zeile* nennen und entsprechend
die Spalten. Die Koeffizienten von () sind

Yijirer = @;bjcdy,
wobei der besseren Ubersicht halber den Namen der Zeile (i, ) vom
Namen der Spalte (k, 1) ein Semikolon (;) trennt.

Eine wichtige Rolle unter diesen Matrizen spielt das direkte
Produkt y zweier Matrizen (a,x) und (f;;), wir bezeichnen sie nach
H Weyl?)

y=aXp (8)
(B) ist gleichbedeutend mit

Yijie1 = @ B (6)

Die Zeilenzahl von a sei n,, die Spaltenzahl n,; die entsprechenden
Zahlen fiir B seien n; und ny, dann hat y genau n, n; Zeilen und
ngmy Spalten. Ist insbesondere sowohl @ wie f eine quadratische
Matrix, so ist es auch a X B.

Satz1 Istaa=—a ud B =F wmdist aX =1y
und @ X B =y, soist auch yy =a X §

@Xp)@xp) =aaXxpp (7

1) Die Faktoren @ und a der Matrizenmultiplikation schreiben wir
einfach nebeneinander @ & Die Matrix () ist das direkte Produkt der
beiden Matrizen:

(111 a 4 02) x (bl d b d‘z) —

ase; ascy bydy bydy
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Das Matrizenprodukt zweier direkter Produkte ist das
direkte Produkt der beiden Matrizenprodukte. In der
Tat ist
(a X ﬂ)ik;i'k' == al'i' pkkl; (& X E)i’k': Mg = &,-v,-u ﬁk'k”
und
@ X B)-(@ X Bx;vrer =) tigr Prr @i P ®)
K
Ebenso ist
(@@ = Sy ave; BB = S Buw Bep
i k'
und
(@a X BPBir; ver = D asvavy . Pw Buwn 9)
i ]
aus (8) und (9) folgt aber
@Xp@xp=aaxpp ¥

Satz 2. Das direkte Produkt zweier Diagonalmatrizen ist
wieder eine Diagonalmatrix, das direkte Produkt zweier Einheits-
matrizen ist wieder eine Einheitsmatrix. Man iiberzeugt sich hier-
von leicht an Hand der Definition des direkten Produkts.

Bei formalem Rechnen mit Matrizen muB man sich stets iiber-
zeugen, ob die angedeutete Multiplikation auch ausfithrbar ist. Im
ersten Kapitel, wo wir durchwegs quadratische Matrizen mit
n Zeilen und Spalten hatten, war dieses natiirlich immer der Fall,
im allgemeinen ist aber darauf zu achten, da8 die Spalten des ersten
Faktors der Matrizenmultiplikation auf die Zeilen des zweiten
Faktors passen, d. h. daB die beiden mit dem gleichen Namen bzw.
Symbol benannt seien. Das direkte Produkt zweier Matrizen lagt
sich nach (6) immer bilden.

Eine etwas allgemeinere Art von Matrizen mit mehreren In-
dizes bezeichnen M. Born und P. Jordan als Ubermatrizen.
Sie fassen namlich etwa die Matrix (a;;, ;) als eine Matrix (Adix)
auf, deren Koeffizienten A;; selber Matrizen sind: Ax
ist diejenige Matrix, bei der in der Zeile j und Spalte die Zahl
Qij: kl steht.

(@j 1) = @ = (diz)y wenn (dir)ji == @iji - (10)
Satz 3. Ist a = (A_‘il) und p = (Bi"i")i so ist aﬁ =9

p— (Cii”); wobel
Ci‘i" e 2 A-i i B,‘viu, (1 1)
’:'
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wobei rechts in (11) eine Summe von Produkten nach der
Matrizenmultiplikation steht. Es ist

(@Bir;impr = i"zk, O ok P s oy
andererseits '
Yir; e = (Coederr = 2,'(Aw By o e rr
und !

(Aie Ber e pr = % Aiodew (Borap ir = % @i,k Prws e

also
(aﬂ)ik; k" = Yik; " k'Y

womit Satz 3 bewiesen ist. Natiirlich muB man in der rechten
Seite von (11) auf die Reihenfolge der Faktoren achten, was in
der entsprechenden Gleichung bei der Multiplikation von einfachen
Matrizen nicht notwendig war. Mit dieser Einschrinkung kann
man Ubermatrizen nach der fiir einfache Matrizen giiltigen Regel
multiplizieren.

Im einfachsten Fall haben wir zwei quadratische Matrizen, etwa

Oy Oqg Ohg Cyy @5 Bi1 Bia Bis i Biu Bis
Ogy Ogg | Ogg Olgy Oyg Bs1 Baa Bas : Bas Bas
R S I e ®
Oy gy | Dgg @34 Xy Bs1 Bsa Bss i Bsu Bss
Oyq Oyg Olyg Ogy Oyp Bur Bus Bis i Bus Bus
Ogy Ogg i Olgg Obgy Oy Bs1 Bss Bss i Bss Bss

wir konnen sie lings der punktierten Linien in Untermatrizen ein-
teilen, aber so, da die Spalteneinteilung der ersten (2:3) mit der
Zeileneinteilung der zweiten iibereinstimmt. Wir setzen dann fiir
die beiden Matrizen ® die Schemata

"y |
(o ) = Gy Bn)

Das Produkt der beiden Matrizen @ 148t sich

(Au Bi1+ A1g Bsy A1 Big + Aje Bn> _ (Cu Cn)
Agy By + Ass Bsy Az Bys + Ass By Cz1 Css

schreiben.
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Dagegen ist das Schema

(Bu Blz) (Au An) Bi1d11+Byg Ay By Aye+Bis Ags

Byy Bee/ \Agy Ase =<BzxAn+BezAn 321sz+st422)

sinnlos, weil die Zeilen von z. B. By nicht auf die Spalten von
Aj; passen.

III. Hauptachsentransformation

Im ersten Kapitel haben wir eine wichtige Eigenschaft der
Ahnlichkeitstransformation kennengelernt: sie laft die Spur einer
Matrix!) ungeindert, & hat dieselbe Spur wie ¢—la¢. Ist die
Spur einer Matrix ihre einzige Invariante gegeniiber Ahnlichkeits-
transformationen? Offenbar nicht, denn z. B. die Determinante
von [6—lao| ist ja auch gleich der Determinante von |a|. Um
weitere Invarianten zu erhalten, betrachten wir die Determinanten-
gleichung n-ten Grades fir 1:

a,—4i a, R A |
B TG, M
a1.11 av.n a';m—l

oder anders geschrieben,
la—41] =0, 2)

wir nennen si¢ die Sikulargleichung von a. Die Sikular-
gleichung von 8 — o—la o ist

|B—Aitl|=|o"lac—Ail|=0. 3)
Man kann hierfiir offenbar auch |o(a — A 1)o—1| = 0 oder
lo=| la—41]|e][ =0 €)

schreiben. Gleichung (4) zeigt, daB die » Wurzeln der Sakular-
gleichung | # — 11| = 0 mit den » Wurzeln der Sikulargleichung
| & — 41| = O iibereinstimmen?). Die Wurzeln der Sékulargleichung,
die Eigenwerte einer Matrix, sind Invarianten gegeniiber
Ahnlichkeitstransformationen. Wir werden spiter sehen,

1) Die Matrix, die einer Ahnlichkeitstransformation unterworfen wird,
mulf immer eine quadratische sein. Da kein anderer Grund vorliegt, be-
nennen wir ihre Zeilen und Spalten wieder mit den Zahlen 1, 2, ..., n.

?) || und | 6| sind Zahlen!
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daB eine Matrix im allgemeinen keine weiteren Invarianten hat,
jetzt bemerken wir nur, da8 die Spur die Summe und die Deter-
minante das Produkt der Eigenwerte ist und ihre Invarianz in
dem soeben ausgesprochenen Satz enthalten ist.

Betrachten wir einen Eigenwert 1,. Die Determinante der
Matrix (@ — 4, 1) ist Null, so daB die linearen homogenen Glei-
chungen

@t @ty G ¥ = 440,

A, 8+ Qg+ oor G T = A, 2y, )

Cn1ly+ Qo lyt oo+ Quply = 442,
lgsbar sind. Es laBt sich zu allen n Eigenwerten 4y ein lineares
homogenes Gleichungssystem nach (5) aufstellen, die Losungen
dieses Systems, die nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt
sind, bezeichnen wir mit gy, ¥o¢, -+, ¥nt, SO daB

;aijxjt = Atlit (ba)

gilt. Die Gesamtheit der n Zahlen r,y, 2ot, ..., ¥p¢ Dennen wir
einen Eigenvektor r.; der Matrix a, der Eigenvektor r., gehort
zum Eigenwert 4;. Gleichung (5a) 148t sich auch
ar.e = Atl.¢ (8b)
schreiben: die Matrix fiihrt ihre Eigenvektoren in Vektoren iiber,
die sich vom Eigenvektor nur durch einen konstanten Faktor, den
Eigenwert unterscheiden.
Man kann die FEigenvektoren r.,, r.5, ..., 2.5 2zu einer

Matrix ® zusammenfassen, so daf p., die k-Spalte dieser Matrix

bildet :
= (.1)i = Ur

Dann steht in (5a) links der (¢f)-Koeffizient von ax. Auch die
rechte Seite kann man als den (i f)-Koeffizienten einer Matrix auf-
fassen, nimlich als den (if)-Koeffizienten von x4, wo A eine
Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 4,, 4,, ..., 4,

Ajk = ajk Ay
ist. Dann lautet (5a)

(a %), = Z:ij 0k = (2 A)yy,
Jj

und man kann die #? Gleichungen (5a) in
ax =13x4 (6)
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oder, wenn % eine Reziproke hat, in

rlax—= A (6a)
zusammenfassen.

Eine Ahnlichkeitstransformation mit einer Matrix,
deren Spalten die » Eigenvektoren sind, bringt die Matrix
auf die Diagonalform, die Diagonalelemente sind die
Eigenwerte der Matrix. Zwei Matrizen, die dieselben Eigen-
werte haben, lassen sich ineinander transformieren, es lassen sich
ndmlich beide in dieselbe Matrix A iiberfiihren. Die Eigenwerte
sind die einzigen Invarianten gegeniiber Ahnlichkeitstransforma-
tionen.

Dies gilt allerdings nur, wenn ¥ eine Reziproke hat, d. h. wenn
die » Vektoren ¢ ,, ¥ 9, ..., . n linear unabhingig sind. Das ist
zwar der allgemeine Fall und tritt z. B. immer ein, wenn die Eigen-
werte alle verschieden sind, doch kommen auch Ausnahmen vor,

wie z. B. die Matrizen
11 1 4
0 1> oder (5_1)

zeigen, die sich durch eine Ahnlichkeitstransformation iiberhaupt
nicht auf die Diagonalform bringen lassen. Von solchen Matrizen
bhandelt die Elementarteilertheorie. Wir brauchen indessen
auf diese nicht einzugehen, weil wir immer mit solchen Matrizen
zu tun haben werden (unitiren bzw. hermiteischen Matrizen), die
sich nach (6a) auf Diagonalform bringen lassen.

Die Vertauschbarkeitsverhiltnisse zweier Matrizen lassen sich
von dem soeben gewonnenen Standpunkt aus sehr gut iibersehen.
Lassen sich zwei Matrizen mit derselben Transformation auf die
Diagonalform bringen, haben sie dieselben Eigenvektoren, so sind
sie vertauschbar?). Sie sind es ndmlich als Diagonalmatrizen sicher
nach der Ahnlichkeitstransformation, also waren sie es auch schon
vorher.

Im ersten Kapitel wurden die rationalen Funktionen

f@=-..a_j a8%4+a a2+a_,al4a,1+aa
+a,0® + a;al 4 ...

1) Dagegen kionnen die Eigenwerte beliebig verschieden sein.
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einer Matrix @ definiert. Um jf(a) auf die Diagonalform zu
bringen, geniigt es, a auf die Diagonalform A — 6—1a ¢ zu trans-
formieren. Dann ist nach Satz 10, Kapitel I

o-f(a)eo=0"1(..a_ya % +a_,al+a,1+a,a+a,e®+--7) ¢,
= - a_gA%ta_ A 1+ajl +a, d+a, A%+ .- = f(A)
und diese ist selber eine Diagonalmatrix. Ist 1, das k-te Diagonal-
element i\ 4 = (4;;) = (0ix Ax), so ist es A} in A¢ und

ces A l;s+a_ll]:1 +ao+allk+a’211?+ ter = f(lk)
in £(4).

Eine rationale Funktion f(a) einer Matrix a kann durch die-
selbe Transformation auf Diagonalform gebracht werden, durch die
a selber auf Diagonalform gebracht wird. Die Diagonalelemente,
die Eigenwerte von f(a) sind die entsprechenden Funktionen f(4,),
f(A,), f(4y), ... der Diagonalelemente 4,, 4,, 4,, ... von @. Man
nimmt an, daB dieses Gesetz nicht nur fiir rationale, sondern fiir
beliebige Funktionen F'(a) von a gilt, und betrachtet dies als die
Definition der allgemeinen Matrixfunktionen.

Spezielle Matrizen

Es liegt nahe, aus einer quadratischen Matrix a dadurch
eine neue a’ zu bilden, daf man die Rolle der Zeilen und Spalten
vertauscht. Die so entstandene Matrix @' nennt man die Trans-
ponierte zu a, die Transposition deutet man mit einem Strich an.
Es gilt also

Qip = Oy ™

Regel. Die Transponierte eines Produkts a fy 6 ... ist
das Produkt der Transponierten in umgekehrter Reihenfolge ge-
nommen, also

(afy...e) =¢ ...y fad. (7a)

Es ist ndmlich

(@By... 0= (afy...ou =12 Cix BriViu --- Eck
xAu ... ¢
Andererseits ist
(sl te 1",3' a')ki - E e;ct cee 7;41ﬂ3.x¢;¢ - 2 Ek o Viu ﬁxl Q;
§ooouldx oo udx

womit (7a) verifiziert ist.
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Die Matrix, die entsteht, wenn man an Stelle eines jeden der
n? Koeffizienten von a die konjugiert komplexe Zahl setzt, nennt
man a* die konjugiert Komplexe zu a. Ist @ = a*, so sind alle
Koeffizienten reell.

Vertauscht man Zeilen mit Spalten, und geht man auBerdem
zur konjugiert Komplexen iiber, bildet man also aus a die Matrix
a* — a'¥ so erhilt man die Adjungierte af zu a:

a¥ = at = a™* ®)

Die konjugiert Komplexe eines Produkts ist offenbar das

Produkt der konjugiert Komplexen:

(@By...e)f = a*fry*... &%
beim Ubergang zur Adjungierten muB man die Reihenfolge um-
kehren:

@By...ot = (afy...o)¥ = (a*fry*... &%)
=& ...y ¥ a*¥ = ¢ ...yt flal.

Man kann verschiedene Beziehungen zwischen einer Matrix a, ihrer
Adjungierten, Transponierten und Reziproken annehmen und erhilt
dadurch spezielle Arten von Matrizen. Da ihre Namen in der
Literatur h#ufig vorkommen, wollen wir sie der Vollstindigkeit
halber alle anfithren, im folgenden werden auBer den unitiren
und hermiteischen nur die reell orthogonalen gebraucht
werden.

(83)

Ist @ = a*, also a;, — a}}, so heiBt die Matrix reell, alle
n? Koeffizienten a;; sind reell. Ist @ — — a*, also a;; =—= — af},
g0 ist die Matrix rein imaginir.

Ist § = 8, also 8;; = 84, so ist die Matrix symmetrisch.

Ist 8;, = — 8, also § = — &', 50 nennt man sie schief.
Ist H = H?, also H,, =— H};, so heift die Matrix her-
miteisch. Ist @ = — at, so nennt man sie hermiteisch schief.

Jst @ sowohl reell als auch symmetrisch, so ist @ natiir-
lich auch hermiteisch usw.

Ist O' = 01, so ist O komplex orthogonal. Die
Matrix U, fir die Ut = U—1 gilt, heift unitir. Ist Bt — R-1
und B — R* reell, so ist auch B —= RB* — Rt — R-,
also auch R'= R~ Man nennt R reell orthogonal, oder
schlechtweg orthogonal.
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Unitdre Matrizen und das skalare Produkt

Bevor wir zu den unitdren Matrizen iibergehen, miissen wir
eine letzte Art von Begriffsbildung vormehmen.

Schon im ersten Kapitel haben wir die Summe zweier Vek-
toren und konstante Vielfache eines Vektors definiert. Bereits
in der elementaren Vektorrechnung gebraucht man daneben das
skalare Produkt zweier Vektoren. Das skalare Produkt des
Vektors a mit dem Vektor b ist eine Zahl, und zwar unterscheiden
wir das hermiteische skalare Produkt

afb1+0§bz+"+a:bn=(a: b) )]
vom einfachen skalaren Produkt
a [’1 + q bg + - +ob, = ((a7 b)) G

Wenn wir nichts anderes bemerken, denken wir stets an’ das her-
miteische skalare Produkt und nicht an das einfache.

Sind die Vektorkomponenten a,, a,, ---, a, reell, so fallen
beide Produkte zusammen.

Ist (a, b) = 0 = (b, a), so sagt man, daB a und b senkrecht
aufeinander stehen, oder auch, daB sie orthogonal sind. Ist
(0, a) = 1, so sagt man, da a ein Einheitsvektor ist, oder da8
er normiert ist. Sonst ist (4, a) immer reell und positiv und nur
dann O, wenn alle Komponenten von a verschwinden. Dies gilt
nur fiir das hermiteische skalare Produkt, dagegen nicht fiir das
einfache: ist a z. B. der zweidimensionale Vektor 1, 4, so ist
((a, ) = 0, aber (a, a) = 2. Aus (a, ) = O folgt a = 0, aus
((a) @)) = O dagegen nicht.

Einfache Regeln. 1. Vertauschen der Vektoren

(8, b) = (b, a)¥, )
dagegen ((a, b)) = ((b, 0)).
2. Ist ¢ eine Zahl, so gilt

(a, ¢b) = ¢(a, b); ((a, cb)) = ¢((a, D). 9a)
Dagegen ist
(ca, b) = c*(a, b); ((cq, b)) = ¢(a, b). (9b)
8. Das skalare Produkt ist linear, da noch
®b+9=@b+@o 90)

ist.
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4. Es gilt weiter die wichtige Regel
(a, @b) = (ata, b)) oder (Ba, b) = (a, BtD) 9d)
fiir beliebige Vektoren a und b und jede Matrix a. Es ist nidmlich

n

(8, ab) =k§ai(a[‘)k = “k2 a2 b;

k=1 1=1
und

ﬂ n

(ata, b)) = X (ata)} b = 2 (af10,)*b; = > 2 @z, 0% b,

=1 A=1k i=1 k=1

Statt einer Matrix @ auf den einen Faktor kann man auch
ihre Adjungierte af auf den anderen Faktor des skalaren
Produkts anwenden.

Bei dem einfachen skalaren Produkt gilt dasselbe von der
transponierten Matrix: es ist

((a, b)) = ((a’q, b)).

5. Schreiben wir jetzt die Bedingung Mt — U1 fiir die Uni-

taritit der Matrix Y etwas mehr explizit hin! Es ist Wt W = 1, also

2("“)1] ik — Eu;z ik — 611:7 (u ty u. f) = 5“ (10)

i=1
FafBt man die » Spalten einer unitidren Matrix als
Vektoren auf, so bilden sie n zueinander senkrechte Ein-

heitsvektoren.
Aus UUF = 1 folgt

?uﬁui‘-} = Oia; Ur., W) = dur. (10a)

Auch die n Zeilen einer unitiren Matrix sind » zu-
einander senkrechte Einheitsvektoren.

6. Die unitire Transformation laBt das hermiteische innere
Produkt unverindert, d. h. es gilt fiir beliebige Vektoren a und b

Ua, Ub) = (a, UtUDL) = (a, b). (11)

Gilt umgekehrt (11) fiir die Matrix W in Verbindung mit
jedem beliebigen Vektor a und b, so ist W unitir. Dann gilt
nimlich (11) auch fiir a —= ¢; und b = ¢; (mit ¢;; = dy;) und
aus (11) wird
it = (e &) = (e, e = > Ue)f Wer);

J
= 121(!211,-:3&)*-12 U 0n = ;%’i’lje,

also (10): (11) ist hinreichend und notwendig fiir die Unitaritat von 2.
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Dasselbe gilt fir komplexorthogonale Matrizen in Ver-
bindung mit dem einfachen skalaren Produkt.

7. Das Produkt WV von zwei unitiren Matrizen 3 und ¥V
ist unitdr.

UMt =7ViIU =V 1 U1 = UP)~L. (12)
Dasselbe gilt von der Reziproken W1 einer unitiren Matrix:
UH = U =U = U~ H)~L (13)

Hauptachsentranstormation unitéirer und hermiteischer Matrizen

Man kann jede unitire und jede hermiteische Matrix
durch eine Ahnlichkeitstransformation mit einer unitaren
Matrix auf die Diagonalform bringen. Die auf S.24 er-
wihnten Ausnahmefille konnen bei diesen Matrizen nicht vor-
kommen. Zunichst bemerken wir, da8 eine Matrix unitir bzw.
hermiteisch bleibt, wenn man sie unitir transformiert. Als Produkt
von drei unitiren Matrizen ist U~ 1 ¥ U selber unitdr. Aber auch
U-* HWU bleibt hermiteisch, wenn J hermiteisch war. In der
Tat ist wegen (13)

UTHW =W HU-t = At HU. (14)

Um ¥V bzw. H auf die Diagonalform zu bringen, bestimmen
wir einen Eigenwert von ¥ bzw. H. Dieser sei 4,, der zugehorige
Eigenvektor, der nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist,
U, AU, U, ..., U;;). Wir nehmen den konstanten Faktor nun
so grof an, daB

AW, u)=1
sei, was immer moglich ist, da (M., ¥.,) ja nicht verschwinden
kann. Jetzt bilden wir eine unitire Matrix U, deren erste Spalte
U., ist?). Mit dieser unitiren Matrix ¥ transformieren wir nun ¥
bzw. H zu W-1 VU bzw. U= HU. In die erste Spalte kommt
dabei im ersten Falle
Xy = U1 VW, = W VU, = UL 2V, Uy,
v 2

= U4, = 0,44,
da U., ja ein Eigenvektor von ¥ ist.

In die erste Zeile der ersten Spalte kommt 4,, sonst
ist die erste Spalte leer.

1) Siehe Hilfssatz am Ende des Beweises.
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Dies gilt offenbar nicht nur fiir H—1 ¥ W, sondern entsprechend
auch fir W~ HW. In diesem ist sogar — da W—1 H Y hermiteisch
ist — auch die erste Zeile bis auf die erste Stelle leer, -1 H N
hat die Gestalt

A4 0 0 ... O\
0
0 ®)
0
Genau so muB aber U—1PU — X aussehen! Da X eine
unitdre Matrix ist, ist seine erste Spalte X ., ein Einheitsvektor,
und daraus folgt, da8
[ X, P+ [ X P+ + | X =4 =1 *
ist. Dasselbe muB aber von der ersten Zeile X, von X gelten,

| X P+ [ X+ + [ X

= |4+ XL+ X+ H X =1
so daf die Summe der Absolutwertquadrate von X,,, X, ..., Xip
verschwindet, woraus auch das Verschwinden von X,,, X, ...,
X,, folgt.

Jede unitire bzw. hermiteische Matrix 148t sich unitir auf
die Gestalt @ transformieren!

Nun ist @ noch keine Diagonalmatrix, was sie ja auch nicht
sein kann, da wir ja nur die Existenz eines Eigenwertes benutzt
haben. Sie ist aber einer Diagonalmatrix schon #hnlicher als die
urspriingliche Matrix ¥ oder H. Es liegt nahe, & als Ubermatrix

zu schreiben, etwa
A, 0 A, 9
(@ 7) = (&' m) oo

wo die Matrix ¥; bzw. H; nur noch # — 1 Zeilen und Spalten
hat. Dann konnen wir @ @ durch eine weitere unitire Matrix Uy,

von der Gestalt
(1 0
(o o)

transformieren, wobei U nur » — 1 Zeilen und Spalten hat. Dabei
geht @ & in

(11 0 bzw (11 0 ) 00
0 UIVIUI) "o U H; U,
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tiber. Darin kann man aber nach dem Vorangehenden Uj so
wihlen, da8 U{ ¥; U; bzw. U{ Hy Uy die Gestalt

A, O A, O
(& 7) b= (¢ )

hat, wo ¥y bzw. Hg nur noch n — 2-dimensional ist. Jetzt hat
UL U VU U die Gestalt

(“}1 ,‘}2> mit 4; = ({1 %)
Durch Fartsetzen dieses Verfahrens gelingt es offenbar, ¥ oder H
auch ganz auf die Diagonalform zu bringen.

Dieser Satz gilt nicht fiir symmetrische bzw. komplex ortho-
gonale Matrizen, wie schon das zweite Beispiel auf S.24 zeigt
(die zweite Matrix ist symmetrisch und komplex orthogonal).
Dagegen gilt er fiir reelle symmetrische oder reelle orthogonale
Matrizen, die ja nur einen Spezialfall der hermiteischen bzw.
unitiren bilden.

Hilfssatz. Ist (u., u.,) =1, so 146t sich (auf mannigfach
verschiedene Weise) eine unitére Matrix bilden, deren erste Spalte
.g (g Ugyy Hggy - -y Upy) ist.

Bilden wir nimlich zuerst iiberhaupt eine Matrix, deren erste
Spalte u.; ist und deren Determinante nicht verschwindet. Die

zweite Spalte dieser Matrix sei v.,(v,,, gy ..., Upg), die dritte
V.3 usw.
3 U, Uy Yg ... Dy,
Ug, Dyy Vgg ... Dgy
Mg, Dgp Vgy ... Dgp
Upp Dpg Dpg ... Dy
Die Vektoren u.,, v.5, v.3, ... sind dann voneinander linear

unabhingig. Wollen wir noch, daB sie gemiB (9) zueinander senk-
recht stehen sollen, so miissen wir sie ,orthogonalisieren®.
Wir ersetzen zunichst b., durch u., = ay, u.; + v.,. Dann setzen
wir (Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren)

(. u.9) = 0 == ag, 0.y, u.y) + (U.19.9) == ag; + (.1, V.9)
und bestimmen daraus a,,. Dann setzen wir u.; an Stelle von v, ; mit
.3 == @, 0., + GgqUl.o + V.3 und bestimmen a,, und a,, so, daB

0 = (. u.5) == ag, .y, u.;) + (1.5, V.5),
0 = (u.gu.5) = Gy (M. U.9) + (2.2 V.3)



32 III. Das Schmidtsche Verfahren

so gehen wir weiter und setzen schlieBlich u., an Stelle von v.,
mit u,,,::a,,lu.l—}—a,,zu.g—|—a”311.3+ e +b'ﬂ und be-
stimmen @, ;, Gna, Gns .-+ Gpp—1, SO dab

0= (u.y u-n) == anl(u-lu-l) + (u-17 0. 4),
0= (t.; U.p) = Gpy(U.oM.9) 4+ (.9 V.0)

0= (u.n—n U.p) = Gpp—1(Mp—pyUen—1) + (Wn—1) Vop)

So haben wir mit Hilfe der 1n (n —1) Zahlen a erreicht, daf
an Stelle der Vektoren v Vektoren u treten, die aufeinander senk-
recht stehen und dabei wegen der linearen Unabhingigkeit der v
picht verschwinden konnen. In der Tat wiirde z. B. aus u., = 0

Gpyt.y F Guatt.g + 200 + Gup—1W.n—1 +0.,=0

folgen, und da die u., ... 1y, Linearkombinationen der u.,, v.y, ...,
by, sind, konnte man v., durch diese ausdriicken, was natiirlich
nicht sein kann.

Wir konnen noch die u.,, .5, ..., ., normieren, dann bilden
sie eine unitire Matrix, deren erste Spalte u., ist.

Dieses sogenannte Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
lehrt also, aus einer Schar linear unabhingiger Vektoren normierte,
zueinander senkrechte, zu bilden, wobei der k-te Einheitsvektor eine
Linearkombination nur der ersten % Vektoren ist.

Geht man von n n-dimensionalen Vektoren aus einem voll-
stindigen Vektorensystem aus, so erhilt man ein vollstandiges
Orthogonalsystem.

Ist V bzw. H auf diese Weise auf Diagonalform gebracht, so
ist die entstandene Matrix A, bzw. A, auch weiter unitir bzw.
hermiteisch. Es folgt

A AL =1, A, = A} (15)

Der Absolutwert der Eigenwerte einer unitaren
Matrix!) ist 1, die Eigenwerte einer hermiteischen Matrix
sind reell. In der Tat steht in (15), daB fiir die Eigenwerte 4,
der unitiren Matrix A,A* — 1, fiir die einer hermiteischen

A = AF gilt.

1) Dies zeigt schon (*).
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Reelle orthogonale und symmetrische Matrizen

Zuletzt untersuchen wir noch, was es bedeuten wiirde, wenn ¥
bzw. H nicht nur unitir bzw. hermiteisch, sondern auBerdem noch
komplex orthogonal bzw. symmetrisch, also beide rein reell wéren.

Aus Ut VU = A, erhalten wir durch Ubergang zum konjugiert
komplexen W*t V* U* — (U*)t VU* = A}; die Diagonalform A4,
kann auch A} geschrieben werden, die Zahlen 4, 4,, ..., 4, sind
dieselben wie die Zahlen A}, 43, ..., A}, weil die Eigenwerte als
Wurzeln der Sikulargleichung unabhingig davon sind, wie (durch
U oder U*) man die Matrix auf Diagonalform bringt.

Die komplexen Eigenwerte einer reellen orthogonalen Matrix
sind paarweise konjugiert komplex. Auflerdem haben alle
den Absolutwert 1, die reellen sind also + 1. Bei ungerader
Dimensionszahl mufi wenigstens ein Eigenwert reell sein.

Ist v der Eigenvektor zum Eigenwert A, so ist v* der Eigen-
vektor des konjugiert komplexen Eigenwerts i*. Es sei ndmlich
Vv = 1v, so ist auch F*p*¥ — Po* — J*v*. Ist 1 von A*
verschieden, so ist (v%, v) = 0 == ((v, v)). Das einfache skalare
Produkt eines Eigenvektors mit sich selber verschwindet, wenn der
zugehorige Eigenwert nicht reell (also 4 1) ist. Zu den Eigen-
werten + 1 gehoren dagegen reelle Eigenvektoren. Weiter sei v
der Eigenvektor zu 4,, v* zu A} und 3 zu 4, Ist dann A} = 4,,
so ist 0 = (v*, 3) = ((v, 3))-

Das einfache skalare Produkt von zwei Eigen-
vektoren einer reellen orthogonalen Matrix ist immer
Null, wenn die zugehtrigen Eigenwerte nicht konjugiert
komplex sind, in diesem Falle sind sie auch selber kon-
jugiert komplex zueinander.

Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist +1.
Aus V' V' =1 folgt, daB die Determinante von ¥ mit der von ¥’
multipliziert 1 ergeben muB, die Determinante von V' ist aber
gleich der von ¥ und beide miissen + 1 sein.

Ist H reell, so ist die Gleichung (5) rein reell, da auch die 4
reell sind: die Eigenvektoren einer reellen hermiteischen
Matrix konnen reell angenommen werden (sie kénnen, da
sie nur bis anf eine Konstante bestimmt sind, mit einem komplexen
Faktor multipliziert werden); dic unitdre Matrix W in -1 H U= 4,
kann reell angenommen werden.

Wigner, Gruppentheorie 3
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IV. Grundlagen der Quantenmechanik

1. Die Entwicklung der Quantentheorie in den letzten Jahren,
die man unter dem Namen ,Quantenmechanik“ zusammenzufassen
pflegt, war zuerst auf die Bestimmung der Energie der stationiren
Zustinde, die Berechnung der Energieniveaus, gerichtet. In
der alteren Theorie von Epstein-Schwarzschild, der sogenannten
Separationstheorie, war nur eine Vorschrift fiir die Bestimmung der
Energieniveaus der Terme solcher Systeme gegeben, deren klassisch-
mechanische Bewegungen gewisse sehr spezielle Eigenschaften
hatten, streng periodisch oder doch quasiperiodisch waren.

Diesem Ubel half eine Idee von W. Heisenberg ab, die eine
Prazisierung des Bohrschen Korrespondenzprinzips zum Ziele
hatte. Sie wurde von M. Born und P. Jordan einerseits, von
P. A. M. Dirac andererseits ausgebaut. Den Gedanken kann man
kurz dahin zusammenfassen, da8 man von vornherein nur solche
Bewegungen betrachtet und nur mit solchen rechnet, die spiter
dann als quantentheoretisch erlaubte Bewegungen angesehen
werden. Die Durchfiihrung dieser Idee fiilhrte dann die erwihnten
Verfasser auf die Einfilhrung von Matrizen mit unendlich vielen
Zeilen und Spalten, durch die man formal Lagen und Impuls-
koordinaten reprisentieren konnte, bzw. auf das formale Rechnen
mit ,g¢-Zahlen“, die nur dem Assoziativgesetz, nicht aber dem
Kommutativgesetz gehorchen. So lautet z. B. die Gleichung fiir
die Energie H des linearen Oszillators?)

R SR
H=3—p' + 54 @

man erhilt sie, indem man im klassischen Ausdruck fiir die Energie,
in der sogenannten Hamiltonschen Funktion, p und ¢ — die
Impuls- und Lagenkoordinaten — formal durch die
Matrizen p und ¢ ersetzt. Es wird verlangt, daB H eine
Diagonalmatrix sei. Die Diagonalglieder H,,, bedeuten dann die
moglichen Energiewerte, die Terme des Systems. Das Matrix-
element @,; von ¢ bedeutet dagegen (bis auf eine Proportionalitits-
konstante), zum Quadrat erhoben, dem Absolutwert nach die spon-

1) m ist die Masse des oszillierenden Teilchens, x2 die Propor-
tionalitétskonstante der elastischen Kraft, ¢ und p sind Lagen- und Impuls-
koordinaten.
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tane Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand mit der Energie H,,,
zum Zustand mit der Energie H,, also die Intensitit der Linie
mit der Frequenz —I—I—'—'%II’”‘ - Alles dies folgte aus denselben
Uberlegungen, die die Einfiithrung von Matrizen fiir p und ¢ nahe-
gelegt haben.

Um das Problem bestimmt zu machen, muBite noch eine ,Ver-
tauschungsrelation zwischen p und ¢ eingefiihrt werden, diese
wurde zu

Pg—qp =571 @)

angenommen, wobei gleichzeitig die Planck sche Konstante & ein-
gefiithrt werden konnte.

Das, oft recht miihselige, Rechnen mit diesen Gr8Ben fiihrte
sebr bald zu tiberraschend schonen und wichtigen Resultaten. So
konnten die sogenannten Auswahlregeln fiir die Drehimpulse und
gewisse ,Summensitze“, die die relative Intensitit von Zeeman-
komponenten einer Linie bestimmten, iibereinstimmend mit der
Erfahrung berechnet werden, wihrend die Separationstheorie fiir
diese Regeln keine hinreichende Erklirung geben konnte.

Ganz unabhiéngig von der Heisenbergschen Richtung kam
E. Schrédinger zu mathematisch vollkommen #quivalenten Resul-
taten, seine Gedankenginge zeigen eher mit denen von L. de Broglie
weitgehende Ahnlichkeit.

Betrachten wir einen mehrdimensionalen Raum mit so viel
Koordinaten, wie das ins Auge gefafite System Lagenkoordinaten
hat! Jeder Lage, jeder momentanen Konfiguration des Systems
entspricht ein Punkt in diesem mehrdimensionalen ,Konfigurations-
raume“. Dieser Punkt wird sich im Laufe der Zeit bewegen, eine
Bahn beschreiben, durch die die Bewegung des Systems klassisch
vollkommen beschrieben werden kann. Es besteht nun eine weit-
gehende Analogie zwischen der klassischen Bewegung dieses Punktes,
des Systempunktes im Konfigurationsraum und der Bewegung einer
ebenfalls in den Konfigurationsraum hineingedachten Wellengruppe,

2 —
wenn man den Brechungsindex fiir diese Wellen zu —Vm;(g—ﬁ

annimmt?). Diese Analogie besteht darin, daB die Bahn des

1) E ist die Gesamtenergie des Systems, V die potentielle Energie
als Funktion der Konfiguration.

3%
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Systempunktes im Konfigurationsraum durch die Wellengruppe um
so genauer wiedergegeben werden kann, je kleiner die Wellenldnge
im Verhiltnis zur Bahnkriimmung ist. Wenn dagegen die Wellen-
linge der die Wellengruppe bildenden Wellen vergleichbar mit der
Kriimmung der klassischen Bahn des Konfigurationspunktes wird,
so kommen -— durch Interferenzerscheinungen der Wellen —
wesentliche Abweichungen der beiden Bewegungen zum Vorschein.

Schrédinger nimmt nun an, da8 die wirkliche Bewegung der
der Konfigurationswellen und nicht der klassisch berechneten Be-
wegung des Konfigurationspunktes entspricht.

Die Wellengleichung fiir diese Wellen lautet zundchst, wenn
man die skalare Amplitude mit ¢ bezeichnet,
E—V oy 1 vy 1 vy 1 d*y

B 0f  2m, 0x’+2m, 0a;“+ +2m oz}’ @

WO &,, &, ..., &y die Lagenkoordinaten der im System vorhandenen
Teilchen, m,, my, ..., m, die zugehorigen Massen und V (z,, z,, ..., %)
die potentielle Energie der Lage bedeutet, in der die Koordinaten
der einzelnen Teilchen x,, ,, ..., #, sind. In (3) kommt noch
die Gesamtenergie des Systems explizite vor. Uber die Frequenz,
die zeitliche Periode der Wellen, kann dagegen noch frei verfiigt
werden. Schridinger nimmt nun an, daB die Frequenz v der
Wellen, die mit einer Bewegung des Systems, mit der Gesamt-
energie E, verkniipft sind, durch hv — E gegeben ist. Er fiihrt
daher in (3)

27
=L Et
Y = yge * )
ein, wo ¢z unabhingig von t ist. So erhidlt er die Eigenwert-

gleichung
‘ 1 0yg 1 Pyg 1 0'yg
AVe=505a Tomaa T T om ox
42:’

- —5 (E— V) ¢g,

wo g eine Funktion der Variablen z,, zg, ..., #,, der Lagen-
koordinaten der das System bildenden Teilchen ist. Es wird ver-
langt, da8 ¥z quadratintegrierbar sei, d. h. da das Integral

“.”' IWE(’?,, Tgy =y ”f)ladxl da:, dx,,

-— o0

(%)
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erstreckt iiber den ganzen Konfigurationsraum, konvergiere. (Ins-

besondere muB also 4 im Unendlichen verschwinden.) Die Werte E,

bei denen eine solche Bestimmung der Funktion ¢y méglich ist,

nennt man die Eigenwerte von (8), sie ergeben die mioglichen

Energiewerte des Systems. Die dazugehorige quadratintegrier-

bare Losung von (5) nennt man die zu £ gehoérige Eigenfunktion.
Man pflegt (5) auch in der Gestalt

Hyg = Evg (5a)

zu schreiben, wo H ein linearer Operator (der Hamiltonsche
oder Energieoperator):

h? 1 0 1 0
H_—4n (2m, 0x’+2m 0w’+ +2m, 0x,>,(5b)
V(@ 5, ... )
ist. Er fiihrt eine Funktion von x,, #,, ..., #, in eine andere

Funktion iiber.
Die Funktion ¢ von (4) erfiillt die Relation

—=; = Hv, 6

in der die Gesamtenergie des Systems nicht mehr explizite auftritt
und die daher fiir alle Bewegungen - gleichgiiltig, welche Energie
das System dabei hat — allgemein gilt. Man nennt (6) die zeit-
abhingige Schrodingergleichung.

Die beiden Gleichungen (5) [bzw. (8a), (bb)] und (6) sind die
Grundgleichungen der Quantenmechanjk. Die letztere gibt an, wie
sich eine Konfigurationswelle — der man, wie wir sehen werden,
eine weitgehende physikalische Realitit zuschreibt — im Laufe der
Zeit verindert, (5) bzw. (Ba), (5b) ist die Gleichung fiir die
Frequenz v = E/h, die Energie E und die Wellenfunktion ¢z der
zeitlich periodischen Vorgiénge. In der Tat erhilt man (5a), (Bb),
wenn man fiir ¢ in (6) den Ansatz

2%

¥ = yge?
macht.
Wir wollen hier noch die wichtigsten Eigenschaften der
Eigenfunktionen und Eigenwerte von (5b) zusammenfassen.
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9. Zu diesem Zwecke definieren wir zuerst das skalare Pro-
dukt zweier Funktionen. Es sei

(p, 9) =J‘...j(p(xl...x,)*g(:vl...a:,)dxl...dx,—_: j(p*g. O]

Dann gelten fiir dieses skalare Produkt alle einfachen Rechen-
regeln des dritten Kapitels, also (a, b Konstanten)

(‘P: a, 9, -+ Gy gg) == a, (‘P: gl) + Ay (q’; 9,),
(@ 9) = @9, @)

(@, @) = (@, @)* reell positiv verschwindet nur fir ¢ = 0. Ist
(p, @) = 1, so sagt man, da ¢ normiert ist. Ist das Integral

() @) :J‘...'“(p(xl...x,)|2dxl...dx,= c

endlich, so 1Bt sich ¢ immer durch Multiplikation mit einer Kon-
stanten (im vorliegenden Falle 1/c¢) normieren. In der Tat ist
(@le, plc) = 1. Zwei Funktionen sind orthogonal, wenn ihr
skalares Produkt Null ist.

Man wird auf die in (7) gegebene Definition des skalaren Produkts
gefithrt, wenn man die Funktionen ¢ (x, ... ), g(®; ... x,) von a; ... z,
als Vektoren auffaSt, deren Komponenten nach den f kontinuierlich ver-
inderlichen Indizes a; ... z, benannt sind. Der Funktionenvektor
¢ (... x,) ist in einem ffach unendlich vieldimensionalen Raum definiert:
Jedem Wertsystem von x; ... %, . jeder Konfiguration entspricht eine
Dimension. Das skalare Produkt von ¢ und g ist dann in der Vektor-
sprache

e = gl@...a)*g @ - 2
Tz
das durch das Integral (7) ersetzt worden ist.

Im Einklang hiermit steht auch die Definition der linearen Abhéngig-
keit bzw. Unabhingigkeit von Funktionen.

Es besteht zwischen @, @y, ..., @, eine lineare Beziehung
aprtant - toe =0
wenn diese Gleichung bei konstantem a,, ay, ..., g, fiir alle Komponenter,
alle Wertesysteme der x), ap, --., %, gilt. Weiter heifie ein Operator H
linear, wenn fiir alle Funktionen ¢ uad g die Gleichungen
H@g+bg) =aHp+bHy @®

gelten. Wir werden uns iiberhaupt nur mit linearen Operatoren beschiftigen.
Die linearen Operatoren der Funktionenvektoren entsprechen dem Matrizen
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der gewdhnlichen Vektoren. Beide filhren Vektoren, auf die sie angewendet
werden kohnen, in andere Vektoren iiber. Die Linearititsbedingung (8) gilt
fiir alle Matrizen. Jeder Operator, der auf endlich-vieldimensionale Vektoren
angewendet werden kann, ist einer Matrix dquivalent. Die unendlich viel-
dimensionalen Operatoren haben auch eine Matrizenform, diese ist aber
vielfach stark singulir.

Zum Beispiel sind die Koeffizienten der Matrix ¢;, die dem Operator
»Multiplizieren mit a,“ entspricht,

z, J X ’ b ' (#)

(ql)zlmz...z,; z’l z’g z', = z X)L X273 ... Zp 2y,

Er fihrt den Vektor y in den Vektor ¢y v mit der x; x5 ...,
Komponente

QY @z 2) = W)y nyy oy V@)
zi...z, -

= 2 1,71 81,1 z; Bzz zg zr;;,w(ml x}) = mlv’(z‘l "'xf)
z; o

iiber. Dieser Vektor entspricht in der Tat der Funktion x; vy, in die v

durch den Operator ,Multiplizieren mit x,“ iibergefiihrt wird.

Die Matrix, die dem Operator ,Differentiieren nach x,“ entspricht,

bezeichnen wir mit 2mi y o

h
(2nip)
7 ) '
h T Zpi 3y 2 (*%)
= llm d( r+ 1 321__;_4 2) Oz, T - 3::,:',’

er fiithrt den Vektor vy in

1
221, i A I S ) L L A L G A

= hm _(w(zl'*‘gd X9y ooy w,)—‘/’(ah—%é’y Xgy ooey -Tf))

iiber, und das ist tatsichlich der Differentialquotient von v nach x,.

Wir nannten eine Matrix H hermiteisch, wenn H — HY, also wenn
fiir beliebige Vektoren p, m

(0, Hw) = (H'v, w) = (Hv, )
galt, d. h. wenn sie im skalaren Produkt vom einen auf den anderen Faktor

abwilzbar war. Entsprechend definieren wir auch die hermiteischen Ope-
ratoren.

Ein Operator H ist hermiteisch, wenn fiir jede (entsprechen-
den Nebenbedingungen geniigende, im vorliegenden Fall quadrat-
integrierbare, also im Unendlichen verschwindende) Funktion ¢, g

(‘Pv Hg) = (H ?9) 9)
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gilt. Die Summe, reelle Vielfache von hermiteischen Operatoren
sind wieder linear hermiteisch, dasselbe gilt von ihren Potenzen,
Reziproken usw.

Der Hamiltonsche Operator (5b) ist hermiteisch. Zunichst
ist das ,Multiplizieren mit einer reellen Funktion V(x, ... x/)"
hermiteisch :

(p, V9) = J‘...J.q)(xl...x,)* Vi,...20) g (%, ... ap)d x, ... d z;

w (%a)
= J‘ ..',.(V(xl...x,)q;(xl...m,))*g(xl...xf)dxl...dm,
= Vo, 9)
. h 0 o
Dann ist aber auch der Operator — --— hermiteisch. Durch
27w Oy

partielle Integration findet man

B9 - hod
(q;,ma;;g)= j...j(p(xl...x,)*2ni mg(xl...xf) dx, ...dx,

-— 00
oo

h s 0 *
:j...j.—-m(a—a (p(xl...a:,)) g(xl...x,)dxl...dx, (10)

- N ( h 0 ‘
=277 35, % 9)
weil @ fiir 2, — =+ oa verschwindet und #* — — ¢ ist.
3 8
Daber ist auch das Quadrat — yy gal hermiteisch, wie

man durch zweimalige partielle Integration auch direkt zeigt. Da
alle Summanden von H hermiteisch sind, ist es auch H selber.
Die Gleichung Hy = Evy

fir ¢ hat bekanntlich nicht fiir jedes E eine nichtverschwindende,
quadratintegrierbare Losung. Die Werte E, bei denen eine solche
Losung existiert, nennt man die Eigenwerte, ihre Gesamtheit
das Spektrum von H.

Die Eigenwerte eines hermiteischen Operators sind alle reell:
ist H¢yg = E ¢g, so findet man, wenn man das skalare Produkt
mit 9y bildet,

(¥x, H¥g) = (Vg) E¢p) = E (YE, ¥u) (11)
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Nun ist in (11) sowohl (Y5, H¥g) = (Hyr, v = (¥r, Hyp)*
wie auch (¢g, Pg) reell, so da auch E reell sein muB.

Ein hermiteischer Operator hat im allgemeinen ein diskretes
und ein kontinuierliches Spektrum.

Die Eigenwerte des diskreten Spektrums sind diskrete (end-
lich oder unendlich, aber jedenfalls abzéhlbar unendlich viele)
Zahlen, die zugehorigen Eigenfunktionen lassen sich normieren
(in unserem Falle bedeutet das, daf das Quadratintegral (v, ¥g)
konvergiert], und wir wollen sie fortan immer normiert annehmen.
Man unterscheidet sie voneinander durch angehingte Indizes:
Yg, ¥p ... Die diskreten Eigenwerte bilden gewthnlich den
interessanteren Teil des Spektrums und wo bisher einfach iiber
,ligenwert“ gesprochen wurde, war ein diskreter Eigenwert ge-
meint.

Die zu einem Eigenwert E des kontinuierlichen Spektrums
gehorige Losung der Eigenwertgleichung o (%,, #,, ..., 2;; E) hat
kein endliches Quadratintegral. Man konnte daher meinen, daB
er gar nicht zum Spektrum gehort. Bildet man aber ein sogenanntes
Eigendifferential :

E+4

(0@, 2y . 25 BYAE = @ (2, g, .., 9 B, E4+ 4), (¥
E

so sieht man, daB dieses nunmehr quadratintegrierbar ist, so da8
man es normieren kann. Dies wire nicht der Fall, wenn E gar
nicht zum Spektrum gehoren wiirde. Das Eigendifferential (*) gehort
zum Gebiet zwischen E und E 4 4. Hierdurch ist es schon ge-
geben, daf das kontinuierliche Spektrum nicht aus Punkten, sondern
aus stetigen Bereichen besteht. Die Losungen ¢ (z,, @y, .., %; E)
der Eigenwertgleichung nennt man — obwohl sie nicht normiert
werden konnen — die Eigenfunktionen des kontinuierlichen
Spektrums. Sie hingen vom Eigenwert E in stetiger Weise ab,
man pflegt E als Variable an Stelle eines Index zur Unterscheidung
der verschiedenen kontinuierlichen Kigenfunktionen -einzufithren.
Teilt man das kontinuierliche Spektrum in lauter kleine Gebiete
(von der Linge ) ein, so kann man zu jedem ein Eigen-
differential definieren, die — nachdem man sie normiert hat —
den Eigenfunktionen des diskreten Spektrums um so genauer ent-
sprechen, je kleiner .7 ist.
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Die zu verschiedenen Eigenwerten des diskreten Spektrums
gehorigen Eigenfunktionen sind zueinander orthogonal.

In der Tat folgt aus H g — E ¢5 durch skalare Produkt-
bildung mit ¢z

(Wr, Hyg) = Wr, Evg); Hvr v5) = E@r, ¥p)
und #hnlich aus H¢p = F ¢

Hvyr, vg) = Fvp, vg) = F*@p, ¥g) = F (Yr, ¥E)

also muB fir £ o= F das (¢, ) = O sein.

Ebenso sind die diskreten Eigenfunktionen orthogonal auf alle
Eigendifferentiale. Auch die Eigendifferentiale sind orthogonal
zueinander, wenn die zugehorigen Gebiete sich nicht iiberdecken.

Es konnen zu einem Eigenwert — etwa des diskreten Spek-
trums — auch mehrere voneinander linear unabh#ngige Eigen-
funktionen gebtren (,Entartung®). Dann ist auch jede ihrer
Linearkombinationen Eigenfunktion zu diesem Eigenwert. Aus
dieser linearen Schar von Eigenfunktionen kann man zuerst von-
einander linear unabhingige herauswihlen, durch die man alle
Eigenfunktionen dieses Eigenwertes linear ausdriicken kann. Aus
diesen kann man dann — etwa nach dem Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahren — zueinander orthogonale bilden. Natiir-
lich kann diese Auswahl nicht ohne Willkiir geschehen — bei dem
Schmidtschen Verfahren #uBert sich dies z. B. darin, da man
ein anderes Orthogonalsystem erhilt, wenn man die Eigenfunktionen
in anderer Reihenfolge durchléuft —-, dies braucht uns aber im
folgenden nicht zu stéren. Wir wollen fortan immer annehmen,
da8 die Eigenfunktionen bei Entartungen schon in dieser Weise
gewidhlt sind. Die Eigenfunktionen und die vorher definierten
Eigendifferentiale bilden dann ein Orthogonalsystem: sind 9
und ¢’ zwei belizbige, voneinander verschiedene Funktionen dieses
Systems, so ist

(¥ ¢)=0. (12)

W) =1 (12a)

Auflerdem soll

gelten.
Dieses Orthogonalsystem ist auch — bei geniigend feiner
Unterteilung des kontinuierlichen Spektrums, bei gentigend kleinem &
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— vollstindig, d. b. man kann jede Funktion ¢ (z,, ..., #,) fir
die das Integral (g, @) konvergiert, in eine Reihe

¢=2yx¢x+§g(E,A)w(E,E+A) (13)

entwickeln, wo der Index x iiber alle diskreten Eigenfunktionen,
E iiber die unteren Grenzen aller Figendifferentiale liuft. Die
Reihenentwicklung gilt eigentlich nur bei unendlich kleinem A,
und die zweite Summe geht dann in ein Integral iiber:

=20 + [9B v B JE, (133)

wo die Integration iiber das ganze Gebiet des kontinuierlichen
Spektrums zu erstrecken ist. Gehdren mehrere linear unabhingige
Eigenfunktionen zu den Eigenwerten des kontinuierlichen Spektrums,
so miissen in (13a) auch entsprechend mehrere Integrale, oder auch
— wenn die Anzahl der Eigenfunktionen unendlich ist — ein
oder mehrere Doppel- oder Mehrfachintegrale stehen. Hat das be-
trachtete Problem dagegen kein kontinuierliches Spektrum, so
fallt das zweite Glied in (13) und das Integral in (13a) natiir-
lich ganz weg. Durch skalare Produktbildung mit i, erhdlt man
etwa aus (13) fiir g,

(Ux) @) = G (14)

(¥ (E, E+ 4), 9) = g(E, A). (142)

In formalen Rechnungen unterdriickt man hiufig das konti-
nuierliche Spektrum und rechnet, als wenn nur ein diskretes
existierte. Man kann sich jedoch gewdhnlich leicht iiberzeugen,
was fiir Anderungen die Existenz des kontinuierlichen Spektrums
nach sich zieht: zumeist treten zu den Summen noch Glieder mit
Integralen hinzu.

Die Entwicklungen dieses Kapitels — namentlich sofern sie
sich auf das kontinuierliche Spektrum beziehen — sind keineswegs
als streng anzusehen. Die strenge Eigenwerttheorie beliebiger
hermiteischer Operatoren wurde erst in jiingster Zeit erledigt?),
und hier wurde nur ein Teil der Resultate zusammengefaft. Man
wird aber auch ohne Kenntnis der allgemeinen Theorie Fehler
vermeiden konnen, namentlich wenn man sich auf das Rechnen mit
Eigendifferentialen beschrinkt.

Und shnlich fiir

1) J. v. Neumann, Mathem. Ann. 102, 49, 1929.
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V. Storungstheorie

1. Es kommt hiufig vor, da man die Eigenwerte und Eigen-
funktionen eines bestimmten Problems kennt und sich fiir die
Eigenwerte und Eigenfunktionen eines benachbarten Problems inter-
essiert, dessen Energieoperator aus dem Energieoperator dieses
Problems durch eine verhiltnismiBig geringe Anderung, durch eine
»,Storung*, hervorgeht. Mit Losungsmethoden derartiger Aufgaben
befaBt sich die Stérungstheorie. Eine Storungstheorie haben schon
M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan mit Hilfe der Matrizen-
theorie gegeben, im folgenden schlieBen wir uns der Rayleigh-
Schrodingerschen Methode an.

Wir rechnen so, wie wenn das Ausgangssystem kein konfi-
nuierliches Spektrum hitte, und setzen voraus, daB auch das gestsrte
System ein reines Punktspektrum besitzt. Die durch das Vor-
handensein bzw. das Entstehen des kontinuierlichen Spektrums be-
dingten Komplikationen sollen erst am Schlusse erortert werden,
zuerst sei die Theorie in ihrer einfachsten Form erldutert.

Wir haben einen hermiteischen Operator H mit den Eigen-
werten E,, E,, ... und Eigenfunktionen v,, v,, ...

Hy = Bty 1)

Gesucht sind Eigenwerte ¥ und Eigenfunktionen ¢ des Operators

H + 4V, wo V ebenfalls hermiteisch und A eine kleine Zahl ist:

H+AV)p, = Fyrqs. (2)

Wir setzen zunichst fiir ¥ und ¢ eine Potenzreihe nach Potenzen
von A an, die wir bei dem zweiten Gliede abbrechen:

F, = E,+ AE,+ A22E; ... (3a)
Or = P+ AU+ AP ... = ¢k+}.$ak,¢l+}.’$bﬂwl... (3b)

In (3a) und (3b) ist angenommen, daB F;, bzw. ¢, fir
A =0 in E; bzw. ¢ iibergehen, auBerdem ist 9} und 4} nach
den Resultaten des vorangehenden Kapitels in eine Reihe nach
den 9 entwickelt, die Entwicklungskoeffizienten sind mit a;; bzw.
by; bezeichnet.

Wir setzen (3a) und (3b) in (2) ein und erhalten:

H[¢k+l$akl¢z+lglzbkz¢z] +lv[¢k+l$ak1¢ﬂ

! " 4)
=(Ek+lEk+A'2Ek)(¢k+l$aklwl+lglzbklwl)' (
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Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von A miissen einander
gleich sein. Die von A freien Glieder heben sich wegen (1) weg,
der Vergleich der Koeffizienten von 4 bzw. A? ergibt

ZaklEl¢l+v¢k = Ei'ﬂkﬁ"ﬂ:?“kl%; (5a)
?bkzﬁz#’ﬁg“klv#’l=El;’wk*'El;?“kﬂpﬁ'Ek?bkl%- (8b)

(ba) gestattet die Bestimmung von Ej und a; fir 1 3= k: man
erhilt, indem man das skalare Produkt mit ¢, bzw. ¢, bildet,
wegen der Orthogonalititsrelationen

e Ex + Wi, Vi) = Ep + g By, (6)
@ By + (Y1, V) = Ea, (fidr 1 £ k). Q)

Wenn man hier zur Abkiirzung
Va(} = (Ya V'Pp) = (V¥q, wﬂ) = (11’(?’ Vyo)* = Vﬂ*a (8)

einfithrt, lautet dies

EI:: = (¥ Vi) = Vi (68')
_ @y Vy) Vi .
@y = E_F — E_F, (fiir 7 = k). (7a)

Ahnlich erhilt man aus (5b), indem man mit 3} multipliziert und
iiber den ganzen Konfigurationsraum integriert,

ber B + ZI a1 (U, VU) = Ei' + Egagy + Ey by )]

Auf der linken Seite zerlegen wir die Summe iiber 1 in zwei Teile,
indem wir das Glied mit ! = k separat hinschreiben. AuBerdem
setzen wir fiir E; den Wert aus (6a) und fir @, aus (7a) ein.
Wir erhalten so

B =S (W, V) (W, Vo) [ Vil

1k E,—E T ErE—E

Dies ergibt den neuen Eigenwert F), bis zu Gliedern von der Ord-
nung A

V 2
Fo= Bt iVt 23 1oL 10)
i by — B
Die neue Eigenfunktion g, ist bis zu Gliedern von der Ordnung 4

1 4
P = U + 4 > % w+ A ag e
1 FrE—E;
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Aus den bisherigen Gleichungen fiel a;; immer heraus, was dem
Umstand entspricht, daB in ¢, der Normierungsfaktor frei ist.

Setzen wir (g, i) = 1, so erhalten wir a;; — 0, und
Vi
= Y+ A —_ 11
P = Pi 12" B — T 1.Pz (11)

ist bis auf Glieder mit A2 normiert.

Uber die Konvergenz dieses Storungsverfahrens ist folgendes
zu sagen: In den Summen in (10) und (11) konnen — wenn die
Eigenwerte E; und E, zweier Eigenfunktionen 1; und v, des
Ausgangsproblems zufillig einander gleich sind — unendlich groBe
Glieder auftreten. Diese kann man aber leicht eliminieren, und ihr
Vorkommen bildet — wie wir sogleich sehen werden — keine
ernsten Konvergenzschwierigkeiten. Nachdem man sie eliminiert
hat, lassen sich die Summationen in den meisten praktisch vor-
kommenden Fillen ausfiihren. Damit ist aber iiber die Konvergenz
des ganzen Verfahrens — iiber die der Reihe (3a), (3b) — noch
nichts ausgesagt. Diese kann noch sehr wohl divergieren, in
vielen Beispielen ist schon das dritte Glied in (3a) allein unendlich
grof! Auflerdem ist es bekannt, dal ein diskreter Eigenwert
— namentlich, wenn er schon im Ausgangsproblem vom konti-
nuierlichen Spektrum iiberdeckt war — sich bei der StSrung ,auf-
Issen*, d. h. génzlich im kontinuierlichen Spektrum untergehen kann.

Aber selbst in diesen Féllen hat (11) einen wohlbestimmten
Sinn: er gibt einen Zustand wieder, der — bei kleinem 4 —
wihrend sehr langer Zeiten, wenn auch nicht absolut, so doch fast
stationdr ist. Das F) in (10) gibt die ungefihre Energie und
durch h dividiert die ungefihre Frequenz dieser Bewegung an.
Wenn man mit Hilfe von (10) und (11) a = (H4+ AV —F) ¢
bildet, so findet man, dafl es vom zweiten Grade in A ist. Nimmt
man also an, daf die Wellenfunktion ¢ (f) des Systems zur Zeit
t = 0 mit ¢, ibereinstimmt: ¢ (0) = ¢, so kann man allenfalls

2nt Fk :

o) =gxe * 44 12)
ansetzen. Setzt man dies in die zeitabhiingige Schrodingergleichung ein:
__h_a__q) = F, R __h ¢
2mi ot *P*° 2xi Ot

3Ry 2ni F

:qu)ke h t+ae h t+(H+lv)x1
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50 erhidlt man aniFy
P 0% T L H AV (13)
2mi Ot

und daraus, indem man (‘%(X’ %) berechnet,

9 2”’:(27::&‘,“ _21:11«',“
gz(x,x)—:—h*e o a)—e P (a,x)>-

Hieraus folgt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung
@ ol =@ a

4 —_— —_—
2ansVan e (14)
oder?)

dV(()xt,x_) < Ehfvm; Voo < 2.h_"V(a, a)t + C.

Da fiir t = 0 auch y = 0 ist, ist C = 0 und

4 2
WD < @05t

2niFy

d.h. die Abweichung von ¢ () von gze *  ist fir Zeiten,

die klein gegen h/2 n.V(a, @) sind, sicher sehr klein. Da
aber (@, @) proportional A* ist, #ndert sich bei kleinem i das g,
wihrend verhiltnism#Big langer Zeiten so, als wenn es eine wirk-
liche Eigenfunktion wire.

2. Einer Korrektion bediirfen, wie schon erwihnt, diese Ent-
wicklungen in dem Falle, wenn die Eigenwerte zweier oder mehrerer
Eigenfunktionen des Ausgangsproblems gleich sind, d. h. wenn
mehrere linear unabhiéngige Eigenfunktionen zum selben Eigenwert
des Ausgangsproblems gehoren. Da die Summation in (10) und
(11) iiber alle Eigenfunktionen zu erstrecken ist und in den
Summen (10) und (11) auch der Index ! jener Eigenfunktionen
vorkommt, deren Eigenwert E; gleich E, ist, kann man diese
Summen nur bilden, wenn fiir jene I, fiir welche E, — E; mit 1 5=k
verschwindet, auch (¢;, V ¢;) Null ist.

Stellen wir uns vor, es seien die Eigenfunktionen 9., ..., ¥i,,
die zum Eigenwert E; gehtren. Wir nehmen an (was auch
bisher geschah), daB auch diese orthogonal aufeinander sind. Es

1) g ist unabhingig von ¢.
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besteht dann eine gewisse Willkiir in der Wahl der Figenfunktionen
fiir unser Niherungsverfahren, indem man als Ausgangsfunktionen

an Stelle der 9, ..., V), andere, etwa
w;tl = a,;, Vi1 + axg'pkil + - + Oy Pis
Vks = Ggy Pp1 + QgaPis + -+ + @ay Piy (15)

wi'.a': s1 Yry + Qs Pio + tot + (PP ‘wk& .
nehmen konnte, und man ist nicht mehr berechtigt, anzunehmen,
daB die erste Niherung fir ¢, eben y; ist. Ist (a@,,) eine
unitire Matrix, so sind auch die y}, aufeinander ortho-
gonal (natiirlich auch orthogonal auf die iibrigen Eigenfunktionen,
die nicht zum Eigenwert E, gehoren),

('p;cw wi:,u) = (2 Gyy Piyty 2 @y 'pku')
v u'

(16)
= Ea:v"auy’ (wkv'v d’k,u’) == 2 av*v’ Q, 61'/4' == 6”41
v v

und sind als Ausgangssystem fiir das Naherungsverfahren
ebenso geeignet wie das urspriingliche System der gy,.
Es erhebt sich die Frage, ob man durch zweckmiBige Be-

stimmueg der Matrix @ nicht alle' (¢5,, V 4},) mit » 3= g zumn
Verschwinden bringen konnte. ' In der Tat gelingt dies, es ist

(wkw v w;c,u) =-', 2 ayy L Py (Vv v'l"ku')' (17)

Y, u' =1

Bezeichnet man also die aus den Grofen (¢, , V ¥xu) = Vi, k'
= ¥y, gebildete hermiteische Matrix mit s Zeilen und Spalten
mit ¥, so muf die Matrix a so bestimmt werden, da a* v a’ eine
Diagonalmatrix sei. Ist a in dieser Weise gewdhlt, so verschwinden
fir v 5= u nach (17) die (¥iy, V ¥ry), und in den Formeln (10) und
(11) treten — wenn man die mit den ¢, vollkommen
gleichberechtigten ¢, als Ausgangssystem fir das
Storungsverfahren benutzt — keine Glieder mit ver-
schwindendem Nenner auf.

Nun ist @, also auch a* eine unitire Matrix, a* — a'—1, und
die Aufgabe besteht nach dem Vorangehenden darin, diese so zu
withlen, daB sie v auf Diagonalform transformiere. Die Gleichung
zur Bestimmung der a,, lautet dann

%Iv'n' Qup’ == Oy ¥y, (18)

wo die v, die Eigenwerte der Matrix ¢ sind.
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Wir wollen auch in diesem Falle den Eigenwert bis zu
Gliedern mit A? und die Eigenfunktion bis zu Gliedern mit der
ersten Potenz von A bereclinen. Die Eigenfunktionen oy, ¥, ...,
¥ des Eigenwertes E,, dessen Verschiebung wir berechnen wollen,
nehmen wir — was wir ja tun diirfen und was nach dem Voran-
gehenden zweckmiBig erscheint — von vornherein so an, daB

.(wkw vwky) - Vkr;ky = Vkv;krar,u = 0;67# (]9)

sei, d. h. wir gehen sofort von den o' aus. Die iibrigen Eigen-
funktionen kénnen wir durchnumerieren: 1, gehére zu E, Den
Eigenwert des Operators H + 4V, der zur Eigenfunktion ¢, ge-
hort, bezeichnen wir mit Fj,, es wird sich ndmlich zeigen, daf der
s-fache Eigenwert!) E; aufspalten wird und im allgemeinen s neue
Eigenwerte ergibt.
Es sei
F,,=E.+AE, +AE, ... (20)

und
Py = P+ 4 ;}ﬂkv; ke Yru + };Ek“kw; 1
+42 > Vvs ku Ve + A2 > by, 191 (20a)
“ Lk

Setzt man (20), (20a) in die Gleichung (H + AV) i, = Fy, @i
ein und vergleicht wiederum die Koeffizienten gleich hoher Po-
tenzen von A, so sieht man, daf die Glieder mit der O-ten Potenz
sich gegenseitig wegheben, wihrend der Vergleich der ersten und
zweiten Potenz die beidern Gleichungen

> E; B, ku Yru +z§kEl @y; 11+ V Py,
u
= EEkﬂkv;ku ¢k,u +l§kEkakv;I'¢'l +Elév wkw (21)
n

2 Ekykr; ku 1l"k,u + 2 Elbkr; l'wl + 2 ﬂkv;kuv wk,u
® Ik ®
+ 200, VU = X B Piriiu Ykw + > Bibiy ity (21a)
£k " Ik
+ 2 El:v ﬁkr; ku "pk,u +l§kEi.y akv; ! wl + Elérv wkv
I

1) Man nennt ihn so, weil zu ihm g linear unabhingige Eigenfunk-
tionen gehoren.
Wigner, Gruppentheorie 4
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ergibt. Aus diesen Gleichungen kann man, ebenso wie vorher, die
Unbekannten Ey,, E¢y, Gk, 15 Pry; ke bestimmen. Fiir die Energie
F;, ergibt sich

Vi
Fry = Ex+AVi;00 + 42 > L“l—’ﬂ (22)
1 FrE— E
und die zugehorige Eigenfunktion ist
Viu; 1 Vi
J— l u; s kv
v 11’1” + y%v lgk (Ek—El)(Vkv; kv Vku; ky) wk# 93
Vs (23)
A Rad .
AR R
Dabei ist vorausgesetzt, daB die y,, Pra, --., ¥y, schon so ge-
wihlt sind, dab ¥y,,y, = O fir v o y ist.
Sind die Vy,,, = v, fir ¥ = 1, 2, ..., s alle verschieden

voneinander, so spaltet der Eigenwert E; schon in erster N#herung
in s neue Eigenwerte auf. Dann lift sich auch ¢, nach (23)
ohne weiteres bilden, da in (23) keine verschwindenden Nenner
vorkommen.

Sind aber unter den v, = ¥j,,;, gleiche vorhanden, so sind
die zugehorigen Eigenfunktionen wieder nur bis auf eine unitéire
Transformation bestimmt (weil die zum gleichen Eigenwert von v
gehorigen Eigenvektoren nur bis auf eine solche festgelegt sind).
Wir miissen sie dann so wihlen, daf die hermiteische Matrix ¢

Vk 31 Vl'kv
Wyy = 2 = -

24
2 B, —F, (24)

die Diagonalform haben soll. Dann kann man auch (23) bilden.
All dies tritt automatisch ein, wenn man die richtigen Eigen-
funktionen erster Niherung (15) aus anderen Uberlegungen kennt
und von vornherein mit diesen rechnet.

Mit diesen Modifikationen ist also das Storungsverfahren, auch
wenn mehrere, allerdings nur endlich viele Eigenfunktionen
zum selben Punkteigenwert gehdren, noch ausfithrbar. Dieser
Fall wird uns im folgenden viel beschiftigen, und die Entwicklungen
dieses Kapitels bilden die Grundlage der meisten quanten-
mechanischen Rechnungen. Meistens beschrinkt man sich dabei
in (22) auf das Glied mit der ersten Potenz von 4, d. h. auf
Vis;k» = v,. Dieses kann man schon durch Auflgsen der Sikular-
gleichung von (18) berechnen oder auch auf eine einfache Quadratur
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zuriickfiihren, wenn man die sogenannten ,richtigen Linearkom-
binationen“ (15), fiir die

Vyu = (wkw vwky) =0 fiir v #: u
und

w,, = 0 fir v 3 g und v,y = Vyyu
ist, kennt. Diese kann man hiufig, ohne die Sikulargleichung von
(18) aufzultsen, aus gruppentheoretischen Uberlegungen bestimmen.
Dies ergibt eine wichtige Anwendung der Gruppentheorie auf
quantenmechanische Probleme.

VI. Transformationstheorie
und Grundlinien der statistischen Deutung
der Quantenmechanik

1. Wihrend anfangs das Bestreben der Quantenmechanik sich
nur auf die Bestimmung der Energiewerte, spontanen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten usw. richtete, ging man spiter immer mehr
zu prinzipiellen Fragen iiber und versuchte, sich unter den Matrizen,
Operatoren und Eigenfunktionen auch etwas vorzustellen. So ent-
stand die statistische Deutung der Quantenmechanik, bei deren
Entwicklung M. Born, P. A. M. Dirac, P. Jordan, W. Pauli jr.
und W. Heisenberg in erster Reihe beteiligt waren.

Wihrend man in der klassischen Mechanik zur Beschreibung
eines Systems mit f Freiheitsgraden 2 Zahlen: f Lagenkoordinaten
und f Geschwindigkeiten, notwendig hatte, beschreibt die Quanten-
mechanik einen Zustand durch eine normierte Wellenfunktion
@ (%, 74, ..., ;) [es ist (¢, @) = 1], dessen Argumente die Lagen-
koordinaten sind. Ebenso wie in der klassischen Theorie zu
beliebigen 2f Zahlen ein Zustand zugeordnet war, ist jetzt zu jeder
Wellenfunktion, die der Bedingung

J....J‘!¢(x1, Tgy « e x,)l“ dz, ... daxy =1

geniigt (nicht etwa nur den Eigenfunktionen der Schrédinger-
gleichung, sondern z. B. auch Linearkombinationen von diesen), ein
Zustand zugeordnet. Die Mannigfaltigkeit der Zustinde ist
also in der Quantenmechanik viel grofer als in der klassischen
Theorie.

4%
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Die zeitliche Fortentwicklung des Systems ist in der klassischen
Mechanik durch die Newtonschen Bewegungsgleichungen bestimmt,
in der Quantenmechanik durch die zeitabhingige Schrédinger-
gleichung

h dp
—'n—'a——-H(Py (1)

wo H der Hamiltonsche Operator ist: im einfachsten Falle

1 m o
H=— 22"‘,‘ P o +V(x, gy ooy 2p). 2)
k=1

Seine genaue Bestimmung ist wohl die wichtigste Aufgabe der
Quantenmechanik.

In der klassischen Mechanik gaben die 2f Zahlen, die zur
Beschreibung des Zustandes dienen, die Koordinaten und Geschwindig-
keiten der einzelnen Teilchen direkt an und man konnte aus ihnen
auch miihelos beliebige Funktionen dieser Grofen berechnen. In
der Quantenmechanik hat die Frage nach der Lage eines Teilchens
im allgemeinen gar keinen Sinn: sinnvoll ist nur die Frage nach
der Wahrscheinlichkeit, mit der sich ein Teilchen an einer
bestimmten Stelle befindet. Dasselbe gilt von Impulsen und von
Funktionen dieser Grofen, wie z. B. Energie usw.

Den einzelnen physikalischen GréBen ordnet die
Quantenmechanik hermiteische Operatoren zu. So z. B.
ist der Operator, der der =z,-Koordinate zugeordnet ist: ,Multi-

plizieren mit z;“, dem entsprechenden Impuls: : der Energie

d
das H aus (2) usw. Dieser letztere Operator ist iibrigens der
einzige, der eine besondere Rolle spielt: er tritt in der zeit-
abhéngigen Schridingergleichung auf.

Im allgemeinen erhilt man diesen Operator, wenn man die fragliche
Grofe klassisch mit Hilfe von Lagen- und Impulskoordinaten ausdriickt und
dann die Lagenkoordinate 2, durch den Operator ,Multiplizieren mit a,*,
die Impulskoordinate p, durch dem Operator 2L Sb— ersetzt. Z.B. ist

Loy
bei einem harmonischen Oszillator die Energie

o 0F + 3 + P + B @P + 28 + o).
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Sie wird durch den Operator

1 h 0\? R d\2 B 0\?
o (2t 5m) + (i) T (5 5) |
+ (@ 2y + 2y e+ @8 2)
ersetzt. Das ist genau das, was in (2) angegeben ist.

Die Messung einer Griofe (Koordinate, Energie) kann iiber-
haupt nur jene Werte ergeben, die als Eigenwerte des zugeordneten
Operators vorkommen. So z. B. sind die moglichen Energiestufen
die Eigenwerte von H. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
wenn sich das System im Zustand ¢ (x, ... z;) befindet, daB die
GrsBe mit dem Operator G den Wert 4; hat? Diese Wahrschein-
lichkeit ist sicher Null, wenn 4, kein Eigenwert von G ist, ist er
dagegen ein Eigenwert und 1, die zugehorige normierte Eigen-

funktion, so gibt | (@ ) ’2 — l('/!kx ) Iﬁ 3)
die gefragte Wahrscheinlichkeit an.

Im Sinne der statistischen Deutung sollen nur diese Wahr-
scheinlichkeiten einen physikalischen Sinn haben, nur diese Folge-
rung aus der Theorie ist durch Experimente priifbar.

Entwickelt man @ nach dem vollstindigen Orthogonalsystem
der Eigenfunktionen von G

Q= 8, P; + gy + a5+ -5 4)
so ist die Wahrscheinlichkeit fiir 4,, wenn
Gvr = Aty (42)
ist, nach (3) das Absolutwertquadrat |a;|* von
(Yo @) = ay. (5)

Natiirlich muf die Summe der Wahrscheinlichkeiten, da der Wert
der betrachteten Grofle irgendeinen der Werte 4,, 44, 4, ... annimmt,

[a, P+ a4+ s + - =1
sein. In der Tat folgt aus

(9, 9) = (; s Yy, ?az ) = %al’: a; (Y )
=] % a’,‘: alakl = %laklz =1,

Die Wellenfunktion ¢¢ (mit |¢| = 1) entspricht demselben Zu-
stand, dem die Wellenfunktion ¢ entspricht, die Wellenfunktion
ist nur bis auf einen Faktor vom Absolutwert Eins durch
den physikalischen Zustand bestimmt. In der Tat sind alle
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Wahrscheinlichkeiten, die man mit Hilfe der Wellenfunktion ¢
einerseits, mit der Wellenfunktion ¢ ¢ andererseits berechnet, ein-
ander gleich:

1@ ep) ! = le@Wu @) [P = [¢f* | ' = [ @ )
und diese Wahrscheinlichkeiten sind das einzige physikalisch Reale
am Zustand.

Gehoren zu einem Eigenwert A; mehrere linear unabhingige
Eigenfunktionen 1y, ¥rg, Vg3, ... (die wir zueinander orthogonal
annehmen wollen), so ist die Wahrscheinlichkeit fiir 4, gleich der
Summe der Quadrate der Entwicklungskoeffizienten

|(‘¢'k11 ‘P) |’ + |(¢'k2’ 9’) |2 + |(¢k31 ¢) |2 +

Dies alles gilt zundchst natiirlich nur fiir die Wahrscheinlich-
keiten der diskreten Eigenwerte. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen
ganz bestimmten Wert des kontinuierlichen Spektrums ist ja immer
Null, weil im kontinuierlichen Spektrum nur endliche Bereiche eine
endliche Wahrscheinlichkeit haben konnen. Diese ist — wenn das
Bereich hinreichend klein ist — gleich dem Absolutwertquadrat
des Entwicklungskoeffizienten des zu diesem Bereich gehorigen
normierten Eigendifferentials.

2. Nur in einem Fall arten die Wahrscheinlichkeitsaussagen
der Quantenmechanik in bestimmte Voraussagen aus: wenn die
Zustandsfunktion g eine Eigenfunktion des zu messenden Operators G,
also G = A, ist. Dann ist nimlich @ auf alle nicht zu 4,
gehorigen Eigenfunktionen von G orthogonal und die Wahrschein-
lichkeit fiir diese Eigenwerte ist Null, fiir 4, also 1. In diesem
Fall ergibt die Messung mit Sicherheit den Wert 4.

Wenn wir eine GriSe gemessen und dabei einen bestimmten
Wert gefunden haben, so miissen wir, wenn wir diese Messung nur
geniigend rasch wiederholen, denselben Wert finden. Sonst wire
die durch die Messung gewonnene Aussage, daf die betreffende
GroBe diesen oder jenen Wert hat, sinnlos. Die Wahrscheinlich-
keiten fiir eine nochmalige Messung, also auch die Wellen-
funktion, die ja nur zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten
dienen soll, indern sich?) durch eine Messung. Und zwar

1) Die Wellenfunktion iindert sich also auf zwei sehr verschiedene
Weisen. Erstens im Laufe der Zeit, kontinuierlich, nach der Differential-
gleichung (1) und zweitens bei den Messungen, die man am System vor-
nimmt diskontinuierlich nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen (s. weiter unten).
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sehen wir, daB die Wellenfunktion nach der Messung, die fiir G
den Wert 4, ergeben hat, eine zu 1, gehorige Eigenfunktion
von G sein muB. Nur so ist es nimlich gewihrleistet, daf eine
nochmalige Messung von G wiederum den Wert 4, ergibt. Durch
die Messung von @ ist die Wellenfunktion gezwungen worden, in
eine der Eigenfunktionen von G iiberzugehen. Und zwar ist sie
in 4 iibergegangen, wenn die Messung das Resultat A, ergab. In
welche der Eigenfunktionen von G die Zustandsfunktion des
Systems iibergehen wird, kann man im allgemeinen nicht it
Sicherheit voraussagen, die Quantenmechanik gibt nur die Wahr-
scheinlichkeiten

I ('pla ‘P) |2

fiir die einzelnen (Werte 1;, also) Eigenfunktionen 4, an. Da man
den Ausdruck | (41, @) |*, die Hiufigkeit des Uberganges der Wellen-
funktion ¢ in 9y bei der Ausfiibrung der Messung G schon aus
den beiden Funktionen ¢ und 4y berechnen kann, nennt man ihn
einfacher die (durch einen Versuch bedingte) Ubergangswahr-
scheinlichkeit vom Zustand ¢ in den Zustand 4. Kennt man
die Ubergangswahrscheinlichkeiten einer Wellenfunktion in jede
Funktion, so kann man die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen
Resultate aller denkbaren Versuche berechnen.

Nach dem Vorangehenden ist es kaum noch notig zu be-
merken, da8 die Ubergangswahrscheinlichkeiten einen physikalischen
Sinn haben und daB sie daher in zwei Beschreibungen desselben
Systems, die miteinander #quivalent sein sollen, denselben Wert
haben miissen.

3. Ubergang zu einem anderen ,Koordinatensystem®.
Sind G, G, G", ... Operatoren, die verschiedenen physikalischen
Grofen, wie Energie, Koordinate, Impuls usw. zugeordnet sind,
und @,, @, Pg ... Wellenfunktionen verschiedener Zustinde, so
erhdlt man dieselben Resultate wie mit diesem System von Ope-
ratoren und Wellenfunktionen, wenn man die ersteren durch

G=UGY~; @=UGUY @"=UG"U ..,
die Wellenfunktionen dagegen durch

9.=Ug; 9,=Ugy; 9, = Ug,
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ersetzt, wobei U ein beliebiger unitirer?) Operator ist. Zunichst
sind die Eigenwerte, die iiberhaupt mdglichen Versuchsresultate
der G und der G = UG U—! dieselben, da sich die Eigenwerte
durch eine Ahnlichkeitstransformation nicht éindern: ist i, Eigen-
wert von G und 4. die zugehérige Eigenfunktion, so ist i, auch
Eigenwert von @ = UGU—! und die zugehtrige Eigenfunktion
ist U 9y, aus Gy = 4 9y folgt
GUuh = UGU-U¥.=UGw = Uk v = LU

Aber auch die Wahrscheinlichkeiten dieser Eigenwerte —
etwa des Resultats 1, der Grofe, der im ,ersten Koordinaten-
system* @, im zweiten G zugeordnet ist — ergeben sich beidemal
gleich groB. Im ersten Falle haben wir

I (‘wk, (P) lg'
Im zweiten Falle ist ¢ durch U ¢ und 4 durch die zu 4, gehorige
Eigenfunktion von G, also durch (J ¢, zu ersetzen. Wir erhalten
so fiir die Wahrscheinlichkeit im ,zweiten Koordinatensystem

I(U "I’kr U'P) lﬁ
also wegen der Unitaritit von U dasselbe, was wir vorher erhalten
haben. Natiirlich sind auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten
zwischen zwei einander entsprechenden Zustinden ¢, @, bzw.
U@, Ug, in beiden Koordinatensystemen dieselben: wegen

Ueg, Ugy) = (9, 9y ist [(Ug, Ug)|* = | (9, 9y "

Einen solchen Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem
durch eine Ahnlichkeitstransformation der Operatoren und gleich-
zeitiges Ersetzen der Wellenfunktion ¢ durch U ¢ bezeichnet man
vielfach als eine kanonische Transformation. Zwei Be-
schreibungsweisen, die durch eine kanonische Trans-
formation auseinander hervorgehen, sind einander #iqui-
valent. Umgekehrt 146t sich zeigen, daB zwei quantenmechanische
Beschreibungsweisen, die einander #quivalent sind, durch eine
kanonische Transformation ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

1) Die Unitaritit eines Operators U wird analog zur Hermitizitit
definiert: es wird verlangt, dafl fiir beliebige zwei Funktionen f und ¢

(fg) =WUf/UY
gelte. Sind fund g Vektorem, U also eine Matrix, so ist dies die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir ihre Unitaritit.
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4. Wir wollen ein Beispiel fiir die Anwendung der Trans-
formationstheorie und der statistischen Deutung durchrechnen und
wihlen hierzu die von Schrédinger gegebene Begriindung fiir die
Bedeutung der Absolutwertquadrate der Matrixelemente (N = }f
= Anzahl der Elektronen, z,, 7, ..., zy ihre X-Koordinaten)

@ 423+  +omre= Wr @ +2+ +25) ve)=Xrp (6)
Diese soll nach der Matrizentheorie fiir die durch in der X-Achse
polarisiertes Licht bedingte Ubergangswahrscheinlichkeit vom
stationdren Zustand oy (wit der Energie E) in den stationdren
Zustand ¢ p (mit der Energie F)

Hye = Evyg; Hyr = Fyr )
verantwortlich sein.

Dieser Begriff der durch Strahlung bedingten Ubergangs-
wahrscheinlichkeit hat mit dem soeben ertrterten Begriff der durch
Versuche bedingten Ubergangswahrscheinlichkeit nichts zu tun.
Der letztere ist aus der Gedankenbildung der statischen Deutung
entstanden und gibt die etwas paradox klingende Wahrscheinlich-
keit fiir das Vorhandensein des Zustandes ¢’ an, wenn der Zustand ¢
ist. Sie ist eine dimensionslose Gréfe. Der jetzt wichtige Ba-
griff gibt die Wahrscheinlichkeit an, da8 in der nichsten Sekunde
das Atom vom Zustand 4y unter Absorption des Lichtquantes
hy — F— E in den Zustand ¢p iibergeht. Sie hat die Dimension
Sec—1. Sie ist nur fir Uberginge zwischen zwei stationiren Zu-
stinden (Eigenfunktionen des Hamiltonschen Operators H) sinn-
voll, wibrend die erstere fiir beliebige Zustinde ¢, ¢’ definiert
war. Da sie sich auf einen im Laufe der Zeit abspielenden Vor-
gang bezieht, muB sie durch die zeitabhéngige Schrédingergleichung
erfaft werden konnen.

In allen Einzelheiten ist dies zwar nicht der Fall, weil die
zeitabhiingige Schridingergleichung die spontane Emission nicht zu
erkliren vermag: nach ihr sind die Atome auch in angeregten Zu-

2%iF
stinden (wie etwa ¢p) beliebig lange Zeit stabil, ¢ — yp.e » '
ist eine Losung der Gleichung (1). Doch enthilt die Schrédinger-
gleichung die Absorption (wie auch die Einsteinsche negative
Einstrahlung), so daf wir jedenfalls zu richtigen Resultaten kommen
miissen, solange die spontane Emission keine wesentliche Rolle
spielt, solange sich das Atom fast im Normalzustand 1z befindet.
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Diese Annahme wird sich spiter auch aus rechnerischen Griinden
notwendig erweisen, sie ist gerechtfertigt, wenn das Atom anfangs
im untersten Zustande g war, man sich auf verhdltnismiBig kurze
Zeiten beschrinkt und die Intensitit der auffallenden Lichtwelle
nicht extrem groB ist (was auch praktisch kaum erreicht werden
kinnte).

Unser Weg zur Behandlung des Absorptionsprozesses ist nun-
mehr vorgezeichnet: Wir nehmen an, daB zur Zeit ¢ — 0 der Zu-
stand des Systems ¢ (0) = ¢z war und sich dann nach der Gleichung

o
55 =Ho =Hp+Ho @®
andert, wo H, der Hamiltonsche Operator wire, wenn kein Licht
auf das Atom fallen wiirde, und H, der durch das Licht bedingte
Zusatzoperator ist. Das Licht bedeutet néimlich ein elektrisches
Wechselfeld
G, = Psin2zvt; €, =0; € =0 9)
(die Abhingigkeit der Feldstirke von der Koordinate ktnnen wir
wegen der Kleinheit der Atome vernachlissigen), wodurch die
potentielle Energie ¥ in (2) durch

V+H =V + Pe(w, + 2+ -+ xy)sin2xvt  (8a)

ersetzt wird. Durch dieses Zusatzpotential, das als Stérung
bebandelt wird, wird der Zeitablauf der Wellenfunktion, der bei
P=9

ik,
¢ = Yge * (10)
wiire, modifiziert und wir haben die Gleichung
B 0 . .
BT 5% = H, 9 + Pesin 2xvt (3, + 23 + -+ + 2y) p. (11)

Um diese Gleichung zu lésen, entwickeln wir ¢ nach dem
vollstdndigen System von Eigenfunktionen von H,

o) = ag@ v+ orO¥r+ @) e+ - (12)

wo die ag, af, ag nicht mehr von den Koordinaten z,, 2,, ..., die
¥g, ¥F, ¥g, ... dagegen nicht von der Zeit ¢ abhéingen. Dann
konnen wir einen Zustand ‘anstatt mit seiner Wellenfunktion ¢
mit den Entwicklungskoeffizienten ap, ap, ag, ... dieser charak-
terisieren.
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Die Absolutwertquadrate |ag|% |ap|? |ag|? ... dieser GroBen
geben dann die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen
Anregungsstufen des Atoms an. Wird das Atom durch *:eine
Lichtwelle getroffen, so bleiben diese Wahrscheinlichkeiten zeitlich
konstant, und da anfangs nur |ag|®* = 1 von Null verschieden
war, wird dies fiir alle Zeiten gelten. Fillt dagegen eine Licht-
welle auf das Atom, so miissen nach einer bestimmten Zeit auch
die hoheren Zustinde angeregt erscheinen. Diese Anregungsstirken
wollen wir jetzt berechnen.

Dabei nehmen wir an, daf zur Zeit { — O

ag(0) =1, ap(@0) =0, ag@0) =0,...

ist und daB die Frequenz v des Lichtes nidherungsweise mit der
Sprungfrequenz

SE—B) ~v *
iibereinstimmt.

Setzen wir den Ausdruck (12) fiir ¢ in (11) ein, so erhalten wir
eine Differentialgleichung fiir die Zeitabhangigkeit der ag, ap, ag, ...
Da uns in erster Linie ap () interessiert, bilden wir das skalare
Produkt dieser Gleichung mit 5, es bleibt dann links wegen der
Orthogonalititsrelationen der Eigenfunktionen von H,[(12) Kap.IV]
nur das Glied mit ap stehen und man erhilt

I/ t .
2—;—/’:@1‘—9——1'5)=FaF+P€SID27t'Vt(XFE0E+XFF(IF+XF¢;(I(;+ -'--), (13)

wo nach (6) fiir das Integral
(¥r, @, + 23+ --- + 28) ¥5) = Xrg (6)

usw. eingesetzt ist.

Die Glieder rechts in (13) sind sehr verschiedener Grifen-
ordnung. Die Energie E hat die GroBenordnung einiger Volt.
Dagegen ist es schon ein sehr intensiver monochromatischer Licht-
strahl, bei dem P die Amplitude des elektrischen Vektors 10—2 Volt/cm
ist. Die Matrixelemente von X sind etwa 10—%cm, so da8
PeX ~ 10-10 Volt ist. Wir konnen daher im zweiten Glied
rechts in (18), das schon ohnehin klein ist,

oni L ¢
agg==¢ " ;ap=20; a5 =0; ...
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also die Niherungswerte (10) einsetzen, die diese Grofen haben
wiirden, wenn wir das zweite Glied rechts in (13) iiberhaupt ver-
nachldssigen wiirden. Wir erhalten so

E
h 9ar®) _ Fap(t) + Pe Xppsin2auvte 5. (14)
2xi 0t
Um diese Gleichung zu integrieren, setzen wir
F
aF(t) — b(t) 627”Tt
dann ist
em{.t h 0b@®) _ QXF (2n1(h+v)t w(_-,))
2xi Ot

F
und daraus ergibt sich mit e "' %" erweitert und integriert
h Pe ( e2nilv—(F—E)|h)t g2 ni[—v— (F-E)hlt
Sai O =g Xre 2xiv— (F-E)h)  Smil-v— F-E)i] )

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Bedingung
b(0) = 0, wir kinnen sie in zwei Teile zerlegen und nach Multipli-
kation mit 2z i/h

e2nilv—(F—E)nt 1  g2mil—v—(F—E)[Rt _ 1
b(t)“‘zaX”< hv—F+ E hv+F—E ) 5

schreiben. Dieser Ausdruck verschwindet ja fiir £ — 0 und wir
sehen, daB b (f) eine Summe von zwei periodischen Funktionen ist.
Wenn wir die Intensitit P? des Lichtes konstant lassen und
seine Frequenz v éndern, so sehen wir, daB das erste Glied von (15)
sehr stark ansteigt, wenn kv nahezu ¥ — E wird. Nur in diesem
Falle gelingt es tiberhaupt, eine einigermafen merkliche Anregung
zu bekommen und wir haben hiermit eine Erklirung fiir die Bohr-
sche Frequenzbedingung gefunden: die Frequenz des Lichtes, das
einen betrichtlichen Ubergang vom Zustand mit der Energie E in
den Zustand F erzwingen soll, muf der Bedingung (*) geniigen.
Wenn wir dies fortan annehmen, konnen wir in (15) das
zweite Glied neben dem ersten vernachlissigen. Fiir die Wahr-
scheinlichkeit |ap (£) |* = | b () |* des Zustandes F' erhalten wir dann

1l —cos2x [y — (F— E)/h]t
(hv—F t Ey

[pe) = -—-—Ilﬁwl2 (153)
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B. Wir haben bisher vorausgesetzt, da8 die Lichtwelle, die
das Atom zur Zeit ¢ — O trifft, die Gestalt einer reinen Sinus-
schwingung hat. Gewdhnlich ist dies nicht der Fall und das Licht
bestebt aus einer Superposition von vielen Sinusschwingungen,
deren Frequenzen ein ganzes Intervall um » — (F — E)/h un-
gefihr gleichm#Big bedecken und deren Phasen statistisch unab-
hingig verteilt sind. Wegen dieses letzteren Umstandes kann man
annehmen, daf sich die Wirkungen dieser Schwingungen additiv
zusanimensetzen und die Gesamtwahrscheinlichkeit, da8 das Atom
zur Zeit ¢ im Zustand F sei,

P 1 —cos2 — (F—E)[h]t
bOF = S Xrep o ML (16,

ist, wo v die Frequenzen aller im Licht auftretenden Sinus-
schwingungen durchléuft und P, die Amplitude der Schwingung
mit der Frequenz v ist.

Sind die Frequenzen der einzelnen Sinusschwingungen sehr
nahe zueinander und bedecken sie ein gewisses um (F — E)/h ge-
legenes Gebiet — deren untere und obere Grenze v, bzw. v, sei —
gleichm#Big und sehr dicht, so kann man fir P} =8z Jdv
schreiben, wo J die Intensitit (Energiedichte) des Lichtes pro
Frequenzeinheit und dv der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Frequenzen ist. Aus (16) wird dann in bekannter Weise das
Integral

—cos2mt[v— (F- E)/h
[b(t)[’—-4are’J|XFE|’j o s (163)
41
oder wenn man an Stelle von v als Integrationsvariable
z=2xnt(v— F— E)/[h]
einfithrt:
8 B
|b(t)|=——;:ie=.ft|xm| j——ﬁgffdx, (16b)
£2%

wo die Integrationsgrenzen
2, = 2mtly,—(F—E)K, 5 =2xtly,—-(F-E)h })

sein sollten. Da aber der Integrand von (16b) nur in einem
schmalen Gebiet um # — O wesentliche Werte annimmt, kann man
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die Integration von — oo bis oo erstrecken und erhilt fiir die
Wahrscheinlichkeit des Zustandes mit der Energie F
8 m®e?
[b@®) ] = o Jt| Xpel® a7

Diese Verschiebung der Integrationsgrenzen ist eigentlich nur erlaubt
wenn z, und — 2, grof sind, was nach (1) darauf hinausliuft, daf’
die eingestrahlte Linie sich nach beiden Seiten von (F—E)/h iiber
ein Frequenzgebiet erstrecken muB, das grof gegen 1/2x;¢ ist.
Da unsere Rechnungen andererseits nur fiir Zeiten, die kurz sind
gegen die Lebensdauer ¢ des Zustandes F, Giiltigkeit beanspruchen
konnen, besagt dies, daB die Breite der eingestrahlten Linie allenfalls
sehr groB gegen die ,natiirliche Linienbreite* 1/r angenommen
werden muf.

Die Wahrscheinlichkeit, da das Atom im Zustande mit der
Energie F sei, ist nach (17) proportional zur Intensitiat J des
eingestrahlten Lichtes, zum Quadrat des Matrixelements | Xz z|?,
womit wir die matrizentheoretische Aussage tatsichlich bestitigen
konnten — wund zur Einwirkungsdauer ¢ der Lichtwelle — wie
erwartet werden mufite. Allerdings gilt (17) nur fiir Zeiten, die
kurz gegen die Lebensdauer des angeregten Zustandes und lang
gegen die reziproke Breite der eingestrahlten Linie sind.

Trotz dieses Umstandes und ihrer nur niherungsweisen Giiltig-
keit liefert (17) eine sehr schtne Bestitigung der Annahme, daf
|ap|? die Anregungsstirke des Zustandes mit der Energie F ist,
sie ist — zusammen mit der Vorstellung des Wahrscheinlichkeits-
paketes im Konfigurationsraum — eine der stirksten Stiitzen der
statistischen Deutung der Quantenmechanik.

Wir haben (17) aber auch noch aus einem anderen Grunde
abgeleitet, sie zeigt uns ndmlich, daB

| Xrel* = | (¥m (3 + 23 + -+ + 20) ¥5) [*
proportional der durch zur X-Achse parallel polarisiertes Licht
erzwungenen Ubergangswahrscheinlichkeit vom stationiren Zu-
stand ¢p in den stationdren Zustand iy ist. Diese Tatsache —
sie wurde verschiedentlich weit exakter begriindet, als wir es hier
taten — wird in der Folge die Grundlage der Berechnung der
Intensititen bzw. Intensititsverhiltnisse der Spektrallinien bilden.



63

VII. Abstrakte Gruppentheorie

Betrachten wir die sechs Matrizen

B G Gl
” ii_ 1y3 B(__l _1V§C ®
(——vﬁp—% ’ %V}‘F—% )

und bilden wir nach den Regeln der Matrizenmultiplikation die
36 Produkte, welche entstehen, wenn man jede der sechs Matrizen (1)
mit jeder Matrix () multipliziert! Wir sehen, daB alle 36 so
entstehenden Matrizen mit einer schon in (}) vorkommenden Matrix
identisch sind. Ein solches System bezeichnet man als éine
Gruppe. Wir konnen diese Eigenschaft dieser Matrizen in einer
Tabelle, der Gruppentafel, zusammenfassen:

E A B c D F
E E A B c D F
A A E D F B c
B B F E D c A
c c D F E A B
D D c A B F E
F F B c A E D

In der ersten Spalte steht der erste Faktor, in der ersten
Zeile der zweite Faktor, and in der Tabelle selbst steht das Pro-
dukt. In dieser Tabelle sind alle Multiplikationsregeln der
Matrizen (1) vereinigt.

Die strenge Definition der Gruppe ist folgende:

Unter Gruppe versteht man eine Gesamtheit von Objekten,
den Elementen der Gruppe, zwischen denen eine Art Verkniipfung,
Multiplikation genannt, eindeutig definiert ist. Diese Multipli-
kation definiert zu je zwei Elementen der Gruppe (Faktoren)
ein drittes Element der Gruppe, das Produkt?). Diese Gruppen-

1) Man denke im folgenden an ein System von n-zeiligen Matrizen.
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multiplikation, die als eine den Gruppenelementen innewohnende
Eigenschaft angesehen werden soll, muB ferner folgende Merkmale
aufweisen.

1. Das Assoziativgesetz muB gelten, d. h. wenn A B — ¥ und
BC = G ist, so ist FC = A G. Sind die Gruppenelemente
Matrizen und verstehen wir unter Gruppenmultiplikation Matrizen-
multiplikation, so ist das Assoziativgesetz immer erfiillt. (Nach
Satz 3 des L. Kapitels.) Gruppen, in denen auch das kommutative
Gesetz der Multiplikation gilt, d. h. AB =— B 4 ist, nennt man
Abelsche Gruppen.

2. Unter den Elementen ist eines (und nur eines) vorhanden,
Einheit E genannt, das die Eigenschaft hat, daf sein Produkt mit
einem beliebigen anderen Element das andere Element ergibt, d. h.
AE = EA — A gilt.

3. Jedes Element hat eine Reziproke, d. h. zu jedem A4 gibt
es ein B, so da B A — E. Dann kounnen wir, wie in Kapitel I,
Satz 6, zeigen, da auch AB — E ist. Aus BA = E folgt
BAB = B; ist C die Reziproke von B, so folgt weiter CB A B
— CB, d.h. AB = E. Die Reziproke von A bezeichnet man
mit A—L

Diese drei Eigenschaften der Gruppenelemente und der Gruppen-
multiplikation dienen zur Definition der Gruppe, man nennt sie
auch — so, oder etwas anders formuliert — Axiome der Gruppe
oder Gruppenpostulate.

Regel. Die Reziproke eines Produkts ABCD ... bildet
man — ebenso, wie bei Matrizen —, indem man die Reziproken
der einzelnen Faktoren in umgekehrter Reihenfolge miteinander
multipliziert. Es ist also

(ABCD..)y"'=...D-'C-1B-' 47,
in der Tat ist
... D=1 C-1B"14-1ABCD... = E.

Es ist zu beachten, daB etwa aus AX —= B uwnd 4 Y = B
auch X — Y folgt. In der Tat sind beidle X = Y = 4~'B.
Auch aus XA =— Bund YA = Blolgt X —=Y —= BA~L

Hat die Gruppe nur eine endliche Anzahl & von Elementen,
5o nennt man die Gruppe eine endliche und bezeichnet % als die
Ordnung der Gruppe.
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Sétze iiber endliche Gruppen?)

Fassen wir ein Element X ins Auge. Dann kénnen wir daraus
der Reihe nach die Elemente
E=X%X— X! X3 X8 ... )
usw. bilden. Da die Elemente von ({{) alle Gruppenelemente sind,
die Anzahl aller Elemente aber endlich ist, so muB nach einer
gewissen Anzahl von Potenzen eine schon in der Reihe () vor-
gekommene wieder vorkommen. Sei das erste solche Element
Xn = X* (mit kK <n), so muB ¥ == O und X» — E sein, denn
sonst wire schon X"»—1 = X*¥—1 in der Reihe vorgekommen und
X~ wire nicht das erste Element, das in der Reihe ({f) zum
zweiten Male vorkommt. Ist n die kleinste Zahl, fiir die X» —= E
gilt, so nennt man n die Ordnung von X. Die Reihe
B, X, XX, ..., Xn—1 )
nennt man die Periode von X. Die Periode von D in der
Gruppe (1) ist z.B. E, D, D = F (D® = F D = E), die Ordnung
von D ist also 3. Die Periode von F ist E, F, F? = D,
(F® = DF = E), die Ordnung von F ist also ebenfalls 3. Die
Ordnung von A dagegen ist 2, da bereits A* — FE gilt.

Die Periode von X (f1f) bildet selber eine Gruppe (und zwar
eine Abelsche Gruppe). Eine Gesamtheit von Elementen einer
Gruppe, die selber eine Gruppe bildet, nennt man eine Unter-
gruppe. (f17) ist eine Abelsche Untergruppe.

Satz 1. Ist eine Gruppe vonder Ordnung? mitden Ele-
menten E, 4,, 4, ..., 43, und ist 4, ein beliebiges Element
dieser Gruppe, so kommt in der Reihe E 4, — 4, A, 4,
Ag 4y, ..., Ap 4y jedes Element einmal und nur einmal vor.
In der Tat sei X ein Element und X 45! = 4,, so ist 4, 4, = X,
d. h. X kommt in der Reihe vor. Zweimal kann X dagegen nicht vor-
kommen, da aus 4, 4; — X und 4, 4, — X auch 4, = A4, folgt.

Dasselbe gilt natiirlich von der Reihe 4, E, A, 4,, Az 4,, ...,
Ay 45 Satz 1 bringt zum Ausdruck, daB in der Gruppentafel in
jeder Spalte (und ebenso in jeder Zeile) jedes Element einmal und
nur einmal vorkommt. Die einfachste und wichtigste Anwendung
dieses Satzes ist die folgende: Sind Jg, Jy,, J 4, .., Ja, Zahlen,

1) Man verifiziere alle Sitze an der Gruppe (+). Man bediene sich
hierzu der Gruppentafel!

Wigner, Gruppentheorie 5
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so daB jedem Gruppenelement X eine Zahl Jy zugeordnet ist,
dann ist
n h R
EJA,,: EJA,X-': EJA%A,- 1)
r=1 v=1 v=1
In den Summen rechts kommen nimlich genau dieselben Zahlen wie
links vor, und jede einmal, nur in anderer Reihenfolge.

B sei eine Untergruppe der Gruppe $ mit den Elementen
E, By, By, ..., B, Man nennt die Gesamtheit der g Elemente
EX, B, X, B;X, ..., B, X eine rechtsseitige Nebengruppe
B X, wenn X nicht in der Untergruppe B vorkommt?!). (In
diesem Falle wiren ndmlich die Elemente von B X nach Satz 1
angewandt auf B genau diejenigen von B.) Eine Nebengruppe
ist sicher keine Gruppe, sie enthilt ja die Einheit E sicher
nicht und auch kein anderes Element von 8. Wire namlich etwa
B,X = B, so wire X == B;'B;, d. h. X in der Untergruppe B
enthalten und B X wiire B selber. Entsprechend bilden die Ele-
mente XE — X, X B,, X B,, ..., X B, eine linksseitige Neben-
gruppe von B.

Satz 2. Zwei rechtsseitige Nebengruppen einer Unter-
gruppe B enthalten entweder beide dieselben Elemente,
oder sie haben kein gemeinsames Element. Die eine Neben-
gruppe sei B X, die andere BY. Ist etwa B, X — B, Y, so ist
YX-1=DB;'B,, d. h. YX~1 wire in B enthalten. Dann
wiirde nach Satz 1, angewandt auf die Untergruppe 8B, die
Reihe EYX—Y, B,YX"!, B, YX ! ..., B,YX ! bis auf die
Reihenfolge mit E, By, By, ..., B, identisch. Also wire auch
EYXX, B,YX—X, B,YX~'X, ..., B,YX~1X bis auf
die Reihenfolge mit EX, B, X, By X, ..., B, X identisch. Die
erstere Reihe ist aber nichts anderes als EY, B, Y, B,Y, ...,
B,Y = BY. Die Elemente von BY stimmen also mit den Ele-
menten von B X iiberein, falls nur ein einziges Element iiberein-
stimmt. Das Kriterium hierfiir ist, daf Y X1 in 8 ent-
halten sei

Eine Untergruppe von (f) bildet z. B. die Periode von A, d. h. die
beiden Elentente E und 4. Eine rechtsseitige Nebengruppe dieser Gruppe
erhalten wir, wenn wir jedes Element rechts mit einem anderen Element,
etwa B multiplizieren. Wir erhalten so die Nebengruppe EB — B,

1) Dagegen natiirlich ein Element von $ ist.
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A B = D. Die anderen Nebengruppen erhalten wir, wenn wir die Ele-
mente E, 4 mit den anderen Elementen C, D, F multiplizieren.

Die Nebengruppe mit B ist B, D,

» O F
D , D, B
F , FC

In diesem Falle also sind die Nebengruppen, die wir durch Multipli-
kation mit B und- D (bzw. C und F) erhalten, identisch. In der Tat ist
BD!'!=BF = A (bzw. C F 1 = C D = A) in der Untergruppe E, A
enthaltén.

Betrachten wir nun alle voneinander verschiedenen Neben-
gruppen von B! Diese seien BX,, BX,, BX,, ..., BX, Jedes
Element von § kommt entweder in B oder in einer dieser I — 1
Nebengruppen vor. So erhalten wir im ganzen ! g Elemente. Da
aber kein Element auf diese Weise doppelt gez#hlt ist, muB
lg = h sein.

" Satz 3. Die Ordnung g einer Untergruppe ist Teiler

der Ordnung k der ganzen Gruppe. Den Quotienten % =1

bezeichnet man als den Index der Untergruppe B unter der
Gruppe 9.

Da die Periode eines jeden Elements eine Untergruppe mit
so viel Elementen, als seine Ordnung betrigt, ist, folgt, daB die
Ordnung eines jeden Elements Teiler der Ordnung der
Gruppe ist.

Kriterium fiir Untergruppen. Enthilt ein Komplex von
Gruppenelementen alle Produkte A B der in ihm enthaltenen Ele-
mente 4 und B, so bildet es schon eine Gruppe, ist also eine
Untergruppe der urspriinglichen Gruppe. Das Assoziativgesetz
der Multiplikation gilt fiir alle Elemente der Gruppe, also auch fiir
die Elemente des betrachteten Systems. Da mit jedem Element 4
alle seine Potenzen im System vorkommen, kommt auch die
Einheit E vor. Ist n die Ordnung von 4, so ist A» =—= E. Da
An=1 — A1 igt, kommt auch die Reziproke eines jeden Ele-
ments im betrachteten System vor. Hiermit sind aber alle drei
Gruppenpostulate erfiillt.

Beispiele von Gruppen

1. Die Gruppe, die nur ein Element enthilt, besteht aus der
Einheit E allein.
5%
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2. Die Gruppe von der Ordnung zwei hat die Gruppentafel:

1 E A
E E A
A A E

Sie ist eine Abelsche Gruppe. Wir nennen sie Spiegelungsgruppe,
weil die Einheit zusammen mit der Transformation der Spiegelung
x' = — = diese Gruppe bildet.

3. Die Gruppe von der Ordnung drei kann auer der Einheit
nur Elemente enthalten, deren Ordnung 3 ist, da dies der einzige
Teiler von 3 (auBler 1) ist. Sie besteht aus einer einzigen Periode.
Thre Elemente sind:

E, A, A*(4® =— E),
sie ist also abelsch.

Genau dasselbe gilt fiir jede Gruppe, deren Ordnung eine
Primzahl p ist. Ihre Elemente sind

E, A, A3 ..., Ap—1,
Gruppen von dieser Form, auch wenn p keine Primzahl ist, heifen

zyklische Gruppen. Wenn @ eine n-te primitive Einheits-

wurzel ist (also o™ die niedrigste Potenz von @, die gleich 1 ist,
2 .2 . .
etwa o — cos —;’E + i sin Tn), so bilden die Zahlen

1, @ o ..., "1 *

eine zyklische Gruppe von der Ordnung %, wenn man unter Gruppen-
multiplikation gewthnliche Zablenmultiplikation versteht. Die
zyklischen Gruppen sind alle abelsch. Die ,gleiche Gruppe*
wie (*¥) bilden auch die Zahlen

0,1,2...,n—1, **)

wenn man unter Gruppenmultiplikation Addition und Rest-
nehmen nach n versteht. (Istz. B. =17, soist 5.4 = 2,
da 5 +4=9=7+2=mn+4 2 ist) Die Elemente der
Gruppe (**) lassen sich den Elementen yon (*) ein-eindeutig zu-
ordnen, indem man k zu @* zuordnet. Diese Zuordoung hat die
Eigenschaft, daf dabei ,Produkt in Produkt“ iibergeht, d.bh. mit
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k, .k, — kg ist auch @*.@*2 = @*. Solche zwei Gruppen be-
zeichnet man als holomorphe Gruppen?).

Zwei Gruppen sind holomorph, wenn die Elemente A der
einen Gruppe sich so zu den Elementen A der anderen Gruppe
eindeutig umkehrbar zuordnen lassen, daf aus AB — C auch
AB = C gefolgert werden kann, d.h. 4. B= A B gilt. Holo-
morphe Gruppen sind wesensgleich, die einzelnen Elemente sind
nur verschieden benannt.

4. Es existieren zwei Gruppen von der Ordnung vier, d. h.
zwei Gruppen, von denen keine mit der anderen holomorph wire.
Alle anderen Gruppen dagegen sind mit einer dieser Gruppen holo-
morph. Die erste Gruppe ist die zyklische Gruppe: etwa 1, ¢, — 1,
— ¢ mit Gruppenmultiplikation = Zahlenmultiplikation. Die zweite
Gruppe ist die sogenannte Vierergruppe. Ihre Gruppentafel ist:

E A B c

E A B C
A E c B
B c E A
c B A E

Q& o

alle ihre Elemente (auer E) sind von der Ordnung 2, sie ist noch
abelsch.
5. Die Vierergruppe ist die erste Reprisentantin einer nmfassenden

Art von Gruppen, der Symmetriegruppen.
Betrachten wir ein reguléres n-Eck in der X Y-Ebene. Die Koordi-
2k
- * =0,
1, 2, 3, ..., n—1). Betrachten wir alle linearen Substitutionen,

o =ext+pBy; y=yx+dy

nk .
y y = rsin

naten der n Eckpunkte seien x, = r cos

1) Um zu zeigen, daf die bisher abgeleiteten Sitze keineswegs mehr
trivial sind, sei folgendes angefithrt: Ist n 4+ 1 eine Primzahl, so bilden
die Zahlen 1, 2, 3, ..., n noch anf eine andere Weise eine Gruppe, wenn
wir pédmlich unter Gruppenmultiplikation: Zahlenmultiplikation und Rest-
nehmen nach n + 1 verstehen. Ist etwa n4-1 =7, so ist 3.5 = 1, da
3.5 =15==2.7+4+1 ist. Die Hinheit ist dann die 1. Die Periode
eines jeden Elements ist dann Teiler von der Ordnung der Gruppe, von n.
Es ist also sicher 4m — 1, wenn 4 ein Element der Gruppe ist. Dies
bedeutet aber so viel, daB gr == 1 (mod n -} 1) ist, wenn g eine der
Zehlen 1, 2, 3, ..., n ist. Dies ist ein — wie man gzugeben wird —
keineswegs trivialer Spezialfall des Fermatschen Satzes.
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die das regulire n-Eck ,in sich selbst iiberfiihren“, d. h. fiir die die neumen
Koordinaten der Ecken z), y, ebenfalls in der Gestalt

27 x , . 2mx
)y Y, = rsin

x, = r cos
(*x=20,1,2,3,...,, n—1) geschriecben werden konnen. Die Matrizen
dieser linearen Substitutionen werden eine Gruppe bilden, da mit
zwei Substitutionen auch ihr Produkt, die Reziproke einer jeden, sowie
offenbar die Einheit £ — ((1) (1)) diese Eigenschaften haben.

Diese Substitutionen, die das n-Eck in sich selbst tiberfithren, sind:

1. Drehungen der Ebene mit dem Winkel 2;” (r=0,1,23, ..., n—1);
die entsprechenden Matrizen sind
/ 2nr . 2nr
cos , sin
n n —
2xr 2y r

— sin , €08
n

Diese bilden eine gyklische Gruppe. 2. Umklappung der Ebene und darauf-

folgende Drehung um einen der Winkel 7. Die entsprechenden
Matrizen sind
2wy . 2wy
—cos ——. sin .
=T,
2nr 2y r

sin , €08 —-
n n

Diese 2 n Matrizen bilden eine Gruppe von der Ordnung 2, man nennt
sie Diedergruppe. Die Matrizen von 1. bilden eine Untergruppe dieser
Gruppe, die von 2. eine Nebengruppe hierzu. Die Vierergruppe ist das
einfachste Beispiel mit » — 2 fiir eine solche Gruppe, das n-Eck artet in
ein Zweieck, eine gerade Linie aus. Wihrend die Vierergruppe noch
abelsch ist, sind die anderen Diedergruppen nicht mehr abelsch. Die
Gruppe (1) ist die Diedergruppe des reguliren Dreiecks, sie ist die erste
nichtabelsche Gruppe, die Elemente E, F, D gehoren in die Unter-
gruppe 1; A, B, C in die Nebengruppe. Die Substitutionen, die regulire
Korper in sich iiberfilhren, sind wichtige und interessante Gruppen, man
nennt sie Symmetriegruppen. Man bezeichnet sie gewshnlich nach dem-
jenigen reguliren Korper, den sie in sich iiberfihren. So existiert eine
Tetraedergruppe, Oktaedergruppe, Ikosaedergruppe usw. Sie spielen in der
Kristallphysik eine wichtige Rolle.

6. Sehr wichtige Gruppen sind endlich die Permutations-
gruppen. Betrachten wir die Zahlen von 1bisn: 1, 2, 3, ..., n.
Jede Reihenfolge o, g, o4, ..., &, dieser n Zahlen bildet eine
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Permutation. Esgibt also insgesamt %! Permutationen von » Dingen,
man bezeichnet sie gewthnlich

(l, 2, 3, .., n)

0y Ogy Ogy « -y O/

indem man die zu permutierenden Dinge in die obere Zeile in
natiirlicher Reihenfolge, in die untere Zeile in derjenigen Reihenfolge
schreibt, die aus der ersteren durch die zu kennzeichnende Permu-
tation entsteht. Die Multiplikation von zwei Permutationen P,
und P, geschieht so, daf man in der Reihenfolge P, diejenigen
Verinderungen vornimmt, die P, in der normalen Reihenfolge be-
wirken wiirde. So ist z. B.

123 123
P1=(213’P’—<312)’

123y, /123 123
Py By _<2 1 3)'(3 1 2)‘ (1 3 2)'
Es fiihrt namlich P, die 1 in die 3 tiber, folglich steht in P, P,
dort, wo in P, die 1 steht, die 3. Ebenso fiihrt P, die 2 in 1
iiber, wo in P, die 2 steht, steht in P, P, die 1, usw.

Fiihrt P, die k in ey, P, dann oy in f; und P, weiter g, in
pi tiber, so fithrt P, P, die k in f;, P, P, aber oy in p, iiber. Es
fishrt also sowobl (P, P,). P, wie auch P, (P, P;) die k in y; iiber,
die Permutationenmultiplikation ist assoziativ-

Samtliche n! Permutationen von n Dingen bilden eine Gruppe

mit der Einheit
<1, 2,8 ..,n
1,2 3 ..., n)'

man nennt sie die symmetrische Gruppe'). Die symmetrische
Gruppe dritten Grades ist von der Ordnung 6, sie ist holomorph
zur Gruppe (1), also zur Diedergruppe mit » — 3. Die Zuordnung
ist folgende:

(123 (123 (123 (123 (123 (123
123)’ 213)’ 132)’ 321)’ 312)’ 231)'
E A B ¢ D F

Die symmetrischen Gruppen spielen auch in der Quantenmechanik
eine wichtige Rolle.

1) Vielfach auch Permutationsgruppe, keine Symmetrie gruppe.
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Konjugierte Elemente und Klassen

Das Element X A X—1 bezeichnet man als ein zu A konju-
giertes Element. Sind zwei Elemente A und B zu einem
dritten C konjugiert, so sind sie es auch untereinander. Aus
A=XCX-* und B=YCY ! folgt X~ 4X = C und
B=YX 1AXY ! =YX 1AXX 1)1 Die zueinander
konjugierten Elemente einer Gruppe bilden zusammen eine Klasse.
Eine Klasse ist durch Vorgabe eines einzigen A ihrer Elemente be-
stimmt: Man erhilt die ganze Klasse, indem man die Reihe

EAE-' = A, A;AA}", A, A 45, ..., A, A4}
bildet. Alle Elemente dieser Reihe sind zu 4, also auch unter-
einander konjugiert und es kommen alle Elemente, die zu A (also
auch alle, die zu einem beliebigen anderen Element der Reihe)
konjugiert sind, in der Reihe auch wirklich (sogar mehrfach) vor.

Man kann daher die Elemente einer Gruppe in Klassen ein-
teilen, wobei jedes Element in einer und nur in einer Klasse
vorkommt.

Die Einheit der Gruppe bildet eine Klasse fiir sich, da sie
mit keinem anderen Element konjugiert ist: X EX—1 =— F gilt
fiir alle X. Abgesehen von der Klasse, die nur aus dem Element E
besteht, ist keine Klasse eine Untergruppe, da sonst keine die
Einheit E enthilt.

Alle Elemente einer Klasse haben die gleiche Ordnung. Ist
ndmlich 4» — E, so ist auch

XAX ) = XAX 1. XAX1L.XAX ... XAX!

= XArX-1=XEX-1'=E

In einer Substitutionsgruppe haben alle Matrizen, die in die-
selbe Klasse gehoren, dieselbe Spur. Gehoren nimlich die Matrizen a
und B in dieselbe Klasse, so existiert ein Gruppenelement, eine
Matrix 9, so daB

B=yayt
Folglich ist die Spur § = Spur yay—! = Spur a.
Bilden wir z. B, die Klasse von C in der Gruppe (+). Wir haben
ECE!'=0( ACA' =B, BCBl1=4, CCC' =,
DCD'= A4, FCF?! =B,

die Klasse von (C besteht also aus den Elementen 4, B, C, dies ist auch
die Klasse von A4 oder B. Alle drei Elemente 4, B, C sind von der
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Ordnung 2, die Spur in ihrer Matrixdarstellung ({) ist bei allen dreien O.
Die Klasse von D ist

EDE?*=D, ADA'=F, BDB! F, CDC!' =F,
DDD!' =D, FDF1! D,

die Klasse von D (oder F') besteht aus den beiden Elementen D, F. In
einer Abelschen Gruppe besteht jede Klasse aus einem einzigen Element,
da X4 X' = 4 ist.

I

VIII. Normalteiler

Besteht eine Untergruppe aus lauter ganzen Klassen der ur-
spriinglichen Gruppe, so nennt man sie einen Normalteiler. Ist
N =E, N,, N,, ..., N, ein Normalteiler, so ist in ihm mit N; und
N; auch N; N; enthalten, weil er eine Gruppe ist. AuBerdem ist
aber auch X N; X—! in ihm enthalten, wo X ein beliebiges
Element der ganzen Gruppe ist, weil der Normalteiler alle
Elemente X N; X~ einer Klasse enthilt, wenn er eines ihrer Ele-
mente, N; enthilt. Gewdhnliche Untergruppen miissen X N; X—?
natiirlich nur dann enthalten, wenn auch X eines ihrer Elemente ist.

Bei gewighnlichen Untergruppen (wie bei jeder Gruppe) sind
die Elemente

N,E = N;, N;N,, N;Ng, ..., N; N, (a)
mit den Elementen der Untergruppe bis auf die Reihenfolge iden-
tisch. Dasselbe gilt von der Reihe

EN;'=N; ', N,N; !, N,N; ', ..., N, N}, )
also auch von der Reihe
N;EN = E NN, N\ NN, N NN ()

die ja aus (b) entsteht, wenn man die ersten Faktoren E, N,, N,
..., N, durch die Reihe (a), die mit ihnen bis auf die Reihenfolge
identisch ist, ersetzt. Dabei ist N, natiirlich ein Element der Unter-
gruppe.

Ist aber E, N,, Ny, ..., N, ein Normalteiler, so ist, auch wenn
X ein beliebiges Element der ganzen Gruppe ist, die Reihe

XEX-'=E XN, X1, XN, X%, .., XN, X! (@)
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bis auf die Reihenfolge mit den Elementen des Normalteilers E, N,,

N,, ..., N, identisch. Einerseits sind alle Elemente von (d) im
Normalteiler enthalten — da sie durch Konjugation aus den Ele-
menten dieses entstehen —, andererseits kommen alle Elemente des

Normalteilers in (d) vor. Um N, in der Reihe (d) zu finden, miissen
wir nur X—1 N, X bilden. Da dies auch ein Element des Normalteilers
ist, kommt es in der Reihe E, N,, N, ..., N, auch vor. Es sei
etwa N;. Damn ist N, = X N; X1, so daB N, in (d) an der i-ten
Stelle steht.

Alle Untergruppen einer Abelschen Gruppe sind gleichzeitig Normal-
teiler. Da nimlich jedes Element eine ganze Klasse ist, besteht auch
jede Untergruppe aus lauter ganzen Klassen. Die symmetrischen Gruppen
haben einen und im allgemeinen nur einen Normalteiler, der aus allen geraden
Permutationen gebildet wird. Diese bilden ndmlich erstens eine Untergruppe,
da das Produkt von zwei geraden Permutationen wieder eine gerade Permu-
tation ist. Zweitens ist aber das konjugierte Element zu einer geraden
Permutation wieder eine gerade Permutation, also unter allen geraden Permu-
tationen enthalten. Vgl. auch Kap. XIfl.

In Beispiel (1) bilden die Elemente E, D, F diesen Normalteiler.
Verifizieren wir an diesem die folgenden Sitze!

Die Aufsuchung der Normalteiler ist fiir die Konstitution der
Gruppe sehr wichtig. Gruppen, die keinen Normalteiler haben,
heifien einfach.

Betrachten wir nun die Nebengruppen des Normalteilers N.
Eine rechtsseitige Nebengruppe mit U, die Elemente U, N, U,
N, U, ..., N,U, bilden gleichzeitig die linksseitige Neben-
gruppe mit U, da U = U.U'EU, N,U= U.U'N,T,
NU=U.U"'N,U, ..., NyU=U.U"1'N,U ist und die Ele-
mente E—= U-'EU, Ny= U-*N,U, Ny=U"'N, U, ...,
N, = U-!N, U mit den Elementen E, N,, N,, ..., N, bis auf die
Reihenfolge identisch sind. Der Komplex R U stimmt mit dem
Komplex UN iiberein. Man kann also schlechtweg von einer Neben-
gruppe des Normalteilers sprechen, ohne anzugeben, ob sie rechts-
oder linksseitig ist!). Multiplizieren wir alle Elemente einer Neben-

1) Rechnerisch 146t sich das folgendermafien einsehen: Daf U V-1
in N sei, ist die Bedingung dafiir, daB U/ und V in derselben rechtsseitigen
Nebengruppe seien, daf V-1 U in N sei, die Bedingung, daf sie in der-
selben linksseitigen Nebéngruppe seien. Ist U V-1 in M, so ist auch
V-1.UV1.V = V-1 (U in N, also sind zwei Elemente in derselben links-
seitigen Nebengruppe, wenn sie in derselben rechtsseitigen Nebengruppe sind
und umgekehrt.
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gruppe N U mit allen Elementen einer anderen Nebengruppe Nt V!
Esist N;UN,V = N; UN,U-'.UV = N, UY, da sowohl N; als
auch U N, U™, also auch ihr Produkt N, in 9 enthalten ist. Wir
erhalten also die Elemente einer einzigen Nehengruppe, der-
jenigen, die mit U V gebildet werden kann.

FaBt man die Nebengruppen eines Normalteilers als selbstindige
GroBen auf und bezeichnet man als Produkt zweier Nebengruppen
diejenige Nebengruppe, deren Elemente man durch Multiplizieren
der Elemente der einen Nebengruppe mit den Elementen der anderen
Nebengruppe erhilt, so bilden die Nebengruppen mit Hilfe
dieses Multiplikationsgesetzes selber eine Gruppe, die
Faktorgruppe des Normalteilers. Die Einheit in dieser Gruppe
ist der Normalteiler selber: jedes Element N; U einer Nebengruppe
RN U mit einem Element N; von N von vorne oder auch von hinten
multipliziert, ergibt ein Element der Nebengruppe R U. In der Tat
ist N;.N;U= N,N;.U und N;U.N;= N; . UN,U=1.U = N, U.
AuBerdem existiert eine Reziproke zu jeder Nebengruppe R U, das
ist die Nebengruppe N U—1. Es ist namlich

N;U.NU-' = N;.UN,U-! = N,

also im Normalteiler selber enthalten. Das Produkt von R U und
N U1 ergibt also N, die Einheit.

Die Ordnung der Faktorgruppe von R ist gleich der Anzahl
der Nebengruppen von R, also gleich seinem Index. Man hiite sich,
die Faktorgruppe mit einer Untergruppe zu verwechseln, die Ele-
mente der Untergruppe sind die Elemente der Gruppe, die Elemente
der Faktorgruppe sind selber Nebengruppen.

Die Gesetze, die wir bisher abgeleitet haben, kann man formal
etwas einfacher mit Hilfe einer symbolischen Methode gewinnen,
indem man eine Gesamtheit von Elementen, einen Komplex, mit einem
einzigen Buchstaben, etwa € bezeichnet. Das Produkt eines Kom-
plexes € mit einem Element 4 ist wieder ein Komplex € 4, dessen
Elemente man erhilt, wenn man alle Elemente von € rechts bzw.
fir AQ links mit A multipliziert. Das Produkt zweier Komplexe
€ und D ist ein Komplex € D, dessen Elemente man erhalt, wenn
man alle Elemente von & rechts mit allen Elementen von D multi-
pliziert. Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir diese Art Multiplikation
das Assoziativgesetz ebenfalls gilt. Enthalten € und D
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genau n bzw. n' Elemente, so enthalt € D hochstens n »n' Elemente.
Es enthilt aber im allgemeinen weniger Elemente, weil unter
den nn' Produkten der Elemente von € und ® gleiche vorkommen
konnen.

Die Bedingung, daB € eine Untergruppe sei, ist €.C = @3
= @. Diese Untergruppe ist ein Normalteiler, wenn fiir jedes Ele-
ment U die Gleichung U—1@ U = @ gilt. Die rechtsseitigen Neben-
gruppen von € sind alle voneinander verschiedenen Komplexe € U.
Ist @ ein Normalteiler, so ist U-1@ U =G, also € U= UG, die
rechtsseitigen Nebengruppen sind auch linksseitige. Die Elemente
der Faktorgruppe sind die voneinander verschiedenen Komplexe € U.
Das Produkt zweier Komplexe € U/ und € ¥ im Sinne der Gruppen-
multiplikation der Faktorgruppe ist gleich dem Produkte im Sinne
der Multiplikation der Komplexe:

Cr.C7=C.0C.V=C.8U.7V=@UV=C.UV.

Holomorphie und Isomorphie

Wir haben im vorangehenden Kapitel den Begriff der Holo-
morphie von zwei Gruppen kennengelernt. Zwei Gruppen sind
holomorph, wenn eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen ihren
Elementen existiert, so daB Produkt in Produkt iibergeht: entspricht
dem A4 bzw. B der einen Gruppe das 4 bzw. B der anderen, holo-
morphen Gruppe, so entspricht dem Produkt 4 B auch das Produkt
A B der holomorphen Gruppe. Holomorvhe Gruppen haben natiirlich
gleiche Ordnung.

Eine weniger scharfe Beziehung zwischen zwei Gruppen ist
die einfache Isomorphie. KEine Gruppe ® ist zu einer anderen
P isomorph, wenn zu jedem Element 4 bzw. B von @ ein Element
A bzw. B von § zugeordnet werden kann, so daB dem Produkt 4 B
das Produkt 4 B zugeordnet ist und ® zu jedem Element C von §
wenigstens ein Element C hat, so da C zu C zugeordnet ist. Die Zu-
ordnung ist — im Gegensatz zu der Zuordnung der Holomorphie —
im allgemeinen nicht eindeutig umkehrbar. Es ist vielmehr mdglich,
da8 zu mehreren verschiedenen Elementen etwa A und 4’ von &
dasselbe Element 4 von § zugeordnmet ist. DemgemiB ist auch
die Isomorphie kein umkehrbarer Begriff; ist & isomorph zu 9,
so ist § im allgemeinen keineswegs isomorph zu @. Die Anzahl
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der Elemente von @ ist gleich oder griofer als die Anzahl der
Elemente von §, im ersteren Falle artet die Isomorphie in eine
Holomorphie aus, die dann auch umkehrbar ist.

Der Einheit E von @ entspricht die Einheit E von $, da aus
E.E—=F auch E.E=EFE folgt, was nur fiir die Einheit der
Gruppe gilt. Reziproken Elementen von @& entsprechen reziproke
Elemente von $.

Betrachten wir alle diejenigen Elemente E, E,, E,, ..., E, von
®, zu denen die Einheit £ von § zugeordnet ist. Bezeichnen wir
diesen Komplex mit €. Da zum Produkt E, E, das Produkt E.E=E
zugeordnet ist, ist auch E; E; in € enthalten, € bildet eine Gruppe.
Einem zu E; konjugierten Element U—!E, U entspricht auch
U 'EU= U-'EU = E: die konjugierten Elemente der E,
E,, E,, ..., E, sind ebenfalls in € enthalten, € bildet einen
Normalteiler von @. Die Elemente des Komplexes %, zu denen
ein und dasselbe Element 4 von § zugeordnet ist, bilden dagegen
eine Nebengruppe von € Sind namlich 4; und 4, zwei Elemente
von ¥, also Zj — A, = 4, so entspricht dem Element 4; A-* das
Element ZjA—l—i ZJ- A7 = E: A;j A1 ist in € enthalten, was die
Bedingung dafiir ist, daB 4; und 4; in ein und derselben Neben-
gruppe von € seien. Den Nebengruppen von € sind in ein-ein-
deutiger Weise die Elemente von § zugeordnet, wobei dem Produkt
zweier Nebengruppen € U und € V auch das Produkt UV der beiden
Elemente U und ¥ entspricht. Die Nebengruppen bilden aber die
Elemente der Faktorgruppe von &, diese ist also holomorph
zu 9.

Ist @ isomorph zu §, so ist eine. Faktorgruppe von & holo-
morph zu §. Die Ordnung von & ist ein ganzzahliges Vielfaches
der Ordnung von $.

Ist die Isomorphie von vornherein eine Holomorphie, so artet
der Normalteiler € von & in das einzige Element E aus.

Hieraus ergibt sich nach entsprechender Umnumerierung der
Elemente folgendes Bild fiir die Zuordnung der Elemente von &
und $ zueinander:

E’ Ggo Ggy [RRE} Gnv Gn+l: Gn+21 LRRE] Ggm cey G(h—l)m eeey Ghn'
- N —— ————
E, H,, H,.
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Wir sehen, da zu jedem Element von ® eindeutig ein Element von
9 zugeordnet ist. Auch umgekehrt sind jedem Element von $
Elemente von & zugeordnet. Diese Zuordnung ist aber nicht ein-
deutig, sondern n-deutig, indem jedem Element von  genau n Ele-
mente von ® zugeordnet sind. Diese Zahl ist fiir alle Elemente von
9 dieselbe. Die Elemente E, G4, Gy, ..., G, bilden einen Normal-

teiler (wir bezeichneten sie vorher wit E, E,, E,, ..., E,), die
anderen durch Klammern zusammengefaften, ein und demselben Ele-
ment von § zugeordneten Elemente (z.B. G 1, Gpniyar -+ Gay)

seine Nebengruppen.

Multipliziert man ein zu H; zugeordnetes Element von & mit
einem zu H; zugeordneten, so erhilt man ein zu H; H; zugeordnetes.
Multipliziert man alle # zu H; zugeordneten Elemente von & mit
allen #n zu H; zugeordneten, so erhilt man die » Elemente, die zu
H; H; zugeordnet sind, und zwar alle #-mal.

Die Gruppe D ist eigentlich nichts anderes, als die zum Normal-
teiler E, G,, Gy, ..., G, gehorige Faktorgruppe. Sie ist mit dieser
holomorph.

Offenbar ist jede Gruppe mit sich selber holomorph. Weiter ist jede
Gruppe mit der Gruppe isomorph, die nur aus dem Einheitselement K be-
steht. Zu 4 ist eben E, zu B ebenfalls E und zu 4 B auch E.E = E
zugeordnet. In diesem Falle artet der Normalteiler in die ganze Gruppe aus.

Zu jeder Substitutionsgruppe ist eine A belsche Gruppe isomorph. Man
stellt die Isomorphie her, indem man jeder Substitution den Wert ihrer Deter-
minante zuordnet. Was ergibt dies im Falle des Beispiels () des voran-
gehenden Kapitels?

Hiermit schlieSen wir die abstrakte Theorie der endlichen
Gruppen und gehen auf jhre Darstellungstheorie iiber. Mit den
kontinuierlichen Gruppen werden wir uns noch einmal im X. Kapitel
beschéftigen. Es sei bemerkt, daB hier nur die Anfinge dieser in
der Einfachheit der Gedankenfiihrung so sehr eindrucksvollen Theorie
besprochen wurden. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man bei
A, Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, sowie
in Webers bekannter Algebra. Wir wollen aber hier micht linger
bei diesem Thema verweilen und wollten auBer dem, was fiir das
Folgende notwendig ist, nur das besprechen, was zur Erlangung einer
gewissen Sicherheit bei dem Arbeiten mit Gruppen notwendig er-
scheint.
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IX. Allgemeine Darstellungstheorie

Die Darstellung ') einer Gruppe ist eine zu ihr isomorphe
Substitutionsgruppe [Matrizengruppe mit quadratischen?) Matrizen],
also eigentlich eine Zuordnung je einer Matrix I (4) (oder 4)
zu jedem Gruppenelement 4, und zwar so, daf

D(4) D(B) = D(4AB) 1)
sei. Wenn alle Matrizen, die zu verschiedenen Gruppenelementen
zugeordnet sind. verschieden sind, so ist die Matrizengruppe zur
dargestellten Gruppe holomorph, die Darstellung treu. Somst
miissen — wie im vorangehenden Kapitel auseinandergesetzt —
die Gruppenelemente, denen dieselbe Matrix entspricht, die auch
der Gruppeneinheit zugcordnet ist, einen Normalteiler bilden und
die Darstellung ist eigentlich die (treue) Darstellung der Faktor-
gruppe dieses Normalteilers.

Umgekehrt kann man aus jeder Darstellung einer Faktorgruppe
eine derartige Darstellung der ganzen Gruppe bilden. Die Elemente
der Faktorgruppe sind die Nebengruppen eines Normalteilers, und
man kann allen Elementen der Gruppe, die diese Nebengruppe
bilden, dieselbe Matrix, und zwar diejenige zuordnen, die der Neben-
gruppe als einem Element der Faktorgruppe in der Darstellung
dieser zugeordnet war.

Natiirlich ist jede Matrizengruppe ihre eigene (treme) Dar-
stellung. Weiter kann man offenbar jedem Gruppenelement die
Matrix (1) zuordnen, und wir haben es mit der trivialen Isomorphie
einer jeden Gruppe mit der Gruppe zu tun, die lediglich die Ein-
heit enthdlt. Im Beispiel (1), Kap. VII, haben wir eine (treue)
Darstellung der symmetrischen Gruppe von drei Dingen, eine
weitere (nicht treue) Darstellung erhilt man z. B., indem man jedem
Gruppenelement die darunterstehende Matrix zuordnet.

E A B C D F
M (=) (=) (=1 @) (1) (1)

!) Genauner sagt man: ,Darstellung durch lineare Substitutionen“.

%) Die Zeilen und Spalten der quadratischen Matrizen, die die Dar-
stellung bilden, sollen immer in der gleichen Weise numeriert sein. AuSerdem
gelte dieselbe Numerierung fiir alle Matrizen derselben Darstellung, damit
die Matrizenmultiplikationen immer eindeutig definiert sein sollen. Wir
wollen hieran bei allen Darstellungsmatrizen festhalten.
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Sie ist eigentlich eine (treue) Darstellung der Faktorgruppe, die
zum Normalteiler E, D, F gehtrt. Die Faktorgruppe hat zwei
Elemente, den Normalteiler E, D, F und ihre Nebengruppe 4, B, C.
Dem ersten Element der Faktorgruppe entspricht die Matrix (1),
dem zweiten die Matrix (— 1).

Die Anzahl der Zeilen und Spalten in den Darstellungs-
matrizen nennt man die Dimension der Darstellung. Man kann
aus einer Darstellung einer Gruppe dadurch eine neue Darstellung
machen, da man jede Matrix der Darstellung ein und derselben
Ahnlichkeitstransformation unterwirft. Das #ndert an den Multi-
plikationseigenschaften der Matrizen gar nichts und der ganze
Charakter der Darstellung bleibt dabei erhalten. Zwei Darstellungen,
die so auseinander hervorgehen, oder, was damit gleichbedeutend
ist, die man ineinander transformieren kann, nennt man squivalent
und sieht sie als nicht wesentlich voneinander verschieden an.

Aus zwei Darstellungen kann man auf mehrere art und Weise
eine neue Darstellung bilden. Die einfachste ist wohl die, daB
man die beiden Darstellungen einfach aneinanderreiht. Besteht die
erste Darstellung aus den Matrizen D (4,), D (4,), ..., D(4,),
die zweite aus den Matrizen D’'(4,), D'(4,), ..., D'(4s), so
besteht die neue aus den Ubermatrizen
(PU) 0y (D) o ) (P o ) o

0 DU \ o D@ '\ o D4y
Unterwirft man diese neue Darstellung noch einer Ahnlichkeits-
transformation, so sieht man ihr die Entstehung aus zwei Dar-
stellungen nicht mehr ohne weiteres an. Darstellungen, die auf
diese Weise aus anderen Darstellungen entstehen, nennt man redu-
zibel. Reduzible Darstellungen lassen sich durch eine Ahnlich-
keitstransformation immer auf die Gestalt (*) bringen, sie sind mit
einer Darstellung der Form (*¥) #quivalent. Darstellungen, fiir
die dies nicht moglich ist, heifen irreduzibel. Natiirlich ist jede
Darstellung reduzibel, die durch blofe gleichzeitige, fiir alle Matrizen
gemeinsame Umnumerierung der Zeilen und Spalten in die Form (¥)
gebracht werden kann. Eine solche Umnumerierung 148t sich in
der Tat durch eine Ahnlichkeitstransformation erreichen. Will
man die j-Zeile und -Spalte zur j-Zeile und -Spalte machen, so
nehme man zu § die Matrix 8y, == 0,7, dann ist (§—1);,, = 0jm, da

X8 (8 Nij = S 8idf; = by



IX. Der Einheit entspricht eine Einheitsmatrix 81

ist. Weiter wird

A=8148; A;; = X 0 Ani 07 = 4ji.
mk

Jedes Matrizensystem ist also reduzibel bzw. schon ausreduziert,
bei der Zeilen und Spalten so in ,ungestrichene“ und ,gestrichene“
eingeteilt werden kénnen, daf an den Kreuzungspunkten von ,un-
gestrichenen“ Zeilen und ,gestrichenen* Spalten oder umgekehrt
lanter Nullen stehen. Man kann dann die ,ungestrichenen* Zeilen
und Spalten zu den ersten machen und erhilt die Form (*) fiir die
Darstellung.

Im folgenden wollen wir uns auf Darstellungen mit Matrizen
mit nichtverschwindender Determinante beschrinken. Dann
haben alle Matrizen I) (4) eine Reziproke. Jedes Element A der
Gruppe mit der Einheit £ der Gruppe multipliziert, ergibt das
Element A wieder: jede Matrix I)(4) der Darstellung mit der
zur Einheit zugeordneten Matrix DD (E) multipliziert, ergibt 1D (4)
und es folgt

D(4).DE)= D4); DE) =1 @)

DerEinheit der Gruppe ist dieEinheitsmatrix zugeordnet.
Das Produkt reziproken Elementen zugeordneter Matrizen 1D (4)
und D (47Y) ist D (E) =— 1. Daher ist

D). D(4-1) = 1; DA~ = [DA)]! 3)

und es ist
DA™Y = D(4), (3a)
wenn die Matrizen der Darstellung unitir sind.

Satz 1. Jede Darstellung mit Matrizen mit nichtverschwin-
dender Determinante 148t sich durch eine Ahnlichkeitstransformation
in eine Darstellung transformieren, deren Matrizen alle unitir sind.

Die Matrizen der Darstellung der Gruppe der Ordnung % seien
Ay, A, Ag, ..., Ap. (Unter den A,, ..., Ap koénnen auch
gleiche vorkommen, wenn die Darstellung nicht trew ist.) Dann
bilde man die hermiteische Matrix H durch Summation iiber alle
Gruppenelemente

h
4,4, =H O]
x=1

Wigner, Gruppentheorie 6
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Die hermiteische Matrix H lasse sich durch die unitire Matrix U
auf die Diagonalform d bringen

d=U"'"HU = > U4, AU

- b
= S\U-14, U(U-14,0) = S 4,4} ®

Die Diagonalmatrix @ hat lauter reelle positive Diagonal-
elemente, z. B. ist

dy = > z(zx)kj (Zx):j = > 2 l(zx)kj|27
x j x
das nur Null sein kionnte, wenn bei diesem k fiir alle j (und %)

(A)xj = O wire. Dann wire aber eine ganze Zeile von A,
Null, also auch seine Determinante, also auch die von A,, ent-
gegen der Voraussetzung. Man kann also aus d in eindeutiger
Weise dY/2 und d@—'/2 bilden, indem man aus den Diagonalgliedern
die Quadratwurzel zieht bzw. die — !/,-Potenz bildet und den
positiven Wert davon nimmt. Dann sind d'/z und d~'lz reelle
Diagonalmatrizen: d'zt = d'2; d—'t = d—'2. Aus (5) er-
hilt man
1=d 'S4, Ald "
x

und fir jedes A; mit A4, = d—' A, d'"
A4} = a-h A, @ . (d-'r S 4, AL a1 @' Afdie

. 6
= d-"1 > A, A, A, A} d— . ©)

Nun ist wegen der Gruppemeigenschaft der A,, da A, 4, fir
x =1, 2, ..., h zwar in anderer Reihenfolge, aber ebenfalls alle

Matrizen 4,, As, -.., Ap durchliuft (S. 66),
S 4,4, 4, 4)0 = S 4, 4]
und demgemiB " ’
4,4 =a S Aa =1 )

also 1ist _
A, =d U4, U a:

unitér.
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Satz 2. Eine mit allen Matrizen einer irreduziblen Dar-
stellung vertauschbare Matrix ist eine konstante Matrix, d.h. ein
Vielfaches der Einheitsmatrix.

Wieder kénnen wir annehmen, dal die Darstellung in unitirer
Form vorliegt, da ja eine Ahnlichkeitstransformation die Einheits-
matrix und ihre Vielfathe ungeindert 148t. Dann sei M ver-
tauschbar mit allen 4,, As, ..., 4, also

AM = MA4, x=1,2,... h). ®8)
Gehen wir zur adjungierten Gleichung iiber, so erhalten wir

Mt A, = A}t
und vorne sowie hinten mit A4, multipliziert, wegen A, Al
= Ald4, =1
AM = M4, x=1,2,...,%), )

es ist also nicht nur M, sondern auch Mt ist mit allen 4 ver-
tauschbar, also auch das hermiteische Hy; — M + Mt und
H;y = i(M — M?'). Es geniigt nachzuweisen, da8 jede mit
allen A4, vertauschbare hermiteische Matrix eine konstante Matrix
ist, dann muB ndmlich Hy und Hj; ein Vielfaches der Einheit sein,
also auch 2 M = Hy— i H,.

Ist aber die Matrix M in (8) hermiteisch, so kann man sie
mit einer unitiren Matrix ¥V auf Diagonalform d —= V-1 MV
bringen und erhilt, wenn man noch 4, = V-1 A4,V setzt (die 4,
bleiben dabei unitir),

Ad,d=dd4, @x=12,...,h. (10)
Wiirde die Diagonalmatrix d nicht lauter gleiche Diagonalelemente
haben, so miiften an den den Kreuzungspunkten verschiedener

Diagonalelemente entsprechenden Punkten in allen A, lauter Nullen
stehen. Aus

(Zx)kj d;; = dy; (Zz)kj

folgt fiir d;; o dyy auch (A ;== 0, so daB die Darstellung im
Sinne der Ausfilhrungen auf S.81 reduzibel wire. Da dies nicht
der Fall ist, sind alle d; gleich, d, also auch VdV—1! — M ist
eine konstante, mit jeder Matrix vertauschbare Matrix.
Die soeben gegebene Ableitung des Satzes 2 lehrt uns nicht
nur, daf die Darstellung reduzibel sein muB, wenn eine nichtkonstante
6%
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Matrix mit der ganzen Darstellung vertauschbar ist, sie zeigt uns
auch, wie man die Darstellung ausreduzieren, in die Form (*)
bringen kann. Dies leistet dieselbe Ahnlichkeitstransformation,
die die ,vertauschbare Matrix“ auf die Diagonalform bringt.

Ist umgekehrt die Darstellung reduzibel, so existieren sicher
nichtkonstante Matrizen, die mit allen Matrizen der Darstellung
vertauschbar sind. In diesem Fall kann man n#mlich die Dar-
stellung durch Ahnlichkeitstransformation mit einer zweckmifig
gewshlten Matrix § auf die Form (¥) bringen. Mit Matrizen der
Form (*) sind aber alle Matrizen

al O
M= < 0 a 1>
bei beliebigem @, a’ vertauschbar. Wenn man M mit §—! trans-
formiert, wird es mit den urspriinglichen Matrizen der Darstellung,
die ebenfalls durch Transformation mit 8—1 aus den Matrizen der
Form (¥) hervorgehen, vertauschbar.

Existiert eine nichtkonstante, mit allen Matrizen der
Darstellung vertauschbare Matrix, so ist die Darstellung
reduzibel, existiert keine, so ist sie irreduzibel.

Satz 3. Sind zwei Darstellungen D® (4,), D® (4y), ...,
DD (4;) und DO (4,), D (4,), ..., D® (4;) derselben Gruppe
der Dimension 1, bzw. I, irreduzibel und existiert eine Matrix M
mit 7, Spalten und I, Zeilen, so daf

MD®4,) = D9 4,) M x=12,...,h), (11)

so muB bei I, = I, die Matrix M eine Nullmatrix sein. Istl, =1,
80 ist M entweder eine Nullmatrix, oder eine Matrix mit nicht
verschwindender Determinante. Im letzteren Falle hat M eine
Reziproke und die beiden irreduziblen Darstellungen sind mitein-
ander #quivalent.

Zunschst konnen wir annehmen, daf die Darstellungen bereits
in unitarer Form vorliegen. Wire das ndmlich nicht der Fall,
so konnten wir sie durch § bzw. R in diese Form transformieren
und aus (11) wiirde

R MS.81DW4)S = R 'D®(4)R.BR—*M8S
R 'MS.DY(4,) = D®(4,). R—* M8
folgen, wo wir fir R—1 M 8§ wieder M setzen konnten.

(12)
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Nehmen wir weiter an, daB 7, <1, ist. Wire I, > 1,, so
gingen wir zur transponierten Glelchung von (11) iiber, am folgenden
wiirde sich dadurch nichts #ndern. Schreiben wir die Adjungierte
von (11) auf, so ist wegen der Unitaritdt DW (4,)t —= D® (4,)—?
— DO (4;1) und DO (4,)} = DO (43"

DO (4;Y Mt = Mt DO (4;1). (13)

Da (11) fiir alle Gruppenelemente, also auch fir A;! gilt,
folgt aus (13) links mit M multipliziert

M D® (A;")Y Mt = M Mt D® (471, 14
DO A Y MMt = MMt D® 4, (1)
d. h. das hermiteische M Mt ist mit allen Darstellungsmatrizen
DO (4), D?(4,), ..., D® (4,) vertauschbar. Es muf daher
ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein:
MMt =cl (16)
Ist jetzt die Dimension der beiden Darstellungen ID®W und D®
gleich, I, = 1,, so ist entweder ¢ 5= 0, dann ist die Determinante
|¢ 1| = ch picht Null und daher verschwindet auch die von M
nicht, M hat eine Reziproke. Ist aber ¢ = 0, so ist M M+t = 0
die Nullmatrix, was in den Koeffizienten ausgeschrieben

2 MM\, =0 (17
lautet. Setzen wir { — j, so ergibt dies
2|Miklg = 01 (18)
£

woraus auch M, = O folgt, da kein | M;;|? negativ sein kann,
also auch keines positiv sein darf.

Ist dagegen die Dimension der beiden Darstellungen nicht
dieselbe, so ist auch M nicht quadratisch, sondern, da 1, <1,
nach unten gestreckt. Wir konnen sie aber mit lauter Nullen zu
einer quadratischen machen:

M, M,,... M;,0...0

M, My, ... My 0...0

N = (19)

My, My, ... My, 0...0
Dabei bleibt N Nt =— M M. Da aber die Determinarite von N°
offenbar Null ist, muf auch die von ¥V Nt — M M, also auch
das ¢ in (16) verschwinden, so daf wieder (17) und (18) gilt.
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Damit haben wir Satz 3 vollkommen bewiesen.

Satz la. Wenn zwei beliebige Darstellungen A,, 45, ..., 4,
und B;, By, ..., B, derselben Gruppe in unitdrer Form vorliegen und
miteinander #quivalent sind, d. h. wenn eine beliebige Matrix M existiert,
so dafl

MA M = (x=1,2,..., k), (20)

x

dann kann man die beiden Darstellungen auch unitdr ineinander tranms-
formieren. Es existiert dann auch eine unitdre Matrix U, fir die

UA, U = B, (*x=1,2,..., h) (21)
gilt.
Aus (20) folgt
MA, = B M x=12,..., h) (22)

und daraus, ebenso wie vorher, daf M Mt mit allen Matrizen der zweiten
Darstellung vertauschbar ist,

B MMt = MMtB, («x=12,...0h). (222)

Eine Abnlichkeitstransformation mit ihr 1iBt die zweite Darstellung iiber-
baupt ungeiindert. Dies legt den Gedanken nahe, die erste Darstellung an
Stelle von M mit K M zu transformicren, wo K das M Mt oder etwas
Ahnliches ist, was mit allen Matrizen B, vertauschbar ist, so da KM
in (20) an Stelle von M gesetzt werden kann. Natiirlich werden wir

dieses K so bestimmen, daf K M unitir werde, d.h.

MtKtEM =1; KtK = Mt-1M! = (MMt)"! (23)
ist. Daher muB nicht K selber, sondern — wenn es hermiteisch ist —
seine — 2 Potenz M Mt sein. Es handelt sich also wieder darum, aus
M M+t gewissermafen die — 1/, Potenz zu bilden. Da M Mt hermiteisch
ist, 1dBt es sich mit einer unitdren Matrix ¥ auf die Diagonalform bringen:
es sei

V-1MMiV =d; MMt =VdV—1, (24)

und die Diagonalelemente von d sind, wie bei Satz 1, alle positiv, so daB
man ebenso wie dort d—1'/2 bilden kann. Diese ist eine Diagonalmatrix
mit lauter reellen positiven Diagonalgliedern. Nunmehr ist zu erwarten, daf

K =Va—-1'U:¥—1 (25)
erstens mit allen Matrizen B, By, ..., B, vertanschbar ist, und zweitens
U = KM nunitér ist. Dann wirde aus (20) wegen K B, K—1 = B
auch folgen:

UVA U1 = KMAM-1K-1 = KB, K-1 = B,.
In der Tat ist nun wegen (22a) und (24)

B, VdV—-1 =¥d¥V-1B,; V-1B,¥Vd = dV-1B,V, (26)
80 dafl die Diagonalmatrix d mit allen ¥—1 B ¥ vertauschbar ist. Daher
stehen an den Kreuzungspunkten solcher Zeilen und Spalten, deren

x
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Diagonalelemente in & verschieden sind, in allen ¥—1B, ¥ Nullen. Dann
sind diese Matrizen aber auch mit d—1'/2 vertauschbar, weil in d—'/2 nur
jene Diagonalglieder verschieden sind, die schon in @ verschieden waren.
Daher ist

V-1B Vd—-'l: = d-'2¥V-1B,V; B, K= KB, 27)
K ist tatsdchlich mit allen Darstellungsmatrizen By, By, ..., B, ver-
tauschbar. Zweitens ist

UUt = KMMtKt =Vd-":V-1MMtV-1td-2t¥Vt (28)
und wegen (24) und weil ¥ unitir, d—'/2 aber hermiteisch ist (reelle
Diagonalmatrix):

UUt =Vd-th:dd-":¥Vt =VVt =1, (29)
also U unitir.

Die Bedeutung dieses Satzes liegt in der Tatsache, dal man sich
iiberhaupt auf unitire Ahnlichkeitstransformationen beschrinken kann,
solange man nur mit unitiren Darstellungen operiert.

Satz 4. Der vierte, praktisch von allen wichtigste Satz ist
die Orthogonalititsrelation der Koeffizienten irreduzibler Dar-
stellungen.

Sind

DD (E), DD (4y), ..., DV (4y)
und

D® (E), D®(4), ..., D@ (4,)

zwei nicht dquivalente irreduzible Darstellungen derselben Gruppe,
die beide in unitdrer Form vorliegen, so gilt fiir alle Koeffizienten
pv bzw. ¢ f

% D (Ryiy D® (R)ag = 0, (30)

wo die Summation, wie angedeutet, iiber alle b Gruppenelemente E,
4,, ..., 4; zu erstrecken ist?).
Fiir die Koeffizienten einer unitiren, irreduziblen Darstellung gilt

S! DO, DO B = 1 8y B 31
1

wo h die Ordnung der Gruppe, !, die Dimension der Darstellung
DO (R) ist.

Satz 4 entspringt der Tatsache, daf man wegen der Gruppen-
eigenschaft der Darstellung scheinbar leicht viele Matrizen M

1) R (und spiter auch §) ist i folgenden immer eines der Gruppen-
elemente £ = A4,, 4,, ..., Ah_
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konstruieren kann, die die Gleichung (11) oder (8) befriedigen ; unsere
Gleichungen (30) und (31) driicken dann die Tatsache aus, daf eine
Matrix, die (11) befriedigt, die Nullmatrix sein mu8, eine, die (8)
befriedigt, eine Vielfache der Einheitsmatrix ist.

Eine Matrix, die (11) befriedigt, ist bei beliebigem I,-spaltigem,
ly-zeiligem X die Matrix

M = 3 D9R) X DV(R)—
R
Es ist ndmlich
DOS) M = >, D®(S) D®(R) X DV (R)—?
R
= > DS R) X DV(SR)~1 DV(S).
R

Nun ist wegen der Gruppeneigenschaft
> D®(SR) X DYSR—! = > DOR) XDVR~'= M.
R R
Es kommen ja links und rechts dieselben Matrizen, nur in ver-
schiedener Reihenfolge vor. Daber ist
DOS) M = M DWY(S), (11a)

woraus nach Satz 3 folgt, da M die Nullmatrix sein muf. Es
ist also bei beliebigen X,;

M., = 2> D (R)ay X DD (R, = 0.

xA R

Setzt man hierin alle X,,; == 0, nur ein hervorgehobenes Xg =1,

so erhdlt man die etwas verallgemeinerte Gleichung (30)
ZD(Q)(R)aﬂ Dw(R-Y),, = 0, (30a)
R

wo D (R) und DD (R) zwar irreduzibel, aber nicht in unitdrer

Form sein missen. Sind die Matrizen D® (R) unitir, so ist

DO(R—1Y) = DO (R)~1 = DW(R)
und (30a) geht in (30) iiber.
Um noch (31) zu beweisen, nehmen wir bei beliebigem X

M — 21)(1) (R) X DW (R—Y)
R

an. Dieses M ist mit allen D® (S) vertauschbar.
DW ()M = ED(D (S) D® (R) X D (R—1)
R

= >, DV (SR) X DY [(SR)~!] DW (S) = M D® (8),
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so daB M ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein muf. Es ist
21 g DY (R),, X5 DO (B~ == ¢ 0,0,

wo ¢ von y und u’ unabhingig ist, von den X,; aber noch abhangen
kann. Wihlen wir wieder ein X, = 1, lassen aber alle anderen
verschwinden, so erhalten wir, wenn wir das diesem System von X, ;
entsprechende ¢ mit ¢,,, bezeichnen:

% D (_R)‘“’ _D(l) (R— 1)7:#1 = Cyy 6’“‘!.

Zur Bestimmung der c,, setzen wir y — gy’ und summieren
iiber w von 1 bis 1. Wir erhalten wegen der Multiplikations-
eigenschaft der Darstellungen, sowie wegen D (E),, = 0,,

> S DY (B Yy, DO (B)y, = S DV (B)y, = hd,,
u R R
= ';;: Cyyt 3““ = Cyy 11.

so daB ¢,,s == 0,, A/, ist. Wir haben wieder das etwas verall-
gemeinerte (31)

% DO (R),, DO (B~Y),, = zﬁ%' Oyvrs (31a)
1

die sich fiir eine unitdre Darstellung in der Form (31) schreiben 1iBt.
‘Die Zahlen
D (Al)yv == n.(‘,i‘:); D (Ag)uv = DS‘!‘:); .oy DW (Ah) ("”)
kann man als die Komponenten eines % dimensionalen Vektors 0
auffassen, dessen Komponenten nach den Gruppenelementen benannt
sind. Dann bedeutet (31), da die hermiteische Linge dieses Vek-
tors Vh—/l; ist, und daB je zwei verschiedene dieser 13-Vektoren auf-
einander orthogonal sind. Ebenfalls orthogonal sind nach (30)
diese Vektoren auf alle Vektoren w [mit w'f ﬁ) = D® (Al),,lg,
mfff ) = DO (Aapy -« m(ar?) = D® (A,,)aﬂ] die aus einer
anderen irreduziblen Da.rstellung auf shnliche Weise hervorgehen.

Die. schon ofters betrachtete Darstellung der symmetrischen Gruppe
von drei Dingen:

p® =% pw=(_") pw= (%V%-;‘%Vg),
D) =(_ 25§‘V§> Dlw)lr ;Vg %_V) t
-1 -1y3
Dm:(;v% —2%)
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jst irreduzibel. Wire sie nimlich reduzibel, d.h. kénnte man alle Matrizen
mit derselben Ahnlichkeitstransformation auf die Diagonalform bringen, so
miiBten alle Matrizen vertauschbar sein, da sie es in der Diagonalform wiren.
Dies ist jedoch nicht der Fall, wie man x. B. aus

D(A)D(B)= D(D), D(B)D(4) = D(F) 3= D(D)

ersieht. Nach Satz 2 darf nur ein Vielfaches der Einheit mit allen Matrizen (1)
vertauschbar sein. Mit D (4) ist nur eine Diagonalmatrix vertauschbar,
mit D (B) ist aber diese Diagonalmatrix nur vertauschbar, wenn die beiden
Diagonalelemente gleich sind. Also sind schon mit D (4) uod D (B) nur
Vielfache der Einheitsmatrix vertauschbar. Nach (31) miissen die vier

Vektoren p, p'?, p®0, p@®

ngx) = 1; DSD = 1; l)5!1;1) — _%; D(Cp) — _12;
=k =

=0 P =0 =1 =i
o = 1 =116

=0 WP =0 =1 = L1
R L

T T L T
= b o= -

aufeinander paarweise orthogonal sein. Z.B. ist
(60, 097) =1.041.0 + -3 318+ -3} B+ -4 1B +- -} 1B =0
Ihre Linge muf Vall = V62 = 3 betragen. Z. B. ist
(00, o) = 0 f 04243142 =5,
Um noch Beispiele fiir (30) zu sehen, betrachten wir die offenbar irre-
duzible Darstellung derselben Gruppe von S:

D(E) = (1); D(4) = (-1); D(B) = (-1); D(O) = (- 1);
D(D) = (1); D(F) = (1)
und die triviale Darstellung durch lauter (1):
D(E) = (1); D(4) = (1); D(B) = (1); D(0) = (1);
DD) = (1); DF) = (1).
Alle vier Vektoren p miissen sowohl aut den Vektor wy, = D (R);,
wie auch auf den Vektor 3, = D(R),; = 1 senkrecht stehen. Z.B. ist

@,w)=1-14+—1.—14+1. —141. 1421421 =0

|

} (+H)
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Betrachten wir nunmehr alle irreduziblen Darstellungen einer
Gruppe: D (R) habe die Dimension 1,; D® (R) die Dimension I,;
D (R) die Dimension Il;; usw. ... IDX9(R) die Dimension I, Alle
sollen in unitirer Form vorliegen. Dann la8t sich (30) und (31) zu

T ;
= D0 ®),, |/ D9 @iy 1/—’— = iy Buw O } (32)

(“7”21,27 J,l,(,‘ll——lz . 7.71.7——12 70)
zusammenfassen. Die 13 + I} + <o + 1} h-dimensionalen
Vektoren

W7 = Do (B),,
im Raume der Gruppenelemente stehen im hermiteischen
Sinne orthogonal aufeinander.

Da in einem Raume von h-Dimensionen hochstens h-Vek-
toren aufeinander paarweise orthogonal stehen k&nnen, folgt, daB
W+13+-.-4 1, die Summe der Quadrate der Dimensionen aller
miteinander nichtdquivalenten irreduziblen Darstellungen hochstens
gleich der Ordnung der dargestellten Gruppe ist.

In Wirklichkeit 148t sich zeigen, daB die Summe der
Quadrate 12 413 +--- + 17 = h genau gleich der Ordnung
der Gruppe ist. Auf den Beweis dieses Satzes soll aber hier
verzichtet werden.

Wir formen die Gleichung (32) noch etwas um. Bezeichnen
wir die Diagonalsumme der Matrix DO (R) mit @ (R), also

L
19 (R) = S) DY (B),,
p=1
Das Zahlensystem, die h-Zahlen yO (E), 3 (4y), ..., g9 (4y)
nennt man den Charakter der Darstellung DO (R). Das
Charakterisieren einer Darstellung mit dem Charakter hat den
Vorteil, daB sie Ahnlichkeitstransformationen gegeniiber
invariant ist. Nach (32) ist

. h
ER DY (R),,. DI (R = T 87 O,

was liber g von 1 bis I; und iiber ' von 1 bis lj: summiert

zan(R)x(j')(R)*——ﬁh 2 S =218y 2 1=hd;; (33)

= 1
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ergibt. Auch die Charaktere 4@ (R) bilden ein ortho-
gonales Vektorensystem im Raume der Gruppenelemente.
Hieraus folgt auch, daB zwei nichtiquivalente irreduzible Dar-
stellangen nicht dasselbe Charakterensystem haben konnen, irre-
duzible Darstellangen mit gleichen Charakteren sind #quivalent.

Die Gleichung (33) 148t sich noch etwas weiter umformen,
wenn man die Charaktere 3 (R) und 4 (S) vergleicht, die zu
zweil Elementen R und S derselben Klasse gehoren. Es gibt dann ein
Gruppenelement T, das R in S transformiert. Ist aber 7-1RT =3,
80 ist auch DO (T)—1 DV (R) DY (T) = DWW (S), so daB auch
D@ (R) in DD (S) transformiert werden kann. Daraus folgt
aber, daB die Spur y@ (R) der Matrix D@ (R) gleich der Spur 3@ (S)
der Matrix DU (S) ist, zu Elementen derselben Klasse ge-
horen gleiche Charaktere. Es geniigt also, um das Charakteren-
system anzugeben, den Charakter je eines Elementes jeder Klasse
der Gruppe anzugeben; den anderen Elementen derselben Klasse
entspricht derselbe Charakter. Man kann daher diese Zahl als den
Charakter der Klasse bezeichnen. Besteht die ganze Gruppe, um
deren Darstellung es sich handelt, aus %k-Klassen C,, C,, ..., C;
mit je g,, 95, ..., gx Elementen (g, + g, + --- + g, = h), so ist
der Charakter einer Darstellung bereits durch die k-Zahlen 3@ (C,);
219 (Cy), ..., 29 (Ci) gegeben. Wir konnen diese Zahlen an Stelle
der yW(R) in (33) einfiihren und erhalten, indem wir bei der
Summation tiber die h-Gruppenelemente zuerst iiber die g,-Elemente
derselben Klasse (die entsprechenden g,-Glieder sind alle gleich),
dann iiber alle k-Klassen summieren:

k
S €1 €t = My

oder
v —
egl A (09) V%Q gy (Co* ‘/g%, = 8. (34)

Die normierten Charaktere 4% (C,) 92 bilden schon im
4 (] 7

k-dimensionalen Raume der Klassen ein im hermiteischen
Sinne orthogonales Vektorensystem.

Die Gleichungen (30), (31), (33), (34) sind die wichtigsten
Gleichungen der Darstellungstheorie, auf diese werden wir immer
wieder zuriickgreifen miissen.
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Die Charaktere der Darstellungen (t), (+t), (1) sind

1B =2; fd = 0; yB = 0; fO = 0; gD =—1; s =-1
iB=1; fd=—1; ;B =—-1; 7O= -1, 7D = 1; zO= 1
B =1; 7= 1; 7B = 1; 7O0= 1;7D)= 1; 7= 1

D, F und A4, B, C sind in derselben Klasse, ihnen entspricht derselbe
Charakter. Man kann daher die Charaktere zusammenfassen:

2B = 2; xU4,B,0) = 0; xDF) = —1;
B =1, F4BO = _—_1; FDF = 1;
7E = 1; 7¥4,B0 = 1; FDO,FMN = 1.

Die normierten Charaktere ‘/%’ x® (C,) sind orthogonal zueinander. Z.B. ist
fiir y und y ’
VieVit+VioVi-—n+Vi—n¥ir1=o

Da es nicht mehr als % orthogonal-normierte %-dimensionale Vek-
toren geben kann, folgt, daB die Anzahl ¢ der miteinander nicht-
dquivalenten irreduziblen Darstellungen hdchstens gleich der An-
zahl k der Klassen der dargestellten Gruppe ist. In Wirklichkeit
ist diese Zahl immer erreicht, es 148t sich zeigen, daf die Anzahl
der nichtiquivalenten irreduziblen Darstellungen einer Gruppe
gleich der Anzahl der Klassen dieser Gruppe ¢ — & ist.

Ein Beispiel haben wir hierfiir schon in den auf S.89—90
gegebenen drei Darstellungen der symmetrischen Gruppe dritten
Grades gesehen; die Gruppe besteht aus den drei Klassen E; 4, B, C;
D, F und kann also aufler den angefithrten keine weiteren irredu-
ziblen Darstellungen haben. Die Dimensionen der Darstellungen sind
2, 1, 1, in der Tat ist 2% 4 12 4 13 — 6 die Ordoung der Gruppe.

Ausreduzieren einer Darstellung. Bisher hatten wir
uns ziemlich regellos mit reduziblen und irreduziblen Darstellungen
befaBt. Die Sidtze 1 und 1la bezogen sich auf beliebige, die
Satze 2, 3 und 4 [unter anderen die Gleichungen (30), (31), (33),
(34)) auf irreduzible Darstellungen.

Die Wichtigkeit der irreduziblen Darstellungen beruht darauf,
daB jede Darstellung sich in eindeutiger Weise in irreduzible zer-
legen, d.h. durch Ahnlichkeitstransformation mit einer zweckmiBig
gewiahlten Matrix ,ausreduzieren“, in die Gestalt

DO@E 0 ... 0
o DU®... O (**)

0 0 ...D9(R)
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bringen l4Bt, wo die D (R) nunmehr irreduzible Darstellungen,
die irreduziblen Bestandteile der urspriinglichen Darstellung sind.
Ist eine Darstellung ID (R) nicht schon selber irreduzibel, so
1468t sie sich (d. h. alle ihre Matrizen lassen sich) auf die Gestalt (¥)
= D’ (4,) 0
)= poan) *
transformieren. Nunmehr sind entweder beide Teile D' (4,) und
D" (A,) irreduzibel, oder ist z. B. D" (4,) reduzibel. Dann kann
man I)(4,) einer weiteren Ahnlichkeitstransformation mit

(S 0
o 1)
unterwerfen. So entsteht aus ihr
= . (S1D'(4)8 0
_D(Ax) _'< 0 T—ID”(A,,)T).

War etwa D" (4,) noch reduzibel, so kann man 7' so wihlen, daf
T-1 D" (A,) T die Form (*) hat. Dann hat D (4,) die Form

D' (4,) 0 0
0 D"(4) 0
0 0 DNH (.Ax)

die man, sind noch immer nicht alle drei Darstellungen D', D", D"
irreduzibel, weiter reduzieren kann. Da die Darstellung von end-
licher Dimension ist, muB man sie so schlieflich auf die Form (**)
bringen konnen, wo alle Darstellungen DO, D@, ..., 1D nunmehr
irreduzibel sind. Da mehrere aufeinanderfolgende Ahnlichkeits-
transformationen immer durch eine ersetzt werden konnen, kann
man die vorgelegte Darstellung auch durch eine Transformation
sofort auf die Form (**) bringen. Man nennt diesen Proze8 Aus-
reduktion, (*¥) die ausreduzierte Form.

Fithrt man diese Ausreduktior aus, so wire es mdglich, daB
die irreduziblen Teile D® (R), D (R), ..., D® (R) nicht eindeutig
bis auf Ahnlichkeitstransformationen bestimmt sind, da8 man D (R)
vielmehr auf mehrere Arten ausreduzieren kann. Wir kénnen aber
zeigen, daB dies nicht der Fall ist. Ebenso, wie man eine ganze
rationale Zahl nur auf eine Weise in ein Produkt von Primzahlen
zerlegen kann, sind auch hier die irreduziblen Bestandteile —
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natiirlich bis auf die Reihenfolge — eindeutig bestimmt. Fiir den
Charakter g (R) einer beliebigen reduziblen Darstellung gilt

1(B) = gaij) (B) (R=E, 4, 4,, ..., 4), (38)
=1

wenn es bei einer Ausreduktion in a, irreduzible Darstellungen
DY (R) [mit dem Charakter y® (R)], in a, Darstellungen D® (R)
[mit dem Charakter *®(R)]... usw. zerfallt.

Nun bestimmen aber die h-Gleichungen (35) die Zahlen a,,
Gy, ..., G, vollcommen. Bildet man n#mlich das skalare Produkt
von (35) mit U (R), d. h. multipliziert man mit ) (R)* und sum-
miert iiber alle Gruppenelemente, so erhdlt man wegen (33)

B (B = 2 ey ® B B =hay,  (36)
so daB die ganze Zabl a; eindeutig zu
@ = 1 Sy B B (37)

bestimmt ist. Wie oft eine irreduzible Darstelluag in der
ausreduzierten Form einer Darstellung enthalten ist, ist
nach (37) schon durch den Charakter der Darstellung be-
stimmt. Insbesondere sind also die irreduziblen Bestand-
teile unabhingig davon, wie man die Ausreduktion vor-
nimmt. AuBerdem sehen wir aber, daB zwei beliebige Darstellungen
dquivalent sind, wenn sie denselben Charakter haben. Man kann
sie nimlich ineinander transformieren, indem man sie beide aus-
reduziert. Dann konnen sie sich noch hochstens in der Form der
einzelnen irreduziblen Bestandteile unterscheiden, was man durch eine
Ahnlichkeitstransformation ausgleichen kann, und in der Reihenfolge
der irreduziblen Bestandteile in der Form (**), die man durch eine
bloSe gleichzeitige Umbenennung der Zeilen und Spalten, also auch
durch eine Ahnlichkeitstransformation beseitigen kann.

Da die Gleichheit der Charaktere andererseits notwendig
fiir die Aquivalenz zweier Darstellungen ist, ist siedienotwendige
und hinreichende Bedingung fiir ihre Aquivalenz, fiirihre
Ineinandertransformierbarkeit.

Fiir die Ineinandertransformierbarkeit zweier eingzelner Matrizen wiirde

dies, daf die Summe der Eigenwerte iibereinstimmt, keineswegs gentigen,
die Eigenwerte miiften auch einzeln iibereinstimmen. Bei zwei Darstellungen
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folgt aber daraus, da8 bei allen h entsprechenden Matrizenpaaren die Summe
der Eigenwerte dieselbe ist, auch, da8 alle entsprechenden Eigenwerte einzeln
iibereinstimmen. Es geniigt sogar etwas weniger. Da die Charaktere aller
Gruppenelemente derselben Klasse in jeder Darstellung gleich sind, geniigt
schon die Gleichheit der k-Zahlen x(C;) = x'(Cy), x(Cs) = x'(Cy), - .-,
2 (G) = x' (C,) tir die Aquivalenz zweier Darstellungen mit den Charakteren
x und yx'.

Wir wollen noch eine Formel iiber die Anzahl der in einer Darstellung
enthaltenen irreduziblen Bestandteile ableiten. Nehmen wir das skalare
Produkt von (35) mit sich selber, so erhalten wir

Sk®BLE= S e; 4 B S a; 29 (R)*
2 E 4 3’ (38)

L Ezhaﬁ,ajaj, = IlZajﬁ.
i g J

Die Summe der Absolutwertquadrate der Charaktere einer Darstellung
ist gleich der Ordnung k der Gruppe, multipliziert mit der Summe der
Quadrate der Anzahlen s wie oft die einzelnen irreduzitien Darstellungen in

dieser Darstellung enthalten sind. Fiir eine irreduzible Darstellung hat also
die Summe

S k(RP=h (38a)
R

den kleinstmoglichen Wert 4, und es folgt umgekehrt aus dem Bestehen
von (38a), daff die Darstellung mit der Spur x (R) irreduzibel ist, da sie
wegen (38) nach der Ausreduktion nur einen Bestandteil enthilt.

In vielen Fidllen geniigen schon die allgemeinen Sitze zur expliziten
Angabe der irreduziblen Darstellungen. Besonders die beiden von uns nur
teilweise bewiesenen S#tze iiber die Anzahl der nichtiquivalenten Dar-
stellungen (gleich Anzahl dér Klassen) und iiber die Summe der Quadrate
ihrer Dimensionen (gleich der Ordnung der Gruppe) leisten dabei gute Dienste.
In den meisten Fillen allerdings sind dazu noch weitergehende, spezielle
Untersuchungen notwendig.

Zunichst bei Abelschen Gruppen bildet jedes Element eine Klasse fiir
sich, die Gruppe hat so viele Darstellungen wie Elemente. Da die Summe der
Quadrate aller Darstellungen ebenfalls gleich ihrer Ordnung ist, ist jede
irreduzible Darstellung von der Dimension 1.

Weiter ist die schon am Anfang betonte Tatsache zu beachten, daf
jede Darstellung einer Faktorgruppe auch eine Darstellung der ganzen Gruppe
ist. So hat z. B. die schon oft besprochene symmetrische Gruppe von
drei Elementen einen Normalteiler E, D, F, die Faktorgruppe ist von der
Ordnung 2, ist also abelsch und hat zwei Darstellungen von der Dimension 1.
Da die ganze Gruppe nur drei Klassen hat, hat die Gruppe nur noch
eine irreduzible Darstellung, und diese muf zweidimensional sein, damit
12413 4 22 = 6 sei.

Die verschiedenen irreduziblen Darstellungen spielen in der Quanten-
mechanik eine besonders wichtige Rolle, weil sie zur Charakterisierung der
verschiedenen Termsysteme dienen, die Terme gleicher Auswahlregeln usw.
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zusammenfassen. Aber auch von rein .mathematischem Standpunkt aus kann
die soeben gegebene Theorie — sie stammt in erster Reihe von 8. Frobenius,
H. Burnside und J. Schur — als einer der schonsten Teile der Algebra
betrachtet werden. Die Charaktere der Darstellungen enthalten auch einige
interessante Gangzahligkeitsbeziehungen.

X. Kontinuierliche Gruppen

1. Bisher hatten wir es nur mit Gruppen mit endlich vielen
Gruppenelementen, mit endlichen Gruppen zu tun. Unsere drei
Gruppenpostulate (Assoziativgesetz, Einheit, Reziproke) lassen sich
aber auch auf eine unendliche Mannigfaltigkeit von Dingen, auf un-
endliche Gruppen anwenden. Z.B. bilden die dreidimensionalén
reellen orthogonalen Matrizen, die Drehungen im Raume, ein System
von Dingen, die den Gruppenpostulaten geniigen, wehn man die
Gruppenmultiplikation der Matrixmultiplikation gleichsetzt, unter
dem Produkt zweier Drehungen ihre Zusammensetzung versteht.
Eine hnliche Gruppe bilden alle dreidimensionalen Matrizen mit
der Determinante 1, oder mit der Determinante + 1 usw. Alle
diese Gruppen bezeichnet man als unendliche Gruppen im Gegen-
satz zu den bisher betrachteten endlichen Gruppen.

Der Begriff der unendlichen Gruppe wire, wenn man nur die
erwihnten Eigenschaften von den Gruppen verlangen wiirde, fiir
unsere Zwecke etwas zu weit gefaBt. Man konnte z. B. alle zwei-
dimensionalen Matrizen mit der Determinante 1, deren Koeffizienten
alle vier rational sind, zu einer Gruppé zusammenfassen. Ein solches
System wiirde viele Stetigkeitseigenschaften entbehren, die wir
voraussetzen wollen. Deshalb empfiehlt es sich, den Begriff der
Gruppe von dieser Seite etwas einzuengen. Unter einer kontinuier-
lichen Gruppe versteht man ein System von Dingen, Gruppen-
elemente genannt, die durch in einem gewissen Bereich stetig sich
dndernde Parameter gekennzeichnet werden konnen. Es gehort
zu jedem innerhalb des betreffenden Bereiches, gelegenen Werte-
system der Parameter ein Gruppenelement und umgekehrt zu jedem
Gruppenelement ein im Variabilitdtsbereich der Parameter liegendes
Wertesystem dieser.

Gruppenelemente, deren Parameter sich nur wenig unterscheiden,
nennt man ,benachbart. Wenn man die Parameter stetig #ndert,
so sagt man, daB sich das Gruppenelement stetig #ndert. Die
anderen drei Gruppenpostulate bleiben erhalten und werden noch

Wigner, Gruppentheorie 7
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durch Stetigkeitsforderungen verschirft, indem verlangt wird, da8
das Produkt benachbarter Faktoren und die Reziproken benachbarter

Elemente wieder benachbart seien.

Wir werden sogar annehmen, dal die Parameter p, (RS),
Py (RS), ..., po (R S) des Produkts zweier Elemente stetig
differentiierbare Funktionen der Parameter p, (R), p, (R). ...,
Py (R) und p, (S), p,(S), ..., po(S) der beiden Faktoren R und S
sind. Dasselbe werde von der Abhingigkeit der Parameter p, (R ),
Py(BR™Y), ..., py (R™7) von den Parametern von R verlangt.

Gruppen, deren Elemente durch » Parameter gekennzeichnet
werden konnen, nennt man eine n-parametrige Gruppe. Der Varia-
bilititsbereich der Parameter kann einfach oder mehrfach zusammen-
hiéingend sein, oder auch in mehrere getrennte Gebiete zerfallen. Im
letzteren Fall spricht man von einer gemischtkontinuierlichen
Gruppe im Gegensatz zu einfachkontinuierlichen Gruppen, bei
denen der Variabilititsbereich der Parameter zusammenhingend ist.

Betrachten wir z. B. die eingangs erwidhnte Gruppe der Drehungen im
dreidimensionalen Raume, die dreidimensionale Drehgruppe. Lin Element der
Gruppe, eine reelle dreidimensionale orthogonale Matrix, 148t sich natiirlich
anch durch Angabe ihrer neun Koeffizienten charakterisieren. Diese konnen
aber nicht als Parameter angesehen werden, da sie nicht unabhingig von-
einander variierbar sind, weil unter ibnen noch Beziehungen bestehen.
Nimmt man dagegen zur Charakterisierung einer Drehung etwa Azimut &
und Polabstand & der Drehachse und den Drehwinkel @, so entspricht jedem
in gewissen Bereichen lirgenden Wertetripel (0< P < 27, 0< I < =,
0 < ¢ <x) dieser Zahlen eine Drehung. Umgekehrt entspricht auch jeder
Drehung ein Wertesystem dieser Parameter ).

Eine Ausnahme bildet hiervon nur die Drehung mit dem Drehwinkel
¢ = 0, also die Drehung, die eigentlich keine Drehung ist, sondern der
Ruhe entspricht, die Einheit der Gruppe. Ihr entspricht ndmlich jedes
Parametertripel @, &, 0, die Zuordnung der Parameter zu diesem Gruppen-
element ist nicht eindeutig. Man kinnte daran denken, dem so abzuhelfen, daB
man fiir @ = O den Variabilititsbercich der beiden anderen Parameter &, 3
auf den Wert O beschrinkt. Dann wire die Zuordnung von Drehungen zu
Parametertripeln tatsichlich ein-eindeutig. Betrachten wir aber die stetige

1) Ein Punkt R des Parameterraumes entspricht nicht der Operation
einer Drehung, sondern ihrem Resultat. Die Drehung in diesem Sinne ist
vollkommen durch Anfangs- und Endlage der Kugel bestimmt. Will man
die Operation, d. h, den Weg, iiber den die Drehung erfolgt ist,
beschreiben, so muB man alle Zwischenlagen der Kugel, also eine Linie im
Parameterraume oder eine stetige Folge R (f) von ,Drehungen® an-
geben, die fir ¢t == 0 von R (0) — E ansgeht und etwa fir ¢ = 1 in
R (1) = R der gewiinschten Drehung endet.
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Reihe der Drehungen um eine beliebige Drehachse um immer kleinere und
kleinere Winkel, also die Drehungen mit den Parametern & — &, ¢+ — 3,
@ = t @y, WO t stetig abnimmt. Fiir { — O miiften auch & und J gleich 0
werden, also einen Sprung erleiden, obwohl die Reihe der Drehungen durch-
aus stetig verindert wurde. Daher ist die zunichst naheliegende Beschrin-
kung @ —= 0, ¢ = O fiir ¢ — O nicht zuliissig und man muB sich anderswie
zu helfen versuchen.

Am besten benutzt man als Parameter die kartesischen Koordinaten
& n, & desjenigen Punktes, dessen Polarkoordinaten ¢/x, &, @ sind, also
& = g¢/msin & sin @, 1 = p/n sin F cos B, { — @/n cos . Der Ruhe, der
Einheit der Gruppe, der bisher dic Parameter &, &, 0 (@ und J beliebig)
entsprachen, entspricht jetzt der einzige Punkt & — 5 = £ == 0, der Koor-
dinatenanfangspunkt. Die Zuordnung der Punkte des Parameterraumes zu
den Drehungen wird durch Abb. 1 veranschaulicht. Jeder Drehung entspricht
ein Punkt in der Einheitskugel im &, 7, {-Raum.

Abb. 1. Dem Punkte R der Figur links entspricht die Drehung, die auf der Figur
rechts den ausgezogenen in den strichpunktierten Bogen iiberfithrt

Auch bei dieser Zuordnung existiert zunidichst eine Ausnahme, wo die
Zuordnung von Gruppenelementen zu Parametertripeln nicht ein-eindeutig
ist: den beiden Antipoden der Kugeloberfliche entspricht dieselbe
Drehung, da sich zwei Drehungen um entgegengerichtete Achsen mit dem
Winkel == gar nicht unterscheiden. Die Antipoden der Kugeloberfliche mu8
man daher identifizieren und den Ubergang zum Antipoden auf der Kugel-
oberfliche im &7 {-Raum nicht als eine Unterbrechung einer stetigen Linie
betrachten.

Hat man aber so den Parameterraum zu einem mehrfach zusammen-
hdngenden gemacht, so ist die Zuordnung der Gruppenelemente zu den
Punkten dieses Raumes wirklich ein-eindeutig, und diese Parameter sind daher
fiir prinzipielle Betrachtungen iiber die Drehgruppe besonders geeignet.

Dies schlieft natiirlich keineswegs aus, da8 man bei formelmiligem
Rechnen andere Parameter bevorzugt (die Eulerschen Winkel, Abh. 2), bei
denen die Zuordnung zwar nicht ein-eindeutig ist, aber die meisten expliziten
Formeln iibersichtlicher als fiir die &, %, { ausfallen.

7*
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2. Den Teil der Gruppe, der der Einheit benachbart ist, be-
zeichnet man als Infinitesimalgruppe. Mit Infinitesimalgruppen
von Transformationsgruppen beschiiftigen sich die grundlegenden
Arbeiten von Sophus Lie?). Auf diese leider so wenig bekannten
Untersuchungen kdunen wir nur an-
deutungsweise eingehen, indem wir
uns auf die Grundtatsachen be-
schrinken und alle Existenz- und
Konvergenzheweise weglassen. Bei
dén uns interessierenden Gruppen
kann man sie durch wirkliches Vor-
zeigen der betreffenden Gruppen-
elemente usw. leicht nachholen.

Am besten fithrt man gleich
eine unendlich kleine Zahl £ ein. Die
Abb. 2. Die Drehung der Abb.1, sie  Larameter der Einheit der Gruppe

den ansgezogemen in den strich- seien Tyy Mgy -0y Tpe Dann be-
punktierten Bogen tberfibrt, hat die  yroohten wir die # Elemente

Eulerschen Winkel «, 8, v

F, F,, ..., Fy, die Parameter von F;
seien m,, @y, ..., Mz + Ky ..., 7, Die Elemente E, Fy, Fi, Fi, ...
liegen alle sehr nahe zueinander, ist & geniigend klein, so bilden
sie beinahe eine stetige Folge von Gruppenelementen. Man muf
nur, wenn man einigermaSen weit von der Einheit kommen will,
zu sehr hohen Potenzen von F) vordringen. Eine solche einpara-
metrige Schar von (miteinander vertauschbaren!) Gruppenelementen
entspricht den sogenannten Perioden der Elemente endlicher

Gruppen.
Eine einfachkontinuierliche einparametrige Gruppe
ist immer abelsch, da sie aus einer einzigen Periode besteht.
Bei der dreidimensionalen Drehgruppe waren die Parameter der
Einheit £ = n={¢ =20, die drei Infinitesimalelemente %, 0,0; 0,4,0; 0,0, 4
gind die drei unendlich kleinen Drehungen um die drei Koordinatenachsen.
Betrachten wir nun die #-parametrige Schar F1* F3? ... Fin,
Beschrinken wir uns auf solche Werte von % und p,, p,, ..., pys.
bei denen die Elemente der Schar noch alle in der Niéhe der Einheit
sind, so wird sie, da sie n-parametrig ist, die ganze Infinitesimal-
gruppe umfassen. Es ist zweckmiBig, wenigstens fir die In-

1) 8. Lie, Vorlesungen iiber xontinnierliche Gruppen. Leipzig 1893.
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finitesimalgruppe die p,, p,, . .., p, als Parameter einzufithren. Die
n Parameter der Einheit sind alle 0, die Parameter der Elemente
der Infinitesimalgruppe noch alle sehr klein.

DieElemente der Infinitesimalgruppe sind vertausch-
bar: sind die Parameter zweier Faktoren R und S in der GriGen-
ordnung einer kleinen Zahl ¢, so ist die Differenz der Parameter
von RS und SR in der GroBenordnung ¢ Betrachten wir die
Elemente R (f) und S(¢') mit den Parametern ¢r,, ¢ry, ..., ¢tr, und
t's,, t'Sg, ..., t's,, wo t und ¢' als stetig verdnderliche Variable
angesehen werden sollen. Es ist £ — R(0) = S(0) und ¢
und ¢’ liegen in der GroBenmordnung von & Man kann annehmen,
daf man die Parameter von R (f) S() und S(¢') R(f) in eine
MacLaurinsche Reihe nach ¢ und ¢' entwickeln kann. Die Reihen
sollen fiir die » Parameter von R(f) S(t) bzw. von S() R(f)
folgendermaBen lauten:

Uy to, -t w e ug -t g 4 eei s uy - tog 0 4 -

bzw.
Uy 0 Wy AUy Vg Wyt e Uy O Wy

Um die  und % zu bestimmen, setzen wir¢{ =1 = 0. Dann sind
beide Produkte R (0) S(0) und S(0) R (0) gleich E, die

ul:u’:-.-_:unzulzu’z---:unzo

alle Null. Um die » und ¥ zu bestimmen, setzen wir nunmehr ¢ —0,
dann ist R(f) S(0)=—=R () E—= R (t) und S(0) R(t) = E R(t) = R()
und daherlstvl__vl__ r; v,__v,__r,, cer O = Up == Ty
Ebenso erhalten wir, indem wir ¢ = 0 setzen,

wy = W, :sx; Wy == Wq == 8g; +.-; Wp == Wg == 8.

Bei den in Betracht gezogenen Gliedern unterscheiden sich die
Parameter der beiden Produkte noch nicht: ein Unterschied kann
erst bei den Gliedern mit ¢2, ¢#, oder ¢'? eintreten, die aber schor
alle in der GréSenordnung von &® liegen.

Die Vertauschbarkeit der Infinitesimalelemente bis auf quadratische
Glieder beruht darauf, daB sie sowobl bei beliebigem S und R — E, wie
auch bei beliebigem R und § — E genan richtig ist. Weicht R nur
wenig von F ab, so gilt sie noch niherungsweise, ebenso, wenn § ~ K ist.

Ist aber sowohl R ~ FE, wie auch S ~ E, so gilt die Vertauschbarkeit
besonders gut.
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Sehr einfach stellt sich dieses Gesetz fiir Matrizengruppen dar: die
Elemente in der Nibe der Einheit haben die Gestalt 1-} sa@. Nun ist

(14 ea)(A+eb)=1+e(@+b)+s2abd
(1+sb) 1+sa)=1+¢@d+a)+ sba,

sie unterscheiden sich nur in Gliedern mit 3.

Die vorher besprochene Parameterwahl, die dem Element FJ* F§2... Far
die Parameter p,, ps, ..., p, zuordnet, hat die besondere Eigenschaft, daf
man die Parameter des Produktes zweier Elemente der Infinitesimalgruppe

bis auf Glieder hoherer Ordnung einfach durch Addition der Parameter
der einzelnen Faktoren erhalten kann.

und

3. Bei einer gemischtkontinuierlichen Gruppe bilden die Ele-
mente, die von der Einheit E aus stetig zu erreichen sind, eine Unter-
gruppe, die einfachkontinuierlich ist. Da8 ein Element stetig von
der Einheit zu erreichen ist, bedeutet so viel, daB eine stetige
Mannigfaltigkeit R (f) von Elementen existiert, die von R(0) = E
ausgeht und — etwa fir £ = 1 — in R(1) — R miindet. Sind
R und S zwei derartige Elemente und R(f) und .S(f) zwei zu-
gehorige Wege, so ist ihr Produkt R (1) S(1) —= RS auch stetig
von der Einheit aus erreichbar: ein zugehdriger Weg ist etwa
R(t) S(t). Dasselbe gilt von der Reziproken von R : der zugehorige
Weg ist R(f)~ .

Die stetig von der Einheit aus erreichbaren Elemente bilden
daher eine Untergruppe der ganzen Gruppe, die, da der zugehdrige
Parameterbereich zusammenhingend ist, einfachkontinuierlich ist.

Die stetig von der Einheit erreichbaren Elemente bilden sogar
einen Normalteiler der ganzen gemischtkontinuierlichen Gruppe.
Mit R ist nimlich auch X—1RX stetig — etwa auf dem Wege
X-1'R(t) X — von der Einheit aus erreichbar. Die Nebengruppen
des Normalteilers sind die anderen voneinander getrennten Teile
des Parameterraumes. Die Faktorgruppe kann also als endlich,
von der Ordnung der Anzahl der nichtzusammenhingenden Para-
meterbereiche angenommen werden.

Fiir das Folgende fiihren wir noch die Bezeichnung {r,, 7, ..., 7,}
fir das Gruppenelement mit den Parametern r,, r,, ..., 7, ein.
Es gilt dann natiirlich identisch p, ({ry, 7y, ... Tw}) = 7 und
{p, (B) D3 (R), ..., Du (R)} = R.

4. Die Darstellung einer kontinuierlichen Gruppe ist genau so
wie die einer endlichen Gruppe definiert: es soll jedem Element R
der Gruppe eine Matrix 1D (R) zugeordnet werden, so daf stets



X. Darstellangen 103

D (R) D(S) = D (RS) sei. Es wird nur noch die Stetigkeit der
Darstellung verlangt, d. h. wenn R und S benachbarte Gruppenele-
mente sind, so diirfen sich alle I* Koeffizienten D (R),; von dén
entsprechenden Koeffizienten I (S),; nur unendlich wenig unter-
scheiden. Auch hier werden wir uns auf Darstellungen mit nicht-
verschwindender Determinante beschrinken.

Wollen wir die Gesetze fiir die Darstellungen endlicher Gruppen
auf die Darstellungen kontinuierlicher Gruppen iibertragen, so
konnen wir davon ausgehen, daB wir fiir die ersten vier Sitze, also
insbesondere auch fiir die Orthogonalititsrelationen (30), (31) nar
eine Gruppeneigenschaft benutzt haben, nimlieh die, dal man gewisse

Summen ZJB bilden kanon, fiir die, wenr man die Summation
R

iiber alle Gruppenelemente erstreckt,
2 Jrp = 2 Jsr ¢))
R R

gilt. Dabei sind die Jp ganz beliebige Zahlen (oder Matrizen),
die zu je einem Gruppenelement R zugeordnet sind, und (1) gilt
fir jedes Gruppenelement S. In beiden Summen in (1) kommen
ja dieselben Glieder, nur in verschiedener Reihenfolge vor. Mit

Hilfe einer solchen Summe >} D (R) I (R)! haben wir den
R

Satz 1, die Unitarisierbarkeit der Darstellungen, bewiesen, auch die

Orthogonalitatsrelationen (Satz 4) erhielten wir durch Betrachtung

einer solchen Summe >, DY (R) X DY) (R—1). Die Sitze 2 und 3
R

waren eher matrizentheoretischer Natur, zu ihrer Abteilung baben
wir keine neuen Gruppeneigenschaften mehr benutzt.
Konnten wir auch fiir kontinuierliche Gruppen etwas Ahnliches,
wie die Summe >>) J definieren (es wird sich hier natiirlich ein
R

iiber den pganzen Variabilititsbereich der Parameter erstrecktes
Integral ergeben), so kinnten wir die vier Sitze der Darstellungs-
theorie endliecher Gruppen auf kontinuierliche Gruppen iber-
tragen.

B. Bei endlichen Gryppen berubt (1) darauf, daf die Reihe
SE, SA,, ..., SA, bei beliebigem S bis auf die Reihenfolge mit
der Reihe E, A4, ..., 4, identisch ist. Dies wird durch die
Abb. 3 veranschaulicht, in der jedem Element der Gruppe der
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Vertauschungen von drei Objekten [(f), Kap. VII] ein Punkf ent-

spricht. Die. Pfeile deuten an, in welches Gruppenelement ein be-

stimmtes durch vordere Multiplikation mit F iibergeht. Wir sehen,

daB das Gesamtbild vollkommen erhalten bleibt, wenn man Pfeil-

anfaug durch Pfeilspitze ersetzt.

Wollen wir ein entsprechendes Bild fiir eine (n-parametrige)

kontinuierliche Gruppe konstruieren, so miissen wir den ganzen

Variabilitdtsbereich des n-dimensionalen

A Parameterraumes sehr dicht mit Punkten

anfillen. Die vordere Multiplikation

D F bedeutet dann auch hier das Ansetzen

eines Pfeiles an jeden Punkt. Es

wird sich nun zeigen, daf es zwar

im allgemeinen nicht moglich ist, die

A B erwihnten Punkte so zu legen, daB bei

Abb. 8 dem Ersetzen von Pfeilanfang durch

Pleilspitze das ganze Bild ungeindert

bleibe!), daB es aber sehr wohl moglich ist, sie so zu wihlen, da

nach der erwahnten Operation die Dichte der Punkte an jeder

Stelle des Parameterraumes ebenso gro§ sei, wie sie vor der Opera-

tion an derselben Stelle des Parameterraumes war. Ist J(R) eine
im Parameterraume stetige Funktion, so ist dann

2T (R) = S J(SR), 2
R R

wenu I beidemal alle diese Punkte durchliuft.

Bezeichnen wir die Dichte der in der Summe (2) vorkommenden
Punkte im Parameterraum in der Nahe des Punktes Q@=1{q,95---,4qn}
mit 9(Q) = g ({4, gy ---» s}), so bedeutet dies, daB in (2)
9 ({4 a4, -1 @a})) 4,4, ... 4, Punkte vorkommen, deren erste
Parameter zwischen ¢, und ¢, + 4,, deren zweite Parameter
zwischen g, und g, + 4, und deren n-te Parameter zwischen dn
und g, + A, liegen. Dieses parallelepipedische Gebiet bezeichnen
wir mit U,

Die Dichte der Punkte soll sich bei dem Ersetzén eines
jeden Punktes R durch SRB an keiner Stelle indern. Wihlen wir
insbesondere S =— @1, so gehen die Punkte des Gebietes U alle

1) Dies ist nur bei Abelschen Gruppen méglich. Auch dies zeigt, wie
verschieden kontinuierliche von endlichen Gruppen sind und dal erstere
nicht etwa durch Grenziibergang aus letzteren zu gewinnen sind.
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in ein Gebiet U, iiber, das in der Nihe der Einheit liegt. Die
GriBe des Gebietes U, ist bis auf hohere Potenzen der 4

P;(Q_l‘ {Q, +A]1 gy -+ y Qn}) s Pp(Q1 {ql + 41': gy -+ qn})

I~

0 . .
P (@ {dy Ggr -1 Ont dn)) - Pa(Q@ 1 {ays gy -y Gn + i)

d[Pl(Q_l' {q” ceey Qn}),Ps(Q_l' {q1 ) ---:Qn})’ e P (@2 {qlr'--rQn})
04y, 251 -1 n]
(fir) ¢, = 2,(@) - ¢ = pu (Q)}-

In das Gebiet U, fallen nach dem Ersetzen von R durch ¢—' R
diejenigen g (Q) A, 4, ... 4, Punkte, die vorher im Gebiet U waren.
Urspriinglich enthielt U, aber g (E) V, Punkte, da die Dichte darin
g (E) war und seine Grofe ¥V, ist. Es mufl also

aL-p] (Q_l‘ {Qn ) Qn})y "'v.pn(Q_l-{Qn sy Qn})]
0[411_---1 al 3
(fir?) 4 = 1, (Q) - dn = Pa (@i}
sein. Gilt (3), so #ndert sich bei dem Ersetzen von R dnrch g—1R
die Dichte der Summationspunkte in (2) in der Nahe der Einheit
nicht. Umgekehrt nimmt sie
bei dem FErsetzen von R
durch QR in der N#he von
Q= {ql, .ees 4n) den Wert (3)
an, wenn vorher die Dichte
bei der Einheit g (E) war.
Aus der Giiltigkeit von
(3) fiir alle Punkte @ haben
wir bisher die Invarianz der
Belegungsdichte  allgemein
nur fiir die Einheit E= @1 ¢
bewiesen und wir miissen sie

noch fiir den beliebigen Punkt Abb. 4. Die Punkte sind die Summationspunkte
. . . R in (2), die Stellen, in die einige dieser Punkte
T = 8 @ zeigen. Zu diesem durch vordere Muitiplika.tion mit Q-1 dber-
Zweck zerlegen wir das Er- gefihrt werden, sind durch kleing Kreise - an-
) d S . gedeutet. Bei der Einheit ist die Dichte der

setzen von K durch SR in Kreise und Punkte gleich

—-d,4,...4,

9(Q) =g (E)

1) Die Werte p, (Q) fir die ¢, sind erst nach Ausfihrung der
Differentiation einzusetzen: (3) ist eine Bildung der Art ,d f(xy)/dx fiir
z=y* Ist z.B. f(zxy) = 23y8 s0ist d f(xy)/dx tir x —— y gleich 2 ¢*.
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zwel Schritte: zuerst ersetzen wir R durch Q—!R und dann die
so entstandenen Punkte R durch SQ R — T R!), dann haben wir
im Ganzen R durch SQ.Q 1R =— SR ersetzt. War die Dichte
der Summationspunkte anfangs bei @ durch (3) gegeben, so ist
sie nach dem ersten Schritt bei der Einheit gleich g (E). Istdies aber
vor dem zweiten Schritt der
Fall, so ist die Dichte nach dem
zweiten Schritt bei SQ = T
ebenfalls durch (3) gegeben,
womit die Invarianz der Be-
legungsdichte (3) bewiesen ist.

Weiterhin ist es Kklar,
da8 (2) fiir ein nirgends (d. h.
fir kein R) negatives J(R)
nur verschwinden kann, wenn
dieses iiberall Null ist — eine
Tatsache, die bei der Ab-
leitung des ersten Satzes des

Abb. 5 vorangehenden Kapitels not-
wendig 1ist.

Fiir analytische Zwecke ist es natiirlich hequemer, an Stelle der
Summe (2) ein Integral zu benutzen. Anstatt aus dem Bereich U
(Abb. 4) g(Q) 4,4, ... 4, Summanden zu nehmen, kann man einen
Summanden nehmen und diesen mit dem Gewicht g (@) 4, 4, ... 4,
multiplizieren. Da alle J(R) stetig sein sollen, #ndert dies den
Wert der Summe (2) nicht, und dieses geht in das Hurwitzsche
Integral

jJ(R)dR_—_II...j‘J({r,, Tgroean ) G({ryy 7g oy 1)) dry dry ... dr,

tiber. Die Integration muf in (4) iiber den ganzen Variabilititsbereich
der Parameter erstreckt werden. Wir wollen noch einmal direkt
verifizieren, da8

fr@ar = [T({ry 10t 9 Uty 7y o ), dr,
=IJ(SR)dR :j...jJ(S-{rl, Toreesa)) ({111 70000y Ta)) dr,y o dry
fiir alle Elemente S gilt, wobei das g (R) aus (8) zu entnehmen ist.

1) Die Moglichkeit dieser Zerlegung beruht wesentlich auf der Giiltig-
keit dex Assoziativgesetzes.

(4)

()
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Fihren wir im bestimmten Integral rechts in (5) neue Vari-
able, nimlich die Parameter z,, z,, ..., #, des Produkts

X = {2, 2 ..., 8,) =SR=8-(r}, 7y, ..., 1)
ein:
T = P (S.{ry, o ..oy 1)) ©)
=P (S7. {®,, 7y, ..., 2,}), (6a)
so andert sich das Integrationsgebiet nicht, da SR mit R die ganze
Gruppe durchstreicht. Wir erhalten

[I(SRaR = [ JTE s g (ry e dr, . dr,

Piyerny
= j...jJ({xl, e xn})g(R)de), ety Ay,
wo I und die r nach (6a) als Funktionen der & zu betrachten sind.
Entnehmen wir noch g (R) aus (2), so kénnen wir das Produkt der
beiden letzten Faktoren des Integranden nach dem Satz von der
Funktionaldeterminante impliziter Funktionen umformen ?)

y(E)d[...pk(R"l{rl, cey Tal) ] Oy, . r,,)l

Of.. 7 ...] 0y ..., Ty)
. WO (R r, ..., ) o] (7
_y(L) d[...xk...] J
(fir r, = p,(R)... r, = p, (R)],

wo bei der Differentiation nach z das R als konstant [wie in (3)],
die r dagegen als die Funktionen (6a) der # anzusehen sind. Setzen
wir daher {r,, ..., r,} = S—'{z,, ..., 2,} in (7) ein, so geht dies
wegen R—18—1 — X—1in

B (X, L 7))

g(E)d[ .pk(a[{xxk] n}) ]zg({xl,...,m,,})
[ﬁirﬂ) Ty =D (SR) - .pl(X) oo By = Pu(SR) = Dy (X))
iiber, so daB die rechte Seite von () tatsichlich — bis auf die
Benennung der Integrationsvariablen — mit der linken gleich-

lautend wird.
Wir konnen noch (3) etwas umformen, indem wir fiir die ¢,
die wir fiir dem Augenblick als frei verinderlich ansehen (wo-

1) Zundchst gilt (7) fir beliebige Werte der 7y, also auch fiir die
Werte r, = p, (R), die wir fir (3) brauchen.

%) Die Werte p, (X) fir die x; sind auch hier nach Ausfiihrung der
Differentiation einzusetzen.
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gegen @ als -konstantes Gruppenelement betrachtet werde), neue
Variable ¢ mit Hilfe der Gleichung Q=1 {q,, ..., @) = {65, - -, €a)
einfiihren. Dann ist nach dem bereits benutzten Satze tiber die
Funktionaldeterminante impliziter Funktionen

Of..p(fey - en}) .. 1]

d[...ek...]
0L p (@ gy - ga)) -] 0(.. g )
- 0l q--.] 0(..e...)

Da aber p;(le, ... €,)) = ¢ ist, ist die linke Seite gleich 1
und wir erhalten, wenn wir die ¢, mit Hilfe der ¢, ausdriicken,

O (@' {gr - @al) - ]__,[a(.“ qk..)]—l

0[0 Qi -] d(_ e .. ®
— [...pk(Q{el...e,,})...]’I '
[ of[... e ...]
Setzen wir jetzt links ¢, == p,(¢), so miissen wir rechts
éx = Py (E) setzen und wir konnen an Stelle von (3)
_ Op, (Qfe - n))- -1 P (@ - s eIT?
Q=9 S, I 6a
[fir!) e, = p,(E) ... &, = pa(E)]

schreiben.

6. Bei gemischtkontinuierlichen Gruppen kann man das Hur-
witzsche Integral noch etwas umformen. Bezeichnen wir das mit
der Einheit zusammenhingende Gebiet mit @,, die anderen zu-
sammenhiingenden Gebiete mit ®,, &, ..., &, Die Elemente von &,
bilden, wie wir in 3. gesehen haben, eine Untergruppe (sogar einen
Normalteiler), die der &, die zugehtrigen Nebengruppen. Zeichnet
man aus jedem der Gebiete ®, ein beliebiges Element, etwa A, aus,
so kann man durch Multiplikation mit 4, das ®, auf &, abbilden.
Da die Gewichte von Gebieten, die man aufeinander abbilden kann,
gleich sind, kann man erwarten, daB das iiber &, erstreckte
Integral

J[J(R) +J(4,R) + ... + J(4,R)]dR
! 9
:J (J(SR)+ J(SA4,R) + ... + J(S4,R)]dR ©

1) Ist auch erst nach der Differentiation einzusetzen.
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gegeniiber linksseitiger Multiplikation mit einem beliebigen S in-
variant, also das Hurwitzsche Integral fiir die ganze Gruppe ist,

wenn mit j ...dR das Hurwitzsche Integral fiir die einfach-

6
kontimlierliche Gruppe &, bezeichnet ist.

Durchlinft R die Untergruppe ®;, so durchliuft A, R die
Elemente der Nebengruppe ®,, links in (9) steht fiir jede Neben-
gruppe von ®, ein Glied. Aber auch rechts in (9) steht fiir jede
Nebengruppe ein Integral: fir &, = 4, &, z. B. das Glied mit
SA,R, wenn ®, = 4, O, diejenige Nebengruppe ist, die S 4,
enthilt. Wenn wir also hierfiir

(JJ(A,R)dR ::jJ(SA“R)dR (10)
1 6,

zeigen konnten, so wire damit gezeigt, daB die Glieder der beiden
Seiten von (9) paarweise gleich sind.

Die Nebengruppe A, ®, soll S—1 A, enthalten, es sei etwa
4, T = S714,, 4, = — §- 1A T=*, wo T in der Untergruppe @,
nthalten ist. Fuhren wir dlesen Ausdruck fiir 4, in (10) ein, so
geht es in

d[J(A,R)dR :JJ(S.S—IA,T-IR)dR = JJ(A,T—IR)JB
1 1 1

diber. Diese Gleichung ist aber sicher richtig, weil sich die rechte
Seite nur dadurch von der linken unterscheidet, da8 in ihr 7—1 R
an Stelle von R steht. Dieser Substitution gegeniiber ist jedoch das

Integrala! . d R voraussetzungsgemidf invariant, da ja auch 7!

ein Element von ), ist.

Damit ist die Aqulvalenz des Ausdruckes (9) mit dem Hur-
witzschen Integral fiir die ganze gemischtkontinuierliche Gruppe
pachgewiesen und dieses zugleich auf ein Integral, das nur iiber
den mit der Einheit zusammenhéngenden Teil der Gruppe zu er-
strecken ist, zuriickgefiihrt. (Diese ganze Betrachtung gilt natiirlich
nicht nur fiir &,, sondern fiir jede Untergruppe mit endlichem Index.)

7. Aus (5) folgt, genau wie bei endlichen Gruppen, daf jede
Darstellung zu einer unitiren gemacht werden kann, wenigstens
dann, wenn die Integrale

[D®aD® AR



110 XI. Die Schrodingergleichung fiir zwei gleiche Teilchen

konvergieren. Dies ist immer der Fall, wenn — wie etwa bei der
Drebgruppe — das Grundgebiet fiir die Integration endlich ist.
Die Orthogonalitdtsrelationen der Darstellungskoeffizienten nehmen
die Form

[ DO @ D@,y aR = 2008 [ap

[1, die Dimension der Darstellung I (R)] an. Entsprechend lautet
die Gleichung fiir die Charaktere

[12 ®* 1 ®) 4R = o,, [dR. (12)

XI. Darstellungen und Eigenfunktionen

1. Betrachten wir die Schrodingergleichung Hy — E ¢ eines
Systems, das aus zwei gleichen Teilchen aufgebaut ist. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, da8 beide Teilchen nur je einen
Freiheitsgrad haben, die entsprechenden Koordinaten seien z und y
h? 0'1 o0*
Hy=- 5o (5 520) P @ 0+ T @D V@D =Ep @), (D
wo m die Masse der Teilchen ist. Die potentielle Energie mufl
gleich groB sein, wenn das erste Teilchen die Koordinate a und das
zweite die Koordinate b, oder das erste die Koordinate b und das
zweite die Koordinate @ hat. Es mufB daher fiir alle Werte von a

wnd b V(at) =¥, 0) @
gelten. Nehmen wir weiter an, daB (1) ein diskretes Spektrum
hat und 4, (x, y) zum diskreten Eigenwert E, gehort. Zu diesem

Eigenwert gehore keine andere, linear von v, (z,y) unabhingige
Eigenfunktion: die allgemeine Lisung der Differentialgleichung

fir Hy, = E,v,, 3)
die fiir £ — + oo und y == + oo verschwindet, sei ein konstantes
Vielfaches von 9, (z, ).
Betrachten wir die Funktion Py, — v,, die so definiert ist,
daB fiir alle Werte von a und b
P, (@, b) = Pu(a,b) = ¥, (b, 0a) 4)
gilt. Wir wollen zeigen, daf 9§, (x,y) die Differentialgleichung (3)
auch befriedigt. Bezeichnen wir fiir den Augenblick die Ableitung
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einer Funktion f(x,y) nach der Variablen, die an erster Stelle
steht, mit f®(x, y), nach der Variablen, die an zweiter Stelle steht,
mit £ @ (x, y), also etwa

D — o,y "Lg’?-/’ﬂ = 19,9,

0 f(z,y) _ 0fV(xy)
022 =~ Oz

usw., oder auch

ofd(?: %) = f® ¥ 2); afg; x)' = f® () ),

so ergibt sich ags (4) durch Differentiation nach a bzw. b
7@ =00 7w =00,
_(2) (@b) = v, a); (9) ® (g, 5) = P (b, ).

Berechnen wir jetzt

- W
HB(59) = — g (3 + 33) B @D+ V@0 B

(5)
= O (z,y)

(6)

M
(l) ) (r,9) + Ef) @ (, 1/)) + V(@ 9) Pe(z,9),

S0 erglbt sich dafiir wegen (6), (4), (2) und (3) die Gleichung

Hu(09) = — g (2P0 2) + 6V 0 2) + V0,2) (4 9) ®

= E,¢.(y,2) = E, V(2 9),
d. h., daB P ¥, (2, y) = ¥ (, y) ebenfalls eine Losung der Differential-
gleichung (3) ist. Sonach muB es ein konstantes Vielfaches von

Y (2, y)
Py (2, ?J) = c Y. (x, y) (9)

sein, da es auch die Randbedingungen befriedigt. Zur Bestimmung
von ¢ beachten wir, daB wegen (4) fiir alle Wertepaare von a und b

cyy (a, b) = Pe(a,b) = 9» (b, @) (10)
gelten muB. Wenden wir (10) erstens auf das Wertepaar y, 2 und
dann auf das Wertepaar «, y an

cPe (%) = (%, 9); cYx (@ Y) = Ue(y, 7). (11)

Daraus ergibt sich
Ehx (@, y) = Ye(%Y)
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und, da 9, (2, y) nicht identisch verschwinden soll, ¢ = 1;¢ = + 1.
Wir haben dann ebenfalls identisch in x und y

Ve (1, 2) = Pe(my) = T Y. (y, 2). (12)
Die Eigenfunktion v, (z,y) ist an der Stelle z, y entweder gleich
groB, wie an der Stelle y, #, oder entgegengesetzt gleich grof. Ob
der erste oder der zweite Fall eintritt, kann man durch allgemeine
Uberlegungen nicht entscheiden, fiir eine Funktion v, (x, y), d. h. fiir
einen Eigenwert, der den gestellten Bedingungen geniigt, kann nur
der eine der beiden Fille eintreten. Eigenwerte bzw. Eigen-
funktionen, fiir die (12) mit dem oberen Vorzeichen gilt, nennt man
bekanntlich symmetrische Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen,
fiir die (12) mit dem unteren Vorzeichen gilt, antisymmetrische.
Es ergibt sich also ein qualitatives Unterscheidungsmerkmal fiir
die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Schrédingergleichung (1);
je nachdem die Eigenfunktion die Gleichung (12) mit dem oberen
oder mit dem unteren Vorzeichen befriedigt, gehtren sie in die
erste oder zweite Klasse. FEine ganz analoge, vielleicht noch ein-
fachere Betrachtung 148t sich mit einer Eigenwertgleichung

3 3
o D v oem = Bve (9)
anstellen, mit
V(z) = ¥ (— ), (14)
wenn man
Pv@) =9 @) = v(—2) (18)
setzt. Diesmal ergibt sich an Stelle von (12)
V(@) = L ¥ (—a), (16)

d. h. die wohlbekannte Tatsache, da8 alle Eigenfunktionen ent-
weder gerade, oder ungerade Funktionen von z sind.

2. Wir wollen diese Uberlegung, bei der wir uns auf einen
einfachen Eigenwert beschrinkt haben, noch in dem etwas all-
gemeineren Fall eines diskreten Eigenwerts mit mehreren, aller-
dings nur endlich vielen linear unabhéngigen Eigenfunktionen aus-
filhren). Dabei wollen wir die Rechnungen nach Moglichkeit

1) Die Betonung liegt bier auf ,endlich vielen“, nicht auf ,diskreten*,
die ganze Theorie liBt sich z. B. fast unverindert auf die ,diskreten kom-
plexen Eigenwerte* anwenden, auf die die Gamowsche Theorie des Kern-
gerfalles gefihrt hat, obwohl sie in unserem Sinne natiirlich nicht diskret
sind, weil die Quadratintegrale der zugehorigen Eigenfunktionen divergieren.
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durch begriffliche Uberlegungen ersetzen: es ist ja klar, daB die
spezielle Gestalt des Hamiltonschen Operators in (1) und (13)
unwesentlich ist und es das erstemal nur auf die Aquivalenz der
beiden Teilchen, das zweitemal nur auf die der beiden Richtungen X
und — X ankam. Wir werden Gleichungen erhalten, die (12)
bzw. (16) analog sind und ebenso wie diese Alternativen
enthalten, so daB fiir verschiedene Gruppen von Eigenfunktionen
zum Teil verschiedene Beziehungen resultieren. Die Eigenfunktionen
der verschiedenen Gruppen gehbren zu Termen verschiedener Eigen-
schaften, deren Unterschiede die Grundlage der sogenannten ,Term-
zoologie“ bilden.

Die Betrachtung, die uns zu (12) gefithrt hat, beruht darauf,
daB (1) der Transformation

¥ =y; y =2 17
gegentiber invariant ist. Dies soll bedeuten, da8 die Funktion?)
P ¢, die durch die in 4 und b identische Gleichung
P Ye(a, b) = ¢, (b a)

definiert ist, eine Losung der Gleichung Hy = E ¢ fiir 9 ist,
wenn dies fiir ¢, gilt.

Sei allgemeiner R eine reelle orthogonale Transformation

le = -R11x1+R12x2+"',+ R, xnl

“’B = R!lxl + By, 2+ -+ + Ryp 2, (18a)

:D,,-—— -Rnlx +R”2$2+ c+ RpuuZa l

Wir verstehen unter Pnf diejenige Funktion, fiir die
PRf(-T'll: zﬁly ceey x:;) = f(xn Tgy «ooy z,) (19)
entweder identisch in z,, «, ..., z, gilt, wobei fir die z;, s, ..., 7,

die Ausdriicke aus (18a) eingesetzt gedacht werden miissen, oder
identisch in 2}, 3, ..., z, gilt und fiir die =;:

n
Xy = 2 Rj,-a;]'- (18b)

i=1
eingesetzt gedacht werden muB: Ppg ist ein Operator, der gewisser-
mafen die z;, 3, ..., 2, durch die z,, x,, ..., x, ersetzt. Wir

1) Py ist das Zeichen fiir eine Funktion ebenso, wie etwa f oder g
solche Zeichen zu sein pflegen, Py (x,y) ist der Wert dieser Funktion an
der Stelle o, y. So bedeutet . B. (19), da8 Pp f an der Stelle Ty -oey X,
denselben Wert Rat, den die Funktion f an der Stelle z,, ..., z, aufpimmt,

‘Wigner, Gruppentheorie 8
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werden die in (18), (19) definierte formale Symbolik mit dem Py
dieser mehr anschaulichen Redeweise vorziehen, weil bei dieser
erfahrungsgemidB sehr leicht Fehler dadurch entstehen, daB man
etwa die x durch die z’, anstatt umgekehrt, ersetzt?).

Sind jetzt die beiden Punkte z,, z,, ..., x, und =,
&g, ..., o, des Konfigurationsraumes, die durch eine be-
stimmte Transformation R ineinander iibergefiihrt. werden, physi-
kalisch gleichwertig (dies ist z. B. der Fall, wenn sie sich nur
dadurch unterscheiden, da8 zwei gleiche Teilchen ihre Plitze ver-
tauscht haben), so sind auch die beiden Funktionen 1 und
Pz gleichwertig (in Ppy spielt nur das zweite Teilchen die
Rolle, die in ¢ das erste gespielt hat und umgekehrt). Ist ¢ ein
stationéirer Zustand, so gilt dies auch fiir Py 4 und beide haben
dieselbe Energie: aus Hy — E ¢ folgt HPry — EPpvy; H ist
dem Operator Pg gegeniiber invariant.

Die Transformationen R, die einander gleichwertige Stellen
ineinander iiberfilhren, bilden eine Gruppe, die ,Gruppe der
Schrodingergleichung¥, da die Zusammensetzungen, wie auch die
Reziproken solcher Transformationen diese Eigenschaft ebenfalls
aufweisen. Die Einheit der Gruppe ist die identische Trans-
formation, die jede Stelle in sich iiberfiihrt. Die Gruppe selber
ist die Symmetriegruppe des Konfigurationsraumes.

Entsprechendes gilt von den Operatoren Pp. Man siebt ja
leicht, daB PgPgr = Pgy ist. Fithrt namlich B die x in 2’ iiber,
so ist Ppf(z) = f(x;), und fihrt § die z' in & iiber, so ist
Psg(a) = g (), also fiir g () = Pxf ()

PsPrf (@) = Prf (@) = f(a".
Nun fiihrt aber § B die z direkt in die z” iiber, so daf
Psef(®) = f(x)
die Definitionsgleichung von Pgpf ist. Es folgt, daB Py f(x)
= PgPxrf (%), und da f eine beliebige Funktion ist, gilt

Psz = PsPe. (20)
Die Gruppe der Py ist holomorph zur Gruppe der R.

3. Die Operatoren P sind linear. Will man in einer Summe
die &' durch die x ersetzen, so kann man es in den einzelnen

1) Nur wenn R identisch mit seiner eigenen Reziproken, also R? — 1
ist, braucht man hierauf nicht zu achten.
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Summanden tun, und will man es in einem konstanten Vielfachen
einer Funktion tun, so kann man das Ersetzen von z' durch z zuerst
vornehmen und dann mit der Konstanten multiplizieren. In Formeln

P@f+bg) —=aPf+ bPy (21)
Da der Operator P lediglich einen Ubergang zu einem neuen, eben-
falls orthogonalen Koordinatensystem im Konfigurationsraum be-
deutet, muB fiir zwei beliebige Funktionen f, g das skalare
Produkt (f, 9) = (Pf,Pg), d.bh. P unitir sein. Ubrigens ist P
unter viel allgemeineren Voraussetzungen, als wir sie hier gemacht
haben, ein linear-unitirer Operator.

In unserem Fall hat P noch die Eigenschaft

Pfg = Pf.Py, (22)
wie ebenfalls unmittelbar aus der Definition folgt. Diese Eigen-
schaft der P ist nicht so allgemeiner Natur, wie ihr linear-
unitdrer Charakter.

4. Zumeist kann man die Gruppe einer Schrodingergleichung
auf allgemeine physikalische Griinde zuriickfiihren.

Hat man ein System mit » Elektronen und bezeichnet die Ko-
ordinaten des k-ten Elektrons mit?) =z, y;, 2, so ist die Schrédinger-
gleichung invariant gegeniiber folgenden beiden Arten von Trans-
formationen:

Ty = Zayi Y = Yo,y & = Za,
Ty = Tay: Yy == Yoy 74 = Fa (A)
In = Paps  Yn = Yap5 Fn = Zo, ‘
(» Vertauschung von Elektronen*), wo o, o,, ..., a, eine beliebige
Permutation der Zahlen 1, 2, ..., n ist. Es sind ja alle Elek-

tronen gleichberechtigt. Dasselbe gilt natiirlich fir Protonen,
He-Kerne usw.

21 = By, %+ Bra +Bisz v =By 1y +Bs09 + Bys2y;
2, = By, %, +ﬂ12%+ﬂlszsv Yo = .Bm“a +Bas Y3+ Bas#y

........................

By = Py, @ Loty YntBrs 2ni yn—ﬂmx Jf“ﬁn’#:'*’ﬂ:s%r

7 = By, 2, + B39, + By 2 &
2y == By, 4, + Bsoys + Byszs

2n = Py, @0+ Bsotn+ Bys 2,

) Wir haben also fortan 37 Variable x;, y;, z, Ty Ygr 2 .-
Zyy Y, 2, an Stelle der n Variablen x,, x4, ..., x,,

(B)

g%
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(»Ausfiihrung einer Drehung“), wo (8,;) eine reelle orthogonale
Matrix ist; (B) bedeutet ja nur einen Ubergang zu einem anderen

Achsenkreuz und — solange wenigstens keine dnBeren elektrischen
oder magnetischen Felder da sind — sind alle Raumrichtungen
gleichberechtigt.

Weiter ist die Schrodingergleichung invariant gegeniiber
Transformationen, die aus (A) und (B) zusammengesetzt sind. Die
Transformationen (A) bilden eine zur Gruppe der Vertauschungen
von n Dingen (symmetrische Gruppe), die von (B) der dreidimen-
sionalen Drehgruppe holomorphe Gruppe.

Operatoren, die — wie der Hamiltonsche Operator im vorher
betrachteten Fall — invariant sind gegeniiber gewissen Trans-
formationen, nennt man hiufig diesen Transformationen gegeniiber
symmetrische Operatoren.

8. Die Feststellung, die uns zu (12) bzw. (16) gefiihrt hat,
war die, daB die Funktion Py — als auch zum Eigenwert von 4
gehorig — ein konstantes Vielfaches von i sein muB. Jetzt, wo
wir einen Eigenwert, zu dem ! linear unabhingige Eigenfunktionen
¥y ¥g, ---, P gebdren, vor uns haben, kgnnen wir nicht mehr so
schliefen. Wir konnen nur sagen, da8 die Pgrv,, Pr vy, ..., Py
sich alle als Linearkombinationen der 4,, ¥,, ..., ¥; schreiben
lassen: jede Eigenfuunktion zu diesem Eigenwert hat ja diese Eigen-
schaft. Die Koeffizienten bezeichnen wir mit D (R),,, so dag

14
PR‘l’v(xv Yo By o1 Tny Yo 2,,) = 2 D(R)wix(xv Y12y Ty Yo zn) (23)

x=1
wird?). Gehort § ebenfalls in die Gruppe der Schrédingergleichung,
so ist auch

!
Psvy. = 121 D (Shx;

und man erhilt, wenn man in (23) die Variablen an beiden Seiten
der Transformation 8 unterwirft, auf beide Seiten Pg anwendet
(Pg ist linear, die D (R),, Konstanten!),

] l
PSPRd’v = PSED(R)xv¢x= ED(R)nPs%

x=1 x-—l
249
= § D (R),, 2 D (S)axthy = 2 SID(S)“D(R)“W

1) Die Indizes x » stehen hier in dieser Reihenfolge, damit [vgl. (25)]
D(R) selber und nicht seine Transponierte D (R)' eine Darstellung sei.
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Andererseits ist PgPg v, = Psr ¢, also

1
PsPrd, = Psr v, 222 D (SR);, ¥

=1

und hieraus folgt durch Koeffizientenvergleich mit (24)

1
D (SBj, = 2 D (Six DB (25)
x=1

Die aus den Koeffizienten vou (23) gebildeten I-dimensionalen
Matrizen D (R), die nach (23) die Eigenfunktionen v, eines Eigen-
werts in die transformierten Eigenfunktionen Pjg ¥, iiberfiihren,
geniigen den Gleichungen D (SR) == D(S) D (R), sie bilden eine
Darstellung der Gruppe der Transformationen, denen gegeniiber
Hy = E ¢ invariant ist. Die Dimension der Darstellung ist
gleich der Anzahl der linear unabhingigen, zu dem betreffenden
Eigenwert gehorigen Eigenfunktionen v, ¢,, ..., ¥;

Welche Darstellung es ist, deren Koeffizienten in (23) vor-
kommen, 1468t sich mit Hilfe von allgemeinen Uberlegungen ebenso-
wenig entscheiden, wie die Frage, ob in (12) das obere oder das
untere Vorzeichen gilt: (23) gibt ebenso eine Alternative (allerdings
unter mehreren Moglichkeiten) wie (12). Fiir verschiedene Eigen-
werte werden auch hier im allgemeinen verschiedene Fille der
Alternative zutreffen.

Kombinieren wir noch (23) mit der Definitionsgleichung von Pp

PR'L’v(xix y’l! 2;1 RS x’;l.! ?/‘;n z;l) = w‘lf(x17 .7/1’ zl’ e xﬂ’ ?/n' zﬂ)' (18c)

Indem wir auf beide Seiten P3' — Ppr-1 anwenden, erhalten wir
mit Hilfe von (23)
wv(xl‘! yl'y zlly ) x1;,1 91:! 21;) = PR'I ¥, (%, Yp &y ovy Ty Yny Zn)
d (26)
- 2 D (B~ )y ¢ (xv Y oo oy Ty Yy 2),
x=1

die Transformationsformel fiir die 1, Sie verbindet die Werte
der Eigenfunktionen an gleichwertigen Stellen.

Die Gruppe, der gegeniiber (1) invariant ist, besteht aus der Einheit
und der Vertauschung R von z und y. Der Eigeawert war voraussetzungs-

gemédB einfach, wir mufiten also eine eindimensionale Darstellung der
Spiegelungsgruppe erhalten. Da P der Einheitsoperator ist, ist

Ppy =y = 1.y
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Der Einheit der Gruppe entspricht die Matrix (1). Weiter bedeutet (12)

PR'l/J:iT::j:ip:j:l.lp. (128.)
Fir einige Eigenwerte gilt das obere Vorzeichen, bei diesen entspricht
auch dem Element R der Vertauschung der beiden Teilchen die Matrix (1),
bei anderen Eigenwerten gilt das untere Vorzeichen, bei diesen entspricht
dem Gruppenelement R die Matrix (— 1). Wir erhalten also zwei ein-
dimensionale Darstellungen der symmetrischen Gruppe von zwei Elementen:
die eine ist durch die Zuordnung D (E) = (1), D(R) = (1), die andere
durch die Zuordoung D (E) == (1), D(R) = (— 1) gegeben.
6. Wenn man zu einer anderen Wahl der linear unabhingigen
Eigenfunktionen iibergeht und an Stelle der ¥y Vg ..., Yy BUS

den 9y, ¢3, ..., i ,
11’,'. = 2 a,, Y, (27)

v=1
ausgeht, so erhdlt man in (23) auch eine andere Darstellung der
Gruppe der Operatoren P, und es fragt sich, wie sich diese beiden
Darstellungen zueinander verhalten.

Es seil
Y — Sﬂlx 'pl’p (28)

B die zu a reziproke Matrix. Dann ist wegen der Linearitit
von Py

PRwllt = EaruPRd’v = zgaqu(R)wix
=22§aqu(R)xv plxwi'. = ; (Eplx-D(R)xvavp) 1Pi

Die Matrix D (R), die die 9’ in die P ¢’ iiberfithrt, entsteht aus
D (B) durch Ahnlichkeitstransformatior mit a

D@R) = a'D (R)a. (30)
Durch eine andere Wahl der linear unabhingigen Eigenfunktionen,
die zu eiuem bestimmten Eigenwert gehoren, erleidet die zugehorige
Darstellung nur eine Ahnlichkeitstransformation: zu jedem Eigen-
wert gehort eine bis auf eine Ahnlichkeitstransformation
eindeutig bestimmte Darstellung cer Gruppe der Schrg-
dingergleichung.

Wollen wir demnach solche Eigenfunktionen haben, die sich
nicht nach D (R), sondern nach einer ihr #quivalenten Darstellung
transformieren, so miissen wir durch diejenige Matrix peue Linear-
kombinationen der Eigenfunktionen bilden, durch welche die Dar-
stellung in die gewiinschte Form iibergeht.

(29)



XI. Die Darstellung ist unitir 119

Die bis auf eine Ahnlichkeitstransformation eindeutig be-
stimmte Darstellung bildet das qualitative Merkmal, durch das
sich die verschiedenen Termarten unterscheiden. Es wird zu
Singulett-S-Termen eine andere Darstellung gehéren, als etwa zu
Triplett-P-Termen oder auch zu Singulett-D-Termen, wihrend alle
Darstellungen — die zu Singulett-S-Termen geb$ren — #quivalent,
d. h. da sie wegen der willkiirlichen Wahlbarkeit der linear unab-
hiingigen Eigenfunktionen nur bis auf eine Ahnlichkeitstransformation
bestimmt sind, einander gleich sind. Diese Darstellungen werden
praktisch immer irreduzibel sein, was die Wichtigkeit der irre-
duziblen Darstellungen erklirt.

7. Sind die I-Eigenfunktionen 9, 9,,..., ¥, des Eigen-
werts £ — was wir immer annehmen wollen — paarweise
orthogonal: (y,, ¥,) = 08,,, so hat auch die zugehdorige
Darstellung die unitire Form. Aus dem unitiren Charakter
des Operators Py folgt namlich, daB auch die I-Funktionen Pgy,,
Prv,, ..., Pry; paarweise orthogonal sind:

(Pwav PR‘wv) = (¥, ¥,) = Oy, (31)
oder mit Hilfe von (23):

0., = (Prvx Prv,) = (gD(R)).x'plr %D(R)nﬂpu)
= 2 S DRHDR),, (U ¥) = ;1)(12);, D(R);, | (32)
LI

1 = D(R)' D(R),
d.h. D(R) ist eine unitire Matrix!). Demzufolge gelten fiir die
D (R), wenn sie schon irreduzible Darstellungen sind, die Ortho-

gonalititsrelationen des IX. Kapitels ohne weiteres.
Die Gleichung (26) 146t sich nunmehr auch

wv(xllv Y11 21y -y Tny Yy n)
= 2 D(R—l)xv Pa (.Ul, Yis & - ooy Ty Ypy Z,,)
x
= E D(R):x Py (.’131, Y 231 -y Ly Yy &)
x

schreiben. Auch sehen wir, da8 fiir uns nur Darstellungen mit
Matrizen mit nichtverschwindender Determinante in Frage kommen.

(26a)

1) Da die Eigenfunktionen immer paarweise orthogonal gewihit
werden konnen, ist dies ein besonders einfacher Beweis fiir die Unitarisier-
barkeit der Darstellungen.
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Wir wollen noch einige algebraische Betrachtungen an die
Resultate des vorangehenden Kapitels kniipfen. Zuniichst seien
einige rein mathematische Sitze zusammengestellt.

1. Es sei D) (R) eine irreduzible unitére Darstellung der
Dimension 7; der Gruppe der Operatoren Pg, und /9, 9, ..., ff}”
solche 1; Funktionen, fiir die

14

Prfd = ED‘ﬁ(R)zyf") w=12..,1 (1)

fiir alle Py gilt. Wir nennen eine Funktion f?, zu der sich solche
l; — | Funktionen @, f, ..., &, f2,, ..., f‘, , ,Partner«
finden lassen, daB fiir ihre Gesamthelt (1) gilt, zur x-Zeile der
irreduziblen Darstellung D (R) gehorig. Diese Aussage ist nur
sinnvoll, wenn die Darstellung D9 (R) ganz (nicht nur bis auf eine
Ahnlichkeitstransformation) vorgegeben ist.

Aus (1) folgt fiir p = %, wenn man mit DU’ (R)} ,, multipli-
ziert und tiber die ganze Gruppe summiert (bzw. bei kontinuier-
lichen Gruppen integriert),

S D Bty Pef = 23 DO®bw DD Ryt
§] @)
== 2 ajj' 6,41’ 6xx'f( = ‘;‘ 6_1‘;"6:“:' f(’ .
Hieraus ersehen wir zunichst, daB

S DO @3 Paf? = —Z—f;f’ ®)

fir jede Funktion gilt; die zur x-Zeile der irreduziblen Dar-
stellung DY (R) gehtrt. Umgekehrt kann man auch za jedem £
fiir das (3) gilt, solche /19, fP, ..., fO o fg}_l, ey fg) Partner
zuordnen, daB fiir ihre Gesamtheit (1) gelten soll: (3) ist die not-

wendige und hinreichende Bedingung dafiir, da8 ¥ zur
%-Zeile der irreduziblen Darstellang DU (R) gehore.

Aus (2) ergibt sich namlich zunichst, das, wenn £ iiberhaupt
Partner hat, diese duréh

1
P = 3 ZDOOLPsr (32)
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gegeben sind, dies sei also die Definition von f{?, ..., DL,

ey f{f’ . AuBerdem soll aber (3a) voraussetzungsgemis auch fiirx — 4

gelten, es gilt also fiir alle f;”. Wir wollen jetzt zeigen, daB fir

diese f# auch (1) gilt. Zu diesem Zwecke setzen wir fiir die f‘flf), fy
in (1) die rechten Seiten von (3a) ein, die Giiltigkeit von (1) ist
dann gleichbedeutend mit der Giiltigkeit von

) . l j
Pr ;i" S D9 (SiPsfy) = Z DBy 7 = DO Ps .

Dies ist aber eine Identitit, wie man sofort einsieht, wenn man auf
beide Seiten P p-1 anwendet und DD (R);, = D (R—1)g; einsetat.
Wegen der Darstellungseigenschaft der D ergibt sich dann

S DO $)ixPsf = 3 3 Pr-1 Ps DO (B2 DO (S} o
= > Pp-15 DD (RIS 2.
S

Jetzt steht auf beiden Seiten dasselbe, weil man die Summation
rechts tiber B—!§ statt iiber S erstrecken darf: zu einem f,ﬁj) , das
(3) befriedigt, konnten wir in der Tat in (3a) Partner delinieren,
so daB fiir ihre Gesamtheit (1) erfiillt ist.

2. Eine Linearkombination af? + bg{” von Funktionen "
und ¢, die zur x-Zeile der Darstellung DDV’ gehtren, hat wieder
diese Eigenschaft. Es folgt dies einfach aus der Linearitit von (3)
oder aus der Definition (1).

3. Sind DW(R), D@ (R), ..., D (R) die simtlichen irre-
duziblen Darstellungen der Gruppe der Operatoren Pg, so liBt sich
jede Funktion F, auf die die Py angewendet werden kdnnen, so in
eine Summe zerlegen

¢l
j=ix=1
daB £ zur x-Zeile der Darstellung DY (R) gehbre.
Zum Beweise betrachten wir die h Funktionen F = Pz F, Py, F,
Ps F,y..., P4, F, die entstehen, wenn man auf F die h Operationen
der Gruppe der Py anwendet. Sollten diese Funktionen vonein-
ander nicht linear unabhiingig sein, so lassen wir so viele weg, daf

unter den iibriggebliebenen F, F,, ..., F} keine linearen Beziehungen
mehr bestehen sollen. Diese h’'Funktionen spannen eine Darstellung
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der Gruppe der Pp auf. Wenden wir ndmlich auf diese Funktionen
einen der Operatoren P an, so lassen sich die entstehenden Funk-
tionen durch die F, F,, ..., Fy linear ausdriicken. Seiz. B. F;, =P F,
80 ist PPy F — Pgr F also entweder schon selber eines der F;
oder doch durch diese linear ausdriickbar:

h'
PrFr = 2 AR Fi. (6)

i=1
Die Matrizen 4 (R) bilden nun eine Darstellung der Gruppe der Pg.
Dies entspricht genau der Darstellungseigenschaft der Eigen-
funktionen des vorangehenden Kapitels, es ist

S ASRuF, = PspF = PsPp R =Ps S AR ¥,
= 22 4®ad O T, 1
also wegen der linearen Unabhingigkeit
A(S).4(R) = A(SR).

Diese Methode der Erzeugung von Darstellungen wird z. B. anch bei
der expliziten Erzeugung irreduzibler Darstellungen der symmetrischen
Gruppen eine wichtige Rolle spielen. Durch besondere Wahl der urspriing-
lichen Funktion F kann man ndmlich sehr vielerlei Darstellungen erhalten,
die zur Bestimmung von irreduziblen dienen werden.

Ist die Darstellung in (5) noch nicht irreduzibel, so kann man
sie doch mit einer Ahnlichkeitstransformation ausreduzieren, d. h.
die Matrizen 4 (R) alle gleichzeitig in die Form

DY@®R) 0 ...
( 0 mg(m.,.):rm(n)a *)

bringen, wo die D) alle unitire irreduzible Darstellungen sind.
Nach 6, Kap. XI kann man aus den F;, mit Hilfe von a solche
Linearkombinationen bilden, die sich bei der Anwendung der Pg
nach (*) transformieren, also zu den verschiedenen Zeilen der irredu-
ziblen Darstellungen D®, D®, ... gehtren. Da a keine singulire
Matrix ist, kann man umgekehrt mit Hilfe dieser Linearkombi-
nationen die Fj, insbesondere auch F linear ausdriicken. Damit ist
die Moglichkeit der Summendarstellung (4) der beliebigen Funk-
tion F bewiesen.
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Um in (4) noch die f,(,” explizite zu berechnen, wenden wir
daravf Py an, multiplizieren mit D (R)¥, und summieren iiber
alle R. Wir erhalten

h

S DO EEPRF = 22 Z DO ®LPRf = 2, ()
J

das letzte wegen (2).
Diese Gleichung zeigt, da8 >, D')(R):, P F bei ganz
®

beliebigem F' zur x-Zeile der Darstellung DY (R) gehort,
eine Tatsache, die man mit Hilfe von (3) auch direkt verifizieren kann.
Es ist ja, wenn man SR = T setzt und anstatt iiber S diber T
summiert,

2D (82 Ps.(S DO (R)2 P F) = S DO (TR, Py DY (R):.F,
8 R T R

= S DODH DY (B DOBEPF = 1 (S DD Py F),
TR 2 i T
da man die Summation iiber R nach (31a), Kap. IX ausfithren kann.

Die Identitit
F= 2 E 2 L D (R)L PR F (63)

zeigt, da F ganz behebxg sein kann und mit den P, F in keinerlei
Zusammenhang stehen mufl, daB

‘Y =1 firR=E
2 2 f D(ﬁ(R):"{ = 0 sonst

d. h. die Summe der Quadrate der Dlmensxonen aller irredugiblen Darstellungen
ist gleich der Ordnung der dargestellten Gruppe.

4. Zwei Funktionen, die zu verschiedenen irreduziblen Dar-
stellungen gehoren, oder zwar zu derselben Darstellung, aber zu
verschiedenen Zeilen, sind orthogonal. Zu £ wie auch za 0% kann
man definitionsgemisB solche £, P P, ... bzw. ¢97, g¢", ¢{", ...
finden, da8

Pef? = ; DOR), 1P, Prd = ; DY (R)y g
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sei. Da Py unitdr ist, gilt
P, 99 =(Pef?,PrgD)

Y 7
- 2 22' Do (R)rx .D(j,) (R)i.' x' (f(zj)v g(;{:)) . ( )

Summieren wir diese Gleichung iiber alle Operationen Pp der
Gruppe, so ergibt sich
B o) =1 by 80 S, o). ®
f]
Daraus folgt erstens der vorher ausgesprochene fundamentale Satz,
daB (f,(,j), gﬁ’;')) fiirj =5 oder x F=x verschwindet, und zweitens,
daB(f,fﬁ, g,,u)) unabhéngig von » fiir alle Partner gleich ist.

B. Schon im vorangehendem Kapitel haben wir von den Py
gegeuiiber symmetrischen Operatoren gesprochen. So war der
Hamiltonsche Operator H den Operationen (A) und (B) gegen-
iiber symmetrisch. Dies bedeutet so viel, daB Py in der Funktion,
auf die es angewendet wird, nur solche Veridrderungen hervorruft,
die vom Standpunkt des H irrelevant sind (sie vertauscht etwa
die Rollen zweier Elektronen).

Wir wollen hier diesen Begriff etwas genauer prizisieren.
Die Operatoren, die wir als symmetrische bezeichnen, sind immer
bermiteische, sie sind physikalischen GrdSen (z. B. Energie) zu-
geordnet. Die P, denen gegeniiber ein Operator symmetrisch
gein kann, sind zwar selber auch Operatoren, aber unitire, die nicht
physikalischen Gréfen zugeordnet sind, sondern eine Wellenfunktion,
einen Zustand in einen anderen iiberfihren. Man nemnt § sym-
metrisch, wenn sich ihm gegeniiber alle Pr ¢ ebenso wie ¢ ver-
halten. (Wir werden sogleich sehen, daf sich dieser Begriff mit
dem des vorangehenden Kapitels deckt.)

Ist S ein den Py gegeniiber symmetrischer Operator und o
eine seiner Eigenfunktionen § i — s, so bedeutet dies, daB im
Zustand ¢ die Messung der GréBe, zu der § zugeordnet ist, mit
Sicherheit den Wert s ergibt. Dies muB dann auch fiir Py ¢ gelten,
d. h. diese muB auch eine zum Eigenwert s gehorige Eigenfunktion
von S sein.

Aus Sy = s ¢ folgt durch beiderseitige Anwendung von Pp,
daB P S v — Pgsy = sPgy. Da auch SPpy = sPpy gilt,
ist auch PSS9 — SPrv, und diese Gleichung gilt fiir jede
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Eigenfunktion von §, da der Eigenwert darin nicht mehr enthalten
ist. Da sie linear ist, gilt sie fiir jede Linearkombination der
Eigenfunktionen, also fiir jede Funktion iiberhaupt. Daraus folgt
aber PrS — S Pg: ein in bezug auf die Py symmetrischer
Operator ist mit allen Py vertauschbar, es ist gleichgiiltig,
ob man auf eine Funktion zuerst das Pp und dann das § oder
umgekehrt anwendet (,S ist dem Py gegeniiber invariant*).

Wendet man auf (1) S an, so sieht man, daB auch Sf,‘;ﬂ Zur
x-Zeile von DO gehort, wenn dies fiir £ gilt. Daraus folgt nach
(8), daB

(') j .
() 89") = 8,78, (i, Soff) (8a)
fiir j = j' oder x & x' verschwindet und fiir j — j'; ¥ = x’ von
x unabhingig ist.

Obwobhl diese Gesetze recht allgemeiner Natur sind, sind sie doch
nur fiir die einfachsten Gruppen von Operatoren allgewein bekannt. Eine
Gruppe, fir die diese Gesetze geldufig sind, besteht aus dem Einheits-
operator P, und dem von (15) des vorangehenden Kapitels

Ppf(@) = f(— =)

Es ist P} = Py, die Gruppe P, P ist die Spiegelungsgruppe. Sie hat
zwei irreduzible Darstellungen, beide sind eindimensional:
DY(E) = (1), DY(B) = (1) wd DP(E) = (1), DP(RB) = (-1).
Fiir Funktionen, die zur ersten Darstellung (sie hat nur eine Zeile) ge-
héren, lantet (1)

PRfO(@) = fO (=) = 1.1 (a),
sie sind die geraden Funktionen von . Fiir Funktionen, die zur zweiten
Darstellung gehéren, ist (1)

Prf® (@) = O(—2) =— 11 (a),
das sind die ungeraden Funktionen. Die Gleichung (3) lautet fir A1) ()

D () Py f®(2) + DOR)P 5 0(x) = 1 f0(@) + 10 (-2) = = f0)(a)
und fiir £ ()
D) (B) P 19 (z) + DO(R) Ppf®(z) = 1®(@)—10)(-2) = 2 (O (a)

und umgekehrt folgt aus diesen Gleichungen, daf f()(x) gerade und f@ (x)
ungerade ist. DaB sich jede Funktion in einen geraden und einen un-
geraden Teil zerlegen 1dBt, ist eine bekannte Tatsache, ebensowie dafi jede
gerade Funktion auf jede ungerade orthogonal steht.
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6. Bisher haben wir die Darstellungen irgendwie willkiirlich
bestimmt annehmen miissen und eine Funktion, die zur x-Zeile
einer irreduziblen Darstellung gehort, gehort nicht mehr zur x-Zeile
einer #quivalenten Darstellung.

Unabhéngig von dieser speziellen Festlegung der Darstellung
sind die nun folgenden Sitze.

Nach (2) gilt fiir jede Funktion £, die zur x-Zeile der irre-
duziblen Darstellung D@ (R) gehort,

> DI Rz Prf? = Loar?, (2a)
J
was liber 4 von 1 bis /; summiert
0@ Pafy = - fﬁ’" )

(fir x = 1, 2, ..., z,.)

ergibt. Da in (9) x nicht mehr vorkommt, geniigen ihm alle
Funktionen, die zu einer beliebigen Zeile der Darstellung DD (R)
gehren, und auch beliebige Linearkombinationen solcher Funktionen.
Man sagt von einer Funktion, die (9) befriedigt, sie gehére zur
Darstellung D@ (R). Diese Tatsache ist — wie der Charakter —
unabhiingig von der speziellen Form der Darstellung. Umgekehrt
ist jede Funktion, die (9) geniigt, eine Linearkombination von
Funktionen, die je zu einer Zeile der Darstellung ID? (R) gehéren.
Nach (9) ist ndmlich

0 = SO@* Paf® = SSDO®LPa. (10)
J

Jede Funktion der Gestalt >, DO (R)}; P F gehort aber nach 3
3

zur A-Zeile der Darstellung DY (R).
Daraus folgt auch, daf Funktionen, die zu nichtdquivalenten

irreduziblen Darstellungen gehoren, orthogonal zueinander sind.
Weiter 18t sich jede Funktion F in eine Summe

F—_—éfw (11)

i=1



XII. Orthogonalitit und Entwicklungssatz 127

zerlegen, wo fU zur Darstellung DU (R) gehort: man braucht
dazu ja nur die Gleichung (4)

F = Ec f(j)
’Tj‘ (43)
o =317
x=1

umzuschreiben.

Die Funktionen, die zu einer béstimmten irreduziblen Dar-
stellung gehoren, haben also ganz analoge Eigenschaften, wie die
zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung gehorenden: eine
Linearkombination von Funktionen irgendeiner Art ist wieder eine
Funktion dieser Art, man kann jede beliebige Funktion als eine
Summe von Funktionen je einer Art schreiben, zwei Funktionen
verschiedener Art sind jeweils orthogonal aufeinander, ein Operator S,
der den P gegeniiber invariant ist, filhrt eine Funktion einer Art
in eine andere Funktion derselben Art iiber.

Die hier besprochenen allgemeinen Sitze iiber Funktionen kann man
8o zusammenfassen, daf man sagt, Funktionen verschiedener Art (sowohl
im ersten wie im zweiten Sinne) gehéren zu verschiedenen Eigenwerten
eines hermiteischen Operators, der — wie alle P und ihre Funktionen —
mit allen invarianten Operatoren S vertauschbar ist.

Der Operator Oj .+ der F'in

0,,F = > DY®R), Py F (12)
R
bzw. im zweiten Fall in

0;F =3P (R*P,F (12a)
R

iiberfithrt, hat die beiden Eigenwerte 0 und h/lj. Zum letzteren Eigen-

wert gehoren alle Funktionen, die zur x-Zeile der Darstellung DU.)(R)
bzw. einfach zu dieser Darstellung gehéren. Zum Eigenwerte 0 dagegen
gehoren diejenigen Funktionen, die zu anderen Darstellungen gehéren,
bzw. bei (12) auch die, die zv anderen Zeilen (nicht zar x-Zeile) von
DY (R) gehoren.

Die soeben besprochenen Sitze sind dann nichts anderes als die
Orthogonalitdts- und Vollstindigkeitsrelationen der Eigenfunk-
tionen der Operatoren (12), (12a). Das Besondere gegeniiber den gewohn-
lichen hermiteischen Operatoren besteht lediglich darin, daf (12), (12a)
unendlich vielfach entartete Operatoren sind, da zu beiden Eigen-
werten unendlich viele linear unabhingige Eigenfunktionen gehiren.
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7. Kehren wir jetzt wieder zu der Schrédingergleichung
Hvy — E 1 zuriick! Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, da8
zu jedem Eigenwert von H eine bis auf eine Ahnlichkeitstrans-
formation eindeutig bestimmte Darstellung der Gruppe der Ppg
gehort. Andererseits wissen wir auch, daB wir tiber diese Ahnlich-
keitstransformation ganz frei verfiigen diirfen: dies bedeutet nur
eine Festlegung der Linearkombinationen der Eigenfunktionen, die
wir benutzen wollen.

Es bietet vielfach Vorteile, die Darstellungen der einzelnen
Eigenwerte, sofern sie nicht schon irreduzibel sind, in ausredu-
zierter Form anzunehmen

DO@® 0 ... 0
AR) = ? D@? ® ... (:) . 13)
0 0 ... DO®)

Mierin sind die DM (R), D® (R), ..., D@ (R) lauter irreduzible
(vi~ht notwendig voneinander verschiedene) Darstellungen, die
s irreduziblen Bestandteile von A (R), ihre Dimensionen seien der
Reibe nach 1,1, ..., I, Die dieser Form der Darstellung des be-
trachteten Eigenwerts entsprechenden Linearkombinationen der
Eigenfunktionen bezeichnen wir mit

11"1”, ¢§1)1 teey d’ﬁ)’ lb(f), 1P§”, LR 11’5:)7 ey 'p(l‘)" "p(ga)i Y} 1P§:)-
Schreiben wir jetzt fiir diesen Eigenwert die Gleichung (23) des
vorangehenden Kapitels auf, so ergibt sich

Pzv? = = DO (R),. v (14)

[Wegen der Nullen in (13) kénnen die Py ¢ schon als Linear-
kombinationen der 11:5,’) mit demselben oberen Index ausgedriickt
werden.] Die Eigenfunktion ¢? gehort zur x-Zeile der
Darstellung DY und ihre Partner sind 99, v9, ..., w(ljf’

Die Gestalt der Transformationsformel (14) legt es nahe, den
Eigenwert von (13) als zufillig zusammenfallende s-Eigenwerte

anzusehen. Zum ersten Eigenwert gehsren ¢V, 90, ..., ¢{, zum
1
zweiten ¥, w‘}’: cen ¢§i) und zum letzten schlieBlich die Eigeu-
funktionen ¢®, v, ..., 9. Zu jedem dieser Eigenwerte gehort
8

eine irreduzible Darstellung. Fiihren wir diese Bezeichnungs-
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weise konsequent fiir das ganze Eigenwertspektrum durch, so er-
reichen wir erstens, daf zu jedem Eigenwert eine irreduzible
Darstellung zugeordnet ist, und zweitens, daf jede Eigen-
funktion zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung
gehort, ihre Partner sind die anderen zu diesem Eigen-
wert gehorigen Eigenfunktionen.

Im allgemeinen wird dieselbe Darstellung sehr vielen Eigen-
werten gemeinsam sein. Wir konnen daher eine weitere Verein-
heitlichung der Transformationsformeln erzielen, indem wir die
Darstellungen fiir alle Terme, denen sie gemeinsam sind, in der-
selben Form anunehmen.

DaB zu einem Eigenwert mehrere Eigenfunktionen, nimlich
alle Partner voneinander gehdren, wird als ,normale Entartung*
bezeichnet. Wenn auferdem noch mehrere Eigenwerte zusammen-
fallen, wie das im Eigenwert von (13) der Fall war, so spricht
man von einer zufilligen Entartung. Es wird immer an-
genommen, da8 diese eine sehr seltene Erscheinung ist und fiir die
wirkliche Schrédingergleichung, von einzelnen Ausnahmefillen ab-
gesehen, nicht vorkommt.

8. Wir wollen jetzt, um mit den soeben gewonnenen Begriffen
vertrauter zu werden, mit ihrer Hilfe einige Betrachtungen iiber
die Rayleigh-Schrodingersche Storungstheorie anstellen. Wir
gehen zuerst von einem Eigenwert E eines ,ungestérten¢ Problems
aus, der keine zufillige Entartung zeigt. Die zugehtrige Dar-
stellung der Gruppe der Schrodingergleichung ist dann irreduzibel
und die Eigenfunktionen vgz;, ¥gs, ..., ¥g; gehoren zu den
verschiedenen Zeilen dieser irreduziblen Darstellung. Wir fiigen
zu dem urspriinglichen Hamiltonschen Operator H eine ,sym-
metrische Storung* AV zu, die so beschaffen ist, daB sie die Sym-
metriegruppe von H npicht stort, d. h. selber ein symmetrischer
Operator im Sinne dieses Kapitels ist. Um die Sikulargleichung
fiir die erste Naherung 4 E der Zusatzenergie aufzustellen, miissen
wir die Matrixelemente (Ygy, V ¥g.) berechnen. Nach (8a) sind
diese aber fiir x == x' alle Null, fir x — x' alle einander gleich,
etwa vy, so dall die Sikulargleichung die Form

0  Avg—dE ... 0 —0
0 0 .. Avg—AE

Wigner, Gruppentheorie 9
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und die {-fache Wurzel Avy hat. Der Eigenwert spaltet also in
erster Naherung nicht auf. Aber auch in beliebig hoher Niaherung
kann er nicht aufspalten, da bei einer Aufspaltung in etwa zwei
Eigenwerte E, und E, mit I, und 1, Eigenfunktionen (I, 4+ 1, = 1)
die 1, Eigenfunktionen von E, sich bei der Anwendung der P
unter sich transformieren miiBten und ihnen eine Darstellung der
Dimension I, zugeordnet sein miiBte. Diese Darstellung kann aber
wegen 1, < 1 die urspriingliche irreduzible Darstellung des un-
gestorten Eigenwerts nicht enthalten und so miiBten die I, Eigen-
funktionen von E, auf simtliche Eigenfunktionen von E orthogonal
sein und konnten aus ihnen oder ihren Linearkombinationen nicht
stetig hervorgehen.

EinEigenwertmiteinerirreduziblen Darstellungkann
bei einer ,symmetrischen Stérung* nicht aufspalten und
behilt seine Darstellung bei.

9. Betrachten wir jetzt einen Eigenwert, zu dem eine Darstellung
4(R), die DY (R), D®(R), ... der Reihe nach a, a,, ...-mal
enthalten soll, gebort. Im Sinne der Ausfiibrungen in 7. konnen
wir auch sagen, daf a, Eigenwerte mit der Darstellung D (R)
mit a, Eigenwerten mit der Darstellung D®(R) usw. zufillig zu-
sammenfallen. Lassen wir jetzt die symmetrische Stérung AV ein-
wirken, so wird sich hieran hiochstens das d@ndern, daB diese Eigen-
werte nicht mehr zusammenfallen werden. Es werden aber auch
nach der Stérung a, Eigenwerte mit der Darstellung DW(R),
a, mit der Darstellung D@ (R) usw. vorhanden sein, diese
a, + a, + +-- Eigenwerte werden nur im allgemeinen alle ver-
schieden grof sein. Daf auch nach der Stdrung genau a,
Eigenwerte mit der Darstellung D®(R) vorhanden sein miissen,
ergibt sich daraus, daB sich die Anzahl a,1, der Eigenfunktionen,
die zu der Darstellung DW(R) gehoren, nicht dndern darf. Eine
Anderung dieser Zahl wiirde ja bedeuten, daB Eigenfunktionen ihre
Zugehiorigkeit zu einer irreduziblen Darstellung geindert haben,
was aber — wie wir soeben gesehen haben — nicht stetig erfolgen
konnte.

In 8. haben wir einen Eigenwert mit einer irreduziblen Dar-
stellung betrachtet. Obwohl zu ihm ! Eigenfunktionen gehéorten,
konnte er bei einer symmetrischen Stérung nicht aufspalten. Dies
rechtfertigt den Namen ,natiirliche Entartung® fiir das Zugehoren
der I linear unabhingigen Eigenfunktionen zu einem Eigenwert.
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Vom soeben betrachteten Eigenwert mit einer nicht irre-
duziblen Darstellung sagten wir, daB er eigentlich aus a, Eigen-
werten der Darstellung D®(R), a, Eigenwerten der Darstellung
D®(R) usw. besteht. Das Zusammenfallen dieser a, + a, 4 ---
Eigenwerte nannten wir eine zufillige Entartung, weil ihr Vor-
handensein bei Abwesenheit der Storung quasi einem Zufall zu-
zuschreiben ist.

10. Da8 von den Eigenfunktionen von H 4 AV angenommen
werden kann, daB sie zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung
gehoren, gilt nicht nur fiir die exakten Eigenfunktionen, sondern
auch von allen sukzessiven Niherungen des Storungsverfahrens.
Zunichst gilt es zwar nur fiir die exakten Eigenfunktionen, fiir
die gesamte Potenzreihe nach 4 fiir diese. Da es aber fiir die ge-
samte Potenzreihe bei jedem beliebigen Wert von 4 gilt, gilt es
auch fiir alle ihre Glieder separat.

Insbesondere konnen die ,richtigen Linearkombinationen*, die
erste Naherung fiir die Eigenfunktionen eines bestimmten Eigen-
werts E so angenommen werden, da8 sie aus lauter solchen Eigen-
funktionen von E zusammengesetzt sind, die alle zu derselben Zeile
derselben irreduziblen Darstellung gehoren. Enthilt die Darstellung
von E eine bestimmte irreduzible Darstellung IDY" (R) nur einmal,

. . . 3 §r 3 3
so hat E nur eine einzige Eigenfunktion wff ) die zu einer, etwa

der x-Zeile von DY) (R) gebort, und 9Y~ ist dann schon eine
der ,richtigen Linearkombinationen“ Der zugehorige
Eigenwert ist

(@, H + V)9

Enthilt die Darstellung von E die irreduzible Darstellung
D9 (R) mehrmals, etwa aj-mal, so hat E auch a; Eigenfunktionen,
o9 w8, .. ,(,J;,’j, die zu derselben x-Zeile von IDP (R) gehoren.
Die richtigen Linearkombinationen sind dann Linearkombinationen
dieser a; Eigenfunktionen, die man allerdings ohne Rechnung nicht
mehr bestimmen kann.

Auf alle Fille bleibt es aber vorteilhaft, von vornherein solche
Linearkombinationen wf,’g der Eigenfunktionen von E zu benutzen,
die zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung gehoren. Es ver-
schwindet ndmlich wegen (8a)

j) (j"
(wxjg’ ij’g’) — I/jx 0; j'x" — 6]‘]” axx" ”gg’
g*
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fiir j§ =& §' oder ¥ & %', wodurch sich die Sakulargleichung von E
Vises e e — AE1] = 0

wesentlich vereinfacht: sie zerfallt, wie es sich bei naherem Zu-
sehen zeigt, in lauter kleine sogenannte irreduzible Sikular-
gleichungen, deren Dimensionen die Zahlen a; sind, die angeben,
wie oft dieselbe irreduzible Darstellung in der Darstellung des
Eigenwerts E enthalten ist.

Auch in hoheren Niherungen ist es bei einer symmetrischen
Stérung immer moglich, die Anderung der Eigenwerte und Eigen-
funktionen mit der Darstellung D@ (R) mit Hilfe der Eigen-
werte und Eigenfunktionen dieser selben Darstellung allein zu
berechnen. Es geniigt sogar, die Eigenfunktionen, die zu einer
bestimmten, etwa der ersten Zeile dieser Darstellung gehdren,
allein zu betrachten. Nach (22), Kap.V, ist z. B. die zweite
Niherang

2
b = By 4 A G, Vo) + 12 S [0 VO P
g¥E, Ei—E

Wenn nun ¥; zu einer von D@ verschiedenen Darstellung oder zu
einer anderen Zeile von DY als ¢, gehort, verschwindet (¢, V ¥1,),
so daB diese Glieder einfach weggelassen werden kinnen.

11. Ist die Storung AV von H nicht invariant gegeniiber der
ganzen Gruppe der P, sondern nur gegeniiber einer Untergruppe,
8o muB man solche Eigenfunktionen einfithren, die zu irreduziblen Dar-
stellungen dieser Untergruppe gehoren. Die Eigenfunktionen und
Eigenwerte von H seien schon so geordnet angenommen, da ihnen
irreduzible Darstellungen der ganzen Gruppe der P zugeordnet
sind. Man kann dann die Matrizen, die den Elementen der
Untergruppe zugeordnet sind, als Darstellung dieser
Untergruppe auffassen. Es gilt — wie fiir alle P, so auch
fiir die Py der Untergruppe —

Pevd = 3 DY Ry 97
i

Die DY (R) fiir die B der Untergruppe sind aber nicht irreduzibel,
und um zu solchen Funktionen zu gelangen, die zu.irreduziblen
Darstellungen der Untergruppe gehoren, muf man sie ausreduzieren.
Die Anzahl und Art der irreduziblen Bestandteile von
DY(R) als Darstellung der Untergruppe gibt uns Anzahl
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und Art der Eigenwerte an, in die der betrachtete Eigen-
wert aufspalten kann.

Wir sehen, daB fiir die Charakterisierung der Eigenwerte der
Schrodingergleichung die Kenntnis der irreduziblen Darstellungen
der symmetrischen Gruppe von # Elementen und der dreidimensio-
nalen Drebgruppe notwendig ist. Im folgenden werden wir ums
also dieser Aufgabe zuwenden.

12. In diesem ganzen Kapitel wurde von den Operatoren Pp nur die
Tatsache, daf sie eine Gruppe bilden, sowie ihr linear-unitirer Charakter
[nicht dagegen etwa (22) des vorangehenden Kapitels] vorausgesetzt.
Aufierdem wurde nur noch angenommen, daf die P, Eigenfunktionen eines
bestimmten Eigenwerts von H in Eigenfunktionen desselben Eigenwerts
diberfilhren. Aus diesen Voraussetzungen folgt schon die hier allein zn-
grunde gelegte Transformationsgleichung (23) Kap. XI und daB die. darin auf-
tretenden Koeffizienten eine Darstellung der Gruppe der Operatoren Py,
bilden,

Dies wird hier deshalb ausdriicklich bemerkt, weil es spiter (bei
der Theorie des Drehelektrons) vorkommen wird, da8 fiir die Operatoren,
die Eigenfunktionen in Eigenfunktionen iiberfiihren (sie werden dort O
genannt), erstens (22) nicht mehr gilt, und daB zweitens die Symmetrie-
gruppe des Konfigurationsraumes zu ihrer Gruppe nicht mehr holomorph,
sondern nur isomorph ist. Die Koeffizienten in (23) werden dann eine
Darstellung der Gruppe der Operatoren O, und nicht der Symmetriegruppe
des Konfigurationsraumes bilden; alle anderen Sitze dieses Kapitels (z. B.
die Orthogonalitit der zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen gehérigen
Eigenfunktionen) bleiben aber unverindert.

XIIl. Die symmetrische Gruppe

1. Die Elemente der symmetrischen Gruppe n-ten Grades sind
die Permutationen, die Vertauschungen von » Dingen. Ihre Ord-
nung ist #! Man bezeichnet mit <1 2..m

06 Olg - .. Oy
nung, bei der 1 durch e, 2 durch e, ..., schlieBlich » durch e,
. (1 2 ...om\, (kK ..k, )
ersetzt wird. Mit ( > ist ( ) wesensgleich,
oy Gy ... Oy aklakz...ockn
da es ja auch jedes k in oy iiberfihrt. Dabei kann %, &,, ..., k,
eine beliebige Reihenfolge der Zahlen 1, 2, ..., n sein. Unter

) diejenige Umord-

dem Produkt zweier Permutationen A4 — (1 2 .. n) und
Oy Oy ... O
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B — (1 2 .. n> versteht man das Nacheinanderausfithren der
By By --- Ba
beiden: A fithrt k in oy und B dieses in §,, iiber, so da A B das %

in f, iberfiihrt. Die Transformationen (4) des elften Kapitels
bilden eine zur symmetrischen Gruppe n-ten Grades holomorphe
Gruppe, die Transformation (4) fihrt den Punkt 2, «,, ..., 2, in
den Punkt z, , %,,, ..., Ta, iiber und entspricht dabei der Permu-
tation A.

Man kann bekanntlich fiir die Permutationen eine andere Be-
zeichnung einfiihren, sie in , Cyklen auflésen®. Ein Cyklus (r,r,...1;)
ist eine Permutation, die jedes ihrer Elemente 7, durch das darauf-
folgende 7y, ersetzt, nur das allerletzte Element des Cyklus, r,,
wird in das allererste, r,, iibergefiihrt. Der Cyklus (r, 7, ... r;) ist
mit der Permutation (:‘ :2 :‘) identisch. Er ist auch mit dem

Ty Ty 1y
Cyklus (ry 75 ... ry7,) oder auch mit (ryr,... ryr, ry) gleichbedeutend.

Cyklen, die keine gemeinsamen Elemente enthalten, sind ver-
tauschbar. Zum Beispiel ist (135) (2467) — (2467) (135)

1352467
= (3 51467 2)'

Eine Permutation in Cyklen auflgsen bedeutet: sie als Produkt
lauter solcher elementenfremder vertauschbarer Cyklen schreiben.
Dabei ist die Reihenfolge der einzelnen Faktoren, der einzelnen
Cyklen, sowie das Anfangselement eines jeden Cyklus noch will-
kiirlich wihlbar. Man kann diese Auflosung in Cyklen ausfiibhren,
indem man etwa mit dem Element 1 beginnt, danach dasjenige
Element setzt, in was 1 iibergefiihrt wird, darauf folgt dasjenige,
in welches dieses iibergefiihrt wird usw. So kommt man schlieSlich
zu einem Element, das in die 1 tibergefiihrt wird, dieses ist das
letzte Glied des ersten Cyklus, Hierauf geht man zu einem beliebigen
anderen Element iiber, das vom Cyklus noch nicht erfaft wurde und
wiederholt damit dasselbe Verfahren. So fihrt man fort, bis die
ganze Permutation erschopft ist.

1238456
3462561
(1 3 6) (2 4) (5) gleich (3 6 1) (2 4) (B) oder auch (2 4) (5) (1 3 6),
da es auf die Reihenfolge der Cyklen nicht ankommt.

Z. B. ist die Permutation( in Cyklen aufgeldst
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Permutationen, die aus gleich vielen gleich langen Cyklen
bestehen, sind in derselben Klasse enthalten. In der Tat lassen
sich z. B. (n = p,)

B=(rirg...7%) (Tu 4+ 1Tui42 - Tuy) --- (r‘”e—l“ .. r,,g)
und
S = (5,8 - Su) Guy+18u42---5u,) -7 Sy t1 - Sug)
durch
T — (s] Sy o Suy Suy+1Su +2 - Suy - sy(,_1+1 ...s%)
T1Ta e T Tt 1 Ty b2 oo g Ty b1 -+ g

T"‘l — ‘rl"" e r,,lr,,1+1 r,,l+2 e r!‘z e ’r#g_l_*_l e r,,g)
818 - Sy Syt 1 Sur ke o Suy e Sup g4 e Suy
ineinander transformieren: S — T'RT—1, und umgekehrt sind die

Cyklenlingen einer Permutation, die aus R durch eine Transfor-
mation T' hervorgeht, wiederum u,, w, —u,, us— Hos - -y Mo — Mo_y-

Wollen wir daher von zwei Permutationen entscheiden, ob sie
in derselben Klasse enthalten sind, so konnen wir in beiden den
(oder die) langsten Cyklen voranstellen, den zweitlingsten darauf
folgen lassen usw. und den kiirzesten an die letzte Stelle setzen.
Sind dann die Langen der Cyklen 4, = p,, 4, = gy —g,, ...,
Ay =ttg— o (mit 4, =2, = ... =4, und &, + 4, + --- + 4,
== @iy, = ) in beiden Permutationen paarweise gleich, so gehiren
sie in dieselbe Klasse, sonst nicht. Die Anzahl der Klassen ist
also gleich der voneinander verschiedenen Cykleneinteilungen, der
Anzahl der Zahlensysteme 1,, 4, ..., Ao, die den Bedingungen
Ay =4 =...=4 und 4, +4,... + 4, = n geniigen. Diese
Zahl, die Anzahl der moglichen Zerlegungen von » in positive ganz-
zahlige Summanden ohne Riicksicht auf die Reihenfolge 1), bezeichnet
man als ,partitio numerorum* von n. Nach Kap.IX ist die Anzahl
der voneinander verschiedenen irreduziblen Darstellungen gleich
der Zahl der Klassen, also der partitio numerorum von .

Z. B. hat die symmetrische Gruppe vierten Grades (der Ordnung 24)
finf verschiedene Klassen. Reprisentunten je einer Klasse sind z. B.
E=(1)(2)@)4); (12)(3)#); (12)(84); (123)(4); (1284). Sie
muf also auch fiinf irreduzible Darstellungen haben. Die symmetrische
Gruppe dritten Grades bat den drei Klassen E = (1)(2) (3); (1 2) (3);

1) Es ist fir die Anzahl der Zahlensysteme ‘A offenbar gleichgiiltig,
ob man die Reihenfolge der A unberiicksichtigt 148t, oder nur eine Reihen-
tolge 4, = ... > }.9 in Betracht zieht.
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(1 2 3) entsprechend die schon 1m neunten Kapitel besprochenen drei irre-
duziblen Darstellungen.

Die Einsercyklen 148t man h#ufig weg und schreibt z.B. an
Stelle von (1 2)(3) (4) einfach (1 2).
2. Die einfachsten Permutationen sind — abgesehen von der

Einheit — diejenigen, die nur je zwei Elemente vertauschen. Eine
solche Permutation — in Cyklen aufgelost kann man sie (k1)
schreiben — nennt man eine Transposition. Jede Permutation

158t sich als Produkt von geniigend vielen Transpositionen schreiben,
z. B. eine Permutation, die nur aus einem Cyklus besteht:
(o 06 ... 002) = (o0 0t) (&, 0¢5) --. (o¢; @),

und so auch das Produkt von mehreren Cyklen, also jede Permutation.

Der Begriff der geraden und ungeraden Permutation
spielt in der Determinantentheorie eine wichtige Rolle. Der Wert
einer Determinante

Gy G .. Gq

Gy, gy ... Gap

Gn1 Gpg... Gy
ist ja gleich der Summe der n! Produkte
I aikl - 2 f@iap... 2y) Gray gay - - Cnay
WO &, 0t - . . 0, alle n] Permutationen der n Zahlen 1, 2, ..., » durch-
lsuft und &G, q, ... o, gleich + 1 oder —1 ist, je nachdem ( 12...m )
0,08 ... Ay,

eine gerade oder ungerade Permutation ist; d.h. je nachdem es als
Produkt einer geraden oder ungeraden Zahl von Transpositionen
geschrieben werden kann. (Man kann zwar eine Permutation in
mannigfach verschiedener Weise in Transpositionen zerlegen, aber
die Zerlegungen einer Permutation bestehen entweder alle aus einer
geraden oder alle aus einer ungeraden Anzahl von Transpositionen.)

Das Produkt zweier gerader Permutationen ist wieder eine
gerade Permutation, da man sie als Produkt von so vielen Trans-
positionen schreiben kann, wie die beiden Permutationen zusammen
enthalten. Die geraden Permutationen bilden also eine Unter-
gruppe, die alternierende Gruppe. DerIndex der alternierenden
Untergruppe ist 2, da eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den
ungeraden und geraden Permutationen — etwa durch Multiplikation
mit (12) — hergestellt werden kann. Die alternierende Gruppe
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ist ein Normalteiler der symmetrischen Gruppe, weil das konju-
gierte Element einer geraden Permutation P wieder eine gerade
Permutation S—1PS ist, da es als Produkt von doppelt so viel
Transpositionen, wie S plus so viel Transpositionen wie P ge-
schrieben werden kann.

Den Cyklus (@, 065005 ... @2) = (¢, 0%) (@t 0%) - -. (@ t2) kann
man als Produkt von A4 —1 Transpositionen schreiben. FEine
Permutation mit den Cyklenldngen

Ay Agy oer hg (it Ay 4 Ag 4+ + 2, = n)

kann man also als Produkt von 4, —1 4+ 4, —14--- 44, —1
Transpositionen schreiben: unter diesen Zahlen muB fiir alle
Elemente der alternierenden Gruppe eine gerade Anzahl von un-
geraden Zahlen vorhanden sein, unter den 4,, 4,, ..., 4, also eine
gerade Anzahl von geraden Zahlen. Die Permutationen der alter-
nierenden Gruppe enthalten eine gerade Anzahl von geradzahligen
Cyklen (Zweiercyklen, Vierercyklen usw.).

Die Faktorgruppe der alternierenden Gruppe hat die Ordnung
zwei. Aus ihren beiden irreduziblen Darstellungen kann man zwei
Darstellungen der ganzen symmetrischen Gruppe gewinnen, indem
man entweder ihrer identischen Darstellung entsprechend sowohl
den Elementen der alternierenden Gruppe, wie auch den Elementen
der Nebengruppe die Matrix (1) zuordnet, oder indem man ihrer
Darstellung D (E) = (1); D(S) = (— 1) entsprechend den Ele-
menten der alternierenden Gruppe die Matrix (1), den Elementen
der Nebengruppe, den ungeraden Permutationen die Matrix (— 1)
zuordnet. Im ersten Fall erhilt man die identische Darstellung
DO(R) = (1), die zweite Darstellung nennt man die antisym-
metrische D©(R) = (¢z). Diese beiden Darstellungen sind ein-
dimensional.

3. Alle anderen Darstellungen der symmetrischen Gruppe
sind mehrdimensional. In einer eindimensionalen Darstellung kann
némlich etwa der Transposition (12) nur entweder die Matrix (1)
oder die Matrix (— 1) entsprechen, da das Quadrat dieser Matrix
die Einheitsmatrix (1) sein muB. Im ersten Fall muB aber jeder
Transposition (1), im zweiten Fall jeder Transposition (— 1) durch
die Darstellung zugeordnet sein, weil alle Transpositionen in der-
selben Klasse sind und in jeder Darstellung alle denselben Charakter
haben miissen. Die Matrizen, die den Transpositionen entsprechen,
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bestimmen aber ihrerseits die ganze Darstellung, weil sich alle
Gruppenelemente als Produkte von Transpositionen schreiben lassen.
Man erhélt daber im ersten Fall die identische, im zweiten die
antisymmetrische Darstellung.

Die Abelsche Faktorgruppe der alternierenden Gruppe stellt
einen sehr wichtigen Zusammenhang zwischen je zwei irreduziblen
Darstellungen her. Betrachten wir eine irreduzible Darstellung
D®(R), so kann man aus ihr eine weitere, die assoziierte Dar-
stellung D®(R) bilden, indem man alle Matrizen, die zu den
Elementen der alternierenden Gruppe zugeordnet sind, ungeindert
14Bt, alle anderen aber mit — 1 multipliziert. Die so erhaltenen
Matrizen bilden auch eine Darstellung der Gruppe, wie man sich
leicht iiberzeugt, da D™ (R) eigentlich das direkte Produkt von
D®(R) mit DO (R), der antisymmetrischen Darstellung ist:

D (B) = D®(B)x DO (R) = e DV (R),
da D©(R) eine Zahl + 1 ist.

Diese assoziierten Darstellungen spielen sowohl in der Quanten-
mechanik wie in der mathematischen Theorie der irreduziblen Dar-
stellungen eine sehr wichtige Rolle und wir wollen die uns inter-
essierenden Darstellungen auch zum Teil mit ihrer Hilfe ableiten.

Die Anzahl der verschiedenen irreduziblen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe ist gleich der Partitio numerorum von =.
Dies sollte auch die Zahl der qualitativ verschiedenen Arten von
Eigenwerten sein. Es zeigt sich jedoch, da nur Eigenwerten mit
einigen bestimmten Darstellungen wirkliche Energieniveaus des
Atoms entsprechen, den Eigenwerten mit anderen Darstellungen
entsprechen keine wirklich existierenden stationiren Zustinde, sie
sind durch ein von der Eigenwertgleichung unabhéngiges Prinzip,
das Pauliprinzip verboten. Mit Hilfe der Methode, die hier ver-
wendet werden soll, kann man zwar simtliche irreduziblen Dar-
stellungen der symmetrischen Gruppe bestimmen, wir wollen aber
nur die Bestimmung jener Darstellungen ausfiihren, deren Eigen-
werte durch das Pauliprinzip nicht verboten sind. Die genaue
Formulierung des Pauliprinzips wird zwar hier noch nicht gegeben
werden, doch wird die Methode, mit Hilfe der wir die in Betracht
kommenden Darstellungen bestimmen, genau die Uberlegungen ent-
halten, die spiter bei der Anwendung des Pauliprinzips notwendig
sein werden.
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4. Haben wir ein System von Variablen, die nur je einen
‘Wert — etwa | — annehmen kionnen, so besteht der Variabilitéts-
bereich aus einem einzigen Punkt und jede Funktion ist voll-
kommen bestimmt, wenn ihr Wert in diesem Punkt gegeben ist.
In diesem Raum gibt es keine zwei linear unabhingigen Funk-
tionen, alle sind im ,ganzen Variabilitdtsbereich“ konstant und so
Vielfache voneinander. Jede Funktion in diesem Raume bleibt
ungeindert, wenn man die Werte der Koordinaten vertaunscht —
da man ja dadurch nur 1 mit 1 ersetzt. Alle Funktionen in diesem
Raum gehéren zur identischen Darstellung.

Betrachten wir n Variable s,, s,, ..., 8, die je zweier Werte
(etwa + 1 und —1) fahig sind, so besteht der gesamte Raum aus
27 Punkten und wir haben 27 linear unabhingige Funktionen, etwa
jene, die nur in je einem dieser 2® Punkte 1, in allen anderen
Punkten dagegen Null sind. Das skalare Produkt zweier Funk-
tionen ¢ und g ist in diesem Raum

2 2 2 Q(Sy - S )G, - 80) = (@, 9)-

H=tlg=t1 s=*%1
Im Raume eines s; (er besteht nur aus den beiden Punkten s, — —1 und
8 = + 1) bilden die beiden Funktionen d,,, _, und d,,, +, ein ,voll-
stindiges Orthogonalsystem*; die 27 Produkte dieser Funktionen
0c,0, 0050y - -+ 05,0, (mit 6, = +1, ¢,=+1,...,6,=+1)
bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem im %-dimensionalen
Raume der s, S, ..., s,. Die folgenden Formeln lassen sich
wesentlich bequemer schreiben, wenn wir nicht die Funktionen
8, 1, 0, —y, sondern die beiden Funktionen 1 und s, gebrauchen,

ko 17 T
die ebenfalls orthogonal sind:

Aysy) =2l-s, =1.—14+1.1=0.

& = *1

Das vollstindige Funktionensystem im Raume der s,, s, ..., S,

besteht dann aus den 2" Funktionen si'si? ... si* (mit yp; gleich O
oder 1), die man auch folgendermaBen ordnen kann:

1

811 Sqr +vey Sn

81 8g) 8185y -y 51 Sm 8385, 598, «y S98uy «oey Sp_1 S (1)
18985 ) Sp—28p—15y
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Das sind 1+ (’1') + (’2‘) ot (f.) — 2n Funktionen. Wendet

man ein Pz, wo R eine Permutation ist, auf eine dieser Funk-
tionen an, so entsteht daraus eine neue Funktion der s,, s;, ..., Sy,
die — wie jede Funktion dieser Variablen — durch diese 2¢
linear ausgedriickt werden kann. Die Koeffizienten wiirden eine
2n. dimensionale Darstellung der symmetrischen Gruppe geben.
Diese Darstellung 4 (R) ist nicht irreduzibel, sondern enthilt noch
mehrere irreduzible Bestandteile. Wegen des stark eingeengten
Definitionsbereiches der in Betracht gezogenen Funktionen ist
immerhin zu erwarten, da8 A(R) nicht alle irreduziblen Dar-
stellungen der symmetrischen Gruppe enthalten wird, so daf wir
hoffen konnen, daB man és leichter ausreduzieren kann, als eine
ganz beliebige Darstellung. Seine irreduziblen Bestandteile
bzw. die assoziierten dieser sind aber die einzigen Dar-
stellungen, die fiir Elektronen in Betracht kommen.
Wendet man auf eine der Funktionen (1), etwa auf s,s;s,,
den Operator Py an, wo R eine beliebige Permutation ist, d.h.
fiilhrt man eine ,Vertauschung der Variablen“ aus, so erhilt man
wieder ein Produkt aus drei s, etwa sy 8y 8., also eine Funktion,
die in derselben [dritten?')] Zeile von (1) steht, in der auch s, s; s,

war. Will man die (:) Funktionen, die entstehen, wenn man auf

alle Funktionen der %-ten Zeile einen Operator Pz anwendet, durch
die Funktionen (1) ausdriicken, so braucht man dazu nur die Funk-
tionen derselben %-ten Zeile, aus der diese Funktionen stammen.
Diese Funktionen ergeben daher schon fiir sich eine Darstellung

A®(R) der symmetrischen Gruppe mit der Dimension ( :>‘ und 4(R)

zerfillt in die Darstellungen A (R), AV (R), ..., A™(R), deren
Matrizen, wie gleichzeitig bemerkt werde, so aussehen, da8 sie in
jeder Zeile eine 1, sonst Jauter Nullen enthalten.

Berechnen wir noch den Charakter von A®(R)! Der Charakter,
der dem Element R entspricht, ist offenbar gleich der Anzahl der
Funktionen in der k-ten Zeile von (1), die bei der Anwendung
von Py ungeindert bleiben. In den diesen Funktionen ent-

1) Wir beginnen die Numerierung der Zeilen von (1) bei Null, die
letzte Zeile ist die #x-te.
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sprechenden Spalten steht nimlich in A®(R) die 1 in der Haupt-
diagonale, in allen anderen Zeilen anderswo, so daf in der Haupt-
-diagonale eine O steht.

Sei jetzt R eine Permutation mit den Cyklenlingen 4, — u,;
Ay = pg— g, -, lg = g — Mo—1 (g = n) etwa die‘Permu-
tation (12 ... ) (@, + 1 ... ) ... (o—1+ 1, o1+ 2,..., o)
Soll diese die Funktion sy s3? ... sy» ungeindert lassen, so miissen

die Exponenten von s, s,, ..., s, untereinander gleich sein, ebenso
die Exponenten von 8, 41, Su 42 -« .y Sy, USW., schlieBlich auch
die Exponenten von Sug_1+1 Sup_y 21 01 Suy = S

Es werden daher von allen Funktionen (1) diejenigen von Pg
angeéndert gelassen, die sich in der Gestalt

(5183 -+ Su)? (Suy +18uy+2---5u,)?2. .. (.«3.,,9_l F1-- .s,‘e)Ye )

schreiben lassen. (Es sind alle y Null oder 1.) Wir interessieren
uns fiir die Anzahl der Funktionen der k-ten Zeile von (1), die die
Form von (2) baben. Fiir diese Funktionen ist noch

B Yt (=) Yot + (o —fo— ) e = My 11 thgpat - +hgpo=Fy (3)
8o daB ihre Anzahl gleich der Anzahl der Losungen von (3) ist,
wobei jedoch fiir die Unbekannten p,, y,, ..., 7o nur die Zahlen 0
und 1 zugelassen sind. Dies ist der Charakter von R in A® (R),
oder auch jeder anderen Permutation mit den Cyklenlingen 4,, Ags--erhgy
da diese ja alle in derselben Klasse sind und daher alle dieselbe
Spur haben miissen. Man pflegt dies so auszudriicken, daB der
Koeffizient der k-ten Potenz von z im Polynom

L+at) (Lt (1429 (h+d++l=n 4
die Spur von 4® (R) ist.

Die Spur von A®) (E) muB gleich der Dimension ( 2) der Darstellung

sein. Da fir E alle Cyklenlingen 4, = 1, = ... = Ap = 1 sind, ist

(4) gleich (1 -+ z)n, der Koeffizient von xk darin ist tatsichlich ( z) Die

Spur, die zu ejner Transposition (12)(3)(4) ... (n) zugeordnet ist, ist
der Koeffizient von «% in

(+a)(1+a) Qta)--- 1+a) = 1+a?) @+a)n-2.

Er berechnet sich zu

g AP (R)xx = (" % 2) + (2:3)

4
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Nun ist aber A® (R) noch keine irreduzible Darstellung. Man
kann n#mlich aus den <Z> Funktionen der k-ten Zeile von (1) solche

Linearkombinationen bilden, die bei der Anwendung der Py unter
sich, und zwar nach 4*—V(R) transformieren. Dies wire bei einer
irreduziblen Darstellung nicht moglich.

Die Linearkombinationen der Funktionen der k-ten Zeile von
(1), die sich ebenso wie die Funktionen s, 5, ... 8, der k—1-ten
Zeile transformieren, sind

Foya,... ap_y = Sajas...ap_q Say Sag---Sap_; (8)

WO Sg, g, ...a;_, die Summe aller derjenigen n — & 4 1 Variablen
ist, die unter den $4,, 8g,y ...y 8, nicht vorkommen. Geht bei
der Anwendung eines Py das Sq; in 8y, tiber. so geht sq, 85,...8,,
in 8, iiber, so daB

in 8y, 8,8y, , und auch $g, 4, .. q, , gy

sich die F, ,,...q,_, tatsichlich genau wie die s; 85,...8,, _,

transformieren.

Im Anhang wird gezeigt, da8 fiir k < 1n die (k n 1) Funktionen

Fy, ...q,_, voneinander linear unabhingig sind. Wir kénnen daher

k

fiir £ << j» aus den (:} Funktionen s, s,,.. - $q, solche

k= C:) - <kf 1) (6)

Linearkombinationen g,, g,, ... 91, bilden'), die auf alle F, G—y
und aufeinander paarweise orthogonal und normiert sind. Umgekehrt
lassen sich die s;, 8,,...5,, durch die Fy, 4, und die g, linear
ausdriicken. Wir wollen noch die F, ,,_,, die zwar linear un-

abhingig, aber nicht orthogonal sind, durch orthogonale Funktionen
F, F,, ..., F( ") ersetzen und die Darstellung A® (R) in der
k—1

Form 4A® (R) betrachten, die sie annimmt, wenn man an Stelle der
Sa, Say- - - Say, die F|, F,, ..., F(k,, ), 9y 99 ---» 9y als linear
=1

1) Eine solche Funktion ist z. B. (8, — 8g) (85 — 8¢) --- (85 —; — 853)-
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unabhingige Funktionen einfiihrt: A% (R) erleidet ja hierdurch nur
eine Ahnlichkeitstransformation.
Da F, eine Linearkombination der F, o, _, ist, ist PgF,

eine Linearkombination der Pg F,, . und 148t sich ebenso wie

e Bp_q

diese durch die ¥, . 4 _,» also auch durch die F, linear ausdriicken.

&
Die Koeffizienten kénnen wir mit A%—?(R);, bezeichnen

K )
PrF, = 2 A(k_l)(-R)ZxFl!
=1
da sie eine zu A%—V(R) squivalente Darstellung bilden; A® (R)
hat dann die Form
_ Ak—D (R) A(R)
0 (R) —
@ = ("0 p i)
weil die g in (7) alle mit dem Koeffizienten Null vorkommen. Da
weiter 4® (R) = A® (R—) in (7) unitér ist (die F,, ..., F( ny
E—1
911 -1 9y, sind paarweise orthogonal), folgt

(Zw-n (R) A(R) ) _ (Z(lc—n (R—) A(R-Y >+
0 D® (R) 0 D® (R-1)
A= (R 0
- (A (R—)t  D® (R—l)f)'
also ist 4 (R) = 0 und Fe-o(m 0
ao@® =" pu (R))‘ ®
Ist k << I, so zerfillt die Darstellung A® (R) in zwei Darstellungen

Jx—v (R) und DW®(R) mit den Dimensionen (k n 1) und

I, = (Z) — (kf 1), deren erste zu 4%—D (R) dquivalent ist. Daher

kann man A%*—1(R) seinerseits wieder in zwei Darstellungen 4¢—2
und D%=1 zerlegen, dann A%*—? weiter usw., so daB schlieBlich
A® in DO L DO 4 ... + D® zerfillt.

Dies gilt fir ¥ << ; n. Fiir ¥ >> ] n transformieren sich die

(:) = (n " > Funktionen, die n — % Variable in erster Potenz,

die iibrigen in nullter enthalten, genau so, wie diejenigen, die % in
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erster und # —% in nullter Potenz enthalten. Es ist ja ganz gleich-
giiltig gewesen, was fiir ein Orthogonalsystem wir fiir die s gew#hlt
haben, an Stelle von 1, s hitten wir auch s, 1 benutzen konnen.
Daher ist A® #quivalent mit A®—® und kann in dieselben Bestand-
teile zerlegt werden. Fir die Zerlegung von A (R) ergibt sich also
etwa folgendes Bild (n = 4):

A9(R) = D@ = DO

AW (R) = A4© + DO — PO 4 PO

4(R) = 49 (R) = 40 + D® = DO + DO L DO

A4® (R) ~ 40 = DO L D
A9(R) ~  A® = DO

oder fiir ungerades n(n — 5) etwa folgendes:
40 (R) — Do — DWW

A0 (R) = A® 4 DO = DO 4 D
42 (R) = 4® + D® = DO + DO + D®

4(B) = A9 (R) ~ AO® = DO 4+ DO 4+ DO
4® (R) ~ 40 = D® 4 D
A9 (R) ~ A® = DO,

Wir werden jetzt zeigen, daB die soeben gewonnenen Dar-
stellungen D©, DO, ... D™ bzw, DMan—) irreduzibel und
voneinander verschieden sind. Zu diesem Zweck wollen wir die
Irreduzibilitat und Verschiedenheit der auf dieselbe Weise fiir die
symmetrische Gruppe » — 1-ten Grades gewonnenen Darstellungen
"D (R), ' DO (R), ..., D®(R), ... fir k < }(w — 1) voraus-

setzen und auch ihre Dimensionen zu I — <n — 1) — (” - 1)

k E—1
annehmen?).
8. Die Funktionen g,, g,, ..., 9, kénnen wir, da sie in s, linear
sind, so zerlegen
I — gz: Sp + h;:: (9)
daB sowohl in g, wie auch in h, die Variable s, in nullter Potenz
vorkomme, g, und b, kénnen dann auch als Funktionen der Variablen
811 Sgy e ey Sy, allein betrachtet werden, g, ist k — 1-ten Grades,

1) Die gestrichenen GroBen beziehen sich immer auf die symmctrische
Gruppe n — 1-ten Grades bzw. auf Funktionen der s —1 Variablen

81y 8y - -4y sn__l.
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h, ist k-ten Grades. Nun ist g, orthogonal auf alle Funktionen

Fy a, ey also auch auf

Fal ag...ap_gn = Sa;8ay -+ Say_oSnSaya5... 04, _gn

und da h, das s, in nullter Potenz enthilt, gilt dies auch fir h,
und muf folglich auch fiir g,s, gelten. Daher ist g, orthogenal zu
den $q, 84, .- -8a;_, 50, 05...a,_pn- Dies ist aber die Definition der-
jenigen l;_, Funktionen der s,, §,, ..., S,_; vom Grade k — 1, die
sich voraussetzungsgemil nach der irreduziblen Darstellung 'D*—1
transformieren. Unter den g, sind also nur 1" < l—, linear un-
abhingig, und man kann, wenn I, groBer als I" ist, solche Linear-
kombinationen g, der g, bilden, daf

G =gsat e (=12 ..,1) (9a)
und die g, linear unabhingig sind und
Ge=h (=U+1,1+2 .., 1) 9b)

gilt. Auch die g, sind orthogonal zu den F, , und dies muB

182 ... Qp_y
fiir % >>0" auch von den h, gelten. Wir betrachten insbesondere
solche Fy ,, ...ay_,» bei denen n unter deu a,, Gg, ..., Gy, micht
vorkommt. Dann ist
Fal ay...ap_; = Say Say--- sak_l (3a1 ay ...0p_qn + S,,).

Da in h, das s, in nullter Potenz ist, ist es orthogonal anf
84,80y +++ Say_, S also fiir % > 1" auch auf Say Say -+ Sar_, Say a;... ap_ym
Das ist aber die Definition derjenigen Funktionen der 81y 8y -+ ) Sp—1y
die voraussetzungsgemil zu der irreduziblen Darstellung 'D® ge-
horen, und die k,, miissen fiir > 1" Linearkombinationen dieser sein.

Nun sei R' eine Permutation, die nur die ersten # — 1 Vari-
ablen vertauscht, s, dagegen ungedndert laGt.

Dann ist

Prdx = saPr g+ Prhy (x=1,2,...,1"), (10a)
Pedx=Poh, (=141 1"+2..,1%). (10b)
Und es ist fiir alle Permutationen R, also auch ‘fiir R’
b
Pr 9x = Z'ID("’ (B)1x82
v U
=1§1D"" E)aulise + 2 DO RYuhi. (1)

Wigner, Gruppentheorie 10
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Der Vergleich der rechten Seiten von (10a), (10b) und (11)
ergibt durch Gleichsetzen der Koeffizienten von s, (die Pp h, sind

Funktiouven der s,, ..., 8, allein, enthalten also s, in nullter
Potenz)
l’l
Pr 9. :;2 DO RN.gn 1), (12a)
=1
0 = D®(R) x>T15 A1) (12b)

Der Vergleich der von s, freien Glieder ergibt fir % > [" mit
Hilfe von (12b)

U b

Pz b, =2 DO Ry =>D% Rk x>17). (12¢)
=1 =I'+1

Aus?) (12b) ersehen wir, daB D® (R') die Gestalt

A (R)) 0
B (R —
2@ =(px) cm)
hat. Nehmen wir nun an, daf die g,, g,, ..., g;, paarweise ortho-

gonal sind (was wir erreichen ktnnen, wenn wir auf die zunichst
ohne diese Vorschrift gebildeten g, das Schmidtsche Ortho-
gonalisierungsverfahren in der Reibenfolge g, ..., 9, 9, an-
wenden), so muB D® unitiar sein und B (R’) mub, wie wir das
schon bei (8) gesehen haben, verschwinden.

Nun folgt weiter aus (12a) und (12¢), da g, fir x <1’ und
h, fiir x> 1" zu 'D*=D bzw. zu 'D® gehtren, dab 4 (R') und
C(R’) iquivalent zu "D%*—1(R') bzw. 'D® (R') sein muf. Die
Darstellung D® (R), als Darstellung der symmetrischen Gruppe
n — 1-ten Grades betrachtet, die nur die ersten » — 1 Variablen
vertauscht, zerfillt in zwei verschiedene irreduzible Bestandteile
'D&=D(R) und D®(R’), d.h. die Matrizen, die diesen Per-
mutationen entsprechen, haben die Gestalt

‘D=1 (R 0 )

DY (®) = R o (&) (13)

1) Aus (12a) sehen wir, daf J'' — [, _, sein muB. Wire nimlich
U" <l _, so wiirden die Funktionen g, nach (12a) zu einer Darstellung
gehoren, deren Dimension kleiner als die von 'D(—1 ist. Da sie aber
gu 'D(k—1) gehoren und diese irreduzibel ist, ist dies nicht méglich.
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Die Dimension von D® muf also gleich der Summe der Dimen-
sionen von 'D®—1 und "D® sein. In der Tat ist

"‘“(> (k-—1>
o (i L G B (A B (e B R 3

Betrachten wir jetzt eine Matrix

(M1 My

My M

die mit allen D® (R) vertauschbar ist. Die Zeilen-Spalteneinteilung

sei in (14) dieselbe wie in (13). Es muB (14) insbesondere auch
mit den D®(R’) von (13) vertauschbar sein:

('D(’"‘”(R') 0 )(Ml .Mg)

(14)

0 'D® (R)\ My M,
. (Ml M, ('D(k—v ®) 0 )
—\mM, M, 0 'D® (R

Daher gilt fiir alle Matrizeu der irreduziblen Darstellungen ' D *—1(R')
bzw. 'D® (R') der symmetrischen Gruppe » — l-ten Grades, die
den Permutationen der s,,s,, ..., S,_, entspricht:

'DE—) (R M — M, D%V (R),
'D®=1D(R) My =— M, 'D®(R'),
D" (RYMy = My D* V(R)),
‘DO (RYM, = M, D®R).
Hieraus folgt aber nach den Sitzen 2 und 3, Kap. IX, da8 M und

M, Nullmatrizen, M; und M, Vielfache der Einheitsmatrix sein
miissen; (14) muB schon wegen der Vertauschbarkeit mit (13) die

Gestalt
m1 0
( 0 m, 1) (142)
haben. Betrachten wir nun eine Permutation R, die s, nicht mehr
ungeindert 146t, sondern in ein anderes, in h, auch in erster Potenz:
vorkommendes s iiberfiihrt. Zur linearen Darstellung von PRhl,‘
10*



148 XIII. Der Charakter der irreduziblen Bestandteile

braucht man dann sicher wenigstens eines der g,, gy, ..., gr,_,-
Schreibt man daher D® (R) wieder in der Form
. (4 .

Do ® =(g )
so ist B sicher keine Nullmatrix, und (14a) kann nur mit (13a)
vertauschbar sein, wenn m, — m,, (14) eine konstante Matrix ist.
Dies ist aber die Bedingung fiir die Irreduzibilitit von D®(R),
die wir mithin bewiesen haben.

Es wurde bisher immer angenommen, daB, sobald ¥ <X » ist,
aufler 'D*~1 (R') noch etwas in "D® (R') enthalten ist, und dann
gezeigt, daB dies nur D@ (R') sein kann. Nun ist das erstere nur
fir k< }(w — 1) sicher, weil dann I} _, <l ist. Der Fall
k= }n muB noch gesondert betrachtet werden. In diesem Falle
enthilt D® (R) als Darstellung der Untergruppe, die s, un-
verindert laBt, zwar auch noch "D®—V(R'), aber es enthilt auch
nichts weiter. Die Dimension von D® (R) ist némlich gleich der
Dimension von 'D%—1(R'):

b= (1nn) _(-;nn— l> = (%:: })"(1: :;) =l

3 . ]

(=) =050
=) =G )= (o)

(13a)

weil

ist. D®2®W(R) ist irreduzibel, weil schon die Matrizen, die zur
Untergruppe, die s, ungeéndert 14Bt, gehdren, irreduzibel sind.

Da8 die Darstellungen D@, D, ..., D(z2™ bzw, DMan—1)
alle verschieden sind, sieht man aus (13): schon die Matrizen, die
Permutationen R’ der s, s,,...,8,—, entsprechen, sind in allen
diesen Darstellungen indéquivalent.

6. Wir wollen noch den Charakter y®(R) der irreduziblen
Darstellung D® (R) berechnen. Nachdem A® (R) so transformiert
werden kann, da

(k—1
A%—D (R) 0 ) )

A k) .
Aw—(o D% (R)
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wird, ist y® (R) gleich der Differenz der Charaktere von 4A® (R)
und A®*—DV(R). Der Charakter von A® (R) ist nach (4) gleich
dem Koeffizienten von z* im Polynom (k << 1n):

A+ay(l+a) ... (1+20 G+t ti=mn, @
und der von 4*—V(R) ist gleich dem Koeffizienten von z¥—! in
diesem Ausdruck, oder dem von z* im z-fachen von (4); y® (R) ist
die Differenz dieser beiden Koeffizienten oder gleich dem Koeffi-
zienten von z* in der Differenz der beiden Ausdriicke, in

(L —a) (1 4 24) (L 4 #d) ... (1 + 2" = S e P (B), (18)
WO Ay, 4y, ..., A die Zyklenlingen von R sind. ¢

Fiir die assoziierte Darstellung D™ (R) gelten dieselben Aus-
driicke mit demselben bzw. entgegengesetzten Vorzeichen, je nachdem
R eine gerade oder ungerade Permutation, d. h. je nachdem 4, — 1
+ A4 — 14 .-+ 4, —1=mn—p gerade oder ungerade ist:
2% (R) ist der Koeffizient von «* in

(—1p=e(l=a) (L+ah) (L4 ah) - (1429 = S atz® (B). (18a)
k

DO (R) ist die identische, 1D (R) die atisymmetrische Darstellung.

Wir haben auf diese Weise, wie schon am Anfang der Ab-
leitung betont wurde, nicht alle irreduziblen Darstellungen der
symmetrischen Gruppe bestimmt, sondern nur jene, die in der
Spektroskopie eine Rolle spielen. In der mathematischen Theorie
der irreduziblen Darstellungen — wir verdanken sie in erster Linie
A.Young und G. Frobenius — ordnet man die einzelnen Dar-
stellungen nicht einfachen Indizes %, sondern den verschiedenen
Zerlegungen der Zahl » in positive ganzzahlige Summanden zu,
deren Anzahl ja gleich der aller irreduziblen Darstellungen ist. Der
Darstellung D™ (R) entspricht dabei die Zerlegung (n — k) + %
(wo wegen der Beschrinkung n — k = k wieder &k < 1n ist), der
Darstellung D® (R) die partitio2 + 2+ -+ +2 + 1 414 ... 41
aus k Zweiern und n — 2 k Einsern,

DaB sich bei der Vertauschung der Koordinaten der Elektronen glle
in der Natur vorkommenden Eigenfunktionen nach diesen Darstellungen
transformieren, hingt damit zusammen, da8 sich die Elektronen in einem
guferen Magnetfeld nur in zwei verschiedenen Richtungen einquanteln
konnen. Wenn drei Richtungen méglich sind (wie das z. B. bei dem Stick-
stoffkern der Fall ist), kommen' auch die Darstellungen, die Zerlegungen
von n in drei Summanden entsprechen, bzw. ihre assoziiertem, die Zer-
legungen von # in lauter 1, 2, 3 entsprechen, vor. Ist umgekehrt (wie
z.B. bei dem He-Kern) nur eine Einstellungsmoglichkeit da, so kommt nur
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die symmetrische Darstellung (n — n) und die antisymmetrische (n — 1
+ 14 .- 4 1) in Frage.

Man vergleiche die Resultate dieses Kapitels mit den irreduziblen
Darstellungen (), (+4), (t+f) S.89 bis 90 der symmetrischen Gruppe
dritten Grades! Die Darstellung durch lauter (1), die identische ist IDX0) (R),
ihre assogiierte, die antisymmetrische ist IXO) (R), die zweiten Grades ist
DO (R), und in diesem Falle ist D (R) dieser squivalent,

Fiir die symmetrische Gruppe vierten Grades haben wir

DO (R) und DO (R) von den Dimensionen (3) — (_41) =1,
DO(R) , DO(R) e (D)) =»
D@ (R) iquivalent D® (R) , n (;) — (‘11) = 2,

das sind im ganzen fiinf indquivalente irreduzible Darstellungen, den fiinf
Klassen entsprechend (es ist auch 2.12 4 2.3%3 2% — 24 — 4!) also
wieder alle. Fir » — 5 erhalten wir auf diese Weise sechs irreduzible
Darstellungen [ D@ (R) ist D® (R) nicht dquivalent], da aber bereits sieben
Klassen da sind, nicht mehr alle. Fir noch grofiere n wird ein immer
kleinerer Bruchteil der Darstellungen erfaft. Trotzdem werden wir mit diesen
auskommen, da die anderen in der Spektraltheorie der Atome wegen des
Panlipringips keine Rolle spielen. Man gewinnt sie ebenso, wie wir diese
gewonnen haben, wenn man die Transformationseigenschaften von Funktionen
von n Variablen untersucht, die mehr als zwei Werte annehmen diirfen,
wihrend unsere s auf die zwei Werte — 1 und -+ 1 beschrinkt waren.

Anhang. Es soll noch gezeigt werden, daf fir £ < ;n die
n : .
(k— 1) Funktionen
Falag...ak_l = S8¢,5ay3 - -+ Sap_,5a1a3...0p_, ®
(8ay05...0_1 ist die Summe aller jener s, deren Indizes unter den

Zahlen a,, ..., a;_, nicht vorkommen) linear unabhéngig sind. Nur
wenn dies feststeht, komnen wir n#mlich schliefen, da8 nur

(n) _ (k " 1) Linearkombinationen der s;, 84, ... 85, auf allen

k
Fy,...ap_, senkrecht stehen. Die Fy, P sind Linearkombi-
nationen der 8y, S, ... Sq,
Falaz...ak_l = ;mal...ak_l; by...bySbySby -+ Sps (a)
wo 1, wenn die a,, a,, ..., a4,

unter den b, bQ,...,bkl
mal-~'ak—15b1'-'bl-~-bk — vorkommen, 1 J (b)

0 sonst.
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In der Summe in (a) durchlaufen die b,, b,, ..., b, alle (;:) Kom-

binationen der Zahlen 1, 2, ..., . Wenn unter den F,_ ..ap_, eine
lineare Beziehung
Ecﬂl.. -0 —1 Fal...ak_l
a
= Sbca, ...ak_lmal...ak_l; bl...bksbl' "sbk =0 (C)
a
bestehen wiirde (die Summation ist wieder iiber die <k 1) Kombi-

nationen der a bzw. iiber die (Z) Kombinationen der b zu er-

strecken), so wiirde fiir alle Zahlen x, b
Ecal...ak_lmal...ak_l;bl...bkwbl...bk:() (d)
a,d

folgen, wie man erkennt, wenn das skalare Produkt von (c) mit
Sb,8b, + - - 8y, Wit zp p,. . 5, multipliziert und die so entstandenen
Gleichungen fiir alle Kombinationen der b addiert.

Wir wollen jetzt die Ty, .. .1, SO wihlen, daB
1 fira,=1,...,¢,_, =k-1
%ma,...ak_l;bl...bkxbl...bk:() sonst:, T ’} (e)
dann ist (d) mit
Cg...k—1 =20 ®
gleichbedeutend, und dies muf auch fiir alle anderen Cay...ap_4

gelten, da sie ja alle gleichberechtigt sind. Damit wire die lineare
Unabhingigkeit der F, , bewiesen.

Uber die @, .. .5, kénnen wir frei verfiigen. Die Ty, .. by VOR
deren Indizes b,, ..., b, genau ¢ unter den Zahlen 1,2,..., %k —1
vorkommen (k — ¢ dagegen grofer als k¥ — 1 sind), wihlen wir
gleich groB und bezeichnen sie mit z,. Nun betrachten wir die-
jenigen Gleichungen (e), bei denen unter den Zahlen a,, ay, ..., a;_,
genau ¢ unter den Zahlen 1,2,...,k—1 vorkommen. Da
M, ...ay_1; by...0 DUr dann von Null verschieden ist, wenn die a
unter den b vorkommen, kommen fiir (e) nur jene Glieder in Betracht,
bei denen auch unter den letzteren ¢ unter den 1, 2,..., k — 1 und
k—1—o0 unter den k, %+ 1,...,n sind. Der einzige Index,
dessen Zugehorigkeit noch nicht bestimmt ist, kann entweder unter
den ersteren oder unter den letzteren Zahlen sein. Im ersteren

ceOp
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Falle kann er k — 1 — 6, im letzteren n — %k 4+ 1 — (k— 1 — @)
—n—2%k + 2 4+ ¢ Werte annchmen, da er keinem der
@y Gy, ..., G, gleich sein kann. So geht (e) in
=1 (fir 6 = k=1), i
—0dire=01,.. k2| ®
1
e und
m—k+ D
2 k— 1 — ] o ¢
— = fire =0, 1,..., k—2);
Beer  m—2kfzie (rO=0bh :
diese Gleichungen lassen sich aber fir » — 2%k + 2 > 0 oder
k <<3n + 1 und a fortiori fiir & < 1 n alle erfiillen.

hr1-06) 2,4, +(m—2k+2+0) 2,

iiber. Dies ergibt z,_, —

XIV. Die Drehgruppen

1. Man nennt die kontinuierliche Gruppe, die aus der Gesamt-
heit aller reellen, orthogonalen n-dimensionalen Matrizen gebildet
wird, dien-dimensionale Drehgruppe. Diereine Drehgruppe
umfaft nur die orthogonalen Matrizen mit der Determinante 1,
wibrend die Drehspiegelungsgruppe auch die mit der Deter-
minante — 1, also alle reellen orthogonalen Matrizen enthilt. Die
Gruppenmultiplikation ist wieder die Matrixmultiplikation, und die
Einkeit ist die Einheitsmatrix.

Im dritten Kapitel haben wir gesehen, daf jede reelle ortho-
gonale Matrix durch eine unitdre Matrix auf die Diagonalform
gebracht werden kann. Die Diagonalelemente haben dann alle den
Absolutwert 1, einige sind 4 1, andere — 1, der Rest besteht aus
paarweise konjugiert komplexen Zahlen /¢ und ¢—%¢. Die Eigen-
vektoren, die zu + 1 oder — 1 gehoren, konnen reell geschrieben
werden, diejenigen, die zu zwei konjugiert komplexen Eigenwerten
gehoren, konjugiert komplex. Da diese Eigenvektoren, wie alle,
aufeinander im Hermiteschen Sinne senkrecht stehen, sind sie im
komplex orthogonalen Sinme. auf sich selber orthogonal: die Summe
der Quadrate ihrer Komponenten ist Null.

Die n-dimensionale orthogonale Matrix bedeutet einen Ubergang
von einem rechtwinkligen Achsenkreuz zu einem anderen, eine Ver-
drehung des Achsenkreuzes. Die Orthogonalitit der Matrix be-
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deutet, daB je zwei Achsen des neuen Koordinatensystems aufeinander
senkrecht stehen, und daB die Lingenmessung lings der neuen Achsen
mit dem ungeinderten alten MaBstab geschieht. Die reine Dreh-
gruppe enthalt nur Uberginge von einem ,rechtshindigen Achsen-
kreuz“ zu einem anderen ,rechtshindigen“, die Drehspiegelungs-
gruppe auch von einem rechtshindigen zu einem linkshéndigen
und umgekehrt.

Wir miissen, um unsere allgemeinen Resultate iiber kontinuier-
liche Gruppen anwenden zu konnen, zunichst Parameter einfithren.
Dies kann nur in unsymmetrischer Weise geschehen, indem man
nicht nur Raumrichtungen (die Koordinatenachsen), sondern sogar
unter diesen Koordinatenachsen einige auszeichnen-muB. Zunéchst
bestimmen wir ihre Anzahl, d. h. die Dimension des Raumes, in dem
der Variabilititsbereich der Parameter abgegrenzt werden muf.
Betrachten wie eine n-dimensionale reell-orthogonale Matrix! Die
erste Zeile ist ein n-dimensionaler Vektor mit der Linge 1 (die
X-Achse des neuen Systems), das sind — wegen der letzten Be-
schrinkung a}, + af; + --- +al, = 1 — genau » — 1 Para-
meter. Die zweite Zeile (die Y-Achse) muB auf der ersten senkrecht
stehen — das ist eine homogene lineare Gleichung @, , @,, + @,, @,,
+ .-+ a,, ay, = 0 fiir die @,,, @,,, ..., @, — und die Linge 1
haben a3, + a3; + -+ + @, = 1 — das sind noch % -— 2 Para-
meter. Die k-Zeile muB auf ¥ — 1 vorangehende Zeilen senkrecht
stehen — das sind % — 1 homogene lineare Gleichungen — und die
Linge 1 haben. Es bleiben fiir die @, @, .., @, insgesamt
n — k Parameter. Im ganzen haben wir

-1+ ®-2)+®-3)+---+n-—n-1)4+0=31nn-1)
freie Parameter.
2. Im folgenden werden wir uns auf die zwei- und dreidimen-
sionalen Drehgruppen beschrinken.
Das allgemeine Element der zweidimensionalen reinen Dreh-

gruppe erhilt man durch einen Ubergang zu einem neuen Koordinaten-
system in der Ebene. Dabei ist?)

' xcosqp——ysin(p,} )

r —
Yy = zsing 4 ycos @,

1) Der Drehungssinn ist so gewihlt, daf die Y-Achse zur X-Achse
gedreht wird, weil dies bei der dreidimensionalen Drebgruppe so iiblich ist.
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wo @, der Drehwinkel von — 7z bis =, variiert. Das allgemeine

Element ist also

(cos g —sing @)
sin @ cos q;)'

Geht man mit Hilfe einer weiteren Drehung des Achsenkreuzes um

¢ von ', y' zu 2", y" iber, so erhilt man das Produkt

(cos 9o —sing' (cos p —sing
sin @’ cos q;') sin @ cos ¢p> 3
— (cos (p+9) —sin(p+ tp’)>

sin (¢ + @) cos (¢ + @)
eine Drehung mit dem Winkel ¢ + ¢, wie man aus (3) auch un-
mittelbar verifiziert.
Die zweidimensionale reine Drehgruppe ist, da sie nur einen
Parameter hat, abelsch. Fithren wir die Bezeichnung {¢} -des
Kapitels X fiir das Gruppenelement mit dem Parameter ¢ ein, so

lautet (3)

{9} {9} = (9" + o} = {9} (¢}, @
wo aber, wenn @' 4 @ nicht zwischen — z und = liegt, 2x zu
addieren bzw. zu subtrahieren ist, so da8 es in sein richtiges Varia-
bilitatsbereich kommt.

Fir die Matrix (2) ist ¢ die komplexe Phase der Eigenwerte
¢t1¢. Die Eigenvektoren, die Spalten der unitiren Matrix w, die
(2) auf Diagonalform bringt, bestimmen sich aus

e + |tea [P = 15 ufe + Uda = 05 Uyo = L iU
bis auf ¢inen Faktor vom Betrag 1, der aber willkiirlich gewahlt
—i'u = l'u = i'u — 1
Vé_’ 91 Vg’ n—*vé- '2-2——V§1

werden kann, zu w,, =

und es ist

( c/V§ I/VE) /c0s @ —sinq;)(-—i/vg i/VE)_(e—W 0 ) ®)
-il¥2 1)y2 ksinqv cos@/\ Y2 1/y2/  \ 0 efv

Die Eigenvektoren sind also fiir alle Matrizen (2) dieselben. Da
die reine zweidimensionale Drehgruppe abelsch ist, bildet jedes
Element von (2) eine Klasse fiir sich.

3. Aus jeder zweidimensionalen Matrix mit der Determinante — 1
erhilt man eine Matrix mit der Determinante 1, wenn man die erste
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Zeile mit — 1 multipliziert. Umgekehrt erhilt man also die all-
gemeine orthogonale Matrix mit der Determinante — 1, indem man
in der ersten Zeile von (2) die Vorzeichen umkehrt:

(-—- cf)s(p s qp>. ©@a)
sing cos¢@
Die Matrizen (2) und (2a) fiir ¢ = — x bis x bilden die zwei-
dimensionale Drehspiegelungsgruppe. Die Matrizen (2a) haben alle
die Eigenwerte 1 und — 1, sie unterscheiden sich durch ihre Eigen-

vektoren w , = LOS% — sin g) und ¥ , = (sm 5 cos tp) von-
einander, wihrend (2) alle dieselben Eigenvektoren und verschiedene
Eigenwerte hatten. Es ist namlich

?in? P _Gn®
(_ cos g sin q))__ cos2 sin 5 (—l O) cos — sin 5 -
sin g cos g —-singz (:os.2 01 sin = 9 cos -- ’
2 2 2 2,

was der Tatsache entspricht, da8 jede Drehspiegelung (2a) als eine
reine Spiegelung an einer Geraden aufgefaBt werden kann: (5a)

bedeutet, daf man (2a) erhilt, wenn man zuerst um % dreht,

dann an der Y-Achse spiegelt, dann mit -% zuriickdreht. Statt
dessen hitte man an einer Geraden, die mit der Y-Achse den
Winkel -—-g einschlieBt, spiegeln konnen.

Die zweidimensionale Drehspiegelungsgruppe ist eine gemischt-
kontinuierliche Gruppe. Man kann fiir sie am besten in der Weise
Parameter einfithren, daB man einen kontinuierlichen Parameter ¢
und einen diskreten d nimmt, der letzte ist gleich der Determinante,
also + 1. Es ist dann

(g, d) = (dz?w — s 7), (6)
in @ cos @

{‘P? d} {q)lr d,} = {d'(p + ‘P,r dd'}.
Die Gruppe ist also nicht mehr abelsch, die Matrizen (2a) sind
nicht mehr vertauschbar, sie haben ja auch nicht dieselben Eigen-
vektoren.
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Auch die Klasseneinteilung #ndert sich: (5a) zeigt, daB alle
Elemente (2a) in einer Klasse sind, sie lassen sich nimlich alle
in {0, — 1} transformieren. Aber auch die Elemente von (2) bilden
nicht mehr je eine Klasse fiir sich:

—10 cosp singy/—1 0 ___<cos¢p — sin @ 7
(0 1)(——sin¢p coscp)(O 1)_ sin @ coscp>' 0
{p, 1} und {— @, 1} sind zusammen in einer Klasse. Andere
Elemente kénnen dagegen nicht mehr in dieser Klasse sein, da diese
andere Eigenwerte haben und so nicht mehr in diese transformiert

werden konnen.
4. Nach den allgemeinen Entwicklungen iiber das Hurwitz-

sche Integralkalkiil existiert im Bereich der zweidimensionalen reinen
Drebgruppe ein invariantes Integral, so daf

[7do) 9o dp = [T R {p) s(lohde @)
fiir alle Gruppenelemente R gilt, wenn ¢ (I') durch
g(T) = M_’ZZ(,%, fir ¢ = 0, 9)
Ode

definiert ist und p (7) der Parameter des Elementes T ist.

Im Falle der zweidimensionalen Drehgruppe ergibt die unmittel-
bare Anschauung, daB gleiche Bereiche von ¢ gleiches Gewicht
haben miissen. In der Tat sei ¢ der Parameter von T, dann ist
nach (4) der Parameter p (7. {a}) =t + a, und dies nach ¢ diffe-
renziert ergibt 1, so daB

9 (T) = g(E) (10

ist. Das invariante Integral lautet also

kA n

[7de) dp = [T {ph)dg. (11)
-7 -7

Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen reinen

Drehgruppe sind alle eindimensional. Dies gilt namlich fiir alle,

auch fiir kontinuierliche abelsche Gruppen. Betrachten wir eine

mehrdimensionale — etwa zweidimensionale — Darstellung. Wir



XIV. Darstellungen der zweidimensionalen reinen Drehgruppe 157

konnen irgendeine Matrix der Darstellung auf Diagonalform bringen.
Wiirde sie zwei ungleiche Diagonalelemente, also etwa die Gestalt

a 0
*
<O b) )
haben, so miiBten alle mit ihr vertauschbaren Matrizen — also alle
Matrizen der Darstelling — an den Kreuzungspunkten der ver-

schiedenen Diagonalelemente von (*) lauter Nullen haben, und die
Darstellung wiire reduzibel. Soll dies nicht der Fall sein, so miissen
die Eigenwerte der ersten Matrix alle gleich und diese eine konstante
Matrix sein. Sie hitte dann schon vor der Transformation die
Diagonalform gehabt. Da dies aber fiir jede Matrix der Darsellung
gilt, wiren sie alle Vielfache der Einheitsmatrix und die Darstellung
a fortiori reduzibel.

Aus (4) folgt, dal wenn in einer Darstellung dem Element {¢)}
die Matrix (f (p)) entspricht, so mus

(F (@) (F@)) = (F(®)-f @) = (g + @),

f(p) = ette
sein. Da aber die Matrix fir ¢ — — & der Matrix fir ¢ = =
gleich sein muB, muf ¢t¥7 — ¢—ik®; g27ik — | sein. Daraus folgt,
daB k eine reelle ganze Zahl ist. Die zweidimensionale reine Dreh-
gruppe hat unendlich viele irreduzible Darstellungen, alle sind von
der Dimension 1, die Matrix, die in der m-ten Darstellung dem
Element (2) mit dem Drehwinkel ¢ zugeordnet ist, lautet

(eimq)).

Fiir alle positiven und negativen ganzzahligen m — ... — 4,
—3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4,... erhilt man je eine irreduzible
Darstellung.

Die Orthogonalititsrelationen

also

-
[emoy*emedp = 0 tir m = m’

T
::Id(p = 2m% firm =
-7
1
sind die Orthogonalititsrelationen der Fourierreihe. Die Voll-
sténdigkeit der Darstellungskoeffizienten ist auch die Vollstandigkeits-
relation der Fourierentwicklung.
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8. Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen Dreh-
spiegelungsgruppe bestimmen wir hier nach einer Methode, die hier-
fiir zwar etwas kompliziert erscheinen muB, die wir aber spiter bei
der dreidimensionalen Gruppe noch verwenden wollen und die wieder
ein Beispiel fiir den Zusammenbang der Darstellungen mit den zu-
gehorigen Funktionen liefert. Wir betrachten die Gleichung der
harmonischen Polynome zweier Variablen

*f (@9) n 0 (z,9)
dx? 2y
die offenbar invariant allen Transformationen (6) gegeniiber ist.
Weiter bemerken wir, daf eine Losung von (12), die etwa homogen
vom Grade m in z und y ist, bei Anwendung eines Operators. Py
[mit einem R aus (6)] wieder in ein solches Polynom iibergeht, da
ja P eine lineare Transformation der Variablen x und y bedeutet:
Piy,q) f(®dcosp — ydsin ¢, xsin @ + ycos p) = f(z,y), (13)
oder
Py, a) f (%,9) = f (xdcos @ + ysin ¢, —xdsin @ 4 ycos@), (14)
so daf auch Pgrf homogen vom Grade m ist, wenn dies fiir f gilt.
Nun ist (12) nichts anderes als die eindimensionale Wellen-
gleichung mit der imaginéiren Geschwindigkeit i. Ihre allgemeine
Lisung ist

=0, (12)

f@y) = Ff-(y—iz)+ [y (y+ia) (15)
Soll f(z,y) bomogen vom Grade m in z und y sein, so muB bis
auf eine Konstante

f-(y—iz) =@ —ia)" fr(y+iz)=(@+ix" (16)
sein. Die zu diesen Funktionen gehérige Darstellung 3™ ({g,d})
ist zweidimensional, ihre erste (—-)-Spalte bestimmt sich aus (23)
Kapitel XI und (14)

Piga) [— (@) = f_ (zdcosp + ysingp, — xdsinp + ycosg)
== [—zdsing 4 ycosp — i(xdcos @ -} ysin @)™
= [y (cos@p — isin @) — iz d(cos p — isin )™
= (y —tdx)meimy

= 3™ ((g, )= —f— + 3™ (g, d))4 1+

3(1»)({(;;, 1})__ ] ‘f’_imq’; 3(m)({‘p’1})+_ —_ 0’ \
3("‘)({‘?,_ 1})__ :0; 3(m)({¢;—‘l})+_ — e—img, l

Zu

an
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Entsprechend kann man auch die andere (- )-Spalte bestimmen.
Schlieflich lautet die Matrix 3™ ({g, 1}), die in dieser Darstellung
einer reinen Drehung mit ¢ zugeordnet ist, wenn man die — -Zeile
bzw. Spalte zur ersten und die -+ -Zeile bzw. Spalte zur zweiten
macht:

—im 0
3™ (g, 1}) = (e 0 Y emq), (18)

und die Matrix, die dem Gruppenelement, das in (2a) steht, zu-
geordnet ist, lautet

0 im
3(m)({q;, —_ 1}) — (e_,-,,”,, 60 (/'). (18&)

Die Funktion f_ gehort zur —- (ersten), die Funktion f; zur 4
(zweiten) Zeile von 3.

Diese Darstellungen sind fir m == 1, 2, 3,... voneinander
verschiedene irreduzible Darstellungen, da mit (18) nur eine
Diagonalmatrix, mit (18a) aber - abgesehen von einer konstanten
Matrix — keine Diagonalmatrix vertauschbar ist. Die Matrizen (6)
sind natiirlich auch eine ,Darstellung® ihrer eigenen Gruppe, diese
ist mit der Darstellung (18), (18a) fiir m — 1 #quivalent und 148¢
sich mit Hilfe der Matrix in (5) in diese transformieren.

Fiir m — 0 dagegen ist (18), (18a) zwar auch eine Darstellung,
jedoch keine irreduzible, da mit (18) dann jede Matrix vertauschbar

. a. . 01 )
ist. Bringen wir die Matrix (18a), das ist jetzt ( { 0), auf Diagonal-

form, so zerfallt die Darstellung in zwei irreduzible Bestandteile

39, 1h = (1); 3Ode,—1)) = (1) (19)
und
3O(p: 1)) = ); (g, —1)) = (—=1. (20

6. Hierdurch haben wir alle Darstellungen der zweidimensionalen
Drehspiegelungsgruppe gewonnen. Diese sind firm = 1, 2, 3, 4,...
in (18), (18a) gegeben und von der Dimension 2, fir m — 0 und
m = 0’ in (1Y) und (20) von der Dimension 1.

Die Koeffizienten 3™ ({g, d})+ + bilder im Raume von ¢ und d
ein vollstindiges Funktionssystem, d. h. man kanr jede Funktion
g (@, d) (@ variiert von — x bis =, d ist -+ 1 oder — 1) dugrch sie.
linear ausdriicken. Die Funktionen 1 (3@ + 3©), 3@, 30,
3@, 39, ... sind ndmlich der Reihe nach 1, e~ 1%, #1¥, =219, ¢2i0, .,
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fiir d = 1 und verschwinden fiir ¢ — — 1, dagegen sind 1 (3© - 3©"),
30, 39, 3@, 39, ... gleich Null fir d = 1 und der Reihe nach
1, ey, ef9, e—219, ¢2t9, ... fir d = — 1. Durch die erste
Reihe 148t sich g (¢, 1) durch die zweite g(p, — 1) linear ausdriicken.

Es folgt hieraus, daB aufler (18), (18a), (19) und (20) keine
weiterenirreduziblen Darstellungenderzweidimensionalen
Drehspiegelungsgruppe existieren.

7. Wir gehen jetzt zur Untersuchung der dreidimensionalen
reinen Drehgruppe iiber. Die Eigenwerte einer reellen ortho-
gonalen dreidimensionalen Matrix a mit der Determinante 1 miissen
die Gestalt 1, !9, ¢—%? haben, da sie alle vom Absolutwert 1 sind
und die komplexen paarweise konjugiert komplex sind. Die Phase ¢
der komplexen Eigenwerte heift Drehwinkel, der Eigenvektor
v., des Eigenwerts 1 heibt Drehachse. Seine Komponenten
v,,, B,,, U;, bestimmt man wohl am einfachsten, indem man
von a¥., = ©U., ausgeht und mit a~! =— a' maultipliziert:
9., — a'v.;. So ergibt sich (@ — a’)v., =— O oder ausgeschrieben

(@5 — @g;) By, + (@3 — a3,) 05, = O,

(ay, — @) vy, + + (@3 — 055) 0, = 0, 1 (21)
(@5, — @;3) 0, + (a5 — ay5) 0y, =0,
und hieraus
0,110y, 05, == Gy — Ggyily, — Qg Gy — Oy, (22)

Den Drehwinkel ¢ bestimmt man am besten, indem man die
Summe der Eigenwerte gleich der Spur der Matrix setzt:

14e¢9+et9 =14 2co8¢p = a,, + a;y + a;;, (23)
@ soll zwischen 0 und = liegen.

Die zu ¢/ und e—f? gehorigen Eigenvektoren v., und v.4
sind konjugiert komplex: v*, — ».;, dagegen soll v., reell an-
genommen werden, (b.;, v.,) = ((0.{, ¥.,)) = 1.

Die Matrix v, deren Spalten die Eigenvektoren v.,, .o, 1.4
von a sind, bringt @ auf die Diagonalform. Es ist daber vtad = d
eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten 1, ¢/¢, ¢—*¢ als Diagonal-
elementen. Setzen wir noch B — v, mit

1 0 0
vp=(0 1y2 Ve |, (24)
o ¥z —iye
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so sind die Spalten von B der Reihe nach v.,, (., +nfg)/V§
und i(9.;— n’f'g)/VE, so daB B rein reell ist. Auferdem ist B als
das Produkt der unitiren Matrizen » und vy auch unitdr, so daB
es als eine reelle unitire Matrix ein Element der Drehgruppe ist.
Transformieren wir nunmehr die Gleichung ptav — d mit vy, so0
erhalten wir
1 0 0
BtaB = vivtavvy = Vjdvy = [0 cosp —sing | =&, (26)
0 singp cosg

Hierin kénnen wir sogar B als eine reine Drehung annehmen,
weil wir es, wenn seine Determinante — 1 wiare, mit — 1 multi-
plizieren kénnten: (25) wiirde sich
dadurch nicht #ndern. Wir sehen
aus (25), daB alle Drehungen
mit demselben Drehwinkel ¢
in derselben Klasse sind, weil
sie alle in g, transformiert werden
konnen. Matrizen mit von ¢ ver-
schiedenem Drehwinkel konnen da-
gegen nicht mehr in dieser Klasse
sein, weil sie andere Eigenwerte
haben und daher nicht in g, trans-
formiert werden konnen.

Der geometrische Sinn dieser Uber- Abb. 6

legung ist der bekannte Satz, daB im

dreidimensionalen Raume jede orthogonale Transformation durch eine
Drehung um eine zweckmiiflig gewihlte Drehachse ».; ersetzt werden kann.
(Die Drehachse bleibt wegen @®.; — ».; bei der Drehung ungeéndert.)
Bringt eine Transformation den Bogen Y Z (Abb.6) nach Y’ Z', so muf
die Drehachse in der Mittelsenkrechten von ZZ' und Y'Y’, also in ihrem
Schnittpunkt C liegen. In der Tat bringt nun die Drehung um (, die
Z in Z' iberfiihrt, auch Y nach Y’': aus der Kongruenz der beiden
Dreiecke ZCY und Z'CY' (die drei Seiten sind gleich) folgt, daB die
Winkel ZCY und Z'CY’ gleich sind, und daher sind auch die Winkel
ZCZ' und YCY' gleich. Eine Drehung mit dem Dré¢hwinkel ¢ 1iBt sich
in eine andere Drehung mit demselben Drehwinkel transformieren, indem
man durch eine Drehung B die eine Drehachse zur Deckung mit der
anderen bringt, hierauf die Drehung mit ¢ vornimmt und dann durch 8—1
die Drehachse aut die alte Stelle bringt.

Zur eindeutigen Charakterisierung der Drehung muf man noch
der Drehachse einen Richtungssinn geben, wodurch auch das Vor-
Wigner, Gruppentheorie 11
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zeichen des Vektors v.; einen Sinn bekommt. Die Drehung soll, in
Richtung der Drehachse gesehen, im Uhrzeigersiun erfolgen.

Auf diesen Tatsachen beruht die im X. Kapitel besprochene
Parameterdarstellung (Fig. 1) der dreidimensionalen reinen. Dreh-
gruppe. Der Drehung mit dem Drehwinkel ¢ um die Drehachse v.;
entspricht ein Punkt im Abstande') ¢ vom Nullpunkt in der Rich-
tung von v.; von diesem. Der Drehwinkel ¢ ist durch die Drehung
immer eindeutig gegeben. Fiir die Drebung mit @ — 0 (die
eigentlich keine Drehung ist) ist die Richtung der Drehachse
unbestimmt, der entsprechende Punkt des Parameterraumes ist
trotzdem eindeutig gegeben: er ist der Mittelpunkt der Kugel

Auf der Oberfliche der Kugel ist ¢ — =, und der Sinn der
Drehachse ist nicht mehr eindeutig: Drehungen um entgegengesetzt
gerichtete Achsen mit dem Drehwinkel # sind #quivalent. Den
Antipoden der Kugeloberfliche entspricht daher dieselbe Drehung.
Sonst ist die Zuordnung der Drehungen zu Punkten des Para-
meterraumes iiberall ein-eindeutig. Elemente gleicher Klassen
liegen auf konzentrischen Kugeln.

In diesem Parametersystem konnen wir auch das Hurwitzsche
invariante Integral verhiltnismifiig leicht aufstellen. Da die Punkte einer
Kugeloberfliche vom Radius ¢ um den Nullpunkt Drehungen mit gleichem
Drehwinkel ¢ nur um verschieden gerichtete Drehachsen entsprechen, die
Drehachsen im Raume aber gleichberechtigt sind, kann g({g ;. ¢ 9g,, 93;})
nur -vom Drehwinkel ¢, nicht aber von der Richtung ®,,, ©y,, 93, ab-
hingen. Es geniigt also, g({g, 0, 0}) zu bestimmen. Zu diesem Zweck
[vel. (3a) Kap. X.] berechnen wir zuerst p_({p, O, O} {e;, €5, €3}), und
zwar, da wir am Ende e,, ¢y, e doch gegen Null gehen lassen werden, nur
fir sehr kleine ¢. In der ersten Potenz genau in e ist [vgl. (22)]

1 —é3 €y N
ler, eq, €3} = €3 1 —-81)
—e € 1

Wir erhalten fiir {p, 0, 0} {e;, €9, 5} = &, {e1, €3, €3}

3,

/ 1 — e3 eq
(e;; cos @+ ey sin g cos @ — e; Sin —e cbsyz-—sinyz)-
e Singp — ey cOS @ sing + ¢, cos g —e,sing 4 cos g
Der Drehwinkel ¢’ hiervon berechnet sieh nach (23)
14 2cosp’' =14 2cosp—2¢,sin g "= ¢+ ¢ (23a)

1) Um die Abb. 1 ibersichtlicher zu machen, ist der Abstand dort ¢/,
nicht ¢. Die linke Hilfte der Figur ist also im Verhilitnis = : 1 vergrofert
zu denken.



XIV. Das Hurwitzsche Integral 163

Aus (22) erhalten wir fiir die Richtung der Drehachse
D];:0g;:03; = — 2¢,c089p— 2singp:egsing — ey (1 4 cos p) ] (22a)
t—e3(1 4 cos p) — ey sin @.
Mit Hilfe der Normierung 97} + 93?3 4 ;3 — 1 ergibt dies, wieder bis
zu den ersten Potenzen der e genau

eg(1 + cosp) 5

€ _fz+ea(1+cosy>)
2 sin g 2’ 2

v, =1 95 = 5 = 2sin ¢

1
so daf sich die Parameter von {p, 0, 0} {e, g ¢5) zu

e3(1  cosp) geg ze_g_*_ eg (1 + cosg)
’ 2 P

U T 2 2sin @

berechnen. Fiir e; — e; = ¢3 = 0 erhdlt man natiirlich die Parameter
@, 0, 0 von g, _ zuriick.
Die fragliche Funktionaldeterminante ist daher fiir ¢; — e —=-¢5 = 0

b(pl({?’ 0, 0} {31 €y es})v ) Pa({% 0, 0} {e; ey 33}))

d(ezeg€5)
1 0 0 |
14 cosg P
0 ¢ e o ? (1 4 cos ¢)? 4 sin3
= 2sin ¢ 2 = %( + sizz + 4
0 9 9 14 cosy ?
2 2sin ¢
= ———-——wﬂ .
2(1 — cos @)

Und so erhalten wir fiir das Gewicht nach (3a) Kapitel X

2 1— cos
29(E .).Epﬂ. 59). (36)
Besonders einfach berechnet sich das invariante Integral iiber eine
Funktion J(R) — J(¢), die fiir alle Elemente einer Klasse denselben
Wert hat (wie z.B. der Charakter einer Darstellung). Man kann dann
im Raume der Parameter zuerst iiber eine Kugeloberfliche (¢ — Konst.),
iiber alle Elemente einer Klasse integrieren, das ergibt 4z ¢?, und dann
iiber @ (iiber die verschiedenen Klassen). Man erhdlt so

g({p, 0,0}) = g ({0119, V31 @, Vg, 9}) =

9(B) [J@)8r(1—cos g)dg (@)
0

tir das Hurwitzsche Integral.

Eine andere, sehr gebrduchliche Parameterdarstellung ist die
durch die Eulerschen Winkel, die in Abb.2 veranschaulicht ist.
Die Drehung mit den Eulerschen Winkeln «, §,  ist das Produkt
der drei Drehungen: mit ¢ um Z, mit § um X und mit y um Z.
Im folgenden soll {« 8y} immer die Drehung mit den Eulerschen

11*
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Winkeln « 8y bedeuten. Dabei variieren im allgemeinen ¢ und p
von — oz bis 7z und B von O bis . Ist aber § =— 0, 50 sind «
und p einzeln nicht bestimmt: die Drehungen {e, O, p} sind alle
Drehungen mit & + y um die Z- Achse.

XV. Die Darstellungen
der dreidimensionalen reinen Drehgruppe

Kugelfunktionen
1. Die irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen Dreh-
gruppe kann man #hnlich wie die der zweidimensionalen mit Hilfe
der Laplaceschen Differentialgleichung

Pf(zyz 0*f(xye) 0% f (xy2) .
e 2D —0

ableiten, indem man die homogenen Polynome I-ten Grades
bestimmt, die (1) befriedigen. Unterwirft man in einem solchen
Polynom z, y, ¢ einer orthogonalen Transformation R, so entsteht
wieder ein Polynom I-ten Grades, das (1) ebenfalls befriedigt, so
daB es linear durch die unverénderten Polynome ausgedriickt werden
kann; die Koeffizienten bilden eine Darstellung, die wir mit D (R)
bezeichnen werden.

Da wir die irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen
Drehgruppe noch mit Hilfe einer anderen, von H. Weyl angegebenen
Methode bestimmen wollen, sei der Weg iiber die Laplacesche
Differentialgleichung nur skizzenhaft angegeben. Zur Auflosung
von (1) fiihrt man gewthnlich Polarkoordinaten r, 9, @ ein, ein
Polynom I-ten Grades hat daan die Gestalt r' P! (9, @). Geht man
mit diesem Ansatz in die auf Polarkoordinaten transformierte
Gleichung (1) ein, so fillt r heraus, und man erhilt eine Differential-
gleichung fiir & und ¢ allein (in der auch ! vorkommt). Die
21 4 1 linear unabhingigen Losungen?') dieser Differentialgleichung

PLi®g) Plivi(®9) ..., PI_, (@ 9) PL® 9 (2

1) Siehe z.B. R. Courant uad D. Hilbert, Methoden der mathe-
matischen Physik, Berlin 1924, 8. 265, 420, 66.
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bezeichnet man als Kugelfunktionen I-ten Grades. Sie haben die
Gestalt
Pl (9,p) = e—imo P} (9), 3)
wo Pﬁ,,(a) = Pl_m(ﬁ) und fiir m = 0
sin™§ dttmgin?ly
2! (dcosP)tm

PL(®) = P.,.(0) = (38)
ist. Fiir & — O verschwinden, abgesehen von Pf,, alle Pf,,, was
schon darum der Fall sein muB, weil fir # = 0 das Azimut ¢
unbestimmt ist und der Wert von P, (9, 9) = e—imo pl, (®) nicht
von ihm abhdngen darf.

Das Wichtige in (3) ist die Abhingigkeit von . Wendet
man nimlich auf r!P. (9, @) den Operator Pp an, wo R eine
Drehung um die Z-Achse mit o ist, so bleiben Radius und Pol-
abstand ungeindert, @ geht in ¢ — « iiber. Daher ist

Plase) 7' P (8, 9) = rle=im 0= Py, (9) = em=riPp (3, 9) (4)
wenn wir die Drehung mit den Eulerschen Winkeln o, §, y mit
{o, B, 7} bezeichnen.

Die Zeilen und Spalten der zu den Kugelfunktionen I-ten
Grades gehorigen 21 4- 1-dimensionalen Darstellung numerieren
wir den unteren Indizes der Kugelfunktionen entsprechend von —1

bis 1. Es ist dann
i

Plepn 'Pn(8,9) = S100({aByDwmr' Pn(8,9), ()

=1
was fir 8 = y — O durch Koeffizientenvergleich mit (4) in
bekannter Weise
DO {00 i = €™ 0 m
ergibt. In der Darstellung D® sind also die Matrizen, die Drehungen
um Z entsprechen auf Diagonalform. Der Drehung mit « entspricht

e—ile 0 ... 0 0
0 eiG-ve . 0 0
DO ({x00)) = | : : : : (6)
0 0 ...eét-va
0 0 0 etle

Wir wollen jetzt zeigen, daB die Darstellungen D® irreduzibel
sind, indem wir zeigen, daB eine Matrix, die mit den D® ((a fy)})
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fiir alle Werte der @, 8,y vertauschbar ist, notwendig eine konstante
Matrix sein muB. Zunachst ist mit den Matrizen (6) nur eine
Diagonalmatrix vertauschbar, eine mit allen D® ({« § p}) vertausch-
bare Matrix ist also sicher eine Diagonalmatrix. AufBerdem werden
wir gleich sehen, daB in D® ({0 f0}) in der 0-Zeile im allgemeinen
(d. h. abgesehen von gewissen diskreten Werten von ) keine O
vorkommt. Mit diesen Matrizen ist nur eine Diagonalmatrix mit
lauter gleichen Diagonalelementen, d.h. nur eine konstante Matrix
vertauschbar. In der Tat, wire die Diagonalmatrix mit den
Diagonalelementen d;, mit D ({0 0}) vertauschbar, so wiirde fiir
die 0-Zeile des Produktes

@, DO ({0 0})ox = DO ({0 B0})or dx, (@)

d.h. d, = d; folgen.

DaB D ({0 40}) im allgemeinen in der 0-Zeile keine 0 enthilt,
kann man folgendermaBen einsehen: Ist R eine Drehung um X
mit 3, so ersetzt Py den Punkt », &, O durch r, & — §, 0. Es sind
daher die 7P, (® — B} Linearkombinationen der rlPﬁno (), die
Koeffizienten sind die D® ({0 0})p - Setzen wir nunmehr auch
® = 0, so ist im allgemeinen P, (— ) nicht Null, dagegen sind
die Ph, (0) alle Null, nur P! (0) nicht. Der Koeffizient hiervon,
DO ({0B0})gy. darf also nicht verschwinden, sonst wiren auf der
rechten Seite der Gleichung alle Glieder Null, wihrend die linke
Seite nicht verschwindet.

2. Die Darstellungen D® ({e $y}) sind also fiir alle I = 0, 1,
2, 8, ... irreduzibel. Um ihre Charaktere zu bestimmen, erinnern
wir uns daran, daf die Spuren der Matrizen, die Elementen derselben
Klasse zugeordnet sind, gleich sind. Da die Klasse in unserem
Falle durch den Drehwinkel, den wir mit ¢ bezeichnen wollen,
charakterisiert ist, ist der Charakter y@(g) eine Funktion des
Drehwinkels allein, die wir bestimmen konnen, wenn wir die
Diagonalsumme einer Matrix, die einem Element mit dem Dreh-
winkel ¢ zugeordnet ist, berechnen. Eine solche haben wir aber
in (6), wenn wir & — ¢ setzen. Wir erhalten so

i
1P(p) =efmo = 1+ 2c0s +2c0s2@ +---+2coslg. (7)

m= —1
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Die Orthogonalititsrelationen lauten mit Hilfe der im vorher-
gehenden Kapitel (27) bestimmten Gewichtsfunktion

7
879 (B) [1 (@10 (@) (1 —cos p)dp = 8Py (E)dy.
0

Man kann sie durch einfache Integration leicht verifizieren sowie
auch einsehen, daB es auler den D® keine weiteren irreduziblen
Darstellingen geben kann. Der Charakter einer solchen miilte
némlich, als Funktion von @ mit (1 — cos @) multipliziert, auf alle
1¥, also auch auf alle y(¢+1D _— 40 d. h. auf die Funktionen
1,2cos @, 2cos2 ¢, 2¢cos3 @, ... im Gebiet von O bis » senkrecht
stehen und muf daher nach dem Fouriertheorem verschwinden.

Es folgt, daf die DO, DW, @, ... die simtlichen miteinander
nichtiquivalenten irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen
reinen Drehgruppe sind.

Die identische Darstellung ist D©, dagegen sind die drei-
dimensionalen orthogonalen Matrizen als die Darstellung ihrer
eigenen Gruppe zu DW iquivalent, was schon aus der Dimension
oder dem Vergleich der Charaktere folgt.

Jede Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe setzt sich
aus den DO, DO, DO, ... zusammen und ist bis auf eine Ahn-
lichkeitstransformation gegeben, wenn man wei, wie oft darin die
einzelnen DO, DO, D@, ... vorkommen. Diese Zahlen 4, 4,, 4,,...
kann man aber schon bestimmen, wenn man die Matrizen kennt,
die einer Untergruppe entsprechen, die eine zweidimensionale Dreh-
grappe ist, wie etwa die Drehungen um die Z-Achse. Kommt darin
die Darstellung (eim%) der zweidimensionalen Drehgruppe a,,-mal
vor, so ist (fir m =>0) a,, — 4,, + A, +1 + -+, und DY ist in der
ganzen Darstellung 4; — a; — a; ; -mal enthalten. Wohlgemerkt
kann man so nur schlieBen, wenn man aus irgendwelchen Griinden
schon weill, daf man es mit einer Darstellung zu tun hat, und man
kann dieses Kriterium nicht auf irgendein Matrizensystem anwenden.

Aus (6) kennen wir die Matrizen D® ({a, 0, 0}) = D® ({0, 0, a}),
und wir wiirden alle Matrizen ®® ({e, §, y}) kennen, wenn wir noch
diejenigen Matrizen D® ({0, 3, 0}) kennen wiirden, die den Drehungen
um X entsprechen. Bezeichnen wir D ({0, B, 0}),1 mit d® (B)z-
Die Drehung {a, §, 7} ist das Produkt der drei Drehungen {e, 0, 0}
{0, B, 0} {0, O, p}, und so entspricht ihr

DO ({or, B, 7)) = DD ({e, 0, 0}) D ({0, B, 0}) D® ({0, 0, 9}).
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Dabher ist
g(l)({“ ﬂ?})m'm — gim' e g (ﬁ)m,meimy_ (8)
Die Anzahl der Darstellungen der Drehgruppe ist unendlich,
weil sie auch unendlich viele Klassen hat.

Isomorphie der zweidimensionalen unitdren Gruppe
zur Drehgruppe

3. Wir wollen die irreduziblen Darstellungen der dreidimensio-
palen reinen Drehgruppe noch auf einem anderen, von H. Weyl
angegebenen Wege ableiten. Wenn wir nicht die sich natiirlich
darbietende Methode durch die Laplacesche Differentialgleichung
weiter ausbauen, so hat dies seine Ursache darin, daf die Weylsche
Methode mit den eigentlichen Darstellungen gleichzeitig die so-
genannten ,zweideutigen Darstellungen“ abzuleiten gestattet, die
im Laufe der spiteren Entwicklungen (bei der Theorie des Spins)
eine mit den eigentlichen Darstellungen gleich wichtige Rolle
spielen werden.

Wighrend man sich bei der symmetrischen Gruppe mit der
Bestimmung der Dimensionen und Charaktere einiger Darstellungen
begniigen konnte, sind bei der Drehgruppe nicht nur die Charalktere,
sondern auch die Koeffizienten aller Darstellungen von Bedeutung.
Dies beruht, wie wir spiter sehen werden, darauf, daB in alle
physikalisch sinnvolle GroBen Teilchen gleicher Art in gleicher
Weise eingehen, verschiedene Raumrichtungen aber nur dann, wenn
nicht nur im mechanischen Problem, sondern auch in der Frage-
stellung keine Richtung ausgezeichnet ist. Dies letztere ist z. B.
schon der Fall, wenn man nach der Z-Komponente des Dipol-
moments fragt.

Wir beginnen mit drei einfachen Hilfssitzen, die eigentlich
der elementaren Theorie der Matrizen angehoren.

a) Eine Matrix, die jeden reellen Vektor in einen reellen
Vektor iiberfithrt, ist selber reell, d. h. alle ibre Koeffizienten sind
reell. Wendet man die Matrix auf den k-ten Einheitsvektor, dessen
k-te Komponente 1, alle anderen O sind, an, so erhilt man den
Vektor, der die k-te Spalte der Matrix bildet. Diese mub also
reell sein. Das gilt aber fiir alle %.

b) Wir haben in Kapitel 111 (S. 28 bis 29) gesehen, dal eine
Matrix O komplexorthogonal ist, wenn sie das einfache skalare
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Produkt zweier beliebiger Vektoren a und b ungesndert 148t, wenn
((a, b)) = ((Oq, OV)) gilt. Es geniigt aber schon, wenn sie die Linge
eines jeden Vektors v invariant 1it, wenn ((v,v)) = ((Ov, Ov))
gilt. Sind némlich a und b zwei beliebige Vektoren, so kinnen wir
b == a | b setzen, und es ist dann wegen ((q, b)) = ((b, 0))

(0 9)) = ((@ 4 b, a + b)) = ((a, @) + 2((a, B)) + ((b, b))
=((Ov, Ov)) = ((O4, O0a)) +2((0a, Ob))+((OY, Ob)).

Nachdem aber auch ((4, a)) = ((O 0, O0)), ((b, b)) = ((Ob, Ob))
gelten soll, ist fiir jedes Vektorenpaar a, b

((a, ) == (04, OV)),

und hieraus folgt, daB O komplexorthogonal ist. [Entsprechend
gilt auch, daB U unitér ist, sobald fiir jeden Vektor (v, v)
= (Uv, Uv) gilt]

Eine Matrix, die jeden reellen Vektor reell 1i8t und die Linge
eines jeden Vektors unverdndert 14Bt, ist eine Drehung. Der
geometrische Sinn dieses Satzes ist die einfache Tatsache, daB,
sobald in den urspriinglichen und trapsformierten Figuren alle
Lingen gleich sind, auch die Winkel alle gleich sein miissen und
die Transformation lediglich eine Drehung ist.

¢) Es werde noch die allgemeine Gestalt einer zweidimensio-
nalen unitiren Matrix

u = (a b)
¢ d

mit der Determinante 1 bestimmt. Aus a*c¢ + b*d — 0 folgt

¢ = —b*dfa*, ued dies in ad —bc = 1 eingesetzt, ergibt
(@a* + b¥¥)dfa* — 1. Da weiter aa* 4 bb* — 1 ist, folgt
d — @* und dann ¢ —= — b*. Die allgemeine zweidimensionale
unitire Matrix mit der Determinante 1 ist also
a b
= (_ B a*)) (9)
wo noch |a?|+ |b?| = 1 gelten mus.

4. Wir betrachten nunmehr die drei sogenannten Paulischen
Matrizen

=% w= () =Y
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Man kann jede zweidimensionale Matrix mit der Spur O als

eine Linearkombination h — z8.+ y8, + 28, = [v, |]
—z y+ix
n=rn=(_%""") (10s)

dieser Matrizen auffassen, indem man —h,, = h,, = ¢; b, + hy,
— 2y und A,y — h,, = 2ix setzt. Sind insbesondere z,y, #
reell, so ist A hermiteisch

Transformieren wir h durch eine beliebige unitire Matrix u
mit der Determinante 1, 80 erhalten wir wieder eine Matrix
h — uhu' mit der Diagonalsumme O, die daher auch als Linear-
kombination von 8., 8y, 8, geschrieben werden kann:

h=unhw=ul |t =126 +y8+28 =700 (1)

a b —¢ y+ix\/a* —Db —7 Y4

(-—b" a*)(y——iw 2 ><b“ a >=(y’;—ix' Z ) (11a)
Dabei sind die #, y', #' lineare Funktionen der z, y, 2. Die Trans-
formation R,, die das t (xy#) in das R,r = t'(«'y'¢’) tiberfiihrt,
kann man aus (11a) berechnen, es ist
g’ =1 (a%+a* 1+ b2+ b*¥) x4+ Ji(a* -0+ B - b*?) y+i(a* b* —ab) s,
y' =1i(@*—a*3+ - b*?) z+ §(a®+ 0¥ -1 ¥ )y + (a*b*+ab)z,, (12)
£=  i(a*b—ab¥)zs - (a*b+ab*)y + (aa*-bb")e.
Auf die spezielle Form der Mutrix R, kommt es dabei weniger
an?), wichtig ist nur, daB wegen der Gleichheit der Determinanten
von h und h immer

— YtV = —t— (13)
ist, und hieraus folgt nach b), daB die Transformation Ry
komplexorthogonal sein muB. Man kaon sich hiervon an
Hand der expliziten Formel (12) auch leicht iiberzeugen. Weiter
ist o hermiteisch, also t'(z'y'z’) reell, wenn dies fiir A gilt, also
wenn t (zy#) reell ist. Hieraus folgt wieder nach a), dal R,
rein reell ist, wie man aus (12) ebenfalls ersehen kann. Es
ergibt sich nunmehr, da8 R, eine Drehung ist: durch (11) wird
jeder unitiren Matrix # eine dreidimensionale Drehung zugeordnet.

1) Die komplexen Zahlen ¢ und b, durch die die Drehung in (12)
charakterisiert ist, heien die Cayley-Kleinschen Parameter. Es ist
la¥| +10%] = L.
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Die Determinante von R, ist <+ 1, weil sich R, dadurch, daf man #
stetig in die Einheitsmatrix iiberfiihrt, ebenfalls stetig in die dreidimen-
sionale Einheitsmatrix tberfiithren 148t. Wire seine Determinante am Anfang
dieses Prozesses — 1 gewesen, so hitte sie einen Sprung nach -} 1 machen
miissen, was nicht mdglich ist: R, ist fiir alle 4 eine reine Drehung.

Die Zuordnung ist dabei so beschaffen, da dem Pro-
dukt qu zweier unitirer Matrizen q und u das Produkt
Rqy = R(R, der entsprechenden Drehungen zugeordnet
wird. Nach (11) angewendet auf q an Stelle von u ist

q[y 19" = [Rqr, 1],
und dies mit ¥ transformiert, ergibt
uqyflatut = u[Ryr, flut = [By Bqv, |] = [Ryqv, 1),

wo noch (11), angewendet auf Rt an Stelle von v und uq an
Stelle von #, benutzt ist. Es besteht also ein Isomorphismus
zwischen der Gruppe'!) der zweidimensionalen unitiren Matrizen
der Determinante 1 und der ihnen mit Hilfe von (11) oder (12)
zugeordneten dreidimensionalen Drehungen. Es ist aber zu be-
merken, daB der Isomorphismus nicht zwischen der zweidimen-
sionalen unitiren und der ganzen dreidimensionalen Drehgruppe
zu besteheu brauchte, da dies bedeuten wiirde, daB die R, alle
Drehungen durchlaufen, wenn u die ganze unitire Gruppe bestreicht,
was noch keineswegs feststeht, was aber sogleich gezeigt werden
soll. Zweitens ist zu bemerken, daf der Isomorphismus natiirlich
kein Holomorphismus sein muB, weil mehreren unitiren Matrizen
dieselbe Drehung entsprechen kann, was, wie wir ebenfalls sogleich
sehen werden, auch der Fall ist.

Nehmen wir zuerst # als eine Diagonalmatrix ¥, («) an, d.h.
setzen wir b — O und (aus spéter ersichtlichen Griinden) ¢ — ¢ %i",
so ist @ wegen |a|® = 1 recll

—-tie 0
e 2
(o) = ( lw)- (143)
0 e
Aus (12) ersehen wir, daf die zugeordnete Drehung
‘cos¢ —sine O
sine  cosa 0| = (e 0,0} (14a')
0 0 1

1) Wir nennen sie im folgenden kurz ,unitire Gruppe‘.
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eine Drehung mit « um Z ist. Wenn wir zweitens # rein reell
annehmen, so kénnen wir

u () = (cw%ﬁ - Si"%ﬁ) (14b)

sinif cosif

setzen, die zugeordnete Drehung ergibt sich dann aus (12)

1 0 0
(O cos -—sin ﬂ) = {0, B, 0} (14b")
0 sinf cosf

als eine Drehung mit § um X. Dem Produkt der drei unitiren
Matrizen uy () g () 4y (p) entspricht das Produkt einer Drehung
mit ¢ um Z, mit § um X und mit y um Z, also die reine Drehung
mit den Eulerschen Winkeln a, 8, . Es folgt hieraus, daB in
der in (11) definierten Zuordnung nicht nur jeder unitiren zwei-
dimensionalen Matrix eine dreidimensionale Drehung, sondern da
auch umgekehrt jeder reinen Drehung wenigstens eine unitire
Matrix, némlich der Drehung {e, §, y} die Matrix

<e—%ia O) cosif  —sing B\ /v O)
0 grte sin § cos§ B ) 0 et

1 1. 1. 1.
—zia 1 — =1y —gia . 1 =t
(€ ¥ cozzfe —e 7 " singfed
lia
e?

1 1 1.
(O | — 317 Fie 1 St
sinyf3 e 3 €2"® cos;fe?

(15)

entspricht. Die Isomorphie besteht also tatsichlich zwischen der
unitidren Gruppe und der ganzen dreidimensionalen Drehgruppe.
Es fragt sich noch, wie vielstufig diese Isomorphie ist, d. h.
wie vielen unitiren Matrizen dieselbe Drehung zugeordnet ist? Es
geniigt festzustellen, wie vielen unitiren Matrizen u, die Einheit
der Drehgruppe, die Transformation ' =%, ¥’ = ¥, &' — 2 ent-
spricht. Fiir diese u, mub w,hul — A fir alle h gelten, was
nur sein kann, wenn u, eine konstante Matrix, b — O und ¢ — a*
reell, wegen |a®| + |b?| = 1 gleich + 1 ist. Den beiden unitiren
Matrizen + 1 und — 1 — und nur diesen — entspricht also die
Einheit der Drehgruppe. Diese beiden Elemente bilden einen
Normalteiler der unitdren Gruppe, und den Elementen (und nur
diesen), die in derselben Nebengruppe dieses Normalteilers sind,
also u und — u, entspricht dieselbe Drehung. DaB # und —u
dieselbe Drehung entspricht, sieht man auch aus (12) unmittelbar,
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sowie auch daraus, daB in (18) die trigonometrischen Funktionen
der halben Eulerschen Winkel vorkommen. Durch die Drehung
sind die Eulerschen Winkel gewissermaflen nur bis auf Viel-
fache von 27, die halben Winkel nur bis auf Vielfache von 7z, die
trigonometrischen Funktionen dieser pur bis auf das Vorzeichen
festgelegt.

Unser wichtiges Resultat lautet also folgendermafen: Es
besteht eine zweistufige Isomorphie zwischen der Gruppe der zwei-
dimensionalen unitiren Matrizen mit der Determinante 1 und der drei-
dimensionalen reinen Drehgruppe, bei der jedem unitiren Matrizen-
paar u, — % eindeutig umkehrbar eine Drehung R, in der
Weise zugeordnet ist, dal aus u ¢ — t auch Ry, Ry =— R; und aus
R, Ry — R, umgekehrt uq — +1t folgt. Kennt man die unitire
Matrix u, so erhilt man die zugehtrige Drehung R, am besten
aus (12), umgekehrt findet man die unitiren Matrizen zur Drehung

{o By} aus (15).

Die Darstellungen der unitdren Gruppe

B. Darch diese Isomorphie besteht ein enger Zusammenhang
zwischen den Darstellungen der beiden Gruppen. Man kann ném-
lich — wie dies schon im IX. Kapitel auseinandergesetzt wurde —
aus jeder Darstellung I (R) der kleineren Gruppe — das ist in
diesem Fall die Drehgruppe — eine Darstellung M (u) der anderen
Gruppe gewinnen, indem man allen Elementen (u und — ) der
zweiten Gruppe, denen im Isomorphismus dasselbe Element R, der
ersten Gruppe entspricht, die Matrix ¥ (u) = D(R,) zuordnet.
Insbesondere wird so den beiden unitiren Matrizen 1 und —1 die
Einheitsmatrix D (&) zugeordnet. Kennt man umgekehrt alle
Darstellungen der unitiren Gruppe, so kann man aus diesen jené
heraussuchen, in denen den beiden Matrizen # und —u dieselbe
Matrix W (u) = W(—u) entspricht. Jede dieser Darstellungen
erlaubt. eine Darstellung der Drehgruppe zu bilden, die man erhilt,
wenn man der Drehung R, die Matrix D (B,) =0 W) = U(—wn)
zuordnet. Man kann auf diese Weise simtliche Darstellungen
der Drehgruppe erhalten.

Sei insbesondere die Darstellung W (%) der unitiren Gruppe
irreduzibel. Das Element @ — — 1 ist mit allen Elementen der
Gruppe vertauschbar, und so mul auch ¥ (— 1) mit allen U (u)
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vertauschbar sein. Es ist daher nach den allgemeinen Sitzen tiber
irreduzible Darstellungen eine konstante Matrix. Ihr Quadrat muB
ebenso wie das von — 1 die Einheitsmatrix?) W (1) sein. Es ist
daher entweder

U(—1) =U1) oder U(—1) = —U().

Die Darstellungen, fiir die W (— 1) = U (1) gilt, nennen wir
gerade Darstellungen. Fiir sie gilt auch W (—u) =W (—1). Uw)
= UN).Um) = U (W), den beiden Elementen n und —u ist
bei ihnen immer dieselbe Matrix zugeordnet. Sie geben daher
richtiggehende Darstellungen der Drebgruppe, und wir kennen sie
implizite alle aus 1.

In den Darstellungen, fiir die U (— 1) = — W (1) gilt, ist
U(—w) = U(—1).Um) = —U(u). Elementen, die sich im
Vorzeichen unterscheiden, eatsprechen Matrizen, die ebenfalls ent-
gegengesetztes Vorzeichen haben. Aus diesen Darstellungen der
unitiren Gruppe — wir nennen sie ungerade — kann man keine
richtiggehenden Darstellungen der Drehgruppe bilden, sondern nur
sogenannte ,zweideutige“ oder ,halbzihlige“, in denen jeder Drehung
R, — R_, nicht eine Matrix, sondern zwei Matrizen ¥ (u) und
U(—u) = — U(n) entsprechen, die sich im Vorzeichen aller
Koeffizienten unterscheiden.

Eine ungerade Darstellung der unitiren Gruppe bildet sie als
ihre eigene Darstellung: M (u) — u. In der entsprechenden zwei-
deutigen Darstellung D¢/2 der Drehgruppe ist der Drehung {e, 8, y}
diejenige Matrix u = W (n) selber zugeordnet, der im Isomor-
phismus R entspricht. Es ist also nach (15)

. e—%i“coslﬁe_%” —e ';"""sinlﬂe%i7 "
N |2’({aﬂy}):i 3 1 1 37 - (16)

1.

e3' sinlfe” 3" a'" coslpen’?
Die erste Zeile bzw. Spalte nennt man dabei gewdhnlich die
— 1-Zeile bzw. -Spalte, die zweiten die -+ }-Zeile bzw. -Spalte.
In (16) haben wir die erste zweideutige Darstellung der Drehgruppe.

1) Die Matrix W (1), die der Einheit der Gruppe zugeordnet ist, ist
eine Einheitsmatrix, die die Dimension der Darstellung hat. Wir gebrauchen
hier das Zeichen (1) an Stelle des einfacheren Zeichens 1, um eine Ver-
wechslung mit der Einheit 1 der unitiren Gruppe (die zweidimensional ist)
zu vermeiden.



XV. Die irreduziblen Darstellungen der unitéren Gruppe 176

Fiir die zweideutigen Darstellungen gilt nicht D(R).D(S)
= D(RS), sondern nur D(R)D(S) = +D(RS), weil die Dar-
stellungsmatrizen nur bis auf das Vorzeichen bestimmt sind. Es
ist sogar so, daB es nicht moglich ist, das Vorzeichen fiir alle
Matrizen gleichzeitig so festzulegen, daB fiir das resultierende
Matrizensystem das strengere Multiplikationsgesetz der eindeutigen
Darstellungen gelte. Die zweideutigen Darstellungen sind also
nicht so entstanden, daf man in einer eindeutigen Darstellung
die Vorzeichen aller Matrizen unbestimmt gelassen hat. Dies
siecht man z. B. aus (16): einer Drehung mit # um Z entsprechen
die Matrizen +48,, dem Quadrate hiervon, einer Drehung mit
2x um Z entspricht also sicher auch die Matrix — 1. Da diese
Drehung aber eigentlich keine Drehung ist, sondern alles unverandert
laBt und die Einheit der Gruppe bildet, muB ihr auch noch die
Einheitsmatrix entsprechen, das Eindeutigmachen der Darstellung
ist nicht moglich.

6. Wir bestimmen jetzt die irreduziblen Darstellungen der
zweidimensionalen unitiren Gruppe.

Haben wir ein homogenes Polynom n-ten Grades von & und §
und fiihren eine unitire Transformation der Variablen aus

& = ag +b§,

¢ = —b*e -+ a*§, an
so erhalten wir wieder ein homogenes Polynom n-ten Grades. Dies
ist sogar fiir beliebige lineare Transformationen richtig, doch wollen
wir uns auf unitire beschrinken. Zu den % + 1 Polynomen
&n, gn g, en oY L g2 g fn—1, En gehort daber eine n 4 1-
dimensionale Darstellung der unitdren Gruppe. Um sofort die bei
der Drehgruppe iiblichen Bezeichnungen zu erhalten, nennen wir
n = 2j, die Dimension der Darstellung ist dann 2j 4+ 1 und j ist
halbzahlig !) oder ganzzahlig. Die Polynome seien

= gltugi—wu
Y e G—w!

wo u die 25 + 1-Werte —j, —j +1, —j+2,...,5—2,j—1,j
annehmen kann, es ist bei ganzzahligem j selber ganzzahlig, bei

(18)

1) Darunter versteht man, daB es sich von einer ganzen Zahl um + %
unterscheidet.
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halbzahligem j halbzahlig. Der konstante Faktor [(j - u)! (j—p)!]™ 3
wurde zu gf/+# {i—# deshalb hinzugefiigt, weil — wie sich zeigen
wird — die Darstellung U@ fiir die 2j 4 1-Funktionen (18) hier-
durch die unitire Form annimmt.

Bilden wir nunmehr!) P, f, nach (19), Kapitel XL

Pufu(e §) = fu(a*e — 1§, b*e +af)
_(@e—bpire*s +af)i—rl.  (19)
VG4 ! G — !

Um die rechte Seite als Linearkombination der f, auszudriicken,
entwickeln wir sie nach dem Binomialtheorem:

BS IS (R R
x=0 ¥ =0 w1+ p—0)! (G —u—x)!
ca¥ g¥ R R —p—x g2i—x—¥ gx+¥ (19a)

Man kann hierin die Summationsgrenzen weglassen und die Summation
tiber alle ganzen Zahlen erstrecken, weil die Binomialkoeffizienten
fiir auferhalb des Summationsbereiches liegende #x, »' doch ver-
schwinden. Wenn man noch j — % — x' = yu' setzt, mu u’ bei
ganzzahligem j alle ganzen Zahlen, bei halbzahligem j alle halben
Zahlen durchlaufen. Driickt man in (19a) alle Funktionen von &
und ¢ mit Hilfe von (18) durch die f, aus, so ergibt sich

= NG G-w! G +p)! G—p)!
Pufu(s:g) = %;(— 1) ””j"!",_“)! (j+ﬂ’%)!(x+y,'—y,)! !.(20)

Qi =g —x px gt p' —u f,,'(e, g)

Der Koeffizient von f,s rechts ist WD (), ,:

D (w),y = -1 — - ;
W E,,( ) U—p-%)!J+p—n)'xl(x+u'—p)!
ai—W—xgritu—xpxppExt+u’—u

VG+u)! G-m!G+p)lG—p)!
}. e

1) Dabei ist # die unitire Transformation in (17). In Kapitel XI
wurde P, eigentlich nur fiir reelle orthogonale B definiert. In unserem
Falle, wo u unitir ist, folgt aus (18a) Kapitel XI

x; = 2 R}-"f m}
Jj

an Stelle von (18b), wo also Rf‘ an Stelle von Rj ; steht.
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Etwas einfacher lauten die Ausdriicke fiir u' = j, d. h. fiir die
letzte Zeile der Darstellungsmatrizen, weil wegen der Fakultiten
im Nenner nur das Glied mit » — O ibrigbleibt:

2j)! .
U w);, — . - a*f+#b*.7—/‘}. 21a
W G+w!(—w! @1
Hierdurch haben wir die Koeffizienten der Darstellungen ¥
fir alle moglichen j =0, 1, 1, 3, 2, ... bestimmt, und wir miissen

nur noch nachweisen, daB sie in (21) in unitirer Form vorliegen,
daB sie irreduzibel sind und daB8 die zweidimensionale unitire
Gruppe auBler diesen keine weiteren irreduziblen Darstellungen hat.

7. Zuerst beweisen wir die Unitaritit der Darstellungen (21).
Der Beweis beruht aut der Tatsache, daB die Polynome f, in (18)

so angenommen warden, daB

! *__ 1 8|itul$3i— __(lszl"'lgsl)“.
F;_jfﬂfﬂ—§(j+y)!(j_y)!l£ ,] Mlg l b= (2j)! — (22)

Da eine unitiire Transformation (17) das skalare Produkt |&*|+|£*|
unverindert 1aBt, ist Py (|e®| + |£2]) = |&®| 4 |£?| und wegen (22)
Kapitel XI auch

24)! Py fuft = Pu(l&®| + | 8 )29= [Pu(| | + | £
}l
= (|8 |+ &)Y = @) X fufa
"

Andererseits ist wegen derselben Gleichung

Pnzfyf; = 2 Pufp (Pufy)*
g . 4) @* (239)
= 2 zuﬁ'# fu'gu#’J'M furn

popp u"
da man, anstatt in f die Substitution P, auszufiihren, sie in f,
ausfilhren und dann zum konjugiert komplexen iibergehen kann.
Wenn man die (2§ + 1) Funktionen £, fi» als linear unabhingig
voraussetzt, ergibt der Vergleich von (23) und (23a) direkt

gum (“)wuu(j) Wi, = 6#’#"’ (24)
e
also die Bedingung fiir die Unitaritat von UP. Die Unitaritat

von M ist also bewiesen, sobald gezeigt ist, daB unter den f,/ /i
keine linearen Beziehungen bestehen, d.h. daB aus

S Cur g3 IR R0 pri = Q) (*)
’u: ,u" !

Wigner, Gruppentheorie 12
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¢uwrur = O folgt. Dabei miiBte (*¥) fiir alle komplexen Werte der
Variablen ¢, ¢ gelten, weil auch (23) und (23a) fiir alle komplexen &
und ¢ gelten. Nehmen wir insbesondere ¢ reell an, so ergibt der
Vergleich der A == 2j + u’ + " Potenzen von ¢ in (*), wenn man
noch durch g ¢J ¢*3i—4 dividiert:

?%az-u—w e = 0.

Hieraus folgt aber auch ¢, ;35— = 0 und die lineare Unabhingig-
keit der f, fir, da {*/ eine auf dem komplexen Einheitskreis frei
verdnderliche Variable ist. Man kann fiir sie auch e!* einsetzen,
und 7 kann dann jeden reellen Wert annehmen. Aus

’
26”!,1__“_‘“;8“‘ T—90
u

fiir alle reellen z folgt aber das Verschwinden aller c.

8. Die Irreduzibilitit des Matrizensystems W kann man
ebenso beweisen, wie wir in 1. die Irreduzibilitit der Darstellungen
D® der Drehgruppe bewiesen haben: indem man nachweist, daB
eine Matrix M, die mit WD (u) fiir alle u, d.h. fiir alle Werte
von a und b, die der Bedingung |a|® + |b|* = 1 geniigen, ver-
tauschbar ist, notwendigerweise eine konstante Matrix sein muS.
Wir betrachten zuerst ein u der Gestalt w; () (14a), setzen also
b =0, a = e¢—'2¢7¢. Dann bleibt in der Summe in (21) nur das
Glied mit » — O und auch dies nur dann iibrig, wenn ' = g ist,
und wir erhalten

uw (ul (a))“r = Oy et (26)
Die Matrizen, die den unitéren Transformationen der Gestalt w; ()
in YY entsprechen, haben also genau die Gestalt (6) mit dem ein-
zigen Unterschied, daf j nicht wie das I in (6) notwendigerweise
ganzzahlig sein muB, sondern auch halbzahlig sein kann. Mit diesen
Matrizen ist nur eine Diagonalmatrix vertauschbar. so daB M eine
Diagonalmatrix sein muf. Nun sehen wir aus (21a), daB in der
letzten Zeile von Y im allgemeinen kein Koeffizient verschwindet.
Hieraus kann man &hnlich, wie dies in @ geschah, durch Gleich-
setzen der Koeffizienten der j-Zeile von W9 M und MUP
schlieBen, daf

WE My = M;; 0E, My, = M,

ist, und M eine konstante Matrix sein muB. Daher sind die Dar-
stellungen UV irreduzibel.
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9. Auch daB es auBler den U keine weiteren irreduziblen
Darstellungen der unitiren Gruppe mehr gibt, kénnen wir genau
so zeigen, wie dies in 2. fiir die Darstellungen D@ der Drehgruppe
geschah. Wir bestimmen zuerst die Klasseneinteilung der ,uni-
tiren Gruppe“, d.h. der Gruppe der zweidimensionalen unitiren
Matrizen mit der Determinante 1. Jede unitire Matrix kann durch
Transformation mit einer unitdren Matrix auf die Diagonalform
gebracht werden, unsere Matrizen haben nach dieser Transformation
alle die Gestalt uy (a), wobei, da auch #y (— e) mit ; (&) #quivalent
ist, & von O bis 2 & gezihlt werden kann. Alle u, die in dasselbe
4 (@) transformiert werden konnen, sind in derselben Klasse. (DaB
fir die Transformation nur Gruppenelemente, d.h. nur unitére
Matrizen mit der Determinante 1 in Frage kommen, braucht uns
nicht zu storen, da jede unitire Matrix als das Produkt einer unitiren
Matrix mit der Determinante 1 und einer konstanten Matrix
geschrieben werden kann und die Transformation mit der konstanten
Matrix doch weggelassen werden kann.)

Um den Charakter von UV zu bestimmen, geniigt es, die Spur
je eines Elementes jeder Klasse zu berechmen. Als das Element
aus der Klasse von w; («) nehmen wir u; («) selber, die zugeor anete
Matrix ist in (25) berechnet. Ihre Diagonalsumme ist

£ = Sefue, (26)

wo die Summafion von der unteren Grenze bis zur oberen in ganz-
zahligen Schritten auszufiihren ist.

Wir sehen hieraus, daB die unitire Gruppe auSer den Y mit
j=20,%1,3,... keine irreduziblen Darstellungen haben kann.
Der Charakter einer solchen miifte mit einer Gewichtsfunktion
multipliziert auf alle §;(¢) und daher auch auf £, (a), &1, (@),
£ (@)~ &, (), &), (@) — £y, (@), ... senkrecht stehen. Eine Funktion
aber, die auf 1, 2cos e, 2cosa, 2cos 3o, ... im Gebiet von O bis
2zt senkrecht steht, muf nach dera Fouriertheorem verschwinden.

Die Darstellungen der dreidimensionalen reinen Drehgruppe
10. Jede Darstellung W) der unitdren Gruppe ist gleichzeitig
eine — ein- oder zweideutige — Darstellung der Drehgruppe, die
der Drehung {efy} die Matrix () (u) zuordnet, wo u die {axfy}
12*
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im Sinne des Isomorphismus entsprechende unitire Transformation
ist. Die Koeffizienten a¢ und b von u sind nach (15)

a = ¢ Y2t%cos B-e 287, b= —e '2t®sin}f-e'2t7, (15a)

und dies muf man in (21) einsetzen, um die Koeffizienten der zu
{a By} zugeordneten Darstellungsmatrix zu erhalten. Um mit (16)
in Ubereinstimmung zu bleiben, transformieren wir noch die so
entstandene Matrix mit der Diagonalmatrix M, ; — 0,1 2%
d. h. multiplizieren die u'-Zeile mit i~ 2+, die u-Spalte mit 12#, also
den p', u-Koeffizienten mit i2®#—#) — (~1)*—+". Die so aus YP
entstandene Darstellung nennen wir D ({afy)), ihre Koeffi-
zienten sind

VG+e)! G-w)! G+p)! (G-p)!
G- = Grp—n)lalru=pl| oo

DO ({afyPuw= 2 (-1

. 1
-e""“cos“‘““""‘*"gﬂ-sin“ﬂ"—#-gﬁ etrY,

Die Darstellung DY ist 24§ + 1-dimensional, wobei j ganz-
oder halbzahlig sein kann. Die Zeilen und Spalten von D sind
nach den ganzen bzw. halben Zahlen —j, —j 4+ 1,...,j—1,j
benannt. Die Summation tiber % in (27) ist eigentlich iiber alle
ganzen Zahlen zu erstrecken, wegen des Unendlichwerdens der
Fakultdten im Nenner geniigt es, sie von der groBeren der beiden
Zahlen O und p — p' bis zur kleineren von j — p' und j 4 p zu
filhren. Besonders einfach werden die Formeln fiir y' = j und
g = —J, im ersten Falle kommt nur x = 0, im zweiten nur

x — j + p in Frage:
9 ({u B 7})_1'14 = V(J ?I‘) efie cosi+#%ﬂ sin.i—,u% B enr, (27a)
m(ﬁ({uﬁy})—j‘u. .

2j ]
= (— 1)+« V<J jy)e“”"cosJ‘ﬁ‘aﬂ sinf +# —;—ﬁ eénr.

(27h)

Eine einfache Gestalt haben noch alle Darstellungskoeffizienten,
die Drehungen um Z entsprechen. Der Drehung um Z mit ¢
entspricht im Isomorphismus die unitire Transformation u; () und
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die Koeffizienten der zu dieser zugeordneten Matrix sind in (23)
angegeben. Die Matrix, die in D@ der Drehung {e, 0, 0} zu-
geordnet ist, ist also eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen
e—tie ¢—i(j—De = g(-De gije  Dagselbe erhilt man direkt
aus (27), indem man 8 — p = 0 setzt. Die Matrix DP ({0 0})
steht schon in (6) explizite hingeschrieben, diese Formel gilt also
nicht nur fiir ganzzahlige I, sondern auch fiir halbzahlige j. Das-
selbe gilt auch von (8).

Der Charakter ¢ (p) von DY ergibt sich wieder als die Spur
einer Drehung mit dem Drehwinkel ¢ zu

J
1P (p) = Sletne
w=—j
— | L4+ 2cosp 4+ 4 2cosj@ (j ganzzahlig), (28)

" 12coslg +2cosig + - 4+ 2cosj (j halbzahlig).

Richtiggehende Darstellungen liefern nur jeme j, fiir die
UD (-1) = UD (u; (27)) die positive Einheitsmatrix ist. Aus (25)
zeigt sich, daB dies dann der Fall ist, wenn y ganzzahlig ist, also
bei ganzzahligem j. In diesem Falle ist D@ mit den in 1. ab-
geleiteten ®® identisch, wie auch aus dem Vergleich der Charaktere
hervorgeht.

Fiir halbzahlige j ist DY zweideutig, der Drehung {o f p} ist
+ 99 (e By}) zugeordnet. Dies ist natiirlich nicht etwa so zu
verstehen, dafl man die Vorzeichen der Koeffizienten von D@ auch
einzeln umkehren kann, man kann nur das Vorzeichen der ganzen
Matrix, also aller Koeffizienten gleichzeitig umkehren. Einer
Drehung R, entsprechen ja nur Zwei unitire Matrizen u und — u
und diesen ist pur je eine Matrix WY (u) und YY) (— u) zugeordnet,
deren zweite in diesem Falle gleich — W@ (u) ist. Diese beiden
Matrizen — aber keine weiteren — entsprechen in D der Drehung R,,.
Immerhin muf man sich vor Augen halten, daf die ,zweideutigen
Darstellungen® eigentlich keine Darstellungen sind. Sie
kommen zum ersten Male in der Paulischen Spintheorie vor, wir
haben sie hier nur aus dem Grunde gemeinsam mit den eindeutigen
Darstellungen abgeleitet, damit wir nicht wieder auf diesen Gregen-
stand zuriickzukommen brauchen.

Die Theorie der Darstellungen der Drehgruppe riihrt von
J. Schur her. Die ,zweideutigen Darstellungen hat zuerst
H. Weyl angegeben.
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11. Die ersten paar Darstellungen seien hier noch explizite
angegeben. Es ist DO (B) = (1); D™ (R) steht in (16). Weiter ist

o—ia 1+cosﬂe__” e snLﬂ —ia l—cosﬂe‘y
2

2
o T
DO(epy)) = ﬁ-s’nﬂe ! cos 'Esmﬁ” , (29)
gia lueosﬂ‘e_” e Silff gia l+cosf .

2 ') 2

wo die trigonometrischen Funktionen der halben Winkel schon in
solche der ganzen Winkel umgewandelt wurden.

Die Darstellungen der Drehgruppe — wenigstens die eindeutigen —
sind eigentlich etwas dem Physiker sehr Geldufiges, weil sie gleichzeitig
qie Transformationsformeln fiir Vektoren, Tensoren usw. sind. Bei einem
Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem bleiben ja die Vektor- oder
Tensorkomponenten nicht unverdndert, sondern setzen sich linear aus den
Komponenten des Vektors oder Tensors im alten Koordinatensystem zusammen.
Begeichnen wir die Komponenten im alten System mit T, wo o auch eine

Gesamtheit von mehreren Indizes andeuten kann, so seien die Komponenten Té
im neuen Koordinatensystem

Ty = D D(R)yg T (30)
()

wo die Abhiéngigkeit der Transformationskoeffizienten von der Drehung R
des neuen Achsenkreuzes zum alten explizite zum Ausdruck gebracht ist.
Gehen wir wieder — etwa durch die Drehung § — zu einem neuen Achsen-
kreuz iiber, so ist

T} = S DS),T, = 3 D(8),y D(R)y, T, @81
4 ee

Nun sind die 7T die Komponenten des Tensors im um SR verdrehten
Achsenkreuz, so daf auch

T, = S\D(SR),,T, (32)
o

gelten mub. Da (31) und (32) fiir beliebige Werte der Tensorkomponenten T,
gelten mus, ist

DSR),, = S\ D(),,D(R)y,; D(SR) = D(S)D(R). (38)
e

Die Transformationsmatrizen der Vektor- oder Tensorkomponenten bilden
eine Darstellung der Drehgruppe.

So ist z.B. die Transformationsmatrix fiir Vektoren die Drebungs-
matrix R selber, und diese bilden ja eine Darstellung ihrer eigenen Gruppe,



XV. Irreduzible Tensoren 183

die zu DM idquivalent ist. Die ,Transformationsmatrix“ fiir Invarianten
ist DO,

Zu den meisten geliufigen Arten von Tensoren gehoren aber keine
irreduziblen, sondern noch reduzible Darstellungen, weil man aus den Tensor-
komponenten noch solche Linearkombinationen bilden kann, die sich unter
sich transformieren. Durch die Matrix, durch die diese Linearkombinationen
aus den urspriinglichen Komponenten hervorgehen, wird auch die Darstellung
ausreduziert.

Betrachten wir z. B. einen Tensor zweiten Grades mit den Komponenten
Tppr Toyr Topr Tyar Tyy» Typo Topy T,y T,,- Man kann aus ihm
einen symmetrischen und einen schiefen Tensor bilden, die sechs Kompo-
nenten des ersteren sind: T, Tw, T,.» TW + T!/z’ Tyz + TW,

T,, + T, die drei Komponenten des letzteren sind: Tmy_ — va’
Tyz — TW, T,,— T,,- Die Darstellung dieses ist zu D() aquivalent und

irreduzibel, nicht aber die des symmetrischen Tensors. In der Tat existiert
eine Linearkombination T, + T” -+ T,, = T seiner Komponenteén,
die invariant ist, Die tibriggebliebenen fiinf Linearkombinationen Tx z—.‘}’ T,
Tyy,—3T Ty + Typo Tyy + T, T,, + T, sind die voneinander
unabhiingigen Komponenten eines symmetrischen Tensors mit der Spur Null,
zu ihnen gehort eine mit D@ dquivalente, also irreduzible Darstellung.

Man sieht hieraus anch, warum es nicht zweckmiBig ist, die Zeilen
und Spalten der irreduziblen Darstellungen nach den gewohnlichen Zeichen
der Tensorkomponenten zu benennen, auf die sie sich beziehen: die Freiheit
ist dabei nuch- zu grof. Z.B. kann man bei dem vorher angegebenen
symmetrischen Tensor mit der Spur 0 die Komponente sz"% T weg-
lassen und an ihrer Stelle T, ‘—% T nehmen.

Auch bei D) beziehen sich die drei Zeilen nicht auf die X Y Z-
Komponenten eines Vektors — dann wire ja D) rein reell. D) gibt
vielmehr an, wie sich die

i 1

T—-l = V'—'_z. + ﬁ Y,
Ty = z, (34)
— tx_ L
T, = V,_2.X V_2_Y

Komponenten eines Vektors transformieren. Durch die in (34) vorkommende
Matrix kann man DO in die fir die X, Y, Z-Komponenten eines Vektors
giiltige Darstellung, d. h. in B selber transformieren. Man iiberzeugt sich
hiervon, indem man aus (29) D1 ({«, 0,0}) uwnd DW ({0, 4, 0}) entnimmt
und diese mit der Transformation in (34) von rechts und ihrer Adjungierten
von links multipliziert: man erhilt im ersten Falle die Matrix (14a’'), im
zweiten Falle (14b’).
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XVI. Die Darstellungen des direkten Produktes

1. In den meisten physikalischen Problemen ist nicht eine
einzige Symmetrieart, sondern mehrere Arten von Symmetrien vor-
handen, die nebeneinander einherlaufen, ohne sich wesentlich zu
beeinflussen. Zum Beispiel haben wir im Falle eines Wasser-
molekiils eine Differentialgleichung

Bl o 1& ¢ v «

L (= — -+ = — = Eq.
oS am T Attt VY="2v
M bedeutet die Masse der Wasserstoffkerne, X,, ..., X, ihre
Cartesischen Koordinaten, m die Masse der Elektronen, z,, ..., 7,

ihre Cartesischen Koordinaten, der Sauerstoffkern ist wegen
seiner grofen Masse als ruhendes Anziehungszentrum betrachtet,
die von ihm herrithrende potentielle Energie in ¥V miteinbezogen.
Das Problem (*) hat mehrere Arten von Symmetrien: erstens kann
man die Koordinaten der Wasserstoffkerne vertauschen, zweitens
die der Elektronen, drittens das ganze System einer Drehung unter-
werfen. Hierbei kommt sogar nicht nur die reine, sondern die ganze
Drehspiegelungsgruppe in Frage. Es fragt sich also, wie diese
Symmetrieeigenschaften nebeneinander zu beriicksichtigen sind?

2. Die drei soeben aufgezihlten Arten von Operationen haben
die Eigenschaft, da8 die Operatoren der ein¢ . Art mit den Operatoren
der anderen Arten vertauschbar sind. Es ist ja offenbar gleich-
giiltig, ob man die Koordinaten der Teilchen zuerst vertauscht und
dann eine Drehung ausfiihrt, oder ob man zuerst die Drehung und
dann die Vertauschung vormimmt. Es sei daher angenommen, daB
die Elemente jeder Operatorengruppe mit allen Elementen der mit
ihr zu verkniipfenden Operatorengruppen vertauschbar sind.

Betrachten wir zuerst den Fall, daB (*) nur zwei Gruppen
gegeniiber invariant ist. Die Elemente der beiden Gruppen seien
E', A, 4,,..., 4, bzw. E", By, B, ..., B, Dant ist(*) nicht
nur den Operatoren Pgr = 1, Py,, Py;, ..., Py, und Ppr =1,
Pz, P3,, ..., P, , sondernallennm Produkten P4, Pp, dieser
Operatoren gegeniiber invariant, wo wegen der oben erwihn-
ten Vertauschbarkeit P4, Pp, = Pg, P4, gilt. Die P 4, P, bilden
nach dem Operatorenmultiplikationsgesetz eine Gruppe, weil das
Produkt von zweien wieder unter ihnen vorkommt:

P4, P3,- P4, Pp, = Py, P4, Pp, Pp, = Py, 4, P, 5. (1)
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Die Einheit dieser Gruppe ist der Einheitsoperator Pp Pgv = 1.
Man nennt sie das direkte Produkt der Gruppe der P4, und
der Gruppe der Py, , sie bildet die gesamte Symmetriegruppe von (¥).

Allgemein enthilt das direkte Produkt zweier Gruppen E', 4,,
Ay, ..., A, und E", B,, B,, ..., B, als Elemente die Paare 4, B;
der beiden ,Faktoren“, d. h. der Gruppen, aus denen es aufgebaut
ist. Das Multiplikationsgesetz ist dabei

A,, Bl. A,,r B;l = A,, A,,! . Bz Blr = A,,n Blu, (Ia)
wo A, — A, A, und B;» — B; By ist. Man schreibt dabei noch
A, fir A, E" und B, fir E' B;. Der Vergleich von (1) und (la)
zeigt, daf die Gruppe der 4, B; zur Gruppe der P 4, Pp, holomorph
ist, und wir schreiben daher, wie gewohnlich, P4, Ps, = P4, 5;-
An Stelle der Darstellungen der Gruppe der P 4, Pp, konnen wir
auch die Darstellungen der Gruppe der 4, B, untersuchen.

3. Suchen wir eine Darstellung dieser Gruppe, so liegt es
nahe, dem Element A, B; das direkte Produkt der Matrizen @ (4,)
und & (B;) zuzuordnen, die in irgendwelchen Darstellungen der
einzelnen ,Faktoren“ dem Element A, bzw. B, zugeordnet sind. In
der Tat bilden die Matrizen d (4, B;) = @ (4,) X b (B,) eine Dar-
stellung des direkten Produkts, es ist [vgl. (7) Kap.1I]:
a(4,)xb(B)). a(As)xb(By) = @ (4y).a(4y) x b(Bl).b(Bz,)} @

= a(4x 4x) X b(B; By).
Das Produkt der zu den Elementen 4, B; und A, B;/ zugeordneten
Matrizen @ (4,) X b (B;) und @ (4,) X b (By) ergibt die zum
Elewent 4, A, B; By = A, B;. A, By zugeordnete Matrix.
Die Koeffizienten der Matrix d (4, B;) = @ (Ax) x b (B;) sind
A (4:B)yo 06 = @ (A o0 (Bi)gro (2a)

Sind @ (4x) und b (B;) irreduzibel, so ist es auch d (4, B;).
Ist ndmlich eine Matfix (M o, 00) vertauschbar mit den d (4, B)),
so gilt fiir alle % und 4

EMQ’ a';goa(Ax)g g"b(BJ.)tw” = Ea(Ax)g'Qb(Bl)a’aMg o;0"0"" (3)
(4 ¢o

Setzen wir insbesondere zuerst 4, = E', dann B; — E”, so sind
a (E’) bzw. b (E") Einheitsmatrizen und (3) schreibt sich

? Mg’ o;o"a b (B)osn = ; b (B aMg’ 60" (3a)
; Mg’ 000" @ (Ax)gg" = % a (Ax)g’gMg o';0'" 0" (3b)
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Die Untermatrizen

My 0m1 Q1502 -0
Mys, oy Mys, g - ()

sind alle (fiir jedes ¢’ und ") mit allen & (B;) vertauschbar. Ebenso
sind nach (3b) die Matrizen

Mll)';lo” Mlo';ﬁa" cee
MQU';IO” M2o’;20" ) (-H-)

fiir alle ¢', 6" mit allen @ (4,) vertauschbar, sowohl () wie auch (+1)
sind konstante Matrizen. Es folgt

ng o e" = 66’ o' Mgll;glll, (4&)
Me'ﬂ';e”ﬂ" e 6919!1 Mln’lo"; (4b)

woraus sich

Mel ol;ell o'’ = 6‘,! o' M@'l; 9111 = 66’ 6" 69, 91, Mll; 11 (4)

ergibt. Die Matrix M muB selber eine konstante Matrix sein,
d (4, B)) ist irreduzibel.

4. Wir haben jetzt eine Methode, mit welcher man irreduzible
Darstellungen einer Gruppe gewinnen kann, die das direkte Produkt
zweier Gruppen ist, vorausgesetzt, daB die irreduziblen Darstellungen
der ,Faktoren“ bekannt sind. Es fragt sich noch, ob man auf diese
Weise auch alle irreduziblen Darstellungen des direkten Produktes
erhalten kann?

Die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen der Gruppe
der A seienmit g, g,, ..., die der Darstellungen der B mit h,, h,, ...
bezeichnet. Wenn wir jede Darstellung der ersten Gruppe mit
jeder Darstellung der zweiten kombinieren, erhalten wir irreduzible
Darstellungen des direkten Produkts mit den Dimensionen g, h,,
9, by, ...y 931y, 9y By, ... Nehmen wir im Sinne eines im IX. Kapitel
(S. 91) erwihnten Satzes an, dal die Summe der Quadrate der
Dimensionen aller irreduziblen Darstellungen einer Gruppe gleich
ihrer Ordnung ist, so ist

#+9+--=mn ud BI4+1} 4+ =m,
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wo n und m die Ordnungen der Gruppen der 4 bzw. B sind. Die
Summe der Quadrate der Dimensionen der durch direkte Produkt-
bildung erhaltenen Darstellungen der Gruppe der A, B; ist

(.qlhx)e + (gxhs)2 + -+ (ggh1)2 + (gahg)s 2RI SRR
=gim+tgim+-.=nm
gleich der Ordnung des direkten Produktes. Hieraus folgt, da8 die
angegebene Methode tatsichlich alle irreduziblen Darstellungen
liefert ?).

Man kann dieser Uberlegung auch folgende Form geben, in der sie
auch fiir kontinuierliche Gruppen gilt: Die g + g§ + .- . Koeffizienten der
ersteren Darstellungen bilden, als Funktionen der 4 betrachtet 3), ein voll-
stindiges Funktionensystem fiir die Funktionen der 4. Ahnlich bilden die
k} + h§ + - - - Darstellungskoeffizienten, als Funktionen der B betrachtet,
¢in vollstindiges Funktionensystem der B. Daher bilden alle Produkte beider
Funktionensysteme ein vollstindiges Funktionensystem beider Variablen.

5. Die Eigenwerte der Differentialgleichung (*) lassen sich in
qualitativ verschiedene Klassen einteilen: zu jedem Eigenwert
gehort eine Darstellung der Gruppe der Operatoren, die (*) invariant
lassen. Zur Charakterisierung der irreduziblen Darstellungen dieser
Gruppe (des direkten Produkts der erwiéhnten drei Gruppen) bedient
man sich am besten der drei Symbole, die die drei irreduziblen
Darstellungen charakterisieren, aus denen diese Darstellung zu-
sammengesetzt ist. Man wird so von einem Eigenwert von (*) sagen
konnen: er gehdrt zur symmetrischen Darstellung der Vertauschung
der H-Kerne, zur antisymmetrischen der Vertauschung der zehn
Elektronen und zur siebendimensionalen der Drehgruppe, und ver-
steht darunter, daB er zu derjenigen Darstellung des direkten Produkts
dieser drei Gruppen gehort, die sich aus den aufgezahlten Darstellungen
der ,Faktoren“ zusammensetzt.

Was die Eigenfunktionen eines solchen Eigenwertes anbelangt,
so tragen sie — den Zeilen des direkten Produkts dreier Matrizen
entsprechend — drei Indizes, die jeweils angeben, zu welcher Zeile

1) Es gehen hier zwei ,direkte Produkte“ durcheinander, die wesent-
lich verschieden sind: das direkte Produkt zweier Gruppen und das direkte
Produkt gweier Matrizen. Die Elemente des direkten Produkts der Gruppen
sind die 4, B;. Dem A, B; ordnet die Darstellung @ (4,) X b(B;)
das direkte Produkt von @ (4,) und b (B)) zu.

%) Eine Funktion der A bedeutet die Zuordnung je einer Zahl .J 4, 20
jedem Gruppenelement A..
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der in Frage kommenden Darstellungen der ersten, zweiten und
dritten Gruppe sie gehdren. DaB zwei Eigenfunktionen, deren Indizes
nicht alle drei tibereinstimmen, aufeinander orthogonal sind, auch
wenn man auf sie beliebige symmetrische Operatoren anwendet,
sieht man erstens daraus, daf sie zu verschiedenen Zeilen der
Darstellung des direkten Produkts gehoren, oder auch daraus — wenn
etwa ihre zweiten Indizes verschieden sind —, daB sie zu ver-
schiedenen Zeilen der Darstellung der zweiten Gruppe gehoren.

Wendet man auf eine Funktion, die zur g ¢-Zeile der Dar-
stellung @ (4) X b (B) des direkten Produkts zweier Gruppen gehort,
einen Operator Py, — P4 P der ersten Gruppe an, so erhilt man
eine Funktion, welche durch die den 16, 26, 36, ... Zeilen der
Darsteliung @ (A4) X b (B) entsprechenden Funktionen allein aus-
gedriickt werden kann. Und zwar sind die Koeffizienten dieselben,
wie wenn die zweite Gruppe gar nicht da wire:

PA PE" wga == 2 a (A)(I’Q b (E” o'a wg’ o'
Q’ al
= % a (A)Q'.Q 65’ v 1‘19/ 6 = 02' a (A)er 0 wg: o

Eine Funktion, die zur g ¢-Zeile der Darstellung @ (4) X & (B) gehort,
gehdrt also auch zur g-Zeile von @ (4) [und ebenso zur ¢-Zeile
von b (B)] und hat demgemiB alle Eigenschaften dieser beiden
Funktionenklassen.

6. Man muf in der Stdrungstheorie bei der Bildung der , richtigen
Linearkombinationen aus einer Schar von Funktionen solche
Linearkombinationen bilden, die je zu einer Zeile 9 6 einer Dar-
stellung @ (4) X b (B) des direkten Produktes der vorhandenen
Symmetriegruppen gehsren. Man kann hierbei so verfahren, daB
man zunichst solche Linearkombinationen f,, f,, f,, ... bildet, die
zur g-Zeile von @ (A) gehoren: jede Funktion You die zur g 6-Zeile
von @ (A) X b(B) gehort, muf eine Linearkombination der f,, f,, £y, ---
sein. Wiirde namlich 9,5 auch solche Funktionen fi, f, fs, ...
enthalten, die nicht zur Darstellung @ (4) oder nicht zu ihrer
@-Zeile gehoren:

%a = c1f1 +6’f’+03f3 + SR o c;fl, + cé/é "*‘c;fé ) (5)
so miiBte doch ¢;f] + c3f; L~ ¢sfs + --- = O sein. Wenn man

ndmlich in (8) ¢,f, + ¢;fy + ¢5f; + --- auf die linke Seite bringt,
so gehdrt die ganze linke Seite zur g-Zeile von @ (4) und ist daher
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zu allen Gliedern der rechten Seite orthogonal, so daf beide Seiten
verschwinden miissen.

7. Wir wollen die S#tze tiber die Darstellungen des direkten
Produkts zur Bestimmung der irreduziblen Darstellungen der drei-
dimensionalen Drehspiegelungsgruppe benutzen. Die Drehspiegelungs-
gruppe ist die Gruppe der reellen orthogonalen dreidimensionalen
Matrizen mit der Determinante + 1. Sie ist das direkte Produkt
der reiner Drehgruppe und der mit der Spiegelungsgruppe holo-
morphen Gruppe, die aus der Einheit E und der Inversion I besteht

100 —1 0 0
E=[(010|,I=| 0 —1 0 |
001 0 0 —1

In der Tat entsteht jede orthogonale reelle Matrix aus einer
reinen Drehung durch Multiplikation mit E oder I: entweder ist
ihre Determinante schon 4 1, dann ist sie schon eine reine Drehung,
und wenn ihre Determinante — 1 ist, so entsteht sie aus einer reinen
Drehung durch Multiplikation mit I. Auch ist es klar, da8 £ und I
mit allen Matrizen der reinen Drehgruppe (sogar mit allen Matrizen
iiberhaupt) vertauschbar sind.

Die Spiegelungsgruppe hat zwei irreduzible Darstellungen:
die identische (auch positive genannt) und diejenige, bei der der
Einheit die Matrix (1) und I die Matrix (— 1) zugeordnet ist.
Daher entstehen aus jeder Darstellung D® (R) der reinen Drehgruppe
zwei Darstellungen der Drehspiegelungsgruppe: die Kombinationen
von D (R) mit der positiven und mit der negativen Darstellung
der Spiegelungsgruppe.

Die dreidimensionale Drehgpiegelungsgruppe hat je zwei (ein-
deutige) irreduzible Darstellungen der Dimensionen 1, 3, 5, ..., die
man der Reihe nach mit 1 = 0,,0_, 1, 1_, 2, 2_, ... bezeichnet.
Beide Darstellungen 7, und I_ sind 27 -+ 1-dimensional, in beiden
entsprechen reinen Drehungen dieselben Matrizen D@ (R), die ihnen
in der 21 -} 1-dimensionalen Darstellung der reinen Drehgruppe
entsprechen. In 1, entspricht auch der Drehspiegelung IR die
Matrix D® (R), die R entspricht, in 1_ dagegen entspricht TR die
Matrix — DO (R).
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XVII. Die Grundziige der Atomspektren

1. Wir wollen jetzt unsere Ergebnisse vor allem zur Erklirung
der wichtigsten Ziige der Atomspektren benutzen. Bevor die
Einzelheiten besprochen werden, sei das Ganze einmal in diesem
Kapitel programmartig zusammengefaBt, wobei zunichst auf die Be-
weise verzichtet werde. Ich hoffe, dafl hierdurch auch eine bessere
Ubersicht iiber die GesetzmiBigkeiten selber, wie sie uns von der
experimentellen Forschung ) geliefert wurden, gewonnen werden kann.

Bevor man an die eigentliche Auflosung der Schridingergleichung
herangeht, muf man zuerst die ,Schwoerpunktskoordinaten abseparieren“.

Die Schridingergleichung hat in ijhrer unverinderten Gestalt [(5a)
Kap. IV] nur ein kontinuierliches Spektrum, dem Umstand entsprechend,
daf das Atom neben seiner Anregungsenergie als ganzes eine beliebig stetig
verinderliche kinetische Energie aufnehmen kann. Will nan sich — wie das
praktisch immer der Fall ist — auf die Anregungsenergie beschrinken, so
muf man annehmen, daB das Atom in Ruhe ist, d. h. die Wellenfunktion
von den Schwerpunktskoordinaten unabhingig ist und nur von den Ko-
ordinatendifferenzen der einzelnen Teilchen abhiingt?). Da die Elektronen-
masse der Kernmasse gegeniiber vernachlissigt werden kann, identifiziert
man gewohnlich die Koordinaten des Kerns mit demen des Schwerpunkts
und nimmmt an, daB die Wecllenfunktion von den Kernkoordinaten unab-
hingig ist. Man fiihrt diese gewdhnlich gar nicht erst in die Schrodinger-
gleichung ein, sondern betrachtet den Kern als festes Anziehungszentrum,
in dessen Feld sich die Elektronen bewegen. Dies ist natiirlich nur bei
Atomen, bei Gebilden mit nur einem Kern méglich. Die spiteren, all-
gemeinen Entwicklungen sind bis auf die Aufspaltungshilder in #uBeren
Feldern von dieser Annahme der Vernachlissigung der ,Mitbewegung des
Kerns* unabhingig. Die Auffassung ist dabei die, daf die Wellenfunktion
als Variable alle Koordinaten enthilt, nur von denen des Schwerpunkts
unabhingig ist, also lings Linien, deren Punkte denselben, nur im Raume
verlagerten Konfigurationen entsprechen, konstant ist. Dies ist als eine
Nebenbedinguug anzusehen. Damit das skalare Produkt zweier Funktionen
nicht divergieren soll, mul dann allerdings der Konfigurationsraum auf ein
endliches Gebiet abgegrenzt werden, das aber beliebig grof sein kann.
Doch spricht man der einfacheren Ausdrucksweise halber 6fters so, wie wenn
die Wellenfunktion die Koordinaten des Kerns als Variable gar nicht enthielte.

1) Eine ausfiihrlichere vortreffliche Darstellung findet man in F. Hunds
Biichlein: Linienspektren und periodisches System, Berlin 1927, und auch bei
L.Paulingund S. Goudsmit: The Structure of Line Spectra. New York1930.

%) Das ist auch der Grund, warum man bei diesen Problemen nicht
auch die Translationsgruppe als eine Symmetriegruppe des Systems ein-
fiihrt: alle Wellenfunktionen sollen Translationen gegeniiber invariant sein,
also zur identischen Darstellung der Translationsgruppe gehiren.
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Das einfachste Spektrum hat das Wasserstoffatom, da es aus
einem einzigen Elektron besteht, das sich — bei Vernachldssigung der
Mitbewegung des Kerns — in einem konstanten Potentialfeld bewegt.

Die Schrédingergleichung lautet

R0 9 0%« &8
[‘“ Sam (a”x‘i + o + (W) — V—_—~$———s T z’] ¥ (2, ¥, 2)

= Ev (%99 (1)

und 1iBt sich noch streng l6sen. Man erhilt so das Spektrum, die

moglichen Energiewerte (die ,Terme“, wie man sie in der

Spektroskopie nennt) und die Eigenfunktionen, d. h. die stationéren
Zustinde des Wasserstoffatoms. Das Spektrum hat einen dis-

kreten Teil mit den Termwerten E — — Rhc¢/1?, — Rhc[2%,
— Rhe[3% ..., wo R die sogenannte Rydbergkonstante ist:
2 7% m et Rhe

1
Ey = — = —215-10"" g erg. (2)

WNT TN
Die Energien sind negativ, dem entsprechend, daf das Elektron in
der Nihe des Kerns ein betriichtliches negatives Potential hat,
wogegen man Arbeit aufwenden muB, um es ins Unendliche, an die
Stelle mit dem Potential Null zu bringen. Die Abstinde zwischen
den einzelnen Termen werden mit wachsender Hauptquantenzahl N
immer geringer, schlieflich konvergiert die Energie fiir unendlich
hohe Laufzahlen zu Null. Physikalisch entspricht dem ein immer
stirkeres und stérkeres Entreifen des Elektrons der Anziehungs-
sphire des Kerns; wenn das Elektron ganz befreit ist, hat es die
Energie Null.

An das diskrete Spektrum (2) schlieft sich ein kontinuier-
liches Spektrum an, das die ganze positive Zahlengerade bedeckt.
In den entsprechenden Zustinden ist das Wasserstoffatom ionisiert,
die zugehdrige positive Energie bedeutet die kinetische Energie des
Elektrons, nachdem es sich ins Unendliche entfernt hat. Im kon-
tinuierlichen Spektrum hat man keine im eigentlichen Sinne statio-
nédren Zustdnde: das Elektron entfernt sich nach hinreichend langer
Zeit beliebig weit vom Kern. Einem Zustand entspricht ja auch
mathematisch eine normierte Wellenfunktion, die Eigenfunktionen
des kontinuierlichen Spektrums lassen sich aber nicht normieren.

Das Auftreten von Serien der ungefihren Gestalt (2) mit einer
Konvergenzstelle im endlichen und einem daranschliefenden, dem
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ionisierten Zustand entsprechenden kontinuierlichen Spektrum ist
fiir alle Atomspektren charakteristisch.

Die Eigenwerte (2) sind entartet, d.h. es gehtren nicht nur je
eine, sondern mehrere linear unabhiéngige Eigenfunktionen zu jedem
Eigenwert. Der Eigenwert mit der Laufzahl (, Hauptquantenzahl*) N
ist N2-fach entartet.

Die zugehérigen normierten Eigenfunktionen seien zur Bequemlichkeit
des Lesers hier angegeben. Man schreibt sie am besten in Polarkoordinaten
r, &, ¢ auf, sie lauten mit y = 2#/Nry, wo 7o = h2/4 7% m e? der ,Radius
der ersten Bohrschen Bahn“ ist:

-tu
Wi = S 0 BLO) Chf BT I (),

Ver

21+ 1 l—u)! .

o — JF=1=1 ( 2 )3/2
L 2N Nro(N+ D1/
wenn wir zur Unterscheidung der N*? zum Eigenwert K, gehorigen Eigen-
funktionen die Indizes ! (,azimutale Quantenzahl“) und u« (,magnetische
Quantenzahl“) einfilhren. Bei einem festen N kann ] die Werte O, 1, 2, ...,
N —1 annehmen, g liuft (unabhéngig von N) von — ] bis 4 {. Die An-
N-1
zahl simtlicher zu E gehoriger Eigenfunktionen ist > (214 1) = N2
I=o0
Die Pf‘(ﬂ') sind die in Kap. XV (3a) definierten Kugelfunktionen, C“‘ ihre
Normierungsfaktoren. Mit L% izl (n) ist die 2 ] +1-te Ableitung des N +./-ten
Laguerreschen Polynoms Ly,

22 (w —1)

L('l)—~(—1)(ﬂ' i1 "1+ -+(—1)’w1)

bezeichnet, 'y, ist ihr Normlerungsfaktor.

Man erkehnt schon hier, da eine Beziehung zwischen der azimutalen
Quantenzahl / und der 2} 1-dimensionalen Darstellung der Drehgruppe
bestehen muf.

Dasselbe, was vom Wasserstoffatom gilt, gilt auch vom
Heliumion, vom zweimal ionisierten Li und allen anderen Systemen,
in denen nur ein Elektron und ein Kern vorhanden ist. Man mufB

nur die potentielle Energie in der Schridingergleichung (1) durch
3
— ‘—Z;e—, wobei Z die Kernladungszahl ist, die Energieniveaus durch

2m®mZ%et 1

1(2)
By’ == K2 N’

(22)
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in (3) 9 durch

8a’me'Z  2Z

————h2 N r = N}—‘;r

ersetzen und ¢ wegen der Normierung mit Z*2 multiplizieren.
2. Die Spektren der Atome mit mehreren — sagen wir # Elek-

tronen lassen sich nicht mehr streng berechnen. Dies rithrt von

der verhdltnismifig komplizierten Gestalt der potentiellen Energie

7' (3a)

n 2Z
V=2 — L
=1 Va? 49} + 4
1 e?

2 i%ﬁ Vo — 2" + i — 9 + i — 2)° )

her. Wire das zweite Glied in (4), das der gegenscitigen Ab-
stoBung der Elektronen Rechnung trigt, nicht vorhanden, so wiirden
sich die Elektronen nur unter der Wirkung des konstanten Feldes
des Kerns bewegen. Dann lieBe sich die Schridingergleichung
(H1 + H2 + -+ Hn)"l’(xl Y8y T Yn Zn)
= E¢v@9,2, - T Yn2n), (5)
B ( 0? 0? 0? Zet
e | =— + = + ———> —_——— (B a
8n?m 6z,§+0y,3 de; Va? + 92 + 22 Ga)
auflésen. Die Eigenwerte wiren die Summen, die Eigenfunktionen

die Produkte der Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen von (5a) und
lieBen sich mit Hilfe von (2a), (3), (3a) ansdriicken:

w(xl?/lﬁl Xy Yn zn) = "pﬁful (1}1 ?/151) v 10,11\:211 (xnynzn)v (6)
E:EN1+EN2+"'+-EN"' (Ba)

Wenn man nimlich (6) in (3) einsetzt und H, 9 (x, ... 2,) bildet,
so ergibt sich Ey,_ ¢ (2, --- 2,), weil

H. =

n N
H, wf"’;‘ @ yeor) = En, ¥, ", (@ 95
Kbk e M

ist, und die anderen Faktoren von ¥ (x, ... 2,) bei der Anwendung
von H; als Konstante zu betrachten sind.

Natiirlich stellt (5) eine sehr schlechte Ni#herung der wirk-
lichen Schrédingergleichung dar. Trotzdem pflegt man — wenig-
stens im Gedanken — von dieser Niherung auszugehen und die
Wechselwirkung der Elektronen als eine ,Stérung“ zu betrachten.

Wigner, Gruppentheorie 13
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Zu den meisten Eigenwerten (6a) gehtren sehr viele Eigen-
funktionen, weil im Energieausdruck (6a) die Quantenzahlen I, u,
nicht vorkommen und diesen noch in (6) mehrere Werte gegeben
werden konnen. Auferdem kann man die Hauptquantenzahlen N
der einzelnen Elektronen beliebig vertauschen, der zugehdrige
Epergiewert bleibt immer noch derselbe. Fihrt man aber die
Wechselwirkung der Elektronen als Storung ein, so wird ein Teil
der Entartung aufgehoben, der Term spaltet auf. Von den ent-
stehenden Termen, die groftenteils auch noch entartet sind, kennt
man rein theoretisch — abgesehen von einer ganz rohen Ab-
schitzung ihrer Lage —- nichts als ihre Symmetrieeigenschaften,
die sich in den Transformationseigenschaften der zugehorigen Eigen-
funktionen duBern. Diese Transformationen sind: Vertauschung der
Elektronen, Ausfiihrung einer reinen Drehung, Inversion?) (Spiege-
lung). Demgem&8 hat jeder Term drei Darstellungen: eine der sym-
metrischen Gruppe, eine der reinen Drehgruppe und eine der
Spiegelungsgruppe. (Die beiden letzten pflegt man auch zu einer
Darstellung der Drehspiegelungsgruppe zusammenzufassen.) Die
entsprechenden Quantenzahlen (Charakte-
ristika der Darstellungen) sind ?)

Multiplettsystem S,
azimutale Quantenzahl I,
Spiegelungscharakter w.

3. Die azimutale Quantenzahl hat fiir

die verschiedenen Terme die Werte I — 0,
1, 2, 3, ... Die entsprechenden Eigenwerte
Abb. 7. Ist der Gesamt- gehoren zu den Darstellungen D© (R), DV (R),
drehimpuls 2, so kann D@ (R), ... der Drehgruppe?). Mah nennt
seine ZKomponente dle .. der Reihe nach S, P, D, F, ... Terme.

Werte 2,1, 0, —1 oder
— 2 haben (alles in Ein- 7y einem S-Term gehort nur eine Eigen-

heiten von M2 %) funktion, zu einem P-Term gehoren drei,
zu einem D-Term fiinf usw. Eigenfunktionen. Die 2 L + 1 Eigen-
funktionen, die zu einem Term mit der Azimutalquantenzahl L

1) Das heifit das Umkehren des Vorzeichens aller Koordinaten z, ..., z,.

%) Es ist iiblich, die Quantenzahlen von ganzen Atomen mit grofien
Buchstaben zu bezeichnen, wihrend fir die einzelner Elektronen kleine
Buchstaben gebrduchlich sind.

3) DaB dies auch fiir das 1/4;'\;‘ gilt, wird (9b), Kap. XIX, zcigen: man

sieht dort, daB es zur u-Zeile von DP gehort.
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gehoren, unterscheidet man durch ihre magnetischen Quanten-
zahlen m, die ebenfalls ganzzahlige Werte annehmen konnen, und
zwar lauft m von — L bis L. Die zugehorige Eigenfunktion ge-
hért zur m-Zeile der irreduziblen Darstellung DD,

Der physikalische Sinn der azimutalen Quantenzahl ist der
gesamte Drehimpuls. Der magnetischen Quantenzah} dagegen
entspricht die Komponente des Drehimpulses in der Z-Achse. Damit
scheint eine Raumrichtung iiberfliissigerweise ausgezeichnet zu sein.
Dies rithrt daher, daB wir, um Funktionen zu definieren, die zu
einer Zeile einer Darstellung gehoren, die Darstellung ganz (nicht
nur bis auf eine Ahnlichkeitstransformation) festlegen muBten.
Diese Festlegung geschah so, duB angenommen wurde, daf die
Matrizen, die Drehungen um die Z-Achse entsprechen, auf Diagonal-
form gebracht sind [(6) Kap. XV)]. In der Aussage, daf alle
Ligenfunktionen eines D-Terms zur Darstellung D® (R) gehéren,
ist dagegen noch keine Richtungsauszeichnung vorhanden.

Terme, die zur identischen (,positiven“) Darstellung der
Spiegelungsgruppe gehoren, nennt man positive Terme, die
anderen negative. Dieser fiir das Verstehen der Spektren sehr
wichtige Begriff hat kein Analogon in der klassischen
Theorie, wie etwa der Drehimpuls das Analogon der Azimutal-
quantenzahl ist. Den Spiegelungscharakter eines Terms fiigt man
als Index an das Zeichen des Terms an: S,, S_, P, P_,... Die
zugehorigen Darstellungen der dreidimensionalen Drehspiegelungs-
gruppe sind 0, 0_, 1,, 1_, ... Die gewdhnlichsten Terme sind
Sy, P_, D,, F_, ... usw. Terme?).

Auch S, das Multiplettsystem, ist ein Begriff, der der
klassischen Theorie eigentlich fremd ist. Jeder Term eines n Elek-
tronenproblems hat eine Darstellung der symmetrischen Gruppe
n-ten Grades gegeniiber. Die Darstellungen kommen zwar nicht
alle vor, vielmehr sind in der Natur — aus Griinden, die erst
spater bei der Besprechung des rotierenden Elektrons und Pauli-
prinzips auseinandergesetzt werden konnen — nur die asso-
ziierten Darstellungen der in XIII. Kapitel mit D®, DW,
D®, ..., D2™ (bei gerader Elektronenzahl) oder IDI'/2(—DI (bej
ungerader Elektronenzahl) bezeichneten Darstellungen vorhanden.
Bei gerader Elektronenzahl hat ein Term mit S == 0 die Dar-

1) Man nennt sie auch ,ungestrichene~ Terme, wihrend S_, P, D_,
F , ... ,gestrichene“ Terme sind.

13*
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stellung D2, mit § = 1 die Daistellang D:n—1, die zu
S == 1n gehorige Darstellung ist D©. TUm die S-Werte aus der
Darstellung direkter ablesen zu kénnen und auch eine Verwechslung
mit den Darstellungen der Drehgruppe zu vermeiden, schreiben wir
von nun an

D® = A4S, wo 8§ = 3n—k. )
Die GroBe S kann bei Atomen mit gerader Elektronenzahl n die
Werte 0, 1, 2, ..., ;n annehmen. Bei ungerader Elektronenzahl
werde (7) ebenfalls beibehalten, die miglichen S-Werte sind dann
5 %, %, .., gn. Bei dem Wasserstoffatom ist S = 1, die sym-
metrische Gruppe ersten Grades hat ja auch nur eine Darstellung.
Die S-Werte des Terms bestimmen seine ,Multiplizitat« 2 S + 1.
Bei gerader Elektronenzahl haben wir Singulett-, Triplett-, Quin-
tett- usw. Terme, weil 2 S + 1 die Werte 1, 3, 5, ... annehmen
kann, bei ungerader Elektronenzahl gibt es Dublett-, Quartett-,
Sextett- usw. Terme. Die Terme des Einelektronenproblems sind
alle als Dubletterme anzusprechen. Den Betrag der Multiplizitit,
also den Wert von 2 S8 4 1, fiigt man dem Zeichen des Terms links
oben an: 'S, ist ein positiver Singulett-S-Term, 2P_ ein negativer
Dublett - P-Term usw. Die zur antisymmetrischen Darstellung

D® — A2 gehorigen Terme haben die hochste Multiplizitat
n + 1, wihrend bei Singulettermen S — O und die Darstellung
Dtz — A©O ist.

Die Terme haben drei qualitative Charakteristika: S, L, w,
weil sie zu verschiedenen Darstellungen A®) X DLW des direkten
Produkts der symmetrischen Gruppe und der Drehspiegelungs-
gruppe gehoren. Da aber natiirlich mehrere Terme desselben Spek-
trums zu derselben Darstellung gehdren, mufl man zu ihrer Unter-
scheidung noch eine Laufzahl N einfiihren. Ein Term Eév Lw trigt
dann vier Indizes: N, S, L, w. Zu ihm gehoren (2 L 4 1) gy Eigen-
funktionen, wenn gy die Dimension der Darstellung 4® ist, zu
ihrer Unterscheidung muB man aufler der magnetischen Quanten-
zahl m noch angeben, zu welcher Zeile x der Darstellung A sie
gehoren. Eine Eigenfunktion YSLw sollte also im ganzen sechs
Indizes tragen, wobei man aber zumeist einige Indizes unterdriickt
(namentlich das %, das keine physikalische Bedeutung hat). Die
experimentellen Merkmale der Terme mit verschiedenen S, L und w
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sind wohl hinreichend bekannt; das wichtigste ist, daB optische
Ubergéinge mit betrichtlicher Intensitit nur zwischen solchen
Termen auftreten, deren azimutale Quantenzahlen entweder
gleich oder nur um 1 verschieden sind, die beiden Terme
miissen auBerdem verschiedenen Spiegelungscharakter und
dasselbe Multiplettsystem haben.

Diese Interkombinationsregeln miissen sich auch aus der
Quantenmechanik ergeben, und die Aufgabe des nichsten Kapitels
wird ihre Ableitung sein.

4. Die Einfiihrung der magnetischen Momente der Elek-
tronen, des Spins(Kap. XX), wird eine tiefgreifende Modifizierung
der Schridingergleichung mit sich bringen.

Am auffallendsten #uBert sich die Wirkung der Spins in der
sogenannten Feinstruktur der Spektrallinien. An den
Stellen, wo nach der einfachen Schrédingerschen Theorie ein
Term mit der Azimutalquantenzahl I, und dem Multiplettsystem S
liegen sollte, findet man in Wirklichkeit ein ,Multiplett¢, d. h.
mehrere nahe benachbarte Terme. Ihre Anzahl ist 2 L + 1 oder
2 841, je nachdem, welche dieser beiden Zahlen kleiner ist:
S-Terme (L == 0) sind immer einfach, P-Terme (L = 1) sind nur
im Singulettsystem (S = 0) einfach, im Dublettsystem doppelt,
im Triplett und allen hoheren Systemen dreifach usw. Bei ge-
niigend hoher Azimutalquantenzahl I, = S ist die Multiplizitat
28+ 1.

Den verschiedenen Feinstrukturkomponenten eines Multipletts
schreibt man verschiedene Gesamtquantenzahlen J zu

J=|L—-8|,|L—8|+1..,L+8—1,L+8
Das sind 2 L+ 1 bzw. 2 S 4 1 Zahlen, je nachdem L Kkleiner
oder grofler als S ist. Die Gesamtquantenzahl spielt die Rolle des
gesamten Drehimpulses, in dem auch der vom FElektronenspin
herriihrende Drehimpuls enthalten ist.

Die Auswahlregeln fiir I, S und w sollen fiir alle 2 L 4 1
bzw. 2 8§ 4+ 1 Terme des Multipletts gelten'). Dazu kommt noch
die Auswahlregel fiir J, die dhnlich der Regel fiir L ist: J #ndert
sich bei einem optischen Ubergang um + 1 oder O, der Ubergang
zwischen zwei Termen mit J =— 0 ist auch verboten.

1) Die beiden ersten Regeln gelten allerdings nur, solange die Spin-
krifte klein sind.
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5. Kebhren wir jetzt zu den Entwicklungen zuriick, die wir
am Ende von 2. unterbrochen haben! Wir haben dort eine ver-
einfachte Schrodingergleichung (5) aufgestelit, deren Losung (6), (63a)
unmittelbar hingeschrieben werden konnte. Die Eigenwerte waren
im allgemeinen sehr vielfach entartet, und es wurde schon daraaf
hingewiesen, dal bei der Beriicksichtigung der Wechselwirkung der
Elektronen, bei dem Ubergang zum richtigen Potential (4) etwa mit
Hilfe des Rayleigh-Schrédingerschen Verfahrens, die Eigen-
werte (6a) aufgespalten werden und solche Terme entstehen, deren
charakteristische Merkmale (S, L, w) soeben besprochen wurden.
Die Bestimmung der Anzahl und Art der Terme, die aus einem
Term (6a) entstehen, nennt man das Aufbauprinzip.

Bei der Ableitung des Aufbauprinzips darf es nicht vergessen
werden, daf die konsequente Anwendung der Schrgdingergleichung
auch die Energiewerte solcher Zustdnde liefert, die in der Natur
wegen des Pauliprinzips nicht vorkommen. Wir werden aber nur
die Anzahl derjenigen Terme bestimmen, die wirklich existieren.
(Das sind, wenn man den Spin nicht beriicksichtigt, Terme mit
den Darstellungen D® = A®*27—», und wenn man auch den
Spin beriicksichtigt, nur Eigenwerte mit antisymmetrischen Eigen-
funktionen. Vgl. Kap. XXIL)

Das Aufbauprinzip werden wir mit Hilfe der sehr eleganten
Slaterschen Methode ableiten.

Das Vektoradditionsmodell

6. Es sel hier noch ein einfacher, weitgehend schematisierter
Fall des Aufbauprinzips behandelt, bei dem auf die Gleichheit der
Elektronen keine Riicksicht genommen und die Drehgruppe als
einzige vorhandene Symmetrie behandelt wird?).

Wir betrachten zwei Systeme, im einfachsten Falle besteht
jedes System aus einem einzigen Elektron, die beide denselben
Kern umkreisen. Das erste System habe die Energie E und be-
finde sich in einem Zustand mit der Azimutalquantenzahl I, die

zugehorigen 21 4 1 Eigenfunktionen seien _;, ..., ¥ Es gilt
dann
PB "pu = 2 mw (R)y'p w,"» (8)
u'

1) Vgl. E. Fues, Zeitschr. f. Phys. 81, 817, 1928,
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wo Py eine Drehung der Koordinaten des ersten Systems ist. Die
Energie des zweiten Systems sei E, die Azimutalquantenzahl 7, die
Eigenfunktionen p_1, ..., ¥7, und es gilt

—P—REV — 2’ Q(I) (R)v'vwv“ (8&)

Die beiden Operatoren Py und Py sind dabei natiirlich verschieden,
weil Pg die Variablen der ¥, dagegen Pr die der y, einer Drehung
unterwirft und die beiden Variablensysteme ja ganzlich verschieden
sein sollen. Aus diesem Grunde sind auch alle Py mit allen FR
vertauschbar, es ist auch Py, — ¥, und ITRtp“ = v, weil
eben Py auf die Variable der ¥ und Py auf die Variable der Y
gar nicht einwirkt.

Betrachtet man die beiden Systeme als ein einziges, so sind
die Eigenwerte nach (6a) die Summen, die Eigenfunktionen nach (6)
die Produkte der Eigenwerte bzw. der Eigenfunktionen der Einzel-
systeme. Zum Eigenwert E + E gehoren die @I+1)QR1+ 1)
Eigenfunktionen

VoY Vi P-Thny oo Yy Y Y,
..................... . (9)
wl?)—f’ d’l;p_—f-l»l’ LRR¥] 1!)17171'—1, Wzi’z"-

Es fragt sich nun, aus welchen Operatoren die Gruppe des Ge-
samtsystems bei Einfihrung einer Wechselwirkung der beiden
Systeme noch bestehen wird? Offenbar nicht aus dem ganzen
direkten Produkt der beiden Operatorengruppen Py und Pz, die
Elemente Py P5 dieses wiirden ja gleichzeitigen, aber verschiedenen
Drehungen der Achsenkreuze der Variablen von ¥ und ¥ ent-
sprechen. Die Gruppe, die wir betrachten miissen, ist vielmehr die,
bei der beide Achsenkreuze derselben Drehung unterworfen
werden, sie besteht nicht aus allen Operatoren Pz P5, sondern nur
aus den Py Pg. Die Gruppe der PPy ist der einfachen Dreh-
gruppe holomorph: aus BRQ = T folgt

PRﬁR-PQﬁQ = PRPQIBRF—’Q = PTF’T-

Wenden wir die Operatoren PrPx auf die Funktionen €)
an, so kann man die entstandenen Funktionen mit Hilfe der un-
verinderten ausdriicken.
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Nach (8), (8a) ist
PzPev.v, = Prv. . Pr¥,
== E' g(l) (R)u'y IP," 2 9(” (R)v 'y 'd"v’ -—_ 2 A (R)y'v’ uv wu % (10)

Die zu den (214 1) 27+ 1) Funktionen (9) des Gesamt-
systems gehorigeDarstellung A(R)ist das direkte Produkt?)
der beiden Darstellungen D® und D der Einzelsysteme:
ARy, uy =D (B)yu DD (R)y,; A(R) =DOR)XDD(R). (11)

Wir miissen jetzt die irreduziblen Bestandteile von 4 (R) be-
stimmen. Das geschieht am einfachsten durch Zerlegung seines
Charakters in Charaktere irreduzibler Darstellungen. Der Charakter

von A (R), wo R einer Drehung mit dem Drehwinkel ¢ entspricht,
ist gleich

EA(R),,V . #Emw(R),.u 2 DD (R),,

= 10 () 7D (p) = 2 eium 2 e, (12)

u=— v=—1

Um diesen Ausdruck umzuformen, pilegt man fir jede
Exponentialfunktion ¢ (fir x = ..., — 2, —1, 0, 1, 2,..)
eine Spalte zu bilden und in diese Spalte so viel Kreuzchen ein-
zutragen, wie vielmal ¢i*¢ in (12) vorkommt. Das kleinste vor-
kommende x ist — 1 —1, das groBte 1+ I, man braucht also im
ganzen 21 4+ 21+ 1 Spalten. Die Kreuze, die von den 21+ 1
Gliedern ef?—0¢, g0—1+D¢ = ¢i(*+D¢ mit demselben v her-
rithren, schreiben wir in dieselbe Zeile. Wenn wir noch 1> an-

nehmen, erhalten wir die
Tabelle 1

x = -1-1 -l+1 1-1 1+1

L+ -
-+ o4
v=1 ... o+t o+t

1) Wir haben es hier mit einer anderen Art des direkten Produkts
zu tun als im vorangehenden Kapitel. Dort hatten wir zwei Symmetrien
(Drehung R und Spiegelung I) vereinigt, die Gruppe also vergréfert.
Hier vereinigen wir zwei Systeme, die die gleiche Symmetrie haben, das
Gesamtsystem hat dann auch dieselbe Symmetrie.

+
bt
+

+

++++
b+
+++
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Man kann hierbei jedes Kreuzchen in seiner Spalte beliebig ver-
schieben. Klappt man den Teil der Tabelle, der links von der
punktierten Linie liegt, um die durch — angezeichnete Zeile, die
von den Gliedern mit ¥ — O herrithrt, so erhilt man ein Schema
der Gestalt:

Tabelle 2
x= -1-1 -1+7 1-1 1+1
v=—1 Rt
+i4+ + + +
»v=0 - + +i+ + + + +
_ + + +i4+ + 4+ + + +
v=T....] + + 4+ +:++ 4+ +++ +

Das erste Kreuzchen in der v-Zeile ist jetzt in der Spalte —v —1,
die Glieder, die der v-Zeile der Tabelle 2 entsprechen, sind

e~ i0HIp | g—i0HI-De L L. L DG L 0D — U4 (), (13)

sie geben zusammen eben den Charakter einer irreduziblen Dar-
stellung mit L =1+ ». In der ganzen Tabelle sind die irre-
duziblen Darstellungen mit

L=1—-0,1—1+1 ..,04+1—1,14+1 *)

enthalten. Fiir i__<__l entstehen aus dem Term E + E bei Ein-
filhrung einer Wechselwirkung 27 -+ 1 Terme mit den Azimutal-
quantenzahlen (*¥). Die irreduziblen Bestandteile von D®(R) x DD (R)
sind in diesem Falle: je ein DX (R) mit den L-Werten (¥). Ist

Igi, so vertauscht sich die Rolle von ! und 7, so daB die L-Werte
allgemein

L=[1—1, 1=+ 1, .., 14+1—1,1+4+1 (14
sind.

Dieses , Vektoradditionsmodell“ (siehe Abb. 8) ist von sehr
allgemeiner Giiltigkeit und von grundlegender Bedeutung fiir die
gesamte Spektroskopie. Die beiden Systeme, um deren Vereinigung
es sich handelt, miissen nicht je aus einem einzigen Elektron be-
stehen — in diesem Falle gibt das Prinzip in der vorliegenden
Form wegen der Nichtbeachtung der Gleichheit der Teilchen gar
nicht alle Einzelheiten wieder —, sie kénnen schon selber zusammen-
gesetzte Systeme sein; ja das Prinzip gilt sogar — wie wir sehen
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werden — Hir die Wechselwirkung von Spinquantenzahl und azi-
mutaler Quantenzahl (wobei die entstehenden I. ,Gesamtquanten-
zahl“ genannt werden), oder auch fiir die Wechselwirkung zwischen
Gesamtquantenzahl und Kernspin usw.

Y + can 3

Abb. 8. Die Zusammensetzung von 7 = 5 und [ = 2
ergibt als mogliche L-Werte 3. 4, 5, 6, 7

7. Wir wissen jetzt, daB die Darstellung D® X DD mit der
Darstellung

PU—1D 0 0 0
0 D I-ll+n . 0 0
: : : : = M (R), (1b)
0 0 R U VY |
0 0 0 Dutdb

die wir der Kiirze balber mit M (R) bezeichnen, dquivalent ist.
Es muB daher eine Matrix § existieren, die sie ineinander trans-
formiert:

DOR) X DD (R) = S~ M (R)S. (16)

Da M (R) und auch D®X DD unitér sind, kann man sogar nach
Satz 1a, Kap. 1X, annehmen, da § unitir, §—! = St ist.

Die Matrix 8§ ist eine im weiteren Sinne quadratische Matrix,
wie wir sie im zweiten Kapitel besprochen haben. Die Zeilen-
Spaltenbenennung von DO X DD geschieht némlich durch zwei In-
dizes p und v, und dies muB auch von der Spaltenbenennung von §
gelten. Die Zeilen und Spalten von M (R) tragen auch zwei In-
dizes, doch sind diese anderer Art: der erste [ndex L gibt an,
welche Darstellung D@D in dieser Zeile steht, der zweite m, um
welche Zeile dieser Darstellung es sich handelt. Die Koeffizienten
von M (R) lauten

M By, pm = 01, DE (B - (17)
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Die Zeilen von § tragen dementsprechend auch die Indizes L, m,
wobei I von |1 — 1| bis I 41 und m von — L bis L liuft: (16)
lautet in den Koeffizienten ausgeschrieben
DO (R),u'y 9(7) (R)v’r = 2 2 S}tm'; W ol B m SLm; wre (163)
' L

m'm

Die Bedeutung der Matrix § liegt darin, daf man mit ihrer
Hilfe aus den 9, ¥, solche Linearkombinationen

!115 = 2 SZm;va Yy P, : (18)
uv

bilden kann, die sich bei der Anwendung der Operatoren PgPg,
denen gegeniiber das System auch nach Einfiilhrung der Wechsel-
wirkung invariant ist, nach irreduziblen Darstellungen transformieren:

PR—pR a-yL = 2 SZm; uv Pr Py - _FTR;Z'V
uv

- 2 2 Sfm; e PO (R)p.’y 9(_” (R)v'v %' Py

1,0
uy Wy

== 2 2 2 Sim; uv g(l)‘(_R)#,“ 9(6 (R)r’ysL’m’; n'v quﬁ: (19)

up' vy L'm'

= 2 [S'mw (R) X m(l} (R) 8- l]L’m’;.Lm. 21“1{::
L'm'

== 2 M(R)L’m’; Lm z_p,’;l', == Em(m (R)m’m ip‘,{;, .

L'w' m'
Sie bilden daher die Eigenfunktionen erster Ndherung (die ,rich-
tigen Linearkombinationen“ des Kap. V) des gestorten Gesamt-
systems.

Um die Koeffizienten 87 ,,, ., zu bestimmen, wenden wir zuerst

auf (18) einen Operator Py Py an, wo R eine Drehung mit @ um Z
ist. Die linke Seite multipliziert sich dadurch mit ¢™2, und dies
muf auch fiir die rechte Seite gelten:

2 S’l':m; ,uve'imawuwv — 2 SI‘:m; uv PRwuBRav
wy Ry
= 2 S'I':m; yvei'uaw,u ‘5‘”“@—.- (20)
ny
Es ist daher wegen der linearen Unabhingigkeit der y, ,
Simiuy =0 fir mFEp+ v (20a)
Dasselbe erhdlt man aus (16a), wenn man die Abhiéngigkeit der
Darstellungskoeffizienten von « und y darin nach (8), Kap.XV,
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eintrigt und die Glieder mit gleicher Abhingigkeit von & und p
einander gleichsetzt. Wir setzen noch
SL,y+v;yv = sLMw (20b)
dann ist (16a)
B 1+
Q") (R),u'Iu Q(l) (R)v’y - 2 {I*,y'r’m(l') (R)y' +vu+r sL,u v (16b)
L=|l1-1|

Die Matrix § ist durch (16) noch nicht eindeutig festgelegt.

Da M (R) mit einer Diagonalmatrix

ol 0 ... 0 0
0 (D“_ﬂ.*_ll 0 0
W= « ¢« « ¢ ¢« ¢ o v o s o« s « s o« o o« ’
0 0  ..oppigd 0
0 0 I 0 ml+T1

UL m'; Lm — 05071, 0m m

vertauschbar ist, indert sich die rechte Seite von (16) nicht, wenn
man 8 durch % 8 ersetzt. Damit %8 unitér bleibe, mub 7
unitdr sein, was dann der Fall ist, wenn die Absolutwerte der @
alle 1 sind. Die Koeffizienten von % S, womit wir § ersetzen
wollen, sind
(uS)Lm-, uy — @f SLm; uve
Durch zweckmafige Wahl der @ kann man jedenfalls er-
reichen, daB
Spa_t, T=581,,-1= 8,1, -T]| 2n
reell positiv sein soll. Dies wollen wir im folgenden annehmen.
Wir multiplizieren nun (16b) mit DE(R)¥ , .. 4+, und integrieren
iiber die ganze Drehgruppe. Es bleibt dann rechts wegen der
Orthogonalititsrelationen der Darstellungskoeffizienten nur ein
Glied stehen, und wir erhalten, wenn wir fiir L' wieder L einsetzen

(und fiir IdR = g schreiben),

D s}fu’v'sLuv
U} . DO , L) x . : —_ g —— 2Y (Y
J‘m (R)y ‘um (R)v 1Q (R),u +v;u+ dR g9 5T l 1 (22)

Zur Bestimmung der sz, ist es nicht notwendig, das Integral
in (22) fir alle moglichen Werte der I, ', v' u, v auszuwerten,
es geniigt, wenn es fiir ein einziges u',»'-Wertepaar und alle I, g, v
(und I, Z_) bekannt ist. Um die Formeln moglichst einfach zu
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machen, setzen wir u' =1, v' = —1 und erhalten nach (27)
bzw. (27a) und (27h), Kap. XV,

V(21>< )2( I)HWV(me)l(L-p—v)z(L+z_z‘)z(1;—z+f)1
l-p (L-1+1-%)! L+ +v-%)! %! o+ 1-T-p—v)!

. s*5 _5g

. SL+2l+2u—221 g gin2l—2u+2218ap — o Lh—1°Luv 93
cos sin BdR =

j 3 B8t 3 9 oL+ 1 (23)

(Wie zu erwarten war, fielen dabei ¢ und y heraus) Was wir
noch brauchen, sind Integrale der Gestalt

j.cos“%ﬂsin“%ﬂdli‘.

Auch diese liefert uns die Orthogonalititsrelation der Darstellungs-
koeffizienten. Es ist ndmlich

2 A 1 3 s
2Jg+] j|m(1)(R)J PdR = (_7 Ju)jcos“+2'“%ﬂsm“—2'“%ﬂdR,
oder wenn wir fiir j 4 y = a, § — u = b setzen,
; b!a!
[oosteipoimeypar = g Birr @9

Dies in (23) eingesetzt, ergibt zunichst

S st Ven! @) @rpv)! (L-p-v)! L+ (L-1+T)!

* L +1+T+ 1) VA -p)! @)l (=v)! (+0)!
L+T+p-%)! (-p+x)! (2L+1)

(L=l+1—2)! L+prv—n)! %! (t+l—I—jp—v)!

= SI, i, —~TSLuv (25)

Um sz, ; _7 zu bestimmen, setzen wir hierin noch g =1, v = —1
2L +1 (——-1)’(L+I D! (L—=1+1)! (L+1 +1—2)!
(L+l+l+ 1) 5 (L=1+l—x)! (L+l—1—x%)! x!
= |z, -7* = (1,1, -7)" (25a)

das letzte wegen (21). Da weiter, wieim Anhang gezeigt werden soll,

_ L =1+ DNEHH =) = 21 6
=T, )(L+z_i_u>z""(“)’(-1:+r—-z> =9
ist, ergibt sich schlieBlich
_7:—_‘/ (2Lj—1)(21)!(2_1)1 ‘ @7a)
(L+14T4 1)+ 1—L)!
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und mit Hilfe von (25)

b — V@ 1= =149 Q4= L) L+ p+2)! L-p-)!
ur VE+1+T4+D)1 0=p)! G +p)! T-2)! @+ )

2(——1)"+’_+’V2L+1(L+l_+y-x)!(l—y,+u)! @D
x L=14+1-) L +p+rv-u)! ! (x4+1-T-p-v)!
Die Summation iiber x ist hierin ebenso wie in (27), Kap. XV, iiber

alle ganzen Zahlen zu erstrecken, wegen des Unendlichwerdens der
Fakultiten im Nenner geniigt es, sie — ebenso.wie dort — von
der groBeren der beiden Zahlen 0, I — 1 + g + v bis zur kleineren
von L 4 u+ v und L -1 4 1 zu erstrecken. Die GroBen s hingen
aufer von ihren Indizes L, g, v noch von den beiden Zahlen 1
und 1 ab, die angeben, welches direkte Produkt D0 X D® man durch
sie ausreduzieren kann. AuBerdem sollte sim wesentlichen ungesndert
bleiben), wenn man ! mit I und gleichzeitig p mit v vertauscht,
aus (27) ist dies aber nicht ohne weiteres zu erkennen, weil die
Summation iiber x nicht in geschlossener Form ausgefiihrt werden
kann. Im Falle g 4 v =— L bleibt jedoch von der ganzen Summe

nur ein Glied (x = L — 14 1) stehen, ued man erhilt

(’l)
LyL-u

___(_1),_#‘/ @ L+1)! Q+1=L)! (+p)! (L+i—p)! e
LA+l D)L A1-1) | (L-1+1) ! 1-p)! (-L+ p)!

Es seien noch die Gleichungen, die aus der Unitaritit von §
fiir die s folgen, explizite hingeschrieben [(27) zeigt, daB § reell ist]:

zs(lfl“)m m (LIZ;”"—,“ - 6141"; %:sgil)m—u s(Iflu)m—u’ == 6##" (28)
8. Hiermit haben wir alle in (16b) und in (18)
lp‘i = Es(ll‘?m ,uwuwm u (183)
"

7b)

auftretenden Koeffizienten bestimmt. Beziiglich (18a) ist zu
bemerken, daB wir hier einen Fall — und zwar einen der wich-

1) In Wirklichkeit ist 800, = (—1' "1 L4l . in (21) gehen ¢

und 7 nicht in gleicher Weise ein.
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tigsten — vor uns haben, in dem die ,richtigen Linearkombinationen*
erster Ndherung des Stérungsverfahrens aus allgemeinen Uber-
legungen bestimmt werden konnen: (18a) gilt fiir alle Stérungen,
die keine Raumrichtung auszeichnen, ganz allgemein. Dies beruht
darauf, da8 wir von vornherein wissen, daf die richtigen Linear-
kombinationen alle ,zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung
gehtren® und daB man aus den Funktionen (9) nur eine einzige
Linearkombination bilden kann, die zur m-Zeile von DL) gehirt
— wenn man iiberhaupt eine bilden kaun (wenn L zwischen Il—il
und 7 4 iliegt). Wenn allerdings im ungestsrten Preblem auBer (9)
noch weitere Eigenfunktionen zu demselben Eigenwert gehoren, so
ist es moglich, daf mehrere Linearkombinationen der verlangten
Eigenschaft existieren, und die ,richtige“ kann noch eine Linear-
kombination dieser — aber auch nur dieser — sein.

Die Formel (16b) ist vieler Anwendungen fiahig. Zunichst
gilt sie nicht nur fiir eindeutige Darstellungen (fiir ganzzahlige 1),
sondern auch fiir die zweideutigen Darstellungen des Kap. XV. Sie
enthilt unter anderem die Intensititsformeln der Multiplettlinien
und der Zeemankomponenten (Kap. XXIII).

DaB man DY (R),,, D (R), , durch die Darstellungskoeffizienten
ausdriicken kann, ist selbstverstindlich: diese bilden ja ein voll-
stindiges Funktionensystem. Auch dal nur die Koeffizienten, die
in irgendeiner Darstellung in der u' + v'-Zeile und in der p + v-
Spalte stehen, in (16b) vorkommen konnen, ist klar: nur diese
haben die richtige Abhingigkeit von « und p. AuBlerdem zeigt
(16b) noch, daB auch L nur zwischen |l—f| und 1+ 1 variiert
werden mub. Sind ! und 7 beide ganzzahlig oder beide halbzahlig,
so sind die L in (16b) alle ganzzahlig, ist dagegen nur eines ganz-
zahlig, das andere halbzahlig, so sind die L alle halbzahlig: die
Summation ist von der unteren bis zur oberen (renze immer in
ganzzahligen Schritten zv erstrecken.

Fiir | = 0 ist (16b) trivial, fiir { == 1 seien noch die s{»,
in einer Tabelle zusammengestellt?).

1) Man kann sich die 3(;1 ;4)" leicht merken, wenn man sich vor Augen

hiilt, daB sie verschwinden, wenn |4 |>] und wenn |x4»|> L ist
(nicht wenn beides zutrifft); also immer dann, wenn einer der Dar-
stellungskoeffizienten im Integral (22) sinnlos wird.
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Tabelle fir die sfp

L ' vy = —1 0 +1
-1 V.l+le+/¢t_1 __Vl-—yVl+y Vl—_,u——IVl—/t
V2iyei+1 Vivei+1 V21 V21+1
. Vl—/t+1Vl+/{ _* Vl+/:LIVl—/t
VeiVi+1 Vivi+1 V2iVi+1
o1 Vice+1iVice+2| Vi—p+1Vitu+l [ Vitw+1)ivu+2
tllVarsiVzire | Vei+i i+t V2itil2i+2

Anhang. Um noch (26) zu beweisen, gehen wir von der

Identitdt
2()(2)=()

x

aus. Links stebt der Koeffizient von z* in (1 -+ )%, multipliziert
mit dem Koeffizienten von x¢—* in (1 + #)® und summiert iiber
alle %, d.h. der Koeffizient von 2¢ in (1+2)8.(1+x)> = (1+2)3+?,
und dies steht auch rechts; a sei eine positive ganze Zahl, b kann
auch negativ sein. Weiter ist (u < 0)

wy uw@—1)...u—v+2)wu—0v+1)

<v>— 1.2...(v—1).v
@wW—u—1D@—u—2)...(1 —u)(—w)

1.2...0—=1).v

= (— 1y

- (1)
Es ist daher
IC 1)*(L "':“H)(;’i:it:) @h!

— g (_ 1)L+l—l_(2_l—)! (L —ul +i) (L ;__lz_l_i—_l. x))

= (—DEHT@ l')!(L;j;i? 1) = @ (L +211— T)’

womit (26) bewiesen ist.
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XVIII. Auswahlregeln und die Aufspaltung
der Spektrallinien

1. Im VI. Kapitel haben wir mit Hilfe der Schridingerschen
zeitabhingigen Differentialgleichung die Zunahme der Anregungs-
wahrscheinlichkeit |ap (£) [P = |b(¢)|* des stationdren Zustandes ¢p
unter dem EinfluB eines in der X-Richtung polarisierten Licht-
strahles der Intensitit (Energiedichte pro Frequenzeinheit) J be-
rechnet. Es ergab sich dafiir [(17) und (6) Kapitel VI], wenn das
Atom anfangs ganz im stationirem Zustande ¢ war

8 ne?
lag @) = BgrJt = ) | XrzPJt, 1)

wo Xypx das sogenannte Matrixelement
Xrze = (¥r @ + 23+ -+ + 2,) ¥g) (22)

der ,X-Komponente des Dipolmoments“ des Uberganges E—» F
ist. Ist das Licht in der Y- bzw. Z-Richtung polarisiert, so tritt
in (1) an Stelle von Xzg

Yre = ('J’F: (y1+yg+"'+yn)¢E) (2b)
ZFE == (¢'F1 (21 + ’2 + + ﬂn)illz): (26)
ist es in der Richtung mit den Richtungscosinus «,, «,, &, polari-
siert, so tritt entsprechend
; o, Xpg + oy Yre+ %ZFE 2
auf.

Nach der bekannten Einsteinschen Uberlegung?!) kann man
hieraus die Wahrscheinlichkeit Az zd¢ dafiir berechnen, daB ein
Atom, das im angeregten Zustande 1 ist, im Laufe der sehr kurzen
Zeit dt durch spontane Ausstrahlung in den Zustand 4y iibergehe.
Eigentlich nennt man diese Grofe die ,Ubergangswahrscheinlich-
keit¥, es ist
64t e v? '
W(IXFEI’ + | Yrel’ + | Zrel). (1a)

Wenn eine Spektrallinie mit der Frequenz (F — E)/h in einem
Spektrum nicht auftritt, obwohl die Existenz von Atomen im Zu-
stand ¢ durch das Auftreten anderer Linien erwiesen ist, wird man

Apg =

) A. Einstein, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges., S.318, 1916; Phys.
Zeitschr. 18, 121, 1916.

Wigner, Gruppentheorie 14
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schlieBen diirfen, daf die Ausdriicke (2a), (2b), (2¢) verschwinden.
In weitaus den meisten Fillen folgen diese ,Auswablregeln aus
den Transformationseigenschaften der beteiligten Eigenfunktionen.
Den Transformationseigenschaften der Eigenfunktionen gegeniiber
der symmetrischen Gruppe, der dreidimensionalen Drehgruppe und
der Spiegelungsgruppe entsprechen drei Arten von Auswahlregeln.

Es ist aber zu bemerken, dafi das Verschwinden von (2) nicht das
absolute Ausfallen der Linie #—> E zur Folge hat. Bei der Ableitung
von (1) ist nimlich eine wesentliche, nicht streng richtige Voraussetzung
gemacht worden: die Atomdimensionen wurden gegeniiber der Lichtwellen-
linge als klein angenommen, und es wurde so gerechnet, als ¢b das
vom Licht herriihrende Zusatzpotential in der Richtung des Licht-
strahls konstant wiére, weil es sich nur in Abstinden, die in der
GrofSencrdnung der Wellenldnge sind, wesentlich #ndert. Wiirde man be-
riicksichtigen, dafl dieses Potential in Wirklichkeit in Richtung des Strahles
sinusformig schwankt, so wiirde sich ein etwas anderer Ausdruck fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit (und daher auch fiir die Lebensdauer) ergeben,
zum Bp g in (1) wirde noch ein Korrektionsglied B’ hinzukommen.

Von der Ubergangswahrscheinlichkeit, die man nach (1) oder (la)
berechnet, sagt man, da8 sie von der Dipolstrahlung herriihrt, B’ ist durch
Quadrapol und héhere Momente bedingt. Es ist (Atomdimension/Wellenlidnge)?,
also etwa 107-mal kleiner als das durch Dipolstrahlung bedingte B, 5, und man
kann es neben By vernachlissigen, wenn (2) nicht verschwindet. Die
Ubergénge, fir die (2) Null ist, sind aber nicht absolut verboten, sondern
nur sehr viel schwicher als die gewdhnlichen, durch Dipolstratilung be-
dingten Uberginge. Fiir die Intensitit der Quadrupolstrahlung selber ist
das Absolutwertquadrat von

PE.£Y
—— (e @yt @yt + zn yn) ¥g), 3)
das an Stelle von Xy in (1) eingesetzt werden muf, mafigebend ?).

A. Terme verschiedener Multiplizitst kombinieren nicht mit-
einander. Die Terme, die verschiedene Multiplizitdt 2 S + 1 haben,
gehoren ja zu verschiedenen Darstellungen der symmetrischen Gruppe,
und das Multiplizieren mit z, + z, + -+ 4 =z, ist ein gegeniiber
der Vertauschung von Elektronen symmetrischer Operator, so
daB das skalare Produkt (2) nach den Resultaten des XII. Kapitels
verschwinden muf. Selbst die Strahlung, die durch Quadrupol und
hshere Momente bedingt werden kénnte, verschwindet aus diesem
Grunde.

1) Die Quadrupolstrahlung wurde in der Quantenmechanik haupt-
sichlich von A, Rubinowicz eingehend untersucht. Vgl. z. B. Zeitschr.
f. Phys. 61, 338; 65, 662, 1930.
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Empirisch ist bekannt, da8 dieses sogenannte Interkombina-
tionsverbot nur bei Elementen mit niedriger Ordnungszahl
gut erfiillt ist. Bei schwereren Elementen kommen schon ver-
héltnismiBig starke Linien vor, die Terme verschiedener Multi-
plizitat verbinden. Dies riihrt von den Zusatzgliedern in der
Schrédingergleichung her, die dem magnetischen Moment des Elek-
trons Rechnung tragen und die sich bei wachsender Elektronenzahl
immer stirker und stirker bemerkbar machen.

B. Gegeniiber Drehungen ist das Multiplizieren mit z, 4z,
4+ -+ + x, kein symmetrischer Operator mehr, so da8 die Aus-
whahlregel fiir die Azimutalquantenzahl L anders als die fiir das S
lauten wird. Die Azimutalquantenzahl von vy sei L, dann gehort
im Produkt (x, 4+ x, + --- + x,) ¢z der zweite Faktor zur Dar-
stellung DU), der erste Faktor ist eine Vektorkomponente und
gehort zu DO,

Die (2L + 1)(2L + 1) Produkte von je zwei Funktionen,
von denen jeweils die erste f(;l’) zur %-Zeile von DU und die zweite
v zur x-Zeile von D) gehort, transformieren sich nach DI X P
(vgl. auch die analogen Entwicklungen des vorangehenden Kapitels).

f(L) Ly __ — P f(L) P 1‘)(L) zm(L)(‘R)I; g(’z) (R)lﬁfzﬁ‘m ¢$.L).

0
Mit Hilfe der Matrix 8, die 9 X D® ausreduziert, kann man aus
f(—L) wu‘) solche Linearkombinationen F,(tK) bilden, die zu den irredu-
ziblen Bestandteilen D) von DD X DL gehoren. Umgekehrt kann
man die Funktionen fg’) &)

durch die F,,(‘K) ausdriicken.

mit Hilfe der reziproken Matrix §—!

In unserem Falle ist Z — | und die irreduziblen Bestand-
teile von W X D) sind fiir L 2= 0
DL— D) PL + 1), *

Man kann daher (z, + 2, + --- + ,) ¥z als eine Summe von drei
Funktionen schreiben, die zu je einer der Darstellungen (*) gehdren.
Ist nun die Azimutalquantenzahl L' von 5 weder L — 1 noch L
noch L + 1, so verschwinden alle drei Teile des skalaren Pro-
dukts (2a). Die Azimatalquantenzahl L kann sich bei einem
durch Dipolstrahlung bedingten spontanen Ubergang nur um +.1
oder O éndern.
14*
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Iss L =0 so gehort (¢, +2,+4 -+ + 2,) ¥g zur Dar-
stellung D®, da in diesem Falle DO X DO gleich DD ist. Ist
L' & 1, so verschwindet (2): S-Terme (L —=0) kombinieren nur
mit P-Termen (L' = 1), auch der Ubergang S— S ist ver-
boten.

Auch diese Regeln gelten nur fiir die leichten Elemente genau.

Die Ursache fiir ibr Versagen bei hoheren Ordnungszahlen ist
auch in den Storungen zu suchen, die durch das magnetische
Moment des Elektrons bedingt sind. Die Linien, die trotz dieser
Regel auftreten, sind nicht so augenfillig wie die Linien, die das
Interkombinationsverbot verletzen, weil nimlich noch andere, auch
bei Mitberiicksichtigung dieser Stérungen giiltige Regeln existieren,
die von sich aus das Ausfallen der meisten durch dieses Verbot
erfaBten Uberginge bewirken.

Die Quadrupol- und hgoheren Momente verschwinden bei den be-
sprochenen Ubergangsverboten nicht. Wir muliten. ja explizite die Tatsache
benutzen, daf (z; + 3 + -++ + 2a) zur Darstellung D) gehort. Die ent-
sprechenden, fiir die Quadrupolstrahlung maBgebenden Ausdriicke (z, y; + -+
~+ %u yn) usw. gehoren aber nicht zu D) sondern zu DD, die Azimutal-
quantenzahl I, kann sich dementsprechend bei einem durch Quadrapol-
momente bedingten Ubergang um + 2, 4 1 oder O #ndern. AuBerdem ist
noch §-—» § und §—> P durch Quadrupolstrahlung verboten.

C. Bei Dipolstrahlung d@ndert sich die Spiegelungs-
symmetrie immer, positive Terme kombinieren nur mit negativen,
negative nur mit positiven. Bleibt ndmlich ¢z bei dem Ersetzen
der =z, yy, #& durch —x,, — g;,' — 2, ungedndert, so wechselt
(@, 4+ x5 + --- + ;) g sein Vorzeichen und umgekehrt bleibt
bei dieser Operation der Ausdruck (z, + -+ + z,) ¥z ungeindert,
wenn ¢y sein Vorzeichen umkehrt; er bat zu 4z entgegen-
gesetzten Spiegelungscharakter. Wenn das skalare Produkt (2)
nicht verschwinden soll, muf auch ¢p zu 1y entgegengesetzten
Spiegelungscharakter haben.

Empirisch ist diese Regel als Laporte-Russelsches Auswahl-
verbot bekannt. Gem#f ihrer Ableitung bezieht sie sich nur auf
die Dipolstrahlung?), dagegen gilt sie auch unter Mitberiick-
sichtigung der magnetischen Momente der Elektronen,
also auch bei den schweren Elementen. Ihr widersprechende optische.

1) Fiir die Uberginge, die durch Quadrupolstrahlung bedingt sind,
gilt sogar die entgegengesetzte Regel: der Spiegelungscharakter dndert sich
bei diesen Qbergingen nicht.
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Uberginge sind — trotz des so sehr reichen Materials — kaum be-
kannt, Die bekanntesten treten im sogenannten Nebuliumspektrum
auf, wo sie von metastabilen Zustinden ausgehen, was die Moglich-
keit — namentlich bei den Verhiltnissen, die in den verdiinnten
Sternnebeln herrschen — einer extrem langen Abklingungszeit, also
kleiner Ubergangswahrscheinlichkeit, offenlst.

Uberblicken wir die drei Arten von Auswahlregeln noch ein-
mal, so sehen wir, daB durch sie eigentlich die meisten Linien
verboten sind: das Multiplettsystem darf sich nicht &@ndern, L darf
sich nur um + 1 oder O #ndern (0 zu O ist auch verboten), der
Spiegelungscharakter muf sich é#ndern. So kann z. B. ein 3S, -Term
nur mit 8P_-Termen kombinieren?), ein *D_-Term nur mit *P,, D,
und *F,-Termen?) usw. Es werde nochmals betont, daf die magne-
tischen Momente der Elektronen bisher nicht beriicksichtigt und so
die sogenannte Feinstuktur der Spektrallinien nicht erfaBt wurde. Die
Regeln sollen fiir alle Feinstrukturkomponenten einer Linie gelten.
Die ersten beiden Regeln gelten nur, wenn der EinfluB der erwihnten
magnetischen Momente klein ist (bei kleiner Multiplettaufspaltung,
d. h. bei den leichten Elementen), die letzte dagegen soll — was
gegenwiirtig noch nicht eingesehen werden kann — genau gelten.

2. Es sollen noch die Verhiltnisse bei dem Einsetzen eines
elektrischen oder magnetischen Feldes, also bei der Aufhebung der
dreidimensionalen Drehsymmetrie besprochen werden.

Bekanntlich zeigt sich dabei ein Aufspalten der Linien in
mehrere Komponenten. Dieses ist im Falle des magnetischen Feldes
als Zeemanefiekt sehr genau bekannt, wihrend die analoge Er-
scheinung im elektrischen Felde, der Starkeffekt, in den aller-
meisten Fillen der Beobachtung viel schlechter zugénglich ist. Von
unserem vorldufigen Gesichtspunkt aus kénnen die Verhaltnisse
natiirlich nur sehr schlecht widergegeben werden und wir erhalten
im wesentlichen nur Aufschluff dariiber, wie der Zeeman- und Stark-
effekt wire, wenn die Elektronen kein magnetisches Moment hitten.

Ein magnetisches Feld in der Z- Achse verringert die Symmetrie-
gruppe des Konfigurationsraumes. Von den Drehungen bleiben
nur diejenigen um die Z-Achse iibrig. Aufierdem bleiben noch
— wegen des axialen Charakters des magnetischen Feldvektors —

1) Durch Quadrupolstrahlung noch mit 3D, -Termen.
2) Durch Quadrupolstrahlung noch mit 4§_, 4P_, 4D _, 4F_, 4G_-Termen.
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die beiden Richtungen Z und — Z gleichberechtigt, so da8 die X Y-
Ebene Symmetrieebene bleibt. Aus demselben Grunde aber ist etwa
die Y Z-Ebene keine Symmetrieebene mehr, da ein Drehungssinn aus-
gezeichnet ist. Man sieht dies am klarsten, wenn man die klassische
Bahn eines Elektrons im Felde eines Kerns und eines Magnetfeldes be-
trachtet: durch Spiegelung der Bahn an der zum Felde senkrechten
Ebene durch den Kern erhilt man eine klassisch mogliche Bahn, nicht
dagegen durch Spiegelung an einer zur Feldrichtung parallelen
Ebene Y Z.

Es folgt hieraus, daf die Inversionssymmetrie des Problems

durch das Magnetfeld nicht gestért wird: die Inversion (2, = — 2y,
Yr = — Y, & = — #;) ist ja gleich dem Produkt einer Drehung
mit x um Z (w = — %, Yr = — Yp, % = #) und einer
Spiegelung an der X Y-Ebene (v, = 1z}, yx = yp 2 — — &) und
z Z
1? G
\‘ .
X N X
v yés_‘.uz\‘

Abb. 9a Abb. 9b

Maguetisches Feld in der Z-Richtung:  Elektrisches Feld in der Z-Richtung:
Spiegelt man die Bahn eines Teilchens Spiegelt man die Bahn eines Teilchens
an der XY-Ebene, so erhdlt man wieder  an einer Ebene durch die Z-Achse, so
eine mogliche Bahn, nicht aber durch  erhilt man wieder eine mogliche Bahn,
Spiegelung an der Y Z- Ebene nicht aber durch Spiegelung an der

X Y- Ebene

daher in der Symmetriegruppe des Systems enthalten. Die gesamte
Symmetrie ist das direkte Produkt der Gruppe der reinen Drehungen
um Z und der Spiegelungsgruppe (die auBer der Einheit noch die
Inversion enthilt), wozu als dritter Faktor noch die symmetrische
Gruppe hinzukommt. Die beiden ersten Gruppen, also auch ihr
direktes Produkt ist abelsch.

Wenn aber auch die volle Drehsymmetrie des Problems durch
das #uBere Feld zerstort wird, haben, so lange das Magnetfeld
schwach ist — und die experimentell erzeugbaren Felder sind immer
schwach in diesem Sinne —, die Eigenwerte und Eigenfunktionen
noch niaherungsweise die Lage bzw. die Eigenschaften, die sie ohne
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Magnetfeld hatten. Insbesondere kann man auch von einer azimutalen
Quantenzahl L sprechen nnd es gelten auch noch die gewshnlichen
Auswahlregeln fiir L. AuBerdem gehort natiirlich jeder Term,
auch wenn das #ulere Feld beliebig stark ist, zu einer irreduziblen
Darstellung der vorher erwéhnten drei Gruppen, hat also ebenso wie
die Terme des feldlosen Systems ein Multiplettsystem S und einen
Spiegelungscharakter. Auch die Auswahlregeln 4 und C, die aus
dem Zugehoren der Eigenfunktionen zu Darstellungen der symme-
trischen und der Spiegelungsgruppe folgen, bleiben streng erhalten.
Hinzu kommt noch die sogenannte magnetische Quantenzahl g, die
angibt, zu welcher Darstellung (¢!#¢) der zweidimensionalen reinen
Drehgruppe der betrachtete Term gehort. Fiir g tritt auch eine
neue Auswahlregel auf, sie lautet fiir in verschiedenen Richtungen
polarisiertes Licht verschieden, so daB manche Uberginge (x-Kompo-
nenten) nur durch in der Feldrichtung, manche (¢-Komponenten)
nur durch senkrecht dazu polarisiertes Licht pewirkt werden. Da
die verschiedenen Raumrichtungen nicht gleichberechtigt sind, ist
dies nicht weiter verwunderlich.

Fiir Uberginge mit in der Z-Richtung polarisiertem Licht ist

(‘¢"F1 # et o+ o) TL’E) o)
maBgebend. Da das Multiplizieren mit 2, 4+ --- + 2, ein in Bezug
auf Drehungen um Z symmetrischer Operator ist, miissen 9y und
¥g, wenn (2¢) nicht verschwinden soll, zu derselben Darstellung
(e**9) ‘gehoren, dieselbe magnetische Quantenzahl haben. Bei
einem Ubergang, bei dem das Licht parallel zur Feld-
richtung polarisiert ist, dndert sich die magnetische
Quantenzahl nicht.

Fiir die Uberginge, bei denen das Licht senkrecht zur Feld-
richtung polarisiert ist (6-Komponenten), sind Xpg und ¥ pg mal-
gebend. Nun gehort y, +y, + -« + w0 + (e, + 2 + - + 70)
zur Darstellung (¢19), sodaB [y, + - + yu +i(x, + -+ + )] Vg
zur Darstellung (e?™ + D¢) gehort. Soll

Yre+1iXre
= (WF? [yl + Ys T+t Y, +2(x1 + Xy + o+ mﬂ)] 1n“’E)
nicht verschwinden, so mu8 auch 9y zur Darstellung (e + V¢) ge-
horen. Ebenso schlieBt man, dafl 4 zu (¢ 2 — D ¢) gehtren muB, damit
Yre—iXpg
= (d}i" [.7/1 + Ys + + yn_‘i (:El + Zq + -+ :1;,,)] wi‘)
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von Null verschieden sei. Es folgt, daB X pr und ¥ pg nur endlich
sein konnen, wenn sich die magnetischen Quantenzahlen von $p
und ¥z um 1 unterscheiden. Durch senkrecht zur Feld-
richtung polarisiertes Licht werden nur Uberginge mit
dp =+ 1 angeregt.

Fiir den umgekehrten Proze8 der Emission folgt hieraus, daB
das Licht, das senkrecht zur Feldrichtung ausgestrahlt wird (Trans-
versaleffekt) bei Ubergingen A u =— O parallel, bei Ubergéingen
A p = 1 senkrecht zur Feldrichtung polarisiert ist, womit in diesem
Fall die Polarisationsrichtung, die ja auch noch senkrecht zur
Strahlrichtung sein muf, eindeutig festgelegt ist.

Betrachten wir nun das Licht, das in Richtung des Magnet-
feldes ausgestrahlt wird (Longitudinaleffekt)! Dieses muf senk-
recht zur Feldrichtung polarisiert sein, es kann also keine z-Kom-
ponenten, nur ¢-Komponenten enthalten. Der Polarisationszustand
der ¢-Komponenten -ist aber durch die Angabe ,senkrecht zur
Feldrichtung® nicht bestimmt. Die Erfahrung zeigt, daB sie teils
rechts-, teils linkszirkulas polarisiertes Licht enthalten. Dies be-
deutet wieder umgekehrt, daB erstere Ubergiéinge durch linkszirkular
polarisiertes, letztere durch rechtszirkular polarisiertes Licht nicht
angeregt werden konnen!). Nun zeigt eine zu der im VI. Kapitel
durchaus gnaloge Rechnung, daB fir Uberginge, die durch in der
X Y-Ebene zirkular polarisiertes Licht angeregt werden, je nachdem
der Drehungssinn von ¥ zu X oder von X zu Y weist, die Matrix-
elemente (¥ pz + i Xrg)l V2 oder (¥ pg— ¢ Xrg)/ V2 in (1) an
Stelle von Xy treten. Ist also das Licht in Richtung des Feldes
gesehen (von unten nach oben, wenn die Z-Achse nach oben zeigt)

1) Znr Bestinmung des Polarisationszustandes des bei einem Uber-
gang emittierten Lichtes ist es immer nur wesentlich, was fiir Licht bei
dem umgekehrten ProzeB nicht absorbiert wird. Ein Ubergang z. B., der
zur Z-Achse parallel polarisiertes Licht aussendet, wird — wenn auch
schwicher — auch durch Licht angeregt, dessen Polarisationsrichtung zur
Z-Achse geneigt ist. Wesentlich ist, daB so ein Ubergang nicht durch
senkrecht zu Z polarisiertes Licht angeregt werden kann, ebenso wie ein
Ubergang, der rechtszirkular polarisiertes Licht aussendet, nicht durch links-
zirkular polarisiertes Licht augeregt werden kann.

Daf man den Polarisationszustand des emittierten Lichtes auf dem
Unmweg iiber den umgekehrten ProzeS bestimmen muB, beruht darauf, da8
die Schridingergleichung in der zugrunde gelegten Gestalt die Emission
iiberhaupt nicht zu erkliren imstande ist.
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rechtszirkular polarisiert, so bewirkt es einen Sprung mit einer
Erhohung von g um 1, ist es linkszirkular polarisiert, so bewirkt
es ein Fallen von p um 1. Fillt umgekehrt bei der spontanen
Emission g um 1, so ist das emittierte Licht (in derselben Richtung
gesehen) rechts-, steigt es, so ist es linkszirkular polarisiert.

3. Betrachten wir jetzt einen Term des feldlosen Systems und
untersuchen wir, wie er sich bei dem Einsetzen des magnetischen
Feldes verhalten wird. Der Term Eg;, des feldlosen Systems
wird durch das Magnetfeld im allgemeinen aufgespalten, und es
entstehen mehrere neue Terme aus einem alten Term. Das Multi-
plettsystem S und der Spiegelungscharakter w werden aber hier-
durch nicht beriihrt, das erste ist fiir alle neuen Terme, die aus
demselben feldlosen Term entstehen, S, der zweite w. Dies folgt
daraus, daB die Eigenfunktionen wihrend des ganzen Anwachsens
des magnetischen Feldes zu einer Darstellung der symmetrischen
Gruppe und der Spiegelungsgruppe gehéren und sich auBerdem
stetig indern. Eine Anderung der Darstellungseigenschaft wiirde
aber unstetig vor sich gehen miissen.

Es fragt sich noch, welche y-Werte die aus Egj,,, etttstehenden
Terme haben werden? Es sei R eine Drehung um Z mit @, dann
ist nach (6) Kap. XV 9D (R)

e Ly 0 0 0
0 e—iL—-D¢ | 0 0
: : : : )
0 0 ... el—ne
0 0 0 etLy

und wenn 9, eine Eigenfunktion von Egy, ist, die zur x-Zeile
von A® und zur p-Zeile von DL gehort, ist

Prix, = %zm ({9 0, 0))ury Yrr = €49 gy, “4)
d. h. 9, gehort zur Darstellung (¢!#%) der Gruppe der Drehungen
um Z. Auch diese Tatsache wird sich, wihrend das Feld an-
wiichst, nicht dndern, und da g bei der Darstellung DL von
— L bis L liuft, wird ein Term mit der Azimutalquantenzahl L
in2L +1Terme Egy,, , mit den magnetischenQuantenzahlen
u#=—L, —L+1,..., L—1, L aufspalten. Die zu Egr,, , ge-
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hrigen Eigenfunktionen erster Niherung sind die 4,, selber, da
sie zu einer Zeile von 4® und zu einer Darstellung (¢*%) gehoren
miissen und man aus den v, keine anderen Linearkombinationen
mit dieser Eigenschaft bilden kann. Wir haben also wieder einen
Fall vor uns, wo die ,richtigen Linearkombinationen erster
Naherung schon durch gruppentheoretische Uberlegungen bestimmt
werden konnen.

Daf die Bestimmung der ,richtigen. Linearkombinationen“ in diesem

Falle so einfach war, beruht darauf, daf in DL die Matrizen, die
Drehungen um Z entsprechen — wie dies (}) zeigt —, als Darstellung der
Gruppe der Drehungen um Z schon ausreduziert sind. Hitten wir das
Magnetfeld etwa in die X-Richtung gelegt, so hitten wir die Matrizen

ab (¢), die Drehungen um X entsprechen, ausreduzieren, in die Form (%)
bringen miissen. Die Matrix (TM, #), die zur Ausreduktion dient, erzeugt

dann auch die richtigen Linearkombinationen

17”;;4’ 2 T,ﬂ’# Yru
I3
fiir diesen Fall.

Aus den Eigenfunktionen erster Niaherung kann man auch die
erste Naherung fiir den Termwert Egy,,, , berechnen, wenn man die
durch das magnetische Feld 9, bedingte Modifizierung des
Hamiltonschen Operators des Systems kennt. In der klassischen
Theorie tritt im Magnetfeld zur feldlosen Hamiltonschen Funktion,
wenn man hohere Potenzen der Feldstirke vernachlissigt, das
Glied efc- (U, v) = e/me- (U, p, + A, p, + %, p,) hinzu, wo ¥ das
Vektorpotential ist, als dessen Rotation sich die Feldstarke
schreiben 1d8t. In der Quantenmechanik schreibt man hierfir,
wenn man in derselben Niherung auch bei Vorhandensein eines
duBeren Feldes — h/2mi-0[0x fiir p, usw. setazt,

—e B0 B 0 h 0
= Sy -~ L - 9 .-_),
v mc( "2m'0x+%”2m'dy+ ‘2mi0z ®)
bzw. die entsprechende Summe fiir mehrere Elektronen?). Fiir ein
homogenes, in die Z-Achse gerichtetes Magnetfeld von der Intensitit
P, ist
A, = —'%'bs:’/; ?Iy = %‘bzx: A = 0.

1) In Wirklichkeit tritt zu (5) noch das Glied (93 + A+ A e*2me?
hinzu, das unter anderem fiir den Diamagnetismus verantwortlich ist.
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Die erste Nuherung fiir die magnetische Zusatzenergie
Eg1,w,u — Esr. berechnet sich dann nach Kap.V, Gleichung (22)

—eh 2 »
ESLw,u — Egrw = (Yxus wau) —_ = 4;”?0 (Wieps L. 'l’xy)r ((’)
wo
1 0 d 0 7}
L. = T(yld—xl + o+ Yn ga*wla—yl — _'Tnd—y”) (6a)

ist. Das in (6) auftretende skalare Produkt laBt sich vollkommen
auswerten. Es wird sich nidmlich zeigen, daB fiir jede Funktion f

_— 1 aP(%O,O}f
L.f == TT

fir g = 0, (7
also gleich der Differenz der Werte von f in einem etwas ,ver-
drehten Zustande* und dem urspriinglichen Zustande dividiert

durch den Drehwinkel. Da

cosp —sing O
{9, 0,0} = |sin g cosgp O],
0 0 1
ist
P((p, o,u)f("': Ty Yrs &y - -+)
= f(..., @ c08 @ + yi sin @, — 23, sin @ + y; cos @, 2, ...),
und dies nach ¢ differentiiert ergibt fiir ¢ = 0
0Py 0,0 f of af
hl R LN — Zr _ - 7
( oo )‘,’:0 %?/k d Zpe v (7a)
was mit (7) dquivalent ist. Nun ist noch wegen (4)

/] J
—P. Vyp = = 1P P, — Tueteq, 7b
0q) (0,0} Yxu dqpe Yru tuet Ty, (7b)

und daher wegen der Normierung (v,,, ¥x,) = 1 und (6)

. ehd,u
Espwu—Espo=g—> @=-L -L+1 .., L-11) §

Nach (8) soll der Term mit der azimutalen Quantenzahl L
in erster Niherung — d. h. wenn man sich auf Glieder beschrinkt,
die mit der ersten Potenz von §, proportional sind — in 2L + 1
dquidistante Terme aufspalten, deren mittlerer (u — 0) die Lage
des urspriinglichen Terms hat und deren Abstand bei derselben
Feldstirke fiir alle Terme derselbe ist: in (8) kommen ja nur
universelle Konstanten vor.
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Betrachten wir jetzt die Zeemankomponenten der Linie F— E,
so sehen wir — da der Term F' ebenso stark wie E aufspaltet —,
daB sich die Linien mit gleicher Anderung von u alle iiberdecken.
Da sich aber p bei einem optischen Ubergang nur um + 1 oder 0
indern kann, hat man im ganzen nur drei getrennte Linien und
die beiden seitlichen Komponenten haben fiir alle Linien denselben
Abstand von der mittleren. Das ist das Aufspaltungsbild des
sogenanntén normalen Zeemaneffektes.

Dieses Aufspaltungsbild deckt sich mit dem beobachteten nur
in verhiltnismidfig seltenen Fillen, nimlich nur bei Linien die
Singuletterme verbinden. Bei diesen Termen kompensieren sich
nimlich die magnetischen Momente der Elektronen, die sonst die
Abweichungen verursachen, so daf ihr Einflu verschwindet. Dies
ist auch der Grund, warum diese Terme keine Feinstruktur haben.
Bei allen anderen Termen ist die Aufspaltung teils grofer, teils
kleiner und fiir verschiedene Terme zumeist verschieden. Daher
iiberdecken sich auch die Linien, die mit derselben Anderung von @
verbunden sind, nicht, und das Aufspaltungsbild des anomalen
Zeemaneffekts ist wesentlich komplizierter. Das Intensitits-
verhiltnis der einzelnen Zeemankomponenten wollen wir an dieser
Stelle nicht berechnen®), weil sich die meisten Komponenten doch
iiberdecken.

Es werde noch bemerkt, daf durch ein magnetisches Feld die
Terme soweit aufgespalten werden, wie das iiberhaupt durch ein
‘duleres Feld geschehen kann: die iibriggebliebenen Entartungen
rithren alle von der symmetrischen Gruppe her und die Gleichheit
der Elektronen kann durch #ufiere Felder nicht zerstért werden.

4. Bei einem homogenen, in der Richtung der Z-Achse zeigenden
elektrischen Felde ist die Symmetrie nicht genau dieselbe, wie bei
einem magnetischen Felde, da der elektrische Feldvektor polaren
Charakter hat. Dadurch wird die Existenz des Inversionszentrums
aufgehoben, dagegen bleiben die zum Felde parallelen Ebenen durch
den Kern Symmetrieebenen. Die Verhéltnisse liegen also umgekehrt
wie bei magnetischen Feldern (siehe Abb. 9). Die Symmetrie-
gruppe ist die zweidimensionale Drehspiegelungsgruppe (also nicht
abelsch!), wihrend sie im Magnetfeld das direkte Produkt der

1) Dies soll im Kap. XXIIl geschehen. Die Intensititen der drei
beobachtbaren Linien sind wie in der klassischen Theorie des Zeeman-
effekts, die den normalen Zeemaneffekt genau ergibt.
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zweidimensionalen reinen Drehgruppe und der Spiegelungsgruppe
war. Jeder Term hat auer dem Multiplettsystem S noch eine
elektrische Quantenzahl m == 0, 0', 1, 2, ..., die angibt, zu welcher
Darstellung 3 der zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe der
betrachtete Term gehort.

Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen Dreh-
spiegelungsgruppe wurden im Kap. X1V bestimmt. Reinen
Drehungen mit ¢ entsprechen in 3@, 30 3m 3@ . . der Reihe
nach die Matrizen

e~ 0 e—2i90 ()
W o (5 ) (7 i) o

withrend einer Spiegelung an Y die Matrizen

0 1 0 1
@ =D (1 0)’ (1 0)’
entsprechen.

Um die m-Werte der Terme festzustellen, in die ein Term mit
der azimutalen Quantenzahl L aufspaltet, miissen wir feststellen,
welche 3™ und wie oft sie in den D@ (R) vorkommen, die Dreh-
spiegelungen um Z entsprechen? Aus der Form () von DI (R),
wenn R eine reine Drehung um Z ist, ersehen wir unmittelbar, da8
in (f) 3@, 3@, ..., 3D je einmal entbalten ist, die zur ersten
bzw. zweiten Zeile von 3J™ gehorigen Eigenfunktionen gehoren
zur — m- bzw. m-Zeile von D). Dagegen konnen wir von der
Eigenfunktion, die zur 0-Zeile von DL gehort, nur sagen, dab sie
entweder zu 3© oder zu 3©" gehdrt. Zur Entscheidung der Frage,
ob das erste, oder das letzte der Fall ist, mu8 man noch eine
Drehspiegelung, etwa #' == — x hinzuziehen, da sich 3©® und 3©"
fiir reine Drehungen iiberhaupt nicht unterscheiden.

Um die Spur der zu dieser Transformation zugeordneten Matrix
in D) zu finden, bemerken wir, daf sie das Produkt der Inversion
und einer Drehung um X mit x ist und ihre Spur daher

w(l 4 2cosxw + 2cos2mw 4 -+ 4 2cos L x) } )
=w(l —242— o +2.(— D) = w-(— 1)L
betrigt, wo w fiir positive Terme - 1, fiir negative — 1 ist. Da
die Bestandteile 3@, ..., 3% nichts zur Spur der Spiegelungen
beitragen, ist der iibriggebliebene Term ein O-Term, wenn
w(— 1)l = 4 1, und ein 0'-Term, wemn w(— 1)l = — 1 ist.
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Wir sehen, daB die Aufspaltung der Terme im elektrischen
Felde keine so vollkommene wie im magnetischen Felde ist:
aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl I entstehen nur
L + 1 Terme.

Die Auswahlregeln, die bei starken elektrischen Feldern gelten,
sind den entsprechenden Regeln fiir Magnetfelder #hnlich: die elek-
trische Quantenzahl m #ndert sich bei einem Ubergang mit in der
Z-Achse polarisiertem Licht nicht, da das Multiplizieren mit
2+ 2+ - + 2, ein gegenitber der zweidimensionalen Dreh-
spiegelungsgruppe der Drehungen um Z symmetrischer Operator
ist. Daher ist auch ein solcher Ubergang von einem 0-Term zu
einem 0'-Term verboten. Dagegen andert sich m bei einem Uber-
gang, bei dem das ausgestrablte Licht senkrecht zur Feldrichtung
polarisiert ist, um + 1.

Die Auswahlregel fiir die Azimutalquantenzahl wird in starken
elektrischen Feldern durchbrochen, weil die volle Drehsymmetrie
nicht mehr da ist und die Eigenfunktionen zu keinen Darstellungen
der dreidimensionalen Drehgruppe mehr gehdren. Auch die La-
portesche Regel verliert ihre Giiltigkeit (wihrend sie durch
magnetische Felder nicht gestdrt wurde); es bleibt aus ihr nur das
Verbot des Uberganges von einem 0-Term zu einem 0'-Term iibrig.

Man kann auch die Eigenwertstorung durch das elekirische
Feld mit Hilfe des Rayleigh-Schrodingerschen Verfahrens
formal berechnen. Dem Resultat ist nur ein bedingter Sinn bei-
zulegen, da das Verfahren wegen der Gestalt des Storungsgliedes

V=1GC (e, +2,+ - +2,) (10)

divergieren muB8'). Stellt man némlich, etwa bei dem Wasserstofi-
atom, das Potential als Funktion des Abstandes vom Kern gra-
phisch dar, so sieht man, daB zwar in der Ndhe des Kerns ein
tiefes Potentialminimum liegt, da8 aber das Elektron immer gentigend
Energie hat, um sich in der Feldrichtung ins Unendliche zu ent-
fernen. Dies macht es schon sehr wahrscheinlich, daf im elek-
trischen Feld streng genommen iiberhaupt kein diskretes Spektrum,
keine streng stationdren Zustinde existieren. Die erste bzw. zweite
Niéherung, die wir nach dem Schrodingerschen Verfahren be-
rechnen konnen, ist trotzdem nicht ganz sinnlos: sie ergibt Zu-

1) Vgl. J.R. Oppenheimer, Phys. Rev. 31, 66, 1928.
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stinde, die, wenn sie auch keineswegs stationir sind, sich wahrend
sehr langer Zeiten stationir verhalten, dementsprechend, daB
sich das Elektron im Mittel nur nach verhsltnismifig sehr langer
Zeit entschlieBen wird, den Sprung iiber die Potentialschwelle zu
machen und sich vom Kern zu entfernen.

Berechnet man die erste Naherung fiir die Energiestorung im
elektrischen Feld, so sieht man, daf die Eigenwerte in erster
Néherung iiberhaupt nicht aufspalten. Die Koeffizienten vy, 4,

Ve o =— e@:(ipx’,u’f (51 + 2 + -+ ﬁ”) wxy) = Ov (11)

der Sakulargleichung von (18) Kap. V, sind alle Null, weil g,
und (¢, + &3+ -+ + 2,) ¥y verschiedenen Spiegelungs-
charakter haben. Liegt ndmlich keine zufdllige Entartung
vor, so haben alle Eigenfunktionen desselben Eigenwertes £ —
etwa ¢, und 9, — denselben Spiegelungscharakter, 1, und
(¢, + 23+ -+ + 2.) ¥y, also verschiedenen, weil 2, + --- + ¢,
den Spiegelungscharakter umkehrt. Wir haben dies bei dem
Operator, der die Ubergangswahrscheinlichkeiten regelte, gesehen;
mit diesem ist (10) bis auf einen koustanten Faktor identisch. Die
Eigenwerte von (V. ; x«) = O sind alle 0. In erster Niherung
fallen alle Terme mit dem ungestdrten Term zusammen, in der
Energiestérung, nach Potenzen der Feldstirke entwickelt, ist der
Koeffizient der ersten Potenz Null, die Verschiebung der Terme
geht bei kleiner Feldstirke quadratisch gegen Null. Nur
bei dem Wasserstoffatom, bei dem durch eine zufillige Entartung
Terme verschiedenen Spiegelungscharakters zusammenfallen, ist ein
linearer Effekt vorhanden.

Der experimentellen Priifung der soeben fiir den Starkeffekt
abgeleiteten GesetzmiBigkeiten stehen — ebenso wie bei dem
Zeemaneffekt -— in erster Linie die Komplikationen, die durch
das magnetische Moment der Elektronen bedingt sind, im Wege.
Das einzige Resultat, das allgemeine Giiltigkeit beansprucht, ist
das Nichtvorhandensein einer mit der ersten Potenz der Feldstirke
proportionalen Termverschiebung, da dies aus der Betrachtung der
Spiegelungssymmetrie allein folgte.

5. Fiir freie Atome bilden konstante magnetische bzw. elek-
trische Felder wohl die wichtigsten Fille von #uBeren Stérungen.
Anders bei einem Atom im Kristallverband. Bei diesem ist die
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Symmetrie des ,4uBeren“ Feldes!), das in diesem Fall von den
umgebenden Atomen herriihrt, durch die Kristallsymmetrie gegeben,
was zu interessanten Aufspaltungsbildern AnlaB geben kann. Diese
wurden von H. Bethe?) fiir die meisten Symmetrieklassen ein-
gehend untersucht, wir greifen aus seinen Beispielen nur den ver-
hiltnisméBig einfachen Fall der rhombisch-hemimorphen Symmetrie,
der Symmetrie einer rhombischen Pyramide, heraus.

Die rhombische Pyramide hat drei Symmetrieelemente: die
Drehung um Z mit #, die Spiegelung an der ZX- und an der
ZY-Ebene. Thre Symmetriegruppe V; besteht aus der Einheit und
diesen drei Elementen, sie ist der Vierergruppe holomorph, da alle
ihre Elemente von der Ordnung zwei sind. Sie hat — da sie ja
abelsch ist — vier irreduzible, eindimensionale Darstellungen, die
der Reibe nach durch die Matrizen:

E Drehugg um Z Spie’gelung an Spiegelung an
mit 7z der Z X-Ebene der ZY-Ebene
I (1) (1) (1) (0]
II 1 (—1) (—1) 0]
x 1) (=1 (1) (=1
v ) 1) =1 =1

gegeben sind. Die erste ist die identische Darstellung, die zweite
und dritte sind gleichberechtigt, da in ihnen nur die Rolle der X-
und Y-Achse vertauscht ist, wihrend die vierte eine ausgezeichnete
Rolle spielt.

Bringen wir ein Atom an seine Stelle im Kristall, so wirken
darauf Krifte, die die volle Raumsymmetrie aufheben, so daf nur
die rhombisch - hemimorphe Symmetrie iibrigbleibt. Da die irre-
duziblen Darstellungen dieser Gruppe alle eindimensional sind,
spaltet ein Term mit der Azimutalquantenzahl Z in 2 Z 41 Terme auf.

Die Frage, die hier beantwortet werden soll, ist die: wie viele
Terme der Darstellungseigenschaften I, II, III, IV entstehen im
Kristall aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem
Spiegelungscharakter w? Man lost diese Frage nach der all-

1y Natiirlich liegt darin, daB man dieses Feld als ,iufieres* betrachtet
und die umgebenden Atome nicht zum System dazurechnet, eine gewisse
Vernachldssigung. Es sind im wesentlichen die ,Austauschkrifte“, die man
80 aufler acht l4Bt.

2) H. Bethe, Ann, d. Phys. 8, 133, 1929,
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gemeinen Theorie: man bestimmt, wie oft die Darstellungen I, II,
III, IV der rhombisch-hemimorphen Gruppe in der Darstellung
DU, w» der Drehgruppe enthalten sind, wenn man diese als Dar-
stellung ihrer rhombisch-hemimorphen Untergruppe ansieht. Am
einfachsten bestimmt man diese Zahlen ey, e, oqpp, epy durch die
Bestimmung des Charakters von DU~ fiir die Operationen von Vj.
Fiir die Eiunheit ist

2L + 1 = og + ogy + oqrr + ey (12a)

fiir die Drehung um Z mit & bzw. die Spiegelung an der 7 X- und
ZY-Ebene dagegen nach (9)

(— V)E = o — ag — o + oy (12b)
w(— 1) = @y — oyqp + otrrr — oty = oip + o4r — oir — opy- (12¢)

Aus (12c¢) folgt oyy = oy und w (— 1)L — ey — ayy, aus (12a)
und (12b) 2L+ | 4+ (— 1)k = 207 + 2ry. Es ergibt sich
so fiir

S, -Terme oy — 1 ap—=oyy =0 oaw=0
S_.- , 0 0 1
Pi- 0 1 1
rP_- , 1 1 0
D, , 2 1 1 usw.

Eine Kontrolle fiir die Rechnung besteht immer darin, da8 die a
positive ganze Zahlen sein miissen.

In seiner obengenannten Arbeit hat H. Bethe fiir fast alle
32 im Kristall vorkommenden Symmetrieverhiltnisse die Auf-
spaltungen bestimmt und aus ihnen weitere Schliisse gezogen.
So gewinnt man z. B. die Auswahlregeln fiir die Terme der Art I,
I1, IIL, IV sehr einfach, indem man etwa fiir die Strahlung, die in
der Z-Achse polarisiert ist, bemerkt, daB das Multiplizieren mit
(6, + 24+ -+- + 2,) ein der rhombisch-hemimorphen Gruppe gegen-
iiber symmetrischer Operator ist, so daB nur Terme mit der
gleichen Darstellung miteinander kombinieren.

Wigner, Gruppentheorie 15
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XIX. Teilweise Bestimmung der
Eigenfunktionen aus ihren Transformations:
eigenschaften

1. Die Transformationseigenschaften der Eigenfunktionen, die
im vorangehenden Kapitel eine so wesentliche Rolle gespielt haben,
konnen nur so zustande kommen, daf die Werte der Eigenfunktionen
fiir solche Werte der Argumente, die durch die Transformationen
der Gruppe ineinander iibergefiihrt werden, in irgendeiner Weise
zusammenhingen. Besteht die Gruppe z.B. aus der Einheit und

aus der Transformation ' — — x, so gilt fiir Funktionen, die zur
identischen Darstellung gehoren, d. h. fiir gerade Funktionen,
9 (—2) = g(2), M

wihrend fiir Funktionen, die zur negativen Darstellung gehoren,
d. h. fiir ungerade Funktionen,
f(—o) = —f@) (12)
gilt. Im allgemeinen folgt aus
Pwa(mp Loy ooy .’L'”) - gD(R)lx wl (zp xg, sy xn) (2)
nach Kap. XI (26a)
Vu (@) By ooy Ty) = ZZD(R);’;%(xl, Tyy ooy Bp),  (B)

wo die z;, ®,, ..., #; durch die Transformation R aus den z,, x,,
..., @, hervorgehen. Zerlegt man also den ganzen Variabilitits-
bereich der Argumente der Wellenfunktion, den ganzen Kon-
figurationsraum in Teile, die aus einem Teil, dem Grundgebiet,
durch die Transformationen der Gruppe hervorgehen, so kann man
nach (3) die 9, iiberall berechnen, wenn man sie im Grundgebiet
kennt. Es bedeutet (3) eine je nach der GriBe der Gruppe, der
gegeniiber das Eigenwertproblem invariant ist, mehr oder weniger
wesentliche Reduktion des Variabilititsbereiches der Argumente
%, ...; &, und bringt gewissermaBen die Transformationseigen-
schaften der v, explizite zum Ausdruck. Man muB daher aus (3)
alle Resultate ableiten konnen, die aus den lnvarianzeigenschaften
der ¢ folgen. Z.B. erhilt man fiir das skalare Produkt einer un-

geraden und einer geraden Funktion

[9@*f (@) da, @)
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wenn man das Integrationsgebiet in zwei Teile (von — oo bis 0
und von O bis oo) zerlegt, die auseinander durch die Transformation
2’ = — =z hervorgehen,

fo@ri@ds = [g@* @ ds+ [y @rf @) e
— 00 — o0 0

Wenn man nun noch im ersten Integral fir — z die Variable y
einfiihrt und g(— ) und f(—y) mit Hilfe von (1) bzw. (1a)
ausdriickt, so geht dies in

—[9@*f@dy + [9@*f@de =0 (8)
0 0

iiber: die beiden Teile des Integrals (4) heben sich gegenseitig weg.

Formal ist es natiirlich viel einfacher, zu sagen, f und ¢
gehoren zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen, ihr skalares
Produkt muB daher verschwinden. Von (3) auszugehen, hat da-
gegen — neben der groferen Anschaulichkeit — den Vorteil, daB
man zu einer teilweisen Berechnung der Eigenfunktionen kommt,
die bei der Verwendung der Drehgruppe bei einfachen Problemen
ziemlich weitreichend ist.

2. Mit Hilfe von (3) kann man die Wellenfunktion an allen
jenen Stellen berechnen, die aus der Stelle P = (z,, y,, &, %3, ¥y, &g
«v<y Xpy Yny 2n) durch eine Transformation der Gruppe hervorgehen,
'wenn man die Werte aller ihrer Partner an der Stelle P kennt. Bei
der Drehgruppe sind das alle jene Stellen des Konfigurationsraumes,
in denen die gegenseitige Lage der Atome eine vorgegebene
ist. Die Punkte des Konfigurationsraumes konnen anschaulich
durch ein im Zentrum stehendes #n-Bein im dreidimensionalen Raume
charakterisiert werden. Jedes Bein zeigt nach derjenigen Stelle
des dreidimensionalen Raumes, in dem sich das zugehorige Elektron
bei der betreffenden Konfiguration befindet. Die Wellenfunktion
in allen Punkten des Konfigurationsraumes kennen, heifit, sie fiir
alle erdenklichen n-Beine zu kennen.

Im Sinne der Entwicklungen auf S.190 iiber die ,Abseparierung des
Schwerpunktes* soll die Wellenfunktion eigentlich auch die Koordinaten
des Kernes als Variable enthalten. Sie soll also nicht nur fiir diejenigen
Lagen des n-Beines definiert sein, bei denen das n-Bein im Zentrum steht,
sein Mittelpunkt soll vielmehr die Lage des Kernes bedeuten und jede Stelle

im Raume einnehmen kénnen. Da aber die Wellenfunktion fiir alle jene
Lagen des n-Beines gleich sein soll, die auseinander durch Parallel-

15%
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verschiebung hervorgehen, geniigt es, sie fiir alle im Zentrum stehenden
n-Beine anzugeben. Die Wellenfunktion soll sich ja nicht #ndern, wenn wan
alle z-Koordinaten (auch die des Kernes) oder alle y-Koordinaten oder
alle z-Koordinaten um denselben Betrag vergrifiert oder verkleinert.

Stellen, die auseinander durch eine Drehung hervorgehen,
entspricht dieselbe Gestalt des n-Beines, das nur im Raume
verschieden gelagert (verdreht, nicht parallelverschoben!) ist. Als
Grundgebiet wihlen wir diejenigen Lagen, bei denen das erste Bein
(dem ersten Elektron zugeordnet) in der Z-Achse liegt, das zweite
Bein in der ZY-Ebene. (Dem entsprechen Punkte des Kon-

figurationsranmes, fir die #, — y, — 2, = 0 ist.) Sind die
Werte der 2L + 1 zu der Darstellung D® ({o fy)) gehdrigen
Wellenfunktionen ¢_z, ¢_r4+y: ..., ¥7,—1, ¥y im Grundgebiet
der Reihe pnach G_;, G_;.,, ..., Gr_,, G; [wo also
G = 9;(0,0, 2,0, 9y, 29, ..., Ty, Yy, #,) ist und nur von der
gegenseitigen Konfiguration der Teilchen abhingt], so ist der Wert
der Wellenfunktion an jener Stelle ), y, 21, -.., Tn, Un, 2, die

aus 0,0, 2,, 0, 93, 25, ¢.., %y, Y, &, durch die Drehung {& gy}

hervorgeht, nach (3)
L

—?(L) (e By} Ga(g). (6)

v C
wu(xlv Y1, 212 -+ oy Ty Yns 2n) :1

Dabei sind ¢ und f definitionsgemiB Azimut und Polabstand des
ersten Elektrons und ¢ jener Winkel, den die Ebene durch die
Z-Achse und das erste Elektron mit der Ebene durch den Ursprung
und die ersten zwei Elektronen einschlieft. Die G hingen nur von
der Gestalt g des n-Beines ab.

Fir L — O, fiir S-Terme lautet (6)

#J(xi,y'uﬂ’u ...,x;,,y;,,z;) == Go(y)r (7)
die Wellenfunktion hingt in diesem Falle auch selbst nur von der
Gestalt des n-Beines, nicht von seiner Lage im Raume ab: S-Zustinde
sind kugelsymmetrisch?). Dies ist auch ganz natiirlich: zu einem
S-Terme gehtrt nur eine Eigenfunktion und diese kann daher keine
Richtung auszeichnen. Bei hoheren Azimutalquantenzahlen ist
zwar durch die Gesamtheit der Eigenfunktionen auch keine Rich-
tung ausgezeichnet, doch kann man keine Eigenfunktion heraus-
wihlen, obne eine Richtung auszuzeichnen, so daB die einzelnen
Eigenfunktionen nicht mehr kugelsymmetrisch sind.

1) Vgl. A. Unsold, Ann. d. Phys. 82, 355, 1927.
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Aus Gleichung (6) kann man auch die Auswahlregeln fir L
ableiten. Wir wollen hier sehen, wie weit man mit ihrer Hilfe die
Eigenfunktionen explizite bestimmen kann.

3. Wenn die Eigenfunktionen nur von o, # und y abhingen, sind
sie durch (6) vollkommen bestimmt, weil die G; reine Zahlen werden.

Die Gleichung des riumlichen Rotators lautet:

h? 1 J . 0] Wffl‘ ('8'1 q’) 1 0* Wf,” (‘31 (P)
—8—7E_’J[s—i;?) 09 sin§ 09 sin® & Jdog? ]

= EL 4" (9, 9) ®

wo J das Trigheitsmoment, § und ¢ Polabstand und Azimut des

Rotators sind. Das Grundgebiet ist hier ein einziger Punkt & — 0,

die ,Normallage“ des Rotators. Bezeichnen wir die Werte der Eigen-

funktionen an dieser Stelle mit G 7, so gilt nach (8) Kap. XV und (6)
W@ 9) = S99 (g, 8l G
Fl

= S~ dW (9),,; e~ 4 GFE, (8a)
2 Se8

da aber wﬁ L (®, @) von y nicht abhingen darf, miissen fiir 4 5= 0
die GFL = O sein, so daf (Ba) in

VI (@, 9) = T A (9, B @®b)
ibergeht, womit die Eigenfunktionen vollkommen mit Hilfe der
Darstellungskoeffizienten ausgedriickt sind. Die Gleichung (8b) zeigt
auch, daf sich die Eigenfunktionen ¢V fiir gleiches L und u und ver-
schiedene N hochstens durch einen konstanten Faktor unterscheiden,
was fiir Eigenfunktionen verschiedener Eigenwerte nicht moglich
wire. Zu jedem L gehort in diesem Falle nur ein einziger Eigen-
wert, so daf man den Index N in (8), (8a), (8b) weglassen kann.

Die Losungen von (8) sind andererseits als die Kugelflichen-
funktionen, die Kugelfunktionen vom Grade L bekannt, (8b) zeigt,
daf die DD ({@dy})mo bis auf den Normierungsfaktor mit den
Kugelfunktionen P!, (#, @) identisch sind.

Bei ndherem Zusehen ist es keineswegs verwunderlich, da8
wir (8) ganz ohne Rechnung lgsen konnten. Eine Methode zur
Bestimmung der Darstellungen D® war ja die (Kap.XV, 1), daB
wir die (8) Hquivalente Laplacesche Differentialgleichung geldst
haben. Jetzt haben wir diese Losung gewissermafen nur in (8)
wieder eingesetzt.



230 XIX. Das Wasserstoffatom

Nicht a priori selbstverstindlich dagegen ist es, daf die
Losung von (8) fiir alle kugelsymmetrischen Probleme mafgebend
ist. So besagt z.B. im Falle des Wasserstoffatoms

B0 o
_Sngm(axg + ayg + azg)wlw wﬁl—: Eleﬁl (9)

die Gleichung (6), da8
vt = S0 (e prhia 63 ) (9a)
: 7

gilt, da das n-Bein hier in ein ein-Bein ausartet, dessen Gestalt
schon durch die Linge r des Beines, den Abstand des Elektrons
vom Zentrum gegeben ist. Dabei sind « und § Azimut und Pol-
abstand des Elektrons, wihrend y wieder bedeutungslos ist und
in (9a) daher nicht wirklich vorkommen darf. Daraus folgt, ebenso
wie bei (8b), daB GX!(r) fiir 2 = 0 verschwinden muf:

W (r 8, 9) = DO ({9, & Ok GV' (1) ~ P, (8, 9) GV!(r). (9D)

Nach (3), Kap. X VII, haben die Wasserstoffeigenfunktionen tatsichlich
diese Form. Wir sehen gleichzeitig, daf das wﬁ’ ! tatsichlich zur
p-Zeile von DO gehort, wie dies fir eine Eigenfunktion mit der
magnetischen Quantenzahl g und der azimutalen ! auch sein muf.

Seine volle Wirksamkeit erlangt diese Methode erst bei der
Quantenmechanik des Kreisels. Betrachten wir zuerst den asym-
metrischen Kreisel! Die Lage des Kreisels kann durch die drei
Eulerschen Winkel o f§ p der Drehung gekennzeichnet werden, die
den Kreisel aus seiner Normallage (bei der die grioBte Trigheits-
achse mit der Z-Achse, die mittlere mit der Y-Achse und die
kleinste mit der X-Achse zusammenfillt) in die fragliche Lage
bringt. Die Wellenfunktion wird von diesen drei Winkeln ab-
hangen, und zwar ist nach (6)

Wi@py) = 300 (upyhia
= Setmedd (B e G, (10)
i

wo die G'! Konstanten sind. Man kann sie sowie auch den Eigen-
wert Ey, bestimmen, indem man (10) in die Schrédingergleichung
einsetzt. Man erhilt dann 21 - 1 lineare homogene Gleichungen
fir die G¥!, ..., GN.  Die Bedingung fir das Verschwinden

der Determinante dieses Gleichungssystems ist eine algebraische
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Gleichung (21 4 1)-ten Grades fiir die Energie E¥?, so daB 27+ 1
Eigenwerte die Azimutalquantenzahl 1 haben.

Betrachten wir jetzt einen Kreisel, dessen zwei kleinere
Trigheitsmomente gleich sind! Dann ist die ,Normallage* des
Kreisels nicht eindeutig definiert, es bleibt noch eine Drehung um Z
frei. Dies hat zur Folge, daB eine Eigenfunktion Eigenfunktion
bleibt, wenn man in ihr y durch y + y, ersetzt.

Auch eine Linearkombination

an
[ @ B,y + peivmay,
0 2%
32 Gine—mad(l)(ﬂ)#le—ily Igtyw—z)d% 1
0

solcher Funktionen ist Eigenfunktion. Nun ist aber, wenn G’
nicht Null ist, (11) bis auf eine Proportionalititskonstante nichts
anderes als D® ({a f})., selber, so daf die Eigenfunktionen, wenn
man v = N zur Laufzahl macht,

vl @By) = DO ({wfp))t, = —1, —1+1,..., 1—1,1) (11a)
geschrieben werden konnen. Es wird sich noch spiter, bei der
Betrachtung der Spiegelungssymmetrie, zeigen, da8 der Eigenwert
E,, = E_, ist, so daB im ganzen ! 4 1 voneinander verschiedene
Eigenwerte dieselbe Azimutalquantenzahl haben.

Sind alle drei Trigheitsmomente gleich, so ist die Normallage
tiberhaupt unbestimmt, und die Eigenfunktionen (11a) bleiben
Eigenfunktionen, wenn man {«fy} durch {«fy} R ersetzt, wo R
eine beliebige Drehung sein kann. Zum Eigenwert von D® ({a B p})k,
gehdrt also auch

O () B, = SO ((wBy))iD B),

und auch
[ S 90((eBy)id® (R)2,DO(B);, d R = Konst. DO ({u By} (12)

Daher fallen in diesem Falle alle Eigenwerte E_;;, E_;;, y, ...,
Ey 1,1, Ey,, zusammen, und zu jeder Azimutalquantenzahl gehort
nur ein Eigenwert, der aber (21 4 1)*-fach entartet ist.

Sind also wenigstens zwei Trigheitsmomente des Kreisels
gleich, so kann man die Eigenfunktionen ohne weiteres explizite
angeben (11a). Die zugehdrigen Eigenwerte kann man berechnen,
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indem man je eine Figenfunktion jedes Eigenwerts (etwa
DO ({e Bp))¥y) in die Schrodingergleichung einsetzt, fiir « By Werte
(etwa o = f = p = 0) einfithrt, fiir die ¥l (@B y) micht ver-
schwindet und durch cp;’ (e By) dividiert.

Die Schrodingergleichung des symmetrischen Kreisels kann
man mit Hilfe der Jacobischen Polynome auch direkt aufldsen’).
Die Beziehung zwischen den Darstellungskoeffizienten und den
Jacobischen Polynomen lautet fiir u = v

@ —v)! @+ w)! cos??+7—wlBsine—+1p
ao p),, = ] 3
B =Y i mra—g) & —)!
Fpu—1, —v—Lu—v+1, —tg*ip). (13)
4. Bevor wir an die Betrachtung der Spiegelungssymmetrie

herangehen, sei hier noch eine Formel

d(l) (7': - ﬁ).u y — ('_ I)I_M d(l) (ﬂ)y, —¥ (14)
abgeleitet. In Kap. XV haben wir die Darstellungskoeffizienten
vollkommen bestimmt, aus (27) kénnen wir
Vi+w)! (—w! @+ ! 7—)!
® — — 1y :
a® By g( ) (I—p—)!(+v—x)! % (x+ pu—v)!

-cos“‘#*’”““%ﬂsin’“"‘—";ﬁ (15)

entnehmen. Setzen wir hierin m# — g fiir §, so geht wegen
cos(}# — %) = sinz der cos in (15) in sin und der sin in cos
iber. Fithren wir gleichzeitig an Stelle von x als Summations-
index ' = 1 — u — x ein, so geht (15) in

— e YU+ A=) @+ 0)! (=)
A -y = 12 (1 s oL

-sin”"’f“*"—;—ﬂcos”—“—"-”"%ﬂ (16)

1) Die Quantenmechanik des symmetrischen Kreisels wurde von
H. Rademacher und F. Reiche, Zeitschr. f. Phys. 89, 444, 1926; 41,
453, 1927; von R. de L. Kronig und J. J. Rabi, Phys. Rev. 29, 262, 1927;
C. Maneback, Zeitschr. f, Phys. 28, 76, 1927 und J. E. van Vleck, Phys.
Rev. 83, 476, 1929 behandelt. Die Quantenmechanik des asymmetrischen
Kreisels behandeln E. E. Witmer, Proc. Nat. Acad. 18, 60, 1927;
S.C. Wang, Phys. Rev, 84, 243, 1929; H. A.Kramers und G. P.Ittmann,
Zeitschr. f. Phys. 58, 553, 1929; 568, 217, 1929; 60, 663, 1930; 0. Klein,
ebenda 88, 730, 1929; H. Casimir, ebenda 89, 623, 1930.
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iiber. Was aber jetzt auf der rechten Seite von (16) steht, ist
nichts anderes als (— 1)!=* d® (f),, —,, womit (14) bewiesen ist.

Bei einem Einkorperproblem ist der Spiegelungscharakter der
Wellenfunktion durch ihre Winkelabhingigkeit gegeben. Die In-
version P; im Ursprung bedeutet ja bei einem ein-Bein nur das Er-
setzen von ¢ durch ¢ 1 # und § durch » — 9, wiihrend r, die Lidnge
des Beins, ungeiindert bleibt (vgl. Abb. 10). Hierdurch geht (9b) in

Prow' 0 g) = e=i4@2m dO(n — By, GV (1)
= (= e o (— =4 @D (Bl 6VHr) = (— D' (rBg) (17)
itber: die Terme mit geradem ! haben positiven, die mit un-
geradem ! negativen Spiegelungscharakter, es existieren
bei dem Einelektronenproblem nur ungestrichene Terme?).
Bei zwei unabhiangigen Teilchen, bei dem He-Atom gilt nach (6)
w;: = EQ(L) ({“ﬁ?} ;:l Gi. (1‘1, Tgy 5)7 (18)

1
da die gegenseitige Konfiguration
durch die Gestalt eines zwei-
Beines gegeben ist, die durch die
Liéngen r,, ry der beiden Beine und
den eingeschlossenen Winkel ¢
charakterisiert werden kann. Nun
sndert sich durch eine Spiegelung
die Gestalt eines zwei-Beines nicht,
nur seine Lage wird verdndert.
Wenn man im Nullpunkt des Ko-
ordinatensystems spiegelt, geht q,
ﬂ und V4 in a_—tn, n—ﬁ und Abb. 10
x — p iiber [siehe Abb. 10%).
Es ist daher

Pro, = gg(L)({“i"’ m—f, 7 —puiGa
= ?("‘ DI+2D ((a Byh)i ~2 Ga, (18a)

1) Daher ist auch ein optischer Ubergang mit 4! — O bei Ein-
elektronensystemen verboten: er wiirde ohne Anderung des Spiegelungs-
charakters vor sich gehen miissen.

%) In Abb. 10 wurde der Einfachheit halber , = 4 — 1 angenommen,
E, und E, sind die Stellen der beiden Elektronen vor, E; und Ej; nach
der Inversion.

Z
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weil nach (14)
DD ({ai__”v n— ﬂ) T — 7})}11

= gin@rn (— [)L—k @D (§), _; A=

= (= 1)E+1DD ({@ By}, —2 (14a)
ist. Bei positiven Termen ist also wegen Py, = 9,
G—l(rv Ty &) = (— 1)L+1G1 (ry) rq) &), (19)
wihrend bei negativen Termen P;y, — — 9,
G_a(ry, 1 &) = — (— D)EF2Gy(ry, 1y, 8) (19a)

gilt?).

Die mittlere der Funktionen G, das G, ist nur bei un-
gestrichenen Termen (S,, P_, D, usw.) von Null verschieden.
Hieraus folgt auch, daB He noch keine S_-Terme hat. In der Tat
hat bei S-Termen die Wellenfunktion fiir alle Lagen des zwei-
Beines denselben Wert, die S-Terme haben notwendigerweise
positiven Spiegelungscharakter.

Setzt man (6) in die Schrédingersche Differentialgleichung
ein, so erhilt man im allgemeinen — durch Vergleich der Koeffi-
zienten gleicher Funktionen von e 8y — genau 2 L 4 1 Gleichungen
fix die 2L + 1 Funktionen G_p, G_p 4, ..., Gr_,, G der
Variablen, die die Gestalt des n-Beines beschreiben. Bei dem He
kann man mit Hilfe von (19), (19a) die Anzahl der unabhingigen
Funktionen wesentlich herabsetzen und hat dann nicht nur bei S,-,
sondern auch bei P, -Termen eine, bei P_-, D_-Termen zwei, bei D,-,
F,-Termen drei usw. unbekannte Funktionen?).

Bei mehreren Elektronen ist es nicht mdglich, die Inversion
des n-Beines durch eine reine Drehung zu ersetzen, da das n-Bein
bei der Inversion seine Gestalt #ndert, in das ,optisch isomere*
n-Bein iibergeht, das sich etwa so zum urspriinglichen verhilt, wie
die rechte Hand zur linken. Bei dem zwei-Bein tritt die Er-
scheinung der optischen Isomerie noch nicht auf.

1) Auch bei dem asymmetrischen Kreisel gilt fiir [ + 1 Eigenwerte
mit der Azimutalquantenzahl /, da8 G_, = G, und fiir ! Eigenwerte, da8
G_; = — @, ist. Hierdurch wird die Sikulargleichung 2 [ + 1-ten Grades
in zwei Gleichungen vom Grade ! -|- | und [ zerlegt. Fiir den symmetrischen
Kreisel folgt, da v, "' und ¢! in (11a) nach (14a) durch Inversion in-
einander iibergehen, daB sie zum selben Eigenwert gehoren.

3) Vgl G. Breit, Phys. Rev. 85, 569, 1930.
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Bezeichnen wir die Koordinaten, die die zu g isomere Gestalt
des n-Beines beschreiben, mit g, so ist nach (6) und Abb. 10

Pry, = ;9‘”({!&:% x— B x—yi16:(9)

= 2(— DE+2DD (e fy))h —2 G2 (9).
Andererseits ist

Pro, = wy, = gwwqaﬂy});; Ga(9)-

wo fiir positive Terme w — -+ 1, fiir negative w — — 1 ist.
Es folgt
(— DE+H26G(9) = wG_1(9)- (20)

Die Gleichung (20) kann zur expliziten Berechnung der Eigen-
funktionen nicht mehr benutzt werden, sie zeigt aber, wie man
mit Hilfe der Symmetrieeigenschaften der Eigenfunktionen der
Spiegelungsgruppe gegeniiber noch iiber (6) hinausgehende Folge-
rungen fiir die Gestalt der Eigenfunktionen ziehen kann. Es war
von vornherein klar, daB wir bierdurch nicht mehr allzuviel ge-
winnen kounnten: durch die Spiegelungsgruppe kann man die
Wellenfunktion nur an zwei Stellen vergleichen, wihrend die Dreh-
gruppe einen Vergleich einer dreiparametrig unendlichen Schar
von Stellen ermoglicht hat. Demgem#8 konnten durch die Dreh-
gruppe drei Variable (& § p) eliminiert werden, und es muBte dagegen
nur eine Erhthung der Anzahl der unbekannten Funktionen
(G_-1,..., G1) in Kauf genommen werden. Durch die Spiegelungs-
gruppe konnte nur diese Zahl 2 Z + 1 wieder etwas reduziert
werden, was eine verhiltnism#Big unwesentliche Vereinfachung ist.

Es liegt nahe, zur weiteren Reduzierung der Anzahl der un-
bekannten Funktionen die Symmetrie in bezug auf Vertauschung
der Elektronen auszunutzen. Dies ist in der Tat bis zu einem
gewissen Grade moglich. Die hierzu erforderlichen Uberlegungen
sind aber, da in (6) das erste und auch das zweite Elektron vor
den iibrigen ausgezeichnet sind (¢ und B sind Azimut und
Polabstand des ersten Elektrons), nicht mehr ganz so einfach
wie die bisherigen, und es werde daher auf ihre Ausfilhrung ver-
zichtet.
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XX. Das Drehelektron
Die physikalischen Grundlagen der Paulischen Theorie

1. In den vorangehenden Kapiteln wurden die wichtigsten
Eigenschaften der Atomspektren, die ohne Einfiilhrung des Dreh-
elektrons behandelt werden konnen, besprochen. Viele feinere
Ziige — in erster Reihe die Feinstruktur — konnten jedoch noch
nicht erfaft werden, weil sie mit einer neuen Eigenschaft der Elek-
tronen, mit ihrem magnetischen Moment aufs engste verkniipft sind.

Die Hypothese, da8 die Elektronen ein magnetisches Moment
und ein Drehmoment — kurz einen ,Spin“ — haben, stammt von
Goudsmit und Uhlenbeck. Sie haben — noch vor der Entdeckung
der Quantenmechanik — bemerkt, dal zur einfachen und miiglichst
vollstindigen Beschreibung der Spektren die Elektronen nicht als
bloBe negative Punktladungen angesehen werden diirfen, sondern dag
ihnen noch ein magnetisches und mechanisches Moment zugeschrieben
werden muB. Man kann sich bekanntlich in der Elektrodynamik eine
Magnetnadel durch eine um die Achse des magnetischen Moments
rotierende Punktladung ersetzt denken. Der Vektor des magnetischen
Moments m berechnet sich dann aus dem Drehimpulsvektor d nach

ed

wo ¢ die Ladung des rotierenden Teilchens und m seine Masse ist.
Fiir das durch den Spin bedingte magnetische Moment der Elek-
tronen soll aber nach Goudsmit und Uhlenbeck (1) nicht mit
der normalen Ladung und Masse des Elektrons gelten, es soll viel-
mehr angenommen werden, daB der Drehimpuls nur halb so groB
ist, wie er sich aus () ergeben wiirde: das magnetische Moment
soll ein ganzes Bohrsches Magneton

/
|m| = 2 (1)

der Drehimpuls, das mechanische Moment aber nur vom Betrage
1 &
b =335 (la)
sein.
Die Quantenmechanik des rotierenden Elektrons zeigt, daB
diese Begriffe nicht ganz wirtlich genommen werden diirfen. Schon
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die #ltere Paulische Theorie verlangt, daB es -keinen Versuch
geben soll, der die Richtung (also etwa die Richtungscosinus) des
mechanischen oder magnetischen Moments zu bestimmen gestatten
wiirde. Moglich ist nur, zwischen einer Richtung und der ihr ent-
gegengesetzten zu entscheiden. Die Frage nach den Wahrschein-
lichkeiten fiir die verschiedenen rdumlichen Richtungen des Spins
soll demnach nicht sinnvoll, d. h. durch Versuche beantwortbar
sein, und es soll nur die Komponente des Spins in irgendeiner Rich-
tung gemessen werden konnen. Bei dieser Messung — man denke
an einen Stern-Gerlachschen Versuch — stellt sich der Spin,
wenn man etwa die Z-Komponente miBt, entweder in die 4 Z- oder
in die — Z-Richtung ein und die moglichen Versuchsresultate fiir
die Richtungen sind -+ Z und — Z, fiir die Komponente des Dreh-
impulses + h/4x und —h/4x. Hal man das erste Resultat er-
halten, so gibt eine zweite, unmittelbar darauf ausgefiihrte Messung
der Z-Komponente wieder sicher 4 Z und sicher nicht — Z. Eine
Messung der Y-Komponente gibt dagegen mit gleichen Wahrschein-
lichkeiten die beiden moglichen Ergebnisse + Y und — Y. In
diesem Sinne ist es auch zu verstehen, daf wan nicht nach der
Wahrscheinlichkeit aller Richtungen gleichzeitig fragen kann: auch
wenn der Spin sicher die Z-Richtung hat (die Z-Komponente des
Drehimpulses sicher + h/4n ist), ist die Wahrscheinlichkeit fiir
die + Y-Richtung noch !/; und auch fiir alle anderen Richtungen
von Null verschieden.

Einen noch mehr symbolischen Charakter erhilt der Spin in der
Diracschen relativistischen Theorie des Elektrons und durch die
an diese Theorie gekniipften Bemerkungen von N. Bohr. Nach
dieser Theorie (auf die wir nicht néher eingehen werden) ist die
Existenz des magnetischen Moments lediglich ein relativistischer
Effekt, der in den Gleichungen bei der gleichmiBigen Behandlung
von Raum und Zeit von selber auftritt.

2. In der Paulischen Theorie beriicksichtigt man das magne-
tische Moment durch eine neue Koordinate s, die man auller den
Cartesischen Koordinaten z, , 2 in die Wellenfunktion @ (z, ¥, 2, s)
einfiihrt. Wihrend sich der Variabilititsbereich von «, y, 2 von
—oo bis oo erstreckt, kann s nur die beiden Werte — 1 und + 1
annehmen. Im Falle eines Elektrons besteht daher die Wellen-
funktion @ (zyzs) eigentlich aus zwei Funktionen von zys2: aus
D (x,y,2 —1) und D(z, y, 2 1). DaB im Gegensatz zu z, y, ¢
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die Variable s nur zwei Werte annehmen kann, berubt darauf, da8
die Komponente des Spins etwa in der Z-Richtung nur zwei
Werte (—1.h/4x und +1.h/47) haben kann, wihrend etwa
die X-Koordinate des Elektrons alle Werte von — oo bis oo an-
nehmen kann.

Wir miissen vor allem das skalare Produkt zweier Funktionen
von zy# und s definieren. Das skalare Produkt zweier Funktionen
von @(ry2) und g(rye) entstand (S.38) durch Grenziibergang
aus der Summe

p@ye)Fg@ys),
zyz
wo die Summation iiber den ganzen Variabilititsbereich, von — oo
bis oo erstreckt werden muBte. Ahnlich ist das skalare Produkt
von P (zyzs)yund G (xyes):
S S o@yes)*G(ryzs), 2)
g=t12yz
wo die Summation wieder iiber den ganzen Variabilitdtsbereich
aller Variablen zu erstrecken ist. Durch Grenziibergang erhilt man

oo

@ &) =23 [[[®@y 29" 6@yzs)dedyde
8=+1"_° 2

:-[Tj [Pz 9,86, —1)*G(z, 9,2, — 1)

+P@ y 5 )* Gy 2 1)]dadyds. 3

3. Auch in der Paulischen Theorie bilden die GroBen, die
nur auf die Cartesischen Koordinaten der Teilchen Bezug haben,
eine wichtige spezielle Klasse von physikalischen GriBen. Diese
Griéfen — wie etwa die X-Koordinate oder die Geschwindigkeit —
haben auch in einer Theorie, die den Spin gar nicht kennt, einen
Sinn.  Versuche zur Messung dieser Grifen nennen wir ,spinfreie
Versuche“. Diesen GrioBen entsprechen in der Paulischen Theorie
Operatoren, die nur auf die Cartesischen Koordinaten zye¢
einwirken, so daf man die Spinkoordinate s als einen Parameter
behandeln darf.

Es sei hier der Begriff von Operatoren, die nur auf einen
Teil der Koordinaten einwirken, etwas genauer erlidutert. Jeder
Operator X, der auf eine Funktion f(£) nur einer Variablen £ an-
gewendet werden kann (wie etwa Dilferentiieren nach §), kann anch
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auf eine Funktion zweier Variablen angewendet werden. Eine
Funktion F(£, 6) zweier Variablen kann nimlich als eine Schar
von Funktionen der Variable £ allein aufgefaBt werden, fiir jeden
speziellen Wert von ¢ ist F' (£, 6) eine Funktion von £ allein?).
Wendet man auf alle diese Funktionen von £ den Operator X an,
so erhilt man wieder eine Schar von Funktionen von §, fiir jeden
6-Wert eine Funktion. Diese Schar bildet dann die Funk-
tion X F (£, 6). DaB X nur auf £ einwirkt, soll bedeuten, daf man
bei seiner Anwendung ¢ in dieser Weise als einen Parameter be-
handeln darf.

Es sei nun ¥y (zyes) eine Eigenfunktion eines Operators H,
der nur auf «, y und ¢ einwirkt. Ist 1, der zugehorige Eigenwert,
-0 mub die Funktion von z, y, # und s

H®P:(x, 9, 2, 8) — &4 Tu (%, 9, 2, 8) = 0 4
verschwinden, d. h. beide Funktionen der vorher erwihnten Schar
(firs = —1 und s = + 1)

HP (2, 9, 2, — ) —LTi(z, 9,5, — 1) = 0,
HT @, 9,5 1) —LPi@ 95 1) =0
miissen verschwinden. Gehdrt zu A, nur eine Losung o, (zy2) der

Gleichung Hir(zye) = Lt (rye),

so muB sowohl ¥ (x, y, 5, — 1) wie auch ¥, (z, y, 2, 1) ein kon-

stantes Vielfaches von 4, (zy#) sein ?):

Tr@y,5,—1) = u_ 9 (zy2); Pr(® 9,2 1) = w, I (zy2);

(@ 9, 2,8) = u (7, 9, 2). ()]

Man kann #%_, und %, in (5) noch ganz beliebig wihlen,

Uy Py (2y 2) bleibt immer noch eine Eigenfunktion von H zum Eigen-

wert 1;. Dies zeigt, daf die Einfiihrung der Spinkoordinate s den

Eigenwert 1, zu einem doppelten gemacht hat, es gehoren die beiden

linear unabhingigen, zueinander orthogonalen Eigenfunktionen

P =0, 1 (zy2), (ba)
Ty = 0,1 (zye) (5b)

) Man denke bei & an das Koordinatentripel xyz, bei o an die
Spinkoordinate s.

) Es ist zunichst etwas storend, daB in (5) g links als Variable,
rechts als Index auftritt, es zeigt aber nur erneut, daB man eine Funktion
von xyz und g als eine Zuordnung je einer Funktion von zyz zu jedem
8-Wert auffassen kann.
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dazu. Das skalare Produkt von ¥,_ und ¥, verschwindet ja,
weil in beiden Gliedern des Integranden von (3) der eine Faktor
Null ist.

Die Figenfunktionen

O —1Wy; 05, 19,5 05, —1Wg; Op 1 0g; 0 —1 U5 ...
entsprechen den mdoglichen Resultaten der beiden gleichzeitig aus-
gefiihrten Messungen: a) der Messung der GroSe, der der Operator H
zugeordnet ist, b) der Messung der Z-Komponente des Spins.
Fiir ¥, _ ist der Wert der ersten Grofe sicher 4;, der Spin hat
sicher die — Z-Richtung, fiir ¥, ist der Wert der ersten GroBe
auch noch 1, der Spin hat aber die -+ Z-Richtung, d.h. die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Einstellung in die — Z-Richtung ist Null.
Ist die Wellenfunktion schlieBlich allgemein

D=0, - +a,¥_+a,WT;_+--
+ 0, +0Foy +5¥s + -, (6)

so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB H den Wert 4;, der Spin
gleichzeitig die — Z- Richtung habe, gleich |ay|*; die Wahrschein-
lichkeit des Wertes 4, fiir H und einer Spinrichtung + 7 ist | b, [°.

Die Invarianz der Beschreibung réumlichen Drehungen gegeniiber

4. Die soeben gegebene Beschreibung des Elektrons mit einer
von xy2 und s abhéngigen Wellenfunktion zeichnet nieht nur die
Koordinatenachsen X Y Z anderen, gleichberechtigten Richtungen
gegeniiber aus, sondern bevorzugt auch noch die Z-Achse den
beiden anderen Achsen gegeniiber. Es ist hier also sehr wohl am
Platze, zu untersuchen, wie sich die Isotropie des Raumes in dieser
Beschreibungsweise #ulert, d. h. wie die Wellenfunktion Qz @ des
Zustandes @ fiir einen Beobachter lautet, der die Systeme und
Grofen genau so wie der erste Beobachter beschreibt, nur
daff er seiner Beschreibung ein gegeniiber dem Achsenkreuz des
ersten Beobachters verdrehtes Achsenkreuz zugrunde legt. Die
Lage der beiden Achsenkreuze sei dabei so, daf die Koordinaten
des Punktes z, y, z im zweiten Achsenkreuz

Ra:a:w + Ra;yy + R, =7,
Ry:cx + R”y + Ry,z =y,
R,z + R,y.'l + Ry, e =2
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sind. (I ist eine reelle orthogonale dreidimensionale Matrix mit
der Determinante 1.) Man kann Qp® entweder als die Wellen-
funktion des Zustandes @ fiir den zweiten Beobachter oder als die
Wellenfunktion des um B verdrehten Zustandes fiir den urspriing-
lichen Beobachter definieren.

Solange die Wellenfunktionen nur von den Cartesischen
Koordinaten der Teilchen abhingen, war die Operation Oy, lediglich
eine Punkttransformation Py (vgl. Kap. XI):

Prp (@'y's) = @ (vy2). O,
In (7) steht, daB die Wellenfunktion des zweiten Beobachters Py ¢
im Punkte z', ', 2’ den gleichen Wert annimmt, den die Wellen-
funktion ¢ des ersten Beobachters an der Stelle z, y, # hat.
Dies muB auch so sein, weil der Punkt =z, y, # fiir den zweiten
Beobachter z', ', 2" heilt.

Jetzt, wo wir aufer den Cartesischen auch eine Spin-
koordinate haben, konnen wir mit einer einfachen Punkttrans-
formation nicht auskommen, es hat ja gar keinen Sinn, s trans-
formieren zu wollen. Deshalb wird Qp ein allgemeinerer Operator
sein, als es P war. Wir werden die Existenz des Operatoren-
systems Qp (zu jeder Drehung R gehort ein Operator Qg) an-
nehmen und es dann mit Hilfe der besprochenen Grundannahmen
der Paulischen Theorie und der Forderung, da8 die mit ver-
schiedenen Achsenkreuzen arbeitenden Beobachter prinzipiell gleich-
berechtigt sind, zu bestimmen versuchen. Es wird sich zeigen,
daB im wesentlichen nur ein Operatorensystem existiert,
das diesen Bedingungen geniigt. Seine Bestimmung wird uns
tiber wichtige Eigenschaften des Paulischen Drehelektrons Auf-
schluB geben.

B. Die Beschreibungsweise des zweiten Beobachters, die die
Wellenfunktion O @ dem Zustand @ zuschreibt, mu8 der urspriing-
lichen Beschreibungsweise vollig #quivalent sein. Insbesondere
muB sie dieselben Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen
zwei beliebigen Zustinden ¥, @ ergeben, wie die erste:

|@. 0 = |OxT, Oz ) ®)

Es ist dabei wichtig, zu bemerken, da8, obwohl der Zustand @,
der fiir den Beobachter mit dem verdrehten Achsenkreuz als der
Zustand Qp P erscheint, durch Angabe seiner Wellenfunktion @
vollkommen gegeben ist, in OQr @ sicher noch ein konstanter

Wigner, Gruppentheorie 16
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Faktor ¢ vom Absolutwert | willkiirlich wihlbar ist, weil die
Wellenfunktionen Oz ® und ¢, Or®P denselben physikalischen
Zustand charakterisieren. Das bedeutet, daf der Operator QOp
sehr vieldeutig ist, fiir jede Funktion @ ist in Qp noch ein Faktor
frei. Es zeigt sich nun (siehe den Anhang am Ende des Kapitels),
daB man iiber diese Freiheit in Qg so verfiigen kann, daB fiir alle ¥
und alle @
(@, ®) = (0%, 0:9), |
Or (@a¥ + b@) = aOr¥ + b0z |
gilt (@ und b sind Konstanten), d. h. daB Oy ein linearer unitérer
Operator wird. Dann unterscheiden sich die beiden Beschreibungs-
weisen: die fiir den Beobachter mit dem urspriinglichen, und die
andere fiir den Beobachter mit dem verdrehten Achsenkreuz nur
durch eine kanonische Transformation, sind also physikalisch
vollig dquivalent. Den Zustand mit der Wellenfunktion ¢ nennt
der zweite Beobachter Oz @, und der GroBe, der der erste Beob-
achter den Operator H zuordnet, ordnet er O HORz' zu.
Umgekehrt sind durch die Forderung (8a), daB Oy ein linear-
unitdrer Operator sei, die Konstanten cg fiir alle Wellenfunktionen
— bis auf eine einzige — eindeutig festgelegt. Ersetzt man eine
Wellenfunktion Qr @ durch ¢ Qg ®, so mub man gleichzeitig, wenn
man an (8a) festhalten will, alle Wellenfunktionen durch ihre
c-fachen ersetzen. Ersetzen wir namlich in (3a) Qr @ durch cQz @,
wihrend wir etwa Oz ¥ ungeindert lassen, so folgt, wenn (8a) auch
fiir dieses neue System gelten soll:
(F, D) = (O ¥, c0 D) = ¢(Or¥, Oz D),
was mit (8a) zusammen ¢ — 1 ergibt. Im folgenden wollen wir die
Opx ® immer so annehmen, daf fiir sie (8a) gelte, dann ist in allen
Qg @ fiir eine gegebene Drehung R nur eine einzige Konstante frei.
6. Betrachten wir nun die beiden Zustinde ¥_ — ¢ (xy2) d, _,
und ¥, — ¢ (xy#)d,, 4+, Fiir spinfreie Versuche benehmen sich
diese beiden Zustédnde so, als ob ihre Wellenfunktion o (rye)
wire. Fiir den Beobachter mit dem verdrehten Achsenkreuz er-
scheinen sie daher spinfreien Versuchen gegeniiber wie ein Zustand
mit der Wellenfunktion Py 9 (xy2). Die Wellenfunktionen Qz ¥ _
und Q¥ miissen daher nach (8) die Form

OR&,—I"’(‘”?]‘) = Us,—1 Prv (zy2), |
Ogrd,: ¥ (zys) = u,, Prv(zye) |

(8a)

)
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haben, wo u,_; und u, , zwar von z, y, # unabhingig sind, fiir ver-
schiedene 9 aber zunichst noch verschieden sein konnten. Aus der
Linearitat des Oy folgt aber, wenn ¢ ein von o verschiedener Zu-
stand ist, fiir den

. Or0,—1 9 (xy2) = u,,—, Pro (zy29)
gilt, daf

Or0s—1(@ + %) = Uy Pr(p + ¥) = U  Prop + W, Prw
== ORJa,—l o+ ORae,—l Y= W5, PR(P + Ug,—1 Prv
ist. Hieraus folgt aber wegen der linearen Unabhingigkeit von
Pro und Py
Us, —1.= WUz —; = WUy, —, und dhnlich u, , = u, 4,
daB die w,, fiir alle Wellenfunktionen dieselben sind; die Matrix

u =— u (R) kann nur von der Drehung R abhingen. Ist nun
@ (xyzs) eine beliebige Wellenfunktion

D(x,9,25) = 0, 1D, 9,2 — 1)+ 0, D(x,9,2 1), (10)
so folgt wiederum aus der Linearitit von Qg und (9):
Or @ (x,y,2,5) = Op ‘3\!, 1P @ys—1)+ O 68, 1 D (z,9,2, 1)
= 8, -1 Pr@@ 96 —1) + 4, PR P (3,9, 4 1)
Or® (2,92 9 = =2+ e Pr @ (2,9, 2 t). (11)

Der Operator Op, 146t sich also in zwei Faktoren
Or = QrP: (12)
spalten, wo Py die bekannte, auch in (7) definierte Transformation

ist, die nur auf die Lagenkoordinaten der Wellenfunktion einwirkt,
und Qp durch

Q@ (zyes) = S u(R), D (xy2t) (12a)
t=*1
definiert ist, und nur auf die Spinkoordinate s einwirkt. Da der

Variabilititsbereich von s nur aus zwei Zahlen — 1 und 4 1 be-
steht, ist Qp nach (12a) einer zweidimensionalen Matrix

UW(RB)—y, 1 M(B)_,, 1)
W(Bhy, 1 W(B),,
dquivalent. Es gilt fiir zwei beliebige Drebungen R und S

PsQz = QpzPy insbesondere PrQr = QrPx- (14)
16#*

n(B) = (13)
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Die Moglichkeit der Zerlegung von Qp in die beiden Teile Pj
und Qp beruht wesentlich auf der Annahme, daB es ,spinfreie
Versuche“ gibt, die man schon mit einer nur von xy# abhingigen
Wellenfunktion beschreiben kann.

Zusammenhang mit der Darstellungstheorie

7. Aus der Unitaritit von Qp folgt, da auch Pg, also auch
Pz' unitar ist, da8 auch Qp = QzPZ' unitir sein muB. Es ist
daher fiir alle Funktionen &, &

Qr?, Q:¥) = (D, ). (16)

Es folgt hieraus, daB auch die Matrix u (R) unitir sein muB. Setzen
wir némlich etwa ® — §,,9 und ¥ — 0,.9, so ist nach (3),
wenn 9 normiert ist, (D, ¥) = 0, und daher nach (15) und (12a)
auch

0gr = (QRaaaws QRan ¥) = (Uso ¥ un"p)
= > “'J'u,cq; U pdzdyde = > Uk Wy

8=+1 s=2*1

Dies ist aber die Bedingung fiir die Unitaritit von u.

Wir konnen uns weiter daran erinnern, da Qp durch physi-
kalische Tatsachen und die Gleichungen (8a) nur bis auf eine von R
abhingige Konstante vom Betrag 1 festgelegt ist, und wir kénnen
daher, ohne am physikalischen Inhalt der Theorie etwas zu @ndern,
oder (8a) zu beeintrichtigen, jedes Qg durch ¢zQp ersetzen, wo
|eg| = 1 ist. Den Faktor ¢z konnen wir an Qp, d.h. an u(R)
anfiigen und mit seiner Hilfe erreichen, daB die Determinante
von u(R) gleich 1 wird.

Um schlieflich die Matrix u (R) génzlich zu bestimmen, be-
achten wir noch, daf Qp® die Wellenfunktion des um R ver-
drehten Zustandes @ ist und Qg.Qp® die Wellenfunktion des
zuerst um R und dann um S, im Ganzen um SR verdrehten Zu-
standes @ ist. Der Operator QgQp, ist also mit dem Operator Qgp
physikalisch jedenfalls véllig #quivalent. Da er auch die Glei-
chungen (8a) befriedigt — das Produkt zweier linear- unitirer
Operatoren Qg und Qp ist auch selber linear-unitir —, kann er
sich von Qgp nur um einen konstanten Faktor unterscheiden:

Osz = cS,RoSOR- (16)
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Mit Hilfe vor (12) folgt nun wegen Pgr =— PgPg und (14)

QszPsz = Cs,R QsPsQrPz Qsz = Cs,R Qs Q:x
oder mit Hilfe von (12a)

SIUSR), D (xyet) = csp> U (S) (R D(zy2t),

t=1*1 r=*1t=1*1
UW(SR) = cgrl.u(S).u(R). )
Da wir die Determinante aller u auf 1 normiert haben, folgt
aus (17), daB auch die Determinante |cg 1| = 1, ¢5,p = +1
ist. Es folgt nunmebr
u(SR) = tu(S)u(R), (17a)

daB die Matrizen u (R) bis auf das Vorzeichen eine Darstellung der
dreidimensionalen Drehgruppe bilden.

Dies legt schon den Gedanken nahe, da % (R) mit der im
Kapitel XV besprochenen Matrix

u({afy)) = D ({apy})
e"%‘“cos%ﬁe_%” ——e_%‘“sin%ﬂe%” (18)
e sin%ﬁe_%” et cos%ﬁe%”

identisch ist oder aus ihr doch mit Hilfe einer Ahnlichkeitstrans-
formation hervorgeht. Dies ist in der Tat richtig, wir werden im
nichsten Kapitel zeigen, daB jedes zweidimensionale Matrizen-
system, das (17a) befriedigt, entweder aus lauter Einheitsmatrizen
besteht oder aus D(/2) durch eine Ahnlichkeitstransformation hervor-
geht. Das erstere kommt aber fiir uns nicht in Frage, da es z. B.
bedeuten wiirde, daB ein Zustand, bei dem der Spin sicher in
der Z-Richtung liegt, auch nach einer beliebigen Drehung noch
diese Eigenschaft hat.

Nur fiir Drehungen mit § — 0, die die Z-Achse unverdndert
lassen, darf und muB u eine Diagonalmatrix sein. Hat der Spin
némlich im ersten Koordinatensystem die — Z-Richtung, ist also
@D (%, 9,2 1) = 0, so muB das auch im zweiten Koordinatensystem
der Fall sein. Hieraus folgt aber nach (11) w;, _; == 0, und #hnlich
mub auch #_, ; = 0 sein: u ({o 0 0}) ist eine Diagonalmatrix, und
da es D"/ ({0 0}) dquivalent ist, kann es entweder

1. 1,
e 3" 0 \) s’ 0
00})) = d ) *
u ({«00}) ( 0 e%‘“/ oder ( 0 e_%“’) *)
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sein. Der zweite Fall wiirde aber bedeuten, daB der Drebimpuls
des Elektrons im Zustand 0, _, v die + Z und im Zustand 4, ,%
die — Z-Richtung bat, so daf wir diesen Fall ausschlieBen kénnen.
Er wiirde zur Folge haben, daf dem physikalischen Zustand, dem
wir die Wellenfunktion @ (z, y, 2, §) zuordnen wollen, die Wellen-
funktion @ (z, y, 2, — s) zugeordnet wire.

Es ist also u ({«00}) = D2 ({«00}), und die unitire
Matrix 8, die /) in u transformiert, muf mit D) ({a 0 0}) ver-
tauschbar, also eine Diagonalmatrix sein. Ihre beiden Diagonal-
elemente seien ¢ und a' ((a| = |a¢'| = 1). Dann konnen wir
festlegen, daB wir den Zustand, dessen Wellenfunktion bisher
@ (xyzs) war, mit SP (zyz2s) beschreiben werden, wo

SQ((E, e —1)=a D@y 2 —1),
S¢(x1 Y2 1) = a'¢(z9 ¥, 4 1)
ist. Dies diirfen wir tun, da wir der komplexen Phase des Ver-
hiltnisses @ (z,y, 2, — 1)/ D (x, y, 2, 1) bisher keine Bedeutung
zugeschrieben haben. In der Beschreibung, die so aus der urspriing-
lichen entstanden und mit ihr vollig dquivalent ist, ist jedenfalls

u({efy}) = DY ({afp)) (18a)
und wir erhalten als Endresultat, da8 jede Beschreibung des
Spins, die sich auf die in 1, 2. und 3. besprochenen Ideen
griindet, mit einer Beschreibung physikalisch véllig
dquivalent sein muB, bei der die Wellenfunktion eines
um?!) R verdrehten Zustandes @ durch Qz® gegeben ist.
Dabei ist Qr = PzQpr der durch

Oz @ (s, 9, 4 5) = 20 (B)1, 1,Pa® (s 9, 4 1)

t=1*1

= 2% (B)y

1,1, Py e (19)
t=+1 279

definierte Operator, wo z", y", 2" aus x, y, # durch die Drehung
R-1 hervorgeben. In D2 miissen die [ndizes }s, ;¢ auftreten,
da die Zeilen und Spalten von D9 — statt mit — I, 4 1 wie
in @ — mit — } und 4 } bezeichnet sind.

Sei z. B.

|(@—iy)e "R fir g = —1,)
\(@—iy) e~ "2 fiir 3 = + L.

1) R ist hier immer eine reine Drehung.

—r/2rg __

P(xyzs) = (x—iy)e )
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[(@—iy)e—ri2ro ist die Eigenfunktion des Wasserstoffatoms mit N — 2,
! =1, p = 1, vgl. (3), Kap. XVII] uiad betrachten wir den Zustand 1)
von einem Koordinatensystem, dessen X-Achse die alte X-Achse und dessen
Z-Achse die alte Y-Achse ist. Die Drehung R ist dann {0, ], 0)

 =x y=—2z =y
und die regziproke Drehung ist
' = x, y' =z 2= —y.
Die Matrix DC/)({0, 3=, 0}) ist
—1
Ve vz
1 1

z o2,

Die Wellenfunktion des Zustandes (1) vom neuen Koordinatensystem

ist nach (19)
Iﬁ(.r—-iz) e

lv%(w—iz)e_'/”" +V—1-_2.(x—iz)e_'”’° fir s — +1

—r/zro__iz(x_,-z) e figp g = —1,

OrP(xyzs) =

=98, V2 (@—iz)e 270,
Im neuen Koordinatemsystem hat also der Spin sicher die Richtung Z, im
alten hatte er folglich sicher die Richtung Y.

8. Wir wollen nun versuchen, aus der Transformationsformel ( 19)
einige physikalische Folgerungen zu ziehen. Eine sehr wichtige
Frage, die mit ihrer Hilfe entschieden werden kann, ist die fol-
gende: Mit welchen Wahrscheinlichkeiten ergibt die Messung der
Z'-Komponente des Spins die beiden Werte + h/4x und — hj4x,
wenn die Z-Komponente sicher den Wert + h/4 x hat? Mit anderen
Worten: was ist der Wabhrscheinlichkeitszusammenhang zwischen
den Spinkomponenten fiir zwei verschiedene Richtungen Z' und Z,
die miteinander einen bestimmten Winkel B einschliefen? Wenn
der Spin die Z-Richtung hat, hat die Wellenfunktion die Form
D(ryzs) = 0,, ¢ (zy2), und wenn wir diesen Zustand von einem
um {0B0} verdrehten Koordinatensystem betrachten, so wird
wegen P{oﬂo) D(ryes) = 0,, P{o,go} Q@ye)

O(Oﬂo) Q(xi I & — 1)
= cos%ﬂp(oﬁo) D (z,9, 5;-1)‘Sin%ﬂptoﬂo) D (z,9, 2, 1)
= —sin]B. P(oﬂo} @ (zye),

o(opo} di(x, Y 2 1)
- Sin% ﬂP(oﬁo) D (x,y,2, -1+ COS%ﬂ P(oﬂo) d’(%!/y &, 1)
= cos3f8.Popo) @ (zy2).

20)
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Nun kann der zweite Beobachter die Wahrscheinlichkeit fiir
die Einstellung des Spins in seine Z-Achse — das ist eine
Richtung, die mit der urspriinglichen Z-Richtung den Winkel f§
einschlieBt — aus der Wellenfunktion O (,p40)'® direkt berechnen.
Er erhilt aus (20) |cos} B|* fiir die Wahrscheinlichkeit der - Z'-
Richtung und | —sin} B|* fir die Wahrscheinlichkeit der — Z'-
Richtung. Ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte
Richtung des Spins gleich 1, so ist sie fiir eine gegen
diese um f geneigte Richtung gleich cos?}f. Fir g = 0
ist dies 1, dann fallen ja die beiden Richtungen zusammen, fiir
f = } =, wenn die beiden Richtungen senkrecht aufeinander stehen,
gleich 3, fiir 8 — =, wenn die beiden Richtungen entgegengesetut
sind, ist diese Wahrscheinlichkeit Null.

Es ist noch die Frage von Interesse, wann eine Richtung
existiert, in die sich der Spin sicher nicht einstellt? Sei diese
Richtung etwa die Z'-Richtung, so hat die Wellenfunktion O (44, @
fir ein Koordinatensystem, dessen Z-Achse Z’ ist, die Gestalt

Olapy) D (xy2s) = 8, _, ¢ (xy2).
Die Wellenfunktion ¢ selbér ist, wemn wir zur Abkiirzung
{By} = R schreiben,

(D(x’ Y, & s) = OR""Oqu = OR_I 6‘, —1Q (xyz)
= (@B, _1Pr19 (@ye).

D(w, y, 2, — 1) und @ (z,y, 2, + 1) unterscheiden sich nur um
einen konstanten von zy# unabhingigen Faktor

q)(wv Y, &5 — 1),/Q (xy Y & l)
= P (R)_%_%/m(llz) (R)%_% — ¢—ie ctg-;—ﬂ, )

der, wie ({1) zeigt, sowohl dem Absolutwert wie der komplexen
Phase nach ganz beliebig sein kann. DaB8 sich @ (z, », 2, — 1) und
@ (x, y, 2, + 1) nur durch einen Faktor unterscheiden, bedeutet,
daB bei gleichzeitiger Messung der Z-Komponente des Sping und
einer beliebigen spinfreien Grofe, die Wahrscheinlichkeiten fiir die
letztere nach 3. von der Spinrichtung statistisch unabhingig
sind. In diesem Falle existiert aleo immer eine Richtung —
Azimut o und Polabstand f sind in (}) gegeben —, in die sich
der Spin sicher nicht einstellt, sonst aber existiert keine solche
Richtung.
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9. Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, hervorzuheben, wie weit-
gehend konkrete Aussagen man fiir das Benehmen des Drehelektrons
lediglich auf Grund der allgemeinen Prinzipien der Quantenmechanik
und einiger qualitativer Vorstellungen mit Hilfe von Invarianz-
forderungen erhalten kann. Die beiden eben abgeleiteten Resultate
— namentlich das erstere iiber den Wahrscheinlichkeitszasammen-
hang verschiedener Spinrichtungen — liefen sich, wenigstens im
Prinzip, auch experimentell priifen.

Die Bestimmung der Operatoren Qg gelang uns unter der
Voraussetzung, da8 sich die verschiedenen Achsenkreuze physikalisch
nicht unterscheiden. AuBere Felder, die die Isotropie des Raumes
storen, konnten auch eine Modifikation der Operatoren Op nach sich
ziehen. Natiirlich wird, solange das #uflere Feld schwach ist, der
Operator, der den Ubergang zum verdrehten Achsenkreuz bewirkt,
noch ndherungsweise durch (19) bestimmt sein. Die Giiltigkeit
von (19) wird aber auch in starken Feldern angenommen.

Es werde noch ein Gedanke, der bei der Ableitung von (19) von
entscheidender Bedeutung ist, aber im mathematischen Formalismus
etwas untergetaucht war, explizite hervorgehoben. Das ist die
Tatsache, daB die Gleichheit zweier Koordinatensysteme auch die
Gleichheit der Operatoren Qp fiir beide nach sich zieht, die den
Ubergang zu einem in der gleichen Weise verdrehten Koordinaten-
system vermitteln.

Die Operatoren Qp sind zwar linear-unitér, aber keine Punkt-
transformationen, wie sie die Py waren. Deshalb gilt fiir sie (22)

Kap- XI, 0:0% = 0;0-0,%
im allgemeinen 'keineswegs. Auflerdem ist zu bemerken, da8
einer Drehung R nicht ein, sondern eigentlich zwei Operatoren Op
und — Op zugeorduet sind, weil das D'z ({a §p}), das in (19)
vorkommt, durch die Drehung nur bis auf das Vorzeichen bestimmt
ist. Es gilt auch nicht Qg == OgOp, sondern nur

Ose = £ 05Ok, (16a)
und man kann von den Operatoren + Qp und — Qp auch nicht
willkiirlich je einen in der Weise weglassen, da8 fiir den Rest (16a)
durchweg mit dem oberen Vorzeichen gelte.

10. Die Z-Komponente des Spins ist eine ,physikalische Grofie¢, ebenso
wie der Impuls oder die Koordinate. Nach der statistischen Deutung der
Quantenmechanik muf ihr also ein linearer hermiteischer Operator ent-
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sprechen, den wir mit 4—’:? - 8, bezeichnen wollen. Die Eigenwerte von s,

sind den moglichen Werten — h/47 und + h/47 der Z-Komponente des
Spins entsprechend —1 uud 4 1. Die Eigenfunktionen zum ersten Eigen-
wert sind alle Funktionen ¥_(zxyzs) — 3"_11[1(:1:3/,5), die nur fiir
8 = — 1, die Eigenfunktionen zum zweiten Eigenwert alle Funktionen
Y. (xyz8) = 0,1¢'(xy2), die nur fiir 8 = 1 von Null verschieden
sind. Es ist also

8,0, v(wys) = —9, _ v(xy2)
8, 33,1‘/" (wyz) = 38’11/" (wyz),
und fir ein beliebiges
P (x, 9, 2,8) = ()‘" @@y 5 —D+ 6‘871 D (2, y, 2, 1)
gilt wegen der Linearitit
8, P(zyzs) = s,(l?,, 1 P@yzn—1)+39, P2y 2 1))
= — 3" Py —1)+ 3"1 D (x, y, 2, 1)
8, P(xyzs) = >, t8,,P(zyzt) = sd(xyzs). (21)
t=1=%1
Da 8, nur auf die Spinkoordinaten einwirkt, hat es ebenso wie Qp eine
Matrixform

8, = (_01 (1)) (21a)

Bestimmen wir nun den Operator h, der der Z'-Kumponente des Spins
entspricht. Fiir den Beobachter mit dem Achsenkreuz, dessen Z-Achse Z’
ist, ist dieser Operator einfach 8, da fiir diesen Beobachter definitions-

gemiif alle Operatoren genau so wie fiir den ersten Beobachter lauten, nur
daf sie auf sein eigenes Achsenkreuz bezogen sind. Andererseits entsteht
aber dieser Operator durch Transformation mit O, ans h. so da8
— -1, b
s, = 0,h0;"; h=0,_,50,
und hieraus wegen (12) und der Vertauschbarkeit von P, mit s,

h = Qg1 Pp-18,PpQp = Qp-15,Qp (22)
folgt. Wenn man fiir alle in (22) vorkommenden Operatoren — sie wirken
alle nur auf g ein — die Matrixform verwendet, erhiilt man:

h = u(R) s, u(R).

Es folgt nun aus (11), Kapitel XV, da8 unser h mit dem dort ver-
wendeten identisch wird, wenn man h = 8,als0 ' =y =0; 2/ =1
setzt. Das t = (x, y, 2) in (11) ist der Vektor, der aus r' (mit den
Komponenten o' — y’ — 0; 2’ — 1) durch die Transformation R -! hervor-
geht, also der KEinheitsvektor in der Z'- Richtung. Daher lautet die De-
finitionsgleichung (10a) von A in Kapitel XV

h=a 8 40 a’/--l--aﬂ s, (22a)
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wo a,, a,, @, die Richtungscosinus von Z’ sind. Aus (22a) sehen wir, daf

sich der Operator fiir die Z'- Komponente des Spins ebenso aus den Opera-
toren fiir die X, Y, Z-Komponenten [vgl. (10), Kap. XV]

0 01 =10
8'—(-—2' 0)’””“(.1 o)’%“(o 1)

zusammensetzt, wie etwa der Operator firr die Z'-Komponente der Koordinate
(Multiplizieren mit a; x 4 agy + @3 2) aus den Operatoren fiir die X, Y, Z-
Koordinate (Multiplizieren mit z, y, z) gebildet wird. Operatoren dieser
Art nennt man ,Vektoroperatoren“.

Die unmittelbare Bedeutuag von (11), Kapitel XV, ist die, daf der
Operator [Rx, J| = [r', ], der der Rr-Komponente des Spins entspricht,
aus dem Operator [r, |J, der der r-Komponente entspricht, durch Trans-
formation mit u(R)~?, oder wie wir es jetzt sagen wiirden, mit Q! hervorgeht.

In der Theorie des Spins pflegt man ofters direkt von (22a) auszugehen
und die ganze Theorie auf diese Gleichung zu griinden.

Anhang. Es sei zuniichst @ die Wellenfunktion des Zu-
standes @ fiir den zweiten Beobachter. Dann muf nach (8) fiir
alle Funktionen ¥, @

[T, D)| = | (¥, D)| 8)
gsein. Eigentlich muB (8') nur gelten, wenn ¥ und @ physikalischen
Zustinden entsprechen, also normiert sind. Sonst kann man von
der ,zweiten Beschreibungsweise des Zustandes & gar nicht
sprechen, weil eben nur normierte @ Zustinde darstellen. Es ist
indessen zweckmafig, auch fiir nicht normierte @' ein @' zu defi-
nieren, und zwar sei @', wenn @' — a®, und & normiert ist,
gleich a®. Dann gilt (8') fir alle Funktionen.

Weiter #ndert sich an (8') nichts, wenn man die ¥ und @
mit Konstanten vom Betrag 1 multipliziert. Es soll nun gezeigt
werden, da man diese Konstanten ¢y, ¢y so wahlen kann, daB
fiir alle cy ¥ — Oz % und ¢y @ — Oz P nicht nur
sondern auch

(Oz¥, Oz @) = (¥, D),

Or(@a® + b @) = aOr¥ + b0 P (8a)
gilt (¢ und b sind Konstanten). Die Schwierigkeit bei dem Uber-
gang von (8) nach (8a) besteht darin, dafi (8) nur die Gleichheit
der Absolutwerte von (O ¥, Or @) und (¥, @) besagt, wihrend
nach (8a) auch die komplexen Phasen gleich sein sollen, und dies
fiir alle Funktionenpaare gleichzeitig erreicht werden muB.
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Bilden die Funktionen ¥,, ¥,, ¥,, ... ein vollstéindiges
Orthogonalsystem, so gilt dies auch von den Funktionen ¥,
4",, 'P y oo Aus (¥, T,) = 0, folgt nach (8') auch (F;, T)
= 0;;, und wenn keine Funktion existiert, die zu allen ¥; ortho-
gonal ist, so kann es auch keine Funktion geben, die auf alle T,
senkrecht steht.

Betrachten wir nun die Funktionen F,, die den F, — T4+,
fir x = 2, 3, 4, ... zugeordnet sind. Wenn wir F, nach dem
vollstindigen Orthogonalsystem fif_l, 1?‘72, ... entwickeln, so sind
alle Entwicklungskoeffizienten (P;, ¥,) bis auf die von T, und P,
Null, und diese sind vom Absolutwert 1, weil auch (¥, F,) nur
fir A = 1 und A = % nicht verschwindet und fiir diese Werte
von A den Wert 1 hat. Es ist also

Fy=9.(W, + 2B |y| = |a]| =1 (fiir x =2, 3,....). (4)
Wir verfiigen jetzt iiber einige ¢, und zwar sei ¢y, = 1; Cw, = Ty;
Cp, = 1/.7/::

Oz¥, = ﬁx; Or%, = C!F,'Irx = Py, } (B)
Or(¥,+¥) =OrF, =¢p, 7, — E/?/xzoxzpri-ORq’z-,

Nun sei @ eine beliebige Funktion, die wir uns nach den ¥,
entwickelt denken

D= a,¥ +a,P,+a,F; + - ©)

Entwickeln wir auch @, und zwar nach dem vollstindigen Ortho-
gonalsystem der Oz%,, Oz %

@ = 3,0:%, + 3,0:%, + 4,0%, + --- (©)
so ist
la,] = [(Oe%x B)| = |@Fy, D)| = |Fx P)| = |ax| (D)
und insbesondere |&,| — |a,|. Wihlen wir daher ¢y = a,/a,,
so wird

02® = ¢s® = 4,0z%, + 40z%, + 40zt + --- (B)
der Koeffizient von O ¥, gleich a,, und es gilt auch weiter
|ay| = |ax|. AuBerdem muB nach (8) und (B)
|a, + ax|* = |(Oz ¥, + Or ¥\ Or®) [* = |(OgF,, Or®)|?

= '(Fm (D)l’ = ’al +ax|21
oder

Ial|’+a:a’:+ala’:*+|a’;|,= |a,|* + a}a, + a,a% + | ay|?
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sein. Man kann hieraus wegen a,a,* — a,a’ das a,* eliminieren
und erhilt eine Gleichung zweiten Grades

ata,® — (a%a, + a,a}) a, + a, | a, 2=0 (F)
fir a,. Aus (F) folgt entweder

ay = a, oder a, — a* a,/af. ()]

Im ersten Falle ist fiir jedes @ — > a, ¥, und ¥ = >0, %,

Or® = X a,0:%,; Or¥ = >0,0:%,. (E"
Ebenso ist auch ) "
Or@®+bv%P) = Oy ; @y + D)W, :g (aa,+ bb,) O,
= aQr® + b0 P
so daB Qp tatsichlich linear ist. Weiter ist
(Or®, 0z D) = (KE 5.0 %,, ;aIOR?If;{)

= 21 b3 a3 07 = b} ay,
x x
und es ist auch

(TP', Q)) == (2 b, ¥, Eal qr].) = Sb:azaxl - Eb:am
x a x2 *®

Org ist auch unitir, womit (8a) bewiesen ist.
Wir miissen nur noch zeigen, daB die zweite Alternative in (G)
nicht auftreten kann. Zu diesem Zweck ersetzen wir fiir diesen Fall

a
ORQ = OR%IG,,?P', — Elrzxa;"olﬂp’
durch
OR(D = ORzaxqrx :Ea:oRzp‘x- (I)

d. h. multiplizieren Qp® mit al/tz1 Dadurch kann sich ja der
Inhalt der Beschreibung nicht #ndern.
Nun betrachten wir zwei Eigenfunktionen des Hamiltonschen

Operators, zwei stationire Zustinde 1= 2 u, Fpound y' = 2 u, T,
mit verschiedenen Energien F und E Es ist

7 iEtihy | G2niE't|h 1= 2 (uy @7 EEUR | gy 2 miB 1IN, (I])
z
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eine Losung der zeitabhingigen Schrédingerschen Differential-
gleichung. In der zweiten Beschreibungsweise wiirde nach (I)

ORZ - Z u:ORzp’x

dem Zustand y und
Oy = X uw*0r ¥,

dem Zustand g’ entsprechen. Die Energien sind auch in der
zweiten Beschreibungsweise E bzw. E'. Daher muf auch

e EURQpy + 27 tRQ Ly
. 2 (uk 27iEth L gy * 2 i E RO, W, 411))
x

eine Losung der Schrodingergleichung sein, die fiir ¢ = O den-
selben Zustand wie (1I) reprisentiert und demnach fiir alle spiteren
Zeiten denselben Zustand darstellen sollte. Dies ist aber nicht
richtig, weil dem Zustand (II) nach (I)

2 (uy 7B Y o) @2RIELIR* O, T,
x

entspricht, und dies ist fiir ¢ 3= 0 nur dann mit (ITI) identisch, wenn
E — E' ist. Die zweite Alternative von (G) fiihrt auf einen Wider-
spruch, bei der in (B) und (E) getroffenen Wahl der ¢ mu8 in (G)
die erste Alternative zutreffen, aus der der linear-unitire
Charakter des Qp folgt.
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