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Vorwort 
Dieses Buch ist aus dem Wunsche entstanden, die An

wendung gruppen theoretischer Methoden in der Quantenmechanik 
einem weiteren Leserkreis zugänglich zu machen. Die wirk
liche Lösung der quantenmechanischen Differentialgleichungen 
stößt im allgemeinen auf so große Schwierigkeiten, daß man 
durch direkte Rechnung zumeist nur eine grobe Annäherung 
zu erreichen vermag. Um so erfreulicher ist es, daß ein so 
großer Teil der quantenmechanischen Resultate schon durch 
reine Symmetrieüberlegungen erhalten werden kann. 

Man hat gegen die gruppentheoi'etische Behandlung der 
Schrödingergleichung oft den Einwand erhoben, daß sie "nicht 
physikalisch" sei. Es scheint mir aber, daf$ die bewußte Aus
nutzung elementarer Symmetrieeigenschaften dem physikalischen 
Gefühl eher entsprechen muß, als die mehr rechnerische Be
handlung. Der erwähnte Einwand dürfte darauf zurückzuführen 
sein, daß die Gruppentheorie einen wesentlich anderen Charakter 
hat, als die dem Physiker hauptsächlich geläufigen Teile der 
Mathematik, so daß es immerhin einige Zeit erfordert, bis man 
sich mit ihr befreundet hat. Sie besteht nämlich aus einer 
großen Zahl unscheinbarer Schlüsse, die zwar einzeln betrachtet 
trivial, in ihrer Gesamtheit aber doch nicht so leicht zu über
blicken sind. 

Deshalb hielt ich es schon im Interesse des ungeübten 
Lesers für ratsam, alle Zwischenüberlegungen nach Möglich
keit explizite auszuführen. Um das richtige "sich zu Hause 
fühlen" im Gegenstand zu erleichtern, wurde vom mathema
tischen Teil wesentlich mehr gebracht, als für die physikalischen 



VI Vorwort 

Anwendungen notwendig gewesen wäre. In den physikalischen 
Anwendungen wollte ich mich auf einen Gegenstand beschränken 
und habe als dit'sen die Theorie der Atomspektren gewählt. 
So wurde der Inhalt zweier Arbeiten des Verfassers (Zeitsehr. 
f. Phys. 40, 883, 1926 und 43" 624, 1927) aufgenommen, die 
im Anschluß an die Heisenberg-Diracschen Untersuchungen 
über Resonan"l entstanden. Die Methode wurde bald von 
F. Hund (Zeitscbr. f. Phys. 43, 788, 1927), W. Heitler (ehenda 
46,47. 1927), F. London (ebenda 46, 455, 1927) und H. Weyl 
(Vorlesungen in Zürich, Wintersemestel' 1927/28) aufgegriffen 
und :mw~wandt. Weiterhin wurde nur noch die genleinsame 
Arbeit von .T. v. Neum:fl.nn und dem Verfasser und die neuere 
Slatersche Arbeit ausführlich behandelt. Dagegen konnten 
wegen des Umfanges die physikalisch besonders wiehtigen Unter
suchungen v'Ün Hund, London und Heitler über Moleküle 
nicht aufgenommen wenlen, obwohl sie die Anwendbarkeit der 
grul'pentheol'etisehen Methoden auch auf andere Gebiete lebhaft 
bezeugen. Es schien mir aber wichtiger, ein Gebiet möglichst 
vollständig 7.11 he handeln, als der verlockenden Idee nachzugeben, 
aus allen Gebieten die schönsten Result<tte zusammenzustellen. 

Zum Schll1lS ü;t es mir ein Bedürfnis, den Herren R. Becker, 
W. Bloch, E. Bl'ody, H. Kallmann und W. Westphal her,,
liehst "IU danken für viele wertvolle Ratschläge, Durchsicht 
von Teilen des Manuskripts llncl der Korrektur. 

Berlin, nn Februar 1931 
Eugen Wigner 
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Anmerkung 

In diesem Buche wurde die Schrödingergleichung in der Gestalt 

_h_ (lrp = H 
2ni (lt rp 

angenommen, während sonst 
h ~ rp _ 

-2ni1T- Hrp 

üblich ist. Dieses Umkehren des Vorzeichens der imaginären Einheit hat 
h 3 

zur Wirkung, daß auch der Operator des linearen Impulses - 2 ;i CI x 

11 () 
anstatt 2----: ~ wird. 

nl uX 



I. Vektoren und Matrizen 

Den Inbegriff von n Zahlen \11' \11' ••• , \1n nennt man bekannt
lich einen n-dimensionalen Vektor \1, oder einen Vektor im n-di
mensionalen Raum, die n Zahlen selber \11' b,l , ••• , b" sind die 
Komponenten dieses Vektors. Man kann auch die Koordinaten 
eines Punktes im n-dimensionalen Raum als einen Vektor auffassen, 
denjenigen, der den Nullpunkt des Achsenkreuzes mit dem be
trachteten Punkte verbindet. Die Vektoren als solche werden nach 
Möglichkeit mit gotischen Buchstaben bezeichnet. Zur Kennzeich
nung der Komponenten des Vektors fügt man einen (lateinischen) 
Index an, den Namen der betreffenden Koordinatenachse. So ist 
b" eine Zahl, b ein Vektor, eine Gesamtheit von n Zahlen. 

Zwei Vektoren sind gleich bzw. benachbart (nahezu gleich), 
wenn ihre entsprechenden (d. h. sich auf dieselbe Koordinatenachse 
beziehende,,) Komponenten gleich bzw. benachbart sind. 

(1) 
ist mit den n Gleichungen 

... , \Jn = \tln 

äquivalent. Ein Vektor ist Null, wenn alle seine Komponenten 
verschwinden. Das Produkt c b einer Zahlc mit einem Vektor b 

ist ein Vektor, dessen Komponenten die c-fachen der Komponenten 
von b sind: (c\Jh = Cbk' 

Man definiert eine AdditiOn für Vektoren, ind~m man fest
setzt, daß die Komponenten der Summe gleich der Summe der ent
sprechenden Komponenten seien, in Formel 

(2) 

In sehr vielen mathematischen Problemen ist es zweckmäßig, 
an Stelle der zuerst verwendeten Variablen neue Variable ein-

Wigner, Grnppentheorie 1 



2 I. Lineare Transformationen 

zuführen. Im einfachsten Falle sind die neuen Variablen x;, x;, ... , 
x~ lineare Funktionen der alten XI' XI' .•. , x"' etwa 

x~ = 4 11 XI + 4 11 XI + ... + 4 111 X" )' 

X2 = ~IXI + 4 112 Xs + ... + 4 s"X" 
................ 
X;. = 4"IXI + 4,.lIx. + ... + 4""X" 

(3) 

oder 
n 

xi = :s ">I< XI<' 
1:=1 

Diese Art von Einführung neuer Variablen bezeichnet man als 
eine lineare Transformation. Sie ist vollkommen durch die 
Koeffizienten 4 11 , ... , 4,." bestimmt, den Inbegriff dieser n2 Zahlen 
- in ein quadratisches Schema angeordnet - nennt man die 
Matrix der linearen Transformation (3): 

( 

411 4 n '" 4 1" ) 

4 21 4 n '" 4 2" 
•• • f .. . .. . 

4,.1 4,., ... 4" .. 

(4) 

wofür wir auch kürzer (4il<) oder auch 4 schreiben wollen. Damit 
(3) wirklich eine Einführung neuer Variablen sei, ist es noch not
wendig, daß man nicht nur die x' durch die x, sondern auch um
gekehrt die X durch die x' ausdrücken kann. Mit anderen Worten, 
wenn wir (ß) als die n Gleichungen zur Bestimmung der n Un
bekannten Xl' .•. , x .. auffassen, wobei ietzt die x' als bekannt an
zusehen sind, so müssen diese Gleichungen eindeutig auflösbar 
sein. Hierzu ist es notwendig und hinreichend, daß die aus den 
Koeffizienten ">I< gebildete Determinante 

4 11 4 n ..• 4 1" 

4 21 4 n ••. 4 ... 

4"1 4,.1 ..• a.." 

=1=0 (4a) 

nicht verschwinden soll. In diesem Falle spricht man von einer 
eigentlichen Transformation. Bei dem Begriff der Matrix wollen 
wir diese Bedingung iedoch nicht hinzunehmen und das Koeffi
zientenschema (4) immer als eine Matrix bezeichnen, ganz unab· 
hängig davon, ob seine Determinante verschwindet oder nicht. Eine 
eigentliche Transformation wird aber dann nur von einer Matrix 4 



I. Die Matrix als linearer Operator 3 

mit nicht verschwindender Determinante I a I =1= 0 induziert. Für 
Matrizen wollen wir fette Buchstaben verwenden, zur Kennzeich
nung der Koeffizienten "'k fügen wir noch die entsprechenden 
Ac.b.sen (nic.b.t mehr fettgedruckt) als Indizes zu. So ist a eine 
Matrix, eine Gesamtheit von n" Zahlen, aile eine Zahl. 

Zwei Matrizen sind gleich, wenn ihre entsprechenden Koeffi-
zienten gleich sind. 

a=p (5) 
ist mit den nll Gleichungen 

"'Je = Pile (i = 1, 2, ... , nj k = 1,2, ... , n) 
äquivalent. 

Man kann der Gleichung 
n 

f~ = :g "'kfk (3a) 
1:=1 

noch eine andere Bedeutung geben, indem man die f, nicht als die 
Komponenten desselben Vektors in einem anderen Achsenkreuz 
auffaßt, sondern als die Komponenten eines neuen Vektors in 
demselben Achsenkreuz. Man sagt, die Matrix a führt den 
Vektor ~ in den Vektor ~' über, oder auch a angewendet auf ~ 
gibt t: 

~' = a~ (3b) 

gleichbedeutend mit (3a). (Eigentlich ist dieser Sprachgebrauch 
vom Standpunkt-der Bezeichnung der logischere.) 

Die n-dimensionale Matrix ist ein linearer Operator für 
n-dimensionale Vektoren. Ein Operator deshalb, weil sie einen 
Vektor in einen anderen Vektor überführt; linear, weil für be
liebige Zahlen a und b 

a(a~ + b~) = aa~ + ba~ (6) 

gilt. Die beiden Vektoren auf der linken und auf der rechten 
Seite von (6) sind nämlich einander gleich; die k-Komponente von 
a ~ + b ~ ist a ~k + b ~1u die i-Komponente des Vektors der linken 
Seite von (6) ist also 

n 
:g aik (a ~k + b t)k)' 

1:=1 

Die i-Komponente der rechten Seite ist ebenfalls 
n n n 

a:gailch + b~aU~lc = ~ailc(a~1: + b~I:)' 
lc=1 lc=l 1:=1 

1* 



4 I. Multiplikation von Katrizen 

Die n-dimensionale Matrix ist sogar der allgemeinste lineare Operator 
im n-dimeDSionalen Vektorraum, d. b. jeder lineare Operator in diesem Baum 
ist eiDer Katrix äquivalent. ID. der Tat: führt der beliebige lineare Operator 0 
den Vektor el = (1, 0, 0, ... , 0) in den Vektor I. I' den Vektor 
el = (0, 1, 0, •.. , 0) in , •• usw., schlieJllich den Vektor en = (0, 0, 0, 
••• , 1) in l.n 'liber, wobei die KomponenteD. von ',1 der Reihe nach 
rlf' lu' ... , lBl seien, so ist 0 der Katrix (IH) äquivalent. Die Matrix (l,r) 
föbrt D.iimlich znnächst jeden der n Vektoren el, el' ... , en in dieselben 
Vektoren "1' r .• ' ... , I. n über, in die sie 0 überführt. Ein beliebiger 
Vektor a ist aber eine LiDearkombination der Vektoren el , es, ... , en, 
nämlich a = al el + all ell + ... + an en' Da 0 und (ltt> linear sind, 
wird also a durch beide in a1 I. 1 + al' . s + ... + an I. n . überführt, die 
Katrix <1,") ist o äquivalent. 

Die linearen Transformationen haben eine sehr wichtige Eigen
schaft, der sie ihre Bedeutung verdanken: ihre Zusammensetzbarkeit. 
Wenn wir nach (3) an Stelle der ursprünglichen Variablen x durch 
eine lineare Transformation die x' eingeführt haben und an Stelle 
dieser dann dureh eine weitere lineare Transformation 

x~ = Pu x~ + Pu ~ + ". + P1flX~ I 
:e; = Pu x; + P" .~ + " , + Pln x~ .... ' ............... . 
x;: = Pnl x~ + pns ~ + ... + Pnn x~ 

(7) 

die Variablen x" einführen, so. können wir diese beiden Schritte 
zu einem einzigen vereinigen und an Stelle der x sofort durch 
eine lineare Transformation die x" einführen. Es ist wegen (7) 
und (3) 

:r.~ = Pu (Clll Xl + ... + Cll n xn) + .. , + PI n ("" 1 Xl + .. , + ""n xn») 

~; .. ~I~ (.~.1 ~1: ':'.+ ~l.n~n~ ~ ':': ~I~ (.~1 ~1.+~·: +.~~~n~ (8) 

x; = {IM (ClIl Xl + .. , + fit "X,J + ... + p"" (""1 Xl + .. , + """x,,) 
also sind die x" lineare Funktionen der x. Wir können (8) etwas 
einfacher schreiben, indem wir für (3), (7) und (8) 

" xi = ~Clj1'~ (j = 1, 2, ... , n) (3c) 
1=1 

(i = 1,2, ... , n) (7a) 

und 
" " x~' = ~ ~ P'i Cli" x" (8a) 

j=IJ:=l 



I. Das Kommutativgesetz gilt nicht 5 

schreiben und weiter 
n 

fik = :8 Pij ajk (9) 
j=l 

setzeI\, Wir erhalten so 
n 

x'/ = ~rikXk. (Sb) 
k=l 

Die Zusammensetzung der beiden Transformationen (7) und (3) 
mit den Matrizen (Pik) und (aik) ergibt wieder eine lineare Trans
formation. Man sagt, die Matrix ()lik) ist das Produkt der 
Matrizen (Pik) und (aik). Führt a den Vektor ~ in { = a~ und 
P den Vektor ~' in ~" = p~' über, so führt das Produkt pa 
definitionsgemäß ~ direkt in (P c) ~ = ~"über. Unter dem Pro
dukt (rik) der Matrizen <Pik) und (aik) verstehen wir also die
jenige Matrix, deren Koeffizientenschema nach (9) aus den Koeffi
zientenschemata der beiden Matrizen p und a hervorgeht. Es ist 
zu beachten, daß der Koeffizient in der i-Zeile und k-Kolonne, das 
(i, k)-Element des Produkts, nur von den Koeffizienten der i-Zeile 
des ersten und k-Spalte des zweiten Faktors abhängt. Die soeben 
definierte Zusammensetzung von Transformationen, die sogenannte 
Matrizenmultiplikation, hat eine Reihe einfacher Eigenschaften, 
die wir nun betrachten wollen. 

1. Vor allem bemerken wir, naß die Matrizenmultiplikations
regel formal dieselbe ist, wie eine Determinantenmultiplikations
regel. Die Determinante des Produkts zweier Matrizen 
ist also gleich dem Produkt der Determinanten der 
beiden Faktoren. 

2. Es gilt sodann nicht notwendig 

ap = pa. (*) 

Ein Beispiel, wo (*) nicht gilt, bilden die Matrizen 

(~ ~) und C ~) 
Es ist nämlich 

(~ ~). C ~) = (~ ~) und C ~) (~ !) = C !). 
Das Produkt zweier Matrizen hängt sogar in der Regel 

von der Reihenfolge ab, und es müssen schon ganz bestimmte Be
ziehungen vorhanden sein, damit (*) gelten soll. In diesem Falle 
nennen wir die Matrizen 0. und P vertauschbar. 



6 I. Das Assoziativgesetz 

s. Im Gegensatz zum kommutativen Gesetz gilt für Matrizen 
das assoziative Gesetz der Multiplikation. Es ist 

Y (/J 0.) = (Y {J) 0., (10) 

d. h. es ist gleichgültig, ob man Y mit dem Produkt von {J und 0. 

oder das Produkt von y und {J mit 0. multipliziert. Bezeichnet 
ma,n den (i, k)-Koeffizienten der Matrix auf der linken Seite von (10) 
mit eik, so ist 

n n n 
eik = '":S Yij ({J o.)jk = '":S Yij:;8 {JjZ o.lk· (10a) 

j=1 j=1 1=1 

Das (i, k)-Element etk der rechten Seite von (7) ist 

n n n 
etk = '":S (Y {J)il o.Zk = '":S '":SYij {JjZ o.Zk· (lOb) 

1=1 !=lj=1 

Da man die Summenzeichen an der rechten Seite von (lOa) beide 
herausziehen kann, ist eik = e;k' womit (10) bewiesen ist. .Man 
darf für beide Seiten von (10) einfacher Y {J 0. schreiben. Daß man 
dies tun darf, wird auch unmittelbar klar, wenn man die Matrizen 
als lineare Operatoren auffaßt. Es führe nämlich 0. den Vektor ~ 
in 0. ~ = ~', {J den Vektor .~' in {J~' = ~" und Y den Vektor ~" 
in Y~" = ~'" über. Dann bedeutet das Zusammenfassen zweier 
Matrizen zu einer einzigen, die Matrizenmultiplikation, nur das 
Zusammenfassen von zwei Operationen: {J 0. führt ~ direkt in ~" 
und Y {J den Vektor ~' in ~'" über. SQ führt sowohl Y (/J 0.) wie 
auch (Y {J) 0. den Vektor ~ in ~'" über: die beiden Operationen sind 
äquivalent. 

Während also die Reihenfolge der Faktoren in (10) nicht ge
ändert werden dß.rf, kommt es auf die Klammern nicht an, sie 
können einfach weggelassen werden. 

4. So wie die Zahl 1 in der gewöhnlichen Zahlenmultiplikation, 
so spielt hier die Matrix 

(
10 ... 0) ° 1 ... ° .. . .. . 
Ö ö ... i 

eine besondere Rolle. Es gilt für alle Matrizen 0. 

10.=0.1=0.. 

(11) 



I. Reziproke Matrizen 7 

1 ist mit allen Matrizen vertauschbar, und das Produkt ist die ur
sprüngliche Matrix. Die Koeffizienten der Matrix 1 bezeichnet 
man mit dem Symbol ~i1ct wobei also 

~i1c = 0 für i * k, 1 
~i1c = 1 Iür i = k. f (12) 

Das so definierte ~i1c nennt man das Weierstrasssche Delta
sym bol. Die Matrix (~i1c) = 1 induziert auch eine Transforma
tion, die identische, wobei die neuen Variablen gleich den 
alten sind. 

Gibt es zur Matrix fI eine Matrix fJ derart, daß 

fJ fI = I, (13) 

so nennen wir fJ die Reziproke der Matrix fI. Gleichung (13) 
bedeutet, daß eine Transformation mit der Matrix fJ existiert, die 
mit fI zusammengesetzt die identische Transformation ergibt. Ist 
die Determinante von fI nicht gleich Null, I flt1c I * 0, so existiert, 
wie wir schon S. ~ besprochen haben, immer eine solche Trans
formation. Um dies noch im einzelnen auszuführen, schreiben wir 
die n' Gleichungen von (13) etwas mehr explizite hin. Sie lauten 

n 
":2 fJiJ flJ1c = ~i1c (i = 1, 2, ... , nj k = 1,2, ... , n). (14) 
i'fl 

Betrachten wir unter diesen etwa diejenigen n Gleichungen, 
bei denen i denselben Wert, etwa den Wert 1 hat. Diese bilden 
n lineare Gleichungen für die nUnbekannten fJlI, fJu, ... , fJln, 
sie haben also eine und nur eine Auflösung, wenn die Determinante 
I flt1c I nicht verschwindet. Dasselbe gilt für die anderen n - 1 
GleichungssyBteme. 

5. Ist also die Determinante I fit" I =1= 0, so existiert 
eine und nur eine Matrix fJ, so daß fJ fI = l. Der Wert der 
Determinante dieser Matrix fJ ist der reziproke der von fI, da lUe 
Determinante von 1 gleich 1 ist, und nach Satz 1 

(15) 

sein muß. Hieraus folgt auch sofort, daß fI keine Reziproke haben 
kann, wenn I fit" I = 0, und daß fJ, die Reziproke von fI, selber 
auch eine Reziproke haben muß. 

Wir wollen nun zeigen, daß, wenn (13) gilt, auch 

flfJ = 1 (IB) 



8 1. Addition von Matrizen 

ist, d. h. die Reziproke von P wieder a ist. Am einfachsten sehen 
wir dies ein, indem wir (13) von rechts mit P multiplizieren: 

pap =p (17) 

und dies von links mit der Reziproken von P, die wir mit " be
zeichnen. Es folgt 

"pap = "p 
und, da" P = 1 ist, ist dies mit (16) identisch. Umgekehrt folgt 
natürlich auch (13) aus (16). 

6. Die Reziproke von a bezeichnet man mit a-1. Ist a-I 
die Reziproke von a, so ist auch a die von a-I. Reziproke 
Matrizen sind miteinander vertauschbar. 

Regel: Die Reziproke eines Produkts a p" ~ ... erhält man, 
wenn man die Reziproken der einzelnen Faktoren in umgekehrter 
Reihenfolge miteinander multipliziert, d. h .... eS-I ,,-1 p-I a- I 
bildet. In der Tat ist (wegen des Assoziativgesetzes) 

... eS-I ,,-1 p-l a-I a P" eS ... = 1. 

7. Eine weitere sehr wichtige Matrix ist noch die Nullmatrix 

(0 0",0) 
0= ~~",~, 

o 0 ... 0 

deren Koeffizienten alle 0 sind. Es gilt offenbar 

aO = Oa = 8. 

(18) 

(ISa) 

Sie spielt bei einer anderen Verknüpfung der Matrizen, bei 
der Addition, eine wichtige Rolle. Die Summe" der Matrizen 
a und P ist diejenige Matrix, deren Koeffizienten 

"ik = «ik + Pik (i = 1, 2, ... , nj k = 1,2, ... , n) (19) 

sind: die nl Gleichungen (19) sind mit der Gleichung 

" = a + P oder y - a - P = 0 (19a) 
äquivalent. 

Es gilt offenbar 

und auch 
a+p=p+a 

" (Cl + /l) = "Cl + "p, 1 
(a+p)" = Cl,,+P,,· f 

(20) 

(20a) 
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Weiter versteht man unter dem Produkt einer Zahl a mit einer 
Matrix a diejenige Matrix y, für die gilt 

Yik = a a;k· (21) 
Die Formeln 

(ab).a = a.(ba); aa/1= aa/1; a(a+/J) = aa+a/1 (21a) 

folgen dann leicht. 
Da die ganzzahligen Potenzen einer Matrix a durch sukzessive 

Multiplikation leicht definiert werden können 

a2 = a.a; aB = a.a.a; ... } (22) 
a- 2 = a- 1.a-1; a- 8 = a- 1.a-1.a-1; ... ) 

so kann man auch jedes Polynom mit positiven und negativen ganz
zahligen Exponenten etwa 

... + a_ s a-8 + a-2 a-2 + a_ 1 a-1 + ao 1 + a1 a} (23) 
+ a2 «2 + as a8 + ... 

definieren. Die Koeffizienten a sollen dabei keine Matrizen, sondern 
Zahlen sein. Jede solche Funktion (23) von a ist dann mit 
jeder anderen Funktion von a (also unter anderem auch 
mit a selber) vertauschbar. 

8. Eine sehr häufig vorkommende Art von Matrizen bilden 
die sogenannten Diagonalmatrizen, deren Koeffizienten außerhalb 
der Hauptdiagonalen alle 0 sind. 

D1 0 0 0 
o D2 0 0 
o ? ~B 0 (24) 

Ö 0 Ö ... Dn 

Das allgemeine Element dieser Diagonalmatrix kann 

(25) 
geschrieben 'Yerden. 

Alle Diagonalmatrizen sind miteinander vertausch
bar, und das Produkt ist wieder eine Diagonalmatrix. 

Es ist nämlich 

(DD')ik = ~DijDjk = ~Di~ijDj~jk= DiD;~ik. (26) 
j j 
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Ist umgekehrt eine Matrix a mit einer Diagonalmatrix D vertausch
bar, deren Diagonalelemente alle voneinander verschieden sind, 
so ist a selber eine Diagonalmatrix. Es ist nämlich 

(a D)jk = aik Dk = (D a)ik = D j aik' (27) 
woraus 

(27a) 

folgt. Da aber für i =1= k auch D j =1= Dk ist, muß dann aik = 0 
sein, d. h. a ist eine Diagonalmatrix. 

Die Summe der Diagonalelemente einer Matrix, die Diagonal
summe, in der mathematischen Literatur zumeist S pur genannt, ist 
durch die Gleichung 

Spur a = :s aji = a l1 + au + ... + an n (28) 
i 

definiert. 

9. Die Spur des Produkts von zwei Matrizen ist un
abhängig von der Reihenfolge der Faktoren. 

Spur a fJ = Spur fJ a. (29) 
In der Tat, es ist 

Spur afJ = :s<afJ)ii = :s:s U;j fJj; = Spur fJa. (SO) 
i i j 

Ihre wichtigste Anwendung findet diese Regel bei der sogenannten 
Ähnlichkeitstransformation von Matrizen. Diese bedeutet 
eine Multiplikation der zu transformierenden Matrix a mit der 
transformierenden Matrix fJ von hinten und ihrer Reziproken von 
vorne. Sie führt also a in fJ-1 a fJ über. 

Bei einer Ähnlichkeitstransformation bleibt die Spur 
ungeändert. Es hat nämlich fJ- 1 a. fJ nach Satz 9 dieselbe Spur 
wie fJ. fJ- 1 a = a. 

10. Die Wichtigkeit der Ähnlichkeitstransformationen beruht 
auf der Tatsache, daß alle Matrizengleichungen gültig 
bleiben, wenn man jede darin vorkommende Matrix ein 
und derselben Ähnlichkeitstransformation unterwirft. 
Ist z. B. afJ =)', so ist auch (ll a(l.(I- 1 fJ(I = (11)'(1 una 
mit a fJ = 1 auch (ll.a (I. (I-I fJ (I = (111 (I = 1. 

Auch auf die allgemeineren Matrizenoperationen, die auf S.9 
eingeführt sind, bezieht sich dieses. In der Tat folgt aus )' = a + fJ 
auch (11)' = CI-I (a + fJ) = (I-I a + (11 fJ und (1-1)' (I 
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= (0'-1 a + er1 /1) 0' = er1 a 0' + er1 /1 0'. Ebenso folgt aus 
/I = aa auch er1 /1O' = er1 aaO' = aer1 aO'. 

Hieraus folgt, daß Satz 10 für jede Matrizengleichung gilt. die 
nur die Operationen: Multiplikation ~iner Matrix mit einer Zahl 
oder anderen Matrix, Potenzierung einer Matrix mit positiven oder 
negativen, ganzzahligen Exponenten, Addition von Matrizen enthält. 

Diese zehn einfachen Sätze des Matrizenkalküls werden zum 
großen Teil schon vielen Lesern bekannt sein. Ich wollte sie hier 
doch noch einmal wiederholen, da wir später öfters gezwungen sein 
werden, sie sogar "zwischen den Zeilen" zu benutzen I), und es ist 
für das Spätere - wie überhaupt für jede quantenmechanische 
Rechnung - die sichere Beherrschung dieser Grundregeln un
erläßlich. Sie kommen schon in der ersten Publikation über 
Quantenmechanik' von M. Born und P. Jordan l ) vor. 

Lineare Abhängigkeit von Vektoren 
Man nennt die Vektoren b1 , b., ••. , br voneinander linear un

abhängig, wenn unter ihnen keine Beziehung 

a l b1 + a2 b. + ... + ak br = 0 (31) 

besteht, in der nicht alle al , al , ... , ak Null wären. Mit anderen 
Worten bedeutet dies, daß keiner der Vektoren b1 , b., .•. , br durch 
die übrigen linear ausgedrückt werden kann. Im Falle, daß ein 
Vektor, etwa b1 = 0 (alle seine Komponenten Null) ist, sind die 
Vektoren nicht mehr linear unabhängig, da die Beziehung 

1 b1 + 0 . b2 + 0 . bs + ... + 0 . br = 0 
unter ihnen dann sicher besteht, obwohl a l = 1 =1= 0 ist. 

Z. B. sind die vierdimensionalen Vektoren b l (1, 2, - 1, 3); b. (0, 
- 2, 1, -1); bs (2, 2, -1, 5) voneinander linear abhängig, da 

2 b1 + bjl - b3 = 0, b1 = - 1/2 bll + 1/. b3 

ist. Dagegen sind bl und bl noch linear unabhängig. 

Sind k Vektoren b1 , bll , •.• , br voneinander nicht linear un
abhängig, so kaun man unter ihnen k' < k ;Y ektoren finden, die 

1) So ist z. B. Satz a, das Assoziati\'gesetz der Multiplikation, bei 
der Ableitung von Satz 6 (die Vertauschbarkeit von Reziproken) implizite 
bereits dreimal benutzt. (Man überzeuge sieh hiervon durch Ausschreiben 
aller Klammern I) 

2) Zeitsehr. f. Phys. 84, 858, 1925. 
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linear unabhängig sind und durch die man alle k linear ausdrücken 
kann. Um diese k' Vektoren herauszufinden, lassen wir zunächst 
alle Vektoren \.lt = 0, deren Komponenten alle verschwinden, weg, 
diese kann man ja schon ohne die anderen ausdrücken, wie die 
Gleichung \.lt = 0 zeigt. Dann geht man die übriggebliebenen 
Vektoren der Reihe nach durch, nimmt aber nur jene auf, die durch 
die vorangehenden nicht linear ausgedrückt werden können. Die 
so erhaltenen k' Vektoren sind voneinander linear unabhängig und 
alle anderen lassen sich durch diese ausdrücken. Wurde ein Vektor 
nicht aufgenommen, so konnte er schon durch die vorangehenden 
linear ausgedrückt werden. Unter den aufgenommenen kann da
gegen keine lineare Beziehung bestehen. Ist nämlich etwa \.lj der 
zuletzt aufgenommene Vektor, der in der linearen Beziehung vor
kommt (mit dem Koeffizienten aj =1= 0), so kann man \.lj durch die 
vorangehenden linear ausdrücken und er hätte nicht aufgenommen 
werden dürfen. 

Sind r Vektoren 1.11, \.l~, ... , \.lf linear unabhängig oder nicht, 
so gilt dies auch für die Vektoren a 1.11, "\.lt' ... , 4\.lr. wenn a eine 
eigentliche Transformation ist. Wäre nämlich 

(32) 

so folgte, wenn man auf beide Seiten a- 1 anwendet, wegen der 
Linearität von a- 1 

a1 1.11 + a~\.l2 + .•. + ar\.lr = 0, (82a) 

und umgekehrt folgt aus (32a) auch eS2). Besteht also zwischen 
den a \.lt eine lineare Abhängigkeit (32), so besteht diese auch 
zwischen den \.lt und umgekehrt. 

Mehr als n n - dimensionale Vektoren 1.11, \.l~, ... , Dn, \.ln + 1 
können nicht linear unabhängig sein. 

DiE' Gleichung 

a1 1.11 + a t 1.12 + .•. + an \)n + an + 1 \.ln + 1 = 0 (33) 

ist nämlich den n linearen homogenen Gleichungen für die Kom
ponenten 

a1 1.111 + as \.lu + ..• + an \.lnl + an + 1 \.ln + 1, 1 = 0, ) 
a1 \.lu+ a.\.lu+···· + an \.ln 2 +an+l\.ln+l,2 = 0, (33a) 
a1 1.118 + a. I.1IS + ... + an \.ln s + an + 1 bn + 1, S = 0, . . . . . . . . ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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äquivalent. In diesen kann man die al , ai , ... , an, an+ l als Un
bekannte auffassen: n homogene lineare Gleichungen für n + 1 
Unbekannte haben aber immer von Null verschiedene Lösungen, 
die in (33) eingesetzt die lineare Abhängigkeit ergeben. Hieraus 
folgt, daß durch n linear unabhängige n - dimensionale Vektoren 
b1 , bl , ... , bn jeder n - dimensionale Vektor Itl linear ausgedrückt 
werden kann. Es muß nämlich eine Beziehung 

a1 bl + a l bl + ... + an bn + a Itl = ° 
unter ihnen mit a =1= ° existieren (wäre a = 0, so wären schon die 
b1 , bl , ... , bn nicht linear unabhängig), woraus man Itl berechnen 
kann. Die Vektoren b1 , b2 ; ••• , bn bilden ein vollständiges 
Vektorensystem. 

Man kann eine Spalte oder auch eine Zeile einer n-dimensio
nalen Matrix (aa) als einen Vektor auffassen. Die Komponenten 
des Vektors a. r, der die l-Spalte bildet, sind (lJf, ~ r, ... , Cl"r, 
die Komponenten des Vektors a\, der die i-Zeile bildet, sind «t l' 
a\2' ... , a\n' Die Existenz einer linearen Abhängigkeit zwischen 
den Vektoren CI.tl a'2, ... , a' n 

al (1'1 + a i CI. 2 + ... + an a. n = ° 
ist gleichbedeutend mit der Lösbarkeit der linearen homogenen 
Gleichungen für die a1 , a l , .•• , an 

a t Cl11 + a2 ClII + ... + an alt! = 0, 

a1 C1u + asa .. + ... + a,,~n = 0, 

a1 C1"l + alant + ... + a"CI"n = 0, 
ihre notwendige und hinreichende Bedingung ist das Verschwinden 
der Determinante I aa I· 

Ist die Determinante I ClJr I =f= 0, so sind die Vektoren a. l' 
a. 2, ••• , a. n linear unabhängig, sie bilden ein vollständiges Vektor
system. Sind umgekehrt die Vektoren b. l' b. 2 , •• , , b. n linear 
unabhängig, so ist die Determinante der Matrix, de:ten Spalten diese 
Vektoren bilden, ungleich Null. Dasselbe gilt von den Zeilen. 

11. Verallgemeinerungen 
1. Wir wollen jetzt die Resultate des vorangehenden Kapitels 

- zunächst formal, dann aber auch dem Inhalte nach - verall
gemeinern. Zur Kennzeichnung der Komponenten eines Vektors 
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bzw. der Koeffizienten einer Matrix haben wir die Nummer der 
Koordinatenachse, auf welche sie sich bezieht, als Index hinzu
gefügt. Die Koordinatenachsen waren mit den Zahlen 1, 2, .... , n 
numeriert. Hiervon wollen wir jetzt abgehen und die Koordinaten
achsen nach den Elementen einer beliebigen Gesamtheit benennen. 
Ist G eine Gesamtheit der Dinge g, h, i, ... , so ist ein Vektor b 

im Raume der Gesamtheit G der Inbegriff der Zahlen bg , bh , l.1i , ... 

Man kann dann natürlich nur Vektoren, die in demselben Raume 
definiert sind, miteinander vergleichen (oder auch addieren usw.), 
da uur diese entsprechende, d. h. gleichbenannte Komponenten haben. 

Dasselbe wollen wir auch bei Matrizen einführen. Damit eine 
Matrix a auf den Vektor b mit den Komponenten bg , bh , bi' '" an
wendhar sein soll, müssen die Spalten von a nach den Elementen 
derselben Gesamtheit G benannt sein, nach denen die Komponeuten 
von b benannt sind. Im einfachsten Falle sind dann auch die 
Zeilen nach den Elementen g, h, i, ... dieser Gesamtheit benannt 
und a führt den Vektor l.1 im Raume der Gesamtheit G in den 
Vektor ab in demselben Raume über. Es ist 

bj = ::8 ajl b" 
I<G 

(1) 

wo j ein Element der Gesamtheit G ist und l alle Elemente dieser 
Gesamtheit durchlaufen muß. 

Z. B. kann man die Koordinatenachsen nach drei Buchstaben x, y, z 
benennen. Dann ist z. B. b mit den Komponenten \J", = 1, b; = 0, 
bz = - 2 ein Vektor, a 

x y z 

a=( ~ ! -~): 
-4 -2 4 z 

eioe Matrix (die Zeicheo der entsprechenden Zeilen und Spalten sind an
gefügt). Es ist z. B. (l,zz = 1, (l,zy = 2, C1z1l = - 2. Die x-Kompo
nente von b' = ab berechnet sich nach (1) 

\l~ = (I,z", bz + (l,zy \Jy + a"" bz 

= 1.1 + 2.0 + 3·-2 = -5 usw. 

Die Verallgemeinerung, die wir jetzt vorgenommen haben, ist 
offenbar rein formaler Natur, sie bezieht sich auf eine andere Be
nennung der Koordinatenachsen und der Komponenten der Vek
toren und Matrizen. Man kann zwei Matrizen, die auf Vektoren 
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im gleichen Raume einwirken, miteinander ebenso multiplizieren, 
wie die Matrizen des vorangehenden Kapitels. 

ist gleichbedeutend mit 
)' = pa (2) 

)'jk = .:::8 PjZ aZk' 
I<G 

wo j und k zwei Elemente der Gesamtheit G sind und 1 alle Ele
mente dieser Gesamtheit durchläuft. 

2. Eine weitere, weniger formale Verallgemeinerung ist die, 
daß man die Zeilen und Spalten der Matrizen nach den Elementen 
verschiedener Gesamtheiten Fund G benennt. Dann wird aus (1) 

U.1j = :::8 ajZuz, (la) 
I<G 

wo j ein Element der Gesamtheit Fund 1 alle Elemente der Ge
samtheit G durchläuft. Eine solche Matrix, deren Zeilen und 
Spalten in verschiedener Weise benannt sind, nennt man eine 
nichtquadratische Matrix (im Gegensatz zu den quadratischen 
Matrizen des vorangehenden Kapitels), sie führt einen Vektor b im 
Raume des G in einen Vektor U.1 im Raume des F über. Im all
gemeinen muß die Gesamtheit F gar nicht genau so viel Elemente 
umfassen, wie die Gesamtheit G. Umfassen sie gleich viele Ele
mente, so hat die Matrix gleich viel Zeilen und Spalten, wir nennen 
sie ,quadratisch im weiteren -Sinne". 

Die Gesamtheit G bestehe aus den Zeichen *, ~, 0, die Gesamt
heit F aus den Zahlen 1, 2. Dann ist 

* .i1 0 

( 5 7 3) 1 
a= 0 -1 -2 2 

eine nichtquadratische Matrix (die Namen der Zeilen und Spalten sind 
wieder angefügt). Sie führt den Vektor b. = 1, 11.1 = 0, bO = - 2 in 

den Vektor U.1 = ab 

über. Die Komponenten U.11 uud \1)i berechnen sich 

\1)1 = "1.\I.+a1.1\1.1+ a 10\lO = 5.1+7.0+3.-2 = -I, 

\1). = "s. \I. + au \1.1 + as 0 \10 = O. 1 + -1. 0 + -2 . - 2 = 4. 

Zwei nicbtquadratische Matrizen fJ und " kann man mit
einander nur dann multiplizieren, wenn die Spalten des ersten 
Faktors und die Zeilen des zweiten Faktors nach der-
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selben Gesamtheit F benannt sind, wenn die Zeilen des 
zweiten Faktors auf die Spalten des ersten "passen ~ . Die Zeilen 
des ersten und Spalten des zweiten Faktors dagegen können nach 
den Elementen verschiedener Gesamtheiten E und G benannt sein. 
Es ist dann 

" = pu (2 a) 
gleichbedeutend mit 

"ik = ::s Pil Ulk, 
I<F 

wo j ein Element von E, k eines von G ist und l alle Elemente von 
F durchläuft: Es führt dann C1 einen Vektor im Raume von G in 
einen im Raume von F über, P führt dann diesen Vektor in einen 
im Raume vOll E über. Daher führt" einen Vektor im Raume 
von G in einen im Raume von E über. 

Sei etwa G wieder *. A. 0, dagegen umfasse F die Buchstaben 
x, y und E die Zahlen 1, 2. Ist 

so ist 

oder 

und 

x Y * A 0 

P = G :)! und U = (: : ~):' 

* A 0 
( 54 69 84) 1. ,,= 3345572 

3. Wir müssen noch untersuchen, wie sich die 10 Gesetze der 
Matrizenrechnung, die wir im ersten Kapitel abgeleitet haben, für 
mchtquadratische Matrizen modifizieren. Daß sie auch für die 
allgemeineren quadratischen Matrizen, mit denen wir uns am Anfang 
dieses Kapitels befaßt haben, noch geDau gelten, sieht man sofort, 
wenn man bedenkt, daß die Zahlennatur der Indizes im ersten 
Kapitel nirgends benutzt worden ist. 

Die Addition zweier nichtquadratischer Matrizen - wie auch 
dieienige zweier Vektoren - setzt voraus, daß sie in denFIelben 
Achsenkreuzen definiert sind, d. h. daß die Zeilen auf Zeilen 
und Spalten auf Spalten passen. In der Gleichung 

u+P=" 
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muß die Zeilenbenennung der drei Matrizen a, fJ, r dieselbe sein, 
ebenso ihre Spaltenbenennung. Ganz anders ist es bei der Multipli
kation, wo die Spalten des ersten Faktors auf die Zeilen des anderen 
Faktors passen mußten und das Produkt nur in diesem Falle und 
in diesem Falle immer gebildet werden konnte: es hatte die Zeilen
benennung des ersten und Spaltenbenennung des zweiten Faktors. 

1. Von einer Determinante nichtquadratischer Matrizen kann 
noch gesprochen werden, wenn sie gleich viele Zeilen und Spalten 
haben, wenn diese auch verschieden benannt sind. Für diese 
"quadratischen Matrizen im weiteren Sinne" gilt die Regel, daß 
die Determinante des Produkts gleich dem Produkte der Deter
minanten ist. 

2. 3. Für die Multiplikation von nichtquadratischen Matrizen 
gilt ebenfalls das Assoziativgeset1.: 

(3) 

und zwar lassen sich alle Multiplikationen auf der rechten Seite 
wirklich ausführen, wenn dies auf der linken Seite der Fall ist, 
und umgekehrt. 

4. Ö. 6. Die Matrix 1 soll immer als eine quadratische Matrix 
mit gleicher Zeilen- und Spaltenbenennung angesehen werden. Die 
Multiplikation mit ihr kann immer weggelassen werden. 

Die quadratÜlchen Matrizen im weiteren Sinne mit nicht
verschwindender Determinante haben eine Reziproke. Für eigent
liche nichtquadratische Matrizen wird keine Reziproke definiert. 
Ist a eine quadratische Matrix im weiteren Sinne, so müssen, damit 
die Gleichung 

fJa = 1 

sinnvoll sei, die Spalten von fJ auf die Zeilen von a passl'n. Weiter 
muß auch 1 die Zeilenbenennung von a haben, und da es im engeren 
Sinne quadratisch ist, auch die Spaltenbenennung. Folglich muß 
auch die Spaltenbenennung von fJ dieselbe sein. 

Die Zeilen der Reziproken fJ einer Matrix a sind nach 
denElementen derselben Gesamtheit benannt, nach dessen 
Elementen die Spalten von a benannt sind, ihre Spalten 
nach denselben Elementen, nach denen die Zeilen von a 
benannt sind. Es existiert zu jeder quadratischen Matrix 1m 

WigDer. Grnppenth80rio 2 
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weiteren Sinne a mit nichtverschwindender Determinante eine 
Reziproke p, so daß 

pa = 1; (4) 
es ist dann auch 

ap = 1, (4a) 

wobei aber zu bemerken ist, daß die Zeilen und Spalten der 1 in 
(4) anders benannt sind als die der 1 von (4a). 

7. Für die Nullmatrix und die Addition von nichtquadratisclten 
Matrizen gilt dasselbe, was für quadratische Matrizen gilt, ebenso 
von der Multiplikation mit einer Zahl. Dagegen kanu man die 
Potenzen, z. B. von nichtquadratischen Matrizen, nicht 
bilden, weil die Multiplikation von a mit a voraussetzt, daß die 
Spalten von a auf die Zeilen von a passen, d. h. daß a quadra
tisch ist. 

8. lJ. 10. Diagonalmatrizen und Spur sind keine für nicht
quadr!l.tische Matrizen sinnvolle Begriffe, auch wird keine Äbn
lichkeitstransformation für diese definiert. Betrachten wir nämlich 
die Gleichung 

aar l = p, 
so ist die Zeilen benennung von p und a. gleich. Diese ist aber 
auch die Spaltenbenennung von er l , also auch von p. Die Matrix p 
ist im engeren Sinne quadratisch, ebenso a, dessen Zeilen auf die 
Spalten von a und Spalten auf die Zeilen von a- 1 passen müssen. 

Dagegen kann a eine im weiteren Sinne quadratische 
Matrix sein: dann ist die Zeilen- und Spaltenbenennung 
von a und p verschieden. Solche Ähnlichkeitstransformationen, 
die die Benennung der Zeilen und Spalten ändern, haben sogar 
eine wesentliche Bedeutung. Zum Beispiel in der sogenannten 
Transformationstheorie der Quantenmechanik. 

Die Einführung der nichtquadratischen Matrizen ist trotz der 
scheinbar mit ihnen verbundenen Komplikation sehr vorteilhaft, da 
man mit •. ihrer Rille die Ausdrucksweise wesentlich vereinfachen 
kann. Das soeben Beschriebene soll aber nicht etwa als ein starres 
Schema verwendet werden, sondern eher an das Denken mit diesen 
Größen gewöhnen. Wo später solche komplizierteren Matrizen 
gebraucht werden, werden sie immer separat erläuter-t. Zumeist 
ist die Benennung der Zeilen und Spalten so sehr durch die Gestalt 
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und Definition der Koeffizienten nahegelegt, daß man sie kaum 
weiter anzugeben braucht. 

4. Am häufigsten kommt es vor, daß man die Zeilen nicht 
mit einer Zahl, sondern mit zwei oder mehreren Zahlen benennt, z. B. 

C"'d" 
al bl Cl d" al bl C2 dl , ., b, ' •• ,,) 

at b2 Cl dl , a l b2 Cl d2 , al bs Cs dl , al b2 c2 d2 , 
(t) ,,= a i bl Cl ds, a, bl CI dl , a2 bl Cs d2 , a, bl Cl d1 , 

a j bi Cl dl , a, b2 Cl dl , as bl CI dl , a, bs Ci d2• 

Die erste Zeile wird man "1, I-Zeile", die zweite .1, 2-Zeile", die 
dritte "2, I-Zeile". die vierte "2, 2-Zeile" nennen und entsprechend 
die Spaltpn. Die Koeffizienten von (t) sind 

"ijö k1 = a.bjCkdl' 

wobei der besseren Übersicht halber den Na.men der Zeile (i, j) vom 
Namen der Spalte (k, 1) ein Semikolon (i) trennt. 

Eine wichtige Rolle unter diesen Matrizen spielt das direkte 
Produkt" zweier Matrizen (a;k) und (Pjz), wir bezeichnen sie nach 
H. Weyll) ,,= a X p. (5) 

(5) ist gleichbedeutend mit 

"ijök1 = aikPjl' (6) 

Die Zeilenzahl von a sei n l , die Spaltenzahl n,i die entsprechenden 
Zahlen für P seien n~ und n~, dann hat " genau n1 n~ Zeilen und 
ns n~ Spalten. Ist insbesondere sowohl a wie P eine quadratische 
Matrix, so ist es auch a X p. 

Satz 1. Ist a a = CI und fJ P = P, und ist -a X P = " 
und ii X -p = r, so ist auch "r = 'CI X , 

(a X p) Cii X {J) = a (i X pp. (7) 

1) Dje Faktoren a und ä der MatrizenmuItiplikation schreiben wir 
einfach nebeneinander a ä. Die Matrix (t) ist das direkte Produkt der 
bei den Matrizen: 

2* 
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Das Matrizenprodukt zweier direkter Prod ukte ist das 
direkte Produkt der heiden Matrizenprodukte. In der 
Tat ist 

(a X P)ik;i'k' = a.i,Pkk'; (ci X P)i'k': i"k" = cio'i" Ä'k" 
und 

(a X P)· (ä X P)ik; i"k" = :8 aH' Pkk' cio'i" Pk'k"· (8) 
i' k' 

Ebenso ist 

(aci)ii" = :8a.i'~'i"; (pmkk" = "":EPkk,7Jk'~" 
~ ~ 

und 

(a ci X P 1i>ik; i"k" = :8 a.i' ai'i"· :8 Pkk' Pk'k", (9) 
j' k' 

aus (8) und (9) folgt aber 

(a X {J) (ci X 1> = ao. X pp. (7) 

Satz 2. Das direkte Produkt zweier Diagonalmatrizen ist 
wieder eine Diagonalmatrix, das direkte Produkt zweier Einheits
matrizen ist wieder eine Einheitsmatrix. Man überzeugt sich hier
von leicht an Hand der Definition des direkten Produkts. 

Bei formalem Rechnen mit Matrizen muß man sich stets über
zeugen, ob die angedeutete Multiplikation auch ausführbar ist. Im 
ersten Kapitel, wo wir durchwegs quadratische Matrizen mit 
n Zeilen und Spalten hatten, war dieses natürlich immer der Fall, 
im allgemeinen ist aber darauf zu achten, daß die Spalten des ersten 
Faktors der Matrizenmultiplikation auf die Zeilen des zweiten 
Faktors passen, d. h. daß die beiden mit dem gleichen Namen bzw. 
Symbol benannt seien. Das direkte Produkt zweier Matrizen läßt 
sich nach (6) immer bilden. 

Eine etwas allgemeinere Art von Matrizen mit mehreren In
dizes bezeichnen M. Born und P. Jordan als Übermatrizen. 
Sie fassen nämlich etwa die Matrix (aij; kl) als eine Matrix (An,) 
auf, deren Koeffizienten Aik selber Matrizen sind: Aik 

ist diejenige Matrix, bei der in der Zeile j und Spalte 1 die Zahl 
atj; kl steht. 

(a.i; kl) = a = (A",), wenn (Äik)jl = a;j; klo (10) 

Satz 3. Ist a = (A",) und P = (Bi'i"), so ist ap = " 
= (Cu,), wobei 

(11) 
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wobei rechts in (11) eine Summe von Produkten nach der 
Matriunmultiplikation steht. Es ist 

andererseits 

und 

(ÄH,B",,,)u," = :8 (ÄH,)u' (B"''')k' k" = :::8 tl.ik·{'k' fJ_'k'; t"I:", 
. Ir! 1'.' , 

also 

womit Satz 3 bewiesen ist. Natürlich muß man in der rechten 
Seite von (11) auf die Reihenfolge der Faktoren achten, was in 
der entsprechenden Gleichung bei der Multiplikation von einfachen 
Matrizen nicht notwendig war. Mit dieser Einschränkung kann 
man Obermatrizen nach der für einfache :Matrizen gültigen Regel 
multi plizieren. 

Im einfachsten Fall haben wir zwei quadratische Matrizen, etwa 

~ 1 tlCu : tlClI tlCu tlC16 ßll ßu ßu : ßu ß15 
; . 

~.~ ... ~~~ .. L.~~.~ ... ~~.~ ... ~~.~. ~~.~ ... ~.~.~ ... ~~~ .. ! ... ~.~.~ ... ~~.~. 
tlCu ".. i tlCaa "u ()C B6 

tlCu tlCu 1 tlCu "u tlCu 

"61 "51 1 tlCu tlCu tlCfi fi 

und 
ß81 ßu ßas : ßu ßu 
ßu ß .. ßu 1 ßu ßu 
ß61 ßu ß68 i ßu ßu 

wir können sie längs der punktierten Linien in Untermatrizen ein
teilen, aber so, daß die Spalteneinteilung der ersten (2: 3) mit der 
Zeileneinteilung der zweiten übereinstimmt. Wir setzen dann für 
die beiden Matrizen E9 die Schemata 

(Au ÄU) und (Bu B U )' . 
4u All Bu Bt. 

Das Produkt der beiden Matrizen 8 läßt sich 

(Au Bu + Au Btl 
Äu Bu + Ä II Bu 

schreiben. 

Ä u B u + Ä ll B II) (0ll 011) 
Äu Bu + AI! Bn = Ou 0 .. 
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Dagegen ist das Schema 

(Ru Ru) (Äu ÄU )= (R1l411+BUÄn BUÄu+BUÄU) 
B n Ru ÄII Au R n All +BuAn BnAu+BuAu 

sinnlos, weil die Zeilen von z. B. B u nicht auf die Spalten von 
Au passen. 

111. Hauptachsentransformation 
Im ersten Kapitel haben wir eine wichtige Eigenschaft der 

Ähnlichkeitstransformation kennengelernt : sie läßt die Spur einer 
Matrix I) ungeändert, CI hat dieselbe Spur wie a-1 a C'. Ist die 
Spur einer Matrix ihre einzige Invariante gegenüber Ähnlichkeits
transformationen ? Offenbar nicht, denn z. B. die Determinante 
von 10-1 aal ist ja auch gleich der Determinante von 1 a I. Um 
weitere Invarianten zu erhalten, betrachten wir die Determinanten
gleichung n-ten Grades für Ä: 

a 11 - Ä a 12 

a u au-Ä =0, (1) 

u,,1 ... u"" - Ä 

oder anders geschrieben, 
la - H I = 0, (2) 

wir nennen sie die Säkulargleich ung von a. Die Säkular
gleichung von fJ = 0-1 a a ist 

I fJ - 1 t I = I a- 1 a a - H I = O. (3) 

Man kann hierfür offenbar auch 1 a (a - Ä 1) 0-1 1 = ° oder 

lo-llla-1tllal = 0 (4) 
schreiben. Gleichung (4) zeigt, daß die n Wurzeln der Säkular
gleichung 1 fJ - Ä 11 = 0 mit den n Wurzeln der Sil.kulargleichung 
la - Ä 11 = 0 übereinstimmen!). Die Wurzeln der Säkulargleichung, 
die Eigenwerte einer Matrix, sind Invari~nten gegenüber 
Ähnlichkeitstransformationen. Wir werden später sehen, 

1) Die Matrix, die einer Ähnlichkeitstransformation unterworfen wird, 
mnJ1 immer eine quadratische sein. Da kein anderer Grund vorliegt, be
nennen wir ihre Zeilen und Spalten wieder mit den Zahlen 1, 2, ... , n. 

2) I erll und I a I sind Zahlen! 
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.daß eine Matrix im allgemeinen keine weiteren Invarianten hat, 
jetzt bemerken wir nur, daß die Spur die Summe und die Deter
minante das Produkt der Eigenwerte ist und ihre Invarianz in 
dem soeben ausgesprochenen Satz enthalten ist. 

Betrachten wir einen Eigenwert Ar Die Determinante der 
Matrix (0. - Al t) ist Null, so daß die linearen homogenen Glei
chungen 

al1~l + a12~2 + ... + aln ~n _ Al~l'} 
0.21 ~1 + an ~2 + ... + a2n ~n - Al ~2' 
.................... 
anl~l + t1n2~2 + ... + ann~n = Al~n 

(5) 

lösbar sind. Es läßt sich zu allen n Eigenwerten Ar ein lineares 
homogenes Gleichungssystem nach (5) aufstellen, die Lösungen 
dieses Systems, die nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt 
sind, bezeichnen wir mit ~lr, ~2r, ... , ~nr, so daß 

:8 a.ij~jr = Ar~if (5a) 
j 

gilt. Die Gesamtheit der n Zahlen ~1 r, ~2 r, ... , ~n r nennen wir 
einen Eigenve.ktor ~.r der Matrix 0., der Eigenvektor ~.r gehört 
zum Eigenwert Ar. Gleichung (5a) läßt sich auch 

a~·r = Ar~.r (5b) 

schreiben: die Matrix führt ihre Eigenvektoren in Vektoren über, 
die sich vom Eigenvektor nur durch einen konstanten Faktor, den 
Eigenwert unterscheiden. 

Man kann die Eigenvektoren ~. l' ~. 2' ..• , ~. n zu einer 
Matrix r zusammenfassen, so daß ~. f die k-Spalte dieser Matrix 
bildet: 

Dann steht in (5a) links der (if)-Koeffizient von ar. Auch die 
rechte Seite kaun man als den (i f)-Koeffizienten einer Matrix auf
fassen, nämlich als den (if)-Koeffizienten von rA, wo A eine 
Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen Al' A2,···, An 

A jk = ~jkAk 
ist. Dann lautet (5a) 

(ar)ik = :;8rij"jkAk = (IA)jk' 
j 

und man kann die n2 Gleichungen (5a) in 
ar = JA (6) 
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oder, wenn I eine Reziproke hat, in 

I-lai = .A 
zusammenfassen. 

(6a) 

Eine Ähnlichkeitstransformation mit einer Matrix, 
deren Spalten die nEigenvektoren sind, bringt die Matrix 
auf die Diagonalform, die Diagonalelemente sind die 
Eigenwerte der Matrix. Zwei Matrizen, die dieselben Eigen
werte h.aben, lassen sich ineinander transformieren, es lassen sich 
nämlich beide in dieselbe Matrix A überführen. Die Eigenwerte 
sind die einzigen Invarianten gegenüber Ähnlichkeitstransforma
tionen. 

Dies gilt allerdings nur, wenn I eine Reziproke hat, d. h. wenn 
die n Vektoren ~.1' ~. 2, ..• , ~. n linear unabhängig sind. Das ist 
zwar der allgemeine Fall und tritt z. B. immer ein, wenn die Eigen
werte alle verschieden sind, doch kommen auch Ausnabmen vor, 
wie z. B. die Matrizen 

1 . 
oder C _~) 

zeigen, die sich durch eine Ähnlichkeitstransformation überhaupt 
nicht auf die Diagonalform bringen lassen. Von solchen Matrizen 
handelt die Elementarteilertheorie. Wir brauchen indessen 
auf diese nicbt einzugehen, weil wir immer mit solchen Matrizen 
zu tun haben werden (unitären bzw. hermiteischen Matrizen), die 
sicb nach (6 a) auf Diagonalform bringen lassen. 

Die VertauS'chbarkeit.sverhältnisse zweier Matrizen lassen sich 
von dem soeben gewonnenen Standpunkt aus sehr gut übersehen. 
Lassen sich zwei Matrizen mit derselben Transformation auf die 
Diagonalform bringen,haben sie dieselben Eigenvektoren, so sind 
sie vertauschbar 1). Sie sind es nämlich als Diagonalmatrizen sicher 
nach der Äbnlichkeitstransformation, also waren sie es auch schon 
vorher. 

Im ersten Kapitel wurden die rationalen Funktionen 

/(4) = ... a_ 3 4-8 + a-2 a- ll + a_ 14- 1 + ao 1 + a14 

+ a2 4 11 + as 4 8 + ... 

1) Dagegen können die Eigenwerte beliebig verschieden sein. 
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einer Matrix a definiert. Um I(a) auf die Diagonalform zu 
bringen, genügt es, a auf die Diagonalform A = 0-- 1 a 0- zu trans
formieren. Dann ist nach Satz 10, Kapitel I 

o--l/(a)a= a-1 ( ... a_ 2 a- 2 + a_ l a- 1 + ao 1 + al a + a2 a ll + ... ) a, 

- a_2A-Il+a_1 A-l+ ao 1 + alA +a2 AIl+ ... = I(A) 

und dies"p. ist selber eine Diagonalmatrix. Ist Ak das kote Diagonal

element i \ A = (Aik) = (~ik Ak), so ist es AX in A(! und 

... a_. Ak2 + a_IAkl + ao + alAk+ a2A: + ... = ((ltk) 

in f(A). 
Eine rationale Funktion I(a) einer Matrix a kann durch die

selbe Transformation auf Diagonalform gebracht werden, durch die 
a selber auf Diagonalform gebracht wird. Die Diagonalelemente, 
die Eigenwerte von I(a) sind die entsprechenden Funktionen {(Al)' 
{(A2), ((As)' ... der Diagonalelemente Al' 11. 2 ' As, ... von a. Man 
nimmt an, daß dieses Gesetz nicht nur für rationale, sondern für 
beliebige Funktionen F (a) von a gilt, und betrachtet dies als die 
Definition der allgemeinen Matrixfunktionen. 

Spezielle Matrizen 
Es liegt nahe, aus einer quadratischen Matrix a dadurch 

eine neue a' zu bilden, daß man die Rolle der Zeilen und Spalten 
vertauscht. Die so entstandene Matrix a' nennt man die Trans
ponierte zu a, die Transposition deutet man mit einem Strich an. 
Es gilt also 

(7) 

Regel. Die Transponierte eines Produkts a p" d ... ist 
das Produkt der Transponierten in umgekehrter Reihenfolge ge-
nommen, also 

( P )' , , P' , a " ... e =e ... " a. 
Es ist nämlich 

(ap" ... e)ki = (ap" ... e)ik = ~ ai"p","l/t··· e~k' 
ltl,U ..• ~ 

Andererseits ist 

(7 a) 

( . , P") ~, , P" ~ I' e ... " a ki = L.J ek~ ... "/tl ;", a", = L.J e~k'" "l/t ". ai'" 
~ ... ,ulx ; ... ,ulx 

womit (7 a) verifiziert ist. 
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Die Matrix, die entsteht, wenn man an Stelle eines jeden der 
n2 Koeffizienten von 4 die konjugiert komplexe Zahl setzt, nennt 
man 4*, die konjugiert Komplexe zu 4. Ist 4 = 4*, so sind alle 
Koeffizienten reell. 

Vertauscht man Zeilen mit Spalten, und geht man außerdem 
zur konjugiert Komplexen über, bildet man also aus 4 die Matrix 
4*' = 4'*, so erhält man die Adjungierte 4 t zu 4: 

4*' = 4 t = 4'*. (8) 

Die konjugiert Komplexe eines Produkts ist offenbar das 
Produkt der konjugiert Komplexen: 

(4Pr··· e)* = 4* Pr*.·· e*j 

beim Übergang zur Adjungierten muß man die Reihenfolge um
kehren: 

(4 Pr .. . e)t = (4 Pr· .. e)*' = (4* p* r* ... e*)'} 
--*' *'~' *, t t Rt t (l::l a) 

=~" ... r fI 4 = e " .. r fI" 4 . 

Man kann verschiedene Beziehungen zwischen einer Matrix 4, ihrer 
Adjungierten, Transponierten und Reziproken annehmen und erhält 
dadurch spezielle Arten von Matrizen. Da ihre Namen in der 
Literatur häufig vorkommen, wollen wir sie der Vollständigkeit 
halber alle anführen, im folgenden werden außer den unitären 
und hermiteischen nur die reell orthogonalen gebraucht 
werden. 

Ist 4 = 4*, also ~I< = 4T", so heißt die Matrix reell, alle 
nll Koeffizienten 4il< sind reell. Ist 4 = - 4*, also ~I< = - 4t", 

so ist die Matrix rein imaginär. 

Ist S = S', also Sil< = Ski' so ist die Matrix symmetrisch. 
Ist Sik = - Ski' also S = - S', so nennt man sie schief. 

Ist H = Ht, also H i ,. = H:i , so heißt die Matrix her
miteiseh. Ist 4 = - 4 t , so nennt man sie hermiteisch schief. 

Tst a sowohl reell als auch symmetrisch, so ist 4 natür
lich auch hermiteisch usw. 

Ist 0' = 0-1, so ist 0 komplex orthogonal. Die 
Matrix U, für die Ut = U-l gilt, heißt unitär. Ist Rt = B-l 
und B = B* reell, so ist auch B' = B*' = Bt = B-l, 
also auch R' = B-l. Man nennt B reell orthogonal, oder 
schlechtweg orthogonal. 
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Unitäre Matrizen und das skalare Produkt 
Bevor wir zu den unitären Matrizen übergehen, müssen WU' 

eine letzte Art von Begriffsbildung vornehmen. 
Schon im ersten Kapitel haben wir die Summe zweier Vek

toren und konstante Vielfache eines Vektors definiort. Bereits 
in der elementaren Vektorrechnung gebraucht man daneben das 
skalare Produkt zweier Vektoren. Das skalare Produkt des 
Vektors a mit dem Vektor b ist eine Zahl, und zwar unterscheiden 
wir das hermiteische skalare Produkt 

atb1 + a:b2 + ... + a:b .. = (a, b) 

vom einfachen skalaren Produkt 

a1 b1 + a2 b2 + ... + a .. b.. = (( a, b»). 

(t) 

(tt) 

Wenn wir nichts anderes bemerken, denken wir stets an' das her
miteische skalare Produkt und nicht an das einfache. 

Sind die Vektorkomponenten a1 , a2 , "', a .. reell, so fallen 
beide Produkte zusammen. 

Ist (a, b) = 0 = (b, a), so sagt man, daß a und b senkrecht 
aufeinander stehen, oder auch, daß sie orthogonal sind. Ist 
(a, a) = 1, so sagt man, daß a ein Einheitsvektor ist, oder daß 
er normiert ist. Sonst ist (a, a) immer reell und positiv und nur 
dann 0, wenn alle Komponenten von a verschwinden. Dies gilt 
nur für das hermiteische skalare Produkt, dagegen nicht für das 
einfache: ist a z. B. der zweidimensionale Vektor 1, i, so ist 
(a, a») = 0, aber (a, a) = 2. Aus (a, a) = ° folgt a = 0, aus 
(a, a») = ° dagegen nicht. 

Einfache Regeln. 1. Vertauschen der Vektoren 

(a, b) = (b, a)*, (9) 

dagegen (a, b») = (b, a»). 
2. Ist e eine Zahl, so gilt 

(a, eb) = e(a, b); (a, eb») = e(a, b»). (9a) 

Dagegen ist 

(ca, b) = e*(a, b); (ca, b») = e(a, b). (9b) 

3. Das skalare Produkt ist linear, da noch 

(a, b + c) = (a, b) + (a, c) (9c) 
ist. 
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4. Es gilt weiter die wichtige Regel 
(a, Clb) = (Clta, b) oder (/Ja, b) = (a, fJtb) (9d) 

für beliebige Vektoren a und b und jede Matrix CI. Es ist nämlich 
n n n 

und 
(a, CI b) = :8 aZ (CI bh = :8 aZ:8 . ~u b1 

k=1 k=1 1=1 

n n n n n 

(ata,b) = :;8 (ata)tb1 =:;8 :8(ClZ1ak)*b1 =:;8 :8aklatb1· 
1=1 1=1 k=1 ).=1 k=1 

Statt einer Matrix a auf den einen Faktor kann man auch 
ihre Adjungierte at auf den ande ren Faktor des skalaren 
Produkts anwenden. 

Bei dem einfachen skalaren Produkt gilt dasselbe von der 
transponierten Matrix: es ist 

(ta, ab») = (a' a, b»). 
5. Schreiben wir jetzt die Bedingung Ut = U-l für die Uni

tarität der Matrix U etwas mehr explizit hin! Es ist Ut U = 1, also 
n n 

:;8 (Ut)ij Ujk = :8UjiUjk = 8ik ; (U.\, U. r) = ö'u. (10) 
j=1 j=l 

Faßt man die n Spalten einer unitären Matrix als 
Vektoren auf, so bilden sie n zueinander senkrechte Ein
heitsvektoren. 

Aus UUt = 1 folgt 

::2Ui j UZ j = 8ik ; (Ur., Ut .) = 8u . (lOa) 
j 

Auch die n Zeilen einer unitären Matrix sind n zu
einander senkrechte Einheitsvektoren. 

6. Die unitäre Transformation läßt das hermiteische innere 
Produkt unverändert, d. h. es gilt für beliebige Vektoren a und b 

(Ua,Ub) = (a, UtUb) = (a, b). (11) 

Gilt umgekehrt (11) für die Matrix U in Verbindung mit 
jedem beliebigen Vektor a und b, so ist U unitär. Dann gilt 
nämlich (11) auch für a = et und b = er (mit erz = 8rz) und 
aus (11) wird 

8u = (e" er) = (U eh U er) = :8 (U et)j (U er)j 
j 

= :8 (:;8 Uj /811,)*. :8 Ujl "li = :8 U}'t Hjr , 
j I I 1 

also (10): (11) ist hinreichend und notwendig für die 11 nitarität von U. 
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Dasselbe gilt für komplexorthogonale Matrizen in Ver
bindung mit dem einfachen skalaren Prod ukt. 

7. Das Produkt U V von zwei unitären Matrizen U und V 
ist unitär. 

(UV)t = VtUt = V-lU-l = (UV)-l. (12) 

Dasselbe gilt von der Reziproken U-l einer unitären Matrix: 

(U-l)t = (ut)t = U = (U-l)-l. (13) 

Hauptachsentransformatfon unitärer und hermiteischer Matrizen 
Man kann jede unitäre und jede hermiteische Matrix 

durch eine Ähnlichkeitstransformation mit einer unitären 
Matrix auf die Diagonalform bringen. Die auf S.24 er
wähnten Ausnahmefälle können bei diesen Matrizen nicht vor
kommen. Zunächst bemerken wir, daß eine Matrix unitär bzw. 
hermiteisch bleibt, wenn man sie unitär transformiert. Als Produkt 
von drei unitären Matrizen ist U- 1 VU selber unitär. Aber auch 
U-I HU bleibt hermiteisch, wenn H hermiteisch war. In der 
Tat ist wegen (l3) 

(U-IHU)t = Ut HU-u = Ut HU. (14) 

Um V bzw. H auf die Diagonalform zu bringen, bestimmen 
wir einen Eigenwert von V bzw. H. Dieser sei Al' der zugehörige 
Eigenvektor, der nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist, 
U.I(UII, U2l' ... , UnI)· Wir nehmen den konstanten Faktor nun 
so groß an, daß 

(U· I , U. I ) = 1 

sei, was immer möglich ist, da (U. I , U. l ) ja nicht verschwinden 
kann. Jetzt bilden wir eine unitäre Matrix U, deren erste Spalte 
U. l istt). Mit dieser unitären Matrix U transformieren wir nun V 
bzw. H zu U-I VU bzw. U-I HU. In die erste Spalte kommt 
dabei im ersten Falle 

Xrl = (U-I Vll)rl = (Ut VU)n = ::8U:r ::8 V.,,,U,u1 
• ,u 

= :8U:r AI U. I = ~rIAI' 
v 

da U. I ja ein Eigenvektor von V ist. 
In die erste Zeile der ersten Spalte kommt Al' sonst 

ist die erste Spalte leer. 

I \ Siehe Hilfssatz am Ende des Beweises. 
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Dies gilt offenbar nicht nur für U-l VU, sondern entsprechend 
auch für U-I RU. In diesem ist sogar - da U-I HU hermiteisch 
ist - auch die erste Zeile bis auf die erste Stelle leer, U-I HU 
hat die Gestalt 

o 0 

Genau so muß aber U-I VU = X aussehen! Da X eine 
unitäre Matrix ist, ist seine erste Spalte X. I ein Einheits~ktor, 
und daraus folgt, daß 

I Xuls + I XI1I~ + + I X"ll~ = I ÄI 12 = 1 (*) 
ist. J;>asselbe muß aber von der ersten Zeile Xl von X gelten, 

I X u I' + I X U I' + + lXI n !i 
=- I Äl 12 + I Xliii + ! X l8 I' + + I X I .. !2 = 1, 

so daß die Summe der Absolutwertquadrate von Xl 2' X u ' ... , X ln 

verschwindet, woraus auch das Verschwinden von X t2, XIB' ... , 
X ln folgt. 

Jede unitäre bzw. hermiteische Matrix läßt sich unitär auf 
die Gestalt 9 transformieren! 

Nun ist ffi noch keine Diagonalmatrix, was sie ja auch nicht 
sein kann, da wir ja nur die Existenz eines Eigenwertes benutzt 
haben. Sie ist aber einer Diagonalmatrix schon ähnlicher als die 
ursprüngliche Matrix V oder H. Es liegt nahe, ffi als Übermatrix 
zu schreiben, etwa 

(ÄI 0) b (Ät 4») o VI zw. 0 B.i ' ElHa 

wo die Matrix VI bzw. H I nur noch n - 1 Zeilen und Spalten 
hat. Dann können wir 9 9 durch ein~ weitere unitäre Matrix U(I) 

von der Gestalt. 

transformieren, wobei U. nur n - 1 Zeilen und Spalten hat. Dabei 
geht ffi ffi in 

(Ä I 0 ) b (Ä I 0 ) \-0 ut VI UI ZW. 0 ut H I UI ffi ffi ED 
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über. Darin kann man abe:r: nach dem Vorangehenden U1 so 
wählen, daß ui VI U1 bzw. ui H 1 Ut die Gestalt 

( Ä,2 0) b (Ä,2 0) o VI zw. 0 H B 

hat, wo VB bzw. H B nur noch n - 2-dimensional ist. Jetzt hat 
U<t U t V U U1 die Gestalt 

(Al 0) ·t A (Ä,I 0) o VB ml ..l.l1 = 0 Ä, • 

Durch Fortsetzen dieses Verfahrens gelingt es o-ffenbar, V oder H 
auch ganz auf die Diagonalform zu bringen. 

Dieser Satz gilt nicht für symmetrische bzw. komplex ortho
gonale Matrizen, wie schon das zweite Beispiel auf S. 24 zeigt 
(die zweite Matrix ist symmetrisch und komplex orthogonal). 
Dagegen gilt er für reelle symmetrische oder reelle orthogonale 
Matrizen, die ja nur einen Spezialfall der hermiteischen bzw. 
unitären bilden. 

Hilfssatz. Ist (u. lI u. I ) = I, so läßt sich (auf mannigfach 
verschiedene Weise) eine unitäre Matrix bilden, deren erste Spalte 
U. I (UII ' USI' USI ' .•. , UnI) ist. 

Bilden wir nämlich zuerst überhaupt eine Matrix, deren erste 
Spalte U. I ist und deren Determinante nicht verschwindet. Die 
zweite Spalte dieser Matrix sei b . 2 (bI 2' b22, ... , bn 2)' die dritte 
0. 3 usw. 

Ull °12 bIS °1" 
Uu °22 °u °2" 
USI °S2 °88 bsn 

UnI \) .. 2 Ons 0lln 

Die Vektoren u. I' b. 2, 0. s, ... sind dann voneinander linear 
unabhängig. Wollen wir noch, daß sie gemäß (9) zueinander senk
re eh t s te h e n soll e n, so müssen wir sie .orthogona1isieren". 
Wir ersetzen zunächst b. 2 durch U. 2 = an U . I + 0.2. Dann setzen 
wir (Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren) 

(u.1! U.2) = 0 = an (u. 1, u. I ) + (u. 1 b. 2) = an + (u. I , b. 2) 

und bestimmen daraus a21 • Dann setzen wir u. s an Stelle von b. s mit 
U. s = aSI U· I + au U·2 + b. s und bestimmen aSI und an so, daß 

o = (U.l u. s) = a81 (u .1' U .1) + (U.I! b. 3)' 
0= (U.2U.3) = aS2 (U.2' U.2) + (U.2' b. 3), 
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so gehen wir weiter und setzen schließlich u. n an Stelle von 11. n 

mit u. n = an 1 U. 1 + an 2 u . 2 + all 3 u . 3 + ... + 11. 11 und be
stimmen an1 , an 2' an 3' •.• , ann - 1 , so daß 

o = (u. l' U. n) = an 1 (U • 1 U . 1) + (U. l' 11. n), 

0= (U. 1, U. n) = an2(U.2U.2) + (U'2' 11. n), 

So haben wir mit Hilfe der tn (n -1) Zahlen a erreicht, daß 
an Stelle der Vektoren 11 V~ktoren U treten, die aufeinander senk
recht stehen und dabei wegen der linearen Unabhängigkeit der 11 

nicht verschwinden können. In der Tat würde z. B. aus U. n = 0 

an1 u' l + an2 u'2 + ... + an1l-1u.n-l + l1' l1 = 0 

folgen, und da die u. 1 •.. Un - 1 Linearkombinationen der u. l' 11. 2, •.. , 

l1n- 1 sind, könnte man 11. n durch diese ausdrücken, was natürlich 
nicht sein kann. 

Wir können noch die u. 2, U. 3' ... , U. 11 normieren, dann bilden 
sie eine unitäre Matrix, deren erste Spalte U. 1 ist. 

Dieses sogenannte Schmid tsche Orthogonalisierungsverfahren 
lehrt also, aus einer Schar linear unabhängiger Vektoren normierte, 
zueinander senkrechte, zu bilden, wobei der k-te Einheitsvektor eine 
Linearkombination nur der ersten k Vektoren ist. 

Geht man von n n-dimensionalen Vektoren aus einem voll-
8tändigen Vektorensystem aus, so erhält man ein vollständiges 
Orthogonalsystem. 

Ist V bzw. H auf diese Weise auf Diagonalform gebracht, so 
ist die entstandene Matrix A" bzw. Ah auch weiter unitär bzw. 
hermiteisch. Es folgt 

A"A! = 1, (15) 

Der Absolutwert der Eigenwerte einer unitären 
Matrix 1) ist 1, die Eigenwerte einer hermiteischen Matrix 
sind reell. In der Tat steht in (15), daß für die Eigenwerte Av 

der unitären Matrix lv l: = 1, für die einer hermiteischen 
Ah = l: gilt. 

I) Dies zeigt schon (*). 
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Reelle orthogonale und symmetrische Matrizen 
Zuletzt untersuchen wir noch, was es bedeuten würde, wenn V 

bzw. H nicht nur unitär bzw. hermiteisch, sondern außerdem noch 
komplex orthogonal bzw. symmetrisch, also beide rein reell wären. 

Aus Ut VU = A .. erhalten wir durch Übergang zum konjugiert 
komplexen U*t V* U* = (U*)t VU* = A:'; die Diagonalform A" 
kann auch A:, geschrieben werden, die Zahlen ).1' ).2' ... , ). .. sind 
dieselben wie die Zahlen ).~, ).:, ... , ).:, weil die Eigenwerte als 
Wurzeln der Säkularglei~ung unabhängig davon sind, wie (durch 
U oder U*) man die Matrix auf Diagonalform bringt. 

Die komplexen Eigenwerte einer reellen orthogonalen Matrix 
sind paarweise konjugiert komplex. Außerdem haben alle 
den Absolutwert 1, die reellen sind also + 1. Bei ungerader 
Dimensionszahl muß wenigstens ein Eigenwert reell sein. 

Ist v der Eigenvektor zum Eigenwert )., so ist v* der Eigen
vektor des konjugiert komplexen Eigenwerts ).*. Es sei nämlich 
Vv = ). v, so ist auch V* v* = Vv* = ).* v*. Ist). von ).* 

verschieden, so ist (IJ*, v) = 0 = (IJ, v»). Das einfache skalare 
Produkt eines Eigenvektors mit sich selber verschwindet, wenn der 
zugehörige Eigenwert nicht reell (also + 1) ist. Zu den Eigen
werten + 1 gehören dagegen reelle Eigenvektoren. Weiter sei v 
der Eigenvektor zu ).1' v* zu Mund a zu ).1' Ist dann ).~ * ).2' 

so ist 0 = (b*, 3) = (b, 3»)· 
Das einfache skalare Produkt von zwei Eigen

vektoren einer reellen orthogonalen Matrix ist immer 
Null, wenn die zugehörigen Eigenwerte nicht konjugiert 
komplex sind, in diesem Falle sin d sie auch selber kon
jugiert komplex zueinander. 

Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist + 1. 
Aus V V' = 1 folgt, daß die Determinante von V mit der von V' 
multipliziert 1 ergeben muß, die Determinante von V' ist aber 
gleich der von V und beide müssen + 1 sein. 

Ist H reell, so ist die Gleichung (5) rein reell, da auch die ). 
reell sind: die Eigenvektoren einer reellen hermiteischen 
Matrix können reell angenommen werden (sie können, da 
sie nur bis auf eiM Konstante besti!Ilmt sind, mit einem komplexen 
Faktor multipliziert werden); dio unitäre Matrix U in U-l HU = Ah 

kann reell angenommen werden. 
W j g n er, Gruppentheorie 
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IV. Glr.'undlagen der Quantenmechanik 
1. Die Entwicklung der Quantentheorie in den letzten Jahren, 

die man unter dem Namen • Quantenmechanik " zusammenzufassen 
pflegt, war zuerst auf die Bestimmung der Energie der stationären 
Zustände, die Berechnung der Energieniveaus, gerichtet. In 
der älteren TheorievonEpstein-Schwarzschild, der sogenannten 
Separationstheorie, war nur eine Vorschrift für die Bestimmung der 
Energieniveaus der Terme solcher Systeme gegeben, deren klassisch
mechanische Bewegungen gewisse sehr spezielle Eigenschaften 
hatten, streng periodisch oder doch quasiperiodisch waren. 

Diesem Übel half eine Idee von W. Heisenberg ab, die eine 
Präzisierung des Bohrschen Korrespondenzprinzips zum Ziele 
hatte. Sie wurde von M. Born und P. J 0 r d an einerseits, von 
P. A. M. Dirac andererseits a.usgebaut. Den Gedanken kann man 
kurz dahin zusammenfassen, daß man von vornherein nur solche 
Bewegungen betrachtet und nur mit solchen rechnet, die später 
dann als quantentheoretisc,h erlaubte Bewegungen angesehen 
werden. Die Durchführung dieser Idee führte dann die erwähnten 
Verfasser auf die Einführung von Matrizen mit unendlich vielen 
Zeilen und Spalten, durch die man formal Lagen und Impuls
koordinaten repräsentieren konnte, bzw. auf das formale Rechnen 
mit .q-Zahlen" , die nur dem Assoziativgesetz, nicht aber dem 
Kommutativgesetz gehorchen. So lautet z. B. die Gleichung für 
die Energie H des linearen Oszillators 1) 

1 "lI 
H = 2m p2 + 2"q», (1) 

man erhält sie, indem man im klassischen Ausdruck für die Energie, 
in der sogenannten Hamiltonschen Funktion, p und q - die 
Impuls- und Lagenkoordinaten - formal durch die 
Matrizen P und q ersetzt. Es wird verlangt, daß H eine 
Diagonalmatrix sei. Die Diagonalglieder H nn bedeuten dann die 
möglichen Energiewerte, die Terme des Systems. Das Matrix
element qnk von q bedeutet dagegen (bis auf eine Proportionalitäts
konstante), zum Quadrat erhoben, dem Absolutwert nach die spon· 

1) m ist die Masse des oszillierenden Teilehens, "s die Propor
tionalitätskonstante der elastischen Kraft, q und p sind Lagen- und Impuls
koordinaten. 
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tane Üoergangswahrscheinlichkeit vom Zustand mit der Energie H .... 
zum Zustand mit der Energie H kk , also die Intensität der Linie 

mit der Frequenz H .... -;; H u Alles dies folgte aus denselben 

Überlegungen, die die Einführung von ~Iatrizen für p und q nahe
gelegt haben. 

Um das Problem bestimmt zn machen, mußte noch eine. Ver
tauschungsrelation" zwischen p und q eingeführt werden, diese 
wurde zu h 

P q - q p = 2 nil (2) 

angenommen, wobei gleichzeitig die Planck sehe Konstante h ein
geführt werden konnte. 

Das, oft recht mühselige, Rechnen mit dieRen Größen führte 
sehr bald zu überraschend schönen und wichtigen Resultaten. So 
konnten die sogenannten Auswahlregeln für die Drehimpulse und 
gewisse • Summensätze ", die die relative Intensität von Zeeman
komponenten einer Linie bestimmten, übereinstimmend mit der 
Erfahrung berechnet werden, während die Separationstheorie für 
diese Regeln keine hinreichende Erklärung geben konnte. 

Ganz unabhängig von der Heisenbergschen Richtung kam 
E. Schrödinger zu mathematisch vollkommen äquivalenten Resul
taten, seine Gedankengänge zeigen eher mit denen von L. de Broglie 
weitgehende Ähnlichkeit. 

Betrachten wir einen mehrdimensionalen Raum mit so viel 
Koordinaten, wie das ins Auge gefaßte System Lagenkoordinaten 
hat! Jeder Lage, jeder momentanen Konfiguration des Systems 
entspricht ein Punkt in diesem mehrdimensionalen .Konfigurations
raume" . Dieser Punkt wird sich im Laufe der Zeit bewegen, eine 
Bahn beschreiben, durch die die Bewegung des Systems klassisch 
vollkommen beschrieben werden kann. Es besteht nun eine weit
gehende Analogie zwischen der klassischen Bewegung dieses Punktes, 
des Systempunktes im Konfigurationsraum und der Bewegung einer 
ebenfalls in den Konfigurationsraum hineingedachten W ellengruppe, 

wenn man den Brechungsindex für diese Wellen zu V2 m C; - V) 

annimmt 1). Diese Analogie besteht darin, daß die Bahn des 

1) E ist die Gesamtenergie des Systems, V die potentielle Energie 
als Funktion der Konfiguration. 
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Systempunktes im Konfigurationsraum durch die Wellengruppe um 
so genauer wiedergegeben werden kann, je kleiner die Wellenlänge 
im Verhältnis zur Bahnkrümmung ist. Wenn dagegen die Wellen
länge der die Wellengruppe bildenden Wellen vergleichbar mit der 
Krümmung der klassischen Bahn des Konfigurationspunktes wird, 
so kommen - durch Interferenzerscheinungen der Wellen -
wesentliche Abweichungen der beiden Bewegungen zum Vorschein. 

Schrödinger nimmt nun an, daß die wirkliche Bewegung der 
der Konfigurationswellen und nicht der klassisch berechneten Be
wegung des Konfigurationspunktes entspricht. 

Die Wellengleichung für diese Wellen lautet zunächst, wenn 
man di~ skalare Amplitude mit '!/J bezeichnet, 

E-V02 1/J 102 '!/J 102 1/J 102 1/J 
----w- ot2 = 2m1 ox~ + 2m2 OX: + ... + 2m, oxJ' (3) 

wo Xl' X2' ••• , xr die Lagenkoordinaten der im System vorhandenen 
Teilchen, ml' mi , ... , m, die zugehörigen Massen und V (Xl' X2' ••• , X,) 
die potentielle Energie der Lage bedeutet, in der die Koordinaten 
der einzelnen Teilchen Xl' X2 ' ••• , X, sind. In (3) kommt noch 
die Gesamtenergie des Systems explizite vor. trber die Frequenz, 
die zeitliche Periode der Wellen, kann dagegen noch frei verfügt 
werden. Schrödinger nimmt nun an, daß die Frequenz v der 
Wellen, die mit einer Bewegung des Systems, mit der Gesamt
energie E, verknüpft sind, durch h v = E gegeben ist. Er führt 
daher in (3) 

(4) 

ein, wo '!/JE unabhängig von t ist. So erhält er die Eigenwert
gleichung 

1 02'!/JE 1 02'!/JE 1 OS '!/JE 1 
LI '!/JE = 2m1 OX~ + 2m2 OX: + ... + 2m, O~ 

4n2 (5) 
= - V (E- V) '!/JE, 

wo '!/JE eine Funktion der Variablen Xl' Xli' ••• , 1$" der Lagen
koordinaten der das System bildenden Teilchen ist. Es wird ver
langt, daß '!/JE quadratintegrierbar sei, d. h. daß das Integral 

00 ... 

f ... f I1/JE(xp XI' ••• , x,) 12 dX1 dXII ... dx" 
-00 -00 
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erstreckt über den ganzen Konfigurationsraum, konvergiere. (Ins
besondere muß also tP im Unendlichen verschwinden.) Die Werte E, 
bei denen eine solche Bestimmung der Funktion tPE möglich ist, 
nennt man die Eigenwerte von (5), sie ergeben die möglichen 
Energiewerte des Systems. Die dazugehörige quadratintegrier
bare Lösung von (5) nennt man die zu E gehörige Eigenfunktion. 

Man pflegt (5) auch in der Gestalt 

(5a) 

zu schreiben, wo H ein linearer Operator (der Hamiltonsche 
oder Energieoperator) : 

h2 (1 02 1 02 1 ( 2 ) 

H = - 4n2 2m] ox~ + 2m2 oxl + ... +2m, oxJ I (5b) 

+ V (Xl x2 .• , x,), 

ist. Er führt eine Funktion von Xl' X2 ' ••• , X, in eine andere 
Funktion über. 

Die Funktion tP von (4) erfüllt die Relation 

h otP 
2ni Tt = H tP, (6) 

in der die Gesamtenergie des Systems nicht mehr explizite auftritt 
und die daher für alle Bewegungen - gleichgültig, welche Energie 
das System dabei hat - allgemein gilt. Man nennt (6) die zeit
abhängige Schrödingergleichung. 

Die beiden Gleichungen (5) [bzw. (5a), (5b)] und (6) sind die 
Grundgleichungen der Quantenmechanik. Die letztere gibt an, wie 
sich eine Konfigurationswelle - der man, wie wir sehen werden, 
eine weitgehende physikalische Realität zuschreibt - im Laufe der 
Zeit verändert, (5) bzw. (5 a), (5 b) ist die Gleichung für die 
Frequenz v = E/h, die Energie E und die WeHenfunktion tPE der 
zeitlich periodischen Vorgänge. In der 'l'at erhält man (5 a), (5 b), 
wenn man für tP in (6) den Ansatz 

macht. 
Wir wollen hier noch die wichtigsten Eigenschaften der 

Eigenfunktionen und Eigenwerte von (5 b) zusammenfassen. 
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2. Zu diesem Zwecke definieren wir zuerst das skalare Pro
dukt zweier Funktionen. Es sei 

00 

(q;, g) = f· .. f q; (Xl' .• X,)* g (Xl' .• X,) d Xl .,. d X, = f q;* g. (7) 

Dann gelten für dieses skalare Produkt alle einfachen Rechen
regeln des dritten Kapitels, also (a, b Konstanten) 

(q;, a) g) + a2 gs) = al (q;, gl) + ag (q;, gs)' 

(q;, g) = (g, tp)*. 

(q;, q;) = (q;, q;)* reell positiv verschwindet nur für q; = O. Ist 
(q;, q;) = 1, so sagt man, daß q; normiert ist. Ist das Integral 

endlich, so läßt sich q; immer durch Multiplikation mit einer Kon
stanten (im vorliegenden Falle 1fe) normieren. In der Tat ist 
(q;!e, q;le) = 1. Zwei Funktionen sind orthogonal, wenn ihr 
skalares Produkt Null ist. 

Man wird auf die in (7) gegebene Definition des skalaren Produkts 
geführt, wenn man die Funktionen 'P (Xl •.. X,), 9 (Xl ..• X,) von Xl •.• x, 
als Vektoren auffaßt, deren Komponenten nach den f kontinuierlich ver
änderlichen Indizes Xl'" x, benannt sind. Der Fnnktionenvektor 
'P (Xl' •• X,) ist in einem {-fach unendlich vieldimensionalen Raum definiert: 
Jedem Wertsystem von Xl'" X,, . jeder Konfignration entspricht eine 
Dimension. Das skalare Produkt von '1'. und 9 ist dann in der Vektor-
sprache 

(tp, g) = ::8 'P (Xl'" x,)* 9 (Xl' .• X,), 
:1"1'" z, 

das durch das Integral (7) ersetzt worden ist. 
Im Einklang hiermit steht auch die Definition der linearen Abhängig

keit bzw. Unabhängigkeit von Fnnktionen. 
Es besteht zwischen !PI' rp2' ••• , 'P" eine lineare Be1.:iehung 

al 'PI + a2 'P2 + ... + a" rp" = 0, 

wenn diese Gleichung bei konstantem al' a2' ... , a" für alle Komponenten, 

alle Wertesysteme der xl> x2' .•• , XI gilt. Weiter heiße ein Operator H 
linear, wenn für alle Fnnktionen 'P und 9 die Gleichungen 

H (a rp + b g) = a H rp + b H 9 (8) 

gelten. Wir werden uns überhaupt nur mit linearen Operatoren beschäftigen. 
Die linearen Operatoren der ~'unktionenvektoren entsprechen den Matrizen 
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der gewöhnlichen Vektoren. Beide führen Vektoren, auf die sie angewendet 
werden kÖhnen, in andere Vektoren über. Die Linearitätsbedingung (8) gilt 
für alle Matrizen. Jeder Operator, Mr auf endlich-vieldimensionale Vektoren 
angewendet werden kann, ist einer Matrix äquivalent. Die unendlich viel
dimensionalen Operatoren haben auch eine Matrizenform, diese ist aber 
vielfach stark singulär. 

Zum Beispiel sind die Koeffizienten der Matrix ql' die dem Operator 
"Multiplizieren mit Xl" entspricht, 

(q ) ", = x H ' H.' H, (*) 
1 "'1"'2'" "',i "'I "'I .. , "" 1 "'I "'I "'2 Zil •.. "" "',. 

Er führt den Vektor 1f in den Vektor ql'!' mit der XI Xii ••• x, 
Komponente 

ql1f (Xl Xii ••• X,) =,:8 ~ql)zl ... Z,i z~ '" zr. 1f (X~ ... ,X,) 
zl'" z, 

= "" Xl Hz z' 6z z'· .. Hz z' 1f(xi .. · x,') = Xl ,!,(XI'" X,) ,~, 'I I 2 I , , 
zl" .z, 

über. Dieser Vektor entapricht in der Tat der Funktion XI1f, in die 1f 

durch den Operator "Multiplizieren mit Xl" übergeführt wird. 
Die Matrix, die dem Operator "Differentiieren nach XI" entspricht, 

2 ni 
bezeichnen wir mit -h- P1 : 

über, und das ist tatsächlich der Differentialquotient von 1f nach Xl' 

Wir nannten eine Matrix H hermiteisch, wenn H = Ht, also wenn 
für beliebige Vektoren D, m 

(D, Hm) = (Ht D, m) = (HD, m) 

galt, d. h. wenn sie im skalaren Produkt vom einen auf den anderen Faktor 
abwälzbar war. Entsprechend definieren wir auch die hermiteischen Ope
ratoren. 

Ein Operator H ist hermiteisch, wenn für jede (entsprechen
den Nebenbedingungen genügende, im vorliegenden Fall quadrat
integrierbare, also im Unendlichen verschwindende) Funktion rp, 9 

(rp, Hg) = (H rp, g) (9) 
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gilt. Die Summe, reelle Vielfache von hermiteischen Operatoren 
sind wieder linear hermiteisch, dasselbe gilt von ihren Potenzen, 
Reziproken usw .. 

Der Hamilton sehe Operator (5 b) ist hermiteisch. Zunächst 
ist das "Multiplizieren mit einer reellen Funktion V (Xl' .. X,)" 
hermiteisch : 

00 

(rp, V g) = f,,· f rp(x1 • .. x,)* V(X1 .. • x,)g(xJ ... x,) dx1 .. • dx, 

(9a) 
= f,,· f (V(x1 .. , x,) rp(xI ... X,»)* g(xI ... x,)dxl,,·dx, 

-00 

Dann ist aber auch 

= (Vrp, p). 

h i) 
der Operator --.- --- hermiteisch. 

2n i i)Xk 
partielle Integration findet man 

00 

Durch 

( rp, 2~ i)i) g) = J ... Jrp (Xl'" X,)* -2 h . i)i). 9 (Xl'" x,) d Xl'" dXt 
n~ Xk n~ X), 

-00 

weil rp für Xk = + OC\ verschwindet und i* = - i ist. 
hl i)'fJ 

Daher ist auch das Quadrat - -4 'fJ -i) I hermiteisch, wie 
n Xk 

man durch zweimalige partielle Integration auch direkt zeigt. Da 
alle Summanden von H hermiteisch sind, ist. es auch H selber. 

Die Gleichung H '!/J = E 1p 

für '!/J hat bekanntlich nicht für jedes E eine nichtverschwindende, 
quadratintegrierbare Lösung. Die Werte E, bei denen eine solche 
Lösung existiert, nennt man die Eigenwerte, ihre Gesamtheit 
das Spektrum von H. 

Die Eigenwerte eines hermiteischen Operators sind alle reell: 
ist H '!/JE = E '!/JE, SO findet man, wenn man das skalare Produkt 
mit '!/JE bildet, 

(WE, H WE) = ('!/JE, E'!/JE) = E('!/JE, '!/JE)' (11) 

(10) 
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Nun ist in (11) sowohl (t/JE, H '!/JE) = (H t/JE, t/JE) = (t/JE, H t/JE)*, 
wie auch (t/JE, t/JE) reell, so daß auch E reell sein muß. 

Ein hermiteischer Operator hat im allgemeinen ein diskretes 
und ein kontinuierliches Spektrum. 

Die Eigenwerte des diskreten Spektrums sind diskrete (end
lich oder unendlich, aber jedenfalls abzählbar unendlich viele) 
Zahlen, die zugehörigen Eigenfunktionen lassen sich normieren 
[in unserem Falle bedeutet das, daß das Quadratintegral (t/JE, t/JE) 
konvergiert], und wir wollen sie fortan immer normiert annehmen. 
Man unterscheidet sie voneinander durch angehängte Indizes: 
t/JE, t/JF ... Die diskreten Eigenwerte bilden gewöhnlich den 
interessanteren Teil des Spektrums und wo bisher einfach über 
"Eigenwert" gesprochen wurde, war ein diskreter Eigenwert ge
meint. 

Die zu einem Eigenwert E des kontinuierlichen Spektrums 
gehörige Lösung der Eigenwertgleichung t/J (Xl' XI' ... , xfi E) hat 
kein endliches Quadratintegral. Man könnte daher meinen, daß 
er gar nicht zum Spektrum gehört. Bildet man aber ein sogenanntes 
Eigendifferential : 

E+,d 

S t/J(xl , x2' ... , X{i E)dE = t/J(x1, XI' ... , X{i E, E+LI), (*) 
E 

so sieht man, daß dieses nunmehr quadratintegrierear ist, so daß 
man es normieren kann. Dies wäre nicht der Fall, wenn E gar 
nicht zum Spektrum gehören würde. Das Eigendifferential (*) gehört 
zum Gebiet zwischen E und E + LI. Hierdurch igt es schon ge
geben, daß das kontinuierliche Spektrum nicht aus Punkten, sondern 
aus stetigen Bereichen besteht. Die Lösungen t/J (Xl' X2' ..• , Xfi E) 
der Eigenwertgleichung nennt man - obwohl sie nicht normiert 
werden können - die Eigenfunktionen des kontinuierlichen 
Spektrums. Sie hängen vom Eigenwert E in stetiger Weise ab, 
man pflegt E als Variable an Stelle eines Index zur Unterscheidung 
der verschiedenen kontinuierlichen Eigenfunktionen einzuführen. 
Teilt man das kontinuierliche Spektrum in lauter kleine Gebiete 
(von der Länge LI) ein, so kann man zu jedem ein Eigen
differential definieren, die - nachdem man sie normiert hat -
den Eigenfunktionen des diskreten Spektrums um so gen au er ent
sprechen, je kleiner LI ist. 
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Die zu verschiedenen Eigenwerten des diskreten Spektrums 
gehörigen Eigenfunktionen sind zueinander orthogonal. 

In der Tat folgt aus H 'l/JE = E 'l/JE durch skalare Produkt
bildung mit 'l/JF 

('l/JF, H 'l/JE) = ('l/JFI E'l/JE); (H 'l/JF, 'l/JE) = E('l/JF, 'l/JE) 

und ähnlich aus H 'l/JF = F'l/JF 

(H 'l/JF, 'l/JE) = (F'l/JJi', 'l/JE) = F*{'l/JF, 'l/JE) = F('l/JJi', 'l/JE), 

also muß für E =1= F das ('l/JF, 'l/JE) = 0 sein. 
Ebenso sind die diskreten Eigenfunktionen orthogonal auf alle 

Eigendifferentiale. Auch die Eigendifferentiale sind orthogonal 
zueinander, wenn die zugehörigen Gebiete sich nicht überdecken. 

Es können zu einem Eigenwert - etwa des diskreten Spek
trums - auch mehrere voneinander linear unabhllDgige Eigen
funktionen gehören ("Entartung"). Dann ist auch jede ihrer 
Linearkombinationen Eigenfunktion zu diesem Eigenwert. Aus 
dieser linearen Schar von Eigenfunktionen kann man zuerst von
einander linear unabhängige herauswählen, durch die man alle 
Eigenfunktionen dieses Eigenwertes linear ausdrücken kann. Aus 
diesen kann ma.n dann - etwa nach dem Schmidtschen Ortho
gonalisierungsverfahren - zueinander orthogonale bilden. Natür
lich kaun diese Auswahl nicht ohne Willkür geschehen - bei dem 
Schmidtschen Verfahren äußert sich dies z. B. darin, daß man 
ein. anderes Orthogonalsystem erhält, wenn man die Eigenfunktionen 
in anderer Reihenfolge durchläuft --, dies braucht uns aber im 
folgenden nicht zu stören. Wir wollen fortan immer annehmen, 
daß die Eigenfunktionen bei Entartungen schon in dieser Weise 
gewählt sind. Die Eigenfunktionen und die vorher definierten 
Eigendifferentiale bilden dann ein 0 r t ho gon als y s te m: sind 'I/J 
und 'I/J' zwei beli'!bige, voneinander verschiedene Funktionen dieses 
Systems, so ist 

Außerdem soll 

gelten. 

('I/J, 'I/J') = o. 

('I/J, 'I/J) = 1 

(12) 

(1211.) 

Dieses Orthogonalsystem ist auch - bei genügend feiner 
Unterteilung des kontinuierlichen Spektrums, bei genügend kleinem d 
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vollständig, d. h. man kann jede Funktion cp (xl' ... , x,) für 
die das Integral (cp, cp) konvergiert, in eine Reihe 

cp = ~g,,1jJ,,+ ~g(E,LI)1jJ(E,E+LI) (13) 
" E 

entwickeln, wo der Index " über alle diskreten Eigenfunktionen, 
E über die unteren Grenzen aller Eigendifferentiale läuft. Die 
Reihenentwicklung gilt eigentlich nur bei unendlich kleinem LI, 
und die zweite Summe geht dann in ein Integral über: 

cp = :s g" 1jJ" + f 9 (E) 1jJ (E) dE, 

" 
(l3a) 

wo die Integration über das ganze Gebiet des kontinuierlichen 
Spektrums zu erstrecken ist. Gehören mehrere linear unabhängige 
Eigenfunktionen zu den Eigenwerten des kontinuierlichen Spektrums, 
so müssen in (13a) auch entsprechend mehrere Integrale, oder auch 
- wenn die Anzahl der Eigenfunktionen unendlich ist - ein 
oder mehrere Doppel- oder Mehrfachintegrale stehen. Hat das be
trachtete Problem dagegen kein kontinuierliches Spektrum, so 
fällt das zweite Glied in (13) und das Integral in (13a) natür
lich ganz weg. Durch skalare Produktbildung mit 1jJ" erhält man 
etwa aus (13) für g" 

Und ähnlich für 
(1jJ (E, E + LI), cp) = 9 (E, LI). 

(14) 

(14a) 

In formalen Rechnungen unterdrückt man häufig das konti
nuierliche Spektrum und rechnet, als wenn nur ein diskretes 
existierte. Man kann sich jedoch gewöhnlich leicht überzeugen, 
was für Änderungen die Existenz des kontinuierlichen Spektrums 
nach sich zieht: zumeist treten zu den Summen noch Glieder mit 
Integralen hinzu. 

Die Entwicklungen dieses Kapitels - namentlich sofern sie 
sich auf das kontinuierliche Spektrum beziehen - sind keineswegs 
als streng anzusehen. Die strenge Eigenwerttheorie beliebiger 
hermiteischer Operatoren wurde erst in jüngster Zeit erledigt 1), 
und hier wurde nur ein Teil der Resultate zusammengefaßt. Man 
wird aber auch ohne Kenntnis der allgemeinen Theorie Fehler 
vermeiden können, namentlich wenn man sich auf das Rechnen mit 
Eigendifferentialen beschränkt. 

1) J. v. Neumann, Mathem. Ann. 102, 49, 1929. 
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v. Störungstheorie 
1. Es kommt häufig vor, daß man die Eigenwerte und Eigen

funktionen eines bestimmten Problems kennt und sich für die 
Eigenwerte und Eigenfunktionen eines benachbarten Problems inter
essiert, dessen Energieoperator aus dem Energieoperator dieses 
Problems durch eine verhältuismäßig geringe Änderung, durch eine 
• Störung" ,hervorgeht. Mit Lösungsmethoden derartiger Aufgaben 
befaßt sich die Störungstheorie. Eine Störungstheorie haben schon 
M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan mit Hilfe der Matrizen
theorie gegeben, im folgenden schließen wir uns der R ay lei g h
Schrödingerschen Methode an. 

Wir rechnen so, wie wenn das Ausgangssystem kein konti
nuierliches Spektrum hätte, und setzen voraus, daß auch das gestörte 
System ein reines Punktspektrum besitzt. Die durch das Vor
handensein bzw. das Entstehen des kontinuierlichen Spektrums be
dingten Komplikationen sollen erst am Schlusse erörtert werden, 
zuerst sei die Theorie in ihrer einfachsten Form erläutert. 

Wir haben einen hermiteischen Operator H mit den Eigen
werten EI' E2, •.. und Eigenfunktionen t/JI' t/J2' ..• 

H t/J" = E k t/Jk' (1) 
Gesucht sind Eigenwerte P und Eigenfunktionen cp des Operators 
H + Ä, V, wo V ebenfalls hermiteisch und l eine kleine Zahl ist: 

(H + l V) cp" == P" CPk' (2) 
Wir setzen zunächst für P und cp eine Potenzreihe nach Potenzen 
von il an, die wir bei dem zweiten Gliede abbrechen: 

P" = E" + l Eie + Ä,2 Ek' .•• 
CPk = t/J,,+). t/Jk + Ä,2 t/J;; ... = t/J,,+). :2 a"z t/JZ+).2 :2 1>,.1 t/JI' .• 

I I 

(3a) 

(3b) 

In (3a) und (3b) ist angenommen, daß P" bzw. cP" für 
). = 0 in E" bzw. t/Jk übergehen, außerdem ist t/J~ und t/J;; nach 
den Resultaten des vorangehenden Kapitels in eine Reihe nach 
den t/J entwickelt, die Entwicklungskoeffizienten sind mit a"l bzw. 
b" 1 bezeichnet. 

Wir setzen (3a) und (3 b) in (2) ein und erhalten: 

H [t/Jk + il ::8 ak 1 t/Jz + Ä, 2 ::8 bk z t/JI] + il V [t/J" + l ::8 a" 1 t/Jzl ) 
I 1 I (4) 

= (Ek + l Eie + ).2 Eic') (t/J" + Ä, ::8 akl t/JI + l2:2 b"l t/JI)' 
I I 
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Die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von J.. müssen einander 
gleich sein. Die von J.. freien Glieder heben sich wegen (1) weg, 
der Vergleich der Koeffizienten von J.. bzw. J..2 ergibt 

;Sa"zEz1/Jl+V1/J" = Eie1/J" + E";Sa,,z1/Jl' (5a) 
I z 

:;8 b"zEz1/Jz + ;S a"z V 1/Jz = E;c' 1/Jk + EI. :;8 a"I1/J1 + E" ;S b"z 1/J1· (5 b) 
I Z I I 

(5a) gestattet die Bestimmung von EI. und a"l für l =1= k: man 
erhält, indem man das skalare Produkt mit 1/J" bzw. 1/Jz bildet, 
wegen der Orthogonalitätsrelationen 

a"" E" + (1/Jk' V 1/J,,) = Eie + akk E", (6) 
aklEZ + (1/Jl' V 1/Jk) = EkakZ (für l * k). (7) 

Wenn man hier zur Abkürzung 

Va(J = (1/Ja, V 1/J(J) = (V 1/Ja, 1/J(J) = (1/J(J' V 1/Ja)* = Vla (8) 

einführt, lautet dies 

Eie = (1/J", V tP,,) = V""' (6a) 

(1/J1t V 1/J,,) VI" 
akl = = (für l * k). (7a) E,,-Ez E,,-Ez 

Ähnlich erhält man aus (5 b), indem man mit 1/J: multipliziert und 
über den ganzen Konfigurationsraum integriert, 

bkk E" + :;8 akl (1/Jk' V 1/Jz) = E,,' + EI. a"" + E" bk". (9) 
Z 

Auf der linken Seite zerlegen wir die Summe über I in zwei Teile, 
indem wir das Glied mit l = k separat hinschreiben. Außerdem 
setzen wir fUr Eie den Wert aus (6a) und für a"l aus (7 a) ein. 
Wir erhalten so 

Eie' = ;S (1/Jz, V 1/Jk) (1/J", V 1/Jz) =;S 1 VI" 12 • 

l:::I=k E,,-Ez Z:::l=kE,,-EI 

Dies ergibt den neuen Eigenwert P" bis zu Gliedern von der Ord
nung J..2 

F" = Ek + A Vkk + Ai ~ 1 V1k 1
2 

• (10) 
l:::l=kEk-EI 

Die neue Eigenfunktion flik ist bis zu Gliedern von der Ordnung l 

""" VII< 
flik = 'l/Jk + A ~ E E 1/J1 + A akk 1/Jko 

l:::l=k ,,- I 
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Aus den bisherigen Gleichungen fiel a"" immer heraus, was dem 
Umstand entspricht, daß in CPk der Normierungsfaktor frei ist. 
Setzen wir (CPk' cp,,) = 1, so erhalten wir akk = 0, und 

""0 VI" 
cP" = 1/J" + Ä. ~ E E 1/'1 

1=1= k ,,- 'I. 
(11) 

ist bis auf Glieder mit Ä.2 normiert. 
Über die Konvergenz dieses Störungsverfahrens ist folgendes 

zu sagen: In den Summen in (10) und (11) können - wenn die 
Eigenwerte EI und E" zweier Eigenfunktionen 1/Jl und 1/Jk des 
Ausgangsproblems zufällig einander gleicb sind - unendlich große 
Glieder auftreten. Diese kann man aber leicht eliminieren, und ihr 
V orkommen bildet - wie wir sogleich sehen werden - keine 
ernsten Konvergenzschwierigkeiten. Nachdem man sie eliminiert 
hat, lassen sich die Summationen in den meisten praktisch vor
kommenden Fällen ausführen. Damit ist aber über die Konvergenz 
des ganzen Verfahrens - über die der Reihe (3a), (3b) - noch 
nichts ausgesagt. Diese kann noch sehr wohl divergieren, in 
vielen Beispielen ist schon das dritte Glied in (3a) allein unendlich 
groß! Außerdem ist es bekannt, daß ein diskreter Eigenwert 
- namentlich, wenn er schon im Ausgangsproblem vom konti
nuierlichen Spektrum überdeckt war - sich bei der Störung • auf
lösen", d. h. gänzlioh im kontinuierlichen Spektrum untergehen kann. 

Aber selbst in diesen Fällen hat (11) einen wohlbestimmten 
Sinn: er gibt einen Zustand wieder, der - bei kleinem Ä. -
während sehr langer Zeiten, wenp auch nicht absolut, so doch fast 
stationär ist. Das Fk in (10) gibt die ungefähre Energie und 
durch h dividiert die ungefähre Frequenz dieser Bewegung an. 
Wenn man mit Hilfe von (10) und (11) a = (H + lV -F")cp,, 
bildet, so findet man, daß es vom zweiten Grade in Ä. ist. Nimmt 
man also an, daß die Wellenfunktion cP (t) des Systems zur Zeit 
t = 0 mit CPk übereinstimmt: cP (0) = cP", so kann man allenfalls 

2n1Fk 
--t 

cP (t) = rp" e h + X (t) (12) 
ansetzen. Setzt man dies in die zeitabhängige Schrödingergleichung ein: 

2niFk 
h acp_ -h-t h ax 

2 ni dt - F" rpk e + 2 n i at 
2niFl: 2 <r1F/c 
--t --t 

= F" rp" e h + a e h + (H + Ä. V) X, 



so erhält man 

v. Fast stationäre Wellenfunktiouen 

.:l 21tiF" 
h vX --I 
-. - = a e h + (H + .1. V) X 
2nt ot 

und daraus, indem man ~ (X, X) berechnet, 

V nt --t ---t .:l 2 .(2ntF'k 21ttF") 

ot (X, X) = -h- e h (X, a) - e h (a, X) • 
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(13) 

Hieraus folgt mit Hilfe der Schwarzsehen 
I (X, a) rl S (X, I) (a, a) 

Ungleichung 

o 4x 1/- i/-at (I- x) S T r(l, I)· r(a, a) 

oder 1) 

o f(l' X) < 2 n 1/-( -). 
.:l - h f a, a , vt --

1/- 2x /--
r(l' X) S h Ha, a)t + o . 

Da für t = 0 auch I = 0 ist, ist 0 = 0 und 
4 Xi 

(I, X) S (a, a) /Tt l 

(14) 

21tiF" 

d.h. die Abweichung von cp(t) von CPke-h-t ist für Zeiten, 

die klein gegen hJ2 x. f(a, a) sind, sicher sehr klein. Da 
aber (a, a) proportional l' ist, ändert sich bei kleinem 1 das cP,. 
während verhältnismäßig langer Zeiten so, als wenn es eine wirk
liche Eigenfunktion wäre. 

2. Einer Korrektion bedürfen, wie schon erwähnt, diese Ent
wicklungen in dem Falle, wenn die Eigenwerte zweier oder mehrerer 
Eigenfunktionen des Ausgangsproblems gleich sind, d. h. wenn 
mehrere linear unabhängige Eigenfunktionen zum selben Eigenwert 
des Ausgangsproblems gehören. Da die Summation in (10) und 
(11) über alle Eigenfunktionen zu erstrecken ist und in den 
Summen (10) und (11) auch der Index l jener Eigenfunktionen 
vorkommt, deren Eigenwert EI gleich E k ist, kann man diese 
Summen nur bilden, wenn für jene 7, für welche E k - E, mit l =1= k 
verschwindet, auch (tPll V tP,,) Null ist. 

Stellen wir uns vor, es seien die Eigenfunktionen tPkl' .•. , tP7m 
die zum Eigenwert E k gehören. Wir nehmen an (was auch 
bisher geschah), daß auch diese orthogonal aufeinander sind. Es 

1) a ist unabhängig von t. 
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besteht dann eine gewisse Willkür in der Wahl der Eigenfunktionen 
für unser Näherungsverfahren, indem man als Ausgangsfunktionen 
an Stelle der tPk 11 ••• , tPk8 andere, etwa 

tPkl = all Wkl + all tPu + ... + a18 tPk8j 

~~~ -~. a~l ~k.l :.a~l.tP~s.~ ..... ~ ~2~ ~k: 
tPkB = an Wl:l + a8 2 Wk2 + ... + a sa tPh 

(15) 

nehmen könnte, und man ist nicht mehr berechti/l:t, anzunehmen, 
daß die erste Näherung für f{Jk eben tP1c ist. Ist (a,.,.,) eine 
unitäre Matrix, so sind auch die Wk. aufeinander ortho
gonal (natürlich auch orthogonal auf die übrigen Eigenfunktionen, 
die nicht zum Eigenwert E k gehören), 

(wi;v, Wk") = (:;8 4,.~' Wh', :;8 a,.,.' Wk,.,) 
-,' ,.,.' 

) ([6) = :;8 a:.,a"", (tPk>" tPk,.') = :;8 a:., a",,' «l.,,,' = «l.,., 
~~ ~~ 

und sind als Ausgangssystem für das Näherungsverfahren 
ebenso geeignet wie das ursprüngliche System der tPh' 

Es erhebt sich die Frage, ob man durch zweckmäßige Be
stimmung der Matrix a nicht alle (tPk~' V tPk") mit 11 =1= p. ZUlD 

Verschwinden bringen könnte. In der Tat gelingt dies, es ist 
8 

(tPk., VtP~,,) = :;8a:., a",.' (tPh" VtPk"')' (17) 
",', ,a' = 1 

Bezeichnet man also die aus den Größen (Wh" V Wie",) = Vh'ö k,,' 
= V.' ,,' gebildete hermiteil'che Matrix mit s Zeilen und Spalten 
mit V, so muß die Matrix a so bestimmt werden, daß a* V a' eine 
Diagonalmatrix sei. Ist a in dieser Weise gewählt, so verschwinden 
für 11 =1= p. nach (17) die (tPkVl V tPk")' und in den Formeln (10) und 
(11) treten - wenn man die mit den tPh' vollkommen 
gleichberechtigten tPk. als Ausgangssystem für das 
Störungsverfahren ben u tz t - k ein eGli e der mit ver
sch windendem Nenner auf. 

Nun ist a, also auch a* eine unitäre Matrix, a* = a'-l, und 
die Aufgabe besteht nach dem Vorangehenden darin, diese so zu 
Wählen, daß sie V auf Diagonalform transformiere. Die Gleichung 
zur Bestimmung der a,.,.' lautet dann 

::8 V.,., a",,' = a".v~, ,,' 
wo die v~ die Eigenwerte der Matrix V sind. 

(18) 
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Wir wollen auch in diesem Falle den Eigenwert bis zu 
Gliedern mit ,1,' und die Eigenfunktion bis zu Gliedern mit der 
ersten Potenz von ,1, berechnen. Die Eigenfunktionen Wk1' Wk2, ... , 
Wk8 des Eigenwertes E k , dessen Verschiebung wir berechnen wollen, 
nehmen wir - was wir ja tun dürfen und was nach dem Voran
gehenden zweckmäßig erscheint - von vornherein so an, daß 

.(Wh, VW"I') = V h ;,,1' = Vh;h~.1' .- v~~.1' 0 9) 

sei, d. h. wir gehen sofort von den w' aus. Die übrigen Eigen
funktionen können wir durchnumerieren: WI gehöre zu EI' Den 
Eigenwert des Operators H + A V, der zur Eigenfunktion tph ge
hört, bezeichnen wir mit F"., es wird sich nämlich zeigen, daß der 
s-fache Eigenwert 1) E" aufspalten wird und im allgemeinen s neue 
Eigenwerte ergibt. 

Es sei 
(20) 

und 
• 

tph = Wh + A :8 (:Jh; "I' Wkl' + ,1, :8 ah; lW/ 
,U=l 1=1= k 

+ ,1,2:8 rh; k,u W"I' + ,1,2 :8 bk>; ZWI' (20a) 
I' l=t=k 

Setzt man (20), (20a) in die Gleichung (H + ,1, V) tph = Eh tph 

ein und vergleicht wiederum die Koeffizienten gleich hoher Po
tenzen von ,1" so sieht man, daß die Glieder mit der O-ten Potenz 
sich gegenseitig wegheben, während der Vergleich der ersten und 
zweiten Potenz die beiden Gleichungen 

S Ek (:J".; kl' W"I' + :8 EI ah; zWz + V tPh 
I' l=l=k 

= :8 E" (:Jh; "I' 'I/J"I' + :8 E" a1<>; Z'I/Jl + E~v Wh' (21) 
I' l=I=k 

SE" 1'1<>; "I' 'I/J"I' + :8 EI bh ; l'I/Jz + S (:Jh; "I' V 'I/J",u. 
I' l=I=k I' 

+ S a",; I V 'l/Jl = S E k rh;k,u 'l/Jkl' + SE" bh ; Z'l/JI (21 a) 
Z=f=.k I' l=I=k 

+ S Ekv (:J".; kl' 'I/J",u + :8 Ekv ak>; I t/ll + Eic'. 'l/Jh 
I' I=t=k 

1) Man nennt ihn so, weil zu ihm 8 linear unabhängige Eigenfunk
tionen gehören. 

Wigner, Gruppeotheorie 4 
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ergibt. Aus diesen Gleichungen kann man, ebenso wie vorher, die 
Unbekannt~n Ek .. Ei/ .. ah; I, Ph; kl' bestimmen. Für die Energie 
Fh ergibt sich 

F E + 1 "U" + 1 i "" 1 VI; h 12 (22) 
kY = k ""kY;k~ "~E-E 

I~k k- I 

und die zugehörige Eigenfunktion ist 

rp - tP +)..:8 :8 Vkl'; I VI; h tP) 
h - h I' -4= v 1 =1= k (Ek-;EI) (Vk~; h - Vkl'; kl') kl' 

+ )..:8 Iz; k. tPz. 
1=1= kEk -EI 

(23) 

Dabei ist vorausgesetzt, daß die tPu, tPu, ... , tPks schon so ge
wll.hlt sind, daß Vh ; kl' = 0 für v =1= I' ist. 

Sind die Vhi h = v~ für v = 1, 2, ... , s alle verschieden 
voneinander, so spaltet der Eigenwert E k schon in erster Näherung 
in s neue Eigenwerte auf. Dann läßt sich auch f/Jh nach (23) 
ohne weiteres bilden, da in (23) keine verschwindenden Nenner 
vorkommen-. 

Sind aber unter den v~ = Vhi k~ gleiche vorhanden, so sind 
die zugehörigen Eigenfunktionen wieder nur bis auf eine unitäre 
Transformation bestimmt (weil die zum gleichen Eigenwert von 'v 
gehörigen Eigenvektoren uur bis auf eine solche festgelegt sind). 
Wir müssen sie dann so wählen, daß die hermiteische Matrix w 

w -:8 Vkl'; I JTz; h (24) 
1" -l~ k E k -E, 

die Diagonalform haben soll. Dann kann man anch (23) bilden. 
All dies tritt automatisch ein, wenn man die richtigen Eigen. 
funktionen erster Näherung (15) aus anderen Überlegungen kennt 
und von vornherein mit diesen rechnet. 

Mit diesen Modifikationen ist also das Störungsverfahren, auch 
wenn mehrere, allerdings nur endlich viele Eigenfunktionen 
zum seI ben Punkteigen wert gehören, noch ausführbar. Dieser 
Fall wird uns im folgenden viel beschäftigen, und die Entwicklungen 
dieses Kapitels bilden die Grundlage der meisten quanten
mechanischen Rechnungen. Meistens beschränkt man sich dabei 
in (22) auf das Glied mit der ersten Potenz von).., d. h. auf 
Vh ; h = v~. Dieses kann man schon dUrch Auflösen der Säkular
gleichung von (18) berechnen oder auch auf eine einfache Quadratur 
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zurückführen, wenn man die sogenannten "richtigen Linearkom
binationen " (15), für die 

und 
vYU = (tPk>' V tPk,..) = 0 für v * f' 

W y ,.. = U für v * JL und V H = v,../l 
ist, kennt. Diese kann man häufig, ohne die Säkulargleichung von 
(18) aufzulösen, aus gruppentheoretischen Überlegungen bestimmen. 
Dies ergibt eine wichtige Anwendung der Gruppentheorie auf 
quantenmechanische Probleme. 

VI. Transformationstheorie 
und Grundlinien der statistischen Deutung 

der Quantenmechanik 
1. Während anfangs das Bestreben der Quantenmechanik sich 

nur auf die Bestimmung der Euergiewerie, spontanen Übergangs
wahrscheinlichkeiten usw. richtete, ging man später immer mehr 
zu prinzipiellen Fragen über und versuchte, sich unter den Matrizen, 
Operatoren und Eigenfunktionen auch etwas vorzustellen. So ent
stand die statistische Deutung der Quantenmechanik, bei deren 
Entwicklung M. Born, P. A. M. Dirac, P. Jordan, W. Pauli jr. 
und W. Heisenberg in erster Reihe beteiligt waren. 

Während man in der klassischen Mechanik zur Beschreibung 
eines Systems mit f Freiheitsgraden 2 f Zahlen: f Lagenkoordinaten 
und f Geschwindigkeiten, notwendig hatte, beschreibt die Quanten
mechanik einen Zustand durch eine normierte Wellenfunktion 
fP (Xl' XI' •. . ,X,) [es ist (cp, fP) = 1), dessen Argumente die Lagen
koordinaten sind. Ebenso wie in der klassischen Theorie zu 
beliebigen 2f Zahlen ein Zustand zugeordnet war, ist jetzt zu jeder 
Wellenfunktion, die der Bedingung 

00 

f- .. flfP(xt , x2 ' ••• , x,) 12 dXI ••• dx, = 1 
-00 

genügt (nicht etwa nur den Eigenfunktionen der Schrödinger
gleichung, sondern z. B. auch Linearkombinationen von diesen), ein 
Zustand zugeordnet. Die Mannigfaltigkeit der Zustände ist 
also in der Quantenmechanik viel größer als in der klassischen 
Theorie. 

4* 
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Die zeitliche Fortentwicklung des Systems ist in der klassischen 
Mechanik durch die N ewtonschen Bewegungsgleichungen bestimmt, 
in der Quantenmechanik durch die zeitabMngige Schrödinger
gleichung 

h Orp 
2ni Fe = Hrp, (1) 

wo H der Hamiltonsche Operator ist: im einfachsten Falle 

f 1 h~ O~ 
H = ~ ~2- -4 9 O~ + V(xl' x2 ' ••• , xf)· (2) 

1:=1 m/c n x" 

Seine genaue Bestimmung ist wohl die wichtigste Aufgabe der 
Quantenmechanik. 

In der klassischen Mechanik gaben die 2 f Zahlen, die zur 
Beschreibung des Zustandes dienen, die Koordinaten und Gesch windig
keiten der einzelnen Teilchen direkt an und man konnte aus ihnen 
auch mühelos beliebige Funktionen dieser Größen berechnen. In 
der Quantenmechanik hat die Frage nach der Lage eines Teilchens 
im allgemeinen gar keinen Sinn: sinnvoll ist nur die Frage nach 
der Wahrscheinlichkeit, mit der sich ein Teilchen an einer 
bestimmten Stelle befindet. Dasselbe gilt von Impulsen und von 
Funktionen dieser Größen, wie z. B.Energie usw. 

Den einzelnen physikalischen Größen ordnet die 
Quantenmechanik hermiteische Operatoren zu. So z. B. 
ist der Operator, der der x/c-Koordinate zugeordnet ist: .Multi-

plizieren mit x/c", dem entsprechenden Impuls: .!-. 00 ,der Energie 
~n~ X/c 

das Haus (2) usw. Dieser letztere Operator ist übrigens der 
einzige, der eine besondere Rolle spielt: er tritt in der zeit;.;. 
abhängigen Schrödingergleichung auf. 

Im allgemeinen erhält man diesen Operator, wenn man die fragliche 
Größe klassisch mit Hilfe von Lagen- und Impulskoordinaten ausdrückt und 
dann die Lagenkoordinate x" durch den Operator "Multiplizieren mit x,,", 
die Impulskoordinate p" durch den Operator -2 h . ~ ersetzt. Z. B. ist 

nz 0 x" 
bei einem harmonischen Oszillator die Energie 



VI. Die Wahrscheinlichkeiten 53 

Sie wird durch den Operator 

1 [( h ())2 (h ())2 (h () )2] 
2m 2ni ()Xl + 2ni ()X2 + 2ni ()Xg 

+ ,,2 (Xl' Xl' + x2' x2' + Xs' xs') 
ersetzt, Das ist genau das, was in (2) angegeben ist, 

Die Messung einer Größe (Koordinate, Energie) kann über
haupt nur jene Werte ergeben, die als Eigenwerte des zugeordneten 
Operators vorkommen, So z, B. sind die möglichen Energiestufen 
die Eigenwerte von H, Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 
wenn sich das System im Zustand qJ (Xl'" Xr) befindet, daß die 
Größe mit dem Operator G den Wert Äk hat? Diese Wahrschein
lichkeit ist sicher Null, wenn Äk kein Eigenwert von G ist, ist er 
dagegen ein Eigeuwert und 1/Jk die zugehörige normierte Eigen
funktion, so gibt 

(3) 

die gefragte Wahrscheinlichkeit an, 
Im Sinne der statistischen Deutung sollen nur diese Wahr

scheinlichkeiten einen physikalischen Sinn haben, nur diese Folge
rung aus der Theorie ist durch Experimente prüfbar, 

Entwickelt man qJ nach dem vollständigen Orthogonalsystem 
der Eigenfunktionen von G 

qJ = a]1/Jl + allPs + as1/Js + "', (4) 

so ist die Wahrscheinlichkeit für Äk, wenn 

G 1/Jk = Äk 1/Jk 
ist, nach (3) das Absolutwertquadrat I ak 12 von 

(1/Jk' qJ) = ak' 

(4a) 

(5) 

Natürlich muß die Summe der Wahrscheinlichkeiten, daß der Wert 
der betrachteten Größe irgend einen der Werte Ä1, Äs' Äs ' " annimmt, 

I a1 12 + 1 aslS + 1 aal2 + .. , = 1 
sein, In der Tat folgt aus 

(qJ, qJ) = (~ak1/Jk' ~al1/Jl) = ~a:al(1/Jk' 1/Jz) 
k I k, I 

=t :2 at al ~k I = :21 ak 12 = 1. 
k, I k 

Die Wellenfunktion C qJ (mit 1 C I = ]) entspricht demselben Zu
stand, dem die Wellenfunktion qJ entspricht, die Wellenfunktion 
ist nur bis auf einen Faktor vom Absolutwert Eins durch 
den physikalischen Zustand bestimmt, In der Tat sind alle 
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Wahrscheinlichkeiten, die man mit Hilfe der Wellenfunktion cp 
einerseits, mit der Wellenfunktion c cp andererseits berechnet, ein
ander gleich: 

°1 (1/1k' ccp) 11 = 1 C (1/1k' cp) 12 = 1 c 12 1 (1/1k' cp) 11 = 1 (1/1k' cp)I S, 

und diese Wahrscheinlichkeiten sind das einzige physikalisch Reale 
am Zustand. 

Gehören zu einem Eigenwert Ak mehrere linear unabhängige 
Eigenfunktionen 1/1kl' 1/11:2, 1/1kS' .•. (die wir zueinander orthogonal 
annehmen wollen), so ist die Wahrscheinlichkeit für Ak gleich der 
Summe der Quadrate der Entwicklungskoeffizienten 

1 (1/1u, cp) 11 + 1 (1/112' cp) 12 + I (1/1kS, cp) 12 + ... 
Dies alles gilt zunä.chst natürlich nur für die Wahrscheinlich

keiten der diskreten Eigenwerte. Die Wahrscheinlichkeit für einen 
ganz bestimmten Wert des kontinuierlichen Spektrums ist ja immer 
Null, weil im kontinuierlichen Spektrum nur endliche Bereiche eine 
endliche Wahrscheinlichkeit haben können. Diese ist - wenn das 
Bereich hinreichend klein ist - gleich dem Absolutwertquadrat 
des Entwicklungskoeffizienten des zu diesem Bereich gehörigen 
normierten Eigendifferentials. 

2. Nur in einem Fall arten die Wahrscheinlichkeitsaussagen 
der Quantenmechanik in bestimmte Voraussagen aus: wenn die 
Zustandsfunktion cp eint: Eigenfunktion des zu messenden Operators G, 
also G cp = Ale cp ist. Dann ist nä.mlich cp auf alle nicht zu Ale 
gehörigen Eigenfunktionen von G orthogonal und die Wahrschein
lichkeit für diese Eigenwerte ist Null, für Ale also 1. In diesem 
Fall ergibt die Messung mit Sicherheit den Wert Ak' 

Wenn wir eine Größe gemessen und dabei einen bestimmten 
Wert gefunden haben, so müssen wir, wenn wir diese Messung nur 
genügend rasch wiederholen, denselben Wert finden. Sonst wäre 
die durch die Messung gewonnene Aussage, daß die betreffende 
Größe diesen oder jenen Wert hat, sinnlos. Die Wahrscheinlich
keiten für eine nochmalige Messung, also auch die Weil e n -
funktion, die ja nur zur Berechnung der WahrRcheinlichkeiten 
dienen soll, ä.ndern sich 1) durch eine Messung. Und ZWar 

1) Die Wellenfunktion ändert sich also lluf zw.ei sehr verschiedene 
Weisen. Erstens im Laufe der Zeit, kontinuierlich, nach der Differential
gleichung (1) und zweitens bei den Messungen, die man am System vor
nimmt diskontinuierlich nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen (s. weiter unten). 
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sehen wir, daß die Wellenfunktion nach der Messung, die für G 
den Wert Ä,le ergeben hat, eine zu Ä,le gehörige Eigenfunktion 
von G eein muß. Nur so ist es nämlich gewährleistet, daß eine 
nochmalige Messung von G wiederum den Wert Ale ergibt. Durch 
die Messung von G ist die Wellenfunktion gezwungen worden, in 
eine der Eigenfunktionen von G überzugehen. Und zwar ist sie 
in 1/1le übergegangen, wenn die Messung das Resultat Ale ergab. In 
welche der Eigenfunktionen von G die Zustandsfunktion des 
Systems übergehen wird, kann man im allgemeinen nicht mit 
Sicherheit voraussagen, die Quantenmechanik gibt nur die Wahr
scheinlichkeiten 

für die einzelnen (Werte Ä.le, also) Eigenfunktionen tPk an. Da man 
den Ausdruck 1 (1/1le' q» 12, die Häufigkeit des Überganges der Wellen
funktion q> in 1/1le bei der Ausführung der Messung G schon aus 
den beiden Funktionen q> und 1/1le berechnen kann, n&Dnt man ihn 
einfacher die (durch einen Versuch bedingte) Übergangswahr
scheinlich keit vom Zustand q> in den Zustand 1/1k. Kennt man 
die Übergangswahrscheinlichkeiten einer Wellenfunktion in jede 
Funktion, so kann man die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen 
Resultate alle.r denkbaren Versuche berechnen. 

Nach dem Vorangehenden ist es kaum noch nötig zu be
merken, daß die Übergangswahrscheinlichkeiten einen physikalischen 
Sinn haben und daß sie daher in zwei Beschreibungen desselben 
Systems, die miteinander äquivalent sein sollen, denselben Wert 
haben müssen. 

3. Übergang zu einem anderen n Koordinatensystem". 
Sind G, G', G", ... Operatoren, die verschiedenen physikalischen 
Größen, wie Energie, Koordinate, Impuls usw. zugeordnet sind, 
und q>l' q>" q>a' .•. Wellenfunktionen verschiedener Zustände, so 
erhält man dieselben Resultate wie mit diesem System von Ope
ratoren und Wellenfunktionen, wenn man die ersteren durch 

G = UGU-lj G' = UG'U-lj G"- UG"U-l. - , , ... , 

die Wellimfunktionen dagegen durch 
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ersetzt, wobei U ein beliebiger unitärer l } Operator ist. Zunächst 
sind die Eigenwerte, die überhaupt möglichen Versuchsresult.ate 
der G und der G = U G U-1 dieselben, da sich die Eigenwerte 
durch eine Ahnlichkeitstransformation nicht ändern: ist 1k Eigen
wert von G und tP." die zugehörige Eigenfunktion, so ist 1k auch 
Eigenwert von G = U G U-1 und die zugehörige Eigenfunktion 
ist U tP7., aus G tPk = 1k tPk folgt 

G U 1/fJ. = U G U-1 U tPk = U G tPk = U 1k tPk = 1k U tPk· 
Aber auch die Wa~rscheinlichkeiten dieser EigeRwerte -

etwa des Resultats 1k der Größe, der im .ersten Koordinaten
system" G, im zweiten G zugeordnet ist - ergeben sich beidemal 
gleich groß. Im ersten Falle haben wir 

I (tPk, fP) 19. 
Im zweiten Falle ist fP durch 0 fP und tPk durch die zu }.k gehörige 
Eigenfunktion von G, also durch U tPk zu ersetzen. Wir erhalten 
so für die Wahrscheinlichkeit im .zweiten Koordinatensystem" 

I (U tPk, U fP) 11 

also wegen der Unitarität von U dasselbe, was wir vorher erhalten 
haben. Natürlich sind auch die Übergangswahrscheinlichkeiten 
zwischen zwei einander entsprechenden Zuständen fP1' fPs hzw. 
U fPt' U fPI in beiden Koordinatensystemen dieselben: wegen 

(U fPl' U fP2) - (fPl' fPJ) ist I<U fP1' U fP.)i2 = I (fPl' fP2)i1· 

Einen solchen Übergang zu einem anderen Koordinatensystem 
durch eine Ähnlichkeitstransformation der Operatoren und gleich
zeitiges Ersetzen der Wellenfunktion fP durch U fP bezeichnet man 
vielfach als eine kanonische Transformation. Zwei Be
schreibungsweisen, die durch eine kanonische Trans
formation auseinander hervorgehen, sind einander äqui
valent. Umgekehrt läßt sich zeigen, daß zwei quantenmechanische 
Beschreibungsweisen, die einander äquivalent sind, durch eine 
kanonische Transformation in13inander überführt werden können. 

1) Die Unitarität eines Operators U wird analog zur Bermitizität 
definiert: es wird verlangt, dall für beliebige zwei Funktionen fund g 

(f, g) = (U f, U g) 
gelte. Sind fund 9 Vektoren, U also eine Matrix, 80 ist dies die not
wendige nnd hinreichende Bedingung für ihre Unitarität. 
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4. Wir wollen ein Beispiel für die Anwendung der Trans
formationstheorie und der statistischen Deutung durchrechnen und 
wählen hierzu die von Schrödinger gegebene Begründung für die 
Bedeutung der Ahsolutwertquadrate der Matrixelemente (N = if 
= Anzahl der Elektronen, Xl' XI' ••• , XN ihre X-Koordinaten) 

(Xl +X,+ + XN)FE = ('rpF' (Xl +x2+ +XN) t/JE)=XFE. (6) 

Diese soll nach der Matrizentheorie für die durch in der X-Achse 
polarisiertes Licht bedingte Übergangswahrscheinlichkeit vom 
station~ren Zustand t/JE (mit der Energie E) in den stationären 
Zustand t/J F (mit der Energie pj 

H t/JE = E t/JE; H t/JF = F t/JF (7) 

verantwortlich sein. 
Dieser Begriff der durch Strahlung bedingten Übergangs

wahrscheinlichkeit hat mit dem soeben erörterten Begriff der durch 
Versuche bedingten Übergangswahrscheinlichkeit nichts zu tun. 
Der letztere ist aus der Gedankenbildung der statischen Deutung 
entstanden und gibt die etwas paradox klingende Wahrscheinlich
keit für das Vorhandensein des Zustandes tp' an, wenn der Zustaud tp 
ist. Sie ist eine dimensionslose Größe. Der jetzt wichtige B~
griff gibt die Wahrscheinlichkeit an, daß in der nächsten Sekunde 
das Atom vom ZUfltand t/JE unter Absorption des Lichtquantes 
h V = F - E in den Zustand t/JF übergeht. Sie hat die Dimension 
Sec- 1• Sie ist nur für Übergänge zwischen zwei stationären Zu
ständen (Eigenfunktionen des H amiltonschen Operators H) sinn
voll, während die erstere für beliebige Zustände tp, tp' definiert 
war. Da sie sich auf einen im Laufe der Zeit abspielenden V or
gang bezieht, muß sie durch die zeitabhängige Schrödingergleichung 
erfaßt werden können. 

In allen Einzelheiten ist dies zwar nicht der Fall, weil die 
zeitabhängige Schrödingergleichnng die spontane Emission nicht zu 
erklären vermag: nach ihr sind die Atome auch in angeregten Zu-

2ntF 

ständen (wie etwa t/JF) beliebig lange Zeit stabil, tp = t/JF. e-h- t 

ist eine Lösung der Gleichung (1). Doch enthält die Schrödinger
gleichung die Absorption (wie auch die Einsteinsehe negative 
Einstrahlung), so daß wir jedenfalls zu richtigen Resultaten kommen 
müssen, solange die spontane Emission keine wesentliche Rolle 
spielt, solange sich das Atom fast im Normalzustand t/JE befindet. 
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Diese Annahme wird sich später auch aus reclmerischen Gründen 
notwendig erweisen, sie ist gerechtfertigt, wenn das Atom anfangs 
im untersten Zustande 1/JE war, man sich· auf verhi!.ltnismäßig kurze 
Zeiten beschränkt und die Intensität der auffallenden Lichtwelle 
nicht extrem groß ist (was auch praktIsch kaum erreicht werden 
könnte). 

Unser Weg zur Behandlung des Absorptionsprozesses ist nun
mehr vorgezeichnet: Wir nehmen an, daß zur Zeit t = 0 der Zu
stand des Systems q> (0) = 1/JE war und sich dann nach der Gleichung 

h oq> 
2 n i at = H q> = Ho q> + Hl q> (8) 

andert, wo Ho der Hamiltonsche Operator wäre, wenn kein Licht 
auf das Atom fallen würde, und H1 der durch das Licht bedingte 
Zusatzoperator ist. Das Licht bedeutet nämlich ein elektrisches 
Wechselfeld 

~:t = Psin 2nvtj ~y = Oj ~~ = 0 (9) 

(die Abhll.ngigkeit der Feldstärke von der Koordinate können wir 
wegen der Kleinheit der Atome vernachlässigen), wodurch die 
potentielle Energie V in (2) durch 

V+H1 =V+Pe(xI +xs+",+xN)sin2nvt (8a) 

ersetzt wird. Durch dieses Zusatzpotential, das als Störung 
behandelt wird, wird der Zeitablauf der Wellenfrinktion, der bei 
P=Ü 

(10) 

wi!.re, modifiziert und wir haben die Gleichung 

2~i ~~ = Ho' + Pe sin 2nvt (Xl + XI + ... + XN)". (11) 

Um diese Gleichung zu lösen, entwickeln wir q> nach dem 
vollsti!.ndigen System von Eigenfunktionen von Ho 

q> (t) = IlE (t) 1/JE + IlF(t) lPF + (la (t) 1/JG + ''', (12) 

wo die IlE, IlF, Ila nicht mehr VOll den Koordinaten Xl' XI' ••• , die 
1/JE, 1/JF, 1/Ja, ... dagegen nicht von der Zeit t abhängen. Dann 
können wir einen Zustand 'anstatt mit seiner Wellenfunktion , 
mit den EntwicklungsJweffizienten IlE, IlF, IlG' ... dieser charak
terisieren. 
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Die Absolutwertquadrate I llE 12, 1 llF I~, 1 llo 12, ••• dieser Größen 
geben dann die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen 
Anregungsstufen des Atoms an. Wird das Atom durch :;:eine 
Lichtwelle getroffen, so bleiben diese Wahrscheinlichkeiten zeitlich 
konstant, und da anfangs nur 1 llE 12 = 1 von N uU verschieden 
war, wird dies für alle Zeiten gelten. Fällt dagegen eine Licht
welle auf das Atom, so müssen nach einer bestimmten Zeit auch 
die höheren Zustände angeregt erscheinen. Diese Anregungsstärken 
wollen wir jetzt berechnen. 

Dabei nehmen wir an, daß zur Zeit t = 0 

llE (0) = 1, aF (0) = 0, llo(O) = 0, ... 

ist und daß die Frequenz v des Lichtes näherungsweise mit der 
Sprungfrequenz 

übereinstimmt. 

~(F'-E) ~ v 
h 

(*) 

Setzen wir den Ausdruck (12) für cp in (11) ein, so erhalten wir 
eine Differentialgleichung für die Zeitabhängigkeit der llE, aF, llG, •.• 

Da uns in erstel Linie llF (t) interessiert, bilden wir das skalare 
Produkt dieser Gleichung mit tPF, es bleibt dann links wegen der 
Orthogonalitätsrelationen der Eigenfunktionen von Ho [(12) Kap. IV] 
nur das Glied mit llF stehen und man erhält 

h OIlF(t) . 
-2 . -~- = FllF+Pesm 2nvt(XFE llE+XFFllF+XFO llo+ ... ), (13) 
n~ ut 

wo nach (6) für das Integral 

(6) 

usw; eingesetzt ist. 
Die Glieder rechts in (13) sind sehr verschiedener Größen

ordnung. Die Energie E hat die Größenordnung einiger Volt. 
Dagegen ist es schon ein sehr intensiver monochromatischer Licht
strahl, bei dem P die Amplitude des eIe ktrischen Vektors 10-2 Volt! cm 
ist. Die Matrixelemente von X sind etwa 10- 8 cm, so daß 
PeX,...., 10-10 Volt ist. Wi~ können daher im zweiten Glied 
rechts in (13), das schon ohnehin klein ist, 
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also die Näherungswerte (10) einsetzen, die diese Größen haben 
würden, wenn wir das zweite Glied rechts in (13) überhaupt ver
nachlässigen würden. Wir erhalten so 

h OClF(t) . 'flt!.' 
-2 . -0- = FClF(t) +PeXJi'EslD.2nvte h. (14) 

:lU t 
Um diese Gleichung zu integrieren, setzen wir 

2nt.!t 
ClF (t) = b (t) e h 

dann ist 

/fltf' ~ ob(t) = Pe XFE(/nt(~+.)t_eut(~-.)t) 
2ni ot 2i 

F 

und daraus ergibt sich mit e - in t Ii t erweitert und integriert 

h Pe ( e2f11[.-(F-El/hlt e2f1t[-7-(F-EI/hlt ) 

2ni b(t)=2i XFE 2:1ti[v-(F-E)/h]- 2ni[-v-(F-E)/ht C . 

Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Bedingung 
b (0) = 0, wir können sie in zwei 'l'eile zerlegen und nach Mnltipli
kation mit 2 n i(h 

_ Pe (e2f1Hr-CF-E)/hJt_l e2nH- .. -(F-El/hlt -1) 
b(t) - ~iXFE hv-F+E + lw+F-E (15) 

schreiben. Dieser Ausdruck verschwindet ja für t = 0 und wir 
sehen, daß b (t) eine Summe von zwei periodischen Funktionen ist. 

Wenn wir die Intensitä.t p' des Lichtes konstant lassen und 
seine Frequenz 11 ändern, so sehen wir, daß das erste Glied von (15) 
sehr stark ansteigt, wenn lw nahezu F - E wird. Nur in diesem 
Falle gelingt es überhaupt, eine einigermaßen merkliche Anregung 
zu bekommen und wir haben hiermit eine Erkillrung für die Bohr
sehe Frequenzbedingung gefunden: die Frequenz des Lichtes, das 
einen beträchtlichen übergang vom Zustand mit der Energie E in 
den Zustand F erzwingen soll, muß der Bedingung (*) genügen. 

Wenn wir dies fortan annehmen, können wir in (15) das 
zweite Glied neben dem ersten vernachlässigen. Für die Wahr., 
scheinlichkeit 1 CI F (t) I' = 1 b (t) I' des Zustandes F erhalten wir dann 

Ib(t)/II=P1 e'IX Ill-cos2n[v-(F-E)/h]t. 15) 
2 FE (lw _ F + E)I ( a 
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5. Wir haben bisher vorausgesetzt, daß die Lichtwelle, die 
das Atom zur Zeit t = 0 trifft, die Gestalt einer reinen Sinus
schwingung hat. Gewöhnlich ist dies nicht der Fall und das Lic.ht 
besteht aus einer Superposition von vielen Sinusschwingungen, 
deren Frequenzen ein ganzes Intervall um v = (F - E)/h un
gefähr gleichmäßig bedecken und deren Phasen statistisch unab
hängig verteilt sind. Weg.en dieses letzteren Umstandes kann man 
annehmen, daß sich die Wirkungen dieser Schwingungen additiv 
ZUS8I1imensetzen und die Gesamtwahrscheinlichkeit, daß das Atom 
zur Zeit t im Zustand F sei, 

1 &(t) I' = ~IX l,P:e' l-cos2n:[v-(F-E)/h]t (16) 
,. FE 2 (h v - F + E)S 

ist, wo 11 die Frequenzen aller im LICht auftretenden Sinus
schwingungen durchläuft und P" die Amplitude der Schwingung 
mit der Frequenz v ist. 

Sind die Frequenzen der einzelnen Sinusschwingungen sehr 
nahe zueinander und bedecken sie ein gewisses um (F - E)/h ge
legenes Gebiet - deren untere und obere Grenze VI bzw. v2 sei -
gleichmäßig und sehr dicht, so kann man für P: = 8 n: J d v 
schreiben, wo J die Intensität (Energiedichte) des Lichtes pro 
Frequenzeinheit und d v der Abstand zweier aufeinanderfolgender 
Frequenzen ist. Aus (l6) wird dann in bekannter Weise das 
Integral 

"2 . 

1&(t)IS = 4 2JIX 12 r l-cos2nt[v-(F-E)/h]d (16a) 
n:e n: J (hv-F+E)2 v 

oder wenn man an Stelle von v als Integrationsvariable 

X = 2n:t[v-(F--E)/h] 
einführt: 

ZJ 

1 & (t) I' = 8h~2 e2 Jt 1 X FE I' J 1 -x~osx dx, 

wo die Integrationsgrenzen 

Xl = 2 n:t[v1-(F-E)/h], 

(16 b) 

sein sollten. Da aber der Integrand von (16b) nur in einem 
schmalen Gebiet um x = 0 wesentliche Werte annimmt, kann man 
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die Integration von - 00 bis 00 erstrecken und erhält für die 
Wahrscheinlichkeit des Zustandes mit der Energie F 

8 n 8 el 

Ib(t)12 = ~JtIXFEI2. (17) 

Diese Verschiebung der Integrationsgrenzen ist eigentlich nur erlaubt 
wenn XI und - Xl groß sind, was nach (t) darauf hinausläuft, daß' 
die eingestrahlte Linie sich nach beiden Seiten von (F-E)/h über 
ein Frequenzgebiet erstrecken muß, das groß gegen 1/2 n t ist. 
Da unsere Rechnungen andererseits nur für Zeiten, die kurz sind 
gegen die Lebensdauer 7: des Zustandes F, Gültigkeit beanspruchen 
können, besagt dies, daß die Breite der eingestrahlten Linie allenfalls 
sehr groß gegen die "natürliche Linienbreite" 1/7: angenommen 
werden muß. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß das Atom im Zustande mit der 
Energie F sei, ist nach (17) proportional zur Intensität J des 
eingestrahlten Lichtes, zum Quadrat des Matrixelements 1 X F E r~, 
womit wir die matrizentheoretische Aussage tatsächlich bestätigen 
konnten - und zur Einwirkungsdauer t der Lichtwelle - wie 
erwartet werden mußte. Allerdings gilt (17) nur für Zeiten, die 
kurz gegen die Lebensdauer des angeregten Zustandes und lang 
gegen die reziproke Breite der eingestrahlten Linie sind. 

Trotz dieses Umstandes und ihrer nu.r näherungsweisen Gültig
keit liefert (17) eine sehr schöne BeRtätigung der Annahme, daß 
1 (lF III die Anregungsstärke des Zustandes mit der Energie Fist, 
sie ist - zusammen mit der Vorstellung des Wahrscheinlichkeits
paketes im Konfigurationsraum - eine der stärksten Stützen der 
statistischen Deutung der Quantenmechanik. 

Wir haben (17) aber auch noch aus einem anderen Grunde 
abgeleitet, sie zeigt uns nämlich, daß 

IXFEII = 1 ('l/JF, (Xl + Xi + ... + XN) 'l/JE) 11 

proportional der durch zur X-Achse parallel polarisiertes Licht 
erzwungenen Übergangswahrscheinlichkeit vom stationären Zu
stand tPE in den stationären Zustand tPF ist. Diese Tatsache -
sie wurde verschiedentlich weit exakter begründet, als· wir es hier 
taten - wird in der :Folge die Grundlage der Berechnung der 
Intensitäten bzw. Intensitätsverhältnisse der Spektrallinien bilden. 
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VII. Abstrakte Gruppentheorie 
Betrachten wir die sechs Matrizen 

(-t tl'~ 111"3 ! ' 
II r s 

(t) 

und bilden wir nach den Regeln der Matrizenmultiplikation die 
36 Produkte, welche entstehen, wenn man jede der sechs Matrizen (t) 
mit jeder Matrix (t) multipliziert! Wir sehen, daß alle 36 so 
entstehenden Matrizen mit einer schon in (t) vorkommenden Matrix 
identisch sind. Ein solches System bezeichnet man als eine 
Gruppe. Wir können diese Eigenschaft dieser Matrizen in einer 
Tabelle, der Gruppentafel, zusammenfassen: 

E A B 0 D F 

E E A B C D F 
A A E D F B C 
B B F E D 0 .A 
0 0 D F E A B 
D D C A B F E 
F F B C A E D 

In der ersten Spalte o:teht der erste Faktor, in der ersten 
Zeile der zweite Faktor. und in der Tabelle selbst steht das Pro
dukt. In dieser Tabelle sind alle Multiplikationsregeln der 
Matrizen (t) vereinigt. 

Die ~~renge Definition der Gruppe ist folgende: 
Unter Gruppe versteht man eine Gesamtheit von Objekten, 

den Elementen der Gruppe. zwischen denen eine Art Verknüpfung, 
Multiplikation genannt, eindeutig definiert ist. Diese Multipli
kation definiert zu je zwei Elementen der Gruppe (Faktoren) 
ein drittes Element der Gruppe, das Produktl). Diese Gruppen-

1) Man denke im folgenden an ein System von 11- - zeiligen Matrizen. 
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multiplikation, die als eine den Gruppenelementen innewohnende 
Eigenschaft angesehen werden soll, muß ferner folgende Merkmale 
aufweisen. 

1. Das Assoziativgesetz muß gelten, d. h. wenn AB = F und 
B 0 = G ist, so ist F 0 = A G. Sind die Gruppenelemente 
Matrizen und verstehen wir unter Gruppenmultiplikation Matrizen
multiplikation, so ist das Assoziativgesetz immer erfüllt. (Nach 
Satz 3 des 1. Kapitels.) Gruppen, in denen auch das kommutative 
Gesetz der Multiplikation gilt, d. h. AB = BA ist, nennt man 
Abelsche Gruppen. 

2. Unter den Elementen ist eines (und nur eines) vorhanden, 
Einheit E genannt, das die Eigenschaft hat, daß sein Produkt mit 
einem beliebigen anderen Element das andere Element ergibt, d. h. 
AE = E A = A gilt. 

3. Jedes Element hat eine Reziproke, d. h. zu jedem A gibt 
es ein B, so daß BA = E. Dann können wir, wie in Kapitel I, 
Satz 6, zeigen, daß auch AB = E ist. Aus BA = E folgt 
BA B = B; ist 0 die Reziproke von B, so folgt weiter 0 BA B 
= 0 B, d. h. AB = E. Die Reziproke von A bezeichnet man 
mit A-I. 

Diese drei Eigenschaften der Gruppenelemente und der Gruppen
multiplikation dienen zur Definition der Gruppe, man nennt sie 
auch - so, oder etwas anders forrr.uliert - Axiome der Gruppe 
oder GruppenpostuJate. 

Regel. Die Reziproke eines Produkts ABO D ... bildet 
man - ebenso, wie bei Matrizen -, indem man die Reziproken 
der einzelnen Faktoren in umgekehrter Reihenfolge miteinander 
multipliziert. Es ist also 

(ABOD ... )-1 = ... D-10-IB-1.A.- 1, 

in der Tat ist 

D-l 0- 1 B-I A -1 ABO D ... = E. 

Es ist zu beachten, daß etwa aus A X = Bund .A Y = B 
auch X = Y folgt. In der Tat sind beide X = Y = .A. -1 B. 
Auch aus XA = Bund Y A = B folgt X = Y = BA-I. 

Hat die Gruppe nur eine endliche Anzahl h von Elementen, 
so nennt man die Gruppe eine endliche und bezeichnet h als die 
Ordnung der Gruppe. 
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Sätze über endliche Gruppen 1) 

Fassen wir ein Element X ins Auge. Dann können wir daraus 
der Reihe nach die Elemente 

E = Xo, X = Xl, X', XB, ... (tt) 
usw. bilden. Da die Elemente von (tt) alle Gruppenelemente sind, 
die Anzahl aller Elemente aber endlich ist, so muß nach einer 
gewissen Anzahl von Potenzen eine schon in der Reihe (tt) vor
gekommene wieder vorkommen. Sei das erste solche Element 
Xn = Xk (mit k < n), so muß k = 0 und Xn = E sein, denn 
sonst wäre schon Xn - 1 = Xk - 1 in der Reihe vOl'gekommen und 
xn wäre nicht das erste Element, das in der Reihe (tt) zum 
zweiten Male vorkommt. Ist n die kleinste Zahl, für die Xn = E 
gilt, so nennt man n die Ordnung von X. Die Reihe 

E, X, X2,XB, ... , Xn-l (ttt) 
nennt man die Periode von X. Die Periode von D in der 
Gruppe (t) ist z. B. E, D, D2 = F (DB = FD = E), die Ordnung 
von D ist also 3. Die Periode von Fist E, F, F'J = D, 
(F3 = D F = E), die Ordnung von F ist also ebenfalls 3. Die 
Ordnung von A dagegen ist 2, da bereits Ag = E gilt. 

Die Periode von X (ttt) bildet selber eine Gruppe (und zwar 
eine Abelsche Gruppe). Eine Gesamtheit von Elementen einer 
Gruppe, die selber eine Gruppe bildet, nennt man eine U n t e t
gruppe. (ttt) ist eine Abelsche Untergruppe. 

Satz 1. Ist.p eine Gruppe von der Ordnung h mit den Ele
menten E, A 2 , As, ... , Ah , und ist Ak ein beliebiges Element 
dieser Gruppe, so kommt in der Reihe EAk = Ak , A2 A/c, 
A 3 Ak , ••• , AhAk jedes Element einmal und nur einmal vor. 
In der Tat sei X ein Element und X Ak l = Ar, so ist Ar Ak = X, 
d. h. X kommt in der Reihe vor. Zweimal kann X dagegen nicht vor
kommen, da aus ArA k = X und A. Ak = X auch Ar = AB folgt. 

Dasselbe gilt natürlich von der Reihe Ale E, A Ie .42 , Ale As, ... , 
A k Ah• Satz 1 bringt zum Ausdruck, daß in der Gruppentafel in 
jeder Spalte (und ebenso in jeder Zeile) jedes Element einmal und 
nur einmal vorkommt. Die einfachste und wichtigste A.nwendung 
dieses Satzes ist die folgende: Sind JE, ,TA2 , J Aa , ... , J Ah Zahlen, 

1) Man verifiziere alle Sätze an der Gruppe (t). Man bediene sicb 
hierzu der Gruppentafel ! 

Will n er, Gruppentheorie 5 
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so daß jedem Gruppenelement X eine Zahl J x zugeordnet ist, 
dann ist 

h h h 

:;8 JA. = :;8 JA. X = :;8 J i A.· (1) 
.=1 '=1 '=1 

In den Summen rechts kommen nämlich genau dieselben Zahlen wie 
links vor, und jede einmal, nur in anderer Reihenfolge. 

~ sei eine Untergruppe der Gruppe .p mit den Elementen 
E, Bs' Bs •... , Bg• Man nennt die Gesamtheit der 9 Elemente 
EX, B 2 X, BsX, ... , BgX eine rechtsseitige Nebengruppe 
lB X, wenn X nicht in der Untergruppe m vorkommt 1). (In 
diesem Falle wären nämlich die Elemente von m X nach Satz 1 
angewandt auf m genau diejenigen von m.) Eine Nebengruppe 
ist sicher keine Gruppe, sie enthält ja die Einheit E sicher 
nicht und auch kein anderes Element von m. Wäre nämlich etwa 
Bk X = BII so wäre X = B"i/ BI, d. h. X in der Untergruppe ~ 
enthalten und lB X wäre m selber. Entsprechend bilden die Ele
mente XE = X, X B 2 , X Bs' ... , X Bg eine linksseitige Neben
gruppe von lB. 

Satz 2. Zwei rechtsseitige Nebengruppen einer Unter
gruppe lB enthalten entweder beide dieselben Elemente, 
oder sie haben kein gemeinsames Element. Die eine Neben
gruppe sei m X, die andere m Y. Ist etwa Bk X = BI Y, so ist 
Y X-I = Bi l Bk. d. h. Y X-I wäre in lB enthalten. Dann 
würde nach Satz 1, angewandt auf die Untergruppe m, die 
Reihe E Y X-I, B 2 Y X-I, Bs Y X-I, ... , Bg Y X-I bis auf die 
Reihenfolge mit E, B s' Bs, ... , Bg identisch. Also wäre auch 
EYX-lX, BSYX-IX, BSYX-IX, ... , BgYX-IX bis auf 
die Reihenfolge mit EX, Bs X, Bs X, ... , Bg X identisch. Die 
erstere Reihe ist aber nichts anderes als E Y, Bi Y, Bs Y, ... , 
Bg Y = m Y. Die Elemente von my stimmen also mit den Ele
menten von lB X überein, falls nur ein einziges Element überein
stimmt. Das Kriterium hierfür ist, daß Y X-I in m ent
halten sei. 

Eine Untergruppe von (t) bildet z. B. die Periode von A, d. h. die 
beiden ElerJtente E und A. Eine rechtsseitige Nebengruppe dieser Gruppe 
erhalten wir, wenn wir jedes Element rechts mit einem anderen Element, 
etwa B multiplizieren. Wir erhalten so die Nebengruppe EB = B, 

1) Dagegen natürlich ein Element von .v ist. 
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AB = D. Die anderen Nebengruppen erhalten wir, wenn. wir die Ele
mente E, A mit den anderen Elementen C, Dt F multiplizieren. 

Die Nebengruppe mit B ist B, D, 
C " C, F, 
D " D, B, 
F F, C. 

In diesem Falle also sind die Nebengruppen, die wir durch Multipli
kation mit Bund- D (bzw. C und F) erhalten, identisch. In der Tat ist 
B Irl = B F = A (bzw. C F-l = CD = A) in der Untergruppe E, A 
enthalten. 

Betrachten wir nun alle voneinander verschiedimen Neben
gruppen von 5B! Diese seien 5B~, 5BXs1 5BX., .•. , 5BX1• Jedes 
Element von .p kommt entweder in 5B oder in einer dieser l - 1 
Nebengruppen vor. So erhalten wir im ganzen 19 Elemente. Da 
aber kein Element auf diese Weise doppelt gezählt ist, muß 
l g = h sein. 

Satz 3. Die Ordnung g einer Untergruppe ist Teiler 

der Ordnung h der ganzen Gruppe. Den Quotienten!: = l 
g 

bezeichnet man als den Index der Untergruppe 5B unter der 
Gruppe .p. 

Da die Periode eines jeden Elements eine Untergruppe mit 
so viel Elementen, als seine Ordnung beträgt, ist, folgt, daß die 
Ordnung eines jeden Elements Teiler der Ordnung der 
Gruppe ist. 

Kriterium für Untergruppen. Enthält ein Komplex von 
Gruppenelementen alle Produkte A B der in ihm enthaltenen Ele
mente A und B, so bildet es schon eine Gruppe, ist also eine 
Untergruppe der ursprünglichen Gruppe. Das Assoziativgesetz 
der Multiplikation gilt für alle Elemente der Gruppe, also auch für 
die Elemente des betrachteten Systems. Da mit jedem Element A 
alle seine Potenzen im System vorkommen, kommt auch die 
Einheit E vor. Ist n die Ordnung von A, so ist An = E. Da 
An~l = A-l ist, kommt auch die Reziproke eines jeden Ele
ments im betrachteten System vor. Hiermit sind aber alle drei 
Gruppenpostulate erfüllt. 

Beispiele von Gruppen 
1. DIe Gruppe, die nur ein Element enthält, besteht aus der 

Einheit E allein. 
5* 
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2. Die Gruppe von der Ordnung zwei hat die Gruppentafel: 

E 
A 

E A 

E 

A 

A 

E 

Sie ist eine Abelsche Gruppe. Wir nenuen sie Spiegelungsgruppe, 
weil die Einheit zusammen mit der Transformation der Spiegelung 
x' = - x diese Gruppe bildet. 

3. Die Gruppe von der Ordnung drei kann außer der Einheit 
nur Elemente enthalten, deren Ordnung 3 ist, da dies der einzige 
Teiler von 3 (außer 1) ist. Sie besteht aus einer einzigen Periode. 
Ihre Elemente sind: 

E, A, AI (A8 = E), 
sie ist also abelsch. 

Genau dasselbe gilt für jede Gruppe, deren Ordnung eine 
Primzahl p ist. Ihre Elemente sind 

E, A, Ai, ... , Ap-l. 

Gruppen von dieser Form, auch wenn p keine Primzahl ist, heißen 
zy klische Gruppen. Wenn 00 eine n-te primitive Einheits-

wurzel ist (also mn die niedrigste Potenz von 00, die gleich 1 ist, 

2,,; .' 2,,;) . d· d' Zahl etwa 00 = cos - + ~ SIn - , so bll en 1e en 
n n 

1, 00, mt , ... , mn - 1 (*) 

eine zyklische Gruppe von der Ordnung n, wenn man unter Gruppen
multiplikation gewöhnliche Zahlenmultiplikation versteht. Die 
zyklischen Gruppen sind alle a belseh. Die "gleiche Gruppe" 
wie (*) bilden auch die Zahlen 

0, 1, 2, ... , n - 1, (**) 

wenn man unter Gruppenmultiplikation Addition und Rest
nehmen nach n versteht. (Ist z. B. n = 7, so ist 5.4 = 2, 
da 5 + 4 = 9 = 7 + 2 = n + 2 ist.) Die Elemente der 
Gruppe (**) lassen sich den Elementen vön (*) ein - eindeutig zu
ordnen, indem man k zu mA: zuordnet. Diese Zuordnung hat die 
Eigenschaft, daß dabei "Produkt in Produkt" übergeht, d. h. mit 
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k1 • k'j = ks ist auch rok1 • rok2 = rok3• Solche zwei Gruppen be
zeichnet man als holomorphe Gruppen 1). 

Zwei Gruppen sind holomorph, wenn die Elemente Ader 
einen Gruppe sich so zu den Elementen A der anderen Gruppe 
eindeutig umkehrbar zuordnen lassen, daß aus A B = 0 auch 
AB = C gefolgert werden kann, d. h. X. jj = ABgilt. Holo
morphe Gruppen sind wesensgleich, die einzelnen Elemente sind 
Dur verschieden benannt. 

4. Es existieren zwei Gruppen von der Ordnung vier, d. h. 
zwei Gruppen, von denen keine mit der anderen holomorph wäre. 
Alle anderen Gruppen dagegen sind mit einer dieser Gruppen holo
morph. Die erste Gruppe ist die zyklische Gruppe: etwa 1, i, - 1, 
- i mit Gruppenmultiplikation = Zahlenmultiplikation. Die zweite 
Gruppe ist die sogenannte Vierergruppe. Ihre Gruppentafel ist: 

E 

.A 

B 

o 

E ABO 

E 

.A 

B 

o 

.A 

E 

o 
B 

B 

o 
E 

A 

o 
B 

.A 

E 

alle ihre Elemente (außer E) sind von der Ordnung 2, sie ist noch 
abelsch. 

5. Die Vierergroppe ist die erste Repräsentantin einer umfassenden 
Art von Gruppen, der Symmetriegroppen. 

Betrachten wir ein reguläres n -Eck in der X Y-Ebene. Die Koordi-

naten der nEckpunkte seien x,. = r cos 2 1f k, y = r sin 2 1f k (k = 0, 
n n 

1, 2, 3, .,., n - 1). Betrachten wir alle linearen Substitutionen, 

x' = ax+,sYi y' = rx+8y, 
-------

1) Um zu zeigen, daß die bisher abgeleiteten Sätze keineswegs mehr 
trivial sind, sei folgendes angeführt: Ist n + 1 eine Primzahl, 80 bilden 
die Zahlen I, 2, 3, ... , n noch auf eine andere Weise eine Gruppe, wenn 
wir nämlich unter Gruppenmultiplikation : Zahlenmultiplikation und Rest
nehmen nach n + 1 verstehen. Ist etwa n + 1 = 7, 80 ist 3.5 = I, da 
3 . 5 = 15 = 2. 7 + 1 ist. Die Einheit ist dann die 1. Die Periode 
eines jeden Elements ist dann Teiler von der Ordnung der Gruppe, von n. 
Es is.t also sicher A"" = 1, wenn A ein Element der Gruppe ist. Dies 
bedeutet aber 80 viel, daß an = 1 (mod n + 1) ist, wenn a eine der 
Zahlen 1, 2, 3, ... , n ist. Dies ist ein - wie man zugeben wird -
keineswegs trivialer Spesialfall des Fermatsehen Satzes. 
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die das reguläre n-Eck .in sich selbst überführen", d. h. für die die neuen 
Koordinaten der Ecken x~, y~ ebenfalls in der Gestalt 

, 2n", . 2n" 
x" = r cos ---n-' y" = r Sln -n-

(" = 0, 1, 2, 3, "', '110-1) geschrieben werden können. Die Matrizen 
dieser linearen Substitutionen werden eine Gruppe bilden, da mit 
zwei Substitutionen auch ihr Produkt, die Reziproke einer jeden, sowie 

offenbar die Einheit E = (~ ~) diese Eigenschaften haben. 

Dieae Substitutionen, die das n-Eck in sich selbst überführen, sind: 

1. Drehungen der Ebene mit dem Winkel 2 'If r (r = 0, 1, 2, 3, ... , n - 1) j 
'110 

die entsprechenden Matrizen sind 

(
I cos~, 

n 
. 2 '1fT 

- SIn ---n-' 

. 2n r ) SIn--

'110 =D 
2nr r 

cos--
'110 

Diese bilden eine zyklische Gruppe. 2. Umklappung der Ebene und darauf

folgende Drehung um einen der Winkel 2 'If r. Die entsprechenden 
n 

Matrizen sind 

( 

2 '1fT 
-cos n' 

. 2 'lfr 
Sln -n-' 

. 2n r) Sln--

n = U 
2nT r 

cos --
1'1 , 

Diese 2 n Matrizen bilden eine Gruppe von der Ordnung 2 '110, man nennt 
sie Diedergruppe. Die Matrizen von 1. bilden eine Untergruppe dieser 
Gruppe, die von 2. eine Nebengruppe hierzu. Die Vierergruppe ist das 
einfachste Beispiel mit n = 2 für eine solche Gruppe, das n-Eck artet in 
ein Zweieck, eine gerade Linie aus. Während die Vierergruppe noch 
abelsch ist, sind die anderen Diedergruppen nicht mehr abelsch. Die 
Gruppe (t) ist die Diedergruppe des regulären Dreiecks, sie ist die erste 
nichtabelsche Gruppe, die Elemente E, F, D gehören in die Unter
gruppe 1; A, B, C in die Nebengruppe. Die Substitutionen, die reguläre 
Körper in sich überführen, sind wichtige und interessante Gruppen, man 
nennt sie Symmetriegruppen. Man bezeichnet sie gewöhnlich nach dem
jenigen regulären Körper, den sie in sich überführen. So existiert eine 
Tetraedergruppe, Oktaedergruppe, Ikosaedergruppe usw. Sie spielen in der 
Kristallphysik eine wichtige Rolle. 

6. Sehr wichtige Gruppen sind endlich die Permutations
g r u p p e n. Betrachten wir die Zahlen von 1 bis n: 1, 2, 3, ... , n. 
Jede Reihenfolge (Xl' (XI' aa' , .. , a" dieser n Zahlen bildet eine 
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Permutation. Es gibt also insgesamt n! Permutationen von n Dingen, 
man bezeichnet sie gewöhnlich 

( 1, 2, 3, .. " n ') 

"1' ocs' ocs' ... , OCn ' 

indem man die zu permutierenden Dinge in die obere Zeile in 
natürlicher Reihenfolge, in die untere Zeile in derjenigen Reihenfolge 
schreibt, die aus der ersteren durch die zu kennzeichnende Permu
tation entsteht. Die Multiplikation von zwei Permutationen PI 
und PI geschieht so, daß man in der Reihenfolge Pt diejenigen 
Veränderungen vornimmt, die Ps in der normalen Reihenfolge be
wirken würde. So ist z. B. 

(1 2 3) (1 2 3) 
PI = 2 1 3 ' Ps = 3 1 2 ; 

(1 2 
PIPS = 2 1 

Es führt nämlich PI die 1 in die 3 über, folglich steht in PI PI 
dort, wo in PI die 1 steht, die 3. Ebenso führt Ps die 2 in 1 
über, wo in Pt die 2 steht, steht in Pt Ps die 1, usw. 

Führt Pt die k in ",,, P 2 dann "" in p" und Ps weiter p" in 
)'" über, so führt PI PI die k in p", P 2 Ps aber oe" in r" über. Es 
führt also sowohl (PI Ps) . Ps wie auch PI (Ps Ps) die k in r" über, 
die Permutationenmultiplikation ist assoziativ· 

Sämtliche n! Permutationen von n Dingen bilden eine Gruppe 
mit der Einheit 

( 1, 2, 3, ... , n) 
1, 2, 3, ... , n ' 

man nennt sie die symmetrische Gruppei). Die symmetrische 
Gruppe dritten Grades ist von der Ordnung 6, sie ist holomorph 
zur Gruppe (t), also zur Diedergruppe mit n = 3. Die Zuordnung 
ist folgende: 

( 1 2 8) 
1 2 3 ' 

(1 2 3) 
2 1 3 ' 

( 1 2 3) 
1 8 2 ' 

( 1 2 3) 
3 2 1 ' 

(1 2 3) (1 2 3) 
312' 231' 

E .A B o D F 

Die symmetrischen Gruppen spielen auch in der Quantenmechanik 
eine wichtige Rolle. 

1) Vielfach auch PermotatioDsgruppe, keine Symmetriegrnppe. 
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Konjugierte Elemente und Klassen 
Das Element X A X-I bezeichnet man als ein zu A konju

giertes Element. Sind zwei Elemente A und B zu einem 
dritten C konjugiert, so sind sie es auch untereinander. Aus 
A = XCX-I und B = YCY-I folgt X-lAX = C und 
B = YX-IAXY-I = YX-IA(YX-I)-l. Die zueinander 
konjugierten Elemente einer Gruppe bilden zusammen eine Klasse. 
Eine Klasse ist durch Vorgabe eines einzigen A ihrer Elemente be
stimmt: Man erhält die ganze Klasse, indem man die Reihe 

EAE-I = A, A 2 AA2"t, AsAAst, ... , AhAA;;1 

bildet. Alle Elemente dieser Reihe sind zu A, also auch unter
einander konjugiert und es kommen alle Elemente, die zu A (also 
auch alle, die zu einem beliebigen anderen Element der Reihe) 
konjugiert sind, in der Reihe auch wirklich (sogar mehrfach) vor. 

Man kann daher die Elemente einer Gruppe in Klassen ein
teilen, wobei jedes Element in einer und nur in einer Klasse 
vorkommt. 

Die Einheit der Gruppe bildet eine Klasse für sich, da sie 
mit keinem anderen Element konjugiert ist: X E X-I = E gilt 
für alle X. Abgesehen von der Klasse, die nur aus dem Element E 
besteht, ist keine Klasse eine Untergruppe, da sonst keine die 
Einheit. E enthält. 

Alle Elemente einer Klasse haben die gleiche Ordnung. Ist 
nämlich An = E, so ist auch 

(XA X-I)n = X A X-I. X AX-I.XAX-I ... X AX-I 
= XAnX-I = XEX-I = E. 

In einer Substitutionsgruppe haben alle Matrizen, die in die
selbe Klasse gehören, dieselbe Spur. Gehören nämlich die Matrizen a 
und {J in dieselbe. Klasse, so existiert ein Gruppenelement, eine 
Matrix ", so daß 

{J = "a,,-I. 
Folglich ist die Spur {J = Spur "a ,,-1 = Spur a. 

Bilden wir z. B. die Klasse von C in der Gruppe (t). Wir haben 

E C E-l = C, AC A-I = B, B C B-I = A. C C 0--1 = C. 
DCD-I = A, FCF-I = B, 

die Klasse von C besteht also aus den Elementen A, B, C, dies ist auch 
die Klasse von A oder B. Alle drei Elemente A, B, C sind von der 
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Ordnung 2, die Spur in ihrer Matrixdarstellung (t) ist bei allen dreien O. 
Die Klasse von D ist 

EDE-l = D, ADA-l = F, BDB-l = F. CDC- 1 = F, 

DDD-l = D, F DJ!l = D, 

die Klasse von D (oder F) besteht aus den beiden Elementen D, F. In 
einer Abelschen Gruppe besteht jede Klasse ans einem einzigen Element, 
da XAX-l = A ist. 

VIII. Normalteiler 
Besteht eine Untergruppe aus lauter ganzen Klassen der ur

sprünglichen Gruppe, so nennt man sie einen Normalteiler. Ist 
9? = E, Ng, Na' ... , N .. ein Normalteiler, so ist in ihm mit Ni und 
N j auch Nt Nj enthalten, weil er eine Gruppe ist. Außerdem ist 
aber auch X Ni X-I in ihm enthalten, wo X ein beliebiges 
Element der ganzen Gruppe ist, weil der Normalteiler alle 
Elemente X Ni X-I einer Klasse enthält, wenn er eines ihrer Ele
mente, Nt enthält. Gewöhnliche Untergruppen müssen X Ni X-I 
natürlich nur dann enthalten, wenn auch X eines ihrer Elemente ist. 

Bei gewöhnlichen Untergruppen (wie bei jeder Gruppe) sind 
die Elemente 

(a) 

mit den Elementen der Untergruppe bis auf die Reihenfolge iden
tisch. Dasselbe gilt von der Reihe 

E Njl = Nj-\ NgNj\ NsNj-\ ... , N .. Nj-t, (b) 

also auch von der Reihe 

NjENjl = E, Nj N2 Nj-\ NjNsNj-t, ... , NjN,.Nj-t, (c) 

die ja aus (b) entsteht, wenn man die ersten Faktoren E, Ni' NB' 
... , Nn durch die Reihe (a), die mit ihnen bis auf die Reihenfolge 
identisch ist, ersetzt. Dabei ist N j natürlich ein Element der Unter
gruppe. 

Ist aber E, N 2 , Ns ' ... , N,. ein Normalteiler, so ist, auch wenn 
X ein beliebiges Element der ganzen Gruppe ist, die Reihe 
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bis auf die Reihenfolge mit den Elementen des Normalteilers E, N2 , 

Ns' ... , N .. identisch. Einerseits sind alle Elemente von (d) im 
Normalteiler enthalten - da sie durch Konjugation aus den Ele
menten dieses entstehen -, andererseits kommen alle Elemente des 
Normalteilers in (d) vor. Um Nk in der Reihe (d) zu finden, müssen 
wir nur X-I Nk X bilden. Da dies auch ein Element des Normalteilers 
ist, kommt es in der Reihe E, N2 , Na' ... , N.. auch vor. Es sei 
etwa Ni. Dann ist Nk=XN;X-I, so daß Nk in (d) an der i-ten 
Stelle steht. 

Alle Untergruppen einer Abelschen Gruppe sind gleichzeitig Normal
teiler. Da nämlich jedes Element eine ganze Klasse ist, besteht auch 
jede Untergruppe aus lauter ganzen Klassen. Die symmetrischen Gruppen 
haben einen und im allgemeinen nur einen Normalteiler, der aus allen geraden 
Permutationen gebildet wird. Diese bilden nämlich erstens eine Untergruppe, 
da das Produkt von zwei geraden Permutationen wieder eine gerade Permu
tation ist. Zweitens ist aber das konjugierte Element zu einer geraden 
Permutation wieder eine gerade Permutation, also unter allen geraden Permu
tationen enthalten. V g1. auch Kap. XIII. 

In Beispiel (t) bilden die Elemente E, D, F diesen Normalteiler. 
Verifizieren wir an diesem die folgenden Sätze! 

Die Aufsuchung der Normalteiler ist für die Konstitution der 
Gruppe sehr wichtig. Gruppen, die keinen Normalteiler haben, 
heißen einfach. 

Betrachten wir nun die Nebengruppen des Normalteilers !n. 
Eine rechtsseitige Nebengruppe mit U, die Elemente U, N 2 U, 
Na U, ... , N .. U, bilden gleichzeitig die linksseitige Neben
gruppe mit U, da U = U. U-I EU, NI U = U. U-I NI U, 
Na U = U. U-INs U, ... , N n U = U. U-I N" U ist und die Ele
mente E = U-IE U, N~ = U-INI U, N~ = U-INs U, ... , 
N~ = U-l N .. U mit den Elementen E, N 2 , N s' ... , N n bis auf die 
Reihenfolge identisch sind. Der Komplex!n U stimmt mit dem 
Komplex U!n überein. lIan kann also schlechtweg von einer Neben
gruppe des Normalteilers sprechen, ohne anzugeben, ob sie rechts
oder linksseitig istt). Multiplizieren wir alle Elemente einer Neben-

1) Rechnerisch läßt sich das folgendermaßen einsehen: Daß U V-I 
in !Tl sei, ist die Bedingung dafür, daß U und V in derselben rechtsseitigen 
Nebengruppe seien, daß V-I U in !Tl sei, die Bedingung, daß sie in dei'
selben linksseitigen Nebengruppe seien. Ist U V-I in !Tl, so ist auch 
V-I. U V-I. V = V-I U in !Tl, also sind zwei Elemente in derselben links
seitigeu Nebengruppe, wenn sie in derselben rechtsseitigen Nebengruppe sind 
und umgekehrt. 
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gruppe 91 U mit allen Elementen einer anderen N ehengruppe 91 V! 
Es ist N j U N z V =- N j U N z U-l. UV = Nk Uv, da sowohl N j als 
auch U Nz U-l, also auch ihr Produkt Nk , in 91 enthalten ist. Wir 
erhalten also die Elemente einer einzigeJLNehengruppe, der
jenigen, die mit U V gebildet werden kann. 

Faßt man die Nebengruppen eines Normalteilers als selbständige 
Größen auf und bezeichnet man als Produkt zweier Nebengruppen 
diejenige Nebengruppe, deren Elemente man durch Multiplizieren 
der Elemente der einen Nebengruppe mit den Elementen der anderen 
Nebengruppe erhält, so bilden die Nebengruppen mit Hilfe 
dieses Multiplikationsgesetzes selber eine Gruppe, die 
Faktorgruppe des Normalteilers. Die Einheit in dieser Gruppe 
ist der Normalteiler selber: jedes Element N j U einer Nebengruppe 
91 U mit einem Element Nz von 91 von vorne oder auch von hinten 
multipliziert, ergibt ein Element der Nebengruppe 91 U. In der Tat 
ist Nz.Nj U= NzNj . U und Nj U.Nz = Nj . UNZU-l. U= N k U. 
Außerdem existiert eine Reziproke zu jeder Nebengruppe 91 U, das 
ist die Nebengruppe 91 U-l. Es ist nämlich 

NjU.NzU-l =Nj . UNZU-l = Nk , 

also im Normalteiler selber enthalten. Das Produkt von 91 U und 
91 U-l ergibt also 91, die Einheit. 

Die Ordnung der Faktorgruppe von 91 ist gleich der Anzahl 
der Nebengruppen von 91, also gleich seinem Index. Man hüte sich, 
die Faktorgruppe mit einer Untergruppe zu verwechseln, die Ele
mente der Untergruppe sind die Elemente der Gruppe, die Elemente 
der Faktorgruppe sind selber Ne bengru ppen. 

Die Gesetze, die wir bisher abgeleitet haben, kann man formal 
etwas einfacher mit Hilfe einer symbolischen Methode gewinnen, 
indem man eine Gesamtheit von Elementen, einen Komplex, mit einem 
einzigen Buchstaben, etwa ~ bezeichnet. Das Produkt eines Kom
plexes ~ mit einem Element A ist wieder ein Komplex ~ A, dessen 
Elemente man erhält, wenn man alle Elemente von ~ rechts bzw. 
für A ~ links mit A multipliziert. Das Produkt zweier Komplexe 
~ und m ist ein Komplex ~ m, dessen Elemente man erhält, wenn 
man alle Elemente von ~ rechts mit allen Elementen von m multi
pliziert. Man überzeugt sich leicht, daß für diese Art Multiplikation 
das Assoziativgesetz ebenfalls gilt. Enthalten ~ und m 
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genau n bzw. n' Elemente, so enthält ~ '.t> höchstens n n' Elemente. 
Es enthält aber im allgemeinen weniger Elemente, weil unter 
den nn' Produkten der Elemente von ~ und'.t> gleiche vorkommen 
können. 

Die Bedingung, daß ~ eine Untergruppe sei, ist ~. ~ = ~9 

=~. Diese Untergruppe ist ein Normalteiler, wenn für jedes Ele
ment Udie Gleichung U-l~ U = ~ gilt. Die rechtsseitigen Neben
gruppen von ~ sind alle voneinander verschiedenen Komplexe G: U. 
Ist ~ ein Normalteiler, so ist U-l ~ U =~, also ~ U = U~, die 
rechtsseitigen Nebengruppen sind auch linksseitige. Die Elemente 
der Faktorgruppe sind die voneinander verschiedenen Komplexe ~ U. 
Das Produkt zweier Komplexe ~ U und ~ V im Sinne der Gruppen
multiplikation der Faktorgruppe ist gleich dem Produkte im Sinne 
der Multiplikation der Komplexe: 

~ U.~ v=~. U~. v= ~.~ U. v= ~2 Uv=~. uv. 

HQlomorphie und Isomorphie 
Wir haben im vorangehenden Kapitel den Begriff der Holo

morphie von zwei Gruppen kennengelernt. Zwei Gruppen sind 
holomorph, wenn eine .ein-eindeutige Zuordnung zwischen ihren 
Elementen existiert, so daß Produkt in Produkt übergeht: entspricht 
dem A bzw. B der einen Gruppe das A bzw. jj der anderen, holo
morphen Gruppe, so entspricht dem Produkt A B auch das Produkt 
A ii der holomorphen Gruppe. Holomornhe Gruppen haben natürlich 
gleiche Ordnung. 

Eine weniger scharfe Beziehung zwischen zwei Gruppen ist 
die einfache Isomorphie. Eine Gruppe ® ist zu einer anderen 
.p isomorph, wenn zu jedem Element A bzw. B von ® ein Element 
A bzw. B von.p zugeordnet werden kann, so daß dem Produkt A B 
das Produkt A jj zugeordnet ist und ® zu jedem Element Ö von .p 
wenigstens ein Element 0 hat, so daß Ö zu 0 zugeordnet ist. Die Zu
ordnung ist - im Gegensatz zu der Zuordnung der Holomorphie -
im allgemeinen nicht eindeutig umkehrbar. Es ist vielmehr möglich, 
daß zu mehreren verschiedenen Elementen etwa A und A' von ® 
dasselbe Element A von .p zugeordnet ist. Demgemäß ist auch 
die Isomorphie kein umkehrbarer Begriff; ist @ isomorph zu .p, 
so ist .p im allgemeinen keineswegs isomorph zu ®. Die Anzahl 
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der Elemente von @ ist gleich oder größer als die Anzahl der 
Elemente von .p, im ersteren Falle artet die Isomorphie in eine 
Holomorphie aus, die dann auch umkehrbar ist. 

Der Einheit E VOll @ entspricht die Einheit E von .p, da aus 
E . E = E auch E. E = E folgt, was nur für die Einheit der 
Gruppe gilt. Reziproken Elementen von @ entsprechen reziproke 
Elemente von .p. 

Betrachten wir alle diejenigen Elemente E, E 2 , Es, ... , E n von 
@, zu denen die Eingeit E von .p zugeordnet ist. Bezeichnen wir 
diesen Komplex mit~. Da zum Produkt Eie EI das Produkt E. E = E 
zugeordnet ist, ist auch Eie EI in Q: enthalten, ~ bildet eine Gruppe. 
Einem zu Eie konjugierten Element U- 1 E k U entspricht auch 
U- 1 E U = U- 1 EI fj = E: die konjugierten Elemente der E, 
E 2 , Es, ... , E .. sind ebenfalls in ~ enthalten, ~ bildet einen 
Normalteiler von @. Die Elemente des Komplexes 21, zu denen 
ein und dasselbe Element A von .p zugeordnet ist, bilden dagegen 
eine Nebengruppe von~. Sind nämlich Aj und AI zwei Elemente 
von 21, also Aj = AI = Ä, so entspricht dem Element A j A l 1 das 

------1 -
Element A j A l 1Aj A1 = E: A j A l 1 ist in ~ enthalten, was die 
Bedingung dafür ist, daß Aj und AI in ein und d'erselben Neben
gruppe von ~ seien. Den Nebengruppen von ~ sind in ein-ein
deutiger Weise die Elemente von.p zugeordnet, wobei dem Produkt 

zweier Nebengruppen ~ U und ~ V auch das Produkt UV der beiden 
Elemente U und V entspricht. Die Nebengruppen bilden aber die 
Elemente der Faktorgruppe von~, diese ist also holomorph 
zu .p. 

Ist @ isomorph zu .p, so ist eine. Faktorgruppe von @ holo
morph zu.p. Die Ordnung von @ ist ein ganzzahliges Vielfaches 
der Ordnung von .p. 

Ist die Isomorphie von vornherein eine Holomorphie, so artet 
der N ormalteiler ~ von @ in das einzige Element E aus. 

Hieraus ergibt sich nach entsprechender Urnnumerierung der 
Elemente folgendes Bild für die Zuordnung der Elemente von @ 
und .p zueinander: 

E, 

l!"+1' Gn +2, ... , G2 .. , 

H2 , 

... , 

... , 

G(h-1) .. , •.. , G hn • '-------
Hh • 
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Wir sehen, daß zu jedem Element von @ eindeutig ein Element von 
.p zugeordnet ist. Auch umgekehrt sind jedem Element von .p 
Elemente von @ zugeordnet. Diese Zuordnung ist aber nicht ein
deutig, sondern n-deutig, indem jedem Element von .p genau n Ele
mente von @ zugtlordnet sind. Di ese Zahl ist für alle Elemente von 
.p dieselbe. Die Elemente E, Gs, Gs"'" Gn bilden einen Normal
teiler (wir bezeichneten sie vorher ruit E, E 2 , Es, ... , En), die 
anderen durch Klammern zusammengßfaßten, ein und demselben Ele
ment von.p zugeordneten Elemente (z.B. Gn+l' Gn+2, ... , G2n) 
seine Nebengruppen. 

Multipliziert man ein zu H i zugeordnetes Element von @ mit 
einem zu Hj zugeordneten, so erhält man ein zu H i H j zugeordnetes. 
Multipliziert man alle n zu Hi zugeordneten Elemente von @ mit 
allen n zu H j zugeordneten, so erhält man die n Elemente, die zu 
Hi Hj zugeordnet sind, und zwar alle n-mal. 

Die Gruppe.p ist eigentlich nichts anderes, als die zum N ormal
teiler E, GI' Gs' ... , Gn gehörige Faktorgruppe. Sie ist mit dieser 
holomorph. 

Offenbar ist jede Gruppe mit sich selber holomorph. Weiter ist jede 
Gruppe mit der Gruppe isomorph, die nur aus dem Einheitselement E be
steht. Zu A ist eben E, zu Bebenfalls E und zu AB auch E. E = E 
zugeordnet. In diesem Falle artet der Normalteiler in die ganze Gruppe aus. 

Zu jeder Substitutionsgruppe ist eine A beIsche Gruppe isomorph. Man 
stellt die Iso.norphie her, indem man jeder Substitution den Wert ihrer Deter
minante zuordnet. Was ergibt dies im Falle des Beispiels (t) des voran
gehenden Kapitels? 

Hiermit schließen wir die abstrakte Theorie der endlichen 
Gruppen und gehen auf ihre Darstellungstheorie über. Mit den 
kontinuierlichen Gruppen werden wir uns noch einmal im X. Kapitel 
beschäftigen. Es sei bemerkt, daß hier nur die Anfänge dieser in 
der Einfachheit der Gedankenführung so sehr eindrucksvollen Theorie 
besprochen wurden. Eine ausführliche Darstellnng findet man bei 
A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, sowie 
in We bers bekannter Algebra. Wir wollen aber hier nicht länger 
bei diesem Thema verweilen und wollten außer dem, was für das 
Folgende notwendig ist, nur das besprechen, was zur Erlangung einer 
gewissen Sicherheit bei dem Arbeiten mit Gruppen notwendig er
scheint. 
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IX. Allgemeine Darstellungstheorie 
Die Darstellung 1) einer Gruppe ist eine zu ihr isomorphe 

Substitutionsgruppe [Matrizengruppe mit quadratischen ') Matrizen], 
also eigentlich eine Zuordnung je einer Matrix D(.A) (oder....4.) 
zu jedem Gruppenelement .A, und ~war so, daß 

D(.A) D(B) = D(AB) (1) 

sei. Wenn alle Matrizen. die zu verschiedenen Gruppenelementen 
zugeordnet sind. verschieden sind, so ist die Matrizengruppe .zur 
dargestellten Gruppe holomorph, die Darstellung treu. Sonst 
müssen - wie im vorangehenden Kapitel auseinandergesetzt -
die Gruppenelemente, denen dieselbe Matrix entspricht, die auch 
der Gruppeneinheit zugeordnet ist, einen Normalteiler bilden und 
die Darstellung ist eigentlich die (treue) Darstellung der Faktor
gruppe dieses Normalteilers. 

Umgekehrt kann man aus jeder Darstellung einer Faktorgruppe 
eine derartige Darstellung der ganzen Gruppe bilden. Die Elemente 
der Faktorgruppe sind die Nebengruppen eines Normalteilers, und 
man kann allen Elementen der Gruppe, die diese Nebengruppe 
bilden, dieselbe Matrix, und zwar diejenige zuordnen, die der Neben
gruppe als einem Element der Faktorgruppe in der Darstellung 
dieser zugeordnet war. 

Natürlich ist jede Matrizengruppe ihre eigene (treue) Dar
stellung. Weiter kann man offenbar jedem Gruppenelement die 
Matrix (1) zuordnen, und wir haben es mit der trivialen lsDmorphie 
einer jeden Gruppe mit der Gruppe zu tun, die lediblich die Ein
heit enthält. Im Beispiel (t), Kap. VII, haben wir eine (treue) 
Darstellung der symmetrischen Gruppe von drei Dingen, eine 
weitere (nicht treue) Darstellung erhält man z. B., indem man jedem 
Gruppenelement die darunterstehende Matrix zuordnet. 

E ABO D F 
(1) (-1) (-1) (-1) (1) (1) (tt) 

1) Genaner sagt man: "Darstellung durch lineare Substitutionen". 
I) Die Zeilen nnd Spalten der quadratischen Matrizen, die die Dar

stellung bilden, sollen immer in der gleichen Weise numeriert sein. Außerdem 
gelte dieselbe Numerierung für alle Matrizen derselben Darstellung, damit 
die Matrizenmultiplikationen immer eindeutig definiert sein sollen. Wir 
wollen hieran bei allen Darstellungsmatri:zen resthalten. 
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Sie ist eigentlich eine (treue) Darstellung der Faktorgruppe, die 
zum Normalteiler E, D, F gehört. Die Faktorgruppe hat zwei 
Elemente, den Normalteiler E, D, F und ihre Nebengruppe A, B, O. 
Dem ersten Element der Faktorgruppe entspricht die Matrix (1), 
dem zweiten dip, Matrix (- 1). 

Die Anzahl der Zeilen und Spalten in den Darstellungs
matrizen nennt man die Dimension der Darstellung. Man kann 
aus einer Darstellung einer Gruppe dadurch eine neue Darstellung 
machen, daß man jede Matrix der Darstellung ein und derselben 
Ähnlichkeit!;transformation unterwirft. Das ändert an den Multi
plikationseigenschaften der Matrizen gar nichts und der gan,;e 
Charakter der Darstellung bleibt dabei erhalten. Zwei Darstellungen, 
die so auseinander hervorgehen, oder, was damit gleichbedeutend 
ist, die man ineinander transformieren kann, nennt man äquivalent 
und sieht sie als nicht wesentlich voneinander verschieden an. 

Aus zwei Darstellungen kann man auf mehrere .d.rt und Weise 
eine neue Darstellung bilden. Die einfachste ist wohl die, daß 
man die beiden Darstellungen einfach aneinanderreiht. Besteht die 
erste Darstt'llung aus den Matrizen D (Al)' D (AI)' ... , D (Ah), 

die zweite aus den Matrizen D'(AI ), D'(A g), ••• , D'(Ah), so 
besteht die neue aus den Übermatrizen 

( D(AI ) 0 \ (D(As) 0) (D(A h ) 0 ) * o D'(A1»)' 0 D'(As) , •.. , 0 D'(Ah)' () 

Unterwirft man diese neue Darstellung noch einer Ähnlichkeits
transformation, so sieht man ihr die Entstehung aus zwei Dar
stellungen nicht mehr ohne weiteres an. Darstellungen, die auf 
diese Weise aus anderen Darstellungen entstehen, nennt man redu
zibel. Reduzible Darstellungen lassen sich durch eine Ähnlich
keitstransformation immer auf die Gestalt (*) bringen, sie sind mit 
einer Darstellung der Form (*) äquivalent. Darstellungen, für 
die dies nicht möglich ist, heißen irred uzi bel. Natürlich ist jede 
Darstellung reduzibel, die durch bloße gleichzeitige, für alle Matrizen 
gemeinsame Umnumerierung der Zeilen und Spalten in die Form (*) 
gebracht werden kann. Eine solc.he Unlnumerierung läßt sich in 
der Tat durch eine Ähnlichkeitstransformation erreichen. Will 
man die J -Zeile und - Spalte zur j -Zeile und -Spalte machen, so 
nehme man zu S die Matrix Ski= 8ki, dann ist (S-l)jm = 8rm. da 

~ Ski (S-l)ij = :::8 8k i 81; = 8kj 
i i 
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ist. Weiter wird 

A = 8-l A8; A ji = :;88imAmk8ki = Aji. 
mk 

Jedes Matrizensystem ist also reduzibel bzw. schon ausreduziert, 
bei der Zeilen und Spalten so in , ungestrichene" und , gestrichene" 
eingeteilt werden können, daß an den Kreuzungspunkten von , un
gestrichenen" Zeilen und ,gestrichenen" Spalten oder umgekehrt 
lauter Nullen stehen. Man kann dann die , ungestrichenen" Zeilen 
und Spalten zu den ersten machen und erhält die Form (*) für die 
Darstellung. 

Im folgenden wollen wir uns auf Darstellungen mit Matrizen 
mit nichtverschwindender Determinante beschränken. Dann 
haben alle Matrizen D (A) eine Reziproke. ,Tedes Element Ader 
Gruppe mit der Einheit E der Gruppe multipliziert, ergibt das 
Element A wieder: jede Matrix D(A) der Darstellung mit der 
zur Einheit zugeordneten Matrix D (E) multipliziert, ergibt D (A) 
und es folgt 

D(A).D(E) = D(A); D(E) = L (2) 

Der Einheit der Gruppe ist die Einheitsmatrix zugeordnet. 
Das Produkt reziproken Elementen zugeordneter Matrizen D (A) 
und D (A-l) ist D (E) = 1. Daher ist 

D(A).D(A-l) = 1; D(A-l) = [D(A)]-l (3) 

und es ist 
D(A-l) = D(A)t, (3a) 

wenn die Matrizen der Darstellung unitär sind. 
Satz 1. Jede Darstellung mit Matrizen mit nichtverschwin

dender Determinante läßt sich durch eine Ähnlichkeitstransformation 
in eine Darstellung transformieren, deren Matrizen alle unitär sind. 

Die Matrizen der Darstellung der Gruppe der Ordnung h seien 
Al' All' A s , ... , ..eh. (Unter den Al,"" A h können auch 
gleiche vorkommen, wenn die Darstellung nicht treu ist.) Dann 
bilde man die hermiteische Matrix H durch Summation über alle 
Gruppenelemente 

h 

:;8A"A! = H. (4) 
><=1 

W i g n er, Gruppentheorie 6 
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Die hermiteische Matrix H lasse sich durch die unitäre Matrix U 
auf die Diagonalform d bringen 

d = U-IHU= ~ U-IA"A!U ) 

= ~U-IA" U(U-IA:U)t = ~A"A!. 
" " 

(5) 

Die Diagonalmatrix d hat lauter reelle positive Diagonal
elemente, z. B. ist 

dkk = ~ ~(A,,)"j (A"):j = ~ ~ 1 (A")"i 1
2, 

" j " j 

das nur Null sein könnte, wenn bei diesem k für alle j (und x) 

(A")"j = 0 wäre. Dann wäre aber eine ganze Zeile von A" 
Null, also auch seine Determinante, also auch die von A", ent
gegen der Voraussetzung. Man kann also aus d in eindeutiger 
Weise d 1/2 und d- 1/2 bilden, indem man aus den Diagonalgliedern 
die Quadratwurzel zieht bzw. die - 1/2-Potenz bildet und den 
positiven Wert davon nimmt. Dann sind d 1/2 und d-- 1/ 2 reelle 
Diagonalmatrizen: d 1/2t = d1/2; d- 1f2t = d- 1/2. Aus (5) er
hält man 

1 = d- 1/ 2 ~ A"A!d- 1/ 2 

" 
und für jedes Al mit Al = d- 1/2 Al d 1/2 

A1A! = d-1/2Al d 1/2. (d- 1/2 ~ A" A! d- 1/2) lt/2 Ald'--1/2) 
(6) 

= d- 1/2 ~ A 1A" A! A! d- 1/2. 
" 

Nun ist wegen der Gruppelleigenschaft der A", da Al All für 
x = 1, 2, ... , h zwar in anderer Reihenfolge, aber ebenfalls alle 
MatrizeD Al' At, ... , A h durchläuft (S.66), 

~ Al A" (.Al Ä,,)t = ~ A" A! 
" " und demgemäß 

Al Al = d- 1/2 S A".A! d- 1/2 = 1, (7) 
y 

also ist 

unitär. 
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Satz 2. Eine mit allen Matrizen einer irreduziblen Dar
stellung vertausch bare Matrix. ist eine konstante Matrix, d. h. ein 
Vielfaches der Einheitsmatrix. 

Wieder können wir annehmen, daß die Darstellung in unitärer 
}<'orm vorliegt, da ja eine Ähnlichkeitstransformation die Einheits
matrix und ihre Vielfabhe ungeändert lli.ßt. Dann sei M ver
tausch bar mit allen At, AI, ... , All also 

A"M = MA" (" = 1, 2, ... , k). (8) 

Gehen wir zur adjungierten Gleichung über, so erhalten wir 

MtA! = A!Mt 

und vorne sowie hinten mit A" multipliziert, wegen A" A! 
=A!A,,=l 

A"Mt = Mt A" (" = 1, 2, ... , k), (9) 

es ist also nicht nur M, sondern auch Mt ist mit allen A ver
tauschbar, also auch das hermiteische H t = M + Mt und 
HI = i (M - Mt). Es genügt nachzuweisen, daß jede mit 
allen A" vertauschbare hermiteische Matrix eine konstante Matrix 
ist, dann muß nämlich H t und HI ein Vielfaches der Einheit sein, 
also auch 2M = Hl-iH". 

Ist aber die Matrix M in (8) hermiteisch, so kann man sie 
mit einer unitären Matrix Y auf Diagonalform d = Y-l M JT 
bringen und erhält, wenn man noch A" = Y-I A" Y setzt (die ..4." 
bleiben dabei unitär), 

(" = 1, 2, ... , k). (10) 

Würde die Diagonalmatrix d nicht lauter gleiche Diagonalelemente 
hahen, so müßten an den den Kreuzungspunkten verschiedener 
Diagonalelemente entsprechenden Punkten in allen A" lauter Nullen 
stehen. Aus 

(A")kj dU = du (A")kj 

folgt für dU * d,.k auch (A")kj = 0, so daß die Darstellung im 
Sinne der Ausführungen auf S.81 reduzibel wäre. Da dies nicht 
der Fall ist, sind alle d,.k gleich, d, also auch Y dY-l = Mist 
eine konstante, mit jeder Matrix vertausch bare Matrix. 

Die soeben gegebene Ableitung des Satzes 2 lehrt uns nicht 
nur, daß die Darstellung reduzibel sein muß, wenn eine nichtkonstante 

6* 
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Matrix mit der ganzen Darstellung vertauschbar ist, sie zeigt uns 
auch, wie man die Darstellung ausreduzieren, in die Form (*) 
bringen kann. Dies leistet dieselbe Ahnlichkeitstransformation, 
die die "vertauschbare Matrix" auf die Diagonalform bringt. 

Ist umgekehrt die Darstellung reduzibel, so existieren sicher 
nichtkonstante Matrizen. die mit allen lIatrizen der Darstellung 
vertauBchbar sind. In diesem Fall kann man nämlich die Dar
stellung durch Ähnlichkeitstransformation mit einer zweckmäßig 
gewählten Matrix 8 auf die Form (*) bringen. Mit Matrizen der 
Form (*) sind aber alle Matrizen 

M=(al 0 ) o a'l 

bei beliebigem a, a' vertauschbar. Wenn man M mit 8- 1 trans
formiert, wird es mit den ursprünglichen Matrizen der Darstellung, 
die ebenfalls durch Transformation mit 8-1 aus den Matrizen der 
Form (*) hervorgehen, vertauschbar. 

Existiert eine nichtkonstante, mit allen Matrizen der 
Darstellung vertauschbare Matrix, so ist die Darstellung 
reduzibel, existiert keine, so ist sie irreduzibel. 

Satz 3. Sind zwei Darstellungen .D(l)(Al ), D(l)(As)' ... , 
Dl) (Ah) und D(2) (Al)' D(2) (Ag), ... , D2) (A h) derselben Gruppe 
der Dimension 11 bzw. 19 irreduzibel und existiert eine Matrix M 
mit 11 Spalten und 12 Zeilen, so daß 

M D(1) (A,,) = D(2) (A,,) M (x = 1, 2, ... , h), (11) 

so muß bei l] =i= ls die Matrix Meine Nullmatrix sein. Ist 11 = 72, 

so ist M entweder eine Nullmatrix, oder eine Matrix mit nicht 
verschwindender Determinante. Im letzteren Falle hat Meine 
Reziproke und die beiden irreduziblen Darstellungen sind mitein
ander äquivalent. 

Zunächst können wir annehmen, daß die Darstellungen bereits 
in unitärer Form vorliegen. Wäre das nämlich nicht der Fall, 
so könnten wir sie durch 8 btw. B in diese Form transformieren 
und aus (11) würde 

R-1 M 8.8- 1 D(I) (A,,) 8 = R-1 D2) (A,,) B. B-l M 8} 
- _ (12) 

B-1M8.DÜ) (A,,) = D(2) (A,,).B-1M8 

folgen, wo wir für B-1 M 8 wieder M setzen könnten. 
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Nehmen wir weiter an, daß 1} < 12 ist. Wäre 11 > 12 , so 
gingen wir zur transponierten Gleichung von (11) über, am folgenden 
würde sich dadurch nichts ändern. Schreiben wir die Adjungierte 
von (11) auf, so ist wegen der Unitarität DU) (A,,)t = D(l)(A,,)-l 
= D(l) (.A;l) und D2) (A,,)t = D(2) (A;1) 

DU) (.A;I) Mt = Mt D(2) (A;1). (13) 

Da (11) für alle Gruppenelemente, also auch für A;l gilt, 
folgt aus (13) links mit M multipliziert 

MD(l) (A;;l) Mt = MMtD(2) (A;l) , (14) 

D(2) (A;l)MMt = MMt D(2) (A;I) , (15) 

d. h. das hermiteische M Mt ist mit allen Darstellungsmatrizen 
D(2) (.Al)' D(2) (Ai)' ... , D(2) (A h ) vertauschbar. Es muß daher 
ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein: 

HHt = cl. (16) 
Ist jetzt die Dimension der beiden Darstellungen DÜ) und D(2) 

gleich, 11 = 12 , so ist entweder c =1= 0, dann ist die Determinante 
1 c 11 = Cll nicht Null und daher verschwindet auch die von M 
nicht, M hat eine Reziproke. Ist aber c = 0, so ist M Mt = 0 
die Nullmatrix, was in den Koeffizienten ausgeschrieben 

:s .Mu MJk = ° (17) 
k 

lautet. Setzen wir i = j, so ergibt dies 

:81 M iA,I 2 = 0, (18) 
Ir. 

woraus auch M ik = ° folgt, da kein 1 M ik 12 negativ sein kann, 
also auch keines positiv sein darf. 

Ist dagegen die Dimension der bei den Darstellungen nicht 
dieselbe, so ist auch M nicht quadratisch, sondern, da 11 < 12, 

nach unten gestreckt. Wir können sie aber mit lauter Nullen zu 
einer quadratischen machen: 

(
Mll Mu ... Mla 0 ... 0) 

N = ~21 ~22 '" ~2 a ~ ... ~ 
M bl M b2 '" M ba 0 ... ° 

(19) 

Dabei bleibt N Nt = M Mt. Da aber die Determina.I1te vonN 
offenbar Null ist, muß auch die von N Nt = M Mt, also auch 
das c in (16) verschwinden, so daß wieder (17) und (18) gilt. 
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Damit haben wir Satz 3 vollkommen bewiesen. 

Satz la. Wenn zwei beliebige Darstellungen Al' ~, ... , A h 

und B l , B" ... , B h derselben Gruppe in unitärer Form vorliegen und 
miteinander äquivalent sind, d. h. wenn eine beliebige Matrix M existiert, 
so daß 

(" = 1, 2, ... , h), (20) 

dann kann man die beiden Darstellungen auch unitär ineinander trans
formieren. Es existiert dann auch eine uni t ä r e Matrix U, für die 

UA"U-l=B" (,,=1,2, ... ,h) (21) 

gilt. 
Aus (20) folgt 

MA,,= B"M (" = 1, 2, ... , h) (22) 

und daraus, ebenso wie vorher, daß M Mt mit allen Matrizen der zweiten 
Darstellung vertauschbar ist, 

B"MMt = MMt B" (" = 1, 2, ... , h). (22a) 

Eine Ähnlichkeitstransformation mit ihr läßt die zweite Darstellung über
haupt ungeändert. Dies legt den Gedanken nahe, die erste Darstellung an 
Stelle von M mit K M zu transformieren, wo K das M Mt oder etwas 
Ähnliches ist, was mit allen M.atrizen B" vertauschbar ist, so daß KM 
in (20) an Stelle von M gesetzt werden kaun. Natürlich werden wir 
dieses K so bestimmen, daß KM unitär werde, d. h. 

Mt Kt KM = 1; Kt K = Mt-1 M-l = (MMt)-1 (23) 

ist. Daher muß nicht K selber, sondern - weun es hermiteisch ist -
seine - 2 Potenz MMt sein. Es handelt sich also wieder darum, aus 
M Mt gewissermaßen die - 1/2 Potenz zu bilden. Da M Mt hermiteisch 
ist, läßt es sich mit einer unitären Matrix V auf die Diagonalform bringen: 
es sei 

V-IMMtV = d; MMt = VdV-l, (24) 

und die Diagonalelemente von d sind, wie bei Satz 1, alle positiv, so daß 
man ebenso wie dort d- 1/2 bilden kann. Diese ist eine Diagonalmatrix 
mit lauter reellen positiven Diagonalgliedern. Nunmehr ist zu erwarten, daß 

K = Vd- 1/2V-l (25) 

erstens mit allen Matrizen B l , B" ... , B h vertauschbar ist, und zweitens 
U = K.M nnitär ist. Dann würde aus ~O) wegen K B" K-I = B" 
auch folgen: 

UA"U-l = KMA"M-IK-l = KB"K-l = B". 

In der Tat ist nun wegen (22a) und (24) 

B"VdV-l = VdV-IB,,; V-IB" Vd = dV-l B"V, (26) 

so daß die Diagonalmatrix d mit allen V-IB"V vertauschbar ist. Daher 
stehen an den Kreuzungapunkten solcher Zeilen und Spalten, deren 
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Diagonalelemente in d verschieden sind, in allen V-l B" V Nnllen. Dann 
sind diese Matrizen aber auch mit d- 1/a vertauschbar, weil in d- 1/2 nur 
jene Diagonalglieder verschieden sind, die schon in d verschieden waren. 
Daher ist 

V-lB"Vd- 1/2 = d- 1/2V-lB" Vi B" K = KB". (27) 

K ist tatsächlich mit allen Darstellungsmatrizen Bi' BI' ... , Bk ver
tausch bar. Zweitens ist 

UUt = KMMt Kt = Vd- 1/2V-IMMtV-Itd- 1/2tVt (28) 

und wegen (24) und weil V unitär, d-1/2 aber hermiteisch ist (reelle 
Diagonalmatrix) : 

UUt = Vd- 1!2dd-1/2Vt = VVt = 1, (29) 

also U unitär. 
Die Bedeutung dieses Satzes liegt in der Tatsache, daß man sich 

überhanpt auf unitäre ÄhnIichkeitstransformationen beschränken kann, 
solange man nur mit unitären Darstellungen operiert. 

S atz 4. Der vierte, praktisch von allen wichtigste Satz ist 
die Orthogonalitätsrelation der Koeffizienten irreduzibler Dar
stellungen_ 

Sind 
D(l) (E), D(1) (A2), ... , DU) (Ah ) 

und 
D(2) (E), D<2) (A~), ... , D2) (A h) 

zwei nicht äquivalente irreduzible Darstellungen derselben Gruppe, 
die heide in unitärer Form vorliegen, so gilt für alle Koeffizienten 
p. v bzw. a fJ 

~ Dl) (R)~yD(2) (R)a(l = 0, 
R 

(30) 

wo die Summation, wie angedeutet, über alle h Gruppenelemente E, 
A2 , ••• , A h zu erstrecken ist 1). 

Für die Koeffizienten einer unitären, irreduziblen Darstellung gilt 

~D(1)(R)~.D(l)(R).",., = !:..~IlU'~ •• " (31) 
R '~ , 

wo h die Ordnung der Gruppe, 11 die Dimension der Darstellung 
D(1) (R) ist. 

Satz 4 entspringt der Tatsache, daß man wegen der Gruppen
eigenschaft der Darstellung scheinbar leicht viele Matrizen K 

1) l;l (und später auch S) ist 1m folgenden immer .eines der Gruppen. 
elemente E = Al' A2 , ••• , A h• 
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konstruieren kann, die die Gleichung (11) oder ( ö) befriedigen; unsere 
Gleichungen (30) und (31) drücken dann die 'Tatsache aus, daß eine 
Matrix, die (11) befriedigt, die Nullmatrix sein muß, eine, die (8) 
befriedigt, eine Vielfache der Einheitsmatrix ist. 

Eine Matrix, die (11) befriedigt, ist bei beliebigem 11-spaltigem, 
l2-zeiligem X die Matrix 

Es ist nämlich 

M = :s D(2)(R)X D(1)(R)-I . 
.R 

D(2)(8) M = :s .1)<2)(8) D(2)(R) X I)l..1)(R)-1 
.R 

= :s 1)<2) (8 R) X .1)<1) (8 R)-1 D(I) (8) . 
.R 

Nun ist wegen der Gruppeneigenschaft 

:s .1)<2)(8R) X D(1)(8R)-1 = :s I)<2)(R) XD(l) (R)-1 = M . 
.R .R 

Es kommen ja links und rechts dieselben Matrizen, nur in ver
schiedener Reihenfolge vor. Daher ist 

(!la) 

woraus nach Satz 3 folgt, daß M die Nullmatrix sein muß. Es 
ist also bei beliebigen X",-

M a" = ::s :SD(2) (R)axX""D(!) (R-I},." = O. 
Oll R 

Setzt man hierin alle X"l = 0, nur ein hervorgehobenes X 1h = 1, 
so erhält man die etwas verallgemeinerte Gleichung (30) 

:s D(2) (R)afl D(!)(R-l).!. = 0, (30a) 
.R 

wO D(2)(R) und D(l)(R) zwar irreduzibel, aber nicht in unitärer 
Form sein müssen. Sind die Matrizen D(l) (R) unitär, so ist 

DU)(R-I) =D(1)(R)-1 = D(I)(R)t 

und (30a) geht in (30) über. 
Um noeh (31) zu beweisen, nehmen wir bei beliebigem X 

M = :s DU) (R) X D(l) (R-l) 
.R 

an. Dieses M ist mit allen D(I) (8) vertausehbar. 

1)<1) (8)M = :SD(!) (8)D(l) (R)XD(I) (R-I) 
R 

= :s D(O (8 R) X D(J) [(8 R)-I] D(l) (8) = M I)<1) (8), 
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so daß M ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein muß. Es ist 

::s :;8D(1) (R)""X"l D(1) (R-l)l,,' = CÖ""" 
xl R 

WO C von p. und p.' unabhängig ist, von den X"l aber noch abhängen 
kann. Wählen wir wieder ein Xu' = 1, lassen aber alle anderen 
verschwinden, so erhalten wir, wenn wir das diesem System von X"l 
entsprechende C mit Cvv' bezeichnen: 

:;8D(l) (R)"vD(1) (R-l)v',,' = CVV,ö"I'" 
R 

Zur Bestimmung der Cn ' setzen wir p. = p.' und summieren 
über p. von 1 bis 71' Wir erhalten wegen der Multiplikations
eigenschaft der Darstellungen, sowie wegen D (E)", = öv'v 

:;8 :;8 D1) (R-l)v' I' D(1) (R)I" = :::8 DU) (E)v'v = h öv'v 
u R R 

= :;8 Cn ' ö,u" = C .. ' 71 • 
I' 

so daß Cvv' = övv' hilI ist. Wir haben wieder das etwas verall
gemeinerte (31) 

h 
:;8D(1) (R)"VD(l) (R-l).,,,, = fÖ"I"Öd, (31a) 

R 1 

die sich für eine unitäre Darstellung in der Form (31) schreiben läßt. 
Die Zahlen 

T\{l)(A) - ,,(.<t.). D(l) (A ) - ,,(.<t.). • D(l) (A) - "(,,.) 
~' 11'''- "Al' 2"" - "A2 , •.. , hl''' - "Ah 

kann man als die Komponenten eines h dimensionalen Vektors 11 

auffassen, dessen Komponenten nach den Gruppenelementen benannt 
sind. Dann bedeutet (31), daß die hermiteische Länge dieses Vek
tors V hlTl ist, und daß je zwei verschiedene dieser l~-Vektoren auf
einander orthogonal sind. Ebenfalls orthogonal sind nach (30) 
diese Vektoren auf alle Vektoren l1l [mit 11l<':!) = D(2) (Al)"'ß' 

1'0<:,:) = IJ(2) (A2)"'ß' ... , l1l<:f = D(2) (Ah)"'ßl! die aus einer 
anderen irreduziblen Darstellung auf ähnliche Weise hervorgehen. 

Die schon öfters betrachtete Darstellung der symmetrischen Gruppe 
von drei Dingen: 

) 
1 llr (1 0 (1 0) (- - -- r3) 

D (E) = 0 1; D (A) = 0 _ 1; D (E) = i fa 2~ , 

D(C) = ( -ltr- -~va); D(D) = (-lt H~), 
-j~3 j '-jva -j 

(
1 1 Ir;;) 

D(F) = ~! -j~3 
iV3 -j 

t 



90 IX. Beispiele für die Orthogonalitätsrelation 

ist irreduzibel. Wäre sie nämlich reduzibel, d. h. könnte man aUe Matrizen 
mit derselben Ähnlichkeitstransformation auf die Diagonalform bringen, so 
müßte.n aUe Matrizen vertausch bar sein, da sie es in der Diagonalform wären. 
Dies ist jedoch nicbt der Fall, wie man z. B. aus 

D (A) D (E) = D(D), D (B) D (A) = D (F) =1= D (D) 

ersieht. Nach Satz 2 darf nur ein Vielfaches der Einheit mit allen Matrizen (t) 
vertauschbar sein. Mit D (A) ist nur eine Diagonalmatrix vertauschbar, 
mit D (B) ist aber diese Diagonalmatrix nur vertauschbar, wenn die beiden 
Diagonalelemente gleich sind. Also sind schon mit D (A) und D (B) nur 
Vielfache der Einheitsmatrix vertauschbar. Nach (31) müssen die vier 
Vektoren U(ll), U(12), U(21) , U(22) 

U~l) = 1; u~1l = 1; 

u~1l = -ti 
U(11) - _ 1 - U(l1) 

B - S' C 

U(l1) - _ 1 
F - 2 

U(12) -E - 0' , U(12) _ 
A - O· , U(12) - 1 Va' B - ~ , U(12) - - 1 Va-

C - 2 ' 

U(12) - 1 va· 
D - S ' U~2) = - t Va 

U(21) -E - O· , U(21) - 0-A - , U(21) - .! va· 
B - 2 ' ug1l = -Ha; 

U(21) - -.! va-
D - 2 ' U~1) = -~ va 

U(22) - 1- U~2) = -1; U(22) - 1. U(22) - 1 _ 
E - , B - 2' a - "2' 

u(22) - _1. U(22) _ 1 
D - 2' F - -- i 

e.ufeinander paarweise orthogonal sein. Z. B. ist 

(U(l1), U(12» = 1.0 + 1.0 + - t t va + -~ . - t Va + - t t va + - t·- ~ Va = 0. 

Ihre Länge muß Vhii = V6/2 = va betragen. Z. B. ist 

(0(21), U(21» = 02+02+t+-i+t+t = 3. 

Um noch Beispiele für (30) zu sehen, betrachten wir die offenbar irre· 
duzible Darstellung derselben Gruppe von S: 

D(E) = (1); D(A) = (-1); D(B) = (-1); D(O) = (-I);} 
D(D) = (1); D(F) = (1) (tt) 

nnd die triviale Darstellnng durch lauter (1): 

D(E) = (1); D(A) = (1); D(R) = (1); D(C) = (1); } 

D(D) = (1); D(F) = (1). (ttt) 

Alle vier Vektoren U müssen sowohl auf den Vektor tuR = D (Rh 1 

wie auch auf den Vektor 3R = D(Rh1 = 1 senkrecht stehen. Z. B. ist 

(022, tu) = 1· i + -1· - 1 + t· -1 + j. - 1 + - t1 + - t1 = 0. 
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Betrachten wir nunmehr a11 e irreduziblen Darstellungen einer 
Gruppe: D(l) (R) habe die Dimension 11 ; D(2) (R) die Dimension ,2 ; 

US) (R) die Dimension la; usw .... I)<e}(R) die Dimension 1e. Alle 
sollen in unitärer Form vorliegen. Dann läßt sich (30) und (31) zu 

~D{J) Y'lj DU') ... 1/ 1j' - ~ ~ ~ J i? (R)/J v h (R),II'.' rh - Ujj' U,II/J'UVV' (3::!) 

(,.", v = 1,2, ... , Ij ; ,.,,'v' = 1,2" .. , 'j '; j,j' = 1,2, ... , c) 

zusammenfassen. Die Z: + ': + ... + lei h - dimensionalen 
Vektoren 

b~' 1', ,,) = I)<j) (R)/J v 

im Raume der Gruppenelemente stehen im hermiteischen 
Sinne orthogonal aufeinander, 

Da in einem Raume von h-Dimellsionen höchstens h·Vek
toren aufeinander paarweise orthogonal stehen können, folgt, daß 
l~ + 1: + ... + l~, die Summe der Quadrate der Dimensionen aller 
miteinander nichtäquivalenten irreduziblen Darstellungen höchstens 
gleich der Ordnung der dargestellten Gruppe ist. 

in Wirklichkeit läßt sich zeigen, daß die Summe der 
Quadrate 1~ + 1: + ... + I~ = h genau gleich der Ordnung 
der Gruppe ist. Auf den Beweis dieses Satzes soll aber hier 
verzichtet werden. 

Wir formen die Gleichung (32) noch etwas um. Bezeichnen 
wir die Diagonalsumme der Matrix DU) (R) mit xY) (R), also 

lj 

XU) (R) = ~ D(j) (R),u,u' 
1'=1 

Das Zahlensystem, die h-Zahlen 1.0) (E), X(J) (A 2), ••• , XU) (A,,) 
nennt man den Charakter der Darstellung DU) (R). Das 
Charakterisieren einer Darstellung mit dem Charakter hat den 
Vorteil, daß sie Ähnlichkeitstransformationen gegenüber 
invariant ist. Nach (32) ist 

:s DU) (R)/JI-' D(j') (R),:',II' = h, fljj' 81'1'" 
R j 

was über ,." von 1 bis 1j und über,.,,' von 1 bis Ij' summiert 

" h ~ h ~ 
~%(j)(R)X(Jl(R)*= T 8Jj' :s :s 81'1" = - 8j j' ~ 1 = h8jj , (33) 
R j 1'=1 ,11' 1j 1'=1 



92 IX. Orthogonalität der Charaktere 

ergibt. Auch die Charaktere XIJ) (R) bilden ein ortho
gonales Vektorensystem im Raume der Gruppenelemente. 
Hieraus folgt auch, daß zwei nichtäquivalente irreduzible Dar
stellungen nicht dasselbe Charakterensystem haben können, irre· 
duzible Darstellungen mit gleichen Charakteren sind äquivalent. 

Die Gleichung (33) läßt sich noch etwas weiter umformen, 
wenn man die Charaktere Xlj) (R) und X(j) (8) vergleicht, die zu 
zwei Elementen Rund 8 derselben Klasse gehören. Es gibt dann ein 
Gruppenelement T, das R in 8 transformiert. Ist aber T- 1 R T = 8, 
so ist auch DU> (T)-l Dlj) (R) D<J) (T) = D<J) (8), so daß auch 
D'J> (R) in Dj) (8) transformiert weJ;den kann. Daraus folgt 
aber, daß die Spur X(j) (R) der Matrix DC)) (R) gleich der Spur X(j) (8) 
der Matrix D(j)(S) ist, zu Elementen derselben Klasse ge
hören gleiche Charaktere. Es genügt also, um das Charakteren
system anzugeben, den Charakter je eines Elementes jeder Klasse 
der Gruppe anzugeben; den andereu Elementen derselben Klasse 
entspricht derselbe Charakter. Man kann daher diese Zahl als den 
Charakter der Klasse bezeichnen. Besteht die ganze Gruppe, um 
deren Darstellung es sich handelt, aus k-Klassen 01' 02' ... , 0h 
mit je gl' g., ... , gk Elementen (gi + g. + ... + gk = h), so ist 
der Charakter einer Darstellung bereits durch die k-Zahlen x(j) (01); 
x(j) (02)' ... , X(j) (Ok) gegeben. Wir können diese Zahlen an Stelle 
der X<Ji(R) in (33) einführen und erhalten, indem wir bei der 
Summation über die h-Gruppenelemente zuerst über die g(>-Elemente 
derselben Klasse (die entsprechenden g(>-Glieder sind alle gleich), 
dann über alle k-Klassen summieren: 

k 

:;8 X(j) (0(') X(j') (0(/)* g(/ = h 8 jj', 

oder 
(/=1 

(/~lX(j)(O(l) y~.XCjl)(O(l)*Y~ = 8jjl. (34) 

Die normierten Charaktere X(j) (0l!) V ~(> bilden schon im 

k-dimensionalen Raume der Klassen ein im hermiteischen 
Sinne orthogonales Vektorensystem. 

Die Gleichungen (30), (31), (33), (34) sind die wichtigsten 
Gleichungen der Darstellungstheorie, auf diese werden wir immer 
wieder zurückgreifen müssen. 
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Die Oharaktere der Darstellungen (t), (tt), ettt) sind 
x<EJ = 2; x<A) = 0; X(B) = 0; X<C) = 0; x<D) = -1; X(F) = -1 
i(EJ = 1; X(A) = -1; i(B) = -1; X(C') = -1; X(D) = 1; i(F) = 1 
i(EJ = 1; X(A) = 1; i(B) = 1; Z(C) = 1; i<D) = 1; X(F) = 1 

D, F und A, B, C sind in derselben Klasse, ihnen entspricht derselbe 
Oharakter. Man kann daher die Oharaktere zusammenfasllen: 

x(EJ = 2; X(A,B,C) = 0; X(D,F) = -1; 
X(EJ = 1; X(A, B, C) = - 1; X<D, F) = 1 ; 
X(EJ = 1; Z(A, B, C) = 1 ; Z(D, F) = 1. 

Die normierten Oharaktere y.~ X(l) (C,) sind orthogonal r;ueinander. Z. B. ist 

für X und X 
VI2 ViI + VfO·V:·(-l)+YI·(-1)V~l = o. 

Da es nicht mehr als k orthogonal-normierte k-dimensionale Vek
toren geben kann, folgt, daß die Anzahl c der miteinander nicht
äquivalenten irreduziblen Darstellungen höchstens gleich der An
zahl k der Klassen der dargestellten Gruppe ist. In Wirklichkeit 
ist diese Zahl immer erreicht, es läßt sich zeigen, daß die Anzahl 
der nichtäquivalenten irreduziblen Darstellungen einer Gruppe 
gleich der Anzahl der Klassen dieser Gruppe c = k ist. 

Ein Beispiel haben wir hierfür schon in den auf S.89-90 
gegebenen drei Darstellungen der symmetrischen Gruppe dritten 
Grades gesehen; die Gruppe besteht aus den drei Klassen Ej A, B, Cj 
D, F und kann also außer den angeführten keine weiteren irredu
ziblen Darstellungen haben. Die Dimensionen der Darstellungen sind 
2, 1, 1, in der Tat ist 29 + 19 + 11 - 6 die Ordnung der Gruppe. 

Ausreduzieren einer Darstellung. Bisher hatten wir 
uns ziemlich regellos mit reduziblen und irreduziblen Darstellungen 
befaßt. Die Sätze 1 und 1 a bezogen sich auf beliebige, die 
Sätze 2, 3 und 4 [unter anderen die Gleichungen (30), (31), (33), 
(34») auf irreduzible Darstellungen. 

Die Wichtigkeit der irreduziblen Darstellungen beruht darauf, 
daß jede Darst&l1ung sich in eindeutiger Weise in irreduzible zer
legen, d. h. durch Ähnlichkeitstransformation mit einer zweckmäßig 
gewählten Matrix "ausreduzieren ", in die Gestalt 

(

D(1) (R) 0 0) 
~ D(2.) (R) ~ 

. . 
Ö Ö ... D(Bl(R) 

(**) 
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bringen läßt, wo die DU) (R) nunmehr irreduzible Darstellungen, 
die irreduziblen Bestandteile der ursprünglichen Darstellung sind. 

Ist eine Darstellung D (R) nicht schon selber irreduzibel, so 
läßt sie sich (d. h. alle ihre Matrizen lassen sich) auf die Gestalt (*) 

- (D'(A,,) 0 ) 
D(A,,) = 0 D" (A,,) (*) 

transformieren. Nunmehr sind entweder beide Teile D' (A,,) und 
D" (A,,) irreduzibel, oder ist z. B. D" (A,,) reduzibel. Dann kann 
man D (A,,) einer weiteren Ähnlichkeitstransformation mit 

unterwerfen. So entsteht aus ihr 

D (A,,) = (8- 1 DO' (A,,) 8 0 ) 
T-l D" (A,,) T . 

War etwa D" (A,,) noch reduzibel, so kann man T so wählen, daß 

T-l D" (A,,) T die Form (*) hat. Dann hat 15 (A,,) die Form 

(
D' (A,,) 0 0) 

o D'" (A,,) 0 

o 0 D"" (A,,) 

die man, sind noch immer nicht alle drei Darstellungen D', D"', D"" 
irreduzibel, weiter reduzieren kann. Da die Darstellung von end
lieber Dimension ist, muß man sie so schließlich auf die Form (**) 
bringen können, wo alle Darstel1ungen D(I), D2l, ... , Ds) nunmehr 
irreduzibel sind. Da mehrere aufeinanderfolgende Ähnlichkeits
transformationen immer durch eine ersetzt werden können, kann 
man die vorgelegte Darstellung auch durch eine Transformation 
sofort auf die Form (**) bringen. Man nennt diesen Prozeß Au s
reduktion, (**) die ausreduzierte Form. 

Führt man diese Ausreduktion' aus, so wäre es möglich, daß 
die irreduziblen Teile Dl) (R), D2) (R), ... , D(8) (R) nicht eindeutig 
bis auf Ähnlichkeitstransformationen bestimmt sind, daß man D (R) 
vielmehr auf mehrere Arten ausreduzieren kann. Wir können aber 
zeigen, daß dies nicbt der Fall ist. Ebenso, wie man eine ganze 
rationale Zahl nur auf eine Weise in ein Produkt von Primzahlen 
zerlegen kann, sind auch hier die irreduziblen Bestandteile -
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natürlich bis auf die Reihenfolge - eindeutig bestimmt. Für den 
Charakter X (R) einer beliebigen reduziblen Darstellung gilt 

c 

X (R) = ~ aj Xv) (R) (R = E, A2 , As' .•. , A,,), (35) 
7=1 

wenn es bei einer Ausreduktion in a1 irreduzible Darstellungen 
IJ(1) (R) [mit dem Charakter X(1) (R)], in a. Darstellungen D2) (B) 
[mit dem Charakter X2 (R)] . .. usw. zerfällt. 

Nun bestimmen aber die h-Gleichungen (35) die Zahlen a1 , 

a., ... , ac vollkommen. Bildet man nämlich das skalare Produkt 
von (35) mit X(j') (R), d. h. multipliziert man mit X(1') (R)* und sum
miert über alle Gruppenelemente, 80 erhält man wegen (33) 

~ X (R) X0') (R)* = ~ ~ ajx(J) (R) X0 ') (R)* = haj" (36) 
R R i 

so daß die ganze Zahl aj' eindeutig zu 

aj' = ~ ~ X (R)x(i') (R)* (37) 
h R 

bestimmt ist. Wie oft eine irreduzible Darstellu.J.g in der 
ausreduzierten Form einer Darstellung enthalten ist, ist 
nach (37) schon durch den Charakter der Darstellung be
stimmt. Insbesondere sind also die irreduziblen Bestand
teile unabhängig davon, wie man die Ausreduktion vor
nimmt. Außerdem sehen wir aber, daß zwei beliebige Darstellungen 
äquivalent sind, wenn sie denselben Charakter haben. Man kann 
sie nämlich ineinander transformieren, indem man sie beide aus
reduziert. Dann können sie sich noch höchstens in der Form der 
einzelnen irreduziblen Bestandteile unterscheiden, was man durch eine 
Ähnlichkeitstransformation ausgleichen kann, und in der Reihenfolge 
der irreduziblen Bestandteile in der Form (**), die man durch eine 
bloße gleichzeitige Umbenennung der Zeilen und Spalten, also auch 
durch eine Ähnlichkeitstransformation beseitigen kann. 

Da die Gleichheit d er Charaktere andererseits notwendig 
für die Äquivalenz zweier Darstellungen ist, ist sie die notwendige 
und hinreichende Bedingung für ihre Äquivalenz, für ihre 
In einandertransformier bar kei t. 

Für die Ineinandertransformierbarkeit zweier einzelner Matrizen würde 
dies, daß die Summe der Eigenwerte übereinstimmt, keineswegs genügen, 
die Eigenwerte müßten auch einzeln übereinstimmen. Bei zwei Darstellungen 
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folgt aber daraus, daJI bei allen h entsprechenden Matrizenpaaren die Summe 
der Eigenwerte dieselbe ist, auch, daJI alle entsprechenden Eigenwerte einzeln 
übereinstimmen. Es genügt sogar etwas weniger. Da die Charaktere allel' 
Gruppenelemente derselben Klasse in jeder Darstellung gleich sind, genügt 
schon die Gleichheit der k-Zahlen % (Cl) = %'( Cl)' % (C~) = %'( Cs), ••• , 
% (CIe) = 1.' (CIe) für die Äquivalenz zweier Darstellungen mit den Charakteren 
% und X'. 

Wir wollen noch eine 'Formel über die Anzahl der in einer Darstellung 
enthaltenen irreduziblen Bestandteile ableiten. Nehmen wir das skalare 
Produkt von (35) mit ~ich selber, so erhalten wir 

R R j j' (38) 
~ 1% (R)1 2 = ~ ~ aj %(JJ (R) ~ aj' %(J'l (R)*j 

~ ~ ~h8jj'ajaj' = "~al' 
j j' j 

Die Summe der Absolutwertquadrate der Charaktere einer Darstellung 
ist gleich der Ordnung h der Gruppe, multipliziert mit der Summe der 
Quadrate der Anzahlen aj' wie oft die einzelnen irreduzibien Darstellungen in 
dieser Darstellung enthalten sind. Für eine irreduzible Darstellung hat also 
die Summe 

~ 1% (R)IS = h (38a) 
R 

den kleinstmöglichen Wert h, und es folgt umgekehrt aus dem Bestehen 
von (38 a), .daJI die Darstellung mit der Spur % (R) irreduzibel ist, da sie 
wegen (38) nach der Ausreduktion nur einen Bestandteil enthält. 

In vielen Fällen genügen scbon die allgemeinen Sätze zur expliziten 
Angabe der irreduziblen Darstellungen. Besonders die beiden von uns nur 
teilweise bewiesenen Sätze über die Anzahl der nichtäquivalenten Dar
stellungen (gleich Anzahl der Klassen) und über die Summe der Quadrate 
ihrer Dimensionen (gleich der Ordnung der Gruppe) leisten dabei gote Dienste. 
In den meisten Fällen allerdings sind dazu noch weitergehende, spezielle 
Untersuchungen notwendig. 

Zunächst bei Ab e I schen Gruppen bildet jedes Element eine Klasse für 
sich, die Gruppe hat so viele Darstellungen wie Elemente. Da die Summe der 
Quadrate aller Darstellungen ebenfalls gleich ihrer Ordnung ist, ist jede 
irreduzible Darstellung von der Dimension 1. 

Weiter ist die schon am Anfang betonte Tatsache zu beachten, daß 
jede Darstellung einer Faktorgruppe auch eine Darstellung der ganzen Gruppe 
ist. So hat z. B. die schon oft besprochene symmetrische Gruppe von 
drei Elementen einen Normalteiler E, D, F, die Faktorgruppe ist von der 
Ordnung 2, ist also abelsch und hat zwei Darstellungen von der Dimension 1. 
Da die ganze Gruppe nur drei Klassen hat, hat die Gruppe nur noch 
eine irreduzible Darstellung, und diese muß zweidimensional sein, damit 
1s + 1~ + 2~ = 6 sei. 

Die verschiedenen irreduziblen Darstellungen spielen in der Quanten
mechanik eine besonders wichtige Rolle, weil sie zur Charakterisierung der 
verschiedenen Termsysteme dienen, die Terme gleicher Auswahlregeln usw. 
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zusammenfassen. Aber auch von rein .mathematischem Standpunkt aus kann 
die soeben gegebene Theorie - sie stammt in erster Reihe von S. Frobeni UB, 

H. Burnside und J. Schur - als einer der schönsten Teile der Algebra 
betrachtet werden. Die Charaktere der Darstellungen enthalten auch einige 
interessante Ganzzahligkeitsbeziehungen. 

X. Kontinuierliche Gruppen 
1. Bisher hatten wir es nur mit Gruppen mit endlich vielen 

Gruppenelementen, mit endlichen Gruppen zu tun. Unsere drei 
Grllppenpostulate (Assoziativgesetz, Einheit, Reziproke) lassen sich 
aber auch auf eine unendliche :Mannigfaltigkeit von Dingen, auf un
endliche Gruppen anwenden. Z. B. bilden die dreidimensionalen 
reellen orthogonalen Matrizen, die Drehungen im Raume,· ein System 
von Dingen, die den Gruppenpostulaten genügen, wenn man die 
Gruppenmultiplikation der llatrixmultiplikation gleichsetzt, unter 
dem Produkt zweier Drehungen ihre Zusammensetzung versteht. 
Eine ähnliche Gruppe bilden alle dreidimensionalen Matrizen mit 
der Determinante 1, oder mit der Determinante + 1 usw. Alle 
diese Gruppen bezeichnet man als unendliche Gruppen im G"gen
satz zu den bisher betrachteten endlichen Gruppen. 

Der Begriff der unendlichen Gruppe wäre, wenn man nur die 
erwähnten EigenscLaften von den Gruppen verlangen würde, für 
unsere Zwecke etwas zu weit gefaßt. Man könnte z. B. alle zwei
dimensionalen Matrizen mit der Determinante 1, deren Koeffizienten 
alle vier rational sind, zu einer Gruppe zusammenfassen. Ein solches 
System würde viele Stetigkeitseigenschaften entbehren, die wir 
voraussetzen wollen. Deshalb empfiehlt es sich, den Begriff der 
Gruppe von dieser Seite etwas einzuengen. Unter einer kontinuier
lichen Gruppe versteht man ein System von Dingen, Gruppen
elemente genannt, die durch in einem gewissen Bereich stetig sich 
ändernde Parameter gekennzeichnet werden können. Es gehört 
zu jedem innerhalb des betreffenden Bereiches. gelegenen Wel'te
I:!ystem der Parameter ein Gruppenelement und umgekehrt zu jedem 
Gruppenelement ein im Variabilitätsbereich der Parameter liegendes 
Wertesystem dieser. 

Gruppenelemente, deren Parameter sich nur wenig unterscheiden, 
nennt man "benachbart". Wenn man die Parameter stetig ändert, 
so sagt man, daß sich das Gruppenelement stetig ändert. Die 
anderen drei Gruppenpostulate bleiben erhalten und werden noch 

W I g n er, Gruppentheorie 7 
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durch Stetigkeitsforderungen verschärft, indem verlangt wird, daß 
das Produkt benachbarter Faktoren und die Reziproken benachbarter 
Elemente wieder benachbart seien. 

Wir wtJrden sogar annehmen, daß die Parameter Pt (R 8), 
PI (R 8), ... , Pn (R 8) des Produkts zweier Elemente stetig 
differentiierbare Funktionen der Parameter Pt (R), P2 (R), ... , 
P" (R) und Pt (8), P2 (8), ... , Pn (8) der beiden Faktoren Rund 8 
sind. Dasselbe werde von der Abhängigkeit der Parameter P1 (R -1), 
P2 (R-1), ... , Pn (R-I) von den Parametern von R verlangt. 

Gruppen, deren Elemente durch n Parameter gekennzeichnet 
werden können, neHnt man pine n-parametrige Gruppe. Der Varia
bilitätsbereich der Parameter kann einfach oder mehrfach zusammen
hängend sein, oder auch in mehrere getrennte Gebiete zerfallen. Im 
letzteren Fall spricht man von einer gemischtkontilluierlichen 
Gruppe im Gegensatz zu einfach kontinuierlichen Gruppen, bei 
denen der Variabilitätsbereich der Parameter zusammenhängend ist. 

Betrachten wir z. ß. die eingangs erwähnte Gruppe der Drehungen im 
dreidimensionalen Raume, die dreidimensionale Drehgruppe. Ein Element der 
Gruppe, eine reelle dreidimensionale nrthogonale :Matrix, läßt sich nntürlich 
allch durch Angabe ihrer neun Koeffizienten charakterisieren. Diese können 
aber nicht als Parameter angesehen werden, da sie nicht unabhängig von· 
einander variierbar sind, weil unter ihnen noch Beziehungen bestehen. 
Nimmt man dagegen zur Chamkterisierung einer DI·ehung etwa Azimut q, 
und Polabstand {J- der Drehachse und den Drehwinkel 'P, so entspricht jedem 
in gewissen Bereichen Iipgenden Wertetripel (0;;;; <P <.. 2 11:, 0;;;; ,'t <.. 11:, 
0< 'I' < 11:) dieser Zahlen eine Drehung. Umgekehrt entspricht auch jeder 
Drehung ein Wertesystem dieser Parameter 1). 

Eine Ausnahme hildet hiervon nur die Drehung mit dem Drehwinkel 
'I' = 0, also die Drehuug, die eigentlich keine Drehung ist, sondern der 
Ruhe entspricht, die Einheit der Gruppe. Ihr entspricht nällllich jedes 
Parametertripel <P, {J-, 0, die Zuordnung der Parameter zu diesem Gruppen
element ist nicht eindeutig. Man könnte daran denken, dem so abzuheHen, daß 
man für f!i = 0 den Variabilitätsbereich der beiden anderen Parameter <P, {J

auf den Wert 0 beschränkt. Dann wäre die Zuordnung von Drehungen zu 
Parametertripein tatsächlich ein-eindeutig. Betrachten wir aber die stetige 

1) Ein Punkt R des Parameterraumes entspricht nicht der Operation 
einer Drehung, sondern ihrem Resultat. Die Drehung in diesem Sinne ist 
vollkommen durch Anfangs- und Eudlage der Kugel bestimmt. Will man 
die Operation, d. h. den Weg, über den die Drehung erfolgt ist, 
beschreiben, so muD man alle Zwischenlagen der Kugel, also eine Linie im 
Parameterraume oder eine stetige Folge R(t) von "Drehungen" an
geben, die für t = 0 von R (0) = E ausgeht und etwa für t = 1 in 
R (1) = R der gewünschten Drehung endet. 
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Reihe der Drehungen um eine beliebige Drehachse um immer kleinere und 
kleinere Winkel, also die Drehungen mit den Parametern t/J - d'lo, {} = {}o, 
Vi = t Vio, wo t stetig abnimmt. Für t = 0 müßten auch t/J und {} gleich 0 
werden, also einen Sprung erleiden. obwohl die Reihe der Drehungen durch
aus stetig verändert wurde. Daher ist die zunächst naheliegende Beschrän
kung t/J = 0, {} = 0 für 'f' = 0 nicht zulässig und mau muB sich anderswie 
zu helfen versuchen. 

Am besten benutzt man als Parameter die kartesischen Koordinaten 
~, 1'/, I; de~jenigen Punktes, dessen Polarkoordinaten gIn, {}, t/J sind, also 
, = gIn sin {} sin t/J, 1'/ = 'f'ln sin {} eos t/J, I; = 'f'ln cos {}. Der Ruhe. der 
Einheit der Gruppe, der hisher die Parameter t/J, {}, 0 (t/J und {} beliebig) 
entsprachen, entspr:cht jetzt der einzige Punkt S = 1'/ = I; = 0, der Koor
dinatenaufangspunkt. Die Zuordnung der Punkte des Parameterraumes zu 
den Drehungen wird durch Abb. 1 veranschaulicht. Jeder Drehung entspricht 
ein Punkt in der Einheitskugel im S, 1], I;-Raum. 

z 

1/------~ 

Abb. 1. Dem Punkte R der Figur links entspricht die Drehung, die auf der Figur 
rechts den ausgezogenen in den strichpunktierten Bogen üherfllhrt 

_\uch bei dieser Zuordnung existiert zunächst eine Ausnahme, wo die 
Zuordnung von Gruppenelementen zu Paramf'tertripeln nicht ein- eindeutig 
ist: den beiden Antipoden der Kugeloberfläche entspricht dielleibe 
Drehung, da sich zwei Drehungen um l'ntgegengeri~htete Achsen mit dem 
Winkel n gar nicht unterscheiden. Die Antipoden der Kugeloberfläche mBB 
man daher identifizieren und den Übergang zum Antipoden auf der Kugel
oberfläche im S 1] I; -Raum nicht als eine Unterbrechung einer stetigen Linie 
betrachten. 

Hat man aber so den Parameterraum zu einem mehrfach zusammen
hängenden gemacht, so ist die Zuordnung der Gruppenelemente zu den 
Punkten dieses Raumes wirklich ein - eindeutig, und diese Pllrameter sind daher 
für prinzipielle Betrachtungen über die Drehgruppe besonllers geeignet. 

Dies schlieBt natürlich keinf'swegs aus, daB man bei formelmäJligem 
Rechnen andere Parameter bevorzugt (die Eulerschen Winkel, Abh.2), bei 
denen die Zuordnung IIwar nicht ein-eindeutig ist, aber die meisten expliziten 
Formeln übersichtlicher als für die S, 1/, 1; ausfallen. 

7* 
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2. Den Teil der Gruppe, der der Einheit benachbart ist, be
zeichnet man als Infinitesimalgruppe. M.it Infinitesimalgruppen 
von Transformationsgruppen beschäftigen sich die grundlegenden 
Arbeiten von So p h u s Li e 1). Auf diese leider so wenig bekannten 

z 

y 

Untersuchungen kölInen wir nur an
deutungsweise eingehen, indem wir 
uns auf die Grundtatsachen be
schränken und alle Existenz- und 
Konvergenzbeweise weglassen. Bei 
den uns interessierenden Gruppen 

X kann man sie durch wirkliches Vor
zeigen der betreffenden Gruppen
elemente usw. leicht nachholen. 

Abb. 2. Die Drehung der Abb. 1, die 
den ausgezogeuen in den strich
punktierten Bogen überfUhrt,· hat die 

Am besten führt man gleich 
eine unendlich kleine Zahl h ein. Die 
Parameter der Einheit der Gruppe 
seien :n;l' nil .•. , n1\' Dann be
trachten wir die n Elemente 
F I , F lI , ••• , Fn , die Parameter von Fk 

Eulersehen Winkel c, (I, r 

seien n1 , n ll , ..• , nrc + TI, ... , n1\' Die Elemente E, F k , Ft, F%, ... 
liegen alle sehr nahe zueinander, ist h genügend klein, so bilden 
sie beinahe eine stetige Folge von Gruppenelementen. Man muß 
nur, wenn man einigermaßen weit von der Einheit kommen will, 
zu sebr hohen Potenzen von Fk vordringen. Eine solche ein para
metrige Schar von (miteinander vertauschbaren !) Gl'uppenelementen 
entspricht den sogenannten Perioden der Elemente endlicher 
Gruppen. 

Eine einfachkontinuierliche einparametrige Gruppe 
ist immer abelsch, da sie aus einer einzigen Periode besteht. 

Bei der dreidimensionalen Drehgruppe waren die Parameter der 
Einheit ; = "l = ~ = 0, die drei Infinitesimalelemente h, 0, 0; 0, h, 0; 0,0, h 
sind die drei unendlich kleinen Drehungen um die drei Koordinatenachsen. 

Betrachten wir nun die n-parametrige Schar F~l F~2 . " F:1\. 
Beschränken wir uns auf solche Werte von h und PI' Ps' ... , Pn, 
bei denen die Elemente der Schar noch alle in der Nähe der Einheit 
sind, so wird sie, da sie n-parametrig ist, die ga.nze Infinitesimal
gruppe umfassen. Es ist zweckmäßig, wenigstens für die In-

1) S. Lie, Vorlesungen über Kontinuierliche Gruppen. Leipzig 1893. 
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finitesimalgruppe die Pl'PS' ... ,1'" als Parameter einzuführen. Die 
n Parameter der Einheit sind alle 0, die Parameter der Elemente 
der Infinitesimalgruppe noch alle sehr klein. 

Die Elemente der Infinitesimalgruppe sind vertaus,ch
bar: sind die Parame~er zweier Faktoren Rund 8 in der Größen
ordnung einer kleinen Zahl E, so ist die Differenz der Parameter 
von R 8 und 8 R in der Größenordnung EI. Betrachten wir die 
Elemente R (t) und 8 (t') mit den Parametern trI' tri' ... , t r" und 
t' SI' t' S.' ... , t' s", wo t und t' als stetig veränderliche Variable 
angesehen werden sollen. Es ist E = R (0) = 8 (0) und t 
und t' liegen in der Größenordnung von E. Man kann annehmen, 
daß man die Parameter von R (t) 8 (t') und 8 (t') R (t) in eine 
MacLaurinsche Reihe nach t und t' entwickeln kann. DieReihen 
sollen für die n Parameter von R (t) 8 (t') bzw. von 8 (t') R (t) 
folgendermaßen lauten: 

u1 + tVl + t'wt + ... j ulI + tv. + t'wi + ... : ... j U" +tv" +t' w" + ... 
bzw. 

u1 +tvt + t'w1 + ... j u. + tv. +t'wt + ... ; ... ; Un +tv" +t'w" + .... 
Um die U und 17 zu bestimmen, setzen wir t = t' = O. Dann sind 
beide Produkte R (0) 8 (0) und S (0) R (0) gleich E, die 

U1 = U. = ... = U" = ut = u. = ... = U" = 0 

alle Null. Um die v und v zu bestimmen, setzen wir nunmehr f = 0, 
dann ist R(t) 8(0) =R(t)E= R (t) und 8(0)R(t) = ER(t) = B(t) 
und daher ist vt = vt = r1 ; v. == v. = rl ; ••• ; v .. = v" = r". 
Ebenso erhalten wir, indem wir t = 0 setzen, 

Bei den in Betracht gezogenen Gliedern unterscheiden sich die 
Parameter der beiden Produkte noch nicht: ein Unterschied kann 
erst bei den Gliedern mit ti , tt', oder 1'1 eintreten, die aber schol! 
alle in der Größenordnung von EI liegen. 

Die Vertauschbarkeit der Infinitesimalelemente bis auf quadratische 
Glieder beruht darauf, daß sie sowohl bei beliebigem S und B = Ei wie 
auelt bei beliebigem Rund S = E geuu rtchtig ist. Weicht II Dur 
wenig von E ab, so gilt sie D()ch näherungsweise, ebenso, wenn S '" Eist. 
Ist aber sowohl R '" E, wie auch S", E, so gilt die Vertauschbarkeit 
besonders gut. 
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Sehr einfach stellt sich dieses Gesetz für Matrizengruppen dar: die 
Elemeute in der Nähe der Einhei~ haben die Gestalt.1 + B a. Nun ist 

(I+Ba) (I+Bb)= l+s(a+b)+s2 a b 
und 

(l+sb) (1+ Ba) = l+s(b+a)+ s'ba, 
sie unterscheiden sich nur in Gliedern mit s'. 

Die vorher besprochene Parameterwahl, die dem Element Ffl F~~ ... .F,:n 
die Parameter Pl' Ps, ... , Pn zuordnet, hat die besondere Eigenschaft, daJl 
man die Parameter des Produktes zweier Elemente der Infinitesimalgruppe 
bis auf Glieder höherer Ordnung einfach durch Addition der Parameter 
der einzelnen Faktoren erhalten kann. 

3. Bei einer gemischtkontinuierlichen Gruppe bilden die Ele
mente, die von der Einheit E aus stetig zu erreichen sind, eine Unter
gruppe, die einfachkontinuierlich ist. Daß ein Element stetig von 
der Einheit zu erreichen ist, bedeutet so viel, daß eine stetige 
Mannigfaltigkeit R (t) von Elementen existiert, die von R (0) = E 
ausgeht und - etwa für t = 1 - in R (1) = R mündet. Sind 
Rund 8 zwei derartige Elemente und R (t) und .8 (t) zwei zu
gehörige W pge, so ist ihr Produkt R (1) S (1) = R S auch stetig 
von der Einheit aus erreichbar: ein zugehöriger Weg ist etwa 
R (t) S (t). Dasselbe gilt von der Reziproken von R: der zugehörige 
Weg ist R (t)-l. 

Die stetig von der Einheit aus erreichbaren Elemente bilden 
daher eine Untergruppe der ganzen Gruppe, die, da der zugehörige 
Parameterbereich zusammenhängend ist, einfachkontinuiel'lich ist. 

Die stetig von der Einheit erreichbaren Elemente bilden sogar 
einen Normalteiler der ganzen gemischtkontinuierlichen Gruppe. 
Mit R ist nämlich auch X-lRX stetig - etwa auf dem Wege 
X-l R (t) X - von der Einheit aus erreichbar. Die Nebengruppen 
des Normalteilers sind die anderen voneinander getrennten Teile 
des Parameterraumes. Die Faktorgruppe kann also als endlich, 
von der Ordnung der Anzahl der nichtzusammenhängenden Para
meterbereicbe angenommen werden. 

Für das Folgende führen wir noch die Bezeichnung. ( r l' r t' ... , r,,} 
für das Gruppenelement mit den Pärametern r ll r" ... , r" ein. 
Es gilt dann natürlich identisch Pie ({rl , r., ... , r"D = r" und 
Ipl (R), Ps (R), ... , P .. (R)} = R. 

4. Die Darstellung einer kontinuierlichen Gruppe ist genau so 
wie die einer endlichen Gruppe definiert: es soll jedem Element R 
der Gruppe eine Matrix D (R) zugeordnet werden, so daß stets 
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D (R) D (8) = D (R 8) sei. Es wird nur noch die Stetigkeit der 
Darstellung verlangt, d. h. wenn R un~ 8 benachbarte Gruppeneie.. 
mente sind, so dürfen sich alle 12 Koeffizienten D (R)"Ä von den 
entsprechenden Koeffizienten D (8)"Ä nur unendlich wenig unt.er
scheiden. Auch hier werden wir uns auf Darstellungen mit nicht" 
verschwindender Determinante beschränken. 

Wollen wir die Gesetze für die Darstellungen endlicher Gruppen 
auf die Darstellungen kontinuierlicher Gruppen übertragen, 80 

können wir davon ausgehen, daß wir für die ersten vier Sätze, also 
insbesondere auch für die Orthogonalitätsrelationen (30), (31) nur 
eine Gruppeneigenschaft benutzt haben, nämlieh die, daß man gewisse 
Summen :;8 J R bilden kann, für die, wenn man die Summation 

R 
über alle Gruppenelemente erstreckt, 

~JR = :;8JSR (1) 
R R 

gilt. Dabei sind die JR ganz beliebige Zahlen (oder Matrizen), 
die zu je einem Gruppeuelemellt Po zugeordnet sind. und (1) gilt 
für jedes Gruppenelement 8. In heiden Summen in (I) kommen 
ja dieselben Glieder, nur in verschiedener Reihenfolge vor. Mit 
Hilfe einer solchen Summe :;8 D (R) D (..R) t haben wir den 

R 

Satz 1, die Unitarisierbarkeit der Darstellungen, bewiesen, auch die 
Orthogonalitätsrelationen (Satz 4) erhielten wir durch Betrachtung 
einer solchen Summe ::8 D(jl (R)X D(i')tR-1). Die Sätze 2 und 8 

R 

waren eher matrizentheoretischer Natur, zu ihrer Abteilung haben 
wir keine neuen Gruppeneigenschaften mehr benutzt. 

Könnten wir auch für kontinuierliche Gruppen etwas Ähnliches, 
wie die Summe 2: JR definieren (es wird sich hier natürlich ein 

R 

über den ganzen Variabilitätsbereich der Parameter erstrecktes 
Integral ergeben), so könnten wir die vier Sätze der Darstellungil
theorie endlieher Gruppen auf kontinuierliche Gruppen über
tragen. 

5. Bei endlichen Grvppen beruht (1) darauf, daß die Reihe 
8E, 8 A2 , ••• , 8 A" bei beliebigem 8 bis auf die Reihenfolge mit 
der Reihe E, AI' ... , A" identisch ist. Dies wird durch die 
A bb. 3 veranschaulicht, in der jedem Element der Gruppe der 
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Vertauschungen von drei Objekten [(t), Kap. VII] ein Pnnkt ent
spricht. Die; Pfeile deuten an, in welches Gruppenelement ein be
stimmtes durch vordere Multiplikation mit F übergeht. Wir sehen, 
daß das Gesamtbild vollkommen erhalten bleibt, w-enn man Pfeil
anflUJg durch Pfeilspitze ersetzt. 

Wollen wir ein entsprechendes Bild für eine (n-parametrige) 
kontinuierliche Gruppe konstruieren, so müssen wir den ganzen 

Varia bilitii.ts bereich des n-dimensionalen 
C Parameterraumes sehr dicht mit Punkten 

anfönen. Die vordere Multiplikation 
o F bedeutet dann auch hier das Ansetzen 

eines Pfeiles an jeden Punkt. Es 
wird sich nun zeigen, daß es zwar 
im allgemeinen nicht möglich ist, die 

ABerwähnten Punkte so zu legen, daß bei 
Abb.3 dem Ersetzen von Pfeilanfang durch 

Pfeilspitze das ganze Bild ungeändert 
bleibe I), daß es aber sehr wohl möglich ist, sie so zu willilen, daß 
nach der erwähnten Operation die Dichte der Punkte an jeder 
Stelle des Parameterraumes ebenso groß sei, wie sie vor der Opera
tion an derselben Stelle des Parameterraumes war. Ist J (R) eine 
im Parameterraume stetige Funktion, so ist dann 

:;EJ(R) = :;EJ(SR), (2) 
R R 

wenu R beidemal alle diese Punkte durchläuft. 
Bezeichnen wir die Dichte der in der Summe (2) vorkommenden 

Punkte im Parameterraum in der Nähe des Punktes Q . I ql' q., ... , q,,} 
mit g(Q) = g ({ql' q2' ... , q,,}), so bedeutet dies, daß in (2) 
g (lql' q., ... , q,,}).d1..1, '" .d", Punkte vorkommen, deren erste 
Parameter zwischen ql und ql + ..11 , deren zweite Parameter 
zwischen q. und q. +..1. und deren note Parameter zwischen q" 
und q" + ..1" liegen. Dieses parallelepipedische Gebiet bezeichnen 
wir mit u.· 

Die Dichte der Punkte soll sich bei dem Ersetzen eines 
jeden Punktes R durch SR an keiner Stelle ändern. Wählen wir 
insbesondere S = Q-I, so gehen die Punkte des Gebietes U alle 

1) Dies ist nur bei Abelschen Gmppe.n möglich. Auch dies zfligt, wie 
verschieden kontinuierliche von endlichen Grnppen sind und daß erstere 
nicht etwa durch Grenzübergang aus letzteren zu gewinnen sind. 



7-0-

X. Das Hurwitzsche invariante Integral 105 

in ein Gebiet Uo über, das in de-r Nähe der Einheit liegt. Die 
Größe des Gebietes Uo ist bis auf höhere Potenzen der LI 

Pt (Q-l. {ql +LlI, q" ... , qnl> ... Pn(Q-t. {qt + d 1, q9' ... , qnj) . . 

_ d LI LI d[p1 (Q-l. {ql' ... , qnj),p,(Q-l. (ql' .. ·,qn)), .. ·,Pn(Q-l {ql , .. ·,qn}} 
1 2 ... n d [ql' q., ... , qn] 

[fürl) ql = Pt (Q) '" qn = Pn (Q)J. 
In das Gebiet Uo fallen nach dem Ersetzen von R durch Q-l R 

diejenigen 9 (Q) Ll1 d, ... Lln Punkte, die vorher im Gebiet U waren. 
U rspr.ÜDglich enthielt Uo aber 9 (E) Vo Punkte, da die Dichte darin 
9 (E) war und seine Größe Vo ist. Es muß also 

g(Q) = g(E)d[Pt (Q-l. {qp ... , qn»,' ··,Pn(Q-l. ~ qn})]J • 
o (qP . ... , qnl (3) 

[für l ) ql = PI (Q) ... qn = Pn (Qj} 

sein. Gilt (3), so ändert sich bei dem Ersetzen von R d'lrch Q-l R 
die Dichte der Summationspunkte In (2) in der Nähe der Einheit 
nicht. Umgekehrt nimmt sie 
bei dem Ersetzen von R 
durch Q R in der Nähe von 
Q= {ql' ... , qn} den Wert (3) 
an, wenn vorher die Dichte 
bei der Einheit 9 (E) war. 

Aus der Gültigkeit von 
(ij) für alle Punkte Q haben 
wir bisher die Invarianz der 
Belegungsdichte allgemein 
nur für die Einheit E = Q-l Q 
bewiesen und wir müssen sie 
noch für den beliebigen Punkt 
T = S Q zeigen. Zu diesem 
Zweck zerlegen wir das Er
setzen von R dureh SR in 

: . .'l:"R.' . 
.. ;. . 

Abb. 4. Die Punkte sind die Summationspunkte 
R in (2), die Stellen, in die einige dieser Punkte 
durch vordere Multiplikation mit Q -1 i1ber:' 
geführt werden, sibd durch kleine Kreise. an
gedeutet. Bei der Einheit ist die Diehte der 

Kreise und Punkte gleich 

1) Die Werte p" (Q) für die q/c sind erst nach Ausführung der 
Differentiation einzusetzen: (3) ist eine Bildung der Art "() f(xy)/()x für 
x=y·. Ist z.B. (xy. = x1 y8, 80 ist ()f(xy)/()x für x = y gleich 2y'. 
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zwei Schritte: zuerst ersetzen wir R durch Q-l R und dann die 
80 entstandenen Punkte R durch S QR = TRI), dann haben wir 
im Ganzen R durch S Q. Q-I R = SR ersetzt. War die Dichte 
der Summationspunkte anfangs bei Q durch (3) gegeben, so ist 
sie nach dem ersten Schritt bei der Einheit gleich 9 (E). Ist dies aber 

vor dem zweiten Schritt der 
Fall, so ist die Dichte nach dem 
zweiten Schritt bei S Q = l' 
ebenfalls durch (3) gegeben, 
womit die Invarianz der Be
legup.gsdichte (3) bewiesen ist. 

Weiterhin ist es klar, 
daß (2) für ein nirgends (d. h. 
für kein R) negatives J(R) 

~!'fEl~~;Z!.!.!~7':"'--P1 nur verschwinden kann, wenn 
dieses überall Null ist - eine 
Tatsache, die bei der Ab
leitung des ersten Satzes des 

Abb. 5 vorangehenden Kapitels not
wendig ist. 

Für analytische Zwecke ist es natürlich hequemer, an Stelle der 
Summe (2) ein Integral zu benutzen. Anstatt aus dem Bereich U 
(Abb.4) 9 (Q) d 1 d'J ... Ll,. Summanden zu nehmen, kann man einen 
Summauden nehmen und diesen mit dem Gewicht 9 (Q) d 1 LI'J . " d n 
multiplizierl'n. Da alle J(R) stetig sein sollen, ändert dies den 
Wert der Summe (2) nicht, und dieses geht in das HurwitzEche 
Integral 

J J(R) d R = f j ... j J({T), T'J"'" T,,))g({r l , T2 , .. ·, Tn)) art dr2 ... dT'1 (4) 

über. Die Integration muß in (4) über den ganzen Variabilitätsbereich 
der Parameter erstreckt werden. Wir wollen noch einmal direkt 
verifizieren, daß 

j J(R) d R = j ... j J({TI , T2 , ... , Tn))g({TI , r2, ... , 1'nDdT1· .. drn I 
(5) 

= J J(SR) dB = J ... J J(S. (Tl' 1'2'" .,Tn})g(!Tl' T2 , ... , rn)) dr1 ... dT" 

für alle Elemente S gilt, wobei das 9 (R) aus (3) zu entnehmen ist. 

I) Die Möglichkeit dieser Zerlegung beruht wesentlich auf der Gültig
keit deli Assoziativgesetzes. 
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Führen wir im bestimmten Integral rechts in (5) neue Vari
able, nämlich die Parameter Xl' X2 ' ••• , X .. des Produkts 

X = {Xl' x" ... , x"} = SR = S· {rl' r2 , ... , r .. } 
ein: 

(6) 

rk = Pk (S-l. {xl' X 2 ' ••• , x .. }), (6a) 

so ändert sich das Integrationsgebiet nicht, da SR mit R die ganze 
Gruppe durchstreicht. Wir erhalten 

J J(SR) d R = f ... f J(S Irl ,· .. , r .. »g (Irl"'" r .. ) drl · .. dr" 

r r I ) a (rl , .. ·, r .. ) = J'''JJ( Xl' ... , X .. )g(R)a dxp ... , dx", 
(xl' ... , x .. ) 

wo R und die r nach (6a) als Funktionen der X zu betrachten sind. 
Entnehmen wir noch 9 (R) aus (8), so können wir das Produkt der 
beiden letzten Faktoren des Integranden nach dem Satz von der 
Funktionaldeterminante impliziter Funktionen umformen 1) 

9 (E/ [ ... pdR-I Irl' ... , r"ll ... ) a (Tl' ... , r .. ) 1 
a [ ... rk ... ) a (Xl' ... , X .. ) 

= g(E) a[ ... Pk(R-llrl , ... , r"\) ... ) ,(7) 
a [ ... Xk ... ) 

[für "1 = PI (R) .,. r" = P .. (R»), 

WO bei der Differentiation nach x das R als konstant [wie in (3ll, 
die r dagegen als die Funktionen (6 a) der X anzusehen sind. Setzen 
wir daher Irl , ••• , r .. } = S-l lXI' ••• , X .. } in (7) ein, so gp,ht dies 
wegen R-l S-l = X-I in 

E a [ ... pdX-l lXI' ... , x,,) ... ) { ) 
9 ( ) a [ ) = 9 ( Xl' ... , ;1; .. ) 

... Xk ... 

[für 2) Xl = PI (S R) = PI (X) ... x" = P .. (S R) = P .. (X») 

über, so daß die rechte Seite von (5) tatsächlich - bis auf die 
Benennung der Integrationilvariablen - mit der linken gleich
lautend wird. 

Wir können noch (3) etwas umformen, indem wir für die q. 
die wir für deIll Augenblick als frei veränderlich ansehen (wo-

1) Zunächst gilt (7) für beliebige Werte der r k , also auch für die 
Werte rk = Pk (R), die wir für (3) brauchen. 

!) Die Werte Pk(X) för die xk sind auch hier nach Ausführung der 
Differentiation einzu~etzen. 
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gegen Q als ·konstantes Gruppenelement betrachtet werde), neue 
Variable e mit Hilfe der Gleichung Q-t {ql' ..• , qn} = {ei' ... , e,,} 
einführen. Dann ist nach dem bereits benutzten Satze über die 
Funktionaldeterminante impliziter Funktionen 

o [ ... pd I et .,. eH}) ... ) 

0[ ... ek ... ] 

0[ . .. pdQ-l {ql '" qn}) ... ) 0 ( ... qk ... ) 
0[ . .. 'qk ... ] 0 ( ... ek .•. ) 

Da aber Pk <l e1 '" e,,}) = ek ist, ist die linke Seite gleich 1 
und wir erhalten, wenn wir die qk mit Hilfe der ek ausdrücken, 

0[ ... pd.Q-1Iq\ ... qnl) ., ] = [0( ... qk ... )]-11 
d [ ... qk ... ] 0 ( ... ek ... ) 

(8) 
= [O[",Pk(Q{el ... en)) ... ]]-1. 

. d [ ... ek ... ] . 

Setzen wir jetzt links qk = Pk (Q), so müssen wir rechts 
er. = Pk (E) setzen und wir können an Stelle von (3) 

g(Q) = g (E) [0 [PI (Q leI'" en)),···, Pn (Q leI"'" en))]]-1
1 d[el' ... , e,,] (3a) 

[für I) el = Pt (E) . " eH = Pn tEll 
schreiben. 

6. Bei gemischtkontinuierlichen Gruppen kann man das H u r
witzsche Integral noch etwas umformen. Bezeichnen wir das mit 
der Einhflit zusammenhängende Gebiet mit (~\, die an~eren zu
sammenhängenden Gebiete mit @2' @a' ... , @('. Die Elemente von @l 

bilden, wie wir in 3. gesehen haben, eine Untergruppe (sogar einen 
Normalteiler), die der @~ die zugehörigen Nebengruppen. Zeichnet 
man aus jedem der Gebiete @~ ein beliebiges Element, etwa A. aus, 
so kann man dutch Multiplikation mit A~ das @l auf @~ abbilden. 
Da die Gewichte von Gebieten, die man aufeinander abbilden kann, 
gleich sind, kann man erwarten, daß das über @l erstreckte 
Integral 

~[J(R)+J(Aj)R)+ +J(A~R)]dR 1 
(9) =J [J(S R) + J(SA2 R) + ... + J(SA~R)] dR 

1) Ist auch erst nach der Differentiation einzusetzen. 
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gegenüber linksseitiger M.ultiplikation mit einem beliebigen 8 in
variant, also das Hurwitzsche Integral für die ganze Gruppe ist, 

wenn mit S ... cl R das H u r w i tz sehe Integral für die einfach-
(ljl 

kontinuierliche Gruppe @l bezeichnet ist. 
Durchläuft R die Untergruppe @1' so durchläuft A~R die 

Elemente der Nebengruppe @~, links in (9) steht für jede Neben
gruppe von @1 ein Glied. Aber auch rechts in (9) steht für jede 
Nebengruppe ein Integral: für @~ = A. @1 z. B. das Glied mit 
SA,.R, wenn @,. = A"@1 diejenige Nebengruppe ist, die S-1A. 
enthält. Wenn wir also hierfür 

fJ(A.R)dR = J J(8A,.R)dR 
~ (ljl 

(10) 

zeigen könnten, so wäre damit gezeigt, daß die Glieder der beiden 
Seiten von (9) paarweise gleich sind. 

Die Nebengruppe AI' @1 soll 8-1 A~ enthalten, es sei etwa 
A,.T = S-1A~, AI' = S-lA.T-l, wo TinderUntergruppe@} 
enthalten ist. Führen wir diesen Ausdruck für AI' in (10) ein, so 
geht es in 

1
1 
J(A~R) dR = lt J(S. S-1 A.T-1 R) dR = ~ J(A.T-IR) dR 

über. Diese Gleichung ist aber sicher richtig, weil sich die rechte 
Seite nur dadurch von der linken unterscheidet, daß in ihr T-l R 
an Stelle von R steht. Dieser Substitution gegenüber ist jedoch das 

Integral ~ ... d R voraussetzungsgemäß invariant, da ja auch T-l 

ein Element von @1 ist. 
Damit ist die Äquivalenz des Ausdruckes (9) mit dem H ur

witzsehen Integral für die ganze gemischtkontinuierliche Gruppe 
nachgewiesen und dieses zugleich auf ein Integral, das nur über 
den mit der Einheit zusammenhängenden Teil der Gruppe zu er
strecken ist, zurückgeführt. (Diese ganze Betrachtung gilt natürlich 
nicht nur für@1' s(}ndern für jede Untergruppe mit endlichem Index.) 

7. Aus (5) folgt, genau wie bei endlichen Gruppen, daß jede 
Darstellung zu einer unitären gemacht werden kann, wenigstens 
dann, wenn die Integrale 

f D(R)".D(R):. dR 
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konvergieren. Dies ist immer der Fall, wenn - wie etwa bei der 
Drehgruppe - das Grundgebiet für die Integration endlich ist. 
Die Orthogonalitätsrelationen der DarsteUungskoeffizienten nehmen 
die Form 

f n<") (R): .. n<.') (R)", A.' d R = h •• , ~"", hu ' f dR (11) 
1. 

[1. die Dimension der Darstellung n<') (R)] an. Entsprechend lautet 
die Gleichung für die Charaktere 

J X(·) (R)'" X(") (R) d R = hn , f d R. (12) 

XI. Darstellungen und Eigenfunktionen 
1. Betrachten wir die SchrödilJgt'rgleichung H tP = E tP eines 

Systems, das aus zwei gleichen Teilchen aufgebaut ist. Der 
Einfachheit halber nehmtln wir an, daß beide Teilchen nur je einen 
Freiheitsgrad haben, die entsprechenden Koordinaten seien x und y 

h" (a~ (P) HtP=-8:n;' m ax2+ ay~ tP(x,y) +V(x, y) t/I(x, y)=EtP(x, y), (1) 

wo m die Masse der Teilchen ist. Die potentielle Energie muß 
gleich groß sein, wenn das erste 'Teilchen die Koordinate a und das 
zweite die Koordinate b, oder das erste die Koordinate b und das 
zweite die Koordinate a hat. Es muß daher für alle Werte von a 
und b 

V(a, b) = V(b, a) (2) 

gelten. Nehmen WH weiter an, daß (1) ein diskretes Spektrum 
hat und tP,,(x, y)zum diskreten Eigenwert E" gehört. Zu diesem 
Eigenwert gehöre keine andere, linear von t/I" (x. y) unabhängige 
Eigenfunktion: die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 

für tP" (3) 

die für x = +.00 und y = + 00 verschwindet, sei ein konstantes 
Vielfaches von tP" (x, y). 

Betrachten wir die Funktion P tP" = 1{i", die so definiert ist, 
daß für alle Werte von a und b 

Pt/I,,(a,b) = 1{i,,(a,b) = t/I,,(b,a) (4) 

gilt. Wir wollen zeigen, daß 1{i" (x, y) die Differentialgleichung (3) 
auch befriedigt. Bezeichnen wir für den Augenblick die Ableitung 
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einer Funktion (x, y) nach der Variablen, die an erster Stelle 
steht, mit ((1) (x, y), nach der Variablen, die an zweiter Stelle steht, 
mit ((2) (x, y), also etwa 

d(x,y) - ((1)( ). df(x,y) -(2)( ) j . ..;} - x, y , ..;} - x, y , 
vX vy 

(5) 
di(x,y) _ d((1)(x,y) _ ((1)(1)( ) 

dx2 - dx - x,y 

usw., oder auch 

dfty'X)_f(2)( ,). df(!t.x)_«l)(') 
d x - y, x , d y - y, x , 

so ergibt sich allS (4) durch Differentiation nach a bzw. b 

1P~1) (a, b) = t/J~) (b, a); iP~l)(l)(a, b) = t/J~2)(2\b, a), } 
(6) 

1ji~2) (a, b) = tJ.,~l) (b, a); 1ji~)(2) (a, b) = 1I'~1) (1) (b, a). 

Berechnen wir jetzt 

n m x y (7) 
Hlj},,(x,y) = -- 8 h: (:'i + :',)lj},,(X,y) + v(x,y)1ji,,(x,y)j 

= - 8 ;:m (1ji~1l (1) (x, y) + tji~2)(2) (x, y») + V(x, y) ijj" (x, y), . 

so ergibt sich dafür wegen (6), (4), (2) und (3) die Gleichung 

H - h2 ( (2) (2) (1) (1») I 11'" (x,.y) = - 8n2m 11'" (y, x) + 11'" _ (y, x) + V(y, x) 11'" (y, x) (8) 

= E" t/J" (y, x) = E" 1/1" (x, y), 

d. h., daß P 11'" (x, y) = tji" (x, y) ebenfalls eine Lösung der Differential
gleichung (3) ist. Sonach muB es ein konstantes Vielfaches von 
t/J" (.x, y) 

1ji" (x, y) = C t/J" (x, y) (9) 
sein, d/\ es auch die Randbedingungen befriedigt. Zur Bestimmung 
von C beachten wir, daß wegen (4) für alle Wertepaare von a und b 

C t/J" (a, b) = lj}" (a, b) = t/J" (b, a) (10) 

gelten muß. Wenden wir (10) erstens auf das Wertepaal' y, {}., und 
dann auf das Werte paar x, y an 

ct/J,,(y,x) = t/J,,(x,y); ct/J,,(x,y) = I/J,,(y, x). (il) 

Daraus ergibt sich 
C~ t/J" (x, y) = 11'" (x, y) 
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und, da 1/1" (x, y) nicht identisch verschwinden.soll, q2 = 1 ; c = ± 1. 
Wir haben dann ebenfalls identisch in x und y 

1{i,,(y,x) = 1/1,,(x,y) = + 1/1,,(Y,x). (12) 

Die Eigenfunktion 1/1" (x, y) ist an der Stelle x, y entweder gleich 
groß, wie an der Stelle y, x, oder entgegengesetzt gleich groß. Ob 
der erste oder der zweite Fall eintritt, kann man durch allgemeine 
tlberlegungen nicht entscheiden, für eine Funktion 1/1" (x, y), d. h. für 
einen Eigenwert, der den gestellten Bedingungen genügt, kann nur 
der eine der beiden Fälle eintreten. Eigenwerte bzw. Eigen
funktionen, für die (12) mit dem oberen Vorzeichen gilt, nennt man 
bekanntlich symmetrische Eigen werte bzw. Eigenfunktionen, 
für die (12) mit dem unteren Vorzeichen gilt, antisymmetrische. 
Es ergibt sich also ein qualitatives Unterscheidungsmerkmal für 
die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Schrödingergleichung (1); 
je nachdem die Eigenfunktion die Gleichung (12) mit dem oberen 
oder mit dem unteren Vorzeichen befriedigt, gehören sie in die 
erste oder zweite Klasse. Eine ganz analoge, vielleicht noch ein
fachere Betrachtung läßt sich mit einer Eigenwertgleichung 

h2 i)21/1 (x) 
--8ni m dx2+V(x)1/1(x) = EtJ!(x) (13) 

anstellen, mit 
V (x) = V(- x), 

wenn man 
P 1/1 (x) = 1{i (x) = 1/1 ( - x) 

setzt. Diesmal ergibt . sich an Stelle von (12) 

1/1 (x) = ± 1/1 (- :t), 

(14) 

(15) 

(16) 

d. h. die wohlbekannte Tatsache, daß alle Eigenfunktionen ent
weder gerade, oder ungerade Funktionen von x sind. 

2. Wir wollen diese tlberlegung, bei der wir uns auf einen 
einfachen Eigenwert beschränkt haben, noch in dem etwas all
gemeineren Fall eines diskreten Eigenwerts mit mehreren, aller
dings nur endlich vielen linear unabhängigen Eigenfunktionen aus
führen 1). Dabei wollen wir die Rechnungen nach Möglichkeit 

1) Die Betonung liegt hier auf "endlich vielen", nicht auf "diskreten", 
die ganze Theorie läßt sieh z. B. fa,st unverändert auf die "diskreten kom
plexen Eigenwerte" anwenden, auf die die Gamowsche Theorie- des Kern
zerfalles geführt hat, obwohl sie in unserem Sinne natürlich nicht diskret 
sind, weil die Quadratintegrale der zugehörigen Eigenfunktionen divergieren. 
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durch begriffliche "überlegungen ersetzen: es ist ja klar, daß die 
spezielle Gestalt des Ha m i lt 0 n sehen Operators in (1) und (13) 
unwesentlich ist und es das erstemal nur auf die Äquivalenz der 
beiden Teilchen, das zweitemal nur auf die der beiden Richtungen X 
und - X ankam. Wir werden Gleichungen erhalten, die (12) 
bzw. (16) analog sind und ebenso wie diese Alternativen 
enthalten, so daß für verschiedene Gruppen von Eigenfunktionen 
zum Teil verschiedene Beziehungen resultieren. Die Eigenfunktionen 
der verschiedenen Gruppen gehören zu Termen verschiedener Eigen
schaften, deren Unterschiede die Grundlage der sogenannten "Term
zoologie " bilden. 

Die Betrachtung, die uns zu (12) geführt hat, beruht darauf, 
daß (1) der Transformation 

X'=1/i 1/'=x (17) 

gegenüber invariant ist. Dies soll bedeuten, daß die Funktion 1) 

P tJI", die durch die in t.I und b identische Gleichung 
PtJI,,(a, b) = tJI,,(b,a) 

definiert ist, eine Lösung der Gleichung H tJI = E 1/J für tJI ist, 
wenn dies für tJI" gilt. 

Sei allgemeiner R eine reelle orthogonale Transformation 

x~ :: Rn Xl + B u x, + .. '. + BI" Xn l 
XI - B u Xl + B u X, + ... + B 2" X .. 

~~ .. B~l~l'+ B~2~2'+ :.:+ R~ .. ·x,,· J 
Wir verstehen unter PR ( diejenige Funktion, für die 

(18a) 

PRf(x;, x~, ... , x~) = (Xl' X9 ' ••• , x,,) (19) 

entweder identisch in xl' X 2 ' ••• , x" gilt, wobei für die x~, X2' ..• , x~ 
die Ausdrücke aus (18a) eingesetzt gedacht wel'den müssen, oder 
identisch in x~, x;, ... , x~ gilt und für die Xi: 

" 
Xi = :s Bjixj (18b) 

j=l 

eingesetzt gedacht werden muß: PR ist ein Operator, der gewisser
maßen die a:;, ~, ... , x~ durch die Xl' XI' •.• , X .. ersetzt. Wir 

1) P1p ist das Zeichen för eine Funktion ebenso, wie etwa ( oder .q 
solche Zeichen zu sein pflegen, P1p (:r., 1/) ist der Wert dieser Funktion an 
der Stelle X; y. So bedeutet s. B. (19), daß PR (an der SteUe x;, ... , x~ 
dellS8lben Wert hat, den die Funktion fall der Stelle XI' ••• , x" aufnimJllt. 

Will an. Grup}HIIlUieorie 8 
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werden die in (IR), (19) definierte formale Symbolik mit dem PR 
dieser mehr anschaulichen Redeweise vorziehen, weil bei dieser 
erfahrungsgemäß sehr leicht Fehler dadurch entstehen, daß man 
etwa die x durch die x', anstatt umgekehrt, ersetzt!). 

Sind jetzt die heiden Punkte xl' x2 ' ••• , Xn und x~, 
x~, ... , x~ des Konfigurationsraumes, die durch eine be
stimmte Transformation Bineinander übergeführt. werden, physi
kalisch gleichwertig (dies ist z. B. der Fall, wenn sie sich nur 
dadurch unterscheiden, daß zwei gleiche Teilchen ihre Plätze ver
tauscht haben), so sind auch die heiden Funktionen 1/.1 und 
PR 1/1 gleichwertig (in PR 1/.1 spielt nur das zweite Teilchen die 
Rolle, die in 1/.1 das erste gespielt hat und umgekehrt). Ist 1/.1 ein 
stationärer Zustand, so gilt dies auch für PR 1/.1 und beide haben 
dieselbe Energie: aus H 1/.1 = E 1/.1 folgt H PR 1/.1 = E PR 1/.1; H ist 
dem Operator PR gegenüber invariant. 

Die Transformationen B, die einander gleichwertige Stellen 
ineinanrler überführen, bilden eine Gruppe, die »Gruppe der 
Schrödingergleichung" , da die Zusammensetzungen, wie auch die 
Reziproken solcher Transformationen diese 'Eigenschaft ebenfalls 
aufweisen. Die Einheit der Gruppe ist die identische Trans
formation, die jede Stelle in sich überführt. Die Gruppe selber 
ist die Symmetrie gruppe des Konfigurationsraumes. 

Entsprechendes gilt von den Operatoren PR' Man sieht ja 
leicht, daß Ps PR = Ps R ist. Führt nämlich B die x in x' über, 
so ist PRf(x;) = f(Xi)' und führt S die x' in x" über, so ist 
Psg(x;') = g(.1:;), also für g(x) = PRf(x) 

Ps PR (x;') = PR(X;) = f(x\. 

Nun führt aber SB die x direkt in die x" über, so daß 

PsRf(x;') = (Xi) 

die Definitioni'gleichung von Ps R f ist. Es folgt, daß Ps R (x) 
= P s PR (x), und da ( eine beliebige Funktion ist, gilt 

PSR = PSPR• (20) 

Die Gruppe der PR ist holomorph zur Gruppe der B. 
3., Die Operatoren P sind linear. Will man in einer Summe 

die x' durch die x ersetzen, so kann man es in den einzelnen 

1) Nur wenn R identisch mit seiner eigenen ReEiproken, also R2 = 1 
ist, braucht man hierauf nicht zu achten. 
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Summanden tun, und will man es in einem konstanten Vielfachen 
einer Funktion tun, so kann man das Ersetzen von x· durch x zuerst 
vornehmen und dann mit der Konstanten multiplizieren. In Formeln 

P(af+ bg) = aPf+ bPg. (21) 
Da der Operator P lediglich einen Übergang zu einem neuen, eben
falls orthogonalen Koordinatensystem im Konfigurationsraum be
deutet, muß für zwei beliebige Funktionen f, g das skalare 
Produkt (f, (]) = (P f, P g), d. h. P unitär sein. Übrigens ist P 
unter viel allgemeineren Voraussetzungen, als wir sie hier gemacht 
haben, ein linear-unitärer Operator. 

In unserem Fall hat P noch die Eigenschaft 

P f g = P f . P g, (22) 
wie ebenfalls unmittelbar aus der Definition folgt. Diese Eigen
schaft der P ist nicht so allgemeiner Natur, wie ihr linear
unitärer Charakter. 

4. Zumeist kann man die Gruppe einer Schrödingergleichung 
auf allgemeine physikalische Gründe zurückführen. 

Hat man ein System mit n Elektronen und bezeichnet die Ko
ordinaten des k-ten Elektrons mit l ) Xk, Yk' Zk, so ist die Schrödinger
gleichung invariant gegenüber folgenden beiden Arten von Trans
formationen: 

Xl = xat ; Yl = Yat ; Zl = Zat 

x 2 = x a2 ; Y2 = Ya2; Zs = za2 (A) 

.t .. = xan ; Y .. = Yan ; Zn = Zan 

(" Vertau~chung von Elektronen "), wo a l , a 2J ••• , a .. eine beliebige 
Permutation der Zahlen 1, 2, ... , n ist. Es sind ja alle Elek
tronen gleichberechtigt. Dasselbe gilt natürlich für Protonen, 
He-Kerne usw. 

x; = Pll Xl + P12 Yl +PlS;:l; Y; = P21 Xl +P22 Yl + P2S Zl; 

X~ = PlI X2 + Pu y, + PIS Zs; !/~ = P21 X2 + Pu Ys + P2S Z2 ; 
• • • • • • • • • • • • • • • • ••• t •••••••••• 

x; = Pll ;r, .. +Pu Y .. +P1S Zn; Y; = P21 X,,+P'2Y"+ p,s Z .. ; 

Z; = PSlX1 + PaYl + PSSZI 

Z~ = PSlX2 + PS2Y2 + Pas Z, 

1) Wir haben also fortan an Variable XI' Yl' Zl' X2' Y2' Z" 

x .. ' Yn, zn an Stelle der n Variablen Xl' Xii' •.• , X ... 

8* 

(B) 

.. . , 
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(.Ausführung einer Drehung"), wo <{Jilr.) eine reelle orthogonale 
Matrix ist; (B) bedeutet ja nur einen Übergang zu einem anderen 
Achsenkreuz und - solange wenigstens keine äußeren elektrischen 
oder magnetischen Felder da sind - swd alle Raumrichtungen 
gleichberech tigt. 

Weiter ist die Schröd,ingergleichung invariant gegenüber 
Transformationen, die aus (A) und (B) zusammengesetzt sind. Die 
Transformationen (A) bilden eine zur Gruppe der Vertauschungen 
von n Dingen (symmetrische Gruppe), die von (B) der dreidimen
sionalen Drehgruppe holomorphe Gruppe. 

Operatoren, die - wie der Hamiltonsche Operator im vorher 
betrachteten Fall - invariant sind gegenüber gewissen Trans
formationen, nennt man häufig diesen Transformationen gegenüber 
symmetrische Operatoren. 

5. Die Feststellung, die uns zu (12) bzw. (16) geführt hat, 
war die, daß die Funktion P tP - als auch zum Eigenwert vontJ' 
gehörig - ein konstantes Vielfaches von tP Bein muß. Jetzt, wo 
wir einen Eigenwert, zu dem l linear unabhängige Eigenfunktionen 
tPl' ..p2' ... , ..p, gehören, "lor uns haben, können wir nicht mehr so 
schließen. Wir können nur sagen, daß die PR tPl' PR tP" ... , PRtPl 
sich alle als Linearkombiilationen der tPl' tP2' ... , tPl schreiben 
lassen: jede Eigenfunktion zu. diesem Eigenwert hat ja diese Eigen
schaft. Die Koeffizienten bezeichnen wir mit D(R),m so daß 

I 

PR..py(X1, Y1' Z1' ... , X .. , Y .. , z .. ) = :;s D(R)u..p,,(xl' Y1' Z1' .•. , X .. , Y .. , z .. ) (23) 
"=1 

wird 1). Gehört S ebenfalls in die Gruppe der Schrödingergleiilhung, 
so ist auch I 

Ps tP" = :;s D (S)l>t ..p" 
"=1 

und man erhält, wenn man in (23) die Variablen an beiden Seiten 
der Transformation S unterwirft, auf beide Seiten Ps anwendet 
(Ps .ist linear, die D (R),,: Konstanten I), 

I I 

Ps PR tPy = Ps ~ D(R)u..p" = :;s D(R)".PstP" I 
"=1 "=1 (24) 

I I I I 

=,,~ D(R)u l~ D(S)l" tP1. = l~L~ID(Sh"D(R)utPl' 

1) Die Indizes"" stehen hier in dieser Reihenfolge, damit [vgl. (25)] 
D (R) selber und nicht seine Transponierte D (R)' eine Darstellung sei. 
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Andererseits ist Ps PR tP. = PSR tP., also 
I 

PS PR 1t" = PSRtP" = ~D(SR)htPA' 
1=1 

und hieraus folgt durch Koeffizientenvergleich mit (24) 
I 

D(SRh. = ~ D(S)hD(R),... 
.. =1 

(25) 

Die aus den Koeffizienten von (23) gebildeten l-dimensionalen 
Matrizen D (R), die nach (23) die Eigenfunktionen tP,.· eines Eigen
werts in die transformil:rten Eigenfunktionen PR V'. überführen, 
genügen den Gleichungen D(SR) = D(S) D(R), sie bilden eine 
Darstellung der Gruppe der Transformationen, denen gegenüber 
H ,p = E tP invariant ist. Die Dimem~ion der Darstellung ist 
gleich der Anzahl der linear unabhängigen, zu dem betreffendeIl 
Eigenwert gehörigen Eigenfunktionen tP1' tP2' ... , tPl' 

Welche Darstellung es ist, deren Koeffizienten in (23) vor
kommen, läßt sich mit Hilfe von allgemeinen Überlegungen ebenso
wenig entscheiden, wie die Frage, ob in (12) das obere oder das 
untere Vorzeichen gilt: (23) gibt ebenso eine Alternative (allerdings 
unter mehreren Möglichkeiten) wie (12). Für verschiedene Eigen
werte werden auch hier im allgemeinen verschiedene Fälle der 
Alternative zutreffen. 

Kombinieren wir noch (23) mit der Definitionsgleichung von PR 

PRtP.(X~, ?/~, Z~, ••. , X~, y~, Z~) = tP.(X1,?/1' el , ... , x .. , ?/ ... z .. ). (18c) 

Indem wir auf beide Seiten Pli = PR-l anwenden, erhalten wir 
mit Hilfe von (23) 

.1. (. " "') P ) 
0/1' Xl'?/ll ZII ; .. , Xn' ?/n, Zn = R-l rP,,(X1, ?/1' Zl' ••• , X .. , y .... z .. J (26) 

= ~ D(R-l) ... t/J .. (x1, Yl' Zl' ... , Xn' Y .. , e .. ), 
.. =1 

die Transformationsformel für die t/Jr Sie verbindet die Werte 
der Eigenfunktionen an gleichwertigen Stellen. 

Die Hruppe, der gegenüber (1) invariant ist, besteht aus der Einheit 
und der Vertauschung R von x Uild y. Der Eigenwert war voraussetzungs
gemiUI einfach, wir muJIten also eine eindimensionale Darstellung der 
Spiegelungsgruppe erhalten. Da PE der Einheitsoperator ist, ist 

PE '(1 = '(1 = 1. '(1. 
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Der Einheit der Gruppe entspricht die Matrix (1). Weiter bedeutet (12) 

PR"I'=1f=±"I'=±1."I'. (12a) 
Für einige Eigenwerte gilt das obere Vorzeichen, bei diesen entspricht 
auch dem Element R der Vertauschung der beiden Teilchen die Matrix (1), 
bei anderen Eigenwerten gilt das untere Vorzeichen, bei diesen entspricht 
dem Gruppenelement R die Matrix (- 1). Wir erhalten also zwei ein
dimensionale Darstellungen der symmetrischen Gruppe von zwei Elementen: 
die eine ist durch die Zuordnung D(E) = (1), D(R) = (1), die andere 
durch die Zuordnung D (EI = (1), D (R) = (- 1) gegeben. 

6. Wenn man zu einer anderen Wahl der linear unabhä.ngigen 
Eigenfunktionen übergeht und an Stelle der 1/I}I t/Ji , ... , 1/Iz aus 
den 1/1;, 1/1;, ... , 1/1; 

I 

1/1~ = 2: a~" t/J. (27) 
'=1 

ausgeht, so erhält man in (23) auch eine andere Darstellung der 
Gruppe der Operatoren P, und es fragt sich, wie sich diese beiden 
Darstellungen zueinander verhalten. 

Es sei 
(28) 

P die zu a reziproke Matrix. Dann ist wegen der Linearitä.t 
von PR 

' • x (29) 
PR 1/1; = :;8 a." PR 1/1. = ::S:;8 «Iv" D (R) ... t/J" I 

=:;8:;8:;8 a.,.D (R) ... Plx1/li = 2: (:;8Pl" D (R)". a,,,) t/Ji. 
• x l l x. 

Die Matrix D (R), die die t/J' in die PR t/J' überführt, entsteht aus 
D (R) durch Ähnlichkeitstransformation mit a 

D(R) = a- 1 D (R) a. (30) 

Durch eine andere Wabl der linear unabhängigen Eigenfunktionen, 
die zu eiuem bestimmten Eigenwert gehören, erleidet die zugehörige 
Darstellung nur eine Ähnlichkeitstransformation : zujed em Eigen
wert gehört eine bis auf eine Ähnlichkeitstransformation 
eindeutig bestimmte Darstellung rer Gruppe der Schrö
dingergleichung. 

Wollen wir demnach solche Eigenfunktionen haben, die sich 
nicht nach D (R), Bondern nach einer ihr äquivalenten Darstellung 
transformieren, so müssen wir durch diejenige Matrix Jleue Linear
kombinationen der Eigenfunktionen bilden, durch welche die Dar
stellung in die gewünschte Form übergeht. 
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Die bis auf eine Ähnlichkeitstransformation eindeutig be
stimmte Darstellung bildet das qualitative Merkmal, durch das 
sich die verschiedenen Termarten unterscheiden. Es wird zu 
Singulett-S-Termen eine andere Darstellung gehören, als etwa zu 
Triplett-P-Termen oder auch zu Singulett-D-Termen, während alle 
Darstellungen - die zu Singulett-S-Termen gehören - äquivalent, 
d. h. da sie wegen der willkürlichen Wählbarkeit der linear unab
hängigen Eigenfunktionen nur bis auf eine Ähnlichkeitstransformation 
bestimmt sind, einander gleich sind. Diese Dapstellungen werden 
praktisch immer irreduzibel sein, was die Wichtigkeit der irre
duziblen Darstellungen erklärt. 

7. Sind die I-Eigenfunktionen tPI' tP2' ... , tPl des Eigen
werts E - was wir immer annehmen wollen - paarweise 
orthogonal: (tP", tP~) = 6u , so hat auch die zugehörige 
Darstellung die Unitäre Form. Aus dem unitären Charakter 
des Operators PR folgt nämlich, daß auch die I-Funktionen PR tPI' 
PR tP2' ... , PR tPl paarweise orthogonal sind: 

(PRtP", PRtP~) = (tP", tP~) = 6",., (31) 
oder mit Hilfe von (23): 

6",.= (PRtP", PRtP~) = (~D(R)l"tPl' ~D(R),,~tP,,) 1 
l /J 

= ~~ D(R)t" D(R)/J' (tPl' tP,,) = ~D(R)t"D(Rh~, (32) 
.J. /J l 

1 = D(R)t D(R), 

d. h. D(R) ist eine unitäre Matrix I). Demzufolge gelten für die 
D(R), wenn sie schon irreduzible Darstellungen sind, die Ortho
gonalitätsrelationen des IX. Kapitels ohne weiteres. 

Die Gleichung (26) läßt sich nunmehr auch 

tP~ (x~, Y~, z~, ... , .T~, Y~, z~) 1 
= ~ D(R-I)". tP" (.tl , Y1, Zl' ..• , x .. , Y .. , z .. ) (26a) 

= ~ D(R):" tP" (xI' YI' ZI' ... , x .. , Y .. , Zn) 
" 

schreiben. Auch sehen wir, daß für uns nur Da.rstellungen mit 
Matrizen mit nichtverschwindender Determinante in Frage kommen. 

1) Da die Eigenfunktionen immer paarweise orthogonal gewählt 
werden können, ist dies ein besonderl! p.infacher Beweis für die Unitarisier
barkeit der Darstellungen. 
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XII. Algebra der Darstellungstheorie 
Wir wollen noch einige algebraische Betrachtungen an die 

Resultate des vorangehenden Kapitels knüpfen. Zunächst seien 
einige rein mathematische Sätze zusammengestellt. 

1. Es sei DJ> (R) eine irreduzible unitäre Darstellung der 
Dimension 7J der Gruppe der Operatoren PR, und fP\ r~\ ... , rfj) 
solche 7J Funktionen, für die 

IJ 
PR t,:) = '2j D(j) (R)l,.. rF1 (f' = 1, 2, ... , 7j ) (1) 

1 = 1 

für alle PR gilt. Wir nennen eine Funktion rY), zu der sich solche 
lj - 1 Funktionen rpl, ('p, ... , r~l!...l' r;~l' ... , f}~1, • Partner" 

J 
finden lassen, daß für ihre Gesamtheit (1) gilt, zur x-Zeile der 
irreduziblen Darstellung D(jJ (R) gehörig. Diese Aussage ist nur 
sinnvoll, wenn die Darstellung D(j) (R) ganz (nicht nur bis auf eine 
Ähnlichkeitstransformation) vorgegeben ist. 

Aus (1) folgt für f' = x, wenn man mit DU') (R)!, ,,' multipli
ziert und über die ganze Gruppe summiert (bzw. bei kontinuier
lichen Gruppen integriert), 

'2j D(j'} (R)!:", PRr;/> = :8:8 D(j') (R). r,,,, D(j) (R)l"rij ») 
R R 1 

_ ~ h .\' ~J) h .\' ~j) (2) 
- ~-8jj' 811!u""'Tl = -8j j'u,,1<'/l', 

4 ~ ~ 
Hieraus ersehen wir zunächst, daß 

:8 D(j)(R):" PR (! = : r!j) (3) 
R J 

für jede Funktion gilt; die zur ,,- Zeile der irreduziblen Dar

stellung I)<j} (R) gehört. Umgekehrt kann man auch zu jedem r!J), 
für das (3) gilt, solche (ii>, rv), ... , llJ!-l' ~~ l' •.• , fit Partner 
zuordnen, daß für ihre Gesamtheit (1) gelten soll: (3) ist die not
wendige und hinreichende Bedingung dafür, daß r!j) zur 
x-Zeile der irredllzi.blen Darstellung D(j} (R) gßhö.re. 

Aus (2) ergibt sich nämlich zunächst, daß, wenn r!}> überhaupt 
Partner hat, diese dur~h 

rlv) = ~~D<j)(s)r1<psf!J> (3a) 
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gegeben sind, dies sei also die Definition von rCf, ... , r;12 1 , ~~ 1 , 

... , r:? Außerdem soll aber (3a) voraussetzungsgemäß auch für x =.t 
J 

gelten, eS gilt also für alle r1)1. Wir wollen jetzt zeigen, daß für 
diese ry) auch (1) gilt. Zu diesem Zwecke setzen wir für die fill, rt 
in (1) die rechten Seiten von (3 a) ein, die Gültigkeit von (1) ist 
dann gleicb bedeutend mit der Gültigkeit von 

PR Ihi :8I)<j)(S).;>lPsf~1 = :;8D(j)(Rh!L Ihi :;8 I)<ft(S)t .. psrlj). 
s .. s 

Dies ist aber eine Identität, wie man sofort einsieht, wenn man auf 
beide Seiten P R-1 anwendet undD(j) (Rh,u = D!,j) (R-1);1 einsetzt. 
Wegen der Darstellungseigenschaft der I)<J) ergibt sich dann 

:8 Yj) (S); .. Psf~) = :8 :8 PR -1 Ps D!j) (R-1);1 I)'v) (8)t .. (';) 
:; s 1 

= :;8 PR-1S DI.j)(R-1 S)I~>I f'j>. 
s 

Jetzt steht auf beiden Seiten dasselbe, weil man die Summation 
rechts über R-1 S statt über Serstrecken darf: zu einem r!j), das 
(3) befriedigt, konnten wir in der Tat in (3a) Partner de;inieren, 
so daß für ihre Gesamtheit (1) erfüllt ist. 

2. Eine Linearkombination a I;.i) + b g~i) von Funktionen rCj) 
und g~), die zur x-Zeile der Darstellung D(j) gehören, hat wieder 
diese Eigen!;lchaft. Es folgt dies einfach aus der Linearität von (3) 
oder aus der Definition (1). 

3. Sind D(1) (R), D(2) (R), ... , D(c) (R) die sämtlichen irre
duziblen Darstellungen der Gruppe der Operatoren PR, so läßt sich 
jede Funktion F, auf die die PR angewendet werden können, so 1D 

eine Summe zerlegen 
c ~ 

F= :8~r~\ (4) 
j=l "=1 

daß rY' zur x-Zeile der Darstellung Du) (R) gehöre. 
Zum Beweise betrachten wir die h Funktionen F = PEF, P A2 F, 

P Aa F, ... , P Ah F, die entstehen, wenn man auf F die h Operationen 
der Gruppe der PR anwendet. Sollten diese Funktionen vonein
ander nicht linear unabhängig sein, so lassen wir so viele weg, daß 
unter den übriggebliebenen F, Fs' .•. , F h, keine linearen Beziehungen 
mehr bestehen sollen. Diese h' Funktionen spannen eine Darstellung 
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der Gruppe der PR auf. Wenden wir nämlich auf diese Funktionen 
einen der Operatoren PR an, so lassen sich die entstehenden Funk
tionen durch die F, F 2 , ••• , FA' linear ausdrücken. Sei z. B. FI< = PTF, 
so ist PR PTF = PRTF also entweder schon selber eines der Fi 

oder doch durch diese linear ausdrlickbar: 
h' 

PRFk = :8..1 (R)ikl<i· (5) 
;=1 

Die Matrizen ..1 (R) bilden nun eine Darstellung der Gruppe der PR' 
Dies entspricht genau der Darstellungseigenschaft der Eigen
funktionen des vorangehenden Kapitels, es ist 

~.d (SR)"kF .. = PsRFk = Ps PRFk = Ps :8.d (R)ikFi 
.. i 

= :8:8..1 (R)ik.d (S),,; F" 
i n 

also wegen der linearen Unabhängigkeit 

..1 (S) . .d (R) = ..1 (SR). 

Diese Methode der Erzeuguug von Darstellungen wird z. B. auch bei 
der expliziten Erzeugung irreduzibler Dltrstellungen der symmetrischen 
Gruppen eine wichtige Rolle spielen. Durch besondere Wahl der ursprüng
lichen Fnnktion F kann man nämlich sehr vielerlei Darstellungen erhalten, 
die zur Belltimmung von irreduziblen dienen werden. 

Ist die Darstellung in (5) noch nicht irreduzibel, so kann man 
sie doch mit einer Ähnlichkeitstransformation ausreduzieren, d. h. 
die Matrizen ..1 (R) alle gleichzeitig in die Form 

(
DU) (R) 0 ... ) r .D<2~ (R) ... = a- 1 .d (R) a (*) 

bringen, wo die D alle unitäre irreduzible Darstellungen sind. 
Nach 6, Kap. XI kann man aus den Fk mit Hilfe von a solche 
Linearkombinationen bilden, die sich bei der Anwendung der PR 
nach (*) transformieren, also zu den verschiedenen Zeilen der irredu
ziblen Darstellungen DU), I)<2), . .. gehören. Da a keine singuläre 
Matrix ist, kann man umgekehrt mit Hilfe dieser Linearkombi
nationen die Fk , insbesondere auch F linear ausdrücken. Damit ist 
die Möglichkeit der SummendarsteIlung (4) der beliebigen Funk
tion F bewiesen. 
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Um in (4) noch die f<.!) explizite zu berechnen, wenden wir 
darauf PB an, multiplizieren mit DU) (R);" und summieren über 
alle R. Wir erhalten 

:gD(j)(R);"PBF = ~:g ~ Dij)(R);"PBf:!.') = Ih f,,", (6) 
B i' ,,' R j 

das letzte wegen (2). 
Diese Gleichung zeigt, daß ~D(j)(R);" PB F bei ganz 

R 

beliebigem F zur x-Zeile der Darstellung D(j)(R) gehört, 
eine Tatsache, die man mit Hilfe von (3) auch direkt verifizieren kann. 
Es ist ja, wenn man SR = T setzt und anstatt über S über T 
summiert, 

~D())(S):"P8'(~ D(j) (R);" PRF)= ~D(j)(TR-l);"PTD(j)(R):"F, 
8 R ~R 

~ ~ U))(T);lDlj)(R-l)t"Dj)(R);"PTF = ~ (:8 Uj)(T);"PTF), 
T,R 1 i T 

da man die Summation über R nach (31 a), Kap. IX ausführen kann. 
Die Identität 

F = :8 :8 ~ i Ii-j)(R);" PR F 
j " R 

(6a) 

zeigt, da F ganz beliebig sein kann und 
Znsammenhang stehen muß, daß 

mit den PR F in keinerlei 

c ljz. -1 
:8 :B ·fi D(J) (R):" { :; 0 

j=1 "=1 

für R = E 
sonst 

ist. Für R = E lautet dies, da D(j)(E)"" = 1 ist, 

c Ij l. c l.2 
~ :B..1 = :8 -L = I, 
j=1 "=1 h j=1 h 

d. h. die Summe der Quadrate der Dimensionen aller irreduziblen Darstellungen 
ist gleich der Ordnung der dargestellten Gr~pe. 

4. Zwei Funktionen, die zu verschiedenen irreduziblen Dar
stellungen gehören, oder zwar zu derselben Darstellung, aber zu 
verschiedenen Zeilen, sind orthogonal. Zu f~J) wie auch zu U~') kann 

d f· 't' .. " 1 h f( ~ f< ~ fl'> b ( . ') n(1l) (i') man e fil lonsgemall so c e l, /' ~,... zw. 91 'iJf ,Ug , ... 
finden, daß 

PR f;j) = :g D(J) (Rb f.1'1, 
1 
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sei. Da PR unitär ist, gilt 

x' x'- Bit' R X' ((<i> g<i'» - <P f<.il P gei'»~ ) 

= ~ ~ D<';>(R)tx D<i'> (Rh,,,, (f<j>, g<p). (7) 
1 l' 

Summieren wir diese Gleichung über alle Operationen PR der 
Gruppe, so ergibt sich 

« i) (j'») _ h ~ (<J) (i'») h fx ,g,,' - 1-. ßjj, ßxx'''::::'' f1 ,gl . 
j 1 

(8) 

Daraus folgt erstens der vorher ausgesprochene fundamentale Satz, 

daß (r~j), g~'») für j =1=;' oder" =1= x' verschwindet, und zweitens, 

daß(r!J), g<J» unabhängig von x für alle Partner gleich ist. 
5. Schon im vorangehendem Kapitel haben wir von den PR 

gegeuüber symmetrischen Operatoren gesprochen. So war der 
Hamiltonsche Operator H den Operationen (A) und (B) gegen
über symmetrisch. Dies bedeutet so viel, daß PR in der Funktion, 
auf die es angewendet wird, nur solche Vemttderungen hervorruft, 
die vom Standpunkt des H irrelevant Rind (sie vertauscht etwa 
die Rollen zweier Elektronen). 

Wir wollen hier diesen Begriff etwas genauer präzisieren. 
Die Operatoren, die wir als symmetrische bezeichnen, sind immer 
hermi);eische, sie sind physikalischen Größen ("'z. B. Energie) zu
geordnet. Die PR, denen gegenüber ein Operator symmetrisch 
sein kann, sind zwar selber auch Operatoren, aber unitäre, die nicht 
physikalischen Größen zugeordnet sind, sondern eine Wellenfullktion, 
einen Zustand in einen anderen überführen. Man nennt S sym
metrisch, wenn sich ihm gegenüber alle PR r:p ebenso wie r:p ver
halten. (Wir werden sogleich sehen, daß sich dieser Begriff mit 
dem des vorangehenden Kapitels deckt.) 

Ist S ein den PR gegenüber symmetrischer Operator und 1/J 
eine seiner Eigenfunktionen S 1/J = S 1/1, so bedeutet dies, daß im 
Zustand 1/J die Messung der Größe, zu der S zugeordnet ist, mit 
Sicherheit den Wert s ergibt. Dies muß dann auch für PR 1/J gelten, 
d. h. diese muß auch eine zum Eigenwert s gehörige Eigenfunktion 
von S sein. 

Aus S 1/J = S 1/J folgt durch beiderseitige Anwendung von PR, 
daß PBS ~ = PBS1/J = s PB1/J. Da aueh S PB1/J = S PR1/J gilt, 
ist auch PR S 1/1 = S PR 1/J, und diese Gleichung gilt für jede 
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Eigenfunktion von S, da der Eigenwert darin nicht mehr enthalten 
ist. Da sie linear ist, gilt sie für jede Linearkombination der 
Eigenfunktionen, also für jede Funktion überhaupt. Daraus folgt 
aber PR5 = 5 PR: ein in bezug auf die PR symmetrischer 
Operator ist mit allen PR vertauschbar, es ist gleichgültig, 
ob man auf eine Funktion zuerst das PR und dann das 5 oder 
umgekehrt anwendet (.5 ist dem PR gegenüber invariant"). 

Wendet man auf (1) 5 an, so sieht man, daß auch 5 (c;) zur 

x-Zeile von DfJ gehört, wenn dies für ~J) gilt. Daraus folgt nach 
(8), daß 

(f(j) 5 (j'») - ~ ~ (f{J) 5 (j» '" D,,' - Ujj'u"", 1, D). (8a) 

für j =1= j' oder x =1= ,,' verschwindet und für j = j'; " = ,,' von 
x unabhängig ist. 

Obwobldiese Gesetze recbt allgemeiner Katur sind, sind sie docb 
nur für die einfachsten Gruppen von Operatoren allgewein bekannt. Eine 
Gruppe, für die diese Gesetze geläufig sind, bestebt aus dem Einheits
operator PE und dem von (15) des vorangehenden Kapitels 

PR(x) = (-x). 

Es ist Pi = PE' die Gruppe PE ' PR ist die Spiegelungagruppe. Sie hat 
zwei irreduzible Darstellungen, beide sind eindimensional: 

D(l)(E) = (1), D(I)(R) = (1) und D(2)(E) = (1), D(2)(R) = (-I). 
Für Funktionen, die zur ersten Darstellung (sie hat nur eine Zeile) ge
hören, lautet (I) 

sie sind die geraden Funktionen von x. Für Funktionen, die zur zweiten 
Darstellung gehören, ist (I) 

PR (2) (x) = (2)(- X) = - 1 (2) (x), 

das sind die ungeraden Funktionen. Die Gleichung (3) lautet für tU) (x) 

2 
D(l) (E) PE ((1) (x) + D(l)(R) PR f(I) (x) = 1 f"(I)tx) + 1 f(1)(-x) = T f(1)(x) 

und für «2) (x) 

1)(2) (E) P E f<2) (x) + D(2)(R) P Rf(2) (x) = 1 f<2)(x)-1 f<2}(-X) = ~ (2}(x), 

und umgekehrt folgt aus diesen Gleichungen, daß f(1)(x) gerade und (2)(X) 
ungerade ist. Daß sich jede Funktion in einen geraden und einen un
geraden Teil zerlegen lällt, ist eine bekannte Tatsache, ebensowie daß jede 
gerade Funktion auf jede ungerade orthogonal steht. 
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6. Bisher haben wir die Darstellungen irgend wie willkürlich 
bestimmt annehmen müssen und eine Funktion, die zur ,,- Zeile 
einer irreduziblen Darstellung gehört, gehört nicht mehr zur ,,-Zeile 
einer äquivalenten Darstellung. 

Unabhängig von dieser speziellen Festlegung der Darstellung 
sind die nun folgenden Sätze. 

Nach (2) gilt für jede Funktion (~), die zur ,,- Zeile der irre-
duziblen Darstellung DU) (R) gehört, 

"'" D(j) * P (J) h ~ (( j) ~ (R)u R (" = -, U,,2 '" 
R j 

(2a) 

was über Ä. von 1 bis Tj summiert 

~X(j)(R)* PR(~) = !!... Ij) 
R 1j 

(9) 

(für" = 1, 2, ... , Tj ) 

ergibt. Da in t9) " nicht mehr vorkommt, genügen ihm alle 
Funktionen, die zu einer beliebigen Zeile der Darstellung D(J) (R) 
gehören, und auch beliebige Linearkombinationen solcher Funktionen. 
Man sagt von einer Funktion, die (9) befriedigt, sie gehöre zur 
Darstellung D(f) (R). Diese Tatsache ist - wie der Charakter -
unabhängig von der speziellen Form der Darstellung. Umgekehrt 
ist jede Funktion, die (9) genügt, eine Linearkombination von 
Funktionen, die je zu einer Zeile der Darstellung I)(J) (R) gehören. 
Nach (9) ist nämlich 

h 
- (U) = ~ X(j) (R)* PR ((j) = :2:2 Du) (R)t2 PR (U). (10) 
lj R 1 R 

Jede Funktion der Gestalt ~ Du) (R)t2 PRF gehört aber nach 3 
R 

zur Ä-Zeile der Darstellung D<j) (R). 

Daraus folgt auch, daß Funktionen, die zu nichtäquivalenten 
irreduziblen Darstellungen gehören, orthogonal zueinander sind. 
Weiter läßt sich jede Funktion F in eine Summe 

(11) 
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zerlegen, wo f(j) zur Darstellung D<jJ (R) gehört: man braucht 
dazu ja nur die Gleichung (4) 

c 

) 
F= ~f0) 

j=1 
(4a) 

Ij 

fW = ~ f!f) 
"=1 

umzuschreiben. 
Die Funktionen, die zu einer bestimmten irreduziblen Dar

stellung gehören. haben also ganz analoge Eigenschaften, wie die 
zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung gehörenden: eine 
Linea.rkombination von Funktionen irgendeiner Art ist wieder eine 
Funktion dieser Art, man kann jede beliebige Funktion als eine 
Summe von Funktionen je einer Art schreiben, zwei Funktionen 
verschiedener Art sind jeweils orthogonal aufeinander, ein Operator S, 
der den P gegenüber invariant ist, führt eine Funktion einer Art 
In eine andere Funktion derselben Art über. 

Die hier besprochenen allgemeinen Sätze über Funktionen kanD man 
80 zusammenfassen, daJl man sagt, Funktionen verschiedener Art (sowohl 
im ersten wie im zweiten Sinne) gehören zu verschiedenen Eigenwerten 
eines hermiteischen Operators, der - wie alle P und ihre Funktionen -
mit allen invarianten Operatoren 5 vertausch bar ist. 

Der Operator 0j,,' der F in 

-~ (fJ • 0j"F - ~ D (R)""PRF (12) 
R 

bzw. im zweiten Fall in 

OjF = ~ X(fJ (R)· PRF (12a) 
R 

überführt, hat die beiden Eigenwerte 0 und hili' Zum letzteren Eigen

wert g-ehören alle Funktionen, die zur x- Zeile der Darstellung DU) (R) 
bzw.einfach zu dieser Darlltellung gehören. Zum Eigenwerte 0 dagegen 
gehören diejenigen Funktionen, die zu anderen Darstellungen gehören. 
bzw. bei (12) auch die, die zu anderen Zeilen (nicht zur x-Zeile) von 
D(J) (R) gehören. 

Die soeben besprochenen Sätze sind dann nichts anderes als die 
OrthogonalUäts- und Vollständigkeitsrelationen der Eigenrunk
tionen der Operatoren (12), (112 a). Das Besondere gegenüber den gewöhn
lichen hermiteischen Operatoren besteht lediglich darin, daß (12), (12a) 
unendlich vielfach entartete Operatoren sind, da zu beiden Eigen
werten unendlich viele linear unabhängige Eigenfunktionen gehören. 
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7. Kehren wir jetzt wieder zu der Schrödingergleichung 
H 1/J = E 1/J zurück! Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, daß 
zu jedem Eigenwert von H eine bis auf eine Ähnlichkeitstrans
formation eindeutig bestimmte Darstellung der Gruppe der PR 
gehört. Andererseits wissen wir auch, daß wir über diese Ähnlich
keitstransformation ganz frei verfügen dürfen: dies bedeutet nur 
eine Festlegung der Linearkombinationen der Eigenfunktionen, die 
wir benutzen wollen. 

Es bietet vielfach Vorteile, die Darstellungen der einzelnen 
Eigenwerte, sofern sie nicht schon irreduzibel sind, in ausredu
zierter Form anzunehmen 

(
D(l)(R) 0 ... 0) 

L1 (R) = r D<2~ (R) ... r . 
o 0 ... D(B)(R) 

(13) 

Hierin sind die D(l) (R), D(2) (R), ... , D(') (R) lauter irreduzible 
(lli'\ht notwendig voneinander verschiedene) Darstellungen, die 
s irreduziblen Bestandteile von.L1 (R), ihre Dimensionen seien der 
Reihe naeh Iv 12, ••• , I,. Die dieser Form der Darstellung des be
t~achteten Eigenwerts entsprechenden Linearkombinationen der 
Eigenfunktionen bezeichnen wir mit 

1/J~1), 1/J~t), •.. , ~~:), 1/J~2), 1/J~2), ... , 1/Jl!J, ... , 1/J~'), 1/J~B), ..• , 1JI~:). 

Schreiben wir jetzt für diesen Eigenwert die Gleichung (23) des 
vorangehenden Kapitels auf, so ergibt sich 

PR 1JI<J> = ~ D<j) (R) ... 1/J~). (14) 
~ 

[Wegen der Nullen in (13) können die PR 1/J~) schon als Linear

kombinationen der 1JI~J) mit demselben oberen Index ausgedrückt 
werden.] Die Eigenfunktion 1JI<j> gehört zur x-Zeile der 
Darstellung D(j) und ihre Partner sind 1/J<{>, 1JI<j>, •.. , 1JI~~. 

'.1 
Die Gestalt der TransformaHonsformel (14) legt es nahe, den 

Eigenwert von (13) als zufällig zusammenfallende s-Eigenwerte 
anzusehen. Zum ersten Eigenwert gehören 1JI(t), 1JI(J), .•. , 1JI(11), zum 

I 2 . 1 

zweiten 1/J~), 1/J~): ..• I tJ:l:) und zum letzten schließlich die Eigen-
funktionen 1JI~), 1JI~), ... , 1JI~8). Zu jedem dieser Eigenwerte gehört 

B 

eine irreduzible Darstellung. Führen wir diese Bezeichnungs-
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weise konsequent für das ganze Eigenwertspektrum durch, so er
reichen wir erstens, daß zu jedem Eigenwert eine irreduzible 
Darstellung zugeordnet ist, und zweitens, daß jede Eigen
funktion zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung 
gehört, ihre Partner sind die anderen zu diesem Eigen
wert gehörigen Eigenfunktionen. 

Im allgemeinen wird dieselbe Darstellung sehr vielen Eigen
werten gemeinsam sein. Wir können daher eine weitere Verein
heitlichung der Transformationsformeln erzielen, indem wir die 
Darstellungen für alle Terme, denen sie gemeinsam sind, in der
selben :Form annehmen. 

Daß zu einem Eigenwert mehrere Eigenfunktionen, nämlich 
alle Partner ~oneinander gehÖren, wird als ,normale Entartung" 
bezeichnet. Wenn außerdem noch mehrere Eigenwerte zusammen
fallen, wie das im Eigenwert von (13) der Fall war, so spricht 
man von einer zufälligen Entartung. Es wird immer an
genommen, daß diese eine sehr seltene Erscheinung ist und für die 
wirkliche Schrödingergleichung, von einzelnen Ausnahmefällen ab
gesehen, nicht vorkommt. 

8. Wir wollen jetzt, um mit den soeben gewonnenen Begriffen 
vertrauter zu werden, mit ihrer Hilfe einige Betrachtungen über 
die Rayleigh-Schrödingersche Störungstheorie anstellen.. Wir 
gehen zuerst von einem Eigenwert E eines "ungestörten" Problems 
aus, der keine zufällige Entartung zeigt. Die zugehörige Dar
stellung der Grnppe der Schrödingergleichung ist dann irreduzibel 
und die Eigenfunktionen WEI, WE2, •.. , WEI gehören zu den 
verschiedenen Zeilen dieser irreduziblen Darstellung. Wir fügen 
zu dem ursprünglichen Hamilton sehen Operator H eine ,sym
m.etrische Störung" l V zu, die so beschaffen ist, daß sie die Sym
metriegruppe von H nicht stört, d. h. selber ein symmetrischer 
Operator im Sinne dieses Kapitels ist. Um die Säkulargleichung 
für die erste Näherung L1 E der Zusatzenergie aufzustellen, müssen 
wir die Matrixelemente (t/JEIt' V WEit') berechne'n. Nach (8a) sind 
diese aber für " =1= ,,' alle Null, für" = ,,' alle einander gleich, 
etwa VE, so daß die Säkulargleichung die Form 

lVE-LlE 0 0 
o lVE-LlE ... 0 =0 

6 ö 
W i g n er. Gruppentheorie 9 
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und die I-fache Wurzel AVE hat. Der Eigenwert spaltet also in 
erster Näherung nicht auf. Aber auch in beliebig hoher Näherung 
kann er nicht aufspalten, da bei einer Aufspaltung in etwa zwei 
Eigenwerte EI und E 2 mit ' 1 und ' 2 Eigenfunktionen (11 + 1, = 1) 
die 11 Eigenfunktionen von EI sich bei der Anwendung der P 
unter sich transformieren müßten und ihnen eine Darstellung der 
Dimension ' 1 zugeordnet sein müßte. Diese Darstellung kann aber 
wegen ' 1 < 1 die ursprüngliche irreduzible Darstellung des un
gestörten Eigenwerts nicht enthalten und so müßten die ' 1 Eigen
funktionen von EI auf sä.mtliche Eigenfunktionen von E orthogonal 
sein und könnten aus ihnen oder ihren Linearkombinationen nicht 
stetig hervorgehen. 

Ein Eigen wert mit einer irred uzi bIen Darstellung kann 
bei einer "symmetrischen Störung" nicht aufspalten und 
behält seine Darstellung bei. 

9. Betrachten wirjetzt einen Eigenwert, zu dem eine Darstellung 
.1 (R), die DU) (R), D(2) (R), ... der Reihe nach al' a2 , ••• -mal 
enthalten soll, gehört. Im Sinne der Ausführungen in 7. können 
wir auch sagen, daß a1 Eigenwerte mit der Darstellung D(l)(R) 
mit a2 Eigenwerten mit der Darstellung D(2)(R) usw. zufällig zu
sammenfallen. Lassen wir jetzt die symmetrische Störung A V ein
wirken, so wird sich hieran höchstens das ändern, d-aß diese Eigen
werte nicht mehr zusammenfallen werden. Es werden aber auch 
nach der Störung a1 Eigenwerte mit der Darstellung I)<l)(R), 
a2 mit der Darstellung D(2) (R) usw. vorhanden sein, diese 
a1 + a2 + ... Eigenwerte werden nur im allgemeinen alle ver
schieden groß sein. Daß auch nach der Stömng genau a1 

Eigenwerte mit der Darstellung D(1)(R) vorhanden sein müssen, 
ergibt sich daraus, daß sich die Anzahl a1 11 der Eigenfunktionen, 
die zu der Darstellung DÜ)(R) gehören, nicht ändern darf. Eine 
Anderung dieser Zahl würde ja bedeuten, daß Eigenfunktionen ihre 
Zugehörigkeit zu einer irreduziblen Darstellung geändert haben, 
was aber - wie wir soeben gesehen haben - nicht stetig erfolgen 
könnte. 

In 8. haben wir einen Eigenwert mit einer irreduziblen Dar
stellung betrachtet. Obwohl zu ihm 1 Eigenfunktionen gehörten, 
konnte er bei einer symmetrischen Störung nicht aufspalten. Dies 
rechtfertigt den Namen "natürliche Entartung" für das Zugehören 
der 1 linear unabhängigen Eigenfunktionen zu einem Eigenwert. 
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Vom soeben betrachteten Eigenwert mit ei,ner nicht irre
duziblen Darstellung sagten wir, daß er eigentlich aus a1 Eigen
werten der Darstellung Dl)(R), a2 Eigenwerten der Darstellung 
D(2)(R) usw. besteht. Das Zusammenfallen dieser a1 + at + ... 
Eigenwerte nannten wir eine zufällige Entartung, weil ihr Vor
handensein bei Abwesenheit der Störung quasi einem Zufall zu
zuschreiben ist; 

10. Daß von den Eigenfunktionen von H + Ä V angenommen 
werden kann, daß sie zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung 
gehören, gilt nicht nur für die exakten Eigenfunktionen, sondern 
auch von allen sukzessiven Näherungen des Störungsverfahrens. 
Zunächst gilt es zwar nur für die exakten Eigenfunktionen, für 
die gesamte Potenzreihe nach Ä für diese. Da es aber für die ge
samte Potenzreihe bei jedem beliebigen Wert von Ä gilt, gilt es 
auch für alle ihre Glieder separat. 

Insbesondere können die "richtigen Linearkombinfltionen", die 
erste Näherung für die Eigenfunktionen eines bestimmten Eigen
werts E so angenommen werden, daß sie aus lauter solchen Eigen
funktionen von E zusammengesetzt sind, die alle zu derselben Zeile 
derselben irreduziblen Darstellung gehören. Enthält die Darstellung 
von E eine bestimmte irreduzible Darstellung D(j'l (R) nur einmal, 

so hat E nur eine einzige Eigenfunktion 1/I~j'>, die zu einer, etwa 

der ,,-Zeile von D(j') (R) gehört, und 1/1~') ist dann schon eine 
der " r ich t i gen L i n e a r kom bin a t ion e n " . Der zugehörige 
Eigenwert ist 

(1/I<;'l, (H + Ä V) 1/1~'». 
Enthält die Darstellung von E die irreduzible Darstellung 

D<j) (R) mehrmals, etwa armal. so hat E auch aj Eigenfunktionen, 
(j) (j) <j' d' d Ib Z '1 ~4\ (R) hö 1/1"11 1/1"2' ... , 1/1",?' le zu erse en" - el e von .ßJ"" ge ren. 

Die richtigen Linearkombinationen sind dann Linearkombinationen 
dieser aj Eigenfunktionen, die man allerdings ohne Rechnung nicht 
mehr bestimmen kann. 

Auf alle Fälle bleibt es aber vorteilhaft, von vornherein solche 

Linearkombinationen 1/1!!~ der Eigenfunktionen von E zu benutzen, 
die zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung gehören. Es ver
schwindet nämlich wegen (8a) 

( .) ( "l . 
(t/tl/!, V1/J;!./!,) = Vj"f!;j'''''~' =ajj'a",,~vg/!, 

9* 
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für j =1= j' oder " =1= ,,', wodurch sich die Säkulargleichung von E 

1 Vj"(lj i',,'p' - .dEli = 0 

wesentlich vereinfacht: sie zerfällt, wie es sich bei näherem Zu
sehen zeigt, in lauter kleine sogenannte irreduzible Säkular
gleichungen, deren Dimensionen die Zahlen aJ sind, die angeben, 
wie oft dieselbe irreduzible Darstellung in der Darstellung des 
Eigenwerts E enthalten ist. 

Auch in höheren Näherungen ist es bei einer symmetrischen 
Störung immer möglich, die Änderung der Eigenwerte und Eigen
funktionen mit der Darstellung D{J) (R) mit Hilfe der Eigen
werte und Eigenfunktionen dieser sei ben Darstellung allein zu 
berechnen. Es genügt sogar, die Eigenfunktionen, die zu einer 
bestimmten, etwa der ersten Zeile dieser Darstellung gehören, 
allein zu betrachten. Nach (22), Kap. V, ist z. B. die zweite 
Näherung 

E' - E + 1(01. V.I.) + 12 ~ 1 (1/1" V1/Ih) 1
2 

h - "k A 'l'kv, 'l'h A ~ E E 
EI =1= Ek k - I 

Wenn nun 1/11 zu einer von DU> verschiedenen Darstellung oder zu 
einer anderen Zeile von D(j) als 1/1"" gehört, verschwindet (1/111 V 1/Ih)' 
so daß diese Glieder einfach weggelassen werden können. 

11. Ist die Störung I.. V von H nicht invariant gegenüber der 
ganzen Gruppe der P, sondern nur gegenüber einer Untergruppe, 
so muß man solche Eigenfunktionen einführen, die zu irreduziblen Dar
stellungen dieser Untergruppe gehören. Die Eigenfunktionen und 
Eigenwerte von H seien schon so geordnet angenommen, daß ihnen 
irreduzible Darstellungen der ganzen Gruppe der P zugeordnet 
sind. Man kann dann die Matrizen, die den Elementen der 
Untergruppe zugeordnet sind, als Darstellung dieser 
Untergruppe auffassen. Es gilt - wie für alle P, so auch 
für die PR der Untergruppe -

PR 1/IV) = ::8 D(j) (R)lx 1/I1J). 
2 

Die D(Jl(R) für die R der Untergruppe sind aber nicht irreduzibel, 
und um zu solchen Funktionen zu gelangen, die zu. irreduziblen 
Darstellungen der Untergruppe gehören, muß man sie ausreduzieren. 
Die Anzahl und Art der irreduziblen Bestandteile von 
D0)(R) als Darstellung der Untergruppe gibt uns Anzahl 
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und Art der Eigenwerte an, in die der betrachtete Eigen
wert aufspalten kann. 

Wir sehen, daß für die Charakterisierung der Eigenwerte der 
Schrödingergleichung die Kenntnis der irreduziblen Darstellungen 
der symmetrischen Gruppe von n Elementen und der dreidimensio
nalen Drehgruppe notwendig ist. Im folgenden werden wir uns 
also dieser Aufgabe zuwenden. 

12. In diesem ganzen Kapitel wurde von den Operatoren PR nur die 
Tatsache, daß sie eine Gruppe bilden, sowie ihr linear-unitärer Oharakter 
[nicht dagegen etwa (22) des vorangehellden Kapitels] vorausgesetzt. 
Außerdem wurde nur noch angenommen, daß die PR Eigenfunktionen eines 
bestimmten Eigenwerts von H in Eigenfunktionen desselben Eigenwerts 
überführen. Aus diesen Voraussetzungen folgt schon die hier allein zu
grunde gelegte Transformationsgleichung (23) Kap. XI und daß die. darin auf
tretenden Koeffizienten eine Darstellung der Gruppe der Operatoren PR 
bilden. 

Dies wird hier deshalb ausdrücklich bemerkt, weil es später (bei 
der Theorie des Drehelektrons) vorkommen wird, daß für die Operatoren, 
die Eigenfunktionen in Eigenfunktionen überführen (sie werden dort 0R 
genannt), erstens (22) nicht mehr gilt, und daß zweitens die Symmetrie
gruppe des Konfigurationsraumes zu ihrer Gruppe nicht mehr holomorph, 
sondern nur isomorph ist. Die Koeffizienten in (23) werden dann eine 
Darstellung der Gruppe der Operatoren 0 R und nicht der Symmetriegruppe 
des Konfigurationsraumes bilden; alle anderen Sätze dieses Kapitels (z. B. 
die Orthogonalität der zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen gehörigen 
Eigenfunktionen) bleiben aber unverändert. 

XIII. Die symmetrische Gruppe 
1. Die Elemente der symmetrischen Gruppe noten Grades sind 

die Permutationen, die Vertauschungen von n Dingen. Ihre Ord-

. tIM b . h t . (1 2 ... n) d' . U nung IS n. 'an ezelC ne mIt Iejemge mord-
oe\ oes ... a .. 

nung, bei der 1 durch a t , 2 durch as' ... , schließlich n durch a .. 

'd . (12 ... n). (kt k2 ... k .. ) ersetzt WIr. MIt Ist wesensgleich, 
a t a9 ... oe.. oek1 ak2 . .. oekn 

da es ja auch jedes k in oek überführt. Dabei kann k1 , k9 , ••• , k .. 
eine beliebige Reihenfolge der Zahlen 1, 2, ... , n sein. Unter 

dem Produkt zweier Permutationen A = (1 2 ... n \ und 
oet a2 • •• oej 
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( 12 ... n) d' 
B = ßl ß2 ... ß versteht man as Nachemanderausführen der 

beiden: A führt k in (Xk und B dieses in ßak über, so daß .A B das k 
in ßak überführt. Die Transformationen (A) des elften Kapitels 

bilden eine zur symmetrischen Gruppe n-ten Grades holomorphe 
Gruppe, die Transformation (A) führt den Punkt t l , Xi' •.. , X .. in 
den Punkt Xa!' X"'2' ••• , xan über und entspricht dabei der Permu
tation A. 

Man kaun bekanntlich für die Permutationen eine andere Be
~eichnung einführen, sie in • Cyklen auflösen". Ein Cyklus (r 1 r!l .,. r,) 
ist eine Permutation, die iedes ihrer Elemente rk durch das darauf
folgende rk+ 1 ersetzt, nur das allerletzte Element des Cyklus, rl, 
wird in das allererste, r1 , übergeführt. Der Cyklus (rl r l ... rl) ist 

mit der Permutation (rl r2 •.• r1) identisch. Er ist auch mit dem 
.r2 rS ···rl 

Cyklus (r2 r a ... I) r l ) oder auch mit (rB r t ... rl r1 r 2) gleichbedeutend. 

Cyklen, die keine gemeinsamen Elemente enthalten, sind ver
tauschbar. Zum Beispiel ist (1 3 5) (246 7) = (246 7) (1 3 5) 

( 1 3 52' 467) 
= 3514672' 

Eine Permutation in Cyklen auflösen bedeutet: sie als Produkt 
lauter solcher elementenfremder vertauschbarer Cyklen schreiben. 
Dabei ist die Reihenfolge der einzelnen Faktoren, der einzelnen 
Cyklen, sowie das Anfangselement eines jeden Cyklus noch will
kürlich wählbar. Man kann diese Auflösung in Cyklen ausführen, 
indem man etwa mit dem Element 1 beginnt, danach dasjenige 
Element setzt, in was 1 übergeführt wird, darauf .folgt dasjenige, 
in welches dieses übergeführt wird usw. So k<l'mmt man schließlich 
zu einem Element, das in die 1 übergeführt wird, dieses ist das 
letzte Glied des ersten Cyklus. Hierauf geht man zu einem beliebigen 
anderen Element über, das vom Cyklus noch nicht erfaßt wurde und 
wiederholt damit dasselbe Verfahren. So fährt man fort, bis die 
ganze Permutation erschöpft ist. 

Z. B. ist die Permutation G ! : : : ~) in Cyklen aufgelöst 

(1 3 6) (2 4) (5) gleich (3 6 1) (2 4) (5) oder auch (2 4) (5) (1 3 6), 
da es auf die Reihenfolge der Cyklen nicht ankommt. 
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Permutationen, die aus gleich vielen gleich langen Cyklen 
bestehen, sind in derselben Klasse enthalten. In der Tat lassen 
sichz. B. (n = I-'I!) 

R = (Tl TI .•. 'i'l) (T"l + 1 T"t + 2 ... T1'2) ... (T'''I!_l +1 .. T,,(!) 

und 
S = (SI s, ... s"\) (S/'I + 1 S/'I + 2 ••• S,«2) .:. (S/'~_I+1 ... s,«(!) 

durch 
T = (SI S2 .•. s'" S"1 + 1 :;/'I + 2 .. "S/'2 ... S"('_1+1 ... SI'(!) 

.T1 T2 ... T"1 T/'l + 1 T/'I + 2'" r,"' ... T"('_1+ 1 ... r,,(, 

T-1 = (Tl TI'" r"IT,"1+1 T/'I + 2 ... T/'2'" T"(>_I+l'" T/,(,) 

'SI S2 '" S,"I S"l + 1 S/'l + 2 ••• S"2 .,. SI'I!_l+l ... s/'(! 

ineinander transformieren: S = T RT-1, und umgekehrt sind die 
Cyklenlängen einer Permutation, die aus R durch eine Transfor
mation T hervorgeht, wiederum 1-'1' 1-'2 -I-'Jf I-'s -1-'2' ... , I-'(! -I-'(!-l' 

Wollen wir daher von zwei Permutationen entscheiden, ob sie 
in derselben Klasse enthalten sind, so können wir in beiden den 
(oder die) längsten Cyklen voranstellen, den zweitlängsten darauf 
folgen lassen usw. und den kürzesten an die letzte Stelle setzen. 
Sind dann die Längen der Cy kIen ).1 = 1-'1' ).2 = 1-'2 - 1-'1' ..• , 

).{' = I-'(! -I-'/l-l (mit ).1 > ).2 > ... >).(' und ).1 + ).2 + ... +).(' 
= 11(! = n) in beiden Permutationen paarweise gleich, so gehören 
sie in dieselbe Klasse, sonst nicht. Die Anzahl der Klassen ist 
also gleich der voneinander verschiedenen Cykleneinteilungen, der 
Anzahl der Zahlensysteme ).1' ).2' ... , ).(!' die den Bedingungen 
).1 > ).s ;::: ... >).(l und ).1 + )., ... +).I! = n genügen. Diese 
Zahl, die Anzahl der möglichen Zerlegungen von n in positive ganz
zahlige Summanden ohne Rücksicht auf die Reihenfolge 1), bezeichnet 
man als "partitio numero rum " von n. Nach Kap. IX ist die Anzahl 
der voneinander verschiedenen irreduziblen Darstellungen gleich 
der Zahl der Klassen, also der partitio numerorum von n. 

Z. B. hat die symmetrische Gruppe vierten Grades (der Ordnung 24) 
fünf verschiedene Klassen. Repräsentanten je einer Klasse sind z. B. 
E = (1) (2) (3) (4); (1 2) (3) (4); (I 2) (3 4); (I 23) (4); (1234). Sie 
muB also auch fünf irreduzible Darstellungen haben. Die symmetrische 
Gruppe dritten Grades hat den drei Klassen E = (1) (2) (3); (1 2) (3); 

1) Es ist für die Anzahl d~r Zahlensysteme' 1. offenbar gleichgültig. 
ob man die Reihenfolge der 1. unberücksichtigt läßt, oder nur eine Reihen
folge 1.1 ~ .•• ~ 1.(' in Betracht zieht. 
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(1 2 3) entsprechend die schon Im neunten Kapitel besprochenen drei irre
duziblen Darstellungen. 

Die Einsercyklen läßt man häufig weg und schreibt z. B. an 
Stelle von (1 2) (3) (4) einfach (1 2). 

2. Die einfachsten Permutationen sind - abgesehen von der 
Einheit - diejenigen, die nur je zwei Elemente vertauschen. Eine 
solche Permutation - in Cyklen aufgelöst kann man sie (k 1) 
schreiben - nennt man eine Transposition. Jede Permutation 
läßt sich als Produkt von genügend vielen Transpositionen schreiben, 
z. B. eine Permutation, die nur aus einem Cyklus besteht: 

(al 1%2 ••• I%l) = (1%1 1%2) (1%1 ocu) ..• (1%1 al), 
und so auch das Produkt von mehreren Cyklen, also jede Permutation. 

Der Begriff der geraden und ungeraden Permutation 
spielt in der Determinantentheorie eine wichtige Rolle. Der Wert 
einer Determinante 

an ('12'" a l n 

a 21 a 22 · .. a2n 

an 1 an 2'" an,. 

ist ja gleich der Summe der n! Produkte 

I aik I = :8 8("1"2 •.. "n) a 1"1 a 2"2'" an"n' 

wo 1%1OC, ••• 1%" alle n! Permutationen der n Zahlen 1, 2, ... , n durch-

läuft und E("l "2 ... an) gleich + 1 oder -1 ist, je nachdem (1 2 ... n ) 
1%\ a2 ... an 

eine gerade oder ungerade Permutation ist; d. h. je nachdem es als 
Produkt einer geraden oder ungeraden Zahl von Transpositionen 
geschrieben werden kann. (Man kann zwar eine Permutation in 
mannigfach verschiedener Weise in Transpositionen zerlegen, aber 
die Zerlegungen einer Permutation bestehen entweder alle aus einer 
geraden oder alle aUB einer ungeraden Anzahl von Transpositionen.) 

Das Produkt zweier gerader Permutationen ist wieder eine 
gerade Permutation, da man sie als Produkt von so vielen Trans
positionen schreiben kann, wie die beiden Permutationen zusammen 
enthalten. Die geraden Permutationen bilden also eine Unter
gruppe, die alternierende Gruppe. Derlndex der alternierenden 
Untergruppe ist 2, da eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den 
ungeraden und geraden Permutationen - etwa durch Multiplikation 
mit (12) - hergestellt werden kann. Die alternierende Gruppe 
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ist ein Normalteiler der symmetrischen Gruppe, weil das konju
gierte Element einer geraden Permutation P wieder eine gerade 
Permutation 8- 1 P 8 ist, da es als Produkt von doppelt so viel 
Transpositionen, wie 8 plus so viel Transpositionen wie P ge
schrieben werden kann. 

Den Cyklus (al 1.IC2 1lCa ••• aA) = (1lC1 IlCg) (aII.lCS) '" (al aA) kann 
man als Produkt von 1 - 1 Transpositionen schreiben. Eine 
Permutation mit den Cyklenlängen 

11, 12 , .", 1(1 (mit 11 + Ag + ... + A~ = n) 

kann man also als Produkt von 11 - 1 + AI - 1 + ... + 1(1 - 1 
Transpositionen schreiben: unter diesen Zahlen muß für alle 
Elemente der alternierenden Gruppe eine gerade Anzahl von un
geraden Zahlen vorhanden sein, unter den 11, 1..2 , ,." 1(1 also eine 
gerade Anzahl von geraden Zahlen. Die Permutationen der alter
nierenden Gruppe enthalten eine gerade Anzahl von geradzahligen 
Cyklen (Zweiercyklen, Vierercyklen usw.). 

Die Faktorgruppe der alternierenden Gruppe hat die Ordnung 
zwei. Aus ihren beiden irreduziblen Darstellungen kann man zwei 
Darstellungen der ganzen symmetrischen Gruppe gewinnen, indem 
man entweder ihrer identischen Darstellung entsprechend sowohl 
den Elementen der alternierenden Gruppe, wie auch den Elementen 
der Nebengruppe die Matrix (1) zuordnet, oder indem man ihrer 
Darstellung D (E) = (1); D (8) = (- 1) entsprechend den Ele
menten der alternierenden Gruppe die Matrix (1), den Elementen 
der Nebengruppe, den ungeraden Permutationen die Matrix (- 1) 
zuordnet. Im ersten Fall erhält man die identische Darstellung 
D<0l(R) = (1), die zweite Darstellung nennt man die antisym
metrische D<Ol(R) = (ER)' Diese beiden Darstellungen sind ein
dimensional. 

3. Alle anderen Darstellungen der symmetrischen Gruppe 
sind mehrdimensional. In einer eindimensionalen Darstellung kann 
nämlich etwa der Transposition (12) nur entweder die Matrix (1) 
oder die Matrix (-1) entsprechen, da das Quadrat dieser Matrix 
die Einheitsmatrix (1) sein muß. Im er&ten Fall muß aber jeder 
Transposition (1), im zweiten Fall jeder Transposition (-1) durch 
die Darstellung zugeordnet sein, weil alle Transpositionen in der
selben Klasse sind und in jeder Darstellung alle denselben Charakter 
haben müssen. Die Matrizen, die den Transpositionen entsprechen, 
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bestimmen aber ihrerseits die ganze Darstellung, weil sich alle 
Groppenelemente als Produkte von Transpositionen schreiben lassen. 
Man erhält daher im ersten Fall die identische, im zweiten die 
antisymmetrische Darstellung. 

Die Abelsche Faktorgruppe der alternierenden Gruppe stellt 
einen sehr wichtigen Zusammenhang zwischen je zwei irreduziblen 
Darstellungen her. Betrachten wir eine irreduzible Darstellung 
W)(R), so kann man aus ihr eine weitere, die assoziierte Dar
stellung IJ<J:)(R) bilden, indem man alle Matrizen, die zu den 
Elementen der alternierenden Gruppe zugeordnet sind, ungeäodert 
liLBt, alle anderen aber mit - 1 multipliziert. Die so erhaltenen 
Matrizen bilden auch eine Darstellung der Gruppe, wie man sich 
leicht überzeugt, da IJ<k'(R) eigentlich das direkte Produkt von 
W>{R) mit I)<°)(R), der anti symmetrischen Darstellung ist: 

I)<") (R) = IJ<lc)(R) X D<0) (R) = ER IJ<")(R), 

da IJ(0) (R) eine Zahl + 1 ist. 
Diese assoziierten Darstellungen spielen sowohl in der Quanten

mechanik wie in der mathematischen Theorie der irreduziblen Dar
stellungen eine sehr wichtige Rolle und wir wollen die uns inter
f'lssierenden Darstellungen auch zum Teil mit ihrer Hilfe ableiten. 

Die Anzahl der verschiedenen irreduziblen Darstellungen der 
symmetrischen Gruppe ist gleich der Partitio numerorum von n. 
Dies sollte auch die Zahl der qualitativ verschiedenen Arten von 
Eigenwerten sein. Es zeigt sich jedoch, daß nur Eigenwerten mit 
einigen bestimmten Darstellungen wirkliche Energieniveaus des 
Atoms entsprechen, den Eigenwerten mit anderen Darstellungen 
entsprechen keine wirklich existierenden stationären Zustände, sie 
sind durch ein von der Eigenwertgleichung unabhängiges Prinzip, 
das Pauliprinzip verboten. Mit Hilfe der Methode, die hier ver
wendet werden soll, kann man zwar sämtliche irreduziblen Dar
stellungen der symmetrischen Gruppe bestimmen, wir wollen aber 
nur die Bestimmung jener Darstellungen ausführen, deren Eigen
werte durch das Pauliprinzip nicht verboten sind. Die gellaue 
Formulierung des Pauliprinzips wird zwar hier noch nicht gegeben 
werden, doch wird die Methode, mit Hilfe der wir die in Betracht 
kommenden Darstellungen bestimmen, gen au die Überlegungen ent
halten, die später bei der Anwendung des Pauliprinzips notwendig 
sein werden. 
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4. Haben WIr ein System von Variablen, die nur je einen 
Wert - etwa 1 - annehmen können, so besteht dpr Variabilitäts
bereich aus einem einzigen Punkt und jede Funktion ist voll
kommen bestimmt, wenn ihr Wert in diesem Punkt gegeben ist. 
In diesem Raum gibt es keine zwei linear unabhängigen Funk
tionen, alle sind im .ganzen Variabilitätsbereich " konstant und so 
Vielfache voneinander. Jede Funktion in diesem Raume bleibt 
ungelindert, wenn man die Werte der Koordinaten vertauscht -
da man ja dadurch nur 1 mit 1 ersetzt. Alle Funktionen in diesem 
Raum gehören zur identischen Darstellung. 

Betrachten wir n Variable Si' S2' ... , 8n, die je zweier Werte 
(etwa + 1 und -1) fähig sind, so besteht der gesamte Raum aus 
2n Punkten und wir haben 2n linear unabhängige Funktionen, etwa 
jene, die nur in je einem dieser 2n Punkte 1, in allen anderen 
Punkten dagegen Null sind. Das skalare Produkt zweier Funk
tionen cp und g ist in diesem Raum 

~ ~ ... ~ CP(sl",sn)*g(sl··· s,,)=(cp,g). 
81=~1 82=:1:1 '1I=~1 

Im Raume eines Sk (er besteht nur aus den beiden Punkten Sk = -1 und 
Sk = + 1) bilden die beiden Funktionen 8./c! -1 und 8./c! + 1 ein "voll
ständiges Orthogonalsystem "; die 2n Produkte dieser Funktionen 

8'1018'202 ... 8.n on (mit 11] = + I, 112 = + 1, .... , I1n = + 1) 

bilden ein vollständiges Orthogonalsystem im »-dimensionalen 
Raume der s1' S2' ... , Sn' Die folgenden Formeln lassen sich 
wesentlich bequemer schreiben, wenn wir nicht die Funktionen 
8, l' 8. -1' sondern die beiden Funktionen 1 und' Sk gebrauchen, 

k' k 
die ebenfalls orthogonal sind: 

(1, Sk) = ~ l.sk = 1· - 1 + 1·1 = O. 
Bk = ±1 

Das vollständige Funktionensystem im Raume der SI' S2' ••• , SIt 

besteht dann aus den 2n Funktionen sr1 S~2 •• , S~II (mit '}'k gleich 0 
oder 1), die man auch folgendermaßen ordnen kann: 

1 

SI' Si' ••• , Sn 

SI Si' SI Sa' ... , S\ Sn. S2 Sa' Si S 4' ... , S2 Sn, ... , SII - 1 Sn (1 ) 
SI S2 S8' ... , s" - 2 811 - 1 Sn 
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Das sind 1 + (~) + (;) + ... + (:) = 2" Funktionen. Wendet 

man ein PR, wo R eine Permutation ist, auf eine dieser Funk
tionen an, so entsteht daraus eine neue Funktion der SI' SI' ••. , S,., 

die - wie jede Funktion dieser Variablen - durch diese 2" 
linear ausgedrückt werden kann. Die Koeffizienten würden eine 
2"_ dimensionale Darstellung der symmetrischen Gruppe geben. 
Diese Darstellung ~ (R) ist nicht irreduzibel, sondern enthä.lt noch 
mehrere irreduzible Bestandteile. Wegen des stark eingeengten 
Definitionsbereiches der in Betracht gezogenen Funktionen ist 
immerhin zu erwarten, daß ~ (R) nicht alle irreduziblen Dar
stellungen der symmetrischen Gruppe enthalten wird, so daß wir 
hoHen können, daß man es leichter ausreduzieren kann, als eine 
ganz beliebige Darstellung. Seine irreduziblen Bestandteile 
bzw. die assoziierten dieser sind aber die einzigen Dar
stellungen, die für Elektronen in Betracht kommen. 

Wendet man auf eine der Funktionen (1), etwa auf SaSbSe, 

den Operator PR an, wo R eine beliebige Permutation ist, d. h. 
führt man eine "Vertauschung der Variablen" aus, so erhi!.lt man 
wieder ein Produkt aus drei s, etwa Sa' Sb' Sc', also eine Funktion, 
die in derselben [dritten 1)] Zeile von (1) steht, in der auch sa Sb Sc 

war. Will man die G) Funktionen, die entstehen, wenn man auf 

alle Funktionen der k-ten Zeile einen Operator PR anwendet, durch 
die Funktionen (1) ausdrücken, so braucht man dazu nur die Funk
tionen derselben koten Zeile, aus der diese Funktionen stammen. 
Diese Funktionen ergeben daher schon für sich eine Darstellung 

~(k)(R) der symmetrischen Gruppe mit der Dimem;ion G), und ~(R) 

zerfi!.llt in die Darstellungen ~(O) (R),~(l) (R), ... , ~(n) (R), deren 
Matrizen, wie gleichzeitig bemerkt werde, so aussehen, daß sie in 
jeder Zeile eine 1, sonst Jauter Nul1en enthalten. 

Berechnen wir noch den Charakter von ~(k)(R)! Der Charakter, 
der dem Element R entspricht, ist offenbar gleich der Anzahl der 
Funktionen in der koten Zeile von (1), die bei der Anwendung 
von PR ungeändert bleiben. In den diesem Funktionen ent-

1) Wir beginnen die Numerierung der Zeilen von (1) bei Null, die 
letzte Zeile ist die note. 
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sprechenden Spalten steht nämlich in ~(I:)(R) die 1 in der Haupt
diagonale, in allen anderen Zeilen anderswo, so daß in der JIaupt
diagonale eine 0 steht. 

Sei jetzt R eine Permutation mit dfln Cyklenlll.ngen .t] = 1-'1 ; 
19 = 1'. - 1'1' ... , l(l = 1'(1 - I-'(l- dl'(l = n) etwa die. Permu
tation (12 ... 1'1)(1'1 + 1 .. '1'2) ... (1-'(1-1 + 1, 1'(1-1 + 2, "',1'(1)' 
Soll diese die Funktion srt S:2 ••• s:n ungeändert lassen, so müssen 
die Exponenten von SI' SI' ••. , Sill untereinander gleich sein, ebenso 
die Exponenten von Sill + 11 Sill + 2, ••• , Sill usw., schließlich auch 
die Exponenten von Su 1 + l' S" + 2, ... , SIL = Sn' . (1- "'(1-1 "'(1 

Es werden daher von allen Funktionen (1) diejenigen von PB 
ungell.ndert gelassen, die sich in der Gestalt 

(SI S ... • Sl'l)Yt (Silt + 1 S.Ul + 2' .. SIl2 )YI ... (S"(I_l + 1 .•• sll(l)Y(I (2) 

schreiben lassen. (Es sind alle l' Null oder 1.) Wir interessieren 
uns für die Anzahl der Funktionen der k-ten Zeile von (1), die die 
Form von (2) haben. Für diese Funktionen ist noch 

1'11'1+(11-.-1']) 1'2+ ... +(1'(1-11-(1-1) 1'" = .t1 1'1 +.t l 1'2+ ... +.t(l 1'(1 = k, (3) 
so daß ihre Auzahl gleich der Anzahl der Lösungen von (3) ist, 
wobei jedoch für die Unbekannten 1'1' 1'., ... , 1'(1 nur die Zahlen 0 
und 1 zugelassen sind. Dies ist der Charakter von R in ~(A:) (R), 
oder auch jeder anderen Permutation mit den Cyklenlängen .t1, .al, ... ,.a(l' 
da diese ja alle in derselben Klasse sind und daher alle dieselbe 
Spur haben müssen. Man pflegt dies so auszudrücken, daß der 
Koeffizient der k-ten Potenz von x im Polynom 

(1 + xli) (1 + xli) ... (1 + i(l) (.al + .a. + .. , + .t(l = n) (4) 

die Spur von ~(k) (R) ist. 

Die Spur von ~(k) (E) muJI gleich der Dimension ( k) der Darstellung 

sein. Da für E alle Cyklenlängen Ä.1 = Ä.g = ... = Ä.(I = 1 sind, ist 

(4) gleich (1 + X)II, der Koeffizient von .xk .darin ist tatsächlich (k)' Die 

Spur, die zu einer Tr!U1sposition (12) (3) (4) .,. (n) zugeordnet ist, ist 
der Koeffizient von xl: in 

(1 + xl) (1 + x) (1 + x) ... (1 + x) :..- (1 + Xl) (1 + X)II- 2. 

Er berechnet sich zu 

~ ~(k) (R)u = (n k 2) + (~= ~). 
I< 
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Nun ist aber L1<k) (R) noch keine irreduzible Darstellung. Man 

kann nä.mlich aus den G) Funktionen der k-ten Zeile von (1) solche 

Linearkombinationen bilden, die bei der Anwendung deI· PB unter 
sich, und zwar nach L1<k-l) (R) transformieren. Dies wäre bei einer 
irreduziblen Darstellung nicht möglich. 

Die Linearkombinationen der Funktionen der k-ten Zeile von 
(1), die sich ebenso wie die Funktionen Sat sa, •.• sak_l der k-l-ten 
Zeile transformieren, sind 

wo Sat a2 •.. ak-l die Summe aller derjenigen n - k + 1 Variablen 

ist, die unter den Sat' sa2' ••. ,. sak_l nicht vorkommen. Geht bei 

der Anwendung eines PB das Sat in Sbt über. so geht sal sa2· .• saA:_l 

in Sbt Sbz ••• Sbk_l und auch Sat a2 ... ak-l in Sb t b2 ••• bl:-1 über, so daß 
sich die F al a2 ... ak -1 tatsä.chlich genau wie die sal sa2· .. sak_l 

transformieren. 

Im Anhang wird gezeigt, daß für k < ln die (k: 1) Funktionen 

F al ... ak-l voneinander linear unabhängig sind. Wir können daher 

( n' 
für k :s: in aus denk) Funktionen sal sa2 • .• sak solche 

(6) 

Linearkombinationen gl' g2'··· glk bilden 1), die auf alle F al ... ak-l 

und aufeinander paarweise orthogonal und normiert sind. Umgekehrt 
lassen sieh die Sat sa2 • •. sak durch die Fa • ... ak-l und die glt linear 

ausdrücken. Wir wollen noch die Fa • ... a.4:-1' die zwar linear un
abhängig, aber nicht orthogonal sind, durch 'Orthogonale Funktionen 
F1 , F2 , ••• , F( " ) ersetzen und die DarstellUng L1<k) (R) in der 

1:-1 

Form 1<1:) (R) betrachten, die sie annimmt, wenn man an Stelle der 
Sat sa2 . .. sa" die F p F" ... , F( " )' U1, g" ... , Ulk als linear 

k~1 

1) Eine solche Funktion ist z. B. (81 - 8,) (88 - 8') ... (8~a_l - 821:)' 
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unabhängige Funktionen einführt: iJ rk) (R) erleidet ja hierdurch nur 
eine Ähnlichkeitstransformation. 

Da Fit eine Linearkombination der Fal ... al:_l ist, ist PRFIt 

eine Linearkombination der PR F a1 ..• ak-l und läßt sich ebenso wie 

diese durch die F a1 .•. ak-l' also -auch durch die-FIt linear ausdrucken. 

Die Koeffizienten können wir mit j<k-l)(R)41t bezeichnen 

(I: ~l) 
PRFIt = :s ~<k-l)(R)hF4' 

4=1 

da sie eine zu iJ<k -1) (R) äq ui valente Darstellung 
hat dann die Form 

&k)(R) = (J<k-l)(R) A(R») 
o I)<l:l(R)' 

(7) 

bilden; j<k) (R) 

weil die g in (7) alle mit dem Koeffizienten Null vorkommen. Da 

weiter j<k)(R) = .d(kl(R-l)t in (7) unitär ist (die F1, ... , F( n ), 
k-l 

gp ... , glk sind paarweise orthogonal), folgt 

(.d(k-ll(R) A(R»)' = (.d(k-l'(R-l) A(R-l»)t 
, 0 D<kl(R) 0 I)<k)(R-l) 

(8) 

Ist k < .~ 1I,SO zerfällt die Darstellung iJ<kl (R) in zwei Darstellungen 

.d(k-l)(R) und I)<k)(R) mit den Dimensionen (k':' 1) und 

lk = G) - (k: 1)' deren erste zu LI(k-1l (R) äquivalent ist. Daher 

kann man &k-l)(R) seinerseits wieder in zwei Darstellungen ..1<k-2) 
und D<k-1l zerlegen, dann j<k- 2l weiter usw., so daß schließlich 
iJ(kl in neO) + DU) + ... + D<kl zerfällt. 

Dies gilt für k < i 11. Für k > t 11 transformieren sich die 

(~) = (~ .:.. k) Funktionen, die 11 - k Variable in erster Potenz, 

die übrigen in nullter enthalten, genau so, wie diejenigen, die k in 
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erster und n - k in nullter Potenz enthalten. Es ist ja ganz gleich
gültig gewesen, was für ein Orthogonal system wir fiir die s gewählt 
haben, an Stelle von 1, 8 hätten wir auch 8, 1 benutzen können. 
Daher ist .d(k) äquivalent mit .d(n - 1:) und kann in dieselben Bestand
teile zerlegt werden. Für die Zerlegung von .d (R) ergibt sich also 
et.wa folgendes Bild (n = 4): 

.d(0) (R) = DO) = DIl) 

.dU) (R) = .d(0) + Dl) = D(O) + Dl) 

.d (R) = .d(2) (R) = .dU) + U 2) = DOI + D(ll + D2) 

.d(3) (R) '" .d(l) = DO) + D(1) 

.d(') (R) '" .d(O) = DO) 

oder für ungerades n (n = 5) etwa folgendes: 

.d(0) (R) = D(O) = D(o) 

.dU) (B) = .d(0) + D(l> = DO) + D 11 

.d (R) = .d(2) (R) = .d(l) + D(2) = DO) + D(l) + D2) 

.d(3) (R) '" .d(2) = DO) + Dl) + D2) 

.d(') (R) '" .dU) = DO) + Dl) 

.d(6) (R) '" .d<o) = DO). 

Wir werden jetzt zeigen, daß die soeben gewonnenen Dar
stellungen DO), D1), ••. , D l !2 nl bzw. Dl/aß-l/l) irreduzibel und 
voneinander nrschiedell sind. Zu diesem Zweck wollen wir die 
Irreduzibilität und Verschiedenheit der auf dieselbe Weise für die 
symmetrische Gruppe n - loten Grades gewonnenen Darstellungen 
'D(O) (B'), 'DO) (B'), ... , 'D(k) (B'), ... für k :::;;; i (n - 1) voraus-

d h' D" , (n - 1) (" - 1) setzen un auc Ihre ImenSlOnen zu 11: =k - k _ 1 

annemnen 1). 
Ö. Die Funktionen gl' g2' ... , gl" können wir, da sie in Sn linear 

sind, so zerlegen 
g>t = g;sn + h;, (9) 

daß sowohl in g; wie auch in h; die Variable Sn in nullter Potenz 
vorkomme, g; und h; können dann auch als Funktionen der Variablen 
SI' S2' ••• , S'I~l allein betrachtet werden, g; ist k - loten Grades, 

1) Die gestrichenen Größen beziehen sich iinmer auf die symmetrische 
Gruppe n - loten Grades bzw. auf Funktionen der 11 -1 Variablen 
81' B2' .•• , 8n _ l' 
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h; ist k-ten Grades. Nun ist g" orthogonal auf alle Funktionen 
Fat a2 ... ak ~ l' also auch auf 

F at a2 ... ak-2" = Sat sa2 ... sak_2 S" Sat aa ... ak- 2'" 

und da h; das s" in nullter Potenz enthält, gilt dies auch für h; 
und muß folglich auch für g~ s" gelten. Daher ist g; orthogonal zu 
den Sat sa2 ... sak_2 Sat a2 ... ak-2'" Dies ist aber die Definition der

jenigen 1i-l Funktionen der SI' S2' ••• , S"-l vom Grade k - 1, die 
sich voraussetzungsgemäß nach der irreduziblen Darstellung 'Dk-l) 

transformieren. Unter den g; sind also nur Z" ::;;: li:-l linear un
abhängig, und man kann, wenn lk größer als Z" ist, solche Linear
kombinationen g" der g" bilden, daß 

g" = g;s" + h; (x = 1, 2, .•. , Z") (9a) 

und die g~ linear unabhängig sind und 

g" = h;, (x = z" + 1, l" + 2, ... , 1,,) (9b) 

gilt. Auch die g" sind orthogonal zu den F at aa ... IIk-l' und dies muß 

für x> Z" auch von den 1i; gelten. Wir betrachten insbesondere 
solche Fat aa ... ak-l' bei denen n unter den a l , al ,.··, a"-1 nicht 
vorkommt. Dann ist 

F at a2 ••• ak-l = Sat sa2 ••. sak_l (sat a2 .•• ak-l" + s,,). 

Da in ii; das S" in nullter Potenz ist, ist es orthogonal auf 
Sat saa ..• sak_l S", also für x> Z" auch auf Sat sa2 •.• 8ak_ 1 Sat aa ... ak-l". 

Das ist aber die Definition derjenigen Funktionen der SI' 82 , .•. , S .. -l' 

die voraussetzungsgemäß zu der irreduziblen Darstellung 'Die) ge
hören, und die h; müssen für x> 1" Linearkombinationen dieser sein. 

Nun sei R' eine Permutation, die nur die ersten n - 1 Vari
ablen vertauscht, sn dagegen ungeändert läßt. 

Dann ist 

(x = 1,2, ... ,1"), (10a) 

PR,g" = PR,h~ (x = Z" + 1, Z" + 2, ... , 'k). (lOb) 

Und es ist für alle Permutationen R, also auch 'für B' 
Ik 

PR' g" = ~D<k)(B')l"gl 
l = 1 

I" Ik 

= ~D<k)(B')lKglsn +~W)(B'h"hl. (lI) 
l=1 2=1 

W i g n er, Grnppentheorfe 1.0 
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Der Vergleich der rechten Seiten von (lOa), (lOb) und (11) 

ergibt durch Gleichsetzen der Koeffizienten von 8ft (die PR' h; sind 
Funktionen der SI' •.. , Sn _ 1 allein, enthalten also 8ft in nunter 
Potenz) 

/" 

PR,g~ = ~ D<")(R'h,;gi 
1 = 1 

o = D<") (R')J.x 

(x < 1"), (12a) 

(x> 1"; l~ 1"). (12b) 

Der Vergleich der von 8ft freien Glieder ergibt für ,,> 1" mit 
Hilfe von (12b) 

/" I" 

PR,h~ = ~D(k)(R')ll<hi = ~D<")(R'h"hi (x> 1"). (12c) 
1=1 1=/"+1 

Aus 1) (12b) ersehen wir, daß D(k)(R') die Gestalt 

D<k) (R') = (...4 (R') 0) 
.B (R') C (R') 

hat. Nehmen wir nun an, daß die Ul, g2' ... , 911e paarweise ortho
gonal sind (was wir erreichen können, wenn wir auf die zunächst 
ohne diese Vorschrift gebildeten 9" das Sc h mi d t sehe Ortho
gonalisierungsverfahren in der Reihenfolge Olle"'" 92' fit an
wenden), so muß D(k) unitär sein und B(B') muß, wie wir das 
schon bei (8) gesehen haben, verschwinden. 

Nun folgt weiter aus (12a) und (12c), da g~ für x ~ I" und 
h~ für x> 1" zu 'D<k-l) bzw. zu 'D<k) gehören, daß .A (B') und 
C(R') äquivalent zu '.1)<"-1) (R') bzw. 'D<k) (R') sein muß. Die 
Darstellung .1)<") (B), als Darstellung der symmetrischen Gruppe 
n - 1-ten Grades betrachtet, die nur die ersten n - 1 Variablen 
vertauscht, zerfällt in zwei verschiedene irreduzible Bestandteile 
'I)<k-l) (R') und .1)<1r) (m, d. h. die Matrizen, die diesen Per
mutationen entsprechen, haben die Gestalt 

, ('D"-1) (B') 0 ) 
D") (R) = 0 'D/c) (R') . (13) 

1) Aus (12a) sehen wir, daJI 1" = lk_l sein muß. Wäre nämlich 
l" < li_I' so würden die Funktionen g~ nach (12a) zu einer Darstellung 
gehören. deren Dimension kleiner als die von 'D(t-1) ißt. Da sie aber 
ZI1 '1)("-1) gehören und diese irreduzibel ist, ist dies nicht möglich. 
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Die Dimension von D(lr.) muß also gleich der Summe der Dimen
sionen von 'D<lc-l) und 'D(lc) sein. In der Tat ist 

lk = (;) - (k': 1) 
("-1) ("-1) (n -1) ("-1) = k - 1 + k - k - 2 - k _ 1 = lk-l + lA:' 

Betrachten wir jetzt eine Matrix 

(14) 

die mit allen I)<I:) (B) vertauschbar ist. Die Zeilen-Spalteneinteilung 
sei in (14) dieselbe wie in (IH). Es muß (14) insbesondere auch 
mit den I)<1r.)(B') von (13) vertauschbar sein: 

( 'D<lc-1l(B') 0 \ (XI XI) 
o 'D(lc) (B')') X. x. 

= (Mt Ms\ ('D<lc-l) (B') 0). 
M. XJ 0 'D<k) (B') 

Daher gilt für alle Matrizeu der irreduziblen Darstellungen' D(lc-l(B') 
bzw. 'D<lc)(B') der symmetrischen Gruppe n - I-ten Grades, die 
den Permutationen der sI' S2' .•• , Sn-l entspricht: 

'D<k-l)(R')Mt = Mt 'D(k-l) (R'), 

'I)<lc-l)(R')MI = MI 'I)<")tR'), 

'D(1t) (R')M. = M. 'D(lc-l)(R'), 

'I)<") (R') M. = M. 'I)<k) (R'). 

Hieraus folgt aber nach den Sä.tzen 2 und 3, Kap. IX, daß MI und 
H. Nullmatrizen, MI und M. Vielfache der Einheitsmatrix sein 
müssen; (14) muß schon wegen der Vertauschbarkeit mit (13) die 
Gestalt 

(14a) 

haben. Betracnten wir nun eine Permutation B, die 8A nicht mehr 
ungeä.ndert Iä.ßt, sondern in ein anderes, in hik auch in erster Pote~' 
vorkommendes 8 überführt. Zur linearen Darstellung von PBhl/c 

10* 
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braucht man dann sicher wenigstens eines der gl' g2' ... , gl't-l' 
Schreibt man daher Dk) (R) wieder in der Form 

DIl) (R) = (~ ~), (13a) 

so ist B sicher keine Nullmatrix, und (14a) kann nur mit (.13a) 
vertauschbar sein, wenn ffll = ffl., (14) eine konstante Matrix ist. 
Dies ist aber die Bedingung für die Irreduzibilität von D(k) (R), 
die wir mithin bewiesen haben. 

Es wurde bisher immer angenommen, daß, sobald k < -in ist, 
außer 'D(k-l) (R') noch etwas in 'D<Ie) (R') enthalten ist, und dann 
gezeigt, daß dies nur D(k) (R') sein kann. Nun ist das erstere nur 
für k ~ ~ (n - 1) sicher, weil dann li: -1 < l.i: ist. Der Fall 
k = ~n muß noch gesondert betrachtet werden. In diesem Falle 
enthiilt Dk) (E) als Darstellung der Untergruppe, die 8,. un
verä.ndert läßt, zwar auch noch 'Die - 1) (R'), aber es enthält auch 
nichts weiter. Die Dimension von D(k) (R) ist nämlich gleich der 
Dimension von 'D(k-l)(R'): 

( n) ( n ) (n - 1) (n - 1) lk = 1 - 1 = 1 - 1 = 7i:-l' 
j n j 11 - 1 1 n - 1 j n - 2 

weil 

( n ) (n - 1) (n - 1) 
~n-.~n-l= jn 

( n - 1) ( n ) (n - 1· 
= ln - 1 = ~ n - 1 - i 11 - 2) 

ist. Dl/zn)(R) ist irreduzibel, weil schon die Matrizen, die zur 
Untergruppe, die s,. ungeändert läßt, gehören, irreduzibel sind. 

Daß die Darstellungen DO), DU, ., .,])<1/21&) bzw. D(l/zn- l/.) 

alle- verschieden sind, sieht man aus (13): schon die Matrizen, die 
Permutationen R' der sI' SI' ... , S,.-1 entsprechen, sind in allen 
diesen Darstellungen inä.quivalent. 

6. Wir wollen noch den Charakter X<k)(R) der irreduziblen 
Darstellung D<k) (R) berechnen. Nachdem .d<k> (R) so transformiert 
werden kann, daß 

-(/cl _ (.d<k- 1) (R) 0) 
.d (R) - 0 Yk) (R) (8) 
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wird, ist X(k) (R) gleich der Differenz der Charaktere von L1(k) (R) 
und L1(I:-l) (R). Der Charakter vonL1(k) (R) ist nach (4) gleich 
dem Koeffizienten von xk im Polynom (k < ~n): 
(1 + X4I ) (1 + x.l~) ... (1 + rb) (Al + Ai + '" + A(l = n), (4) 
und der von L1tk-l)(R) ist gleich dem Koeffizienten von X k - 1 in 
diesem Ausdruck, oder dem von xk im x-fachen von (4); 'I}") (R) ist 
die Differenz dieser heiden Koeffizienten oder gleich dem Koeffi
zienten von xk in der Differenz der beiden Ausdrucke, in 

(1- x) (1 + xAI)(l + xh) ... (1 + i~) = ~ xk X(k) (R), (15) 

wo Al' A2 , ••• , A(l die Zyklenlängen von R sind. k 

Für die assoziierte Darstellung Dk) (R) gelten dieselben Aus
drücke mit demselben bzw. entgegengesetzten Vorzeichen, je nachdem 
Reine gt'rade oder ungerade Permutation, d. h. je nachdem Al - 1 
+ A2 - 1 + ... + At' - 1 = n - (J gerade oder ungerade ist: 
X(k) (R) ist der Koeffizient von xk in 

(-l)n-<'(l -x)(l +x4I )(1 +X42) ... (1 +i(l) = :s XkX(k) (R). (15a) 
k 

D(O) (R) ist die identische, neo) (R) die atisymmetrische Darstellung. 
Wir haben auf diese Weise, wie schon am Anfang der Ab

leitung betont wurde, nicht alle irreduziblen Darstellungen der 
symmetrischen Gruppe bestimmt, sondern nur jene, die in der 
Spektroskopie eine Rolle spielen. In der mathematischen Theorie 
der irreduziblen Darstellungen - wir verdanken sie in erster Linie 
A. Youngund G. Fro ben i us - ordnet man die einzelnen Dar
stellungen nicht einfachen Indizes k, sondern den verschiedenen 
Zerlegungen der Zahl n in positive ganzzahlige Summanden zu, 
deren Anzahl ja gleich der aller irreduziblen Darstellungen ist. Der 
Darstellung D(k) (R) entspricht dabei die Zerlegnng (n - k) + k 
(wo wegen der Beschränkung n - k > k wieder k < in ist), der 
Darstellung 15(1&) (R) die partitio 2 + 2 + . " + 2 + 1 + 1 + ... + 1 
aus k Zweiern und n - 2 kEinsern. 

Daß sich bei der Vertauschung der Koordinaten der Elektronen alle 
in der Natur vorkommenden Eigenfunktionen nach diesen Darstellungen 
transformieren, hängt damit zusammen, da.O sich die Elektronen in einem 
äußeren Magnetfeld nur in z w e i verschiedenen Richtungen einquanteln 
können. Wenn drei Richtungen möglich sind (wie das z. B. bei dem Stick
stoffkern der Fall ist), kommen' auch die Darstellungen, die Zerlegungen 
von n in drei Summanden entsprechen, bzw. ihre assoziierten, die Zer
legungen von n in lauter 1, 2, 3 entsprechen, vor. Ist umgekehrt (wie 
z. B. bei dem He-Kern) nur eine Einstellungsmöglichkeit da, so kommt nur. 
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die symmetrische DarstelllUlg (n = n) lUld die antisymmetrische (n = 1 
+ 1 + ... + 1) in Frage. 

Man vergleiche die Resultate (l1eSes K,!-pitels mit den irreduziblen 
Darstellungen (t), (tt), (ttt) S.89 bis 90 der symmetrische'n Groppe 
dritten Grades! Die Darstellung durch lauter (1), die identische ist 1.)(0) (R), 
ihre assozüerte, die antisymmetrische ist jj(0) (R), die zweiten Grades ist 
1.)(1) (R), und in diesem Falle ist D<I) (R) dieser äquivalent. 

Für die symmetrische Groppe vierten Grades haben wir 

1.)(0) (R) und D<O) (R) von den Dimensionen (~) - (_41) _ I, 

1.)(1) (R) 1.)(1) (R) G) - (~) - 3, 

- (24)' - (41) = 2, 1.)(2) (R) äquivalent 1.)(2) (R) 

das sind im ganzen fünf inäquivalente irreduzible Darstellungen, den fünf 
Klassen entsprechend (es ist auch 2.11 + 2.31 + 21 = 24 = 41) also 
wieder alle. Für n = 5 erhalten wir auf diese Weise sechs irreduzible 
Darstellungen [1.)(2) (R) ist D<2) (R) nicht äquivalent], da aber bereits sieben 
Klassen da sind, nicht mehr alle. Für noch größere n wird ein immer 
kleinerer Brochteil der Darstellungen erfaßt. Trotzdem werden wir mit diesen 
auskommen, da die anderen in der Spektraltheorie der Atome wegen des 
Pauliprinzips keine Rolle spielen. Man gewinnt sie ebenso, wie wir diese 
gewonnen haben, wenn man die Transformationseigenschaften von Funktionen 
von n Variablen untersucht, die mehr als zwei Werte annehmen dürfen, 
während unsere B auf die zwei Werte - 1 und + 1 beschränkt waren. 

Anhang. Es soll noch gezeigt werden, daß für k < in die 

(k ~ 1) Funktionen 

Fatal .. ' a'\:_1 = Sat sal ••. S"k_1 Sal a2'" ak-l (5) 

(Sal a2 ... ak-l ist die Summe aller jener s, deren Indizes unter den 
Zahlen ap .•. , ak-l nicht vorkommen) linear unabhängig sind. Nur 
wenn dies feststeht, können wir nämlich schließen, daß nur 

(~) - (k ':'1) I.inearkombinationen der sal sal •.. ~ak auf allen 

F al ... a.t_l senkrecht stehen. Die F at ... a.t_l sind Linearkombi
nationen der sa1 sal ... S"k 

Fala2 ... a.t_l = ~mal ... ak_l; hl ... bkSbtSb2"· Sbk , (a) 
h 

wo {1' wenn die all as,' ... , (lk-l 1 
unter den b1 , b2 , ••• , b,\: 

mal'" ak-l; bl ··· b l ··· bk = vorkommen, J (b) 

o sonst. 
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In der Summe in (a) durchlaufen die b1 , bs' . '" bt alle (~) Kom

binationen der Zahlen I, 2, ... , n. Wenn unter den F at . •• al:-l eine 
lineare Beziehung 

~ cllt ••. al:_l Fal ••. a,l:-l 
a 

= ~cal".al:_lmal ... at_l; bt ... b"Sbl,,,Sbl: = 0 (c) 
a, b 

bestehen würde (die Summation ist wieder über die (k: 1) Kombi-

nationen der a bzw. über die (;) Kombinationen der b zu er

strecken), so würde für alle Zahlen Xbl'" b" 

~ cllt ... al--1 mal'" al:_1; bt ... b" Xbl'" bk = 0 (d) 
a,b 

folgen, wie man erkennt, wenn das skalare Produkt von (c) mit 
Sbl8b2 ••• Sbl: mit Xbl b2 ••. bl: multipliziert und die so entstandenen 
Gleichungen für alle Kombinationen der b addiert. 

Wir wollen jetzt die Xb l •• "'k so wilhlen, daß 

~ 1 für a1 = I, ... , ak _ 1 = k -I, } 
fmal ... at-t; bl ... bkXbt ... bt=O sonst, (e) 

dann ist (d) mit 
C12 ... 1:-1 = 0 <f> 

gleichbedeutend, und dies muß auch für alle anderen cal •.. al:-1 

gelten, da sie ja alle gleichberechtigt sind. Damit wäre die lineare 
Unabhängigkeit der Fat ... a,l:-1 bewiesen. 

Über die Xbl'" b,l: können wir frei verfügen. Die Xb 1 ••• bt , von 
deren Indizes b1 , ••• , b,l: genau 'f unter den Zahlen 1, 2, ... , k - 1 
vorkommen (k - 'f dagegen größer als k - 1 sind), wilhlen wir 
gleich groß und bezeichnen sie mit x... Nun betrachten wir die
jenigen Gleichungen (e), bei denen unter den Zahlen a1, a l , ••. , a,l:-l 

genau Cf unter den Zahlen 1, 2, ... '. k - 1 vorkommen. Da 
mal ... Uk_1; b1 ... b" nur dann von Null verschieden ist, wenn die a 
unter den b vorkominen, kommen für (e) nur jene Glieder in Betracht, 
bei denen auch unter den letzteren Cf unter den I, 2, ... , k - 1 und 
k - 1 - Cf unter den k, k + I, ... , n sind. Der einzige Index, 
dessen Zugehörigkeit noch nicht bestimmt ist, kann entweder unter 
den ersteren oder unter den letzteren Zahlen sein. Im ersteren 
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Falle kann er k - 1 - 6, im letzteren n - k + 1 - (k - 1 - 6) 
= n - 2 k + 2 + 6 Werte annehmen, da er keinem der 
ap a2, ... , ak -1 gleich sein kann. So geht (e) in 

, =1 (für6=k:'1), } 
(k-;-I-6)xu+1 +(n-2k+2t6)Xu _ 0 (f" - 0 ] k-') (g) - ur 6 - , , ... , ~ 

über. Dies ergibt Xk-l = (n _! + 1) und 

Xu k - 1-6 
- -- - --=-c:c-.,-----=---

n-2k+2+6 
(für 6 = 0, 1, ... , k -2); 

diese Gleichungen lassen sich aber für n - 2 k + 2 > 0 oder 
k < i n + 1 und a fortiori für k ~ t n alle erfüllen. 

XIV. Die Drehgruppen 
1. Man nennt die kontinuierliche Gruppe, die aus der Gesamt

heit aller reellen, orthogonalen n-dimensionalen Matrizen gebildet 
wird, die n-dimensionale Drehgruppe. Die reine Drehgruppe 
umfaßt nur die orthogonalen Matrizen mit der Determinante 1, 
während die Drehspiegelungsgruppe auch die mit der Deter
minante - 1, also alle reellen orthogonalen Matrizen enthält. Die 
Gruppenmultiplikation ist wieder die Matrixmultiplikation, und die 
Einheit ist die Einheitsmatrix. 

Im dritten Kapitel haben wir gesehen, daß jede reelle ortho
gonale Matrix durch eine unitäre Matrix auf die DiagonaIform 
gebracht werden kann. Die Diagonalelemente haben dann alle den 
Absolutwert 1, einige sind + 1, andere - 1, der Rest besteht aus 
paarweise konjugiert komplexen Zahlen eiq> und e-iq>. Die Eigen
vektoren, die zu + 1 oder - 1 gehören, können reell geschrieben 
werden, diejenigen, die zu zwei konjugiert komplexen Eigenwerten 
gehören, konjugiert komplex. Da diese Eigenvektoren, wie alle, 
aufeinander im Hermiteschen Sinne senkrecht stehen, sind sie im 
komplex orthogonalen Sinne. auf sich selber orthogonal: die Summe 
der Quadrate ihrer Komponenten ist Null. 

Die n-dimensionale orthogonale Matrix bedeutet einen Übergang 
von einem rechtwinkligen Achsenkreuz zu einem anderen, eine Ve r
d reh u n g des Achsenkreuzes. Die Orthogonalität der Matrix be-
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deutet, daß je zwei Achsen des neuen Koordinatensystems aufeinander 
senkrecht stehen, und daß die Längenmessung längs der neuen Achsen 
mit dem ungeänderten alten Maßstab geschieht. Die reine Dreh
gruppe enthält nur Übergänge von einem "rechtshändigen Achsen
kreuz" zu einem anderen "rechtshändigen", die Drehspiegelungs
gruppe auch von einem rechtshändigen zu einem linkshändigen 
und umgekehrt. 

Wir müssen, um unsere allgemeinen Resultate über kontinuier
liche Gruppen anwenden zu können, zunächst Parameter einführen. 
Dies kann nur in unsymmetrischer Weise geschehen, indem man 
nicht nur Raumrichtungen (die Koordinatenachsen), sondern sogar 
unter diesen Koordinatenachsen einige auszeichnen' muß. Zunächst 
bestimmen wir ihre Anzahl, d. h. die Dimension des Raumes, in dem 
der Variabilitätsbereich der Parameter abgegrenzt werden muß. 
Betrachten wie eine n-dimensionale reell-orthogonale Matrix! Die 
erste Zeile ist ein n-dimensionaler Vektor mit der Länge 1 (die 
X-Achse des neuen Systems), das sind - wegen der letzten Be
schränkung all + al2 + ... + a: .. = 1 - genau n - 1 Para
meter. Die zweite Zeile (die Y-Achse) muß auf der ersten senkrecht 
stehen - das ist eine homogene lineare Gleichung a ll a u + an au 
+ ... + a 1 .. a2 .. = 0 für die a21 , au ' ... , a2 .. - und die Länge 1 
haben a:1 + a:2 + ... + a22 .. = 1 - das sind noch n -- 2 Para
meter. Die k- Zeile muß auf k - 1 vorangehende Zeilen senkrecht 
stehen - das sind k - 1 homogene lineare Gleichungen - und die 
Länge 1 haben. Es bleiben für die akl' ak2' ... , akn insgesamt 
n - k Parameter. Im ganzen haben wir 

(n-l)+(n-2)+(n-3) + ... +n-(n-l)+O = ~n(n-l) 

freie Parameter. 
2. Im folgenden weraen wir uns auf die zwei- und dreidimen

sionalen Drehgruppen beschränken. 
Das allgemeine Element der zweidimensionalen reinen Dreh

gruppe erhält man durch einen Übergang zu einem neuen Koordinaten
system in der Ebene. Dabei istt) 

x' = x cos fP - y sin fP, } 
y' = x sin fP + y cos fP, 

(1) 

1) Der Drehungssinn ist so gewählt, daJI die Y-Achse zur X-Achse 
gedreht wird, weil dies bei der dreidimensionalen Drehgruppe so üblich ist. 
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wo qJ, der Drehwinkel von - n bis n, variiert. Das allgemAine 
Element ist also 

(C~s qJ - sin qJ). (2) 
sm qJ cos qJ 

Geht man mit Hilfe einer weiteren Drehung des Achsenkreuzes um 
q/ von x', y' zu x", y" über, so erhält man das Produkt 

(C~S qJ: - sin qJ:) (C~s qJ -- sin qJ) 
sm qJ cos qJ sm qJ cos qJ 

= (C~S(qJ t qJ:) - sin(qJ + qJ:»), 
sm (qJ + qJ) cos (9) + qJ ) 

) (3) 

eine Drehung mit dem Winkel qJ + qJ', wie man aus (3) auch un
mittelbar verifiziert. 

Die zweidimensionale reine Drehgruppe ist, da sie nur einen 
Parameter hat, abelsch. Führen wir die Bezeichnung { qJ) -ues 
Kapitels X für das Gruppenelement mit dem Parameter qJ ein, so 
lautet (3) 

{qJ'} {qJ) = {qJ' + qJ} = {qJ) {qJ'), (4) 

wo aber, wenn qJ' + qJ nicht zwischen - n und n liegt, 2 n zu 
addieren bzw. zu subtrahieren ist, so daß es in sein richtiges Varia
bilitätsbereich kommt. 

Für die Matrix (2) ist qJ die komplexe Phase der Eigenwerte 
e±I",. Die Eigenvektoren, die Spalten der unitären Matrix 11" die 
(2) auf Diagonalform bringt, bestimmen sich aus 

IUta:11 + l~al2 = 1; u:a + u:a = 0; u1a = +- iU2a 

bis auf einen Faktor vom Betrag 1, der aber willkürlich gewählt 
-i 1 i 1 

werden kann, zu 11,11 == V2; 11,11 = V2; 'nu = )"2; U 2 j = )"2' 

und es ist 

( i!V! l!V~)(c~sqJ -SinqJ')(-i/V~ iIV~)=(e-i'" ~ ). (5) 
-i/V2 1/)"2 \sm qJ cos qJ , 1/)"2 I/V'2 0 e'''' 

Die Eigenvektoren sind also für alle Matrizen (2) dieselben. Da 
die reine zweidimensionale Drehgruppe abelsch ist, bildet jedes 
Element von (2) eine Klasse für sich. 

R. Aus jeder zweidimensionalen Matrix mit der Determinante -1 
erhält man eine Matrix mit der Determinante 1, wenn man die erste 
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Zeile mit - 1 multipliziert. Umgekehrt erhält man also die all
gemeine orthogonale Matrix mit der Determinante - 1, indem man 
in der ersten Zeile von (2) die Vorzeichen umkehrt: 

( - c~s" sin "). (2 a) 
sm cp cos cp 

Die Matrizen (2) und (2 a) für cp = - n bis n bilden die zwei
dimelisionale Drehspiegelungsgruppe. Die Matrizen (2 a) haben alle 
die Eigenwerte 1 und -- 1, sie unterscheiden sich durch ihre Eigen-

vektoren v. 1 = (cos~, - sin~) und v. s = (sin~, cos~) von

einander, wä.hrend (2) alle dieselben Eigenvektoren und verschiedene 
Eigen werte hatten. Es ist nämlich 

( _ cos cp sin ") _ ( cos: sin :) (_ 1 0) (cos~ - sin ~ \) ~ 
. - 0 1 ' (Da) sm m cosm . m m • m cp 

y Y - sm I.. cos I... sm .!:.. cos --
2 ~ 2 2, 

was der Tatsache entspricht, daß jede Drehspiegelung (2 a) als eine 
reine Spiegelung an einer Geraden aufgefaßt werden kann: (5 a) 

hemmtet, daß man .(2 a) erhält, wenn man zuerst um ~ dreht, 

dann an der Y-Achse spiegelt, dann mit ~ zurückdreht. Statt 

dessen hätte man an einer Geraden, die mit der Y-Achse den 

Winkel - ~ einschließt, spiegeln können. 

Die zweidimensionale Drehspiegelungsgrllppe ist eine gemischt
kontinuierliche Gruppe. Man kann für sie am besten in der Weise 
Parameter einführen, daß man einen kontinuierlichen Parameter cp 
und einen diskreten a nimmt, der letzte ist gleich der Determinante, 
also + 1. Es ist dann 

{ ,d) = (d c~s cp - d sin CP), 
cp sm cp cos cp (6) 

(cp, d) (cp', d/l = (d' cp + cp', dd'). 

Die Gruppe ist also nicht mehr abelsch, die Matrizen (2 a) sind 
nicht mehr vertauschbar, sie haben ja auch nicht dieseJben Eigen
vektoren. 
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Auch die Klasseneinteilung ändert sieh: (5 a) zeigt, daß alle 
Elemente (2a) in einer Klasse sind, sie lassen sich nämlich alle 
in {O, - I} transformieren. Aber auch die Elemente von (2) bilden 
nicht mehr je eine Klasse für sich: 

(- 1 0) ( c~s ep sin ep) (- 1 0) = (C~s ep - sin ep). (7) ° 1 - sm ep cos ep ° 1 sm ep cos ep 

{ep, I} und {- ep, I} sind zusammen in einer Klasse. Andere 
Elemente können dagegen nicht mehr in dieser Klasse sein, da diese 
andere Eigenwerte haben und so nicht mehr in diese transformiert 
werden können. 

4. Nach den allgemeinen Entwicklungen über d~ Hurwitz
sche Integralkalkül existiert im Bereich der zweidimensionalen reinen 
Drehgrllppe ein invariantes Integral, so daß 

n n 

J J({ep}) g({ep}) dep = JJ(R {ep}) g({ep\)dep (8). 
-n -n 

für alle Gruppenelemente R gilt, wenn 9 (T) durch 

g(E) 
g(T) = ap(T'la})' für a = 0, (9) 

aa 

definiert ist und p (T) der Parameter des Elementes T ist. 
Im Falle der zweidimensionalen Drehgruppe ergibt die unn:1ittel

bare Anschauung, daß gleiche Bereiche von ep gleiches Gewicht 
haben müssen. In der Tat sei t der Parameter von T, dann ist 
nach (4) der Parameter p (T . {a}) = t + a, und dies nach a diffe
renziert ergibt 1, so daß 

g(T) = g(E) 

ist. Das invariante Integral lautet also 
n n 

J J({ep}) tlep = J J(R .{ep})dcp. 
-n -'" 

(10) 

(11) 

Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen reinen 
Drehgruppe sind alle eindimensional. Dies gilt nämlich für alle, 
auch für kontinuierliche abelsche Gruppen. Betrachten wir eine 
mehrdimensionale - etwa zweidimensionale - Darstellung. Wir 
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können irgend eine lIatrix der Darstellung auf Diagonalform bringen. 
Würde sie zwei ungleiche Diagonalelemente, also etwa die Gestalt 

(*) 

haben, so müßten alle mit ihr vertauschbaren Matrizen - also alle 
Matrizen der Darstellung - an den Kreuzungspunkten der ver
schiedenen Diagonalelemente von (*) lauter Nullen haben, und die 
Darstellung wäre reduzibel. Soll dies nicht der Fall sein, so müssen 
die Eigenwerte der ersten Matrix alle gleich und diese eine konstante 
Matrix sein. Sie hätte, dann schon vor der Transformation die 
Diagonalform gehabt. Da dies aber für jede Matrix der Darsellung 
gilt, wären sie alle Vielfache der Einheitsmatrix und die Darstellung 
a fortiori reduzibel. 

Aus (4) folgt, daß wenn in einer Darstellung dem Element {cp I 
die Matrix (((cp») entspricht, so muß 

(((cp») (((cp'») = (((cp) . (cp'») = (((cp + cp'»), 
also 

(cp) = eiklp 

sein. Da aber die Matrix für cp = - n der Matrix für cp = n 
gleich sein muß, muß eile1f = e- ile "'; e21f f.Ie = 1 sein. Daraus folgt, 
daß k eine reelle ganze Zahl ist. Die zweidimensionale reine Dreh
gruppe hat unendlich viele irreduzible Darstellungen, alle sind von 
der Dimension 1, die Matrix, die in der m-ten Darstellung dem 
Element (2) mit dem Drehwinkel cp zugeordnet ist, lautet 

(eiffllp ). 

Für alle positiven und negativen ganzzahligen m = ... - 4, 
- 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4, ... erhält man je eine irreduzible 
Darstellung. 

Die Orthogonalitätsrelationen 
",. 

S(eiffl''I')*e iffl 'l'dcp = 0 für m * m' 
-1f 

1f 

= S d cp = 2 ~ für m = m' 
-1f , 

sind die Orthogonalitätsrelationen der Fourierreihe. Die Voll
ständigkeit der Darsteliungsk/)effizienten ist auch die V ollständigkeits
relation der Fourier-eBtwicklung. 
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5. Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalE'n Dreh
spiegelungsgruppe bestimmen wir hier nach einer Methode, die hier
mr zwar etwas kompliziert ers<:heinen muß, die wir aber später bei 
der dreidimensionalen Gruppe noch verwenden wollen und die wieder 
ein Beispiel für den Zusammenhang der Darstellungen mit den zu
gehörigen Funktionen liefert. Wir betrachten die Gleichung der 
harmonischen Polynome zweier Variablen 

(}2 f(x,y) + (}S f(x,y) _ ü (l2) 
(}x2 (}y2 -, 

die offenbar invariant allen Transformationen (6) gegenüber ist. 
Weiter bemerken wir, daß eine Lösung von (12), die etwa homogen 
vom Grade m in x und y ist, hei Anwendung eines Operators. PB 
[mit einem Raus (6)] wieder in ein solches Polynom übergeht, da 
ja PB eine lineare Transformation der Variablen x und y bedeutet: 

P('I',d) f(xdcosrp - ydsin rp, xsinrp + ycosrp) = f(x,y), (13) 

oder 

P {tp,d} fex, y) = f (xdcos rp + y sin rp, - xdsin rp + ycosrp), (14) 

so daß auch PRf homogen vom Grade m ist, wenn dies für f gilt. 
Nun ist (12) nichts anderes als die eindimensionale Wellen

gleichung mit der imaginären Geschwindigkeit i. Ihre allgemeine 
Lösung ist 

f(x,y) = f- (y - ix) + f+ (y + i x). (15) 

Soll f (x, y) homogen vom Grade m in x und y sein, so muß bis 
auf eine Konstante 

f- (y - ix) = (y - ix)mj f+ (y + ix) = (y + ix)m (16) 

sein. Die zu diesen Funktionen gehörige Darstellung 3(m)({ rp, d}) 
ist zweidimensional, ihre erste (-) - Spalte bestimmt sich aus (23) 
Kapitel XI und (14) 

P('I',d) f_(x,y) = f- (xdcosrp + ysinfl), - xdsinrp + ycosfl) 
= [- xdsinrp + ycosrp - i(xdcosrp + ysinfl)]m 
= [y (cos rp - i sin fI)) - ixd(cos rp - i sin rp)]1n 
= (y-idx)flle-imtp 

= 3(m) ({rp, d\) __ f_ + 3(m) ({rp, d})+_f+ 
zu 

3\m)({rp,Q) __ =e- imtp j 3(m)({rp,I})+_=ü, 1 17 
3(m)({rp,-1\) __ =Üj 3(m)({rp,-I})+_=e- ifll tp.1 ( ) 
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Entsprechend kann man auch die andere (+ )-Spalte bestimmen. 
Schließlich lautet die Matrix 3(m) ({ «p, 1 p, die in dieser Darstellung 
einer reinen Drehung mit «p zugeordnet ist, wenn man die - -Zeile 
bzw. Spalte zur ersten und die + -Zeile bzw. Spalte zur zweiten 
macht: 

(
e-im<p 0) 

3(m) ( { «p, 1) = 0 ei m <p , (18) 

und die Matrix, die dem Gruppenelement, das in t2a) steht, zu
geordnet ist, lautet 

( 0 eim<p 

3(m) ({«p, -1 j) = e-im'l' 0)' (18a) 

Die Funktion f- gehört zur -- (ersten), die Funktion f+ zur + 
(zweiten) Zeile von 3(m). 

Diese Darstellungen sind für m = 1, 2, 3, . .. voneinander 
verschiedene i r'r e duz i bl e Darstellungen, da mit (1 S) nur eine 
Diagonalmatrix, mit (18a) aber - abgesehen von einer konstanten 
Matrix - keine Diagonalmatrix vertausch bar ist. Die Matrizen (6) 
sind natürlich auch eine "Darstellung" ihrer eigenen Gruppe, diese 
ist mit der Darstellung (18), (18a) für m = 1 iiquivalent und liißt 
sich mit Hilfe der Matrix in (5) in diese transformieren. 

Für m = 0 dagegen ist (18), (18a) zwar auch eine Darstellung, 
jedoch keine irreduzible, da mit (18) dann jede Matrix vertausch bar 

ist. Bringen wir die Matrix (18a), das ist jetzt C ~). auf Diagonal

form, so zerfiillt die Darstellung in zwei irreduzible Bestandteile 

3(0) ({«p, 1\) = (1); 3(0)t{«p,-1j) = (1) (19} 
und 

3(0') ({ «p, 1)) = (1); 3(0') ({ «p, - 1 j) = (- 1). (20) 

6. Hierdurch haben wir alle Darstellungen der zweidimensionalen 
Drehspiegelungsgruppe gewonnen. Diese sind für m = 1, 2, 3,4, ... 
in (18), (18a) gegeben und "on der Dimension 2, für m = 0 und 
m = 0' in (1 ~~ und (20) von der Dimension L 

Die Koeffizienten 3(m) (/ «p, d I h ± bilden im Raume von «p und d 
ein vollstiindiges Funktionssystem, d. h. man kann jede Funktion 
g (<<p, cl) (<<p variiert von - '1t bis '1t, d ist -I- 1 oder - 1) du~ch sie 
linear ausdrücken. Die Funktionen 1. (3(0) + 3(0'» 3(1) 3(1) 

~ , --, ++' 
3~~, 3n, '" sind nämlich der Reihe nach 1, e-irp, ei'P, e-Zi'l', e2i 'l', .•. 
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für d = 1 und verschwinden für d = - 1, dagegen sind i (3(0) - 3(0'», 
3~1~, 3~~, 3~)-, 3~~, ... gleich Null für d = 1 und der Reihe nach 
1, e-i'P, ei'P, e- 2i 'P, e2i'P, •.. für d = -1. Durch die erste 
Reihe läßt sich 9 (cp., 1) durch die zweite 9 (cp, - 1) linear ausdrücken. 

Es folgt hieraus, daß außer (18), (18a), (19) und (20) keine 
weiteren irred uzi bIen Darstell ungen der zwei d im ensionalen 
D re hspiegel ungsgru ppe existieren. 

7. Wir gehen jetzt zur Untersuchung der dreidimensionalen 
reinen Drehgruppe über. Die Eigenwerte einer reellen ortho
gonalen dreidimensionalen Matrix" mit der Determinante 1 müssen 
die Gestalt 1, ei'P, e-i'P haben, da sie alle vom Absolutwert 1 sind 
und die komplexen paarweise konjugiert komplex sind. Die Phase cp 
der komplexen Eigenwerte heißt Drehwinkel, der Eigenvektor 
0. 1 des Eigenwerts 1 heißt Drehachse. Seine Komponenten 
Oll' 0 21 , 0SI bestimmt man wohl am einfachsten, indem man 
von "0. 1 = 0. 1 ausgeht und mit "-1 = "' multipliziert: 
0. 1 = "'0. 1. So ergibt sich (" - "')0. 1 = ° oder ausgeschrieben 

("12 - "51)011 + ("lS - "31)081 = 0, J 
("21 - "12) 011 + + ("2S - "S2) 081 _ 0, (2 L) 

("31 - "lS)OII + ("SlI- "2S)tJ21 - 0, 
und hieraus 

tJll : tJ21 : tJS1 = "2S - an: "SI -"18:"12 - "21· (22) 

Den Drehwinkel cp bestimmt man am besten, indem man die 
Summe der Eigenwerte gleich der Spur der Matrix setzt: 

1 + ei ,/, + e-i'P = 1 + 2 cos cp = "11 + "n + ass' (23) 

cp soll zwischen ° und n liegen. 
Die zu ci'" und e- i ", gehörigen Eigenvektoren 0.2 und 0. 3 

sind konjugiert komplex: O~ 2 = lJ. 3' dagegen soll 0. 1 reell an
genommen werden, (tI. 1 , 0. 1) = (O.i, V.l») = 1. 

Die Matrix v, deren Spalten die Eigenvektoren V. 1 , V.2' V. 3 

von" sind, bringt" auf die Diagonalform. Es ist daher vt"V = d 
eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten 1, ei "" e-i'P als Diagonal
elementen. Setzen wir noch tJ = \) Vo mit 

° 1/V2 
l/fi 

(24) 
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so sind die Spalten von $ der Reihe nach V. 1 , (V. 2 + V~ 2) I V2 
und i(V'2- V~2)/V-:;', so daß $ rein reell ist. Außerdem ist U als 
das Produkt der unitären Matrizen U und Uo auch unitär, so daß 
es als eine reelle unitäre Matrix ein Element der Drehgruppe ist. 
Transformieren wir nunmehr die Gleichung utau = d mit uo, so 
erhalten wir 

Ut a~ = uhta u Uo = u:duo == (~ c~~ tp - Si~ tp ) = e'l" (25) 
o sm tp cos tp 

Hierin können wir sogar $ als eine reine Drehung annehmen, 
weil wir es, wenn seine Determinante - 1 wäre, mit - 1 multi
plizieren könnten: (25) würde sich 
dadurch nicht ändern. Wir sehen Z 
aus (25), daß alle Drehungen 
mit demselben Dreh winkel tp 
in derselben Klasse sind, weil 
sie alle in e'l' transformiert werden 
können. Matrizen mit von tp ver
schiedenem Dreh winkel können da
gegen nicht mehr in dieser Klasse 
sein, weil sie andere Eigen w.erte 
haben und daher nicht in e'f trans
formiert werden können. 

Der geometrische Sinn dieser Über- Abb. 6 

legung ist der bekannte Satz, daß im 
dreidimensionalen Raume jede orthogonale Transformation durch eine 
Drehung um eine zweckmäßig gewählte Drehachse"'1 ersetzt werden kann. 
(Die Drehachse bleibt wegen a"'1 = "'1 bei der Drehung ungeändert.) 
Bringt eine Transfotmation den Bogen Y Z (Abb.6) nach Y' Z', so muß 
die Drehachse in der Mittelsenkrechten von Z Z' und Y Y', also in ihrem 
Schnittpunkt C liegen. In der Tat bringt nun dic Drehung um C, die 
Z in Z' überführt, auch Y nach Y': aus der Kongruenz der beiden 
Dreiecke Z C Y und Z' C Y' (die drei Seiten sind gleich) folgt, daJI die 
Winkel ZCY und Z'CY' gleich sind, und daher sind auch die Winkel 
Z C Z' und YC Y' gleich. Eine Drehung mit dem Dr~hwinkel 'P läßt sich 
in eine andere Drehung mit demselben Drehwinkel transformieren, indem 
man durch eine Drehung 8 die eine Drehachse zur Deckung mit der 
anderen bri.ngt, hierauf die Drehung mit 'J! vornimmt und dann durch 8-1 
die Drehachse auf die alte Stelle bringt. 

Zur eindeutigen CharakteriAierung der Drehung muß man Doch 
der Dl'ehachse einen Richtungssinn geben, wodurch auch das Vor-

Will ne r, Gruppentheorie 11 
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zeichen des Vektors V. I einen Sinn bekommt. Die Drehung soll, in 
Richtung der Drehachse gesehen, im Uhrzeigersilln erfolgen. 

Auf diesen Tatsachen beruht die im X. Kapitel besprochene 
Paramet.erdarstellung (Fig. 1) der dreidimensionalen reinen_ Dreh" 
gruppe. Der Drehung mit dem Drehwinkel ffJ um die Drehachse V' I 

entspricht ein Punkt im Abstande 1) ffJ vom Nullpunkt in der Rich
tung von V' I von diesem. Der Drehwinkel ffJ ist durch die Drehung 
immer eindeutig gegeben. Für die Drehung mit ffJ = 0 (die 
eigentlich keine Drehung ist) ist die Richtung der Drehachse 
unbestimmt, der entsprechende Punkt des Parameterraumes ist 
trotzdem eindeutig gegeben: er ist der Mittelpunkt der Kugel. 

Auf der Oberfläche der Kugel ist ffJ = n, und der Sinn der 
Drehachse ist nicht mehr eindeutig: Drehungen Um entgegengesetzt 
gerichtete Achsen mit dem Drehwinkel n sind äquivalent. Den 
Antipoden der Kugeloberfläche entspricht daher dieselbe Drehung. 
Sonst ist die Zuordnung der Drehungen zu 1l'unkten des Para
meterraumes überall ein-eindeutig. Elemente gleicher Klassen 
liegen auf konzentrischen Kugeln. 

In diesem Parametersystem können wir auch das Hurwitz8che 
invariante Integral verhältnismäßig leicht aufstellen. Da die Punkte einer 
Kugeloberfläche vom Radius 'I' um den Nullpunkt Drehungen mit gleichem 
Drehwinkel 'I' nur um verschieden gerichtete Drehachsen entsprechen, die 
Drehachsen im Raume aber gleichberechtigt sind, kann g( ('I' VII' 'P V21, 'I' v81 1) 
nur vom Drehwinkel rp, nicht aber von der Richtung VII' V21 , VSI ab
hängen. Es genügt also, 9 ({ 9', 0, ° \) zu bestimmen. Zu diesem Zweck 
[vgl. (3a) Kap. X.] berechnen wir zuerst p.,({'I', 0, 01 {eI' e2' es\), und 
zwar, da wir am Ende el' es, es doch gegen Null gehen lassen werden, nur 
für sehr kleine e. In der ersten Potenz genau in eist [vgl. (22)] 

(
I-es ei ')' 

{eI' ei' csl = es 1 -eI 
- e2 el 1 

Wir erhalten für {9', 0, O} {eI' C2' ea} = e l(1 1 el' e2' es) 

/ 1 - es 
(es c~srp.+ e2sin'l' cosrp- elsinrp 
\es sm 'I' - e2 cos rp sin 9' + el cos rp 

e2 ' 
- el cps 'I' - sin '1') . 
- Cl sin 'I' + cos 'I' 

Der Drehwinkel rp' hiervon berechnet sieh nach 

1 + 2 cos '1" = 1 + 2 cos 'I' - 2 el sin rp 

(23) 

'1" = rp + el' (23a) 

1) Um die AlJiJ. 1 übersichtlicher zu machen, ist der Abstand dort '1'ln, 
nicht '1" Die linke Hälfte der Figur ist also im Verhältnis 11:: 1 vergröBert 
zu denken. 
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Aus (22) erhalten wir für die Richtung der Drehachse 

,,{ 1 : "i 1 : "~1 = - 2 el cos 9' - 2 sin 9' : es sin 9' - B!I (1 + cos 9') 
: - es (1 + cos 9') - ejl sin rp. 
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(22a) 

Mit Hilfe der Normierung ,,; l + ,,~~ + "a = 1 ergibt dies, wieder bis 
zu den ersten Potenzen der e genau 

, _ l' ' - e2(1 + C039') es. ' _ e2 + es(1 ,. cos9') 
"11 - , "2} - 2' - -2' "31 - -2 2 . , sm 9' sm rp 

so daß sich die Parameter von {9', 0, O} {eI ejl esl zu 

+ e' e2(I+cos9')_rpes. 9'ell+ es(1 + cosrp) 
9' 1'9' 2sinrp 2' 2 'I' 2sinrp 

berechnen. Für el = B!I = es = 0 erhält man natürlich die Parameter 
rp, 0, 0 von elf zurück. 

Die frltgliche Funktionaldeterminante ist daher für el = B!I =es = 0 

() (PI ({ 9', 0, 0) {eI ejl es}), ... , Ps ({ '1', 0, 0) {ei ejl es})) 
. () (eI ejl es) 

1 o 
1 + cos rp 

o !p 2 sinY;-

o 9' 
-2' 

o I 
'I' 
2 

1 + cos'l' 
rp 2sin'l' 

'1" (1 + cos rp)lI + sin:!'I' 
- '4 sinll rp 

2 (1 - cos rp) 

Und so erhalten wir für das Gewicht nach (3a) Kapitel X 

2 9 (E)(1 - cos rp) 
9 ({ 9', 0, 0)) = 9 ({ "11 ~, "21 rp, "SI 9'}) =' rpll • (26) 

Besonders einfach berechnet sich das invariante Integral über eine 
Funktion J(R) = J(rp), die für alle Elemente einer Klasse denselben 
Wert hat (wie z. B. der Charakter einer Darstellung). Man kann dann 
im Raume der Parameter zuerst über eine Kugeloberfläche (rp = Konst.), 
über alle Elemente einer Klasse integrieren, das ergibt 4 n 'Pli, und dann 
über rp (über die verschiedenen Klassen). Man erhält so 

'Ir 

g(E) SJ('I')8n(l-cosrp)dlJ! (27) 
o 

für das Hurwih;sche Integral. 

Eine andere, sehr gebräuchliche Parameterdarstellung ist die 
durch die Eulerschen Winkel, die in Abb.2 veranschaulicht ist. 
Die Drehung mit den Eulerschen Winkeln ce, {J,,, ist das Produkt 
der drei Drehungen: mit ce um Z, mit {J um X und mit " um Z. 
Im folgenden soll lce {J,,} immer die Drehung mit den Eulerschen 

11* 



164 xv. Die Kugelfunktionpn 

Winkeln a fJ 'Y bedeuten. Dabei variieren im allgemeinen a und 'Y 
von - n bis n und fJ von 0 bis n. Ist aber fJ = 0, so sind a 
und 'Y einzeln nicht bestimmt: die Drehungen {a, 0, 'Yl sind alle 
Drehungen mit oe + 'Y um die Z -Achse. 

XV. Die Darstellungen 
der dreidimensionalen reinen Drehgruppe 

Kugelfunktionen 
1. Die irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen Dreh

gruppe kann man ähnlich wie die der zweidimensionalen mit Hilfe 
der Laplaceschen Differentialgleichung 

ableiten, indem man die homogenen Polynome l-ten Grades 
bestimmt, die (1) befriedigen. Unterwirft man in einem solchen 
Polynom x, 1/, z einer orthogonalen Tran!;lformation R, so entsteht 
wieder ein Polynom I-ten Grades, das (1) ebenfallt! befriedigt, so 
daß es linear durch die unveränderten Polynome ausgedrückt werden 
kann; die Koeffizienten bilden eine Darstellung, dil, wir mit ~(l) (R) 
bezeichnen werden, 

Da wir die irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen 
Drehgruppe noch mit Hilfe einer anderen, von H. We y I angegebenen 
Methode bestimmen wollen, sei der Weg über die La p I ace sche 
Differentialgleichung nur skizzenhaft angegeben. Zur Auflösung 
von (1) führt man gewöhnlich Polarkoordinaten r, .ß", rp ein, ein 
Polynom l-ten Grades hat da~n die Gestalt r' pi (.ß", rp). Geht man 
mit diesem Ansatz in die auf Polarkoordinaten transformierte 
Gleichung (1) ein, so fällt r heraus, und man erhält eine Differential
gleichung für .ß" und rp allein (in der auch 1 vorkommt). Die 
2 1 + 1 linear unabhängigen Lösungen 1) dieser Differentialgleichung 

I I I. I P_/(.ß",rp), P-1+d.ß",rp), .. _., PI-d.ß",rp), Pz(.ß",rp) (2) 

l) Siehe z.B. R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathe
matischen Physik, Berlin 1924, S. 265, 420, 66. 
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bezeichnet man als Kugelfunktionen l- ten Grades. Sie haben die 
Gestalt 

P~ ({)o, rp) = e-im<p P!.. ({)o), (3) 

wo P!.. ({)o) = P:" m ({)o) und für m > 0 

I I sinm {)o d' + m sin21 {)o 
Pm({)o) = P-m({)o) = ~ (dcos{)o)'+m (3a) 

ist. Für {)o = 0 verschwinden, abgesehen von p!, alle P!.., was 
schon darum der Fall sein muß, weil für {)o = 0 das Azimut rp 
unbestimmt ist und der Wert von P~ ({)o, rp) = e-im<p P!.. ({)o) nicht 
vQn ihm abhängen darf. 

Das Wichtige in (3) ist die Abhängigkeit von rp. Wendet 
man nämlich auf yl P!.. ({)o, rp) den Operator PR an, wo Reine 
Drehung um die Z-Achse mit oe ist, so bleiben Radius und Pol
abstand ungeändert, rp geht in rp - a über. Daher ist 

P {<>oo} yl P!.. ({)o, rp) = yl e- im (<p- <» P!.. ({)o) = eim<>yl P!.. ({)o, tp), (4) 

wenn wir die Drehung mit den Eulerschen Winkeln oe, {J,,, mit 
loe, {J,,,} bezeichnen. 

Die Zeilen und Spalten der zu den Kugelfunktionen loten 
Grades gehörigen ~ l + I-dimensionalen Darstellung numeri eren 
wir den unteren Indizes der Kugelfunktionen entsprechend von -1 
bis 7. Es ist dann 

I 

P{<>ßrl yIP!..({)o,rp) = :8~(I)(loe{Jr})mlm·yIP!..({)O,rp), (5) 
",'=-1 

was für {J = " = 0 durch Koeffizientenvergleich mit (4) in 
bekannter Weise 

~(l)(I/lCOO))m'm = eim <>6m'm 

ergibt. In der Darstellung~(l) sind also die Matrizen, die Drehungen 
um Z entsprechen auf Diagonalform. Der Drehung mit a entspricht 

e- ila 0 0 0 
o 

o 
o 

e-i(l-U<> 

o 
o 

o o 

••• eICI-I)a 0 
o eil<> 

(6) 

Wir wollen jetzt zeigen, daß die Darstellungen~(l) irreduzibel 
sind, indem wir zeigen, daß eine Matrix, die mit den ~(I)(la{Jr}) 
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für alle Werte der a, {J, r vertausch bar ist, notwendig eine konstante 
Matrix sein muß. Zunächst ist mit den Matrizen' (6) nur eine 
Diagonalmatrix vertauschbar, eine mit allen !)(l) (la (J r)) vertausch
bare Matrix ist also sicher eine Diagonalmatrix. Außerdem werden 
wir gleich sehen, daß in !)(l) ( {O (J 0) in der O-Zeile im allgemeinen 
(d. h. abgesehen von gewissen diskreten Werten von (J) k ein e 0 
vorkommt. Mit diesen Matrizen ist nur eine Diagonalmatrix mit 
lauter gleichen Diagonalelementen, cl". h. nur eine konstante Matrix 
vertausch bar. In der Tat, wäre die Diagonalmatrix mit den 
Diagonalelementen dk mit !)(l) (10 (J 0) vertauschbar, so würde für 
die O-Zeile des Produktes 

d. h. do = dk folgen. 

Daß !)(I) ({ 0 ß 0 I) im allgemeinen in der O-Zeile keine ° enthält, 
kann man folgendermaßen einsehen: Ist R eine Drehung um X 
mit ß, so ersetzt PR den Punkt r, &, 0 durch r, .a- - {J, 0. Es sind 
daher die r l P~ (-6' - ß) Linearkombinationen der r l p~, (-6'), die 
Koeffizienten sind die !)(l) (10 ß 0 ))m' m' Setzen wir nunmehr auch 
-6' = 0, so ist im allgemeinen P~ (- ß) nicht Null, dagegen sind 
die p~, (0) alle Null, nur P~ (0) nicht. Der Koeffizient hiervon, 
!)(l) ({ ° ß 0»0 m' darf also nicht verschwinden, sonst wären auf der 
rechten Seite der Gleichung alle Glieder Null, während die linke 
Seite nicht verschwindet. 

2. Die Darstellungen !)(l) (\a ß 1')) sind also für alle 1 = 0, 1, 
2, 3, .. , irreduzibel. Um ihre Charaktere zu bestimmen, erinnern 
wir uns daran, daß die Spuren der Matrizen, die Elementen derselben 
Klasse zugeordnet sind, gleich sind. Da die Klasse in unserem 
Falle durch den Drehwinkel, den wir mit rp bezeichnen wollen, 
charakterisiert ist, ist der Charakter X(I) (rp) eine Funktion des 
Drehwinkels allein, die wir bestimmen können, wenn wir die 
Diagonalsumme einer Matrix, die einem Element mit dem Dreh
winkel rp zugeordnet ist, berechnen. Eine solche haben wir aber 
in (6), wenn wir a = rp setzen. Wir erhalten so 

I 

X(I) (rp) = :s eimlp = 1 + 2 cos rp + 2 cos 2 rp + ... + 2 cos 1 rp. (7) 
m=-l 
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Die Orthogonalitätsrelationen lauten mit Hilfe der im vorher
gehenden Kapitel (27) bestimmten Gewichtsfunktion 

n 

8 1t g (E) f X(I') (cp)* X(l) (cp )( 1 - cos cp) d cp = 8 1t2 g (E) h 1'1. 

o 

Man kann sie durch einfache Integration leicht verifizieren sowie 
auch einsehen, daß eS außer den ~(l) keine weiteren irreduziblen 
Darstellungen geben kann. Der Charakter einer solchen müßte 
nämlich, als Funktion von cp mit (1 - cos cp) multipliziert, auf alle 
X(l), also auch auf alle X(l + 1) - t lJ , d. h. auf die Funktionen 
1, 2 cos cp, 2 MS 2 cp, 2 cos 3 cp, • .. im Gebiet von Obis 1t senkrecht 
stehen und muß daher nach dem Fouriertheorem verschwinden. 

Es folgt, daß die ~(O), ~(I), ~(2), ••• die sämtlichen miteinander 
nichtäquivalenten irreduziblen Darstellungen der dreidimensionalen 
reinen Drehgruppe sind. 

Die identische Darstellung ist ~(O), dagegen sind die drei
dimensionalen orthogonalen Matrizen als die Darstellung ihrer 
eigenen Gruppe zu ~(l) äquivalent, was schon aus der Dimension 
oder dem Vergleich der Charaktere folgt. 

Jede Darstellung der dreidimensionalen Drehgruppe setzt sich 
aus den ~(O), ~(l), ~(2), • •• zusammen und ist bis auf eine Ähn
lichkeitstransformation gegeben, wenn man weiß, wie oft darin die 
einzelnen ~(O), ~(I), ~(2), •. ; vor kommen. Diese Zahlen Ao' Al' A2, ••• 

kann man aber schon bestimmen, wenn man die Matrizen kennt, 
die einer Untergruppe entsprechen, die eine zweidimensionale Dreh
gruppe ist, wie etwa die Drehungen um die Z-Achse. Kommt darin 
die Darstellung (eim'l') der zweidimensionalen Drehgruppe am-mal 
vor, so ist (für m > 0) am = Am + An. + I + ... , und ~(l) ist in der 
ganzen Darstellung AI = al - al + I-mal enthalten. Wohlgemerkt 
kann man so nur schließen, wenn man aus irgend welchen Gründen 
schon weiß, daß man es mit einer Darstellung zu tun hat, und man 
kann dieses Kriterium nicht auf irgend ein Matrizensystem anwenden. 

Aus (6) kennen wir die Matrizen ~(!) ({a, 0, 0) = ~(I) ({O, 0, a}), 
und wir würden alle Matrizen ~(l)({IX, ß, yn kennen, wenn wir noch 
diejenigen Matrizen ~(I) ({ 0, ß, 0) kennen würden, die den Drehungen 
um X entsprechen. Bezeichnen wir ~(l) ({ 0, ß, 0))" 1 mit d(l) (ß)"l. 
Die Drehung {IX, ß, y) ist das Produkt der drei Drehungen {a, 0, O} 
{O, ß, 0) {O, 0, y), und so entspricht ihr 

~(!)({a, ß,,,n = ~(l)({a, 0, 0)) ~(IT({O, ß, 0)) ~(!)({O, 0, y)). 
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Daher ist 
(8) 

Die Anzahl der Darstellungen der Drehgruppe ist unendlich, 
weil sie auch unendlich viele Klassen hat. 

Isomorphie der zweidimensionalen unitären Gruppe 
zur Drehgruppe 

3. Wir wollen die irreduziblen Darstellungen der dreidimensio
nalen reinen Drehgruppe noch auf einem anderen, von H. We y I 
angegebenen Wege ableiten. Wenn wir nicht die sich natürlich 
darbietende Methode durch die Laplacesche Differentialgleichung 
weiter ausbauen, so hat dies seine Ursache darin, daß die W ey Ische 
Methode mit den eigentlichen Darstellungen gleichzeitig die so
genannten "zweideutigen Darstellungen« abzuleiten gestattet, die 
im Laufe der späteren Entwicklungen (bei der Thp,orie des Spins) 
eine mit den eigentlichen Darstellungen gleich wichtige Rolle 
spielen werden. 

Während man sich bei der symmetrischen Gruppe mit der 
Bestimmung der Dimensionen und Charaktere einiger Darstellungen 
begnügen konnte, sind bei der Drehgruppe nicht nur die Charaktere, 
sondern auch die Koeffizienten aller Darstellungen von Bedeutung. 
Dies beruht, wie wir später sehen werden, darauf, daß in alle 
physikalisch sinnvolle Größen Teilchen gleicher Art in gleicher 
Weise eingehen, verschiedene Raumrichtungin aber nur dann, wenn 
nicht nur im mechanischen Problem, sondern auch in der Frage
stellung keine Richtung ausgezeichnet ist. Dies letztere ist z. B. 
schon der Fall, wenn man nach der Z -Komponente des Dipol
moments fragt. 

Wir beginnen mit drei einfachen Hilfssätzen, die eigentlich 
der elementaren Theorie der Matrizen angehören. 

a) Eine Matrix, die jeden reellen Vektor in einen reellen 
Vektor überführt, ist selber reell, d. h. alle ihre Koeffizienten sind 
reell. Wendet man die Matrix auf den k-ten Einheitsvektor, dessen 
k-te Komponente 1, alle anderen 0 sind, an, so erhält man den 
Vektor, der die k-te Spalte der Matrix bildet. Diese muß also 
reell sein. Das gilt aber für alle k. 

b) Wir haben in KapitelllI (S. 28 bis 29) gesehen, daß eine 
Matrix 0 komplexorthogonal ist, wenn sie das einfache skalare 
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Produkt zweier beliebiger Vektoren a und & ungeändert läßt, wenn 
«Cl, &» = «0 Cl, 0 b» gilt. Es genügt aber schon, wenn sie die Länge 
eines jeden Vektors b invariant läßt, wenn «b, b» = «Ob, Ob» 
gilt. Sind Jill.mlich Cl und & zwei beliebige Vektoren, so können wir 
b == Cl + & s.etzen, und es ist dann wegen «Cl, &» = «b, Cl» 
«b, b» = «Cl + &, Cl + &» = «Cl, Cl) + 2 «a, &» + «b, b» 

=«00, Ob» = «Oa, Oa» +2«Oa, 0&»+«0&, Ob». 
Nachdem aber auch «a, a» = «0 a, 0 a», «&, &» = «0 b, 0 b» 
gelten soll, ist für jedes Vektorenpaar a, & 

«Cl, &» == «0 Cl, 0 &», 

und hieraus folgt, daß 0 komplexorthogonal ist. [Entsprechend 
gilt auch, daß U unitär ist, sobald für jeden Vektor (b, b) 
= (Ub, Ub) gilt.] 

Eine Matrix, die jeden reellen Vektor reell läßt und die Länge 
eines jeden Vektors unverändert läßt, ist eine D reh u n g. Der 
geometrische Sinn dieses Satzes ist die einfache Tatsache, daß, 
sobald in den ursprünglichen und transformierten Figuren alle 
Längen gleich sind, auch die Winkel alle gleich sein müssen und 
die Transformation lediglich eine Drehung ist. 

c) Es werde noch die allgemeine Gestalt einer zweidimensio
nalen unitll.ren Matrix 

mit der Determinante 1 bestimmt. Aus a*c + b*d = 0 folgt 
c = - b*dla*, und dies in ad - bc = 1 eingesetzt, ergibt 
(aa* + bb*) dla* = 1. Da weiter aa* + bb* = 1 ist, folgt 
d = a* und dann c = - b*. Die allgemeine zweidimensionale 
unitäre Matrix mit der Determinante 1 ist also 

u = c:* !*), (9) 

wo noch I a"l + I b21 = 1 gelten muß. 
4. Wir betrachten nunmehr die drei sogenannten PaulischeD 

Matrizen 

( 0 i) (0 1) (- 1 0) 
SIt = _ i 0' s" = 1 0' Sz = 0 1 . (10) 
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Man kann jede zweidimensionale Matrix mit der Spur ° als 
eine Linearkombination h = XS;r + ys" + es" = [r, f] 

h = [r, 1l = ( - ~ y + iX) (10a) 
y -.x e 

dieser Matrizen auffassen, indem man - h ll = h 22 = e; h u + h 21 

= 2 y und h 1 t - hIt = 2 i x setzt. Sind insbesondere x, y, e 
reell, so ist h hermiteisch 

Transformieren wir h durch eine beliebige unitäre Matrix u 
mit der Determinante 1, so erhalten wir wieder eine Matrix 
ii = u h ut mit der Diagonalsumme 0, die daher auch als Linear
kombination von s., S", s. geschrieben werden kann: 

h = uhut = u[r, f]ut = x's", + y's" +e's .. = [t', f], (11) 

( a b)( -~ Y+iX)(a* -b)=( ,~~', y'+,i.x')'(11a 
- b* a* y-.x e b* a y -'-.x e ) 

Dabei sind die x', y', e' lineare Funktionen der x, y, e. Die Trans
formation Ru, die das r (xye) in das Rur = r'(x'y'e') überführt, 
kann man aus (lI a) berechnen, es ist 

x' = ~ (a'+a*l+ bl + b*')x+{-i(a*l-a'+ bt-b*')Y+i(a*b*-ab)e'l 
y' = h(a'-a*'+ b'-b*2) x+ {-(a'+a*'-b'-bU)y+ (a*b* + ab)e, (12) 

e' = i(a*b-ab*)x - (a*b+ab*)y + (aa*-bb*)e. 

Auf . die spezielle Form der Mt.trix Ru kommt es dabei weniger 
an 1), wichtig ist nur, daß wegen der Gleichheit der Determinanten 
von hund h immer 

-X"-1/ 2 - e'l = _x~_y2_e2 (13) 

ist, und hieraus folgt nach b), daß die Transformation Ru 
komplexorthogonal sein muß. Man kann sich hiervon an 
Hand der expliziten Formel (12) auch leicht ·überzeugen. Weiter 
ist ii hermiteisch, also r' (x' y' e') reell, wenn dies für h gilt, also 
wenn r (XY8) reell ist. Hieraus folgt wieder nach a), daß Ru 
rein reell ist, wie man aus (12) ebenfalls ersehen kann. Es 
ergibt sich nunmehr, daß Ru eine Drehung ist: durch (11) wird 
ieder unitären Matrix u eine dreidimensionale Drehung zugeordnet. 

1) Die komplexen Zahlen a und b, durch die die Drehung in (12) 
charakterisiert ist, heiJlen die Cayley-Kleinschen Parameter. Es ist 
I a'l + I b' I = 1. 
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Die Determinante von Ru ist + 1, weil sich Ru dadurch, daß man U 
stetig in die Einheitsmatrix überführt, ebenfalls stetig in die dreidimen
sionale Einheitsmatrix überführen läßt. Wäre seine Determinante am Anfang 
dieses Prozesses - 1 gewesen, so hätte sie einen Sprung nach + 1 machen 
müssen, was nicht möglich ist: Ru ist für alle U eine reine Drehung. 

Die Zuordnung ist dabei so beschaffen, daß dem Pro
dukt qu zweier unitärer Matrizen q und U das P;odukt 
B qu - BqBu der entsprechend.en Drehungen zugeordnet 
wird. Nach (11) angewendet auf q an Stelle von U ist 

q[r, flqt = [Bqr, fl, 
und dies mit U transformiert, ergibt 

U q [r, fl qtut = u [Bq r, fl ut = [BuBq r, fl = [Bua r, fl, 
wo noch (11), angewendet auf Bq r an Stelle von rund U q an 
Stelle von u, benutzt ist.. Es besteht also ein Isomorphismus 
zwischen der Gruppe 1) der zweidimensionalen unitären Matrizen 
der Determinante 1 und der ihnen mit Hilfe von (11) oder (12) 
zugeordneten dreidimensionalen Drehungen. Es ist aber zu be
merken, daß der Isomorphismus nicht zwischen der zweidimen
sionalen unitären und der ganzen dreidimensionalen Drehgruppe 
zu besteheIl brauchte, da dies bedeuten würde, daß die B u alle 
Dtehungen durchlaufen, wenn U die ganze unitäre Gruppe bestreicht, 
was noch keineswegs feststeht, was aber sogleich gezeigt werden 
soll. Zweitens ist zu bemerken, daß der Isomorphismus natürlich 
kein Holomorphismus sein muß, weil mehreren unitären Matrizen 
dieselbe Drehung entsprechen kann, W3lt, wie wir ebenfalls sogleich 
sehen werden, auch der Fall ist. 

Nehmen wir zuerst U als eine Diagonalmatrix Ul (IX) an, d. h. 
1 . 

setzen wir b = 0 und (aus später ersichtlichen Gründen) a = e - j' c, 

so ist a wegen la 12 = 1 reell 

- -aa e 2 ( 

1. 

Ut(a) = ' 0 

Aus (12) ersehen wir, daß die zugeordnete Drehung 

- sina 
cos a 

o 
~) = 1-,0, O} 

1) Wir nennen sie im folgenden kurz "unitäre Gruppe". 

(14a) 

(14 a') 
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eine Drehung mit oe um Z ist. Wenn wir zweitens U rein reell 
annehmen, so können wir 

({J) - (COS t {J - sin t (J). (14 b) 
Ut - sin t ß cost {J 

setzen, die zugeordnete Drehung ergibt sich dann aus (12) 

(~ cO~ß -- ~n{J) = {O, {J, O} (14b') 
o sin ß cos {J 

als eine Drehung mit {J um X. Dem Produkt der drei unit.ären 
Matrizen Ul (a) Ut «(:J) Ul (r) entspricht das Produkt einer Drehung 
mit a um Z, mit ß um X und mit r um Z, also die reine Drehung 
mit den Eulerschen Winkeln a, (J, r. Es folgt hieraus, daß in 
der in (11) definierten Zuordnung nicht nur jeder unitären zwei
dimensionalen Matrix eine dreidimensionale Drehung, sondern daß 
auch umgekehrt jeder reinen Drehung wenigstens eine unitäre 
Matrix, nämlich der Drehung {a, ß, rl die Matrix 

- sin~. ß) (e-t ir 1~) 1 
cosi ß 0 eilr' 

I (15) 
1. 1. ) - e- j"" sin t ß ei" r 

1 i 1 . r 
ej a cos i ß ej ' 

( 
- 1ia e ~ 

o 
10 )(C08 iß 
-1a • 1 ß e2 Smj 

entspricht. Die Isomorphie besteht also tatsächlich zwischen der 
unitären Gruppe und der ganzen dreidimensionalen Drehgruppe. 

Es fragt sich noch, wie vielstufig diese Isomorphie ist, d. h. 
wie vielen unitären Matrizen dieselbe Drehung zugeordnet ist? Es 
genügt festzustellen, wie vielen unitären Matrizen Uo die Einheit 
der Drehgruppe, die Transformation .x' = x, y' = y, z' = z ent

spricht. Für diese Uo muß Uo h u~ = h für alle h gelten, was 
nur sein kann, wenn Uo eine konstante Matrix;, b = 0 und a = a* 
reell, wegen I a21 + I b21 = 1 gleich + 1 ist. Den beiden unitären 
Matrizen + 1 und - 1 - und nur diesen - entspricht also die 
Einheit der Drehgruppe. Diese beiden Eiemente bilden einen 
Normalteiler der unitären Gruppe, und den Elementen (und nur 
diesen), die in derselben Nebengruppe dieses Normalteilers sind, 
also U und - U, entspricht dieselbe Drehung. Daß U und - U 

dieselbe Drehung entspricht, sieht man auch aus (12) unmittelbar, 
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sowie auch darau!!, daß in (15) die trigonometrischen Funktionen 
der halben Eulerschen Winkel vorkommen. Durch die Drehung 
sind die Eulerschen Winkel gewissermaßen nur bis auf Viel
fache von 27t, die halben Winkel nur bis auf Vielfache von 7t, die 
trigonometrischen Funktionen dieser nur bis auf das Vorzeichen 
festgelegt. 

Unser wichtiges Resultat lautet also folgendermaßen: Es 
besteht eine zweistufige Isomorphie zwischen der Gruppe der zwei. 
dimensionalen unitären Matrizen mit der Determinante 1 und der drei
dimensionalen reinen Drehgruppe, bei der jedem unitären Matrizen
paar u, - u eindeutig umkehrbar eine Drehung Ru in der 
Weise zugeordnet ist, daß aus u Cl = t auch Ru Rq = Rt und aus 
Ru Rq = Rt umgekehrt u" = + t folgt. Kennt man die unitäre 
Matrix u, so erhält man die zugehörige Drehung Ru am besten 
aus (12), umgekehrt findet man die unitären Matrizen zur Drehung 
{IX ß r} aus (] 5). 

Die Darstellungen deI' unitären Gruppe 
5. Durch diese Isomorphie besteht ein enger Zusammenhang 

zwischen den Darstellungen der beiden Gruppen. Man kann näm
lich - wie dies schon im IX. Kapitel auseinandergesetzt wurde -
aus jeder Darstellung D (1l) der kleineren Gruppe - das ist in 
diesem Fall die Drehgruppe - eine Darstellung U (u) der anderen 
Gruppe gewinnen, indem man allen Elementen (U und - U) der 
zweiten Gruppe, denen im Isomorphismus dasselbe Element Ru der 
ersten Gruppe entspricht, die Matrix U (u) = D (Ru) zuordnet. 
Insbesondere wird so den beiden unitären Matrizen 1 und - 1 die 
Einheitsmatrix D (E) zugeordnet. Kennt man umgekehrt alle 
Darstellungen der unitären Gruppe, so kann man aus diesen jene 
heraussuchen, in denen den beiden Matrizen U und - U dieselbe 
Matrix U (u) = U (- u) entspricht. Jede dieser Darstellungen 
erlaubt eine Darstellung der Drehgruppe zu bilden, die man erhält, 
wenn man der Drehung Ru die Matrix D (Ru) = U (u) = U ( - u) 
zuordnet. Man kann auf diese Weise sämtliche Darstellungen 
der Drehgruppe erhalten. 

Sei insbesondere die Darstellung U (u) der unitären Gruppe 
irreduzibel. Das Element U = - 1 ist mit allen Elementen der 
Gruppe vertauschbar, und so muß auch U (- 1) mit allen U (u) 
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vertauschbar sein. Es ist daher nach den allgemeinen Sä.tzen über 
irreduzible Darstellungen eine konstante Matrix. Ihr Quadrat muß 
ebenso wie das von - 1 die Einheitsmatrix 1) U (1) sein. Es ist 
daher entweder 

U(-l) =U(l) oder U(-l) = -U(l). 

Die Darstellungen, für die U (- 1) = U (1) gilt, nennen wir 
gerade Darstellungen. Für sie gilt auch U (- u) = U( -1). U(u) 
= U (1) . U (u) = U (u), den beiden Elementen U und - U ist 
bei ihnen immer dieselbe Matrix zugeordnet. Sie geben daher 
richtiggehende Darstellungen der Drehgruppe, und wir kennen sie 
implizite alle aus 1. 

In den Darstellungen, für die U (- 1)= - U (1) gilt, ist 
U (- u) = U (- 1) . U (U) = - U (u). Elementen, die sich im 
Vorzeichen unterscheiden, entsprechen Matrizen, die ebenfalls ent
gegengesetztes Vorzeichen haben. Aus diesen Darstellungen der 
unitären Gruppe - wir nennen sie ungerade - kann man keine 
richtiggehenden Darstellungen der Drehgruppe bilden. sondern nur 
sogenannte" zweideutige" oder" halbzählige" , in denen jeder Drehung 
Ru = R- u nicht eine Matrix, sondern zwei Matrizen U (u) und 
U ( - u) = - U (u) entsprechen, die sich im Vorzeichen aller 
Koeffizienten unterscheiden. 

Eine ungerade Darstellung der unitären Gruppe bildet sie als 
ihre eigene Darstellung: U (u) = u. In der entsprechenden zwei
deutigen Darstellung ~(1{2) der Drehgruppe ist der Drehung (a, ß,,,I 
diejenige Matrix U = U (u) selber zugeordnet, der im Isomor
phismus R entspricht. Es ist also nach (15) 

Die erste Zeile bzw. Spalte nennt man dabei gewöhnlich die 
- t-Zeile bzw. -Spalte, die zweiten die + t-Zeile bzw. -Spalte. 
In (16) haben wir die erste zweideutige Darstellung der Drehgruppe. 

1) Die Matrix U (1), die der Einheit der Gruppe zugeordnet ist, ist 
eine Einheitsmatrix, die die Dimension der Darstellung hat. Wir gebrauchen 
bier das Zeichen U (1) an Stelle des einfacheren Zeichens 1, um eine Ver
wech,slung mit der Einheit 1 der unitären Gruppe (die zweidimensional ist) 
zu vermeiden. 
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Für die zweideutigen Darstellungen gilt nicht ~ (R) . ~ (8) 
= ~(RS), sondern nur ~(R)~(8) = +~(R8), weil die Dar
stellungs matrizen nur bis auf das Vorzeichen bestimmt sind. Es 
ist sogar so, daß es nil"ht möglich ist, das Vorzeichen für alle 
Matrizen gleichzeitig so festzulegen, daß für das resultierende 
Matrizensystem das strengere Multiplikationsgesetz der eindeutigen 
Darstellu~gen gelte. Die zweideutigen Darstellungen sind also 
nicht so entstanden, daß man in einer eindeutigen Darstellung 
die Vorzeichen aller Matrizen unbestimmt gelassen hat. Dies 
sieht man z. B. aus (16): einer Drehung mit 11: um Zentsprechen 
die Matrizen + i'sz , dem Qoodrate hiervon, einer Drehung mit 
2 n um Z entspricht also sicher auch di.e Matrix - 1. Da diese 
Drehung aber eigentlich keine Drehung ist, sondern alles unverändert 
läßt und die Einheit der Gruppe bildet, muß ihr auch noch die 
Einheit..smatrix entsprechen, das Eindeutigmachen der Da.rstellung 
ist nicht möglich. 

6. Wir bestimmen jetzt die irreduziblen Darstellungen der 
zweidimensionalen unitären Gruppe. 

Haben wir ein bomogenes Polynom noten Grades von E und , 
und führen eine unitäre Transformation der V ariabl en aus 

E' = aE + b', } 
" = - b* E + a*', 

(17) 

so erhalten wir wieder ein homogenes Polynom n-ten Grades. Dies 
ist sogar für beliebige lineare Transformationen richtig, doch wollen 
wir uns auf unitäre beschränken. Zu den n + 1 Polynomen 
En, En - l " E"- 2 ,2, .•• , ES , .. -2, E'''-l, '" gehört daher eine n + 1-
dimensionale Darstellung der unitären Gruppe. Um sofort die bei 
der Drehgruppe üblichen Bezeichnungen zu erhalten, nennen wir 
n = 2j, die Dimension der Darstellung ist dann 2j + 1 und j ist 
halbzahlig 1) oder ganzzahlig. Die Polynome seien 

EH,u ,i-!' 
f,.= , Vu +I')!(j-I')! 

(18) 

wo I" die 2j + 1-Wert,e -j, -j + 1, -j + 2, ... , j - 2, j - t,j 
annehmen kann, es ist bei ganzzahligem j selber ganzzahlig, bei 

1) Darunter versteht man, daß es sich von einer ganzen Zahl um ± ~ 
unterscheidet. 
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1 
halbzahligemj halbzahlig. Der konstante Faktor [(j + fL)! (j-fL) !J- i 
wurde zu Ej + I-' tj - I' deshalb hinzugefügt, weil - wie sich zeigen 
wird - die Darstellung U(j> für die 2j + I-Funktionen (18) hier
durch die unitäre Form annimmt. 

Bilden wir nunmehr 1) Pufl-' nach (19), Kapitel XI. 

Pu fl-' (E, t) = fl-' (a* E - b t, b* E + a t) J 
_ (a*E - b t)i+,u (b* E + a t)j-I' . 

- Y(j + p)! (j - fL)! 

(19) 

Um die rechte Seite als Linearkombination der fu auszudrücken, 
entwickeln wir sie nachdem Binomialtheorem: 

HI-' j-I' -Y(j + fL)! (j -- fL)! :s :s (_I)X, '!('+ )'e ')' "=0 x'=o X.X J fL- x , J-P-x . 
• ax' a*j+I,-xb"b*j-l-'-x' E2j-x-x' tx +x'. (19a) 

Man kann hierin die Summationsgrenzen weglassen und die Summation 
über alle ganzen Zahlen erstrecken, weil die Binomialkoeffizienten 
-für außerhalb des Summationsbereiches liegende x, x' doch ver
schwinden. Wenn man noch j - x - x' = p,' setzt, muß fL' bei 
ganzzahligem j alle ganzen Zahlen, bei halbzahligem j alle halben 
Zahlen durchlaufen. Drückt man in (19a) alle Funktionen von E 

und t mit Hilfe von (18) durch die fl-" aus, so ergibt sich 

P ( ) ~~ 1 Y(j+fL)!(j-P,)!(j+fL')!{j-fL')! 1 
uf,.. E,t = ~~(- )XX!(j-fL'_X)! (j+fL-X)!(x+fL'-fL)! .(20) 

·aj-I.'-xa*j+,u-x b" b*"+I-"-I' ",'(E, t) J 
Der Koeffizient von fu' rechts ist UW (U)", ,u: 

ll(j>(u), =~(_l)X Y(j+fL)!(j-fL)!(j+fL')!(j-fL')! J 
1-'1-' x (j-fL'-X)!(j+fL-X)!x!(X+fL'-fL)! • 

. aj-I"-x a*j +,LL-X b"b*x+I.'-,LL 
(21) 

1) Dabei ist U die unitäre Transformation in (17). In Kapitel XI 
wurde PB eigentlich nur für reelle orthogonale B definiert. In unserem 
Falle, wo U unitä.r ist, folgt aus (18a) Kapitel XI 

xi = :;8 Rji xi 
j 

an Stelle vou (18b), wo also Rj. an Stelle von Bit steht. 
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Etwas einfacher lauten die Ausdrücke für p.' = j, d. h. für die 
letzte Zeile der Darstellungsmatrizen, weil wegen der Fakultäten 
im Nenner nur das Glied mit" = 0 übrigbleibt: 

U<J) (u). = 1/ (2j)! a*H"b*i-,.l. (213) 
Jp. Y(j+p.)!(j-p.)! I 

Hierdurch haben wir die Koeffizienten der Darstellungen Uül 
für alle möglichen j = 0, l, 1, i, 2, ... bestimmt, und wir müssen 
nur noch nachweisen, daß sie in (21) in unitärer Form vorliegen, 
daß sie irreduzibel sind und daß die zweidimensionale unitäre 
Gruppe außer diesen keine weiteren irreduziblen Darstellungen hat. 

7. Zuerst beweisen wir die Unitarität der Darstellungen (21). 
Der Beweis beruht auf der Tatsache, daß die Polynome f,. in (18) 
so angenommen wurden, daß 

± f,..f;="';S. ,I. ,IEIIHP.lbIIJ-,..:;::(IEII+lbll)2i. (22) 
p.=-j p. C1+p.).{J-p.). (2j)! 

Da eine unitäre Transformation (17) das skalare Produkt I EIl + I tll I 
unverändert läßt, ist Pu (I E2 1 + I b2 1) = I Eil + I b2 1 und wegen (22) 
Kapitel Xl auch 

(2j)! Pu 'S fufl~ = Pu (I E2 1 + 1 b2 /)2 i= [Pu (I Eil + I tl )l 2i 1 
r ~~ = (IE21 + I bl /)2 i = (2j)! 'S f,.f; .. ,.. 

Andererseits ist wegen derselben Gleichung 

.Pu 'S f,.. f; = 'S Pu f,. (Pu f,.)* 1 
,. U (23 a) 

= 'S "';S U~~ f,..' 'S U~!): f; .. , 
f' fJ.',"," /-," 

da man, an statt in f; die Substitution Pu auszuführen, sie in f,. 
ausführen und dann zum konjugiert komplexen übergehen kann. 
Wenn man die (2j + 1)9 Funktionen f,.' r;" als linear unabhängig 
voraussetzt, ergibt der Vergleich von (23) und (23 a) direkt 

'S U(;) (u),...,.. U(j> (u),!",. = a,.' 1"" (24) 
I' 

also die Bedingung für die Unitarität von U<J). Die Unitarität 
von U(J) ist also bewiesen, sobald gezeigt ist, daß unter den f,., r;, 
keine linearen Beziehungen bestehen, d. h. daß aus 

'Scu'I'''Ei+l''t j -,.'E*i+,U''t*i-,u'' = 0 (*) 
,u' 1'" 

Wigner, Grnppeotheorie 12 
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C/"!A" = 0 folgt. Dabei müßt.e (*) für alle komplexen Werte der 
Variablen E, ~ gelten, weil auch (23) und (23a) für alle komplexen E 

und ~ gelten. Nehmen wir insbesondere E reell an, so ergibt der 
Vergleich der l = 2j + p.' + p." Potenzen von E in (*), wenn man 
noch durch E1 ~j ~*3j-1 dividiert: 

~ C/".1_2j_ld~*/~}U' = o. 
/,' 

Hieraus folgt aber auch C/,'. 1- 2} _/,' = 0 und die lineare U nabhängig
keit der (/,' (;'" da ~*/~ eine auf dem komplexen Einheitskreis frei 
veränderliche Variable ist. Man kann für sie auch eh einsetzen, 
und 'C kann dann jeden reellen Wert annehmen. Aus 

für alle reellen 'C folgt aber das Verschwinden aller c. 
8. Die Irreduzibilität des Matrizensystems U(j) kann man 

ebenso beweisen, wie wir in 1. die Irreduzibilität der Darstellungen 
!D<I) der Drehgruppe bewiesen haben: indem man nachweist, daß 
eine Matrix M, die mit U<j) (u)für alle u, d. h. für alle Werte 
von a und b, die der Bedingung 1 a 1' + 1 b 11 = 1 genügen, ver
tauschbar ist, notwendigerweise eine konstante Matrix sein muß. 
Wir betrachten zuerst ein U der Gestalt Ul (a) (14a), setzen also 
b = 0, a = e- 1/a.... Dann bleibt in der Summe in (21) nur das 
Glied mit " = 0 und auch dies nur dann übrig, wenn p.' = I' ist, 
und wir erhalten 

(25) 

Die Matrizen, die den unitären Transformationen der Gesta.1.t Ul (a) 
in UU) entsprechen, haben also genau die Gestalt (6) mit dem ein
zigen Unterschied, daß j nicht wie das l in (6) notwendigerweise 
ganzzahlig sein muß, sondern auch halbzahlig sein kann. Mit diesen 
Matrizen ist nur eine Diagonalmatrix vertauschbar. so daß Meine 
Diagonalmatrix sein muß. Nun sehen wir aus (2la), daß in der 
letzten Zeile von U<J) im allgemeinen kein Koeffizient verschwindet. 
Hieraus kann man ähnlich, wie dies in e geschah, durch Gleich
setzen der Koeffizienten der j - Zeile von um Mund MU<J> 
schließen, daß 

uj~ M Ick = M U lIjf,1- M u = M U 
ist, und M eine konstante Matrix sein muß. Daher sind die Dar
stellungen U<J) irreduzibel. 
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9. Auch daß es außer den KU) keine weiteren irreduziblen 
DarstellungeIl der unitären Gruppe mehr gibt, können wir genau 
so zeigen, wie dies in 2. für die Darstellungen ~(l) der Drehgruppe 
geschah. Wir bestimmen zuerst die Klasseneinteilung der • uni
tären Gruppe", d. h. der Gruppe der zweidimensionalen unitären 
Matrizen mit der Determinante 1. .Jede unitäre Matrix kann durch 
Transformation mit einer unitilren Matrix auf die Diagonalform 
gebracht werden, unsere Matrizen haben nach dieser Transformation 
alle die Gestalt Ul (a), wobei, da auch Ut (- a) mit Ul (a) äquivalent 
ist, a von 0 bis 2" gezählt werden kann. Alle U, die in dasselbe 
Ut (a) transformiert werden können, sind in derselben Klasse. (Daß 
für die Transformation nur Gruppenelemente, d. h. nur unitiLre 
Matrizen mit der Determinante 1 in Frage kommen, braucht uns 
nicht zn stören, da jede unitä.re Matrix als das Produkt einer unitären 
Matrix mit der Determinante 1 und einer konstanten Matrix 
geschrieben werden kann und die Transformation mit der konstanten 
Matrix doch weggelassen werden kann.) 

Um den Charakter von K<i> zu bestimmen, genügt es, die Spur 
je eines Elementes jeder Klasse zu berechnen. Als das Element 
aus der Klasse von Ul (a) nehmen wir Ul (a) selber, die zugeor.!aete 
Matrix ist in (25) berechnet. Ihre Diagonalsumme ist 

j 

~j(a) = :8et ,UIZ, 

/L =-j 
(26) 

wo die Summafion von der unteren Grenze bis zur oberen in ganz
zahligen Schritten auszuführen ist. 

Wir sehen hieraus, daß die unitäre Gruppe außer den K<il mit 
j = 0, i, 1, ~, . .. keine irreduziblen Darstellungen haben kann. 
Der Charakter einer solchen müßte mit einer Gewichtsfunktion 
multipliziert auf alle ~j (a) und daher auch auf Eo (a), El/z (a), 
~1 (a) ~ ~o (a), ~3/2 (a) - ~1/2 (a), ... senkrecht stehen. Eine Funktion 
aber, die auf 1, 2 cos t a, 2 cos a, 2 cos ~ IX, ... im Gebiet von 0 bis 
2" senkrecht steht, muß nach deLl Fonriertheorem verschwinden. 

Die Darstellungen. der dreidimensionalen reinen Drehgruppe 
10. Jede Darstellung KU) der unitären Gruppe ist gleichzeitig 

eine - ein- oder zweideutige - Darstellung der Drehgruppe, die 
der Drehung (aßr) die Matrix K(J)(u) zuordnet, wo U die {aßr} 

12· 
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im Sinne des Isomorphismus entsprechende unitäre Transformation 
ist. Die Koeffizienten a und b von U sind nach (15) 

und dies muß man in (21) einsetzen, um die Koeffizienten der zu 
{Ix ß,,} zugeordneten Darstellungsmatrix zu erhalten. Um mit (16) 
in "Obereinstimmung zu bleiben, transformieren wir noch die so 
entstandene Matrix mit der Diagonalmatrix M" l = h" l i- 2 ,,; 

d. h. multiplizieren die Il'-Zeile mit i- 2 /L', die ,,-Spalte mit i 2 /L, also 
den "',,,-Koeffizienten mit i2 (/L-/l') = (-1)"-"". Die so aus U(j) 

entstandene Darstellung nennen wir !1)U> ({ 0: ß" 1>, .ihre Koeffi
zienten sind 

Die Darstellung !1)(j) ist 2j + 1-dimensional, wobei j ganz
oder halbzahlig sein kann. Die Zeilen und Spalten von ~(j) sind 
nach den ganzen bzw. halben Zahlen - j, - j + 1, ... , j - 1, j 
benannt. Die Summation über" in (27) ist eigentlich über alle 
ganzen Zahlen zu erstrecken, wegen des Unendlichwerdens der 
Fakultäten im Nenner genügt es, sie von der größeren der beiden 
Zahlen 0 und ,,- ,,' bis zur kleineren von j - ,,' und j + " zu 
führen. Besonders einfach werdeu die Formeln für ,,' = j und 
p.' = - j, im ersten Falle kommt nur " = 0, im zweiten nur 
" = j + p. in Frage: 

Eine einfache Gestalt haben noch alle Darstellungskoeffizienten, 
die Drehungen um Z entsprechen. Der Drehung um Z mit 0: 
entspricht im Isomorphismus die unitäre Transformation Ul (0:) und 
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die Koeffizienten der zu dieser zugeordneten Matrix sind in (25) 
angegeben. Die Matrix, die in ~(j) der Drehung {a, 0, O} zu
geordnet ist, ist also eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 
e-ij ", e-Hj-l)", ... , ei(j-l)".eij ". Dasselbe erhält man direkt 
aus (27), indem man ß = r = 0 setzt. Die Matrix ~<'j) <I IX 0 O}) 
steht schon in (6) explizite hingeschrieben, diese Formel gilt also 
nicht nur für ganzzahlige 7, sondern auch für halbzahlige j. Das
selbe gilt auch von (8). 

Der Charakter 'l,(J) (tp) von ~(j) ergibt sich wieder als die Spur 
einer Drehung mit dem Drehwinkel tp zu 

X(1) (tp) = ± eil-''P 1 
I-' = -j (28) 

= J 1 + 2 cos tp + ... + 2 cosj tp (jganzzahlig), 
12 cos ~ tp + 2 cos i tp + '" + 2 cosj tp (j halbzahlig). 

Richtiggehende Darstellungen liefern nur jene j, für die 
U(j) (-1) = U(j> (Ul (2 n») die positive Einheitsmatrix ist. Aus (25) 
zeigt sich, daß dies dann der Fall ist, wenn tL ganzzahlig ist, also 
bei ganzzahligem j. In diesem Falle ist ~<J) mit den in 1. ab
geleiteten 1:)(1) identisch, wie auch aus dem Vergleich der Charaktere 
hervorgeht. 

Für halbzahlige j ist ~(j> zweideutig, der Drehung {u ß rl ist 
+ ~(j) (I IX ß r}) zugeordnet. Dies ist natürlich nicht etwa so zu 
verstehen, daß man die Vorzeichen der Koeffizienten von ~(j) auch 
einzeln umkehren kann, man kann nur das Vorzeichen der ganzen 
Matrix, also aller Koeffizienten gleichzeitig umkehren. Einer 
Drehung Ru entsprechen ja nur zwei unitäre Matrizen U und - U 

und diesen ist nur je eine Matrix U(J) (u) und UW (- U) zugeordnet, 
deren zweite in diesem Falle gleich - U(j) (U) ist. Diese beiden 
Matrizen - aber keine weiteren - entsprechen in ~(J) der Drehung Ru. 
Immerhin muß man siCh vor Augen halten, daß die .zweideutigen 
Darstellungen" eigentlich keine Darstellungen sind. Sie 
kommen zum ersten Male in der Pa uli schen Spintheorie vor, wir 
haben sie hier nur aus dem Grunde gemeinsam mit den eindeutigen 
Darstellungen abgeleitet, damit wir nicht wieder auf diesen Gegen
stand zurückzukommen brauchen. 

Die Theorie der Darstellungen der Drehgruppe rührt von 
.J. Schur her. Die .zweideutigen Darstellungen" hat zuerst 
H. Weyl angegeben. 



182 XV. Transformationsformeln für Tensoren 

11. Die ersten paar Darstellungen seien hier noch explizite 
angegeben. Es ist ~(O)(R) - (1); ~(1/2) (R) steht in (16). Weiter ist 

1+cos {J sin{J 1-cos{J 
e- ta e-tr _e- 1a -=- e- ta ___ etr 

2 V2 2 

~(l)({(X{Jr)) = 1 . {J . V 2 SIll e- 1r cos {J 1 . {J . - V 2 sm elY , (29) 

1- cos{J . sin {J i 1+C08 {J . eia - __ e-ir 
eta V 2 e a --.-e'Y 

2 2 

wo die trigonometrischen Funktionen der halben Winkel schon in 
solche der ganzen Winkel umgewandelt wurden. 

Die Darstellungen der Drehgruppe - wenigstens die eindeutigen -
sind eigentlich etwas dem Physiker sehr Geläufiges, weil sie gleichzeitig 
die Transformationsformtln für Vektoren, Tensoren usw. sind. Bei einem 
Obergang zu einem neuen Koordinatensystem bleiben ja die Vektor- oder 
Tensorkomponenten nicht unverändert, sondern setzen sich linear aus den 
Komponenten des Vektors oder Tensors im alten Koordinatensystem zusammen. 
Bezeichnen wir die Komponenten im alten System mit To• wo 0 auch eine 
Gesamtheit von mehreren Indizes andeuten kann, so seien die Komponenten T; 
im neuen Koordinatensystem 

T~ = :8 D (R)e o To' (30) 

° 
wo die Abhängigkeit der Transformationskoeffizienten von der Drehung R 
des neueu Achsenkreuzes zum alten explizite zum Ausdruck gebracht ist. 
Gehen wir wieder - etwa durch die Drehnng S - zu einem neuen Achsen
kreuz über, so ist 

T;' = :8 D(S)"f;l T; = :8 D(S)"eD(R)(lo To. (31) 
(l (lCl 

Nun sind die T;' die Komponenten des Tensors im um SR verdrehten 
Achsenkreuz, so daß auch 

(32) 
o 

gelten muß. Da (31) und (32) für beliebige Werte der Tensorkomponenten To 
gelten muß, ist 

D(SR)~o = ~ D(S)"f;lD(R)l/oj· D(SR) = D(S)D(R). (33) 
1/ 

Die Transformationsmatrizen der Vektor- oder Tensorkomponenten bilden 
eine Darstellung der Drehgruppe. 

So ist z. B. die Transformationsmatrix für Vektoren die Drehungs
matrix R selber, und diese bilden ja eine Darstellung ihrer eigenen Gruppe, 
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die zu ~1) äquiva.lent i~t. Die. Transformationsmatrix" für Invarianten 
ist ~(O). 

ZU den meisten geläufigen Arten von Tensoren gehören aber keine 
irreduziblen, sondern noch reduzible. Darstellungen, weil man aus den Tensor
komponenten noch solche Linearkombinationen bilden kann, die sich unter 
sich transformieren. Durch die Matrix, durch die diese Linearkombinationen 
aus den ursprünglichen Komponenten hervorgehen, wird auch die Darstellung 
ausreduziert. 

Betrachten wir z. B. einen Tensor zweiten Grades mit den Komponenten 
T.,." T.,'II' T.,z' T'IIz' Tyy ' Tyz ' Tu' Tz '11 , Tu' Man kann aus ihm 
einen symmetrischen und einen schiefen Tensor bilden, die sechs Kompo
nenten des ersteren sind: TZ." Tyy ' Tu' T.,y + TlIz ' Tyz + Tsll ' 

Tu + T.,z; die drei Komponenten des letzteren sind: Tir,1/ - TI/z' 
TI/' - T.I/' Tu - Tu' Die Darstellung dieses ist zu ~(1) äquivalent und 
irreduzibel, nicht aber die des symmetrischen Tensors. In der Tat existiert 
eine Linearkombination Tzz + TI/I/ + Tu = T seiner Komponenten, 
die invariant ist. Die übriggelJliebenen fünf Linearkombinationen Tzz - ! T, 

T",,- i T, Tz" + T"z' T". + T.", T. z + Tz. sind die voneinander 
unabhängigen Komponenten eines symmetrischen Tensors mit der Spur Null\ 
zu ihnen gehört eine mit ~(2) äquivalente, also irreduzible Darstellung. 

Man sieht hieraus auch, warum es nicht zweckmäßig isi, die Zeilen 
und Spalten der irreduziblen Darstellungen nach den gewöhnlichen Zeichen 
der Tensorkomponenten zu benennen, auf die sie sich beziehen: die Freiheit 
ist dabei nuch zu groll. Z. B. kann man bei dem vorher angegebenen 
symmetrischen Tensor mit der Spur 0 die Komponente T -.! T weg-zz 3 
lassen und an ihrer Stelle Tu - ~ T nehmen. 

Auch bei ~(l) beziehen sich die drei Zeilen nicht auf die X Y Z-
Komponenten eines Vektors dann wäre ja ~(l) rein reell. ~1) gibt 
vielmehr an, wie sich die 

(34) 

Komponenten eines Vektors transformieren. Durch die in (34) vorkommende 
Matrix kann man ~(l) in die für die X, Y, Z-Komponenten eines VektorS 
gültige Darstellnng, d. h. in B selber transformieren. Man überzeugt sich 
hiervon, indem man aus (29) ~(l) (( a, 0, O}) uud ~(l) ( {O, ,8, 0» entnimmt 
und diese mit der Transformation in (34) von rechts und ihrer Adjungierten 
von. links multipli:1;ien: man erhält im ersten Falle die Matrix (14a'), im 
.'Eweiten Falle (14b'). 
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XVI. Die Darstellungen des direkten Produktes 
1. In den meisten physikalischen Problemen ist nicht eine 

einzige Symmetrieart, sondern mehrere Arten von Symmetrien vor
handen, die nebeneinander einherlaufen, ohne sich wesentlich zu 
beeinflussen. Zum Beispiel haben wir im }<'alle eines Wasser
moleküls eine Differentialgleichung 

112 (1 6 (}2 1 so (}2 
- 8---S M ~ (} X9 + - ~ (}~) #I + V #I = E #I. 

n; k=l k m k=l Xk 
(*) 

M bedeutet die Masse der Wasserstoffkerne, Xl' ... , X6 ihre 
Cartesischen Koordinaten, m die Masse der Elektronen, xl' ... , xso 
ihre Cartesischen Koordinaten, der Sauerstoffkern ist wegen 
seiner großen Masse als ruhendes Anziehungszentrum betrachtet, 
die von ihm herrührende potentielle Energie in V miteinbezogen. 
Das Problem (*) hat mehrere Arten von Symmetrien: ersten., kann 
man die Koordinaten der Wasserstoffkerne vertauschen, zweitens 
die der Elektronen, drittens das ganze System einer Drehung unt,er
werfen. Hierbei kommt sogar nicht nur die reine, sondern die ganze 
Drehspiegelungsgruppe in Frage. Es fragt sich also, wie diese 
Symmetrieeigenschaften nebeneinander zu berücksichtigen sind? 

2. Die drei soeben aufgezählten Arten von Operationen haben 
die Eigenschaft, daß die Operatoren der eiß{ • Art mit den Operatoren 
der anderen Arten vertauschbar sind. Es ist ja offenbar gleich
gültig, ob man die Koordinaten der Teilchen zuerst vertauscht und 
dann eine Drehung ausführt, oder ob man zuerst die Drehung und 
dann die Vertauschung vornimmt. Es sei daher angenommen, daß 
die Elemente jeder Operatorengruppe mit allen Elementen der mit 
ihr zu verknüpfenden Operatorengruppen vertausch bar sind. 

Betrachten wir zuerst den Fall, daß (*) nur zwei Gruppen 
gegenüber invariant ist. Die Elemente der beiden Gruppen seien 
E', Ai' As"'" A" bzw. E", BI' Bs' ... , Bm. Dann ist(*) nicht 
nur den Operatoren PE' = 1, PA2 , PAa , ... , PAn und PE" = 1, 
P B2 , P Ba , ... , P Bm ' sondern allennm Produkten PA" PB;. dieser 
Operatoren gegenüber invariant, wo wegen der oben erwähn
ten Vertauschbarkeit PA" PB;. = PB;. PA" gilt. Die P A" PB). bilden 
nach dem Operatorenhlultiplikationsgesetz eine Gruppe, weil das 
Produkt von zweien wieder unter ihnen vorkommt: 

PA" PB;. . PA", PB;.' = P A" PA", PB). PB)., = PA" A", PB;. B,." (1) 
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Die Einheit dieser Gruppe ist d!:r Einheitsoperator PE' PE" = 1. 
Man nennt sie das direkte Produkt der Gruppe der PA" und 
der Gruppe der PB). , sie bildet die gesamte Symmetriegruppe von (*). 

Allgemein enthält das direkte Produkt zweier Gruppen E', A 2 , 

..As."" An und E", B 2 , Ba' ... , B m als Elemente die Paare ..A" B). 
der beiden • Faktoren", d. h. der Gruppen, aus denen es aufgebaut 
ist. Das Multiplikationsgesetz ist dabei 

A" B). . ..A", B)., = A" A",. B). B)., = A"" B).", (1 a) 
wo A"" = A" A", und B .. " = B .. B)., ist. Man schreibt dabei noch 
..A" für A" E" und B .. für E' B... Der Vergleich von (1) und (la) 
zeigt, daß die GJuppe der A" B .. zur Gruppe der PA" PB). holomorph 
ist, und wir schreiben daher, wie gewöhnlich, P Al< PB). = P Al< B).. 

An Stelle der Darstellungen der Gruppe der PA" PB). können wir 
auch die Darstellungen der Gruppe der A" B). untersuchen. 

3. Sueben wir eine DarsteHung dieser Gruppe, so liegt es 
nahe, dem Element A" B). das direkte Produkt der Matrizen a (A,,) 
und b (B).) zuzuordnen, die in irgendwelcben Darstellungen der 
einzelnen .Faktoren" dem Element A" bzw. B). zugeordnet sind. In 
der Tat bilden die Matrizen d (A" B .. ) = a (A,,) X b (B).) eine Dar
stellung des direkten Produkts, es ist [vgl. (7) Kap. II]: 

a(A,,) x b(B .. ). a (A",) x b(B).,) = a (A,,). a(A,.,) x b(B .. ). b(B .. ,)} (2) 
= a (A" A",) X b (B .. B).,). 

Das Produkt der zu den Elementen A" B). und A", B)., zugeordneten 
Matrizen a (A,,) X b (B).) und a (A",) X b (B .. ,) ergibt die zum 
Element A" A", BA B)., = A" B).. A", B)., zugeordnete Matrix. 

Die Koeffizienten der Matrix d (A" B .. ) = a (A,,) x b (Bl) sind 

d(A"B).)/!'o';/io = a(A,,)/!,/!b(B).)o'o' (2a) 
Sind a (A,,) und b (B).) irreduzibel, so ist es auch d (A"B).). 

Ist nämlich eine Matrix tM/!'o';/!<1) vertausch bar mit den d(A"BÜ, 
so gilt für alle " und A 

~M(l'o';(Joa(A")(lI!"b(B).)oo" = ~a(A")(l'(lb(B).)<1'<1MI!<1;(l"o'" (3) 
(lU (1<1 

Setzen wir insbesondere zuerst A" = E', dann B). = E", so sind 
a (E') bzw. b (E") Einheitsmatrizen und (3) schreibt sich 

~M(l'o';(I"<1b(B).)oo" = ~ b(B).)o'<1M(I'o;(l""'" (3a) 
<1 <1 

~M(l'O';(lo"a(A")(l(l" = ~ a(A")(>'/lM(l()';(l"o'" (3b) 
(I (l 
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Die Untermatrizen 

(
MQ'liQ"l 

M fl '2if!"1 
. . . . . 

M~'li (1"2 ... ) 

M P'2i /l" 2 ••• 
....... 

(t) 

sind alle (für jedes Q' und Q") mit allen b (B).) vertauschbar. Ebenso 
sind nach (3 b) die Matrizen 

(
MlO'jlG" MlO'i20" .•. ) 

~2~'i 1.01". ~~O'i. 2':" : . : 
(tt) 

für alle tJ', tJ" mit allen a (A x) vertauschbar, sowohl (t) wie auch (tt) 
sind konstante Matrizen. Es folgt 

Mq'o';~"a" = ~(l~"MI0'10'" 
woraus sich 

(4a) 

(4b) 

MIl'G'il!"G" = 8o'o"MIt'lil'''1 = 8G'G"a!!'e" M 11i 11 (4) 

ergibt. Die Matrix M muß selber eine konstante Matrix sein, 
d (A" B).) ist irreduzibel. 

4. Wir haben jetzt eine Methode, mit welcher man irreduzible 
Darstellungen einer Gruppe gewinnen kann, die das direkte Produkt 
zweier Gruppen ist, vorausgesetzt, daß die irreduziblen Darstellungen 
de~ "Faktoren« bekannt sind. Es fragt sich noch, ob man auf diese 
Weise auch alle irreduziblen Darstellungen des direkten Produktes 
erhalten kann? 

Die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen der Gruppe 
der A seien mit gp gs' ... , die der Darstellungen der B mit hl' hs' ... 
bezeichnet. Wenn wir jede Darstellung der ersten Gruppe mit 
jeder Darstellung der zweiten kombinieren, erhalten wir irreduzible 
DarstelliIngen des direkten Produkts mit den Dimensionen gl h), 
91 "2' ... , gs hl' g2 h2, ... Nehmen wir im Sjnne eines im IX. Kapitel 
(S. 91) erwähnten Satzes an, daß die Summe der Quadrate der 
Dimensionen aller irreduziblen Darstellungen einer Gruppe gleich 
ihrer Ordnung ist, so ist 

g~ + g: + ... = n und h~ + 11: + ... = m, 
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wo n und fit die Ordnungen der Gruppen der A bzw. B sind. Die 
Summe der Quadrate der Dimensionen der durch direkte Produkt
bildung erhaltenen Darstellungen der Gruppe der Alt B~ ist 

VII "1)1 + (01 ",)1 + ... + (01 "1)1 + (os h,)1 + ... + ... 
= g~ fit + 9: fit + ... == n fit 

gleich der Ordnung des direkten Produktes. Hieraus folgt, daß die 
angegebene Methode tatsächlich a 11 e irreduziblen Darstellungen 
liefert 1). 

Man kann dieser Überlegung aueh folgende Form geben, in der sie 
aueh für kontinuierliehe Gruppen gilt: Die 91 + ul + ... Koeffizienten der 
ersteren Darstellungen bilden, als Funktionen der A betrachtet '), ein voll
ständiges Funktionensystem für die Funktionen der A, Ähnlieh bilden die 
11.1 + 11.1 + ... Darstellungskoeffizienten, als Funktionen der B betrachtet, 
eIn vollständiges Funktionensystem der B. Daher bilden alle Produkte bei der 
Funktionensysteme ein vollständiges Funktionensystem beider Variablen. 

5. Die Eigenwerte der Differentialgleichung (*) lassen sich in 
qualitativ verschiedene Klassen einteilen: zu jedem Eigenwert 
gehört eine Darstellung der Gruppe der Operatoren, die (*) invariant 
lassen. Zur Charakterisierung der irreduziblen Darstellungen dieser 
Gruppe (des direkten Produkts der erwähnten drei Gruppen) bedient 
man sich am besten der d re i Symbole, die die drei irreduziblen 
Darstellungen charakterisieren, aus denen diese Darstellung zu
sammengesetzt ist. Man wird so von einem Eigenwert von (*) sagen 
können: er gehört zur s,ymmetrischen Darstellung der Vertauschung 
der H-Kerne, zur antisymmetrischen der Vertauschung der zehn 
Elektronen und zur siebendimensionalen der Drehgruppe, und ver
steht darunter, daß er zu derjenigen Darstellung des direkten Produkts 
dieser drei Gruppen gehört, die sich aus den aufgezählten Darstellungen 
der "Faktoren" zusammensetzt. 

Was die Eigenfunktionen eines solchen Eigenwertes anbelangt, 
so tragen sie - den Zeilen des direkten Produkts dreier Matrizen 
entsprechend - drei Indizes, die jeweils angeben, zu welcher Zeile 

1) Es gehen hier zwei "direkte Produkte" dureheinander, die wesent
lich verschieden sind: das direkte Produkt zweier Gruppen und das direkte 
Prodnkt zweier Matrben. Die Elemente des direkten Produkts der Gruppen 
lind die Alt B~. Dem Alt B~ ordnet die Darstellung a (A .. ) X b (B~) 
das direkte Produkt vou a (A .. ) und b (BA) zu. 

S) Eine Funktion der ..4 bedeutet die Zuorduuug je einer Zahl JA zu 
jedem Gruppenelement A... .. 
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der in Frage kommenden Darstellungen der ersten, zweiten und 
dritte.n Gruppe sie gehören. Daß zwei Eigenfunktionen, deren Indizes 
nicht alle drei übereinstimmen, aufeinander orthogonal sind, auch 
wenn man auf sie beliebige symmetrische Operatoren anwendet, 
sieht man erstens daraus, daß sie zu verschiedenen Zeilen der 
Darstellung des direkten Produkts gehören, oder auch daraus - wenn 
etwa ihre zweiteu Indizes verschieden sind -, daß sie zu ver
schiedenen Zeilen der Darstellung der zweiten Gruppe gehören. 

Wendet man auf eine Funktion, die zur 'I 6-Zeile der Dar
stellung a (A) X b (B) des direkten Produkts zweier Gruppen gehört. 
einen Operator PA = PA PE" der ersten Gruppe an, so erhält man 
eine Funktion, welche durch die den 1 6, 26, 36, _.. Zeilen der 
Darstellung a (.4.) X b (B) entsprechenden Funktionen allein aus
gedrückt werden kann. Und zwar sind die Koeffizienten dieselben, 
wie wenn die zweite Gruppe gar nicht da wäre: 

PA PE" tPl!" = ~ a (A)I!/t' b (E")"/(I tP(!/(J/ 
q'o' 

= ~a(A)e~('dg'(JtPl!'''' = ~a(A)('/('tPl!'''' 
t~ t 

Eine Funktion, die zur 'lIJ-Zeile der Darstellung a (A) X b (B) gehört, 
gehört also auch zur ,,-Zeile von a (.4.) [und ebenso zur 6-Zeile 
von b (B) 1 und hat demgemäß alle Eigenschaften dieser beiden 
Funktionenklassen. 

6. Man muß in der Störungstheorie bei d!'r Bildung der "richtigen 
IJinearkOlnbinationen" aus einer Schar von Funktionen solche 
Linearkombinationen bilden, die je zu einer Zeile (J 6 einer Dar
stellung a (.4.) X b (B) des direkten Produktes der vorhandenen 
Symmetriegrnppen gehören. Man kann hierbei so verfahren, daß 
man zunächst solche Linearkombinationen f ll f2, fSI ... bildet, die 
zur ,,-Zeile v-On & (A) gehören: jede Funktion tPl!tJ die zur () 6-Zeile 
von a(A) X b(B) gehört, muß eine Linearkombination der fl, f l, fs, .. . 
sein. Würde nämlich tPll!1 auch solche Funktionen f;, f;, f~, .. . 
enthalten, die nicht zur Darstellung a (A) oder nicht zu ihrer 
()-Zeile gehören: 

tPl!(J = Cdl + Csfg + csfa + ... + c; f; + cd~ + c;r; "', (5) 

so müßte doch (;~ f; + c; f~ + c~ f~ + '" = 0 sein. Wenn man 
nämlich in (5) Cl f 1 + Cs t"1 + Cs f s + ... auf die linke Seite bringt, 
so gehört die ganze linke Seite zur ,,-Zeile von a (A) und ist daher 
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zu allen Gliedern der rechten Seite orthogonal, so daß beide Seiten 
verschwinden müssen. 

7. Wir wollen die Sätze über die Darstellungen des direkten 
Produkts zur Bestimmung der irreduziblen Darstellungen der drei
dimensionalen Drehspiegelungsgruppe benutzen. Die Drehspiegelungs
gruppe ist die Gruppe der reellen orthogonalen dreidimensionalen 
Matrizen mit der Determinante + 1. Sie ist das direkte Produkt 
der reinen Drehgruppe und der mit der Spiegelungsgruppe holo
morphen Gruppe, die aus der Einheit E und der Inversion I besteht 

E=(~ ~ ~); 1=(-01 ~l ~). 
001 0 0-1 

In der Tat entsteht jede orthogonale reelle Matrix aus einer 
reinen Drehung durch Multiplikation mit E oder I: entweder ist 
ihre Determinante schon + 1, dann ist sie schon eine reine Drehung, 
und wenn ihre Determinante - 1 ist, so entsteht sie aus einer reinen 
Drehung durch Multiplikation mit L Auch ist es klar, daß E und I 
mit allen Matrizen der reinen Drehgruppe (sogar mit allen Matrizen 
überhaupt) vertauschbar sind. 

Die Spiegelungsgruppe hat zweI irreduzible Darstellungen: 
die identische (auch positive genannt) und diejenige, bei der der 
Einheit die Matrix (1) und I die ~ratrix (- 1) zugeordnet ist. 
Daher entstehen aus jeder Darstellung ~(l) (R) der reinen Drehgruppe 
zwei Darstellungen der Drehspiegelungsgruppe: die Kombinationen 
von ~(l) (R) mit der positiven und mit der negativen Darstellung 
der Spiegelungsgruppe. 

Die dreidimensionale Drehspiegelungsgruppe hat je zwei (ein
deutige) irreduzible Darstellungen der Dimensionen 1, 3, 5, ... , die 
man der Reihe nach mit l = 0+,0_, 1 +, 1_, 2+, 2_, ... bezeichnet. 
Beide Darstellungen l+ und 7_ sind :2 7 + I-dimensional, in heiden 
entsprechen reinen Drehungen dieselben Matrizen ~(I) (R), die ihnen 
in der 2 l + 1 - dimensionalen Darstellung der reinen Drehgruppe 
entsprechen. In l+ entspricht auch der Drehspiegelung IR die 
Matrix ~(l) (R), die R entspricht, in L dagegen entspricht IR die 
Matrix - ~(l) (R). 
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XVII. Die Grundzüge der Atomspektren 
1. Wir wollen jetzt unsere Ergebnisse vor allem zur Erklärung 

der wichtigsten Züge der Atomspektren benutzen. Bevor die 
Einzelheiten besprochen werden, sei das Ganze einmal in diesem 
Kapitel programm artig zusammengefaßt, wobei zunächst auf die Be
weise verzichtet werde. Ich hoffe, daß hierdurch auch eine bessere 
Übersicht über die Gesetzmäßigkeiten selber, wie sie uns von der 
experimentellen Forschung 1) geliefert wurden, gewonnen werden kann. 

Bevor man an die eigentliche Aufiosung der Schrödingergleichllng 
herangeht, muß man zuerst die "Schworpunktskoordinaten abseparieren". 

Die Schrödingergleichung hat in ihrer unveränderten Gestalt [(5 a) 
Kap. IV] nur ein kontinuierliches Spektrum, dem Umstand entsprechend, 
daß das Atom neben seiner Anregungsenergie als ganzes eine beliebig stetig 
veränderliche kinetische Energie aufnehmen kann. Will lDan sich - wie das 
praktisch immer der Fall ist - auf die Anregungsenergie beschränken, so 
muß man annehmen, daß das Atom in Ruhe ist, d. h. die Wellenfunktion 
von den Schwerpunktskoordinaten unabhängig ist und nur von den Ko
ordinatendifferenzen der einzelnen Teilchen abhängt 2). Da die Elektronen
masse der Kernmasse gegenüber vernachlässigt werden kann, identifiziert 
man gewöhnlich die Koordinate!} des Kerns mit denen des Schwerpunkts 
und nimmt an, daß die Wellenfunktion von den Kernkoordinaten unab
hängig ist. Man führt diesc gewöhnlich gar nicht erst in die Schrödinger. 
gleichung ein, sondern betrachtet den Kern als festes Anziehungszentrum, 
in dessen Feld sich die Elektronen bewegen. Dies ist natürlich nur bei 
Atomen, bei Gebilden mit nur einem Kern möglich. Die späteren, all
gemeinen Entwicklungen sind bis auf die Aufspaltungshilder in äußeren 
Feldern von dieser Annahme der Vernachlässigung der "Mitbewegung des 
Kerns" unabhängig. Die Auffassung ist dabei die, daß die Wellenfunktion 
als Variable alle Koordinaten enthält, nur von denen des Schwerpunkts 
unabhängig ist, also längs Linien, deren Punkte denselben, nur im Raume 
verlagerten Konfigurationen entsprechen, konstant tst. Dies ist als eine 
Nebenbedinguug anzusehen. Damit das skalare Produkt zweier Funktionen 
nicht divergieren soll, mull dann allerdings der Konfigurationsraum auf ein 
endliches Gebiet abgegrenzt werden, das aber beliebig groll sein kann. 
Doch spricht ,man der einfacheten Ausdrucksweise halber öfters so, wie wenn 
die Wellenfunktion die Koordinaten des Kerns als Variable gar nicht enthielte. 

1) Eine ausführlichere vortreffliche Darstellung findet man in F. Hu I1lls 
Büchlein: Linienspektren ul1d periodisches System, Berlin 1927, und auch bei 
L.,Pa uling und S. Goudsm i t: The Structure of I"ine Spectra. New York 1930. 

2) Das ist auch der Grund, warum man bei diesen Problemen nicht 
auch die Translationsgruppe als eine Symmetriegrnppe des Systems ein
führt: alle Wellenfunktionen sollen Translationen gegenüber invariant sein, 
also zur identischen Darstellung der Translationsgruppe gehören. 
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Das einfachste Spektrum hat das Wasserstoffatom, da es aus 
einem einzigen Elektron besteht, das sich - bei Vernachlässigung der 
Mitbewegung des Kerns - in einem konstanten Potentialfeld bewegt. 

Die Schrödingergleichung lautet 

[ h2 (' iJ2 02 0" eS] 
- 8n1m äx~ + oy' + oe2) - Vx2 + y2 + ei tP (x, y, e) 

= Etb(x,y,e) (1) 

und läßt sich noch streng lösen. Man erhält so das Spektrum, die 
möglichen Energiewerte (die "Terme", wie man sie in der 
Spektroskopie nennt) und die Eigenfunktionen, d. h. die stationären 
Zustände des Wasserstoffatoms. Das Spektrum hat einen dis
kreten Teil mit den Termwerten E = - Rhe/1 2, - Rhc/22, 

-Rhe/3 I , ... , wo R die sogenannte Rydbergkonstante ist: 

2n'me4 Rhe 1 
E N = - ,,2 N 2 = - N 2 = - 2,15.10- 11 N 2 erg, (2) 

Die Energien sind negativ, dem entsprechend, daß das Elektron in 
der Nähe des Kerns ein beträchtliches negatives Potential hat, 
wogegen man Arbeit aufwenden muß, um es ins Unendliche, an die 
Stelle mit dem Potential Null zu bringen. Die Abstände zwischen 
den einzelnen Termen werden mit wachsender Hauptquantenzahl N 
immer geringer, schließlich konvergiert die Energie für unendlich 
hohe Laufzahlen zu Null. Physikalisch entspricht dem ein immer 
stärkeres und stärkeres Entreißen des Elektrons der Anziehungs
sphäre des Kerns; wenn das Elektron ganz befreit ist, hat es die 
Energie Null. 

An das diskrete Spektrum (2) schließt sich ein kontinuier
liches Spektrum an, das die ganze positive ZahlenJerade bedeckt. 
In den entsprechenden Zuständen ist das Wasserstoffatom ionisiert, 
die zugehörige positive Energie bedeutet die kinetische Energie des 
Elektrons, nachdem es sich ins Unendliche entfernt hat. Im kon
tinuierlichen Spektrum hat man keine im eigentlichen Sinne statio
nären Zustände: das Elektron entfernt sich nach hinreichend langer 
Zeit beliebig weit vom Kern. Einem Zustand entspricht ja auch 
mathematisch eine normierte Wellellfunktion, die Eigenfunktionen 
des kontinuierlichen Spektrums lassen sich aber nicht normieren. 

Das Auftreten von Serien der ungefähren Gestalt (2) mit einer 
Konvergenzstelle im endlichen und einem daranschließenden, dem 
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ionisierten Zustand entsprechenden kontinuierlichen Spektrum ist 
für alle Atomspektren charakteristisch. 

Die Eigenwerte (2) sind entartet, d. h. es gehören nicht nur je 
eine, sondern mehrere linear unabhä.ngige Eigenfunktionen zu jedem 
Eigenwert. Der Eigenwert mit der Laufzahl (» HauptQuantenzahl ") N 
ist NlI-fach entartet. 

Die zugehörigen normierten Eigenfunktionen seien zur Bequemlichkeit 
des Lesers hier angegeben. Man schreibt sie am besten in Polarkoordinaten 
r, IJ, tp auf, Rie lauten mit 7J = 2 r/N ro, wo ro = h2/41t2 m e2 der .Radius 
der ersten B 0 h rschen Bahn· ist: 

-tu 'I' 
e . 0 pi (&) 0' I _1/2 '1 L2l + 1 ( ) 

V21t l,u /l Nlrt e N+l 7J, "PNI = ,u 

y 2l+ 1 y(l-fL)! o ~ u~O, 1,-,,, = -2- (l+fL)! '-
(3) 

1/(N -l-· 1)! ( 2 )3/2 
Y 2 N N "0 (N + l)! ' 

wenn wir zur Unterscheidung der N~ zum Eigenwert E N gehörigen Eigen
funktionen die Indizes 1 (.azimutale Quantenzahl") und fL (nmagnetische 
Quantenzahl") einführen. Bei einem festen N kann 1 die Werte 0, 1, 2, .,', 
N - 1 annehmen, fL läuft (unabhängig von N) von - 1 bis + l. Die An-

N-l 

zahl sämtlicher zu E gehöriger Eigenfunktionen ist :s (2l + 1) = N2. 
1=0 

Die p! W) sind die in Kap. XV (3a) definierten Kugelfunktionen, 01", ihre 

Normierungsfaktoren. Mit L~ tl ('1) ist die 21 + lote Ableitung des N +.l-ten 
Laguerreschen Polynoms LN + 1 

L,,(7J) = (-lt(7J"-~~ '1'_1+v2(V2~1)2 '1.- 2 _ ••• +<-ltV1) 

bezeichnet, 0Nl ist ihr Normierungsfaktor. 
Man erkehnt schon hier, daJI eine Beziehung zwischen der azimutalen 

Quantenzahl 1 und der 2 1 + 1-dimensionalen Darstellung der Drehgruppe 
bestehen mnll. 

Dasselbe, was vom Wasserstoffatom gilt, gilt auch vom 
Heliumion, vom zweimal ionisierten Li und allen anderen Systemen, 
in denen nur ein Elektron und ein Kern vorhanden ist. Man muß 
nur die potentielle Energie in der Schrödingergleichung (1) durch 

_ Zell, wobei Z die Kernladungszahl ist, die Energieniveaus durch 
r 

E (Z) -
N --

2:n;2 m Z2 e' 1 
h2 N 2 ' 

(2 a) 
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lD (3) 7J durch 

(3a) 

ersetzen und tjJ wegen der Normierung mit Z3/2 multiplizieren. 
2. Die Spektren der Atome mit mehreren - sagen wir n Elek

tronen lassen sich nicht mehr streng berechnen. Dies rührt von 
der verhältnismäßig komplizierten Gestalt der potentiellen Energie 

n e2 Z 
V - "9 - --;==== 

- .,;....J 11 2 2 2 
i = 1 f Xi + Yi + Zi 

1 ~ 

+ '2 ::8 1/( 2 2 ( 2 (4) 
i=/=j f Xi - Xj) + (Yi - Yj) + Zi - Zj) 

her. Wäre das zweite Glied in (4), das der gegenseitigen Ab
stoßung der Elektronen Rechnung trägt, nicht vorhanden, so würden 
sich die Elektronen nur unter der Wirkung des konstanten Feldes 
des Kems bewegen. Dann ließe sich die Schrödingergleichung 

(H1 + H2 + ... + HtI) tjJ (Xl Yl ZI.'·· Xn YtI Zn) 

= E tjJ (Xl Yl Zl ... X n Yn ZtI), (5) 

h2 (iJ2 02 02 ) Z e2 
Hk - - -- - + - + - - (5 a) 

- 8:n;2 m OX: oY: OZ: YX: + Y: + z: 
auflösen. Die Eigenwerte wären die Summen, die Eigenfunktionen 
die Produkte der Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen von (5a) und 
ließen sieh mit Hilfe von (2a), (3), (3a) ausdrücken: 

tjJ(XlYlZl ..• ,VtI Y .. zn) = tjJ/N1 (Xl Yl Zl) .. , tjJ/Nn (Xtl Yn Zn), (6) 
11'1 "/',, 

E = ENt + EN2 + ... + ENn • (6a) 

Wenn man nämlich (6) in (5) einsetzt und Hk tjJ (Xl'" ZtI) bildet, 
so ergibt sich E Nk tjJ (Xl'" Zn), weil 

Hk tjJ~kl'k (Xk YkZk) = ENk tjJ~~'k (Xk Yk Zk) 

ist, und die anderen Faktoren von tjJ (Xl' .. Zn) bei der Anwendung 
von Hk als Konstante zu betrachten sind. 

Natürlich stellt (5) eine sehr schlechte Näherung der wirk
lichen Sehrödingergleichung dar. Trotzdem pflegt man - wenig
btens im Gedanken - von dieser Näherung auszugehen und die 
Wechsel wirkung der Elektronen als eine "Störung" zu betrachten. 

,V i sn er, Grllpp€'otheorie 13 
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Zu den meisten Eigenwerten (6 a) gehören sehr viele Eigen
funktionen, weil im Energieausdruck (6 a) die Quantenzahlen 1". Pk 
nicht vorkommen und diesen noch in (6) mehrere \V erte gegeben 
werden können. Außerdem kann man die Hauptquantenzahlen N" 
der 'einzelnen Elektronen beliebig vertauschen, der zugehörige 
Energiewert bleibt immer noch derselbe. Führt man aber die 
Wechselwirkung der Elektronen als Störung ein, 80 wird ein Teil 
der Entartung aufgehoben, der Term spaltet auf. Von den ent
stehenden Termen, die größtenteils auch noch entartet sind, kennt 
man rein theoretisch - abgesehen von einer ganz rohen Ab
schätzung ihrer Lage -- nichts als ihre Symmetrieeigenschaften, 
die sich in den Transformationseigenschaften der zugehörigen Eigen
funktionen äußern. Diese Transformationen sind: Vertauschung der 
Elektronen, Ausführung einer reinen Drehung, Inversion 1) (Spiege
lung). Demgemäß hat jeder Term drei Darstellungen: eine der sym
metrischen Gruppe, eine der reinen Drehgruppe und eine der 
Spiegelungsgruppe. (Die beiden letzten pflegt man auch zu einer 
Darstellung der Drehspiegelungsgruppe zusammenzufassen.) Die 

1 

Abb. 7. Ist der Gesamt
drehimpuls 2, so kann 
seine Z-Komponente die 
Werte 2, 1, 0, - 1 oder 
- 2 haben (alles in Ein-

heiten von h/2 n) 

entsprechenden Quantenzahlen (Charakte
ristikader Darstellungen) sind 2) 

Multiplettsystem S, 
azimutale Quantenzahl L, 
Spiegelungscharakter w. 

3. Die azimutale Quantenzahl hat für 
die verschiedenen Terme die Werte L = 0, 
1, 2, 3, ... Die entsprechenden Eigenwerte 
gehören zu den Darstellungen ll(O) (R), llll) (R), 
~(?) (R), ... der Drehgruppe 3). Mah nennt 
sie der Reihe nach S, P, D, P, ... Terme. 
Zu einem S-Term gehört nur eine Eigen
funktion, zu einem P-'rerm gehören drei, 

zu einem D -Term fünf usw. Eigenfunktionen. Die 2 L + 1 Eigen
funktionen, die zu einem Term mit der Azimutalquantenzahl L 

1) Das heißt das Umkehren des Vorzeichens aller Koordinaten Xl' .•. , Zn' 

2) Es ist üblich, die Quantenzahlen von ganzen Atomen mit großen 
Buchstaben zu bezeichnen, während für die einrtelner Elektronen kleine 
Buchstaben gebräuchlich sind. 

3) Daß dies auch für das 'P~, gilt, wird (9b), Kap. XIX, zeigen: man 

sieht dort, daO es zur ,u-Zeile \"on ~(l) gehört. 



XVII. Der Spiegelungscharakter 195 

gehören, unterscheidet man durch ihre magnetischen Quanten
zahlen m, die ebenfalls ganzzahlige Werte annehmen können, und 
zwar läuft m von - L bis L. Die zugehörige Eigenfunktion ge
hört zur m-Zeile der irreduziblen Darstellung !D(L). 

Der physikalische Sinn der azimutalen Quantenzahl ist der 
gesamte Drehimpuls. Der magnetischen Quantenzahl dagegen 
entspricht die Komponente des Drehimpulses in der Z-Achse. Damit 
scheint eine Raumrichtung überflüssigerweise ausgezeichnet zu sein. 
Dies rührt daher, daß wir, um Funktionen zu definieren, die zu 
einer Zeile einer Darstellung gehören, die Darstellung ganz (nicht 
nur bis auf eine Ahnlichkeitstransformation) festlegen mußten. 
Diese Festlegung geschah so, daß angenommen wurde, daß die 
.Matrizen, die Drehungen um die Z-Achse entsprechen, auf Diagonal
form gebracht sind [(6) Kap. XV)]. In der Aussage, daß alle 
Eigenfunktionen eines D-Terms zur Darstellung !D(2) (R) gehören, 
ist dagegen noch keine Richtungsauszeichnung vorhanden. 

Terme, die zur identischen (" positiven") Darstellung der 
Spiegelungsgruppe gehören, nennt map. positi v e Te r m e, die 
anderen negative. Dieser für das Verstehen der Spektren sehr 
wichtige Begriff hat kein Analogon in der klassischen 
Theorie, wie etwa der Drehimpuls das Analogon der Azimutal
quantenzahl ist. Den Spiegelungscharakter eines Terms fügt man 
als Index an das Zeichen des Terms an: S+, S_, P +, P _, ... Die 
zugehörigen Darstellungen der dreidimensionalen Drehspiegelungs
gruppe sind 0+, 0_, 1+, 1_, ... Die gewöhnlichsten Terme sind 
S+, P_, D+, Ji'_, ... usw. Terme 1). 

Auch S, das Multiplettsystem, ist ein Begriff, der der 
klasRischen Theorie eigentlich fremd ist. Jeder Term eines n Elek
tronenproblems hat eine Darstellung der symmetrischen Gruppe 
n-ten Grades gegenUber. Die Darstellungen kommen zwar nicht 
alle vor, vielmehr sind in der Natur - aus Gründen, die erst 
~päter bei der Besprechung des rotierenden Elektrons und Pauli
prinzips auseinandergesetzt werden können - nur die asso
ziierten Darstellungen der in XIII. Kapitel mit D(O), DU), 
D(2), ... , D(l/2 n) (bei gerader Elektronenzahl) oder D[l/2 (>1-1)] (bei 
ungerader Elektronenzahl) bezeichneten Darstellungen vorhanden. 
Bei gerader Elektronenzahl hat ein Term mit S= 0 die Dar-

1) Man nennt sie auch .ungestrichene" Terme, während S_. P+, D_, 
F , ...• gestrichene" Terme sind. 

13* 
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stellung D(1/2 11), mit S = 1 die Darstellung D(1/.1I-l), die zu 

8 = in gehörige Darstellung ist D(O). Um die 8-Werte aus der 
Darstellung direkter ablesen zu können und auch eine Verwechslung 
mit den Darstellungen der Drehgruppe zu vermeiden, schreiben wir 
von nun an 

D(k) = A(S) , wo S = ~n - k. (7) 

Die Größe S karln bei Atomen mit gerader Elektronenzahl n die 
Werte 0, 1, 2, ... , ~ n annehmen. Bei ungerader Elektronenzahl 
werde (7) ebenfalls beibehalten, die möglichen 8-Werte sind dann 
]-' ~, ~, ... , ~n. Bei dem Wasserstoffatom ist 8 = t, die sym
metrische Gruppe ersten Grades hat ja auch nur eine Darstellung. 
Die S-Werte des 'ferms bestimmen seine "Multiplizität" 2 S + 1. 
Bei gerader Elektronenzahl haben wir Singulett-, 'l'riplett-, Quin
tett- usw. Terme, weil 2 S + 1 die Werte 1, 3, 5, ... annehmen 
kann, bei ungerader Elektronenzahl gibt es Dublett-, Quartett., 
Sextett- usw. 'ferme. Die Terme des Einelektronenproblems sind 
alle als Dubletterme anzusprechen. Den Betrag der Multiplizität, 
also den Wert von 2 8 + 1, fügt man dem Zeichen des Terms links 
oben an: 18+ ist ein positiver Singulett-8-Term, 2p_ ein negativer 
Dublett - P-Term usw. Die zur antisymmetrischen Darstellung 

D(O) = A(1/2 11 ) gehörigen Terme baben die höchste Multiplizität 
n + 1, während bei Singulettermen S = 0 und die Darstellung 
D(1/2 11) = .i(O) ist. 

Die Terme haben drei qualitative Charakteristika: 8, L, w, 
weil sie zu verschiedenen Darstellungen Ä. (S) X ~(L w) des direkten 
Produkts der symmetrischen Gruppe und der Drehspiegelungs
gruppe gehören. Da aber natürlich mehrere Terme desselben Spek
trums zu derselben Darstellung gehören, muß man zu ihrer Unter-

scheidung noch eine Laufzahl N einführen. Ein Term ljJfL w trägt 
dann vier Indizes: N, 8, L, w. Zu ihm gehören (2 L + 1) g8 Eigen-

funktionen, wenn 9s die Dimension der Darstellung .A(S) ist, zu 
ihrer Unterscheidung muß man außer der magnetischen Quanten-

zahl m noch angeben, zu welcher Zeile" der Darstellung A(S) sie 
gehören. Eine Eigenfunktion tJ1:: LW sollte also im ganzen sechs 
Indizes tragen, wobei man aber zumeist einige Indizes unterdrückt 
(namentlich das x, das keine physikalische Bedeutung hat). Die 
experimentellen Merkmale der Terme mit verschiedenen 8, L und w 
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sind wohl hinreichend bekannt; das wichtigste ist, daß optische 
Übergänge mit beträchtlicher Intensität nur zwischen solchen 
Termen auftreten, deren azimutale Quantenzahlen entweder 
gleich oder nur um 1 verschieden sind, die beiden Terme 
müssen außerdem verschiedenen Spiegelungscharakter und 
dasselbe Multiplettsystem haben. 

Diese Interkombinationsregeln müssen sich auch aus der 
Quantenmechanik ergeben, und die Aufgabe des nächsten Kapitels 
wird ihre Ableitung sein. 

4. Die Einführung der magnetischen Momente der Elek
tronen, des Spins(Kap. XX), wird eine tiefgreifende Modifizierung 
der Schrödingergleichung mit sich bringen. 

Am auffallendsten äußert sich die Wirkung der Spins in der 
sogenannten Feinstruktur der Spektrallinien. An den 
Stellen, wo nach der einfachen Schrödingerschen Theorie ein 
Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem Multiplettsystem 8 
liegen sollte, findet man in Wirklichkeit ein • Multiplett" , d. h. 
mehrere nahe benachbarte Terme. Ihre Anzahl ist 2 L + 1 oder 
2 8 + 1, je nachdem, welche dieser beiden Zahlen kleiner ist: 
8-Terme (L = 0) sind immer einfach, P-Terme (L = 1) sind nur 
im Singulettsystem (8 = 0) einfach, im Dublettsystem doppelt, 
im Triplett und allen höheren Systemen dreifach usw. Bei ge
nügend hoher Azimutalquantenzahl L > 8 ist die Multiplizität 
28+ 1. 

Den verschiedenen Feinstrukturkomponenten eines lIultipletts 
schreibt man verschiedene Gesamtquantenzahlen J zu 

J = I L - 8 I, I L - 8 I + 1, ... , L + 8 - 1, L + 8. 

DaR sind 2 L + 1 bzw. 2 8 + 1 Zahlen, je nachdem L kleiner 
oder größer als 8 ist. Die Gesamtquantenzahl spielt die Rolle des 
gesamten Drehimpulses, in dem auch der vom Elektronenspin 
herrührende Drehimpuls enthalten ist. 

Die Auswahlregeln für L, 8 und w sollen für alle 2 L + 1 
bzw. 2 8 + 1 'l'erme des Multipletts gelten 1). Dazu kommt noch 
die Auswahlregel für J, die ähnlich der Regel für L iRt: J ändert 
sich bei einem optischen Übergang um + 1 oder 0., der Übergang 
zwischen zwei Termen mit J = 0 ist auch verboten. 

1) Die heiden ersten Regeln gelten allerdings nur, solange die Spin
kräfte klein sind. 
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5. Kehren wir jetzt zu den Entwicklungen zurück, die wir 
am Ende von ~. unterbrochen haben! Wir haben dort eine ver
einfachte Schrödingergleichung (5) aufgestellt, deren Lösung (6), (6a) 
unmittelbar hingeschrieben werden konnte. Die Eigenwerte waren 
im allgemeinen sehr vielfach entartet, und es wurde schon darauf 
hingewiesen, daß bei der Berücksichtigung der Wechselwirkung der 
Elektronen, bei dem Übergang zum richtigen Potential (4) etwa mit 
Hilfe des Rayleigh-Schrödingerschen Verfahrens, die Eigen
werte (6a) aufgespalten werden und solche Terme entstehen, deren 
charakteristische Merkmale (8, L, w) soeben besprochen wurden. 
Die Bestimmung der Anzahl und Art der Terme, die aus einem 
Term (6a) entstehen, nennt man das Aufbauprinzip. 

Bei der Ableitung des Aufbauprinzips darf es nicht vergessen 
werden, daß die konsequente Anwendung der Schrödingergleichung 
auch die Energiewerte solcher Zustände liefert, die in der Natur 
wegen des Pauliprinzips nicht vorkommen. Wir werden aber nur 
die Anzahl derjenigen Terme bestimmen, die wirklich existieren. 
(Das sind, wenn man den Spin nicht berücksichtigt, Terme mit 
den Darstellungen D(1c) = ..4(1/2 n - k), und wenn man auch den 
Spin berücksichtigt, nur Eigenwerte mit antisymmetrischen Eigen
funktionen. V gl. Kap. XXII.) 

Das Aufbauprinzip werden wir mit Hilfe der sehr eleganten 
Slaterschen Methode ableiten. 

Das Vektoradditionsmodell 
6. Es sei hier noch ein einfacher, weitgehend schematisierter 

Fall des Aufbauprinzips behandelt, bei dem auf die Gleichheit der 
Elektronen keine Rücksicht genommfm und die Drehgruppe als 
einzige vorhandene Symmetrie behandelt wird 1). 

Wir betrachten zwei Systeml', im einfachsten Falle besteht 
jedes System aus einem einzigen Elektron, die beide denselben 
Kern umkreisen. Das erste System habe die Energie E und be
finde sich in einem Zustand mit der Azimutalquantenzahl 1, die 
zugehörigen 2 1 + 1 Eigenfunktionen seien tP- I> ••• , tPl' Es gilt 
dann 

(8) 

I) Vgl. E. Fues, Zeitsehr. f. Phys. 01, 817, 1928. 
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WO PR eine Drehung der Koordinaten des ersten Systems ist. Die 
Energie des zweiten Systems sei E, die Azimutalquantenzahll, die 
Eigenfunktionen iii-T, ... , iiir, und es gilt 

(8n) 

Die heiden Operatoren PR und PR sind dabei natürlich verschieden, 
weil PR die Variablen der 1/11" dagegen PR die der Vi. einer Drehung 
unterwirft und die beiden Variablensysteme ja gänzlich verschieden 
sein sollen. Aus diesem Grunde sind auch alle PR mit allen PR 
vertauschbar, es ist auch PRiii. = iii. und PR1t' ... = 1/1 ... , weil 
eben PR auf die Variable der iii und PR auf die Variable der 1/1 
gar nicht einwirkt. 

Betrachtet man die beiden Systeme als ein einziges, so sind 
die Eigenwerte nach (6 a) die Summen, die Eigenfunktionen nach (6) 
die Produkte der Eigenwerte bzw. der Eigenfunktionen der Einzel
systeme. Zum Eigenwert E + E gehören die (21+ 1) (2 f + 1) 
Eigenfunktionen 

~~~Vi~~, ~~~~~~+~'.'~". ~~l~~-l.' ~~~Vi~'l (9) 

t/Jz V'-t, 1/11 t/J-I + l' ... , 1/11 t/J/- l' 1/Iz t/J/; 

Es fragt sich nun, aus welchen Operatoren die Gruppe des Ge
samtsystems bei Einführung einer Wechselwirkung der beiden 
Systeme noch bestehen wird? Off~nbar nicht aus dem ganzen 
direkten Produkt der beiden Operatorengruppen PR und PR, die 
Elemente PR PR dieses würden ja gleichzeitigen, aberverschiedenen 
Drehungen der Achsenkreuze der Variablen von 1/1 und iii ent
sprechen. Die Gruppe, die wir betrachten müssen, ist vielmehr die, 
bei der beide Achsenkreuze derselben Drehung unterworfen 
werden, sie besteht nicht aus allen Operatoren PR PR, sondern nur 

aus den PR PR' Die Gruppe der PR PR ist der einfachen Dreh
gruppe holomorph: aus R Q = T folgt 

PRPR,PQPQ = PRPQPRPQ = PTPT. 

Wenden wir die Operatoren PR PR auf die Funktionen (9) 
an, so kann man die entstandenen Funktionen mit Hilfe der un
veränderten ausdrücken. 
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Nach (8), (8a) ist 

PR PRIP,u W. = PR W" . PR ti!. 
~ !l)(1} (R),,',u W,,' ~ !l)(l) (R).,. W.' = ~ ..1 (R)",v'; ".W,,,, Vi." (10) 
.u' . .,1 u' l" . 

Die zu den (2 1 + 1) (21 + 1) Funktionen (9) des Gesamt
systems gehörige Darstell ung ..1(R) ist das direkteProd ukt l ) 

der heiden Darstellungen!l)(/) und !l)(li der Einzelsysteme: 

..1 (R)",.,; "V = !l)(l) (R)"',, ~(ii (R)v'v; ..1 (R) =t(I)(R) X !l)(i) (R). (11) 

Wir müssen jetzt die irreduziblen Bestandteile von ..1 (R) be
stimmen. Das geschieht am einfachsten durch Zerlegung seines 
Charakters in Charaktere irreduzibler Darstellungen. Der Charakter 
von ..1 (R), wo R einer Drehung mit dem Drehwinkel q; entspricht, 
ist gleich 

:S..1 (R)"v; ,IV = ~ !l)(I}(R)",u :s !l)(l) (R)v. 
~v " V 

I 1 
= X(l) (q;) X(l) (q;) = ~ ei,I'P ~ _ (;i' 'I' • ( 12) 

1'=-1 .=-1 

Um diesen Ausdruck umzuformen, pflegt man für jede 
Exponentialfunktion etl<,!, (für " = ... , - 2, -], 0, 1, 2, ... ) 
eine Spalte zu bilden und in diese Spalte so viel Kreuzchen ein
zutragen, wie vielmal eilt'!' in (12) vorkommt. Das kleinste vor

kommende " ist - 1 -1, das größte'1 + 1, man braucht also im 
ganzen 2 1 + 2 Z + 1 Spalten. Die, Kreuze, die von den 2 1 + 1 
Gliedern et(v-I)'I', et(v-l + l)'p, ... , ei(v + I}'p mit demselben v her-

rühren, schreiben wir in dieselbe Zeile. Wenn wir noch 1> f an-
nehmen, erhalten wir die 

Tabelle 1 
,,= -l-l -I + l I-I l + I 

'P = -I + + + + + + + 
+ + + + + + + 

" = 0 ..... + + + + + + + 
+ + + + + + + 

"=1 +- +- + + + + + 
I) Wir haben es hier mit einer anderen Art des direkt~n Produkts 

llU tlln als im vorangehenden Kapitel. Dort hatten wir lGwei Symmetrien 
(Drehung R und Spiegelung I) vereinigt, die Gruppe also vergröBert. 
Bier vereinigen wir zwei Sysh me, die die gleiche Symmetrie haben, das 
Gesamtsystem ha.t dann auch dieselbe Symmetrie. 
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Man kann hierbei jedes Kreuzehen in seiner Spalte beliebig ver
schieben. Klappt man den Teil der Tabelle, der links von der 
punktierten Linie liegt, um die durch _ angezeichnete Zeile, die 
von den Gliedern mit v = 0 herrührt, so erhält man ein Schema 
oel' Gestalt: 

Tabelle 2 

,,= -l-l -l + 1 l-l 1 + 1 

p =-l + + + 
+ + + + + 

,,=0 .... + + + + + + + 
+ + + + + + + + + 

p=l + + + +:+ + + + + + + 
Das erste Kreuzehen in der v- Zeile ist jetzt in der Spalte - v - l, 
die Glieder, die der v-Zeile der Tabelle 2 entsprechen, sind 

e-i(vt/)'P + e-i(vt/-l),p+ . '.' + ei(vtl-l)'I' + ei (v+l)'I' = x(ltv) (cp), (13) 

sie geben zusammen eben den Charakter einer irreduziblen Dar
stellung mit L = 1 + v. Tn der ganzen Tabelle sind die irre
duziblen Darstellungen mit 

L = 1- f, l- f + 1, ... , 1 + f - 1, 1 + f (*) 

enthalten. Für 1 <1 entstehen aus dem Term E + E bei Ein
führung einer Wechselwirkung 2 f + 1 Terme mit den Azimutal
quantenzahlen (*). Die irreduziblen Bestandteile von 1)<l)(R) X ~(l) (R) 
sind _in diesem Falle: je ein ~(L) (R) mit den_ L-Werten (*). Ist 
1 < 1, so vertauscht sich die Rolle von 1 und 1, so daß die L-Werte 
allgemein 

L = jl-ll, 11-11 + I, ... , 1 + 7-1,1 +1 (14) 
sind. 

Dieses »Vektoradditionsmodell " (siehe Abb. 8) ist von sehr 
allgemeiner Gültigkeit und von grundlegender Bedeutung für die 
gesamte Spektroskopie. Die beid en Systeme, um deren Vereinigllng 
es sich handelt, müssen nicht je aus einem einzigen Elektron be
stehen - in diesem Falle gibt das Prinzip in der vorliegendrn 
Form wegen der Nichtbeachtung der Gleichheit der Teilchen gar 
nicht alle Einzelheiten wieder -, sie können schon selber zusammen
gesetzte Systeme sein; ja das Prinzip gilt sogar - wie wir sehen 
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werden - rur die Wechselwirkung von Spinquantenzahl und azi
mutaler Quantenzahl (wobei die entstehenden L • Gesamtquanten
zahl" genannt werden), oder auch für die Wechselwirkung zwischen 
Gesamtquantenzahl und Kernspin usw. 

Abb. 8. Die Zusammensetzung von I = 5 und I = 2 
ergibt als mögliche L-Werte 3.4, 5, 6, 7 

7. Wir wissen jetzt, daß die Darstellung ~(l) X ~(/) mit der 
Darstellung 

~(\I-IIJ 0 0 0 
0 ~ 1-11+ 1) 0 0 

= M(R), (15) 

0 0 ~(l tl-I) 0 
0 0 0 ~(l + I) 

die WH der Kürze halber mit M (R) bezeichnen, äquivalent ist. 
Es muß daher eine Matrix 8 existieren, die sie ineinander trans
formiert: 

~(/) (R) X ~(i) (R) = 8- 1 M (R) 8. (16 ) 

Da M (R) und auch ~(l) X ~(I) unitär sind, kann man sogar nach 
Satz 1 a, Kap. IX, annehmen, daß 8 unitä.r, 8- 1 = 8 t ist 

Die Matrix 8 ist eine im weiteren Sinne quadratische Matrix, 
wie wir sie im zweiten Kapitel besprochen haben. Die Zeilen
Spaltenbenennung von ~<O X ~(l) geschieht nämlieh durch zwei In
dizes EI- und v, und dies muß auch VOll der Spaltenbenennung von 8 
gelten. Die Zeilen und Spalten von M (R) tragen auch zwei In
dizes, doch sind diese anderer Art: der erste Index L gibt an, 
welche Darstellung ~(L) in dieser Zeile steht, der zweite m, um 
welche Zeile dieser Darstellung es sich handelt. Die Koeffizienten 
von M (R) lauten 

(17) 
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Die Zeilen von S tragen dementsprechend auch die Indizes L, m, 
wobei L von 11 -li bis l + 1 und m von - L bis L läuft: (16) 
lautet in den Koeffizienten ausgeschrieben 

~l)(R),u·,u~<l)(R) •. , = :8 ~ Slm'; 11",.~(1·)(R)",·mlh",; ... I" (16a) 
, m'm L 

Die Bedeutung der Matrix S liegt darin, daß man mit ihrer 
Hilfe aus den 'I/J" lii, solche Linearkombillationen 

tp'~ = :8 S!m; I' • .,pu lii. (18) 
" .. 

bilden kann, die sich bei der Anwendun~ der Operatoren PR PR. 
denen gegenüber das System auch nach Einführung der Wechsel
wirkung invariant ist, nach irreduziblen Darstellungen transformieren: 

PR PR tp'~ = ~ Slm;l'l' PR'I/J,,· PRlii .. 
'" 

= ~ M(R)L'm';Lm tp';': = :8~(l·>(R)m'mtp';',. 
L'tn.' m' 

Sie bilden daher die .Eigenfunktionen erster Näherung (die .rich
tigen Linearkombinationen " des Kap. V) des gestörten Gesamt
systems. 

Um die Koeffizienten Sfm; ,u. zu bestimmen, wenden wir zuerst 

auf (18) einen Operator PR PR an, wo R eine Drehung mit oe um Z 
ist. Die linke Seite multipliziert sich dadurch mit etma, und dies 
muß auch für die rechte Seite gelten: 

~ SLtn; ".eima'I/J"lii, = ~ Slm;.'" PR'I/J" PRlii .. 
". '" 

- ~ S* ei"a.l. ei • a;;; _. ~ LJt,l,; ,U~ 'f"J.' 'fIt--

I" 

Es ist daher wegen der linearen Unabhängigkeit der 'l/JI' 1jJ, 

SLm; '" = 0 für m =t= tL + ·v. 

(20) 

(20a) 

Dasselbe erhillt man au~ (16a), wenn man die Abhängigkeit der 
Darstellungskoeffizienten von oe und r darin nach (8), Kap. XV, 
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einträ.gt und die Glieder mit gleicher Abhängigkeit von IX und ,.. 
einander gleichsetzt. Wir setzen noch 

(20b) 
dann ist (16a) 

1+1 
~(O (R),II',II lD<ii' (R)." = ~ 8!lh,~(Ll (R)I" +.'; I' + "SLI'" (16 b) 

L=II·-II 

Die Matrix S ist durch (16) noch nicht eindeutig festgelegt. 
Da .K (R) mit einer Diagonalmatrix 

lt = 

aJll-lll 0 0 0 

o aJll-ii+t1... 0 0 

o 
o 

o 
o 

... 0)1+1-11 0 

,.. 0 aJl+ rl 

vertauschbar ist, ändert sich die rechte Seite von (16) nicht, wenn 
man S durch uSersetzt. Damit u S unitär bleibe, muß u 
unitär sein, was dann der Fall ist, wenn die Absolutwerte der Cl) 

alle 1 sind. Die Koeffizienten von 'I/' S, womit wir S ersetzen 
wollen, sind 

(uShm;l" = O)LSLm;I'" 

Durch zweckmäßige Wahl der Cl) kann man jedenfalls er
reichen, daß 

SL,I-l; I, -I = SL,I, -I = I SL,I, -TI (21) 

reell positiv sein soll. Dies wollen wir im folgenden annehmen. 
Wir multiplizieren nun (16 b) mit ~(L'l (R),:' H'; 1'+. und integrieren 
über die ganze Drehgruppe. Es bleibt dann rechts wegen der 
Orthogonalitätsrelationen der Darstellungskoeffizienten nur ein 
Glied stehen, und wir erhalten, wenn wir für L' wieder Leinsetzen 

(und für f dR = g schreiben), 

r 1I\(l)(R) lI\(ii R) II\(Ll(R * dR - sll',.,sL,u. (22) J'" ,11'1'''' ("0'''' )1"+0';,11+1' -g 2L+1 . 

Zur Bestimmung der SLur i!;t es nicht notwendig, das Integral 
in (22) für alle möglichen Werte der L, p:, v' p., v auszuwerten, 
es genügt, wenn es für ein einziges p.',v'-Wertepaar und alle L, p., v 
(und " fj bekannt ist. Um die Formeln möglichst einfach zu 
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machen, setzen wir ,.,,' = 1, v' = -1 und erhalten nach (27) 
bzw. (27a) und (27b), Kap. XV, 

1/( 21 ')(_21) ~ (-1)"+1 +. y'-(L-+-,.,,-+v-)!-(L-,.,,-v)! (L+I-I)! (L-l+l)! 

r 1-,." I-v" (L-l+l-,,)!(L+,.,,+v-,,)!,,!(,,+I--1-,.,,-v)! 

. J cos~L+2{+2,"-2"~ ß·sin21-2!LH"~ßdR = g Sl,~'i~S~I". (23) 

(Wie zu erwarten war, fielen dabei a und r heraus.) Was wir 
noch brauchen, sind Integrale der Gestalt 

f eos2 a i ß sin 2 b ~ ß d R. 

Auch diese liefert uns die Orthogonalitätsrelation der Darstellungs
koeffizienten. Es ist nämlich 

2/+) = JI lJ)(j) (R)jl' 12dR = C~j,.,,) J cos2j+2,lL~ ßsin2j - 2,lL tßdR, 

oder wenn wir für j + ,." _ a, j -,." = b setzen, 

J l' bl b! a! cos2 a - ß sm2 - ßd R = g . 2' (a+b+l)! 
(24) 

Dies in (23) eingesetzt, ergibt zunächst 

~ - Y(21)! (21)! (L+,.,,+v)! (L-,.,,- v)! (L+l-l)! (L-l+l)! 
~(-I)"+I+'~~~~~~-r================~~~ 
" (L +l+l+ I)! V(1-,.,,)! (l+,.,,)! (7-v)! (l+v)! 

(L+7+,.,,-,,)! (1-,.,,+,,)1 (2L+l) * _ 2 
' = SI I -I 8L ... · (5) 

(L- I+I-,,)! (L+,.,,+v-,,)! ,,! (,,+l-I-,.,,-v)! ., , , 

Um SL, I, _ T zu bestimmen, setzen wir hierin noch,." = " v = - 1 
2L+] ::8(-I)"(L+l-l)! (L-l+~! (L+l+1-,,)! 

(L+I+l+ I)!" (L-l+l-,,)! (L+I-l-,,)! ,,! 

:r: 1 SL, I, _T12 = (SL, I, -tl, (25a) 

das letzte wegen (21). Da wf\iter, wie im Anhang gezeigt werden soll, 
,- -

~(_ly(:L-l+l)(L+l+l.-")! =(2~!( 21 _) (26) 
" "(L+l-l-,,)!L+'-l 

ist, ergibt sich schließlich 
----------------~---

1 / (2 L + 1)( 2 I)! (2 1) ! 
8].,1,-1= f(L+l+l+l)!(l+l-L)!' (27a) 
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und mit Hilfe von (25) 

1/(L+l-f)! (L-1+1)! (l+f-L)!(L+IL+v)! (L-lI-v)! 
8(/ll = Y r" r 

LI". Y(L+1+l+l)! (1-1")! (1+1")! (1-v)! (l+v)! 

(-I)le+I+"V2L+ 1 (L + l+/l-")' (1-1"+")' :s ., . (27) 
le (L-l+l-,,)! (L +I"+v-,,)! ,,! (,,+l-l-p.-v)! 

Die Summation über" ist hierin ebenso wie in (27), Kap. XV, über 
alle ganzen Zahlen zu erstrecken, wegen des Unendlichwerdens der 
Fakultäten im Nenner genügt es, sie - ebenso. wie dort - von 
der größeren der beiden Zahlen 0, f -1 + I" + v bis zur kleineren 
von L -+ p. -+ v und L - 1 + f zu erstrecken. Die Größen 8 hängen 
außer von ihren Indizes L, p., v noch von den beiden Zahlen 1 
und f ab, die angeben, welches direkte Produkt ~(l) X ~(l) man durch 
sie ausreduzieren kann. Außerdem sollte s im wesentlichen ungeändert 
bleiben 1), wenn man 1 mit f und gleichzeitig p. mit v vertauscht, 
aus (27) ist dies aber nicht obne weiteres zu erkennen, weil die 
Summation über " nicht in geschlossener Form ausgeführt werden 
kann. Im Falle p. -+ v = L bleibt iedoch von der ganzen Summe 

nur ein Glied (" = L - 1 + 7) stehen, und man erhält 

S(II) 
LpL-1' 

= (-l)l-I'V (2L+l)!(1+1-L)!(1+~)!(L+f-/l)! (27b) 
(L+1+1+1)! (L+l-1)! (L-l+l)! (1-p.)! (l-L+p.)! 

Es seien noch die Gleichungen, die aus der Unitarität von S 
fiir die 8 folgen, explizite hingeschrieben [(27) zeigt, daß S reell ist]: 

(28) 

8. Hiermit haben wir alle in (16 b) und in (18) 

L '" ai) -
1p'm = ~ SLpm-l' 'I/J,u 'l/Jm-I' (18a) 

p 

auftretenden Koeffizienten bestimmt. Bezüglich (18 a) ist zu 
bemerken, daß wir hier einen Fall - und zwar einen der wich-

1) In Wirklichkeit ist B<l/) = (_li+/-Liin in (21) gehen l 
_ L,U)I' LIJ,u: 

uDd I nicht in gleicher Weise ein. 
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tigsten - vor uns haben, in dem die" richtigen Linear kombinationen " 
erster Näherung des Störuugsverfahrens aus allgemeinen Über
legungen bestimmt werden können: (18a) gilt für alle Störungen, 
die keine Raumrichtung auszeichnen, ganz allgemein. Dies beruht 
darauf, daß wir von vornherein wissen, daß die richtigen Linear
kombinationen alle "zu einer Zeile einer irreduziblen Darstellung 
gehören" und daß man aus den Funktionen (9) nur eine einzige 
Linearkombination bilden kann, die zur m-Zeile von 1)(L) gehört 

- wenn man überhaupt eine bilden kaun (wenn L zwischen 11- 11 
und l + fliegt). Wenn allerdings im ungestörten Problem außer (9) 
noch weitere Eigenfunktionen zu demselben Eigenwert gehören, so 
ist es möglich, daß mehrere Linearkombinationen der verlangten 
Eigenschaft existieren, und die "richtige" kann noch eine Linear
kombination nieser - aber auch nur dieser - sein. 

Die Formel (16 b) ist vieler Anwendungen fähig. Zunächst 
gilt sie nicht nur für eindeutige Darstellungen (für ganzzahlige 1), 
sondern auch fUr die zweideutigen Darstellungen des Kap. xv. Sie 
enthält unter anderem die Intensitätsformeln der Multiplettlinien 
und der Zeemankomponenten (Kap. XXlII). 

Daß man ~(l) (R)p.',u 1)<!J (Rk. durch die Darstellungskoeffizienten 
ausdrücken kann, ist selbstverständlich: diese bilden ja ein voll
ständiges Fnnktionensystem. Auch daß nur die Koeffizienten, die 
in irgendeiner Darstellung in der p' + v'-Zeilo und in der p + v
Spalte stehen, in (16 b) vorkommen könnelJ, ist klar: nur diese 
haben die richtige Abhängigkeit von IX und y.. Außerdem zeigt 
(16 b) noch, daß auch L nur zwischen 11 - n und l + f variiert 
werden muß. Sind l und I beide ganzzahlig oder beide halbzahlig, 
so sind die L in (16 b) alle ganzzablig, ist dagegen nur eines ganz
zahlig, das andere halbzahlig, so sind die Lalle halbzahlig: die 
Summation ist von der unteren bis z-ur oberen Grenze immer in 
ganlzahligen Schritten zu erstrecken. 

Für "i = 0 ist (16b) trivial, für I = 1 seien noch die s2~. 
in einer Tabell.e zusammengestellt 1). 

1) Man kann sich die iJ~~. leicht merken, wenn man sich vor Augen 
Mit, daß sie verschwinden, wenn 1 #1 > l und wenn I # + 111 > List 
(nicht wenn beides zutrifft); also immer dann, wenn ein e r der Dar
stellunbrskoeffizientcn im Integral (22) sinnlos wird. 
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Tabelle für die S~~Y' 

L 11 
,,= -1 0 +1 

V.I + ,u Vz + ,u - 1 1-1 VI - ,u vz:;-; VI -,u - 1 VI ,u 
mV21+ 1 Vl V2T+l V21 V2T+T 

Vl-,u + 1 Vi'+'P ,u Vz +,u + 1 Vl-,u 
V2iVltl ViVl+i V2Z VI + 1 

Z + 1 
VZ-,u + 1 VZ-!-'+ 2 VZ-,u+1VI+,u+1 VI + ,u + 1 VI + ,u + 2 

V2l+1V21+2 V2f+l VI + 1 V2T+TV21 + 2 

Anhang. Um noch (26) zu beweisen, gehen wir von der 
Identitu.t 

aus. Links steht der Koeffizient von W' in (1 + :r.)a, multipliziert 
mit dem Koeffizienten von xe-" in (1 + ~)b und summiert über 
alle x, d. h. der Koeffizient von :rfl in (1+~)a. (1 +~)b = (1+~)a+br 
und dies steht auch rechts; a sei eine positive ganze .Zahl, b kann 
auch negativ sein. Weiter ist (u < 0) 

( u) = u (u - 1) .•. (u - v + 2)(u - v + 1) 
v 1.2 ... (v-l).v 

(v - u - 1) (v -- u - 2) ... (1 -u) (- u) = (_ 1)11 .:..---....:...,;:---;;:---;-~--'---'-''-~ 
. 1.2 ... (v-l).v 

( fJ --- U - 1) = (- 1)11· v . 

Es ist daher 

~(_I),.(L-Z+f).(L + f+ ~~x) (2l)! 
It x L+Z-l-x 

= ~(_1)L+I-f(2l)!(L-Z+I) ( -2f::-l ) 
It . x L + l - Z - x) 

- - (L - Z - f - 1) - ( 21 ) = (-1)L+I-I(2l)!L+Z_f = (2l)'\L+l_f ' 

womit (26) bewiesen ist. 
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XVIII. Auswahlregeln und die Aufspaltung 
der Spektrallinien 

1. Im VI. Kapitel haben wir mit Hilfe der Schrödingerschen 
zeitabhängigen Differentialgleichung die Zunahme der Anregungs
wahrscheinlichkeit I aF (t) I' = I b (t) III des stationären Zustandes tP, 
unter dem Einfluß eines in der X-Richtung polarisierten licht
strahles der Intensität (Energiedichte pro Frequenzeinbeit) J be
rechnet. Es ergab sich dafür [( 17) und (6) Kapitel VI], wenn das 
Atom anfangs ganz im stationärem Zustande tPE war 

8 nae' 
la,(t)l lI = BE,Jt = 112 1 X'EIlIJt, (1) 

wo X EE das sogenannte Matrixelement 

X FE = (.,pE' (Xl + XI + ... + X .. ) .,pE) (2a) 

der .X-Komponente des Dipolmoments" des Überganges E _ F 
ist. Ist das Licht in der Y- bzw. Z-Richtung polarisiert, so tritt 
in (1) an Stelle von X F1I: 

Y EE = (.,pE, (11t + y, + ... + 11 .. ) .,pE) (2b) 

ZEE = (tPE, (.eI +.e2 + ... + .e .. ).,pE)' (2e) 

ist es in der Richtung mit den Richtungscosinus a l , a" a. polari
siert, so tritt entsprechend 

(Xl X.1i'E + !.X, Y FE + (XsZFE (2) 
auf. 

Nach der bekannten Einsteinschen Überlegung 1) kann man 
hieraus die Wahrscheinlichkeit AF Edt dafür berechnen, daß ein 
Atom, das im angeregten Zustande .,pE ist, im Laufe der sehr kurzen 
Zeit dt durch spontane Ausstrahlung in den Zustand tPE übergehe. 
Eigentlich nennt man diese Größe die n Übergangswahrscheinlich
keit" , es ist 

64n' ell llB 

AFE = 3 h eS (IXEEI~ + I Y EE j!1 + IZ'EI1). (la) 

Wenn eine Spektrallinie mit der Frequenz (F - E)/h in einem 
Spektrum nicht auftritt, obwohl die Existenz von Atomen im Zu
stand .,pF durch das Auftreten anderer Linien erwiesen ist, wird man 

') A. Einstein, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges., S.318, 1916; Phys. 
Zeitsehr. 18, 121, 1916. 

Wigner, GruppeDtheorie 14 
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schließen dürfen, daß die Ausdrücke (2 a), (2 b), (2 c) verschwinden. 
In weitaus den meisten Fällen folgen diese .Auswahlregeln" aus 
den Transformationseigenschaften der beteiligten Eigenfunktionen. 
Den Transformationseigenschaften der Eigenfunktionen gegenüber 
der symmetrischen Gruppe, der dreidimensionalen Drehgruppe und 
der Spiegelungsgruppe entsprechen drei Arten von Auswahlregeln. 

Es ist aber zu bemerken, daß das Verschwinden von (2) nicbt das 
absolute Ausfallen der Linie F _ E zur Folge hat. Bei der Ableitung 
von (1) ist nämlich eine wesentliche, nicht streng riehtige Voraussetzung 
gemacht worden: die Atomdimensionen wurden gegenüber der Li~htwellen
länge als klein angenommen, und es wurde so gereehnet, als ob das 
vom Licht herrührende Zusatzpotential in der R ich tun g d c s 1. i c b t
stuhls konstant wäre, weil es sich nur in Abständen, die in der 
GröJlenordnung der Wellenlänge sind, wesentlich ändert. Würde man be
rücksichtigen, daß dieses Potential in Wirkliehkeit in Richtung des Strahlen 
sinuEförmig schwankt, so würde sieb ein etwas IInderer Ausdruck für die 
Übergangswahrscheinlichkeit (und daher auch für die Lebensdauer) ergeben, 
zum BEF in (1) würde noch ein Korrektionsglied B' hinzukommen. 

Von der Übergangswahrscheinlichkeit, die man nach (1) oder (1 a) 
berechnet, sagt man, daß sie von der Dipolstrabl ung berrührt, B' ist durcb 
Quadrupol und böhere Momente bedingt. Es ist (AtomdimensionIWellenlänge)2, 
also etwa 107-mal kleiner als das durch Dipolstrahlung bedingte BEF, uud man 
kann es neben BE F vernachlässigen, weon (2) nicht verschwindet. Die 
Übergänge, für die (2) Null ist, sind aber nicbt absolut verboten, sondern 
nur sehr viel schwächer als die gewöhnlichen, durch Dipolstrahlnng be
dingten Übergänge. Für die Intensität der Quadrnpolstrahlung selber ist 
das Absolutwertquadrat vou 

2,.." 
-c- (lJIE, (Xl Yl + X~ Y2 + ... + Zn Yn) lJIF)' (3) 

das an Stelle von X FE in (1) eingesetzt wtlrden muJl, maßgebend I). 

A. Terme verschiedener Multiplizität kombinieren nicht mit
einander. Die Terme, die verschiedene Multiplizität 2 S + 1 haben, 
gehören ja zu verschiedenen Darstellungen der symmetrischen Gruppe, 
und das Multiplizieren mit Xl + x2 + ... + x" ist ein gegenüber 
der Vertauschung von Elektronen symmetrischer Operator, so 
daß das skalare Produkt (2) nach den Resultaten des XII. Kapitels 
verschwinden muß. Selbst die Strahlung, die durch Quadrupol und 
h6here Momente bedingt werden könnte, verschwindet aus diesem 
Grunde. 

1) Die Quadrnpolstrahlung wurde in der Quantenmecbanik haupt. 
sächlich von A. Rubinowicz eingehend untersucht. Vgl. z. B. Zeitsehr. 
f. Phys. 61, 338; 65, 662, 1930. 
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Empirisch ist bekannt, daß dieses sogenannte Interkolllbina
tionsverbot nur bei Elementen mit niedriger Ordnungszahl 
gut erfüllt ist. Bei schwereren Elementen kommen schon ver
hältnismäßig st.arke Linien vor, die Terme verschiedener Multi
plizität verbinden. Dies rührt von den Zusatzgliedern in der 
Schrödingergleichung her, die dem magnetischen Moment des Elek
trons Rechnung tragen und die sich bei wachsender Elektronenzahl 
immer stärker und stärker bemerkbar machen. 

B. Gegenüber Drehungen ist das Multiplizieren mit Xl + :&2 

+ ... + x" kein symmetrischer Operator mehr, so daß die Aus
wahlregel für die Azimutalquantenzahl L anders als die für das S 
lauten wird. Die Azimutalquantenzabl von tPE sei L, dann gehört 
im Produkt (Xl + x2 + ." + :c,,) WE der zweite Faktor zur Dar
stellung ~(L), der erste Faktor ist eine Vektor komponente und 
gehört zu ~(1). 

Die (2L + 1)(2 L + 1) Produkte von je zwei Funktionen, 

von denen jeweils die erste r~) zur i-Zeile von ~(L) und die zweite 

W(L) zur x-Zeile von ~(L) gehört, transformieren sich nach ~L) X ~(L) 
I< 

(vgl. auch die analogen Entwicklungen des vorangehenden Kapitels). 

PRrt') tP~L) = PRr~L). PR 1/J~L) = ~ ~(L)(R)r;; ~(l,) (R)"I<r!/') tPiL ). 

'ü 

Mit Hilfe der Matrix S, die 1)(L) X ~(L) ausreduziert, kann man aus 

l~) tP~L) solche Linearkombinationen FI~K) bilden, die zu den irredu

ziblen Bestandteilen ~(K) von ~(L) X ~L) gehören. Umgekehrt kann 

man die Funktionen rf') t/l!f) mit Hilfe der reziproken Matrix S-l 

durch die FI~K) ausdrücken. 
In unserem Falle ist L = 1 und die irreduziblen Bestand-· 

teile von ~(1) X ~(L) sind für L =f= 0 
~(L-l), ~(L), ~(L + 1). (*) 

Man kann daher (Xl + x2 + ." + x,,) tPE als eine Summe VOll drei 
J<'unktionen schreiben, die zu je einer der Darstellungen (*) gehören. 
Ist nun die Azimutalquantenzahl L' von tPF weder L - 1 noch L 
noch L + 1, so verschwinden alle drei Teile des skalaren Pro
dukts (2a). Die Azimutalquantenzahl L kann sich bei einem 
durch Dipolstrahlung bedingten spontanen Übergang n ur um +.1 
oder 0 ändern. 

14* 
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Ist L = 0 so gehört (Xl +- X2 + ... + X .. ) 1/JE zur Dar
stellung ~(l), da in diesem Falle ~(t) X ~(O) gleich ~(l) ist. Ist 
L' =1= 1, so verschwindet (2): S-Terme (L = 0) kombinieren nur 
mit P-Termen (L' = 1), auch der Übergang S _ S ist ver
boten. 

Auch diese Regeln gelten nur für die leichten Elemente genau. 
Die Ursache für ihr Versagen bei höheren Ordnungszahlen ist 

auch in den Störungen zu suchen, die durch das magnetische 
Moment des Elektrons bedingt sind. Die Linien, die trotz dieser 
Regel auftreten, sind nicht so augenfällig wie die Linien, die das 
Interkombinationsverbot verletzen, weil nämlich noch andere, auch 
bei Mitberücksichtigung dieser Störungen gültige Regeln existieren, 
die von sich aus das Ausfallen der meisten durch dieses Verbot 
erfaßten Übergänge bewirken. 

Die Quadrupol- und höheren Momente verschwinden bei den be
sprochenen Übergangsverboten nicht. Wir muJIten ja explizite die Tatsache 
benutzen, daß (Xl + X2 + .. , + Xn) zur Darstellung l)(I) gehört. Die ent
sprechenden, für die Qnadrupolstrahlung maßgebenden Ausdrucke (Xl '111 + ... + X" yn) usw. gehören aber nicht zu l)(t) sondern zu l)(2), die Azimutal
quantenzahl L kann sich dementsprechend bei einem durch Quadrupol
momente bedingten Übergang um ± 2, ± 1 oder 0 ändern. Auilerdem ist 
noch S _ S und S _ P durch Quadrupolstrahlung verboten. 

C. Bei Dipolstrahlung ändert sich die Spiegelungs
symmetrie immer, positive Terme kombinieren nur mit negativen, 
negative nur mit positiven. Bleibt nämlich 1/JE bei dem Ersetzen 
der XI" 'IIk' $k durch - Xk' - 'IIk, • - Zk ungeändert, so wechselt 
(Xl + x2 + .. , + X .. ) 1/JE sein Vorzeichen und umgekehrt bleibt 
bei dieser Operation der Ausdruck (Xl + .. , + X .. ) 1/JE ungeändert, 
wenn 1/JE sein Vorzeichen umkehrt; er hat zu 1/JE entgegen
gesetzten Spiegelungscharakter. Wenn das skalare Produkt (2) 
nicht verschwinden soll, muß auch tPF zu tPEentgegengesetzten 
Spiegelungscharakter haben. 

Empirisch ist diese Regel als Laporte-Russelsches Auswahl
verbot bekannt. Gemäß ihrer Ableitung bezieht sie sich nur- auf 
die DipolstrahlungI), dagegen gilt sie auch unter Mitberück
sichtigung der magnetischen M.omente der Elektronen, 
also auch bei den sch'Yeren Elementen. Ihr widersprechende optische 

I) Für die Übergänge. die durch Quadrupolstrahlung bedingt sind, 
gilt sogar die entgegengesetzte Regel: der Spiegelungscharakter ändert sich 
bei diesen Ober gängen ni c h t . 
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"Obergimge sind - trotz des so sehr reichen Materials - kaum be
kannt. Die bekanntesten treten im sogenannten Nebuliumspektrum 
auf, wo sie von metastabilen Zuständen ausgehen, was die Möglich
keit - namentlich bei den Verhältnissen, die in den verdünnten 
Sternnebeln herrschen - einer extrem langen Abklingungszeit, also 
kleiner "Obergangswahrscheinlichkeit, offenläßt. 

Überblicken wir die drei Arten von Auswahlregeln noch ein
mal, so sehen wir, daß durch sie eigentlich die meisten Linien 
verboten sind: das Multiplettsystem darf sich nicht ändern, L darf 
sich nur um + 1 oder 0 ändern (0 zu 0 ist auch verboten), der 
Spiegelungscharakter muß sich ändern. So kann z. B. ein sS+-Term 
nur mit 8p _"Termen kombinieren 1), ein 'D_-Term nur mit 'P +, 'D+ 
und 4. F + -Termen 2) usw. Es werde nochmals betont, daß die magne
tischen Momente der Elektronen bisher nicht berücksichtigt und so 
die sogenannte Feinstuktur der Spektrallinien nicht erfaßt wurde. Die 
Regeln sollen für alle Feinstrukturkomponenten einer Linie gelten. 
Die ersten beiden Regeln gelten nur, wenn der Einfluß der erwähnten 
magnetischen Momente klein ist (bei kleiner Multiplettaufspaltung, 
d. h. bei den leichten Elementen), die letzte dagegen soll - was 
gegenwärtig noch nicht eingesehen werden kann - genau gelten. 

2. Es sollen noch die Verhältnisse bei dem Einsetzen eines 
elektrischen oder magnetischen Feldes, also bei der Aufhebung der 
dreidimensionalen Drehsymmetrie besprochen werden. 

Bekanntlich zeigt sich dabei ein Aufspalten der Linien in 
mehrere Komponenten. Dieses ist im Falle des magnetischen Feldes 
als Zeemaneffekt sehr genau bekannt, während die analoge Er
scheinung im elektrischen Felde, der Starkeffekt, in den aller
meisten Fällen der Beobachtung viel schlechter zugänglich ist. V Qn 
unserem vorläufigen Gesichtspunkt aus können die Verhältnisse 
natürlich nur sehr schlecht widergegeben werden und wir erhalten 
im wesentlichen nur Aufschluß darüber, wie der Zeeman- und Btark
effekt wäre, wenn die Elektronen kein magnetisches Moment hätten. 

Ein magnetisches Feld in der Z-Achse verringert die Symmetrie
gruppe des Konfigurationsraumes. Von den Drehungen bleiben 
nur diejenigen um die Z-Achse übrig. Außerdem bleiben noch 
- wegen des axialen Charakters des magnetischen Feld\Ulktors -

1) Durch Quadrupolstrahlung noch mit 3D+-Termen. 
2) Durch Quadrupolstrahlung noch mit 'S_. 'P_. 'D_. 'F_. 'G_-Termen. 
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die beiden Richtungen Z und - Z gleichberechtigt, so daß die X Y
Ebene Symmetrieebene bleibt. Aus demselben Grunde aber ist etwa 
die Y Z-Ebene keine Symmetrieebene mehr, da ein Drehungssinn aus
gezeichnet ist. Man sieht dies 3m klarsten, wenn man die klassische 
Bahn eines Elektrons im Felde eines Kerns und eines Magnetfeldes be
trachtet: durch Spiegelung der Bahn an der zum Felde senkrechten 
Ebene durch den Kern erhält man eine klassisch mögliche Bahn, nicht 
dagegen durch Spieg;elung an einer zur Feldrichtung parallelen 
Ebene YZ. 

Es folgt hieraus, daß die Inversionssymmetrie des Problems 
durch das Magnetfeld nirht gestört wird: die Inversion (x~ = - XJ:, 

Yt = - y", Z~ = - Zk) ist ja gleich dem Produkt einer Drehung 
mit n um Z (x~ = - Xk, y~ = - y", z~ = Zk) und einer 
Spiegelung an der X Y -Ebene (Xk = Xk' Yk = YkI zic = - Zk) und 

z 

..-J-----x 

Abb.9a 

Magnetisches Feld in der Z - Richtung: 
Spiegelt man die Ba.hn eines Teilchens 
an der XY-Ebene, so erhält man wieder 
eine mögliche Bahn, nicht aber durch 

Spiegelung an der Y Z - Ebene 

z 

..J.:-~-_...,.-_x 

Abb. 9b 

Elektrisches Feld in der Z - Richtung: 
Spiegelt man die Ba.hn eines Teilchens 
an einer Ebene durch die Z-Achse, so 
erhlLlt man wieder eine mögliche Ba.hn, 
nicht aber durch Spiegelung an der 

XY-Ebene 

daher in der Symmetriegruppe des Systems enthalten. Die gesamte 
Symmetrie ist das direkte Produkt der Gruppe der reinen Drehungen 
um Z und der Spiegelungsgruppe (die außer der Einheit noch die 
Inversion enthält), wozu als dritter Faktor noch die symmetrische 
Gruppe hinzukommt. Die beiden ersten Gruppen, also auch ihr 
direktes Produkt ist abelsch. 

Wenn aber auch die volle Drehsymmetrie des Problem!! durch 
das äußere Feld zerstört wird, haben, so lange das Magnetfeld 
schwach ist - und die experimentell erzeugbaren Felder sind immer 
schwach in diesem Sinne -, die Eigenwerte und Eigenfunktionen 
noch näherungsweise die Lage bzw. die Eigenschaften, die sie ohne 
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Magnetfeld hatten. Insbesondere kann man auch von einer azimutalen 
Quantenzahl L sprechen und es gelten auch noch die gewöhnlichen 
Auswahlregeln für L. Außerdem gehört natürlich jeder Term, 
auch wenn das äußere Feld beliebig stark ist, zu einer irreduziblen 
Darstellung der vorher erwähnten drei Gruppen, hat also ebenso wie 
die Terme des feldlosen Systems ein Multiplettsystem S und einen 
Spiegelungscharakter. Auch die Auswahlregeln A und 0, die aus 
dem Zugehören der Eigenfunktionen zu Darstellungen der symme
trischen und der Spiegelung8gruppe folgen, bleiben streng erhalten. 
Hinzu kommt noch die sogenannte magnetische Quantenzahl l-', die 
angibt, zu welcher Darstellung (~tl''I') der zweidimensionalen reinen 
Drehgruppe der betrachtete Term gehört. Für f' tritt auch eine 
neue Auswahlregel auf, sie lautet für in verschiedenen Richtungen 
polarisiertes Licht verschieden, so daß manche Übergänge (n-Kompo
nenten) nur durch in der Feldrichtung, manche (c1-Komponenten) 
nur durch senkrecht dazu polarisiertes Licht },lewirkt werden. Da 
die verschiedenen Raumrichtungen nicht gleichberechtigt sind, ist 
dies nicht weiter verwunderlich. 

Für Übergänge mit in der Z-Richtung polarisiertem Lieht ist 

(tPF, (.eI + .e2 + ... + .en ) tPE) (2c) 
maßgebend. Da das Multiplizieren mit .el + ... + Zn ein in Bezug 
auf Drehungen um Z symmetrischer Operator ist, müssen <tP Fund 
tPE, wenn (2c) nicht verschwinden soll, zu derselben Darstellung 
(ei,u'l') gehören, dieselbe magnetische Quantenzahl haben. Bei 
einem Übergang, bei dem das Licht parallel zur Feld
richtung polarisiert ist, ändert sich die magnetische 
Quantenzahl nicht. 

Für die Übergänge, bei denen das Licht senkrecht zur Feld
richtung polarisiert ist (es-Komponenten), sind X F E und Y FE maß-
gebend. Nun gehört YI + Y2 + ... + Yn + i (;CI + x2 + ... + xn) 

zur Darstellung (ei'l'), so daß [YI + ... + Yn + i (XI + ... + xn)] tPE 
zur Darstellung (e Hu + I) lP) gehört. Soll 

Y FE + iXFE 
= (tPF, [Yl + YI + ... + Yn + i (Xl + X2 + ... + Xn)] tPE) 

nicht verschwinden, so muß auch tP F zur Darstellung (ei(u + 1)'1') ge
hören, Ebenso schließt man, daß tP F zu (e i(u - I) '1') gehören muß, damit 

YFE-iXFE 
= (tPF, [YI + Y. + ... + Yn - i (XI + XI + ... + in)] tPE) 
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von Null verschieden sei. Es folgt, daß Xn! und Y FE nur endlich 
sein können, wenn sich die magnetischen Quantenzahlen von tPF 
und '!/JE um 1 unterscheiden. Durch senkrecht zur Feld
richtung polarisiertes Licht werden nur "Obergänge mit 
LI p. = + 1 angeregt. 

Für den umgekehrten Prozeß der Emission folgt hieraus, daß 
das Licht, das senkrecht zur Feldrichtung ausgestrahlt wird (Trans
versaleffekt ) bei Übergil.ngen L1 p. = 0 parallel, bei "Obergäng611 
L1 p. = 1 senkrecht zur Feldrichtung polarisiert ist, womit in diesom 
Fall die Polarisationsrichtung, die ja auch noch senkrecht zur 
Strahlrichtung sein muß, eindeutig festgelegt ist. 

Betrachten wir nun das Licht, das in Richtung des Magnet
feldes ausgestrahlt wird (Longitudinaleffekt) I Dieses muß senk
recht zur .Feldrichtung polarisiert sein, es kann also keine ,,-Kom
ponenten, nur t1-Komponenten enthalten. Der Polarisationszustand 
der t1-Komponenten -ist aber durch die Angabe .senkrecht zur 
Feldrichtung" nicht bestimmt. Die Erfahrung zeigt, daß sie teils 
rechts-, teils linkszirkulu polarisiertes Licht entbalten. Dies be
deutet wieder umgekehrt, daß erstere "Obergänge durch linkszirkular 
polarisiertes, letztere durch rechtszirkular polarisiertes Licht nicht 
angeregt werden können 1). Nun zeigt eine zu der im VI. Kapitel 
durchaus analoge Rechnung, daß für "Obergänge, die durch in der 
X Y-Ebe.e zirkular polarisiertes Licht angeregt werden, je nachdem 
der Drehungssinn von Y zu X oder von X zu Y weist, die Matrix-

elemente (Y FE + i X FE) I y"2 oder (Y FE - iXFE)/ y'i in (1) an 
Stelle von X FE treten. Ist also das Licht in Richtung des Feldes 
gesehen (von unten nach oben, wenn die Z-Achse nach oben zeigt) 

1) Zur Bestimmung des Polarisationszustandes des bei einem frber
gang emittierten Lichtes ist es immer nur wesentlich, was für Licht bei 
dem umgekehrten Prozell nicht absorbiert wird. Ein übergang z. B., der 
zur Z-Achse parallel polarisiertes Licht aussendet, wird - wenn auch 
schwächer - auch durch Licht angeregt, dessen Polarisationsrichtung :/lur 
Z -Achse geneigt ist. Wesentlich ist, dall so ein frbergang nicht durch 
senkrecht. zu Z polarisiertes Licht angeregt werden kann, ebenso wie ein 
frbergang, der recbtszirkular polarisiertes Llcbt aussendet, nicht durch links
zirkular polarisiertes Licht angeregt werden kann. 

Dall man den Polarisationszustand des emittierten Lichtes auf dem 
Umweg über den umgekehrten Prozell bestimmen muß, beruht darauf, daß 
die Schrödingergleichung in der zugrunde gelegten Gestalt die Emission 
überhaupt nicht zu erklären imstande ist. 



XVIII. Die Zahl der Zeemankomponenten 217 

rechtszirkular polarisiert, so bewirkt es einen Sprung mit einer 
Erhöhung von"" um 1, ist es linkszirkular polarisiert, so bewirkt 
eR ein Fallen von "" um 1. Fällt umgekehrt bei der spontanen 
Emission"" um 1, so ist das emittierte Licht (in derselben Richtung 
gesehen) rechts-, steigt es, so ist eS linkszirkular polarisiert. 

3. Betrachten wir jetzt einen Term des feldlosen Systems und 
untersuchen wir, wie er sich bei dem Einsetzen des magnetischen 
Feldes verhalten wird. Der Term E SLw des feldlosen Systems 
wird durch das Magnetfeld im allgemeinen aufgespalten, und es 
entstehen mehrere neue Terme aus einem alten Term. Das Multi
plettsystem S und der Spiegelungscharakter w werden aber hier
durch nicht berührt, das erste ist für alle neuen Terme, die aus 
demselben feldlosen 'ferm entstehen, S, der zweite w. Dies folgt 
daraus, daß die Eigenfunktionen während des ganzen Anwachsens 
des magnetischen Feldes zu einer Darstellung der symmetrischen 
Gruppe und der Spiegelungsgruppe gehören und sich außerdem 
stetig ändern. Eine Änderung der Darstellungseigenschaft würde 
aber unstetig vor sich gehen müssen. 

Es fragt sich noch, welche ",,-Werte die aus E SLw eIftstehenden 
Terme haben werden? Es sei R eine Drehung um Z mit rp, dann 
ist nach (6) Kap. XV ~(L) (R) 

und wenn t/J",. eine Eigenfunktion von ESLw ist, die zur ,,-Zeile 
von A(S) und zur ,,-Zeile von ~(L) gehört, ist 

PRt/J",u = ~~(L) «(rp, 0, O)),u'l' t/J"I" = ei,'Hr t/J",., (4) 
1'.' 

d. h. t/J",. gehört zur Darstellung (eil'-lI') der Gruppe der Drehungen 
um Z. Auch diese Tatsache wird sich, während das Feld an
wächst, nicht ändern, und da " bei der Darstellung 1')IL) von 
- L bis L läuft, wird ein Term mit der Azimutalquantenzahl L 
in 2L + 1 Terme ESLw, ,u mit den magnetischen Quantenzahlen 
"" = - L, - L + 1, ... , L - 1, L aufspalten. Die zu ESLw,!1 ge-
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hörigen Eigenfunktionen erster Näherung sind die 111",.. selber, da 
sie zu einer Zeile von A(S> und zu einer Darstellung (ei!,,,,) gehören 
miissen und man aus den 111",. keine anderen Linearkombinationen 
mit dieser Eigenschaft bilden kann. Wir haben also wieder einen 
Fall vor uns, wo die .richtigen Linearkombinationen" erster 
Näherung schon durch gruppen theoretische Überlegungen bestimmt 
werden können. 

Daß die Bestimmung der .richtigen. Linearkombinationen" in diesem 
Falle so einfach war, beruht darauf, daß in ~(L) die Matrizen, die 
Drehungen um Zentsprechen - wie dies (t) zeigt -, als Darstellung der 
Gruppe der Drehungen um Z schon ausreduziert sind. Hätten wir das 
Magnetfeld etwa in die X-Richtung gelegt, so hätten wir die Matrizen 
d(L) (V'), die Drehungen um X entsprechen, ausreduzieren, in die Form (tl 
bringen müssen. Die Matrix (T,.. ,.), die zur Ausreduktion dient, erzeugt 
dann auch die richtigen Linearkombinationen 

'V'~,tl' ::8 T/,.!J. 'V'",tl 
/' 

für diesen Fall. 

Aus den Eigenfunktionen erster Näherung kann man auch die 
erste Näherung für den Termwert ESLw,,.. berechnen, wenn man die 
durch das magnetische Feld 4'>, bedingte Modifizierung des 
Hamiltonschen Operators des Systems kennt. In der klassischen 
Theorie tritt im Magnetfeld zur feldlosen Hamiltonschen Funktion, 
welm man höhere Potenzen der Feldstärke vernachlässigt, das 
Glied eIe. (tl, \) = ejme. (~",p", + ~!/Py + ~ .. P.) hinzu, wo ~ das 
Vektorpotential ist, als dessen Rotation sich die Feldstärke 
schreiben läßt. In der Quantenmechanik schreibt man hierfür, 
wenn man in derselben Näherung auch bei Vorhandensein eines 
äußeren Feldes - h/2ni.%x für Pa; usw. setzt, 

V=-e(~ ~~ ~ ~~ ~ ~i.) 
mc "'2niox+ !/2niOY+ '2nioz' (5) 

bzw. die entsprechende Summe für mehrere Elektronen I). Für ein 
homogenes, in die Z-Achse gerichtetes Magnetfeld von der Intensität 
.p, ist 

~'" = - i 4'>.y; ~II = i 4'>, x, '!. = O. 

1) In Wirklichkeit tritt zu (5) noch das Glied (~: + ~: + ~:) e'/2mci 

hinzu, das unter anderem für den Diamagnetismus verantwortlich ist. 



XVIII. Der Operator Lz 219 

Die erste Näherung für die magnetische Zusatzenergie 
ESLw,1' - ESLw berechnet sich dann nach Kap. V, Gleichung (22) 

-eh{> 
E SLw,1' - E SLw = (tjJ"u, V tjJ"ll) = - ~4 • (tjJ"ll' L .. tjJ"Il)' (6) nmc 
wo 

L .. = -!- (?ft ~ + ... + Y.. -~ - Xl ~ - ... - .rn ~) (6 a) 
$ oXl o X.. OYl 0 ll .. 

ist. Das in (6) auftretende skalare Produkt läßt sich vollkommen 
auswerten. Es wird sich nämlich zeigen, daß für jede Funktion f 

L f - ~ 0 p{<p, 0, 01 f 
'" - i 0 rp für tp = 0, (7) 

also gleich der Differenz der Werte von f in einem etwas "ver
drehten Zustande" und dem ursprünglichen Zustande dividiert 
durch den Drehwinkel. Da 

ist 

(

COS tp 

{tp, 0, O} = Si~ tp 

- sin tp 

cos tp 
o 

P {rF, 0, vI {( ... , Xk, Yk, Zk, ... ) 

= f ( ... , Xk COS tp + Yk sin tp, - Xk sin tp + ?Ik cos tp, 

und dies nach tp differentiiert ergibt für tp = 0 

(0 P {<p, 0, o} () = :8 Yk 0 { _ Xk 0 f , 
o tp <p = 0 k 0 Xk 0 Yk 

was mit (7) äquivalent ist. Nun ist noch wegen (4) 

o pO. .' 
otp {rf, 0, o} tjJ"ll = otp e'l''1' tjJ"ll = q.te"IUf tjJ"ll (7 b) 

und daher wegen der Normierung (tjJ"ll' tjJ"ll) = 1 und (6) 

e h{>zf" 
ESLw .. -ESLW =4-- (l1.=-L, -L+ 1, ... , L-1,L). (8) ,... nmc r 

Nach (8) soll der Term mit der azimutalen Quantenzahl L 
in erster Näherung - d. h. wenn man sich auf Glieder beschränkt, 
die mit der ersten Potenz von .t'>. proportional sind - in 2 L + 1 
äquidistante Terme aufspalten, deren mittlerer (f" = 0) die Lage 
des ursprünglichen Terms hat und deren Abstand bei derselben 
Feldstärke für alle Terme derselbe ist: in (8) kommen ja nur 
universelle Konstanten vor. 
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Betrachten wir jetzt die Zeemankomponenten der Linie F - E, 
so sehen wir - da der Term F ebenso stark wie E aufspaltet-, 
daß sich die Linien mit gleicher Änderung von IA- alle überdecken. 
Da sich aber IA- bei einem optischen Übergang nur um + 1 oder 0 
ändern kann, hat man im ganzen nur drei getrennte Linien und 
nie beiden seitlichen Komponenten haben für alle Linien denselben 
Abstand von der mittleren. Das ist das Aufspaltungsbild des 
sogenannten normalen Zeemaneffektes. 

Dieses Aufspaltungsbild deckt sich mit dem beobachteten nur 
in verhältnismäßig seltenen Fällen, nämlich nur bei Linien die 
Singuletterme verbinden. Bei diesen Termen kompensieren sich 
nämlich die magnetischen Momente der Elektronen, die sonst die 
Abweichungen verursachen, so daß ihr Einfluß verschwindet. Dies 
ist auch der Grund, warum diese Terme keine Feinstruktur haben. 
Bei allen anderen Termen ist die Aufspaltung teils größer, teils 
kleiner und für verschiedene Terme zumeist verschieden. Daher 
überdecken sich auch die Linien, die mit derselben Änderung von IA

verbunden sind, nicht, und das Aufspaltungsbild des anomalen 
Zeemaneffekts ist wesentlich komplizierter. Das Intensitäts
verhältnis der einzelnen Zeemankomponenten wollen wir an dieser 
Stelle nicht berechnen 1), weil sich die meisten Komponenten doch 
überdecken. 

Es werde noch bemerkt, daß durch ein magnetisches Feld die 
Terme soweit aufgespalten werden, wie das überhaupt durch ein 
äußeres Feld geschehen kann: die übriggebliebenen Entartungen 
rühren alle von der symmetrischen Gruppe her und die Gleichheit 
der Elektronen kann durch äußere Felder nicht zerstört werden. 

4. Bei einem homogenen, in der Richtung der Z-Achse zeigenden 
elektrischen Felde ist die Symmetrie nicht genau dieselbe, wie bei 
einem magnetischen Felde, da der elektrische Feldvektor po laren 
Charakter hat. Dadurch wird die Existenz des Jnversionszentrums 
aufgehoben, dagegen bleiben die zum Felde parallelen Ebenen durch 
den Kern Symmetrieebenen. Die Verhältnisse liegen also umgekehrt 
wie bei magnetischen Feldern (siehe Abb. 9). Die Symmetrie
gruppe ist die zweidimensionale Drehspiegelungsgruppe (also nicht 
abelsch!), während sie im Magnetfeld das direkte Produkt der 

1) Dies soll im Kap. XXIII geschehen. Die Intensitäten der drei 
beobachtbaren Linien sind wie in der klassischen Theorie des Zeeman
effekts, die den normalen Zeemaneffekt genau ergibt. 
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zweidimensionalen reinen Drehgruppe und der Spiegelungsgruppe 
war. Jeder Term hat außer dem Multiplettsystem S noch eine 
elektrische Quantenzahl m = 0, 0', 1, 2, ... , die angibt, zu welcher 
Darstellung 3(m) der zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe der 
betrachtete 'l'erm gehört. 

Die irreduziblen Darstellungen der zweidimensionalen Dreh
spiegelungsgruppe wurden im Kap. XIV bestimmt. Reinen 
Drehungen mit r:p entsprechen in 3(0), 3(0'>, 3(1), 3(2), ••. der Reihe 
nach die Matrizen 

( L), (1), ( e-i'P .0 ) ° ei'P ' 
(e-

0
2i 'p 0) 

e2i 'l' ' 

während einer Spiegelung an Y die Matrizen 

entsprechen. 

( °1 (1), (- 1), (~ ~), ... 

... , 

Um die m-Werte der Terme festzustellen, in die ein 'ferm mit 
der azimutalen Quantenzahl L aufspaltet, müssen wir feststellen, 
welche 3(m) und wie oft sie in den ~(L) (R) vorkommen, die Dreh
spiegelungen um Zentsprechen? Aus der Form (t) von ~(L) (R), 
wenn R eine reine Drehung um Z ist, ersehen wir unmittelbar, daß 
in (t) 3(1), 3(2), .•• , 3(L) je einmal enthalten ist, die zur ersten 
bzw. zweiten Zeile von 3(m) gehörigen Eigenfunktionen gehören 
zur - m- bzw. m-Zeile von ~(L). Dagegen können wir von der 
Eigenfunktion, die zur O-Zeile von ~(L) gehört, nur sagen, daß sie 
entweder zu 3(0) oder zu 3(0') gehört. Zur Entscheidung der Frage, 
ob das erste, ·oder das letzte der Fall ist, muß man noch eine 
Drehspiegelung, etwa x' = - x hinzuziehen, da sich 3(0) und 3(0') 

für reine Drehungen überhaupt nicht unterscheiden. 
Um die Spur der zu dieser Transformation zugeordneten Matrix 

in ~(L) zu finden, bemerken wir, daß sie das Produkt der Inversion 
und einer Drehung um X mit n ist und ihre Spur daher 

w (1 + 2 cos n + 2 cos 2n + ... + 2 cos L n) } 
=w(I-2+2- ... +2.(-1)L)=w.(-1)L (9) 

beträgt, wo w für positive Terme + 1, für negative _. 1 ist. Da 
die Bestandteile 3(1), ••. , 3(L) nichts zur Spur der Spiegelungen 
beitragen, ist der übriggebliebene Term ein 0- Term, wenn 
w(-l)L = + 1, und ein O'-Term, wenn w(-l)L = -1 ist. 
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Wir sehen, daß die Aufspaltung der Terme im elektrischen 
Felde keine so vollkommene wie im magnetischen :Felde ist: 
aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L entstehen nur 
L + 1 Terme. 

Die Auswahlregeln, die bei starken elektrischen Feldern gelten, 
sind den entsprechenden Regeln für Magnetfelder ähnlich: die elek
trische Quantenzahl m ändert sich bei einem "Öbergang mit in der 
Z-Achse polarisiertem Licht nicht, da das Multiplizieren mit 
ZI + .ej + ... +.en ein gegenüber der zweidimensionalen Dreh
spiegelungsgruppe der Drehungen um Z symmetrischer Operator 
ist. Daher ist auch ein solcher Übergang von einem O-Term zu 
einem O'-'ferm verboten. Dagegen ändert sich m bei einem Über
gang, bei dem das ausgestrahlte Licht senkrecht zur Feldrichtung 
polarisiert ist, um + 1. 

Die Auswahlregel für die Azimutalquantenzahl wird in !'ltarken 
elektrischen Feldern durchbrochen, weil die volle Drehsymmetrie 
nicht mehr da ist und die Eigenfunktionen zu keinen Darstellungen 
der dreidimensionalen Drehgruppe mehr gehören. Auch die La
portesche Regel verliert ihre Gültigkeit (während sie durch 
magnetische Felder nicht gestört wurde); es bleibt aus ihr nur das 
Verbot des Überganges von einem O-Term zu einem O'-Term übrig. 

Man kann auch die Eigenwertstörung durch das elektrische 
Feld mit Hilfe des Rayleigh-Schröding.erschen Verfahrens 
formal berechnen. Dem Resultat ist nur ein bedingter Sinn bei
zulegen, da das Verfahren wegen der Gestalt des Störungsgliedes 

v = e ~, (ZI + Z2 + ... + Z,,) ( 10) 

divergieren muß 1). Stellt man nämlich, etwa bei dem Wasserstoff
atom, das Potential als Funktion des Abstandes vom Kern gra
phisch dar, so sieht man, daß zwar in der Nähe des Kerns ein 
tiefes Potentialminimum liegt, daß aber das Elektron immer genügend 
Energie hat, um sich in der Feldrichtung ins Unendliche zu ent
fernen. Dies macht es schon sehr wabrscheinlich, daß im elek
trischen Feld streng genommen überhaupt kein diskretes Spektrum, 
keine streng stationären Zustände existieren. Die erste bzw. zweite 
Näherung, die wir nach dem Schrödingerschen Verfahren be
rechnen können, ist trotzdem nicht ganz sinnlos: sie ergibt Zu-

1) Vgl. J. R. Oppenheimer, Phys. Rev. 31, 66, 1928. 
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stände, die, wenn sie auch keineswegs stationär sind, sich während 
sehr langer Zeiten stationär verhalten, dementsprechend, daß 
sich das Elektron im Mittel nur nach verhältnismäßig sehr langer 
Zeit entschließen wird, den Sprung über die Potentialschwelle zu 
machen und sich vom Kern zu entfernen. 

Berechnet ml!oD. die erste Näherung für die Energiestörung im 
elektrischen Feld, so sieht man, daß die Eigenwerte in erster 
Näherung überhaupt nicht aufspalten. Die Koeffizienten V"',,';,, I" 

V"',II';",. = e~.(t/!,,',u" (ei +Z2 + ... +z .. )t/!",Il) = 0, (11) 

der Säkolargleichung von (18) Kap. V, sind alle Null, weil t/!"'I" 
und (Zl + Z2 + ... + z .. ) t/!"" verschiedenen Spiegelungs
charakter haben. Liegt nämlich keine zufällige Entartung 
vor, so haben alle Eigenfunktionen desselben Eigenwertes E -

etwa t/!,,',u' und t/!"" - denselben Spiegelungscharakter, t/!"'I" und 
(ei + Z2 + ... + zn) t/!"" also verschiedenen, weil Zl + ... + z .. 
den Spiegelungscharakter umkehrt. Wir haben dies bei dem 
Operator, der die Übergangswahrscheinlichkeiten regelte, gesehen; 
mit diesem ist (10) bis auf einen konstanten Faktor identisch. Die 
Eigenwerte von (V"'IL; ",,,) = 0 sind alle O. In erster Näherung 
fallen alle Terme mit dem ungestörten Term zusammen, in der 
Energiestörung, nach Potenzen der Feldstärke entwickelt, ist der 
Koeffizient der ersten Potenz Null, die Verschiebung der Terme 
geht bei kleiner Feldstärke quadratisch gegen Null. Nur 
bei dem Wasserstoffatom, bei dem durch eine zufällige Entartung 
Terme verschiedenen Spiegelungscharakters zusammenfallen, ist ein 
linearer Effekt vorhanden. 

Der experimentellen Prüfung der soeben für den Starkeffekt 
abgeleiteten Gesetzmäßigkeiten stehen - ebenso wie bei dem 
Zeemaneffekt - in erster Linie die Komplikationen, die durch 
das magnetische Moment der Elektronen bedingt sind, im Wege. 
Das einzige Resultat, das allgemeine Gültigkeit beansprucht, ist 
das Nichtvorhandensein einer mit der ersten Potenz der Feldstärke 
proportionalen Termverschiebung, da dies aus der Betrachtung der 
Spiegelungssymmetrie allein folgte. 

5. Für freie Atome bilden konstante magnetische bzw. elek
trische Felder wohl die wichtigsten Fälle von äußeren Störungen. 
Anders bei einem Atom im Kristallverband. Bei diesem ist die 
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Symmetrie des "äußeren" Feldes 1), das in diesem Fall von den 
umgebenden Atomen herrührt, durch die Kristallsymmetrie gegeben, 
was zu interessanten Aufspaltungsbildern Anlaß geben kann. Diese 
wurden von H. Bethe2) für die meisten Symmetrieklassen ein
gehend untersucht, wir greifen aus seinen Beispielen nur den ver
hältnismäßig einfachen Fall der rhombisch-hemimorphen Symmetrie, 
der Symmetrie einer rhombischen Pyramide, heraus. 

Die rhombische Pyramide hat drei Symmetrieelemente: die 
Drehung um Z mit TC, die Spiegelung an der Z X- und an der 
ZY-Ebene. Ihre Symmetriegruppe Vd besteht aus der Einheit und 
diesen drei Elementen, sie' ist der Vierergruppe holomorph, da alle 
ihre Elemente von der Ordnung zwei sind. Sie hat - da sie ja 
abelsch ist - vier irreduzible, eindimensionale Darstellungen, die 
der Reibe nach durch die Matrizen: 

11 
E 

1 

Drehung um Z Spieselung an Spiegelung an 
mit '" der Z X-Ebene der ZY-Ebene 

I (1) (1) (1) (1) 
11 (1) (-1) (-1) (1) 

III (1) (-1) (1) (-1) 
IV (1) (1) (- 1) I (-1) 

gegeben sind. Die erste ist die identische Darstellung, die zweite 
und dritte sind gleichberechtigt, da in ihnen nur die Rolle der X
und Y-Achse vertauscht ist, während die vierte eine ausgezeichnete 
Rolle spielt. 

Bringen wir ein Atom an seine Stelle im Kristall, so wirken 
darauf Kräfte, die die volle Raumsymmetrie aufheben, so daß nur 
die rhombisch - hemimorphe Symmetrie übrigbleibt. Da die irre
duziblen Darstellungen dieser Gruppe alle eindimensional sind, 
spaltet ein Term mit der Azimutalquantenzahl L in 2 L + 1 Terme auf. 

Die Frage, die hier beantwortet werden soll, ist die: wie viele 
Terme der Darstellungseigenschaften I, II, HI, IV entstehen im 
Kristall aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem 
Spiegelungscharakter w? Man löst diese Frage nach der all-

1) Natürlich liegt darin, daß man dieses Feld als "äußeres" betrachtet 
und die umgebenden Atome nicht zum System dazurechnet, eine gewisse 
Vernachlässigung. Es sind im wesentlichen die "Austauschkräfte", die man 
80 außer acht läßt. 

i) H. Bethe, Ann. d. Phys. 3, 133, 1929. 
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gemeinen Theorie: man bestimmt, wie oft die Darstellungen I, II, 
IU, IV der rhombisch-hemimorphen Gruppe in der Darstellung 
!I)(J., w) der Drehgruppe enthalten sind, wenn man diese als Dar
stellung ihrer rhombisch-hemimorphen Untergruppe ansieht. Am 
einfachsten bestimmt man diese Zahlen IXI, IXn, OCm, lXIV durch die 
Bestimmung des Charakters von !I)(L. w) für die Operationen von Vii' 
Für die Einheit ist 

(12a) 

für die Drehung um Z mit 11: bzw. die Spiegelung an der Z X- und 
Z Y-Ebene dagegen nach (9) 

(12b) 

Aus (12c) folgt OCn = OCm und 'w (- I)L = IXI - lXIV, aus (12a) 
und (12 b) 2 L + 1 + (- IV = 2 aI + 2 (XIV' Es ergibt sich 
so für 

S+-'l'ermr (XI = 1 all = lXIII = 0 aIV =0 
S_- 0 0 1 

P+- " 
0 1 1 

p-- 1 1 0 

D+- " 
2 1 1 usw. 

Rine Kontrolle für die Rechnung besteht immer darin, daß die IX 

positive ganze Zahlen sein müssen. 

In seiner obengenannten Arbeit hat H. Bethe für fast alle 
H2 im Kristall vorkommenden Symmetrieverhältnisse die Auf
spaltungen bestimmt und aus ihnen weitere Schlüsse gezogen. 
So gewinnt man z. B. die Auswahlregeln für die Terme der Art I, 
II, III, IV sehr einfach, indem man etwa Hir die Strahlung, die in 
der Z-Achse polarisiert ist, bemerkt, daß das Multiplizieren mit 
(.e, + $s + ... + zn) ein der rhombisch-hemimorphen Gruppe gegen
über symmetrischer Operator ist, so daß nur Terme mit der 
gleichen DarRtellung miteinander kombinieren. 

WigDer, Gruppelltheorie 15 
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XIX. Teilweise Bestimmung der 
Eigenfunktionen aus ihren Transformations=: 

eigenschaften 
1. Die Transformationseigenschaften der Eigenfunktionen, die 

im vorangehenden Kapitel eine so wesentliche Rolle geflpielt haben, 
können nur so zustande kommen, daß die Werte der Eigenfunktionen 
für solche Werte der Argumente, die durch die Transformationen 
der Gruppe ineinander übergeführt werden, in irgendeiner Weise 
zusammenhängen. Besteht die Gruppe z. B. aus der Einheit und 
aus der Transformation x' = - x, so gilt für Funktionen, die zur 
identischen Darstellung gehören, d. h. für gerade Funktionen, 

g(-x)=g(x), (1) 

während für Funktionen, die zur negativell Darstellung gehören, 
d. h. für ungerade Funktionen, 

f(- x) = - f(x) (la) 

gilt. Im allgemeinen folgt aus 

PRW,,(Xl' x2 ' ••• , x .. ) = ::8 D(Rh" tPl (xl' x2 , ••• , x .. ) (2) 
l 

nach Kap. XI (26a) 

tP,,(x~, x;, ... , x;.) = ::8 D (R)!l1/Jl (Xl' X2' ... , x tl), (3) 
l 

wo die x~, x;, ... , x~ durch die Transformation R aus den Xl' x2 ' 

••• , :e .. hervorgehen. Zerlegt man also den ganzen Variabilitäts
bereich der Argumente der Wellenfunktion, den ganzen Kon
figurationsraum in Teile, die aus einem Teil, dem Grundge biet, 
durch die Transformationen der Gruppe hervorgehen, so kann man 
nach (3) die tP" überall berechnen, wenn man sie im Grundgebiet 
kennt. Es bedeutet (3) eine je nach der Größe der Gruppe, der 
gegenüber das Eigenwertproblem invariant ist, mehr oder weniger 
wesentliche Reduktion des Variabilitätsbereiches der Argumente 
xl' ... , x .. und bringt gewissermaßen die Transformationseigen
Bchaften der 1/J" explizite zum Ausdruck. Man muß daher aus (3) 
alle Resultate ableiten können, die aus den Invarianzeigenschaften 
der 1/J folgen. Z. B. erhält man für das skalare Produkt einer un
geraden und einer geraden Funktion 

"" J g (x)* f(x) dx, (4) 
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wenn man das Integrationsgebiet in zwei Teile (von - 00 bis 0 
und von 0 bis 00) zerlegt, die auseinander durch die 'l'ransformation 
x' = - x hervorgehen, 

00 0 00 J g (x)* (x) dx = S 9 (x)* f(x) dx + J 9 (x)* (x) dx. 
-00 -00 0 

Wenn man nun noch im ersten Integral für - x die Variable 1/ 
einführt und 9 (- y) und f( - y) mit Hilfe von (1) hzw. (h) 
ausdrückt, so geht dies in 

00 

- J g(y)* (y) dy + f g(x)* (x) dx = 0 (5) 
o 0 

über: die beiden Teile des Integrals (4) heben sich gegenseitig weg. 
Formal ist es natürlich viel einfacher, zu sagen, ( und 9 

gehören zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen, ihr skalares 
Produkt muß daher verschwinden. Von (3) auszugehen, hat da
gegen - neben der größeren Anschaulichkeit - den Vorteil, daß 
man zu einer teilweisen Berechnung der Eigenfunktionen kommt, 
die bei der Verwendung der Drehgruppe bei einfachen Problemen 
ziemlich weitreichend ist. 

2. Mit Hilfe von (3) kann man die Wellenfunktioil an aUen 
jenen Stellen berechnen, die aus der Stelle P = (Xl' Yl' SI' X" Yg, &g, 

... , $ .. , Yn, Sn) durch eine Transformation der Gruppe hervorgehen, 
wenn man die Werle aller ihrer Partner an der Stelle P kennt. Bei 
der Drehgruppe sind das alle jene Stellen des Konfigurationsraumes, 
in denen die gegenseitige Lage der Atome eine vorgegebene 
ist. Die Punkte des Konfigurationsraumes können anschaulich 
durch ein im Zentrum stehendes n-Bein im dreidimensionalen Raume 
charakterisiert werden. Jedes Bein zeigt nach derjenigen Stelle 
des dreidimensionalen Raumes, in dem sich das zugehörige Elektron 
bei der betreffenden Konfiguration befindet. Die Wellenfunktion 
in allen Punkten des Konfigurationsraumes kennen, heißt, sie für 
aUe erdenklichen n-Beine zu kennen. 

Im Sinne der Entwicklungen auf S. 190 über die .Abseparierung des 
Schwerpunktes" soll die Wellenfunktiou eigentlich aucb die Koordinaten 
des Kernes als Variable enthalten. Sie soll also nicht nur für diejenigen 
Lagen des n-Beines definiert sein, bei denen das n-Bein im Zentrnm steht, 
sein Mittelpunkt soll vielmehr die Lage des Kernes bedeuten und jede Stelle 
im Raume einnehmen können. Da aber die Wellenfunktion für alle jene 
Lagen des n-Beines gleich sein soll, die auseinander dureh Parallel-

15* 
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verschiebung hervorgehen, genügt es, sie für alle im Zentrum stehenden 
n-Beine anzugeben. Die Wellenfunktion soll sicb ja nicht ändern, wenn man 
alle z-Koordinaten (auch die des Kernes) oder alle y-Koordinaten oder 
alle z-Koordinaten um denselben Betrag vergrößert oder verkleinert. 

Stellen, die auseinander durch eine D reh u n g ht'rvorgehen, 
entspricht die seI beG es tal t des n-Beines, das nur im Raume 
verschieden gelagert (verdreht, nicht parallel verschoben !) ist. Als 
Grundgebiet wählen wir diejenigen Lagen, bei denen das erste Bein 
(dem ersten Elektron zugeordnet) in der Z-Achse liegt, das zweite 
Bein in der Z Y-Ebene. (Dem entsprechen Punkte des Kon
figurationsranmes, für die Xl = '!It = x2 = ° ist.) Sind die 
Werte der 2 L + 1 zu der Darstellung ~(L) ({ ~ ß y \) gehörigen 
Wellenfunktionen tP-L' 'I/-'-L+l' ... , tPI,-I' tPL im Grundgebiet 
der Reihe nach G- L , G- L + lI .•• , GL - 1 , GI, [wo also 
GA = tP. (0, 0, zl' 0, Y2' Zi' ••• , Xn, Yn, Zn) ist und nur von der 
gegenseitigen Konfiguration der Teilchen abhängt], so ist der Wert 
der Wellenfunktion an jener Stelle x~, y~, z~, ... , x~, y~, z~, die 
aus 0,0, ZI' 0, '!Is' Z2' t •• , Xn • '!In, Zn durch die Drehung I~ ß Yl 
hervorgeht, nach (3) 

L 

tP!l(x~, y~, z~, ... , x~, Yn, z~) = ~~(L)({~ßy))~}.G.(g). (6) 
I.=-L 

Dabei sind ce und ß definitionsgemäß Azimut und Polabstand des 
ersten Elektrons und y jener Winkel, den die Ebene durch die 
Z-Achse und das erste Elektron mit der Ebene durch den Ursprung 
und die ersten zwei Elektronen einschließt. Die G hängen nur von 
der Gestalt g des n-Heines ab. 

Für L = 0, für S-Terme lautet (6) 

tP (x~, Y~, z~, ... , x~, y~, z~) = Go (U), (7) 

die Wellenfllnktion hängt in diesem Falle auch selbst nur von der 
Gestalt des n-Beines, nicht von seiner Lage im Raume ab: S-Zustände 
sind kugelsymmetrisch 1). Dies ist auch ganz natürlich: zu einem 
S-Terme gehört nur eine Eigenfunktion und diese kann daher keine 
Richtung auszeichnen. Bei höheren Azimutalquantenzahlen ist 
zwar durch die Gesamtheit der Eigenfunktionen auch keine Rich
tung ausgezeichnet, doch kann man keine Eigenfunktion heraus
wählen, ohne eine Richtung auszuzeichnen, so daß die einzelnen 
Eigenfunktionen nicht mehr kugelsymmetrisch sind. 

1) Vgl. A. Unsöld, Ann. d. Phys. 82, 355, 1927. 
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Aus Gleichung (6) kann man auch die Auswahlregeln für L 
ableiten. Wir wollen hier sehen, wie weit man mit ihrer Hilfe die 
Eigenfunktionen explizite bestimmen kann. 

a. Wenn die Eigenfunktionen nur von IX, ß und l' abhängen, sind 
sie durch (6) vollkommen bestimmt, weil die Gl reine Zahlen werden. 

Die Gleichung des räumlichen Rotators lautet: 

h~ [1 (j . (jt/J~L({t,rp) 1 (j2t/J:L({t,rp)] 
- -- -- - sm {t , + -- -----'-,,..._,...--

8 '!CI .J sin {t (j {t a {t sin2 {t (j rpl _ 

= Ef t/J~L ({t, rp), (8) 
wo J das Trägheitsmoment, {t und rp Polabstand und Azimut des 
Rotators sind. Das Grundgebiet ist hier ein einziger Punkt {t = 0, 
die "Normallage" des Rotators. Bezeichnen wir die Werte der Eigen

funktionen an dieser Stelle mit Gf L, so gilt nach (8) Kap. X V und (6) 

t/J:L ({t, rp) = ~ 2)(1,) (rp, {t, 'Y):l GfL 
l 

= ~e-il'q>d(L)({t)l'le-ilrGlvL, (8a) 
l 

da aber t/J: L ({t, rp) von l' nicht abhängen darf, müssen für .t =1= 0 
die GfI, = 0 sein, so daß (8a) in 

t/J.~L({t,rp) = e-il'q>d.iL)(f})l'oG~·T. (8b) 

übergeht, womit die Eigenfunktionen vollkommen mit Hilfe der 
Darstellungskoeffizienten ausgedrückt sind. Die Gleichung (8 b) zeigt 
auch, daß sich die Eigenfunktionen 1/J~ L für gleiches L und tL und ver
schiedene N höchstens durch einen konstanten Faktor unterscheiden, 
was für Eigenfunktionen verschiedener Eigpnwerte nicht möglich 
wäre. Zu iedem L gehört in diesem Falle nur ein einziger Eigen
wert, so daß man den Index N in (8), (8a), (8b) weglassen kann. 

Die Lösungen von (8) sind andererseits als die Kugelflächen
funktionen, die Kugelfunktionen vom Grade L bekannt, (8b) zeigt, 
daß die ~(I) «rp{ty})!o bis auf den Normierungsfaktor mit den 
K"ugelfunktionen P~ ({t, rp) identisch sind. 

Bei näherem Zusehen ist es keineswegs verwunderlich, daß 
wir (8) ganz ohne Rechnung lösen konnten. Eine Methode zur 
Bestimmung der Darstellungen ~(l) war ja die (Kap. XV, 1), daß 
wir die (8) äquivalente La place sehe Differentialgleichung gelöst 
haben. .Jetzt haben wir diese Lösung gewissermaßen nur in (8) 
wieder eingesetzt. 
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Nicht a pnon selbstverständlich dagegen ist es, daß die 
Lösung von (8) für alle kugelsymmetrischen Probleme maßgebend 
ist. So besagt z. B. im Falle des Wasserstoffatoms 

h' (ai a2 a' !I ______ ) NI_~ NI-E . NI (9) 
8 nl maxi + a y' + a Z9 1/J,u r 1/J I< - NI 1/.>'1' 

die Gleichung (6), daß 

1/J;:1 = :S~(l)({IXß"})~lGfl(r) 
, l 

(9a) 

gilt, da das n-Bein hier in ein ein-Bein ausartet, dessen Gestalt 
schon durch die Länge r des Beines, den Abl'ltand des Elektrons 
vom Zentrum gegeben ist. Dabei sind a und ß Azimut und Pol
abstand des Elektrons, während " wieder bedeutungslos ist und 
in (9a) daher nicht wirklich vorkommen darf. Daraus folgt, ebenso 
wie bei (8b), daß Gfl (r) für Ä =1= 0 verschwinden muß: 

1/J,;:I(r, ß', rp) = ~(I) ({rp, .f)o, O})~o GNI(r) ~ P~(.f)o, rp) GNI(r). (9b) 

Nach (3), Kap. X VII, haben dieWasserstoffeigenfunktionen tatsä.chlich 
diese Form. Wir sehen gleichzeitig, daß das 1/JNI tatsächlich zur ,. 
~-Zeile von ~(/) gehört, wie dies für eine Eigenfunktion mit der 
magnetischen Quantenzahl ~ und der azimutalen 1 auch sein muß. 

Seine volle Wirksamkeit erlangt diese Methode erst bei der 
Quantenmechanik des Kreisels. Betrachten wir zuerst den asym
metrischen Kreisel! Die Lage des Kreisels kann durch die drei 
Eulerschen Winkel aß" der Drehung gekennzeichnet werden, die 
den Kreisel aus seiner Normallage (bei der die größte Trägheits
achse mit der Z-Achse, die mittlere mit der Y-Achse und die 
kleinste mit der X-Achse zusammenfällt) in die fragliche Lage 
bringt. Die Wellenfunktion wird von diesen drei Winkeln ab
hängen, und zwar ist nach (6) 

1/JNI(aßr) = :S~(I)({aß"})~lGfl 
,. 1 ' 

= :s e- i ,." d(l) (ß)" < e- ily Gfl, (10) 
1 

wo die Gfl Konstanten sind. Man kann sie sowie auch den Eigen
wert EN1 bestimmen, indem man (10) in die Schrödingergleichung 
einsetzt. Man erhä.lt dann 2l + 1 lineare homogene Gleichungen 
für die ~/I' ..• , Gf'. Die Bedingung für das Verschwinden 
der Determinante dieses Gleichungssystems ist eine algebraische 
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fHeichung (21 + l)-ten Grades für die Energie ENl, so daß 21 + 1 
Eigenwerte die Azimutalquantenzahl 1 haben. 

Betrachten wir jetzt einen Kreisel, dessen zwei kleinere 
Trägheitsmomente gleich sind! Dann ist die "Normallage· des 
Kreisels nicht eindeutig definiert, es bleibt noch eine Drehung um Z 
frei. Dies hat zur Folge, daß eine Eigenfunktion Eigenfunktion 
bleibt, wenn man in ihr l' durch l' + 1'0 ersetzt. 

Auch eine Linearkombination 
s .. 

f 1/1:' (a, fJ, l' + 1'0) eiw.,o dro 
o 

2 .. =:s Gr e- i ,.,. d(1) (fJ),.l e-i1.., J e'.,o(w-lj dro (11) 
1 0 

solcher Funktionen ist Eigenfunktion. Nun ist aber, wenn G~' 
nicht Null ist, (11) bis auf eine Proportionalitii.tskonstante nichts 
anderes als 1)(1) ({ a fJ r I) .. " selber, so daß die Eigenfunktionen, wenn 
man 11 = N zur Laufzahl macht, 

1/1;' (IX fJ r) = 1)(1) ({lXfJr}):" (11 = -1, -l + 1, ... , 1-1,1)(11 a) 

geschrieben werden können. Es wird sich noch spllter, bei der 
Betrachtung der Spiegelungssymmetrie, zeigen, daß der Eigenwert 
E" I = E_ w, I ist, so daß im ganzen 1 + 1 voneinander verschiedene 
Eigenwerte dieselbe Azimutalquantenzahl haben. 

Sind alle drei Trä.gheitsmomente gleich, so ist die Normallage 
überhaupt unbestimmt, und die Eigenfunktionen (11 a) bleiben 
Eigenfunktionen, wenn mall la fJ r I durch {oe fJ r} R ersetzt, wo R 
eine beliebige Drehung sein kann. Zum Eigenwert von~(O <la fJr}):" 
gehört also auch 

~(I) ({llIfJrl R):" = :S~I) <{oefJr\):,,~(1) (R)!w 
" und auch 

J ~~I)({lXfJr}):,,~(1) (R)!"~(/)(R)l,,dR= Konst.~(I)({lXfJr}):l' (12) 

" 
Daher fallen in diesem Falle alle Eigenwerte E_ 1, Ir E_ I + 1, Ir ••• , 

E,-I,h EI,I zusammeu, und zu jeder Azimutalquantenzahl gehört 
nur ein Eigenwert, der aber (2l + l)l-fach entartet ist. 

Sind also wenigstens zwei Trägheitsmomente des Kreisels 
gleich, so kann man die Eigenfunktionen ohne weiteres explizite 
angeben (11 a). Die zugehörigen Eigenwerte kann man berechnen, 
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indem man je eine Eigenfunktion jedes Eigenwerts (etwa 
1)(1) ({IlI:ßr)):.) in die Schrödingergleichung einsetzt, für IlI:ßr Werte 

(etwa llI: = ß = r = 0) einführt, für die 1/1:1 (a ß r) nicht ver
schwindet und durch 1/1"1 (IlI:ßr) dividiert. ,.. 

Die Schrödingergleichung des symmetrischen Kreisels kann 
man mit Hilfe der J aeo bischen Polynome auch direkt auflösen I). 
Die Beziehung zwischen den Darstellungskoeffizienten und den 
J aco bischen Polynomen lautet für ,." > V 

(I) _lj(1-v)! (1+,.,,)1 cos21+·-/'~ßsin,u-·tß 
d (ß)".- Y(l+v)1 (1-,.,,)1 (,.,,-v)1 

.F(,.,,-l, -v~l, ,.,,-v+ 1, -tg2~ß). (13) 

4. Bevor wir an die Betrachtung der Spiegelungssymmetrie 
herangehen, sei hier noch eine Formel 

d(l)(n-ß),Uf = (- 1)1-"d(l)(ß),u,_. (14) 

abgeleitet, In Kap. XV haben wir die Darstellungskoeffizienten 
vollkommen bestimmt, aus (27) können wir 

d(1) (ß)/H = ~ (_ 1)" V(1 + 1')! (1-1')! (1 + v)! (1-v)! 
.. (I-,.,,-x)! (1 + v- x)! xl (x + ,." - v)1 

• COS2l-" +v- 2" ~ ß sin2ll +" -,' ~ ß (15) 

entnehmen. Setzen wir hierin n - ß für ß, so geht wegen 
cos(tn-x) = sinx der cos in (15) in sin und der sin in eos 
über. Führen wir gleichzeitig an Stelle von x als Summations
index x' = 1 - ,." - x ein, so geht (15) in 

~--~~~~--~~~ 

tlP)( -ß) - :g(-l)l-"-'" Yl1+,.,,)! (l-,.,,)! 0+1I)! (f-v)! 
n /,. - ,,' x'! (,.,,+vtx')1 (1-,.,,-x')! (1-v-x')! 

. sin t '" +1' +. t ß cos21 - "-.-211' 4 ß (16) 

1) Die Quantenmechanik des symmetrischen Kreisels wurde von 
H. Rademacher und F. Reiche, Zeitschr. f. Phys. 89, 444, 1926; 41, 
453,1927; von R. de L. Kronig und J. J. Rabi, Phys. Bev. 29, 262, 1927; 
C. Maueback, Zeitscjlr. f. Phys. 2R, 76,1927 und J. H. van Vleck, Phys. 
Rev. 83, 476, 1929 behandelt. Die Quantenmechanik des aRYmmetrischen 
Kreisels 'behandeln E. E. Witmer, PJoc. Nat. Acad. 18, 60, 1927; 
S. C. Wang, Phys. Bev. 84:, 243, 1929; If. A. Kramers und G. P. Ittmabn, 
Zeitsehr. f. Phys. OS, 553, 1929; OS, 217, 1929; 00, 663, 1930; O. Klein, 
ebenda OS, 730, 1929; H.Oasimir, ebenda 09, 623, 1930. 
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über. Was aber jetzt auf der rechten Seite von (16) steht, hot 
nichts anderes als (-l)I-'ld(ll({J)f.,_~1 womit (14) bewiesen ist. 

Bei einem Einkörperproblem ist der Spiegelungscharakter der 
Wellenfunktion durch ihre Winkelabhängigkeit gegeben. Die In
version PI im Ursprung bedeutet ja bei einem ein-Bein nur das Er
setzen von q; durch q; ± n und 4t durch n - 4t, während r, die Lä.nge 
des Beins, ungeändert bleibt (vgl. Abb. 10). Hierdurch geht (9 b) in 

PI tJI: l (r4tq;) = e-i,u(tp±n) d(ll(n - (J),uo GNl(r) 

= (- 1)" e- i ,"" ( - 1 )1- ,u d(l)({J)" o GNI(r) = (- 1)1 tJI:1 (rf}q;) (17) 

über: die 'ferme mit geradem l haben positiven, die mit un
geradem 7 negativen Spiegelungscharakter, es existieren 
bei dem Einelektronenproblem nur ungestrichene Termtl 1). 

Bei zwei unabhängigen Teilchen, bei dem He-A tom gilt nach (6) 

tJI/1 = ~~(L)({tX{Jrj)~l Gdrl' TI' E), (18) 
1 ' 

z da die gegenseitige Konfiguration 
durch die Gestalt eines zwei
Beines gegeben ist, die durch die 
Längen r I' r 1 der beiden Beine und 
den eingeschlossenen Winkel E 

charakterisiert werden kann. Nun 
ändert sich durch eine Spiegelung 
die Gestalt eines zwei-Beines nicht, 
nur seine Lage wird verändert. 
Wenn man im Nullpunkt des Ko
ordinatensystems spiegelt, geht a, 

•• 'tJr.,;.:: ....... ----! x 

{J und r in a±n, n - (J und 
n - r über [siehe Abb, L02)]. 

Es ist daher 

Abb.l0 

PItP" = ~~(L)({a+n, n-{J, n-r»~lGl 
l 

= ~ (-- l)L + l~(L) ({a fJ rl),:, ~ l Gl , 
l 

(ISa) 

I) Daher ist auch ein optischer tJbergang mit Lll = 0 bei Ein
elektronensystemen verboten: er würde ohne Änderung des Spiegelungs
charakters vor sich gehen müssen. 

I) In Abb. 10 wurde der Einfachheit halber TI = TI = 1 angenommen, 
E} und E2 sind die Stellen der beiden Elektronen vor, E; und Ei nach 
der Inversion. 
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weil nach (14) 
~(L) ({a + n, n - ß, n - r})l'i. 

= eil' (a±,,) (_ I)L-" d(L) (ß)I', -l eii.(n-y) 

= (_I)L+i.~(L) ({aßr)),u,-l (14a) 

ist. Bei positiven Termen ist also wegen PI t/JI' = t/JI' 
G_l(rp r 9 , E) = (- I)L+ i. Gl (r1 , r l , E), (19) 

während bei negativen Termen P1t/J1' = - t/J,tt 
G_l(rl' r s' E) = _(_I)L+l Gl(rl' r 2 , E) (19a) 

gilt 1). 
Die mittlere der Funktionen G, das Go, ist nur bei un

gestrichenen Termen (S+, P_, D+ usw.) von Null verschieden. 
Hieraus folgt auch, daß He noch keine S_-Terme hat. In der Tat 
hat bei S-Termen die Wellenfunktion für alle Lagen des zwei
Beines denselben Wert, die S-Terme haben notwendigerweise 
positiven Spiegelungscharakter. 

Setzt man (6) in die Schrödingersche Differentialgleichung 
ein, so erhält man im allgemeinen - durch Vergleich der Koeffi
zienten gleicher Funktionen von aß r - genau 2 L + 1 Gleichungen 
fiß die 2L + 1 Funktionen G- L, G- L + 1 , ... , GL- lI GL der 
Varieblen, die die Gestalt des n-Beines beschreiben. Bei dem He 
Jl:ann man mit Hilfe von (1\:1), (19a) die Anzahl der unabhängigen 
Funktionen wesentlich herabsetzen und hat dann nicht nur bei S+-, 
sondern auch bei P + -Termen eine, bei P _ -, D _-Termen zwei, bei D +-, 

F+ -Termen drei usw. unbekannte Funktionen 2). 
Bei mehreren Elektronen ist es nicht möglich, die Inversion 

des n-Beines durch eine reine Drehung zu ersetzen, da das n-Bein 
bei der Inversion seine Gestalt ändert, in das .optisch isomere" 
n-Bein übergeht, das sich etwa so zum ursprünglichen verhält, wie 
die rechte Hand zur linken. Bei dem zwei-Bein tritt die Er
scheinung der optischen Isomerie noch nicht auf. 

1) Auch bei dem asymmetrischen Kreisel gilt für l + 1 Eigenwerte 
mit der Azimutalquantenzahl l, daß G _ J. = Gl , und für l Eigenwerte, daß 

G_ l = - Gl ist. Hierdurch wird die Säkulargleichung 2l + 1-ten Grades 
in zwei Gleichungen vom Grade l + 1 und l zerlegt. Ftlr den symmetrischen 
Kreisel folbrt, da 'P;~l und .,,;1 in (11 a) nach (14a) durch Inversion in

einander übergehen, daß sie zum seI ben Eigenwert gehören. 
9) Vgl. G. Breit, Phys. Rev. SI), 569, 1930. 
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Bezeichnen wir die Koordinaten, die die zu 9 isomere Gestalt 
des n-Beines beschreiben, mit 11, so ist nach (6) und Abb. 10 

PIt/J,. = ~~(L)(loe+n, n-fJ, n-r));AG.d1l) 
A . 

= ~ (- l)L + A ~(L) ({ a fJ r n:, _ A GA <'9). 
A 

Andererseits ist 

PI'tiJ,. = w'tiJ,. = ~w~(L){{oefJr}):AGA(g). 
A 

wo für positive Terme w = + 1, für negative w = - 1 ist. 
Es folgt 

(20) 

Die Gleichung (20) kann zur expliziten Berechnung der Eigen
funktionen nicht mehr benutzt werden, sie zeigt aber, wie man 
mit Hilfe der Symmetrie eigenschaften der Eigenfunktionen der 
Spiegelungsgruppe gegenüber noch über (6) hinausgehende Folge
rungen für die Gestalt der Eigenfunktionen ziehen kann. Es war 
von vornherein klar, daß wir hierdurch nicht mehr allzuviel ge
winnen konnten: durch die Spiegelungsgruppe kann man die 
Wellenfunktion nur an zwei Stellen vergleichen, während die Dreh
gruppe einen Vergleich einer dreiparametrig unendlichen Schar 
von Stellen ermöglicht hat. Demgemäß konnten durch die Dreh
gruppe drei Variable (oe fJ r) eliminiert werden, und es mußte dagegen 
nur eine Erhöhung der Anzahl der unbE'!kannten Funktionen 
(G _ L, ... , G L) in Kauf genommen werden. Durch die Spiegelungs
gruppe konnte nur diese Zahl 2 L + 1 wieder etwas reduziert 
werden, was eine verhältnismäßig unwellentliche Vereinfachung ist. 

Es liegt nahe, zur weiteren Reduzierung der Anzahl der un
bekannten Funktionen die Symmetrie in bezug auf Vertauschung 
der Elektronen auszunutzen. Dies ist in der Tat bis zu einem 
gewissen Grade möglich. Die hierzu erforderlichen tJberlegungen 
sind aber, da in (6) das erste und auch das zweite Elektron vor 
den übrigen ausgezeichnet sind (a und fJ sind Azimut und 
Polabsiand des ersten Elektrons), nicht mehr ganz so einfach 
wie die bisherigen, und es werde daher auf ihre Ausführung ver
zichtet. 
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xx. Das Drehelektron 
Die physikalischen Grundlagen der P auH schen Theorie 
1. In den vorangehenden Kapiteln wurden die wichtigsten 

Eigenschaften der Atomspektren, die ohne Einführung des Dreh
elektrons behandelt werden können, besprochen. Viele feinen. 
Züge - in erster Reihe die Feinstruktur - konnten jedoch noch 
nicht erfaßt werden, weil sie mit einer neuen Eigenschaft der Elek
tronen, mit ihrem magnetischen Moment aufs engste verknüpft sind. 

Die Hypothese, daß die Elektronen ein magnetisches Moment 
lind ein Drehmoment - kurz einen "Spin" - haben, stammt von 
Goudsmit und Uhlen beck Sie haben - noch vor der Entdeckung 
der Quantenmechanik - bemerkt, daß zur einfachen und möglichst 
volJständigen Beschreibung der Spektren die Elektronen nicht als 
bloße negative Punktladungen angesehen werden dürfen, sondern daß 
ihnen noch ein ma.gnetisches und mechanisches Moment zugeschrieben 
werden muß. Man kann sich bekanntlich in der Elektrodynamik eine 
Magnetnadel durch eine um die Achse des magnetischen Moments 
rotierende Punktladung ersetzt denken. Der Vektor des magnetischen 
Moments nt berechnet sich dann aus dem Drehimpulsvektor b nach 

eb 
m = -, (t) 2mc 

wo e die Ladung des rotierenden Teilchens und m seine Masse ist. 
Für das durch den Spin bedingte magnetische Momeut der Elek
tronen soll aber nach Goudsmit und Uhlenbeck (t) nicht mit 
der normalen Ladung und Masse des EiE-ktrons gelten, es soll viel
ml:'hr angenommen werden, daß der Drehimpuls nur halb so groß 
ist, wie er sich aus (t) ergeben würde: das magnetische Moment 
soll ein ganzes B 0 h r sches Magneton 

eh 
Im I = 4--' (I) nmc 

der Drehimpuls, das mechanische Moment aber nur vom Betrage 

Ibl=~~ 
2 2n (1 a) 

sem. 
Die Quantenmechanik des rotierenden Elektrons zeigt, daß 

diese Begriffe nicht ganz wörtlich genommen werden dürfen. Schon 
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die ältere Paulische Theorie verlangt, daß es ·keinen Versuch 
geben soll, der die Richtung (also etwa die Richtungscosinus) des 
mechanischen oder magnetischen Moments zu bestimmen gestatten 
würde. Möglich ist nur, zwischen einer Richtung un.d der ihr ent
gegengesetzten zu entscheiden. Die Frage nach den Wahrschein
lichkeiten für die verschiedenen räumlichen Richtungen des Spins 
soll demnach nicht sinnvoll, d. h. durch Versuche beantwortbar 
sein, und es soll nur die Kompont'nte des Spins in itgendeiner Rich
tung gemessen werden können. Bei dieser Messung - man denke 
an einen Stern-Gerlachsehen Versuch - stellt sich der Spin, 
wenn man etwa die Z-Komponente mißt, entweder in die + Z- oder 
in die - Z-Hichtung ein und die möglichen VeHlUchsresultate für 
die Richtungen sind + Z und - Z, für die Komponente des Dreh
impulses + h /4n und - h /4n. Hat man das erste Resultat er
halten, so gibt eine zweite, unmittelbar darauf ausgeführte l'Iessung 
der Z-Komponente wieder sicher + Z und sicher nicht - Z. Eine 
Messung der Y-Komponente gibt dagegen mit gleichen Wahrschein
lichkeiten die beiden möglichen Ergebnisse + Y und - Y. In 
diesem Sinne ist es auch zu verstehen, daß man nicht nach der 
Wahrscheinlichkeit aller Richtungen gleichzeitig fragen kann: auch 
wenn der Spin sicher die Z-Richtung hat (die Z-Komponente des 
Drehimpulses sicher + h/4n ist), ist die Wahrscheinlichkeit für 
die + Y-Richtung noch 1/t. und auch für alle anderen Richtungen 
von Null verschieden. 

Einen noch mehr symbolischl'n Charakter erhält der Spin in der 
Diracschen relativistischen Theorie des Elektrons und durch die 
an diese Theorie geknüpften Bemerkungen von N. Bohr. Nach 
dieser Theorie (auf die wir nicht näher eingehen werden) ist die 
Existenz des magnetischen Moments lediglich ein relativistischer 
Effekt, der in den Gleichungen bei der gleichmäßigen Behandlung 
von Raum und Zeit von selber auftritt. 

2. In der Paulischen Theorie berücksichtigt man das magne
tische Moment durch eine neue Koordinate s, die man außer den 
Cartesischen Koordinaten x, Y. $ in die Wellenfunktion ([»(x, 1/, e, s) 
einführt. Während sich der Variabilitötsbereich von X, y, $ von 
- 00 bis 00 erstreckt, kann s nur die beiden Werte - 1 und + 1 
annehmen. Im Falle einps Elektrons besteht daher die Wellen
funktion ([» (x '!I $ s) eigentlich aus zwei Funktionen von X 1/ $: aus 
([» (x, y, $, - 1) und ([» (x, y, $, 1). Daß im Gegensatz zu x, 1/, e 
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die Variable s nur zwei Werte annehmen kann, beruht darauf, daß 
die Komponente des Spins etwa in der Z - Richtung nur zwei 
Werte (- 1 . h /4 n und + 1 . h /4 n) haben kann, während etwa 
die X -Koordinate des Elektrons alle Werte von - 00 bis 00 an
nehmen kann. 

Wir müssen vor allem das skalare Produkt zweier Funktionen 
von x y sund s definieren. Das skalare Produkt zweier Funktionen 
von rp (x y z) und 9 (x Y s) entstand (S. 38) durch Grenzübergang 
aus der Summe 

~ rp (x y s)* 9 (x Y s), 
:ey. 

wo die Summation über den ganzen Variabilitätsbereich, von - 00 

bis 00 erstreckt werden mußte. Ähnlich ist das skalare Produkt 
von tb (x y z s) und G (x y s s): 

~ ~ tb (x y es)* G(x y z s), (2) 
,=±1 :eil" 

wo die Summation wieder über den ganzen Variabilitätsbereich 
aller Variablen zu erstrecken ist. Durch Grenzübergang erhält man 

(tb, G) = ~ HJ4>(x,y,e,s)*G(x,y,s,s)dxdyds 
1-_1_ 00 

00 

= H S [tb (x, y, e, - 1)* G (x, y, s, - 1) 

+ lP(x, y, s, 1)* G(x, y, e, l)]dxdyds. (3) 

3. Auch in der Paulischen Theorie bilden die Größen, die 
nur auf die Cartesischen Koordinaten der Teilchen Bezug haben, 
eine wichtige spezielle Klasse von physikalischen Größen. Diese 
Größen - wie etwa die X-Koordinate oder die Geschwindigkeit -
haben auch in einer Theorie, die den Spin gar nicht kennt, einen 
Sinn. Versuche zur Messung dieser Größen nennen wir .spinfreie 
Versuche". Diesen Größen entsprechen in der Pa u li sehen Theorie 
Operatoren, die nur auf die Cartesischen Koordinaten xys 
einwirken, so daß man die Spin koordinate s als einen Parameter 
behandeln darf. 

Es sei hier der Begriff von Operatoren, die nur auf einen 
Teil der Kourdinaten einwirken, etwas genauer erläutert. Jeder 
Operator X, der auf eine Funktion f(~) nur einer Variablen ~ an
gewendet werden kann (wie etwa Differentiieren nach E), kann a)lch 
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auf eine Funktion zweier Variablen angewendet werden. Eine 
Funktion F(~, 11) zweier Variablen kann nämlich als eine Schar 
von :Funktionen der Variable ~ allein aufgefaßt werden, für jeden 
speziellen Wert von 11 ist F (~, 11) eine Funktion von ~ allein 1). 
Wendet man auf alle diese Funktionen von ~ den Operator X an, 
so erhält man wieder eine Schar von Funktionen von ~, für jeden 
11-Wert eine Funktion. Diese Schar bildet dann die Funk
tion XF(~, 11). Daß X nur auf ~ einwirkt, soll bedeuten, daß man 
bei seiner Anwendung 11 in dieser Weise als einen Parameter be
handeln darf. 

Es sei nun qt"/c (x Y s s) eine Eigenfunktion eines Operators H, 
der nnf auf x, Y und S einwirkt. Ist Ä/c der zugehörige Eigenwert, 
so muß die Funktion von x, g, sund s 

Hqt"t(x, y, s, s) --Ä/clP"/c(x, y, s, s) = 0 (4) 
verschwinden, d. h. beide Funktionen der vorher erwähnten Schar 
(für s = - 1 und s = + 1) 

H1JI'/c(x, g, s, -1) -Ätqt"/c(x, g, s, -1) =0, 

~li1Jl't(x, g, S, 1) -Ä/c1Jl'/c(x, y, s, 1) = 0 

mtissen verschwinden. Gehört zu Ä/c nur eine Lösung tPt(xyz) der 
Gleichung 

so muß sowohl 1JI't(x, y, s, -1) wie auch 1JI',,(x, y, s, 1) ein kon
stantes Vielfaches von tP/c (x y e) sein 2): 

1JI',,(x,y,s,-I) = "-ltP/c(XYS)i 1JI'/c(x,y,s,l) = '/A'ltP/c(xye)i 

(5) 

Man kann "_1 und "1 in (5) noch ganz beliebig wählen, 
u.tPt(xgz) bleibt immer noch eine Eigenfunktion von H zum Eigen
wert ÄIr Dies zeigt, daß die Einführung der Spinkoordinate s den 
Eigenwert Ä/c zu einem doppelten gemacht hat, es gehören die beiden 
linear unabhängigen, zueinander orthogonalen Eigenfunktionen 

1JI'/c- = ~'.-1 tP/c(xys), (5a) 

1JI'H = ~'.1 "",,(:eys) (5b) 

1) Man denke bei E an das Koordinatentripel :eyz, bei 0 an die 
Spinkoordinate ,. 

I) Es ist zunächst etwas störend, daß in (5) B links als Variable, 
rechts als Index auftritt, eil zeigt aber nur erneut, .daß man eine Funktiou 
von :r y z und B als eine Zuordnung je einer Funktion von x y z zu jedem 
,-Wert auffassen kann. 
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dazu. Das skalare Produkt von W,,_ und tp',,+ verschwindet ja, 
weil in beiden Gliedern des Integranden von (3) der eine Faktor 
Null ist. 

Die Eigenfunktionen 

6'.-ltPl; 6., t tPt ; 6.,-ltPS; Ö.,ltPS; 6,,-ltPS ; ••• 

entsprechen den möglichen Resultaten der bei den gleichzeitig aus
geführten: Messungen: a) der Messung der Größe, der der Operator H 
zugeordnet ist, b) der Messung der Z-Komponente des Spins. 
Für W,,_ ist der Wert der ersten Größe sicher Ak' der Spin hat 
sicher die - Z-Richtung, für WH ist der Wert der ersten Größe 
auch noch Ak' der Spin hat aber die + Z-Richtung, d. h. die Wahr
scheinlichkeit für die Einstellung in die -Z-Richtung ist Null. 
Ist die Wellenfllnktion schließlich allgemein 

cl) =' a1 W 1 - + a2 qJ'2- + as W s - + .. . 
+ b) WH + bs 1Jl'H + ba WH + ... , ~6) 

so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß H den Wert il", der Spin 
gleichzeitig die - Z - Richtung habe, gleich 1 a" 12 ; die W ahrschein
lichkeit des Wertes Ak für H und einer Spinrichtung + Z ist I b" 12. 

Die Invarianz der Beschreibung räumlichen Drehungen gegenüber 

4. Die soeben gegebene Beschreibung des Elektrons mit einer 
von xys und s abhängigen Wellellfunktion zeichnet nicht nur die 
Koordinatenachsen X Y Z anderen, gleichberechtigten Richtungen 
gegenüber aus, sondern bevorzugt allch noch die Z-Achse den 
heiden anderen Achsen gegenüber. Es ist hier also sehr wohl am 
Platze, zu untersuchen, wie sich die Isotropie des Raumes in dieser 
Beschreibungsweise äußert, d. h. wie die Wellenfunktion ORcl) des 
Zustandes cl) für einen Beobachter lautet, der die Systeme und 
Größen genau so wie der erste Beobachter beschreibt, nur 
daß er seiner Beschreibung ein gegenüber dem Achsenkreuz des 
ersten Beobachters verdrehtes Achsenkreuz zugrunde legt. Die 
Lage der beiden Achsenkreuze sei dabei so, daß die Koordinaten 
des Punktes x, y, s im zweiten Achsenkreuz 

B",,,,x + B"'IIY + B",.s = x', 

BII",x + BlIlIy + BII.s = y', 

Bu;x + B. II ,!! + B u ,e = z' 
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sind. (B ist eine reelle orthogonale dreidimensionale Matrix mit 
der Determinante 1.) Man kann OR«P entweder als die Wellen
funktion des Zustandes «P für den zweiten Beobachter 0 der als die 
Wellenfunktion des um B verdrehten Zustandes für den ursprüng
lichen Beobachter definieren. 

Solange die Wellen funktionen nur von den Cartesischen 
Koordinaten der Teilchen abhingen, war die Operation OR lediglich 
eine Purikttransformation PR (vgl. Kap. XI): 

PR€p (x' y' z') = €p (xyz). (7) 

In (7) steht, daß die Wellenfunktion des zweiten Beobachters PR €p 
im Punkte x', y', z' den gleichen Wert annimmt, den die Wellen
funktion €p des ersten Beobachters an der Stelle x, y, z hat. 
Dies muß auch so sein, weil der Punkt x, y, z für den zweiten 
Beobachter x', y', z' heißt. 

Jetzt, wo wir außer den Cartesischen auch eine Spin
koordinate haben, können wir mit einer einfachen Punkttrans
formation nicht auskommen, es hat ja gar keinen Sinn, s trans
formieren zu wollen. Deshalb wird OR ein allgemeinerer Operator 
sein, als es PR war. Wir werden die Existenz des Operatoren
systems OR (zu jeder Drehung R gehört ein Operator OR) an
nehmen und es dann mit Hilfe der besprochenen Grundannahmen 
der Paulischen Theorie und der Forderung, daß die mit ver
schiedenen Achsenkreuzen arbeitenden Beobachter prinzipiell gleich
berechtigt sind, zu bestimmen versuchen. Es wird sich zeigen, 
daß im wesentlichen nur ein Operatorensystem existiert, 
das diesen Bedingungen genügt. Seine Bestimmung wird uns 
über wichtige Eigenschaften des Paulischen Drehelektrons Auf
schluß geben. 

5. Die Beschreibungsweise des zweiten Beobachters, die die 
Wellenfunktion OR «P dem Zustand «P zuschreibt, muß der ursprüng
lichen Beschreibungsweise völlig äquivalent sein. Insbesondere 
muß sie dieselben Übergaugswahrscheinlichkeiten zwischen 
zwei beliebigen Zuständen tp', «P ergeben, wie die erste: 

1 (tp', «P) 1I = 1 (OR lP', OR «P) /2. (8) 

Es ist dabei wichtig, zu bemerken, daß, obwohl der Zustand «P, 
der für den Beobachter mit dem verdrehten Ach8enkreuz als der 
Zustand 0 R «P erscheint, durch Angabe seiner Wellenfunktion «P 
vollkommen gegeben ist, in OR «P sicher noch ein konstanter 

WilDer, Gruppentheorie 16 
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Faktor C</> VOIIl Absolutwert 1 willkürlich wählbar ist, weil die 
Wellenfunktionen 0 R <P und Cll> 0 R <P denselben phYRikalischen 
Zustand charakterisieren. DaR bedeutet, daß der Operator OR 
sehr vieldeutig ist, für jede Funktion q) ist in OR noch ein Faktor 
frei. Es zeigt sich nun (Riehe den Anhang am Ende des Kapitels), 
daß man über diese Freiheit in OR so verfügen kann, daß für alle ~ 
und alle <P 

(~, <P) = (OR'P', OR<P) , 
OR (a1Jf + bC;P) = aOR'P' + bORfP 

(Ha) 

gilt (a und b sind Konstanten), d. h. daß OR ein linearer unitärer 
Operator wird. Dann unterscheiden sich die beiden Beschreibungs
weisen : die für den Beobachter mit dem ursprünglichen, und die 
andere für den Beobachter mit dem verdrehten Achsenkreuz nur 
durch eine kanonische Transformation, sind also physikalisch 
völlig äquivalent. Den Zustand mit der Wellenfunktion <P nennt 
der zweite Beobachter OR <P, und der Größe, der der erste Beob
achter den Operator H zuordnet, ordnet er OR H ORI zu. 

Umgekehrt sind durch die Forderung (8a), daß OR ein linear
unitärer Operator sei, die Konstanten c</> für alle Wellt'nfunktionen 
- bis auf eine einzige - eindeutig festgelegt. Ersetzt man eine 
Wellenfunktion ORfP durch COR<P, so muß man gleichzeitig, wenn 
man an (8a) fesihalten will, alle Wellen funktionen durch ihre 
c-fachen ersetzen. Ersetzen 'wir nämlich in (8a) OR<P durch COR<P, 
während wir etwa OR'P' ungeändert lassen, so folgt, wenn (81\) auch 
für dieses neue System gelten soll: 

('P', <P) = (OR'P', COR<P) = C(OR'P', OR<P), 
waS mit (8a) zusammen C = 1 ergibt. Im folgenden wollen wir die 
ORfl) immer so annehmen, daß für sie (8a) gelte, dann ist in allen 
ORfl) für eine gegebene Drehung R nur eine einzige Konstante frei. 

6. Betrachten wir nun die beiden Zustände 'P' _ = tP (.x;yz) d'.-l 
und 1p' + = tP (xyz) ~,. H' Für' spinfreie Versuche benehmen sich 
diese beiden Zustände so, als ob ihre Wellenfunktion tP (xy z) 
wäre. Für den Beobachter mit dem verdrehten Achsenkreuz er
scheinen sie daher spinfreien Versuchen gegenüber wie ein Zustand 
mit der Wellenfunktion PR tP (xyz). Die Wellenfunktionen OR IV_ 
und 0 R 1p' + müssen daher nach (5) die Form 

ORIl.,-11J1 (xyz) = U,,-l PRtP (xyz), \ 
OR~'.1 tP (xyz) = U~, 1 PR tP (xyz) f (9) 
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haben, wo U,,-1 und u" 1 zwar von g;, y, e unabhängig sind, für ver
schiedene 1/1 aber zunächst noch verschieden sein könnten. Aus der 
Linearität des OR folgt aber, wenn qJ ein von", verschiedener Zu
stand ist, für den 

OR fl,,-l qJ (xye) = ",,-I PR qJ (xye) 
gilt, daß 

OR",.-1 (fIJ + 1/1) = 11,,-1 PR (fIJ + t/J) = 11,,-1 PRfIJ + 8,,-1 PB'" 
= ORJ.,-I fIJ + ORd,.-1 t/J = Ü •. -l PRfIJ + U,,-1 PR t/J 

ist. Hieraus f()l~t aber wegen der linearen Unabhil.ngigkeit von 
PkqJ und PR'" 

-Ü" - 1 . = U" - 1 = U" - 1 und ähnlich i" 1 = U" l' 

daß die U, I für alle Wellenfunktionen dieselben sind; die Matrix 
U = U (R) kann nur von der Drehung R abhä.ngen. Ist nun 
tb(g;yes) eine beliebige Wellenfunktion 

tb(x,y,e,s) = ".,_Itb(x,y,e, -1) + fl.,1 tb(g;, y, e, 1), (10) 

so folgt wiederum aus der Linearität von OR und (9): 

ORtb(x,y;e,s) = OR",,-l tb (x,y,e, -1) + OR",,1 tb (x,y,e, 1) 

= aB. -I PR tb (x, y, e, -1) + U,,1 PR tb (x, y, H, 1) 

OR tb (x, '1/, H, s) = :8 Ult PR tb (x, y, e, t). (11) 
I =±1 

Der Operator OR lä.ßt sich also in zwei Faktoren 

OR = QRPR (12) 

spalten, wo PR die bekannte, auch in (7) definierte Transformation 
ist, die nur auf die r.agenkoordinaten der Wellenfunktion einwirkt, 
und QR durch 

QRtb (xYZll) = :8 U (R)"tb (xyet) (12a) 
1=±1 

definiert ist, und nllr auf die Spinkoordinate S einwirkt. Da der 
Variabilitätsbereich von S nur aus zwei Zahlen - 1 und + 1 be
steht, ist QR nach (12a) einer zweidimensionalen Matrix 

U (R) = (U (R)-I, -1 U (R)-I, 1) (13) 
u (R)I, -1 U (R)I, 1 

äquivalent. Es gilt für zwei beliebige Drehungen Rund S 

P.~QR = QR Ps insbesondere PRQR = QR PB' (14) 
16· 
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Die Möglichkeit der Zerlegung von OR in die beiden Teile PR 
und QR beruht wesentlich auf der Annahme, daß es .spinfreie 
Versuche" gibt, die man schon mit einer nur von xys abhängigen 
Wellenfunktion beschreiben kann. 

Zusammenhang mit der Darstellungstheorie 

7. Aus der Unitarität von OR folgt, da auch PR, also auch 
Pi? unitär ist, daß auch OR = OR Pi? unitär sein muß. Es ist 
daber für alle Funktionen «P, qr 

(15) 

Es folgt hieraus, daß auch die Matrix u (R) unitär sein muß. Setzen 
wir nämlich etwa «P = 680 t/J und qr = au t/J, so ist nach (3), 
wenn t/J normiert ist, (<<P, Y'f) = an und daher nach (15) und (12a) 
auch 

00 

= ~ H J U:(/~*U8'ft/Jdxdyds = :SU:o Uu-
ß = '±1 -00 8=-=1 

Dies ist aber die Bedingung für die U nitarität von u. 
Wir können uns weiter daran erinnern, daß OR durch physi

kalische Tatsachen und die Gleichungen (8a) nur bis auf eine von R 
abhängige Konstante vom Betrag 1 festgelegt ist, und wir können 
daher, ohne am physikalischen Inhalt der Theorie etwas zu ändern, 
oder (8a) zu beeinträchtigen, jedes OR durch CROR ersetzen, wo 
I CR I = 1 ist. Den Faktor eR können wir an OR, d. h. an U (R) 
anfügen und mit seiner Hilfe erreichen, daß die Determinante 
von U (R) gleich 1 wird. 

Um schließlich die Matrix U (R) gänzlich zu bestimmen, be
achten wir noch, daß OR«P die Wellenfunktion des um R ver
drehten Zustandes «P ist und Os. 0 R «P die Wellenfunktion des 
zuerst um R und dann um S, im Ganzen um SR verdrehten Zu
standes «P ist. Der Operator OSOR ist also mit dem Operator Ou 
physikalisch jedenfalls völlig äquivalent. Da er auch die Glei
chungen (8a) befriedigt - das Produkt zweier linear-unitärer 
Operatoren Os und OR ist auch selber linear- unitär -, kann er 
sich von Os R nur um einen konstanten Faktor unterscheiden: 

OSR = CS,1l0S0R' (16) 
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Mit Hilfe von (1-2) folgt nun wegen PSR = Ps PR und (14) 

QSRPSR = CS,RQSPSQRPR ; QSR = CS,RQSQR 

oder mit Hilfe von (12a) 

:2u (8R).t f,f)(xyet) = cs,R:8 :2u(S)8r u(R)rtf,f)(xyet), 
t=.:!"1 r=±1 t=±1 

u (SR) = CS,R 1. u (8). u (R). (17) 

Da wir die Determinante aller uauf 1 normiert haben, folgt 
aus (17), daß auch die Determinante 1 cs, R 11 = 1, es, R = + 1 
ist. Es folgt nunmehr 

U (SR) = + u (S) u (R), (17a) 

daß die Matrizen u (R) bis auf das Vorzeichen eine Darstellung der 
dreidimensionalen Drehgruppe bilden. 

Dies legt schon den Gedanken nahe, daß U (R) mit der im 
Kapitel XV besprochenen Matrix 

_liaU<l~:Y~lir ~(1/2)({:~~l), IR !ir } 
_ (e s cos'i fI e s - e S SIn j"fl es) (18) 
- I 1 1 I 

ejia siniße- jiY ejia coslßejir 

identisch ist oder aus ihr doch mit Hilfe einer Ähnlichkeitstrans
formatIon hervorgeht. Dies ist in der Tat richtig, wir werden im 
nächsten Kapitel zeigen, daß jedes zweidimensionale Matrizen
system, das (17 a) befriedigt, entweder aus lauter Einheitsmatrizen 
besteht oder aus ~(1/2) durch eine Ähnlichkeitstransformation hervor
geht. Das erstere kommt aber für uns nicht in Frage, da es z. B. 
bedeuten würde, daß ein Zustand, bei dem der Spin sicher in 
der Z-Richtung liegt, auch nach einer beliebigen Drehung noch 
diese Eigenschaft hat. 

Nur für Drehungen mit ß = 0, die die Z-Achse unverändert 
lassen, darf und muß U eine Diagonalmatrix sein. Hat der Spin 
nämlich im ersten Koordinatensystem die - Z-Richtung, ist also 
f,f) (x, y, e, 1) = 0, so muß das auch im zweiten Koordinatensystem 
der Fall sein. Hieraus folgt aber nach (11) UI, -1 = 0, und ähnlich 
muß auch U-I,l = 0 sein: U ({ oe 0 0 \) ist eine Diagonalmatrix, und 
da es ~(1/2) (la ° O}) äquivalent ist, kann es entweder 

u({aOO\) = (e-!ia e~a) oder (e~a e-Oi ia) (*) 
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sein. Der zweite Fall würde aber bedeuten, daß der Drehimpuls 
des Elektrons im Zustand 8" -1 t/J die + Z und im Zustand 8" 1 t/J 
die - Z-Richtung hat, so daß wir diesen Fall ausschließen können. 
Er würde zur Folge haben, daß dem physikalischen Zustand, dem 
wir die Wellenfunktion tP (x, y, e,s) zuordnen wollen, die Wellen
funktion tP (x, y, e, - s) zugeordnet wäre. 

Es ist also u({aOO)) = ~(1/2)({aOO)), und die unitäre 
Matrix: S, die ~(1/2) in u transformiert, muß mit ~(1/2) ({a 0 01) ver
tauschbar, also eine Diagonalmatrix sein. Ihre beiden Diagonal
elemente seien a und a' <I a I = I a' I = 1). Dann können wir 
festlegen, daß wir den Zustand, dessen Wellenfunktion bisher 
tP(xyes) war, mit StP(xyes) beschreiben werden, wo 

k~ tP (x, y, e, - 1) = a tP (x, y, e, '- 1), 

S tP (x, y, e, 1) = a' tP (x, y, e, 1) 

ist. Dies dürfen wir tun, da wir der komplexen Phase des Ver
hältnisses tP (x, y, e, - 1)1 tP (x, y, e, 1) bisher keine Bedeutung 
zugeschrieben haben. In der Beschreibung, die so aus der ursprüng
lichen entstanden und mit ihr völlig äquivalent ist, ist jedenfaJls 

u({aß"l> = ~(1/2)({aß,,» (18a) 

und wir erhalten als Endresultat, daß jede Beschreibung des 
Spins, die sich auf die in 1., 2. und 3. besprochenen Ideen 
gründet, mit einer Beschreibung physikalisch völlig 
äquivalent sein muß, bei der di·e Wellenfunktion eines 
um 1) R verdrehten Zustandes tP durch ORtP gegeben ist. 
Dabei ist OR = PRQR der durch 

OBtP (x, 1/, e, s) = ~ ~(l/z) (Rh 1/ PRtP(x, y, e,t) 
1=±1 2" 2 

= ~~(1/2)(R}t l/tP(x",y", eil, t) (19) 
t=:!:1 j~'i 

definierte Operator, wo x", g", e" aus x, y, e durch die Drehung 
R-l hervorgehen. In ~(1/2) müssen die [ndizes i s, t tauf treten, 
da die Zeilen und Spalten von ~(1(2) - statt mit - 1, + t wie 
in u - mit - i und + t bezeichnet sind. 

Sei ~. B. 

J (x - i y) e - r/2 '0 für B = - 1, } 
</J ( ) - ( _. ) - ,./2"0 - . (t) 

XYZB - x .ye - l( ') -,/2To f" -+1 x- 'Y e ur B - • 

I) R ist hier immer eine reine Drehung. 
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[(x- iy)e- r/2ro ist die Eigenfnnktion des Wasserstoffatoms mit N = 2, 
1 = 1, fS = 1, vgl. (3), Kap. XVII] u.ld betrachten wir den Zustand (t) 
von einem" Koordinatensystem, dessen X-Achse die alte X-Achse und <lessen 
Z-Achse die alte Y-Achse ist. Die Drehung R ist dann {O, ~ 71, O} 

;c' = x, y' = - z, z' = y 
und die reziproke Drehung ist 

x" == x, y" = z, z" = -y. 
Die Matrix 2)(1/0({0, In, 0» (;~ 

V2" 

-1) V2" 
~. 

Di~ Wellenfunktion des Zustandes (t) vom neuen Koordinatensystem 

-=(x_iz)e-r/2ro __ (x_iz)e-r/2ro für 8= -1, 
ist nach (19) f 1 1 

°RtP(xyzs) = 1 V12 V; 
V2 (x - iz) e- r/2ro + V2" (x - iz) e- r/2ro für 8 = + 1 

= J31 V"2 (x- iz) e- r/2ro . 

Im neuen Koordinatensystem hat also der Spin sicher die Richtung Z, im 
alten hatte er folglich sicher die Richtung Y. 

8. Wir wollen nun versuchen, aus der Transformationsformel (19) 
einige physikalische Folgerungen zu ziehen. Eine sehr wichtige 
Frage, die mit ihrer Hilfe entschieden werden kann, ist die fol
gende:Mit welchen Wahrscheinlichkeiten ergibt die Messung der 
Z'-Komponente des Spins die beiden Werte + h/4n und -1I/4n, 
wenn dieZ-Komponente sicher den Wert + h/4n hat? Mit anderen 
Worten: was ist der Wahrscheinlichkeitszusammenhang zwischen 
den Spinkomponenten für zwei verschiedene Richtungen Z' und Z, 
die miteinander einen bestimmten Winkel fJ einschließen? Wenn 
der Spin die Z-Richtung hat, hat die Wellen funktion die Form 
o (x y z s) = ß, 1 f{J (x y z), und wenn wir diesen Zustand von einem 
um \0 fJ 01 verdrehten Koordinatensystem betrachten, so wird 
wegen p {o~o} rf) (x y z s) = ßu P {o~o} f{J (x Y z) 

O{O~oJ (J)(x,,p, s, - 1) I 
= cos ~ fJ P (oflo) cf> (x, y, z, -1) - sin l fJ P (O~o) rf) (x, y, z, 1) 
= -sin~fJ·p{o~OIf{J(xys), 

O{O~o} rf)(x, y, z, 1) I 
= sin ~ ß P {o~o} rf) (x,y,s, -1) + cosl ß P {o~ol rf) (x, y, s, 1) 
= coslß· P{O~OI f{J(xys). 

(20) 
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Nun kann der zweite Beobachter die WahrscheiDlichkeit für 
die Einstellung des SpiDs in sei DeZ-Achse - das ist eine 
Richtung, die mit der ursprüDglichen Z-Richtung den Winkel fJ 
einschließt - aus der Wellenfunktion 0 t 0 fl o} 'fl) direkt berechDeD. 
Er erhält aus (20) 1 cos { fJ 1\1 für die Wahrscheinlichkeit der + Z'
Richtung Ulld I - sin t fJ III für die Wahrscheinlichkeit der - Z'
RichtuDg. Ist die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmte 
Richtung des Spins gleich 1, so ist sie für eine gegen 
diese um fJ geneigte Richtung gleich cos2lfJ· Für fJ = 0 
ist dies 1, daDn falleD ja die beiden RichtuDgen zusammeD, für 
fJ = l n, wenn die beideD Richtungen senkrecht aufeinander stehen, 
gleich !' für fJ • n, weDn die beiden RichtuDgeD entgegeDgesetzt 
sind, ist diese WahrscheiDlichkeit Null. 

Es ist noch die Frage von IDteresse, wann eine RichtuDg 
existiert, in die sich der Spin sicher Dicht eiDstellt? Sei diese 
RichtuDg etwa die Z'-Richtung, so hat die Wellenfunktion Otaflrl«P 
für ein KoordinateDsystem, dessen Z-Achse Z' ist, die Gestalt 

O{aflrl «P (xyes) = 8,,-1 qJ (xyz). 

Die Wellenfunktion cP selber ist, wenn wir zur AbkürzuDg 
{oefJr} = R schreibeD, 

«P(x,y,z,s) = OR-I0R«P = OR- 1 88,-lqJ(XYZ) 

= ~(lf2) (R- 1h. _! Prl qJ (xyz). 
I' S 

"" (x, y, z, - 1) uDd "" (x, y, z, + 1) uDterscheiden sich nur um 
einen konstanten von x Y Z uDabhängigen Faktor 

«P (x, y, z, - 1)/"" (x, y, z, 1) 
= ~(1/2) (R)_!_!/~(lf2) (Rh_! = e-ia ctgi fJ, (tt) 

S S !I S 

der, wie (tt) zeigt, sowohl dem Absolutwert wie der komplexen 
Phase nach ganz beliebig sein kann. Daß sich «P (x, y, E, - 1) und 
"" (x, y, E, + 1) nur durch einen Faktor unterscheiden, bedeutet, 
daß bei gleichzeitiger Messung der Z-Komponente des Spill' und 
einer beliebigen spiDfreieD Größe, die Wahrscheinlichkeiten für die 
letztere nach 3. von der Spinrichtung statistisch unabhängig 
siDd. In diesem Falle existiert alE'O immer eine Richtung -
Azimut oe und Polabstand fJ sind in (tt) gegeben -, in die sich 
der Spin sicher nicht einstellt, SODSt aber existiert keiDe solche 
RichtuDg. 
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9. Es ist vielleicht nicht überflüssig, hervorzuheben, wie weit· 
gehend konkrete Aussagen man für das Benehmen des Drehelektrons 
lediglich auf Grund der allgemeinen Prinzipien der Quantenmechanik 
und einiger qualitativer Vorstellungen mit Hilfe von Invarianz
forderungen erhalten kann. Die beiden eben abgeleiteten Resultate 
- namentlich das erstere über den Wahrscheinlichkeitszusammen
hang verschiedener Spinrichtungen - ließen sich, wenigstens im 
Prinzip, auch experimentell prüfen. 

Die Bestimmung der Operatoren Oll gelang uns unter der 
VorauiSetzungl daß sich die verschiedenen Achsenkreuze physikalisch 
nicht unterscheiden. Äußere Felder, die die Isotropie des Raumes 
stören, könnten auch eine Modifikation der Operatoren Oll nach sich 
ziehen. Natürlich wird, solange das äußere Feld schwach ist, der 
Operator, der den Übergang zum verdrehten Achsenkreuz bewirkt, 
noch näherungsweise durch (19) bestimmt sein. Die Gültigkeit 
von (19) wird aber auch in starken Feldern angenommen. 

Es werde noch ein Gedanke, der bei der Ableitung von (19) von 
entscheidender Bedeutung ist, aber im mathematischen Formalismus 
etwas untergetaucht war, explizite hervorgehoben. Das ist die 
Tatsache, daß die Gleichheit zweier Koordinatensysteme auch die 
Gleichheit der Operatoren Oll für beide nach sich zieht, die den 
Übergang zu einem in der gleichen Weise verdrehten Koordinaten
system vermitteln. 

Die Operatoren Oll sind zwar linear-unitäl", aber keine Punkt
transformationen, wie sie die Pll waren. Deshalb gilt für sie (22) 
Kap. XI, 

im allgemeinen 'keineswegs. Außerdem ist zu bemerken, daß 
einer Drehung R nicht ein, sondern eigentlich zwei Operatoren Oll 
und - Oll zugeordnet sind, weil das 1)1/2 ({a ß yj), das in (19) 
vorkommt, durch die Drehung nur bis auf das Vorzeichen bestimmt 
ist. Es gilt auch nicht OSR = OSOR' sondern nur 

OSIl = + Os Oll' (16a) 
und man kann von den Operatoren + Oll und - Oll auch nicht 
willkürlich je einen in der Weis(l weglassen, daß für den Rest (16a) 
durchweg mit dem oberen VOf7:eichen gelte. 

10. Die Z-Komponente des Spins ist eine ~physika\ische Größe", ebenso 
wie der Impuls oder die Koordinate. Nach der statistischen Deutung der 
Quantenmecbanik muB ihr also ein linearf.t hermiteischer Operator eot-
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sprechen, den wir mit 4: . s, bezeichnen wollen. Die Eigenwerte von s. 

sind den möglichen Werten -h/4:n: und +h/4:n: der Z-Komponente des 
Spins entsprechend - 1 und + 1. Die Eigenfunktionen zum ersten Eigen. 
wert sind alle Funktionen lF_(XYZ8) = Ja,_l'/'(XYZ), die nur für 
8 = - I, die Eigenfunktionen zum zweiten Eigenwert alle Funktionen 
lF+ (x y Z 8) = J,,1 ,/,' (x Y z), die nur für 8 = 1 von Null verschieden 
sind. Es ist also 

Szoa,_l,/,(a;yz) = -~'ß,-l I/J(xyz) 

8.J,,1'/"(xyZ) = JS,1 ,/,' (xyz), 

und für ein beliebiges 

4> (x, y, z, 8) = J" -1 4> (x, y, z, - 1) + ~'" 1 4> (x, y, z, 1) 

gilt wegen der Linearität 

8.4>(XYZ8) = 8. (Ja, -1 4> (x, 1/, z, -1) + J" 1 4> (x, y, z, 1») 
= -J., -1 4> (x, y, z, - 1) + J.,1 4> (x, y, z, 1) 

8,4>(XYZ8) = ~ tJ,/4>(xyzt) = 84>(XYZ8). (21) 
t=±l 

Da 8. nur auf die Spinkoordinaten einwirkt, hat es ebenso wie 0R eine 
Matridorm 

_ (-1 0) 
8" - 0 l' (21 a) 

Bestimmen wir nun den Operator h, der der Z'-Komponente des Spins 
entspricht. Für den Beobachter mit dem Achsenkreuz, dessen Z-Achse Z' 
ist, ist dieser Operator einfach 8., da für diesen Beobachter definitions· 
gemäß aUe Operatoren genau so wie für den ersten Beobachter lauten, nur 
daJI sie auf sein eigenes Achsenkreuz bezogen sind. Andererseits entsteht 
aber dieser Operator durch Transformation mit 0 R aus h. so daß 

8, = ORhOi1; h = 0R-18.OR 

und hieraus wegen (12) und der Vertauschbarkeit von PR mit 8, 

h = 0R-J PR-la, PR 0R = 0R-1 8 , 0R (22) 
folgt. Wenn man für alle in (22) vorkommenden Operatoren - sie wirken 
aUe nur auf 8 ein - die Matridorm verwendet, erhält man: 

h = U (R)t 8. u (R). 
Es folgt nun aus (11), Kapitel XV, daß unser h mit dem dort ver

wendeten identisch wird, wenn man h = 8 •• also x' = y' = 0; z' = I 
setzt. Das t = (x, y, z) in (11) ist der Vektor, der aus t' (mit den 
Komponenten x' = y' = 0; z' = 1) durch die Transformation R-l hervor
geht, also der Einheibvektor in der Z'- Richtung. Daher lautet die De
finitionsgleichung (lOa) von h in Kapitel XV 

(22a) 
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wo al , a2, as die Richtungscosinus von Z' sind. Aus (22a) sehen wir, daß 
sieh der Operator für die Z'- Komponente des Spins ebenso aus den Opera
toren für die X, y, Z-Komponenten [vgl. (101, Kap. XV] 

8 - (0 i) 8 _ (0 1) 8 _ (- 1 0) 
Oll - _ i 0' 11 - .1 0' 11 - 0 1 

zusammeDlietzt, wie etwa der Operator für die Z'-Komponente der Koordinate 
(~lultiplizieren mit al X + a, y + as z) aus den Operatoren für die X, Y, Z
Koordinate (Multiplizieren mit x, y, z) gebildet wiFd. Operatoren dieser 
Art nennt man" Vektoropl'ratoren". 

Die unmittelbare Bedeutung von (11), Kapitel XV, ist die, daß der 
Operator [B T, n = [r', n, der der B r-Komponente des Spins entspricht, 
aus dem Operator [r, fj, der der r-Komponente entspricht, durch Trans
formation mit u(R)-l, o~er wie wir es jetzt sagen würden, mit Qll hervorgeht. 

In der Theorie des Spins pfll'gt man öfters direkt von (22a) auszugehen 
und die ganze Theorie auf diese Gleichung zu gründen. 

Anhang. Es sei zunächst (f» die WellenfunktJon des Zu
standes (f» für den zweiten Beobachter. Dann muß nach (8) für 
alle Funktionen 'JI, (f» 

! ('JI, (f») I = I ('JI, (f») I (8') 

sein. Eigentlich muß (8') nur gelten, wenn 'JI und (f» physikalischen 
Zuständen entsprechen, also normiert sind. Son!lt kann man von 
der "zweiten Beschreibungsweise" des Zustandes (f» gar nicht 
sprechen, weil eben nur normierte (f» Zustände darstellen. Es ist 
indessen zweckmäßig, auch für nicht normierte (f»' ein (f»' zu defi
nieren, und zwar sei <p', wenn .:p' = a (f», und (f» normiert ist, 
gleich a (f». Dann gilt (8') für alle Funktionen. 

Weiter ändert sich an (8') nichts, wenn man die 'JI und (f» 

mit Konstanten vom Betrag 1 multipliziert. Es soll nun gezeigt 
werden, daß man diese Konstanten ClF, C.p so wählen kann, daß 
für alle clF'JI = OR'JI und C<t, (f» = OR(f» nicht nur 

sondern auch 
!(ORYI, ORcP) I = ! (YI, (f»)1. (8) 

(ORYI, ORtlJ) = (YI, (f»), 

OR(aq! + bcP) =: aORYI + bOR(f» (8a) 

gilt (a und b sind Konstanten). Die Schwierigkeit bei dem Über
gang von (8) nach (8 a) besteht darin, daß (8) nur die Gleichheit 
der Absolutwerte von (ORlJI, OR(f») und (YI, (f») besagt, während 
nach (8 a) auch die komplexen Phasen gleich sein sollen, und dies 
für alle j<~unktionenpaare gleichzeitig erreicht werden muß. 
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Bilden die Funktionen q:rl' qJ"ll' q:r8' ... ein vollständiges 
Orthogonalsystem, so gilt dies auch von den Funktionen q:r" 
q:r2' q:r8' .... Aus (Y'" q:rle) = h,Ie folgt nach (8') auch (q:r" q:rle) 
= h,Ie, und wenn keine Funktion existiert, die zu allen "qJ"i ortho
gonal ist, so kann es auch keine Funktion geben, die auf alle q:ri 
senkrecht steht. 

Betrachten wir nun die Funktionen F,., die den F,. = "qJ"1 + "qJ",. 

für " = 2, 3, 4, .,. zugeordnet sind. Wenn wir F,. nach dem 
vollständigen Orthogonalsystem "qJ"1' q:r2' ... entwickeln, so sind 
alle Entwicklungskoeffizienten (lp"l' F,.) bis auf die von lp"l und lp",. 
Null, und diese sind vom Absolutwert 1, w~il auch (lJf1, F,.) nur 
für 1 = 1 und 1 = " nicht verschwindet und für diese Werte 
von 1 den Wert 1 hat. Es ist also 

F,. = 1I,.(q:rt + x,. lp",.); 11111 I = I x,. I = 1 (für" = 2, 3, ... ). (A) 

Wir verfügen jetzt über einige c, und zwar sei C'l'"l = 1; C'l'",. = X,.i 

CF,. = 1/11,. 
OB"qJ"t = qJ"t; OBlp",. = C'l'",. 1ftx = xx"qJ"x, 1 B 

O 'q:r +lp") - 0 F - - - I ( ) 
Bt 1 ,. - B x - CF"F" = F"/y,,=OB"qJ"l+OB"qJ",,., 

Nun sei «P eine beliebige Funktion, die wir uns nach den q:r,. 
entwickelt denken 

«P = atlp"] + a2 q:r2 + aslp"s + ... (C) 

Entwickeln wir alleh 0, und zwar nach dem vollständigen Ortho
gonalsystem der OBq:rl' OB "qJ"" '" 

tp = aIOB"qJ"1 + a,OB"qJ", + aaOBq:rs + ... (C') 
so ist 

la,.1 = I (OBq:r,., tP)1 = I (xx"qJ",., «P)I = I (lp",n «P)I = la,.1 (D) 

und insbesondere I aJ I = I all· Wählen wir daher Cr[> = al/al' 
so wird 

OB«P = cr[>~ = atOBq:rI+ a~OB1P2 + a~OB1Pa+ '" (E) 

der Koeffizient von OB W, gleich lJl' und es gilt auch weiter 
I a; I = I alt I· Außerdem muß nach (8) und (B) 

laI +a;1 2 = I (OB Wt +OBq:r,., OB«P) 12 = I (OBF" , OB«P) 12 

= I (F., «P) 11 = I a t + alt 12, 

oder 

1 a1 I1 + a~ (,; + a, a;* + I a; 1' = 1 a1 12 + a~ alt . + al a! + I alt III 
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sem. Man kann hieraus wegen a;' a;'* = a" a~ das a;'* eliminieren 
und erhält eine Gleichung zweiten Grades 

a~a;'2_(a~a,,+ala!)a;'+alla,,12 = 0 (F) 

für a;'. Aus (F) folgt entweder 

, d' * / * a" = a" 0 er a" = a" a1 a1 • (G) 

Im ersteil Falle ist für jedes tP = :8 a" lJI'" und lJI' = :8 b"lJI'" 
" " 

" " Ebenso ist auch 

OR(a«P + blJl') = OR :8 (aa" + b b,,) lJI'" =:8 (aa" + bb")ORlJI',, 
" " 

so daß OR tatsächlich linear ist. Weiter ist 

(ORlJI', OR«P) = (:8 b"ORlJI'", :8 alORlJI'l) 
" l 

=:8 b.: al Ö"l = :8 b: a", 
"l " 

und es ist auch 

(lJI', «P) = (:8 b" lJI' '" :8 al lJI'l) = :8 b: al Ö"l = :8 b! alt, 
" l "A " 

OR ist auch unitär, womit (8a) bewiesen ist. 
Wir müssen nur noch zeigen, daß die zweite Alternative in (G) 

nicht auftreten kann. Zu diesem Zweck ersetzen wir für diesen Fall 

durch 

OR «P = OR:8 alt lJI'" = :8 a: OR lJI'". (I) 
" " 

d. h. multiplizieren OR«P mit aU ar Dadurch kann sich ja der 
Inhalt der Beschreibung nicht ändern. 

Nun betrachten wir zwei Eigenfunktionen des HamUtonschen 

Operators, zwei stationäre Zustände X = :8 u" lJI'" und X . = :8 u;' lJI'" 
" " mit verschiedenen Energien E und E'. Es ist 

e2"tEt lh x + e2niE't/h X' = ~ (u"e2niEt/h + u;'e2niE't/h) lJI'" (1I) 
l< 
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eine Lösung der zeitabhängigen Schrödingerschen Differential
gleichung. In der zweiten Beschreibungsweise würde nach (I) 

O .... ...., *0 ur RX = 2.. U" Rr" 
" dem Zustand X und 

ORX' = ~U~*ORqr" 
" 

dem Zu!':tand x' entsprechen. Die Energien sind auch In tier 
zweiten Beschreibungsweise E bzw. E'. Daher muß auch 

e2ni EI/hORX + e2 n iE't/h ORX 

= ~(u:e2niEt/b+ tt;'*e2niE't/h)OR"IJI" (Uf) 

" 
eine Lösung der Schrödingergleichung sein, die für t = 0 den
selben Zustand wie (11) repräsentiert und demnach für alle späteren 
Zeiten denseihen Zustand darstellen sollte. Dies ist aber nicht 
richtig, weil dem Zustand (II) nach (I) 

:8 (u" e2niEt/h+ u; e2niE 't /h)* OR"IJI" 

" 
entspricht, und dies ist für t * 0 nur dann mit (lU) identisch, wenD 
E = E' ist. Die zweite Alternative von (G) führt auf einen Wider
spruch, bei der in (B) und (E) getroffenen Wahl der c muß in (G) 
die erste Alternative zutreffen, aus der der linear-unitäre 
Charakter des 0 R folgt. 

Wir erhalten somit das wichtige Resultat, daß zwei physikalisch 
äquivalente Beschreibungen - nach entsprflChender Veränderung 
der freien Konstanten der Wellenfunktionen - durch eine kano
nische Transformation ineinander überführt werden können. 

XXI. Die Gesamtquantenzahl 
1. In der Transformationsformel (19) des vorangehenden Kapitels 

OR(,f)(X, y, z, s) = ::E ~(1/2)(Rh.B !tPR(,f)(x,y,z,t) 
t=:!:l 2·'2 

ist R eine reine Drehung. Wollen wir die Wellenfunktion in 
einem Koordinatensystem haben, das durch eine Drehspiegelung 
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aus dem ursprünglichen entsteht, so Uönnen wir zuerst zu dem 
Koordinatensystem übergehen, das durch Inversion 

x' = - x, y' = - y, s' = - s 
aus dem ursprünglichen hervorgeht und dieses dann einer reinen 
Drehung unterwerfen. Die Frage ist also eigentlich nur die: wie 
lautet die Wellenfunktion OI~ des Zustandes ~ für einen Beobachter, 
dessen Achsenkreuz dem ursprünglichen entgegengerichtete 
Achsen hat. 

Betrachten wir zuerst den Zustand u. t/J (x y s). Spinfreien 
Versuchen gegenüber henimmt er sich für den ersten Beobachter 
so, als ob seine Wellenfunktion t/J wäre, und daher für den zweiten 
Beohachter so, als ob seine Wellenfunktion PI t/J wäre, wo 

PI t/J (xy s) = t/J ( - x, - y, -- s) (2) 

ist. Daher muß OIU.t/J(xys) = u;PI 1/J(xy.e) sein. Das magne
tische Moment hat für u.1/J (x ?/.e) eine bestimmte Richtung, bei der 
Inversion des Achsenkreuzes geht diese Richtung in die entgegen
gesetzte Richtung über, weil das magnetische Moment ein axialer 
Vektor ist. Die entgegengesetzte Richtung heißt aber im neuen 
Achsenkreuz genau so, wie im alten die ursprüngliche Richtung 
hieß: der zweite Beobachter nennt die Richtung des Spins ebenso, 
wie sie der erste nannte, der Faktor u; vor PI t/J in 0 [u.1/J (x y.e) 
ist gleich u •. 

Man kann einen magnetischen Dipol bekanntlich immer durch einen 
Stromkreis ersetzen. Liegt dieser Stromkreis etwa in der X Y- Ehene und 
läuft er von X nach y, so liegt er auch in der X' Y'-Ehene und läuft 
auch von X' nach Y'. 

E's gilt demnach für alle u. und alle t/J(xy.e) 

OIU.1/J(XYE) = tt.PltIJ(xy.e) = Pl u.1/J(xy.e), (3) 

bis auf eine Konstante, die noch von u und 1/J abhängen könnte. 
Man kann aber genau so, wie dies in 6. des vorangehenden Kapitels 
geschah, einsehen, daß diese Konstante sowohl für alle u wie auch 
für alle t/J gleich groß sein muß, wenn man an der Linearität 
von 0 1 festhält. Da aber ein .Faktor in 0 1 doch gänzlich will
kürlich ist, können wir diese Konstante ganz weglassen. Da man 
weiter jede Funktion ~ (x y z s) als eine Linearkombination von 
Funktionen der Gestalt u.1/J (xy z) schreiben kann, folgt aus (3) 
und der Linearität von 0 1 und Pb daß 0 1 = PI 
OI~ (x, y,.e, s) = PI~(X, y,.e, s) = ~(- x, - y, -.e, s) (4) 



256 XXI. Mehrere Elektronen 

ist. Der Operator 011 der den Übergang zum Achsenkreuz be
wirkt, das durch Inversion aus dem ursprünglichen hervorgeht, 
wirkt auf die Spin koordinate S gar nicht ein und ist durch (4) 
gegeben. Es ist Ol = 1 j 0 1 0 1 0 = 0j der Einheitsoperator 
bildet mit 0 1 zusammen eine Gruppe, die zur Spiegelungsgruppe 
holomorph ist . 

. In (1) und (4) haben wir die Transformationsformeln für die 
Wellenfunktion bei einer beliebigen Ändernng des Achsenkreuzes. 
Die Formeln (1) und (4) gelten übrigens nicht nur für Elektronen, 
sondern auch für Protonen. Das magnetische Moment der Protonen ist 
aber wegen ihrer etwa 1840 mal größeren Masse 1840 mal kleiner 
und ist daher keiner so unmittelbaren Beobachtung zugänglich, wie 
der Elektronenspin. Im folgenden wird dieser "Kernspin" immer 
vernachlässigt. 

Auch in der Diracschen relativistischen Theorie des Elektrons 
bleiben (1) und (4) im wesentlichen ungeändert 1). Bei Dirac 
besteht eine Wellenfunktion nicht aus zwei Funktionen tb (x, y, ß, - 1) 
und tb (x, y, ß, 1) von x y ß, sondern aus vieren. Man kann das so 
berücksichtigen, daß man außer S noch eine fünfte Koordinate s' 
einführt, die ebenfalls zweier Werte fähig ist. Für reine Drehungen 
gilt dann (1) ungeändert, s' nimmt an der Transformation gar nicht 
teil. Bei der Inversion vertauschen sich dagegen die heiden 
s' -Werte noch. 

2. Die Formeln (1) und (4) beziehen sich auf ein System, d84 
nur ein einziges Elektron enthält. Im Falle mehrerer Elektronen 
enthält die Wellenfunktion 0 (Xl' Yl' ß1, SI' X •• Y2' ß., s.' ... , Xn, y", ß", S,,) 

außer den Cartesischen Koordinaten auch die Spinkoordinaten 
aller Teilchen. Das skalare Produkt zweier Funktionen tb und G wird 

OD 

(41, G)= ~ ~ ... ~ ff··· ftb(x1··· s,,)* G(x1 .·.s")dx1 .··dß,,. (5) 
'1=±1 'a=±1 ',,=±1 _.,., 

Ebenso wie in der einfachen Theorie, die den Spin nicht berück
sichtigt, der Operator PB auf alle Koordinatentripel und zwar in 
gleicher Weise eingewirkt hat, wird jetzt der Operator OBI der 
den Übergang in der Palllischen Theorie zu einem anderen Achsen
kreuz vermittelt, auf alle Koordinaten x,,, Yk, ßk und Sk so ein-

1) J. A. Gaunt: Proe. Roy. Soe. 124:, 163, 1929. 
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wirken, wie das OR in (1) oder (4) auf xy/! und 8 eingewirkt hat. 
Es wird also 

OR lP (Xl Yl /!1 81 ... X"Yn Zn8 .. ) = 
:8 ~('/2)(Rh )t ... ~(1/2)(Rh 1.t PR lP(XtYl/!l tl··· X"y"z"t .. ) (6) 
... in 2 Sb 2 1 2 8n, 2 n 

bzw. 

OIlP(X1Y1Z181 ... X"Y .. /! .. s .. ) = PIlP(XjYIZjSt ... X"Y .. z .. s,,) 

= «P (_. XI' - YI' - Zlf 81, •.. , - X .. , - Un' -- /!", s,,) (7) 

gelten. Der Operator OR ist das Produkt zweier Operatoren PR 
und OR, deren erster nur auf die Cartesischen Koordinaten 
einwirkt: 

PR «P(x{y{/!{SI ... x~y~z~s,,) = «P(X1YtZI81 ... x"y"znsn)" (6a) 

wo die Xk y~ /!k aus den Xk Yk /!k durch die Drehung R hervorgehen, 
und deren zweiter nur die Spinkoordinaten berührt: 

ORlP(XtYt Zl SI ... x"Ynz"s,,) 

=:8 ... ::S~(tJ2)(Rh !t ... ~(t/2)(Rh !t «P(XI YI Zt t1···x .. y .. z .. t,,).(6b) 
t1 = ~ 1 tn=:!:1 2 I' 2 I 2 s". 2 11 

Da das System der Spinkoordinaten 2" verschiedene Wertesysteme 
annehmen kann, ist OR einer 2"-dimensionalen Matrix äquivalent, 
deren Zeilen und Spalten den Wertesystemen per Spinkoordinaten 
entsprechend mit n Indizes, die alle die Werte + 1 haben können, 
numeriert sind. Die Matrixform von 0 i ist 

OR = ~(1/2)(R) X ~(1/2)(R) X ... X ~(1/2)(R) 

(QR)8182 ... S";ttt2 ... f,, = ~(t/2)(RhBl !t1 ... ~(1/2)(RhB!t (6c) 
2 '2 2 fl.' 2 u-

Die Operatoren P sind wieder mit den Operatoren Q alle ver
tauschbar 

PSOR = OR Ps insbesondere OR = PROR = OR PR, (8) 

und der Operator Ol = PI ist mit allen PR und daher auch 
wegen (8) mit allen OR vertauschbar, wenn R eine reine Drehung ist. 

Die OR sind durch die Drehung R nur bis auf das Vorzeichen 
bestimmt, weil in ~(1/2) (R) das Vorzeichen frei ist. Bei gerader 
Elektronenzahl kann man I diese Zweideutigkeit aufheben, indem 
man festsetzt, daß alle ~(1/2)(R) in (6) und (6c) mit demselben 
Vorzeichen zu nehmen sind. Bei ungerader Elektronenzahl ist 
es nicht möglich, die 0 R in dieser Weise eindeutig zu machen. 

W i g ne r, Gruppentheorie 17 
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3. Geht man zuerst zu einem um R und dann zu einem In 

bezug auf dieses um S verdrehten Koordinatensystem über. so 
geht die Wellenfunktion «1) zuerst in OR «1) und dann in OsOR«1) 
über. Dasselbe Koordinatensystem erhält man aber auch, wenn 
man sofort um SR dreht. In diesem Fall erhä.lt man für die 
Wellenfunktion Os R «1), und dies kann sich von Os 0 R «1) nur durch 
eine Konstante unterscheiden. Da sowohl Os OR als auch OSR 
linear-unitär sind, ist diese Konstante für alle Wellenfunktionen 
dieselbe, sie kann nur noch von den beiden Drehungen Sund R 
abhängen 

(9) 

Da der Übergang zur Beschreibung mit einem anderen 
Koordinatensystem immer durch einen linear-unitären Operator 
bewirkt werden kann, enthält (9) noch nichts von den speziellen 
Annahmen der Paulischen Theorie und ist eine notwendige Folge 
der Invarianz des Gleichungssystems räumlichen Drehungen g~gen
über. Wir werden diese Gleichung noch am Schlusse dieses 
Kapitels genauer untersuchen und zeigen, wie man aus ihr Folge
rungen ziehen kann, die in jeder quantenmechanischen Theorie 
gelten müssen. 

Man kann (9) natürlich auch rechnerisch verifizieren, es ist 
zunächst nach (8) 

OSOR = PsQs PRQR = Ps PRQSQR = PSRQsQR' 
Bei gerader Elektronenzahl· bilden die Matrizen (6c), die die 
Matrixform von Q sind, eine eindeutige Darstellung der Dreh
gruppe, so daß QsQR = QSR ist, und 

OSOR = PSRQsQR = PSRQSR = Üse (lOa) 

gilt, in diesem Fall ist in (9) die Konstante CS,R = 1, und die 
Operatoren OR bilden eine zur reinen Drehgruppe holomorphe 
Gruppe. Man kann daher in diesem Fall Funktionen definieren, 
die in bezug auf die Operatoren OR zu einer Zeile einer irreduziblen 
Darstellung oder auch zu einer irreduziblen Darstellung der Dreh
gruppe gehören. 

Bei ungerader Elektronenzahl bilden die Matrizen (6c) 
nur eine zweideutige Darstelluug der reinen Drehgruppe, es ist 
QsQR = + QSR und daher ist 

OSOR = PSRQsQR = + PSRQSR = + OSR, (lOb) 
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die Konstante in (9) ist CS,R = + 1, die Operatoren OR sind 
zur Drehgruppe eigentlich nicht mehr holomorph. Es entsprechen 
wegen der Zweideutigkeit der QR auch je zwei Operatoren 
+ OR und - OR jeder Drehung R. Da auch in der Isomorphie 
der unitären Gruppe 1) zur Drebgruppe jeder Drehung R zwei 
unitäre Matrizen U = ~(1/2) (R) und U = - ~(1/2) (R) ent
sprechen, kann man versuchen, die 0 in eindeutiger Weise den U 

zuzuordnen. In der Tat gelingt dies: man muß dabei dem U das 
Oll = QIl PR zuordnen und als Matrixform von QII nach (6c) 

u 
U X U X ..• X u annehmen, während RIl die U im Sinne des Iso-
morphismus zugeordnete Drehung ist. Dann ist QIl dem U jeden
falls eindeutig zugeordnet. Da auch RIl dem U eindeutig zugeordnet 
ist, gilt dies auch für die Operatoren PR' Es ist auch Il 

(U X U X •.. XU). (11 X 11 X ... Xli) = UD X Ull X ... X UlI, 

und aus RIlRu = Ruu folgt auch PRIl PRu = PRllu und daher auch 

OIlOU = OIlU' 

Bei ungerader Elektronenzahl gehören also die Funktionen f - i' 

f-j+l, ... , 0--11 0' für die 
j 

(j) ~ (j) 
Oll f /l = ~ U(J) (u)/l' /l f /l' (11) 

/l'=-j 

gilt, zu den verschiedenen Zeilen der Darstellung U{Ji der unitären 
Gruppe. Sie erfüllen daher ebenfalls die Relationen, die im 
Kapitel XII für Funktionen abgeleitet wurden, welche zu einer 
irreduziblen Darstellung irgend einer Gruppe gehören. 

An Stelle der Gleichung (11) wird in der Folge immer die 
Gleichung 

j 

ORf,~!) = + ~ ~(j)(R).""ur.<j,) (11a) 
/l'=-j 

auftreten, aus der (11) nur mit dem +-Zeichen 

o.,f,J> = + ~ UVi (U)/l'1' f,~) (11 b) 
/l' 

zu folgen scheint. Es ist aber zu bemerken, daß eigentlich 
immer (11) abgeleitet wird, und zweitens folgt aus (11 a) nicht 
nur (11 b), sondern auch (11). Würde nämlich in (11 b) für 

1) Genauer: der Gruppe der zweidimensionalen unitären Matrizen mit 
der Determinante 1. 

17* 
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irgendein u das untere Zeichen gelten, so könnte man u stetig 
verändern, bis es in die Einheit übergeht. Dabei ändern sich beide 
Seiten von (11 b) stetig, so daß man immerfort bei dem unteren 
Vorzeichen bleiben müßte. Für u = 1 bedeutet aber (11 b) mit 
dem unteren Vorzeichen 

O ( J) - "'-" ~ (J) - «j) 
• • u - - ~UI"1' I" - - I' , 

I" 

W8!:l sicher nicht richtig ist, da O. der Eiuheitsoperator ist, der 
jede Funktion ungeändert läCt. Es muß daher in (11 b) überall 
das obere Yorzeichen gelten; (11 a) ist mit (11) identisch und wird 
nur deshalb an seiner Stelle benutzt, weil es an die Bedeutung der 
Operationen 0 als räumliche Drehungen erinnert. 

Setzen wir noch in (11) u = - 1. Es ist dann 0- 1 der 
negative Einheitsoperator, weil p R-l = PE der positive und 
- 1 x-I X '" x-I in (6 c) der negative Eiuheitsoperator 
ist. Es folgt dann aus (11), daß U<J) (- 1) = - 1 ist und hieraus 
nach dem XV. Kapitel, daß j halbzahlig sein muß. Bei ungerader 
Elektronenzahl kann eine Wellenfunktion in bezug auf die 0 
nur zu einer ungeraden Darstellung der unitären Gruppe, 
also zu einer zweideutigen Darstellung der Drehgruppe ge
hören. Bei gerader Elektronenzahl kommen natürlich nur regel
rechte eindeutige Darstellungen der Drehgruppe in Frage (oder, 
wenn man will, gerade Darstellungen der unitären Gruppe). 

Die Kümplikation mit den zweideutigen Darstellungen rührt 
daher, daß die CS,R in (9) nicht nur + 1, sondern auch - 1 sein 
können, die Operatoren 0, die die Invarianz der Beschrei
bung räumlichen Drehungen gegenüber zum Ausdruck 
bringen, bilden keine zur Drehgruppe, sondern eine zur 
unit.ären Gruppe holomorphe Gruppe. 

4. Der Hamiltonsche Operator H der Schrödingerschen 
Eigenwertgleichung H 7p' = E 1p' für die Energie E ist bei Mit
berücksichtigung des Spins nicht mehr der einfaehe, nur auf die 
Cartesischen Koordinaten einwirkende Operator, der den bisherigen 
Betrachtungen zugrunde lag. Die Kräfte, die von den magnetischen 
Momenten der Elektronen ausgehen, machen noch Zusatzglieder not
wendig, auf deren Bedeutung wir noch einmal zu sprechen kommen 
werden. Obwohl die genaue Gestalt dieser Glieder noch nicht fest
steht, ist immerhin so viel sicher wahr, daß, solange keine äußeren 
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elektrischen oder magnetischen Felder vorhanden sind, keine Raum
richtung ausgezeichnet sein kaI).ll, und wenn 'lJI'", ein stationärer 
Zustand ist, so ist auch der verdrehte Zustand OR 'lJI'", oder Oll 'lJI'1' 
stationär, und heide haben dieselbe Energie. Daraus folgt, daß 
OR 'lJI'1' bzw. Oll 'lJI'1' durch die anderen Eigenfunktionen desselben 
Eigenwertes linear ausgedrückt werden kann: 

OR'lJI'", = ~D(R).I''lJI'. bzw. 01l'lJl'1' = ~D(u).I''lJI' ... (12) 
• • 

Aus Os 0 R = Os R bzw. bei ungerader Elektronenzahl aus 
OSOR = +OSR oder OuO" = Ou kann man in bekannter 
Weise schließen, daß 

D(S)D(R) = D(SR) \ 
bzw. \ (13) 
D(S)D(R) = +D(SR) oder D(u)D(.) = D(u.).J 

Die Matrizen D (R) bilden bei gerader Elektronenzahl eine Dar
stellung der Drehgruppe, bei ungerader Elektronenzahl bilden sie 
eine zweideutige Darstellung der Drehgruppe und eine eindeutige 
Darstellung der unitären Gruppe. 

Man folgert weiter, ebenso wie im Kapitel XII, daß diese 
Darstellungen als irreduzibel angenommen werden können 1): D (R) 
kann bei gerader Elektronenzahl ~(O), ~(I), ~(2), •• , sein, bei un
gerader Elektronenzahl kann D (R) gleich ~(1/2), ~(3/2), ~(512), •.. 

[und D (u) gleich U(I/2), U(3/2\, U(5/ 2), ••• ] sein: 

OR 'lJI'~ = ~ ~(j) (R)I" I' 'lJI'~,. (12a) 
,(t' 

Den oberen Index dieser Darstellungen nennt man die Gesamt
quantenzahl und bezeichnet ihn mit dem Buchstaben j oder J, 
sie ist bei gerader Elektronenzahl ganzzahlig, bei ungerader Elek
tronenzahl halbzahlig. Die Zeile p., zu der die Eigenfunktion 1JI.t 
gehört, nennt man auch hier die magnetische Quantenzahl Auch 
p. ist bei gerader Elektronenzahl ganzzahlig, ibei ungerader halb
zahlig. 

5. Es sei S ein den OR gegenüber symmetrischer Operator, 
also ein ,Skalar, der durch die Veränderung des Achsenkreuzes 

1) Indem man einen Eigenwert als mehrere zufällig zusammenfallende 
Eigenwerte ansieht. 
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nicht berührt wird. Wir wissen dann, daß die sogenannten Matrix
elemente 

( Nj N';') 
SNj,.;N'i'/J! = 'lJI,., S'lJI,., = 3jj'~,.,.,SNj;N'j (14) 

für zwei Eigenfunktionen, die zu verschiedenen Darstellungen ~<7) 
und ~(j'>, oder zu verschiedenen Zeilen derselben Darstellung ge
hören, ver s c h w i n d e t. Ist dagegen in (14) j = j' und I' = 1", 
so ist (14) von der magnetischen Quantenzahl unabhängig für 
alle I' gleich. 

Es liegt nahe, nach der analogen Formel für Vektor- und 
Tensoroperatoren zu fragen. 

Der skalare Operator war dadurch definiert, daß er unabhängig 
vom Achsenkreuz war. Z. B. ist die Energie eine vom Achsenkreuz 
unabhängige Größe. Dagegen ist es z. B. die X-Komponente des 
Dipolmoments nicht. Der ersten Größe entsprach für alle Beob
achter derselbe Operator. Da andererseits der erste Beobachter 
der Größe; welcher der zweite Beobachter 5 zuordnet, ORISOB 
zuordnet, muß 

(15) 
sein; ein symmetrischer Operator ist mit allen Transformations
operatoren vertauschbar. 

Sind dagegen V"" V,,, V. die X, Y, Z-Komponenten eines 
Vektoroperators, so sind die X', Y', Z' - Komponenten dieses 
Operators 

O~:V",OR = B"""V", + B",,,V,, + BuV" } 
OR V"O = B"xV",+B""V"+B,,.V .. 
ORIV.OR = BuVx + B,,,V,,+B .. V •. 

(16) 

Die V"" V"' V, transformieren sich nicht wie 5 nach ~(O), d. h. sie 
bleiben bei dem Übergang zu einem neuen Achsenkreuz nicht 
ungeändert, sondern erleiden eine Transformation mit der Drehungs
matrix R. Nun ist ~(l) als Darstellung der Drehgruppe der Dar
stellung durch die Matrizen B äquivalent und es empfiehlt sich, 
für die spätere Rechnung nicht die X, Y, Z-Komponenten, sondern die 

i 1 
V(-l)--V +-V 

- 1/- x 1/- ", 
r 2 r 2 

(17) 
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Komponenten zu benutzen, für die nach (34), Kapitel X V, an Stelle 
von (16) 

1 

OR1V«(l)OR = ~1'(I)(R)(>uV(U) (16a) 
0=-1 

gilt. Man kann auch noch etwas allgemeiner einen irreduziblen 
Tensoroperator w-ten Grades betrachten, der dadurch definiert ist, 
daß sich seine 2 w + 1 Komponenten T«l) bei einer Drehung des 
Achsenkreuzes nach 

w 

OR 1 T(~) 0 R = ~ 1'(w) (R)e u pJ) (16b) 
O'=-w 

transformieren. Setzt man in (16b) R-I an Stelle von R, so erhält 

man wegen OR-I = ORI und ~(w) (.R-1)e u = 1'(w) (R)~(l 
w 

OR T«(l)OR 1 = :S1'(W) (R)~(l T(tI). (16c) 
o=-w 

Aus diesen Gleichungen müssen wir die zu (14) analoge Gleichung 
für Vektor- und Tensoroperatoren ableiten. Um (16c) einführen 
zu können, wend.en wir auf beide Teile des skalaren Produkts 

«l) ( Ni T() Nlj') 
TNi/<;N'j',u'= 'iJl'/l' e'iJl'/l' (18) 

den unitären Operator OR an und erhalten 

,..,((l) (0 urN JOT< ) 0- 1 0 urN ' j') :L'Nj/l;N'j'/I' = R':t"/l' R f! R R':t"/l' 

= ~ ~ :s 1'(j) (ll>:/l1'<W) (R)~(l1'(j') (R)"/l' p;jv; N'j' v'· (18a) 
.., (/ 'V' 

Die analoge Formel für skalare Operatoren haben wir über 
alle Drehungen integriert, die Orthogonalitätsrelationen ergaben 
dann direkt (14). Um die für (18a) notwendigen Integrale über 
das Produkt dreier Darstellungskoeffizienten auszuwerten, können 
wir zuerst nach (16 b), Kap. X VII das Produkt der ersten beiden 
als eine Linearkombination 

j+'", 
ff\(j) (R)* ff\(w) (R)* . - ~ (jm)ff\(L) (R)* (jm) 
'" V/l'" U(l - ~ SLvu'" v+u, /l+(lSL/l(l 

L= IJ-ml 

schreiben. Setzt man dies in (18a) ein, so erhält man wegen der 
Orthogonalitätsrelationen bei der Integration über alle Drehungen 

j+w 1l 1l 1l 

T «(l) _ ~ ,(iw) ~ (jm) ULj' u v+o, v'u,u+(l,,u' T(U) 
Nj/l;N'.i',II' - ~ SL/l(l~ SLv(/ ~-. Njv;N'i'v', 

L=lj-wl .u.' 2j' + 1 
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wo noch mit f dR gekürzt ist. Dieser Ausdruck verschwindet, 

wenn j' nicht zwischen den Grenzen Ij - ro I und j + ro liegt, und 
ist für Ij - ro I <j' <j + ro gleich 

T(~) - (iw) ~ T Njp.;N'j',u'· - sj',u~v,u+Q"u' Nj;N'j', (19) 

wo T N j; N' l' von ,.", ,.,,' und Q nicht mehr abhängt. 
Diese Formel ist von großer Allgemeinheit 1). Sie gestattet 

das Verhältnis T~j,,; N'j',u,/T<;jv; N'j'v' solcher "Matrixelemente", 
d. h. skalarer Produkte (18) zahlenmäßig anzugeben, deren erste 

Faktoren (~:j) verschiedene Eigenfunktionen desselben Eigenwertes, 
deren Operatoren verschiedene Komponenten desselben irreduziblen 

N'·' Tensors und deren zweite Faktoren (~p.' J ) ebenfalls Eigenfunktionen 
ein und desselben Eigenwertes sind. 

Kehren wir zu den Vektoroperatoren zurück, indem wir in 
(19) ro = 1 setzen, so erhalten wir mit Hilfe der 'l'abelle auf S. 208 
die zu (14) analogen Formeln für Vektoroperatoren : 

v1j~\ N';-IP.-I = V j +,." V j +,." - 1 VNj ; N'j-I> 

v~jp.; N'j-IP. = - 1'~ V j - /L 1'"2 VNj ; N'j-I> 

v~j,u; N'j-1P.+ 1 = V j -,." - 1 V j -,." VNj ; N'j-I' 

v}{j.~; N'jP.-l = Vj - p, + 1 V j +,." VNj ; N'j' 

v~}p.; N'jp. = ,." 1'2 V.N-j; N'i , 

v~}p.; N'jP.+l = - V j + ,." + 1 V j -,." VNj ; N'j' 

} (19.) 

} (19b\ 

v1i~);N'i+1P.-l =1'~+11'j -,.,,+2VNjöN'Hl' I 
V~~p.öN'j+1P. _ V~-,.,,+l 1'~+,.,,+1 1'~V~j;N'Hl' (19c) 

V Nj P.;N'HIP.+l - 1'J+,.,,+l 1'J +,.,,+2 VNj ;N'Hl' 

Alle hier nicht angeführten Matrixelemente eines Vektor
operators verschwinden. Auch der Koeffizient mit j = j' = 0 
ist Null. Die VN;öN'j' kann man natürlich aus allgemeinen Über
legungen nicht mehr bestimmen. Während die Matrixelemente 
eines skalaren Operators Null waren, wenn die Gesarotquantenzahl 

1) In dieser Allgemeinheit stammen die Formeln von O. Eck a rt, 
Rev. Mod. Phys. 2, 305, 1930. 
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oder wenn die magnetische Quantenzahl von Zeile und Spalte 
(j und j' bzw. I' und 1") überhaupt verschieden war, können sich 
diese Zahlen bei einem Vektoroperator schon um 1 unterscheiden. 

Bei der Ableitung von (19) wurde über die spezielle Form der Opera
toren 0 R nichts vorausgesetzt und (19) muJl daher auch in der Theorie, 
die den Spin nicht berücksichtigt, gelten, wenn man die 0 R durch die PR 
und tHe Gesamtquantenzahl j durch die azimutale l ersetzt. Wir hahen 
auch schon öfters über das Verschwinden von Matrixelementen eines Vektor
operators Aussagen gemacht. Z. B. sind das Multiplizieren mit 

Xl + Xi + .,. + x." Yl + y, + ... + Y"., Zl + Z2 + ... + z"., 
die drei Komponenten eines Vektoroperators. In der Tat fanden wtr, daß 
die Übergangswahrscheinlichkeit durch Strahlung vom Zustand 'PF in den 
Zustand 'PE' für die 

(1JiF , (Xl + X2 + ... + X".) 1JiE ) usw. 
waJlgebend ist, verschwindet, wenn die Differenz der azimutalen Quanten
zahlen von 'PF und 1JiE nicht 0 oder ± 1 ist. Später sahen wir, dall die 
magnetische Quantenzahl unverändert bleibt, wenn das Licht in der 
Z-Richtung polarisiert ist (e = 0) und sich mit ± 1 ändert, wenn das 
Licht in der X- oder Y-Richtung polarisiert ist. 

Der durch das Magnetfeld V. in der Z-Richtung bedingte Zusatz
operator in der Scbrödingergleichung 

y = y(O) = _ ehV, [-Yl _" _ _ YS_o __ ... __ Y _"_ 
z 4:7rtnci "Xl "xs ". "X". 

+ Xl-- + X2 - + ... + x -() () " ] 
0Yl 0Y2 ". oY". 

ist die Z-Komponente eines Vektoroperators. Hier haben wir die Matrix
elemente V NI,,; NZ" auch wirklich berechnet. Aus der mittleren Gleichung 
von (19b) sehen wir, daJI sie proportional zur magnetischen Quanten
zahl '" sein müssen. Dies haben wir auch gefunden, die Proportionalitäts
konstante war in diesem Fall unabhängig von Nund 1 gleich ehVz/4:7rtnc. 

Für die Theorie ohne Spin ist (19) gleichsam der Ausdruck 
der Formel (6) des XIX. Kapitels, worin die Abhängigkeit der 
Eigenfunktionen von der Lage des Konfigurations-n-Beines explizite 
bestimmt ist. 

6. Es ist interessant zu bemerken 1), daß schon aus der ganz 
allgemeinen Gleichung (9) die Existenz einer Gesamtquantenzahl 
folgt. Natürlich kann man aus (9) nichts über die Ganzzahligkeit 
oder Halbzahligkeit von j erfahren, in (9) geht ja die Elektronen
zahl gar nicht ein. 

1) Der Rest dieser Kapitels ist für die folgenden nicht notwendig. 
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Benutzt man an Stelle von (lOa) oder (lOb) die Gleichung (9) 
OSR = CS,ROSOR, so erhält man an Stelle von (13), daß die 
in (12) definierten Matrizen D(R) 

D(SR) = cs,RD(S)D(R) (13a) 

bloß eine Darstellung bis auf ein e n Fa k tor der Drehgruppe 
bilden. Der Einheit E entspricht dabei noch die Einheitsmatrix. 
Es soll nun gezeigt werden, daß man aus den Matrizen, die (13a) 
erfüllen, durch Multiplikation einer jeden Matrix"p (R) mit einer 
zweckmiißig gewählten Zahl CR ein Matrizensystem D (R) = C R D (R) 
erhalten kann, das eine Darstellung der unitären Gruppe bildet, 
und für das 

D(S)D(R) = + D(SR) (20) 

gilt. Man kann daher nach Kapitel X V dieses Matrizensystem 
durch eine Ähnlichkeitstransformation in die Darstellungen ~O), 
2)(1/1), 2)(1), 2)(8/2), ••• zerlegen. Dies bedeutet, daß die Darstellungen 
bis auf einen Faktor, auf die (9) zuniichst führt, bei der Dreh
gruppe im wesentlichen die zweideutigen Darstellungen des 
XV .. Kapitels sind. 

Eine zweidimensionale Darstellung mull demnach entweder lauter 
konstante Mat.rizen enthalten (wenn sie ~(O) zweimal enthält) oder ~1/2) 
äquivalent sein, wie wir es im vorangehenden Kapitel vorausgesetzt haben. 

Wir bilden aus den D (R) zuerst D (R) = CR D (R) und 
wiihlen CR gleich der -l/l-ten Potenz der Determinante von D (R), 
wo l die Dimension der D (R) ist. so daß die Determinante 

I D(R) I = 1 wird: 

ID(R)I = IcRl.D(R)1 = ICR·ll·ID(R)1 

= c~'ID(R) 1= 1. (21) 

Hierdurch sind CR und jj (R) noch nicht eindeutig, sondern wegen 
der Mehrdeutigkeit der loten Wurzel nur bis auf eme lote Einheits
wurzel (i) bestimmt, so daß einem Gruppenelement R nicht mehr 
eine, sondern zuniichst l Matrizen zugeorooet sind, niimlich alle 
Vielfache von D (R), deren Determinante 1 ist. 

Multipliziert man ein jj (S) mit einem Jj (R), so erhiilt man 
ein D(SR): das Produkt ist wegen (13a) jedenfalls ein Vielfaches 
von 1) (SR), und seine Determinante ist das Produkt der Deter
minanten von jj (S) und D (R), also 1. 
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Wir haben aus der Darstellung bis auf einen Faktor 
D(R) eine mehrdeutige und zwar l-deutige Darstellung 
gewonnen, das Produkt eines jedenD(8) mit einemjedenD(R) 
gibt ein D (8 R). 

Man kann diese Vieldeutigkeit der Darstellung dadurch zu 
verringern versuchen, daß man von den A Matrizen D-(R) einige 
herauswählt und beibehält, die anderen einfach wegläßt. Dies kann 
natürlich nicht ganz willkürlich geschehen, sondern nur so, daß eine 

beliebige der behaltenen Matrizen D (S) mit einer beliebigen, eben

falls behaltenen Matrix D(R) multipliziert eine ebenfalls behaltene 
Matrix D-(SR) gibt. 

Bei kontinuierlichen Gruppen kann man nach H. WeyP) auf 
Grund der Stetigkeitseigenschaft der Darstellungen diese Auswahl 
folgendermaßen treffen. 

Sind Sund 8' zwei benachbarte Gruppenelemente, 8 rv 8', so 
waren auch 

D(8) rv D(S') und I D(8) I rv I D(S') I· 
Aus der letzteren Gleichung folgt, daß die l Werte von Cs mit den 
l Werten von es, paarweise benachbart sind. Auch die l Matrizen 
D(S) sind mit den l Matrizen D(S') paarweise benachbart, in der 

Weise, daß einem .lJ (S) ein und nur ein D (S') benach hart ist, 
die anderen l - 1 sich dagegen davon wesentlich unterscheiden, 
weil sie durch Multiplikation mit einer von 1 wesentlich verschiedenen 
Zahl (einer l-ten Einheitswurzel) daraus hervorgehen. 

Verbinden wir nun im Parameterraume die Einheit E = 8 (0) 
durch eine stetige Linie 8 (t) mit dem Element 8 = 8 {I), so können 
wir von den Matrizen D(8 (t)) fordern, daß auch sie eine stetige 
Folge durchlaufen sollen. Dann entsteht längs eines bestimmten 
Weges 8(t) aus D(8(0») = D(E) = 1 nur eine bestimmte 
der l Matrizen D(S), die wir mit D (8)s(I) bezeiehnen wollen. 
Deformiert man den Weg 8(t) stetig bei festgehaltenem Anfang und 

Ende, so ändert sich P(8)s(t) gar nicht, da es sich bei einer 
stetigen Deformation des Weges nur stetig ändern könnte, der Über
gang zu einem anderen D(S) aber notwendig einen Sprung bedeuten 
würde. 

1) H. Wey!, Mathem. Zeitscbr. 28, 271; 24, 328, 377, 789, 1925; 
v. Schreier, Abband!. matbem. Sem. Hamburg 4:, 15, 1926; 0, 233, 1927. 
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Das Produkt D (S).s(t) D(R)R (t) ist eine der Matrizen D (S R), 
die ebenfalls stetig aus D(E) == 1 entsteht. Der zugehörige Weg 
führt zuerst von E über S (t) nach S - dabei geht D (E) = 1 
stetig in D(S)s(t) über -, dann geht d~r Weg über die Punlde S.R(t) 
nach SR - dabei geht D(S)s{t) = D(S)s(t).l über die Matrizen 
D(S)s(t) D(R(t») stetig in D(S)s(t)D(R)R(t) über: 

D(S)s(t)D(R)R(t) = D(SR)s(t),S.R(t) (22) 

Lassen sich alle Wege von E nach S stetig ineinander deformieren, 
ist der Parameterraum einfach zusammenhängend, so existiert nur 
ein einziges D(S) = D(S)s(t), das stetig von D(E) = 1 = D (E) 
aus erreicht werden kann. Diese D (S) bilden dann eine ein
deutige Darstellung der Gruppe. 

Ist der Parameterraum mehrfach zusammenhängend, existieren 
zwei oder mehrere Wege S1 (t), S2 (t), ... , die man nicht stetig in
einander deformieren kann, so können die entsprechenden Matrizen 
jj (S)SI (0' D (S)82 (t), ... auch voneinander verschieden sein. Die 
Darstellung ist so vieldeutig, wie nicht ineinander deformierbare 
Wege von E nach S führen. 

7. Dip. Gleichung (22) legt in diesem Fall den Gedanken nahe, 
an Stelle der ursprünglichen Gruppe eine .Überlagerungsgruppe" 
zu betrachten, die für jedes Element. S der Gruppe so viele Elemente 
SSI (t), SS2 (t), ... hat, wie nicht ineinander deformierbare Wege 
S1 (t), 8 1 (t), .,. von E nach S .führen. Die Multiplikationsregel 
der Überlagerungsgruppe ist 

SSi (t) RRk (t) = SRSI (t), s. Rk(/)' (22 a) 

Ordnet man dem Element Ss. (t) der Überlagerungsgruppe die Matrix _ l 

D (S)S1 (I) zu, so bilden diese nach (22) eine regelrechte, eindeutige 
Darstellung der Überlagerungsgruppe. Die Darstellungen bis 
auf einen Faktor einer kontinuierlichen Gruppe lassen 
sich durch Multiplikation mit e.ntsprechend gewählten 
Zahlen in regelrechte Darstellungen der Überlagerungs
gruppe vtrwandeln. Kennt man alle Darstellungen der Über
lagerungsgruppe, so kennt man auch alle Darstellungen bis auf einen 
Faktor der ursprünglichen Gruppe. 

Der Parameterraum (Abb.l, S. 99) der dreidimensionalen reinen 
Drehgruppe ist zweifach zusammenhängend. Man kann von E 
zu einem beliebigen Punkt entweder (vgl. Abb. 11) direkt (I), oder über 
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einen Sprung zum Antipoden (I1) gelangen, und diese beiden Wege 
lassen sich nicht ineinander deformieren. (Ein Sprung zum Antipoden 
ist nicht als eine Unterbrechung einer stetigen Linie im Parameter
raume der dreidimensionalen Drehgruppe anzusehen, da die Antipoden 
derselben Drehung entsprecheu.) Ein Weg 
mit zwei Sprüngen zum Antipoden läßt sich 
dagegen schon stetig in einen Weg ohne 
Sprung verwandeln (vgl. Abb.12). 

Die Überlagerungsgruppe hat demnach 
doppelt so viele Elemente wie die Dreh
gruppe und ist folglich der Gruppe der 
~(l/2) (R) holomorph. Diese ist ja als zwei
deutige Darstellung der Drehgrüppe sicher 
eine regelrechte Darstellung der Überlage-

Abb.11 

rungsgruppe und zwar eine treue Darstellung, da sie jeder 
Drehung R zwei voneinander und von allen anderen 2)(l/2) (8) ver
schiedene Matrizen +.2)(l/2) (R) zuordnet. 

a b 

c d 

Abb. 12 

Die 1I(l/2)(R) bilden die unitäre Gruppe, diese ist also die 
Überlagerungsgruppe der dr.eidimensionalen Drehgruppe. Ihre Dar
stellungen lassen sieh in U(O) , U(I/2), U(l), .•• zerlegen und dem
entsprechend läßt sich D(R) _ eR D(R) in ± 2)(0) , ±2)(1/2) , 

+2)(1), •.. zerlegen. Wenn man D(R) in der ausreduzierten Form 
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annimmt - dies bedeutet ja nur einen Übergang zu einem neuen 
System linear unabhängiger Eigenfunktionen -, erhält man für diese 

OR 1Jf~) = ~ ~~(j) (R)I"I'1Jf~) 
eR 1" 

(12b) 

und man kann j die Gesamtquantenzahl der Eigenfunktionen 1Jf~j, 
ur (j) ur (j) ur (J> 
r _ j + I, ... , r j -11 r j nennen 

Obwohl (12b) mit (12a) nicht ganz äquivalent ist, genügt es 
schon zur Ableitung der meisten Regeln für die Gesamtquantenzahl. 

XXII. Die Feinstruktur der Spektrallinien 
1. Im Kapitel XVIII haben wir die Auswahlregeln für Azi

mutalquantenzahl, Spiegelllngscharakter und Multiplettsystpm ab
geleitet, wie sie in einer Theorie, die den Spin unberücksichtigt läßt, 
gelten. Wenn man die Kräfte, die von den magnetischen Momenten 
der Elektronen herrUhren, berücksichtigt, könnt>n diese Regeln nicht 
mehr als streng richtig angesehen werden, weil bei ihrer Ableitung 
die Voraussetzung gemacht worden ist, daß mit 1Jf auch PR 1p' eine 
Eigenfunktion des Energieoperators zum Eigenwert von 1Jf ist, da 
PR 1p' mit dem Zustand 'IJT - bis auf eine Drehung - identisch ist. 

Nun wissen wir, daß, wenn man auch den Spin berücksichtigt, 
nicht PR' sondern OB die Drehung des Zustandes bewirkt, PB ver
dreht gewissermaßen nur die Cartesischen Koordinaten des SYl:ltems. 
Demgt>mäß wäre PB 1Jf nur dann eine Eigenfunktion von H, wenn 
H eine.spinfreie Größe" wäre. In Wirklirhkeit treten in Hauch 
Glieder auf, die vom Spin herrühren, und PB 1Jf ist keine Eigen
funktion von H zum Eigenwert von 1Jf und läßt sich daher auch 
nicht als eine Linearkombi:aation der zu diesem Eigenwert gehörigen 
Eigenfunktionen schreiben. Die Eigenfunktionen gehören daher in 
bezug auf die PR auch zu keiner Darstellung der Drehgruppe, und 
der Begriff der azimutalen Quantenzahl ist, wenn man auch den Spin 
berücksichtigt, strenggenommen sinnlos. Nur solange die vom 
Spin herrührenden Glieder klein sind und die Schrödingergleichung 
näherungsweise auch bei ihrer Vernachlässigung aufgelöst werden 
kann - dies ist allerdings die Regel-, hat der Begrifi der azi
mutalen Quantenzahl (und des Multiplettsystems) einen Sinn, nur 
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dann gelten auch die Auswahlregeln des XVIII. Kapitels. Dies 
soll im folgenden noch genauer ausgeführt werden. 

Man kann natürlich mit Hilfe der Operatoren OR, die einer 
wirklichen Drehung entsprechen, des Operators 0 1 der Inversion 
und der Operatoren Op, die Vertauschungen aller vier Koordinaten 
zweier oder mehrerer Elektronen entsprechen: 

o p "qf (xa1 Yat Zat Sat ... xan Ya,. Zan San) 

= "qf(x1 y l :e1 SI .•. x"y"z"S,,) (1) 

[ P ist die Permutation (1 2 ... n \1, genau dieselben Über-
,al a, ... a,J 

legungen ausführen, die wir im Kapitel XVIII mit Hilfe der Opera
toren P ausgeführt haben. Die so erhaltenen Sätze werden natürlich 
auch bei Mitberücksichtigung der Spinglieder gelten. Die Opera
toren 0 R, die Drehungen entsprechen, sind mit den Operatoren 0 PI 

die Vertauschungen der Elektronen entsprechen, und beide mit 
0 1 vertausch bar, so daß die gesamte Symmetrie, genau wie im 
Kapitel XVIII, das direkte Produkt der Gruppe der OR, der 
symmetrischen und der Spiegelungsgruppe ist. 

Will man eine Vertauschung sowohl der Cartesischen wie auch 
der Spinkoordinaten der Elektronen ausführen, so kann man die Ver
tauschung der Cartesischen Koordinaten und der Spin koordinaten 
gesondert vornehmen, OP läßt sich (ähnlich wie 0 R) in zwei Faktoren 

OP = PpQp = Qp Pp (2) 
zerlegen, wobei Qp nur auf die Spinkoordinaten 

Qp qr (Xl Yl ZI Sat •.. Xn YnZn San) = 1Jf (Xl Yl Zl SI ..• Xn Yn Zn Sn) (2a) 

und Pp nur auf die Cartesischen Koordinaten einwirkt: 

Pp f1J (xa1 Yat Zal 0'1 '" Xa" Yan Zan O'n) 

= f1J (XI Y1 Zl 0'1 .•. .c" y" Zn 0',.). (2 b) 

Setzt man nämlich in (2b) Qp"qf für f1J ein, so erhält man 

PpQp"qf( ..• xakYa"ZakO'k ••. ) = Qp"qf( .•. XkYkZkO'k •.. ), 

und wenn man hierin noch O'k = sa" einführt, so ergibt es mit Hilfe 
von (2a) und (1) direkt (2). 

2. Es ist eine wesentliche Vereinfachung für das Folgende, daß 
die Eigenfunktionen aller wirklich existierenden Zustände den OP 
gegenüber zur antisymmetrischen Darstellung gehören: 

Opf1J = Ep f1Ji (Op- Ep) f1J = 0, (3) 
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WO cp gleich + 1 oder - 1 ist, je nachdem P eine gerade oder 
ungerade Permutation ist. Man nennt Funktionen, die (3) befriedigen, 
kurz antisymmetrische Funktionen; die Aussage, daß alle 
Wellen funktionen antisymmetrisch sind, ist der Inhalt des Pa u 1 i
prinzips 1). 

Das Pauliprinzip ist natürlich keineswegs eine Folge der bisher 
eingeführten Prinzipien der Quantenmechanik; gegenüber der zeit
abhängigen Schrödingergleichung, die einer Bewegungsgleichung 
entspricht, spielt es etwa die Rolle einer Anfangsbedingung, die in 
jedem System erfüllt ist. Wenn aber zu irgendeiner Zeit (3) erfüllt 
ist, so bleibt es immer erfüllt; aus 

h o(JJ 
2 ni 7ft - H (JJ 

folgt, da H ein den Op gegenüber symmetrischer Operator und mit 
ihnen vertauschbar ist: 

h 0 h o(JJ 
2ni at (Or - Ep) (JJ = (Op - cp) 2ni Tt 

= (Op - cp) H (JJ = H (Op - Ep) (JJ. (3a) 

Hieraus folgt aber, daß (Op - Ep) (JJ immer verschwindet, wenn es 
zu irgendeiner Zeit Null war. Aus (3a) schließt man, daß das 
skalare Prod ukt 

(t) 
zeitlich konstant ist und immer Null bleibt, wenn es einmal Null war. 
Aus dem Verschwinden von (t) folgt aber auch das Verschwinden 
von (Op - Ep) (JJ. Man sieht, daß das Pauliprinzip mit der quanten
mechanischen Bewegungsgleichung jedenfalls verträglich ist. 

Eine wichtige Folge davon, daß alle Wellenfunktionen zur anti
symmetrischen Darstellung gehören, tritt bei einer Zerteilung eines Systems 
in mehrere Teilsysteme zutage. Man denke etwa an ein System aus 
zwei He-Atomen, die zunächst in Wechselwirkung waren, und die man 
nachher voneinander entfernt hat. Die Wellenfunktion gehöre vor der 
Trennung zur irreduziblen Darstellung D (P) der symmetrischen Gruppe 
vierten Grades. Man kann dann die Frage ,aufwerfen, zu welchen Dar
stellungen der symmetrischen Gruppe zweiten Grades der Zustand des 
einen He~.Atoms nach der Trennung gehören kann. Ist D (P) die anti
symmetrische Darstellung, so ist der Zustand beider He-Atome nach der 
Trennung auch sicher anti symmetrisch. Die Zugehörigkeit der Teilsysteme zu 

1) Vgl. W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 88. 411, 1926 und P. A. M. 
Dirac, Proc. Roy. Soc. 112,661, 1926. 
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einer bestimmten Darstellung ist durch die Zugehörigkeit des Gesamtsystems 
zur antisymmetrischen Darstellung eindeutig vorgegeben. Ähnliches gilt, 
wenn D(P} die symmetrische (identische) Darstellung ist, aber bei keiner 
weiteren Darstellung. 

Warum alle Wellenfunktionen antisymmetrisch sind und nicht 
etwa alle symmetrisch, läßt sich natürlich auf Grund allgemeiner 
Überlegungen nicht sagen und muß als eine Erfahrungstatsache 
angesehen werden. 

3. Im folgenden denken wir uns den Hamiltonschen Operator 
in zwei Teile zerlegt: 

(4) 
Der erste Teil ist der gewöhnliche Schrödingersche Operator, 
er trägt nur der Wechselwirkung der Ladungen und der kinetischen 
Energie der Elektronen Rechnung 

}t2 1 (a2 a2 a9 ) 
Ho = - 4- 2 :S -2 a--s + a-~ + -a 2 + V(Xt",ZIl) (4a) 

'1l k mk Xk Yk Zk 

Er ist ein spinfreier Operator. Der zweite Teil Ht enthält die 
Energie der magnetischen Momente der Elektronen, wird im folgenden 
im Verhältnis zu Ho als klein angenommen und als eine • Störung " 
behandelt. Diese Störung ist die Ursache der Feinstruktur, sie 
bewirkt das Aufspalten der Eigenwerte der einfachen Schrödinger
gleichung (4 a), der • Grobstrukturterme " in mehrere Feinstruktur
komponenten. 

Vor der Anwendung der Störungstheörie muß man immer, wenn 
mehrere Eigenfunktionen zu einem Eigenwert des ungestörten 
Problems gehören (was bei Ho immer der Fall ist), die sogenannten 
richtigen Linearkombinationen bestimmen. Dies wird die Haupt
aufgabe dieses Kapitels sein. Von den richtigen Linearkombinationen 
kann man annehmen, daß sie in bezug auf die Op zu einer irre
duziblen Darstellung der symmetrischen Gruppe gehören - wir 
brauchen wegen des Pauliprinzipes nur jene, die antisymmetrisch 
sind. Wenn die Isotropie des Raumes nicht gestört ist, kann man 
außerdem annehmen, daß sie in bezug auf die 0 R zu einer Zeile einer 
irreduziblen Darstellung ~(J) der Drehgruppe gehören. In diesem 
Fall zeigt es sich, daß man aus den Eigenfunktionen eines Eigen
werts von Ho nur eine ,antisymmetrische Linearkombination 
bilden kann, die zu einer bestimmten Zeile einer Darstellung ~(.J) 
gehört, so daß die richtigen Linearkombinationen für das Störungs
verfahren allgemein bestimmt werden können. 

Wigner, Gruppeutheorie 18 
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Sei E ein Eigenwert von Ho und t/J (Xl Yl ZI '" X .. Y .. Zn) eine 
zugehörige Eigenfunktion, eine Funktion der Cartesischen Koordi
naten allein, wie wir sie immer betrachtet haben. Wir erhalten 
eine Eigenfunktion von Ho zum Eigenwert E, die Funktion aller 
Koordinaten X1YIZISI •. , XnYnZn13n ist, indem wir t/J mit einer 
beliebigen Funktion (SI'" sn) der Spinkoordinaten multi
plizieren. Da Ho eill spinfreier Operator ist, kann man (SI'" s,,) 

aus Ho wie einen konstanten Faktor herausziehen: 

Hot/J( = (Hot/J = fE1/J = Etjlf. (5) 

Nun existieren 1m ganzen 2n linear unabhängige Funktionen der 
SI .• , Sn, etwa 

f(/I02 ... an=~31(11~82a2 ... ~3l1an (c11=~1, c12=~1, ... , c1,,=~1), (6) 

durch die man alle Funktionen von SI •.• Sn linear ausdrücken 
kann, wie wir dies schon im XIII. Kapitel bei der Bestimmung 
irreduzibler Darstellungen der symmetrischen Gruppe gesehen haben. 
Ist daher 

f1, f2 , ••• , (2n (6a) 

ein vollständiges Orthogonalsystem der Funktionen der S [etwa 
die Funktionen (6) selber], so kann man aus t/J folgende 2n Eigen
funktionen von Ho bilden: 

1/J f l , 1/J f2 , ••• , t/J f2n . (7) 

Sind mehrere Funktionen von XI Yl ZI ••• XII y" zn Eigenfunktionen 
von Ho zum Eigenwert E,so kann man nach (7) aus jeder 2" linear 
unabhängige Eigenfunktionen bilden, die auch die Spinkoordinaten 
als Variable enthalten. Durch die Einführung der Spinkoordinate 
wird die Zähligkeit der Eigenwerte der spinfreien Operatoren 
2n-mal vergrößert. Dies entspricht dem Umstand, daß Ho qr = Etp' 

nur die Bewegung der Cartesischen Koordinaten vorschreibt, die 
n Spinkoordinaten können noch alle etwa zwischen der + Z und 
der - Z-Richtung wählen. 

4. Betrachten wir zuerst ein System, das außer der Gleichheit 
der Elektronen keine weitere Symmetrie aufweist, die räumliche Sym
metrie sei durch äußere Felder aufgehoben. Es kann angenommen 
werden, daß die Funktionen t/Jv 1/J., ... von Xl Yl ZI ••• x"y,. z .. , die 
Eigenfunktionen eines bestimmten Eigenwerts von Ho sind, zu einer 
irreduziblen Darstellung der symmetrischen Gruppe n ten Grades 
gehören 

(8) 
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Diese Gleichungen gelten auch, wenn man die -,p .. durch -,p .. ti ersetzt, 
weil auch bei der Anwendung der P eine Funktion der Spin
koordinaten wie ein konstanter Faktor herausgezogen werden kann. 

Die Eigenfunktionen -,p .. {l von Ho müssen auch in bezug auf 
die Op zu einer Darstellung gehören, da die Elektronen auch bei 
Mitberücksichtigung des Spins gleichwertig sind. Der ZU$tand 
Op -,p .. fl' in dem im Verhältnis zu -,p,.fl die Elektronen lediglich 
ihre R~llen vertauscht haben, muß auch eine Eigenfunktion von 
Ho zum Eigenwert der -,p,,(l sein und muß daher durch die -,p ... {l' 
linear ausgedrückt werden können. In der Tat kann man in 

Op'IjJ .. {i. = PpQp-,p,,{l = PP-,p ... Qpfl (9) 

für die Pp -,p .. die Ausdrücke (8) einführen und auch die Qp {l 
kann man durch die {l' ausdrücken, wie man ja jede Funktion 
der s durch die {l' ausdrücken kann. Um aber hierbei ein mög
lichst einfaches Koeffizientensystem zu haben, w~rd man von einem 
solchen Orthogonalsystem (6 a) der s ausgehen, dessen Funktionen 
in bezug auf die Operatoren Qp zu irreduziblen Darstellungen der 
symmetrischen Gruppe gehören. 

5. Ein solches Orthogonalsystem von Funktionen der s haben 
wir im Kapitel XIII bestimmt. Wir gingen dabei an Stelle 
von (6) von dem Orthogonal system 

sr l S~2 ••• s:;,. (Yl' Y2' ... , y .. = 0 oder 1) (0 b) 

ans und ordneten diese Funktionen zunächst so, daß in eine Zeile 
lauter Funktionen gleichen Grades kamen. In die kote Zeile kamen 
lauter Funktionen koten Grades (Yl + Y2 + ... + Y,. = k), im 

ganzen (~) Funktionen. Es wurde dann gezeigt, daß man aus 

den Funktionen koten Grades solche Linearkombinationen bilden 
kann, die für k < ~ n zu je einer Zeile der Darstellungen 

DO), DÜ), D(2) , .•• , Dk) (t) 

gehören. Da die Dimension von D(i) 

(lO) 

ist, sind dies im ganzen eben lo + 71 + '2 + ... + 1k = (~) Funk

tionen. Für k > I n traten (vgl. die Tabellen auf S. 144) an Stelle 
der DarsteUungen (t) die Darstellungen 

(tt) 
18* 



276 XXII. Neues Orthogonal system der Funktionen der 8 

Wir bezeichnen die Funktion k-ten Grades, die zur }..-Zeile 
von D<il gehört, mit git dann ist 

It 
Qp g111 = ~ D<i)(P)l'l.qi~)k (i = 0, 1,2, ... , k bzw. n - k). (11) 

1'=1 

Das Funktionensystem (6 b) wurde lediglich darum an Stelle 
der Funktionen (6) benutzt, weil man in den Funktionen (6 b) die 
Faktoren S~(l, deren ')'e = 0 ist, einfach weglassen kann, wodurch 
sich die Formeln etwas vereinfacht haben. Wir wollen aber jetzt 
wieder zu den Funktionen (6) zurückkehren, überall s~ = 1 durch 
d. -1 und s~ = s" durch Ci. I, d. h. s~ durch Ci. 2 y_1 ersetzen, also f!' ~.. (1' .. 0' 

überall an Stelle von' , 

(12) 

die Funktion 

UF(s] S2··· S,,) = ::8 Ch Y2 ... Y" d8 1> 2y,-I {J.2,2Y2-1 ..• Ci.",2y,,-1 (12 a) 
y(>=O,1 

schreiben. Dadurch ändern sich die Transformationseigenschaften 
der Funktionen nicht, da das Ersetzen von (12) durch (12a) mit 
einer Permutation der Variablen offenbar vertauschbar ist. Es gilt 
daher auch, wenn wir für 

(I) (!n-i) 
U!llk = (i.,2k_~"; U (4"-8) (S) 

9 1 = 1,jntm l,m 
(13) 

und für 

D(i)(P) = A.(t n - i) (P)*j D(~"-s) (P) = A.(S)(P)* (ISa) 

sehreiben I), nach (11) 

Ql'f1s;,. = ~ A.(8)(P)r.di~~. (11 a) 
l' 

Bei geradem n sind Sund m. beide ganzzahlig, bei ungeradem n 
beide halbzahlig. 

Die Funktion g~~;-S) ist vom Grade ~n + m, d. h. wenn 
A'i,,+m 

man sie in der Form (12) schreibt, kommen in ihr nur jene Glieder 
vnr, die tn + m Faktoren s~ (und ~n - m Faktoren s~) enthalten. 

1 '. 

Daher kommen in U q ~jl" - s) = f~S) nur solche Glieder vor, die 
'A'2u+m m 

I) Die D(i) (P) sind eigentlich rein reell; der Übergang zum kon
jugiert Komplexen erfolgt in (ISa) nur, damit der reelle Charakter später 
uicht benutzt werden muß. 
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in + m Faktoren 6'11. 1 (und in - m Faktoren 6'1!' -1) enthalten: 

fl~ kann nur für solche Wertesysteme der sI! von Null verschieden 
sein, bei denen genau t n + m unter den 8 gleich + 1 (und t n - m 
gleich - 1) sind, so daß ihre Summe t n + m - (t n -- m) = 2 m wird: 

fi~{81 8, , .. 8ft) = 0 für 81 + 82 + ... + 8ft =1= 2 m. (14) 

Nimmt man für das vollständige Orthogonalsystem der Funk· 
tionen der 8 die Funktionen 

{ 
1 = 1,2, ... , (ln ~s)-Cn_nS_I)} 

fOO 'i 
Am m = - S, - S + 1, ... , S -I, S 

S = j n, j n - 1, in - 2, ... , j oder 0, 

so erhält man für (9) mit Hilfe von (8) und (11 a) 

optP"f1~ = :8 ::8 D(P)", "Ä<S) (P)t'l tP,dif!n. 
'I!' A.' 

Die tP"f~~ transformieren sich nach dem direkten Produkt 

D (P) X Ä(S) (P)*. 

(*) 

(9a) 

6. Von den Eigenfunktionen erster Näherung, von den richtigen 
Linearkomhinationen 

~ (S') 
.:C..I a"S'Am tP"fim 
"S' Am 

(15) 

des Störungs verfahrens (das zur Einführung der Spinkräfte dient) 
kann angenommen werden, daß sie zu irreduziblen Darstellungen 
der Gruppe der Op gehören. Da uns wegen des Pauliprinzips 
nur solche Eigenwerte beschäftigen werden) deren Darstellung 
die anti symmetrische ist, genügt es, die antisymmetrischen Linear. 
kombinationen (15) zu bestimmen: die erste Näherung der dem 
Pauliprinzip genügenden Eigenfunktionen wird eine Linearkom
bination dieser sein. 

Nehmen wir daher an, daß (15) antisymmetrisch ist, so folgt 

aus (9a) wegen der linearen Unabhängigkeit der tPlt' f1~~ 

~ a"S'AmD(P)//,,,Ä(S') (P)h = Epall'S'A'm' (16) 
"J. 

Wenn man die zu Ä (S') (P) assoziierte Darstellung mit 

Ä(S') (P) = EpÄ(S')(P) (17) 
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bezeichnet und (16) mit Ep multipliziert, folgt wegen E~ = 1 

:2 a"S'Äm D(P)",,, ..(S') (P)t1 = a"'8'Ä'm' 
d 

(18) 

Summiert man dies über alle Permutationen P, so folgt aus den 
Orth1)gonalität~relationen, daß die linke Seite verschwindet, wenn 
D(P) und ..(S') (P)nicht äquivalent sind. Ist D(P) keiner der 
Darstellungen ..(8') (P) äquivalent, so verschwinden alle a", S' l'm 

und man kann dann aus den t/J" fis~ überhaupt keine antisymmetrische 
Linearkombination bilden. Aus den Eigenfunktionen von Ho, 
die in bezug auf die Pp zu einer irreduziblen Darstellung gehören. 

die keiner der Dar,,;tellungen ..(i n), ..(~n-l), ..(in - 2), ••• 

äquivalent ist, kaHn man mit Hilfe der Funktionen der s keine 
antisymmetrischen Eigenfunktionen bilden. Diese Eigenfunktionen 
und ihre Eigenwerte scheiden daher wegen des Pauliprinzips für 
das Folgende aus. 

Wir wollen daher annehmen, daß D (P) einer der ..(8') (P), 
etwa ..(S) (P) äquivalent ist und sogar, daß es damit identisch 
ist, da eine Ahnlichkeitstransformation von D(P) nur eine be
stimmte Wabl der linear unabhängigen Eigenfunktionen t/J" bedeutet. 
Man nennt S das Multiplettsystem der Eigenfunktionen t/J". 
Setzt man 

D(P) = ..(S)(P) (19) 

in (18) ein und summiert jetzt über alle Permutationen, so ergibt 
sich, wenn man die Dimension von ..(8) (P) für den AUll'enblick 
mit gs bezeichnet: 

:2a"s'lm nl'~s.s"~"'Ä'~"Ä = n! a,,'S'l'm, 
"Ä gs 

a"'S'Ä'm = ~ss'~"'Ä,:2 a"S"m = ~SS' ~"'Ä' bm, (20) 
" g, ... 

wo bm von S', ,,', 'A' unabhängig ist. Die antisymmetrischen Unear

kombinationen (15) der t/J",i~ lauten mithin: 

Das sind den 2 S + 1 Konstanten bm entsprechend 
unabhil.ngige antisymmetrische Funktionen 

S ~ (S) 
~m = ~ tjJ"f"m' 

" 

(20a) 

2 S + 1 linear 

(20b) 
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Will man aus den Eigenfunktionen 1/Jl' 1/J" 1/Js' ... eines Eigen
werts von Ho antisymmetrische Funktionen bilden, so muß man 1/J", 
das zur x-Zeile von A(S) gehört, mit einer Funktion r<:~ der s 
multiplizieren, die zur x-Zeile der assoziierten Darstellung AIs>. 
gehört, und diese Produkte für alle x (für alle Partner) addieren. 
Die anderen, zu diesen orthogonalen gs. 2" - 2 S - 1 Linearkombi-

nationen der 1/Jx rY;:' gehören in bezug auf die Op zu Darstellungen, 
die von der antisymmetrischen Darstellung verschieden sind. 

7. Wenn man zu Ho die Spinglieder H1 als eine Störung 
hinzufügt, so bleibt er kein spinfreier Operator mehr und der Eigen
wert E wird in mehrere Eigenwerte aufspalten, im allgemeinen in 
solche, zu denen irreduzible Darstellungen der Gruppe der Symmetrie
operatoren Op gehören. Da in Wirklichkeit nur antisymmetrische 
Wellenfunktionen existieren, werden nur jene Terme eine Realität 
haben, zu denen die antisymmetrische Darstellung gehört. Gehörten 
die Funktionen von a\ 'Ih Z1 ••• x .. 'l/ .. z .. , die Eigenfunktionen von Ho 
zu E waren, zur Darstellung A(S) (P), 80 werden an der Stelle, 
wo E liegen sollte, 2 S + 1 nahe benachbarte Terme liegen. Zu 
jedem dieser Terme gehört in erster Näherung eine Linearkombi
nation der :Sm von (20 b). Die richtige Linearkombination kann 
man allerdings - da keine Symmetrie, die unE' dabei helfen würde, 
angenommen wurde, ohne Auflösung der 2 S + I-dimensionalen 
Säkulargleichung von 

(Ht)m'm = (Sm" H1 :Sm) 
nicht bestimmen. 

8. Wir gehen jetzt zu einem System über, bei dem außer der 
Gleichheit der Elektronen die volle Drehsymmetrie vorhanden ist. 
Die Funktionen von Xl 'l/l ZI ••• x .. 'l/ .. z .. , die Eigenfunktionen von Ho 
sind, haben dann außer dem Multiplettsystem S auch eine azimutale 
Quantenzahl L und können so gewählt werden, daß sie den 
Gleichungen 

Pp 1/JXI' = :8 A(S) (P)", " 1/J,,'I'; PR 1/J,,1' = ~~(L)(R),"'u1/J,,!,' (21) 
x' !l' 

genügen (P ist eine Permutation, R eine Drehung). Die Funk
tionen 1/J"" kann man ebenso wie vorher durch Multiplikation mit 
einer beliebigen Funktion der s - wir wollen wieder die Funk

tionen rl~ verwenden - zu Funktionen 1/-'x" riSJn aller Koordinaten 
ergänzen, die ebenfalls Eigenfunktionen von Ho sind. Die 1/J,,1' fl~ 
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können auch an Stelle der t/J,,/t in (21) eingesetzt werden, da P 
auf die Spinkoordinaten nicht einwirkt und rl~ daher in (21) wie 
ein konstanter ll'aktor behandelt werden kann. 

Die t/J",.. ris;,. müssen auch in bezug auf die OR zu einer Dar
stellung der Drehgruppe gehören, da die bloße Einführung der 
Spinkoordinaten die Gloichheit der Raumrichtungen nicht stört. 
In der Tat ist [vgl. die analoge Gleichung (9)] 

(22) 

und man kann hierin die PR t/J",.. mit Hilfe von (21) durch die 
unveränderten t/J",.. und auch QR ris;,. - wie jede Funktion der S -

mit Hilfe der rI~ ausdrücken. Wir wollen jetzt die Koeffizienten 
bestimmen. 

Wenn man die QRri~ durch die ri~~, ausdrücken will, braucht 
man dazu nur die rl~" die ebenfalls zur l-Zeile von A(S) gehören, 
weil ja QR ein den Vertauschungen der s gegenüber symmetrischer 
Operator ist und die Transformationseigenschaften den Qp gegen
über nicht ändert. Es muß daher 

8 

QRr}~ = ~ ~(8)(1l)""mri~, (m=- 8, -8 + 1, ... ,8-1,8) (23) 
m'=-8 

sein, und die Matrizen ~(.s)(R) bilden wegen QRQR' = + QRR' 
eine 2 S + 1- dimensionale ein- oder zweideutige Darstellung der 
Drehgruppe, dIe - wie sogleich gezeigt werden soll - die ure
duzible Darstellung ~(S) (R) ist. 

Es sei nämlich Il eine Drehung mit IX um Z, dann ist 

QRrl~(sl ... sn) =:s ... ~(1/2)(Rh 1.t"· ri~(ti ... tn) 
t b+ 1 »3(l' 2 (l 
(l - 1 1 

'" ~ i 2" 81" ~ i S 8,," (b') (t t ) = .:C.I U B1 t1 e ... UB"t" e 1m 1'" " 

t(l=.±l 

t.! (81 + " . + 8 ) .. (b') ( ) = e 2 n 1m SI •.. S" 

QRrl~ (SI'" Sn) = etm"rl~(sl '" Sn), (24) 
wo noch für l (SI + Si + ... + Sn) = m gesetzt werden konnte, weil 
nach (14) f1~ für andere Werte systeme der S doch verschwindet. 

Die Darstellung in (23) ist für R = I IX 00 I eine Diagonal
matrix mit den Diagonalelementen e- iS .. , e- i (S-I) .. , ... , ei (S-I)", 

ets .. , woraus tatsächlich ihre Äquivalenz mit der irreduziblen Dar
steUung ~(S) (R) folgt. Zudem zeigt (24), daß rl~ zur m-Zeile von 
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~(S) (R) gehört, so daß in (23) ~(S) (R) zu, Recht besteht. Die 
Funktionen von 81 82 ..• 8 .. , die in bezug auf Vertauschung 
der Variablen zur Darstellung A(8)* = D(1/2"_8) gehören, 
gehören in bezug auf die DrehungenQR zurDarstellung~(8) 
der Drehgruppe. Sie gehören eigentlich zur Darstellung A(8)*X ~(8) 

des direkten Produktes beider Gruppen: aus (23) folgt, wenn man 
darauf Ql' anwendet, mit Hilfe von (11 a) 

QpQR fi~ =:2 ~(S)(R)m'mQpfl~, 
tn' 

(24a) 

daß fi~ zur J.., tn-Zeile von ..l(8) (P)* X ~(S) (R) gehört. 

Man kann diesen Ta.tbestand an Hand der Schemata auf S. 144 Rehr 
schön erläutern. Man kann sich nämlich rechts an die Stellen, wo die 
Symbole n(i) stehen, diejenigen Funktionen eingetragen denken, die zu 

diesem n(') gehören. Dann stehen etwa in der i-ten Spalte lauter Funk
tionen, die in bezug auf Vertauschungen der Variablen zu n(i) = A(i/2 " - i) 

gehören, an der Stelle des n(i) der koten .Zeile steht g~il, gii~, g~~, ... 
Ersetzt man noch die g(i) durch die r11 /2 " - i) = U gei) der S. 276 so 

lk l,k- 1/2" lk ' 
stehen in der k = (1/2 n + m)-ten Zeile lauter Funktionen, die in hezug 
auf Drehungen um Z zu (eim ,!,) gehören. Daraus, daß jedes n(i) = A(1/2 n- i) 

in jeder Zeile höchsteus einmal vorkommt, sieht man, daß höchstens eine 
Funktion der 8 existiert, die zu einer bestimmten Zeile von ..4.(1/2 fI- 1) und 
in bezug auf Drehungen I!:U (im,!,) gehört. Da ..4.(1/2 ,,-1) in den Zeilen 
i, i + 1, ... , n - i-I, n - i vorkommt, kann m = k - 112 n die Werte 
- 1/2 n + i, - 1/2 n + i + 1, ... , 1/2 n - i - 1, 1/2 n - i annehmen. In 
bezug auf dreidimensionale Drllhungen gehören die Funktionen, die in der 
i-ten Spalte an den entsprechenden Stellen verschiedener Zeilen stehen, zu 
den verschiedenen Zeilen von ~(1/2" - 0 und sind Partner voneinander. 

Hätten wir an Stelle der Funktionen f = U 9 direkt die Funk
tionen 9 des Kap. XIII benutzt, so müßten wir anstatt "Drehungen um Z" 
immer "Drehungen um Y" sagen, sonst hätte sich nichts geändert. 

Eine antisymmetrische Funktion der Xl Yl ZI BI . •. X" Y .. Zn Bn , die in 
bezug auf die Vertauschung Pp der Cartesischen Koordinaten allein zur 

Darstellung A(S) gehört, das MultiplettsystemS hat, gehört nach (20b) und (11a) 
in bezug auf die Vertauschung Qp der Spin koordinaten zu der Darstellung 
A(8)* und in bezug auf Drehungen der Spinkoordinaten nach (24 a) zu 

2)(."). Das Multiplettsystem ist daher nicht bloß eine Symmetrie 
in bezug auf die Permutationen der Variablen (entweder der 
Cartesischen oder der Spinkoordinaten), sondern wegen der besonderen 
Struktur der Funktionen der B auch eine Symmetrie in bezug auf 
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di e Drehung der Spinkoordina te n; ebenso wie die azimutale Quantenzahl 
der Ausdtuck für eine Symmetrie in bezug auf Drehung der Cartesischen 
Koordinaten ist. Ein wichtiger Unterschied gegenüber der azimutalen Quanten
zahl besteht darin, daß die wichtigsten Größen, wie auch Ho, spinfreie 
Größen sind, die allen Q gegenüber, auch wenn die Isotropie des Raumes 
durch äußere Felder aufgehoben ist, invariant sind. 

Daß aus der Zugehörigkeit der Funktionen (1'';,! zu einer irreduziblen Dar-

stellung A(S) der symmetrischen Gruppe ihre Zugehörigkeit zu der irreduziblen 
Darstellung 2)(S) der Drehgruppe und umgekehrt folgt, ist eine Eigenschaft 
der Funktionen der Variablen 8, die nur zweier Werte fähig sind. Würden 
die 8 mehrere Werte annehmen können, so würde eine Funktion, die zu 
einer bestimmten Darstellung der symmetrischen Gruppe gehört, noch zu 
verschiedenen Darstellungen der Drehgruppe gehören können, und auch um
gekehrt, eine Funktion, die zu einer bestimmten Darstellung der Drehgruppe 
gehört, könnte noch zu verschiedenen Darstellungen der symmetrischen Gruppe 
gehören. Die Transformationseigenschaften gegenüber Drehungen und Per
mutationen würden sich nkht gegenseitig bestimmen. 

9. Bilden wir jetzt nach (20 b) antisymmetrische Linear
kombinationen der fjJk,..f}~, so gibt es deren (2 S + I){2L + 1), 
weil man für jedes IL die Ausdrücke (20b) bilden kann: 

$~~ = :s fjJ~[: f~s~ (IL = - L, ... , L; m = - S, ... , S). (25) 

" 
Unterwirft man die Zustände $8 L einer Drehung 

ml-' 

""-"" p 8L Q (8) 
~ R fjJ"I" R ("m 
" :s :s !!l(L)(R),.., I' fjJ~;' !!l(B) (R)m' m (~~. 
" ",'m' 

""-"" <'PI(L) (R) <'PI(S) (R) .... 8 L ~I#,,/ U',U"f,) m'm ~m',u.', 
~/m' 

so transformieren sie sich nach dem direkten Produkt !!l(L) X !!l(8). 

Die Gesamtquantenzahlen J der entstehenden antisymmetrischen 
Eigenwerte erhalten wir daher durch Ausreduktion von ~(L) X !!l(S). 
Diese Ausreduktion haben wir aber schon in Kap. XVII aus
geführt; die irreduziblen Bestandteile haben die oberen Indizes 

J = 1 L - SI, 1 L - SI + 1, ... , L + S - 1, L + S, (26) 

während die zugehörigen Linearkombinationen der $!t nach (I8a) 

S. 206 "l]J'J ""-"" (L S) .... S L 
m = ~ sJ.um-.u ~m-.u," (27) 

I' 

sind. Die Koeffizienten S}~s,;,,-,u wurden ebenfalls im XVII. Kapitel 
berechnet [GI. (27), (27 b)]. 
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Aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L und dem 
Multiplettsystem S entstehen durch die Einführung des Spins 2L + 1 
bzw. 2 S + 1 (je nachdem, welche Zahl kleiner ist) sog. Feinstruktur
komponenten mit den Gesamtquantenzahlen (26). Die zugehörigen 
Eigenfunktionen erster Näherung sind durch (27) gegeben. 

Obwohl also bei voller räumlicher Symmetrie mehr Eigen
funktionen zu einem Eigenwert gehören, als ohne diese, kann man 
die richtigen Linearkombinationen für das Störungsverfahren doch 
viel leichter, eben schon auf Grund der räumlichen Symmetrie be
stimmen. 

Aus (26) ersieht man, daß die Gesamtquantenzahlen J der 
Terme, die aus einem Term mit der Azimutalquantenzahl L und dEm 
Multiplettsystem S durch Einführung des Spins entstehen, mit Hilfe 
des Ve ktoradditionsmodells erhalten werden können. Man muß 
dabei nach der Abb. 8 die beiden Vektoren L und S addierEjn 1) und 
erhält als Resultante die Vektoren J. Es wird L als der Dreh
impuls, der von der Bahnbewegung herrührt, und S als der Dreh
impuls, der vom Spin der Elektronen stammt, aufgefaßt; J ist der 
gesamte Drehimpuls. 

10. Bestimmen wir noch den Spiegelungscharakter der Funk
tionen (27)! 1st der Spiegelungscharakter der Funktionen 1/1" .... 
gleich w (er ist für alle 1/1,,1' derselbe) 

PI 1/1,,1' = w1/1"u, 
so gilt dies auch für die Funktionen (27), weil sie ja, als Funktionen 
der Cartesischen Koordinaten betrachtet, Linearkombinationen der 
1/1,,1' sind, und 0 1 = PI ist. Der Spiegelungscharakter ändert 
sich also durch Einführung der Spinkoordinate nicht, er ist für alle 
Feinstrukturkomponenten eines Terms derselbe, wie vor Einführung 
des Spins für den entsprechenden Grobstrukturterm. 

11. Es sei hier noch die Größenordnung des Abstandes der 
Feinstrukturkomponenten voneinander, die sogenannte Multiplett
aufspaltung; roh abgeschätzt. 

Es handelt sich dabei, klassisch gesprochen, um die Wechsel
wirkungsenergie von Magnetnadeln (den Spins) und von Strom
kreisen, die von den Elektronen, die den Kern umkreisen, gebildet 
werden. Die Feldstärke, die durch die Stromkreise erzeugt wird, 
ist"" ev/r2 C, wo e Ladung, v Geschwindigkeit des Elektrons und r 

1) Auf Abb. 8 (S.202) steht l für L; l für Sund L für J. 
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sein Abstand vom Aufpunkt ist. Man kann für r den Radius der 
ersten Bohrschen Bahn einsetzen, der auch in der Quantenmechanik 
eine mittlere Entfernung der Atombestandteile voneinander ist, v 
kann man aus mv r "-' h/2 n abschätzen. Man erhält so für die Feld
stärke 

uno die Energie eines magnetischen Dipols von der Stärke eh/4nmc 
ist 8n'me8/h'c2• Die genaue Rechnung mit Hilfe der Diracsr.hen 
relativistischen Theorie gibt für ~ie Energiedifferenz der beiden 
Terme N = 2, 1 = 1, j ::::3 1/2 und j = 8/2 bei dem Wasserstoff
atom den Wert 11:.' m eS /2 h' c2• Die Feinstrukturaufspaltung ist also 
nur der etwa 

( 2 n e2)2 ( 1 ). 2 
"" hC = (Y,2 = 137,3 -te 

Teil der Gl'obstruktur, der gesamten Energie des Wasserstoffatoms. 
Man nennt a die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante. 

Man gelangt zu einer Unterscheidung verschiedener physi
kalischer Effekte nach ihrer Größenordnung, indem man die Energie 
nach Potenzen der Fein!!trnkturkonstante entwickelt. Fast jede Potenz 
trägt einem neuen physikalischen Effekt Rt'chnnng. Die nullte Potenz 
enthält nur die Ruhenergie mc2 des Elektrons. Die erste Potenz 
hat den Koeffizienten Null, die zweite Potenz ist das, was die ge
wöhnliche Sc h r ö d in ger sche Theorie liefert, sie ist proportional 
mc2 a2 = 4n2 me'/h2 und ist das einzige Glied, in dem die Licht
geschwindigkeit nicht vorkommt. Der Koeffizient des dritten Gliedes 
ist wieder Null; das vierte Glied trägt, wie wir eben gesehen haben, 
der Energie der magnetischen Momente der Elektronen Rechnung, 
und zwar gibt es die erste Näherung des Störungsverfahrens. Die 
fünfte Potenz enthält die durch die Dipolstrahlung bedingte Ver
breiterung der Terme 1). Das sechste Glied ist die zweite Näherung 

1) Die Summe der Verbreiterungen zweier Terme ergibt die natürliche 
Breite der sie verbindenden Linie. Die Breite eines Terms ist die h·fache Summe 
der Übergangswahrscheinlichkeiten der von diesem Term ausgehenden Linien. 

Wenn man in (1 a) des Kap. XVIII für h." "" mc2 a2 und für die 
Matrixel1l!W.ente von X den Radius der ersten Bohr.schen Bahn einsetzt, 
sieht man, daß die Übergangswahrscheinlichkeiten 

64n'e2 mS cGaG It' 1 4mcsha6 mc2 
'" '" _ a5 

3hc3 hs 16n'm2 e' - h 3e2 h 
mit der fünften Potenz der 1<'einstrukturkol!-stante gehen. 
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der Spinwechsehvirkung, das siebente die Verbreiterung der Terme 
durch Quadrupolstrahlung. Das achte Glied ist die dritte Näherung 
bei der Berechnung der Energie des Spins, die neunte Potenz die 
Verbreiterung der Terme durch Linien, die das Interkombinations
verbot verletzen usw. 

Natürlich kann ein Glied, das eine höhere Potenz der Fein
strukturkonstante enthält, auch größer sein als ein Glied mit einer 
niedrigeren Potenz, nämlich, wenn sein Koeffizient groß genug ist. 
Die Regel ist aber doch die, daß das Glied mit der höheren Potenz 
von a das kleinere ist. Immerhin steigt der Koeffizient mancher 
Glieder (z. B. der Feinstrukturaufspaltung) hauptsächlich mit 
steigender Ordnungszahl regelmäßig an, bei anderen Gliedern (Ver
breiterung der Terme durch Strahlung) ist das nicht, oder nicht in 
dem Maße der Fall. Daher ist z. B. die zweite Näherung in der 
Feinstrukturaufspaltung - abgesehen VOll. den allerersten Elementen 
- wesentlich größer als die Verbreiterung durch Strahlung; die 
Linien, die das Interkombinationsverbot verletzen, sind fast immer 
stärker als die Quadrupollinien, so daß die Entwicklung der Effekte 
nach Potenzen von a oft nicht mehr als ein Einteilungsprinzip ist. 
Wenn das Glied, das früher in der Reihe vorkommt, größer als 
das später vorkommende ist, sagt man, daß die Koppelung 
normal ist. 

12. Wenn die Eigenfunktionen von H genau durch (27) ge
geben wären, würden sie in bezug auf die Pp, bzw. PR zu den irre
duziblen Darstellungen ..04.<8) (P) bzw. ~(L) (R) gehören, und die Aus." 
wahlregeln für das Multiplettsystem und die azimutale Quantenzahl 
wären genau richtig. In Wirklichkeit ist (27) nur die erste Näherung 
für die Eigenfunktion. Wenn sich die zweite Näherung 

~'J' NJ 
tP~·J = W:, J + ~ ~ (W~', ' H1 Wm ) (28) 

N'*'N J'm' E'N -' E N, 

nicht wesentlich von der ersten unterscheidet, so kann man annehmen, 
daß die erste. Näherung schon nahezu richtig ist 1). In diesem Fall 
dürfen auch Linien. die gegen das Auswahlverbot für S oder L 
verstoßen, nicht mit merklicher Intensität auftret€D. 

1) E N' durchläuft in (28) alle Eigenwerte der einfachen Schrödinger
gleichung; die Indizes Sund L, die das Multipiettsystem und die Azimutal
quantenzahl angeben, sind in das N' mit einbezogen. 
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Nun genügt es, in (28) über N' zu summieren; da H1 den 

O ··b t· h . t h . d t (n~N' J' H 7T~"'" J) R gegenu er symme flSC 1S, verse WIll e "1' m', 1 r", 

doch für J' ~ J oder m' ~ m. Weiter ist ('lJf~ J, H1 'lJf;: J) die 
erste Näherung für die Energiestörung durch den Spin, also die 

Multiplettaufspaltung, und ('lJf~' J, H1 'lJf~ J) hat dieselbe Größen
ordnung. Dagegen ist EN - EN , der Abstand des nächsten Grob
strukturterms, der einen Eigenwert mit der Gesamtquantenzahl J 
liefert. Wenn die erste Größe wesentlich kleiner als die zweite ist, 
ist die Näherung (27) eine gute, sonst aber nicht. Es kommt also 
dabei wesentlich auf die zufällige Nähe eines Terms mit demselben J, 

aber anderem S oder L an. [Wenn Sund L von 'lJf~' J gleich dem 
S bzw. L von 'lJf;: J sind, stört das entsprechende Zusatzglied in (28) 
die Transformationseigenschaft von P';: J den P gegenüber nicht.] 

XXIII. Auswahl::: und Intensitätsregeln 
bei Mitberücksichtigung des Spins 

Die Auswahl-, Intensitäts- und Aufspaltungsregeln können bei 
Mitberücksichtigung des Spins in zwei Klassen eingeteilt werden. 
Die Regeln der ersten Klasse (1 bis 4) folgen aus reinen Symmetrie
überlegungen, ohne irgendwelche Annahmen über die Größe der Spin
kräfte. Diese Regeln haben sowohl ihrem Inhalt wie ihrer Begrün
dung nach große Ähnlichkeit mit den Regeln der einfachen Theorie 
(Kap. X VIII), welche auch auf der Invarianz des Energieoperators 
räumlichen Drehungen und Spiegelungen gegenüber beruhen. Die 
Regeln der zweiten Klasse (5 bis 7) beruhen nicht auf der Isotropie 
des Raumes allein, sondern enthalten noch wesentlich die Voraus
setzung, daß die Spinkräfte klein sind im Verhältnis zu den elektro
statischen Kräften der einfachen Theorie, uud daß sie daher die 
Eigenfunktionen und Eigenwerte der einfachen Theorie nicht 
wesentlich verändern können. 

1. Das Auswahlverbot für die Gesamtquantenzahl lautet genau 
so, wie das Auswahlverbot für die Azimutalquantenzahl in der ein
fachen Theorie. Bei einem durch Dipolstrahlung bedingten Über
gang ändert sich j um + 1 oder 0, mit dem Zusatz, daß auch der 
Übergang zwischen zwei Termen mit j = 0 verboten ist. Für die 
Dipolstrahlung sind die Mat.rixelemente eines Vektoroperators (des 
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Multiplizierens mit Xl + x2 + .. , + X,. usw.) charakteristisch, und 
diese verschwinden, wenn die obengenannten Bedingungen nicht 
erfüllt sind. 

Auch das Auswahlverbot für den Spiegelungscharakter (La
portesche Regel) bleibt erhalten: der Operator 0 1 ist ja identisch 
mit dem Operator PI der einfachen Schrödingerschen Theorie. Es 
verschwinden sogar alle Matrixelemente 

('IJi'p, Vz'lJi'E), (lJIp , Vy'lJi'E)' ('IJi'p, V.'IJi'E) (1) 

eines polaren Vektoroperators, wenn der Spiegelungscharakter von 
'IJi' p und 'IJi' E nicht entgegengesetzt ist. Führt man nämlich eine 
Inversion des Achsenkreuzes aus, so behält ein polarer Vektor seine 
Richtung bei, seine Komponenten wechseln also das Vorzeichen, es ist 

OIVxO/ 1 = - V",. 
Ist daher O I 'IJi' p = Wp 'IJi' p und 0 1 'lJi'E = WE 'lJi'E' so folgt aus dem 
unitären Charakter von 0 1 : 

('IJi'p, V",'IJi'E) = (OI'IJi'P, OIVxOjl.OI'IJi'E) 
= -WPWE{'IJi'P, V",'IJi'E)' 

so daß (1) verschwinden muß, wenn 'IJi' p und 'lJi'E gleichen Spiegelungs
charalder haben. (Genau entsprechend zeigt man, daß die Matrix
elemente eines axialen Vekt.oroperators Null sind, wenn lJIp und 
'lJi'E verschieden~n Spiegelungscharakter haben.) 

Da sich der Spiegelungscharakter eines Grobstrukturterms auf 
alle seine Feinstrukturkomponenten überträgt, gilt die Laporte
sche Regel auch bei Mitberücksichtigung des Spins für alle Fein
strukturkomponenten eines Grobstrukturterms in gleicher Weise. 

In einem Te .. mschema, das aus lauter ungestrichenen w = (- l)L 
[oder aus lauter gestrichenen w = - (- 1 )LJ Dublettermen besteht, wie 
z. B. in jedem wasserstoffähnliohen Spektrum, haben die Auswahlregeln für j 
und w auch die strenge Gültigkeit der Auswahlregel für L zur Folge. 
Wegen der Laporteschen Regel kann sich L nur um .. eine ungerade Zahl 
ändern: eine Anderung um 1 ist erlaubt, bei einer Anderung um 3 oder 
mehr müßte sich aber wegen} = L ± tauch} um 2 oder mehr ändern, 
was nicht möglich ist. 

Die Regel, daß sich die Transformationseigenschaft gegenüber 
der Vertauschung der ElektrOlIen nicht ändert, ist schon darin ent
halten, daß die Wellenfunktionen, die alle anti symmetrisch sind, 
auch bei einer beliebigen Störung (nicht nur bei der Einwirkung 
von Licht) antisymmetrisch bleiben. 
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2. In einem zu Z parallelen magnetischen Feld spaltet der 
Term mit der Gesamtquantenzahl j in 2j + 1 Zeemankomponenten 
auf. Die" richtigen Linearkombinationen " bei der Einführung der 
magnetischen Zusatzenergie als Störung sind, ebenso wie in der 

einfachen 'rheorie, die 'lJI;' selber. Wenn man auf ein lJI.~ den 
Operator OB anwendet, wo R eine Drehung um Z mit a ist, multi
pliziert sich 'lJI;' lediglich mit ei ," a. Das Magnetfeld hebt die Ent
artung vollkommen auf, im Magnetfeld gehört nur je eine Eigen
funktion zu jedem Eigen wert. 

Wenn man den durch das Magnetfeld bedingten Zusatzoperator Hz 
nach den Komponenten 4)." 4)y, 4), der Feld"tä.rke in eine Reihe 
entwickelt, 

Hz = 4)., V., + 4)y Vy + 4), V z + 4): Va::r. + .. " (2) 

so müssen die Koeffizienten V., , VII' V z d er ersten Potenz einen 
axialen Vektoroperator bilden, da ja 4) auch ein axialer Vektor 
ist und das ganze Hz ein Skalar sein muß. Die Energiestörung 
erster Näherung in einem Magnetfeld, das die Z-Richtung hat, 

,p, (lJI.!., V" lJI.1.), 
ist nach der Formel für die MatrixeIernente von Vektoroperatoren 
[vgl. die mittlere Formel (19 b), Kap. XXI] proportional zu po. Die 
Aufspaltung im Magnetfeld ist daher bei kleiner Feldstärke pro
portional zur ersten Potenz der Feldstärke und erfolgt in 2j + 1 
äquidistante Komponenten. Sie ist jedoch im Gegensatz zum Auf
spaltungs bild der einfachen Theorie nicht mehr für alle Terme gleich 
groß und läßt sich nicht mehr allgemein berechnen. Nur im Falle 
"normaler Kopplung", wenn (27) des vorangehenden Kapitelr,; eine 
gute Näherung für die Eigenfunktion ist, kann man sie zahlen
mäßig angeben. 

Anders die Intensitätsverhältnisse der Zeemankomponenten! 
Die Stärke der Linie, die von der "...Komponente des oberen Terms 
zur po'-Komponente des unteren Terms führt, ist, abgesehen von einem 
konstanten universellen Faktor, je nachdem das Licht in der Z
Richtung oder rechts oder links um Z zirkular polarisiert ist, das 
Quadrat des Absolutwertes von 

( N j ~ N' j') 1 ( N j ~ . N' i') 
'lJI',.,. , "T Zk lJI. .. , 'V2 'lJI/1 , f (~Xk + Yk) 'lJI!I' , 

1 ( N j ~ • N' j') 
V- 'lJI,1 , ~ (Uk - Yk) lJI.... . 

2 k 
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Das sind aber die Matrixelemente der drei verschiedenen (0, -1, + 1) 
Komponenten eines Vektoroperators. Ihre Verhältnisse für ver
schiedene p" p,' und Polarisation kann man direkt aus (19), Kap. XXI, 
entnehmen. Aus diesen Formeln ersieht man aucL, daß sich die 
magnetische Quantenzahl p, nur um 0 (n-Komponente) oder um + 1 
(cf-Komponente) ändern kann. Die Intensitätsverhältnisse sind bei 
einem j _ j - I-Übergang z. B. 

A/<_,II-l = U+p,)(j+p,-l)j I 
A,II_,U = 2(j+p,)(j-p,)j f 

AI' _ !< + 1 = Ci - p, - 1) (j - p,). 

(3) 

Die Summe der drei Ausdrücke in (3), der Übergangswahr
scheinlichkeiten vom oberen Zustand mit der magnetischen Quanten
zahl p, in alle Zeemanterme des unteren Niveaus, ist unabhängig 
von p, für aUe Zeemanterme des oberen Niveaus gleich. Dasselbe 
gilt auch für die Summe der Übergangswahrscheinlichkeiten aller 
Linien, die den unteren Zeemanterm gemeinsam haben. 

Bei näherem Zusehen ist dieser Summensatz der Übergangs
wahrscheinlichkeiten auch nicht so überraschend. Die Summe 
der drei Ausdrücke in (3) ist ja die gesamte Wahrscheinlichkeit für 
den Übergang des Zustandes qr:j in einen Zustand mit der Energie 
des unteren Niveaus. Da aber die Zustände qr:j mit verschiedenen p, 
bei einer Drehung des Achsenkreuzes in Linearkombinationen von
einander übergehen und sich so im wesentlichen nur dureh eine 
Drehung unterscheiden, die gesamte Übergangswahrscheinlichkeit 
andererseits von einer Drehung unabhängig sein muß, darf sie auch 
von p, nicht abhängen. 

Man verifiziert diese Regeln am einfachsten, indem man von (18 a), 
Kap. XXI, ausgeht und 

I T~}u; N'}' 1<,12 = ~ ~ ~(j) (R):',< ~(j) (Rh ,11 ~(W) (R):!1 ~(w) (R),< !I 
1'Ot' 4-rÄ.' 
(j') (}'). (0) (T)· 

~ (R)v'tt'~ (Rh',u,TNj.;N'j'v,TNjl; N'j'l' 

bildet. Wenn man jetzt über fl. und ~ summiert, so erhält man rel!hts wegen 
der Unitarität von ~(j) und ~(w) an Stelle der ersten vier Faktoren 3 ,3 "04 0"-
Wenn man dann noch über alle Drehungen integriert, ergibt sich wegen 
der Orthogonalitätsrelationen nach Kürzung mit J d R: 

~ T(I! 12 - _1_ ~ 1 TM 12 (*) 
~ Nj,lI; N'}',u' - 2 ., + 1 ~ Nj,,; N'}'.' , 
~l~ J ~ar' 

also direkt die Unabhängigkeit der Summe (*) von fl.'. 
W i 8 n er, Gruppentheorie 19 
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3. Ein zu Z paralleles elektrisches Feld spaltet bei gerader 
Elektronenzahl einen Term mit der Gesamtquautenzahl j - ähnlich 
wie in der im Kap. XVIII behandelten einfachen Theorie - in 
j + 1 Komponenten auf, die zu den Darstellungen 

3(j), 3(j -1), ··./3(2),3(1),3(0) oder 3(0') 

der zweidimensionalen Drehspiegelungsgruppe gehören. Der letzte 
Term gehört zu 3(0) oder zu 3<0'), je nachdem 'W (-l)i gleich 
+ 1 oder - 1 ist. Auch die Auswablregeln des Kap. XVIII lassen 
sich genau so, wie es dort geschah, ableiten, mit dem einzigen 
Unterschied, daß überall j an Stelle von L zu setzen ist. 

Bei ungerader Elektronenzahl sollen die Verhältnisse etwas 
genauer untersucht werden. Nicht wegen dlts Resultates, das man 
fast sofort hinschreiben könnte, sondern weil in ähnlichen Fällen 
Zweifel über die richtige Anwendung der Theorie entstehen könnten. 

Die Schwierigkeit besteht darin, daß den Drehungen R bei 
ungerader Elektronenzahl eine Matrix + ~(J) (R) mit unbestimmtem 
Vorzeichen zugeordnet ist. Dasselbe gilt im allgemeinen auch für 
Drehspiegelungen ~(j, w) (R 1) = + 'W ~<j) (R), nur der Inversion. 
kann eindeutig + w 1 zugeordnet werden. Nun hebt das elek
trische Feld die Inversionssymmetrie auf, und obwohl noch viele 
Drehspiegelungen übrigbleiben, ist es für die zugeordneten Matrizen 
eben wegen ibrer Zweideutigkeit gleichgültig, ob w = + 1 oder 
w = - 1 ist. Man hat daher das Empfinden, daß durch die Zwei
deutigkeit der Darstellungen etwas Wesentliches verlorengegangen 
ist. Bei gewissen Symmetrien ist dies auch der Fall, nicht aber, 
wie wir sehen werden, bei der hier vorliegenden Symmetrie. 

Um zu eindeutigen Darstellungen zu gelangen, kann man von 
der Tatsache ausgehen, daß die Drehsymmetrie bei ungerader Elek
tronenzahl durch die Operatoren Ou, die eine zu der zweidimensionalen 
unitären Gruppe holomorphe Gruppe bilden, in Evidenz gesetzt wird. 
Um auch die Invarianz Drehspiegelungen gegenüber zum Ausdruck 
zu bringen, braucht man noch die Operatoren OIOU. Die Gesamtheit 
der Operatoren Ou = 10u; OIOu ist das direkte Produkt der 
Spiegelungsgruppe OE = 1,01 und der Gruppe der Ou. Bezeichnet 
man das allgemeine Element der Gruppe des direkten Produktes der 
Spiegelungsgruppe und der unitären Gruppe mit 1) a, so kann die ganze 

1) Die a sind also Elemente einer abstrakten Gruppe, keine Matrizen, 
sondern Ps are J U, wo J entweder E oder I und U ein Element der unitären 
Grnppe ist. Das Multiplikationsgesetz ist (vgl. Kap. XVI) Ju.J1 U1 = J J 1 U Ul. 
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Drehspiegelungssymmetrie durch die Oa. die eine zu der Gruppe 
der 3 holomorphe Gruppe bilden, in Evidenz gesetzt werden. Die 
a und Oa entsprechen entweder einer reinen Drehung - in diese.m 
Fall hat 3 die Gestalt Eu - oder einer Drehspiegelung, dann hat a 
die Gestalt Iu. Umgekehrt entsprechen aber zwei 3 bzw. Oa jeder 
Drehung und Drehspiegelung. 

Wenn man nun ein äußeres Feld einführt, bleiben nur jene 3 
bestehen!), die solchen Drehungen bzw. Drehspiegelungen entsprechen. 
die auch bei Vorhandensein des äußeren Feldes zur Symmetriegruppe 
rtp,s Systems gehören. Die diesen entsprechenden Matrizen D (3) 

(4) 

bilden eine (eindeutige!) Darstellung der Gruppe der entsprechenden a, 
und die verschiedenen Terme des Systems mit Feld gehören zu den 
verschiedenen Darstellungen dieser Gruppe. Zu dieser Gruppe ist 
die Symmetriegruppe des Systems nicht mehr holomorph, sondern 
(zweistufig) isomorph, weil je zwei 3 derselben Drehung oder Dreh
spiegelung entsprechen. 

Im Falle eines homogenen, zu Z parallelen elektrischen Feldes 
gehören die Drehungen um Z und die Spiegelungen an den Ebenen 
durch Z zur Symmetriegruppe. Der Drehung um Z mit u ent
sprechen die 3 [die Gestalt der Matrizen u = !1)(1/2) entnehme man 
(16), Kap. XV) 

, -e 2 0 
( 

- .!..ia ) 
3a=E 1. (-:n;<a<:n;). -,a o -e 2 

(5) 

Die Spiegelung an der Z Y-Ebene ist das Produkt einer Inversion 
und einer Drehung um X mit:n;. Die entsprechenden 3 sind daher 

-1). 
o ' 

, ( 0 
3z = I -1 (5 a.) 

Den Spiegelungen an anderen Ebenen entsprechen Produkte von (5) 
und (5a). Den Gruppenelementen (5) bzw. (5a) entsprechen in der 
Darstellung des direkten Produkts der Spiegelungsgruppe und der 

1) Das heißt nur diese führen Eigenfunktionen in Eigenfunktionen über. 

19* 



292 XXIII. Starkeffekt bei ungerader Elektronenzahl 

unitären Gruppe, die zu einem Term mit dem Spiegelungscharakter w 
und der Gesamtquantenzahl j gehört: 

D(~ .. ) = (~-~j~,,:,~ ); D(~~) =-(~-~j~ .. :,~ ) (6) 

O ....... eij.. O ...... ·eij .. 

bzw. [man setze in (21), Kap. XV, a = 0, b = - 1 für az und 
a = 0, b"':"" 1 für a~ und multipliziere mit w] 

D(a.) = d ? ::: ~ -~) = -D(~~). 
\O-w ... o 0 
wO .. ·O 0 

(6a) 

Die Matrizen (6), (6 a) und ihre Produkte bilden eine Darstellung 
jener Untergruppe des direkten Produkts der Spiegelungsgruppe 
und der unitären Gruppe, deren Elemente den durch das elek
trische Feld nicht aufgehobenen Symmetrieelementen des Systems 
entsprechen. Wir können diese Darstellung ausreduzieren, indem 
wir die Zeilen und Spalten vertauschen, so daß ihre Reihenfolge 
-j, j, -j+l, j-1, ... , -l, i anstatt -j, -j+1, ... , 
1 - 1, 1 wird. Dann zerfällt sie in lauter zweireihige irreduzible 
Darstellungen: 

(
C- tm .. 0 . 

z<m) (~ .. ) = 0 cim .. ); 

nnd 

z(m)(~:t) = (_1)j-m(~ -OW) 
wobei m die Werte 

(
_C- tm .. 0 ) 

.z<m) (a~) = . 0 _ cim .. (7) 

Z<m) (~~) = (_l)j-m( 0 W), (7a) 
-w 0 

m =1,1-1,j-2: "', ~,l (8) 

durchläuft, so daß ein Term mit der Gesamtquantenzahl j in j + i 
Starkeffektkomponenten aufspaltet, deren elektrische Quantenzahlen 
in (8) stehen. 

Nun ist es in diesem Falle so, daß die Darstellungen .z<m) für 
w = + 1 und w = - 1 äquivalent sind, weil sie durch TranR
formation mit der Matrix 
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ineinander übergehen. Die Terme mit denselben elektrischen Quanten
zahlen, die aus positiven bzw. negativen Termen entstehen, sind in 
starken elektrischen Feldern bezüglich ihrer TransfOi"mations
eigenschaften und daher auch bezüglich ihrer Auswahlregeln nicht 
mehr zu unterscheiden. Dieses Resultat war auch zu erwarten, da 
auch bei gerader Elektronenzahl die Gültigkeit der Laporteschen 
Regel im allgemeinen aufgehoben wurde, es blieb nur ein Unterschied 
zwischen 0 und O'-Termen erhalten. Bei ungerader Elektronenzahl 
fällt auch dieE'er Unterschied weg, weil überhaupt keine 0 oder 0'
Terme vorkommen. 

4. Wenn man den durch das elektrische Feld erzeugten Störungs
operator in eine Reihe, wie (2), entwickelt, so folgt aus dem polaren 
Charakter des elektrischen Feldvektors, daß die Koeffizienten VIJC ' 

Vy, V. polaren Charakter haben müssen. Daher verschwinden die 
Matrixelemente ( N' N') 'fJJ'1' J, V.7J!,u,J, 
die einen mit der ersten Potenz der Feldstärke proportionalen Effekt 
geben könnten, weil "IJ!:j und W%j gleichen Spiegelungseharakter 
haben. 

Die Aufspaltung erfolgt erst in der zweiten Näherung, die zu ~2 
prQPortional ist, und es läßt sich zeigen, daß sie sich in dieser Näherung 
in einer Verschiebung und in einer zu p,2 proportionalen Aufspaltung 
äußert. 

5, Den größten Teil der bisher abgeleiteten Regelmäßigkeiten, 
soweit sie sich auf den isotropen J<'all beziehen, kann man vom 
mathematischen Standpunkt aus in der Formel (19) des Kap. XXI 

T .«(') (jw) ~ T 
Njl';N'j'l" = Sj'!If! ul'+(" !I' Nj; N'j' (9) 

zusammenfassen, die das Verhältnis von Matrixelementen 

T «(l) (. Nj T(!?) Nij') 
N j 1'; N',i' 1" _ 7J!,.., "IJ!,I' 
(0) - Nj (0) N'j' 

TNjV;N'j'., ("IJ!v ,T "IJ!"/) 

(9a) 

zu bestimmen gestattet, wenn die entsprechenden Eigenfunktionen 
N j N ' N' 'I N' 'I N 7J!,.. und W. J bzw. W!J.' J und W.' J zu demselben Eigenwert Ej 

bzw. Eß' gehören, also Partner voneinander sind, und wenn die 
Operatoren T«(l) und T(o) Komponenten desselben irreduziblen 
Tensoroperators 

OR I T«(llOR =:2 ~(W)(E)!?<1 T(o) (9 b) 
o 
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sind. Ein irreduzibler Tensor ist unter anderem ein Skalar (die 
zugehörige Darstellung ist 1')(0» oder auch ein Vektor, dessen Dar
stellung 1')(1) äquivalent ist, usw. Die TNj;N'j" sind dabei Zahlen, 
die man mit allgemeinen Methoden nicht mehr bestimmen kann, 
und die auch von der speziellen Gestalt des Operatorensystems T 
und des zugrunde gelegten Hamiltonschen Operators abhängen. 

Wir hatten bisher nur eine einzige Formel, die sich nicht auf 
die Form (9) bringen läßt, das ist die Formel (8) für den normalen 
Zeemaneffekt im Kap. XVIII. Bei ihrer Ableitung mußte bemerkt 
werden, daß der fragliche Vektoroperator La< durch 

1 0 
L., = -;- a- p{'I'OO) für qJ -= 0 

~ qJ 
(10) 

gegeben ist. Sonst ist aber die Ableitung von Regelmäßigkeiten, 
die über (9) hinausgehen, nur mit Hilfe weiterer Annahmen möglich. 

Ein Fall, in welchem eine solche Annahme zulässig ist, ist 
der sogenannte normale Kopplungsfall von Spin und Bahnimpuls, 
das ist der schon im vorangehenden Kapitel behandelte Fall, daß 
die Feinstrukturaufspaltung der Terme klein gegen den Abstand des 
jeweils nächstgelegenen Grobstrukturterms ist. Dann läßt sich nicht 
nUr eine Gesamtquantenzahl definieren, auch die Begriffe des 
Multiplettsystems und der Azimutalquantenzahl werden sinnvoll. 
Es empfiehlt sich, dies auch äußerlich zum Ausdruck zu bringen, 
indem man die einfache Laufzahl N der Terme mit derselben Gesamt
quantenzahl durch ein dreifaches Symbol N S L ersetzt, wo wie 
gewöhnlich S das Multiplettsystem, L die azimutale Quantenzahl ist, 
und N nur noch zur Unterscheidung der Terme mit gleichen S, L 
und J dientl). Im Rest dieses Kapitels wollen wir uns mit dem 
"normalen Kopplungsfall " beschäftigen. 

Die Eigenfunktionen haben nach (27) des vorangehenden Kapitels 
die Gestalt 

1uN8L.J _ '" S(L S) ... NSL 
·l'm - ~ J,um-p Am-,u, ,u- (11) ,. 

D· ... NSL ... NISL ... NSL • d Pt' b f le ,!1t- S, !l' ,!1t- S + 1, !" ••• , ,!1t 5,!l Sln ar ner m ezug au 
die OB und gehären zu den verschiedenen Zeilen von 1')(S), für die 
~NSL .... NSL _NSL 'lt d Ib' b f d' 0 ""'1', - L ".!!". - L + l' ... , .!1.v, L gl asse e In ezug au le pera-

1) Wir benutzen hier wieder - wie immer im nOl'malen Kopplungs
fall - das Zeichen J für die Gesamtquantenzahl. 
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toren PR und die Darstellung ~(l,). WeHn (11) gilt, kann man noch 
das Verhältnis von Matrixelementen 

( NSLJ (a!!) N'S'L'J') ,..I."!!) 
Wm ,T Wm' = :.L·NSLJm; N'S'L'J'm', (12) 

mit verschiedenen J,J', m, m', 11, ~, aber gleichen NSL und N' S' L' 
berechnen, wenn die T(<JI!) Komponenteli eines Tensors sind, der 
in bezug auf die 0 R vom Grade q, in bezug auf die PR vom 
Grade p und in bezug auf beide irreduzibel ist: 

OR I T(al!)OR = :2~(q) (R)"o' T(O'Il), (13a) 
0' 

pRI TO(') PR = :S~(P) (R)!!(', T(II Q'). (13b) 
!!' 

In Wirklichkeit, d. h. in bezug auf die OR, muß dagegen T nicht 
irreduzibel sein, es gehört 

OR I T(all) OR = OR l pRl T("!!) PROR 
= :SOR l ~(P)(R)!!(l' T(OIl')OR = :s~(q)(R)oo,~(P)(R)<,<,' T(O'<,') 

<,' o'e' 
zu einem direkten Produkt zweier irreduzibler Darstellungen. 

Da die S;;'SL für v = - S, ... , S in bezug auf die OR zu 
~(s) gehören und Partner voneinander sind, gilt für sie wegen (13 a) 
die (9) analoge Gleichung 

( ..... NSL T("<') "..N' s' L') ~ (Sq) (!!) (14 ) 
'!:!'Vl" ,!:!,v'l" = uv+",v,ssrv"tNSL ,u;N'S'L'"I"· a 

Ähnlich gilt wegen (13b) und weil die S~SL für p. = -L, ... , L 
in bezug auf die PR zu ~(L) gehören 

( "..N SL T(O!!) "..N' s' L') ~ (Lp) -t(a) (14 b) 
,!:!,v,u, ,!:!,v'l" = ul'+!!"u,SL'I'!! NSL.;N'S'L'",· 

Durch Vereinigung von (14a) und (14b) erhält man 

( 'i1NSL T("!!) "..N'S'L') ~ ~ (Sq) (Lp) t 
""v ,tI , i!:!4v',u' = u v +",.' u"+!!,I',sS",,,SL'I'!! NSL;N'S'L'· (14) 

Es ist daher wegen (11) 
(iJf~ S M, T(o(') W;:.: s' L' J') 

_ ~ (LS) WS') ~ ~ (Sq) (Lp) 
- L.I sJ,um-l' sJ' I"m'-I" um-I'+", m' -I" ul'+l!, ,u' SS'm-l''' SL' I'I! t NSL; N' s' L' 

!-L,«' 

(15) 

Durch diese Formel kann man im Prinzip das Verhältnis von Matrix
elementen (12) mit gleichen N S L und N' S' L' immer bestimmen. 

Dabei sind, wie auch in (9), alle s(f/!, deren erster unterer 
Index größer als die Summe der beiden oberen Indizes oder kleiner 
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als der Absolutwert ihrer Differenz ist (J> L + S oder J< 1 L - SI), 
gleich Null zu setzen. Dasselbe gilt für 111-1> L, für I v I > S oder 

II1-+vl>J· 
6. Zunächst mag es einem so scheinen, als ob die durch (13) 

definierte 0pllratorenklasse eine sehr gekünstelte wäre. Bei näherem 
Zusehen zeigt es sich aber, daß fast alle wichtigen Operatoren 
Tensorkomponenten oder Summen von Tensorkomponenten der
artiger Operatoren sind. Vor allem sind die spinfreien Operatoren 
den QR gegenüber alle symmetrische Operatoren, also Skalare, so 
daß für diese (13 a) mit q = 0 gilt. Sie transformieren E'ich daher 
unter der Wirkung der PR ebenso wie unter der Wirkung der OR, 
und sind auch in bezug auf die ersteren Skalare, Vektoren usw., 
wenn sie es in Wirklichkeit sind. 

Bei spinfreien Operatoren, wie immer, wenn q = 0 gilt, zeigt 
(15) unmittelbar - was wir auch schon von früher her wissen -, 
daß die skalaren Produkte (15) verschwinden, wenn S' =1= S ist. Ist 
auch p = 0, d. h. der Operator auch in bezug auf die PR, also auch 
in bezug auf die OR ein Skalar, so muß auch L' = L sein, und da 
auch (} = ~ = 0 gilt (ein Skalar hat nur eine O-Komponente), 

kann man die Summation in (15) wegen 8<J:.1?~ = 8<::-.uo = 1 
mit Hilfe der Orthogonalitätsrelation der 8 (28), Kap. XVIf, 

~ (LS) (I,S) ~ 
~ 8J.um-/1 8.".l'm-/l = V.T.T' ( 16) 
." 

ausführen. Man erhält für die Matrixelemente eines Operators, 
der beiderseits ein Skalar (p = q = 0) ist, daß sie 

( NSLJ N'S'L'J') ,.., 
qfm ,Tqfm' = ~SS'~LL'~.TJ'~mm,tNSL;N'S'L' (li) 

erstens für J' =1= J oder m' =1= m verschwinden und für J' = J und 
m' = m von m unabhängig sind - das ist nur die Regel für 
Operatoren, die den OR gegenüber symmetrisch sind -, und zweitens, 
daß sie auch von J unabhängig für alle Feinstrukturkomponenten 
eines Grobstrukturterms gleich sind. Hierzu genügt es nicht mehr, 
daß T in bezug auf die OR = PRQR ein Skalar sei, es muß sowohl 
in bezug auf die PR wie auch in bezug auf die QR ein Skalar 
sein, und auch der .normale Kopplungsfall " vorliegen. 

Ein Operator, der beiderseits ein Skalar ist, ist z. B. der H ami 1-
tonsehe Operator Ho der einfachen Schrödingerschen Theorie. Es ist 
in diesem Falle 

( NSLJ N'S'L'J') NSL 
qfm ,Hoqfm' =E ~NN'~SS'~LL'~JJ'~ml"" 
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wo E NSL ein Eigenwert der einfachen Schrödingergleichung ist, der - da 
diese ja keine Feinstrnkturanfspaltung gibt - für alle Feinstrukturkompo
nenten gleich ist. 

Die Hönl- Kronigschen Intensitätsformeln 
Ist T(<1(') = V«(/) in bezug auf die QR ein Skalar, in bezug 

auf die PR ein Vektor, wie z. B. der Operator des Multiplizierens mit 

/~~(Y1c+iXk)' ~.ek' .~~(-Yk+ixk)' 
l2 k k V2 k 

tier für die Übergangswahrscheinlichkeiten maßgebend ist, 80 ist 
p = 1, q = 0, und man kann für (15) 

V «(') 
NSLJm\ N'S'L'J'm' 

~ ~ ""0 (L S) (L' S) CL I) = uSS'um+(l,m'~8J/.m- ... 8J',IL+(lm-,. 8L'!'r!VNSL\ N'SL' (15a) 
.IL 

schreiben. Es muß diesmal, damit die lIatrixelemente (15a) 
nicht verschwinden sollen, S' = Sund L' = L oder L' = L + 1 
(und J' = J oder J' = J + 1) sein. Da. wir die Verhältnisse der 
llatrixelemente 

V (II) (J1) k V (18) 
NSLJm\ N'SL'J'm' = 8J'm(/u"'+(1,"" NSL.J;N'SL'.J' 

für verschiedene m, m', ~ schon kennen, können wir für diese spe
zielle Werte einsetzen und nur für diese t:lpeziellen Werte die Ver
hältnisse für verschiedene J, J' berechnen. Die Formeln für die s 
werden am einfachsten, wenn wir m = J, m' = J' und ~ = m' - m 
= J' - J einsetzen. Es ist dann z. B. für L' = L - 1, J' = J + 1 
wegen (27b), Kap. XVII, und der Tabelle auf S.208 

(LSl (Ln 
8J,.J-.u 8L-I.II1 

(-l)L-,. V(L+S-J)! (2 J+1)! l/(L+IL)!(S+J-IL)! V(L-IL-l)(L-fi) 

V'(J+L+S+l)! (J+S-L)! (J-S+L)! r (L-IL)!(S-J+,.,.)! V2L(2L+1) 

(_l)L-l- tu +1) V(L-l+S-J -I)! (2 J+3)! 1/ (L+p)! (8+J -,.,.)1 

. V(J+l+L-l+8+1)!(J+l+8-L+l)!(J+1-S+L'::1) r (L-p.-2)!(S-J+p.)! 

lFL+S-.J-l) (L+8-.J)(J+8-L+1)(J+8-L+2) 
r (2 J+2}(2 J+3) 2 L (2 L+l) 

CL-1S) l/(L+S-J -1) (L+8-J) (J+S-L+l) (J+S-L+2) 
= 8J+1I'+1J-I' r (2J+2H2J+3)2L(2L+1) I 
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und daher erhält man für die Summe (15 a) mit Hilfe von (16) 
...,{l) 
J' NSLJJ;N'SL-IJ+IJ+l 
~ (LS) (LI) (L-1S) = ~SJ.uJ-11 SL-l/,l SJ+l.U+lJ-u t'NSL; N'SL-l 
/' 
-=~~=-~~~~~=-=-~~~~------_ 1/ (L+S-J-l) (L+S-J)(.J+S-L+l) (J+S-L+2) - r (2Jt2)(2J+3)2L(2L+1.) VNSL;N'SL-l' 

und so wegen SY~\Jl = 1 für das VNSL.J;N'SL'.J' in (18) 

VNSLJ ; N'SL-1.J+ 1 

_ 1/ (L+S-J-l) (L+S-J) (J+S-L+l) (JtS-L+2) 19) - r (2Jt2)(2J+3)2L(2Ltl) VNSL;N'SL-l' ( 

Ganz entsprechend kann man die anderen Formeln 

VNSLJ ; N'SL-IJ 

_ l/(L+S-J) (J+B-L+l) (J-S+L) (J+L+S+l) I 

- r 2 J(2 J+2) L (2 Ltl) VNSL; N SL-lI 

VNSLJ ;N'SL-1.l-1 
_ 1/(J-StL-l)(J-S+L)(JtL+S)(J+L+Stl) , I 

-- Y 2J(2J-l)2L(2Ltl) vNSL;NSL-l, 

(19') 

ableiten, wodurch für L' = L -- 1 die miteinander vergleichbaren 
Matrixelemente auf eine gemeinsame Größe v N S L; N' S L -1 zurück
geführt sind. Ähnlich erhält man für L' = L 

VNSLJ ; N'SLJ+l 
_ l/(L+S--J)(J-StL+ 1)(J+S-L+l) (J+LtS+2) , 
- y (2J+2)(2J+3)2L(L+1) VNSL;NSL, 

VNSL.T;N'SLJ-l 
(19a) 

_ 1/(L+S-J+1) (J-S+L) (JtS-L) (J+L+S+l) . , 
--y 2J(2J-1)2L(L+1) VNSL;NSL, 

nur daß SY:)J'_J zum Teil mit dem ersten, zum Teil mit dem 
zweiten Faktor in (15a) zu vereinigen ist. Nur die Ableitung der 
entsprechenden Formel für L' = L, J' = J muß etwas anders 
geschehen: man muß sY::~ 10 die beiden Teile 

(LI) ,." 
SLIIO = 1/L (L + 1) 

L 
- "71/ L=(=L=+=I=) 

1/~1/~ 
VL(L+1) 
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zerlegen. Die Summation über das erste Glied läßt sich in (15a) 
mit Hilfe der Orthogonalitätsrelation (16) direkt ausführen und gibt 

vNSL ö N'SL L/YL (L + 1). 

Auch über das zweite Glied läßt sich die Summation mit Hilfe von 
(LS) 1/-L 

8JI'J-I' f -p, 
(_I)L-,U Y(L+S-J)! (2 J+l)! 1/ (L+p,)! (J+S-p,)! 

- Y(J+L+S+ I)! (J+S-L)! (J-S+L)! r (L-p,-I)! (S-J+p,)! 

= _/L~~, s) 1 1/ (L+S-~) (J+S-L+l) 
J+j"u+ll,J-I' r 2J~2 

durch Anwendung der Orthogonalitätsrelation (16) ausführen. Man 
erhält so für (15a) 

:S(LS) )2 (LI) _ L (L+S-J)(J+S-L+1) 
I' 8JI'J-I' 8L I'O-YL(L+l)- (2J+2)YL(L+J) 

J(J+ 1)+L(L+ 1)--S(S+ 1) 

2(J+l)YL(L+I) 
und hieraus schließlich 

J(J+l)+L(L+ 1)-S(S+I) 
VNSL.J;N'SL.T = 2 YJ(J+ I) YL (L+ 1) VNSLöN'SL' (19b) 

Das Verhältnis der Matrixelemente für L' = L + 1 erhält man 
entweder in derselben Weise durch direkte Rechnung oder durch 
die Bemerkung, daß wegen des hermiteischen Charakters von V(O) 

Vw VOO * N' SL-I.J'm'ö NSL.Tm = NSLJm ö N'SL-IJ'm' 
diese Verhältnisse aus den Verhältnissen (19) zu berechnen sind. 

Diese Formeln (19) enthalten die berühmten H önl- K ronig
sehen Intensitätsformeln für das Verhältnis der Intensitäten der 
Feinstrukturkomponenten einer Linie. ~Tm die gesamte Intensität 
einer Feinstrukturkomponente NSLJ _ N' S' L' J' zu erhalten, 

muß man die Intensitäten I V~~LJm; N'SL'J'm' 12 der einzelnen 
Zeemankomponenten über alle m, m' und (J summieren 

:S:S 1 V~kLJmö N'SL'J'm' 12 = :s IYNSL.J ö N'SL'.J' SY,~m'- ml i 

~m • m~ 

= !YNSL.TöN'SL'J' 12 ~ 1 = (2 J' + 1) IYNSLJ ö N'SL'J' 1
2• 

m' 

Die Gesamtintensität der Linie J _ J' ist daher im wesentlichen 
durch die VNSLJ;N'SL'J' bestimmt. 
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Die Landesche g-Formel 

7. Eine andere Anwendung der Formel (19b) bezieht sich auf 
den Zeemaneffekt. Die Wechselwirkung des Magnetfeldes mit dem 
Atom gibt zu zweiZusatzgliedern für den Hamiltonschen Operator 

Anlaß. Das erste Glied ist V = '7.p L., wo '7 = 4 eh und mo nmoc 
die Masse des Elektrons ist. Dieses Glied rührt von der Wechsel
wirkung des Magnetfeldes mit den durch die Bewegung der Elek
tronen erzeugten Strömen her und hatte auch in der einfachen 
Theorie (Kap. XVIII) dieselbe Gestalt. Es war [vgl. (7) und (7b), 
Kap. XVIII] 

L .. t/J:~<;L = p. t/J::L (20) 

einfach die Multiplikation mit der Z-Komponente des Drehimpulses. 
Daher ist nach (25) des vorangehenden Kapitels 

L.~~SL = ~L .. t/J~~J·f~~ = ~p.t/J:~Hf~~ = p./$;v,.SL, 
l< l< 

so daß v N S Li N S L in diesem Falle, wie der Vergleich mit (14) zeigt, 

( IrJINSL L ""NSL) P. 
""",tl , .~~!' = P. = vNsLiNSLYL(L+l) 

vNSLiNSL = Y L(L -+- 1) 

wird. Es ergibt sich so schließlich nach (19 b) 

V =J(J+l)+L(L+l)-8(8+1). 
NSL.T; NSH 2 YJ(J + 1) (20a) 

Die Matrixelemente von L. sind daher nach (18) 

( 1]!NSJ,J L 1]!NSLJ) = J(J + 1) + L (L + 1) - 8 (8 + 1). 
m ,. m m 2J(J + 1) (21) 

Das zweite Glied V im magnetischen Zusatzoperator für den 
Haroiltonschen Operator rührt von der Wechfi1elwirkung des 
Magnetfeldes mit den magnetischen Momenten der Elektronen her: 
es ist gleich dem skalaren Produkt des magnetischen Momentes 
mit der Feldstärke, also ('1 = ehi4nmoc) 

1J~~+~~+~~ ~~ 
bzw. bei mehreren Elektronen gleich der entsprechenden Summe von 
Gliedern (22). Hat das Magnetfeld die Z-Richtung, so ist V = '1 ~s., 
wobei S. die Z-Komponente des Gesamtspins, das Multiplizieren mit 

81 + 82 + ... + 8ft (22a) 
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bedeutet, weil s. nach (21), Kap. XX, das Multiplizieren mit s ist. 
Es war 

1 0 
L" lJf = -;- ~ P(aoo) 'IJI (für IX = 0), (23a) 

~ va 

und ähnlich soll gezeigt werden, daß 

1 1 0 
2 S. 'IJI = T oa Q{aoo) yr ~Iür a = 0) (23 b) 

gilt. Der Faktor 1/2 in (23 b) rührt daher, daß der Spin nur einen 
1 

Drehimpuls h/4n hat. Es ist wegen !I)(1/2) (!IXOO}h !t = 6at e"ii,a 
SI 8, I 

nach der Definitionsgleichung von QR (6b), Kap. XX[ 

Q(aoo)IJf( ... , Xk, Yk' ek' Sk' ... ) 

= ~ ... !I)(1/2) «aO O}h 1 t .•• 'IJI ( ... , Xk' Yk' ek, tk, ... ) 
tt ... t" == ± 1 » 'k' » k 

"" ~ 1i'ka i Tr ( ) 1;(81+"'+' )a"r = .:::;., '" u.ktke2 '" ~ .•• , Xl"Yk,Zk,tk , ••• = e2 n r, 
11 ", In 

und hieraus folgt unmittelbar (23 b). 
Es gilt daher auch 

( ...,NST, 1 S "",NSL) 
~,.," , 2 Z ;!!t1',11 = V. (22b) 

Nun ist S. in bezug auf die PR ein Skalar und in bezug auf 
die Q R ein Vektor, während L. in bezug auf die PR ein Vektor 
und in bezug auf die QR ein Skalar war. Bei der Berechnung der 

Ausdrücke ('IJI:SLJ, S,,'IJI:SL ,) aus den Größen (22b) muß daher 
die Rolle von L und S vertauscht werden, und man erhält an Stelle 
von (21) 

( 'IJINSLJ ! S 'l]f.NSLJ) = J(J + 1) + S (8 + 1) - L (L -I- 1) . (24) 
m '2. m m 2J(J+l) 

Die Matrixelemente des ganzen magnetischen Zusatzoperators 

V + V = 1/.p L" + 1/.p SI! lassen sich aus (21) und (24) berechnen. 
Die Verschiebung der Zeemankomponente mit der magnetischen 
Quantenzahl m ergibt sich zu 

LlE = ~m3J(J+ 1)+8(8+ 1)-L(L+ 1), (25) 
m 4nmoc 2J(J + 1) 

Dies ist die bekannte La nd esche 9 - Formel. Sie besagt, daß 
wegen der doppelten Größe des mit dem Spin verbundenen magne-
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tischen Moments die verschiedenen Terme im Magnetfeld verschieden 
aufspalten. Man erhält die richtige Aufspaltung, wenn man die 
Aufspaltung 1/.p m des normalen Zeemaneffekts mit 

= 1 + J(J + 1) + 8 (8 + 1) - L (L + 1) 
g 2J(J+l) 

(25a) 

multi pliziert. 
Die Ableitung der Formeln (19) und anderer analoger Formeln 

kann oft einfacher, als es im Text geschah, von der Bemerkung 
ausgehend erfolgen, daß die zu berechnenden Verhältnisse von 
Matrixelementen nach (15) vom speziellen mechanischen Problem wie 
auch von der Gestalt der Operatoren T«(lO) unabhil.ngig sind und 
nur von ihren Transformationseigenschaften abhängen. In der Tat 

sind die zu berechnenden Verhältnisse lediglich aus den sy~ ~ usw. 
zusammengesetzte Ausdrücke. Die s sind aher reine, i'n (27), 
Kap. xvrr, gegebene Zahlen, so daß diese Verhältnisse für alle 
Operatoren mit gleichen Transformationseigenschaften dieselben sind. 
Man kann sie für irgendeinen Tensor der verlangten Transformations
eigenschaft (13) berechnen und das Resultat auf alle Tensoren mit 
gleichem p und q übertragen. 

Die Intervallregel 
8. Als ein Beispiel hierzu sei noch die La nd esche Intervall

regel abgeleitet, d. h. das Verhältnis der Termverschiebungen 

('P:SLJ, Ht'P: SL") = LJE!SL 

der verschiedenen Feinstrukturkomponenten desselben Grobstruktur
terms berechnet, wo Ht der durch die magnetischen Momente der 
Elektronen bedingte Zusatzoperator zum einfachen Schrödinger
schen Energieoperator ist. 

Der Zusatzoperator Ht besteht aus zwei Teilen. Der erste 
'i'eil trägt der Wechselwirkung der magnetischen Momente der 
Elektronen mit den durch ihre Bewegung erzeugten Strömen, der 
zweite Teil der Wechselwirkung der magnetischen Momente unter
einander Rechnung. 

Der erste und fast immer wesentlichere Teil besteht aus einer 
Summe vonn Ausdrücken B = BI + BI + ... + B,., wo Bk der 
Wechselwirkung des magnetischen Moments des k-teil. Elektrons 
mit den Strömen entspricht; Bk wirkt, abgesehen von den Cartesi· 
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sehen Koordinaten, nur auf die Spin·koordinate des koten Elek
trons ein 1): 

Bk = Sk<I: Vk<I: + Sk" Vk " + SkaI Vk ", (26) 

wo die Vk w, Vk 1/' Vk. spinfreie Operatoren sind. Da Bk in bezug 
auf die OR ein Skalar sein muß, und Sk"" Sk,,, Sk" die Kompo
nenten eines Vektoroperators sind, muß dies auch für Vk"', Vk 1/' Vh 

gelten. 
An Stelle der Verhältnisse der Matrixelemente von B 

(lJf~SLJ, B lJf: SLJ): (lJf: SLJ', BlJf:sLJ'), 

die wir zu berechnen haben, können wir auch diese Verhältnisse 
für ein Bk berechnen, diese Verhältnisse sind ja für alle k gleich. 
Weiter sind Sk", V1.."" Sk" Vk", Sk" Vk" die xx, '!I '!I, ee-Kompo
nenten eines Tensors, der (13) erfüllt und ein beiderseitiger Vektor 
(p = q = 1) ist. Die Ausdrücke 

( NSLJ V NSLJ) (NSLJ V NSLJ\ lJfm , Sk", ,.'" lJfm ; lJfm , Sk" k" lJfm ); 

( NSLJ /I"SLJ) 
lJfm , Sk" V,."lJfm (27) 

stehen daher sowohl untereinander, wie auch mit den entsprechenden 
Ausdrücken, in denen J' an Stelle von J steht, in einem konstanten, 
für alle gleichgearteten 'l'ensoren gemeinsamen Verhältnis. Dasselbe 
gilt von der Summe der drei Ausdrücke in (27), so daß es genügt, 
das Verhältnis der Matrixelemente 

(lJf:/S LJ, (T<u) + TlYY) + T<ZZ» lJf;:SLJ) (28) 

für verschiedene J zu berechnen, wenn T ein beliebiger beider
seitiger Vektoroperator ist. Diesen Operator werden wir natürlich 
so wählen, daß die Berechnung von (28) möglichst leicht aus
zuführen ist. Es sei 

pI: z) = La: Sa:; T<x y) = La- S,,; T<z z) = La: S,,; ... (29) 

1) Jeder Operator, der nur auf die kote Spinkoordinate einwirkt, läßt 
sich in der Gestalt S + 8k ", Vk ", + 8k 1/ Vk 1/ + 8k " Vk " schreiben, wo 
S, Vk«J' Vk 1/' Vk " spinfreie Ope~atoren sind. In (26) fehlt das Glied S, 
das aber in Bk ein beiderseitiger Skalar sein müßte und nach (17) nur 
eine für alle Feinstrnkturkomponenten gleiche Verschiebung Ilnd keine Auf
spaltung geben würde. 
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Zunl!.chst ist 

o 0 d 
da O{<lOO} = Q{<lOO} oa p{<lOO} + p{<lOO) da Q{<lOO}' (30) 

und für a = 0 ergibt das nach (23 a), (23 b): 

1 1 d 
L. + "25. = T da O{<lOO} (fÜr a = 0). (30a) 

Hieraus folgt dann, da O{<lOO} 'Pm = eim<lq:rm ist, 

(L. + j 5.) qr m = m qr m 

und 

woraus man 
J 

~ (q:r:SLJ, (L. + ~ 5.)sqr:SLJ) 
m=-J 

~ ±ms = .T(J + 1)(2J + 1) 
m=-J 3 

(31) 

(31 a) 

(32) 

gewinnt. Man kann hierin auch x und '!J für s einsetzen, da nach 
der Summation über m keine Achse mehr ausgezeichnet ist. Ist 
nä.mlich OR eine Drehung, die Z in X überführt, so ist (32) gleich 

~ (OR-l 'P:SLJ, OR-I (L. + lS.)IOR .On- 1 qr:sr.~ 
m 

= :8 :8~(J)(R-l):'m~(J)(B-l)m"m(qr:,SLJ, (L",+jS",)'qr:'~LJ) 
fII, .'m" \ I 

Daher wird 

~(qr:SLJ, [(L", + l5",)S +(l.+ 1 5.)2 + (L. + j5.)2] q:r:SLJ) 
m 

= J(.' + 1 )(2./ + 1). (33) 

Da nun (L.., + j 8",)' + (l. + l5.)- + (L. + j 5.)1 ein Skalar, 
d. h.ein in bezug auf die OR symmetrischer Operator ist, sind die 
2 J + 1 Glieder der Summe links in (33) alle gleich 

('l!:SLJ, [(L.., + jS",)'+ (l. + j5.,)l' + (L. + l5.ya]qr:SL~ 
= J(J + 1). (33a) 
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Ebenso zeigt man, daß wegen 
.... NSL .... NSL 

L .. A"~1 = p,A.,u 
auch 

(S~USL, (L~ + L: + L:)S'~,SL) = L(L + 1) 

und nach (17) und (14) auch 

('P':SLJ, (L", + L; + L:) 'P':SLJ) = L(L + 1), 

(34) 

(35) 

(35a) 

gilt, da L", + L~ + L ~ ein beiderseitiger Skalar ist. Entsprechend 
folgt aus 

IS .... NSL _ 1 0 Q ,;;,NSL _ .... NBL ( _ 0) (36) 
"j ",A",. - i oa {<too} ""v,. - VAv,u a - , 

('P':SLJ, <t Sol' I }S; + tS:)'p'~SLJ) = 8 (8 + 1). (36a) 

Durch Abziehen von (35a) und (36a) aus (33a) ergibt sich schließlich 

('P';:,sLJ, (L",S", + lyS1I + L .. S",) 'P':SLJ) 

=J(J+l)-L(L+1)-S(8+1). (37) 

Nach dem Vorangehenden stehen auch die Verschiebungen 

L1 E7 S L der Feinstrukturkomponenten desselben Grobstrukturterms 
in dem durch (37) angegebenen Verhältnis: 

LI E~SL = ENSL [J(J + 1) - L(L + 1) - 8(8 + 1)]. (37a) 

Die Differenzen der Termverschiebungen zweier aufeinanderfolgender 
Feinstrukturkomponenten 

dE~~~ _dE7sL = 2ENSdJ + 1) (37b} 

verhalten sich demnach so wie die größeren der entsprechenden 
Gesamtquantenzahlen. Das ist die Landesehe Intervallregel. 

Die Lall'desche Intervallregel kann nur im normalen Kopp· 
lungsfall Gültigkeit beanspruchen, d. h. wenn die Feinstruktur
aufspaltung klein ist im Verhältnis zu den Abständen der Grob
strukturterme voneinander. Sie enthält zudem noch die Annahme, 
daß man die Wechselwirkung der magnetischen Momente der Spins 
untereinander vernachlässigen kann, eine Annahme, dje - wie 
Heisenberg gezeigt hat 1) - bei den ganz leichten Elementen, 
insbesondere bei He, versagt. Die Intervallregel gilt daher am 
besten bei Elementen mittlerer Ordnungszahl. 

1) Ygl. Zeitsehr. f. Pbys. 39, 499, 1926. 
Wigner, GruppentheorIe 20 
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Die Wechselwirkung der magnetischen Momente der Spins 
besteht ihrerseits aus zwei Teilen. Der erste Teil ist ein beider
seitiger Skalar, er beeinflußt daher die Feinstruktur gar nicht. Der 
zweite Teil gehört beiderseits zu ~(2). Man erhält im ganzen eine 
Termverschiebung, die, abgp.sehen von einem von J unabhängigen 
Glied, zu [J(J + 1) - L (L + 1) - 8 (8 + I)J2 proportional istl). 
Das Verhältnis der Proportionalitätskonstante dieses Gliedes zu EN SL 

läßt sich aus allgemeinen Überlegungen nicht mehr bestimmen, so 
daß man, wenn man die Wirkung dieses Gliedes nicht vernachlässigen 
will, auf eine zweikonstantige Formel angewiesen ist. 

XXIV. Das Aufbauprinzip 
1. Das Aufbauprinzip . soll eine Abschätzung der Lage der 

Energieniveaus der Atome ermöglichen. Durch ihre Auswahlregeln, 
Aufspaltungsbilder usw. kann man zwar die Charakteristika der 
einzelnen 'ferme, wie z. B. die Azimutalquantenzahl, im Prinzip 
bestimmen, doch ist auch hierbei eine Abschätzung der Term werte, 
d. h. der Stellen, wo man einen Term vorgegebener Art zu suchen 
hat, von großer Bedeutung. 

Die eigentliche Bedeutung des Aufbauprinzips liegt aber nicht 
in seiner Verwendbarkeit bei der Analyse verwickelter Spektren, 
sondern in der Tatsache, daß die Lage der Energieniveaus die 
wichtigsten physikalischen und chemischen Eigenschaften des Atoms 
bestimmt. So z. B. beruht der stark elektropositive Charakter der 
Alkalien auf ihrer Fähigkeit, unter verhältnismäßig geringer Energie
aufnahme ein Elektron abspalten zu können, also darauf, daß der 
Grundzustand nicht sehr tief unter dem tiefsten ionisierten Zustand 
liegt. Umgekehrt erklärt sich die Reaktionsträgheit der Edelgase 
durch die besonders hohe Lage der angeregten und ionisierten Zu
stände über dem Normalzustand. Der Ausgangspunkt für diese, die 
moderne Physik geradezu beherrschenden Gedankengänge - deren 
Wiedergabe leider außerhalb des Rahmens dieses Buches liegt - war 
N. Bohrs Erklärung der Grundzüge des periodischen Systems der 
Elemente. Die wichtigsten Schritte bei der Aufdeckung des Aufbau
prinzips. waren u. a. die Lande - Sommerfeldsche Entdeckung 

1) Der Beweis soll dem Leser überlassen werden. 
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des Vektormodells, die Russell-Saundersche Formulierung des 
normalen Kopplungsfalles, und das Paulische Verbot äquivalenter 
Bahnen. Die endgültige Fassung des Aufbauprinzips verl1anken 
wir den Untersuchungen von F. Hund. 

Bei der Abschätzung der Lage der Energieniveaus, der Eigen
werte der Schrödingergleichung 

~{_ '~2_[O~2+ 02
2+ OV2]_zeg}1/J+~~~1/J=E1/J, (1) 

k 8n m OXk OY/r. 0 Sk rk 2 i=l=k rik 

geht man zunächst von einer vereinfachten Gleichung aus 

Ho 1/J = (H1 + Hg + ... + Hf!) 1/J = E f' j 
h2 [02 02 02 -, Z e~ (1 a) 

H" = - 8 n2.;;; oXf + oy: + os: --;:; 
(Z ist die Kernladungszahl) in der die Wechselwirkungsenergie der 
Elektronen 

(1 b) 

zunächst vernachlässigt ist und sucht diese dann durch ein Störungs
verfahren zu berücksichtigen (vgl. Kap. XVII). 

Dieses Vorgehen ist nur dann berechtigt, wenn die vom Kern 
herrührende potentielle Energie der Wechselwirkungsenergie W 
gegenüber groß ist. Am besten ist diese Voraussetzung bei hoher 
Kernladungszahl Z und kleiner Elektronenzahl, also bei stark ioni
sierten Atomen, erfüllt. Das NäherungsverfahrenJ das hier verwendet 
wird, unterscheidet sich also ganz wesentlich von den bisher be
nutzten Näherungsverfahren : es hat nichts mit der Kleinheit deI 
F einstruktu r konstante 

2ne2 

a = -,- = 7,28.10- 3 
tC 

zu tun, die fUr die Berechtigung der bisher gemachten Vernach
lässigungen maßgebend war. In die Eigenwerte von (1) gehen die 
Naturkonstanten e, h, m, schon aus Dimensionsgründen nur in der 
Kombination 

(*) 

ein [c kommt in (1) gar nicht vor], und so läßt sich sowohl aus den 
Eigenwerten von (la) wIe auch aus jedem weiteren Näherungswert 

20* 
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des Störungs verfahrens der Faktor (*) herausziehen. Es handelt 
sich also ni c h t um eine Potenzreihenentwicklung der Energie nach 
der Feinstrukturkonstante. Die Voraussetzung dafür, daß (la) eine 
gute Näherung geben soll, ist sogar gewissermaßen entgegengesetzt 
der Voraussetzung, die für die Güte der Näherung maßgebend war, 
die bei der Feinstrukturaufspaltung verwendet wurde. Die Näherung 
ist hier um so besser, je weniger die Störung Wausmacht, je näher 
im Endresultat jene Eigenwerte von (1) liegen, die aus demselben 
Eigenwert von (1 a) durch die Störung entstanden sind. Hei der 
Feinstrukturaufspaltung ist die Näherung dagl:'gen um so besser, je 
weiter im dortigen Ausgangsproblem (1) die Eigenwerte von
einander liegen. 

Ein Umstand, der der Termberechnung mit Hilfe des Aufbau
prinzips sehr zustatten kommt, ist der, daß man einem großen Teil 
der Elektronenwechselwirkung durch eine Modifizierung des Kern
potentials Rechnung tragen kann. Wenn z. B. in einem Li-Atom 
zwei sogenannte K-Elektronen (N = 1) und ein höher angeregte!:! 
Elektron vorhanden sind, wird das letztere fast im r~aufe seiner 
ganzen Bewegung unter der Wirkung eines Kernpotentials 1 e/r 
stehen, weil das vom Kern eigentlich herrührende Potential 3 e/r 
durch die beiden K-Elektronen, die fast sicher in der Nähe des Kerns 
sind, zu J/s • abgeschirmt ". wird. Man wird also an Stelle des 
Coulom bschen Potentials - Ze2/r in (la) - besser ein anderes, 
modifiziertes Potential setzen. Dabei muß natürlich auch (1 b) ent
sprechend verändert werden, damit es zusammen mit (1 a) wieder (1) 
ergibt. Die rrheorie der !bschirmung wurde in erster Linie von 
H artree in die Quant.enmechanik eingebaut, sie gibt oft über
raschend gute Werte für die Terme und andere atomare Eigen
schaften 1). 

Die nun folgende Ableitung des Aufbauprinzipes rührt von 
Slater2) her. Obwohl weder das ungestörte Problem (1 a), noch die 
Störung (1 b) die Spinkoordinaten irgend wie enthält, führt SI a t e r 
- im Gegensatz zu allen anderen Entwicklungen· des Aufbau
prinzips - die Spinkoordinate von vornherein ein. Durch diese 
scheinbare Komplikation erhält man in Wirklichkeit eine sehr große 

1) D. R. H artre e: Proc. Cambr. Phii. Soc. 2{, 89, 1928; vgl. auch 
J. C. Slater, Phys. Rev. SO, 210, 1930; V. Fock, Zeitschr. f. Phys. 61, 
126, 1930. 

2) J. C. Slater: Phys. Rev. M, 1293, 1929. 



XXIV. Die Eigenfunktionen als Funktionen aller Koordinaten 309 

Vflreinfachung, weil man sich so von vornherein auf die antisymme
trischenEigenfunktionen beschränken kann. Man erhält so als 
Eigenfunktionen nicht die spinfreien Eigenfunktionen t/J! (:, die in 
bezug auf Vertauschung der Cartesischen Koordinaten der Elek
tronen zu einer bestimmten Zeile einer Darstellung A. (S) der 
symmetri!;lchen Gruppe gehören, sondern direkt die im XXII. Kapitel 

abgeleiteten :rt~::, die auch die Spinkoordinaten als Variable ent
halten und die in bezug auf Vertauschung aller Koordinaten der 
Elektronen antisymmetrisch sind. Das Multiplettsystem der :rt~/: 
äußert sich bei den Drehungen OR der Spinkoordinaten : :rt~I~ gehört 
in bezug auf die OB zur v-Zeile von 1'(8). 

2. Die Eigenfunktionen (vgl. Kap. XVII, 2) der Operatoren Hk 
seien alle durchnumeriert 

(2) 

die" Bahn« b bedeutet dann die Zusammenfassung der Hauptquanten
zahl N, der Azimutalquantenzahl 1 und der magnetischen Quanten
zahl p.. Es'wird dabei angenommen, daß die zufällige Entartung, 
das Zusammenfallen der Eigenwerte mit gleichen N, aber ver
schiedenen 1, die bei dem Wasserstoffatom im rein Coulombschen 
Zentralfeid auftritt, durch die Abschirmungskräfte aufgehoben wird. 
Dann liegen die Terme mit verschiedenen 1 auch bei gleichem N ge
trennt, und zwar lehrt die detailliertere Theorie, wie auch die 
Erfahrung, daß bei gleichem N die Terme mit kleineren 1 tiefer, 
mit größeren 1 höher liegen. Da sich die Ht , H2 , ••• , H" nur da
durch unterscheiden, daß sie auf verschiedene Variable einwirken, 
sind die Eigenwerte aller Hk dieselben Zahlen, und auch ihre 
Eigenfunktionen sind dieselben Funktionen, nur jeweils anderer 
Variablen. 

Durch Einführung der Spinkoordinate 
Eigenfunk tionen 

t/Jbl7 (;J;kYkZ"S/c) = t/Jb (X/cJ/kZk) 68k17 

Sk entstehen 1e zweI 

(<<1 = + 1) (3) 

aus jeder Eigenfunktion t/Jb (Xk Y/c Zk)' Die Eigenfunktionen von. Hit 
sind dann als Funktionen aller Koordinaten xtYtZtSt •.. x"y"z"slI 
die Produkte 

tPb1 <11 b2 172 ••• b" <1n 

= t/JblI71(XtYIZtSl)t/Jb2172(X2Y2z,1S2)'" t/Jb1l17"(X"Ynz,,s,,) (4) 
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der Eigenfunktionen der Hk' Je zwei Eigenfunktionen t/Jb l "I .•• b" "., 

und t/Jb~"~ ... b~G~ sind orthogonal, wenn sie überhaupt verschieden 
sind: ist b, =1= b;, so verschwindet ihr skalares Produkt schon bei 
der Integration über Xi' 11;, Ei' ist «1, =1= «1;, so verschwindet es bei 
der Summation über Si' Die Eigenfunktionen (4) gehören bei allen 
2" Wertesystemen der «11 , «12 , ••• , «1" zum Eigenwert 

(4a) 

Außerdem gehören wegen der Invarianz des Hamiltonoperators gegen~ 
über den Vertauschungen Op der Elektronen noch alle jene Eigen. 
funktionen zum Eigenwert (4a), die aus den tPbIGt ..• b,,"n durch 
Anwendung der Operatoren Op hervorgehen: 

Op tPb l "I'" bn"n (1 /, 2/, ... , n/) = tPbl "I (1) ... tPbnGn (n), (5) 

P d· P '. (1 2 ... n) . 11' wo ' 1e ermutatlOn 1/2/ ... n' 1st und k an Ste e der vIer Va· 

riablen x/c!l/cz/cs/c steht. Durch Umordnung der Faktoren geht die 
rechte Seite von (5) in tPbl / "1/ (I') ... tPbn , "'/ n/) über. Wenn man 
dann noch für 1/,2/, .. . ,n' wieder 1,2, ... ,n einsetzt, erhält man 

Der Eigenwert von (5a) 

E b1, + E b2 , + ... + Ebn, 

ist ja identisch mit dem Eigenwert (4a). 

Man kann jene Eigenfunktionen des Eigenwerts (4a), die durch 
Vertauschung der Elektronen auseinander hervorgehen, 

tPb1 "I ... bn '''n' OPI t/Jb1 "I ... bn "n' OP2 tPb1 'lt ... bn ",.' ... (6) 

zusammenfassen. Wir nennen ihre Gesamtheit eine K on figura tion. 
Eine Konfiguration ist dann durch n Symbole (bk «1k) 

(bI «11)(bl «12) ... (b" «1 .. ) = (N1 1I Il I «11}(N2 11 1l1 «1.) ... (N .. l .. ll .. «1 .. ) (t) 

ohne Rücksicht auf die Reihenfolge derselben charakterisier1;. 
Es ist ja klar, daß man, von der Eigenfunktion (5 a) ausgehend, in 
der schon eine Vertauschung ausgeführt ist, genau dieselben Eigen. 
funktionen durch Vertauschung der Variablen erhalten kann, die 
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man aus Wb! "1 " •. bn "n auf diese Weise erhält. 
im Symbol (t) für die Konfiguration irgendeine 
vorschreiben, z. B. die, die durch 

Man kann daher 

Reihenfolge der 11 

Ni< Ni+l; I 
lt ~ 'i+l für Nt = N i + 1; 

#Li ~·ILt+ 1 für Nt = Nt +1 , und '1 = 11+ 1 

(7) 

und 

d{ ~ di+ 1 für Nt = Ni+ l! li = li+ l! lLt = lLt + 1 (7a) 

gegeben ist. Jede Eigenfunktion gehört in eine und nur eine Kon
figuration, und Eigenfunktionen. veJ:schiedener Konfigurationen sind 
zueinander orthogonal, weil alle voneinander verschiedenen Funk
tionen der Gestalt (4) orthogonal sind. 

Wenn man auf die Funktionen einer Konfiguration einen 
Operator Op anwendet, kann man die entstandenen Funktionen 
durch die unverä.nderten Funktionen der Konfiguration linear aus
drücken: sie sind ja noch immer Funktionen der Konfiguration. 
Zu den Funktionen (6) gehört daher eine Darstellung der Gruppe 
der Qp, der symmetrischen Gruppe n-ten Grades. Mit Hilfe der 
Matrix, die diese Darstellung ausreduziert, kann man aus den Funk
tionen (6) solche Linearkombinationen bilden, die zu irreduziblen 
Darstellungen der Gruppe der Qp gehören. Umgekehrt kann man 
mit Hilfe dieser "irreduziblen" Funktionen die Funktionen (6) 
an!'ldrücken, sie erscheinen dann zerlegt in lauter Funktionen, die 
7.1\ irreduziblen Darstellungen gehören. Wir können daher an Stelle 
der Funktionen (6) ihre irreduziblen Bestandteile, die Linearkombi
nationen von ihnen sind, benutzen. Wegen des Pauliprinzips 
brauchen wir von diesen jrreduziblen J.;inearkombinationen nur die 
anti symmetrischen, d. h. die antisymmetrischen Bestandteile der 
Qp" 'l/Jb1 "1 ... bn "n' die sich nach (6), Kapitel XlI, zu 

:;Sl;pQpQp,,'l/Jb1"J'" bn"n = :;SEpQpP,,'l/Jbl01". bn"n (8) 
p p 

berechnen, wo l;p für gerade Permutationen gleich + 1, für un
gerade Permutationen gleich -- 1 ist. 

Zunächst ist es nun allgemein wahr, daß die anti symmetrischen 
Bestandteil') (8) aller Funktionen derselben :Konfiguration bis auf 
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das Vorzeichen identisch sind: für P>t = E ist ja (8) nichts anderes 
als die Determinantel) 

1Pbl01 (1) 1Pb1 01 (2) ... 1Pb t l11 (n) 

V n! . Xb10t ... bn On = 1Pb202(1) 1Pb2"2 (2) ··.1Pb2 2(n) (8a.) 

1Pbna,,(l) 1Pb: 0 .. (2) .. '1Pbna" (n) 

und OP>t 1Pb101'" bnan unterscheidet sich von 1Pb101'" b"o.. nur 
dadurch, daß die Variablen vertauscht sind, so daß sich auch die 
entsprechende antisymmetrische Linearkombination nur darin von 
(8a) unterscheidet, daß die Funktionen der Variablen Xk Yk Bk Sk nicht 
in der k-ten, sondern in einer anderen Spalte stehen. Das kann aber 
durch U mordnung der Spalten, was höchstens eine V orzeichen
änderung bedeutet, ausgeglichen werden. 

Es folgt nun umgekehrt, daß man aus den Funktionen (6) nur 
die eine anti symmetrische Linearkombination (8a) bilden kann: ist 
F antisymmetrisch, so folgt durch Gleichsetzen der antisymmetrischen 
Bestandteile der beiden Gleichungsseiten von 

F = :::8 cpOp 1Pbt01 ... b,,"n' 
p 

daß es bis auf eine Konstante gleich Xb1 0 1 •.• bn 11" ist, weil der 
antisymmetrische Bestandteil aller Glieder auf der rechten Seite 

Xb1 01 ... b" 11.. ist. 
Man kann also aus den Funktionen einer Konfiguration 

höch~tens eine antisymmetrische Linearkombination bilden, und 
man kann nicht einmal eine bilden, wenn in dem zugrunde ge
legten System der (S für irgendein Paar i, k, für das bi = bk 

(d. h. Ni = Nk ; li = lk; f'i = tLk) gilt, auch (Si = (Sk ist. Dann 
sind nämlich zwei Zeilen der Determinante (8a) gleich und sie 
versch windet. 

Es geben also jene Konfigurationen, in denen für 
kein Paar i, k gleichzeitig bi = bk ; (Si = (Sk ist, genau 
einen im Sinne des Pauliprinzips erlaubten Zustand, die 
anderen überhaupt keinen. Dies ist die ursprüngliche 
Formulierung des Pa u 1 ischen Äquivalenzprinzips, das vor der 
Quantenmechanik nur für den hier als erste Näherung zugrunde 

1) Der Faktor Vn! wird hinzugefügt, damit Xb 11 b 0. normiert bleibe. 
1 1'" .. " 
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gelegten Grenzfall formuliert werden konnte, daß !lie Wechsel
wirkung der Elektronen vernachlässigt und jedem Elektron eine 
• Bahn· zugeschrieben werden kann. In der Quantenmechanik ist 
das Pauliprinzip in seiner ursprünglichen Gestalt ein Spezialfall 
der allgemeinen, für alle Systeme bei beliebiger Wechselwirkung 
gültigen ~'orderung der Antisymmetrie der Wellenfunktionen 1). 

Insbesondere folgt hieraus, daß jene Kombinationen b1 bs ... b", 
in denen drei Bahnen bj = bj = b" identisch sind, überhaupt zu 
keiner • erlaubten " Konfiguration Anlaß geben. In einer erlaubten 
Konfiguration müßte dann nämlich C1j =t= C1j; C1j =1= C11e und I1j =1= 61r 

sein, was - da die C1 nur zwei Werte -1 und + 1 haben können -
nicht möglich ist. Eine Bahn darf höchstens zweimal be
setzt sein. 

3. Jetzt wären wir in der Lage, die Anzahl der erlaubten Zu
stände zu bestimmen, deren Energie bei verschwindender Wechsel
wirkung der Elektronen (4a) ist. Wenn die Eigenwerte"E" der HIr 

als Funktionen der Xle '!hc Sie allein betrachtet alle einfach wären, so 
müßte man nur die erlaubten unter den 2n Konfigurationen abzählen, 
die durch die verschiedenen Wertesysteme der C1 gegeben sind. Ge
hören zu einigen Eigenwerten Eie mehrere Eigenfunktionen, so muß 
man mit jeder möglichen Kombination der b, deren Energiesumme 
E b1 + E b2 + ... + Ebn = E ist, diese Abzählung ausführen S). 

Nun interessieren wir uns aber nicht nur für die Zahl 
der Zustände, die aus den Zuständen mit der Energie (4 a) bei der 
Wechselwirkung der Elektronen entstehen, sondern auch für ihre 
Art, d. h. für ihr Multiplettsystem und, wenn - wie bei den 
Atomen, die uns in erster Linie interessieren - die Drebsymmetrie 
nicht gestört ist, auch für die azimutalen Quantenzahlen. Ihre Be
stimmung geschieht wieder durch die Betrachtung der Symmetrie
verhältnisse. 

1) Diese Bemerkung, die geschichtlich der Ausgangspunkt der gruppen
theoretiscl1en Behandlung der Spektral theorie war, verdankt man W. He i sen
berg und P. A. M. Dirac. 

') Gewöhnlich wird angenommen, daß nur solche Kombinationen der b 
gleiche Energiesumme 

Eb t Eb + ... +Eb = Eb, + Eb, + ... +Eb' (LI) 
1 2 n" S n 

geben, in denen schon die einzelnen Energien [auf der linken und rechten 
Seite von (4)] paarweise gleich sind. 
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Es wird im fo~genden - außer der Symmetrie in bezug auf 
Vertauschungen der Elektronen - nur noch die Symmetrie in bezug' 
auf Drehungen QR und PR der Spinkoordinaten und der Cartesi
sehen Koordinaten ausgenutzt. Die Drehung der Cartesischen 
Koordinaten ist nur im kugelsymmetrischen Fall möglich, die der 
Spinkoordinaten dagegen immer, weil weder das Ausgangsproblem 
(1 a) noch die Störung (I b) die Spinkoordinaten enthalten und das 
ganze Problem demnach ganz unabhängig von der Kugelsymmetrie 
sogar in bezug auf jeden Operator invariant ist, der nur auf die Spin
koordinaten einwirkt. Doch kann man sich auf die Drehungen Q R 

beschränken, weil sehon diese genügen, um das Multiplettsystem 
der einzelnen gestörten Terme zu bestimmen. Die ganze Sym
metrie, die betrachtet werden soll,ist das direkte Produkt der 0 p 

mit den QR und - im isotropen Fall - noch mit den PR' 
4. Betrachten wir zuerst den anisotropen Fall. Wendet man 

auf die antisymmetrischen Linearkombinationen Xb t "1 b2 "2 ... bn "n eines 
ungestörten Terms E den Operator QR an, so entsteht wieder eine 
antisymmetrische Eigenfunktion zu demselben Eigenwert, die man 
daher durch die unveränderten antisymmetrischen Linearkombi
nationen ausdrücken kann. Die Koeffizienten bilden eine Darstellung 
der Drehgruppe und die Zahl A s, die angibt, wie oft in dieser Dar
stellung die irreduzible ~(s) enthalten ist, gibt gleichzeitig die Zahl 
der antisymmetrischen, in bezug auf die Q R zu ~(S) gehörenden Terme 
an, die aus E = E b1 + Eb2 + ... + E~n durch die Störung ent
stehen. Die irreduziblen Bestandteile einer Darstellung der Dreh
gruppe kann man aber schon bestimmen, wenn man die M~trizen 
kennt, die Drehungen um Zentsprechen: kommt in diesen Matrizen 
die Darstellung (eimlf') der zweidimensionalen Drehgruppe am-mal 
vor, so ist in der ganzen Darstellung die irreduzible Darstellung ~(S) 
·genau As = as - as + I-mal enthalten (vgl. Kap. XV, 1). 

Ist aher R eine reine Drehung um Z mit 'P, so bedeutet 
QR für jede Funktion der Konfiguration (6) - wie wir schon 
öfters nachgerechnet haben - lediglich eine Multiplikation mit 

ei i (", + ... + "n)lf', und dies gilt dann auch für die antisymmetriscbe 
Linearkombination Xb, "1'" bn "n' so daß diese zur Darstellung der 
Drehungen um Z mit m = i (11 1 + .. , + On) gehört. Hat der Eigen
wert E im ganzen am erlaubte Konfigurationen mit der Summe 
6 1 + (j2 + ... + (j" = 2 m, so entstehen aus ihm bei der Störung 
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as -- as + 1 In bezug auf Drehungen der Spinkoordinaten zu ~(s) 
gehörende Terme. 

Da sich diese Betrachtung zunächst auf den anisotropen Fall bezieht 
sei hier ein Beispiel betrachtet, bei dem die Eigenwerte E k der Hk alle 
einfach sind. Hat man etwa vier Elektronen in einer doppelt besetzten und 
zwei einfach besetzten Bahnen 

b1 = bs * bs * b,; b1 * b" 
so geben folgende Kombinationen der ° je eine antisymmetrische Eigen
funktion 1). 

Tabelle 1 

(Ja G, II + (al + "2 + aa + a,) 

-1 + 1 -1 -1 -1 
-1 + 1 -1 +1 0 
-1 + 1 + 1 -1 0 
-1 +1 +1 -1- 1 -1- 1 

Es ist also 

aO = 2 j al = 1; a2 = aa = ... = 0, 

es entsteht al - as = 1 Term mit der Darstellung l)(I) und ao - al 
= 1 Term mit der Darstellung l)(O). 

Einen Term, zu dem 2 S + 1 in bezug auf die QR zu l)(o) ge
hörende antisymmetrische Eigenfunktionen gehören, hat das Multi
plettsystem S. Wenn man die Spin wechselwirkung einführt, spaltet 
er nä.mlich im allgemeinen (im anisotropen Falle!) in 2.8 + 1 Fein
strukturkomponenten auf. Man kann aber auch leicht verifizieren, 
daß diese Definition des Multiplettsystems mit der früher benutzten 
übereinstimmt. Nach Kap. XXII gehört jede Funktion der s, 
die in bezug auf die QR zu ~(S) gehört, in bezug auf die Qp 
zu A(S)*, und jede antisymmetrische Funktion F, die in bezug auf 
die Qp zu A(S)* gehört, 

"'" "'" . n , ..:::;., ..:::;., A(8) (P):,,, Qp F = ~l~ 
p " g8 

(9) 

1) Da b1 = bi ist, kann nach (7a) bei der Abzählung der Kon
:figurationen 01 <:: 02 angenommen werden, 01 = 02 ist aber nach dem 
Pauliprinzip verboten, so daß nur 01 < 02 übrigbleibt. 
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gehört in bezug auf die Pp zu A(S), und dies war die Definition 
des Multiplettsystems. Das letztere folgt aus (9) mit Hilfe der 
Antisymmetrie Op F = Ep Fund Qp = PP-IOP 

~ ~ A(S) (P):" PP-I OpF = ~ ~ A(S) (P-I)"" PP-I EpF 
p " p " 

= ~ ~ A(S) (P-I) PP-I F, (~Ia) 
l' " 

weil Ep = Ep-l und A(S) unitär ist. 
Die richtigen Linearkombinationen der Xb 1 <11 ••• b" 0" gehen bei 

Einführung der Störung W direkt in die Funktionen :Jt! deI:! 
Kap. XXII üher, die wir dort aus den fertigen spinfreien Eigen
funktionen der Schrödingergleichung (1) gebildet haben. 

Die Bedeutung der Slaterschen Methode liegt darin, daJl man mit ihrer 
Hilfe die Betrachtung der Symmetrie der Schrödingcrgleichung (1) 
gegenüber Vertauschungen der Cartesischen Koordinaten allein 
gänzlich vermeiden bzw. sie durch Betrachtung der Invarianz gegenüber 
Drehungen OB der Spinkoordinaten ersetzen kann. So könnte man z. B. das 
Interkombinationsverbot darauf zurückführen, daß Eigenfunktionen verschie
dener Multiplettsysteme in bezug auf die OB zu verschiedenen Darstellun~;en 
gehören, und das Multiplizieren mit Xl + X2 + ... + x .. in bezug auf die 
OB symmetrisch ist, weil es auf die Spinkoordinaten gar nicht einwirkt. 
(Wir haben das Interkombinationsverbot daraus gefolgert, daß die Eigen
funktionen verllchiedener Multiplettsysteme in bezug auf Vertauschungen Pp 
der Cartesischen Koordinaten zu verschiedenen Darstellungen gehören.) 
Wir haben die SI a t e r sche Methode nicht in ,der angedeuteten extremen 
Form verwendet, weil wir uns mit allen Symmetrieeigenschaften be
schäftigen und sie nach Möglichkeit alle ausnutzen wollten. 

Obwohl es natürlich Fälle geben muß, in denen man bei Mitberüclk
sichtigung der Vertauschbarkeit Pp der Cartesischen Koordinaten weiter
gehende Schlüsse als mit Hilfe der OB allein erhalten kann, ist es doch 
sehr interessant zu sehen, wie weitgehend man die Pp durch die OB er
setzen kann. 

Eint! wichtige Voraussetzung für die Verwendbarkeit der Slaterschen 
Methode ist die, daJl die betrachteten Teilchen nur zwei Einstellungsmöglich
keiten haben. Hätte man es mit Teilchen zu tun, die mehr als zwei, et'wa 
drei Einstellungsmöglichkeiten haben (Drehimpuls gleich h/2 TC an Stelle von 
i h/2 TC, wie das etwa bei Stickstoffkernen der Fall ist), so würde zwar in 

der Definitionsgleichung der Operatoren OB [(6 b), Kap. XXI)] ~(1) an Stelle 

von ~(i) stehen, die ganze Betrachtung ließe sich aber noch genau so aus
führen, wie es hier geschah, mit dem einzigen Unterschied, daß die Äqui
valenz der OB mit den Pp nicht mehr gezeigt werden könnte, weil sie auch 
nicht vorhanden wäre. In der Tat fallen in diesem 1<'alle mehrere Terme 
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der Schrödingergleichung (1) zusammen, deren Zusammenfallen man durch 
Betrachtung der OB allein nicht voraussehen kann. Man mü.Ute dann ent
weder weitere Operatoren einführen, wodurch die Theorie dann ihre Ein
fachheit verlieren würde, oder aber man müßte die Symmetrie den Operatoren Pp 
gegenüber zugrunde legen, wie das in den ersten Ableitungen des Anfbau
prinzips 1) geschah. Auch aus diesem Grunde wurde in diesem Buch anf die 
Einführung der Vertauschung der C art e sIschen Koordinaten der Teilchen 
und eine Betrachtung der Darstellungen der symmetrischen Gruppe nicht 
verzichtet und die Äquivalenz der 0R mit den Pp bei Elektronen explizite 
bewiesen. 

5. Der Unterschied des kugelsymmetrischen Falles vom 
asymmetrischen besteht darin, daß die Eigenwerte E~k der Hk, auch 
als Funktionen der x" y" z" allein betrachtet, nicht mehr einfach, 
sondern 21 k + 1-fach sind 2), und daß man auch bei den gestörten 
Termen nicht nur das Multiplettsystem, sondern auch die Azimutal
quantenzahl bestimmen muß. Die ungestörten Terme sind demnach 
durch die Angabe der Haupt- und Azimutalquantenzahlen 

N1 l1 , N2 72 , ••• , N .. l.. (tt) 
der Bahnen gegeben. Um alle Konfigurationen des ungestörten 
Terms (tt) zu erhalten, muß man in den Symbolen der Konfigura
tionen 

(Nt 11 1'1 cf t ) (N'J 12 1l, «S2)'" (N" ' .. Il .. cf .. ) = (bI «S]) (b2 «S,) ••• (b .. cf,,) (t) 

die I-' un d die cf alle möglichen Werte (11',,1 < 1,,; cf" = + 1) durch
laufen lassen. Dabei kann indessen für die N", 'k' I-'k (7), und wenn 
man nur die erlaubten Konfigurationen mitrechnen will, für die cJ 

sogar (7 a) mit dem oberen Zeichen 

cJi < cJi+ 1 für Ni = Ni+ 11 1i = 7i+ l' I-'i = I-'i+ 1 (7 b) 
angenommen werden. Jede erlaubte Konfiguration gibt eine anti
symmetrische Eigenfunktion (8a). 

Wenn man auf alle diese antisymmetrischen Linearkombina
tionen der Eigenfunktionen von (tt) die Operatoren QR PR' 

1) Vgl. E. Wigner, Zeitschr.f.Phys. 43,624,1927; §§21 bis 25. 
M. Delbrück, ebenda öl, 181, 1928. 

'J) W enn Hk wirklich die in (1 b) angegebene Form hätte, würden sogar 

alle Eigenwerte El:k (lk=O, 1,2, ... , Nk-I) mit gleichem Nk zusammen

fallen. Doch wird angenommen, daß das Coulombsche Feld durch die 
Abschirmung soweit modifiziert wird, daß die Eigenwerte E{'k alle ge. 

k 
trennt sind. 
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anwendet und die entstehenden Funktionen durch die unverändertEm 
ausdrückt 

(10) 

so bilden die Matritzen iI (R, R') eine Darstellung des direkten 
Produktes der Gruppen der OR und der PR" Die Zahl As.L' 
die angibt, wie oft in iI (R, R') die irreduzible Darstellung 
~(S) (R) X ~(L) (R') enthalten ist, ist gleichzeitig die Zahl der aus 
dem 'ferm (tt) durch die Störung W entstehenden Terme mit dem 
Multiplettsystem S und der Azimutalquantenzahl L. Die enl&
sprechenden Linearkombinationen der X bilden dann wiederum die 
erste Näherung für die Berechnung der im Kap. XXII mit :s~~ 
bezeichneten Funktionen. 

Zur Bestimmung der Zahlen ASL genügt es wiederum - wie 
sich zeigen wird -, jene Matrizen iI (R, R') zu bestimmen, bE~i 
denen Rund R' Drehungen um Z sind. Ist R eine Drehung um Z 
mit a, so wissen wir, daß 

Q {ceoo} XNtltl'tOl ... Nnlnl'nOn 

(11) 

gilt. Bei der Berechnung von P {e' oo} tJ.I~l~! (1) ... tJ.INn 'n (n) kann 
!'nOn 

man P {e'OO} auf die einzelnen Faktoren getrennt anwenden, 
der Faktor tJ.IN" I" mit der magnetischen Quantenzahl 11-" reproduziert ""alt. 
sich dabei bis auf einen Faktor i""-' Es gilt daher 

P {e'OO} XN1Ill'lOl ... N nln"n o" 
_ ei(l'l + ... + I'u) e' 
- XS 1'll'lOt ... N n 'n.un"n' (11 a) 

weil dies für alle Eigenfunktionen der Konfiguration 

(N111 11-1 411)(N212 11-2 412) ••• (Nn 7 .. I1-n 41n), 

also auch für alle ihre Linearkombinationen gilt. Die Gleichung (11 a) 
bringt zum Ausdruck, daß sich die Z - Komponenten der Dreh·. 
impulse der einzelnen Elektronen einfach addieren. Aus (11) und 
(11 a) folgt 

(12) 
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Die Matrizen ~ (R, R'), die Drehungen der Spin koordinaten 
um Z mit a und der Cartesischen Koordinaten mit (x' ent
sprechen, sind Diagonalmatrizen, und das Diagonalelement, das der 
Eigenfunktion ZN I NI· entspricht, ist et(.",+,U""l, wo 

1 1#'1°1'" n n,un "n 

v = .~ (111 + ... + 11 .. ) und fI. = fI.l + ... + fI. .. 
ist. Die Diagonalsumme dieser Matrizen erhält man daher durch 
Addition der et (.", + I""l aller erlaubten Konfigurationen. Man kann 
den 80 erhaltenen Charakter von ~ (R, R'), wo Rund R' Drehungen 
um Z sind, in einer Tabelle (s. Tabelle 3), ähnlich der auf S.200, 
zusammenfassen, indem man für jedes v eine Zeile und jedes fI. eine 
Spalte bestimmt und in das Kreuzungsquadrat so viele Kreuzchen 
einträgt, wie erlaubte Konfigurationen mit i (111 +l1s + ... + 11 .. ) = v 
und I!I + fI.2 + ... + fI./l = fI. vorhanden sind. 

Nehmen wir als Beispiel zwei Elektronen, deren ungestörte 
Energie E~ gleich sei und einem p-Zustand (l = 1) entspreche. 
Die erlaubten Konfigurationen sind dann 1): 

Tabelle 2 

11 ,111 "I ,112 "2 ! ,11 I • ~ I/I "1 1'2 "2 1 I/~ 
I==~==========~=F== 

1!(-1-1}(--11)1_20 91(-11)(11) 011 
2 1 (-1-1)( 0 -1) -1 -110 (0 -1) (01) 0 0 
3 (-1-1)( 0 1) -1 0 11 (0 -1) (1-1) 1 -1 
4 (- 1- 1) ( 1 - 1) 0 - 1 12 (0 -1) (1 1) 1 0 
5 (-1-1)( 1 1) 0 0 131 (0 1) (1-1) 1 0 

6 I (-- 1 1) ( 0 - 1) 1- 1 0 14 1 (0 1) (1 1) ~2 1 01 
7 . (-1 1) (0 1) 1 01 151 (. 1 -1) (1 1) 
8 I1 (- 1 1) ( 1 -1) ~ 

Die letzten beiden Spalten enthalten fI.l + fI.2 = fI. bzw. 
~ (al + (11) = v. In der nun folgenden Tabelle ist für jede Zeile 
der Tabelle 2 ein Kreuzchen in das entsprechende Quadrat ein
ge~ragen. 

1) In der Tabelle 2 sind in den Zeichen der KOllfigurationen die Haupt
und Azimutalquante"llZahlen weggelassen, weil sie für beide Elektronen 
2 bzw. 1 sind. EI steht daher (,ure uk) für (Nk lk,u,,~) = (2 l,u,t ure)· 
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Tabelle 3 

~II -2 -1 0 

-1 

11 

+ + + 
0 + ++ +++ ++ + 
1 + + + 
In dieser 'l'abelle sind die Charaktere der Gruppenelemente 

Q ('" 0 0) P (",I 0 0) in der Darstellung L1 (R, R') zusammengefaßt. Der 
Charak.ter dieses Elements in der irreduziblen Darstellung ~(S)X~(L) 
ist andererseits 

\L S 

:8[~S)({aOO})X~(L)({a'OO})]".u;,,1' =:8 :8ei(""'+/l",I) , (13) 
"1' /l=-1. >=-s 
und dem würde in der Tab. 3 ein mit Kreuzchen einfach angefülltes 
Rechteck entsprechen, das sich von v = - S bis v = S und VOn 

p. = - L bis p. = L erstreckt. Wenn man den in der Tabelle ß 
dargestellten Charakter als Summe lauter irreduzibler Charaktere" 
d. h. rechteckiger Kreuzchenfelder schreibt, wird die Anzahl a,,1' de:r 
Kreuzchen im v p.-Quadrat gleich der Summe der Anzahlen ASL der 
in L1 (R, R ') enthaltenen Darstellungen ~(8) X ~\L) mit S > ! v ! ; 
L>!p.! sein: 

a,,1' = ASL + A S +1L + A S +2L + ... 
+ ASL +1 + ASHL +1 + '" + ASL +9 + AS+IL+2+'" (14) 

Dabei ist ASL gleichzeitig die Anzahl der bei der Ausführung des 
Störungsverfahrens aus dem Term (tt) entstehenden Terme mit dem 
Multiplettsystem S und der Azimutalquantenzahl L. Nach (14) ist 

ASL = aSL - aS+1L - aSL+1 + aS+1L+1' (14a) 

Es zeigt sich also tatsächlich, daß die irreduziblen Bestandteile 
der Darstellung L1 (R, B') schon durch die Charaktere derjenigen 
Elemente bestimmt sind, bei denen B und B' Drehungen um Z 
sind; schon diese Charaktere kann man nur in einer Weise in 
irreduzible Charaktere (13) zerlegen 1). 

1) Dies beruht darauf, daß jede Klasse der Gruppe des direkten Produktes 
der QR und PR, ein Element enthält, bei dem Rund R' beide Drehungen 
um Z sind. Da aber alle Elemente derselben Klasse in jeder Darstellung 
denselben Charakter haben, bestimmen eigentlich die' Charaktere dieser 
Elemente deu ganzen Charakter. 
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Für den Term der Tabelle 3 ergibt (14 a) All = 1; Au = 1; 
Aoo = 1; alle anderen ASL sind Null. Zwei äquivalente ,-Elek
tronen l ) geben daher einen sp_, einen ID_ und IS-Term. An Stelle 
der Kreuzchen der Tabelle 3 ist in der nun folgenden Tabelle das 
Symbol des Terms eingetragen, für den das entsprechende Kreuzchen 
verwendet wurde (d. b. zu dessen Darstellungseharakter das durch 
das Kreuzchen repräsentierte Glied ei(va + ,ua') e:ebraucht wurde). 

Tabelle 4 

';zll -2 -I 

~r~ ap 3p sp 
o ID IDSP ISIDSP ID3p ID 
11 3p 3p 3p 

6. Außer dem Multiplettsystem und der Azimutalquantenzahl 
muß noch der Spiegelungscharakter der entstehenden Terme bestimmt 
werden. Für die Eigenfunktionen des Einelektronenproblems ist 
nacb (17), Kap. XIX, der Spiegelungscharakter durch die Azimutal
quantenzahl l gegeben, es ist w = (- 1)l. Daher gilt unabhängig 
von den #Lk und I1k. wenn 0 1 = PI die Inversion bedeutet: 

Olt/l~t!~ (1) ... t/lNn In(n) = Plt/l~I~~ (1) ... pJt/lNn In (n) 
'~~ ~~ 

= (- l)lt+ ld ... +ln1t,~t~~(1)t/l::~:(2) ... t/lNnln(n). (15) 
"ndn 

Der Spiegelungscharakter aller Eigenfunktionen des Eigenwerts (tt) 
ist gleich (-1)lt+1d '" +1,., und dies wird auch der Spiegelungs
charakter aller daraus entstehenden gestörten Terme sein. Der 
Spiegelungscharakter der aus (tt) entstehenden Terme ist positiv, 
wenn die Summe der Azimutalquantenzahlen der einzelnen Bahnen 
' 1 + '2 + ... + Zn gerade ist, negativ, wenn sie ungerade ist. Es 
folgt hieraus u. a., daß optische Übergänge zwischen Termen, die 
aus demselben ungestörten Term (tt) entstehen, durch die La porte
sche Regel verboten sind. 

7. Zum Sch~ß sei die Berechnung der ersten Näherung für 
die Energiestörung skizziert. 

Bezeichnen wir die Funktionen ., , für die 
"'Nl llI'101'" Nnln"non 

#LI + #1 + ... ,.",. = ,." und 111 + 111 + ... + (1,. = 211 ist, deren 

I) Das heHlt Bahnen mit gleicher Energie und mit der Azimutalquanten
zahl l = 1. 

Wlgner, GruppentheorIe 21 
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Kreuzehen also im v p.-Quadrat der Tabelle 3 stehen, mit X. I' l' 
., ," ,. . . Die richtigen Linearkombinationen f ... t, f , 
111. P. 2 111'1'8 ,.. .p.i! 
f. p. 3' .•. , die zur v 1'-Zeile irgend einer Darstellung 2)(8) X 2)(L) ge-
hören, können alle als Linearkombinationen der." , ., , ... allein 

111. I' t 111. p. 2 

geschrieben werden: 

(16) 

Dabei ist die Transformationsmatrix U unitär, weil sowohl die X'/Al 

wie auch die f. 1''' aufeinander paarweise orthogonal sind: 

~"", = (f'/A " , f.,..",) = :8 (U"lX.,..l' U,,'l,X.,..)l 
H' 

= :8U;lU"'l'~ll' = :8 U!l U,,'l· J 
U' l 

(17) 

Die Störungsenergie erster Näherung des Eigenwerts von f.,.." ist 
(f.,..", W f.,..,,). Die Summe der Störungsenergien für alle ", d. h. 
für alle Terme mit S ~ I v I; L > I 1'1, läßt sich auch ohne Kenntnis 
von U berechnen 

:8 (f.I'''' Wf.u,,) = :8 :8 U:lU"l'(X'l'l' WX'l'l')l 
" " H' 

= ~~H' (X'l'l' WX.,..l.') = :8 (X.,..l' WX'/Al)' f 
lV l 

(18) 

Hieraus folgt für die Summe der Störungsenergien der aus (tt) 
entstehenden Terme mit dem Multiplettsystem S und der Azimutal
quantenzahl L [ähnlich wie in (14a)] 

~ L1 E SL " = ~ [(XSU' W XSU) - (XH tU' WXS+ tU) 

(18a) 

Entsteht aus dem Term (tt) des ungestörten Problems nur 
ein einziger Term mit dem. MuItiplettsystem S und der Azimutal
quantenzahl L, so ist seine Energie direkt durch (18 a) gegeben 
und mithin auf Quadraturen zurückgeführt. , 

Bei der' Berechnung der skalaren Produkte für (18a) 

(XN111,U1 U1'" NnlnP.nun' W XN1/1"'lU1'" NnlnP.nUn) 

1 'C'I N I Nn In ) = - ~(EpOpt/lN1Il (1) ... t/I n n(n), WEp,Op' t/lN1/l (1) ... W,.. U (n) (19) nl p pi ,Ul U1 P.n Un P.1 U1 n n 
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kann man den unitären Operator Ep Op auf den anderen Faktor 
als E;10;1 hinüberziehen, und da er mit W vertauschbar ist, mit 
Ep,Op, zu Ep-l p' 0p-l p' vereinigen. Nun kann man die Summa
tion anstatt über P', über P-l P' = T führen, die Summation über 
P ergibt dann einfach n!. Es wird so aus (19) 

wo W in eine Summe von Gliedern Wik zerlegt ist, die den 
Wechselwirkungen der einzelnen Elektronenpaare entsprechen. 

Betrachten wir das Glied mit einem bestimmten Wile • Es lautet, 
mehr im einzelnen hingeschrieben: 

(20) 

Wenn T hierin nicht nur das i-te und k-te Elektron berührt [also 
weder die Einheit, noch die Transposition (ik) ist], sondern noch 
etwa j in j' überführt, so verschwindet (20) bei der Integration 
über Xi 'lIi ti und Summation über Si wegen der Orthogonalität der 
Eigenfunktionen .I,Ni li und .I,Nj' ~'. In einer e r la u bte n Konfiguration 

'" I'j j "'llj' 0j' 

darf ja nicht gleichzeitig Nj = Nj'; 1j = 1j ,; p.j = p.j' und cfj = cfj' 

sein. Bei dem Glied Wile genügt es also, T gleich der Einheit und 
gleich der Transposition (i k) zu setzen. In beiden Fällen gibt die 
Integration über die Cartesischen Koordinaten und Summation über 
die Spinkoordinaten aller von i und k verschiedenen Elektronen 
lediglich den Faktor 1, und (20) geht über in 

~ f ... f tJ!Ni lj (i) .I,N" I" (k) W. [tJ!Ni lj (i) .I,N" I" (k) 
..:C..l /-liOi "'l'kO" .Ie I'/Oi "'I'/c0" 

"i' Bk 
- ~,N" lk (i) tJ!Ni /1 (k)] d:e, d y, dZi d X/c d 'lI/c dz". (20a) 

,"/c0k I'i °i 

Wenn man hierin noch tJ!N; li (i) = tJ!N, lt (ri) ~8' 0' usw. einsetzt, wo r, 
1'.0j 1'; • • 

für die, Cartesischen Koordinaten Xi 'lIi Zi des i-ten Elektrons steht, 
kann man die Summation über si!" Sk ausführen und erhält 

21* 
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Indem man die Integrale (21) für alle (;) Paare ik und alle erlaubten 

Konfigurationen (NI 11 /LI 61) (NI 79 /L2 6 2) ••• (N .. 7 .. /Ln 6n), für die 
/LI + /L2 + ... + /Ln = /L und 6 1 + 6 2 + ... + 6,. = 211 ist, addiert, 
erhält man die Summe (18) der Störungsenergien aller aus (tt) ent
stehenden Terme, deren S > 1111 und L > I/L I ist. Aus diesen Summen 
kann man nach (18a) auch die Summe der Energiestörungen erster 
Näherung der Tf'rme mit einem bestimmten Sund L berechnen. 

Bezüglich weiterer Einzelheiten der Rechnung, insbesondere 
des Vergleichs der Integrale in (21), den man in gewissen Fällen 
ohne sie explizite zu berechnen ausführeIl kann, muß der Leser auf 
die Slatersche Originalarbeit verwiesen werden. Er wird dort 
auch zahlreiche interess.ante Beispiele durchgerechnet finden. 
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(V, 8) 

(V, 10) 

(V, 11) 

Gruppentheorie. ~ bedeutet bei endlichen Gruppen 
R 

Summation über alle Gruppenelemente, bei kontinuierlichen Gruppen 
das Hurwitzsche Integral. 

:::8 J R = :::8 Js R. (VII, 1; X, 5) 
R R 

Orthogonalitätsrelationen der unitären, irreduziblen Darstellungen 
einer Gruppe von der Ordnung h 

:::8 Di') (R);,v' D(j) (R)" v = '7! 8j'j 8,., Il 8v'v, (IX, 32) 
R j 

7j ist die Dimension von DU>. Für die Charaktere X(j)(R) 

= :::8 DU> (R)1l1l gilt 
Il 

:::8 X0 ') (R)* x()) (R) = hJj'j. (IX, 33) 
R 

Bei kontinuierlichen Gruppen ist h = :::8 1 durch f dR zu ersetzen 
R 

(X,tl, 12). 

Darstellungen und Eigenfunktionen. Aus 

PR f (X~, X~, .•• , X~) = {"(Xl' X2, ••. , Xn ), (XI, 19) 
wo 

~i = :s Rjix, (XI, 18) 
i 
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ist, folgt 
(XI,20) 

Aus 

PR 1J!. = ::8 D (R),.. 1J!" (XI, 23) 

" und PSR = Ps PR folgt 

D(SR) = D(S)D(R). (XI, 25) 

folgt 

{XII,8) 

Irreduzible Darstellungen der dreidimensionalen 
Drehgruppe. 

~(J)({aßr})m',n = eim'a d(J) (ß)m'm eimr, (XV, 8) 

~(1/2) ({a ß r)) 
__ (e- 1/2ia cos i ß e- 1/2 ir - e- 1/2 ia sin i ß e1/2 Ir) 

e1/2 ia sin i ß e- 1/2ir e1/2 tal cos -~ ß e1/2ir ' 
(XV, 16» 

~(i) ({a ß rDil' = Y C:! l.)eijecosH I' i ß sinj-I' i ß eil' r, (XV, 27 a) 

I 
XU) (IP) = ::8 ei,utp. (XV, 28) 

I'=-j 

In der Darstellung ~(l) X ~(ij sind die Darstel1ungen ~([,) 
mit 

L=ll-ll, Il-ll+1, ... , l+l-l, 1+l (XVII,14) 
je einmal enthalten. 

1+ I _ _ 
~II) (R)I"I' ~(l) (R)vl y = ~ sQ,~",' ~(L) (R),u' t v'; ,u t v s2~ 1" 

L= 11-11 (XVII, 16 b) 

(I ij (-1)1-" "\2 L + I)! (l + 1- L)! (ltp.)!(ltL-p.)! 
SLI'L-I'-1! ' -, 

y(Lt 1+ 1 + I)! (L+1-l)! (L -1 t 7)! (l-p.)! (1-L+p.)! 
(XVII, 27 b) 

(XVII, 28) 
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Paulische Spin th eo rie. 

QR 0 (Xl YI Zl S1 ..• Xn Y .. Zn Sn) 

= ~ ~(1f2) (R)1f2 81. 1/2 I, ••• ~(1/2) (R)I/28n• 1/2 In 0(X1Y1 Z) t1 •.• Xn Ynzntn). 
I, ... I" (XXI, 6 b) 

OR = PROR = QR PR' (XXI, 8) 

Irreduzibler Tensor. 
w 

Oll T(Q) OR = ~~(w)(R)(la Pl). (XXI,16b) 
a=-w 

,....(v) _ (n~Nj T() n~N'j') 
:L"Nj,u; N'j'/l.' - "rl" (! "r,lL' 

- (jw) ~ T 
- Sj'/l(lUI'+(l,I" Nj;N'j'· (XXI, 19) 

D b . . t f·· (j w) N II t a e1 1S ur S j',lL Q U zu se zen, wenn 

I j - ro I <: j' oder j' > j + ro 
ist. 

Infinitesimale Drehungen. Infinitesimale Drehung der 
Cartesischen Koordinaten: 

1 iJ 
L",1Jf = -;- iJ- P{aoo}1Jf (für a = 0), (XVIII, 7) 

~ a 
der Spinkoordinaten : 

1 1 1 iJ 
"2 (SI+ S9+ •.• +8,,) yr = "2 S .. yr = i iJa Q{aoo} yr 

des ganzen Zustandes: 

1 1 iJ 
L", + "2 S", = i iJa O{aoo} (für a = 0). 

(für IX = 0) 

(XXIII, 23b) 

(XXIII, 30a) 
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