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Vorwort. 
Der vorliegende Bericht wurde geschrieben, urn einen Dberblick 

zu geben iiber den derzeitigen Stand unserer Kenntnisse der LAMEschen
MATHIEUschen- und verwandten Funktionen, wobei besonders auf jene 
Eigenschaften geachtet worden ist, die in physikalischen und technischen 
Problemen zur Anwendung gelangen. In der neueren Literatur gibt es 
zwei Zusammenfassungen iiber diese Funktionen. Die erste ist in zwei 
Kapiteln des Werkes "A course of modern analysis" von E. T. WHITTAKER 
und G. N. WATSON enthalten. Die neueste (vierte) Auflage dieses Werkes 
ist von 1927 datiert. Die zweite ZHsammenfassung ist das Werk von 
P. HUMBERT "Fonctions de Lame et fonctions de Mathieu" und ist von 
1926 datiert. Auf diese Zusammenfassungen sei schon hier fiir altere 
Literaturangaben verwiesen. Es bedarf sieher einiger Worte, die vor
liegende Arbeit neben diesen Zusammenfassungen zu rechtfertigen. Der 
Hauptgrund ist der, daB die Theorie der HILLschen und als Sonderfall 
der MATHIEUschen Differentialgleichung in den letzten Jahren be
deutende Fortschritte erzielt hat, sowohl nach der mathematischen 
als auch nach der numerischen Seite. Durch diese Fortschritte scheint 
es jetzt moglich, eine einheitlich aufgebaute Behandlung der HILLschen 
und der MATHIEuschen Differentialgleiehung zu geben. Wir haben dies 
in den Abschnitten II und III versucht. Auch in der Theorie der LAME
schen Differentialgleichung wurden einige praktisch verwertbare Fort
schritte erzielt, obwohl hier viel weniger als bei der HILLschen und der 
MATHIEUschen Gleichung. Ein anderer Grund fiir diese Arbeit ist darin 
zu erblicken, daB in den letzten Jahren eine Reihe von physikalischen 
und technischen Problemen mit Hilfe der HILLschen, MATHIEUschen 
und LAMEschen Differentialgleichungen behandelt wurden. Einige dieser 
Anwendungen darzustellen, haben wir in den Abschnitten I, V, Vyund 
VII versucht. 

Wiihrend wir glauben, daB die Theorie der HILLschen und der 
MATHIEUschen Differentialgleichung mit reellen Veranderlichen und 
Parametern eine gewisse Abrundung erfahren hat (viele Detailfragen 
sind auch hier noch offen, vgl. II, 2 c, III, 6 c und IV, 6 c), sei betont, 
daB ahnliches von diesen Gleiehungen mit komplexen Veranderlichen 
und Parametern, worunter, wie wir zeigen, fast aIle Differentialgleichun
gen der mathematischen Physik fallen (einschlieBlich der LAMEschen, 
vgl. IV, 6a), keineswegs gesagt werden kann. Erst wenn die hierauf 
Bezug habenden Probleme eingehende Behandlung erfahren haben, 
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kann man hoffen, die Theorie der LAMEschen Differentialgleichungen 
in iihnlicher Weise abzurunden wie jene der MATHIEuschen. Eine so1che 
Untersuchung wiirde nicht nur neues Licht auf viele Differentialgleichun
gen der mathematischen Physik werfen, sondern auch die Anwendung 
mancher der so erhaltenen Funktionen auf praktisch wichtige Probleme 
ermoglichen. Wir schlleBen mit dem Wunsch, daB unsere Arbeit diesen 
Ausbau der Theorie fordern helfen moge. 

Dem Herausgeber mochte ich fUr die Anregung zu diesem Bericht. 
Herrn TH. ZECH ffir die Durchsicht der Fahnenkorrektur und dem 
Verlag ffir sein weitgehendes Entgegenkommen bei der Veroffentlichung 
desselben, auch an dieser Stelle meinen Dank aussprechen. 

Eindhoven, im Juni 1932. 
M. J. O. STRUTT. 
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I. Auftreten der LAMEs chen, MATHIEuschen 
und verwandten Diiferentialgleichungen in 
physikalischen und technischenProblemen. 

1. Transformation der Gleichung Au + k 2 u = 0 auf elliptische 
Koordinaten. 

Die partielle Differentialgleichung L1 'U + k 2u = 0 tritt in Wellen
ausbreitungsproblemen und Eigenschwingungsaufgaben (20,· 106,· 116)1 der 
verschiedensten Art auf. In manchen Fallen, tiir die wir einige Bei
spiele ausfUhrlich behandeln werden, ist es niitzlich, elliptische Koordi
naten einzufiihren. Wir werden dies fUr das gestreckte und das ab
geplattete Rotationsellipsoid, fUr das dreiachsige Ellipsoid und fUr den 
elliptischen Zylinder durchfiihren. c 

Bevor wir die Transformation im einzelnen durchfiihren, seien einige 
Worte eingeschoben iiber den zweckmaBigsten Vorgang (20, S. 194) bei 
dieser Berechnung. Die alten Koordinaten seien Xl' X 2 , Xa, die neuen 
~1' ~2' ~a· Dann ist bei Orthogonalitat beider Koordinatensysteme: 

mit 

dxi + dx§ + dx~ = 2: giid~7; 
i 

i = 1,2,3 

Mit diesen Ausdriicken geht man sodann ein in die Formel: 

{Pu + 82u + 82u = 1 {~ (8U • yg22gaa) 
8x~ 8x~ 8x~ ygll. g22. ga3 8~1 8~1 gll 

+ ~ (8U ygllg33) + ~.(8U ygll g22)} 
8~2 8~2 g22 8~3 8~3 g33 • 

Man erspart hierdurch die miihselige Umrechnung der zweiten Diffe
rentialquotienten und kann sich mit jener der ersten begniigen. 

Das Raumelement in den neuen· Koordinaten ist: 

1 Die kursiveu Ziffem beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am SchluB 
des Buches. 

Ergebnisse der Mathematik. 1. Strutt. 
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a) Gestrecktes Rotationsellipsoid (78, S. 163). 
Die groBte Achse liege in der x-Achse des Cartesischen Koordinaten-

systems. Dann konnen die neuen Koordinaten eingefUhrt werden durch: 

x = c cos (9 ~of1) = cf1~; 
y = csin(9@lin1}sing> = ,e(1 - f1<2)! (~2 - 1)l sing>; 
z = c sin (9@lin1) cosg> = c (1 - f12)! (~2 - 1)l cosg> . 

Die .Fliichen ~ ~ const sind konfokale Rotationsellipsoide mit den 
Brennpunkten y = 0, Z = 0, x = ±c; die Fliichen f1 = const zwei
schalige Rotationshyperboloide mit eben diesen Brennpunkten. Die 
Werte von ~ variieren zwischen 1 und 00. 1m erst en Fall reduziert sich 
das Rotationsellipsoid auf die Verbindungslinie der Brennpunkte; im 
zweiten Fall erhalt man, unter der Bedingung, daB c gleichzeitig nach 
Null geht, derart, daB limc~ ~ r endlich bleibt, eine Kugel vom Ra
dius r. Die GroBe f1 liegt na,ch obigem stets zwischen - 1 und + 1 . 

Die Transformationsrechnung auf diese neuen Koordinaten schreiben 
wir nicht im einzelnen an. Das Ergebnis lautet: 

(1) 18~ {(1 - f12) ~:} + :;{(~2 - 1) ~;} + (1 ~ p2 + ;2 ~ 1) :~~ 
+ k2 c2 (~2 - f12) U = 0 . 

Nach BERNOULLI separieren wir: 

u = M(f1) • X(~) . (j)(rp) 
und erhalten: 

(2a) 

(2b) 

(2 c) 

d2 <p 
-- = -m2 (j). 
d<p2 ' 

d J dM} ( _m2 ) -1(1 - 1/2) - + M -- - k2c2112 +A = o· dp 1"" dp .1 _ p2 r , 

d { dX} ( _m2 
) - d; (~2 - 1) d; + X 1 _ ;2 - k2C2~2 + A = o. 

Hierbei sind m2 und A Konstante, deren Wahl wir im Abschnitt IV be
handeln. 

Mit der Losung der LAMEschen Differentialgleichungen (2b) und (2c) 
fUr den vorliegenden Fall werden wir uns an anderer Stelle befassen. 
Wir werden hier zeigen, daB diese Gleichungen in zwei Fallen: 1. fiir 
k = 0, d. h. fiir' Potentialaufgaben (LAPLAcEsche Gleichung); 2. fiir 
den obenerwiihnten Grenzfall einer Kugel, auf einfach losbare Diffe
rentialgleichungen fiihren. 

Tatsiichlich entsteht im Fall 1 aus (2b) und (2c), die ja identisch 
sind, die Differentialgleichung der LEGENDRESchen Polynome hoherer 
Ordnung [zugeordeneten oder abgeleiteten LEGENDRESchen Polynonie 
(20, S. 260)J: 

(3) d { dP} ( -m2 
) d x (1 - X2) dx + P 1 _ X2 + A = O. 
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1m zweiten FaIle geht (2b), da It endlich bleibt und c verschwindet, 
wieder in (3) liber. Dagegen ergibt sich aus (2 c) die Differentialgleichung: 

(4) d~ (r2 ~~) + X (k2r2 - A) = 0, 

wobei r den radialen Abstand yom Ursprung des Cartesischen Koordi
natensystems bezeichnet. Die L6sung von (4) lautet bekanntlich (20, 
S. 263): 

wobei Z eine BESSELsche oderHANKELsche Funktion ist und A = n(n+1) 
gesetzt wurde. 

b) Abgeplattetes Rotationsellipsoid (78, S. 167). 

Hier lassen wir die kleinste Ellipsoidachse mit der x-Achse des 
Cartesischen Systems zusammenfallen: 

x = c cos e @:lint} = clt~; 

y = c sin e lIoft} sinrp = c (1 - fl2)1, (~2 + 1)l sinrp; 
z = csinelIof1J cosrp = c (1 - {t2)i (~2 + 1)1 cosrp. 

Wie im vorigen Fallliegt fl zwischen -1 und + 1; dagegen variiert 
~ jetzt zwischen 0 und 00. 1m ersteren Fall ist unser abgeplattetes 
Rotationsellipsoid zu einem KreispHittchen in der yz-Ebene zusammen
geschrumpft. Die konfokalen Ellipsoide ~ = const und einschaligen 
Hyperboloide fl = const haben den gemeinsamen Fokalkreis z = 0; 
x2 + y2 = c2. 

Die Wellengleichung lautet in diesen Koordinaten: 

(1) 1 a~ {(1- fl2) ~:} + a~{W + 1) ~f} + ~~-C ~ ft2 - ~ ~ 1) 
+ k2 c2 (~2 + fl2) U = 0 . 

und geht durch die Separation: 

u = X (~) M (fl) cP (cp) 
liber in: 

(2a) 

(2b) 

(2 c) 

Hierbei sind, wie im vorigen Abschnitt, m 2 undA spiiter zu bestimmende 
Separationskonstante. 

1m Fall k = 0, also bei Potentialaufgaben, geht (2b) liber in die 
Gleichung der LEGENDRESchen Polynome h6herer Ordnung. Die Diffe
rentialgleichung (2c) geht in diesem Grenzfall in eine einfachere, leicht 

t* 
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{lurch Potenzreihen 16sbare liber. -qbrigens entsteht (2c) aus (2b). in
dem in letzterer Gleichung p, durch i; ersetzt wird. 1m Grenzfall c ....... 0 
und ; ....... 00, aber so, daB lim c; ....... r endlich bleibt, also wenn das ab
geplattete Ellipsoid in eine Kugel libergeht, entstehen aus den Gleichun
gen (2b) und (2C) wieder dieselben Differentialgleichungen, die im 
vorigen Abschnitt fUr diesen Grenzfall erwahnt wurden, wie durch Ein
set zen leicht zu ersehen. 

c) Dreiachsiges Ellipsoid (62; 63; 80>' 81>' 82>' 42; 98; 49>' 96). 

Wir gehen aus von der Gleichung: 

x2 y2' Z2 

J.2 _ a2 + ~ _ b2 + )..2 _ c2 - 1 = 0, 

die eine Schar konfokaler Flachen zweiten Grades darstellt. Als Gleichung 
dritten Grades in 12 betrachtet, hat sie drei Wurzeln e2, p,2, ')12, die den 
U ngleichungen 

(}2 > a2 > p,2 > b2 > 1,2 > c2 

genligen sollen. Die Flache 122 = const stellt ein Ellipsoid, ,u2 = const 
ein einschaliges und ')12 = const ein zweischaliges Hyperboloid dar. Wir 
betrachten fernerhin, urn Mehrdeutigkeit auszuschlieBen, nur Punkte 
x, y, z in einem Raumoktanten. Dann gehort zu jedem Wertetripel 
e, ')I, ,u ein Punkt in diesem Oktanten als Schnittpunkt der drei auf
gezahlten Flachen zweiten Grades. Wir haben (109, S. 114; 2, S. 119): 

(122 _ a2) (,,2 _ a2) (,,2 _ a2) 
x2 = - . 

(a2 -- b2) (a2 - c2) , 

\122 - b2) (,,2 _ b2) (,,2 _ b2) 
)'2 = 

(b2 _ a2) (b2 _ c2) 

Z2 = 
(122 _ c2) (,,2 _ c2) (,,2 _ c2) 

(c2 _ a2) (c2 - b2) 

Bei festgelegtem Oktanten ist das Vorzeichen der Wurzeln fUr x, y 
und z eindeutig. 

Auf die neuen elliptischen Koordinaten transformiert, schreibt sich 
die Wellengleichung: 

(1 ) 

mit 
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Nach Multiplikation mit (X/ly rind darauf mit ABC (vgLunten) laBt 
sich (1) auf die Form: 

(2) ~(p2 _ ,,2) A ~(A aU)' = H(ri - 1'2) (ft2 - ,.2) (,.2 - e2)u ae ae. 
bringen, , mit 

A2 e2 = ('e2 - a2) (e2 - b2) (e2 - e2); 

B2 ft2 = (ft2 - a2) (ft2 - b2) (ft2 - e2) ; 

0,,2 = (,,2 _ ail) (,,2 _ b2) (,.2 _ e2); 

H=k2 , 

wobei ~ zyklische Permutati6n von e, ft, " und darauffolgende Sum
mierung andeutet. 

Urn (2) zu separieren: 
u = R(e) M(ft) N(,,) , 

halten wir zuniichstft und " konstant; darauf e und " und schlieBlich 
e und ft· Wir ~rhalten die Gleichungen (106, S. 134, Gleichung 42): 

(3 a) Adde'(A ~:)-+- (He4'-+-Ke2 -+- L )R=0; 

(3 b) 

(3 c) 

B ddfl- (B~~) -+- (H ft4 -+- K ft2 -+- L) M = 0; 

C ddy (c ~~) -+- (H,,4 -+- K,,2 -+- L) N = 0 . 

[Eine einfache Dberlegung zu dieser Ableitung, insbesondere zur Tat
sache, daB HKL in den drei Gleichungen dieselben Konstanten sein 
mussen, findet man bei F. MOGLICH: Ann, Physik Bd. 83 (1927) S.627.1 

DaB das System von Differentialgleichungen (3) tatsiichlich auf (2) 
fiihrt, sieht man, wenn (3a) mit (ft2 - v2)MN, (3b) mit (v 2 - e2)RN 
und (3 c) mit (e 2 - ft2) RM multipliziert werden; darauf addieren und 
Gebrauch machert von den Identitiiten: 

L {(ft2 - v2) -+- (v2 - e2) -+- (e2 -,ft2)} = 0; 

K {e2 (ft2 - '1'2) -+- ft2 ('1'2 - e2) -+- ,,2 (e2 - ft2)} = 0 . 

Hiermit haben wir die LAMEschen Differentialgleichungen in ihrer ail
gemeinsten Form gewonnen. 

d) Elliptischer Zylinder. 

Die Zylinderachse faile mit der z-Achse zusammen. Dann lauten die' 
Koordinatentransformationsformeln: 

(1 ) {
X = c@;Of~COS17; 

Y = e €iin § sin 1] • 

Hierbei ist C ,die lineare Exzentrizitiit der Querschnittsellipse; 'YJ Hi.uft 
von -n bis -+-n; ~ von 0 bis 00. 1m Grenzfail g -4- 00 und gleichzeitig 
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c -)0 0, derart, daB tc· ~ -)0 r (endlich), entstehen die gewohnlicher. 
Zylinderkoordinaten: 

x = rcosrp; 

y = rsinrp. 

Mit Hilfe von (1) transformiert sich die "zweidimensionale" Wellen
gleichung 

auf: 
(J2U (J2U 
(J~ + (Jrl = -u· 2h2 {@:oi2~ - cos217}; 

we1che Gleichung durch die Separation: 

u = E(~) H(17) 

·iibergeht in die zwei gewohnlichen Differentialgleichungen: 

(2 a) 

(2 b) 

d2 '=' 
d;; + E(-A + 2h2@:of2~) = 0; 

d2 H 
d1]2 + H(A - 2h2 cos 21']) = o. 

Die Wahl der Separationskonstanten A werden wir spater behandeln. 
Man bemerkt sofort, daB (2a) aus (2b) hervorgeht, wenn man in der 
letzteren Gleichung'YJ durch i~(i = -y=1) ersetzt. Wir werden daher 
die beiden Gleichungen MATHIEusche Differentialgleichungen nennen. 1m 
obenerwahnten Grenzfall der Zylinderkoordinaten ist h = 0, und gehen 
die MATHIEuschen Differentialgleichungen in jene der BESSELschen bzw. 
der Exponentialfunktion tiber (vgl. III, 6b). 

e) Bemerkung iiber die Benennung "LAM£sche" bzw. "MATHIEusche" 
Differentialgleichung. 

Die Differentialgleichungen (2) und (3) aus Abschnitt I, 1 emit 
k2 = 0 wurden zuerst von G. LAME [J. math. (Liouville) Bd.2 (1837) 
S. 147 -183J erhalten, daher die Benennung. Die Differentialgleichungen 
mit k =f: 0, also die Wellengleichungen, wurden bisher wenig beachtet. 
Da sie vom gleichen Typus wie jene mit k = 0 sind, nennen wir sie auch 
LAMEsche Gleichungen. die Losungen LAMEsche Funktionen. Man be
achte aber, daB inder Literatur durchweg unter diesen Namen Gleichun
gen und Funktionen verstanden werden, wobei k = 0 ist. Wir verwenden 
zur Unterscheidung die Namen "LAMEsche Pot~ntialfunktionen" und 
"LAMEsche Wellenfunktionen". Auch in den rotationssymmetrischen 
Fallen der Abschnitte I, 1a und I, 1b werden wir immer von LAMEschen 
Gleichungen und Funktionen sprechen, soweit (z. B. fUr k = 0) nicht 
als Sonderfalle KugelfunktiDIlen herauskommen. Die Gleichungen (2) 
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aus.Abschnitt I, 1d WlUden vonE. MATHIEU zuerst erhalten [J. de Liou.
ville (2) Bd.13 (1868) S. 137-203J und durch Reihen gelOst. 

2. Wellenmechanische Probleme. 
LAMEsche, MATHIEusche und verWandteDifferentialgleichungen 

treten in der Wellenmechanik in zweifacher Weise auf. Erstens in 
gleichet Weise wie bei allen Wellenausbreitungsaufgaben in Medien pe
riodischer Struktur; insbesondere hier bei Get Berechnung der Bewegung 
von Elektronen in Atomgittern. Zweitens.bei der Quantelung des asym
metrischen Kreisels. 

a) Elektronenbewegung im eindimensionalen Atomgitter. 
Die" eindimensionale Bewegung eines Elektrons mit der kinetischen 

Energie T ~rd in der Wellenmechanik beschrieben durch die Differential
gleichung (118, S. 42) 

d2 tp 8.:n;2m 
dx2 + -,;aT"" = O. 

(h PLANcKsche Konstante; 'til, Elektronenmasse). 
Nimmt man an, die gesamte Energie des Elektrons E kann feste 

konstante Werte amiehmen, wahrend die p6tentielle Energie V durch 
das Feld der zunachst ruhend gedachten Gitteratomreste gegeben ist, 
so wird T = E - V. Das F eld der Gitteratome ist periodisch; folglich 
ist die Funktion V ebenfalls periodisch mit der Grundperiode gleich 
dem doppelten Abstande zweier N achbaratome. Bei geeigneter Wahl der 
Langeneinheit x wird die Differentialgleichung (130; 7; 8; 9; 10; 99; 
76; 71; 137,' 14) 

( 1) 

In Gleichung (1) ist cP eine periodische Funktion von x mit der Grund
periode 2:n und A eine Konstante. Wir haben hier eine Differential
gleichung vor uns von allgemeinerem Typus als jene von LAME und 
MATHIEU. Der letztgenannte Typus entsteht bei (/> = a cos x. Wir 
werden Gleichungen vom Typus (1) nach G. W. HILL (46) benennen 
(vgl. II). 

Bemerkt sei hier, daB Gleichungen vom Typus (1) bei allen eindimen
sionalen Wellenfortpflanzungsvorgangen in periodischen Medien auf
treten; im Wesen haben wir es ja auch oben mit einem so1chen Vor
gang zu tun: mit der F ortpflanzung der Elektronenwellen im Atomgitter. 
Praktisch wichtig ist die Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen ent
lang Leitern periodischer Struktur (113,' 12; 105; 136); die Gleichung (1) 
enthaIt die Theorie der sog. Wellensiebe oder Kettenleiter. Ais einen 
Sonderfall so1cher Wellenfortpflanzungsvorgange kann man auch die 
Eigenschwingungen von Saiten (127 a) periodischer Struktur betrachten. 
die ebenfalls durch Gleichung (1) beschrieben. werden. 
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b) Quantelung des asymmetrischeI). Kreisels (60; 6J; 73; 74; 75).. 

Nach E. SCHRODINGER kann die Wellengleichung des asymmetrischen 
Kreisels folgendermaBen erhalten werden. Die Wellengleichung lautet 
in x, y, z: 

82 tp 82 tp 82 tp 8n2 E 
8x2 + oy2 + 8z2 +""Ji2 P = 0, 

wobei E die Energie in den stationaren Zustanden und h die PLANCK
sche. Konstante bezeichllen. Auf neue Koordinaten transformiert, er
halt diese Wellengleichung die in I, 1 angegebene Form. Fiihren wir 
elliptische Kugelflachenkoordinaten fl, vein: 

a>fl>b>v>c, 

wobei 1/a, 1/b und 1/c die Tragheitsmomente des Kreisels sind, so er
halt man nach der Separation 

P(flv) = M(fl) .N(l') 

fur M und N die Differentialgleichungen 

Y-4f(fl) !:-.-(V-4f dM) = (_ 8n2 E + Lfl)M' 
dft dft h2 , 

V-4f(v) d~ (V-4/ ~~) = (+ 8~:E -Lv)N 

mit f (v) = (a - v) (b - v) (c - v) . 
Man wird bemerken, daB diese Gleichungen vom gleichen Typus sind 

wie die Gleichungen (3a), (3b), (3c) von I, ie, wenn man dort H = a. 
setzt, a2 , b2 und c2 durch a, b, c und fl2, v 2 durch fl, v ersetzt. Die Be
stimmung von L· und E ist ein Problem, das durch die Theorie der 
LAMEschen Potentialgleichung erledigt wird (vgl. VII, 2). 

3. Hydrodynamische Probleme. 

Die als hydrodynamisch zu bezeichnenden Probleme, we1che auf 
Differentialgleichungen vom LAMEschen, MATHIEuschen oder noch all
gemeiner vom HILLschen Typus fiihren, konnen in drei Gruppen ein
geteilt werden. Die erste umfaBt die Bewegung von Ellipsoiden und 
elliptischen Zylindern in idealen Fliissigkeiten (78). Nahe verwandt sind 
Fragen nach dem magnetischen bzw. elektrischen Feld in der Umgebung 
von leitenden bzw. magnetisierbaren Korpern dieser Gestalt (29; S. 357,. 
128; 133; 134). Die zweite, in der Kosmogonie breiten Raum ein
nehmende Problemgruppe, befaBt sich mit der Gestalt und dem Gleich
gewicht ruhender oder rotierender, ganz oder teilweise fliissiger Himmels
korper, deren Tei1chen sich nach dem NEWToNschen Gesetze anziehen 
(78; 65; 83; 84; 2; 109). Die dritte Problemgruppe endlich fallt in weitem 
MaBe zusammen mit den im Abschnitt I, 1 gestreiften Problemen. Sie 
umfaBt die Wellenausbreitung in idealen fliissigen (bzw. gasformigen) 
Mitteln (78; 115, II), z. B. Schallerzeugung durch eine starre "ebene",. 
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frei schwingende Kreisplatte in einer unendlichen umgebenden Atmo
sphare (V, 3). Nahe verwandt mit dieser letzten Problemgruppe sind 
Untersuchungen iiber die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen, 
wobei vorteilhafterweise elliptische Koordinaten eingefiihrt werden 
konnen (vergl. V und VI). SchlieBlich auch die Eigenschwingungen von 
Wasser in Kanalen elliptischer Form (78; 69; 35). 

a) Bewegung von Ellipsoiden und elliptischen Zylindern in idealen 
Fliissigkeiten. 

Bei der Berechnung der Bewegung idealer Fliissigkeiten pflegt man 
cine Potentialfunktion einzufiihren, von der die Geschwindigkeit in 
jedem Punkte durch Gradientenbildung abgeleitet werden kann. Man 
erreicht so den Vorteil, von einem Vektorproblem (der Geschwindig
keiten) zu einem skalaren zu gelangen. Das Geschwindigkeitspotential 
geniigt bei stationarer Bewegung der LAPLAcEschen Potentialgleichung: 

[)2 <p [)2 <p [)2 <p 
[)x2 + [)y2 + [)Z2-, = O. 

Hat man es mit der Bewegung von Ellipsoiden oder elliptischen Zylindern 
zu tun, so wird man zweckmaBig diese Gleichung auf elliptische Koor
dinaten transformieren. Die diesbeziiglichen Formeln findet man in den 
Abschnitten I, 1 zusammengestellt, wo nur k 2 = 0 zu setzen ist. Er
wahnt sei, daB auch z. B. die Stromung einer Fliissigkeit durch eine 
kreisfOrmige oder elliptische Offnung in einer unendlich groBen ebenen 
Wand hierher gehOrt (V, 1 c) . 

Die Losung dieser hydrodynamischen Probleme ist auch auf einige 
elektrische und magnetische Aufgaben direkt anwendbar. Wir erwahnen: 
die Polarisation auf einem leitenden Ellipsoid in einem auBeren, ur
spriinglich homogenen elektrischen Felde; der Veriauf der magnetischen 
Kraftlinien eines urspriinglich homogenen auBeren Feldes urn ein Ellip
soid unendlich groBer Permeabilitat; die Abschirmung eines homogenen 
elektrischen Feldes durch eine diinne ebene leitende Platte mit einer 
Kreisoffnung usw. 

b) Gleichgewichtsfiguren von Fliissigkeitsmassen. 

Das Potential V im Innern eines Ellipsoides von homogenem Bau 
kann mit Hilfe von LAMEschen. Funktionen berechnet werden. Wenn 
das Ellipsoid urn die x..:'Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w rotiert, 
muB die Ellipsoidoberflache der Gleichung 

V + iW2 (y2 - Z2) = const 

geniigen. Losungen dieser Gleichung sind jene Oberflachen, wobei die 
Fliissigkeitsmasse sich im Gleichgewicht befindet. H. POINCARE hat unter
sucht, bei welchen kleinen Storungen die so erhaltenen Oberflachen noch 
stabil sind. Hierbei werden LAMEsche Potentialfunktionen verwendet. 
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J. H. JEANS vermeidet den Gebrauch der LAMEschen Funktionen und 
benutzt rechtwinklige Koordinaten. 

Da diese Anwendungen der LAMEschen Gleichung der Astronomie 
und Kosmogonie angehoren, werden wir ihrer hier keine weitere Erwah
nung tun und nur auf die einschlagige Literatur verweisen (2; 109; 65). 

c) Eigenschwingungen des Wassers in einem elliptischen Becken. 

Wir betrachten ein Wasserbecken (78; 111, III) konstanter Wasser
tiefe D mit elliptischer Begrenzung. Die Begrenzungsellipse liege wie 
eine der konfokalen Eilipsen von (I, 1, d) mit ~ = ';0. Es sei C die ort
liche Erhebung des Wasserspiegels liber dem Gleichgewichtsstande, 
w die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation an der Steile des Beckens, 
g die Schwerkraftbeschleunigung, t die Zeit. Dann laBt sich flir C die 
Gleichung (78, S. 329, Gl. 3) 

eN; jj2C 4 co2 1 02C 
(1) ilx.2 + oy2 - gD C = gD ot2 

ableiten. Diese Differentialgleichung liefert durch den Ansatz 
C = u (x, y) eiat und Transformation auf elliptische Koordinaten nach 
I, 1 d offenbar zwei MATHIEusche Differentialgleichungen. 

4. Mechanische und elektrische Anfangswertprobleme. 
Differentialgleichungen vom HILLschen Typus und als Sonderfaile 

auch die Typen von LAME und MATHIEU treten in inanchen einfachen 
Problemen der Mechanik auf. Wir werden hier insbesondere Anfangs
wertaufgaben betrachten, d. h. Aufgaben, bei denen der Zustand zu einer 
gewissenZeit vorgegeben ist und wobei dann verlangtwird, die Bewegung 
fur aile spateren Zeitpunkte zu bestimmen. Insbesondere ist dabei die 
Frage interessant, ob die Bewegung stabil, d. h. die Amplituden flir aile 
Zeiten begrenzt, oder aber labil ist, d. h. auf immer und theoretisch un
begrenzt wachsende Amplituden flihrt. Wie wir jetzt zeigen werden, 
kann man bei solchen mechanischen (oder auch elektrischen) Anfangs
wertptoblemen der Herkunft nach zwei Typen unterscheiden; der erste 
entstammt der Bewegung in einem periodisch mit der Zeit veranderlichen 
Kraftfeid; der zweite ruhrt her aus der Theorie der nichtlinearen Schwin
gttngen. 

a) Bewegung eines Massenpunktes in einem periodisch mit der Zeit 
veranderlichen Kraftfeld. 

Eine Masse m bewege sich unter dem EinfluB einer Kraft K: 
d2 % 

m dt2 = K. 

Wir nehmen nun an, die Kraft K sei proportional zu - x und auBerdem 
eine periodische Funktion der Zeit. Hierdurch kommen wir zur Diffe-
rentialgleichung d2 % 1 
(4) dt2 + m (a + (/>(t)) x = 0, 
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wobei . tP periodisch von t abhangt .. Physikalisch (W; 141; 125; 122; 
48,: 40; 41; .~120; 97; 101; 25; 21; 113; 115, I, S. 82) ist der gerade be
sprochene Fall z. B. realisiert bei einem Pendel, d. h. bei einer Masse, 
die mit Hilfe eines (masselosen) starren Stabes an einem Stiitzpunkt be
festigt ist. Die Masse kann sich sowohl iiber dem. Stiitzpunkt (a ne
gativ) als unterhalb desselben (a positiv) befinden. Das periodische 
Kraftfeld kann realisiert werden durch eine kleine auf- und;abwarts ge
richtete periodische Bewegung des Stiitzpunktes. Man kann leicht eine 
ahnlich funktionierende Vorrichtung mit einem kleinen Magneten in 
einem periodisch fluktuierenden Magnetfeld erdenken, wobei ebenfalls 
die Gleichung (1) herauskommt (121, S. 634). Ubrigens beschreibt diese 
Gleichung auch die Bewegung jedes Punktes einer Saite, deren Spannung 
periodisch variiert (113; 125). 

Die Bewegung des ·Mondes um die Erde unter dem SekundareinfluB 
der Sonne (110; 111) kann auch als Bewegung in einem periodisch ver
anderlichen Kraftfeld betrachtet werden .. Tatsachlich fiihrt die Berech
nung derBewegung vomPerigaum derMondbahn auf Gleichung (1) (46). 

b) Elektrizitatsbewegung in einem Schwingungskreis, dessen Elemente 
periodisch mit der Zeit veranderlich sind. 

Was im vorigen Abschnitt iiber die Bewegung eines Massenpunktes 
gesagt wurde, kann leicht auf die Elektrizita.tsbewegung in einem 
Schwingungskreis iibertragen werden .. Die Ladung Q eines Kondensators 
der Kapazita.t C, der iiber einen Widerstand R und eine Selbstinduktion L 
geschlossen ist, ha.ngt von der Zeit t ab durch die Gleichung: 

Sobald eine der GroBen L, Coder R sich periodisch mit der Zeit t ver
iindert, haben wir hier eine Differentialgleichung vor uns, die durch 
einen einfachen Kunstgriff auf den Typus von HILL gebracht werden 
kann (Fortschaffen des Gliedes mit dQ/dt). In speziellen Fiillen erhiilt 
man Gleichungen yom Typus LAME oder MATHIEU, letzteres z. B. mit 

R=O, 
C = Co + C1 sincot; 

Stromkreise, deren Selbstinduktion, Kapazitat oder Widerstand peri
odisch mit der Zeit variieren, kommen viel vor, z. B. Dynamomaschinen, 
kapazitiv modulierte Heultonerzeuger (18; 3; 5), Tirillspannungsregler. 
Die Fragestellung ist bei jedem dieser Probleme wieder eine andere. Die 
Frage der Stabilitiit oder Labilita.t des Stromkreises spielt bei Dynamo
maschinen und RegIer eine Rolle. Bei der C-Veranderung (113, S. 10; 
27) will man zumeist die Zeitabhangigkeit der Ladung Q wissen. 
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c) Stabilitatsuntersuchung nichtlinearer Schwingungsvorgange. 
Auf Anfangswertprobleme mit DifferentialgleiChungen vom' HILL

schen, LAMEschen oder MATHIEUschen Typus fUhrt die Untersuchung 
der Stabilitiit gewisser nichtlinearer Schwingungsv:organge z. B. in fol
gender Weise (26; 91; 85): Ein SChwingungskreis mit nichtlinearer 
Elastizitiit werde von einer sinusfOrmig von der Zeit abhiingendeiJ. Kraft 
angetrieben: 

~t: + (Xx - yxB = ksinrot. 

Die Losung sei x (t). Wir nehmen eine benachbarte Losung 

x(t) + z(t); 

an. Es geniigt dann z (t) in erster Niiherung der Differentialgleichung 

d2 z 
(1) dt2 + ((X - 3yx3) Z = 0 

Denkt man sich die Losung x in eine F ourierreihe entwickelt: 

x = a l sinrot + a3 sin 3 rot + ... , 
so kommt offenbar (1) auf eine Gleichung mit periodischem Koeffizienten, 
also vom HILLschen Typus, hinaus. Die Stabilitiitsfrage der nichtlinearen 
Losung x kann durch Untersuchung dieser HILLschen Gleichung beant
wortet werden. 

II. HILLsche Difi'erentialgleichung. 
(46; 151, S. 414). 

1. Die Differentialgleichungen der mathematischen Physik 
als SonderHi.11e der HILLschen Gleichung. 

Wir behandeln im vorliegenden Abschnitt eine Differentialgleichung: 

(1 ) 
d2 u 
;:{~2 + (J. + c:P(x) u = 0, 

worln J. ein Parameter und c:P eine periodische Funktfon von x ist, deren 
Periode wir 2:n: setzen. Diese Differentialgleichung wurde von G. W. HILL 
(46) behandelt anliiBlich der Mondbahnberechnung. Die Differential
gleichung (1) enthiilt als Sonderfall jene von MATHIEU. 1m Abschnitt IV, 
1 a und IV,6 zeigen wir, daB auch die verschiedenen, im Abschnitt I 
erwiihnten LAMEschen Differentialgleichungen Sonderfille von (1) sind. 

Unser Ziel ist, zu zeigeti, daB die Gleichung '(i) die folgenden Diffe
rentialgleichungen der mathematischen Physik als Sonderfiille enthiilt: 

1. die Differentialgleichungen der einfachen und der zugeordneten 
(abgeleiteten) LEGENDRESchen Polynome; 
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2. die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung mit den 
Gleichungen von BESSEL, STOKES, LAGUERRE, HERMITE und SCHRO
DINGER als Sonderfallen. 

·a) Die Di.fferentialgleichung der LEGENDRESchen Polynome. 

Diese Gleichung lautet [116, I, S. 309 ~14)J: 

-.-- SlllX- --.-+Az=O 1 d (. dZ) h2 z 
slllxdx dx SIll2X 

und geht mit: 

liber in: 
d2 u ( h2_'t 1 ') - + }. - -. - - - cotg2 X U = O. 
dx2 sm2 x 4 

Dies ist offenbar eine HILLsche Differentialgleichung. 

b) Die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung. 

Diese Gleichung [151, S.337 (B)]: 

(1) d2W + (l + ~ + t + A) w = 0 
dz2 Z Z2 , 

k und l Konstante, kann als Verallgemeinerung der Differentialgleichun
gen von BESSEL, STOKES, LAGUERRE (20, S. 261), HERMITE (20, S. 261) 
und SCHRODINGER [118, S. 3, Gl. (7)J betrachtet werden. Alle diese 
Gleichungen lassen sich durch einfache Transformationen auf die Form (1) 
bdngen. Wir setzen in (1): 

z = e"'; ue",/2 = w 

und finden: 

(2) 

Dies ist offenbar eine HILLsche Differentialgleichung mit der rein ima
ginaren Periode 2 ni . 

. Vielen physikalischen und technischen Anwendungen entsprechend, 
werden wir uns im weiteren Inhalt dieses Abschnittes auf die Betrachtung 
HILLScher Differentialgleichungen mit reellen Veranderlichen, Funk
tionen, Perioden und Parametern beschranken. Der Fall komplexer 
Parameter und Veranderlicher hat librigens bisher keine erschopfende 
Behandlung erfahren. 

2. Allgemeine Satze fiber die HILLsche Differentialgleichung. 

Man kann zeigen, daB es Losungen der HILLschen Gleichung gibt, 
derart daB 
(1) u{x + 271:) = O"u(X) , 

wobei 0" eine im allgemeinen komplexe Konstante ist. Es ist dies .das 
sog. FLOQuETsche Theorem (28). 
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Wenn U 1 und U 2 zwei linear unabhangige Losungen von (1), II, 1 
sind, we1che durch die Bedingungen 

u1(0) = 1; u2 (0) = 0; 

u1 (0) = 0; u2(O) = 1 
£estgelegt werden, gilt: 

(2) a2 - a{u~ (2n) + u~(2n)} + 1 = O. 

Man kann zeigen, daB fede Wahl von U l und U 2 zu den gleichen (i. a. zwei) 
a-Werten fiihrt. Hierzu braucht man nur die neuen Funktionen U 1 

und U 2 in die alten auszudriicken. 

a) Labile und stabile Liisungen der HILLschen Differentialgleichung. 

Wir setzen: 

und erhalten: 
(1 ) 

a = e±2"'.u 

Man nennt I-' den charakteristischen Exponenten der HILLschen Glei
chung. Bei Beschrankung auf reeUe Losungen ul und u2 folgt aus (i), 
daB 2 nl-' nur entweder reell oder rein imaginar oder aber komplex mit 
einem Imaginarteil gleich n n -y - 1 (n ganze Zahl) sein kann'. Den 
beiden moglichen Vorzeichen von I-' entsprechen die zwei moglichen 
Werte von a nach Gleichung (2) des vorigen Abschnittes. Offenbar ist 
I a I = 1, wenn I-' rein imaginar ist. Dagegen I a I :;;e: 1, wenn I-' reell oder 
komplex ist. 1m ersten Fall ist die Losung der HILLschen Gleichung, 
sobald sie fiir einen Wert von x beschrankt ist, auch fiir aUe x beschrankt. 
Wir werden so1che Losungen stabil nennen. 1m zweiten Fall dagegen 
gibt es eine Losung u, die, obwohl fiir einen x-Wert beschrankt gewahlt, 
doch schIieBlich bei zunehmendem x im Betrag iiber aIle Grenzen wachst. 
Wir werden solche Losungen der HILLschen Gleichung labil nennen. Da 
der charakteristische Exponent nur von den GroBen der HILLschen 
Differentialgleichung, also von 1 und iP (x) abhangt, kann man bei vor
gegebener Furiktion iP(x) die 1-Werte angeben, welche bzw. zu stabilen 
und zu labilen Losungen der HILLschen Gleichung AniaB geben; wir 
werden kurz von stabilen bzw. labilen 1-Werten sprechen. 

b) Satze von O. HAUPT iiber die labilen und stabilen I..-Werte (4J). 

Die Diskriminante der quadratischen Gleichung (2) aus II, 2 fUr a 
lautet: 

(1) LI == PI (1) .P2 (J.) = {ul (2n) + u2(2n) - 2}{UI (2n) + u~(2n) + 2}. 

Es konnen Fl·und F2 nicht gleichzeitig verschwinden; wir haben fiir 
Fl = 0: 0 = 1 und fiir F2 = 0: 0 = -1. Losungen, die zum erst
genannten a-Wert gehoren, nennen wir ganzperiodisch, Losungeri, die 
zum letzteren a-Wert gehoren, halbperiodisch (bzw. Periode 2n und 4n). 
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Nennen wir A die Parameterwerte (Eigenwerte), welche zu ganz-, und 
I jene, die zu halbperiodischen Losungen gehOren, so laBt siCh zeigen, 
daB es abzahlbar unendlich viele (!fiskrete) Eigenwerte A und 1 gibt. 
Wir bezeichnen sie der Reihe nach mit Ao Al ••• bzw. lo 11 • •• Das Os
zillationstheorem besagt: Die Losungen (Eigenfunktionen), welche bzw. 
ZU.A2i-l und A2i gehoren, haben im Intervall 0 <x < 2:71; alle 2 i Null
stellen; jeneEigenfunktionen,die zu 12i-l und 12i gehoren, dagegen 2i-1 
Nullstellen. Foiglich ist: 

Ao < II <12 < Al <A2 < ... < I 2.- 1 <Iu < A2i-1 <A2i· 

In Worten: Wenn der Parameter A der HILLSchen Gleichung alle 
Werte durchlauft, so folgen auf zwei halb- bzw. ganzperiodische 
Eigenwerte, die iibrigens durch keine Eigenwerte getrennt werden, 
stets zwei ganz- bzw. halbperiodische Eigenwerte. Vom im Betrag 
kleinsten (stets ganzperiodischen) Eigenwert ist bierbei abgesehen. 

Die transzendenten Gleichungen fiir A: Fl = 0 bzw. F2 = 0 haben 
hochstens zweifache Nullstellen, wozu dann auch zweifache Eigenwerte 
gehoren; F 1 und F 2 wechseln nur das Vorzeichen, wenn ein einfacher 
Eigenwert auftritt. Weiter ist fiir sehr groBe negative A-Werte stets 
F1 positiv und F2 positiv (letzteres kann man aus der asymptotischen 
Losung der HILLschen Gleichung schlieBen, vgl. Abschnitt II, ~ a). 
Foiglich ist: 

fUr A < Ao 

" A2i < A < A2i+l} . , " z=O,1,2,3,··· 
Jl.2i+l < JI. < Jl.2i+2 

fur A < );1 

12i - 1 < A < 12i }. 
OJ , '1 Z = 1, 2, 3 , ... 
Jl.u < JI. < Jl.2i+l 

Wenn A2i = A2i+1 oder 12i-l = 12i ist, faUt die entsprechende Un
gleichung fort. 

Aus dem Vorhergehenden f91gt: 
I. Die zwei unabhangigen Losungen der HILLschen. Gleichung sind 

nur dann beide stabil, wenn der Parameter A in ein eigenwertfreies 
Intervall der reellen A-Achse filit, dessen Begrenzung von zwei "un
gleichartigen" (also bzw. halb- und ganzperiodischen) Eigenwerten ge
bildet wird. 1st einer der Grenzpunkte ein zweifacher Eigenwert, so 
herrscht auch bier Stabilitat. 

II. Es gibt eine labile Losung, we~n a) A kleiner als der iiberhaupt 
kleinste (iibrigens stets ganzperiodische) Eigenwert Ao ist oder wenn b) 
), in ein Intervall der -reellen A-Achse fallt, das von zwei gleichartigen 
(beide halb- oder beide ganzperiodischen) Eigenwerten begrenzt wird. 
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1m Faile des Satzes I sind alle Losungen der HILLschen Gleichung 
stabil; dies folgt aus der Tatsache, daB die beiden p,-Werte hier konju
giert imaginar sind. 1m Faile des .Satzes II gibt es einelabile Losung 
und eine stabile, denn die beiden zugehorigen p,-Werte haben Realteile 
mit entgegengesetztem Vorzeichen. Fur die Grenzen zwischen labilen 
und stabilen A-Intervallen werden wir spater beweisen, daB es hier stets 
eine stabile und eine labile Losung gibt. Nur im Fail, daB einer so1chen 

A, ;.;,;.;; Af Al ;.;; ;;, -..t_--------------__ --__ ~-_fA 
tl 

Fig. 1. Verteilung det labilen und stabilen A-Intervalle der HILLschen Differentialgleichung auf der 
reellen A-Achse. Punktierte lntervalle labil; ausgezogene lntervalle staBU. 

Grenze ein zweifacher Eigenwert entspricht, sind auch hier aile Losungen 
stabil. 

Wir haben somit uber die A-Intervaile, zu welchen stabile bzw. labile 
Losungen gehoren, das in Fig. 1 veranschaulichte Bild gewonnen. 

c) Weitere Fragen tiber die HILLsche Differentialgleichung. 

Die erwahnten ailgemeinen Satze beziehen sich alle auf den Fall 
einer reellen Funktion W und eines reellen Parameters A. Wie in II, 1 
gezeigt, treten in der angewandten Mathematik Differentialgleichungen 
auf, we1che diese Bedingung nicht erfullen. Eine allgemeine Problem
stellung, wenn man diese Bedingungen fallen IaBt, wurde etwa folgender
maBen aussehen. Es durchlauft die unabhangige Veranderliche x eine 
stetige Kurve in der komplexen x-Ebene. Die eindeutige Funktion (jJ 

durchiauft infolgedessen eine stetige Kurve in der W-Ebene. Fur den 
Parameter A werden jene (komplexen) Werte gesucht, fUr die es stabile, 
und jene Werte, fur die es labile Losungen der HILLschen Gleichung gibt. 

In der Literatur sind uber diese Aufgabe nur wenige Arbeiten er
schien:en. Dns scheint, daB durch eine Erweiterung der Arbeiten 
F. KLEINS (71) und E. HILES (44; 45) auf diesem Wege weitere Schritte 
get an werden konnten. 

3. Die HILLsche Differentialgleichung mit beschrankter 
Funktion rp und mit zwei Parametern (132). 

Den bei der MATHIEUschen Differentialgleiehung a.uftretenden Frage
stellungen entsprechend, empfiehlt es sieh, die HILLsche DifferentiaI
gleiehung in· folgender Form zu betrachten: 

d2 u 
(1) dx2 +(A+YW(X))u=o, 

wobei W(x) eine im Endlichen beschriinkte, zweimal differenzierbare, 
2,.. 

reelle periodische Funktion der Periode 2 ~ ist mit J W (x) dx = 0. 
o 
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Mit 4>max bezeichnen wir den Absolutwert des groBten, mit 4>mln den 
Absolutwert des kleinsten Wertes von 4>. Wenn beide Parameter oder 
mindestens einer derselben im Betrag groB ist, verglichen mit 1, so ge
lingt es, ohne II> (x) eine spezielle Form zu geben, allgemeine Siitze zu 
formulieren iiber die A- und y-Werte, welche AnlaB geben zu stabilen 
oder labilen Losungen. Wir denken uns A und I' in einer Eb~ne als recht
winklige Koordinaten. In dieser Ebene unterscheiden wir acht ver
schiedene Gebiete (vgl. Fig. 2): 

(Ia) Aundypos, (Ib) Aundypos, 
A>y !Pmin . A <I' !Pmin . 

(IIa) Aneg,ypos, (lIb) Aneg,ypos, 
IAI>y!pmax . IAI<y!pmax . 

(lIla) Aundyneg, (IlIb) Aundyneg, 

I ""I > I I' I !Pmin . I A I <I I' l4>min . 
(IVa) Apos,yneg, (IVb) Apos,yneg, -A.---....:::~,...----,A. 

IAI>lyl !Pm ax . A<lyi !Pmax · 
Wir betrachten den Fall: 

IAI + 11'1>1, 
was in den a-Gebieten gleichbedeutend 
ist mit 

1 AI> 1; 1 I' I endlich oder Null, 
Fig. 2. Unterscheidung verschiedener Gebiete 
in der ly-Ebene. Aus STRUTT, Math. Ann. 

Bd. 101 (1929) S. 559-569. 
in den b-Gebieten dagegen mit: 

11'1> 1; 1""1 endlich oder Null. 

Wir werden jetzt fiir diese verschiedenen Gebiete asymptotisch den 
charakteristischen Exponenten p, berechnen. 

a) Asymptotische Berechnung des charakteristischen Exponenten. 

In den a-Gebieten kann der charakteristische Exponent asympto
tisch berechnet werden (132) mittels der Transformation (86a, S.22; 
20, S.335). 

:l! 

t = f(1 + f!PYdX. 
o 

Man findet: 
in den Gebieten (I a) und (I V a) : 

(1 ) 

2", 

@;0f 2np, = COSf(A + y!P)!dx + oc-y; 
o 

Ergebnisse der Mathematik. I. Strutt. 2 



18 II. HILLSche Differentialgleichung. [224 

in den Gebieten (IIa) und (III a) : 
231: 

(2) ~of2n,u = ~off(111 =F Iyl qJ)ldx{1 + o(rh-y}. 
o 

In den b-Gebieten gelingt die asymptotische Berechnung von ,u 
durch die Transformation: 

z=u(~+qJr 

Man findet in den Gebieten (Ib), (IIb), (IIIb) und (IV b) : 

r ~of2n,u = ~Ofl sm(J{A + Y<P)!dx)1 

. cos I me (J(1 + y <P)! dX) 1 

'{1 +o(Th-t}. 
Aus diesen Formeln kann man zunachst schlieBen: In den Gebieten 

(Ia) und (IVa) gibt es zu jedein vorgegebenen imaginaren Wert,uo und 
reellem y eine abzahlbare unendliche Reihe von 1-Werten derart, daB 
es eine Losung der HILLSchen Gleichung gibt mit ,uo als charakteristi
schem Exponenten. In den Gebieten (Ib), (IIb), (IIIb) und (IVb) gibt 
es zu jedem vorgegebenen reellen oder imaginaren Wert,uo und reellem 
1 eine abzahlbar unendliche Reihe von y-Werten, fUr die es eine Losung 
der HILLschen Gleichung gibt mit,uo als charakteristischem Exponenten. 
DaB die zu vorgegebenen ,u gehorenden 1- bzw. y-Werte diskret liegen, 
kann aus dem KLEINschen Oszillationstheorem gefolgert werden. Es ist 
leicht, die Abzahlung asymptotisch vorzunehmen, doch wir gehen 
hier nicht auf diese Formeln ein (132). 

b) Satze tiber die Parameterwerte, welche zu stabilen bzw. labilen 
Losungen gehoren. 

Wir konnen in der 1, y-Ebene Gebiete unterscheiden, in denen nur 
Parameterwerte liegen, welche zu labilen Losungen AniaB geben, und 
Gebiete mit stabilen Parameterwerten. Hauptziel der Satze, die wir 
hier geben, ist, fiber die Verteilung dieser Gebiete, fUr im Betrage groBe 
Werte der Parameter, AufschluB zu gewinnen. Zunachst ist es leicht, 
aus den Gleichungen (1) und (2) von II, 3 a die Richtigkeit der HAUPT
schen Siitze I und II aus II, 2 b zu verifizieren. Hierzu bedenke man, 
daB in den stabilen Gebieten 2nfl imaginiir =1= n n y - 1- (n ganze Zahl), 
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in den labilen Gebietenreell (evtl. mit einem Imaginarteil gleich nnv=-i), 
fUr ganzperiodische Losungen gleich 2nn i-1 und fUr halbperiodische 
Losungen gleich (2n + 1) n i -1 ist. Wir konnen dann sagen: 

Die Gebiete (I a) und (IVa) sind asymptotisch stabile Losungs
gebiete mit schmalen labilen Streifen, die von den Punkten der positiven 
A-Achse: A = n 2 ausgehen; die b-Gebiete sind asymptotisch labile 
Losungegebiete, die aber von schmalen stabilen Streifen durchzogen 
werden. Die Gebiete (II a) und (IlIa) sind asymptotisch insgesamt 
labile Losungsgebiete. Da aus (3) von II, 3 a folgt, daB in den b-Ge
bieten nicht zwei halbperiodische A- (bzw. y-) Werte oder zwei ganz
periodische A (bzw. y-) Werte zusammenfallen konnen, wird in den b
Gebieten asymptotisch das Auftreten von Doppelpunkten der Grenz
kurven zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten ausgeschlossen. 

Aus der Gleichung (3) von II,3 a kann man schlieBen: 
Zu jedem vorgegebenen I A I kann man zwei (einen positiven und 

einen negativen) yo-Werte angeben derart, daB fUr alle I y I, die groi3er 
sind als I Yo I, die stabilen y-Intervalle eine Breite besitzen, kleiner als 
eine be1iebig kleine positive Zahl. 

Andererseits folgt aus (1) von II, 3 a ein schon von O. HAUPT an
gegebener Satz, der als Gegenstuck zum vorigen bezeichnet werden kann: 

Zu jedem vorgegebenen I y I kann man stets einen (positiven) A-Wert 
angeben derart, daB fUr alle A oberhalb dieses Wertes die labilen A-Inter
valle eine Breite besitzen, kleiner als eine beliebig kleine positive Zahl. 

Durch Betrachtung der Formel (3), II, 3 a, schlieBt man (132), daB 
in den b-Gebieten bei vorgegebenem If' I die A-Intervalle, die zu imagi
narem fl gehoren, d. h. die stabilen A-Intervalle, kleiner werden, wenn 
A von positiven nach negativen Werten lauft. Wir haben somit die klein
sten stabilen A -Intervalle in den Gebieten (lIb) und (III b) zu erwarten. 

c) Asymptotische Berechnung der ganz- und halbperiodischen 
Eigenwerte. 

Man kann die zuletzt angefiihrten Betrachtungen zu einer asympto
tischen Berechnung der ganz- und halbperiodischen Eigenwerte in den 
Gebieten (lIb) und (IIIb) der ),y-Ebene verscharfen (132). Diese Be
rechnung geht davon aus, daB hier die Grenzkurven zwischen labilen 
und stabilen Losungsgebieten paarweise mit den durch 

(1) trof2nfl = 0 
bestimmten Kurven asymptotisch zusammenfallen. 

Es ergibt sich: 
1m Gebiete (lIb) wird der asymptotische Verlauf der Grenzkurven 

zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten der HILLschen Gleichung 
gegeben durch 

(2) + = -cJimax + 0(;;;); (Opos), 

2* 



20 II. HILLSChe Differentialgleichungen. [226 

im Gebiete (IIlb) durch 

(3) 

Obwohl die Grenzkurven in diesen Gebieten immer mehr gerade ver
laufen bei wachsendem I y I, besitzen sie doch im allgemeinen keine 
Asymptoten. In besonderen· Fallen kann in der unter 0 zusammen
gefaBten Reihe das Glied mit (vI"YD-l als Faktor fehlen; diesfalls gibt 
es wohl Asymptoten der Grenzkurven (54). 

Die Gleichungen (2) und (3) gelten nur in den erwahnten Gebieten 
(lIb) UIid (1IIb). 

Durch die £ruher bereits erwahnten Beziehungen der Grenzkurven 
zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten und den ganz- bzw. halb
periodischen Eigenwerten der HILLschen Gleichung kann der zuletzt 
erwahnte Satz auch noch folgendermaBen formuliert werden: 

In den Gebieten (lIb) und (1IIb) falit bei vorgegebenem I y I asym
ptotisch fUr I y I ~ 00 ein ganzperiodischer Eigenwert A. der HILLschen 
Gleichung mit einem benachbarten halbperiodischen zusammen. 1m Ge
biete (lIb) sind die zusammenfallenden Eigenwerte gegeben durch (2), 
im Gebiete (IIlb) durch (3). 

Interessant ist es, diese Verhiiltnisse zu vergleichen mit jenen fUr 
I y I ~ o. 1m letzteren Fall fallen immer zwei benachbarte ganzperi
odische Eigenwerte zusammen und ebenso zwei benachbarte halbperi
odische Eigenwerte. 

4. AU£losung der HILLschen Differentialgleichung. 

1m Abschnitt II, 3 a haben wir uns mit der Auflosung der HILL
schen Differentialgleichung beschaftigt, fUr den Fall, daB mindestens 
einer der Parameter im Betrag sehr groB ist. Leicht zu behandeln sind 
auch die Falle, daB y sehr klein oder A. und y sehr klein sind. 1m erst
genannten Fall wird man die Losung nach Potenzen von yentwickeln; 
im letztgenannten Fall nach Potenzen von A. oder nach Potenzen von y . 
Da wir nach H. POINCARE (107) wissen, daB die Losungen der HILLschen 
Gleichung stets ganze Funktionen von A. und y sind, konvergieren die 
so erhaltenen Reihen fiir kleine Werte der Parameter sicher. Wir werden 
im Abschnitt III bei der MATHIEUschen Gleichung eine solche Potenz
reihenentwicklung anwenden. 

Indessen hat G. W. HILL (46) zur Losung der nach ihm benannten 
Differentialgleichung eine Methode angewandt, die in einigen prak
tischen Fallen erfolgreich war und dessen allgemeiner Aufbau von H. 
POINCARE (108; 111) auf eine strenge Basis gestelit wurde. 
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a) Die HILLsche Auflosungsmethode. 
Wir nehmen an, die Funktion f]) (x) der HILLschen Gleichung lasse 

sich in eine FOURIERSche Reihe entwickeln, und schreiberi: 

(1) d2 ( m=oo ) d;! + U A + '1m~:ameim., = 0. 

Dem FLoguETschen Theorem zufolge wissen wir, daB diese Gleichung 
eine Losung hat von der Form: 

00 . f~); 

(2) U = &,X L bm ei 1/l x • 
1\, M,=-OO ';.'. 

Gehen wir mit (2) in (1), so entstehen fUr die unendlich vielen un
bekannten Koeffizienten b,. ebenso viele lineare homogene Bestimmungs
gleichungen: 

m=CX) 
(3) b,.(f-l2 + 2f-lin - n2 + A) + '1 ~* bn- m am = 0; 

m=-oc 

.,. -3, -2, -1 =n=O, 1, 2, 3, ... 
Der Stern beim Summenzeichen in (1) und (3) soll andeuten, daB das 
Glied m = ° fortzulassen ist. Damit das homogene Gleichungssystem 
(3) eine Losung hat, kann man, in Analogie zu endlich vielen homogenen 
Gleichungen mit einer endlichen Anzahl von Unbekannten, die Forderung 
aufstellen, daB die Determinante, gebildet aus den Koeffizienten der 
b,., verschwinden muB: 

1 
ya-l ya_ 2 ya_ 3 ya_ 4 

(I' + 2i)2 +). (I' + 2i)2 +). (I' + 2i)2 +). (I' + 2i)2 + ). 

1 
ya_ 1 ya_ 2 

(I' + i)2 +). (I' + i)2 +). 
ya+ 1 

-(I' + z)2+~f (ft + i)2 +). 
ya+l 1 ya-l 

ft2 + i ft2 +). 
ya+ 2 yaH 1 ([t - i)2 +). ([t - i)2 +). ([t - i)2 +). (ft - i)2 +). 

ya+ 4 ya+ 3 ya+ 2 ya+l 
(ft - 2i)2 +). (ft - 2i)2-+). (ft - 2i)2 +). (ft - 2i)2 + ). 1 

(4) == LI (f-l, A, '1) = ° . 
Hierbei ist aus Konvergenzgriinden jede Zeile der Determinante (4) 
durch (f-l+in)2+A; n=O, ±1, ±2, ±3, ... dividiert worden. Die 
absolute Konvergenz der Determiminte in (4) folgt aus der absoluten 
Konvergenz von Lam (151, S.415). Diese Gleichung gibt bei vor
gegebenem A und '1 den charakteristischen Exponenten f-l. Andererseits 
folgi bei vorgegebenem A (bzw. '1) und f-l aus (4) die GroBe r (bzw. A). 
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In beiden Hillen konnen aus (3) die Koeffizienten bn berechnet werden, 
sobald f-t bzw. l bzw. y aus (4) bestimmt worden sind. Die vollstandige 
Auflosung der HILLSchen Differentialgleichung hangt also nur von der 
Berechnung der HILLschen Determinante (4) abo 

Man kann zeigen (151, S. 415), daB die Berechnung der HILLschen 
Determinante (4) auf jene einer einfacheren Determinante A (0), die 
aus (4) durch Nullsetzen von f-t entsteht, zuriickgefUhrt werden kann. 
Und zwar ist: 

sin2""i", . 
(5) A (0) = ---:--;r (151, S. 416; 111, Bd. 2, 2. Tell, S. 52; 12). 

sm2 "" rl 

b) HILLsche Funktionen. 

Wir werden die Losungen der HILLschen Differentialgleichung fiir 
den Fall, daB f-t rein imaginar ist, HILLsche Funktionen nennen. Nach 
Gleichung (2) von II, 4 a sind diese Funktionen periodisch mit der 
Periode 271:jif-t, sofem ip, = 1jP,o mit ganzzahligem P,o ist. Wenn ip, 
die Form ajb hat, mit ganzen teilerfremden a und b, so ist die Periode 
der Losung 271: b . Wir betrachten zwei Sonderfalle: ersten4 kann i p, 
eine ganze Zahl sein; in diesem Fall gibt es Lasungen der Periode 271:, 
also ganzperiodische Losungen; zweitens kann i f-t = ! + ganze Zahl sein; 
in diesem Fall gibt es halbperiodische Losungen (Periode 471:). In beiden 
Fallen ist e2n f' = (] = ± 1 . 

Zu einem vorgegebenen p, gehoren nach (5) von II, 4 a Kurven in 
der ly-Ebene. Die Kurven, welche zu den rein imaginaren p,-Werten 
gehOren, iiberdecken die stabilen Gebiete der (ly)-Ebene. Die Losungen 
der HILLSchen Gleichung in diesen stabilen Gebieten haben wir HILL
sche Funktionen genannt. Wir zeigen jetzt, daB es fUr aIle Punkte des 
stabilen Gebietes der (ly)-Ebene, zu welchen p,-Werte gehoren, die, wie 
oben auseinandergesetzt, zu periodischen HILLschen Funktionen AnlaB 
geben, stets zwei linear unabhangige HILLsche Funktionen gibt. Aus
genommen sind jene Punkte der (}.y)-Ebene, fiir die i p, eine ganze Zahl 
oder 1 + eine ganze Zahl ist. Diese Punkte werden wir gesondert 
betrachten. 

Urn den erwahnten Satz zu beweisen, geniigt es, zu bemerken, daB 
zu den betreffenden Punkten der (ly)-Ebene stets zwei konjugiert ima
ginare p,-Werte gehoren, wie aus (2) von II, 2 foJgt. Diese z~ei 
f-t-Werte geben nach (3) von II, 4 a AnlaB zu zwei unabhangigen Losun
gen der HILLschen Gleichung, die dieselbe Periode besitzen. 

Wir kommen jetzt zu den Fallen i p, gleich einer ganzen Zahl oder 
einer ganzen +1 und zeigen, daB im allgemeinen die zweite, von 
der ersten periodischen unabhangige Lasung nicht periodisch ist. Die 
zwei Losungen seien bzw. 1t und v. Diese Losungen geniigen der Gleichung 

dv du 
u dx - v dx = c, 
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wobei wir die Konstante gleich c setzen. Dann ist offenbar 
z 

v=Au+cuf::, 
o 

wobei A Integrationskonstante ist und der Integrationsweg die N ullsteilen 
von u vermeiden soil. Wir setzen A = 0 und lassen x um 27& zunehmen: 

z+2n 2n 2n+z 

v(x + 27&) = cu(x + '27&)fd: = cu(x)fd: + cu(X)fd~ . 
11 U U 

o 0 2,,; 
2,,; 

Mit der Abkiirzung c J:: = b finden wir: 
o z JdX 

v(x + 27&) = bu(x) + cu(x) 1,;2 = bu(x) + v (x) . 
o 

Setzen wir (11, S. 145): 
b 

(1) v(x) = 2.nxu(x) + w(x) , 

so entsteht: b 
bu(x) + v(x) = -xu(x) + bu(x) + w(x + 27&) 

2.n 

oder w(x + 27&) = w(x) . 
Die zweite, von der ersten periodischen linear unabhangige Losung der 
Differentialgleichung hat somit die Form (i), wo w eine Funktion der 
Peri ode 27& ist; sie kann also im ailgemeinen nicht periodisch sein. 
Ahnlich kann der halbperiodische Fall behandelt werden. 

Ein Sonderfall tritt ein, wenn sich zwei Kurven in der (Ay)-Ebene, 
die zu halb- bzw. ganzperiodischen Losungen gehoren, schneiden. In 
diesem Fall haben wir im Sinne von II, 2 b zwei zusammenfallende 
Eigenwerte; im betreffenden Punkt nach Satz I von II, 2 b somit 
zwei stabile, d. h. halb- oder ganzperiodische linear unabhangige Lo
sungen (vergl. III, 3d). 

Aus der Differentialgleichung ist zu ersehen, daB die Punkte: y = 0; 
A = n 2 (n ganze Zahl) der (Ay)-Ebene zur gerade besprochenen Art ge
horen, denn hier gibt es die zwei linear unabhangigen periodischen 
Losungen: sin nx und cos nx; iibrigens wurde dies in anderer Form 
schon im Abschnitt II, 3 b erwahnt. 

III. MATHIEUsche Diiferentialgleichung. 
1. Allgemeine Auflosung der MATHIEuschen 

Differentialgleich ung. 
Bei vorgegebenen Werten der Parameter A und h in der MATHIEu

schen Differentialgleichung: 
d2 u 

(1) dx2 + (J. - 2h2 cos2x) u = 0 
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sind die Eigenschaften der zwei linear unabhangigen Losungen festgelegt. 
Ihre Bestimmung nimmt, nach dem Verfahren von II, 4, ihren Aus
gang von der Berechnung des charakteristischen Exponenten fJ,. Nac~
dem dieser bekannt ist, konnen sukzessive die Koeffizienten der 16senden 
Reihe berechnet werden. Man beachte, daB wir in (1) cos 2x schreiben, 
im Einklang mit I, 1 d, aber in Abweichung von unserer Schreibweise 
(1) von II, 1, fUr die HILLsche Gleichung, wo <P(x) die Periode 2:n;, 

" 

Fig. 3. Labile und stabile Losungsgebiete dt::r MATHIEuschen Diffe
rentialgleichung. Die Form dieser Gleichung, welche der Figur zu
grunde liegt, ist auf der Figur seIber angegeben. Aus STRUTT, Z. Physik 

statt hier bei der 
MATHIEuschen Glei
chung:n;, besitzt. Durch 
diese Schreibweise (1) 
fur die MATHIEUsche 
Gleichung haben z. B. 
die ganzperiodischen 
Losungen die Periode 
:n; ,die halbperiodischen 
2 :n;; die zugehorigen 
Werte von ifJ,:n; sirid 
bzw. eine gerade oder 
eine ungerade ganze 
Zahl mal :n;. Weitere 
kleine Anderungen bei 
der Anwendung der 
Ergebnisse von Ab
schnitt II auf die MA
THIEUsche Gleichung 
(1) wird der Leser auch 
ohne besonderen Hin
weis leicht auffinden. 

a) Eigenschaften der 
Losungen bei vorge

gebenem }. und h • 

Die allgemeinen 
Eigenschaften der Lo
sungen erortern wir an 
Hand der Fig. 3. Die 

Bd. 69 (1931) S 597-617 / 
.. Berechnung dieser Fi

gur werden wir in den Abschnitten III,2 und iII,3 behandeln. 
In den schraffierten Gebieten cler Fig. 3 sind beide linear unabhangige 

Losungen der MATHIEUschen Gleichung stabil (stabile Losungsgebiete); 
in den weiB gelassenen Gebieten gibt es eine Losung, die bei endlichem 
Anfangswert im Betrag mit zunehmendem x unbeschrankt wachst (la
bile Losungsgebiete). Langs den Grenzkurven zwischen labilen und 
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stabilenLosungsgebieten gibt es eine Losung der MATHIEuschen Gleichung 
mit der Periode :n; (ganzperiodische Losung) oder 2:n; (halbperiodische 
Losung). Den Satzen von II, 2 b entsprechend, gibt es, bei vorgegebe
nem h und von - 00 bis + 00 laufendem l erst einen ganzperiodischen 
Eigenwert l, dann zwei halbperiodische Eigenwerte, dann wieder zwei 
ganzperiodische -usw. Zwischen zwei ungleichnamigen l-Werten liegt 
ein stabiles Losungsgebiet, zwischen zwei gleichnamigen ein labiles 
Losungsgebiet. Wie bereits in II, 3 b und II, 4 b erw1ihnt, nehmen die 
labilen Losungsgebiete ihren Ausgang von den Punkten h = 0; l = n 2• 

Diese Punkte sind Doppelpunkte fur die Grenzkurven zwischen labilen 
und stabllen Losungsgebieten. Weiter ist aus Fig. 3, den Satzen von 
II, 3 b und II, 3 c entsprechend, zu sehen, daB in den b-Gebieten, 
d. h. fur groBe Werte von h, die stabilen Losungsgebiete sehr schmal 
werden, und zwar am schmalsten bei l < 0, ein fester h-Wert voraus
gesetzt. 

b) Berechnung des charakteristischen Exponenten aus der HILLschen 
Determinante. 

Fur jedes vorgegebene Wertepaar l, h ist die Losung der MATHIEU
schen Gleichung leicht numerisch anzugeben, sobald I-' bekannt ist. Als 
erster Weg offnet sich der uber die HILLsche Determinante: 

(1 ) sin2 e ~P) = .1(0) • sin2 (~ -VI) oder ~of.nl-' = 1 + 2.1 (0) . sin2 ~--yI 

mit 

-2h2 
O' 0 0 .'1 ,t - 4-

I 

1 
-2h2 

0 0 ~ 

(2) .1(0) == -2h2 
1 

-2h2 
0 -,t- -,t-

O 
-2h2 

1 
-2h2 

~ ,t-1 

0 0 
-2h2 

1 
,t-4 

Fur kleine Werte von h kann man sich auf drei zentrale Zeilen und 
Spalten der unendlichen Determinante (2) beschranken. Die Determi
nante A (0) enthalt in diesem Fall nur ein Glied 1 und ein Glied mit 
h4. Auch bei Heranziehung mehrerer Zeilen und Spalten enthalt .1(0) 
stets nur gerade Potenzen von h2• Folglich ist ~of:n;1-' eine ganze Funk
tion von h4. 
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Wir summieren noch samtliche Glieder vonLi (0) , die nur h4 enthalten, 
und finden nach H. BREMEKAMP (12, S. 143): 

00 

~ 1 1 
LI (0) = 1 - 2· (2h2)2 ~ J. _ (2k)8 • J.- (2k + 2)8 + o (hB) . 

k=O 

Die letzte Reihe laBt sich summieren mit Hilfe der Formel: 
00 

2 ~ ~ n 
~+ ~~ =ncotg2",x. 

k=l "4- k2 

Es ergibt sich: 

(3) LI (0) = 1 + 2· (2h2)2. VI n cotg'::2 V1 + o (hB) . 
8 J. (1 - J.) 

Aus (3) und (1) ergibt sich der charakteristische Exponent fJ. 

c) B~rechnung des charakteristischen Exponenten nach 
E. T. WHITTAKER (149; 151, S.424). 

WHITTAKER fiihrt einen neuen Parameter a ein und setzt als Losung 
der MATHIEUschen Gleichung an: 

(1 ) 

mit 

(2) 

u = e~'XF(x) 

{ 
F (x) = sin (x - a) + as cos (3 x - a) + ba sin (3 x - a) 

_ + a5 cos(5x - a) + b5 sin(5x - a) + "', 
wobei a festgelegt wird durch die Bedingung, daB in F(x) kein Glied 
cos (x - a) auftreten solI. Substitution der Ausdriicke (1) und (2) in 
die MATHIEUsche Gleichung und Entwicklung nach Potenzen von h2 

ergibt: 

I A = 1 - h2 cos2a + (- ~ + ieos4a)h4 + :: cos2a 
(3) 

+ (~- ~)hB + o (h10) 48 512 . 

Aus der transzendenten Gleichung (3) wird bei vorgegebenen A und h2 

die GroBe a berechnet. Hiermit ist dann aus (2) auch F (x) bekannt. 
Es eriibrigt sich noch die Berechnung von fl aus . 

h2 3h6 3hB 
(4) fl = - 2sin2a + 128 sin2a - 1024 sin4a + o (h10) , 

worauf aus (4), (2) und (1) die Losung der MATHIEUschen Gleichung 
bekannt ist. Die zweite linear unabhangige Losung lautet e-!'X F (- x) . 

Es sei bemerkt, daB WHITTAKER die MATHIEusche Gleichung in der 
Form 

d2 u 
iJ:X2 + (a + 16qcos2x) U = 0 
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schreibt. Folglich ist: 

WHITTAKER 
a 

16q 

hier 
,1. 

-2h2 

Obwohl WHITTAKERS Methode von E. L. INcE (52) erfolgreich zur 
Berechnung der Mondbahn verwendet wurde, ist sie im stabilen Lasungs
gebiete nicht gut anwendbar, da hier (J entweder rein imaginar oder 
komplex von der Form (J = t;n; + Ti wird. Ob wir uns in einem labilen 
oder stabilen Lasungsgebiet der (,1., h2)c Ebene befinden, erkennt man 
aus Fig. 3 (vgl. auch III, 2 und III, 3). 

d) Berechnung des charakteristischen Exponenten nach E. L. INCE (59). 

Zur Behebung des zuletzt erwahnten Nachteils der WHITTAKER
schen Rechenmethode hat E. L. INcE eine Rechenweise angegeben, die 
gestattet, in stabilen Lasungsgebieten f-l fUr beliebige,1. und h 2 zu erhalten. 
Wir schlieBen hier die Grenzkurven, in der (h 2, }.)-Ebene, zwischen la
bilen und stabilen Lasungsgebieten, aus. Die Berechnung der Lasung 
entlang diesen Kurven wird uns im Abschnitt III, 2 beschaftigen. 

Eine Lasung der MATHIEUschen Gleichung in einem stabilen Lasungs
gebiet sei: 

00 

(1) Zl = ~ ercos (2r + e) x; 
r=-oo 

dann ist eine zweite linear unabhangige Lasung: 

0>0 

(2) U = ~ er sin (2 r + e) x . 

Denn die MATHIEUsche Gleichung andert sich nicht bei Ersetzen von 
x durch ;n;-x, und Einsetzen diesesWertes in (1) fUhrt bis auf einen kon
stanten Faktor auf eine lineare Kombination von (1) und (2). 

Einsetzen von (1) in die MATHIEUsche Gleichung ergibt: 

[1- (2r + e)2J er = h2 (er - 1 + er+ 1) 

oder 

(3) 2 = h2 

8,_1 ). _ (2r + e)2 _ h2~'+1 
e, 

Offenbar fiihrt (3) auf einen unendlichen Kettenbruch fUr die Koeffi
zienten er. Die Konvergenz dieses Bruches kann bewiesen werden. 

Andererseits erhalt man duTch Einsetzen von (1) in die MATHIEU
sche Glcichung auch den Ausdruck: 

(4) ~''=.' = ~~ ____ h2~~~~ 
e, J._(2r+e_2)2_h2.8_,-_2 

er - 1 

-h2(2r+e- 2)-2 
~---

1-). (2r+e-2)-2+h2 (2r+e- 2) -2. ~~ 
er - 1 
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Die Bedingung, daB (4) und (3) fUr er/er-l auf denselben Wert 
fUhren mussen, liefert uns eine Bestimmungsgleichung fUr e. Man nehme 
z. B. 

el = L (aus 3) 
eo 

und 2. = R (aus 4) , 
eo 

dann muB R = L sein. Bei der Anwendung nimmt man versuchsweise 
Wede von e an und berechnet fUr diese Werte Lund R aus den rasch 
konvergierenden Kettenbruchen (3) und (4). Man tragt Lund R als 
Funktion von e auf, ,und die Schnittpunkte (im allgemeinen zwei) geben 
den gesuchten Wert von e. Es ist dabei prinzipiellgleichgiiltig, welchen 
Wert von e man verwendet. Der zweite e-"Vert gehart zu einer von 
(1) linear unabhangigen Lasung, die aber eine lineare Kombination 
von (1) und (2) ist. Wie INCE numerisch gezeigt hat, erhalt man mit 
dieser Methode nicht nur e, sondern gleichzeitig auch die er, d. h. die 
vollstandige Lasung. 

INcEs Rechenmethode laBt sich auch im labilen Lasungsgebiet an
wenden, wo der charakteristische Exponent, wie wir wissen, reell an
genommen werden kann, wenn man statt (1) mit 

<>0 

e!-'x L cos2rx 

in die MATHIEusche Gleichung eingeht. 

e) Asymptotische Berechnung des charakteristischen Exponenten (132). 

Wenn einer der Werte der Parameter A und h oder beide im Betrag 
groB sind gegen Eins, kann ein Naherungswert des charakteristischen 
Exponenten in einfacher Weise erhalten werden aus den asymptotischen 
Formeln des Abschnitts II, 3 a. 

Es ist 

(1 ) 

r G£ofn,u = G£Ofl 1m (t!(A - 2h2 COS2X)}dX)) 

\ . c++ [II - 2h' co,2 x)1 dX)) 

Fur gewisse Zwecke brauchen, wie wir jetzt numerisch zeigen, die A
und h-Werte, fUr die Gleichung (1) mit genugender Naherung angewandt 
werden kann, nicht sehr groB zu sein. Wir wahlen A = 0 und 2h2 neg. 
Es ergibt sich aus (1): 

(2) G£ofn,u = G£ofEY[2h2\.cosE-Y!2h21, 
mit 

7Cj.! 

E = !1COS2Xdx, 



235] 2. Periodische Losungen; MATHIEusche Funktionen. 29 

wofiir man erhiilt: 

E = ±. r(f) • r(t) = ~. 0762 
3 rm 2' 

Mit Hilfe von (2) wollen wir den zweiten halbperiodischen Eigenwert h 
und den zweiten ganzperiodischen fUr A = 0 berechnen. Wir setzen 
hierzu 

E 12h2 ~ 3n 
- 2 

und finden als Mittel der beiden nahe zusammenfallenden Eigenwerte: 

1 9 
-2 h2 = 4(0.762 ... )2 = 3,86 ... 

Durch Interpolation aus Fig. 3 findet man 3,77 so daB wir tatsiichlich 
schon fUr diesen ganz niedrigen It-Wert aus der asymptotischen Formel 
(1) fur.le = 0 eine befriedigende Niiherung abgeleitet haben. Fur 1 =1= 0 
wird die Niiherungsformel (1) im allgemeinen schlechter anwendbar. 

Endlich konnen wir noch aus (1) ablesen, daB die hBheren halb- und 
ganzperiodischen Eigenwerte 2h2 der MATHIEUschen Gleichung fUr 
It = 0 annahernd durch 

12h21 = (n 12t)2 :rr2 

gegeben sind, wobei die dritte Stelle schon fur n = 2 richtig ist. 

2. Periodische Losungen; MATHIEusche Funktionen. 

Wie in den Abschnitten II, 4, b und III, 1, d erwahnt, gibt es in den 
stabilen, in Fig. 3 schraffierten Losungsgebieten der (It, h2)-Ebene fUr ge
wisse Werte von It und h2 periodische Losungen der MATHIEUschen Diffe
rentialgleichung. Diese periodischen Losungen sind in der Schreibweise 
('I) von III, 1, d dadurch ausgezeichnet, daB Q eine ganze Zahl oder 
ein rationaler Bruch ist. Zu diesen ausgezeichneten Werten von .Ie 
(bzw. h) gehOren Kurven in der (.Ie, h 2)-Ebene; diese Kurven enden im 
Endlichen nirgends, verlaufen ,ganz in den stabilen Losungsgebieten, 
schneiden aIle die positive .Ie-Achse und die positive sowie die negative 
h 2-Achse; sie haben einen ahnlichen Verlauf wie die in Fig. 3 gezeichneten 
Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten. Der Be
weis fUr diese Tatsachen kann aus dem Oszillationstheorem, iihnlich wie 
in II, 2, b gefUhrt werden. Besonderes Interesse fUr die Anwendungen 
haben die periodischen Losungen der MATHIEUschen Gleichung, welche 
die Periode 2:rr besitzen. Diese Funktionen nennen wir Mathieusche 
Funktionen erster Art. Die ihnen entsprechenden 1- und h 2-Werte liegen 
auf den Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten der 
Fig. 3. Die Existenz dieser Funktionen hat zuletzt M. F. CURTIS (22) 
untersucht. 
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a) Vier Typen MATHIEUscher Funktionen erster Art. 

Die MATHIEUschen Funktionen erster Art sind uberall regulare Funk
tionen von x; man kann sie in FOURIERsche Reihen entwickeln: 

00 00 

1;'Bn,msinmx bzw. ~An,mcosmx. 
m=l m=O 

Einsetzen in die MATHIEUsche Gleichung ergibt, daB eine Funktion, 
deren niedrigstes Fourierglied gerades m hat, auch durchweg nur Glieder 
mit geradem m besitzt, und Entsprechendes gilt ffir ungerades m. Wir 
kommen somit zu vier Typen MATHIEuscher Funktionen: 

(1 ) 

(2) 

(3) 

00 

Gn = 1;'An,2m+l cos (2m + 1) x; 
m=O 

00 

Gn = 1;'An,2mCos2mx; 
m=O 

00 

5" = 1;'Bn,2m+l sin (2m + 1) x; 
m=1 

00 

n=1,3,5, ... , 

n=0,2,4, ... , 

n=1,3,5, ... , 

(4) 5n=1;'Bn,2msin2mx; n=2,4, ... 
.,.-1 

Wir bezeichnen als MATHIEusche Funktion erster Art Go jene gerade 
Losung der MATHIEuschen Gleichung, die zum niedrigsten ganzperio
dischen Eigenwert gehOrt; als Funktion 51 die ungerade Losung mit 
dem niedrigsten halbperiodischen Eigenwert; aIs G 1 die gerade Losung 
zum niedrigsten halbperiodischen (mit dem vorher erwahnten nach 
Fig. 3 nur fUr h = 0 identischen) Eigenwert; als 52 die ungerade Losung 
mit dem zweitniedrigsten ganzperiodischen Eigenwert usw. 

Offenbar sind diese Funktionen aus den Reihen (1), (2), (3), (4) nur 
bis auf einen willkurlichen Faktor bestimmt. Diesen Faktor bestimmen 
wir so, daB gilt: r 2", . f [Go]2dx = 2n, 

o 
2", 

f [GnJ2 dx = n 1 
o n=FO. 

I jrs.l'dX ~ n 

(5) 

Durch diese Konvention reduzieren sich fur h = 0 die MATHIEUschen 
Funktionen 5n bzw. Gn auf sinnx bzw. cosnx. In friiheren Arbeiten 
war es ublich, diese letztere Tatsache uberhaupt zur FestIegung der 
MATHIEUschen Funktionen erster Art, an Stelle von (5), zu benutzen. 
Wie S. GOLDSTEIN (33, S. 303) gezeigt hat, gerat man aber dabei, wenn 
h nicht mehr klein ist, sondern beliebige Werte annehmen kann, in ernste 
Schwierigkeiten. Denn es gibt dann, wie die Rechnung zeigt, Werte von 
h2, fUr die alle Fourierkoeffizienten unendlich groB werden, auGer den 
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Koeffizienten von sinnx bzw. cosnx bei Sn bzw. C". Durch die Kon
vention (5) werden fiir diese Werle von h2 die Koeffizienten von sinnx 
und cosnx Null, wahrend aIle anderen Fourierkoeffizienten von S" und 
C" endlich bleiben. . 

Fiir Beziehungen zwischen den MATHIEUschen Funktionen ver
schiedenen Typs sei auf die Literatur verwiesen (33, S. 304). 

b) Berechnung der Funktionen erster Art nach E. MATHIEU (96). 

Die MATHIEUsche Berechnung der nach ihm benannten Funktionen 
ist nur brauchbar fiir kleine Werle von h2• Sie besteht darin, daB man 
die Koeffizienten A"m bzw. B"m der MATHIEUschen Funktionen, die nach 

. einem bekannten Satz von H. POINCARE (107) ganze Funktionen von 
h2 sind, nach steigenden Potenzen von h2 entwickelt . 

. Fur diese kleinen Werle von h2 tritt der im vorigen Abschnitt er
wahnte Umstand, daB fiir gewisse h2-Werte aIle Koeffizienten einer 
MATHIEUschen Funktion erster Arl unendlich werden, auBer jener von 
cosnx bzw. sinnx bei C" bzw. S", wenn man die Funktionen so fest
legt, daB fUr h2 -+ 0 die letztgenannten Koeffizienten 1 werden, nicht 
ein. Folglich kann hier diese einfachere Konvention an die Stelle der 
komplizierleren, aber dafur allgemein fUr aile h 2-Werle giiltigen Gleichun
gen (5) von III, 2a treten. 

(1) 

(2) 

Geht man mit 

AOn = n2 + ()(.h2 + fJh4 + yh6 + fJhs + ... , 
Cn = cosnx + h2Fl + h4F2 + h6F 3 + .. , 

in die MATHIEUsche Gleichung ein, die man sukzessive lOst, so entstehen 
die Ausdrucke: 

1 
h' (Sn 2 + 7) h8 

AOn = n 2 + 2 (n2 _ 1) + 32 (n2 - 1)3 (n2 - 4) 

(9n6 + 22n4 - 203n2 - 116) h12 

+ 64 (n2 - 1)5 (n2 - 4}3 (n2 - 9) +"', 
(3) 

C - + h2 [-COS (n + 2) % + COS (n - 2) %l 
n-cosnx 4\n+1) 4(n-1) 

h4 [. cos(n+4)% cos(n-4)% 1 
+ 32 (n + 1) (n + 2) + 32 (n - 1) (n - 2) 

+ h6 [ -cos(n + 6} % (n2 + 4n + 7) cos(n + 2)% 
27 • 3 . (n + 1)(n + 2) (n + 3) - 27 . (n + 1}3 (n - 1) (n + 2) 

(n2 - 4n + 7) COS (n - 2) % cos (n - 6) % ] 
+ 27 (n - 1}3 (n + 1) (n - 2) + 27 . 3 . (n - 1) (n - 2) (n - 3) 

h8 [ cos(n+S}% (n3+7n2 +20n+20}cos(n+4)% 
+ 211 • 3' (n+1)(n+2) (n+3) (n+4) + 28'3 .(n+1)3(n-1) (n+2)3(n+3) 

(n3-7n2+20n-20}cos(n-4)% cos(n-S)% 1 
+ 28 • 3' (n-1)3 (n + 1)(n-2)2(n-3) + 211 • 3"' (n-...=-:t)(n -- 2)(n - 3)(n - 4) 

+ 0 (h10) • 
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Man findet: AOn = As,,, wiihrend Sn in einfacher Weise aus Cn her
vorgeht (33, S. 304). 

Offenbar versagt der AusdruSk (4), wenn n eine ganze Zahl ist, also 
zum erstenmal fur n = 1. In diesen Fallen muB eine von MATHIEU (96) 
angegebene Spezialrechnung angewandt werden, die hier fur n = 1 
durchgefuhrt wird. Einsetzen von (1) und (2) in die MATHIEUsche 
Gleichung liefert: 

d2 F 
d:J + n2 Fl - 2 cos2x . cosnx + eX cosnx = O. 

Man schreibe: 

2cos2xcosnx = cos(n + 2)x + cos(n - 2)x 
llnd setze: 

F2 = acos(n + 2)x + c cos(n - 2)x. 

Es ergibt sich 

a= 4(n+1) 
-1 1 c = -------

4 (n - 1) 
und eX = O. 

Wenn n = 1 ist, wahlen wir c = 0 und erhalten eX = 1; hierdurch wird 
die erste Naherung 

h2 

C1 = COSX - ScoS3x + O(h4); 

Ae, = 1 + h2 + 0 (h4) . 

In ahnlicher Weise kannen durch Spezialberechnungen in den Fiillen 
n = 2, 3, ... die verschwindenden N enner vermieden werden. Bemerkt 
sei noch, daB die AusfUhrung der Rechnung fUr SI eine von }'o, schon 
III erster Naherung abweichende Konstante As, ergibt: 

Sl = sinx - ~2 sin3x + O(h4); 

As, = 1 - h2 + 0 (h4) . 

Analog weicht durch die Spezialrechnung allgemein AOn von ASn vom 
Gliede mit h2n an abo 

Die Konvergenz obiger Potenzreihen in h 2 hat G. N. WATSON (146) 
untersucht. 

c) Numerische Ergebnisse von E. MATHIEU. 

Wir benutzen die in (1), (2), (3) und (4) von III, 2 a eingefuhrte 
Schreibweise fur die Koeffizienten der vier Typen MATHIEUscher Funk
tionen erster Art und geben die Ausdrucke MATHIEUS fur diese GraBen 
wieder: 

Ao,o = 1 , 

h2 7 hG 

A o,2 = -2 + 27 + o (h10) , 

A = h4 _ 10h~_ + 0 (h12) 
0,4 32 28 • 32 , 
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k 6 

AO,6 = - 2 7 • 32 + 0 (h10) , 

AO,8 = 21:~ 32 + 0 (h12) , 

k2 5k6 1363' k10 

A 2,o = 4 - 192 + 221184 + 0 (h14) , 

A 2,2 = 1, 

A __ h2 _ 43hG + 21059 hlO+O(h14) 
2,4 - 12 13824 79626240 ' 

A h4 + 287h8 + o (h12) 
2,6 = 384 2211340 ' 

kG 41 h10 

A 2,8 = - 23040 - 16588800 + o (h14) , 

A2,lO = 221~8840 + 0 (h12) , 

h10 

A 2,12 = -309657600 +0 (h14) , 

1;4 k 8 

A4,0 = 192 - 92160 + o (h12) , 

k 2 11 k 6 439klO 
A4,2 = 12 + 17280 - 62208000 + 0 (h14) , 

A 4,4 = 1, 

h2 13h6 4037h10 

A4,6 = - 20 - 96000 - 2419200000 + 0 (h14) , 

A h4 + 23k8 + o (h12) 
4,8 = 960 6048000 ' 

A k8 53k10 + 0 (h14) , 
4,10 = - 80640 - 1032192000 

A _ kS + o (h12) 
4,12 - 10321920 ' 

1;10 

A + o (h14) , 
4,14 = - 1857945600 

A 1,1 = 1 , 
h2 k4 kG 11 k 8 

A 1•S = -8 - 64 - 1536 + 36864 + o (h10) , 

k4 h6 hS 

At •5 = 192 + 1152 + 24576 + o (h10) , 

kG h8 

A1,7 = - 9216 - 49152 + o (h10) , 

Ergebnisse der Mathematik. I. Strutt. 3 
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A3,l = ~2 + ~: + 1~:4 ,- :;2 + o (hIO) , 

A 3,3 = 1, 

A - -~-~-~+ O(hIO) 
3,5 - 16 20480 214 '. 

A - h'. + 17 h8 + 0 (hIO) 
3,7 - 640 215 • 32 • 5 ' 

h6 

A 3,9 = - 46080 + 0 (hIO) , 

h4 h8 30h8 

A5,l = 25.12 +'210.32 + 210 .43 .34 + o (hIO) , 

h2 12h6 'h8 

A 5,3 = 16 + 27 .48 .18 + 212.36 + o (hIO) usw. 

A.hnliche Ausdrucke ergeben sich fUr die B-Koeffizienten. 
Fur Tabellen dieser Koeffizienten sei auf die Literatur verwiesen 

(55; 56; 57; 33). 

d) Berechnung der MATHIEuschenFunktionen nach E. L. INCE 
(55; 56; 57) und S. GOLDSTEIN (33). 

Wahrend MATHIE US Rechnungen nur fUr kleine h2 brauchbar sind, 
haben E. L. INCE und S. GOLDSTEIN Verfahren angegeben, urn die Am,n 
und Bm,n fUr beliebige h 2 numerisch zu finden. Wir erlautern dieses 
Rechenverfahren am Beispiel Co (55, S. 21). Man setze die Fourierreihe 
fUr diese Funktion in die MATHIEUsche Differentialgleichung ein. Es 
entstehen die Formeln: 

AAoo - h2A02 = 0, 

(1) _2h2AOO + (A - 4)Ao2 - h2A04 = 0, 

-h2A o,r_2 + (A - y2)Ao,r - h2A o,r+2 = 0; y = 4, 6,8, ... 

Damit diese homogenen linearen Gleichungen lOsbar sind, muB gelten: 
A -h2 0' 0 0 0 

- 2 h2 A - 4 - h2 0 0 0 

o _h2 J.. -16 -h2 0 0 

o 0 _h2 A - 36 -h2 0 
=0. 

o o o -h2 A- 64. -h2 o 

Mit Lli und Ll2 bezeichnen wir bzw. jene Deterniinanten, die aus LI her
vorgehen durch Streichen der ersten Reihe undSpalte bzw. der zwei 
ersten Reihen und Spalten. Es ist:-

LI = ALIt - 2h4L12 = 0 oder A = 2h4~:. 
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.Almlich ist 

Lli = (A - 4) Ll2 - h4 L1 3 , also 
J. h4.13· 
.-4- LI 

2 

Weiter gilt: 
Ll2 = (). - 16) Ll3 - h4L14 usw. 

Man erhalt in dieser Weise fUr A den unendlichen KettenbI;uch: 

(2) 
2h4 h4 h4 

A=- -- -.--'" 
}. - 4 - A - 16 - A - 36 

dessen Konvergenz sich nachweisen laBt. Zur wirklichen Berechnung 
von A bei vorgegebenem h2 nimmt man zunachst einen Naherungswert 
fiir A an, berechnet dann aus (2) eine zweite Naherung usw. Mit dem so 
erhaltenen i ergeben die Gleichungen (1) sukzessive die Koeffizienten 
Ao,'" (m = 0, 2,4, ... ). Die in Fig. 3 benutzten A-Werte sind von 
E. L. INCE und S. GOLDSTEIN nach diesem Verfahren berechnet worden. 

Bemerkt sei noch, daB ahnliche Kettenbruchentwicklungen, wie 
oben nach INCE und GOLDSTEIN erwahnt, schon von E. HEINE (42, I, 
S.407) angegeben wurden, allerdings ohne sie zur numerischen Berech
nung der MATHIEUschen Funktionen zu verwenden (vgl. auch 15). 

e) Orthogonalitatseigenschaften der MATHIEuschen Funktionen erster 
Art. 

Es seien u1 und U 2 zwei verschiedene MATHIEUsche Funktionen erster 
Art, die den Differentialgleichungen 

(1 ) 

(2) 

d 2 u 1 (' h2 )_. dx2 + u l AUl - 2 cos2x - 0, 

~2U~ + U9(A - 2h2 cos2x) = 0 dx2 "u, 

geniigen. Wir multiplizieren (1) mit U 2 und (2) mit u1 , subtrahieren 
und integrieren von 0 bis 2 n tiber x: 

21l 

[dd; u2 - dd; u1l:'" = ()'Ul - Au,) f U 1 U 2 dx. 
o 

Wegen der Periodizitat von U 1 und U 2 verschwindet die linke Seite, und 
wir erhalten die Relationen: 

2:< 

(3) f SnC",dx = 0; 
0 

2:< 

(4) f SnS",dx = 0 (m =1= n) ; 
0 

2", 

(5) f CnCmdx = 0 (m =1= n) . 
0 

3* 
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Ubrigens sind schon, wie leicht aus Symmetriegriinden einzusehen, die 
auf das Intervall 0 <: x <: 11: beschrankten Integrale gleich Null. Bemerkt 
sei noch, daB analoge Orthogonalitatseigenschaften fUr MATHIEUsche 
Funktionen gebrochener Ordnung (112) (vgl. II, 4 b) gelten. 

3. Verlauf der Grenzkurven zwischen labilen und stabilen 
Losungsgebieten der MATHIEuschen Gleichung. 

Wie in den Abschnitten III, 1 und III, 2 dargelegt wurde, ist der Ver
lauf der Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten in 
der ()" h 2)-Ebene von grundlegender Bedeutung. Erstens ist die Kennt
nis dieses Verlaufs wesentlich, urn die geeignete Methode zur Be
rechnung des charakteristischen Exponenten zu wahlen (III, 1); anderer
seits geben diese Grenzkurven die Eigenwerte an, we1che zu den ver
schiedenen MATHIEUschen Funktion·en gehoren. Auf Grund der Be
rechnungen des vorigen Abschnittes lassen sich einige allgemeine Satze 
iiber diesen Verlauf beweisen. 

a) Beriihrung der Grenzkurven fUr h = 0 und ). = n2 (127). 

Wie aus Abschnitt II, 3, c hervorgeht, sind die hier betrachteten 
Punkte Doppelpunkte der Grenzkurven. Nur der Punkt h = 0; A = 0 
macht eine Ausnahme, da die Funktion 50 identisch verschwindet. 
Durch den letzteren Punkt geht nur eine Grenzkurve (zu Co gehorend), 
we1che die h2-Achse von erster Ordnung beriihrt, wie aus III, 2 b folgt. 

H. POINCARE hat bewiesen (110, II, S. 229), daB die zwei Grenzkurven, 
we1che durch den Punkt A = 1; h2 = 0 hindurchgehen, sich in diesem 
Doppelpunkt von nullter Ordnung beriihren; die Kurven, die durch 
A = 4; h2 = 0 gehen, beriihren sich hier von erster Ordnung; im Punkte 
A = 9; h2 = 0 von zweiter Ordnung; im Punkte A = 16; h2 = 0 von 
dritter Ordnung. Er kniipfte hieran die Vermutung, die Grenzkurven 
wiirden sich im Punkte A = n 2 ; h2 = 0 von (n - 1)-ter Ordnung be
riihren. 

Die Richtigkeit dieses Satzes laBt sich im AnschluB an MATHIEUS 
Berechnungen leicht nachweisen. Entwickelt man formal rtach MATHIE US 
Methode Cn und 5n nach Potenzen von h2, so zeigt sich, daB bei dieser 
Entwicklung der Koeffizient von h2n einen Nenner erhalt, der ver
schwindet. Yom Gliede h2n an setzt somit die Spezialrechnung fUr die 
betr. Funktionen ein. Hieraus ergibt sich, daB ACn und ASn bis zum Gliede 
h2(n-l) zusammenfallen. Von diesem Gliede an unterscheidet sich ACn 

von }'Sn. Folglich beriihren die Grenzkurven sich von (n - 1)-ter Ord
nung. 

Aus diesem Satz ist plausibel, daB bei vorgegebenem h und steigert
clem positivem A die labilen Intervalle immer schmaler werden, in 
Ubereinstimmung mit der Formulierung unseres asymptotischen 
Rechnungsergebnisses in II, 3 b. 
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b) Asymptotischer Verlauf der Grenzkurven. 

Unsere Berechnungen fiir die HILLsehe Gleiehung im Absehnitt II, 3 
lassen sieh sofort auf den Spezialfall der MATHIEUsehen Gleiehung uber
tragen und fiihren hier zu folgenden Ergebnissen: 

{
Fur I A I < 12h21 und A neg. wird bei h2 ->- ± 00 

(1 ) 
bzw. ACn<X>ASn = =t=2h2 + o (h) (Absehnitt II, 3e). 

Diese Gleiehungen wurden von H. JEFFREYS (67), E. L. INCE (55, s. 29) 
und S. GOLDSTEIN (33, S.321) auf anderem Weg erhalten. 

Die Gleiehung (1) enthiilt reehts offenbar die ersten Glieder einer 
asymptotisehen Entwieklung: 

(2) A = =t=2h2 + ah + ao + a1/h + a2/h2 + .... 
Zur Auffindung der Koeffizienten a, ao, a1 usw. liiBt sieh die Reehenweise 
von H. JEFFREYS (66; 67) und S. GOLDSTEIN (33, S. 321) benutzen. 
Hierzu nehmen wir eine Losung der MATHIEUsehen Gleichung an in der 
Form 

(3) u = ehP • p. (1 + ~- + ~; + ... ). 
Mit (2) und (3) gehen wir in die MATHIEUsehe Gleiehung: 

d2 u 
dx2 + U (A - 2h2 eos2x) = 0, 

fassen Glieder mit der gleiehen Potenz von h zusammen und setzen ihre 
Summe gleieh Null. Wir nehmen weiterhin in den Formeln dieses Ab
sehnittes an, h 2 sei positiv. Naeh einer liingeren Rechnung (33, S. 322) 
findet man: 

(4) /

A = -2h2 + 2m1h - (mi + 1)/8 - (my + 3m1)!27 h 

-(5mt + 34mi + 9)/212 • h2 - (33mf + 410mr + 405m1) 

/217 h3 - (63m~ + 1260mi + 2943mi + 486)/220 h4 

- (2108mi + 62468mf + 270379mi + 149 553m2)/223h5+ .... 

Bei der Betraehtung von GOLD STEINS Formeln ist zu beaehten, daB er 
die MATHIEUsehe Gleiehung in der Form: 

d2 u 
dx2 + (4lX - 16q cos2x) u = 0 

benutzt; folglieh gilt: 

GOLDSTEIN 

4lX 
16q 

hier 
;.. , 

2h2 • 

In der Formel (4) gibt m1 = 1 die Eigenwerte Aco und J.s}; m1 = 3 
die Eigenwerte ACI und J.s,; m1 = 5 die Eigenwerte Ac, und As, usw. 
(vgl. Fig. 3). In dieser Niiherung fallen noeh immer ein ganzperiodiseher 
und ein benaehbarter halbperiodiseher Eigenwert zusammen. Die Ent-
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wicklungsformel (4) konvergiert am besten ffir kleines mi bei gegebenem 
h;,wenn mi groBer wird, muB auch h groBer werden, um noch genugende 
Konvergenz zu erhalten. Es darf also mIlk nicht zu groB werden. 

h'!S -lao; -lsI 

1,0 2,65151 
1,2 3,31620 
1,4 3,99183 
1,6 4,67610 
1,8 5,36743 
2,0 6,06467 
2,2 6,76694 
2,4 7,47357 

-lo.; -lsa 

0,10286 
0,49413 
0,91896 
1,37021 
1,84296 

I 2,33364 
2,83960 

I 3,35877 

-,to.; -lsa 

-2,10738 
-2,00251 
-1,83829 
-1,62610 
-1,37687 
-1,09684 
-0,79057 
-0,46169 

In nebenstehender 
Tabelle geben wir einige 
von S. GOLDSTEIN (33, 
S. 325) mit Hilfe von (4) 
berechneten Eigenwerte 
wieder. 

Die Ergebnisse For
mel (4) und die Tabelle 
sind von groBem Nutzen 
als erste N iiherung bei 

der Berechnung der MATHIEUschen Funktionen nach dem in III, 2 d 
auseinandergesetzten Verfahren von INCE-GOLDSTEIN. 

c) Asymptotisches Verhalten der MATHIEuschen Funktionen. 

Aus der im vorigen Abschnitt erwiihnten asymptotischen Berechnung 
der Eigenwerte werden gleichzeitig asymptotische Formeln fur die 
MATHIEuschen Funktionen erster Art erhalten. Ais erste Niiherung ec
halt man nach E. L. INCE und S. GOLDSTEIN (33, S. 323): 

{e2hsina:[cos(~ + ~)]2m+1 ± e-2hsina:[sin(~ + ~)rm+1}/(coSx)m+l; 

( -~ + 2kn < x < ~ + 2kn) 
(i) 

{e2hsina: [cos(~ + ~)rm+1+ e-2hsin a: [sin(~ + ~)rm+1} I (cosx)m+l; 

(~ + 2kn < x < 3; + 2kn). 

Diese Formeln sind unbrauchbarin der Umgebung von x = + (2n + 1)% 
mit n = 0, 1 , 2, 3 ... 

Oberem und unterem Zeichen entsprechen bzw. C- und 5-Funk
tionen; m = 0 ergibt Co und 51; m = 1 ergibt C1 und 52; m = 2 
5 a und C2 usw. 

Es ist auffallend, daB die asymptotischen Losungen (1), wie S. GOLD
STEIN (37) eingehend zeigte, die Periode 4n besitzen, also die gleiche 
Periode, wie sie die Matkieuscken Funktionen der Ordnung t haben (112), 
d. h. jene periodischen Losungen der MATHIEUschen Gleichung, die sich 

fur k---+O auf sin(2n+1)~ bzw. cos(2n+1)~, mit n=O,1,2, ... 
2 2 

reduzieren. Diese letztgenannten MATHIEUschen Funktionen gehoren zu 
Q:of n f-l = 0, also zum gleichen Wert von Q:of n f-l, den wir im Ab
schnitt II, 3 c zur asymptotischen Berechnung der halb- bzw. ganz
periodischen Eigenwerte verwendet haben. Tatsiichlich liegen die Kur
ven in der (A, k 2)-Ebene, die zu Q:of nf-l = 0 gehOren, ungefiihr in der 
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.Mitte zwischen den Kurven fur ~ofn,u = ±1, d. h. zwischen den 

.(lh2)-Kurven fiir die MATHlEuschen Funktionen erster Art. Es ist 
plausibel, daB die letzteren Kurven sich paarweise den ersteren asym
ptotisch anschmiegen, so daB bei der asymptotischen Rechnung die zu 
MATHIEuschen Funktionen der Ordnung ! gehorenden Eigenwerte 
herauskommen. 

Von den obenerwahnten etwas abweichende asymptotische Ausdriicke 
fiir die MATHIEuschen Funktionen erhalt man in erster Naherung durch 
Einsetzen von 4)(x) = cos2x in die Formeln, we1che zur Berechnung 
von,u in Abschnitt II, 3, a dienen (132). Die so entstandenen For
meln sind unbrauchbar in der Umgebung von cos2x = 1/2h2• 

d) Exkurs zu einer verwandten Differentialgleichung. 

Bevor durch die Satze von O. HAUPT (II, 2 b) und die Satze uber 
die HILLsche Differentialgleichung mit zwei Parametern (II, 3) der all
gemeine Charakter der Losungen fiir verschiedene 1- und h-Werte der 
HILLschen Differentialgleichung bekannt geworden war, hat E. MEISS
NER (97) eine besondere Form der HILLschen Differentialgleichung be
trachtet, die den Voriug hat, daB der charakteristische Exponent und 
die Losung sich fUr alie 1 und h leicht explizite ausrechnen lassen .. Bei 
dieser MEISSNERschen Gleichung 

(1) d2 u 
dx2 + (1 + 'Y 4)(x» u = 0 

hat die Funktion 4)(x) in einem Teil des Intervalls von der Lange 2:n; den 
konstanten Wert 4)1 und im ubrigen Teil dieses Intervalis den Wert 4)2. 

Der Einfachheit halber nehmen wir die beiden Teilintervalie gleich groB 
an und setzen 4)1 = 4) = -4)2. Zur weiteren Rechnung ist es einfach, 
wenn 4) (x) = 4) fiir -:n; s: x < 0 und 4) (x) = - 4) fiir 0 s: x < :n;. Die 
Gleichung (1) laBt sich in jedem Teilintervali durch sin- und c<?s-Funk
tionen lOsen. Wir verlangen Stetigkeit von u und u' bei x = 0 und 
weiterhin u (+:n;) = O'u (-:n;), sowie u' (:n;) = O'u' (-:n;) (Akzent = Diffe
rentiation nach x). Man erhalt fUr ~of 2:n;,u mit (j = e±2n.u die 
Formel: 

(2) 

Mit Hilfe dieser Gleichung ist es leicht, die Grenzkurven zwischen la
bilen und stabilen Losungsgebieten zu berechnen, indem ~of 2:n;,u = ± 1 
gesetzt wird. Man erhalt die Fig. 4. Die groBe Ahnlichkeit dieser Fig. 4 
mit Fig. 3 falit sofort auf. Man achte z. B. auf den Verlauf der Kurven 
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fUr groBe A und y. Indessen gibt es interessante Unterschiede. Wahrend 
bei der Fig. 3 keine Schnittpunkte der Grenzkurven auBer fUr h = 0, 
A = n 2 vorkommen (wir werden diese Tatsache im Abschnitt III, 4 a 

Fig. 4. Labile und stabile L6sungsgebiete der MEISSNERschen Gleichung (III, 3 d) nach STRUTT, 
Physica Bd. 7 (\ 927) S. 265-271.. 

exakt beweisen), gibt es in Fig. 4 viele so1cher Schnittpunkte. Nach 
O. HAUPTS Satzen (II, 2 b) sind in diesen Schnittpunkten beide linear 
unabhangige Lasungen periodisch, die Lasung also stets stabil, wahrend im 
ubrigen,entlang den Grenzkurven, stets eine labile Lasung auftritt (II, 4 b). 

4. MATHIEusche Funktionen zweiter Art. 
Es war lange Zeit hindurch eine offene Frage, ob es A- und h 2-Werte 

der MATHIEUschen Gleichung gibt, fur die zwei linear unabhangige ganz
oder halbperiodische Lasungen, also zwei MATHIEUsche FunkHonen 
erster Art, existieren. In einem so1chen Punkt der Grenzkurven zwis'chen 
labilen und stabilen Lasungsgebieten muBte die sonst uberalliangs diesen 
Kurven existierende zweite nichtperiodische Losung (II, 4 b), die wir 
als MATHIEUsche Funktion zweiter Art bezeichnen, verschwinden. Aus 
den Satzen von O. HAUPT folgt, daB dieser Fall nur dann eintreten kann, 
wenn zwei halb- oder zwei ganzperiodische Eigenwerte der MATHlEU
schen Gleichung zusammenfallen, d. h., wenn die Grenzkurven zwischen 
labilen und stabilen Lasungsgebieten einen Doppelpunkt besitzen. 
Aus dem im vorangehenden Abschnitt III, 3 d explizite durchgerech
neten Beispiel einer der MATHIEUschen verwandten Differentialgleichung 
folgt, daB es im allgemeinen bei HILLschen Differentialgleichungen 
sicherlich so1che Doppelpunkte geben kann. Beweise fur die Nicht
existenz so1cher Doppelpunkte der Grenzkurven, auBer den trivialen 
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l = nZ; h = 0, sind von E. L. INcE (53), E. HILLE (47), H. BREME
KAMP (11) und Z. MARKOVIC (92) gegeben worden. 

a) Zu jedem ganzperiodischen bzw. ha.lbperiodischen Eigenwert gibt 
es nur eine ganz- bzw. halbperiodische Eigenfunktion. 

Wir geben bier den Beweis E. L. INCES wieder. Angenommen, es 
existieren zwei linear voneinander unabhangige MATHIEUsche Funk
tionen erster Art. Sie seien: 

00 

0) _0 Ie = 2' arcos2rx; 

00 

S = ~ br sin2rx 
r=l 

und befriedigen eine und dieselbe MATHIEusche Differentialgleichung. 
Gehen wir mit diesen Ausdrucken in die MATHIEUsche Gleiehung, so 
entstehen die Beziehungen: 

lao - h2 al = 0; 
(4n2 -l) an = -h2(an+1 + an-I); 

(l - 4) bl - h2 b2 = 0; 
(4n2 -1) b.,. = _h2(bn+I~+ bn_l) . 

Aus diesen Gleiehungen laBt sieh, yvenn man den trivialen Fall: h = 0 
und l = n 2 ausschlieBt, folgern: 

(2) 1 anan+ll = I an-Ian 1 = ···1 alazl = 2aobl · 
bnbn+1 bn- l bn b1 b2 

Somit wiirden die Determinanten (2) fiir jedes n einen nieht "verschwin
denden Wert besitzen. Aus der Konvergenz der FOURIERSchen Reihen 
(1) folgt aber wegen liman = 0 und limbn = 0, daB sie fur n --+ 00 ver-

11.---+00 n~oo 

schwinden mussen. Durch diesen Widerspruch wird das Zusammen
auftreten von zwei Losungen der Form (1) ausgeschlossen. 

Hiermit ist streng bewiesen, was die Kurven aus Fig. 3 zeigen, daB 
die Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten der 
MATHIEUschen Gleiehung keine Doppelpunkte auBer den trivialen auf 
der positiven l-Achse besitzen. 

b) Berechnung der MATHIEuschen Funktionen zweiter Art nach 
E. L. INCE und nach B. SIEGER. 

N achdem die MATHIEUschen Funktionen erster Art numerisch in 
Form von PotenzreiheJ.l nach hZ vorliegen (III, 2 b und III, 2 c), konnen 
jene zweiter Art berechnet werden aus den Formeln (II, 4 b): 

(1) 

(JJ 

S'2)-SC1)f~· r n - n (S~»)2' 

t '" 
(2) el) dx en = en .r(C~»)2. 
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Hierzu werden zweckmiiBigerweise die Ausdriicke unter den Integral
zeichen nach ganzen positiven Potenzen von h2 entwickelt. Diesen Weg 
hat E. L. INCE (51) eingeschlagen. 

Ein anderer Weg zur Berechimng der MATHIEuschen Funktionen 
zweiter Art fUr kleine h2 ist von B. SIEGER (121) beschritten worden. 
1m Abschnitt III, 2 b wurden im AnschluB an E. MATHIEU die Funk
tionen erster Art dadurch berechnet, daB aile Partikularintegrale der 
sukzessive entstehenden Differentialgleichungen, welche x als Faktor 
enthalten, unterdriickt werden. Tut man letzteres nicht, so entstehen 
Ausdriicke, die x wohl als Faktor enthalten. Dies sind die gewiinschten 
Funktionenzweiter Art. Bemerkt sei, daB die nach den oben angegebenen 
zwei Berechnungsweisen erhaltenen MATHIEUschen Funktionen zweiter 
Art nicht identisch zu sein brauchen. Vielmehr wird man mit der 
zweiten Rechenweise im ailgemeinen eine lineare Kombination von 
MATHIEuschen Funktionen erster und zweiter Art erhalten, wenn die 
Funktionen zweiter Art durch (1) definiert werden (vgl. auch 152). 

c) Berechnung der MATHIEUschen Funktionen zweiter Art nach 
S. GOLDSTEIN. 

Eine fUr beliebige h2 anwendbare Berechnungsweise der MATHIEU
schen Funktionen zweiter Art ist von S. GOLDSTEIN (36) angegeben 
worden. Zur Erliiuterung sei C~2~+1 berechnet. Es ist nach II, 4 b 

(1) C~2~+1 (x) = F· x· C~~+1 (x) + Q~n+1 (x) , 

wobei Q eine periodische Funktion von x, mit gleicher Periode wie C~~+I' 
darstellt. Es sei: 

00 

(2) Q2n+1 = ~ b2r+1 sin (2r + 1) x . 
.=0 

Indem man mit (2) und (1) in die MATHIEUsche Differentialgleichung (1) 
von III, 1 eingeht und die Reihe (1) von III, 2 a benutzt, entstehen zur 
Bestimmung der Koeffizienten b die Gleichungen: 

(3) 

(4) 

( l 1 h2) h2 1 - - - + - b - - b = - F A2 +1 1· 4441432 n,' 

(~- (r + ~nb2r+1 - !2 (b2r- 1 + b2.+3) = F(r + ~)A2n+1,2r+1. 
AuBer den b sind in diesen Gleichungen aile GraBen als schon bekannt 
vorausgesetzt, also A, h2 "und die A2n+1 bereits nach 111,2 b oder III, 
2 d berechnet. Zur Auflasung von (3) und (4) setze man zuniichst aile 
A Null auBer etwa A 2n+1, 2m+1. Der so erhaltene b-Wert sei b~2r~il) 
genannt. Dann ist 

(5) 
00 (2m+l) 

b2.+1 = ~ b2.+1 • 
m=O 
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Man kann zeigen, daB (5) absolut konvergent ist und daB die nach (5) 
erhaltenen b2r+1 die Eigenschaft haben, daB 

00 

~ (2r + 1)2 b2r+1 
T=O 

absolut konvergiert. Fiir weitere Einzelheiten der Rechnung sei auf die 
Literatur verwiesen. 

Das asymptotische Verhalten dieser Funktionen kann etwa nach III, 
3 c berechnet werden. 

5. MATHIEusche Gleichung mit einer rein imaginaren 
unabhangigen Veranderlichen. 

Bei der Transformation der zweidimensionalen Wellengleichung auf 
elliptische Koordinaten (I, 1 d) ergab sich auBer der in den vorigen Ab
schnitten III, 1 bis III, 4 behandelten MATHIEUschen Differential-
gleichung d2 u 
(1) dx2 + u(l- 2h2 cos2x) = ° 
auch die Gleichung 

d2 u 
(2) dx2 + U(-A + 2h2 (£of2x) = 0, 

die aus (1) hervorgeht, indem man ix an der Stelle von x schreibt. Wir 
beschaftigen uns hier mit der Integration von (2), wobei viele Ergeb
nisse aus den vorhergehenden Abschnitten benutzt werden konnen. Zu
nachst ist klar, daB die Losungen, we1che in den Abschnitten III, 2 
und III, 4 fur die Gleichung (1) angegeben wurden, sofl'lrt Losungen 
von (2) ergeben, wenn x durch ix ersetzt wird. Die auftretenden Hy
perbelfunktionen werden im Betrag schon fur maBige x groB; fur eine 
gliedweise numerische Rechnung sind daher die so erhaltenen Reihen 
nicht sehr geeignet. 

a) Zugeordnete MATHIEUsche Funktionen erster, zweiter und dritter 
Art. Charakterisierung durch ihr asymptotisches Verhalten. 
Entsprechend den vier Typen MATHIEUscher Funktionen erster Art 

haben wir auch vier Typen zugeordneter MATHIEUscher Funktionen 
erster Art, die der Differentialgleichung (2) von III, 5 genugen und die 
bis auf einen gleichgiiltigen konstanten Faktor in MATHlEusche Funk
tionen erster Art ubergehen, wenn man in ihnen x durch ix ersetzt. 
Gleiches kann gesagt werden uber die zugeordneten Funktionen zweiter 
Art. Die zugeordneten MATHIEUschen Funktionen dritter Art sind eine 
lineare Kombination jener erster und zweiter Art, die derart gewahlt 
ist, daB fUr x - 00 die betreffenden Funktionen bis auf einen konstanten 
Faktor in 

ubergehen. 

e- ikr 

-----=- , Yr 
wobei r=~e'" und 

2 
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Nach diesen Definitionen kann aus den Formeln .von III, 3 c und 
III, 1 e das asymptotische Verhalten der zugeordneten Funktionen 
erster und zweiter Art abgeleitet werden fiir x -+ 00. Denn in den Ab
schnitten III, 3 c und III, 1 e wurde vorausgesetzt: 2h2 cos2x groB. 
Hier nehmen wir zwar h von vomherein nicht, wie dort, groB an, dafiir 
aber 2h2@;of2x groB, was in den Formeln wesentlich das gleiche Er
gebnis liefert (33, S. 316; 89; 93; 94; 66; 68). 

Wir wiihlen hier einen Weg, der davon ausgeht, daB in (2) von (III, 5) 
2h2@;of2x "'" h2e2z = y2 gesetzt wird. Es ergibt sich (24): 

(1) d2u + ! du + u(- ~ + 1) = 0 . 
dy2 Y dy y2 

Zwei linear unabhiingige Integrale dieser Gleichung sind: 

1V1 (y) und N Jl1 (y), 

wobei in iiblicher Weise 1 und N BESsELsche Funktionen erster und 
zweiter Art (die letztere nach C. NEUMANNS Definition) darstellen. Fiir 
groBes y verhalten diese Funktionen sich bzw. wie 

cos (y + ~) und sin (y + ~) 
~- yY 

wobei ein konstanter Faktor fortgelassen wurde. Die Phasenkonstante 
IX hiingt in einfacher Weise von A. ab (20, S. 373). Als Funktionen dritter 
Art fiihren wir ein: 1 _ iN. 

Diese HANKELsche Funktion (64, S. 95 und S.402) verhiilt sich fiir 
Y -+00 wie 

yy 
wobei wieder ein konstanter Faktor fortgelassen wurde. Die so er
haltenen Funktionen dritter Art haben somit das oben fur diese Funk
tionen geforderte asymptotische Verhalten. Durch die gerade skizzierte 
Ableitung ist zugleich der Zusammenhang mit den BEssELSchen, HAN
KELschen und Kreisfunktionen angedeutet worden. 

Die zugeordneten Funktionen erster und zweiter Art, die man durch 
Einsetzen von ix als unabhangige Veranderliche in die gewohnlichen 
MATHIEUschen Funktionen erhalt, werden im allgemeinen nicht iden
tisch mit den gerade eingefiihrten sein, sondem aus einer linearen Kom
bination dieser Funktionen bestehen. Namentlich fiir die Funktionen 
zweiter Art diirfte die Bestimmung der Multiplikationskonstanten nicht 
leicht sein (33; 94). 

Wir werden die zugeordneten Funktionen erster Art mit @;(1) bzw. 
6(1) bezeichnen; jene zweiter Art (ungerade und gerade) bzw. mit @;(2) 

und 6(2); jene Funktionen dritter Art, die sich asymptotisch wie e-iY/{y 
verhalten, mit @;(3) bzw. 6(3). Durch Angabe von Index und Argument 
wird die Bezeichnung vollstandig. 
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b) Reihendarstellung der zugeordneten Funktionen nach E. HEINE. 

Zur praktischen Berechnung der zugeordneten Funktionen sind die 
von E. HEINE (42, I, S.414) gegebenen Reihendarstellungen geeignet. 
Diese Darstellungen sind leicht abzuleiten, wenn man annimmt, eine 
stetige Funktion F (~, TJ) lasse sich nach Produkten @;~) (~) C~ (TJ) oder 
entsprechenden fiir ungerade Funktionen entwickeln (zweidimensionale 
Fourierentwicklung), wobei die Entwicklungsfunktionen @;~) bzw. C~) 
den Differentialgleichungen (2 a) und (2b) von I, 1 d geniigende zu
geordnete MATHIEusche bzw. MATHIEUsche Funktionen erster Art n-ter 
Ordnung sind. 

Als zu entwickelnde Funktion nehme man 

cosh = cos(ke @;of ~'-cOS1J) 
[Gleichung (1) von I, 1 d], 

(1) cos(ke @;of~cos1]) = ~ an' ~~(~). q~(TJ). 

Wir multiplizieren links und rechts in (1) mit q~ (TJ) und integrieren 
iiber TJ von 0 bis 23l;. Es ergibt sich: 

2", 

(1a) 213J ql~. cos(ke@;of~coS1J)d1J = anPn~~(~), 
o 

wobei an und Pn fiir das weitere gleichgiiltige Konstante sind. Fiir das 
Integral links findet man unter Gebrauchmachung von 

00 

q~ = ~ A 2n , 2m cos2m1J 
m=O 

und (102, S. 60) 

(2) 

2", 

12n (u) = (-1)" fcos (U COSTJ) • cos2n1J • d1J 
231: 

o 
00 

C£g~m = ~A2n,2m(-1)m12m(kc@;og). 
m=O 

Die Koeffizienten A2n ,2m sind aus (2) von (III, 2 a) bekannt. Fiir 
~ - 00 gilt mit einem konstanten Faktor C: 

COS(k ~e;) 
(3) lim @;~) (~) = C. 2 = C coskr 

;~OO Vk~e; (iir 

mit 
r = ~ e; (vergl. III, 5 a), 

2 

d. h. (2) ist nach der Definition des vorigen Abschnittes eine zugeord
nete Funktion erster Art. Die iibrigen drei Typen zugeordneter Funk
tionen erster Art erhaJ.t man durch Reihenentwicklung der Ausdriicke 
sin (ke @5in~ sin1J); sin (ke @;of ~ cos1J); cos (ke @5in~ sin1]). Die so er-
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haltenen Reihen wurden von E. SXRCHINGER (117) direkt aus der Diffe
rentialgleichung abgeleitet. Dabei werden nur Beziehungen gebr8:ucht, 
die auBer fiir die BESsELschen Funktionen erster Art In auch fUr jene 
zweiter Art N n und fUr die HANKELSchen Funktionen He;; gelten. Wir 
konnen daher diese letzteren beiden Funktionstypen an Stelle von 
In in die Reihen einsetzen und erhalten so Darstellungen der zugeordneten 
Funktionen zweiter und dritter Art. Die so definierten Funktionen (auf 
die Konvergenz der Reihen kommen wir in III, 5 d zuruck) sind lineare 
Kombinationen der zugeordneten Funktionen zweiter und dritter Art, 
die entstehen, wenn man in die gewohnlichen MATHIEUschen Funktionen 
zweiter und erster Art (III, 4 und III, 2) eine rein imaginare un
abhangige Veranderliche einsetzt. Die Multiplikationskonstanten dieser 
linearen Kombinationen zu bestimmen, ist keine leichte Aufgabe. Fur 
viele praktische Anwendungen ist aber diese Bestimmung nicht not
wendig. 

c) Reihendarstellung der zugeordneten Funktionen nach B. SIEGER. 

Fur die vier Typen der zugeordneten MATHIEUschen Funktionen 
erster Art hat B. SIEGER (121) Reihen abgeleitet durch Fourierentwick
lung der Ausdrucke: Io(kr); II (kr) sin'!?; 11 (kr) cos'!?; 19(kr)sin2'!? 
mit r cos'!? = c Q:og cosYJ und r sin'!? = c @5in~ sin1J. Wir werden hier 
die Ableitung zweier Reihen geben, die SIEGER nicht explizite an
gibt. 

Es ist (102, S.280; 147, S.363, (1)) 

und 

(2) 

Weiter gilt: 

Also ist 

2", 

~1~+1 = : f : II (kr) • cos'!?· ql~+1 dYJ = 
o 

2,.-

«(1) [of; kefl (k ) e(l) d 12-2,,+1 = ~ 8r 1 r· cosYJ· 2n+1 YJ = 
o 
00 

~1~'+1 = Q:og.1: a2n+l,m· 1m (he~ • 1m (he-~) . 
m=l . 

00 

ql~+l = 1:A2n+l,21+1· cos(2l + 1) 1J. 
1=0 

00 2", 

a2n+l,m = (_1)m-l. m· .2: Alln+l.21+l • : f Kim (COS21J) • cosYJ 
1=0 0 

. cos (2l + 1) YJ • d1J • 
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Hieraus folgt mit 

cos'Yj.K 1m (cos2'Yj) =coS'Yj' sin(2~ +.2) 1) = cos (2m + 1) 'Yj 
sm21) 

+ cos (2m - 1) 'Yj + ... , 
(3) a2n+l,,,, = (-1)"', m· {A 2n+1,1 + A 2n+1,3 + ... A 2n - 1,2",-1}' 

Die Formeln (2) und (3) ergeben die gesuchte Reihendarstellung. Man 
erhalt die Reihe fUr ~13;Z+1' wenn statt (1) die Entwicklung der HAN
KELSchen Funktion zweiter Art erster Ordnung benutzt wird. Es ent
steht : 

= 
(4) fC'131 - "" HI21 (h ~) • 1 (h -~) ~2n+l - ~ a2n+l,m Tn e me, 

m=1 

wobei wieder die a durch (3) gegeben sind. 
Analog verlauft die Ableitung der Formel: 

(5) ®~;, = ®in~ . ~of ~ .2: b2n ,m • 1111 + 1 (he;) • 1111+1 (he-~) 
111=1 

durch Entwicklung des Ausdruckes [102, S. 280; 147, S.362, (1)J 

1 (ky) sin2'!9 = k2y2. 12(kr) sin2'!9 = 
2 (kr)2 

co 

k2y2sin2'!9. ~~;26 • .L; (-1)111. (2+m) .12+", (he~) . 12+m (he-£) • K 2 ,m (COS2'Yj) 
m=O 

nach MATHIEuschen Produkten. Hierbei ist: 

2K2 (cos2'Yj) = dK,,-,--m±L(cos2'l] 
,m d (cos 21)) 

(m+2) cos (2m +4)1) + sin(2m+4)1) 2 
= - sin221) sin3 2 I) • cos 17· 

Man findet nach einer einfachen Rechnung: 
2.n 00 

(6) b2n ,m = 64· (-1)"', (2 + m) • ! I.L;A2n,21·sin21'Yj.sin2'Yj.K2,m·dfj, 
o 1=1 

wobei die A 2n ,21 aus III, 2 a bekannt sind. 
Diese Summe enthalt nach Integration nur endlich viele Glieder. 

Zusammen mit den Reihen (121): 
co 

~~~ = 2: A 2n,2m • 1m (he;). I", (he-i;); 
m=O 

00 

®k1;'+1 = ®in~ 2: b2n+ 1 ,m' I",(he?;). I",(he-i;); 
m=1 

b2n+1 ,m = m{B2n+1,l - B2n+1,3 + ... (-1)"'+1 B 2n+1,2m-l} 

und entsprechenden Reihen fUr die Funktionen zweiter und dritter Art 
[vgl. (4)J sind hiermit samtliche zugeordnete Funktionen nach SIEGER 
in Reihen aus BESsELschen bzw. HANKELschen Funktionen entwickelt. 
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d) Konvergenzfragen bei diesen Darstellungen. 

FUr die Anwendung (121; 135) ist es wichtig, iiber die Konvergenz 
jener Darstellungen im klaren zu sein, we1che aus den Entwicklungen 
von III,S b und III,S c folgen fUr (t(3) und 6(3), also fUr die zuge
ordneten Funktionen dritter Art nach der Definition von III,S a. 

Wir betrachten hier insbesondere die Darstellungen von ~ nach 
E.,HEINE: 

(1) 

bzw. 
(2) 

00 

~~ = 2' A 2n ,2m' (-1)m. H~:"(2h(tof~), 
m=O 

00 

~~ = 2;A2n,2m·H~:"(2h6in~). 
m=O 

J. SCHUBERT (119) hat gezeigt, daB die Reihe (1) bei i~ = cp diver
giert fUr I coscp 1< 1 und die Reihe (2) fUr ISincp 1< 1. Beide Reihen 
sind unbrauchbar fiir ~ = O. 

Dagegen kann mit Hille des CAUCHYSchen Konvergenzkriteriums 
leicht gezeigt werden, daB B. SIEGERS Darstellung: 

00 

~~ = 2'A2n ,2m (_'1)m H'rm(heE) 12m (he-E) , 
m=O 

fiir alle endliche ~ konvergiert, also insbesondere wohl fUr ~ = 0 brauch
bar ist. Eine Anwendung findet man im Abschnitt V, 1 d. 

Von den iibrigen Darstellungen B. SIEGERS kann gezeigt werden, daB 
sie fUr ~ > 0 konvergieren. 

6. Allgemeine Bemerkungen iiber MATHIEusche Funktionen. 

De~ in den vorhergehenden Abschnitten gegebene 'Oberblick iiber die 
Losungen der MATHIEUSchen Differentialgleichung weicht in mehreren, 
allerdings zum Teil nur formalen Punkten von den sonst in der Literatur 
gegebenen Zusammenstellungen abo Hierdurch sind einige Bemerkungen 
iiber die hier gebrauchten BezeiChnungen am Platz. Andererseits haben 
sich durch diesen 'Oberblick eine Fiille von Einzelproblemen aufgetan. 
Einige dieser Probleme besonders zu nennen, ist das zweite Ziel dieses 
Abschnittes. 

a) Bemerkungen iiber die Bezeichnung der MATHIEuschen Funktionen. 

Die Abschnitte III, 2 bis III,S befassen sich mit den Losungen der 
MATHIEuschen Differentialgleichungen: 

d2 u 
(1) d1'J2 + u(l - 2h2 cos21J) = 0; 

d2 u 
(2) d~2 + u(-l + 2h2(tof2~) = 0, 

welche zu l- und h-Werten gehoren, die auf den Grenzkurven zwischen 
labilen und stabilen Losungsgebieten (III, 3) der MATHlEuschen Diffe-
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rentialgleichung (i), d. h. auf den Kurven der Fig. 3, liegen. Diese 
Losungen haben wir MATHIEUsche Funktionen genannt. Die periodi
schen Losungen von (1) entlang diesen Kurven nennen wir MATHIEU
sche Funktionen erster Art S!!> bzw. C~). In der Literatur (z. B. 33) 
findet man hierfur vielfach die Bezeichnungen sen bzw. cen. Die Lo
sungen von (2), welche aus den MATHIEuschen Funktionen erster Art 
entstehen (bis auf einen konstariten Faktor), indem 1] durch i~ ersetzt 
wird, nennen wir zugeordnete MATHIEusche Funktionen erster Art ~~) 
bzw. e;~1). In der Literatur nennt mandiese Funktionen oft Sen bzw.Cen. 
Die nichtperiodischen Losungen von (1) entlang den Grenzkurven nennen 
wir MATHIEUsche Funktionen zweiter Art S~) bzw. C~. Hierbei bilden 
stets S~) und S~) bzw. C~) und C~) ein Fundamentallosungspaar. Es ist 
S~ eine gerade und C';! eine ungerade Funktion von 1]. In der Literatur 
findet man hierfur in und in. 

Ais zugeordnete MATHIEUsche Funktionen zweiter Art C~ und e;:;> 
bezeichnen wir lineare Kombinationen zugeordneter Funktionen erster 
Art und jener zugeordneten Funktionen, die aus den MATHIEuschen' 
Funktionen zweiter Art durch Einsetzen einer rein imaginaren unab
hiingigen Veranderlichen entstehen. In der Literatur (33) findet man 
fur die zugeordneten Funktionen zweiter Art die Bezeichnungen In 
und ] n. Wir haben die zugeordneten Funktionen erster und zweiter 
Art im Abschnitt III,S a durch ihr asymptotisches Verhalten charak
terisiert. In gleicher Weise haben wir als lineare Kombination der zu
geordneten Funktionen erster und zweiter Art noch in Anwendungen 
oft vorkommende zugeordnete MATHIEUsche Funktionen d.ritter Art 
durch ihr asymptotisches Verhalten festgelegt (III, 5 a). Fur diese 
letzteren Funktionen fehlte bisher eine besondere Bezeichnung. SchlieB
lich bleibt noch zu bemerken, daB von jeder der erwahnten (im ga:nzen 5) 
Funktionsklassen entsprechend den vier Typen MATHIEuscher Funk
tionen erster Art (III, 2, a) auch vier Typen auftreten. 

b) Entartungen der MATHIEuschen Funktionen; 
WEBER-HERMITEsche und BESSELsche Funktionen. 

Zunachst behandeln wir die Entartung der MATHIEUschen Funk
tionen oder Funktionen des elliptischen Zylinders in WEBER-HERMITE
sche Funktionen oder Funktionen des parabolischen Zylinders. 

Die MATHIEusche Differentialgleichung: 

d2u + (l+ 2h2cos2x)u= d2 u + [l+2h2 (1- 2X2 + ~X4 + .. . )].u = 0 
dx2 dx2 3 

geht durch die Transformation: 

x=Ofi/t 
uber in 

(1) 

Ergebnisse der Mathematik. 1. Strutt. 4 
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Lassen wir jetzt h unendli~h groB werden, so geht (1) fiber in: 

d2u 
(2) d~2- .+ [A - ~2] u = 0 , 

d. h. in die DifferentialgleichliIlg der Funktionen des parabolischen Zy
linders (20, S. 261; 151, S. 347; 148), deren Losungen von den 
HERMITESchen Polynomen (20, S. 76) : 

d" 
Hn(x) = (-1)nez! dxn (e-z!) 

gebildet werden, mit den Eigenwerten: A - 1 = 0, 2, 4, 6,. .. Mit 
Hilfe der Gleichung (2) kann man einige Satze fiber die Nullstellen und 
fiber das asymptotische VerhaIten der Eigenwerte der MATHIEUschen 
Funktionen ableiten (58), insbesondere die mit unseren Gleichungen (2) 
und (3) von II, 3 c aquivalenten Formeln fUr die MATHIEUsche Diffe
rentialgleichung. Es braucht kaum bemerkt zu werden, daB eine mit (2) 
identische Differentialgleichung auch aus der Differentialgleichung der 
zugeordneten MATHIEuschen Funktionen entsteht bei Anwendung der 
oben benutzten Transformationsformel. 

Wie aus den elliptischen Koordinaten: 

x = c ~oi ~ cos 17 ; 

Y = c @lin ~ sin 17 
die Zylinderkoordinaten 

x = r cOSgJ; 

y = rsin!p 

entstehen fUr c -~ 0; ~ - 00; -~ e~ - r, so entsteht, wie bereits im Ab
schnitt III, 5 a gezeigt, aus 2 

d2 u 
dx2 + u( -A. + 2h2 ~oi2x) = 0 

mit 
2h2 ~of2x "'" h2e2x = y2 

die Differentialgleichung 

d2 u 1 du (A ) 
dy2 + y dy + u - y2 + \ = 0, 

die durch BESsELsche bzw. HANKELsche Zylinderfunktionen gelOst 
werden kann. Die Differentialgleichung der gewohnlichen MATHIEU
schen Funktionen geht im hier behandeIten Grenzfall in jene der Kreis
funktionen liber. 

Besonders deutlich laBt sich der Dbergang von zugeordneten MA
THIEUschen zu BESsELschen Funktionen an der E. HEINEschen Dar
stellung (2) von III, 5 b zeigen: 

00 

~~(~) = ~A2n.2m(-1)mI2m(2h~oi~)· 
m=O -
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Unter den obenerwiihnten Bedingungen, insbesondere c ->- 0 und 
fblglich h ->- 0 sind nach III, 2 calle A 2n, 2m fur m oF n Null. Foiglich ist: 

limfr"(l) - (-1)n] (kr) \2I2n ~ 2n, wobei h = kc. 
2 

c) Weitere Fragen tiber die MATHIEUsche Differentialgleichung. 

Obwohl durch die neueren Untersuchungen, von denen einige hier 
erwiihnt sind, ein gewisser Uberblick uber die wichtigsten Eigenschaften 
der MATHIEUschen Funktionen gewonnen ist, klafft doch noch manche 
Lucke in unserem Wissen uber diese Funktionen. 

Interessant ist die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der 
MATHIEUschen Funktionen zweiter Art, die Zuordnung der asympto
tischen Ausdrucke zu den direkt berechneten (III, 4 b; III, 4 c); die 
Zuordnung der asymptotischen Ausdrucke fUr die zugeordneten MA
THIEUschen Funktionen zu den Ausdriicken, welche direkt aus. den 
Formeln fiir die MATHIEUschen Funktionen gewonnen werden; femer 
die Bestimmung der konstanten Multiplikatoren, welche die verschie
denen Darstellungen der zugeordneten MATHIEUschen Funktionen in
einander iiberfiihren. Einige Schritte zur U:isung dieser Fragen findet 
man bei R. MACLAURIN (89) und S. GOLDSTEIN (33). 

Eine weitere interessante Frage ist jene der Beziehungen zwischen 
den verschiedenen MATHIEUschen Funktionen. Neuerdings sind hierbei 
von E. T. WHITTAKER (150) gewisse Rekursionsformeln aufgestellt 
worden, die dann von R. S. VARMA (144) zur Auswertung einiger In-
tegrale benutzt wurden. h 

Entsprechend den im Abschnitt II, 2 c erwiihnten Fragestellungen 
ist auch· bei del' MATHIEUschen Differentialgleichung die Betrachtung 
komplexer und insbesondere rein imaginarer Parameter h2 und der zu
gehi:irigen A-Werte, welche zu periodischen Li:isungen Anla13 geben, in
teressant. Der Fall eines rein irnaginiiren h2 kann praktisches Interesse 
beanspruchen, da er bei der Berechnung der elektrischen Wirbelstri:ime 
in elliptischen Zylindem auftritt (126; 89). 

Von H. P. MULHOLLAND und S. GOLDSTEIN (100) sind fUr den zu
letzt genannten Fall nach der in III, 2 d erwiihnten Berechnungs
methode einige numerische Ergebnisse erzielt worden. 

IV. LAMEsche Diiferentialgleichung. 
Wie in I, 1 e bemerkt, nennen wir LAMEsche Differentialgleichung: 

(1 ) C ~, (C ~ ~) + (H 1'4 + K 1'2 + L) N = 0 , 

(v2 _ a2)(v2 _ b2) (v2 _ c2 ) 
C2 = -'------'--'-----

v2 ' 

wobei 

4* 
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oder eine der Gleichungen, die aus (1) hervorgehen, wenn a = b (ab
geplattetes) oder b = c (gestrecktes Rotationsellipsoid) ist (vgl. IV, 6, b). 
In der Literatur hat bisher jene Gleichung am meisten Beachtung ge
funden, die aus (1) fUr H = 0 entsteht. Wie aus Abschnitt I, 1 c zu 
ersehen, entsteht diese letztere Differentialgleichung, wenn man die 
LAPI.ACESche Potentialgleichung: 

f)2u f)2u f)2u 
f)x2 + f) y2 + f) z2 = 0 

auf elliptische Koordinaten transforrniert. Wir werden daher LAM Esche 
Differentialgleichungen, die aus (1) oder einer der Entartungen im Faile 
von Rotationsellipsoiden entstehen fUr H = 0, als "LAMEsche Potential
gleichungen" bezeichnen. 

1. LAMEsche Potentialfunktionen auf einer Ellipsoid£lache. 

Ais LAMEsche Funktionen auf einer -EllipsoidfHi.che bezeichnen wir 
(unten naher definierte) Losungen der Differentialgleichung (1) von IV, 
wobei die unabhangige Veranderliche entweder im Intervail a > ')I > b oder 
im Intervall b > ')1 > c liegt. Wir betrachten somit Losungen der Glei
chungen (3 b) und (3 c) von I, 1 c. Wenn man e aus Abschnitt I, 1 c 
konstant halt und nur ')I und p, variieren laBt, bewegt man sich auf der 
Oberflache eines Ellipsoides. Daher nennen wir die in diesem Abschnitt 
zu behandelnden Funktionen Ellipsoidflachenfunktionen. 

a) Aufzahlung von vier Arten LAM:EScher Potentialfunktionen auf einer 
Ellipsoidflache. 

Insbesondere bezeichnen wir als LAM Esche Potentialfunktionen auf 
einer Ellipsoidflache Losungen der Differentialgleichung 

(1 ) d ( dN) C - C - + (K ')12 + L) N = 0 
dv dv ' 

die Polynome in ')12 sind, multipliziert mit einem oder mit mehreren der 
Faktoren 1, y')12 - a2, 1v2 - b2, y')12 c2. Wir haben somit folgende 
Funktionsarten: 

1. Art 

2. Art 

3. Art 

4. Art 

N == II(V2); 

I
N = II (')12) • 1')12 - a2 ; 

N = II (')12) .1')12 - b2 ; 

N = II(')12) • y')12 - c2; 

I
N = II(')12) • y(')12 - c2) (')12 - b2) ; 

-N = II(')12) • y(')12 - a2) (')12 - b2); 

N = II(')12) '1(')12 - a2) (')12 - c2) ; 

N = II(')12) .1(')12 - a2) (v2 - b2) (')12 - c2); 
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also einen Funktionstyp erster Art, drei Typen zweiter Art, drei Typen 
dritter Art und einen Typ vierter Art. Hierbei ist unter II ('1'2) ein Poly
nom verstanden. 

Durch Einfiihrung einer neuen unabhangigen Veriinderlichen u mit 
Hilfe der WEIERSTRAssschen &O-Funktion (50, S. 162; 151, S. 433): 

:~ = 2 y(p - e1) (&0 - e2) (p - e3) = 2 f(r - a2) ('1'2 - b2) ('1'2 - (;2) = 2Cv; 

3 e1 = 2a2 - b2 - c2 ; 

3 e2 = 2 b2 - c2 - a2 ; 

3e3= 2c2 - a2 - b2 ; 

a2 +b2 +c2 
'1'2 = &0 + --'--3---'~ 

geht die LAM Esche Gleichung (1) iiber in (109, S. 118): 

d2N 
(2) du2 + (K&O(u) + L') N = 0; 

L' = K a2 + b2 + c2 + L . 
3 

Da &0 (u) eine doppeltperiodische Funktion von u ist, hat (2) die allgemeine 
Form der HILLschen Differentialgleichung (1) von (II, 1), wobei aller
dings zwei im allgemeinen komplexe Perioden vorkommen. Diese Ver
haltnisse sind analog zu denen bei der Transformation der konfluenten 
hypergeometrischen Differentialgleichung auf die HILLsche ~Form (II, 
1 a), wobei eine komplexe Periode auftritt. Es ist leicht einzusehen, 
daB' auch die Differentialgleichungen der Abschnitte I, 1 a und I, 1 b, 
die aus der Gleichung (2) entstehen fUr die Sonderfalle eines Rotations
ellipsoides, die HILLsche Form haben. Hierzu hat man nur statt 
cos e = p, die Winkelkoordinate e beizubehalten und die so ent
stehenden Gleichungen auf 9.ie HILLsche Form zu transformieren. Fiir 
die Transformationsformeln vgl. (116, I, 246). Die LAMEschen Potential
funktionen auf einer Ellipsoidflache sind somit Polynome in &0 (u), mul
tipliziert mit einem oder mehreren der Faktoren 1, yv2 - a2, yp2 - b2, 
yv2 - c2, d. h. doppeltperiodische Funktionen von u. 

b) Eigenwerte der EllipsoidfUichenfunktionen; Abzahlung der ver
schiedenen Funktionen vorgegebener Ordnung. 

Nehmen wir an, N sei ein Polynom des Grades n/2 in '1'2 und ~omit 
in &0 (u), so schreibt sich die Potenzentwicklung von N wegen 

&O(u) = ~ + IXU 2 + ... : 
u 

N=ao+~-t_~+ ... 
un un - 2 un - 4 • 
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Mit dieser Reihe gehen wir in die Gleichung (2) von (IV, 1 a) und finden: 

[n(n + ,1)ao + (n - 1) (n - 2) a1 '+ ... J 
un +2 u" 

+ [K (;2 + !XU2 + ... ) + L' ] 0 [:~ + u:~' + ... ] =0. 

N ullsetzen der hochsten Potenz von 1/u ergibt: 

(1) K- ,-n(n + 1). 
Zur Bestimmung von L' iiberlegen wir folgendes. Wenn n die Ordnung 
der LAMEschen EllipsoidfHichenfunktion ist, so ist der Grad der Po
lynome II ('1'2) bei den vier Funktionsarten bzw. 

n n-1 
2 ' 2 

n-2 
2 

n-3 --
2 

Fiir die Funktion erster Art hat mail ,~ + 1 Koeffizienten eines Po

lynoms des Grades n /2 zu bestimmen. Das gibt nach Einsetzen in die 

Differentialgleichung ~ +1linearehomogene ~leichungen fiir die Koeffi

zienten. Durch Elimination dieser ~, + 1 Koeffizienten findet man, eine 

Determinantengleichung, die auf eine Gleichung des Grades ,~ + 1 in 

L' fiihrt. In iihnlicher Weise findet man bei den Funktionen zweiter, 

tlritter und vierter Art bzw. Gleichungen des Grades n ~1 , ~ und n -;- 1 

fiir L'. Jedem der so erhaltenen Wurzelwerte fUr L' entspricht eine 
LAMEsche FHichenfunktion. 

Wir konnen jetzt unter der Voraussetzung, -daB siimtliche Wurzel
'werte fUr L' voneinander verschieden und reell sind (was sich leicht be
weisen liiBt; vgl. 109, S.127; 2, S.151), die Anzahl verschiedener LAME
scher FHichenfunktionen vorgegebener Ordnung n abziihlen. Wenn n 
gerade ist, gibt es nur Funktionen erster und dritter Art. Ihre Anzahl 

ist . ~ + 1 + 3 ~ = 2 n + 1. Fiir ungerades n gibt esnur Polynome 

zweiter nnd vierter Art. Ihre Anzahl ist n -;- 1 + 3 n i 1 = 2n + 1. 

Es gibt also stets 2n + 1 verschiedene LAMEsche FHichenfunktionen 
n-ter Ordnung. Man kann zeigen, daB sie linear unabhiingig sind (151, 
S.559). 

c) Orthogonalitatseigenschaften der Ellipsoidflachenfunktioneno 

Es sei ,M eine LAMEsche Ellipsoidfliichenfunktion, die derselben 
Differentialgleichung wie N geniigt, nur mit ft als unabhiingiger Ver
iinderlicher an Stelle von Y. Wir nehmen zwei Produkte von Ellipsoid
fliichenfunktionen MnNn und MmNm, wobei der untere Index die Ord
nung angeben soll. Dann liiBt sich beweisen (109, S. 131; 2, S.153), 
daB auf einem Ellipsoid (! = const gilt: 

(1) JZoMnNnoMmNmoda = 0, 
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wobei l = 1 
Y (/? _ fl2) (/? _ ,,2) 

und da ein Oberfliichenel<:;ment des Ellipsoides darstellt. Es ist tiber 
die ganze Ellipsoidoberfliiche zu integrieren. Man kann zeigen, daB das 
Integral (1) nicht von e abhiingt. Die e-Abhiingigkeit von l hebt sich 
gegen diejenige von da weg. Wenn die Entwickelbarkeit einer vor
gegebenen Funktion tP (v, fl) nach Ellipsoidfliichenfunktionen einmal be
wiesen ist (20, S. 272; 144b), kann diese Entwicklung mit Hilfe von (1) 
ldcht durchgefUhrt werden. 

Zur wirklichen DurchfUhrung der Rechnung sind noch einige Formeln 
notwendig. Das Integral (1) liiBt sich mittels der Variablen: 

auf die Form: 

a2 + b2 + c2 
p(u) = v2 - ; 

3 
a2 + b2 + c2 

SJ(v) = fl2 - ----
3 

If (p(u) - p(v)) • Mn (u) Nn(u) . Mm (v) N,~ (v) • du· dv 

bringen (49, S. 14). Ftir m = nwirddiesesIntegral8in. (aP1 - pal)' 
wobei IX, 1X1' p, (11 die Konstanten der Entwicklung 

(N(V2))2 = IX + flso(v) + .. . 
darstellen. 

(so(1')' N(V2))2 = IX] + fl1\J(V) + .. . 
Auf Konvergenzfragen bei der Entwicklung einer vorgegebenen Funk

tion nach LAMEschen Ellipsoidfliichenfunktionen gehen wir nicht ein. 
Theoreme tiber den Symmetriecharakter und tiber die Nullstellen der 

verschiedenen LAMEschen Fliichenfunktionen findet man in der Literatur 
(49, S. 13; 109, S. 120-131; 151, S. 560; 70; 124). 

Eine interessante Beziehung der LAMEschen Potentialfunktionen auf 
einer Ellipsoidfliiche zu den LAPLACEschen Kugelfliichenfunktionen liiI3t 
sich durch Projektion einer Ellipsoidfliiche auf die Oberfliiche der Ein
heitskugel ableiten (49, S. 9; 2, S. 141; 20, S.265). 

2. LAMEsche Potentialfunktionen im Raum. 

Wiihrend wir uns bisher auf LAMEsche Ellipsoidflachenfunktionen be
schriinkten, soll uns hier die Integration der LAPLA(:;Eschen Potential
gleichung im Raum durch LAMEsche Produkte beschiiftigen. 

a) LAMEsche Produkte. 

Da nach (I, 1 c), wo H fUr unsere jetzige Uberlegung gleich Null 
zu setzen ist, die drei DifferentiaJgleichungen, in die sich die auf ellip
tische Koordinaten transformierte LAPLAcEsche Gleichung aufspalten 
liiBt, genau die gleiche Form habe~, ist durch die obige Definition def 
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LAMEschen EllipsoidfHichenfunktionen zugleich eine Funktion R (e 2) be
kannt, derart daB 

(1) 

ein Integral der LAPLACEschen Gleichung darstellt. Hierbei soll wieder 
n die Ordnung der LAMEschen Funktionen angeben. Die LAPLAcEsche 
partielle Differentialgleichung kann durch eine unendliche Reihe von 
Produkten (1) integriert werden. Die Konvergenz dieser Losung im 
Innern eines Ellipsoides kann bewiesen werden unter den Voraus
setzungen, a) daB der Bereich von e beschriinkt ist und b) daB die Lo
sung auf der Oberfliiche des Ellipsoides (obere Schranke von e) in eine 
Funktion von fl und v libergeht, die in eine konvergente Reihe nach 
Ellipsoidfliichenfunktionen entwickelbar ist (144 b). Hiermit ist das 
DIRICHLETsche Problem fUr das Innere eines Ellipsoides gelOst. 

Die Funktionen Rn (e 2) wachsen fUr e --+ 00 liber alle Grenzen. Dies 
liiBt sich leicht einsehen, denn in diesem Fall geht Rn, weil es ein Po
lynom n-ten Grades in e ist, liber in: 

A en ( ( 1 + 0 ~ ) ) . 
Hierbei ist A eine Konstante, und das Symbol 0 soll nach E. LANDAU 
andeuten, daB die hierin zusammengefaBten Ausdriicke sich fUr e --+ 00 

verhalten wie eine von e unabhiingige Konstante multipliziert mit e- 1• 

Durch dieses Verhalten von Rn ist klar, daB fUr den Raum auBer
halb eines Ellipsoides als Losung der LAPLAcEschen Gleichung nicht eine 
Reihe von Produkten (1) angesetzt werden kann. 

b) Zugeordnete LAM~sche Funktionen. 

Nach Abschnitt II, 4 b ist 
u 

(1 ) T = R jr2 n ±-!. du 
n n R;, 

o 

eine von R unabhiingige zweite Losung der LAMEschen Differential
gleichung. Diese Losung verhiilt sich fUr e --+ 00 wie e-n- 1, ist also 
auch bei unbeschriinktem e verwendbar. Man bezeichnet sie als zu
geordnete LAMEsche Funktion (109, S. 134; 2, S. 159; 151, S. 562; 49, 
S. 15; 16, S. 258). 1m AuBenraum eines Ellipsoides kann die LAPLACE
sche Differentialgleichung integriert werden durch eine unendliche Reihe 
von Produkten der Form: 

(2) 

wobei wieder die Konvergenz 'der herauskommenden Reihen bewiesen 
werden kann unter der Voraussetzung, daB die Losung auf der Ellipsoid
oberflache in eine nach LAMEschen Ellipsoidflachenfunktionen ent
wickelbare Funktion iibergeht (16, S. 262). 
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Fur weitere Probleme der Potentialtheorie, we1che unter Heran
ziehung der Funktionen Rn und Tn gelOst werden k6nnen, sei auf die 
Literatur verwiesen (20, S. 270). 

3. Darstellung der LAMJ!schen Potentialfunktionen. 
Die verschiedenen Darstellungen der LAMEschen Potentialfunktionen 

nehmen ihren Ausgangspunkt von den verschiedenen moglichen unab
hangigen Variablen. Wir werden als so1che l' und u benutzen, wie sie 
im Abschnitt IV, 1 a eingefuhrt worden sind, und zugleich die Relation 
der entstandenen LAMEschen Produkte zu den ursprunglichen CARTESI
schen Koordinaten angeben, im Anschlu13 an W. D. NIVEN (104; 151, 
S.537). 

a) Ausdrucke fUr die LAMJ!schen Potentialfunktionen bis zur 
Ordnung n = 3 . 

Ausdrucke fur die LAMEschen Potentialfunktionen bis zur Ordnung 10 
einschlieBlich findet man bei G. GUERRITORE (32; es sollen indessen bei 
GUERRITORE Fehler fur n> 3 vorkommen, vgl. 75, S. 673). Wir geben 
die Formeln bis n = 3 wieder. 

oder 

n=O: 
No = 1; (eine Funktion erster Art) 
To = u (109, S. 138); 

n = 1: insgesamt 3 Funktionen: 

NI = Yf'(u) - el ; 

N I = y{v2 - a2) ; 

NI=~e;; 

N 1 = Y (-v 2 - b2); 

NI = Yf' (1$) -e;; 
Nl = Y(112 - c2) 

(drei Funktionen zweiter Art) 

es ist Rde) . NI (1') • Ml (tt) = :: bzw. hY bzw. hZ 
IZI 2 3 

mit hI = {(a2 - b2) (a2 - c2)}-!; 

h2 = {(b 2 - c2) (b2 - a2)}-i; 
h3 = {(c2 - a2) (c2 - b2)}-!; 

n = 2: insgesamt flinf Funktionen: 

N2 = &9 (u) - ~1 ; N z = &9 (u) _ ~2 , 
wobei Li,2 = 3 gz und g2 bzw. g3 die Invarianten (50, S. 169; 64, S. 49) 
von SJ (u) sind (zwei Funktionen erster Art). 

RzMzNz wird ein Polynom zweiten Grades in x, y, z; 

rx,/l=1,2,3 
oder 

und entsprechend noch zwei Ausdrucke durch Permutation von a, b 
und c (drei Funktionen zweiter Art). 
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RzMsNz wird bis auf einen Faktor bzw. xy, yz oder xz; 

n = 3: insgesamt sieben Funktionen: 

Na = fJ'(u) = 2-y(,·2 - a2) ('/12 - b2) ('/12 - c2) 

(eine Funktion vierter Art). 

RaNaMa wird xyz bis auf einen konstanten Faktor; 

Na = {fJ(u) + e; - L~2}VfJ(U) - e,,; ~ = 1,2,3; 

Ll2 - 6L1,2 el + 45e~ - 15g2 = 0 

(sechs Funktionen zweiter Art) . 

(Z64 

. Eine von der unsrigen vollig abweichende Darstellung (auch nume
risch) unter Verwendung anderer Koordinaten, als hier eingefiihrt, wurde 
fiir die LAMEschen Funktionen von G. H. DARWIN (23) gegeben. 

b) Rotationssymmetrische Fane. 
Wir beschaftigen nns hier mit den Fallen b = c (gestrecktes Rota

tionsellipsoi:d), a = b '(abgeplattetes Rotationsellipsoid) und a = b = c 
(Kugel). 

Beim gestreckten Rotationsellipsoid ist aus Gleichung (2b) von I, 1 a 
zu ersehen, daB im Potentialfall (k 2 = 0) die Differentialgleichung der 
abgeleiteten LEGENDRESchen Polynome fur M vorliegt. Der 'Obergang 
von qen eingefiihrten elliptischen Koordinaten zu denjenigen des 
Abschnittes I, 1 a kann in einfacher Weise _ durchgefiihrt werden 
(2, S.146; vgl. IV, 6b). 

Bei Problemen im Innern eines Ellipsoides kann die Differential
gleichung: 

(1) a~ {(1- f1-2) :;} + a~ {(~2 -1) ~~} + C ~ /L2 "+ ~-~) ::~ = 0 

durch Produkte: 

(2) pm(;) .pm( ) • {c?smcp 
" n f1- smmcp 

integriert werden, wobei in :ublicher Weise P': das m~te abgeleitete 
LEGENDRESche Polynom n-ter Ordnung bezeichne.t (151, S.316; 20, 
S.260): 

,/-m dm p,:W = r1 -;2 di",Pn(;). 

Die Konstante A in (2b) und (2c) von I, 1 a ist dabei gleich n(n + 1) 
zu setzen. 

Bei Problemen im AuBenraum eines Ellipsoides hat man als Integral 
von (1) an der Stelle von (2) ein Produkt: 

(3 j Q': (~) . P,i' (f1-) • {~:=: 
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zu setzen, wobei Q das m-te abgeleitete LEGENDRESche Polynom n-ter 
Ordnung zweiter Art bezeichnet: .. 

--md'" . 
Q;;'(;) = Y1-;2 d;m Qnm. 

Die Funktionen Q:: k6nnen aus pr;: berechnet werden nach (78, S. 164; 
143,' 20, S. 418): 

00 

Qm () ( 1)1n (n + m)! pm ( ) f dx 
n X = - '(n-m)!' n X· (x2-1){P!:,(X)}2' 

'" Es ist: . 1 X + 1 
Qo (X) ="2 In X _ 1 ; . 

1 X + 1 
Ql (X) = "2 X In X _ 1 - 1; 

Q2(X) = ~ (3x2-1)ln:~: - ; X 

usw. Mi~ Hilfe von Reiherj aus ·Produkten (2) und (oder) (3) sind wir 
inder Lage, Potentialaufgaben bel. gestreckten Rotations~llipsoiden in 
analogem Umfang zu lOsen, wie im Abschnitt IV, 2 b fur dreiachsige 
Ellipsoide erw1ihnt. 

Beim abgeplatteten Rotationsellipsoid unterscheiden sich die Verhalt
nisse von denen beim gestreckten nur dadurch, daB Gleichung (2c) von 
I, 1 b nicht mit Gleichung (2b) von I, 1 b identisch ist, sondern aus 
letzterer hervorgeht, indem # durch ig ersetzt wird. Folglich kann.die 
Differentialgleichung: 

i)~ {(1 - #2) ::} +i)~ {(g2 + 1) :;} + ~~ L ~ ~2 - ~2 ~ 1} = 0 

durch Produkte: { 
P'!!(i;). pm( ). c?smqJ 

n ,,# smmqJ 

bei Innenraumproblemen und Produkte: 

Qm(i~). P'!!(. ) • {c?smqJ 
n n # smmqJ 

bei . AuBenraumproblemen integriert werden. Der Konstanten A von 
(2b) und (2c) Abschnitt I, 1 b ist hierbei wieder der Wert n (n + 1) 
zuzuerkennen. Die einfachsten F unktionen Q:: (i g) sind: 

Qo(i~) = arcctg~; 
Ql(i~) = 1- ;arcctg~; 

Q2 (i~) = tcH2 + 1) arcctg; - H usw. 

Da Reihen und TafeIn fur die Funktionen P:: und Q:: bekannt sind (64, 
S. 79-89; 151, S. 317 u. S. 281; 16; 143; 144a), steht der numerischen 
L6sung von Potentialproblemen, die mit Rotationsellipsoiden zusammen~ 
hangen, nicbts im Wege. 
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Die Entartung eines Rotationsellipsoides in eine Kugel wurde bereits 
in I, 1 a und I, 1 b betrachtet (vgl. auch 20, S. 264-267). 

Eine von der obigen abweichende Darstellung LAMEscher Potential
funktionen fur Rotationsellipsoide findet sich bei D. M. WRINCH (151a). 

4. LAMEsche Wellenfunktionen des dreiachsigen Ellipsoids. 
Unter LAMEschen Wellenfunktionen verstehen wir Losungen der 

partiellen, Differentialgleichung: 

(1) fl oe oe e 8ft 8ft, e I 81' 81' I ( 2 - y2) A ~(A OU) + (y2 - 2) B ~ (B OU) + ( 2 - u2) C ~ (c OU) 

= - H (fl2 - ( 2) (e2 - y2) (y2 - fl2) u, 

wobei A, B und C dieselbe Bedeutung haben wie in (2) von I, 1 c; 
wir fordern, daB diese Losungen aus einem Produkt einer Funktion von 
e allein und einer Funktion von I)' und y allein gebildet sind: 

(2) R (e) ·5 (fl, y) • 
Die Funktionen S (fl, v) nennen wir LAMEsche Wellenfunktionen auf 
einer Ellipsoidflache. 

a) LAMEsche Wellenfunktionen auf einer EllipsoidfHiche. 
Wir werden die Funktionen S fUr kleine Werte des Parameters H 

konstruieren in Form von Reihen nach ganzen positiven Potenzen von 
H; fUr genugend kleine H werden diese Reihen konvergieren. Die 
Existenz der LAMEschen Wellenfunktionen ist damit fur solche H be
wiesen, fUr die jene Reihen konvergieren. 

Die partielle Differentialgleichung fUr S (flv) erhalten wir, indem zu
nachst (3 b) und (3 c) von I, 1 c mittels der bereits in IV, 1 a benutzten 
WEIERSTRASsschen 8;)-Funktion in die Form 

d2 M 
(1)dui - + (Hso2(U) + K'so(u) + L') M = 0; 

(2) 
d2 N 
dw2 + (Hp2(W) + K'p(w) + L') N = 0 

gebracht werden. An Stelle von u schreiben wir iv in (1). Sodann mul
tiplizieren wir (1) mit N und (2) mit - M und addieren (1) zu (2). Es 
entsteht fur S = M N die Differentialgleichung 

(3) ~~ + ~2:r + S {H[ -g;)2(iv) + g;)2(W)] + K'[ -g;)(iv) + p(w)J} = O. 

Wenn H = 0 ist, wird (3) ge16st von LAMEschen Potentialfunktionen 
auf einer Ellipsoid£lache M N, und zwar hat dann K' den Wert 
K~ = - n (n + 1). Wir haben es bei Gleichung (3) mit einem Eigen
wertproblem zu tun, dessen Randbedingung genau wie bei den LAME
schen Potentialfunktionen lautet: Regularitat auf der ganzen Ellipsoid
£lache. Da wir H klein annehmen, konnen wir das erste Glied in der ge
schweiften Klammer als kleine Storung auffassen. Nun lehrt die 
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Storungstheorie der Eigenwertaufgaben (118, S.440), wie die neuen 
Eigenwerte K' und die neuen Eigenfunktionen 5 aus den ungestorten 
Ko und 50 = M N, die bei H = 0 gelten, zu berechnen sind. Hierzu 
setze man 
(4) 
(5) 

K' = Ko + HKl + H2K~ + ... ; 
5 = 50 + H51 + H 252 + ... . 

1m vorliegenden Fall tritt eine Komplikation ein dadurch, daB zu dem 
n-ten ungestorten Eigenwert Ko jeweils 2n + 1 linear unabhangige unge
storteEigenfunktionen (vg1.IV, 1 b) gehoren: dieser Eigenwert ist (2n + 1)
fach entartet. Hierdurch spaltet infolge einer Storung ein ungestorter 
Eigenwert auf in hochstens 2n + 1 neue (gestorte) Eigenwerte, deren 
jeder zu einer der gestorten Eigenfunktionen gehOrt (118, S.453). Zu 
welcher, lehrt Einsetzen in die Differentialgleichung. Es ist moglich, 
auf diese Weise K~, K~ usw. sowie 51 ,52 usw. aus (4) und (5) sukzessive 
zu berechnen. Damit haben wir, wenigstens fur kleine H, die LAME
schen Wellenfunktionen auf einer Ellipsoidflache gewonnen. Sie er
scheinen nach LAMEschen Potentialfunktionen auf einer Ellipsoidflache 
entwickelt. 

b) Orthogonalitiit der LAMEschen Wellenfunktionen auf einer 
Ellipsoidfliiche. 

Wir werden folgendes beweisen. Wenn 5 i und 5 k zwei LAMEsche 
Wellenfunktionen auf einer Ellipsoidflache bezeichnen, die fUr H = 0 
bzw. in die LAMEschen Potentialfunktionen auf einer Ellipsoidflache 
MiNi und MkNk ubergehen, so gilt die Beziehung 

(1) ffl.5;.5k·da=0 
mit 
(2) 

1 l= -------, 
JI (e 2 - ,,2) (e2 _ y2) 

wobei das Integral uber die ganze Ellipsoidoberflache zu erstrecken ist. 
Der Beweis verlauft analog wie derjenige des entsprechenden Satzes fUr 
LAMEsche Potentialfunktionen (IV, 1 c). Es seien Vi = Ri5i und 
Vk = Rk 5k zwei Losungen von 
(3) Ll V + k2 V = o. 
Fur ein von der Flache F, die wir spater als Ellipsoid unserer konfokalen 
Schar annehmen, begrenztes Raumgebiet G gilt die Integraltimformung 
(GREENsche Formel): 

(4) fff(ViLlVk - VkLlVi)dg = ff(V i ~~k - Vk ::i)dt, 
G F 

wobei n die auBere N ormalrichtung in jedem Punkt von F angibt. Da 
sowohl Vi wie Vk der Gleichung (3) genugen, ist die linke Seite von 
(4) Null. Weiter ist: 

oV _ oV de _ OV du de.-..: OV du _ 5 dR du 
on - 7ii . ern - au • de • dn - au • dn - • du • dn . 
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Das Integral rechts in (4) wird also: 

f f s,. S,.(R,Rk - R,.Ri) :~. dt = 0 

(Akzente geben Differentiation nach u an). Man findet endlich noch 
(109, S. 132): 

du. 
dn 

womit (1) bewiesen ist. 
Fiir einige Anwendungen brauchen wir die Formel, in die (1) fUr 

ein Rotationseilipsoid iibergeht, wenn auf der Oberflache dieses Ellip
soides die Funktionen Si, S,. nur vom· Winkel mit der Rotationsachse, 
aber nicht vom Winkel um diese Achse abhangen .. Unter Benutzung 
der Bezeichnungen von I, 1 a und I, 1 b hangen somit Si, S,. nul' von fh 
abo Man findet, daB dann (1) in 

{1 a) 

iibergeht. 

+1 
Is., s,.· dfh = 0 

-1 

. Die Entwickelbarkeit einer "willkiirlichen" Funktion nach LAME
schen Wellenfunktionen auf einer Ellipsoidflache kann, wehn man die 
Existenz dieser Funktionen als bewiesen annimmt, in ahnlicher Weise 
dargetan werden wie bei LAMEschen Potentialfunktionen auf einer 
Ellipsoidflache (20, S. 267-272). 

c) LAM£sche Wellenfunktionen im Raum. 

Wenn einmal auf die oben skizzierte Weise die Wellenflachenfunk
tionen aufgestellt und die zugeh6rigen Eigenwerte K' berechnet sind, 
k6nnen die LAMEschen Wellenfunktionen R (e) aus der Differential
~leichung: 

::~ + {H&J2(U) + K'&J(u) + L'}R = 0 

erhalten werden, und zwar durch Anwendung der St6rungsrechnung von 
Eigenwertproblemen auf die gew6hnliche Differentialgleichung (1). Zu
nachst sei b2 <:: e2 <:: a 2• Wir bemerken, daB die L6sung von (1) genau 
den gleichen Randbedingungen unterworfen ist wie im Potentialfall, 
namllch Regularitat fiir e = a und fUr e = b. Wir k6nnen wieder das 
Klammerglied H &J2 (u) als kleine St6rung auffassen und gehen folgender
maBen vOr. Fiir K' setzen wir den Wert K~ + H K~ ein; es ist K~ aus 
der Rechnung des vorigen Abschnittes bekannt. Sodann setzen wir 
L' -:- Lo+ H L;, wobei Lo zu Ro, der L6sung von (1) mit H = 0, ge
Mrt, und· R = Ro + H R l • Gehen wir mit diesen Ausdriicken in (1), 
so erhalten wir aus den Formeln der St6rungstheorie Rl und L~. Dieser 
ProzeB kann wiederholt werden; es erscheinen L' und R in eine Reihe 
nach gailzen positiven Potenzen von H entwickelt. Jedes Glied dieser 
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Entwicklung von R enthiilt eine Reihe aus ungestorlen Eigenfunktionen 
Ro von (1) mit H = O. 

Auf diese Weise haben wir Losungen der LAMEschen Gleichung (1) 
erhalten, die im Endlichen endlich sind. Wir brauchen fiir praktische 
Anwendungen noch eine zweite Losung von (1) zu vorgegebenen Eigen
werlen, urn aus den zwei linear unabhiingigen Losungen bei AuBenraUm
problemen eine Losung zusammenstellen zu konnen, die fur e ~ 00 ge
wisse Forderungen erfullt. Auch fiir Probleme in Riiurnen, begrenzt 
zwischen zwei konfokalen Ellipsoiden, ist eine solche zweite linear un
abhiingige Losung notwendig. Wir konnen diese zweite Losung aus der 
ersten, oben konstruierlen durch bloBe Integration' (vgl. II, 4 b) er
halten. Wir konnen auch in der oben erhaltenen Reihe die Funktionen 
Ro durch die Funktionen T von Abschnitt IV, 2, b ersetzen. DaB hier
durch wieder eine Losung von (1) entsteht, lehrt die Dberlegung, daB 
die T-Funktionen ja derselben Differentialgleichung genugen wie Ro. 
Wenn eine Reihe von Ro-Funktionen die Gleichung (1) bis zu einer ge
wissen Potenz von H befdedigt, gilt somit gleiches von dieser selben 
Reihe mit T- an Stelle von Ro-Funktionen. Wir haben auf diese Weise 
zugeordnete LAMEsche Wellenfunktionen im Raurn, analog den zu
geordneten LAMEschen Potentialfunktionen im Raum, gewonnen. Hier 
sei noch bemerkt, daB wir durch die obige Konstruktion von R als Losung 
von (1) bei kleinen H-Werlen, wobei zunachst b2 <e2 <a2 war, zu
gleich das fruher eingefiihrte Produkt 5 Cuv) in eine Funktion M von ,u 
und eine Funktion N von v aufgespalten haben; wobei M und N den 
Differentialgleichungen (3 b) und (3 c) von I, 1 c genugen. Die hierin zu 
setzeriden L- und K-Werte folgen unmittelbar aus den gerade berech
neten L'-und K -Werten (vgl. IV, 1 a). Ebenso die Reihen fiir M und 
N aus der gerade konstruierlen Reihe fiir R, wobei nur e durch fl bzw. 
v zu ersetzen ist. 

d) Asymptotisches Verhalten der LAM£schen Wellen£unktionen im 
Raum. 

Die LAMEschen Wellenfunktionen im Raum lassen sich einfach durch 
ihr asymptotisches Verhalten fiir e ~ 00 charakterisieren, genau wie 
die LAMEschen Potentialfunktionen im Raum (IV, 2 b). 

Fur groBe Werte von e: e ~·oo geht die Differentialgleichung (3 a) 
von I, 1 c fiir R uber in: 

( 1) e2~(e2dR) + HriR = 0 
df} df} , 

welche Gleichung integriert wird von 

und 
f} f} 

Diesem asymptotischen Verhalten entsprechend unterscheiden wir drei 
Klassen LAMEscher Wellenfunktionen im Raum. Die Funktionen der 
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ersten und zweiten Klasse verhalten sich wie einer der ersten zwei obigeti 
Ausdrucke; die Funktionen der dritten Klasse sollen sich fUr (! -+ 00 wie 

e-il'He 

(} 

verhalten. Es bleibt die dankbare Aufgabe, die so definierten Funktions
klassen mit den oben fUr kleine Werte von H und, damit die StOrungs
rechnung anwendbar ist, sogar von H e4, erhaltenen LAMEschen Wellen
funktionen bzw. zugeordneten LAMEschen Wellenfunktionen in Ver
bindung zu setzen. 

e) Andere Konstruktion der LAM£schen Wellenfunktionen. 

Die oben angedeutete Konstruktion der LAMEschen Wellenfunktionen 
fUr das dreiachsige Ellipsoid ist zwar numerisch durchfiihrbar, -kann aber, 
ihrem Aufbau gemaB, die Existenz der LAMEschen Wellenfunktionen 
nur fUr sehr kleine H, fUr we1che die aufgestellten Potenzreihenentwick
lungen konvergieren, festlegen. 

Es ist F. MOGLICH (98) gelungen, im AnschluB an Arbeiten von 
S. BANERJI (138; 139) diese Existenz allgemein zu beweisen. Hierbei 
werden an Stelle der oben benutzten elliptischen Koordinaten oder der 
aus ihnen mit Hilfe der WEIERSTRAssschen g;J-Funktion hergeleiteten 
Koordinaten (IV, 1 a) neue Koordinaten {}, qJ benutzt. die bzw. Pol
abstand und Azimut auf der Ellipsoidflache festlegen. Es gelingt, in 
diesen Koordinaten einige lineare homogene Integralgleichungen fUr die 
oben mit Si bezeichneten Wellenfunktionen auf der EllipsoidoberfHiche 
aufzustellen. Mit Hilfe dieser Integralgleichungen folgt allgemein die 
Existenz der Funktionen Si' und zugleich wird ihre Entwicklung nach 
LAPLACEschen Kugelflachenfunktionen ermoglicht. Bei der Darstellung 
dieser Reihen findet F. MOGLICH acht verschiedene Funktionstypen. Es 
ist zu vermuten, daB diese den in IV, 1 a aufgezahlten Typen LAME
scher Potentialfunktionen entsprechen. 

F. MOGLICH hat auch das RITzsche Verfahren unmittelbar auf die 
partielle Differentialgleichung der Funktionen Si' mit {} und qJ als un
abhangige Variable, angewandt. Es gelang dabei, den Satz zu beweisen, 
daB aHe Eigenwerte dieser Gleichung, we1che den Eigenwerten K' von 
(4) IV, 4 a entsprechen, einfach sind. Hiermit ist dargetan, daB die 
Entartung dieser Eigenwerte im FaIle der Potentialgleichung (IV, 1 b) 
bei der Wellengleichung vollstandig aufgehoben ist. 

Endlich hat F. MOGLICH in den Fiillen von Rotationsellipsoiden die 
Rechnung numerisch durchgefiihrt und zur Losung des Beugungs
problems elektromagnetischer Wellen an einer dunnen, vollkommen 
leitenden Kreisscheibe benutzt. 

Wir werden an Stelle der Rechnungen F. MOGLICHS hier jene von 
C. NIVEN (103) und R. MACLAURIN (89) fUr rotationssymmetrische FaIle 
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behandeln und erweitem. Hierdurch scheint eine einfachere numerische 
Anwendung auf praktische Probleme gewahrleistet, obwohl MOGLICHS 
Formeln an Strenge jenen der zuletzt genannten Autorep iiberlegen sind. 

5. LAM£sche Wellenfunktionen bei Rotationsellipsoiden. 
Die oben fiir dreiachsige Ellipsoide im Prinzip durchgefiihrle Kon

struktion der LAMEschen Wellenfunktionen kann sofort auf Rotations
ellipsoide angewandt werden. Die Verhaltnisse sind hierbei so viel ein
facher, daB auch ei:r~e numerische Durchfiihrung der Rechnung leicht 
moglich ist. 

a) LAMEsche Wellenfunktionen auf der Oberfache eines Rotations
ellipsoids. 

VerhrutnismaBig einfach sind die LAMEschen Wellenfunktionen im 
rotationssymmetrischen Fall mit Hilfe der Storungstheorie von Eigen
wertproblemen zu berechnen. Wir gehen von Gleichung (2b) Abschnitt I, 
1 a fUr das gestreckte Rotationsellipsoid aus: 

( 1) d { dM} (_m2 ) - (1 - ft2) - + M -- - k2 c2 ft2 + A = O. 
dft dft ,1 - ft2 

Diese Gleichung (1) wird fiir k = 0 befriedigt vom m-ten abgeleiteten 
LEGEND REsch en Polynom n-ter Ordnung, wobei A = n(n + 1) ist. Nach 
einem.Satz von H. POINCARE (107) wissen wir, daB die Losung von (1) 
fiir k =1= 0 eine ganze Funktion von kc ist. Folglich konnen wir M und 
den zugehOrigen Eigenwert A fiir kleine kc nach ganzen p"ositiven Po
tenzen dieser GroBe entwickeln: 

M = P;:(ft) + (kC)2M(1) + (kC)4M(S) + ... ; 
A = n(n + 1) + (kC)2Al + (kC)4A2 + ... . 

Die erwahnte Storungstheorie der Eigenwertprobleme (118, S.442) 
erlaubt im obigen Fall, da keine Entartung vorliegt [d. h. zu A = n(n + 1) 
und kc = 0 gehOrt nur die eine Eigenfunktion ~(ft)], Al und MI zu 
berechnen: +1 f ft2 • (P':{ft»)2 dft +1 

A 1 = ---1--;-+0;-1---- = _ 2n+1 (n-m)! fIl2(pm(Il))2 d ll ' 

2 (n + m) ! r n r r' f (P':{ft»)2 dft -1 

(2) 

-1 

k=oo 

(3) M(l) = ~'Yn,kpr; 
k=rn 

+1 - f ft2 . p,::. P'!:{t-t) • dft 

(4) 'Yn,k = ~1(n + 1) _ k(k + 1) • 

Hierbei ist in (3) das Glied k = n fortzulassen 1. 

1 DaB der Buchstabe k einmal als Parameter der Wellengleichung (1). und 
weiterhin auch als Indexbezeichnung benutzt wird, dfirfte kaum zu Irrtfimern 
ffihren. 

Ergebnisse der Mathematik. I. Strott. 5 
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Die Formel (3) vereinfacht sich bedeutend, wenn m = 0 ist. Urn dies 
einzusehen, machen wir Gebrauch von der Formel: 

(5) 
+1 Ip,., g(x) dx = 0, 

-1 

wobei g(x) ein Polynom hOchstens (n - i)-ten Grades ist. Wir lassen 
jetzt kin Formel (4) von 0 an wachsen. Das erste von Null verschiedene 
Glied der Reihe (3) ergibt sich fiir 

k + 2 =n. 

Weitere von Null verschiedenen Glieder sind: 

k+2=n+1. 
k+2=n+2, 
k+2=n+3, 
k+2=n+4. 

Das nachste Glied: k + 2 = n + 5 oder n + 2 = k - 1 ist aber schon 
wieder Null wegen (5). Foiglich reduziert sich hier die unendliche Reihe 
(3) auf hOchstens fUnf Glieder. Man sieht leicht ein, daB M(2) hOchstens 
5 + 2 + 2 = 9 Glieder entMlt, M(S) h6chstens 13 Glieder usw. Diese 
Anzahlen reduzieren sich noch fUr n < 3. 

Der Fall eines abgeplatteten Rotationsellipsoides unterscheidet sich 
nach (2b) von I, 1 a und (2b) von I, 1 b von demjenigen eines gestreck
ten nur dadurch, daB das Vorzeichen von k 2c2p2 in der Differential
gleichung positiv ist. Bei der oben eingefUhrten Konvention, daB die 
LAMEschen Wellenfunktionen vorgegebener Ordnung fUr kc = 0 in die 
entsprechenden Potentialfunktionen iibergehen sollen, ist ein ahnliches 
Vorkommnis wie bei den MATHIEuschen Funktionen (III, 2 a) nicht 
ausgeschlossen, d. h. es kann sein, daB einer oder mehrere der Koeffi
zienten in (3) fUr gewisse kc-Werte unendlich werden. In diesem Fall 
ware eine ahnliche F estlegung der LAMEschen Wellenfunktionen wie in 
III, 2 a fiir die MATHIEuschen Funktionen angegeben, durchzufiihren. 

Fiir kleine kc-Werte, und urn soIche wird es sich in unseren Anwen
dungen zunachst handeln, ist unsere Festlegung brauchbar. 

b) Rotationssymmetrische LAM£sche Wellenfunktionen im Raum. 

Wir haben im vorigen Abschnitt mit Hilfe der St6rungstheorie eine 
L6sung von (1) IV, 5 a gefunden, die diese Gleichung fiir kleine Werte 
von kc befriedigt. Wie aus Abschnitt I, 1 a folgt, geniigt die Funktion 
R (~) beim gestreckten Rotationsellipsoid genau derselben Gleichung (1). 
Folglich erhalten wir einen Ausdruck fUr R (~), nach ganzen positiven 
Potenzen von k 2c2 entWickelt, sob aid wir in die Reihe fUr M im vorigen 
Abschnitt ~ an die Stelle von p setzen. Die Ausdriicke fUr die Koeffi
zienten der Reihe k6nnen aus (4) IV, 5 a entnommen werden. Eine 
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zweite Losung von (2c) I, 1 a erhalten wir, wenn in (3) IV, 5 a die 
Funktionen p!: durch Q,!: ersetzt werden, wobei Q,!: wieder die zugeord
neten Kugelfunktionen (IV, 3 b) bezeichnen. DaB diese zweite Losung 
die Gleichung (2 c) I, 1 a in gleicber Naherung befriedigt wie die erste, 
folgt daraus, daB Q,!: genau derselben Differentialgleichung genugt wie 
P'!:. Durch Kombination der zwei linear unabhangigen so konstruierten 
rotationssymmetrischen LAMEschen Wellenfunktionen im Raum konnen 
Losungen der LAMEscben Gleicbung (1) I, 1 a zusammengestellt werden, 
die fur ~ ...... (l() eine vorgegebene Bedingung befriedigen. Auch Probleme 
in einem Raum zwischen zwei konfokalen Rotationsellipsoiden konnen 
durch solche Kombinationen gelOst werden. 

1m Unendlichen genugen die Raumfunktionen R (~) der Differential
gleicbung 

(1) 

die aus (2c) I, 1 a fur ~ ...... (l() entsteht. Man findet als Losungen 

coskc~ 
-~--

sinkc~ 
-~-

Die Raumfunktionen der ersten und zweiten Klasse verbalten sicb wie 
die ersten zwei Ausdrucke; jene der dritten Klasse wie der Ausdruck 
e-ikc~g; die erste Klasse ist dadurch von der zweiten zu Unterscheiden, 
daB die betr. Funktionen fUr alle ~ regular sind (Abnliches gilt fUr den 
Abscbnitt IV, 4 d). Es ist eine interessante Aufgabe, die so durch ihr 
asymptotiscbes Verbalten cbarakterisierten Funktionen mit pen oben 
ffir kleine Werte von k c konstruierten zwei linear unabbiingigen LAME
schen Wellenfunktionen im Raum in Zusammenbang zu bringen. Genau 
die gleichen asymptotischen Ubedegungen, die bier durchgefiihrt sind, 
gelten ffir das abgeplattete Rotationsellipsoid, wie aus Gleichung (2c) 
I, 1 b zu ersehen, die fur ~ ...... (Xl in (1) ubergebt. 

c)" Berechnung der rotationssymmetrischen Wellenfunktionen nach 
C. NIVEN (103). 

An Stelle der oben durcb Storungsrechnung erbaltenen Potenzreihen 
hat C. NIVEN die Differentialgleichung (1) von IV, 5 a direkt durch 
eine Reihe aus Kugelfunktionen integriert. Hierbei wird Gebraucb ge
macht von der Formel: 

2 _ m 2n2 + 2n - 2 m2 - 1 m (n2-m2){(n-1 )2_m2} m 
(1) ft P':::(ft) -Pn+2 + (2n-1)(2n+3) P n + (4n2-1){4(n-1)2-1}Pn-2-

Die Funktionen pr;: sind, wie in IV, 5 a und IV, 3 b definiert durcb: 
,~-m dm 

Pr;: = r(1 - ft2) dfl-m Pn(ft)· 

Erwabnenswert ist, daB bei C. NIVEN die Indizes m und n ibre Rolle, 
dem bier eingefUhrten gegenuber, verwecbselt haben,· d. h. m steht 
unten und n oben. 

5* 
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Man gehe nun unter Beachtung von (1) bzw. mit den Ausdriicken: 

(2) aoP':; - a1 P':;+2 + a2P':;+4 + ... ± ar P'::.+2r + .. , 
(3) bUP':;+l - bI P':;+3 + .. , '" ± br P'::.+28+1 + '" 
in die Differentialgleichung (1) von IV, 5, a ein. Durch Nullsetzen des 
Koeffizienten jeder abgeleiteten LEGENDRESchen Funktion ergibt sich: 

PI a l = ~ (ko - A) ao ' Pi b1 = ~ (k~ - A) bo , 
8 8 

P2a2 = ~ (kl - A) a l - ao , P~b2 = ~ (ki- A) bl - bo, 
8 8 

mit e = k2 c2 ; 

2n2+2n-2m2-1 (n 2 _m2) {(n-1)2- m2J' 
k e+n(n+1)' P . n=m+2r,' 
r= (2n-1) (2n+3) 'r = (4n2-1){4(n-1)2-1}' 

, 2n2+2n-2m2-1 .' (n2-m2){(n_1)2_m2}, 
ks= (2n-1)(2n+3) e+n(n+1), Ps= (4n2-D{4(n-1)2-1}' n=m+2s+1. 

Die erhaltenen Reihen (2) und (3) werden konvergieren, falls A gewisse 
Werte annimmt, die Eigenwerte des Problems. 

Da in der obigen Ableitung nur von der Rekursionsformel (1) Ge
brauch gemacht wurde, welche Formel fUr die zugeordneten LEGENDRE
schen Funktionen (LEGENDRESche Funktionen zweiter Art vgl. IV, 3 b) 
in gleicher Weise gilt, wie fur die oben angeschriebenen LEGENDRESchen 
Funktionen, konnen diese zugeordneten Funktionen Q'::: auch in den 
Reihen (2) und (3) an Stelle der LEGENDRESchen Polynome P'::: ein
gesetzt werden. Die so erhaltenen Losungen sind fur f1 = ± 1 sin
gular. 

d) Berechnung der Eigenwerte A nach C. NIVEN und R. MACLAURIN. 

Zur Berechnung der Eigenwerte setzen wir (103, S. 135): 

(1) A = n(n + 1) + Alc + A2C2 + Aae3 + ... 
und schreiben fPr statt kr - A. Man erhalt dann aus den Formeln 
des vorigen Abschnittes: 

a I m. 
ePI-=~O; 

ao 

.2p P a2 _ m. fli. ( '2 PI ). 
C I 2 a) - ~o ~l ,1 - e <Po <PI ' 

Cap}P2Pa~' = fPo fP} fP2 {1 - c2 (<P~~I + 4>~~J}; 
l;4PIP2P3P4 a4 = fPO(jJ1 fP2CP3{1-c2(~ + -~ +~) +c4 ~_} 

~ ~~ ~~ ~~ ~~~~ 
usw. 
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Zur Konvergenz der Reihe (2) von IV, 5 c ist es notwendig, daB 
lim ar/ao = 0 ist. Wir konnen diese Bedingung dazu benutzen, die 

r_oo 
Eigenwerte A approximativ zu berechnen. Als erste Niiherung setze 
man aI/aD Null, als zweite Niiherung a2/aO usw. Es ergeben sich nach 
C. NIVEN die Ausdriicke (103, S. 138-139): 

2n2+2n-2m2-1 
Al = -(2n-=1f(2n + 3) ; 

2A = (n,- m + 2) (n - m + 1) (n + m + 2) (n + m + 1) 
2 (2n+1)(2n+3)3(2n+S) 

(n - m) (n - m - 1) (n + m) (n + m - 1) . 
- -- (2n - 3) (2n - 1)3 (2n + 1) , 

2 -1 _ (n - m + 2) (n - m + 1) (n + m + 2) (n + m + 1) 
(4m -1) As- (2n-1)(2n+1)(2n+3)6(2n+S)(2n+7) 

(n - m) (n - m -1) (n + m) (n + m -1) usw. 
{2n - 5) (2n - 3) (2n - 1)6 (2n + 1) (2n + 3) 

R. MACLAURIN (89, S. 82) findet diese Eigenwerte nach einem anderen 
Verfahren, das auch sehr geeignet erscheint, eine'approximative Losung .. 
der Differentialgleichung aufzustellen. Mit Y = M(1 - p,2)Y schreibt 
sich (1) von IV, 5 a: (Diese Gleichung ist bei MACLAURIN falsch). 

(1 - p,2) y" - 2 (m + 1) P, y' + (A - m2 - k2 c2 p,2) Y = 0 

(Akzente bedeuten Differentiation nach p,). 
[Bemerkt sei, daB die MATHIEusche Differentialgleichung~ 

~; + (4.x - 16f3 cos2x) Y = 0 

durch die Transformation 

cosx:=:= p,;' Y = Y1 sinx 
ubergeht in 

(1- p,2)Yr - 3p,y~ + (4.x + 16f3 - 1- 32f3p,2)Yl = 0, 

welche Gleichung mit der obenstehenden MACLAURINscheu Form der 
LAMEschen Gleichung ubereiustimmt, wenn man setzt: 

m = I ; k2c2 = 32f3 ; 4.x + 16f3 - 1 = A - ! .J 
Als Losung setze man: 

Y = aD + a1p,2 + ... arp,2r. 

Es entstehen fur die Koeffizienten ar Ausdriicke, die den oben nach 
C. NIVEN angegebenen ahneln. Nullsetzen von aT ergibt die r-te Approxi
mation furA. Man erhalt die gleichenEigenwerte, wie oben nach C. NIVEN 
angeschrie ben. 

Eine Anwendung von MACLAURINS Losung findet man im Ab
schnitt VI, 1 a. 
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e) Berechnung der Koeffizienten a" und b" nach C. NIVEN. 

Nachdem die Eigenwerte A bis auf Glieder der GroBenordnung 84 

gefunden sind, konnen aus den Formeln des vorigen Abschnittes durch 
Einsetzen der A- und somit W-Werte die Koeffizienten ar ermittelt 
werden. 

C. NIVEN findet (103, S. 138-139) 

m = 0; r = 0; n = 0; ao = 1; 

A _ 10 2 2 483 18284 

- 3 - 135 8 + 35 . 5 . 7 + 37 • 53. 73 + ... , 
10 ,2 9183 

a1 = 6 - 189 + 2· 34 • 52. 72 + ... , 

S3 
a - -----~- + ... 

3 - 4 . 32 • 5 • 7 . 

m = 0; r = 1; n = 2; a l = 1; 

A = 6 + ~ + ~ 2 _ 21388 3 + ... 
.. 21 8 33. 738 32 . 75 . 11 8 . 

10 82 

a =-+----+ ... 
2 14 3 . 73 • 11 ' 

£2 0$3 

a3 = 504 + 2 . 3 • 73 • 9 • 1 5 + ... , 
210 4,2 

ao = - 135 + 35 • 50 + .... 
m=O; r=2; 11,=4; a2 =1; 

Al = 20 + l?8 + __ 7_7~_ <2 _ 2805228 03 + ... 
n' 5 . 73 . 11 3 . 13 " 75 • 11 5 . 13 . 1 5 ~ , 

F, 6 2 

a3 = 22 + M13.13 + ... , 
102 8 3 

a4 = 1144 +M~~+"" 
8 10 1662 

a l = - 1715 - 3' 5 • 75 . 11 + .... 
8102 32e3 

ao = 32 . 5303 - 32 . 53 . 75 • 11 + .... 
m=1; r=O; n=1; ao =1; 

8 4 e2 24103 

A = 2 + -f - 530 + r 7 . 9 + .... 
10 102 31e3 

a l = 10 - 375 + 53. 72-~ + '" . 
e2 3 e3 

a2 = 70 - 2· 53 • 7 . 13 + .... 
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m=1; 1=1; n=3; lZt=1; 

A - 7 1064 2 808976 3 
- 12 + 15 e + 34.53.7. 11 e - 37.56.7.11 .13 e + ... , 

e s2 
a2 = 18 - 5 • 36 • 13 + ... 

·sS 3e3 
a3 = 792 - 93 • 10 . 11 . 15 + ... 

4s 8e2 

ao = - 7 . 53 + 3 . 56 • 7 + ... usw. 

f) Darstellung der rotationssymmetrischen LAMEschen Wellenfunk
tionen durch Reihen BESSELscher bzw. HANKELscher Funktionen. 

Analog den Formeln der Abschnitte III, 5 b und III, 5 c kannen 
auch fiir die rotationssymmetrischen LAMEschen Wellenfunktionen 
Reihendarstellungen abgeleitet werden, welche nach BESsELschen bzw. 
HANKELschen Funktionen fortschreiten. Diese Reihen sind insbesondere 
dazu geeignet, die Raumfunktionen, die ihrem asymptotischen Ver
halten nach im Abschnitt IV, 5 b in drei Arten eingeteilt wurden, fUr 
alle Werte von ~ darzustellen. 

Wir behandeln das gestreckte Rotationsellipsoid mit m = 0 und 
entwickeln 

in eine Reihe, welche bei festem ~ nach LAMEschen Wellenfunktionen 
fortschreitet: 
(1) eikc ;1' = 2;An· Rn{;}· Mn(ft). 

Es ist nach Abschnitt IV, 5 b und IV, 5 c: 
00 

Mn{ft) = 2;amPm {ft)· 
m=O 

Da Verwirrung nicht zu befUrchten ist, erteilen wir den Koeffizienten 
am nur einen Index, den Formeln von IV, 5 c entsprechend. 

Weiterhin benutzen wir die Entwicklungsformel (6; 147, S. 368): 
,_ 00 

(2) eikc~1' = V :c:n;g L;(2l + 1) . il • I1H (k c~) • P1(ft) . 
1=0 

Wenn die Formel (1) links und rechts mit Mn(ft) multipliziert wird und 
sodann iiber ft von -1 bis + 1 integriert, unter Beachtung von (2), 
entsteht: 

(3) Vk2c~ 2am(2m + 1) • im. ImH = AnqnRn(~). 
m=O 

Die GraBen An und qn sind konstante Faktoren, die weiterhin fort
gelassen werden kannen, da Rn doch nur bis auf einen willkiirlichen 
Faktor defiriiert ist. Wir haben somit in (3) eine Reihendarstellung von 
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Rn (~) gewonnen. Durch Betrachtung der asymptotischen Ausdriicke 
fUr 1m+! bei groBem Argument ist leicht einzusehen, zu welcher Art 
die durch (3) dargestellte rotationssymmetrische LAMEsche Wellen
funktion im Raum gehOrt. Es ist 

. sinkc; coskc; 
hm 1m+! (k e~) ex> --;-~ oder C-.J ,r,:-::,. , 
~-+oo rke; rkc; 

wobei belanglose konstante Faktoren fortgelassen sind. 
Wir haben somit in (3) eine Funktion vor uns, die eine lineare Kom

bination ist der in IV, 5 b definierten Funktionen der ersten und zweiten 
Klasse. 

Eine Funktion der in IV, 5 b definierten dritten Klasse gewinnen 
wir durch folgende uberlegung. Es muB die durch die Reihe (3) dar
gestellte Funktion Rn der Differentialgleichung (2c) von I, 1 a genugen. 
Hierzu mussen die Funktionen 1m+! gewisse Rekursions- und Differen
tialgleichungen erfullen. Nun erfiillen aber die Funktionen H~+! die
selben Rekursions- und Differentialgleichungen wie die Funktionen 
1m+!, Folglich konnen die zuletzt genannten Funktionen H~+! in (3) 
an Stelle der 1m+! gesetzt werden, und die entstandene Reihe wird ins
gesamt in gleicher Weise die Differentialgleichung (2C) von I, 1 a er
fUllen wie (3). Wir haben somit 

(4) R~) = Vk2c.7t; 2am' (2m + 1) • im • H~+!(kee). 
Es ist leicht einzusehen, daB (4) eine Funktion der dritten Klasse nach 
der Definition von IV, 5 b darstellt. Hierzu~braucht man nur das 
asymptotische Verhalten der HANKELschen Funktion zweiter Art 
H~+! bei groBem Argument zu betrachten. 

Einer Anwendung im Abschnitt VI, 2 a wegen erwiihnen wir noch 
die Reihenentwicklung von Rn(~) fUr m aus (2c), Abschnitt I, 1 a 
gleich 1. Hierzu differenzieren wir (2) nach fl und multiplizieren mit 

. 11 - fl2 : 
00 _ 

(5) 11 - fl2 ,i ke e, eikC;f' = 2V :c3l:;, (2l + 1) ,ii, II+! ' Pf{fl) 
1=0 

und machen Gebrauch von der Beziehung (20, S. 260): 
+1 
fp} , P}, dfl = 0 fUr l t- k. 

-1 
00 

Mn(m = 1) = La.(m = 1) ,P}.(fl) 
Wegen 

.=0 

entsteht durch Entwicklung der linken Seite von (5) nach Produkten: 

die Formel: RnMn 

(6) R~)( ~) = 'Vk2
c3l:;2az(m = 1)' (2l +1) 'il'Hf~!(kee). 

m-1 1=0 
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g) Bemerkungen zu vorstehenden Reihendarstellungen. 
Was die Konvergenz der Reihen (3), (4) und (6) betrifft, sei folgendes 

bemerkt. Zu ihrer Ableitung wurde die gleichmaBige Konvergenz der 
Reihen (1) und (2) vorausgesetzt. Wenn man diese als bewiesen ansieht, 
folgt die gleichmaBige Konvergenz von (3), (4) und (6). Betrachtet man da
gegen die gleichmaBige Konvergenz von (1) und (2) nicht als bewiesen, 
so ist eine unmittelbare Konvergenzbetrachtung von (3) und (4) sowie 
die Verifikation dieser Reihen an der Differentialgleichung (2 c) von I, 
1 a unerlaBlich. Diese Rechnungen sind analog denen, die E. SAR
CHINGER (117) und J. SCHUBERT (119) im AnschluB an HEINES Reihen
darstellung der zugeordneten MATHIEuschen Funktionen (III, 5 b) an
gestellt haben. 

Beim gestreckten Rotationsellipsoid ist ~;;::: 1. so daB die Ent
wicklungen (3) und (4) hier auch auf der Oberflache des Ellipsoides kon
vergieren. 

Die Reihenentwicklungen (3), (4) und (6) gelten auch fUr die Losungen 
Rn (~) der Gleichung (2c) von I, 1 b beim abgeplatteten Rotations
ellipsoid. Nur miissen die Koeffizienten am durch Koeffizienten a~ er
setzt werden. Diese Koeffizienten a~ erhalt man in einfacher Weise 
durch die bereits zu Ende des Abschnittes IV, 5 a angedeutete Uber
legung. Es geht niimlich (2b) von 1, 1 bin (2b) von I, 1 a iiber, wenn 
das Vorzeichen von k2 c2 = e ungekehrt wird. Folglich braucht nur 
diese Vorzeichenumkehr iri allen Formeln der Abschnitte IV, 5 c 
IV, 5 d und IV, 5 e durchgefUhrt zu werden, urn a~ aus am zn erhalten. 

Beim Kreispliittchen, als Entartungsfall des abgeplatteten Rotations
ellipsoides, ist ~ = O. Die Reihe (3) von IV, 5 fist hier zwar noch 
brauchbar, aber (4) divergiert wie ~-1. 

h) Andere Darstellung der LAM£schen Wellenfunktionen durch 
Reihen BESSELscher Funktionen. 

Wie zu Ende des Abschnittes IV, 5, g bemerkt, verhiilt sich die 
Reihe (4) von IV. 5, f beim abgeplatteten Rotationsellipsoid im Grenz
fall ~ = 0 (Kreisscheibe) wie 1 g. Man kann nun zuniichst fragen, ob 
dieses Verhalten der LAMEschen Wellenfunktion dritter Art R~)(~) beim 
abgeplatteten Rotationsellipsoid inhiirent anhaftet oder ob es nur eine 
Folge ist von der besonderen, hier aufgestellten Reihenentwicklung (4) 
von IV, 5, f. Zur Beantwortung dieser Frage iiberlege man, daB R~) 
eine lineare Kombination ist von R~ll und R:. Diese Funktionen erster 
und zweiter Art werden erhalten, wenn man fUr das abgeplattete Ro
tationsellipsoid in den Reihen von IV, 5, c an Stelle der Funktionen 
p,::(~) die Funktionen P'::(i~) bzw. Q'::(i~) setzt, wobei Q':: wieder, wie 
im Abschnitt IV, 3. b zugeordnete LEGENDRESche Kugelfunktionen sind. 
Nun wird aber weder P'::(i~) noch Q'::(i~) fUr ~ -- 0 unendlich groB, wie 
etwa aus IV, 3, b zu ersehen. Folglich liegt kein Anzeichen vor, daB die 
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Reihen fur LAMEsche Wellenfunktionen erster und zweiter Art des 
abgeplatteten Rotationsellipsoides umgestellt, fUr ~ -+ 0 sich v.ie 1/~ 
verhalten mussen. Gleiches kann somit von einer linearen Kombination 
der Funktionen erster und zweiter Art, d. h. von den Funktionen dritter 
Art behauptet werden. 

Fur einige Anwendungen im Abschnitt V werden wir hier eine Reihen
darstellung fUr R~) beim abgeplatteten Rotationsellipsoid ableiten, die 
fUr ~ -+ 0 regular bleibt. 

Wir gehen aus von der Formel [147, S. 365, (4)J: 
Hl2) (ro) 

L == ~. PI (cos e) 
ro' 

(1 ) 
00 (2) ( 

(?:;;"",,(3 )Hm+.Z) Im+,(z) , = 12n..::::.. 2 + m ,~ . -----;f-. PI (cos e) . c;;, (cos (/») , 
m~ yZ yZ 

mit 
w 2 = Z2 + Z2 - 2z Z cos (/) . 

Setzt man nach I, 1 b: 

w2 = k2 y2 = k2 (X2 + y2 + Z2) = k2 c 2 {Q::O[21) - cos2 e} 
oder 

w2 = k2 c2 {i e2 '1 + t e-2 '1 - t cos2 e}, 
so wird: 

Es sei 

ke 
Z=-e'}' 

2 ' 

(2) L = 1: AnR;~) (~) . Mn (jt) , mit fl = cos e . 
Offenbar kommen in der Entwicklung (2), da L nach (1) eine ungerade 
Funktion von fl ist, nur Funktionen M vor, die ebenfalls ungerade 
Funktionen von fl sind. Mit: 

(3) 
wobei a; aus al (Abschnitt IV, 5 e und IV, 5 d) hervorgeht, indem dort 
iiberall E durch -E ersetzt wird, erhalt man fUr R~) aus (2) unter Be
rucksichtigung von (1) die F ormeln : 

(4) 

(5) 
mit 

(6) 

wobei 

+1 

j 'Hf)(ro) 
R~) = ---"-T-' PI VI,) • Mnl/-t) dfl = 

ro' 
-1 

+1 
A~, = f cl (cos2e) . 1: a;· Pl([l) . dfl, 

-1 I~O 

fl = cos e. 
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Die Funktionen q, sind definiert durch: 

1 3 = i: C~ (t) • (Xm. 

Vi - 2IXt + 1X2 m~O 

Man findet leicht: 

Cm!(COS2e)=-~'COS2e'd( d fy.Pm+l(Cos2e). 
. 2 cos2-) 

Folglich ist q, (cos2e) ein Polynom vom Grade 2 m + 2 in (to Jeder 
der Koeffizienten A';' aus (6) enthalt somit nur eine endliche Anzahl 
der Koeffizienten ai, und zwar nur jene mit: 

l=O,1,2, ... 2m+2. 

DaB R;~) aus (4) und (5) der Differentialgleichung (2c) von I, 1 b ge
niigt, folgt daraus, daB gilt: 

( 82 82 82 

32+~+32+k2)L=O. 
vX' oy vZ 

AuBerdem hat R~) im Unendlichen (~ = ibin1] ~ (0) das richtige Ver
halten, wie 

Dies folgt aus den Eigenschaften der BESsELschen und HANKELschen 
Funktionen. 

Eine analoge Entwicklung kann aufgestellt werden fUr den Fall, 
daB Mn eine gerade Funktion von /1 ist .. 

6. Allgemeine Bemerkungen fiber LAMEsche Funktionen. 
Es wird dem Leser nicht entgangen sein, daB obige Darstellung 

unserer Kenntnisse liber die LAMEschen Potential- und die LA:I.IEschen 
Wellenfunktionen keineswegs einen ahnlich abgeschlossenen Charakter 
tragt wie etwa jene liber die MATHIEusche Differentialgleichung. AuBer 
gewissen Fragen der Entartung LAMEscher Funktionen in MATHIEusche 
Funktionen, BESsELsche Funktionen und Kugelfunktionen sollen im 
vorliegenden Abschnitt einige Bausteine erwahnt werden, die dazu 
dienen konnten, die Theorie der LAMEschen Differelltialgleichungen 
weiter abzurunden. 

a) MATHIEusche Funktionen als Entartung LAMEscher Funktionen. 

Im Abschnitt IV, 1, a wurde die LAMEsche Potentialgleichung und 
im Abschnitt IV, 4, a die LAMEsche Wellengleichung mit Hilfe der 
WEIERSTRASsschen SJ-Funktion auf die Form einer Differentialgleichung 
mit doppeltperiodischen Koeffizienten gebracht. Diese WEIERSTRASS
sche Form lautet fUr die LAMEsche Wellengleichung: 

d2M 
(1) du 2 + [A jJ2 (u) + B s;) (u) + C] . M = 0, 
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wobei die Konstanten A, B und C in einfacher, aber hier nicht weiter 
interessierender Weise mit den Konstanten aus I, 1 c verkniipft sind. 
Die Perioden (50, S. 165; 64, S.49) der WEIERSTRAssschen S3-Funktion 
seien 2 WI und 2w 2 : 

el = S3(w1); e2 = S3(w1 + w2); ea = S3(w2) .(vgl. IV, 1 a). 
Es kann (1) in einfacher Weise mit Hilfe JACoBIscher elliptischer 
Funktionen als Gleichung mit doppeltperiodischen Koeffizienten ge
schrieben werden (151, S. 555; 49, S.7; 98, S. 622): 

d2M 
(2) d!X2 = - (a dn4(IX) + b sn2 (IX) + c) • M. 

Diese Form (2) ist geeignet, den Grenziibergang zur MATHIEUschen 
Differentialgleichung anzudeuten. Hierzu bedenke man, daB letztere 
Gleichung, die zum elliptischen Zylinder gehort, aus der LAMEschen 
Gleichung fiir ein dreiachsiges Ellipsoid hervorgeht, wenn einer der 
Achsen unendlich groB gemacht wird. In der WEIERSTRAssschen Form 
(1) drUckt sich das so aus, daB eine der Perioden unendlich groB wird: 
w 2 = i 00, wahrend die zweite, reelie Periode endlich bleibt. Unter 
dieser Bedingung entstehen die Vereinfachungen (64, S. 51): 

dn(cx) = 1 und sn(cx) = sincx. 
Foiglich geht (2) in die Form: 

d2M (b' . 2 ') M d !X2 = - sm IX + c • 

iiber, die im wesentlichen mit einer MATHIEUschen Differentialgleichung 
identisch ist. 

Einen anderen Grenziibergang zur MATHIEUschen Differential
gleichung findet man bei E. HEINE (42, I, S.403). 

b) Kugelfunktionen und BESSELsche Funktionen als Entartungen. 
Die Entartung LAMEscher Potentialfunktionen in Kugelfunktionen 

wurde bereits mehrfach erwahnt, zUerst im Abschnitt I, 1 a beim ge
streckten Rotationsellipsoid. Hier solI diese Entartung. naher verfolgt 
werden (49, S. 5-6; 2, S. 145-148; 109, S.124-126). 

Wir nehmen beim dreiachsigen Ellipsoid von I, 1 c b = c, urn zum 
gestreckten Rotationsellipsoid iibergehen zu konnen. Zunachst sei 

b2 = c2 + e ; ,,2 = c2 + e vj, 

wobei VI zwischen 0 und 1 lauft und e ein kleiner Parameter ist, den 
wir beim Grenziibergang verschwinden lassen. Hierdurch wird: 

• ~/-__ V;«(-t2 - a2) (v2 - a2) ~~-V(-t2 - a2 

hm x = ye2 - a2 (2 b2) ( 2 2) = r e2 - a2 b~-2 ; .-+0 a - a - c - a 

· ~/--1/«(-t2 - b 2) (vi - b 2) ~/--91Jb2= (-t2~~. !T6Y = re2 - b2 V (b2 _ a 2) (b2 _ c 2) =. re2 - b" V b2~ a2 rV ! - 1, 

· ~G---:::2 Vi «(-t2 _c2) (v2 - c2) ,/--Vb2 - (-t2 
hm z = r e2 - c2 (2 2) ( 2 b2) = ye2 - c2 -b2 2 "1 . ..... 0 C - a c - - a 
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J etzt setze man: 

e = c~; fl = C cose; v1 =cosq;; 

wodurch die Formeln: 

x = c~cose; 

y = c 1 ~2 1 . sin e . sin q; ; 

z = c 1 ~2 - 1 . sin e . cos ({! 

a =0, 

77 

entstehen, die mit jenen des Abschnittes I, 1 a ubereinstimmen. Folg
lich gehen die LAMEschen Differentialgleichungen in die Gleichungen 
(2a), (2b) und (2(;) von I, 1 a uber. 1m Potentialfail H = 0 wird (2b) 
sowohl wie (2c) von I, 1 a durch abgeleitete LEGENDRESche Kugel
funktionen gelOst, wie bereits im Abschnitt IV, 3 b angegeben. 

Weiterhin ist bereits im Abschnitt I, 1 a gezeigt worden, daJ3 fur 
eine Kugel auch im Faile der LAMEschen Wellengleichungen die Diffe
rentialgleichungen der Kugelfunktionen bzw. Zylinderfunktionen heraus
kommen. 

c) Weitere Fragen tiber die LAMEsche Differentialgleichung. 

Da die allgemeine LAMEsche Differentialgleichung, wie in IV,4 a 
gezeigt, vom HILLschen Typus ist, liegt es auf der Hand, die all
gemeinen Satze uber die HILLsche Differentialgleichung von II, 2 
auf die LAM Esche Gleichung anzuwenden. Zu beachten ist, daJ3 diese 
Satze, mit Ausnahme von FLOQUETS Theorem (II, 2), sich aile auf 
Differentialgleichungen mit reellen Parametern, Koeffizienten und Pe
rioden beziehen. Zu ihrer Anwendung ist es also notwendig, eine der 
Perioden WI bzw. w 2 von (1), IV, 6 a reell zu wahlen. Unter dieser Be
dingung lehren HAUPTS Sitze, daJ3 es bei vorgegebenem A und B von 
(1) in IV, 6 a abzahlbar unendlich viele C-Werte gibt, derart, daJ3 M 
eine ganz- bzw. halbperiodische Funktion von u ist. Weiterhin ergeben 
diese Satze auch sofort AufschluJ3 uber die Verteilung der labilen und 
stabilen C-Werte auf der reellen C-Achse. Hieraus folgt, daJ3 die LAME
schen Weilenfunktionen sicherlich nicht die Gesamtheit aller periodi~ 
schen Losungen bilden. Da die Funktion p (u) den reellen Doppelpol 
u = 0 besitzt, sind die Satze des Abschnittes II, 3, die sich auf be
schriinkte Koeffizienten in der Differentialgleichung beziehen, nicht an
wendbar. 

Mit der allgemeinen Losung der Differentialgleichungen (1) und (2) 
von IV, 6 a haben sich mehrere Autoren beschaftigt (151, S. 570- 576; 
49, S. 17-18; 30, S.464-477). Auch Verallgemeinerungen der LAME
schen Gleichung, d. h. allgemeiner geformte lineare homogene Differential
gleichungen mit doppeltperiodischen Koeffizienten sind von einigen 
Autoren (90) betrachtet worden. Doch verweisen wir fiir aIle diese 
Fragen auf die Literatur (30, S. 441-464; 151, S. 570; 49, S.22-26). 
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v. Wellenausbreitungsprobleme aus der 
Physik und aus der Technik. 

Durch Einfuhrung elliptischer Koordinaten sind wir in der Lage, 
die Wellengleichung 

{)2U {)2U {)2U 1 {)2U 

{)x2 + {)y2 + {)Z2 = q 8i2 
(Co = Forlpflanzungsgeschwindigkeit, t = Zeit), 

welche durch den Ansatz: 

U(x,y,z,t) = u(x,y,z) eirot 

die Form 

~; + ~:~ + -:z~ = _,,2 U .[,,2 = ~: = (2;.ny; A = WellenHinge] 

annimmt, in vielen praktisch wichtigen Fallen zu lOsen. Einige dieser 
FaIle seien hier behandelt. 

1. Beugung einer ebenen, elektrischen oder akustischen Welle 
an einer elliptischen Offnung in einem diinnen ebenen Schirm. 

In der Optik spielt die Beugung an Spalten eine bedeutende Rolle; 
ein Spalt in einem Schirm ist aber nichts anderes als eine elliptische 
Offnung, deren eine Achse sehr groG ist. Die Spalte, welche in der 
Optik benutzt werden, sind viele Wellenlangen breit. Daher hat nur 
der Grenzfall eines sehr breiten Spaltes hier praldisches Interesse. In 
der Akustik vergleicht man die Dampfung, welche verschiedene Mate
rialien in einem Raum hervorrufen, mit dem Absorptionsvermogen eines 
offenen Fensters. Meistens sind die Abmessungen eines Fensters von 
gleicher Ordnung wie die benutzten Schallwellenlangen. Wir haben es 
hier wieder mit einer Beugungsaufgabe, die durch eine elliptische Off
nung zu idealisieren ist, zu tun. In der Akustik kann leicht der Grenz
fall praktisch realisierl werden, daB die Schallwellenlange groG zu den 
Abmessungen der Beugungsoffnung ist. 

a) Mathematische Formulierung der Aufgabe fUr elektromagnetische 
und fUr akustische Wellen. 

Der Schirm liege in der (xz)-Ebene; in Fig. 5 ist ein Querschnitt 
parallel zur (xy)-Ebene 4urch den breitesten Teil der Beugungsoffnung 
gelegt. Die Achsen dieser Offnung fallen mit den x- und z-Achsen zu
sammen. Der ebene Wellenzug solI aus der Richtung, wo y gleich +00 
ist, auf den Schirm fallen. Die Wellennormale bilde mit den y- und 
z-Achsen Winkel, deren cos bzw. {3 und 0 sind. 

1m Falle elektromagnetischer Wellen nehmen wir die Schirmwand 
unendlich gut leitend und unendlich dunn an. Wir unterscheiden hier 
zwei Falle: 1. elektrischer Vektor parallel zu z; 2. magnetischer Vektor 



285J 1. Beugung an einer Offnung. 79 

parallel zu z. Der. andere Vektor liegt hierbei immer in der Wellenfront
ebene und senkrecht zum obengenannten Vektor. 1m Falle 1 wahlen 
wir den elektrischen Vektor als abhangige Veranderliche u. Auf der 
Schirmwand ist dann u = O. 1m zweiten Fall nehmen wir den magne
tischen Vektor als abhangig~ Verlinder
liche u. Der elektrische Vektor ist dann 
proportional zu ou/an, wobei n die 
Normalrichtung zur Wellenfrontebene 
anzeigt. Die Komponente der elek
trischen Feldstarke parallel zur Schirm
wand ist proportional zu au/a y. Dieser 
Ausdruck muB somit auf der Schirm
wand verschwinden. In beiden Fallen 
miissen die elektrischen und magne
tischen Vektoren die Beugungsoffnung 
stetig durchsetzen. Dies bedingt, daB 
hier u, au/oy und ou/ox stetig sein 
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Fig. 5. Querschnitt durch den breitesten 
miissen. Die zuletzt angeschriebene Teil einer elliptischen Offnung in einer un-

Forderung ist bei Stetigkeit von u in endlich ausgedehnten ebenen Schirmwand. 

der Offnung von selbst erfii11t. 
Wir kommen jetzt zum Fall akustischer Wellen und benutzen in 

iiblicher Weise das Geschwindigkeitspotential als abhiingige Verander
liche u. Auf der Schirmwand muB die Geschwindigkeit der Luftteilchen 
senkrecht zu dieser Wand, die vollkommen starr sein solI, verschwinden, 
also au/oy = 0 auf der Wand. In der Beugungsoffnung verfangen wir 
Stetigkeit von Druck und Geschwindigkeit der Luft. Diese Forderung 
ist erfiillt, wenn hier u und oU/iJy stetig sind. 

Aus obiger Dbedegung geht hervor, daB wir den Fall elektrischer und 
den akustischer Wellen vollkommen beherrschen, wenn wir die zwei 
mathematischen Probleme: 

1. u = 0 auf derWand; u und o·u/iJy stetig in der Beugungsoffnung; 
2. ou/oy = 0 auf der Wand; u und iJu/oy stetig in der Beugungs

offnung gelOst haben. 
AuBer diesen Bedingungen auf der Wand und in der Beugungs

offnung muB die mathematische Losung, damit sie physikalisch einer 
ebenen einfallenden, zuriickgeworfenen und einer hinter der Wand yom 
Spalt auslaufenden Welle entspricht, noch einige "Bedingungen im Un
endlichen" erfiillen. 

(1 ) 

Ais einfallende Welle nehmen vd.r an: 

(i=1'-1); I e+i"Pv-i"",x; 

(X2 + fJ2 = 1; 

,,= 2n/1; 
1 = WellenHinge. 



80 V. Wellenausbreitungsprobleme aus der Physik und aus der Technik. [286 

Unserem dreidimensionalen Problem entsprechend, hangt die aus
laufende Welle vom Spalt hinter der Wand in groBer Entfernung von 
der Beugungsoffnung von dieser Entfernung r wie 

r 

abo Dies miissen wir auch von unserer mathematischen Losung fordern. 
Die zuriickgeworfene Welle vor der Schirmwand ist in den Fallen I 

und II verschieden. Man findet leicht, daB die Wellenamplitude der 
reflektierten Welle vor der Wand im Unendlichen sich im 

{
Fall I wie _e-i><(Jy-i><",x 

(2) Fall II wie e-i"(Jy-i><",X' 

verhalt. Durch (1) und (2) ist auf der Wand das Verschwinden von u 
bzw. au/oy verbiirgt. 

Wir haben zu (1) und (2) noch jene Ausdriicke zu addieren, welche 
von der Beugung an der Offnung herriihren. Vor der Wand (y positiv) 
sei der betreffende Ausdruck 'IjJ, hinter der Wand (y negativ) X genannt. 

Diese Beugungsfunktionen miissen imZusammenhang mit den hin
geschriebenen Ausdriicken (1) und (2) folgende Gleichungen befriedigen: 

Fall I 'IjJ = 0 und X = 0 auf der Wand, 

in der OHnung: ." = x, rhp + 2ix/3e- i ""'x =?X. 'oy . oy , 

()) 1 o'P = 0 d ox f d Fa 1 II oy un oy = 0 au der Wan , 

o'P Ox in der OHnung: ." + 2 e-i"lXx = X. oy By' , 

b) Entwicklung der Beugungsfunktionen fUr eine elliptische Offnung 
nach LAM:Eschen Funktionen. 

Wir fiihren ein elliptisches Koordinatensystem ein mit den 
Brennpunkten der Beugungsoffnung als Brennpunkten. Die anderen 
Brennpunkte des elliptischen Koordinatensystems fallen mit den 
Punkten A und B der Fig. 5 und mit den Endpunkten der groBen 
Offnungsachse zusammen. Von den Entwicklungen der Abschnitte 1,1 c 
und III weichen wir beim vorliegenden Koordinatensystem nur insoweit 
ab, als jetzt die mit z zusammenfallende Ellipsoidachse 2a groBer als 
2c ist: 2a > 2c > 2b, wobei 2b und 2c bzw. die Halbachsen bezeichnen, 
die mit y und x zusammenfallen. Das Grundellipsoid unseres Koordina
tensystems, das mit der Beugungsoffnung zusammenfallen solI, hat b = O. 

Wir setzen: 
(1) 

und konnen dann die Koeffizienten An in den Hillen I und II aus den 
Gleichungen von 'V, 1 a ermitteln. Es ist R~) eine LAMEsche Wellen
funktion im Raume dritter Art nach IV, 4 d. Hierdurch wird verbiirgt, 
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daB die Losung der Beugungsaufgabe den im Unendlichen gestellten 
Bedingungen von V, 1 a genugt. 

Eine numerische Verfolgung des Ansatzes (1) ist zur Zeit nur durch
fUhrbar fur zwei Sonderfalle :a) Abmessungen der Beugungsoffnung 
sehr klein, gemessen an der Wellenlange; b) Abmessungen der Beugungs
offnung sehr groB, gemessen an der Wellenlange. 

c) Abmessungen der Beugungsoffnung sehr klein, gemessen an der 
WellenUinge j Beugung von Schall wellen. 

1m vorliegenden Sonderfall kann die Wellengleichung fUr alle Punkte 
der Beugungsoffnung durch die Potentialgleichung ersetzt werden. Die 
Beugungsfunktionen genugen also in erster Naherung der zuletzt 
genannten Differentialgleichung, solange die Umgebung der Spaltoffnung 
betrachtet wird. 

Wir nehrnen insbesondere die Beugung von Schallwellen an einer 
elliptischen Offnung, also die Aufgabe II von V, 1 a. Hierbei ist nahe
rungsweise : 

1fJ + 2 = X oder mit 1fJ = - X: X=1 
in der Spaltoffnung und d1fJjdy = 0 auf der Schirmwand. 

Dieses Problem wird ge16st von 

1fJ = Mo(f-l)' No(Y)' To (e) , 

wobei Mo und No-LAMEsche Potentialfunktionen auf der Ellipsoidflache 
von nullter Ordnung darstellen und To die LAMEsche zugeordnete 
Potentialfunktion im Raume von der Ordnung Null ist (IV, 2 b). 
Es ist nach IV, 3 a Mo = No = 1, und weiterhin ist 

To = u mit ri = 8;J(U) + h; 

nach IV, 1 a und IV 3 a. Bemerkenswert ist, daB die Richtung der 
einfallenden Welle bei kleinen Beugungsoffnungen in erster Naherung 
die Beugungsfunktion nicht beeinfluBt. 

Das Beugungsproblem II hat im vorliegenden "Potentialfall" weit
gehende Analogien mit elektrischen Problemen. Man denke sich z. B. 
ein unendlich ausgedehntes Metall, das durch eine diinne nichtleitende 
Schicht bis auf die Beugungsoffnung in zwei Teile getrennt wird. Es 
sei an das Metallstiick beiderseits der Trennwand ein Potentialgefalle 
angelegt. Die Stromung der Elektrizitat durch den Leiterteil, der die 
Beugungsoffnung vertritt, ist ein Problem, das vollkommen aquivalent 
ist zum Beugungsproblem im Potentialgrenzfall (115, II, S.177; 79, 
S. 249). Ein zweites elektrisches Analogon zum Schallbeugungsproblem 
erhalt man durch folgende Uberlegung. Die Beugungsoffnung ist eine 
Flache konstanten Potentials. Betrachtet man sie als Entartung eines 
dreiachsigen Ellipsoides, so haben wir somit das Problem der Ladungs
verteilung auf einem ellipsoidischen Leiter vor uns (115, 1. c.; 79, 1. c.). 

Ergebnisse der Mathematik. 1. Strutt. 6 
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1m zuerst genannten elektrischen Analogon ist es vorteilhaft, den Be
griff der "LeiWihigkeit" der Beugungsoffnung einzufiihren .. Diese Leit
fahigkeit Kist folgendermaBen definiert. Es sei tPl - tP2 die Potential
differenz beiderseits der Beugungsoffnung. Dann ist der Strom durch 
die Offnung hindurch K (tPl - tP2). Das Absorptionsvermogen A der 
Offnung fur Schallwellen, d. h. die von der Offnung durchgelassene 
Schallenergie, dividiert durch die auf die Offnung eintreffende Energie, 
ist, wie leicht zu zeigen (79, S. 250): 

A_ 2 l(2 
- n ' 

also bei kleinen Offnungen unabhangig von der Wellenlange, wie zu er
warten. Lord RAYLEIGH hat das Absorptionsvermogen einer elliptischen 
Offnung mit demjenigen einer kreisformigen Offnung gleicher Flache 
verglichen. Hierzu fUhren wir die numerische Exzentrizitat e der Off
nungsellipse ein: 1/a2 - c2 • 

e = ----aa- = sm g; • 

Man hat (115, II, S. 179): 

g; = arcsine 0° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 
A/Ao 1 1,0004 1,0026 1,0088 1,0244 1,0602 1,14 1,43 00 

Fur eine Ellipse mit Achsenverhaltnis 2: 1 ist das Absorptionsvermogen 
also nur urn etwa 3 % erhOht gegenuber dem Kreisfall. Eine direkte Be
handlung des Kreisfalles findet man in der Literatur (78). 

d) Entwicklung nach MATHIEUschen Funktionen im Sonderfall eines 
Spaltes. 

Wenn die elliptische Offnung 2a ->- 00 hat, entsteht ein gerader 
Spalt. In diesem Fall kann die Beugungsaufgabe durch MATHIEUsche 
Funktionen gelost werden (135). Wir setzen (I, 1, d): 

x = c ~of; cos1]; 
y = c 6in; sin 1] . 

Wir beschaftigen uns zunachst mit dem Problem I. Die Losung setzt 
sich wie folgt zusammen: 

fur pos. y: u = e+il<{JY-;il<lXx - e-il<{Jy-il<lXx + 1jJ, 

fur neg. y: X = u. 

Diese Losung befriedigt die Grenzbedingungen: 
tt = 0 auf der Wand, u, au/ax und au/ay stetig im Spalt, sobald'ljJ 

und X den ersten drei Gleichungen (3) von V, I a genugen. Wir setzen: 
00 00 

(1) 1p = - X = ~D2n· 6~~(;) . S~l~ (1]) + ~E2n+16:~+1 (;) • sg~+1 (1]) 
n=1 n=O 

und suchen die konstanten Koeffizienten D2n und E2n+1 aus den Grenz
bedingungen zu bestimmen. Zunachst bemerken wir, daB 1jJ und X fUr 
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1] =; 0 und 1] = n verschwinden, wodurch u auf der Wand Null 'wird, 
wie gefordert. Zur Bestimmung von den D und E bleibt uns die Glei
chung: 

(2) { B1Jl _ ax} _ { 2 B1Jl} _ -2i'X{Je-i ><IXz 
By By ';=0- c V1 - COSI1J BI; ';=0- • 

Mit Hilfe der Formel: 
00 

(3) (e-i","z)~=o = e- i "C,"COS'1 = 10 ('XCIX) + 2 ~ (-i)8. Is ('Xc IX) • COSS'YJ 
8=1 

gelingt diese Bestimmung leicht, sobald wir von den Orthogonalitats
eigenschaften (3), (4) und (5), Abschnitt III, 2 e der in (1) verwendeten 
MATHIEuschen Funktionen S~~ bzw. S~~+I Gebrauch machen. Wir mul
tiplizieren zuniichst dle Gleichung (2) links und rechts mit C • sin 1] • S2n (1]) 
und integrieren iiber 1] von 0 bis n. Nur jene Glieder der Reihe (3), 
die ungerades s haben, liefem einen Beitrag, und wir erhalten: 

:n; 

(4) 

-ixc{1 J~ . 
D2n = N 2n • €5~!' (I; = 0)' d'YJ' SIn'YJ' S2n 

o 

• {28~ (_i)28+1. 128+1 ('XCIX) • cos(2s + 1) 'YJ}' 

Hierbei ist: 
:n; 

N 2n = f (S2n)2 d'YJ ; 
o 

6~~(~ = 0) = {d€5~3!} . 
dl; ~=O 

In analoger Weise erhalten wir die Koeffizienten E2n+I' indem wir (2) 
links und rechts mit C • sin'YJ . S2n+I multiplizieren und iiber 1] von 0 
bis n integrieren: 

:n; 

(5) 
E2n+1 = N - i;~)~ (1;-0) ·fd'YJ • sin'YJ • S2n+1 

2,,+1· 2n+l -
o 

. {Io ('XCIX) + 28~ (-1)8.128 ('XC IX) • COS2S'YJ}. 

Die Bedeutung der Symbole ist analog denjenigen in (4). Mit den 
Gleichungen (1), (4) und (5) haben wir das Beugungsproblem I streng 
gelOst. Die gleicbmaBige Konvergenz der Reihe (1) folgt aus den Satzen 
iiber die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach LIOUVILl:.Eschen 
Eigenfunktionen, wenn man beachtet, daB der Betrag von 6~~ und 6~~+I 
fiir aile ~ endlich ist. Auf den Beweis soli hier nicht eingegangen werden. 

6* 
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AuBerdem genligt unsere L6sung der "Bedingung im Unendlichen", da 
6~~~ und 6~~+1 fUr ~ - 00 sich alle wie 

const -ixr vr . e , 

unserem zweidimensionalen Problem entsprechend, verhalten, 
Die L6sung des Problems II, die wir jetzt hinschreiben, verHi.uft ge

nau so einfach wie jene des Problems I. Es ist: 
flir pas. y: u = eixfiy-ixtxx + e-ixfiy-i"txx + tp; 

fUr neg. y: u = x. 
Die Grenzbedingungen: ou/oy = 0 auf derWand, u, au/ox und ot!/oy 
stetig im Spalt, sind befriedigt, wenn tp und X den zweiten drei Glei
chungen von (3) V, 1 a genligen. 

Es sei: 00 00 

(6) tp = - X = 2' F2" Q;~~ (~) C~~ (1'}) + L G2 ,,+1 Q;~.~+lq~+1. 
,,=0 ,,=0 

Offenbar verschwinden otp/i1y und a X/oy, die fUr r; = 0 bzw. :n (auf der 
Wand) proportional zu o!p/or; und Btp/ar; sind, auf der Wand. Hier
durch ist die Bedingung: ou/oy = 0 auf der Wand befriedigt. Bleiben 
die Stetigkeitsbedingungen im Spalt. Der Differentialquotient au/a y 
ist hier stetig, denn es ist: 

f .. ou I + OU 1 ur pas. y: 8 = "e· ,/ ; 
Y /;=0 V<; C vi - COS2 fJ 

fUr neg. y: ~'i!: I = _ ou. 1 ..• 
oy ;=0 o~ CVi N COS2 fJ 

Wegen unserer Wahl (6) ist som it: 
01p ox 
o y oy . 

Die andere Stetigkeitsbedingung im Spalt (u stetig) liefert uns alle 
Koeffizienten Fund G aus (6). Hierzu multiplizieren wir beide Seiten 
der Gleichung: 

1 
(tp - X)I;=O = Ztp 1,,=0 = -ze-:"'X = _Ze-ixCtxCOS11 

(7) = -Z{Io(~CIX) + f£ (-i)8. Is(~clX) • COSS17}' 

mit C2n (r;) und integrieren liber r; von 0 bis:n. Alle Glieder mit un
geradem Index der Reihen links und rechts in (7) fallen heraus, und wir 
erhalten: n 

(8) 

F 2n = N2n(£~~ (~= 0) ..r d17· C2n (17) 
o 

n 

N 2n = J (C2n (1]))2 dl} . 

o 
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In analoger Weise multiplizieren wir jetzt beide Seiten von (7) mit 
C2n+1 und integrieren wieder iiber r; von 0 bis :n. Diesmal fallen alle 
geraden Reihenglieder heraus, und wir erhalten: 

f G2n+1 = N . ;;3: (c = 0) ·f71d 1'f . C21l +1 (rJ) 
(9) 1 2n+l 2n+l" 0 

l . {~ (_i)28+1 .12 0+1 (XCIX) • cos (2S + 1) 1'f}. 

Hiermit ist auch das Beugungsproblem II durch die Gleichungen (6), 
(8) und (9) vollstandig ge16st. Uber die Konvergenz der 16senden Reihe 
kann man gleiches bemerken wie oben. 

Man kann zeigen, daB unsere Losungen fUr enge Spalte (h --.. 0) in 
RAYLEIGHS Formeln (114) fiir diese Faile iibergehen (135). 

Numerisch interessant ist die Berechnung des Absorptionskoeffi
zienten (durchgelassene Energie dividiert durch auftreffende Energie) 
fUr einen Spalt bei Schallwellen. Hierdurch wird das praktisch wichtige 
Problem der Schallabsorption eines offenen F ensters seiner Losung 
naher gebracht. Es ergibt sich, daB KIRCHHOFFS Theorie, die auf dem 
HUYGENSSchen Prinzip beruht, schon fUr Spalte von nur 2/3 Wellen
lange Breite dem exakten Ergebnis viel naher kommt, als RA YLEIGHS 
Naherung, die zu verschwindender Spaltbreite (h --.. 0) gehCirt (135). 

e) Bemerkung zum HUYGENSschen Prinzip. ~ 

Wenn eine Beugungsoffnung groB ist im Vergleich zur Wellenlange, 
kann man sie zur Berechnung der gebeugten Strahlung in erster Nahe
rung, so lange man sich auf groBe Entfernungen von der Offnung be
schrankt, durch eine gleichmaBige Quellenverteilung ersetzt denken. Aus 
dieser Quellenverteilung ist dann die Beugungsfunktion durch bloBe 
Integration zu berechnen. Dies ist fUr den vorliegenden Fall die Aus
sage des sog. HUYGENSSchen Prinzips (88, S. 7). Durch vorstehende 
Rechnung ist gezeigt worden, daB dieses Prinzip in manchen 
Fallen auch bei Beugungsoffnungen, die nicht sehr groB gegen die 
Wellenlange sind, eine bemerkenswert gute Naherung ergibt (KIRCH
HOFFsche Naherung). 

Wir konnen hiervon noch eine technische Anwendung machen. Bei 
der Berechnung der Strahlung von sog. Richtantennen kann man in 
gewissen Fallen fiir die Rechnung eine in einer Ebene stehende Kom
bination von Linearantennen durch einen strahlenden Antennenschirm er
setzen. Nun ist in der Literatur hervorgehoben worden (lOa), daB die 
Richteffekte so1cher Antennenschirme ganz den sog. FRAuNHoFERschen 
Beugungsfiguren einer Offnung analog sind. Auf Grund des HUYGENS
schen Prinzipes leuchtet dies sofart eill fUr Abmessungen, groB gegen 
die Wellenlange. Da wir aber oben gesehenhaben, daB das Prinzip von 
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HUYGENS auch noch fUr nicht groBe Offnungen Geltung haben kann, 
geht der gemachte Vergleich in Wirklichkeit viel weiter als man an
nehmen wiirde. Er kann auch auf Antennenschirme ausgedehnt werden, 
die nicht groB sind im Vergleich' zur WellenHinge. 

2. Beugung einer ebenen elektrischen oder akustischen Welle 
an einem Ellipsoid oder an einem elliptischen Zylinder. 
Bei der Beugung von elektromagn~tischen Wellen an ellipsoidischen 

Korpern werden wir letztere stets als vollkommen leitend voraussetzen. 
Der allgemeinere Fall nicht vollkommener LeiWihigkeit ist in der 
Literatur behandelt (98, S. 716-727; 89, S. 101-104), aber nicht durch
gerechnet worden. Bei akustischen Wellen setzen wir den beugenden 
Korper als vollkommen starr voraus. 

a) Mathematische Formulierung des Beugungsproblems im 
elektrischen und im akustischen Fall. 

1m akustischen Fall benutzen wir das Geschwindigkeitspotential cP 
als abhangige Variable. An der KorperoberUache ist die Luftgeschwin
digkeit in Richtung der Flachennormale v .. = O. Wir haben auBerdem, 
wie im Spaltproblem von V, 1, die Nebenbedingung, daB die Beugungs
.funktion, welche zur ungestorlen einfallenden Wellenfunktion addierl 
wird, im Unendlichen verschwindet, und zwar im dreidimensionalen Fall 
wie e-i"'jr, wo r den Abstand vom Beugungs$orper bezeichnet. 

1m elektrischen Fall benutzen wir das HERTzsche Vektorpotential II 
als abhangige Variable. Dieses Potential geniigt der Wellengleichung: 

iJl-II {)2 II 02 II 
ox2 + {)y2 + OZ2 = -x2II. 

Die elektrische Feldstarke @ und die magnetische Feldstarke ~ konnen 
aus II berechnet werden mit den Formeln: 

( 1) { 
@ = -i "[graddiv II + ,,2 II]; 

~ = rotII. 

Hierbei ist in iiblicher W~se die elektrische Feldstarke, die magnetische 
Feldstarke sowie das Vektorpotential von der Zeit durch den Faktor eirot 

(w Kreisfrequenz) abhangig gedacht. Auf der Leiteroberflache lautet, 
da die Leitfiihigkeit unendlich groB ist, die Grenzbedingung, daB die 
tangentiale, Komponente von @ und die normale Komponente von ~ 
verschwinden. Beide Bedingungen sind nicht voneinander unabhangig, 
sondern gleichwertig; wir konnen die eine oder die andere benutzen. 
Ais Nebenbedingung gilt wieder: Verschwinden der Beugungsfunktion 
im Unendlichen wie e-i"'/r. 
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b} Entwicklung der Beugungsfunktion nach LAMltschen 
Wellenfunktionen beim Ellipsoid. 

87 

Wir nehmen an, fUr die einfallende ebene elektromagnetische Welle 
habe II nur eine Komponente in der z-Richtung lIz, die wir der Kurze 
wegen mit II bezeichnen. Es sei II = e- i ,,"'. Das Ellipsoid liege, wie 
in I, 1 emit seinem Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt und 
seinen Achsen in der X-, y- bzw. z-Richtung. Das Beugungspotential Ill' 
das von der Beugung von II am Ellipsoid herruhrt, besitzt im allgemeinen 
drei Komponenten (98, S. 726-727). Das gesamte HERTzsche Vektor
potential, das unsere Beugungsaufgabe lOst, lautet somit: 

II + Ill' 
Wir entwickeln die Komponenten von III nach LAMEschen Produkten: 

I Ill'" = ~ AnR~)(e) Sn (/h, Y) , 

(1) IllY = ~BnR:~)(e) Sn(/h, Y), 

IIlz = ~Cn R:~)(e) Sn(/h, y). 

Hierbei sind R~) LAMEsche Wellenfunktionen im Raume, die sich fur 
e ~ 00 bis auf einen gleichgultigen Faktor wie 

r 

verhalten, also Funktionen, die in IV 4 c, und IV, 4 d als Funktionen 
dritter Art bezeichnet wurden. Die Oberflachenbedingung auf dem 
Ellipsoid lautet: Verschwinden von Sjn (n auBere Normaler. Wir be
rechnen Sj aus II + III nach (1) von V, 2 a und erhalten durch Auf
spalten in X-, y- und z-Komponenten von II + III drei Gleichungen, aus 
denen die Koeffizienten von (1) berechnet werden konnen. Hiermit ist 
dann die Beugungsaufgabe ge16st. Fur Schallwellen ist die Aufgabe 
eine skalare, also einfacher losbar als oben. 

c) Beugung am abgeplatteten Rotationsellipsoid, insbesondere an 
einer Kreisplatte. 

Wir beschaftigen uns mit der Beugung einer ebenen Schallwelle an 
einem abgeplatteten Rotationsellipsoid. Fur das gestreckte Rotations
ellipsoid vgl. man die Arbeiten von R. MACLAURIN (89, S. 101) und 
K. F. HERZFELD (43). Die Achsen des Ellipsoides sollen wie in I, 1 b 
liegen. Das Geschwindigkeitspotential der einfallenden ebenen Welle sei 
@o = e- i ""', dasjenige der gebeugten Welle @l; die Losung der Aufgabe: 

IfJ = lfJo + IfJI . 

Wir entwickeln: 
IfJI = ~A •. R~3)(~) • Ms(/-{) , 

wobei die LAMEschen rotationssymmetrischen Wellenfunktionen M. 
dem Abschnitt IV, 5 zu entnehmen sind. Unter R~3)(~) sind rotations-
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symmetrische LAMEsche Wellenfunktionen dritter Klasse im Raum 
nach dem Abschnitt IV,S b zU verstehen. Auf der Oberflache des 
E1lipsoides solI iJ lPjiJn (n auBere Normalrichtung) verschwinden. Nun ist 

Foiglich: 

( 1) 

M> = oifJ • ( 1/~2 + ,u2)-1 
on o~ cr ~+1 

( 
'~2 + 2'-1 

= {-iucfte-ixC,u; + ~AB· R~)/. M.}. C V ~2 +~) . 

wobei ~o die E1lipsoidoberflache festlegt. 
Wir multiplizieren in (1) links und rechts mit M.(ft) und integrieren 

uber ft von -1 bis + 1. Wegen der Orthogonalitatseigenschaften der 
Ms (IV, 4 b) erhiilt man 

+1 

i" c ! M. (,u) • fI- • e-ixclio,u . d,u 

(2) A. = -1 +1 

R~3)/(~ = ~o) . !M:(,u). d,u 
-1 

Hiermit ist unsere Aufgabe vo1lig gelOst. Fur eine Kreisplatte is't 
~o = 0 zu setzen (vgl. IV, 5 h). Numerisches uber die Beugung an der 
Kreisplatte findet man bei E. LOMMEL (87) und F. MOGLICH (98, S. 730 
bis 734). Fur akustische Untersuchungen (RAYLEIGHSche Scheibe) hat 
der Grenzfail sehr groBer Wellenlange, gemessen am Scheibendurch
messer, praktisches Interesse. Das so entstehende hydrodynamische 
Stromungsproblem hat W. KONIG (72) gelOst (39, S. 148-150). 

Auch fUr die Beugung elektromagnetischer Wellen an einem leitenden 
e1liptischen Zylinder verweisen wir nach der Literatur (121, S. 657-664). 

d) Bemerkung iiber das Prinzip von BABINET. 

Wir stellen hier einander gegenuber: a) einen dunnen endlichen 
Schirm; b) eine Offnung in einer unendlichen dunnen umgebenden 
ebenen Schirmwand. Das Prinzip von BABINET (31, II, s. 343; 114, 
S. 286) besagt, daB das Problem I (vgl. V, 1 a) im Falle (a) aquivalent 
1st mit dem Problem II im Faile (b); weiterhin das Problem II im 
Falle (a) mit dem Problem I im Fane (b). 

Der Beweis hierfur laBt sich in folgender Weise andeuten. 1m Falle (a) 
gebe man zunachst die ungestorte Welle. Die Beugungsfunktion muB 
beim Problem II die Geschwindigkeit iJ1p/iJn = 0 machen auf der Schirm
wand (a). Dies wird erreicht, wenn man die Schirmwand ersetzt durch 
eine Geschwindigkeitsverteilung, entgegengesetzt gleich derjenigen, 
we1che die ungestorte einfallende Welle an der Stelle des Schirmes er
zeugt. Beim Problem I wird im Falle (b) nach V,1 a dieser Bedingung 
genugt. Analog sieht man den anderen Fall em. Durch dieses Prinzip 
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beherrschen wir mit der Lasung einer Beugungsaufgabe fur ein Schirm
chen auch sofort die Lasung der komplementaren Aufgabe fUr eine 
Offnung in einer ebenen Wand. 

3. Schallstrahlungsprobleme im Zusammenhang mit einer 
starren Kreisplatte. 

In der Akustik gibt es mehrere Probleme, welche mit Hilfe der LAME
schen Wellenfunktionen des abgeplatteten Rotationsellipsoides, ins
besondere der Kreisplatte, 16sbar sind. Zunachst die Berechnung der 
Schallstrahlung einer frei axial schwingenden Kreisplatte; dann die 
Schallstrahlung, wenn ein Teil der Kreisplatte axial schwingt, wahrend 
der ubrige Teil als Schirmplatte (131) wirkt; endlich jener Grenzfall, 
der aus letzterem Problem entsteht, wenn die Schirmplatte sich bis ins 
Dnendliche erstreckt. Auch gewisse Fragen uber den EinfluB eines auf
gesetzten Horns auf die Schallstrahlung lassen sich hier anreihen. 

a) Schallstrahlung einer frei axial schwingenden starren Kreisplatte. 

In allen Problemen des Abschnittes V, 3 soIl die Bewegung urn die 
Achse der Kreisplatte herum rotationssymmetrisch sein. Wir fassen die 
Kreisplatte als Entartung des abgeplatteten Rotationsellipsoides auf, 
geben also zunachst die Berechnung fUr ein so1ches Ellipsoid endlicher 
Abmessungen und gehen sodann zur Grenze unendlich kleiner axialer 
Dicke uber. Auf der Oberflache des Rotationsellipsoides ist die Ge
schwindigkeit vorgegeben, also oiP/on (n auBere Flii.cliennormale). 
Dnd zwar hat oiP/on beiderseits der Mittelparallelebene entgegen
gesetztes Zeichen. Hieraus folgt; daB fUr die Lasung der vorliegenden 
Aufgabe nur LAM Esche Wellenfunktionen auf der Ellipsoidflache (IV, 
5 a) in Betracht kommen, die nach Kugelfunktionen P2n+1 ungerader 
Ordnung entwickelt sind. In der Bezeichnung IV, 5 c und IV, 5 e 
ist somit 1n = 0 und n = 1 , 3, 5 . .. Wir bezeichnen die betreffenden 
LAMEschen Wellenfunktionen mit 

M 2n+! = bOP! - b!P3 + b2P 5 .,. ± bs P 28 +1 , n = 0, 1,2,3, ... 

Die entsprechenden Raumfunktionen der dritten Klasse seien R2n+1 (';) , 

so daB eine Lasung der Wellengleichung lautet: 
00 

(1) iP = L A 2n +1 • R2n+1 (.;). M2n +dtt) . 
o 

Es handelt sich darum, die Koeffizienten A2n+1 derart zu bestimmen, 
daB oiP/on auf der Ellipsoidoberflache den vorgeschriebenen Wert be
sitzt. Fur den Fall des vorliegellden Abschnittes, daB die ganze Kreis
platte schwingt, ist oiP/an im Betrag konstant gleich v auf jeder Seite 
der Mittelparallelebene. Weiter ist llach I, 1 und I, 1 b: 

oP = oP.~ = oP '~l/~2+ i-
on N gll o~ C / ~2 + ,u2 • 
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Folglich: 
(2) ~ A {1 1~+1 dR2n+,} M () v = _ 4.J 2n+l C V ~+ [<2 • ~ ~~;o • 2n+l 1'0 , 

n-O, 1, ... 

wobei ~o die EllipsoidoberfHiche festlegt. Wir multiplizieren (2) links 
und rechts mit y'gg + [<2 

C gg + 1 M 2n+1 

und integrieren sodann iiber 1'0 von 0 bis 1. Wegen der OrthogonalWit 
der M 2n+1 entsteht: 

1 

(3) A 2n+1' Q2n+l • (dR;tt~go = f df)' c 'V!i! ~2 • v· M 2n +1 (f)); 

o 
1 

Q2n+l = f M~n+ldf). 
o 

Durch (1) und (3) ist die vorliegende Aufgabe gelost. Beim Ubergang 
zum Kreisplattchen haben wir ~o = 0 zu set zen (vgl. IV, 5 h). 

b) SonderHiJ1e sehr groBer und sehr kleiner Wellenlange. 
Wenn das Geschwindigkeitspotential nach (1) von V, 3 a bekannt 

ist, kann die gesamte Riickwirkung der Schallstrahlung auf die schwin
gende Kreisplatte leicht bestimmt werden. Die Kraft, welche die Schall
strahlung auf die Scheibe ausiibt, ist (115, II, S.162) 

(1) K = -iw(J -1 f £Pdt, 

wobei (J die Luftdichte, W die Kreisfrequenz in der Zeitabhangigkeit eiwt 

von £P, (i = -V -1) darstellen und iiber die gesamte Ellipsoidoberflache 
zu integrieren ist. Fiir die betrachtete Riickwirkung ist es praktisch, 
den Begriff der lmpedanz Z einzufiihren. Diese is~ definiert als die 
Kraft K nach (1), dividiert durch die Geschwindigkeit des Antriebs
punktes der Scheibe (im vorliegenden Fall v) : Z = KJv. Diese lmpe
danz Z hat einen reellen und einen imaginaren Anteil. Der reelle Teil 
von Z ist proportional zur gesamten Schallenergiestrahlung, der ima
ginare Teil von Z kann gleich wm gesetzt werden, wobei m die Masse 
ist, welche infolge der mitschwingenden Luft zur Scheibenmasse addiert 
werden muB. 

Einfach zu behandeln sind zwei Sonderfalle des vorliegenden Pro
blems: 

a) Schallwellenlange III Luft sehr groB gegen die Scheibenabmes
sungen; 

b) Schallwellenlange in Luft sehr klein gegen die Scheibenabmes
sungen. 

1m Fall (a) geht die Wellengleichung in die Potentialgleichung iiber, 
und wir haben das Problem der Translationsbewegung einer Kreis-
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scheibe durch eine ruhende ideale FHissigkeit. Diese Aufgabe kann 
leicht mit Hilfe LAMEscher Potentialfunktionen behandelt werden (78), 
Fur die Masse m der mitschwingenden Luft findet man im vorliegenden 
Fall [78, S. 162 (20)J: 

2 4 m = -. -na3 • a, 
n 3 

wobei a der Scheibenradius ist. 
Fur sehr kleine Wellenliinge wird m = O. 
1m Fall (b) k6nnen wir yom HUYGENSSchen Prinzip Gebrauch machen 

und die konstante Geschwindigkeitsverteilung auf der Scheibenober
fliiche naherungsweise durch eine konstante Quellenverteilung ersetzen. 
Da auBerdem die Luftstr6mung von der Vorder- zur Hinterseite hier 
v611ig vernachlassigbar ist, kann man die Scheibe durch eine unendlich 
ausgedehnte ebene Schirmwand umgeben und erhiilt das Geschwindig
keitspotential durch bloBe Integration (115, II, S. 162): 

tp = - ~ffv e-ixr dt ' 
2", r 

Hierbei ist r der Abstand des Aufpunktes vom betrachteten Scheiben" 
punkt, und das Integral ist tiber die gesamte Scheibenoberfliiche zu er
strecken. 

c) Schwingende Kreisscheibe in einer ebenen kreisfo.rmigen 
Schirmwand. 

Dieses Problem unterscheidet sich mathematisch yom vorigen da
durch, daB v nicht auf der ganzen Scheibenoberfliiche im Betrag kon
stant ist, sondern nur auf einem Teil derselben, wiihrend v im ubrigen 
verschwindet. Die L6sung der Aufgabe ist somit in den Formeln von 
V, 3 a enthalten, sofern das Integral rechts in (3) V, 3 a nur uber jenen 
Teil der Scheibenoberflache erstreckt wird, wo v von Null verschieden ist. 

Wir k6nnen, wie im vorhergehenden Fall, gewisse Ergebnisse der 
Rechnung leicht ubersehen, fUr den Fall, daB (a) der Radius des schwin
den Scheibenteiles klein ist, gemessen an der Wellenlange und fUr den 
Fall, daB (b) dieser Radius graB ist. 1m Fall (a) kann man noch unter
scheiden zwischen einer Schirmwand, die ebenfalls klein ist gegen die 
Wellenlange und einer Schirmwand, die graB ist zur Wellenlange. 1m 
zuletztgenannten Fall haben wir, wie im Falle (b) mit gr6Ber Niiherung 
das Prablem einer schwingenden Kreisscheibe in einer unendlich graBen 
umgebenden Schirmwand vor uns. Die Ergebnisse hierfur sind zum 
Teil aus der Literatur bekannt (115, II, S. 162; 4). 

Dagegen fUhrt der Fall, daB der schwingende tmd der ruhende Teil 
der Krei!,scheibe klein sind gegen die Wellenlange, auf ein Potential
problem. Wir k6nnen das Geschwindigkeitspotential in der Umgebung 
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der Scheibe nach LAMEschen Potentialfunktionen entwickeln. Es 5011 

1) verschwinden fUr p > flo. Dann ist zu setzen 

00 

<P = ~ A 2n+1 • P2n+l (p) • Q2n+l (i~), 
n=O, 1 ,2, ... 

wobei die Bezeichnungen von IV, 3, b benutzt. worqen sind. FUr die 
Koeffizienten AZn+1 findet man den Ausdruck: 

1-'0 

A P (d QU +1) f V;~+fl' P () d . 2n+l' 2n+l' ~ ~=~o = C ;~ + 1 .1). 2n+l fl' fl, 
1 

1 

P2n+l = f P~n+l d p. 
o 

Die Masse m der mitschwingenden Luft berechnet sich aus <P nach der 
Formel [78, S. 57 (4)]: 

wobei das Integral iiber den schwingenden Teil der Scheibe zu erstrecken 
ist. Es ist 

(1 ) 

wo 
1-'0 

k2n +1 = f c· p' P2n+1 (p) .dp 
1 

und Akzente Differentiation nach ~ darstellen (~o = 0) . 

d) Sonderfall einer unendlich groBen ebenen Schirmwand. 
Obwobl der Fall einer unendlich groBen ebenen Schirmwand, in der 

eine starre Kreisscheibe schwingt, in der Literatur mehrfach behandelt 
wurde (115, II, S. 162; 4), ist bisher doch noch kein Ausdruck fiir das 
Geschwindigkeitspotential bekannt, der fiir jeden beliebigen Raum
punkt giiltig ist. Ein so1cher Ausdruck HiBt sich mit Hilfe der LAME
schen Wellenfunktionen des abgeplatteten Rotationsellipsoides auf
stellen. 

Zunachst bemerke man, daB durch die unendlich groBe Schirmwand 
das Problem in zwei vollkommen gleiche Teile zerlegt wird, die sich auf 
die Vorder- und auf die Hinterseite der Wand beziehen. Wir konnen 
bei der Losung den Phasenunterschied zwischen Vorder- und Riickseite 
ignorieren und die Losung fiir eine Seite, wobei iJ<Pjon auf der Schirm
wand Null ist, aus LAMEsch,en Wellenfunktionen des abgeplatteten Ro
tationsellipsoides geradef Ordnung aufbauen. Diese Wellenfunktionen 



299 J 3. Schallstrahlungsprobleme im Zusammenhang mit einer starren Kreisplatte. 93 

sind nach IV, 5 c und IV, 5 emit m = 0: 

M 2n = aoPo - a1 P2 •• •. ± a,P2r + ... , 
und wir haben: 

00 

(1 ) q, = ~ A2n • R~h(~)' M 2n (f.l). 
n=O, 1, 2, ., .. 

Da, genau wie in V, 3 a die Geschwindigkeit der Scheibe vorgeschrieben 
und °gleich v ist, erhalt man fUr die Koeffizienten A2n den Ausdruck: 

1 ° 

(2) A2n = (Q2n' Rk~(~o)) -1 -Ie V~g ~~2 • V • M 2n • d f.l; 
o 
1 

Q2n = J~n df.l, 
o 

wo ~eder ~o = 0 zu setzen ist (vgl. IV, 5 h) auf der Scheibenoberflache. 
Durch (1) und (2) ist das vorliegende Problem allgemein gelOst. 

e) SchallstrahlUllgsaufgaben mit hyperboJoidisch geformtem Horn. 
An Stelle der oben mehrfach erwiihnten Schirmplatte endlicher oder 

unendlicher Ausdehnung wird oft in der Praxis die schwingende Scheibe 
an der Basis eines Homes angeordnet. Die Form dieses Homes kann 
noch verschieden gewahlt werden. Wenn wir annehmen, daB sie mit 
einem einschaligen Rotationshyperboloid zusammenfailt, entstehen Pro
bleme, die mit Hilfe der oben benutzten LAMEschen Wellemunktionen 
bewaltigt werden konnen. Hierzu nehmen wir an, die schwingende 
Kreisscheibe befinde sich in der Mittelparallelebene des Hyperboloids. 
Es kommt nun darauf an, einen Ausdruck fUr das Geschwindigkeits
potential zu finden, der folgenden Bedingungen genugt: (a) aq,jiJn = v 
auf der Kreisscheibe; (b) iJq,jiJn = 0 auf der Oberflache des starr ge
dachten Rotationshyperboloides. 

Urn der zuietztgenannten Bedingung genugen zu konnen, brauchen 
wir LAMEsche Wellenfunktionen M(f.l) , die fUr f.l = f.lo, wo f.lo den Off
nungswinkel des Rotationshyperboloides festiegt, eine verschwindende 
Ableitung haben. Da in unserer Berechnungsweise (IV, 5 c und IV, 5 e) 
die LAMEschen Funktionen nach LEGENDRESchen Polynomen entwickelt 
erscheinen, mussen wir gleiches von diesen Polynomen fordem. Nun ist 
bekannt, daB das Polynom 

Pn(f.l) 

fUr f.l = f.lo eine verschwindende Ableitung nach e = arccosf.l besitzt, 

wenn n = In ° ist (64, S. 80), mit 1 = 1,2,3, ... , mit anderen 
arccosfl 

Worten, wenn wir LEGENDRESche Funktionen gebrochener Ordnung ein
fuhren. Entsprechend diesen LEGENDRESchen Yunktionen gebrochener 
Ordnung erhiilt man durch diese Wahl von n in den Formeln von IV, 5 c, 
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IV, 5 d und IV, 5 e auch LAMEsche WeUenfunktionen gebrochener 
Ordnung, die der Orthogonalitiitsbedingung 

,.. 
(1) ! Mn{ft}· Mm{ft) dft = 0; 

1 
In . kn 

n=----· m= . 
arc cos,uo ' arc cos,uo ' 

l=1,2,3, ... ; k=1,2,3, ... ; ldrk 

geniigen. Wir konnen jetzt die Losung des vorliegenden Problems nach 
diesen LAMEschen WeUenfunktionen entwickeln: 

(2) 

wabei n die aben angegebenen Werte durchliiuft und iiber l von 1 bis 00 

zu summieren ist. Man erhiilt fiir die An aus (2) mit Hilfe von (i) den 
Ausdruck: 

(3) 

Wenn wir es mit einer Kreisscheibe, die in der MittelparaUelebene des 
Rotationshyperboloides ft = fto schwingt, zu tun haben, ist ~o = 0 zu 
setzen. SoUte die schwingende Scheibe die Form eines Rotations
ellipsoides, konfokal zum Hyperboloid, haben, so ist der entsprechende 
;o-Wert einzusetzen. Mit (2) und (3) ist das vorliegende Problem gelost. 

f) Bemerkung tiber zweidimensionale Probleme, die den obigen 
analog sind. 

Mit Hilfe MATHIEuscher Funktianen konnen eine Reihe van Pro
blemen gelOst werden, welche als zweidimensionales Analogon zu den 
aben betrachteten aufzufassen sind. 

Zuniichst die SchaUstrahlung eines unendlich langen, starren, frei 
schwingenden Biindchens. Hier ist fiir das Geschwindigkeitspotential 
anzusetzen: 00 

( 1) iP = ~ A 2n+1 • sg~+1 (fJ) • 6~~~+1 (;) , 
n=O,1,2, ... 

wobei.Sg~+1 und 6~~+1 bzw. MATHIEusche Funktionen und zugeordnete 
MATHIEusche Funktionen dritter Art nach III, 2 a bzw. III, 5 a sind. 
Auf dem Biindchen soU laiP/onl = v sein. Dann berechnen sich dje 

A2n+1 aus '" 
(2) A2n+1 = N ~(3)' (~). c • v!sinfJ • S~~+dfJ) dfJ , 

2,,+1 210+1 0 0 

wo :t 

N 2n+1 = !(Sg~+1 (fJ))2 dfJ. 
o 
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In ganz analoger Weise liiBt sich durch den Ansatz (1), nur mit anderen 
Koeffizienten AZn+1 als (2), das Problem losen, welches entsteht, wenn 
das ~iindchen mit einem endlich breiten Schirmstreifen in der gleichen 
Ebene links und rechts versehen ist. Fiir den Fall, da.B die Schirmstreifen 
unendlich breit sind, muB der Ansatz (1) durch den Ansatz: 

00 

cp = ~ A 2n • C2n (n) • ~~(~) 
n=O,1,2, ... 

ersetzt werden, ganz analog zu (1) von V, 3 d. 1m iibrigen verHiuft die 
Losung wie oben. 

Endlich konnen wir noch, dem obenbehandelten Homproblem ent
sprechend, den Fall betrachten, daB das schwingende Bandchen an der 
Basis eines "zweidimensionalen Homes" schwingt, das im Querscbnitt 
die Form einer Hyperbel hat. Bel diesem Problem ist wieder vom An
satz (3) auszugehen, wobei aber n nicht mehr ganze Zahlen durchlauft, 
sondem Briiche, welche durch die Offnung des Homes bestimmt werden. 

VI. Eigenschwingungsprobleme. 
Die Eigenschwingungsaufgaben konnen, soweit sie riiumlich aus

gedehnte Gebiete betreffen, in zwei Gruppen eingeteilt werden: Innen
raumprobleme und AuBenraumprobleme. Von beiden ProbJemarten be
handeln wir einige Beispiele, die aus der mathematischen Akustik und 
aus der MAXWELLschen Elektrizitatstheorie entnommen sind. Von den 
ebenen Problemen nennen wir die Eigenschwingungen elastischer Mem
branen und Platten elliptischer Kontur (95; 96; 89, S. 72-73; 116, II, 
S.728). 

1. Innenraumprobleme. 
Wir betrachten ein Raumgebiet, das von einem Ellipsoid begrenzt 

ist. Die Luft in diesem Hohlraum hat gewisse Eigenschwingungs
frequenzen. Auch das elektromagnetische Feld im Hohlraum besitzt 
eine abzahlbar unendliche Reihe von Eigenfrequenzen. Weiter be
trachten wir einen elektrischen Leiter, dessen Begrenzung von einem 
Ellipsoid gebildet wird. Dieser Leiter befinde sich in einem stationaren 
auBeren Magnetfeld. Wird dieses auBere Feld plOtzlich zum Verschwin
den gebracht, so klingen die elektrischen Induktionsstrome im Leiter 
mit gewissen Eigenzeitkonstanten abo Ahnliche Zeitkonstanten des 
Leiters spielen eine wichtige Rolle bei der Berechnung der Erwarmung 
und der Abkiihlung bei iiuBerem Temperaturwechsel und bei der Be
rechnung von Diffusionsvorgiingen. Von den erwiihnten Innenraum
problemen werden wir einige Beispiele behandeln. 
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a) Eigenschwingungen eines Luftvolumens, das von einem 
Ellipsoid begrenzt ist (89, S. 98-99). 

[302 

Als abh1ingige Variable benutzen wir in ublicher Weise das Geschwin
digkeitspotential f/J. An der Innenoberfliiche des vollkommen starr ge
dachten Ellipsoides mit der inneren Normalen n muB gelten: 

o~ _ ° on - . 
Beim dreiachsigen Ellipsoid kommt dies fur die Eigen16sung 

Ri(e)' Si(P,·V) 
hinaus auf die Bedingung 

(1 ) (dRt ) = 0. 
de e=e, 

Aus der Gleichung (1), die eine transzendente Bestimmungsgleichung 
fiir die Konstante k der Wellengleichung' (I, 1 c) darstellt, sind die ver
schiedenen Eigenfrequenzen zu berechnen. 

Wir fiihren dies im AnschluB an R. MACLAURIN (89) durch fur ein ge
strecktes Rotationsellipsoid. Hier lauten die Eigen16sungen: 

R(l) (~) • M ( ). {c?smcp 
" "P smmcp' 

wobei R(!) und M" aus dem Abschnitt IV, 5 bekannt sind. Die Ober
fliichenbedingung ergibt hier als Gleichung fur die Eigenfrequenzen 

(2) (dRn) = ° . 
,d; ;=;, 

Fur nicht zu groBe Werte von kc~o = z konnen wir die nach steigenden 
Potenzen von z geordneten Reihen von Abschnitt IV, 5 d in (2) einsetzen. 
Vnter Einfiihrung der numerischen Exzentrizitiit e des Ellipsoides findet 
man, daB (2) fur m = ° und n = 1 ubergeht in (89, S. 88): 

(e = va2
:; b2 

; a und b ElliPsoidhalbachsen) , 

1 - 0,3z2 + (0,017857 + 0,0034285 e2) Z4 

.- (0,00059524 + 0,00031747 e2 - 0,00003047 e4) Z6 

+ (0,00006764 + 0,0000111 e2 - 0,0000010885 e4) Z8 + ... = 0. 

Die kleinste Wurzel ist: 

e ° 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8· 0,9 
2,08152,08252,08482,0865 2,09022,0961 2,1035 2,11242,12332,1364. 

Hieraus konnen die Grundschwingungsfrequenzen der Luft in gestreckten 
Rotationsellipsoiden sofort entnommen werden, indem fur c ~o der gerade 
vorliegende Wert, der mit der GroBe des Ellipsoides zusammenhiingt, 
eingesetzt wird. Interessant ist es, aus obiger Tabelle zu entnehmen, 
daB die niedrigste Eigenfrequenz bei einem Ellipsoid mit e = 0,9 zu 
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derjenigen bei einer Kugel (e = 0) mit gleichem Radius wie die groBe 
Ellipsoidhalbachse wie 2,13 zu 2,08 steht, also sich urn noch nicht 3 % 
andert. In analoger Weise lassen sich die Eigenfrequenzen eines Luft
raumes zwischen zwei konfokalen Ellipsoiden berechnen (89, S. 91-96). 

b) Eigenzeitkonstanten ellipsoidischer Leiter (89, S. 104-105; 129). 

Ein leitendes Rotationsellipsoid solI sich in einem homogenen statio
naren auBeren axialen magnetischen Feld befinden. P16tzlich wird 
dieses auBere Feld zum Verschwinden gebracht. 1m Leiter werden In
duktionsstr6me kreisen, wobei die Stromrichtung parallel und konzen
trisch zu Breitekreisen der Leiterobedlache sein wird. Setzt man als 
Zeitabhangigkeit des Stromes und somit auch der magnetischen Feld
starke im Leiter e-pt an, so genugt die magnetische Feldstarke H im 
Leiter der Differentialgleichung 

{)2 H fj2 H iJ2 H 
(1) ox2 + -8 y2 + iJ z2 = -x2 H , 
mit 

fl, die Permeabilitat, 
e der spez. elektr. Widerstand (GAusssche Einheiten), 
V die Lichtgeschwindigkeit. 

Wir nehmen nun an, die Permeabilitat fl, sei sehr groB. Dann wird H 
an der Leiteroberflache dieser Begrenzung parallel verlaufen. AuBen 
solI H verschwinden. Folglich muB auch H an der Oberflache im Leiter 
Null sein. Diese homogene Randaufgabe kann nur fur bestimmte p-Werte 
ge16st werden, die man wie folgt findet. Die Komponenten von H be
friedigen die Gleichung (1) in Koordinaten des gestreckten Rotations
ellipsoides; das wir hier insbesondere betrachten wollen, wenn man sie 
dem Ausdruck 

R~)(~) . Mn(fl,) 

proportional setzt. Es folgt aus der Symmetrie des Problemes, 
daB die magnetische Feldstarke nicht von ({i, dem Azimut, abhangt. 
Der Oberflachenbedingung wird genugt, wenn gilt: 

(2) 

womit wir eine Bestimmungsgleichung fUr p gefunden haben. Die 
kleinste Eigenzeitkonstante ist die niedrigste Wurzel von (2) mit n = 0. 
Man findet folgende Werte: 

e ° 0,1 
P/Po 1 0,9877 

0,2 
0,9701 

0,3 
0,9328 

0,4 
0,8810 

0,5 
0,8166 

Hierbei ist Po der Wert von P fur e = 0, also fur eine Kugel. 1m vor
liegenden Fall weichen die Eigenzeitkonstanten bei gestreckten Rota-

Ergebnisse der Mathematik. 1. Strut!. 7 
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tionseIlipsoiden von gleicher groBer Halbachse wie der Kugelhalbmesser 
starker von den Eigenzeitkonstanten der Kugel ab als im vorigen Ab
schnitte die Eigenfrequenzen einer Luftmasse. 

In analoger Weise, wie hier fUr ein gestrecktes Rotationsellipsoid 
durchgefUhrt, lassen sich die FaIle eines dreiachsigen Ellipsoides (139) 
und eines elliptischen Zylinders (129) behandeln. 

Auch die Warmebewegung in einem ellipsoidischen Korper (89, So 105 
bis 108) sowie gewisse Diffusionsprobleme (116, II) lassen sich mit Hilfe 
der obigen Formeln behande1n. 

2. AuBenraumprobleme. 
Wir werden uns hier mit den elektromagnetischen Eigenschwingungen 

befassen, die ein ellipsoidisch begrenzter Leiter in einem unendlichen 
homogenen umgebenden Dielektrikum aufweist. Insbesondere betrach
ten wir das gestreckte Rotationsellipsoid und den elliptischen Zylinder. 

a) Elektromagnetische Eigenschwingungen eines lei tend en 
gestreckten Rotationsellipsoids. 

Die Ellipsoidachse sei, wie in I, 1 a die x-Achse. Wir betrachten 
nun eine durch gewisse Krafte auf der EllipsoidoberfHiche festgehaltene 
elektrische Ladungsverteilung, we1che symmetrisch zur Rotations
achse sein solI. Bei ForHall der erwahnten Krafte wird die Ladungs
verteilung, sofern sie nicht zufallig mit der Gleichgewichtsverteilung auf 
dem leit¥nden Ellipsoid zusammenfiel, sich dieser Gleichgewichtsver
teilung oszillatorisch nahern. Gesucht ist die niedrigste Eigenfrequenz 
des entstehenden abklingenden Schwingnngsvorgangeso 

Durch den rotationssymmetrischen Charakter der urspriinglich an
genommenen Ladungsverteilung werden die Ausgleichsstrome nur in Me
ridianebenen flieBen. Die magnetische Feldstarke wird in geschlossenen 
Parallelkreisen verlaufen. Nennen wir Hx, Hy und Hz die Komponenten 
dieser Feldstarke (die Zeitabhangigkeit durch den Faktor eioot lassen wir 
in iiblicherWeise fort), so werden diese gegeben sein durch die Ausdriicke 

Hy = yx(~,tl); 

Hz = -xX(~'fl); 
Hx=O. 

Hierbei ist X (~,u) eine Funktion von ~ und fl, die derart zu bestimmen 
ist, daB die Feldstarkekomponenten der Wellengleichung geniigen. Diese 
Bedingnng konnen wir an Hand von 1,1 a und V, 5 in einfacher Weise 
erfUllen durch die Wahl: 

1 
Hy = sin<p. Rl (~) . Ml (fl) ; 

(1) Hz = -coS<p· Rl m . Ml (fl); 
Hx=O. 
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Die Funktionen Rl und Ml genugen beide der Differentialgleichung: 

(2) ddd(1 - ';2) dd~l} + Rl(1-==-~~2 + ,,2C2 ';2 + Ao) = 0, 

wobei Ao der niedrigste Eigenwert sein soIl. Wir mussen jetzt noch die 
Klasse der Funktion Rl (';) wahlen. Diese Wahl fallt im Innern des 
leitenden Ellipsoides und im Dielektrikum (AuBenraum) verschieden aus. 
1m Innern brauchen wir eine Funktion, die fUr aIle .;, mit 1 < .; === ';0' 
wobei';o die Ellipsoidoberflache festlegt, endlich ist, also eine Funktionder 
ersten Klasse; im AuBenraum dagegen muB die Lasung fur .; ~ 00 wie 
e-i"Tjr verschwinden, wobei r den Radiusvektor des Aufpunktes dar
stellt; dort brauchen wir also eine Funktion der dritten Klasse. 

Da wir uns weiterhin auf den Fall unendlich groJ3er Leitfahigkeit 
des Ellipsoides beschranken wollen, benutzen wir nur die Lasung (1) 
fur den AuBenraum, denn im Innern des Ellipsoides verschwindet in 
diesem Fall die magnetische Feldstarke. Fur die Funktion Ri3) vgl. 
man IV, 5 f. 

b) Gleichung fUr die Eigenfrequenzen bei unendlich guter 
Leitfiihigkeit. 

Bei unendlich groBer Leitfahigkeit des Leiters verschwindet die 
tangential gerichtete elektrische Feldstarke E an der Leiteroberflache. 
Die tangentiale elektrische Feldstarke hat aus Symmetriegrunden nur 
eine Komponente in Richtung der fl-Koordinate. Wir herechnen sie aus 
der magnetischen Feldstarke mit Hilfe der ersten MAXwELLschen Haupt
gleichung: 

mit 

rot H = 4 n (0 E + i W S E) , 
Co 4n 

Co Lichtgeschwindigkeit, 
a Leitfahigkeit, . 
w Kreisfrequenz, 
8 dielektrische Konstante (GAusssche Einheiten). 

1m AuBenraum ist a = 0 und 

mit 

und 

l_iw£E _ -1 d(/- ) rot" i -- -- f' - /- - l g3 3 • H'P ' 
Co J gl] g33 dl; 

c2 (1;2 + ft2 ) 

gIl = 1;2 -.1 ; 

g33 = c2 (1 - /-[2) (';2 - 1) nach 1,1 

H~ = H';,+ H';. 

Das Verschwinden von En an der Leiteroberflache fUhrt somit zur 
Gleichung: . 

(1 ) 

7* 
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'also zu einer transzendenten Gleichung fiir x2 aus Gleichung (2) von 
VI, 2 a. Da 

(2) 

ergeben sich aus dieser Gleichung (1) die Eigenfrequenzen fiir diese be
sonderen Eigensehwingungen. Insbesondere folgt aus der ersten Wurzel 
von (1) die erste Eigenfrequenz. 

Wir werden verifizieren, daB (1) im Falle einer Kugel identiseh ist 
mit der aus der Literatur (31, S. 497) bekannten Gleiehung. Fiir eine 
Kugel (I, 1 a) wird ~ -+ 00, und 

R(3) _ H~~!(x r) 
1 - ,/ ' fxr 

wobei H(2) die HANKELsehe Funktion zweiter Art bedeutet. Weiter 
strebt die lineare Exzentrizitat c der Ellipse naeh Null, derart, daB 
lim ~ c -+ r, wo r den Radiusvektor des Aufpunktes bedeutet. Foiglieh 
entsteht aus (1): 

(3) [~ ( H~~!(Xr))] = 
d r,~ 0, 

r fxr 

d. h. die Gleichung, welche J. J. THOMSON [142, S.368, (108)] ab
geleitet hat. 

e) Sonderfalle der Kugel und des stabformigen Leiters. 
Die zwei in der Literatur behandelten Grenzfalle des gestreekten Ro

tationseUipsoides sind die Kugel und der Stab. Letzterer entsteht aus 
unseren Formeln fiir ~o = 1, wobei sieh dann das Rotationsellipsoid auf 
die Verbindungslinie der Brennpunkte zusammenzieht. 

J. J. THOMSON findet fUr die erste Eigenfrequenz der Kugel (142, 
S.369) aus (3) VI, 2 b mit n = 0: 

i fi 
xOrO =2"±2' 

Andererseits gilt fiir den stabformigen Leiter [31, S.329 (SOd)] in 
erster Naherung: :n: 

xoc = 2"' 

also eine ungedampfte Sehwingung (xc reell). Gibt man dem Stab die 
gleiehe Lange wie der Kugeldurehmesser, so ist die Schwingungsfrequenz 
beim Stab etwa das Doppelte der Frequenz bei der Kugel und dafiir 
die Dampfung, welche bei der Kugel bedeutend ist, in erster Naherung 
verschwunden. 

Eine von obiger Behandlung abweichende Berechnung der Eigen
frequenzen leitender gestreckter Rotationsellipsoide findet man bei 
M. ABRAHAM (1) und E. HALLEN (38). Allerdings beriicksichtigen diese, 
Autoren nur den Grenzfall eines sehr gestreckten Ellipsoides (Draht). 
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d) Elektromagnetische Eigenschwingungen eines elliptischen 
Zylinders. 

101 

Wir denken durch auBere Krafte auf der Zylinderoberflache eine 
Ladungsverteilung festgehalten, die entlang der Erzeugenden konstant 
sein soil, sonst aber nicht mit einer Gleichgewichtsverteilung zusammen
£alit. Wenn die auBeren Krafte fortfailen, wird die Ladungsverteilung 
sich wieder oszillatorisch der Gleichgewichtsverteilung nahem. Man 
kann nach den hierbei ins Spiel kommenden Eigenfrequenzen des Zy
linders fragen. 

Die elektrische Feldstarke wird aus Symmetriegriinden nur Kom
ponenten senkrecht zur Zylinderachse haben, die magnetische Feld
starke nur eine Komponente H parallel zur Zylinderachse. Diese zu
letztgenannte Komponente H geniigt im AuBenraum der Wellengleichung 

fPH + o2H + x2H = 0 
ox2 8y 2 

und L6sungen lauten im AuBenraum: 

H = ~~)(~) . C~)(1]) 
oder 

Vgl. fiir die Funktionen ~(3) und 6(3) die Abschnitte III, 5 a und III,S c. 
Die tangential gerichtete elektrische Feldstarke an der Leiteroberflache 
kann hieraus mit Hilfe der ersten MAxWELLschen Hauptgleichung er
halten werden. Nehmen wir wieder eine unendlich gute Leitfahigkeit 
des Leitermaterials an, so muB diese tangential gerichtete Komponente 
der elektrischen Fcldstarke an der Leiterobermiche verschwihden. Man 
findet hieraus die Gleichungen: 

(1) d~o (£~)(~o)) = 0; 

(2) 

Hierbei geht die erste Eigenfrequenz hervor aus (1) mit n = O. Es HiBt 
sich leicht verifizieren, daB (1) und (2) fiir den Kreiszylinder in eine aus 
der Literatur bekannte Gleichung iibergehen. Hierzu bedenke man, daB 
im Grenzfall des Kreiszylinders gilt: ~ ->- 00 und e ->- 0 (e lineare Exzen
trizitat, vgl. I, 1 d) und i eel; -+ Y. Weiterhin gehen, wie unter anderem 
in III, 5 a gezeigt, die zugeordneten MATHIEUschen Funktionen dritter 
Art aus (1) und (2) in HANKELsche Funktionen zweiter Art gleicher 
Ordnung n iiber, so daB man hat: 

d (H/2) ) -d n(XYo) =0. 
Yo 

Bemerkt sei, daB an zitierter Stelle bei J. J. THOMSON [142, S. 348 (88)] 
K statt H(2) steht. Wir benutzen hier, wie in allen friiheren Fallen: 

Hf;=In-iNn 
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wo N n die BESSELsche Funktion zweiter Art nach C. NEUMANN und 
In die BESsELsche Funktion erster Art bezeichnet. Es stimmt unser 
H(2) bis auf den Faktor in/2 mit v. IGNATOWSKYS Funktion Q iiberein 
(64, S. 173,95; 20, S. 410). 

VII. Wellenmechanische Probleme. 
Wir werden hier die zwei in I, 2 erwahnten wellenmechanischen Pro

bleme behandeln, die auf die HILLsche bzw. die LAMEsche Differential
gleichung fiihren. Als Exkurs werden wir, nach Behandlung der Elek
tronenbewegung im ruhenden eindimensionalen Kristallgitter, die 
Theorie der elektrischen Wellensiebe behandeln, da die hierbei benotigten 
Formeln unmittelbar an jene des vorangehenden wellenmechanischen 
Problems anschlieBen. 

1. Elektronenbewegung im ruhenden Kristallgitter. 

Wir gehen aus von der Gleichung (1) von I, 2 a: 

(1 ) 
d2 1p 8.n2m 
dx2 + Ji2 (E - V(x») 1jJ = 0, 

welche die Elektronenbewegung im eindimensionalen Potentialfeld V (x) 
beschreibt. Zunachst sei die weitgehende Idealisierung eingefiihrt, daB 
die Atome des betrachteten Kristallgitters ruhen; wegen der Nullpunkts
energie wird dieser Zustand auch im Fall der Temperatur Null in Wahr
heit nicht vorkommen. Nimmt man weiterhin an, es liege ein voll
kommener, unendlich in einer Dimension ausgedehnter Kristall vor, so 
wird V (x) eine periodische Funktion mit der Periode a, wenn a den Ab
stand zweier Nachbaratome bezeichnet. Eine wirkliche Berechnung der 
Funktion V(x) diirfte nicht durchfiihrbar sein; wir miissen uns auf ein
fache Annahmen iiber diese Funktion beschranken. 

a) Modell fUr das eindimensionale Kristallgitter. 
Wir nehmen im AnschluB an R. DE L. KRONIG und W. G. PENNEY 

(77) an, die Funktion V sei konstant gleich Null von x = 0 bis x = a, 
dann gleich Vo von x = a bis x = a + b; weiter wieder Null von x = ,a + b 
bisx = 2a + b usw. Setzen wir als Losungvon (1) VII, 1, dem FLOQUET
schen Satz von II,2 entsprechend, 

1jJ = u(x) • eiIXx, 

so entsteht fUr ~ in Erweiterung von (2), III, 3 d die Formel: 

(1) cos~(a + b) = cospa(£oj yb + ,~(i- - ~) sinpa. @5inyb, 

wobei 

und 
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Physikalisch muB y2 positiv angenommen werden. Als Ubergangs
bedingung an Potentialspriingen ist die Stetigkeit von "P und d"P/dx an
genommen, wie auch im Abschnitt III, 3 d bei der Ableitung von For
mel (2). Offenbar sind jene Werte der Energie E als physikalisch fur 
eine fortschreitende, keine Diimpfung erleidende Elektronenwelle als zu
lassig zu betrachten, fur die I cos eX (a + b) I::::; 1 ist und somit eX reell. 

Zur weiteren Vereinfachung von (1) lasse man die Potential
schwellen Vo unendlich hoch werden, aber zugleich sehr schmal: 

Vo~oo; b~O 
und 

limy2ab = P (endlich). 
b-+O 2 . 

Vo ~ ex> 

Man erha1t dann an Stelle von (1): 

(1 a) 
sinpa 

p. {fa + cos(3a = cos eX a . 

Tragt man die linke Seite dieser Gleichung (1 a) als Funktion von (3a 
ab, so entsteht das Bild der Fig. 6. Auf der (3a-Achse sind die erlaubten 
Werte stark ausgezogen. Aus diesem Bild folgt, daB diese erlaubten 

Fig. 6. Eigenwertspektrum zur Elektronenbewegung im eindimensionalen Atomgitter. 
(Aus KRONIG-PENNEY, Proc. Roy. Soc. London A Bd 130 (1931) S.499-513.) 

(3a- und somit auch die erlaubten E-Werte ein streckenweise kontinuier
liches Spektrum aufweisen. Aus den Satzen von O. HAUPT (11,2 b) und 
aus den Beispielen der MATHIEuschen Gleichung (III, 1 a) sowie einer 
verwandten Gleichung (111,3, d) war dieses Verhalten zu erwarten. 

Interessant ist noch, einige Grenzfalle von (1 a) zu betrachten. Wenn 
P = 0 ist, fallen die Potentialschwellen, welche als Modell fUr das 
Kristallgitter dienen, fort. Physikalisch beschreibt (1) von VII, 1 dann 
die Bewegung vollkommen freier Elektronen. Das E-Spektrum sollte 
hierfur kontinuierlich sein; dies ergibt auch (1 a), wie die Fig. 6 sofort 
erkennen laBt. Lassen wir andererseits P immer mehr wachsen, so 
werden die Potentialschwellen fur die Elektronen immer weniger durch
dringbar. SchlieBlich, fur P ~ 00, sind die Elektronen in einem Inter
vall der Breite a vollkommen eingeschlossen zwischen starren, undurch-
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Hi.ssigen Wanden. Die L6sung des Eigenwertproblemes fiir diesen Fall, 
das vollkommen dem einer homogenen, gespannten Saite entspricht, 
"lautet: 

(2) fJa=n1C; n=1,2,3,·.·· 

Dies folgt auch aus (1 a), wie sofort der Fig. 6 zu entnehmen, wo die 
ausgezogenen Intervalle der fJa-Achse sich in diesem Fall auf die 
Punkte (2) reduzieren. 

b) Berechnung der Reflexion einer Elektronenwelle an der Grenze 
eines Gitters. 

Ais Anwendung des vorangehenden Modells berechnen wir die Re
flexion einer Elektronenwelle an der Grenze eines eindimensionalen 
Gitters nach R. DE L. KRONIG und W. G. PENNEY (77). Die Elektronen
bewegung wird wieder durch (1) von VII, 1 beschrieben. Es sei V = VI 
fiir - 00 < x < 0; V = 0 fiir 0 -< x -< a; V = Vo fUr x = a usw. 
Hierbei ist, der ublichen Auffassung folgend, angenommen, der "Boden" 
des niedrigsten Potentials im Gitter (V = 0) liege um den Betrag VI 

"L-______________________ 
Fig. 7. Reflexionskoeffizient Reiner Elektronenwelle an 
der Grenze eines Atomgitters als Funktion der Quadrat
wurzel aus der kinetischen Energie der auftreffenden Elek-

tronen. (Aus KRONIG-PENNEY, vgl. Fig. 6.) 

unterhalb des Potentiales fur 
den freien Raum. 

Wir haben fiir x < 0 die 
L6sung 

"P = eiO:o:!l+ Ae-iO:o:!l 

und fur x >" 0 die L6sung 
von VII, 1 a. Hierbei ist: 

2 8~2m V fJ2 
lXo+~· 1= . 

Ais Dbergangsbedingung an 
Potentialunstetigkeiten ist, 
wie im vorigen Abschnitt, 
Stetigkeit von "P und d"P/dx 

angenommen worden. Bezeichnet man mit A * den zu A konj:lgiert 
komplexen Wert, so ist nach den Regeln der Wellenmechanik 

(COS tX a - cospa)2 + (SintXa _ tXo Sinp a)2 
R=AA* = P 

(cOStX a - cosfJa)2 + (SintX a - ~o sinfJa r 
der Reflexionskoeffizient fUr Elektronenwellen an der Gittergrenze 
x = 0, wenn fJa in einem erlaubten Intervall der f3a-Achse nach (1a) 
von VII,1 a und Fig. 6 liegt. Fur nichterlaubte Werte von f3a ist 
R = 1. In der Fig. 7 ist R als Funktion von lXo aus obiger L6sung ab
getragen worden. Es ist lXo proportional zur Wurzel der kinetischen 
Energie der auf die Gittergrenze einfallenden Elektronen. 
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c) Theorie der Wellensiebe mit kontinuierlichen Elementen. 
Als Illustration del' engen Beziehung zwischen der Fortpflanzung 

von Elektronenwellen in einem Kristallgitter und der Fortpflanzung 
elektromagnetischer Schwingungen auf Leitungen periodischer Struktur 
behandeln wir die Theorie der sog. Wellensiebe (136). 

Eine elektrische Leitung habe folgende Konstanten: 
Ls Serienselbstinduktion der Liingeneinheit; 
Cp Parallelkapazitat der Langeneinheit, 
Lp Parallelselbstinduktion der Langeneinheit, 
C. Serienkapazitat der Langeneinheit. 

In den meisten Lehrbiichern findet man nur die zwei zuerstgenannten 
Konstanten aufgefUhrt. Verluste der Leitung lassen wir auBer Betracht. 
Man zeigt leicht auf Grund der MAxWELLschen Gleichungen, daB der 
Strom I auf einer Leitung mit diesen Konstanten der Differential-
gleichung 

( 1) 

geniigt, sofem man diesen Strom einfach periodisch mit der Kreisfrequenz 
co von der Zeit abhangen laBt. Da der Koeffizient von I eine periodische 
Funktion von x sein soil, haben wir hier eine Differentialgleichung vom 
HILLschen Typus vor uns, wobei eine L6sung lautet: 

(2) 1= ef'X. 10 (x) , 

wo 10 (x) eine periodische Funktion von x ist. (FLOQuETsSatz, II, 2.) Zu
gleich lehren HAUPTS Satze (II, 2 b), daB es als Funktion der Leitungs
konstanten im allgemeinen unendlich viele DurchlaB- und Siebgebiete 
geben wird. In einem DurchlaBgebiet ist # rein imaginar; in einem Sieb
gebiet komplex oder reell. Ais besonderen Fall zur numerischen Dis
kussion wahlen wir: 

-a<x<O: 

( ro2L. -~) (ro2 Cp - ~) 
o < x < b : C. , Lp = B2 ro2 , 

und fUr aile anderen x-Werte solI sich dies periodisch fortsetzen. 1m 
Gegensatz zu III, 3, d und VII, 1 a ist aber I an den Sprungstellen 
der Leitungskonstanten nicht mitsamt seiner ersten Ableitung stetig, 
sondem es gelten hier die Bedingungen: 

h=hr; 
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Die Indizes I und II sollen hierbei die betreffende GroBe vor bzw. nach 
dem Sprung charakterisieren. 

Mit Hilfe der oben angegebenen Bedingungen kann fill f-t aus (2) 
in einfacher Weise die Siebgleichung: 

(3) 1&01f-t (a + b) = cosA a· cosbB - ~ ("J + ,,~). sinA a· sinB b 

erhalten werden. 

d) Diskussion der Siebgleichung; die klassischen Kettenleiterformeln 
aIs Sonderfalle. 

Wahlen wir a = b und?( = 1, so geht (3) in Gleichung (2) von III, 
3 d uber. Es kann der VerIauf von 1&0f2af-t in Abhangigkeit von aA 
bzw. aB aus der Fig. 4 von III, 3 d entnommen werden. Es ist eine 
unendlich groBe Zahl von Sieb- und DurchlaBgebieten im allgemeinen 
endlicher Breite vorhanden. 

In der Elektrotechnik werden sog. Kettenleiter oder Wellensiebe ver
wendet, welche dazu benutzt werden, elektromagnetische Wellen ver
schiedener Frequenz voneinander zu trennen. Von der im vorigen Ab
schnitt betrachteten Leitung periodischer Struktur unterscheiden sich 
diese Kettenleiter durch folgende Eigenschaften: 

a) die Leitung enthalt streckenweise nur Kapazitat bzw. nur Selbst
induktion; 

b) die Maschenweite (Periode) der Leitung ist sehr klein gegenuber 
der auf der Leitung gemessenen Wellenlange der betrachteten elektro
magnetischen Schwingungen. 

Letztere Bedingung kommt in unserer Schreibweise hinaus auf 
A a ~ 1 und B a ~ 1. Die vier in der Literatur als Grundtypen auf
tretenden Kettenleiter kommeti unter den Annahmen (a) und (b) aus 
(3) von VII, 1 c durch folgende Ansatze zum Vorschein: 

Fur Kettenleiter mit niedrigem DurchlafJbereich (Fig. 8) setzen wir: 

im Intervall I: C. = 00; Lp = 00 ; 

im IntervaU II: C. = 00; Lp = 00; 

t t t 

n __ ----~------~ ______ ~ 

Fig. 8. Kettenleiter mit niedrigem Dnrch
laBbereich. 

Fig. 9. KeUenleiter mit hohem Durch
lallbereich. 

Hierdurch schreibt sich (3) fUr e ..... 0: 

(fof2af-t = 1 - 21 (~)2; ..!.. = yLC, 
000 roo 

die bekannte Gleichung fUr diese Kettenleiter. 
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Bei Kettenleitern mit hohem DurchlafJbereich (Fig. 9) setzen wir: 

Intervall I: Ls = 0; Cp = 0; Lp = eL; 
C a 

1m C =_. 
YLpC, = cWo; s fi' 

im Intervall II: Ls = 0; Cp = 0; 
L 

Cs = cC; 
a 

Lp = ~-; YLp-C, = cWo· 

Hierdurch wird (3) fUr 13 -+ 0: 

1 (00)'2 ~of2a,u = 1 - 2 000 ; 

was bekanntlich diese Kettenleiter beschreibt. 

Fig. 10. Siebkette erster Art. 

Siebketten erster Art (Fig. 10) gehen aus (3) hervor durch den Ansatz: 

L 
im Intervall I: Lp= =; C - cC" L =_. s- , ~ e' ( C (2)t 

Cp=cC; Aa=c --+. , 
C 000 

C' (C (2)t 
Cp=-; Ba=c --+. , 

E C 00 0 
im Intervall II· L = 00· C -- ~. L - c L . • 8 '8- E' 8- , 

denn hierdurch geht aus (3) fiir c -+ 0: 

~of2 a,u = 1 + - - - - - . 1 C 1 (00)2 
4 2 C 2 000 ' 

die bekannte Formel fUr diese Siebe, hervor. 

t t t t t 

~~c 
Fig. 11. Siebkette zweiter Art. Diese 4 Figuren aus STRUTT (136). 

Siebketten zweiter Art (Fig. 11) entstehen durch den Ansatz: 

im Intervall I: C8 =00; L 8 =cL; Lp=cl; Cp=~; Aa=c(-~+:;)t; 

imlntervallII: C~=oo; L8=~; Lp=.£; Cp=cC; Ba=c(-~l+w:)t, 
fi. 000 

denn hierdurch wird (3) mit 13 -+ 0: 

1 L 1 (w)2 lIof 2 a,u = 1 + - - - - - . 
2 I 2 Wo ' 

~ = l/LC 
W f ' o 

was bekanntlich diesen Siebtypus darstellt. 
Es ist interessant, zu sehen, wie durch gewisse, hier angegebene 

Grenziibergange statt der unendlich vielen Durchla13- und Siebgebiete 
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eine endliche Anzahl (in den vier behandelten Fallen sogar nur ein ein
ziges) so1cher Gebiete aus der allgemeinen Gleichung (3) von VII, 1 c 
folgt. 

2. Quantelung des asymmetrischen Kreisels. 
Die Quantelung des asymmetrischen Kreisels ist ein Problem, das 

in der Wellenmechanik fUr gewisse einfache FaIle durch die Theorie der 
LAMEschen Potentialfunktionen gelost werden kann, wie H. A. KRA
MERS und G. P. lTTMANN (60; 61; 73; 74; 75) gezeigt haben. Ein asym
metrischer Kreisel dient dabei als wellenmechanisches Modell eines 
mehratomigen Molekuls. 

a) EinfUhrung elliptischer Koordinaten; Lamesche Funktionen. 

Die Achsen des Kreisels sollen mit den X-, y- und z-Richtungen zu
sammenfallen (korperfestes Koordinatensystem). Die Lage dieser 
Achsen im X-, Y-, Z-Raum (raumfestes System) wird durch drei Winkel 
{}, "I) und cp festgelegt. Hierbei sind cp und {} die Polarkoordinaten der 
raumfesten Z-Achse im X-, y-, z-System. Die Tragheitsmomente des 
Kreisels urn die drei Haupttragheitsachsen, die mit x, y und z zusammen
fallen, seien bzw. 1/a2, 1/b2 und 1/c2. 

Es ki:innen nun neue "elliptische Koordinaten auf der Kugelflache" 
eingefUhrt werden mittels: 

. (ft2 - c2) (v2 - c2) .•. (a2 _ ft2) (a2 _ l·2) 
cos2 {} = (a2 _ c2) (b2 _ c2) ; SlWiJ' sm2cp = (a 2 _ c2) (a2 _ b2) ; 

. 2 2 _ (b2 - ft2) (v2 - b2 ) 

sm {} cos cp - (a2 _ b2) (b2 _ c2) 

a2 2 fl2 2 b2 ~ 1-'2 :=::: c2 • 

Wenn Li:isungen U der SCHRODINGERSchen Wellerigleichung gesucht 
werden, welche die Winkelkoordinate 'If nicht enthaIten, d. h. fUr Kreisel, 
welche urn die raumfeste Polarachse das Impulsmoment Null besitzen, 
findet man fur U die Gleichung: 

(1) -1~(-V-4f(fl2) ~)2U + _f~ (V47(1'2)~)2U + 8n2~ U = O. 
v2 - fl2 , 8ft 1.2 - ft2 8v h2 

Diese Differentialgleichung lafit sich nach BERNOULLI aufspaIten: 

U = M(ft)· N(v); 

(2) 

(3) 
mit 

fl2 f (fl2) = (a2 - fl2) (b2 - fl2) (c2 - fl2) 

und entsprechend fUr 'jJ. 
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Beim Vergleich der oben angefiihrten Formeln mit jenen in der zi
tierten Literatur beachte man, daB wir hier, urn moglichst engen An
schluB an die Entwicklungen des Abschnittes IV zu gewinnen, einiger
maBen geanderte Bezeichnungen eingefUhrt haben, und zwar ist: 

KRAMERS I TTMANN Bier 
1/a 1/b 1/c 1/a2 1/b2 1/c2 

JI. fl2 

fl 1'2 

Man sieht sofort, daB die Gleichungen (2) und (3) identisch sind mit 
den Gleichungen (3 b) und (3 c) des Abschnittes I, 1 c, sobald man in 
den zuletztgenannten Gleichungen H = 0 setzt, d. h., wir haben in (2) 
und (3) LAMEsche Potentialgleichungen vor uns. 

b) Energiewerte als Eigenwerte der Lameschen Gleichungen; 
Numerisches. 

Die Bedingungen, we1che die Losung U von VII, 2 a zu erfiiIlen 
hat, lautet: Eindeutigkeit, Endlichkeit und Stetigkeit auf der ganzen 
EllipsoidoberfHiche, d: h. fUr aIle Werte von fl und '1': 

a2 :> fl2 =::: b2 :> 1'2 :> c2 • 

Wir wissen aus Abschnitt IV, daB die LAMEschen Potentialfunktionen 
auf einer Ellipsoidoberflache dieser Bedingung geniigen. Sie bilden so
mit brauchbare Losungen der vor
liegenden wellenmechanischen Auf
gabe. Der Wert sler Konstanten K 
ist hiermit festgelegt zu: 

K = n(n + 1); n = ganze Zahl. 

Der Wert von 

L = 8n2 E 
h2 

wird bestimmt durch eine algebraische 
Gleichung. Hierdurch sind somit die 
Energieniveaus E des asymmetrischen 
Kreisels festgelegt. Man kann zeigen, 
daB n die Quantenzahl des totalen ,o=c ,-_____ J 

Kreiselimpulsmomentes ist. Zu jedem '-----IZ-.-( a;Jc 

n gibt es, wie wir aus Abschnitt IV, 1 
wissen, 2 n + 1 verschiedene Losun
gen Mn bzw. N n und somit auch 
Un = Mn . N n . Zu jeder dieser Lo

Fig. 12. Energiewerte des asymmetrischen 
KreiseIs, in willkiirlichem MaBstab, unter 
Fortlassung einer additiven Konstanten, fUr 

n ~ 4 und a ~ 3 c. 
[Bezeichnung nach KRAMERS-lTTMANN (73).] 

sungen gehort ein Energiewert E, so daB im allgemeinen hochstens 
2n + 1 verschiedene E-Werte zu einem vorgegebenen n auftreten. In 
Einzelfallen werden einige dieser Energiewerte zusammenfallen konnen. 
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Dies wird illustriert durch die Fig. 12 (73, S. 562), wo bis auf eine 
willkurliche additive Konstante und in beliebigem MaBstab dieE-Werte 
fur n = 4 und all = 3 e2 angegeben worden sind. Man beachte, daB fUr 
b = 2e (Bezeichnung KRAMERs-ITTMANN) tatsachlich die volle Anzahl 
von 2 . 4 + 1 = 9 Energieniveaus vorhanden ist. 
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