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Vorwort.

Der vorliegende Bericht wurde geschrieben, um einen Uberblick
zu geben {iber den derzeitigen Stand unserer Kenntnisse der LAMEschen-
MartHIEUschen- und verwandten Funktionen, wobei besonders auf jene
Eigenschaften geachtet worden ist, die in physikalischen und technischen
Problemen zur Anwendung gelangen. In der neueren Literatur gibt es
zwel Zusammenfassungen iiber diese Funktionen. Die erste ist in zwei
Kapiteln des Werkes ,,4 course of modern analysis* von E. T. WHITTAKER
und G. N. WaTsoN enthalten. Die neueste (vierte) Auflage dieses Werkes
ist von 1927 datiert. Die zweite Zusammenfassung ist das Werk von
P. HUMBERT ,,Fonctions de Lamé et fonctions de Mathiew'* und ist von
1926 datiert. Auf diese Zusammenfassungen sei schon hier fiir iltere
Literaturangaben verwiesen. Es bedarf sicher einiger Worte, die vor-
liegende Arbeit neben diesen Zusammenfassungen zu rechtfertigen. Der
Hauptgrund ist der, da die Theorie der HiLLschen und als Sonderfall
der MatuiEUschen Differentialgleichung in den letzten Jahren be-
deutende Fortschritte erzielt hat, sowohl nach der mathematischen
als auch nach der numerischen Seite. Durch diese Fortschritte scheint
es jetzt moglich, eine einheitlich aufgebaute Behandlung der Hirrschen
und der MaTHIEUschen Differentialgleichung zu geben. Wir haben dies
in den Abschnitten IT und IIT versucht. Auch in der Theorie der LAME-
schen Differentialgleichung wurden einige praktisch verwertbare Fort-
schritte erzielt, obwohl hier viel weniger als bei der Hirrschen und der
MaTHIEUschen Gleichung. Ein anderer Grund fiir diese Arbeit ist darin
zu erblicken, dafl in den letzten Jahren eine Reihe von physikalischen
und technischen Problemen mit Hilfe der Hirirschen, MATHIEUschen
und LamEschen Differentialgleichungen behandelt wurden. Einige dieser
Anwendungen darzustellen, haben wir in den Abschnitten I, V, VI, und
VII versucht.

Wihrend wir glauben, daBl die Theorie der HirLschen und der
MatHIEUSchen Differentialgleichung mit reellen Veranderlichen und
Parametern eine gewisse Abrundung erfahren hat (viele Detailfragen
sind auch hier noch offen, vgl. II, 2 ¢, III, 6 ¢ und IV, 6 c), sei betont,
daB #hnliches von diesen Gleichungen mit komplexen Verdnderlichen
und Parametern, worunter, wie wir zeigen, fast alle Differentialgleichun-
gen der mathematischen Physik fallen (einschlieBlich der LamEschen,
vgl. IV, 6a), keineswegs gesagt werden kann. Erst wenn die hierauf
Bezug habenden Probleme eingehende Behandlung erfahren haben,
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kann man hoffen, die Theorie der LamEschen Differentialgleichungen
in dhnlicher Weise abzurunden wie jene der MATHIEUschen. Eine solche
Untersuchung wiirde nicht nur neues Licht auf viele Differentialgleichun-
gen der mathematischen Physik werfen, sondern auch die Anwendung
mancher der so erhaltenen Funktionen auf praktisch wichtige Probleme
ermoglichen. Wir schlieBen mit dem Wunsch, daBl unsere Arbeit diesen
Ausbau der Theorie férdern helfen moge.

Dem Herausgeber méchte ich fiir die Anregung zu diesem Bericht,
Herrn TH. ZecH fiir die Durchsicht der Fahnenkorrektur und dem
Verlag fiir sein weitgehendes Entgegenkommen bei der Ver6ffentlichung
desselben, auch an dieser Stelle meinen Dank aussprechen.

Eindhoven, im Juni 1932.
M. J. O. STRUTT.
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I. Auftreten der LAMEschen, MATHIEUSchen
und verwandten Differentialgleichungen in
physikalischen undtechnischen Problemen.

1. Transformation der Gleichung Adu + k%?u = 0 auf elliptische
Koordinaten.

Die partielle Differentialgleichung Adu + k2u = 0 tritt in Wellen-
ausbreitungsproblemen und Eigenschwingungsaufgaben (20; 106; 116)* der
verschiedensten Art auf. In manchen Fillen, fiir die wir einige Bei-
spiele ausfithrlich behandeln werden, ist es niitzlich, elliptische Koordi-
naten einzufithren. Wir werden dies fiir das gestreckte und das ab-
geplattete Rotationsellipsoid, fiir das dreiachsige Ellipsoid und fiir den
elliptischen Zylinder durchfiihren.

Bevor wir die Transformation im einzelnen durchfiihren, seien einige
Worte eingeschoben iiber den zweckmifBigsten Vorgang (20, S. 194) bei
dieser Berechnung. Die alten Koordinaten seien %,, #,, x5, die neuen
&, &, &. Dann ist bei Orthogonalitit beider Koordinatensysteme:

dx%-{—dx%—l—dx%:ZgiidE?; 1=1,2,3
?

w= (g + () + (G2

Mit diesen Ausdriickenk geht man sodann ein in die Formel:

mit

aff_"_*_@_{_az 1 0 (‘9“ Vé’zzgas)
Ox1 " Oxp | 04 Ve - 8o gas 6’33 95, \0&, g11

i a_”Vgugaa) _(i@ Vgll gzz)}
T 0%, (‘952 822 T 083 \0k3 g3 )
Man erspart hierdurch die miihselige Umrechnung der zweiten Diffe-

rentialquotienten und kann sich mit jener der ersten begniigen.
Das Raumelement in den neuen.Koordinaten ist:

Vgu 82283348, d&dE;.

1 Die kursiven' Ziffern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am SchluB
des Buches.

Ergebnisse der Mathematik. I. Strutt. 1
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a) Gestrecktes Rotationsellipsoid (78, S. 163).

Die grofte Achse liege in der x-Achse des Cartesischen Koordinaten-
systems. Dann konnen die neuen Koordinaten eingefithrt werden durch:

% = ccos O Cojn = cu&;
y = csin@@inysing = c(1 — p?)? (& — 1)} sing;
z=csinO@&inycosp = ¢ (1 — u2) (&2 — 1)t cosg.

Die Flichen &= const sind konfokale Rotationsellipsoide mit den
Brennpunkten y =0, 2 =0, ¥ = 4-¢; die Flichen u = const zwei-
schalige Rotationshyperboloide mit eben diesen Brennpunkten. Die
Werte von & variieren zwischen 1 und co. Im ersten Fall reduziert sich
das Rotationsellipsoid auf die Verbindungslinie der Brennpunkte; im
zweiten Fall erhdlt man, unter der Bedingung, daB ¢ gleichzeitig nach
Null geht, derart, daB lim.c& — 7 endlich bleibt, eine Kugel vom Ra-
dius . Die GroBe u liegt nach obigem stets zwischen —1 und 1.

Die Transformationsrechnung auf diese neuen Koordinaten schreiben
wir nicht im einzelnen an. Das Ergebnis lautet:

0 ou 7} ou 1 2u
(1) W{“ — ) 5;} + 55{(52 - 1)%}+ (1 proiall 1)&;7
+ R (82— p)u=0.
Nach BERNOULLI separieren wir:
u=M(u) - X(£) - P(g)

und erhalten:
azo

(2a) i = " D;
o) ol — e (T e 4 4) = o;
(2¢) —,%.{(52 ) }+X<——~——k2c2§2+/1>_.0

Hierbei sind m? und 4 Konstante, deren Wahl wir im Abschnitt IV be-
handeln.

Mit der Losung der Lamgschen Differentialgleichungen (2b) und (2c)
fiir den vorliegenden Fall werden wir uns an anderer Stelle befassen.
Wir werden hier zeigen, daB diese Gleichungen in zwei Fillen: 1. fiir
k=0, d.h. fir Potentialaufgaben (LAPLACEsche Gleichung); 2. fiir
den obenerwihnten Grenzfall einer Kugel, auf einfach 16sbare Diffe-
rentialgleichungen fiihren.

Tatsichlich entsteht im Fall 1 aus (2b) und (2c), die ja identisch
sind, die Differentialgleichung der LEGENDREschen Polynome héherer
Ordnung [zugeordeneten oder abgeleiteten LEGENDREschen Polynome
(20, S. 260)]:

d

(3) Hla—m o+ P+ 4)=0.
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Im zweiten Falle geht (2b), da u endlich bleibt und ¢ verschwindet,
wieder in (3) iiber. Dagegen ergibt sich aus (2¢) die Differentialgleichung:
aX)
(4) dr(rz d7)+X(k272_A)=0:
wobei 7 den radialen Abstand vom Ursprung des Cartesischen Koordi-

natensystems bezeichnet. Die Losung von (4) lautet bekanntlich (20,

S. 263): Znsy (kD)

v
wobei Z eine BEssELsche oder HANKELsche Funktion ist und 4 = #» (n+-1)
gesetzt wurde.

b) Abgeplattetes Rotationsellipsoid (78, S. 167).

Hier lassen wir die kleinste Ellipsoidachse mit der x-Achse des
Cartesischen Systems zusammenfallen:
% = ccosOGiny = cué;
y = csin O Cojy sing = ¢ (1 — p?)? (&2 + 1)¥sing;
z=csin®Cofncosp =c (1 — u?)* (&% + 1)t cosp.
Wie im vorigen Fall liegt u zwischen —1 und +1; dagegen variiert
& jetzt zwischen 0 und co. Im ersteren Fall ist unser abgeplattetes
Rotationsellipsoid zu einem Kreisplattchen in der yz-Ebene zusammen-
geschrumpft. Die konfokalen Ellipsoide & = const und einschaligen
Hyperboloide u = const haben den gemeinsamen Fokalkreis z = 0;
%2 4 % = 2,
Die Wellengleichung lautet in diesen Koordinaten:
0 o 0ul , 0 [, Ju) 1 1
scfa—m g+ e 05 + 5 e — e )
. +k202(52+/,6)u—0
und geht durch die Separation:

u=X (& M(u) P(p)

(1)

iber in:

(22) = —md;
ev)  la—w M (T e w + )= o;

o le+0Etx(ghrres—d)—o.
Hierbei sind, wie im vorigen Abschnltt, m? und A spiter zu bestimmende
Separationskonstante.

Im Fall 2 =0, also bei Potentialaufgaben, geht (2b) iiber in die
Gleichung der LEGENDREschen Polynome hoherer Ordnung. Die Diffe-
rentialgleichung (2c) geht in diesem Grenzfall in eine einfachere, leicht

1%
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durch Potenzreihen lésbare iiber. Ubrigens entsteht (2¢) aus (2b), in-
dem in letzterer Gleichung u durch ¢¢ ersetzt wird. Im Grenzfall c - 0
und & — oo, aber so, daB limc& — 7 endlich bleibt, also wenn das ab-
geplattete Ellipsoid in eine Kugel {ibergeht, entstehen aus den Gleichun-
gen (2b) und (2c) wieder dieselben Differentialgleichungen, die im
vorigen Abschnitt fiir diesen Grenzfall erwdhnt wurden, wie durch Ein-
setzen leicht zu ersehen. '

c) Dreiachsiges Ellipsoid (62, 63; 80; 81; 82; 42; 98; 49; 96).

Wir gehen aus von der Gleichung:

2

#? yr g
lz—a2+/t2—b2+12—02_1:0’

die eine Schar konfokaler Flichen zweiten Grades darstellt. Als Gleichung
dritten Grades in A2 betrachtet, hat sie drei Wurzeln g2, u2, »2, die den
Ungleichungen

92>a2>,u2>b2>v2>02

geniigen sollen. Die Fliche o2 = const stellt ein Ellipsoid, u? = const

ein einschaliges und »2 = const ein zweischaliges Hyperboloid dar. Wir

betrachten fernerhin, um Mehrdeutigkeit auszuschlieBen, nur Punkte

%, ¥, z in eimem Raumoktanten. Dann gehért zu jedem Wertetripel

0, v, & ein Punkt in diesem Oktanten als Schnittpunkt der drei auf-

gezihlten Flichen zweiten Grades. Wir haben (109, S. 114; 2, S. 119):
(0* — a®) (u* — a®) (0* — a®) |

S T T R

(@? — b%) (u* — b%) (* — b7
C—a) -

o (e2=cA) (2 =P (=P
o (¢ — a®) (c* —b?)

/V2_

2

Bei festgelegtem Oktanten ist das Vorzeichen der Wurzeln fir x, y
und z eindeutig.
Auf die neuen elliptischen Koordinaten transformiert, schreibt sich
die Wellengleichung:
1 [0 (By Ou 0 (yox Ou d (xf du -
0 e 5+ oals ) vl S+ mi=o
mit

2; - 0%
)

% — %) (1 — 2)';“’25

.2,
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‘Nach Multiplikation mit &8y und darauf mit 4 BC (vgl: unten) 18t
sich (1) auf die Form:
o 0 ([, 0u
@ (A5 (A57) = Hie* — 1) (42 — ) (0 — o)
bringen, mit
20 = (¢* — @) (@* — 1) (¢ — s
B = (p? — a®) (u* — b%) (u* — ¢%);
C2y2 = (12 — a?) (v — B2) (2 — c?);
H =k,
wobei > zyklische Permutation von ¢, 4, » und darauffolgende Sum-
mierung andeutet.
Um (2) zu separieren:
u = R(0) M(u) N(v),
halten wir zunichst © und v konstant; darauf ¢ und » und schlieBlich
o und g. Wir erhalten die Gleichungen (106, S. 134, Gleichung 42):

d’ dR\ .
(3a) A (455 + He* + Kot + DR = 0;
d (,aM
(31) B (BS) + Hut + Kpe+ )M = o;
(3¢) c%(c%)+ (Hv* +K»» +L)N =0.

[Eine einfache Uberlegung zu dieser Ableitung, insbesondere zur Tat-
sache, daB HKL in den drei Gleichungen dieselben Konstanten sein
miissen, findet man bei F. MOGLICH: Ann. Physik Bd. 83 (1927) S. 627.]

DaB das System von Differentialgleichungen (3) tatsichlich auf (2)
fiihrt, sieht man, wenn (3a) mit (u? — »3) M N, (3b) mit (»2 — o) RN
und (3¢) mit (¢? — u2) RM multipliziert werden; darauf addieren und
Gebrauch machen von den Identititen:

L — 9 + 02 — @) + (6" — )} = 0;

K{o® (u* — %) + @2 (2 — @) + 2 (¢ — )} = 0.
Hiermit haben wir die Lamgschen Differentialgleichungen in ihrer all-
gemeinsten Form gewonnen.

d) Elliptischer Zylinder.
Die Zylinderachse falle mit der z-Achse zusammen. Dann lauten die

Koordinatentransformationsformeln:
0 x = cCof& cosy ;
= cGinésiny .

Hierbei ist ¢ die lineare Exzentrizitit der Querschnittsellipse; # lauft
von —z bis +7; & von 0 bis co. Im Grenzfall £ - co und gleichzeitig



6 I. Lamftsche, MaTHIEUSsche Differentialgleichungen. [212

¢— 0, derart, daB }c+ef —7 (endlich), entstehen die gewdhnlicher.
Zylinderkoordinaten:

X =7Ccosg;
y=rsing.
Mit Hilfe von (1) transformiert sich die ,,zweidimensionale’* Wellen-
gleichung
u u
auf:
Pu u
0&2 on?
welche Gleichung durch die Separation:

u = E(&) H(n)

= —u 2k {€0]2& — cos2y}; 2k = k2 f;,

iibergeht in die zwei gewéhnlichen Differentialgleichungen:

azz

(2a) G T E(—A+2r6f28) =0;
EH
(2Db) Tﬂz—{—H(A—thcoszn):O.

Die Wahl der Separationskonstanten 4 werden wir spiter behandeln.
Man bemerkt sofort, da (2a) aus (2b) hervorgeht, wenn man in der
letzteren Gleichung % durch & (1 = ]/ — 1) ersetzt. Wir werden daher
die beiden Gleichungen MATHIEUsche Differentialgleichungen nennen. Im
obenerwiahnten Grenzfall der Zylinderkoordinaten ist =0, und gehen
die MaTHIEUschen Differentialgleichungen in jene der BEsSELschen bzw.
der Exponentialfunktion iiber (vgl. III, Gb).

e) Bemerkung iiber die Benennung ,,LAMEsche‘‘ bzw. ,, MATHIEUSche*
Differentialgleichung.

Die Differentialgleichungen (2) und (3) aus Abschnitt I, 1¢ mit
k? = 0 wurden zuerst von G.Lamg [J. math. (Liouville) Bd. 2 (1837)
S. 147 —183] erhalten, daher die Benennung. Die Differentialgleichungen
mit & == 0, also die Wellengleichungen, wurden bisher wenig beachtet.
Da sie vom gleichen Typus wie jene mit 2 = 0 sind, nennen wir sie auch
Lamgsche Gleichungen, die Losungen LaMgsche Funktionen. Man be-
achte aber, daB in der Literatur durchweg unter diesen Namen Gleichun-
gen und Funktionen verstanden werden, wobei 2 = 0 ist. Wir verwenden
zur Unterscheidung die Namen ,-LAMEsche Potentialfunktionen” und
,, LAMEsche Wellenfunktionen“. Auch in den rotationssymmetrischen
Fillen der Abschnitte I, 1a und I, 1b werden wir immer von LAM¥£schen
Gleichungen und Funktionen sprechen, soweit (z. B. fiir £ = 0) nicht
als Sonderfille Kugelfunktionen herauskommen. Die Gleichungen (2)
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aus.Abschnitt I, 1d wurden von E. MATHIEU zuerst erhalten [J. de Liou-
ville (2) Bd. 13 (1868) S.137—203] und durch Reihen geldst.

2. Wellenmechanische Probleme.

Lamgsche, MatHIEUsche und verwandte .Differentialgleichungen
treten in der Wellenmechanik in zweifacher Weise auf. Erstens in
gleicher Weise wie bei allen Wellenausbreitungsaufgaben in Medien pe-
riodischer Struktur; insbesondere hier bei der Berechnung der Bewegung
von Elektronen in Atomgittern. Zweitens bei der Quantelung des asym-
metrischen Kreisels.

a) Elektronenbewegung im eindimensionalen Atomgitter.

Die eindimensionale Bewegung eines Elektrons mit der kinetischen
Energie T wird in der Wellenmechanik beschrieben durch die Differential-
gleichung (118, S. 42)

8 m
dx2+ i Ty=o0.

(b Prancksche Konstante; m Elektronenmasse).

Nimmt man an, die gesamfe Energie des Elektrons E kann feste
konstante Werte annehmen, wihrend die potentielle Energie V' durch
das Feld der zunichst ruhend gedachten Gitteratomreste gegeben ist,
so wird T = E — V. Das Feld der Gitteratome ist periodisch; folglich
ist die Funktion V ebenfalls periodisch mit der Grundperiode gleich
dem doppelten Abstande zweier Nachbaratome. Bei geeigneter Wahl der
Langeneinheit ¥ wird die Differentialgleichung (130; 7; 8 9; 10; 99;
76; 77; 137; 14)

() T (d—d)y=o0.

In Gleichung (1) ist @ eine periodische Funktion von x mit der Grund-
periode 27 und 4 eine Konstante. Wir haben hier eine Differential-
gleichung vor uns von allgemeinerem Typus als jene von LaME und
MATHIEU. Der letztgenannte Typus entsteht bei @ = acosx. Wir
werden Gleichungen vom Typus (1) nach G. W.HiLL (46) benennen
(vgl. II).

Bemerkt sei hier, daB3 Gleichungen vom Typus (1) bei allen eindimen-
sionalen Wellenfortpflanzungsvorgingen in periodischen Medien auf-
treten; im Wesen haben wir es ja auch oben mit einem solchen Vor-
gang zu tun: mit der Fortpflanzung der Elektronenwellen im Atomgitter.
Praktisch wichtig ist die Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen ent-
lang Leitern periodischer Struktur (113; 12; 105; 136); die Gleichung (1)
enthdlt die Theorie der sog. Wellensiebe oder Kettenleiter. Als einen
Sonderfall solcher Wellenfortpflanzungsvorginge kann man auch die
Eigenschwingungen von Saiten (1274) periodischer Struktur betrachten,
die ebenfalls durch Gleichung (1) beschrieben. werden.
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b) Quantelung des asymmetrischen Kreisels (60; 61; 73; 74; 75).
Nach E. SCHRODINGER kann die Wellengleichung des asymmetrischen
Kreisels folgendermaBen erhalten werden. Die Wellengleichung lautet
in %, y, 2:

' 4 oy 2Y  8a2E

Tt o Tt ¥=0,

wobei E die Energie in den stationdren Zustinden und % die PLANCK-
sche Konstante bezeichnen. Auf neue Koordinaten transformiert, er-
hélt diese Wellengleichung die in I, 1 angegebene Form. Fiihren wir

elliptische Kugelflichenkoordinaten g, » ein:

azp=b=rv=c,

wobei 1/a, 1/b und 1/c die Trigheitsmomente des Kreisels sind, so er-
hilt man nach der Separation
W (p3) = M(n) - N ()
fir M und N die Differentialgleichungen
d d 8#%E
V=41 7 (V=47 5) = (= 555 + L)

2 .
V=470) 4= (/=47 5) = (+ 55E — 1o)w
mit f(?) = (@ —») (b —7)(c — ).

Man wird bemerken, daB diese Gleichungen vom gleichen Typus sind
wie die Gleichungen (3a), (3b), (3¢) von I, 1¢c, wenn man dort H = 0
setzt, a2, % und ¢? durch a, b, ¢ und u?, ¥2 durch yu, » ersetzt. Die Be-
stimmung von L und E ist ein Problem, das durch die Theorie der
Lawmgschen Potentialgleichung erledigt wird (vgl. VII, 2).

3. Hydrodynamische Probleme.

Die als hydrodynamisch zu bezeichnenden Probleme, welche auf
Differentialgleichungen vom LaMgschen, MaTHIEUSchen oder noch all-
gemeiner vom Hirrschen Typus fithren, kénnen in drei Gruppen ein-
geteilt werden. Die erste umfat die Bewegung von Ellipsoiden und
elliptischen Zylindern in idealen Fliissigkeiten (78). Nahe verwandt sind
Fragen nach dem magnetischen bzw. elektrischen Feld in der Umgebung
von leitenden bzw. magnetisierbaren Kérpern dieser Gestalt (29, S. 357,
128; 133; 134). Die zweite, in der Kosmogonie breiten Raum ein-
nehmende Problemgruppe, befat sich mit der Gestalt und dem Gleich-
gewicht ruhender oder rotierender, ganz oder teilweise fliissiger Himmels-
korper, deren Teilchen sich nach dem NewToNschen Gesetze anziehen
(78; 65; 83; 84, 2; 109). Die dritte Problemgruppe endlich fillt in weitem
MaBe zusammen mit den im Abschnitt I, 1 gestreiften Problemen. Sie
umfafBt die Wellenausbreitung in idealen fliissigen (bzw. gasférmigen)
Mitteln (78; 115, II), z. B. Schallerzeugung durch eine starre ,,ebene‘,
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frei schwingende Kreisplatte in einer unendlichen umgebenden Atmo-
sphére (V, 3). Nahe verwandt mit dieser letzten Problemgruppe sind
Untersuchungen iiber die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen,
wobei vorteilhafterweise elliptische Koordinaten eingefithrt werden
konnen (vergl. V und VI). SchlieBlich auch die Eigenschwingungen von
Wasser in Kanilen elliptischer Form (78; 69, 35).

a) Bewegung von Ellipsoiden und elliptischen Zylindern in idealen
Fliissigkeiten.

Bei der Berechnung der Bewegung idealer Fliissigkeiten pflegt man
eine Potentialfunktion einzufiihren, von der die Geschwindigkeit in
jedem Punkte durch Gradientenbildung abgeleitet werden kann. Man
erreicht so den Vorteil, von einem Vektorproblem (der Geschwindig-
keiten) zu einem skalaren zu gelangen. Das Geschwindigkeitspotential
geniigt bei stationdrer Bewegung der LapLACEschen Potentialgleichung:

e 2P 2D

79? + 6_3/2 + ?9‘2‘2‘,:
Hat man es mit der Bewegung von Ellipsoiden oder elliptischen Zylindern
zu tun, so wird man zweckméiBig diese Gleichung auf elliptische Koor-
dinaten transformieren. Die diesbeziiglichen Formeln findet man in den
Abschnitten I, 1 zusammengestellt, wo nur k2 = 0 zu setzen ist. Er-
wahnt sei, daB auch z. B. die Strémung einer Flissigkeit durch eine
kreisférmige oder elliptische Offnung in einer unendlich groBen ebenen
Wand hierher gehért (V, 1¢).

Die Losung dieser hydrodynamischen Probleme ist auch auf einige
elektrische und magnetische Aufgaben direkt anwendbar. Wir erwihnen:
die Polarisation auf einem leitenden Ellipsoid in einem &uBeren, ur-
spriinglich homogenen elektrischen Felde; der Verlauf der magnetischen
Kraftlinien eines urspriinglich homogenen duBeren Feldes um ein Ellip-
soid unendlich groBer Permeabilitit; die Abschirmung eines homogenen
elektrischen Feldes durch eine diinne ebene leitende Platte mit einer
Kreis6ffnung usw.

b) Gleichgewichtsfiguren von Fliissigkeitsmassen.

Das Potential ¥ im Innern eines Ellipsoides von homogenem Bau
kann mit Hilfe von Lamtschen Funktionen berechnet werden. Wenn
das Ellipsoid um die x-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w rotiert,
muB die Ellipsoidoberfliche der Gleichung

V4 $w? (y? — 22) = const
geniigen. Losungen dieser Gleichung sind jene Oberflichen, wobei die
Fliissigkeitsmasse sich im Gleichgewicht befindet. H. POINCARE hat unter-

sucht, bei welchen kleinen Stérungen die so erhaltenen Oberflichen noch
stabil sind. Hierbei werden Lam£sche Potentialfunktionen verwendet.
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J. H. JEANs vermeidet den Gebrauch der Lam#schen Funktionen und
benutzt rechtwinklige Koordinaten.

Da diese Anwendungen der LaMgschen Gleichung der Astronomie
und Kosmogonie angehéren, werden wir ihrer hier keine weitere Erwih-
nung tun und nur auf die einschligige Literatur verweisen (2; 109, 65).

c) Eigenschwingungen des Wassers in einem elliptischen Becken.

Wir betrachten ein Wasserbecken (78; 111, ITI) konstanter Wasser-
tiefe D mit elliptischer Begrenzung. Die Begrenzungsellipse liege wie
eine der konfokalen Ellipsen von (I, 1, d) mit & = &,. Es sei { die ort-
liche Erhebung des Wasserspiegels iiber dem Gleichgewichtsstande,
o die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation an der Stelle des Beckens,
g die Schwerkraftbeschleunigung, ¢ die Zeit. Dann 1iBt sich fiir { die
Gleichung (78, S. 329, Gl. 3)

" ot et 4ot 1o

0x% ' dy* gD gD 0r?
ableiten. Diese Differentialgleichung liefert durch den Ansatz
¢ = u(x, y)ei’t und Transformation auf elliptische Koordinaten nach
I, 1d offenbar zwei MaTHIEUsche Differentialgleichungen.

4. Mechanische und elektrische Anfangswertprobleme.

Differentialgleichungen vom Hirrschen Typus und als Sonderfille
auch die Typen von LaME und MATHIEU treten in manchen einfachen
Problemen der Mechanik auf. Wir werden hier insbesondere Anfangs-
wertaufgaben betrachten, d. h. Aufgaben, bei denen der Zustand zu einer
gewissen Zeit vorgegeben ist und wobei dann verlangt wird, die Bewegung
fiir alle spiteren Zeitpunkte zu bestimmen. Insbesondere ist dabei die
Frage interessant, ob die Bewegung stabil, d. h. die Amplituden fiir alle
Zeiten begrenzt, oder aber labil ist, d. h. auf immer und theoretisch un-
begrenzt wachsende Amplituden fithrt. Wie wir jetzt zeigen werden,
kann man bei solchen mechanischen (oder auch elektrischen) Anfangs-
wertptoblemen der Herkunft nach zwei Typen unterscheiden; der erste
entstammt der Bewegung in einem periodisch mit der Zeit verinderlichen
Kraftfeld; der zweite riithrt her aus der Theorie der nichtlinearen Schwin-
gungen.

a) Bewegung eines Massenpunktes in einem periodisch mit der Zeit
verinderlichen Kraftfeld.
Eine Masse m bewege sich unter dem EinfluB einer Kraft K:
d*x
Wir nehmen nun an, die Kraft K sei proportional zu —x und auBerdem
eine periodische Funktion der Zeit. Hierdurch kommen wir zur Diffe-

rentialgleichung a2
) Eto-lat+ @) =0,
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wabei @ periodisch von ¢ abhingt. . Physikalisch (140; 141; 125, 122;
48; 40; 41;°120; 97; 101; 25; 21; 113; 115,1,S.82) ist der gerade be-
sprochene Fall z. B. realisiert bei einem Pendel, d. h. bei einer Masse,
die mit Hilfe eines (masselosen) starren Stabes an einem Stutzpunkt be-
festigt ist. Die Masse kann sich sowohl iiber dem.Stiitzpunkt (2 ne-
gativ) als unterhalb desselben (a positiv) befinden. Das periodische
Kraftfeld kann realisiert werden durch eine kleine auf- und.abwirts ge-
richtete periodische Bewegung des Stiitzpunktes. Man kann leicht eine
dhnlich funktionierende Vorrichtung mit einem kleinen Magneten in
einem periodisch fluktuierenden Magnetfeld erdenken, wobei ebenfalls
die Gleichung (1) herauskommt (121, S. 634). Ubrigens beschreibt diese
Gleichung auch die Bewegung jedes Punktes einer Saite, deren Spannung
periodisch variiert (113; 125).

Die Bewegung des Mondes um die Erde unter dem Sekundéreinflufy
der Sonne (110; 111) kann auch als Bewegung in einem periodisch ver-
anderlichen Kraftfeld betrachtet werden. "Tatsdchlich fiihrt die Berech-
nung der Bewegung vom Perigdium der Mondbahn auf Gleichung (1) (46).

b) Elektrizitdtsbewegungin einem Schwingungskreis, dessen Elemente
periodisch mit der Zeit verdnderlich sind.

Was im vorigen Abschnitt iiber die Bewegung eines Massenpunktes
gesagt wurde, kann leicht auf die Elektrizititsbewegung in einem
Schwingungskreis iibertragen werden. Die Ladung Q eines Kondensators
der Kapazitit C, der iiber einen Widerstand R und eine Selbstinduktion L
geschlossen ist, hdngt von der Zeit ¢ ab durch die Gleichung:

d
dt2 +R Q

+c@=0.

Sobald eine der Gré8en L, C oder R sich periodisch mit der Zeit ¢ ver-
andert, haben wir hier eine Differentialgleichung vor uns, die durch
einen einfachen Kunstgriff auf den Typus von Hirr gebracht werden
kann (Fortschaffen des Gliedes mit 4Q/d¢). In speziellen Féllen erhilt
man Gleichungen vom Typus LaME oder MATHIEU, letzteres z. B. mit

R=0,
C =Cy+ C;sinwt; C,<Cy.

Stromkreise, deren Selbstinduktion, Kapazitit oder Widerstand peri-
odisch mit der Zeit variieren, kommen viel vor, z. B. Dynamomaschinen,
kapazitiv modulierte Heultonerzeuger (18; 3; ), Tirillspannungsregler.
Die Fragestellung ist bei jedem dieser Probleme wieder eine andere. Die
Frage der Stabilitdt oder Labilitat des Stromkreises spielt bei Dynamo-
maschinen und Regler eine Rolle. Bei der C-Verdnderung (113, S. 10;
27) will man zumeist die Zeitabhédngigkeit der Ladung Q wissen.
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c) Stabilititsuntersuchung nichtlinearer Schwingungsvorginge.
Auf Anfangswertprobleme mit Differentialgleichungen vom HILL-
schen, LamMEschen oder MaTHIEUschen Typus fithrt die Untersuchung
der Stabilitat gewisser nichtlinearer Schwingungsvorginge z. B. in fol-
gender Weise (26; 91; 85): Ein Schwingungskreis mit nichtlinearer
Elastizitat werde von einer sinusférmig von der Zeit abhingenden Kraft
angetrieben:
atx +ax 3 b
T — 743 = ksinw?.

Die Losung sei x(f). Wir nehmen eine benachbarte Losung
x(8) + 2 (t); lz| < |x|.
an. Es geniigt dann z(¢) in erster Ndherung der Differentialgleichung
(1) Tt =3y z=0
Denkt man sich die Lésung x in eine Fourierreihe entwickelt:
x =a,sinwt + agsinjwt + -,

so kommt offenbar (1) auf eine Gleichung mit periodischem Koeffizienten,
also vom Hirischen Typus, hinaus. Die Stabilitatsfrage der nichtlinearen
Losung x kann durch Untersuchung dieser HiLLschen Gleichung beant-

wortet werden.

II. HiLLsche Differentialgleichung.
(46; 151, S. 414).

1. Die Differentialgleichungen der mathematischen Physik
als Sonderfille der HirLrLschen Gleichung.

Wir behandeln im vorliegenden Abschnitt eine Differentialgleichung:
a2
(1) A+t dwu=o0,

worin 7 ein Parameter und @ eine periodische Funktion von x ist, deren
Periode wir 27 setzen. Diese Differentialgleichung wurde von G. W.HiLL
(46) behandelt anldBlich der Mondbahnberechnung. Die Differential-
gleichung (1) enthalt als Sonderfall jene von MATHIEU. Im Abschnitt IV,
1a und IV, 6 zeigen wir, daB auch die verschiedenen, im Abschnitt I
erwihnten Lamgschen Differentialgleichungen Sonderfélle von (1) sind.

Unser Ziel ist, zu zeigen, daB die Gleichung (1) die folgenden Diffe-
rentialgleichungen der mathematischen Physik als Sonderfille enthilt:

1. die Differentialgleichungen der einfachen und der zugeordneten
(abgeleiteten) LEGENDREschen Polynome; '
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2. die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung mit den
Gleichungen von BESSEL, STOKES, LAGUERRE, HERMITE und ScHRO-
DINGER als Sonderfillen.

-a) Die D1fferent1a1g1e1chung der Lecenpreschen Polynome

Diese Gleichung lautet [116, I, S. 309 (14)]:
1 d (. g_z_) Rz
sinx dx ( NX 7% ~ sinx
und geht mit:

2 = e} cotgr-dz — u/}/gl—ﬁ;
iiber in: :
Pu L Vo
Tz T (l — i Tcotgzx)u =0.
Dies ist offenbar eine Hirrsche Differentialgleichung.

b) Die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung.
Diese Gleichung [151, S. 337 (B)]:
A
(1) T+ i+t
k und ! Konstante, kann als Verallgemeinerung der Differentialgleichun-
gen von BESSEL, STOKES, LAGUERRE (20, S. 261), HERMITE (20, S. 261)
und SCHRODINGER [118, S.3, Gl (7)] betrachtet werden. Alle diese

Gleichungen lassen sich durch einfache Transformationen auf die Form (1)
bringen. Wir setzen in (1):

o=

2 = é%; nerl2 = w
und finden:

) e w1 4 ke?) = 0.

Dies ist offenbar eine Hirische Differentialgleichung mit der rein ima-
gindren Periode 2 7z.

Vielen physikalischen und technischen Anwendungen entsprechend,
werden wir uns im weiteren Inhalt dieses Abschnittes auf die Betrachtung
Hirrscher Differentialgleichungen mit 7eellen Verinderlichen, Funk-
tionen, Perioden und Parametern beschridnken. Der Fall komplexer
Parameter und Verdnderlicher hat iibrigens bisher keine erschopfende
Behandlung erfahren.

2. Allgemeine Sitze iiber die HILLsche Differentialgleichung.
Man kann zeigen, dal es Losungen der HirLschen Gleichung gibt,

derart daB

(1) u(x 4+ 27) = ou(x),

wobei ¢ eine im allgemeinen komplexe Konstante ist. Es ist dies.das

sog. FLoQuETsche Theorem (2§).
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Wenn #, und #, zwei linear unabhingige Losungen von (1), II, 1
sind, welche durch die Bedingungen
u;(0) =1;  u(0) = 0;
w0 —0;  u(0) =1
festgelegt werden, gilt:
(2) 0% — o {u, (271) + u4(27)} +1=0.
Man kann zeigen, daB jede Wahl von #, und %, zu den gleichen (i. a. zwei)

o-Werten fithrt. Hierzu braucht man nur die neuen Funktionen u,
und #, in die alten auszudriicken.

I

a) Labile und stabile Losungen der HILLschen Differentialgleichung.

Wir setzen:

o — et27n

und erhalten:
(1) Cof2zp = §{u, (27) + us(27)} .
Man nennt u den charakteristischen Exponenten der Hirrschen Glei-
chung. Bei Beschriankung auf reelle Lésungen #, und u, folgt aus (1),
daB 2w nur entweder reell oder rein imaginir oder aber komplex mit
einem Imagindrteil gleich n:fv'V———i (n ganze Zahl) sein kann. Den
beiden moglichen Vorzeichen von u entsprechen die zwei méglichen
Werte von ¢ nach Gleichung (2) des vorigen Abschnittes. Offenbar ist
|o6|= 1, wenn p rein imaginar ist. Dagegen |¢| = 1, wenn u reell oder
komplex ist. Im ersten Fall ist die Lésung der Hirischen Gleichung,
sobald sie fiir ezmen Wert von x beschriankt ist, auch fiir alle x beschrankt.
Wir werden solche Lésungen stabil nennen. Im zweiten Fall dagegen
gibt es eine Losung #, die, obwohl fiir esnen x-Wert beschrinkt gewahlt,
doch schlieBlich bei zunehmendem «x im Betrag iiber alle Grenzen wichst.
Wir werden solche Lsungen der Hirrschen Gleichung /abil nennen. Da
der charakteristische Exponent nur von den GréBen der Hirrschen
Differentialgleichung, also von 4 und @ (x) abhingt, kann man bei vor-
gegebener Funktion @ (x) die A-Werte angeben, welche bzw. zu stabilen
und zu labilen Lésungen der Hirrschen Gleichung Anlaf3 geben; wir
werden kurz von stabilen bzw. labilen A-Werten sprechen.

b) Sédtze von O. HAUPT iiber die labilen und stabilen 2-Werte (41).

Die Diskriminante der quadratischen Gleichung (2) aus II, 2 fir o
lautet:

(1) A=Fy(2)-Fy(d) = {u, (27) + us(27) — 2} {u, (27) + us(27) + 2}.
Es konnen F, und F, nicht gleichzeitig verschwinden; wir haben fiir
F,=0:06=1 und fir F,=0:0= —1. Losungen, die zum erst-
genannten o-Wert gehdren, nennen wir gamzperiodisch, Losungen, die
zum letzteren o-Wert gehoren, halbperiodisch (bzw. Periode 27 und 47) .
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Nennen wir 4 die Parameterwerte (Eigenwerte), welche zu ganz-, und
1 jene, die zu halbperiodischen Losungen gehéren, so 148t sich zeigen,
daB es abzihlbar unendlich viele (diskrete) Eigenwerte 1 und 1 gibt.
Wir bezeichnen sie der Reihe nach mit 144, ... bzw. 2, 4, . .. Das Os-
zillationstheorem besagt: Die Losungen (Eigenfunktionen), welche bzw.
zu Ag;_; und A; gehoren, haben im Intervall 0 =< x << 2 alle 2 ¢ Null-
stellen; jene Eigenfunktionen, die zu 1,;_, und 1, ; gehoéren, dagegen 27 —1
Nullstellen. Folglich ist:

o <h=h<h=lL< - <lgi1=li<lgi1=ly.

In Worten: Wenn der Parameter 2 der Hirischen Gleichung alle
Werte durchlduft, so folgen auf zwei halb- bzw. ganzperiodische
Eigenwerte, die iibrigens durch keine Eigenwerte getrennt werden,
stets zwei ganz- bzw. halbperiodische Eigenwerte. Vom im Betrag
kleinsten (stets ganzperiodischen) Eigenwert ist hierbei abgesehen.
Die transzendenten Gleichungen fiir 4: F; = 0 bzw. F, = 0 haben

héchstens zweifache Nullstellen, wozu dann auch zweifache Eigenwerte
gehoren; F; und F, wechseln nur das Vorzeichen, wenn ein einfacher
Eigenwert auftritt. Weiter ist fiir sehr groBe negative A-Werte stets
F; positiv und F, positiv (letzteres kann man aus der asymptotischen
Losung der HiLrschen Gleichung schlieBen, vgl. Abschnitt II, 3 a).
Folglich ist:

F,>0 fir 1 <1,

F,<0 ,, Ly <A<y

Fi>0 0 deip1 <A <lgiyo

}i=0,1,2,3,...

Fy>o0 fir 1 <1
Fo<o ), Ay <1<y }Z

= =1,2,3%,...
Fo>0 , Jy <A<lsigr 3

Wenn Jy; = ly4,, oder 1y;_, = y; ist, fillt die entsprechende Un-
gleichung fort.

Aus dem Vorhergehenden folgt:

I. Die zwei unabhingigen Losungen der Hirrschen Gleichung sind
nur dann beide stabil, wenn der Parameter 1 in ein eigenwertfreies
Intervall der reellen A-Achse fillt, dessen Begrenzung von zwei ,un-
gleichartigen“ (also bzw. halb- und ganzperiodischen) Eigenwerten ge-
bildet wird. Ist einer der Grenzpunkte ein zweifacher Eigenwert, so
herrscht auch hier Stabilitit. )

II. Es gibt eine labile Losung, wenn a) 4 kleiner als der iiberhaupt
kleinste (iibrigens stets ganzperiodische) Eigenwert 4, ist oder wenn b)
 in ein Intervall der reellen A-Achse féllt, das von zwei gleichartigen
(beide halb- oder beide ganzperiodischen) Eigenwerten begrenzt wird.
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Im Falle des Satzes I sind alle Lésungen der HiLLschen Gleichung
stabil; dies folgt aus der Tatsache, daB die beiden u-Werte hier konju-
giert imaginir sind. Im Falle des Satzes II gibt es eine labile Losung
und eine stabile, denn die beiden zugehérigen u-Werte haben Realteile
mit entgegengesetztem Vorzeichen. Fiir die Grenzen zwischen labilen
und stabilen A-Intervallen werden wir spiter beweisen, daf} es hier stets
eine stabile und eine labile Lésung gibt. Nur im Fall, daB einer solchen

A A KK AMA KKy A
’

Fig. 1. Verteilung det labilen und stabilen A-Intervalle der Hrrrschen Differentialgleichung auf der
reellen A-Achse. Punktierte Intervalle labil; ausgezogene Intervalle stabil.

Grenze ein zweifacher Eigenwert entspricht, sind auch hier alle Losungen
stabil.

Wir haben somit iiber die A-Intervalle, zu welchen stabile bzw. labile
Losungen gehoéren, das in Fig. 1 veranschaulichte Bild gewonnen.

c) Weitere Fragen iiber die Hirische Differentialgleichung.

Die erwidhnten allgemeinen Sitze beziehen sich alle auf den Fall
einer reellen Funktion @ und eines reellen Parameters 2. Wie in II, 1
gezeigt, treten in der angewandten Mathematik Differentialgleichungen
auf, welche diese Bedingung nicht erfiillen. Eine allgemeine Problem-
stellung, wenn man diese Bedingungen fallen 148t, wiirde etwa folgender-
maBen aussehen. Es durchliuft die unabhingige Verinderliche x eine
stetige Kurve in der komplexen x-Ebene. Die eindeutige Funktion &
durchlauft infolgedessen eine stetige Kurve in der @-Ebene. Fiir den
Parameter 4 werden jene (komplexen) Werte gesucht, fiir die es stabile,
und jene Werte, fiir die es labile Losungen der Hirrschen Gleichung gibt.

In der Literatur sind iiber diese Aufgabe nur wenige Arbeiten er-
schienen. Uns scheint, daB durch eine Erweiterung der Arbeiten
F. KLEINS (71) und E. HiLBS (44, 45) auf diesem Wege weitere Schritte
getan werden kénnten.

3. Die Hirische Differentialgleichung mit beschriankter
Funktion & und mit zwei Parametern (132).

Den bei der MaTHIEUschen Differentialgleichung auftretenden Frage-
stellungen entsprechend, empfiehlt es sich, die Hrrrsche Differential-
gleichung in' folgender Form zu betrachten:

d?u
(1) W'F(}»-l‘?@(x))“:(),
wobei @D (x) eine im Endlichen beschrinkte, zweimal differenzierbare,

27
reelle periodische Funktion der Periode 27 ist mit / D(x)dx = 0.
0
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Mit Ppax bezeichnen wir den Absolutwert des gréBten, mit Ppin den
Absolutwert des kleinsten Wertes von @. Wenn beide Parameter oder
mindestens einer derselben im Betrag groB ist, verglichen mit 1, so ge-
lingt es, ohne P (x) eine spezielle Form zu geben, allgemeine Sitze zu
formulieren iiber die A- und y-Werte, welche AnlaB geben zu stabilen
oder labilen Lésungen. Wir denken uns 4 und y in einer Ebene als recht-
winklige Koordinaten. In dieser Ebene unterscheiden wir acht ver-
schiedene Gebiete (vgl. Fig. 2):

(TIa) 2undypos, (Ib) 4undypos, (1
A=y Dyin - A=y Puin -
(ITa) Aneg,ypos, (IIb) Aneg, ypos,
|A]|=y Pmax - |2 =y Prmax -
V.4 V(]

(IITa) Aundyneg, (IIIb) 1undyneg,

I
(IVa) Apos,yneg, (IVb) Apos,yneg, -4 A
1A=y | Pmax - A=[7| Pmax- za /y

Wir betrachten den Fall:

V(] ¥/
2]+ lr[>1,
was in den a-Gebieten gleichbedeutend
ist mit Y
. Fig. 2. Unterscheid hiedener Gebi
|A|>1; |y| endlich oder Null, in"der 7y-Ebene. Aus Staurr, Math, Ann.

Bd. 101 (1929) S. 559—569.
in den b-Gebieten dagegen mit:

|y|>1; |4] endlich oder Null
Wir werden jetzt fiir diese verschiedenen Gebiete asymptotisch den

charakteristischen Exponenten u berechnen.

a) Asymptotische Berechnung des charakteristischen Exponenten.

In den a-Gebieten kann der charakteristische Exponent asympto-
tisch berechnet werden (132) mittels der Transformation (864, S. 22;
20, S. 335).

z2= u<1 +%@)i;

t=0/<1 -}—%@)%dx.

Man findet:
in den Gebieten (Ia) und (IVa):
27
3
(1) (Sonn,u=cos/(l+yq&)%dx+0(1,> :

0
Ergebnisse der Mathematik. I. Strutt. 2
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in den Gebieten (IIa) und (IIla):
(2) @DiZny:@oiO/(Ml:F|y|¢)12.dx{,1+O(I_%_|_)%}'

In den b-Gebieten gelingt die asymptotische Berechnung von u
durch die Transformation:

ol

[ o
Man findet in den Gebieten (Ib), (II (ITIIb) und (IVD):

Cof2mtu = Gof { m< A+ yD) hix)]

3) 'COS{%U
{rro(g)}

Aus diesen Formeln kann man zunéchst schlieBen: In den Gebieten
(Ia) und (IVa) gibt es zu jedem vorgegebenen imaginidren Wert p, und
reellem y eine abzdhlbare unendliche Reihe von A-Werten derart, daf
es eine Losung der HirLschen Gleichung gibt mit u, als charakteristi-
schem Exponenten. In den Gebieten (Ib), (IIb), (IIIb) und (IVb) gibt
es zu jedem vorgegebenen reellen oder imagindren Wert u, und reellem
4 eine abzdhlbar unendliche Reihe von y-Werten, fiir die es eine Lsung
der Hirrschen Gleichung gibt mit u, als charakteristischem Exponenten.
DaB die zu vorgegebenen u gehérenden A- bzw. y-Werte diskret liegen,
kann aus dem KrEInschen Oszillationstheorem gefolgert werden. Es ist
leicht, die Abz&hlung asymptotisch vorzunehmen, doch wir gehen
hier nicht auf diese Formeln ein (132).

JT

(A +y D) dx)}

b) Sétze iiber die Parameterwerte, welche zu stabilen bzw. labilen
Lésungen gehoren.

Wir konnen in der 4, y-Ebene Gebiete unterscheiden, in denen nur
Parameterwerte liegen, welche zu labilen Lésungen AnlaB geben, und
Gebiete mit stabilen Parameterwerten. Hauptziel der Sitze, die wir
hier geben, ist, iiber die Verteilung dieser Gebiete, fiir im Betrage grof3e
Werte der Parameter, AufschluB zu gewinnen. Zunichst ist es leicht,
aus den Gleichungen (1) und (2) von II, 3 a die Richtigkeit der HAuPT-
schen Sitze I und II aus II, 2 b zu verifizieren. Hierzu bedenke man,
daB} in den stabilen Gebieten 27 imaginir + n & 1/———1 (n ganze Zahl),
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in den labilen Gebieten reell (evtl. mit einem Imaginarteil gleich n7 ]/ j1),
fiir ganzperiodische Losungen gleich 2nm ]/——1 und fiir halbperiodische
Losungen gleich (27 + 1) = ]/—v1 ist. Wir konnen dann sagen:

Die Gebiete (Ia) und (IVa) sind asymptotisch stabile Losungs-
gebiete mit schmalen labilen Streifen, die von den Punkten der positiven
A-Achse: 1 = n? ausgehen; die b-Gebiete sind asymptotisch labile
Losungegebiete, die aber von schmalen stabilen Streifen durchzogen
werden. Die Gebiete (IIa) und (IIIa) sind asymptotisch insgesamt
labile Losungsgebiete. Da aus (3) von II, 3 a folgt, daB in den b-Ge-
bieten nicht zwei halbperiodische A- (bzw. y-) Werte oder zwei ganz-
periodische 4 (bzw. y-) Werte zusammenfallen konnen, wird in den b-
Gebieten asymptotisch das Auftreten von Doppelpunkten der Grenz-
kurven zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten ausgeschlossen.

Aus der Gleichung (3) von II, 3 a kann man schlieflen:

Zu jedem vorgegebenen |A| kann man zwei (einen positiven und
einen negativen) y,-Werte angeben derart, daB fiir alle |y|, die groBer
sind als |y,|, die stabilen y-Intervalle eine Breite besitzen, kleiner als
eine beliebig kleine positive Zahl.

Andererseits folgt aus (1) von II, 3 a ein schon von O. HAUPT an-
gegebener Satz, der als Gegenstiick zum vorigen bezeichnet werden kann:

Zu jedem vorgegebenen |y | kann man stets einen (positiven) -Wert
angeben derart, daB fiir alle 4 oberhalb dieses Wertes die labilen 1-Inter-
valle eine Breite besitzen, kleiner als eine beliebig kleine positive Zahl.

Durch Betrachtung der Formel (3), II, 3 a, schlieBt man (132), daB
in den b-Gebieten bei vorgegebenem |y | die A-Intervalle, die zu imagi-
niarem g gehoren, d. h. die stabilen A-Intervalle, kleiner werden, wenn
A von positiven nach negativen Werten lauft. Wir haben somit die klein-
sten stabilen 1-Intervalle in den Gebieten (IIb) und (IIIb) zu erwarten.

c) Asymptotische Berechnung der ganz- und halbperiodischen
Eigenwerte. .

Man kann die zuletzt angefithrten Betrachtungen zu einer asympto-
tischen Berechnung der ganz- und halbperiodischen Eigenwerte in den
Gebieten (IIb) und (IIIb) der Ay-Ebene verschirfen (132). Diese Be-
rechnung geht davon aus, daB hier die Grenzkurven zwischen labilen
und stabilen Lgsungsgebieten paarweise mit den durch
(1) Cof2ru =0
bestimmten Kurven asymptotisch zusammenfallen.

Es ergibt sich:

Im Gebiete (IIb) wird der asymptotische Verlauf der Grenzkurven
zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten der HiLLschen Gleichung
gegeben durch

Y
(2) 7:"(max+0(1

i/_;) ; (O pos),

2%
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im Gebiete (IIIb) durch

3) L e O — 0(*1—) ;

- 1) (O pos).

~

Obwohl die Grenzkurven in diesen Gebieten immer mehr gerade ver-
laufen bei wachsendem |7y |, besitzen sie doch im allgemeinen keine
Asymptoten. In besondéren  Féllen kann in der unter O zusammen-
gefaBten Reihe das Glied mit (Vm)‘l als Faktor fehlen; diesfalls gibt
es wohl Asymptoten der Grenzkurven (54).

Die Gleichungen (2) und (3) gelten nur in den erwidhnten Gebieten
(IIb) und (IIIDb).

Durch die frither bereits erwdhnten Beziehungen der Grenzkurven
zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten und den ganz- bzw. halb-
periodischen Eigenwerten der Hirrschen Gleichung kann der zuletzt
erwdahnte Satz auch noch folgendermaBen formuliert werden:

In den Gebieten (I1b) und (IIIb) fillt bei vorgegebenem |y| asym-
ptotisch fiir |y | — oo ein ganzperiodischer Eigenwert 4 der HiLischen
Gleichung mit einem benachbarten halbperiodischen zusammen. Im Ge-
biete (IIDb) sind die zusammenfallenden Eigenwerte gegeben durch (2),
im Gebiete (IIIb) durch (3).

Interessant ist es, diese Verhiltnisse zu vergleichen mit jenen fiir
|y| = 0. Im letzteren Fall fallen immer zwei benachbarte ganzperi-
odische Eigenwerte zusammen und ebenso zwei benachbarte halbperi-
odische Eigenwerte.

4, Auflésung der HirrLschen Differentialgleichung.

Im Abschnitt II,3 a haben wir uns mit der Auflésung der Hirr-
schen Differentialgleichung beschiftigt, fiir den Fall, daB mindestens
einer der Parameter im Betrag sehr grof} ist. Leicht zu behandeln sind
auch die Fille, daB y sehr klein oder 4 und 7 sehr klein sind. Im erst-
genannten Fall wird man die Losung nach Potenzen von y entwickeln;
im letztgenannten Fall nach Potenzen von 4 oder nach Potenzen von .
Da wir nach H. POINCARE (107) wissen, daB3 die Losungen der Hirrschen
Gleichung stets ganze Funktionen von 4 und y sind, konvergieren die
so erhaltenen Reihen fiir kleine Werte der Parameter sicher. Wir werden
im Abschnitt IIT bei der MaTHIEUschen Gleichung eine solche Potenz-
reihenentwicklung anwenden.

Indessen hat G. W. HiLL (46) zur Losung der nach ihm benannten
Differentialgleichung eine Methode angewandt, die in einigen prak-
tischen Fillen erfolgreich war und dessen allgemeiner Aufbau von H.
POINCARE (108; 111) auf eine strenge Basis gestellt wurde.
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a) Die HiLLsche Auflésungsmethode.

Wir nehmen an, die Funktion @ (x) der Hirrschen Gleichung lasse
sich in eine FouriERsche Reihe entwickeln, und schreiben:

d?u m=> .
(1) W—{—% 1-—{—)’ Z*ame”’“”)zo,
m=—00
Dem FrogueTtschen Theorem zufolge wissen wir, daB diese Gleichung
eine Losung hat von der Form:
(2) u=e"% D' b, em,
A, M=—00 ¥

Gehen wir mit (2) in (1), so entstehen fiir die unendlich vielen un-
bekannten Koeffizienten b, ebenso viele lineare homogene Bestimmungs-
gleichungen:

m=oo
(3) b2 + 2pin — 02 4+ 2) +y D by y = 0;

m=—oc

e —3, —2, 1=n=0,1,2,3, ...

Der Stern beim Summenzeichen in (1) und (3) soll andeuten, dal das
Glied m = 0 fortzulassen ist. Damit das homogene Gleichungssystem
(3) eine Losung hat, kann man, in Analogie zu endlich vielen homogenen
Gleichungen mit einer endlichen Anzahl von Unbekannten, die Forderung
aufstellen, daBl die Determinante, gebildet aus den Koeffizienten der
b,, verschwinden muf3:

. 1 Ya -1 Ya-so a3 ra_4 .
(e +202+2 (u+ 202 +4 (w4202 +2 (w+ 202+ 1
S 1 Ya-1 Ya—» va_g .
(PR WPl WtiP+7 wtiP+i
_ YAyo RAESH 1 ya—i Ya-a _
wE 42 w42 w2+ 2 wE+ A
. Y3 Yo Y4 1 re-1
=P 1 =P +1 w— P17 w— "1
. Y44 Yaiz Va4 Y41 1 .
(= 20P F 7 (=20 + 1 =202+ 2 (— 20 T 1

4) =A(p, 1, 9) =0.

Hierbei ist aus Konvergenzgriinden jede Zeile der Determinante (4)
durch (4 in)2+4; n =0, 41, -2, 43, ... dividiert worden. Die
absolute Konvergenz der Determinante in (4) folgt aus der absoluten
Konvergenz von > a, (151, S.415). Diese Gleichung gibt bei vor-
gegebenem 2 und y den charakteristischen Exponenten u. Andererseits
folgt bei vorgegebenem 4 (bzw. ) und g aus (4) die GroBe y (bzw. 1).
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In beiden Fillen kénnen aus (3) die Koeffizienten b, berechnet werden,
sobald ¢ bzw. A bzw. ¥ aus (4) bestimmt worden sind. Die vollstdndige
Auflosung der Hirischen Differentialgleichung héngt also nur von der
Berechnung der Hirischen Determinante (4) ab.

Man kann zeigen (151, S. 415), daB die Berechnung der HirrLschen
Determinante (4) auf jene einer einfacheren Determinante 4(0), die
aus (4) durch Nullsetzen von u entsteht, zuriickgefithrt werden kann.

Und zwar ist:
__sinfaip

(5) A4(0) = =———= (151,S. #416; 111, Bd. 2, 2. Teil, S. 52; 12).
sin?z /1

b) HiLLsche Funktionen.

Wir werden die Losungen der Hirischen Differentialgleichung fiir
den Fall, daB u rein imaginir ist, Hirrsche Funktionen nennen. Nach
Gleichung (2) von 1I,4a sind diese Funktionen periodisch mit der
Periode 27/iu, sofern iu = 1/4, mit ganzzahligem u, ist. Wenn iu
die Form a/b hat, mit ganzen teilerfremden a und b, so ist die Periode
der Losung 2mb. Wir betrachten zwei Sonderfille: erstens kann ¢u
eine ganze Zahl sein; in diesem Fall gibt es Losungen der Periode 27,
also ganzperiodische Losungen ; zweitens kann ¢+ u = § + ganze Zahl sein;
in diesem Fall gibt es halbperiodische Losungen (Periode 47). In beiden
Fallen ist e2™* = 0 = -1 .

Zu einem vorgegebenen u gehéren nach (5) von 1I, 4 a Kurven in
der 2y-Ebene. Die Kurven, welche zu den rein imaginiren u-Werten
gehoren, iiberdecken die stabilen Gebiete der (1 7)-Ebene. Die Lésungen
der Hirrschen Gleichung in diesen stabilen Gebieten haben wir HirLL-
sche Funktionen genannt. Wir zeigen jetzt, dal es fiir alle Punkte des
stabilen Gebietes der (1y)-Ebene, zu welchen u-Werte gehoren, die, wie
oben auseinandergesetzt, zu periodischen HiLLschen Funktionén Anlaf3
geben, stets zwes linear unabhingige HiLLsche Funktionen gibt. Aus-
genommen sind jene Punkte der (Ap)-Ebene, fiir die 7 eine ganze Zahl
oder ¥ + eine ganze Zahl ist. Diese Punkte werden wir gesondert
betrachten.

Um den erwidhnten Satz zu beweisen, geniigt es, zu bemerken, dafl
zu den betreffenden Punkten der (Ay)-Ebene stets zwei konjugiert ima-
gindre u-Werte gehoren, wie aus (2) von II, 2 folgt. Diese zwei
u-Werte geben nach (3) von II, 4 a Anlal zu zwei unabhéngigen Losun-
gen der Hirrschen Gleichung, die dieselbe Periode besitzen.

Wir kommen jetzt zu den Fillen ¢u gleich einer ganzen Zahl oder
einer ganzen +% und zeigen, daB im allgemeinen die zweite, von
der ersten periodischen unabhingige Losung micht periodisch ist. Die

zwei Losungen seien bzw. # und v. Diese Losungen geniigen der Gleichung
dv au

U—— —V——=2C
dx dx ’
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wobei wir die Konstante gleich ¢ setzen. Dann ist offenbar
@z

'z)———/lu—l—cu/i’E
0

u?’

wobei A Integrationskonstante ist und der Integrationsweg die Nullstellen
von # vermeiden soll. Wir setzen 4 = 0 und lassen x um 2% zunehmen:

x+27w 27 27tz
) a d d
v(x + 27) = cu(x + 27m) /1—; = cu(x)/;; + cu(x)/%—f.
0 0 27
27
Mit der Abkiirzung ¢ %?x = b finden wir:
’ 4
v(x + 27) = bu(x) + cu(x)/u%; =bu(x) + v(x).
0
Setzen wir (11, S. 145):
b
(1) v(0) = L xu(x) + (),

so entsteht: b
bu(x) + v(x) = 2—,;’“4("‘) + bu(x) + w(x + 2x)

oder w(x + 27) = w(x) .

Die zweite, von der ersten periodischen liriear unabhingige Lésung der
Differentialgleichung hat somit die Form (1), wo w eine Funktion der
Periode 27 ist; sie kann also im allgemeinen nicht periodisch sein.
Ahnlich kann der halbperiodische Fall behandelt werden.

Ein Sonderfall tritt ein, wenn sich zwei Kurven in der (19)-Ebene,
die zu halb- bzw. ganzperiodischen Losungen gehoren, schneiden. In
diesem Fall haben wir im Sinne von II, 2 b zwei zusammenfallende
Eigenwerte; im betreffenden Punkt nach Satz I von II, 2Db somit
zwes stabile, d.h. halb- oder ganzperiodische linear unabhéingige Lo-
sungen (vergl. III, 3d).

Aus der Differentialgleichung ist zu ersehen, dafl die Punkte: y = 0;
% = n? (n ganze Zahl) der (1y)-Ebene zur gerade besprochenen Art ge-
hoéren, denn hier gibt es die zwei linear unabhédngigen periodischen
Loésungen: sin #x und cos #x; iibrigens wurde dies in anderer Form
schon im Abschnitt II, 3b erwdhnt.

III. MATHIEUsche Differentialgleichung.

1. Allgemeine Auflésung der MATHIEUschen
Differentialgleichung.
Bei vorgegebenen Werten der Parameter 4 und % in der MATHIEU-
schen Differentialgleichung:

(1) dj%—k (A —2h%cos2x)u =0
dx? -
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sind die Eigenschaften der zwei linear unabhéngigen Losungen festgelegt.
Ihre Bestimmung nimmt, nach dem Verfahren von II, 4, ihren Aus-
gang von der Berechnung des charakteristischen Exponenten w. Nach-
dem dieser bekannt ist, kénnen sukzessive die Koeffizienten der 16senden
Reihe berechnet werden. Man beachte, daB wir in (1) cos 2 schreiben,
im Einklang mit I, 1d, aber in Abweichung von unserer Schreibweise
(1) von II,1, fir die Hirrsche Gleichung, wo D (x) die Periode 2 7,
statt hier bei der
MaTHIEUschen — Glei-
chung,besitzt. Durch
diese Schreibweise (1)
fir die MATHIEUsche
Gleichung haben z. B.
die ganzperiodischen
Loésungen die Periode
7, die halbperiodischen
2 m; die zugehdorigen
Werte von tun sind
bzw. eine gerade oder
eine ungerade ganze
Zahl mal m. Weitere
kleine Anderungen bei
der Anwendung der
Ergebnisse von Ab-
schnitt IT auf die Ma-
THIEUsche Gleichung
(1) wird der Leser auch
ohne besonderen Hin-
weis leicht auffinden.

a) Eigenschaften der
Losungen bei vorge-
gebenem 2 und h.

Die  allgemeinen

) ) Eigenschaften der Lo-
Fig. 3. Labile und stabile Losungsgebiete der MaTHiEUschen Diffe- . .
rentialgleichung. Die Form dieser Gleichung, welche der Figur zu- SUIIZEN erdrtern wir an
grunde liegt, ist auf der Figur selber angegeben. Aus STRUTT, Z. Physik Hand der Flg 3 Die

Bd. 69 (1931) S 597—617 g ARG
. Berechnung dieser Fi-

gur werden wir in den Abschnitten III,2 und III,3 behandeln.

In den schraffierten Gebieten der Fig. 3 sind beide linear unabhingige
Losungen der MaTHIEUschen Gleichung stabil (stabile Losungsgebiete);
in den wei} gelassenen Gebieten gibt es eine Losung, die bei endlichem
Anfangswert im Betrag mit zunehmendem x unbeschriankt wichst (la-
bile Losungsgebiete). Lings den Grenzkurven zwischen labilen und
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stabilen Lsungsgebieten gibt es eine Lésung der MATHIEUschen Gleichung
mit der Periode m (ganzperiodische Losung) oder 2z (halbperiodische
Losung). Den Sitzen von II, 2 b entsprechend, gibt es, bei vorgegebe-
nem % und von — oo bis + oo laufendem 1 erst einen ganzperiodischen
Eigenwert A, dann zwei halbperiodische Eigenwerte, dann wieder zwei
ganzperiodische usw. Zwischen zwei ungleichnamigen A-Werten liegt
ein stabiles Losungsgebiet, zwischen zwei gleichnamigen ein labiles
Losungsgebiet. Wie bereits in II, 3 b und II, 4 b erwdhnt, nehmen die
labilen Losungsgebiete ihren Ausgang von den Punkten # = 0; 4 = n2.
Diese Punkte sind Doppelpunkte fiir die Grenzkurven zwischen labilen
und stabilen Losungsgebieten. Weiter ist aus Fig. 3, den Sitzen von
II, 3 b und II, 3 c entsprechend, zu sehen, daB in den b-Gebieten,
d. h. fir groBe Werte von %, die stabilen Losungsgebiete sehr schmal
werden, und zwar am schmalsten bei 4 << 0, ein fester A-Wert voraus-
gesetzt.

b) Berechnung des charakteristischen Exponenten aus der HILLschen
Determinante. '

Fiir jedes vorgegebene Wertepaar 1, % ist die Lésung der MATHIEU-
schen Gleichung leicht numerisch anzugeben, sobald x# bekannt ist. Als
erster Weg 6ffnet sich der iiber die Hirische Determinante:

(1) sin? (7—%’1) = A(0) - sin? (g ]/I) oder Gofzpu =14 24(0) - sin? ;1/7

mit

o ;ih: ...... : “. SRR
1 25 0 o

(2) 4(0) = _ihz 1 *ihz
e =
0 0 ;fh: 1

Fir kleine Werte von h kann man sich auf drei zentrale Zeilen und
Spalten der unendlichen Determinante (2) beschrinken. Die Determi-
nante 4 (0) enthilt in diesem Fall nur ein Glied 1 und ein Glied mit
k% Auch bei Heranziehung mehrerer Zeilen und Spalten enthilt 4 (0)
stets nur gerade Potenzen von 42 Folglich ist Cojzu eine ganze Funk-
tion von A4 ‘
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Wir summieren noch simtliche Glieder von4(0), die nur 44 enthalten,
und finden nach H. BREMERAMP (12, S. 143):

- 1 1
A(O) =1—- 2'(2h2)22;___ (2Fk)® ‘1— (2k+2)2+0(h8)-
k=0

Die letzte Reihe 1iBt sich summieren mit Hilfe der Formel:

%+2a2a 25=7tcotg~;foc.
k=15 —F
Es ergibt sich:
— (ape. T z 8
(3) A(0) =1+ 2- (2 Sm_l)cotgzﬁw(h).

Aus (3) und (1) ergibt sich der charakteristische Exponent ux.

c) Berechnung des charakteristischen Exponenten nach
E. T. WHITTAKER (149; 151, S. 424).

WHITTAKER fiihrt einen neuen Parameter ¢ ein und setzt als Losung
der MaTHIEUschen Gleichung an:

(1) u = e F (x)
mit

2) F(x):Sin(x—'—o)—‘}—a?,cos(}x—a)—|—b3sin(3x——a)

_ + agcos(5x — o) 4 bysin(5x — o) + -+,
wobei o festgelegt wird durch die Bedingung, daB in F(x) kein Glied
cos(x — o) auftreten soll. Substitution der Ausdriicke (1) und (2) in
die MatHIEUsche Gleichung und Entwicklung nach Potenzen von A2
ergibt:
1 1 h®
A=1— h2cos2c + (— Y —+ —8~_c0540) ht 4+ ——cos2co

(3) o4

1 1)\ s 10

+ (45 = 5ia) % + 00,

Aus der transzendenten Gleichung (3) wird bei vorgegebenen A und A2
die GroBe o berechnet. Hiermit ist dann aus (2) auch F(x) bekannt.

Es eriibrigt sich noch die Berechnung von p aus

S 38 . 388 "
(4) = — 5 sin20 4 7o sin20 — 102451n4(;—l—0(h ),

worauf aus (4), (A2) und (1) die Losung der MaTHIEUschen Gleichung
bekannt ist. Die zweite linear unabhingige Lsung lautet e™#*F (—x).

Es sei bemerkt, daB WHITTAKER die MaTHIEUsche Gleichung in der
Form

Zi;: 4+ (a + 16qcos2x)u =0
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schreibt. Folglich ist:

WHITTAKER hier
a = A
169 = —2h?

Obwohl WHITTAKERS Methode von E. L. INCE (52) erfolgrelch zur
Berechnung der Mondbahn verwendet wurde, ist sie im stabilen Losungs-
gebiete nicht gut anwendbar, da hier ¢ entweder rein imaginir oder
komplex von der Form ¢ = %7 + 77 wird. Ob wir uns in einem labilen
oder stabilen Losungsgebiet der (4, 42)-Ebene befinden, erkennt man
aus Fig. 3 (vgl. auch III, 2 und III, 3).

d) Berecﬁnung des charakteristischen Exponenten nach E. L. INCE (59).

Zur Behebung des zuletzt erwdhnten Nachteils der WHITTAKER-
schen Rechenmethode hat E. L. INCE eine Rechenweise angegeben, die
gestattet, in stabilen Losungsgebieten u fiir beliebige 4 und 42 zu erhalten.
Wir schlieBen hier die Gremzkurven, in der (h2, 1)-Ebene, zwischen la-
bilen und stabilen Losungsgebieten, aus. Die Berechnung der Losung
entlang diesen Kurven wird uns im Abschnitt III, 2 beschiftigen.

Eine Losung der MaTHIEUschen Gleichung in einem stabilen Losungs-
gebiet sei:

(1) u_Zercos Zr—l—g)

r=—00

dann ist eine zweite linear unabhéingige Losung.
(2) = D esin (27 + o) x

Denn die MaTHIEUsche Gleichung dndert sich nicht bei Ersetzen von

% durch w—«, und Einsetzen dieses Wertes in (1) fithrt bis auf einen kon-

stanten Faktor auf eine lineare Kombination von (1) und (2).
Einsetzen von (1) in die MaTHIEUSche Gleichung ergibt:

[}‘ - (27 + 9)2] e = h? (Er—l -+ er+l)
oder

2 — h2 -2
3) e _ h _ % (27 + o)

ot a- (27+@)2—h28—’;‘~ 1—2@2r+0) "2+ h (2r+@)-2-e;“

Offenbar fiihrt (3) auf einen unendlichen Kettenbruch fiir die Koeffi-
zienten ¢,. Die Konvergenz dieses Bruches kann bewiesen werden.
Andererseits erhilt man durch Einsetzen von (1) in die MATHIEU-
sche Gleichung auch den Ausdruck:
(4) 7= e — —#(2r40—2)"
- /1—(27-|-g—2)2—h2-2"2 1—A(274+0—2)"2+h% (2740—2) 2

r—1 €r-1
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Die Bedingung, daB (4) und (3) fiir e/e,—; auf denselben Wert
fiihren miissen, liefert uns eine Bestimmungsgleichung fiir 0. Man nehme
z. B.

L § (aus 3) und =R (aus 4),

€y €o

dann muB R = L sein. Bei der Anwendung nimmt man versuchsweise
Werte von ¢ an und berechnet fiir diese Werte L und R aus den rasch
konvergierenden Kettenbriichen (3) und (4). Man trigt L und R als
Funktion von g auf, und die Schnittpunkte (im allgemeinen zwei) geben
den gesuchten Wert von o. Es ist dabei prinzipiell gleichgiiltig, welchen
Wert von ¢ man verwendet. Der zweite p-Wert gehort zu einer von
(1) linear unabhingigen Losung, die aber eine lineare Kombination
von (1) und (2) ist. Wie INCE numerisch gezeigt hat, erhilt man mit
dieser Methode nicht nur g, sondern gleichzeitig auch die ¢,, d. h. die
vollstandige Lésung.

IncEs Rechenmethode 148t sich auch im labilen Losungsgebiet an-
wenden, wo der charakteristische Exponent, wie wir wissen, reell an-
genommen werden kann, wenn man statt (1) mit

er® D' cos2rx
in die MaTHIEUSsche Gleichung eingeht.

e) Asymptotische Berechnung descharakteristischen Exponenten (132).:

Wenn einer der Werte der Parameter 4 und % oder beide im Betrag
groB} sind gegen Eins, kann ein Ndherungswert des charakteristischen
Exponenten in einfacher Weise erhalten werden aus den asymptotischen
Formeln des Abschnitts II, 3 a.

Es ist

{ Cojru = (Sof{lm <% n(/l — 2h? cost)*dx)]
0

(1)

* COS

Re (% (A — 2h2cos2x)t dx)]
0

Fiir gewisse Zwecke brauchen, wie wir jetzt numerisch zeigen, die 4-
und A-Werte, fiir die Gleichung (1) mit geniigender Ndherung angewandt
werden kann, nicht ses» groB3 zu sein. Wir wihlen 4 = 0 und 242 neg.
Es ergibt sich aus (1):
(2) Cofnu = Gof E V| 2k2] - cosE V| 2h2]
mit

E9LY

E= [Vcostdx,
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wofiir man erhilt:

_ 4 IT®-r@ _ =,
E—3 T® 2 0,762 ...
Mit Hilfe von (2) wollen wir den zweiten halbperiodischen Eigenwert %
und den zweiten ganzperiodischen fiir A = 0 berechnen. Wir setzen

hierzu
V2 3%
Ey2n 2
und finden als Mittel der beiden nahe zusammenfallenden Eigenwerte:

9
- k= 4(0,762.. )% 3,86 ...

Durch Interpolation aus Fig. 3 findet man 3,77 so dal wir tatsichlich
schon fiir diesen ganz niedrigen A-Wert aus der asymptotischen Formel
(1) fiir = 0 eine befriedigende Niherung abgeleitet haben. Fiir 4 # 0
wird die Nédherungsformel (1) im allgemeinen schlechter anwendbar.

Endlich kénnen wir noch aus (1) ablesen, daB die héheren halb- und
ganzperiodischen Eigenwerte 242 der MATHIEUschen Gleichung fiir
A = 0 anndhernd durch

|22 | = (n ZZ%)Z 2

gegeben sind, wobei die dritte Stelle schon fiir # — 2 richtig ist.

2. Periodische Lésungen; MATHIEUsche Funktionen.

.~ Wie in den Abschnitten II, 4,b und III, 1, d erwdhnt, gibt es in den

stabilen, in Fig. 3 schraffierten Losungsgebieten der (4, 42)-Ebene fiir ge-
wisse Werte von 4 und 52 periodische Losungen der MATHIEUschen Diffe-
rentialgleichung. Diese periodischen Losungen sind in der Schreibweise
(1) von III, 1, d dadurch ausgezeichnet, daBl o eine ganze Zahl oder
ein rationaler Bruch ist. Zu diesen ausgezeichneten Werten von 1
(bzw. h) gehéren Kurven in der (4, h%)-Ebene; diese Kurven enden im
Endlichen nirgends, verlaufen ganz 7% den stabilen Losungsgebieten,
schneiden alle die positive A-Achse und die positive sowie die negative
h%-Achse; sie haben einen dhnlichen Verlauf wie die in Fig. 3 gezeichneten
Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten. Der Be-
weis fiir diese Tatsachen kann aus dem Oszillationstheorem, dhnlich wie
in II, 2, b gefiihrt werden. Besonderes Interesse fiir die Anwendungen
haben die periodischen Lésungen der MaTHIEUschen Gleichung, welche
die Periode 27 besitzen. Diese Funktionen nennen wir Mathieusche
Funktionen erster Art. Die ihnen entsprechenden A- und 4#2-Werte liegen
auf den Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Lésungsgebieten der
Fig. 3. Die Existenz dieser Funktionen hat zuletzt M. F. Curtis (22)
untersucht.
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a) Vier Typen MATHIEUscher Funktionen erster Art.

Die MaTHIEUSchen Funktionen erster Art sind iiberall regulire Funk-
tionen von x; man kann sie in FouriERsche Reihen entwickeln:
oo o0
B, wsinmx  bzw. >4, ,cosmx.
m=1 m=0

Einsetzen in die MaTHIEUsche Gleichung ergibt, daB eine Funktion,
deren niedrigstes Fourierglied gerades m hat, auch durchweg nur Glieder
mit geradem m besitzt, und Entsprechendes gilt fiir ungerades m. Wir
kommen somit zu vier Typen MatHIEUscher Funktionen:

(1) C, zgoAn72m+‘cos(2m+1)x; n=1,3,5,...,

(2) anfoAn,gmcoszmx; n=20,2,4,...,
=

(3) Sa =”§;Bn,2m+1sin(2m—|—1)x; n=1,3%,5,...,

(4) Sn:f'B,,’gmsinmnx; n=2,‘4,...

m=1

Wir bezeichnen als MATHIEUsche Funktion erster Art C, jene gerade
Loésung der MaTHIEUschen Gleichung, die zum niedrigsten ganzperio-
dischen Eigenwert gehort; als Funktion S; die ungerade Losung mit
dem niedrigsten halbperiodischen Eigenwert; als C, die gerade Lésung
zum niedrigsten halbperiodischen (mit dem vorher erwdhnten nach
Fig. 3 nur fir 2 = 0 identischen) Eigenwert; als S, die ungerade Losung
mit dem zweitniedrigsten ganzperiodischen Eigenwert usw.

Offenbar sind diese Funktionen aus den Reihen (1), (2), (3), (4) nur
bis auf einen willkiirlichen Faktor bestimmt. Diesen Faktor bestimmen
wir so, daB gilt: 2z
f[Co'de =27,
0

27
f[c,,]2dx —x
) 0 nt0.

2x
f[snwx —
0

Durch diese Konvention reduzieren sich fiir # = 0 die MATHIEUschen
Funktionen S, bzw. C, auf sinux bzw. cosnx. In fritheren Arbeiten
war es iblich, diese letztere Tatsache iiberhaupt zur Festlegung der
MatHiEUschen Funktionen erster Art, an Stelle von (5), zu benutzen.
Wie S. GOLDSTEIN (33, S. 303) gezeigt hat, gerit man aber dabei, wenn
h nicht mehr klein ist, sondern beliebige Werte annehmen kann, in ernste
Schwierigkeiten. Denn es gibt dann, wie die Rechnung zeigt, Werte von
A2, fiir die alle Fourierkoeffizienten unendlich grofl werden, aufler den
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Koeffizienten von sinnx bzw. cosnx bei S, bzw. C,. Durch die Kon-
vention (5) werden fiir diese Werte von 42 die Koeffizienten von sinnx
und cosnx Null, wihrend alle anderen Fourierkoeffizienten von S, und
C, endlich bleiben.

Fir Beziehungen zwischen den MatHIEUschen Funktionen ver-
schiedenen Typs sei auf die Literatur verwiesen (33, S. 304).

b) Berechnung der Funktionen erster Art nach E. MATHIEU (96).

Die MaTHIEUsche Berechnung der nach ihm benannten Funktionen
ist nur brauchbar fiir kleine Werte von %2. Sie besteht darin, da3 man
die Koeffizienten A, bzw. B, der MATHIEUschen Funktionen, die nach

_einem bekannten Satz von H. PoINCARE (107) ganze Funktionen von

h? sind, nach steigenden Potenzen von /42 entwickelt.

Fiir diese kleinen Werte von A? tritt der im vorigen Abschnitt er-
wihnte Umstand, daB fiir gewisse A2-Werte alle Koeffizienten einer
MatHIEUSchen Funktion erster Art unendlich werden, auBer jener von
cosnx bzw. sinnx bei C, bzw. S,, wenn man die Funktionen so fest-
legt, daB fiir A2 — 0 die letztgenannten Koeffizienten 1 werden, nicht
ein. Folglich kann hier diese einfachere Konvention an die Stelle der
komplizierteren, aber dafiir allgemein fiir alle h2-Werte giiltigen Gleichun-
gen (5) von III, 2a treten.

Geht man mit

(1) foy = n2 4 ok 4 BhS 4 phS 4 815 + -,
(2) Cn=cosnx + h*F, + h*Fy, + h8F; + ...

in die MaTHIEUsche Gleichung ein, die man sukzessive 16st, so entstehen
die Ausdriicke:

_ iz (5n2 + 7) A8
how = n* + 2 (n2—1) + 32(n2 — 1) (n2 — 4)

3)

+ (9n® + 220 — 20302 — 116) A'?
64 (n* — 17 (n* — 4)° (n* — 9) ’

—cos (n + 2)x

_ cos (n — 2) %
C"—COS"HW[ Tnt D T am—1) }
+h4-' cos(n + 4)x + cos(n — 4)x ]

32+ 1) +2) " 32(n—1) (0 —2)

+ a8 —cos (n + 6) ¥ (W +4n - 7)cos(n +2)x
27.3-m+1)n+2)m+3) 27-(n+1)3n—1)(n4+2)
+(n2—4n+7)cos(n—2)x+ cos (n — 6) ]
27(n— 1) (m+ 1) (n — 2) 27-3-(m—1)(n—2) (n—3)

cos(n+ 8)x (n3 4 7 1% + 20 +20) cos (n-+4) x
T3 ) (042 (0 3) (1 4) T 253 (e 1) o= 1) (02 (0 -3)
+ (n® — 7024 20% — 20) cos(n——4)x+ _cos(n—8)x
28.3. (n—1)2(n+1)(n—2)*(n—3)
+ O (n19).

+ B

2.3 (n—1)(n—2)(n— 3)(n —4)

J
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Man findet: d¢, = 4g,, wiahrend S, in einfacher Weise aus C, her-
vorgeht (33, S. 304).

Offenbar versagt der Ausdruck (4), wenn # eine ganze Zahl ist, also
zum erstenmal fiir » = 1. In diesen Fillen muB} eine von MATHIEU (96)
angegebene Spezialrechnung angewandt werden, die hier fiir # =1
durchgefithrt wird. Einsetzen von (1) und (2) in die MATHIEUsche
Gleichung liefert:

2,
dx*
Man schreibe:

n2F, — 2c0s2x+cosnx + xcosnx = 0.
1

2cos2x cosnx = cos(n + 2)x + cos(n — 2)x
und setze: 4
F,=uacos(n+ 2)x + ccos(n — 2)x.
Es ergibt sich
—1 1
ﬂ—m, C—Tn_j und x=20.
Wenn # = 1 ist, wahlen wir ¢ = 0 und erhalten & = 1; hierdurch wird

die erste Niherung

C,= cosx—?cos}x + O ();
ey, =14+ M+ 0.

In dhnlicher Weise kénnen durch Spezialberechnungen in den Féllen
n=2,3%,...die verschwindenden Nenner vermieden werden. Bemerkt
sei noch, daB die Ausfiihrung der Rechnung fiir S; eine von 4¢, schon
in erster Nidherung abweichende Konstante 4g, ergibt:

2
S, = sinx — %sin3x + 0 (hY);
As,=1—n2+ O .
Analog weicht durch die Spezialrechnung allgemein A¢, von Ag, vom
Gliede mit 42" an ab.

Die Konvergenz obiger Potenzreihen in 42 hat G. N. WATsoN (146)
untersucht.

¢) Numerische Ergebnisse von E. MATHIEU.

Wir benutzen die in (1), (2), (3) und (4) von III, 2a eingefiihrte
Schreibweise fiir die Koeffizienten der vier Typen MaATHIEUscher Funk-
tionen erster Art und geben die Ausdriicke MATHIEUS fiir diese Gré3en
wieder:

Aogo=1,

h? he
dop =—75 + 72—7 + 0 (h19),

ht 1048
Aoy = 3 ot O (h?),



2397 2. Periodische Losungen; MaTtHIEUsche Funktionen. 33

hs
dog=—5r. 3T 0 (n°),

hB
A0,8 218, 32 + O(hm) ’

_k® 5K® | 1363 AV 1
A2’°_T 192+ 221184 + 0(#),

Asp =1,

R 4348 21059 .0 "
Azy = 127 13824 + 7962624oh + O,

o 28718 1
Asg = 587-{_ 2211840 + 0 (h?),

. he 41 10 1
Az T 23040~ 16588800 + 0 ("),

—_— hs 12
As0= 2211840 + 0(A%),

Ao = N +0(h9)
212 ™ 7309657600 ’

— m __h_s___ 12
Ay = 102~ 92160 + 0(h?),

Ok 1185 43941 14
Ay = 12 + 17280 62208000 + O (),
Agg=1,

R 13 A8 4037 b1 1
Ags = 720 96000 2419200000 + O,

Bt 2348 12
Ags = 960+ 6043000 + O (h®),

_ hﬁ _ 53h10 14
Agio=— 80640 1032192000 + O (#H),

I 12
Asz2 = 15331020 T 0 (n2),

A hIO 0 h14
414 7 T 857945600 + 0@,
Ay, =1,

P K ur 10
dis=—% " 1536 + 36862 T O0%)
A, = ﬁ + _h.L 4 -+ O(hm

157 792 T 1152 24576 )

B 10

Az = 9216 49152+0(h )

Ergebnisse der Mathematik. I Strutt. 3
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h2

A3,1 =g + + T24 — 212 + O(hm)
Ass =1,
h 7 h8 h

435 =16 ~ 30450 — 28 T O,

ht 17k
A3’7 = —6—4’6 + 215 ; 32 5 + 0(}[,10) ,

A

A 26080 T O

At h® 3048
A5,1 = 285.12 + 210, 32 + 210, 43 3t + O(hm) ’

h? 1218 "
A5,3:T€+27_43,1g+212 36
Ahnliche Ausdriicke ergeben sich fiir die B-Koeffizienten.

Fiir Tabellen dieser Koeffizienten sei auf die Literatur verwiesen
(99, 86; 87; 33).

d) Berechnung der MATHIEUschen Funktionen nach E.L. INCE

(885 56; 67) und S. GOLDSTEIN (33).

Wihrend MaTHIEUS Rechnungen nur fiir kleine 42 brauchbar sind,
haben E. L. INCE und S. GOLDSTEIN Verfahren angegeben, um die A,
und B, , fiir beliebige 4% numerisch zu finden. Wir erliutern dieses
Rechenverfahren am Beispiel C, (55, S. 21). Man setze die Fourierreihe
fiir diese Funktion in die MaTHIEUsche Differentialgleichung ein. Es
entstehen die Formeln:

' Adgo — H*Aos =0,
(1) —2h*A50 + (A — 4) Age — B2 44, =0,

+ O (h'°) usw.

—h* 4o, 2+(}“_72)A01—h‘407’+2““0 r=4,06,8,...

Damit diese homogenen linearen Gleichungen 16sbar sind, muB3 gelten:

I =m0 0 0 0 —
—2m A—4 —h* 0 0 0 —
0 — A—16 —k 0 0 —
4= =0.
0 0 —h? A—36 —hm? 0 —
0 0 0. —h2 1—64 —h2 0

Mit 4, und 4, bezeichnen wir bzw. jené Determinanten, die aus 4 her-
vorgehen durch Streichen der ersten Reihe und Spalte bzw. der zwei
ersten Reihen und Spalten. Es ist:

Ad=214, —2r4d,=0 oder A=2m22
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Ahnlich ist

Ay = (A —4) A, — W4y,  also !

ot S —
4 1—4—h4f7‘"?
2

Weiter gilt:
Ay = (1 — 16) 4; — h* A, usw.
Man erhilt in dieser Weise fiir 4 den unendlichen Kettenbruch:
2ht h* ht

(2) 121—4—1—16—[—36_""
dessen Konvergenz sich nachweisen 1dB8t. Zur wirklichen Berechnung
von A bei vorgegebenem %2 nimmt man zunichst einen Ndherungswert
fiir 4 an, berechnet dann aus (2) eine zweite Néherung usw. Mit dem so
erhaltenen 4 ergeben die Gleichungen (1) sukzessive die Koeffizienten
Agm (m=0,2,4,...). Die in Fig. 3 benutzten A-Werte sind von
E. L. INcE und S. GOLDSTEIN nach diesem Verfahren berechnet worden.

Bemerkt sei noch, daB ahnliche Kettenbruchentwicklungen, wie
oben nach INCE und GOLDSTEIN erwdhnt, schon von E. HEINE (42, I,
S. 407) angegeben wurden, allerdings ohne sie zur numerischen Berech-
nung der MaTHIEUschen Funktionen zu verwenden (vgl. auch 15).

e) Orthogonalitdtseigenschaften der MATHIEUschen Funktionen erster
Art.

Es seien %, und u, zwei verschiedene MaTHIEUsche Funktionen erster
Art, die den Differentialgleichungen

da?u,

(1) 7o i %y (Ay, — 2h%cos2x) = 0;
2 .
2) T8 4 (2, — 27 cos2x) = 0

geniigen. Wir multiplizieren (1) mit %, und (2) mit #,, subtrahieren

und integrieren von 0 bis 27 {iber x:
2n

= (Ay, — lug)/uluzdx.

0

duy \, A4, 127
dx e dxulo

Wegen der Periodizitdt von %, und u, verschwindet die linke Seite, und
wir erhalten die Relationen:

27
(3) /SnCmdx —0;
02:1
4 [SuSndx =0 (mmn);
- 027:
(5) /C,,Cmdx———o (m + n) .
0

3*
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Ubrigens sind schon, wie leicht aus Symmetriegriinden einzusehen, die
auf das Intervall 0 << ¥ < 7 beschrankten Integrale gleich Null. Bemerkt
sei noch, dafl analoge Orthogonalititseigenschaften fiir MATHIEUsche
Funktionen gebrochener Ordnung (112) (vgl. II, 4 b) gelten.

3. Verlauf der Grenzkurven zwischen labilen und stabilen
Losungsgebieten der MATHIEUschen Gleichung.

Wie in den Abschnitten ITI, 1 und III, 2 dargelegt wurde, ist der Ver-
lauf der Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Ldsungsgebieten in
der (4, h?)-Ebene von grundlegender Bedeutung. Erstens ist die Kennt-
nis dieses Verlaufs wesentlich, um die geeignete Methode zur Be-
rechnung des charakteristischen Exponenten zu wéhlen (III, 1) ; anderer-
seits geben diese Grenzkurven die Eigenwerte an, welche zu den ver-
schiedenen MaTHIEUschen Funktionen gehoren. Auf Grund der Be-
rechnungen des vorigen Abschnittes lassen sich einige allgemeine Sitze
iber diesen Verlauf beweisen.

a) Berithrung der Grenzkurven fiir h =0 und 2 = n? (127).

Wie aus Abschnitt II, 3, c¢ hervorgeht, sind die hier betrachteten
Punkte Doppelpunkte der Grenzkurven. Nur der Punkt 2 =0; A=0
macht eine Ausnahme, da die Funktion S, identisch verschwindet.
Durch den letzteren Punkt geht nur esne Grenzkurve (zu C, gehorend),
welche die #2-Achse von erster Ordnung beriihrt, wie aus I1I, 2 b folgt.

H. PoINCARE hat bewiesen (110, 11, S.229), daB die zwei Grenzkurven,
welche durch den Punkt 4 = 1; A% = 0 hindurchgehen, sich in diesem
Doppelpunkt von nullter Ordnung berithren; die Kurven, die durch
A = 4; h? = 0 gehen, beriihren sich hier von erster Ordnung; im Punkte
A =9; h? =0 von zweiter Ordnung; im Punkte 1 = 16; A2 =0 von
dritter Ordnung. Er kniipfte hieran die Vermutung, die Grenzkurven
wiirden sich im Punkte i = #2; 42 = 0 von (» — 1)-ter Ordnung be-
rihren.

Die Richtigkeit dieses Satzes 1Bt sich im AnschluBl an MATHIEUS
Berechnungen leicht nachweisen. Entwickelt man formal iach MATHIEUS
Methode C, und S, nach Potenzen von 42, so zeigt sich, daB bei dieser
Entwicklung der Koeffizient von 42" einen Nenner erhilt, der ver-
schwindet. Vom Gliede 4*" an setzt somit die Spezialrechnung fiir die
betr. Funktionen ein. Hieraus ergibt sich, daB A¢, und s, bis zum Gliede
K2®-1 zusammenfallen. Von diesem Gliede an unterscheidet sich i¢,
von kg, . Folglich beriihren die Grenzkurven sich von (» — 1)-ter Ord-
nung.

Aus diesem Satz ist plausibel, daBl bei vorgegebenem % und steigerni-
dem positivem 4 die labilen Intervalle immer schmiler werden, in
Ubereinstimmung mit der Formulierung unseres asymptotischen
Rechnungsergebnisses in II, 3 b.
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b) Asymptotischer Verlauf der Grenzkurven.

Unsere Berechnungen fiir die Hrrrsche Gleichung im Abschnitt 11, 3
lassen sich sofort auf den Spezialfall der MAaTHIEUschen Gleichung iiber-
tragen und fithren hier zu folgenden Ergebnissen:

) Fiir [A| < |2/%| und 1 neg. wird bei 42— + oo
bzw. ¢, ks, = F2h2 4+ O(h) (Abschnitt II, 3c).

Diese Gleichungen wurden von H. JEFFREYS (67), E. L. INCE (55, S. 29)

und S. GOLDSTEIN (33, S.321) auf anderem Weg erhalten.

Die Gleichung (1) enthidlt rechts offenbar die ersten Glieder einer
asymptotischen Entwicklung:

(2) A=TF2h*+ ah+ ay+ a/h + an/h® + - .
Zur Auffindung der Koeffizienten a, a,, 4, usw. 148t sich die Rechenweise
von H. JEFFREYS (66, 67) und S. GOLDSTEIN (33, S.321) benutzen.

Hierzu nehmen wir eine Losung der MAaTHIEUschen Gleichung an in der
Form

3) u=e“’-9”-(1+f};-+%+...)_

Mit (2) und (3) gehen wir in die MaTHIEUsche Gleichung:
2
% 4+ u (A — 2k cos2x) = 0,

fassen Glieder mit der gleichen Potenz von % zusammen und setzen ihre
Summe gleich Null. Wir nehmen weiterhin in den Formeln dieses Ab-
schnittes an, 42 sei positiv. Nach einer lingeren Rechnung (33, S. 322)
findet man:
A= —2h*+2mh — (mi +1)/8 — (md + 3m,)/2"h

—(5mf + 34m} + 0)/212 - — (33m} + 410mi + 405 my)

[2Y7 B3 — (63 m§ + 1260m} + 2943 m? + 486)/220 bt

— (2108 m] 4 62468 m3 ++ 270379 m3 + 149 553 m,) /223 /5 4 ... .
Bei der Betrachtung von GoLDSTEINS Formeln ist zu beachten, daB3 er
die MatHIEUsche Gleichung in der Form:

2
% + (400 — 16qcos2x) u = 0

)

benutzt; folglich gilt:

GOLDSTEIN hier
4o = ]
169 = 2h2.

In der Formel (4) gibt m, = 1 die Eigenwerte ¢, und Zg,; m; =3
die Eigenwerte A¢, und Ag,; m; = 5 die Eigenwerte A¢, und 4s, usw.
(vgl. Fig. 3). In dieser Ndherung fallen noch immer ein ganzperiodischer
und ein benachbarter halbperiodischer Eigenwert zusammen. Die Ent-
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wicklungsformel (4) konvergiert am besten fiir kleines m, bei gegebenem
4 ; wenn m, groler wird, mul} auch % gréBer werden, um noch geniigende
Konvergenz zu erhalten. Es darf also m,/Ah nicht zu groB werden.

In nebenstehender

wis | —do; —is | —hes —is | —des —hs Tabelle geben wir einige
1,0 2,65151 0,10286 | —2,10738 von S. GOLDSTEIN (33,
1,2 3,31620 0,49413 | —2,00251 S. 325) mit Hilfe von (4)
1,4 3,99183 0,91896 —1,83829 berechneten Eigenwerte
1,6 4,67610 1,37021 —1,62610 wieder. :

1,8 5,36743 1,84206 | —1,37687 Die Er isse For-
2,0 | 6,06467 2,33364 | —1,00684 | iezr.“ §f€ 5 ]1r
22 | 676694 2,83060 | —0,79057 el (4) und die Tabelle
2,4 7,47357 3,35877 | —0,46169 sind von groBem Nutzen

als erste Nadherung bei
der Berechnung der MatHIEUschen Funktionen nach dem in III, 2d
auseinandergesetzten Verfahren von INCE-GOLDSTEIN.
c) Asymptotisches Verhalten der MATHIEUschen Funktionen.

Aus der im vorigen Abschnitt erwdhnten asymptotischen Berechnung
der Eigenwerte werden gleichzeitig asymptotische Formeln fiir die
MatHIEUschen Funktionen erster Art erhalten. Als erste Naherung er-
halt man nach E. L. INCE und S. GOLDSTEIN (33, S. 323):

{62hsina: [COS(\% + ;) 2m+1i e—2h sinx[sin(% + %) 2m+1}/(cosx)m+1;
(~§+ 2kn<x<g+zkn)
{gzhsinx [COS(% + 1)]2”“-1:;: e—2hsinz [sin(% 4 i) 2m+1}/(COS x)m+1;

2 2
(g+2kn<x<3§+2kn>.

Diese Formeln sind unbrauchbar in der Umgebung von x == (2n + 1)%
mit » =0,1,2,3...

Oberem und unterem Zeichen entsprechen bzw. C- und S-Funk-
tionen; m = 0 ergibt C, und S,; m =1 ergibt C, und S,; m = 2
S; und C, usw.

Es ist auffallend, daB die asymptotischen Losungen (1), wie S. GoLp-
STEIN (37) eingehend zeigte, die Periode 4 besitzen, also die gleiche
Periode, wie sie die Mathieuschen Funktionen dey Ordnung % haben (112),
d. h. jene periodischen Losungen der MaTHIEUschen Gleichung, die sich

fiir #—> 0 auf sin(2n+1)%bzw. cos(2n—{—1)-§, mit n=0,1,2,...

reduzieren. Diese letztgenannten MATHIEUschen Funktionen gehéren zu
Cojru =0, also zum gleichen Wert von C€ofzy, den wir im Ab-
schnitt II, 3 ¢ zur asymptotischen Berechnung der halb- bzw. ganz-
periodischen Eigenwerte verwendet haben. Tatsichlich liegen die Kur-
ven in der (4, 42)-Ebene, die zu @ofzu =0 gehéren, ungefdhr in der
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Mitte zwischen den Kurven fiir €ojzy =41, d.h. zwischen den
(Ah¥-Kurven fiir die MatHIEUschen Funktionen erster Art. Es ist
plausibel, daB die letzteren Kurven sich paarweise den ersteren asym-
ptotisch anschmiegen, so da bei der asymptotischen Rechnung die zu
MarrIEUschen Funktionen der Ordnung 4 gehérenden Eigenwerte
herauskommen.

Von den obenerwihnten etwas abweichende asymptotische Ausdriicke
fiir die MATHIEUSchen Funktionen erhélt man in erster Ndherung durch
Einsetzen von P (x) = cos2x in die Formeln, welche zur Berechnung
von # in Abschnitt II, 3, a dienen (Z32). Die so entstandenen For-
meln sind unbrauchbar in der Umgebung von cos2x = A/242.

d) Exkurs zu einer verwandten Differentialgleichung.

Bevor durch die Sitze von O. Haupt (II, 2 b) und die Satze iiber
die Hirrsche Differentialgleichung mit zwei Parametern (II, 3) der all-
gemeine Charakter der Losungen fiir verschiedene - und A-Werte der
Hirrschen Differentialgleichung bekannt geworden war, hat E. ME1ss-
NER (97) eine besondere Form der Hirrschen Differentialgleichung be-
trachtet, die den Vorzug hat, daBl der charakteristische Exponent und
die Losung sich fiir alle 2 und % leicht explizite ausrechnen lassen. Bei
dieser MEISsNERschen Gleichung

(1) (L4 y D) u=0

hat die Funktion @ (x) in einem Teil des Intervalls von der Linge 27 den
konstanten Wert @, und im iibrigen Teil dieses Intervalls den Wert @,.
Der Einfachheit halber nehmen wir die beiden Teilintervalle gleich gro83
an und setzen P, = P =—P,. Zur weiteren Rechnung ist es einfach,
wenn P (x) = D fir —w<x <0 und P(x) =—Pfiro<x < m. Die
Gleichung (1) 148t sich in jedem Teilintervall durch sin- und cos-Funk-
tionen lgsen. Wir verlangen Stetigkeit von # und #' bei ¥ =0 und
weiterhin « (+x) = ou(—mn), sowie #’ () = ou’ (—n) (Akzent = Diffe-
rentiation nach x). Man erhdlt fir Cof2zu mit ¢ = e=27# die
Formel:

COS%; COSXy — %(;2 + %) sinz, sinx,;

2 _ 2 . 2 __ .2 .

w=ml+yD); x3=a*(l—9yD)>0;
(2) GCoj2npu= i /% 2\ :

cosx, Cpjx; — E(}i — ;j—) sinx; Ginxg;

w=n2(yd—1)>0.

Mit Hilfe dieser Gleichung ist es leicht, die Grenzkurven zwischen la-
" bilen und stabilen Losungsgebieten zu berechnen, indem Coj2mpu =4-1
gesetzt wird. Man erhilt die Fig. 4. Die groBe Ahnlichkeit dieser Fig. 4
mit Fig. 3 fillt sofort auf. Man achte z. B. auf den Verlauf der Kurven
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fiir groBe 4 und p. Indessen gibt es interessante Unterschiede. Wéhrend
bei der Fig. 3 keine Schnittpunkte der Grenzkurven auBer fiir 2 = 0,
A = n? vorkommen (wir werden diese Tatsache im Abschnitt III, 4 a

Fig. 4. Labile und stabile Losungsgebiete der MEissNErschen Gleichung (III, 3 d) nach StrutT,
Physica Bd. 7 (1927) S. 265—271.

exakt beweisen), gibt es in Fig. 4 viele solcher Schnittpunkte. Nach
O. Haupts Sitzen (II, 2 b) sind in diesen Schnittpunkten beide linear
unabhingige Losungen periodisch, die Losung alsoStets stabil, wihrend im
iibrigen,entlang den Grenzkurven, stets ezne labile Lésung auftritt (I1,4b).

4. MatHIiEUsche Funktionen zweiter Art.

Es war lange Zeit hindurch eine offene Frage, ob es 4- und #2-Werte
der MaTHIEUschen Gleichung gibt, fiir die zwei linear unabhingige ganz-
oder halbperiodische Losungen, also zwei MATHIEUsche Funktionen
erster Art, existieren. In einem solchen Punkt der Grenzkurven zwischen
labilen und stabilen Losungsgebieten miilte die sonst {iberall lings diesen
Kurven existierende zweite nichiperiodische Losung (11, 4 b), die wir
als MatuieUsche Funktion zweiter Art bezeichnen, verschwinden. Aus
den Sitzen von O. Haupt folgt, daB3 dieser Fall nur dann eintreten kann,
wenn zwei halb- oder zwei ganzperiodische Eigenwerte der MATHIEU-
schen Gleichung zusammenfallen, d. h., wenn die Grenzkurven zwischen
labilen und stabilen L&sungsgebieten einen Doppelpunkt besitzen.
Aus dem im vorangehenden Abschnitt III, 3 d explizite durchgerech-
neten Beispiel einer der MATHIEUschen verwandten Differentialgleichung
folgt, daB es im allgemeinen bei Hirrschen Differentialgleichungen
sicherlich solche Doppelpunkte geben kann. Beweise fiir die Nicht-
existenz solcher Doppelpunkte der Grenzkurven, auBer den trivialen
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A=mn?; h =0, sind von E.L.INce (53), E. HiLE (47), H. BREME-
KAMP (11) und Z. MARKOVIC (92) gegeben worden.

a) Zu jedem ganzperiodischen bzw. halbperiodischen Eigenwert gibt
es nur eine ganz- bzw. halbperiodische Eigenfunktion.

Wir geben hier den Beweis E. L. INCES wieder. Angenommen, es
existieren zwei linear voneinander unabhingige MaTHIEUsche Funk-
tionen erster Art. Sie seien:

o0
C = > a,cos2rx;
r=0

(1) R
S = >'bsin2rx
r=1

und befriedigen eine und dieselbe MaTHIEUsche Differentialgleichung.
Gehen wir mit diesen Ausdriicken in die MATHIEUsche Gleichung, so
entstehen die Beziehungen:

Lag — h*a, = 0;

(4n? — 1) ap = —h*(api1 + Gny);

(A —4)b; — Wby, =0;

(4"‘2 - ]') bfn =—h (bn+1!+ bn—l) .
Aus diesen Gleichungen 1a8t sich, wenn man den trivialen Fall: 2 = 0
und 1 = »? ausschlieBt, folgern:
2) ZnZn+1 _ Zn—l‘;n . Z1Zz
nYn+1 n—-1Yn 172
Somit wiirden die Determinanten (2) fiir jedes # einen nicht *verschwin-
denden Wert besitzen. Aus der Konvergenz der FouriERschen Reihen

(1) folgt aber wegen lima, = 0 und limb, = 0, daB sie fiir #» - oo ver-
n —» o0 n —» oo
schwinden miissen. Durch diesen Widerspruch wird das Zusammen-

auftreten von zwei Losungen der Form (1) ausgeschlossen.

Hiermit ist streng bewiesen, was die Kurven aus Fig.3 zeigen, daB
die Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Losungsgebieten der
MaTtHIEUschen Gleichung keine Doppelpunkte auler den trivialen auf
der positiven A-Achse besitzen.

= 2ayb, .

b) Berechnung der MATHIEUschen Funktionen zweiter Art nach
E. L. INCE und nach B. SIEGER.

Nachdem die MaTHIEUschen Funktionen erster Art numerisch in
Form von Potenzreihen nach %2 vorliegen (III, 2 b und III, 2 c¢), kénnen
jene zweiter Art berechnet werden aus den Formeln (II, 4 b):

x

. dx
57 =t sz

ax
C(l)) .

(1)
IC(Z) C(l) [(
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Hierzu werden zweckméiBigerweise die Ausdriicke unter den Integral-
zeichen nach ganzen positiven Potenzen von 42 entwickelt. Diesen Weg
hat E. L. INce (51) eingeschlagen.

Ein anderer Weg zur Berechnung der MATHIEUschen Funktionen
zweiter Art fiir kleine 4% ist von B. SIEGER (121) beschritten worden.
Im Abschnitt III, 2 b wurden im AnschluB an E. MATHIEU die Funk-
tionen erster Art dadurch berechnet, daB alle Partikularintegrale der
sukzessive entstehenden Differentialgleichungen, welche % als Faktor
enthalten, unterdriickt werden. Tut man letzteres nicht, so entstehen
Ausdriicke, die # wohl als Faktor enthalten. Dies sind die gewiinschten
Funktionenzweiter Art. Bemerkt sei,daf3 die nach den oben angegebenen
zwei Berechnungsweisen erhaltenen MATHIEUschen Funktionen zweiter
Art nicht identisch zu sein brauchen. Vielmehr wird man mit der
zweiten Rechenweise im allgemeinen eine lineare Kombination von
MaTtHIEUschen Funktionen erster und zweiter Art erhalten, wenn die
Funktionen zweiter Art durch (1) definiert werden (vgl. auch 152).

c) Berechnung der MATHIEUschen Funktionen zweiter Art nach
S. GOLDSTEIN.
Eine fiir beliebige 22 anwendbare Berechnungsweise der MATHIEU-
schen Funktionen zweiter Art ist von S. GOLDSTEIN (36) angegeben

worden. Zur Erlduterung sei C;z) 4+, berechnet. Es ist nach II, 4 b

(1) C;272+1( )=F-x- C(2171+1 (%) + an+1(x) )

wobei Q eine periodische Funktion von #, mit gleicher Periode wie C
darstellt. Es sei:

(2) Qans1 = Z;bzr-n sin(27 + 1)x

(1)
2n+1°

Indem man mit (2) und (1) in die MaTHIEUSche Differentialgleichung (1)
von III, 1 eingeht und die Reihe (1) von III, 2 a benutzt, entstehen zur
Bestimmung der Koeffizienten & die Gleichungen:

Y3 V; h?
(3) (Z Z+—Z—)b —'Tb?,:%FA2n+1,1;

( ( ) )bz’“ o (ot + barag) = (" + )A2n+1 2r+1-

AuBer den b sind in diesen Glelchungen alle GréBen als schon bekannt
vorausgesetzt also 4, A% und die 4,,., bereits nach III, 2 b oder III,
2 d berechnet. Zur Auﬂosung von (3) und (4) setze man zundchst alle
A Null auBler etwa Ayyyy, amt1- Der so erhaltene b-Wert sei bg_’_'lf;rl)
genannt. Dann ist

(5) bory1 = mZ, b(;:iil) .
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Man kann zeigen, dafl (5) absolut konvergent ist und daB die nach (5)
erhaltenen b,,,, die Eigenschaft haben, daf}

20

227 4+ 1)2byypq

r=0
absolut konvergiert. Fiir weitere Einzelheiten der Rechnung sei auf die
Literatur verwiesen.
Das asymptotische Verhalten dieser Funktionen kann etwa nach III,
3 ¢ berechnet werden.

5. MaTHIEUsche Gleichung mit einer rein imaginéren
unabhingigen Verdnderlichen.

Bei der Transformation der zweidimensionalen Wellengleichung auf
elliptische Koordinaten (I, 1 d) ergab sich auBler der in den vorigen Ab-
schnitten III, 1 bis III, 4 behandelten MATHIEUschen Differential-

gleichung 2
(1) Z}—{;—i—u(l-zhzcoszx) =0
auch die Gleichung
2
) - u(—1+ 202 Gof22) =0,

die aus (1) hervorgeht, indem man ¢x an der Stelle von x schreibt. Wir
beschéftigen uns hier mit der Integration von (2), wobei viele Ergeb-
nisse aus den vorhergehenden Abschnitten benutzt werden kénnen. Zu-
nichst ist klar, daB die Losungen, welche in den Abschnitten III, 2
und III, 4 fir die Gleichung (1) angegeben wurden, sofert Losungen
von (2) ergeben, wenn x durch ¢« ersetzt wird. Die auftretenden Hy-
perbelfunktionen werden im Betrag schon fiir médBige x groB3; fiir eine
gliedweise numerische Rechnung sind daher die so erhaltenen Reihen
nicht sehr geeignet.

a) Zugeordnete MATHIEUsche Funktionen erster, zweiter und dritter
Art. Charakterisierung durch ihr asymptotisches Verhalten.

Entsprechend den vier Typen MATHIEUscher Funktionen erster Art
haben wir auch vier Typen zugeordneter MaTHIEUscher Funktionen
erster Art, die der Differentialgleichung (2) von III, 5 geniigen und die
bis auf einen gleichgiiltigen konstanten Faktor in MaTHIEUsche Funk-
tionen erster Art i{ibergehen, wenn man in ihnen x durch 7x ersetzt.
Gleiches kann gesagt werden {iiber die zugeordneten Funktionen zweiter
Art. Die zugeordneten MaTHIEUschen Funktionen dritter Art sind eine
lineare Kombination jener erster und zweiter Art, die derart gewahlt
ist, daB fiir x — oo die betreffenden Funktionen bis auf einen konstanten
Faktor in

e—zkr . c 02
— wobei 7=?e" und 2h2=k2—2-—,

iibergehen.
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Nach diesen Definitionen kann aus den Formeln .von III, 3 ¢ und
III, 1 e das asymptotische Verhalten der zugeordneten Funktionen
erster und zweiter Art abgeleitet werden fiir x - co. Denn in den Ab-
schnitten III, 3 ¢ und III, 1 e wurde vorausgesetzt: 242 cos2x groB.
Hier nehmen wir zwar % von vornherein nicht, wie dort, groB3 an, dafiir
aber 242 Eoj2x groB, was in den Formeln wesentlich das gleiche Er-
gebnis liefert (33, S. 316; 89; 93; 94; 66; 68).

Wir wihlen hier einen Weg, der davon ausgeht, daB in (2) von (III, 5)
272 Eof2% o h2e?® = y? gesetzt wird. Es ergibt sich (24):

2
Zwei linear unabhingige Integrale dieser Gleichung sind:

I;(» und Ny (),

wobei in iblicher Weise / und N BEessiELsche Funktionen erster und
zweiter Art (die letztere nach C. NEUMANNS Definition) darstellen. Fiir
groBes y verhalten diese Funktionen sich bzw. wie

cos (y + «) sin (y + «)
—=— und —=——,
Vy Vy
wobei ein konstanter Faktor fortgelassen wurde. Die Phasenkonstante
o hangt in einfacher Weise von 4 ab (20, S. 373). Als Funktionen dritter

Art fithren wir ein: I —iN.
Diese HankeLsche Funktion (64, S. 95 und S. 402) verhilt sich fiir
y =00 wie e—iw+a)

Vy

wobei wieder ein konstanter Faktor fortgelassen wurde. Die so er-
haltenen Funktionen dritter Art haben somit das oben fiir diese Funk-
tionen geforderte asymptotische Verhalten. Durch die gerade skizzierte
Ableitung ist zugleich der Zusammenhang mit den BesseLschen, HaN-
KELschen und Kreisfunktionen angedeutet worden.

Die zugeordneten Funktionen erster und zweiter Art, die man durch
Einsetzen von <% als unabhingige Verdnderliche in die gewthnlichen
MaTtHiEUschen Funktionen erhilt, werden im allgemeinen nicht iden-
tisch mit den gerade eingefiihrten sein, sondern aus einer linearen Kom-
bination dieser Funktionen bestehen. Namentlich fiir die Funktionen
zweiter Art diirfte die Bestimmung der Multiplikationskonstanten nicht
leicht sein (33, 94).

Wir werden die zugeordneten Funktionen erster Art mit §® bzw.
SW bezeichnen; jene zweiter Art (ungerade und gerade) bzw. mit §®
und &®; jene Funktionen dritter Art, die sich asymptotisch wie e-fy/ﬂ
verhalten, mit €® bzw. @®. Durch Angabe von Index und Argument
wird die Bezeichnung vollstindig.
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b) Reihendarstellung der zugeordneten Funktionen nach E. HEINE.

Zur praktischen Berechnung der zugeordneten Funktionen sind die
von E. HEINE (42, I, S. 414) gegebenen Reihendarstellungen geeignet.
Diese Darstellungen sind leicht abzuleiten, wenn man annimmt, eine
stetige Funktion F (&, ) lasse sich nach Produkten @Y (£) C¥ () oder
entsprechenden fiir ungerade Funktionen entwickeln (zweidimensionale
Fourierentwicklung), wobei die Entwicklungsfunktionen @2 bzw. C¥
den Differentialgleichungen (2a) und (2b) von I, 1 d geniigende zu-
geordnete MATHIEUsche bzw. MaTHIEUsche Funktionen erster Art n-ter
Ordnung sind.

Als zu entwickelnde Funktion nehme man

coskx = cos(kc €oj&.cosn)
[(Gleichung (1) von I, 1 d],

(1) cos (kc Gof& cosn) = > a, - €5 (8) - CH,(n) .

Wir multiplizieren links und rechts in (1) mit C‘;}, () und integrieren
iiber 7 von 0 bis 2. Es ergibt sich:

(1a) /C‘D cos (kc Cof& cosn)dny = a, p,CL, (&),

wobei a, und p, fiir das weitere gleichgiiltige Konstante sind. Fiir das
Integral links findet man unter Gebrauchmachung von

Cy), = ZA2n am COS2M 1
und (102, S. 60)

27

I,,(u) = ~(;Lﬂ)nfcos(u COs7) + COS2uN + Ay
0
(2) @‘212 Z,Azn am (—1)" Ly (ke Cof ) .

Die Koefflzlenten Agn,2m sind aus (2) von (III, 2 a) bekannt. Fir
& —> oo gilt mit einem konstanten Faktor C:

cos (k 235) oshe
C =CZ

Vir

(3) lim €Y (¢) =C-
E>oc0 c
Vka ¢

r = %eE (vergl. III, 5 a),

mit

d. h. (2) ist nach der Definition des vorigen Abschnittes eine zugeord-
nete Funktion erster Art. Die iibrigen drei Typen zugeordneter Funk-
tionen erster Art erhilt man durch Reihenentwicklung der Ausdriicke
sin (k¢ &iné siny); sin (kc Cof& cosn); cos(kc Ginésiny). Die so er-
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haltenen Reihen wurden von E. SARCHINGER (117) direkt aus der Diffe-
rentialgleichung abgeleitet. Dabei werden nur Beziehungen gebraucht,
die auBer fiir die BesseLschen Funktionen erster Art I, auch fiir jene
zweiter Art N, und fiir die HANKELschen Funktionen H? gelten. Wir
kénnen daher diese letzteren beiden Funktionstypen an Stelle von
I, in die Reihen einsetzen und erhalten so Darstellungen der zugeordneten
Funktionen zweiter und dritter Art. Die so definierten Funktionen (auf
die Konvergenz der Reihen kommen wir in III, 5 d zuriick) sind lineare
Kombinationen der zugeordneten Funktionen zweiter und dritter Art,
die entstehen, wenn man in die gewShnlichen MATHIEUschen Funktionen
zweiter und erster Art (III, 4 und III, 2) eine rein imagindre un-
abhingige Veranderliche einsetzt. Die Multiplikationskonstanten dieser
linearen Kombinationen zu bestimmen, ist keine leichte Aufgabe. Fiir
viele praktische Anwendungen ist aber diese Bestimmung nicht not-
wendig.

c) Reihendarstellung der zugeordneten Funktionen nach B. SIEGER.

Fir die vier Typen der zugeordneten MaTHIEUschen Funktionen
erster Art hat B. SIEGER (121) Reihen abgeleitet durch Fourierentwick-
lung der Ausdriicke: Iy(k7); I,(k7)sin®; I,(kr) cos®; I,(kr)sin29
mit 7 cos? = ¢ Eoj& cosn und 7 sin® = ¢ Giné siny. Wir werden hier
die Ableitung zweier Reihen geben, die SIEGER nicht explizite an-
gibt.

Es ist (102, S. 280; 147, S. 363, (1))

B ) kc . k £
(1) 55; Il(kf) cosd — COSﬁEI(—'I)m_I.m.Im ({6’)-»1,,,2 (wzf 6—5> -K177z(005277)
und
27
Convr = f 2L (k) - cosd - Clhydry =
@ O = 2 / Iy (k7) - costy - Chpydy =
‘()1;L+1 = (‘S«'D]E 2 A2n+1,m* (heS) ¢ Im (he—‘s) :

Weiter gilt:

Coin = ;:)A2n+1,2l+1 ccos(2l +1)7.
Also ist

oo 27
- 1
Asprt,m = (—1)""1em Z Aoni1,2141° ;lem (cos2m) « cosn
=0 0

ccos(2l4+1)n-dy.
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Hieraus folgt mit

sin (2m +. 2) n-
sin2y

+cos@@m — 1)+ .-,

(3) An+1,m = (_1)m c M- {A2n+1,1 + A2n+1,3 + v A2n—1,2m—1} .

Die Formeln (2) und (3) ergeben die gesuchte Reihendarstellung. Man

erhilt die Reihe fiir €9),,;, wenn statt (1) die Entwicklung der Han-

KELschen Funktion zweiter Art erster Ordnung benutzt wird. Es ent-

steht:

(4) f);z+1 —Za2n+l m m (het) I (he_é) >

wobei wieder die a durch (3) gegeben sind.
Analog verlduft die Ableitung der Formel:

cosy - K (COs2%) = cosy - =cos 2m + 1) 7

(5) (211)z = @In‘f ° 6015 "Z bzn,m ° Im+1 (heé) ° Im+1 (h‘e_s)

m=1 .
durch Entwicklung des Ausdruckes [102, S. 280; 147, S. 362, (1)]
I, (k7) sin29 = k22 I(k(k) ) sin28 —

e DAY 2ot m) gy (%) Iy (he=) - Ko (cO527)

m=0

nach MaTHIEUschen Produkten. Hierbei ist:

k2r2s1n219~

2K, (cos2n) = AK,, niq(C0S27)

d(cos2n)
__ (m+2)cos(2m +4)ny sin(2m+4)n_
sin?2y + sin®2y €os27 -
Man findet nach einer einfachen Rechnung:
2.7t oo
(6) bom,m=64+(—1)"+ (2 +m) -%/2A2n,2l-sin2ln-sin2n-Kg,m-d,n,
0 I=1

wobei die Asp,; aus III, 2 a bekannt sind.
Diese Summe enthdlt nach Integration nur endlich viele Glieder.
Zusammen mit den Reihen (121):

€ 2A2n om* L (he®) - Im(he ;s
€5 = Giné 21b2n+1,m 1, (hed) « I, (he¥);
=

b2n+1,m = m{B2ﬂ+1,1 - B2n+1,3 + et (—1)m+lB2n+l,2m—l}
und entsprechenden Reiben fiir die Funktionen zweiter und dritter Art
[vgl. (4)] sind hiermit sdmtliche zlgeordnete Funktionen nach SIEGER
in Reihen aus BEsseLschen bzw. HANKELschen Funktionen entwickelt.
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d) Konvergenzfragen bei diesen Darstellungen.

Fiir die Anwendung (121; 135) ist es wichtig, iiber die Konvergenz
jener Darstellungen im klaren zu sein, welche aus den Entwicklungen
von III, 5 b und III, 5 c folgen fiir €® und &®), also fiir die zuge-
ordneten Funktionen dritter Art nach der Definition von III, § a.

Wir betrachten hier insbesondere die Darstellungen von €2 nach
E. HEINE:

(1) €5 __ZAZn,2m (—1)™ - HE, (24 Cofé)
bzw.
() € —Z,Azn om - HEn 20 Giné) .

J. ScuHUBERT (119) hat gezeigt, daB die Reihe (1) bei & = ¢ diver-
giert fiir |[cos@ | <1 und die Reihe (2) fiir |sing| <<1. Beide Reihen
sind unbrauchbar fiir & = 0.

Dagegen kann mit Hilfe des CAucHvschen Konvergenzkriteriums
leicht gezeigt werden, daBl B. SIEGERs Darstellung:

3) 68, = > Asp am (— 1) HE, (h6) Iy, (=) ,
m=0

fiir alle endliche & konvergiert, also insbesondere wohl fiir & = 0 brauch-
bar ist. Eine Anwendung findet man im Abschnitt V, 1 d.

Von den iibrigen Darstellungen B. SIEGERS kann gezeigt werden, daB3
sie fiir £ > 0 konvergieren.

6. Allgemeine Bemerkungen iiber MaTHIEUsche Funktionen.

Der in den vorhergehenden Abschnitten gegebene Uberblick iiber die
Losungen der MATHIEUschen Differentialgleichung weicht in mehreren,
allerdings zum Teil nur formalen Punkten von den sonst in der Literatur
gegebenen Zusammenstellungen ab. Hierdurch sind einige Bemerkungen
iiber die hier gebrauchten Bezeichnungen am Platz. Andererseits haben
sich durch diesen Uberblick eine Fiille von Einzelproblemen aufgetan.
Einige dieser Probleme besonders zu nennen, ist das zweite Ziel dieses
Abschnittes.

a) Bemerkungen iiber die Bezeichnung der MATHIEUschen Funktionen.

Die Abschnitte I1I, 2 bis III, 5 befassen sich mit den Lésungen der
MatuiEuschen Differentialgleichungen:

(1) %’z + #(A — 2Ah%cos2n) = 0;
d*u
(2 ﬁ+u(—l+2h26012§)=0,

welche zu - und #-Werten gehéren, die auf den Grenzkurven zwischen
labilen und stabilen Losungsgebieten (III, 3) der MaTHIEUschen Diffe-
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rentialgleichung (1), d. h. auf den Kurven der Fig. 3, liegen. Diese
Losungen haben wir MaTHIEUsche Funktionen genannt. Die periodi-
schen Losungen von (1) entlang diesen Kurven nennen wir MATHIEU-
sche Funktionen erster Art S bzw. C?. In der Literatur (z. B. 33)
findet man hierfiir vielfach die Bezeichnungen se, bzw. ce,. Die Lo-
sungen von (2), welche aus den MATHIEUschen Funktionen erster Art
entstehen (bis auf einen konstanten Faktor), indem # durch ¢& ersetzt
wird, nennen wir zugeordnete MaTHIEUsche Funktionen erster Art @)
bzw. &Y. In der Literatur nennt man diese Funktionen oft Se, bzw.Ce,.
Die nichtperiodischen Losungen von (1) entlang den Grenzkurven nennen
wir MATHIEUsche Funktionen zweiter Art S bzw. C®. Hierbei bilden
stets S? und S? bzw. CP und C? ein Fundamentallssungspaar. Es ist
S eine gerade und C? eine ungerade Funktion von 7. In der Literatur
findet man hierfir j# und z#n.

Als zugeordnete MaTHIEUsche Funktionen zweiter Art C¥ und &2
bezeichnen wir lineare Kombinationen zugeordneter Funktionen erster
Art und jener zugeordneten Funktionen, die aus den MATHIEUschen
Funktionen zweiter Art durch Einsetzen einer rein imaginiren unab-
hingigen Verdnderlichen entstehen. In der Literatur (33) findet man
fir die zugeordneten Funktionen zweiter Art die Bezeichnungen I#
und J#. Wir haben die zugeordneten Funktionen erster und zweiter
Art im Abschnitt III, 5 a durch ihr asymptotisches Verhalten charak-
terisiert. In gleicher Weise haben wir als lineare Kombination der zu-
geordneten Funktionen erster und zweiter Art noch in Anwendungen
oft vorkommende zugeordnete MaTHIEUsche Funktionen dritter Art
durch ihr asymptotisches Verhalten festgelegt (III, 5 a). Fiir diese
letzteren Funktionen fehlte bisher eine besondere Bezeichnung. Schliel3-
lich bleibt noch zu bemerken, daBl von jeder der erwdhnten (im ganzen 5)
Funktionsklassen entsprechend den vier Typen MaTHIEUscher Funk-
tionen erster Art (III, 2, a) auch vier Typen auftreten.

b) Entartungen der MATHIEUschen Funktionen;
WEBER-HERMITEsche und BESSELsche Funktionen.

Zunichst behandeln wir die Entartung der MATHIEUschen Funk-
tionen oder Funktionen des elliptischen Zylinders in WEBER-HERMITE-
sche Funktionen oder Funktionen des parabolischen Zylinders.

Die MatHIEUsche Differentialgleichung:

2 2

371: + (A4 2k%cos2x)u = %-I— [7.—|—2h2(1 —2x2 + %x‘*—}- )]uz 0

geht durch die Transformation:

x=§/V§7;

iiber in
Eu | (L4282 g 1 _
() [ — e+ G+ o) - —o.

Ergebnisse der Mathematik. I. Strutt. 4
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Lassen wir jetzt % unendlich gro8 werden, so geht (1) tiber in:
, » '
(2) Ze T4 —8lu=o0,

d. h. in die Differentialgleichung der Funktionen des parabolischen Zy-
linders (20, S. 261; 161, S. 347; 148), deren Lésungen von den
HerMITESChen Polynomen (20, S. 76):

Hy () = (—1)" e 5 )

gebildet werden, mit den Eigenwerten: 4 —1 =0,2,4,6,... Mit
Hilfe der Gleichung (2) kann man einige Sétze iiber die Nullstellen und
iber das asymptotische Verhalten der Eigenwerte der MATHIEUschen
Funktionen ableiten (§8), insbesondere die mit unseren Gleichungen (2)
und (3) von II, 3 ¢ dquivalenten Formeln fiir die MaTHIEUSche Diffe-
rentialgleichung. Es braucht kaum bemerkt zu werden, daB3 eine mit (2)
identische Differentialgleichung auch aus der Differentialgleichung der
zugeordneten MATHIEUschen Funktionen entsteht bei Anwendung der
oben benutzten Transformationsformel.
Wie aus den elliptischen Koordinaten:

x = ¢ Qo{& cosyn;
y = c@inésiny
die Zylinderkoordinaten
X = 7 COsSQ;
y =rsing

entstehen fiir ¢ > 0; & >o00; -~ ef - 7, so entsteht, wie bereits im Ab-
schnitt III, 5 a gezeigt, aus

a’u
7T u(—24 4 2k Coj2x) =0
mit
272 Gof2x oo h2e?® = y?
die Differentialgleichung
d*u 1 du
Wy
die durch BEessersche bzw. HanNkELsche Zylinderfunktionen geldst
werden kann. Die Differentialgleichung der gewdhnlichen MATHIEU-
schen Funktionen geht im hier behandelten Grenzfall in jene der Kreis-
funktionen iiber. ’
Besonders deutlich 148t sich der Ubergang von zugeordneten MAa-
THIEUschen zu BEssiELschen Funktionen an der E. HEiNEschen Dar-
stellung (2) von III, 5 b zeigen:

+u(—3%+1):0,

8.6) = 3 Aanam (—1)" L1 (25 Cof8)
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Unter den obenerwihnten Bedingungen, insbesondere ¢ — 0 und
folglich 2 — 0 sind nach III, 2 c alle Ayp, om fiir m =~ # Null. Folglich ist:

BmGg, = (—1)*Ten(kr), wobei 4 ="C.

c) Weitere Fragen iiber die MATHIEUsche Differentialgleichung.

Obwohl durch die neueren Untersuchungen, von denen einige hier
erwihnt sind, ein gewisser Uberblick iiber die wichtigsten Eigenschaften
der MaTHIEUschen Funktionen gewonnen ist, klafft doch noch manche
Liicke in unserem Wissen iiber diese Funktionen.

Interessant ist die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der
MaTtHIEUschen Funktionen zweiter Art, die Zuordnung der asympto-
tischen Ausdriicke zu den direkt berechneten (III, 4 b; III, 4 c); die
Zuordnung der asymptotischen Ausdriicke fiir die zugeordneten Ma-
THIEUschen Funktionen zu den Ausdriicken, welche direkt aus den
Formeln fiir die MaTHIEUschen Funktionen gewonnen werden; ferner
die Bestimmung der konstanten Multiplikatoren, welche die verschie-
denen Darstellungen der zugeordneten MaTHIEUschen Funktionen in-
einander iberfithren. Einige Schritte zur Lésung dieser Fragen findet
man bei R. MACLAURIN (89) und S. GOLDSTEIN (33).

Eine weitere interessante Frage ist jene der Beziehungen zwischen
den verschiedenen MATHIEUschen Funktionen. Neuerdings sind hierbei
von E.T. WHITTAKER (I50) gewisse Rekursionsformeln aufgestellt
worden, die dann von R.S. VArRMA (I44) zur Auswertung einiger In-
tegrale benutzt wurden. -

Entsprechend den im Abschnitt II, 2 ¢ erwdhnten Fragestellungen
ist auch bei der MatHIEUschen Differentialgleichung die Betrachtung
komplexer und insbesondere rein imaginirer Parameter 42 und der zu-
gehorigen 1-Werte, welche zu periodischen Loésungen AnlaB3 geben, in-
teressant. Der Fall eines rein imaginiren 42 kann praktisches Interesse
beanspruchen, da er bei der Berechnung der elektrischen Wirbelstrome
in elliptischen Zylindern auftritt (126, 89).

Von H. P. MuLHOLLAND und S. GOLDSTEIN (I00) sind fiir den zu-
letzt genannten Fall nach der in III, 2 d erwdhnten Berechnungs-
methode einige numerische Ergebnisse erzielt worden.

IV. LAMEsche Differentialgleichung.

Wie in I, 1 e bemerkt, nennen wir LamEsche Differentialgleichung:

d(~dN
(1) ca(\cw)+(Hv4+Kv2+L)N=o,
wobei ‘ y2 — az)'(,,zx_ bz) (,,2 _ 62)
2 H

cz =

L4
4*
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oder eine der Gleichungen, die aus (1) hervorgehen, wenn a = b (ab-
geplattetes) oder b = ¢ (gestrecktes Rotationsellipsoid) ist (vgl. IV, 6, b).
In der Literatur hat bisher jene Gleichung am meisten Beachtung ge-
funden, die aus (1) fiir H = 0 entsteht. Wie aus Abschnitt I, 1¢ zu
ersehen, entsteht diese letztere Differentialgleichung, wenn man die
Lapracesche Potentialgleichung:

ox2 ' 0y* ' 02
auf elliptische Koordinaten transformiert. Wir werden daher LaMgsche
Differentialgleichungen, die aus (1) oder einer der Entartungen im Falle
von Rotationsellipsoiden entstehen fiir H = 0, als ,,LaMEsche Potential-
gleichungen‘‘ bezeichnen.

=0

1. LamEsche Potentialfunktionen auf einer Ellipsoidfldche.

Als Lamesche Funktionen auf einer ‘Ellipsoidfliche bezeichnen wir
(unten ndher definierte) Losungen der Differentialgleichung (1) von IV,
wobei die unabhangige Veridnderliche entwederim Intervalla>>» > b oder
im Intervall & > v > ¢ liegt. Wir betrachten somit Losungen der Glei-
chungen (3b) und (3c¢) von I, 1c. Wenn man @ aus Abschnitt I, 1¢
konstant hilt und nur ¥ und p variieren 148t, bewegt man sich auf der
Oberflache eines Ellipsoides. Daher nennen wir die in diesem Abschnitt
zu behandelnden Funktionen Ellipsoidflichenfunktionen.

a) Aufzdhlung vonvier Arten LAMEscher Potentialfunktionen auf einer
Ellipsoidfldche.

Insbesondere bezeichnen wir als LamEsche Potentialfunktionen auf
einer Ellipsoidfliche Lésungen der Differentialgleichung
a aN
(1) CE(CB—V—)—}—(Kﬂ—}—L)N:O,

die Polynome in »2 sind, multipliziert mit einem oder mit mehreren der
Faktoren 1, Y»2 — a2, }»2 — 02, J»* — c%  Wir haben somit folgende
Funktionsarten:

1. Art N = II(»?;
N = I1(»?) - Vm ;
2. Art N =I(») 1 —b2;
N =II(?) - Vr? — ¢2;
N=1I0-J0?— ) (0* — 9);
3. Art N =II0?-Y0? — a®) (* — b);
N =110 -Y(* — a®) (* — ) ;
4. Art N =) -Y(? — a®) (0 — B2) (2 — c?);
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also einen Funktionstyp erster Art, drei Typen zweiter Art, drei Typen
dritter Art und einen Typ vierter Art. Hierbei ist unter II (»2) ein Poly-
nom verstanden.

Durch Einfithrung einer neuen unabhingigen Verdnderlichen » mit
Hilfe der WEIERSTRASSschen @-Funktion (80, S.162; 151, S. 433):

% =2Y(p—e) (P —e) (p—e5) = 27 (¥ —a?) (2 —b2) (12— ) = 2Cv;

3ey= 242 — b2 — c?;
Je,= 2b% — ¢ — a?;

Jeg= 2¢% — a% — b?;

g VLS
geht die LamEsche Gleichung (1) diber in (109, S. 118):
2
@ o+ (Ko@) + )N =0;
Lo gEERES g

Da ¢ () eine doppeltperiodische Funktion von # ist, hat (2) die allgemeine
Form der Hirischen Differentialgleichung (1) von (II, 1), wobei aller-
dings zwei im allgemeinen komplexe Perioden vorkommen. Diese Ver-
hiltnisse sind analog zu denen bei der Transformation der konfluenten
hypergeometrischen Differentialgleichung auf die Hirische.Form (II,
1a), wobei eine komplexe Periode auftritt. Es ist leicht einzusehen,
daB’auch die Differentialgleichungen der Abschnitte I, 1 a und I, 1 b,
die aus der Gleichung (2) entstehen fiir die Sonderfille eines Rotations-
ellipsoides, die Hirrsche Form haben. Hierzu hat man nur statt
cos® = u die Winkelkoordinate © beizubehalten und die so ent-
stehenden Gleichungen auf die Hirrsche Form zu transformieren. Fiir
die Transformationsformeln vgl. (116, I, 246). Die Lamgschen Potential-
funktionen auf einer Ellipsoidfliche sind somit Polynome in ¢ (%), mul-
tipliziert mit einem oder mehreren der Faktoren 1, 1/1’2 — a?, ]/ v2 — b2
J»? — ¢2, d. h. doppeltperiodische Funktionen von «.

b) Eigenwerte der Ellipsoidflichenfunktionen; Abzdhlung der ver-
schiedenen Funktionen vorgegebener Ordnung.

Nehmen wir an, N sei ein Polynom des Grades #/2 in »2 und somit
in @ (u), so schreibt sich die Potenzentwicklung von N wegen

50(%)::1%—}—&%2—1—--':

N=2ty 2

T ur yn—2

TR
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Mit dieser Reihe gehen wir in die Gleichung -(2) von (IV, 1 a) und finden:

n(n;t—tfs)uo + (n — 1)$* 2) hy }
+[K(1%+ocu2+ JERAREEr T

Nullsetzen der héchsten Potenz von 1/u ergibt:
1) K=—nmn+1).
Zur Bestimmung von L’ iiberlegen wir folgendes. Wenn # die Ordnung
der Lawmgschen Ellipsoidflichenfunktion ist, so ist der Grad der Po-
lynome I7(»2) bei den vier Funktionsarten bzw.

n n—1 n—2 n—73

2’ 2 7 2’ 2

Fir die Funktion erster Art hat man - —l— 1 Koeffizienten eines Po-
lynoms des Grades 7 /2 zu bestimmen. DaS gibt nach Einsetzen in die
Differentialgleichung ® 11 lineare homogene Gleichungen fiir die Koeffi-
zienten. Durch Ehmmatlon dieser 2 —l— 1 Koeffizienten findet man eine
Determinantengleichung, die auf eine Gleichung des Grades —+ 1 in
L’ fiihrt. In dhnlicher Weise findet man bei den Funktionen zweiter,
n+1 n n—1

>3 und -

fiir L’. Jedem der so erhaltenen Wurzelwerte fiir L’ entspricht eine
Lamesche Flachenfunktion.

" Wir konnen jetzt unter der Voraussetzung, ‘dal simtliche Wurzel-
‘werte fiir L’ voneinander verschieden und reell sind (was sich leicht be-
weisen 1aBt; vgl. 109, S.127, 2, S.151), die Anzahl verschiedener LAME-
scher Flichenfunktionen vorgegebener Ordnung # abzihlen. Wenn #
gerade ist, gibt es nur Funktionen erster und dritter Art. Thre Anzahl

dritter und vierter Art bzw. Gleichungen des Grades

ist Z— +1+ 3% = 2#n + 1. Fir ungerades »# gibt es nur Polynome
zweiter und vierter Art. Ihre Anzahl ist n—}i -+ 3” —'2_ 1 — om + 1.

Es gibt also stets 2% + 1 verschiedene LamiEsche Flichenfunktionen
n-ter Ordnung. Man kann zeigen, daf sie linear unabhingig sind (151,
S. 559).

c) Orthogonalitdtseigenschaften der Ellipsoidflachenfunktionen.

Es sei M eine Lamgsche Ellipsoidflichenfunktion, die derselben
Differentialgleichung wie N geniigt, nur mit u als unabhingiger Ver-
anderlicher an Stelle von . Wir nehmen zwei Produkte von Ellipsoid-
flichenfunktionen M,N, und M,,N,,, wobei der untere Index die Ord-
nung angeben soll. Dann 148t sich beweisen (109, S.131; 2, S. 153),
daB auf einem Ellipsoid @ = const gilt:

(1) fl-MnN,,-MmNm-dazo,
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-‘wobei _ 1
Ve —#¥) (e — %)

und do ein Oberflichenelement des Ellipsoides darstellt. Es ist iiber
die ganze Ellipsoidoberfliche zu integrieren. Man kann zeigen, da3 das
Integral (1) nicht von ¢ abhingt. Die o-Abhéngigkeit von  hebt sich
gegen diejenige von 4o weg. Wenn die Entwickelbarkeit einer vor-
gegebenen Funktion @ (v, ¢) nach Ellipsoidflichenfunktionen einmal be-
wiesen ist (20, S. 272; 144b), kann diese Entwicklung mit Hilfe von (1)
leicht durchgefiihrt werden.

Zur wirklichen Durchfiihrung der Rechnung sind noch einige Formeln
notwendig. Das Integral (1) 148t sich mittels der Variablen:

o) — 2 — BHEEE
o) = b

e @bt e
p) =p* ———3

auf die Form:
[ @) — @) - Mo (1) Nu(1) - M (0) Non (0) - ds - dv

bringen (49, S. 14). Fiir m = » wird dieses Integrél 8im- (aff, — foy),
wobei «, &,, f#, f; die Konstanten der Entwicklung

(N2 =0a-4 o + -
(59("’) . N("’z))z = &; + /31S9 (7’) +
darstellen.

Auf Konvergenzfragen bei der Entwicklung einer vorgegebenen Funk-
tion. nach Lamgschen Ellipsoidflichenfunktionen gehen wir nicht ein.

Theoreme iiber den Symmetriecharakter und iiber die Nullstellen der
verschiedenen LaMEschen Flichenfunktionen findet man in der Literatur
(49, S. 13; 109, S. 120—131; 151, S. 560; 70, 124).

Eine interessante Beziehung der LaMEschen Potentialfunktionen auf
einer Ellipsoidfliche zu den Larraceschen Kugelflichenfunktionen 148t
sich durch Projektion einer Ellipsoidfliche auf die Oberfliche der Ein-
heitskugel ableiten (49, S.9; 2, S. 141; 20, S. 265).

2. Lamesche Potentialfunktionen im Raum.

Wihrend wir uns bisher auf Lamgsche Ellipsoidfldchenfunktionen be-
schriankten, soll uns hier die Integration der LaprLAcEschen Potential-
gleichung im Raum durch Lamgsche Produkte beschaftigen.

a) LAMEsche Produkte.

Da nach (I, 1¢), wo H fiir unsere jetzige Uberlegung gleich Null
zu setzen ist, die drei Differentialgleichungen, in die sich die auf ellip-
tische Koordinaten transformierte LapLACEsche Gleichung aufspalten
14B8t, genau die gleiche Form haben, ist durch die obige Definition der
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LaumEschen Ellipsoidflachenfunktionen zugleich eine Funktion R (02) be-
kannt, derart daB

(1) R, (%) « My (4?) + Ny (%)

ein Integral der LapLACEschen Gleichung darstellt. Hierbei soll wieder
# die Ordnung der LaMEschen Funktionen angeben. Die LAPLACEsche
partielle Differentialgleichung kann durch eine unendliche Reihe von
Produkten (1) integriert werden. Die Konvergenz dieser Lésung im
Innern eines Ellipsoides kann bewiesen werden unter den Voraus-
setzungen, a) daB der Bereich von @ beschriankt ist und b) daB die Lo-
sung auf der Oberfliche des Ellipsoides (obere Schranke von g) in eine
Funktion von # und » iibergeht, die in eine konvergente Reihe nach
Ellipsoidflichenfunktionen entwickelbar ist (744b6). Hiermit ist das
DiricHLETsche Problem fiir das Innere eines Ellipsoides geldst.

Die Funktionen R, (02) wachsen fiir ¢ — oo iiber alle Grenzen. Dies
1aBt sich leicht einsehen, denn in diesem Fall geht R,, weil es ein Po-
lynom #-ten Grades in o ist, dber in:

" 1
Ag((1+07)).
Hierbei ist 4 eine Konstante, und das Symbol O soll nach E. LANDAU
andeuten, daB die hierin zusammengefaBten Ausdriicke sich fiir o > oo
verhalten wie eine von @ unabhédngige Konstante multipliziert mit o~ 1.
Durch dieses Verhalten von R, ist klar, daB fiir den Raum auBer-

halb eines Ellipsoides als Losung der LapLACEschen Gleichung nicht eine
Reihe von Produkten (1) angesetzt werden kann.

b) Zugeordnete LAMEsche Funktionen.
Nach Abschnitt II, 4 b ist

u

() T, =R, fzi+ ! du
0

R:

eine von R unabhingige zweite Losung der LaMEschen Differential-
gleichung. Diese Losung verhilt sich fiir ¢ > oo wie p~"71, ist also
auch bei unbeschrinktem ¢ verwendbar. Man bezeichnet sie als zu-
geovdnete LaMEsche Funktion (109, S. 134; 2, S.159; 151, S.562; 49,
S.15; 16, S. 258). Im AuBenraum eines Ellipsoides kann die LAPLACE-
sche Differentialgleichung integriert werden durch eine unendliche Reihe
von Produkten der Form:

(2) Tn(@) 'Mn(;u) * Nn(v) ’

wobei wieder die Konvergenz 'der herauskommenden Reihen bewiesen
werden kann unter der Voraussetzung, da die Lésung auf der Ellipsoid-
oberfliche in eine nach Lamgschen Ellipsoidflichenfunktionen ent-
wickelbare Funktion iibergeht (16, S. 262).
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Fiir weitere Probleme der Potentialtheorie, welche unter Heran-
ziehung der Funktionen R, und T, gelost werden koénnen, sei auf die
Literatur verwiesen (20, S. 270).

3. Darstellung der Lameschen Potentialfunktionen.

Die verschiedenen Darstellungen der LamEschen Potentialfunktionen
nehmen ihren Ausgangspunkt von den verschiedenen méglichen unab-
hingigen Variablen. Wir werden als solche » und # benutzen, wie sie
im Abschnitt IV, 1 a eingefiihrt worden sind, und zugleich die Relation
der entstandenen LamEschen Produkte zu den urspriinglichen CARTESI-
schen Koordinaten angeben, im Anschluf an W. D. NIVEN (104 151,
S. 537).

a) Ausdriicke fiir die LAMEschen Potentialfunktionen bis zur
Ordnung n = 3.

Ausdriicke fiir die LAMEschen Potentialfunktionen bis zur Ordnung 10
einschlieBlich findet man bei G. GUERRITORE (32, es sollen indessen bei
GUERRITORE Fehler fiir # > 3 vorkommen, vgl. 75, S. 673). Wir geben
die Formeln bis # = 3 wieder.

n=20:
No=1; (eine Funktion erster Art)
To=u (109, S. 138);

n =1: insgesamt 3 Funktionen:

=Vp) —e; Ny=7VpW) —ey; Ny=7Vp@h) — e
MsW—w;NFWFE% )

(drei Funktionen zweiter Art)

es ist Ry(0) * Ny() + My (p) = ;% bzw. hl bzw. hi

mit Iy ={(@* — 89 (@ — )}

hy ={(b* — &) (0* — a?)}~;

hy = {(e* — ) (¢ — 09},

n=2: insgesamt fiinf Funktionen:
Ny=pt) =25 Ny=pw -T2,
wobei L} , = 3 g, und g, bzw. g; die Invarianten (50, S. 169, 64, S. 49)
von @ (u) sind (zwei Funktionen erster Art).
R,M,N, wird ein Polynom zweiten Grades in x, y, z
Ny =V(pw) — ea) (p(w) —ep);  x,f=1,2,3
N, =0 — @) 0F — &)

und entsprechend noch zwei Ausdriicke durch Permutation von a, b
und ¢ (drei Funktionen zweiter Art).

oder

oder
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R,M,N, wird bis auf einen Faktor bzw. xy, yz oder xz;
n = 3: insgesamt sieben Funktionen:
Ny = o) =20 — @) 6% — 7)) 67 — &)

(eine Funktion vierter Art).

R;N;M, wird xyz bis auf einen konstanten Faktor;
Ny = {sa(u) +5 - L—’z’ﬁ}l’sa(%) —e;  a=1,2,3;

L}y — 6Ly e+ 456f — 158, =0
(sechs Funktionen zweiter Art).

Eine von der unsrigen vollig abweichende Darstellung (auch nume-
rlsch) unter Verwendung anderer Koordinaten, als hier eingefiihrt, wurde
fiir die LamEschen Funktionen von G. H. DARWIN (23) gegeben.

b) Rotationssymmetrische Fille.

Wir beschiftigen uns hier mit den Fallen b = ¢ (gestrecktes Rota-
tionsellipsoid), a = b -(abgeplattetes Rotationsellipsoid) und a = b = ¢
(Kugel).

Beim gestreckien Rotationsellipsoid ist aus Gleichung (2b) von I, 1a
zu ersehen, da im Potentialfall (k2 = 0) die Differentialgleichung der
abgeleiteten LEGENDREschen Polynome fiir M vorliegt. Der Ubergang
von- den eingefithrten elliptischen Koordinaten zu denjenigen des
Abschnittes I, 1a kann in einfacher Weise, durchgefithrt werden
(2, S.146; vgl. IV, 6b).

Bei Problemen im Innern eines Ellipsoides kann die Differential-
gleichung:

é ou 1\ &u
M ofu—md+ Sle-nid+((Ha+aty)ir=o0
durch Produkte:
cosm @

@ Py (© - Pr() |

sinm @

integriert werden, wobei in :i{iblicher Weise P, das m-te abgeleitete
LEGENDREsche Polynom #-ter Ordnung bezeichnet (151, S. 316; 20,
S. 260):

PrE) =y1—&" ,mP ().
Die Konstante 4 in (2b) und (2c) von I, 1a ist dabei gleich % (# + 1)
zu setzen.

Bei Problemen im ‘AuBenraum eines Ellipsoides hat man als Integral
von (1) an der Stelle von (2) ein Produkt:

3) 0r(®) - P2 - [
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zu setzen, wobei Q das m-te abgeleitete LEGENDREsche Polynom #-ter
Ordnung zweiter Art bezeichnet:. .

0 = 11— 8" 2 0.0).

Die Funktionen Q) kénnen aus P) berechnet werden nach (78, S. 164;
143; 20, S. 418):

oo

m (m+m)!
o) = (—m- G0 P - [ T
Es ist Qo'(x)‘-:% lniip
Q) = sxmZEl g
Qule) = 4 B =) — >

usw. Mit Hilfe von Reihen aus Produkten (2) und (oder) (3) sind wir
in der Lage, Potentialaufgaben bei gestreckten Rotationsellipsoiden in
analogem Umfang zu l6sen, wie im Abschnitt IV, 2 b fiir dreiachsige
Ellipsoide erwihnt.

Beim abgeplatteten Rotationsellipsoid unterscheiden sich die Verhalt-
nisse von denen beim gestreckten nur dadurch, daf Gleichung (2¢) von
I, 1 b nicht mit Gleichung (2b) von I, 1b identisch ist, sondern aus
letzterer hervorgeht, indem u durch ¢& ersetzt wird. Folglich kann.die
Differentialgleichung:

9 ou 0 u 1 1 7

au{“_”)_}Jré‘{(Sz )a§}+0tp {1—.u ETﬁ}:O
durch Produkte: cosm @
sinm @

PRS- i) ]
bei Innenraumproblemen und Produkte:
169 P -|

bei . AuBenraumproblemen integriert werden. Der Konstanten 4 von
(2b) und (2c) Abschnitt I, 1 b ist hierbei wieder der Wert % (n + 1)
zuzuerkennen. Die einfachsten Funktionen Q7' (i §) sind:

Qo (2 &) = arcctgé;

0,8 =1— Earcctgé;

Q5(28) = L(3& + 1) arcctgé — $& usw.
Da Reihen und Tafeln fiir die Funktionen P und Q7 bekannt sind (64,
S.79—89; 1561, S. 317 u. S. 281; 16, 143, 144a), steht der numerischen

Lésung von Potentialproblemen, die mit Rotationsellipsoiden zusammen-
héngen, nichts im Wege.

cosme
sinm @
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Die Entartung eines Rotationsellipsoides in eine Kugel wurde bereits
in I, 1 a und I, 1 b betrachtet (vgl. auch 20, S. 264—267).

Eine von der obigen abweichende Darstellung Lamgscher Potential-
funktionen fiir Rotationsellipsoide findet sich bei D. M. WRINCH (151 a).

4. Lamesche Wellenfunktionen des dreiachsigen Ellipsoids.

Unter Lamfschen Wellenfunktionen verstehen wir Losungen der
partiellen Differentialgleichung:

o[, 0u 0 ou 0 ou

(12 —) A (A5 + 02— ) B4 (BSY) + (@ — 1 C 5 (C 53)

= — H(y* — 0% (¢* — %) (* — p?) u,

wobei A, B und C dieselbe Bedeutung haben wie in (2) von I, 1 c;
wir fordern, daB diese Losungen aus einem Produkt einer Funktion von
o allein und einer Funktion von g und » allein gebildet sind:

(2) R(o) - S(m, v) .
Die Funktionen S(u,?) nennen wir LaMgsche Wellenfunktionen auf
einer Ellipsoidfliche.

(1)

a) Lamesche Wellenfunktionen auf einer Ellipsoidfldche.

Wir werden die Funktionen S fiir kleine Werte des Parameters H
konstruieren in Form von Reihen nach ganzen positiven Potenzen von
H; fir geniigend kleine H werden diese Reihen konvergieren. Die
Existenz der LamEschen Wellenfunktionen ist damit fiir solche H be-
wiesen, fiir die jene Reihen konvergieren.

Die partielle Differentialgleichung fiir S (uv) erhalten wir, indem zu-
nichst (3b) und (3¢) von I, 1 ¢ mittels der bereits in IV, 1 a benutzten
WEIERSTRASSschen @-Funktion in die Form

aM

(1) i T (Hp*(u) + K'p(u) + L) M = 0;
) % + (Hp*(w) + K'p(w) + L)N = 0

gebracht werden. An Stelle von # schreiben wir ¢v in (1). Sodann mul-
tiplizieren wir (1) mit N und (2) mit — M und addieren (1) zu (2). Es
entsteht fiir S = M N die Differentialgleichung
2 2 .

6) 25 125 1 SEH[—p(i0) + )] + K'[—9 (i) + pw)]} = 0.
Wenn H = 0 ist, wird (3) gelost von LamEschen Potentialfunktionen
auf einer Ellipsoidfliche M N, und zwar hat dann K’ den Wert
K} = —mn(n 4+ 1). Wir haben es bei Gleichung (3) mit einem Eigen-
wertproblem zu tun, dessen Randbedingung genau wie bei den LAME-
schen Potentialfunktionen lautet: Regularitit auf der ganzen Ellipsoid-
fliche. Da wir H klein annehmen, kénnen wir das erste Glied in der ge-
schweiften Klammer als kleine Stérung auffassen. Nun lehrt die
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Storungstheorie der Eigenwertaufgaben (118, S. 440), wie die neuen
Eigenwerte K’ und die neuen Eigenfunktionen S aus den ungestérten
K{und Sy = MN, die bei H = 0 gelten, zu berechnen sind. Hierzu
setze man

@ K = Ky + HK{ + HK; + -5

(5) S=S,+ HS, + H*S, + ---.

Im vorliegenden Fall tritt eine Komplikation ein dadurch, daB zu dem
n-ten ungestorten Eigenwert K{ jeweils 2z -+ 1 linear unabhingige unge-
storte Eigenfunktionen (vgl.IV,1b) gehoren: dieser Eigenwert ist (2% + 1)-
fach entartet. Hierdurch spaltet infolge einer Stérung ein ungestorter
Eigenwert auf in héchstens 2# + 1 neue (gestorte) Eigenwerte, deren
jeder zu einer der gestérten Eigenfunktionen gehort (118, S. 453). Zu
welcher, lehrt Einsetzen in die Differentialgleichung. Es ist méglich,
auf diese Weise K{, K; usw. sowie S;, S, usw. aus (4) und (5) sukzessive
zu berechnen. Damit haben wir, wenigstens fiir kleine H, die LAME-
schen Wellenfunktionen auf einer Ellipsoidfliche gewonnen. Sie er-
scheinen nach LaMEschen Potentialfunktionen auf einer Ellipsoidfliche
entwickelt.

b) Orthogonalitit der LAMEschen Wellenfunktionen auf einer
Ellipsoidflache.

Wir werden folgendes beweisen. Wenn S; und S; zwei LamEsche
Wellenfunktionen auf einer Ellipsoidfliche bezeichnen, die fiir H = 0
bzw. in die LamEschen Potentialfunktionen auf einer Ellipsoidfliche
M;N; und M, N, tbergehen, so gilt die Beziehung

1 1-S;+Sp-do=0
o J- 55
@ = e e
Vie* — w2) (@ —»?)

wobei das Integral iiber die ganze Ellipsoidoberfliche zu erstrecken ist.
Der Beweis verlduft analog wie derjenige des entsprechenden Satzes fiir
Lamesche Potentialfunktionen (IV, 1 c¢). Es selen V; = R;S; und
Vi = R, S; zwei Losungen von
3) AV 4+ B2V = 0.
Fiir ein von der Flache F, die wir spater als Ellipsoid unserer konfokalen
Schar annehmen, begrenztes Raumgebiet G gilt die Integralumformung
(GREENsche Formel):

av;

o)af,

@  [[[wavi—viavyag = [[(v.5x -V,
G F

wobei # die duBere Normalrichtung in jedem Punkt von F angibt. Da
sowohl V; wie V; der Gleichung (3) geniigen, ist die linke Seite von
(4) Null. Weiter ist:

OV _ 9V de OV du de OV du

—= —_— . ——

on ~ 9o dn~ Ou ‘do dn  0u dn

=S.

&|&.
2|
&.i&
§_§
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Das Integral rechts in (4) wird also:

[[Si- SuReR, — ReR) T af = 0

(Akzente geben Differentiation nach # an). Man findet endlich noch
(109, S.132):
aun. 1 _
I
womit (1) bewiesen ist.

Fiir einige Anwendungen brauchen wir die Formel, in die (1) fiir
ein Rotationsellipsoid iibergeht, wenn auf der Oberfliche dieses Ellip-
soides die Funktionen S;, Sy nur vom Winkel mit der Rotationsachse,
aber nicht vom Winkel #m diese Achse abhingen. ‘Unter Benutzung
der Bezeichnungen von I, 1 a und I, 1 b héngen somit S;, Sy nur von u
ab. Man findet, dal dann (1) in

>

+1
(1a) fSi-Sk~du=O
-1

iibergeht.

.Die Entwickelbarkeit einer ,,willkiirlichen“ Funktion nach LaME-
schen Wellenfunktionen auf einer Ellipsoidfliche kann, wenn man die
Existenz dieser Funktionen als bewiesen annimmt, in dhnlicher Weise
dargetan werden wie bei LaAMEschen Potentialfunktionen auf einer
Ellipsoidflache (20, S. 267—272).

c) LAMEsche Wellenfunktionen im Raum.

Wenn einmal auf die oben skizzierte Weise die Wellenflachenfunk-
tionen aufgestellt und die zugehérigen Eigenwerte K’ berechnet sind,
kénnen die LamEschen Wellenfunktionen R (g) aus der Differential-
gleichung:

0 PR L {Hot() + K'p(w) + L'}R = 0

erhalten werden, und zwar durch Anwendung der Stérungsrechnung von
Eigenwertproblemen auf die gewthnliche Differentialgleichung (1). Zu-
nichst sei b2 = g2 = a® Wir bemerken, daB die Loésung von (1) genau
den gleichen Randbedingungen unterworfen ist wie im Potentialfall,
niamlich Regularitit fiir o = a und fiir o = . Wir konnen wieder das
Klammerglied H @2 (%) als kleine Storung auffassen und gehen folgender-
maBen vor. Fir K’ setzen wir den Wert Kj 4+ H K] ein; es ist K aus
der Rechnung des vorigen Abschnittes bekannt. Sodann setzen wir
L'"=L,+ HL{, wobei Ly zu R,, der Losung von (1) mit H = 0, ge-
hort, und'R = Ry + HR,. Gehen wir mit diesen Ausdriicken in (1),
so erhalten wir aus den Formeln der Stérungstheorie R, und L{. Dieser
ProzeB3 kann wiederholt werden; es erscheinen L’ und R in eine Reihe
nach ganzen positiven Potenzen von H entwickelt. Jedes Glied dieser
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Entwicklung von R enthilt eine Reihe aus ungestérten Eigenfunktionen
R, von (1) mit H = 0.

Auf diese Weise haben wir Losungen der Lamtschen Gleichung (1)
erhalten, die im Endlichen endlich sind. Wir brauchen fiir praktische
Anwendungen noch eine zweite Lsung von (1) zu vorgegebenen Eigen-
werten, um aus den zwei linear unabhingigen Losungen bei AuBenraum-
problemen eine Losung zusammenstellen zu koénnen, die fiir ¢ > oo ge-
wisse Forderungen erfiillt. Auch fiir Probleme in R&umen, begrenzt
zwischen zwei konfokalen Ellipsoiden, ist eine solche zweite linear un-
abhingige Losung notwendig. Wir konnen diese zweite Losung aus der
ersten, oben konstruierten durch bloBe Integration' (vgl. II, 4 b) er-
halten. Wir kénnen auch in der oben erhaltenen Reihe die Funktionen
R, durch die Funktionen T von Abschnitt IV, 2, b ersetzen. DaB hier-
durch wieder eine Losung von (1) entsteht, lehrt die Uberlegung, daB
die T-Funktionen ja derselben Differentialgleichung geniigen wie R,.
Wenn eine Reihe von Rj-Funktionen die Gleichung (1) bis zu einer ge-
wissen Potenz von H befriedigt, gilt somit gleiches von dieser selben
Reihe mit T- an Stelle von Ry-Funktionen. Wir haben auf diese Weise
zugeordnete Lamgsche Wellenfunktionen im Raum, analog den zu-
geordneten Lam¥Eschen Potentialfunktionen im Raum, gewonnen. Hier
sei noch bemerkt, dafl wir durch die obige Konstruktion von R als Lésung
von (1) bei kleinen H-Werten, wobei zunichst b2 =< o2 < a? war, zu-
gleich das frither eingefiihrte Produkt S («») in eine Funktion M von u
und eine Funktion N von » aufgespalten haben, wobei M und N den
Differentialgleichungen (3b) und (3¢) von I, 1 c geniigen. Die hierin zu
setzenden L-und K-Werte folgen unmittelbar aus den gerade berech-
neten L’-und K -Werten (vgl. IV, 1 a). Ebenso die Reihen fiir M und
N aus der gerade konstruierten Reihe fiir R, wobei nur g durch u bzw.
v zu ersetzen ist.

d) Asymptotisches Verhalten der LAMEschen Wellenfunktionen im
Raum.
~ Die LamEschen Wellenfunktionen im Raum lassen sich einfach durch
ihr asymptotisches Verhalten fiir ¢ - oo charakterisieren, genau wie
die LamEschen Potentialfunktionen im Raum (IV, 2 b).
Fiir groBe Werte von g: ¢ - oo geht die Differentialgleichung (3 a)
von I, 1 ¢ fiir R iiber in:

d d Ry
2 & (et —
(1) 0 d@(g d9)+H94R"—0’
welche Gleichung integriert wird von
sinyH o cosVHop und etiVHe
e’ e e

Diesem asymptotischen Verhalten entsprechend unterscheiden wir drei
Klassen Lamfscher Wellenfunktionen im Raum. Die Funktionen der
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ersten und zweiten Klasse verhalten sich wie einer der ersten zwei obigen
Ausdriicke; die Funktionen der dritten Klasse sollen sich fiir g - oo wie

—ivVE
¢ iVHo

e

verhalten. Es bleibt die dankbare Aufgabe, die so definierten Funktions-
klassen mit den oben fiir kleine Werte von H und, damit die Stérungs-
rechnung anwendbar ist, sogar von H g4, erhaltenen LamEschen Wellen-
funktionen bzw. zugeordneten LaMfschen Wellenfunktionen in Ver-
bindung zu setzen.

e) Andere Konstruktion der LAMEschen Wellenfunktionen.

Die oben angedeutete Konstruktion der LamEschen Wellenfunktionen
fiir das dreiachsige Ellipsoid ist zwar numerisch durchfiihrbar, kann aber,
ihrem Aufbau gemil, die Existenz der Lamgschen Wellenfunktionen
nur fiir sehr kleine H, fiir welche die aufgestellten Potenzreihenentwick-
lungen konvergieren, festlegen. '

Es ist F. MOGLICH (98) gelungen, im Anschluf an Arbeiten von
S. BANER]I (138, 139) diese Existenz allgemein zu beweisen. Hierbei
werden an Stelle der oben benutzten elliptischen Koordinaten oder der
aus ihnen mit Hilfe der WEIERSTRASSschen @-Funktion hergeleiteten
Koordinaten (IV, 1 a) neue Koordinaten ¢, ¢ benutzt, die bzw. Pol-
abstand und Azimut auf der Ellipsoidfliche festlegen. Es gelingt, in
diesen Koordinaten einige lineare homogene Integralgleichungen fiir die
oben mit S; bezeichneten Wellenfunktionen auf der Ellipsoidoberfliche
aufzustellen. Mit Hilfe dieser Integralgleichungen folgt allgemein die
Existenz der Funktionen S;, und zugleich wird ihre Entwicklung nach
Larraceschen Kugelflichenfunktionen ermdéglicht. Bei der Darstellung
dieser Reihen findet F. MOGLICH acht verschiedene Funktionstypen. Es
ist zu vermuten, daB diese den in IV, 1 a aufgezdhlten Typen LamE-
scher Potentialfunktionen entsprechen.

F. M6GLIcH hat auch das Ritzsche Verfahren unmittelbar auf die
partielle Differentialgleichung der Funktionen S;, mit 4 und ¢ als un-
abhingige Variable, angewandt. Es gelang dabei, den Satz zu beweisen,
dafB alle Eigenwerte dieser Gleichung, welche den Eigenwerten K’ von
(4) IV, 4a entsprechen, einfach sind. Hiermit ist dargetan, daB die
Entartung dieser Eigenwerte im Falle der Potentialgleichung (IV, 1 b)
bei der Wellengleichung vollstindig aufgehoben ist.

Endlich hat F. MocGricH in den Fillen von Rotationsellipsoiden die
Rechnung numerisch durchgefithrt und zur Lésung des Beugungs-
problems elektromagnetischer Wellen an einer diinnen, vollkommen
leitenden Kreisscheibe benutzt.

Wir werden an Stelle der Rechnungen F. MOGLICHS hier jene von
C. NIVEN (103) und R. MacLAURIN (89) fiir rotationssymmetrische Falle



271] 5. Lamtsche Wellenfunktionen bei Rotationsellipsoiden. 65

behandeln und erweitern. Hierdurch scheint eine einfachere numerische
Anwendung auf praktische Probleme gew#hrleistet, obwohl MOGLICHS
Formeln an Strenge jenen der zuletzt genannten Autoren iiberlegen sind.

5. Lamesche Wellenfunktionen bei Rotationsellipsoiden.

Die oben fiir dreiachsige Ellipsoide im Prinzip durchgefiihrte Kon-
struktion der LamEschen Wellenfunktionen kann sofort auf Rotations-
ellipsoide angewandt werden. Die Verhiltnisse sind hierbei so viel ein-
facher, dafl auch éine numerische Durchfithrung der Rechnung leicht
moglich ist.

a) LAMEsche Wellenfunktionen auf der Oberfidche eines Rotations-
ellipsoids.

VerhidltnisméBig einfach sind die LamEschen Wellenfunktionen im
rotationssymmetrischen Fall mit Hilfe der Stérungstheorie von Eigen-
wertproblemen zu berechnen. Wir gehen von Gleichung (2b) Abschnitt I,
1 a fiir das gestreckte Rotationsellipsoid aus:

—m2

0l m (= i) o
Diese Glelchung (1) wird fiir 2 = 0 befriedigt vom m-ten abgeleiteten
LeGENDREschen Polynom #-ter Ordnung, wobei 4 = #(# -+ 1) ist. Nach
einem.Satz von H. POINCARE (107) wissen wir, da die Losung von (1)
fiir £ = 0 eine ganze Funktion von k¢ ist. Folglich kénnen wir M und
den zugehorigen Eigenwert A fiir kleine k¢ nach ganzen positiven Po-
tenzen dieser Grofle entwickeln:

M = Pp(g) + (koPM® + (k) M® ...

A=n(n+1) + (kc)24, + (kc)2dy +--- .

Die erwihnte Storungstheorie der Eigenwertprobleme (118, S. 442)
erlaubt im obigen Fall, da keine Entartung vorliegt [d. h. zu 4 = n (% 4-1)
und kc = 0 gehort nur die eine Eigenfunktion P (u)], A, und M, zu
berechnen: +1

e (P;n(‘u))Zd# 2n +1 (n—m)! Fa
-1 _ . m .
(2) Al = - F1 = - 2 (’}’L + m)! f/’LZ (Pn (N))2d” >
f Prw)? -1
-1

k=
3) MO = Zyn,kP;r;
k=m
+1
—[w - PpPr)-du

-1
@ ui= nm-+1)—kk+1) °
Hierbei ist in (3) das Glied 2 = » fortzulassenl.

! DaB8 der Buchstabe % einmal als Parameter der Wellengleichung (1) und
weiterhin auch als Indexbezeichnung benutzt wird, diirfte kaum zu Irrtiimern
fithren.

Ergebnisse der Mathematik. I. Strutt. 5
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Die Formel (3) vereinfacht sich bedeutend, wenn m = 0 ist. Um dies
einzusehen, machen wir Gebrauch von der Formel:
+1

'(5) /P,,-g(x)dx=o,
-1

wobei g(x) ein Polynom hochstens (# — 1)-ten Grades ist. Wir lassen
jetzt & in Formel (4) von 0 an wachsen. Das erste von Null verschiedene
Glied der Reihe (3) ergibt sich fiir

R+ 2=mn.
Weitere von Null verschiedenen Glieder sind:
ER+2=n+1,
R+2=n-+2,
E+2=n+43,
kR+2=mn-+4.

Das nichste Glied: 2 + 2 =# + 5 oder » 4+ 2 = & — 1 ist aber schon
wieder Null wegen (5). Folglich reduziert sich hier die unendliche Reihe
(3) auf hochstens fiinf Glieder. Man sieht leicht ein, daB M® héchstens
5 + 2 4 2 =9 Glieder enthilt, M® hochstens 13 Glieder usw. Diese
Anzahlen reduzieren sich noch fiir » << 3.

Der Fall eines abgeplatteten Rotationsellipsoides unterscheidet sich
nach (2b) von I, 1 a und (2b) von I, 1 b von demjenigen eines gestreck-
ten nur dadurch, daBl das Vorzeichen von %%c?u? in der Differential-
gleichung positiv ist. Bei der oben eingefithrten Konvention, daB die
LamEschen Wellenfunktionen vorgegebener Ordnung fiir 2c = 0 in die
entsprechenden Potentialfunktionen iibergehen sollen, ist ein dhnliches
Vorkommnis wie bei den MaTHIEUSchen Funktionen (III, 2 a) nicht
ausgeschlossen, d.h. es kann sein, daB einer oder mehrere der Koeffi-
zienten in (3) fiir gewisse kc-Werte unendlich werden. In diesem Fall
wire eine dhnliche Festlegung der LamEschen Wellenfunktionen wie in
III, 2a fiir die MaTHIEUSchen Funktionen angegeben, durchzufiihren.

Fir Eleine kc-Werte, und um solche wird es sich in unseren Anwen-
dungen zunichst handeln, ist unsere Festlegung brauchbar.

b) Rotationssymmetrische LAMEsche Wellenfunktionen im Raum.

Wir haben im vorigen Abschnitt mit Hilfe der Stérungstheorie eine
Losung von (1) IV, 5 a gefunden, die diese Gleichung fiir kleine Werte
von kc befriedigt. Wie aus Abschnitt I, 1 a folgt, geniigt die Funktion
R (&) beim gestreckten Rotationsellipsoid genau derselben Gleichung (1).
Folglich erhalten wir einen Ausdruck fiir R (£), nach ganzen positiven
Potenzen von k%c? entwickelt, sobald wir in die Reihe fiir M im vorigen
Abschnitt £ an die Stelle von u setzen. Die Ausdriicke fiir die Koeffi-
zienten der Reihe konnen aus (4) IV, 5 a entnommen werden. Eine
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zweite Losung von (2¢) I, 1 a erhalten wir, wenn in (3) IV, 5 a die
Funktionen P} durch @} ersetzt werden, wobei Q) wieder die zugeord-
neten Kugelfunktionen (IV, 3 b) bezeichnen. DaBl diese zweite Losung
die Gleichung (2 c) I, 1 a in gleicher Ndherung befriedigt wie die erste,
folgt daraus, daB Q3 genau derselben Differentialgleichung geniigt wie
P}?. Durch Kombination der zwei linear unabhédngigen so konstruierten
rotationssymmetrischen LamEschen Wellenfunktionen im Raum kénnen
Losungen der Lamgschen Gleichung (1) I, 1 a zusammengestellt werden,
die fiir £ - oo eine vorgegebene Bedingung befriedigen. Auch Probleme
in einem Raum zwischen zwei konfokalen Rotat10nselhpso1den koénnen
durch solche Kombinationen gelost werden.

Im Unendlichen geniigen die Raumfunktionen R (&) der Differential-
gleichung

(1) 5 (85%) T RERE —0,
die aus (2¢) I, 1 a fur & — oo entsteht. Man findet als Losungen
coskck sinkck etikes
&’ & &

Die Raumfunktionen der ersten und zweiten Klasse verhalten sich wie
die ersten zwei Ausdriicke; jene der dritten Klasse wie der Ausdruck
e~ikes|Z; die erste Klasse ist dadurch von der zweiten zu unterscheiden,
daB die betr. Funktionen fiir alle & regulir sind (Ahnliches gilt fiir den
Abschnitt IV, 4 d). Es ist eine interessante Aufgabe, die so durch ihr
asymptotisches Verhalten charakterisierten Funktionen mit den oben
fur kleine Werte von k¢ konstruierten zwei linear unabhingigen LAME-
schen Wellenfunktionen im Raum in Zusammenhang zu bringen. Genau
die gleichen asymptotischen Uberlegungen, die hier durchgefiihrt sind,
gelten fiir das abgeplattete Rotationsellipsoid, wie aus Gleichung (2c)
I, 1 b zu ersehen, die fiir § > oo in (1) tibergeht.

c) Berechnung der rotationssymmetrischen Wellenfunktionen nach
C. NIVEN (103).

An Stelle der oben durch Stérungsrechnung erhaltenen Potenzreihen
hat C.Niven die Differentialgleichung (1) von IV, 5a direkt durch
eine Reihe aus Kugelfunktionen integriert. Hierbei wird Gebrauch ge-
macht von der Formel:

2 pm m 2%2-}—2%——21’}12 m ( 2""7”2){( m2} m
(1) w2 P ) = Py (2n—1)(2n+3) RL +(4n2—1 {4(n 1}P" 2
Die Funktionen P} sind, wie in IV, 5a und IV, 3 b defmlert durch:

———m dm
Pr=1( —u) dn Py (u) .

Erwihnenswert ist, da3 bei C. N1vEN die Indizes # und % ihre Rolle,

dem hier eingefiihrten gegeniiber, verwechselt haben, d.h. m steht

unten und » oben.

5*
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Man gehe nun unter Beachtung von (1) bzw. mit den Ausdriicken:

(2) ayPp—a, Prs+a P+ - £ a,Pris, + -
(3) me+1 b1Pz+3+"' "'thrpzz+23+1+"'

in die Differentialgleichung (1) von IV, 5, a ein. Durch Nullsetzen des
Koeffizienten jeder abgeleiteten LEGENDREschen Funktion ergibt sich:

1 ’ 1
1’1“1:‘;‘(]30— A) ay, plbl‘:?(ko_ A) by,

1 , 1 ’
?2“2:"“;(131—/1)“1_“0» 152b2=?(k1——/1)b1-—b0,

1 , 1
Prostrsy = (ke — A) ay —a,_y, Piribery = — (k) — A) by — by
mit ¢ = k%c?;
2 2 2 2 2 2 2
kr= Wﬁ) E—f—”(%—{—'l) pr Eznz——m&i’z mi n=m-427;
,_2mtan—2mid (n2—m®){n—1)2—m% -
k= "Gn—nenty TP A= amo ey P H2stHL

Die erhaltenen Reihen (2) und (3) werden konvergieren, falls A gewisse
Werte annimmt, die Eigenwerte des Problems.

Da in der obigen Ableitung nur von der Rekursionsformel (1) Ge-
brauch gemacht wurde, welche Formel fiir die zugeordneten LEGENDRE-
schen Funktionen (LEGENDREsche Funktionen zweiter Art vgl. IV, 3 b)
in gleicher Weise gilt, wie fiir die oben angeschriebenen LEGENDREschen
Funktionen, konnen diese zugeordneten Funktionen Q) auch in den
Reihen (2) und (3) an Stelle der LEGENDREschen Polynome P73 ein-
gesetzt werden. Die so erhaltenen Lgsungen sind fiir 4 = 4-1 sin-
guldr.

d) Berechnung der Eigenwerte 4 nach C. NIVEN und R. MACLAURIN.
Zur Berechnung der Eigenwerte setzen wir (103, S. 135):

(1) A=nmn+1)+ Aje + Ay + A3+ -+

und schreiben @, statt k, — A. Man erhdlt dann aus den Formeln

des vorigen Abschnittes:

a
87’1*1 = @05

2
Ehipr, = D (1 e ¢f‘¢l)'
&, 7521"3% = 0,9, P, {1 — & (qﬁfldﬁ - Jb_;j};

4 . _ _ )21 2 bs 292
€ ?1752753154% = (DO¢1¢2(I)3{1 52(q§0¢1+ 3, o, + &, (p)—i-e“ Qogpiqi%}

usw.
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Zur Konvergenz der Reihe (2) von IV, 5c ist es notwendig, da83
lim a,/a, = 0 ist. Wir kénnen diese Bedingung dazu benutzen, die
7> 00

Eigenwerte /A approximativ zu berechnen. Als erste Ndherung setze
man a,/a, Null, als zweite Naherung a,/a, usw. Es ergeben sich nach
C. Niven die Ausdriicke (103, S. 138—139):

4, =2 22w
m—m+2)m—m-+1)n+m+2)(n+m-+1)

24, = @n 1) 2n +3)7 @n + 5)
m—m)(n—m—1)(n+m)(n+m—1)
- (2n—3)(2n —1)3(2n+1) ’
(4m2__1)_1A3:(n»~m+2)(n—-m+1)(n—|—m+2)(n+m+1)

(2n—1)@2n+1)(@2n+3)°@2n+5) (27 +7)
= me—m— 1) (rtm) (p - —1)
@2n—5)@2n—3)2n—1)°@2n+1)2n+3)
R. MACLAURIN (89, S. 82) findet diese Eigenwerte nach einem anderen
Verfahren, das auch sehr geeignet erscheint, eine approximative Losung

usw.

der Differentialgleichung aufzustellen. Mit y = M (1 — u?)* schreibt
sich (1) von IV, 5a: (Diese Gleichung ist bei MACLAURIN falsch).
(M—p)y'—2m+ 1) py + (4 —m* —EEu)y =0

(Akzente bedeuten Differentiation nach u).

[Bemerkt sei, da die MATHIEUSche Differentialgleichung~

2
ZTJ; 4+ (400 — 16 cos2x)y =0
durch die Transformation
cosx = H; Yy =y, siny
iibergeht in
(1—p3)y! —3uyi+ (4o + 168 — 1 —328u%y, =0,
welche Gleichung mit der obenstehenden MAcraAurinschen Form der
Lamgschen Gleichung iibereinstimmt, wenn man setzt:
m=%; kc=32p; 4a+16f—1=4—1.]
Als Losung setze man:
Y =dyt ay it e ap

Es entstehen fiir die Koeffizienten a, Ausdriicke, die den oben nach
C. N1vEN angegebenen dhneln. Nullsetzen von a, ergibt die »-te Approxi-
mation fiir 4. Man erhilt die gleichen Eigenwerte, wie oben nach C. NIVEN
angeschrieben.

Eine Anwendung von MACLAURINS Losung findet man im Ab-
schnitt VI, 1a.
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e) Berechnung der Koeffizienten a, und b, nach C. NIVEN.

Nachdem die Eigenwerte A bis auf Glieder der GréBenordnung &*
gefunden sind, kénnen aus den Formeln des vorigen Abschnittes durch
Einsetzen der A- und somit @-Werte die Koeffizienten a, ermittelt
werden.

C. N1ven findet (103, S. 138—139)

m=0; r=0; n=0; ag=1;

:%“127582+35?;3-7+3’1-?38-473 T
“12%_16829+2-3f-1;2-72 o
: s
R R P Y SY TR
%= 3é§?ﬁ+"

21388

A=6+1e+ 2o e
S T TR
“3:?227+2_-3-7s:~9-15+”"
”°:—123£5+35?;2-7+”'

m=0;r=2; n=4; a,=1;
A=20+%?.s+5.737-7?2‘:.1382_75'218125.21238.1583+...,
a3=%—|—7—_—1j_23._1§_|_‘..,
a“i:1f:4+2-7-1123-13-19+”"

2

“1:_13185_3-51-6785-“ T
g — 8 &2 328 g

T3 35

m=1; r=0; n=1; a,=1;

4 &2 24 &
A=2p > 25  _=°
+5 5.7 55'7'9+
& £2 318
e R A IR TP TR
agzi____.__3£3 _+...'

70 2-5.7-13
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m=1;r=1;, n=3; a; = 1;
1064 2 808976

A:12+775_8+34.53.7.116 w38 T
2
R e R
2 s
a3=789—2——§ﬁ03.€1ﬁ§+...,
ao————74—_85§+3_—i§2~_7—{—--- usw.

f) Darstellung der rotationssymmetrischen LAMEschen Wellenfunk-
tionen durch Reihen BESSELscher bzw. HANKELscher Funktionen.
Analog den Formeln der Abschnitte III, 5 b und III, 5 c kénnen
auch fiir die rotationssymmetrischen LaMEschen Wellenfunktionen
Reihendarstellungen abgeleitet werden, welche nach BEssELschen bzw.
HaNkELschen Funktionen fortschreiten. Diese Reihen sind insbesondere
dazu geeignet, die Raumfunktionen, die ihrem asymptotischen Ver-
halten nach im Abschnitt IV, 5 b in drei Arten eingeteilt wurden, fiir
alle Werte von & darzustellen.
Wir behandeln das gestreckte Rotationsellipsoid mit m = 0 und
entwickeln
eikz — 6ikc§,u
in eine Reihe, welche bei festem & nach LamEschen Wellenfunktionen
fortschreitet:
(1) gikest = Ay - Ry (5) - M (1) .-
Es ist nach Abschnitt IV, 5b und IV, 5c:
/I,) :mZ()aum (lu)
Da Verwirrung nicht zu befiirchten ist, erteilen wir den Koeffizienten

a,, nur einen Index, den Formeln von IV, 5c entsprechend.
Weiterhin benutzen wir die Entwicklungsformel (6, 147, S. 368):

(2) gitesi = |/ 25 D214 1) il Lyy (ke d) - Pilp).
=0

Wenn die Formel (1) links und rechts mit M, (#) multipliziert wird und
sodann iiber # von —1 bis +1 integriert, unter Beachtung von (2),
entsteht:

/27 .
(3) l/kcE am 2m+ ) Zm'Im-F%:AnQan(E)-

Die GroBen 4, und g, sind konstante Faktoren, die weiterhin fort-
gelassen werden konnen, da R, doch nur bis auf einen willkiirlichen
Faktor definiert ist. Wir haben somit in (3) eine Reihendarstellung von
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R, (&) gewonnen. Durch Betrachtung der asymptotischen Ausdriicke
fiir I,,,, bei groBem Argument ist leicht einzusehen, zu welcher Art
die durch (3) dargestellte rotationssymmetrische LAMEsche Wellen-
funktion im Raum gehért. Es ist

lim I & Nﬁlj_c_é‘ d coskcé&
Jm Ly (ke f) ey e~

wobei belanglose konstante Faktoren fortgelassen sind.

Wir haben somit in (3) eine Funktion vor uns, die eine lineare Kom-
bination ist der in IV, 5 b definierten Funktionen der ersten und zweiten
Klasse. '

Eine Funktion der in IV, 5 b definierten dritten Klasse gewinnen

wir durch folgende Uberlegung. Es muB die durch die Reihe (3) dar-
gestellte Funktion R, der Differentialgleichung (2c) von I, 1 a geniigen.
Hierzu miissen die Funktionen I,,,, gewisse Rekursions- und Differen-
tialgleichungen erfiillen. Nun erfiillen aber die Funktionen HZ,, die-
selben Rekursions- und Differentialgleichungen wie die Funktionen
I,,4,. Folglich konnen die zuletzt genannten Funktionen HY,, in (3)
an Stelle der I, ,, gesetzt werden, und die entstandene Reihe wird ins-
gesamt in gleicher Weise die Differentialgleichung (2c) von I, 1 a er-
fiillen wie (3). Wir haben somit
4) RY = k%% Gy (2m 1) 57 H2 (ke &).
Es ist leicht einzusehen, daB (4) eine Funktion der dritten Klasse nach
der Definition von IV, 5 b darstellt. Hierzu-braucht man nur das
asymptotische Verhalten der HaNkEischen Funktion zweiter Art
Hp ., bei groBem Argument zu betrachten.

Einer Anwendung im Abschnitt VI, 2 a wegen erwdhnen wir noch
die Reihenentwicklung von R, (§) fiir m aus (2c), Abschnitt I, 1a
gleich 1. Hierzu differenzieren wir (2) nach g und multiplizieren mit

V1 —
(5) V1 pEeikcé- ”““*Z'VM (20 + 1) - i+ Iy - PH(u)

und machen Gebrauch von der Bez1ehung (20, S. 260):
+1
JPi-Pldp=0 fir l+k.
-1

Wegen

M, (m =1) Zar - PL(u)
entsteht durch Entwicklung der hnken Seite von (5) nach Produkten:
die Formel: R, M,

© RE()= |/k0§ o = 1) (214 1) i1 By (o).
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g) Bemerkungen zu vorstehenden Reihendarstellungen.

Was die Konvergenz der Reihen (3), (4) und (6) betrifft, sei folgendes
bemerkt. Zu ihrer Ableitung wurde die gleichméBige Konvergenz der
Reihen (1) und (2) vorausgesetzt. Wenn man diese als bewiesen ansieht,
folgt die gleichmaBige Konvergenz von (3), (4) und (6). Betrachtet man da-
gegen die gleichmiBige Konvergenz von (1) und (2) nicht als bewiesen,
so ist eine unmittelbare Konvergenzbetrachtung von (3) und (4) sowie
die Verifikation dieser Reihen an der Differentialgleichung (2¢) von I,
1 a unerlaBlich. Diese Rechnungen sind analog denen, die E. SAR-
CHINGER (117) und J. SCHUBERT (119) im AnschluB an HEINES Reihen-
darstellung der zugeordneten MaTHIEUschen Funktionen (III, 5 b) an-
gestellt haben.

Beim gestreckten Rotationsellipsoid ist § =1, so daB die Ent-
wicklungen (3) und (4) hier auch auf der Oberfliche des Ellipsoides kon-
vergieren.

Die Reihenentwicklungen (3), (4) und (6) gelten auch fiir die Lésungen
R, (&) der Gleichung (2c) von I, 1 b beim abgeplatteten Rotations-
ellipsoid. Nur miissen die Koeffizienten a,, durch Koeffizienten a;, er-
setzt werden. Diese Koeffizienten a;, erbilt man in einfacher Weise
durch die bereits zu Ende des Abschnittes IV, 5a angedeutete Uber-
legung. Es geht ndmlich (2b) von I, 1 b in (2b) von I, 1 a iiber, wenn
das Vorzeichen von k2c? = ¢ ungekehrt wird. Folglich braucht nur
diese Vorzeichenumkehr in allen Formeln der Abschnitte IV, 5c
1V, 5d und IV, 5 e durchgefiihrt zu werden, um 4, aus a,, zu erhalten.

Beim Kreispldttchen, als Entartungsfall des abgeplatteten Rotations-
ellipsoides, ist & = 0. Die Reihe (3) von IV, 5f ist hier zwar noch
brauchbar, aber (4) divergiert wie &-1.

h) Andere Darstellung der LAMEschen Wellenfunktionen durch
Reihen BESSELscher Funktionen.

Wie zu Ende des Abschnittes IV, 5, g bemerkt, verhdlt sich die
Reihe (4) von IV, 5, f beim abgeplaiteten Rotationsellipsoid im Grenz-
fall £ = 0 (Kreisscheibe) wie 1/§. Man kann nun zunichst fragen, ob
dieses Verhalten der Lamgschen Wellenfunktion dritter Art R®(£) beim
abgeplatteten Rotationsellipsoid inhdrent anhaftet oder ob es nur eine
Folge ist von der besonderen, hier aufgestellten Reihenentwicklung (4)
von 1V, 5, f. Zur Beantwortung dieser Frage iiberlege man, da$3 R®
eine lineare Kombination ist von RY und R?. Diese Funktionen erster
und zweiter Art werden erhalten, wenn man fiir das abgeplattete Ro-
tationsellipsoid in den Reihen von IV, 5, ¢ an Stelle der Funktionen
P} (&) die Funktionen Py (i€) bzw. Q} (1£) setzt, wobei Q) wieder, wie
im Abschnitt IV, 3, b zugeordnete LEGENDREsche Kugelfunktionen sind.
Nun wird aber weder Py (¢€) noch Q7'(¢§) fiir £ - 0 unendlich groB3, wie
etwa aus IV, 3, b zu ersehen. Folglich liegt kein Anzeichen vor, daB die
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Reihen fiir Lamesche Wellenfunktionen erster und zweiter Art des
abgeplatteten Rotationsellipsoides umgestellt, fiir &— 0 sich wie 1/&
verhalten miissen. Gleiches kann somit von einer linearen Kombination
der Funktionen erster und zweiter Art, d. h. von den Funktionen dritter
Art behauptet werden.

Fiir einige Anwendungen im Abschnitt V werden wir hier eine Reihen-
darstellung fiir R® beim abgeplatteten Rotationsellipsoid ableiten, die
fiir & - 0 reguldr bleibt.

Wir gehen aus von der Formel [147, S. 365, (4)]:

H (o)
L=—2,—".P(cosb)

2

H(E) s YA s
= VMZ 3+ m}( ) T8 P (c0s) - Ch cos D),

(1)

mit
0wt =224+ 22 —2z2ZcosD.
Setzt man nach I, 1b:

w2 = k272 = K2 (22 + 92 4 22) = R3c? {@072"7 — cos? @}

oder
w? = k22 {k e 4 Le21 — }cos26},
so wird:
ke kc
Z=Fe5 z=er  $=20.
Es sei

(2) L=2>A4,R®@&) -M,(u), mit p=cosO.

Offenbar kommen in der Entwicklung (2), da L nach (1) eine ungerade
Funktion von g ist, nur Funktionen M vor, die ebenfalls ungerade
Funktionen von u sind. Mit:

(3) M, () = 2 @ Pi(p)

wobei @] aus @; (Abschnitt IV, 5 e und IV, 5 d) hervorgeht, indem dort
iiberall ¢ durch —e ersetzt wird, erhilt man fiir RY aus (2) unter Be-
riicksichtigung von (1) die Formeln:

+1 2 o)

() RY =jj}—%-P1(/«L) My (p)dp =

-1

5 S @ (k¢ \. 71, ko
(5) R;L) —m;OAm( + m) H“+m( 2 ei) I§+m< 2 € ”)y
mit
+1

(6) A;,L=fC:§n (cos26) - val Py(u)-du,

-1 =0
wobei
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Die Funktionen C%, sind definiert durch:
1 oo‘ 3
_ = Cz () - x™.
}/1—204254—0423 m2='0 M()
Man findet leicht:

CL (c0s26) = — > -c0s20 - 1L Py (c0520).

(cos26)
Folglich ist C%, (cos26) ein Polynom vom Grade 2m + 2 in . Jeder
der Koeffizienten A, aus (6) enthdlt somit nur eine endliche Anzahl
der Koeffizienten a;, und zwar nur jene mit:

l1=0,1,2,...2m+ 2.

DaB R aus (4) und (5) der Differentialgleichung (2c) von I, 1 b ge-
niigt, folgt daraus, daB gilt:

6% 0? 02
(et aptaom+tBL=0.

AuBerdem hat R® im Unendlichen (¢ = @inn — o0) das richtige Ver-
halten, wie
8-—ikr
v

Dies folgt aus den Eigenschaften der BEssELschen und HANKELschen
Funktionen.

Eine analoge Entwicklung kann aufgestellt werden fiir den Fall,
daB M, eine gerade Funktion von u ist..

6. Allgemeine Bemerkungen iiber LamEsche Funktionen.

Es wird dem Leser nicht entgangen sein, daf obige Darstellung
unserer Kenntnisse iiber die Lamtschen Potential- und die LamEschen
Wellenfunktionen keineswegs einen dhnlich abgeschlossenen Charakter
trigt wie etwa jene iiber die MaTuiEUsche Differentialgleichung. AuBer
gewissen Fragen der Entartung LaMEscher Funktionen in MATHIEUsche
Funktionen, BesseLsche Funktionen und Kugelfunktionen sollen im
vorliegenden Abschnitt einige Bausteine erwdhnt werden, die dazu
dienen koénnten, die Theorie der Lamgschen Differentialgleichungen
weiter abzurunden.

a) MATHIEUsche Funktionen als Entartung LAMEscher Funktionen.

Im Abschnitt IV, 1, a wurde die LamEsche Potentialgleichung und
im Abschnitt IV, 4, a die Lamfsche Wellengleichung mit Hilfe der
WEIERSTRASSschen @-Funktion auf die Form einer Differentialgleichung
mit doppeltperiodischen Koeffizienten gebracht. Diese WEIERSTRASS-
sche Form lautet fiir die Lamtsche Wellengleichung:

(1) o A9 () + Bo) + C1-M =0,
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wobei die Konstanten 4, B und C in einfacher, aber hier nicht weiter
interessierender Weise mit den Konstanten aus I, 1 ¢ verkniipft sind.
Die Perioden (50, S. 165; 64, S. 49) der WEIERSTRASSschen @-Funktion
seien 2 @, und 2w,:
6 =p(); e=gp(w +o,); e=p(w) (vgl.1IV,1a).
Es kann (1) in einfacher Weise mit Hilfe Jacosischer elliptischer
Funktionen als Gleichung mit doppeltperiodischen Koeffizienten ge-
schrieben werden (161, S.555; 49, S.7; 98, S. 622):
(2) %WZ— = —(adn*(x) + bsn?(x) +¢)- M
Diese Form (2) ist geeignet, den Grenziibergang zur MATHIEUschen
Differentialgleichung anzudeuten. Hierzu bedenke man, daB} letztere
Gleichung, die zum elliptischen Zylinder gehért, aus der LAMEschen
Gleichung fiir ein dreiachsiges Ellipsoid hervorgeht, wenn einer der
Achsen unendlich gro8 gemacht wird. In der WEIERSTRASSschen Form
(1) driickt sich das so aus, daB eine der Perioden unendlich groB wird:
w, = 100, wihrend die zweite, reelle Periode endlich bleibt. Unter
dieser Bedingung entstehen die Vereinfachungen (64, S. 51):
an(x) =1 und s#n(x) =sinx.
Folglich geht (2) in die Form:
a*M ;o ’

(3) W:—(bsm%&—l—c)-M
iber, die im wesentlichen mit einer MATHIEUschen Differentialgleichung
identisch ist.

Einen anderen Grenziibergang zur MATHIEUschen Differential-
gleichung findet man bei E. HEINE (42, I, S. 403).

b) Kugelfunktionen und BESSELsche Funktionen als Entartungen.
Die Entartung Lamgscher Potentialfunktionen in Kugelfunktionen
wurde bereits mehrfach erwidhnt, zuerst im Abschnitt I, 1 a beim ge-
streckten Rotationsellipsoid. Hier soll diese Entartung. ndher verfolgt
werden (49, S.5—6; 2, S.145—148; 109, S. 124—126).
Wir nehmen beim dreiachsigen Ellipsoid von I, 1 ¢ & = ¢, um zum
gestreckten Rotationsellipsoid iibergehen zu koénnen. Zundchst sei
R=c24e; 2=c%+ el
wobei »; zwischen 0 und 1 lduft und ¢ ein kleiner Parameter ist, den
wir beim Grenziibergang verschwinden lassen. Hierdurch wird:

(2 2) (2 ?) -
glg%x = ]/9 —a? l/ EZz Zz)) ((a2 “%2 y@ —a® VH :2 >
E I 0 —5° ‘ I
sh_f%y = VQ — b® VEM "—_;_E?ﬁ__cz) ng 22— 2 vvl
/w2 = c*) 0* — &)
(

b2 — qa?
/p2 — ‘uz
hmZ— Q — &) A ¢ — a?) (& — bz):l/Qz_'Cz]/bz__azvl'

>0
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Jetzt setze man:
o=c&; pm=ccos®; vy =cosp; a=0,
wodurch die Formeln:

x=ckcosO;

v=c}J& —1-sin@-sing;

7= 01/52 —1-sin@® - cosg

entstehen, die mit jenen des Abschnittes I, 1 a tibereinstimmen. Folg-
lich gehen die Lamgschen Differentialgleichungen in die Gleichungen
(2a), (2b) und (2c) von I, 1 a iiber. Im Potentialfall H = 0 wird (2b)
sowohl wie (2c) von I, 1 a durch abgeleitete LEGENDREsche Kugel-
funktionen geldst, wie bereits im Abschnitt IV, 3 b angegeben.

Weiterhin ist bereits im Abschnitt I, 1 a gezeigt worden, daB fiir
eine Kugel auch im Falle der LaMEschen Wellengleichungen die Diffe-
rentialgleichungen der Kugelfunktionen bzw. Zylinderfunktionen heraus-
kommen.

c) Weitere Fragen iiber die LAMEsche Differentialgleichung,

Da die allgemeine LamEsche Differentialgleichung, wie in IV, 4 a
gezeigt, vom Hirischen Typus ist, liegt es auf der Hand, die all-
gemeinen Sitze iiber die Hirische Differentialgleichung von II, 2
auf die LamEsche Gleichung anzuwenden. Zu beachten ist, dal diese
Sitze, mit Ausnahme von FrLoQuers Theorem (II, 2), sich alle auf
Differentialgleichungen mit reellen Parametern, Koeffizienten und Pe-
rioden beziehen. Zu ihrer Anwendung ist es also notwendig, eine der
Perioden w; bzw. w, von (1), IV, 6 a reell zu wihlen. Unter dieser Be-
dingung lehren HaupTs Sétze, daB es bei vorgegebenem A und B von
(1) in IV, 6 a abzdhlbar unendlich viele C-Werte gibt, derart, dal M
eine ganz- bzw. halbperiodische Funktion von # ist. Weiterhin ergeben
diese Sitze auch sofort AufschluB iiber die Verteilung der labilen und
stabilen C-Werte auf der reellen C-Achse. Hieraus folgt, da} die LamE-
schen Wellenfunktionen sicherlich nicht die Gesamtheit aller periodi-
schen Loésungen bilden. Da die Funktion @ (#) den reellen Doppelpol
u = 0 besitzt, sind die Sitze des Abschnittes II, 3, die sich auf be-
schrinkte Koeffizienten in der Differentialgleichung beziehen, nicht an-
wendbar. :

Mit der allgemeinen Losung der Differentialgleichungen (1) und (2)
von IV, 6 a haben sich mehrere Autoren beschaftigt (151, S. 570—576;
49, S. 17—18; 30, S. 464—477). Auch Verallgemeinerungen der LAME-
schen Gleichung, d.h. allgemeiner geformte lineare homogene Differential-
gleichungen mit doppeltperiodischen Koeffizienten sind von einigen
Autoren (90) betrachtet worden. Doch verweisen wir fiir alle diese
Fragen auf die Literatur (30, S. 441—464; 151, S. 570; 49, S. 22—26).
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V. Wellenausbreitungsprobleme aus der
Physik und aus der Technik.

Durch Einfithrung elliptischer Koordinaten sind wir in der Lage,
die Wellengleichung
&U | U , *U 1 U
9 T 82 T a2 T Ci Al
(Cq = Fortpflanzungsgeschwindigkeit, ¢ = Zeit),
welche durch den Ansatz:

Ux,y,2,t) = u(x,y,z) et

die Form
2 2 2 2
% —g—y—z Ag;?‘ = —%2M [%2 S (;—}2— = (2;—71)2; l = Wellenl'&nge

annimmt, in vielen praktisch wichtigen Féllen zu 16sen. Einige dieser
Fille seien hier behandelt.

1. Beugung einer ebenen, elektrischen oder akustischen Welle
an einer elliptischen Offnung in einem diinnen ebenen Schirm.

In der Optik spielt die Beugung an Spalten eine bedeutende Rolle;
ein Spalt in einem Schirm ist aber nichts anderes als eine elliptische
Offnung, deren eine Achse sehr groB ist. Die Spalte, welche in der
Optik benutzt werden, sind viele Wellenldngen breit. Daher hat nur
der Grenzfall eines sehr breiten Spaltes hier praktisches Interesse. In
der Akustik vergleicht man die Didmpfung, welche verschiedene Mate-
rialien in einem Raum hervorrufen, mit dem Absorptionsvermégen eines
offenen Fensters. Meistens sind die Abmessungen eines Fensters von
gleicher Ordnung wie die benutzten Schallwellenlingen. Wir haben es
hier wieder mit einer Beugungsaufgabe, die durch eine elliptische Off-
nung zu idealisieren ist, zu tun. In der Akustik kann leicht der Grenz-
fall praktisch realisiert werden, daB3 die Schallwellenlinge groB3 zu den
Abmessungen der Beugungséffnung ist.

a) Mathematische Formulierung der Aufgabe fiir elektromagnetische
und fiir akustische Wellen.

Der Schirm liege in der (xz)-Ebene; in Fig. 5 ist ein Querschnitt
parallel zur (xy)-Ebene durch den breitesten Teil der Beugungséffnung
gelegt. Die Achsen dieser Offnung fallen mit den x- und z-Achsen zu-
sammen. Der ebene Wellenzug soll aus der Richtung, wo y gleich 4 oo
ist, auf den Schirm fallen. Die Wellennormale bilde mit den y- und
z-Achsen Winkel, deren cos bzw. f und 0 sind.

Im Falle elektromagnetischer Wellen nehmen wir die Schirmwand
unendlich gut leitend und unendlich diinn an. Wir unterscheiden hier
zwei Fille: 1. elektrischer Vektor parallel zu z; 2. magnetischer Vektor
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parallel zu z. Der andere Vektor liegt hierbei immer in der Wellenfront-
ebene und senkrecht zum obengenannten Vektor. Im Falle 1 wihlen
wir den elektrischen Vektor als abhidngige Veridnderliche #. Auf der
Schirmwand ist dann # = 0. Im zweiten Fall nehmen wir den magne-
tischen Vektor als abhédngige Verdnder-

liche . Der elektrische Vektor ist dann 1
proportional zu Ju/dn, wobei n die
Normalrichtung zur Wellenfrontebene
anzeigt. Die Komponente der elek-
trischen Feldstérke parallel zur Schirm- P

wand ist proportional zu du/dy. Dieser ~ 4 %
Ausdruck muB3 somit auf der Schirm-
wand verschwinden. In beiden Féllen
miissen die elektrischen und magne-
tischen Vektoren die Beugungsoffnung
stetig durchsetzen. Dies bedingt, daBl !
hier ", 3%/6}/ und au/ax Stetlg sein Fig. 5. Querschnitt durch den breitesten
miissen. Die zuletzt angeschriebene  Teil einer elliptischen Offnung in einer un-
Forderung ist bei Stetlgkelt von # in endlich ausgedehnten ebenen Schirmwand.
der Offnung von selbst erfiillt.

Wir kommen jetzt zum Fall akustischer Wellen und benutzen in
iblicher Weise das Geschwindigkeitspotential als abhingige Verdnder-
liche #. Auf der Schirmwand muB die Geschwindigkeit der Luftteilchen
senkrecht zu dieser Wand, die vollkommen starr sein soll, verschwinden,
also du/dy = 0 auf der Wand. In der Beugungsoffnung verfangen wir
Stetigkeit von Druck und Geschwindigkeit der Luft. Diese Forderung
ist erfiillt, wenn hier # und du/dy stetig sind.

Aus obiger Uberlegung geht hervor, daB wir den Fall elektrischer und
den akustischer Wellen vollkommen beherrschen, wenn wir die zwei
mathematischen Probleme:

1. u = 0 auf der Wand; # und 0#/dy stetig in der Beugungsoffnung;

2. du/6y = 0 auf der Wand; » und du/dy stetig in der Beugungs-
6ffnung gel6st haben. ‘

AuBer diesen Bedingungen auf der Wand und in der Beugungs-
6ffnung muB die mathematische Lésung, damit sie physikalisch einer
ebenen einfallenden, zuriickgeworfenen und einer hinter der Wand vom
Spalt auslaufenden Welle entspricht, noch einige ,,Bedingungen im Un-
endlichen* erfiillen.

Als einfallende Welle nehmen wir an:

etinpy—izaz . (z — 1/:—1) :
a4 p2=1;

x=2m[h;

A = Wellenlidnge.
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Unserem dreidimensionalen Problem entsprechend, hingt die aus-
laufende Welle vom Spalt hinter der Wand in groBer Entfernung von
der Beugungsoffnung von dieser Entfernung » wie

,e—ixr

v
ab. Dies miissen wir auch von unserer mathematischen Lésung fordern.

Die zuriickgeworfene Welle vor der Schirmwand ist in den Fallen I
und II verschieden. Man findet leicht, daB die Wellenamplitude der
reflektierten Welle vor der Wand im Unendlichen sich im

2 Fall I wie —e—i#fy—ixaz,

( Fall II wie  e—i#fy—izaz

verhdlt. Durch (1) und (2) ist auf der Wand das Verschwinden von #
bzw. du/dy verbiirgt.

Wir haben zu (1) und (2) noch jene Ausdriicke zu addieren, welche
von der Beugung an der Offnung herriihren. Vor der Wand (y positiv)
sei der betreffende Ausdruck y, hinter der Wand (y negativ) y genannt.

Diese Beugungsfunktionen miussen im Zusammenhang mit den hin-
geschriebenen Ausdriicken (1) und (2) folgende Gleichungen befriedigen:

FallI @=0 und y =0 auf der Wand,

. 0 . 0
in der Offnung: o =y, %-{— 21%56‘1"”—2%;
6) Fall 11 %f —0 und % —0 auf der Wand,
y oy .

Oy _ 0y
dy ~ 9y’

in der Offnung: P+ 2700 = oy,
b) Entwicklung der Beugungsfunktionen fiir eine elliptische Offnung
nach LAMEschen Funktionen.

Wir fiihren ein elliptisches Koordinatensystem ein mit den
Brennpunkten der Beugungséffnung als Brennpunkten. Die anderen
Brennpunkte des elliptischen Koordinatensystems fallen mit den
Punkten 4 und B der Fig. 5 und mit den Endpunkten der groBen
Offnungsachse zusammen. Von den Entwicklungen der AbschnitteI, 1 ¢
und III weichen wir beim vorliegenden Koordinatensystem nur insoweit
ab, als jetzt die mit z zusammenfallende Ellipsoidachse 24 groBer als
2cist: 2a > 2¢ > 2b, wobei 2b und 2¢ bzw. die Halbachsen bezeichnen,
die mit y und x zusammenfallen. Das Grundellipsoid unseres Koordina-
tensystems, das mit der Beugungsoffnung zusammenfallen soll, hat b = 0.

Wir setzen:

(1) Y= —z =24 Su(ur) RY(e)

und kénnen dann die Koeffizienten 4, in den Fillen I und II aus den
Gleichungen von'V, 1 a ermitteln. Es ist R® eine Lamgsche Wellen-
funktion im Raume dritter Art nach IV, 4 d. Hierdurch wird verbiirgt,
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daB die Losung der Beugungsaufgabe den im Unendlichen gestellten
Bedingungen von V, 1 a geniigt.

Eine numerische Verfolgung des Ansatzes (1) ist zur Zeit nur durch-
fithrbar fiir zwei Sonderfille: a) Abmessungen der Beugungsoffnung
sehr klein, gemessen an der Wellenlinge ; b) Abmessungen der Beugungs-
offnung sehr groB, gemessen an der Wellenldnge.

c) Abmessungen der Beugungséffnung sehr klein, gemessen an der
Wellenldnge; Beugung von Schallwellen.

Im vorliegenden Sonderfall kann die Wellengleichung fiir alle Punkte
der Beugungsoffnung durch die Potentialgleichung ersetzt werden. Die
Beugungsfunktionen geniigen also in erster Naherung der zuletzt
genannten Differentialgleichung, solange die Umgebung der Spaltéffnung
betrachtet wird.

Wir nehmen insbesondere die Beugung von Schallwellen an einer
elliptischen Offnung, also die Aufgabe IT von V, 1 a. Hierbei ist ndhe-
rungsweise:

p+2=y odermity=—y: =1
in der Spaltéffnung und dy/dy = 0 auf der Schirmwand.

Dieses Problem wird geldst von

v = M,(u) - No() - Ty(0),
wobei M, und N, Lamtsche Potentialfunktionen auf der Ellipsoidfliche
von nullter Ordnung darstellen und 7, die Lamfsche zugeordnete
Potentialfunktion im Raume von der Ordnung Null ist (IV, 2b).
Es ist nach IV, 3 a M, = N, = 1, und weiterhin ist
a2 + b2 + c2
3
nach IV, 1 a und IV 3 a. Bemerkenswert ist, daB die Richtung der
einfallenden Welle bei kleinen Beugungsoffnungen in erster Ndherung
die Beugungsfunktion nicht beeinfluBt.

Das Beugungsproblem II hat im vorliegenden ,,Potentialfall” weit-
gehende Analogien mit elektrischen Problemen. Man denke sich z. B.
ein unendlich ausgedehntes Metall, das durch eine diinne nichtleitende
Schicht bis auf die Beugungséffnung in zwei Teile getrennt wird. Es
sei an das Metallstiick beiderseits der Trennwand ein Potentialgefille
angelegt. Die Stromung der Elektrizitat durch den Leiterteil, der die
Beugungsoffnung vertritt, ist ein Problem, das vollkommen dquivalent
ist zum Beugungsproblem im Potentialgrenzfall (115, II, S.177; 79,
S. 249). Ein zweites elektrisches Analogon zum Schallbeugungsproblem
erhilt man durch folgende Uberlegung. Die Beugungséffnung ist eine
Fliche konstanten Potentials. Betrachtet man sie als Entartung eines
dreiachsigen Ellipsoides, so haben wir somit das Problem der L.adungs-
verteilung auf einem ellipsoidischen Leiter vor uns (115, 1. c.; 79, 1. c.).

To=u mit e*=pw) +hr hI=

Ergebnisse der Mathematik. I. Strutt. 6



82 V. Wellenausbreitungsprobleme aus der Physik und aus der Technik. [288

Im zuerst genannten elektrischen Analogon ist esvorteilhaft, den Be-
griff der ,,Leitfahigkeit” der Beugungsoffnung einzufiihren. Diese Leit-
fahigkeit K ist folgendermaBen definiert. Es sei @; — @, die Potential-
differenz beiderseits der Beugungsoffnung. Dann ist der Strom durch
die Offnung hindurch K (@, — @,). Das Absorptionsvermégen A der
Offnung fiir Schallwellen, d.h. die von der Offnung durchgelassene
Schallenergie, dividiert durch die auf die Offnung eintreffende Energie,
ist, wie leicht zu zeigen (79, S. 250):

2
42K
JT

also bei kleinen Offnungen unabhingig von der Wellenlidnge, wie zu er-
warten. Lord RAYLEIGH hat das Absorptionsvermégen einer elliptischen
Offnung mit demjenigen einer kreisférmigen Offnung gleicher Fliche
verglichen. Hierzu fithren wir die numerische Exzentrizitit e der Off-
nungsellipse ein: o

e =
)B

& = sing.

Man hat (115, 11, S. 179

@ = arcsine 0° 20° 30°  40° 50°  60°  70° 80° 90°
AlA, 1 1,0004 1,0026 1,0088 1,0244 1,0602 1,14 1,43 oo

Fiir eine Ellipse mit Achsenverhéltnis 2: 1 ist das Absorptionsvermdogen

also nur um etwa 3 % erhéht gegeniiber dem Kreisfall. Eine direkte Be-
handlung des Kreisfalles findet man in der Literatur (78).

d) Entwicklung nach MATHIEUschen Funktionen im Sonderfall eines
Spaltes.

Wenn die elliptische Offnung 24 — oo hat, entsteht ein gerader
Spalt. In diesem Fall kann die Beugungsaufgabe durch MATHIEUsche
Funktionen geldst werden (135). Wir setzen (I, 1, d):

% = cCoj& cosy;
y = cGinésiny .
Wir beschiftigen uns zundchst mit dem Problem I. Die Losung setzt
sich wie folgt zusammen:
fiir pos. y: u = e-!—izﬂy—‘ixocz — e~ txfy—ixax _|_ Y,
fir neg. y: y=u.
Diese Losung befriedigt die Grenzbedingungen:

u = 0 auf der Wand, #, du/0x und du/dy stetig im Spalt, sobald y
und x den ersten drei Gleichungen (3) von V, I a geniigen. Wir setzen:

(1) v=—z= Z; Dy, - &55(8) - S (n) + Z_:O Eypp11©8011(8) + Shhia ()

und suchen die konstanten Koeffizienten D,, und F,, ., aus den Grenz-
bedingungen zu bestimmen. Zunichst bemerken wir, daf y und y fiir
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7 = 0 und 7 = & verschwinden, wodurch % auf der Wand Null wird,
wie gefordert. Zur Bestimmung von den D und E bleibt uns die Glei-
chung:

dy 0O 2 oy . .
2 —r .~ [ _2 Z?CZXZ.
O S B e e, e

Mit Hilfe der Formel:

Mz

(3) (e~ g = et#oxcosn = [ (xco) + 2 D (—1)°+ I (xca) - cossy

I
ot

8

gelingt diese Bestimmung leicht, sobald wir von den Orthogonalitéts-
eigenschaften (3), (4) und (5), Abschnitt III, 2 e der in (1) verwendeten
MatHiEUschen Funktionen S$), bzw. S$, ., Gebrauch machen. Wir mul-
tiplizieren zunichst die Gleichung (2) links und rechts mit ¢ - sin# - S,,, (%)
und integrieren iiber # von 0 bis . Nur jene Glieder der Reihe (3),

die ungerades s haben, liefern einen Beitrag, und wir erhalten:

[D2n = —@-1(3’:/06 jdn sn”? S2n
(4)
-{2 (—2)28+1 . Iy (%cx) - cos(2s + 1)77}-
§=0
Hierbei ist:
2n =f(52n)2dn;
0

P (& = 0) = { 5;331}:_0

In analoger Weise erhalten wir die Koeffizienten E,, ;, indem wir (2)
links und rechts mit ¢ - sin# -+ S,,,, multiplizieren und iiber % von 0
bis 7z integrieren:

Egpnir = — zng fdn sing « Sapi1

Nongre 52n+l

(5)
-{Io(zcoc) + 25’(—1)3- Ipg(xco) -cosan}.

s=1
Die Bedeutung der Symbole ist analog denjenigen in (4). Mit den
Gleichungen (1), (4) und (5) haben wir das Beugungsproblem I streng
gelost. Die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (1) folgt aus den Satzen
iiber die Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach LiouvILLEschen
Eigenfunktionen, wenn man beachtet, daB der Betrag von &%, und &%), ,
fiir alle & endlich ist. Auf den Beweis soll hier nicht eingegangen werden.

6%
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AuBerdem geniigt unsere Losung der ,,Bedingung im Unendlichen*, da
Gy, und &%, fiir & - oo sich alle wie
const .
Vr
unserem zweidimensionalen Problem entsprechend, verhalten.
Die Losung des Problems II, die wir jetzt hinschreiben, verlauft ge-
nau so einfach wie jene des Problems I. Es ist:
fiir pos. y: u = 8ixﬂy—ixax _|_ e—txpy—izax + v;
fiir neg. y: w=1.
Die Grenzbedingungen: du/dy = 0 auf der Wand, #, du/0x und du/dy
stetig im Spalt, sind befriedigt, wenn ® und x den zweiten drei Glei-
chungen von (3) V, 1 a geniigen.
‘Es sei: o .
(6) Y=z :%Fm €5, (&) C8.(n) +nZ;G2n+1 €1 Cia-

Offenbar verschwinden dy/0y und dyx/dy, die fiir # = 0 bzw. = (auf der
Wand) proportional zu ¢w/dn und dvy/én sind, auf der Wand. Hier-
durch ist die Bedingung: d#/0y = 0 auf der Wand befriedigt. Bleiben
die Stetigkeitsbedingungen im Spalt. Der Differentialquotient du/dy
ist hier stetig, denn es ist:

—ixr
e b

fiir pos. y:a—u1 =+§3-—~—_1__'
9y le=o 0& cV1 — costy’
fiir neg. y: 9u _____61__1_77‘_
0y le=0 9& Y1 = cos?y
Wegen unserer Wahl (6) ist somit:
dy _ 9y
9y &y’

Die andere Stetigkeitsbedingung im Spalt (u stetig) liefert uns alle
Koeffizienten FF und G aus (6). Hierzu multiplizieren wir beide Seiten
der Gleichung:

¥ — 2e=0 =27y
- —Z{Io(xcoc) + 3 iy I eea) -cossn},
§=1

mit C,,(n) und integrieren {iber # von 0 bis #. Alle Glieder mit un-
geradem Index der Reihen links und rechts in (7) fallen heraus, und wir

f=g = —De—trar — —e—t=cacosy

(7)

erhalten: n
1
Fyp = WE ‘/dﬂ « Con(n)
0
(8) . {Io(xcoc) + > (.—1)8123(%006 . cosan};
s=1
N2n=f(C2n(n))2dn .
0
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In analoger Weise multiplizieren wir jetzt beide Seiten von (7) mit
Cspyy und integrieren wieder iiber # von 0 bis #. Diesmal fallen alle
geraden Reihenglieder heraus, und wir erhalten:

[ - : f dn '+ Cans1(n)

G =
2+l N2n+1 : @;SBL+1(E =0) K

)
Il ~{i’(—i)28+1-I28+1(xcoc)-cos(23 + 1)17},

=0

Hiermit ist auch das Beugungsproblem II durch die Gleichungen (6),
(8) und (9) vollstindig gelést. Uber die Konvergenz der losenden Reihe
kann man gleiches bemerken wie oben.

Man kann zeigen, daB unsere Losungen fiir enge Spalte (A — 0) in
Ravieicus Formeln (174) fiir diese Falle iibergehen (139).

Numerisch interessant ist die Berechnung des Absorptionskoeffi-
zienten (durchgelassene Energie dividiert durch auftreffende Energie)
fiir einen Spalt bei Schallwellen. Hierdurch wird das praktisch wichtige
Problem der Schallabsorption eines offenen Fensters seiner Losung
nidher gebracht. Es ergibt sich, daB KircuHOFFs Theorie, die auf dem
HuvGensschen Prinzip beruht, schon fiir Spalte von nur 2%/; Wellen-
linge Breite dem exakten Ergebnis viel ndher kommt, als RAYLEIGHS
Niherung, die zu verschwindender Spaltbreite (A — 0) gehort (135).

e) Bemerkung zum HUYGENSschen Prinzip. |

Wenn eine Beugungséfinung groB} ist im Vergleich zur Wellenldnge,
kann man sie zur Berechnung der gebeugten Strahlung in erster Néhe-
rung, so lange man sich auf groBe Entfernungen von der Offnung be-
schrinkt, durch eine gleichmaBige Quellenverteilung ersetzt denken. Aus
dieser Quellenverteilung ist dann die Beugungsfunktion durch bloBe
Integration zu berechnen. Dies ist fiir den vorliegenden Fall die Aus-
sage des sog. HUuvGENsschen Prinzips (88, S.7). Durch vorstehende
Rechnung ist gezeigt worden, daBl dieses Prinzip in manchen
Fillen auch bei Beugungséffnungen, die nicht sehr grol gegen die
Wellenlinge sind, eine bemerkenswert gute Ndherung ergibt (KIRCH-
HOFFsche Néherung).

Wir kénnen hiervon noch eine technische ‘Anwendung machen. Bei
der Berechnung der Strahlung von sog. Richtantennen kann man in
gewissen Fillen fir die Rechnung eine in einer Ebene stehende Kom-
bination von Linearantennen durch einen strahlenden Antennenschirm er-
setzen. Nun ist in der Literatur hervorgehoben worden (10a), daB die
Richteffekte solcher Antennenschirme ganz den sog. FRAUNHOFERschen
Beugungsfiguren einer Offnung analog sind. Auf Grund des HUYGENS-
schen Prinzipes leuchtet dies sofort ein fiir Abmessungen, gro gegen
die Wellenldnge. Da wir aber oben gesehen haben, dafl das Prinzip von



86 V. Wellenausbreitungsprobleme aus der Physik und aus der Technik. /292

HuvGens auch noch fiir nicht groBe Offnungen Geltung haben kann,
geht der gemachte Vergleich in Wirklichkeit viel weiter als man an-
nehmen wiirde. Er kann auch auf Antennenschirme ausgedehnt werden,
die nicht groB sind im Vergleich' zur Wellenldnge.

2. Beugung einer ebenen elektrischen oder akustischen Welle
an einem Ellipsoid oder an einem elliptischen Zylinder.

Bei der Beugung von elektromagnétischen Wellen an ellipsoidischen
Korpern werden wir letztere stets als vollkommen leitend voraussetzen.
Der allgemeinere Fall nicht vollkommener Leitfdhigkeit ist in der
Literatur behandelt (98, S. 716—727; 89, S. 101 —104), aber nicht durch-
gerechnet worden. Bei akustischen Wellen setzen wir den beugenden
Kérper als vollkommen starr voraus.

a) Mathematische Formulierung des Beugungsproblems im
elektrischen und im akustischen Fall.

Im akustischen Fall benutzen wir das Geschwindigkeitspotential @
als abhéngige Variable. An der Kérperoberfliche ist die Luftgeschwin-
digkeit in Richtung der Flichennormale v, = 0. Wir haben aufBlerdem,
wie im Spaltproblem von V, 1, die Nebenbedingung, da die Beugungs-
funktion, welche zur ungestorten einfallenden Wellenfunktion addiert
wird, im Unendlichen verschwindet, und zwar im dreidimensionalen Fall
wie 7%y, wo r den Abstand vom Beugungskérper bezeichnet.

Im elektrischen Fall benutzen wir das HErTzsche Vektorpotential J1
als abhingige Variable. Dieses Potential geniigt der Wellengleichung:

& em | em
oz tap T e =%

Die elektrische Feldstirke ¢ und die magnetische Feldstdarke § konnen
aus I berechnet werden mit den Formeln:

€ = —ix[graddivI] + »2I1);

™ $ =rotll.

Hierbei ist in {iblicher Weise die elektrische Feldstarke, die magnetische
Feldstirke sowie das Vektorpotential von der Zeit durch den Faktor ei®t
(w Kreisfrequenz) abhingig gedacht. Auf der Leiteroberfliche lautet,
da die Leitfiahigkeit unendlich groB ist, die Grenzbedingung, daBl die
tangentiale Komponente von € und die normale Komponente von $
verschwinden. Beide Bedingungen sind nicht voneinander unabhingig,
sondern gleichwertig; wir kénnen die eine oder die andere benutzen.
Als Nebenbedingung gilt wieder: Verschwinden der Beugungsfunktion
im Unendlichen wie e=¢"/7.
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b) Entwicklung der Beugungsfunktion nach LAMEschen
Wellenfunktionen beim Ellipsoid.

Wir nehmen an, fiir die einfallende ebene elektromagnetische Welle
habe IT nur eine Komponente in der z-Richtung I7,, die wir der Kiirze
wegen mit I bezeichnen. Es sei [T = ¢~%*%. Das Ellipsoid liege, wie
in I, 1 ¢ mit seinem Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt und
seinen Achsen in der %-, y- bzw. z-Richtung. Das Beugungspotential IT,,
das von der Beugung von /7am Ellipsoid herriihrt, besitzt im allgemeinen
drei Komponenten (98, S. 726—727). Das gesamte HERTzsche Vektor-
potential, das unsere Beugungsaufgabe 16st, lautet somit:

7+ 11, .
Wir entwickeln die Komponenten von II; nach Lamgschen Produkten:
I, = 3 4, R (0) Salu, ),
(1) My, = 3B, R2(0) Sulus, »),
I, = 3CaRY(0) Saltt, 7).
Hierbei sind R‘ff’ LamEsche Wellenfunktionen im Raume, die sich fiir
p — oo bis auf einen gleichgiiltigen Faktor wie

—
e‘l«f’

14

verhalten, also Funktionen, die in IV 4 ¢, und IV, 4 d als Funktionen
dritter Art bezeichnet wurden. Die Oberflichenbedingung auf dem
Ellipsoid lautet: Verschwinden von §, (#» duBere Normaley. Wir be-
rechnen § aus IT+ I, nach (1) von V, 2 a und erhalten durch Auf-
spalten in x-, y- und z-Komponenten von II + II; drei Gleichungen, aus
denen die Koeffizienten von (1) berechnet werden konnen. Hiermit ist
dann die Beugungsaufgabe gelost. Fiir Schallwellen ist die Aufgabe
eine skalare, also einfacher l6sbar als oben.

c¢) Beugung am abgeplatteten Rotationsellipsoid, insbesondere an
einer Kreisplatte.

Wir beschéftigen uns mit der Beugung einer ebenen Schallwelle an
einem abgeplatteten Rotationsellipsoid. Fiir das gestreckte Rotations-
ellipsoid vgl. man die Arbeiten von R.MACLAURIN (89, S.101) und
K. F. HErzFELD (43). Die Achsen des Ellipsoides sollen wie in I, 1 b
liegen. Das Geschwindigkeitspotential der einfallenden ebenen Welle sei
@, = ¢~*%, dasjenige der gebeugten Welle @, ; die Lésung der Aufgabe:

D=0, + D,.
Wir entwickeln:
b, :ZAS . R?)(E) - M (w),
wobei die LamEschen rotationssymmetrischen Wellenfunktionen M,
dem Abschnitt IV, 5 zu entnehmen sind. Unter R®(£) sind rotations-
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symmetrische LamEsche Wellenfunktionen dritter Klasse im Raum
nach dem Abschnitt IV, 5 b zu verstehen. Auf der Oberfliche des
Ellipsoides soll 0 @/dn (n duBere Normalrichtung) verschwinden. Nun ist

M_ﬁ@( y+myl

an —ar "V Era 1
. ey 3 —
(imeperens 1 3ot (Y S
Folglich:
(1) Z‘AS-R?)'(EZEO)-MS(M) :i%clue—ixc,ug,

wobei &, die Ellipsoidoberfliche festlegt.

Wir multiplizieren in (1) links und rechts mit M, (u) und integrieren
iiber u von —1 bis 4+1. Wegen der Orthogonalititseigenschaften der
M, (IV, 4b) erhilt man

+1 .
i"chs(H) cue 8—1%650!1, . d//,
-1

(2) As = 1
RY/(E = &)« [M3(w) - dpe
-1

Hiermit ist unsere Aufgabe vollig gelost. Fiir eine Kreisplatte ist
&y = 0 zu setzen (vgl. IV, 5h). Numerisches iiber die Beugung an der
Kreisplatte findet man bei E. LomMEL (87) und F. MoGLICH (98, S. 730
bis 734). Fiir akustische Untersuchungen (RavieicHsche Scheibe) hat
der Grenzfall sehr groBer Wellenldnge, gemessen am Scheibendurch-
messer, praktisches Interesse. Das so entstehende hydrodynamische
Strémungsproblem hat W. KoN1G (72) geldst (39, S. 148—150).

Auch fiir die Beugung elektromagnetischer Wellen an einem leitenden
elliptischen Zylinder verweisen wir nach der Literatur (121, S. 657—664).

d) Bemerkung iiber das Prinzip von BABINET.

Wir stellen hier einander gegeniiber: a) einen diinnen endlichen
Schirm; b) eine Offnung in einer unendlichen diinnen umgebenden
ebenen Schirmwand. Das Prinzip von BaBiNer (31, 1I, S.343; 114,
S. 286) besagt, dal das Problem I (vgl. V, 1 a) im Falle (a) dquivalent
ist mit dem Problem II im Falle (b); weiterhin das Problem II im
Falle (a) mit dem Problem I im Falle (b).

Der Beweis hierfiir 18t sich in folgender Weise andeuten. Im Falle (a)
gebe man zunichst die ungestérte Welle. Die Beugungsfunktion muB
beim Problem IT die Geschwindigkeit d9/d% = 0 machen auf der Schirm-
wand (a). Dies wird erreicht, wenn man die Schirmwand ersetzt durch
eine Geschwindigkeitsverteilung, entgegengesetzt gleich derjenigen,
welche die ungestérte einfallende Welle an der Stelle des Schirmes er-
zeugt. Beim Problem I wird im Falle (b) nach V, 1 a dieser Bedingung
geniigt. Analog sicht man den anderen Fall ein, Durch dieses Prinzip
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beherrschen wir mit der Lésung einer Beugungsaufgabe fiir ein Schirm-
chen auch sofort die Lésung der komplementdren Aufgabe fiir eine
Offnung in einer ebenen Wand.

3. Schallstrahlungsprobleme im Zusammenhang mit einer
starren Kreisplatte.

In der Akustik gibt es mehrere Probleme, welche mit Hilfe der LaME-
schen Wellenfunktionen des abgeplatteten Rotationsellipsoides, ins-
besondere der Kreisplatte, 19sbar sind. Zunichst die Berechnung der
Schallstrahlung einer frei axial schwingenden Kreisplatte; dann die
Schallstrahlung, wenn ein Teil der Kreisplatte axial schwingt, wahrend
der iibrige Teil als Schirmplatte (131) wirkt; endlich jener Grenzfall,
der aus letzterem Problem entsteht, wenn die Schirmplatte sich bis ins
Unendliche erstreckt. Auch gewisse Fragen iiber den EinfluB eines auf-
gesetzten Horns auf die Schallstrahlung lassen sich hier anreihen.

a) Schallstrahlung einer frei axial schwingenden starren Kreisplatte.

In allen Problemen des Abschnittes V, 3 soll die Bewegung um die
Achse der Kreisplatte herum rotationssymmetrisch sein. Wir fassen die
Kreisplatte als Entartung des abgeplatteten Rotationsellipsoides auf,
geben also zunichst die Berechnung fiir ein solches Ellipsoid endlicher
Abmessungen und gehen sodann zur Grenze unendlich kleiner axialer
Dicke iiber. Auf der Oberfliche des Rotationsellipsoides ist die Ge-
schwindigkeit vorgegeben, also 0®@/0n (n 4duBere Flichennormale).
Und zwar hat 0®/én beiderseits der Mittelparallelebene entgegen-
gesetztes Zeichen. Hieraus folgt; daB fiir die Losung der vorliegenden
Aufgabe nur Lamgsche Wellenfunktionen auf der Ellipsoidflache (IV,
5 a) in Betracht kommen, die nach Kugelfunktionen Py, , ungerader
Ordnung entwickelt sind. In der Bezeichnung IV,5c und IV, 5e
ist somit m =0 und #» =1,3,5... Wir bezeichnen die betreffenden
LameEschen Wellenfunktionen mit

M2n+1 :bop1_ b1P3+ b2P5 Il:bsP2s+1» n =0,1,2:3:--~
Die entsprechenden Raumfunktionen der dritten Klasse seien Ry, ;(§),
so daB eine Losung der Wellengleichung lautet:

(1) D = E; Agn+1* Rons1(8) « Mans1(p) -

Es handelt sich darum, die Koeffizienten A,,,, derart zu bestimmen,
daB 6®/on auf der Ellipsoidoberfliche den vorgeschriebenen Wert be-
sitzt. Fiir den Fall des vorliegenden Abschnittes, daBl die ganze Kreis-
platte schwingt, ist 6@/« im Betrag konstant gleich v auf jeder Seite
der Mittelparallelebene. Weiter ist nach 1,41 und I, 1 b:

0d 0P 1 09 171/841

T e T Era
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Folglich: _
< £2+1 dR,,
@  v= n=(§, .A2"+1{ £4ut ;E“}&so Manii(i).
wobei &, die Ellipsoidoberfliche festlegt. Wir multiplizieren (2) links
und rechts mit E u
E(z, +1 2n+1

und integrieren sodann {iber u von 0 bis 1. Wegen der Orthogonalitit
der M,, ., entsteht:

S

" dR .,
(3) Aen+1+Q2nsr- 2 +1 fdﬂ ce gZiT c Ve Maoyyr(u);

Qo+t ZfMgan;“'
0

Durch (1) und (3) ist die vorliegende Aufgabe gelést. Beim Ubergang
zum Kreispldttchen haben wir &, = 0 zu setzen (vgl. IV, 5 h).

b) Sonderfélle sehr groBer und sehr kleiner Wellenlidnge.
Wenn das Geschwindigkeitspotential nach (1) von V, 3 a bekannt
ist, kann die gesamte Riickwirkung der Schallstrahlung auf die schwin-
gende Kreisplatte leicht bestimmt werden. Die Kraft, welche die Schall-
strahlung auf die Scheibe ausiibt, ist (115, II, S. 162)

(1) K:—ia)a-f ddf,

wobei o die Luftdichte, o die Kreisfrequenz in der Zeitabhingigkeit ¢!t
von D, ($ =1— ) darstellen und iiber die gesamte Ellipsoidoberfliche
zu 1ntegr1eren ist. Fiir die betrachtete Riickwirkung ist es praktisch,
den Begriff der Impedanz Z einzufiihren. Diese ist definiert als die
Kraft K nach (1), dividiert durch die Geschwindigkeit des Antriebs-
punktes der Scheibe (im vorliegenden Fall v) : Z= K/v. Diese Impe-
danz Z hat einen reellen und einen imaginiren Anteil. Der reelle Teil
von Z ist proportional zur gesamten Schallenergiestrahlung, der ima-
gindre Teil von Z kann gleich wm gesetzt werden, wobei m die Masse
ist, welche infolge der mitschwingenden Luft zur Scheibenmasse addiert
werden muB.

Einfach zu behandeln sind zwei Sonderfille des vorliegenden Pro-
blems:

a) Schallwellenldnge in Luft sehr groB gegen die Scheibenabmes-
sungen;

b) Schallwellenldnge in Luft sehr klein gegen die Scheibenabmes-
sungen.

Im Fall (a) geht die Wellengleichung in die Potentialgleichung iiber,
und wir. haben das Problem der Translationsbewegung einer Kreis-
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scheibe durch eine ruhende ideale Fliissigkeit. Diese Aufgabe kann
leicht mit Hilfe LamMEscher Potentialfunktionen behandelt werden (78).
Fiir die Masse m der mitschwingenden Luft findet man im vorliegenden
Fall [78, S. 162 (20)]:

m = 7ad- o,

2
JT

W~

wobei a der Scheibenradius ist.

Fiir sehr klesne Wellenldnge wird m = 0.

Im Fall (b) kénnen wir vom HuvGENsschen Prinzip Gebrauch machen
und die konstante Geschwindigkeitsverteilung auf der Scheibenober-
fliche niherungsweise durch eine konstante Quellenverteilung ersetzen.
Da auBerdem die Luftstrémung von der Vorder- zur Hinterseite hier
véllig vernachldssigbar ist, kann man die Scheibe durch eine unendlich
ausgedehnte ebene Schirmwand umgeben und erhdlt das Geschwindig-
keitspotential durch bloBe Integration (115, II, S. 162):

1 e—ixr
@Z—ﬂ/fv 7 df.

Hierbei ist » der Abstand des Aufpunktes vom betrachteten Scheiben:
punkt, und das Integral ist iiber die gesamte Scheibenoberfliche zu er-
strecken.

c) Schwingende Kreisscheibe in einer ebenen kreisférmigen
Schirmwand.

Dieses Problem unterscheidet sich mathematisch vom vorigen da-
durch, daB v nicht auf der ganzen Scheibenoberfliche im Betrag kon-
stant ist, sondern nur auf einem Teil derselben, wihrend v im {iibrigen
verschwindet. Die Losung der Aufgabe ist somit in den Formeln von
V, 3 a enthalten, sofern das Integral rechts in (3) V, 3 a nur iiber jenen
Teil der Scheibenoberfliche erstreckt wird, wo v von Null verschieden ist.

Wir kénnen, wie im vorhergehenden Fall, gewisse Ergebnisse der
Rechnung leicht iibersehen, fiir den Fall, da (a) der Radius des schwin-
den Scheibenteiles klein ist, gemessen an der Wellenldnge und fiir den
Fall, daBB (b) dieser Radius gro8 ist. Im Fall (a) kann man noch unter-
scheiden zwischen einer Schirmwand, die ebenfalls klein ist gegen die
Wellenlinge und einer Schirmwand, die gro ist zur Wellenlinge. Im
zuletztgenannten Fall haben wir, wie im Falle (b) mit groer Naherung
das Problem einer schwingenden Kreisscheibe in einer unendlich groen
umgebenden Schirmwand vor uns. Die Ergebnisse hierfiir sind zum
Teil aus der Literatur bekannt (115, II, S.162; 4).

Dagegen fiihrt der Fall, daB der schwingende und der ruhende Teil
der Kreisscheibe klein sind gegen die Wellenldnge, auf ein Potential-
problem. Wir kénnen das Geschwindigkeitspotential in der Umgebung



02. V. Wellenausbreitungsprobleme aus der Physik und aus der Technik. -/298

der Scheibe nach Lamgschen Potentialfunktionen entwickeln. Es soll
v verschwinden fiir u > yy. Dann ist zu setzen

D= 2 A2n+1' P2n+1(ll)‘Q2n+1(i§)',
n=0,1,2,...
wobei die Bezeichnungen von IV, 3, b benutzt. worden sind. Fiir die
Koeffizienten A,,,, findet man den Ausdruck:

#

dQun RIGETS
Asn+1+ Pansa ( desﬂ)zs:sn:./c 531?

~vPopyry(p)-dp;

1
Pan+1 ::ngan,u.
0

Die Masse m der mitschwingenden Luft berechnet sich aus @ nach der

Formel (78, S. 57 (4)]:
I

wobei das Integral iiber den schwingenden Tesl der Scheibe zu erstrecken
ist. Es ist

m =

o0

o k2 < Q, (5 &)
1 m = E Y i Sk U
Y 7=0,1,2,... Pans1® Qini1(06)
WO )

’ o
k2n+1 :/C’//" P2n+1(:u)'d1u‘
1

und Akzente Differentiation nach & darstellen (§,= 0).

d) Sonderfall einer unendlich groBen ebenen Schirmwand.

Obwohl der Fall einer unendlich groBen ebenen Schirmwand, in der
eine starre Kreisscheibe schwingt, in der Literatur mehrfach behandelt
wurde (115, II, S. 162; 4), ist bisher doch noch kein Ausdruck fiir das
Geschwindigkeitspotential bekannt, der fiir jeden beliebigen Raum-
punkt giiltig ist. Ein solcher Ausdruck 148t sich mit Hilfe der Lamg-
schen Wellenfunktionen des abgeplatteten Rotationsellipsoides auf-
stellen.

Zunichst bemerke man, daB durch die unendlich groBe Schirmwand
das Problem in zwei vollkommen gleiche Teile zerlegt wird, die sich auf
die Vorder- und auf die -Hinterseite der Wand beziehen. Wir kénnen
bei der Lésung den Phasenunterschied zwischen Vorder- und Riickseite
ignorieren und die Lésung fiir eine Seite, wobei 0 @/0n auf der Schirm-
wand Null ist, aus LamEschen Wellenfunktionen des abgeplatteten Ro-
tationsellipsoides gerader Ordnung aufbauen. Diese Wellenfunktionen
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sind nach IV, 5c und IV, 5e mit m = 0:

M;, = ayPy—a, Py ---4a, Py, + ---,
und wir haben:

oo

(1) b= Z A2n'Ré3;('§) 'M2n(:u) .

7=0,T,2, ...

Da, genau wie in V, 3 a die Geschwindigkeit der Scheibe vorgeschrieben

und gleich v ist, erhdlt man fiir die Koeffizienten A4,, den Ausdruck:
1

: 2 1 2
() Agp = (QZn'Rg’;z/(Eo))_l.]c] Bte v Myp-du;
0

&1

1
an :/Mgn d;u:
0

wo wieder &, = 0 zu setzen ist (vgl. IV, 5 h) auf der Scheibenoberfliche.
Durch (1) und (2) ist das vorliegende Problem allgemein geldst.

e) Schallstrahlungsaufgaben mit hyperboloidisch geformtem Horn.

An Stelle der oben mehrfach erwahnten Schirmplatte endlicher oder
unendlicher Ausdehnung wird oft in der Praxis die schwingende Scheibe
an der Basis eines Hornes angeordnet. Die Form dieses Hornes kann
noch verschieden gewdhlt werden. Wenn wir annehmen, daB3 sie mit
einem einschaligen Rotationshyperboloid zusammenfillt, entstehen Pro-
bleme, die mit Hilfe der oben benutzten LamEschen Wellerrfunktionen
bewiltigt werden konnen. Hierzu nehmen wir an, die schwingende
Kreisscheibe befinde sich in der Mittelparallelebene des Hyperboloids.
Es kommt nun darauf an, einen Ausdruck fiir das Geschwindigkeits-
potential zu finden, der folgenden Bedingungen geniigt: (a) 0P/dn = v
auf der Kreisscheibe; (b) 0®P/0#n = 0 auf der Oberfliche des starr ge-
dachten Rotationshyperboloides.

Um der zuletztgenannten Bedingung geniigen zu koénnen, brauchen
wir LamEsche Wellenfunktionen M (u), die fiir 4 = yy, wo y, den Off-
nungswinkel des Rotationshyperboloides festlegt, eine verschwindende
Ableitung haben. Da in unserer Berechnungsweise (IV, 5 ¢ und IV, 5 e)
die LamEschen Funktionen nach LEGENDREschen Polynomen entwickelt
erscheinen, miissen wir gleiches von diesen Polynomen fordern. Nun ist
bekannt, da das Polynom

Py (w)
fiir u = p, eine verschwindende Ableitung nach @ = arccosu besitzt,
wenn # — il ist (64, S. 80), mit I =1,2,3,..., mit anderen
arccos u

Worten, wenn wir LEGENDREsche Funktionen gebrochener Ordnung ein-
fithren. Entsprechend diesen LEGENDREschen Funktionen gebrochener
Ordnung erhdlt man durch diese Wahl von # in den Formeln von IV, § c,
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IV,5d und IV, 5e auch LamEsche Wellenfunktionen gebrochener
Ordnung, die der Orthogonalititsbedingung

(1) /M (W) du=0;
ln "km
= ;o om= ;
arccos y, arccos i,
1=1,2,3%,...; k=1,2,3,...; Il+k

geniigen. Wir kénnen jetzt die Lésung des vorliegenden Problems nach
diesen LamEschen Wellenfunktionen entwickeln:

wobei 7 die oben angegebenen Werte durchlduft und iiber / von 1 bis oo
zu summieren ist. Man erhdlt fiir die 4, aus (2) mit Hilfe von (1) den

Ausdruck:
§o+:‘"
ove- [ EEE a1

1
(3) An = Rﬁi)/(é-o) :

fMidy
1

Wenn wir es mit einer Kreisscheibe, die in der Mittelparallelebene des
Rotationshyperboloides u = p, schwingt, zu tun haben, ist & = 0 zu
setzen. Sollte die schwingende Scheibe die Form eines Rotations-
ellipsoides, konfokal zum Hyperboloid, haben, so ist der entsprechende
&,-Wert einzusetzen. Mit (2) und (3) ist das vorliegende Problem gelést.

f) Bemerkung iiber zweidimensionale Probleme, die den obigen
analog sind.

Mit Hilfe MaTtaIEUscher Funktionen kénnen eine Reihe von Pro-
blemen gelést werden, welche als zweidimensionales Analogon zu den
oben betrachteten aufzufassen sind.

Zunichst die Schallstrahlung eines unendlich langen, starren, frei
schwingenden Bindchens. Hier ist fiir das Geschwindigkeitspotential
anzusetzen:

(1) D = Z Aspyr- 5(21;L+1 (n) - @(23;1+1(‘S) s

7n=0,1,2,...
wobei S$) ., und &2, ,; bzw. MaTHIEUsche Funktionen und zugeordnete
MaTHIEUsche Funktionen dritter Art nach III, 2 a bzw. III, 5 a sind.
Auf dem Bindchen soll |§®/dn| = v sein. Dann berechnen sich die
Agpy1 aus g

1 .
2 A = ———a———+Cc-v[sin . S dn,
(2) 2n+1 Nower O (&) Of 7+ Sinia () A
wo

Nonr = [(Stha(n)dy.
0
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In ganz analoger Weise 148t sich durch den Ansatz (1), nur mit anderen
Koeffizienten A,,,; als (2), das Problem lésen, welches entsteht, wenn
das Bandchen mit einem endlich breiten Schirmstreifen in der gleichen
Ebene links und rechts versehen ist. Fiir den Fall, daB die Schirmstreifen
unendlich breit sind, muB3 der Ansatz (1) durch den Ansatz:

M8

Asn - Con(n) - €3, ()

525000

(3) 0=

n=0,

[

ersetzt werden, ganz analog zu (1) von V, 3 d. Im iibrigen verlduft die
Loésung wie oben.

Endlich kénnen wir noch, dem obenbehandelten Hornproblem ent-
sprechend, den Fall betrachten, daB8 das schwingende Béndchen an der
Basis eines ,,zweidimensionalen Hornes“ schwingt, das im Querschnitt
die Form einer Hyperbel hat. Bei diesem Problem ist wieder vom An-
satz (3) auszugehen, wobei aber # nicht mehr ganze Zahlen durchliuft,
sondern Briiche, welche durch die Offnung des Hornes bestimmt werden.

VI. Eigenschwingungsprobleme.

Die Eigenschwingungsaufgaben koénnen, soweit sie rdumlich aus-
gedehnte Gebiete betreffen, in zwei Gruppen eingeteilt werden: Innen-
raumprobleme und AuBenraumprobleme. Von beiden Problemarten be-
handeln wir einige Beispiele, die aus der mathematischen Akustik und
aus der MAXwELLschen Elektrizitdtstheorie entnommen sind. Von den
ebenen Problemen nennen wir die Eigenschwingungen elastischer Mem-
branen und Platten elliptischer Kontur (95, 96, 89, S. 72—73; 116, 11,
S. 728).

1. Innenraumprobleme.

Wir betrachten ein Raumgebiet, das von einem Ellipsoid begrenzt
ist. Die Luft in diesem Hohlraum hat gewisse Eigenschwingungs-
frequenzen. Auch das elektromagnetische Feld im Hohlraum besitzt
eine abzdhlbar unendliche Reihe von Eigenfrequenzen. Weiter be-
trachten wir einen elektrischen Leiter, dessen Begrenzung von einem
Ellipsoid gebildet wird. Dieser Leiter befinde sich in einem stationiren
duBeren Magnetfeld. Wird dieses duBere Feld plotzlich zum Verschwin-
den gebracht, so klingen die elektrischen Induktionsstréme im Leiter
mit gewissen Eigenzeitkonstanten ab. Ahnliche Zeitkonstanten des
Leiters spielen eine wichtige Rolle bei der Berechnung der Erwdrmung
und der Abkiihlung bei duBerem Temperaturwechsel und bei der Be-
rechnung von Diffusionsvorgingen. Von den erwihnten Innenraum-
problemen werden wir einige Beispiele behandeln.
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a) Eigenschwingungen eines Luftvolumens, das von einem
Ellipsoid begrenzt ist (89, S. 98—99).

Als abhangige Variable benutzen wir in iiblicher Weise das Geschwin-
digkeitspotential @. An der Innenoberfliche des vollkommen starr ge-
dachten Ellipsoides mit der inneren Normalen # mul3 gelten:

0P
o

Beim dreiachsigen Ellipsoid kommt dies fiir die Eigenlosung

Ri() - Si(u, )
hinaus auf die Bedingung
aR;
(1) (d@)9=en= 0

Aus der Gleichung (1), die eine transzendente Bestimmungsgleichung
fiir die Konstante £ der Wellengleichung (I, 1 c) darstellt, sind die ver-
schiedenen Eigenfrequenzen zu berechnen.

Wir fithren dies im Anschluf3 an R. MACLAURIN (89) durch fiir ein ge-
strecktes Rotationsellipsoid. Hier lauten die Eigenl6sungen:

RE(E) - Ma(u) |

wobei R und M, aus dem Abschnitt IV, 5 bekannt sind. Die Ober-
flichenbedingung ergibt hier als Gleichung fiir die Eigenfrequenzen

dR,

) (df )s=so: 0

Fiir nicht zu groBe Werte von kc&, = z konnen wir die nach steigenden

Potenzen von z geordneten Reihen von Abschnitt IV, 5d in (2) einsetzen.

Unter Einfithrung der numerischen Exzentrizitéit ¢ des Ellipsoides findet
man, daf (2) fir m = 0 und # = 1 tbergeht in (89, S. 88):

(e = gz——j—b—z; a und b Ellipsoidhalbachsen),

a2

0.

cosm @
sinme’

1 — 0,322 + (0,017857 4 0,0034285 ¢2) 24
— (0,00059524 + 0,00031747 €2 — 0,00003 047 e4) 28
+ (0,00006764 + 0,0000111 €2 — 0,0000010885 ¢4) 28 + --- = 0.

Die kleinste Wurzel ist:

e 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 - 09
2,0815 2,0825 2,0848 2,0865 2,0902 2,0961 2,1035 2,1124 2,1233 2,1364.

Hieraus kénnen die Grundschwingungsfrequenzen der Luft in gestreckten
Rotationsellipsoiden sofort entnommen werden, indem fiir c &, der gerade
vorliegende Wert, der mit der GroBe des Ellipsoides zusammenhingt,
eingesetzt wird. Interessant ist es, aus obiger Tabelle zu entnehmen,
daB die niedrigste Eigenfrequenz bei einem Ellipsoid mit ¢ = 0,9 zu
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derjenigen bei einer Kugel (¢ = 0) mit gleichem Radius wie die groBe
Ellipsoidhalbachse wie 2,13 zu 2,08 steht, also sich um noch nicht 3%
andert. In analoger Weise lassen sich die Eigenfrequenzen eines Luft-
raumes zwischen zwei konfokalen Ellipsoiden berechnen (89, S. 91—96).

b) Eigenzeitkonstanten ellipsoidischer Leiter (89, S. 104—105; 129).

Ein leitendes Rotationsellipsoid soll sich in einem homogenen statio-
niren AduBeren axialen magnetischen Feld befinden. Plstzlich wird
dieses duBere Feld zum Verschwinden gebracht. Im Leiter werden In-
duktionsstréme kreisen, wobei die Stromrichtung parallel und konzen-
trisch zu Breitekreisen der Leiteroberfliche sein wird. Setzt man als
Zeitabhingigkeit des Stromes und somit auch der magnetischen Feld-
stirke im Leiter e7?! an, so geniigt die magnetische Feldstirke H im
Leiter der Differentialgleichung

*H 2
(1) ('_)xz + (:)yz + 622 = —% H;
mit
2 4mp
% _sz-Q’

4 die Permeabilitit,
o der spez. elektr. Widerstand (Gausssche Einheiten),
V' die Lichtgeschwindigkeit.

Wir nehmen nun an, die Permeabilitat u sei sehr gro. Dann wird H
an der Leiteroberfliche dieser Begrenzung parallel verlaufen. AuBen
soll H verschwindén. Folglich muB auch H an der Oberfliche ¢m Leiter
Null sein. Diese homogene Randaufgabe kann nur fiir bestimmte p-Werte
gelost werden, die man wie folgt findet. Die Komponenten von H be-
friedigen die Gleichung (1) in Koordinaten des gestreckten Rotations-
ellipsoides; das wir hier insbesondere betrachten wollen, wenn man sie
dem Ausdruck

RY (&) - M, (1)

proportional setzt. Es folgt aus der Symmetrie des Problemes,
daBl die magnetische Feldstdarke nicht von ¢, dem Azimut, abhingt.
Der Oberflichenbedingung wird geniigt, wenn gilt:

(2) RP(€) =0,
womit wir eine Bestimmungsgleichung fir p gefunden haben. Die
kleinste Eigenzeitkonstante ist die niedrigste Wurzel von (2) mit » = 0.
Man findet folgende Werte:
e 0 01 0,2 0,3 0,4 0,5
plbe 1 09877 09701 0,9328 0,8810 0,8166

Hierbei ist p, der Wert von p fiir ¢ = 0, also fiir eine Kugel. Im vor-
liegenden Fall weichen die Eigenzeitkonstanten bei gestreckten Rota-

Ergebnisse der Mathematik. I. Strutt. 7
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tionsellipsoiden von gleicher groBer Halbachse wie der Kugelhalbmesser
starker von den Eigenzeitkonstanten der Kugel ab als im vorigen Ab-
schnitte die Eigenfrequenzen einer Luftmasse.

In analoger Weise, wie hier fiir ein gestrecktes Rotationsellipsoid
durchgefiibrt, lassen sich die Fille eines dreiachsigen Ellipsoides (139)
und eines elliptischen Zylinders (129) behandeln.

Auch die Warmebewegung in einem ellipsoidischen Korper (89, S. 105
bis 108) sowie gewisse Diffusionsprobleme (116, II) lassen sich mit Hilfe
der obigen Formeln behandeln.

2. AuBlenraumprobleme.

Wir werden uns hier mit den elektromagnetischen Eigenschwingungen
befassen, die ein ellipsoidisch begrenzter Leiter in einem unendlichen
homogenen umgebenden Dielektrikum aufweist. Insbesondere betrach-
ten