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Geleitwort. 
Auf Schritt und Tritt begegnen dem jungen Konstrukteur und 

Statiker Tragwerke aus jener Gruppe von Karpersystemen, die man 
als die statisch unbestimmten bezeichnet, und die sich dem entziickten 
Auge des Gliicklichen, den seine Berufstatigkeit noch mit Idealen erfiillt, 
oft in iiberaus elegant en Gebilden darbieten. Del' eigenartige Reiz diesel' 
Konstruktionen lOst den Wunsch aus, so ~twas selbst verantwortlich 
bauen zu kannen, seinen Namen unter die dazu geharigen statischen 
Berechnungen setzen zu diirfen. Auch del' Aufstieg in eine hahere 
Leistungsklasse lockt. 

Mit Bedauern hat del' Verfasser abel' beobachtet, wie es den meisten 
unmaglich wurde, diesen ihren Wunsch zur Erfiillung zu bringen. Die 
zaheste Beharrlichkeit reichte selten aus, die dieses Gebiet mi t ent­
haltenden dickleibigen odeI' mehrbandigen Werke, die noch dazu meist 
umfangreiche Vorkenntnisse verlangen, in den wenigen geeigneten MuBe­
stunden, die die anstrengende Berufsarbeit yom Tage iibrig laBt, durch­
zuarbeiten. Diese Werke geben das im vorliegenden Buche ausschlieB­
lich Behandelte nul' als Teilgebiet, mit dem iibrigen in scheinbar 
unentwirrbarer Verstrickung, del' nul' durch Gesamtstudium des Werkes 
nach Vorstudium gewisser haherer Disziplinen beizukommen ware. 
So kommt es dann wohl zur Anschaffung diesel' Bande, abel' nicht zu 
ihrer Durchdringung. MiBmutige Resignation oft wertvoller Krafte 
und ihre Umwandlung aus Idealisten ihres Berufes in Nurgehaltverdiener 
ist die Folge. 

Del' Verfasser wiirde sich gliicklich schatzen, wenn ihm die Durch­
fiihrung seiner Absicht gelungen ware, ein Buch zu schaffen, das nicht 
nur gekauft, sondern auch yom Vielbeschaftigten in jedem einzelnen 
FaIle restlos bewaltigt wiirde. Dber diesen letzten Punkt hat del' Ver­
fasser allerdings eine strenge Auffassung: Es ware ihm nicht erwiinscht, 
wenn sein Buch, ohne vorher verstanden zu sein, als Formelbuch odeI' 
Schemasammlung Verwendung finden kannte. Es wiirde sich dazu 
ohne vorhergegangene vollstandige Durcharbeitung auch wohl nicht 
eignen, denn alles - auch die gewahlten Konstruktionen und Rechnungs­
verfahren - ist riicksichtslos in erster Linie auf den Zweck zugeschnitten, 
VOl' all em voIles Verstandnis zu sichern. Es kann ja auch beziiglich del' 
Konstruktionserfahrungen, del' Linienfiihrung, del' jeweils einfachsten 
Rechnungsmethoden und dergleichen mehr auf vorziigliche Taschenbiicher 
verwiesen werden, die sich del' Leser nach erfolgreicher Absolvierung 
des ihm hier gebotenen Kursus miihelos dienstbar machen wird. - Eine 
schematisch ausgefiihrte Rechnung von del' Bedeutung, die einer sta-
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tischen Untersuchung fiir Leben und Eigentum der Mitmenschen fast 
stets innewohnt, sollte den gewissenhaften Konstrukteur beunruhigen, 
wie eben eine BewuBtseinsliicke in der Kette des Handelns beunruhigen 
muBte. 

Das Buch entstand 1912/13 als Grundlage fiir yom Verfasser erteilten 
Privatunterricht. JunijJuli 1914 wurde Veroffentlichung beschlossen 
und Reinschrift hergestellt. Es blieb dann liegen bis 1919. Verfasser 
erganzte es durch das Einzige, das auf dem vorliegenden Gebiete der 
Zeitfortschritt erheischte: d~ch einschlagige Bemerkungen uber den 
Flugzeugbau, zu denen ihn glucklicherweise eine mehrjahrige Ver­
wendung als Werftingenieur bei einer Fliegerstation, als Lehrer fiir 
Motorkunde und Flugzeugbau an einer Fliegerschule und schlieBlich als 
Chefstatiker . einer groBen Flugzeugbauanstalt befahigten. Seinem 
Wunsche, aus seinen speziellen Manuskripten uber den Flugzeugbau 
Ausfiihrlicheres zu geben, .glaubte der Verfasser zur Wahrung des vor­
bestimmten Charakters des hier vorliegenden Werkes nicht nachgeben 
zu dUrfen, zumal das Angegebene bei verstandnisvollem Gesamtstudium 
des Buches genugt, um selbstandig in die Flugzeugstatik einzudringen 
und darin in besseren Stellungen verwendungsfahig zu werden. 

Die Korrekturen und Beispieluberpriifungen standen unter dem 
Zeichen unumganglicher anderweitiger intensiver Inanspruchnahme 
des Verfassers; er bittet daher notigenfalls um Nachsicht: Berichtigungen 
und auch Wunsche und Ratschlage fiir eine etwaige Neuauflage werden 
stets gern entgegengenommen und gewissenhaft gepriift bzw. erwogen 
werden. Der Verfasser ist geneigt, das Buch im FaIle einer giinstigen 
Aufnahme noch leichter und damit noch mehr Statikfreunden der 
technischen Praxis zugangig zu machen durch Veroffentlichung eines 
unabhangigen Buches: "Theorie und Berechnung der statisch bestimmten 
Tragwerke. " 

Ich benutze zum Schlusse die Gelegenheit, dem Verlage meinen Dank 
fur sein verstandnisvolles Entgegenkommen in allen Dingen auszu­
sprechen, besonders dafiir, daB er es ubernahm, das Figurenmaterial auf 
seine KOllten in vorzuglicher Ausfiihrung neu zeichnen zu lassen. 

Leipzig, im Januar 1921. 
Der Verfasser. 
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Vorbemerknngen. 

Es wird die Kenntnis der Elementarmathematik, der elementaren 
Festigkeitslehre und der Elemente der Mechanik, insbesondere der 
Statik der statisch bestimmten Systeme vorausgesetzt. An Bezeich­
nungen sind demgemaB ohne jedesmalige besondere Erlauterung aus 
dem technischen Sprachgebrauche iibernommen· worden: 

P Einzellast, 

Q verteilte Last, 

M Moment, 

J Tragheitsmoment, 

E Elastizitatsziffer 

:2 Summe 

und andere. Zur Erinnerung an weniger gebrauchliche griechische 
Zeichen dient das am Schlusse des Buches befindliche griechische 
Alphabet .. 

Die Anwendung der Ergebnisse der nachfolgenden Darlegungen auf 
die Berechnung von Tragwerken aus Eisenbeton erfordert nur, an 
Stelle der wirklichen Querschnittsflachen und Tragheitsmo'mente ideelle 
einzusetzen, deren Bestimmung nebst zugehoriger Elastizitatsziffer in 
den jeweils giiltigen Bauvorschriften angegeben wird. 

Wir wollen einen irgendwie zusammengesetzten Korper als "un­
verschieblich" bezeichnen, wenn er durch jede beliebige Belastung, so 
lange'sie nicht zerstorend wirkt, nur elastische Form- und Lage­
vel:anderung~n erfahren kann. "In sich unverschieblich" nennen wir 
ihn dann, wenn wir die Stiitzung nicht mit in den Begriff einbeziehen; 
dariiber hinaus wollen wir ihn als "starr" bezeichnen, wenn seine 
Formanderung im betrachteten FaIle vergleichsweise verschwindend 
klein ist. 

Buchholz, Tragwerke. 1 



2 Die Theorie der statisch unbestillllllten Systeme. 

I .. Die Theorie 
der statisch unbestimmten Systeme. 

1. Bestimmung des Begriffes. 
Enthalt ein Tragwerk mehr wirksame Systemelemente, als zur Er­

zielung der Unverschieblichkeit des Systems erforderlich sind, so ist 

Fig. l. 

das Tragwerk statischunbestimmt, d.h. 
die Gleichgewichtsbedingungen allein 
geniigen nicht, um die der Belastung 
das Gleichgewicht haltenden Tntgwerks­
krafte zu bestimmen. 

Fig. 1 zeigt ein solches Tragwerk 
in Gestalt einer gegliederten ebenen 
Scheibe: Ein gleiches System, das die 
beiden Diagonalstabe nicht enthalt, 
Fig. 2, ist verschieblich; die System­

elemente wiirden sich in der angedeuteten Weise gegeneinander ver­
schieben. Zur" Herstellung der Unverschieblichkeit des Systems ist 
jedoch nur die Einfiigung einer Diagonalen erforderlich, Fig. 3. 

Fig. 3 laBt eine allgemeine Eigen­
schaft aller s£atisch bestimmten Sy­
steme erkennen: Eine aus beliebigen 

':1\ Ursachen erfolgende Langenanderung 
~.-.-- ,/. "eines Systemelementes (etwa durch 

/' ./ Formanderung oder durch Einfiigung 
.-/ .'/ eines kiirzeren Stabes an die Stelle eines 

Fig. 2. 

vorhandenen) hat niemals Zwangs­
spannungen zur Folge. An Fig. 1 kann 
mansich leicht das gegenteilige Ver­

halten der statisch unbestimmten Systeme anschaulich erlautern. 
Jede Stablangenanderung im Wirkungsbereiche eines iiberzahligen Stabes 
hat Zwallgsspannungen zur Folge: Das statisch bestimmte, elastische 

p 
p Stabwerk Fig. 3 wird unter der ein­

gezeichneten Belastung infolge der ein­
.!!.~~ __ --/ m tretenden elastischen Stablangenande­

rungen die Entfernung a7m um ein 
bestimmtes MaB vergroBern: SolI nun 
der Stab D 2 , vgl. Fig. 1, eingesetzt 
werden, so muB das zwangsweise ge­
schehen - unter Verringerung der 
Entfernung a7m und gleichzeitiger Ver­
lallgerung des Stabes D 2 • Die GroBe der 

Fig. 3. 

Zwangsspannungen wird - natiirlich unter Einhaltung der Gleich­
gewichtsbedingungen - offenbar von dem Verhaltnis der elastischen 
Nachgiebigkeit der Tragwerkselemente zueinander bestimmt. Die Ein­
fiigung einer "schwachen" Diagonale D2 wird erheblich andere System-
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spannungen zur Folge haben, als die Einfugung einer "kraftigen". Es 
fo1gt hieraus, daB die allein zur Stabkraftermittlung nicht genugenden 
Gleichgewichtsbedingungen durch· Formanderungsgleich ungen 
erganzt werden mussen, die das Verhaltnis der elastischen Nachgiebig­
keit der Tragwerkselemente zueinander zum Ausdruck bringen. Die 
elastische Nachgiebigkeit eines Tragwerkselementes wird zweckmaBig 
gemessen durch die Verschiebungen der AnschluBpunkte des Elementes 
zueinander bei Einwirkung der Einheit der AnschluBspannkrafte in 
der durch die Art der Einordnung in das System gegebenen Richtung. 
Sie ist aisCi von der Bemessung und dem Material abhangig: es ergibt 
sich hieraus, daB die statisch unbestimmte Rechnung im allgemeinen 
die vorherige Wahl der Querschnitte· oder ihres Verhaltnisses zuein­
ander verlangt. 

Da die Gleichgewichtsbedingungen auch fur die Unter­
suchung statisch unbestimmter Tragwerke von grundlegender Bedeutung 
sind, so wird es gut sein, dem Leser das Wesentliche daruber in Er­
innetung zu bringen, um ein luckenfreies Verstandnis zu sichern: Ein 
fester Korper befindet sich nur da:im im Gleichgewicht, wenn die 
resultierende Kraft und das resultierende statische Moment 
der auf den Korper wirkenden auBeren Krafte und Momente gleich 
Null sind. Ein Tragsystem befindet sich nur dann im Gleichgewicht, 
wenn seine Elemente sich im Gleichgewicht befinden, d. h. wenn diese 
Elemente feste Korper sind, fur die die resultierende Kraft und das 
resultierende Moment gleich Null sind. Jedes Tragsystem kann selbst 
wieder als ein fester Korper behandelt werden, wenn es j eder Be­
lastung - wenn auch naturlich von begrenzter Rohe, so doch be­
liebiger Richtung - widersteht. Ein solches Tragwerk muB aus Ele­
menten von genugender Festigkeit so aufgebaut worden sein, daB eine 
Verschiebung der Elemen,te gegeneinander nicht moglich ist, denn nur 
bei einer solchen Anordnung der Systemelemente ist deren Gleichgewicht 
fur aIle Belastungsfalle gesichert, wenn nur der Nachweis erbracht 
wird, daB sich die auBeren Krafte mId Momente des ganzen Systems 
das Gleichgewicht halten .. Zur Sicherung des Gleichgewichtes des ganzen 
Systems muB das Tragwerk als Systemelement hoherer Ordnung mit 
der Erde zu einem neuen unverschieblichen Verbande vereinigt werden. 
Es geschieht dieses nach den gleichen Gesetzen, nach denen der Aufbau 
des Tragwerkes selbst und seiner Elemente zu erfolgen hat, wenn auch 
praktisch eine Sonderbezeichnung - Stutzung - fur die Verbindung 
eines Tragsystems mit der Erde ublich ist. 

Wir werden bei Gelegenheit auf die Gesetze des Tragwerkaufbaues 
ausfuhrlich zuruckkommen. 

Zum Zwecke der Berechnung pflegen wir die weitaus meisten Trag­
werke in einzeln zu behandelnde ebene Scheiben aufzulOsen. Auch fUr 
diese Scheiben haben naturlich die obenstehenden allgemeinen Aus­
fuhrungen Gultigkeit, wenn nur die in der Scheibenebene wirksamen 
Krafte und Momente betrachtet werden. Nicht in dieser Ebene wirkende 
Krafte und Momente sind dUTCh Anordnung von anderen Tragscheiben 
in Komponenten fur die einzelnen Tragscheibenebenen zu zerlegen. 

1* 
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Der Nachweis, daB die Gleichgewichtsbedingungen erfullt sind, kann 
zeichnerisch und rechnerisch gefuhrt werden. Der zeichnerische Nach­
weis ist bekanntlich dann erbracht, wenn das aus den geometrisch 
durch gerade Strecken ausgedruckten Kraften gezeichnete Krafteck 
und das zugehorige Seileck geschlossen sind, d. h. eine Resultierende 
gleich Null ergeben. Der rechnerische Nachweis erfordert die Zer­
legung der verschieden gerichteten Krafte in zwei bestimmt zu wahlende, 
an sich beliebige nicht parallele Richtungen sowie die Beziehung der 
Momente auf einen bestimmt zu wahlenden, beliebigen Punkt. AIge­
braisch ausgedruckt und auf eine ebene Scheibe bezogen treten die 
Gleichgewichtsbedingungen in Form von drei GleichlJ.Ilgen auf, die, 
wenn man als Kraftrichtungen die lotrechte und die wagerechte wahlt, 
lauten: 

Eine ebene feste Scheibe befindet sich Bur dann im Gleichge""i.chte, 
wenn: 

I. die algebraische Summe der lotrechten Krafte, 
II. die algebraische Summe der wagerechten Krafte und 

III. die algebraische Summe der Momente, bezogen auf einen be­
liebigen Punkt der Tragerebene, 

gleich Null ist. 
Lassen sich bei gegebener Belastung samtliche auBeren und inneren 

Krafte eines ebenen Tragwerkes n ur mit Rilfe dieser drei Gleichungen 
errechnen - seien diese nun algebraisch ausgedruckt (Rittersches 
Verfahren) oder geometrisch (Krafteplan und Seileck) -, so handelt 
es sich also urn ein "statisch bestimmtes" System. Konnen bei einer 
sich im Gleichgewichte befindenden Scheibe die auBeren Krafte 
nicht allein durch Anwendung der genanuten drei Gleichungen ermittelt 
werden, so liegt ein auBerlich statisch unbestimmtes System 
vor. Analog unterscheidet man ferner innerlich statisch un­
bestimmte Systeme sowie innerlich und auBerlich statisch 
nnbestimmte Systeme. Diese Unterscheidung hat naturlich nur 

~-----l------~ 

Ii 

Fig. 4. 

praktische Bedeutung: ein Wesens­
unterschied zwischen auBeren und 
inneren Kraften in ihrer Wirkung 
auf das Tragwerk liegt nicht vor. 

Ein Beispiel eines statisch 
bestimmten Tragers bietet der 
in Fig. 4 dargestellte typische Fach­
werktrager auf zwei Stutzen. Z u­

nachst ist ohne weiteres ersichtlich, daB dieser Trager auBerlich 
statisch bestimmt ist; die drei Gleichgewichtsbedingungen werden zur 
Bestimmung der auBeren Krafte ausreichcn: 

Auflagerdruck A aus 

III. - P . a + A . l = 0 , 

dann B aus 
1. +P-A-B=O 
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oder auch aus III. und schlie131ich Auflagerdruck H aus 

II. +H- W=O. 

5 

Gleichfalls ist das Tragwerk innerlich statisch bestimmt. Samtliche 
Stabkrafte kannen nach dem Ritterschen Verfahren oder mit Hille 
des Krafteplanes ermittelt werden. Das Rittersche Verfahren ent­
spricht unmittelbar bekanntlich der III. Gleichgewichtsbedingung, der 
Krafteplan der I. und II. 

Als Beispiel fur ein auBerlich statisch unbestimmtes 
System werde der Trager auf drei Stutzen, Fig. 5, untersucht. Zur 
Bestimmung der auBeren Krafte c 
stehen den vier Unbekannten A, 

. B, C und H nur die drei Gleich­
gewichtsbedingungen gegennber. Der 

A B 

Versuch, die Lasung nach dem Vor- a-~-"""--~-~~>:-:"~---"ib 
gange des ersten Beispieles nur mit 
Hille der drei Gleichgewichts­
bedingungen d urchzufuhren, schei­

Fig. 5. 

tert hieran. Es ist klar, daB eine Stutze "uberzahlig" ist; denkt man 
sich z. B. c entfernt, so ist der Trager auBerlich statisch bestimmt, Fig. 6. 
Bei Wiederanbringung der Stutze c wird nun die infolge Durchbiegung 
des Tragers unter Einwirkung der Last P inzwischen eingetretene Ver­
schiebung des Auflagerpunktes c durch die Auflagerkraft C wieder auf 
Null zuruckgefuhrt werden mussen. Der Auflagerdruck muB also so 
groB sein, daB diedurch ihn allein ohne jede andere Belastung des 
Tragwerkes be,vir kte V erschie bung des Punktes c en tgegengeset zt gleich der 
Verschiebung desselben Punktes durch die Belastung P ist. Erst mit 
HilfedieserviertenBedingung, ~p 
abgeleitet aus dem elastischen A B 
Verhalten des Tragers in bezug m " 
auf die uberzahlige Stlttzung, ' 
ist die Ermittlung der auBeren CL c b 
Krafte maglich. Das Tragwerk, [] % 

ist mithin auBerlich statisch Fig. 6. 

unbestimmt. 
Nach Errechnung der auBeren Krafte ergeben sich die inneren 

genau wie im ersten Beispiele durch Anwendung des Ritterschen 
Verfahrens oder durch Zeichnen des Krafteplanes; innerlich ist das 
System al,so statisch bestimmt. 

Schlie131ich sei als Beispiel Hir ein innerlich statisch un· 
bestimmtes Tragwerk ein Fachwerkbogen mit Zugband (deutscher 
Bogen) vorgefuhrt, Fig. 7. Auf Grund des bisher Gesagten erkennen 
wir sofort, daB das gezeichnete Tragwerk auBerlich statisch bestimmt ist. 

Bei Prufung der Tragerscheibe selbst bemerken wir; daB sie ohne 
das Zugband Z BOwohl als unverschieblich als auch als innerlich statisch 
bestimmt anzusehen ware; unverschieblich, weil sie aus unverschieb­
lichen Stabdreiecken zusammenge:;;etzt ist und statisch bestimmt, weil 
die Stabkraftermittlung, wie unmittelbar ersichtlich, ohne weiteres mit 
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Hilfe der drei Gleichgewichtsbedingungen ausgefiihrt werden kann. 
Das Zugband ist also iiberzahlig und das Tragwerk somit innerlich 
sta,tisch unbestimmt. Versuchen wir die Stabkrafte des in Fig. 7 dar­
gestellten Tragers mit Zugband zu ermitteln, so sehen wir UllS bei 
Ausarbeitung eines Krafteplanes nach Bestimmung der Stabkrafte 1, 
2, 3 und 4 vor die Aufgabe gestellt, fiir Gelenkpunkt m ein Krafteck 
aus den beiden bereits bekannten Stabkraften 2 und 3 sowie den drei 

B=P l-a -w.& 
l z, 

~----a---------I 

~---------,l-------------~ 

Fig. 7. 

unbekannten Stabkraften 5, 6 und Z zu zeichnen. Diese Aufgabe ist 
nicht bestimmt lOsbar, denn es ist bekanntlich nicht moglich, eine 
Kraft, (hier die Resultierende der bereits bekannten Kraft,e 2 und 3) 
in drei sich in einem Punkte schneidende Geraden (hier 5, 6 und z) 

Fig. 8. 

eindeutig zu zerlegen. Da hier offenbar unter den Stab en 5, 6 und z 
kein Nebenstab ist (zu kurzer Erinnerung diene Fig. 8, Stabe a und b) 
odeI' andere ahnliche Bedingungen im Rahmen der drei Gleichgewichts­
bedingungen (etwa kiinstliche Herbeifiihrung einer bestimmten unver­
anderlichen Druck- oder Zugausiibung eines Stabes) nicht gegeben 
sind, so muB jeder weiter.e Versuch, die Ermittlung samtlicher Stab­
krafte allein mit Hilfe del' drei Gleichgewichtsbedingungen durchzu­
fiihren, miBlingen. 
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In dem vorliegenden einfachen Falle ist dieses auch unmittelbar 
daraus zu folgern, daB durch die Einfiigung des Zugbandes z die ohne 
dasselbe bestehende EinfluBlosigkeit der Stablangenariderungen auf die 
Btabkrafte aufgehoben wird: Die Verschiebung der Angriffspunkte des 
Zugbandes m -7- m' gegeneinander wird eine Dehnung des Zugbandes 
bewirken; die dadurch in diesem hervorgerufene Spannkraft wird 
wiederum von EinfluB auf die iibrigen Stabkrafte sein: Die Gleich­
gewichtsbedingungen allein konnen also nicht zum Ziele fiih,ren; es wird 
vielmehr die elastische Abhangigkeit zwischen Zugband und dem iibrigen 
.stabwerk, dem sog. "statisch bestimmten Hauptsystem", die je nach 
der Ausbildung der Stabe hinsichtlich Material und Querschnitt ver­
schieden sein wird, in die Rechnung einzufiihren sein. Diese Abhangig­
keit so zum Ausdrucke zu bringen, daB sie als Erganzung der Gleich­
gewichtsbedingungen zur Ermittlung der Stabkrafte herangezogen 
werden kann, wird der Lehrgegenstand des II. Kapitels sein. 

2. Die iiberzahlig'4m GroDen und das statisch bestimmte 
Hauptsystem. Der Grad der Unbestimmtheit. 

Schon im Vorangegangenen haben wir die gebrauchlichen Bezeich­
nungen "iiberzahlig" und "statisch bestimmtes Hauptsystem" an­
gewendet, und der Leser wird dabei bereits auch ihre allgemeine Be­
deutung erkannt haben: Ais iiberzahlig bezeichnet man diejenigen 
.stabe (oder natiirlich auch als Stabe angeschlossene Scheiben) eines 
statisch unbestimmten Tragwerkes, deren Entfernung notwendig ware, 
um das System in ein statisch bestimmtes zu verwandeln; ein derart 
verandert gedachtes System nennt man das "statisch bestimmte Haupt­
system". Die Zahl der nberzahligen nennt man den Grad der Un­
bestimmtheit. 

Untersuchen wir in bezug hierauf die in den Beispielen des vorigen 
Abschnittes vorgefiihrten beiden statisch unbestimmten Tragwerke 
nebst einigen weiteren. 

Bei Betrachtung des Fachwerktragers allf drei Stiitzen, Fig. 5, 
stellten wir bereits fest, daB als iiberzahlige GroBe ein Stiitzenstab 
zu entfernen war, um das statisch bestimmte Hauptsystem herzustellen. 
Das System ist mithin auBerlich einfach statisch unbestimmt. 
·Wir konnen ferner aus diesem Beispiele ersehen, daB durchaus. nicht 
ein ganz bestimmter Stab als iiberzahlig angesehen werden muB .. Es 
konnte hier auch der Stiitzenstab bei a oder der bei b als iiberzahlig 
·bezeichnet und zur Herstellung des statisch bestimmten Hauptsystems 
entfernt werden. Weiter konnte dieser Zweck durch Beseitigung eines 
Stabes der Tragwerksscheibe, z. B. eines Untergurtstabes bei c, erreicht 
werden, wodurch dann das statisch bestimmte Hauptsystem in Gerber­
scher Kragtrageranordnung in die Erscheinung treten witrde. Immer 
jedoch wird es sich bei diesem Tragwerke um die Entfernung jeweilig 
nur einer iiberzahligen GroBe handeln; entsprechend der einfachen 
s,atischen Unbestimmtheit. 
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Es sei hier zur Erzielung sicheren Verstandnisses des V orangegangenen 
sOWle auch des Folgenden daran erinnert, daB die starre und statisch 

Fig. 9. 

B 

Fig. 10. fJ 

bestimmte Stiitzung einer ebenen 
festen Scheibe durch drei Stabe 
bewirkt werden muB, die weder 
parallel sind noch sich im Endlichen 
in nur einem Punkte schneiden. 
Fig. 9 und 10: Sind namlich die Auf­
lagerstabe parallel oder schneiden sie 
sich im Endlichen, so tritt theoretisch 
"ul1endlich kleine Beweglichkeit" auf. 
die aber in Wirklichkeit wegen der da­
durch hervorgerufenen theoretisch un­
endlich groBen Spannkrafte AniaB zu 
groBen Deformationen und ZerstGrull­
gen geben k6nnen. Auch beim Stab­
werksaufbau kann die "unendlich 
kleine Beweglichkeit" auftreten. Bei 
parallelen Stiitzenstaben kann die un- . 
endlich kleine Beweglichkeit in volle 
Verscrueblichkeit iibergehen: auch bei 
mehr als drei Staben, was Fig. 14 
nach Entfernung des SchragstabES 
unmittelbar einsehen laBt! 

Die "festen" Auflager (vgl. Fig. 11, 
Gelenk-bei b) k6nnen als durch allmah­
liche Verkleinerung der beiden Stabe 
der Stiitze b in Fig. 10 auf die Lange 
Null entstanden gedacht werden. Da 
hierdunih die Eigenschaften der Stiitze 
in bezug auf die Tragerscheibe nicht 
geandert werden, so sind solche festen 
Gelenke zur statischen Beurteilung der 
Stiitzung einer Scheibe als zweistabig 
zu betrachten. Stab a wird als Pendel­
stiitze bezeichnet.Pendel~tiitzenk6nnen 
auch durch Gleitlager undo Rollenlager 

ersetzt werden, die 
gleichfalls als ein­
stabige Stiitzung in 
Rechnung zu steI-

p len sind, da sie bei 
Belastung durch die 
Tragerscheibe in be­

zug auf diese mit den Pendelsti.1tzen gleiches Verhalten gemeinsam haben. 

Fig. 11. Fig. 12. 

Einspannungen sind als dreistabige Stiitzungen zu behandeln; 
ZUl' Erlauterung diene Fig. 12. Eine Einspannung fiir sich allein 
ist eine unverschiebliche und statisch bestimmte Stti.tzung. 
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Del' in Fig. 13 gezeichnete "Zweigelenkbogen" hat zwei feste Ge­
lenke, entsprechend vier Stiitzenstaben, und ist mithin auBerlich ein­
fach statisch unbestimmt. 
Das statisch bestimmte 
Hauptsystem kartn durch 
Ersetzung eines der festen 
Gelenke durch ein beweg­
Iiches Lager gebildet werden 
oder durch Entfernung 
eines Systemstabes, z. B. 
des Stabes U1• 

Die Bestimmung des 
Grades del' auBeren Un­

/l 8 
p 

Fig. 13. 

bestimmtheit des in Fig. 14 gezeichneten kontinuierlichen Tragers a -;- t 
kann hiernach bereits dem Leser iiberlassen bleiben. 

Wir wenden uns der Untersuchung des bereits im ersten Abschnitte 
als Beispiel filr innere statische Unbestimmtheit behandelten Bogen-

=' 
I I I 

"~' 
c d fp e .f' 

~ 

Fig. 14. 

tragers mit Zugband, Fig. 7, zu. Auch dieses Tragwerk ist einfacl1L 
statisch unbestimmt, denn es war zur Bildung des statisch bestimmten 
Hauptsystems nur eine iiberzahlige GroBe zu beseitigen. 1m vorigen 
Abschnitte wahlten wir das Zugband z; mit gleichem Rechte hatten 
wir auch einige an­
dere Stabe wahlen 
konnen, soweit nul' 
die Unverschieblich­
keit des Systems da­
durch nicht auf­
gehoben wird, wie 
das anders z. B. bei 
Wahl des Stabes 2 " 
del' Fall sein wiirde, Fig. 15. 

da dieser auBerhalb 

p 

8 

des Wirkungsbereiches del' statischen Unbestimmtheit liegt. Es hatte 
jecloch etwa Stab 8 entfernt werden konnen: alsdann wiirde das 
statisch bestimmte Hauptsystem als Dreigelenkbogen mit Zugband zu 
bezeichnen sein, vgl. Fig. 15. 

Nachdem wir nunmehr den Zweigelenkbogen und den Bogen mit 
Zugband behandelt haben, erkennen wir unmittelbar, daB die Kom-
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bination beider Tragwerke, namlich der Zweigelenkbogen mit festen 
Gelenken und Zugband, zweifach statisch unbestimmt ist. 

Fig. 16. 

Zur weiteren Dbung sei ferner 
noch derGrad der statischen 
Unbestimmtheit des in Fig. 16 
dargestellten eingespannten Bo­
gens anzugeben. Wir bemerken 
auch hier sogleich, daB zur 
Bildung eines statisch bestimm­
ten Hauptsystems drei Stabe 
als uberzahlig entfernt werden 
muBten. Die Beseitigung der 
Stabe 0 1 , OJ. und Us verwandelt 
das Tragwerk in einen statisch 
bestimmten Dreigelenkbogen, 
Fig. 17; durch Entfernung von 

01' U1 und U1 entsteht ein "Trager auf zwei Stutzen",.Fig. 18, und 
so fort. Das Tragwel'k ist mithin dreifach statisch unbestimmt. Zu 

:Fig.17. 

ermitteln, ob auBere oder innere 
statische Unbestimmtheit vor­
liegt, ist hier offenbar muBig, zu­
mal diese Begriffe nach dem 
Gesetze des Aufbaues von Trag­
werken fur theoretische Unter­
suchungen u berhaupt keine schar­
fen Grenzen haben konnen: man 
kann beispielsweise Stab 0 1 so­
wohl als Stab der Tragerscheibe 
als auch als Stu tzenstab auffassen. 
Die konstruktive Ausbildung des 

Tragers wird fiir die Bezaichnung also den Ausschlag geben. 
SchlieBlich ist hier noch zu bemerken, daB bei folgerichtiger An­

wendung der gegebenenErlaute­
rungen jeder V ollwandtrager 
praktisch als unendlichfach inner­
lich statisch unbestimmt zu be­
zeichnen ist: zur Erinittlung del' 
Spannkrafte der "kleinsten Teil­
chen" mi1.ssen die Gleichgewichts­
bedingungen durch die Elastizi­
tatsgesetze erganzt werden (vgl. 
die Ableitung der Gleichung: 
M b = kb • W); die Zahl der Dber­
zahligen ist unendlich .groB, die 

Fig. 18. Zahl der Erganzungsgleichungen 
jedoch endlich infolge gewisser praktischer Zusammenfassungen. Da die 
Bere<Jhnung derSpannungen von Vollwandtragern bei gegebener auBerer 
Beanspruchung aus del' Festigkeitslehre bekannt ist, so werden wir im 
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folgenden diese innere statische Unbestimmtheit der zur Untersuchung 
gelangenden Vollwandtragernicht erwahnen und uns nur die Ermitt­
lung der auBeren Krafte bzw. Momente bei statisch unbestimmter 
Stiitzung oder Armierung usw. angelegen sein lassen. 

3. Verfahren ZUl' Erkennung statisch unbestimmter 
ebener Tl'agwerke. 

Aus den bisherigen Darlegungen erhellt, daB die Frage, ob 'und in 
welchem Grade ein gegebenes, in sich unverschiebliches System statisch 
unbestimmt ist, gleichbedeutend ist mit der Frage, ob und wieviel 
iiberzahlige Stabe vorhanden sind. 

Bei den in den Beispielen behandelten Tragern ergab sich das Vor­
handensein und die Zahl der iiberzahligen Stabe "auf den ersten Blick" 
infolge klaren Hervortretens eines statisch bestimmten Hauptsystems 
aus der durchweg iibeEsichtlichen Gliederung. 

Aber auch bei weniger iibersichtlich gegliederten Tragwerken kann 
man die Dberzahligen leicht durch geeignete Verfolgung der Bildungs­
weise des Systems zur Darstellung' bringen (etwa indem man die mit 
GewiBheit als statisch bestimmt erkannten Tragerteile schraffiert und 
als je eine in sich unverschiebliche Scheibe betrachtet). 

Bei Untersuchung schwierigerer Fane jedoch wird es dem noch un­
geiibten Aufanger erwiinscht sein, durch eine aus allgemeingiiltigen 
Dberlegungen hergeleitete Formel eine mechanische Nachpriifung seiner 
durch Zergliederung des gegebenen Systems gewonnenen Ergebnisse 
vornehmen zu konnen . 

. Zur Aufstellung einer solchen Formel ist es notig, das Bildungsgesetz 
der in sich unverschieblichen und statisch bestimmten ebenen Trag­
werke kurz in Erinnerung zu bringen. Jede Scheibe eines solchen Trag­
werkes wird gebildet durch 
Anreihung von Stabdreiecken 
an ein aus drei Staben ge­
bildetes Grunddreieck derart, 
daB je zwei Stabe, von zwei 
verschiedenen Knotenpunkten 
des Grunddreiecks oder der' 
neugebildeten Stabdreiecke 
ausgehend, stets dur'ch Ver­
bindung ihrer freien Enden 
einen neuen Knotenpunkt 
bilden: denn nnr so wird bei 
gleichzeitiger Unverschieblich­
keit EinfluBlosigkeit der Stab-
langenanderungen auf die Fig. 19. 

::-ltabkrafte, das Kennzeichen 
der statischen Bestimmtheit, erzielt, was man sich leicht vergegen­
wartigen kann. Als Grunddreieck kann natiirlich jedes beliebige Stab­
(lreieck eines Systems angesehen werden .. 
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Eine solche Scheibe kann nun natiirlich wieder als Stab durch zwEi 
ihrer Gelenkpunkte mit zwei anderen Scheiben zu einem Stabdreiecke 
hoherer Ordnung verbunden werden und so fort: Fig. 19 zeigt ein der­
artiges Scheibendieieck: lfit Scheibe A ist gleichzeitig ihre Bildungs­
weise angedeutet. Scheibe B ist mit Scheibe A zur Bildung eines sog. 
Dreigelenkbogens mit Scheibe 0, etwa der Erde, zu einem Scheiben­
dreieck vereinigt. Fig. 20 zeigt einen "Trager auf zwei Stutzen", ent­

standen aus dem Tragwerke Fig. 19 
d urch Verkleinerungder ScheibeB auf 
die AbmessUngen einer Pendelstutze. 

Aus diesem Bild ungsgesetze laBt 
sich nun, was wir sogleieh noch ein­
gehend erlautern wollen, leicht er-

e kennen, daB jedes unverschieb-
Fig. 20. liche und statisch bestimmte 

ebene Tragwerk einschlieB­
lich der Stutzenstabe, jedoch ausschlieBlich der auBeren 
AnschluBgelenke derselben gerade doppelt soviel Stabe als 
Gelenkpunkte aufweisen m uB. Betrachten wir z. B. das auf 
Grund des Bildungsgesetzes statisch bestimmt entwickelte, im ubrigen 
beliebig gestaltete Tragwerk Fig. 20, bestehend aus der statisch be­
stimmt gegliederten Scheibe A, dem ,,festen" Auflager 0 und dem 
"beweglichen" B. Von dem beliebigen Staibe a-=:-b des Grunddreiecks 
ausgehend, bildeten je zwei neu angeschlossene Stabe der Scheibe A 
einen neuen Knotenpunkt. Die Anzahl dieser Knotenpunkte steht 
zur Zahl der zugehOrigen Stabe somit im Verhaltnis 1 : 2. Der Aus­
gangsstab a-=:- b und seine beiden Gelenkpunkte sind vorlaufig als Rest 
zu merken: Nun ist zur Herstellung eines statisch bestimmten Trag­
werkes Scheibe A dreistabig zu stutzen, was bei Tragwerk Fig. 20 
durch ein festes (= 2 Stabe) und ein bewegliches' Auflager (= 1 Stab) 
geschehen ist. Reststab a-=:- b und Stutzenstabe ergeben die Stabzahl 4, 
die mit der Anzahl 2 der Restknotenpunkte (a und b) also gleichfalls 
das Verhaltnis 1 : 2 bildet. Tst das zu stutzende Tragwerk nicht in 
sich unverschieblich (z. B. als Dreigelenkbogen ohne Zugband), so sind 
naturlich die im Stabwerk fehlenden Stabe zur Herbeifuhrung der Un­
verschieblichkeit in geeigneter Weise aIs Stutzenstabe hinzuzufugen. 
(Solche Stutzenstabe konnen naturlich nicht als uberzahlig bezeichnet 
werden.) Die Vergleichung von Knotenpunktszahl und Stabzahl fuhrt 
also zum gleichen Verhaltnis. 

D'amit ist der oben hervorgehobene Satz bewiesen. Tragwerk Fig. 20 
weist 7 Knotenpunkte auf; da es starf und statisch bestimmt ist, so 
muB es von 2.7 = 14 Staben zusammengesetzt sein, was der Fall ist. 
Das gleichfalls nach dem Bildungsgesetze aufgebaute Tragwerk Fig. 19 
(Dreigelenkbogen), bestehend aus den Scheib en A (gegliedert) und B 
(Vollwand = 1 Stab) sowie zwei festen Lagern, besitzt 8 Knotenpunkte 
und 16 Stabe. 

Der Leser mag sich die Allgemeingultigkeit unseres oben erlauterten 
Satzes noch einmal dadurch klarmachen, daB er den Aufbau eines 
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beliebigen starren und statisch bestimmten Tragwerkes von der Erd­
scheibe als Grunddreieck aus verfolgt: Fig. 21diene als Andeutung. 
Jeder Stab in dieser Figur kann naturlich fUr sich eine gegliederte 
Scheibe sein. 

Mit dem oben Ausgefiihrten ist nunmehr das mechanische Unter­
suchungsverfahren gegeben: Um festzustellen, ob ein gegebenes un­
verschieblich-es Tragwerk -
.also ein solches, das nur aus 
unverschieblichen Stab- bzw. 
iScheibendreiecken besteht, 
mithin leicht zu erkennen ist 
- statisch unbestimmt sei, ist 
'Zu untersuchen, obdieZahlder 
vorhandenen Stabe graBer 
ist, als die der nach der An­
zahl der Knotenpunkte er­

..- ~.=::=::::::.-.--! 

.--.----- -- ,// 

Fig. 21. 

forderlichen. Die Differenz der Stabzahlen ist die Anzahl der 
Uberzahligen und damit der Grad der Unbestimmtheit. 

Es sei nach diesem Verfahren das unverschiebliche Tragwerk Fig. 16 
zu ulUtersuchen: 

Zahl der vorhandenen Sta be (einschl. 
. derjenigen der 4 festen Lager) ... = 49 Stabe 

Zahl der Knotenpunkte 23; Zahl derso-
mit erforderlichen S-b-abe 2·23 = 46 

uberzahlig = 3 Stabe. 

Man konnte natiirlich auch bereits 01 und 0; als Lagerstabe an­
sehen! 

Das Tragwerk ist mithin, was auch bereits im vorigen Abschnitte 
nachgewiesen wurde, dreifach statisch unbestimmt. 

II. Die Berechnung 
der statisch unbestimmten Systeme. 

Wir werden bei Aufstellung der zur Erganzung der drei Gleich­
gewichtsbedingungen heranzuziehenden Formanderungsgleichungen er­
kennen, daB die Berechnung der statisch unbestimmten Systeme als 
.solche im wesentlichen gleichbedeutend ist mit der Bestimmung der 
uberzahligen GraBen, d. h. der Spannkrafte der uberzahligen Stabe 
und somit auch der Auflagerdrucke uberzahliger Stutzen. Sobald diese 
Werte ffir einen gegebenen Belastungsfall errechnet sind, lassen sich 
-die ubrigen Stabkrafte bzw. Momente und Auflagerdrucke wie bei 
:statisch bestimmten Tragwerken ohne weiteres auf Grund der Gleich-
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gewichtsbedingungen ermitteln, indem die errechneten Dberzahligen in 
das statisch bestimmte Hauptsystem - als auBere Krafte angreifend -
eingefuhrt werden. 

1. Die Aufstellung von Formanderungsgleichungen. 

1m vorigen Kapitel haben wir dargelegt, daB durch die Einschaltung 
liberzahliger Stabe in das statisch bestimmte Hauptsystem die fur ein 
solches bestehende EinfluBlosigkeit del' bei Belastung notwendig auf­
tretenden geringen Formanderungen auf die GroBe del' Spannkrafte 
aufgehoben wird. Hieraus war alsdann zu folgern, daB zur Krafte­
bestimmung, insbesondere zur Ermittlung del' uberzahligen GraBen die 
drei Gleichgewichtsbedingungen durch Formanderungsgleichungen zu 
erganzen sind, die den EinfluB del' uberzahligen Stabe in geeigneter 
Weise zum Ausdrucke bringen. 

Um solche Gleichungen in algebraischer Form aufstellen zu konnen, 
ist cs notig, zunachst die allgemein gebrauchlichen Bezeichn ungen 
einfacher Formanderungswerte kennen zu lernen. Die bei Be­
lastung eines Tragwerkes auftretende Formanderung wird zweckmaBig 
gem essen durch die senkrechte Projektion der Wege der einzelnen 
Punkte des Tragwerkes, die sie bei ihrer Lageveranderung beschreiben, 
auf eine gegebene Kraftrichtungslinie. Man pflegt diese 
Strecken Punktverschiebungen zu nennen; man bezeichnet sie 
meist mit ° und deutet durch Anhangung zweier Zeiger an, erstens: 
die Verschiebung welches Punktes ausgedrlickt werden soIl, und zweitens: 
in welchem Punkte die Ursache der Verschiebung wirksam ist. Es be­
deutet hiernach also 

(zweckmaBig zu .lesen "oa aus m") die Verschiebung des Punktes a 
in der gegebenen Richtung c -:- c, siehe Fig. 22, infolge einer Ursache 

im Punkte m. 1st dem Ausdrucke der 

<.../ 
]'ig.22. 

Fa'ktor Pals GroBe einer in m wirkenden 
Kraft angegliedert, also 

so bezeichnet man mit oam nicht die ge­
samte, sondern die durch die Krafteinheit 
bewirkte Punktverschiebung. V oraussetzun g 
£lir die Richtigkeit des letzten Aus-
druckes als Verschiebung fur P ist natul'­

lich, daB die im Tragwel'ke auftl'etenden Spannungen die Pl'oportio­
naJitatsgl'enze nicht li bel'schl'eiten, und daB nur im Vel'haltnis zUl' 
GroBe des Tl'agwerkes gel'inge Formanderungen betrachtet werden, 
die das System nicht merldich verandern. 

Mit Hilfe diesel' Bezeichnung sind wir nunmehr bereits in del' Lage, 
z. B. die im 1. Kapitel. Abschnitt I, ahgeJeitete vierte Bedingung ZUl' 
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Berechnung des Stutzendruckes beim Trager auf drei Stutzen, Fig. 5, 
in Form einer algebraischen Gleichung anzuschreiben: 

P • bem - C bee = 0 , 

d. h. bei unnachgiebiger Stiitzung in c muB die Verschiebung des Punk­
tes c durch eine in m wirkende Kraft P gleich der Verschiebung des 
Punktes c durch den in c angreifenden Stutzendruck C sein. Aus dieser 
Gleichung ergibt sich die uberzahlige GroBe C nach Berechnung der 
Punktverschiebungen bee und bem, also der Durchbiegungsordinaten 
in c des nur in a und b gestutzten Tragers fur die einmal in c, zum 
anderen in m wirkende Krafteinheit, oder deren Verhaltnis, denn 

C = pbcm . 
bee 

Alle ubrigen Stutzendrucke und Stabkrafte ergeben sich alsdann aus 
den Gleichgewichtsbedingungen. Ohne weiteres klar ist, daB an Stelle 
von C auch der Stutzendruck A oder B als uberzahlige GroBe gewahlt 
werden konnte. Der Leser moge zur tJbung die Fornianderungsglei­
chungeri. hierfur aufstellen: 

Die Aufgabe des folgenden Abschnittes wird es also sein mussen, 
die Ber~chnung der Elemente der Formanderungsgleichungen, also 
der Punktverschiebungen, zu behandeln. In einfachen Fallen (V oll­
wandtrager mit konstantem Tragheitsmomente usw.) kann der Leser 
diese Werte aus den im Anhange sowie in allen Taschenbuchern auf­
gefuhrten Formeln fur die Durchbiegung in einfachen Belastungs­
fallen bereits bestimmen, wie durch ein Zahlenbeispiel am Ende dieses 
Abschnittes gezeigt worden wird. Zunachst jedoch ist es notig, die 
Aufstellung von Formanderungsgleichungen fortzusetzen, und zwar in 
allgemeingultiger Behandlung. 

Die Formanderungsgleichung fur den uberzahligen Stutzendruck 
des Tragers auf drei Stutzen ergab sich aus der Betrachtung del' Form­
anderung des statisch bestimmten Hauptsystems einmal unter Ein­
wirkung der gegebenen Last P, und sodann linter Einwirkung der als 
auBere Kraft angreifend gedachten uberzahligen GroBe C,. sowie aus 
der Erwagung, daB bei gleichzeitiger Wirkung beider Krafte die Stutzen­
bedlngung, namlich in diesem Falle ;E be = 0, erfullt sein muB. Damit 
ist bereits ein Schema fur die Behandlung zunachst aller ein­
fach statisch unbestimmten Systeme gefunden worden: Her­
stell ung des statisch bestimmten Hauptsystems durch Ent­
fernung des uberzahligen Stabes, dann Prufung der Formanderung 
des Hauptsystems infolge Einwirkung der gegebenen Be­
lastung in bezug auf die Angriffspunkte der uberzahligen GroBe, 
ferner Prufung der Formanderung des Hauptsystems in gleicher Be­
ziehung bei Einwirkung nur der tJberzahligen (bzw. ihrer 
Krafteinheit) als auBere Kraft. Sodann Bild ung der Form­
anderungsgleich ung durch Aufstcllung der wegen des Vorhanden­
seins der tJberzahligen beim Zusammenfallen der beiden Formanderungen 
zu erfullenden besonderen Bedingungell in algebraischer Form. Im 
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Beispiele des Tragers auf drei Stiitzen ergibt sich aus dem Vorhanden­
sein der dritten Stutze c die Bedingung: Die Gesamtverschiebung des 
Punktes c muB gleich Null sein. 

I~c = o. 
J)arin ist I ~c nach dem Vorangegangenen 

I ~c = - p ~cm + a ~cc . 
rst die uberzahlige GroBe eine Stabkraft, so stellt die EinfUgung 

-des iiberzahligen Stabes in das statisch bestimmte Hauptsystem die 
Bedingung, daB bei gleichzeitiger Einwirkung der Belastung und der 
tJberzahligen auf das statisch bestimmte Hauptsystem die Verschie­
bung ~ der Angriffspunkte der Vberzahligen gegeneinander gleich der 
Langenanderung .d 8 des uberzahligen Stabes durch die uberzahlige 
Spannkraft sein muB. 

Bei statisch unbestimmter Stutzung sind etwaige elastische Stutzen­
.senkungen in gleicher Weise in die Rechnung einzufuhren, wobei es gleich­

A 

l1ZZ 

H H 

Pr ~ Ij 
/I 

mz -~-

H 
Fig. 25. 

B 

B 

1/ 
I 
I 
I 

r~ Fig. 24. 

~b"'--
I 
I 
I 

H=1 

giiltig ist, ob die Senkung 
auf die Langenanderung 
eines langen Stutz.enstabes 
oder auf elastische Nach­
giebigkeit des Baugrundes 
und ahnliche Ursachen 
zuruckzufuhren ist; natur­
lich muB bei der weiteren 
Ausarbeitung der Form-
anderungsgleichungen die 
Funktion zwischen der Auf­
lagersenkung und dem Auf­
lagerdrucke eingesetzt wer­
den. Diese Funktion ist 
nicht immer eine gerad­
linige Proportion: Man 
denke z. B. an die Stutzung 
durch einen Schwimmkor­
per (bei Montagen usw.), 
dessen Schnitt in der 
Wasserlinie veranderlichen 
Flacheninhaltes ist I Wird 
eine Senkung nur befurch­
tet, so ist es gut, auBer 
einer Rechnung mit I ~ = 0 
auch eine solche durchzu­
fUhren, in der I ~ gleich 
der moglich erscheinenden 
Stutzensenkung gesetzt 
wird. 
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Beispiele: Der in Fig. 23 gezeichnete biegungsfeste ZweigelenkbogeIl; 1st, 
wie bereitsim 1. Kapitel dargelegt, auBerlich einfach statisch unbestimmt. "Uber­
ziihlig ist ein Stiitzenstab, wodurch das Auftreten der iiberziLhligen GroBe H 
bewirkt wird .. - Das statisch bestimmte Hauptsystem werde hergestellt durch 
Entfernung eines Stiitzenstabes, etwa bei b; Fig. 24. Sodann ist die GroBe der 
Verschiebung des Punktes b durch Einwirkung der Belastung Pl , P a und P a 
gleich 

Ferner ist die Verschiebung des Punktes b durch CUe iiberziLhlige GroBe H (siehe 
Fig. 25) gleich 

-H·Jbb • 

Aus dem Vorhandensein des iiberzahligen Stiitzenstabes folgt nun die Be­
dingung, daB, starre Stiitzung vorausgesetzt, der Abstand zwischen a und b un· 
veranderlich sein muB, d .. h. die algebraische Summe aller ~b muB gleich Null sein: 

I~b = O. 

Daraus ergibt sich die Formiinderungsgleichung 

I~b = + Pl ~b"" + P2~b"', + P3~bm, -H ~bb' 
oder vereinfacht geschrieben: 

I P~bm - H~bb = 0, 

daraus endlich die .t'rberziihlige: 
H=IP~bm 

~bb • 

Nach Bestimmlmg der Einzelverschiebungen des Punkt,es b durch die Kraft­
einheit in 'Int, sowie in~, ms und b selbst ergibt sich also aus der obenstehenden 
Stiitzenbedingungsgleichung die "Uberziihlige H, worauf die weitere Rechnung 
wie bei statisch bestimmten 
Systemendurchgefiihrt wer­
den kann. 

Die Fig. 26, 27 und 28 
stellen eine Verallgemeine­
rung dessoeben behandelten 
Falles dar insofern, als die 
Verbindungslinie a -7 b mit 
den Kraftwirkungslinien P 
einen beliebigen Winkel 
bildet und die Kraft Paden 
Kraften P l und P2 nicht 
parallel ist. Auf ·diese An­
ordmmg ist unsere all­
gemeingiiltig hergeleitete 
Anleitung zur AufstE'llung 
von Formanderungsglei­
chungennatiirlichgleichfalls 
in Anwendung zu bringen. 
Wir haben in diesem Bei­
spiele wie auch schon in dem 
vorangf'gangenen, Fig. 23, 
die Gleitlinie des einstabig 
gemachten Lagers b in die 
RichtUng a -7 b gelegt. Es 
ist jedochleichtzu vergegen­
wartigen, daB es unseren 
Ausfiihrungen iiber die 
Aufstellung der Formiinde­
rungsgleichung nicht wider-

Buchholz, Tragwerke. 

H; 

H' 

Fig. 26. Fig. 29. 

8' 

b' 

Fig. 27 •• 

Fig. 28. 

2 
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spricht, wenn eine beliebige andere Gleitrichtung gewahlt wird: Das Ergebnis 
wUrde lediglich insofem von dem des von uns gewahlten Vorganges verschieden 
sein, als eine andere Komponente der iiberzahligen Stiitzenkraft im Lager b als 
iiberzahlige GroBe erreehnet wUrde (siehe Fig. 29), was natiirlieh fiir die weitere 
mit Hille der Gleiehgewiehtsbedingungen dnrehzufiihrende Rcchnlmg grundsatz­
lich belanglos ist. - Die irn Orunde beliebige Gleitrichtung ist praktisoh selbst­

II 

s 
It 

Fjg.30. 

B 

verstandlioh so zu wah­
len, daB daduroh die 
Reohnung moglichst 
kurz und iibersiohtlich 
wird. 

Zur weiteren tJbung 
sei die Formanderungs­
gleiohung fiir den in 
]fig. 30 gezeiehneten, 
innerliob einfaohstatisoh 
unbestimmten Bogen­
trager mit Zugband auI­
zustellen. - Es erseheint 

vorteilbaft, zur Bildung des .statisch bestimmten Hauptsystems das Zugband 8 
zu entfemen. Alsdann ergehen sich zunii.chst die gleichen Verschiebungswerte 
wie beirn Zweigelenkbogen mit fcsten Stiitzengelenken: 

;S P~bm = +Pl~bml + P2~b"'" + P3~b""" 
ft'mer die Verschiebung durch H: 

-H~bb· 

Die Einsohaltung des Zugbandes 8 hat nun aber, abweiohend von der voran­
gegangenen Aufgabe, die Bedingung zur Folge, daB die Summe der Versohiebungen 
des Punktes b bzw. des bewegliohen Lagers gleich der durch die Zugkraft H be­
wirkten Verllingerung des Zugbandes 8 sein muB. Diese Verlangcrung sei fiir 
die Krafteinheit mit fl., mithin fiir die Kraft H mit 

H. fl. 
bezeiohnet. Die Bereohnung 'von fl. wird spater (auf S.48) noeh besproohen 

'werden. - Daraus nunmehr die gesuohte Formanderungsgleichung: 

oder 
;S P ~bm - H ~bb = H fl. 

;S P (Ibm = H (~bb + fl.) , 
H = ;SPiJbm • 

iJbb + fl. 
Ala nachstes Beispiel diene die Ermittlung der Formanderungsgleichung fiir 

den in Fig. 31 dargestellten, innerlich einfach statisch unbestimmten Fachwerk­

/I p B 

Fig. 31. 

trager. - Zur Bildung des statisch bestimmten 
HauptsyatemR werde der Stab i -;- i entfernt. 
Wird der derart geanderte Trager mit P be­
lastet, so ist die alsdann t'intretende Ver­
schiebung der Punktc i gegemiinander gleich 

+PiJtm , . 

dagegen bei bloBer Belastung d~rch die 'Ober­
zahlige X, die natiirlich in be ide n Punkten i 

, angreift, und zwar der Richtung der durch P 
bewirkten Verschiebung entgegengesetzt: 

-XiJii • 
Daraus, mit Riicksicht auf die Bedingung, daB die Gesamtverschiebung iJ;; 
gleich der Langenanderung des Stabes i -;. i durch X sein muB, die Formande­
rungsgleichung: 

+PiJim - X~ii = +X·fli+i· 
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Das Vorzeichen der Liingenanderung von i -;- i ist offenbar das der Verschiebung 
der Punkte i durch P, die in obenstehender Gleichung willkiirlich positiv an­
genommen ist. 

Die AuflOsung der Gleichung naeh der 'Oberzahligen ergibt: 

X= P ~im 
~H + I!i+i 

Die bei der Formanderung des Stabwerkes auBer der Liingeniinderung meist 
auch eintretende Drehung des iiberziihligen S~!1bes sowie die Parallelverschiebung 
des Stabes als Ganzes ist auf die GroBe der Uberziihligen ohne EinfluB. Bei der 
Drehung erfolgt die Verschiebung senkrecht zur Kraftrichtung,o hat also den 
Kraftfaktor Null; wird der game Stab parallel zu sich selbst verschoben, so 
heben sich die Seitenverschiebungen in del' Stabrichtung fiir die beiden Angriffs­
punkte im statisch bestimmten Hauptsystem gegeneinander auf. 

In fast gleicher Weise ist nun bei Behandl ung der mehrfach 
statisch unbestimmten Systeme vorzugehen. Zur Erganzung der 
dreiGleichgewichtsbedingungen werden so vieleFormanderungsgleichun-

11 
( ) 

a 

c 
( ) 

Fig. 32. 

o B 
p 

gen aufzustellen sein, als iiberzahlige GroBen vorhanden sind. Bei 
Betrachtung des in Fig. 32 gezeichneten Tragers auf vier Stiitzen, 
belastet durch P in m, erkennerr wir sogleich, daB auch hier die Bildung 

2* 
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des statisch bestimmten Hauptsystems, etwa durch Entfernung der 
Stutzen e und d (das Tragwerk ist also zweifach statisch unbestimmt) 
und die EinfUhrung der uberzahligen StutzendrUcke als auBere Krafte 
zum Ziele bringen wird. Die Stutzenbedingung fur e lautet, ,starre 
Stutzung vorausgesetzt, daB die Summe der Verschiebungen des 
Punktes e, also der durch P in m, durch D in d und schlieBlich durch C 
in e selbst, gleich Null sein muB: 

~(Jo = O. 

Damit ist die erste Formanderungsgleichung bereits gegeben: 

P (Jcm - D (Jed - C (Jee = 0 . 

Die Stutzenbedingung fur d lautet gleichfalls 

~'(Jd = o. 
Daraus auch die zweite Formanderungsgleichung: 

P (Jdm ~ C (Jde - D (jdd. = 0 . 

Aus diesen beiden Gleichungen mit den beiden Unbekannten C und D 
lassen sich diese letzteren nun nach den bekannten Regeln der Algebra 
bestimmen, wenn die Einzelverschiebungen fUr die Krafteinheit be­
kannt sind. 

Ebenso kann man fUr Trager auf beliebig vielen Stutzen die erforder­
lichen Formanderungsgleichungen aufstellen; es seien die uberzahligen 
Stutzen gleich e, d, e, t usw., dann muB sein: 

oder: 

~(je = 0, 

~(Jd = 0, 

~be = 0, 

~b!=.O . 

~ P bem - C bee - D bed - E bce - F be! - = 0, 

~ P bdm - C bde - D baa - E (Jde - F bdf - = 0, 

~P bem - C (jec - Db. d '- Ebee - F be! - = 0, 

~Pb!m-Cb!e-Db!d-Eb!.-Fbff- ... =0, 

Handelt es sich nicht um uberzahlige Stutzen mit im voraus bekannter 
Kraftrichtung, sondern etwa um uberzahlige Fachwerkstabe, Fig. 33, 

so sind diese Gleichun-
R, ~ Ij gen vorerst als Sum-

e men anzuschreiben, 
worauf dann nicht nur, 
wieoben, dieZahlen­
werte der Einzel­
verschiebungen, durch-

Fig. 33. wegfUr Zug-(+) oder 
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Druck- ( --) Einheitskrafte berechnet, einzusetzen sind, sondern auch 
ihre Vorzeichen und die der gewahlten Einheitskrafte; ferner ist alsdann 
die elastische Formanderung der iiberzahligen Stabe selbst einzUfiihren. 
Diese allgemein gehaltenen Gleichungen lauten hiernach: 

oder: 

~ be = C . ee, 

~bd= D· ed, 

2: be = E . ee , 

~ bl = F . el' 

~ P bem + C bee + D bed + E bee + F bel + 
~ P bam + C bae + D bad + E bae + F bdl+ 

= C ee , 

=Ded, 

~ P bem + C bee + D bed + E bee + F bel + = E ee , 

L P blm + C ble + D bid + E ble + F bit + ... = F .QI ' 

Darin ist ee bis f!j usw., wie friiher, gleich der Verlangerung oder Ver­
kiirzung der Stabe c bis f usw. durch die Stabkrafteinheit, wobei es 
sinngemaD ist, eine Verlangerung als positiv, eine Verkiirzung als negativ 
zu bezeichnen. Entsprechend muD alsdann sein z. B. bf (etwa das 
Glied ~ P bfm ) negativ:, wenn es eine Annaherung der Punkte f bedeuten 
soIl und umgekehrt positiv, wenn es eine VergroDerung ihrer Entfernung 
voneinander ausdriickt. Ferner muD dann jede Senkung eines Stiitzen-· 
punktes, entgegen der fiir die speziellen Gleichungen fiir den Trager 
auf mehreren Stiitzen zufallig gewahiten Ausdrucksweise, mit negativem 
Vorzeichen angeschrieben werden, jede Rebung dagegen mit positivem, 
als einer Verkli.rzung oder Verlangerung der Stiitzenstabe entsprechend. 

Den BeschluB dieses Abschnittes tiber die Aufetellung von Formanderungs­
gleichungen bilde nunmehr ein Zahlen beispiel fUr die Berechnung cler tiber­
zahligen GroBe eines Tragers auf drei Sttitzen, um gemaB unserem Hinweise auf 
Seite 15 zu zeigen, daB wir, nachdem wir in der Lage sind, die zur Erganzung 
der drei Gleichgewichtsbedingungcn benotigten Formanderungsgleichungen auf­
zustellen, lllter Zuhilfenahme von Durchbiegungsformeln bereits die Bcrechnung 
von statisch unbestimmten Systemen in gewissen einfachen J!'allen zu Ende 
fUhren konnen. 

Die Formanderungsgleichung fUr den mit Fig. 34 gegebenen Trager a -;- c -;- b, 
I-Eisen N. 45, lautet nach Seite 15: . 

Pocm-Oo,,=O, 
daraus: 

Oem ist darin die Senkung des Punktes c durcn eine in m, wil'kende Kraft P = 1 t 
bei nur in a und b gesttitztem Trager; 0" dagegen die Rebung des Punktes c 
durch eine Kraft 1 t in c gleichfalls bei Stiitzung nur in a und b. Aus den fUr 
die Durchbiegung solcher Trager aufgestellten Formeln, wie sie aueh im Anhange 
dieses Buches zu finden sind (Seite 206), bestimmen sich diese Werte wie folgt: 
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Aile Einzelwerte der reehten Seite dieser Gleiehung sind gegeben: 

p= 1 t; 

E = 2150 tjem2 fUr FluBeisen; 

J = 45888 em4 ; 

l = 1000 em; 

c1 = 300 em; 

c 

X 2 = 500 em; 

c2 = 700 em. 

~=3@on'~~----;---,~=700on----~~ 

B Es _ ergibt sieh darans: 

(jcm = 0,17 em. 

I#?'1-5 Ferner ist: 

o l3 
(jee = E . J . 48 • 

SOO'MI'---~E----.xZ=500on Die Einzelwerte sind: 

m 

e 

Fig. 34. 

0= 1 t; 

E = 2150 t/em2 ; 

J = 45888 em4 ; 

l = 1000 em; 

daraus: 

(jee = 0,21 em. 

Diese Durchbiegungsordi­
naten, in die Formanderungs. 
gleiehung eingesetzt, bestim­
men die GroBe des iiberzahligen 

. Auflagerdruekes: 

0= 25 0,17 = 20 t. 
- 0,21--

Nunmehr ergeben sieh die Auf­
lagerkrafte A und B lediglieh 
lIlit Hilfe der drei Gleiehge-
wiehts bed\ngungen. 

+A ·1000 -25 '_700 + 20·500 = 0 

A = 7,5 t, 

B= P- (A +0), 

§. = 25 - (7,5 + 20) = - 2,5 t. 

Aus allen bisherigen Ausiiihrungen erhellte, daB fUr die Untersuehung fltatiseh 
unbestimmter Tragwerke im allgemeinen auBer den SystemmaBen aueh die iibrigen 
Stababmessungen oder doeh Verhiiltniszahlen fiir die Quersehnitte gegeben Rein 
miissen, da das elastische Verhalten jedes einzeInen Stabes von EinfluB auf die 
Krii.fteverteilung ist. 1m soobon behandelten Beispiel hiitte jedoeh fUr E und J 
jede beliebige Zahl, also aueh Eins gesetzt werden Ronnen, ohne das Endergebnis 
zu andern. 

Es sei also kurz darauf hingewiesen, daB in manehen einfaohen Fallen von 
gewisser RegelmaJ3igkeit eine iiberzahlige GroJ3e auch scheinbar nur als Funktion 
der Belastung und der Stiitzweiten oder aueh nur der Belastung mit Hilfe der 
Formanderungsgleichung und aus Tasehenbiichern bekannten Durehbiegungs­
formeIn in einfaeher Weise hergeleitet werden kann: Der Trager von konstantem 
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Tragheitsmomente J Fig. 35 ist an dem einen Ende eingespannt, an dem anderen 
mittels beweglichen Lagers gestiitzt; die Stiitzung ist also vierstl1big und der 
Trager somit einfach statisch unbestimmt. Entfernen wir als uberzahligen Stab 
die Stutze a, so er- B /I 
gibt sich als statisch 
bestimmtes Haupt­
system ein in b ein­
gespannter Freitra­

~----------l----------~ 

l{t/m 

ger, zunachst nur r~~IiJJ.IIjIiJJ.llj~~~JJ.IIIIlWIlliJJ.lljw.l!!lIWllUlllliUlllliJJ.IIIIUlllli~F 
gleichma13ig verteilt Mb b --'---._ 
belastet mit '--"'-" 

~ .--.......~ Q=q·l=Zq· ill. 

[Der Ausdruck Z q. il l 
deutet an, daB man 
sich die Last Q prak- Fig. 35. 
tisch als aus vielen 
kleinen, jedoch endlichen Einzellasten (q. il l) zusammengesetzt vorstcIlen 
kann.] - Senkung des Punktes a, wie bekannt: 

Q l3 
Z(q.,· il l)· ,sam.=' E J'S . 

Das statisch bestimmte Hauptsystem wird nun weiter belastet durch eine 
Kraft A im Punkte a; Hebung des Punktes a durch die Einheit dieser Kraft, 
wie gleichfalls bekannt: 

1 l3 
,saa = E. J . 3 . 

Die uberzahlige, in Richtung der Uberzahligen unnachgiebige Stutzung in (t 

stellt nun aber die Bedingung: 
Z~a = 0; 

daraus die Formanderungsgleichung: 

Q l3 A l3 
JifJ"s- EJ'T==O 

und durch Auflosung dieser Gleichung nach der Uberziihligen: 

3 3 
:!=SQ=gql. 

Die Unabhangigkeit der Uberzahligen von VerhiiItniswerten, die den Ein­
fluB von Material und Querschnitt beschreiben, ist bei tieferer Betrachtmlg als 
schein bar zu bezeichnen, da ja die Abhangigkeit der Formel eben in der Be­
dingung besteht: E = const., J = con st. 

Man sieht jedoch, daB es siQh zwecks Vereinfachung del' .Rechnung empfiehlt, 
die analytische Entwicklung nicht vor Erschopfung aIler naheliegenden Ver­
einfachungen durch die ZahleDTechnung abzulOsen. 

2. Die Berechnung der Elemente der Formanderungs­
gleichungen (Punktverschiebungen). 

Der vorangegangene Abschnitt setzt UIlS in die Lage, Gleichungen 
aufzustellen, welche die Beziehung zwischen der Formanderung des 
statisclt bestimmten Hauptsystems in bezug auf die Angriffspunkte 
der iiberzahligen Tragwerksstabe durch Einwirkung der Spannkriifte 
der letzteren und der gegebenen Lasten einerseits und der Form­
anderung der uberzahligen Stabe und Stiitzen selbst andererseits 
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zum Ausdrucke bringen: Die tlberzahligen treten.in diesen Gleichungen 
ala die einzigen "Unbekannten" auf, wenn die auBere Beanspruchung 
sowie Bemessung, Material usw. des 'i'ragwerkes und damib seine FOl'm­
anderungen infolge Einwirkung der Krafteinheit gegeben sind. 

Aua den Formanderungsgleichungen konnen die Dberzahligen 'also 
zahlenmaBig berechnet werden, wenn die Zahlenwerte der benotigten 
Punktverschiebungen fUr die Krafteinheit bekannt sind. 

Wie schon gesagt wurde, lassen sich in gewissen einfachen Fallen 
die Formanderungen, z. B. von gewalzten Tragern, aus den in Taschen­
biichern und im Anhange dieses Buches aufgefiihrten Formeln ermitteln. 
Bei den meisten Aufgaben jedoch muG die Punktverschiebung von 
Grund auf berechnet werden. Die im folgenden behandelten Verfahren 
hierzu sind bei der Untersuchung von Vollwandtragern: die zeich­
nerische Darstellung und die Berechnung der elastischen Linie; ,bei 
Fitehwerktragern: die Biegurigslinie, der Verschiebungsplan und die 
Mohrschen Arbeitsgleichungen. 

:Fil:r aIle Tragwerke ergibt sicJ;t eine wesentliche Vereinfachung der 
Berechnung von Punktverschiebungen durch Anwendung des Satzes 
von der Gegenseitigkeit 'der Verschiebungen, auch Maxwellscher 
Lehrsatz genannt. 

a) Die elastische Linie. 
Man nennt die krumme Linie, als die sich die Schwerachse eines 

geraden Vollwandtragers bei Biegungsbeanspruchung darstellt, elastische 
Linie. Mit ihrer Hille kann man die GroBe der Punktverschiebungen 
ermitteln, die in den Formanderungsgleichungen zur Berechnung der 
Dberzahligen statisch unbestimmter Vollwandtrager als Elemente der 
Gleichung auftreten. 

J?ie Berechnung der Durchbiegung mittels Gleichungen der 
elastischen Linie ist dann vorteilhaft, wenn es sich um einfache 
Belastungsfalle und Trager mit unveranderlichem Tragheitsmomente 
handelt. Die Ableitung der Gleichungen der elastiachen Linie stiitzt sich 
auf die im folgenden entwickelten allgemeineren Vberlegungen. Als 
Einleitung zur Tabelle der wkhtigsten dieser Gleichungen im Anhange 

ist diese Sonderanwen­
dung der folgenden Dar­

x legungen durchBeispiele 
erlautert worden. 

Bei allen Aufgaben 
jedoch, in denen es sich 
um V ollwandtriiger mit 
veranderlichem Trag­
heitsmomente (Lamel­
lenabstufung etwa) so-
wie solche mit unregel­
maBiger Belastung han­
delt, ist die zeich-

Fig. 36. nerischeDarstellung 
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wegen wer Einfachheit und trbersichtlichkeit bei hinreichender Ge­
nauigkeit vorzuziehen. 1m folgenden sei daher die zeichnerische Dar­
stellung der elastischen Linie ausruhrlich behandelt. 

Zur Aufstellung eines Verfahrens fiir die zeichnerische Darstellung 
der elastischen Linie eines beliebigen, unter der Einwirkung gegebener 
Biegungsmomente stehenden ebenen geraden Vollwandtragers liegt es 
nahe, zunachst einmal das Verhalten der Tragerelemente zu unter­
suchen. Wir denken uns den Trager Fig. 36 durch naliezu unendlich 
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viele Querschnitte senkrecht zur Schwerlinie eingeteilt; diese Quer­
schnitte, die urspriinglich in parallelen Ebenen liegen, nehmen bei Ein­
wirkung der in Fig. 37 durch die Momentenlinie gegebenen Momente 
eine zueinander geneigte Lage an, vgl. die Querschnitte a und b in 
Fig. 37. Die urspriinglich gerade Schwerlinie a--7-b--7-c nimmt die Ge­
stalt einer Kurve an. Die in den Schwerpunkten der Querschnitte auf 
diesen errichteten Senkrechten sind die Tangenten der elastischen 
Linie; bei Betrachtung unendlich vieler Querschnitte geht das durch 
di~se Tangenten gebildete Umhiillungsvieleck in die elastische Linie 
selbst iiber. Zur praktischen Ausfiihrung unserer Aufgabe 
werden nun dieseUmhiillungstangenten fiirBogenelemente 
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von endlicher, im VerhaItnis zur Trager1ange jedoch ge­
ringer GroBe zu zeichnen sein, um ein genugend genaues 
Bild der e1astischen Linie zu erha1ten. Es handelt sich also 
darum, zu ermitteln, wie die Umhullungstangenten zusanimenhangend 
konstruiert werden konnen. AlB geometrucher Ort dieser Tangenten 
sind vor allem unmitte1bar gegeben die Senkrechten zur urspriinglichen 
Schwerlinie, die durch die Schnittpunkte zweier benachbarter Tangenten 
gehen: denn da fur den vorlaufig nahezu unendlich klein gewah1ten 
Abstand der beiden Querschnitte a und b voneinander das wirkende 
Moment als konstant und somit das Kurvenstuck a--;-b als Kreisbogen 
angesehen werden muB, so liegen die Tangentensc;tmittpunkte auf der 
Mittellinie zwischen den Schwerpunkten der gedachten Querschnitte. 
Dieses gilt nicht nur fUr die Schwerpunkte und Tangentenschnittpunkte 
des unter dem Einflusse des MomeIites gebogenen Balkens, sondern 
auch, wegen des stets sehr groBen Kriimmungshalbmessers, fUr die 
Projektion derselben auf die urspriingliche, gerade Schwerachse. 

Es fehlen jetzt noch die Unterschiede zwischen deh Winkeln, die. 
zwei benachbarte Tangenten mit der geraden Schwerlinie bilden, um 
den Verlauf der elastischen Linie festlegen zu konnen. Die GroBe der 
Tangentenwinkel selbst kann, was aus dem Folgenden hervorgehen 
wird, auBer Betracht bleiben. 

Dieser Winkelunterschied habe zwischen den beiden Querschnitts­
normalen durch die· Schwerpunkte a und b die GroBe w, gemessen im 
BogenmaBe, siehe Fig. 38. Da die Schenkel aufeinander senkrecht 
stehen, so ist dieser Winkel gleich dem N eigungswinkel zwischen den 

Fig. 38. 

beiden Querschnitten a und b; er ergibt 
sich mithin aus der Verlangerung A €liner 
der beiden auBersten Fasern des Trager­
elementes a --;- b von der Lange LI z, siehe 
Fig. 37, und dem Abstande e dieser Faser 
von der Sch'werlinie zu 

w A 
T = e' ...... (1) 

Bei der stets verschwindend geringen GroBe des Winkels wist 
natiirlich die Auffassung der Langenanderung A als Bogen des Winkels w 
ohne weiteres zulassig. 

Nun ist nach dem Roo keschen Gesetze: 

A (] 
Llz=]ff; 

darin ist die Biegungsspannung der auBersten Faser, wie bekannt: 

somit 

M·e 
(]=~, 

M·e·Llz 
A= J.E . 
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Dieses eingesetzt in die Gleichung (1) fur w: 

daraus: 

M·e·L1z 
w = --Y-:-E:e ' 

M 
w=--·L1z 

J·E 
. . (2) 

Damit ist also der Winkelunterschied der Tangenten bekannt. Tragen 
wir nunmehr diese Winkel von Elinem Scheitelpunkte der Reihenfolge 
nach nebeneinander auf, wie in Fig. 39 dargeste11t, und ziehen wir 
dann zu jedem Winkelschenkel zwischen den entsprechenden durch 

L1 Z gezogenen Senkrechten Para11elen, die sich auf diesen Senkrechten 
2 

be/iebge Be/crsftm[1 

Fig. 39. 

schneiden, so ist damit das Umhii.llungsvieleck gezeichnet worden. 
Der w-Sektor ist hierbei so zu legen, daB die gegenseitige Hohenlage 
der Auflagerpunkte der elastischen Linie die gleiche ist, wie fur die 
ursprunglich ungebogene Schwerlinie. (Aus dem Folgenden werden 
wir ersehen, daB sich diese Beachtung der Hohenlage der Auflager­
punkte bei der praktischen Losung unserer Aufgabe erubrigt.) 

So11en die Ordinaten der elastischen Linie in einem bestimmten 
Verhaltnisse vergroBert dargeste11t werden, so sind die w-Bogen des 
Sektors, die wegen ihrer auBerordentlich geringen GroBe im Verhalt­
nis zu ihrem Radius als auf einer Geraden senkrecht zur ursprunglichen 
Schwerlinie des Tragers liegend angesehen werden konnen, auf dieser 
Geraden vergroBert abzutragen, Fig. 40. Genau genommen ist diese 
gerade Strecke der a;m wenigsten gewolbte Teil einer sehr langgestreckten 
Ellipse, entstanden durch Verzerrung der ursprunglichen 'Vinkelkreis­
bogen, siehe Fig. 39, in Richtung der zu vergroBernden Ordinaten der 
elastischen Linie. 
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Das nun naeh diesen vergroBerten Winkeln w gezeiehnete Umhiil­
lungsvieleek wird natiirlieh die Durehbiegungsordinaten senkrecht 
zur urspriingliehen Sehwerlinie im gleichen MaBstabe vergroBert auf 
den Teilsenkreehten absehneiden. Wir werden den so gewonnenen 
gebroehenen Linienzug im folgenden meist "Biegungsliaie" nennen, 
um sie von der wahren elastischen Linie zu unterseheiden, die eine 
stetige Krummungsanderung aulweist und die streng genommen die 
Versehiebungskomponenten eines Quersehnittsschwerpunktes in jeder 

Riehtung angeben 
soll. 

Der Leser hat nun 
sieher bereits die 

L. vollige Ubereinstim-
..--.=--r ::::rv mung des Verhii.lt­

nisses von Kraftezug 
und Seilpolygon (Mo­
mentenlinie) .mit dem 
unseres w-Zuges und 
des darnaeh gezeieh­
neten Umhiillungs-
polygons der elasti­
sehen Linie erkannt. 
Auf Grund dieser 

Ubereinstimmung 
kann man also die 
w-Bogen gewisser­
maBen als Lasten 
von der GroBe 

M 
W= J.E·~~' . (2) 

auffassen, deren Seil­
polygon das Um­
hiillungsvieleek der 

Fig. 40. elastischen Linie ist. 
Sind nun die L1 z, also 

die willkiirlieh gewahlten Abstande der Teilsenkreehten des Tragers, 
unendlieh klein, wie ja auch bislier noeh immer in unbegrenzter Au­
naherung angenommen, so gleieht die Summe aller weiner gleieh£5rmig 
verteilten Last, deren GroBe pro Langeneinheit sieh fur jeden Quer­
sehnitt des Tragers zu 

M 
w=--

J·E 

bereehnet. Bei zeiehneriseher Darstellung dieser fingierten Belastung 

sind also die Werte J ~ E die Ordinaten der Belastungflaehe, siehe 
Fig. 45. 
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Hiermit ist nuillnehr das gesuchte Verfahren zur zeichnerischen 
Darstellung der elastischen Linie eines geraden Vollwandtragers ge­
geben: 

FUr den beliebigen Trager Fig. 41 seien Momentenflache, J-Flache 
und E-Flache gezeichnet. Zur Darstellung der elastischen Linie zeichnen 
wir alsdann die B 

M 
J. E -Flache, 

die Flache der fingierten 
Belastung, die wir aus 
praktischen Griinden durch 
nur etwa 10 bis 20 Teil­
senkrechte zerlegen, und 
berechnen fur jeden Be­
lastungsstreifen von der 
GroBe LI z die fingierte 
Einzellast 

M 
w = -- . LI z, . . . (2) 

J./iJ 

die wir im Schwerpunkte 
der Teilbelastungsflache 
angreifend denken. Das 
Vorzeichen dieser Lasten w 
ist das der Momente M; 
eine Umkehrung der Mo-

Fig. 41. 

Fig. 42. 

mente hat alsQ eine Um- ci=+~+4#!:I:::t=+=+=l==++iJ 
kehrung der Richtung der 
fingierten Lasten zur Folge. 
Bei Tragern mit konstan­
tem Tragheitsmomente J 
undkonstanter Elastizitats- Fig. 41-45. 

ziffer E kann die Momenten-
flache unmittelbar als Bild der fingierten gleichmaBig verteilten w-Last 
angesehen werden. In dem Ausdrucke fur die Einzellast wist M . Ll z 
alsdann der Flacheninhalt des Streifens der Momentenflache (Trapez). 

Es verbleibt uns dann nur noch das Zeichnen von Krafte und Seil­
zug; mit dem letzteren ist dann die elastische Linie auch bei Wahl 
nur weniger Einzelkrafte w meist hinreichend genau dargestellt. 

Wollten wir nun die sich aus dem Ausdrucke (2) fUr w ergebenden 
Werte unmittelbar zur Aufzeichnung des w-Zuges nebst Poistrahlen 
verwenden, so muBte in Hinblick auf die Ableitung dieses Ausdruckes 
(namlich fUr die wahre GroBe der Biegungswinkel) die Tragerlange 

sowie die Basis der JM -Flache (bzw. Momentenflache) und also auch 
·E 

die Abstande der Teilsenkrechten in naturlicher GroBe aufgezeichnet 
werden; die Punktverschiebungen der Tragerschwerlinie wiirden als-
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dann gleicbialts in natUrlicher GroBe erscheinen. Die Darstellung des 
Tragerschemas im MaBstabe 1 : 1 ist fUr die praktische Losung unserer 
Aufgaben naturlich nieht angangig; der Trager ist vielmehr in dem ver­
kleint)rnden MaBstabe 1 : IX zu zeiehnen, und dementspreehend sind, 
damit die Durehbiegungsordinaten sieh doch wieder in naturlieher 
GroBe ergeben, die naeh (2) erreehnetenWerte fUr w mitlX multipli­
ziert zum w-Ztige aneinander zu reihen. (Zur bequemen Vergegenwar­
tigung siehe Fig. 46 und 47.). 

ThigermCTI3JtCTb 1:1 

wahrer 
AbstCT170 

~-----=~,H=1------~ 

wCThrer Du 'CI7bieglll7gs-ZlIwO'chS 

IV IV 
Fig. 46. 

Trdgermo/3slob 1:{)C 

IV·IX lV'lX 
Fig. 47. 

Aus der Ableitung des Ausdruckes fur die fingierten Einzellasten w 
ergibt sieh ferner, daB die w-Werte Zahlen ohne Dimensionsbezeieh­
nung sind, die also mit der MaBeinheit aufgetragen werden mtissen, 
die fiir die Polweite 1 gewahlt wurde. Das wurde praktisch 1 em sein. 
Die sich damit ergebende Polstrahlenfigur dtirfte jedoeh meist fur 
eine genugend genaue Darstellung der elastischen Linie zu klein sein. 
Es ist daher die ganze Figur im MaBstabe fJ : 1 vergroBert aufzuzeieh­
nen ;auBer der Polweite mussen daher auch die sich aus dem Aus­
drueke (2) fi.ir w ergebenden Werte mit dem weiteren Faktor fJ multipli-
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ziert werden. Durch eine solche VergroBerung der Poistrahlellfigur 
bleibt natiirlich der Seilzug unverandert. 

Bei mutmaBlich nur geringer Durchbiegung des Tragers ist es nun 
schlieBlich noch erforderlich, eine vergroBerte Darstellung der Durch­
biegungsordinaten zu bewirken. Wie unmittelbar einzusehen, ist es 
hierzu nur notig, die Wertew mit einemdrittenFaktory zu multiplizieren; 

Fig. 48. 

Fig. 49. 

Fig. 50. 

1 Ma8.stotJ 1: 100 

'----~~------t-----7000------------~ 

r-----------j------10~OO-----------------'"i 

1 0 
LpdQ!!1 

i 
I 

"I 

I 
2 3cm 
I II 

HI-
___ 0,05? 
-- 0,183 
___ 0,.301; 

o,lIaB 

0,5117 

0,669 

0,791 

0,709 

o,lIaB 
=== 0,1113 

dieser Faktor gibt gleichzeitig die VergroBerung an (y-fach), in der als­
dann, nach vorangegangenem Ausgleiche desMaBstabes 1 : (X der Trager­
lange, die Ordinaten der elastischen Linie auftreten. Vgl. Fig. 40. 

Um es noch einmal zusammenzufassen: Die Faktoren (X und fJ 
dienen zum Ausgleiche des TragermaBstabes und der Polweitenver­
groBerung (etwa fJ = 3 bjs 6) und wiirden, bei Fortlassung des Fak­
tors y, bewirken, daB die Durchbiegungsordinaten in der Zeichnung 
in natiirlicher GroBe erscheinen. Nur der Faktor y ist die VergroBe-
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rungsziffer, durch welche denn auch die OrdinatenmeBwerte der Zeich­
nung zu dividieren sind, um die wahre GroBe der Durchbiegungsordinaten 
zu erhalten. Die so erweiterten Werte der fingierten Einzellasten 
wollen wir zur besseren Unterscheidung mit W bezeichnen; also, 

W = w . 1X "fJ • r. 
Beispiell. Die elastische Linie des in Fig. 48 gezeiehneten I-Tragers Nr. 45 

soll zeiehneriseh dargestellt werden. 
Die Momentenflaehe ist hier ein Dreieek mit der Spitze unter P und 

Mmax = 21Oemt, Fig. 49. Da das Tragheitsmoment und die Elastizitatsziffer 

unveranderlieh sind, so ist~die Flaohe der .gedachten'Belastung ~ ahnlieh der _. J·E 
l\:[omentenfJ.ache, die daher bereits zur Ermittlung der w-Einzellasten dienen kann. 

Da nach ungefahrer Sehiitzung die groJlte Durehbiegung etwa 0,2 em be­
tragen wird, so soll in zehnfacher' VergroJlerung dargestellt werden (r = 10). 

IV 

Fig. 51. Fig. 52. 

MaBstab der 1'ragerlange 1: lOO (01 = 100). PolweitenvergroJlerung fJ = 4 
,(H = 4em). Dafiir ergibt sieh, wenn das Moment in emt eingesetzt wird: 

],[ emt . LI z em 
W (em) = J em4 • Et/em2 ' 100·4 (em)· lO, 

oder 
W=4000w 

als fingierte Einzellast" angreifend im Sehwerpunkte des Flaohenstreifens M· LI z 
der MomentenfIaehe (M 1IIittellinie und LIz Hohe des Trapezes). 

Zur Erinnerung an eine einfaehe Ermittlung der Sehwerpunkte der FIaehen­
streifen mogen die Fig. 51 und 52 dienen. 

Die gemessenen Einzelmomente so,,1e die damit erreehneten W-Zahlen sind 
in die Fig. 50 eingetragen. Die sieh ergebende "Biegungslinie" hat infolge der 
willkiirlichen Wahl des Punktes 0 eine schrage Lage. Es wird im allgemeinen 
nicht notig sein, der Biegungslinie einen den Auflagern entsprechenden Verlauf 
zu geben, doeh kann dieses natiirlich leicht durch Verschieben der Ordinaten ge­
schehen. Der neuen I.age der Biegungslinie wiirde dann, was aus der Lehre vom 
Seilpolygon bekannt ist, der PolO' entspreehen. 

In der Tragermitte ergibt sieh eine Durehbiegung von 0,17 em. Diese stimmt 
lnit dem Ergebnisse der rein reehnerisehen Ermittelung im Beispiel Seite 22, dem 
ein gleieher Trager von gleieher Belastung zugrunde gelegt war, hinreiehend 
genau iiberein. 
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Die im vorstchenden behandelte Darstellung der elastischen Linie beriick­
sichtigt nUl' den EinfluB del' Biegungsmomente, nicht den der Querlrrafte. Die 
Wirkung der Schubkrafte ist jedoch nul' gering; sie kaIm besonders, wenn 
es sich nicht um die genaue .. Bestimmung von Durchbiegungen handelt, sondern 
um die Bestimmung von Uberzahligen nicht auBergewohnlicher statisch un­
bestimmter Tragwerke, vernachHissigt werden, da sich in letzterem FaIle die 
ohnehin nUl' geringen Verschiebungselemente aus der Schubwirkung in der Form­
anderungsgleichung zum Teil noch aufheben. - Auf die Darstellung der elastischen 
Linie del' SchubViirkung soIl hier deshalb nicht naher eingegangen werden; del' 
Leser kann sie leicht selbst herleiten, wenn er die Querlrraftflache eines Tragtlrs 
betrachtet und sich del' Bedeutung del' Gleitziffer erinnert. 

vVir haben hier die Winkelanderungen del' elastischen Linie von geraden 
Vollwandtragern behandelt, doeh konnen auch, wie leicht einzusehen, und wie 

es auch die ~genaue Nachpriifung bestatigt, in gleicher Weise (w = J ~E • Llb ) 

die Winkelanderungen gedachter Elemente del' elastischen Linie gegeneinander 
von in del' Lastebene (nicht zu scharf) gelrriimmten Tragern berechnet werden. 
Wir kiinnen also die Elemente del' Formanderungsgleiehungen auch fiir gekriimmte 
statisch unbestimmte Vollwandtrager, namlich die Verschiebungen von Last­
angriffspunkten, bestimmen. Wie dieses nun allerdings in praktischer Form ge­
schehen kann, ist nicht ohne wei teres sinnfiillig, weshalb wir die besondere Be-

. handlung del' statisch unbestimmten Vollwandbogentrager in Kapitel III, Ab­
schnitt 3 mit del' ausfiihrlichen Darlegung del' Bestimnmng diesel' Punktver­
schiebungen einleiten werden. 

Beispiel 2. Bei Durcharbeitung dieses weiteren Beispieles fiir die graphische 
Darstellung del' elastischen Linie eines (hier allerdings nUl' annahernd) geraden 
Vollwandtragers kiinnen wir bereits die groBen Vorteile bemerken, die die zeich-

Tab ell e N r. 1. 

Berechnung der Winkelanderungen der Achse des Laufkrantragers 
Fig. 53. 

~. 

M J E M ;l M Llz W= 1I-1_. Llz 
" "'" "'" 

-,,- ""'"'" _. 

'" .j·E "",00 J·E J·E· .<:: " " .- " "' " '" " " ;3 ,,- <h~ 
" ,~ S S ..,-

<cl ~ ';1 o1!l ~;;:: em 
0 0 2 Fing, Belastung p ,S mitt!. fing. Last ro" W=w'!X'(3'Y .5 I ~ ~ rd~ Fing, 

'C I~ ~ fUr die Langen- il '"' I fUr di e Langen- !X=100 
~~ . OJ) ;';': ';1 "be Einzellast 

" " einheit ~ ~ einheit (3=4 (em) 
'EJ ..., " .<:: :;: ~§ bO OJ) 

~I 
".- y=3 

H '" " ,~ 

~~I 
,,"'" 

" i:Q E:< ~~ 'C 
0" 

emt em4 t/em' " em .0 

I 0 43304\2150 0 
I 10,00000130016010,0000780 II 27R 54711 2150 0,000002361 0,0936000 

III 547 8212412150 0,000003097 2 .0,000002729 600,0001637 0,1964908 

IV 807111599712150 0,000003238 
3 I 0,000003167 60 10,0001900 0,2280510 

V 1059:1567292150 0,000003144 4 0,000003191 60 0,0001914 0,2297361 

H 1302
1
204722

1

2150 0,000002960 5 0,000003052 60 0,0001831 0,2197432 

VII 1538i2603752150 0,000002747 6 0,000002853 60 0,0001712 0,2054469 

VIII ']9822603752]50 0,000003.540 7 0,000003143 120 0,0003772 0,4526524 

IX 2391
1
26037"1'150 0,000004272 8 

0,000003906 120 0,0004687 0,5624532 

X 2767260375215010,0000049431 9 0,000004607 !120 0,0005529,0,6634447 

XI 3108
1

260 37Y1501 0,000005552110 
0,000005 2471120 0,000 029710, 7555!1S' 

~W (em) 
-2- = 3,6072165 

Buchholz, Tragwerke. 3 
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nerische Lasung der Aufgabe gegeniiber der mittels Gleichungen der elastischen 
Linie bietet. Der in Fig. 53 unter gleichzeitiger Eintragung der Abmessungen 
dargestellte vollwandige Laufkrantrager hat auBer seinem gleichmaBig verleilten 

rl<E~---------- ------1lJ. 190C/11~ 1580cm- ------------ -----""'o~i 

Trager Eigengewicl7t 'I- t 5,11 t Einzel/ast 

-- o· Or;; =3 Ocm~ -~E----l--t---8' 1f!Ocm 900c"l{l----j----t--4-E--to·lOch ~J Oa~~ 

,&00'8 

HI 

Fig. 55 

V· Fig. 56 

I 

Fig. 53-57. 

Eigengewicht von 4 t in der Mitte eine Nutzlast von 5,4 t zu tragpn. Das Steh­
blech ist 1000 mm hoch, an den Enden abgeschragt tmd 8 mm stark. Ober- und 
Untergurt werden durch je zwei L-Eisen 80 X 80 X 8 und je eine Flacheisen­
lamelle 200 X 8 gebildet. 
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Die Spannweite betragt 16,8 m. Es soil die Durehbiegung bereehnet werden, 
um feststellen zu konnen, ob das Verhaltnis der groBten Dnrchbiegung zur Spann­
weite sieh in angemessenen Grenzen halt. 

Zur Bestimmung der Winkelanderungen der Querschnitte des Tragers gegen­
einander 

M 
W= J.E' 

miil'lsen wir aueh bier wiederum zuerst die Momentenflache zeiehnen und dann, 
da bier die Tragheitsmomente verschieden sind, aueh eine J-Flii.che fiir die GroBe 
derselben unter jedem Querschnitt. Die Momentenflaehe ist bier aL'lo nicht, wie 

im vorangegangenen Beispiele, bereits ein Bild der fingiertcn Belastung E ~ J : 

es muB vielmehr zur Ermittlung der Angriffspunkte der w-Einzellasten eine be­

sondere J~fE-:ETache gezeichnet werden. Die Eintcilung dieser fingierten gleich­

maBig verteilten Belastung in viele kleine Einzellasten 

w=~.Llz 
J·E 

ist aus der Zeichnung Fig. 56 zu ersehen. Die Zahlenwerte dieser Lasten sowie 
die zur Bestimmung dieser Zahlenwerte notigen Hilfswerte M, J, E und LI z 
sind il! der Tabelle Nr. 1 Seite 33 iiberRiehtlieh aufgefiihrt. 

Da der Trager im MaBstab 1: 100 aufgezeiehnet wurd~, so sind die aus 

w = J ~ . LI z berechneten Werte mit dem Faktor IX = 100 zu erweitern ~d 
ferner mit dem Faktor fJ = 4 (em), da wir die Polweite H = 1 desT'w-Krafte­
zuges zweckmaBig 4 em groB darstellen wollen. Da auf Grund friiherer Erfah­
rungen nur eine geringe Durchbiegung gesehatzt wird, so moge als dritter Faktor 
r = 3 eingefiihrt werden, um dadureh die Durehbiegungsordinaten in dreifacher 
VergroBerung zu erhalten. Die sieh mit diesen Werten ergebende Biegungslinie 
weist als Durchbiegung in der 1vlitte die Ordinate auf: 

<'l"",x = 14,2 mm, also, siehe fOlgende Seite: 

Tab e II e Nr. 2. 
Berechnung der" Winkelanderul).gen der Achse des Briickenquer­

tragers Fig. 58. 

I 
II 

III 
IV 

V 
VII 
VII 

VIII 

M 

1 
.1 
". 

emt 

J E !!... .., O! _~ LIz w=~.Llz 
i ~.; J·E 'a~ J·E J,~ J·E 
S ~ ~~ ~~ 
.
. ~, ~ Fing. Belastung ~.s Mitt!. fing. Last gj e 
~ .., fiir die LiUlgen- ~ >'l fUr die Langen- 'tfgj Ei!~~~t 
II I' ~ einheit ~ :;f einheit ~ §' 
:! ~! ~~ ~~ 
... >'l I 0 ~ oS 
em' It/em21 .0 em 

o 1933510 21501 0 

tom 
W=w''''P'y 
",=100 
P=2,5 (em) 
r=4 

1971 8265192150 0,000001109 1 0,000000500 I 50 0,0000250 0,0250 
2 0,000002500 50 0,0001250 0,1250 
3 0,000004613 80 0,0003690 0,3690 
4 0,000006588 80 0,0005270 0,5270 
5 0,000006158 70 0,0004310 0,4310 
6 0,000006618 70 0,0004633 0,4633 
7 : 0,000006629 70 0,0004640 0,4640 

367447 0,000004980 

3934) 2150 0,000003302 
7058 5542902150 0,000005923 

- 0,000007253 
8642 2150 0,000005706 

lOOn I 12150 0,000006610 
10035 70448712150 0,000006627 
10043 2150 0,000006630 

; ! .2W 
I I: ~= 2,4043 

3* 
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1Zmm 

~r-;,: 
Ma/3.stab 1:100 

-rF r
---~ t 

~ MOO \ 

% J-180~~500-oor----1!800----"'"~1500-"'~1800 

1""' 1\ 1. Jrdgl!f (gen17ewic/7t J t 
~J3S, r='" 

1\ Z80 13 1180 10 JfO 

Sle \O!eclt 
c 101 0-13 ~_--

'Tfl.'bhe 1mm- 000 em 

/1--+---1 i----+----l\ 

1 0 
L!lli!! III 

1 
I 

z 
I 

3 
I 

~ 
I 

5cm 
II 

Das gesuchte Verhalt­
nis zwischen Durch­
biegung und Spann­
weite lautet 

14,2 mm 1 
Fig. 58. 16800 mm = 1180· 

Beis piel 3. Wir 
hatten im vorigen Bei­
spiel, falls es sich ah 
natig er-wiesen hatte 
(und wie es yom Ver­
fasser bei diesel' del' 
Praxis entnommenen 
Aufgabe auch in del' 
T(tt verlangt worden 
ist), bereits aus del' 
Endtangente der Bie­
gungslinie die Schrag­
steHung del' Laufrader 
des Kranes fiir die ge­
gebene Belastung er-

Fig. 59, mitteln kannen; vgl. 
Fig. 57. In dem vor­
liegenden Beispiel 3 
soIl die Bestimmung 
mner solchen Winkel-

Fig. 60. einstellung die eigent­
liche Aufgal:>e sein. 

In Fig. 58istrlf;rVoll­
wandquertrager einer 
Fachwerk -Eisenbahn­
briicke in Ansicht dar­
gestellt worden: Es 
soIl del' Ausschlag des 
Obergurtes del' Haupt­
trager berechnet wer­
den, soweit er durch 
die Durchbiegung des 
Quertragers (namlich 
bei starr gedachten 

Fig. 61. Vertikalstandern und 
horizontal gelenkigem 
Obergurte) veranlaBt 
wird. 

IV Del' Rechnungsvor­
gang ist im wesent­
lichen genau derselbe, 
wie del' fti.r das voran­
gegangene Beispiel ge­
schilderte. Auch hier 
sind wiederum die 

Fig. 62. Werte der fingierten 
w-Einzellasten nebst 
den zuvor :;IU bestim­
mendon Ursprungs-

graBen iibersichtlich geordnet zusammcngestellt, und zwar in Tabelle Nr. 2 Seite 35. 
Nach Darstellung del' Biegungslinie oder auch schon durch Summierung del' 

w -Wcrte (~w = Summe der Winkelanderungen = Endtangentenwinkel) ergibt 



Die Bel'echnung del' Elemente del' Formanderungsgleichlmgen. 37 

sich die Winkeleinstellung del' Endtangente der elastischen Linie und damit 
ohne weiteres del' Auss'chlagwinkel des Vertikalstandel's zu 

1 
tg rp = 2Xw. 

Da die diesem Quel'trager zugeordneten Vel'tikalstander vom Schnittpunkte 
del' elastischen Linie mit del' Hauptt1'age1'ebene bi~ zum Schwe1'punkt des Obe1'­
gurtes eine Hohe von 5000 mm aufweisen, so betragt der gesuchte A usschlag 
des Obergul'tes 

tg rp • h = 0,00240 . 5000 mm = ~ 

b) Die Darstelltmg von Fachwerkbiegungslinien. 
Gleich der Biegungslinie von Vollwandtragern, welche die Punkt­

verschiebungen der Tragerschwerlinie nur einer Parallelrichtung ent­
halt, geben auch die Biegungslinien von Fachwerktragern die Verschie­
bungen - einer zunachst beliebigen Reihe von Punkten des Tragwerkes 
- in nur 'einer (beliebig wahlbaren) Parallelrichtung an. Es miiBten 
also zwei Biegungslinien gegeben sein, wenn aus solchen allein die a b­
soluten Punktverschiebungen bestimmt werden sollen. Gleich wie 
bei den Vollwandtragern genugt jedoch auch bei Fachwerktragern 
fast immer die Darstellung nur einer Biegungslinie, und zwar meist 
der fllr die vertikalen Verschiebungen einer Punktreihe des Trag­
werkes. 

Nach Aufwerfung der Frage, wie die benotigten Punktverschie­
bungen eines Fachwerktragers bestimmt werden konnten, liegt der 
Gedanke nahe, die Ermittlung durch vergleichsweises Aufzeichnen des 
Stabwerkes, einmal vor Beanspruchung durch irgendwelche Lasten 
(oder vor Eintritt von Temperaturanderungen),' und zum anderen 
mit durcl;1. Belastung (oder Temperaturanderungen) verlangerten oder 
verkilrzten Staben vorzunehmen. Ein Versuch, die Punktverschie­
bungen eines Tragwerkes auf diese Weise zu bestimmen, fi.lhrt jedoch 
wegen der im Verhaltnis zu den Stablangen verschwindend geringen 
Langenanderungen zu keinem brauchbaren Ergebnisse. 

Sehr geeignet sind dagegen die dem eben gedachten Verfahren 
wesensahnlichen und haufig artgewandten Verschiebungsplane. Bei 
VerschiebungspHinen werden nur dieWege der Knotenpunkte bei Form­
anderung des Stabwerkes (zusammengesetzt aus den Verschiebungen 
Iangs der Stabachse und solchen senkrecht zu ihr als Drehbewegungen 
um den anderen Stabendpunkt) aufgetragen, wahrend die Stablangen 
selbst in diesen Zeichnungen auBer Betraeht bleiben. Die Stablangen­
anderungen konnen hierbei also vergrol3ert aufgezeichnet werden, 
wahrend sie bel Mitzeichnung der Stabe meist noeh verkleinert werden 
miiBten. Die Verschiebungsplane ergeben die absolute Verschiebung 
samtlicher Knoienpunkte. Den Verschiebungsplanen konnen also auch 
die Verschiebungen in jeder beliebigen Seitenrichtung zu einer absoluten 
Verschiebung mittels geeigllf~ter Hilfslinien entnommen werden. Es 
ist dennoch fast immer erforderlich, mit den derart fUr die gewtinschte 
Richwng gewonnenen Seitenverschiebungen auch noch eine Biegungs­
linie zu zeichnen, weshalb die Aufstellung von VerschiebungspHinen 
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nur als weiteres Hilfsmittel zur Darstellung von Faehwerkbiegungs­
linien, soweit es dazu erforderlichist, entwiekelt werden soIl. 

In dem ersten Absehnitte soIl jedoeh das in den meisten Fallen 
verhaltnismaBig einfaehe und zuverlassige Verfahren der· fingierten 
Lasten ausfiihrlieh behandelt werden. Dieses Verfahren nimmt, be­
sonders bei Vernaehlassigung des Einflusses der Wandstabe (bei Ent­
wurfsarbeiten), wenig Zeit in Ansprueh und gibt infolge seiner Dber­
siehtliehkeit wenig AnlaB zur Begehung von Fehlern. Es werden bei 
diesem Verfahren nieht die Wege der Stabendpunkte, sondern die bei 
der Formanderung des Stabwerkes eintretenden Winkelanderungen, 
die zuvor reehneriseh zu bestimmen sind, zeiehneriseh verwendet. 

a) Die Darstellung von Fachwerkbiegungslinien mittels des Verfahrens der 
fingierten Lasten. 

Ahnlieh wie die Biegungslinien von Vollwandtragern konnen aueh 
die der Faehwerktrager als Seilzug fur gedaehte, und zwar in den 

Knotenpunkten an­
greifende Lasten w 

Fig. 66. 

zeiehneriseh darge­
stellt werden, und 
abnlieb. wie beim 

Vollwandtrager 
werden wir zur Er­
mittlung der GroBe 

Fig. 63. der w-Lasten aueh 
hierbei wieder das 
Verhalten der ein­
zelnen 'J.'ragerele-
mente bzw. ihren 
Beitrag zur Form­
anderung bei Be-

Fig. 65. lastung des Trag-
werkes untersuehen 
mussen. 

EinfluB der 
Gurtlangenande­
rungen auf die 

Fig. 64. Ge~taltung. ~er 
Blegungshllle. 

Der beliebige Faeh­
werktrager Fig. 63 
werde dureh belie­
bige Krafte, die ein­
ander das· Gleieh­
gewiehthalten, etwa 

P, A und B, belastet. Es sei zunaehst nur der beliebige Obergurtstab 8 

als elastiseh dehnbar angesehen, die ubrigen Stabe dagegen als starr; 
die somit starren Seheiben I und II sind in der Fig. 63 dureh Sehraf-
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fierung gekennzeichnet worden. Durch die infolge der Belastung (oder 
natiirlich auch durch Temperaturanderung) eintretende Verkiirzung 
des Obergurtstabes 8 wird die GroBe L1.s d 
des Winkels zwischen den gegen­
uberliegenden Diagonalen, also die 
GroBe des in Fig. 63 mit ex bezeich­
neten Winkels, verringert; die GroBe 
dieser Winkelanderung wollen wir 
mit w bezeichnen. Die Aufgabe 
ist nun zunachst die, die w in prak­
tischer Weise durch bekannte Werte 
auszudrUcken. - Das Lot auf den 
Obergurtstab sei r. Denken wir uns 
die Langenanderung des Stabes 8, 

namlich LI 8, in diesen Stab einge- Fig. 67. 

fugt, und zwar im Schnittpunkte des 
Lotes r, vgl. Fig. 67, so erkennen wir unmittelbar, daB die Winkel­
anderung w (w Bogenlange fur den Radius 1) sich ergibt zu: 

Ll8 
w=-. 

r 

Die auBerordentlich geringe Langenanderung des Lotes r bei Einfugung 
der Stablangenanderung LIs kann offenbar auBer Betracht bleiben. 

Ll8 
Der Wert - fiir die Winkelanderung kann jedoch auch auf andere 

r 
Weise abgeleitet werden. FUr denjenigen Leser, dem bei derobenstehen­
den unmittelbaren Folgerung etwa Zweifel auftauchen sollten, sei 
gleichzeitig zur tJbung mit Rucksicht auf im folgenden ofters auftretende 
ahnliche Ableitungen eine andere Herleitung angefugt: Man denke 
sich etwa die Scheibe I festgehalten, wahrend der Stab 8 einer Ver­
kiirzung unterliegt; es wird der Ober­
gurtknotenpunkt d die Lage d' ein­
nehmen, vgl. Fig. 68. Der von .diesem 
Obergurtknoten als Endpunkt des 
starren Diagonalstabes c -;- d um c 
beschriebene Kreisbogen LI b ist 
wegen seiner geringen GroBe als 
gerade Linie senkrecht zur Diago­
nalen c -;- d, deren Lange gleich 8' 

sei, aufzufassen. Die Winkelande­
rung ist danach: 

LIb 
w = -;,. Fig. 68. 

Fallen wir vom Punkte d' ein Lot auf den Obergurtstab 8, so ist die 
zwischen dem Schnittpunkte des LoteR und dem Stabendpunkte d 
liegende kleine Strecke gleich der Langenanderung des Obergurtstabes, 
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also gleich A 8. Die Winkel des von A 8 und A b eingeschlossenen Drei­
ecks stehen senkrecht auf denWinkeln des durch den Diagonalstab 8' 

unddas Lotr gebildeten groBen Dreiecks. Diese Dreiecke sind also 
einander ahnlich und weisen das Verhaltnis auf: 

A bAs 

s' r 

Setzen wir diesen Wert fiir A b in die Gleichung W = A b ein, so erhalten 
s' s' 

wir auch auf diesem Wege: 

/. 

As 
W=-. 

r 

r-<----Abslcmd a---~ 

IV 

!ZI 

Fig. 69 u. 70. 

./ 
./ 

,./' I 
... ~ ___ "L 

lIerscIJiebtmgszuwO'clTs 
~ ---(!i in fi'icITlun,9 ;v-iO'siel7 

Fig. 69. 

IV 

iJy 
Fig. 70. 

Del' gleichen Winkelanderung wird nun auch del' Winkel 
zwischen den beiden Untergurtstaben unterwol'fen, die von 
dem, dem betrachteten Obergurtstabe gegenitberliegenden Untergurt­
knoten ausgehen. 

Denken wil' uns vorlaufig den einen del' beiden Untcl'gurtstabe, 
etwa e"';- c (vgl. Fig. 63 bzw. 69), festgehalten, so wird del' Punkt f bei 
Eintritt del' Winkelanderung einen Bogen A b beschreiben, vgl. Fig. 69. 
Diesem Bogen entspricht eine Verschiebung A y in del' Richtung, in 
del' wir dUTch die Knotenpunkte des Untergurtes Parallelen gezogen 
haben, und fitr die die Biegungslinie gezeichnet werden solI. Del' Winkel, 
den del' Untergurtstab c...;- f mit del' Senkrechten zu den Pal'allelen 
durch die Knotenpunkte bildet, und damit auch del' Winkel zwischen 
A b und A y, sei gleich ({i; es ist dann die Verschiebung in del' ge>tiinschten 
Richtung: 

Lly = Ll b· cos({i. 
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Darin ist 
A b = w· 8" 

(8" = Lange des Stabes c -7- f) oder, wenn wir die Stablange durch den 
Abstand a der Parallelen ausdrucken: 

Ab=w.-a-. 
cosq; 

Setzen wir diesen Ausdruck in die obenstehende Gleichung fur A y ein, 
so ergibt sich fur die gesuchte Verschiebung des Untergurtknotens der 
Wert: 

Ay=a.w. 

Damit haben wir die wichtige Feststellung gemacht, daB das gesuchte 
Verschiebungselement A y der Biegungslinie nur von der Winkelande­
rung w und dem Abstande a der Parallelen abhangig ist, daB also die 
Winkel, die die Untergurtstabe mit den Knotenpunktsparallelen bilden, 
ganz auBer Betracht bleiben konnen. Die GroBe des Verschiebungs-

bruchteiles A y wird also nur durch den Wert w = A 8 und die gewahlte 
r 

Verschiebungsrichtung bestimmt. 
Die Senkungen der starren Scheiben I und I I zwischen c -7- a und 

c -:-- b in der gewftnschten Richtung ergeben sich also dutch Abtragen 
der errechneten Winkelanderung w, Fig. 64, zwischen der Wirkungs­
linie der fingierten Last w und ihren zugehOrigen Auflagerwirkungs­
linien uber einer Normalen a' -7- b' zu diesen (vgl. Fig. 65). Bei der 
auBerordentlich geringen GroBe der Winkelanderung wird ubrigens der 
gebrochene Linienzug a' -:-- b' nur wenig von der Normalen a,' -7- b' ab­
weichen, wenn nicht eine VergroBerung der Verschiebungsordinaten 
bewirkt wird. Die kleinen Fehler, die dadurch begangen wurden, daB 
wir kleine Bogenstucke wie gerade Strecken behandelten, kommen also 
nicht zur Geltung. 

Zu den gleichen Ergebnissen fur die GroBe der Untergurtwinkel­
anderung w und der sich daraus ergebenden Verschiebungselemente 
gelangen wir, wenn wir an Stelle des Obergurtstabes 8 die ubrigen 
Obergurtstabe nacheinander in gleicher Weise betrachten. Fur jeden 
Untergurtknoten ergibt sich die Winkelanderung der benachbarten 
Untergurtstabe zu: 

As 
w=-. 

'f' 

Wir konnen also gerade so, wie das zur Darstellung der elastischen 
Linie von Vollwandtragern geschieht, die einzelnen Winkelanderungen w 
von einem Pole aus nebeneinander auftragen, vgl. Fig. 72, und danach 
die Biegungslinie zeichnen, indem wir zu den Schenkeln dieser 
Winkel Parallelen zwischen die zugehorigen Knotenpunktsparallelen 
ziehen, vgl. Fig. 73. Wenn wir den im Verhaltnis zur Tragerlange meist 
verschwindend kleinen w-Bogenzug als gerade Linie parallel der betrach­
teten Verschiebungsrichtung ansehen, so ist auch hier wieder (analog 
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der Darstellung der elastischen Linie) die Dbereinstimmung offenbar, 
die zwischen der Winkelgruppe w nebst der danach gezogenen Biegungs­
linie einerseits und einem Krafteck nebst dafiir gezeichnetem Seilzuge 
andererseits besteht. Um also die Senkungen des Untergurtes infolge 
Langenanderung des Obergurtes zeichnerisch zu ermitteln, brauchen 
wir nur die Winkelanderungen wals fingierte Lasten in der Rich­
tlmg, in der die Senkungen dargestellt werden sollen, zu einem Krafte­
zuge aneinanderzureihen und danach fiir eine Polweite 1 den S~ilzug 
zwischen die von den Knotenpunkten ausgehenden Parallelen, die nun­
mehr als die Wirkungslinien der fingierten Lasten w aufzufassen sind, 
zu zeichnen. 

b 
Fig. 71. 

J>-~==t====J===I==::::=::'i====-t-Fig. 73. 

Fig. 71-73. 

Diese aus dem Ausdrucke w = LIs sich ergebenden Werte konnen wir 

nun (ahnlich wie die w = J ~IE LI z ~er elastischen Linien von Vollwand­

tragern) nicht unmittelbal' zur Aufzeichnung des w-Zuges nebst Pol­
stl'ahlenfigur benutzen: denn da diesel' Ausdruck die wahre GroBe del' 
Biegungswinkel bedeutet (laut Ableitung), so miiBte die, zu del' damit 
gezeichneten Polstrahlenfigur gehorige Systemzeichnung des Tragers 
und also auch die Abstande del' Knotenpunktsparallelen in natiirlicher 
GroBe aufgezeichnet werden, damit sich die gesuchten Punktverschie­
bungen gleichfalls in llatiirlicher GroBe ergeben. Praktisch ist es llatiil'­
lich meist unmoglich, das Tragersystem im MaBstabe 1 : 1 dal'zustellen; 
es ist vielmehr llotig, den Trager im MaBstabe 1 : 0;: darzustellen. Damit 
sich die Verschiebungsgl'oBen nun abel' doch wieder in natiirlicher 
GroBe ergeben, so sind die zum w-Zuge aneinandel'zureihenden Werte 
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w = LIs zuvor mit IX zu multiplizieren (vgl. die analogen Ausfiihrungell 
r 

bei Behandlilllg der graphisehen Darstellung der elastisehen Linie). 

Die fingierten Lasten w = LI s sind gemaB ihrer Herleitung Zahlen 
r 

ohne Dimensionsbezeiehnilllg. , Sie sind daher mit der gleiehen MaB­
einheit aufzutragen, die man fiir die Polweite H = 1 gewahlt hat. 
Praktiseh wiirde das 1 em sein. Eine mit dieser Polweite gezeiehnete 
Polstrahlenfigur ist jedoeh fiir eine hinreiehend genaue Darstellung 
der Biegungslinie meist zu klein. Die ganze Poistrahienfigur ist daher 
im MaBstabe f3 : 1 vergroBert aufzuzeiehnen. Es ist also nieht nur die 
Polweite H = 1, sondel'll es sind aueh die Werte w gleiehfalls mit dem 
(weiteren) Faktor f3 zu multiplizieren. Eine Veranderung des Seilzuges 
tritt dureh eine solehe Veranderung der Pohlstrahlenfigur natiirlieh 
nieht ein. 1st die Durehbiegung des Tragers vermutlieh sehr gering, 
so kann nun sehlieBlieh noeh eine dritte Erweiterung der w-Werte mit 
einem Faktor y erforderlieh werden, damit die gesuehten Punktversehie­
bungen dureh die Biegungslinie auf den Knotenpunktsparallelen in 
groBerem MaBstabe abgesehnitten werden. Del' Faktor y gibt alsdann 
die VergroBerung an (y-faeh), in der die Ordinaten der Biegungslinie 
naeh vorherigem Ausgleiehe des MaBstabes 1 : IX des Tragersystemes 
auftreten. Es sei daran erinnert, daB der ursprttngliehe w-Zug ein 
Kreisbogen ist (vgl. Fig. 72), und daB der zum Ausgleiehe des Trager­
maBstabes und zur VergroBerung der Versehiebungsordinaten in der 
w-Riehtung vergroBerte w-Zug genau genommen als del' am wenigsten 
gekriimmte Teil einer sehr langgestreekten Ellipse auftreten miiBte; 
del' dureh die Darstellung des w-Zuges als gerade Streeke begangene 
Fehler ist natiirlieh sehr gering und versehwindend gegeniiber den 
Fehlel'll, die allein die Handhabung del' Zeiehengerate im Gefolge hat. 

Die Faktoren IX und f3 dienen also nur zum Ausgleiehe des Trager­
maBstabes und del' PolweitenvergroBerung; sie bewirken, daB die Bie­
gungslinie die gesuehten Versehiebungen auf den Knotenpunktsparal­
lelen in natiirlieher GroBe absehneiden. Erst dul'eh Erweiterullg del' 
w-Werte mit dem Faktol' y wil'd eine VergroBerung der Ordinatell del' 
Biegungslillie im MaBstabe y : 1 el'zielt. Die mit diesell drei Faktoren 
erweiterten fingierten Einzellasten bezeiehnen wir wiederum mit W, 
mithin: 

W=W'IX.{J.y. 

In genau gleieher 'IVeise nun, wie die Senkung des Untergurtes, 
laBt sieh aueh die Senkung des Obergurtes infolge Langenanderung 
nur des Untel'gurtes el'mitteln. Die in diesem FaIle in den Obel'gurt­
knoten angreifellden gedaehten Lasten el'mitteln sieh ebenfaIls, wie 
ohne weitel'es klar, zu 

LIs 
W = --. IX . f3 • y . 

T 

Solange noeh die Wandstabe als starr betl'aehtet werden, wird fiir 
jeden Punkt del' Tragerseheibe die Gesamtsellkung desselben gleieh 
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del' Summe del' Einzelverschiebungen in del' w-Richtung derjenigen 
Obergurt- und Untergurtpunkte sein, die in del' durch diesen Punkt 
gezogenen w-Richtungslinie liegen. Es kann das auch graphisch ge-
8chehen, indem man den Seilzug gleichzeitig fur gemeinsame Einwir­
kung del' gedachten Lasten w des Obergurtes und des Untergurtes 
zeichnet, vgl. Fig. 74, 75 und 76. 

Sollen del' Biegungslinie nicht die Senkungen samtlicher Knoten­
punkte, sondern die Senkungen jedes Punktes nul' des Untergurtes 

CLI_+_-....:~ 

lVZ 

Fig. 74-76. 

odeI' nul' des Obergurtes 
entnommen werden kon­
nen, so ist zu bedenken, 
daB die Senkungen del' 
Punkte des betrachteten 
G urtes geradlinig zwischen 
den beiden benachbarten 
Knotenpunktsparallelen 

zu suchen sind infolge del' 
--1 geradlinigen Verbindung 

i!! del' Knotenpunkte selbst ---t durchdieGurtstabe. Indie 
~ Fig. 76 ist als Beispiel die 

---f Biegungslinie fur die Sen­
I kungen des Untergurtes 

t::!~ strichpunktiert einge-
---i zeichnetworden. Dieii.ber-

-+--+---+--4----6-- stehenden kleinen Drei-

Fig. 76. 

i:: ecke sind geringe Fehler­
___ I groBhe1n, .die aufddie DVer­t nac asslgung er re­
~ hung del' starr gedachten 

---t Wandstabe in Verbindung 

__ 1 mGit del' Tb ats(abche, .dhaB Sdie 
urtsta e zw. 1 re y-

Fig. 75. stemlinien) geradlinig blei-
ben mussen, zuruckzufuh­
ren sind, und die durch 
den strichpunktierten Li-
nienzug praktisch vollig 
berichtigt werden. 

EinfluB del' Wandstabe auf die Gestaltung del' Biegungs­
Ii nie. Es verbleibt nns nunmehr noch die Ermittlung des Einflusses 
del' Wandstabe auf die Verschiebung del' Knotenpnnkte. Vorweg sei 
gesagt, daB diesel' EillfluB ahnlich dem del' Schub- und Achsialkrafte 
bei Vollwandtragel'll auf das Endergebnis einer statisch ullbestimmten 
Rechnung, also auf die GroBe del' Dborzahligen, meist nur von geringem 
Einflusse ist und bei uborschlagigen Reohnungen, wie man sie zur vor­
laufigen Querschnittsbemessung vornimmt, vOl'llachHissigt werden kallIL 

Zur Ermittlung dos Einflusses dol' Langenanderung del' '¥andstabe 
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gehen wir in gleicher Weise vor, wie bei Betrachtung des Einflusses 
der Gurte. Wir untersuchen zunachst nur die Wirkung der Langen­
anderung eines Wandstabes auf die Winkelanderungen des der Betrach­
tung zugrunde gelegten Gurtes, wahrend wir samtliche ubrigen Stabe 
als keiner Langenanderung unterworfen, also als starr ansehen. In dem 
beliebigen Tragwerke Fig. 77 haben wir den Wandstab c 71 im Felde 
c 7 d 7/7 e gewahlt; unserer Voraussetzung gemaB sind die in der 
Figur schraffierten Scheiben I und II als starr anzusehen, ebenso die 
Gurtstabe c 7 d und e 71. Es sei etwa die Biegungslinie fUr den 
Untergurt zu ermitteln. 

Wir bemerken auf den ersten Blick, daB die Langenanderung eines 
Wandstabes auf die Winkelanderung der von zwei Knoten des be­
trachteten Gurtes ausgehenden Stabe von EinfluB ist. 

Die Winkelanderung des dem Wandstabe·c71 bei dgegenuberliegen­
den Winkels, den wir IX nennen wollen, ermittelt sich naturlich genau 
wie die Winkelanderung fur einen Gurtstab zu: 

As 
W", =-. 

ru 

Diese Winkelanderung w'" ist auch die gesuchte Winkelanderung der 
von d ausgehenden Gurtstabe und werde deshalb auch mit Wd bezeichnet. 

Nicht so einfach ist die Winkelanderung der von c ausgehenden 
Gurtstabe, also We, zu bestimmen. Es kommen hier zwei Winkel­
auderungen in Betracht, namlich einmal die des Winkels fJ zwischen 
Wandstab c 71 und Gurtstab c 7 d und zum anderen die des Winkels r 
zwischen dem betrachteten Wandstabe c71 und dem Stabe C7e. 

Zur Gewinnung eines einfachen Ausdruckes fiir die gesamte Winkel­
anderung im Punkte c, also fiir We = wp + Wy , empfiehlt es sich, durch 
den Knotenpunkt c zum gegenuberliegenden Wandstabe d 71 eine 
Parallele zu ziehen bis zum Schnitte mit dem Gurtstabe e 71 und von 
dem Schnittpunkte aus das Lot ra' zu fallen, Fig. 77; wir werden sehen, 
daB sich alsdann fur We unter Verwendung des Lotes r 0' der gleiche einfache 
Ausdruck ergibt, wie fur Wd mit ru. In Fig. 78 sei das Dreieck c 7 d 71 
des Stabwerkes Fig. 77, das den Winkel fJ enthalt, noch einmal fur sich 
in etwas groBerem MaBstabe dargestellt. Denkt man sich den Unter­
gurtstab c 7 d wahrend der Langenanderung des Stabes c 71 festgehalten, 
so wird der Knotenpunkt 1 die Lage I' einnehmen; hierbei vollfuhrt er 
eine Drehbewegung um d als Endpunkt des starren Stabes d 71 und 
ferner eine Drehbewegung um den Punkt emit gleichzeitiger Radial­
bewegung von der GroBe der Langenanderung As. In Fig. 78 werden 
diese Bewegungen dargestellt durch das kleine Dreieck 171' 7 f" an 
der Spitze des vom Lote r u und dem Stabe d 71 gebildeten groBen Drei­
ecks. Wie unmittelbar ersichtlich, sind diese beiden Dreiecke ahnlich, 
und es laBt sich, wenn die Projektion des starren Stabes d 71 auf den 
betrachteten Wandstab c ~ 1 mit p bezeichnet wird, die Beziehungablesen: 

Wp·s 
Lf8 

p 
. . . . . . . . . . . (a) 
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Es wurde schon angedeutet, daB es uns daraufankommt, r" zurVerein­
fachung des Ausdruckes fUr den Gesamtwer.t We = wp + Wy durch ro 
auszudrucken. Bezeichnen wir die Teilprojektion des Gurtstabes e --:- f 

auf den Wandstab 
c --:- f zwischen dem 
Punkte f und dem 
Lote ro mit q, vgl. 

Fig. 77. Fig. 77, so ist die 
Beziehung anzu-
schreiben: 

r" p -=--
ro' 8 - q 

Fig. 81. Daraus ergibt sich 

/ ~====~~~f~[ r" =-8~q·r6. 
Biegungslinie des tJ~te - - Setzen wir die-

Jilr VerkiJrzul7g des /tfondstobes s -r.., 7. Fig. 80. sen Wert fur r" 
in die Gleichung 
(a) ein, so er­
halten wir 

Fig. 78. 

c 
Fig. 79. 

8 8- q 
W p' LI 8 = ------;:r;- . 

Es ist nunmehr noch die Winkel­
anderung Wy durch das Lot ro aus­
zudrucken. In Fig. 79 ist das Stab­
dreieck c --:- e --:- f, das den Winkel y 
enthalt, fur sich herausgezeichnet 
worden. Denken wir uns die 
Scheibe I festgehalten, so wird 
nach erfolgter Langenanderung des 
Stabes c --:- f der Stabgelenkpunkt f 
die Lage f' einnehmen, vgl. die 
Fig. 79. Wir folgern auch hier 
wieder aus der Ahnlichkeit des 
kleinen Verschiebungsdreieckes mit 
der' Hypotenuse f --:- f' mit dem 
groBen Dreieck von den Katheten 
ro und q 

W Y '8 q 
Lf8=~' 

Addieren wir nunmehr diese 
Werte fur wp und w y , so erhalten 
wir die gesuchte Winkelanderung W. 

der von c ausgehenden Gurtstabe. 
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8 8 -q} Wp· Ll8 =--;;;-
o + 

8 q 
W y• Ll8 = r' 

o 

~ (Wp + W ) = 8 - q + 1-
Ll8 Y r'- r~ 

8 8 

Ll8 W. = r~ 

Ll8 
WC=7· 

o 

Die Winkelanderungen der von zwei benachbarten Gurtknoten­
punkten ausgehenden Gurtstabe infolge Langenanderung des gegen­
uberliegenden Wandstabes errechnen sich also aus den einfachen Be­

. ziehungen: 
As 

Wd=­
'1' .. 

LIs 
W -­c - '1" o 

Sind die beiden dem betrachteten Wandstabe benachbarten Wand­
stabe parallel, wie es haufig der Fall ist,. so fallt der Endpunkt des 
Lotes ro (siehe Fig. 77) mit dem Knotenpunkte e zusammen, wodurch 
sich jedoch die Rechnung bei Entnahme der Lange des Lotes aus der 
Zeichnung nur wenig vereinfacht. 

Ganz besonders zu beachten ist nun aber, daB die Winkel­
anderungen fur die beiden Gurtknotenpunkte in einem 
zueinander entgegengesetzten Sinne erfolgen. Wollen wir 
also die Winkelanderungen als fingierte Lasten in den zugeordneten 
Gurtknotenpunkten ansehen und dazu das Selleck und damit die Bie­
gungslinie des betrachteten Gurtes zeichnen, Fig. 81 (S. 46), so sind auch 
die gedachten Lasten, in unserem Falle W. und Wd, in entgegengesetztem 
Sinne aneinanderzureihen, wie das Fig. 80 erlautert. Bei Betrachtung 
des gemeinsamen Einflusses der samtlichen Stablangenanderungen 
und Darstellung der Biegungslinie dazu fur den gewahlten Gurt wird 
also die auf e entfallende Gesamtlast 2:we um den EinfluB W. des Wand­
stabes zu verringern sein, vorausgesetzt, daB, wie hier angenommen, 
der Stab Druck erleidet, also eine Verkurzung erfahrt. 

Aus der Ableitung geht hervor, daB die beiden Winkelanderungen 
stets einander entgegengesetzt sind, weshalb der Leser sich nur den 
EinfluB der Langenanderung des Wandstabes zu vergegenwartigen 
braucht, der am leichtesten zu erkennen ist, also den EinfluB auf den 
gegenuberliegenden Winkel des betrachteten Gurtes. 

Berechnung von Stablangenanderungen. 1st eine Spann­
kraft die Ursache der Stablangenanderung Ll8, so erfolgt sie nach 
dem Hoo keschen Gesetze: 

Verlangerung Ll8 
Stablange 8 

Spannung (] 
Elastizitatsziffer E, 
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darin ist 

Spannung a = Spannkr~ft 8 = konst. 
Quersehllltt F 

also kurz 

8·s ( s ) 
Lls= EF =8 EF 

Bezeiehnen wir den von der Spannkraft unabhangigen Faktor mit !ls, 
also 

so gilt 

s 
~s= EF 

LI s = S· ~s 

Dem Faktor e geben wir den Index s, UIl}. ihn von einer gewohnliehen 
Materialkonstanten wie E zu unterseheiden und an seine Abhangigkeit 
von s zu erinnern. 

Voraussetzung fur die Anwendbarkeit dieser Gleiehungen ist, daB 
der Endzustand, in den das Tragwerk in Wirkliehkeit dureh tiber­
lagerung aller einzeln bereehneten Spannungszustande versetzt wird, 
an keiner Stelle die Proportionalitatsgrenze ubersehreitet. Das wird 
praktiseh aueh nieht eintreten, dadie Proportionalitatsgrenze wohl 
stets uber der zugelassenen Hoehstspannung liegt und der Zweek der 
Reehnung ja, wenn es sieh nieht urn die NaehprUfung vorhandener 
Bauwerke handelt, die Vermeidung der tibersehreitung der Hoehst­
spannung ist. 

Aueh die Dberlagerung einzeln gereehneter Spannungszustande ist 
offenbar nur dann zulassig, wenn der Endzustand nirgends die Pro­
portionalitatsgrenze iibersehreitet. 

Es handelt sieh also nur um den Endzustand: in den Zwisehenstufen 
der Bereehnung kann unbegrenzte Proportionalitat und Unzerstorbar­
keit fingiert werden. Aueh fitr den EinfluB der Deformation auf die 
Anderung des Spannungsbildes, also des Krafteplanes bei Faehwerk­
tragern, ist nur der Endzustand maBgebend. 

1st eine Temperaturanderung die Ursaehe der Stablangen­
anderung LIs, flO gilt innerhalb nieht auBergewohnlieher Temperatur-
grenzen 

LIs = ex· LIt· s 

darin ist ex die Langenanderung des Stabes pro Langeneinheit und 1 0 C 
Temperaturerhohung, LI t die Temperaturanderung in 0 C, s die Stab­
lange. 

Fur FluBeisen ist 
1 

IX = + 85000 

Man reehnet in lHitteleuropa mit einer mittleren Temperatur von 10 0 C, 
und nimmt fUr Eiscnkonstruktionen eine Sehwankung von ± 35'0 C 
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um dieses Mittel an. Zu beachten ist, daB Eisen bei Sonnenbestrahlung 
im allgemeinen eine hohere Temperatur aufweist als die umgebende 
Luft. Farbe des Anstriches und etwaige Ummantelungen sind von 
EinfluB. 

Es empfiehlt sich, den TemperatureinfluB fUr sich zu behandeln, 
nicht zuletzt deshalb, um Erfahrungen zu sammeln, da die einzelnen 
statisch unbestimmten Tragwerke sehr' verschieden auf Temperatur­
anderungen reagieren. 

Fig. 82. 

lot 

MaB.slab 1:100 

fOt lot 

f.E--+---+--+8 ·100 =800a----+----1r--~~ 

~-~-~--+_-~-10 oO-+_-~-_+-~+_~~ 

/' 
/' 

/' 
/' 

_J. 
~ --r 
~'" __ 1. 

~ 

--f 
~ 

_J 
1 0 2 3cm 

1l!dIlJdJlIllhbll!ddIlI===,==="I===lJ11 1e,~==========1 
I 
I 

~ --r 
!.:' H=1(=6cm)--~"" . Fig. 83. 

Fig. 82 u. 83. 

Beis piel: Fur den dul'ch Fig. 82 und die naehstehende Tabelle Nl'. 3 in den 
erfol'del'liehen Stababmessungen gegebenen Faehwerk-Paralleltl'ager soIl die Sen­
kung des Untel'gurtes fiir die aus del' Fig. 82 ersichtliche Belastung er­
mittelt werden, d. h. also, es solI die Biegungslinie fur den Untergurt ge­
zeichnet werden, welche die lotrechten Vel'schiebungen allel' Punkte des Unter­
gurtes enthalt. 

Die Berechnung del' fingierten w-Lasten fiir die Langenanderung del' Obel'-

gurt- und Untel'gul'tstabe nach del' Formel w = :'!~ bietet keine Schwierigkeiten. 
r 

Bei Ermittlung der fingierten Lasten fiir den EinfluB del' Diagonalen el'gibt sieh, 
daB die Lote r" und r;, mit den beiden del' betrachteten Diagonale henachharten 
\Vandstahen zusammcnfallen, was lediglich eine Vcl'einfachung del' w·Bestimmung 
bcdeutet. Es ist jedoch darauf hinzuweisen, daB, wahl'end die fingiertcn Lasten 

B u c h hoI Z, Tragwerke. 4 
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aus der Langenanderung der Untergurtstabe als in den gegeniiberliegenden Ober­
gurtknotenpunkten angreifend gedacht wurden, die fingierten Lasten. fiir den 
EinfluB der Wandstabe fiir den Gurt (oder eine sonstige Punktreihe des Fach­
werks natiirlich) bestimmt und in den Knoten desselben angrt'ifend gedacht 
werden miissen, fiir den die Biegungslinie zu zeichnen ist: in der gestellten Auf­
gabe also fiir den Untergurt. Es geht dieses natiirlich aus der vorangegangenen 
Erlauterung der graphischen Darstellung der Fachwerkbiegungslinien hervor;· das 
darauf Beziigliche sei bier zur Einpragung kurz wiederholt: Bei Priifung des 
Einflusses dE'r Langeniinderungen der .Gurtstabe fiir sich allein miissen die Wand­
stabe alB starr bt'trachtet werden. Es ist kJar, daB sich dann die Senkung, die 
einer der beiden Gurte durch seine Langenandt'rung erfahrt, in gleicht'r GroJ3e 
auf dlln anderen Gurt iibertragen muB; dabei ist allerdings zu beriickflichtigen. 
daB die Biegungslinie fiir einen Gurt zwischen den Knotenpunkten geradlinig 
verlaufen muB: Daraus t'rgeben sich dann, da sich die Knotenpunkte des Ober­
gurtes mit denen des Untergurtes in der gewiinschten Verschiebungsrichtung 
nicht decken, verschwindend geringe Abweichungen zwischen der theoretisch 
genauen Biegungslinie des einen Gurtes von der des anderen, die von der zeich· 
nerischen Darstellung nicht beriicksichtigt werdt'n (vgl. auch I10chmals die Aus­
fiihrungen auf Seite 44). - Betrachteten wir den EinfluB der Wandstabe, so muBten 
wir zweckmiiBig die Gurtstabe als starr anschen. Stellen wir uns dieses deutlich 
vor, so begreifen wir unmittelbar, daB die durch die Langenanderungen der Wand­
stabe bewirkte Verscbiebung des einen Gurtes von dllr des anderen verscbieden 
st'in mull Noch klarer wird da!! fiir ein Standerfachwerk (z. B. Fig. 85); bei 
einem solchen muB die Abweichung zwischt'n der Senkung eines Knotens des einen 
Gurtes und der des zugeordneten Knotenpunktes des anderen Gurtes gleich der 
LangenandeI'U'llg des diese Knotenpunkte verbindenden vertikalen Stiinders sein. 
Man hat sich hierbei auch damn zu erinnern, daB die Winkel IX, {J trod r des 

Stabwt'rkes,. deren Winkt'liinderungen w wir mit Ellie der Formeln WI>: = LIs . r 
und W fJ, y = LI ~ berechnen, Winkel desjenigen Gurtes sind, fiir den die Biegung;. 

1'0 
linie dargestellt werden solI. 

Zur Vermeidung von Rechenfehlern ist es unumganglich notwendig, die zur 
Berechnung der w-GroBen benotigten Einzelwerte ta bellarisch z1ll'ammenzusfellen, 
ahnlich wie dieses in den beiden Tabellen (Nr. 3 und 4) dieses BeispielB geschehen ist. 

Tabelle Nr. 3. 

Querschnitt 
Stlibe ,---

Form Inhalt 
cm" 

UI U{ .JL lQO X 65 X 11 34 

U2 U~ ..JIL 
_!LIOO X 65 X 11 54,8 

I 160 X 13 
-'LIOO X 65 X 11 

Us US ..JIL I 160 X 13 67,6 
- 160 X 8 

01 0' 1 -,r 100 X 65 X 11 34 
O2 0: T 100 X 65 X 11 34 

Os 0; 'lr -'L100 X 65 X 11 50 
- 160 X 10 

DI D' 1 .JL 65 X 65 X 9 22 

D2 D~ .JL 65 X 65 X 9 22 

Ds D' 3 .JL 45x45x5 8,6 

D4 D' • .JL 55 X 55 X 6 12,6 
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Die SpannkriiJte. der Gurtstabe berechnet man in dies em einfachen FaIle am 
besten mit Hille des Ritterschen VerIahz:ens; die Spannkriiite der Wandstabe 
ergebE'n sieh noch bequemer durch Division der zugehorigen Querkraft mit dem 
cos 45°. 

Bei Aufstellung der Stabquerschnitte brauchen die Nietschwii.chungen im all· 
gemeinen ebensowenig wie die Querschnittsanderung beim lThergange in die 
Knotenbleche beriicksichtigt zu werden. Als Stablange wird alsdaun die System-
1ange eingefiihrt. 

Ais Tragermaterial sei in allen Gliedern gutes FluBeisen gewiihlt worden; 
fiir solches hat die Elastizitatsziffer den Wert E = 2150 t/cm2• 

Ta belle Nr.4. 

I I " I ~§ AS 

~ l!f W=--

" .. r ,,' l!f~ '<:l ~ ~. E F + = Lastrieh- "" .. "" r m W=500w 
~ .., -".§ tung Po !1.l "'5 !1.l - =entgegen- I:l 

t em kg/em' em' em em ges. ~ 
.. 

U1 +25 200 2150000 34 +0,0684 100 +0,000684 . 1 Knotenpunkt 

U2 +55 200 2150000 54,8 +0,0933 100 +0,000933 2 
I und l' 

W = 0,598 (em) 

Us +65 200 2150000 67,6 +0,0895 100 +0,000895 3 
0 1 -35,4 141 2150000 34 -0.0683 141 +0,000485 I Knotenpunkt 

O2 -40 200 2150000 34 -0,1094 100 +0,001094 I 
II und II' 

W = 0,974 (em) 
03 -60 200 2150000 50 -0,11161 100 +0,001116 II 

D1 +21,2 141 2150000 22 +0,0632{ ru = 141 -0,000448 (a) Knotenpunkt 
1 und l' 

r. = 141 +0,000448 I W'= 0,342 (em) 

D2 -21,2 141 2150000 22 -0,0632{ 
r .. = 141 +0,000448 II 
r. = 141 -0,000448 I Knotenpunkt 

+0,0541{ 
r,,= 141 -0,000384 I 

2 und 2' 

Ds + 7,1 141 2150000 8,6 W = 0,467 (em) 
r. = 141 +0,000384 . II 

D4 - 7,1 141 2150000 12,6 -0,0370{ 
r .. = 141 +0,000262 II' Knotenpunkt 

r. = 141 -0,000262 II 
3 

W = 0,448 (em) 

Sollen Irrtumer hinsichtlich der Richtung der w-Lasten vermieden werden, 
so tut man gut, die errechneten Langenandel1mgen mit den Vorzeichen zu ver­
sehen, die siungemaB sind, und deshalb auch zqr Bezeichnung der entspreehenden 
SpannkraIte ublich sind. Zur Erkennung der Richtung der fingierten Lasten hat 
man sich im Zweifelsfalle oder zur Kontrolle nur den jeweiligen alleinigen Ein. 

£1 uB der betrachteten Stablangenandenmg a uf die Winkelander ung der 
betroffenen Stabe des betrachteten Gurtes zu vergegenwartigen. Fig. 84 deutet 
das Gesagte nochmals beziiglich der Wandstabe an. 

Die mit Hilfe der Formel w = L1.~ bestimmten w-Zahlen sind zum Ausgleich 
r 

des TragermaBstabes, namlich 1: 100, mit IX = 100 zu multiplizieren. Als Ein-

4* 
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heit fiir die Auftragung des w-Lastenzuges (d. h. also der Polweite H = 1) sei 
die Lange 5 em gewiihlt; sonach sind die w-Zahlen aueh noeh mit dem Faktor 
f1 = 5 zu erweitern. - Es seheint zweekmiUlig zu sein, aueh Doeh den Faktor 
r = 2 einzufiihren, urn die Durehbiegungsordinaten im MaBstabe 2 : 1 vergroBert 
zu erhalten. 

Fiir die einzelnen Knoten des Untergurtes I, II, II', I' ergeben sieh folgende 
fingierte Lasten W: 

WI = 0,598 (em) = W! 
WII = 0,974 " = WI! 

Desgleiehen fur die Knotenpunkte des Obergurtes: 

W1 = 0,342 (em) = Wl 
W2 = 0,467 " =Wi' 
W3 = 0,448 " = W; 

Fig. 85. 

~~~~~Oq'-:!-:::--3--~--==----------~ll 

~ i 
'_~l)C'-b_1 __ L 

1*-------t7000'-----------~ 

Fig. 86. rOq' Als Seilzug fiir diese 
"LasteD" ergibt sieh die 
gesuehte Biegungslinie fiir 
den Untergurtmit den Daeh­
stehend aufgefiihrten Kno­
tenpunktsenkungen: 

Fig. 87. 'YJI = 0,97 em = 'YJ! 
'YJII = 1,55 " = 'YJI! 

Beispiel 2. Del' Zweek del' Darstellung del' Biegungslinie war im voran­
gegangenen Beispiel des Fachw€lrkparalleltragers nur di€l Bestimmung del' Dureh­
hiegung dieses Tragwerkes. In dies€lm Beispiel sollen dagegen Verschiebungs­
elemente del' Formanderungsgleiehung einer statisch unbestimmten Reehnung 
ermittelt werden. Die Formanderungsgleiehung fiir den diesem Beispiel zugrunde 
gelegten deutsehen Bogen, Fig. 85, enthalt, nach Ver€linfaehung mit Hille des 
noeh zu behandelnden Lehrsatzes von der Gegenseitigkeit del' Versehiebungen, 
den Ausdruek 

H·E8mb • 

In diesem Ausdrucke ist H zunachst nul' die Einheit del' iiberzahligen Spannkraft, 
angreifend im Auflagerpunkte b. Die Punkte m sind die Lastangriffspunkte, in 
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unserem ,FaIle also die Knotenpunkte des Untergurtes. Die zahlenmiillige Aus­
wertung des Ausdruckes H· -Ebmb stellt die Aufgabe, eine Biegungslinie zu 
zeiohnen fiir die Hebung des Untergurtes in Lastriohtung bei Beanspruohung des 
zugbandlosen Bogens duroh eine Horizontalkraft H = 1 in den Punkten a und b. 

Die benotigten Abmessungen dieses Bogens sind, soweit sie nicht aus der 
Fig. 86 ersiohtlioh sind, der Tabelle Nr. 5 zu entnehmen. Die Stablangen kOnnen 

Tabelle Nr. 5. 

Querschnitts-
Stab Querschnittsform Flitcbe 

em' 

01 
J( 2 u NP. 14 40,8 

O2 
J( 2 u NP. 14 40,8 

Os JC 2 LJ NP. 14 40,8 
04 J( 2 LJ NP. 14 40,8 

U1 ::JC 2 LJ :NP. 16 
68,8 1-260x8 

Ua J( 2 LJ :r-,rp. 16 48,0 
Us J( 2 LJ NP. 16 48,0 
U4 J( 2 LJ NP. 16 48,0 
VI 1...1 4L40X40X4 12,3 r, 
Va L..I 

r'l 4L.40X40X4 12,3 
Va 1....1 r' 4L.40X40X4 12,3 
V4 

L.J 4 L. 40 X 40 X4 ]2,3 r, 
V,; L,J r, 4L.40X40X4 12,3 
Dl L.J 4L.40X40X4 12,3 r, 
Da L..I 4L.40X40X4 12,3 r, 
Ds L..I 4L.40X40X4 12,3 ,., 
D4 L..I 4L40X40X4 12,3 ,. , 

zeichnerisoh oder rechnerisoh ermittelt werden. Zur Bestimmung der Spannkrafte 
ist das Zeichnen eines Krafteplanes am bequemsten, mull jedoch zur Vermeidung 
grollerer Ungenauig­
keiten fiir dieses System 
unter moglichst genauer 
Einhaltung der Stab­
neigungen ausgefiihrt 
werden. DieFeststellung 
der Zahlenwerte fiir die 
Lote r sowie r u und 
r~ erfolgt zweckmiiJ3ig 
zeichnerisoh duroh Auf­
reiBen des Systems in 
groI3eIfl MaI3stabe. (Die 
Bestimmung der Radien 
r, r.. und besonders r~ 
deutet Fig. 88, 89 und 
90 an.) 

Nach beendeter uber- Fig. 88. zeichnerische Ermittelung der Abstitnde der Gurtstitbe 
siohtlioher Zusammen- von den zugeordneten Knotenpunkten. 
stellung dieser Werte, 
iihnlioh TabelleNr. 6, erreohnensioh diefingierten Lasten W= LIs ,wie im Beispiel 1, 

r 
ohne Schwierigkeiten. Eine Ausnahme macht der mittelste Vertikalstab, be-
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Fig. 89. ErmitteJung der Radien fUr die Diagonalen. 

No 

zeichnet mit VS' Aufdie 
, Ermittelung des Ein­

i 
i 
i 
\ 

I 

~-<>-------<>------<J 

flusses der Langenande­
rung dieses Stabes auf 
die Winkelanderung w 
zwischen den beiden 
Untergurtstahen U4 und 
V~ lassen sich die bisher 
gegebenen Regeln, wie 
der Versuch lehrt, nicht 
ohne weiteres anwenden; 
diese Winke landerung w, 
oder, was - wie wir 
wissen - dasselbe ist: 
die fingierte Last im 
Punkte V u' laBt sich je­
doch durch eine den bis­
herigen gleichartige Er­
wag\lpg leicht herleiten. 
Zur Ubung des Lesers in 
der Behandlung 801cher 
von derRegel abweichcn­
der Falle moge die Ent­
wicklung hier dUJIch­
gcfiihrt werden: Fig. 91 
stelltdas mittlcre Bogen­
stiick zwischen den Ver­
tikalen V4 und Vs dar. 
AIle Stabe, auBer Vs von 
der Lange s, werden als 
starr betrachtet, wah­
rend eine Verkiirzung 
des Vertikalstabes Vs 
von der GroBe L1 s ein­
tritt; unter dieser Vor­Fig. 90. Ermittelung von Radien fUr die VertikaJen. 

aussetzung treten - bei festem Punkte Vu und fester Richtung Vs - folgende Be­
wegungen ein, vgl. Fig. 91: Der.Obergurtknoten Vo bewegt sich in Richtung VU 

_____ --AI( 
~O~r.-I\ 

O~ r.- ITo 

--t~ ------ torr) \ ~ 01} (6 
I \ 
\ \ O'IJ...------

Fig, 91. 

und nimmt die Lage V~ ein. Gleich7.eitig vollfiihrt dcr starre Obergurtstab 04 
eine Drehbewegung um dies en Obergurtknoten, wahrend der starre Wandstab D4 
ebenso wie der der gleichen starren Scheibe angehorige Untergurtstab U4 eine 
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w 
Drehbewegung um den Untergurtknoten VII ausfiihrt, und zwar um den WinkelT 

(diese Winkelii.nderung wird hier mit ~ bezE'ichnet, weil sie boi der symmetrisohen 

Ausbildung und 13elastung des vorliegenden Fachwerks mit der sioh fUr U: er­
gebenden Winkelanderung gleiche GroBe gemeinsam hat). Der Bogen, den der 
Wandstab D4 mit seinem f~ndpunkte IV. um V .. beschreibt, werde . mit Ll b und 
-die Projektion dessfllben auf die Verlan/l:erung des Ohergurtstabes 0, mit LlO 
bezeichnet. Die Projektion de!! Vertikalstabes 8 (V5) auf den Obergurt durch das 
Lot 1" werde p genannt. Die Jj'igur lehrt, daB das von D4 und 1" gebildete Dreieck 
dem kleinen Versohiebungsdreieok fiber Ll b ahnlich ist. Wir konnen zunaohst 

fUr ~ den Wert anschreiben: 

I 8 
~ Stab-
til Hinge 

1 

2 

3 

4 

o 
o 
o 
o 
Ul 

,U2 

U3 

U4 

Vl 

Va 

Va 

V, 

V5 

D 1 

D 2 

D s 

D 4 

em 

355 
346 
341 
338 
446 
382 
352 
339 

450 

270 

170 

117 

101 

373 

350 

345 

348 

S ::3 
Stab- ] 
kraft ~" 
fiir ~ 

H=l' " (;§ 

cm2 

+ 1,14140,8 
+ 2,8440,8 
+4,90 40,8 
+5,96 40,8 
-1,32 68,0 
-2,35 48,0 
-3,93 48,0 
-5,87 48,0 

+0,86 12,3 

+0,74 12,3 

+0,46 12,3 

-0,14 12,3 

-0,53 12,3 

-1,21 12,3 

-1,76 12,3 

-2,11 12,3 

-1,18i12,3 

Ta belle Nr. 6. 

W·;Bereehnung {IX = 300 
S· 8 W=3000w fI =5 

As= --~~ r=2 
E·P 

Stabliingen- zu-
linderung Radius r geord· W neter 

Rneten-
em em punkt (em) 

+0,0046 256 II" 1+0,054 
+0,0112 165 III" +0,204 
+0,0190 116 IV" +0,491. 
+0,0229 101 V" +0,681 
-0,0040 341 I. +0,035 
-0,0087 239 II. +0,109 
-0,0134 163 III. +0,247 
-0,0193 117 IV. +0,495 

+0,0146 { 
T" = 338 II .. +0,130 
To= - - -

+0,0076 { 
Tn = 338 III .. +0,068 
To = 448 II .. -0,051 

+0,0030 { 
Tn= 338 IV .. +0,027 
TO = 390 III" -0,023 

-0,0006 { 
1",,= 338 V" -0,005 
To= 302 IV" +0,006 

-0,0020 { 
T = 101 

} V" +0,000 
p =4,5 

-0,0171 { 
rn= - - -
TO = 244' II" +0,210 

-0,0233 { T,,=2601 II" -0,269 

To = 1~41 III" +0,426 

-0,0275 { 
1"" = 166 III. -0,497 
To = 115 IV .. +0,718 

-0,0155 {(" = 1141 IV" -0,408 
To = 98 V .. +0,475 

2'Wfiir 
die einzelnen 

Knotenpunkte 

~ -

Knotenpunkt 

I. und I~: 0,035 

Kno'tenpunkt 

II" und II~ = 0,074 
II. " II~ = 0,109 

2=0,183 

Knotenpunkt 

Ill .. u. III~ = 0,178 
III. " III~ = 0,247 

2 =0,425 

Knotenpunkt 

IV" u. IV~ = 0,834 
IV. " IV~ = 0,495 

I= 1,329 

Knotenpunkt 

V" = 2,302 
V. = 0,000 
I= 2,302 
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Darin ist, zufolge der Ahnllchkeit der genannten Dreiecke: 

Llb=D'Llo. 
r 

Die "Einsetzung dieses Wertes in die erste Gleichung ergibt: 

w Llo 
2 r 

Die Projektion LI 0 des Hogens LI b ist praktisch gleich der Projektion der Ver­
kiirzung Ll8 gleichfalls auf den Obergurtstab 0" denn Stab 0, hat seine Lange 
nicht geandert und seine geringe Winkelanderung gegen seine urspriingliche .~age 
bleibt beziiglich der Projektionen praktiseh ohne Wirkung. Aus dieser Uber­
legung ergibt sich, unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der Ahnlichkeit der 
Projektionsdreiecke uber 8 und Ll8, der Wert von LI 0 zu: 

Llo=~.Ll8. 
8 

Die Einsetzung in die vorletzte Gleichung ergibt den gesuchten Wert 

w p Ll8 
2=8'7' 

Nahert sich der Winkel z'\\<ischen Obergurtstab 0 4 und Vertikalstab Vo einem 
Rechten, so wird der EinfluB der Langeniinderung des Vertikalstabes auBer­
ordentlich gering, was auBer der Formel auch bereits die Betrachtung des Stab­
werkes, Fig. 85, unmittelbar lehrt. 

In Fig. 92 ist der ]'achwerkbogen im MaBstabe 1: 300 dargestellt worden; 
nach den Ausfiihrungen auf Seite 42 ist es also erforderlich, die errechneten Werte 

w =, LIs mit eincm Faktor IX = 300 zu erweitern. Der Polabstand H = 1 des 
r 

fingierten Kra!tezuges moge mit 5 em aufgezeiehnet werden; diese Lange ist 
alsdann auch die Einheit, in der die berechneten w GroBen aufzutragen sind 
d. h. also, um die w GroBen in cm darstellen zu konnen, miissen die bisher dafUi" 
bereehneten Zahlenwerte mit der Zahl f3 = 5 multipliziert werden. Zur ver­
groBerten Darstellung der Versehiebungsordinaten, die zweekmaBig erscheint, 
moge dann sehlieBlich noeh als dritter Erweiterungsfaktor die Zahl r = 2 ein­
gefiihrt werden. 

Unter Beriieksichtigung des Gesagten ergebell sich dann fiir die Knoten­
punkte des Untergurtes, fiir den laut Aufgabe die Biegungslinie zu suchen ist, 
folgende Werte W: 

WI = 0,035 (cm) = WI 
WIl = 0,183 " = WII 
WIll = 0,425 " = WIll 
WIV = 1,329 ,. = Wlv' 
Wv = 1,151 " = Wv 
-2- -2-

2'W 2 = 3,123 (cm). 

Die fiir den EinfluB der Langenanderung der Unt(\rgurtstabe in den Obergurt­
knoten anzubringenden fingierten Lasten haben in diesem Falle mit den in dell 
Unter~knoten angreifenden fingierten Lasten die Wirkungslinien gemeinsam, 
so daB sie nicht getrennt aufgefuhrt zu werden brauchen. Die sich fur die einzelnen 
Untergurtknoten aus den G urtlangenanderungen ergebenden W-Lasten sind, ent­
sprechend der Durchbiegung (Hebung), vertikal nach oJ- en gerichtet weshalb 
wir diese Richtung als die positive angenommen haben. DemgemaB ergibt sich 
z. B. die Liingenanderung des Vertikalstabes Vo' da sie zur Hebung beitragt, 
(vgL Fig. 86 u. 91), gleichfalls eine positive w-"Last". 
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Es ergeben siclt !lchlieBli'3h aua der mit diesen Werten gezeichneren Riegnngs­
linie, Fig. 93, des UntergurtP,s die gcsuchten Verschiebungen: 

limIIb = 0,35 em = dm!J b 

dm lIIb =- (\,68 " = lim llib 

dmIyb = 0,97 " = dmj;b 

dmyb = 1,07 " = dmyb 

(J) Die Darstellung von Faehwerkbiegungslinien mittels Versehiebungsplinen. 

In der Einleitung zur Behandlung der Darstellung von Fachwerk­
biegungslinien haben wir die Verschiebungsplltne bereits als Mittel 
zur Bestimmung von Punktverschiebungen der Fachwerktrager und 
zur Darstellung der Biegungslinien genannt und ihr Wesen kurz er­
lautert. 

Der Verschiebungsplan an sich' enthalt zunachst nur die absoluten 
Verschiebungen der einzelnen Knotenpunkte, und zwar als Strahlen 
von einem Pole aus (der einem als festliegend angesehenen Punkte 
des Tragwerkes entspricht). Die Verschiebung eines Punktes des Trag­
werkes in bezug auf eine belie bige Richtung wird natiirlich leicht 
gefunden durch Projektion der absoluten Verschiebung auf die gewahlte 
Richtung. Projiziert man den ganzen Verschiebungsplan auf von den 
Knotenpunkten des Tragwerks ausgehende Parallelstrahlen, so er­
halt man fiir jeden Knotenpunkt die Verschiebung in dieser Richtung 
und damit ohne weiteres gleichzeitig die Biegungslinie. Wir werden 
das nach Behandlung des Verschiebungsplanes an sich nochmals an einer 
Figur erlautern. 

Bei starren, nach dem Bildungsgesetze (siehe S. 11) aus Stabdrei­
ecken zusammengesetzten Fachwerktragem, vgl. das im iibrigen be­
liebige System Fig. 97, kann eine Verschiebung der Systemfigur in sich 
nur eintreten, wenn einer oder mehrere Stabe Formanderungen erfahren, 
sei es durch Kraftebeanspruchungen oder durch Temperaturanderungen. 
Eine derart erfolgte Anderung der Systemfigur wird dann durch die 
Verschiebungen der Knotenpunkte allein vollkommen bestimmt, 
wenn diese Formanderung nur in einer Anderung der Systemlange der 

Fig. 95. 

,," ,," 

I 
/ 

I 

/ 
~~I 

Fig. 96. 

Stabe besteht. Diesesdiirfte 
bei unseren Berechnungen 
fast immer nur der Fall 

JL" sein. Mit der Verkiirzung 
oder VerlangerungderSeiten 
der einzelnen Stabdreiecke 
ist natiirlich eine Anderung 
der Winkel verbunden, 
wenn die Stablangenande­
rungen, wie wohl stets, 
nicht im Stablangenver­
haltnis erfolgen. 

Die absolute Verschiebung eines Stabendpunktes (vgl. Fig. 95, 
Punkt p) setzt sich demnach, wenn der andere Stabendpunkt (0) zu­
nachst festliegend gedacht wird, aus zwei Einzelbewegungen zusammen': 
aus einer Radialverschiebung zum Festpunkte a (also einer Verschiebung 
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in der Stabachse) von 'der GroBe der Stablangenanderung (LIs) und 
Bodann einer Drehbewegung um den Festpunkt infolge der im zugeord­
neten Stabdreiecke meist eintretenden Winkelanderung. - Erfahrt 
der eben noch, als fest betrachtete Stabendpunkt gleichfalls eine Ver­
schiebung, so ist zur Bestimmung der absoluten Verschiebung des an­
deren Stabendpunktes auBer dessen beiden erstgenannten Einzel­
verschiebungen auch noch diese weitere Verschiebung nach GroBe, 
Lage und Richtung 
als Komponente in 
dem aus diesen Ver­
schiebungen zusam­
mengesetzten - den 
Krafteplanen wesens­
ahnlichen Ver­
schiebungsplane ein­
zufuhren; Fig. 96. 

Unter diesen Ein­
Fig. 97. 

zelverschiebungen muB die Langenanderung der Stabe unmittelbar ge­
geben sein; die GroBe der Drehbewegungen bestimmt sich alsdann 
aus der Dberlegung, daB jeder Stabendpunkt ja auch der Endpunkt 
eines anderen Stabes ist, und daB diese beiden Stabe, gemaB den Vor­
aussetzungen, auch nach der Formanderung uber einem dritten Stabe 
als Basis ein Dreieck bilden 
mussen. Die Lageanderung des 
Basisstabes, also die absolute 
Verschiebung seiner Endpunkte, 
muB natiirlich zuvor in gleicher 
Weise ermittelt werden bzw. ge­
geben sein. 

Nach diesen Dberlegungen 
wollen wir versuchen, einen Ver­
schiebungsplan fiir das in Fig. 97 
dargestellte beliebige Fachwerk, 
dessen Stablangenanderungen 
gegeben sein mogen, zu zeich­

Fig. 98. 

nen. - Wir brauchen in diesem Abschnitte '\:lei Aufstellung von Ver­
schiebungsplanen in Anbetracht des Zweckes offenbar nur die System­
figur ohne Rucksicht auf die Lagerung zu betrachten. Natiirlich 
mussen die Langenanderungen bereits ermittelt oder gegeben sein; 
ihre' Ursachen interessieren uns hier jedoch nicht. Es ist daher aber 
notig, einen Knotenpunkt und die Lage eines davon ausgehenden Stabes 
als fest zu betrachten, um dadurch eine Ausgangsbasis zu gewinnen. 
Der theoretische Aufbau des Stabwerkes Fig. 97 moge von dem be­
liebig gewahlten Stabdreiecke a --;- b --;- c aus, als Grunddreieck, erfolgt 
sein. Fur die Darstellung des Verschiebungsplanes mag der Punkt a und 
die Lage des Stabes a --;- b als unverschieblich angesehen werden. 

Am einfachsten ist alsdann die neue Lage b' des Punktes b, siehe 
Fig. 98, nach erfolgter Formanderung des Stabwerkes zu bestimmen: 
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es ist nur notig, die Stablangenanderung Ll a b von b aus in der Rich­
tung der Langenanderung abzutragen. Als Stablangenanderung mag 
hier eine Verlangerung gewahlt werden (vgl. Fig. 98). Weniger einfach 

flltlsgangs­
Imotel7ptll7kt) 

Fig. 99. 

ist die Bestimmung der 
neuen Lage des Punk­
tes c, namlich c'. Zur 
besseren Veranschau­
lichung der Zusammen­
setzung dieser Punkt­
verschiebung mogen die 
Richtungen der Stab-

b' langenanderungen ge­
wahlt werden: Stab a -;-- c 
werde etwa einer Verlan­
gerung und Stab b -;-- c 

. einer Verkitrzung unter­
worfen. Zur Herbei­
fuhrung einer klarcn 
Vorstellung der Be­

wegungsvorgange bei Lageanderung des Punktes c nehmen wir zu­
nachst' einmal an, daB die Verbindung der Stabe in c vor Eintritt 
jeder Formanderung des Stabwerkes gelost sei, vgl. Fig. 98. Tritt dann 

die Langenanderung des Stabes 
a -;-- b gleich b -;-- b' ein, so moge 
der Stab b -;-- c eine Parallelver­
schiebung seiner Punkte von der 
GroBe und Richtung der Ver­
schiebung b -;-- b' (Ll a b) ausfuhren. 
Der Endpunkt c dieses Stabes wird 
alsdann die Lage c1 im Abstande 
Ll a b von c aus einnehmen. In­
folge der Verkiirzung des Stabes 
b -;-- c wird nun der Stabendpunkt c 
des weiteren sich von c1 um die 
GroBe der Langenanderung nach Cz 

bewegen, vgl. Fig. 99. Ferner wird der Punkt c, wenn wir ihn nun­
mehr auch in seiner Eigenschaft als Endpunkt des Stabes a -;-- c be­
trachten, sich infolge Langenanderung dieses Stabes in Richtung der 

wir jetzt die Gelenk-~.i" ~d" ~~~~~ch~:S~:l~~l ~o;ee~ 

~" " verbindung der Stab-
b" b o 0 o· endpunkte c wieder her-

[o"'a',=<oJ g c" 0 stellen, so muD der Stab 
eft, e" . 

Fig. 102. Fig. 103. a -;-- c um semen End-
punkt a und der Stab 

b -;-- c um seinen Endpunkt b eine Drehbewegung bis zur Wiederver­
einigung in c ausfuhren. Der Schnittpunkt des Kreisbogens mit a -;-- c3 

Fig. 100. 
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um a mit dem Kreisbogen um b' mit b' ...;-c2 gibt also schlieBlich die ge­
suchte neue Lage des Punktes can; in Fig. 99 ist diese neue Lage mit c' 
bezeichnet worden, ferner ist das geanderte System durch strichpunk­
tierte Linien angedeutet worden. 

Wenn wir uns nun vergegenwartigen, daB die von den Stabend­
punkten beschriebenen Kreisbogen im allgemeinen von verschwindend 
geringer GroBe im Verhaltnis zu den Stablangen sind - denn die im 
Verhaltnis zur Stablange uberhaupt moglichen Langenanderungen 
eines Stabes konnen ja bei Tragwerksmaterial nur gering sein - so 
erkennen wir,daB diese Bogen als Senkrechte auf den Staben in den 
Stabendpunkten aufgefaBt werden konnen: daB es mithin nicht notig 
ist, die Konstruktion der Kreisbogen an dem Stabdreiecke vorzunehmen, 
was praktisch auch fast unmoglich ware, wie sich der Leser deutlich 
vorstellen mag. Wir konnen das kleine Verschiebungsfiinfeck an der 
Spitze des Stabdreiecks Fig. 99 fur sich ohne Aufzeichnung des Stab­
dreiecks - etwa von einem Pole 0 aus, siehe Fig. 100, der dem Punkte a 
des Stabdreiecks entspricht, da dieser laut Voraussetzung die Verschie­
bung O...;-a" gleich Null hat - ahnlich einem Krafteplane zusammen­
setzen aus funf Verschiebungen, von denen die Langenanderung der 
drei Stabe nach GroBe, Lage und Richtung gegeben sind, die ubrigen 
(namlich die als gerade Linien senkrecht zu den Staben aufzufassenden 
KreisbOgen um die beidenStabendpunkte a und b) nur ihrer Lage nach; 
diese letzteren Einzelverschiebungen sind also zum Schnitte zu bringen, 
womit sie die neue Lage des Punktes c in bezug auf den gewahlten Pol 
o = a" bestimmen. 

Dieser bisher nur fur das Grunddreieck gezeichnete Verschiebungs­
plan laBt sich nun naturlich weiter entwickeln zu einem Verschiebungs­
plane, der die Verschiebungen samtlicher Knotenpunkte des Stabwerkes, 
von dem Pole 0 = a" aus gemessen, enthalt. Es ist klar, daB immer 
nur die Verschiebung eines solchen Knotenpunktes bestimmt werden 
kann, bei dem fur zwei zugeordnete Stabendpunkte die Verschiebung 
bereits bekannt ist. Zur Fortsetzung der Aufzeichnung des Verschie­
bungsplanes wftrden jetzt also nur die Punkte e oder d, Fig. 97, in Be­
tracht kommen. FUr die dem Knotenpunkte d zugeordneten Stabend­
punkte c und b sind die Verschiebungen bereits als die Strahlen 0...;- b" 
und 0 ...;- e" im Verschiebungsplane Fig. 100 enthalten. Wir brauchen also, 
um uns die Verschiebung des Punktes d klarzumachen, nur die beiden 
Stabe b...;- d und e...;- d unter Berucksichtigung der nunmehr gegebenen 
Verschiebungen ihrer Ausgangsknotenpunkte b und e zu betrachten. 
Dabei gehen 'wir in gleicher Weise vor, wie wir es schon beim Grund­
dreiecke zum Zwecke der Erlauterung getan haben: Wir denken uns 
wiederum den Gelenkpunkt d, siehe Fig. 101, gelOst und lassen die 
Stabe b...;- d und e"';- d Parallelverschiebungen gleichzeitig mit den be­
reits bekannten Verschiebungen ihrer Endpunkte c und b ausfUhren. 
Der Punkt d wird dann als Endpunkt des Stabes b...;- d die neue Lage d1 
und als Endpunkt des Stabes c ...;- d die Lage d2 einnehmen. Jetzt schreiten 
wir zur Berucksichtigung der Stablangenanderungen. Zur Veranschau­
lichung mogen wiederum ihrer Richtung nach bestimmte Stablangen-
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anderungen gewahlt werden: Stab b...;- d erfahI:e eine Verlangerung, 
Stab o...;-d eine Verkiirzung. Diese Verschiebungen sind nun von den 
neuen Lagen d1 und d2 des Punktes d auf den neuen Lagen der Stab­
achsen b'...;- d1 und 0'''';- d2 abzutragen. Der in sich vorlaufig noch ge­
trennte Gelenkpunkt d nimmt dann die neuen Lagen ds und d, ein. 
Sollen nunmehr diese zusammengehorigen Stabendpunkte d zu dem 
Knotenpunkte d vereinigt werden, so mussen die beiden Stabe b'...;- de 
und 0' ...;- da eine Drehbewegung um ihre Endpunkte b' bzw. 0' ausfiihren. 
In Fig. lOlist die so ermittelte neue Lage des Knotenpunktes d mit dr 

bezeichnet worden. 
Es ist auch hier wieder nicht notig, den Verschiebungsplan unter 

Darstellung der beteiligten Stabe aufzuzeichnen, wie dieses in Fig. 101 
geschehen ist. Wir bemerken ferner, daB das dort bei d gezeichnete 
Verschiebungsvieleck auch ohne weiteres durch Vervollstandigung des 
VerschiebungsplanesFig.100 dargestellt werden konnte: den in Fig.10l 
von d aus angetragenen Verschiebungen der Punkte b und 0 entsprechen 
im Verschiebungsplane Fig. 100 mit genau gleicher GroBe, Lage und 
Richtung, gemaB dem in Fig. 99 analytisch geschilderten Vorgange, 
die Strahlen 0...;- b" und 0...;- 0". An diese Verschiebungen haben wir 
nur die weiteren Verschiebungen aus der Fig. 101 in gleicher Weise wie 
dort anzutragen, Fig. 102, wobei die im VerhaItnis zu ihren Radien, den 
Stablangen, verschwindend kleinen Kreisbogen wiederum als gerade 
Linien senkrecht zu den Stabachsen gezeichnet werden konnen. Fig. 103· 
stellt den gemeinsamen Verschiebungsplan fiir die Verschiebungen der 
Punkte a, b, c und d dar. 

In der'gleichen Weise, wie oben dargelegt, schreiten wir von Knoten-· 
punkt zu Knotenpunkt zur Bestimmung ihrer Verschiebungen weiter 
vor. Fig. 105 stellt den derart vollstandig entwickelten Verschiebungs­
plan des beliebigen Stabwerkes Fig. 104 dar, unter wiIIkurlicher Annahme 
der Stablangenanderungen. 

Wollen wir das bis jetzt Gesagte noch einmal zusammenfassen, so 
mussen wir kurz Antwort geben auf die Frage: Wie ist nun also prak­
tisch ein Verschiebungsplan fiir ein auflagerloses, unverschiebliches 
Fachwerk, dessen Stablangenanderungen gegeben sind, zu zeichnen ~ 
Die Antwort lautet: Es ist ein beliebiger Knotenpunkt als Festpunkt 
zu wahlen (zweckmaBig ungefahr auf Mitte zwischen den Endpunkten). 
Also Verschiebung dieses Knotenpunktes im Verschiebungsplane yom 
Pole aus gleich Null. Der Verschiebungsendpunkt fallt daher :mit dem 
Pole zusammen, weshalb man dem Pole'auch den Namen dieses Punktes 
zu geben pflegt. AuBer dem Festpunkte muB als Ausgangsbasis eine 
von Festpunkte ausgehende Stablage als unverandellich angesehen 
werden. Die Verschiebung des anderen Endpunktes dieses Stabes. 
laBt sich nach dieser Voraussetzung unmittelbar in den Versohiebungs­
plan einzeichnen durch Abtrageri der Langenanderung des Stabes yom 
Pole aus auf die Richtungslinie des Stabes in der durch die Art der 
Langenanderung angegebenen Richtung. Den gewonnenen Verschie­
bungsendpunkt bezeichnet man, wie auch aIle ferneren, natiirlich mit 
dem gleichen Buchstaben oder ahnlich, mit dem man den entsprechen-
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den Systempunkt bezeichnet hat. Alsdann sind immer nur von je 
zwei bereits ermittelten Verschiebungsendpunkten des Verschiebungs­
planes, deren zugehorige Knotenpunkte im System die Basis fUr einen 
weiteren Knotenpunkt bilden, die Langenanderungen der beiden zu­
gehorigen Stabe iJ;l der Stabrichtungslinie abzutragen, und zwar in der 
Richtung, welche durch die Bewegung des neu betrachteten Knoten­
punktes infolge der Langenanderung des betrachteten Stabes gegen den 
Ausgangsknoten angegeben wird. In den freien Endpunkten dieser 

Fig. 104. \ 

m 

Fig. 107. 

VerschieOllngen dar Un!. ',fful't-Punlde, cr, in del' 
hier be/ieoig gewiih/ten it:hlung f + f,' wenn ij 
und ef9 g/eich Null gesel wel'cien fBieg. -Liniel) 

b 
a/ 

(/IerschietJungen del' Untergurt-PlInlde 
in RtChtl!ng f+f: WB/7n el'a=O lind 

Stab a+-o feote Lagel) . 

n 

\ Fig. 106. 

\ 
Flg.104-107. Absolute Verschiebungen der Knotenpunkte, wenn a Festpunkt und a7b feste Lage. 

angetragenen Verschiebungen sind dann an Stelle der Bogen vom Stab­
radius Senkrechte zu errichten, deren Schnitt die neue Lage des vor­
genommenen Knotenpunktes vom Pole aus, d. h. also - mit Ruck­
sicht auf die Ableitung, was sich der Leser recht klarmache - von 
der ursprunglichen Lage dieses Punktes aus, wenn wir statt auf den 
Verschiebungsplan, bei dem wir ja praktisch von der Aufzeichnung 
der Stablangen absehen konnten, auf die Systemfigur blicken. 

Wir haben nun noch der Dberschrift dieses Abschnittes insofern 
gerecht zu werden, als sie angibt, daB wi~ hier die Verschiebungsplan~ 
nur als Mittel zum Zwecke der Darstellung von Fachwerkbiegungslinien 
behandelt haben. - Wie wir wissen, geben die Biegungslinien nur die 
Verschiebung einer Punktreihe der Fachwerktrager in nur einer Parallel-

e" 
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richtung an. Da in eineril vollstandigen Verschiebungsplane die abso-
1 uten Verschiebungen aller Punkte des Fachwerkes enthalten sind, 
so sind mit ihm natiirlich auch aile Seitenverschiebungen gegeben; 
man erhalt sie, wie auch schon eingangs erwahnt wurde, einfach durch 
Projektion der absoluten Verschiebungen auf die gegebenen anderen 
Verschiebungsrichtungen. Bei Darstellung einer Biegungslinie aus dem 
Verschiebungsplane eines Stabwerkes, siehe Fig. 107, ist nun jedoch 
zu beachten, daB beim letzteren ein beliebiger Punkt des Fachwerkes 
und die Lage eines anschlieBenden Stabes (well fur die Entwicklung 
zweckmaBig) als fest angesehen worden sind, daB dagegen bei der 
Biegungslinie (in Anbetracht dessen, daB ihr ja die tatsachlichen Durch­
biegungen, besonders als Elemente von Formanderungsgleichungen, 
entnommen werden sollen) meist die Auflagerpunkte als fest anzusehen 
sind, d. h. also mit Bezug auf Fig. 104: Die Auflagerpunkte 1 und g 
und damit auch die Verbindungslinie 1-7-g haben in der zu wahlenden 
Verschiebungsrichtung, also in der entsprechenden Biegungslinie, die 
Verschiebung () = O. Die Verschiebungen, die im Verschiebungsplane 
Fig. 105 auf den fingierten Festpunkt a bezogen worden sind, mussen 
in Fig. 107, der Biegungslinie, auf die Linie f' -7- g' bezogen werden, 
deren Endpunkte f' und g' die Schnittpunkte der Richtungsstrahlen 
von 1 und g aus mit den entsprechenden Projektionsstrahlen von f" 
und gil des Verschiebungsplanes sind. (An Stelle des Verschiebungs­
planes selbst ist zur deutlicheren Veranschaulichung das daraus aus­
gesonderte Strahlenblld der absoluten Verschiebungen 0 a", 0 b", 0 e" 
und so fort, Fig. 106, zur Projektion verwendet worden.) - Fig. 107 ist 
die Biegungslinie ffir den Untergurt 1 -7- a -7- b -7- g. Man versuche durch 
Betrachtung dieser Figur eine moglichst klare Idee von der Richtig­
keit des oben Gesagten zu gewinnen, gleichzeitig zur Vbung solcher 
Gedankengange fur spatere Ableitungen. Die Hilfslinie m -7- m in Fig. 107 
gibt hierzu eine gute Anleitung: Von dieser Projektionslinie des Poles 
0= a" aus, entsprechend dem fingierten Festpunkte a, konnen die 

. Parallelverschiebungen des Untergurtes der Biegungslinie so entnommen 
werden, wie sie durch die absoluten Verschiebungen des Verschiebungs­
planes unmittelbar durch die Projektion gegeben sind. Es' ergibt sich 
jedoch, daB die Fingierung, a sei ein Festpunkt, eine Verschiebung 
der Auflagerpunkte 1 uIid g gegeneinander von der GroBe t5 = f'lo zur 
Folge haben muB, siehe Fig. 107. Wurde tatsachlich eine solche Ver­
schiebung der Auflager gegeneinander eintreten, so wiirde 10 g' in der 
Biegungslinie die ursprunglich unverschobene Verbindungslinie der 
Auflagerpunkte darstellen und 10 f' alsdann die spatere Verschiebung 
der Auflagerpunkte gegeneinander. Die Strecken 10 m und g' n zeigten 
dann die Verschiebung der Untergurtknoten a und b gegen die ur­
spriingliche Auflagerlinie an. Da nun aber tatsachlich keine Verschie­
bung der Auflagerlinie erfolgen soIl, so muB die durch die Fingierung 
im Verschiebungsplane auch in der Biegungslinie aufgetretene Ver­
schiebung ruckgangig gemacht werden, d. h. die Verschiebungsordinaten 
des Dreiecks 10 f' g'. mussen von den Verschiebungen 10 m, g' n usw. ab­
gezogen werden, um dadurch die wahren Verschiebungen des Unter-
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gurtes zur Auflagerlinie, namlich c5a , c5b usw. zu erha.lten. Wir ge­
langen also auch durch diese mittelbare Schlu13folgerung zur Erkennt­
nis der einfachen Tatsache, daB die Verbindungsgerade f' -:- g' die 
SchluBlinie der verlangten Biegungslinie bei festliegenden Auflager­
punkten ist. 

Wir konnen nunmehr bereits die Ausfiihrungen dieses Abschnittes 
auf die Loslmg eines,Zahlenbeispiels anwenden. Zuvor sei zur eigent­
lichen Darstellung des Verschiebungsplanes noch kurz folgendes be­
merkt: Wir werden es bei der Losung statisch unbestimmter Aufgaben 
immer mit der Entwicklung von Verschiebungsplanen fur statisch 
bestimmt gegliederte Stabwerke, siehe Seite 15 u., zu tun haben, da wir 
ja 'stets (mit seltenen Ausnahmen) die Formanderungsgleichungen, 
deren Elemente wir mit dem Verschiebungsplane bestimmen wollen, 
ffir das statisch bestimmte Hauptsystem aufstellen. 

Es ist jedoch selbstverstandlich, daB wir nach der oben angegebenen 
Methode auch die Verschiebungen eines auflagerlosen, starren, aber 
nicht statisch bestimmt gegliederten Stabwerks bestimmen konnen, 
wenn eben die Langenanderungen wenigstens der dem statisch bestimm­
ten Hauptsystem angehorenden Stabe gegeben sind; die etwa berech­
neten Langenanderungen der ubrigen Stabe mussen dann mit denen 
ubereinstimmen, die sich auch aus dem Verschiebungsplane fur sie 
ergeben, da namlich aile Stabe gemaB unseren Voraussetzungen keine 
anderen Formanderungen als Langenanderungen erfahren sollen. 
Der ,Leser mag sich dieses als Wiederholung des friiher Behandelten 
deutlich vorstellen, d!1 sich der Nachdenkende hierdurch des Sinnes der 
Formanderungsgleichungen sowie uberhaupt des Begriffes "statisch 
unbestimmt" intuitiv bewuBt wird. 

Beispiel: FUr den gleichen Fachwerktriiger, fiir den bereits auf Seite49 
die Biegungslinie fiir die Senkung des Untergurtes mit Hille des Verfahrens der 
fingierten Lasten gezeiehnet wurde, soIl diese Biegungslinie nunmehr aueh mittels 
Verschiebungsplanes dargestellt werden. In Fig. 108 ist das System dieses Tragers 
nochmals aufgezeichnet worden; die Abmessungen sind der Tabelle Nr. 3, Seite 50, 
zu entnehmen. Da auch schon die Lli.ngenanderungen durch Tabelle Nr. 4 be­
kannt sind, so kann sofort mit der Entwieklung des Versehiebungsplanes begonnen 
werden. Der mit 1 bezeichnete Untergurtknoten wurde als Festpunkt, Unter­
gurtstab 1 -;-. 11 als feste Lage angesehen. Praktisch wird es im allgemeinen 
vorteilhafter sein, einen Punkt auf Tragermitte al~ fest zu wahlen. Natiirlich 
miissen wir die Verschiebungen in einem vergroBernden MaBstabe auftragen; 
die gleiehe VergroBerung wird selbstverstandlieh dann aueh in den Ordinaten 
der Biegungslinie auftreten. Fig. 109 stellt den Versehiebungsplan in zehnfacher 
VergroBerung dar; ]'ig. lIO die durch Projektion .. des Verschiebungsplanes er· 
haltene Biegungslinie. 1\fit Fig. III ist dann ein Ubriges getan worden, indem 
darin der Geraden a' -;-b' ein der Auflagerlinie a-;-b (hier glE!ichzeitig Untergurt­
system) paralleier Verlauf gegeben worden ist; um die ti'bersiebtliehkeit des 
Gesamtbildes mcht zu bpeintrachtigen, ist filr diesf\ Biegungslinie del' Ordinaten­
maBstab 2: 1 gewiih~~ worden. Es ergibt sich iibrigens bei eirUgermaBen genauem 
Zeiehnen eine gute Ubereinstimmung der Ordinatenwerte mit den bereits friiher 
auf anderem Wege ermittelten. 

Der Leser mag selbstandig gleichfalls mittels Verechiebungsplanes eine 
Naehpriifung der Ergebmsse des Beispiels 2 auf Seite 52 vornehmen (Biegungs­
linie fiir das statisch bestimmte Hauptsysteru des deutschen Bogens Fig. 85, 
Tabelle Nr. 5). 



Die Berechnung der Elemente der Formanderungsgleichungen. 67 

c) Die Mohrschen Arbeitsgleichungen. 

Elastische Linie und Gurtbiegungslinie dienen insbesondere dazu, 
eine groBere Zahl von Verschiebungen gemeinsam zu ermitteln, wie 
meist erforderlich. Zur Berechnung einzelner Punktverschiebungen 
von Fachwerktragern, was gleichzeitig a uch meist notwendig wird. 
ist dagegen die Anwendung der Mohrschen Arbeitsgleichungen vor­
zuziehen. 

Es sei dieses an dem Beispiele uber die Aufstellung der Formande­
rungsgleichung fUr den auBerlich statisch bestimmten Bogentrager 
mit Zugband (deutscher Bogen), Seite 18, Fig. 30, kurz erlautert. Die 
Formanderungsgleichung, aufgelost nach der Kraft H des als uberzahlig 
gewahlten Zugbandes 8, lautete (vgl. Seite 18): 

H= XP()bm 

. ()bb + (}. 
Fur ein gegebenes Tragwerk sind darin ohne weiteres bekannt die 

belastenden Krafte P sowie die Langenanderung (}. des Zugbandes 
fUr die Krafteinheit. Bezuglich der gleichartigen Verschiebungen ()bm 

(also der Verschiebungen des Punktes b durch die nacheinander in den 
Punkten m wirkende Krafteinheit) ist hier nun vorauszubemerken. 
daB nach dem im folgenden noch zu behandelnden Lehrsatze von der 
Gegenseitigkeit der Verschiehtmgen allgemein an Stelle von ()bm die 
Umkehrung ()mb gesetzt werden kann. GroBen ()mb sind aber gemaJ3. 
unserer auf Seite 14 erlauterten Bezeichnungsweise, die Verschiebungen 
der Punkte m fur die Krafteinheit von H in b. 

Diese Verschiebungen werden am besten gleichzeitig erner furH = 1 
gezeichneten Biegungslinie fur die Hebungen des Untergurtes bzw. 
des Obergurtes entnommen. Die einzelne Verschiebung ()bb hrngegen, 
also die Verschiebung des Punktes b durch eine in demselben Punkte b 
wirkende Kraft 1, kann, wie oben bereits gesagt, unmittelbar durch 
eine Arbeitsgleichung errechnet werden. 

Die Grundlage der Mohrschen Arbeitsgleichungen ist das Prinzip 
der virtuellen Verruckungen; dieses kann wie folgt ausgedruckt 
werden: 1st die Resultierende von auf einen Massenpunkt. 
wirkenden Kraften gl,eich Null, so ist die bei einer Verschie­
bung dieses Massenpunktes von den Kraften geleistete 
Ar bei t e be nf aIls gleich Null. Die Richtigkeit dieses Satzes ist 
bei Kenntnis des Begriffes der mechanischen Arbeit uberhaupt, die hier 
vorausgesetzt wird, selbstverstandlich; es erubrigt sich die Fuhrung 
eines Beweises: denn die Grundlagen eines solchen konnten kaum 
klarer unmittelbar erfaBt werden als der Satz selbst. 

Betrachten wir nun an Stelle eines "Massenpunktes" ernen aus sehr 
vielen kleinen Massenteilchen zusammengesetztenKorper, der aus be­
liebigen Ursa chen Formanderungen erfahre, und denken wir uns an 
diesem Korper beliebige Krafte angreifend, denen von entsprechend 
zu denkenden inneren Kraften stets das Gleichgewicht gehalten wird, 
und die zu den vorausgesetzten Formanderungen in keiner ursachlichen 

5* 
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Beziehung stehen, so erkennen wir, daB das obengenannte Prinzip 
sich alsdann auch auf diesen Korper anwenden laBt, daB also die 
wahrend der Formanderung (oder auch sonstigen Verschiebung des 
ganzen Korpers) von den gedachten Kraften geleistete Arbeit gleich 
Null sein muB. Es begreift sich dieses unmittelbar aus der VoraussetzUng, 
wonach sich die gedachten Krafte stets im Gleichgewichte befinden 
sollen. Da alsdann auah die Resultierende der auf jedes Massenteilchen 
einwirkenden gedachten Spannkrafte gleich Null sein muB, und damit 
auch gleichfalls die gedachte Arbeit der Spannkrafte, so muB auch 
die Summe der von allen an dem Korper wahrend der Formanderung 
angreifend gedachten Kraften geleisteten Arbeit gleich Null sein. 

Wir haben hierbei die gedachten Krafte so, wie sie auf die Massen­
teilchen wirken, also in Gruppen, deren Resultierende gleich Null ist, 
betrachtet. Nachdem wir durch diese Vorstellungsweise die GewiB­
heit erlangt haben, daB die gedachte Arbeit bei Formanderung und 
Verschiebung des Korpers gleich Null'Sein muB Z.A = 0 
so konnen wir nunmehr die Krafte auch einzeln im Produkte mit ihren 
Wegen in die Arbeitsgleichung einsetzen, und zwar, was naheliegt, 
unterschieden nach auBeren und inneren Kraften. Wir werden die 
gedachten GroBen - die, wie nochmals bemerkt werden mag, in keiner 
Beziehung zu den Formanderungsursachen zu stehen brauchen - zur 
Unterscheidung von wirkliQhen Werten durch einen wagerechten 
Strich kennzeichnen, wie es bereits in der obenstehenden Gleichung 
geschehen ist. 

Die Unterscheidung von inneren und auBeren Kraften ergibt: 
ZPm~m+ZSLf-8=O 

Lies im ersten Gliede: "P, gedacht, in m". Diese Gleichung ist eine 
algebraische Summe, also eine solche, bei der die Vorzeichen, 
die die Einzelwerte in die Summe einbringen, noch nicht entschieden 
worden sind. Die W ege ~m sind natiirlich in den Richtungslinien der 
in den Punkten m angreifenden gedachten auBeren Krafte ji gemessen; 
das ergibt sich aus dem Begriffe der Arbeit. Das gleiche ist iiber die 
Beziehung zwischen den gedachten Spannkraften S und den wirklichen 
Formanderungswegen Lf 8 zu sagen. Bei Formanderung werden sich 
natiirlich die gedachten Spannkrafte S entsprechend der Lageverande­
rung der auBeren Krafte P sowie der eigenen Lageveranderung i'J ihrer 
GroBe andern. Bei prakti~chen Aufgaben sind diese Anderungen je­
doch so geringfiigig, daB die Krafte nach Lage und GroBe als konstant 
angesehen werden konnen. 

Praktisch ist es nun notig, eine moglichst groBe Zahl von zusammen­
hangenden Massenteilchen zusammenzufassen, an denen gleichtl und 
gleichgerichtete Krafte S wirken: Beim Fachwerk konnen wir offenbar 
die einzelnen Stabe als Ganzes mit der gedachten Stabkraft S und der 
tatsachlichen Stablangenanderung Lf 8 in die Betrachtung einfiihren. 

Wir schreiten nunmehr zur Untersuchung der Vorzeichen der zu­
letzt angeschriebenen Arbeitsgleichung: Lassen wir die gedachten 
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au13erEln Krafte P etwa in der Richtung wirken, die die tatsachliche 
Formandernng ~m nimmt, so ist die geleistete gedachte Arbeit positiv. 
Da diese Arbeit ferner laut diesen Voraussetzungen nicht gleich Null 
sein muB, so ergibt sich, daB das zweite Glied der Arbeitsgleichung 
negativ sein muB, wenn die rechte Seite des Ausdruckes, also die ge­
dachte Gesamtarbeit, gleich Null sein solI. - Der Leser kann hiervon 
auch leicht eine unmittelbare Vorstellung gewinnen, wenn er beachtet, 
daB ja, wenn wir positive gedach te auBere Arbeit annehmen, die 
tatsachlichen wirkenden Ursachen der Formanderung in ihrer Ge­
samtheit ahnlich wirken mussen, um diese Wege der gedachten auBeren 
Krafte zu veranlassen. Also mussen auch die tatsachlich wh-ksamen 
inneren·Formanderungsursachen in ihrer Wirkungsrichtung uberwiegend 
mit den gedachten Kraften ubereinstimmen. rst also As z. B. eine 
Verkurzung, so wird auch die gedachte Kraft S im allgemeinen eine 
Druckkraft sein, also eine solche Kraft, die - als innere, den auBeren 
und anderen inneren widerstehende - nach den Knotenpunkten hin 
gerichtet ist (wenn etwa von eincm Fachwerke die Rede ist). Das 
Analoge ist bei einer Verlangerung der Fall. Die Wegrichtung ist 
also der Kraftrichtung entgegengesetzt, weshalb der Arbeit der inneren 
gedachten Krafte das negative Vorzeichen zukommt, wenn wir diese 
und die Forn;tanderungen ohne Rucksicht auf die hier vorliegende 
besondere W.irkungsweise mit den iiblichen Vorzeichen versehen. Somit: 

+2:P~m+ (-2:8As) = ° 
Daraus ergibt sich die grundlegende Mohrsche Arbeitsgleichung: 

2:P~m-2:8As=O . ......... (1) 

Die Nutzanwendung dieser Arbeitsgleichung zur Bestimmung von 
Punktversohiebungen laBt sich allgemeingiiltig an dem im wesentlichen 
beliebigen Beispiele Seite 18, Fig. 30, darlegen. 

Das statisch bestimmte Hauptsystem dieses Bogens (entstanden 
durch Entfernung des Zugbandes), dessen Auflagerpunkt a fest ist und 
dessen Auflagerpunkt b nur in der Richtung a-7-b verschoben werden 
kann, sei durch die Krafte Plo P2 , P a und ihre Auflagerreaktionen 
A und B beansprucht und damit einer Durchbiegung unterworfen, die 
auch eine Entfernung der Punkte a und b voneinander um die Strecke ~bm 
zur Folge hat. Denkt man sich nun im Punkte b eine Kraft, und zwar 
praktisch zweckmaBig die Krafteinheit, in doer Verschiebungsrichtung 
a -7- b angreifend, so leistet die gedachte Kraft 1 die auBere Arbeit 
Ib • ~bm 0 Der gedachten Kraft 1 entsprechen nun die inneren Stabkrafte 8 b , 

die in Anbetracht der durch die tatsachlich wirksamen Stabkrafte 8m 
oder . etwa durch Temperaturanderungen verursachten Langenande-
rungen As die gedachte innere Arbeit 2: Sb As leisten. 

Die Mohrsche Arbeitsgleichung fur einen solchen Fall lautet als­
dann allgemein: 

. . . . . (2) 
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Darin sind aile GroBen auBer ~bm bekannt, die daher aus diesem Aus­
drucke ermittelt werden kann. Die GroBe ~bm bezeichnet hier, was 
ja auch aus dem Wortlaute des Vorangegangenen hervorgeht, die Ga­
samtverschiebung des Punktes bunter der Einwirkung aller Krli.fte- P. 
Die GroBen LIs bezeichnen, wie auch bereits bemerkt, die Stablangen­
anderungen infolge Einwirkung der wirklichen, durch die Krafte Pm 
hervorgerufenen Stabspannkrafte 8m. Nennen wir hier wiederum 
die Stablangenanderung fUr die Krafteinheit wie bisher (]s, so ergibt sich 

LIs = 8m-e. 
worin in der Regel gemaB Seite 48 

s 
e.= EF' 

und die Mohrsche Arbeitsgleichung lautet: 

oder, praktisch: 
1" -O"m-ZS"SmQs==O 

Obm==ZS"SmQs _ 

1st etwa ein beliebiger Fach wer ktrager mit allen Abmessungen und 
den Lasten Pm gegeben, so hat man hiernach also zur Ermittlung der Ver­
schiebung eines Punktes infolge Einwirkung der in den Punkten m an­
greifenden Lasten Pm folgendermaBen vorzugehen: FUr dIe gegebenen 
Krafte Pm sind die Stabspannkrli.ft~ 8m und mit deren Hille die Stab­
langenanderungen LIs = 8m e. zu bestimmen. (Greifen die Krafte Pm nicht 
in Knotenpunkten an, so muB naturlich statt "Stablangenanderungen" 
allgemeiner "Stabformanderungen" gesagt werden. Dieser Fall kommt 
jedoch fur uns praktisch nicht in Betracht.) Alsdann ist eine gedachte 
Kraft f einzufiihren, und zwar angreifend in dem Punkte und 
in der Richtung, fur welche die Verschiebung ermittelt 
werden solI. Weiter sind fur diese gedachte Kraft 1 die entsprechend 
zu setzenden Stabspannkrafte Sb zu ermitteln und dann unter Verwen­
dung der .!orher errechneten Werte LIs = §m -e. fUr jeden Stab die 
Produkte 8b - 8m - e. zu bilden. Die Summe dieser Produkte ergibt 
die gesuchte Verschiebung des Punktes binder gewahlten Richtungs­
linie. 

Die Gleichung (2), namlich 

lb • ~bm - Z 8 b - 8m - e. = 0 

ist also die Mohrsche Arbeitsgleichung, von der man zur praktischen 
Ermittlung einer einzelnen Punktverschiebung eines Tragwerks von 
genugend bestimmter Formanderung auszugehen hat. Die Allgemein­
gultigkeit dieser Gleichung fur aile Tragwerke haben wir im Voran­
gegangenen dargetan: Da wir jedoch fUr unsere Zwecke zur Ermittlung 
der Punktverschiebungen von Vollwandtragern mit der Darstellung 
der elastischen Linie (oder mit Durchbiegungsgleichungen) auskommen, 
so sei nur erwahnt, daB die M~hrschen Arbeitsgleichungen bei geeig-
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neter Zusammenfassung der Spannungen (etwa gedachte Vereinigung 
auf die auBersten Fasern) auch praktisch auf Vollwandtrager angewendet 
werden k6nnen. - Es braucht hiernach mit Bezug auf die Voraussetzungen 
der Ableitung auch nur erwahnt zu werden, daB die tatsachlichen Form­
anderungen LIs auch durch Temperaturanderungen verursacht werden 
k6nnen, ohne daB die gleichartige Anwendung der Ausgangsgleichung (2) 
dadurch ausgeschlossen wird. 

Beispiel 1. Der gleiche deutsche Bogen, fUr den bereits auf Seite 52, Fig. 85 
bis 94, die Biegungslinie ermittelt wurde, und dessen Abmessungen in Fig. 112 
und 113 und Tabelle Nr. 7 nochmals angegeben worden sind, sei diesem Beispiele 

Ta belle Nr. 7 zu ill D eu t Sc hen Bogen Fig. 112. 
Berechnung der Horizontalversehiebung des bewegliehen Auflagers 

fUr H = 1'. 

", b·i ",""" I 
Querschnitts- /2, 

Stab 
Stablangenande· 

Sb' Sb '/2, lange iiir H = It rung fiir die 
Form I Flaehe Stabkraft·Ein-

in em I in t cm~ heit emit cmt 

I I 
120 

~I~ 
01 I 

355 

I 
+1,14 :1 : 2 C NP. 14 40,8 0,00405 0,00526 

O2 

I 
346 +2,84 :Ie 2 C NP. 14 40,8 0,00395 0,03180 

03 341 I +4,90 ::Ie 2 C NP. 14 40,8 0,00389 0,09350 
120 

04 338 +5,96 -:n:- 2 C NP. 16 40,8 0,00385 0,13650 
U1 446 -1,32 -- 1 - 260X8 68,8 0,00303 0,00528 
U2 382 -2,35 J£ 2 C NP 16 48,0 I 0,00370 0,02040 

120 

Ua 352 -3,93 

I 

::Ie 2 C NP. 16 48,0 0,00341 0,05260 
U4 339 -5,87 :IC 2 C NP. 16 48,0 0,00328 0,11300 

1~100~ 

Dl 373 -1,21 .. ~~4L..40X40X4 12,3 0,0l410 0,02060 

D2 350 
I 

-1,76 ~~ 4 L.. 40 X 40 X 4 12,3 0,01320 0,04080 

Da 345 --2,11 ~~ 4 L. 40 X 40 X 4 12,3 0,01300 0,05790 

D4 348 -1,18 

I 
~~ 4 L.. 40 X 40 X 4 12,3 0,01320 0,01840 

VI 450 +0,86 i=~ 4 L.. 40 X 40 X 4 , 12,::5 0,01700 0,01260 

V2 270 +0,74 i 
i= ~ 4 L.. 40 X 40 X 4 i 12,3 0,01020 0,00558 

V3 170 +0,46 I ~~ 4 L.. 40 X 40 X 4 12,3 0,00643 0,00136 

V4 117 -],17 I ~~ 4 L.. 40 X 40 X 4 ]2,3 0,00442 I 0,00009_ 
i :ZO,61567 

Vs 101 I -0,53 i i=~4L..40X40X4 12,3 0,00382 I 0,00107 

0; -7- V~ : IZO,61567 - I - - - -

1 . Obb = 1,23241 

Obb = 1,23 em 
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zugrunde gelpgt. Nach Entfernnng des Zugbandes zur HE'rstpllung des statisch 
bestimmten Hauptsystems. Fig. 113. wirke an Stelle der Spann kraft. H dE's Zug­
bandE's in gleicher Richtung i~ b eine auBere Kraft H, Fig. 113, deren Einheit 
eine Verschiebung "n des Auflagerpunktes binder RichtungRliriie a -;- b bE'wirkt. 
Diese Verschielmng fiir H = 1 t, die auch durch eine BiE'gungslinie fiir die hori­
zontalen Verschiebungen gefunden werden konntE', Fig. 94, solI hier durch Auf­
stellung einer Mohrschen Arbeitsgleichung ermittelt werden. 

Fig. 112. 

0.".,-

u. " V5 

I 
I~Er--------------Z7000------------------------~ 

Fig. 113. 

~maB unserer Feststellung auf Seite 70 haben wir alsdann in dem Punkte 
und in der Riehtung, fiir welehe die Verschiebung ermittelt werden soli, eine 
Kraft T angreifend zu denken. Unter Beibehaltung unserer bisher geiibten Be-

t~~~~+~O~'1~'~~=~~~?~~~~~~-~tf zc!chm:mgsweis.e la~tet so-H-1 mIt dIe ArbE'ItsglelChung: 

4" . "b b = :2 s;, . Sb • e. 
oder 

Fig. 114. 
"bb =:2 S~· eB' 

Da in dem vorliegenden FaIle die tat8aehlich wirkE'nde Kraft, niimlich 1 t, 
und die geclaehte Kraft T von glcicher GroBe und Riehtung sind, so sind auch 
die rlurch beide hervorgerufenen Stabkrafte einander gIeich; E'S braucht in diesem 
besonderen FaIle also nur pin Krafteplan fiir eine Kraft H = 1 in b gezeiehnet 
zu wcmen, wie in Fig. 114 geschehen, wenn nicht die rE'chnerisehe Ermittlung 
der StabRpannkriiftE' nach der Ritterschen Methode vorgezogen wird. - Nach 
den Ausfiihrungen auf Seite 48 gilt: 

8 
e. = F. E' 

Es sei E = 2150 t/cm2 fiir das gewahIte FluBeisenmaterial. Die Werte fiir F 
und 8 sind in TabE'llc Nr. 8 aufgE'fiihrt, cbenso die daInit erreehneten Stablii.ngen­
anderungen und die Werte sg . e •. 
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Die Summe diesElr letzteren Werte ergibt die gesuehte Versehiebung des Auf­
lagerpunktes binder Zugbandlinie zu 

8bb = 1,23 em •. 

:Beispiel 2. Dureh Aufst.ellung einer Mohrschen Arbeitsgleiehung solI eine 
Stiehprobe auf die Riehtigkeit der Biegungslinie vorgenommen werden, die fiir 
den soeben behandelten deutsehen Bogen bereits auf Seito 57, Fig. 93, gezeiehnet 
wurde. Es m6ge die Ordinate bei mIl" gepriift. werden, also die VerschiE·bung des 
Punktes mIl" des Untergurtes in vertikaler Richtung. Der Darstellung der Bie­
gungslinie war das statiseh bpstimmte ~aupts:y"stem des Bogens zugrunde gelpgt 
worden, belastpt mit einer in der Zugbandrichtung wirkenden Kraft II = 1 t in b. 
Die Biegungslinie solltEl die iruolge dieser Belastung auftretenden Hebungen der 
Punkte des Untergurt€s enthalten. Zur Ermittlung dElr Hebung des Untergurt­
punktes mIV fUr sieh allein mit Hille einer Arbeitsgldehung ist, wie immer, zu-
naehst in diesem Punkte eine Kraft Tin Riehtung der Versehiebung angreifend 
zu denken. Der Ausdruek fUr die gedaehte Arbeit bzw. die Arbeitsgleiehung 
lautet dann: 

Imll'" 8 m1l" = 2' SmIl" • Sb • (l, 

Hier fallen nun gedachte Kraft und wirkliehe Formanderungsursaehe nieht 
zusammen, wie es im ersten Beispiele zufallig der Fall war. Zur Bereehnung der 
Stablangenanderungen Sb • Q, sind die Stabkriifte Sb fiir H = 1 t zu bestimmen, 
wahrend die gedaehten Stabkrafte SmIl" fUr die gedaehte Kraft T in mIl" zu er-

.U 

mitteln sind. FUr die Stabkrafte Sb wurde bereits ein Krafteplan in der voran­
gegangenen Aufgabe gezeiehoot, siehe Fig. 114. Die Stabkrafte SmIl" konnen 
bekanntlich einem bis mIl" iiber Systemmittc hinaus durchgefiihrten Krafteplane 
fUr B oder A = 1 t, Fig. 115, entnommen werden, nur muB hierbei der wirkliche 
Wert der Auflagerdriicke, niimlieh fUr P mIV = 1 t., beriicksichtigt werden. In 

Tabelle Nr. 8 sind aIle fiir die Bildung der I SmIV • Sb • (l, erforderlichen Einzel­
werte aufgefiihrt. Die Stablangenanderungen fiir die Krafteinheit, (l., konnten 
als zufallig bereits ausgerechnet der vorigen Tabelle Nr. 7 entnommen werden. 
Das Vorzeichen der Formanderungsarbeit jedes einzelnen Stabes, 8mIl" • Ll 8b, 

ergibt sich aus den Vorzeichen der beiden Faktoren des Produktes. Es ist im 
vorliegenden besonderen FaIle vorwiegend oder gar ausschlieBlieh positiv, wie 
das ja auch dem Umstande entspricht, daB wir die gedachte auBere Kraft von 
vornherein in die hier leicht voraussehbare Versehiebungsrichtung gelegt haben. 
Sind die Vorzeichen der gedachten Spannkra.ft und der zugehorigen wirklichen 
St,abHingenanderung einander entgpgengesptzt, so erhalt also die Formanderungs­
arbeit das negative Vorzeichen. Zcigt auch die Summe der inneren Formanderungs­
arbeit das negative Vorzeicl:en, so erfolgt die gesuchte Versehiebung in der der 
auBcren gedachten Kraft entgElgengesetzten Richtung. Es folgt das alics ja un­
mittelbar aus den AusfUhrungen zur Ableitung der Arbeitsgl<'ichungen. Durch 
Summierung der Einzelarbeit s",IV' Ll8b, wie in Tabelle Nr. 8 geschehen, ergibt 
sich die gesuchte Vertikalverschiebung des Punktes mil" zu 

8"'Il" = 0,97 cm. 
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Tabelle Nr. 8. Naehprufung der Hebung des Punktes mIV mitte1s 
Arbeitsg1eichung fur einen Horizonta1sohub H = I t. 

bIl 

!3 
~ .4= It 
°i ., B=lt ,Q 

$ 
rll 

01 + 1,3 Dfs 
O2 + 4,0 5Js 
03 + 8,7 5Js 
0, + 13,2 3/S 
U1 - 0,0 5/s 
U2 - 1,4 % 
Us - 4,1 &/8 

U, -14,5 3/ ,8 

D1 - 1,4 % 
D2 - 2,8 % 
Ds - 4,8 5Js 
D, + 1,3 % 
V1 + 1,0 % 
V2 + 1,2 Dfs 
Va + 1,3 &fa 
V4 - 1,6 3fs 
Vo - 1,3 3fs 
V~ + 0,6 3fs 
V' a + 1,3 3Js 
V~ + 1,2 3/s 
Vf + 1,0 3/S 
Of 

i + 1,3 3fs 
~ I + 4,0 3fs 
0, I + 8,7 3Js 
O~ + 13,2 % 
Uf + 0,0 3fs 
U~ - 1,4 3fs 
U~ - 4,1 3/S 
U~ - 8,6 3Js 
D' 1 - 1,4 3/S 
~ - 2,8 3fs 
D~ - 4,8 3fs 
D: - 4,7 S/s 

S"'IV 

.4='!t 
8 

B='!!'t 
8 

+0,81 
+2,50 
+5,44 
+4,95 
-0,00 
-0,88 
-2,56 
-5,44 
-0,87 
-1,75 
-3,00 
-0,49 
+0,63 
+0,75 
+0,82 
-0,60 
-0,49 
+0,23 
+0,49 
+0,45 
+0,38 
+0,49 
+ 1,50 
+3,26 
+4,95 
-0,00 
-0,53 
-1,54 
-3,22 
-0,53 
-1,05 
-1,80 
-1,76 

Sb'(}' 

Stablangenande· 
S",ZV' Sb' (}s rungen f1lr 

H = It 
(Berecbnung s. 
Tabelle Nr. 6) 

+0,0046 + 0,0037 
+ 0,0112 +0,0280 
+ 0,0190 + 0,1033 
+0,0229 + 0,1132 
-0,0040 +0,0000 
- 0,0145 -+- 0,0128 
- 0,0134 +0,0343 
- 0,0193 +0,1050 
- 0,0171 + 0,0149 
- 0;0233 +0,0408 
-0,0275 +0,0825 
- 0,0155 +0,0076 
+ 0,0146 +0,0092 
+ 0,0076 +0,001)7 
+0,0030 +0,0025 
-0,0006 +0,0004 
-0,0020 +0,0009 
- 0,0006 - 0,0001 
+0,0030 + 0,0015 
+0,0076 +0,0034 
+0,0146 + 0,0055 
+0,0046 +0,0022 
+0,0112 + 0,0168 
+ 0,0190 +0,0618 
+0,0229 + 0,1132 
-0,0040 + 0,0000 
- 0,0145 +0,0077 
- 0,0134 +0,0206 
- 0,0193 +0,0622 
- 0,0171 +0,0090 
- 0,0233 +0,0245 
- 0,0275 +0,0495 
- 0,0155 + 0,0272 

1m • • Cl"'.b - + 0,9698 

Clm•b = 0,97 om 

Das ist der gleiohe Wert, den auoh die Biegungslinie Fig. 93 auf dem vom 
Punkte mIV ausgehenden VerschiebungsRtrahle abscbneidet! .. 

Der Leser mage den Trager Fig. 82 bzw. 108 zu seiner Ubung selbstandig 
auch noch einmal mit HiHe der Arbeitsgleichung behandeln. 
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3. Die vereinfachte Berechnung mehrerer Punktverschiebungen 
einer Formanderungsgleichung durch Anwendung des Satzes 

von der Gegenseitigkeit der Verschiebnngen. 
a) Der Satz von dei' Gegenseitigkelt der Verschiebungen. 

Aus den Mohrschen Arbeitsgleichungen kann der Satz von der 
Gegenseitigkeit der Verscb,iebungen, der auch Maxwellscher Lehr­
satz genannt wird, hergeleitet werden. Dieser Satz ist in hohem MaBe 

. zur Vereinfachung statisch unbestimmter Rechnungen geeigiiet; er 
gestattet es, die Biegungslinien von Stabwerken sowohl als auch von 
Vollwandtragern zur Ermittlung auch solcher Punktverschiebungen 
zu verwenden, die zunachst nicht unmittelbar darin enthalten sind. 
Verstehen wir unter einem unveranderlich gegenwirkenden K6rper einen 
solchen, dessen einzelne Elemente einschlieBlich der Auflager ihre Wir­
kungsweise wahrend des im folgenden gedachten Belastungswechsels nicht 
andern, woruber noch nahere Er~auterungen folgen, so lautet der Satz: 

Die an einem unveranderlich gegenwirkenden K6rper, 
der in allen seinen der Beanspruchung unterworfenen 
Teilen n ur d urch elastische Formanderungen verschie blich 
ist, durch eine im beliebigen Punkte m'in der beliebigen 
Richtung m -:-- p wirkende Kraft 1 hervorgetufene Verschie­
bung des beliebigen Punktes 0 in der belie big gewahlten 
Richtung 0 -:-- n ist - vorausgesetzt, daB die Proportionali­
,tatsgrenze an keiner Stelle uberschritten wird - gleich der 
Verschiebung des Punktes m in derRichtungm-:--pbeiAn­
bringung der Kraft 1 in 0 mit der Richtung 0 -:-- n. Oder kurz 
mit Bezug auf Fig. 116: 

Darin sind m und 0 beliebige, auBeren Kraften zugangige Punkte des 
Korpers. 

Die Fiihrung des Beweises mit Hille von Mohrschen Arbeitsglei­
chungen gestaltet sich sehr einfach: 

Man betrachte Fig. 116. Die in m tatsachlich angreifende Kraft 1 
verursacht eine Verschiebung des Punktes 0, die fUr die der Be­
trachtung zugrunde gelegte be-
liebige Richtung 0 -:-- n die GroBe fU __ • 1 

Oom habe. Mit Hille einer Ar­
beitsgleichung ergibt sich fUr /Jam 
die Beziehung: 

10 , (jam = 2:So' L1sm · 
Darin ist 

L1sm = 8m • (!8 , 
Fig. 116. 

wenn 12s die Formanderung der Korperelemente (Stabe oder sonstige 
geeignete Gruppen) fur die Spannkrafteinheit bedeutet. Dieses eingesetzt 
in die Arbeitsgleichung: 
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LaJ3t man nun die wirksame Kraft 1 anstatt in m im Punkte 0 an­
greifen, so lautet die .Arbeitsgleiehung, nunmehr fiir bmo (gedaehte 
Kraft also in m): 

1m • 15m 0 = Z Em iJ 80 • 

wie 0 ben ergibt sieh naeh Einsetzung des Wertes fUr iJ 8 : 

1m • 150m = Z Em • Eo • (l •. 

Der Ubersieh.tliehkeit wegen seien die Ergebnisse der Versehiebung 
des Punktes m und der des Punktes 0 untereinander gestellt: 

10 , bmo = Z Eo' Em • (l. 

1m' bmo = Z 8 m Eo' (l. 
und man erkennt 

150m = omo . 
Aus der Betraehtul1g der beiden Ausdriieke fUr die gedaehte Form­

anderungsarbeit ergibt sieh also unmittelbar, daJ3 die beiden Versehie­
bungen einander gleich sind, womit der Satz von der Gegenseitigkeit 
der Verschiebungen bewiesen ist. 

Es ist selbstverstandlich, daJ3 an Stelle der Kraft 1 auch die beliebige 
Kraft P mit der gleichen Wirkung an den beiden Angriffspunkten 
vertauseht werden kann, doch ist das fUr uns belal1glos. Erforderlich 
ist es jedoch, zu entwickeln, wodureh die zu dem Lehrsatze gemachten 
Voraussetzungen bedil1gt sind, l1amlich, daJ3 die Anwendung nur auf 
Korper moglich ist, die unveranderlich gestiitzt und die in allen ihren 
der Beanspruehung unterworfenen Teilen nur durch elastische Form­
anderungen verschieblich sind. Natiirlich muJ3 diese Bedingung, da sie 
fUr die Mohrschen Arbeitsgleichungen nieht gestellt wird, in der Ab­
leitung enthalten sein. 

Zur Anwendul1g der Mohrsehen .Arbeitsgleichungen ist keinerlei 
Bedingung gestellt als die, daJ3 die gedaehten Krafte sieh - wahrend 
der aus beliebigen Ursa chen erfolgenden Formanderung beliebigen 
Grades eines beliebigen Korpersystems - dauernd im Gleichgewichte 
befinden. Der Leser mag sich klar zu maehen versuchen, daJ3 die An­
wendung dieser· Arbeitsgleichung ja aueh nur ein mathematischer 
Kunstgriff ist, mil der geometrischen Lageveranderung der Massen­
teilchen, die analytisch (= zerlegcnd) betrachtet, sehr verwickelt ist, 
synthetisch (= zusammenfassend) beizukommen und dadureh eine 
praktische Moglichkeit zu erzielen, Einzelverschiebungen, die aus 
dieser Lageveranderung der Systemelemente resultieren, zu berechnen. 
Die Elemente dieser Lageveranderung, deren Ursache belie big ist, 
sind gegeben; bei der praktisch giinstigen Gruppierungsmoglichkeit des 
Fachwerks treten an die Stelle der Massenteilchen die Stabe. Bei Dar­
stellung der Verteilung del' gedachten, stets einander das Gleichgewicht 
haltenden Krafte mittels Krafteplanen usw. zwecks zahlenmaBiger 
Auswertung del' .Arbeitsgleichungen ist also der Begriff der Kraft 
ein Hilfsmittel, das in seiner physikaliseh wesentlichen Bedeutung 
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nich t intereflsiert; es kommt nur der geometrische Gehalt des Begriffs 
zur Geltung: aus Lage, Richtung und GroBe der gedachten Krafte 
werden innerhalb der Rechnung (gewissermaBen selbsttatig, dem Ver­
stande kaum unmittelbar erfaBbar) geometrische Folgerungen bezug­
lich der Verschiebungen gezogen. 

Obwohl nun der Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen 
durch Anwendung der allgemeingiiltigen Mohrschen Arbeitsgleichungen 
hergeleitet wurde, so ergeben sich doch aus einem Umstande der Ab­
leitung Einschrankungen ffir die Gultigkeit dieses Lehrsatzes. Es ist 
dieses die Zerlegung der GroBe ASm in Sm (28 und Aso in So (28 

und die danach zwecks Ermoglichung der SchluBfolgerung vorzuneh­
mende Gleichsetzung von gedachten mit wirklichen Kraften. Wir 
haben z. B. die gedachten Krafte So der ersten Arbeitsgleichung den 
wirklichen Kraften So der zweiten Arbeitsgleichung gleich bewertet. 
Um unsere SchluBfolgerung, den Maxwellschen Lehrsatz, ziehen zu 
konnen, haben wir also unser Augenmerk nicht nur auf die einzelnen 
Formanderungen As richten mussen, sondern auch auf ihre Ursachen: 
damit aber die Ursache in der einen Gleichung gleich der gedachten 
Kraft in der anderen Gleichung sein kann, muB diese Ursache nicht 
nur selbst eine Kraft oder ein Moment sein, sondern es muB auch das 
Rookesche Gesetz Gultigkeit behalten, d. h. die Proportionalitats­
grenze darf in dem betrachteten Korper beim Endergebnis der jewei­
lig vorliegenden Tragwerksberechnung nicht uberschritten sein: denn 
nur auf Grund des Roo keschen Gesetzes ist, wie bekannt, die Zer­
legung der Stablangenanderung As in ein Produkt aus der wirkenden 
Kraft S und der Langenanderung ffir die Krafteinheit (28 - die ffir 
beide Arbeitsgleichungen gleich ist - moglich. 

1m allgemeinen werden uns bei der praktischen Anwendung des 
Satzes von der Gegenseitigkeit cler Verschiebungen nur Endergebnisse 
der Rechnung hinsichtlich der GroBe der Spannungen vorliegen, die die 
Proportionalitatsgrenze nicht uhoirschreiten, da ja die behOrdlich zu­
gelassenen Spannungen erheblich unterhalb dieser Grenze zu liegen 
pflegen. Doch ist dieses nicht allein fur die Anwendbarkeit des Satzes 
entscheidend: man denke einmal an die Moglichkeit, daB schlaffe Diago­
nalen angeordnet sind. Auch auf diese kann, sobald sie Druck erhalten, 
das Roo kesche Gesetz nicht mehr angewendet werden. Der Leser 
kann sich das Versagen des Maxwellschen Lehrsatzes in diesem Falle 
auch unmittelbar begreiflich machen, wenn er sich etwa ein viereckiges 
Fachwerkfeld mit zwei gekreuzten schlaffen Diagonalen vorstellt: 
Versetzt er an dem Tragwerke, das dieses Feld enthalt, die Kraft 1 
der Ableitung derart, daB in dem einen Falle nur die eine, im anderen 
nur die andere Diagonale beansprucht wird, so kann unriloglich stets 
<5mo = <5om sein miissen, denn es steht uns ja frei, die eine der Diago­
nalen etwa zu verstarken, was auf die GroBe der Verschiebung, die 
eintritt, wenn diese Diagonale schlaff ist, etwa <5om , keinen EinfluB 
hat, wahrend sich die GroBe der anderen Verschiebung <5mo alsdann 
andert. - Der Leser mag selbst weitere Beispiele suchen. Z. B. mag er ' 
sich selbst naher erlautern, daB durch die Wirkung der Kraft auch keine 
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Abhebung des Tragwerkes von den Lagern erfolgen darf. Sind mehr 
Stutzen vorhanden als notwendig, und gestattet eine oder mehrere der 
uberzahligen eine Abhebung des Tragwerkes, so gelten dieselben Uber­
legungen wie zum offenbar wesensgleichen Falle des Vorhandenseins 
schlaffer Diagonalen. Bei statisch bestimmter Stutzung wiirde die 
Abhebung mit beschleunigter Bewegung erfolgen: das Gl~ichgewicht 
ware gestort: als Auflagerkraft wiirde in einem solchen Faile gewisser­
maBen der auf das ganze Tragwerk verteilte Beschleunigungswider­
stand (Tragheitskraft) aufzufassen sein. Die Spannkrafte S werden 
also ffir die gedachte Kraftl andere sein, als die sich fUr die entgegen­
gesetzt gerichtete wirkliche Kraft 1 ergebenden, wenn eine solche 
Abhebung dabei stattfinden kann (im Endergebnis der Rechnung): 

J1- dann aber ist unsere SchluB­
folgerung" ~mo ='~om' nicht 
mehr moglich. 

Es ist nutzlich, schon hier 
eineAnwendungdes Lehrsatzes 
von der Gegenseitigkeit der 
Verschiebungen zu behandeln, 

Fig. 117. die die Gegenseitigkeit von 
Krafteinheit zu Momentenein­
heit erlautert und in einfacher 
Weise ausdriickt. 

Fig. lI7: In n greife die 
Krafteinheit, in 0 die Momen­
teneinheit an. Das Moment 
laBt sich darstellen durch ein 
Einheitskraftepaar an einem 

Fig. 118. materiellenaber starren Hebel-
arme senkrecht zur Kraft von 

der Lange oe = 1, Fig. lI8. Nach dem Lehrsatze von der Gegen­
seitigkeit . der Verschiebungen bestehen dann die Beziehungen 

()n e = ~en in Richtung e-7-1 

und zwar zunachst ffir verschwindend kleine Verschiebungen c5ne und 
c5no in Richtung p -7- n und c5en und c50n senkrecht 0 -7- e. Man kann aber 
eine zahlreiche Folge solcher Verschiebungen denken, fur die immer 
die Gegenseitigkeit giiltig ist: dann ist c5ne - c5no eine Verschiebung 
von endlicher GroBe in der Richtung p -7- n, und c5en - c50n ein Kreis­
bogen um 0 mit der Langeneinheit als Radius, also die Verdreh ung 
der dem Punkte 0 unmittelbar benachbarten Punkte des Korpers. 
(Die Darlegung laBt erkennen, daB der Punkt 0 gleichzeitig eine Ver­
schiebung c50n von endlicher GroBe in beliebiger Richtung erfahrenkann.) 
Eine solche Verdrehung bzw. Winkelanderung pflegten wir mit u! zu 
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bezeichnen. Da ferner ~ne - ~no gleichbedeutend ist mit ~no aus Mo = 1, 
so iet 

OttO == W Ott 

d. h. die Verschiebung des Punktes n durch die Momenten­
eiitheit um den Punkt 0 ist gleich der Verdrehung des Nach­
bargebietes des Punktes 0 l,lm diesen Punkt d urch die 
Krafteinheit im Punkte n. 

b) N utzanwendung des, Satzes von der Gegenseitigkeit der Ver­
schiebungen: Die EinfiuBlinien. 

Der in Fig. 119 dargestellte Trager auf zwei Stutzen, a-;-.b, werde 
durch eine wandernde, 10trecht wirkende Einzellast 1 beansprucht; 
es soll die Kurve gezeichnet werden, deren Ordinaten unter dem wandern­
den Lastangriffspunkt m die jeweilige GroBe der 10trechten Ver­
schiebung des bestimmten Punktes c angeben. Eine solche Linie wiirde 
als EinfluBlinie fUr die Verschiebungen des Punktes c aus einer wandern­
den Einzellast zu bezeichnen sein. 

Ohne die Kenntnis des Satzes 
von der Gegenseitigkeit der Verschie­
bungen waren wir zur Losung dieser 
wichtigen, bei fast jeder statisch un- a 
bestimmten Rechnung hervortreten-
den Aufgabe genotigt, die Durch-
biegung des Tragers im Punkte c 
fur eine groBere Anzahl Lastangriffs-
punkte der Schwerlinie einzeln, zu 
ermitteln und senkrecht unter diesen 

A P=1 
B 

c 

Fig. 119. 

Punkten von einer etwa geraden Basis aus abzutragen; ware der Trager 
von veranderlichem Tragheitsmomente, so wiirden wir also zur Er­
mittlung dieser Ordinaten fUr jede einzelne der gewahlten Laststellungen 
die Biegungslinie zu zeichnen haben. 

Der Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen enthebt uns 
jedoch dieser Muhe: denn nach diesem Satze ist, wie wir wissen: 

~cml = ~mlo 

~cm2 = ~m2o 

~cm3 = ~m3o 

~cm = ~mc 

d. h.: aIle Verschiebungen des Punktes c, die durch die wandernde 
Kraft 1 in dem Punkte m verursa;cht werden, sind gleich der Verschie­
bung der Punkte m durch die in c wirkende Krafteinheit. Der n ur 
fur die Kraft 1 in c gezeichneten Biegungslinie konnen also alle Ver­
schiebungen des Punktes c entnommen werden, die durch eine nach­
einander in den Punkten m wirkende EinzelIast 1 hervorgerufen werden, 
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lInd zwar sind diese Versc~ebungen des Punktes c die senkrecht unter 
dem jeweiligen Lastpunkte m liegenden Ordinaten, so wie es eingangs 
fur die gesuchte· EinfluBlinie verlangt wurde. 

Die EinfluBlinie fur die Verschiebung eines Tr.li.gerpunk­
tes d urch eine wandernde Einzellast 1 ist also gleichbede.u­
tend mit der fur den Angriff der Kraft 1 in diesem Trager­
punkte selbst gezeichneten Biegu:Q.gslinie. 

Die fUr einen bestimmten Punkt eines Tragel's gezeichnete Ein­
fluBlinie wird sioh zu· 

1 

c 

Fig. 120. 

B nachst lmmittelbar dazu 
verwenden lassen, die 

lJ Durchbiegung des Tra. 
gers in diesem Punkte 
bei Einwirkung einer 
groBeren Zahl von vor· 
laufig unbewegt gedach­
ten Einzellasten be quem 
zu ermitteln. Fur den 
Trager a· --;- b, Fig. 120, 
bestimmt sich die Ver· 

schiebung des Punktes e infolge Einwirkung der Lasten PI> P2 und Pa 
aus del' fur die Kraft Ie gezeichneten Biegungslinie zu 

(je = PI (jm1c + P 2 (jm2c + P 3 (jm,c , 

denn die (jm aus C sind gleich den gesuchten (jc aus m. 
Daraus ergibt sich nun aber bei Behandlung statisch unbestimmter 

Systeme die ganz besondere Bedeutung del' EinfluBlinie fur die Ver­
schiebung eines Tragerpunktes des statisch bestimmten Hauptsystems, 
und zwar wenn der betrachtete Tragerpunkt der Angriffspunkt (bzw. 
die beiden Stabendpunkte) einer Vberzahligen ist. Es ist dann die fur 
den Punkt gezeichnete Biegungslinie nicht nur die EinfluBlinie der 
Verschiebung, sondern auch - was aus der Betrachtung der Fol'mande­
rungsgleichungen unmittelbar erhellt - die EinfluBlinie der GroBe 
der Dberzahligen fur wechselnde Belastung. An dem einfachen Bei: 
spiele des Tragers auf drei Stutzen laBt sich das Gesagte leicht erkennen. 
Fig. il9 stelle das statisch bestimmte Hauptsystem eines solchen Trag­
werkes dar, belastet durch eine wandernde lotrechte Einzellast 1; 
aus del' Betl'achtung der Vol'gange bei Entfernung und Wiedel'anbrin­
gung der uberzahligen Stutze e folgern wir die uns bereits bekannte 
Gleichung: 

1 . (jem -:- 0 (jee = 0 , 
woraus sich ergibt: 

0= 1. (jem • 
(jee 

Da in der Biegungslinie fUr eine Kraft 1 im Punkte e samtliche Ver­
schiebungen diesE's Punktes fUr die in beliebigen Punkten m wirkende 
Krafteinheit enthalten sind - in diesem Falle also auch die konstante 
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Verschiebung ~co, die ja nur einen bestimmten Fall der Verschiebun­
gen ~em darstellt - so gibt die durch die unveranderliche Ordinate ~cc 
dividierte veranderliche Ordinate ~c m gemaB der letzten Gleichung 
auch die GroBe der tJberzahligen 0 fiir jede Stellung der wandernden 
Einzellast 1 in bestimmtem MaBstabe an. Die fUr die Kraft 1 in c 
gezeichnete Biegungslinie ist also nicht nur die EinfluBlinie der Ver­
schiebungen des Punktes c des statisch bestimmten Hauptsystems, 
sondern auch gleichzeitig die EinfluBlinie fUr die GroBe des uberzahligen 
Stutzendruckes 0 in c. 

Hat die,Last die GroBe Pm, so ist die auf ihrer Wirkungslinie durch 
die EinfluBlinie abgeschnittene 'Ordinate ~mc = ~cm nach Division 
durch ~cc noch mit Pm - gemaB dem Hookeschen Gesetze - zu 
multipIizieren, urn fUr diesen :Fall die tJberzahlige zu erhalten: 

o _ P ~mc _ P ~em 
- m ~ee - m ~ee 

Hat also die Biegungslinie den OrdinatenmaBstab yem = l em , so lautet 

ihr MaBstab als "O-I..inie": l"m = ( P,: ) t . - Bei gleichzeitiger Be-
y. U ee 

lastung des Tragers mit mehreren Kraften P ist die tJberzahlige 0 
natul'lich gleich der Summe der tJberzahligen, die sich fur jede Last 
einzeln ergeben wftrde, also im Beispiele Fig. 120: 

oder praktischer: 

0= PI ~m1" + P 2 ~~,c + P a ~m.c 
~cc . ~cc ~cc 

0= PI ~m1" + P2 ~m.c + P"..c· 
~cc 

entsprechend unserer friiher hergeleitetep. allgemeinen Formanderungs­
gleichung: 

Die erhebliche Vereinfachung der Berechnung von Verschiebungen 
der Angriffspunkte uberzahliger GrOBen in den statisch bestimmten 
Hauptsystemen durch f} ~ t3 
Anwendung des Satzes 
von der Gegenseitig­
keit der Verschiebun­
gen sei auch fur den 
allgemeinen Fall des 
mehrfach statisch un­
bestimmten Systems 

Fig. 121. 

c 

Fig. 121 kurz dargestellt. Die zur Berechnung der u'berzahligen als 
Erganzung der Gleichgewichtsbedingungen aufgestellten Formanderungs­
gleichungen fiir das statisch bestimmte Hauptsysteni lauteten (vgl. 
Seite 21): 

Bu ehh 01 z. Tragwerke. 6 
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.2 Pm ~cm + C ~cc + D~cd +E ~ce +F'~cf+ ... = Ceo 

.2 Pm~dm +C~dc+ D~dd +E~de +F~df+'" = Ded 

.EPm~em+C~ec+D~ed.+E~ee+F~ef+··· =Eee 

.2 Pm ~fm + C ~fc + D (Jfd + E ~f6 + F tJff + ... = F el 

Jede dieser Gleichungen driickt die Bedingung aus, daB die Verschie.: 
bung der Angriffspunkte der Vberzahligen, hervorgerufen durch die Ein­
wirkung der Lasten P sowie aller im statisch bestimmten Hauptsysteme 
als auBere Krafte angreifend gedachten uberzahligen Stab- oder Stutzen­
krafte gleich ist der Langenanderung des jeweils betrachteten uber­
zahligen Stabes (bzw. der Senkung oder Hebung der uberzahligen 
Stutzen - meist gleich Null -) durch die betrachtete Vberzahlige 
selbst. Zur zahlenma6igen Ermittlung der als Faktoren der Unbekann­
ten (also der Vberzahligen) auftretenden VerschiebungsgroBen ~ fUr 
die Krafteinheit wiirde ohne Anwendung des Satzes von der Gegenseitig: 
lwit der Verschiebungen die Darstellung eines Verschiebungsplanes 
oder - geeignetenfalls - einer Biegungslinie fur Angriff einer Kraft 1 
nacheinander in jade m einzelnen AngriffsplIDkte der oben bezeichneten 
auBeren Krafte des statisch bestimmten Hauptsystems, also auch 
der Lasten Pm, e'rforderlich sein. 

Der Lehrsatz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen setzt 
uns jedoch in die Lag~, jede der genannten Verschiebungen nur den 
fur den Angriff der Kraft 1 in den Stabendpunkten der uberzahligen 
GroBen gezeichneten Verschiebungsplanen oder Biegungslinien (dann 
also EinfluBlinieh) entnehmen zu konnen: denn wir konnen schreiben, 
eingedenk der Beziehung 

~mo= ~om: 

.2Pm~mc+C~cc+D~dc+E~ec+F~fc+ .. , = Ceo 

.E Pm~md +C~cd + D~dd+E~ea+F~/d + ... = Ded 

.2 Pm ~me + C ~ce + D ~de + E ~ee + F ~fe + ... = E ee 

.2 Pm ~mf + C ~cf + D ~df + E ~ef + F ~ff + ... = F el 

Vergleichen wir diese Gruppe von . Formanderungsgleichungen mit 
·der vorangegangenen, so bemerken wir, daB die Yerschiebungen aus den 
Lastangriffspunkten, also die ~ aus m, fortfallen. FUr die Punkte m 
brauchen also, wie behauptet, bei Anwendung des Satzes von der Gegen­
seitigkeit der Verschiebungen keine Verschiebungsplane oder Biegungs­
linien gezeichnet zu werden. 

Beis'piel 1. Fiir den auf Seite 31 in Fig. 48 .gezeichneten Trager auf zwei 
Stiitzen, be!!tehend aua einem I.Trager Nr.45, ist die elastische Linie fiir Angriff 
einer Kraft 1 im Punkte e der Schwcrlinie zeichnerisch dargestellt worden. In 
Fig. 122 ist der gleiche Trager noch einmalschematisch aufgezeichnet worden, 
und zwal' unmittelbar bela8tet durch die Rader eines vierach8igen StraBenbahn. 
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wagens. Der Raddruek betra,ge fiir jedes der vier Rader 1,4 t. Es soll die Senkung 
des Punktes c fur die gezeichnete beliebig gewahlte Laststellung ermittelt werden. 

Die uns in diesem Beispiple bereits bekannte Biegungslinie fiir .Angriff der 
Lasteinheit im Punkte c (Fig. 50 bzw. 123) ist naeh dem im vorstehenden Gesagten 
die EinfluBlinie der Senkungen des Punktes c fiir eine wandernde Einzellast l. 
Zur Ermittlung der lotreehten Versehiebung des Punktes c fiir die gezeiehnete 
Laststellung ist es also nur notig, die Ordinaten unter den einzelnen Lastangriffs­
punkten zu messen, sie mit der zugehorigen LastgroBe zu multiplizieren und die 
Summe dieser Produkte' zu nehmen. Die Messung der Ordinaten ergibt: 

Ma!3stab: 
1:100 

Fig. 123. 

Cl. aus ~ = 0,125 em 

Clc " m2 = 0,165 " 

Cl c " m3 = 0,155 " 

I Cl e " m4 = 0,120 " 
Dc aus m = 0,565 em 

2300--*-

8 

~---3000--+-~~-+-----------~,7000--+---------~~ 

~----------~--~-+----10000----+------+--------------~ 

Ordil7ate -//ergr fJerul7g: 
10-foch 

1 0 1 z 3cm 
1,,,,1,,, I I I 

Fig. 122 u. 123. 

Da in unserem Beispiele die Lasten glE'ieh sind, so brauehen die OrdinatE'n 
nieht einzeln, sondern nur ihre Summe mit der LastgroBe 1,4 multipliziert zu 
werden. Das Ergebnis fiir die Gesamtversehiebung des Punktes c lautet also: 

:E Pm Clem = 0,565 . 1,4 = 0,79 em. 

Schon bei der gegebenen festen Laststellung ist der'Vorteil offenbar, 
den die Verwendung der EinfluBlinie der Senkungen des Punktes c gegenuber der 
Darstellung der durch Einwirkung der vier Radlasten wirklich auftretenden 
elastischen Linie zur Losung unserer Aufgabe gewahrt; daB daher das ZE'iehnen 
einer EinfluBlinie zur Errnittlung der Durehbicgung des Tragers irn Punkte c 
fiir mehrere Stell ungen desselben Lastensystenw oder gar zur Errnittlung der 
grOBten Senkung des betrachteten Punktes bei Uberfahren der Briicke durch 
den StraBenbahnwagen praktisch als Notwendigkeit bezeichnet werden muB, ist 
selbstverstandlich. 

6* 

II 
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Beispiel 2. Nachdem soeben die Verwendung der EinfluBlinie zur Berech­
nung der Verschiebungen eines festliegenden Trn.gerpunktes bei eroem statisch 
bestimmten Systeme behandE'lt wurde, soll mmmehr eine EinfluBIinie fiir 
die Uberzllhlige eines einlach statisch unbcstimmten Systems bet,rachtet WE'rdE'n, 
und zwar werde dem BE'ispiele wiederum der schon mehrfach behandelte deutsche 
Bogen Fig. 85, Seite 52, zugrnnde gelegt (siehe allch Fig. 124). 

Wir haben zweckmii.Big die Spannkraft des Zugbandes, H, ala iibe1'Zahlige 
GroBe gewithlt: es iat daher die Aufgabe gestellt, diejenige Biegungslinie des 
Fachwerkes zu zeichnen, die den EinfluB dcr Laflten je nacb ihrer Stellung auf 
der Fahrbahn auf die GroBe der Spannkraft des Zl!gbandes angiht. Zur Erkenntnis 
der Gesetzmii.Bigkeit, von der die GroBe der Uberzahligen abhii.ngt, oder was 
dasselbe ist, wie wir wissen, zur Aufstellung der Formanderungsgleichung, ist im 
allgE'meinen zuerst das statisch bestlmmte Hauptsystem durch Entfernung des 
als iiberzahlig gewahlten Stabes herzust~llen. Aus der Betrachtung der Form­
ii.nderung des Bogen..'l phne das Zugband infolge Einwirkung einmal der Lasten 
und zum andern der tTherzii.hligen, in Bflziehung gesetzt zur Formii.nderung des 
iiberzii.hligen Stabes selbst, vgl. den Abschnitt 1 des II. Kapitels "Die Aufstellung 
von Formii.nderungsgleichungen", Seite 18, Fig. 30, ergibt sich: 

und daraus: 
2 p ~bm - H ~bb= H· e. 

H = 2 P~bm 
~bb + e •. 

In diesem Ausdrucke sind fiir das gegebene Tragwerk konst-ant die Werte e.' 
d. i die Langenanderung des Zugbandes fiir die Krafteinheit, und ~bb' also die 
Verschiebung des Punktes b durch eine Kraft H = 1 in b s('lbst. Der Wert der 
'Oberzii.hligen wird also nur durch den Zahler d('s Ausdruckes fiir H beeinfluBt. 
Es ist somit eine EinfluBlinie zu zeichnen, der fiir jeden Plmkt m des Last-gurtes 
die V~rschiebung deR Punktes b durch eine in m angreifende Kraft P = I, also 
der Wert ~b .. des Zahlers entnommen werden kann. Ohne Kenntnis des Lehr­
satzes von der Gegenseit.igk('it der Verschiebungen miiBten wir also fur jeden 
Knotenpunkt m die zugeordnete Ordinate ~bm der EinfluBlinie, also die Ver­
schiebung des Zugbandangriffspunktes b durch eine Lal'lt 1 in m, mit Hilfe je 
einer Mohrschen Arbeitsgleichung oder je eines besonderen Verschiebungsplanes 

oder je einer Fachwerkbiegungslinie fiir horizontale fingierte Lasten to = .ds 
r 

ermitteln. Der Lehrsatz von der Gegenseitigkeit der Verschicbungen besagt 
jedoch, daB 

~b'" = ~mb' 

d. h.: die Verschiebung des Punktes b in Richtung H durch eine Last P = 1 
in m ist gleich der Verschiebung des Punktes min Richtung P dmch eine Kraft 
H = 1 in b. Zeichnen wir also f~ H = 1 E'ine Biegungslinie, unrl zwar die fiir 
die Hebung der Plmkte m, so gibt die Ordinate der Biegungslinie unter jedem 
Punkte m die GroBe der Verschiebung an, die der Punkt b dureh ('ine Last 1 in 
jedem Punkte m erfiihrt. Diese Biegungeolinie enthiiJt also die einzige bei Ande­
rung der GroBe, Lage und Richtung dE'r Lasten P sieh gldchfalls v('ritndernde 
GroBe ~!UII der Formanderungsgleichung und ist damit die gesuchte EinflilBlinie 
fiir die Uberzahlige, also die Spann kraft H d('s Zugbandes. 

FUr den deutsehen Bogen Fig. 124 wurde die Biegungslinie bereits auf S?ite 57 
dargE'st,pllt, so daB sie fertig iibernommen wflrden kann, Fig. 125, Fiir die 
beliebige Fahrbahneinzellast P = 4 t solI die GroBe der Zugbandspannkraft be­
stimmt werden: Die Verschiebung des Punktes b fiir P = 1 ergibt sich aus del' 
EinfluBlinie zu: 

~bP = 0,87 em . 

Fiir P = 4 t betriigt die Versehiebung mithin: 

p. ~b .. = 4· 0,87 , 
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Die Versehiebung des Punktes b dureh eine Kraft H = 1 in b selbii!t wurde bereits 
mit Hille einer Mohrschen ArbeHsgleiehung auf Seite 73 ermittelt: 

(Jbb = 1,23 em. 

Wahlen wir als Zugband 21_-Eisen 60 X'60 X'8 mit einem Quersehnitte .von 
2 X 9,03 em2 = 18,06 em2, so ergibt sieh die Verlangerung dieses Zugbandes fiir 
die Krafteinheit zu 

8 2700 em _ • 
e. = E. F = 2150 t/em2 . 18,06 em2 - 0,0696 em/"· 

i-<e---I----1-18,OO ml----+--~+*--t-!J.,OOm+---'"'I 

~ __ ~ __ t-__ +-_-,~27,oom~+--+---+---~ 

<::)' 
11 

Senku'g des 
Un/erg: rle5 fill" 

H=-1t 

~ 
~ ~ ~' 
1\ ... 

." 
~' 
II 

Orrli 

~ ... 
~ ..... ' 
II 

~ 

Fig. 124-125. 

Setzen wir diese Werte nunmehr ein in die Formanderungsgleiehung 

H= P·(jbm 

(Jbb + e. 
so ergibt sieh die gesuehte Uberzahlige zu 

4'0,87 
!!. = (23 + (\0696 = 2,68 t . 

Fig. 124. 

3cm 

II 

SoIl die Biegungslinie unmittelbar als H-Linie verwendet werden, so ist der'MaB­
sta,b zu bereehnen; der MeBwert der Ordinate (Jbm war 2,61 em (= 3· 0,87 em): 

26,1 mm = 2,68 t; 

daraus der MaBstab der Biegungslinie als H- Linie: 

2,68t 
~= 26T = 0,1027 t. 
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Vorbemerkungen zu Kapitel ill und IV. 
1m ersten Kapitel haben wir das W~sen der statisch unbestimmten 

Systeme erHi.utert; wir haben aus der Erlauterung die Methoden. ent­
wickelt, die zur Erkennung dieser Systeme geeignet sind. .Alsdann 
haben wir im zweiten Kapitel die Aufstellung der FormanderungsT 
gleichungen zur Erganzung der Gleichgewichtsbedingungen behandelt, 
nachdem wir fUr die Formanderungselemente eine bestimmte algebra­
ische Bezeichnungsweise gewahlt hatten. Wir haben gesehep., wie durch 
Entfernung der fiberzahligen GroBen das sog. statisch bestimmte 
Hauptsystem gebildet wird, das die Spa:n;nkrafte der fiberzahligen 
Tragwerkselemente als auBere Krafte enthalt, und wie sich bei Bettach­
tung dieses Hauptsystems die benotigten Formanderungsgleichungen 
meist unmittelbar nieders~hreiben lassen, wenn wir die Bedingungen 
erwagen, die das tatsachliche Vorhandensein der fiberzahligen 
Tragwerkselemente in bezug auf die Verschiebung ihrer Angriffspunkte 
stellt. Weiter haben wir dann schlieBlich, gleichfalls im II. Kapitel, 
von Seite 23 ab, die zahlenmaBige Ermittlung der Einzelglieder der 
Formanderungsgleichungen, namlich die Verschiebungen der Kraft­
angriffspunkte fUr die Krafteinheiten, ausfUhrlich dargestellt. 

Da alle diese Ausffihrungen allgemeingfiltig und umfassend waren, 
so mfiBten wir streng genommen bereits in der Lage sein, jedes statisch 
unbestimmte System an Hand der Ausffihrungen des ersten und zweiten 
Kapitels einwandfrei zu berechnen. Dennoch wollen wir nunmehr 
noch in dem folgenden dritten Kapitel die statisch unbestimmten Voll­
wandtrager und im vierten Kapitel die statisch unbestimmten Fach­
werktrager in typischen Beispielen behandeln: denn abgesehen davon, 
daB es zweckmaBig ist, die notwendige Wiederholung des Lernstoffes 
an Beispielen vorzunehmen, anstatt die beiden ersten Kapitel sogleich 
nochmals wie zum ersten Male durchzuarbeiten, so werden auch noch 
einzelne Falle auftreten, wie Z. B. die statisch unbcstimmten Vollwand­
bogen, bei denen der Leser ohne Sonderausffihrungen fiber die Art 
der Anwendung der im ersten: und zweiten Kapitel dargelegten Rech-
nungsmethoden im Zweifel sein kann. . 

Aus den beiden vorangegangenen allgemeinen Kapiteln geht hervor; 
daB sich die Untersuchung der statisch unbestimmten Vollwandtrager 
von der Untersuchung der statisch unbestimmten Fachwerktra.ger 
im wesentlichen nicht unterscheidet. Das theoretisch Wesentliche der 
Berechnung ist die Ermittlung der Funktion des Einflusses der tlber­
zahligen, also die Aufstellung der Formanderungsgleichungen. Die 
Regeln hierffir - Bildung des statisch bestimmten Hauptsystems, 
Anbringung der Dberzahligen als auBere Krafte, usw. - sind fiirge­
gliederte und fiir Vollwandtrager die gleichen. 

Wenn hier dennoch diese beiden Tragwerksarten in zwei besonderen 
Kapiteln behandelt werden, so geschieht das mit Rficksicht auf die 
bereits bekamlten Unterschiede in der Berechnung der Formanderungs­
clemente. Die kompakte Behandlung jeder Tragwerkskategorie fiir 
sich wird die klare Einpragung der zugehOrigen Methoden zur Er-
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mittlung der Elemente der Formanderungsgleichungen hetrachtlich 
f6rdern und widerstandsfahig machen, so daD die erheblich verschieden­
artigen Eindrucke auch im Gedachtnis voneinander getrennt erhalten 
werden. In der praktischen Untersuchung'statisch unbestimmter 
Tragwerke nimmt die zahlellluaBige Ermittlung der Forlllanderungs­
elemente mit ihren Tabellen und graphischen Darstellungen den weitaus 
gr6Dten Raum ein. 

Bei Vergegenwartigung der Darlegungen der beiden ersten Kapitel 
tritt deutlich eine Ordnung hervor, in der aIle zu untersuchenden 
statisch unbestimmten Tragwerke behandelt werden mussen; der Leser, 
besonders der Anfanger, darf diese Ordnung niemals aus dem Gedacht­
nisse verlieren, wenn er nicht selbst einfachen Fallen hilflos gegenuber­
stehen will, sobald er einmal auf seine Kenntnisse allein angewiesen 
ist. Die allgemeine Ordnung der Untersuchmlg statisch unbestimmter 
Tragwerke sei deshalb hier vor Eintritt in die Behandhmg einzemer 
typischer Formen nochmals in libersichtlicher Kurze in Erinnerung 
gebracht. 

Allgemeine Ordnung del' Untersuchung aller statisch unbestimmten 
Systeme. 

1. Sorgfaltige statische Wertung des vorliegenden Tragwerkes. 
Stellung und Beantwortlmg der Fragen: 
a) 1st das Tragwerk unverschieblich? 
b) 1st es statisch un bestimmt und in welchem Grad~ 1 
oder, was dasselbe ist: 

Sind mehr Tragwerkselemente vorhanden, als ZLl a) erforderlich 
und wieviel? 

2. Herstel1ung des statisch bestimmten Hauptsystellls 
durch Entfernung geeignet erscheinender Tragwerkselemente als 
uberzahlig in del' unter 1. bestimmten Anzahl (wobei jedoch die 
Unverschieblichkeit des Systems erhalten bleiben muD!) u nd 
Einordnung der Spannkrafte. der Dberzahligen als a uDere 
Krafte. 

3. Stellung unci Beantwortung der Frage: Welche Bedingungen 
stellt die Wiederanbringung (bzw. eben das tatsachliche Vorhanden­
sein) der einzelnen u berzahligen Tragwer ksele mente? 
Allgemeine ~A.ntwort: Die Summe der Verschiebungen der Angriffs­
plmkte einer Dberzahligen in der Wirkungslinie der Dberzahligen, 
die im statisch bestimmten Hauptsysteme auftreten: 
a) infolge Belastung, Temperaturandel'ungen uSW., 
b) infolge Einwirklmg der etwa vorhandenen anderen Dberzahligen 

als auDere Krafte, 
c) infolge Einwirkung del' betrachteten Dberzahligen selbst als 

auDere Kraft 
muD gleich sein: 
d) del' Verschiebung, die del' odeI' die Angriffspunkte des uber" 

zahligen Tragw,erkelementes bei Aufbi:ingung seiner eigenen 



88 Die statisch unbestimmten Vollwandtrager. 

Spannkraft (also der gesuchten iiberzahligen GroBe) erleiden 
miissen. 

Moglichst einfache Darstellung dieser Bedingungen der ein­
zelnen iiberzahligen' Stabe oder Stiitzen als "Formanderungs­
gleichungen" in algebraischer Form. 

4. Dberlegung, wie die Berechn u ng der Elemente der Formanderungs­
gleichungen, die Punktverschiebungen, am einfachsten erfolgen 
kann. Hierbei ist als ganz besonders niitzlich die Gegenseitigkeit 
der Verschiebungen in Betracht zu ziehen. 

Sind langwierige und uniibersichtliche, schwierige Berechnungen 
zu erwarten, so ist an die Moglichkeit einer geschickteren Wahl der 
t"berzahligen zu denken! 

III. Die statisch nnbestimmten Vollwandtrager. 
1. Die statisch unbestimmt gestiitzten geraden Balken. 

a) Der gerade Balken auf drei Stutz en. 
Fig. 126 zeigt das allgemeine Schema dieses Tragwerkes. Der Leser 

weiB in diesem einfachen FaIle auf Grund der allgemeingiiltigen Dar­
legungen der vorangegangenen Kapitel, daB dieser Trager nur eine 
iiberzahlige Stiitze aufweist, daB das Tragwerk mithin einfach sta­
tisch unbesti.J:llmt ist. 

Die Herstellung des statisch bestimmten Hauptsystems er­
folgt recht iibersichtlich durch Entfernung der mittleren Stiitze, 
A 

R, 
c 

Pz Pn 
B 

-T ~ 
Tn1 Tnz Tn". 

hier e benannt. Der 
unbekannte Stiit­
zendruckdiesesAuf­
lagers wird als 
auBere Kran 0 ein­
gefiihrt. 

, , 

~ ~ ~ ~ ~ ~ b 

~1 lz Das tatsachliche 
Vorhandensein der 
Stiitze e, die ebenso 

wie die beiden anderen Stiitzen "unnachgiebig" sei, d. h. durch Belastung 
keine Verschiebung gegen ihre Lage im lastlosen Zustande erleide, stellt 

Fig. 126. 

die Bedingung: . 

:2~c = 0, 
somit, wie langst bekannt: 

:2 ~c = :2 P c5cm - 0 c5cc = 0 
oder: 

0=:2 Pc5.m 

c5cc 

Die Aufstellung der Formanderungsgleichungen ist hier wie auch in 
allen anderen Fallen bei einiger Dbung in der, algebraischen Bezeich-
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nungsweise von Formanderungen nach einmal gewonnenem Einblicke 
in das Wesen der statisch unbest.immten Tragwerke nicht schwierig; 
erheblich schwieriger ist die richtige Auswertung der Gleichungen, be­
sonders auch, wenn Veranderlichkeit der Belastung nach GroBe, Lage 
oder Richtung in praktischer Weise berucksichtigt werden soll. Bei 
der Behandlung der typischen statisch unbestimmten Tragwerke in 
diesem und dem folgenden Kapitel werden wir uns deshalb nicht mit 
theoretischen Darlegungen uber die Aufstellung der Bedingungsglei­
chungen fiir die tJberzahligen begnugen, sondern fur jede Besonder­
heit in der Auswertung der Formanderungsgleichungen Zahlenbeispiele 
durchrechnen. Fur den Trager auf drei Stutzen mage hier sogleich ein 
Beispiel folgen. 

A ufga be: Zur Uberbriiekung zweier Felder von 5 m und 7 m Stiitzweite 
soIl ein durehgehender Bleehtrager gewahlt werden, dessen Hochstspannungen 
bei unmittelbarer Belastung durch eine gleichmaBig verteilte Last von 5 t ein­
schlieBlich Eigengewicht und hei gleiehzeitiger Belastung durch eine wandernde 
Einzellast von 30 t den Wert 1200 kg/cmz nieht iiberschreiten (Fig. 135). 

Hier kommt zu unserer eigentlichen Aufgabe, ein statisch unbestimmtes Trag­
werk zu untcrsuchen, die Aufgabe hinzu, dieses Tragwerk zuvor zu ent­
weden, Fig. 127-132. 

Entwurf: Man kann auf mannigfaltige Weise vorgehen, je naeh den Einzel­
heiten der Aufgabe. Es ist daher nieht gut angangig, ein fiir allemal anzuwendende 
Regeln anzugeben: ZweckmaBiges, praktisches Vorgehen andert sieh mit GrOBe 
und Bedeutung des Tragers, Zahl der Ausfiihrungen des gleichen Tragwerkes, 
ferner besonders mit der Art der Belastung. 

In unserem Faile wird es bereits wirtschaftlieh sein, an den am hochsten 
beanspruchten Stellen, also offenbar iiber Feld b -;- c und iiber Stiitze c, Lamellen 
anzuordnen. Zur Vereiufaehung .. der Entwurfsberechnungen k6nnen wir jedoeh 
die vorlaufige Bestimmung der Uberzahligen und der Momente unter Zugrunde­
legung unveranderliehen Tragheitsmomentes vornehmen; werden dann an den 
besonders gefahrdeten Stellen Lamellen angeordnet, so sind die Abweichungen 
der eigentIichen statiseh unbestimmten Untersuchung des gegebenen Tragwerkes 
von der .. Entwurfs berechnung im aUgemeinen nieht so groB, um den Entwurf 
iufolge Ubersehreitung der zulassigen Spannung umzustoBen. Natiirlich muB 
bei Wahl der Quersehnitte von vornherein ein Zusehlag flir diese Abweiehungen 
gegeben werden. Solche Zusehlage - fiir aIle Quersehnitte prozentual gleich­
maBig, so lange die Veranderung des Spannungshildes nieht mit GewiBheit voraus, 
zusehen ist - empfehlen sieh ja aueh noeh dmch die Empfindlichkeit statisch 
unbestimmter Tragwerke gegen aIle Abweichungen der Werkstatt- und Montage­
arbeit yom t,heoretischen SolI, wie an anderer Stelle (Seite 119) ausfiihrlich dargelegt. 

Wird die Entwurfsberechnung nicht in grober Annaherung deR tatsachlichen 
Verhaltens des Tragwerkes durch geeignete fingiert.e Vnterteilung fiir statisch 
hestimmten Aufbau durchgefiihrt, so ist auch fiir die Entwurfs berechnung die 
Formanderungsgleichung die Ausgangsbasis der Zahlenrechnungen. In dieser 
A~gabe lautet die Fornianderungsgleichung, gesondert nach der Ubcrzahligen, 
Wle schon bekannt: 

c_.lJ POem-
- Oee • 

Wir wissen, daB nach dem Lehrsatze von der Gegenseitigkeit der Verschicbungen die 

Oe aus m=om- aus c 

sind, daB also aIle ben6tigten Punktverschiebungen einer fiir 0 = 1 gezeichneten 
Biegungslinie entnommen werden konnen. Von groBem praktischen Nutzen ist 
es, daB hierbei der OrdinatenmaBstab r der Biegungslinie ohne Bedeutung ist, 

da laut Formanderungsgleichung ja nur das Verhaltnis Oem zu ermitteln ist. 
0" 
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Es ist also nicht erforderlich, Tragheitsmoment und Elastizitatsmodul sowie auch 
das Moment in der wahren GroBe zur Berechnung der Winkelitnderung der Balken-M . 
achse, w = J. E ' zu verwenden; die Wahl der endgiiltige~ GroBe des Tragheits-

momentes kann vielmehr noch bis zur weiteren Klii.rung des· Beanspruchungs­
verlaufes aufgeschoben werden. Sollte etwa bereits bei der Entwurfsberechnung 
mit unterschiedlichem Tragheitsmomente gerechnet werden, so wiirde die Ein­
setzung von Verhaltnisziffern an die Stelle des Tragheitsmomentes bereits der 
Formiinderungsgleichung geniigen. 

Sieht man von der Beriicksichtigung der beabsichtigten Veranderlichkeit des 
Tragheitsmomentes ab, was wir tun wollen, so ist bereits die Momentenfloohe 
fiir 0 = 1 im statisch bestimmten Hauptsystem, die als Dreieck mit der Spitze 
iiber c in beweglichem MaBstabe zu zeichnen ist, das Bild der fingiertel). Be· 

lastung J ~E ; siehe Fig. 127. Wir haben diese Fliiehe in 12 Streifen von je 1 m 

Breite eingeteilt und, in Anbetracht der Gleichheit dieser Breiten, die mittleren 
Langen dieser Streifen unmittelbar als GroBen der Winkelanderungen bzw. als 
fingierte Lasten mit beliebiger Polweite zur bekannten Konstruktion der Biegungs­
linie verwendet; Fig. 128. 

Es moge nun zunachst der Verlauf der Beanspruchungen des Tragers 
d urch die wandernde Einzellast P = 30 t ermittelt werden. Wenn wir die 
mit Hille des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen umgeformte 
Formanderungsgleichung betrachten: 

so erkeunen wir unmittelbar, daB die Veranderlichkeit der iiberzahligen Stiitzen­
kraft 0 fiir wandernde P nur von den Ordinaten <5mo der Biegungslinie abhangig 
ist: Die Biegungslinie ist also, wie auch schon friiher dargelegt, die EinfluBlinie 
fiir den Stiitzendruck 0, dessen GroBe der Biegungslinie, nach Ermittlung des 
MaBstabes, unmittelbar als Ordinate unter P entnommen werden konnte. Weiter 
ist die Biegungslinie auch die EinfluBlinie des Momentes in c, das im statisch 
bestimmten Hauptsystem von dem jeweiligen 0 hervorgerufen wird, denn dieses 
Moment hiingt nur von der GroBe von 0 ab, da die Momentenhebelarme unver­
anderlich sind; natiirlich sind die Momente mit einem anderen MaBstabe aus der 
Biegungslinie abzugreifen, als die zugehOrigen Stiitzendriicke 0 selbst. 

Alie im statisch unbestimmten Systeme (a-;-b-;-c) tatsoohlich auftretenden 
Momente setzen sich zusammen aus den beiden Momentengattungen, die im 
statisch bestimmten Hauptsystem von P und von 0, getrennt betrachtet, hervor­
gerufen werden. Auf Grund der Kenntnis der statischen Grundgesetze leuchtet 
nun unmittelbar ein, daB beim Wandern von P drei GroBtmomente auftreten 
werden: 

1. Uber Stiitze c = Memax; 

2. 1m Felde a-;-c = M/tmax; 

3. 1m Felde b -;-.c = Mz,max. 

1. Untersuchung der Momente im Querschnitte c bei Wandern 
der Einzellast P = 30 t von a.nach b. Diese Untersuchung erfolgt am besten 
graphisch mit Hilfe von Momenten-EinfluBlinien. 

Die EinflnBlinie fiir die GroBe des Momentes im Querschnitte c, Me' durch 
die im statisch bestimmten Hauptsystem wirksame Uberzahlige 0 ist, wie eben 
dargelegt, die Biegungslinie: Es ist also nur noch die EinfluBlinie fiir die Mo­
mente in c aus der auf das statisch bestimmte Hauptsystem wirkenden Einzellast 
P = 30 t zu zeichnen. Steht P iiber c, so ist 

P=O 
und somit Me aus 0 gleich M. aus P: Die EinfluBlinie fiir die Me aus P muB 
also in c mit der EinfluBlinie fiir die Me aus 0 die Ordinate gemeinsam haben. 
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b 

Fig. 127. 

Fig. 128. 

Fig. 129. 

Fig. 130. 

Fig. 131. 

:Fig.132. 

1 0 z 3cm 
bu.w..L I II 

Fig. 127-132. 
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Wandert nun P von c aus nach den Auflagern a oder b, so muB sieh das"Moment 
in e proportional der Entfernung der Kraft P vom Quersehnitte e verringern 
und seWieBlieh, bei Ankunft von P in a oder b, gleieh Null werden: Daraus folgt, 
daB die EinfluBlinie fUr die M. aus P ein Dreieek ist, das mit der oEinfluBlinie 
ffir die M. aus 0 die Basis gemeinsam hat und dessen Spitzenordinate sieh mit 
der coOrdinate der EinfluBlinie fiir die 111. aus 0 (also der Biegungslinie) deekt. 
VgI. Fig. 129: Mit dieser Figur ist die Biegungslinie Fig. 128 nur zur besseren 
Verdeutliehung noehmals besonders gezeiehnet worden; bei praktiseben Entwurfs­
bereehnungen wird man natiirlieh zweeks 2;"itersparnis die Biegungslinie un­
mittelbar verwenden. Dureh die Art der Ubereinanderzeiehnung der beiden 
EinfluBlinien der M. im statiseh bestimmten Hauptsystem haben wir bereits die 
Momente, die ja versehiedeue Vorzeiehen aufweiseu, zeiehneriseh subtrahiert und 
damit die EinfluBfHiehe ffIr die GroBe der im statiseh un bestimmten System 
tatsaehlieh auftretenden Momente M. erhalten. Die P-Lage, ffir die M.ma:< auf­
tritt, ist in Fig. 129 hervorgehoryen worden. Es ist nunmehr zu erwagen, in 
welcher Weise der MaBstab ermittelt werden kahn, mit dem die Ordinaten der 
EinfluBflache, der die in willkfIrlichem MaBstabe gezeichnete Biegungslinie zu­
grunde liegt, zu messen sind. Wir brauchen uns hierzu nur der Tatsache- zu er­
innern, daB, wenn P in c steht, 

O=P=30t 

ist und daB somit die GroBe der sieh zu Null aufhebenden M. aus P und 0 im 
statisch bestimmten Hauptsystem sieh aus der Momentengleiehung, bezogen 
etwa auf Auflager b des statisch bestimmten Hauptsystems, ergibt: 

P ·1 
lrlc = (11 + 12 ) • 11 , 

30t·700em 
M, = . 500 em = 8750 cmt. 

1200 em 

Der MeBwert dieses Momentes in der Biegungslinie unbekannten MaBstabes y ist: 

M, = 2,99 cm . 

Aus der Vergleichung des MomentenmeBwertes mit seinem reellen Werte ergibt 
sich der MomentenmaBstab: 

8750 cmt 
1 mm = 29,9 = 293 cmt . 

Mit diesem MaBstabe sind also aIle Ordinaten der EinfluBfliiche fiir die Momente 
im Querschnitte c bei wanderndem P zu messen, und man tut gut, diesen MaB­
stab auch fUr die wPiterhin zu zeichnenden EinfluBlinien, etwa ffir andere Quer­
schnitte, fiir die Feldmomente und ffir die gleichmaBig verteilte Last nach Mog­
lichkeit beizubehalten. 

Der MeBwert des groBten Momentes im Querschnitte c aus der wandern­
den Ei nzellast P = 30 t, tatsachlich auftretend im statisch unbestimmten 
System, ist 

lrI,max = 7,8 mm , 
mithin reell: 

Mcmax = 7,8 mm· 293 cmt/mm = 2280 cmt. 

2. A ufsueh uug der GroBtmomentein den beiden Feldern. Erwagung: 
Bei jeder Laststellung treten zwei GroBtmomente auf: das eine tiber c, das andere 
unter P; vgl. Fig. 133. Das Moment fIber c wurde bereits fiir jede Laststellung 
ermittelt, vgl. EinfluBfliiche Fig. ] 29. Die l\1omcnte der Qrierschnitte des gerade 
unbelasteten Feldes sind kleiner als Me; sie verringern ihre GroBe zwischen c 
und a bzw. b von Me auf Null in gerader Linie, wie aus den Grundgesetzen der 
Statik bekannt. Im belasteten Felde fallen die sich an ]}f, mit gleichem Vor­
zeichen anschlieBenden Jli[omente gleichfalls ab und gehen in lVIomente entgegen­
gesetzten Vorzeiehens tiber, die unter P ihren GroBtwert erreichen. Das Maxi­
mum dieses Vorzeichcns tritt bei j eder Laststellung nul' unter P auf, also sind 
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auch die beiden absoluten GraBtmomente dieses Vorzeichens, die Feldmomente 
M l1max und MI.m.~, unter P selbst zu Buchen. 

Das tatsachlich im st.atisch unbestimmten System a -;.- b -;- 0 auftretende Mo­
ment unter P setzt sich wiederum zusammen aus den beiden Momenten, die wir 
im statisch bestimmten Hauptsystem getrennt unterscheiden, namlich aus P 
unter P und aus clem entsprechenden 0 gleichfalls unter P. Es sind also 
aueh hier wieder zwei EinfluBlinien zu zeiehnen und zu vereinigen: Die EinfluB· 
linie fUr die Momente unter P aus P allein im statiseh bestimmten Hauptsystem 
a -;- b, d. h. also diejenige Linie, die das jeweilige Moment unter dem Lastpunkte 

als Ordinate enthiilt, ist bekanntlieh eine Parabel vom Scheitel P4' I in del' 

Mitte zwischen den Auflagern a und b. (Es ist das raseh zu erweisen durch Ver· 
schiebung del' Koordinatenaehsen in a auf den Scheitel del' Kurve, also durch 
Transformation mittels del' Glei· 
ehungen 

, I 
x=~-l-2 

>IT _ -L PI 
j'1p - - '7 I T' 

worin ~ und '1 die neuen, auf 
den Scheitel bezogenen Koordi­
naten sind. Eingesetzt in 

2f1p = px(ll- x) = p(x _ ~2) 

ergibt sich 

'7 = ~2: Parabel, Achse senkrecht 
zu a -;- b durch 1/2. 

c 

]'jg. 133. 

FUr den Geiihten weist das allerrlings aueh schon die Gleichung fUr Mp aus). 
Weniger eiufach ist die Darstellung del' EinfluBlinie flir die Momente aus 0 

u nter P. Wie wir schon bei Ermittlung des graBten Stutzenmomentes Me fest­
stellten, ist die Biegungslinie gleichzeitig die EinfluBlinie fiir die Momente aus 0 
in~. Die Biegungslinie gibt also fur jede Laststellung als Ordinate life an. Bc­
achten wir nun. daB fiir jeden Stiitzendruck 0 die Momentenlinie im statisch 
bestimmten Hauptsystem a -;- b ein Dreieek mit der f'pitze bei 0 ist, so leuchtet 
ein, daB die gesuchte EinfluBlinie wie iolgt in die Riegungslinie hineinkonstruiert 
werden kann: Man projiziert j"de Ordinate der Biegungslinie, also das Me del' 
zugeharigen Laststellung, auf die CoOrdinate und verhindet jPden Projektionsend. 
punkt mit dem zugeordneten Basisendpunkte a' bzw. b'. Fig. 130. Diese Vel" 
bindungslinien schneiden auf ihrer Ausgangsordinate das diesel' Ordinate 1I1e 
entsprechende Moment unter P aus Op abo Die Ordinatendurchschnittspunkte 
bestimmen also den Verlauf der gcsuchten EinfluBlinie. 

Bei del' gemeinsamen DarstpIlung del' bpiden EinfluBlinien zur Gewinnung 
del' EinfluBflache fUr die tatsachlich auftretenden Momente im statisch bestimmten 
System ist zu beacht.en, daB die Ordinaten der bf'iden Einflu!3linien iiber c - bei 
entw"gengesetzten Vorzeichen ~ einander gleich sein miissen: denn bei Last· 
stellung in 0 igt P = 0 und dUf! Moment unkr beiden Kraften gleich, also tat­
sachlic~, d. h. im statisch unbestimmten System, gleich Null. 

Es 1st daher auch nicht notig, die Formel fUr die Pfeilhuhe del' Parabel 

P ·1 
Mpm==-4~ 

auszuwcrten: Del' J';ndpunkt. der o-OrrHnate del' EinfluBlinie filr die liT aus 0 
ist ein Punkt del' .1lIrParabd iiber a'·.;.- b', Fig. ]31, daraug kann del' SGheitel. 
punkt del' Parabl'l durch die angedputeten Hilf,linien If'icht gcfundcn werden. 
(Die Aufgabe ist aus del' Gpomf'trie hekannt: Zur Erinnernng mogcn folgende 
Angaben dicnen: Man ziehe b'o durch ON, weiter m p parallel c'o und schlieB-
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lich p b'; der Schnittpunkt dieser Linie mit der Mittelordinate ist der gesuchte 
Scheitelpunkt). Die weiter in einem Verfahren angedeutete Darstellung der 
Parabel selgst kann bekanntlich auch auf mannigfaltige andere Weise praktisch 
ausgefiihrt werden. (VgL Seite 161, Fig. 225, sowie die .Angaben der Taschen­
biicher usw.) 

Die durch die beiden EinfluBlinien begrenzte EinfluBflii.che fiir die Momente 
aus der wandernden Einzellast P = 30 t, Fig. 131, gibt bereits die GroBe und 
Lage der gesuchten GroBtmomente MllJJlAX und M10JJlAX fiir Beanspruchung 
des Tragwerkes aus P allein an. Der MaBstab, mit dem die Ordinaten zu 
messen waren, ist in Anbetracht der unmittelbaren Darstellung aus der Mc-EinfluB­
linie (Biegungslini~) der gleiche wie bei dieser. Da jedoch die Beriicksichtigung 
der gleichmitBig verteilten Last, die von der Aufgabe verlangt ist, eine erhebliche 
Anderung von GroBe und Lage der GroBtmomente herbeiffihrt, so mogen vor 
der Auswertung der dargestellten EinfluBfIache die Momente aus der gleich. 
maBig verteilten Last dargestellt werden. 

Darstellung der Tragerbeanspr-uchung durch die gleichmaBig 
verteilte Last Q - q = 5 tjlfd. m. Zunii.chst ist offenbar der iiberzahlige Auf­
lagerdruck aus Q zu ermitteln: 

C _ 2 Pm~cm 
Q - ~cc 

Zwecks Errechnung des Ausdruckes 2 Pm ~cm moge die Last Q in genfigender 
Anniiherung der Gleichformigkeit in gleiche Einzellasten von 5t eingeteilt werden; 
die zugehorigen Ordinaten haben den MeBwert: 

'71 0,82 

'711 1,59 

'7II1 2,23 

'7zv 2,70 

'7c 2,99 = ~cc 

'7VI 3,02 

'7 VII 2,84 

rJVIIl = 2,48 

'7IX 1,98 

'7x 1,38 

'7XI 0,70 
2 Pm llcm = 22,73'5 = 113,65. 

Der P-Faktor ist fiir alle Ordinaten der gleiche: es braucht also nur die Summe 
der Ordinaten mit 5 multipliziert zu werden. Ee ergibt· sich folgender Zahlen­
wert fiir den Stiitzendruck CQ: 

C = 113,65 = 38 
2,99 t .. 

Auf den Trager a -;- b wirken also die gleichmaBig verteilte Last Q und, in ent­
gegengesetzter Richtung, die Einzellast C = 38 t; daraus erhellt die Darstellung 
der resultierenden Momentenflache: Die Momentenfliiche aus Q fiber a -;- b wird, 

wie bekannt. durch eine Parabel mit der Pfeilhohe Q~ 1 begrenzt, wahrend die 

Momentenfliiche aus C ein Dreieck mit der Spitze fiber c ist, dessen Hohe sich 

aus C· 1; .~ berechnet. Als MaBstab wird zweckmiiBig der bisherige verwendet: 

1 mm = 293 cmt. 
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P b 1 f '1- Q·l _ 5 tim· 12 m • 1200 em - 9000 t ara e p el - -8- - 8 - em 

1 
= 9000 emt • 293 mm/emt = 30,8 mm. 

D . kh"h =O.la· ll=38t.700em.500cm=11100 t 
relee 0 e l 1200 em em 

1 = 11 100 emt • 293 mID/emt = 37,9 mm. 

In Fig. 132 ist die Darstellung der resultierenden Momentenfiache fiir Q mit 
diesen MaBen durehgefiihrt worden. Gemli.B der Aufgabe, die gleiehzeitige Be­
anspruehung des Tragers dureh Q und dureh die wandemde Einzellast P = 30 t 
vorsehreibt, ist nunmehr die EinfluBflache fiir die Momente unter P, Fig. 131. 
dureh Vereinigung ihrer Ordinaten mit der Q-Momentenflache zli vervollstandigen. 
In del' Fig. 131 wird diese Summierung der Ordinaten dureh die gestriehelte' LiDie 
bezeiehnet. 

Daraus ergeben sieh nun folgende, der Berechnung zugrunde zu legende 
groBten positiven Feldmomente aus Q ~d P: 

MltJIlM: = 12,5 mm . 293 emt/mm = 3 66Q emt, 

M I• max = 22,0 mm • 293 emt/mm = 6440 emt. 

pie Lage dieser Momente sowie die verhaltnismaBige GroBe der Nachbarmomente 
ist der Fig. 131 genau genug zu entnehmen. Ais weitere Bereehnungsgrundlage 
ist jetzt das St.iitzenmoment, Memax, aus Q und P zahlenmaBig festzustellen. 
Das groBte Stiitzenmoment fiir die wandemde Einzellast ist bereits in der EinfluB­
flache Fig. 129 gekennzeiehnet worden; die Messung der Ordinate ergab (vgl. 
Seite 92): 

Me = 2280 emt. 

Fiir die gleiehmaBig verteilte Last Q ergibt sieh ein Stiitzenmoment von 

Me = 8,3 mm • 293 emt/mm = 2430 emt. 

Beide Stiitzenmomente sind negativ, sind also zu addieren: 

Memax = 2280 + 2430 = 4710 emt. 

Der Tragerentwurf ist also unter Zugrundelegung folgender GroBtmomente, bei 
Beachtung ihrer Lage, vorzunehmen: 

1. Mil = 3660 emt, 

2. Me = 4710 emt, 

3. MI. = 6440 emt. 

Diese Momente erfordem folgende Widerstandsmomente: 

1. 

2. 

3. 

_ 3660 emt _ 3 
WI. - 1,2 t/m2 - 3050 em • 

W = 4710 = 3930 em3, 
e 1,2 

W _ 6440 
I. - 1,2 = 5370em3• 
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-Rf.!ti Z, 

t+--220-­
I : 

." /Viefen 231 

= fiber Sfiifzec 

~Feldl2 

13 

I I 

k- 220 -----J 
Fig. 134. 

Danaeh magen' die nachstehend aufgefiihrten 
Quersehnitte gewiihlt werden Fig. 134: 

Fe1 d ll: 

J oh):1e Nietabzug = 117400 em4, 

W bei Nietabzug = 3 050 em 3 ; 

Uber Stutze c: 

J ohne Nietabzug = 172 860 em4, 

W bei Nietabzug = 4 i70 em3• 

Feld l2: 

J ohne Nietabzug = 237 520 em4, 

W bei Nietabzug = 5430 em3 ; 

~ Die Bestimmung der Lamellenlange aus dem 
\::: Verlaufe der Momeuteuliuien ist bekannt; aus 

Fig. 135 ist die Lange der gewahlten Lamellen 
ersiehtlieh. 

Damit' ist die Entwurfsbereehnung be-
endet. W.egen des erfahrungsgemaB geringen 

Einflusses, den eine naehtragliche Verstarkung, wie hier die Anbringllng der 
Lamellen, auf die Reehnungsergebnisse hat, pflegt man sieh oft mit der Ent­
wurf8bereehnung zu begniigen. Zu billigen ist dieses Verfahren jedoch nm: bei 
groBer praktiseher Reehnungserfahrung des Allsfi'threnden. Ohne diese Erfahrung 
kaun man die so sehr verRehiedene Empfindliehkeit der statiReh unbestimmten 
Systeme gegen Niehteinhaltung einer oder mehrerer der verschiedenen theoretisehen 
VorauRsetzungen nieht mit hinreieheuder Sieherheit abschatzen und man tut gut, 
der Entwurfsberechnung die eigentliebe Untersuehuug des mit dem Entwurfe 
gegebeuen statisch unbestimmten Tragwerkes folgeu zu lassen. Es mage das 
aueh hier gescbeheu. 

Eigentliche U ntersuch ung des gewahl ten Tragers auf drei Stiitzen. 
Der Gang der Rechnung unterseheidet sie}! im wesentliehen nieht von dem 

der hier gewahlten Entwurfsbereehnung. Ausgangsbasis ist wiederum die Form­
anderungsgleiehung: 

c_:2 P.5cm 
./-~. 

Da aIle Abmessungeu des Tragers gegeben sind, kann nunmehr die wahre Biegungs­
linie fUr 0 = 1 gezeiehnet werden, wie es hier geseh~heu ist (vgL Tabelle Nr. 9 
und Fig. 136, 137 und 138). Notig ist das uieht; die Formiindcrungsg1eiehung 
liiBt erkenuen, daB zur Ermitthmg von 0 und damit der Momente nm das Ver­
h1iltnis der Tragheitsmomeute beriickRiehtigt werden muB. Jedoch kann die 
Konstruktion der wahren Bieguugslinie praktisch sein, wenn spater etwa die 
wahren Durchbiegungen des Tragwerkes ermitteJt werdeu solleu, zumal aueh 
der Mehraufwand an Rechnungsarbeit nur gering ist, bcsonders bei Verwendung 
des' RechensehiC'bers. 

A ufsuch ung der 'GraBtmomente aus der wandernden Ei nzellast 
P = 30 t. Es kaun hinsichtlieh des Wesentlichen auf die Entwurfsbereehnung 
verwicsen werden, so daB hier nm: die Rechnungsdaten aufgefiihrt zu werden 
branchen. 

Untersuehung des StiHzenll10mentes ans der wandernden Last P. 
Die Biegungslinie Fig. 138 bildet mit ihren Sekanten a' c" und b' c" die EinfluB­
Wiehe. MeBwert des GroBtmomentes: 

Momax = 4,6 mm. 
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Mal3stab: Fiir P = 0= 30 t ist ilIa aus a bzw. P allein: 

30 t· 700 ~ 
1110 = 1200 . 500 em = 8/50 emt. 

Die zugehorige Ordinate hat den Mel3wert 

lifo = 22,7 mm, 
also Mal3stab 

8750 cmt 
1 mm = 22 7 = 385 emt. , 

Somit hat das grol3te Stiitzenmoment aus der wandernden Last den reellen Wert 

.Mcmax = 4,6 mm . 385 emt/mm = 1770 emt • 

Tabelle Nr. 9. 

Trager auf drei Stiitzen. 
Riegungslinie fiir a = 1 t. 

I 
... 

I 
" 

~ ~~ Mittlere 
."'1 Erweiterte 

Fingierte ",a fingierte ~~ Fingierte fin~ierte 

'" Moment Trag- ..- Belastnng .. ~ 
" I "" Last Teillast Teillast 

~ 'SEo< ".~ 
~ fiir heits- I 'de 
'" a = It moment I ~ M ~~ M ,,"It W = ,wlX./J.y ;a ~ ..-00 ... 

I '" J·E ~t: J·E 'eg W= M .Llz IX = 100 
0 iii ,g .~ J·E f3= 4 (em) 

... 00 P'l.., 

per Lan{!eu- ~,§ per L1i.n(!en- ~ l' = 25 

emt em' I t/cn12 einheit einheit em 

a 0 1117400 2150 0 
1 0,000000115 100 0,0000115 1 0,115 I 58,3 117400 2150 0,000000231 
2 0,000000346 100 0,0000346 0,346 II 116,7 1117400 2150 0,000000462 
3 0,000000577 100 0,0000577 0,577 III 175,0 117400 2150 0,000000693 

{ 117400 } 2150 { 
0,000000923 

4 0,000000808 100 0,0000808 0,808 
IV 233,3 172 860 0,000000628 5 0,000000706 100 0,0000706 0,706 

c 291,7 172860 2150 0,000000785 
6 0,000000729 100 0,0000729 0,729 

V 250,O{ 
172860 

} 2150 { 
0,000000673 

237820 0,000000490 7 0,000000449 100 0,0000449 0,449 
VI 208,3 237820 2150 0,000000408 

8 0,000000367 100 0,0000367 0,367 
VII 166,7 237820 2150 0,000000326 

VIII 125,0 237820 2150 0,000000245 
9 0,000000285 100 0,0000285 0,285 

10 0,000000204 100 0,0000204 0,204 XI 83,3 273820 2150 0.000000163 11 
0,000000122 100 9,0000122 0,122 

41,7 { 237820} { 0,000000082 
X 172860 2150 ~,000000112112 0,000000056 100 0,0000056 0,056 
b 0 172860 2150 XW= 4,764 em 

Bemerkung: Bei sehr geringen Zahlen, wie sie hier vorkommen, empfiehlt 
sieh bei praktischen AusHihrungen die Sehreibweise 0,163· 10- 6 statt 0,000000163. 
wobei man aueh noeh 10- 6 fortlassen kann, wenn man im Tabellenkopfe 

E~J' 106 sehreibt. Vgl. Seite 193. 

Aufsuehung del' grol3ten Feldmomente. Fig. 139 zeigt die EinfluB­
linien: Da Rereehnung fiir gleiehzeitige Beanspruehung des Tragwerkes durch Q 
u nd P vorgeRehrieben ist, so ware flS zweeldos, wie schon in der Entwurfs­
bereehnung gesagt wurde, diesen EinflnBlinien die groBten Feldmomente fiir P 
aHein En entnehmen. 
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Untersuch ung der Momente a 118 der gleich maBig verteilten Last Q: 
Mit geniigender Annaherung der Gleichforinigkeit gewahlt: 11 Einzellasten 
von je 5 t, zugeordnete Ordinaten der elastischen Linie HIT 0 = 1: 

MeBwerte Wirkliche Punktverschiebungen 
1] (I' = 25) (j,m = (jme 

in cm in cm 

I 0,68 0,0272 
II 1,28 0,0512 

III 1,80 0,0720 
IV 2,13 0,0852 

c . 2,27 0,0908 = (j,e 

VI. 2,22 0,0888 
VII 2,04 0,0816 

VIII 1,75 0,0700 
IX 1,38 0,0552 
X 0,95 0,0380 

XI 0,48 0,0192 
:E Pm (jcm = 0,6792 . 5 = 3,396 

0= :EPm(jcm 3,R96 
.' (j.. = 0,0908 = 37,4 t. 

Hohe des O-Momentendreiecks: 

37,4 t 
Me = 22,7 mm' 30 t = 28,3 mm, 

oder 
M - (37,4· 700 . 500) 1 . 28 3 

- 0 - 1200 cmt . 385 mm/cmt = "mm. 

Pfeilhohe der P- Parabe): 

M _ P . 1 _ 5 t/m . 12m . 1200 em _ 9000 
p - -8- - 8 - cmt 

I 
Mp = 9000 cmt . 385 mm/cmt = 23,4 mm. 

In Fig. 140 sind diese Momente in dpr iiblichen Weise zeichneri~ch addiert worden; 
die Ordinaten der so gewonnenen rpsultierenden Momt'ntenflache sind zur Er­
ganzung der EinfluBflache Fig. 139 in diese Figur iibertragen worden. 

Das Stiitzenmoment aus der gldchmaBig verteilten Last hat dt'n MeBwert 

lJI, = 5,8 mm, 
somit reell: 

Me = 5,8 mm' 385 cmt/mm = 2230 cmt. 

Das Mema~ aUs P wandernd hat laut dem Vorangegangenen den Wert: 

1J!I,p = 1770 cmt, 
somit fiir Q u nd P 

.!l1r. max = 4000 cmt. 

Ft'rner ergeben sieh aus del' vt'rvollsUindigten EinfluBflache Fig. 139 die groBten 
Feldmomente: 

Mil max = 9,5 mm . 385 emt/mm = 3('60 emt 

j1112ma~ = 16,9 mm . 385 emt/mm = 6500 cmt. 

7* 
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Vorhandenes Wi'derstandsmoment (siehe Entwurf, Seite 96): 

W. = 4170 om3, 

Wl1 = 3050om3, 

WI. = 5430om3• 

Somit Spannungen in den .drei Maximapunkten: 

= 4 000 000 omkg = 960 kg! 2 
CI. 4170om3 om , 

3660000 
3050 

6500000 
5430 

= 1200 kg/om2, 

= 1200 kgJcm2• 

Der bloJ3e Augenschein der Momentenlinien gibt bereits Gewillheit, daJ3 eine 
hahere Spannung in anderen Querschnitten (z. B. den an den Lamellenenden) 
nicht erreioht wird. Damit ist der gestellten Aufgabe genugt worden. DaJ3 der 
hOchst zugelassene Wert in der Rechnung bereits erreicht wird, ist in Anbetracht 
der Empfindlichkeit statisch unbestimmter Systeme gegen Abweichungen der 
Ausftlhrung und Montage gegen die theoretischen Voraussetzungen bedenklich. 
Es ist also, wie gesagt, niitzlich - wenn man haufige Wiederholung der Rech­
nung vermeiden will - bereits bei der Entwurfsberechnung Querschnittszusohlage 
in solcher Rohe zu machen, daJ3 die Querschnitte etwaigen erheblichen Mehr· 
beanspruchungen, die die SchluJ3untersl1chung nachweist, gewachsen sind. (1m 
vorliegenden bereits iibersichtlichen FaIle kannte natiirlioh eine geringe Trager. 
verstarkung ohne nochmalige Nachpriifung vorgenommen werden). 

Sehr geeignet ist oft auch die zeichrierische Untersuchung solcher Trag. 
werke von Querschnitt Zl1 Queischnitt in nicht zu groJ3en Abstanden. 
Auch kann die Anwendung dieses Verfahrens durch besondere Umstande hinsioht· 
lich der Querschnittsausbildung (groJ3e UnregelmaJ3igkeiten, Schwaohungen, usw.) 
ge boten sein. Die Untersuchung der Momente eines Querschnittes fiir eine wandernde 
Einzellast erfolgt zeichnerisch mittels EinfluJ3linien, die unter P das jeweilige 
Querschnittsmoment als Ordinate enthalten. 1m Vorangegangenen wurden be. 
reits solche EinfluBlinien fiir den Querschnitt c gezeichnet; Fig. 129 und 138. 
Der Leser moge die zugehorigen Ausfiihrungen (Entwurfsbereohnung, Seite 90) 
notigenfalls nochmals nachlesen. Fig. 142 stellt nur eine maJ3stabliche Wieder. 
holung der Fig. 138 dar; die Momente sind also mit dem gleichen MaBstabe - 1 mm 
= 385 cmt - zu messen. 

Fig. 138 bzw; 142 stellt einen Sonderfall einer Querschnittsuntersuchung dar. 
Die Erwagungen, aus denen die Darstellung der EinfluJ3Iinien eines beliebigen 
Quersohnittes gefolgert werden sollen, haben sich jedoch in den gleichen Bahnen 
zu bewegen. Es mage der beliebige Querschnitt i -7- i (vgl. Fig. 1(1) untersuoht 
werden: Wir betrachten die Momente zweckmii.Big im statisch bestimmten Haupt. 
system, fiir P und a p getrennt, wie bisher. 

EinfluBlinie fiir P allein: Das Moment im Querschnitte i -7- i ist am groJ3ten, 
wenn P iiber i steht; am kleinsten, namlioh gleich Null, wenn P iiber den Auf. 
lagern a bzw. b des statisoh bestimmten Hauptsystems steht. Bei Wanderung 
der Last P von i nach a oder b muB sich das Moment im Querschnitte i -7- i pro. 
portional der VergroBerung des Abstandes der Last P von diesem Querschnitte 
verringern. GemaB dieser aus der Statik der bestimmten Systeme folgenden Ge· 
setzmaJ3igkeit ist die EinfluBlinie fiir P somit ein Dreieck iiber der Basis a' -7- b' 
= a -7- b mit der Spitze iiber i; Fig. 143. Der zweite geometrisohe Ort dieser Spitze 

ist eine Para bel gleichfalls iiber a' -7- b' als Basis mit der Pfeilhohe M = ~ l 
(siehe ebenfalls Fig. 1(3). 

EinfluBlinie fiir a allein: Fiir jeden Auflagerdruck a ist die Momentenflache 
ein Dreieck mit der Spitze iiber c. Daraus folgt, daB das Moment eines beliebigen 
Querschnittes sich zu dem des Querschnittes c verhalt, wie der Abstand des be. 
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Fig. 144. 

Fig. 1:45. 

liebigen Querschnittes vom zugeordneten Auflager im statisch bestimmten Haupt-. 
systeme zum Abstande des Querschnittes c von diesem Auflager. 

GemiiB den Ausfiihrungen auf Seite 90 ist die EinfluBlinie fiir das Moment 
aus C im Querschnitte c gleich der Biegungslinie aus C = 1, unter Beachtung 
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des zu wiihlenden MomentenmaJ3stabes. Aus unseren Uberlegungen iiber die 
Beziehungen der jeweiligen Momente verschiedener Querschnitte aus 0 folgt 
nun, daJ3 die EinfluJ3linie fiir die Momente aus 0 eines beliebigen Querschnittes 
gewonnen wird, wenn man die Ordinaten der Biegungslinie im Verhaltnis der Quer­
schnittsabstande yom zugeordneten Auflager des statisch bestimmten Haupt­
systems verkleinert.· Zur Darstellung der EinfluJ3linie der Momente aus 0 fiir 
den Querschnitt i miiJ3ten also die Ordinaten der Biegungslinie im VerhiUtnisse 

? verkleinert werden. Fiir Querschnitt r -;- r lautet dieser Faktor ~ (s. Fig. 141), 

und so fort. . 
In den Fig. 143und 144 sind die fiir dasstatisch unbestimmte System a-';-c-.;-b 

resultierenden EinfluJ3fJiichen fiir die Momente aus der wandemden Einzellast P 
in den beliebigen Querschnitten i -;- i und r -;- r gezeichnet worden. Aus diesen 
EinfluJ3linien muJ3 u. a. hervorgehen, daJ3 das Moment jedes Querschnittes fiir 
Laststellung in c /l:leich Null werden muJ3; denn in diesem FaIle wird 0= Pund 
A und B gleich Null. 

Die Umwandlung der Ordinaten der Biegungslinie in die Ordinaten der Ein­
fluJ3linien fiir die O-Momente verschiedener Querechnitte kann be quem zeichnerisch 
erfolgen: Das Verfahren folgt unmittelbar aus der obenstehenden Darlegung der 
GesetzmaJ3igkeit der Ordinantenveranderlichkeit: die Ordinaten der Biegungs­
linie, also hier die Momente aus P im Querschnitt c sind auf die c-Ordinate zu 
projizieren; femer ist der Projektionsendpunkt mit dem zugeordneten Auflager 
geradlinig - gemaJ3 dem Verlaufe der Momentenflache fiir jedes 0 - zu ver­
binden. Diese Verbindungslinien schneiden auf jeder Querschnittsordinate die 
Ordinaten der zugehorigen O-EinfluJ3linie abo Es folgt das, wie schon gesagt, un­
mittelbar aus dem Vorangegan/Ienen, wonach die Ordinaten der Biegungslinie 
zwecks Umwandlung in die Ordinaten einer QuerschnittseinfluJ3linie fiir die 0-

Momente im Verhaltnis ; bzw. ~ zu verkleinem sind. 
1 2,.,"- . 

In Fig. 142 ist zur Wahrung der uDersichtlichkeit nur die Ordinatenbestim-
mun/l: der O-MomentenIinie fiir den' Querschnitt i -;- i gezeigt worden. 

Werden die EinfluJ3linien einer Reihe von Querschnitten in der geschilderten 
Weise dargestellt, so ist der MomentenmaJ3stab fiir aIle diese EinfluJ3linien der 
/l:leiche. Es ist nun unmittelbar einleuchtend, daJ3 man auch die einmal gezeichnete 
Biegungslinie fUr die EinfluJ3linien aller Querschnitte unverandert beibehalten 
kann, daJ3 man dann aber den MomentenmaJ3stab fiir jede Querschnitts-EinfluJ3-
flache gegeniiber dem MaJ3stabe der EinfluJ3fliiche des c-Querschnittes (Fig. 142) 
im Verhaltnis der QuerschnittFabstande yom zugeordneten Auflager andem muB. 
1st also z. B. der MomentenmaJ3stab der EinfluJ3fliiche fiir den Auflagerquerschnitt c 

1 mID = 385 cmt, 

so wird, bei unmittelbarer 'Verwendung derselben Biegungslinie der Ordinaten­
maBstab der EinfluBflache fUr den beliebigen Querschnitt i -;- i im Felde Zl: 

ai 
1 mm = (385 1;-) cmt 

und der fiir den belie bigen Querschnitt r - r im Felde Z2: 

br ) 1 mm = (385 -Z cmt . 
2 

Die EinfluBlinie aus P fiir einen Querschnitt, Z. B. r -;- r, wird aus der Bie­
gungslinie, also der EinfluBlinie aus 0, leicht dadurch dargestellt, daJ3 man den 
Endpunkt der c-Ordinate, c"', geradlinig mit dem dem anderen Felde zugeordneten 
Auflagerpunkte, a', verbindet und diese Verbindungslinie bis zur Querschnitts­
ordinate, also in dem gewahlten Beispiele die Ordinate r verlangert und den Schnitt­
punkt mit dem zugeordneten Auflagerpunkte, hier b', verbindet; Fig. 145. 

Die Richtigkeit dieser Konstruktion ist durch die beiden Satze bewiesen: 
Die EinfluJ3linie fiir P ist ein Dreieck mit der Spitze iiber dem zu untersuchenden 
Querschnitte und Bodann: Bei Laststellung iiber dem Auflager c muE das Moment 
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:Un statisch unbestimmten System gleich Null sein, d. h. die Ordinate der resultieren· 
den EinfluBlinie muB ebenfalls gleich Null sein. ,Es folgt daraus, daB bei dieser 
Art der Darstellung, die eine Veranderlichkeit des MomentenmaBstabes in der 
bereits entwickelten Gesetzma.6igkeit im Gefolge hat, der eine geometrische Ort 
der P.Dreieckspitzen niOOt mehr eine Parabel ist, sondern ein gebrochener Linien­
zug aus den VerIangerungen der Seiten des P -Dreiecks fiir den Querschnitt, c, 
also in Fig. 145 der gebrochene Linienzug a"c"b". 

Natiirlich muB die analytische Geometrie diese SchluBfolgerungen bestatigen. 
Auf Grund der :Beweiskraft des Vorangegangenen 'bedarf es bier jedoch einer 
solchen 13estatigung nich t: Um indessen den Leser vor der bier dennoch nahe­
liegenden Anfechtung zu bewahren, sich in 'mii.6ige Spekulationen zu verlieren, 
die das Wesen des vorliegenden Studiums nur leicht beriihren, so moge ihm hier 
durch einen raschen 13eweis der Stoff zu Abschweifungen entzogen werden. 

Die Aufgabe lautet: Welche Gestalt nimmt der geometrische Ort fiir die 
Spitzen der P-Momentendreiecke an, wenn der MaBstab, in dem die Spitzen­
ordinate des Dreiecks (ebenso wie alle seine anderen Ordinaten) zu messen sind, 

sich mit einem Faktor ; in Feld 11 bzw. 1b in Feld 12 andert? 
1 2 

Der geometrische Ort der' Dreieckspitzen ist bei gleichbleibendem MaBstabe 
eine Parabel, gegeben durch die Gleichung: 

P(l-a) 
-Mp=--l--· -a 

(= Auflagerdruck A mal Hebelarm a), bezogen auf die Koordinaten durch a. 
(DaB dieses' die Gleichung einer Parabel ist, wurde bei anderer Gelegenheit, 
Seite 93, durch Umwandlung dieser Gleichung in die Scheitelgleichung bereits 
bewiesen.) 

Die Parabelordinaten miissen nun, damit sie bei Messung mit dem verander-

lichen MaBstabe, z. 13. (~) fiir Feld 11 , doch das~elbe Moment Mp ergeben, mit 

dem Faktor (~) erweitert werden; also: 

daraus: 

und schlieBlicb: 

(P11) - Mp = -1- a -(P~). 

Das ist die Gleichung einer Geraden, sie entspricht der Form 

-y=Bx+c. 

Setzt man die Veranderliche a, also den Abstand der Last vom Auflager a, mit 
dem Werte 11 in die vorletzte Gleichung fiir Mp ein, so erhaIt man 

11 
- Mp = P T (11 - 1) . 

Darin ist 

somit 
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Wenn aber a = ~, so steht P iiber c, also P = C. Die coOrdinate der Biegungs­
linie, d. h. der C-Momentenlinie, erhlilt dann gleiehfalls den Wert 

- M. = - ~l2l1 , 

d. h_ also: Die Gerade geht dlU'eh den Endpunkt Cler coOrdinate, also dlU'eh den. 
Punkt e" in Fig_ 145. . 

Setzt man ferner die Veranderliehe a mit der Gesamtlange l ein, so erhiilt man 

II 
- Mp = PT(l-l) 

(farin ist 
(l- l) = 0, 

mithin 
-'Mp=O, 

d. h_ die Verlangerung der Geraden in das nicht zugeordnete Feld la hinein geht 
dlU'eh den Auflagerpunkt b'. In analoger Weise muB sieh natiirlieh ergeben, das 
der zu bestimmende geometrisehe Ort fiir die Spitzen der P-Momentendreieeke 
aueh in Feld l2 eine Gerade ist, die gleiehfalls dlU'ch e" sowie dureh den jenseitigen 
Auflagerpunkt, in diesem Fane b', geht. 

Nach Durcharbeitung des folgenden Absehnittes behandle der Leser dieses 
Beispiel noch einmal unter Einfiihrung von M. als iiberzahlige GroBe. 

b) Der gerade Balken auf mehr als drei Stiitzen. 
Die Wertung eines solchen Systems ergibt mehrfache s.tatische 

Unbestimmtheit. Das statisch bestimmte Hauptsystem kann auf 
mannigfaltige Weise gebildet werden: Die Entfernung der Stiitzen 
zwischen den Endstiitzen als iiberzahlig ist naheliegend und fUr die 
Aufstellung der Formanderungsgleichungen durch unmittelbare Sinn­
falligkeit der Stiitzenbedingungen sehrbequem. Es kann jedoch auch 
mit Vorteil ein anders gebildetes Hauptsystem gewahlt werden:' z. B. 
kann iiber jeder Stiitze ein Gelenk eingeschaltet. werden, wodurch bei 
n-Stiitzen (n - 1) ,;Trager auf zwei Stiitzen" als Hauptsystem entstehen. 
Jede Gelenkeinschaltung ist der Entfernung eines iiberzahligen Stabes 
gleichwertig, da hierdurch eine Unbekannte, das Moment, ausgeschaltet 
wird. Die Fig. 148 und 149 deuten an, wie man sich das Wesentliche 
des Gesagten mittels einer Fingierung, die das Wesen der Sache nicht 
verandert (namlich der Konzentrierung der Spannungen auf die auBerste 
Faser) abstrakt vorstellen kann. Als Dberzahlige treten in diesem FaIle 
nicht die Auflagerdriicke, sondern die Stiitzenmomente auf. 

Wahlen wir als statisch bestimmtes Hauptsystem den Trager auf 
zwei Stiitzen a -7- b (siehe Fig. 147), so lauten die Bedingungen, die das 
tatsachliche Vorhandensein der iiberzahligen Stiitzen stellt, die "Stiitzen­
bedingungen": Die Summe der Verschiebungen jedes Stiitzpunktes 
im statisch bestimmten Hauptsystem aus allen wirkenden Kraften 
muB fUr jede Belastung gleich Null sein; algebraisch, mit Bezug auf 
Fig. 147: 

1. ~bc = 0, 

2. ~bd=O, 

3. ~b. = 0. 
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Setzen wir in jede Stiitzenbedingung die Einzelverscbiebungen ein, 
die jeder Stiitzpunkt im statisch bestimmten Hauptsysteme aus jeder 
Last und jeder als auBere Kraft anzubringenden 'Oberzahligen erfahrt, 
so erhalten wir die Formanderungsgleichungen: 

1. ,2IJe =,2 PIJe~ - OIJee_- DIJed_ - EIJee_- O. 

2. ,2 IJd = ,2 P IJd~ - 0 IJd~ - DIJdd_ - E IJd~ = 0 . 

3. ,2IJe =,2 PIJem - OIJee - DIJed - EIJee = O. 
- - - -

V gl. die friiheren allgemeineren Ausfiihrungen aus Seite 20 ff. Wollte man 
diese Gleichungen ohne weitere Umformung zahlenmaBig auswerten, 
so miiBte zwecks Ermittlung der Verschiebungselemente fUr die Kraft-

Fig.146. ~~~~?~~~i~~~~~X~~~~~i!j!#/i!j!f~i!j!~~~~~ 

a e d e b 

M~@?? ~ 
a b 

Fig. 148. Lt~~~~~~l~w~~~~~X~~ft~'ZI~~b~B~p¥~~"~w!'~Wh~"1~M~4~*1.~ 
a d b 

Flg.149.P-4~ 
a c d e b 

einheiten nicht nur fiir jede Stiitzkrafteinheit eine Biegungslinie gezeich­
net werden, ·sondern es miiBte auch fiir jede einzelne Last die Biegungs­
linie dargestellt werden. Wie wir bereits wissen, erweist sich bier die 
Anwendung des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen 

IJom = bmo 
als sehr vorteilhaft. Mit Hilfe dieses Satzes umgeformt, lauten die 
Formanderungsgleichungen: 

1. ,2 be = S P bme - 0 b~e - D IJde - E bee = 0 . - - - - -

2. ,2 bt!.. = ~: P bmd_ - 0 bet!.. - Dbdt!.. - E IJe<! = 0 . 

3. ,2IJ!!. = S PlJm!!. - OlJce_- Dbd.! - Ebe~ = O. 

Vgl. die allgemeineren Ausfiihrungen in Kapitel II auf Seite 8Uf. Wir 
bemerken, daB bei dieser Fassung der Formanderungsgleichungen die 
Biegungslinie fiir jede Lasteinheit in den Punkten m aus der Rechnung 
verschwindet: die nunmehr nur fiir die Stiitzkrafteinheiten zu zeichnen­
den Biegungslinien sind dann als Einfl uBlinien fiir die Verschie­
bung des zugehorigen Stiitzpunktes zu bezeichnen, denn man kann 
diesen Biegungslinien unter jeder Last die aus ihr folgende Verschiebung 
des Stiitzpunktes, aus dem die Biegungslinie hervorgerufen wurde, 
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als Ordinate entnehmen. Sind die Verschiebnngselemente zahlenmaBig 
ermittelt, so stellen die Formanderungsbedingungen n-Gleichungen 
mit n-Unbekannten, namlich den iiberzahligen Stiitzendriicken, dar, 
aus denen die GroBe der Unbekannten leicht, wenn auch etwas umstand­
lich, mit Hilfe der bekannten Regeln der Mathematik bestimmt werden 
kann. 

----- -_==1_ ~::-_---''"'":'-'-_-tP.::.m'--___ "",,"*--=:--__ +~::.!-_-__ ==''t-==:l ------ ri--- r ---- ------- s 

l,,--. - -~----+-lrr -+---~~---+-lr ------;.-k-----ls 

I 
I 
I 
I 

->-I 

J 

Mr 1 

E 

l!'ig. 150. 

Aus den damit fUr eine bestimmte Laststellung bekannten iiber­
zahligen Auflagerkraften lassen sich dann aIle anderen Unbekannten 
wie bei statisch bestimmten Sysuemen mit Hilfe der Gleichgewichts­
bedingungen berechnen. 

Die Verwendung solcher fiir die Stiitzendriicke als Uberzahlige auf­
gestellten Formanderungsgleichungen hat nun aber einen sehr groBen 
Nachteil, der urn so groBer ist, je groBer die Zahl der Stiitzen: die zeich­
neI"ische Darstellung del' Biegungslinien ist daftir ganz unzulanglich. 
Rechnerische Bestimmung der Momente del' fingierten Belastung, also 
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der Punktverscbiebungen, und zwar mit groBter Genauigkeit, ist un­
erlaBIich, wenn ein einigermaBen brauchbares Ergebnis erzielt werden 
solI. Ein Zusammenfassen von verteilter Last zu mehreren Einzellasten 
fUhrt bier zu groben Ungenauigkeiten, die das Ergebnis vollig entstellen 
konnen. Es erklart sich das daraus, daB bei diesen Formanderungs­
gleichungen die wirkIichen Punktverscbiebungen als geringfUgige 
Differenzen der sehr groBen Ordinaten der BiegungsIinien auitreten, 
die zwischen den Endstiitzen als einzigen Stiitzen zu zeichnen sind. 
Die Verwendung der oben aus didaktischen Griinden auf­
gestellten Formanderungsgleich ungen fiir Zahlenrech­
n ungen ist also nicht zu empfehlen. Der Leser mag sich yom 
Gesagten durch eine Vergleichsrechnung iiberzeugen. 

Ein befriedigendes Verfahren ist die Einfiihrung der Stiitzenmomente 
als VberzahIige. Nach dem Auischneiden des Balkens iiber den Stiitzen 
(vgl. Fig. 149) sind die iiberzahIigen Momente als auBere Momente an 
den Schnittflachen angebracht zu denken, und zwar in solcher GroBe, 
daB die geometrische Wiedervereinigung d.er Querschnitte dadurch 
herbeigefiihrt wird. Dieser Vorgang laBt die Stiitzenbedingungen klar 
erkennen: Die endgiiltige BiegungsIinie des ganzen Balkens, gezeichnet 
iiber ein und derselben Geraden als Basis, darf iiber keinem Stiitzpunkte 
einen Knick auiweisen. Algebraisch ausgedriickt fiir die beliebige 
Stiitze r (vgl. Fig. 150): 

I Wr = Z Wr von links + Z Wr von rechts 0 , 

oder ausfUhrlicher, indem man sich die Strecke q --;-8 aus dem statisch 
bestimmten Hauptsystem herausgehoben denkt: 

Z PWrm + Mrw" + Mqwrq + Mgw ... = 0 . 

Das Vorzeichen der Momente in dieser algebraischen Summe wird durch 
die Ausrechnung selbsttatig entscbieden. Wir nennen, wie bisher, 
Momente positiv, wenn sie in der oberen Balkenfaser Druckspannungen 
erzeugen. DemgemaB sind die Lasten positiv einzuiiihren, wenn sie 
nach unten wirken. Es ist nun infolge der Gegenseitigkeit der Ver­
scbiebungen (vgl. notigenfalls Seite 78): 

so daB samtliche benotigten Werte den beiden Biegungslinien aus 
Mr = + I iiber lq und lr entnommen werden konnen. Die endgiiltige 
Formanderungsgleichung lautet sodann: 

(I) 
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Soviele Dberzahlige vorhanden sind, soviele Formanderungsgleichungeu 
sind aufzustellen und lassen sich aufstellen. FUr den Trager auf 7 Stutzen 
Fig. 151 z. B. lauten somit diese Gleichungen: 

I 

II 

III 

IV 

V 

.. 
o 

.. .... 
q T' 

Fig. 151. 

Mowr:J! + JJlpwp!! + Mqwqr. + 0 +0 

0 + Mpwp'L + Mqwq'!. + Mrw,'L + 0 

l,. 

+0 

+0 

0 + 0 + Mqwq~ + lJ1,w,! + JJtI,w,!:. + 0 

l" 

+0 

+0 

+0 

0 + 0 + 0 + M,w" + M,w" + M,w" + 0 

... 
t 

= - :EP~mp" 

= - :EP~m'l' 

= -:EP~mr' 

= - :EP~ms' 

0 + 0 + 0 +0 + M,w" + M,w" + 2J1"w,,, = -:E PCim, . 

£4,-onsi:j J=konsi. t 
~~ _____ lq ________ ~ 

FUr . innerhalb jedes Feldes un­
veranderliches Tragheitsmoment ge­
statten diese Gleichungen eine Um­
formung fiir eine bequeme, rein 
rechnerischeErmittlung der Stiitzen­
momente; denn in diesem Fane 
sind ja die Momentenflachen be­
reits selbst ahnliche Bilder der fin­
gierten Belastung: Die Flache der 

Fig. 152. 

fingierten Belastung fur die Einheit der Stiitzenmomente ist also ein 
Dreieck (Fig. 152). Die Winkelanderung an den Stiitzen ist gleich den 
Auflagerdriicken der fingierten Belastung (vgl. Fig. 50), somit 

und ferner: 

1 lVI, 2 
--·l ·--l 

1. k 2 JqEq q 3 q 
W r , In s = l 

q 

111,l, 
3J,E, ' 

M, (lq l, ) 
Wrr = 3 J E + J E ' 

q q " 

~}18 __ . l 
2 J,E, ' 

Wrs = ws, = ------=-~. 
lr 

1vIsl, 
6J,.E, ' 
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damit lautet nun die Formanderungsgleichung: 

lq Mq (lq lr ) Mr lr Ms 
J E If + J E + J E 3" + J E ""6 + Wrm = 0 . qq qq rr rr 

Bezeichnet man das statische Moment 
der Momentenflache fiber q aus der 
Belastung bezogen auf das links benach­
barte Auflager mit Lg , das statische 
Moment der Momentenflache fiber r be­
zogen auf das rechte Auflager mit. R" 
(zur Erlauterung diene Fig. 153), so er­
gibt sich: 

Lq R'I' 
wrm =---+-- . 

lqJgEq lrJrEr 

Es kannnunmehr, unter gleichzeitiger Er­
weiterung mit 6, die vereinfachteForman­
derungsgleichung angeschrieben werden: 

Fig. 168. 

(2) ( lq) 2 (lq l..) M (l.. ') 
JqEq Mq + JqEq + J .. E.. .. + J .. E,. Ms 

6R,. 
l .. JrE ... 

Diese Gleichung fiihrt den Namen "Dreimomentensatz"; sie ver­
einfacht sich noch weiter, wenn J und E fiber den ganzen Balken un­
veranderlich sind, und lautet dann: 

) () . 6Lq _ 6R .. 
(3 Mqlq + 2M,. lq + lr + Ms l .. = - T T' 
Liegt gleichmaBig verteilte Belastung vor, q'l und qr' so sind die Momen­

tenflachen der Belastung Parabelflachen von der Rohe h = qt und der 
2 

Basis l. Der Flacheninhalt ist bekanntlic'h gleich "3 h l, der Schwer-

punktsabstand gleich }; somit das statische Moment: 

ebenso: 

daher: 

L - ~ qql~ . l . ~ 
'1.-3 8 g 2' 

6Lg qql! 
T=T' 

1 3 3 
(4) Mqlq + 2M,. (lq + l .. ) + Msl .. = - :;r(qqlq + q .. lr) . 
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Wenn Bau- und Lastsymmetrie vorliegt, so zeigt sich bei Eintritt 
in die tJberlegungen zur Rechnungsdurchfiihrung sogleich, daB man 

von den n-Formanderungsgleichungen 
Symmetrie-Bedingungen 

n n-l . 2" bzw. -2- durch dIe 

(Mo = Mn) 

Ml = Mn - 1 

M2 = Mn - 2 

ersetzen kann, was eine bedeutende Erleichterung der Ausrechnung 
zur FoIge hat. 

Zahlenbeispiel: Der Trager Fig. 154 von unveranderliehem Tragheits­
momente und unveriinderlieher EIastizitatsziffer sei mit q = 3 tIm belastet. Es 
sind die Stiitzenmomente zu ermitteln und danaeh die resultierende l\lomenten­
Wiehe zu zeiehnen. 

LtingenmolJ.5tutJ 1:aoo 

Ausflihrung: Es kann GIeie~ung (4) in Anwendung gebraeht werden, also: 

II 

III 

I 

II 

III 

-L3 
= - T (33 + 43 ) = - 68,25 . 

+3 
= - 4 W + 43) = - 96,00. 

3·2·2 
111/v = --2- = - 6mt. 

+ 14M/ + 4MIJ + 0 68,25. 

+ 4 M/ + 16MIJ + 4JJfIII 96,00. 

+ 0+ 4MIJ + 18MIII = - 111,75 . 



I 

II 
erw. 
a 

III 
erw. 

a) 

I 
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+ 14M] + 4MII + OMlll = - 68,25. 

+ 14M] + 56MII + 14Mlll = - 336,00. 

+ 52 MIl + 14Mlll = - 267,75. 

+ 52 MIl + 234MllI = - 1452,75. 

+ 220MllI = - 1185,00 . 

- 1185.00 
MIll = 220' = - 5,38636. 

111 II] = - 5,39m ' 

52MII + 14'5,38636 = -:- 267,75. 

111II = - 192,34096 = - 3,69886 . 
52 

MIT = - 3,70m'. 

14M] + 4 . 3,69886 = - 68,25 • 

1"lf] = - 53,45456 = _ 3,818182. 
14 

M[ = - 3,82m' . 

Die Proben gehen in befriedigender Weise auf. Fig. 155 zeigt die Darstellung 
der resultierenden Momentenflache. 

o 

io 

Ltingenma!3.stab 1: ZOO 

I 

Momentenma8.s 
1cm=Zm t 

+ I II 

Fig. 156. 

Fig. 157. 

ffI 

Der Leser untersuche splbstandig den FnJI unbelasteter FeIner 12 und 14 nebst 
unbelastetcm Kragarme. Bier seien noch die Sttltzenmomente fUr eine Einzel­
last P = 5 tim AbRtande von 1 ill links von Stiitze III ermittelt. Es ist zwcck­
maBig, Gleichung (3) in Anwenduug zu bringen. Mit Bezug auf :Fig. 156 ist: 

5'·3m .lm 15m ' 
l1:lp = 4m = + 4 . 

= + 12,5. 
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In Ermangelung einer Belastung der iibrigen Felder ist 

Ll = L2 ='= L", = 0 • 
Rl=Ra=R,= O. 

Es lauten somit die Bestimmungsgleichung~n ffir di~ Stiitzenmomente: 

13M. + 14MI + 4MII = -0 - O. 

II 

III 

=-0 
6 '12,5 

--4-

4M '1 M M 6 ·17,5 0 + II' 8 m+ 5 IV= --4-- . 

I + 14MI + 4MII + 
II + 4MI + 16MII + 

III + OMI + 4MII + 

MIV=O. 

OMm= - O. 

4MIII = -18,75 . 
18Mm = -26,25 . 

I + 14MI + 4MII + OMm = -0 . 
II + 14MI + 56MII + 14MIIl = -65,625 . 

erw. 
a 

III 
erw. 

+ 52MII + 14Mm = -65,625 . 

+ 52MII + 234Mm = - 341,250 < 

+ 220MIIl = -275,625 . 

- 275,625 
Mm = 220 = -1,25284 . 

lYfm = -1,25 mit 

III + 41JrIII + 18' - 1,25284= -26,25 . 

MII = - 26,25 + 22,55114 = -0,92472 . 
4 

I + 14MI + 4 . - 0,92472 = - 0 . 

MI = +0,26420. 
MI = +0,26m •• 

Auch hier werden aIle drei AUilgangsgleichungen durch die errechneten M­
Werte befriedigt. Die Momentenflii·che wird durch Fig. 157 zur Darstellung 
gebracht. 

c) Der einseitig eingespannte gerade Balken auf zwei Stiitzen. 
Die Behandlung solcher und ahnlicher statisch unbestimmter 

Balken findet keine Schwierigkeiten bei Anwendung der in Kapitel I 
und II entwickelten und in ~apitel III einleitend nochmals iibersicht­
Jich zusammengestellten Rechnungsgrundlagen. Neuartig, wenn auch 
nicht im wesentlichen, ist bei entsprechender Wahl des Hauptsystems 
die Darstellung der Biegungslinie ffir einen Freitrager. Das Tragwerk 
moge daher sogleich im Zahlen beis piel behandelt werden. 

Fig. 158 stent einen eineeitig eingespannten Balken auf zwei Stiitzen von 
10 m Spaunweite dar. Das Tragheitsmoment ist ftir die gauze Lange das gleiche. 



Die statisch unbestimmt gestiitztcn gcra.den BaJken. 113 

/I Wgermo&tab 1:100 
Itlm_BOt r j Ip ~B 

tZ tm. 
h Fig. 158. 

11ft '~ ~1fJ f~ '116 ~~ tH1 ~"6 --~I--' .~ ~ 
I--

f-- --f--

-- -- I .. " 

1 a Z scm 
Fig. 158-161. 1,I01,,!!Oul!!011!I1,b1 ="",====1 =..ul\ 

Es soHen die GreBtmomente einmal fiir fline wandernde Einzellast P = 10 t 
und zum anderen fiir eine glt'ichmaBig verteilte Last Q von q = 2 tim ermittelt 
werden. 

Da8 'Tragwel'k ist einfach statiseh unbestimmt: Dit' Entfernung des Rtiitzen­
stabes b, siebe Fig. 158, wiirde das System in ein stath<eh bestimmtfls verwandeln. 
Das statiseh bestimmte Hauptsystem mege .dureh Entfflrnung des Auflagel's b 

Buchholz, Tragwerke. 8 
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hergestellt werden: Die Bedingung, die da.s tatsachliehe Vorha.ndensein dieses 
iiberzahligen Auflagers stellt, la.utet dafiir: 

I lib =0, 

mithin die Formanderungsgleiehung: 

I Plibm - Blibb= 0 
oder 

B= :E PlY/J",. :EPlY."./J 
lY/J/J lY/J~ 

Die Biegungslinie fiir B = 1, Fig. 159, ist also aueh hier wiederum die EinfluB. 
linie fiir die GroBe von B und somit auch fiir das Moment im Einspannungs­
querRchnitte a aus B fiir jede Laststellung. 

Die Darstellung der EinfluBlinie fiir das Moment in a aus der wandernde'n 
Einzellast P ergibt sieh a.us folgenden Erwagungen: Steht P in b, so .erla.ngt 
- im sta.tiseh bestimmten Rauptsystem - das Moment im Einspannungsquer­
sehnitte den groBten Wert; steht P in a, so hat das Moment die GroBe Null. 
Bei Wanderung der Einzellast von a nach b muB das Einspannungsmoment 
proportional der Entfernung von der Einspannungsstelle wachsen: Die EinfluB­
linie fiir die M. aus P ist somit ein Dreieek'mit der Spitze iiber b. Die Rohe 
dieses Dreieeks ergibt sieh aus der Erwagung, daB bei Laststellung iiber b 

P=B, 
wird und mithin aueh 

M. aus P = M. aus B. 

Die EinfluBlinien fiir diese beiden Momente haben also in b die gleiehe Ordinate. 
Die EinfluBflaehe fiir die GroBe des Einspannungsmomentes wird also begrenzt 
durch die Biegungslinie einerseits und die Sehne a' -';- bIt dieser Biegungslinie 
andererseits; Fig. 159. Das groBte Einspannungsmoment tritt hiernaeh fiir die 
in Fig. 158 punktiert gekennzeiehnete Laststellung a~: Der MaBstab, mit dem 
diesel;! Moment zu messen 1st, bestimmt sieh aus der Uberlegung, daB die Ordi­
nate libb in b dem Momente 

P ·,l = B·l = 10 t ·1000 em = 10000 emt 

entsprieht. Der MeBwert dieser Ordinate betragt 

P·l = B·l = 5,17 em; 

daraus ergibt sieh der MomentenmaBsta b 

1 mm = 1000~emt = 193 emt. 
51,7 

Das groBte Einspannungsmoment aus der wandernden Einzellast 
P = 10 t, das den MeBwert 

Mamax = 9,9 mm 

hat, erreieht somit die GroBe 

M.max = 9,9 mm ·193 cmt/mm = 1910 cmt . 

Wir haben bemerkt, daB es nieht notig ist, den MaBstab, der Ordinaten der 
Biegungslinie als solche in Betracht zu ziehen. Da ferner gemaB Aufgabe ein 
unveranderliehes Tragheitsmoment vorliegt, und laut Formanderungsgleichung 
nur das Verhaltnis 

limb 
~ 

von EinfluB ist, so konnte die Momentenflache beliebigen MaBstabes fiir B = 1 t, 
siehe Fig. 158, unmittelbar ala gedachte Belastungsflache verwendet werden; 
infolge gleicher Einteilung der MomentenfIache konnten weiter die Mittelordinaten 
der Belastungsstreifen unmittelbar als die resultierenden gedachten Einzellasten 
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angesehen und mit der willktirlich gewahlten Polweite a' --:-- b', Fig. 159, zum 
Kraftezuge nebst Polstrahlen aneinandergereiht werden. Die Lage des Poles, 
die bekanntlich eine beliebige sein darf, konnte zur Erhohung der Anschaulich­
keit gleich so gewahlt werden, daB die erste UmhiilIungstangente der Biegungs­
linie, also a' --:-- b', die Richtung der Tragerachse an der Einspannungsstelle hat; 
auf Grund des bei der Herleitung der zeichnerischen Darstellung der elastischen 
Linie Gesagten leuchtet unmittelbar ein, daB die erste UmhiilIungstangente a' --:-- b' 
die Basis der Biegungslinie ist, was besonders bei beliebiger Pollage zu beaehten ist. 

Es ist ftir das gewahlte Zahlenbeispiel nunmehr noeh das groBte Feldmoment 
zu bestimmen: dieses Moment muB unter P auftreten; die Momente unter P 
sind zu bestimmen aus del' Gleiehung 

Jlp = B·x, 

wenn x der Abstand zwischen P und dem iiberzahligen Auflagerdrueke B. In 
Fig. 159 ist die Biegungslinie die EinfluBlinie ftir die Einspannungsmomente aus B, 
also ftir die Momente in a: 

Projiziert man diese Momente B . 1 auf die a'-Ordinate und verbindet die Pro-. 
jektionsendpunkte mit b', vgl. Fig. 159, so schneid en die Verbindungslinien auf 
der Ma = B -Z- Ordinate die Mp = B· x - Ordinate ab; es ergibt sieh dieses, 
wie bei del' analogen Konstruktion beim Trager auf drei Stiitzen, aus der Pro-
portion . 

Mp x 
Ma =T' 

Die Kraft P selbst hat im statiseh bestimmten Hauptsystem keinen EinfluB auf 
das Quersehnittsmoment in ihrer Wirkungslinie; sie hat bei diesem Tragwerke 
nur einen EinfluB dureh die von ihr hervorgerufene Auflagerkraft B: Die in 
Fig. 159 dureh Striehpunktierung gekennzeiehnete EinfluBlinie der Mp = B . x 
ist also bereits die EinfluBlinie ftir die Mp im statiseh u:t;lbestimmten Sy.­
steIIL Es ergibt sieh das groBte Feldmoment fiir die in Fig. 158 genau genug 
vermerkte Laststellung zu 

Mpmax = 9,1 mm . 193 emt/mm = 1760 emt. 

Untersuehung der Momente aus einer gleiehmaBig verteilten Be­
lastung: Q mit q = 2 tim. Es empfiehlt sieh hierzu, wie im analogen Falle 
beim Trager auf drei oder mehr als drei Stiitzen, vgl. Fig. 149 lmd 154, die Wahl 
eines anderen Hauptsystems: An Stelle der Entfernung des Auflagers b moge 
in a ein Gelenk eingesehaltet werden, so daB nunmehr das Einspannungsmoment 
als iiberzahlige GroBe auftritt. Nattirlieh werden wir dieses Moment nieht von 
Grund auf mittels !;iner Biegungslinie fiiT Mb = 1 emt ermitteln, sondern wir 
werden es aus der Uberzahligen B fiir Q des ersten Hauptsystems bestimmen. 

Ordinaten der Biegungslinie fiir B = 1 t im Abstande 1 m voneinander (will­
ktirlieher MaBstab): 

0,08+0,30+0,63+ 1,08+1,63+2,23+2,92+3,65+4,40+(1/2 , 4,96 = 2,48) = 19,40. 

Auf jede Ordinate entfallen 2 t, somit 

B = 2: (qm' Al)(jml = 19,4·2 t = 7,5 t. 
- bIb 5,17 

Daraus bereehnet sieh das Einspannungsmoment aus der gleiehmaBig verteilten 
Last zu 

q 12 ~ 2 tim . 10 m" 1000 em 
1vla = B ·1 -2 = 7,;) t ·1000 em --------2'--- . 

111a = -2500 emt. 

8* 
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Das groBte Feldmoment aus der gleiehmaBig verteilten Last kann man bier 
aueh zeiehneriseh, bestimmen, indem man fiir das zweite statiseh bestimmte 
Hauptsystem - Gelenk bei a - die Momentenfl..ii.ehe fiir Q und fUr M~ zeiehnet. 
Die Momentenflii.ehe fiir das ala auBeres Moment anzubringende iinerzah!ige 
Moment Ma ist ein Dreieek mit der Spitze in a, die Momentenflii.che fiir Q be­
kanntlieh eine Parabel mit der Seheitelhohe 

Q • l = 20 t • 1000 em = 2500 t 
8 8 ,em. 

Den gleiehen Wert hat das Einspannungsmoment aus Q; beide Momente haben 
also bei Verwendung des MaBstabes 

1 mm = 193emt 
den MeBwert 

Q·l 1 
Ma = 8 = 2500 emt· 193 mmfemt =13 mm • 

Fig. 160 zeigt die biermit dargestellten Momentenflii.chen fiir Q; die fiir das statiseh 
unbestimmte System resultierende Momentenflii.ehe ist dureh Sehraffierung hervor­
gehoben worden. Das groBte Feldmoment hat darin den MeBwert 

Mmax = 7,3mm. 

Dieses Moment hat also den tatsaehliehen Wert 

Mmax = 7,3 mm • 193 emtfmm = +1400 emt • 

~t der Bestimmung dieser Werte ist der Aufgabe Geniige geleistet worden. 
Zur Ubung der zeiehnerisehen Darstellung elastiseher Linien aueh fiir solehe 
Balken, die in ihrer Beanspruehung gleiehzeitig Momente entgegengesetzten Vor­
zeiehens enthalten, moge bier noeh nach der groBten Durehbiegung des Tragers 
Fig. 158 bei Belastung mit der gleiehmaBig verteilten Last Q gefragt wer­
den. Hierzu ist natiirlieh ein bestimmter T!:agerquersel).nitt zu wahlen: Der 

Balken habe ein TragheitsmOInent von 11,0100 em' (namlieh Werr = ~max 
(2500 + 1910) emt . b 

- 1,2 tfem2 = 3670 em3• Es werde em Bleehtrager, 600 mm hoeh, ge-

wahlt:"Tragheitsmoment: 3670 em3 • 30 em = 110100 em4 ). 

Ware die Biegungslinie fiir B = 1 t in einem bestimmten MaBstabe gezeiehnet 
worden, so konnten die Ordinaten der zu zeiehnenden Biegungslinie unter geeigneter 
Anwendung des Satzes von der Gegenseitigkeit der Versehiebungen ermittelt 
werden. Ein Zeitgewinn gegeniiber der Darstellung von Grund auf wiirde damit 
alles in allem jedoeh nieht erzielt werden. 

Die gesuehte Biegungslinie wird bei der Art des bier vorliegenden 
Reehnungsganges am besten als Seilpolygon aus der resultierenden Q­
Momentenflii.che als gedaehte Last, Fig. 160, dargestellt. Die Belastungs­
mehe Fig .. 160 ist in 11 Streifen' eingeteilt worden, deren Ordinaten 
1pld Langen nebst den daraus folgenden W-Einzellasten in Tabelle Nr. 10 
geordllet zJ?Bammengestellt worden sind. Es ergeben sich, entsprechend den Mo­
menten, gedachte W-Krafte, reell: Winkelanderungen, von entgegengesetzter 
Richtung; unter Beachtung dieses Umstandes sind sie in Fig. 161 aneinander­
gereiht worden. Bei richtiger Rechnung und genauer Zeichnung muB die nach 
der Polfigur; zu zeichnende und von a aus horizontal begonnene Biegungslinie 
in b enden, Fig. 161. Weicht die Basis a 7 b von der Horizontalen etwas ab, so 
ist der Fehler in der GroBe der eigentlichen Durchbiegung meist noch unmerklich: 
die Ordinaten iiber der dann leicht schrag liegenden Basis brauchen alsdann 
nur iiber der horizontalen abgetragen zu werden, wenn man auf die Richtig­
keit der Stiitzenlage Wert ,legt. 

Die grapbische Darstellung der fiir die gleichmaBig verteilte Last Q wirklich 
auftretenden elastischen Linie ergibt fiir Einen Trager von 110100 em4 Tlag-
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heitsmoment eine groBte Durehbiegung von 0,45 em. Sehr einfaeh ist die genaue 
Lage des Wendepunktes fes!~ustellen: Dieser Punkt muB auf der Ordinate liegen, 
fiir die das Moment unter Ubergang vom negativen Werte zum positiven gleieh 
Null ist. Diese Ordinate ist in Fig. 160 mit ITl bezeiehnet worden. Die Winkel-

anderung (() = J~E muE an dieser Stelle gleiehfalls ihr Vorzeiehen weehseln. 

Tabelle Nr.10. 

Biegungslinie des einseitig eingespannten Tragers auf zwei Stiitzen; 
. Bereehnung der Winkelanderungen. 

Moment 
in 

cmt 

a I -2500 
I 

II 
III 
IV 
V 

VI 
VII 

VIII 
IX 
X 
b 

-1470 
- 480 

° 

Mittleres 
Moment 

in 

cmt 

Fingierte 
Einzellast 

w=~. Jz 
J·E 

J = 110100 em' 
E = 2150 tjcm2 

W=w.a.p.y 
fijr die zeiehn. 

Darstellung 
a = 100 
P = 5 (em) 
y=2 

.. ~~ __ . ~c~~-_=-~~~_ -I_~-'-: 

100 - 0,000838 - 0,838 } § 
100 - 0,000412 - 0,412 ~; ~ 

50 - 0,000051 - 0,051 

50 + 0,000031 + 0,031 I "",::" I 
100 + 0,000241 + 0,241 ~ 
100 + 0,000437 + 0,437 
100 + 0,000549 + 0,549 l ~+" 
100 + 0,000570 + 0,570 r 
100 + 0,000507 I + 0,507 I ,I.~. 
100 + 0,000363 I + 0,363 "', 
100 + 0,000135 + 0,135 } 

d) Verhalten der statisch unbestimmt gestiitzten Balken bei 
Stiitzensenkungen verschiedener N atur. 

Man hat im wesentlichell zwei Arten von Stiitzensenkungen zu unter­
scheiden: Bleibende Senkungen und elastische Senkungen, 
also solche, die eine Funktion des Auflagerdruckes sind. Die ersteren 
bestehen in einer Abweichung del' Stiitzpunktlage des unbelasteten 
Tragwerks gegeniiber del' Stiitzpunktlage del' Fundamente; natiirlich 
gehoren zu diesen Senkungen auch solche Stiitzpunktabweichungen, 
die im Sprachgebrauche als Hebung bezeichnet wiirden; mathematisch 
entscheidet hier nur das Vorzeichen. Bleibende Senkungen brauchen 
nicht immer in einem Werkstatt- odeI' Montagefehler zu bestehen; sic 
konnen bei schlechtem Baugrunde auch durch die Belastung ver­
ursacht werden. Elastische Senkungen treten insbesondere bei Ver­
wendung von Stiitzenstaben auf, die ihre Lange mit del' GroBe del' auf 
sie entfallenden Stiltzkraft andern. Diose Langenandenmg wird im 
allgemeinen del' Stabkraft einfach proportional sein; liegt dagegen eine 
elastische Senkung des Baugrundes VOl', so ist die Flmktion z"ischen 
Senkung und Stiitzkraft meist nicht geradlinig, sie kann jedoch nach 
versuchsweiser Bestimmung zwecks Vereinfachung del' Rechnung 
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durch eine geradlinige Proportion angeniihert 'werden. Als elastische 
Senkbngen sind· auch die Senkungen zu behan~eln, die als Stiitze 
dienende Schiffe 1 oder andere Schwi.J:nmkorper erfahren· (Montage­
riistung, Schiffbriicken usw.). Bier verlangt der Ausgleich zwischen 
Stiitzkraft und Auftrieb gleichfalls eine Senkung. Die Funktion zwischen 
Senkung und Stiitzkraft richtet sich nach der Veranderlichkeit des Auf­
triebes wahrend der Senkung, also im wesentlichen nach der Verander­
lichkeit des Schiffslangsschnittes parallel dem Wasserspiegel. 

a) Bleibende Senkungen. 

Sind bei einem statisch unbestimmt gestiitzten geraden Vollwand­
trager bleibende Senkungen vorhanden, so ist zunachst zu fragen, 
ob in solchem FaIle aIle Stiitzen iiberhaupt zur Wirkung gelangen: 
Sie werden nur dann eine Stiitzkraft ausiiben, wenn Belastung oder 
hinreichende Befestigung die Beriihrung der Tragerstiitzpunkte mit 
den Fundamentpunkten erzwingen. Wir gehen hier natiirlich von 
diesem FaIle aus, da ja im anderen FaIle aus dem Balken von der 
beabsichtigten Stiitzung ein solcher anderer Stiitzenzahl wird; vgl. 
Fig. 163. 

Der beliebige statisch unbestimmt gestiitzte gerade Balken Fig. 162 
erfahre eine Stiitzensenkung bei c, siehe Fig. 163. FUr jeden Belastungs­
zustand solI jedoch keine Trennung der Stiitzenpunkte c eintreten, 
siehe Fig. 164. Es ist zu fragen: Welcher Unterschied besteht zwischen 

it~ -'0 -'~ 

t 

-' 

den beiden bis auf die 
Stiitzensenkung glei­
chen Balken Fig. 162 

d Fig. 162. und164hinsichtlichdes 
inneren mid auBeren 
Belastungszustandes 1 
Die AI;ttwort ist leicht 
zu folgern aus der Ver-

~ .. a ..~ t---
""c 

.... !l, 
d Fig. 163. gleichung der beiden 

Trager im lastlosen 
Zustande: SolI in die­
sem FaIle, wie in 
Fig. 164 geschehen, tL 

B D 

-"0 "I"-c 
-' 

A 
d Fig.164. 

trotz erfolgter Stiitzen-.c senkung eine Ver­
einigung der Stiitzenpunkte c erzwungen werden, so ist in c eine ne· 
gative Kraft 0 0 anzubringen (etwa durch Befestigung), die im Trag­
werk a -7- b -7- d gerade eine Verschiebung LI c von der GroBe der Sen­
kung hervorruft. Offenbar n ur u m den hierd urch hervorgerufe­
nen auBeren und inneren Belastungszustand sind die Zustande 
der beiden Tragwerke Fig. 162 und 164 fiir jede.Belastung verschieden. 
Liegt also fiir das ideelle Tragwerk Fig. 162 bereits eine vollstal,ldige 
Berechnung fiir eine bestimmte Belastung vor, so ist nur noch der Be­
lastungszustand fiir 0 0 zu ermitteln und mit dem ideellen Zustande 
algebraisch zu sumrnieren, urn den wirklichen Zustand zu erhalten. 
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Beispiel: Ein Monteur habe den auf Seite 89ft bestimmten, in Fig. 135 dat­
gestellten Trager auf drei Stiitzen aufzustellen. Er bemerkt nicht, oder hiiltes nicht 
fiir wesentlich, daB an Ort und Stelle die Mittelstiitze 0,8 em tiefer liegt, als in den 
Zeichnungen vorgesehen Fig. 165. Gelegentlich der Untersuehung eines Unfalles 
erinnert sich einer der Montagebeteiligten dieses Umstandes und maeht Mitteilung 
davon. Selbstverstandlich .wird dann auch dieser Umstand Gegenstand der reeh­
nerischen Naehpriifungen sein. 

Es wird hier im Interesse des Studiums niitzlich sein, zunaehst die bereits 
vorliegende ideelle Bereehnung nebst Belastungsbildern nicht zu beriieksichtigert, 
sondern die Berechnung von Grund auf unter sofortiger Beriieksiehtigung der 
Senkung als Verschiebungselement vorzunehmen: Es muB sieh dann aueh auf 
diesem Wege bestatigen, daB sieh der ideelle Zustand ohne Senkung von dem bei 
eingetretener bleibender Senkung nur um einen unveranderliehen Spannungs­
zustand, dureh die Kraft Go geniigend gekennzeiehnet, unterscheiden muB .. 

FUr Wahl des Tragers auf zwei Stiitzen a -:- b als statiseh bestimmtes Haupt­
system lautet die dureh Anbringung der iiberzahligen Stlitze c gestellte Bedingung 

2:li, = Lf c = - 0,8 em 

mId damit, naeh Einsetzung der Einzelversehiebungen, die Formanderungs­
gleiehung: 

oder gesondert: 

In dem Sonderfalle G = Go zur Erzwingung der Beriihrung des Auflagers c dureh 
den Trager im sonst lastlosen Zustande (2: P = 0) lautet die Bedingungsgleiehung 

Go' li" = -0,8 em 

Go ist also eine Konstante, die nur von der GroBe der bleibenden Senkung und 
der Ausbildung des Tragers abhangig ist, denn lice ist die Senkung des Punktes c 
fUr G = 1 t. Der Ausdruek fiir Go ist nun aber gleich dem zweiten -Gliede der 
allgemeinen Formanderungsgleiehung, das somit gleieh der Unveranderlieheri Go 
gesetzt werden kann, somit 

2: POem 
0= ~- -.-.-- + 00. 

Vee 

Die Veranderliehkeit der Ubel'zahligen und ihrel' Wirkungen ist also genau wie 
beim ideellen Zustande 

~' P • 
C=~~ 

lice 

nul' dureh die Biegungslinie del' ,5m e als Einflu.Blinie bestimmt, wahrend zu 

d ·' d l' h G 2: P liem d . W' k d G enl veran er 10 en = --li-~ un semen IT ungen nur as konstante 0 

und seine Wirkungen algebr~iseh zu addieren sind. Del' analytisehe Gedanken­
gang bestatigt also unsere synthetisehe SchluBfolgerung aus der Betraehtung 
del' Fig. 162 und 164. 

Fiir den dies em Beispiele zugrunde liegenden Trager auf drei Stiitzen, Fig. 135, 
war laut Aufgabe auf Seite 89 die gleichzeitige Wirkung einer wandernden 
Ein ellast P = 30 t und einer gleiehmaDig verteilten Last q = 5 tim zu unter­
suehen. 

Fiir irgendeine bestimmte Lage (m) von P Iautet dann die Formanderungs­
gleichung: 

c = P liem -L 2: (Ij·Lfl) '(~em c " , + '0' 
U cc Ucr. 



120 Die sta.tisch unbestimmten Vollwandtrager. 

Wir sehen also, daB wir den Zustand d. im ganzen nur einmal algebraisch zu 
addieren hahen, ganz gleich, wieviel und welche Einzelbelastungen kombiniert 
'betrachtet werden. Es leuchtet das auf Grund der vorangegangenen klaren Ent­
wicklung aUC1h unmittelbar ein; dennoch ist der Hinweis erfordert: Wenn der 
Leser bei selbstiindiger Arbeit die vollstandige, in sich geschlossene Wirkung 
einzelner Belastungen ermittelt, so mu13 er natiirlich in jede Einzelbetrachtung 
die Wirkung C. einbeziehen. Hat er sich dann die Grundlagen der Berechnung 
nicht vorher 'derart eingehend erliiutert, wie es hier geschehen ist, so kann er 
leicht den Fehler begehen, bei spater zu priifender gleichzeitiger Einwirkung der 
Belastungen die Ergebnisse der Einzelpriifungen, die doch samtlich die Wir­
kung C. enthalten, algebraisch zu addieren. 

Es mogen hier kurz die Einzelheiten der zeichnerischen Darstellungen und 
der Zahlenrechnung fiir das gewahlte Beispiel folgen. Fig. 165 zeigt den Trager 
Fig. 135 nochmals, jedoch mit .Andeutung der Stiitzensenkung Ll e = 0,8 cm. 

Untersuchung der Momente im Quers.9hnitte e bei wandernder 
Einzellast: Fig. 166 stellt zunachst nur eine Ubertragung der Biegungslinie 
Fig. 138 dar, gleichzeitig unter Einzeichnung der punktierten Linien a' -7- e" und 
e" -7- b' zwecks Vervollstandigung der Biegungslinie zur EinfluBlinie fiir die c-Mo­
mente ohne Stiitzensenkung. Die Stiitzensenkung erzeugt nun in e zunachst 
die konstante und negative Stiitzenkraft C., die auf allen Ordinaten der Biegungs­
linie von der Basis aus im C-M~Bstabe als C. anzutragen ist, sofern sie als die 
EinfluBlinie fiir die GroBe der Uberzahligen betrachtet wird, oder als Me. im 
MomentenmaBstabe, sofern die Biegungslinie die EinfluBlinie fiir die Momente 
in e aus C ist. In der Fig. 166 ist diese Eintragung der C.-Wirkung vorgenommen ' 
worden. Die Basis der C-Linie bzw. der Me-Linie wird durch die Subtraktion 
von C. bzw. Me. nach a" -;- b" verlegt. D~ die Momente in e aus P im statisch 
bestimmten Hauptsystem natiirlich keine .Anderung erfahren konnen, so bewegt 
sich die Spitze des P-EinfluBdreiecks von e" nach e"': Mit der Verschiebung der 
Geraden a' -7- e" nach a" -;- e'" und e" -7- b' nach e'" -7- b" ist das konstante Moment 
in e aus C., Me., das positiv ist, von den im ideellen Stiitzungszustande Fig. 135 
negativen Momenten slJ.btrahiert worden. Die Momentenordinaten sind unter­
halb der Basis gestrichelt dargestellt, weil diese' VergroBerung des Momentes in c 
aus P allein im Trager auf zwei Stiitzen a -;- b (bestimmt durch das Dreieck a" e"'b") 
nur auf tritt, wenn eine Befestigung in e vorgenommen wurde oder wenn auBer P 
eine hinre~chende andere Belastung vorhanden ist., Die Biegungslinie (C-Linie, 
Me-Linie) a' e" b' iiber der Basis a" b" liiBt erkennen, da~ C bei Stellung der 
wandernden Einzellast in p und q gleich Null wird und bei Uberschreitung dieser 
Punkte durch die Last das Vorzeichen wechselt . 

.An Hand der Zahlenrechnung fiir den Trager ohne Stiitzensenkungen sind 
hiernach folgende Anderungen niederzuschreiben: 

-0,80 - 0,80 
C. =- i5cc- =0,0908 = 8,8 t. 

FUr P in e wird, ohne Stiitzensenkung 
C = P = 30 t = 2,27 em 

MeBwert von C. in der Biegungslinie (C-Linie) also: 

C 8,8t 
~ 30 t . 2,27 cm = 0,67 cm. 

Ais Moment Me. ist dieser Wert alsdann mit dem MaBstabe 
1 mm = 385cmt 

zu messen, wie aus der Berechnung des senkungsfreien Tragers bekannt; mithin 

Me. = 6,7 mm' 385cmt/mm 

.11 c. = 2580 cmt . 

Dic dUTch Schraffur hervorgehobene EinfluBflache fiir die Momente in c, 
Fig. 166, zeigt, daB infolgc der groBen Stiitzensenkung das positive Moment das 
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b' 
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MuBs/ub .fJr u l/e Momenle 
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Fig. 165-169. 
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1.·1",,1 
2 
I 

}' II;. 169. 

sonst ausschlieBlich negative Moment vollig verdrangt, und daB das GroBtmoment 
in c den Wert 

Me max = Mco = + 2580cmt 

hat. Dieses Moment tritt auf fiir Pine und, hervorgerufen durch die Befestigung 
(oder innerhalb anderer Belastungszustande durch diese), bei Laststellung in a oder U. 
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Wir gehen nunmehr zur Untersuchung der Anderung der Feld­
momente iiber: Die EinfluBlinie fiir die Momente aus Cp unter P kann ent­
weder unmittelbar aus der Me-Linie iiber der neuen Basis a" -;- b" in der bekannten 
Weise konstruiert werden, Fig. 167, oder aus der EinfluBlinie fiir den senkungs­
freien Trager Fig. 139 (bzw. auch Fig. 130), indem man von den Ordinaten dieser 
die unveranderlichen Ordinaten aus Mco (in Fig. 167 durch Pfeile gekennzeichnet) 
abzieht. Die Pfeilhohe der Parabel fiir im Rauptsystem a -;- b wanderndes P 
bleibt natiirlieh unverandert; Fig. 168. 

Fig. 1609 enthalt zwischen Q-Momentenparabel und der punktierten Co-

Momentenflaehe die Momente aus der gleichmaBig verteilten Last Q im statisoh 
unbestimn:.ten System ohne Beriicksichtigung von Co; sie ist also insofern ledig­
lich eine Ubertragung der Fig. 140. Die sohraffierte Flaohe Fig. 169 dagegen 
enthiilt die Wirkung von Co; sie steUt mithin eine Betraohtung des Belastungs­
zustandes Q fiir sioh allein dar. 

In Fig. 168 ist die Wirkung des wandernden P und der Last Q vereinigt worden: 
hierbei darf also die Wirkung von Co, wie eingangs erlautel t, nur einmal algebraisoh 
addiert werden; in der vorliegenden Darstellung ist das bei Konstruktion der, 
EinfluBlinie fiir die Momente unter P aus C p gesohehen. 

Es ergeben sich nunmehr bei Beaohtung einer bleibenden Stiitzensenkung 
von 0,8 om folgende GroBtmomente aus P und Q gleichzeitig (in Klammern 
die entspreohenden Momente fiir ZOe = 0); " 

Me max aus Q = - 2230 omt 

Memin aus P 

= 2,3 mm . 385 cmtfmm = + 890 emt 
Me max = -1340 omt (-4000) 

M l1max = 11,8 mm . 385 omt/mm = + 4540 omt (+ 3660) 

Ml,max = 19,6 mm . 385 omt/mm = + 7540 omt ( + 6500) '. 

Die Feldmomente sind somit erheblieh groBer als die fiir ZOe = 6 bestimmten; 
wahrend bei diesen die Spannung gerade den Wert 1,2 t/em 2 erreiehte, wird sie 
fiir ZOe = -0,8 em erheblieh iiberschritten. Das Stiitzenmoment dagegen bleibt 
erheblieh geringer. 

_ M l1max _ 4540 _ 1 5 t/ 2 _ Ml,max _ 7540 _ 2 
°1 - -W--;:- - 3050 -, em, °2 - W l;-- - 5430 - 1,4 t/em , 

_ 1l1emax _ 1340 _ 2 
°c - w:- - 4170 - 0,3 t/em . 

Dureh absichtliehe Anwendung des Prinzips der bleibenden Senkungen kann 
3,lso eine Entlastung etw~. besonders gefahrdeter Stellen erzielt werden. 

Der Leser moge zur Ubung der selbstandigen Reohnung eine Rebung, also 
Ll c = + 0,8 em zugrimde legen und ferner das "hier Gesagte auf mehr als zwei­
mal gestiitzte Balken anwenden. 

Erweiterung des Dreimomentensatzes (vgI. Seite 109) 
fill Stiitzensenkungen. 

Del' Trager auf vielen Stiitzen ... .-:-- q -:- r -:- 8--0-- •.. , Fig. 170, er­
faille die Stiitzensenkungen ... , Yq, Yr, Ys, . . .. Wir setzen feste Ver­
bindung del' Stiitzenpunkte mit den Tragerpunkten voraus, so daB 
also del' Trager in die Lage . . .: q' --0-- r':- 8'-:- ... hineingezwungen 
wird. 

Die Ursache kann sein: Zeichnungsfehler, lVlontagefehler in Fabrik 
odeI' auf Bau, falsche Stiitzenlage, Setzel1 del' Fundamente. Del' Fall 
"bleibender" StiHzensenkungen liegt auch VOl' bei Tragern auf mehr als 
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zwei Stutzen, die ileben ihrer Eigenschaft als Biegungstrager gleichzeitig 
Gurte einer gegliedertenTragwand sind, wenn deren Knotensenkungen 
ohne Berucksichtigung der Anderung der Auflagerdrucke des Gurtes mit 
den Senkungen gerechnet worden sind, was wegen des fast immer ver­
schwindend geringen Einflusses meist unbedenklich geschehen kann. 
Bei aUftauchenderi Bedenken kann man nach Beendigung der Trager­
rechnung die Auflagerdrucke, also die Gurt-Knotenlasten, neu bestimmen 
und danach die Senkungen berichtigen: damitwieder die Auflagerdrucke 
und so fort. DaB Verfahren konvergiert so rasch zum tatsachlichen 
Z'Ustande, daB bereits der Ansatz, fUr eine sichere Abschatzung des ge­
ringen Fehlers hinreichend ist. Neuerdings sind solche Erwagungen 
durch den Flugzeugbau Zu 

r groBerer Bedeutung ge----+~~~--------~~~----~~F---

langt: Die Flugzeugholme, 
das sind die von den Flugel­
rippen (Spieren) belasteten 
Flugellangstrager, dienen 
gleichzeitig als Gurte der 

----;>¥----l" --->l+---lr ---*<--
Fig. 170. 

des weiteren vpn Rohren und Kabeln gebildeten Tragwande; diese 
erfahren Punktverschiebungen von bei anderen Bauwerken bisher 
nicht gekannter GroBe. 

Die Berucksichtigung des Einflusses solcher Senkungen im Drei­
momentensatze ist auf Grund der Ausfti.hrungen auf Seite 107ff. ganz 
einfach: Das im statisch bestimmten Hauptsystem von den Lasten 
erzeugte Klaffen der Querschnitte von der GroBe Wrm = X Pomr , ver­
mindert sich um 

W;, = Yr l Yq + Y'l Ys. 
q r 

Gleichung (1), Seite 107, lautet dann: wenn sie wieder die '0 und W 

fUr M, = + lals positi v bezeichnen, dagegen Stu t zen senkungen als 
negativ, Stutzenhebungen als positiv, wie fruher festgesetzt: 

Y'I'-1Iq 1/,.-118 

(la) .l: P a'ln~ + Mq Wq":... + ltI .. W'I'~ + Ms ws~ + --lq- + -1-'1'- = 0 . 

Der Leser kann, wiederum auf Grund del' friiheren Ausfuhrungen, 
Seite 109, leicht selbst entwickeln, wie sich fUr innerhalb jedes Feldes 
unveranderliches Tragheitsmoment ergibt: 

(2a) ( 1q ) (lq 1'1') (1'1') 6 Lq -- ItI +2 --+--- M + -- ltI + 
EqJq ~ q Eq.Tq E'I',f'l' '1' E .. ,f.. S lqEq,fq 

6.R1' (1J1'-1I'!. 1I'I'-Y8)_ 
+ 1 E J +6 1 + 1 -0 

r .:.J". 'T' q r 

ferner, wenn E u,ncl J tiber clem ganzen Balken unveranderlich sind: 

" 6Lq 6R,. ,(Y1'-1Iq 111'-118)_ 
Mq 1q+ ~ M .. (lq +11') + Ms 1,,.+-{-+ -1- +6E,T --{-"'+'1,- -0 

q l' q ',. 

und schlieBlich, fill' gleichmaBig verteilte Last: 

" 1 3 3 ,(y,.-!Jq lI'1'-Ys)_ 
Mq 1q + - M1' (lq + l,,) + ~7JIs l .. +4 (qq lq + q .. l .. ) + 6 E.T --1-- + 1 - o. 

q ' .. 
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Es ist also eine Winkelii.nderung, die, infolge Stiitzensenkung iill 
statisch bestimmten Hauptsystem allein auftretend, einen Knick 
iiber der Stiitze im Sinne der Wirkung eines an der Schnittstelle an­
gebrachten positiven Momentes erzeugen wiirde, als positiv in die 
Rechnung einzufiihren. 

Man beachte, daB. die Stiitzenmomente in diesen Gleichungen 
nicht verschwinden, wenn die Lasten auf Null verringert werden. 

Beispiel: Der mit 3 tim belastete Trager auf fiinf. Stiitzen Fig. 154 bzw. 
171 erfahre die Stiitzensenkungen 

'!J.= -1 em, 

YI= -Oem, 

YII= -2em, 

YIII = -1 em, 

YIV = -Oem. 

Das Tragheitsmoment des Balkens betrage J = 9800 em', die Elastizitatsziffer 
E = 2150 t/cm 2; es lautet dann der Ansatz: 

I) ~3(33+43>+3M.+14MI+ 4MII + (0 + 1 + 0 + 2) 6 2150· 9800 _ 0 
300 400 10000em2/m2- . 

II) +3(43+43) + 4M +16M + 4M 4 . I II III 
. (-2+0 -2+ 1) 2150 ·9800 

-t- ~+~ 610000em2/m2=0. 

I) 
II) 
III) 

I) 
II) 
erw. 

a) 

III) 
erw. 

II) 

I) 

3·2·2 
M 1V =-2-= _6m'. 

+ 14MI + 4 MIl + OMIlI = - 173,558. 

+ 4M1 + 16 MIl + 4MIlI =- 1,185. 

+ OMI + 4 MIl + 18Mm =- 118,071. 

+ 14M1 + 4 MIl + o MIll .= - 173,558. 

+ 14MI + 56MII + 14Mm = - 4,148. 

+ 52MII + 14Mm = + 169,410. 

+ 52MII + 234Mm = - 1534,923. 

+ 220Mm = - 1704,333. 

Mm = - 7,74697. 

Mm = - 7,75m '. 

+ 4MII + 18 ·7,74697 = - 118,071 

MIl = + 5,34363 

MIl = + 5,34m' . 

+ 14MI + 4· 5,34363 = - 173,558 

MI = - 13,92374 

JlfI = - 13,92m'. 
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Ergebnis der Probe: Alie drei Ausgangsgleichungen werden von den errechneten 
Werten hinreichend genau befriedigt. Fig. 172 ist die Darstellung der Momenten­
£lache. Die gestiichelt eingezeichnete Momentenlinie, die der Fig. 155 entnommen 
wurde, zeigt vergleiclisweise den Einflu.B der vorgegebenen Senkung. 

Der Leser berechne zu seiner Ubung die Momente des unbelasteten Balkens. 
Laut den Darlegungen auf Seite 118 mu.B die Vereinigung des Zustandes",Stutzen­
senkungen ohne Belastting" und des Zustandes "Belastung ohne Stutzensenkungen" 
den Zustand "Belastung bei gesenkten Stiitzen" ergeben. . Die sichere Ver­
meidung von Vorzeichenfehlern hangt von Verstandnis und Ubung ab; zur Er­
zielung beider Erfordernisse ist zu empfehlen, eine Folge von Beispielen, in der 
zwei benachbarte Beispiele nicht zu sehr voneinander abweichen, zahlenma.Big 
auszuwerten und die Momentenlinie zeichnerisch darzustellen. 

fJ) Elastische Senkungen. 

Statisch unbestimmte Tragwerke, die elastisch senkbare Stiitzen 
enthalten - sei es infolge An~rdnung langer Stutzenstabe oder infolge 
einer der anderen bereits gescbilderten Stiitzungsmoglichkeiten von 
elastischer Nachgiebigkeit - sind offenbar nur praktisch und im Sprach­
gebrauche von anderen statisch unbestimmten Systemen unterschieden. 
jedoch nicht hlnsichtlich des Wesentlichen, also nicht in der Herleitung 
der Formanderungsgleichungen: Wie unmittelbar einzusehen, ist in 
diesen Formanderungsgleichungen lediglich die Summe der Ver­
schiebungen c5 eines Stiitzpunktes nicht gleich Null, sondern gleich der 
als Funktion des Auflagerdruckes ausgedriickten elastischen Stutzen­
senkung zu setzen. Liegt, was meist der Fall, eine geradlinige Funk­
tion vor, z. B. : 

A c = Cc5e , 

so wiirden also die Formanderungsgleichungen fur einen beliebigen 
statisch unbestimmte~ geraden Balken lauten: 

;E P c5cm + C c5ec + D c5. d + E c5ce + ... = C c5e 

;EPc5dm + Cc5de + Dc5dd + Ec5de + ... = Dc5d 

;E Pc5em + Cc5ec + Dc5ed + Ec5ee + ... = Ec5e 

worin die Verschiebungen c5e , c5d , c5. U8W. die elastischen Stiitzensen­
kungen fur die Stiitzenkrafteinheit sind. Liegen Stutzenstabe 8 vor, 
so wird man ublicherweise an Stelle von 

schreiben 
A8 = S· (! •. 

Set zen wir die elastischen Stutzensenkungen in dieser Form in die 
obigen Gleichungen ein, so sind sie auch auBerlich mit den fur jedes 
statisch unbestimmte System giiltigen allgemeinen auf Seite 21 ent­
wickelten Formanderungsgleichungen vollig identisch. 

Lautet die Formanderungsgleichung fur einen deutschen Bogen 
mit Zugband 

;E P c5bm - H c5b b = A8 = H· (!. , 
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Fig. 173. 

~~----,500cm----~~~-----r---700on----~--~~ 

Fig. 174. 

Fig. 175. 

Fig. 176. 

Z 3cm 
I II 

so lautet sie fUr einen Trager auf drei Stutzen mit elastisch nachgiebiger 
Mittelstutze : 

Zahlenbeispiel: Der auf Seite89ff. bestimmte und in Fig. 135dargestellte 
Trager auf drei Stiitzen soll unter Beibehaltung aller .Abmessungen und der Be­
lastung mit einer Mittelstiitze von 4 m Lange versehen werden, Fig. 173; unver­
anderlicher Querschnitt der Stiitze: ]( -Eisen N. 18 von 2 . 28 = 56 cm2• 
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Die Langenanderung dieser Stiitze fiir die Krafteinheit bereehnet sich nach 
dem Hookesehen Gesetze zu 

8 400 em 
e. = F. E = 56 ems. 2150 tfem 2 = 0,00332 emft . 

Die Formanderungsgleiehung lautet: 

oder 
2 POem - O{J .. = Oe. 

XPffc'm c---
"'" ffcc+Qs • 

(Der Leser vergleiehe diesen Wert fiir 0 bei elastischer Stiitz~nsenkung mit den 
fiir bleibende Senkung, Seite 119). Es sind somit folgende Anderungen der fiir 
den Trager ohne Senkung auf Seite 89ff. und in den Fig. 135 bis 140 zeiehne­
riseh dargestellten Rechnung vorzunehmen: 

Die Biegungslinie fiir 0 = 1 t hun zwar in gleicher GroBe iibernommen 
werden, siehe Fig. 174, doeh ist ihr MaBstab a1s EinfluBlinie der Momente in e 
aus Op im Hauptsystem a-.;-b zu andern, da cer unveranderliehe Wert, durch den 
die P8em der gesonderten FormaJ'}derungsgleiehung nieht mehr oee' sondern 
(8ee + e,) lautet. Ermittlung der Uberzahligen und gleiehzeitig des MaBstabes: 
FUr Laststellung in c wurde ohne Senkung: 

0= p. {Jme = 30 t '0,0908 = 30 t . 
8ee 0,0908 

Dagegen erreieht die Stiitzkraft bei der elastisehell Stiitzensenkung nUl den Wert: 

O P • 8me 30 t . 0,0908 
= 8 .. + e. = 0,0908 + 0,00332 = 29,0 t . 

Da sieh die Momente in c aus diesen Stiitzkraften so zueinander verhalten 
wie die Stiitzkrafte selbst, so wiirde die Biegungslinie Fig. 174 als Me-EinfluB­
linie bei Verwendung des friiheren MaBstabes 1 mm = 385 cmt im Verhaltnis 

;~: (oder einfach: 8md~ e.) zu groB .gezeichnet worden sein: Bei Beibehaltung 

der Biegungslinie ist der MaBstab daher zu andern in 

29 
1 mm = 385 30 = 372 cmt . 

Bei parstellung der Einflu/3linie fiir die Momente in c aus P, also des Drei­
eekes mit der Spitze iiber c, Fig. 174, ist zu beachten, daB bei dieser Stiitzen­
senkung bei Laststellung in c nieht mehr P = 0 = 30 t wird: 0 hat nur noeh 
den Wert 29,0 t, die Spitzenordinate des P·Momentendreieekes ist also im Ver-

haltnis ;~ groBer zu zeichnen als die O·Momentenlinie. Fiir Stellung der Last 

in c ergibt sich daher aueh ein positives Moment in c; Fig. 174. 
Der Untersuchung der Feldmomente unter P dient Fig. 175: die Spitze der 

aus der C·Momentenlinie, Fig. 174, in der bekannten Weise gewonnenen EinfluB­
linie fiir die Momente unter P aus Cp darf die Parabel fiir die P-Momente nicht, 
wie bei senkungsfreier Stiitzung, beriihren; vielmehr muB sich ein Abstand gleich 
der Ordinate des positiven Momentes in c, Fig. 174, ergeben. 

Die Berechnung der Momente aus der gleichmal3ig verteilten Last Q nebst 
Darstellung der Momentenflaehe aus der Formanderungsgleiehung: 

C _.J: (q m Lll) • 8em 
Q - {Jee + e, 
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bietet keine Sehwierigkeiten mehr. Auf Grund der friiheren Bereehnungen (Seite 99 
und Seite 128) ergaben sieh fiir die Elemente dieser Gleiehung die Werte: 

2' (qm Lll)ome = 3,396 

+ { (Jee = 0,09080 
fl. = 0,00332 

«(Jee + fl.) = 0,09412. 

Daraus ergibt sieh: 
3,396 

!!.s. = 0,0941 = 36,1 t. 

Darstellung der MomentenfIaehe, Fig. 168: 
Dreieekhohe bei e: 

Me = 2,27 .em • 3;91 = 2,83 em . 

Para bel pfeil fiir Q: 

M = 5 tim ·12 m ·1200 em = 2,42 em . 
~ 8 ·3720 emt/em 

Die Ordinaten dieser Momentenflaehe sind in die EinfluBlinie fiir die Momente 
unter P, Fig. 175, iibertragen worden. 

Die zeiehnerisehen Darstellungen ergeben nun folgende in Betracht zu ziehenden 
Zahlenwerte: 

M 1lmax aus P und Q = 10,(mm ·372 emt/mm = 3870 ~ 
M 12max desgL = 18,5 mm. 372 emt/mm = 6880 ~ 
Mem&>: aus P 4,0 mm ·372 emt/mm = 1490 emt 
Me max aus Q = 4,8 mm ·372 emt/mm = 1790 ~ 

Memax aus Q und P = 3280 emt 

Die inBetracht kommenden Widerstandsmomente hattendie Werte (vgl. Seite96): 
We = 4170 em3 , 

Wil = 3050 emS, 

WI. = 5430 em3 • 

Fiir Anbringung der 4 m langen Stiitze ergeben sieh somit folgende Spannungen: 
_ 3280 _ 2 

Oe - 4170 - 0,80 t/em , 

_ 3870 _ 2 
011 - 3050 - 1,27 t/em , 

_6880_ 2 
012 - 5430 - 1,27 t/em • 

Die beim Trager mit senkungsfreier Stiitzung zugelassellen Spannungen (vgl. 
Seite 100) werden also bereits dureh Anordnung eines elastisehen Stiitzenstabes 
merklieh iibersehritten. In diesem Falle war die Anbringung einer Stiitze beab­
siehtigt. die Senkung htitte also von vorbherein beriieksiehtigt werden konnen. 
Es kann jedoeh gerade die oft nieht vorhergesehene Nachgiebigkeit anderer Auf­
lager einen erheblieh groBeren Wert annehmen. Man sieht also, daB es gut ist, 
in die Bereehnung von statiseh unbestimmten Systemen mit Riieksieht auf ihre 
Empfindliehkeit gegen Bau- und Montagefehler sowie Stiitzennachgiebigkeit eine 
hOhere Sieherheit einzufiihren, als fiir statiseh bestimmte Tragwerke, die gegen 
Stiitzensenkungen und Baufehler unempfindlieh sind, d. h. in dem hier wesent­
lichen Sinne. 

Buchh olz, Tragwerke. 9 
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Der Leser hat bemerkt, daB sowohl bei der Behandlung der Wir­
kung von P wie auch der von Q der StutzeneinfluB berucksichtigt wurde, 
und daB die so gewonnenen EinfluBlinien zur Betrachtung. der gemein­
samen Wirkung lediglich addiert wurden: Bei bleibender Stutzen­
senkung durfte die Wirkung der Senkung nur einmal berucksichtigt 
werden. Der Unterschied ergibt sich, was der Leser wahrscheinlich 
auch schon selbst bemerkt hat, klar aus dem Unterschiede der Form­
anderungsgleichungen. Diese lautet fUr bleibende Senkung, vgl. 
Seite 119: 

C= Pde ... + (~qmAl)de ... + Co. 
dec dec 

Dagegen liir elastische N achgiebigkeit : 

c= ~Pde... Pdern + (J:q ... .:1l)de .... 
(d~e + Qs) (dec + Qs) (dec + Qs) 

2. Die armierten geraden Balken. 

a) Der mit Zugband und zwei Vertikalen armierte Vollwandtrager 
auf zwei Stiitzen. 

Fig. 177 stellt einen solchen Trager mit regel maBiger Gliederung 
dar, so wie wir ihn im Zahlenbeispiel behandeln wollen. Der Leser 
wird jedoch sehen, daB die zur Bestimmung der trberzahligen anzuwen­
denden Rechnungsgrundlagen allgemeiner Natur siI:d und daher auch 
auf jeden Trager von unregelmaBiger Gliederung angewendet werden 
konnen. 

Wir betrachten dieses auch wohl "doppelt armierter Vollwand­
trager" genannte Tragwerk an erster Stelle und in einem zahlenmaBig 
durchgduhrten Beispiele, weil diese Ausbildung des armierten Voll­
wandtragers am haufigsten auftritt. 

Bei Betrachtung der Fig. 177 erkennt man, daB die Entfernung 
z. B. eines der mit 8 oder v bezeichneten Stabe das Tragwerk in ein 
statisch bestimmtes verwandeln wu.rde; daraus geht hervor, daB der 
Trager einfach statisch unbestimmt ist. 

In diesem FaIle sei die Aufgabe gestellt, die Beanspruchung der 
einzelnen Glieder eines vorhandenen Tragwerkes zu ermitteln. 
Es ist daher die Bemessung der einzelnen Stabe des Tragwerkes bekannt. 
1st der Trager erst zu entwerfen, so sind zuvor auf Grund von Annahe­
rungsberechnungen, etwa solche, wje sie am Schlusse dieses Abschnittes 
an die Hand gegeben werden oder auf Grund ahnlicher bereits aus­
gduhrter Konstruktionen die Querschnitte oder entsprechende Ver­
haltniszahlen zu wahlen. 

Der gewahlte Trager, vgl. Fig. 177, hat eine Span;nweit~ von .10 m un~ sei 
statiEeh bestimmt gestiitzt. Der Obergurt, d. h. der elgenthehe Blegungstr~ger, 
besteht aus 2 V-Eisen N. 16 mit ein(m Quersehnitte von 2·24 em 2 und eroem 
Trilgheitsmomente J = 2 ·925 em4• Die Armierung wird gebildet von einem 
Zugbande, das aus 2"L-Eisen 70 ~ 70 X 7 mit einem Quersehnitte von 2·9,4 em2 
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Fig. 177. 

Fig. 179. 

Fig. 180. 

Fig.18I. 

Fig. 182. 

Fig. 183. 



132 Die statisch unbestimmten Vollwandtrager. 

zusammengesetzt iat, sowie aus zwei Vertikalen, die je aus 2 L-Eisen 45 X 45 X 5 
mit einem Querschnitte von 2 • 4,3 em 2 bestehen. Der Abstand zwischen Schwer­
linie Biegungstrager und Schwellinie Zugband betragt zwischen denVertikalen 
70 em; der Abstand der Vertikalen voneinander 3 m. 

Die Ermittlung der Beanspruchung des Tragwerkes Fig. 177 solI zunachst 
fiir eine gleichmaJ3ig verteilte, unmittelbare Belastung von 1 tjIfdm vorgenommen 
werden. . 

Zur leichteren Erkennung der durch das Vorhandensein eines iiberzahligen 
Stabes gestellten Formanderungsbedingung il3t es auch hier, ·wie bei Behandlung 
aller statisoh unbestimmten Systeme, zweokmaJ3ig, das statisoh bestimmte 
Hauptsystem zu bilden duroh wirkliohes Entfernen des iiberzahligen Stabes 
aus der Skizze ung die Spannkraft dieses StabllS als auJ3ere Kraft eiI)~ufiihren. 
FUr die Wahl der Uberzahligen ist a11ein die anzustrebende Kiirze und Ubersioht­
liohkeit der Bereohnung bestimmend. In diesem Beispiele ist die Entfernung 
von 81 als iiberzahliger Stab vorteilhaft, Fig. 178. 

Die Formanderungsgleiohung muJ3 alsdann die B~gung ausdriioken, 
die die Einsohaltung des iiberzahligen Stabes 81 beziiglioh der Entfernung seiner 
beiden Angriffspunkte n voneinander ste11t. Diese aus der Betraohtung des sta­
tisoh bestimmten Hauptsystems zu foigernde Bedingung lautet in aigebraisoher 
Form: 

Darin bezeiohnet m die Angriffspunkte der Last (in diesem Falle streng genommen 
unendlioh viele) und e .. wie bisher, die Verlangerung des iiberzahligen Stabes 
fiir die Krafteinheit (gewahlt 1 t) .. :J:n Worten lautet diese Bedingung: Die Ent­
fernung der Angrif£spunkte n der 'Oberzahligen X voneinander im statisoh be­
stimmten Hauptsystem infolge Einwirkung der gleiohmaJ3ig verteilten Belastung, 
I P(3nm' verm!ndert um die GroJ3e der Annaherung der gleiohen Punkte bei bloJ3er 
Wirkung der 'Oberzahligen X auf das 'statisoh bestimmte Hauptsystem, namlioh 
gemaJ3 unserer Bezeiohnungsweise X (3 .. n, muJ3 gleioh der Langenanderung des 
iiberzahligen Stabes 81 sein, die dieser unter Einwirkung der Spannkraft X er­
leidet, also X· e •. 

Nunmehr sind die in der oben entwiokelten Formanderungsgleiohung ent­
haltenen Versohiebungselemente zahlenmaJ3ig zu bestimmen. Naoh dem Lehr­
satze von der Gegenseitigkeit der Versohiebungen ist 

d. h.: die Versohiebung der Punkte n gegeneinander, also in Riohtung der Kraft X, 
hervorgerufen duroh die in einem beliebigen Punkte m der Sohwerlinie des Bie­
gungstragers wirkende vertikal geriohtete Lasteinheit, namlich das gesuohte ilnm • 

ist gleioh der vertil!:alen Versohiebung dieses Punktes m duroh die in den Punkten '111 
in Riohtung der 'Oberzahligen angreifende Kraft X = 1 t. Die Versohiebungen 
aJler Punkte m lassen sioh hiernaoh duroh nur eine fiir den Biegungstrager ge­
zeiohnete Biegungslinie ermitteln, und zwar duroh diejenige, die infolge Ein­
wirkung der Last X = 1 t auftritt. Da naoh dem Lehrsatze von der Gegenseitig­
keit der Versohiebungen jede Ordinate dieser Biegungslinie die Versohiebung 
der Punkte n gegeneinander bedeutet, welohe duroh die mit dieser Ordinate als 
Wirkungslinie auf den Biegungstrager wirkende Lasteinheit hervorgerufen wird, 
so ist also zur Ermittlung der Gesamtversohiebung der Punkte n gegeneinander 
nur die Summe der Produkte aus Last und zugehOriger Versohiebungsordinate 
zu nchmen, also I P (3mn • 

Die ferner zu betraohtende Versohiebung X (3"" kann man sioh zweokmaJ3ig 
als aus zwei Versohiebungen zusammengesetzt vorste11en. Zunachst werden sioh 
die Punkte n infoige Durohbiegung des Vo11wandtragers unter Einwirkung der 
Last X einander nahern; diese Versohiebung mag mit (31nn fiir X = 1 t bezeiohnet 
werden. Eine weitere Annaherung der beideI,l Punkte n ergibt sioh,aus den Langen­
anderungen der einzelnen Stabe des statisoh bestimmten Hauptsystems unter 
Einwirkung der Kraft X = 1 t; diese Versohiebung moge die Bezeiohnung (32"" 
erhalten. 
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Wir haben uns also zuerst mit del' Annaherung .5 1n " del' beiden Angriffs­
punkte n infolge Durchbiegung des Biegungstragers unter Einwirkung der Kraft 
X = 1 t zu befassen. Diese Verschiebung berechnet sich rein geometrisch aus 
del' vertikalen Hebung del' Punkte 0 del' Tragerschwerlinie, die gleichzeitig die 
oberen Angriffspunkte del' beiden Vertikalen sind. Die Hebung .5on del' Angriffs­
punkte del' beiden Vertikalen ist bereits in del' fiir X = 1 gezeichneten Biegungs­
lillie enthalten. 

In Anbetracht des Umstandes, daB es sich bei diesen Rechnungen immer 
tlur um sehr kleine Verschiebungen handelt, sowie des weiteren Umstandes, daB 
wir zur Berechnung von .5 1nn die Langenanderung del' Stabe, insbesondere des 
mit v bezeichneten Vertikalstabes vorlaufig auBer Be-~-r----I" __ ___ _ 
bracht lassen, k6nnen wir die vertikale Verschiebung 
des Punktes 0 gleich der des Punktes n setzen. Die °e u <5 
Hypotenuse des kleinen Verschiebungsdreiecks, das am on 

Punkte n von den beiden Verschiebungen 1/2 .5 1nn und lomn 
80n gebildet wird, vgl. Fig. 184, muB auf dem Stabe S2 Fig. 184. 
senkrecht stehen, da diesel' zur Bestimmung von .5 1nn , 

wie bereits in .~nderer Form vorausgesetzt, als starr angesehen wird; daraus 
ergibt sich die Ahnlichkeit zwischen dem kleinen Verschiebungsdreieck und dem 
von 82, v und p gebildeten Stabdreieck. Es folgt 

also 

Hiernach ist del' Anteil del' Stablangenanderung an del' Verschiebung On," 
llamlich (~2n n' zu ermitteln. Infolge Belastung del' beiden Punkte n durch die 
Kraft X = 1 erfahren die Vertikalen und der B~gungstrager eine Verkiirzung, 
die beiden Zugstabe 82 eine Verlangerung; samtliche Stablangenanderungen tragen 
zur Annaherung del' beiden Punkte n bei. Die Summe dieser Verschiebungen, 
namlich .5 2nn , laBt sich durch Aufstellung einer Mohrschen Arbeitsgleichung 
leicht bestimmen (vgl. Seite 69). Denken. wir uns in den Punkten n je eine ge­
dachte Kraft I in del' Wirkungslinie von X angebracht, so leistet diese Kraft I 
die gedachte Arbeit 

A = 1·.52nn • 

Diese Arbeit muB gleich derjenigen sein, die von den gedachten inneren Kraften Ii 
geleistet wird; somit : 

1-02n " = .2:S118. 

Darin bedeutet 11 8 die Stablangenanderungen, also: 

11s = Se,. 
Dieses in die Arbeitsgleichung eingesetzt ergibt: 

1 . .52nn =.2: SSe,. 
Mit Riicksicht darauf, daB bei diesel' Anwendung del' Mohrschen Arbeitsgleichung 

S=S 
ist, k6nnen wir praktisch schreiben: 

.52 "" = :::S2e,· 
Wir sind also nunmehr in der Lage, die Elemente der oben entwickelten Form­

anderungsgleichung : 
;;'-P.5,." - X.51nn - X0 2"n = Xes 

zahlenmaBig zu bestimmen. Damit ist uns also die Uberzahlige gegeben_ Aus 
del' Formanderungsgleichung ausgesondert, ergibt sich die iiberzahlige Spann­
kraft zu 
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Die Darstellung der elastisehen Linie d~s Biegungstragers ffir X = 1 t e.rfolgt 
am besten auf zeiehnerisehem Wege als Seileek von fingierten Lasten: 

M 
W=-- ·Lll. 

J·E 
Die Momentenfiache ist ein Trapez von der groBten Breite X' v, also: 

M = 1 t . 70 em = 70 emt . 

Da in diesem Beispiele das Tragheitsmoment unveranderlieh ist, namlich 

J = 2· 925em4 = 1850em4 

ebenso die Elastizitatsziffer: 
E = 2150 t/em2 , 

so kann die Momentenflaehe zugleieh als Bild der gedachten w-Belastung dienen, 
Fig. 179. In Fig. 177 ist der Trager ebenso wie die Basis der w-Belastungsfliiche 

im MaBstabe 1: 100 aufgezeiehnet worden. Die aus der Gleiehung w = J ~ E 

sieh ergebenden Werte- sind daher mit einem Faktor IX = 100 zu multiplizieren, 
ebenso mit dem Faktor {3 = 4, da die Polweite aus praktisehen GrUnden zu 4 em 
gewahlt wurde. Da aueh eine VergroBerung der Durehbiegungsordinaten angezeigt 
erseheint, so ist ein weiterer Faktor y = 2 als VergroBerungsziffer gewahlt worden. 
Somit: 

M 
W (em) = J. E' Lll· 100 ·4 (em)' 2· 

Teilen wir die W -Belastungsflliehe in 10 gleiehe Teile (also LIZ = 1~) , wie dieses 

in Fig. 179 gesehehen ist, so ergeben sieh nach dieser Formel ffir die als Einzel. 
lasten betraehteten Resultierenden der Belastungsstreifen folgende Zahlenwerte: 

W1 = 0,201 (em) 

W 2 = 0,603 " 

Ws= 1,005 " 

W4 = 1,357 " 

Ws = 1,407 " 

Aw = 4,573 (em) 

In Fig. 180 ist ffir das Krafteek aus diesen GroBen die Biegungslinie als Seileek 
gezeiehnet worden. 

_ Die Belastungsnache aus der tatsachlieh wirkenden gleiehmaBig verteilten 
unmittelbaren Belastung von 1 tJHdm ist ein Reehteek, vgL Fig. 178. Diese Be· 
lastung werde praktiseh als aus zehn gleiehen Einzellasten P = 1 t bestehend 
angesehen. Die Messung der Ordinaten ilnm unter diesen Einzellasten ergibt: 

-Ill = II~ = 0,27 emit 

112 = 11~ = 0,81 " 

lis = /}3 = 1,29 " 

1]4 = 114 = 1,65 " 

1]5 = 1]~ ~ 1,82 " 

S = 5,84 emit 

Das erste Glied der Formanderungsgleiehung, namlieh ::" P il. m', berechnet 
sieh also, da samtliehe Krafte P einander gleieh sind, zu 

SP{jn~1 = 2· (5,84 emit· 1 t), 

XPilnm = 11,68 em. 
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Das zweite Glied der Formanderungsgleichung berechnet sich gemaB der 
geometrischen Ableitung auf Seite 133 aus der Formel: 

d1 .... = 2don • ~ • 
p 

don ist in der Biegungslinie fiir X = 1 t enthalten. Die Messung ergibt: 

don = 1,65 emit. 

v ist die SYfltemliinge der Vertikalen, p die Lange des Vollwandtragers zwischen 
Auflager und Vertikalen; somit: 

, 70 
d1nn = 2 . 1,65 emit· 350 ' 

d1nn = 0,66 cmft. 

FUr die weiter zu berechnende VerschiebungsgroBe d2n .. ergab sich durch 
Aufstellung einer Mohrschen Arbeitsgleichung der Ausdruck 

d2 .. " = :2 82 fl,· 

Der Wert fl, ist die Verliingerung jedes einzemen Stabes fiir die Krafteinheit; 
nach dem Hookeschen Gesetze, wonaeh die Dehnung proportional der Spannung 
wachst, ist daher 

8 

Q,= E·F· 

Hiernach liiBt sieh die folgende Tabelle ansehreiben, die aIle notwendigen Zahlen­
werte enthiUt. 

Tabelle Nr. ll. 

Stab-

I 
Spannkraft Stabquer- S 

Stab litnge 8 fiirX=lt Bchnitt F 11, = E. F S" 11, 
in em in t in cm2 in emit 

][ 1000 1,00 2 ·24 (2 .) 0,00485 0,00485 
8 2 357 1,02 2· 9,4 0,00885 0,00920 
v 70 0,20 2· 4,3 0,00380 0,00015 

(~2nn =:2 8 2 • fl, = 2·0,01420 
d2 .. n = 0,0284 

8 1 300 1,00 2· 9,4 0,00740 

Aus dieser Tabelle ergibt sieh also: 
d2 .... = 0,0284 em 

und gleiehzeitig die sehlieBlieh noeh benotigte Verlangerung des iiberzahligen 
Stabes 81 fiir die Krafteinheit: 

fl, = 0,0074 emit. 
Der Leser ersetze zur "Ubung die geometrische Bereehnung von d1n .. , Fig. 184, 

dureh Anwendung einer Arbeitsgleiehung, und versuehe sodann, d .... ohne Zer­
legung zu finden. 

~!'Itzen wir nun diese Zahlenwerte in die gesonderte Bedingungsgleiehung fiir 
die Uberzahlige ein, so ergibt sieh: 

11,68 
X = 0,66 + 0,0284 + 0,0074 

und damit: 
X = 16,8t. 

Bei Betrachtung der Zahlenwerte des Ausdruekes fiir X erkennt man, daB 
die Stabliingenanderungen gegeniiber den infolge Durchbiegung des Vollwand-
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tragers he'rvorgE!rufenen Verschiebungen im allgemeinen nur geringen EinfluJ3 auf 
die GroJ3e der lTherzahligen und damit auf die Beanspruchung des Tragwerkes 
uberhaupt haben. Bei Entwurf eines solchen Tragwerkes ist also das Haupt­
augenmerk darauf zu richten, moglichst gleich die richtige Wahl hinsichtlich der 
Bemessung des Voll wand tragers zu treffen. Ergeben die schlieJ3lich errechneten 
Beanspruchungen die Notwendigkeit, ein anderes Profil fUr den Biegungstrager 
zu wahlen, so .ist ein erheblicher Teil derRechnung von neuem durchzufUhren. 
Eine mii.J3ige Anderung der .Armierungsstabe wird dagegen (nach uberschlaglicher 
Schatzung des Einflusses) in den meisten Fallen mit einem diesbezu.glichen Hin­
weise vernachlassigt werden konnen. 

Ehe wir fUr die Wahl eines Biegungstragers bei Entwurfsberechnungen .Anhalts­
punkte zu gewinnen such en, wird es nutzlich sein, das gewahlte Beispiel zu Ende 
zu fUhren, also wie in den frUheren Beispielen die Bestimmung der Beanspruchung 
in Erinnerung rt'u bringen; auch wollen wir die Veranderlichkeit der lTherzahligen 
bei Bela.stung des TragwerkE!s durch eine wandernde Einzellast zuvor untersuchen. 

Nach Bestimmung der lTherzahligen ergeben sich die ubrigen Stabkrafte ein­
schlieJ3lich der Axialkraft des Vollwandtragers unmittelbar aus der Betrachtung 
des statisch bestirrlmten Hauptsystems Fig. 178. . 

FUr die gewahlte gleichmaJ3ig verteilte Belastung von 1 tim ist auch die Er­
mittlung der Beanspruchung des Vollwandtragers durch Momente sehr einfach: 
Zeichnerisch erfolgt sie derart, daJ3 man von der Momenten£lache der Belastung, 
die in diesem Falle bekanntlich von einer Parabel b.egrenzt wird, die Momenten­
flache fUr die Biegungsbeanspruchung durch die tTherzahlige (X t . v cm), die 
ein Trapez ahnlich Fig. 179 sein muJ3, abzieht; vgl Fig. 181. Fig. 182 gibt die 
deutlichere Darstellung durch rechnerische Vorausbestimmung der Momente in o. 
Fig. 183 zeigt die Momentenflache fUr eine Einzellast von 3,5 t in dem bestimmten 
Punkte g. 

Nicht so einfach gestaltet sich die Bestimmung der groJ3ten Beanspruchung 
des Materials bei Belastung des Tragwerkes durch eine wandernde Einzellast. 
Die Untersuchung der Biegungsbeanspruchung des Vollwandtragers erfolgt hierbei 
am besten von Querschnitt zu Querschnitt, je nach der erforderlichen Genauigkeit 
der Rechnung in mehr oder weniger groJ3en Abstanden. 

Dem folgenden Beispiele dazu sei in Fig. 185 der gleiche Trager zugrunde 
gelegt, wie im vorangegangenen Beispiele zur Aufnahme der gleichmaJ3ig ver­
teilten Belastung. Die Biegungslinie, also die EinfluBlinie fUr die GroJ3e der Ver­
schiebung der Punkte n gegeneinander durch Einwirkung einer wandernden 
Einzellast P = 1 t, bleibt demgemaJ3 unverandert. Da das gleiche auch von den 
Verschiebungen .5nn und e .. durch die Einheit der iiberzahligen Spann "kraft 
selbst zu sagen ist, und da diese Werte fUr jede Laststellung die gleichen sind, 
so ist also die fUr X = 1 in Fig. 180 gezeichnete Biegungslinie auch die EinfluJ3-
linie fUr die GroJ3e der lJberzahligen bei Bela.stung des Tragers durch eine 
wandernde Einzellast. Die Ordinate 1] linter der wandernden Last P ergibt die 
Verschiebung 

(P'~~nm)= P·1]. 

Damit ist also der Wert X und damit die Axialbeanspruchung des Stabwerkes 
fast unmittelbar aus der Biegungslinie Fig. 180 abzugreifen. 

Nun zur Biegungsbeanspruchung des Vollwandtragers. Bezeichnen wir den 
unveranderlichen Wert 

1 
(.5nn + e,) = const. ' 

so kann man den allgemeinen Ausdruck fiir die lJberzahlige (Seite 132) schreiben: 

X = P . YJ • (const.) 

oder, da man zweckmaJ3ig zunachst nur die Wirkung der wandernden Last­
einheit betrachten wird: 

X = ') . (const.). 
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Untersuchen wir zunii.chst P_1t wondernd! 

die Querschnitte des Voll. a~bf:::::::~F==~~=*~~~¥~=:~~~ wandtragers zwischen 0 
den Vertikalen. so ist Fig. ISS. 
klar. daB das auf diese 
Querschnitte einwirkende 
Moment infolge Belastung 
durch X. namlich: 

M=X·v 
nur von der GroBe der Ober. 
zahligen verandert wird. da 
v der unveranderliche Ab­
stand des Zugbandes ist. 
Es kann also die EinfluB­
linie fiir die in einem 
Quersohnitte auftretenden 
Biegungsbeanspruchungen 
durch Einwirkung der wan· 
dernden Lasteinheit mit 
Hilfe der Ordinaten der 
Biegungslinie derart ge­
zeichnet werden, daB man 
lediglich ihre durch Multi­
plikation mit der Verhii,1t­
nisz~hl [v' (const.)] veran­
derte Lange auf der gleichim 
Basis auftragt, vgl. Fig. 186; 
unter der jeweiligen Stellung 
der Lasteinheit kann als­
dann unmittelbar das durch 
die zugehOrige Oberzahlige 
in dem betrachteten Quer­
schnittedes Vollwandtragers 
hervorgerufene Moment ge· 
messen werden. 

Es bleibt danach noch 
ubrig, die EinfluBlinie fiir 
das Moment einzuzeichnen, 
das die Belastung des sta· 
tisch bestimmten Haupt­
systems durch die Lastein· 
heit selbst in dem betrach. 
teten Querschnitte hervor· 
ruft. Dieses Moment muB 
bei der Wanderung der Last­
einheitzwischen Querschnitt 
und Auflagern proportional 
wachsen, was als bekannt 
vorausgesetzt wird und 
auch unmittelbareinzusehen 
ist. Da das Moment in dem 
Querschnitte bei Stellung 
der Last liber den Auflagern 
gleich Null ist, dagegen bei 
Stellung der Last liber dem 
Querschnitte selbst seinen 

;; 
I 

Fig.186. 

Fig.187. 

Fig.188. 

Fig.189 

.3cm 
II 

GroBtwert erreicht, so ist also die EinfluBlinie fiir das Quersehnittsmoment durch 
Einwirkung der Last selbst ein Dreieck mit der Spitze unter dem Querschnitte. 

Die sich aus der Zusammenzeiehnung der beiden EinfluBlinien ergebende 
resultierende EinfluBflache ist in Fig. 186 durch Sehraffur hervorgehoben worden. 
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Sie ist die EinfluBflache der Biegungswirkung einer wanderndencEinzellast P = 1 t 
auf den Querschnitt i 7 ides Vollwandtragers. 

Die gekriimmte Begrenzungslinie der EiIillul3:flache bleibt fiir die Querschnitte 
zwischen den Vertikalen unverandert; die Spitze der geradlinig begrenzten Ein­
flul3flache dagegen wandert mit dem zu untersuchenden Querschnitte und bewegt 
!!!ch dabei auf einer Parabel, die ihren Scheitel unter Tragermitte hat und deren 
Aste dumh die Endpunkte der EinfluBfla.che gehen. 

Das bezuglich der geradlinig begrenzten EinfluBf1ii.che Gesagte gilt auch fiir 
die Untersuchung von Querschnitten zwischen Vertikale und Auflager; Bei der 
Darstellung der geJrri!:mmten BegrenzUngslinie der Einflul3f1ii.che, nii.m1ich der 
Einflul3f1ii.che fiir die Uberzahlige X, ist in diesem Falle jedooh zu beaohten, daB 
sioh der bisherige Hebelarm vim Verhaltnis des Abstandes des zu betraohtenden 
Quersohnittes yom Auflager zum Abstande der Vertikalen zum Auflager in seiner 
Lange verringert. Die Ordinaten der gekriimmten Begrenzungslinien verringern 
sich also proportional der Annaherung des zu untersuohenden Quersohnittes an 
die Auflager. Will man den MaBstab beibehalten, so muB man demnaoh die 
Fig. 186 fiir jeden Quersohnitt besonders zeiohnen. Nimmt man die Unbequem­
liohkeit weohselnden MaBstabes in Kauf, so kann man die Mr Einflul3f1ii.che bei­
behalten; mit der fortsohreitenden Quersohnittsuntersuchung wandert dann die 
Mp-Dreieokspitze zwisohen den Vertikalen bei unveranderlichem MaBstabe auf 
der Parabel, zwisohen Auflagern und Vertikalen dagegen, bei verii.nderliohem 
MaBstabe, auf geraden Streoken, deren Verlii.ngerungen duroh a' bzw. b' fiihren, 
Fig. 187. Die Verwandlung der Kurve zweiten Grades, der Parabel, in Kurven 
ersten Grades, also in Geraden, erfolgt duroh Erweiterung der Parabelgleiohung 
(vgl. Seite 93) 

M _ Px(l- x) 
p- l 

mit dem Faktor 350 , um die X -Linie beibehalten zu konnen: 
x 

Das ist eine Gerade: 

Mp = 350 P (l - x) • 
x 

( 350P) Mp = - -l x + (350P). 

Es ergibt sioh iibrigens aus Fig. 187 die interessante Tatsaohe, daB bei. Last­
stellung im Punkte r das Balkenstiiok a70, bei Laststellung in q das Balken­
stiiok o7b vollig biegungsfrei ist; vgl. hiermit auoh Fig. 183. Dieser Umstand 
kann u. a. bei Einzeldarstellung naoh Fig. 186 wiederum zur vereinfaohten Auf­
findung der reduzierten Ordinate der X-Linie herangezogen werden. 

Die Fig. 188 und 189 zeigen uns, wie wir vorgehen konnen, wenn es uns nur 
auf die Ermittlung der Momente un t e r P ankommt. Fig. 188 zeigt die Reduk­
tion der Ordinaten der X-Linie entspreohend der Hebelarmverringel;Ung durch 
die Sohraglage des Armierungsstabes 82, 

Vorlii.ufige Ermittlung des Quersohnittes des Vollwandtragers 
fiir den Entwurf. 1st eine bestimmte Systembemessung nioht duroh die Situa­
tion bedingt, so empfiehlt es sioh, die TragerhOhe = 1/10 bis 1hs der Tragerlange 
zu wahlen 'und als Systempunkte der VertikalE!!l die Drittelpunkte des Vollwand­
tragers zu wahlen. Man kann alsdann die Uberzahlige und damit die Spann­
kraft des Zugbandes sowie die Axialkraft des Vollwandtragers leicht derart iiber­
sohlii.glioh bestimmen, daB man die Biegungsfestigkeit des Vollwandtragers iiber 
den Vertikalen vernaohlii.ssigt, also die Systempunkte 0 der Fig. 177 als reibungs­
lose Gelenke ansieht, dabei aber Unversehiebliehkeit des Feldes zwisehen den 
Vertikalen fingiert. Der fiir die Beanspruehung dureh die axiale Druekkraft und 
fiir die Biegungsbeanspruohung der gedaehten Teilstabe des Obergurtes fiir diesen 
zu wahlende Quersehnitt wird meist aueh der naehfolgenden statisch unbestimmten 
Reehnung geniigen. Will man genauer vorarbeiten, so reehnet man den Ober­
gurt naeh den Gleiehungen Seite 109 oder 123; bei groBen Durehbiegungen, wie sie 
im Luftfahrzeugbau vorkommen, ist hierbei aueh der kniekende EinfluB der Axial-
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kraft in der vertikalen Ebene durch Nachpriifung der Momentenlinie in sinn­
gemii.ller Anwendung des auf Seite 194 entwickelten Verfahrens zu beriicksichtigen. 
Bei gewohnlichen Baukonstruktionen geniigen Zuschlii.ge auf Grund der An­
naherungsformeln der anerkannten Taschenbiicher. 

Diese Ausfiihrungen finden sinngemalle Anwendung auclt auf die im folgenden 
behandelten armierten Balken mit anderer Vertikalenzah1 

b) Der mit Zugband und einer Vertikalen armierte Vollwandtrager. 
Die Berechnung dieses auch "einfach armierter Vollwandtrager" 

genannten Tragwerkes unterscheidet sich von der des "doppelt armierten 
Vollwandtragers" hinsichtlich des WesentIichen nicht. 

Fig. 190 stellt ein solches Tragwerk in regelmaBiger Form dar. 
Die Bildung des statisch bestimmten Hauptsystems kann 

durch Entfernung des in Fig. 190 mit v bezeichneten Stabes erfolgen. 
FUr Belastung des Tragwerkes 

mit den beliebigen Kraften P -:z.t-l}¥,~~c ~-======:;::;-~===::::-=====§ii:t;iljir-
laBt sich alsdannfolgendeForm- ~ , 
anderungsgleichung aufstellen: 

Fig. 190. 
~ P Onm - X On .. = X· Q" • 

Wie beim doppelt armierten Vollwandtrager kann man auch hier 
c5nn als aus zwei Einzelwerten zusammengesetzt betrachten, namlich 
getrennt in 

c51nn 

der Verschiebung der Punkte n gegeneinander infolge Einwirkung 
der Vberzahligen auf die Durchbiegung des Vollwandtragers und 

c52nn 

die Verschiebung der Punkte n gegeneinander infolge der Lii.ngen­
anderung der drei Stabe des statisch bestimmten Hauptsystems. Die 
Formanderungsgleichung lautet somit unter Berucksichtigung der 
Teilung des Wertes c5nn : 

X P c5nm - X c51nn - X c52nn = X ev . 
Ausgesondert ergibt sich alsdann die Vberzahlige 

X= XPc5nm 

c51nn + c52nn + e. 
Von den in dieser Gleichung enthaltenen Formanderungsele­

menten lassen sich zurtachst die Werte 

c5nm = c5mn 

mit Hilfe einer fur X = 1 gezeichneten Biegungslinie ermitteln. Die 
fur die zeichnerische Darstellung dieser BiegungsIinie benotigte Momen-

~enflache ist ein Dreieck von der Hohe M = (~c) cmt mit der Spitze 
uber n. 

Die nachste VerschiebungsgroBe c51nn kann bei diesem Tragwerk 
unmittelbar als Ordinate der Biegungslinie uber n abgegriffen werden. 
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Die Verschiebung <52nn berechnet man mit Hilfe einer Arbeitsgleichung 
analog dem Vorgange des Beispieles des doppelt armierten Vollwand­
tragers. Der Wert fiir die Verkiirzung (}f) lautet bekanntlich 

v 
(/v= E.Pv • 

Nach erfolgter zahlenmaBiger Bestimmung wiirden die Hochst­
beanspruchungen des gegebenen oder gewahlten Tragwerkes, als eigent­
licher Zweck der ganzen Berechnung, zu bestimmen sein. Da sich die 
Berechnungsweise, auch zur Bestimmung des gefahrdeten Querschnitts 
fur eine wandernde Einzellast, in bezug auf das Wesentliche mit den 
im vorangegangenen Beispiele ausfuhrlich behandelten Methoden 
durchaus deckt, so eriibrigt sich ein nochmaliges Eingehen darauf 
bei diesem Beispiele. Der Leser mag das Beispiel zu seiner Dbung 
selbstandig ausfuhrlicher durchdenken. 

c) Der mit parabolischem Zugbande armierte Vollwandtrager~ 
Auch die Berechnung dieses Tragwerkes, Fig. 191, unterscheidet 

sich nur unwesentlich von der des doppelt armierten Vollwandtragers. 
Zur Bildung des sta­

~~~~~-=====*~J-~-=-Y*947~~-~~r!t- tisch bestimmten 
II ~-_--6_--",s.z.J"--<I--~ H a u pts ys te ms ge-

Fig. 191. nugt die Entfernung 
eines Armierungssta­

bes, denn auch dieses System ist, wie die beiden vorangegangenen, 
nur einfach statisch unbestimmt. Es empfiehlt sich, den horizontalen 
Zugstab 81 in der Mitte des Tragwerkes zu entfernen. 

Die Formanderungsgleichung lautet genau wie die fiir das 
erste Beispiel der armierten Vollwandtrager. 

Die zur zeichnerischen Darstellung der elastischen Linie benotigte 
Momentenflache wird in diesem FaIle von einer Parabel begrenzt: 
denn da das Zugband parabolisch geformt ist, andert sich auch der 
Hebelarm der Horizontalkraft X fiir die verschiedenen Querschnitte 
nach einer Parabel; samtliche Vertikalen erhalten gleiche Druckkrafte 
und wirken somit ungefahr wie eine gleichmaBig verteilte Last auf den 
Vollwandtrager. Es empfiehlt sich, die Zughand-Linienfiihrung aus einer 
Poistrahienfigur mit dem Polabstande X = 1 fUr aneinandergereihte 
gleiche Vertikalendrucke zu finden: zunachst nur durch Skizze, um 
leicht zu ubersehen, welche Beziehungen zwischen X, Vertikalen­
belastung, Zugbandabstand und Spannweite bestehen. Das fuhrt 
dann zu Vereinfachungen der Formanderungsgleichungen, die sich 
bei als starr angesehenen Armierungsstaben zu Annaherungsrechnurgen 
fur den Entwurf eignen. 

Die YerschiebungsgroBe <51nn kann auch hier wieder mit Hille 
geometrischer Umformung des zugehorigen MeBwertes der Biegungs­
linie wie im Beispiele des doppelt armierten Vollwandtragers oder mit­
tels Arbeitsgleichung, auch gemeinsam mit <52nn , berechnet werden. 
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Auch bei Bestimmung der Hochstbeanspruchungen kann man so vor­
gehen, wie es in den vorangegangenen Beispielen ausfUhrlich erlautert 
wurde. 

Die Tragerhohe wahlt man im allgemeinen gleich 1/10 bis 1/15 der 
Stutzweite. 

d) Der einseitig eingespannte und mit Zugband armierte 
Vollwandtrager. 

Fig. 192. Zur Bildung des statisch bestimmten Hauptsystems 
genugt die Entfernung des Zugbandes z; das Tragwerk ist also einfach 
statisch unbestimmt. Fur die Ableitung I 

der benotigten Formanderungs- ~ .... 
gleich ung ist es alsdann erforder- : 
lich, die Spannkraft Z des Zugbandes 
bzw. ihre Seitenkrafte Z· SinlX und 
Z· COSlX als auBere Krafte in das sta-

~·8intx. 

~ 

tisch bestimmte Hauptsystem einzu­
fUhren und slch zu vergegenwartigen, 
welche Entfernungsanderung zwischen 
den beiden Festpunkten m und 0 die 
Verschiebung des Punktes m zur Folge 
haben muB. DieseEntfernungsanderung 

:at-E----b------7>1 P 

muB gleich derjenigen Langenanderung 
Fig. 192. 

des Zugbandes sein, die durch die uberzahlige Spannkraft Z selbst er­
zeugt wird. Das Tragwerk Fig. 192 sei im Angriffspunkte m mit der 
lotrechten Kraft P belastet. Die Last (P - Z sinlX) wird eine Senkung 
des Punktes m von der GroBe 

Ibmm = (P-Z. SinlX) bmm 

hervorrufen. Dieser Senkung entspricht 
eine Verlangerung des Zugbandes 

LlZl = Ibmm sinlX, 

vgl. Fig. 193; oder, mit Beruck­
sichtigung des soeben angefuhrten 
Wertes fur Ibmm : 

LlZl = [(P-Z· sina) bmm]sinlX. 
Fig. 193. 

AuBer den beiden vertikalen Kraften P und Z· sinlX wirkt nur noch 
die Seitenkraft Z· COSlX im Plmkte m als axiale Druckkraft auf das 
statisch bestimmte Hauptsystem, also den Vollwandfreitrager. Betrach­
ten ",ir nunmehr die Wirkung dieser Kraft auch fur sich allein, so er­
kennen wir, daB die durch sie erzeugte Verkurzung des Biegungstragers 
auch eine V er kurz u ng des Zugbandes zur Folge haben muB. Die 
Verkurzung des Vollwandtragers ist gleich 

Lll = Z· COSlX • ez, 
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worin ex die Verkiirzung des Vollwandtragers fUr die Krafteinheit 
bedeutet. Der Verkiirzung des Vollwandtragers entspricht eine Ver­

Fig. 194. 

kiirzung des Zugbandes von 

Llza = Lll· costX:, 

. vgl. Fig. 194; oder, mit Beriick­
sichtigung des fiir Lll bereits er­
mittelten Wertes: 

Llz2 =Z· cos2 tX:. ex. 

Die gesamte Entfernungsanderung der beiden AnschluBpunkte 
des Zugbandes voneinander infolge Verschiebung des Punktes m im 
statisch bestimmten Hauptsysteme ergibt sich somit zu 

LIz = Llzl - Llz2 

oder, nach Einsetzung der Werte fUr Llzl und Llz2 , 

LIz = [(P - Z· sintX:) ~m.J sintX: -Z cos2 tX:. ex. 
Dieser fur das statisch bestimmte Hauptsystem 'ermittelten Ent­

fernungsanderung zwischen 0 und m muB eine VerUi,ngerung des Zug­
bandes durch Einwirkung seiner Zugkraft Z selbst von gleicher GroBe 
entsprechen, also LI Z auch: 

LIz = Z· e •. 
Aus der Gleichsetzung der beiden Werte fUr LIz ergibt sich nunmehr 

die gesuchte Formanderungsgleichung 

Z· e. = [(P-Z. sin a.) ~mm] sintX: -Zcos2 tX: ex, 
da aIle Werte auBer Z bereits fur sich zahlenmaBig ermittelt werden 
konnen, so ergibt sich, ausgesondert, fUr Z der Wert: 

Z = P ~mm • sin tX: 
~mm • sin2 tX: + ex cos2 tX: + e. 

Darin sind e. und ex, wie bekannt, die Langenanderungen des Zug­
bandes bzw. des Vollwandtragers fUr die Stabkrafteinheit, also 

z l 
e"'=-E F'· el=-E F' • • • x· x 

Die Verschiebung ~mm' die gemaB Voraussetzung der Ableitung 
die Senkung des Punkt€s m infolge Biegungsbeanspruchung des Voll­
wandtragers l durch die vertikale Lasteinheit in dies€m Punkte bedeutet, 
ergibt sich fur den gewahlten einfachen Fall der Belastung durch die 
Einzellast P im Punkte m -ond in der Ann ah me, daB das Tragheits­
moment des Tragers unveranderlich ist, bekanntlich zu 

l3 
~mm = E.J· 
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1st der Trager mit abgestuften Lamellen versehen oder findet sonst 
eine Veranderlichkeit des 'Tragheitsmomentes statt, so empfieh1t sich 
auch hier wieder die zeichnerische Darstellung der elastischen Linie als 
Seilpolygon fiir die gedachte Belastung 

M 
Iw=I J.E.1z. 

Zur weiteren Obung mag sich der Les~r selbst iiber die Anderung 
der Berechnung der iiberziihligen GroBe fiir andere Belastungsfalle 
K1arheit verschaffen. 

3. Die statisch unbestimmt gestiitzten Vollwandbogentrager. 

Die Ermittlung 
von Punktverschiebungen bei gebogenen Balken. 

Mit Riicksicht auf den praktischen Zweck un serer Betrachtung 
wird es von N utzen sein, sich zunachst an einem bestimmten Beispiele 
fiir einen statisch unbestimmt gestiitzten gebogenen Balken zu ver­
anschaulichen, welche Verschiebungen in den Formanderungsgleichungen 
auftreten. 

FUr den beliebig belasteten und beliebig, jedoch nicht zu scharf 
gekriimmten Vollwandzweigelenkbogen Fig. 195 sollen die Quer­
schnittsmomente ermittelt werden. Wir wissen, daB der Trager 
einfach statisch unbestimmt ist, da die Stiitzung durch zwei "feste" 
Lager erfolgt, also vierstabig ist. Ferner wissen wir, daB die zur 
Erganzung der Gleichgewichtsbedingungen benotigte Formanderungs­
gleichung, hier also eine "Stiitzenbedingung", am besten durch Her­
stellung des statisch bestimmten Hauptsystems sinnfallig wird; dazu 
ist die Entfernung des iiberzahligen Stiitzenstabes erfordert, die hier 
am einfachsten durch Umwandlung des einen festen Lagers, etwa b, 
in ein bewegliches erfolgt; Fig. 196. Die iiberzahlige Stiitzenkraft 
ist dann als auBere, im Punkte b wirkende Kraft einzufiihren. Es ist 
dabei offenbar zweckmaBig, die Verschiebungsrichtung des beweglichen 
Lagers in die Verbindungslinie der beiden Auflagergelenkpunkte zu 
legen; Fig. 196 und 197: Als iiberzahlige GroBe tritt alsdann der Hori­
zontalschub H im Punkte b auf. Aus dem hier wiederholungsweise 
Vorgetragenen ergibt sich die bekannte Formanderungsgleichung: 

IP!5bm - H !5bb = 0, 
daraus: 

H- IP!5bm 
- !5bb • 

Nach der zahlenmaBigen Auswertung dieses Ausdrucks fUr den 
Horizontalschub ergeben sich die gesuchten Querschnittsmomente mit 
Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen. 

Gehen wir nun aber naher ein auf die Bedeutung der im Ausdrucke 
fiir H allein unbekannten Punktverschiebungen !5bm und !5bb , so tritt 
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die Frage an uns heran, wie wir das uns zur Ermittlung der Punkt­
verschiebungen gerader. und nicht zu scharf gekriimmter Vollwand­
trager zur Verfugung stehende, auf Seite 24££. abgeleitete VerfahI:en zur 
zeichnerischen Darstellung der elastischen Linie in Anwendung bringen 
konnen. Es bedeutet bekanntlich der fur die Auswertung der Gleichung 
fUr den Horizontalschub H zuvor zu bestimmende Nennerwert db aus b 
die Verschiebung des Punktes b im statisch bestimmten Hauptsysteme 

1/ 

-~. mz --. 

H H 

A 
-~-

H 

Fig. 197. 

8 

8 

d UI'ch die in b wirkend 
gedachte Einheit des Ho­
rizontalschubes; db aus m 
dagegen sind die Verschiebun­
gen des Punktes b durch 
Lasten P = 1 in den Punk­
ten m, oder auch - nach dem 
Gesetze von der Gegenseitig­
keit del' Verschiebungen -
gleich der Verschiebung des 
Punktesmg leichfalls d urch 
den in b I1ngreifenden 
Horizontalschub H=l. 
Zur. praktischen Durchfuhrung 
del' Rechnung sind also zu 
ermitteln: einmal die Ver­
schiebungen der Punkte m 
durch die Kraft H = 1 und 

p,o~ zwar, gemaB der Bedeutung 
Fig.196. des zur Vereinfachung der Be-

rechnung herangezogenen 
Satzes von der Gegenseitig­
keit del' Verschiebungen, in 
Richtung del' Lasten P 
und zum anderen die gleich­
falls durch die Einheit des 
Horizontalschubes bewirkte 
Verschiebung des Punktes b 
selbst in del' Richtung 
diesesHorizontalsch u bes. 

Wollten wir die uns aus 
dem . Verfahren der zeichnerischen Darstellung del' elastischen Linie 
bekannte Bestimmung del' Winkelanderungen fUr die Langeneinheit 
del' Stabachse 

M 
W=--

J·E 

[bzw. fur die angenaherte, auf Strecken L1 b zusammengefaBte Gesamt-

winkelanderung w = J ~ E . L1 b] 
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<ohne analytische Umformung benutzen, so wiirde die Bestimmung der 
Vberzahligen in diesem Falle ein ziemlich umstandliches Verfahren 
.aein: Man wiirde eine Art Verschiebungsplan zeichnen mussen; Fig. 198. 
Ein Punkt des Bogens, etwa p, ist vorlaufig als festliegend anzusehen, 
ebenso die Lage der Tangente in diesem Punkte an den Bogen (gedachte 
Einspannung). Unter der Einwirkung beliebiger liber den gebogene:p. 
Balken verteilter Momente, etwa der aus H = 1 t, wird pro Langen-­
einheit die Winkelanderung 

M 
W=--

J·E 

auftreten. Da diese Winkelanderung meist stetig veranderlich ist, so 
muBte die Winkelanderung theoretisch fur nahezu unendlich kleine 
Bogenstrecken bestimmt und summiert werden. Filr die praktische 
Rechnung genugt die Einteilung des Bogens in lO bis 20 Teile LI b. 
Die fUr jede Bogenteilstrecke zusammengefaBte Winkelanderung be­
rechnet sich alsdann aus dem Ausdrucke-

M 
w=--·Llb 

J·E 

und die absolute Verschiebung LI 'Y) des Endpunktes jeder Bogenstrecke LI {J 
(siehe Fig. 199) hat somit den Wert 

Ll1] = 2w.LI{J, 

denn w ergibt sich im BogenmaBe (laut fruherer Ableitung), also als 
Verschiebung fur die Langeneinheit. Die Verschiebung LI'Y) muB, wie 
unmittelbar einleuchtend, auf der kleinen Bogensehne LI (J senkrecht 
stehen. 

Reiht man diese Teilverschiebungen LI1] von dem ersten frei beweg­
lichen LI{J-Endpunkte aus aneinander, wie in Fig. 198 geschehen, so 
erhalt man fUr jeden Punkt den absoluten Verschiebungsweg aus der 
Beanspruchung des ganzen Bogens. Dieser absoluten Verschiebung 
konnen dann durch Zerlegung die Verschiebungen in beliebigen Rich­
tungen entnommen werden. In Fig. 198 ist diese Zerlegung in die senk­
rechte und in die wagerechte Richtung fUr jeden der gewahlten Bogen­
pnnkte vorgenommen worden. Fig. 200 zeigt die damit gezeichnete 
Biegungslinie fur die senkrechte Richtung, einmal fur Einspannung 
des Bogens an der Stelle p, zum andern filr unveranderliche Anflager­
hohen. Erfolgen die Senkungen der Stutzpunkte von der Einspannungs­
achse des Punktes pans in gleicher Hohe, so ist die Basis fUr nnverander­
liche Auflagerhohen parallel der fur Einspannung des Bogens an der 
Stelle p. 1m anderen Falle ist die schrage Verbindnngslinie der End­
punkte der Biegungslinie die Basis, z. B. a' b2: Denn man konnte 
naturlich, wenn unsymmetrische Stutzensenkung vorliegt, die schrage 
Basis in die horizontale Lage hineindrehen: samtliche Ordinaten er­
fahren dann eine IJangsverschiebung proportional der Entfernnng 
ihrer FnBpunkte von a' und verkurzen die urspriinglich uber der Basis p' 
dargestellten Verschiebungen im geradli nigen Verhaltnis der Auf-

Bu ch h 0) z, Tragwerke. 10 
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lagerabstande, wie das auch bei einer tatsachlichen Drehung des Bogens 
selbst nach Durchbiegung bei gedachter Einspannung eines Bogen­
elementes um das Auflager a in die wirkliche Auflagerhohe stattfindet. 
Selbstverstandlich handelt es sich nach wie VOl' bei unseren theoretischen 
Betrachtungen um Verschiebungen, deren GroBe im Verhaltnis zur 

Fig. 199. 

:Fig. 198-201. 

Tragerlange verschwindend gering ist. Aus diesem GrUl~de muBt€n 
auch die absoluten Teilverschiebungen ill) vergroBert aufgetragen 
werden, wahrend die die Endpunkte diesel' Verschiebungen verbinden­
den Bogenstrecken im TragermaBstabe zu zeichnen sind, und zwar 
parallel diesel' ursprunglichen Lage. Fig. 201 zeigt die mit den hol'i­
zontalen Komponenten del' Punktvel'schiebungen dargestellte Biegungs­
linie. Da del' Verschiebungsplan die absoluten Verschiebungen ent­
halt, so kann aus ihm natilrlich in analoger Weise auch die Biegungs-
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linie fiir die auf jede andere Parallelrichtung entfallenden Seiten­
verschiebungen dargestellt werden. Ein solcher Verschiebungsplan 
bietet ferner den Vorteil einer recht iibersichtlichen Berucksichtigung 
der Schub- und Achsenkrafte, von denen die letzteren bisweilen einen 
auch praktisch merklichen EinfluB ausiiben (bei im Verhaltnis zu den 
hervorgerufenen Momenten groBen auBeren Kraften): Langenande­
rungen aus Achsenkraft 

A(APh=R ~~ 
sind parallel A P an den Endpunkt der Teilverschiebung A'YJ anzutragen 
(manvergegenwartige sich das an Fig. 198; die Langenanderungen aus 
der Schubkraft sind senkrecht zu A P an den Endpunkt von A (A P) R 

anzutragen; sie haben die GroBe 

AP 
A(AP)s = s GF' 

woI'in G bekanntlich die Gleitziffer bedeutet, die jedem Taschenbuche 
entnommen werden kann. 

Wir werden nun aber sehen, daB wir im FaIle der Vermtchlassigung 
dieser Verschiebungen die Biegungslinien fUr die Punktverschiebungen 
in bestimmten Parallelrichtungen in der gleichen Weise wie die Biegungs­
linien gerader Balken unmittelbar aus den Winkelanderungen 

M 
W= J.EAb 

zeichnerisch darstellen konnen, und zwar auf Grund einer einfachen 
trigonometrischen Beziehung. 

Man betrachte Fig. 202 und 198: Der gesamte Verschiebungszuwachs 
auf der Strecke Ap von p ausgehend, als Ll'YJ bezeichnet, erfolgt senk­
recht zur Bogenteilstrecke A P . 
Den gleichen Winkel qJ, den 
das Bogenelement mit einer be­
liebigen Parallelrichtung ein­
schlieBt, schlieBt der absolute 
VerschieJmngszuwachs Ll17 mit 
seinem senkrechten Projektions­
strahl auf die Parallelrichtung 
ein: der auf diese Parallelrich­
tung entfallende Se.itenverschie­
bungszuwachs Ll z hat somit 
den Wert 

Llz = ,11]' sinqJ. 

Dieser Zuwachs Ll z ist gleich-

z 

Fig. 202. 

bedeutend mit dem Zuwachse, den die zwischen die parallelen Richtungs­
linien zu zeichnende Biegungslinie in gleicher Richtung aufweisen 
solI. Der Abstand dieser parallelen Richtungslinien betragt 

Ll8· sinqJ. 

10* 
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Soil nun die Biegungslinie als Seilpolygon zu g€dachten Lasten w ge­
:z;eichnet werden, die in den ,1 13-Endplmkten angreifen und in der vor­
liegenden Parailelrichtung wirken, so mfissen diese w' -Lasten, damit 
ihre Polstrahlen zwischen ihren parallelen Wirkungslinien vom Ab­
stande 

,1 13 . sin qJ 
den verlangten Zuwachs 

,1 z = ,1'r}' sinqJ 

abschneiden, die GroBe haben 
,1z 

,1 13 • sinqJ . 

Setzen wir den Wert fUr ,1 z in diese Gleichung ein, so ergibt sich 

1: w' = ,117' sin qJ = ,117 
,1jJ.sinqJ ilj3' 

In dieser Gleichung ist ffir jeden Bogenpunkt 

,117 = 2:w. ,1 13 = """" ( 111 L1b). ,1 13 L J·E 
und sOl1lit schlieBlich: 

111 
w' = ~~ . ,1 b = w. 
- J·E -

Wir sehen also, daB die gleiche Winkel1inderung U' = "::E,1b 

die 
als 

den absoluten Verschiebungszuwachs zur Folge hat, 
gedachte w-Kraft in beliebiger Parallelrichtung als 

Fig. 203. 

Seilzug fliT die Parallelrichtung 
die zugehorige Biegungslinie er­
gibt! 

Die zeichnerische Darstellung der 
Biegungslinie gestaltet sich also recht 
einfach, zumal es auch nicht notig 
ist, zwecks Auffindung der ,1 13 -End­
punkte die Momente fiber dem aus­
gestreckten Balken darzustellen: Diese 
konnen auf von den Punkten der 
Bogenschwerachse ausgehenden Par­
allelstrahlen beliebiger Richtung fiber 
einer beliebigen Geraden a aufgetragen 
werden; denn os ist (mit Bezug auf 
Fig. 203) in beiden Fallen 

und ferner: Der Schwerpunktsabstand, 
der sicll aus der Momentenflache fiber 
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dem ausgestreckten Balken ergibt, ist A Po' der aus der fiber 0 ge­
zeichneten Momentenflache A 0 0 • Es muB sein: 

A 0 0 = A Po cos 1fJ , 

wenn auch die Momentenflache fiber 0 ein richtiges Ergebnis haben soIl! 
Teile ich einen Abschnitt A b der ersten Momentenflache in verschwin­

dend kleine Flachenstreifen A (A b), nnd den entsprechendenAbschnitt A8 
der zweiten Momentenflache in entsprechende kleine Flachenstreifen° 
J (A 0), so ist bekanntlich 

und 
A _XM.,1(Ao):Ao 

0 0 - .E M • LI (LJ 0) . 

Nun ist 

Jo = ,:JP· cos'I.jJ 

und 

mithin 

LI 0 = cos2 'I' X M . A (A p) . 11 P 
o cOS'I.jJ X M . 11 (.1 fJ) , 

LI ao = A p. cOS'I.jJ , 

was zu beweisen war. 
Auch ist hier ohne weiteres klar, daB die Ableitung nur fUr ver­

schwindend kleine Strecken iI b streng ist, da der Winkel 'I.jJ nur dann 
als ffir das Bogenelement iI b konstant zu setzen ist. Der Leser mag 
durch vergleichende Dbungsrechnungen den Nachweis ffihren, daB auch 
hier die Praxis in der Regel eine im Verhaltnisse zur Kri.'tmmung grobe 
Teilung gestattet. Ffir die Auftragung der Tragheitsmomente und der 
Elastizitatsziffern gilt offenbar die gleiche Vereinfachung ,vie fUr die 
Momentenflachen. Die folgenden Beispiele werden das Gesagte noch 
deutlicher erkennen lassen. 

a) DeI'Vollwand-Zweigelenkbogen. 

Dieses Tragwerk sowie die theoretischen Grundlagen seiner Unter­
suchung bis zur Aufstellung der Formanderungsgleichung einschlieB­
lich sind dem Leser auf Grund der haufigen beispielsweisen Verwen­
dung gelaufig. Da auch die Grundlagen der Berechnung der Elemente 
der Formanderungsgleichungen soeben eingehend erlautert wurden, 
so moge hierunter nur Boch ein Zahlenbeispiel zur tbung durch­
gerechnet werden. 

FUr den gebogenen zweigelenkigen Balken der FuBgangerbriicke Fig. 204 soll 
ein durchgehendes Tragerprofil gewahlt werden, dessen Spannungen laut irgend­
einer Vorschrift 1,1 t/cm 2 onicht iiberschreiten soll. Die Spannweite des Bogens 
betragt 10 m, die PfeilhOhe 2 m; als Kriimmungslinie des Balkens ist die Kreis-
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form gewahlt worden. Die Briicke ist 4 m breit und besitzt zwei symmetrisch 
angeordnete Tragbalken. Del' Balkenbestimmung soll folgende Belastung zugrunde 
gelegt werden: Eigengewicht und Nutzlast: 500 kg/m 2, d. h. pro Trager eine 
gleichmaBig verteilte Last q von 

Fig. 205. 

Fig. 206. 

Fig. 208. 

]i'ig.209. 

~ 

500 kg/m 2 • 4 m = 1000 kg 
2 

2-

TV 

=.3O,9cmt 
1 0 
1"",,",1 

2 
I 

pro laufenden Meter Briickenlange. Ferner die gleiche Last von 1000 kg/m ein­
seitig wirkend, und zwar nur iiber del' halben Tragerlange; zur Vereinfachung det 
Rechnung bei gleichzeitiger Erhohung del' Sicherheit soll also das Eigengewicht 
nicht ausgesondert werden. Gleichzeitig mit diesen beiden Belastungsmoglich­
keiten soll laut jener VOl'schrift eine wandernde Last von 1 t maximal auftreten 
konnen, die zur Erhohung del' Sicherheit und zur Vereinfachung del' Rechnung 
als Einzellast behandelt werden solI. Ferner soIl del' EinfluB del' griiBten Tem· 
peraturanderung beriicksichtigt werden. -

.3cm 
Ii 
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Die allgemeine Formanderungsgleiehung fiiI' das statiseh bestimmte Haupt­
,ystem Fig. 205 lautet: 

:EPrSb'¥n 
H= _._-

d'bb 

odeI', umgeformt auf Grund des Satzes von del' Gegenseitigkeit del' Versehiebungen: 

L: POmb 
H=--­

Ob b 

Die Hebungen del' Bogenachse rim aus !!. sind einer Biegungslinie fUr H = 1 t, 
gezeichnet als Seilpolygon fur gedachte Lasten 

111 
w = --Ll b 

J·E 

zwischen senkrechte w-Wirkungslinien, zu entnehmen, :Fig. 206; zur Ermittlung 
del' Verschiebung des Punktes b in del' H-Richtung ist eine Biegungslinie als 
Seilzug fiiI' die gleichen w-Lasten 

w -.-111, Ll b 
- J·E ' 

jedoch fiiI' horizontale Wirkungslinien zu zeichnen, Fig. 207. Da laut Form­
anderungsgleichung nur das VerhiiJtnis del' Omb ZU den rlbb benotigt wird, so 
braucht del' MaBstab, in dem die Ordinaten beider Biegungslinien auftreten, 
nicht beachtet zu werden. Die Elastizitatsziffer kann gleich einer Einheit gesetzt 
werden; ferner wiirde es genugen, die etwaige Veranderlichkeit des Tragheits, 
momentes in Verhaltnisziffern zu berucksichtigen. Da hier auch das Tragheits­
moment unveranderlich ist, so ist die Momentenflache fUr H = 1 t gleich del' 

J ~ -Flache del' fingierten Belastung. Das Moment fiiI' H ist 

111H = H· y, 

wellll y die Schwel'punktshohe jedes Querschnittes uber del' Auflagervel'bindungs­
linie ist. Also fiiI' H = 1: 

11tH = y, 

,d. h. die Flachc zwischen dem Bogen und seiner Basis ist bereits die Momenten­

flache fiiI' H = 1 t. In del' Fig. 205 ist die 111- bzw. J ~E -Flache in 10 gleiche 

Teile eingeteilt worden, durch deren Schwerpunkte die senkrechten w-WirkUl}gs­
linien gehen und auf del' Bogenachsc die Bogenelemcnte Ll b (vgl. die voran­
gegangenen Ableitungen) bestimfilen. 

Aus den beiden Biegungslinien Fig. 206 und 207 crgeben sich folgende Ordi­
natenmeBwerte 

80wie 
'\b = 2,18 

bfb = 1,98 

/}('b = 1,57 

adb = 1,02 

beb = 0,35 
--_.-

j.2'Omb = 7,10. 

Berechnung des Horizontalschubes HQ HiI' volle BeL.stung d urch 
Eigengewicht und Nutzlast: 

1 t ·1: lImb 

,Ib b 

It·2·7,1 
--2,3" = 0,17 t . 
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Es solI die aus Q und H resultierende Momentenfliiche gezeichnet werden. Die 
Momentenlinie fUr 

H·y = 6,17'y 

ist ein Kreisbogen genau gleich der Bogenachse, wenn der MaJ3stab wie folgt be­
rechnet wird: 

Mamax = (H, 200) cmt. 
(je~schter MeJ3wert: 

Mamax = 20 mm, 
somit entsprechen: 

20 mm = (H, 200) cmt; 

daraus der MaJ3stab: 
1 mm = 61,7 cmt . 

Die Q-Momentenflache ist somit zu zeichnen als Parabel von der Pfeilhohe: 

1 tim . 10 m . 1000 cm 
M Qmax = 8. 61,7 cmt/mm = 20,3 mm. 

Die mit diesen MeJ3werten gezeichneten beiden Momentenlinien weichen nul' 
wenig voneinander ab; Fig. 208. Es folgt daraus, daJ3 die aus den auBeren Kraften 
durch Zusammensetzung ahnlich Fig. 218 gezeichnete Drucklinie fast mit der 
Bogenachse zusammenfallt. Fiele die Drucklinie vollkommen mit der Bogenachse 
zusammen (wie das bei parabolischer Bogenachse und direkter Belastung ein­
treten konnte) und kamen Momente aus andersartiger Belastung nicht in Frage, 
so ware der Bogenquerschnitt nur nach den dann axialen Druckkraften R zu 
bemessen. Der Fig. 208 konnte die genaue (jroJ3e der Momente nicht entnommen 
werden. Die rechnerische Bestimmung eriibrigt sich jedoch hier, da bereits aus 
der Belastung mit Q/2 groJ3ere Momente zu erwarten sind. 

Berechnung des Horizontalschubes fur Q/2: 

HQ = 1 t ·~.l'ilm.1... = 7,16 , 
,2 {)bb 2,3 

somit 
HQf, =~HQ = 3,09 t. 

Soll die Momentenlinie fUr die Momente aus HQI. wie fUr HQ als Kreisbogen 
von der Pfeilhohe 20 mm gezeichnet werden, so lautet der MaBstab hierfur, wie 
oben dargelegt: 

1 mm = (10 ·H)cmt, 
also in diesem Falle: 

1 mm = 30,9 cmt . 

Die gleichfal s mit diesem MaBstabe aufzutragende Momente~flache fUr Q/2 
ist ein unsymmetrischer Linienzug, dessen Ordinaten nach Bestimmung der Auf­
lagerdrucke A und B in bekannter Weise aus Momentengleichungen, bezogen 
auf einen Auflagerpunkt, bestimmt werden konnen. Die zeichnerische Darstellung 
der Momentenflache als Seileck aus dem Kraftezuge ist dem Leser gleichfalls be­
kannt. Das Studium der ausfUhrlichen Zeichnung Fig. 218, die gelegentlich der 
Ermittlung des Einflusses der Schub- und Druckkrafte auf die Spannungen auf 
Seite 156 zu zeichnen ist, wird den Leser notigenfalls die gebrauchlichen statischen 
Verfahren zur Ausfuhrung der Einzelheiten in Erinnerung bringen. Fig. 209 zeigt 
die aus den Momentenlinien fti.r H Q" und Q/2 selbst resultierende Momentenflache. 

Laut Aufgabe tritt ferner eine uber den ganzen Trager wandernde Einzellast 
P = 1 taut Zur Ubung solI die Untersuchung der Balken auf verschiedene 
Weise vorgenommen werden. 

Die dem Leser aus der Statik bestimmter Systeme gelaufigste Untersuchungs­
methode ist die Darstellung der Momentenflachen fUr eine Reihe uber den ganzen 
Trager verteilter Laststellungen; sie moge hier zunachst zur Beendigung del' 
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eigentlichen Aufgabe angewendet werden, und zwar unter Zugrundelegung der 
fiinf Laststellungen c -;-. g. Berechnung des Horizontalschubes ffir jede Laststellung~ 

Ffir P in c: H = Pc' ilmb = 1 '0,35 = 0,15 t. 
ilbb 2,3 

1 '1,02 
P "d: H=~=O,44t, 

P " e: 

P " t: 

P " g: 

H = 1· 1,57 = 0 68 t 
2,3 ' , 

H = ~,98 = 0 86 t 
2,3 ' , 

1'2,18 
H= --- =0,95t. 

2,3 

Die Momentenlinie ffir jeden Horizontalschub 

M=H·y 

konnte als Kreisbogen gleich der Bogenachse gezeichnet werden, wenn wir den 
MaBstab 

1 mm = 10 . H emt , 

wahlen wiirden; mit dem gleiehen MaBstabe waren die P-Momentenflachen em­
zutragen. Die Darstellung konnte bequem vollig zeiehneriseh erfolgen. Fig. 210 

ffrOj1e-MolJslClb 
1cm=(J2 t 

Momenten-Ma/Jstab 
1C1Tl-100I!cmf.. 

1 0 
III!!!!!!,! 

1 
I 

2 
I 

Fig. 210. 

b' 

wird geniigen, den Leser an die in Frage kommenden Verfahren der Statik be­
stimmter Systeme zu erinnern. Die Gerade a' -;-. b' schneidet auf jeder Laststellung 
den zugehOrigen Auflagerdruck A ab, wenn b -;-. b' = P. Das ffir den Krafteplan 
aus A, B und H iiber a-;-.b gezeichnete Seilpolygon ist die Momentenflache ffir P 
allein im statisch bestimmten Hauptsystem a -;-. b. Dieses Seilpolygon ist ein 
Dreieck, wenn die Last gerade iiber einer Vertikalen steht, sonst ein Viereck, 
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da der Polstrahl fUr die beiden Vertikalen hinzutritt; vgl. die strichpunktierten 
Linien in Fig. 210. Die in natUrlicher GroJle, also mit dem TragermaJlstabe 1: 100 
zu messenden Ordinaten sind, wie bekannt, mit der Polweite H des Krafteplanes, 
also dem zugehorigen Rorlzontalsehube zu multiplizieren. 

Mp = H t . (y + 17) em. 

Von dieser Momentenflaehe ist die Momentenflaehe 

MH=Ht·yem 
abzuziehen. Damus ergibt sieh die resultierende Momentenflaehe fUr das statiseh 
unbestimmte System: 

M = H (y + 1}) - H y = H t . 1) em . 

Der Leser wird ubrigens die Erfahrung machen, daJl die Spitze des P-Mo­
mentendreieekes bei parabolisehen Bogen unveranderliehen Quersehnittes auf 
einer Geraden wandert, daB also nur eine GroBe H fUr wanderndes P bereehnet 
zu werden braueht, um den Abstand dieser Parallelen festzulegen. Die GroJlen H 
fUr andere LaststeHungen konnen dann dureh Konstruktion des Krafteekes naeh 
dem Seileek gefunden werden. 

Bei einer solehen Darstellung tritt also jede der ftinf resultierenden Momenten­
flaehen in einem anderen MaBstabe auf, was die erwtinsehte Ermittlung des uber­
haupt groBten Momentes dureh ansehauliehe Vergleiehung aussehlieBt_ Es emp­
fiehlt sich daher, samtliehe Momentenlinien im gleiehen MaBstabe aufzutragen. 
In Fig. 211 bis 215 haben wir aueh diese Darstellung vorgefUhrt, und zwar mit 
dem MaJlstabe 

1 mm = 5emt. 

Die Momentenflachen fUr den Rorlzontalsehub aHein werden dann dureh Ellipsen-
hOgen von der Pfeilhohe . 

Ht . 200 em 

begrenzt, die zeichneriseh oder aueh reehneriseh dureh Ermittlung einzelner 
Momente dargestellt werden konnen. Die Momentenflaehen fUr die Last P allein 
sind bekanntlieh Dreieeke mit der Spitze, unter P und der Rohe 

P(l- a) 
Mpmax = --z-- a, 

wenn darin a den Abstand der Last von einem der beiden Auflager bedeutet. Die 
Spitzenhohen konnen aueh, wie bereits ofters erwahnt, einer Parabel von der 

Pf 'lh"h P . ltd el 0 e 4 en nommen wer en. 

Das uberhaupt groBte Moment ergibt sieh fUr Laststellung in e und zwar 
fUr e selbst, siehe Fig. 213: 

Mpmax = 16,4 mm . 5 emt/mm = + 82 emt 
(negatives Maximum, gleichfalls in e, - 45 cmt). 

Dieses Maximum fallt in diesem Beispiele fast genau zusammen mit dem Maxi­
mum fUr die einseitige gleiehmaBig verteilte Last 

M Qmax = + 160 emt ( -175 emt, gleichfa\ls in e) _ 

Eine zeiehnerisehe Addition der Momentenflaehen erubrigt sieh daher hier: Das 
der Quersehnittsbestimmung zugrunde zu legende Gesamt-GroBtmoment hat 
den Wert 

Mmax = 160 + 82 = 242 emt . 

Zur Rerstellung der beiden gebogenen Balken seheint hiernach ein I-Eisen NP, 22 
mit W x = 278 em a geeignet zu sein: 

0b = 24200~emkg = 870 kg/em 2. 
. 278 ema 
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H 

H 

1mm=Scmt 
ac d e 

P=1 

c d e 

1 0 z 
bmuL I 
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1mm 

e d c b 

Me=1~6cm 
e d 

Fig. 214. 

Fig. 2]0. 
I 

3cm. 
II 

:Fig. 211-216. J\1omentenfliichen flir eine Reihe Yon Laststcllungcn. 
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'Die Druckkraft in diesem Querschnitte - einmal aus der gleichmaJ3ig verteilten 
Last Q/2, sodaun aus der',Last Pine -, kann mittels Krafteplanes ermittelt 
werden, me hier in Fig. 218 und Fig. 217 nach dem Leser gelauiigen Verfahren 

A 

1 0 1 
1",.1",,1 I 

Fig. 217. 

Mal3.stab fur Bogen u. Seilzug 
1:100 

M- 'lcm.llt 

Zem 
II 

2 
I 

Scm 
II 

Fig. 218. Beiastungszustand Q!2. 

geschehen: 

DQI; = 3,5t 
Dp =0,9t 
J,'D = 4,4 t. 

Ein I-Eisen~NP. 22 hat 
einen Querschnitt von 
39,6 cm 2 ; mithin: 

4400 
k = -- = no kg/cm 2 • 

39,6 

Die Wirkung der Druck­
kraft ist nur ftir die 
gleichmaBig verteilte Last 
erheblioh im Verhaltnis 
zum Momente, Fiir die 
wandernde Einzellast ist 
die Axialkraft dagegen 
verschwindend gering und 
kann daher meist nach 
iiberschlaglicher Schiit­
zung vernachlassigt wer-

Me='lJe cmoHt= 150cmt 

~ ": 

'" "-

'" ..., 
.... II 

" '" 
';!. 

't:) 

';!. 

den. Die gleichfalls nur unerhebliche Wirkung der Schubspannung pflegt man 
iiberhaupt zu vernachliissigen, ebenso wie bei statisch bestimmten Vollwandtragern; 
immerhin ist die Ermittlung der Schubkrafte zweckmaBig, wenn ftireinzusammen­
gesetztes Tragerprofil die Nietteilung zu berechnen ist. Diese Berechnung unter­
scheidet sich natiirlich nicht von der ftir statisch bestimmte Balken iiblichen. 
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Bestimmung des Spannungszu,wachses fiir die groBte Tempe­
raturanderung. Es moge zwecks Vereinfachung der Rechnung angenommen 
werden, daB die Temperatur stets fUr jeden Punkt des Bogens die gleiche ist., 
Die Differenz zwischen der Montagetemperatur und der hochsten sowie auch der 
niedrigsten Temperatur betrage 

,j t = 35 0 • 

Kann sich der Bogen ungehindert ausdehnen, d. h. ohne daB Zwangsspannungen 
auftreten, wie das bei statisch bestimmten Systemen der Fall ist, so wird sich 
jede seiner Abmessungen proportional vergroBern bzw. verkleinern. Die Langen­
anderungen bereehnen sich bekanntlich durch Multiplikation der urspriingliehen 
Lange mit einem nahezu konstanten Faktor; fUr FluBeisen und 1 0 Chat dieser 
Faktor den Wert: 

0( = 0,000012 . 

Hat die an dem Bogen betrachtete beliebige gerade oder gekriimmte Punkt­
entfernung den Wert 1, so betragt die Langenanderung fUr to Temperaturanderung : 

A 1, = 0( • L1 t . 1 . 

In dem hier gewahlten Hauptsystem, Fig. 205, wiirde sich also der freie Auflager­
punkt binder Auflagerverbindungslinie a -:- b = 1 versehieben um: 

Lll, = 0,000012' 35 . 1000 em = 0,42 cm . 

1m statisch unbestimmten System wird diese Verschiebung aber durch feste Lage­
rung von' b verhindert, und zwar durch Aufbringung eines angemessenen Hori­
zontalschubes H,. Die Einheit dieses Horizontalschubes bewirkt laut Biegungs­
linie eine Versehiebung in entgegengesetzter Richtung von der GroBe /job' Fiir 
I/3o 7" 0 muB also sein: 

somit: 

H-~ 
,- /jbb • 

Berechnen WIT die wahre GroBe von (jbb , etwa mittels sinngemaBer Anwendung 
des auf Seite 202 gegebenen Verfahrens zur Bestimmung einzelner Ordinaten 
oder aus dem MeBwerte 2,3 in der Biegungslinie Fig. 207, indem wir dem MaE­
state r nachgehen dureh Verfolgung der eingesetzten Verhaltniswerte, des MaB­
states 0( und der Polweiteneinheit fJ, sowie durch Beriicksiehtigung des tatEaeh­
lich vorhandenen Tragheitsmomentes J = 3060 cm4, so erhalt man: 

(job = 3,5 cm , 
daraus: 

H - 0,42em_ '.012 
, - a,5 emit - l, t . 

Die Momentenflache fUr dicsen Horizontalschub zeigt Fig. 216 im MaBstabe 

1 mm = 10 cmt. 

Das Moment unter e hat die GroBe: 

M,. = 0,12 t . 155 cm = ± 18,6 cmt 

und die Spailliung daraus: 

]}fbI _ 18600 cmkg _ '67 k 9 

2.L!: = TV' -- -278 em3- - , g/cm -. 
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Wir sind nunmehr in der Lage, die groBte Normalspannung der Bogentrager 
dureh Addition der Einzelbeanspruehungen auszureehnen: 

(1bmax aus Q/2 und P = 870 kg/em 2 

k " Q/2 ".. P = 110 " 
(1, aus 35° Temp.-And. = 67 " 

Io = 1047 kg/em 2• 

Die in der Aufgabe vorgesehriebene Grol3tspannung von 1100 kg/em 2 wird also 
nieht iibersehritten, die beiden Bogentrager k5nnen somit aus zwei I -Eisen NP. 22 
gebildet werden. 

Einflul3linien fiir die Mo mente einzelner Quersehnitte bei wandernder 
Einzellast oder Gruppen von Einzellasten, die unter jeder Laststellung 
die Groae des Quersehnittsmomentes als .ordinate anzeigen. Behandlung an dem 

der vorangegangenen Aufgabe zugrunde liegenden Systeme. 
Die EinfluBlinie, die unter der wandernden Last P die Groae des jeweiligen 

Horizontalsehubes H anzeigt, ist die Biegungslinie fiir die Hebungen iSmb (vgl. 
Fig. 206), und zwar auf Grund der Formanderungsgleichung: 

H- P·iSmb 

- iSbb ' 

worin P und iSb b unveranderlich sind, die allein veranderlichen iSm b a ber die .ordinaten 
der Biegungslinie sind, Der Mal3stab ist durch die Formanderungsgleichung bei 
Einsetzung der Unveranderlichen ausgedriickt. 

Fiir einen bestimmten Querschnitt ist der Abstand y des Horizontalschubes 
H unveranderlich. Daraus folgt, daB die EinfluBlinie, die unter P die Grol3e 

P=10 t des jeweiligen Han­

1 0 
It"ri,,!!1 

1 
I 

Bem 
h 

zeigt, also die Bie­
gunlZslinie, aueh die 
Einflul3linie fiir die 
Momente irgendeines 
bestimmt gewahlten 
Querschnittes ist, 

Fig. 219. natiirlich "Il:nter Be­
achtung emes be­
stimmten von Quer­
schnitt zu Quer­
schnitt mit dem 
Wachstume des H­
Hebelarmes yveran­
derlichen Mal3stabes. 

Fig. 220 zeigt die 
EinfluJ3linien fiir die 
Querschnitte c bis g; 
als Einflu Blinie fiir 

Fig. 220. die Momente aus H 
allein ist die Bie­

gungslinie Fig. 206 unverandert verwendet worden: der .0rdinatenmaBstab der 
einzelnen Querschnitts-Einflul3flachen ist daher veranderlich. Die MaBstabe be­
stimnien sich aus folgender Uberlegung: Fiir Laststellung in der Bogenmitte 
tritt ein Horizontalschu b von der Groae 

H = 10 t . 2,18 = 9 48 t 
2,3 ' 

auf, wenn wir P etwa gleich 10 t wahlen. 
Fiir den Mittenquerschnitt, V, ist der Hebelarm gleich der Pfeilh5he des 

Tragers, also gleich 200 em; mithin erreieht das Moment in diesem Quersehnitte 
hoi Laststellung P in Bogenmitte 

ffl v = 9,48 . 200 = 1896 cmt. 
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Del' MeJ3wert dieses Momentes betragt in Fig. 206 bzw. 220: 

Mv = 21,8 mIT. 

Daraus ergibt sieh del' MaJ3stab del' Ordinaten del' BiegungsIinie als Mo me n te 
aus H fUr wanderndes P im Querschnitte V: 

21,8 mm = 1896 cmt, 

somit del' MaJ3sta b : 
1 mm = 87emt. 

Fur jeden anderen Querwhnitt ist das dem MeJ3werte 21,8 mm fiir MHmax ent­
spreehende tatsaehIiehe Moment .1l1Hmax geringer, und zwar im Verhaltnis del' 
Verringerung des Hebelarmes del' Sehubkraft, also del' QuerEchnittsordinate y 
zur Mittenordinate h. Soll also die Biegungslinie unverandert als Mn-EinfluJ3linie 
eines beliebigen Querwhnittes dienen, so ist del' Ma13stab zu verwenden: 

("1/) 1 mm = 87 .. - cmt. 
h. 

Wir haben nun noch die EinfluJ3linien fiir die Momente aus del' wandernden 
Last P aUein zu bestimmen: Wir wissen auf Grund friiherer Darlegungen bereit~, 
daJ3 die Einflu13linie ein Dreieck ist, dessen Spitze auf del' Ordinate des zu unteI'­
suchenden Quersehnittes liegt; vgl. Fig. 220: denn wie bekannt, tritt das Gro13t­
moment dieses QuerEChnittes auf, wenn P gerade iiber ihm steht; dagegen wird 
das Querschnittsmoment gleich Null, wenn P uber den Auflagern a und b steht. 
Bei Wanderung zwischen a und b muJ3 sieh das Moment proportional seiner Ent­
fernung Yom Quersehnitte verringern. Das P-Momentendreieck ist natiirlieh im 
gleichen MaJ3stabe aufzutragen, del' del' Biegungslinie als Einflu13linie del' Momente 
aus H fiir den betreffenden Querschnitt zukommt: die Spitzen del' P­
Momentendreiecke werden also nicht mehr von einer Para bel bestimmt, sondern 
von einer stetigen Linie, deren Ordinaten man durch Erweiterung del' Parabel-

ordinaten mit dem Faktor !!.. erhalt. 
y 

Es la13t sich leieht dartun, daJ3 diese Linie, deren Ordinaten aus den Ordinaten 

del' P-Momentenparabel dureh Multiplikation mit dem Faktor !!.. entstehen, eine 
y 

del' Basis parallele Linie ist, wenn del' Bogentrager naeh einer Parabel 
gekriimmt ist. Wahrend beim Kreisbogentrager am besten Einzelordinaten 
rechnerisch odeI' zeichneriseh bestimmt 
werden, so ist also del' geometrisehe 
Ort aller Spitzen del' P-EinfluJ3dreieeke 
beim Parabelhogen naeh Bestimmung 
nul' einer Ordinate sogleich geometriseh 
gegeben; aus diesem Grunde ist es ge­
reehtfertigt, die Ableitung hier folgen 
zu lassen: 

Fiir einen Quersehnitt im Abstande x 
yom Auflager a hat das grii13te Moment 
aus P den vVert 

P(l-x) 
jl1 Pmax = --1-- x . 

]'ig. 221. - Bei Veranderliehkeit del' 
Quersehnittslage ist dieses die Gleiehung 
del' 1JIJp-Parabel. Die Ordinate M pmax 

ILl X b 
I I 11-«,.....------& -----~>>_il 

Fig. 221. 

soll nun mit dem Faktor 11 erweitert aufgetragen werden. In diesem Faktor 
y 

ist h clie unveranderliehe Bogenpfeilhohe, y dagegen, als Hohenordinate del' 
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Fig. 222. 

Fig. 223. 

';=-~+x, 

b 

Bogentragerquersohnitte, e benfalls 
naoh einer Parabelgleiohung ver­
anderlioh; Fig. 222. 

Die Gleiohung, die y ala Verander­
liohe enthalt, ist auf das Auflager a 
als Koordinatenanfang und die Auf­
lagerverbindungslinie a -7- b als Basis 
bezogen; sie kann leioht aus der 
Soheitelgleiohung gefundel1 werden 
(siehe hierzu Fig. 223): 

Die Soheitelgleiohung der AohEe 
des Parabelbogentragers lautet: 

~2 
-;2=2pl1, -2p=-

11 

fUr .; = - ~ wird 1] = -h; mithin: 

l2 
2p= 4h 

eingesetzt: 

Soll der Koordinatenanfang in das 
Auflager a verlegt werden, so ist be­
kanntlioh in die Soheitelgleiohung 
einzusetzen flir 

1]=-h+y. 

Die auf a bezogene Bogengleiohung lautet dann: 

( 1 -)2 12 
:2 -- x = 4-h (h - y) [Fig. 222] 

.oder, zweokentspreohend umgeformt: 

4 h (1 )2 
Y =h- --x 12 _ 2 ' 

Nun ist: 

P(l-x)·x P(lx-x2 ) 

= 1-1·~ 4-x- 4t; = ~(x ---i~) 
P(lx-x2 )·1 PI 
. 4(lx-x2 ) = 4 

Das ist ein unveranderlioher Wert! Die Linie der M pmax fill den veranderlichen 
MaBstab ist also, wie behauptet, eine Gerade parallel zur Basis der EinfluBflachen. 
P·l ---:;r- ist die Hohe der P-Momentenparabel sowohl wie die Hohe der Parallelen 

Iiir den unveranderlichen MaBstab, denn die Mittelordinate der Para bel bleibt, 



P=1t 
wcmdernd.' 'I 0 

:Ell C h h c i z, Tragwerkc. 

'1 
I 

z 
I 

Scm 
Ii 

:Fig.227. 
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Fig. 229, 

Fig. 224-229. 
EinfluBfIachen fiir einc 
Reihe von Qnerschnitten. 

1 mm= 5 cmt. 
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mit ~ multipliziert, unverandert, da in diesem Falle y = h. Die Bestimmung des 

MaBs~ bes, in dem nun der Abstand p~ l auizutragen ist, wurde bereits auf Seite 15!) 

dargelegt, und zwar fiir den Fall, daB die Ordinaten der Biegungslinie iiberhaupt. 
nicht geandert werden sollen. 

Die Darstellung iiber einer Basis hat den Na!chteil, daB die graphische Addition 
der in dieser Aufgabe gleichzeitig zu beriicksichtigenden Momente aua Q/2 nicht 
iiberaichtlich genug vorgenommen werden kann. Auch die Veranderlichkeit des 
MaBstabes ist nachteilig (und zwar auch schon dann, wenn nur die Momente fiir 
P allein zu ermitteln sind), weil dadurch eine anschauliche Vergleichung der Momente 
verschiedener Querschnitte ausgeschlossen ist. Zur eigentlichen Losung der Auf­
gabe haben wir deshalb nochmals die EinfluBlinien fiir die Querschnitte c --;-- {]I 
einzeln gezeichnet, Fig. 225-229, und zwar untereinander im gleichen MaBstabe: 

1 mm = 5 cmt fUr die Lasteinheit. 

Die Spitzen der MrDreiecke wandern dann auf einer Parabel, wahrend die­
Ordinaten der EinfluBlinie fiir die H-Momente jedes Querschnittes zu berechnen 

sind durch Erweiterung der Ordinaten der Biegungslinie mit dem Faktor * fiir 

die Veranderlichkeit des H-Hebelarmes und ferner mit dem Faktor ~~ fiir die 
Veranderung des GrundmaBstabes 

1 mm = 87cmt } 
in fUr P = ]0'. 

I mm = 50cmt. 

b) Der eingespannte Vollwandbogen. 
Der eingespannte Bogen ist dreifach statisch unbestimmt. Man 

kann sich das auf verschiedene Weise verge.genwartigen: Der Bogen 
wird in ein statisch bestimmtes System umgewandelt, we;nn man drei 
GeleIike einschaltet, wodurch drei M;omente als iiberzahlig entfernt 
werden. Zwischenzustand der Gelenkeinschaltung: vgl. Tragwerk 
Fig. 148: die Momentenspannungen sind darin auf die Stabe und, 
einschlieBlich der Schubkrafte, auf die zugeordneten Gelenke ver­
einigt gedacht. Zur HersteHung des statisch bestimmten Systems. 
(Dreigelenkbogen) sind alsdann die drei Stabe zu entfernen. Noch 
einfacher kann ein statisch bestimmtes System hergesteHt werden 
durch Entfernung der gesamten Lagerung eines Bogenendes einschlieB­
lich der Einspannung: Es entsteht dann ein statisch bestimmter ein-· 
seitig eingespannter Freitrager .. Eine Einspannung ist eine dreistabige 
Stiitzung; es sind also drei Dberzahlige vorhanden. 

Wahlt man diese Stiitzung als uberzahlig, so werden die Stiitzen­
bedingungen zweckm1Wig wie folgt aufgesteHt: 

1. und 2. Der eigentliche Stiitzpunkt muB in zwei voneinander­
verschiedenen Richtungen unverschieblich sein, d. h. er ist iiber­
haupt unverschieblich. 

3. Das Bogenende darf keine Winkelanderung erfahren (Bedingung 
der eigentlichen Einspannung). 

Die als auBere Krafte in das statisch bestimmte Hauptsystem 
einzufiihrenden Cberzahligen sind dann zwei in verschiedenen Rich­
tung en wirkende Auflagerdri1cke und das Einspannungsmoment. 
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Zahlenbeispiel: Es sollen die tiberzahligen des durch Fig. 230 mit allen 
Abmessungen gegebenen eingespannten Vollwandbogentragers berechnet werden: 
1. fiir die in die Fig. 231 eingetragene Belastung, sodann 2. fiir eine Temperatur­
anderung von ± 35 0 gegen die Montagetemperatur. 

Ala statisch bestimmtes Hauptsystem werde der bei a einseitig eingespannte 
Freitrager gewahlt, Fig. 231. Ala die der Berechnung zugrunde zu legenden Ver­
schiebungsrichtungen des Punktes b mogen aua praktischen Griinden die hori­
zontale und die v:ertikale gewahlt werden. Aua den gleichen Griinden mogen 
auch die beiden "Uberzahlige:p. im eigentlichen Stiitzpunkte binder GroBe be­
rechnet werden, in der sie in dieser Richtung wirken. 

Die Stiitzenbedingungen lauten alsdann, algebraisch ausgedriickt: 

1. I<fb in Ricbtung H=O (s. Fig. 231), 

2. I<fb " " B=O (s. Fig. 236), 

3. IW b =0 (s. Fig. 241) . 

Stehblechhtfhe 'IOem 

'PIcm 

IfT' TT' VI 7T 

1 

.. 1 .. <-----------10 100= 1000Cm----------; .. ~1 
Fig. 230. 

In der letzten Bedingung bedeutet Wb die einzelnen Winkelanderungen der. 
Lage der Stabachsentangente im Punkte b des statisch bestimmten Hauptaystems 
ala Summe der Winkelanderungen der gesamten Stabachse a -:- b selbst. 

Die Zerlegung dieser Winkelanderung und der Verschiebungen durch Be­
trachtung der Einzelursachen ergibt die Formanderungsgleichungen: 

-I. Verschiebungen in Richtung H: 

-{-.1'Pm~bm -{- H dbb -{- B ~bb - M ~bb = 0; 

2. Verschiebungen in Richtung B: 

- ~ Pm bb m - H ~b b -i- B db b -{- M ~b b = 0 ; 

3. Verdrehung der Stahachse im Punktc b: 

:Nach dem Satze von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen kann das erste 
Glied der drei Gleichungcn, wie wir wissen, in eine fiir die Zahlenrechnung he­
quemere Form gebracht werden: 

ll* 
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1) IPmobm IPmomb 
in Richtung H in Richtung-Pm 

fiir Pm-1 fiir H - 1 

2) IPmobm IPmomb 
fiir Richtung B in Richtung-Pm 

fiir Pm = 1 fiirB=l 

3) IPmWbm = IPmomb 
fiir Pm = 1 fiir Mb = 1 

Die ohne Anwendung des Satzes erforderlichen drei Bieg ungsli nie n fur die 
Einheit jeder Last Pm erii.brigen sich alsdann. 

Tabelle Nr. 12. 
Berechnung der Winkelanderungen der Bogenachse fur H = 1 t. 

M I J E 

1 

M ., M Llb\ M I 
J·E 

- w=_.Jb
l " 

., 
~ ~ J·E .~ J·E .c: 0: 

0: " " 0: "'0: ., '" 10" 10 '" .c: ",.~ 

" 
.. 

~ Fingierte '" 
-co;:; (em) 

f£: 0'" S ,,' 0: 10 II ~t Belastung fiir 1l Mitt!. fing. ~ ~ I Fing W =W·!X·/I·l' 

~:;;:i~ ~~ ~ :e!3 die Langen- " Last fiir die '<J.c: • • IX= 100 0: Langeneinheit -§ ~ Emzellast fJ= 4 (em) 0: ... § ",N einheit " =: I~ ~~ " ,~ 
~ :0 f'iI 0: 1l" y= 2,5 

'" "II <~I p:j ... >2 -c ~ ... 
. ____ c: ___ J _____ '" . --~-- ~~~I, cln' tjCln2 0 

-- ._-- - --_.- - _. - ---- --" -~------'1--1----1 -1------- ---T --- -----l--~---I----
I u. I I 01108900112150 0 1 u.l'l 0,00000051 20610,0001051 0,105 

II u. II, 180 814102150 0,00000103 2u.2'i 0,00000172 1721
1
0,000296\ 0,296 

IIlu.III 3201 61440
1
21500,00000242 3u.3,1 0,00000330 1420,000468 0,468 

IVu. IV' 4201 4657021500,00000418 4uA,10,00000518I'117IO,0006061 0,606 
V u. V' 480

1

' 3605012150

1 

0,00000618 \ 5U.5'i 0 00000714 103 0000735 0,735 
VI 500 28700

1
'21500,00000810 ' Iw I, I lV 

I I I "'2 = 0,0022lO-2'- = 2,210 

Die Darstellung der Biegungslinien fUr H, B und M. Biegungslinien 
fur H = 1 t, Fig. 231-235. Fig. 231 zeigt ~as statisch bestimmte Hauptsystem, 
zunachst nur belastet mit der Einheit der Uberzahligen H. Die Momentenflache 
fur H = 1 t wird begrenzt durch die Bogenachse und die Auflagerbasis a -;- b . 
In Fig. 232 ist die Flache der Tragheitsmomente aufgetragen worden. Die nach 
Fig. 230 berechneten Einzelwerte sind in der Tabelle Nr. 12 enthalten. Fig. 233 

steUt die Vereinigung der M-Fliiche mit der J-Flache zur J~Jff-Flache dar. 

Diese Flache der fingierten Belastung wurde in 10 Streifen zerlegt von der mitt­

leren Hohe J~jjf' Die durch die Schwerpunkte dieser Belastungsstreifen go­

legten Vertikalen bestimmen auf der Bogenachse die fingierten Angriffspunkte 
der w-Einzellasten. Jede w-Einzellast hat den Wert: 

M 
w = J-:-Jff . Lf b , 

worin Lf b die Bogenstrecke bedeutet, auf der der Belastungsstreifen wirksam i~t. 
Die so berechneten Zahlenwerte der Winkelanderungen w sind in Tabelle Nr. 12 
aufgefuhrt worden. Die Vertikalverschiebungen enthiilt die fUr die vertikal 
wirkend gedachten w-Lasten als Seilzug gezeichnet die Biegungslinie Fig. 234, 
wahrend zur Ermittlung der horizolltalell Verschiebungen die Biegullgslinie alB 
Seilzug fur die horizontal angreifend gedachten w-Lasten Fig. 235 zu zeichllen 
ist. Zu beachtell ist, daB die Basis der Biegungslinien, also die Gerade, von der 
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Fig. 2:31-235. Punktverschiebungen im statisch bestimmten Hauptsysteme aUg der 
tiberziihligen 8tiitzkraft H ~ 1 t. 

Fig. 235. 
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aus die Punktverschiebungen zu messen sind und die somit die Nullage aller 
Punkte der Bogenachse darstellt, daB diese Basis gebildet wird von der Ver· 
liingerung der auBeren Seilstrecke fiir w;, also von der Tangente an die Biegungs­
linie in a': Denn infolge Einspannung ist die Lage der Tangente an die Bogen­
achse in a unveranderlich, von diesem Punkte an wachsen also erst die Winkel­
anderungen und damit die Punktverschiebungen so, wie es in Fig. 234 durch Ein­
tragung der Zahlenwerte einzelner Punktverschiebungen verdeutlicht worden ist. 
Die Nullagen der beiden Biegungslinien kOnnten natiirlich auch durch ent­
sprechende Wahl der Pollage horizontal bzw. vertikal gelegt werden, was den 
Vorzug-groBerer Anschaulichkeit aufweist. In den Biegungslinien fUr B = 1 t 
sind diese Nullagen gewahlt worden. 

Tabelle Nr. 1:3. 

Berechnung der Winkelanderungen der Bogenachse fiir B = It. 

J..",E', M --M-- Llb'w=~~-' 
~.. J·E tl J.E, ,,'l1i J·E ' i 
s ". ::; ~'E 1 (ew) S ;;:: lil Fing,.Beiastung ~ Mitt!. fing. .., ~ F' , t 'I' w =w.".jI·), 
!l ,~ :::: fiir die Langen- Last fiir die ;;:: .E mgler e " - 1O() 
'0; ~ '<::I einheit Lallgeneinheit ~:'i I Einzellast I fI -: 4 (em) 
'€1 ~ ~ m § I )'=1 
:d ~ 5 :<~. 
H ~ ~. I 

cmt cm" It/em', __ em 1 _" ___ , ____ _ 

I I 0 1108'900:2150! 0 --- ,., \1 I 0,000000285 206 ~,0000587 i - 0,023 -
II , 100

1

81410 2150[ 0,000000512 2 I 0,000001043 172 !0,0001793 I 0,072 
III I 200 614402150 0,000001515 3 0,000002256 142 10,0003200 I 0,128 
IV 300 465702150 0,000002998 4 0,00000408 117 0,0004770 0,191 
V 400 360502150 0,00000516 5, 000000663 103100006840 0,274 

VI 500 28700121501 0,00000810 5' 0'00000792 103 10'0008160 0,326 
V'I600 360502150 0,00000775 4' 0'00000738 1170'0008630 0,345 

IV' 70014657012150 0,00000700 3' 0'00000653 142[0'0009270 0,371 
III' 800 6144012150 0,00000606 2' 0'00000560 1720'0009630 0,335 
II' 9001 8141012150 0,00000514 I' 0'00000470 12060'0009680 0,387 
I' 1000108900,2150 0,00000427 ' 2,'w = d,0062560 2,502 

Biegungslinien fiir B = 1 t. Fig. 236-240 nebst Tabelle Nr. 13. Die Mo­
mentenflache ist ein Dreieck mit der Spitze bei b. Fig. 238 zeigt die sich er-

gebende unsymmetrische J~E -Flache. Die unsymmetrische Verteilung der ge­

dachten Last erfordert die Darstellung des ganzen w-Kraftezuges. 
Biegungslinien fiir Mb = 1 cmt. Fig. 241-245 nebst Tabelle Nr. 14. Die 

Momentenflaehe ist ein Rechteck, Fig. 242; die J~ E-Flache ist also sym­
metrisch, Fig. 243. 

Die Entnahme der zur Auswertung der Formanderungsgleichungen benotigten 
Punktversehiebungen aus den Biegungslinien fiir H = 1 t und B = 1 t bietet 
dem Leser keine Schwierigkeiten mehr. Weniger einfach scheint zunachst die 
Verwendung der Biegungslinien fiir M = 1 cmt zu sein: aus diesen sollen laut 
Formanderungsgleichung (3) keine Verschiebungen, sondern Winkelanderungen 
entnommen werden, und zwar handelt es sich, wie schon dargelegt, um die Winkel­
anderung, die die Tangente an die Bogenachse in b fiir die Einheiten der Einzel­
lasten P l' P 2' P 3' P 4' H, B und M erfahrt. Die Winkelanderungen aus H, B 
und M sind einfach gleich dem Winkel, den die Nullage jeder der Biegungslinien 
mit der Endtangente (Endseillinie) bildet. Diese Winkelanderung muB sich aus 



Die statisch unbestimmt gestiitzten Vollwandbogentrager. 167 

Fig. 239. 

~ 
~ :J5 
<:c1l 
~ ~ 

t ~ ~ 
~=5t 1j=5 TIf.. lbi.g 

V ~ Wsw,;\' ~.~ 

5' 5 I} 

!/ 
'--r-II 

.3 z 1 

NtI/lo:qe oller Ptll1kfe 
der Bogenocl1,se 

1 0 1 2 .3 It Scm 
1,,,,,,,,,1 I I I I Ii 

Fig. 236-240. Punktvel'schiehllngen im statisch bestimmtell Hauptsystem 

('m der iiberziihligell Stiilzenkraft B = 1 t. 



168 Die statisch unbestimmten Vollwandtrager. 

den beiden fiir eine Uberzahlige bezeichneten Biegungslinien ne.tiirlich in gleicher 
GroBe ergeben, namlich zu: . 

2:W 1. 2:W 
Wb = --.-=--=2:w 

H IXr IXfJr 
gemessen, wie hier stets, im BogenmaBe. Es ist natiirlich gar nicht erforderlich, 
den Ausdruck 

1 
SW'--

IX fJ r 

I Pz=5 t P,,-5 t 
ltI.< 

llj~~ 

P.,= 5tL !": l1I5 1714 A 
mz m 

~ 
\ lV4 IV .1171. 

V I~r\ 
\1713' //\ 1 m ./171z 

F jg.24,1/ 1\ \~I \ /11/. 

~I (I'\~\ I; ~ 
I ~ 1\ y; 

\\~h IT' iII' rza jw' 11' 71I~ ~1.llJ 
D. . t-- I 

l---o,,=0,001l3cm 

- 1<'ig.24:5. 

MI= fe t Fig.242. 
f 

1 
m' 1 m IUS IUS 11J5 lV~ IV, IV~ IV, ! -;Jf-s, ?li5 (em) ,.\ 

~ = lao Y,e 
t-- t-t--.. j .••• J-l- Fig. 243. 

r-..... 
1'" 

j./V 
V 

r-..... 
1"-V 

V 

Fig. 241-245. 
Punktver~chiebungen im statisch be· 

~ stimmten Hauptsysteme aUs dem 
lV; ~ 1S':l VV iiberzlihligen Eillspannungsmomente 
m' r--.. ~ ~ 

lIfb = 1 cmt. 
z <::.-

J m' ....... ~ t:----- V ~ , 
~ n lVq 

--... t::: 
~ ~ ~ ........ 

I---:::::: ~ '" 
~ 

~ IV; ~ 
... Fig.~44. 

.:::" ~ ~ ~ :"~ <:S 
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I 
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aus den Figuren zu bestimmen, vielmehr kann die I w (fiir die, me el'innerlich. 
die Polweite H = P = 1, der TragermaBstab 01 = 1 und auch der VergroBerun€.s­
maBstab = 1 sind) den zu den Biegungslinien gehorenden Tabellen nach Ad­
dition der Zahlenwerte der w-Spalte entnommen werden. 

Waren fiir samtliche Lasten P Biegungslinien gezeichnet worden, so konnte 
die Winkelanderung der Tangentenlage in b unmittelbar in gleicher Weise er­
mittelt werden. Es ist aber auch hier von groBerem Vorteile, den Satz von der 
Gegenseitigkeit der Verschiebungen anzuwenden, wonach 

wbm = °mb' 

Auf Seite 78 wurde das ausfiihrlich erlautert. 

Tabelle Nr.14. 
Berechnung der Winkelanderungen der Bogenachse fiir Mb = 1 cmt. 

M J E M M Ab M 
j·E " - W= J.E·Llb 

" i:l i:l is J·E " .;:: "+> " ] "",'a 
" s .... s !l ".~ , .. 

0 " 
'0;:: (ern) 

~ 011 't! ... .!i ..," Fing. Belastung Mitt!. fing. W=w'IX'P'y 
~~ S ·ta~ ::::~ Fingierte 

:; 'i':1 .m fUr die Langen- .. Last fUr die IX'; 100 
:0:::1 " .s~ Einzellast 

.s~\ . §,~ ~ ~" einheit ~ Langeneinheit P=5 (em) 

.~ ..., 
~ ~ 

'0 

I u. l' 
IIu. II' 
IIlu.III' 
IVu.IV' 
Vu. V' 

VI 

"= ji1j 

I 
.,,, y= 1000 """'" ~ .S ..c"" " ~ ... '0 <Olo 

Eo< ... 1'=1 
emt em' t/em' 0 em 

1 11089002150 0,0000000042'7IL u.l,1 0,00000000499 2061 ~,~~000103T~ 0515. 
1 I 81410 2150 0,00000000572 2u.2' 0,00000000664 172· 0,00000115 0' 575-
1 61440 2150 0,00000000757 3u.3' 0,00000000878 14210,00000125 0'625-
1 465702150 0,00000000999 iuA' 0,00000001144 11710,00000134 0'670 
1 36050 2150 0,00000001290 5u.5' 000000001450 103 000000148 0' 740-
1 28700215°

1
0,00000001620 ' Iw _I , I W ' 

1 -2 - 0,00000625 - = 3.125-
: 1 1 2 

Wir konnen nunmchr die Zahlenrechnung in Angriff nehmen: 

Verschiebungen von b aus Pm in Richtung H (Fig. 234): 
Om • = 0,03 cm/t 
lim\ = 0,17 
/)m'b = 0,70 
om' b = 1,37 . . 

2,'P m flbm = ~,27 cm/t ·5 t = 11,35 cm. 

Verschicbung von b aus Pm in Richtung B (Fig. 239), 
IJ,. • = 0,19 cm/t 
flm:b = 0,73 
lim-. = 1,79 , 
om •• = 2,85 

2,'Pm IJbm = 5,56 cm/t . 5 t = 27,80 cm. 

Verdrehung voIi b aus P n, (Fig. 244): 
lim b = 0,00020 
()m' • = 0,00081 

15 m'" = 0,00229 
/)m:. = 0,00407 

. S"Pm lOb:;' = 0,00737 . 5 ='0,0368'5 . 
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l. + 11,35 + 1,80 II - 2,24B - 0,0043 jl1. =0 
2. - 27,80 - 2,15 II + 4,03 B +- 0,0061 JYJ =0 
3. - 0,03685 - 0,00442 II + 0,00626 B 0,0000125 JYJ = 0 

I. + 1,80 II - 2,24 B - 0,0043 ]}1 = '-11,35 

II. - 2,15 II + 4,03 B -1- 0,0061 JYJ = +27,80 
III. -- 4,42 II + 6,26 B + 0,0125 JYJ -1-36,85 

I. . + 2,15 II - 2,67556 B - 0,005136 JYJ = -13,55695 
erw. 
II. - 2,15 II +- 4,03000 B + 0,006100 JYJ =, +27,80000 

a) + 1,35444 B +- 0,000964 M = +14,24305 

I. + 4,42000 II - 5,50045 B - 0,010559 JYJ = -27,87061 
erw. 

III. - 4,42000 II + 6,26000 B + 0,012500 M = -:-36,85000 

b) -1·0,75955 B 0,0019411Vl= -~ 8,97939 

a)- 1,35444 B- 0,000964 M = -14,24305 

b) t- 1,35444 B .1. 0,003461 "0/1 = '-16,01217 
Of\\, . 

·;·0,002497 M. [-] ,76902 

JYJ _ 1,76902 _ ~ -
- 0,002497 - 108,4::>81 

JYJ = 708 emt . 

a) T 1,35444 B .1. 0,000964 . 708,4581 = -1-14,24305 

B = 10,01159 

b) 1- 0,75955 B -\ 0,001941 ·708,4581 =j-8,97939 

B = 10,01154 

B = 10 t. 

Diese GroBe von B, namlich genau 10 t, konnte auch VOl' del' Berechnung un­
mittelbar aus del' Symmetrie des Tragwer~es und seiner Be1astung mit GewiBheit 
gefolgert und angeschrieben werden. JllIan hatte darauf nul' noch zwei Unbekannte 
auszuwerten brauchen: Dann wiirde man· jedoch auf eine sehr erwiinschte Stich­
probe auf die Riehtigkeit und Genauigkeit del' Biegungslinien und ihrer Aus­
wertung vcrzichtet haben. 

I. + 1,80 II _. 2,24 . 10 ---: 0,0043 '708,4581 = .. ·11,:35 

II = 14,()9637 = 7 831:3~ 1,80 ,. ~ 

II = 7,8:3 t. 

Dic Probe auf Gleichung II und III ist befriedigend. Die Ermittlung del' 
Bcanspruchung jedes Tragerquersehnittes ist damit auf die gleiche Aufgabe fUr 
einen statisch bestimmten Balken zuriickgefU~~t; eine wiederholungsweise Losung 
diesel' Aufgabe, wie sie in vorangegangenen Ubungsbeispielen durchgefiihrt odeI' 
angedeutet wurde, eriibrigt sich wohl bereits. 

Untersuchung des Tragwerkes fiir die groBte Temperaturiindc­
rung von ±35° G gegeniiber del' Montagetemperatur. Es moge ZUl' 
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Vereinfachung der Reehnung, in Ermangelung bestimmter Saehlage oder Vor­
sehrift, angenommen werden, daB die Temperatur fiir aHe Tragerpunkte stets 
dieselbe ist. Wegen der dann vollkommen symmetrisehen Beanspruehung kann 
ein Auflagerdruek A und B uberhaupt nicht auftreten; dennoch moge aueh hier 
wieder zur Erzielung einer Stiehprobe auf die Riehtigkeit der Beiwerte der Un­
beka:9llten und zweeks Wahrung der allgemeinen Form di~!iler lJbungsaufgabe, 
die Uberzahlige B nicht gleieh Null gesetzt werden: Die Uberzahlige muB im 
Ergebnis diesen Wert annehmen, wenn die Reehnung ohne Fehler ist. "Der um­
gekehrte SehluB auf die unbedingte Riehtigkeit der .. Rechnung bei B = ° kann 
natiirlieh nieht gezogen werden .. Aueh eine zufallige Ubereinstimmung der Fehler 
kOnnte den Wert Null fiir die Uberzahlige herbeifiihren. Das ist allerdings ein 
seltener Fall. 

Die Temperaturanderung hat eine VergroBerung (bzw. Verkleinerung) der 
Entfernung a"';- b im statiseh bestimmten Hauptsystem zur Folge: 

(jb = 1000 em . 0,000012 em/em . + 35 = -+- 0,42 em. 
in Richtuug H --" -

Eine Hebung von b oder eine Winkeliinderung dort findet nieht statt. 
l!.ie Stutzenbedingungen sind natiirlieh die gleiehen, wie die bei Bereehnung 

der Uberzahligen fiir die Lasten P aufgestellten: Wir konnen somit ohne weiteres 
in die Zahlenreehnung eintreten: 

1. +: 1,80 H - 2,24 B 

II. - 2,15 H _L 4,03 B 

III. - 4,42 H -i- 6,26 B 

- 0,0043 M 

+ 0,0061 M 

+ 0,0125 M 

= +0,42 

° 
° 

1. + 1,80 H - 2,24 B - 0,0043 M == +- 0,42 

II. - 1,80 H + 3,37395 B -1- 0,0051070 M ° 
erw. 

a) + 1,13395 B + 0,0008070* M = +0,42 

1. + 1,80 H - 2,24 B - 0,0043 M ~o +0,42 

III. - 1,80 H + 2,54932 B + 0,0050905 JJ1 ° 
erw. 

b) + 0,30932 B + 0,0007905* 1"1 = + 0,42 

a) - 1,13395 B - 0,0008070 M = - 0,42 

b) + 1,13395 B + 0,0028979 M = -:- 1,53970 
erw. 

-+- 0,0020909 M = -I- 1,11970 

+1,11970 
M = +0,0020909 = 535,511 

M = 536 emt 

a") + 1,13395 B + 0,0008070 . 535,511 = + 0,42 

B = ::-0,012157 = -0010721 
+1,13395 ' 

b) + 0,30932 B + 0,0007905 . 535,511 = + 0,42 

-0,00332 
B = +0;30932 = - 0,010733 

B=O 
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1. + 1,80 H - 2,24 ·0 - 0,0043 . 535,511 = + 0,42 

H = 2,72270 = 1,51261 
1,8 

H = 1,51 t. 

Die Proben auf Gleichung II und III gehen genau genug auf. Die beiden' 
* Werte miiBten, wenn die Punktverschiebungen mathematisch genau ermittelt 
worden waren, einander gleich sein, so daB, wenn man zuerst nach B aufitist, 
sich die Gleichung ergibt: 

a)-b) = (1,13395 - 0,30932)B + 0 = O. 

also, und nur dann: B = 0 . 

Ein tieferes Eingehen auf solche Sonderfalle wiirde den Rahmen dieses Buches 
iiberschreiten. Dem Leser wird empfohlen, solche Gleichungssysteme zahlen­
maJ3ig genau zu entwickeln, weil sonst Ungenauigkeiten von unzulassiger GroBe 
auftreten konnen, die auch durch die Proben nicht aufgedeckt werden, da diese 
in solchen Fallen scheinbar fast unempfindlich sind. Notigenfalls sind die Form­
anderungsgleichungen anders anzusetzen: So ist es, wie schon bekannt, beim 
Trager auf mehr als drei Stiitzen nicht zu empfehlen, die Auflagerdriicke ala 
iiberzahlig zu behandeln, sondern besser die Stiitzenmomente. . 

Es empfiehlt sich stets, nach Kontrollmerkmalen zu suchen; dadurch dringt 
man tiefer in die A1l;fgabe ein und schiitzt sich vor Fehlern. Die Darstellung der 
Biegungslinie aus der errechneten w~klichen Beanspruchung, ferner Bau- und 
Lastsymmetrie, statisch bestimmte Uberschlags- bzw. Annaherungsrechnungen, 
sowie Annaherungsrechnungen auf Grund von Taschenbuchformeln fiir ahnliche 
Fane geben gute Kontrollmerkmale an die Hand und entwickeln eine griind­
liche Erfahrung. 

Es sei hier noch auf den hohen Wert des Einspannungsmomentes hei Tem­
peraturanderung ausdriicklich hingewiesen. Diese Empfindlichkeit ist typisch fiir 
eingespannte Rahmen und wesensahnliche Tragwerke und darf daher nicht un­
untersucht bleiben. 

4. Das Portal. 
Verbindet man einen Balken biegungssteif mit seinen beiden Stiitzen, 

so entsteht ein typisches Portal, vgl. Fig. 246. Durch extreme Variation 
des typischen Portales ergeben sich andere Tragwerke, oft ohne irn 
Sprachgebrauche den Namen zu andern: Werden die Eckwinkel 180°, 
so geht das Portal, bei entsprechender Kri.1mmung der Elemente, in 
einen Bogen fiber; verkleinert man beide Stiitzen bis auf die Lange Null, 
so entsteht ein Balken auf zwei Stfitzen und so fort. Verschwindet nur 
eine Stiellange, so ergibt sich ein "einhiiftiges Portal". Ein zwei- oder 
mehrfaches Portal erhalt man, wenn man einen Balken auf drei bzw. 
mehr Stiitzen mit diesen Stiitzen biegungssteif verbindet. AIle diese 
Variation en und ihre Zwischenstufen brauchen wir hier nicht zu betrach­
ten; der Leser mag aus ihnen seine Dbungsbeispiele wahlen: Die Form­
anderungsgleichungen sind identisch mit denen langstbekannter wesens­
gleicher Tragwerke. Das Besondere am Portal ist die Zusammensetzung 
aus Tragwerken, deren Formanderung im einzelnen zu ermitteln wir 
bereits imstande sind, deren GesamteinfluB festzustellen dem Leser 
vielleicht noch Schwierigkeiten bietet. Wir k6nnen uns mithin auf die 
Behandlung des zweigelenkigen Portales Fig. 246 beschral1ken; der 
Leser kann die Betrachtung auf Grund seiner vorausgesetzten und der 
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bis hierher erworbenen Vorkenntnisse ohne weiteres auf die Variationen 
anwenden. 

Die Formanderungsgleichung lautet bekanntlich, wenn a Rollen­
lager im Hauptsystem Fig. 251: 

~POaml - ~Woam -.Haoaa = 0, 

worin ubrigens das Vorzeichen der bis auf den Absolutbetrag bestimmt 
gewahlten Krafte nach der augenscheinlichen Wirkung bereits eingesetzt 
wurde. Explizit: 

oder, in Aribetracht der Gegenseitigkeit der Verschiebungen: 

Pbm1a - ~W bma 
H - - ~ 

a - baa 

Es ist also nur die FOlmanderung aus Ha = 1 t zu mmitteln! 
Zu diesem Zwecke denken wir uns zunachst das ganze Tragwerk 

starr (E = 00), so daB fur Ha = 1 t keine Formanderung auftritt. 
Dann teilen wir das Portal in solche Elemente ein, auf die wir unsere 
gewohnten Verfahren am bequemsten anwenden konnen, ersetzen 
hierauf die starr gedachten Elemente in geeigneter Reihenfolge durch 
die wirklichen,· und vollziehen die dann klar zutage liegende geometrische 
Zusammensetzung der durch diesen Kunstgriff nacheinander erfolgenden 
Formanderungen aus Ha = 1 t. 

In unserem Beispiele Fig. 246 ist der Gang der tioerlegung etwa 
folgender: . 

Fig. 247. Tragwerk vollig starr; Ha = 1 t. 
Fig. 248. Nur noch Stutzenstiele starr, Balken durch konstantes 

Moment (Ha · It) gebogen; baa = br + bIl . 
Fig. 249. Nur noch Stiel a starr. baa = br + bIl + bm . (Der 

Winkel, den H mit den Stutzen bildet, ist so gering, daB bm als senk­
rechte Verschiebung der durch Hb = Ha = 1 t gebogenen Stutze zu 
ermitteln ist). . 

Fig. 250. Aile Elemente bis auf die Eckwinkel nicht mehr starr: 
baa = br + bIl + bllI + brv (Bemerkung wie zu bllI). 1st die Winkel­
anderung der Ecken infolge der Einwirkung der Eckmomente bekannt 
oder ahschatzbar, so sirrd bIll und brv um das Produkt aus Winkel­
anderung und Stiellange zu vermehren. Die Ecken werden jedoch 
in der Regel so steif ausgefuhrt, daB die Vernachlassigung zulassig ist. 

Fig. 251 zeigt die Biegungslinie (bma) hzw. die EinfluBlinie (bam)· 
Die weitere Behandlung ist dem Leser gelaufig; sie bereitet auch 

dann keine Schwierigkeiten, wenn die Berucksichtigung des Einflusses 
der Langs- und Querkrafte angezeigt erscheinen sollte. 
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IV, Die statisch nnbestimmten· Fachwerktrager. 
Dieses Kapitel nimmt gegenuber Kapitel III nur einen geringen 

l~aum ein. Unter die Vollwandtrager haben wir nieht nur die armierten 
Balken aufgenommen, die bei strengerer Gli€derung neben vollwandigen 
lmd gegliederten Syst€men besonders einzuordnen waren, sondern wir 
haben aueh die gekrummten Balken und die Port ale wegen der Eigen­
ar~ der Berechnung ihrer Punktverseliiebungen dort ausfuhrlich be­
handeln mussen. Trotz viel gr6Berer Mannigfaltigkeit wei sen die ge­
brauehliehen Erseheinungsformen der gegli€derten Trager nieht solehe 
Besonderheiten auf, die einer besonderen Behandlungb€durften. Wir 
haben also nur die Ermittlung der Punktversehiebungen, die in allen 
Fallen die gleiehe ist, in ein€m Beispiele ausfiihrlieh zu behandeln 
und wollel1 eine kurze Repetition der Aufstellung von Formanderungs­
gleiehungen an Hand einiger typiseher Faehwerktrager folgen lassen .. 

1. Die statisch unbestimmt gestiitzten Fachwerktrager. 

a) Der Fachwerkbalken auf drei Stiitzen. 

Der in Fig. 252 dargestellte Trager sei belastet durch 6,4 tim einschlieBlich 
Eigengewicht; hierfUr soll die Stabbemessung vorgenommen werden. Wir unter­
scheiden Entwurfsberechnung und exakte Nachpriifung. 

Formanderungsgleichung, nach 0 gesondert: 
:z: P fIc.,. 

c= . 
fIcc 

1st nicht die Frage nach der Beanspruchung bei andersartiger Belastung zu 
erwarten, so geniigt die Auswertung zweier Arbeitsgleiehungen zur Ermittlung 
von 0 und damit zur Lesung der gestellten Aufgabe: 

und 

Ie' <5cm = :Z:P.,. fIc.,. = :Z:SC S.,. QII 
aus IPm 

Te' <5" = fIcc = :Z:S~ QII. 

Die Aufstellung der Produktfaktoren erfolgt zweckmaJ3ig tabellariech (vgl. Seite 51, 
Tabelle Nr. 4 u. a.). Es sind hierzu zwei Krafteplane zu zeichnen: fiir 0 = 1 
und fUr die Belastung, bezogen auf das statisch bestimmte Hauptsystem. 

Nach der Ermittlung von 0 ist der Krafteplan fUr 0 = 1 zu erweitern und 
mit dem Krafteplane fUr die Belastung zu kombinieren. Bei Dachkonstruktionen, 
Rohrleitungstragern, Flugzeugen u. a. wird die statische Untersuchung in der 
Regel bereits durch dieses verhaltnismaJ3ig einfache Verfahren erschOpft. (Bei 
Flugzeugen tritt dafiir allerdings meist vielfache Unbestimmtheit auf und oft 
eine raumliche Gliederung, die eine restlose Zerlegung in e bene Tragscheiben in 
zweckmaJ3iger Weise nicht mehr zulaBt). 

Der Leser m!!-g die Stabbeanspruchung mittels Arbeitsgleichungen, wie oben 
geschildert, zur Ubung selbstandig bestimmen. Fiir die Zahlenrechnung; die wir 
hier vorfiihren wollen, mege angenommen werden, daB weitere Untersuchungen 
fUr wandernde Einzellasten folgen sollen, die so zahlreiche Belastungsvariationen 
ergeben, daB das Zeichnen von Krafteplanen flir jeden Fall und die Auswertung 
dcr Arbeitsgleichungen sehr zeitraubend ware; in diesem Falle ist die Berechnung 
mittels der durch den Verschiebungssatz ermeglichten EinfluBlinien zw€ckmaBig. 
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Zunachst ist die Formanderungsgleichung umzuformen: 
:EPb,m :EPb.tc 

C=---=--' --
bee (icc 

Fiir die Knotenpunkte des Untergurtes als Lastgurt ist mithin die Biegungs­
linie fiir C = 1 t zu zeichnen; vgl. Fig. 252, Tabelle Nr. 15 und Fig. 253. Fiir die 
noch unbekamlten Stabquerschnitte wurden Verhaltniswerte eingesetzt; del' 
WandeinfluB wurde vernachlaesigt. 

Tab e II e Nr. 15 
zur Biegungslinie fiir C = 1 t. 

E ntwurfsberechn ung. 

~~ Ab .. I i " WinkeHinderung '" '" '5 '" Stablangen- stand Stab- I (Fingierte Last) Fing. Last 
g;, '" EJ ;::0"'1 anderung vom spannung Stabliingel1- Ll s iedes Unter-

"" ,§ d "" ~... fiir die zuge- S fiir iinderung W ~ --;:- gurtknotens 
.;g ;C ..z~ :;3~ Kra.fteinheit ordnet. C=+lt AS=SO(?H' IW=.1:w o a.jJ.;, 
w .zg ~ ~ ~ 'N _ ~ Knoten - A = - 0,438 t fiir I I zuge- a;:::: 100; 

W ;ll,iJ i:'\ [!s-y,;:]i: punkt B~-O'562tl C~+lt I 
_ em ~11~ Vem'l emit ! e~, em _. em __ R~~h~~~~eU~d ,~~~~ __ ~::WJ~~ 
;;:- 126 1

1

2 Fo 2150 0,0293 /F.! 113 I -I- 0,49 I--~ -0,-01-4-2 ;0 -. --I--;0-00-12-58-IFoi I 

O2 1262 Fo 2150 0,0293 IFol 125 1 -I- 0,88 I -I- 0,02574/Fo -I- 0,0002058/Fo 1 II 

0 3 1263 Fo 2150 0,01954/Fol 137 -I- 1,20 ,I' -I- 0,0235 IFo -I- 0,00017l5/Fo 1 III 
.04 12513 Fo 2150 0,01938/Fo 145 I -I- 1,51 -I- 0,0294 /Fo -I- 0,00020251Fo i IV 

0 5 12513 Fo 2150 0,01938/Fol 152 -I- 1,80 -I- 0,0349 /Fo -I- 0,000229 /Fo' V 
0 6 11253 Fol:H50 0,01938/Fol 156 -I- 2,11 ! -I- 0,0409 IFo -I- 0,000262 /Fo I VI 

0 7 12513 Fol2150 0,01938/Fo 1 159 -I- 2,42 -I- 0,0467 IFo -I- 0,000294 IFo I VII 
0 8 125 13 Foi2150 0,01938/Fol 160 -I- 27,4 -I- 0,0531 IFo -I- 0,000332 IFo' c 

I I 
0 0 13013 Fo,2150 0,02018/Fol 160 I -I- 2,74 -I- 0,0553 IFo -I- 0,000335 IFo 1 c 
0 11 130:3 FJ21~01 0,02018/Fo 158 I -I- 2,31 -I- 0,0466 /Fo -I- 0,000295 IFo i VIII 

0 11 1303 FJ2bOi 0,02018/FJ 153 -I- 1,91 I -I- 0,0385 (Fo -i 0,000252 IFo! IX 
0 12 13113 F oj21500,0203 IFol 144 : -I- 1,52 + 0,0309 IFo -I- 0,000214 /Fo! X 

.0131 1311 3 Foi215010,0305 /Fol 132 I -I- I,ll -I- 0,0339 IFo _L 0,000257 IF,,: XI 
0 11 13112 Fo215010,0305 iFo! 117 I -I- 0,62 i -I- 0,01900/Fo -I- 0,000162 IFo' XII 

U l 1125 i2 Fo1215010,0291 IFJ - - i - - I 

U2 'I 12512J!'oI2150, 0,0291 /Fo I 114 I - 0,48 - 0,0140 IFo I -I- 0,000123 IFo I I 

Us 12513 FoI215010,01938/Fol 126 I - 0,87 i - 0,0166 /Fo -I- 0,000132 IFo I II 
U4 12513 Foi215010,0l938/Fo' 137 -1,20 - 0,0233 IFo ! -10,000170 IFo i III 

U5 1125 3 Fo,2150iO,01938jFoi 145- 1,51 - 0,0294 IF" I -I- 0,00020251Fo i IV 
U6 112* Fo 215010,01938/Fol 152 - 1,80 - 0,0349 IFo I -I- 0,000229 IFo i V 

U7112513 Fo12150. 0,0l938/Foi 156 - 2,11 - 0,0409 IFo I -I- 0,00262 IFo' VI 
Us 1125 13 F oI215010,01938/Fo l 159 -- 2,42 - 0,0469 IFo i -I- 0,000295 IFo I VII 

Uo i 1301;3 Fo!21~01 0,020 18/F) 158 -- 2,31 i - 0,0466 IF" ! + 0,000295 6Fo i VIII 
U 10130;3 Fo?bOI 0,02018/Fo 1 153 - 1,91 - 0,0385 IFo ! -I- 0,000252 IFo IX 

Ull l1303 Fo2150 0,02018/F) 14;') - 1,51 -- 0,0305 IFo I -+ 0,000210 /Fo X 
U 12!130!3 F)215010,02018/F,,: 133 - 1,10- 0,0221 IFo I -+ 0,000166 /Fo XI 

U131130 1 2 Fol2150i 0,0303 /Fo: 118 - 0,62 - 0,017001Fo ~ -;- 0,000144 /F" XII 
V 14'13012 F)2150, 0,0303 !F" b 

a 

[2J 
0, 2488/Fo 

o 
0,3378/Fo 

I III I 
0,3415/F" 

IIV I 
0,405011'" 

GJ 
0,45801Fo 

I VI I 
0,5240//1'" 

I VII I 
0, 5900/F" 

U 
0,6700//1'" 

I VIIll 
0,5900IF" 

I IX I 
0,504 IF" 

I X I 
0,424 IF" 

o 
0,423 IF" 

I Xll I 
0,306 IF" 

nv C~ .5,8221 
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178 Die statisch unbestimmten Fachwerktrager. 

Ordinatenmellwerte fiir .. C = 1 t: 

Untergurtknotell I: 0,87 
II: 1,66 

III: 2,35 
IV: 2,94 

V: 3,38 
VI: 3,71 

VII: 3,87 

2:Pilcmr;-mVlI = 8 . 18,78 = 150,24 

Untergurtknoten c: 3,85 

o J 

Fig. 253. 

Untergurtknoten V I II: 3,60 
IX: 3,16 
X: 2,56 

XI: 1,82 
XII: 0,94 

2:Pilcmvnr-,;-mXII = 8,32 ·12,08 = 100,50 

2:Pmilcm = 250,74 

C = 2:Pm ilcm = 250,74 = 652 
- il 385 ~ cc , 

.~ 

1cm o,zt 

+A . 17,80m -7· 8t . (7,80m+5,00m) +65,2 t· 7,80m - 5 ·8,32 t . 3,90m = 0 

A = + 20,8 t 

+ B'17,80m -7' 8t '5,00m + 65,2t ·10,00m - 5· 8,32t· (10,00m + 3,90m) = 0 

B = + 1l,6t. 
Probe: 

C = + 65,2 t 

A = + 20,8 t 

B =+1l,6t 

2: = + 97,6 t 

Pmr~ VII = - 56,0 t 

P m VIIr;-- XII = - 41,6 t 

2,' = -97,6 t 

Hiermit wurde del' Kl'iifteplan Fig. 256 gezeichnet. Fig. 255 zeigt die Fachwerk­
felder im NJallstabe 1 : 10 i.ibereinandergezeichnet, urn die genaue Richtung del' 
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Stabkriifte zu haben und urn aus dieser Zeichnung spater samtliche Abstande r 
der Stabe von den zugeor~eten Knotenpunkten entnehmen zu konnen. Tabelle 
Nr. 16 gibt die Bemessung auf Grund des Kriifteplanes Fig. 256 nach einer 
fingierten Bauvorschrift. Der Rechnungsgang in dieser Tabelle ist dem Leser aus 
der Festigkeitslehre bekannt. 

... 

<:§> .!f "" 

I 
I 
I 
I 

~ 
~ 

'" 

" 
<::> 

.... 

-------+----- "tt 

.., 
~ 

ft 

~ 
"-

fE--=-~<E------~ 'Z'fi9rl"----...;,..,..r­
~g'o7-11 

t-E-----~9fi=~flot:---""""-tIEE-:,9~"=~ze'g.t; 

~-------~9~-d~·-------?~ 

Die Nachpriifung erfolgt mit Hilfe der Fig. 2:57-263 und der Tabellen Nr. 17 
und Nr. 18 (s. nachste Seite). Der EinfluB der Wandstabe wurde hierin beriick­
sichtigt. Fig. 260, 261 und 262 nebst Hilfsfig. 259 zeigen die Nachpriifung der 
Biegungslinie Fig. 258 mittels Verschiebungsplanes. Dieser wurde der groBerenDeut­
lichkeit wegen in zwei Teilen gezeichnet, Fig. 260 und 261; die Anfangspunkte 
0= c beider 'i;!'lile sind natiirlich identisch; als feste Stablage wurde c...;- VIIu 
gewahlt. Die Ubereinstimmung der beiden Biegungslinien, Fig. 258 und Fig. 262. 
ist voll befriedigend. 

12* 

.,; 
'" .. 
~ 
i>: 
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Stab 
Stab­
lange 

em 

Spann­
kraft 

t 

0, 
0, 
0, 
0, 
0, 

1m \ 
125 II 

125 

-23 
-34 
-36 

0, 
0, 
0, 
0, 
0" 
0 11 

0" 
0" 
0" 
U, 
U, 
U, 
u, 
U, 
U, 
U, 
U, 
U, 

_U10 

Ull 

U,. 
U13 

U" 
D, 
D, 
D, 
D, 
Ds 
D, 
IJ, 
D, 
D, 
D" 
IJ11 

IJ" 
D13 
IJ" 
Va 
V, 
V, 
V, 
V, 
V, 
V, 
V, 
Ve 
V, 
JTg 

FlO 

V
1l 

\ 
V12 

Vb 

125 
125 
125 
130 
130 
130 
131 
131 
131 
125 
125 
125 
125 
125 
125 
125 
125 
130 
130 
130 
130 
130 
130 
160 
169 
178 
185 
191 
197 
200 
202 
205 
201 
195 
186 
176 
164 
100 
114 
126 
137 
145 
152 
156 
159 
160 
158 
153 
145 
133 
118 
100 

-31 
-21 
- 5 
+16 
+44 
+44 
+20 
+ 2 
--10 
-17 

: -15 

[ +2~ 
+34 
+36 
+31 
+21 

, + 5 

I, -16 
-19 
- 2 
+10 
+16 
+15 

o 
+29 
+14 
+ 3 
- 7 
-16 
-25 
-34 
-44 
-38 
-27 
-18 
- 9 
+ 2 
+19 
-21 
-10 
- 2 
+ 6 
+13 
+20 
+27 
+35 
- 1 
+29 
+22 
+15 
+ 7 
-2 
-12 

Tabelle Nr.16. 
En twurf s b eree lin ung. 

Er- I Er­
forder!'1 forder!_ 

Gew!lhlter Quersehnitt 

Froin Jmin 

I 
cm~ I cm4 

19 
29 
30 
26 
18 

5 
14 
37 
37 
17 

2 
9 

15 
13 
o 

20 
29 
30 
26 
18 

5 
14 
16 

2 
9 

14 
13 
o 

25 
12 

3 
6 

14 
21 
29 
37 
32 
23 
15 

8 
2 

16 
18 

9 
2 
5 

11 
17 
23 
30 

1 
25 
19 
13 

6 
2 

10 

['. 69 
102 

1

108 

I ~ 
I ~ , 

33 
49 
43 

48 
61 

7 

39 
111 
184 
257 
340 
302 
206 
130 

59 

40 
25 

6 

5 

6 
23 

Form 

JL 130 . 65 . 10, 
JL 130 • 66 • 10 
JL 130 . 65 • 10 
JL 130 . 65·10 
JL 130 • 65·10 
JL 130 • 65·10 
JL 130 • 65 . 10 
JL 130 ·65 ·12 
JL 130 • 65·12 
JL 130 • 65·10 
:JL 130 • 65 • 10 
JL 130 . 65' 10 
JL 130 . 65' 10 
JL 130' 65 '10 
JL 130 • 65 . 10 
JL 130 • 65 • 10 
JL 130 • 65 • 10 
JL 130 . 65' 10 
JL 130 - 65 • 10 
J L 130 . 65 . 10 
JL 130 • 65· 10 
JL 130 • 65 • 10 
JL 130 • 65' 10 
JL 130 '.65' 10 
JL 130 . 65' 10 
JL 130 . 65' 10 
JL 130 • 65·10 
JL 130 • 65 • 10 
JL 130 • 65 • 10 
JL 100·50·8 
JL 80·40·6 
JL 80·40·6 
.J L 100 . 50 . 8 
JL 130 . 65 . 10 
JL 130 • 65 • 10 
JL 130 . 65 . 12 
JL 130 . 65 . 10 
JL 130 • 65·10 
JL 100' 50' 8 
JL 80·40·6 
JL 80·40·6 
JL 100·50·8 
JL 100 . 50 ·8 
:JL 80· 40 . 6 
JL 80' 40·6 
JL 80' 40' 6 
JL 80·40·6 
JL 100·50' 8 
JL 100 . 50 . 10 
JL 130 ·65 . 10 
JL 80·40·6 
JL 130 ' 65 ·10 
JL 100·50, 8 
JL 80·40' 8 
:JL 80· 40 . 6 
JL 80·40·6 
JL 100 . 50, 8 

I 
:JL 

I 
+11"'· 

mina I 

10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
20 
10 
20 
20 
20 
10 
20 
20 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
1U 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 

F I bei 
Niet- [ abzug 
em' 

32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
38,7 
38,7 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
19,3 
11,4 
11,4 
19,3 
32,6 
32,6 
38,7 
32,6 
32,6 
19,3 
11,4 
11,4 
19,3 
19,3 
11,4 
11,4 
11,4 
11,4 
19,3 
24,2 
32,6 
11,4 
32,6 
13,3 
14,8 
11,4 
11,4 
19,3 

F 
ohne 
Niet­
abzug 
em' 

Jmin 

em' 

I 250 

[
I 250 

250 
250 

[250 
, 250 
, 250 

37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
44,2 
44,2 
37,2 
37,2 

37,2 [ 
37,2 
37,2 

I 
308 

I 
308 
250 

37,2 i 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 I 

37,2 I 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
23,0 
13,8 
13,8 
23,0 
37,2 
37,2 
44,2 
37,2 
37,2 
23,0 
13,8 
13,8 
23,0 
23,0 
13,8 
13,8 
13,8 
13,8 
23,0 
28,2 
37,2 
13,8 
37,2 
23,0 
18,0 
13,8 
13,8 
23,0 

250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 

99,6 
41,5 
41,5 

142,5 
250 
331,4 
408,6 
331,4 
250 
142,5 

64,0 
41,5 
99,6 
99,6 
41,5 
41,5 
41,5 
41,5 
99,6 

128,5 
250 

41,5 
250 

99,6 
57,6 
41,6 
41,6 

; 99,6 
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Der Fachwerkbalken auf drei Stiitzen. 

Tabelle Nr. 17. 

~ __ +~21~3 1~41~: 11-: 1

1

-- ~ 1_8
_; Js 

I I ~, I II ._~'" 1 ~ ,~, I w~-r·lOG 
Stab I ~,E "II<;' I l72 , r ~~-- - - -

i II 1 .~ I II • 1 zuge~ 
1 I Q',;;; I;; , Rleh~ung ordnete 

10 

181 

11 

Fingierte I,ast 
jedes Unter­
gurtknotens 

2W=2w·!X·(J·y 
,,=100; 
fi~25; 

I I I und Grolle ! Knoten 

~ I-ZI;:~r-~' t em' l~i~--t~I-~I-W;-----I~~~-
y~4 

(em) 

0, 126 37,2 12150 1 1575 i + 0,49 'I + 7721 113 +- 6,83 1 I 
0, 126 37,2 12150 1 1575 i + 0,88, + 13851125 +- 11,08 II 
0, 126 37,2 2150 I 1575 I + 1,20 i + 1890 137 + 13,80 III 
0, 125 37,2 2150 1 1563 1 + 1,51 i +- 2360 145 + 16,28 IV 
Os 125 37,2 2150 1563 I' + 1,80 I +- 2816 152 + 18,52 V 
0, 125 37,2 2150 1563 +- 2,11 I' +- 3300 '1156 + 21,15 VI 
0, 125 37,2 2150 1563 + 2,42 + 3783 159 + 23,80 VII 
0,' 125 44,2 2150 1315 + 2,74 + 3603, 160 +- 22,50 
Os 130 44,2 2150 1369 + 2,74 i +- 37501160 +- 23,42 c 
OIG 130 37,2 2150 1625 +- 2,31 i +- 3755 158 +- 23,80 VIII 
011 130 37,2 2150 11625 + 1,91 1 +- 3104 153 + 20,30 , IX 
On 131 37,2 2150 1637 + 1,52

1 

+ 2484 144 + 17,27 X 
013 131 37,2 2150 1637' + 1,11 , + 18161132 + 13,77 XI 
0" 131 37,2 2150 1637 + 0,62 i + 1013

1

, 117 + 8,65 XII 
U, 125 37,2 2150 0 0 0 (t 

U, 125 37,2 2150 1563 -- 0 48 -- 7501114 + 6,58 I 
U, 125 37,2 2150 1563 - 0:87 -- 1360 126 + 10,80 II 
U, 125 37,2 2150 1563 -- 1;20 -- 18771137 + 13,70 III 
Us 125 37,2 2150 1563 -- 1,51 -- 2360

1
145 + 16,28 IV 

U, 125 37,2 2510 1563 -- 1,80 -- 2816 152 + 18,50 V 
U, 125 37,2 2150 1563 -- 2,11 -- 3300: 156 + 21,15 
Fs 125 37,2 2150 1563 -- 2,42 -- 37831 159 + 23,80 
U, 130 37,2 2150 1625 -- 2,31- 3{551 158 + 23,77 
F,u 130 37,2 2150 1625 -- 1,91 -- 3104: 153 + 20,30 
Ull 130 37,2 2150 1625 -- 1,51 -- 24531 145 + 16,92 
U 12 130 37,2 2150 1625 -- 1,10 -- 1789: 133 +- 13,45 
U 13 130 37,2 2150 1625 -- 0,62 _. 1008i 118 + 8,55 
IT,., 130 37,2 2150 0 0 I 0 

100 

v, 114 

v, 126 

V3 137 

145 

v, 152 

156 

v, 159 

160 

v , 158 

v , 153 

145 

133 

118 

23,0 

13,8 

13,8 

13,8 

13,8 

23,0 

28,2 

! 2150 

2150 1 

21501 

'1 2150 

12150 

2150 

2150 

37,2 2150 

13,8 1 2150 

37,2 12150 

23,0 ,2150 

18,0 2150 

i 
13,8 12150 

13,8 ZI50 

2022 

3843 

4250 

4620 

4890 

3075 

2575 

1989 

5390 

1977 

3097 

3747 

4480 

3980 

+- 0,44 +- 889 125 

111 + 0,38 +- 1460 125 

+ 0,35 + 1487 

+ 0,33 + 15251 

+- 0,34 +- 1663, 

+ 0,34 +- 10451 

+ 0,37 + 9521 

+ 0,38 + 7561 

3771 -- 0,07 

+ 0,48 + 9481 

: :::: : :::: I 
I 

+ 0,43 -+ 19231 

-; 0,47: -+- 18701 

114 
125 
116 
125 
118 
125 
119 
125 
122 
125 
123 
125 

126 
130 
123 
130 
120 
130 
117 
130 
113 
130 

+ 7,11 
- 13,16 
+- 11,68 
-- 13,04 
+ 11,89 
-- 13,14 
+- 12,20 
-- 14,07 
+ 13,28 

8,78 
+ 8,36 

7,80 
+ 7,62 

6,15 
+ 6,05 

752 
+ 7,29 
-- 11,07 
-+- 10,47 
-- 13,11 
+- 12,11 
-- 16,44 
+ 14,80 
-- 16,53 
+ 14,38 

VI 
VII 
VIn 
IX 
X 
XI 
XII 

b 

I 
I 
II 
II 
III 
III 
IV 
IV 
V 
V 

VI 
VI 
VII 
VII 

VIII 
c 

IX 
Vln 

X 
IX 
XI 
X 

XII 
XI 

-- 0,0027 

+ 0,0839 

+ 0,2451 

~- 0,4206 

+ 0,4648 

+- 0,4200 

[§J 

+ 0,5019 

+ 0,8791 

+ 0,483U 
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1 2 

I 
3 

! 

I Stab 8 I F 
i 
I 
I 
I -- cml--cm2-

Vb 100 1 23,0 

D, 160 37,2 

D, 169 23,0 

D, 178 13,8 

D, 185 13,8 

D, 191 23,0 

D. 197 37,2 

D, 200 37,2 

D, 202 44,2 

D, 205 37,~ 

DlO 201 37,2 

Dll 195 23,0 

D12 186 13,8 

D •• 176 13,8 

D" 164 23,0 

Die statisch unbestimmten Fachwerktrager. 

4 I 5 6 I 7 I 8 9 I 10 11 

1 
+> e FiniPerte Last e LIs 

r< r< r< w=-·10· jedes Unter· 

I .. i~ II ~ r gurtknotens 
E Q 

riJ r SW=Sw'''''P'y ... 
II iE II Richtung \ zuge-

",=100; 
I .;. .. {i=25; 
I "2 ""l und GroBe ordnete 

ticm,1 

Knoten 1'=4 

cm/t t em em I (em) 

2150 2022 
1+ 0,56 + 1132\ 

- - - 0 130 + 8,71 XII 
2150 2002 - 0,62 -1242 89 + 13,97 I 

1- 0,53 

78 - -
2150 3420 -1813 93 + 19,50 II 

84 - 21,60 I + 0,4909 

2150 6000 1- 0,47 - 2820 97 + 29,08 III 
89 - 31,63 II CD 

2150 6235 1- 0,46 - 2867 98 + 29,25 IV 
I 93 - 30,82 III 

2150 3860 I - 0,44 -1698 99 + 17,15 V 
95 - 17,88 IV 

2150 2466 - 0,48 -1183 99 + 11,95 VI + 0,4813 

97 - 12,19 V 0 2150 2500 - 0,50 - 1250 100 + 12,50 VII 
98 - 12,75 VI 

2150 2125 - 0,53 -1125 99 + 11,38 c 
99 - 11,38 VII 

2150 2565 - 0,68 - 1743 101 + 17,27 c + 0,2474 
100 - 17,43 VIII 

2150 2519 - 0,62 -1560 102 + 15,30 VIII I XII I 
99 - 15,75 IX 

2150 3946 - 0,60 - 2364 102 + 23,20 IX 
97 - 24,40 X 

2150 6270 - 0,59 - 3700 101 + 36,65 X 
- 0,0710 93 - 39,80 XI 

1
2150 

5935 - 0,65
1 

- 3855 98 + 39,38 XI 

87
1 

- 44,30 

I 
XII SW = +4,6458 

2150 3320 - 0,78 i - %587 93 + 27,85 XII 
80 - I -

OrdinatenmeBwerte: Wirkliche Punktverschiebungen: 

'11 =0,68 
'YJII = 1,3.7 
'YJIII = 2,04 
'YJIV = 2,62 
'YJV = 3,09 
1lvi = 3,41 
'I I'll = 3,59: 

'YJc = 3,62 
'YJVllI = 3,37 
'YJIX = 2,94-
'Ix = 2,37 
'IXI = 1,62 
'lKll = 0,79 

0,0272 
0,0548 
0,0816 
0,1048 
0,1236 
0,1364 

15e c = 0,1448 0,1436 
0,6720,8 t 
5,376 = IP mr:- VIII' 15cm 

0,1348 
0,1176 
0,0948 
0,0648 
0,0316 
0,4436 . 8,32 t 

3,691 = :E P mVllr';' XII' be", 

9,067 = IP m dem 
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0= XPm(j,m= 9,06~=626t 
(joe 0,1448 -'--

A = 21,9 t B = 13,1 t. ---- -----
Es ergibt sich hiermit der Krafteplan Fig. 263, auf Grund dessen Tabelle Nr. 18 

die Querschnittsiiberpriifung vornimmt: Verstarkungen sind an keiner Stelle er­
forderlich. 

Der gleiche Trager werde von einer wandernden Einzellast beansprucht, 
Fig 264. Es soIl die EinfluBflache fiir die Spannkraft eines Gurtstabes gezeichnet 
werden. Die Fig. 265 gibt die Losung der Aufgabe fiir den Gurtstab 0 5 , Denkt 

1 0 
IrummL 

man sich an Stelle der Stabspannkraft 0 5 ihr :Moment in bezug auf den dem Stabe 
zugeordneten Knotenpunkt Vu , also 0 5 , ro, gesucht, so ist die Losung der Auf­
gabe vollig identisch mit der fiir den Vollwandtrager mit Fig. 143, Seite 101 
gegebenen. Es ist auch nur notig, die Momenten-EinfluBflache zu zeichnen; die 
Division durch den konstanten Abstand ro, beriicksichtigt man durch den MaBstab. 

Die Darstellung sei hier wiederholungsweise kurz angedeutet: Die Biegungs­
linie Fig. 265 gleich Fig. 258 ist die EinfluBlinie fiir die Stiitzkraft 0, da diese 
laut Formanderungsgleichung nur von den Ordinaten (jmc der Biegungslinie ab­
hangig ist. Gleichzeitig ist sie Momenten-EinfluBlinie fiir die Mvu = 0 5 , roo fiir C 
im statisch bestimmten Hauptsystem allein, und damit EinfluBlinie bzw -flache 
fiir die GroBe der Stabspannkraft 0 5 aus 0 allein. Die GroBe der Stabspann­
~aft 0 5 im statisch bestimmten Hauptsystem aus P allein ergibt sich aus der 
Uberlegung, daB 0 5 fiir P in a und b gleich Null sein muB, fiir Pin c gleich dem 
negativen Werte von 0 5 aus 0 infolge P, = -0: Damit ist auch die EinfluB­
flache fiir P alldn festgelegt, wenn man bedenkt, daB das Wachstum von 0 5 

Z 3cm 
I II 
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-Stab 

Die statisch unbestimmten Fachwerktrager. 

Tabelle Nr. 18. 
Fachwerktrager auf drei Stutzen. 

Nachprufung des Entwurfes. 

Vorbandener Quersehnitt 

Stab­
Hinge ~- -~orm-- - '->--i~ I-At £;-J-m-iu-

I abzug abzug 
em mina cm2 cm2 

I 126 JL 130 - 65 - 10 I 10 

I 
126 i JL 130 • 65 . 10 10 

Ii 

12(i I JL 130 • 65 • 10 1 10 
125 I JL 130 ·65 . 10 i 10 
125 I JL130' 65'10 '

110 125 ! JL 130 • 65 . 10 10 
125 JL130 • 65 '10 10 

I 125 I JL 130 . 65 - 12 I 10 
130 JL 130 • 65 • 12 I 10 
130 I JL 130 - 65 . 10 I 10 
130 JL 130 • 65 • 10 10 
131 JL 130 • 65 • 10 I 10 
131 JL130'65'10 10 
131 I JL130' 65' 10 10 
125 I JL 130 . 65 • 10 10 
125 I JL ISO' 65 . 10 10 
125 ! JL ISO' 65 • 10 10 
125 I JL 130 . 65 . 10 10 
125 I JL 130 . 65 . 10 10 
125 I JL1S0' 65· 10 10 
125 JL130· 65 '10 10 
125 JL 130 • 65 • 10 10 
130 JL 130 • 65 . 10 10 
130 JL 130 . 65 . 10 
130 JL 130 • 65 . 10 
130 JL 130 • 65 . 10 
130 JL 130 . 65 • 10 
130 JL 130 . 65 • 10 
160 JL1S0' 65·10 
169 JL 100 . 50 . 8 
178 JL 80·40·6 
185 JL 80· 40 • 6 
191 JLlOO' 50·8 
197 JL130' 65·10 
200 JL 130 • 65 • 10 
202 JL 130 . 65 . 12 
205 JL 130 . 65 . 10 
201 JL1S0· 65 ·10 
195 JL100' 50·8 
186 JL 80·40· 6 
176 JL 80·40·6 
164 JL 100 - 50 ·8 
100 JL100· 50·8 
114 JL 80·40· 6 
126 JL 80· 40 • 6 
137 JL 80· 40 • 6 
145 J L 80' 40 • 6 
152 JL100' 50' 8 
156 JL 100 . 50 . 10 
159 JL 130 . 65 . 10 
160 JL 80· 40 . 6 
158 JL 130 . 65 . 10 
153 JL 100 . 50 - 8 
145 JL 80' 40 . 8 
133 JL 80·40 - 6 
118 JL 80' 40 . 6 
100 JL 100 . 50 . 8 

10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
20 
10 
20 
20 
20 
10 
20 
20 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 
10 

1 10 
I 10 
I 10 

10 

I 32,6 
I 32,6 

32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
38,7 
38,7 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 
32,6 

1

19,3 
11,4 
11,4 
19,3 
32,6 
32,6 
38,7 
32,6 
32,6 
19,3 
11,4 
11,4 
19,3 
19,3 
11,4 
11,4 
11,4 
11,4 
19,3 
24,2 
32,6 
11,4 
32,6 
19,3 
14,8 
11,4 
11,4 
19,3 

i 37,2 I 
I 37,2 

37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
44,2 
44,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
37,2 
23,0 
13,8 
13,8 
23,0 
37,2 
37,2 
44,2 
37,2 
37,2 
23,0 
13,8 
13,8 
23,0 
23,0 
13,8 
13,8 
13,8 
13,8 
23,0 
28,2 
37,2 
13,8 
37,2 
23,0 
18,0 
13,8 
13,8 
23,0 

em4 

250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
308 
308 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 
250 

99,6 
41,5 
41,5 

142,5 
250 
331,'\ 
408,6 
331,4 
250 
142,5 

64,0 
41,5 
99,6 
99,6 
41,5 
41,5 
41,5 
41,5 

99,6 I 
128,5 
250 

41,5 
250 

99,6 
5i,6 
41,6 
41,6 
99.6 

I 
Spann' Er- Er-
kraft forder!. forder!. 

t 

-24 
-36 
-38 
-34 
-24 
- 9 
+11 
+38 
+38 
+14 
- 2 
-14 
-18 
-15 

o 
+24 
+35 
+38 
+34 
+24 
+ 9 
-12 
-14 
+ 2 
+13 
+18 
+15 

o 
+31 
+16 
+ 4 
- 6 
-15 
-24 
--33 
--43 
--37 
-26 
-16 
- 7 
+ 4 
+18 
-22 
--11 
- 2 
+ 5 
+12 
+19 
+26 
+34 
- 2 
+28 
+20 
+13 

T 6 I -3 
-13 

Fmin ·'min 

20 
30 
32 
29 
20 

8 
10 
32 
32 
12 

2 
12 
15 
13 
o 

20 
30 
32 
29 
20 

8 
10 
12 

2 
11 
15 
13 
o 

26 
14 

4 
5 

13 
20 
28 
36 
31 
22 
14 

6 
4 

15 
19 
10 

2 
5 

10 
16 
22 
29 

2 
24 
17 
11 

5 
3 

11 

em" 

72 
108 
114 
,100 

71 
27 

46 
59 
49 

36 
45 

39 
103 
176 
250 
331 
294 

I 199 
i 115 
! 46 

I 

42 
27 

6 

10 

8 
25 
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aus P proportional dem Abstande der Last P von den Auflagern a und b erfolgen 
muB. Vgl. Fig. 265. - Bereehnung des MaBstabes: 

Pe = -0 = 10 t, 

10 t ·780 em 
A" = 1780 em- = 4,38 t, 

r = 1,52 em; a-o- V" = 625 cm, 

0- = 4,38 t . 625 em = 18 t. 
o 152 em 

:J;IeBwert del' Ordinate (I" = 3,62 em. 

3,62 em =--.: 18 t, 
mithin del' gesuehte MaBstab: 

I em = 4,97 t. 

Del' GraBtwert del' Stabspannkraft 0 5 liegt unter P in V. Das Maximum muE­
nieht notwendig unter P auftreten: Hier maehen jedoeh nur die Stabe 0 9 und OIl} 

eine Ausnahme, was man ohne besondere Figur dureh einige Bleistiftlinien sofort 
in Fig. 265 feststellen kann. Ist nur die Bemessung nach del' GraBtspannkraft 
del' Zweck del' Berechnung, so eriibrigt si~h mithin das Zeichnen del' EinfluBflachen 
iiberhaupt. Del' Leser mag zu seiner Ubung praktische Methoden fiir die Be­
handlung mehrerer gleiehzeitig auftretender Einzellasten entwickeln. Zweck del' 
Reehnung, Grad der verlangten Ubersiehtliehkeit zweeks leichter Uberpriifung, 
Fehlerabschatzungsmaglichkeit bei iiberschlaglicher Reehnung, RegelmaBigkeiten 
in der Stabanordnung und vieles andere mehr werden meist Entscheidung del' 
Methode von Fall zu Fall verlangen. Es gilt das auch fiiI' die Behandlung del' 
Wandstabe. 

Weiter mage die Aufgabe gestellt sein, die EinfluBflache fiiI' einen Wandstab 
zu zeiehnen. Fig. 266 ist die Lasung fiiI' den Stab Du' Aueh hier ist wieder die 
Biegungslinie die eine Begrenzungslinie del' EinfluBflache; die andere Begrenzung 
ist wegen des bekannten Vorzeichenweehsels der Wandstabe bei Feldiibersehreitung 
dureh die Last ein zweimal gebrochener Linienzug, nati'lrlich aus geraden Strecken 
zusammengesetzt. Aueh dieser Linienzug muB dureh a = b = 0 und dureh e" = bee 
gehen. Die Neigung der dureh b gehenden Streeke ist gegeben dureh die Forde­
rung, daB del' Sehnittpunkt p' der durch a und b gehenden Geraden senkreeht 
unter dem zugeordneten Knotenpunkte p des Btabes Dll liegen muB, analog del' 
EinfluBlinie fUr eine Gurtspannkraft. Liegt p auBerhalb del' Zeichenflaehe, so 
bestimmt man D fiiI' Stellung der Last in c und in dem von c entfernteren del" 
beiden das Feld begrenzenden Fahrbahnknoten. Hat man viele Wandstabe zu 
untersuehen, so zeichnet man am besten Krafteplane einmal mit A = 1 t und 
zum anderen mit B = It iiber den ganzen Trager. Sind die Gurte parallel, so 
sind es aueh die beiden dureh die Auflager gehenden geraden Begrenzungslinien 
del' EinfluBflache, so daB in diesem Fane D nul' fiiI' Laststellung in c zu bc­
stimmen ist. 

Berechnung des l\IaJ3stabes in unserem Beispiele: 

Pine = -0 = lOt. 

Laut Tabelle "Nr. J 7 ist fUr 0 = It: 

mithin fiiI' C = 10 t: 
Du = - 0,60 t, 

Du = -6,0 t. 

OrdinatenmcJ3wert der Biegungslinie in c: 

somit: 
f5" = 3,62 em, 

3,62 em _= 6,0 t, 

1 em ,= 1,65 t. 



Fig. 268. 

Fig. 269. 

186 Die statisch unbestimmten Fachwerktriiger. 

b) Der Fachwerkbalken auf mehr als drei Stiitzen und solche mit 
elastischen oder mit bleibenden Stiitzensenkungen. 

Fig. 267 zeigt einen typischen Fachwerkbalken auf mehr als zwei 
Stiitzen. Er ist vierfach statisch unbestimmt: Die Entfernung von vier 
Stutzenstaben zwecks Bildung des statisch bestimmten Hauptsystems 
ist· wegen der groBen Ungenauigkeit der darauf gestutzten Rechnung 
zu verwerfen. Die Formanderungsgleichungen enthalten dann die 
wirklichen Punktverschiebungen als Differenzen sehr groBer Ordinaten, 
die fast bis auf die letzten ungenauen Stellen einer Rechenschieber­
ausrechnung einander gleich sind. Es wurde das auch bereits beim 
Vollwandtrager auf vielen Stutzen zum Ausdruck gebracht. Man 
kann die Stabe 8b, 8e , 8rJ, und 8e, Fig. 268 oder Fig. 269, entfernen. 
Der Leser moge jedoch nie versaumen, auch andere Moglichkeiten 
fUr seinen besonderen Fall durchzudenken, die Rechnungsarbeit, den 
Genauigkeitsgrad und die Fehlerquellen abzuschatzen und sich erst 

abc d . e f 

dann fur ein Verfahren zuentscheiden; das'gilt auch fur die Vollwandtrager ! 
Die Formanderungsgleichungen fur die mit Fig. 268 bzw. Fig. 269 dar­
gestellten statisch bestimmten Hauptsysteme lauten (vgl. S. 21): 

+IPflpm + Bbflpp + BeflPr + BrJ,flpd + B.flp6 = Bb(1b, 

+ l'P flrm + Bb flyp + Be flyy + BrJ, flyd + Be flye = Be (1e' 

+.l'Pfl"m + Bbfl"p + Befldy + BrJ,fldd + Beflde = Bded, 

+IP flem + Bb flep + Be fl. y + BrJ, fl. d + Be fl •• = B. (1 •• 

Hicrin ist noch keine etwaige Voraussicht hinsichtlich der Vorzeichen 
berucksichtigt worden. Samtliche Dberzahlige sind also entweder als 
Zugkrafte oder als Druckkrafte anzusehen: Nach der Auflosung der 
Gleichungen besagt das Vorzeichen eines Ergebnisses dann lediglich: 
wenn es + ist, daB die allgemein fur aIle Dberz3,hlige angenommene 
Kraftrichtung, ganz gleich ob es die Zug- oder Druckrichtung ist, fur 
diese Dberzahlige zutrifft, wenn es - ist, daB sie nicht zutrifft. 
Es mussen also samtliche Vberzahlige wahrend der Rechnung so be­
handelt werden, als seien es Zugkrafte, wenn die Zugkrafte mit dem 
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+-Zeichen, die Druckkrafte mit dem - -Zeichen aus der Rechnung 
hervorgehen sollen. Es sind also die Einzelverschiebungen fUr die Zug­
krafteinheiten der Dberzahigen zu ermitteln; demzufolge wird z. B. 
opp offenbar als negative Zahl in die Gleichungen einzusetzen sein, 
da ja die Einheit der Zugspannkraft Sb eine Verringerung der Ent­
fernung fJ-fJ herbeifuhrt. In einem zahlenmiWig gegebenen ubersicht­
lichen Falle braucht man sich ja nur noch einmal den Sinn del' Form­
anderungsgleichungen klarzulegen, um bei del' Niederschrift del' Glei- . 
chungen in Zahlen Fehler zu vermeiden. . 

Sind unter den Stutzen elastisch senkbare, sei es dadurch, daB 
sie von langen Staben von geringem Querschnitte gebildet werden, 
sei es, daB elastisch nachgiebiger Baugrund die Ursache ist, so werden 
diese Stutzen einfach als wirkliche bzw. als fingierte Stabe in das Stab­
werk einbezogeri; die Summen del' Formanderungsgleichungen erstrecken 
sich also auch libel' sie. Liegt elastisch nachgiebiger Baugrund VOl', 
so ist die durchschnittliche Senknng pro Krafteinheit (!a, (!b usw. 
vor del' Berechnung durch Versuch zu ermitteln. Bleibt die wahre 
GroBe der spezifischen Senkung ungewiB, so sind Vergleichsrechnungen 
innerhalb del' durch den vermutlichen GroBtwert und den vermutlichen 
Kleinstwert gebildeten Grenzen anzustellen. Zur Vereinfachung del' 
Formanderungsgleichungen und zur VergroBerung des Bereiches del' 
gemeinsamen tabellarischen Berechnung del' Elemente del' Formande­
rungsgleichungen empfiehlt es sich, auch die Lange:q.anderung del' 
liberzahligenStabe mit in die Summen hineinzunehmen. Die Form­
anderungsgleichungen sind dann aus einem statisch bestimmten Haupt­
systeme abgelesen worden, das die liberzahligen Stabe noch enthalt, 
die abel' je durch eine Fuge von del' Weite Null durchschnitten: 
sind. Die Vorstellung muB sich dann bei den Uberlegungeri zur Auf­
stellung del' Formanderungsgleichmlgen irgendwie damit abzufinden 
suchen, daB sie auBer einer zwanglosen positiven Erweiterung del' Fuge 
auch eine zwanglose negative Erweiterung zu fingieren hat. Die Form­
anderungsgleichungen lauten dann, wenn man auBerdem die Gegen­
seitigkeit del' Verschiebungen nutzbar macht: 

+XPOml! + Sbofl~ + SeOy~ + Sd001! + SeOcfj =-0 0, 

+:EP omJ: -+ Sb 0Pr +8e orr + 8d ObJ: + 8 e OE! = 0, 

+:SPOm~ + 8b Ofl~ + 8e Ol'~ + 8d OQ~ + SeO<~ = 0, 

+:SP om,: + Sb 0PI! + Se 0),: + Sd Ob! + Se 0,,- = 0. 

Die Bestimmung del' Einzelverschiebungen in den Formanderungs­
gleichungen ist uns bekannt. Wir zeichnen Biegungslinien fur Sb = 1, 

I d 1 f·· L LIs d Se = 1,·. .. mitte s del' Metho e c er mgl€rten asten w = - 0 er 
r 

mittels Verschiebungsplanen aus den LIs, und berechnen die daraus 
nicht ermittelbaren Verschiebungen mit. Hilfe von Arbeitsgleichungen. 
Man untersuche stets vot Beginn del' Zahlenrechnung, ob der gerade 
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vorliegende besondere Fall fill' das einstweilen gewahite oder fiir ein 
anderes Hauptf?ystem nioht eine Vereinfaohung der zunaohst zweok­
maBig iInmer in ihrer allgemeinen Form niederzusohreibenden Form­
anderungsgleiohungen gestattet: Die Vberzahligen des Tragswerks 
Fig. 267 gemaB Hauptsystem Fig. 268 beeinflussen offenbar nur die 
beiden jeweilig benaohbarten Vberzahligen; es versohwinden daher die 
Versohiebungselemente aus den Formanderungsgleiohungen, die den 
EinfluB zweier nioht benaohbarter Vberzahligen aufeinander zum Aus­
druok bringen, woduroh diese speziellen Formanderungsgleichungen 
dem Dreimomentensatz fiir Vollwandtrager auf vielen Stiitzen ahnlich 
werden: 

+IP~m~ + Sb~PP + Sc~r~ + 0 + 0 = 0, 

+IP ~ml' + Sb bPI + So (jyr + Sa (j~I + 0 = 0, 

+IP(jmJ + 0 + Sc(jy~ + Sd(j~~ + S.(j.~ = 0, 

+IP(jm'+ 0 + 0 +Sd(j~.+S.(j,,=O. 

Die regelmaBigen Gebilde der Praxis gewahren meist eine Fiille weiterer 
Vereinfachungen in der Zahlenreohnung. Es ist daher niitzlioh, auch 
diese vor Beginn an Hand der Formanderungsgleiohungen, die man 
sioh soeben klargemaoht hat, im Geiste zu iibersohlagen und dann 
sorgfaltig vorzubereiten, indem man die Kopfe der erforderlichen 
Berechnungstabellen entwirft. Die darauf verwenilete Arbeit bringt 
stets an anderen Stellen reiohen Gewinn. 

Gestiitzt auf die friiheren Betraohtungen ist auch der Fall bleiben­
der Stiitzensenkungen leioht erledigt: Man reohnet zweokmaBig 
zunaohst ohne Beriioksichtigung der Senkungen duroh und bestimmt 
dann in vollig getrennter Reohnung den Spannungszustand des un­
belasteten, aber durch die Senkungen (bzw. natiirlioh auch duroh 
Hebungen) deformierten Systems. Fiir ein durch Entfernen der iiber­
zahligen Stiitzen gebildetes Hauptsystem ist uns die Aufstellung der 
dazu erforderlichen Formanderungsgleichungen bekannt. 

Bbbc + O(jcc + D(jac + 0 + LIe = 0, 

o + 0 (jed + D ~dd + E (jed + LI d = 0, 

o + 0 + D (jde + E (jee + LI e = O. 

Verwirft man diese Gleiohungen aus den bekannten Griinden und wahlt 
ein anderes Hauptsystem, so ist dariiber hinaus nur die Frage zu be­
antworten: Welohen EinfluB hat eine j€de der Stiitzensenkungen 
auf die Entfernung der beiden Angriffspunkte jeder Vberzahligen von­
einander ~ Meist ist die Frage sofort geometrisch zu beantworten, 
im anderen FaIle bedient man sich dazu einer Arbeitsgleichung. 1m 
Hauptsysteme Fig. 268 beeinfluBt eine jede Stiitzensenkung nur die Ent­
fernungen der Angriffspunkte der drei benachbarten Vberzahligen von­
einander; Fig. 270 HWt dieses klar einsehen. 
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Es ist 

x Lle 
upc = -z;:Tb, 

/Ie 
OJ e = ---Td' 

le 

Darin ist im gezeichneten FaIle, also im FaIle einer Senkung, Ll e eine 
negative Zahl; bei einer Hebung ist der Betrag der Hebung als positive 
Zahl einzusetzen. Das foIgt ohne weiteres aus unseren Festsetzungen 
iiber das Vorzeichen der Entfernungsanderungen von Stabangriffs­
punkten gegeneinander und stimmt auch mit unseren frii.heren Fest-

:Fig.270. 

setzungen iiber das Vorzeichen von Hebungen und Senkungen· Bowie 
mit den Festsetzungen der analytischen Geometrie iiber das Vorzeichen 
der Ordinaten iiberein. Erfahrt nur e eine Stiitzensenkung bzw. -hebung, 
so lauten demnach die Formanderungsgleichungen: 

Ll e. 
-Y;_Tb -+- SbOPf! -+- SeorP -+- 0 -+- 0 = 0, 

(Lle, "Lle) _~ _~ ~ 
~l~·~ -1-~~l~ re -+- Sb UPI' -+- Se Un -+- 8d Ubr -+- 0 = 0, 
. b e 

Lle 
7; r d -+- 0 -I:- 8 e O),,5 -+- 8 d oJ ,l -+- 8.0,·,1 = 0, 

o -+- 0 -+- 0 -+- 8 d Oil, -+- 8 e bEE = O. 

Erfahren samtliche Stiitzen Senkungen, so ist an Hand der Fig. 170 
die aIlgemeinere Gleichungsgruppe anzuschreiben: 

(Llb - Lla Llb - Lle) 
-~l~a~-- -+- -~i~b ~~ Tb -+- 8 b opp -+- 8 e 0rP -+- 0 -+- 0 = 0, 

o =0, 

(Lld_i~_ -+- !~d Z /~)Td -+- 0 -+- ScOyb -+- SdO(j<l -+- Sebc<) = 0, 

(:1_~~_!1~ -+- L1e~ ~) re + 0 +- 0 +- Sa c5,)( -+- 8 e (5" = o. 



190 Die statisch unbestimmten Fachwerktrager. 

Ganz allgemein konnen wir bei Wahl des Hauptsystems Fig. 268 einen 
Dreimomentensatz fiir eiIien Faehwerkbalken auf vielen Stiitzen auf­
stellen: 

'" (y .. -yq V .. -Ys) 0 "'-'Pom .. +SqOq .. +S .. o .... +Ssos .. + --l-q-+--l-•. - 'l' .. = . 

c) Der Z weigelenkbogen. 

Seine Erwiihnung hat hier eigentlich nur noeh der Vollstandigkeit 
halber zu geschehen. Die Formanderungsgleichung: 

1:Pobm-Hobb= 0 

ist uns gelaufig; ebenso lernten wir die' Bestimmung der Einzelverschie­
bungen in den Beispielen des II. Kapitels kennen. Es sei hierzu ver­
wiesen auf Seite 9 (Statische Wertung), sodann auf die Behandlung 
des deutschen Bogens, dessen Formanderungsgleichung (vgl. den nach­
sten Absehnitt) in die des Zweigelenkbogens iibergeht, wenn man den 
Quersehnitt des Zugbandes oder seine Elastizitatsziffer liber jede 
Grenze wachsend denkt; praktiseh ware natiirlich eine endliche Ver­
steifung des Zugbandes ausreichend, wie andererseits das reehtsseitige 
Glied der obigen Formanderungsgleiehung niemals vollig gleich Null 
sein kann, da vollig starre Stiitzung ausgeschlossen ist. Behandlung 
des deutschen Bogens: Seite 6 u. 18 (Aufstellung der Formanderungs­
gleichungen), Seit~ 52 (Bestimmung der Versehiebungselemente der 
Formanderungsgleiehung), Seite 71 (Berechnung von Plmktverschie­
bungen mittels Arbeitsgleiehung) und schlieBlieh Seite 84 (Die Biegungs­
linie als EinfluBlinie). Der Leser fiibre die Reehnungsbeispiele selb­
standig weiter aus! 

2. Die innerlich statisch unbestimmten Fachwerktrager. 

a) Der deutsche Bogen (Fachwerkbogen mit Zugband). 
Die Verwandtsehaft dieses Tragwerks mit dem Zweiggelenkbogen 

auf festen Auflagergelenken wurde im vorangegangenen Absehnitte 
beleuehtet. Die Angaben iiber Zahlenbeispiele dortselbst beziehen 
sieh unmittelbar auf den deutschen Bogen; es sei darauf verwiesen. Die 
Formanderungsgleiehung lautet: 

~p iJbm - H iJbb = LI z = H· (2 .. 
damus: 

b) Der als Hangewerk armierte Fachwerkbalken. 

Fig. 271 gibt ein typisehes Bild. Wir erkennen, daB auen dieses 
Tragwerk uns keine neuen Probleme stellt. Es ist einfaeh statisch 
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1mbestimmt. Wahlen wir als Uberzahlige den horizontalen Hange­
werkstab z, so erhalten wir die Formanderungsgleichung 

L:Pm (5i : i " '" --- Z 0i:i', i:i' = L1 z = Z· (2z 

oder 
z = L:Pmoi-m. 

Oii + Q2 

Die Dbereinstimmung mit der Formanderungsgleichung des vorigen 
Abschnitts ist unverkennbar. Es empfiehlt sich, das Zugband para­
bolisch zu fuhren, weil dann die senkrechten Stabe des Hangewerks 
aus Z einander gleiche Spannkrafte erhalten. Die Ordinatenberechnung 

Fig. 271. J/J 
J) 

J.() 

JtJ Fig. 272. 

P 
::::::::==----IJ) 

kann daher, nach Schatzung von IE und Wahl von Z, auf Grund der 
Fig. 272 vorgenommen werden. Bei gleichmaBig verteilter Last wird 
IE bei geringer Ho'he des Gitteriragers nur wenig kleiner ausfallen als 
cler Lastanteil. 

c) Die zweistielige Flugzeugzelle. 
Bei dem Flugzeugtyp, der den Namen Doppeldecker fuhrt, wird 

der Flugzeugkorpp!, von zwei ubereinanclerliegenden Flugeln getragen, 
Fig. 273. Durch jeden Flugel ziehen sich in der Langsausdehnung, 
also quer zur Flugrichtung, zwei Haupttrager, die Holme, auf die der 
auf die Flugel wirkende Luftclruck vermittels der Flugelrippen liber­
tragen wird. Diese Holme sind nun sowohl in der Flugelebene als auch 
von Vorderholm zu Vorderholm und Hinterholm zu Hinterholm ver­
spannt, d. h. etwa durch Rohre als Vertikalen und Drahte oder Kabel 
als Diagonalen zu Gurten von vier Tragwanclen ausgebildet. Den ge­
samten Tragkorper, cler in seiner Mitte den eigentlichen Flugzeugkorper, 
den Rumpf, tr1i.gt, nennt man "Tragzelle" oder kurz "Zelle". Waren 
weitere Verspanmmgen nicht vorhanden, so konnte man die vom Aero­
dynamiker anzugebende oder der bewahrten, aus Erfahrungen und 
messenclen Versuchen entwickelten Bauvorschrift fur Heeresflugzeuge 
zu entnehmende Flugelbelastung auf clie Knotenpunkte verteilen, die 
Knotenlasten in die Wandebenen zerlegen, die Spannkrafte jeder del' 
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vier Wande fiir sich ermitteln nnd schlieBlich die Gurtkrafte kombi­
nieren; damit ware dann die Berechnung beendet: Die Formandernng 
einer Zelle, die nur die angegebene Verspannung enthalt, erweist 
sich jedoch als unzulassig hoch besonders bei Gleitflug und Sturz­
flug. Durch Verspannung der ein Viereck bildenden Standerrohre 
der vier Tragwande durch ein Kabelkreuz ("Tiefenverband") wird 
dieser Mangel beseitigt, die vam Rumpfe ausgehende Halbzelle da­
durch aber so oft statisch unbestimmt, als solche Tiefenverspannnngen 
angeordnet werden. N ach der Zahl der V orderstiele solcher Stander­
vierecke in der Halbzelle bezeichnet man das Flugzeug als ein-, 
'Zwei- und mehrstielig. Ein zweistieliges Flugzeug mit voller Ver­
spannung nach Fig. 273 ist also zweifach statisch unbestimmt 
(strenggenommen zunachst vierfach, dann aber bei Bau- nnd Last­
.symmetrie oder bei vollem Anschlusse der Halbzelle an gegeneinander 
unverriickbare Rumpfpnnkte gewissermaBen 2 X 2fach statisch un­
bestimmt); demgemaB sind zwei Formandernngsgleichungen auf-

Fig. 273. 

'Zustellen, wobei man zweckmaBig die voraussichtlich wirksamen der 
vier Kabel Tl und T2 der beiden Tiefenverbande als iiberzahlig ein­
fiihrt. Es mogen voraussichtlich die Kabel bll und elm gespannt werden; 
nann gilt: 

:EP m oc/", '" - Tl oe/m e /m - T2 oc/m b/t = Tl (IT, 

.J:P", Ob/l '" - Tl Obit elm - T2 ObIt b/t = T2 (IT,· 

Bezeichnet man die Spannkrafte im statisch bestimmten Hauptsystem 
.aus Pm mit 8"" die aus Tl = 1 mit 8el", und die aus T2 = 1 mit 8 bl l> 

so lauten die Formanderungsgleichungen, wenn man auch noch (IT, 

und (lT2 mit in die Summen einbezieht: 

.J: 8 m 8 01m , (Is - Tl .J: 8~/m Qs - T2 :E 8 c/m 8 bll Qs = 0 

.J: 8 m 8 b /l • Qs - T2 :E 8~/1 Qs - Tl :E 8 01m 8 b /1 Qs = 0 . 

Man beachte die Wirkung der Gegenseitigk~it der Verschiebungen! 
Die Summen erstrecken sich also iiber alle Stabe sowie tiber aIle Kabel, 
d.eren Wirksamkeit fiir den gegebenen Belastungsfall vorausgesehen wird, 
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€inschlieBlich del' beiden wirksamen Kabel del' Tiefen­
verbande. Erscheint ein Kabel im Endergebnis mit 
,einer Druckspannung, so ist klar, daB das Gegen­
kabel des umgebenden Druekstabviereeks gespannt 
mrd, und die Rechnung ist strenggenommen mit 
-dies e m Kabel zu wiederholen; meist kann man 
sieh aber mit del' statiseh bestimmten Umreehnung 
innerhalb des Drucbriereeks begnugen. Die einzel­
nen Produkte unter den Summenzeichen del' Form­
anderungsgleichungen werden am besten tabellariseh 
berechnet. Den Kopf solcher Tabellen fur zwel­
fache Unbestimmtheit zeigen die Abbildungen hier­
unter. Es is'G notig, die Kabel mit 50% del' Bruch­
last vorzurecken. Die Elastizitatsziffer del' Kabel 
setzt man in del' Entwurfsrechnung gleich 1300000 
bis 1900000 kg/cm2 ; erst m emer etwa erforder­
lichen endgultigen Untersuchung del' Spannungs­
verhaltnisse lohnt es sich, die Elastizitatsziffer nach 
-del' voraussichtliehen Spannkraft 
und der besonderen Eigenart 
jedes Kabels nach SpleiBung, 
Lange, Typ und SpannsphloB zu 
unterscheiden. 

Sind ein Teil der Tiefenver­
bande andel'S als durch Kabel­
verspannung hergestellt, und 
zwar derart, daB ihre Form­
anderung und die der Holme 
von diesen Tiefenverbanden nach 
dem Rumpfe hin gegenuber der 
Formanderung des restlichen, 
kabelenthaltenden Systems ver­
naehlassigt werden kann, so ge­
lingt es oft, eine statische Un­
bestimmtheit von hohem Grade 
(etwa 6fach) in mehrere von nie­
derem Grade (etwa 3 + I + 2 fach) 
aufzu16sen, da man den auf einen 
undeformierbaren Tiefenverband 
sich stutzenden Zellenteil, dessen 
Stutzpunkte also keine Lagever­
anderung gegeneinander erfahren, 
ffLr sich berechnen kann. Del' 
Verfasser konnte durch diese 
Dberlegung den Entwurf emes 
flechsfach statisch unbe­
sti ill m ten Flugzeuges (Aviatik­
Dreidecker, 19 t, 2000 PS, 

B u c h 11 01 z. Tragwerke. 
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"Riesenflugzeug"} der praktischen Durchrechnung zugangig machen. 
Es wurden unterschieden: eine 3 fach unbestimmte "AuBenzelle", ein 
lfach unbestimmter, nach auBen als starr anzusehender Tiefenverband 
und eine zweifach unbestimmte "Innenzelle", deren Holme wegen Di­
mensionierung als Maschinenteiltrager gleichfalls als starr gelten konn­
ten. Der Nutzen einer solchen Aufl6sung tritt schon dann zutage, 
wenn man nur die Berechnungstabelle, fur sechsfache Unbestimmtheit 
z. B., zu entwerfen versucht. 

Besonders im Flugzeugbau ist es nutzlich, die Systembilder und 
Tabellen nach Entwurf durch WeiBpause oder Sepiaverfahren mit 
Blaupositiven formularmaBig zu vervielfaltigen. 

Einige weitere Bemerkungen zum Flugzeugbau bzw. Luftfahrzeug­
bau enthalten die Seiten 123, 138, 175 und 204. 

Anhang. 
1. Die gedrtickte Sttitze von vera,nderlichem Tragheits­

momente und tiber dieStabIange veranderlicher Beanspl'Uchung~ 
Es ist praktisch unmoglich, einen Stab so auszubilden und die Be­

lastung so zu legen, daB eine genau zentrische Bea,nspruchung vorliegt. 
Wahrend nun Zugbeanspruchung einen stabilen Charakter hat, da 
die durch sie hervorgerufenen Momente die GroBe der Exzentrizitat 
zu verringern streb en , ist Druckbeanspruchung labiler Natur: Die 
proportional der Exzentrizitat uber die Stablange verteilten Momente 
haben die Tendenz, die Exzentrizitat zu vergroBern, sie streb en also 
danach, den Stab zum Knicken zu bringen. Selbst bei genau gerad­
liniger und mit de'!" Kraftwirkungslinie zusammenfallender Stab schwer­
linie wurde die praktisch unvermeidliche, wenngleich unmeBl::are Un­
gleichmaBigkeit des Materials bei Druckbeanspruchung Exzentrizitat 
zur Folge haben. 

Man kann sich die Wirkung der Knickbeanspruchung zweckmaI3ig, 
wenn auch ungenau, durch folgende Nacheinanderbetrachtung gleich­
zeitig erfolgender Vorgange vorstellen: Die Exzentrizitat a hat ein 
Moment zur Folge, dieses einen Zuwachs an Exzentrizitat Ll 0, del' 
Momentenzuwachs daraus wiederum ein Exzentrizitatszuwachs Ll Ll a , 
und so fort. Die schlieBliche Exzentrizitat des Stabes unter der ruhen­
den Beanspruchung ist die Summe einer unendlichen Reihc 

Strebt die Summe dieser Reihe mit wachsender Gliederzahl einem Grenz­
werte zu, konvergiert sie also, so ist der Stab der vorgegebenen Be­
anspruchung gewachsen, divergiert die Reihe dagegen, so lmickt del' 
Stab! Die Grenzbelastung bezeichnen wir als Knicklast. Von ihr konnen 
wir uns auch noch auf anderem Wege eine Vorstellung verschaffen: 

Bringt man einen Stab von der Lange l elastisch gekrlimmt zwischen 
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zwei parallele Wande vom starren Abstande l - J l, kleiner als l, und 
gibt ihn dann frei, derart, daB die Verbindungslinie derStabendpunkte 
auf den Wanden senkrecht steht, so ubt del' Stab je nach del' GroBe 
del' Exzentrizitat, del' Stablange und del' uber sie vertEilten Tragheits­
momente und Elastizitatsziffern einen ganz bestimmten Druck auf die 
Wande aus: Aus del' Lehre vom Gleichgewichte zwischen den inneren 
und auBeren Kraften folgt ohne weiteres, daB diesel' Druck gleich 
demjenigen von auBen ausgeubten ist, del' die gleiche elastische Kl'um­
mung hel'vol'bl'ingt. 

Die Herleitung del' aus del' Festigkeitslehl'e bekannten Eulerschen 
FOI'meln fiil' die Knicklast von Staben konstanten Tl'agheitsmomentes 
und konstanter Elastizitatsziffer sowie ubel' die ganze Lange gleich­
groBer Drucklast laBt nun abel' erkennen, daB fur im Vel'haltnis zur 
Stablange geTinge Querausdehnung des Stabes und vel'schwindend 
geringe Exzentrizitat die Gl'oBe del' Knicldast von del' GroBe del' Ex­
zentl'izitat nahezu unabhangig ist. Versuche bestatigen dieses auch 
fur Stabe, auf die die Eulel'schen Formeln wegen del' Verteilung von 
Drucklast, Tl'agheitsmoment und Elastizitatsziffel' nicht anwend­
baT sind. 

n 2 EJ 
Die Eulel'schen Formeln selbst, z. B. P = @) l2 

zeigen sogal' vollige Unabhangigkeit von del" Exzentrizitat: das ist 
auf die wesensgleichen, fur geTinge Durchbiegungen unel'heblichen 
Vernachlassigungen zUI'uckzufiihl'en, del'en WiT uns bei den Herleitungen 
zur zeichnerischen Darstellung del' elastischen Linie schuldig macl:en 
durften. 

Diese Dberlegungen geben uns eine Moglichkeit, lediglich durch 
Anwendung unserer Ausfiihrungen uber die zeichnerische Darstellung 
del' elastischen Linie die sonst recht schwierigen Knickungsprobleme, 
die durch die Dberschrift dieses Abschnittes gekennzeichnet werden, 
in fur die Praxis einwandfl'eier Weise rasch zu lOsen. Das Verfahren 
sei am einfachsten Bei­
spiele, das bei konstantem 
Tragheitsmomente undkon­
stanteI' Elastizitatsziffer 
auch noch del' Eulerschen 
Formel zugangig ware, er-

Fig. 274. 

lautert; Fig. 274: Wir nehmen eine beliebige, zweckmaBig auf eine 
gel'ade Basis bezogene elastische Linie an von del' Form, wie sie 
del' Stab beim Knicken vermutlich aufweisen wird, und fragen uns 
nun, welchen Druck del' urspri.lnglich gerade odeI' leicht gekrummte, 
elastisch in die Form del' angenommenen elastischen Linie gezwungene 
und dann freigegebene Stab seinel'seits gegen zwei stane vVande aus­
uben wurd e. Diesel' Druck ist also, gleichgultig, welche Gesamt­
exzentrizitat gewahlt wurde, mit del' Knicklast identisch und werde 
mit K bezeichnet. P sei die Nutziast. Dann besteht zwischen K und P 
die BC)ziehung 

K=@)·P, 
1:3* 



196 ~<\nhang. 

worin @5 der schlieBlich gesuchte Sicherheitsfaktor ist. Man zeichnet 
nun fUr die Momente p. () die elastische Linie und stellt fest, um wie­
viel man die Ordinaten dieser elastischen Linie vergroBern muBte, 
damit sie der angenommenen elastischen Linie gleich werde. Dann ist 
der Vergr6Berungsfaktor gleich dem gesuchten Sicherheitsgrade @5, denn 

6·P·{)=K·{) 

und K· () sind die auBeren Momente, die den inneren Momenten des 
mit der angenommenen elastischen Linie gebogenen Stabes das Gleich­
gewicht halten. Naturlich. muB die angenommene elastische Linie 
der wahren moglichst ahnlich sein, wenn die elastische Linie fUr P der 
angenommenen mit einem konstanten Faktor @5 vergleichbar sein soIl. 
Hat man die Ahnlichkeit nicht genugend genau getroffen, so wahlt 
man zunachst noch einmal die neue, fur P gewonnene elastische Linie ()' 
oder eine ihr ahnliche als vermutliche elastische Linie ill Augenblicke 
des Knickungsbeginnes und zeichnet danach die elastische Linie fur 
p. 15'. Ist auch jetzt noch nicht genugende Ahnlichkeit zwischen an­
genommener Knickungslinie und der elastischen Linie fur die Momente 
aus P vorhanden, so wird das Annaherungsverfahren in gleicher Weise 
fortgesetzt: Meist aber genugt ein wenig praktische Rechnungserfahrung, 
um bereits mit der ersten Annahme genugende Ahnlichkeit zwischen 
angenommener und danach berechneter elastischer Linie zu erzielen. 
Weichen die elastischen Linien fUr P und Knoch erheblich voneinander 
ab, sprechen aber praktische Rechnungserfahrung, Bedeutung der 
Rechnung oder andere tlberlegungen gegen eine Wiederholung der 
Rechnung, so ist es zweckmaBig, die Flachen der beiden elastischen 
Linien miteinander zu vergleichen: man erhalt dann einen Vergleich 
der Durchschnitte der Ordinaten. Bei auBergewohnlichen Objekten 
oder bei noch wenig ausgebildetem praktischen Gefuhle fur Dimen­
sionierung empfiehlt es sich ferner, stets einen tlberschlag mit groben 
Durchschnitten mittels der Eulerschen oder einer anderen in den 
Taschenbuchern aufgefuhrten Knickformel folgen zu lassen, um auf die 
so beliebten Fehler mit den Faktoren 2 bei Symmetrieverwertung oder 
10 bei MaBstab berucksichtigung vorhandenenfalls aufmerksam zu werden. 
Der Leser wolle die weitergehende Anwendbarkeit dieses Winkes beachten. 

Zahlenbeispiel: Der 6m lange gedriiekte Stab Fig. 275 ist an beiden 
Enden gelenkig gelagert. Unter Sehatzung des Einflusses der Lastverteilung 
wahlen wir eine elastisehe Linie, Fig. 276. Die Krafte mogen ihre zur Verbindungs­
linie der Stabendpunkte parallele Lage bei der Ausbiegung nieht andern. Trag­
heitsmoment und Elastizitatsziffer mogen zur Vereinfaehung des Beispieles kon­
stant sein. Die Momentenflaehe, Fig. 277, kann also bereits als Flache der fingierten 
Belastung verwendet werden. Bei der Bereehriung der Momentenflaehe ist zu 
beachten, daB die auskragenden Krafte mit der Stiitzenreaktion ein Kraftepaar 
hervorrufen, dem das Kraftepaar 25,53 kg· 600 em, siehe Fig. 276, das Gleieh­
gewieht halt. Erst naeh Herstellung des auBeren Gleiehgewiehtszustandes konnen 
die Momente, am einfaehsten nach dem Sehnittverfahren, ermittelt werden. 
Fig. 278 zeigt die elastisehe Linie. Sie weise einen Flacheninhalt von B em 2 auf, 
die angenommene elastisehe Linie dagegen G em 2, Dann konnen wir die Kniek­
sieherheit bereehnen: 

G 2,0 em 
6 = ii = "" O,383cm = 5,3 . 
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Fig. 279 zeigt eine Priifung der Ubereinstimmung von G und B durch Erweitc­

rung von G mit . '13 und Ubereinanderzeiehnung iiber derselben Basis. Ergebnis: 
5, 

Eine neue Rcchnung ist nicht erforderlich. 

®~ 5,3. 

2. Die Schutzbriicke. 

Fig. 280 deutet die Einrichtung fiir ein spezielles Beispiel an: Die 
im Systeme angedeutete Briicke, etwa aus zwei gleichen Tragern be­
stehend, schiitzt den lebhaften Verkehr einer Strai3e, odeI' eine Eisen­

bahn gegen etwa herab­
fallende Wagen einer Draht­
seilbahn. Um del' Berech­
nung nahertreten zu konnen, 
mussen wir unsere bisherigen 
Betrachtungen ii. ber gedachte 
Formanderungsarbeit durch 
cine kurze Analysierung del' 
wirklichen Formanderungs­
arbeit erganzen. Fig. 281 
zeigt einen senkrecht auf-

Fig. 280. gehangten Stab yon del' 
Lange l, dem Querschnitte F 

und del' Elastizitatsziffer E. Ein an ihm gefiihrtes Gewichtsstiick G 
fallt aus cler Hohe h auf den AbschluBkopf des Stabes: Die Energie 
del' Lage 

A = G· (h + Lll) 

des Gewichtes setzt sich in die gleichwertige Bewegungsenergie um. 
Diese muB durch die Arbeit del' inneren Krafte des Stabes bei del' Langen­
anderung, del' Formanderungsarbeit, aufgenommen werden. Denken 
wir UTIS den Stab in Scheiben von del' Dicke A gleich dem durchschnitt­
lichen Mittenabstande zweier MolekiHe eingeteilt, so leisten die Spann­
krafte zwischen zwei Scheiben, die proportional del' AbstandsvergroBe­
rung Ll}, del' Scheiben yon Null bis zu einem Hochstwerte S wachsen, 
die Arbeit: 

Es ist nun 

nnd 

S· A 
j}, = EF somit 

darin ist L;},=l 
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mithin die gesamte wirkliche Formanderungsarbeit des Stabes 

82l 
A=--='-82 o 

2E F ' " 
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Die Diagramme Fig. 282 deuten eine graphische Erlanterung an, die 
zum gleichen Ergebpisse fiihrt. 

Die wirkliche Formanderungsarbeit A, also die der wirklichen 
Spannkrafte 8, unterscheidet sich somit von der gedachten Form­
anderungsarbeit .If, also die 
einer gedachten Spann-

6 

kraft 8, d urch den Fak­
tor L weil 8 wahrend des 
ganzen Ausdehnungsvor­
ganges in gleichbleibender 
GroBe wirkend gedacht 
weird, wahrend die wirk­
liche Spannkraft von Null 
bis zu ihrem GroBtwerte 8 
anwachst, und zwar, nach 
dem Hookeschen Gesetze, 
proportional der Stablan­
genanderung. 

JII"'"I--I-i-i--~~A~7'(}jlOrtionCl/iliik;--"*', grenze 
\ 

Es mnB nun s~in: 

G . (h + d l) = A = + 8 2 (! . 

Es lohnt sich, einon Augenblick abzuschweifen, um den Fall h =-~ 0 zu 
betrachten! 

denn 8.(!=:Jl 

daraus 
8= 2G, 

d. h.: nur durch sofortiges Wirkenlassen del' Last, ohne Fallhohe, er­
halten wir bereits doppelte Spannkraft und dynamische Wirkungen, 
denn es werden infolge der Gegenwirkung von 8 = 2 G gegen G Schwin­
gungen um die durch 

gokennzeichnete Ruhelage auftl'eten, die vom Materiale unter Beein­
tl'achtigung seiner Giite verzehrt werden. 

Dns intoressiel't hier gerade del' Fall, in dem h so groB ist, daB j l 
vernachlassigt werden konnte; doch fiihrt die Beibehaltung durchaus 
l1icht zu Verwicklungen und schiitzt VOl' Widerspriichen und Fehlern 
bei Einsetzung extremer FaIle, also 

G· (h -+ :J l) = 182 C . 
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Wird die Fallenergie nicht nur durch einen Stab, sondern durch ein. 
unverschiebliches System von Staben von der Art un serer Schutz­
briicke aufgenommen, so lautet die Gleichung offenbar 

In dieser Gleichung sind so viele Unbekannte vorhanden, als die Schutz­
briicke bzw. einer ihrer Haupttrager, wenn wir auf diesen durch An­
nahme eines Zufalles das ganze Gewicht allein wirkend denken, Stabe 
enthalt. Diese Unbekannten lassen sich auf eine zuriickfuhren, indem 
wir die Spannkrafte 8' fur eine ruhend wirkend gedachte Kraft G = 1 
ermitteln und in dIe Gleichung einfuhren. Sie Mnnen sich von den 
wirklichen Spannkraften nur durch einen konstanten Faktor IX unter­
scheiden: 

oder: 

also: 

8 = IX' 8' 

8G•h = G . IX • 8' . 

2 2 2 h 
IX - IX = G I 8'2 (!s 

(JG.h = I8' . 8G.h • e. 
SG.h = IXG8' 

(JG.h = IX G I8'2 e. 

nach Hinzufiigung der quadratischen Erganzung: 

1/2lt"­
IX = 1 ± V (Tf 8'2 ~s + 1 . 

Damit sind uns die infolge des Aufschlages auftretenden GroBtspaun­
krafte bekannt. Mit Hllfe der fruher entwickelten Arbeitsgleichungen 
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fur die gedachte Formanderungsallbeit konnen wir uns noch einen 
tieferen Einblick in die dynamischen Wirklmgen verschaffen und uns 
dadurch den Sinn des negativen Vorzeichens vor der Wurzel erklaren ~ 

Durchbiegung bei m durch G ruhend: 

(JG = G2'A9' S/ e. = G IS/2 e.· 

Durchbiegung bei m durch G· h : 

(5G. h = .IS'S e. = IX G .IS/2 e •. 

Urn die Endlage von (JG als Ruhelage treten also Schwingungen auf 
vom Ausschlage: 

a = «(JG.h - (JG) = G.IS/2e.(IX -1) 

= G.2'S/2 e.' ± -V C-;;2 e. + 1 = ± y2Gh2'S/2 e. + (GI S/2e.)2. 

Die Vorzeichen geben also die Richtung des Ausschlages an! Ferner: 
Es war 

SG . h = G • IX • S' = G S' (1 + -V G};2 e. + 1 ) 

Das erste Glied ist die Ruhspannkraft, das zweite der maximale Zu­
wachs oder die maximale Abnahme wahrend der Schwingungen urn 
die Ruhelage, erzeugt durch die Aufschlagsarbeit G(h + (JG.h)' Wird 
h = 0, so liegt der Fall plOtzlicher Belastung ohne Fallhohe vor: del' 
Wurzelausdruck wird gleich eins, dieSpannkraft wechselt somit zwischen 
den Grenzen 0 und 2 Sa, in Vbereinstimmung mit unserer voran­
gegangenen Betrachtung dieses Belastungsfalles an einem Zugstabe. 

Die Umstande, die die Schwingungen durch wirklichen Arbeits­
verbrauch dampfen und schlieBIich zum Verschwinden bringen, brauchen 
wir wegen des unbedeutenden Einflusses auf die GroBe der Hochst­
spannkrafte nicht zu beachten. 

Zur Spannungsberechnung bleibt noch zu berner ken : Es kann sein, 
daB wir zu dem Entschlusse gelangen, fiir den Fall eines Absturzes 
eine Vberschreitung der Proportionalitatsgrenze zuzulassen: Wir 
werden dann zunachst so rechnen, als verIiefe das Diagramm der inneren 
Formanderungsarbeit Fig. 282 nach der geradIinigen Begrenzung. Be­
kanntlich wird es tatsachlich von einer nur anfangs geradlinigen, 
spater jedoch gekriimmten Linie begrenzt, wie das die gestrichelte 
Linie in der Figur andeutet. Das Arbeitsaufnahmevermogen wird also 
groBer. Daraus folgt, daB die wirklichen Spannkrafte dann geringel' 
sein werden! 
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tlberh&upt kann es sich bei die sen unseren tlberlegungen nur darum 
handeln, mangels einer bewahrten Vorlage oder bei verlangten erheb­
lichen Abweichungen von einer bewahrten oder erprobten Vorlage 
durch eine Rechnung zu einem Gefuhle fur die Grenzen zu gelangen, 
iunerhalb deren sich die Dimensionierung zu bewegen hat. Das ist ja 
sehr oft der Charakter einer technischen Rechnung, hier jedoch aus­
schlieBlich, wenn es sich um groBere Fallhohen handelt, wenn die 
Masse der Brncke betrachtlich ist und der Wert XS'2 (18 gering ist, 
denn wir vernachlassigen den StoB, also den Umstand, daB die Massen­
teilchen nicht gleichzeitig in Bewegung gesetzt werden. Immerhin 
mag der Leser seine Krafte daran versuchen, groBes Bruckeneigen­
gewicht Q und betrachtliche auBere, ruhende Krafte P wenigstens in 
der Betrachtung fiir gedachte stoBfreie Beaufschlagung auBer G zu 
berucksichtigen. Die Fallarbeit dieser Lasten 

kommt dann zur Hauptarbeit + Gm (h + bm ) hinzu. Eine Biegungs­
linie fur die bm mussen wir zunachst schatzen -. 

3. Tabelle der Formeln fiir die Punktverschiebungen von 
einfachen, typischen Vollwandtragern; Seite 207. 

Kurze Anleitung zur Herleitung solcher Formeln 
auf Grund der Ausfuhrungen uber die zeichnerische 

A~ ___ ---::~ ___ --?-!B 

p 

f' 

·Fig.283. 

Darst.ellung der elas­
tischen Linie. 

Beispiel: Trager auf 
zwei Stutzen, Fig. 283, von 
konstantem Tragheitsmo­
mente J und konstanter 
Elastizitatsziffer E , in der 
Mitte belastet durch eine 

Fig. 284. Einzellast P. Es solI die 
Gleichung der elastischen 
Linie und der Ausdruck 
fur die Durchbiegung in 
der Tragermitte hergelei­
tet werden, - Losung: 
Die Momentenflache ist 

Fig. 285. ein gleichschenkliges Drei­
eck von der H6he 

Pl 
4' 

Fig. 286. Wegen J = konst. und 
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zeitig das Bild der Flache der fingierten Belastung von der Hohe 

Pl 
4JE' 

Gesamtbelastung: 

Auflagerdrii.cke: 

Die Gleichung fUr die Momente aus der fingierten Belastung und damit 
die Gleichung der elastischen Linie ergibt sich nach dem Schnittver­
fahren: 

y = Wa' X - WI: ; 

Pl2 
Wa = 16EJ 

l 
Daraus fUr x = - oder nach dem Schnittverfahren: 

2 

Aus der Ableitung erhellt, daB die gewonnene Gleichung der elastischen 
Linie nur fur die Werte von x zwischen a und m gultig ist. Der Zweig 
der elastischen Linie fUr die 
Strecke m -;- b ist jedoch durch l1a~a. ~Mh 
die Symmetrie gegeben bzw. ( ,..,l:: ~===t:=;::=====ib 
dadurch, daB man den Ko- l 
ordinatenanfang statt nach a 
nach b verlegt denkt und von 
dort die Werte x miBt. Man 
kann auch den Koordinaten­
anfang statt nach a nach m 
verlegen, erhalt dann jedoch 
eine andere Form der Glei­
chnng der elastischen Linie: 
In der folgenden Zusammen­
stellung ist eine solche Ab­
weichung von den Angaben 

Jingierte }E':J. 
{ 

Belo.stung 

(.j 1--_+_#--+--(.)---'-£=.':.:;,.J_-:i; 

W,x 
W 

]<'ig.287. 
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der gebrauchlichen Taschenbucher vermieden worden. - Fall 7 der nach­
folgenden Zusammenstellung wurde vom Verfasser im Flugzeugbau in 
einigen Fallen gebraueht und sei daher mit aufgefilhrt. Die Entwicklung 
an Hand der Fig. 287 ist nicht sehwierig: 

Y= 

M" + Mb l l Mb + 2 M" 
----YU-2' 3 Mb + M" M" + M.,x x JJI., + 2 ]rI" x- -.-

EJ 23M., + M" 

Mb- M " 
M 2M 3M" + l x 

b+ "l .2 
Y = 6EJ·· x - 6EJ x 

. Mb -M" 
6EJy = (Mb + 2M,,) lx - 3 M"x2 - --l--x3 

6EJy l = Mb l2X + 2 M,,12 X - 3M" lx2 - Mbx3 + M"x3 • 

Urn auf eine naturliehe Form fUr y zu gelangen,· die fUr M" = Mb un­
mittelbar in die geordnete Gleichung fur· diesen Fall ubergeht, ist reehts 
zweekmaBig hinzuzufUgen: 

- 3 M" l2 X + 3 M" l2 x, 

dann ergibt sieh: 

Der Leser pri.'lfe die Gleichung ffu M" = Mb und leite dann fUr 
M" = Mb = M kurz direkt ab! Fur M = konst. muBte sieh, streng­
genommen, die Gleichung eines Kreisbogens vom Radius 

EJ 1 e=- =--, M OJ 

siehe Fig. 37, ergeben, an Stelle der Parabelgleiehung. Es tritt hier 
das Wesen der ublichen Vernachlassigungen in einer neuen Erseheinungs­
form zutage. Der Fehler ist aueh hier wieder gering, da ja geringe 
Formanderungen vorausgesetzt sind und dafur ",ird der Bogen im 
Parabelseheitel auf betraehtlicher Strecke dem Kreisbogen mit dem 

Radius e = dem halben Parameter = ~ praktisch gleich, wovon 

man sich zeichnerisch leicht uberzeugen kann. Die Taschenbucher 
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pflegen bier eine Ausnahme zu machen und die streng richtige Gleichung 
anzugeben .. Da sich die strenge Richtigkeit auf den abstrakten Fall 
der Voraussetzungen bezieht, der sich von der Wirklichkeit im Ein­
flusse auf die bier in Rede stehenden Ergebnisse meist viel gr6ber unter­
scheidet als die bei beiden Gleichungen voneinander, so k6nnen wir, 
nachdem wir uns iiber die Bedeutung des Fehlers klar ge­
worden sind, unbedenklich die unstrenge, aber den anderen ursprungs­
gleiche Formel verwenden. 

Will man auch bei unsymmetrischer Belastung genau angeben, 
an welcher Stelle sich das Senktmgsmaximum befindet, so hat man 
sich nur zu erinnern, daB an der Stelle des Momentenmaximums die 
Querkraft, S = A -:E Pa7rlJ bzw. = A - ~Qa7rlJ' verschwindet, daB 
also analog an der Stelle der gr6Bten Durchbiegung das Querkraft-

z 

diagramm fiir die fingierte Belastung; berechnet aus Ws = WA - ~ Q) • LI x, 
a 

eine Nullstelle aufweisen muB. In uniibersichtlichen Fallen muB die 
Bedeutung der Nullstellen, die ein Maximum bestimmen k6nnen, durch 

.-einige Nachbarordinaten beiderseits gepriift werden. In sehr uniiber­
sichtlichen Fallen zeichnet man mit wenigen Punkten die elastische 
Linie. Es darf ferner nicht vergessen werden, daB das Maximum an den 
Grenzen der zu untersuchenden Strecke liegen kann, wobei dort nicht 
notwendig eine Nullstelle der fingierten bzw. wirklichen Querkraft 
liegen muB. 

Es sei noch auf die Weiterverwendung der Ergebnisse auf statisch 
unbestimmt gestiitzte Balken, deren Hauptsystem ein nach dem oben 
dargelegten Verfahren bereits behandelter Balken sein kann, bingewiesen, 
wie sie im Beispiele fiir die Anwendung von Formanderungsgleichungen 
Seite 23 vorgefi.ihrt wurde. 

(Fortsetzung - Tabellen - s. folgende Seiten.) 
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Anhang. 

Belastungsfali 

~c~~------l------~--

Auflagerilriicke 

B=P 

A = p C2 
l 

B= p~l 
l 

Biegungsmoment 
allgemein 

M. = p. C = kOl1st. 
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Biegun,gsmoment 
maxin:ai 

Mmax = P·l 

Mrnax= ~ 
2 

Q.l 
Mmax=T 

'rna:" = Pl 
4" 

ll1max = p. c 

Gieichung der e'lastischen Linie 

PZS [x 4 x3 j 
Y = 16EJ Y-:-3 V 

Endwinkel 
PI3 [1 x2j 

tgw=16EJ y- 4 V 

p. c 
Y =-- --II _X2] 2EJ L""" • 

Grilllte Senkung 
bzw. Hebung 

pza 
Ymax = 3EJ 

QI3 
Ymax = 8EJ 

QI3 
Ymax = 15EJ 

PI3 
Ymax = 48EJ 

PcI2 

Ymax = 8EJ 
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I!elastungsfall Auflagerdriie ke 

Ma !:!lL..... 

7~~ 
I 0! 1 

I -I 
j 1< l "I 

~_~I __________ -
--~- -'-- -----

I 
, ~~tT-l ---r!Tf!1111 ..... 

8 i A~II!!!!!!!!!!~B :!f I 

11 

12 

1<: l "I 

---- --- ----------+--~ 

~ _-x---
A~II~ B 
I!J I 
1< l .. I 

I I I 
k--l/z-->,+I ,<----l/2 ~ 

~~--~l---~~~I 

B 

I 

A = !,Q 

B = }Q 

- ---~--------______ I ______ -

Biegungsmoment 
allgemein 

I (1 2 X2) 
I JIx = Qx 2' ~ "3 [2 

I 

Du1'oh Uborlagerung del' 

liber AC: 

iibel'BC: 
( 5 I! ~1) 

111x = Pl \32 -- 16 l 
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Blegungsmoment 
maximal 

Ql 
Mmax = ---

S 

Gleiehung der elastisehen Llnie 

I _ Ma 1 •.• ] Mb-Ma[12 -"] 
I Y-2EJ[X-'" + 6EJl- X-;<;-

Endwinkel 
i Ma 1 2] Mb- Ma[1,2 3 2] I tgwa=2EJ[ - X + 6EJl - X 

Zur Berechnung von tg Wb Zahlenwerte rechts 
und links vertauschen I 

Mmax = 2, _Ql 
9V3 

= 0,128Ql ! 

bei X = 1/3-va 
= 0,57741 

Ql 
Mmax= 12 

Ql 
Mmax=(f 

GroBte Senkung 
bzw. Hebung 

5Ql3 
Ymax = 384EJ 

Ymax 
QP 

= 0,01304 EJ-

bei X = 0,5193l 

----- ----'--------- ------ ------- --- --- ----

Belastungsfalle 2,7 und 8 von Fall zu Fall zu bestimmen. 

3Pl 
Mmax = 16 

B u ehh 01 z, Tragwerke. 

Pl3 

Ymax= 48Y5EJ 

14 
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Beiastungsfall 

14 I 

I 

15 

16 

18 

19 

-1-- ----------

20 I 
I 

Anhang. 

I Auflagerdriicke i 
I I 

Biegungsmoment 
allgemein ,---------

I ~::~ 
! 
!iiber AG· M =Pl(~ _!) 

p . '" 2 l 4 
A=B=-, 

2 iiberGB: M",= ~l(i~~ 

Spalten 17 -;- 20 zu Nachtragen 
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Bicgungsmoment 
maximal 

Ql 
Mmax = 8 

(bei B) 

Pl 
Mmax = -8-

(bei A, B und OJ 

Ql 
l1fmax = 12 

(bei A und B) 

Gleichung der elastischen Llnie 

aus dem Sonderbedarfe des Lesers. 

---~ ------ --+-----

1------ ~ 

GroBte Senkung 
pezw. Hebung 

Ql3 
Ymax~ 185EJ 

bei X ~ O,4215l 

PZS 
Ymax = 192EJ 

Ql3 
Ymax = 384Ej 

14* 
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schulen und in der Praxis. Von Geheirnem Hofrat Professor Dr.-lng. E. h. 
Max Foerster in Dresden. 
1. Heft: Graphostatik und Festigkeitslebre. Mit 146 Textfiguren. 

2. Heft: Abri8 der Statik 
figuren. 

3. Heft: Grundziige der 
283 Textfiguren. 

Preis M. 7.60 * 
der Hochbaukonstruktionen. Mit 157 Text­

Preis M. 8.60· 
Eisenkonstruktionen des Hochbaues. Mit" 

Preis M. 18.-* 

Taschenbuch fur Bauingenieure. Unter Mitarbeit zahlreicher Fachgelehrter 
herausgegeben von Geheimem Hofrat Professor Dr.-lng. E. h. M. Foerster 
in Dresden. D ri t t e, verbesserte und erweiterte Auflage. Mit 3070 'l'ext­
figuren. In zwei Banden. In einem Bande gebunden Preis M.64.-* 

In zwei Banden gebunden Preis M.70.-* 

C. W. Kreidels Verlag in Berlin und Wiesbaden 

Praktische Winke zum Studium der Statik und zur Anwendung 
ihrer Gesetze. Ein Handbuch fur Studierende und praktisch tatige In­

genieure. Von Robert Otzen, Geh. Regierungsrat und Professor an der 
Technischen Hochschule zu Hannover. D ri t t e Auflage. Mit 125 Text­
abbildungen. Preis M. 20.-; gebunden M.24.-

* Hierzu Teuerungszuschlage 



Verlag von Julius Springer in Berlin W 9 

Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke nach der Methode 
des Viermomentensatzes. Von lng. Fr. Bleich in Wien. Mit 108 Text­
abbildungen. . Preis M. 12.-* 

Berechnung von Rahmenkonstruktionen und statisch unbestimmten 
Systemen des Eisen- und Eisenbetonbaues. Von lng. P. E. Glaser 
in Ilmenau i. Thilr. Mit 112 Textabbildungen. Preis M.9.-* 

Mehrteilige Rahmen. Verfahren zur einfachen Berechnung von mehr­
stielig.en, mehrstllckigen und mehrteiligen geschlossenen Rahmen (Rahmen­
balkentragern). Von lng. Gustav Spiegel. Mit 107 Textabbildungen. 

Preis M. 18.-* 

Tabellen· zur Berechnung von einfach und doppelt armierten Balken 
und Platten aus Eisenbeton mit Hilfstafel fiir Plattenbalken. 
Von lng. Ernst Geyer. Unter der Presse 

Lehrbuch der technischen Mechanik. Von Professor M. Griibler in 
Dresden. 
E r s t e r Ban d: Bewegungslehre. Z wei t e. verbesserte Auflage. Mit 144 Textflguren. 

Preis M. 22.­
Z wei t e r Ban d: Statik der starren Korper und graphische Statlk. Mit 222 Text-

figuren. Preis M. 18.-* 
Dr itt e r Ban d: Dynamlk der starren Korper. Mit 77 Textfiguren. Preis M. 24.-

Ingenieur-Mechanik. Lehrbuch der technischen Mechanik in vorwiegend 
graphischer Behandlung. Von Dr.-lng. Dr. phil. Heinz Egerer, Diplom­
Ingenieur, vormals Professor fUr lngenieur-Mechanik und Materialprllfung 
an der Technischen Hochschule Drontheim. 
E r s t e r Ban d: Graphlsehe Statik starrer Korper. Mit 624 TextabUdungen sowie 

238 Beispielen und 145 vollstli.ndig gelOsten Aufgaben. 
Preis M. 14.-; gebunden M. 16.-* 

Aufgaben aus der Technischen Mechanik. Von Professor Ferd. Witten­
bauer in Graz. 
E r·s t e r Ban d: Allgemeiner Teil. V I e r t e. vermehrte und verbesserte Aufiage. 843 Auf­

gaben nebst Losungen. Mit 627 Textfiguren. Unverli.nderter ~eudruck. 
Gebunden Preis M.36.-* 

Z wei t e r Ban d: Festigkeitslehre. 611 Aufgaben nebst Losungen und einer Formel­
sammlung. Dr itt e • verbesserte Auflage. Mit Ii05 Textfiguren. Unverli.nderter N eudruck. 

Gebunden Preis M. 89.­
D r itt e r Ban d: Fliissigkeiten und Gase. 586 Aufgaben nebst Losungen und einer 

Formelsammlung. D r itt e. neubearbeitete Auflage. In Vorbereitung 

Der Bauingenieur. Zeitschrift fur das gesamte Bauwesen. Organ des 
Deutschen Eisenbau-Verbandes und des Deutschen Beton-Vereins. Heraus­
gegeben von Professor Dr.-lng. E. h. M. Foerster in Dresden, Professor 
Dr.-Ing. W. Gehler in Dresden, Professor Dr.-Ing. E. Probst in Karlsruhe, 
Dr.-Ing. H. Fischmann in Berlin und Dr.-Ing. W. Petry in Oberkassel. 
Erscheint monatlich zweimal. Vierteljahrlieh Preis M. 14.-

* Hierzu Teuerungszuschlage 
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