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Geleitwort.

Auf Schritt und Tritt begegnen dem jungen Konstrukteur und
Statiker Tragwerke aus jener Gruppe von Korpersystemen, die man
als die statisch unbestimmten bezeichnet, und die sich dem entziickten
Auge des Gliicklichen, den seine Berufstatigkeit noch mit Idealen erfiillt,
oft in iiberaus eleganten Gebilden darbieten. Der eigenartige Reiz dieser
Konstruktionen 16st den Wunsch aus, so etwas selbst verantwortlich
bauen zu konnen, seinen Namen unter die dazu gehérigen statischen
Berechnungen setzen zu diirfen. Auch der Aufstieg in eine hohere
Leistungsklasse lockt.

Mit Bedauern hat der Verfasser aber beobachtet, wie es den meisten
unméglich wurde, diesen ihren Wunsch zur Erfillung zu bringen. Die
zaheste Beharrlichkeit reichte selten aus, die dieses Gebiet mit ent-
haltenden dickleibigen oder mehrbindigen Werke, die noch dazu meist
umfangreiche Vorkenntnisse verlangen, in den wenigen geeigneten MuRe-
stunden, die die anstrengende Berufsarbeit vom Tage tibrig 146t, durch-
zuarbeiten. Diese Werke geben das im vorliegenden Buche ausschlie$3-
lich Behandelte nur als Teilgebiet, mit dem iibrigen in scheinbar
unentwirrbarer Verstrickung, der nur durch Gesamtstudium des Werkes
nach Vorstudium gewisser hoherer Disziplinen beizukommen wire.
So kommt es dann wohl zur Anschaffung dieser Binde, aber nicht zu
ihrer Durchdringung. MiBmutige Resignation oft wertvoller Kriifte
und ihre Umwandlung aus Idealisten ihres Berufes in Nurgehaltverdiener
ist die Folge.

Der Verfasser wiirde sich gliicklich schitzen, wenn ihm die Durch-
fithrung seiner Absicht gelungen wire, ein Buch zu schaffen, das nicht
nur gekauft, sondern auch vom Vielbeschiftigten in jedem einzelnen
Falle restlos bewiltigt wiirde. Uber diesen letzten Punkt hat der Ver-
fasser allerdings eine strenge Auffassung: Es wire ihm nicht erwiinscht,
wenn sein Buch, ohne vorher verstanden zu sein, als Formelbuch oder
Schemasammlung Verwendung finden kénnte. Es wiirde sich dazu
ohne vorhergegangene vollstindige Durcharbeitung auch wohl nicht
eignen, denn alles —auch die gewshlten Konstruktionen und Rechnungs-
verfahren -— ist riicksichtslos in erster Linie auf den Zweck zugeschnitten,
vor allem volles Verstindnis zu sichern. Es kann ja auch beziiglich der
Konstruktionserfahrungen, der Linienfiihrung, der jeweils einfachsten
Rechnungsmethoden und dergleichen mehr auf vorzigliche Taschenbiicher
verwiesen werden, die sich der Leser nach erfolgreicher Absolvierung
des ihm hier gebotenen Kursus miihelos dienstbar machen wird. — Eine
schematisch ausgefiihrte Rechnung von der Bedeutung, die einer sta-



Iv Geleitwort.

tischen Untersuchung fiir Leben und Eigentum der Mitmenschen fast
stets innewohnt, sollte den gewissenhaften Konstrukteur beunruhigen,
wie eben eine Bewuftseinsliicke in der Kette des Handelns beunruhigen
miilite.

Das Buch entstand 1912/13 als Grundlage fiir vom Verfasser erteilten
Privatunterricht. Juni/Juli 1914 wurde Verdffentlichung beschlossen
und Reinschrift hergestellt. Es blieb dann liegen bis 1919. Verfasser
erganzte es durch das Einzige, das auf dem vorliegenden Gebiete der
Zeitfortschritt erheischte: durch einschligige Bemerkungen tiber den
Flugzeugbau, zu denen ihn gliicklicherweise eine mehrjahrige Ver-
wendung als Werftingenieur bei einer Fliegerstation, als Lehrer fir
Motorkunde und Flugzeugbau an einer Fliegerschule und schlieBlich als
Chefstatiker einer grofien Flugzeughauanstalt befihigten. Seinem
Wunsche, aus seinen speziellen Manuskripten itber den Flugzeugbau
Ausfiihrlicheres zu geben, sglaubte der Verfasser zur Wahrung des vor-
bestimmten Charakters des hier vorliegenden Werkes nicht nachgeben
zu diirfen, zumal das Angegebene bei verstindnisvollem Gesamtstudium
des Buches geniigt, um selbstandig in die Flugzeugstatik einzudringen
und darin in besseren Stellungen verwendungsfahig zu werden.

Die Korrekturen und Beispielitherprifungen standen unter dem
Zeichen unumganglicher anderweitiger intensiver Inanspruchnahme
des Verfassers; er bittet daher nétigenfalls um Nachsicht : Berichtigungen
und auch Winsche und Ratschlage fiir eine etwaige Neuauflage werden
stets gern entgegengenommen und gewissenhaft geprift bzw. erwogen
werden. Der Verfasser ist geneigt, das Buch im Falle einer giinstigen
Aufnahme noch leichter und damit noch mehr Statikfreunden der
technischen Praxis zugingig zu machen durch Vertffentlichung eines
unabhingigen Buches : ,,Theorie und Berechnung der statisch bestimmten
Tragwerke.*

Toh benutze zum Schlusse die Gelegenheit, dem Verlage meinen Dank
fiir sein verstandnisvolles Entgegenkommen in allen Dingen auszu-
sprechen, besonders dafiir, daB er es iibernahm, das Figurenmaterial auf
seine Kosten in vorziiglicher Ausfithrung neu zeichnen zu lassen.

Leipiig, im Januar 1921.
Der Verfasser.
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YVorbemerkungen.

Es wird die Kenntnis der Elementarmathematik, der elementaren
Festigkeitslehre und der Elemente der Mechanik, insbesondere der
Statik der statisch bestimmten Systeme vorausgesetzt. An Bezeich-
nungen sind demgemiB ohne jedesmalige besondere Erliuterung aus
dem technischen Sprachgebrauche iibernommen worden:

P Eingzellast,
@ verteilte Last,
M Moment,

J Tragheitsmoment,
E Elastizitatszitfer

2 Summe

und andere. Zur Erinnerung an weniger gebriuchliche griechische
Zeichen dient das am Schlusse des Buches befindliche griechische
Alphabet. |

Die Anwendung der Ergebnisse der nachfolgenden Darlegungen auf
die Berechnung von Tragwerken aus Eisenbeton erfordert nur, an
Stelle der wirklichen Querschnittsflichen und Trigheitsmomente ideelle
einzusetzen, deren Bestimmung nebst zugehioriger Elastizititsziffer in
den jeweils giiltigen Bauvorschriften angegeben wird.

Wir wollen einen irgendwie zusammengesetzten Korper als ,un-
verschieblich‘* bezeichnen, wenn er durch jede beliehige Belastung, so
lange sie nicht zerstérend wirkt, nur elastische Form- und Lage-
veranderungen erfahren kann. ,In sich unverschieblich* nennen wir
ibn dann, wenn wir die Stiitzung nicht mit in den Begriff einbeziehen;
darititber hinaus wollen wir ihn als ,,starr’“ bezeichnen, wenn seine
Formi#nderung im betrachteten Falle vergleichsweise verschwindend
klein ist.

Buchholz, Tragwerke, 1



Die Theorie der statisch unbestimmten Systeme.

[

I. Die Theorie
der statisch unbestimmten Systeme.

1. Bestimmung des Begriffes.

Enthilt ein Tragwerk mehr wirksame Systemelemente, als zur Er-
zielung der Unverschieblichkeit des Systems erforderlich sind, so ist
das Tragwerk statisch unbestimmt, d.h.
die Gleichgewichtsbedingungen allein
geniigen nicht, um die der Belastung
dasGleichgewicht haltenden Tragwerks-
krifte zu bestimmen.

Fig. 1 zeigt ein solches Tragwerk
in Gestalt einer gegliederten ebenen
Scheibe: Ein gleiches System, das die
beiden Diagonalstibe nicht enthilt,
Fig. 2, ist verschieblich; die System-
elemente wiirden sich in der angedeuteten Weise gegeneinander ver-
schieben. . Zur Herstellung der Unverschieblichkeit des Systems ist
jedoch nur die Einfiigung einer Diagonalen erforderlich, Tig. 3.

Fig. 3 1aBt eine allgemeine Eigen-
schaft aller statisch bestimmten Sy-
steme erkennen: Eine aus beliebigen
Ursachen erfolgende Lingenanderung
eines Systemelementes (etwa durch
Formanderung oder durch Einfiigung
eines kiirzeren Stabes an die Stelle eines
vorhandenen) hat niemals Zwangs-

Fig. 2. spannungen zur Folge. An Fig.1kann

man .sich leicht das gegenteilige Ver-

halten der statisch unbestimmten Systeme anschaulich erliutern.
Jede Stablingenéinderung im Wirkungsbereiche einesiiberzihligen Stabes
hat Zwangsspannungen zur Folge: Das statisch bestimmte, elastische
Stabwerk Fig. 3 wird unter der ein-
gezeichneten Belastung infolge der ein-
tretenden elastischen Stablingenande-
rungen die Entfernung ¢--m um ein
bestimmtes Mafl vergréfiern: Soll nun
der Stab D,, vgl. Fig. 1, eingesetzt
werden, so mull das zwangsweise ge-

schehen — unter Verringerung der

TFig. 3. Entfernung a¢-~mund gleichzeitiger Ver-

langerung des Stabes D,. Die Grifie der

Zwangsspannungen wird — natiirlich unter Einhaltung der Gleich-

gewichtsbedingungen — offenbar von dem Verhiltnis der elastischen
Nachgiebigkeit der Tragwerkselemente zueinander bestimmt. Die Ein-
fiigung einer ,,schwachen® Diagonale D, wird erheblich andere System-
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spannungen zur Folge haben, als die Einfiigung einer ,kraftigen*. Es
folgt hieraus, daBl die allein zur Stabkraftermittlung nicht gentigenden
Gleichgewichtsbedingungen durch - Forménderungsgleichungen
ergéinzt werden miissen, die das Verhaltnis der elastischen Nachgiebig-
keit der Tragwerkselemente zueinander zum Ausdruck bringen. Die
elastische Nachgiebigkeit eines Tragwerkselementes wird zweckmiBig
gemessen durch die Verschiebungen der AnschluBpunkte des Elementes
zueinander bei Einwirkung der Einheit der AnschluBspannkrifte in
der durch die Art der Einordnung in das System gegebenen Richtung.
Sie ist also von der Bemessung und dem Material abhingig: es ergibt
sich. hieraus, dall die statisch unbestimmte Rechnung im allgemeinen
die vorherige Wahl der Querschnitte' oder ihres Verhiltnisses zuein-
ander verlangt.

Da die Gleichgewichtsbedingungen auch fir die Unter-
suchung statisch unbestimmter Tragwerke von grundlegender Bedeutung
sind, so wird es gut sein, dem Leser das Wesentliche dariiber in Er-
innerung zu bringen, um ein lickenfreies Versténdnis zu sichern: Ein
fester Korper befindet sich nur dann im Gleichgewicht, wenn die
resultierende Kraft und das resultierende statische Moment
der auf den Korper wirkenden suBeren Krifte und Momente gleich
Null sind. Ein Tragsystem befindet sich nur dann im Gleichgewicht,
wenn seine Elemente sich im Gleichgewicht befinden, d. h. wenn diese
Elemente feste Korper sind, fiir die die resultierende Kraft und das
resultierende Moment gleich Null sind. Jedes Tragsystem kann selbst
wieder als ein fester Korper behandelt werden, wenn es jeder Be-
lastung — wenn auch natiirlich von begrenzter Hohe, so doch be-
liebiger Richtung — widersteht. Kin solches Tragwerk mufl aus Ele-
menten von geniigender Festigkeit so aufgebaut worden sein, daf eine
Verschiebung der Elemente gegeneinander nicht mdglich ist, denn nur
bei einer solchen Anordnung der Systemelemente ist deren Gleichgewicht
fiir alle Belastungsfalle gesichert, wenn nur der Nachweis erbracht
wird, daB sich die duBleren Krifte und Momente des ganzen Systems
das Gleichgewicht halten. Zur Sicherung des Gleichgewichtes des ganzen
Systems muf das Tragwerk als Systemelement hoherer Ordnung mit
der Erde zu einem neuen unverschieblichen Verbande vereinigt werden.
Es geschieht dieses nach den gleichen Gesetzen, nach denen der Aufbau
des Tragwerkes selbst und seiner Elemente zu erfolgen hat, wenn auch
praktisch eine Sonderbezeichnung — Stiitzung — fiir die Verbindung
eines Tragsystems mit der Krde iiblich ist.

Wir werden bei Gelegenheit auf die Gesetze des Tragwerkaufbaues
ausfithrlich zuriickkommen.

Zum Zwecke der Berechnung pflegen wir die weitaus meisten Trag-
werke in einzeln zu behandelnde ebene Scheiben aufzulésen. Auch fiir
diese Scheiben haben natiirlich die obenstehenden allgemeinen Aus-
fiihrungen Giiltigkeit, wenn nur die in der Scheibenebene wirksamen
Krifte und Momente betrachtet werden. Nicht in dieser Ebene wirkende
Krifte und Momente sind durch Anordnung von anderen Tragscheiben
in Komponenten fiir die einzelnen Tragscheibenebenen zu zerlegen.

1*



4 Die Theorie der statisch unbestimmten Systeme.

Der Nachweis, daf die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind, kann
zeichnerisch und rechnerisch gefiihrt werden. Der zeichnerische Nach-
weis ist bekanntlich dann erbracht, wenn das aus den geometrisch
durch gerade Strecken ausgedriickten Kriften gezeichnete Krafteck
und das zugehorige Seileck geschlossen sind, d. h. eine Resultierende
gleich Null ergeben. Der rechnerische Nachweis erfordert die Zer-
legung der verschieden gerichteten Kréfte in zwei bestimmt zu wahlende,
an sich beliebige nicht parallele Richtungen sowie die Beziehung der
Momente auf einen bestimmt zu wahlenden, beliebigen Punkt. Alge-
braisch ausgedriickt und auf eine ebene Scheibe bezogen treten die
Gleichgewichtsbedingungen in Form von drei Gleichungen auf, die,
wenn man als Kraftrichtungen die lotrechte und die wagerechte wahlt,
lauten:

Eine ebene feste Scheibe befindet sich nur dann im Gleichgewichte,
wenn :

I. die algebraische Summe der lotrechten Krifte,
II. die algebraische Summe der wagerechten Krifte und
III. die algebraische Summe der Momente, bezogen auf einen be-
liebigen Punkt der Trigerebene,

gleich Null ist.

Lassen sich bei gegebener Belastung simtliche duferen und inneren
Krifte eines ebenen Tragwerkes nur mit Hilfe dieser drei Gleichungen
errechnen — seien diese nun algebraisch ausgedriickt (Rittersches
Verfahren) oder geometrisch (Kriafteplan und Seileck) —, so handelt
es sich also um ein ,,statisch bestimmtes* System. Kénnen bei einer
sich im Gleichgewichte befindenden Scheibe die #uBeren Krafte
nicht allein durch Anwendung der genannten drei Gleichungen ermittelt
werden, so liegt ein duBerlich statisch unbestimmtes System
vor. Analog unterscheidet man ferner inmnerlich statisch un-
bestimmte Systeme sowie innerlich und sufBlerlich statisch
unbestimmte Systeme. Diesse Unterscheidung hat natiirlich nur

Z praktische Bedeutung: ein Wesens-

p ca—l unterschied zwischen #uBleren und

inneren Kriften in ihrer Wirkung

& f auf das Tragwerk liegt nicht vor.

H w Ein Beispiel eines statisch

bestimmten Trigers bietet der

in Fig. 4 dargestellte typische Fach-

werktriger auf zwei Stiitzen. Zu-

nichst ist ohne weiteres ersichtlich, dafl dieser Triger duBerlich

statisch bestimmt ist; die drei Gleichgewichtsbedingungen werden zur
Bestimmung der duBleren Krifte ausreichen:

Auflagerdruck A4 aus

M. —P.at+ A-1=0,

Fig. 4.

dann B aus .
I. -+ P—~-A—-—B=20



Bestimmung des Begriffes.

o

oder auch aus III. und schlieBlich Auflagerdruck H aus
II. +H-W=0,

Gleichfalls ist das Tragwerk innerlich statisch bestimmt. Sémtliche
Stabkrifte kénnen nach dem Ritterschen Verfahren oder mit Hilfe
des Krifteplanes ermittelt werden. Das Rittersche Verfahren ent-
spricht unmittelbar bekanntlich der ITI. Gleichgewichtsbedingung, der
Krafteplan der I. und IL

Als Beispiel fir ein duBerlich statisch unbestimmtes
System werde der Triger auf drei Stiitzen, Fig. 5, untersucht. Zur
Bestimmung der #ufleren Krafte AC
stehen den vier Unbekannten A4, z
‘B, C und H nur die drei Gleich- A pl—a— B
gewichtsbedingungen gegeniiber. Der besh
Versuch, die Lésung nach dem Vor- m 5
gange des ersten Beispieles nur mit | ! AN B
Hilfe der drei Gleichgewichts- : Tig. 5.
bedingungen durchzufithren, schei-
tert hieran. Es ist klar, daf eine Stiitze ,,iiberzahlig® ist; denkt man
sich z. B. ¢ entfernt, so ist der Triger dullerlich statisch bestimmt, Fig. 6.
Bei Wiederanbringung der Stiitze ¢ wird nun die infolge Durchbiegung
des Trigers unter Einwirkung der Last P inzwischen eingetretene Ver-
schiebung des Auflagerpunktes ¢ durch die Auflagerkraft ¢ wieder auf
Null zuriickgefithrt werden miissen. Der Auflagerdruck muf} also so
groB sein, daf die durch ihn allein ohne jede andere Belastung des
Tragwerkesbewirkte Verschiebung des Punktescentgegengesetzt gleichder
Verschiebung desselben Punktes durch die Belastung P ist. Erst mit
Hilfe dieser vierten Bedingung,
abgeleitet aus dem elastischen
Verhalten des Trigers in bezug
auf die iiberzéhlige Stiitzung,
ist die Ermittlung der dulleren
Krafte moglich. Das Tragwerk
ist mithin auBerlich statisch Tig. 6.
unbestimmt.

Nach Errechnung der duBleren Krifte ergeben sich die inneren
genau wie im ersten Beispiele durch Anwendung des Ritterschen
Verfahrens oder durch Zeichnen des Krifteplanes; innerlich ist das
System also statisch bestimmt.

SchlieBlich sei als Beispiel fiir ein innerlich statisch un-
bestimmtes Tragwerk ein Fachwerkbogen mit Zugband (deutscher
Bogen) vorgefithrt, Fig. 7. Auf Grund des bisher Gesagten erkennen
wir sofort, daB das gezeichnete Tragwerk &uBerlich statisch bestimmt ist.

Bei Priifung der Trigerscheibe selbst bemerken wir, daB sie ohne
das Zugband z sowohl als unverschieblich als auch als innerlich statisch
bestimmt anzusehen wire; unverschieblich, weil sie aus unverschieb-
lichen Stabdreiecken zusammengesetzt ist und statisch bestimmt, weil
die Stabkraftermittlung, wie unmittelbar ersichtlich, ohne weiteres mit
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Hilfe der drei Gleichgewichtsbedingungen ausgefithrt werden kann.
Das Zugband ist also iiberzéhlig und das Tragwerk somit innerlich
statisch unbestimmt. Versuchen wir die Stabkrifte des in Fig. 7 dar-
gestellten Trigers mit Zugband zu ermitteln, so sehen wir uns bei
Ausarbeitung eines Krafteplanes nach Bestimmung der Stabkrifte 1,
2, 3 und 4 vor die Aufgabe gestellt, fiir Gelenkpunkt m ein Krafteck
aus den beiden bereits bekannten Stabkraften 2 und 3 sowie den drei

pl-a _yl
BPZ W&

- I/
A-P%H/I/—Z— p

T
l

™~

Fig. 7.

unbekannten Stabkriften 5, 6 und Z zu zeichnen. Diese Aufgabe ist
nicht bestimmt lésbar, denn es ist bekanntlich nicht méglich, eine
Kraft (hier die Resultierende der bereits bekannten Krifte 2 und 3)
in drei sich in einem Punkte schneidende Geraden (hier 5, 6 und z)

3-H_-p
*b

e /*
N/
P4
%

TFig. 8.

eindeutig zu zerlegen. Da hier offenbar unter den Staben 4, 6 und z
kein Nebenstab ist (zu kurzer Erinnerung diene Fig. 8, Stibe a und 5)
oder andere dhnliche Bedingungen im Rahmen der drei Gleichgewichts-
bedingungen (etwa kiinstliche Herbeifithrung einer bestimmten unver-
anderlichen Druck- oder Zugausiibung eines Stabes) mnicht gegeben
sind, so mufl jeder weitere Versuch, die Ermittlung samtlicher Stab-
krifte allein mit Hilfe der drei Gleichgewichtsbedingungen durchzu-
fithren, miBlingen.



Die {iberzihligen Grofen und das statisch bestimmte Hauptsystem. 7

In dem vorliegenden einfachen Falle ist dieses auch unmittelbar
daraus zu folgern, daB durch die Einfiigung des Zugbandes z die ohne
dasselbe bestehende EinfluBlosigkeit- der Stablingeninderungen auf die
Stabkriifte aufgehoben wird: Die Verschiebung der Angriffspunkte des
Zugbandes m — m’ gegeneinander wird eine Dehnung des Zugbandes
bewirken; die dadurch in diesem hervorgerufene Spannkraft wird
wiederum von EinfluBl auf die ibrigen Stabkrafte sein: Die Gleich-
gewichtsbedingungen allein kénnen also nicht zum Ziele fithren; es wird
vielmehr die elastische Abhangigkeit zwischen Zugband und dem iibrigen
Stabwerk, dem sog. ,,statisch bestimmten Hauptsystem®, die je nach
der Ausbildung der Stébe hinsichtlich Material und Querschnitt ver-
schieden sein wird, in die Rechnung einzufiihren sein. Diese Abhiangig-
keit so zum Ausdrucke zu bringen, da sie als Erginzung der Gleich-
gewichtsbedingungen zur Ermittlung der Stabkrifte herangezogen
werden kann, wird der Lehrgegenstand des II. Kapitels sein.

2. Die iiberzihligen GroBen und das statisch bestimmte
Hauptsystem. Der Grad der Unbestimmtheit.

Schon im Vorangegangenen haben wir die gebriuchlichen Bezeich-
nungen ,iiberzahlig® und ,statisch bestimmtes Hauptsystem* an-
gewendet, und der Leser wird dabei bereits auch ihre allgemeine Be-
deutung erkannt haben: Als iiberzihlig bezeichnet man diejenigen
Stiabe (oder natiirlich auch als Stibe angeschlossene Scheiben) eines
statisch unbestimmten Tragwerkes, deren Entfernung notwendig wire,
um das System in ein statisch bestimmtes zu verwandeln; ein derart
verdndert gedachtes System nennt man das ,,statisch bestimmte Haupt-
system‘. Die Zahl der Uberzihligen nennt man den Grad der Un-
bestimmtheit. V

Untersuchen wir in bezug hierauf die in den Beispielen des vorigen
Abschnittes vorgefithrten beiden statisch unbestimmten Tragwerke
nebst einigen weiteren.

Bei Betrachtung des Fachwerktragers auf drei Stitzen, Fig. 5,
stellten wir bereits fest, daB als tiberzéhlige GroBe ein Stiitzenstab
zu entfernen war, um das statisch bestimmte Hauptsystem herzustellen.
Das System ist mithin auBerlich einfach statisch unbestimmt.
‘Wir konnen ferner aus diesem Beispiele ersehen, daf durchaus. nicht
ein ganz bestimmter Stab als itberzdhlig angesehen werden mufi. Es
kénnte hier auch der Stiitzenstab bei o oder der bei b als fiberzéhlig
bezeichnet und zur Herstellung des statisch bestimmten Hauptsystems
entfernt werden. Weiter konnte dieser Zweck durch Beseitigung eines
Stabes der Tragwerksscheibe, z. B. eines Untergurtstabes bei ¢, erreicht
werden, wodurch dann das statisch bestimmte Hauptsystem in Gerber-
scher Kragtrigeranordnung in die Erscheinung treten wiirde. Immer
jedoch wird es sich bei diesem Tragwerke um die Entfernung jeweilig
nur einer iiberzihligen GriBe handeln; entsprechend der einfachen
ssatischen Unbestimmtheit.



8 Die Theorie der statisch unbestimmten Systeme.

Es sei hier zur Erzielung sicheren Verstéindnisses des Vorangegangenen
sowie auch des Folgenden daran erinnert, daB die starre und statisch

P

bestimmte Stiitzung einer ebenen
festen Scheibe durch drei Stidbe
bewirkt werden mufl, die weder
parallel sind noch sich im Endlichen
in nur einem Punkte schneiden,
Fig. 9 und 10: Sind n#mlich die Auf-
lagerstabe parallel oder schneiden sie
sich im Endlichen, so tritt theoretisch
,unendlich kleine Beweglichkeit* auf,
die aber in Wirklichkeit wegen der da-
durch hervorgerufenen theoretisch un-
endlich grofien Spannkrifte Anlafl zu
groBen Deformationen und Zerstorun-
gen geben konnen. Auch beim Stab-
werksaufbau kann die ,,unendlich
kleine Beweglichkeit“ auftreten. Bei
parallelen Stiitzenstiben kann die un-
endlich kleine Beweglichkeit in volle
Verschieblichkeit iibergehen : auch bei
mehr als drei Stdben, was Fig. 14
nach Entfernung des Schrigstabes
unmittelbar einsehen 1aft!

Die , festen® Auflager (vgl. Fig. 11,
Gelenk'bei b) kénnen als durch allmah-
liche Verkleinerung der beiden Stibe
der Stiitze b in Fig. 10 auf die Linge
Null entstanden gedacht werden. Da
hierdurch die Higenschaften der Stiitze
in bezug auf die Trégerscheibe nicht
gedndert werden, so sind solche festen
Gelenke zur statischen Beurteilung der
Stiitzung einer Scheibe als zweistibig
zu betrachten. Stab a wird als Pendel-
stiitze bezeichnet. Pendelgtiitzen kénnen
auch durch Gleitlager und. Rollenlager

ersetzt werden, die

&}\&g gleichfalls als ein-

[] stébige Stiitzung in
N B Rechnung zu stel-
len sind, da sie bei

Fig, 12, Belastung durchdie
Tragerscheibeinbe-

zug auf diese mit den Pendelstiitzen gleiches Verhalten gemeinsam haben.

Einspannungen sind als dreistibige Stiitzungen zu behandeln;
zur Erlduterung diene Fig. 12. Eine Einspannung fiir sich allein
ist eine unverschiebliche und statisch bestimmte Stiitzung.
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Der in Fig. 13 gezeichnete ,,Zweigelenkbogen® hat zwei feste Ge-

lenke, entsprechend vier Stitzenstdben, und ist mithin suferlich ein-
fach statisch unbestimmt. '
Das statisch bestimmte A B
Hauptsystem kann durch T lp H T
Ersetzung eines der festen
Gelenke durch ein beweg-
liches Lager gebildet werden
oder durch Entfernung
eines Systemstabes, z. B.
des Stabes U,. 3

Die Bestimmung des ’ Fig. 13.

Grades der &duBleren Un-
bestimmtheit des in Fig. 14 gezeichneten kontinuierlichen Trigers a = #
kann hiernach bereits dem Leser tberlassen bleiben.

Wir wenden uns der Untersuchung des bereits im ersten Abschnitte
als Beispiel fiir innere statische Unbestimmtheit behandelten Bogen-

|
S

N

Fig. 14,

tragers mit Zugband, Fig. 7, zu. Auch dieses Tragwerk ist einfach
statisch unbestimmt, denn es war zur Bildung des statisch bestimmten
Hauptsystems nur eine iiberzahlige Grofe zu beseitigen. Im vorigen
Abschnitte wahlten wir das Zugband z; mit gleichem Rechte hitten
wir auch einige an-
dere Stibe wihlen
koénnen, soweit nur
die Unverschieblich-
keit des Systems da-
durch nicht auf-
gehoben wird, wie
das anders z. B. bei
Wahl des Stabes 2 s
der Fall sein wiirde, Fig. 15.
da dieser auflerhalb
des Wirkungsbereiches der statischen Unbestimmtheit liegt. Es hitte
jedoch etwa Stab & entfernt werden konnen: alsdann wiirde das
statisch bestimmte Hauptsystem als Dreigelenkbogen mit Zugband zu
bezeichnen sein, vgl. Fig. 15.

Nachdem wir nunmehr den Zweigelenkbogen und den Bogen mit
Zugband behandelt haben, erkennen wir unmittelbar, daB8 die Kom-
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bination beider Tragwerke, ndmlich der Zweigelenkbogen mit festen
Gelenken und Zugband, zweifach statisch unbestimmt ist.

Zur weiteren Ubung sei ferner
noch der Grad der statischen
Unbestimmtheit des in Fig. 16
dargestellten eingespannten Bo-
gens anzugeben. Wir bemerken
auch hier sogleich, daf zur
Bildung eines statisch bestimm-
ten Hauptsystems drei Stibe
als iberzihlig entfernt werden
miiBten. Die Beseitigung der
Stibe 0,, 0 und Uy verwandelt
das Tragwerk in einen statisch

Tig. 16, bestimmten  Dreigelenkbogen,
Fig. 17: durch Entfernung von
O,, Uy und Uj entsteht ein ,Triger auf zwei Stiitzen‘‘, Fig. 18, und
so fort. Das Tragwerk ist mithin dreifach statisch unbestimmt. Zu
ermitteln, ob duBere oder innere
statische Unbestimmtheit vor-
liegt, ist hier offenbar miifig, zu-
mal diese Begriffe nach dem
Gesetze des Aufbaues von Trag-
werken fiir theoretische Unter-
suchungen iiberhaupt keine schar-
fen Grenzen haben kénnen: man
kann beispielsweise Stab O, so-
wohl als Stab der Triagerscheibe
alsauch alsStiitzenstab auffassen.
Die konstruktive Ausbildung des
Tragers wird fir die Bezeichnung also den Ausschlag geben.

SchlieBlich ist hier noch zu bemerken, dafl bei folgerichtiger An-
wendung der gegebenen Erldute-
rungen jeder Vollwandtriger
praktisch als unendlichfach inner-
lich statisch unbestimmt zu be-
zeichnen ist: zur Ermittlung der
Spannkrifte der ,kleinsten Teil-
chen*‘ miissen die Gleichgewichts-
bedingungen durch die Elastizi-
tatsgesetze erginzt werden (vgl.
die Ableitung der Gleichung:
My =l -W); die Zahl der Uber-
zéhligen ist unendlich groB, die
Zahl der Erginzungsgleichungen
jedoch endlich infolge gewisser praktischer Zusammenfassungen. Da die
Berethnung der Spannungen von Vollwandtrigern bei gegebener dullerer
Beanspruchung aus der Festigkeitslehre bekannt ist, so werden wir im

~Q

Fig. 17.

Fig. 18.
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folgenden diese innere statische Unbestimmtheit der zur Untersuchung
gelangenden Vollwandtriger nicht erwihnen und uns nur die Ermitt-
lung der suBeren Krifte bzw. Momente bel statisch unbestimmter
Stiitzung oder Armierung usw. angelegen sein lassen.

3. Verfahren zur Erkennung statisch unbestimmter
ebener Tragwerke.

Aus den bisherigen Darlegungen erhellt, dal die Frage, ob und in
welchem Grade ein gegebenes, in sich unverschiebliches System statisch
unbestimmt ist, gleichbedeutend ist mit der Frage, ob und wieviel
tiberzahlige Stibe vorhanden sind. .

Bei den in den Beispielen behandelten Trigern ergab sich das Vor-
handensein und die Zahl der iiberzihligen Stibe ,,auf den ersten Blick™
infolge klaren Hervortretens eines statisch bestimmten Hauptsystems
aus der durchweg iibersichtlichen Gliederung.

Aber auch bei weniger iibersichtlich gegliederten Tragwerken kann
man die Uberzihligen leicht durch geeignete Verfolgung der Bildungs-
weise des Systems zur Darstellung bringen (etwa indem man die mit
GewiBheit als statisch bestimmt erkannten Trigerteile schraffiert und
als je eine in sich unverschiebliche Scheibe betrachtet).

Bei Untersuchung schwierigerer Fille jedoch wird es dem noch un-
geiilbten Anfinger erwiinscht sein, durch eine aus allgemeingiiltigen
Uberlegungen hergeleitete Formel eine mechanische Nachprifung seiner
durch Zergliederung des gegebenen Systems gewonnenen Ergebnisse
vornehmen zu konnen.

. Zur Aufstellung einer solchen Formel ist es nétig, das Bildungsgesetz
der in sich unverschieblichen und statisch bestimmten ebenen Trag-
werke kurz in Erinnerung zu bringen. Jede Scheibe eines solchen Trag-
werkes wird gebildet durch
Anreihung von Stabdreiecken
an ein aus drei Stdben ge-
bildetes Grunddreieck derart,
dafi je zwei Stabe, von zwei
verschiedenen Knotenpunkten
des Grunddreiecks oder der:
neugebildeten  Stabdreiecke
ausgehend, stets durch Ver-
bindung ihrer freien Enden

einen neuen Knotenpunkt N \
bilden: denn nur so wird bei 9 \
gleichzeitiger Unverschieblich- \\
keit, KinfluBlosigkeit der Stab- X

langenanderungen auf die TFig. 19.

Stabkrifte, das Keénnzeichen

der statischen Bestimmtheit, erzielt, was man sich leicht vergegen-

wirtigen kann. Als Grunddreieck kann natiirlich jedes beliebige Stab-
dreieck eines Systems angesehen werden. -

o
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Eine solche Scheibe kann nun natiirlich wieder als Stab durch zwei
ihrer Gelenkpunkte mit zwei anderen Scheiben zu einem Stabdreiecke
hoherer Ordnung verbunden werden und so fort. Fig. 19 zeigt ein der-
artiges Scheibendreieck: Mit Scheibe 4 ist gleichzeitig ihre Bildungs-
weise angedeutet. Scheibe B ist mit Scheibe A zur Bildung eines sog.
Dreigelenkbogens mit Scheibe €, etwa der Krde, zu einem Scheiben-
dreieck vereinigt. Fig. 20 zeigt einen ,,Triger auf zwei Stitzen®, ent-
standen aus dem Tragwerke Fig. 19
durchVerkleinerungderScheibe Bauf
die Abmessungen einer Pendelstiitze.

Aus diesem Bildungsgesetze 146t
sich nun, was wir sogleich noch ein-
gehend erldutern wollen, leicht er-
kennen, dafl jedes unverschieb-
liche und statisch bestimmte
ebene Tragwerk einschlief3-
lich der Stutzenstibe, jedoch ausschlieBlich der duBeren
AnschluBgelenke derselben gerade doppelt soviel Stabe als
Gelenkpunkte aufweisen muB. Betrachten wir z. B. das auf
Grund des Bildungsgesetzes statisch bestimmt entwickelte, im iibrigen
beliebig gestaltete Tragwerk Fig. 20, bestehend aus der statisch be-
stimmt gegliederten Scheibe 4, dem ,festen Auflager ¢ und dem
,,beweglichen* B. Von dem beliebigen Stabe @ - b des Grunddreiecks
ausgehend, bildeten je zwei neu angeschlossene Stiabe der Scheibe 4
einen neuen Knotenpunkt. Die Anzahl dieser Knotenpunkte steht
zur Zahl der zugehérigen Stébe somit im Verhaltnis 1 : 2. Der Aus-
gangsstab a -~ b und seine beiden Gelenkpunkte sind vorlaufig als Rest
zu merken.” Nun ist zur Herstellung eines statisch bestimmten Trag-
werkes Scheibe A dreistibig zu stiitzen, was bei Tragwerk TFig. 20
durch ein festes (= 2 Stébe) und ein bewegliches Auflager (= 1 Stab)
geschehen ist. Reststab ¢ b und Stittzenstibe ergeben die Stabzahl 4,
die mit der Anzahl 2 der Restknotenpunkte (¢ und b) also gleichfalls
das Verhaltnis 1 : 2 bildet. Ist das zu stiitzende Tragwerk nicht in
sich unverschieblich (z. B. als Dreigelenkbogen ohne Zugband), so sind
natiirlich die im Stabwerk fehlenden Stibe zur Herbeifithrung der Un-
verschieblichkeit in geeigneter Weise als Stiitzenstdbe hinzuzufiigen.
(Solche Stiitzenstdbe kénnen natiirlich nicht als iiberzidhlig bezeichnet
werden.) Die Vergleichung von Knotenpunktszahl und Stabzahl fithrt
also zum gleichen Verhiltnis.

Damit ist der oben hervorgehobene Satz bewiesen. Tragwerk Fig. 20
weist 7 Knotenpunkte auf; da es starr und statisch bestimmt ist, so
muB es von 2.7 = 14 Stiben zusammengesetzt sein, was der Fall ist.
Das gleichfalls nach dem Bildungsgesetze aufgebaute Tragwerk Fig. 19
{(Dreigelenkbogen), bestehend aus den Scheiben A (gegliedert) und B
(Vollwand = 1 Stab) sowie zwei festen Lagern, besitzt 8 Knotenpunkte
und 16 Stébe.

Der Leser mag sich die Allgemeingiiltigkeit unseres oben erlduterten
Satzes noch einmal dadurch klarmachen, daB er den Aufbau eines
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beliebigen starren und statisch bestimmten Tragwerkes von der Erd-
scheibe als Grunddreieck aus verfolgt: Fig. 21 diene als Andeutung.
Jeder Stab in dieser Figur kann natiirlich fiir sich eine gegliederte
Scheibe sein.

Mit dem oben Ausgefithrten ist nunmehr das mechanische Unter-
suchungsverfahren gegeben: Um festzustellen, ob ein gegebenes un-
verschiebliches Tragwerk —
also ein solches, das nur aus e 4
unverschieblichen Stab- bzw. = 4 =
Scheibendreiecken besteht,
mithin leicht zu erkennen ist
— statisch unbestimmt sei, ist
7zu untersuchen, ob die Zahlder
vorhandenen Stabe grofer
ist, als die der nach der An- Fig. 21.
zahl der Knotenpunkte er-
forderlichen. Die Differenz der Stabzahlen ist die Anzahl der
Uberzihligen und damit der Grad der Unbestimmtheit.

Es sei nach diesem Verfahren das unverschiebliche Tragwerk Fig. 16
zu untersuchen:

Zahl der vorhandenen Stiabe (einschl.
_derjenigen der 4 festen Lager) . . . = 49 Stibe

Zahl der Knotenpunkte 23; Zahl der so-
mit erforderlichen Stidbe 2.23 =46

b3

iiberzahlig = 3 Stébe.

Man konnte natiirlich auch bereits O; und Of als Lagerstibe an-
sehen!

Das Tragwerk ist mithin, was auch bereits im vorigen Abschnitte
nachgewiesen wurde, dreifach statisch unbestimmt.

II. Die Berechnung
der statisch unbestimmten Systeme.

Wir werden bei Aufstellung der zur Frginzung der drei Gleich-
gewichtsbedingungen heranzuziehenden Forménderungsgleichungen er-
kennen, dall die Berechnung der statisch unbestimmten Systeme als
solche im wesentlichen gleichbedeutend ist mit der Bestimmung der
tberzihligen GréBen, d.h. der Spannkrifte der tiberzéihligen Stibe
und somit auch der Auflagerdriicke iiberzihliger Stiitzen. Sobald diese
Werte fiir einen gegebenen Belastungsfall errechnet sind, lassen sich
die fibrigen Stabkrifte bzw. Momente und Auflagerdriicke wie bei
statisch bestimmten Tragwerken ohne weiteres auf Grund der Gleich-
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gewichtsbedingungen ermitteln, indem die errechneten Uberzahligen in
das statisch bestimmte Hauptsystem — als duflere Kriifte angreifend —
eingefithrt werden.

1. Die Aufstellung von Forménderungsgleichungen.

Im vorigen Kapitel haben wir dargelegt, dal durch die Einschaltung
iiberzahliger Stibe in das statisch bestimmte Hauptsystem die fiir ein
solches bestehende EinfluBlosigkeit der bei Belastung notwendig auf-
tretenden geringen Forminderungen auf die Grofe der Spannkrifte
aufgehoben wird. Hieraus war alsdann zu folgern, daf zur Kréfte-
bestimmung, insbesondere zur Ermittlung der iberzihligen GréBSen die
drei Gleichgewichtsbedingungen durch Forménderungsgleichungen zu
erginzen sind, die den EinfluBl der tiberzdhligen Stidbe in geeigneter
Weise zum Ausdrucke bringen.

Um solche Gleichungen in algebraischer Form aufstellen zu kénnen,
ist es notlg, zundchst die allgemein gebriduchlichen Bezeichnungen
einfacher Formanderungswerte kennen zu lernen. Die bei Be-
lastung eines Tragwerkes auftretende Form#nderung wird zweckmaBig
gemessen durch die senkrechte Projektion der Wege der einzelnen
Punkte des Tragwerkes, die sie bei ihrer Lageverinderung beschreiben,
auf eine gegebene Kraftrichtungslinie. Man pflegt diese
Strecken Punktverschiebungen zu mnennen; man bezeichnet sie
meist mit 6 und deutet durch Anhiéngung zweier Zeiger an, erstens:
die Verschiebung welches Punktes ausgedriickt werden soll, und zweitens:
in welchem Punkte die Ursache der Verschiebung wirksam ist. Es be-
deutet hiernach also

Oam

(zweckmdBig zu lesen ,,8, aus m') die Verschiebung des Punktes a
in der gegebenen Richtung ¢-—c¢, siehe Fig. 22, infolge einer Ursache
im Punkte m. Ist dem Ausdrucke der
Faktor P als GroBe einer in m wirkenden
Kraft angegliedert, also

P-dym

so bezeichnet man mit d,, nicht die ge-
samte, sondern die durch die Krafteinheit
bewirkte Punktverschiebung. Voraussetzung
fur die Richtigkeit des letzten Aus-
druckes als Verschiebung fir P ist natiir-
lich, daf die im Tragwerke auftretenden Spannungen die Proportio-
nalitdtsgrenze nicht tiberschreiten, und dall nur im Verhiltnis zur
GroBe des Tragwerkes geringe Form#nderungen betrachtet werden,
die das System nicht merklich verindern.

Mit Hilfe dieser Bezeichnung sind wir nunmehr bereits in der Lage,
z. B. die im 1. Kapitel. Abschnitt 1, abgeleitete vierte Bedingung zur




Die Aufstellung von Forméinderungsgleichungen. 15

Berechnung des Stitzendruckes beim Trager auf drei Stiutzen, Fig. 5,
in Form einer algebraischen Gleichung anzuschreiben:

POy —C0=0,

d. h. bei unnachgiebiger Stiitzung in ¢ muf} die Verschiebung des Punk-
tes ¢ durch eine in m wirkende Kraft P gleich der Verschiebung des
Punktes ¢ durch den in ¢ argreifenden Stittzendruck C sein. Aus dieser
Gleichung ergibt sich die iiberzdhlige GréBe ¢ nach Berechnung der
Punktverschiebungen J,, und d,,, also der Durchbiegungsordinaten
in ¢ des nur in ¢ und b gestiitzten Trigers fur die einmal in ¢, zum
anderen in m wirkende Krafteinheit, oder deren Verhiltnis, denn

)
0= pim,

600
Alle dbrigen Stutzendriicke und Stabkrifte ergeben sich alsdann aus
den Gleichgewichtsbedingungen. Ohne weiteres klar ist, dafl an Stelle
von C auch der Stitzendruck 4 oder B als iiberziahlige Grofie gewahlt
werden konnte. Der Leser mége zur Ubung die Forminderungsglei-
chungen. hierfiir aufstellen.

Die Aufgabe des folgenden Abschnittes wird es also sein miissen,
die Berechnung der Elemente der Formanderungsgleichungen, also
der Punktverschiebungen, zu behandeln. In einfachen Fiallen (Voll-
wandtrager mit konstantem Tragheitsmomente usw.) kann der Leser
diese Werte aus den im Anhange sowie in allen Taschenbiichern auf-
gefiihrten Formeln fiir die Durchbiegung in einfachen Belastungs-
fallen bereits bestimmen, wie durch ein Zahlenbeispiel am Ende dieses
Abschnittes gezeigt werden wird. Zunéchst jedoch ist es ndétig, die
Aufstellung von Formé#nderungsgleichungen fortzusetzen, und zwar in
allgemeingiiltiger Behandlung.

Die Forménderungsgleichung fir den iiberzihligen Stiitzendruck
des Tragers auf drei Stiitzen ergab sich aus der Betrachtung der Form-
anderung des statisch bestimmten Hauptsystems einmal unter Ein-
wirkung der gegebenen Last P, und sodann unter Einwirkung der als
duBlere Kraft angreifend gedachten iiberzahligen Gréfe C, sowie aus
der Erwigung, daB bei gleichzeitiger Wirkung beider Krifte die Stiitzen-
bedingung, nimlich in diesem Falle 36, = 0, erfitllt sein muf. Damit
ist bereits ein Schema fiir die Behandlung zunichst aller ein-
fach statisch unbestimmten Systeme gefunden worden: Her-
stellung des statisch bestimmten Hauptsystems durch Ent-
fernung des iiberzahligen Stabes, dann Priifung der Forméinderung
des Hauptsystems infolge Einwirkung der gegebenen Be-
lastung in bezug auf die Angriffspunkte der iiberzdhligen GroBe,
ferner Priiffung der Forminderung des Hauptsystems in gleicher Be-
ziehung bei Einwirkung nur der Uberziahligen (bzw. ihrer
Krafteinheit) als duBere Kraft. Sodann Bildung der Form-
anderungsgleichung durch Aufstellung der wegen des Vorhanden-
seins der Uberzihligen beim Zusammenfallen der beiden Form#nderungen
zu erfiillenden besonderen Bedingungen in algebraischer Form. Im
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Beispiele des Tréagers auf drei Stiitzen ergibt sich aus dem Vorhanden-
sein der dritten Stiitze ¢ die Bedingung: Die Gesamtverschiebung des
Punktes ¢ mull gleich Null sein.

26, =0.
Darin ist 2§, nach dem Vorangegangenen
20, =— Py +C,.

Ist die wberzéhlige GroBe eine Stabkraft, so stellt die Einfigung
<des iiberzéhligen Stabes in das statisch bestimmte Hauptsystem die
Bedingung, daf} bei gleichzeitiger Einwirkung der Belastung und der
Uberzahligen auf das statisch bestimmte Hauptsystem die Verschie-
bung & der Angriffspunkte der Uberzahligen gegeneinander gleich der
Langenanderung As des iiberziahligen Stabes durch die itberzihlige
Spannkraft sein muB.

2Zo=4As.

Bei statisch unbestimmter Stitzung sind etwaige elastische Stiitzen-
senkungen in gleicher Weise in die Rechnung einzufithren, wobei es gleich-
giltig ist, ob die Senkung
auf die Léngendnderung
eines langen Stiitzenstabes
oder auf elastische Nach-
giebigkeit des Baugrundes
und #hnliche Ursachen
zuriickzufithren ist; natir-
lich mufi bei der weiteren
Ausarbeitung der Form-
anderungsgleichungen die
Funktion zwischen der Auf-
lagersenkung und dem Auf-
lagerdrucke eingesetzt wer-
den. Diese Funktion ist
nicht immer eine gerad-
linige Proportion: Man
denke z. B. an die Stiitzung
durch einen Schwimmkor-
per (bei Montagen usw.),
dessen Schnitt in der
Wasserlinie veranderlichen
Flacheninhaltes ist! Wird
eine Senkung nur befiirch-
tet, so ist es gut, aufler
einer Rechnung mit 26 =0
auch eine solche durchzu-
fithren, in der 34 gleich
der moglich erscheinenden
Stitzensenkung  gesetzt
wird.
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Beispiele: Der in Fig. 23 gezeichnete biegungsfeste Zweigelenkbogen ist,
wie bereits im I. Kapitel dargelegt, duBerlich einfach statisch unbestimmt. Uber-
zéhlig ist ein Stiitzenstab, wodurch das Auftreten der fiberzihligen GréBe H
bewirkt wird. — Das statisch bestimmte Hauptsystem werde hergestellt durch
Entfernung eines Stiitzenstabes, etwa bei b; Fig. 24. Sodann ist die GréBe der
Verschiebung des Punktes b durch Einwirkung der Belastung P,, P, und P,
gleich

+P16bm1 + Pzabmz—{_ Paabms'

Ferner ist die Verschiebung des Punktes b durch die tiberzihlige GréBe H (siche
Fig. 25) gleich
—H -5,

Aus dem Vorhandensein des fiberzéhligen Stittzenstabes folgt nun die Be-
dingung, daB, starre Stitzung vorausgesetzt, der Abstand zwischen @ und b un-
verinderlich sein muf, d. h. die algebraische Summe aller 8, muf} gleich Null sein:

20, =0.

Daraus ergibt sich die Forménderungsgleichung

20, = 4 Py Oy, - Py Oy, + Py Oy, — H 833,
oder vereinfacht geschrieben:

2P0y —Hbpy =0,
daraus endlich die .Uberzdhlige:
= P .
93

Nach Bestimmung der Einzelverschiebungen des Punktes b durch die Kraft-
einheit in m,, sowie in m,, m, und b selbst ergibt sich also aus der obenstehenden
Stiitzenbedingungsgleichung die Uberzéhlige H, worauf die weitere Rechnung
wie bei statisch bestimmten
Systemen durchgefithrt wer-
den kann.

Die Fig. 26, 27 und 28
stellen eine Verallgemeine-
rung dessoeben behandelten
Falles dar insofern, als die
Verbindungslinie ¢ = b mit
den Kraftwirkungslinien P
einen beliebigen Winkel
bildet und die Kraft Py den
Kriften P; und P, nicht
parallel ist. Auf diese An-
ordnung ist unsere all-
gemeingiiltiz  hergeleitete
Anleitung zur Aufstellung
von  Formianderungsglei-
chungennatiirlichgleichfalls
in Anwendung zu bringen.
Wir haben in diesem Bei-
spiele wie auch schon in dem
vorangegangenen, I'ig, 23,
die Gleitlinie des einstibig
gemachten Lagers b in die
Richtung a - b gelegt. Es
ist jedochleicht zu vergegen-
wartigen, daB es unseren
Ausfihrungen  iiber die
Aufstellung der Forminde-
rungsgleichung nicht wider-

Buchholz, Tragwerke. 2
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spricht, wern eine belicbige andere Gleitrichtung gew#hlt wird: Das Ergebnis
wiirde lediglich insofern von dem des von uns gewihlien Vorganges verschieden
sein, als eine andere Komponente der tiberzéhligen Stiitzenkraft im Lager b als
itberziblige GroBe errechnet wiirde (siehe Fig. 29), was natiirlich filr die weitere
mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen durchzufithrende Rechnung grundsitz-
lich belanglos ist. — Die im Grunde beliebige Gleitrichtung ist praktisch selbst-
verstdndlich so zu wih-
len, daB dadurch die
Rechnung  moglichst
kurz und dbersichtlich
wird. .

Zur weiteren Ubung
sel die Forminderungs-
gleichung fir den in
Fig. 30  gezeichneten,
innerlich einfachstatisch
™ Unbestimmten Bogen-

Fig. 30. triger mit Zughand anf-

zustellen. — Es erscheint

vorteilhaft, zur Bildung des statisch bestimmten Hauptsystems das Zugband s

zu entfernen. Alsdann ergeben sich zuniichst die gleichen Verschiebungswerte
wic beim Zweigelenkbogen mit festen Stiitzengelenken:

Z—P‘sbm = +P16bm1 + Pzabmz + Psabma!
ferner die Verschiebung durch H:

—HS,,.

Die Einschaltung des Zugbandes s hat nun aber, abweichend von der voran-
gegangenen Aufgabe, die Bedingung zur Folge, dal die Summe der Verschiebungen
des Punktes b bzw. des beweglichen Lagers gleich der durch die Zugkraft H be-
wirkten Verlingerung des Zugbandes s sein mufl. Diese Verlingerung sei fiir
die Krafteinheit mit o, mithin fiir die Kraft H mit

H * Qs
bezeichnet. Die Berechnung ‘von o, wird spiter (auf S. 48) noch besprochen
“werden. — Daraus nunmehr die gesuchte Forméinderungsgleichung:
2Py, — Hdy = Ho,
oder .
ZP(sbm =H (abb + Qs),
2 Pé,,
Bbb + Qs )

Als nidchstes Beispiel diene die Ermittlung der Forminderungsgleichung fir
den in Fig. 31 dargestellten, innerlich einfach statisch unbestimmten Fachwerk-
triger. — Zur Bildung des statisch bestimmten
Hauptsystems werde der Stab -4 entfernt.
Wird der derart gefinderte Triager mit P be-
lastet, so ist die alsdann eintretende Ver-
schiebung der Punkte i gegeneinander gleich

+ P aim ’ L.

dagegen bei blofer Belastung durch die Uber-
zéhlige X, die natirlich in beid en Punkten ¢
angreift, und zwar der Richtung der durch P
Fig. 81. bewirkten Verschiebung entgegengesetzt:
—X &
Daraus, mit Riicksicht auf die Bedingung, daf die Gesamtverschiebung 0;;
gleich der Lingcendnderung des Stabes ¢+ 4 durch X sein mu8, die Forménde-
rungsgleichung:

+ Py — X0y =+ X0,
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Das Vorzeichen der Lingenidnderung von 7 -1 ist offenbar das der Verschiebung
der Punkte 7 durch P, die in obenstehender Gleichung willkiirlich positiv an-
genommen ist. .

Die Auflésung der Gleichung nach der Uberzihligen ergibt:

J,

X=P ",

8is + 0ivi
Die bei der Forminderung des Stabwerkes aufer der Lingeninderung meist
auch eintretende Drehung des iiberzihligen Stabes sowie die Parallelverschiebung
des Stabes als Ganzes ist auf die Grofie der Uberzihligen ohne Einfluff. Bei der
Drehung erfolgt die Verschiebung senkrecht zur Kraftrichtung, hat also den
Kraftfaktor Null; wird der ganze Stab parallel zu sich selbst verschoben, so
heben sich die Seitenverschiebungen in der Stabrichtung fiir die beiden Angriffs-

punkte im statisch bestimmten Hauptsystem gegeneinander auf.

In fast gleicher Weise ist nun bei Behandlung der mehrfach
statisch unbestimmten Systeme vorzugehen. Zur Erginzung der
drei Gleichgewichtsbedingungen werden so viele Form#nderungsgleichun-

A c D ¥}
) H P
= E——
a c a 1/

T il“ T

ij T Z2 57
T [fh‘ el H’ i

Fig. 32,

gen aufzustellen sein, als tiberzihlige Grofen vorhanden sind. Bei
Betrachtung des in Fig. 32 gezeichneten Trigers auf vier Stiitzen,
belastet durch P in m, erkennen wir sogleich, daf auch hier die Bildung

2*
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des statisch bestimmten Hauptsystems, etwa durch Entfernung der
Stiitzen ¢ und d (das Tragwerk ist also zweifach statisch unbestimmt)
und die Einfithrung der tiberzihligen Stiitzendriicke als dulBlere Krafte
zum Ziele bringen wird. Die Stitzenbedingung fur ¢ lautet, starre
Stutzung vorausgesetzt, daB die Summe der Verschiebungen des
Punktes ¢, also der durch P in m, durch D in & und schlieBlich durch '
in ¢ selbst, gleich Null sein muB:

20,=0.
Damit ist die erste Forminderungsgleichung bereits gegeben:
Poyy — DGy —C6=0.
Die Stiitzenbedingung fiir d lautet gleichfalls
| Z8,=0.
Daraus auch die zweite Forminderungsgleichung:
Poyy—Cd3,—Ddyg=0.

Aus diesen beiden Gleichungen mit den beiden Unbekannten ¢' und D
lassen sich diese letzteren nun nach den bekannten Regeln der Algebra
bestimmen, wenn die Einzelverschiebungen fiir die Krafteinheit be-
kannt sind.

Ebenso kann man fiir Triger auf beliebig vielen Stiitzen die erforder-
lichen Form#nderungsgleichungen aufstellen; es seien die iberzahligen
Stitzen gleich ¢, d, e, f usw., dann muB sein:

>8,=0,

38,=0,

39,=0,

Z8,=0

e e
S POy —C0p— Dy—Edyy—Fy— ... =0,

Zpédm—Cadc”‘Dadd_Eade—*F(sdf—...: B
ZP(Sem—'anc_‘D(Sed;Eéee—‘Féef"_'~": s
ZPafm—Odfc~D6fd*“-E(sfe—F(Sff—...: 5

Handelt es sich nicht um tiberzéhlige Stiitzen mit im voraus bekannter
Kraftrichtung, sondern etwa um iiberzihlige Fachwerkstabe, Fig. 33,
so sind diese Gleichun-

A A A gen vorerst als Sum-
l ¢ men  anzuschreiben,

i & “ worauf dann nicht nur,
AN A v wie oben, die Zahlen -

4; , o Werte der Kingzel-

B verschiebungen, durch-

Fig. 33. ’ " weg fiir Zug-(4-)oder
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Druck-{—) Einheitskrifte berechnet, einzusetzen sind, sondern auch
ihre Vorzeichen und die der gewihlten Einheitskrafte; ferner ist alsdann
die elastische Forménderung der iiberzahligen Stibe selbst einzufiithren.
Diese allgemein gehaltenen Gleichungen lauten hiernach:

28, =0C-p,,

264=D- gq,

Zae:E'Qe:

26 =F - o

der: ..........
Zpacm";‘oacc'i“Dacd+Eace+Fécf+ :CQG,
PO+ C0gc+ Dgag+ Ebdge+ Fdgp+ ... =Doy,
T2 POy A CO+ Db+ Eby +Fbyp+ ... =Eo,,
2 PO+ Coe+Dpg+Eby,+Fpp+ ... =Foy,

Darin ist g, bis g; usw., wie frither, gleich der Verlingerung oder Ver-
kiirzung der Stibe ¢ bis f usw. durch die Stabkrafteinheit, wobei es
sinngemif ist, eine Verlangerung als positiv, eine Verkiirzung als negativ
zu bezeichnen. Entsprechend muf} alsdann sein z. B. d; (etwa das
Glied X' P d;,,) negativ, wenn es eine Annaherung der Punkte f bedeuten
soll und umgekehrt positiv, wenn es eine VergroBerung ihrer Entfernung
voneinander ausdriickt. Ferner mu8 dann jede Senkung eines Stiitzen--
punktes, entgegen der fiir die speziellen Gleichungen fiir den Tréger
auf mehreren Stiitzen zufallig gewihlten Ausdrucksweise, mit negativem
Vorzeichen angeschrieben werden, jede Hebung dagegen mit positivem,
als einer Verkiirzung oder Verlingerung der Stiitzenstiabe entsprechend.

Den BeschluBl dieses Abschnittes tiber die Aufstellung von Forménderungs-
gleichungen bilde nunmehr ein Zahlenbeispiel fiir die Berechnung der iiber-
zihligen Grofe eines Trigers auf drei Stiitzen, um gemiB unserem Hinweise auf
Seite 15 zu zeigen, daf wir, nachdem wir in der Lage sind, die zur Erginzung
der drei Gleichgewichtsbedingungen benétigten Forminderungsgleichungen auf-
zustellen, unter Zuhilfenahme von Durchbiegungsformeln bereits die Berechnung
von statisch unbestimmten Systernen in gewissen einfachen Féllen zu Ende
fiibhren koéunnen.

Die Forminderungsgleichung fiir den mit Fig. 34 gegebenen Triger a+c¢—b,
I-Eisen N. 45, lautet nach Seite 15: )

Pécm—oacczoa
daraus:
687"-

O= P35

O, ist darin die Senkung des Punktes ¢ durch eine in m wirkende Kraft P =11t
bei nur in ¢ und b gestittztem Triger; §,, dagegen die Hebung des Punktes ¢
durch eine Kraft 1t in ¢ gleichfalls bei Stitzung nur in ¢ und 6. Aus den fiir
die Durchbiegung solcher Triiger aufgestellten Formeln, wie sie auch im Anhange
dieses Buches zu finden sind (Seite 206), bestimmen sich diese Werte wie folgt:

aziﬂ%<& ﬁ_ﬁ»
‘T HBJ 61 )
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Alle Einzelwerte der rechten Seite dieser Gleichung sind gegeben:
P = 1t;
E = 2150 tfem? fir FluBeisen ;
J = 45888 cm*;

I = 1000 cm; 2y = 500 cm ;
¢g = 300 cm; ¢, = 700 cm.
2 c Es ergibt sich daraus:
- S, = 0,17 cm.
fe— Cy= 300077 C3=700 ¢t B ——
P=25C TAP45 Ferner ist:
' s ¢ P
e ) “ " E-J 48’
5004m Xp=500cm Die Einzelwerte sind:
L=7000crm O = 1t:
E = 2150 t/em?;
J = 45888 cm?;
7t I = 1000 cm;
= - \' daraus:

‘ 8., = 0,21 cm.

Diese Durchbiegungsordi-
naten, in die Forménderungs-
gleichung eingesetzt, bestim-
4o men die GriBe des fiberzihligen
SN € Auflagerdruckes:

017

7t # /
C= 250’21 = 20 t.

o ] e e sich e

lagerkrifte 4 und B lediglich

Fig. 34. mit Hilfe der drei Gleichge-
wichtsbedingungen.
4 <1000 — 25 - 700 + 20 « 500 == 0
A=T175t,

B=P—(4+0),
B=25—(T,54+20)=—25t

Aus allen bisherigen Ausfithrungen erhellte, daB fiir die Untersuchung statisch
unbestimmter Tragwerke im allgemeinen auBer den SystemmaBen auch die #ibrigen
Stababmessungen oder doch Verhiltniszahlen fiir die Querschnitte gegeben sein
niissen, da das elastische Verhalten jedes einzelnen Stabes von EinfluB auf die
Krifteverteilung ist. Im socben behandelten Beispiel hiitte jedoch fiir B und J
jede beliebige Zahl, also auch Eins gesetzt werden kénnen, ohne das Endergebnis
zu #ndern.

Es sel also kurz darauf hingewiesen, daf in manchen einfachen Fillen von
gewisser RegelméBigkeit eine iiberzéhlige GroBe auch scheinbar nur als Funktion
der Belastung und der Stiitzweiten oder auch nur der Belastung mit Hilfe der
Forménderungsgleichung und aus Taschenbiichern bekannten Durchbiegungs-
formeln in einfacher Weise hergeleitet werden kann: Der Triger von konstantem
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Trigheitsmomente J Fig. 35 ist an dem einen Ende eingespannt, an dem anderen
mittels beweglichen Lagers gestiitzt; die Stiitzung ist also vierstibig und der
Triger somit einfach statisch unbestimmt. Entfernen wir als tiberzéhligen Stab
die Stiitze @, so er-
gibt sich als statisch
bestimmtes Haupt-
system ein in b ein-
gespannter Freitri-
ger, zundchst nur
gleichmaBig verteilt
belastet mit

Q=q.l_—_—-_ Tq- Al.

[DerAusdruck 3'q- Al

deutet an, daB man

sich die Last @ prak- Fig. 35.
tisch als aus vielen

Ileinen, jedoch endlichen Einzellasten (g-41) zusammengesetzt vorstellen
kann.] — Senkung des Punktes a, wie bekannt:

Le.r
"EJ 8
Das statisch bestimmte Hauptsystem wird nun weiter belastet durch eine

Kraft A im Punkte a; Hebung des Punktes @ durch die Einheit dieser Kraft,
wie gleichfalls bekannt:

(@A),

E(QM -4 Z) " aam,:

| 1 3
be=g. T3
Die iiberziihlige, in Richtung der Uberzihligen unnachgiebige Stiitzung in «
stellt nun aber die Bedingung:
2é8,=0;
daraus die Forménderungsgleichung:

Q pr_ 4 F_4
EJ 8 EJ 3
und durch Auflésung dieser Gleichung nach der Uberzihligen:
3 3
| 4= s9=3 ql.

Die Unabhingigkeit der Uberzihligen von Verhiltniswerten, die den Ein-
flu von Material und Querschnitt beschreiben, ist bei tieferer Betrachtung als
scheinbar zu bezeichnen, da ja die Abhingigkeit der Formel eben in der Be-
dingung besteht: E = const., J = const.

Man sieht jedoch, daB es sich zwecks Vereinfachung der Rechnung empfiehlt,
die analytische Entwicklung nicht vor Erschdptung aller naheliegenden Ver-
einfachungen durch die Zahlenrechnung abzuldsen.

2. Die Berechnung der Elemente der Forminderungs-
gleichungen (Punktverschiebungen).

Der vorangegangene Abschnitt setzt uns in die Lage, Gleichungen
aufzustellen, welche die Bezichung zwischen der Forminderung des
statisch bestimmten Hauptsystems in bezug auf die Angriffspunkte
der tiberzahligen Tragwerksstibe durch. Einwirkung der Spannkrifte
der letzteren und der gegebenen Lasten einerseits und der Form-
dnderung der iiberzdhligen Stibe und Stiitzen selbst andererseits
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zum Ausdrucke bringen. Die ijerzah]igen treten.in diesen Gleichungen
als die einzigen ,,Unbekannten‘ auf, wenn die #uBere Beampruchung
sowie Bemessung, Material usw. des Tragwerkes und damit seine Form-
anderungen infolge Einwirkung der Krafteinheit gegeben sind.

Aus den Forménderungsgleichungen konnen die Uberzihligen also
zahlenméBig berechnet werden, wenn die Zahlenwerte der bendtigten
Punktverschiebungen fiir die Krafteinheit bekannt sind.

Wie schon gesagt wurde, lassen sich in gewissen einfachen Fallen
die Form#nderungen, z. B. von gewalzten Tragern, aus den in Taschen-
biichern und im Anhange dieses Buches aufgefiihrten Formeln ermitteln.
Bei den meisten Aufgaben jedoch muB die Punktverschiebung von
Grund auf berechnet werdea. Die im folgenden behandelten Verfahren
hierzu sind bei der Untersuchung von Vollwandtrégern: die zeich-
nerische Darstellung und die Berechnung der elastischen Linie; bei
Fachwerktrigern: die Biegungslinie, der Verschiebungsplan und die
Mohrschen Arbeitsgleichungen.

Fiir alle Tragwerke ergibt sich eine wesentliche Vereinfachung der
Berechnung von Punktverschiebungen durch Anwendung des Satzes
von der Gegenseitigkeit ‘der Verschiebungen, auch Maxwellscher
Lehrsatz genannt,

a) Die elastische Linie.

Man nennt die krumme Linie, als die sich die Schwerachse eines
geraden Vollwandtrigers bei Biegungsbeanspruchung darstellt, elastische
Linie. Mit ihrer Hilfe kann man die Grofe der Punktverschiehungen
ermitteln, die in den Form#nderungsgleichungen zur Berechnung der
Uberzéhligen statisch unbestimmter Vollwandtrager als Elemente der
Gleichung auftreten.

Die Berechnung der Durchbiegung mittels Gleichungen der
elastischen Linie ist dann vorteilhaft, wenn es sich um einfache
Belastungsfille und Trager mit unveréinderlichem Trigheitsmomente
handelt. Die Ableitung der Gleichungen der elastischen Linie stiitzt sich
auf die im folgenden entwickelten allgemeineren Uberlegungen Als
Einleitung zur Tabelle der wichtigsten dieser Gleichungen im Anhange

ist diese Sonderanwen-

dung der folgenden Dar-
. legungen durch Beispiele
2, erlautert worden.

Bei allen Aufgaben
jedoch, in denen es sich
um Vollwandtriger mit

" 1' ]| ! \ “ ) verdnderlichem  Trig-

heitsmomente (Lamel-
lenabstufung etwa) so-
wie solche mit unregel-
miBiger Belastung han-
delt, ist die =zeich-
Tig. 36, nerischeDarstellung

N
N —
N

T

*‘Uw |
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wegen ihrer Einfachheit und Ubersichtlichkeit bei hinreichender Ge-
nauigkeit vorzuziehen. Im folgenden sei daher die zeichnerische Dar-
stellung der elastischen Linie ausfiihrlich behandelt.

Zur Aufstellung eines Verfahrens fiir die zeichnerische Darstellung
der elastischen Linie eines beliebigen, unter der Einwirkung gegebener
Biegungsmomente stehenden ebenen geraden Vollwandtrigers liegt es
nahe, zuniichst einmal das Verhalten der Trigerelemente zu unter-
suchen. Wir denken uns den Tréger Fig. 36 durch nahezu unendlich

|
—-ir-—-w—g,—-— ----- —— " ‘T~— !—
'
|
|

-4z

viele Querschnitte senkrecht zur Schwerlinie eingeteilt; diese Quer-
schnitte, die urspriinglich in parallelen Ebenen liegen, nehmen bei Ein-
wirkung der in Fig. 37 durch die Momentenlinie gegebenen Momente
eine zueinander geneigte Lage an, vgl. die Querschnitte ¢ und b in
Fig. 37. Die urspriinglich gerade Schwerlinie o= b ¢ nimmt die Ge-
gtalt einer Kurve an. Die in den Schwerpunkten der Querschnitte auf
diesen errichteten Senkrechten sind die Tangenten der elastischen
Linie; bei Betrachtung unendlich vieler Querschnitte geht das durch
diese Tangenten gebildete Umhiillungsvieleck in die elastische Linie
selbst itber. Zur praktischen Ausfiithrung unserer Aufgabe
werden nun diese Umhiillungstangenten fiir Bogenelemente
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von endlicher, im Verhaltnis zur Trigerlinge jedoch ge-
ringer Grofle zu zeichnen sein, um ein geniigend genaues
Bild der elastischen Linie zu erhalten. Es handelt sich also
darum, zu ermitteln, wie die Umhiillungstangenten zusamimenhéngend
konstruiert werden koénnen. Als geometrischer Ort dieser Tangenten
sind vor allem unmittelbar gegeben die Senkrechten zur urspriinglichen
Schwerlinie, die durch die Schnittpunkte zweier benachbarter Tangenten
gehen: denn da fiir den vorldufig nahezu unendlich klein gewihlten
Abstand der beiden Querschnitte @ und b voneinander das wirkende
Moment als konstant und somit das Kurvenstiick @b als Kreisbogen
angesehen werden mufB, so liegen die Tangentenschnittpunkte auf der
Mittellinie zwischen den Schwerpunkten der gedachten Querschnitte.
Dieses gilt nicht nur fiir die Schwerpunkte und Tangentenschnittpunkte
des unter dem Kinflusse des Momentes gebogenen Balkens, sondern
auch, wegen des stets sehr groBen Krimmungshalbmessers, fiir die
Projektion derselben auf die urspriingliche, gerade Schwerachse.

Es fehlen jetzt noch die Unterschiede zwischen den Winkeln, die
zwei benachbarte Tangenten mit der geraden Schwerlinie bilden, um
den Verlauf der elastischen Linie festlegen zu kénnen. Die Groéfe der
Tangentenwinkel selbst kann, was aus dem Folgenden hervorgehen
wird, auBer Betracht bleiben.

Dieser Winkelunterschied habe zwischen den beiden Querschnitts-
normalen durch die Schwerpunkte ¢ und b die GroBie w, gemessen im
BogenmaBe, siche Fig. 38. Da die Schenkel aufeinander senkrecht
stehen, so ist dieser Winkel gleich dem Neigungswinkel zwischen den

beiden Querschnitten ¢ und b; er ergibt
_——_ sich mithin aus der Verlingerung 1 einer
d) der beiden duflersten Fasern des Tréger-

’ elementes ¢ —b von der Linge Az, siehe

s Fig. 37, und dem Abstande e dieser Faser
von der Schwerlinie zu

Tig. 38, EZ&_......(I)
1 e

Bei der stets verschwindend geringen Grofe des Winkels w ist
natiirlich die Auffassung der Langeninderung 4 als Bogen des Winkels w
ohne weiteres zulissig.

Nun ist nach dem Hookeschen Gesetze:

A G
Az B’
darin ist die Biegungsspannung der &duBlersten Faser, wie bekannt:
M-e
0=,
somit
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Dieses eingesetzt in die Gleichung (1) fir w:
M-e-4dz
T J-E.e’
daraus:

M
w=j.—E—-Az..........(2)

Damit ist also der Winkelunterschied der Tangenten bekannt. Tragen
wir nunmehr diese Winkel von einem Scheitelpunkte der Reihenfolge
nach nebeneinander auf, wie in Fig. 39 dargestellt, und ziehen wir
dann zu jedem Winkelschenkel zwischen den entsprechenden durch

%z— gezogenen Senkrechten Parallelen, die sich auf diesen Senkrechten

\§Z
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i

beliebige Belastumg
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Fig. 39.

schneiden, so ist damit das Umhillungsvieleck gezeichnet worden.
Der w-Sektor ist hierbei so zu legen, daB die gegenseitige Hohenlage
der Auflagerpunkte der elastischen Linie die gleiche ist, wie fir die
urspriinglich ungebogene Schwerlinie. (Aus dem Folgenden werden
wir ersehen, daf} sich diese Beachtung der Hohenlage der Auflager-
punkte bei der praktischen Losung unserer Aufgabe eriibrigt.)

Sollen die Ordinaten der elastischen Linie in einem bestimmten
Verhiltnisse vergrofert dargestellt werden, so sind die w-Bogen des
Sektors, die wegen ihrer auBerordentlich geringen Grofie im Verhalt-
nis zu ithrem Radius als auf einer Geraden senkrecht zur urspriinglichen
Schwerlinie des Trigers liegend angesehen werden kénnen, auf dieser
Geraden vergréBert abzutragen, Fig. 40. Genau genommen ist diese
gerade Strecke der am wenigsten gewdlbte Teil einer sehr langgestreckten
Ellipse, entstanden durch Verzerrung der urspriinglichen Winkelkreis-
bogen, siehe Fig. 39, in Richtung der zu vergroBernden Ordinaten der
elastischen Linie.
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Das nun nach diesen vergroferten Winkeln w gezeichnete Umbhiil-
lungsvieleck wird natiirlich die Durchbiegungsordinaten senkrecht
zur ursprilnglichen Schwerlinie im gleichen MaBstabe vergroBert auf
den Teilsenkrechten abschneiden. Wir werden den so gewonnenen
ebrochenen Linienzug im folgenden meist ,,Biegungslinie** nennen,
um sie von der wahren elastischen Linie zu unterscheiden, die eine
stetige Kriimmungsinderung aufweist und die streng genommen die
Verschiebungskomponenten eines Querschnittsschwerpunktes in jeder
Richtung  angeben
; I soll.
[

|
Der Leser hat nun
L

sicher Dbereits die

ﬁ_
|
|

— vollige [bereinstim-
\§§§§:——:ﬁﬂ’ mung des Verhalt-
— nisses von Kriftezug
und Seilpolygon (Mo-
mentenlinie) mit dem
Pz unseres w-Zuges und
g , des darnach gezeich-
1

/
|
I

T

neten Umbhiillungs-
polygons der elasti-
schen Linie erkannt.
— Auf Grund dieser
Ubereinstimmung
B kann man also die
P S w-Bbgen  gewisser-
™~ W=y mafBen als Lasten

} von der Grofe

=
I
RN

w==2L 4. . @

J- B

auffassen, deren Seil-

polygon das Um-

hilllungsvieleck der

Fig. 40. elastischen Linie ist.

Sind nun die 4z, also

die willkiirlich gewihlten Abstdnde der Teilsenkrechten des Trigers,

unendlich klein, wie ja auch bisher noch immer in unbegrenzter An-

naherung angenommen, so gleicht die Summe aller w einer gleichformig

verteilten Last, deren Gréfe pro Lingeneinheit sich fiir jeden Quer-
schnitt des Trigers zu

o
|
|
l

M
J-E

@y ==

berechnet. Bei zeichnerischer Darstellung dieser fingierten Belastung

sind also die Werte - J—M die Ordinaten der Belastungfliche, siehe
Fig. 45. J-E
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Hiermit ist nunmehr das gesuchte Verfahrven zur zeichnerischen
Darstellung der elastischen Linie eines geraden Vollwandtrigers ge-
geben:

Fiir den beliebigen Triager Fig. 41 seien Momentenfliche, J-Fliche
und E-Fliache gezeichnet. Zur Darstellung der elastischen Linie zeichnen
wir alsdann die A p 8

%-Fléche, C
die Fliche der fingierten
Belastung, die wir aus

praktischen Grimden durch [Mﬂm NI “ (L ]
nur etwa 10 bis 20 Teil- iditzze Tie. 42.
senkrechte zerlegen, und
berechnen fiir jeden Be- [
lastungsstreifen von der
GroBe Az die fingierte [
Einzellast HI] Im vr %l ,\
M. @) Fig. 4.
die wir im Schwerpunkte C._c.,%
der  Teilbelastungsfliche i
angreifend denken. Das Fig. 44.
Vorzeichen dieser Lasten w
ist das der Momente M; |4, Bry
eine Umkehrung der Mo- {L- L Fldch
mente hat also eine Um- L7 T
kehrung der Richtung der
fingierten Lasten zur Folge.
Bei Tragern mit konstan-
tem Tragheitsmomente J
und konstanter Elastizitats- Fig. 41—45.
ziffer & kann die Momenten-
fliche unmittelbar als Bild der fingierten gleichmiBig verteilten w-Last
angesehen werden. In dem Ausdrucke fiir die Einzellast w ist M - Az
alsdann der Flacheninhalt des Streifens der Momentenfliche (Trapez).
Es verbleibt uns dann nur noch das Zeichnen von Krifte und Seil-
zug; mit dem letzteren ist dann die elastische Linie auch bei Wahl
nur weniger Kinzelkrifte w meist hinreichend genau dargestellt.
Wollten wir nun die sich aus dem Ausdrucke (2) fiir w ergebenden
Werte unmittelbar zur Aufzeichnung des w-Zuges nebst Polstrahlen

verwenden, so miiite in Hinblick auf die Ableitung dieses Ausdruckes
(némlich fiir die wahre GroBe der Biegungswinkel) die Trigerlinge

Fig, 41.

=T F&

S Fig. 45.

S )
5

D

sowie die Basis der TJ”—E-Fléche (bzw. Momentenfliche) und also auch

die Abstinde der Teilsenkrechten in natiirlicher GroBe aufgezeichnet
werden; die Punktverschiebungen der Trigerschwerlinie wirden als-
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dann gleichfalls in natiirlicher GréBe erscheinen. Die Darstellung des
Triagerschemas im MaBstabe 1 : 1 ist fiir die praktische Losung unserer
Aufgaben natiirlich nicht angéngig; der Tréger ist vielmehr in dem ver-
kleinernden MaBstabe 1 : & zu zeichnen, und dementsprechend sind,
damit die Durchbiegungsordinaten sich doch wieder in natiirlicher
Grofe ergeben, die nach (2) errechneten Werte fiir w mit o« multipli-
ziert zum w-Zige aneinander zu reihen. (Zur bequemen Vergegenwér-
tigung siehe Fig. 46 und 47.).

deermaﬁsfab 7:7

wanrer
Abstand

e

wahrer Durtchblegurngs-Zuwachs

Fig. 46.

Trdgermalstab 7:o

_ | Abstand
23

er Durchbiegurngs -Zuwachs

Fig. 47.

Aus der Ableitung des Ausdruckes fiir die fingierten Einzellasten w
ergibt sich ferner, daB die w-Werte Zahlen ohne Dimensionsbezeich-
nung sind, die also mit der MaBeinheit aufgetragen werden miissen,
die fir die Polweite 1 gewihit wurde. Das wiirde praktisch 1 cm sein.
Die sich damit ergebende Polstrahlenfigur diirfte jedoch meist fiir
eine gentigend genaue Darstellung der elastischen Linie zu klein sein.
Es ist daher die ganze Figur im MaBstabe 8 : 1 vergréBert aufzuzeich-
nen; auller der Polweite miissen daher auch die sich aus dem Aus-
drucke (2) fiir w ergebenden Werte mit dem weiteren Faktor § multipli-



Die Berechnung der Elemente der Forminderungsgleichungen. 31

ziert werden. Durch eine solche VergroBerung der Polstrahlenfigur
bleibt natiirlich der Seilzug unveréindert.

Bei mutmaflich nur geringer Durchbiegung des Trigers ist es nun
schlieBlich noch erforderlich, eine vergriBerte Darstellung der Durch-
biegungsordinaten zu bewirken. Wie unmittelbar einzusehen, ist es
hierzu nur nétig, die Wertew mit einem dritten Faktory zu multiplizieren;

A=07% pP=7¢ | MaBstab 7: 700 B=03¢
i Q
| T
X |
Fig. 48, 3000 ! 1000
70[000
4 ) F /|] ¥ T LS
; P
8 I ! ! S by
§ 8 o o4 8,818
w
1Y Y 0§ Sy 0d
SRS T G I
» IN] QI ~ X
! Tg; b8 OTT
RERRRREP Y
Fig. 49. i }
= : d MaBsiab
! N 7rar7= 5400 Cirhyg
i
i
\v/ §[
5000
Orsinaley -ergrober
0ot
Fig. 50. //
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i

7 a 7 2 3cmr

IIIII[IHII I I “

dieser Faktor gibt gleichzeitig die VergréBerung an (y-fach), in der als-
dann, nach vorangegangenem Ausgleiche des MaBstabes 1 : o der Trager-
lange, die Ordinaten der elastischen Linie auftreten. Vgl. Fig. 40.
Um es noch einmal zusammenzufassen: Die Faktoren « und
dienen zum Ausgleiche des TrigermaBstabes und der Polweitenver-
groflerung (etwa = 3 bis 6) und wirden, bei Fortlassung des Fak-
tors v, bewirken, daf die Durchbiegungsordinaten in der Zeichnung
in natiirlicher Grofle erscheinen. Nur der Faktor y ist die VergréBe-
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rungsziffer, durch welche denn auch die OrdinatenmefBwerte der Zeich-
nung zu dividieren sind, um die wahre Gréfe der Durchbiegungsordinaten
zu erhalten. Die so erweiterten Werte der fingierten Einzellasten
wollen wir zur besseren Unterscheidung mit W bezeichnen; also.

W=w-x-3-7.

Beispiel 1. Die elastische Linie des in Fig. 48 gezeichneten I-Trigers Nr. 45
soll zeichnerisch dargestellt werden.

Die Momentenfliche ist hier ein Dreieck mit der Spitze unter P und
Mpax = 210cmt, Fig. 49. Da das Trigheitsmoment und die Elastizitdtsziffer

JJfIE ghnlich der
Momentenfliche, die daher bereits zur Ermittlung der w-Einzellasten dienen kann.

Da nach ungefihrer Schitzung die gréBte Durchbiegung etwa 0,2cm be-
tragen wird, so soll in zehnfacher Vergroferung dargestellt werden (y == 10).

unverénderlich sind, so ist die Fliche der .gedachten Belastung

.
o Qe ﬂ

JQ * / =7
! \-_jm M‘%ﬁﬁ/, ‘I‘/T,/-Z-——/'_/a'b/le
%Ci KKL\ Basis
" N

4
Fig. 51. Fig. 52.

e (L, ———

Mafstab der Trigerlinge 1:100 (x == 100). PolweitenvergroBerung f =4
(H == 4cm). Dafiir ergibt sich, wenn das Moment in cmt eingesetzt wird:

Memt - 4 zem

W(cm) B mm « 100 - 4.(0111) . 10,
oder

W = 4000 w

als fingierte Einzellast, angreifend im Schwerpunkte des Flichenstreifens M - 4z
der Momentenfliche (M Mittellinie und Az Hohe des Trapezes).

Zur Erinnerung an eine einfache Ermittlung der Schwerpunkte der Flichen-
streifen mogen die Fig. 51 und 52 dienen.

Die gemessenen Einzelmomente sowie die damit errechneten W-Zahlen sind
in die Fig. 50 eingetragen. Die sich ergebende ,,Biegungslinie'* hat infolge der
willkiirlichen Wahl des Punktes O eine schrige Lage. Es wird im allgemeinen
nicht notig sein, der Biegungslinie einen den Auflagern entsprechenden Verlaut
zu geben, doch kann dieses nattirlich leicht durch Verschieben der Ordinaten ge-
schehen. Der neuen Lage der Biegungslinie wiirde dann, was aus der Lehre vom
Seilpolygon bekannt ist, der Pol O’ entsprechen.

In der Trigermitte ergibt sich eine Durchbiegung von 0,17 cm. Diese stimmt
it dem Ergebnisse der rein rechnerischen Ermittelung im Beispiel Seite 22, dem
ein gleicher Triiger von gleicher Belastung zugrunde gelegt war, hinreichend
genau iiberein. :
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Die im vorstehenden behandelte Darstellung der elastischen Linie beriick-
sichtigt nur den Einflufl der Biegungsmomente, nicht den der Querkrifte. Die
Wirkung der Schubkrifte ist jedoch nur gering; sie kann besonders, wenn
es sich nicht um die genaue Bestimmung von Durchbiegungen handelt, sondern
um die Bestimmung von Uberzédhligen nicht auBergewthnlicher statisch un-
bestimmter Tragwerke, vernachlissigt werden, da sich in letzterem Falle die
ohnehin nur geringen Verschiebungselemente aus der Schubwirkung in der Form-
dnderungsgleichung zum Teil noch auftheben. — Auf die Darstellung der elastischen
Linie der Schubwirkung soll hier deshalb nicht ndher eingegangen werden; der
Leser kann sie leicht selbst herleiten, wenn er die Querkraftfliche eines Trigers
betrachtet und sich der Bedeutung der Gleitziffer erinnert.

Wir haben hier die Winkelinderungen der elastischen Linie von geraden
Vollwandtrigern behandelt, doch kénnen auch, wie leicht einzusehen, und wie
es auch die genaue Nachprifung bestéitigt, in gleicher Weise <w == jM_E . Ab)

die Winkelinderungen gedachter Elemente der elastischen Linie gegeneinander
von in der Lastebene (nicht zu scharf) gekriimmten Trigern berechnet werden.
Wir kénnen also die Elemente der Formanderungsgleichungen auch fiir gekriimmte
statisch unbestimmte Vollwandtréiger, ndmlich die Verschiebungen von Last-
angriffspunkten, bestimmen. Wie dieses nun allerdings in praktischer Form ge-
schehen kann, ist nicht ohne weiteres sinnfillig, weshalb wir die besondere Be-
" handlung der statisch unbestimmten Vollwandbogentriiger in Kapitel 111, Ab-
schnitt 3 mit der ausfiithrlichen Darlegung der Bestimmung dieser Punktver-
schiebungen einleiten werden.
Beispiel 2. Bei Durcharbeitung dieses weiteren Beispieles fiir die graphische
Darstellung der elastischen Linie eines (hier allerdings nur annihernd) geraden
Vollwandtrigers kénnen wir bereits die grofien Vorteile bemerken, die die zeich-

Tabelle Nr. 1.

Berechnung der Winkelinderungen der Achse des Laufkrantrigers

Fig. 53.
M J E M o M dz| M

g = | g g = =] P em
Rl g S £ | Fing. Belastung| 2 £ | mittl. fing. Last | g & . W=w-a-fy
a8 2 2 | tir die Lingen-| £F | fur die Lingen- | %,  Filg | a=100
LI R einbeit S %  einheit | S 2| Finzellast | pog (em)
s IS g 5 ] a& % E y=3
H g | 2 = = = aa

< | A =1 s 8¢ =

emt cmt  {t/cm? 8 cm
I| 0 433042150 0 _

TI | 278] 54711/2150| 0,000002361 1{0,0060001300| 60(0,0000780{0,093 6000
TIT | 547 821242150| 0,000003097 2 i 0,000002 72.9 60 [O,QOO 163710,196 4908
IV | 807/115997/2150| 0,000 003238 i 0,000003167 | 600,000 1900/0,228 0510

V |1059:156729/2150| 0,000003 144 . 0,000003191 | 60(0,000 1914/0,229 7361
VI |1302/204722/2150| 0,000002 960 0,000003052 | 600,000 1831 0,319 7432

VII |1538/260375/2150| 0,000002747 6 | 0,000002853 | 600,000 1712{0,205 4%469
VIIT 11982 260 375}2150 0,000 003 540 7 10,000003 143{ 12010,000 377% 0,452 6524
IX [2391/260375/2150| 0,000004 272 8 | 0,000003 909 130 0,000 4687/0,562 4532

x 2767‘260 375|2150! 0,000004 943 19 0,000004 607 {120 0,000 5529,0,663 4447

XI |3108,260375(2150| 0,000005 552 | 10 | 0:000005247 1120 O’O%W%
cm,
5= 3,6072165

Buchholz, Tragwerke. 3
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nerische Losung der Aufgabe gegentiber der mittels Gleichungen der elastischen
Linie bietet. Der in Fig. 53 unter gleichzeitiger Eintragung der Abmessungen
dargestellte vollwandige Laufkrantridger hat auBer seinem gleichmiBig verteilten

=< - 720 cim = | 1680rm =
77 7 i 4 4% Fizellost
. Triiger Eigengewicht 4 4% Limzellors 200-8
g S s 8§
' 1t 80-80 § ° N
g N Fig. 53,
e m K W A~ F |m @ wm
M;{%';”b-723456 7 L7 o wx| v | g X&551¢327
T 3 .
M=F/ﬁf/le 1jm=60dmt N ~|
\
1] = Fig. 54.
\§§\ é7(

\l

= S—

A
i
j

=
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N J=Fldche 1m= 10000 crm* L1
G- 50 cni=360cHi 8\ 780¢c1= 960 cyr 5-50{,‘/7 =JJ Jcriy—==
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\ g ﬁ\ /// | X Lqieq
: =1 g
! [\\ § / / L 0
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17 0 7 z  3cm
| el | | 1

Fig. 563—57.

Eigengewicht von 4 t in der Mitte eine Nutzlast von 5,4 t zu tragen. Das Steh-
blech ist 1000 mm hoch, an den Enden abgeschrigt und 8 mm stark. Ober- und
Untergurt werden durch je zwei L.-Eisen 80 X 80 X 8 und je eine Flacheisen-
lamelle 200 x 8 gebildet.
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Die Spannweite betrdgt 16,8 m. Es soll die Durchbiegung berechnet werden,
um feststellen zu konnen, ob das Verhéltnis der groBten Durchbiegung zur Spann-
weite sich in angemessenen Grenzen hilt.

Zur Bestimmung der Winkelinderungen der Querschnitte des Trigers gegen-
einander
M
T J-E’
miissen wir auch hier wiederum zuerst die Momentenfliche zeichnen und dann,

da hier die Triigheitsmomente verschieden sind, auch eine J-Fliche fiir die GréBe
derselben unter jedem Querschnitt. Die Momentenfliche ist hier also nicht, wie

w

im vorangegangenen Beispiele, bereits ein Bild der fingierten Belastung T
es muB vielmehr zur Ermittlung der Angriffspunkte der w-Einzellasten eine be-

j]fIE-FEiche gezeichnet werden. Die Einteilung dieser fingierten gleich-
miBig verteilten Belastung in viele kleine Einzellasten
M

J-E
ist aus der Zeichnung Fig. 56 zu ersehen. Die Zahlenwerte dieser Lasten sowie
die zur Bestimmung dieser Zahlenwerte notigen Hilfswerte M, J, E und 42
sind in der Tabelle Nr. 1 Seite 33 tibersichtlich aufgefiihrt.

Da der Triger im Mafstab 1:100 aufgezeichnet wurde, so sind die aus

sondere

Az

W= 4 z berechneten Werte mit dem Faktor o« = 100 zu erweitern und

ferner mit dem Faktor B = 4 (cm), da wir die Polweite H = 1 des™w-Krifte-
zuges zweckmifig 4 cm groB darstellen wollen. Da auf Grund fritherer Erfah-
* rungen nur eine geringe Durchbiegung geschétzt wird, so moge als dritter Faktor
-y = 3 eingeftihrt werden, um dadurch die Durchbiegungsordinaten in dreifacher
VergroBerung zu erhalten. Die sich mit diesen Werten ergebende Biegungslinie
weist als Durchbiegung in der Mitte die Ordinate auf:

Smax = 14,2 mm , also, siehe folgende Seite:

. Tabelle Nr. 2.
Berechnung der Winkeldnderungen der Achse des Briickenquer-

triagers Fig. 58.
D A I W 'S P
2| B Kl 5 JE 24 JE 2" T B
g o -1 2 e = 2D
g = g =] b= S8 M~ tem
g &= g 2 £ | Ping. Belastung |2 5 | Mibtl. fing. Last | 3 2 . W=w-a-foy
= =& 2 £ | fir die Lingen- | 2 & | fiir die Langen- | & E'Ezlgﬁé ; | #=100
Bl E B 3 einheit L5 einheit o M S0 p=2,5 (em)
5~ 8| 3 | E EE 58 i
- g | =] Zx ME
cmt cmt  |t/em? ] 2 em
1| 0193351002150 0 |
II | 1971 826519/2150| 0,000001 105 } | 0000000300 15010,0000250] 0,0250
267 447 0,000004 980 g 8,000002 5(1>0 50 |0,0001250| 0,1250
1T | 3084 2150 0.000003302| 2 ,000004 613 | 80 (0,000 3690 0,3690
v | 7058 |, 12150 0000003023 g,oooooesiss 80 0,000 5270 0,5270
422 0000007253 | 5 ,088006 is 70 10,0004310  0,4310
v | sea2 2150, 0.000005706| & |00 ?)86628 Zo 0,000 4633 0,4633
VIl 10011 2150/ 0,000006610 | 7 1 ¢-000006629 770 0.0004640] 04640
VIT 10035 | (70448721501 0,000006 627 ; =W 24043
VIII | 10043 2150} 0,000006 630 2

3%
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DasgesuchteVerhélt-

nis zwischen Durch-
biegung und Spann-
weite lautet

14,2 mm 1

16800 mm 1180 °

Beispiel 3. Wir
hitten im vorigen Bei-
spiel, falls es sich als
noétig erwiesen hitte
(und wie es vom Ver-
fasser bei dieser der
Praxis entnommenen
Aufgabe auch in der
Tat verlangt worden
ist), bereits aus der
Endtangente der Bie-
gungslinie die Schrig-
stellung der Laufrider
des Kranes fur die ge-
gebene Belastung er-
mitteln kénnen; vgl
Fig. 57. In dem vor-
liegenden Beispiel 3
soll die Bestimmung
giner solchen Winkel-
einstellung die eigent-
liche Aufgabe sein.

In Fig. 58istderVoll-
wandquertrdger einer
Fachwerk - Eisenbahn-
briicke in Ansicht dar-
gestellt worden: Es
soll der Ausschlag des
Obergurtes der Haupt-
triger berechnet wer-
den, soweit er durch
die Durchbiegung des
Quertrigers (ndmlich
bei starr gedachten
Vertikalstindern und
horizontal gelenkigem
Obergurte) veranlaft
wird.

Der Rechnungsvor-
gang ist im wesent-
lichen genau derselbe,
wie der fiir das voran-
gegangene Beispiel ge-
schilderte. Auch hier
sind wiederum die
Werte der fingierten
w-Einzellasten nebst
den zuvor zu bestim-
menden  Ursprungs-

gréBen iibersichtlich geordnet zusammengestellt, und zwar in Tabelle Nr. 2 Seite 35.
Nach Darstellung der Biegungslinie oder auch schon durch Summierung der

) 3 .
w-Werte (—210 = Summe der Winkelinderungen = Endtangentenwmkel) ergibt
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sich die Winkeleinstellung der Endtangente der elastischen Linie und damit
ohne weiteres der Ausschlagwinkel des Vertikalstinders zu

tgq;:—%fw.

Da die diesem Quertriger zugeordneten Vertikalstinder vom Schnittpunkte
der elastischen Linie mit der Haupttrigerebene bis zum Schwerpunkt des Ober-
gurtes eine Hohe von 5000 mm aufweisen, so betrigt der gesuchte Ausschlag
des Obergurtes

tg ¢ - b = 0,00240 - 5000 mm = 12 mm .

b) Die Darstellung von Fachwerkbiegungslinien,

Gleich der Biegungslinie von Vollwandtragern, welche die Punkt-
verschiebungen der Tragerschwerlinie nur einer Parallelrichtung ent-
halt, geben auch die Biegungslinien von Fachwerktrigern die Verschie-
bungen — einer zunichst beliebigen Reihe von Punkten des Tragwerkes
— in nur einer (beliebig wihlbaren) Parallelrichtung an. Es miiBten
also zwei Biegungslinien gegeben sein, wenn aus solchen allein die ab-
soluten Punktverschiebungen bestimmt werden sollen. Gleich wie
bei den Vollwandtrigern geniigt jedoch auch bei Fachwerktrigern
fast immer die Darstellung nur einer Biegungslinie, und zwar meist
der firr die vertikalen Verschiebungen einer Punktreihe des Trag-
werkes.

Nach Aufwerfung der Frage, wie die benétigten Punktverschie-
bungen eines Fachwerktragers bestimmt werden konnten, liegt der
Gedanke nahe, die Ermittlung durch vergleichsweises Aufzeichnen des
Stabwerkes, einmal vor Beanspruchung durch irgendwelche Lasten
(oder vor Eintritt von Temperaturdnderungen),” und zum anderen
mit durch Belastung (oder Temperaturinderungen) verlingerten oder
verkiirzten Stdben vorzunehmen. Ein Versuch, die Punktverschie-
bungen eines Tragwerkes auf diese Weise zu bestimmen, fiihrt jedoch
wegen der im Verhaltnis zu den Stablingen verschwindend geringen
Langendnderungen zu keinem brauchbaren Ergebnisse.

Sehr geeignet sind dagegen die dem eben gedachten Verfahren
wesenséhnlichen und haufig arngewandten Verschiebungspline. Bei
Verschiebungsplinen werden nur dieWege der Knotenpunkte bei Form-
anderung des Stabwerkes (zusammengesetzt aus den Verschiebungen
langs der Stabachse und solchen senkrecht zu ihr als Drehbewegungen
um den anderen Stabendpunkt) aufgetragen, wihrend die Stablingen
selbst in diesen Zeichnungen auBler Betracht bleiben. Die Stablingen-
anderungen konnen hierbei also vergroBert aufgezeichnet werden,
wiahrend sie bei Mitzeichnung der Stibe meist noch verkleinert werden
miiBten. Die Verschiebungspline ergeben die absolute Verschiebung
samtlicher Knotenpunkte. Den Verschiebungsplinen kénnen also auch
die Verschiebungen in jeder beliebigen Seitenrichtung zu einer absoluten
Verschiebung mittels geeigneter Hilfslinien entnommen werden. Es
ist dennoch fast immer erforderlich, mit den derart fiir die gewiinschte
Richeung gewonnenen Seitenverschiebungen auch noch eine Biegungs-
linie zu zeichnen, weshalb die Aufstellung von Verschiebungsplinen
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nur als weiteres Hilfsmittel zur Darstellung von Fachwerkbiegungs-
linien, soweit es dazu erforderlich . ist, entwickelt werden soll.

In dem ersten Abschnitte soll jedoch das in den meisten Fillen
verhaltnismafig einfache und zuverlissige Verfahren der. fingierten
Lasten ausfithrlich behandelt werden. Dieses Verfahren nimmt, be-
sonders bei Vernachlassigung des Einflusses der Wandstébe (bel Ent-
wurfsarbeiten), wenig Zeit in Anspruch und gibt infolge seiner Uber-
sichtlichkeit wenig AnlaB zur Begehung von Fehlern. Es werden bei
diesem Verfahren nicht die Wege der Stabendpunkte, sondern die bei
der Forminderung des Stabwerkes eintretenden Winkeldnderungen,
die zavor rechnerisch zu bestimmen sind, zeichnerisch verwendet.

«) Die Darstellung von Fachwerkbiegungslinien mittels des Verfahrens der
fingierten Lasten,

Ahnlich wie die Biegungslinien von Vollwandtrigern kénnen auch
die der Fachwerktriger als Seilzug fir gedachte, und zwar in den

S

]

=

b

D Fig. 63.
w
Fig. 65.
[
//
g T T w
Fig. 64.

; Fig. 66.

Knotenpunkten an-
greifende Lasten w
zeichnerisch darge-
stellt werden, und
ahnlich wie beim
Vollwandtriger
werden wir zur Er-
mittlung der Gréfie
der w-Lasten auch
hierbei wieder das
Verhalten der ein-
zelnen  Tragerele-
mente bzw. ihren
Beitrag zur Form-
anderung bei Be-
lastung des Trag-
werkes untersuchen
miissen.

Einflufi der
Gurtlangendnde-
rungen auf die
Gestaltung der

Biegungslinie.
Der beliebige Fach-
werktrager Fig. 63
werde durch belie-
bige Krafte, die ein-
ander das - Gleich-
gewichthalten, etwa

P, A und B, belastet. Es sei zunichst nur der beliebige Obergurtstab s
als elastisch dehnbar angesehen, die iibrigen Stidbe dagegen als starr;
die somit starren Scheiben I und II sind in der Fig. 63 durch Schraf-
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fierung gekennzeichnet worden. Durch die infolge der Belastung (oder
natirlich auch durch Temperaturinderung) eintretende Verkiirzung
des Obergurtstabes s wird die GroBe 4s

des Winkels zwischen den gegen- .—-‘__-E——' 2
tiberliegenden Diagonalen, also die =

Gréfe des in Fig. 63 mit & bezeich- =

neten Winkels, verringert; die GréBe g

dieser Winkelsnderung wollen wir E .
mit w bezeichnen. Die Aufgabe Scheitel 5 Schetbe
ist nun zunéchst die, die w in prak- - 7 o

tischer Weise durch bekannte Werte

auszudriicken. — Das Lot auf den P /
gberg"urtstaib sei 7. Denken wir uns % ,,‘//////,‘ &\\\\“‘ NN ‘

ie Lingeninderung des Stabes s,
nimlich 4s, in diesen Stab einge- i
fiigt, und zwar im Schnittpunkte des
Lotes r, vgl. Fig. 67, so erkennen wir unmittelbar, dafl die Winkel-
anderung w (w Bogenlinge fiir den Radius 1) sich ergibt zu:

As

w == —.

-
Die auBerordentlich geringe Langenanderung des Lotes r bei Einfiigung
der Stablingeniéinderung A4s kann offenbar auBer Betracht bleiben.

4
Der Wert Ts fir die Winkelinderung kann jedoch auch auf andere

Weise abgeleitet werden. Fiir denjenigen Leser, dem bei der obenstehen-
den unmittelbaren Folgerung etwa Zweifel auftauchen sollten, sei
gleichzeitig zur Ubung mit Riicksicht auf im folgenden &fters auftretende
dhnliche Ableitungen eine andere Herleitung angefiigt: Man denke
sich etwa die Scheibe I festgehalten, wihrend der Stab s einer Ver-
kiirzung unterliegt ; es wird der Ober-

gurtknotenpunkt d die Lage d’ ein- . /5——-’@ oo
nehmen, vgl. Fig. 68. Der von diesem 3 /'4}3‘S
Obergurtknoten als Endpunkt des /
starren Diagonalstabes ¢—d um ¢ /
beschriebene Kreisbogen Ab ist i A
wegen seiner geringen Grofe als 7

gerade Linie senkrecht zur Diago- Scretel
nalen ¢--d, deren Linge gleich s

sei, aufzufassen. Die Winkeldnde- // L/ \ w
. . 7 / oA .
rung ist danach: 7 ////,‘.\\ \;
4b c

s Fig. 68.

Screive I

R

Fiallen wir vom Punkte d’ ein Lot auf den Obergurtstab s, so ist die
zwischen dem Schnittpunkte des Lotes und dem Stabendpunkte d
liegende kleine Strecke gleich der Langenanderung des Obergurtstabes,
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also gleich 4 s. Die Winkel des von 4 sund 4 b eingeschlossenen Drei-
ecks stehen senkrecht auf den Winkeln des durch den Diagonalstab &
und das Lot r gebildeten groBen Dreiecks. Diese Dreiecke sind also
einander #hnlich und weisen das Verhiltnis auf:

4b  As

s 7

’

s 4b
Setzen wir diesen Wert fiir " in die Gleichung w = A—,b ein, so erhalten
8

wir auch auf diesem Wege:

Ads
w = —
7
7
e
[ .~
P __ )
Verschieburngszuwachs
— — ey I Fichoearg tvLasrer
4
Fig. 69.
Stabe+C
re—————Abstard @ ————
n he/4
\ 2w
A A Fig. 70.
I a4y
Tig. 69 u. 70.

Der gleichen Winkelidnderung wird nun auch der Winkel
zwischen den beiden Untergurtstiben unterworfen, die von
dem, dem betrachteten Obergurtstabe gegentiberliegenden Untergurt-
knoten ausgehen.

Denken wir uns vorliufig den einen der beiden Untergurtstibe,
etwa e —=-c¢ (vgl. Fig. 63 bzw. 69), festgehalten, so wird der Punkt f bei
Eintritt der Winkelinderung einen Bogen 4 b beschreiben, vgl. Fig. 69.
Diesemt Bogen entspricht eine Verschiebung 4y in der Richtung, in
der wir durch die Knotenpunkte des Untergurtes Parallelen gezogen
haben, und fiir die die Biegungslinie gezeichnet werden soll. Der Winkel,
den der Untergurtstab ¢-~f mit der Senkrechten zu den Parallelen
durch die Knotenpunkte bildet, und damit auch der Winkel zwischen
Abund 4 y, sei gleich ¢ ; es ist dann die Verschiebung in der gewiinschten
Richtung:

dy = Ab-cosg.
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Darin ist
Ab=w-s"

(s’ = Lange des Stabes ¢ = f) oder, wenn wir die Stablange durch den
Abstand a der Parallelen ausdriicken:

4b=w- ¢

cos g’

Setzen wir diesen Ausdruck in die obenstehende Gleichung fiir 4y ein,
so ergibt sich fiir die gesuchte Verschiebung des Untergurtknotens der
Wert:

dy=a-w.

Damit haben wir die wichtige Feststellung gemacht, daf} das gesuchte
Verschiebungselement 4y der Biegungslinie nur von der Winkeldinde-
rung w und dem Abstande a der Parallelen abhingig ist, daf also die
Winkel, die die Untergurtstibe mit den Knotenpunktsparallelen bilden,
ganz auller Betracht bleiben konnen. Die Grofe des Verschiebungs-

bruchteiles 4y wird also nur durch den Wert w = 4; und die gew#hlte

Verschiebungsrichtung bestimmt.

Die Senkungen der starren Scheiben I und I zwischen ¢ < @ und
¢ b in der gewiinschten Richtung ergeben sich also durch Abtragen
der errechneten Winkeldinderung w, Fig. 64, zwischen der Wirkungs-
linie der fingierten Last w und ihren zugehérigen Auflagerwirkungs-
linien tber einer Normalen a’-~b6" zu diesen (vgl. Fig. 65). Bei der
auflerordentlich geringen GroBe der Winkelanderung wird tibrigens der
gebrochene Linienzug &’ --& nur wenig von der Normalen o =" ab-
weichen, wenn nicht eine Vergroferung der Verschiebungsordinaten
bewirkt wird. Die kleinen Fehler, die dadurch begangen wurden, daf3
wir kleine Bogenstiicke wie gerade Strecken behandelten, kommen also
nicht zur Geltung.

Zu den gleichen Ergebnissen fiir die Gréfe der Untergurtwinkel-
anderung w und der sich daraus ergebenden Verschiebungselemente
gelangen wir, wenn wir an Stelle des Obergurtstabes s die iibrigen
Obergurtstabe nacheinander in gleicher Weise betrachten. Fiir jeden
Untergurtknoten ergibt sich die Winkelinderung der benachbarten
Untergurtstabe zu:

A8
w="—,
r

Wir kénnen also gerade so, wie das zur Darstellung der elastischen
Linie von Vollwandtrégern geschieht, die einzelnen Winkelanderungen w
von einem Pole aus nebeneinander auftragen, vgl. Fig. 72, und danach
die Biegungslinie zeichnen, indem wir zu den Schenkeln dieser
Winkel Parallelen zwischen die zugehérigen Knotenpunktsparallelen
ziehen, vgl. Fig. 73. Wenn wir den im Verhaltnis zur Trigerlinge meist
verschwindend kleinen w-Bogenzug als gerade Linie parallel der betrach-
teten Verschiebungsrichtung ansehen, so ist auch hier wieder (analog
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der Darstellung der elastischen Linie) die Ubereinstimmung offenbar,
die zwischen der Winkelgruppe w nebst der danach gezogenen Biegungs-
linie einerseits und einem Krafteck nebst dafiir gezeichnetem Seilzuge
andererseits besteht. Um also die Senkungen des Untergurtes infolge
Liangensinderung des Obergurtes zeichnerisch zu ermitteln, brauchen
wir nur die Winkelénderungen w als fingierte Lasten in der Rich-
tung, in der die Senkungen dargestellt werden sollen, zu einem Krifte-
zuge aneinanderzureihen und danach fiir eine Polweite 1 den Seilzug
zwischen die von den Knotenpunkten ausgehenden Parallelen, die nun-
mehr als die Wirkungslinien der fingierten Lasten w aufzufassen sind,
zu zeichnen.

.z Y3 vy

\" L wig. 2.

7 \‘“—“"_’—;:‘:_Ty,]ﬁg. 73,

Fig, 7173,

. ds . . .
Diese aus dem Ausdrucke w = = sich ergebenden Werte kénnen wir
7

nun (dhnlich wie die w = Az der elastischen Linien von Vollwand-

J- B

trigern) nicht unmittelbar zur Aufzeichnung des w-Zuges nebst Pol-
strahlenfigur benutzen: denn da dieser Ausdruck die wahre GroBe der
Biegungswinkel bedeutet (laut Ableitung), so miiite die, zu der damit
gezeichneten Polstrahlenfigur gehorige Systemzeichnung des Trégers
und also auch die Abstinde der Knotenpunktsparallelen in natarlicher
GroBe aufgezeichnet werden, damit sich die gesuchten Punktverschie-
bungen gleichfalls in natiirlicher GréB8e ergeben. Praktisch ist es natiir-
lich meist unméglich, das Tragersystem im Mafistabe 1 : 1 darzustellen;
es ist vielmehr notig, den Triger im MaBstabe 1 : « darzustellen. Damit
sich die VerschiebungsgroBen nun aber doch wieder in natiirlicher
GroBe ergeben, so sind die zum w-Zuge aneinanderzureihenden Werte
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w= —; zuvor mit « zu multiplizieren (vgl. die analogen Ausfithrungen

bei Behandlung der graphischen Darstellung der elastischen Linie).
o ds | . .

Die fingierten Lasten w = 75 sind gemiB ihrer Herleitung Zahlen

ohne Dimensionsbezeichnung. Sie sind daher mit der gleichen MaB-
einheit aufzutragen, die man fiir die Polweite H == 1 gewdhlt hat.
Praktisch wiirde das 1 cm sein. Kine mit dieser Polweite gezeichnete
Polstrahlenfigur ist jedoch fiir eine hinreichend genaue Darstellung
der Biegungslinie meist zu klein. Die ganze Polstrahlenfigur ist daher
im MaBstabe 8 : 1 vergréBert aufzuzeichnen. Es ist also nicht nur die
Polweite H = 1, sondern es sind auch die Werte w gleichfalls mit dem
(weiteren) Faktor 8 zu multiplizieren. Eine Verénderung des Seilzuges
tritt durch eine solche Verinderung der Pohlstrahlenfigur natiirlich
nicht ein. Ist die Durchbiegung des Trigers vermutlich sehr gering,
so kann nun schlieBlich noch eine dritte Erweiterung der w-Werte mit
einem Faktor y erforderlich werden, damit die gesuchten Punktverschie-
bungen durch die Biegungslinie auf den Knotenpunktsparallelen in
groBerem MaBstabe abgeschnitten werden. Der Faktor y gibt alsdann
die VergroBerung an (y-fach), in der die Ordinaten der Biegungslinie
nach vorherigem Ausgleiche des Mafistabes 1 : & des Trigersystemes
auftreten. Es sel daran erinnert, daBl der urspriingliche w-Zug ein
Kreisbogen ist (vgl. Fig. 72), und daB der zum Ausgleiche des Tréger-
mafstabes und zur VergréBerung der Verschiebungsordinaten in der
w-Richtung vergroBerte w-Zug genau genommen als der am wenigsten
gekrilmmte Teil einer sehr langgestreckten FEllipse auftreten miifite;
der durch die Darstellung des w-Zuges als gerade Strecke begangene
Fehler ist natiirlich sehr gering und verschwindend gegeniiber den
Fehlern, die allein die Handhabung der Zéichengeriite im Gefolge hat.

Die Faktoren &« und f dienen also nur zum Ausgleiche des Trager-
maBstabes und der PolweitenvergroBerung; sie bewirken, dafl die Bie-
gungslinie die gesuchten Verschiebungen auf den Knotenpunktsparal-
lelen in nattirlicher GréBe abschneiden. Erst durch Erweiterung der
w-Werte mit dem Faktor y wird eine VergréBerung der Ordinaten der
Biegungslinie im Mafistabe y : 1 erzielt. Die mit diesen drei Faktoren
erweiterten fingierten Einzellasten bezeichnen wir wiederum mit W,
mithin:

W=?/U'“-B-’}’.

In genau gleicher Weise nun, wie die Senkung des Untergurtes,
1aBt sich auch die Senkung des Obergurtes infolge Langenidnderung
nur des Untergurtes ermitteln. Die in diesem Falle in den Obergurt-
knoten angreifenden gedachten Lasten ermitteln sich ebenfalls, wie
ohne weiteres klar, zu

¥ :{Lj.(x./j.y,

Solange noch die Wandstibe als starr betrachtet werden, wird fiir
jeden Punkt der Trigerscheibe die Gesamtsenkung desselben gleich
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der Summe der Einzelverschiebungen in der w-Richtung derjenigen
Obergurt- und Untergurtpunkte sein, die in der durch diesen Punkt
gezogenen w-Richtungslinie liegen. Es kann das auch graphisch ge-
schehen, indem man den Seilzug gleichzeitig fiir gemeinsame Einwir-
kung der gedachten Lasten w des Obergurtes und des Untergurtes
zeichnet, vgl. Fig. 74, 75 und 786.
Sollen der Biegungslinie nicht die Senkungen sémtlicher Knoten-
punkte, sondern die Senkungen jedes Punktes nur des Untergurtes
oder nur des Obergurtes
entnommen werden koén-
nen, so ist zu bedenken,
dall die Senkungen der
b Punkte des betrachteten
Gurtesgeradlinigzwischen
den beiden benachbarten
Knotenpunktsparallelen
zu suchen sind infolge der
geradlinigen Verbindung
der Knotenpunkte selbst
durchdie Gurtstébe. Indie
Fig. 76 ist als Beispiel die
L __.y Biegungslinie fiir die Sen-
kungen des Untergurtes
strichpunktiert einge-
zeichnet worden. Dietiber-
stehenden kleinen Drei-
ecke sind geringe Fehler-
groflen, die auf die Ver-
nachléssigung der Dre-
hung der starr gedachten
-—¥ Wandstédbe in Verbindung
T ] mit der Tatsache, daf} die
T Gurtstibe (bzw. ihre Sy-
" stemlinien) geradlinig blei-
ben miissen, zuriickzufiih-

Fig. 74.

B \
| I
3—>:<—ﬂ/ﬂ->l

72

\

fp—sre e

7Y,

/

s

I N ‘ ren sind, und die durch
den strichpunktierten Li-
Fig. 7476, nienzug praktisch vollig

berichtigt werden.

Einflull der Wandstabe auf die Gestaltung der Biegungs-
linie. Es verbleibt uns nunmehr noch die Frmittlung des Einflusses
der Wandstabe auf die Verschiebung der Knotenpunkte. Vorweg sei
gesagt, dal dieser EinfluB shnlich dem der Schub- und Achsialkrifte
bei Vollwandtragern auf das Endergebnis einer statisch unbestimmten
Rechnung, also auf die GréBe der Uberzithligen, meist nur von geringem
Einflusse ist und bei iiberschlagizen Rechnungen, wie man sie zur vor-
laufigen Querschnittshbemessung vornimmt, vernachlissigt werden kann.

Zur Ermittlung des Einflusses der Lingenanderung der Wandstibe
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gehen wir in gleicher Weise vor, wie bei Betrachtung des Einflusses
der Gurte. Wir untersuchen zunichst nur die Wirkung der Lingen-
inderung eines Wandstabes auf die Winkeldnderungen des der Betrach-
tung zugrunde gelegten Gurtes, wihrend wir simtliche tibrigen Stébe
als keiner Langendnderung unterworfen, also als starr ansehen. In dem
beliebigen Tragwerke Fig. 77 haben wir den Wandstab ¢ = f im Felde
¢ d -+~ [ e gewdhlt; unserer Voraussetzung gemiB sind die in der
Figur schraffierten Scheiben I und I als starr anzusehen, ebenso die
Gurtstdbe ¢ —d und e=f. Es sei etwa die Biegungslinie fiir den
Untergurt zu ermitteln.

Wir bemerken auf den ersten Blick, dafl die Langenénderung eines
Wandstabes auf die Winkeldnderung der von zwei Knoten des be-
trachteten Gurtes ausgehenden Stdbe von EinfluB ist.

Die Winkeldnderung des dem Wandstabe ¢ f bei d gegentiberliegen-
den Winkels, den wir &« nennen wollen, ermittelt sich natiirlich genau
wie die Winkelanderung fur einen Gurtstab zu:

As
Wy = — .
Tu

Diese Winkeldnderung w, ist auch die gesuchte Winkelanderung der
von d ausgehenden Gurtstabe und werde deshalb auch mit w; bezeichnet.

Nicht so einfach ist die Winkeldnderung der von ¢ ausgehenden
Gurtstabe, also w,, zu bestimmen. KEs kommen hier zwei Winkel-
anderungen in Betracht, ndmlich einmal die des Winkels f zwischen
Wandstab ¢ < f und Gurtstab ¢ - d und zum anderen die des Winkels y
zwischen dem betrachteten Wandstabe ¢ —f und dem Stabe ¢ < e.

Zur Gewinnung eines einfachen Ausdruckes fiir die gesamte Winkel-
snderung im Punkte ¢, also fir w, = wg + w, , empfiehlt es sich, durch
den Knotenpunkt ¢ zum gegeniiberliegenden Wandstabe d -=f eine
Parallele zu ziehen bis zum Schnitte mit dem Gurtstabe ¢ — f und von
dem Schnittpunkte aus das Lot 7, zu fillen, Fig. 77; wir werden sehen,
daB sich alsdann fiir w, unter Verwendung des Lotesr,” der gleicheeinfache
Ausdruck ergibt, wie fiir w; mit r, . In Fig. 78 sei das Dreieck ¢ =+ d = f
des Stabwerkes Fig. 77, das den Winkel § enthilt, noch einmal fiir sich
in etwas groBerem MafBstabe dargestellt. Denkt man sich den Unter-
gurtstab ¢ - d wihrend der Langenanderung des Stabes ¢ = f festgehalten,
so wird der Knotenpunkt f die Lage f einnehmen; hierbei vollfithrt er
eine Drehbewegung um d als Endpunkt des starren Stabes d = f und
ferner eine Drehbewegung um den Punkt ¢ mit gleichzeitiger Radial-
bewegung von der GroBe der Langeninderung As. In Fig. 78 werden
diese Bewegungen dargestellt durch das kleine Dreieck f—=—f —=—f” an
der Spitze des vom Lote 7, und dem Stabe d - f gebildeten groflen Drei-
ecks. Wie unmittelbar ersichtlich, sind diese beiden Dreiecke &hnlich,
und es laBit sich, wenn die Projektion des starren Stabes d -=-f auf den
betrachteten Wandstab ¢ - f mit p bezeichnet wird, die Beziehungablesen :

We -8 P
A = B 1)

Tu
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Es wurde schon angedeutet, dafl es uns darauf ankommt, 7, zur Verein-
fachung des Ausdruckes fiir den Gesamtwert w, = wg + w, durch 7§
auszudriicken. Bezeichnen wir die Teilprojektion des Gurtstabes e = f

e

Bregurngshinie des Urrergurie

Jur Verkdrzung des Wordsiabes s

/P

paratiel d+

Scheibe T %

auf den Wandstab
¢—f zwischen dem
Punkte f und dem
, Lote 7§ mit ¢, vgl.
10 Fig. 77 Rig. 77, so ist die
Beziehung  anzu-
schreiben :

Ty 4

L .
o §—4q
127 mig. s1. Daraus ergibt sich

-+ Tu = *
o3 s
—+-+ Setzen wir die-

| Fie- 80 sen Wert fiir 7,

indie Gleichung
(a) ein, so er-
halten wir
S _s5—4q
B 4s T 7§

Es ist nunmehr noch die Winkel-
anderung w, durch das Lot ¢ aus-
zudriicken. In Fig. 79 ist das Stab-
drejeck ¢ - e—=-f, das den Winkel y
enthalt, fiur sich herausgezeichnet
worden. Denken wir uns die
Scheibe I festgehalten, so wird
nach erfolgter Léngeninderung des
Stabes ¢ — f der Stabgelenkpunkt f
die Lage f’ einnehmen, vgl. die
Fig. 79. Wir folgern auch hier
wieder aus der Ahnlichkeit des
kleinen Verschiebungsdreieckes mit
der’ Hypotenuse f-—f mit dem
groflen Dreieck von den Katheten
7o und ¢

w,-s g

As g
Addieren wir nunmehr diese
Werte fiir wg und w,, so erhalten
wir die gesuchte Winkelanderung w,
der von ¢ ausgehenden Gurtstabe.
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Also:

s s8—q
VB s T 7y

s q +
g =,

s _$—4q9, 4
As(w,g-}—w;,)— 7" +1’;
S o=
Ads 7

As
We = —5
7

Die Winkelanderungen der von zwei benachbarten Gurtknoten-
punkten ausgehenden Gurtstdbe infolge Léngensnderung des gegen-
tberliegenden Wandstabes errechnen sich also aus den einfachen Be-
‘ziehungen :

o = as . = ds
d = P c == r (;

Sind die beiden dem betrachteten Wandstabe benachbarten Wand-
stibe parallel, wie es hdufig der Fall ist, so fallt der Endpunkt des
Lotes rj (siehe Fig. 77) mit dem Knotenpunkte e zusammen, wodurch
sich jedoch die Rechnung bei Entnahme der Lange des Lotes aus der
Zeichnung nur wenig vereinfacht.

Ganz besonders zu beachten ist nun aber, dafl die Winkel-
dnderungen fiir die beiden Gurtknotenpunkte in einem
zueinander entgegengesetzten Sinne erfolgen. Wollen wir
also die Winkelanderungen als fingierte Lasten in den zugeordneten
Gurtknotenpunkten ansehen und dazu das Seileck und damit die Bie-
gungslinie des betrachteten Gurtes zeichnen, Fig. 81 (8. 46), so sind auch
die gedachten Lasten, in unserem Falle w, und wy, in entgegengesetztem
Sinne aneinanderzureihen, wie das Fig. 80 erldutert. Bei Betrachtung
des gemeinsamen FEinflusses der s@mtlichen Stablingeninderungen
und Darstellung der Biegungslinie dazu fiir den gew#hlten Gurt wird
also die auf e entfallende Gesamtlast 2w, um den Einflul w, des Wand-
stabes zu verringern sein, vorausgesetzt, daf, wie hier angenommen,
der Stab Druck erleidet, also eine Verkiirzung erfihrt.

Aus der Ableitung geht hervor, dal} die beiden Winkelinderungen
stets einander entgegengesetzt sind, weshall der Leser sich nur den
Einfluff der Lingensnderung des Wandstabes zu vergegenwirtigen
braucht, der am leichtesten zu erkennen ist, also den Einflufl auf den
gegeniiberliegenden Winkel des betrachteten Gurtes.

Berechnung von Stablingenfinderungen. Ist eineSpann-
kraft die Ursache der Stablingensinderung As, so erfolgt sie nach
dem Hookeschen Gesetze:

Verléngerung As  Spannung o )
Stablange s  Elastizititsziffer £,
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darin ist
Spannkraft S
Spannung ¢ = Querschnitt F — konst.
also kurz
S-s s
45 =57 =5 (g7)

Bezeichnen wir den von der Spannkraft unabhingigen Faktor mit g,
also
s

“=EF
so gilt
As=8-0,

Dem Faktor ¢ geben wir den Index s, um ihn von einer gewdhnlichen
Materialkonstanten wie E zu unterscheiden und an seine Abh#ngigkeit
von & zu erinnern.

Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieser Gleichungen ist, daf
der Endzustand, in den das Tragwerk in Wirklichkeit durch Uber-
lagerung aller einzeln berechneten Spannungszustéinde versetzt wird,
an keiner Stelle die Proportionalitiatsgrenze iiberschreitet. Das wird
praktisch auch nicht eintreten, da .die Proportionalititsgrenze wohl
stets iiber der zugelassenen Héchstspannung liegt und der Zweck der
Rechnung ja, wenn es sich nicht um die Nachprifung vorhandener
Bauwerke handelt, die Vermeidung der Uberschreitung der Héchst-
spannung ist.

Auch die Uberlagerung einzeln gerechneter Spannungszustinde ist
offenbar nur dann zuldssig, wenn der Endzustand nirgends die Pro-
portionalititsgrenze tiberschreitet.

Es handelt sich also nur um den Endzustand: in den Zwischenstufen
der Berechnung kann unbegrenzte Proportionalitit und Unzerstérbar-
keit fingiert werden. Awuch fiir den Einflu der Deformation auf die
Anderung des Spannungsbildes, also des Krifteplanes bei Fachwerk-
tragern, ist nur der Endzustand maBigebend.

Ist eine Temperaturdnderung die Ursache der Stablingen-
dnderung ds, so gilt innerhalb nicht auBlergewthnlicher Temperatur-
grenzen

Ads=«x-4¢-s

darin ist o die Langeninderung des Stabes pro Langeneinheit und 1° C
Temperaturerhohung, A¢ die Temperaturanderung in ° C, s die Stab-
lange.
Fir FluBeisen ist
1

= 85000

Man rechnet in Mitteleuropa mit einer mittleren Temperatur von 10° C,
und nimmt fir Eisenkonstruktionen eine Schwankung von 4 35°C
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um dieses Mittel an. Zu beachten ist, dal Eisen bei Sonnenbestrahlung
im allgemeinen eine héhere Temperatur aufweist als die umgebende
Luft. Farbe des Anstriches und etwaige Ummantelungen sind von
Einfluf.

Es empfiehlt sich, den Temperatureinflufl firr sich zu behandeln,
nicht zuletzt deshalb, um Erfahrungen zu sammeln, da die einzelnen
statisch unbestimmten Tragwerke sehr verschieden auf Temperatur-
dnderungen reagieren.

25t MaBstab 7:700 258
70t 70t 0t w0t w0t

- 7000 8+ 7009 =800 7000 (<—

70 §O0

//0,97cm |
755¢m

Ordlirn rfen' - //%ynd', erung|
7

[\

7 14 7 Z 3cm

LH[[IH!' ’ L “ e T

|
b =7 (Ecm) A
Tig. 82 u. 83.

Beispiel: Fiir den durch Fig. 82 und die nachstehende Tabelle Nr. 3 in den
erforderlichen Stababmessungen gegebenen Fachwerk-Paralleltriger soll die Sen-
kung des Untergurtes fiir die aus der Fig. 82 ersichtliche Belastung er-
mittelt werden, d. h. also, es soll die Biegungslinie fiir den Untergurt ge-
zeichnet werden, welche die lotrechten Verschiebungen aller Punkte des Unter-
gurtes enthilt.

Die Berechnung der fingierten w-Lasten fiir die Lingeninderung der Ober-

gurt- und Untergurtstibe nach der Formel w == 4; bietet keine Schwierigkeiten.

Bei Ermittlung der fingierten Lasten fiir den Einflu der Diagonalen ergibt sich,
daf} die Lote 7, und #, mit den beiden der betrachteten Diagonale benachbarten
Wandstédben zusammenfallen, was lediglich eine Vereinfachung der ww-Bestimmung
bedeutet. Es ist jedoch darauf hinzuweisen, daB, wihrend die fingierten Lasten

Buehholz, Tragwerke. 4
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aus der Lingendnderung der Untergurtstébe als in den gegeniiberliegenden Ober-
gurtknotenpunkten angreifend gedacht wurden, die fingierten Lasten fiir den
EinfluB der Wandstdbe fiir den Gurt (oder eine sonstige Punktreihe des Fach-
werks natiirlich) bestimmt und in den Knoten desselben angreifend gedacht
werden miissen, fiir den die Biegungslinie zu zeicimen ist: in der gestellten Auf-
gabe also fiir den Untergurt. HEs geht dieses natiirlich aus der vorangegangenen
Erlduterung der graphischen Darstellung der Fachwerkbiegungslinien hervor; das
darauf Beziigliche sei hier zur Einpréigung kurz wiederholt: Bei Priifung des
Einflusses der Langenéinderungen der Gurtstibe fiir sich allein miissen die Wand-
stibe als starr betrachtet werden. Es ist klar, daf sich dann die Senkung, die
einer der beiden Gurte durch seine Lingendnderung erfihrt, in gleicher GréBe
auf den anderen Gurt iibertragen mufl; dabei ist allerdings zu berticksichtigen,
dafl die Biegungslinie fiir einen Gurt zwischen den Knotenpunkten geradlinig
verlaufen mufl: Daraus ergeben sich dann, da sich die Knotenpunkte des Ober-
gurtes mit denen des Untergurtes in der gewiinschten Verschiebungsrichtung
nicht decken, verschwindend geringe Abweichungen zwischen der theoretisch
genauen Biegungslinie des einen Gurtes von der des anderen, die von der zeich-
nerischen Darstellung nicht beriicksichtigt werden (vgl. auch nochmals die Aus-
fithrungen auf Seite 44). — Betrachteten wir den Einflull der Wandstébe, so muBten
wir zweckmifBig die Gurtstibe als starr ansehen. Stellen wir uns dieses deutlich
vor, so begreifen wir unmittelbar, daf3 die durch die Lingeninderungen der Wand-
stibe bewirkte Verschiebung des einen Gurtes von der des anderen verschieden
sein muB. Noch klarer wird das fiir ein Stdnderfachwerk (z. B. Fig. 85); bei
einem solchen muf} die Abweichung zwischen der Senkung eines Knotens des einen
Gurtes und der des zugcordneten Knotenpunktes des anderen Gurtes gleich der
Liangendnderung des diese Knotenpunkte verbindenden vertikalen Sténders sein.
Man hat sich hierbei auch daran zu erinnern, daBl die Winkel «, 8 und y des

Stabwerkes; deren Winkeliinderungen w wir mit Hilfe der Formeln wy = 4”1‘;‘;

und wg, y = 4s berechnen, Winkel desjenigen Gurtes sind, fiir den die Biegun o
Y 7! gung;

0
linie dargestellt werden soll.
Zur Vermeidung von Rechenfehlern ist es unumginglich notwendig, die zur
Berechnung der w-Griflen benotigten Einzelwerte tabellarisch zusammenzustellen,
shnlich wie dieses in den beiden Tabellen (Nr. 3 und 4) dieses Beispiels geschehen ist.

Tabelle Nr. 3.

]: Querschnitt

Stibe ‘ o nglgy
U, | Uy L 100 x 65 x 11 34
Ou | UL Il Ty | oS

AL100 x 65 x 11
Us | Us | I 1 160 x 13 67,6
— —~ 160 X 8

0, | 0 I 100 x 65 x 11 34
0, | 0 N~ 100 x 65 x 11 34
0| o) T Thmxiw | @
D, | D} JdL 65 %65 %9 22
D, D] JdL 65 %X 65 %9 22
Dy | D dL 45 %45 x5 8.6
D, | D L 55 x55%6 12,6
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Die Spannkrifte der Gurtstibe berechnet man in diesem einfachen Falle am
besten mit Hilfe des Ritterschen Verfahrens; die Spannkrifte der Wandstibe
ergeben sich noch bequemer durch Division der zugehorigen Querkraft mit dem
cos 45°,

Bei Aufstellung der Stabquerschnitte brauchen die Nietschwiichungen im all-
gemeinen ebensowenig wie die Querschnittsinderung beim Ubergange in die
Knotenbleche beriicksichtigt zu werden. Als Stablinge wird alsdann die System-
linge eingefiithrt.

Als Trigermaterial sei in allen Gliedern gutes FluBeisen gewihlt worden;
fiir solches hat die Elastizitdtszitfer den Wert B = 2150 t/cm?2

Tabelle Nr. 4.

b= [ 48
2 E = 83 =Lastrich- | &
2| § |3 E Flos% r b | £ | w=so0w
@n — =entgegen- g
t cm | kg/em? | em? em em ges. M, B
U, |4+25 [200/2150000(34 |+4-0,0684 100 +0,000684 |. 1 Kl}o'ﬁ?gﬂlll,kt
U, {-+55 [200|2150000 54,8|+0,0933 100 +0,000933 | 2 | w=0,598(cm)
U, |+65 [200(2150000|67,6/--0,0895 100 -+0,000895| 3
0, {—35,4141|2150000(34 |—0.0683 141 -+0,000485 | I Kﬁofﬁﬁgl}nﬁt
0,1—40 |200|2150000|34 |—0,1094 100 +0,001094 | I |w=0,974 (cm)
0, 1—60 1200215000050 |—0,1116 100 -4-0,001116 | 11
7, = 141| —0,000448 | (¢) | Enotenpunkt
211" g
D, |+21,2(141|2150000 22 |+0,063 { v 141] 10000448 | T | 2E
7, = 141| 40,000448 | 71
—921.2 29 |
D, |—21,2 1412150000 |22 0,0632{ r, = 141| —0,000448 | I ano’ifll]lgu;kt
7, = 141} —0,000384 | I | w = 0,467 (cm)
Dy |+ 7,1|141{2150000| 8,6 —[—0,0541{ 7, = 141| 0,000384 | IT
7, = 141} +0,000262 | II” | Knotenpunkt
Dy|— 7,1|141|2150000(12,6 —0,0370{ v 141 0.000262 | 1T | 0,245 om

Sollen Irrtiimer hinsichtlich der Richtung der w-Lasten vermieden werden,
so tut man gut, die errechneten Léngenéinderungen mit den Vorzeichen zu ver-
sehen, die sinngeméf sind, und deshalb auch zuyr Bezeichnung der entsprechenden
Spannkrifte iiblich sind. Zur Erkennung der Richtung der fingierten Lasten hat
man sich im Zweifelsfalle oder zur Kontrolle nur den jeweiligen alleinigen Ein-

A Tz ;

g (o

Fig. 84,

flul der betrachteten Stablingeninderung auf die Winkelinderung der
betroffenen Stibe des betrachteten Gurtes zu vergegenwiirtigen. TFig. 84 deutet
das Gesagte nochmals beziiglich der Wandstibe an.

Die mit Hilfe der Formel w = 4; bestimmten w-Zahlen sind zum Ausgleich
des Tridgermaflistabes, nimlich 1: 100, mit & = 100 zu multiplizieren. Als Ein-
4%
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heit fiir die Auftragung des w-Lastenzuges (d.h. also der Polweite H = 1) sei
die Linge 5 cm gewdhlt; sonach sind die w-Zahlen auch noch mit dem Faktor
B =5 zu erweitern. — Es scheint zweckmiBig zu sein, auch noch den Faktor
y = 2 einzufithren, um die Durchbiegungsordinaten im MaBstabe 2: 1 vergroBert
zu erhalten.
Fir die einzelnen Knoten des Untergurtes I, I1, II’, I’ ergeben sich folgende

fingierte Lasten W:

W; = 0,598 (cm) = W/

I’VU: 09714 ,, = WII/

Desgleichen fiir die Knotenpunkte des Obergurtes:

W, = 0,342 (cm) = W’
Wy =0,467 , = Wy
W, =0,448 , =Wy

Fig. 85.

Als Seilzug fiir diese
,»Lasten® ergibt sich die
gesuchte Biegungslinie fiir
den Untergurt mit dennach-
stehend aufgefithrten Kno-
tenpunktsenkungen:

" opr = 0,97 cm = 5/
=155 ,, =n;
Beispiel 2. Der Zweck der Darstellung der Biegungslinie war im voran-

gegangenen Beispiel des Fachwerkparalleltrigers nur die Bestimmung der Durch-
biegung dieses Tragwerkes. In diesem Beispiel sollen dagegen Verschiebungs-
elemente der Forminderungsgleichung einer statisch unbestimmten Rechnung
ermittelt werden. Die Formanderungsgleichung fiir den diesem Beispiel zugrunde
gelegten deutschen Bogen, Fig. 85, enthiilt, nach Vereinfachung mit Hilfe des
noch zu behandelnden Lehrsatzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen,
den Ausdruck

H-365,,.

In diesemi Ausdrucke ist H zunéchst nur die Einheit der tiberzédhligen Spannkraft,
angreifend im Auflagerpunkte b. Die Punkte m sind die Lastangriffspunkte, in
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unserem Falle also die Knotenpunkte des Untergurtes. Die zahlenmiBige Aus-
wertung des Ausdruckes H - 2,,; stellt die Aufgabe, eine Biegungslinie zu
zeichnen fiir die Hebung des Untergurtes in Lastrichtung bei Beanspruchung des
zugbandlosen Bogens durch eine Horizontalkraft H = 1 in den Punkten @ und b.

Die benétigten Abmessungen dieses Bogens sind, soweit sie nicht aus der
Fig. 86 ersichtlich sind, der Tabelle Nr. 5 zu entnehmen. Die Stablingen kénnen

Tabelle Nr. 5.

Querschnitts-

Stab Querschnittsform Flache

cm?
0, J€C 2 u NP 14 40,8
0, IC 2 u NP 14 40,8
0, It 2 u NP. 14 40,8
0, ac 2 u NP 14 40,8

2 NP, 1

U, aC T ak 68,8
U, JE 2 u NP. 16 48,0
U, i 2w NP. 16 48,0
U, i 2 u NP. 16 48,0
v, Ly 4040X 40X 4 12,3
Vo L 4140 X 40 X 4 12,3
Vs L 4040 X400 x4 12,3
v, bd 4040 X 40 X 4 12,3
v, E5 4040 X 40 <4 12,3
D, Ld 440X 40 x4 12,3
D, Ed 4040 X 40 X4 12,3
D, L3 440 X 40 X4 12,3
D, Ly 440X 40 X4 12,3

zeichnerisch oder rechnerisch ermittelt werden. Zur Bestimmung der Spannkrifte
ist das Zeichnen eines Kréfteplanes am bequemsten, mufl jedoch zur Vermeidung
groferer Ungenauig-
keiten fiir dieses System
unter moglichst genauer
Einhaltung der Stab-
neigungen  ausgefithrt
werden. Die Feststellung
der Zahlenwerte firr die
Lote r sowie 7, und
7, erfolgt zweckmiBig
zeichnerisch durch Auf-
reiflen des Systems in
grofleth Mafistabe. (Die
Bestimmung der Radien 5
r, 7, und besonders ¢
deutet Fig. 88, 89 und
90 an.)

& 5.
. NaGh beenrdeter iiber- Fig. 88, Zeichnerische Ermittelung der Abstinde der Gurtstibe
sichtlicher Zusammen- von den zugeordneten Knotenpunkten.

stellung dieser Werte, y
ghnlich Tabelle Nr. 6, errechnen sich die fingierten Lasten w = 78— , wie im Beispiel 1,

ohne Schwierigkeiten. Rine Ausnahme macht der mittelste Vertikalstab, be-
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-

P S—

—0
Fig. 90. Ermittelung von Radien fiir die Vertikalen.

zeichnet mit V. Auf die
Ermittelung des Ein-
flusses der Langenénde-
rung dieses Stabes auf
die Winkelinderung w
zwischen den Dbeiden
Untergurtstiben U, und
J/ lassen sich die bisher
gegebenen Regeln, wie
der Versuch lehrt, nicht
ohne weiteresanwenden;
diese Winkelinderung w,
oder, was — wie wir
wissen — dasselbe ist:
die fingierte Last im
Punkte V,, 148t sich je-
doch durch eine den bis-
herigen gleichartige Er-
wagung leicht herleiten.
Zur Ubung des Lesers in
der Behandlung solcher
vonderRegelabweichen-
der Fille moge die Ent-
wicklung hier durch-
gefiithrt werden: Fig. 91
stelltdas mittlere Bogen-
stiick zwischen den Ver-
tikalen ¥V, und V, dar. ~

: Alle Stibe, auller ¥V von

der Liinge s, werden als
starr betrachtet, wih-
rend eine Verkiirzung
des Vertikalstabes V
von der GroBe As ein-
tritt; unter dieser Vor-

aussetzung treten — bei festem Punkte V, und fester Richtung V; — folgende Be-
wegungen ein, vgl. Fig. 91: Der. Obergurtknoten ¥V, bewegt sich in Richtung ¥,

173
A8 (Verkiiraung)
V'al

s

und nimmt die Lage V) ein. Gleichzeitig vollfiihrt der starve Obergurtstab O,
eine Drehbewegung um diesen Obergurtknoten, wihrend der starre Wandstab D,
ebenso wie der der gleichen starren Scheibe angehérige Untergurtstab U, eine
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Drehbewegung um den Untergurtknoten V, ausfithrt, und zwar um den Winkel —g—

{diese Winkelinderung wird hier mit 120— bezeichnet, weil sie bei der symmetrischen

Aushildung und Belastung des vorliegenden Fachwerks mit der sich fiir U/ er-
gebenden Winkeldnderung gleiche GréBe gemeinsam hat). Der Bogen, den der
Wandstab D, mit seinem Endpunkte IV, um V, beschreibt, werde mit 45 und
die Projektion desselben auf die Verlingerung des Ohergurtstabes 0, mit 40
bezeichnet. Die Projektion des Vertikalstabes s (V) auf den Obergurt durch das
Lot r werde p genannt. Die Figur lehrt, daB das von D, und r gebildete Dreieck
dem kleinen Verschiebungsdreieck iiber Ab #hnlich ist. Wir konnen zundchst

fir % den Wert anschreiben:

Tabelle Nr. 6.

) W-Berechnung { ; = 200

s s 2 As:};s;-; W=38000w |, _3
2 | Stab- | Stab- E = W fiir
2 | linge | kraft |&g | Stablingen- Zu- die einzelnen
»n fiir 5| #nderung | Radius r | geord- w Knotenpunkte

H=1| § neter
Kncten-
ecm cm? em cm punkt (em)

0, | 355 |+1,1440,8| +0,0046 | 256 | II, |-+0,054
O, | 346 |4 2,84/40,8| 40,0112 | 165 | IIT, |40,204] Knotenpunkst
0, | 341 |44,9040,8] 40,0190 | 116 | IV, |--0491| 7, und I7:0,035
0, | 338 |+5,9640,8/ +0,0220 | 101 | V, |-0,681
U, | 446 |—1,3268,0] —0,0040 | 341 | I, |40,035
U,| 382 |—2,3548,0 —0,0087 | 239 | II, |+0,109
Us| 352 |—3,03480] —0,0134 | 163 | II1, |4+0,247 | I und II = 0.074
U,| 339 |—58748,0] —0,0193 | 117 | IV, |+40495| c » 2=

5=0,183
= . ’
Vy| 450 |+ 0860123 00146 {™ =338 Ilu 0,130

Knotenpunkt

0 = — — —

r, = 338 111, | +0,068 Knotenpunkt

o =448 II, | —0,051| 177, u. III; = 0,178
r, =338 IV, |+0,027| 111, ,, III;,= 0,247
ro =390 111, | —0,023 2 =0,425
r, =338 V, |-0,005
ro =302 IV, |--0,006

V,| 270 |+0,7412,3 +0,0076{
Vol 101 - 053123 —0,0020{ 1ol by, | +0,000

Vs| 170 |40,46/12,3| 40,0030

Vy| 117 —0,14/12,3] —0,0006

Knotenpunkt
p =45 IV, u. IV =0,834
== — | - IV IV =0495

D 373 |— = - Tn o » 3 ’
1 L2N123) —00170\ " 044 11, | to,210 > =71,329
D,| 350 |—1,7612,3| —o,0233 {200 I, 10260 ‘

ro = 164, III, |4-0,426
ro= 166 I11, | —0,497| T-notenpunkt
5 [ — n u s

Dy| 35 |=211123 —00275 {|* — 1o | T V, = 2,302
D,!| 348 |—1,1812,3] —o,0155 {/» = 14 V. |—0,408 V:??(;,ggg

¢ O T e = 98 T, |-4+0,475 -
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Darin ist, zufolge der Ahnlichkeit der genannten Dreiecke:

4b = Dy do.
o
Die Einsetzung dieses Wertes in die erste Gleichung ergibt:
w Ao
2 r’

Die Projektion 40 des Bogens Ab ist praktisch gleich der Projektion der Ver-
kiirzung A's gleichfalls auf den Obergurtstab O,, denn Stab O, hat seine Linge
nicht gedindert und seine geringe Winkeldnderung gegen seine urspriingliche Lage
bleibt beziiglich der Projektionen praktisch ohne Wirkung. Aus dieser Uber-
legung ergibt sich, unter gleichzeitiger Berticksichtigung der Ahnlichkeit der
Projektionsdreiecke itber s und As, der Wert von 4o zu:

do=L .45,
8
Die Einsetzung in die vorletzte Gleichung ergibt den gesuchten Wert
w _p .45
2 s r

Néhert sich der Winkel zwischen Obergurtstab O, und Vertikalstab V; einem
Rechten, so wird der EinfluB der Lingenidnderung des Vertikalstabes aufler-
ordentlich gering, was aufler der Formel auch bereits die Betrachtung des Stab-
werkes, Fig. 85, unmittelbar lehrt.

In Fig. 92 ist der Fachwerkbogen im MaBstabe 1:300 dargestellt worden;
nach den Ausfithrungen auf Seite 42 ist es also erforderlich, die errechneten Werte

w = 4; mit eincm Faktor o = 300 zu erweitern. Der Polabstand H = 1 des

fingierten Kriitezuges moge mit 5cm aufgezeichnet werden; diese Linge ist
alsdann auch die Einheit, in der die berechneten w Gréfen aufzutragen sind
d. h. also, um die w GréBen in om darstellen zu kénnen, miissen die bisher dafiir
berechneten Zahlenwerte mit der Zahl 8 = 5 multipliziert werden. Zur ver-
groferten Darstellung der Verschiebungsordinaten, die zweckmiBig erscheint,
moge dann schlieflich noch als dritter Erweiterungsfaktor die Zahl y = 2 ein-
gefihrt werden.

Unter Beriicksichtigung des Gesagten ergebem sich dann fiir die Knoten-
punkte des Untergurtes, fir den laut Aufgabe die Blegungshme zu suchen ist,
folgende Werte W:

W, = 0,035 (cm) =W/

Wiy =0183 ,, =W,/
W= 0425 ,, =W,/
Wy =1320 ,, =W,/
Wy =1151 ,, =Wy,
2

%;K = 3,123 (cm).

Die fir den Einflul der Lingendnderung der Untergurtstibe in den Obergurt-
knoten anzubringenden fingierten Lasten haben in diesem Falle mit den in den
Untergurtknoten angreifenden fingierten Lasten die Wirkungslinien gemeinsam,
so dal sie nicht getrennt aufgefithrt zu werden brauchen. Die sich fiir die einzelnen
Untergurtknoten aus den G urtlingeniinderungen ergebenden W-Lasten sind, ent-
sprechend der Durchbiegung (Hebung), vertikal nach olen gerichtet weshalb
wir diese Richtung als die positive angenommen haben. Demgemia8 ergibt sich
z. B. die Lingendnderung des Vertikalstabes V;, da sie zur Hebung beitrigt,
(vgl. Fig. 86 u. 91), gleichfalls eine positive w-,,Last®.
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Es ergeben sich schlieSlich aus der mit diesen Werten gezeichneten Biegungs-
linie, Fig. 93, des Untergurtes die gesuchten Verschiebungen:
Omy,b = 0,35 om = dm); b
Omypyb = 0,68 5, = dm, b
Omypb = 0,97 ,, = Om,}b
Omyp = L0T ,, = Om,b
8) Die Darstellung von Fachwerkbiegungslinien mittels Verschiebungsplinen.

In der Einleitung zur Bebhandlung der Darstellung von Fachwerk-
biegungslinien haben wir die Verschiebungspline bereits als Mittel
zur Bestimmung von Punktverschiebungen der Fachwerktriger und
zur Darstellung der Biegungslinien genannt und ihr Wesen kurz er-
lautert. :

Der Verschiebungsplan an sich enthilt zunachst nur die absoluten
Verschiebungen der einzelnen Knotenpunkte, und zwar als Strahlen
von einem Pole aus (der einem als festliegend angeschenen Punkte
des Tragwerkes entspricht). Die Verschiebung eines Punktes des Trag-
werkes in bezug auf eine beliebige Richtung wird natiirlich leicht
gefunden durch Projektion der absoluten Verschiebung auf die gewshlte
Richtung. Projiziert man den ganzen Verschiebungsplan auf von den
Knotenpunkten des Tragwerks ausgehende Parallelstrahlen, so er-
halt man fir jeden Knotenpunkt die Verschiebung in dieser Richtung
und damit ohne weiteres gleichzeitig die Biegungslinie. Wir werden
das nach Behandlung des Verschiebungsplanes an sich nochmals an einer
Figur erldutern.

Bei starren, nach dem Bildungsgesetze (siche S. 11) aus Stabdrei-
ecken zusammengesetzten Fachwerktragern, vgl. das im tbrigen be-
liebige System Fig. 97, kann eine Verschiebung der Systemfigur in sich
nur eintreten, wenn einer oder mehrere Stdbe Forménderungen erfahren,
sei es durch Kriftebeanspruchungen oder durch Temperaturinderungen.
Eine derart erfolgte Anderung der Systemfigur wird dann durch die
Verschiebuhgen der Knotenpunkte allein vollkommen bestimmt,
wenn diese Formanderung nur in einer Anderung der Systemlinge der
Stébe besteht. Dieses diirfte
bei unseren Berechnungen
fast immer nur der Fall
sein. Mit der Verkiirzung
oderVerlingerungderSeiten
der einzelnen Stabdreiecke
ist natiirlich eine Anderung
der Winkel verbunden,
wenn die Stablangendnde-
rungen, wie wohl stets,
. s N nicht im Stablangenver-
0 Fig. 95. 0 Fig. 96. hiltnis erfolgen.

Die absolute Verschiebung eines Stabendpunktes (vgl. Fig. 95,
Punkt p) setzt sich demnach, wenn der andere Stabendpunkt (o) zu-
néchst festliegend gedacht wird, aus zwei Einzelbewegungen zusammen:
aus einer Radialverschiebung zum Festpunkte o (also einer Verschiebung
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in der Stabachse) von der GroBfe der Stablingeninderung (As) und
sodann einer Drehbewegung um den Festpunkt infolge der im zugeord-
neten Stabdreiecke meist eintretenden Winkelinderung. — Erfihrt
der eben noch als fest betrachtete Stabendpunkt gleichfalls eine Ver-
schiebung, so ist zur Bestimmung der absoluten Verschiebung des an-
deren Stabendpunktes auBer dessen beiden erstgenannten Einzel-
verschiebungen auch noch diese weitere Verschiebung nach GriBe,
Lage und Richtung
als Komponente in
dem aus diesen Ver-
schiebungen zusam-
mengesetzten — den
Krafteplanen wesens- o
shnlichen — Ver-
schiebungsplane ein-
zufithren; Fig. 96.

Unter diesen Ein-
zelverschiebungen muf} die Langeninderung der Stabe unmittelbar ge-
geben sein; die GroBe der Drehbewegungen bestimmt sich alsdann
aus der Uberlegung, daB jeder Stabendpunkt ja auch der Endpunkt
eines anderen Stabes ist, und dal} diese beiden Stdbe, gemiB den Vor-
aussetzungen, auch nach der Forménderung tiber einem dritten Stabe
als Basis ein Dreieck bilden
miissen. Die Lageéinderung des
Basisstabes, also die absolute
Verschiebung seiner Endpunkte,
muB natiirlich zuvor in gleicher
Weise ermittelt werden bzw. ge-
geben sein.

Nach diesen Uberlegungen
wollen wir versuchen, einen Ver-
schiebungsplan fiir das in Fig. 97
dargestellte beliebige Fachwerk,
dessen Stablingeninderungen <«
gegeben sein mogen, zu zeich-
nen. — Wir brauchen in diesem Abschnitte bei Aufstellung von Ver-
schiebungsplanen in Anbetracht des Zweckes offenbar nur die System-
figur ohne Riicksicht auf die Lagerung zu betrachten. Natiirlich
miissen die Lingeninderungen bereits ermittelt oder gegeben sein;
ihre Ursachen interessieren uns hier jedoch nicht. Es ist daher aber
nétig, einen Knotenpunkt und die Lage eines davon ausgehenden Stabes
als fest zu betrachten, um dadurch eine Ausgangsbasis zu gewinnen.
Der theoretische Aufbau des Stabwerkes Fig. 97 mdge von dem be-
liebig gewshlten Stabdreiecke a b --c¢ aus, als Grunddreieck, erfolgt
sein. Tiir die Darstellung des Verschiebungsplanes mag der Punkt a und
die Lage des Stabes a--b als unverschieblich angesehen werden.

Am einfachsten ist alsdann die neue Lage b’ des Punktes b, sieche
Fig. 98, nach erfolgter Forminderung des Stabwerkes zu bestimmen:

Fig. 97.

Fig. 98,



60 Die Berechnung der statisch unbestimmten Systeme.

es ist nur notig, die Stablingeninderung 4o b von b aus in der Rich-
tung der Léngeninderung abzutragen. Als Stablingeninderung mag
hier eine Verlingerung gewshlt werden (vgl. Fig. 98). Weniger einfach
ist die Bestimmung der
neuen Lage des Punk-
tes ¢, nimlich ¢’. Zur
besseren  Veranschau-
lichung der Zusammen-
setzung dieser Punkt-
verschiebung mégen die
Richtungen der Stab-
langenédnderungen  ge-
wahlt werden: Staba —=¢
werde etwa einer Verléan-
gerung und Stab b=¢
"einer Verkiirzung unter-
worfen. Zur Herbei-
Fig. 99. fuhrung einer klaren

Vorstellung der Be-

wegungsvorginge bei Lagednderung des Punktes ¢ nehmen wir zu-
nichst einmal an, daBl die Verbindung der Stibe in ¢ vor Rintritt
jeder Formédnderung des Stabwerkes gelost sei, vgl. Fig. 98. Tritt dann
a’ die Liangeninderung des Stabes

a—0b gleich b—=—b" ein, so moge
s der Stab b->c¢ eine Parallelver-
_—a schiebung seiner Punkte von der
GroBe wund Richtung der Ver-
schiebung b — b’ (4a b) ausfithren.
Der Endpunkt ¢ dieses Stabes wird
alsdann die Lage ¢, im Abstande
Aab von ¢ aus einnehmen. In-
folge der Verkiirzung des Stabes
b -~ ¢ wird nun der Stabendpunkt ¢
des weiteren sich von ¢; um die
Grofe der Langenanderung nach ¢,
bewegen, vgl. Fig. 99. Ferner wird der Punkt ¢, wenn wir ibn nun-
mehr auch in seiner Eigenschaft als Endpunkt des Stabes a--¢ be-
trachten, sich infolge Lingenidnderung dieses Stabes in Richtung der
verbindung der Stab-

punkt ¢ und der Stab

Stabachse nach c¢; be-
A -endpunkte ¢ wiederher-
b= c um seinen Endpunkt b eine Drehbewegung bis zur Wiederver-

wegen miissen. Wollen
):2 stellen, so mufB} der Stab
einigung in ¢ ausfithren. Der Schnittpunkt des Kreisbogens mit @ -~ ¢,

(Ausgarigs-
kriofernpurikt)

Fig. 101.

wir jetzt die Gelenk-
Fig. 100. Fig. 102. Fig. 103. a--c¢ um seinen End-
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um ¢ mit dem Kreisbogen wm &” mit b —-c, gibt also schlieBlich die ge-
suchte neue Lage des Punktes can; in Fig.99 ist diese neue Lage mit ¢’
bezeichnet worden, ferner ist das geinderte System durch strichpunk-
tierte Linien angedeutet worden.

Wenn wir uns nun vergegenwértigen, daf3 die von den Stabend-
punkten beschriebenen Kreishogen im allgemeinen von verschwindend
geringer Grofe im Verhiltnis zu den Stablingen sind — denn die im
Verhiltnis zur Stablinge tiberhaupt moglichen Lingendnderungen
eines Stabes konnen ja bei Tragwerksmaterial nur gering sein — 8o
erkennen wir, -dal} diese Bogen als Senkrechte auf den Stiben in den
Stabendpunkten aufgefafit werden konnen: dafl es mithin nicht notig
ist, die Konstruktion der Kreisb6gen an dem Stabdreiecke vorzunehmen,
was praktisch auch fast unmdglich wire, wie sich der Leser deutlich
vorstellen mag. Wir konnen das kleine Verschiebungsfiinfeck an der
Spitze des Stabdreiecks Fig. 99 fiir sich ohne Aufzeichnung des Stab-
dreiecks — etwa von einem Pole 0 aus, siehe Fig. 100, der dem Punkte o
des Stabdreiecks entspricht, da dieser laut Voraussetzung die Verschie-
bung 0--a” gleich Null hat — #hnlich einem Krafteplane zusammen-
setzen aus funf Verschiebungen, von denen die Lingenénderung der
drei Stabe nach Gréfle, Lage und Richtung gegeben sind, die iibrigen
{ndmlich die als gerade Linien senkrecht zu den Stiaben aufzufassenden
Kreisbhogen um die beiden Stabendpunkte ¢ und ) nur ithrer Lage nach;
diese letzteren Einzelverschiebungen sind also zum Schnitte zu bringen,
womit sie die neue Lage des Punktes ¢ in bezug auf den gewshlten Pol
0 = &’ bestimmen.

Dieser bisher nur fir das Grunddreieck gezeichnete Verschiebungs-
plan 146t sich nun natiirlich weiter entwickeln zu einem Verschiebungs-
plane, der die Verschiebungen simtlicher Knotenpunkte des Stabwerkes,
von dem Pole 0 = ¢’ aus gemessen, enthilt. Es ist klar, daBl immer
nur die Verschiebung eines solchen Knotenpunktes bestimmt werden
kann, bei dem fiir zwei zugeordnete Stabendpunkte die Verschiebung
bereits bekannt ist. Zur Fortsetzung der Aufzeichnung des Verschie-
bungsplanes wiirden jetzt also nur die Punkte e oder &, Fig. 97, in Be-
tracht kommen. Fir die dem Knotenpunkte d zugeordneten Stabend-
punkte ¢ und b sind die Verschiebungen bereits als die Strahlen 0 <"
und 0 - ¢”” im Verschiebungsplane Fig. 100 enthalten. Wir brauchen also,
um uns die Verschiebung des Punktes d klarzumachen, nur die beiden
Stabe b-+d und ¢--d unter Beriicksichtigung der nunmehr gegebenen
Verschiebungen ihrer Ausgangsknotenpunkte b und ¢ zu betrachten.
Dabei gehen “wir in gleicher Weise vor, wie wir es schon beim Grund-
dreiecke zum Zwecke der Erlauterung getan haben: Wir denken uns
wiederum den Gelenkpunkt d, siehe Fig. 101, gelost und lassen die
Stibe b—+d und ¢--d Parallelverschiebungen gleichzeitig mit den be-
reits bekannten Verschiebungen ihrer Endpunkte ¢ und b ausfithren.
Der Punkt d wird dann als Endpunkt des Stabes b = d die neue Lage d,
und als Endpunkt desStabes ¢ - d die Lage d, einnehmen. Jetzt schreiten
wir zur Berticksichtigung der Stablingeninderungen. Zur Veranschau-
lichung mégen wiederum ihrer Richtung nach bestimmte Stablingen-



62 Die Berechnung der statisch unbestimmten Systeme.

anderungen gewihlt werden: Stab b-—d erfahre eine Verlingerung,
Stab ¢ =-d eine Verkiirzung. Diese Verschiebungen sind nun von den
neuen Lagen d, und d, des Punktes d auf den neuen Lagen der Stab-
achsen b’ +d, und ¢’-+d, abzutragen. Der in sich vorldutig noch ge-
trennte Gelenkpunkt d nimmt dann die neuen Lagen d, und d, ein.
Sollen nunmehr diese zusammengehorigen Stabendpunkte d zu dem
Knotenpunkte d vereinigt werden, so miissen die beiden Stibe b’ —d,
und ¢’ - dg eine Drehbewegung um ihre Endpunkte b” bzw. ¢’ ausfiithren.
In Tig. 101ist die so ermittelte neue Lage des Knotenpunktes d mit d”
bezeichnet worden.

Es ist auch hier wieder nicht nétig, den Verschiebungsplan unter
Darstellung der beteiligten Stibe aufzuzeichnen, wie dieses in Fig. 101
geschehen ist. Wir bemerken ferner, daB das dort bei d gezeichnete
Verschiebungsvieleck auch ohne weiteres durch Vervollstindigung des
Verschiebungsplanes Tig. 100 dargestellt werden konnte: den in Fig. 101
von d aus angetragenen Verschiebungen der Punkte b und ¢ entsprechen
im Verschiebungsplane Fig. 100 mit genau gleicher GréBe, Lage und
Richtung, geméall dem in Fig. 99 analytisch geschilderten Vorgange,
die Strahlen 05" und 0->¢”. An diese Verschiebungen haben wir
nur die weiteren Verschiebungen aus der Fig. 101 in gleicher Weise wie
dort anzutragen, Fig. 102, wobei die im Verhiltnis zu ihren Radien, den
Stablangen, verschwindend kleinen Kreisbdgen wiederum als gerade
Linien senkrecht zu den Stabachsen gezeichnet werden konnen. Fig. 103.
stellt den gemeinsamen Verschiebungsplan fiir die Verschiebungen der
Punkte @, b, ¢ und d dar.

In der gleichen Weise, wie oben dargelegt, schreiten wir von Knoten-
punkt zu Knotenpunkt zur Bestimmung ihrer Verschiebungen weiter
vor. Fig. 105 stellt den derart vollstindig entwickelten Verschiebungs-
plan des beliebigen Stabwerkes Fig. 104 dar, unter willkiirlicher Annahme
der Stablingeninderungen. ,

Wollen wir das bis jetzt Gesagte noch einmal zusammenfassen, so
miissen wir kurz Antwort geben auf die Frage: Wie ist nun also prak-
tisch ein Verschiebungsplan fiir ein auflagerloses, unverschiebliches
Fachwerk, dessen Stablingeninderungen gegeben sind, zu zeichnen ?
Die Antwort lautet: Es ist ein beliebiger Knotenpunkt als Festpunkt
zu wahlen (zweckmifBig ungefabhr auf Mitte zwischen den Endpunkten).
Also Verschiebung dieses Knotenpunktes im Verschiebungsplane vom
Pole aus gleich Null. Der Verschiebungsendpunkt fallt daher mit dem
Pole zusammen, weshalb man dem Pole auch den Namen dieses Punktes
zu geben pflegt. AuBer dem Festpunkte muf als Ausgangsbasis eine
von Festpunkte ausgehende Stablage als unveriinderlich angesehen
werden. Die Verschicbung des anderen Endpunktes dieses Stabes
148t sich nach dieser Voraussetzung unmittelbar in den Verschiebungs-
plan einzeichnen durch Abtragen der Lingeninderung des Stabes vom
Pole aus auf die Richtungslinie des Stabes in der durch die Art der
Langeninderung angegebenen Richtung. Den gewonnenen Verschie-
bungsendpunkt bezeichnet man, wie auch alle ferneren, natiirlich mit
dem gleichen Buchstaben oder #hnlich, mit dem man den entsprechen-
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den Systempunkt bezeichnet hat. Alsdann sind immer nur von je
zwel bereits ermittelten Verschiebungsendpunkten des Verschiebungs-
planes, deren zugehorige Knotenpunkte im System die Basis fiir einen
weiteren Knotenpunkt bilden, die Lingenénderungen der beiden zu-
gehorigen Stibe in der Stabrichtungslinie abzutragen, und zwar in der
Richtung, welche durch die Bewegung des neu betrachteten Knoten-
punktes infolge der Langensnderung des betrachteten Stabes gegen den
Ausgangsknoten angegeben wird. In den freien Endpunkten dieser

Fig. 104, ||

Verschiebunger der Unferguri-Punkte, d, ir der)
FHier beliebjy gewdhiten Richtung f=F, werr df
und dg gleich Mull geserzi werder (Gleg.-Line!)

ﬁ/f[ — __’Z___,__-.‘_- ﬂ—'jTj_—r'rrf_—f—r—’_rT—T
S T )
Y
5
| LY
JHEIES 2
5 IR 4 2D =
m a’ Tm — < .
{Verschiebungern der Unforgurt-Purkfe \ TFig. 106,
Fig. 107, i Ricktung F=f, wemr dy=0 wnd ‘
Stab a+b _feste Lage!) . \

Fig.104—107. Absolute Verschiebungen der Knctenpunkte, wenn g Festpunkt und a——b feste Lage.

angetragenen Verschiebungen sind dann an Stelle der Bégen vom Stab-
radius Senkrechte zu errichten, deren Schnitt die neue Lage des vor-
genommenen Knotenpunktes vom Pole aus, d. h. also — mit Riick-
sicht auf die Ableitung, was sich der Leser recht klarmache — von
der urspriinglichen Lage dieses Punktes aus, wenn wir statt avf den
Verschiebungsplan, bei dem wir ja praktisch von der Aufzeichnung
der Stablingen absehen konnten, auf die Systemfigur blicken.

Wir haben nun noch der Uberschrift dieses Abschnittes insofern
gerecht zu werden, als sie angibt, daB wir hier die Verschiebungspline
nur als Mittel zum Zwecke der Darstellung von Fachwerkbiegungslinien
behandelt haben. — Wie wir wissen, geben die Biegungslinien nur die
Verschiebung einer Punktreihe der Fachwerktriger in nur einer Parallel-
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richtung an. Da in einem vollstindigen Verschiebungsplane die abso-
luten Verschiebungen aller Punkte des Fachwerkes enthalten sind,
so sind mit ihm natiirlich auch alle Seitenverschiebungen gegeben;
man erhélt sie, wie auch schon eingangs erwihnt wurde, einfach durch
Projektion der absoluten Verschiebungen auf die gegebenen anderen
Verschiebungsrichtungen. Bei Darstellung einer Biegungslinie aus dem
Verschiebungsplane eines Stabwerkes, siehe Fig. 107, ist nun jedoch
zu beachten, dal beim letzteren ein beliebiger Punkt des Fachwerkes
und die Lage eines anschlieBenden Stabes (weil fiir die Entwicklung
zweckm#Big) als fest angesehen worden sind, daB dagegen bei der
Biegungslinie (in Anbetracht dessen, da8 ihr ja die tatsichlichen Durch-
biegungen, besonders als Elemente von Forminderungsgleichungen,
entnommen werden sollen) meist die Auflagerpunkte als fest anzusehen
sind, d. h. also mit Bezug auf Fig. 104: Die Auflagerpunkte f und g
und damit auch die Verbindungslinie f - ¢ haben in der zu wiblenden
Verschiebungsrichtung, also in der entsprechenden Biegungslinie, die
Verschiebung = 0. Die Verschiebungen, die im Verschiebungsplane
Fig. 105 auf den fingierten Festpunkt ¢ bezogen worden sind, missen
in Fig. 107, der Biegungslinie, auf die Linie /' <-g’ bezogen werden,
deren Endpunkte f und ¢’ die Schnittpunkte der Richtungsstrahlen
von f und g aus mit den entsprechenden Projektionsstrahlen von f”
und g” des Verschiebungsplanes sind. (An Stelle des Verschiebungs-
planes selbst ist zur deutlicheren Veranschaulichung das daraus aus-
gesonderte Strahlenbild der absoluten Verschiebungen 0 a”, 06”, 0 ¢”
und so fort, Fig. 106, zur Projektion verwendet worden.) — Fig. 107 ist
die Biegungslinie fiir den Untergurt f - a = b +—g. Man versuche durch
Betrachtung dieser Figur eine moglichst klare Idee von der Richtig-
keit des oben Gesagten zu gewinnen, gleichzeitig zur Ubung solcher
Gedankengénge fir spatere Ableitungen. Die Hilfslinie m = m in Fig. 107
gibt hierzu eine gute Anleitung: Von dieser Projektionslinie des Poles
0 = a”” aus, entsprechend dem fingierten Festpunkte @, kénnen die
Parallelverschiebungen des Untergurtes der Biegungslinie so entnommen
werden, wie sie durch die absoluten Verschiebungen des Verschiebungs-
planes unmittelbar durch die Projektion gegeben sind. Es ergibt sich
jedoch, daB die Fingierung, a sei ein Festpunkt, eine Verschiebung
der Auflagerpunkte f und g gegeneinander von der GréBe 6 = ' f, zur
Folge haben mu8, siehe Fig. 107. Wiirde tatsichlich eine solche Ver-
schiebung der Auflager gegeneinander eintreten, so wiirde f, ¢’ in der
Biegungslinie die wurspriinglich unverschobene Verbindungslinie der
Auflagerpunkte darstellen und f, /" alsdann die spitere Verschiebung
der Auflagerpunkte gegeneinander. Die Strecken f, m und ¢’ n zeigten
dann die Verschiebung der Untergurtknoten « und b gegen die ur-
spriingliche Auflagerlinie an. Da nun aber tatsichlich keine Verschie-
bung der Auflagerlinie erfolgen soll, so mufl die durch die Fingierung
im Verschiebungsplane auch in der Biegungslinie aufgetretene Ver-
schiebung riickgingig gemacht werden, d. h. die Verschiebungsordinaten
des Dreiecks f, / ¢’ miissen von den Verschiebungen f, m, ¢’ n usw. ab-
gezogen werden, um dadurch die wahren Verschiebungen des Unter-
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gurtes zur Auflagerlinie, namlich d8,, J, usw. zu erhalten. Wir ge-
langen also auch durch diese mittelbare SchluBfolgerung zur Erkennt-
nis der einfachen Tatsache, daBl die Verbindungsgerade f =g’ die
Schlufilinie der verlangten Biegungslinie bei festliegenden Auflager-
punkten ist.

Wir kénnen nunmehr bereits die Ausfithrungen dieses Abschnittes
auf die Losung eines Zahlenbeispiels anwenden. Zuvor sei zur eigent-
lichen Darstellung des Verschiebungsplanes noch kurz folgendes be-
merkt: Wir werden es bei der Losung statisch unbestimmter Aufgaben
immer mit der Entwicklung von Verschiebungsplénen firr statisch
bestimmt gegliederte Stabwerke, siehe Seite 15 u., zu tun haben, da wir
ja ~stets (mit seltenen Ausnahmen) die Forminderungsgleichungen,
deren Elemente wir mit dem Verschiebungsplane bestimmen wollen,
fir das statisch bestimmte Hauptsystem aufstellen.

Es ist jedoch selbstverstandlich, daf wir nach der oben angegebenen
Methode auch die Verschiebungen eines auflagerlosen, starren, aber
nicht statisch bestimmt gegliederten Stabwerks bestimmen kénnen,
wenn eben die Langendnderungen wenigstens der dem statisch bestimm-
ten Hauptsystem angehérenden Stébe gegeben sind; die etwa berech-
neten Lingendnderungen der iibrigen Stibe miissen dann mit denen
iibereinstimmen, die sich auch aus dem Verschiebungsplane fiir sie
ergeben, da namlich alle Stdbe gemil unseren Voraussetzungen keine
anderen Forminderungen als Léngeninderungen erfahren sollen.
Der Leser mag sich dieses als Wiederholung des frither Behandelten
deutlich vorstellen, da sich der Nachdenkende hierdurch des Sinnes der
Forminderungsgleichungen sowie iiberhaupt des Begriffes ,,statisch
unbestimmt* intuitiv bewuBt wird.

Beispiel: Fiir den gleichen Fachwerktriger, fiir den bereits auf Seite 49
die Biegungslinie fiir die Senkung des Untergurtes mit Hilfe des Verfahrvens der
fingierten Lasten gezeichnet wurde, soll diese Biegungslinie nunmehr auch mittels
Verschiebungsplanes dargestellt werden. In Fig. 108 ist das System dieses Tréigers
nochmals aufgezeichnet worden; die Abmessungen sind der Tabelle Nr. 3, Seite 50,
zu entnehmen. Da auch schon die Lingeninderungen durch Tabelle Nr. 4 be-
kannt sind, so kann sofort mit der Entwicklung des Verschiebungsplanes begonnen
werden. Der mit I bezeichnete Untergurtknoten wurde als Festpunkt, Unter-
gurtstab I II als feste Lage angesehen. Praktisch wird es im allgemeinen
vorteilhafter sein, einen Punkt auf Trigermitte als fest zu wihlen. Natiirlich
milssen wir die Verschiebungen in einem vergréfernden MaBstabe auftragen;
die gleiche VergréBerung wird selbstverstindlich dann auch in den Ordinaten
der Biegungslinie auftreten. Fig. 109 stellt den Verschiebungsplan in zehnfacher
Vergrofierung dar; Fig. 110 die durch Projektion des Verschiebungsplanes er-
haltene Blegungshme Mit Fig. 111 ist dann em Ubriges getan worden, indem
darin der Geraden a’--b’ ein der Auflagerlinie b (hier gleichzeitig Untergurt-
system) paralleler Verlauf gegeben worden ist; um die Ubersichtlichkeit des
Gesamtbildes nicht zu beeintrichtigen, ist fiir diose Biegungslinie der Ordinaten-
mafistab 2: 1 gew#hlt worden. Es ergibt sich tibrigens bei einigermafen genauem
Zeichnen eine gute Ubereinstimmung der Ordlnatenwerte mit den bereits frither
auf anderem Wege ermittelten.

Der Leser mag selbstindig gleichfalls ml’otels Verschiebungsplanes eine
Nachpriifung der Ergebnisse des Beispiels 2 auf Seite 52 vornehmen (Biegungs-
linie ftir das statisch bestimmte Hauptsystem des deutschen Bogens Fig. 85,
Tabelle Nr. 5).
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¢) Die Mohrschen Arbeitsgleichungen.

Elastische Linie und Gurtbiegungslinie dienen insbesondere dazu,
eine grofere Zahl von Verschiebungen gemeinsam zu ermitteln, wie
meist erforderlich. Zur Berechnung einzelner Punktverschiebungen
von Fachwerktrigern, was gleichzeitiz auch meist notwendig wird,
ist dagegen die Anwendung der Mohrschen Arbeitsgleichungen vor-
zuziehen.

Es sei dieses an dem Beispiele iiber die Aufstellung der Formande-
rungsgleichung fiir den 3uBerlich statisch bestimmten Bogentriger
mit Zugband (deutscher Bogen), Seite 18, Fig. 30, kurz erliutert. Die
Formanderungsgleichung, aufgeldst nach der Kraft H des als iiberzihlig
gewihlten Zugbandes s, lautete (vgl. Seite 18):

_ 3Ps,,
by + 06

Fir ein gegebenes Tragwerk sind darin ohne weiteres bekannt die
belastenden Kriafte P sowie die Léngeninderung g, des Zugbandes
fir die Krafteinheit. Beziiglich der gleichartigen Verschiebungen d;,,
(also der Verschiebungen des Punktes b durch die nacheinander in den
Punkten m wirkende Krafteinheit) ist hier nun vorauszubemerken,
daB nach dem im folgenden noch zu behandelnden Lehrsatze von der
Gegenseitigkeit der Verschiebungen allgemein an Stelle von &, die
Umkehrung d,,, gesetzt werden kann. Grofen d,, sind aber gemiB
unserer auf Seite 14 erlduterten Bezeichnungsweise, die Verschiebungen
der Punkte m fir die Krafteinheit von H in b.

Diese Verschiebungen werden am besten gleichzeitig einer fiir H = 1
gezeichneten Biegungslinie fiir die Hebungen des Untergurtes bzw.
des Obergurtes entnommen. Die einzelne Verschiebung d, hingegen,
also die Verschiebung des Punktes b durch eine in demselben Punkte b
wirkende Kraft 1, kann, wie oben bereits gesagt, unmittelbar durch
eine Arbeitsgleichung errechnet werden.

Die Grundlage der Mohrschen Arbeitsgleichungen ist das Prinzip
der virtuellen Verriickungen; dieses kann wie folgt ausgedriickt
werden: Ist die Resultierende von auf einen Massenpunkt
wirkenden Kriften gleich Null, so ist die bei einer Verschie-
bung dieses Massenpunktes von den Kriaften geleistete
Arbeit ebenfalls gleich Null. Die Richtigkeit dieses Satzes ist
bei Kenntnis des Begriffes der mechanischen Arbeit iberhaupt, die hier
vorausgesetzt wird, selbstverstdndlich; es eriibrigt sich die Fithrung
eines Beweises: denn die Grundlagen eines solchen koénnten kaum
klarer unmittelbar erfait werden als der Satz selbst.

Betrachten wir nun an Stelle eines ,,Massenpunktes® einen aus sehr
vielen kleinen Massenteilchen zusammengesetzten Korper, der aus be-
liebigen Ursachen Forménderungen erfahre, und denken wir uns an
diesem Korper beliebige Krifte angreifend, denen von entsprechend
zu denkenden inneren Kraften stets das Gleichgewicht gehalten wird,
und die zu den vorausgesetzten Forménderungen in keiner ursichlichen

5*
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Beziehung stehen, so erkennen wir, dall das obengenannte Prinzip
sich alsdann auch auf diesen Korper anwenden 148t, daB also die
wéhrend der Forméinderung (oder auch sonstigen Verschiebung des
ganzen Korpers) von den gedachten Kriften geleistete Arbeit gleich
Null sein muB. Es begreift sich dieses unmittelbar aus der Voraussetzung,
wonach sich die gedachten Krafte stets im Gleichgewichte befinden
sollen. Da alsdann auch die Resultierende der auf jedes Massenteilchen
einwirkenden gedachten Spannkrifte gleich Null sein mu8, und damit
auch gleichfalls die gedachte Arbeit der Spannkrifte, so muB auch
die Summe der von allen an dem Kérper wihrend der Forminderung
angreifend gedachten Kriften geleisteten Arbeit gleich Null sein.

Wir haben hierbei die gedachten Krifte so, wie sie auf die Massen-
teilchen wirken, also in Gruppen, deren Resultierende gleich Null ist,
betrachtet. Nachdem wir durch diese Vorstellungsweise die Gewil-
heit erlangt haben, dafl die gedachte Arbeit bei Forminderung und
Verschiebung des Korpers gleich Null sein muBl 24 =0
so kénnen wir nunmehr die Krafte auch einzeln im Produkte mit ihren
Wegen in die Arbeitsgleichung einsetzen, und zwar, was naheliegt,
unterschieden nach &uBleren und inneren Kriften. Wir werden die
gedachten GroBen — die, wie nochmals bemerkt werden mag, in keiner
Beziehung zu den Form#&nderungsursachen zu stehen brauchen — zur
Unterscheidung von wirklichen Werten durch einen wagerechten
Strich kennzeichnen, wie es bereits in der obenstehenden Gleichung
geschehen ist.

Die Unterscheidung von inneren und #uBeren Kriften ergibt:

ZPybp+284s=0
Lies im ersten Gliede: ,,P, gedacht, in m*. Diese Gleichung ist eine
algebraische Summe, also eine solche, bei der die Vorzeichen,
die die Einzelwerte in die Summe einbringen, noch nicht entschieden
worden sind. Die Wege d, sind natiirlich in den Richtungslinien der
in den Punkten m angreifenden gedachten dufBleren Krifte P gemessen;
das ergibt sich aus dem Begriffe der Arbeit. Das gleiche ist iiber die

Beziehung zwischen den gedachten Spannkriften § und den wirklichen
Formanderungswegen As zu sagen. Bei Forminderung werden sich
natiirlich die gedachten Spannkrifte 8 entsprechend der Lageverinde-
rung der duBleren Krafte P sowie der eigenen Lageverinderung i2 ihrer
GroBe #ndern. Bei praktischen Aufgaben sind diese Anderungen je-
doch so geringfiigig, dafl die Krafte nach Lage und GréBe als konstant
angesechen werden kénnen.

Praktisch ist es nun nétig, eine méglichst grofie Zahl von zusammen-
hingenden Massenteilchen zusammenzufassen, an denen gleiche und
gleichgerichtete Krifte § wirken: Beim Fachwerk kénnen wir offenbar
die einzelnen Stibe als Ganzes mit der gedachten Stabkraft S und der
tatséichlichen Stablingendnderung As in die Betrachtung einfithren.

Wir schreiten nunmehr zur Untersuchung der Vorzeichen der zu-
letzt angeschriebenen Arbeitsgleichung: Lassen wir die gedachten
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duBeren Krifte P etwa in der Richtung wirken, die die tatsiichliche
Forminderung d,, nimmt, so ist die geleistete gedachte Arbeit positiv.
Da diese Arbeit ferner laut diesen Voraussetzungen nicht gleich Null
sein muB, so ergibt sich, daB das zweite Glied der Arbeitsgleichung
negativ sein mull, wenn die rechte Seite des Ausdruckes, also die ge-
dachte Gesamtarbeit, gleich Null sein soll. — Der Leser kann hiervon
auch leicht eine unmittelbare Vorstellung gewinnen, wenn er beachtet,
daB ja, wenn wir positive gedachte duBere Arbeit annehmen, die
tatsdchlichen wirkenden Ursachen der Forminderung in ihrer Ge-
samtheit ahnlich wirken miissen, um diese Wege der gedachten duBeren
Krifte zu veranlassen. Also miissen auch die tatsichlich wirksamen
inneren-Form#nderungsursachen in ihrer Wirkungsrichtung tiberwiegend
mit den gedachten Kriften iibereinstimmen. Ist also As z. B. eine
Verkiirzung, so wird auch die gedachte Kraft § im allgemeinen eine
Druckkraft sein, also eine solche Kraft, die — als innere, den AuBeren
und anderen inneren widerstehende — nach den Knotenpunkten hin
gerichtet ist (wenn etwa von einem Fachwerke die Rede ist). Das
Analoge ist bei einer Verlingerung der Fall. Die Wegrichtung ist
also der Kraftrichtung entgegengesetzt, weshalb der Arbeit der inneren
gedachten Krifte das negative Vorzeichen zukommt, wenn wir diese
und die Form#nderungen ohne Riicksicht auf die hier vorliegende
besondere Wirkungsweise mit den iiblichen Vorzeichen versehen. Somit :

+ZPo,+ (—2848) =0
Daraus ergibt sich die grundlegende Mohrsche Arbeitsgleichung:
SP6, —38As=0. . ... .....()

Die Nutzanwendung dieser Arbeitsgleichung zur Bestimmung von
Punktverschiebungen 146t sich allgemeingiiltig an dem im wesentlichen
beliebigen Beispiele Seite 18, Fig. 30, darlegen.

Das statisch bestimmte Hauptsystem dieses Bogens (entstanden
durch Entfernung des Zugbandes), dessen Auflagerpunkt a fest ist und
dessen Auflagerpunkt b nur in der Richtung a b verschoben werden
kann, sei durch die Krafte P,, P,, P, und ihre Auflagerreaktionen
A und B beansprucht und damit einer Durchbiegung unterworfen, die
auch eine Entfernung der Punkte @ und b voneinander um die Strecke dy,y,
zur Folge hat. Denkt man sich nun im Punkte b eine Kraft, und zwar
praktisch zweckmafig die Krafteinheit, in der Verschiebungsrichtung
a--b angreifend, so leistet die gedachte Kraft 1 die duBere Arbeit
15 * Opm - Der gedachten Kraft 1 entsprechen nun die inneren Stabkrifte S,

die in Anbetracht der durch die tatsichlich wirksamen Stabkrifte S,
oder -etwa durch Temperaturinderungen verursachten Lingenénde-

rungen As die gedachte innere Arbeit X8, 4s leisten.
Die Mohrsche Arbeitsgleichung fiir einen solchen Fall lautet als-
dann allgemein:

].b'dbm—-ESb'ASr-O . e e (2)
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Darin sind alle Gré8en auBer &, bekannt, die daher aus diesem Aus-
drucke ermittelt werden kann. Die GroBe 6,, bezeichnet hier, was
ja auch aus dem Wortlaute des Vorangegangenen hervorgeht, die Ge-
samtverschiebung des Punktes b unter der Einwirkung aller Krafte P,
Die Griflen 4s bezeichnen, wie auch bereits bemerkt, die Stablingen-
anderungen infolge Einwirkung der wirklichen, durch die Krifte P,
hervorgerufenen Stabspannkrifte S,,. Nennen wir hier wiederum
die Stabléngenénderung fir die Krafteinheit wie bisher g;, so ergibt sich

As =8y, 05
worin in der Regel gemslB Seite 48
s
Qs == BF’
und die Mohrsche Arbeitsgleichung lautet:

Ly« Oyon— 38y Sm @s=0
oder, praktisch:

d‘bm."='Zf‘S-ka’n'LQs .

Ist etwa ein beliebiger Fachwerktriger mit allen Abmessungen und
den Lasten P,, gegeben, so hat man hiernach also zur Ermittlung der Ver-
schiebung eines Punktes infolge Einwirkung der in den Punkten m an-
greifenden Lasten P,, folgendermaBen vorzugehen: Fiir die gegebenen
Krifte P, sind die Stabspannkrifte S,, und mit deren Hilfe die Stab-
Iingendnderungen 4s = 8,, g, zu bestimmen. (Greifen die Krifte P, nicht
in Knotenpunkten an, so muf nattirlich statt ,,Stablingeninderungen‘‘
allgemeiner ,,Stabforminderungen® gesagt werden. Dieser Fall kommt
jedoch fiir uns praktisch nicht in Betracht.) Alsdann ist eine gedachte

Kraft 1 einzufithren, und zwar angreifend in dem Punkte und
in der Richtung, fir welche die Verschiebung ermittelt

werden soll. Weiter sind fiir diese gedachte Kraft 1 die entsprechend

zu setzenden Stabspannkréfte S, zu ermitteln und dann unter Verwen-
dung der vorher errechneten Werte As = S, - g, fiir jeden Stab die

Produkte Sj- S, - @s zu bilden. Die Summe dieser Produkte ergibt
die gesuchte Verschiebung des Punktes b in der gewshlten Richtungs-
linie.
Die Gleichung (2), namlich
Tb'61}1%_2“@;'‘Sm'98=‘_0

ist also die Mohrsche Arbeitsgleichung, von der man zur praktischen
Ermittlung einer einzelnen Punktverschiebung eines Tragwerks von
geniigend bestimmter Forménderung auszugehen hat. Die Allgemein-
giltigkeit dieser Gleichung fiir alle Tragwerke haben wir im Voran-
gegangenen dargetan: Da wir jedoch fiir unsere Zwecke zur Ermittlung
der Punktverschiebungen von Vollwandtrigern mit der Darstellung
der elastischen Linie (oder mit Durchbiegungsgleichungen) auskommen,
so sei nur erwihnt, dafl die Mohrschen Arbeitsgleichungen bei geeig-
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neter Zusammenfassung der Spannungen (etwa gedachte Vereinigung
auf die #uBersten Fasern) auch praktisch auf Vollwandtriger angewendet
werden kénnen. — Es braucht hiernach mit Bezug auf die Voraussetzungen
der Ableitung auch nur erwithnt zu werden, daf die tatsichlichen Form-
anderungen As auch durch Temperaturinderungen verursacht werden
konnen, ohne daB die gleichartige Anwendung der Ausgangsgleichung (2)
dadurch ausgeschlossen wird.

Beispiel 1. Der gleiche deutsche Bogen, fiir den bereits auf Seite 52, Fig. 85

bis 94, die Biegungslinie ermittelt wurde, und dessen Abmessungen in Fig. 112
und 113 und Tabelle Nr. 7 nochmals angegeben worden sind, sei diesem Beispiele

Tabelle Nr. 7 zum Deutschen Bogen Fig. 112
Berechnung der Horizontalverschiebung des beweglichen Auflagers

fir H=1%.
| .
uerschnitts- L O
Stab- | Stabkraft @ Stablingeninde- < . o .
Stab | linge | fir H = 1t - rung fir die o

Torm Fliche | Stabkraft-Ein-

in em int em? heit em/t cmt
120
—

0, 355 +1,14 2 CNP. 14 40,8 0,00405 0,00526

WE

Ll

0, 346 | +284 | T|[C 2CNP.14 | 40,8 | 0,00395 | 0,03180
0, | 341 | +4,90 | TJ[C 2CNP. 14 | 408 | 000389 | 0,09850
120
R

0, 338 --5,96 2 L NP. 16 40,8 0,00385 0,13650
Uy | 446 —1,32 1 — 260 X8 | 68,8 0,00303 0,00528
U, | 382 —2,35 7 2 L NP 16 48,0 0,00370 0,02040

R
rms

U, | 352 | —3,98

1
TJ[C 2C NP 16 | 48,0 | 0,00341 0,05260
U, | 339 | —587 | ]

T 2CNP. 16 48,0 0,00328 0,11300
100

D, | 373 | —1,21 | E34.40X40X4 | 123 | 001410 | 0,02060
D, | 350 | —176 | 2 4040X 40X 4| 123 | 0,01320 0,04080
D, | 345 | —2,11 | Llyg 40 x40x 4| 123 | 001300 | 0,05790

ra
D, | 348 —1,18 12,3 0,01320 0,01840

-
-
'S
r
'
<
X
I
<
X
'S

v, 45}0 40,86 ‘ E;;‘: 440X 40 X 4 | 123 | 001700 | 0,01260
V, | 270 | +0,74 1 Ld4L40x40x 4| 123 | 001020 0,00558
V, | 170 | +0,46 'i::: 40 40X 40X 4| 12,3 | 0,00643 0,00136
v, | 117 | —1,17 ‘ Ed 4L 40X 40X 4| 123 | 000442 | 0,00009

| . 30,61567

Vs | 101 | 053 \ Ed4o40x40x4| 123 | 000382 \ 0,00107
o=v) — | — | — — —  Z0,61567

1-3d;; =1,23241

S5 = 123 cm
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zugrunde gelegt. Nach Entfernung des Zugbandes zur Herstellung des statisch
bestimmten Hauptsystems, Fig. 113, wirke an Stelle der Spaunkraft H des Zug-
bandes in gleicher Richtung in b eine duBlere Kraft H, Fig. 113, deren Einheit
eine Verschiebung §,; des Auflagerpunktes b in der Richtungslinie @ =-b bewirks.
Diese Verschiebung fiir H = 1 t, die auch durch eine Biegungslinie fiir die hori-
zontalen Verschiebungen gefunden werden konnte, Fig. 94, soll hier durch Auf-
stellung einer Mohrschen Arbeitsgleichung ermittelt werden.

i Fig. 112,

k=< 27000 >|

Fig. 113.

GemiB unserer Feststellung auf Seite 70 haben wir alsdann in dem Punkte
und in der Richtung, fiir welche die Verschiebung ermittelt werden soll, eine

Kraft 1 angreifend zu denken. Unter Beibehaltung unserer bisher gefibten Be-
#04'

zeichnungsweise lautet so-
mit die Arbeitsgleichung:

H=7t

1_5'5”:25_1:’85'@5
oder

Fig. 114. 61,1, — ZS% “ 04 -

Da in dem vorliegenden Falle die tatsiichlich wirkende Kraft, nédmlich 1 ¢,
und die gedachte Kraft 1 von gleicher GréBe und Richtung sind, so sind auch
die durch beide hervorgerufenen Stabkrifte einander gleich; es braucht in diesem
besonderen Falle also nur ein Krifteplan fur eine Kraft H =1 in b gezeichnet
zu werden, wie in Fig. 114 geschehen, wenn nicht die rechnerische Ermittlung
der Stabspannkriifte nach der Ritterschen Methode vorgezogen wird. — Nach
den Ausfithrungen auf Seite 48 gilt:

s
Qs = 7B
Es sei B = 2150 t/em? fir das gewihlte FluBeisenmaterial. Die Werte fir F

und s sind in Tabelle Nr. 8 aufgefithrt, ebenso die damit errechneten Stablingen-
anderungen und die Werte S - g, .
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Dic Summe dieser letzteren Werte ergibt die gesuchte Verschiebung des Auf-
lagerpunktes b in der Zugbandlinie zu

855 = 1,23 cm.

Beispiel 2. Durch Aufstellung einer Mohrschen Arbeitsgleichung soll eine
Stichprobe auf die Richtigkeit der Biegungslinie vorgenommen werden, die fiir
den soeben behandelten deutschen Bogen bereits auf Seite 57, Fig. 93, gezeichnet
wurde. Es moge die Ordinate bei m,, geprift werden, also die Verschiebung des
Punktes m;, des Untergurtes in vertikaler Richtung. Der Darstellung der Bie-
gungslinie war das statisch bestimmte Hauptsystem des Bogens zugrunde gelegt
worden, belastet mit einer in der Zugbandrichtung wirkenden Kraft A/ = 1t in b.
Die Biegungslinie sollte die infolge dieser Belastung auftretenden Hebungen der
Punkte des Untergurtes enthalten. Zur Ermittlung der Hebung des Untergurt-
punktes m,y fiir sich allein mit Hilfe einer Arbeitsgleichung ist, wie immer, zu-

néichst in diesem Punkte eine Kraft 1 in Richtung der Verschiebung angreifend
zu denken. Der Ausdruck fiir die gedachte Arbeit bzw. die Arbeitsgleichung
lautet dann:

1, 8, =238,

myy " Ompy 8o

(14

Hier fallen nun gedachte Kraft und wirkliche Form#nderungsursache nicht
zusammen, wie es im ersten Beispiele zuféllig der Fall war. Zur Berechnung der
Stablingeninderungen S, - o, sind die Stabkriifte S, fiir H = 1 t zu bestimmen,

wihrend die gedachten Stabkrifte S, fir die gedachte Kraft 1 in m;y zu er-

-Us m ~0.

Fig. 115.

mitteln sind. Fiir die Stabkrifte S, wurde bereits ein Krifteplan in der voran-
gegangenen Aufgabe gezeichnet, siehe Fig. 114. Die Stabkrifte 8,1, kdnnen

bekanntlich einem bis m;, #iber Systemmitte hinaus durchgefiihrten Krifteplane
fiir B oder 4 = 1 t, Fig. 115, entnommen werden, nur muf3 hierbei der wirkliche

Wert der Auflagerdriicke, nimlich fir P, = 1t, bericksichtigt werden. In

Tabelle Nr. 8 sind alle firr die Bildung der ¥ 85, * 8, + @, erforderlichen Einzel-

werte aufgefithrt. Die Stablingeninderungen fiir die Krafteinheit, o,, konnten
als zufillig bereits ausgerechnet der vorigen Tabelle Nr. 7 entnommen werden.

Das Vorzeichen der Forminderungsarbeit jedes einzelnen Stabes, :S;,,,IV + A8,

ergibt sich avs den Vorzeichen der beiden Faktoren des Produktes. Es ist im
vorliegenden besonderen Falle vorwiegend oder gar ausschlieBlich positiv, wie
das ja auch dem Umstande entspricht, daB wir die gedachte duBere Kraft von
vornherein in die hier leicht vorausschbare Verschiebungsrichtung gelegt haben,
Sind die Vorzeichen der gedachten Spannkraft und der zugehdrigen wirklichen
Stablingenidnderung einander entgegengesetzt, so erhilt also die Forminderungs-
arbeit das negative Vorzeichen. Zeigt auch die Summe der inneren Forméinderungs-
arheit das negative Vorzeicken, so erfolgt die gesuchte Verschiebung in der der
duBeren gedachten Kraft entgegengesetzten Richtung. Es folgt das alles ja un-
mittelbar aus den Ausfithrungen zur Ableitung der Arbeitsgicichungen. Durch
Summierung der Einzelarbeit 8.y, « 48, wie in Tabelle Nr. 8 geschehen, ergibt
sich die gesuchte Vertikalverschiebung des Punktes my,, zu

O, == 0,97 cm.

miy
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Tabelle Nr. 8. Nachpriifung der Hebung des Punktes m;; mittels
Arbeitsgleichung fiir einen Horizontalschub H =1+t.

:‘;:ﬂ Smpy Sp - ’?f
= _ i u "
£ 4-1 =1t " | By~ So-es
2 B=1¢ 5 H=1%
2 B=—% (Berechnung s.
% 8 Tabelle Nr. 6)
0, 4+ 1,3 5/s -+ 0,81 + 0,0046 -4 0,0037
0, + 4,0 5/, 42,50 +0,0112 + 0,0280
0, + 87 5/ + 5,44 -+ 0,0190 +0,1033
0, + 13,2 8 -+ 4,95 -+ 0,0229 +0,1132
U, — 0,0 5/ — 0,00 — 0,0040 +:0,0000
U, — 14 8/e —0,88 — 0,0145 40,0128
U, — 41 5 — 2,56 —0,0134 40,0343
U, | —145 8/, — 5,44 —0,0193 40,1050
D, — 14 5/, — 0,87 —0,0171 +0,0149
D, — 2,8 5/ -1,75 — 0,0233 + 0,0408
D, — 48 5/ — 3,00 —0,0275 + 0,0825
D, + 1,3 ¥ — 0,49 —0,0155 -+ 0,0076
v, + 1,0 5/ 4+ 0,63 + 0,0146 + 0,0092
A + 1,2 A -+ 0,75 -+ 0,0076 -+ 0,0057
Vs + 1,3 5/ -+ 0,82 -+ 0,0030 + 0,0025
Vs — L6 3/ — 0,60 —0,0006 + 0,0004
Vs - 1,3 3/ — 0,49 — 0,0020 - 0,0000
LA 70,6 3/ -+ 0,23 — 0,0006 — 0,0001
V4 + 1,3 8/ +0,49 -+ 0,0030 + 0,0015
Vi + 1,2 8 + 0,45 -+ 0,0076 + 0,0034
Vi + 1,0 3/ 40,38 + 0,0146 40,0055
4 + 1.3 3/ + 0,49 + 0,0046 40,0022
0; + 4,0 A -+ 1,50 +0,0112 40,0168
0, + 87 3 + 3,26 + 0,0190 + 0,0618
0] + 13,2 3, 44,95 + 0,0229 40,1132
U; + 0,0 8/, — 0,00 —0,0040 . - 0,0000
U — 14 3 — 0,53 —0,0145 4+ 0,0077
Uy — 4,1 8/, — 1,54 — 0,0134 -+ 0,0206
U; — 8,6 8/ — 3,22 —0,0193 + 0,0622
D — 14 8/ — 0,53 —0,0171 + 0,0090
D —~ 28 8, -- 1,05 —0,0233 + 0,0245
D, — 4,8 3/, - 1,80 —0,0275 - 0,0495
Dy — 47 8/, — 1,76 —0,0155 + 0,0272
L, * Oy = + 0,0698

5,,,25 = 0,97 cm

Das ist der gleiche Wert, den auch die Biegungslinie Fig. 93 auf dem vom
Punkte m,, ausgehenden Verschiebungsstrahle abschneidet!

Der Leser moge den Triger Fig. 82 bzw. 108 zu seiner Ubung selbsténdig
auch noch einmal mit Hilfe der Arbeitsgleichung behandeln.
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3. Die vereinfachte Berechnung mehrerer Punktverschiebungen
einer Formiinderungsgleichung durch Anwendung des Satzes
von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen.

a) Der Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen.

Aus den Mohrschen Arbeitsgleichungen kann der Satz von der
Gegenseitigkeit der Verschiebungen, der auch Maxwellscher Lehr-
satz genannt wird, hergeleitet werden. Dieser Satz ist in hohem Mafle

‘zur Vereinfachung statisch unbestimmter Rechnungen geeigiiet; er
gestattet es, die Biegungslinien von Stabwerken sowohl als auch von
Vollwandtrigern zur Ermittlung auch solcher Punktverschiebungen
zu verwenden, die zunichst nicht unmittelbar darin enthalten sind.
Verstehen wir unter einem unveréinderlich gegenwirkenden Korper einen
solchen, dessen einzelne Elemente einschlieflich der Auflager ihre Wir-
kungsweise wihrend desim folgenden gedachten Belastungswechselsnicht
#ndern, wortiber noch néhere Erlduterungen folgen, so lautet der Satz:

Die an einem unveranderlich gegenwirkenden Kérper,
der in allen seinen der Beanspruchung unterworfenen
Teilen nur durch elastische Forménderungen verschieblich
ist, durch eine im beliebigen Punkte m’in der beliebigen
Richtung m — p wirkende Kraft 1 hervorgerufene Verschie-
bung des beliebigen Punktes o in der beliebig gewshlten
Richtung o+ ist — vorausgesetzt, dafl die Proportionali-
tatsgrenze an keiner Stelle iiberschritten wird — gleich der
Verschiebung des Punktes m in der Richtung m - p bei An-
bringung der Kraft 1 in o mit der Richtung o <+ n. Oder kurz
mit Bezug auf Fig. 116:

Jom=0Omo .
Darin sind m und o beliebige, dulleren Kriften zugingige Punkte des
Korpers.

Die Fihrung des Beweises mit Hilfe von Mohrschen Arbeitsglei-
chungen gestaltet sich sehr einfach:

Man betrachte Fig. 116. Die in m tatsiichlich angreifende Kraft 1
verursacht eine Verschiebung des Punktes o, die fiir die der Be-
trachtung zugrunde gelegte be- 7
liebige Richtung o < » die GroBe 7#~—. 7 e
d,m habe. Mit Hilfe einer Ar- 7 ;
beitsgleichung ergibt sich fir d,,,
die Beziehung:

1, 8pn=28,-4ds,.
Darin ist
Asp==8p"0s,
wenn g, die Forménderung der Korperelemente (Stibe oder sonstige

geeignete Gruppen) fiir die Spannkrafteinheit bedeutet. Dieses eingesetzt
in die Arbeitsgleichung:

lo'aomzzgo'Sm'QS‘
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LBt man nun die wirksame Kraft 1 anstatt in m im Punkte o an-
greifen, so lautet die Arbeltsglelchu:ﬂg, nunmehr fir J,, (gedachte
Kraft also in m):

1 Opo=28,4ds,.
wie oben ergibt sich nach Einsetzung des Wertes fiir As:
Tm * 6om=2§w; * So * Qs -

Der Ubersichtlichkeit wegen seien die Ergebnisse der Verschiebung-
des Punktes m und der des Punktes o untereinander gestellt:

To'ama=2‘*_slo'Sm'!_)s
Tm' 61)1(2:2‘7537),8'0'Qs

und man erkennt

(som = 6mo .

Aus der Betrachtung der beiden Ausdriicke fiir die gedachte Form-
anderungsarbeit ergibt sich also unmittelbar, dafl die beiden Verschie-
bungen einander gleich sind, womit der Satz von der Gegenseitigkeit
der Verschiebungen bewiesen ist.

Es ist selbstverstindlich, daB an Stelle der Kraft 1 auch die beliebige
Kraft P mit der gleichen Wirkung an den beiden Angriffspunkten
vertauscht werden kann, doch ist das fiir uns belanglos. Erforderlich
ist es jedoch, zu entwickeln, wodurch die zu dem Lehrsatze gemachten
Voraussetzungen bedingt sind, ndmlich, daB die Anwendung nur auf
Korper méglich ist, die unveréinderlich gestiitzt und die in allen ihren
der Beanspruchung unterworfenen Teilen nur durch elastische Form-
anderungen verschieblich sind. Natiirlich muB diese Bedingung, da sie
fir die Mohrschen Arbeitsgleichungen nicht gestellt wird, in der Ab-
leitung enthalten sein.

Zur Anwendung der Mohrschen Arbeitsgleichungen ist keinerlei
Bedingung gestellt als die, daB die gedachten Krifte sich — wihrend
der aus beliebigen Ursachen erfolgenden Formanderung beliebigen
Grades eines beliebigen Kéorpersystems — dauernd im Gleichgewichte
befinden. Der Leser mag sich klar zu machen versuchen, daB die An-
wendung dieser " Arbeitsgleichung ja auch nur ein mathematischer
Kunstgriff ist, um der geometrischen Lageverinderung der Massen-
teilchen, die analytisch (= zerlegend) betrachtet, sehr verwickelt ist,
synthetisch (= zusammenfassend) beizukommen und dadurch eine
praktische Moglichkeit zu erzielen, Einzelverschiebungen, die aus
dieser Lageversinderung der Systemelemente resultieren, zu berechnen.
Die Elemente dieser Lageverinderung, deren Ursache beliebig ist,
sind gegeben; bei der praktisch giinstigen Gruppierungsmoglichkeit des
Fachwerks treten an die Stelle der Massenteilchen die Stibe. Bei Dar-
stellung der Verteilung der gedachten, stets einander das Gleichgewicht
haltenden Krifte mittels Krafteplinen usw. zwecks zahlenméBiger
Auswertung der Arbeitsgleichungen ist also der Begriff der Kraft
ein Hilfsmittel, das in seiner physikalisch wesentlichen Bedeutung
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nicht interessiert; es kommt nur der geometrische Gehalt des Begriffs
zur Geltung: aus Lage, Richtung und Grofle der gedachten Krifte
werden innerhalb der Rechnung (gewissermafen selbsttitig, dem Ver-
stande kaum unmittelbar erfallbar) geometrische Folgerungen beziig-
lich der Verschiebungen gezogen.

Obwohl nun der Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen
durch Anwendung der allgemeingiiltizgen Mohrschen Arbeitsgleichungen
hergeleitet wurde, so ergeben sich doch aus einem Umstande der Ab-
leitung Einschrankungen fiir die Giiltigkeit dieses Lehrsatzes. Es ist
dieses die Zerlegung der Grofe 4s, in S,e, und 4ds, in 8, g
und die danach zwecks Ermoglichung der Schluflfolgerung vorzuneh-
mende Gleichsetzung von gedachten mit wirklichen Kréften. Wir

haben z. B. die gedachten Krafte S, der ersten Arbeitsgleichung den
wirklichen Kraften 8, der zweiten Arbeitsgleichung gleich bewertet.
Um unsere SchluBfolgerung, den Maxwellschen Lehrsatz, ziehen zu
kénnen, haben wir also unser Augenmerk nicht nur auf die einzelnen
Forménderungen As richten miissen, sondern auch auf ihre Ursachen:
damit aber die Ursache in der einen Gleichung gleich der gedachten
Kraft in der anderen Gleichung sein kann, mufl diese Ursache nicht
nur selbst eine Kraft oder ein Moment sein, sondern es mufl auch das
Hookesche Gesetz Giltigkeit behalten, d. h. die Proportionalitéts-
grenze darf in dem betrachteten Kérper beim Endergebnis der jewei-
lig vorliegenden Tragwerksberechnung nicht iiberschritten sein: denn
nur auf Grund des Hookeschen Gesetzes ist, wie bekannt, die Zer-
legung der Stablangenanderung As in ein Produkt aus der wirkenden
Kraft § und der Laéngeninderung fiir die Krafteinheit o, — die fir
beide Arbeitsgleichungen gleich ist — méglich.

Im allgemeinen werden uns bei der praktischen Anwendung des
Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen nur Endergebnisse
der Rechnung hinsichtlich der Gri8e der Spannungen vorliegen, die die
Proportionalititsgrenze nicht tiberschreiten, da ja die behérdlich zu-
gelassenen Spannungen erheblich unterhalb dieser Grenze zu liegen
pilegen. Doch ist dieses nicht allein fiir die Anwendbarkeit des Satzes
entscheidend : man denke einmal an die Moglichkeit, daB schlatfe Diago-
nalen angeordnet sind. Auch auf diese kann, sobald sie Druck erhalten,
das Hookesche Gesetz nicht mehr angewendet werden. Der Leser
kann sich das Versagen des Maxwellschen Lehrsatzes in diesem Falle
auch unmittelbar begreiflich machen, wenn er sich etwa ein viereckiges
Fachwerkfeld mit zwel gekreuzten schlaffen Diagonalen vorstellt:
Versetzt er an dem Tragwerke, das dieses Feld enthalt, die Kraft 1
der Ableitung derart, daB in dem einen Falle nur die eine, im anderen
nur die andere Diagonale beansprucht wird, so kann unmoglich stets
040 = 0oy, sein milssen, denn es steht uns ja frei, die eine der Diago-
nalen etwa zu verstdrken, was auf die Grofe der Verschiebung, die
eintritt, wenn diese Diagonale schlaff ist, etwa J,,, keinen EinfluB
hat, wihrend sich die GroBe der anderen Verschiebung 4, alsdann \
andert. — Der Leser mag selbst weitere Beispiele suchen. Z. B. mag er
sich selbst néher erlautern, da durch die Wirkung der Kraft auch keine
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Abhebung des Tragwerkes von den Lagern erfolgen darf. Sind mehr
Sttitzen vorhanden als notwendig, und gestattet eine oder mehrere der
itberzéhligen eine Abhebung des Tragwerkes, so gelten dieselben Uber-
legungen wie zum offenbar wesensgleichen Falle des Vorhandenseins
schlaffer Diagonalen. Bei statisch bestimmter Stiitzung wiirde die
Abhebung mit beschleunigter Bewegung erfolgen: das Gleichgewicht
wiire gestort: als Auflagerkraft wiirde in einem solchen Falle gewisser-
mafllen der auf das ganze Tragwerk verteilte Beschleunigungswider-
stand (Trigheitskraft) aufzufassen sein. Die Spannkrifte S werden

also fiir die gedachte Kraft 1 andere sein, als die sich fiir die entgegen-
gesetzt gerichtete wirkliche Kraft 1 ergebenden, wenn eine solche
Abhebung dabei stattfinden kann (im Endergebnis der Rechnung):
' dann aber ist unsere Schlufi-
folgerung, d,,0 = dym , nicht
mehr moéglich.

Es ist niitzlich, schon hier
eineAnwendungdes Lehrsatzes
von der Gegenseitigkeit der
Verschiebungen zu behandeln,

Fig. 117. die die Gegenseitigkeit von
Krafteinheit zu Momentenein-
7 heit erliutert und in einfacher

Weise ausdriickt.

Fig. 117: In n greife die
Krafteinheit, in o die Momen-
teneinheit an. Das Moment
laBt sich darstellen durch ein
Einheitskraftepaar an einem

Fig. 118, materiellen aber starren Hebel-

arme senkrecht zur Kraft von

der Linge oe=1, Fig. 118. Nach dem Lehrsatze von der Gegen-
seitigkeit "der Verschiebungen bestehen dann die Beziehungen

One = 0¢n in Richtung e—1

6%0 = 60% I I 1+0
6ne— 6no=aen~ 6on ’

und zwar zundchst fiir verschwindend kleine Verschiebungen 4,, und
Ono in Richtung p +n und §,, und §,, senkrecht o-—¢. Man kann aber
eine zahlreiche Folge solcher Verschiebungen denken, fir die immer
die Gegenseitigkeit giiltig ist: dann ist d,,— J,, eine Verschiebung
von endlicher Grifle in der Richtung p ==, und §,, — 0,, ein Kreis-
bogen um o mit der Langeneinheit als Radius, also die Verdrehung
der dem Punkte o unmittelbar benachbarten Punkte des Korpers.
(Die Darlegung 146t erkennen, daB der Punkt o gleichzeitig eine Ver-
schiebung d,, von endlicher GroBe in beliebiger Richtung erfahren kann.)
Eine solche Verdrehung bzw. Winkeldnderung pflegten wir mit w zu
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bezeichnen. Da ferner §,, — J,, gleichbedeutend ist mit 6, aus M, =1,
so ist
Ono==Won

d. h. die Verschiebung des Punktes » durch die Momenten-
einheit um den Punkt o ist gleich der Verdrehung des Nach-
bargebietes des Punktes o um diesen Punkt durch die
Krafteinheit im Punkte n.

b) Nutzanwendung des Satzes von der Glegenseitigkeit der Ver-
sehiebungen: Die EinfluBllinien.

Der in Fig. 119 dargestellte Triger auf zwei Stiitzen, a—=b, werde
durch eine wandernde, lotrecht wirkende Einzellast 1 beansprucht;
es soll die Kurve gezeichnet werden, deren Ordinaten unter dem wandern-
denn Lastangriffspunkt m die jeweilige GroBe der lotrechten Ver-
schiebung des bestimmten Punktes ¢ angeben. Fine solche Linie wiirde
als RinfluBlinie fiir die Verschiebungen des Punktes ¢ aus einer wandern-
den Einzellast zu bezeichnen sein.

Ohne die Kenntnis des Satzes |, B

von der Gegenseitigkeit der Verschie- ; #=7
bungen wiren wir zur Losung dieser e ' Y
wichtigen, bei fast jeder statisch un- ¢
bestimmten Rechnung hervortreten-
den Aufgabe genétigt, die Durch-
biegung des Trigers im Punkte ¢
fiir eine gréBere Anzahl Lastangriffs- 301,//r
punkte der Schwerlinie einzeln zu ) t
ermitteln und senkrecht unter diesen Hig. 118,
Punkten von einer etwa geraden Basis aus abzutragen ; wire der Trager
von veranderlichem Triagheitsmomente, so wiirden wir also zur Er-
mittlung dieser Ordinaten fiir jede einzelne der gewihlten Laststellungen
die Biegungslinie zu zeichnen haben.

Der Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen enthebt uns
jedoch dieser Miithe: denn nach diesem Satze ist, wie wir wissen:

6cm1 = 6mlc
6cm2 == 6m20
6cm3 = 6m30

6cm = 6mc

d. h.: alle Verschiebungen des Punktes ¢, die durch die wandernde
Kraft 1 in dem Punkte m verursacht werden, sind gleich der Verschie-
bung der Punkte m durch die in ¢ wirkende Krafteinheit. Der nur
fir die Kraft 1 in ¢ gezeichneten Biegungslinie kénnen also alle Ver-
schiebungen des Punktes ¢ entnommen werden, die durch eine nach-
einander in den Punkten m wirkende Einzellast 1 hervorgerufen werden,
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und zwar sind diese Verschiebungen des Punktes ¢ die senkrecht unter
dem jeweiligen Lastpunkte m liegenden Ordinaten, so wie es eingangs
fir die gesuchte Einflufllinie verlangt wurde.

Die EinfluBlinie fiir die Verschiebung eines Tragerpunk-
tes durch eine wandernde Einzellast 1 ist also gleichbedeu-
tend mit der fiir den Angriff der Kraft 1 in diesem Triger-
punkte selbst gezeichneten Biegungslinie.

Die fiir einen bestimmten Punkt eines Trigers gezeichnete Ein-

fluBlinie wird sich zu-
8 nachst unmittelbar dazu
verwenden lassen, die
Durchbiegung des Tri-
gers in diesem Punkte
bei Einwirkung einer
groBeren Zahl von vor-
laufig unbewegt gedach-
ten Einzellasten bequem
zu ermitteln. Fur den
Trager a—=5&, Fig. 120,
bestimmt sich die Ver-
schiebung des Punktes ¢ infolge Einwirkung der Lasten P;, P, und P;
aus der fiir die Kraft lc gezeichneten Biegungslinie zu

6c:P15mlc+P26mzc+P35mac 3

Fig. 120.

denn die §,, aus ¢ sind gleich den gesuchten . aus m.

Daraus ergibt sich nun aber bei Behandlung statisch unbestimmter
Systeme die ganz besondere Bedeutung der Einflufilinie fir die Ver-
schiebung eines Tragerpunktes des statisch bestimmten Hauptsystems,
und zwar wenn der betrachtete Tragerpunkt der Angriffspunkt (bzw,
die beiden Stabendpunkte) einer Uberzihligen ist. Es ist dann die fir
den Punkt gezeichnete Biegungslinie nicht nur die EinfluBlinie der
Verschiebung, sondern auch — was aus der Betrachtung der Forménde-
rungsgleichungen unmittelbar erhellt. — die EinfluBllinie der GroBe
der Uberzihligen fiir wechselnde Belastung. An dem einfachen Bei-
spiele des Tragers auf drei Stiitzen 140t sich das Gesagte leicht erkennen.
Fig. 119 stelle das statisch bestimmte Hauptsystem eines solchen Trag-
werkes dar, belastet durch eine wandernde lotrechte Einzellast 1;
aus der Betrachtung der Vorginge bei Entfernung und Wiederanbrin-
gung der iiberzahligen Stiitze ¢ folgern wir die uns bereits bekannte
Gleichung:

1'(3cmfoacc:O:
woraus sich ergibt:
6cm
Occ

Da in der Biegungslinie fiir eine Kraft 1 im Punkte ¢ s'a'tmtlic}‘le Ver-
schicbungen dieses Punktes fiir die in beliebigen Punkten m wirkende
Krafteinheit enthalten sind — in diesem Falle also auch die konstante

C=1-
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Verschiebung d,,, die ja nur einen bestimmten Fall der Verschiebun-
gen Oy, darstellt — so gibt die durch die unveréinderliche Ordinate J,,
dividierte verinderliche Ordinate 6,, gemiB der letzten Gleichung
auch die GroBe der Uberzihligen O fiir jede Stellung der wandernden
Einzellast 1 in bestimmtem Mafstabe an. Die fiir die Kraft 1 in ¢
gezeichnete Biegungslinie ist also nicht nur die EinfluBlinie der Ver-
schiebungen des Punktes ¢ des statisch bestimmten Hauptsystems,
sondern auch gleichzeitig die EinfluBlinie fiir die Gré8e des iiberzihligen
Stiitzendruckes € in c.

Hat die Last die Grofie P,,, so ist die auf ihrer Wirkungslinie durch
die EinfluBlinie abgeschnittene Ordinate d,, = d,, mnach Division
durch 6,, noch mit P, — gemif dem Hookeschen Gesetze — zu
multiplizieren, um fiir diesen Fall die Uberzahlige zu erhalten:

Hat also die Biegungslinie den OrdinatenmafBstab y°™ = 1°™, so lautet

ihr MaBstab als ,,C-Linie*: 1°"‘=< P’g

7 * Oce
lastung des Trégers mit mehreren Kriften P ist die Uberzihlige C
natiirlich gleich der Summe der Uberzihligen, die sich far jede Last
einzeln ergeben wiirde, also im Beispiele Fig. 120:

671’L10 617:1,20 6 3 C
C=h, Thg, Ry
ce ce ce

) ' . — Bei gleichzeitiger Be-

+ Py

oder praktischer:
Py Opye + Py Opye + Puge
600

entsprechend unserer frither hergeleiteten allgemeinen Forméinderungs-
gleichung:

0:

2Py 2 Ppe
600 680
Die erhebliche Vereinfachung der Berechnung von Verschiebungen

der Angriffspunkte itberzéhliger GroBen in den statisch bestimmten
Hauptsystemen durch y lp‘g 5

0:

Anwendung des Satzes

von der Gegenseitig- N Y

"z 723 C

keit der Verschiebun- ANPZANZ) AN
gen sei auch fir den ;}
allgemeinen Fall des : B8 ¢

mehrfach statisch un-
bestimmten Systems
Fig, 121 kurz dargestellt. Die zur Berechnung der Uberzihligen als
Ergéinzung der Gleichgewichtsbedingungen aufgestellten Formianderungs-
gleichungen fiir das statisch bestimmte Hauptsystem lauteten (vgl.
Seite 21):

Buchholz, Tragwerke. 6

Fig. 121.
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Z Py Oum+ 00—+ Dyg+ E e+ Flp+...=0Cp,
3 Py Oim -+ C a0+ Dga+Edgo+Foss+ ... = Do
3 P+ C 4ot DSya+Edps+Foyy+ ... — Ho,
Z Py Opm + 00+ Dopa+Edse+Fops+ ... =Fos

Jede dieser Gleichungen driickt die Bedingung aus, daf3 die Verschie-
bung der Angriffspunkte der Uberzahligen, hervorgerufen durch die Ein-
wirkung der Lasten P sowie aller im statisch bestimmten Hauptsysteme
als AuBere Krifte angreifend gedachten tiberzihligen Stab- oder Stiitzen-
krifte gleich ist der Lingeninderung des jeweils betrachteten iiber-
zahligen Stabes (bzw. der Senkung oder Hebung der iiberzihligen
Stittzen — meist gleich Null —) durch die betrachtete Uberzahlige
selbst. Zur zahlenmiBigen Ermittlung der als Faktoren der Unbekann-
ten (also der Uberzihligen) auftretenden VerschiebungsgréBen & fiir
die Krafteinheit wiirde ohne Anwendung des Satzes von der Gegenseitig-
keit der Verschiebungen die Darstellung eines Verschiebungsplanes
oder — geeignetenfalls — einer Biegungslinie fiir Angriff einer Kraft 1
nacheinander in jedem einzelnen Angriffspunkte der oben bezeichneten
gufleren Krifte des statisch bestimmten Hauptsystems, also auch
der Lasten P,, erforderlich sein.

Der Lehrsatz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen setzt
uns jedoch in die Lage, jede der genannten Verschiebungen nur den
fiir den Angriff der Kraft 1 in den Stabendpunkten der iiberziahligen
GroBen gezeichneten Verschiebungsplinen oder Biegungslinien (dann
also EinfluBlinien) entnehmen zu kénnen: denn wir kénnen schreiben,
eingedenk der Beziehung

amo=6om:
3 Py o -+ 0 0pe + D Ogo+Epe - F st ... = Co,
2 Pubua+C8a+ Doga-+Ea+Fdra+ ... =Dy

ZPm(Sme—I—O(Sw—I—D6d8+E696+F(§fe—}—...=EQe
2 Pylpp+C0p+ Dogp+ Edep+ Forp+ ... = Fos

Vergleichen wir diese Gruppe von Formé#énderungsgleichungen mit
-der vorangegangenen, so bemerken wir, dafl die Verschiebungen aus den
Lastangriffspunkten, also die 6 aus m, fortfallen. Fir die Punkte m
brauchen also, wie behauptet, bei Anwendung des Satzes von der Gegen-
seitigkeit der Verschiebungen keine Verschiebungspline oder Biegungs-
linien gezeichnet zu -werden.

Beispiel 1. Fiir den auf Seite 31 in Fig. 48 gezeichneten Triiger anf zwei
Stiitzen, bestehend aus einem I-Triger Nr. 45, ist die elastische Linie fiir Angriff
einer Kraft 1 im Punkte ¢ der Schwerlinie zeichnerisch dargestellt worden. In

Fig. 122 ist der gleiche Triger noch einmal schematisch aufgezeichnet worden,
und zwar unmittelbar belastet durch die Réder eines vierachsigen Strafenbahn-
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wagens. Der Raddruck betrage fiir jedes der vier Réider 1,4 t. Es soll die Senkung
des Punktes ¢ fiir die gezeichnete beliebig gewihlte Laststellung ermittelt werden.
Die uns in diesem Beispiele bereits bekannte Biegungslinie fiir Angriff der
Lasteinheit im Punkte ¢ (Fig. 50 bzw. 123) ist nach dem im vorstehenden Gesagten
die Einflufilinie der Senkungen des Punktes ¢ fiir eine wandernde Einzellast 1.
Zur Ermittlung der lotrechten Verschiebung des Punktes ¢ fiir die gezeichnete
Laststellung ist es also nur nétig, die Ordinaten unter den einzelnen Lastangriffs-
punkten zu messen, sie mit der zugehorigen LastgroBe zu multiplizieren und die
Summe dieser Produkte zu nehmen. Die Messung der Ordinaten ergibt:

d, aus my; = 0,125 cm
s s Mg = 0,165 ,
e s Mg = 01155 »

é

d
28, . my=0,120 ,,
J, aus m = 0,565 cm

2300 1200 2500 7200 |
’ @ ’
— 7rd— € Freg — - —— AR g -4y - ——— - —— -—— -}
N 74t 74t 7yt 74t
Fig. 122, |
3000 7000
7t
- 70000
MalBsiab:
7:700
0/’(7/?707‘8/"(— //éf'yf’é Berug: A
70-fact N
§ .
el
/ Q,‘/
Fig. 123. Iy S
AN
§ 8
] = 7 4 7 2 3em
~ )
§ 5 P S I N

Fig, 122 u, 123.

Da in unserem Beispiele die Lasten gleich sind, so brauchen die Ordinaten
nicht einzeln, sondern nur ihre Summe mit der Lastgrofe 1,4 multipliziert zu
werden, Das Ergebnis fitr die Gesamtverschiebung des Punktes ¢ lautet also:

S Pp 8y =0,565-1,4 = 0,79 cm.

Schon bei der gegebenen festen Laststellung ist der” Vorteil offenbar,
den die Verwendung der EinfluBlinie der Senkungen des Punktes ¢ gegeniiber der
Darstellung der durch Einwirkung der vier Radlasten wirklich auftretenden
elastischen Linie zur Losung unserer Aufgabe gewihrt; daB daher das Zeichnen
einer EinfluBlinie zur Ermittlung der Durchbiegung des Trigers im Punkte ¢
fiir mehrere Stellungen desselben Lastensystems oder gar zur Ermittlung der
grofiten Senkung des betrachteten Punktes bei Uberfahren der Briicke durch
den Strafenbahnwagen praktisch als Notwendigkeit bezeichnet werden mu8, ist
selbstverstindlich.

6*
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Beispiel 2. Nachdem soeben die Verwendung der EinfluBlinie zur Berech-
nung der Verschiebungen eines festliegenden Triigerpunktes bei einem statisch
bestimmten Systeme behandelt wurde, soll nunmehr eine EinfluBlinie fiir
die Uberzahlige eines einfach statisch unbestimmten Systems betrachtet werden,
und zwar werde dem Beispicle wiederum der schon mehrfach behandelte deutsche
Bogen Fig. 85, Seite 52, zugrunde gelegt (siehe anch Fig. 124).

Wir haben zweckméBig die Spannkrait des Zugbandes, H, als iiberzéhlige
Grofle gewdhlt: es ist daher die Aufgabe gestellt, diejenige Biegungslinie des
Fachwerkes zu zeichnen, die den EinfluB der Lasten je nach ihrer Stellung auf
der Fahrbahn auf die GréBe der Spannkraft des Zugbandes angibt. Zur Erkenntnis
der GesetzméBigkeit, von der die GrdBe der Uberzahhgen abhingt, oder was
dasselbe ist, wie wir wissen, zur Aufstellung der Forménderungsgleichung, ist im
al]gemeinen zuerst das statisch bestimmte Hauptsystem durch Entfernung des
als iiberziihlig gewihlten Stabes herzustellen. Aus der Betrachtung der Form-
#nderung des Bogenc; ohne das Zugband infolge Einwirkung einmal der Lasten
und zum andern der Uberzahhgen, in Beziehung gesetzt zur Forminderung des
fiberzihligen Stabes selbst, vgl. den Abschnitt 1 des IT. Kapitels ,,Die Aufstellung
von Formanderungsglelchungen", Seite 18, Fig. 30, ergibt sich:

X POy, — Hyy=H- o,
und daraus:
2 Poym
- Opp +- 05 )

In diesem Ausdrucke sind fiir das gegebene Tragwerk konstant die Werte g, »

d. i. die Lingeninderung des Zugbandes fiir die Krafteinheit, und J;;, also die
Verschiebung des Punktes b durch eine Kraft 7 =1in b selbst. Der Wert der
Uberzihligen wird also nur durch den Zéhler des Ausdruckes fiir H beeinfluBt.
Es ist somit eine KinfluBlinie zu zeichnen, der fiir jeden Punkt m des Lastgurtes
die Verschiebung des Punktes b durch eine in m angreifende Kraft P = 1, also
der Wert 9y, des Zihlers entnommen werden kann. Ohne Kenntnis des Lehr-
satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen miifiten wir also fir jeden
Knotenpunkt m die zugeordnete Ordinate §,, der EinfluBlinie, also die Ver-
schiebung des Zugbandangriffspunktes b durch eine Last 1 in m, mit Hilfe je
einer Mohrschen Arbeitsgleichung oder je eines besonderen Verschiebungsplanes
oder je einer Fachwerkbiegungslinie fiir horizontale fingierte Lasten w = _Ar_s
ermitteln. Der Lehrsatz von der Gegenseitigkeit der Verschichungen besagt
jedoch, daB3

6bm = Omp »

d. h.: die Verschiebung des Punktes & in Richtung H durch eine Last P =1
in m ist gleich der Verschiebung des Punktes m in Richtung P durch eine Kraft
H=1inb. Zeichnen wir also fiir H = 1 eine Biegungslinie, und zwar die fiir
die Hebung der Punkte m, so gibt die Ordinate der Biegungslinic unter jedem
Punkte m die GréBe der Verqchlebunv an, die der Punkt » durch eine Last 1 in
jedem Punkte m erfihrt. Diese Bleoungshme enthiilt also die einzige bei Ande-
rung der GroBe, Lage und Richtung der Lasten P sich glmchfa,l]s verindernde
Grofle 8y, der ]‘ormanderungwlemhung und ist damit die gesuchte EinfluBlinie
fir die Uberzéhlige, also die Spannkraft H des Zugbandes.

Fir den deutschen Bogen Fig. 124 wurde die Biegungslinie bereits auf S:ite 57
dargestellt, so daf sie fertig itbernommen werden kann, Fig. 125. Fir die
beliebige Fahrbahneinzellast P = 4 t soll die GriBe der Zugbandspannkraft be-
stimmt werden: Die Verschiebung des Punktes b fiir P =1 ergibt sich aus der
Einfluflinie zu:

8p =087 cm .
Fir P =4t betrigt die Verschicbung mithin:
P8y, =4-087.
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Die Verschiebung des Punktes & durch eine Kraft H = 1 in b selbst wurde bereits
mit Hilfe einer Mohrschen Arbeitsgleichung auf Seite 73 ermittelt:

85 = 1,23 cm.

Wihlen wir als Zugband 2| -Eisen 60 X'60 '8 mit einem Querschnitte .von
2 X 9,03 em?2 = 18,06 cm?, so ergibt sich die Verlingerung dieses Zugbandes fiir
die Krafteinheit zu

g 2700 em = 0,0696 cm/$ .

8= TP~ 2150 tjom? - 18,06 cm?

Fig. 124.
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Tig. 124—125,

Setzen wir diese Werte nunmehr ein in die Formiinderungsgleichung

P-4,
0= 2
abb+@s

so ergibt sich die gesuchte Uberzihlige zu

4-0,87
= e = D
a 1,23 + 0,0696 288 ¢,

Soll die Biegungslinie unmittelbar als H-Linie verwendet werden, so ist der"MaB-
stab zu berechnen; der MeSwert der Ordinate §;,, war 2,61 cm (= 3 - 0,87 cm):

26,1 mm = 2,68 t;
daraus der MaBstab der Biegungslinie als H- Linie:

2,68 ¢
1 =290 g1 .
mm 61 L1027 ¢

— 26,
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Yorbemerkungen zu Kapitel III und IV.

Im ersten Kapitel haben wir das Wesen der statisch unbestimmten
Systeme erlsautert; wir haben aus der Erlauterung die Methoden . ent-
wickelt, die zur Erkennung dieser Systeme geeignet sind. Alsdann
haben wir im zweiten Kapitel die Aufstellung der Forménderungs-
gleichungen zur Erginzung der Gleichgewichtsbedingungen behandelt,
nachdem wir fiir die Forménderungselemente eine bestimmte algebra-
ische Bezeichnungsweise gew#hlt hatten. Wir haben gesehen, wie durch
Entfernung der tberzéhligen GroBen das sog. statisch bestimmte
Hauptsystem gebildet wird, das die Spannkrifte der tberzahligen
Tragwerkselemente als duflere Kréifte enthilt, und wie sich bei Betrach-
tung dieses Hauptsystems die bendtigten Forménderungsgleichungen
meist unmittelbar niederschreiben lassen, wenn wir die Bedingungen
erwigen, die das tatséichliche Vorhandensein der iberzidhligen
Tragwerkselemente in bezug auf die Verschiebung ihrer Angriffspunkte
stellt. Weiter haben wir dann schlieBlich, gleichfalls im II. Kapitel,
von Seite 23 ab, die zahlenm&Bige Ermittlung der Einzelglieder der
Forménderungsgleichungen, nimlich die Verschiebungen der Kraft-
angriffspunkte fiir die Krafteinheiten, ausfithrlich dargestellt.

Da alle diese Ausfithrungen allgemeingiiltig und umfassend waren,
so miiten wir streng genommen bereits in der Lage sein, jedes statisch
unbestimmte System an Hand der Ausfithrungen des ersten und zweiten
Kapitels einwandfrei zu berechnen. Dennoch wollen wir nunmehr
noch in dem folgenden dritten Kapitel die statisch unbestimmten Voll-
wandtriger und im vierten Kapitel die statisch unbestimmten Fach-
werktriger in typischen Beispielen behandeln: denn abgesehen davon,
dafl es zweckmifig ist, die notwendige Wiederholung des Lernstoffes
an Beispielen vorzunehmen, anstatt die beiden ersten Kapitel sogleich
nochmals wie zum ersten Male durchzuarbeiten, so werden auch noch
einzelne Fille auftreten, wie z. B. die statisch unbestimmten Vollwand-
bogen, bei denen der Leser ohne Sonderausfiihrungen tiber die Art
der Anwendung der im ersten’ und zweiten Kapitel dargelegten Rech-
nungsmethoden im Zweifel sein kann.

Aus den beiden vorangegangenen allgemeinen Kapiteln g geht hervor
daf3 sich die Untersuchung der statisch unbestimmten Vollwandtrager
von der Untersuchung der statisch unbestimmten Fachwerktriger
im wesentlichen nicht unterscheidet. Das theoretisch Wesentliche der
Berechnung ist die Ermittlung der Funktion des Einflusses der Uber-
zahligen, also die Aufstellung der Forménderungsgleichungen. Die
Regeln hierfiir — Bildung des statisch bestimmten Hauptsystems,
Anbringung der Uberzihligen als duBere Krifte, usw, — sind fiir ge-
gliederte und fiir Vollwandtriger die gleichen.

Wenn hier dennoch diese beiden Tragwerksarten in zwei besonderen
Kapiteln behandelt werden, so geschieht das mit Riicksicht auf die
bereits bekannten Unterschiede in der Berechnung der Formanderungs-
elemente. Die kompakte Behandlung jeder Tragwerkskategorie fiir
sich wird die klare Einprigung der zugehérigen Methoden zur Er-
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mittlung der Elemente der Forminderungsgleichungen hetrichtlich
fordern und widerstandsfihig machen, so daB die erheblich verschieden-
artigen Eindriicke auch im Gedéchtnis voneinander getrennt erhalten
werden. In der praktischen Untersuchung-statisch unbestimmter
Tragwerke nimmt die zahlenm#Bige Ermittlung der Forminderungs-
elemente mit ihren Tabellen und graphischen Darstellungen den weitaus
grofiten Raum ein.

Bei Vergegenwiirtigung der Darlegungen der beiden ersten Kapitel
tritt deutlich eine Ordnung hervor, in der alle zu untersuchenden
statisch unbestimmten Tragwerke behandelt werden miissen; der Leser,
besonders der Anfinger, darf diese Ordnung niemals aus dem Gedicht-
nisse verlieren, wenn er nicht selbst einfachen Fillen hilflos gegeniiber-
stehen will, sobald er einmal auf seine Kenntnisse allein angewiesen
ist. Die allgemeine Ordnung der Untersuchung statisch unbestimmter
Tragwerke sei deshalb hier vor Eintritt in die Behandlung einzelner
typischer Formen nochmals in tbersichtlicher Kiirze in Krinnerung
gebracht.

Aligemeine Ordnung der Untersuchung aller statisch unbestimmten
Systeme.
1. Sorgfaltlge statische Wertung des vorliegenden Tragwerkes.
Stellung und Beantwortung der Fragen:
a) Ist das Tragwerk unverschieblich ?
b) Ist es statisch unbestimmt und in welchem Grade?
oder, was dasselbe ist:
Sind mehr Tragwerkselemente vorhanden, als zu a) érforderlich
und wieviel ?

2. Herstellung des statisch bestimmten Hauptsystems
durch Entfernung geeignet erscheinender Tragwerkselemente als.
tberzéhlig in der unter 1. bestimmten Anzahl (wobei jedoch die
Unverschieblichkeit des Systems erhalten bleiben muf3!) und
Einordnung der Spannkrifte der Uberzahligen als duBere
Krifte.

3. Stellung und Beantwortung der Frage: Welche Bedingungen
stellt die Wiederanbringung (bzw. eben das tatsichliche Vorhanden-
sein) der einzelnen tiberzihligen Tragwerkselemente?
Allgemeine Antwort: Die Summe der Verschiebungen der Angriffs-
punkte einer Uberzéhligen in der Wirkungslinie der Uberzihligen,
die im statisch bestimmten Hauptsysteme auftreten:

a) infolge Belastung, Temperaturdnderungen usw.,

b) infolge Einwirkung der etwa vorhandenen anderen Uberzihligen
als aullere Krifte,

¢) infolge Einwirkung der betrachteten Uberzahligen selbst als
aubBere Kraft

mufl gleich sein:

d) der Verschiebung, die der oder die Angriffspunkte des iber-

zahligen Tragwerkelementes bei Aufbringung seiner eigenen
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Spannkraft (also der gesuchten {iiberzihligen Grofe) erleiden

miissen.

Méoglichst einfache Darstellung dieser Bedingungen der ein-
zelnen iiberzahligen: Stibe oder Stiitzen als ,,Forméanderungs-

gleichungen® in algebraischer Form.

4. Uberlegung, wie die Berechnung der Elemente der Form#nderungs-
gleichungen, die Punktverschiebungen, am einfachsten erfolgen
kann. Hierbei ist als ganz besonders niitzlich die Gegenseitigkeit
der Verschiebungen in Betracht zu ziehen.

Sind langwierige und uniibersichtliche, schwierige Berechnungen
zu erwarten, so ist an die Moglichkeit einer geschickteren Wahl der
Uberzahligen zu denken!

III. Die statisch unbestimmten Vollwandtriger.

1. Die statisch unbestimmt gestiitzten geraden Balken.
a) Der gerade Balken auf drei Stiitzen.

Fig. 126 zeigt das allgemeine Schema dieses Tragwerkes. Der Leser
weill in diesem einfachen Falle auf Grund der allgemeingiiltigen Daxr-
legungen der vorangegangenen Kapitel, dafl dieser Triger nur eine
iberzahlige Stiitze aufweist, daB das Tragwerk mithin einfach sta-
tisch unbestimmt ist.

Die Herstellung des

statisch bestimmten

Hauptsystems er-

folgt recht {iibersichtlich durch Entfernung der mittleren Stiitze,

s
ST my

© s
my
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i

B

N

N

Y

Fig, 126,

2

hier ¢ benannt. Der
unbekannte  Stiit-
zendruck diesesAuf-
lagers wird als
auBere Kraft C ein-
gefithrt.

Das tatsichliche
Vorhandensein der
Stiitze ¢, die ebenso

wie die beiden anderen Stiitzen ,,unnachgiebig* sei, d. h. durch Belastung
keine Verschiebung gegen ihre Lage im lastlosen Zustande erleide, stellt

die Bedingung:

somit, wie langst bekannt:

oder:

28, =2P8u—~0C8,,=0

C

368, =0,

ZPou,

606

Die Aufstellung der Forménderungsgleichungen ist hier wie auch in
allen anderen Fillen bei einiger Ubung in der algebraischen Bezeich-
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nungsweise von Form#nderungen nach einmal gewonnenem Einblicke
in das Wesen der statisch unbestimmten Tragwerke nicht schwierig;
erheblich schwieriger ist die richtige Auswertung der Gleichungen, be-
sonders auch, wenn Verdnderlichkeit der Belastung nach Griéfe, Lage
oder Richtung in praktischer Weise beriicksichtigt werden soll. Bei
der Behandlung der typischen statisch unbestimmten Tragwerke in
diesem und dem folgenden Kapitel werden wir uns deshalb nicht mit
theoretischen Darlegungen tiber die Aufstellung der Bedingungsglei-
chungen fiir die Uberzahligen begniigen, sondern fiir jede Besonder-
heit in der Auswertung der Forménderungsgleichungen Zahlenbeispiele
durchrechnen. Fir den Triger auf drei Stiitzen mdge hier sogleich ein
Beispiel folgen.

Aufgabe: Zur Uberbriickung zweier Felder von 5 m und 7 m Stiitzweite
soll ein durchgehender Blechtriger gewdhlt werden, dessen Héchstspannungen
bei unmittelbarer Belastung durch eine gleichmiBig verteilte Last von 5 t ein-
schlieflich Eigengewicht und bei gleichzeitiger Belastung durch eine wandernde
Einzellast von 30 t den Wert 1200 kg/ecm? nicht {iberschreiten (¥ig. 135).

Hier kommt zu unserer eigentlichen Aufgabe, ein statisch unbestimmtes Trag-
werk zu untersuchen, die Aufgabe hinzu, dieses Tragwerk zuvor zu ent-
werfen, Fig, 127—132. :

Entwurf: Man kann auf mannigfaltige Weise vorgehen, je nach den Einzel-
heiten der Aufgabe. Es ist daher nicht gut angéingig, ein fiir allemal anzuwendende
Regeln anzugeben: ZweckmiBiges, praktisches Vorgehen #ndert sich mit GréSe
und Bedeutung des Trigers, Zahl der Ausfiihrungen des gleichen Tragwerkes,
ferner besonders mit der Art der Belastung.

In unserem Falle wird es bereits wirtschaftlich sein, an den am hdchsten
beanspruchten Stellen, also offenbar {iber Feld b < ¢ und iiber Stiitze ¢, Lamelen
anzuordnen. Zur Vereinfachung der Entwurfsberechnungen kénnen wir jedoch
die vorldufige Bestimmung der Uberzihligen und der Momente unter Zugrunde-
legung unverdnderlichen Trigheitsmomentes vornehmen; werden dann an den
besonders gefdhrdeten Stellen Lamellen angeordnet, so sind die Abweichungen
der eigentlichen statisch unbestimmten Untersuchung des gegebenen Tragwerkes
von der Entwurfsberechnung im allgemeinen nicht so groB, um den Entwurf
infolge Uberschreitung der zuléssigen Spannung umzustofen. Natiirlich mu8
bei Wahl der Querschnitte von vornherein ein Zuschlag fiir diese Abweichungen
gegeben werden. Solche Zuschlige — fiir alle Querschnitte prozentual gleich-
miBig, so lange die Veriinderung des Spannungsbildes nicht mit GewiBheit voraus-
zusehen ist — empfehlen sich ja auch noch durch die Empfindlichkeit statisch
unbestimmter Tragwerke gegen alle Abweichungen der Werkstatt- und Montage-
arbeit vom theoretischen Soll, wie an anderer Stelle (Seite 119) ausfithrlich dargelegt.

Wird die Entwurfsberechnung nicht in grober Anniherung des tatsichlichen
Verhaltens des Tragwerkes durch geeignete fingierte Unterteilung fiir statisch
bestimmten Aufbau durchgefithrt, so ist auch fir die Entwurfsberechnung die
Forménderungsgleichung die Ausgangsbasis der Zahlenrechnungen. In dieser
Aufgabe lautet die Forminderungsgleichung, gesondert nach der Uberzithligen,
wie schon bekannt:

-— E P d‘cm

! P
L

Wir wissen, daB nach dem Lehrsatze von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen die

do aus m = dm aus ¢

sind, daB also alle benttigten Punktverschiebungen einer fiir 0 = 1 gezeichneten
Biegungslinie entnommen werden konnen. Von groBem praktischen Nutzen ist
es, daf} hierbei der OrdinatenmaBstab y der Biegungslinie ohne Bedeutung ist,

cm

da laut Forminderungsgleichung ja nur das Verhiltnis 3

zu ermitteln ist.
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Es ist also nicht erforderlich, Tragheitsmoment und Elastizititsmodul sowie anch
das Moment in der wahren GroSe zur Berechnung der Winkelinderung der Balken-
achse, w == J—ME » zu verwenden; die Wahl der endgiltigen GroBe des Trigheits-
momentes kann vielmebr noch bis zur weiteren Klirung des Beanspruchungs-
verlaufes aufgeschoben werden. Sollte etwa bereits bei der Entwurfsberechnung
mit unterschiedlichem Trégheitsmomente gerechnet werden, so wiirde die Ein-
setzung von Verhiltnisziffern an die Stelle des Tragheitsmomentes bereits der
Forménderungsgleichung geniigen.

Sieht man von der Beriicksichtigung der beabsichtigten Verinderlichkeit des
Trigheitsmomentes ab, was wir tun wollen, so ist bereits die Momentenfliche
fir 0 = 1 im statisch bestimmten Hauptsystem, die als Dreieck mit der Spitze
itber ¢ in beweglichem MafBstabe zu zeichnen ist, das Bild der fingierten Be-

lastung -Jillf ; siehe Fig. 127. Wir haben diese Fliche in 12 Streifen von je 1 m

Breite eingeteilt und, in Anbetracht der Gleichheit dieser Breiten, die mittleren
Lingen dieser Streifen unmittelbar als GroBen der Winkelinderungen bzw. als
fingierte Lasten mit beliebiger Polweite zur bekannten Konstruktion der Biegungs-
linie verwendet; Fig. 128.

Bs moge nun zundchst der Verlauf der Beanspruchungen des Trigers
durch die wandernde Einzellast P = 30 t ermittelt werden. Wenn wir die
mit Hilfe des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen umgeformte
Forménderungsgleichung betrachten:

so erkennen wir unmittelbar, da8 die Verdnderlichkeit der iiberzihligen Stiitzen-
kraft C fir wandernde P nur von den Ordinaten §,,, der Biegungslinie abhingig
ist: Die Biegungslinie ist also, wie auch schon frither dargelegt, die Einfluflinie
fur den Stitzendruck C, dessen GroBe der Biegungslinie, nach Ermittlung des
Ma@Bstabes, unmittelbar als Ordinate unter P entnommen werden konnte. Weiter
ist die Biegungslinie auch die EinfluBlinie des Momentes in ¢, das im statisch
bestimmten Hauptsystem von dem jeweiligen C hervorgerufen wird, denn dieses
Moment héngt nur von der Grofe von C ab, da die Momentenhebelarme unver-
#nderlich sind; natiirlich sind die Momente mit einem anderen MaBstabe aus der
Biegungslinie abzugreifen, als die zugehérigen Stiitzendriicke C selbst.

Alle im statisch unbestimmten Systeme (¢ b -¢) tatsichlich auftretenden
Momente setzen sich zusammen aus den beiden Momentengattungen, die im
statisch bestimmten Hauptsystem von P und von O, getrennt betrachtet, hervor-
gerufen werden. Auf Grund der Kenntnis der statischen Grundgesetze leuchtet
nun unmittelbar ein, daB beim Wandern von P drei GréStmomente auftreten
werden: .

Uber Stiitze ¢ = M max,

1.
2. Im Feldeg+c¢ = -Llemax;
3. Im Felde b —6 = ﬂ/[zgmax.

1. Untersuchung der Momente im Querschnitte ¢ bei Wandern
der Einzellast P = 30 t von @ nach 6. Diese Untersuchung erfolgt am besten
graphisch mit Hilfe von Momenten-Einfluflinien.

Die Einfluflinie fir die GroBe des Momentes im Querschnitte ¢, M,, durch
die im statisch bestimmten Hauptsystem wirksame Uberzihlige O ist, wie eben
dargelegt, die Biegungslinie: Es ist also nur noch die Einflufilinie fiir die Mo-
mente in ¢ aus der auf das statisch bestimmte Hauptsystem wirkenden Einzellast
P =30t zu zeichnen. Steht P iiber ¢, so ist

P=C

und somit M, aus C gleich M, aus P: Die EinfluBlinie fir die M, aus P mufl
also in ¢ mit der EinfluBlinie fiww die M, aus C die Ordinate gemeinsam haber.
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Wandert nun P von ¢ aus nach den Auflagern ¢ oder b, so muf} sich das”Moment
in ¢ proportional der Entfernung der Kraft P vom Querschnitte ¢ verringern
und schlieBlich, bei Ankunft von P in a oder b, gleich Null werden: Daraus folgt,
daB die EinfluBlinie fiir die M, aus P ein Dreieck ist, das mit der EinfluBllinie
fiir die M, aus C die Basis gemeinsam hat und dessen Spitzenordinate sich mit
der ¢-Ordinate der EinfluBilinie fiir die M, aus C (also der Biegungslinie) deckt.
Vgl Fig. 129: Mit dieser Figur ist die Biegungslinie Fig. 128 nur zur besseren
Verdeutlichung nochmals besonders gezeichnet worden; bei praktischen Entwurfs-
berechnungen wird man natiirlich zwecks Zeitersparnis die Biegungslinie un-
mittelbar verwenden. Durch die Art der Ubereinanderzeichnung der beiden
EinfluBlinien der M, im statisch bestimmten Hauptsystem haben wir bereits die
Momente, die ja verschiedene Vorzeichen aufweisen, zeichnerisch subtrahiert und
damit die EinfluBfliche ftir die Gréfie der im statisch unbestimmten System
tatsichlich auftretenden Momente M, erhalten. Die P-Lage, fiir die M, max auf-
tritt, ist in Fig. 129 hervorgehoben worden. Es ist nunmehr zu erwigen, in
welcher Weise der MaBstab ermittelt werden kann, mit dem die Ordinaten der
EinfluBfliche, der die in willkiirlichem MaBstabe gezeichnete Biegungslinie zu-
grunde legt, zu messen sind. Wir brauchen uns hierzu nur der Tatsache zu er-
innern, dafB, wenn P in ¢ steht,

C=P=30¢%
ist und daB somit die GroBe der sich zu Null aufhebenden M, aus P und € im

statisch bestimmten Hauptsystem sich aus der Momentengleichung, bezogen
etwa auf Auflager b des statisch bestimmten Hauptsystems, ergibt:

P-l,

M, = YA b
30t - 700 cm
M,= 1900 em 500 cm = 8750 cmt.
Der MeBwert dieses Momentes in der Biegungslinie unbekannten Mallstabes y ist:
M,= 299 cm.

Aus der Vergleichung des MomentenmeBwertes mit seinem reellen Werte ergibt
sich der MomentenmaBstab:
8750 cmt
1 mm 20.9 = 293 cmt .

Mit diesem MaBstabe sind also alle Ordinaten der Einfluifliche fiir die Momente
im Querschnitte ¢ bei wanderndem P zu messen, und man tut gut, diesen Mag-
stab auch fiir die weiterhin zu zeichnenden EinfluBlinien, etwa fiir andere Quer-
schnitte, fiir die Feldmomente und fiir die gleichmiBig verteilte Last nach Mog-
lichkeit beizubehalten. o

Der MeBwert des gréBten Momentes im Querschnitte ¢ aus der wanderns
den Einzellast P = 30t, tatsiichlich auftretend im statisch unbestimmten
System, ist

]Vlcmax = 7’8 mm,
mithin reell:
M, rmex = 7,8 mm - 293 emt/mm = 2280 emt .

2. AufsuchungderGréBtmomenteindenbeiden Feldern. Trwigung:
Bei jeder Laststellung treten zwei GroBtmomente auf: das eine iiber ¢, das andere
unter P; vgl. Fig. 133. Das Moment itber ¢ wurde bereits fiir jede Laststellung
ermittelt, vgl. EinfluRfliche Fig. 129. Die Momente der Querschnitte des gerade
unbelasteten Feldes sind kleiner als M,; sie verringern ihre Grofie zwischen ¢
und @ bzw. b von M, auf Null in gerader Linie, wie aus den Grundgesetzen der
Statik bekannt. Im belasteten Felde fallen die sich an M, mit gleichem Vor-
zeichen anschlieBenden Momente gleichfalls ab und gehen in Momente entgegen-
gesetzten Vorzeichens iber, die unter P ihren Grofitwert erreichen. Das Maxi-
mum dieses Vorzeichens tritt bei jeder Laststellung nur unter P auf, also sind
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auch die beiden absoluten GroStmomente dieses Vorzeichens, die Feldmomente
M, pax und My, max, unter P selbst zu suchen.

Das tatsiichlich im statisch unbestimmten System a --b - ¢ anftretende Mo-
ment unter P setzt sich wiederum zusammen aus den beiden Momenten, die wir
im statisch bestimmten Hauptsystem getrennt unterscheiden, nimlich aus P
unter P und aus dem entsprechenden C gleichfalls unter P. Es sind also
auch hier wieder zwei EinfluBlinien zu zeichnen und zu vereinigen: Die Einflul}-
linje fiir die Momente unter P aus P allein im statisch bestimmten Hauptsystem
a--b, d. h. also diejenige Linie, die das jeweilige Moment unter dem Lastpunkte

in der

als Ordinate enthilt, ist bekanntlich eine Parabel vom Scheitel 4.
Mitte zwischen den Auflagern @ und b. (Es ist das rasch zu erweisen durch Ver-
schiebung der Koordinatenachsen in a auf den Scheitel der Kurve, also durch
Transformation mittels der Glei-

chungen Ac
o1
w=ity o
. Pl -~ NP
Mp=—n+—F, N
i >

worin & und # die neuen, auf Qo/
den Scheitel bezogenen Xoordi- v i
naten sind. Eingesetzt in e T 1y

I
i
::n‘ iyl

)
it
1yt

— 2
My = ﬁ—(ll ) _ P(x—g—v—)

ergibt sich

n = £%: Parabel, Achse senkrecht Fig. 133.
za @ +— b durch /2.

Fiir den Geiibten weist das allerdings auch schon die Gleichung fiir M, aus).

Weniger einfach ist die Darstellung der EinfluBlinie fiir die Momente aus C
unter P, Wie wir schon bei Ermittlung des gréBten Stiitzenmomentes M, fest-
stellten, ist die Biegungslinie gleichzeitig die EinfluBlinie fiir die Momente aus ¢
in ¢. Die Biegungslinie gibt also fiir jede Laststellung als Ordinate M, an. Be-
achten wir nun, dal fir jeden Stiitzendruck € die Momentenlinie im statisch
bestimmten Hauptsystem a --b ein Dreieck mit der Spitze bei ¢ ist, so leuchtet
ein, daf} die gesuchte Einflulinie wie tolgt in die Biegungslinie hineinkonstruiert
werden kann: Man projiziert jede Ordinate der Biegungslinie, also das M, der
zugehorigen Laststellung, auf dic ¢-Ordinate und verbindet jeden Projektionsend-
punkt mit dem zugeordneten Basisendpunkte a’ bzw. b’. Fig. 130. Diese Ver-
bindungslinien schneiden auf jhrer Ausgangsordinate das dieser Ordinate M,
entsprechende Moment unter P aus Cp ab. Die Ordinatendurchscéhnittspunkte
bestimmen also den Verlauf der gesuchten EinfluBlinie.

Bei der gemeinsamen Darstellung der beiden EinfluBlinien zur Gewinnung
der EinfluBfldche fir die tatsdchlich auftretenden Momente im statisch bestimmten
System ist zu beachten, da die Ordinaten der beiden EinfluBlinien iiber ¢ — bei
entgegengesetzten Vorzeichen - einander gleich sein miissen: denn bei Last-
stellung in ¢ ist P = C und das Moment unter beiden Kriften gleich, also tat-
séchlich, d. h. im statisch unbestimmten System, gleich Null

Es ist daher auch nicht nétig, die Formel fiir die Pfeilhhe der Parabel

P-1

4
auszuwerten: Der kindpunkt der ¢-Ordinate der EinfluBlinie fir die M aus C
ist ein Punkt der M -Parabel iiber a’--¥’, Fig. 131, daraus kann der Scheitel-
punkt der Parabel durch die angedeuteten Hilfslinien leicht gefunden werden.

(Die Aufgabe ist aus der Geometrie bekannt: Zur Erinnerung mogen folgende
Angaben dienen: Man ziehe #0 durch ¢, weiter m p parallel ¢’'o und schlieB-

ﬂlp max —
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lich p&’; der Schunittpunkt dieser Linie mit der Mittelordinate ist der gesuchte
Scheitelpunkt). Die weiter in einem Verfahren angedeutete Darstellung der
Parabel selbst kann bekanntlich auch auf mannigfaltige andere Weise praktisch
ausgefithrt werden. (Vgl. Seite 161, Fig. 225, sowie die Angaben der Taschen-
biicher usw.)

Die durch die beiden EinfluBlinien begrenzte EinfluBfliche fiir die Momente
aus der wandernden Einzellast P == 30 t, Fig. 131, gibt bereits die Grofe und
Lage der gesuchten Grofitmomente M max und Mymax fitr Beanspruchung
des Tragwerkes aus P allein an. Der Mafistab, mit dem die Ordinaten zu
messen wéren, ist in Anbetracht der unmittelbaren Darstellung aus der M -EinfluB3-
linie (Biegungslinie) der gleiche wie bei dieser. Da jedoch die Beriicksichtigung
der gleichmiBig verteilten Last, die von der Aufgabe verlangt ist, eine erhebliche
Anderung von Gréfe und Lage der GroBtmomente herbeifithrt, so mégen vor
der Auswertung der dargestellten EinfluBfliche die Momente aus der gleich-
miBig verteilten Last dargestellt werden.

Darstellung der Trigerbeanspruchung durch die gleichméBig
verteilte Last @ - ¢ =5 t/lfd. m. Zuniichst ist offenbar der uiberzdhlige Auf-
lagerdruck aus @ zu ermitteln:

ZP,0em
600
Zwecks Errechnung des Ausdruckes 3 P, d,,, mdge die Last @ in geniigender

Anniherung der Gleichférmigkeit in gleiche Einzellasten von 5t eingeteilt werden;
die zugehorigen Ordinaten haben den MeBwert:

Co

n; = 0,82
ny = 1,59
N = 2,23
Ny = 2,70
7, = 2,99 =34,
nyr = 3,02
nyy = 2,84
Ny = 2,48
nx = 1,98
7y = 1,38
nxr = 0,70

3P, 0,, = 22,135 = 113,65.

Der P-Faktor ist fiir alle Ordinaten der gleiche: es braucht also nur die Summe
der Ordinaten mit 5 multipliziert zu werden. Es ergibt sich folgender Zahlen-
wert fiir den Stiitzendruck Cg:

118,65
2,99
Auf den Triager a=+b wirken also die gleichmiBig verteilte Last @ und, in ent-

gegengesetzter Richtung, die Einzellast ¢ = 38 t; daraus erhellt die Darstellung
der resultierenden Momentenfliche: Die Momentenfliche aus @ iiber ¢--b wird,

=38 t.

wie bekannt, durch eine Parabel mit der Pfeilhohe %

Momentenfliche aus ¢ ein Dreieck mit der Spitze iiber ¢ ist, dessen Hohe sich
C-1,-1,

begrenzt, wihrend die

aus

berechnet. Als MafBstab wird zweckméBig der bisherige verwendet:

1 mm = 293 cmt.
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Parabel pleil — 98'_l —Stm-12 = 1200em _ 4000 omt

= 9000 cmt - mm/emt = 30,8 mm.

1
293

Dreieckhéthe = = 11 100 ecmt

C-l,-1, 38+t -1700 cm - 500 cm
7 B 1200 cm

1
= 11 100 cmt 293 mm/emt = 37,9 mm.
In Fig. 132 ist die Darstellung der resultierenden Momentenfliche fiir @ mit
diesen MaBen durchgefithrt worden. GemiB der Aufgabe, die gleichzeitige Be-
anspruchung des Trigers durch @ und durch die wandernde Einzellast P = 30t
vorschreibt, ist nunmehr die Einflufifliche fiir die Momente unter P, Fig. 131,
durch Vereinigung ihrer Ordinaten mit der @-Momentenfliche zu vervollstéindigen,
In der Fig. 131 wird diese Summierung der Ordinaten durch die gestrichelte Linie
bezeichnet.

Daraus ergeben sich nun folgende, der Berechnung zugrunde zu legende
grofiten positiven Feldmomente aus € und P:

My max = 12,5 mm - 293 emt/mm = 3 660 cmt,

My mex = 22,0 mm » 293 cmt/mm = 6 440 cmt.
Die Lage dieser Momente sowie die verhiltnisméBige GroBe der Nachbarmomente
ist der Fig. 131 genau genug zu entnehmen. Als weitere Berechnungsgrundlage
ist jetzt das Stutzenmoment, M, y,., aus @ und P zahlenmiBig festzustellen.
Das grofite Stiitzenmoment fur die wandernde Hinzellast ist bereits in der EinfluB-

fliche Fig. 129 gekennzeichnet worden; die Messung der Ordinate ergab (vgl.
Seite 92):

M, = 2280 cmt.
Fir die gleichméfig verteilte Last @ ergibt sich ein Stiitzenmoment von
M, = 8,3 mm * 293 emt/mm = 2430 cmt.
Beide Stiitzenmomente sind negativ, sind also zu addieren:

M, max = 2280 - 2430 = 4710 cmt.

Der Tragerentwurf ist also unter Zugrundelegung folgender GréBtmomente, bei
Beachtung ihrer Lage, vorzunehmen:

1. M, = 3660 cmt,
2. M, = 4710 cmt,
3. M, = 6440 cmt.

Diese Momente erfordern folgende Widerstandsmomente:

3660 cmt
1. W= Togmt 3050 cm?,
1
2. W, = 4: 20 = 3930 cm?3,
3. W, =40 5570 cms,

1,2
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Danach mogen - die nachstehend aunfgefithrten
Querschnitte gewshlt werden Fig. 134:

&

L 700700 %7 Feld I;:
J ohpe Nietabzug = 117 400 cm?,
W bei Nietabzug = 3 050 cm3;

-3 Uber Stiitze c:

=== Yber Stilzec S J ohne Nietabzug == 172 860 cm?,
=== feld 1, 9 W bei Nietabzug — 4 170 e

Feld I,:
J ohne Nietabzug = 237 520 cm4,
L 700x700%70 W bei Nietabzug = 5430 cm3;

: ———S¢ Die Bestimmung der Lamellenldnge aus dem
T ¥ Verlaufe der Momentenlinien ist bekannt; aus
220 —> Fig. 185 ist die Linge der gewihlten Lamellen
Fig. 134, ersichtlich,
Pamit ist die Entwurfsberechnung be-
. endet. Wegen des erfahrungsgemil geringen
Einflusses, den eine nachtrigliche Verstirkung, wie hier die Anbringung der
Lamellen, auf dic Rechnungsergebnisse hat, pflegt man sich oft mit der Ent-
wurfsberechnung zu begniigen. Zu billigen ist dieses Verfahren jedoch nur bei
groBer praktischer Rechnungserfahrung des Ausfithrenden. Ohne diese Frfahrung
kann man die so sehr verschiedene Empfindlichkeit der statisch unbestimmten
Systeme gegen Nichteinhaltung einer oder mehrerer der verschiedenen theoretischen
Voraussetzungen nicht mit hinreichender Sicherheit abschitzen und man tut gut,
der Entwurfsberecchnung die eigentliche Untersuchung des mit dem Entwurfe
gegebenen statisch unbestimmten Tragwerkes folgen zu lassen. Es moge das
auch hier geschehen.
Eigentliche Untersuchungdes gewdhlten Tragersauf drei Stiitzen.
Der Gang der Rechnung unterscheidet sich im wesentlichen nicht von dem
der hier gewihlten Entwurfsberechnung. Ausgangsbasis ist wiederum die Form-
dnderungsgleichung:

_ ZPs,,

C
588

Da alle Abmessungen des Trigers gegeben sind, kann nunmehr die wahre Biegungs-
linie fiar C = 1 gezeichnet werden, wie es hier geschehen ist {vgl. Tabelle Nr. 9
und Tig. 136, 137 und 188). Nétig ist das nicht; die Forménderungsgleichung
148t erkennen, da8 zur Frmittlung von ¢ und damit der Momente nur das Ver-
hiltnis der Trigheitsmomente beriicksichtigt werden muf. Jedoch kann die
Konstruktion der wahren Biegungslivie praktisch sein, wenn spiter etwa die
wahren Durchbiegungen des Tragwerkes ermittelt werden sollen, zumal auch
der Mehraufwand an Rechnungsarbeit nur gering ist, besonders bei Verwendung
des’ Rechenschiebers. -

Aufsuchung der GroBtmomente aus der wandernden Einzellast
P =30t Es kann hinsichtlich des Wesentlichen auf die Entwurfsberechnung
verwiesen werden, so daf} hier nur die Rechnungsdaten aufgefithrt zu werden
brauchen.

Untersuchung des Stiitzenmomentes aus der wandernden Last P,
Die Biegungslinie Fig. 138 bildet mit ihren Sekanten o’ ¢” und o’ ¢’ die Einflu8-
fliiche. MeBwert des Grolitmomentes:

M ooz = 4,6 oM,



Die statisch unbestimmt gestiitzten geraden Balken.

o

GleichmiByy verfeife last g, |P-30® !.»5’

|
4', g5 m
Fig. 185. >
a H | I I D = >
5000 7000
4 s
J =\fdiche
TFig. 136, £ = /Tiche
"= m
7 2, 5 6, 7, 8 g, 0, 7, |72
\\ //////1
™~ /ﬁ/ ol
Fig. 137. \]\\ j— J—£=fadve
al | l'g 5 V|
Y70t o g s\
Efé\gr.-//ﬂ/e 7t
c/:
.|
RN
SBERERE
Fig. 138, * EL S § N
Y 1Y S
warngernden Linz, I

HMomernte uer P
Jir P30

LAVAVAN
WANNIN/T

— 73685 72
~N
\\‘izzg aus \

—

\ \Momertte aus de/’ eichmalg ﬂ
erfelte _?Jf 1
! {
! | i
M, aus der g/e/'}m.‘ !

cvert last g O =

Fig. 139, L X" ays P um

Fig. 140.

Fig. 135140,

Buchholz, Tragwerke, 7



98 Die statisch unbestimmten Vollwandtriger,
MaBstab: Fir P = 0 = 30t ist M, aus C bzw. P allein:
30t - 700 .
M, = 1500 500 cm = 8750 cmt,

Die zugehérige Ordinate hat den MeBwert
M, = 22,7 mm,

also MaBstab

1

mm =

8750 cmt

22,7

= 385 cmt.

Somit hat das groBte Stiitzenmoment aus der wandernden Last den reellen Wert
M ,pox = 4,6 mm - 385 cmt/mm = 1770 cmt .,

Tabelle Nr. 9.

Trager auf drei Stiitzen.

Biegungslinie fir ¢ =1 t.

2 v & ) S .

g Fingierte U% flf 11;1.;1e1r7e B2 Fingierte Efriv;;;z;ge
£ |Moment| Trag- 2 Belastung | §% MBS 1 8E| Teillast | Teillast
2 | tur | heits- 2 el Last <8
£ | 0=1t| moment z M 73 M 2% W= wa-fy
= £ J-E = J B g w="2L . g, | =100
e ) ﬁ-::n ZE J-B 8 =4 (em)

per Lineen- | B& | per Lincen- = =25
cmt cm* t/ecm? einheit einheit, cm
a|l O 117 400| 2150 |0
1| 583 117400 2150 |0,000000231 1 {0,000000115 {100 |0,0000115| 0,115
- 2 10,000000346 |100 | 0,0000346 | 0,346
I711116,7 |117400| 2150. |0,000000462
11111750 |117400| 2150 |0,000000693] ° |%000000577/10010,0000577) 0,577
’ = ’ 4 10,000000808 | 100 { 0,0000808| 0,808
i { 117 400 } 2150 { 0,000000923 ;
’ 172 860 0,000000628| 5 |0,000000706 |100 |0,0000706| 0,706
291 5
¢|20L,7 172860 2150 |0,00000078 6 |0,000000729 [100 | 0,0000729 | 0,729
71250.0 172 860 2150 0,000000673
’ 237 820 0,000000490| 7 |0,000000449 |100 | 0,0000449 | 0,449
k 2
V112083 |237 820 150 10,000000408 8 |0,000000367 {160 | 0,0000367 0,367
VII|166,7 {237 820 2150 |0,000000326
9 10,000000285 {100 | 0,0000285 0,285
VIIT|125,0 |237 820! 2150 |0,000000245
xI! 833 |273820| 2150 |0 000000163 10 {0,000000204 {100 | 0,0000204| 0,204
’ ‘ 11 |{0,000000122 [100 | 0,0000122 0,122
| arn {27820, 0{ 0,000000082
“ ? 172 860 0,000000112] 12 |0,000000056 [100 | 0,6000056 0,056
b, 0 172860 2150 |0 W = 4,764 cm

Bemerkung: Bei sehr geringen Zahlen, wie sie hier vorkommen, empfiehlt
sich bei praktischen Ausfithrungen die Schreibweise 0,163 - 10— ¢ statt 0,000000163,

wobei
M

. » 108 schreibt.

E-J

Vgl. Seite 193.

man auch noch 10—¢ fortlassen kann,

wenn man im Tabellenkopfe

Aufsuchung der groBten Feldmomente. Fig. 139 zeigt die Einflu8-

linfen: Da Berechnung fiir gleichzeitige Beanspruchung des Tragwerkes durch §
und P vorgeschrieben ist, so wire es zwecklos, wie schon in der Entwurfs-
berechnung gesagt wurde, diesen EinfluBlinien die grofiten Feldmomente fiir P
allein zu entnehmen.
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Untersuchungder Momente ausdergleichmiBig verteilten Last @:
Mit geniigender Anniherung der Gleichftrmigkeit gewihlt: 11 Einzellasten
von je 5 t, zugeordnete Ordinaten der elastischen Linie fir C = 1:

MeBwerte Wirkliche Punktverschiebungen

n (7 = 25) acm = 6me
m cm m cm
I...... 068 . . . . .. ... 0,0272
II . ... .. 128 ... ... 0,0512
. ... .. 180 . . . ... ... 0,0720
wv. ... .. 218 . . . o ¢,0852
c. . . ... 227 . ... 0,0908 = §,,
vI. .. ... 292 . . ... 0,0888
VII . . . ... 204 . . ... ... 0,0816
vIirr . ... .. 1,75 . . . .. ... 0,0700
Ix...... 188 . . . .. ... T, 0,0552
X ... ... 0,95 . . . . ... 0,0380
XI...... 048 . . . . .. ... 0,0192

S P, d,, = 0,6792 -5 = 3,396

3Pl _ 3396
O=—4 """ 0008 ~ >4t

Hohe des C-Momentendreiecks:

314t = 28,3 mm,

My = 22,7 mm 30%

oder
(37,4 - 700 - 500) omt

Mo = 1200 385

mm/emt = 28,3 mm.

Pfeilhéhe der P-Parabel:

. m - . Y
P l:5t,m 12m 12000m=90000mt

Mp =%~ 8

1
Mp = 9000 cmt - 385 mm/emt = 23,4 mm.
In Fig. 140 sind diese Momente in der iiblichen Weise zeichnerisch addiert worden;
die Ordinaten der so gewonnenen resultierenden Momentenfliche sind zur Er-
ginzung der EinfluBfliche Fig. 139 in diese Figur ibertragen werden.

Das Stiitzenmoment aus der gleichmifBig verteilten Last hat den MeBwert

M, = 5,8 mm,
somit reell:
M, = 5,8 mm - 385 cmt/mm = 2230 cmt.

Das M nax aus P wandernd hat laut dem Vorangegangenen den Wert:

M,p = 1770 cmt,
somit fiir Qund P
M, max = 4000 emt.

Ferner ergeben sich aus der vervollstindigten EinfluBifliche Fig. 139 die grofiten
Feldmomente:

M max = 9,6 mm + 385 emt/mm = 3€60 cmt
M max = 16,9 mm - 385 cmt/mm == 6500 cmt .
7%
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Vorhandenes Widerstandsmoment (sieche Entwurf, Seite 96):
W, = 4170 cm3,
W, = 3050 cm?,
W, = 5430 cm?3.
Somit Spannungen in den drei Maximapunkten:
4 000 000 cmkg

=l T T S 2

o, 3070 om® 960 kg/em?,
3 660 000

— b =12 2

o1 3050 1200 kg/em?,
6 500 000

O = e — = 1200 kg/cm?2

Der blofile Augenschein der Momentenlinien gibt bereits Gewifheit, da} eine
héhere Spannung in anderen Querschnitten (z. B. den an den Lamellenenden)
nicht erreicht wird. Damit ist der gestellten Aufgabe geniigt worden. Dafl der
hochst zugelassene Wert in der Rechnung bereits erreicht wird, ist in Anbetracht
der Empfindlichkeit statisch unbestimmter Systeme gegen Abweichungen der
Ausfithrung und Montage gegen die theoretischen Voraussetzungen bedenklich.
Es ist also, wie gesagt, niitzlich — wenn man hdufige Wiederholung der Rech-
nung vermeiden will — bereits bei der Entwurfsberechnung Querschnittszuschlige
in solcher Hohe zu machen, daBl die Querschnitte etwaigen erheblichen Mehr-
beanspruchungen, die die SchluBuntersuchung nachweist, gewachsen sind. (Im
vorliegenden bereits iibersichtlichen Falle konnte natiirlich eine geringe Tréger-
verstirkung ohne nochmalige Nachprifung vorgenommen werden).

Sehr geeignet ist oft auch die zeichnerische Untersuchung solcher Trag-
werke von Querschnitt zu Querschnitt in nicht zu groBen Abstinden.
Auch kann die Anwendung dieses Verfahrens durch besondere Umsténde hinsicht-
lich der Querschnittsausbildung (grofle UnregelmiBigkeiten, Schwiichungen, usw.)
geboten sein. Die Untersuchung der Momente eines Querschnittes fiir eine wandernde
Einzellast erfolgt zeichnerisch mittels EinfluBlinien, die unter P das jeweilige
Querschnittsmoment als Ordinate enthalten. Im Vorangegangenen wurden be-
reits solche EinfluBlinien fiir den Querschnitt ¢ gezeichnet; Fig. 129 und 138.
Der Leser moge die zugehorigen Ausfithrungen (Entwurfsberechnung, Seite 90)
notigenfalls nochmals nachlesen. Fig. 142 stellt nur eine mafBstibliche Wieder-
holung der Fig. 138 dar; die Momente sind also mit dem gleichen Mafstabe — 1 mm
= 385 cmt — zu messen.

Fig. 138 bzw. 142 stellt einen Sonderfall einer Querschnittsuntersuchung dar.
Die Erwigungen, aus denen die Darstellung der EinfluBlinien eines beliebigen
Querschnittes gefolgert werden sollen, haben sich jedoch in den gleichen Bahnen
zu bewegen. KEs moge der beliebige Querschnitt 7+ ¢ (vgl. Fig. 141) untersucht
werden: Wir betrachten dié Momente zweckm#Big im statisch bestimmten Haupt-
system, fiir P und Cp getrennt, wie bisher.

EinfluBlinie fiir P allein: Das Moment im Querschnitte ¢ — ¢ ist am groften,
wenn P iiber ¢ steht; am kleinsten, nimlich gleich Null, wenn P iiber den Auf-
lagern @ bzw. b des statisch bestimmten Hauptsystems steht. Bei Wanderung
der Last P von s nach a oder b muf} sich das Moment im Querschnitte ¢ = ¢ pro-
portional der VergréBerung des Abstandes der Last P von diesem Querschnitte
verringern. GemaB dieser aus der Statik der bestimmten Systeme folgenden Ge-
setzméBigkeit ist die RinfluBlinie fiir P somit ein Dreieck iiber der Basis a’— b’
= ¢ -~ b mit der Spitze tber 7; Fig. 143. Der zweite geometrische Ort dieser Spitze

ist eine Parabel gleichfalls iiber o’ — b’ als Basis mit der Pfeilhdhe M = Eial

(siche obenfalls Fig. 143). 8
Einfluflinie fiir C allein: Fiir jeden Auflagerdruck C ist die Momentenfliche

ein Dreieck mit der Spitze iiber ¢. Daraus folgt, dal das Moment eines beliebigen

Querschnittes sich zu dem des Querschnittes ¢ verhilt, wie der Abstand des be-
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liebigen Querschnittes vom zugeordneten Auflager im statisch bestimmten Haupt-
systeme zam Abstande des Querschnittes ¢ von diesem Auflager.

GemiB den Ausfithrungen auf Seite 90 ist die Einflufilinie fiir das Moment
aus C im Querschnitte ¢ gleich der Biegungslinie aus C = 1, unter Beachtung
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des zu wihlenden MomentenmaBstabes. Aus unseren Uberlegungen iiber die
Beziehungen der jeweiligen Momente verschiedener Querschnitte aus € folgt
nun, dafl die EinfluBlinie fiir die Momente aus C eines beliebigen Querschnittes
gewonnen wird, wenn man die Ordinaten der Biegungslinie im Verhiltnis der Quer-
schnittsabstdinde vom zugeordneten Auflager des statisch bestimmten Haupt-
systems verkleinert.. Zur Darstellung der EinfluBlinie der Momente aus C fiir
den Querschnitt ¢ miiliten also die Ordinaten der Biegungslinie im Verh#ltnisse

% verkleinert werden. Fiir Querschnitt » — r lautet dieser Faktor ZJ (s. Fig. 141),
2 .

und so fort.

In den Fig. 143 und 144 sind die fiir das statisch unbestimmte System a—¢-b
resultierenden EinfluBflichen fiir die Momente aus der wandernden Einzellast P
in den beliebigen Querschnitten ¢ = 4 und r = » gezeichnet worden. Aus diesen
EinfluBllinien muB} u. a. hervorgehen, daBl das Moment jedes Querschnittes fiir
Laststellung in ¢ gleich Null werden mu8}; denn in diesem Falle wird ¢'= P und
A4 und B gleich Null

Die Umwandlung der Ordinaten der Biegungslinie in die Ordinaten der Ein-
fluBlinien fiir die 0-Momente verschiedener Querschnitte kann bequem zeichnerisch
erfolgen: Das Verfahren folgt unmittelbar aus der obenstehenden Darlegung der
Gesetzmifigkeit der Ordinantenverinderlichkeit: die Ordinaten der Biegungs-
linie, also hier die Momente aus P im Querschnitt ¢ sind auf die c-Ordinate zu
projizieren; ferner ist der Projektionsendpunkt mit dem zugeordneten Auflager
geradlinig — gemdB dem Verlaufe der Momentenfliche fiir jedes C — zu ver-
binden. Diese Verbindungslinien schneiden auf jeder Querschnittsordinate die
Ordinaten der zugehorigen C-EinfluBlinie ab. ¥s folgt das, wie schon gesagt, un-
mittelbar aus dem Vorangegangenen, wonach die Ordinaten der Biegungslinie
zwecks Umwandlung in die Ordinaten einer QuerschnittseinfluBlinie fiir die C-
Momente im Verhaltnis -;i bzw. 13 zu verkleinern sind.

1 2 .

In Fig. 142 ist zur Wahrung der Ubersichtlichkeit nur die Ordinatenbestim-
mung der C-Momentenlinie fiir den Querschnitt ¢ - ¢ gezeigt worden.

Werden die EinfluBlinien einer Reihe von Querschnitten in der geschilderten
Weise dargestellt, so ist der Momentenmafstab fiir alle diese EinfluBlinien der
gleiche. Es ist nun unmittelbar einleuchtend, dafl man auch die einmal gezeichnete
Biegungslinie fiir die EinfluBlinien aller Querschnitte unverindert beibehalten
kann, daB man dann aber den Momentenma8stab fiir jede Querschnitts-EinfluB-
fliche gegeniiber dem Mafstabe der Einflufifliche des ¢-Querschnittes (Fig. 142)
im Verhéltnis der Querschnittsabstinde vom zugeordneten Auflager dndern muf.
Ist also z. B. der Momentenmafstab der EinfluBfliche fiir den Auflagerquerschnitt ¢

1 mm = 385 cmt,

go wird, bei unmittelbarer Verwendung derselben Biegungshinie der Ordinaten-
mafBstab der EinfluBfliche fiir den beliebigen Querschnitt ¢+ = ¢ im Felde [,:

1 mm = (385 i;i) cmt
1
und der fiir den beliebigen Querschnitt » — 7 im Felde 7,:

1 mm = (385 %) cmt .

Die EinfluBlinie aus P fiir einen Querschnitt, z. B. 7 = r, wird aus der Bie-
gungslinie, also der Einflufflinie aus C, leicht dadurch dargestellt, dafl man den
Endpunkt der ¢-Ordinate, ¢’”/, geradlinig mit dem dem anderen Felde zugeordneten
Auflagerpunkte, a’, verbindet und diese Verbindungslinie bis zur Querschnitts-
ordinate, also in dem gewihlten Beispiele die Ordinate 7 verlingert und den Schnitt-
punkt mit dem zugeordneten Auflagerpunkte, hier b’, verbindet; Fig. 145.

Die Richtigkeit dieser Konstruktion ist durch die beiden Sitze bewiesen:
Die EinfluBlinie fiir P ist ein Dreieck mit der Spitze iiber dem zu untersuchenden
Querschnitte und sodann: Bei Laststellung iiber dem Auflager ¢ mufl das Moment
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im statisch unbestimmten System gleich Null sein, d. h. die Ordinate der resultieren-
den EinfluBllinie mufB ebenfalls gleich Null sein. Es folgt daraus, dafl bei dieser
Art der Darstellung, die eine Veridnderlichkeit des MomentenmafQstabes in der
bereits entwickelten GesetzmiafBigkeit im Gefolge hat, der eine geometrische Ort
der P-Dreieckspitzen nicht mehr eine Parabel ist, sondern ein gebrochener Linien-
zug aus den Verlingerungen der Seiten des P-Dreiecks fiir den Querschnitt c,
also in Fig. 145 der gebrochene Linienzug a’’¢’’b”.

Natiirlich muB die analytische Geometrie diese SchluBfolgerungen bestitigen.
Auf Grund der Beweiskraft des Vorangegangenen bedarf es hier jedoch einer
solchen Bestiatigung nicht: Um indessen den Leser vor der hier dennoch nahe-
liegenden Anfechtung zu bewahren, sich in ‘miillige Spekulationen zu verlieren,
die das Wesen des vorliegenden Studiums nur leicht beriihren, so moge ihm hier
durch einen raschen Beweis der Stoff zu Abschweifungen entzogen werden.

Die Aufgabe lautet: Welche Gestalt nimmt der geometrische Ort fiir die
Spitzen der P-Momentendreiecke an, wenn der MaBstab, in dem die Spitzen-
ordinate des Dreiecks (ebenso wie alle seine anderen Ordinaten) zu messen sind,
sich mit einem Faktor ;— in Feld I, bzw. li in Feld I, dndert?

Der geometrische Oré der Dreieckspitzen ist bei gleichbleibendem Mafstabe
eine Parabel, gegeben durch die Gleichung:

IR

(= Auflagerdruck 4 mal Hebelarm a), bezogen auf die Koordinaten durch a.
(DaB dieses - die Gleichung einer Parabel ist, wurde bei anderer Gelegenheit,
Seite 93, durch Umwandlung dieser Gleichung in die Scheitelgleichung bereits
bewiesen.)

Die Parabelordinaten miissen nun, damit sie bei Messung mit dem verdnder-
lichen MaBstabe, z. B. (%) fiir Feld I,, doch dasselbe Moment M, ergeben, mit
dem Faktor (%) erweit:art werden; also:

= [P0 ()

daraus:

~M,,=P%(a—l)

und schlieBlich:

— M, = (illl) @ —(PL).

Das ist die Gleichung einer Geraden, sie entspricht der Form
—y=DBx+c¢.

Setzt man die Veréinderliche a, also den Abstand der Last vom Auflager a, mit
dem Werte I, in die vorletzte Gleichung fiir M, ein, so erhilt man

_-M,,:P]LZL(Z1 —1.

Darin ist
(ll - l) = - Z2 »
somit

P,
—-MPZ ———zill.
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Wenn aber o = [,, so steht P iiber ¢, also P = (. Die ¢-Ordinate der Biegungs-
linie, d. h. der C-Momentenlinie, erhélt dann gleichfalls den Wert

— i, = Ll

d. h. also: Die Gerade geht durch den Endpunkt der ¢-Ordinate, also durch den,
Punkt ¢” in Fig. 145.

Setzt man ferner die Veréinderliche ¢ mit der Gesamtlinge ! ein, so erhilt man

— M, = P_ZT‘(Z -1

darin ist
mithin )
- M P == 0 s

d. h. die Verlingerung der Geraden in das nicht zugeordnete Feld I, hinein geht
durch den Auflagerpunkt b’. In analoger Weise mull sich natiirlich ergeben, das
der zu bestimmende geometrische Ort fiir die Spitzen der P-Momentendreiecke
auch in Feld I, eine Gerade ist, dic gleichfalls durch ¢/ sowie durch den jenseitigen
Auflagerpunkt, in diesem Falle &', geht.

Nach Durcharbeitung des folgenden Abschnittes behandle der Leser dieses
Beispiel noch einmal unter Einfithrung von M, als iiberzihlige GroBe.

b) Der gerade Balken auf mehr als drei Stiitzen.

Die Wertung eines solchen Systems ergibt mehrfache statische
Unbestimmtheit. Das statisch bestimmte Hauptsystem kann auf
mannigfaltige Weise gebildet werden: Die Entfernung der Stiitzen
zwischen den Endstiitzen als iiberzahlig ist naheliegend und fiir die
Aufstellung der Formanderungsgleichungen durch unmittelbare Sinn-
falligkeit der Stitzenbedingungen sehr bequem. Es kann jedoch auch
mit Vorteil ein anders gebildetes Hauptsystem gewdhlt werden: z. B.
kann iiber jeder Stiitze ein Gelenk eingeschaltet werden, wodurch bei
n-Stiitzen (n — 1) ,;Triger auf zwei Stiitzen‘ als Hauptsystem entstehen.
Jede Gelenkeinschaltung ist der Entfernung eines tiberzéhligen Stabes
gleichwertig, da hierdurch eine Unbekannte, das Moment, ausgeschaltet
wird. Die Fig. 148 und 149 deuten an, wie man sich das Wesentliche
des Gesagten mittels einer Finglerung, die das Wesen der Sache nicht
verindert (nimlich der Konzentrierung der Spannungen auf die duBerste
Faser) abstrakt vorstellen kann. Als Uberzihlige treten in diesem Falle
nicht die Auflagerdriicke, sondern die Stiitzenmomente auf.

Wahlen wir als statisch bestimmtes Hauptsystem den Tréger auf
zwei Stiitzen ¢ - b (siehe Fig. 147), so lauten die Bedingungen, die das
tatsiichliche Vorhandensein der iiberzahligen Stiitzen stellt, die ,,Stiitzen-
bedingungen*: Die Summe der Verschiebungen jedes Stirtzpunktes
im statisch bestimmten Hauptsystem aus allen wirkenden Kréiften
muB fiir jede Belastung gleich Null sein; algebraisch, mit Bezug auf
Fig. 147:

1. 24, =0,

2. 2§, =0,
3. 26, =0.
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Setzen wir in jede Stutzenbedingung die Einzelverschiebungen ein,
die jeder Stiitzpunkt im statisch bestimmten Hauptsysteme aus jeder
Last und jeder als auBere Kraft anzubringenden Uberziihligen erfihrt,
so erhalten wir die Form#nderungsgleichungen:

1. 38, =3Py — 08, — Dy —Ed, =0.
2. 30q=2Pdym— 00— DO3a— Edz,=0.
3. 38,=3Pdy—C;— D0g—Eb,,=0.

Vgl. die fritheren allgemeineren Ausfithrungen aus Seite 20ff. Wollte man
diese Gleichungen ohne weitere Umformung zahlenmifig auswerten,
so miiBte zwecks Ermittlung def Verschiebungselemente fiir die Kraft-

Fig. 146.

a [ a [4 b

Fig. 147. //// NN,

Yig. 148. 2227
13 ¢ d e b
Fig. 149, ¢

einheiten nicht nur fir jede Stiitzkrafteinheit eine Biegungslinie gezeich-
net werden, sondern es miiite auch fiir jede einzelne Last die Biegungs-
linie dargestellt werden. Wie wir bereits wissen, erweist sich hier die
Anwendung des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen

6om = dmo

als sehr vorteilhaft. Mit Hilfe dieses Satzes umgeformt, lauten die
Forménderungsgleichungen :

1. Z(SG‘ZZPamE—Oé‘CEA—D(Sdg—Eaeg':O'
2. 204 =2Pduq— Cda— DO3qa—Edy=0
3. 20, =2Pdpe—Cdo— Dsc—Ed=0.

Vgl. die allgemeineren Ausfithrungen in Kapitel TT auf Seite 81ff. Wir
bemerken, daB bei dieser Fassung der Forminderungsgleichungen die
Biegungslinie fiir jede Lasteinheit in den Punkten m aus der Rechnung
verschwindet : die nunmehr nur fiir die Stutzkrafteinheiten zu zeichnen-
den Biegungslinien sind dann als EinfluBlinien fiir die Verschie-
bung des zugehérigen Stuitzpunktes zu bezeichnen, denn man kann
diesen Biegungslinien unter jeder Last die aus ihr folgende Verschiebung
des Stutzpunktes, aus dem die Biegungslinie hervorgerufen wurde,
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als Ordinate entnehmen. Sind die Verschiebungselemente zahlenm#Big
ermittelt, so stellen die Form#nderungsbedingungen n-Gleichungen
mit n-Unbekannten, namlich den tiberzihligen Stiitzendriicken, dar,
aus denen die Grofle der Unbekannten leicht, wenn auch etwas umstind-
lich, mit Hilfe der bekannten Regeln der Mathematik bestimmt werden

kann.

War Usr
. =Mrs

=g

rl/rr‘_(/ﬂ-
_— Zrr rechy,
mgrfﬂc'f/la"/ VK& ;

By, links Vrr, rechits

Fig. 150,

Aus den damit fiir eine bestimmte Laststellung bekannten iiber-
zshligen Auflagerkraften lassen sich dann alle anderen Unbekannten
wie bei statisch bestimmten Systemen mit Hilfe der Gleichgewichts-
bedingungen berechnen.

Die Verwendung solcher fiir die Stiitzendriicke als Uberzihlige auf-
gestellten Forminderungsgleichungen hat nun aber einen sehr grofen
Nachteil, der um so gréBer ist, je gréBler die Zahl der Stiitzen: die zeich-
nerische Darstellung der Biegungslinien ist dafiir ganz unzulinglich.
Rechnerische Bestimmung der Momente der finglerten Belastung, also



Die statisch unbestimmt gestiitzten geraden Balken. 107

der Punktverschiebungen, und zwar mit grofiter Genauigkeit, ist un-
erlafilich, wenn ein einigermaflen brauchbares Ergebnis erzielt werden
soll. Ein Zusammenfassen von verteilter Last zu mehreren Einzellasten
fihrt hier zu groben Ungenauigkeiten, die das Ergebnis vollig entstellen
kénnen. Es erklirt sich das daraus, daB bei diesen Forméinderungs-
gleichungen die wirklichen Punktverschiebungen als geringfiigige
Differenzen der sehr groBen Ordinaten der Biegungslinien auftreten,
die zwischen den Endstiitzen als einzigen Stiitzen zu zeichnen sind.
Die Verwendung der oben aus didaktischen Griinden auf-
gestellten Forméinderungsgleichungen fir Zahlenrech-
nungen ist also nicht zu empfehlen. Der Leser mag sich vom
Gesagten durch eine Vergleichsrechnung iiberzeugen.

Ein befriedigendes Verfahren ist die Einfiihrung der Stiitzenmomente
als Uberzahlige. Nach dem Aufschneiden des Balkens iiber den Stiitzen
(vgl. Fig. 149) sind die tiberzahligen Momente als duflere Momente an
den Schnittflichen angebracht zu denken, und zwar in solcher GriBe,
dall die geometrische Wiedervereinigung der Querschnitte dadurch
herbeigefithrt wird. Dieser Vorgang it die Stiitzenbedingungen klar
erkennen: Die endgliltige Biegungslinie des ganzen Balkens, gezeichnet
iiber ein und derselben Geraden als Basis, darf iiber keinem Stiitzpunkte
einen Knick aufweisen. Algebraisch ausgedriickt fir die beliebige
Stiitze 7 (vgl. Fig. 150):

2w, = 2w, von links 4 2w, von rechts =0,

oder ausfiihrlicher, indem man sich die Strecke ¢ —s aus dem statisch
bestimmten Hauptsystem berausgehoben denkt:

2 Pwpy + M, wyp + Myw,, -+ Mow,, =0 .

Das Vorzeichen der Momente in dieser algebraischen Summe wird durch
die Ausrechnung selbsttiatig entschieden. Wir nennen, wie bisher,
Momente positiv, wenn sie in der oberen Balkenfaser Druckspannungen
erzeugen. Demgemif sind die Lasten positiv einzufithren, wenn sie
nach unten wirken. Es ist nun infolge der Gegenseitigkeit der Ver-
schiebungen (vgl. nétigenfalls Seite 78):

Wy = 6m1j
Wrg = Wy
Wys = Wsy
Wy == Wyr

so daB simtliche benodtigten Werte den beiden Biegungslinien aus
M, = -1 iiber I, und I, entnommen werden konnen. Die endgiiltige
Formanderungsgleichung lautet sodann:

(1) ZPdm_,. + Mowyr + Motrr + Mots, = 0.
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Soviele Uberzahlige vorhanden sind, soviele Forménderungsgleichungen
sind aufzustellen und lassen sich aufstellen. Fiir den Triger auf 7 Stiitzen
Fig. 151 z. B. lauten somit diese Gleichungen:

2 in g Lr 2 Z;
a -~ LY A & a &
a V2 g r S 4 172
Fig.151.
I Mwy, + Mpw,, + M, +0  +0 40 4£0 = —3Ps,,.
T 0 + Mw,+ Mw, + Mw,+0 +0 +0 = —3Ps,,.
I 0 + 0 +Muw,+Mw,+Mw,+0 +0 =—3Ps,,.
IV 0 + 0 + 0 +Muw,+Muw,+Mw,+0 =—IPs,,.
V. 0 4+ 0 + 0 +0 -+ Muw,+Mw,+ Mw, = —IPs,,.
Lq— Fir - innerhalb jedes Feldes un-
" verénderliches Tragheitsmoment ge-
M,=7 Statten diese Gleichungen eine Um-
| formung fiir eine bequeme, rein
7 Eehonst, Jkanst | > rechnerischeErmit’lglung fier Stiitzen-
¢ - momente; denn in diesem TFalle
iy sind ja die Momentenflichen be-
Fig. 152. reits selbst dhnliche Bilder der fin-

gierten Belastung: Die Fliche der
fingierten Belastung fiir die Einheit der Stiitzenmomente ist also ein
Dreieck (Fig. 152). Die Winkelanderung an den Stiitzen ist gleich den
Auflagerdriicken der fingierten Belastung (vgl. Fig. 50), somit

1 M, I 2l
2J,B, "8 M1l
wy, links = — 24 = L.
I, 37,5,
1 M, 2
> S by lr
J B, 3 M1,
w,,rechts = I =3 J,B,’
M, 1, I,
v =3\ J,E,) ’
und ferner:
LM,
2J,E, * 3 M,l,
Wra=Wer = I, 67,0,
1 M, 15
2J,E, " 3 M,
Wrs == Wgp = =
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damit lautet nun die Forménderungsgleiehung:

I, M, I,
JE +(JE’+JE> JE 6+w"”_0

Bezeichnet man das statische Moment

der Momentenfliche iiber ¢ aus der Tl

Belastung bezogen auf das links benach-
barte Auflager mit L,, das statische
Moment der Momententliche tiber » be- %
zogen auf das rechte Auflager mit R,,
(zur Erlauterung diene Fig. 153), so er-

gibt sich:
Lq 'Rf | 'éz
Wy == - b | — r
™ ,J, B, T LJ, B, R Lq=§'ﬂdz~z
Eskannnunmehr, unter gleichzeitiger Br- ™ fogonst, Jopomst
weiterung mit 6, die vereinfachte Forman- Fig. 153

derungsgleichung angeschrieben werden:

Z I, 7
@) (JqEq) q+2(JE +JE)M+(JE)M
_ 6L, _ 6R,

4, J, B, L J. T,

Diese Gleichung fithrt den Namen ,,Dreimomentensatz’; sie ver-
einfacht sich noch weiter, wenn J und E iiber den ganzen Balken un-
veranderlich sind, und lautet dann:

(3) Ml +2M, (I, +1,) + M1, =—

6L, OR,
l, i
Liegt gleichmiBig verteilte Belastung vor, g, und g,, so sind die Momen-

2
tenflichen der Belastung Parabelflachen von der Hohe A = % und der

Basis 1. Der Flicheninhalt ist bekanntlich gleich %h 1, der Schwer-

punktsabstand gleich 21; somit das statische Moment:

ﬂQQqZZ l
Lqﬁ3 8 Ly 2’
6L, _ 1.l
q 4’
ebenso:
6, ¢l
I, — 4°
daher:

1
(4) Mqlq+2Mr(lq+lr) +Mslr=—I(Qng+er§) ,
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Wenn Bau- und Lastsymmetrie vorliegt, so zeigt sich bei Eintritt
in die Uberlegungen zur Rechnungsdurchfiihrung sogleich, daB man

i durch die

von den n-Forminderungsgleichungen g bzw.
Symmetrie-Bedingungen

(M0=Mn)
Ml = Mn—l

M2 _ Mn_2

ersetzen kann, was eine bedeutende Erleibhterung der Ausrechnung
zur Folge hat.

Zahlenbeispiel: Der Triger Fig. 154 von unverinderlichem Trigheits-
momente und unverdnderlicher Elastizititsziffer sei mit ¢ = 3 t/m belastet. Es
sind die Stiitzenmomente zu ermitteln und danach die resultierende Momenten-
fliche zu zeichnen.

LdrgernmaBsiab 7:200

3et/m
I I I HHH{HLHHHIH VLU UL LS L LU
Fig.154. [g ' 7 z 2z

7 u u o 2
3m 4m Y -5 2 1m—=>

Momeriterimaliskab 1om=4mt

Fig. 155, | 37

Ausfithrung: Es kann Gleichung (4) in Anwendung gebracht werden, also:

1 3M,+ 148, +4M, = —%3(33 447 = — 68,25 .

11 4 4M, + 16 M, + 4 M, = — ~51—§ (43 + 43) = — 96,00

111 S 4AM, 18 My 5 My — — 74—2 (4% 4 5%) = — 141,75,
M, =0 ; M,Vzg'ZQ:met.

1 1AM, 4M,+0 = — 68,25,

1 - A M, 16M,+4M, = — 96,00 .

i + 0 AM,+18M, = —111,75.
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I 4 14M,+ 4M; - OMy = — 68,25,
111 +14M, 4 56 M+ 14 M, = — 336,00 .
erw.
a +52My+ 14My,=— 267,75 .
I + 52M,, + 234 M,,, = — 1452,75 .
erw.,

+ 220 M, = — 1185,00 .

— 1185,00
My =% — 538636
My, = — 5,397
a) 520, + 14 - 5,38636 — — 267,75 .
— 192,34096
My =TI 30886 .
M, — — 3,70m
1 143, + 4 - 3,60886 = — 68,25 ,
M, = 5345456 4 cig1se.
14
M, — —3.89m0

Die Proben gehen in befriedigender Weise auf. Fig. 155 zeigt die Darstellung
der resultierenden Momentenfliche.

LangenmaBstab 7:200 p=5t
Fig. 156,
a I y/4 e 3m Im | Zr 7
M — Y =Y Iy Gm 2=
Momeriternmalsiat
Tem=2mt
Fig. 157,
17 + \r v V4 4

‘Der Leser untersuche selbstindig den Fall unbelasteter Felder I, und 1, nebst:
unbelastetem Kragarme., Hier seien noch die Stiitzenmomente fiir eine Finzel-
last P = 5t im Abstande von 1 m links von Stiitze 1] ermittelt. Es ist zweck-
miBig, Gleichung (3) in Anwendung zu bringen. Mit Bezug auf Fig. 156 ist:

5t.3m.1m 15mt
Mep=—fp— =+
1 <l5)”” 2 1 <15)"” ( 1’")
oy T e | e 2Am, T 2m . {__ . 1m, m [ —_
Li=g (7] 3 g3t glg) 1+ F17,5.
_ 1 15 mt' m ( o 37») . 1 (15)1111 -, om .
re=g () e (i a F) e () = s
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In Ermangelung einer Belastung der iibrigen Felder ist
Li=IL,=IL,=0.
R =R,=R;,=0.

Es lauten somit die Bestimmungsgleichungen fir die Stittzenmomente:

I 3M,-14M,+4M, =—0 —o.
6-12,5
154 + 4M,+16M, +4M,, =—0 -
-17,5
111 4, + 18, +5My = — O i’ —0.
M,=0; Mp=09.
I +14M,+ 4M,+ OM,, =— 0.

T+ 4M,+16M, + 4M, = —1875.
T + OM, -+ 4M, + 18M,, = —2625.

I +14M,+ 4M,+ OM,——0.

I +14M,+ 56 M, + 14M,, = —65625 .
erw.

a + 52 M, + 14M,, = — 65,625 .
III + 52 M, + 234 M,, = — 341,250 .
erw.

1+ 920 M, = — 275,625 .
— 275,625
My, =T = - 1,25984
My = —1,25m/t

T +4M,+ 18- —1,25284 = —26,25 .
— 26,25 - 22,55114

M, = : = —0,92472 .
My, = —0,92m

I +14M,4-4-—0924712=—0.
M, = +-0,26420 .
M, = +0,26m¢.
Auch hier werden alle drei Ausgangsgleichungen durch die errechneten M-

Werte befriedigt. Die Momentenflache wird durch Fig. 157 zur Darstellung
gebracht.

¢) Der einseitig eingespannte gerade Balken auf zwei Stiitzen.

Die Behandlung solcher und &hnlicher statisch unbestimmter
Balken findet keine Schwierigkeiten bei Anwendung der in Kapitel T
und IT entwickelten und in Kapitel TII einleitend nochmals tibersicht-
lich zusammengestellten Rechnungsgrundlagen. Neuartig, wenn auch
nicht im wesentlichen, ist bei entsprechender Wahl des Hauptsystems
die Darstellung der Biegungslinie fiir einen Freitrager. Das Tragwerk
moge daher sogleich im Zahlenbeispiel behandelt werden.

Fig. 158 stellt einen einseitig eingespannten Balken auf zwei Stiitzen von
10 m Spannweite dar. Das Trégheitsmoment ist fiir die ganze Linge das gleiche.
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Es sollen die GroBtmomente einmal fiir eine wandernde Einzellast P =10+t
und zum anderen fiir eine gleichmifBig verteilte Last @ von ¢ = 2 t/m ermittelt
werden.

Das Tragwerk ist einfach statisch unbestimmt: Die Entfernung des Stiitzen-
stabes b, siebe Fig. 158, wiirde das System in ein statisch bestimmtes verwandeln.
Das statisch bestimmte Hauptsystem moge durch Entfernung des Auflagers b

Buchholz, Tragwerke, 8
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hergestellt werden: Die Bedingung, die das tatsichliche Vorhandensein dieses
itberzdhligen Auflagers stellt, lautet dafiir:

38, =0,
mithin die Forménderungsgleichung:

SPé8, —Béy=0
oder

= Pdym _ TP Omp
dvs  Obp

Die Biegungslinie fiir B = 1, Fig. 159, ist also auch hier wiederum die Einflu}-
linie fitr die Groéfle von B und somit auch fir das Moment im Einspannungs-
querschnitte o aus B fir jede Laststellung.

Die Darstellung der EinfluBlinie fiir das Moment in @« aus der wandernden
Einzellast P ergibt sich aus folgenden Erwigungen: Steht P in b, so erlangt
— im statisch bestimmten Hauptsystem -- das Moment im Einspannungsquer-
schnitte den groften Wert; steht P in @, so hat das Moment die Gré8e Null
Bei Wanderung der Einzellast von ¢ nach b muf das Einspannungsmoment
proportional der Entfernung von der Einspannungsstelle wachsen: Die Einflul3-
linie fiir die M, aus P ist somit ein Dreieck mit der Spitze tiber b. Die Hohe
dieses Dreiecks ergibt sich aus der Erwigung, dall bei Laststellung iiber b

P—B

B=

wird und mithin auch
M, aus P= M, aus B.

Die EinfluBlinien fiir diese beiden Momente haben also in b die gleiche Ordinate.
Die EinfluBifliche fiir die GroBe des Einspannungsmomentes wird also begrenzt
durch die Biegungslinie einerseits und die Sehne a’--b"/ dieser Biegungslinie
andererseits; Fig. 159. Das grobte Einspannungsmoment tritt hiernach fiir die
in Fig. 158 punktiert gekennzeichnete Laststellung auf. Der MaBstab, mit dem
dieses Moment zu messen ist, bestimmt sich aus der Uberlegung, daf die Ordi-
nate d;; in b dem Momente

P-l=DB-1=10t-1000 cm = 10 000 cmt
entspricht. Der MeBwert dieser Ordinate betrigt
P:l=B-1l=5,17cm;
daraus ergibt sich der Momenten maBstab

10000cmt
1mm = 7= 193 cmt .
Das groBte Einspannungsmoment aus der wandernden Einzellast
P =101, das den Mefiwert

Mamax = 9,9 mm
hat, erreicht somit die Grofle
M ymax = 9,9 mm - 193 cmt/mm = 1910 cmt .

Wir haben bemerkt, dafl es nicht nétig ist, den MaBstab, der Ordinaten der
Biegungslinie als solche in Betracht zu ziehen. Da ferner gemidf Aufgabe ein
unverinderliches Trigheitsmoment vorliegt, und laut Forminderungsgleichung
nur das Verhéltnis

(Smb

o

von EinfluB ist, so konnte die Momentenfliche beliebigen Mafstabes fir B =11,
siehe Fig. 158, unmittelbar als gedachte Belastungsfliche verwendet werden;
infolge gleicher Einteilung der Momentenfliche konnten weiter die Mittelordinaten
der Belastungsstreifen unmittelbar als die resultierenden gedachten Einzellasten
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angesehen und mit der willkirlich gewshlten Polweite o’ +b’, Fig. 159, zum
Kriiftezuge nebst Polstrahlen aneinandergereiht werden. Die Lage des Poles,
die bekanntlich eine beliebige sein darf, konnte zur Erhéhung der Anschaulich-
keit gleich so gewihlt werden, dal die erste Umhiullungstangente der Biegungs-
linie, also a’-=b’, die Richtung der Trigerachse an der Einspannungsstelle hat;
auf Grund des bei der Herleitung der zeichnerischen Darstellung der elastischen
Linie Gesagten leuchtet unmittelbar ein, daB die erste Umhiillungstangente a’ < b’
die Basis der Biegungslinie ist, was besonders bei beliebiger Pollage zu beachten ist.

Es ist fiir das gewihlte Zahlenbeispiel nunmehr noch das grofte Feldmoment
zu bestimmen: dieses Moment mufl unter P auftreten; die Momente unter P
sind zu bestimmen aus der Gleichung

Mp=B-z,

wenn « der Abstand zwischen P und dem iiberzédhligen Auflagerdrucke B. In
Fig. 159 ist die Biegungslinie die EinfluBlinie fiir die Einspannungsmomente aus B,
also fir die Momente in a:

M,=B-1.

Projiziert man diese Momente B -1 auf die ¢’-Ordinate und verbindet die Pro-
jektionsendpunkte mit b’, vgl. Fig. 159, so schneiden die Verbindungslinien auf
der M, = B-1-Ordinate die M, = B -z - Ordinate ab; es ergibt sich dieses,
wie bel der analogen Konstruktion beim Tridger auf drei Stiitzen, aus der Pro-
portion '

My =z

M, 1’
Die Kraft P selbst hat im statisch bestimmten Hauptsystem keinen EinfluB auf
das Querschnittsmoment in ihrer Wirkungslinie; sie hat bei diesem Tragwerke
nur einen Einflu durch die von ihr hervorgerufene Auflagerkraft B: Die in
Fig. 159 durch Strichpunktierung gekennzeichnete EinfluBlinie der M, = B -z
ist also bereits die EinfluBlinie fiir die M, im statisch upbestimmten Sy-
stem, Es ergibt sich das grofite Feldmoment fiir die in Fig. 158 genau genug
vermerkte Laststellung zu

Mppax = 9,1 mm - 193 cmt/mm = 1760 cmt .

Untersuchung der Momente aus einer gleichm#Big verteilten Be-
lastung: @ mit g = 2t/m. Es empfiehlt sich hierzu, wie im analogen Falle
beim Triger auf drei oder mehr als drei Stiitzen, vgl. Fig. 149 und 154, die Wahl
eines anderen Hauptsystems: An Stelle der Entfernung des Auflagers b moge
in @ ein Gelenk eingeschaltet werden, so dafi nunmehr das Einspannungsmoment
als iiberzdhlige Grofle auftritt. Natiirlich werden wir dieses Moment nicht von
Grund auf mittels einer Biegungslinie fir M, = 1 emt ermitteln, sondern wir
werden es aus der Uberzihligen B fiir @ des ersten Hauptsystems bestimmen.

Ordinaten der Biegungslinie fiir B = 1t im Abstande 1 m voneinander (will-
kiirlicher MaBstab):

0,08+-0,304-0,6311,08+-1,63 42,23+ 2,923,651 4,40+ (Y/, - 4,96 = 2,48) = 19,40.
Auf jede Ordinate entfallen 2 t, somit

B> 4l)0n, 194-2%
- 055 T 517

=T75¢%.

Daraus berechnet sich das Einspannungsmoment aus der gleichmifBig verteilten
Last zu

2 . /e
% — 75t 1000 em — 2™ 10_5;—-1900 em

M, = —2500 cmt .

M,=B-1—

8*
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Das grofite Feldmoment aus der gleichm#Big verteilten Last kann man hier
auch zeichnerisch. bestimmen, indem man fiir das zweite statisch bestimmte
Hauptsystem — Gelenk bei a — die Momentenfliche fiir @ und fiixr M, zeichnet.
Die Momentenfliche fiir das als 4uBeres Moment anzubringende iiberzihlige
Moment M, ist ein Dreieck mit der Spitze in @, die Momentenfliche fiir @ be-
kanntlich eine Parabel mit der Scheitelhshe

Q-1  20t-1000 cm
8 8

Den gleichen Wert hat das Einspannungsmoment aus @; beide Momente haben
also bei Verwendung des MaBstabes

= 2500 cmt .

1 mm = 193 cmt
den MeBwert

_el_ 1 -
M,= 5 = 2500 cmt mmm/cmt =13 mm .

Fig. 160 zeigt die hiermit dargestellten Momentenflichen fiir Q; die fiir das statisch
unbestimmte System resultierende Momentenfliche ist durch Schraffierung hervor-
gehoben worden. Das grofite Feldmoment hat darin den MeBwert

Mmax = 7,3 mm .
Dieses Moment hat also den tatsichlichen Wert
Mpax = 7,3 mm + 193 cmt/mm = +1400 cmt .

Mit der Bestimmung dieser Werte ist der Aufgabe Geniige geleistet worden.
Zur Ubung der zeichnerischen Darstellung elastischer Linien auch fiir solche
Balken, die in ihrer Beanspruchung gleichzeitic Momente entgegengesetzten Vor-
zeichens enthalten, moge hier noch nach der groften Durchbiegung des Trégers
Fig. 158 bei Belastung mit der gleichméBig verteilten Last @ gefragt wer-
den. Hierzu ist natiirlich ein bestimmter Trigerquerschnitt zu wihlen: Der

Balken habe ein Tréigheitsmoment von 110100 cm? (nimlich W,,,= kmax

b
= (ZE)L{;:/Z}EZ) omt _ 3670 cm3 Es werde ein Blechtriger, 600 mm hoch, ge-
wihlt: Tréigheitsmoment: 3670 cm® - 30 cm = 110 100 cm?).

Wire die Biegungslinie fiir B = 1 t in einem bestimmten MaBstabe gezeichnet
worden, so konnten die Ordinaten der zu zeichnenden Biegungslinie unter geeigneter
Anwendung des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen ermittelt
werden. Ein Zeitgewinn gegeniiber der Darstellung von Grund auf wirrde damit
alles in allem jedoch nicht erzielt werden.

Die gesuchte Biegungslinie wird bei der Art des hier vorliegenden
Rechnungsganges am besten als Seilpolygon aus der resultierenden Q-
Momentenfliche als gedachte Last, Fig. 160, dargestellt. Die Belastungs-
fliche Fig. 160 ist in 11 Streifen eingeteilt worden, deren Ordinaten
und Léngen nebst den daraus folgenden W-Einzellasten in Tabelle Nr. 10
geordnet' zusammengestellt worden sind. Es ergeben sich, entsprechend den Mo-
menten, gedachte W-Krifte, reell: Winkelinderungen, von entgegengesetzter
Richtung; unter Beachtung dieses Umstandes sind sie in Fig. 161 aneinander-
gereiht worden. Bei richtiger Rechnung und genauer Zeichnung muf die nach
der Polfigur zu zeichnende und von @ aus horizontal begonnene Biegungslinie
in b enden, Fig. 161. Weicht die Basis a = b von der Horizontalen etwas ab, so
ist der Fehler in der GroBe der eigentlichen Durchbiegung meist noch unmerklich:
die Ordinaten iiber der dann leicht schrig liegenden Basis brauchen alsdann
nur iiber der horizontalen abgetragen zu werden, wenn man auf die Richtig-
keit der Stiitzenlage Wert legt.

Die graphische Darstellung der fiir die gleichmiBig verteilte Last @ wirklich
auftretenden elastischen Linie ergibt fiir einen Triger von 110 100 cm* Trdg-
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heitsmoment eine groBte Durchbiegung von 0,45 cm. Sehr einfach ist die genaue
Lage des Wendepunktes festzustellen: Dieser Punkt muBl auf der Ordinate liegen,
fiir die das Moment unter Ubergang vom negativen Werte zum positiven gleich
Null ist. Diese Ordinate ist in Fig. 160 mit IIT bezeichnet worden. Die Winkel-

dnderung o = muB an dieser Stelle gleichfalls ihr Vorzeichen wechseln.

M
J B
Tabelle Nr. 10.

Biegungslinie des einseitig eingespannten Tragers auf zwei Stiitzen;
Berechnung der Winkeldnderungen.

) 2 . B
§ Moment -gé Ll\%gfrll:rlfts EE% —3 1%}3%?1?& Ig.ll‘_ du;e Zeicil;.y
O A ey U
s AE o gzibna) feEe
emtb 3 emb cm
el 1| 985|100 | —oo00s3 | 0838 ) F
T _ a0 2 1 — 975 | 100 | — 0,000412 — 0,412 “ E e
- 0 3 — 240 50 | —0,000051 —0,051 n
4 | + 145 50 | 4+ 0,000031 + 0,031
IV | + 290 0.941
v 1+ 850 5 | 4 570 | 100 | 4+ 0,000241 +0, g
VIl 1220 6 | +1035 | 100 | 4 0,000437 -+ 0,437 g
VII | 4 1380 7 41300 | 100 | --0,000549 + 0,549 x
VIII | - 1320 8§ | 41350 | 100 | - 0,000570 + 0,570 F
IX | -+ 1080 9 | +1200 | 100 | --0,000507 + 0,507 I
X | & ed0 | 10 | A 860 | 100 | +0,000363 + 0,363 2
b 0 11 4 320 | 100 | -+ 0,000135 -+ 0,135

d) Verhalten der statisch unbestimmt gestiitzten Balken bei
Stiitzensenkungen verschiedener Natur.

Man hat im wesentlichen zwei Arten von Stittzensenkungen zu unter-
scheiden: Bleibende Senkungen und elastische Senkungen,
also solche, die eine Funktion des Auflagerdruckes sind. Die ersteren
bestehen in einer Abweichung der Stittzpunktlage des unbelasteten
Tragwerks gegeniiber der Stitzpunktlage der Fundamente; natiirlich
gehoren zu diesen Senkungen auch solche Stittzpunktabweichungen,
die im Sprachgebrauche als Hebung bezeichnet wiirden; mathematisch
entscheidet hier nur das Vorzeichen. Bleibende Senkungen brauchen
nicht immer in einem Werkstatt- oder Montagefehler zu bestehen; sie
konnen bei schlechtem Baugrunde auch durch die Belastung ver-
ursacht werden. Elastische Senkungen treten insbesondere bei Ver-
wendung von Stiitzenstiben auf, die ihre Linge mit der GréBe der aunf
sie entfallenden Stiitzkraft sndern. Diese Léngenanderung wird im
allgemeinen der Stabkraft einfach proportional sein; liegt dagegen eine
elastische Senkung des Baugrundes vor, so ist die Funktion zwischen
Senkung und Stiitzkraft meist nicht geradlinig, sie kann jedoch nach
versuchsweiser Bestimmung zwecks Vereinfachung der Rechnung
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durch eine geradlinige Proportion angenshert werden. Als elastische
Senkungen sind auch die Senkungeh zu behandeln, die als Stiitze
dienende Schjffe’ oder andere Schwimmkérper erfahren’ (Montage-
riistung, Schiffbriicken usw.). Hier verlangt der Ausgleich zwischen
Stutzkraft und Auftrieb gleichfalls eine Senkung. Die Funktion zwischen
Senkung und Stittzkraft richtet sich nach der Verinderlichkeit des Auf-
triebes wihrend der Senkung, also im wesentlichen nach der Verinder-
lichkeit des Schiffslingsschnittes parallel dem Wasserspiegel.

¢) Bleibende Senkungen.

Sind bei einem statisch unbestimmt gestiitzten geraden Vollwand-
trager bleibende Senkungen vorhanden, so ist zuniichst zu fragen,
ob in solchem Falle alle Stiitzen tberhaupt zur Wirkung gelangen:
Sie werden nur dann eine Stiitzkraft ausiiben, wenn Belastung oder
hinreichende Befestigung die Berithrung der Tragerstiitzpunkte mit
den Fundamentpunkten erzwingen. Wir gehen hier natiirlich von
diesem Falle aus, da ja im anderen Falle aus dem Balken von der
beabsichtigten Stiitzung ein solcher anderer Stiitzenzahl wird; vgl.
Fig. 163.

Der beliebige statisch unbestimmt gestiitzte gerade Balken Fig. 162
erfahre eine Stiitzensenkung bei ¢, siehe Fig. 163. Fiir jeden Belastungs-
zustand soll jedoch keine Trennung der Stitzenpunkte ¢ eintreten,
sieche Fig. 164. Es ist zu fragen: Welcher Unterschied besteht zwischen

den beiden bis auf die
J Stiitzensenkung  glei-
chen Balken Fig. 162
und 164 hinsichtlichdes
inneren und &ufleren
Belastungszustandes ?
Die Antwort ist leicht
Y zu folgern aus der Ver-
& 2 Z Fig.163. gleichung der beiden
Trager im lastlosen
8 z Zustande: Soll in die-
sem Talle, wie in
» ‘Lb\_jr_—_————?d pie 16, Tig. 164  geschehen,
A ¢ 1 trota erfolgter Stiitzen-
senkung eine Ver-
einigung der Stiutzenpunkte ¢ erzwungen werden, so ist in ¢ eine ne-
gative Kraft C, anzubringen (etwa durch Befestigung), die im Trag-
werk a b -—d gerade eine Verschiebung Ac¢ von der GriéBfe der Sen-
kung hervorruft. Offenbar nur um den hierdurch hervorgerufe-
nenidufleren undinneren Belastungszustand sind die Zusténde
der beiden Tragwerke Fig. 162 und 164 fiir jede -Belastung verschieden.
Liegt also fiir das ideelle Tragwerk Fig. 162 bereits eine vollstandige
Berechnung fir eine bestimmte Belastung vor, so ist nur noch der Be-
lagtungszustand fiir C, zu ermitteln und mit dem ideellen Zustande
algebraisch zu summieren, um den wirklichen Zustand zu erhalten.

o |

A
¢ d Fig.162,

or

LY
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Beispiel: Ein Monteur habe den auf Seite 89 ff. bestimmten, in Fig. 135 dar-
gestellten Triiger auf drei Stiitzen aufzustellen. Er bemerkt nicht, oder hiiltes nicht
fiir wesentlich, daf an Ort und Stelle die Mittelstiitze 0,8 cm tiefer liegt, als in den
Zeichnungen vorgesehen Fig. 165. Gelegentlich der Untersuchung eines Unfalles
erinnert sich einer der Montagebeteiligten dieses Umstandes und macht Mitteilung
davon. Selbstversténdlich wird dann auch dieser Umstand Gegenstand der rech-
nerischen Nachpriifungen sein.

Es wird hier im Interesse des Studiums niitzlich sein, zunichst die bereits
vorliegende ideelle Berechnung nebst Belastungsbildern nicht zu beriicksichtigen,
sondern die Berechnung von Grund auf unter sofortiger Berticksichtigung der
Senkung als Verschiebungselement vorzunehmen: Es muB sich dann auch auf
diesem Wege bestétigen, dafl sich der ideelle Zustand ohne Senkung von dem bei
eingetretener bleibender Senkung nur um einen unveréinderlichen Spannungs-
zustand, durch die Kraft C, gentigend gekennzeichnet, unterscheiden muB..

Fiir Wahl des Trigers auf zwei Stiitzen a = b als statisch bestimmtes Haupt-
system lautet die durch Anbringung der iiberzéhligen Stiitze ¢ gestellte Bedingung

2, =4¢c= —0,8cm

und damit, nach Einsetzung der Einzelverschiebungen, die Forménderungs-
gleichung : : ‘
—~2 P, +C6,,= —0,8cm

o= (5 - (38

oder gesondert:

In dem Sonderfalle ' = (', zur Erzwingung der Beriihrung des Auflagers ¢ durch
den Triger im sonst lastlosen Zustande (5 P = 0) lautet die Bedingungsgleichung

C, 6,,= —08cm
@I“‘@fy

C, ist also eine Konstante, die nur von der GréBe der bleibenden Senkung und
der Ausbildung des Tréigers abhiingig ist, denn §,, ist die Senkung des Punktes ¢
fir ¢ =1t Der Ausdruck fiir ', ist nun aber gleich dem zweiten Gliede der
allgemeinen Forminderungsgleichung, das somit gleich der Unverinderlichen C,
gesetzt werden kann, somit

EPd'cm
dee

Die Versnderlichkeit der Uberzahligen und ihrer Wirkungen ist also genau wie
beim ideellen Zustande

C= + Co.

P,
60C

nur durch die Biegungslinie der §,, als EinfluBlinie bestimmt, wihrend zu

O =

dem veréinderlichen (' = =——"" und seinen Wirkungen nur das konstante C,
und seine Wirkungen algebr;icsch zu addieren sind. Der analytische Gedanken-
gang bestdtigt also unsere synthetische Schiufifolgerung aus der Betrachtung
der Fig. 162 und 164.

Fiir den diesem Beispiele zugrunde liegenden Triger auf drei Stiitzen, Fig. 135,
war laut Aufgabe auf Seite 89 die gleichzeitige Wirkung einer wandernden
Ein ellast P =30t und einer gleichmiBig verteilten Last ¢ = 5 t/m zu unter-
suchen.

Fiir irgendeine bestimmte Lage (m) von P lautet dann die Forminderungs-
gleichung:

Poy XAl

o !

ce ce

4G,
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Wir sehen also, daB wir den Zustand C, im ganzen nur einmal algebraisch zu
addieren haben, ganz gleich, wieviel und welche Einzelbelastungen kombiniert
‘petrachtet werden. Es leuchtet das auf Grund der vorangegangenen klaren Ent-
wicklung auch unmittelbar ein; dennoch ist der Hinweis erfordert: Wenn der
Leser bei selbstindiger Arbeit die vollstindige, in sich geschlossene Wirkung
einzelner Belastungen ermittelt, so mufl er natiirlich in jede Einzelbetrachtung
die Wirkung C, einbezichen. Hat er sich dann die Grundlagen der Berechnung
nicht vorher Werart eingehend erldutert, wie es hier geschehen ist, so kann er
leicht den Fehler begehen, bei spiiter zu prifender gleichzeitiger Einwirkung der
Belastungen die Ergebnisse der Einzelprifungen, die doch simtlich die Wir-
kung C, enthalten, algebraisch zu addieren.

Es mogen hier kurz die Einzelheiten der zeichnerischen Darstellungen und
der Zahlenrechnung fiir das gewihlte Beispiel folgen. Fig. 165 zeigt den Triiger
Fig. 135 nochmals, jedoch mit Andeutung der Stitzensenkung 4c¢ = 0,8 cm.

Untersuchung der Momente im Querschnltte ¢ bei Wandernder
Einzellast: Fig. 166 stellt zundchst nur eine Ubertragung der Blegungshme
Fig. 138 dar, gleichzeitig unter Einzeichnung der punktierten Linien a’--¢” und
¢’ =+ b" zwecks Vervollstindigung der Biegungslinie zur Einflufflinie fir die ¢-Mo-
mente ohne Stiitzensenkung. Die Stitzensenkung erzeugt nun in ¢ zunéichst
die konstante und negative Stiitzenkraft C,, die auf allen Ordinaten der Biegungs-
linie von der Basis aus im C-MaBstabe als C, anzutragen ist, sofern sie als die
EinfluBlinie fir die GroBe der Uberzihligen betrachtet wird, oder als Mec, im
MomentenmaBstabe, sofern die Biegungslinie die EinfluBlinie fur die Momente
in ¢ aus C ist. In der Fig. 166 ist diese Eintragung der C,-Wirkung vorgenommen
worden. Die Basis der C-Linie bzw. der Mc¢-Linie wird durch die Subtraktion
von C, bzw. Me, nach a” b’ verlegt. Da die Momente in ¢ aus P im statisch
bestimmten Hauptsystem natiirlich keine Anderung erfahren kénnen, so bewegt
sich die Spitze des P-EinfluBdreiecks von ¢’ nach ¢’”’: Mit der Verschiebung der
Geraden ¢’ = ¢” nach @’ = ¢’ und ¢”” = b’ nach ¢’’’ —b"’ ist das konstante Moment
in ¢ aus C,, Mc,, das positiv ist, von den im ideellen Stiitzungszustande Fig. 135
negativen Momenten subtrahiert worden. Die Momentenordinaten sind unter-
halb der Basis gestrichelt dargestellt, weil diese  VergroBerung des Momentes in ¢
aus P allein im Trager auf zwei Stiitzen @ <- b (bestimmt durch das Dreieck a” ¢’”5”)
nur auftritt, wenn eine Befestigung in ¢ vorgenommen wurde oder wenn auller P
eine hmrelchende andere Belastung vorhanden ist. Die Biegungslinie (C-Linie,
Mec-Linie) a’ ¢’ b’ iiber der Basis a” b 18t erkennen, dafl C bel Stellung der
wandernden Binzellast in p und ¢ gleich Null wird und bei Uberschreitung dieser
Punkte durch die Last das Vorzeichen wechselt.

An Hand der Zahlenrechnung fir den Triger ohne Stiitzensenkungen sind
hiernach folgende Anderungen niederzuschreiben:

—080_—080

3., 0,0908

Fiir P in ¢ wird, ohne Stiitzensenkung
C=P=30t=227Tcm

MeBwert von C, in der Biegungslinie (C-Linie) also:

8,81t
G=55¢ %
Als Moment Me, ist dieser Wert alsdann mit dem MafBstabe
I mm = 385 cmt

C, = =88¢.

= 0,67 cm .

zu messen, wie aus der Berechnung des senkungsfreien Trigers bekannt; mithin
Me, = 6,7 mm - 385cmt/mm
Mec, = 2580 emt .

Die durch Schraffur hervorgehobene EinfluBfliche fiir die Momente in c,
Fig. 166, zeigt, daB infolge der grofien Stiitzensenkung das positive Moment das
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Fig. 165—169,

sonst ausschlieflich negative Moment véllig verdringt, und daf das GréBtmoment
in ¢ den Wert
Mcmax = Mco == + 2580 cmt

hat. Dieses Moment tritt auf fiir P in ¢ und, hervorgerufen durch die Befestigung
{oder innerhalb anderer Belastungszustinde durch diese), bei Laststellung in @ oder b.
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Wir gehen nunmehr zur Untersuchung der Anderung der Feld-
momente iiber: Die EinfluBlinie fiir die Momente aus Cp unter P kann ent-
weder unmittelbar aus der M,-Linie iiber der neuen Basis a’’ — b’ in der bekannten
Weise konstruiert werden, Fig. 167, oder aus der Einflullinie fiir den senkungs-
freien Tréger Fig. 139 (bzw. auch Fig. 130), indem man von den Ordinaten dieser
die unverénderlichen Ordinaten aus Me, (in Fig. 167 durch Pfeile gekennzeichnet)
abzieht. Die Pfeilhthe der Parabel fir im Hauptsystem a--b wanderndes P
bleibt ‘natiirlich unveréndert; Fig. 168.

Fig. 169 enthilt zwischen (-Momentenparabel und der punktierten C,-
Momentenfliche die Momente aus der gleichmiBig verteilten Last @ im statisch
unbestimmten System ohne Beriicksichtigung von C,; sie ist also insofern ledig-
lich eine Ubertragung der Fig. 140. Die schraffierte Fliche Fig. 169 dagegen
enthélt die Wirkung von C,; sie stellt mithin eine Betrachtung des Belastungs-
zustandes @ fir sich allein dar.

In Fig. 168 ist die Wirkung des wandernden P und der Last @ vereinigt worden :
hierbei darf also die Wirkung von C,, wie eingangs erlidute: t, nur einmal algebraisch
addiert werden; in der vorliegenden Darstellung ist das hei Konstruktion der
EinfluBlinie fir die Momente unter P aus Cp geschehen. .

Es ergeben sich nunmehr bei Beachtung einer bleibenden Stiitzensenkung
von 0,8 cm folgende GréBtmomente aus P und @ gleichzeitig (in Klammern
die entsprechenden Momente fiir X3, = 0): )

M max aus @ = — 2230 cmt
M, min aus P
= 2,3 mm - 385 cmt/mm = -+ 890 cmt
M, max = — 1340 cmt (—4000) .
M max = 11,8 mm - 385 emt/mm = - 4540 cmt (- 3660)
My max = 19,6 mm - 385 cmt/mm = - 7540 emt (+ 6500)..

Die Feldmomente sind somit erheblich groBer als die fiirr 38, = 0 bestimmten;;
wihrend bei diesen die Spannung gerade den Wert 1,2 t/fem? erreichte, wird sie
fir 29, = — 0,8 cm erheblich {iberschritten. Das Stiitzenmoment dagegen bleibt
erheblich geringer.

 Mymax 4540 2 _ Migmax 7540 2
= ——Wll = m =15 t/cm s Oy = WIE* = 5‘1736 =14 t/cm ’
= Momax _ 1340 = 0,3 t/em?.

o W, 4170
Durch absichtliche Anwendung des Prinzips der bleibenden Senkungen kann
also eine Entlastung etwa besonders gefihrdeter Stellen erzielt werden.
Der Leser moge zur Ubung der selbstindigen Rechnung eine Hebung, also
Adc¢= +0,8 cm zugrunde legen und ferner das hier Gesagte auf mehr als zwei-
mal gestiitzte Balken anwenden.

Erweiterung des Dreimomentensatzes (vgl. Seite 109)
fiir Stiitzensenkungen.

Der Tréger auf vielen Stitzen ... <-¢ = r +— s ..., Fig. 170, er-
fahre die Stitzensenkungen ..., y,, %, ¥;, - . .. Wir setzen feste Ver-
bindung der Stutzenpunkte mit den Trigerpunkten voraus, so dalBl
also der Triager in die Lage ... - ¢ +— ¢ -=¢ ... hineingezwungen
wird.

Die Ursache kann sein: Zeichnungsfehler, Montagefehler in Fabrik
oder auf Bau, falsche Stiitzenlage, Setzen der Fundamente. Der Fall
,,bleibender Stutzensenkungen liegt auch vor bei Tragern auf mehr als



3a)

da) M, 1, +2 M, (I, +1)+ M1+ (qql;+quﬁ)+6E-I<A—l~“~+ ;
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zwei Stiitzen, die heben ihrer Eigenschaft als Biegungstriger gleichzeitig
Gurte einer gegliederten Tragwand sind, wenn deren Knotensenkungen
ohne Beriicksichtigung der Anderung der Auflagerdriicke des Gurtes mit
den Senkungen gerechnet worden sind, was wegen des fast immer ver-
schwindend geringen Einflusses meist unbedenklich geschehen kann.
Bei auftauchenden Bedenken kann man nach Beendigung der Triger-
rechnung die Auflagerdriicke, also die Gurt-Knotenlasten, neu bestimmen
und danach die Senkungen berichtigen : damit wieder die Auflagerdriicke
und so fort. Das Verfahren konvergiert so rasch zum tatsichlichen
Zustande, daB bereits der Ansatz fiir eine sichere Abschitzung des ge-
ringen Fehlers hinreichend ist. Neuerdings sind solche Erwigungen
durch den Flugzeugbau zu
groBerer Bedeutung ge- Z,, 7

langt: Die Flugzeugholme, JL‘““-‘*-Z--'.‘__ [ ——1&1

y - 5

LY

das sind die von den Fliigel- 4

rippen (Spieren) belasteten L I

Flugellangstriger, dienen T he it 7
ig. 170.

gleichzeitig als Gurte der
des weiteren von Rohren und Kabeln gebildeten Tragwinde; diese

- erfahren Punktverschiebungen von bei anderen Bauwerken bisher

nicht gekannter GroBe.
Die Beriicksichtigung des Einflusses solcher Senkungen im Drei-
momentensatze ist auf Grund der Ausfithrungen auf Seite 107ff. ganz
einfach: Das im statisch bestimmten Hauptsystem von den Lasten
erzeugte Klaffen der Querschnitte von der Grofle w,,, = 2 Pdy,,, ver-
mindert sich um
Yr — yq Yr— Ys
A A
q T
Gleichung (1), Seite 107, lautet dann: wenn sie wieder die ¢ und w
fiir M, = -1 als positiv bezeichnen, dagegen Stitzensenkungen als
negativ, Stiitzenhebungen als positiv, wie frither festgesetzt:
Yr=Yq Yr=Ys

I, A

Der Leser kann, wiederum auf Grund der friheren Ausfiihrungen,
Seite 109, leicht selbst entwickeln, wie sich fiir innerhalb jedes Feldes
unverénderliches Tragheitsmoment ergibt:

(2a) ( fa >W+2( fa_y b >J!I+< L )M+ O Ly
a Sl W1 / - 5 —_—
E,J,) e \E, I, T E, g, T \E ) T BT
6R, 6("1],.—!/%4_’!/’-—’!/3):0
I E,J, l, Z
ferner, wenn K und J tiber dem ganzen Balken unverinderlich sind:
6 R, Y~ Yy | Up—
: +6EJC/" Ya g W y")
) l i,

r

4
Wyp =

=0.

(la) TP dm,;+ M, Wyt §i7 W, M, Wep +

+

r

R 6L,
My L, +2 M, (1, + 1)+ M bt — o+

q a
und schlieBlich, firr gleichmaBig verteilte Last:

L

Y=Yy Yp— ys>

q r

=0
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Es ist also eine Winkelinderung, die, infolge Stiitzensenkung im
statisch bestimmten Hauptsystem allein auftretend, einen Knick
tiber der Stitze im Sinne der Wirkung eines an der Schnittstelle an-
gebrachten positiven Momentes erzeugen wiirde, als positiv in die
Rechnung einzufithren.

Man beachte, daB die Stitzenmomente in diesen Gleichungen
nicht verschwinden, wenn die Lasten auf Null verringert werden.

Beispiel: Der mit 3 t/m belastete Triger auf fiinf Stiitzen Fig. 154 bzw.
171 erfahre die Stiitzensenkungen

Y, = —1cm,
y,=—0cm,
Yy=—2cm,
Yy = —lem,
Yy = —0cm.

Das Trigheitsmoment des Balkens betrage J = 9800 cm?, die Elastizitétsziffer
E = 2150 t/em?; es lautet dann der Ansatz:

F3 s e (0+1 0+2> 2150 -9800
D) g @GP+ )+ 3M, + 14M, + &M, 500 400 10000 cm¥/m?
T3 sy . (—2+0 —2+1> 2150-9800
) - @ +4%) T AM A 16M o+ ANy T\ 200 T 200 ) % 10000ememe
3. (_1+2 _1+0) 2150-9800
1) =5 @2 4 5%) + Ay 18y 5 M+ \ 455 T 550 ) $100000mmE —
M, =0m; MIV:%A.;-z——‘ — gme,
I) +14M, + 4M, + OM,, = — 173,558.
1I) 4+ 4M, +16M, + 4M, = — 1,185.
1II) + OM,+ 4M, -+ 18M,, = — 118,071.
I) +14M, + 4M,+ OM, — — 173,558.
1) +14M, 56 M, + 14M,, = —  4,148.
eTwW.
a) +52M,, + 14M,, = + 169,410.
TII) + 52 M, + 234 M, — — 1534,923.
erw.
+ 220 M,,, = — 1704,333 .
M, = — 7,74697.
M, = —1,75m.
1) 4+ 4 M, + 18 -7,74697 = — 118,071
M, = - 5,34363
My = 4 5,34m1.
I) +14M, 4 4-5,34363 = — 173,558
M, = —13,92374

M, = — 13,927
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Ergebnis der Probe: Alle drei Ausgangsgleichungen werden von den errechneten
Werten hinreichend genau befriedigt. Fig. 172 ist die Darstellung der Momenten-
fliche. Die gestrichelt eingezeichnete Momentenlinie, die der Fig. 155 entnommen
wurde, zeigt vergleichsweise den EinfluB der vorgegebenen Senkung.

Der Leser berechne zu seiner Ubung die Momente des unbelasteten Balkens.
Laut den Darlegungen auf Seite 118 muB die Vereinigung des Zustandes ,,Stiitzen-
senkungen ohne Belasting* und des Zustandes ,, Belastung ohne Stiitzensenkungen
den Zustand ,,Belastung bei gesenkten Stiitzen** ergeben. Die sichere Ver-
meidung von Vorzeichenfehlern hingt von Verstindnis und Ubung ab; zur Er-
zielung beider Erfordernisse ist zu empfehlen, eine Folge von Beispielen, in der
zwel benachbarte Beispiele nicht zu sehr voneinander abweichen, zahlenmifig
auszuwerten und die Momentenlinie zeichnerisch darzustellen.

8) Elastische Senkungen.

Statisch unbestimmte Tragwerke, die elastisch senkbare Stitzen
enthalten — sei es infolge Anordnung langer Stiitzenstibe oder infolge
einer der anderen bereits geschilderten Stiutzungsmoglichkeiten von
elastischer Nachgiebigkeit — sind offenbar nur praktisch und im Sprach-
gebrauche von anderen statisch unbestimmten Systemen unterschieden,
jedoch nicht hinsichtlich des Wesentlichen, also nicht in der Herleitung
der Forminderungsgleichungen: Wie unmittelbar einzusehen, ist in
diesen Forménderungsgleichungen lediglich die Summe der Ver-
schiebungen § eines Stittzpunktes nicht gleich Null, sondern gleich der
als Funktion des Auflagerdruckes ausgedriickten elastischen Stiitzen-
senkung zu setzen. Liegt, was meist der Fall, eine geradlinige Funk-
tion vor, z. B.:

de=0C9,,

so wirden also die Formidnderungsgleichungen fiir einen beliebigen
statisch unbestimmten geraden Balken lauten:

EP8y+C0e+Dbyg+Edey+...=0C0,
2P6dm+06dc+D6dd+E($de+. .. :Dad
2P6e7n+05ec+Daed+E6ee+- .- ———E(SB

worin die Verschiebungen d,, d;, 0, usw. die elastischen Stiitzensen-
kungen fiir die Stitzenkrafteinheit sind. ILiegen Stiitzenstibe s vor,
80 wird man iiblicherweise an Stelle von

Ade=C4,
schreiben
As=8-g.

Setzen wir die elastischen Stitzensenkungen in dieser Form in die
obigen Gleichungen ein, so sind sie auch #uBerlich mit den fiir jedes
statisch unbestimmte System giiltigen allgemeinen auf Seite 21 ent-
wickelten Forménderungsgleichungen vollig identisch.

Lautet die Forminderungsgleichung fiir einen deutschen Bogen
mit Zugband

ZP(Sbm—HabbzASZH'QS,
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s0 lautet sie fiir einen Trager auf drei Stiitzen mit elastisch nachgiebiger

ittelstiitze :
Mittelstittze I POy —Cdpe=As—C-g,.

Zahlenbeispiel: Der auf Seite 89 ff. bestimmte und in Fig. 135 dargestellte
Triager auf drei Stiitzen soll unter Beibehaltung aller Abmessungen und der Be-
lastung mit einer Mittelstiitze von 4 m Linge versehen werden, Fig. 173; unver-
dnderlicher Querschnitt der Stiitze: J[-Eisen N. 18 von 2 - 28 = 56 cm?.



128 Die statisch unbestimmten Vollwandtriger.
Die Langendnderung dieser Stiitze fiir die Krafteinheit berechnet sich nach
dem Hookeschen Gesetze zu

8 400 cm.
€= F.E ~ 56 cm? - 2150 tjom?

= 0,00332 cm/t .

Die Forminderungsgleichung lautet:

X Pd,, —Co,,=Cp,
oder
C_EPd‘cm

T Oy t0,

(Der Leser vergleiche diesen Wert fiir ¢ bei elastischer Stiitzensenkung mit den
fitr bleibende Senkung, Seite 119). Es sind somit folgende Anderungen der fiir
den Tridger ohne Senkung auf Seite 89ff. und in den Fig. 135 bis 140 zeichne-
risch dargestellten Rechnung vorzunehmen:

Die Biegungslinie fiir ¢ =1t kann zwar in gleicher GréBe iibernommen
werden, siche Fig. 174, doch ist ihr MaBstab als EinfluBlinie der Momente in ¢
aus Cp im Hauptsystem a--b zu @ndern, da der unverinderliche Wert, durch den
die P§,, der gesonderten Forménderungsgleichung nicht mehr §,,, sondern
(0., + o,) lautet. Ermittlung der Uberzihligen und gleichzeitig des MaBstabes:
Fiir Laststellung in ¢ wurde ohne Senkung:

_Pb,.
=TS T 70,0008

30 t - 0,0908 —304.

C

Dagegen erreicht die Stiitzkraft bei der elastischer: Stiitzensenkung nur den Wert:

P-6, _  30£-0,0908
U= 3 o = 0,0908 1 0,00338 — 20 t-

Da sich die Momente in ¢ aus diesen Stiitzkriften so zueinander verhalten
wie die Stiitzkrifte selbst, so wiirde die Biegungslinie Fig. 174 als M -EinfluB-
linie bei Verwendung des fritheren MaBstabes 1 mm = 385 cmt im Verhiltnis

30 ¢ (oder einfach: -51‘—3—_{;98) zu grofl gezeichnet worden sein: Bei Beibehaltung

29 ¢
der Biegungslinie ist der MaBstab daher zu #ndern in
29
1 mm = 385 30 = 372 cmt .

Bei Parstellung der EinfluBlinie fiir die Momente in ¢ aus P, also des Drei-
eckes mit der Spitze iber ¢, Fig. 174, ist zu beachten, daB bei dieser Stiitzen-
senkung bei Laststellung in ¢ nicht mehr P = C = 30 t wird: ¢ hat nur noch
den Wert 29,0 t, die Spitzenordinate des P-Momentendreieckes ist also im Ver-

hiltnis %g grofier zu zeichnen als die C-Momentenlinie. Fiir Stellung der Last

in ¢ ergibt sich daher auch ein positives Moment in ¢; Fig. 174.

Der Untersuchung der Feldmomente unter P dient Fig. 175: die Spitze der
aus der C-Momentenlinie, Fig. 174, in der bekannten Weise gewonnenen Einfluf-
linie fiir die Momente unter P aus Cp darf die Parabel fiir die P-Momente nicht,
wie bei senkungsfreier Stiitzung, berithren; vielmehr mu8 sich ein Abstand gleich
der Ordinate des positiven Momentes in ¢, Fig. 174, ergeben.

Die Berechnung der Momente aus der gleichmiBig verteilten Last Q nebst
Darstellung der Momentenfliche aus der Forminderungsgleichung :

_2gnAl)-cn

Ce dee + 0
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bietet keine Schwierigkeiten mehr. Auf Grund der fritheren Berechnungen (Seite 99
und Seite 128) ergaben sich firr die Elemente dieser Gleichung die Werte:

(@ A41)6,,, = 3,396
8., = 0,09080
(Bec + 05) = 0,09412 .
Daraus ergibt sich:

3,396
Lo= 30041 =30LE
Darstellung der Momentenfliche, Fig. 168:
Dreieckhohe bei ¢:
M, = 2,27 cm + 361 _ 2,83 cm .

29
Parabelpfeil fir @:

M, — 5t/m-12m -1200 cm
~—£—  8-3720 cmt/cm

Die Ordinaten dieser Momentenfliiche sind in die EinfluBlinie fiir die Momente
unter P, Fig. 175, iibertragen worden.

Die zeichnerischen Darstellungen ergeben nun folgende in Betracht zu ziehenden
Zahlenwerte

M3 max aus P und @ = 10,4 mm - 372 cmt/mm = 3870 emt

= 2,42 cm .

Mo max desgl. = 18,5 mm . 372 cmt/mm = 6880 cmb
M max aus P = 4,0 mm -372 cmt/mm = 1490 cmt
Memex  aus @ = 4,8mm 372 cmt/mm = 1790 emt.

M ymax aus @ und P = 3280 omt
Die in Betracht kommenden Widerstandsmomente hatten die Werte (vgl. Seite 96):
W, = 4170 cm3,
Wi = 3050 cm?,

W, = 5430 cm3,
Firr Anbringung der 4 m langen Stiitze ergeben sich somit folgende Spannungen:
6, = z—?g—g = 0,80 t/om?,
oy = % = 1,27 t/em?,
o = gz_g — 1,27 tjom®.

Die beim Triger mit senkungsfreier Stiitzung zugelassenen Spannungen (vgl
Seite 100) werden also bereits durch Anordnung eines elastischen Stiitzenstabes
merklich iiberschritten. In diesem Falle war die Anbringung einer Stiitze beab-
sichtigt, die Senkung hitte also von vornherein beriicksichtigt werden kénnen.
Es kann jedoch gerade die oft nicht vorhergesehene Nachgiebigkeit anderer Auf-
lager einen erheblich griSeren Wert annehmen. Man sieht also, daB es gut ist,
in die Berechnung von statisch unbestimmten Systemen mit Riicksicht auf ihre
Empfindlichkeit gegen Bau- und Montagefehler sowie Stiitzennachgiebigkeit eine
hohere Sicherheit einzufiihren, als fiir statisch bestimmte Tragwerke, die gegen
Stiitzensenkungen und Baufehler unempfindlich sind, d. h. in dem hier wesent-
lichen Sinne.

Buchholz, Tragwerke. 9
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Der Leser hat bemerkt, dafi sowohl bei der Behandlung der Wir-
kung von P wie auch der von @ der Stiitzeneinflul} beriicksichtigt wurde,
und daB die so gewonnenen Einfluflinien zur Betrachtung, der gemein-
samen Wirkung lediglich addiert wurden: Bei bleibender Stiitzen-
senkung durfte die Wirkung der Senkung nur einmal berticksichtigt
werden. Der Unterschied ergibt sich, was der Leser wahrscheinlich
auch schon selbst bemerkt hat, klar aus dem Unterschiede der Form-
inderungsgleichungen. Diese lautet fiir bleibende Senkung, vgl.

Seite 119:
Pdew + (ZQm Al)dcm
.dc 14 dc 14
Dagegen fiir elastische Nachgiebigkeit:
C= ZPdem — -Pdcm (Zq'mAl)d‘cqn’
(dcc + Qs) (dcc + Qs) (dcc + Qs)

C= + C,.

2. Die armierten geraden Balken.

a) Der mit Zughand und zwei Vertikalen armierte Vollwandtriger
auf zwei Stiitzen.

Fig. 177 stellt einen solchen Trager mit regelméBiger Gliederung
dar, so wie wir ihn im Zahlenbeispiel behardeln wollen. Der Leser
wird jedoch sehen, daB die zur Bestimmung der Uberzihligen anzuwen-
denden Rechnungsgrundlagen allgemeiner Natur sitd und daher auch
auf jeden Triger von unregelmaBiger Gliederung angewendet werden
konnen.

Wir betrachten dieses auch wohl ,,doppelt armierter Vollwand-
trager* genannte Tragwerk an erster Stelle urd in einem zahlermaBig
durchgefithrten Beispiele, weil diese Ausbildung des armierten Voll-
wardtragers am haufigsten auftritt.

Bei Betrachtung der Fig. 177 erkennt man, daf die Entfernung
z. B. eines der mit s oder v bezeichneten Stibe das Tragwerk in ein
statisch bestimmtes verwandeln wiirde; daraus geht hervor, daf der
Triger einfach statisch unbestimmt ist.

In diesem Falle sei die Aufgabe gestellt, die Beanspruchung der
einzelnen Glieder eines vorhandenen Tragwerkes zu ermitteln.
Es ist daher die Bemessung der einzelnen Stédbe des Tragwerkes bekannt.
Ist der Triger erst zu entwerfen, so sird zuvor auf Grund von Annéhe-
rungsberechnungen, etwa solche, wie sie am Schlusse dieses Abschnittes
an die Hand gegeben werden cder auf Grurd #hunlicher bereits aus-

gefithrter Konstruktionen die Querschnitte oder entsprechende Ver-
haltniszahlen zu wihlen.

Der gewihlte Triger, vgl. Fig. 177, hat eine Spannweite von 10 m und sei
statisch bestimmt gestiitzt. Der Obergurt, d. h. der eigentliche Biegungstréger,
besteht aus 2 U-Eisen N. 16 mit eincm Querschnitte von 2 - 24 cm® und einem
Tragheitsmomente J, = 2 - 925 cm% Die Armierung wird gebildet von einem
Zugbande, das aus 2 L-Eisen 70 x 70 X 7 mit einem Querschnitte von 2 « 9,4 cm?®
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zusammengesetzt ist, sowie aus zwel Vertikalen, die je aus 2 L-Eisen 45 X 45 X 5
mit einem Querschmtte von 2+ 4,3 cm?2 bestehen. Der Abstand zwischen Schwer-
linie Biegungstriger und Schwerlinie Zugband betrigt zwischen den Vertikalen
70 em; der Abstand der Vertikalen voneinander 3 m,

Die Ermittlung der Beanspruchung des Tragwerkes Fig. 177 soll zunéichst
fiir eine gleichmifBig verteilte, unmittelbare Belastung von 1 t/lfdm vorgenommen
werden.

Zur leichteren Erkennung der durch das Vorhandensein eines iitberzihligen
Stabes gestellten Forménderungsbedingung ist es auch hier, wie bei Behandlung
aller statisch unbestimmten Systeme, zweckmiBig, das statisch bestimmte
Hauptsystem zu bilden durch wirkliches Entfernen des iiberzéhligen Stabes
aus der Skizze und die Spannkraft dieses Stabes als duBere Kraft einzufiihren.
Fiir die Wahl der Uberzéhligen ist allein die anzustrebende Kiirze und Ubersicht-
lichkeit der Berechnung bestimmend. In diesem Beispiele ist die Entfernung
von $; als iberzdhliger Stab vorteilhaft, Fig. 178.

Die Forminderungsgleichung muf alsdann die Bedingung ausdriicken,
die die Einschaltung des tiberzihligen Stabes s, beziiglich der Entfernung seiner
beiden Angriffspunkte n voneinander stellt. Diese aus der Betrachtung des sta-
tisch bestimmten Hauptsystems zu folgernde Bedingung lautet in algebraischer
Form:

xPd,,,—Xd,,=Xg,.

Darin bezeichnet m die Angriffspunkte der Last (in diesem Falle streng genommen
unendlich viele) und g,, wie bisher, die Verlingerung des iiberzidhligen Stabes
fir die Krafteinheit (gewshlt 1t). In Worten lautet diese Bedingung: Die Ent-
fernung der Angriffspunkte n der Uberzihligen X voneinander im statisch be-
stimmten Hauptsystem infolge Einwirkung der gleichméBig verteilten Belastung,
> P§, ., » vermindert um die GréBe der Anniherung der gleichen Punkte bei blofier
Wirkung der Uberzihligen X auf das statisch bestimmte Hauptsystem, nimlich
gemi unserer Bezeichnungsweise X4,,, muB gleich der Lingeninderung des
iberzéhligen Stabes s, sein, die dieser unter Einwirkung der Spannkraft X er-
leidet, also X - g, .

Nunmehr sind die in der oben entwickelten Forminderungsgleichung ent-
haltenen Verschiebungselemente zahlenméfBig zu bestimmen. Nach dem Lehr-
satze von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen ist

Opm = Omn s

d. h.: die Verschiebung der Punkte n gegeneinander, also in Richtung der Kraft X,
hervorgerufen durch die in einem beliebigen Punkte m der Schwerlinie des Bie-
gungstrigers wirkende vertikal gerichtete Lasteinheit, ndmlich das gesuchte Onms
ist gleich der vertikalen Verschiebung dieses Punktes m durch die in den Punkten »
in Richtung der Uberzihligen angreifende Kraft X = 1t Die Verschiebungen
atler Punkte m lassen sich hiernach durch nur eine fiir den Biegungstriger ge-
zeichnete Biegungslinie ermitteln, und zwar durch diejenige, die infolge Ein-
wirkung der Last X = 1 t auftritt. Da nach dem Lehrsatze von der Gegenseitig-
keit der Verschiebungen jede Ordinate dieser Biegungslinie die Verschiebung
der Punkte n gegeneinander bedeutet, welche durch die mit dieser Ordinate als
‘Wirkungslinie auf den Biegungstriger wirkende Lasteinheit hervorgerufen wird,
80 ist also zur Ermittlung der Gesamtverschiebung der Punkte n gegeneinander
nur die Summe der Produkte aus Last und zugehoriger Verschiebungsordinate
zu nchmen, also X P4, .

Die ferner zu betrachtende Verschiebung X4,, kann man sich zweckméBig
als aus zwel Verschiebungen zusammengesetzt vorstellen. Zunéchst werden sich
die Punkte n infolge Durchbiegung des Vollwandtrigers unter Einwirkung der
Last X einander ndhern; diese Verschiebung mag mit 6, ,,, fiir X = 1 t bezeichnet
werden. Eine weitere Anniher ung der beiden Punkte n ergibt sich aus den Langen-
tinderungen der einzelnen Stibe des statisch bestimmten Hauptsystems unter
Einwirkung der Kraft X =1 t; diese Verschiebung mége die Bezeichnung 4,,,
erhalten.
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Wir haben uns also zuerst mit der Annidherung Jd,,, der beiden Angriffs-
punkte 7 infolge Durchbiegung des Biegungstrigers unter Einwirkung der Kraft
X =1t zu befassen. Diese Verschiebung berechnet sich rein geometrisch aus
der vertikalen Hebung der Punkte o der Tridgerschwerlinie, die gleichzeitig die
oberen Angriffspunkte der beiden Vertikalen sind. Die Hebung §,, der Angriffs-
punkte der beiden Vertikalen ist bereits in der fiir X = 1 gezeichneten Biegungs-
linie enthalten.

In Anbetracht des Umstandes, daf es sich bei diesen Rechnungen immer
aur um sehr kleine Verschiebungen handelt, sowie des weiteren Umstandes, da
wir zur Berechnung von §;,, die Lingeninderung der Stibe, insbesondere des
mit v bezeichneten Vertikalstabes vorldufig auler Be- oc-——o_ 2t
tracht lassen, kénnen wir die vertikale Verschiebung
des Punktes o gleich der des Punktes n setzen. Die
Hypotenuse des kleinen Verschiebungsdreiecks, das am
Punkte 7 von den beiden Verschiebungen /,6,,, und £07nn
3on gebildet wird, vgl. Fig. 184, muBl auf dem Stabe s, Fig. 184.
senkrecht stehen, da dieser zur Bestimmung von d4,,,
wie bereits in anderer Form vorausgesetzt, als starr angesehen wird; daraus
ergibt sich die Ahnlichkeit zwischen dem kleinen Verschiebungsdreieck und dem
von 8,, v und p gebildeten Stabdreieck. Es folgt

1/ 2 611:,11 . v

60 n p ’
Hiernach ist der Anteil der Stablingeninderung an der Verschiebung 6,,,
ndmlich d,,,, zu ermitteln. Infolge Belastung der beiden Punkte » durch die
Kraft X = 1 erfabren die Vertikalen und der Biegungstriger eine Verkiirzung,
die beiden Zugstédbe s, eine Verlingerung; simtliche Stablingenénderungen tragen
zur Anndherung der beiden Punkte 7 bei. Die Summe dieser Verschiebungen,
ndmlich §,,,, 148t sich durch Aufstellung einer Mohrschen Arbeitsgleichung
leicht bestimmen (vgl. Seite 69). Denken .wir uns in den Punkten n je eine ge-
dachte Kraft 1 in der Wirkungslinie von X angebracht, so leistet diese Kraft 1
die gedachte Arbeit

aflso 61nn =260n'%'

A=1"-95,,-.
Diese Arbeit muB gleich derjenigen sein, die von den gedachten inneren Kriften S
geleistet wird; somit:
1:6pu,=2384s.
Darin bedeutet 4 s die Stablingeninderungen, also:
Ads=8op,.
Dieses in die Arbeitsgleichung eingesetzt ergibt:
1:85,, =3880,.
Mit Riicksicht darauf, daB bei dieser Anwendung der Mohrschen Arbeitsgleichung
S=8
ist, kénnen wir praktisch schreiben:
Ognn = > 82%,.

Wir sind also nunmehr in der Lage, die Elemente der oben entwickelten Form-
anderungsgleichung :
:Pamn - Xalnn - Xaznn = ng

zahlenm#Big zu bestimmen. Damit ist uns also die Uberziihlige gegeben. Aus
der Forménderungsgleichung ausgesondert, ergibt sich die iiberzdhlige Spann-
kraft zu

3
X _ ZPo.

ziélnn + 6271:1 + Qs].
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Die Darstellung der elastischen Linie des Biegungstrigers fir X = 1 t erfolgt
am besten auf zeichnerischem Wege als Seileck von fingierten Lasten:
M

W= JE’AZ

Die Momentenfliche ist ein Trapez von der groBten Breite X - v, also:
M=1t-70cm = 70 cmt.

Da in diesem Beispiele das Trigheitsmoment unverinderlich ist, nimlich
J = 2925 cm? == 1850 cm*

ebenso die Elastizitatsziffer:
E = 2150 tfem?,

s0 kann die Momentenfliche zugleich als Bild der gedachten w-Belastung dienen,
Fig, 179. In Fig. 177 ist der Triiger ebenso wie die Basis der w-Belastungsfliche

im Mafistabe 1:100 aufgezeichnet worden. Die aus der Gleichung w = .-IiMTE
sich ergebenden Werte. sind daher mit einem Faktor &« = 100 zu multiplizieren,
ebenso mit dem Faktor § = 4, da die Polweite aus praktischen Griinden zu 4 cm
gewidhlt wurde. Da auch eine Verg1 6Berung der Durchbiegungsordinaten angezeigt
erscheint, so ist ein weiterer Faktor y = 2 als VergroBerungsziffer gewdhlt worden.
Somit:
M
W(cm):J— ~A1-100 -4 (em)- 2

Teilen wir die W-Belastungsfléche in 10 gleiche Teile (a,lso Al = %) , wie dieses
in Fig. 179 geschehen ist, so ergeben sich nach dieser Formel fiir die als Einzel-
lasten betrachteten Resultierenden der Belastungsstreifen folgende Zahlenwerte:

W, =0,201 (cm)

W, = 0,603
Wy =1,005
W, = 1,357 ,,
Wy = 1,407 ,,

Ay = 4,573 (cm)

In Fig. 180 ist fiir das Krafteck aus diesen GréBen die Blegungslmle als Seileck
gezeichnet worden.

Die Belastungsfliche aus der tatsichlich wirkenden glelchmaﬁlg verteilten
unmittelbaren Belastung von 1 t/lfdm ist ein Rechteck, vgl. Fig. 178. Diese Be-
lastung werde praktisch als aus zehn gleichen Einzellasten P = 1t bestehend
angesehen. Die Messung der Ordinaten §,, unter diesen Einzellasten ergibt:

1y =1 = 0,27 cm/t
7g =75 = 0,81 ,,
ng=n5 =129 ,,
ny =ni= 165
N5 = 0§ =1,82 ,,
3 = 5,84 cm/t

Das erste Glied der Forminderungsgleichung, niimlich ¥ P§,, , berechnet
sich also, da sdmtliche Krifte P einander gleich sind, zu

TP, =2-(584 cm/t -1t),
2Pd,,, =11,68cm.
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Das zweite Glied der Forminderungsgleichung berechnet sich gemiafl der
geometrischen Ableitung auf Seite 133 aus der Formel:

v

O1nn = 20,, i)‘ .

8, ist in der Biegungslinie fir X = 1t enthalten. Die Messung ergibt:
8on = 1,65 cm/t .

v ist die Systemlinge der Vertikalen, p die Linge des Vollwandtrigers zwischen
Auflager und Vertikalen; somit:

S1nn =2 - 1,65 con/t -
810 = 0,66 cm/t .

Fur die weiter zu berechnende VerschiebungsgroBe d,,, ergab sich durch
Aufstellung einer Mohrschen Arbeitsgleichung der Ausdruck
éZnn = ZSZ Qs -

Der Wert o, ist die Verlingerung jedes einzelnen Stabes fiir die Krafteinheit;
nach dem Hookeschen Gesetze, wonach die Dehnung proportional der Spannung
wichst, ist daher

70
350"

8
Q¢

“=EF-

Hiernach 148t sich die folgende Tabelle anschreiben, die alle notwendigen Zahlen-
werte enthélt.

Tabelle Nr. 11.

Stab- Spannkraft Stabquer-
Stab linge s firX=1¢t schnitt & S2o R
in cm ) int in cm? in cm/t
I 1000 1,00 2-24 \ (2 +)0,00485 0,00485
8, 357 1,02 2. 94 | 0,00885 0,00920
v 70 0,20 2. 43 0,00380 |  0,00015
| Sgnn=238% 0, = 2-0,01420
; g na = 0,0284
8, 300 1,00 2- 94 0,00740 |
| |

Aus dieser Tabelle ergibt sich also:
Spnn = 0,0284 cm

und gleichzeitig die schlieBlich noch bendtigte Verlingerung des iiberzdhligen
Stabes s, fiir die Krafteinheit:

0, = 0,0074 cm/t .

Der Leser ersetze zur Ubung die geometrische Berechnung von é,,, , Fig. 184,
durch Anwendung einer Arbeitsgleichung, und versuche sodann, §,, ohne Zer-
legung zu finden.

Setzen wir nun diese Zahlenwerte in die gesonderte Bedingungsgleichung fiir
die Uberzihlige ein, so ergibt sich:

X = 0,66 + 0,0284 + 0,0074

und damit:
X = 16,8 t.

Bei Betrachtung der Zahlenwerte des Ausdruckes fiir X erkennt man, dag
die Stablingenénderungen gegeniiber den infolge Durchbiegung des Vollwand-
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trdgers hervorgerufenen Verschiebungen im allgemeinen nur geringen EinfluBl auf
die GroBe der Uberzihligen und damit auf die Beanspruchung des Tragwerkes
tiberhaupt haben. Bei Entwurf eines solchen Tragwerkes ist also das Haupt-
augenmerk darauf zu richten, moglichst gleich die richtige Wahl hinsichtlich der
Bemessung des Vollwandtrigers zu treffen. Ergeben die schliefSlich errechneten
Beanspruchungen die Notwendigkeit, ein anderes Profil fiir den Biegungstriiger
zu wihlen, so ist ein erheblicher Teil der Rechnung von neuem durchzufiihren.
Eine miBige Anderung der Armierungsstibe wird dagegen (nach #iberschliglicher
Schétzung des Einflusses) in den meisten Fillen mit einem diesbeziiglichen Hin-
weise vernachlissigt werden konmnen.

Ehe wir fiir die Wahl eines Biegungstrigers bei Entwurfsberechnungen Anhalts-
punkte zu gewinnen suchen, wird es niitzlich sein, das gewihlte Beispiel zu Ende
zu fiihren, also wie in den fritheren Beispielen die Bestimmung der Beanspruchung
in Erinnerung zu bringen; auch wollen wir die Verinderlichkeit der Uberziihligen
bei Belastung des Tragwerkes durch eine wandernde Einzellast zuvor untersuchen.

Nach Bestimmung der Uberzihligen ergeben sich die wibrigen Stabkrifte ein-
schlieBlich der Axialkraft des Vollwandtrigers unmittelbar aus der Betrachtung
des statisch bestimmten Hauptsystems Fig. 178.

Fiir die gewshite gleichmiBig verteilte Belastung von 1 t/m ist auch die Er-
mittlung der Beanspruchung des Vollwandtrigers durch Momente sehr einfach:
Zeichnerisch erfolgt sie derart, dal man von der Momentenfliche der Belastung,
die in diesem Falle bekannthch von einer Parabel begrenzt wird, die Momenten-
fliche fiir die Biegungsbeanspruchung durch die Uberzihlige (Xt vem), die
ein Trapez dhnlich Fig. 179 sein muB, abzieht; vgl. Fig. 181. Fig. 182 gibt die
deutlichere Darstellung durch rechnerische Vora.usbestimmung der Momente in 0.
Tig. 183 zeigt die Momentenfliche fiir eine Einzellast von 3,5 t in dem bestimmten
Punkte g.

Nicht so einfach gestaltet sich die Bestimmung der gréBten Beanspruchung
des Materials bei Belastung des Tragwerkes durch eine wandernde Einzellast.
Die Untersuchung der Biegungsbeanspruchung des Vollwandtriigers erfolgt hierbei
am besten von Querschnitt zu Querschnitt, je nach der erforderlichen Genauigkeit
der Rechnung in mehr oder weniger groflen Abstéinden.

Dem folgenden Beispiele dazu sei in Fig. 185 der gleiche Triger zugrunde
gelegt, wie im vorangegangenen Beispiele zur Aufnahme der gleichmifig ver-
teilten Belastung. Die Biegungslinie, also die Einflufilinie fiir die Grofie der Ver-
schiebung der Punkte 7 gegeneinander durch Einwirkung einer wandernden
Einzellast P = 1 t, bleibt demgem&B unveréndert. Da das gleiche auch von den
Verschiebungen §,, und g,, durch die Einheit der iiberzihligen Spannkraft
selbst zu sagen ist, und da diese Werte fiir jede Laststellung dié gleichen sind,
so ist also die fir X = 1 in Fig. 180 gezeichnete Biegungslinie auch die Einfluf3-
linie fiir die GroBe der Uberzihligen bei Belastung des Trigers durch eine
wandernde Einzellast. Die Ordinate 5 unter der wandernden Last P ergibt die
Verschiebung

(P ';(Snm) == P .
Damit ist also der Wert X und damit die Axialbeanspruchung des Stabwerkes
fast unmittelbar aus der Biegungslinie Fig. 180 abzugreifen.

Nun zur Biegungsbeanspruchung des Vollwandtriigers. Bezeichnen wir den
unveridnderlichen Wert

1

const.

( nn L\S)
so kann man den allgemeinen Ausdruck fiir die Uberziihlige (Seite 132) schreiben:
X = P -5 - (const.)

oder, da man zweckmiBig zunfichst nur die Wirkung der wandernden Last-
einheit betrachten wird:

X =5 - {const.).
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die Querschnitte des Voll- a,. »
wandtrigers zwischen o -0
den Vertikalen, so ist k
klar, daB das auf diese
Querschnittel einwirkende . L 50,
Moment infolge Belastung .
durch X, né,mglich: 3500 So0¢ 380crm
M=X-v |
nur von der GroBe der Uber- ; 3 S e Momerve 4
zéhligen verdndert wird, da El@c/mf/wgzgjzcﬁazﬂ Z Jr
v der unverinderliche Ab- ,
stand des Zugbandes ist.
Es kann also die Einflu8-
linie fiir die in einem
Querschnitte auftretenden . !
Biegungsbeanspruchungen ‘
I

Fig. 185,

430cr, 4 30c

Fig. 186.

71 =10 Cvrr

durch Einwirkung der wan-
dernden Lasteinheit mit & 'wsg
Hilfe der Ordinaten der
Biegungslinie derart ge-

7

r.f""'/
. ."T“mﬂm e
1t =4 fﬁﬁ%ﬁm‘ - s

zeichnet werden, dal man il ‘ i s W,
lediglich ihre durch Multi- il st ot = 10cmt

‘l’n‘u'w g .
plikation mit der Verhilt- N P Fig. 187.

Tl
. R
niszahl [v - (const.)] verdn- [l . oo \
derte Linge auf der gleichen

Basis auftréigt, vgl. Fig. 186;
T TT]

unter der jeweiligen Stellung
der Lasteinheit kann als-
dann unmittelbar das durch
die zugehorige Uberzihlige <
in dem betrachteten Quer- fr e oaaa s
schnittedesVollwandtrigers §S ... < <51 s
hervorgerufene Moment ge- b ’
messen werden. Ermittelurng der Momente wmret P aus X affein im siatisch
Es bleibt danach noch bestimmiern | Hauplsysteme
iibrig, die EinfluBlinie fiir =
das Moment einzuzeichnen, ] Tig.188
das die Belastung des sta- N ' s o
tisch bestimmten Haupt- |~
systems durch die Lastein-
heit selbst in dem betrach-
teten Querschnitte hervor-
ruft. Dieses Moment mufl
bei der Wanderung der Last- m“"
einheit zwischen Querschnitt \“
und Auflagern proportional
wachsen, was als bekannt Mmax!

=7t —
,
. e
P
” B
» o —
w
P
P—
Z

&

4

0
70:/77‘(
7 ettt = 9t
-

mFHoND O

2z

»
»
»
B

k2o lik
770077,

/l

Fig. 189
vorausgesetzt wird und
auchunmittelbareinzusehen
ist. Da das Moment in dem
Querschnitte bei Stellung
der Last itber den Auflagern sem

gleich Null ist, dagegen bei
Stellung der Last iiber dem
Querschnitte selbst seinen
Groftwert erreicht, so ist also die EinfluBlinie firr das Querschnittsmoment dqrch
Einwirkung der Last selbst ein Dreieck mit der Spitze unter dem Querschnitte.

Die sich aus der Zusammenzeichnung der beiden EinfluBlinien ergebende
resultierende EinfluBfliche ist in Fig. 186 durch Schraffur hervorgehoben worden.
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Sie ist die EinfluBfliche der Biegungswirkung einer wandernden Einzellast P =11t
auf den Querschnitt ¢-- ¢ des Vollwandtrigers.

Die gekrtimmte Begrenzungslinie der EinfluBfliche bleibt fiir die Querschnitte
zwischen den Vertikalen unveridndert; die Spitze der geradlinig begrenzten Ein-
fluBfliche dagegen wandert mit dem zu untersuchenden Querschnitte und bewegt
sich dabei auf einer Parabel, die ihren Scheitel unter Trigermitte hat und deren
Aste durch die Endpunkte der EinfluBfliche gehen.

Das beziiglich der geradlinig begrenzten EinfluBfliche Gesagte gilt auch fiir
die Untersuchung von Querschnitten zwischen Vertikale und Auflager. Bei der
Darstellung der gekriimmten Begrenzungslinie der EinfluBfliche, nsmlich der
Einflufifliche fiir die Uberzihlige X, ist in diesem Falle jedoch zu beachten, daBl
sich der bisherige Hebelarm v im Verhéltnis des Abstandes des zu betrachtenden
Querschnittes vom Auflager zum Abstande der Vertikalen zum Auflager in seiner
Linge verringert. Die Ordinaten der gekriimmten Begrenzungslinien verringern
sich also proportional der Anndherung des zu untersuchenden Querschnittes an
die Auflager. Will man den Ma@istab beibehalten, so mu8 man demmach die
Fig. 186 fiir jeden Querschnitt besonders zeichnen. Nimmt man die Unbequem-
lichkeit wechselnden MaBstabes in Kauf, so kann man die M ¢-Einfluffléiche bei-
behalten; mit der fortschreitenden Querschnittsuntersuchung wandert dann die
M p-Dreieckspitze zwischen den Vertikalen bei unverinderlichem Maflistabe auf
der Parabel, zwischen Auflagern und Vertikalen dagegen, bei veriénderlichem
MaBstabe, auf geraden Strecken, deren Verldngerungen durch a” bzw. b’ fithren,
Fig. 187. Die Verwandlung der Kurve zweiten Grades, der Parabel, in Kurven
ersten Grades, also in Geraden, erfolgt durch Brweiterung der Parabelgleichung
(vgl. Seite 93)

My = Pz ( (l'r'x’)

mit dem I*‘amk’oorg%sc9 , um die X-Linie beibehalten zu kénnen:

M — 350Pa(:l—x).
Das ist eine Gerade: _
My = — (33?-5) % -+ (350P).

Es ergibt sich wibrigens aus Fig. 187 die interessante Tatsache, daf bei Last-
stellung im Punkte » das Balkenstiick -0, bel Laststellung in ¢ das Balken-
stitck o+b vollig biegungsfrei ist; vgl. hiermit auch Fig. 183. Dieser Umstand
kann u. a. bei Einzeldarstellung nach Fig. 186 wiederum zur vereinfachten Auf-
findung der reduzierten Ordinate der X-Linie herangezogen werden.

Die Fig. 188 und 189 zeigen uns, wie wir vorgehen kiénnen, wenn es uns nur
auf die Ermittlung der Momente unter P ankommt. Fig. 188 zeigt die Reduk-
tion der Ordinaten der X-Linie entsprechend der Hebelarmverringerung durch
die Schriiglage des Armierungsstabes s,.

Vorlaufige Ermittlung des Querschnittes des Vollwandtriagers
fiir den Entwurf. Ist eine bestimmte Systembemessung nicht durch die Situa-
tion bedingt, so empfiehlt es sich, die Trigerhthe = /i, bis /5 der Trigerlédnge
zu wihlen und als Systempunkte der Vertikalen die Drittelpunkte des Vollwand-
trigers zu wihlen. Man kann alsdann die Uberzdblige und damit die Spann-
kraft des Zugbandes sowie die Axialkraft des Vollwandtrigers leicht derart iiber-
schliglich bestimmen, daB man die Biegungsfestigkeit des Vollwandtréigers iiber
den Vertikalen vernachlissigt, also die Systempunkte o der Fig. 177 als reibungs-
lose CGelenke ansieht, dabei aber Unverschieblichkeit des Feldes zwischen den
Vertikalen fingiert. Der fiir die Beanspruchung durch die axiale Druckkraft und
fiir die Biegungsbeanspruchung der gedachten Teilstibe des Obergurtes fiir diesen
zu withlende Querschnitt wird meist auch der nachfolgenden statisch unbestimmten
Rechnung gentigen. Will man genauer vorarbeiten, so rechnet man den Ober-
gurt nach den Gleichungen Seite 109 oder 123; bei grofien Durchbiegungen, wie sie
im Luftfahrzeugbau vorkommen, ist hierbei auch der knickende EinfluB} der Axial-
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kraft in der vertikalen Ebene durch Nachprifung der Momentenlinie in sinn-
gemifBer Anwendung des auf Seite 194 entwickelten Verfahrens zu beriicksichtigen.
Bei gewbhnlichen Baukonstruktionen geniigen Zuschlige auf Grund der An-
néherungsformeln der anerkannten Taschenbiicher.

Diese Ausfithrungen finden sinngeméfie Anwendung auch auf die im folgenden
behandelten armierten Balken mit anderer Vertikalenzahl.

b) Der mit Zugband und einer Vertikalen armierte Vollwandtriiger.

Die Berechnung dieses auch ,,einfach armierter Vollwandtriger®
genannten Tragwerkes unterscheidet sich von der des ,,doppelt armierten
Vollwandtrigers** hingichtlich des Wesentlichen nicht.

Fig. 190 stellt ein solches Tragwerk in regelmaBiger Form dar.

Die Bildung des statisch bestimmten Hauptsystems kann
durch Entfernung des in Fig. 190 mit v bezeichneten Stabes erfolgen.

Fir Belastung des Tragwerkes

mit den beliebigen Kriften P = - - nd
186t sich alsdann folgende Form- / v ’
anderungsgleichung aufstellen:

Fig. 190.
ZPdn1n_an1z=X'Qv- ’

Wie beim doppelt armierten Vollwandtriger kann man auch hier
Ony als aus zwei Einzelwerten zusammengesetzt betrachten, namlich
getrennt in

61nn
der Verschiebung der Punkte n gegeneinander infolge Einwirkung
der Uberzahligen auf die Durchbiegung des Vollwandtrigers und
Cs2nn

die Verschiebung der Punkte » gegeneinander infolge der Langen-
dnderung der drei Stabe des statisch bestimmten Hauptsystems. Die
Forménderungsgleichung lautet somit unter Beriicksichtigung der
Teilung des Wertes J,,:

EPOpy— X Oinn— X Oapyn=X0,.
Ausgesondert ergibt sich alsdann die Uberziihlige
2P Opm
Otnn + Oann -+ Q; )

Von den in dieser Gleichung enthaltenen Forménderungsele-
menten lassen sich zunichst die Werte

X =

5nm = 6mn

mit Hilfe einer fiir X = 1 gezeichneten Biegungslinie ermitteln. Die
fur die zeichnerische Darstellung dieser Biegungslinie benétigte Momen-

tenflache ist ein Dreieck von der Héhe M = (~l) emt mit der Spitze
iiber n. 4

Die nichste Verschiebungsgrole d;,, kann bei diesem Tragwerk
unmittelbar als Ordinate der Biegungslinie tiber » abgegriffen werden.
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Die Verschiebung d,,, berechnet man mit Hilfe einer Arbeitsgleichung
analog dem Vorgange des Beispieles des doppelt armierten Vollwand-
tragers. Der Wert fiir die Verkiirzung o, lautet bekanntlich

__ v
o=F 7

Nach erfolgter zahlenmiBiger Bestimmung wirden die Héchst-
beanspruchungen des gegebenen oder gewdhlten Tragwerkes, als eigent-
licher Zweck der ganzen Berechnung, zu bestimmen sgein. Da sich die
Berechnungsweise, auch zur Bestimmung des gefihrdeten Querschnitts
fiir eine wandernde Einzellast, in bezug auf das Wesentliche mit den
im vorangegangenen Beispiele ausfithrlich behandelten Methoden
durchaus deckt, so eriibrigt sich ein nochmaliges Eingehen darauf
bei diesem Beispiele. Der Leser mag das Beispiel zu seiner Ubung
selbstindig ausfithrlicher durchdenken.

¢) Der mit parabolischem Zughande armierte Vollwandiriger.

Auch die Berechnung dieses Tragwerkes, Fig. 191, unterscheidet
sich nur unwesentlich von der des doppelt armierten Vollwandtrigers.
Zur Bildung des sta-

e ——5—— = . .
”é;”\.\l__t/t/‘;/”’l” tisch bestimmten
g S; Hauptsystems ge-
Fig. 191. nigt die Entfernung
eines Armierungssta-
bes, denn auch dieses System ist, wie die beiden vorangegangenen,
nur einfach statisch unbestimmt. Es empfiehlt sich, den horizontalen

Zugstab s; in der Mitte des Tragwerkes zu entfernen.

Die Forméanderungsgleichung lautet genau wie die fiir das
erste Beispiel der armierten Vollwandtréger.

Die zur zeichnerischen Darstellung der elastischen Linie bend&tigte
Momentenfliche wird in diesem Falle von einer Parabel begrenzt:
denn da das Zugband parabolisch geformt ist, &ndert sich auch der
Hebelarm der Horizontalkraft X fiir die verschiedenen Querschnitte
nach einer Parabel; simtliche Vertikalen erhalten gleiche Druckkrifte
und wirken somit ungefihr wie eine gleichmifBig verteilte Last auf den
Vollwandtriger. Es empfiehlt sich, die Zughand-Linienfiihrung aus einer
Polstrablenfigur mit dem Polabstande X =1 fiir aneinandergereihte
gleiche Vertikalendriicke zu finden: zunéchst nur durch Skizze, um
leicht zu tibersehen, welche Beziehungen zwischen X, Vertikalen-
belastung, Zugbandabstand und Spannweite bestehen. Das fithrt
dann zu Vereinfachungen der Formé#nderungsgleichungen, die sich
bei als starr angesehenen Armierungsstiben zu Anndherungsrechnurgen
fur den Entwurf eignen.

Die VerschiebungsgroBe 6;,, kann auch hier wieder mit Hilfe
geometrischer Umformung des zugehorigen MeBwertes der Biegungs-
linie wie im Beispiele des doppelt armierten Vollwandtrigers oder mit-
tels Arbeitsgleichung, auch gemeinsam mit d,,,, berechnet werden.
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Auch bel Bestimmung der Héchstbeanspruchungen kann man so vor-
gehen, wie es in den vorangegangenen Beispielen ausfiibhrlich erlautert
wurde.

Die Trigerhthe wihlt man im allgemeinen gleich 1/, bis ¥/;; der
Stitzweite.

d) Der einseitig eingespannte und mit Zughand armierte
Vollwandtriger.

Fig.192. Zur Bildung des statischbestimmten Hauptsystems
geniigt die Entfernung des Zugbandes z; das Tragwerk ist also einfach
statisch unbestimmt. Fir die Ableitung |
der benstigten Formanderungs- .z
gleichung ist es alsdann erforder- {
lich, die Spannkraft Z des Zugbandes
bzw. ihre Seitenkréifte Z.sinx und 2 Zsio
Z - coso als dubere Krafte in das sta- o
tisch bestimmte Hauptsystem einzu- m
fithren und sich zu vergegenwirtigen, ~— “Zcosx
welche Entfernungséinderung zwischen 77— 7
den beiden Festpunkten m und o die Z
Verschiebung des Punktes m zur Folge
habenmuB. Diese Entfernungsinderung
muf gleich derjenigen Lingenénderung
des Zugbandes sein, die durch die iiberzéhlige Spannkraft Z selbst er-
zeugt wird. Das Tragwerk Fig. 192 sei im Angriffspunkte m mit der
lotrechten Kraft P belastet. Die Last (P — Z sinx) wird eine Senkung
des Punktes m von der GroBe

20pm = (P—Zsinx) 8,

Fig. 192,

hervorrufen. Dieser Senkung entspricht
eine Verlangerung des Zugbandes

A2y = Zé,psin:, X~

, Lo T W {260 -
vgl. Fig. 193; oder, mit Bertick- % )
sichtigung des soeben angefithrten % (P SO
Wertes fiir 26, ,,: *

Fig. 103.
Az, =[(P—Z-sina) Opm]sinx .

AuBer den beiden vertikalen Kraften P und Z . sino wirkt nur noch
die Seitenkraft Z . cosx im Punkte m als axiale Druckkraft auf das
statisch bestimmte Hauptsystem, also den Vollwandfreitriger. Betrach-
ten wir nunmehr die Wirkung dieser Kraft auch fiir sich allein, so er-
kennen wir, dafl die durch sie erzeugte Verkiirzung des Biegungstrigers
auch eine Verkiirzung des Zugbandes zur Folge haben muB. Die
Verkiirzung des Vollwandtriigers ist gleich

Al = Z - cosa - gy,
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worin p; die Verkiirzung des Vollwandtrigers fiir die Krafteinheit
bedeutet. Der Verkiirzung des Vollwandtrigers entspricht eine Ver-
kitrzung des Zugbandes von

Azy= Al cosex,

Zeostacy -vgl. Fig. 194; oder, mit Beriick-
,x\\ sichtigung des fir Al bereits er-

Z-cose 4y= Ziosec-0; mittelten Wertes:
Fig. 194, Azy = Z - cos?0 - 9.

Die gesamte Entfernungsinderung der beiden AnschluBipunkte
des Zugbandes voneinander infolge Verschiebung des Punktes m im
statisch bestimmten Hauptsysteme ergibt sich somit zu

Az = Az, — Az,
oder, nach Binsetzung der Werte fir Az; und Az,
Az =[(P — Z - sin®) Oy ] sin % — Z cos?x - 0 .

Dieser fiir das statisch bestimmte Hauptsystem -ermittelten Ent-
fernungsinderung zwischen o und m muf} eine Verlingerung des Zug-
bandes durch Einwirkung seiner Zugkraft Z selbst von gleicher GroBe
entsprechen, also Az auch:

Adz=17Z-p,.

Aus der Gleichsetzung der beiden Werte fiir Az ergibt sich nunmehr
die gesuchte Forminderungsgleichung

Z-p,=[(P—Z- sina)dppl sinax — Zcos?x gy,
da alle Werte auBler Z bereits fiir sich zahlenmiBig ermittelt werden
kénnen, so ergibt sich, ausgesondert, fiir Z der Wert:
Omm * SID X

Z=P .
Omm -+ Sin?e -4 g;cos?x + 0,

Darin sind g, und g;, wie bekannt, die Langendnderungen des Zug-
bandes bzw. des Vollwandtrigers fiir die Stabkrafteinheit, also

z 1

Qx:EZ.Fz- @l:El_Fl-

Die Verschiebung 0,,, die gemif Voraussetzung der Ableitung
die Senkung des Punktes m infolge Biegungsbeanspruchung des Voll-
wandtragers I durch die vertikale Lasteinheit in diesem Punkte bedeutet,
ergibt sich fiir den gewihlten einfachen Fall der Belastung durch die
Einzellast P im Punkte m und in der Annahme, daB das Trigheits-
moment des Trégers unverdnderlich ist, bekanntlich zu

13

6mm_E-J'
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Ist der Triger mit abgestuften Lamellen versehen oder findet sonst
eine Veréinderlichkeit des Tragheitsmomentes statt, so empfiehlt sich
auch hier wieder die zeichnerische Darstellung der elastischen Linie als
Seilpolygon fiir die gedachte Belastung

M
=34z,
Zw J-EAZ

Zur weiteren Ubung mag sich der Leser selbst iiber die Anderung
der Berechnung der iiberzahligen GroBe fiir andere Belastungsfille
Klarheit verschaffen.

3. Die statisch unbestimmt gestiitzten Vollwandbogentriger.

Die Ermittlung
von Punktverschiebungen bei gebogenen Balken.

Mit Riicksicht auf den praktischen Zweck unserer Betrachtung
wird es von Nutzen sein, sich zunéchst an einem bestimmten Beispiele
fiir einen statisch unbestimmt gestiitzten gebogenen Balken zu ver-
anschaulichen, welche Verschiebungen in den Form#nderungsgleichungen
auftreten. .

Fiir den beliebig belasteten und beliebig, jedoch nicht zu scharf
gekriimmten Voltwandzweigelenkbogen Fig. 195 sollen die Quer-
schnittsmomente ermittelt werden. Wir wissen, dall der Triger
einfach statisch unbestimmt ist, da die Stttzung durch zwei ,feste*
Lager erfolgt, also vierstibig ist. Ferner wissen wir, daf die zur
Erginzung der Gleichgewichtsbedingungen bendtigte Formanderungs-
gleichung, hier also eine ,,Stiitzenbedingung®, am besten durch Her-
stellung des statisch bestimmten Hauptsystems sinnfillig wird; dazu
ist die Entfernung des tiberzéhligen Stiitzenstabes erfordert, die hier
am einfachsten durch Umwandlung des einen festen Lagers, etwa b,
in ein bewegliches erfolgt; Fig. 196. Die iiberzihlige Stiitzenkraft
ist dann als dullere, im Punkte b wirkende Kraft einzufithren. Es ist
dabei offenbar zweckmaBig, die Verschiebungsrichtung des beweglichen
Lagers in die Verbindungslinie der beiden Auflagergelenkpunkte zu
legen; Fig. 196 und 197: Als tiberzédhlige GroBe tritt alsdann der Hori-
zontalschub H im Punkte b auf. Aus dem hier wiederholungsweise
Vorgetragenen ergibt sich die bekannte Forménderungsgleichung:

ZPébm—HébeO,

daraus:

- 2P 6bm'
55

Nach der zahlenm#fBigen Auswertung dieses Ausdrucks fiir den
Horizontalschub ergeben sich die gesuchten Querschnittsmomente mit
Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen.

Gehen wir nun aber niher ein auf die Bedeutung der im Ausdrucke
fur H allein unbekannten Punktverschiebungen &, und d,, so tritt
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die Frage an uns heran, wie wir das uns zur Ermittlung der Punkt-
verschiebungen gerader . und nicht zu scharf gekriimmter Vollwand-
triger zur Verfiigung stehende, auf Seite 24ff. abgeleitete Verfahren zur
zeichnerischen Daxstellung der elastischen Linie in Anwendung bringen
kénnen. Es bedeutet bekanntlich der fir die Auswertung der Gleichung
fiir den Horizontalschub H zuvor zu bestimmende Nennerwert d, aus b
die Verschiebung des Punktes b im statisch bestimmten Hauptsysteme
durch die in b wirkend
gedachte Einheit des Ho-
rizontalschubes; d, aus m
dagegen sind die Verschiebun-
gen des Punktes b durch
Lasten P =1 in den Punk-
ten m, oder auch — nach dem
Fig.195. Gesetze von der Gegenseitig-
keit der Verschiebungen —
gleich der Verschiebung des
Punktesmgleichfallsdurch
den in b angreifenden
Horizontalschub H=1.
Zur praktischen Durchftihrung
der Rechnung sind also zu
ermitteln: einmal die Ver-
schiebungen der Punkte m
durch die Kraft H =1 und
zwar, gemifl der Bedeutung
. des zur Vercinfachung der Be-
rechnung herangezogenen
Satzes von der Gegenseitig-
keit der Verschiebungen, in
Richtung der Lasten P
und zum anderen die gleich-
falls durch die Einheit des
Horizontalschubes  bewirkte
Verschiebung des Punktes b
; selbst in der Richtung
Tig. 107. diesesHorizontalschubes.
Woliten wir die uns aus
dem Verfahren der zeichnerischen Darstellung der elastischen Linie
bekannte Bestimmung der Winkeldnderungen fiir die Lingeneinheit
der Stabachse

M
W=

J. E

bzw. fiir die angensherte, auf Strecken 4b zusammengefafite Gesamt-

Jﬂ-IE -4 b]

winkelanderung w ==
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ohne analytische Umformung benutzen, so wiirde die Bestimmung der
Uberzihligen in diesem Falle ein ziemlich umstindliches Verfahren
sein: Man wiirde eine Art Verschiebungsplan zeichnen miissen; Fig. 198.
Ein Punkt des Bogens, etwa p, ist vorliufig als festliegend anzusehen,
ebenso die Lage der Tangente in diesem Punkte an den Bogen (gedachte
Einspannung). Unter der Einwirkung beliebiger iiber den gebogenen
Balken verteilter Momente, etwa der aus H = 1t, wird pro Lingen-
einheit die Winkeldnderung

M

Y

auftreten. Da diese Winkelanderung meist stetig veréinderlich ist, so
miifte die Winkeldnderung theoretisch fiir nahezu unendlich kleine
Bogenstrecken bestimmt und summiert werden. Fiir die praktische
Rechnung geniigt die Einteilung des Bogens in 10 bis 20 Teile 4b.
Die fiir jede Bogenteilstrecke zusammengefalite Winkelanderung be-
rechnet sich alsdann aus dem Ausdrucke:

M
T T E

und die absolute Verschiebung 47 des Endpunktes jeder Bogenstrecke 4
{siebe Fig. 199) hat somit den Wert

Ay = Zw.Ap,

denn w ergibt sich im Bogenmafle (laut friherer Ableitung), also als
Verschiebung fiir die Lingeneinheit. Die Verschiebung 47 muf}, wie
unmittelbar einleuchtend, auf der kleinen Bogensehne Af senkrecht
stehen.

Reiht man diese Teilverschiebungen «In von dem ersten frei beweg-
lichen 4pf-Endpunkte aus aneinander, wie in Fig. 198 geschehen, so
erhilt man fiir jeden Punkt den absoluten Verschiebungsweg aus der
Beanspruchung des ganzen Bogens. Dieser absoluten Verschiebung
konnen dann durch Zerlegung die Verschiebungen in beliebigen Rich-
tungen entnommen werden. In Fig. 198 ist diese Zerlegung in die senk-
rechte und in die wagerechte Richtung fiir jeden der gewahiten Bogen-
punkte vorgenommen worden. Fig. 200 zeigt die damit gezeichnete
Biegungslinie fiir die senkrechte Richtung, einmal fiir Einspannung
des Bogens an der Stelle p, zum andern fiir unverinderliche Auflager-
hohen. Erfolgen die Senkungen der Stiitzpunkte von der Einspannungs-
achse des Punktes p aus in gleicher Hohe, so ist die Basis fiir unverdnder-
liche Auflagerhohen parallel der fir Einspannung des Bogens an der
Stelle p. Im anderen Falle ist die schrige Verbindungslinie der End-
punkte der Biegungslinie die Basis, z. B. o’ 63 : Denn man kénnte
natiirlich, wenn unsymmetrische Stiitzensenkung vorliegt, die schrige
Basis in die horizontale Lage hineindrehen: simtliche Ordinaten er-
fahren dann eine Lingsverschiebung proportional der Entfernung
ihrer Fulipunkte von o’ und verkiirzen die urspriinglich iiber der Basis p’
dargestellten Verschiebungen im geradlinigen Verhaltnis der Auf-

w

-A4b

w

Buchholz, Tragwerke. 10
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lagerabstinde, wie das auch bei einer tatstichlichen Drehung des Bogens
selbst nach Durchbiegung bei gedachter Einspannung eines Bogen-
elementes um das Auflager a in die wirkliche Auflagerhéhe stattfindet.
Selbstverstindlich handelt es sich nach wie vor bei unseren theoretischen
Betrachtungen um Verschiebungen, deren Gréfe im Verhiltnis zur

45 Sl

: fe
W
?
|
. ‘\ i

47

Z

Fig. 198.

Fig. 200.

t
“Mﬁ**%m%j
4

Fig. 198—201.

Triagerlinge verschwindend gering ist. Aus diesem Grurde mufiten
auch die absoluten Teilverschiebungen 4% vergroflert aufgetragen
werden, wihrend die die Endpunkte dieser Verschiebungen verbinden-
den Bogenstrecken im Trégermalstabe zu zeichnen sind, und zwar
parallel dieser urspriinglichen Lage. Tig. 201 zeigt die mit den hori-
zontalen Komponenten der Punktverschiebungen dargestellte Biegungs-
linie. Da der Verschiebungsplan die absoluten Verschiebungen ent-
halt, so kann aus ihm natiirlich in analoger Weise auch die Biegungs-
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linie fiir die auf jede andere Parallelrichtung entfallenden Seiten-
verschiebungen dargestellt werden. Ein solcher Verschiebungsplan
bietet ferner den Vorteil einer recht iibersichtlichen Beriicksichtigung
der Schub- und Achsenkrafte, von denen die letzteren bisweilen einen
auch praktisch merklichen Einflufl ausitben (bei im Verhaltnis zu den
hervorgerufenen Momenten groflen “uBeren Kréften): Langeninde-
rungen aus Achsenkraft

48
A4pr=REL
sind parallel 48 an den Endpunkt der Teilverschiebung 4% anzutragen
(man vergegenwartige sich das an Fig. 198; die Langenanderungen aus
der Schubkraft sind senkrecht zu 4§ an den Endpunkt von A(48)r
anzutragen; sie haben die Gréfle

48
worin G bekanntlich die Gleitziffer bedeutet, die jedem Taschenbuche
entnommen werden kann.

Wir werden nun aber sehen, dafl wir im Falle der Vernachlissigung
dieser Verschiebungen die Biegungslinien fiir die Punktverschiebungen
in bestimmten Parallelrichtungen in der gleichen Weise wie die Biegungs-
linien gerader Balken unmittelbar aus den Winkeldnderungen
M
T J-E
zeichnerisch darstellen kénnen, und zwar auf Grund einer einfachen
trigonometrischen Beziehung.

Man betrachte Fig. 202 und 198: Der gesamte Verschiebungszuwachs
auf der Strecke 4/ von p ausgehend, als A%y bezeichnet, erfolgt senk-
recht zur Bogenteilstrecke 48.
Den gleichen Winkel ¢, den
das Bogenelement mit einer be-
liebigen Parallelrichtung ein-
schlieBt, schlieit der absolute
Verschiebungszuwachs A#n mit
seinem senkrechten Projektions-
strahl auf die Parallelrichtung
ein: der auf diese Parallelrich-
tung entfallende Seitenverschie-

bungszuwachs Az hat somit
den Wert

Az = Ay sing.

w A4b

Fig. 202,

Dieser Zuwachs Az ist gleich-
bedeutend mit dem Zuwachse, den die zwischen die parallelen Richtungs-
linien zu zeichnende Biegungslinie in gleicher Richtung aufweisen
soll. Der Abstand dieser parallelen Richtungslinien betrigt
Af-sing .
10%*
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Soll nun die Biegungslinie als Seilpolygon zu gedachten Lasten w ge-
zelchnet werden, die in den 4p-Endpunkten angreifen und in der vor-
liegenden Parallelrichtung wirken, so miissen diese w’-Lasten, damit
ihre Polstrahlen zwischen ihren paralleléen Wirkungslinien vom Ab-
stande

A - sing
den verlangten Zuwachs
Az = Ay -sing
abschneiden, die Grofle haben
~ . Az

= Jf sng
Setzen wir den Wert fiir Az in diese Gleichung ein, so ergibt sich

o« , An-sing Ay
2w = AB-sing  Af-
In dieser Gleichung ist fiir jeden Bogenpunkt

Ay = w45 = > (T]’%Ab)-zm

und somit schlieBlich:
M

w ==

W= db=w.

Wir sehen also, dafl die gleiche Winkelinderung ¢ :—J—JM;EAI)
die den absoluten Verschiebungszuwachs zur Folge hat,
als gedachte w-Kraft in beliebiger Parallelrichtung als
Seilzug fiir die Parallelrichtung
die zugehorige Biegungslinie er-
gibt!

Die zeichnerische Darstellung der
Biegungslinie gestaltet sich also recht

einfach, zumal es auch nicht nétig
5 ist, zwecks Auffindung der A4pf-End-
Y parater & punkte die Momente iiber dem aus-
gestreckten Balken darzustellen: Diese
kénnen auf von den Punkten der
Bogenschwerachse ausgehenden Par-
allelstrahlen beliebiger Richtung iiber
Lae einer beliebigen Geraden ¢ aufgetragen
werden; denn es ist (mit Bezug auf
// My Fig. 203) in beiden Fillen
L

0g) 2

ds e und ferner: Der Schwerpunktsabstand,
Tig. 203, der sich aus der Momentenfliche iiber
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dem ausgestreckten Balken ergibt, ist 4f,, der aus der iber ¢ ge-
zeichneten Momentenfliche 4¢,. Es muB} sein:

Aoy = Af, cosy

wenn auch die Momentenflache iiber ¢ ein richtiges Ergebnis haben soll!

Teile ich einen Abschnitt 46 der ersten Momentenfliche in verschwin-
dend kleine Flachenstreifen 4 (45}, und den entsprechenden Abschnitt 4
der zweiten Momentenfliche in entsprechende kleine Flichenstreifen
A(40), so ist bekanntlich

CSM-A4p - Ap ZM-A (o) do

Ao=—s3acp "™ =3 0
Nun ist
do=Ap- cosy
und
(o) = A(AB) - cosy
mithin

costy XM AU AB
cospy S M- AAp) 7
dog=Ap - cosy,

Adagy =

was zu beweisen war.

Auch ist hier ohne weiteres klar, daf die Ableitung nur fir ver-
schwindend kleine Strecken Ab streng ist, da der Winkel yw nur dann
als fiir das Bogenelement Ab konstant zu setzen ist. Der Leser mag
durch vergleichende Ubungsrechnungen den Nachweis fithren, daf3 auch
hier die Praxis in der Regel eine im Verhiltnisse zur Kriimmung grobe
Teilung gestattet. Fur die Auftragung der Trigheitsmomente und der
Elastizitatsziffern gilt offenbar die gleiche Vereinfachung wie fir die
Momentenflichen. Die folgenden Beispiele werden das Gesagte noch
deutlicher erkennen lassen.

a) Der Vollwand-Zweigelenkbogen.

Dieses Tragwerk sowie die theoretischen Grundlagen seiner Unter-
suchung bis zur Aufstellung der Form#nderungsgleichung einschlief3-
lich sind dem ILeser auf Grund der hiufigen heispielsweisen Verwen-
dung geldufig. Da auch die Grundlagen der Berechnung der Elemente
der Forminderungsgleichungen soeben eingehend erldutert wurden,
so moége hierunter nur noch ein Zahlenbeispiel zur Ubung durch-
gerechnet werden.

Fiir den gebogenen zweigelenkigen Balken der FuBgingerbriicke Fig. 204 soll
ein durchgehendes Tridgerprofil gewithlt werden, dessen Spannungen laut irgend-

einer Vorschrift 1,1 t/em?2 nicht iiberschreiten soll. Die Spannweite des Bogens
betriigt 10 m, die Pfeilhéhe 2 m; als Kriimmungslinie des Balkens ist die Kreis-
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form gewihlt worden. Die Briicke ist 4 m breit und besitzt zwei symmetrisch
angeordnete Tragbalken. Der Balkenbestimmung soll folgende Belastung zugrunde
gelegt werden: Rigengewicht und Nutzlast: 500 kg/m?, d. h. pro Triger eine
gleichmiBig verteilte Last ¢ von
500 kg/m2?-4m
2

o

= 1000 kg

s
g i
] VA
Fig.2 i
H
ig. 205, 7 77
a i b ,
[H=18 ! H=YE
] ] s
=z
: (Verhatiniszaltl,
.
N m{ e A i W Fig. 207.
=V N 175
Hebunyg |Bagernachs T T
mmd///;/}a/re{& ' NN TN et

AN [°§ )
x N s,
o ¥ o
Tig. 206, Nl R §ﬁ'§ "
| {75,
!
|

Morerife fiir \volle Belasiig
(H=6,17¢ L1 ! T~~~ MaBstav: Timir= 617 cmt

Fig. 21 / 1\-—\
g 208 \‘ A
&) |

1
Mor

]
™

MalBstab: 1 = 30,9 cmrt
7 g 7 2 3om

lunlnu] L l Il

Fig. 209,

pro laufenden Meter Briickenlinge. Ferner die gleiche Last von 1000 kg/m ein-
seitlg wirkend, und zwar nur iiber der halben Tragerlinge; zur Vereinfachung der
Rechnung bei gleichzeitiger Frhohung der Sicherheit soll also das Eigengewicht
nicht ausgesondert werden. Gleichzeitig mit diesen beiden Belastungsméglich-
keiten soll laut jener Vorschrift eine wandernde Last von 1 t maximal auftreten
konnen, die zur Erhohung der Sicherheit und zur Vereinfachung der Rechnung
als Einzellast behandelt werden soll. Ferner soll der Einflu§ der groBten Tem.
peraturinderung beriicksichtigt werden.
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Die allgemeine Forminderungsgleichung fir das statisch bestimmte Haupt-
system Fig. 205 lautet:

ZPd

bm

H=—_2"
d\b b

oder, umgeformt auf Grund des Satzes von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen:
2 Pé,s
ds

Die Hebungen der Bogenachse §,, aus b sind einer Biegungslinie fir H =1 t,
gezeichnet als Seilpolygon far gedachte Lasten

M
= JEA b
zwischen senkrechte w-Wirkungslinien, zu entnehmen, Fig. 206; zur Ermittlung
der Verschiebung des Punktes b in der H-Richtung ist eine Biegungslinie als
Seilzug fir die gleichen w-Lasten

w

M
W = TTE Ab,

jedoch fiir horizontale Wirkungslinien zu zeichnen, Fig. 207. Da laut Form-
anderungsgleichung nur das Verhaltnis der 8,, zu den §,, benétigt wird, so
braucht der MaBstab, in dem die Ordinaten beider Biegungslinien auftreten,
nicht beachtet zu werden. Die Elastizitiitsziffer kann gleich einer Einheit gesetzt
werden; ferner wirde es geniigen, die etwaige Verdnderlichkeit des Trigheits-
momentes in Verhéiltnisziffern zu beriicksichtigen. Da hier auch das Tréigheits-
moment unverdnderlich ist, so ist die Momentenfliche fiw H = 1+t gleich der
#ET -Fliche der fingierten Belastung. Das Moment fir H ist

M H= H- Y,
wenn y die Schwerpunktshohe jedes Querschnittes iiber der Auflagerverbindungs-
linie ist. Also fir H = 1:
Mg=1y,

d. h. die Fliche zwischen dem Bogen und seiner Basis ist bereits die Momenten-
fldche fir H = 1 t. In der Fig. 205 ist die M- bzw. :Izn I -Fliche in 10 gleiche
Teile eingeteilt worden, durch deren Schwerpunkte die senkrechten w-Wirkungs-
linien gehen und auf der Bogenachse die Bogenelemente 4b (vgl. die voran-
gegangenen Ableitungen) bestiminen.

Aus den beiden Biegungslinien Fig. 206 und 207 ergeben sich folgende Ordi-
natenmefBwerte

8y = 2,3
sowie

Sy = 2,18

O = 1,98

6, = 1,57

dqp = 1,02

ey = 0,35

138, = 7,10
Berechnung des Horizontalschubes Hg fiir volle Belastung durch
Eigengewicht und Nutzlast:

21lt-d,, 1t-%d,, 1t-2-71 e
™ S ETE =T = 6,17
033 s 2,3 !
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Es soll die aus @ und H resultierende Momentenfliche gezeichnet werden. Die
Momentenlinie fir -
H-y=6,17-y
ist ein Kreisbogen genau gleich der Bogenachse, wenn der MafBstab wie folgt be-
rechnet wird:

M ymax = (H - 200) cmt .
Gewiinschter MeBwert:

M ymax = 20 mm ,

somit entsprechen:
20 mm = (H - 200) cmt;

daraus dér Mafistab:
1 mm = 61,7 cmt .

Die @-Momentenfliche ist somit zu zeichnen als Parabel von der Pfeilhohe:

1t/m-10 m - 1000 cm
8 - 61,7 cnt/mm

MQmax = = 20,3 mm .

Die mit diesen MeBwerten gezeichneten beiden Momentenlinien weichen nur
wenig voneinander ab; Fig. 208. Es folgt daraus, daf} die aus den duBeren Kriften
durch Zusammensetzung dhnlich Fig. 218 gezeichnete Drucklinie fast mit der
Bogenachse zusammenféillt. Fiele die Drucklinie vollkommen mit der Bogenachse
zusammen (wie das bel parabolischer Bogenachse und direkter Belastung ein-
treten konnte) und kidimen Momente aus andersartiger Belastung nicht in Frage,
so wire der Bogenquerschnitt nur nach den dann axialen Druckkriften R zu
bemessen. Der Fig. 208 kénnte die genaue GroBe der Momente nicht entnommen
werden. Die rechnerische Bestimmung eriibrigt sich jedoch hier, da bereits aus
der Belastung mit @/2 groBere Momente zu erwarten sind.

Berechnung des Horizontalschubes fur Q/2:

1t-438,, 7,16
HQ";) - 7 ()Vbjﬂ - “2;37 s
somit
HQ/A) =LH,=3,09¢t.

Soll die Momentenlinie fiir die Momente aus Hyl, wie fir H, als Kreishogen
von der Pfeilhohe 20 mm gezeichnet werden, so lautet der MaBstab hierfiir, wie
oben dargelegt:

lmm = (10-H)emt ,
also in diesem Falle:

1 mm = 30,9 cmt .

Die gleichfal s mit diesem Maflstabe aufzutragende Momentenfliche fir @/2
ist ein unsymmetrischer Linienzug, dessen Ordinaten nach Bestimmung der Auf-
lagerdriicke 4 und B in bekannter Weise aus Momentengleichungen, bezogen
auf einen Auflagerpunkt, bestimmt werden kénnen. Die zeichnerische Darstellung
der Momentenfliche als Seileck aus dem Kréftezuge ist dem Leser gleichfalls be-
kannt. Das Studium der ausfithrlichen Zeichnung Fig. 218, die gelegentlich der
Ermittlung des Einflusses der Schub- und Druckkrafte auf die Spannungen auf
Seite 156 zu zeichnen ist, wird den Leser nétigenfalls die gebriuchlichen statischen
Verfahren zur Ausfithrung der Einzelheiten in Erinnerung bringen. Fig. 209 zeigt
die aus den Momentenlinien fiir Hgy, und @/2 selbst resultierende Momentenfliche.

Laut Aufgabe tritt ferner eine iiber den ganzen Triger wandernde Einzellast
P=14% aul. Zur Ubung soil die Untersuchung der Balken auf verschiedene
Weise vorgenommen werden.

Die dem Leser aus der Statik bestimmter Systeme geldufigste Untersuchungs-
methode ist die Darstellung der Momentenflachen fiir eine Reihe iiber den ganzen
Tréger verteilter Laststellungen; sie moge hier zunichst zur Beendigung der
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eigentlichen Aufgabe angewendet werden, und zwar unter Zugrundelegung der
finf Laststellungen ¢ < g. Berechnung des Horizontalschubes fiir jede Laststellung:

P.-8,, 1:035

=0,15¢t.

Fur .P in e: H = . 33
1-1,02
» P, d: H_—2—,3—~0,44t,
1-1,57
» P o, e H:—2~,3——0,68t,
1-1,98
» P f: H~—§B~40,86t,
1-2,18
29 Pn g: H::‘—‘2—’é———0,95t.
Die Momentenlinie fiir jeden Horizontalschub
M=H-y

konnte als Kreisbogen gleich der Bogenachse gezeichnet werden, wenn wir den
MaBstab
1mm = 10- Hemt,

wihlen wiirden; mit dem gleichen Mafstabe wiiren die P-Momentenflichen ein-
zutragen. Die Darstellung kénnte bequem véllig zeichnerisch erfolgen. Fig. 210

»

Vo Momentenfidche fiirllasrt-
y Stells 4w zZwischen den Veriihgy

Nraffe-MalBstab
Tom= Q2%

Mormenten-MalBstob
Tem=100H crmé

P=7t

| | [ i

Tig. 210.

wird geniigen, den Leser an die in Frage kommenden Verfahren der Statik be-
stimmter Systeme zu erinnern. Die Gerade ¢’ = b’ schneidet auf jeder Laststellung
den zugehdrigen Auflagerdruck 4 ab, wenn b--b" = P. Das fiir den Krifteplan
aus 4, B und H iiber a—b gezeichnete Seilpolygon ist die Momentenfliche fir P
allein im statisch bestimmten Hauptsystem «--b. Dieses Seilpolygon ist ein
Dreieck, wenn die Last gerade iiber einer Vertikalen steht, sonst ein Viereck,
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da der Polstrahl fiir die beiden Vertikalen hinzutritt; vgl. die strichpunktierten
Linien in Fig. 210. Die in natiirlicher Gré8e, also mit dem TragermaBstabe 1 : 100
zu messenden Ordinaten sind, wie bekannt, mit der Polweite H des Krifteplanes,
also dem zugehorigen Horizontalschube zu multiplizieren.

My=Ht-(y+n)em.
Von dieser Momentenfliche ist die Momentenfliche
M,=Ht-yem

abzuziehen. Daraus ergibt sich die resultierende Momentenfliche fiir das statisch
unbestimmte System:

M=H(y+n) —Hy=Ht ycm.

Der Leser wird tibrigens die Erfahrung machen, dal3 die Spitze des P-Mo-
mentendreieckes bei parabolischen Bogen unverdnderlichen Querschnittes auf
einer Geraden wandert, daf also nur eine GroBe H fiir wanderndes P berechnet
zu werden braucht, um den Abstand dieser Parallelen festzulegen. Die Grofien H
fiir andere Laststellungen kénnen dann durch Konstruktion des Krafteckes nach
dem Seileck gefunden werden.

Bei einer solchen Darstellung tritt also jede der fiinf resultierenden Momenten-
flichen in einem anderen MaBstabe auf, was die erwiinschte Ermittlung des iiber-
haupt groften Momentes durch anschauliche Vergleichung ausschliefit. Es emp-
fiehlt sich daher, sdmtliche Momentenlinien im gleichen Ma8stabe aufzutragen.
In Fig. 211 bis 215 haben wir auch diese Darstellung vorgefithrt, und zwar mit
dem MaBstabe

lmm = 5cmt.

Die Momentenflichen fiir den Horizontalschub allein werden dann durch Ellipsen-
bogen von der Pfeilhohe '
Ht-200 cm

begrenzt, die zeichnerisch oder auch rechnerisch durch Ermittlung einzelner
Momente dargestellt werden konnen. Die Momentenflichen fiir die Last P allein
sind bekanntlich Dreiecke mit der Spitze unter P und der Héhe

Mypmax = Pl —a) @,

l

wenn darin ¢ den Abstand der Last von einem der beiden Auflager bedeutet. Die
Spitzenhohen konnen auch, wie bereits Gfters erwihnt, einer Parabel von der

Pfeilhohe PTZ entnommen werden.

Das iiberhaupt grofite Moment ergibt sich fiir Laststellung in e und zwar
fur e selbst, siche Fig. 213:

M pmax == 16,4 mm + 5 cmt/mm = + 82 cmt
(negatives Maximum, gleichfalls in ¢ , — 45 cmt).

Dieses Maximum fillt in diesem Beispiele fast genau zusammen mit dem Maxi-
mum fir die cinseitige gleichmiBig verteilte Last

Mymax = 160 cmt (— 175 cmt, gleichfalls in ¢) .

Eine zeichnerische Addition der Momentenflichen eriibrigt sich daher hier: Das
der Querschnittsbestimmung zugrunde zu legende Gesamt-GroBtmoment hat
den Wert

Mmax = 160 4 82 = 242 cmt .

Zur Herstellung der beiden gebogenen Balken scheint hiernach ein I-Eisen NP. 22
mit W, = 278 cm?® geeignet zu sein:

o — 242000 cmkg

P 278 em?®

= 870 kg/em?.
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H-075¢

Fig. 211,

H=g 44t

Mppax = B4 cmy ~ .

Tig. 212,

H=068¢

Fig. 213

H=0861

Fig. 214,

Hy

Marmerifernfld;

Termperardra e 70 cirit

H=072¢

Me =86cm{
e oA

7 0 J/ 2 3em,
PORETOTY N A |

Fig. 211—216. Momentenflichen fiir eine Reihe von Laststellungen.

Fig. 216.°
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Die Druckkraft in diesem Querschnitte — einmal aus der gleichmiBig verteilten
Last @2, sodann aus der*Last P in e —, kann mittels Krifteplanes ermittelt
werden, wie hier in Fig. 218 und Fig. 217 nach dem Leser geldufigen Verfahren

Pyl geschehen:
Dgy = 3,54
Dp =094
M £ . SD=44t.
5 7 Qels Bin I-EisenfNP. 22 hat
)’ b Hi einen Querschnitt von
\ / 39,6 cm?; mithin:
\ £ /¢ 400
| = = cm?2.
\ NV 27T P k=395 glom
= A £ s .
% 2 T~d £47% Die Wirkung der Druck-
%> T kraft ist nur fir die
A oG 8 7 gleichmiBig verteilte Last
> Got \S/ erheblich im Verh#ltnis
/ zum Momente. Fiir die
Tem =02t /’6} wandernde Einzellast ist
\L o die Axialkraft dagegen
verschwindend gering nnd
;7 ,0 7z dom kann daher meist nach
sl l [ ] iiberschliglicher ~ Schét-
Fig. 217. zung vernachlissigt wer-
R=5t=g;,
P \\
-
e &\ Q/z\
ey ~
. 7t 7t " }\
/ 1\__B_
A . - ’ n‘" " 0 - : o - I75=5ZC/77
’wj\‘\,“m Ji- ;/2 P> Bart | My=p, cmr-Hi=160cmt
S g s
Loy, i
a
MaBstab fur Bogen v. Seilzug <
7:700 By
M-yom H [ 6
Kréffemalistas:
7= Q7%
7 g 7 2cm
Ll ] H=3,09t

Fig. 218, Belastungszustand Q2.

den. Die gleichfalls nur unerhebliche Wirkung der Schubspannung pflegt man
iiberhaupt zu vernachlissigen, ebenso wie bei statisch bestimmten Vollwandtrigern;
immerhin ist die Ermittlung der Schubkrifte zweckmiBig, wenn fiir ein zusammen-
gesetztes Tragerprofil die Nietteilung zu berechnen ist. Diese Berechnung unter-
scheidet sich natiirlich nicht von der fiir statisch bestimmte Balken wblichen.
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Bestimmung des Spannungszuwachses fir die gréBte Tempe-
raturinderung. Es moge zwecks Vereinfachung der Rechnung angenommen
werden, daB die Temperatur stets fiir jeden Punkt des Bogens die gleiche ist..
Die Differenz zwischen der Montagetemperatur und der hochsten sowie auch der
niedrigsten Temperatur betrage

At =35°.

Kann sich der Bogen ungehindert ausdehnen, d. h. ohne dafl Zwangsspannungen
auftreten, wie das bei statisch bestimmten Systemen der Fall ist, so wird sich
jede seiner Abmessungen proportional vergrofiern bzw. verkleinern. Die Lingen-
dnderungen berechnen sich bekanntlich durch Multiplikation der urspriinglichen
Lénge mit einem nahezu konstanten Faktor; fiir Flufeisen und 1° C hat dieser
Faktor den Wert:

o = 0,000012 .

Hat die an dem Bogen betrachtete beliebige gerade cder gekriimmte Punkt-
entfernung den Wert [, so betrigt die Lingenénderung fir ¢° Temperaturdnderung:

Al = -At-1.

In dem hier gewdhlten Hauptsystem, Fig. 205, wiirde sich also der freie Auflager-
punkt b in der Auflagerverbindungslinie ¢ = b =1 verschieben um:

41, = 0,000012 - 35 - 1000 cm = 0,42 cm .

Im statisch unbestimmten System wird diese Verschiebung aber durch feste Lage-
rung von b verhindert, und zwar durch Aufbringung eines angemessenen Hori-
zontalschubes H,, Die Einheit dieses Horizontalschubes bewirkt laut Biegungs-
linie eine Verschiebung in entgegengesetzter Richtung von der GroBe &, Fir
X8, = 0 mulB also sein:
H, -6y, =41,

somit:

Al
H, =",
¢ ()bb
Berechnen wir die wahre Grofle von §,; , etwa mittels sinngeméBer Anwendung
des auf Seite 202 gegebenen Verfahrens zur Bestimmung einzelner Ordinaten
oder aus dem Mefwerte 2,3 in der Biegungslinie Fig. 207, indem wir dem Ma@3-
stabe y nachgehen durch Verfolgung der eingesetzten Verhiiltniswerte, des Mal-
stabes « und der Polweiteneinheit g, sowie durch Berticksichtigung des tatsich-
lich vorhandenen Tragheitsmomentes J = 3060 cm?%, so erhilt man:

0 = 3,5 cm ,

daraus:

042cm
H, ~ 3,5cm/t | — 0.12¢.

Die Momentenfliche fir dicsen Horizontalschub zeigt Fig. 216 im MaBstabe
1 mm = 10 cmt.
Das Moment unter e hat die Grofle:
M,,=0,12t-155 cm = 18,6 cmt
und die Spannung daraus:

My, 18600 emkg Do R
f_t_w = Hv == 77§T}‘I§3~_~ = A -67 1(g/0111__._
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Wir sind nunmehr in der Lage, die grofite Normalspannung der Bogentréiger
durch Addition der Einzelbeanspruchungen auszurechnen:

Oymax 8us @/2 und P = 870 kg/om?
k 3 Q/z LI P = 110
o, aus 35° Temp.-And. = 67 ,,

2o = 1047 kg/em?2

Die in der Aufgabe vorgeschriebene GroBtspannung von 1100 kgfem? wird also
nicht iberschritten, die beiden Bogentriger kénnen somit aus zwei I-Eisen NP. 22
gebildet werden.

2

EinfluBlinienfiir die Momente einzelner Querschnitte beiwandernder
Einzellast oder Gruppen von Einzellasten, die unter jeder Laststellung
die GroBe des Querschnittsmomentes als Ordinate anzeigen. Behandlung an dem
der vorangegangenen Aufgabe zugrunde liegenden Systeme.
Die Einflufilinie, die unter der wandernden Last P die GroBe des jeweiligen
Horizontalschubes H anzeigt, ist die Biegungslinie fiir die Hebungen &,; (vgl
Fig. 206), und zwar auf Grund der Forminderungsgleichung:

P65,
H= =,
6bb
worin Pund J,, unveranderlich sind, die allein verinderlichen 4,,; aber die Ordinaten
der Biegungslinie sind, Der MaBstab ist durch die Form#nderungsgleichung bei
Einsetzung der Unverénderlichen ausgedriickt.
Fir einen bestimmten Querschnitt ist der Abstand y des Horizontalschubes
Hunvergnderlich. Daraus folgt, daff die EinfluBlinie, die unter P die Grofle
p=w0t des jeweiligen H an-
zeigt, also die Bie-
gungslinie, auch die
Einfluflinie fiir die
Momente irgendeines
bestimmt gewihlten
5 Querschnittes  ist,
Fig. 219, Datiirlich unter Be-
" achtung eines be-
stimmten von Quer-

g

S
200cm =7
gy
etz

L
ki

Me

Malistab:
Tmm=(87 %’4)07,1

Linie der
e Z'—P

= e
7,
%

2

Y873,

Sxemyy

schnitt zu Quer-
schnitt mit dem
Wachstume des H-
Hebelarmes y veran-
derlichen MaBstabes.

Fig. 220 zeigt die
Einflulinien fiir die
Querschnitte ¢ bis ¢;
als EinfluBlinie fur

die Momente aus H
allein ist die Bie-
gungslinie Fig. 206 unveréindert verwendet worden: der OrdinatenmaBstab der
einzelnen Querschnitts-Einflubflichen ist daher veriinderlich. Die MaBstibe be-
stimmen sich aus folgender Uberlegung: Fiir Laststellung in der Bogenmitte
tritt ein Horizontalschub von der GrsBe

10t -2,18
H= 2,3
auf, wenn wir P etwa gleich 10 t wihlen.
Fiir den Mittenquerschnitt, V, ist der Hebelarm gleich der Pfeilhshe des

Tréagers, also gleich 200 em; mithin erreicht das Moment in diesemn Querschnitte
bei Laststellung P in Bogenmitte

My = 9,48 + 200 = 1896 cmt.

- = 0,481
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Der MeBwert dieses Momentes betrigt in Fig, 206 bzw. 220:
My = 21,8 mrr,

Daraus ergibt sich der Maf8stab der Ordinaten der Biegungslinie als Momente
aus H fiir wanderndes P im Querschnitte V:

21,8 mm = 1896 cmt,

somit der MaBstab:
1 mm = 87 cmt.

Fiir jeden anderen Querschnitt ist das dem MeBwerte 21,8 mm fiir My, ent-

sprechende tatsichliche Moment Mpy,. geringer, und zwar im Verhiltnis der

Verringerung des Hebelarmes der Schubkraft, also der Querschnittsordinate y

zur Mittenordinate 4. Soll also die Biegungslinie unverandert als M z-EinfluBlinie

eines beliebigen Querschnittes dienen, so ist der MaBstab zu verwenden:
Imm = (187 . Z«) cmt.

Wir haben nun noch die Einfluflinien fiir die Momente aus der wandernden
Last Pallein zu bestimmen: Wir wissen auf Grund friiherer Darlegungen bereits,
daB die EinfluBlinie ein Dreieck ist, dessen Spitze auf der Ordinate des zu unter-
suchenden Querschnittes liegt; vgl. Fig. 220: denn wie bekannt, tritt das GroBt-
moment dieses Querschnittes auf, wenn P gerade iiber ihm steht; dagegen wird
das Querschnittsmoment gleich Null, wenn P iiber den Auflagern « und b steht.
Bei Wanderung zwischen ¢ und b muf sich das Moment proportional seiner Ent-
fernung vom Querschnitte verringern. Das P-Momentendreieck ist natiirlich im
gleichen MaBstabe aufzutragen, der der Biegungslinie als Einfluflinie der Momente
aus H fiir den betreffenden Querschnitt zukommt: die Spitzen der P-
Momentendreiecke werden also nicht mehr von einer Parabel bestimmt, sondern
von einer stetigen Linie, deren Ordinaten man durch Erweiterung der Parabel-

ordinaten mit dem Faktor b erhilt.
Es 148t sich leicht dartun, daB diese Linie, deren Ordinaten aus den Ordinaten
der P-Momentenparabel durch Multiplikation mit dem Faktor L entstehen, eine

der Basis parallele Linie ist, wenn der Bogentréiger nach einer Parabel
gekriimmt ist. Wiahrend beim Kreisbogentriger am besten Einzelordinaten
rechnerisch oder zeichnerisch bestimmt
werden, so ist also der geometrische
Ort aller Spitzen der P-EinfluBdreiecke
beim Parabelhogen nach Bestimmung
nur einer Ordinate sogleich geometrisch
gegeben; aus diesem Grunde ist es ge-
rechtfertigt, die Ableitung hier folgen
zu lassen:

Fiir einen Querschnitt im Abstande x
vom Auflager ¢ hat das grofte Moment
aus P den Wert

P(l — )

-n-/[Pmax = Mf — & -

Fig, 221. — Bei Veranderlichkeit der
Querschnittslage ist dieses die Gleichung
der Mp-Parabel. Die Ordinate Mpp,.

Fig. 221,

soll nun mit dem Faktor ?— erweitert aufgetragen werden. In diesem Faktor

ist £ die unverénderliche (Bogenpfei]ht')he, y dagegen, als Hohenordinate der
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Bogentragerquerschnitte, ebenfalls
nach einer Parabelgleichung ver-

4 inderlich; Fig. 222,
Die Gleichung, die y als Veréinder-
liche enthilt, ist auf das Auflager a
als Koordinatenanfang und die Auf-

lagerverbindungslinie ¢ — b als Basis
x 2 bezogen; sie kann leicht aus der

a?[/ x T3 Scheitelgleichung gefunden werden
7 ! (siehe hierzu Fig. 223):
l Fia. 222 Die Scheitelgleichung der Achse
ig. 222,

des Parabelbogentrigers lautet:

2 £
N oy =
B Py, Y4 7
. [ -
fir & = — 5 wird % = —h; mithin:
ZZ
2p= -
P=72y
eingesetzt :
ZZ
N L SR
” an "

Soll der Koordinatenanfang in das
Auflager a verlegt werden, so ist be-
Fig. 223, kanntlich in die Scheitelgleichung
einzusetzen fir

f=—gtu. n=—h4y.

Z

Die auf a bezogene Bogengleichung lautet dann:

(2 x/) =3 —y  [Fig. 222]

oder, zweckentsprechend umgeformt:

4h(l 2
p= ML
Nun ist:
— A 24 e . .
Mg = ) () _PA— 22 h
l Y -y
Wert fiir y cingesetzt:
i 5 Pl—x)-z-h  Pl—a)-x P(l—z) =
Mewo = gy T ar e T aE
R T A
Pl—z)-z  Plae—2a* Pla—2*-1_ Pl

R T A R [ P ) :
Z—l+4m~f’% afe— ") Az —a% 4

Das ist ein unveréinderlicher Wert! Die Linie der Mp,,. fir den verénderlichen
MafBstab ist also, wie behauptet, eine Gierade parallel zur Basis der EinfluBflichen.
I%l——l ist die Héhe der P-Momentenparabel sowohl wie die Hohe der Parallelen

fiir den unveranderlichen MaBstah, denn die Mittelordinate der Parabel bleibt,
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Buchhclz, Tragwerke.
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mit ﬁ multipliziert, unverindert, da in diesem Falle y = h. Die Bestimmung dés
MaBstabes in dem nun der Abstand %—Z aufzutragen ist, wurde bereits auf Seite 159

dargelegt, und zwar fir den Fall, dal die Ordinaten der Biegungslinie iibherhaupt.
nicht geéndert werden sollen.

Die Darstellung iiber einer Basis hat den Nachteil, daf die graphische Addition
der in dieser Aufgabe gleichzeitig zu beriicksichtigenden Momente aus /2 nicht
tibersichtlich genug vorgenommen werden kann. Auch die Verinderlichkeit des
MaBstabes ist nachteilig (und zwar auch schon dann, wenn nur die Momente fiir
P allein zu ermitteln sind), weil dadurch eine anschaulicheVergleichung der Momente
verschiedener Querschnitte ausgeschlossen ist. Zur eigentlichen L&sung der Auf-
gabe haben wir deshalb nochmals die EinfluBlinien fiir die Querschnitte ¢~ g
einzeln gezeichnet, Fig. 225-—229, und zwar untereinander im gleichen Ma@stabe:

1 mm = 5 emt fiir die Lasteinheit.

Die Spitzen der Mp-Dreiecke wandern dann auf einer Parabel, wihrend die
Ordinaten der EinfluBlinie fiir die H-Momente jedes Querschnittes zu berechnen

sind durch Erweiterung der Ordinaten der Biegungslinie mit dem Faktor % fiir

die Verinderlichkeit des H-Hebelarmes und ferner mit dem Faktor ~7 tir die
Veranderung des GrundmaBstabes

1 mm = 87 cmt
in fir P = 10¢..
1 mm = 50 cmt.

b) Der eingespannte Vollwandbogen.

Der eingespannte Bogen ist dreifach statisch unbestimmt. Man
kann sich das auf verschiedene Weise vergegenwirtigen: Der Bogen
wird in ein statisch bestimmtes System umgewandelt, wenn man drei
Gelenke einschaltet, wodurch drei Momente als tiberzahlig entfernt
werden. Zwischenzustand der Gelenkeinschaltung: vgl. Tragwerk
Fig. 148: die Momentenspannungen sind darin auf die Stabe und,
einschliefilich der Schubkrafte, auf die zugeordneten Gelenke ver-
einigt gedacht. Zur Herstellung des statisch bestimmten Systems.
(Dreigelenkbogen) sind alsdann die drei Stibe zu entfernen. Noch
einfacher kann ein statisch bestimmtes System hergestellt werden
durch Entfernung der gesamten Lagerung eines Bogenendes einschliel3-
lich der Einspannung: Es entsteht dann ein statisch bestimmter ein-
seitig eingespannter Freitriger.. Eine Einspannung ist eine dreistibige
Stiitzung ; es sind also drei Uberzahlige vorhanden.

Wihlt man diese Stitzung als iberzahlig, so werden die Stiitzen-
bedingungen zweckmifig wie folgt aufgestellt:

1. und 2. Der eigentliche Stitzpunkt mufl in zwel voneinander
verschiedenen Richtungen unverschieblich sein, d. h. er ist iiber-
haupt unverschieblich.

3. Das Bogenende darf keine Winkelanderung erfahren (Bedingung
deér eigentlichen Einspannung).

Die als #uflere Krifte in das statisch bestimmte Hauptsystem

einzufithrenden Uberzahligen sind dann zwel in verschiedenen Rich-
tungen wirkende Auflagerdriicke und das Einspannungsmoment.
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Zahlenbeispiel: Es sollen die Uberzihligen des durch Fig. 230 mit allen
Abmessungen gegebenen eingespannten Vollwandbogentrigers berechnet werden:
1. fir die in die Fig. 231 eingetragene Belastung, sodann 2. fiir eine Temperatur-
snderung von -- 35° gegen die Montagetemperatur.

Als statisch bestimmtes Hauptsystem werde der bei o einseitig eingespannte
Freitriger gewihlt, Fig. 231. Als die der Berechnung zugrunde zu legenden Ver-
schiebungsrichtungen des Punktes b mogen aus praktischen Griinden die hori-
zontale und die vertikale gewdhlt werden. Aus den gleichen Griinden miogen
auch die beiden Uberzihligen im eigentlichen Stiitzpunkte b in der Grofle be-
rechnet werden, in der sie in dieser Richtung wirken.

Die Stiitzenbedingungen lauten alsdann, algebraisch ausgedriickt:

1. Xd, in Richtung H=0 (s. Fig. 231),
2. Xd, o s B=0 (s. Fig.236),
3. Zw, =0 (s. Fig. 241).

Stehblechtiohe 40an

500¢rm
Symmetrie -Achse

|
!
|

N

| - <
[ ’

';l 2z’ v/ ' \r! 174 4 Vi \iZ lﬂ
|

[

i
70 100=7000cm >
Fig. 230.

In der letzten Bedingung bedeutet w, die einzelnen Winkelinderungen der .
Lage der Stabachsentangente im Punkte b des statisch bestimmten Hauptsystems
als Summe der Winkeldinderungen der gesamten Stabachse a--b selbst.

Die Zerlegung dieser Winkeldnderung und der Verschiebungen durch Be-
trachtung der Einzelursachen ergibt die Forménderungsgleichungen:

<1. Verschiebungen in Richtung H:

A4 X Ppym + Hyy + By — My, =0;
2. Verschiebungen in Richtung B:

C SPu Oy — Hyy By~ M8, =0;
3. Verdrehung der Stabachse im Punkte b: ‘

~3P,wy,, — Hwy, + Bw,, - Maw,, = 0.

Nach dem Satze von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen kann das erste
Glied der drei Gleichungen, wie wir wissen, in eine fiir die Zahlenrechnung he-
quemere Form gebracht werden:

11*
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in Richtung #  in Richtung Pm
fiir Pp=1 fir =1
2y 2P, 6,,,_,, = 2XP, 6,,,2
fiir Richtung B in Richtung Pom
fir Pp=1 fir B=1
3) Zmebm = ZPm 6mb
flir Pm=1 fiir Mp =1

Die ohne Anwendung des Satzes erforderlichen drei Biegungslinien fir die
Einheit jeder Last P, eriibrigen sich alsdann.

Tabelle Nr. 12.
Berechnung der Winkeldanderungen der Bogenachse fiir H =1t.

M| J E M M 4b M |
CR-RRENEN P : 52 o
SR ST B By |pamgiette |2 et fing. |28 W =g
§ :’&‘ én'é‘* £ 5‘“‘2 %?éa%ggggefgxr g Lalsst ﬁirlg%e E% Eii;gl‘(ﬁst x“:w(’
S8iL Es Z R sinheit £ [Lingeneinheit|s 2 =4 (cm)
O I HH 7=z
2 & g g &l |
cmtl emt |t cmﬂ © cm 1 “
B e et B e L e A
HI U %I, 188 lgfi‘;g‘;igg . 00000103 1u.10,00000051 206/ 0,000105 | 0,105
mu'm' 320 61440 2150 0,00000242] > 2000000172 172)0,000206 | 0,206
py T ao] 26 srolatonl 6 00000 1 3u.3'jo,0000033o,142 0,000468 l 0,468
Y u. A 7 : 00, 000 15| £u-¥| 0,00000518 117 0,000606 ; 0,606
“17'1 s 22088‘2}58 8780008810 5u.5'| 0,00000714 {103 0,000735 | 0,785
7002150/ 0,00 | Sw 3 W ‘
{ ‘ | =57 = 0002210 =" = 2,210
|

Die Darstellung der Biegungslinien fir H, B und M. Biegungslinien
fir H=1t, Fig. 231—235. TFig. 231 zeigt das statisch bestimmte Hauptsystem,
suniichst nur bolastet mit der Finheit der Uberzihligen H. Die Momentenfliche
fiir H=1t wird begrenzt durch die Bogenachse und die Auflagerbasis ¢-+-b.
In Fig. 232 ist die Fliche der Trigheitsmomente aufgetragen worden. Die nach
Fig. 230 berechneten Einzelwerte sind in der Tabelle Nr. 12 enthalten. Fig. 233

stellt die Vereinigung der M-Fliche mit der J-Flidche zur —f%f-Flache dar.

J- B
Diese Fliache der fingierten Belastung wurde in 10 Streifen zerlegt von der mitt-
M - . .
leren Hohe 7LE Die durch die Schwerpunkte dieser Belastungsstreifen ge-

legten Vertikalen bestimmen auf der Bogenachse die fingierten Angriffspunkte
der w-Einzellasten. Jede w-Kinzellast hat den Wert:
M

e

w TR 46,
worin 4 b die Bogenstrecke bedeutet, auf der der Belastungsstreifen wirksam ist.
Die so berechneten Zahlenwerte der Winkeldinderungen w sind in Tabelle Nr. 12
aufgefithrt worden. Die Vertikalverschiebungen enthilt die fiir die vertikal
wirkend gedachten tw-Lasten als Seilzug gezeichnet die Biegungslinie Fig. 234,
wihrend zur Ermittlung der horizontalen Verschiebungen die Biegungslinie als
Seilzug fir die horizontal angreifend gedachten w-Lasten Fig. 235 zu zeichnen
ist. Zu beachten ist, daB die Basis der Biegungslinien, also die Gerade, von der
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h=5t i

Fig. 231. M=fldche 7mm=170cmt
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aus die Punktverschiebungen zu messen sind und die somit die Nullage aller
Punkte der Bogenachse darstellt, daB diese Basis gebildet wird von der Ver-
langerung der duBleren Seilstrecke fiir w{, also von der Tangente an die Biegungs-
linie in a’: Denn infolge Einspannung ist die Lage der Tangente an die Bogen-
achse in o unveranderlich, von diesem Punkte an wachsen also erst die Winkel-
snderungen und damit die Punktverschiebungen so, wie es in Fig. 234 durch Ein-
tragung der Zahlenwerte einzelner Punktverschiebungen verdeutlicht worden ist.
Die Nullagen der beiden Biegungslinien konnten natirlich auch durch ent-
sprechende Wahl der Pollage horizontal bzw. vertikal gelegt werden, was den
Vorzug-gréBerer Anschaulichkeit aufweist. In den Biegungslinien fiir B =1t
sind diese Nullagen gewidhlt worden.

Tabelle Nr. 13.
Berechnung der Winkeldnderungen der Bogenachse fiir B=1t.

M J | E M M Av| M [
— [ — Ww=——- b}
o |3 b= J B E JE L JeE
g8 = 15 %) ' =] s_; J [
$E 185 § |4 E il o
Rl Ry 2 | £x |Fing Belastung| & | Mittl, fing. 122! wingierte |17 =& FY
z 1= &R 2 & fiir die Langen-| £ [ Last fiir die |2< | Ringellast | &~ 100
=i B B i i 5 i i it | = ° 7 =4 (cm)
SR B 5 |3 =N einheit £ | Langeneinheit € % ‘ fi
B 7 ad 0 = = &5 y=1
IR = | R = =3y |
< 1A = = A
cmt emt (tjem? © cm i l
e e e e
I ' o |10sg00/2150 0 |
0 0,2150; 0,000000285 206]0,0000587 0,023

IT , 100, 81410/2150/ 0,000000572
III | 200, 614402150/ 0,000001515
IV | 300| 4657012150| 0,000002998
400| 36050|2150! 0,00000516
VI | 500 28700|2150 0,00000810

1

2 | 0,000001043 1'72}0,(]001’793li 0,072
3 | 0,000002256 {142 0,0003200 | 0,128
4

5

0,00000408 |117 {0,0004770 0,191

-

| 0,00000663 |103'0,0006840 | 0,274
5| 0,00000792 |103/0,0008160 | 0,326
v ] e ooemTS 147 | 0,00000738 | 117,0,0008630 0,345
o oo o oo |37 | 000000653 |142 0,0009270 | 0,371
A 12150/ 0, 27| 0,00000560 |172/0,0000630 | 0,335
I; ‘1388(13;338\2128 g’gggggi; 1 | 0,00000470 |206]0,0009680 | 0,387
‘ : ’ Suw = 0,0062560 2,502

=i

Vi 600 36050|2150, 0,00000775

Biegungslinien fiir B = 1t. Fig. 236-—240 nebst Tabelle Nr. 13. Die Mo-
mentenfliche ist ein Dreieck mit der Spitze bei b. Fig. 238 zeigt die sich er-
gebende unsymmetrische JLWE -Fliche. Die unsymmetrische Verteilung der ge-
dachten Last erfordert die Darstellung des ganzen w-Kriftezuges.

Biegungslinien fir M, = 1 cmt. Fig. 241-—245 nebst Tabelle Nr. 14. Die
Momentenfliche ist ein Rechteck, Fig. 242; die il - -Fliche ist also sym-
metrisch, Fig. 243. J B

Die Entnahme der zur Auswertung der Forménderungsgleichungen benétigten
Punktverschiebungen aus den Biegungslinien fir H =1t und B =11 bietet
dem Leser keine Schwierigkeiten mehr. Weniger einfach scheint zunéchst die
Verwendung der Biegungslinien fir M = 1 cmt zu sein: aus diesen sollen laut
Forménderungsgleichung (3) keine Verschiebungen, sondern Winkeldnderungen
entnommen werden, und zwar handelt es sich, wie schon dargelegt, um die Winkel-
dnderung, die die Tangente an die Bogenachse in b fiir die Einheiten der Einzel-
lasten P,, Py, Py, Py, H, B und M erfihrt. Die Winkelinderungen aus H, B
und M sind einfach gleich dem Winkel, den die Nullage jeder der Biegungslinien
mit der Endtangente (Endseillinie) bildet. Diese Winkeldnderung muf} sich aus
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den beiden fiir eine Uberzihlige bezeichneten Biegungslinien natirlich in gleicher
Grofle ergeben, ndmlich zu: .
Swo1. 2w

wy = - = 3w

H " ay afy

gemessen, wie hier stets, im BogenmaBe. Es ist natiirlich gar nicht erforderlich,
den Ausdruck

py=5t 70 Lz ' oy’

Fig. 241,

= ! ’ ! ’ g
LTt oy o | !W 7 vim | oo o1 &,=0,0043 \$

1 Tig, 245,

!
5 My=rert Tig. 242, \A
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aus den Figuren zu bestimmen, vielmehr kann die Sw (fiir die, wie erinnerlich,
die Polweite H = f = 1, der Trigermafistab o = 1 und auch der VergroBerungs-
maBstab = 1 sind) den zu den Biegungslinien gehtrenden Tabellen nach Ad-

dition der Zahlenwerte der w-Spalte entnommen werden.

Wiren fiir simtliche Lasten P Biegungslinien gezeichnet worden, so konnte
die Winkelinderung der Tangentenlage in b unmittelbar in gleicher Weise er-
mittelt werden. Es ist aber auch hier von groBerem Vorteile, den Satz von der

Gegenseitigkeit der Verschiebungen anzuwenden, wonach
Wy = (3,@ .

Auf Seite 78 wurde das ausfithrlich erldutert.

Tabelle Nr. 14.

Berechnung der Winkelinderungen der Bogenachse fiir M, =1 omt.

M| J | E M M Tae| M,
P T JE 2 J-E el TrE
g g %% % j;g % %E | (cm)
E g 25 | Fing. Belast 2 Mittl. fing. |28 g =wesfey
SV 188 2 |EE| ot | 2 | fatfu e (22 fSingerte | T.Zh00 Fa
g2y g8 & 7 N einheit 3 Léngeneinheit |5 2 B=5 (cm)
Zg |25 & |8 is ro
I - Z *a
emt| cm* |t/em? < cm ‘
i i T = I moE === L i #::—i—”—« S s
Tu. I',= 1 [108900/2150| 0,00000000427, , 311 0,00000000499 206!) 0,00000103 | 0.515
ITu IF'| 1 | 81410|2150 0,00000000572], "o/l 010000000664 172! 0.00000115 0575
IIIu.III’% 1| 61440|2150] 0,00000000757 "l 010000000878 | 142| 0.00000125 0625
% 9 v ) » y 3
Iz, u. IVY | i g‘ggzg Zizg 3’8883888?233 1u.4/| 0,00000001144 117] 0,00000134 0,670
u. | 1 ’ 5u.5’| 0,00000001450 {103, 0,00000148 0,740
vi | 1| 28700/2150! 0,00000001620 S swo
; | } 5~ =0,00000625 = = 3,125
[ | . 2

Wir kénnen nunmehr die Zahlenrechnung in Angriff nehmen:

Verschiebungen von b aus P, in Richtung H (Fig. 234):
O = 0,03 cm/t

‘Sm_,b = 0717 I
6m,,b = 0,70 EH)
6n14b :‘1537 I

2P, 0y, =227 cm/t - 5t = 11,35 cm.

Verschiebung von b aus P, in Richtung B (Fig. 239):
07,11,1 = 0,19 cm/t

(Sm_,l; = 0:73 2
Sy =179 .,
(Sm*b = 2,85

MNP, Oym = 5,56 cm/t - 5t = 27,80 cm.,

Verdrehung von b aus P, (Fig. 244):
8,5 = 0,00020
8y, » = 0,00081
a,,,;,, = 0,00229
O 5 = 0,00407

NP, w,,, = 0,00737 - 5 = 0,03685 .
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Somit:
1. 411,35 +1,80H —224B —00043M =0
2. — 27,80 —215H +403B +0,0061 M —0
; 3. — 0,03685 — 0,00442 H - 0,00626 B - 0,0000125 M — 0
L 180H  _2.24B 0003 M — 11,35
II. —215H +403B 00061 M — +27,80

IIT. —- 442 H + 6,26 B +0,0125 M = 4-36,85
L 4-215H — 2,67556 B — 0,005136 M = —13,55695

erw,

. —-215H -+ 4,03000 B -+ 0,006100 M = --27,80000
a) + 1,35444 B 4 0,000964 M = +-14,24305
I+ 4,42000 H — 5,50045 B — 0,010559 M = —27,87061

erw,

III. — 4,42000 H -~ 6,26000 B -+ 0,012500 M = --36,85000
b) -+0,75955 B -}- 0,001941 M == - 8,97939

a) —1,35444 B - 0,000964 M == —14,24305
b) -+1,35444 B -+ 0,003461 M = -16,01217

erw,
+0,002497 M - - 1,76902

176902
M= oty = 1084581

M = 708 cmt .

a) --1,35444 B - 0,000964 - 708,4581 = -14,24305
B =10,01159
b) -+0,75955 B -t- 0,001941 - 708,4581 = -8,97939
B =10,01154
B =10t.
Diese GroBe von B, nimlich genau 10 t, konnte auch vor der Berechnung un-
mittelbar aus der Symmetrie des Tragwerkes und seiner Belastung mit GewiBheit
gefolgert und angeschrieben werden. Man hitte darauf nur noch zwei Unbekannte
auszuwerten brauchen: Dann wiirde man' jedoch auf eine sehr erwiinschte Stich-

probe auf die Richtigkeit und Genauigkeit der Biegungslinien und ihrer Aus-
wertung verzichtet haben.

I. +1,80 H — 2,24 -10 — 0,0043 - 708,4581 = —-11,35
14,0637 . .
H = —1:86# = /,83132
H=1783t%t.

Die Probe auf Gleichung II und III ist befriedigend. Die Ermittlung der
Beanspruchung jedes Trigerquerschnittes ist damit auf die gleiche Aufgabe fir
cinen statisch bestimmten Balken zuriickgefiihrt; eine wiederholungsweise Losung
dieser Aufgabe, wie sie in vorangegangenen Ubungsbeispielen durchgefithrt oder
angedeutet wurde, eriibrigt sich wohl bereits.

Untersuchung des Tragwerkes fiir die groBfte Temperaturdnde-
rung von +35°C gegeniiber der Montagetemperatur. Es mige zur
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Vereinfachung der Rechnung, in Ermangelung bestimmter Sachlage oder Vor-
schrift, angenommen werden, daf} die Temperatur fiir alle Trigerpunkte stets
dieselbe ist. Wegen der dann vollkommen symmetrischen Beanspruchung kann
ein Auflagerdruck 4 und B iiberhaupt nicht auftreten; dennoch moge auch hier
wieder zur Erzielung einer Stichprobe auf die Rlchtlgkelt der Beiwerte der Un-
bekannten und zwecks Wahrung der allgemeinen Form dieser Ubungsaufgabe,
die Uberzihlige B nicht gleich Null gesetzt werden: Die Uberzahllge muf} im
Ergebnis diesen Wert annehmen, wenn die Rechnung ohne Fehler ist. Der um-
gekehrte Schlufl auf die unbedingte Richtigkeit der Rechnung bei B = 0 kann
natiirlich nicht gezogen werden. Auch eine zuféllige Uberelnstlmmung der Fehler
konnte den Wert Null fiir die Uberzihlige herbeifithren. Das ist allerdings ein
seltener Fall.

Die Temperaturinderung hat eine Vergroferung (bzw. Verkleinerung) der
Entfernung o --b im statisch bestimmten Hauptsystem zur Folge:

8, = 1000 cm - 0,000012 cm/em -+ 4-35 = -1-0,42 cm.
in Richtung H o

Eine Hebung von & oder eine Winkelinderung dort findet nichv statt.

Die Stutzenbedingungen sind natiirlich die gleichen, wie die bei Berechnung
der Uberzahligen fir die Lasten P aufgestellten: Wir kénnen somit ohne weiteros
in die Zahlenrechnung eintreten:

. +1,80H —224B — 0,0043 M = 40,42
II. —215H +-4,038B -+ 0,0061 M = 0
III. —442H --6,26 B +4-0,0125 M = 0

I. +1,80H —224B — 0,0043 M = -+ 0,42
II. — 1,80 H 4 3,37395 B - 0,0051070 ¥ = 0

erw.

a) - 1,13395 B 4 0,0008070* M = --0,42

I. 4+1,80H —224 B - 0,0043 M ~ == 10,42
III. —1,80 H -- 2,54932 B - 0,0050905 4 == 0
erw.
b) -+0,30932 B - 0,0007905% M = --0,42
a) —1,13395 B — 0,0008070 M = —0,42
b) 4113395 B + 0,0028979 M == --1,53970
erw.,
- 0,0020909 M = 4-1,11970
419700
M= 70,0020900 535,511

M = 536 emt

a) 4 1,13395 B -+ 0,0008070 - 535,511 = - 0,42

B ::_‘i%g%? = —0,010721
b) -+0,30932 B -+ 0,0007905 - 535,511 == -+ 0,42
—0,00332 -
Rt —0,010733

B=




172 Die statisch unbestimmten Vollwandtréger.

I. +1,80 H — 2,24 -0 — 0,0043 - 535,511 = -}-0,42

2,72270
H = ~is = 1,51261
H=1,51t.

Die Proben auf Gleichung IT und III gehen genau genug auf. Die beiden-
* Werte miifiten, wenn die Punktverschiebungen mathematisch genau ermittelt
worden wiren, einander gleich sein, so da, wenn man zuerst nach B auflost,
sich die Gleichung ergibt:
a)—b) = (1,13395 — 0,30932)B + 0 =0.

also, und nur dann: B=0.
Ein tieferes Eingehen auf solche Sonderfille wiirde den Rahmen dieses Buches
iiberschreiten. Dem Leser wird empfohlen, solche Gleichungssysteme zahlen-
méfig genau zu entwickeln, weil sonst Ungenauigkeiten von unzuldssiger Grofie
auftreten konnen, die auch durch die Proben nicht aufgedeckt werden, da diese
in solchen Féllen scheinbar fast unempfindlich sind. Nétigenfalls sind die Form-
dnderungsgleichungen anders anzusetzen: So ist es, wie schon bekannt, beim
Triger auf mehr als drei Stiitzen nicht zu empfehlen, die Auflagerdriicke als
iiberzahlig zu behandeln, sondern besser die Stitzenmomente. ~

Es empfiehlt sich stets, nach Kontrollmerkmalen zu suchen; dadurch dringt
man tiefer in die Aufgabe ein und schiitzt sich vor Fehlern. Die Darstellung der
Biegungslinie aus der errechneten wirklichen Beanspruchung, ferner Bau- und
Lastsymmetrie, statisch bestimmte Uberschlags- bzw. Anndherungsrechnungen,
sowie Anndherungsrechnungen auf Grund von Taschenbuchformeln fiir dhnliche

Falle geben gute Kontrollmerkmale an die Hand und entwickeln eine griind-
liche Krfahrung.

Es seil hier noch auf den hohen Wert des Einspannungsmomentes bei Tem-
peraturéinderung ausdriicklich hingewiesen. Diese Empfindlichkeit ist typisch fiir
eingespannte Rahmen und wesenséhnliche Tragwerke und darf daher nicht un-
untersucht bleiben.

4. Das Portal.

Verbindet man einen Balken biegungssteif mit seinen beiden Stiitzen,
so entsteht ein typisches Portal, vgl. Fig. 246. Durch extreme Variation
des typischen Portales ergeben sich andere Tragwerke, oft ohne im
Sprachgebrauche den Namen zu dndern: Werden die Eckwinkel 180°,
so geht das Portal, bei entsprecherder Kriimmung der Elemente, in
einen Bogen iiber; verkleinert man beide Stiitzen bis auf die Lange Null,
so entsteht ein Balken auf zwei Stiitzen und so fort. Verschwindet nur
eine Stiellinge, so ergibt sich ein ,einhiiftiges Portal*. Ein zwei- oder
mehrfaches Portal erhialt man, wenn man einen Balken auf drei bzw.
mehr Stiitzen mit diesen Stiitzen biegungssteif verbindet. Alle diese
Variationen und ihre Zwischenstufen brauchen wir hier nicht zu betrach-
ten; der Leser mag aus ihnen seine Ubungsbeispiele wahlen: Die Form-
anderungsgleichungen sind identisch mit denen langstbekannter wesens-
gleicher Tragwerke. Das Besondere am Portal ist die Zusammensetzung
aus Tragwerken, deren Forminderung im einzelnen zu ermitteln wir
bereits imstande sind, deren Gesamteinflufl festzustellen dem Leser
vielleicht noch Schwierigkeiten bietet. Wir kénnen uns mithin auf die
Behandlung des zweigelenkigen Portales Fig. 246 beschrinken; der
Leser kann die Betrachtung auf Grund seiner vorausgesetzten und der
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bis hierher erworbenen Vorkenntnisse ohne weiteres auf die Variationen
anwenden.

Die Forménderungsgleichung lautet bekanntlich, wenn @ Rollen-
lager im Hauptsystem Fig. 251:

Z.P,Jaml — 2 W dam — H, 040 = 09

worin iibrigens das Vorzeichen der bis auf den Absolutbetrag bestimmt
gewshlten Krafte nach der augenscheinlichen Wirkung bereits eingesetzt
wurde. Explizit:

Py — Wy

HCL = aaa

oder, in Anbetracht der Gegenseitigkeit der Verschiebungen:

POy — W b

O4a o

H, =

Es ist also nur die Foimanderung aus H, = 1t zu ermitteln!

Zu diesem Zwecke denken wir uns zunichst das ganze Tragwerk
starr (F = o0), so daBl fur H, =1t keine Forminderung auftritt.
Dann teilen wir das Portal in sclche Elemente ein, auf die wir unsere
gewohnten Verfahren am bequemsten anwenden konnen, ersetzen
hierauf die starr gedachten Elemente in geeigneter Reihenfolge durch
die wirklichen, und vollziehen die dann klar zutage liegende geometrische
Zusammensetzung der durch diesen Kunstgriff nacheinander erfolgenden
Forménderungen aus H, = 1t.

In unserem Beispiele Fig. 246 ist der Gang der Uberlegung etwa
folgender: )

Fig. 247. Tragwerk vollig starr; H, = 1 t.

Fig. 248. Nur noch Stitzenstiele starr, Balken durch konstantes
Moment (H,-h%) gebogen; &y, = 01 + 0pr.

Fig. 249. Nur noch Stiel a starr. 6,, = 0r + 077 + Oz . (Der
Winkel, den H mit den Stiitzen bildet, ist so gering, daB dy;; als senk-
rechte Verschiebung der durch H, = H, = 11 gebogenen Stiitze zu
ermitteln ist). : .

Fig. 250. Alle Elemente bis auf die Eckwinkel nicht mehr starr:
O4a = 07 -+ 051 + 0117 + Oy (Bemerkung wie zu dyy;). Ist die Winkel-
dnderung der Ecken infolge der Einwirkung der Eckmomente bekannt
oder abschatzbar, so sind &y und d;p um das Produkt aus Winkel-
gnderung und Stiellinge zu vermehren. Die Ecken werden jedoch
in der Regel so steif ausgefiihrt, dafl die Vernachlissigung zuldssig ist.

Fig. 251 zeigt die Biegungslinie (8,,,) bzw. die EinfluBlinie (0g4).

Die weitere Behandlung ist dem Leser gelaufig; sie bereitet auch
dann keine Schwierigkeiten, wenn die Beriicksichtigung des Einflusses
der Lings- und Querkrifte angezeigt erscheinen sollte.
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IV. Die statisch unbestimmten Fachwerktriiger.

Dieses Kapitel nimmt gegeniiber Kapitel III nur einen geringen
Raum ein. Unter die Vollwandtréager haben wir nicht nur die armierten
Balken aufgenommen, die bei strengerer Gliederung neben vollwandigen
und gegliederten Systemen besonders einzuordnen wiren, sondern wir
haben auch die gekriammten Balken und die Portale wegen der Eigen-
art der Berechnung ihrer Punktverschiebungen dort ausfiihrlich be-
handeln miissen. Trotz viel groferer Mannigfaltigkeit weisen die ge-
briauchlichen Erscheinungsformen der gegliederten Trager nicht solche
Besonderheiten auf, die einer besonderen Behandlung bediirften. Wir
haben also nur die Ermittlung der Punktverschiebungen, die in allen
Fiallen die gleiche ist, in einem Beispiele ausfithrlich zu behandeln
und wollen eine kurze Repetition der Aufstellung von Formanderungs-
gleichungen an Hand einiger typischer Fachwerktrager folgen lassen..

1. Die statisch unbestimmt gestiitzten Fachwerktriger.

a) Der Fachwerkbalken auf drei Stiitzen.

Der in Fig. 252 dargestellte Triger sei belastet durch 6,4 t/m einschlieBlich
Figengewicht; hierfiir soll die Stabbemessung vorgenommen werden. Wir unter-
scheiden Entwurfsberechnung und exakte Nachprifung.

Forminderungsgleichung, nach ¢ gesondert:

C xPd, m
600

Ist nicht die Frage nach der Beanspruchung bei andersartiger Belastung zu
erwarten, so geniigt die Auswertung zweier Arbeitsgleichungen zur Ermittlung
von C und damit zur Losung der gestellten Aufgabe:

T, e 0= EP, 0, =28, 8,, 04

aus Py

und _
1,8, =d,,=28 0,

Die Aufstellung der Produktfaktoren erfolgt zweckmiBig tabellaricch (vgl. Seite 51,
Tabelle Nr. 4 u. a.). Es sind hierzu zwei Kriiftepline zu zeichnen: fir ¢ =1
und fir die Belastung, bezogen auf das statisch bestimmte Hauptsystem.

Nach der Ermittlung von C ist der Krifteplan fiir ¢ = 1 zu erweitern und
mit dem Kréfteplane fiir die Belastung zu kombinieren. Bei Dachkonstruktionen,
Rohrleitungstrigern, Flugzeugen u. a. wird die statische Untersuchung in der
Regel bereits durch dieses verhdltnism#Big einfache Verfahren erschopft. (Bei
Flugzeugen tritt daftr allerdings meist vielfache Unbestimmtheit auf und oft
eine riumliche Gliederung, die eine restlose Zerlegung in ebene Tragscheiben in
zweckméfiger Weise nicht mehr zulaBt).

Der Leser mag die Stabbeanspruchung mittels Arbeitsgleichungen, wie oben
geschildert, zur Ubung selbstdndig bestimmen. Fiir die Zahlenrechnung, die wir
hier vorfithren wollen, mége angenommen werden, dafl weitere Untersuchungen
tir wandernde Einzellasten folgen sollen, die so zahlreiche Belastungsvariationen
ergeben, daB das Zeichnen von Kriifteplidnen fiir jeden Fall und die Auswertung
der Arbeitsgleichungen sehr zeitraubend wére; in diesem Falle ist die Berechnung
mittels der durch den Verschiebungssatz erméglichten EinfluBlinien zweckmaiBig.
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Zunichst ist die Forminderungsgleichung umzuformen:

Fiir die Knotenpunkte des
linie filr ¢ = 1 t zu zeichnen; vg

SPé,,
8ee .
Untergurtes als Lastgurt ist mithin die Biegungs-
1. Fig. 252, Tabelle Nr. 15 und Fig. 253. Fir die

Z‘Pémf
bee

noch unbekannten Stabquerschnitte wurden Verhéltniswerte eingesetat; der
WandeinfluB wurde vernachlissigt.

Tabelle Nr. 15
zur Biegungslinie far ¢ =1t

Entwurfsberechnung.

,,130/2 F,12150,0,0303 /F,

HE Ab- |
w | 25 & Stablingen- | stand Stab-
zgn & E|ig/ | dpderung | vom | spannung Stablingen-
a | & |82| gy |  furdie | zuge S fiir anderung
2|3 |Sk =g Krafteinheit | ordnet. | ¢=+1¢ As=8-0s
w & |ES|ER _ s |Knoten-| 4= 0,438t fiir
@ | 22 R =% F | punkt |B=-0,562¢ O=+1t
=) | 7
o cm | em? t/cm?“ cm’t | ocm cm cm
—= e
0, 1262 F, 2150!0,0293 /Fol 113 40,49 +0,0142 /F,
-0, 1262 F, 2150'0,0293 JF,| 125 -+ 0,88 + 0,02574/F
0, 126\3 F,|2150|0,01954/F,| 137 ' + 1,20 | + 0,0235 /F,
0, 1253 F, 2150[0,01938/17‘0\ 145 | +1,51 | 40,0294 /F,
1] |
0, 1253 F,|2150,0,01938/F,| 152 . - 1,80 | 40,0349 /F,
0 1253 F,,lf3150 0,01938/17'0[ 156 ‘ + 2,11 -+ 0,0409 /F,
0, 125\3 F,|2150/0,01938/F,! 159 ‘ +242 | 40,0467 /F,
0, 125[3 F,2150 0,01038/F,) 160 | --27,4 | -+ 0,0531 /F,
0, 130‘3 F,2150/0,02018/F,| 160 \ + 2,74 | -+ 0,0553 /F,
(o 130‘;3 F0‘2150\0,02018/F0 158 ‘ 42,31 10,0466 /F,
0, 1303F,,}2150‘0,02018/F01 153+ 11,91 | +0,0385 /F,
0y, 131\3 F, 2150, 0,0203 /F,| 144 | 41,52 | + 0,0309 /F,
0,133 F,215010,0305 /F,| 132 | -+ 1,11 | +0,0339 /F,
ouhmlz F, 2150/0,0305 /F," 117 | -+ 0,62 | -+ 0,01900/F,
U, 1252 F,,‘2150 o021 8, — | — | -
U21125\2 ¥,/2150,0,0291 /F,| 114 | --048 = — 0,0140 /F,
U, 125§3 F,|2150/0,01938/F, 126 | —0,87 | 0,0166 /F,
U, 125‘3 F,,}2150 0,01938/F, 137 @ —1,20 ‘ — 10,0233 /F, |
t i :
U5‘125‘3.F,,{2150‘0,01938/F,,1 145  — 151 . — 0,0204 /F,
U, |125/3 F, 2150 0,01988/F, 152 | — 180 | 0,0349 /F,
U, ,125‘3 FJQIE)O 0,01938/F, 156 | — 2,11 ‘ — 0,0409 /F, !
U, 1253 F,12150,0,00038/F, 150 = —242 | — 00469 /F,
U, 1‘13013 7,12150[0,02018/F,) 158 | - 2,31 | —0,0466 /F, |
U,'130,3 F,,‘2150‘ 0,02018/F,] 153 | —1,91 . —0,0385 /F, 1
<o | | |
U11513o‘3 F, 2150 0,02018/F,| 145 [ — 1,51 | - 0,0305 /F,
U,,'130'3 F,/2150/0,02018/F,, 133 |- 1,10 ' — 0,0221 /F,
; | | |
U3 1302 7,121500,0303 [F, 118 = — 0,62 |

— 0,01700/F,

Winkelinderung
(Fingierte Last)
Ads

w=-—
;

T

Richtung und
Grofle

-+ 0,0001258/F, |

-+ 0,0002058/F, |
- 0,0001715/F, |
-+ 0,0002025/F, |
4 0,000229 /F,
4+ 0,000262 /F,
4-0,000294 /F,
+0,000332 /F,
-+ 0,000335 /F, |
+0,000295 /F,
+0,000252 /F,
-+ 0,000214 /F, |
- 0,000257 /F, |

1 0,000162 /F, “

£ 0,000123 /F, |
£ 0,000132 /F, |
- 0,000170 /F, |
-+ 0,0002025/F, |
- 0,000229 /F,

+0,00262 /F, |

4+ 0,000295 /F,
+ 0,000295 °F,
4 0,000252 /F,
L 0,000210 /F,
-+ 0,000166 /F,
4 0,000144 /F,

zuge-
ordn.

Knoten-

punkt

I
I

TI1
v

v
VI

VII
c

c
VIII

IX
X

XI
X1

a
I

it
111

v
v
VI
Ly
| v
IX
X

XI

XII

Fing. Last
jedes Unter-
gurtknotens

l xt |
0,423 /F,
| xu )

0,306 /F,

SW = 5,8221

b
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OrdinatenmeBwerte fiir ¢ = 1t:
Untergurtknoten I: 0,87

2 II. 1,66
. III: 2,35
. IV: 2,94
53 V: 3,38
» VI: 3,71
» VII: 3,87
ZP(S””I-P’”VH = 8 - 18,78 = 150,24
Untergurtknoten c¢: 3,85
Yy U Uy Us Us. Uy Us
3
>
N
It
- <
h
Q -
8
<)
1
Q
17 ) [7 ] Uy ) Uy ] Uy
“ R Tom=0,2%
| | | | ]
Fig. 253,
Untergurtknoten VIII: 3,60
s IXZ 3,16
” X: 2,56
99 XI: 1,82
’ XIIZ 0,94:
2P 50,”””_:_,,,”1 = 8,32 - 12,08 = 100,50
2P, 8, = 250,74
2Py 0w 250,74
_C’_ =T T 38 = +65,2 t
+4-17,80m —7-8t - (7,80m +5,00m) 4 65,2t - 7,80m — 5 - 8,32¢ -3,90m = 0
A= +20,8_t
+B-17,80m — 7 -8%-5,00m 4 65,2t -10,00m — 58,32t - (10,00 m + 3,90 m) = ¢
B = +11,6¢.
Probe:
C= 1652t
4= 4208t Pupryy = —56.0¢
B=+116% P’”Vul%xu = —4L6¢
S = 4976t 0000 S 076t

Hiermit wurde der Krafteplan Fig. 256 gezeichnet. Fig. 255 zeigt die Fachwerk-
felder im Maflstabe 1:10 iibereinandergezeichnet, um die genaue Richfung der
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Stabkrifte zu haben und um aus dieser Zeichnung spiter simtliche Abstinde »
der Stibe von den zugeordneten Knotenpunkten entnehmen zu kénnen. Tabelle
Nr. 16 gibt die Bemessung auf Grund des Krifteplanes Fig. 256 nach einer
fingierten Bauvorschrift. Der Rechnungsgang in dieser Tabelle ist dem Leser aus
der Festigkeitslehre bekannt.

2% Qy 3 SﬁIQM§1§1 Ql"'eiilx
ZeZLIN
v
AN
S_
® =
~— 3
w
AN o~
D .
~—f E}
S
g o =
w3
5= &)
ST
o .
3 2
B B
[N =
Qv—i -
g It B
j23
£E
Br—l
E - 2807=Y
- 295=284 >J,\ 2905=,26%-6
1946=d3

Die Nachpriifung erfolgt mit Hilfe der Fig. 257—263 und der Tabellen Nr. 17
und Nr. 18 (s. nichste Seite). Der EinfluB der Wandstédbe wurde hierin beriick-
sichtigt. Fig, 260, 261 und 262 nebst Hilfsfig. 259 zeigen die Nachpriifung der
Biegungslinie Fig. 258 mittels Verschiebungsplanes. Dieser wurde der groferen Deut-
lichkeit wegen in zwel Teilen gezeichnet, Fig. 260 und 261; die Anfangspunkte
0 == ¢ beider Teile sind natiirlich identisch; als feste Stablage wurde ¢—=VII,

gewihlt. Die Ubereinstimmung der beiden Biegungslinien, Fig. 258 und Fig. 262,
ist voll befriedigend.

12%
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Tabelle Nr. 16,
Entwurfsberechnung.
Gewdhiter Querschnitt
Er- Br-
Stab- | Spann- Vi F
Stab linge kraft forderl. | forderl. 4L bei ohne | 7
Frin | Jmin Form S|« | Niet- | Niet- min
abzug | abzug
cm t cm? em* minag cm? cm? em*
0, 126 —23 19 |- 69 3L 130 65+ 10 10 32,6 37,2 | 250
0, 126 —34 29 102 JL 130 - 6610 10 32,6 37,2 | 250
0, 126 —36 30 108 AL 130+ 65-10 10 32,6 37,2 | 250
0, 125 —31 26 92 4L 130+ 65-10 10 32,6 37,2 | 250
O 125 —21 18 54 JL 180+ 65-10 10 32,6 37,2 . 250
O, 125 -5 5 15 JL 130« 65-10 10 32,6 37,2 | 250
0, 125 416 14 - JL. 180 - 65+10 10 32,6 37,2 | 250
0,4 125 +44 37 - AL 180 - 65 - 12 10 38,7 44,2 | 308
O, 130 +44 37 - JL180.65-12 10 38,7 44,2 | 308
O30 130 +20 17 — JL 130 - 65+ 10 10 32,6 87,2 | 250
[0 130 + 2 2 — 41130 - 65+ 10 10 32,6 37,2 ' 250
Oy 131 ~10 . 9 33 L 130 - 65+ 10 10 32,6 37,2 ' 250
[ 131 —17 15 49 11.130- 6510 10 32,6 37,2 | 250
Oy4 131 —15 13 43 JL 130 ¢ 65+ 10 10 32,6 37,2 | 250
U, 125 0 0 - L 130 - 65°10 10 32,6 37,2 | 250
U, 125 +28 20 - Ji_180 - 6510 10 32,6 37,2 | 250
U, 125 +84 29 1 - AL 130« 6510 10 32,6 37,2 | 250
U, 125 +36 30 — 1L 130 - 65- 10 10 32,6 37,2 | 250
U, 125 +81 26 — AL 180 - 65°10 10 32,6 37,2 | 250
U, 125 +21 18 - JL 180 - 6510 10 32,6 37,2 | 250,
U, 125 + 5 5 — JL 180 - 6510 10 32,6 37,2 | 250
U, 125 —16 14 48 JL 180 - 65+ 10 10 32,6 37,2 | 250
U, 130 —19 16 61 JL. 130+ 6510 10 32,6 37,2 | 250
_Ureo 130 — 2 2 7 4L 130-65°10 10 .| 32,6 | 37,2 | 250
Uy 130 +10 9 - L 130 * 65°10 10 32,6 37,2 | 250
U,s 130 +16 14 — JL 180 - 65-10 10 32,6 37,2 | 250
Uss 130 +15 13 - JL 130 - 65-10 10 32,6 37,2 | 250
Uy 130 0 0 — 4L 130 < 65- 10 10 32,6 37,2 | 250
D, 160 +29 25 — 3L 130+ 65-10 10 32,6 37,2 | 250
D, 169 +14 12 - AL 100-50-8 10 19,3 23,0 99,6
D, 178 + 38 3 - JdL 80-40-6 10 11,4 13,8 41,5
D, 185 -7 6 39 L 80-40-6 10 11,4 13,8 41,5
Dy 191 —16 14 111 JL100-50-8 20 19,3 23,0 | 1425
Ds 197 —25 21 184 JL 180 - 65 - 10 10 32,6 37,2 | 250
D, 200 —34 29 257 AL 180 -65+10 20 32,6 37,2 | 8314
Dy 202 —44 37 340 JL 180 - 65 - 12 20 38,7 44,2 | 408,6
Dy 205 —38 32 302 JL 180 65 - 10 20 32,6 37,2 | 331,4
Do 201 —27 23 206 AL 130-65-10 10 32,6 37,2 | 250
Dy 195 —18 15 130 JL 10050 -8 20 19,3 23,0 | 142,5
Dy, 186 -9 8 59 L 80:40-6 20 11,4 13,8 64,0
Dy 176 + 2 2 — L. 80-40-6 10 11,4 13,8 41,5
Dy, 164 +19 16 - L 100+50 -8 10 19,3 23,0 99,6
Ve 100 —21 18 40 JL 100 - 50 - 8 10 19,3 23,0 99,6
Vy 114 -10 9 25 JL 80-40-6 | 10 11,4 13,8 41,5
V, 126 — 2 2 6 JL s0-40-6 | 10 11,4 13,8 41,5
Vs 137 + 6 5 — JL 80-40-6 10 11,4 13,8 415
v, 145 +13 11 — JL 80-40-6 10 11,4 13,8 41,5
Vs 152 —+20 17 — JdL100-50:-8 | 10 19,3 23,0 99,6
Ve 156 +27 23 — 4dL100-50-10 1 10 24,2 28,2 | 128,5
Va 159 +35 30 — JL 130 - 65+ 10 10 32,6 37,2 | 250
Ve 160 -1 1 5 JdL 80-40-6 10 11,4 18,8 41,5
Vs 158 +29 25 - JL 130 - 6510 10 32,6 37,2 | 250
¥V, 153 +22 19 — AL 100-50-8 10 13,3 23,0 99,6
Vie 145 +15 13 - JL 80-40-8 10 14,8 18,0 57,6
Vu 133 + 7 6. — L 80:40-6 10 11,4 13,8 41,6
Vi 118 — 2 2 6 JdL 80:40-6 10 11,4 13,8 41,6
163 100 —12 10 23 AL 100 - 50. & 10 19,3 23,0 ] 99,6
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Der Fachwerkbalken auf drei Stiitzen.

Tabelle Nr. 17.

181

1 2 3 4 5 6 | 7 ~L 8 | 9 10 11
] ) o
- - < ] Yingierte Last
j S - i er’ } w:f’_f.lgs jedes Unter-
< 7‘&1 (l-[) i & i r gurtknotens
Stab s F E “ e | o®m ro o EwW=Zw-x-py
I E=I [ | zuge- | *=100;
Sl |3t lovini| A=2i
i ‘ |Knoten] v=4
B em em? |tjem?; pl}l;’b t \Wﬁé;l_ [ em 17”7 | T emy
i R i I =
0, }126 | 87,2 [2150 | 1575 | 4-049!+ 772 118 | + 6,83 I i:I ]
0. | 126 | 37,2 |2150| 1575 |+ 0,88 +1385] 125 | + 11,08 I
O, | 126 | 87,2 |2150 | 1575 |+ 1,20+ 1890| 137 | - 13,80 IIL :
O, | 125 | 37,2 [2150 | 1563 |4 1,51+ 2360| 145 | -+ 16,28 v
Os | 125 | 87,2 |2150 | 1568 | -+ 1,80| + 2816| 152 | -+ 18,52 v
O, | 125 | 37,2 2150 | 1563 |- 2.11,-- 3300] 156 | - 21.15 vi — 0,0027
0, | 125 | 37,2 |2150 | 1563 | + 242 |+ 3783] 159 | + 23,80 VII
Os | 125 | 44,2 2150 | 1315 |+ 2,74 + 3603| 160 | -+ 22,50 ¢ E_l
0, | 130 | 44,2 [2150| 1369 |+ 2,74 | + 3750 160 | + 23,42 ¢
O | 130 | 87,2 [2150 | 1625 |- 231|- 3755| 158 | + 23,80 | VIIT
O; | 130 | 37,2 |2150 | 1625 | 41,91 |+ 3104| 153 | + 20,30 X
Oy | 181 | 37,2 |2150 | 1687 | -+ 1,52 + 24841 144 | + 17,27 X + 0,0839
01, | 131 | 37,2 {2150 | 1687 |--1,11 |+ 1816| 182 | -+ 13,77 X1
%“ igl g;g gigg 1687 | 40,62 41013} 117 | + 8,65 | XII | ur |
f 5 2 — 0 0 - 0 @
U, 125 | 37,2 |2150, 1563 | — 0,48 | — 750] 114 | + 6,58 I
Us | 125 | 37,2 |2150 | 1563 | — 0,87 — 1360| 126 | -+ 10,80 I
U, | 125 | 87,2 [2150| 1563 | — 1,20 | — 1877| 187 | - 13,70 11 4+ 0.2451
Us | 125 | 87,2 |2150 | 1563 | — 151 | —2360| 145 | -+ 16,28 v ’
Us | 125 | 37,2 |2510 | 1563 | —1,80| — 2816 152 | - 18,50 v ™
LT’ 125 | 87,2 |2150 | 1563 | —2,11 | — 3300] 156 | -+ 21,15 VI
Us | 125 | 37,2 |2150 | 1563 | —2,42| —3783| 159 | + 23,80 | VII
7, | 180 | 37,2 |2150 | 16256 | —2,31| —3755| 158 | 23,77 | VIII
Uy | 130 | 87,2 |2150 | 1625 | — 1,91 - 3104| 158 | - 20,30 IX 4
Uy | 130 | 37,2 (2160 | 1625 | —1,51] ~ 2453| 145 | +16,92 b:¢ + 0,4206
Uiz | 130 | 372 [2150 | 1625 | — 1,10 —1789| 133 | + 13,45 XI
U | 130 | 87,2 2150) 1625 | —0,62]—1008| 118 | 4 855 | XII
Uy, | 130 | 87,2 ‘2150 | — 0 0 - b
:
2 100 | 23,0 |21 : P . .
« 12150 | 2022 | 0,44+ 889 o L oy I
. 4643
v 114 | 13,8 |2150 | 3843 - 11 13,16 L +0
: { .‘ T 0,38+ 1460| 105 | 4 1168 I |
v, 126 | 13,8 2 4 114 | —13,04 1 A
s , ‘; 150 | 4250 | 40,35, + 1487 1on | g il —
1
v, 187 | 13,8 .2150 | 462 16—~ 13,14 1
s |3 | O | -H088) + 1525} 195 | L1999 | IV
v, 145 | 138 2 .| 118 - 14,07 v + 0,4206
s | 8,8 12150 | 4800 |+ 0,34 |+ 1663) o0 | | 15’ v e
V, | 152 1 23,0 |215 + b 1o+ — 878 v Vit
L 230 | 0| 8075 | 40841 41045 1o | L glae vy
v. | 156 | 289 o , I 122 | — 7,80 VI
s 22150 | 2575 087+ 9520 s | L e | ovip
2, _
V. | 159 | 37,2 2150 | 1080 |+ 0,38[- 756 ;22 - g’ég VCH -+ 0,5019
X
Ve | 160 | 13,8 12150 | 5390 | — 0,07 — 877| - - [ |
i
V. 158 | are lo1 . 126 | — 752 VIII
s 2 (2150 | 1977 | 40,48 |+ 948 ;50| L g5 .
- 153 | o ) 128 | — 11,07 IX
. 8| 230 (2150 | 3007 | 40,44 |+ 1861 150 | 10’7 | vip 40,8791
- 145 . L B 120 | — 18,11 X
" 18,0 2150 | 3747 | - 0,425 1573‘ 180 | + 1211 Ix {vor]
T, | 183 | 13,8 2150 4043+ 1e2g] a0 | TG XI
1 | 4480 | 40,43+ 1923 | 130 | 1480 X
Ve | 118 | 138 215 047 187! 113 1653 | XIT
12| ; O] 8980 | 4047 18700 155 | o 1438 | XI + 0,4839




182 Die statisch unbestimmten Fachwerktriger.

1] 2 3 4 5 6 | 7 | 8 9 | 10 11
o Fiﬁgierte Last
‘ ] - 1 w=25 106 jedes Unter-
| . i é’ r gurtknotens
Stab s | F E | : O & I3 SW=Zwonefoy
! i B i ; zuge- | %=100;
‘ g - 2 Riehtung | qrete| #=25;
: und GroBe Knoten y=4
N cm em?® | 7& cm?| em/t t cm cm {cm)
14 2 41182 T - -
b | 100 | 23,0 2150 2022 | 4056 +1192| | ert | xm
D, | 160 | 37,2 2150 | 2002 | — 0,62 | — 1242 ?g + 18,97 I
93 | +19,50 | II
D 2 — — B
. | 169 | 23,0 |2150 | 3420 0,53| — 1813 & | 2160 i
97 | 420,08 hii
D — — 9282 s
. | 178 | 13,8 |2150 | 6000 0,47 | — 2820 oo} T 3163 -
98 | 42925 v
D 2 2 i — 0,46 | — 2 49,
. | 185 | 13,8 |2150 | 6235 | 0,46 8071 ga | T 08 I
Dy | 191 | 23,0 {2150 | 3860 | —0,44| —1608| 9% | 17,15 v
95 | — 17,88 v )
99 | 411,95 | VI + 0,4813
Dy | 197 | 372 12150 | 2466 |~ 0,48 | — 1183 0 119 ;
§ T : I
. 100 | 412,50 | VII =]
D - ~12 + 12,50
» | 200 | 37,2 {2150 2500 0,80 | —1250| 1o 1 T i
p 99 | +11,38 | ¢
D 2 2 2 — — 112 I 38
. | 202 ) 442 |2150 | 2125 0,53 50 oo | T | v
101 | +17.27 | ¢ +0,2474
D 9 |2 2 ~ - + 17, ;
s | 205 | 37,2 |2150 | 2565 0,68 | — 1743} [ = i T | vim
102 + 15,30 VIIL X11
D 2 12 —0,62] — 1o,
w | 201 | 87, 150 | 2519 0,6 60| Too 1 T e X [xu]
102 | -+ 23,20 X
D 2 — —2 ’
| 195 3,0 [2150 | 3946 0,60 364| " } L 2es0 X
101 | -+ 36,65 x
Dis 2 — . g s =
12 | 186 | 13,8 |2150 | 6270 0,59 — 3700 oo T i <1 0,0710
98 | 4+ 89,38 X1
Dy | 176 | 13,8 |2150 | 5935 | — 0,65 | — 3855 ,
13 s 87 ‘ - 24,30 XIT > = +4,6458
Du | 164 | 230 |2150| 3320 | — o078 —2s87| 93| 2785 [ XN :
j ‘ _ Z

OrdinatenmeBwerte:  Wirkliche Punktverschiebungen:

n; = 0,68 0,0272
nu = 1,37 0,0548
N = 2,04 0,0816
Ny = 2,62 0,1048
ny = 3,09 0,1236
ny = 3,41 0,1364
Wy = 3,59: 4., = 0,1448 0,1436
0,6720 -8 ¢
ne = 3,62 5376 = 3P, . 0.,
o — 337 0.1348 v
i = 2,94 0,1176
7y = 2,37 0,0948
nyr = 1,62 0,0648
Axa = 0,79 0,0316
0,4436 - 8,32 ¢
3,691 = S P, t vy Oom

9,067 = 3P, 3,,
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3P,d,, 9067
C= =% " =014 528t
4=219t% B=131t.

TFig. 265.

Fig. 266.

Es ergibt sich hiermit der Krifteplan Fig. 263, auf Grund dessen Tabelle Nr. 18
die Querschnittsiiberpriffung vornimmt: Verstirkungen sind an keiner Stelle er-
forderlich.

Der gleiche Triger werde von einer wandernden Einzellast beansprucht,
Fig 264. Es soll die EinfluBifliche fiir die Spannkraft eines Gurtstabes gezeichnet
werden, Die Fig. 265 gibt die Losung der Aufgabe fiw den Gurtstab O;. Denkt

P=10t wanderrd x
-0 .~
T = — =77
Fig. 264. N ) \Q ; _’y
N\ 8§ Rgareal _ | N e
o =L - T T i S
e A ; Xy e 7
fec————a, 625 C11———> . )
& - 725 cm =T000 crrr &6-180¢m = 780 crmr———=+
7780 (7966 crr)—=
cll

»

| 3

Sl 3
7|

C Einflulfidche fir die Spannkrff des Guristabes Us
Tem=4,97 ¢ , -
: /7 P
= Ve
cl

man sich an Stelle der Stabspannkraft O; ihr Moment in bezug auf den dem Stabe
zugeordneten Knotenpunkt V,, also Oj - 7y, gesucht, so ist die Losung der Auf-
gabe vollig identisch mit der fiir den Vollwandtriger mit Fig., 143, Seite 101
gegebenen. Es ist auch nur notig, die Momenten-EinfluBfliche zu zeichnen; die
Division durch den konstanten Abstand 7, beriicksichtigt man durch den Ma@stab.

Die Darstellung sei hier wiederholungsweise kurz angedeutet: Die Biegungs-
linie Tig. 265 gleich Fig. 258 ist die EinfluBlinie fiir die Stiitzkraft C, da diese
laut Form#nderungsgleichung nur von den Ordinaten ,,, der Biegungslinie ab-
hingig ist. Gleichzeitig ist sie Momenten-EinfluBlinie fiir die My, = O; - 7o, fir ¢
im statisch bestimmten Hauptsystem allein, und damit EinfluBlinie bzw -fliche
fiir die GroBe der Stabspannkraft O; aus C allein. Die GroBe der Stabspann-
kraft O; im statisch bestimmten Hauptsystem aus P allein ergibt sich aus der
Uberlegung, daB O, fiir P in ¢ und b gleich Null sein mu8, fiir P in ¢ gleich dem
negativen Werte von O; aus C infolge P, = —C: Damit ist auch die EinfluBl-
flache fiir P allein festgelegt, wenn man bedenkt, daB das Wachstum von Oy

iy S p
=
7cm=165 ¢ LA I“l““||||ll||n,,,. -
"l““m”wuﬂlllﬁlllllluuﬂm"" o



184 Die statisch unbestimmten Fachwerktriger.
Tabelle Nr, 18.
Fachwerktridger auf drei Stiitzen.
Nachpriifung des Entwurfes.
Vorhandener Querschnitt (
T T T T T ) Er- Er-
Stab- F J F Spann=
-Stab | ldnge JL bei | ohne | ; . }I;raft | forderl. | forder!.
Form >[l< | Niet- | Niet- min | Fuin | Jmin
abzug | abzug ‘
em | ming | em? | cm? cmt t | cm? et
0, -126 | 11.130 - 65 - 10 10 32,6 l 37,2 | 250 —24 ‘ 20 ‘ 72
0. 126 | JL130-65-10 10 32,6 | 37,2 | 250 —36 30 | 108
0, 126 ¢ AL130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 —38 32 | 114
0, 125 | JdL130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 —34 29 100
05 1256 | .1L130-65+10 10 32,6 37,2 | 250 —24 20 71
05 125 | JL130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 -9 8 27
0, 125 | JL130.65-10 10 32,6 37,2 | 250 +11 10 —
04 125 | JL130-65-12 10 38,7 44,2 | 308 +38 32 —
0, 180 | JL.130- 6512 10 38,7 44,2 | 308 +38 32 -
010 130 | JL130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 +14 12 -
Oy 130 + JL.130-65-10 10. 32,6 37,2 | 250 -2 2 7
012 131+ JL130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 —~14 12 46
Oy 181 | JL180-65-10 , 10 32,6 37,2 | 250 —~18 15 59
014 131 | 1L130-65- 10 10 32,6 37,2 | 250 ~15 13 49
U, 125 ' 1L130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 0 0 -
Ts 125 | IL130 6510 10 32,6 | 37,2 | 250 424 20 -
U, 125 © AL 130 - 65-10 10 32,6 37,2 | 250 +-35 30 -
U, 125 | 1L130-65-10 | 10 32,6 37,2 | 250 38 32 -
Us 125 | JL130-65-10 [ 10 32,6 37,2 | 250 +34 29 -
Us 125 ' L1380 -65-10 | 10 32,6 37,2 | 250 +24 20 —
U, 125 JdL130-65-10 | 10 32,6 37,2 | 250 + 9 8 -
U, 125 JL130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 —12 10 36
U, 130 L1380 6510 10 32,6 37,2 | 250 -14 12 45
Uso 130 JL 1306510 10 32,6 37,2 | 250 4 2 2 -
Uy 130 JL130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 +18 11 —
Use 130 JdL130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 418 15 -
Uss 130 JL 13065 .10 10 32,6 37,2 | 250 +15 13 —
Uy 130 JL130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 0 - 0 —
D, 160 AL 130-65-10 10 32,6 37,2 | 250 +31 26 —
D, 169 L 10050 - 8 10 19,3 23,0 99,6 | 416 14 -
D, 178 AL 80-40-6 10 11,4 13,8 41,5 + 4 4, -
D, 185 AL 80:40-6 10 11,4 13,8 41,5 -~ 6 5 | 39
D; 191 JL100-50-8 | 20 19,3 23,0 | 1425 | —15 13 | 108
Dy 197 JL130-65-10 | 10 32,6 37,2 | 250 —24 20 176
D 200 JL130+6510 | 20 32,6 37,2 | 3314 | —33 28 | 250
Dy |, 202 JL130-65-12 20 38,7 44,2 | 408,6 | —43 36 | 331
Dy, | 205 JL.130 - 65 - 10 20 32,6 37,2 | 3314 | —37 31 204
Diy 201 JL130- 6510 10 32,6 37,2 | 250 —26 22 | 199
Dy 195 JL 100 - 50 - 8 20 19,3 23,0 | 1425 | —16 14 | 115
Dy 186 JL 80-40-6 20 11,4 13,8 640 | — 7 6 | 46
D, 176 dL 80-40-6 10 11,4 13,8 415 | + 4 4 -
Dys 164 JL100-50 -8 10 19,3 23,0 99,6 | +18 15, -
Ve 100 JL100-50-8 10 19,3 23,0 99,6 | —22 19 | 42
T, 114 L 80-40-6 10 11,4 13,8 41,5 ~11 0 | 27
v, 126 L 80-40-6 10 11,4 13,8 41,5 —- 2 2
Ty 137 JL 80-40:6 10 11,4 13,8 415 (| + 5 5 —
T, 145 JL 80-:40-86 10 11,4 13,8 41,5 | +12 0 ) -
T 152 JL100-50 -8 10 19,3 23,0 99,6 1 419 6 | -
Ve 156 JL.100 - 50 - 10 10 24,2 28,2 | 1285 | +26 22 |
v, 159 l JL.130 6510 10 32,6 37,2 | 250 +34 20 | -
Ve 160 JL 80:40-6 10 11,4 13,8 415 ] — 2 2 1 10
Ts 158 | JL130 6510 10 32,6 37,2 | 250 +28 L
¥, 153 4L100-50 -8 10 19,3 23,0 99,6 | +20 7 -
Vie 145 JL g0-40-8 | 10 14,8 18,0 57,6 | +13 |-
¥y, 133 JL 80-40-6 ¢ 10 11,4 13,8 116 | + 6 5 | -
Fio | 118 | 1L 80-40-6 | 10 | 114 | 138 | 416 | -3 | 3 | s
if 100 JiL100-50-8 10 19,3 23,0 99,6 ~13 o111 25
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aus P proportional dem Abstande der Last P von den Auflagern g und b erfolgen
muBl. Vgl. Fig. 265. -— Berechnung des MaBstabes:

P,=—C=10t,
10t - 780 cm
1780 cm
r=152cm; a7V, =625cm,
4,38 t - 625 cm

4, = = 4,38 t,

05 = 152cm 18 1.
MeBwert der Ordinate J,, = 3,62 cm.
3,62 cm = 18 t,
mithin der gesuchte Maflstab: .
lem = 4,97 t.

Der Grofitwert der Stabspannkraft Oy liegt unter P in V. Das Maximum muf}
nicht notwendig unter P auftreten: Hier machen jedoch nur die Stibe O, und 0,
eine Ausnahme, was man ohne besondere Figur durch einige Bleistiftlinien sofort
in Fig. 265 feststellen kann. Ist nur die Bemessung nach der GroStspannkraft
der Zweck der Berechnung, so eriibrigt sich mithin das Zeichnen der EinfluBflichen
iberhaupt. Der Leser mag zu seiner Ubung praktische Methoden fiir die Be-
handlung mehrerer gleichzeitig auftretender Einzellasten entwickeln. Zweck der
Rechnung, Grad der verlangten Ubersichtlichkeit zwecks leichter Uberprifung,
Fehlerabschatzungsmoglichkeit bei tiberschliglicher Rechnung, RegelmaBigkeiten
in der Stabanordnung und vieles andere mehr werden meist Entscheidung der
Methode von Fall zu Fall verlangen. Es gilt das auch fiir die Behandlung der
Wandstibe.

Weiter moge die Aufgabe gestellt sein, die EinfluBfliche fiir einen Wandstab
zu zeichnen. Fig. 266 ist die Losung fiir den Stab D,,. Auch hier ist wieder die
Biegungslinie die eine Begrenzungslinie der Einfluifliche; die andere Begrenzung
ist wegen des bekannten Vorzeichenwechsels der Wandstibe bei Feldiiberschreitung
durch die Last ein zweimal gebrochener Linienzug, natiirlich aus geraden Strecken
zusammengesetzt. Auch dieser Linienzug muB durch & = b = 0 und durch ¢”’ = 4,,
gehen. Die Neigung der durch b gehenden Strecke ist gegeben durch die Forde-
rung, daf der Schnittpunkt p’ der durch @ und b gehenden Geraden senkrecht
unter dem zugeordneten Knotenpunkte p des Stabes D, liegen muB, analog der
EinfluBlinie fiir eine CGurtspannkraft. Liegt p auBerhalb der Zeichenfliche, so
bestimmt man D fiir Stellung der Last in ¢ und in dem von ¢ entfernteren der
beiden das Feld begrenzenden Fahrbahnknoten. Hat man viele Wandstibe zu
untersuchen, so zeichnet man am besten Kriftepline einmal mit 4 =1+t und
zum anderen mit B =~ 1+t iiber den ganzen Triger. Sind die Gurte parallel, so
sind es auch die beiden durch die Auflager gehenden geraden Begrenzungslinien
der EinfluBfliche, so da8 in diesem Falle D nur fir Laststellung in ¢ zu be-
stimmen ist.

Berechnung des MaBstabes in unserem Beispiele:

Pin,= —C =10+t.
Laut Tabelle Nr. 17 ist fir ¢ = 1 t:
Dy = —0,60 t,
mithin fir € = 10 t:
Dy = —6,0t.

OrdinatenmeSwert der Biegungslinie in ¢:

3., = 3,62 em,
somit:
3,62cm = 6,0 t,

Iem:==1,65t.




Fig. 267.

Fig. 268.

Tig. 269.

186 Die statisch unbestimmten Fachwerktriger.

b) Der Fachwerkbalken auf mehr als drei Stiitzen und solche mit
elastischen oder mit bleibenden Stiitzensenkungen.

Fig. 267 zeigt einen typischen Fachwerkbalken auf mehr als zwei
Stiitzen. Er ist vierfach statisch unbestimmt: Die Entfernung von vier
Stutzenstaben zwecks Bildung des statisch bestimmten Hauptsystems
ist wegen der groBen Ungenauigkeit der darauf gestiitzten Rechnung
zu verwerfen. Die Forminderungsgleichungen enthalten dann die
wirklichen Punktverschiebungen als Differenzen sehr grofier Ordinaten,
die fast bis auf die letzten ungenauen Stellen einer Rechenschieber-
ausrechnung einander gleich sind. Hs wurde das auch bereits beim
Vollwandtriger auf vielen Stiitzen zum Ausdruck gebracht. Man
kann die Stabe s, s,, s und s,, Fig. 268 oder Fig. 269, entfernen.
Der Leser moége jedoch nie versiumen, auch andere Moglichkeiten
fir seinen besonderen Fall durchzudenken, die Rechnungsarbeit, den
Genauigkeitsgrad und die Fehlerquellen abzuschitzen und sich erst

Y,

R R T RS

N

\\\\\\\\&\ W\\\\\\\\\‘&\“ L2 RN
A4

dann fiir ein Verfahren zuentscheiden ; dasgiltauch fitrdie Vollwandtriger !
Die Formanderungsgleichungen fiir die mit Fig. 268 bzw. Fig. 269 dar-
gestellten statisch bestimmten Hauptsysteme lauten (vgl. S. 21):

+2P gy 4 Sy 0pp + S 0, + Sq 045 + S, 085 = Sy 04
LIPSy - 805+ Sodyy + Sads + S0y = S, 00
+2P 85y + Sp0sp + Sc 05y + Sq0ss + Se 05 = Si04,
+2P O + Sp Oep+ 8Osy + Sg0es + S = S, 0.

Hierin ist noch keine etwaige Voraussicht hinsichtlich der Vorzeichen
berticksichtigt worden. Samtliche Uberzihlige sind also entweder als
Zugkrafte oder als Druckkrafte anzusehen. Nach der Auflésung der
Gleichungen besagt das Vorzeichen eines Krgebnisses dann lediglich:
wenn es + ist, dal die allgemein fiir alle Uberzihlige angenommene
Kraftrichtung, ganz gleich ob es die Zug- oder Druckrichtung ist, fiir
diese Uberzahlige zutrifft, wenn es — ist, daB sie nicht zutrifft.
Es miissen also simtliche Uberzihlige wihrend der Rechnung so be-
handelt werden, als seien es Zugkrifte, wenn die Zugkrifte mit dem
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+-Zeichen, die Druckkrafte mit dem — -Zeichen aus der Rechnurg

hervorgehen sollen. Es sind also die Einzelverschiebungen fiir die Zug-

krafteinheiten der Uberzihigen zu ermitteln; demzufolge wird z. B.

dpp offenbar als negative Zahl in die Gleichungen einzusetzen sein,

da ja die Einheit der Zugspannkraft S) eine Verringerung der Ent-

fernung f—f herbeifithrt. In einem zahlenmifBig gegebenen iibersicht-

lichen Falle braucht man sich ja nur noch einmal den Sinn der Form-

anderungsgleichungen klarzulegen, um bei der Niederschrift der Glei- -
chungen in Zahlen Fehler zu vermeiden. '

Sind unter den Stitzen elastisch senkbare, sei es dadurch, dal
sie von langen Stiben von geringem Querschnitte gebildet werden,
sei es, daB elastisch nachgiebiger Baugrund die Ursache ist, so werden
diese Stiitzen einfach als wirkliche bzw. als fingierte Stiabe in das Stab-
werk einbezogen ; die Summen der Formanderungsgleichungen erstrecken
sich also auch tber sie. Liegt elastisch nachgiebiger Baugrund vor,
so ist die durchschnittliche Senkung pro Krafteinheit g¢,, ©p usw.
vor der Berechnung durch Versuch zu ermitteln. Bleibt die wahre
GroBe der spezifischen Senkung ungewif, so sind Vergleichsrechnungen
innerhalb der durch den vermutlichen GroBtwert und den vermutlichen
Kleinstwert gebildeten Grenzen anzustellen. Zur Vereinfachung der
Forminderungsgleichungen und zur VergréBerung des Bereiches der
gemeinsamen tabellarischen Berechnung der Elemente der Forminde-
rungsgleichungen empfiehlt es sich, auch die Langeninderung der
iiberzihligen Stibe mit in die Summen hineinzunehmen. Die Form-
anderungsgleichungen sind dann aus einem statisch bestimmten Haupt-
systeme abgelesen worden, das die tiberzahligen Stibe noch enthilt,
die aber je durch eine Fuge von der Weite Null durchschnitten
sind. Die Vorstellung muB sich dann bei den Uberlegungen zur Aui-
stellung der Forminderungsgleichungen irgendwie damit abzufinden
suchen, daB sie aufier einer zwanglosen positiven Erweiterung der Fuge
auch eine zwanglose negative Erweiterung zu fingieren hat. Die Form-
anderungsgleichungen lauten dann, wenn man aufierdem die Gegen-
seitigkeit der Verschiebungen nutzbar macht:

+2P Opp + SyOpp + 8c0y5 -+ Sadsp + Sedep =0,

+2P Oy + S Opy + Se Oyy + Sa b5y + 8, 0y = 0,

P Ops + Sy 0ps -+ Se by + Sadss + Sedes =0,

+2P 8ype + 8p Ope + Se0ys + Sa dse + 8 0:e = 0.
Die Bestimmung der Einzelverschiebungen in den Form#nderungs-
gleichungen ist uns bekannt. Wir zeichnen Biegungslinien fiir S = 1,
S, =1,... mittels der Methode der fingierten Lasten w = # oder

mittels Verschiebungsplinen aus den As, und berechnen die daraus
nicht ermittelbaren Verschiebungen mit.Hilfe von Arbeitsgleichungen.
Man untersuche stets vor Beginn der Zahlenrechnung, ob der gerade
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vorliegende besondere Fall fiir das einstweilen gewihlte oder fiir ein
anderes Hauptsystem nicht eine Vereinfachung der zunéchst zweck-
m#Big immer in ihrer allgemeinen Form niederzuschreibenden Form-
dnderungsgleichungen gestattet: Die Uberzihligen des Tragswerks
Fig. 267 gemafl Hauptsystem Fig. 268 beeinflussen offenbar nur die
beiden jeweilig benachbarten Uberzihligen; es verschwinden daher die
Verschiebungselemente aus den Forminderungsgleichungen, die den
EinfluB zweier nicht benachbarter Uberzihligen aufeinander zum Aus-
druck bringen, wodurch diese speziellen Forminderungsgleichungen
dem Dreimomentensatz fiir Vollwandtriger auf vielen Stiitzen @hnlich
werden :

LZP8up 4+ Sy0s - Sebyp+ O 4 0O =0,
+2P Sy + Sy 0py + o8y + Sadsy + 0 =0,
+2P0dus + 0 + 80,5 + Sadss + 8 0:5 =0,
+2P8, e+ 0 4+ 0 4 8305 + 8.0 =0.

Die regelméBigen Gebilde der Praxis gewihren meist eine Fiille weiterer
Vereinfachungen in der Zahlenrechnung. Es ist daher niitzlich, auch
diese vor Beginn an Hand der Form#nderungsgleichungen, die man
sich soeben klargemacht hat, im Geiste zu tiberschlagen und dann
sorgfiltig vorzubereiten, indem man die Kopfe der erforderlichen
Berechnungstabellen entwirft. Die darauf verwendete Arbeit bringt
stets an anderen Stellen reichen Gewinn.

Gestiitzt auf die fritheren Betrachtungen ist auch der Fall bleiben-
der Stitzensenkungen leicht erledigt: Man rechnet zweckmafig
zunéchst ohne Berticksichtigung der Senkungen durch und bestimmt
dann in vollig getrennter Rechnung den Spannungszustand des un-
belasteten, aber durch die Senkungen (bzw. natiirlich auch durch
Hebungen) deformierten Systems. Fiir ein durch Entfernen der iber-
zéhligen Stiitzen gebildetes Hauptsystem ist uns die Aufstellung der
dazu erforderlichen Formanderungsgleichungen bekannt.

By, +-Cop+~ 0 - 0 4+ 4b=0,
Bpo 408y + Dgs+~ 0 -LAdc =0,
0 +Cdy+ Dgq+ Edeg+ A4d =0,
O+ 0 +D8y, +E8,,+de=0.

Verwirft man diese Gleichungen aus den bekannten Griinden und wihlt
ein anderes Hauptsystem, so ist dartiber hinaus nur die Frage zu be-
antworten: Welchen Einflul hat eine jede der Stiitzensenkungen
auf die Entfernung der beiden Angriffspunkte jeder Uberzihligen von-
einander? Meist ist die Frage sofort geometrisch zu beantworten,
im anderen Falle bedient man sich dazu einer Arbeitsgleichung. Im
Hauptsysteme Fig. 268 beeinflulit eine jede Stiitzensenkung nur die Ent-
fernungen der Angriffspunkte der drei benachbarten Uberzihligen von-
einander; Fig. 270 148t dieses klar einsehen.
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Es ist Ac  de)
(syc == <'lb - Tc')/rc:
i Ae
éﬁc"" _Trba
/,’JC
(S(jc = — "zc'“ Yq -

Darin ist im gezeichneten Falle, also im Falle einer Senkung, Ac¢ eine
negative Zahl; bei einer Hebung ist der Betrag der Hebung als positive
Zahl einzusetzen. Das folgt ohne weiteres aus unseren Festsetzungen
itber das Vorzeichen der Entfernungsinderungen von Stabangriffs-
punkten gegeneinander und stimmt auch mit unseren fritheren Fest-

3

g 7_
b ‘ .

Fig. 270.

setzungen iiber das Vorzeichen von Hebungen und Senkungen- sowie
mit den Festsetzungen der analytischen Geometrie iiber das Vorzeichen
der Ordinaten tiberein. Erfihrt nur c eine Stiitzensenkung bzw. -hebung,
so lauten demnach die Forménderungsgleichungen:

de.
’E’_’I'b +A9b5ﬁﬂ+;5'067ﬂ+ 0 + 0 :0,
de, .de
(—l';‘,__{_é‘«_> e + Sb 5ﬁ1' + Sc 67'7 -+ Sd 6(57' + 0 = O:
de
‘l—‘/rd + 0 —hScayﬁ"‘l_Sdédd—%"Seas(s :Oa
0 + 0 -+ 0 +Sd558+S86€€ =0.

Erfahren simtliche Stuitzen Senkungen, so ist an Hand der Fig. 170
die allgemeinere Gleichungsgruppe anzuschreiben :

46— Ada  Ab — A¢

( l’—+*~7b“‘—)‘7‘b—|~Sb5ﬂﬂ+scéyﬂ+ 0 4+ 0 =0,
de —Ab  Ac — Ad

( i + —67 7) o + Sy gy 4 Sy + Sgdsy - 0 =0,
Ad — Ade  Ad — A \

< *—‘l - "“T_P/')?d + 0 - Scéyé‘*“*gd(s(sﬁ"}_Seécﬁzj’():

ld ) Ze
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Ganz allgemein kénnen wir bei Wahl des Hauptsystems Fig. 268 einen
Dreimomentensatz fiir einen Fachwerkbalken auf vielen Stiitzen auf-
stellen :

SIP st 8300+ 80 Grnt Syt (L0 4 L8N g =0
q »

¢) Der Zweigelenkbogen.

Seine Erwéhnung hat hier eigentlich nur noch der Vollstindigkeit
halber zu geschehen. Die Form#nderungsgleichung:

Zdem—Hdbb'= 0

ist uns geldufig; ebenso lernten wir die Bestimmung der Einzelverschie-
bungen in den Beispielen des II. Kapitels kennen. Es sei hierzu ver-
wiesen auf Seite 9 (Statische Wertung), sodann auf die Behandlung
des deutschen Bogens, dessen Forménderungsgleichung (vgl. den nich-
sten Abschnitt) in die des Zweigelenkbogens iibergeht, wenn man den
Querschnitt des Zugbandes oder seine Elastizititsziffer iiber jede
Grenze wachsend denkt; praktisch wire natiirlich eine endliche Ver-
steifung des Zugbandes ausreichend, wie andererseits das rechtsseitige
Glied der obigen Form#nderungsgleichung niemals véllig gleich Null
sein kann, da vollig starre Stiitzung ausgeschlossen ist. Behandlung
des deutschen Bogens: Seite 6 u. 18 (Aufstellung der Forménderungs-
gleichungen), Seite 52 (Bestimmung der Verschiebungselemente der
Forminderungsgleichung), Seite 71 (Berechnung von Punkfverschie-
bungen mittels Arbeitsgleichung) und schliefilich Seite 84 (Die Biegungs-
linie als EinfluBlinie). Der Leser fithre die Rechnungsbeispiele selb-
stindig weiter aus!

2. Die innerlich statisch unbestimmten Fachwerktriger.

a) Der deutsche Bogen (Fachwerkbogen mit Zugband).

Die Verwandtschaft dieses Tragwerks mit dem Zweiggelenkbogen
auf festen Auflagergelenken wurde im vorangegangenen Abschnitte
beleuchtet. Die Angaben iiber Zahlenbeispiele dortselbst beziehen
sich unmittelbar auf den deutschen Bogen; es sei darauf verwiesen. Die
Forminderungsgleichung lautet:

ZP(S,,M——H(Sbb:Az:H-QZ,
daraus:
SPdym
a==L%

_dbb"l"Qz‘

b) Der als Hingewerk armierte Fachwerkbalken.

Fig. 271 gibt ein typisches Bild. Wir erkennen, daf} auch. dieses
Tragwerk uns keine neuen Probleme stelit. Es ist einfach statisch
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unbestimmt. Wihlen wir als Uberzihlige den horizontalen Hinge-
werkstab z, so erhalten wir die Forménderungsgleichung

ZPudizi,m Ly, e =dz=12- 0,
oder

2P, O
di: + Q2 |

Die Ubereinstimmung mit der Forminderungsgleichung des vorigen
Abschnitts ist unverkennbar. Es empfiehlt sich, das Zugband para-
bolisch zu fithren, weil dann die senkrechten Stabe des Hangewerks
aus Z einander gleiche Spannkrifte erhalten. Die Ordinatenberechnung

N A
izl v
NASNIRNZ
Verarikerurng Verarikerurng
Tig. 271. Y/
v/
4
ZY  Tig. 272.
27
»
~ Y
Z

kann daher, nach Schitzung von % und Wahl von Z, auf Grund der
Fig. 272 vorgenommen werden. Bei gleichm#Big verteilter Last wird
B bei geringer Hohe des Gittertrigers nur wenig kleiner ausfallen als
der Lastanteil.

e) Die zweistielige Flugzeugzelle,

Bei dem Flugzeugtyp, der den Namen Doppeldecker fithrt, wird
der Flugzeugkorper von zwei iibereinanderliegenden Fligeln getragen,
Fig. 273. Durch jeden TFligel ziehen sich in der Langsausdehnung,
also quer zur Flugrichtung, zwei Haupttriger, die Holme, auf die der
auf die Fligel wirkende Luftdruck vermittels der Fligelrippen tiber-
tragen wird. Diese Holme sind nun sowohl in der Fliigelebene als auch
von Vorderholm zu Vorderholm und Hinterholm zu Hinterholm ver-
spannt, d. h. etwa durch Rohre als Vertikalen und Drihte oder Kabel
als Diagonalen zu Gurten von vier Tragwinden ausgebildet. Den ge-
samten Tragkorper, der in seiner Mitte den eigentlichen Flugzeugkdrper,
den Rumpf, trigt, nennt man ,,Tragzelle oder kurz ,,Zelle”. Waren
weitere Verspannungen nicht vorhanden, so kénnte man die vom Aero-
dynamiker anzugebende oder der bewahrten, aus Erfahrungen und
‘messenden Versuchen entwickelten Bauvorschrift fiir Heeresflugzeuge
zu entnehmende Fliigelbelastung auf die Knotenpunkte verteilen, die
Knotenlasten in die Wandebenen zerlegen, die Spannkrifte jeder der
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vier Wande fiir sich ermitteln und schlieflich die Gurtkrafte kombi-
nieren; damit wire dann die Berechnung beendet: Die Formanderung
einer Zelle, die nur die angegebene Verspannung enthilt, erweist
sich jedoch als wunzulidssig hoch besonders bei Gleitflug und Sturz-
flug. Durch Verspannung der ein Viereck bildenden Standerrohre
der vier Tragwiande durch ein Kabelkreuz (,,Tiefenverband®) wird
dieser Mangel beseitigt, die vom Rumpfe ausgehende Halbzelle da-
durch aber so oft statisch unbestimmt, als solche Tiefenverspannungen
angeordnet werden. Nach der Zahl der Vorderstiele solcher Stander-
vierecke in der Halbzelle bezeichnet man das Flugzeug als ein-,
zwei- und mehrstielig. Fin zweistieliges Flugzeug mit voller Ver-
spannung nach Fig. 273 ist also zweifach statisch unbestimmt
(strenggenommen zunéchst vierfach, dann aber bei Bau- und Last-
symmetrie oder bei vollem Anschlusse der Halbzelle an gegeneinander
unverriickbare Rumpfpunkte gewisssrmaflen 2 x 2fach statisch un-
bestimmt); demgemafl sind zwei Forménderungsgleichungen auf-

Fig. 273.

zustellen, wobel man zweckmaBig die voraussichtlich wirksamen der
vier Kabel 7 und 7, der beiden Tiefenverbinde als tiberzdhlig ein-
fithrt. Es mogen voraussichtlich die Kabel /] und ¢/m gespannt werden ;
dann gilt:

ZPm 60,’77:, m T T1 60/m efm Tz 5c/m b/l = Tl or,

ZPm 6b;’lm — T1 ab/l efm Tz 51;;’1 bl — Tz or, .
Bezeichnet man die Spannkrafte im statisch- bestimmten Hauptsystem
aus Py, mit S, die aus 7; = 1 mit Sy, und die aus T, = 1 mit Sy,

so lauten die Form#nderungsgleichungen, wenn man auch noch g,
und o, mit in die Summen einbezieht :

Z8m Sopm + 05 = Ty Z8eim Qs — Ty = Scjm Spp'@s = 0
Z8m Sb/l * Qs — Tz ZS%IZ Qs — Tl ZSc/me/l Qs = 0.

Man beachte die Wirkung der Gegenseitigkeit der Verschiebungen!
Die Summen erstrecken sich also iiber alle Stéibe sowie iiber alle Kabel,
deren Wirksamkeit fiir den gegebenen Belastungsfall vorausgesehen wird,
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«einschlieBlich der beiden wirksamen Kabel der Tiefen-
verbande. Erscheint ein Kabel im Endergebnis mit
einer Druckspannung, so ist klar, dafl das Gegen-
kabel des umgebenden Druckstabvierecks gespannt
wird, und die Rechnung ist strenggenommen mit
diesem Kabel zu wiederholen; meist kann man
sich aber mit der statisch bestimmten Umrechnung
innerhalb des Druckvierecks begniigen. Die einzel-
nen Produkte unter den Summenzeichen der Form-
#Anderungsgleichungen werden am besten tabellarisch
berechnet. Den Kopf solcher Tabellen fir zwei-
fache Unbestimmtheit zeigen die Abbildungen hier-
unter. Es ist notig, die Kabel mit 509, der Bruch-
last vorzurecken. Die Elastizitatsziffer der Kabel
setzt man in der Entwurfsrechnung gleich 1300000
bis 1900000 kg/em?; erst in einer etwa erforder-
Tichen endgiiltigen Untersuchung der Spannungs-
verhaltnisse lohnt es sich, die Elastizitatsziffer nach
der voraussichtlichen Spannkraft
und der besonderen Eigenart | - C
jedes Kabels nach Spleifung, ‘ :
Lange, Typ und Spannschlof zu [
unterscheiden.

Sind ein Teil der Tiefenver-
bande anders als durch Kabel- |~ ]
verspannung hergestellt, und
zwar derart, dal ihre Form-
dnderung und die der Holme
von diesen Tiefenverbédnden nach
dem Rumpfe hin gegeniiber der
Forminderung des restlichen,
kabelenthaltenden Systems ver-
nachlissigt werden kann, so ge-
lingt es oft, eine statische Un-
bestimmtheit von hohem Grade
(etwa 6fach) in mehrere von nie- ; ‘
derem Grade (etwa 3 -+1-+2fach) | _| L
aufzulésen, da man den auf einen |, | ‘
undeformierbaren Tiefenverband .
sich stiitzenden Zellenteil, dessen || = |
Stitzpunkte also keine Lagever- :
anderung gegeneinander erfahren,
fiir sich berechnen kann. Der
Verfasser konnte durch diese
Uberlegung den Entwurf eines
sechsfach statisch unbe- |
stimm ten Flugzeuges (Aviatik- || |
Dreidecker, 19 t, 2000 PS, 1"

Buchholz, Tragwerke.
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,»Riesenflugzeug‘‘) der praktischen Durchrechnung zugéingig machen.
Es wurden unterschieden: eine 3fach unbestimmte ,,AuBenzelle, ein
1fach unbestimmter, nach auBen als starr anzusehender Tiefenverband
und eine zweifach unbestimmte ,,Innenzelle’, deren Holme wegen Di-
mensionierung als Maschinenteiltriger gleichfalls als starr gelten konn-
ten. Der Nutzen einer solchen Auflosung tritt schon dann zutage,
wenn man nur die Berechnungstabelle, fiir sechsfache Unbestimmtheit
z. B., zu entwerfen versucht.

Besonders im Flugzeugbau ist es niitzlich, die Systembilder und
Tabellen nach Entwurf durch Weillpause oder Sepiaverfahren mit
Blaupositiven formularmifBig zu vervielfaltigen.

Einige weitere Bemerkungen zum Flugzeugbau bzw. Luftfahrzeug-
bau enthalten die Seiten 123, 138, 175 und 204.

Anhang.

1. Die gedriickte Stiitze von veriinderlichem Trigheits-
momente und iiber die Stabliinge verinderlicher Beanspruchung.

Es ist praktisch unmdoglich, einen Stab so auszubilden und die Be-
lastung so zu legen, daBl eine genau zentrische Beanspruchung vorliegt.
Wihrend nun Zugbeanspruchung einen stabilen Charakter hat, da
die durch sie hervorgerufenen Momente die GrioBe der Exzentrizitat
zu verringern streben, ist Druckbeanspruchung labiler Natur: Die
proportional der Exzentrizitat itber die Stablinge verteilten Momente
haben die Tendenz, die Exzentrizitit zu vergréfern, sie streben also
danach, den Stab zum Knicken zu bringen. Selbst bei genau gerad-
liniger und mit dey Kraftwirkungslinie zusammenfallender Stabschwer-
linie wiirde die praktisch unvermeidliche, wenngleich unmeBbare Un-
gleichmiBigkeit des Materials bei Druckbeanspruchung Exzentrizitat
zur Folge haben.

Man kann sich die Wirkung der Knickbeanspruchung zweckmifig,
wenn auch ungenau, durch folgende Nacheinanderbetrachtung gleich-
zeitig erfolgender Vorginge vorstellen: Die Exzentrizitit 6 hat ein
Moment zur Folge, dieses einen Zuwachs an Exzentrizitit 49, der
Momentenzuwachs daraus wiederum ein Xxzentrizitiatszuwachs 4445,
und so fort. Die schlieBliche Exzentrizitit des Stabes unter der ruhen-
den Beanspruchung ist die Summe einer unendlichen Reihe

O+ A0 = AAS + AAAS - ...

Strebt die Summe dieser Reihe mit wachsender Gliederzahl einem Grenz-
werte zu, konvergiert sie also, so ist der Stab der vorgegebenen Be-
anspruchung gewachsen, divergiert die Reihe dagegen, so knickt der
Stab! Die Grenzbelastung bezeichnen wir als Knicklast. Von ihr kénnen
wir uns auch noch auf anderem Wege eine Vorstellung verschaffen:

Bringt man einen Stab von der Lange ! elastisch gekriimmt zwischen
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zwei parallele Wiande vom starren Abstande I — A7, kleiner als 7, und
gibt ihn dann frei, derart, daB die Verbindungslinie der Stabendpunkte
auf den Winden senkrecht steht, so iibt der Stab je nach der GriBe
der Exzentrizitdt, der Stablinge und der iiber sie verteilten Trégheits-
momente und Klastizitatsziffern einen ganz bestimmten Druck auf die
Winde aus: Aus der Lehre vom Gleichgewichte zwischen den inneren
und #uBeren Kraften folgt ohne weiteres, dall dieser Druck gleich
demjenigen von aullen ausgetibten ist, der die gleiche elastische Krim-
mung hervorbringt.

Die Herleitung der aus der Festigkeitslehre bekannten Hulerschen
Formeln fir die Knicklast von Stdben konstanten Trigheitsmomentes
und konstanter Elastizititsziffer sowie iiber die ganze Linge gleich-
grofler Drucklast 1468t nun aber erkennen, dafB fiir im Verhéltnis zur
Stablange geringe Querausdehnung des Stabes und verschwindend
geringe Exzentrizitit die GroBe der Knicklast von der Gréfie der Eix-
zentrizitit nahezu unabhangig ist. Versuche bestatigen dieses auch
fir Stabe, auf die die Eulerschen Formeln wegen der Verteilung von
Drucklast, Tragheitsmoment und Rlastizititsziffer nicht anwend-
bar sind.

2

Die Eulerschen Formeln selbst, z. B. P = n@%f
zeigen sogar vollige Unabhiéngigkeit von der Exzentrizitit: das ist
auf die wesensgleichen, fiir geringe Durchbiegungen unerheblichen
Vernachléssigungen zuriickzufithren, deren wir uns bei den Herleitungen
zur zeichnerischen Darstellung der elastischen Linie schuldig macken
durften.

Diese Uberlegungen geben uns eine Mbglichkeit, lediglich durch
Anwendung unserer Ausfithrungen iiber die zeichnerische Darstellung
der elastischen Linie die sonst recht schwierigen Knickungsprobleme,
die durch die Uberschrift dieses Abschnittes gekennzeichnet werden,
in fiir die Praxis einwandfreier Weise rasch zu l16sen. Das Verfahren
sei am einfachsten Bei-
spiele, das bei konstantem P ¥ P
Tragheitsmomenteundkon- "
stanter  Elastizitatsziffer 1
auch noch der Eulerschen Fig. 274.

Formel zugingig wire, er-

lautert; Fig. 274: Wir nehmen eine beliebige, zweckm#Big auf eine
gerade Basis bezogene elastische Linie an von der Form, wie sie
der Stab beim Knicken vermutlich aufweisen wird, und fragen uns
nun, welchen Druck der urspriinglich gerade oder leicht gekriimmte,
elastisch in die Form der angenommenen elastischen Linie gezwungene
und dann freigegebene Stab seinerseits gegen zwei starre Winde aus-
itben wirde. Dieser Druck ist also, gleichgultig, welche Gesamt-
exzentrizitit gewdhlt wurde, mit der Knicklast identisch und werde
mit K bezeichnet. P sei die Nutzlast. Dann besteht zwischen K und P
die Bzziehung

K=&.P,
13*
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worin & der schliefllich gesuchte Sicherheitsfaktor ist. Man zeichnet
nun fiir die Momente P - ¢ die elastische Linie und stellt fest, um wie-
viel man die Ordinaten dieser elastischen Linie vergréfern miifite,
damit sie der angenommenen elastischen Linie gleich werde. Dann ist
der Vergrofierungsfaktor gleich dem gesuchten Sicherheitsgrade &, denn

€-P-d=K-96

und K- sind die auBeren Momente, die den inneren Momenten des
mit der angenommenen elastischen Linie gebogenen Stabes das Gleich-
gewicht halten. Natiirlich, muBl die angenommene elastische Linie
der wahren moglichst ghnlich sein, wenn die elastische Linie fur P der
angenommenen mit einem konstanten Faktor & vergleichbar sein soll.
Hat man die Ahnlichkeit nicht geniigend genau getroffen, so wihlt
man zunichst noch einmal die neue, fiir P gewonnene elastische Linie ¢’
oder eine ihr dhnliche als vermutliche elastische Linie im Augenblicke
des Knickungsbeginnes und zeichnet danach die elastische Linie fir
P. . TIst auch jetzt noch nicht geniigende Ahnlichkeit zwischen an-
genommener Knickungslinie und der elastischen Linie fir die Momente
aus P vorhanden, so wird das Anniherungsverfahren in gleicher Weise
fortgesetzt : Meist aber geniigt ein wenig praktische Rechnungserfahrung,
um bereits mit der ersten Annahme geniigende Ahnlichkeit zwischen
angenommener und danach berechneter elastischer Linie zu erzielen.
Weichen die elastischen Linien fiir P und K noch erheblich voneinander
ab, sprechen aber praktische Rechnungserfahrung, Bedeutung der
Rechnung oder andere Uberlegungen gegen eine Wiederholung der
Rechnung, so ist es zweckmiflig, die Flichen der beiden elastischen
Linien miteinander zu vergleichen: man erhilt dann einen Vergleich
der Durchschnitte der Ordinaten. Bei auBlergewShnlichen Objekten
oder bei noch wenig ausgebildetem praktischen Gefithle fir Dimen-
sionierung empfiehlt es sich ferner, stets einen Uberschlag mit groben
Durchschnitten mittels der Eulerschen oder einer anderen in den
Taschenbiichern aufgefithrten Knickformel folgen zu lassen, vm auf die
so beliebten Fehler mit den Faktoren 2 bei Symmetrieverwertung oder
10 bei MaBstabberiicksichtigung vorhandenenfalls aufmerksam zu werden.
Der Leser wolle die weitergehende Anwendbarkeit dieses Winkes beachten.

Zahlenbeispiel: Der 6 m lange gedriickte Stab Fig. 275 ist an beiden
Enden gelenkig gelagert. Unter Schitzung des Einflusses der Lastverteilung
wihlen wir eine elastische Linie, Fig. 276. Die Krifte mogen ihre zur Verbindungs-
linie der Stabendpunkte parallele Lage bei der Ausbiegung nicht #ndern. Trag-
heitsmoment und Elastizitdtsziffer mogen zur Vereinfachung des Beispieles kon-
stant sein. Die Momentenfliche, Fig. 277, kann also bereits als Fliche der fingierten
Belastung verwendet werden. Bei der Berechnung der Momentenfliche ist zu
beachten, daf die auskragenden Krifte mit der Stitzenreaktion ein Kriftepaar
hervorrufen, dem das Kriftepaar 25,53 kg - 600 cm, siehe Fig. 276, das Gleich-
gewicht hilt. Erst nach Herstellung des dulleren Gleichgewichtszustandes kénnen
die Momente, am einfachsten nach dem Schnittverfahrén, ermittelt werden.
Fig. 278 zeigt die elastische Linie. Sie weise einen Flicheninhalt von B ecm? auf,
die angenommene elastische Linie dagegen G em® Dann kiénnen wir die Knick-
sicherheit berechnen:

G 2,0 cm

€ = -=ocv- = 5,3.

B 0,383 cm
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Tig. 279 zeigt eine Priifung der Ubereinstimmung von G und B durch Erweite-

rung von ¢ mit 5L3 und Ubereinanderzeichnung itber derselben Basis. Ergebnis:

Eine neue Rechnu’ng ist nicht erforderlich.

G>53.

2. Die Schutzbriicke.

Fig. 280 deutet die Einrichtung fiir ein spezielles Beispiel an: Die
im Systeme angedeutete Briicke, etwa aus zwei gleichen Tragern be-
stehend, schiitzt den lebhaften Verkehr einer Strafle, oder eine Eisen-
e e .. bahn gegen etwa herab-

y [22 ’F‘ fallende Wagen einer Draht-

T seilbahn. Um der Berech-

S O nung nahertreten zu kénnen,

miissen wir unsere bisherigen

Betrachtungentiber gedachte

Formanderungsarbeit durch

eine kurze Analysierung der

wirklichen Forméanderungs-

arbeit ergdnzen. Tig. 281

— zeigt einen senkrecht auf-

Fig. 280. gehdngten Stab von der

Lange I, dem Querschnitte F

und der Elastizititsziffer £. Ein an ihm gefithrtes Gewichtsstiick ¢

fallt aus der Hohe A auf den AbschluBlkopf des Stabes: Die Energie
der Lage

A=G(h+ A1)

des Gewichtes setzt sich in die gleichwertige Bewegungsenergie um.
Diese muf durch die Arbeit der inneren Krifte des Stabes bei der Langen-
snderung, der Forminderungsarbeit, aufgenommen werden. Denken
wir uns den Stab in Scheiben von der Dicke 4 gleich dem durchschnitt-
lichen Mittenabstande zweier Molekiile eingeteilt, so leisten die Spann-
krifte zwischen zwei Scheiben, die proportional der Abstandsvergrofie-
rung 4 4 der Scheiben von Null bis zu einem Hochstwerte S wachsen,
die Arbeit:

S A%

“

A4 =

Es ist nun

S-2 . 827
T somit A4 = ST

und

S . .. -
SA4 =4 =2 darin ist 2i=1
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mithin die gesamte wirkliche Form#nderungsarbeit des Stabes

821 !
N 1ge — )
Y T EF

A

Die Diagramme Fig. 282 deuten eine graphische Erlauterung an, die
zum gleichen Ergebnisse fithrt.

Die wirkliche Forminderungsarbeit A4, also die der wirklichen
Spannkrifte S, unterscheidet sich somit von der gedachten Form-
dnderungsarbeit A, also die |
einer gedachten Spann- |
kraft S, durch den Fak- |
tor 5, weil S wihrend des i

ganzen Ausdehnungsvor- - ‘_%

ganges in gleichbleibender
GroBe  wirkend  gedacht
wird, wihrend die wirk-
liche Spannkraft von Null
big zu ihrem GroBtwerte S
anwichst, und zwar, nach Y—

DI

dem Hookeschen (esetze, [ AT ‘*f(aﬂ;/;{%ae/lms
proportional der Stablin- F}'JT_-Jf_ )
geninderung. S e I S S|

Es mufl nun s=in;: . Fig. 281, G(hra)=5 AZLT=ZL‘SZ§

G-(h+4dl)=A4=1}80.

s lohnt sich, einen Augenblick abzuschweifen, um den Fall & == 0 zu
betrachten!

G- Al =380 =1841, denn S.-o=41
daraus
S=24a,

d. h.: nur durch sofortiges Wirkenlassen der Last, ohne Fallhohe, er-
halten wir bereits doppelte Spannkraft und dynamische Wirkungen,
denn es werden infolge der Gegenwirkung von 8§ = 2 & gegen ¢ Schwin-
gungen um die durch

§=a

gekennzeichnete Ruhelage auftreten, die vom Materiale unter Beein-
trichtigung seiner Giite verzehrt werden.

Uns interessiert hier gerade der Fall, in dem % so grof ist, dafl A1
vernachlissigt werden konnte; doch fithrt die Beibehaltung durchaus
nicht zu Verwicklungen und schiitzt vor Widerspriichen und Fehlern
bei Einsstzung extremer Fille, also

Ge(h+ A =1 8.
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Wird die Fallenergie nicht nur durch einen Stab, sondern durch ein
unverschiebliches System von Stiben von der Art unserer Schutz-
briicke aufgenommen, so lautet die Gleichung offenbar

G- (b4 gn) =352 g,.

In dieser Gleichung sind so viele Unbekannte vorhanden, als die Schutz-
briicke bzw. einer ihrer Haupttriger, wenn wir auf diesen durch An-
nahme eines Zufalles das ganze Gewicht allein wirkend denken, Stiabe
enthalt. Diese Unbekannten lassen sich auf eine zuriickfithren, indem
wir die Spannkrafte S’ fiir eine ruhend wirkend gedachte Kraft (f = 1
ermitteln und in die Gleichung einfithren. Sie kénnen sich von den
wirklichen Spannkriften nur durch einen konstanten Faktor « unter-
scheiden :

S:&-S'

oder:
SG-h = G' X - S/,

also:
2

G- (h+ dgp) =5 P 287 g

1\9]9

0‘2
b= G870 — dg.

Og.n = xS Sg.n- 0s
SG-h == “GS,
O = G282,

2
h= %GZS@ 0 — (X820,
2h
2 __ 94 — ~
S P

nach Hinzufigung der quadratischen Ergénzung:

(00— 1)2__;9171’_ 1
“@ssrg T
2h
=1ty gz, v

Damit sind uns die infolge des Aufschlages auftretenden Gréfitspann-
krafte bekannt. Mit Hilfe der frither entwickelten Arbeitsgleichungen
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fir die gedachte Formanderungsarbeit konnen wir uns noch einen

tieferen Einblick in die dynamischen Wirkungen verschaffen und uns

dadurch den Sinn des negativen Vorzeichens vor der Wurzel erkliren:
Durchbiegung bei m durch ¢ ruhend:

dg=GZ8 & 0, =G Z820,.
Durchbiegung bei m durch G- A :
(sG-h == ng@s = OCGZTS/ZQS .

Um die Endlage von dg als Ruhelage treten also Schwingungen auf
vom Ausschlage:

a=(0g., — 0g) = G 2820, (x — 1)

4 1=112Gh38%g, + (G2 8%g,)°.

1/ 2k
Q2 . U
G280 ‘/st’zgs

Die Vorzeichen geben also die Richtung des Ausschlages an! Ferner:

Es war B
Sg =0 a-8=a8(1+4 ——Z—L—]—l
¢-n= - ~V G282,

1/ 2h

Y Q’ ’
=GS8 +G8 VGZS,Z&
Das erste Glied ist die Ruhspannkraft, das zweite der maximale Zu-
wachs oder die maximale Abnahme wihrend der Schwingungen um
die Ruhelage, erzeugt durch die Aufschlagsarbeit G (h 4- dg.5). Wird
h =0, so liegt der Fall plotzlicher Belastung ohne Fallhshe vor: der
Wurzelausdruck wird gleich eins, die Spannkraft wechselt somit zwischen
den Grenzen 0 und 2 8¢, in Ubereinstimmung mit unserer voran-
gegangenen Betrachtung dieses Belastungsfalles an einem Zugstabe.

Die Umstande, die die Schwingungen durch wirklichen Arbeits-
verbrauch démpfen und schlieBlich zum Verschwinden bringen, brauchen
wir wegen des unbedeutenden Einflusses auf die GréBe der Hochst-
spannkrifte nicht zu beachten.

Zur Spannungsberechnung bleibt noch zu bemerken: Es kann sein,
daB wir zu dem Entschlusse gelangen, fiir den Fall eines Absturzes
eine Uberschreitung der Proportionalititsgrenze zuzulassen: Wir
werden dann zunéchst so rechnen, als verliefe das Diagramm der inneren
Forménderungsarbeit Fig. 282 nach der geradlinigen Begrenzung. Be-
kanntlich wird es tatsichlich von einer nur anfangs geradlinigen,
spiter jedoch gekriimmten Linie begrenzt, wie das die gestrichelte
Linie in der Figur andeutet. Das Arbeitsaufnahmevermogen wird also
gréBer. Daraus folgt, daB die wirklichen Spannkréfte dann geringer
sein werden!
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Uberhaupt kann es sich bei diesen unseren Uberlegungen nur darum
handeln, mangels einer bewihrten Vorlage oder bei verlangten erheb-
lichen Abweichungen von einer bewihrten oder erprobten Vorlage
durch eine Rechnung zu einem Gefithle fiir die Grenzen zu gelangen,
innerhalb deren sich die Dimensionierung zu bewegen hat. Das ist ja
sehr oft der Charakter einer technischen Rechnung, hier jedoch aus-
schlieBlich, wenn es sich um grofere Fallhhen handelt, wenn die
Masse der Briicke betrichtlich ist und der Wert 282 g, gering ist,
denn wir vernachlissigen den StoB, also den Umstand, dafl die Massen-
teilchen nicht gleichzeitig in Bewegung gesetzt werden. Immerhin
mag der Leser seine Krifte daran versuchen, grofles Briickeneigen-
gewicht @ und betrichtliche dullere, ruhende Kriafte P wenigstens in
der Betrachtung fiir gedachte stoBfreie Beaufschlagung aufler G zu
beriicksichtigen. Die Fallarbeit dieser Lasten

kommt dann zur Hauptarbeit -+ &, (h+6;n) hinzu. EKine Biegungs-
linie fir die J, miissen wir zunichst schitzen —.

3. Tabelle der Formeln fiir die Punktverschiebungen von
einfachen, typischen Vollwandtrigern; Seite 207.

Kurze Anleitung zur Herleitung solcher Formeln
auf Grund der Ausfithrungen tber die zeichnerische

p 5 Darstellung der elas-
z tischen Linie. '

“ P 5 Fig. 283, Beispiel: Triger auf
m zwei Stittzen, Fig. 283, von

konstantem Trigheitsmo-
mente J und konstanter
A mm A Elastizitédtsziffer E , in der
ﬁ Mitte belastet durch eine
" Einzellast P. Es soll die
w Gleichung der elastischen
Linie und der Ausdruck
fir die Durchbiegung in
e x e der Trigermitte hergelei-
- tet werden: — Losung:
Die Momententliche ist
Fig. 205, €in gleichschenkliges Drei-
eck von der Héhe

Pl
i

%z

Z % Fig. 285, Wegen J = konst. und
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zeitig das Bild der Fliche der fingierten Belastung von der Hohe

Pl

4JE°
Gesamthelastung :

PP
"=3%i7
Auflagerdriicke:
PR
= W, = ——- .
Wa=Wo= 155,

Die Gleichung fiir die Momente aus der fingierten Belastung und damit
die Gleichung der elastischen Linie ergibt sich nach dem Schnittver-
fahren:

. X

P2
.’f —_—
Wa 16 £ J
W — Pl L P a2
“TaEJ Y2 2 4EJ
PB <9c 4 x3>
Yo —
16EJ\1 3 B
Daraus fiur x = TZ)— oder nach dem Schnittverfahren:
__pp
/ 43 E J

Ausder Ableitung erhellt, dafl die gewonnene Gleichung der elastischen
Linie nur fir die Werte von « zwischen o und m giltig ist. Der Zweig
der elastischen Linie fiir die
Strecke m - bist jedoch durch M
die Symmetrie gegeben bzw. Ma(‘* l /\ ¢
dadurch, daf man den Ko- 4
ordinatenanfang statt nach a
nach b verlegt denkt und von
dort die Werte x mift. Man x4
kann auch den Koordinaten-

Singrerte Iva

anfang statt nach a nach m Belastung
verlegen, erhalt dann jedoch é_ﬂj&{ T T w=A%
eine andere Form der Glei-

chung der elastischen Linie:

In der folgenden Zusammen- Wy

stellung ist eine solche Ab- W

weichung von den Angaben Pig. 287.
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der gebriuchlichen Taschenbiicher vermieden worden. — Fall 7 der nach-
folgenden Zusammenstellung wurde vom Verfasser im Flugzeugbau in
einigen Fallen gebraucht und sei daher mit aufgefithrt. Die Entwicklung
an Hand der Fig. 287 ist nicht schwierig:

M, + Myl 1 My+2M,

L BT 23 M My Mot Mpw @ Ma i 2,
y= I *TTERJ 23 M, + M,
J' — Al
M,:Ma—{——[bl.M’“x,
My, — M,
w2, Mt
Y="%nrs 68T ‘
GE’Jy:(M,)+2Ma)lx—3Mux2—yl’~%]‘-[-@x3

6EJ =My +2M,Pox —3M,la%— Mya® + M,2%.

Um auf eine natiirliche Form fiir y zu gelangen, die fiir M, = M, un-
mittelbar in die geordnete Gleichung fiir diesen Fall iibergeht, ist rechts
zweckmaBig hinzuzufiigen:

—3M,RPx+3M, 2,
dann ergibt sich:

My — I,

2, 3
67 Px — a3).

EJy:%“(lx—xz) -+

~ Der Leser prife die Gleichung fir M, = M; und leite dann fir
M, = M, = M kurz direkt ab! Fiir M = konst. miilte sich, streng-
genommen, die Gleichung eines Kreisbogens vom Radius

o EJ 1
M o

siehe Fig. 37, ergeben, an Stelle der Parabelgleichung. Es tritt hier
das Wesen der iiblichen Vernachlassigungen in einer neuen Frscheinungs-
form zutage. Der Fehler ist auch hier wieder gering, da ja geringe
Formanderungen vorausgesetzt sind und dafiir wird der Bogen im
Parabelscheitel auf betrichtlicher Strecke dem Kreishogen mit dem

Radius ¢ == dem halben Parameter :%]- praktisch gleich, wovon

man sich zeichnerisch leicht iiberzeugen kann. Die Taschenbiicher
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pflegen hier eine Ausnahme zu machen und die streng richtige Gleichung
anzugeben. . Da sich die strenge Richtigkeit auf den abstrakten Fall
der Voraussetzungen bezieht, der sich von der Wirklichkeit im Rin-
flusse auf die hier in Rede stehenden Hrgebnisse meist viel gréber unter-
scheidet als die bei beiden Gleichungen voneinander, so koénnen wir,
nachdem wir uns tiber die Bedeutung des Fehlers klar ge-
worden sind, unbedenklich die unstrenge, aber den anderen ursprungs-
gleiche Formel verwenden.

Will man auch bei unsymmetrischer Belastung genau angeben,
an welcher Stelle sich das Senkungsmaximum befindet, so hat man
sich nur zu erinnern, dafl an der Stelle des Momentenmaximums die
Querkraft, 8 = 4 — ZP,:, bzw. = 4 — 2Q,>,, verschwindet, daf
also analog an der Stelle der groBten Durchbiegung das Querkraft-

diagramm fiir die fingierte Belastung; berechnet ans wg=w,; — S« Az,

eine Nullstelle aufweisen mufl. In uniibersichtlichen Fillen muBl die
Bedeutung der Nullstellen, die ein Maximum bestimmen kiénnen, durch
einige Nachbarordinaten beiderseits gepriift werden. In sehr uniiber-
sichtlichen Fillen zeichnet man mit wenigen Punkten die elastische
Linie. Es darf ferner nicht vergessen werden, daff das Maximum an den
Grenzen der zu untersuchenden Strecke liegen kann, wobei dort nicht
notwendig eine Nullstelle der fingierten bzw. wirklichen Querkraft
liegen muf.

BEs sei noch auf die Weiterverwendung der Ergebnisse auf statisch
unbestimmt gestiitzte Balken, deren Hauptsystem ein nach dem oben
dargelegten Verfahren bereits behandelter Balken sein kann, hingewiesen,
wie sie im Beispiele fiir die Anwendung von Formanderungsgleichungen
Seite 23 vorgefithrt wurde.

(Fortsetzung — Tabellen — s. folgende Seiten.)
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Belastungsfall Auflagerdriicke Bieg;]];gg:g;ggem
|
1 B=p M,=P.x
\, i
] T —
’ t
y Q x2
i
7
Qa?
3 B =0 M, = 372
“ | 7 s 4
| [ !
‘ b I VS /B P P
4‘ [ P I 4 =B==" / M, = x
ARSEY Ty VT~ B 2 2
| |
| ;
|
i 1
! iber ¢;: M, = g)_clz_%
5 ‘
| iber ¢y M, = .P_C,Zl._“?

M, = P.(C = konst.
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Gropte Senkung

Huax = P-c

Bieg‘:;’f:;?nﬁwnt ‘ Gleichung der elastischen Linie baw. Hebung
|
| |
P [x 1 x3} Pp
Wmax = B 1 Y=apilTiT3E ymas = 355
- T
) |
Yoo = Q-1 | 7_2?1? lfl e = 28
Hmax =T YTeRILT 4 Ymex = BT
|
i
|
|
|
Q! L {x_], x] L
Mmax = 3 Y=BRBEIITT5F Ymax = 1557
|
R I S
| ,_ PP [70 4 xS}
, pr YCTET LT 3B pp
max = Endwinkel Ymax = oy
R N ey
= 16E.J L1 i
P cic3 { X X x}
I B - S S Ly
Mo — Peye, Y= 6ET ¢,y Clcy
s ! P cict z, 2. 3 n
Yy o 1C [QJ_+ L
Y 8EJ 1 C, € ¢gCh ‘
/ , Pl
| Ymax = SEJ
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1
Belastungsfall | Auflagerdricke | Biegungsmomert
| ‘
— R L
|
Ma My | g M M
/—> . ‘(P\ p | -
7 ZNL_——AIB M, —M, | ‘ M,=M, + ——"x
B= 0" i
L | T
! YA | = — A4 ‘7
Q P.x \
4=B=7 ,,4;(;3:
! g M=l z)
| |
| |
A-1¢Q T
M, == —
B=2:Q 3 I
Q 1 x 22
4=B=% M- Qu(5-T+ -372)
\
1
5o ey 27
| J
i
|

Durch Uberlagerung der

|

| idber AC
= %P M, = 5 Pa
P iiber BC
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Bieg!‘:;isiﬁ‘:f‘ent l Gleichung der elastischen Linie fo;iﬁe s:ﬁﬁﬁgg
‘ e
: Ma 2 *Mb _ M“ 2,
\ y=5 g =1t gy o=
WU oder M Endwinkel
, oder M, M,—M -
‘ el 2 b arp 9.2
J tgw, QEJU 2z]+ 6ET1 [2—3a?]
Zur Berechnung von tgwp Zahlenwerte rechts
| und links vertauschen! ,
\
_ @l L [x 2 E] _ 5e&
Mmazx = 8 1( Y=%sm7 |7 2 JERR Ymax = 384w J
i
. , [ - |
Mumax = —=Q1 | ' Ymax
_ osser | Qr {7“ 10% 43 x5] —o,01304 28
o VT wmoms T T O T O T
beix =13/3 | | bei z = 0,51931
= 0,5774 1 ‘ :
— - . - _ o o
|
QU | QR (33 & o 24 _3qp
Wmax = 15 Y=3Er |87 " FETETEP | Ymax = 350EJ
|
_Ql QB [5x o 2 x“l I QP
Mmax = 7 Y= g7 8T F 5B ‘ Ymax = g0
- | )
Belastungstfiille 2,7 und 8 von Fall zu Fall zu bestimmen.
\ |
| |
_PB lx 5 x3} 5
o 3P Y=%EIlT1 3R | Pe
max = g . pp [1 2, bat 11 xf] | Ymax = QYEEJ
NTRsldT TR T 8B \

Buchholz, Tragwerke.

14
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|

Belastungsfall Auflagerdriicke Bieilﬁl{;ix?;nent
|
I |
|
=gt 7 |
14| A2 7/ Mo=g\T—7
Y B=4Q
= |
., ‘
oF o |
y Z_
97
o Q—tr'z
~ @ _ Ql(l z x_f)
16 |||||M||||!!!| ) |A=B=5 | M.=5(g—7+g
Ay 5
7
Spalten 17 - 20 zu Nachtrigen
17
18 i
|
19
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Bicgungsmoment Gleichung der elastischen Linie GroBte Senkung
maximal bezw. Hebung
R I P
Q1 [ 3 2 ~ _OF
e SR At
(bei B) bei z o2 0,42151
I
P
Mux="20 | PP =2 PI3
! = 1 T3 Ymax =
(bei 4, B und C) | 16EJ L1 31 max = 192 B J
|
1 :
Mma,x = % y _ Ql3 xz 2m3 + w4 y Ql3
TouRJ BT BT R max = gor Ty
(bei 4 und B) 4ET LI I ¢ 384 EJ

aus dem Sonderbedarfe des Lesers.

14*



Griechisches Alphabet.

A a \ B g
Alpha | Beta
— e
I:. ! K«
Jota | Kappa
Po, 2o
Rho Sigma

]

Iy |40 | Ee | ZC
, Gamma | Delta | Epsilon ‘( Zeta
AL | Mu| N» EZ
| Lampda My ’ Ny Xy
T T T T ‘ﬁw .
T Yo | D¢ i Xy
| Tau | Ypsilon | Phi | Chi

l

Hy | 09
Eta Theta
Oo 'Illn
| Omikron |  Pi
Yy | Qo

Psi | Omega
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bearbeitet von Professor Dr.-Ing. Max Ensslin in Stuttgart. InVorbereitung

Einfiihrung in die energetische Baustatik. Einiges iber die physi-
kalischen Grundlagen der energetischen Festigkeitslehre. Von Prof. Carl
Kriemler, Stuttgart. Mit 18 Textfiguren. Preis M. 2.40%

Die Eisenkonstruktionen. Ein Lehrbuch fiir Schule und Zeichentisch nebst
einem Anhang mit Zahlentafeln zum Gebrauch beim Berechnen und Ent-
werfen eiserner Bauwerke. Von Dipl.-Ing. Professor L. Geusen, Dortmund.
Zweite, verhesserte Auflage. Mit 505 Figuren im Text und zwei farbigen
Tafeln. Gebunden Preis M. 18.—*

Elastizitit und Festigkeit. Die fir die Technik wichtigsten Sitze und
deren erfahrungsmiillige Grundlage. Von Professor Dr.-Ing. C. Baeh in
Stuttgart. Unter Mitwirkung von - Professor R. Baumann in Stuttgart.
Achte, vermehrte Auflage. Mit in den Text gedruckten Abbildungen,
2 Buchdrucktafeln und 25 Tafeln in Lichtdruck. Gebunden Preis M. 88.—*

Repetitorium fiir den Hoehbau. Fir den Gebrauch an Technischen Hoch-
schulen und in der Praxis. Von Geheimem Hofrat Professor Dr.-Ing. E. h.
Max Foerster in Dresden.

1. Heft: Graphostatik und Festigkeitslehre. Mit 146 Textfiguren.
Preis M. 7.60*
2. Heft: Abrif der Statik der Hochbaukonstruktionen., Mit 157 Text-

figuren. Preis M. 8.60*
3. Heft: Grundziige der Eisenkonstruktionen des Hochbaues. Mit
283 Textfiguren. Preis M. 18.—*

Taschenbuch fiir Bauingenieure. Unter Mitarbeit zahlreicher Fachgelehrter
herausgegeben von Geheimem Hofrat Professor Dr.-Ing. E. h. M. Foerster
in Dresden. Dritte, verbesserte und erweiterte Auflage. Mit 3070 Text-
figuren. In zwei Bénden. In einem Bande gebunden Preis M. 64.—*

In zwel Bianden gebunden Preis M. 70.—*

C.W.Kreidels Verlag in Berlin und Wiesbaden

Praktische Winke zum Stndium der Statik und zur Anwendung

ihrer Gesetze. TEin Handbuch fir Studierende und praktisch titige In-
genieure. Von Robert Otzen, Geh. Regierungsrat und Professor an der
Technischen Hochschule zu Hannover. Dritte Auflage. Mit 125 Text-
abbildungen. Preis M. 20.—; gebunden M. 24.—

* Hierzu Teuerungszuschlige



Verlag von Julius Springer in Berlin W 9

Die Berechnung statisech unbestimmter Tragwerke nach der Methode
des Viermomentensatzes. Von Ing. Fr. Bleich in Wien. Mit 108 Text-
abbildungen. Preis M. 12.—%*

Berechnung von Rahmenkonstruktionen und statisch unbestimmten

Systemen des Eisen- und Eisenbetonbaues. Von Ing. P. E. Glaser
in Tlmenau i. Thiir. Mit 112 Textabbildungen. Preis M. 9.—*

Mehrteilige Rahmen. Verfahren zur einfachen Berechnung von mehr-
stieligen, mehrstéckigen und mehrteiligen geschlossenen Rahmen (Rahmen-
balkentriigern). Von Ing. Gustav Spiegel. Mit 107 Textabl]%’ildpn%gn.l -

reis M. 18.—

Tabellen zur Berechnung von einfach und doppelt armierten Balken
und Platten aus Eisenbeton mit Hilfstafel fiir Plattenbalken.
Von Ing. Ernst Geyer. Unter der Presse

Lehrbuch der techmischen Mechanik. Von Professor M. Griibler in

Dresden.
Erster Band: Bewegungslehre. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 144 Textfiguren,
Preis M. 22,~—
Zweiter Band: Statik der starrem Kirper und graphisehe Statik. Mit 222 Text-
figuren. Preis M. 18.—*

Dritter Band: Dynamik der starrem Korper., Mit 77 Textfiguren. Preis M. 24—

Ingenieur-Mechanik. TLehrbuch der techmischen Mechanik in vorwiegend
graphischer Behandlung. Von Dr.Ing. Dr. phil. Heinz Egerer, Diplom-
Ingenieur, vormals Professor fiir Ingenieur-Mechanik und Materialpriifung
an der Technischen Hochschule Drontheim.

Erster Band: Graphische Statik starrer Korper. Mit 624 Textabildungen sowie

238 Beispielen und 145 vollsténdig geldsten Aufgaben.
Preis M. 14.—; gebunden M. 16,—*

Aufgaben aus der Technischen Mechanik. Von Professor Ferd. Witten-
bauer in Graz.

Erster Band: Aligemeiner Teil. Vierte, vermehrte und verbesserte Auflage. 843 Auf-
gaben nebst LOsungen. Mit 627 Textfiguren. Unvertinderter Neudruck.

Gebunden Preis M, 86.—*

Zweiter Band: Festigkeitsiehre. 611 Aufgaben nebst Losungen und einer Formel-

sammiung. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 505 Textfiguren. Unverinderter Neudruck.

Gebunden Preis M. 89.—

Dritter Band: Fliissigkeiten und Gase. 586 Aufgaben nebst Losungen und einer

Formelsammlung. Dritte, neubearbeitete Auflage. In Vorbereitung

Der Bauingenieur. Zeitschrift fir das gesamte Bauwesen. Organ des
Deutschen Tisenbau-Verbandes und des Deutschen Beton-Vereins. Heraus-
gegeben von Professor Dr.-Ing. E. h. M. Foerster in Dresden, Professor
Dr.-Ing. W. Gebler in Dresden, Professor Dr.-Ing. E. Probst in Karlsruhe,
Dr.-Ing. H. Fischmann in Berlin und Dr.-Ing. W. Petry in Oberkassel.
Erscheint monatlich zweimal. Vierteljihrlich Preis M. 14.—

*
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